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Barycentre
tle points ponderes

L}

B L Le terme de barycentre ‘
: ' - vient dumot grec barus -]

- . quisignifie lourd. 1
: - : * Il désigne un point <
v . W - | déquilibre et provient - EeS
Rl AT b : - " du théoréme des moments, J

Rl Ve . &+ . " découvert par Archiméde

8 e e 3 au e siécle avant J.-C.

0y
5

Construire le barycentre de deux, trois ou quatre points

pondérés.

Connaitre les barycentres particuliers.
Maitriser la propriété du barycentre partiel.
Déterminer une ligne de niveau.
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(1 Rappels sur les vecteurs

ﬂ Généralités

Relation de Chasles B i
3 5 péfinition
P :

AC =AB+BC. . Deux vecteurs u et v non nuls sont colinéaires lorsqu'ils
i © ontlaméme direction.

<i

|Propriété du paralélogramme] { et

= u et v sont colinéaires si v

: et seulement si il existe un nombre réel k tel que u = kv,
w Dans un repére orthonormé, u(x ; y) et v(x’; y).
u et v sont colinéaires <> det(u,v)=xy' — x'y=0.

AD=AB+AC,

.ﬂ Produit scalaire

B 5

® u et v désignent deux u et v désignent deux vecteurs du plan.

vecteurs non nuls du plan = = =2 — = i - ==
tels que u = OA et v — OB. u u-u=|!1u” -u-v=”u”x”v“><cos(u,vJ
H désigne le projeté orthogonal doe sl JIEie e
deBsurladroite(OA)._ 0 e v—2 ||u+v“ “u” “v”

Le produit scalaire de u par v est le nombre réel i muetv orthogonaux ¢ u-v =0

OA X_OH_-_HOté i . L ¢ = Dans un repére orthonormé, si u(x,y) et v(x, ),
#Siu=0ousiv=0,alorsu-v=0. i alorsuv=xx"+yy’.

[ Barycentre de deu points pondérés

Propriétés [TATTIE

A et B désignent deux points du plan et 4 et b deux nombres réels.
= Un point pondéré est un couple (4, a) formé d’un pointA et d'un nombre réel a, appelé coefficient du point A.
® Sia+b#0, alors il existe un unique point G tel que aGA 4+ bGE = 0.

Le point G est appelé barycentr_egies points pondérés (4, a) et (B, b) et est noté G=b B,b)}.
# Sia+b=0, alors le vecteur «MA +bME est indépendant du point M. ¢ 2y e, (B B

Remarque Sia désigne un nombre réel non nul, : Exemple Comme2+1 0
le barycent.re des points pondérés (A, a) et (B,a) . lebarycentre G des points A G B
est appelé isobarycentre de A et B : c'est le miliey i pondérés (A, 2) et (4, 1) —t—
du segment [AB]. © existe et vérifie 2GA +GB = 0.

[Propriété (homogénéité)]

Le barycentre de deux points pondérés est inchangé AetB désignent

lorsqu'on multiplie tous les coefficients Par un méme © deux points ’—F’,‘H‘g’
nombre réel k non nul : pour tout nombre réel k non nul, © distincts du plan 4 ’

G=bary {(A, a), (B, b)} & G =bary {(4, ka), (B, kb)}. © SiG=bary{(A, a) et (B, b)}, alors G €(AB).

e : mple
Propriété : Exemp
'—-"p—_'] . ’ 2 Si G=b3ry{(¢41| -3)' (B' 1)}'

(A, a) et (B, b) désignent deux points pondérés tels quea+h#0, . alors tout point M du plan

— 1 e S x —_— =
Pour tout point M du plan MG = = (@MA +bMB) ot G=bary {(4, a), B.b}. | MG= i2 (-3MA +MB).
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construire le barycentre de deun points ponderes

A et B désignent deux points et a et b deux nombres réels.

le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b) dans chacun

Construire, lorsque cela est possible,

des cas suivants:
a.a=2etb=3; b. a=1et b=-1,5;

solution commentae ‘méthode

a. » a+b=5#0,donc les points pondérés (4, 2) et (8, 3) admettent (A a) et'(B, b) désignent deux points
un unique barycentre noté G. pondéres.

- Par définition,ona: 2GA+3GB=0. . Calculera+b:
En utilisant la relation de Chasles : _sia+b=0, le barycentre n'existe pas;

2GA+3(GA+AB)=0 < 5GA+3AB=0 — sia+b#0, le barycentre existe.

c.a=-3 et b=3.

o CA=-278 < AG =278, . Danslecasa+b=0,
5 > noter par exemple G le barycentre.

M Ecrire la définition du barycentre
aGA +bGB =0 et utiliser la relation
de Chasles pour arriver a une relation
b. « a+b=-0,5#0,donc les points pondérés (4, 1) et (8,~1,5) :

admettent un unique barycentre noté G. du type E=-‘;?3 AB ().

- Par définition, ona: GA—1,5GB = 0. .
En utilisant la relation de Chasles : « Placer alors surla droite (AB) le point G
TA—1,5(GA+AB)=10 & —0,5GA =—1,5AB > GA=3BA < AG =3/B. vérifiant Iégalité ().

L — Il
1

A B. ' t + _é-

¢. Comme a+b=0, le barycentre des points pondérés (A, —3) et (B, 3)
n'existe pas.

7 utiliser la définition et Phomogénéité d’un barycentre

E, F, N sont trois points tels que EN =5EF.

Déterminer deux couples de nombres réels (a, b) tels que N soit le barycentre des points pondérés

(E, a) et (F, b).

splution commentee ‘Mméthode

. D'aprés la relation de Chasles: - Utiliser la relation de Chasles et

EN =SEF < EN =5(EN +NF). _ les propriétés sur les vecteurs pour
Donc 4NE —5NF =0. se ramener 3 une expression de la forme :
. Comme 4+ (=5) # 0, N est le barycentre des points pondérés (E, 4) . L e
et (F, -5). + Sia+b=0,alors:
. Ainsi, N =bary {(E, 4), (F,-5)}. G=bary {(4,a),(8,b)}.
(On peut aussi conclure que:: Déslors, pour toutk =0,
G =bary {(4, ka), (B, ka)}.

N=bary {(£,8), (F,-10)} ou N=bary{(£,~8),(F, 10)} ou...).

H A e_t B désignent deux points, ﬂ M, N, P désignent trois points tels que MP = 3 MN.
Construire le barycentre, lorsqu'il existe, des points pondérés  : 4
(A, a) et (B, b).

a.a=0,1et b=-0,1; b.a=7 et b=-3.

Déterminer deux couples de nombres réels g et b tels que
P= bary {(A, a), (8, b)}.
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(Coordonnées d’un barycentre,

st muni d'un repére (O; i, j).
](‘;edzls‘:ng:e le barycentreeges pc(:ints p}ondérés (A, :.1) et (B, b) aveca +b B;t 0.
(x43y4) et (xg; yg) sont les coordonnées respectives des points A et B.

axp+bxg aya +b}’3)
atb ' a+b /)

Les coordonnées de G sont [

Exemple

Dans le repére (0; i, N,
A(1;-2) et B(0,5;0),
Les coordonnées de

G=bary{(4,1),(8,2)}

(3-3)
sont | —;——|.
3" 3

[E] Barycentre de plus de deus points pondérés

ﬂ Cas de trois points
'Pmpriélés-

A, B, C désignent trois points du plan et g, b, ¢ trois nombres réels.

= Sia+b+c#0, alors il existe un unique point G tel que:
aGA+bGB +c¢GC=0.

= Le point G est appelé barycentre des points pondérés (4, a),

(B, b) et (C, c) et est noté : G=bary {(4, a), (B, b), (C,c)}.

= Sia+b+c=0, alors le vecteur aMA +bMB +cMC est

indépendant du point M.

(Coordonnées d‘un barycentre]

Le plan est muni d'un repére (O, i, j). G désigne le barycentre
des points pondérés (A, a), (B, ), (C, ¢) aveca+b+c#0. (x4, ¥4
(xg, yp) et (x¢, y¢) sont les coordonnées respectives des points A, B

et C.
ax 5 +bxg +cx, +byg +
Les coordonnées deGsont[ A ptoe oy thys Cyc).
a+b+c a+b+c

lj Cas de quatre points

A, B, C, D désignent quatre points du plan et a, b, ¢, d
quatre nombres réels.
= Sia+b+c+d#0,alors il existe un unique point G
tel que : aGA +bGB +¢GC +dGD = 0.
Le point G est appelé barycentre des points pondérés
(A, a), (B,b), (C,c)et (D,d) et est noté :
G=bary {(4,a), (8,b), (C, ), (D, d)}.
= Sia+b+c+d=0,alors le vecteur
aMA +bMB +cMC +dMD est indépendant du point M.

MG =

. (B,a), (C,

toordonnées d*un barycentre|

Le plan est muni d'un repére (0, 1, j). G désigne le barycentre des
avecatbtc+d#0.(x,, ya) (g, yp), (xc» ye) et (xp, b

et [, Les coordonnées de G sont

a+b+c+d

Si G=bary {(4,a), (B, ), (C, )},
alors pour tout point M du plan :

MG = (aMA +bMB +cMC).

a+b+c

. Remarque Sia désigne un nombre
: réel non nul, le barycentre

¢ des points pondérés (4, a), (B, a)

: et (C, a)est appelé isobarycentre

. des points A, B, C: c’est le centre

© de gravité du triangle ABC.
Exemple D c
. Dans le rectangle :]

: ABCD, comme A 8

b zE:E-I-A_D-’E—A_C-'}‘EZB,
. A=bary{(B,1), (C,-1), (D, 1)}.

Si G=bary {(4,a), (B, b), (C, 0), (D, d)},
alors pour tout point M du plan:

(aMA +bMB +cMC +dMD).

Remarque Sia désigne un nombre réel non
- nul, le barycentre des points pondérés (4, a),

a) et (D, a) est appelé isobarycentre

¢ des points A, B, C, D.

points pondérés (A, a), (B, b), (C, ¢) et (D, d)
) sont les coordonnées respectives des points A, B, C
@ptbxgtoctdxp ayythyp+oe +dy,

a+b+c+d

Homogénéité

Le barycentre de trois, ou plus, points pondérés est incha
un méme nombre réel non nul.

a+b+c+d

)

ngé lorsqu'on multiplie tous les coefficients par
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Barycentre de points pondérés

Construire le barycentre de trois points pondérés

A, B et Cet désignent trois points du plan non alignés.
Construire le point G, barycentre des points pondérés (4, 3), (8,-2) et (C, 1).

I_.I Solution commentée ‘Méthode

Par définition du barycentre (3 +(~2) +1+0), 0na: + Ecrire I'égalité vectorielle

3GA-2GB+GC =0. aGA +bGB +¢GC = 0 conséquence de
Ainsi, en utilisant deux fois la relatuon de Chasles: la définition de G = bary {(4, ), (B, b). (C, O}
3GA-2(GA+AB)+GA+AC= 8 « Utiliser la relation de Chasles pour exprimer
& 2GA=2AB-AC I'un des trois vecteurs AG, BG ou CG en
fonction de A, B et Cuniquement.
Par exemple : AG = kAB+k'AC avec k et k’ deux

nombres réels.
« Construire le vecteuru = kAB +k'AC.
= Placer le point G tel que AG=u.

PN ﬁ:ﬁ—%ﬁ

- ﬂ;':_m%ﬁ

Déterminer les coordonnees d’un harycentre

A, B, C et D sont quatre points de coordonnées respectives (2;-3),(1;0),(0; -
G désigne le barycentre des points pondérés (4, 1), (8, 1), (C, 3) et (D, 2).
Déterminer les coordonnées du point G.

solution commentée 'méthode

On munit le plan du repére (0; 7, j).
1) et (— )

G =bary {(4,1),(8,-1),(C,3).(D,2)}. Sia, b, ¢, d désignent quatre nombres réels
(14(~1)+342=5#0) tels que :
. i a+b+c+d=0
Les coordonnées de G sont : 2 > et G=bary{(A,a), (8 b), (C 0. (D d),
3 ! x alors :
1x2—-1x1+3%0+2X—- 8
v = 2:3 T, b p _axa+bxg+exc+dxp
G 5 5 ity 2 O | & a+b+c+d
et L]t . _aya+bygtoyctdyp
1x(=3)=-1x0+3x(=1)+2X1_ 4 L et — a+b+c+d
V6= 5 57 L
n A, B, C désignent trois points du plan, non alignés. m Dans le repére (O; i, }], ondonne:
Construire les points : : 4] [ 1 ]
: A(0;-1); B|5;=] et C|—=:0}.
a. G=bary {(4,2),(8,-4),(C,V}; ( ) ( 3 5
b. G'=bary {(4,6),(8,3),(C,3) }. :  a. Justifier I'existence du barycentre G des points pondérés
i (A,4),(8-1)et(C,-2).
n G, H, K désignent trois points du plan, non alignés i b. Déterminer les coordonnées du point G.
tels que: - - L
3GH =-2HK. : m Dans le repére (0; i, j),ondonne E(1;-1) et G(2;0).
a. Ecrire G comme le barycentre de (H, a) et (K, b). : Déterminer les coordonnées du point F tel que le point G
b. Construire G. : soit le barycentre des points (E, 3) et (F, 2). m|
-2
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B Barycentres partiels

[Propriété [TTIY
(A, a), (B, b) et (C, ¢) désignent trois points p

H est le barycentre des point pondérés (4, a) e;} (B.+ et
et (C, ¢) est le barycentre des point pondérés (H, a

i b+c#0eta+b#0. )
ondere;)t‘i: g::yi:ntre G des point pondérés (4, a), (B, b)

¢ Exemple

Remarque . B e ,2), (8,3), (C,-1)}.
On peut schématiser la propriété de la fagon suivante:: &= by a2

. H=bary{(8,3),(C, =1} .
il e . D'apreés la propriété du barycentre partiel,

avec H=bary {(4, a), (B, b) }. i G est donc le milieu du segment [AH].

I tignes de niveau
ﬂ Généralités

k désigne un nombre réel et f une application du plan dans les nombres _réels.
On appelle ligne de niveau k l'ensemble, noté (€ 1), des points M qui vérifient f(M) = k.

Exemple A et B désignent deux points distincts du plan et f I'application du plan (?) dans R telle que :
f:(P)——R
M+— f(M)=AB—-4AM.

AB—-4AM =0, soit AM =-i— AB. (€)) est doncle cercle de centre A et de rayon :11- AB,

H 1 ligne de niveau a MA2 + p MB2 =&

A et B désignent deux points distincts du planetg,

k désigne un nombre réel. fest l'application du
on note (¢,;) laligne de niveau k, cCest-a-dire e

k—aGA? - bGB?
On pose 0.=

—7— ouG=bary{(4,a), (8, B)}. o
# Si0> 0,lensemble (€ 1) estle cercle de centre G et de rayon /o1, 1 («>0)

= Si0.=0,l'ensemble (%k) est réduit au point G. 78
= Si o <0, l'ensemble (€,;) est vide,

q La ligne de niveau MA2 - pp2 — j

b deux nombres réels tels quea+b#0.
plan dans R telle que f(M) =aMA2 + bMB2. Pour k eR,

e

[Propriété]

[Proprié | (4
A et B désignent deux points distinets dy plan et kun nombre rée] }_(‘ )
f est lapplication du plan dans R telle que f(M)=MA2? — g2 . : :

On note (&) laligne de niveau k, cest-d-dire l'ensemble des points M

71 2 _ i
du plan tels que MA M.B =k.G es.t le miliey de [AB] et H e point de la droite (AB) tel que GHx AB=
I’ensemble (fgk) est la droite Perpendiculaire 3 |5 droite (AB) bassant par le point H,

=

I
Q
w
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nsemble des points M du plan tels que aMA? + bMB2 = k.

(C, o). Le point H est appelé barycentre partiel.
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Barycentre de points pondérés

A, B, Cet D désignent quatre points non alignés et G le point défini par GA +2GB +3GC -2GD =0,
a. Justifier I'existence du point G.
b. Justifier I'existence des points H et H’ définis par:
H=bary {(A,1),(8,2)} et H’=bary{(C,3),(D,-2)}.
¢. Ecrire G comme barycentre des points H et H',
d. En déduire une construction du point G.

Solution'commentae méthode

a. Comme 1+2+3+(-2) =40, le barycentre G existe et est unique: Sia, b et c désignent trois nombres réels
G=bary {(A,1),(8,2),(C,3),(D,-2)}. tels que:
a+b#0 et a+b+c#0,etsi
b. Comme1+2 # 0et3+(-2)=0, les points H et H'existent et sont uniques :

H=bary{(A,1),(8,2)} et H'=bary {(C,3),(D,-2)}. H=bary {(A, a), (B,b)} et

N G=bary {(A, a), (B,b),(C,0)},
c. On utilise la propriété du barycentre partiel ; i }

P b ¢ » alors: G=bary{(4,a),(8,b),(C,0)},
=bary 1A, 1), (8,2 (G, 3), (D, -2)3 : G=bary{ (H,a+b) ,(C.9)}.

G=bary{ (H,1+2), (H,3+(-2)}. :

G =bary {(H,3), (H, 1)}. Bo#

d. On utilise le Savoir-faire 1 page 9 pour en déduire que H

P
=—HH’
et construire G. 4

| péterminer une ligne de niveau

Déterminer l'ensemble (%) des points M du plan tels que : MA2 + MB2 =1,
avec A et B deux points distincts tels que :
1

a. AB=4; b. AB:E.
solution commentee Méthode
Dans ce cas, a=b=1.0n note G=bary {(A, 1),(8,1)} Pour déterminer l'ensemble des points
G est le milieu du segment [AB]. M M du plan tels que aMA2 + bMB2 =k
1-GA? - GB? K=1) G aveca+b=0:
Oncaladesa=——=—=—1k=1: A  Introduire G=bary {(4, a), (8, b)}.
a. SiAB=4,alorsGA=GB=2eto= A <0. « Evaluer le signe du nombre réel
Donc l'ensemble () est vide. i k—aGA? —bGB?2 _
O 1 4 a+b
! L 15 . = Discuter suivant le signe de «
i AB=—, alorsGA=GB=—eto.=—=—2>0. g

m— 2™ 4 16 en utilisant la propriété du

7
Lensemble (€) est le cercle de centre G et de rayon % paragraphe 5.b.

S'BHercer

Paur [Lfs exGtFlcal 1.3 H,].q_‘ Al Cenl déSign?T : E A, B, G, I désignent des points tels que : A
des.pm{m duplan, I.r.a utilisant le Imrycenln..' partiel, . G= bary {(4,2), 1, 1)} et I milieu de (8]
Gerire G comme le barycentre de deux points. :  Dévtinertolsnonbresielstelsques 5

- G=bary {(A,a),(8,b),(CO} ! c

BH 6-bary (4,5, (8,-05), (-0}

; m Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que:
lﬂ G =bary {(A, 2), (8,-1),(C, 2), (D, 3)}. : MA%+MB2=100 et AB=6.
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tnercices d’entrainement

Barycentre de deux points pondérés

l Réponses rapides |

m A et Bdésignent deux points du plan.

Dire, dans chacun des cas si, le barycentre des points pondérés
(A, a), (B, b) existe :

4 V16
a.a=37etb=-3; b.a=—etb=——;
3 3
1 5
€ a=-5etb=+/25: d.a=getb=g.

m A et B sont deux points du plan.

Le milieu I du segment [AB] est le ba rycentre de:
a. (A, =5) et (B,5); b. (A 5 et(8,5);
¢ (A,5) et(B,-5): d. (A, -5) et (B, -5).

m Ci-dessous sont représentés un segment [EF] etun point H.
—_—

t i
E

H F

Le point H est barycentre de :

a. (£, 1)et(F,3); b. (E,3) et (F, 1).

m Reproduire |a droite (AB) ci-dessous, puis placer le bary-
centre des points pondérés (A, a) et (8, b) dans chacun des cas

Suivants:
a.a=4etb=4; b.a=-1 eth=2;
Ca=-letb=-2; d.a:letb::g.
3 3
A B

m Déterminer deux nomb

soit le barycentre des points
Cas suivants ;

2. AM+4MB =7 ;

resréelsaet btels que e pointM
pondeérés (A, a) et (8, b) dans les

b. Eﬁ=7m;
e %W—M—Bzﬁ; d. 3ME+MA+ VB =G,

E A et Bdésignent deux
Construire, lorsque cela est
pondérés (4, a) et (8, b) da
a.a=3etb=-4:

points etaet b deux nombres réels.

possible, le barycentre G des points
ns chacun des cas suivants :

b. a=—1 etb=5;

1 2
.a=-7etb=7; d.a=—etb:—-;
. 3=~ 3

e.a=-5etb=-10; f. a=05etb=-3,

pida’|

P Lorsque a+b 0, on écrit par exemple que AG
en utilisant la relation de Chasles,

Y
_E:EAB
m AetBdésignent des points distincts eta et b deux nombres
réels tels que a+b=0. — —n
Montrer que pour tout point M, du plan aMA+bMB est inds-
pendant de M.

m Dans chacun des cas, déterminerdes vale
u .
aetbpourque G=bary {(4,a), (8, b)}. : ""sf“hlesde

a. —'_""—H*F\F‘
A G B

E En quel point du segment [AB] faut-
suspension C pour que les deux dispositi
en équilibre ? '

(M est une masse, M > 0))

3

il placer Je Point do
fs C-dessgys Soient

E Sachant que la balance
équilibre, déterminer la mass

représentée ci-dessous, est en
e de I'objet A,

AZI’!‘I__

- Sm

E Le point G désigne |e barycentre des points pondérés

(E;2) et (F;-3) et e point H désigne le barycentre des points
pondérés (£;-3) et (F; 2),

a. Montrer que EG =3FF et FH =3FE,
b. Les points E,F, G, Hsont-ils alignés ?

m Le plan est muni d’un repére to; i, 7). Aet B désignent

; 4

les points de coordonnées respectives (=1;3)et (‘«'2}
Le point G deés;
et (8, 5).

3. Exprimer OG en fonction de OA et 35
b. Déterminer les coordonnées du point G.

m Le point Q

(R.3)et(s,~2).
a. Construire |e point Q.
b. R'et 5" désignent les points définis par:

QR =20R et QS =205. N
Point Q est le barycentre des points pondéres

gne le barycentre des points pondérés (4, -1)

désigne le barycentre de deux points pondérés

Montrer que lo
(R, 3) et(s,-2)
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Barycentre de points ponderes
. M

Barycentre de trois ou quatre points
[népanses rapies |

m A, B et Cdésignent trois points du plan non alignés.
Dire, dans chacun des cas, si le barycentre des points pondérés
(A, ), (B,b), (C, c) existe :

a.a=1,b=3,c=-4;

d.a=+7,b=—3,c=—/4.

c.a=02b=a,c=-2a;

m A, B, Cet D désignent quatre points du plan tels que :
AB—4AD +5AC = 0.

a. Déterminer trois nombres réels b, ¢, d tels que le point A

soit le barycentre des points pondérés (B, b), (C, c) et (D, d).

b. Déterminer trois autres nombres réels b, ¢’, d" tels que

le point A soit le barycentre des points pondérés (B, b'), (C, c’)

et (D, d’).

m E, F, G, H désignent quatre points du plan tels que:

2EG =3EF —2EH.
Déterminer trois nombres réels x, y, Z tels que le point £ soit le
barycentre des points pondérés (G, x), (F, y) et (H, 2).

m ABC désigne le triangle représenté ci-dessous.
C

B

Déterminer trois nombres réels a, b, c tels que G soit le barycentre
des points pondérés (4, a), (B, b) et (C, c).

m E, F, G, désignent trois points du plan non alignés.
a. Justifier l'existence et 'unicité d'un point P tel que:

3EP +FP—2GP=0.
b. Construire le barycentre Q des points p

c. Exprimer QP en fonction de Qa.
d. En déduire la construction du point P.

ondérés (E, 3), (F, 1).

} Pour construire G = bary {(4, a), (8, b), (C, c)}, introduire
H=bary { (4, a), (8, b)} (si a+b0) puis utiliser la propriété

du barycentre partiel.

ﬂ A, B, C désignent trois points du plan non alfgnés:
En s'inspirant de l'exercice précédent, construire le point I tel

que 3AT —BI +2CI = 0.

m Démontrer une propriété
G désigne le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), (C,c)
aveca+b+c#0.
Montrer que, pour tout point_M;du plan
aMA +bMB +cMC =(a+b+c)MG.

m Démontrer une propriété

A, Bet Cdésignent trois points distincts et a, b, ¢, trois nombres
réelstelsquea+b+c=0.

Montrer que pour tout point M, aMA +bMB +cMC est indé-

pendant de M.

m A, B, C, D désignent quatre points du plan non alignés.
a. Construire le point I tel que I=bary {(4,— 1), (8,4)}.
b. Construire le point J tel que J=bary {(C, 2), (D, 1)}.
c. Gdésigne le point défini par :
G=bary {(4,-1),(8,4),(C,2), (0, 1)}
Montrer que G = bary {(I, 3), U, 3)} ; puis placer G.

m ABCD désigne un parallélogramme et G le barycentre
des points (4, 3), (8,—1), (C, 3) et (D, —1).

En associant les points judicieusement deux a deux et en uti-
lisant la propriété du barycentre partiel, construire le point G.

m ABCD désigne un parallélogramme et le point I le milieu
du segment [DC].

A 8
o 1 c

a. Ecrire le point D comme barycentre des points A, B, C.
b. Ecrire le point I comme barycentre des points A, B, C.

ﬂ ABC désigne un triangle et A, B’, C'les milieux respectifs
des cotés [BC], [AC] et [AB].
Le point G est l'isobarycentre des points 4, B, C.

B

a. Montrer que:
3GA+2AA =0; 3GB+2BB'=0; 3GC+2(C =0.
b. En déduire que les points A, A, G, d’une part, B, 8, G, d'autre

part et enfin C, C', G sont alignés.
¢. Conclure que G est le centre de gravité du triangle ABC.

E La suspension ci- :
contre est représentée par

un triangle ABC de masse

négligeable. Des masses 4

sont fixées en chacun de 4kg

ses sommets.
Construire le point G, en 8
lequel il faut accrocher la
suspension pour qu'elle soit
en équilibre.

2kg

3kg
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A
m Observer la figure
ci-contre.
Montrer que :
L = bar)' {{Ar 2]! (Br 1]! {Cr ”}'
B K C

fficient 2,
Ali a obtenu en mathématiques 15_surl iﬂ coe
18 sur 20 coefficient 1€t 17 sur 20 coefficient 3.

ée m, d/Ali.
a. Calculer la moyenne, not ! " es notes
b. Reproduire le segment [AB] ci-dessous représentant I

de 0a 20.

B
A ——l—"”’—z‘o
10

—

0

. Placerle point M, surlesegment [AB] représentantlamoyenne

dAli. .
d. Montrer que M = bary {(C, @), (D, b), (£, )} ot Ic'm placera
les points C, Det Eetl'on déterminera les nombres réels a, b, c

E ABCD désigne un quadrilatére quelconque. IJ,K,Ldésignent
les milieux respectivement des cotés [AB], [BC], [CD] et [DA].
Le point G désigne lisobarycentre des points A, 8,CD.

a. En utilisant la propriété du barycentre partiel, montrer que:
G=bary {(1,2),(K,2)} et G=bary{(/,2),(L 2)}.

b. En déduire que les diagonales du quadrilatére LKL se coupent

en leur milieu ; puis que LKL est un parallélogramme,

iafo)

} Le résultat de cet exercice est dii a Pierre Varignon.
Mathématicien francais (1654-1722), Pierre Varignon est linventeur
du manométre et a découvert la théorie des moments,

E Une marchande utilise une balance légérement faussée.

Par honnéteté, elle pése deux M M,
fois ses légumes :
+ une fois dans le plateau de % G ‘@ :
droite (masse M,, M, > 0); A A B 5
- une fois dans le plateau de M, M
gauche (masse M,, M, > 0).

Elle facture alors la moyenne G @&«
des masses M, et M,. A B

a. Montrer que M:./M, M,.

M. +M
b. Comparer.{M, M, et ' 3 L
¢. Le choix de la marchande est-il équitable ?

[ Aide |

M, +M
}Pourcomparer,/Mle et 72 Z on peutcomparer leurs caregs,

ligne (e ICEL

P bles rouges ci-dessous, que| ;
Pam e e ?\4,42 MBE =3 gy oy Mg
représente la ligne de niveau =2avecAB=)

A B bA d cA B
. p——t—t— "
a =

[AB] désigne un segment de longueur 4,5 ¢m.

a. Construire le point 1 défini par I =bary M 4),(8,-1)}.

b. Réduire Iexpression du vecteur 4AM —BM pour tout pojn;
M du plan a l'aide du point L. -

c. En déduire I'ensemble des points M du plan tels que:

||4AM —BM||=348.

ABCD désigne un rectangle.
2. Construire le point K défini par K=bary {(4,1), (8,-2)}.
b. Construire le point L = bary {(C,-3), (D, 2)}.
¢. Endéduire une autre expressionde:
. AM—2BM puisde -+ —3CM +2DM,
ou M est un point quelconque du plan.
d. En déduire 'ensemble des points M du plan tels que :

||AM —28M || =||-3CM +2DM|).

bUtiIiser la définition d’un barycentre pour simplifier une
expression vectorielle.

ABC désigne le triangle équilatéral représenté ci-dessous.
A

B C

{1. a. C;Jnstruire le point I défini par I = bary {(4, 1), (8, 4)
-1}
b. Cons‘truire le point J défini par J = bary {(4, 1), (8,3)}-
¢. En déduire I'ensemble des points M du plan tels que:

 |[A¥ +aBM - cad | |=| | M4 + 308
2. _E" sinspirant de la question 1., déterminer lensemble des
points M du plan tels que :

5707 a8 23 7+ 7]

=
A et Bdésignent deux points du plan.

Déterminer, puis construire, s'il existe, l'ensemble des points M
du plan tels que MAZ + MB2 =k, lorsque::

b. k:zu mAB:Scm.

E A et B désignent deux points du plan tels que AB=2 (M-

Déterminer, puis construire, l'ensemble des points M du plan
tels que MA2 — g2 =1
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Barycentre de points pondérés

Top chrono (sansjustification) Avec justification

E Pour chaque affy ion, indi ; ; ]
q rmation, indiquer si elle est vraie Pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie ou fausse.

: ou fausse. .
]uﬁ —— vrai faux
's e ~vrai faux , —_ 1

1. Le barycentre des points tel Eeatinlaneds =g
pondérés alors G =bary {(4, 2), (C,-1)}. O O
1 1 1 :
(A. E) et (B, g E) existe, 0 B - 2.5iA, B, Cdésignent trois points non alignés,
e : E=bary {(A, 2),(8,1),(C, 1)} et Fest le milieu
2.SiG=bary {(A,3),(8,-7)}, : de [BC), alors E est aussi le milieu de [AF]. o 0
alors G=bary {[A __3] (B, Z)} O 0O 3. D'apres la figure ci-dessous : -
2 2 ; G R=bary {(E,1),(G,-3)}. [] OJ
3. 51G=bary {(£,— 1), (£, 7)}, L
alors 6 GE =7EF. O 0O :
: i E g F T
4. Si J est le milieu de [MN], s S
. alors J = bary {(M_, 4), (N, 4)}. = il 4, D'aprés la figure de la question 3.
5. Lensemble des points M tels que ; E=bary {(7.3),7.-2)}. : E—
MA? — MB? =0 est la médiatrice © 5. Lensemble des points M du plan tels que
de [AB). O O ML2 +MK2 =10 avec KL =2 est un cercle. g B8

Les réponses d ces exercices sont indiquées en fin de manuel.

Top chronao (sansjustification) Avec justification

ﬂ Pour chaque question, indiquer la réponse exacte parmi
les trois propositions.

E Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions.

1. A, B, C désignent trois points non alignés.
Si G=bary {(4,-5), (8, 5), (C, 3)} et si H=bary {(8,5), (C, 3)}
alors G="bary {(A, 1), (H, ) } avec:

1. SiA, B, C désignent trois points non alignés
G=bary {(A 15), (8,1),(C1 )}, alors :

a. AG=2(AB+AC); b. AG +2BG+CG=0; o=l Bi=- @ sl

¢. Le milieu du segment [BC] appartient 5 5

4 la droite (AG). s 2. D'apreés la figure ci-contre : A 8
2. Le barycentre G des points j____‘ . x_s__i_ o a. G=bary {(C,3),(D, 1)}; H

pondérés(4,2), (8 etC-1) b. G=bary {(C,1),(D,-3)}; T . .

. Si G=bary {(£, 3), (F,—4)}, alors:

a pour coordonnées :

c. G=bary {(C,3),(D,-1)}.

31 =T

a.(-1;0; b [‘5'5)’ A e 3 Dapreslafigure du3, i H=bary {(€,5), (, 6} alors:
l._l) N a. H=bary {(£, 5),(D,6), (C,6)} ;
il e S . b. H=bary {(€, 5), (D,3),(C,3)};

. Lensemble des points M du plan tels que

”ﬁ+ﬁd?||= 2est:

a. un cercle;; b. unedroite; ¢. I'ensemble vide.

a.GE=—4EF; b. GE=4FF ;

c. GF=4FF.

e} (e3)

4. D'aprés la figure du 3., D=bary {(A, 1), (8,—1), (C, &)} avec:
ao=1;

b. a=-1; Coi=2
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m concours de droites

ABC désigne le triangle ci-dessous et I, J, K les points tels que :
Vi

= '[—' i —=lE§. . E:?:—CA-
.M=§AB' a P 5

A

B

2. On note G le barycentre des points pondérés (4, 2), (8, 1)
et (C, 3). Montrer que:

*G=bary {(I,3),(C, 3)},

~G=bary {(4,2),(,4)},

*G=bary {(B, 1), (K,5)}:

b. En déduire que les droites (A/ ), (BK) et (CI) sont concourantes,

E!I Points alignés
ABC désigne le triangle ci-dessous,
Le point Pest |e symétrique du point 8 par rapport au point C.

R le milieu du segment [AB] et Q le point tel que CQ =%EA7.
P

A R B

2. Montrer que Q = bary {(4, a), (G, b)} oti a et b sont deux
nombres réels a déterminer.

b. Montrer que :

20R=0QA+QB et QP=-QB +20C,
¢. + Endéduire que Q= bary {(P, 1), (R, 2)},
+ En déduire que les points £, Q et R sont alignés,

Bl tieu de points et paramétre

[AB] désigne un segment de longueur 10 ¢m.

On note (€,,) lensemble des points ¢ d, plan tels que -

||m? mA +(2m—3) MB||= pp
ou m désigne un nombre réel,
1. a. Pour quelle(s) valeur(s) de m |o barycentre G des oi
nts
pondérés (A, m?) et (8,2m - 3) existe-ti| 7 mdesp
b. Pour un tel m, montrer que :
Met'éﬁm]' =1 ,m2 +(2m—3]|MGm = AB,

¢. En déduire I'ensemble (€,,).
2. Construire (€,) ; puis (€3).

B centre du cercle inscrit ¢
ABC désigne le triangle ci-dessous,
Onposea=BC,b=ACet c=AB.

Iest le barycentre des points pondérés (A ), (8, )

ans yp triangle

" (Ct C:'.

Al =AP +AQ.

a. Montrer que”ﬁ”:“f@“.

b. Quelle est la nature du quadrilatére AQIP?

En déduire que le point I appartient a la bissectrice de I'angle ABC

2. Montrer que le point I est le centre du cercle inscrit dans
le triangle ABC.

1. Pdésigne le point de [AB] et Q e point de [AC] tels que:

EI Centres t'inertie
[ Info

b- Le centre d'inertie d'une plague est le point ot s'applique
son poids, c'est-a-dire son point d'équilibre.
* Lorsqu'elle est de forme triangulaire, son centre d'inertie
est son centre de gravité,
+ Lorsqu'elle est de forme rectangulaire, son centre dinertie
est lintersection de ses diagonales.
= Lorsque c'est un cercle, son centre d'inertie est son centre.
*Lorsque la plaque () est la juxtaposition d'une plaque (2,)
de centre d'inertie I, et de masse m, et d'une plaque (7,)
de centre d'inertie I, et de masse m, alors le centre d'inertie
de (?) estle barycentre de (I, my) et (I, m,).

1. r L'unité estle cm.

Densités :
« Argent ; 10,5 kg/m?
+0r: 19,3 kg/m?
Epaisseur de la plaque
(P):1em

2,
a. Montrer que (%) est Ia juxtaposition de deux Plaqu:s( 1
et (%,) dont on précisera le centre diinertie et la masse.

b. En déduire le centre d'inertie de la plaque ().
2, 4

o
Densité du cuivre : 10 kg/m

Epaisseur de la plague
(P):1em

S r e
. . tre d'iner
En s'inspirant de la question 1., déterminer le cen
de la plaque (),
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I centre dinertie et isobarycentre
ABC désigne le triangle ci-dessous et M et N sont les milieux
respectifs des segments [AB] et [AC].

A

B c

a. Vérifier que le quadrilatére MNCB est un trapéze.

b. Déterminer le centre d'inertie G de la plaque MNCB.
¢. Déterminer l'isobarycentre I des points M, N, C, B.
d. Les points I et G sont-ils confondus ?

B position du harycentre

A et B désignent deux points distincts du plan.

G est le barycentre des points pondérés (A, a), et (B, b) aveca
et b deux nombres réels non nuls tels que a+b=0.

a. Montrer que:

«sia=0,alorsG=8;

+sib=0,alors G=A.

b. Montrer que si a et b sont de méme signe, alors G est un
point du segment [AB], différent de A et de B.

c. Montrer que si a et b sont de signes opposés, alors G est un
point de la droite (AB) nappartenant pas au segment [AB].

d. Montrer que si|a| > | b|, alors G est plus prés de A que de 8.

B orthocentre
ABC désigne un triangle dont chaque angle est un angle aigu.

H est l'orthocentre du triangle ABC.

A

a. Montrer que: .

- A= bary { (B, tan (ABC)), (C, tan (ACB))} ;

- B'=bary { (A, tan (BAC)), (C, tan (ACB))}

. C'=bary { (A, tan (BAC)), (8, tan (ABO) }- -

b. Justifier l'existence du barycentre K des pointiggnderes,:
(A tan (BAC)), (8,tan (ABC)) et (C, tan (ACB)).

c. Montrer que K € (AA’), K € (BB') et Ke(CC).

d. Endéduireque: S, —
H=bary { (4, tan(BAC)), (B, tan(ABC)), (C,tan (ACB) }.

Lpide

B3 pes démonstrations
A et B désignent deux points distincts du plan.
1. Pourk e R, on note (€,) la ligne de niveau :

aMAZ +bMB? =k avec a+b#0.
a. Justifier l'existence de G =bary {(A, a), (8, b) }.
b. Montrer que M€ (€,) < MG? =Mz—.

a+b
¢. En déduire la nature de l'ensemble (€,).
2. Pourk’e R, on note (&, ) la ligne de niveau : MA? MB2 =k’
Gdésigne le milieu du segment [AB] et H est le point de la droite
(AB) tel que : 2GH xAB =k'.
a. Montrer que, pour tout point M du plan :
MA? —MB? =2AB-GM.

r

b. Montrer que:Me (%) < GH= L.
2A8
¢. En déduire la nature de I'ensemble (€,.).

B une ligne de niveau

A, B, C, D, E désignent cinq points distincts du plan.

Lobjectif est de déterminer lensem ble (£) des points M tels que:
(2MA —MB +MC )-(MD +2ME)=12.

1. Avec les coordonnées _

On se place dans un repére (O ; i,

On note (x, ;¥4), (xg:¥p). (xc iy et (xp ;¥p): les coordonnées

respectives de 4, B, Cet D.

On note (x; y) celles du point M.

a. Etablir une équation satisfaite par x et y.
b. Montrer que () est un cercle dont on précisera les coordon-

nées et le rayon en fonction des paramétres.

2. Avecle barycentre

a. Justifier l'existence de:

G, =bary {(4,2),(8,~1), (C, N} et G, =bary {(D, 1), (€, 2}
b. En déduire que M & (€) & MG, -MG, =2.

c. On note H le milieu du segment [G,G,].

Montrer que Hest le centre du cercle (€).

B2 produit scalaire et ligne de niveau

k désigne un nombre réel.
On note (&, l'ensemble des points M du plan tels que:

MA-MB =k

I désigne le milieu du segment [AB].
2

AB
a. Montrer que M€ (€,) < MI? =T+k ,
b. En déduire (¥,) selon les valeurs de k.
m Prise initiative
Observer la figure ci-dessous.
A

B : I ¢
a. Exprimer le point G comme barycentre des points A, Bet C.
b. La droite (GC) coupe la droite (AB) en un point H.

Déterminer la position de H sur le segment [AB]. m
- |

} Utiliser la trigonométrie dans certains triangles rectangles.
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I problemes:

m I vt MA )
Hhegne e Ve Ml

s it distine s du plan, .
l ernbile (4,) des point Ml

Aet 1 déstgnent de
Lobjet i et de détermine fens

L
RS i e

(e L8 koot k est un nombie éel,
Mt

B ek 0

Déterminer Fensemble (4,).

Jolecas k=1

Déterminer lensemble (£,),

Lolecas k-

Déterminer Fensemble (£,),

Adecank ~Oeths]

- Monter que, pour 1out polnt Mda plan,

Me () eo MAY = K/MI,

b Justifier Feglstenee du polnt € IJ-:I;J’{M- AL V”‘
. Montier que M (£,) «5 (1 K )MO? Ko N,
o Eny dédure Lo natuee de Fensemble (4,),

e Dane le can ot Al -1rm,rh‘-rmmlrwrrlmrmulr-'.u-n'.i»mhlr-'.

stlvanty
lbgg)i - (8y)

70 Baryeentre el aires
1, ABC déslgne un trlangle et A'un polnt du segment [BC],

A
\

\

I :4.‘ L

ale (AND) Al

alre(AnC)

(Le résultat est appelé lemme des proportions,)

b Montrer que A bary {1, AC), (€, A1) |,

e b déduire que A" bary {1, alre (AAC), (€, alre (AAH)) }.
2. ABC désigne un triangle et Mun polnt 4 lintéreur de Alic,
A1, C désignent respectiverent Fintersection de [AM] avec
[BC), [BM] avec [AC] et [CM) avec [AB),

a. Montrer que

A

a. Montrer, en utilisant le lemme des proportions et fa (Ui
tion 1., que;
« A= bary { (B, aire (AMC)), (C, aire (AMB)) )} ;
* puis que A" bary { (B, aire (AMC)), (C, alre (MAD)) |,
b. De la méme maniére, montrer que ;
B'= bary { (A, aire (BMC)), (C, aire (MAB)) },

B

o taulre e et ion® pur e Eobenites ge o e g4
" i
faryeentie des points pronnds OA, alre (g ), """fﬂjf""ﬁf,f'r :
1,

(€, alre (AMAN)).

m centre (Pt el haryeentr

I, Plague plelne
Constrilre e contre dinentie de b plague o ¢ s, g,
(gl 2 2 i ¢! b hestslbe A0 antal fe oy 3

/'

i by

7 \
= 10 i )

- Jf quutq yldte

Lorsguie Fon retre o une placue 7, de n-nlru-d'lnc-rfir-h “f o
e 1y e plaeguae 0y e contre dinertie ] ef de e,
fes c oo dinertie de b placgue Cadée ohitenue o (e I'J,“r,‘,m;::
des polntes pandéeé (1, m) 0y, m ) lorsegue my 7,
Observer L platgue 9 en métal ;

01€m« | A
ey

A 3m
00, 1m
Cpaleseur 1
densite & hy/m’

On note ] son centre dlinertie,

a. Dérerminer o, et fitels que I bary {(0,, 1)), (0,4}
Exprimer aet (3 Paide de o,

b. Reproduire Je schéma cl-dessus en prenant 0,0, < 2 cm et
construlre le point [,

KA (¢ croissant dor

Le plan est muni du repére (0,1, 1),

On comsidére une: plaque homogéne dépalsseur comstante,
formée du disque de centre O et de rayon 1, auguel on a enles?
un disque de rayon £ O' tangent intérieurernent au précédent.

J

a. Déterminer, en fonction de r, la position du point G, cen'™®
de gravité de cette plaque,

b. Calculer r pour que e point G soit exactement sur b « /07
tiere n entre les deux disques,

} Lavaleur de r trouyée st tgale & Mnverse du Nombre dor.
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Trigonometrie

Les.

\*‘_.__________,..—-""H
._..-—/
o e

O

s objectifs du'c hapitre

skl

I’astronome et mathématicien grec Hipparque de Nicée
(~190; -120) construisit les premiéres tables mgonomemques

sous la forme de tables de longueurs fike

de cordes sous tendant des arcs

de cercle. Elles nous sont parvenues
grace a Ptolémée dans un de ses
traités d’astronomie rédigé en 150.
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8 o ;

“Cours
Bl angles orientés

Ei Rappels

» Un cerdle trigonométrique est un cercle de cer?tre 0
et de rayon 1 orienté dans le sens direct : le sens inverse
des aiguilles d'une montre,

» u et v désignent deux vecteurs non nuls. A et B sont
les points du plan tels que u = OA et v=0B. .
L'angle orienté (u, v) est égal 4 l'angle qrienté (Oﬂf OB).
M et N désignent les points d'intersection respect‘lfs.des
demi-droites [OA) et [OB) avec le cercle trigonométrique.

On appelle mesure de I'angle orienté (1, v) toute mesure
del'arc orienté MN.

» La mesure principale d'un angle orienté est celle qui
appartient i | -1 ; 1t].

B3 mesures d'un angle orienté

—

(u,v) désigne un angle orienté de mesure principale o
Tout nombre réel de la forme o+ k 2m, oukeZ est
une mesure de l'angle orienté (u, v),

lj Congruences

Deux nombres réels x et y sont congrus
modulo 27 et on note x = y[2n] lorsqu'il existe
un nombre entier relatif k tel quex=y+k27 .

BT somme de deux angles orientés

(u,v)et (&, ') désignent deux a
respectives . et 3. On appelle so
orientés, l'angle orienté dont un

e des mesures est ¢ 4 B.
Ainsimes ((u, v)+ (', ') = mes

(u, 5)+mes(ﬁ)=u+|3.

ﬂ Relation de Chasles

EI'mnriélfes]

u et l;rlﬁsignt'nl deux vecteur
un nombre récl.’_{"” nul,

L mi=-wy). 2 k=,
3o Cku,v)=(u, kv)= (i, v) si k>0,

be Cku,v)=(u, kv)= (i, v) 470 si k<o,

s non nuls et k

Remarques

* Deux angles orientés sont égaux si et
seulement si une mesure de I'un est égale
a une mesure de l'autre. "

* Langle orienté nul est noté 0_
etl'angle orjenté plat est Noté 7.

Ainsi mes(0)=0 et mes(m) =T,

Deux mesures d'un méme angle orienté sont
congrues module 2 1.

Remarques

* Deux angles orientés de somme nulle sont
0pposés,

* La différence de deux angles orientés est

4 somme du premier et de I'opposé du secglji_:-.

Ainsimes ((4,v)~ (i, ") = mes (2, »)— mes (£ V)
=0— B

Rcmr;rqm‘s o (= a. — ;) = (;l. ;) H

S T

Il_‘rl:lp'_l_i i‘}-lé](l{elation de Chasles)
u,ve

L w désignent trois vecteurs non nuls.

Onaleégalite : (a0, v) + (3, w) = (4, ).
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Trigonométrie

ABCD désigne le carré de sens direct ci-contre. D (4
¥ ~ Déterminer de deux maniéres différentes une mesure de I'angle
2 ~ orienté (AC,DA):
- . a.par des considérations géométriques ;
_ ~ b. enutilisant les propriétés des angles orientés. A B

Solution'commenteg Méthode

a. 1. Du schéma, on déduit que (ﬁ) = ['A_C, gj_-"]_ D c a. 1. Construire le point F tel que
les deux vecteurs de I'angle

orienté aient la méme origine.

2. « Le sens est celui des aiguilles d'une montre donc
le signe de la mesure de I'angle orienté sera négatif.

* (AC) est la bissectrice de I'angle DAB. 2. Déterminer:

- le sens de I'angle orienté ;

— — T —~ A B
—— 3z correspondant.

3. Finalement, mes{A DA}:—T' 1 & Coniiliiie

b. (AC,DA) = (AC,—AD) = (ﬁ) +T b. Utiliser les propriétés des angles
—— ,n 5 ' ' orientés découlant de la relation
mes(AC, DA)=—+m==—. Les deux mesures obtenues sont correctes de Chasles pour obtenir un
4 A 3 5 angle orienté dont les vecteurs
car elles différent de 2 1. En effet, —Tx+2n = TE ont la méme origine.

| vérifier une congruence

x et y désignent deux nombres réels. Dire si x=y[27] dans chacun des cas suivants :

T 3n 2n 131:
=— =—— b, x=— et y=——
a.x 2 ety 5 g ==
méthode
n 3n n 3n_ _ Déterminer s'il existe un nombre entier relatif k tel que
a. -2—:—7+k2ﬂ:<=}5+7-—k2n‘:=>2ﬂ—k2n. X=y+k2ﬂ:.

x et y étant connus, cela revient a résoudre dans Z,

insi i =1,1eZetdoncx=y[2T].
Al amabtientk =1, £ une équation du premier degré d'inconnue k.

Mr
b. 2—’Il:=1EE +k21 -Z—E—B—n‘:kz‘ﬂ ¢=}‘“—3—=k2ﬂ.
Ainsi, on obtient k = —-u - E Zetdoncx#y[2n]. }Dans lecasdua, puisquex_y[zn], —et _3_11:50m des mesures
6’ 6 d‘un méme angle orients. 2
ﬂ ABC désigne un triangle. E Donner trois autres mesures d’un angle orienté dont

Une mesure de I'angle orienté (AB, AC) est égale a o
Déterminer en fonction de o une mesure des angles orientés:

a. (AC, AB); b. (BA,AC); c. (CA,BA).

2n
? est une mesure.

ﬂ x et y désignent deux nombres réels,

: 5 5
B 5o désigne le © Diresix=y[2m] dans chacun des cas suivants :
losange ci-contre pour P c i In S In -
— T Poax=—ety=—-——; b. x=—ety=—;,
lequel mes BAD = = : 4 4 3 3

D .
Déterminer les mesures — B x=37n &t _ m a4 x_37rl: ety—mn. m

des angles orientés:  (BA, BC) et (CD, CA). g = 12 y 12 ] 3 3
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B
jr®eo

T -
B lignes trigonometriques des angles orientgg

¥ 5 cercle trigonométrique.
: I [ J) désigne un repére orthonormeé et (€)le
| Dans tout ce paragraphe, (O, ],
. I3 Rappels J
b -
i = péfinitions Qoo v T
" (ﬁ) désigne un angle orienté de mesure O. — sin(at) = ‘Ian[u}
M est l'unique point de () tel que (O, OM) = (1, v). cos(0) P
o Lesostous ds (ﬁ) ou de @, noté cos(u, v) ou cos (00), est l'abscisse du point M.
o Lesintisde ﬁ) ou de o, noté sin (1, v) ou sin (00), est l'ordonnée du point M. |
" = ibmemnbre véel tan (2, ¥) = tan (o = 0
a Sideplusa¢5+k]'[,kEZIlatangente de (u, v) ou de ct est le nombre ’ ol
Remarques 9
~1<cos(@<1; --1ssin(@)=1; -cos?(0)+sin?(a)=1. o
* Le cosinus, le sinus et la tangente sont souvent appelées lignes trigonométriques.
lli Angles remarquables
. ; 3 3 3 n x
6 4 3 2 & = T
3
) =
cos (o) i § ‘_/—E ﬂ 1 0 tal ___dsg
2 2 2 1 2 1N\ X
= e L\ 6
sin (a) 0 1 V2 V3 5 2 Pe
2 2 2 : i
ﬁ | i 1 0
tan (o) 0 5 1 J3 0 124
2 2R
.! Angles associés
Pour tout nombre rée] O,ona-
* cos(0) = cos () ;
*—cos (o) = cos(‘n:-—a):cgs(n+ . scos| T
*$in (0) = sin (- () » i = 2“(1):31:1 (a); -cos(g+u)=—5in(a);
"+ sin (@) =sin (~0) = sin ( + = (E
o), oSN | —— gyl [T
) : 2 = Sin (‘2‘+G)=cos (o).
!:'.lr(‘mph' cos [E): __J_ﬁ_ et sin (TC) L
6 2 E 5= Les formu] d
2 €s des angp] 55z
2n T nBles associes Permettent d'obtenir :
cos| =2 )=
m b( 3] COS[E"'E]:-‘sin(E):*

St

1

= et sin[-_._)__ . ( ﬂ:) o 1

2 =sin|m—— =sin[—)=—_
6 6 =I=3
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cavoii-faire™ s,

péterminer un angle dont on connait le sinus et (e cosinus

Déterminer une mesure x d'un angle tel que : cos (x)=—-% et sin (x)=?3—.

Solution commentee méthode
1. 1 2. l'abscisse de M est négative, donc 1. Placer sur le cercle trigopnométrique
r-T\M J N n ?n utilise une symétrie par rapport le point M correspondant.
3 X A3 3 'axe des ordonnées pour obtenir 2. Suivant le quart de cercle ol se situe M,
! 3 P q
! i le point N. utiliser la symétrie voulue pour obtenir
1 | 4
: | 3. Le tableau des angles remarquables le point N dont les coordonnées sont
) 1 I —— 1 positives et qui a soit la meme abscisse,
"2 z donne : mes(OI, ON)= 3 soit la méme ordonnée que M.
- 1 e 3. Utiliser les angles remarquables pour
4, mes(0I, OM)=mn—mes (OI, ON). obtenir le nombre réel actel que
T 2n 27 ON
Ainsi on obtient: x=nt——=—. mes (OI, ON) = .
3 3 4. Utiliser les propriétés des angles associés

pour conclure.

calculer avec des cosinus et sinus

Calculer la valeur exacte de sin (an)+ cos (%]Hin [ZGE) ;

solution.commentee ‘méthode
191 n 5. T In et 1. Déterminer la mesure principale de chacun

1. =6t _6._=rc—g; s s desangles.

3
9. sin[12% )+cos (_5_'-'£)+ i (1’!) - (E)_ - (E)_ sin (E] __1 2. utiliser les formules des angles associés.
U3 6 6 3 6 6) 2

péterminer le sinus connaissant le cosinus et inversement

3n
x désigne une mesure d‘angle telle que sinx=- 07etm=x< = Calculer cos (x).

solution.commentee ‘Mmeéthode
1. cos2(0) +sin2 () =1 cos2(x) + 0,49 =1 & cos? () =0,51. 1. Utiliser la formule : cos? (x) +sin® (x) = 1.
Ainsi, cos (x) =—0,51 ou cos x)=+/0,51. 2. Utiliser le cercle trigonométrique

pour déterminer le signe de la ligne
trigonométrique cherchée.

2.MSX= 37” donc cos(x) <O0.
3. Conclure.

3. Ainsi, cos (x) = —/0,51.

. : m 5n 3n 7
m Dans chacun des cas suivants, déterminer les valeurs  : Calculer A=cos —4— +2¢0s _T +C0s T ;

dex. : m
1 J3 J2 . 2 Déterminer la valeur de sin (x) si cos (x) =—0,6,
a. cos(x}=§,sin{x]=—2—; b. cos{x)z—z-,sm(x):——z—. :

-TE-“’-X-‘-ETC.

2
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IE formules de tr

pddition

et b désignent

: Z: 8 I !Eg z ;:)ns (a) cos (b) +cos (@) sin (b).

1 A

4 4

deux nombres réels. ' -
tzr:f) cos (b) —sin(a) sin b);

Remarque Enremplagant b par —bdans
les formules ci-dessus, on obtl'ent P .
. cos(a - b) = cos(a) cos (b) + sin (@) sin b);
. sin(a - b) =sin (a) cos (b) —cos (a) sin(b).

lj Duplication

a désigne un nombre réel.

u cos(2a) = cos? (a) — sin (a)
=1-2sin(a)=2cos?(a)-1;

# sin(2a) =2sin(a) cos(a).

Remarque Ces formules se déduisent de celles
d’'addition en prenant b=aq.

ansfurmatiun
Llinéarisation

a désigne un nombre réel,

+

n cosz(a)=1c—025(2a*):
1_

8 sinﬂ(a)=—‘°;(-2i).

ﬂ enpressions en fonction (g
la tangente de angle mojtjg

a désigne un nombre réel tel que t =tan <
est défini. 2

1-t2
" cOs(a)=1+1:2 i (a):litﬂ;
w tan (a) = 2t2 si tan (a) est défini.

I équations trigonométriques

q

q Equation du type cos (x] = cos [a]

x et a désignent deux nombres réels,
el [x=a+k21t, keZ

ou x=-a+k2n, keZ

Equation du type sin (%] = sin[a)

Propriéte I
x et a désignent deuy nombres réelg,

$in (x) = sin (@) & [X=a+k21't, kez

ou X=R“ﬂ+k2n, kEZ

.! Equation dy type tan [x) = tap

Propreid

x eta désignent deyuy nombres réels teg

X#—+km keZotgs ™ o
- 4 a:~5+kn,kel.

tan(x):tnn(a)cax=a+kn kez

Remarque Les solutions de cha
trigonométrique éventuelleme

Remarque
En utilisant les notations
du 1.c., on peut aussi écrire:

x=a[2n] ou x=-a[2n].

Remarque

En utilisant les notations_

du 1.c., on peut aussi &crre:
x=a[2n] ou x=n—al21]

Remarque

a En utilisant les notations i
du 1.c., on peut aussi ec’t

x=aln]

cune deg 4 x
ua -
e oo fﬁndgs tt:uns ci-dessys correspondent a deux points sur le cercle

pour g = (cosinus) et g = /2 (sinus)
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Résoudre une équation du type cos(x)=a/
une inéquation du type cos(x]=a

b. En déduire I'ensemble de solutions de l'inéquation (I):

a. Résoudre dans R I'équation (E) :

_1 -
cos (x}—i. cos (x) 5

solution commentee ‘méthode

3. Dans le tableau des valeurs usuelles,ona: a. 1. Vérifier que le nombre g, ici 3

LS 1 . . s =
505[') = appartient bien a l'intervalle [-1;1).
e = Sinon, I'équation n'a pas de solution.
4, D'apre ié : . cori
apiesla propri=es N ;ours, ona 2. Placer sur le cercle trigonometrique
x=—+k2m, keZ deux points dont le cosinus est égalaa.

3. Si l'un des points a ses deux
coordonnées positives, utiliser les tables
de valeurs usuelles pour déterminer une
solution. Sinon, utiliser les angles associés

b
cos(x)—cos(g) =S

ou x=—%+k2n, keZ-

Ainsi I'ensemble des solutions de I'équation (£) est:

b n .
5= [—§+k2m; §+k2u avec keZ}- pour se ramener a ce cas la.
P : . . 4. Conclure.
2. Lensemble des solutions de I'inéquation (I)
est alors la réunion des intervalles b. 1. Déterminer sur le cercle I'arc
n 4 0 ondant aux solutions de
——+4k2m; —+k2m|avec keZ. c, r[esp . 4
3 3 I'inéquation.

2. Conclure en utilisant les résultats du a.

74 Résoudre une équation du type acos[x] +bsin(x] +c=0

Résoudre dans R I'équation (E): —\?— cos (x}—% sin{x) =—? "

‘méthode

1. D'aprés le tableau des valeurs usuelles, ona: 1. Déterminer le nombre réel a tel que
cos(ﬂ:) /3 et sin(n) ] (a) 3 i !
—_—=— —_—=—. (0] - T
- 2 A cos(a = et sin(a) 2"
2. e COS[EJ cos (x)— sin[EJ sin{x}:ﬂ o cos(Eer): ﬁ 2. Reconnaitre une des formules de
6 6 2 6 2 transformation, ici la formule d'addition

3. Les solutions de I'équation (E) sont les nombres x tels que : cos (@ + b) = cos (a) cos (b) —sin (a) sin (b).

3. Appliquer la méthode du 13.a. pour

Ty x=-2+kam ou E+x=£+k2n, keZ.
6 4 6 4 résoudre I'équation obtenue.

Clest-a-dire x=~§—:+k2u ou x=%+k2n. kelZ.

IE Démontrer que sin(x)+ sin(x+27n]+ sin[x+4?n]

0. m Résoudre dans R l'inéquation sin{x}>‘—r§».
: 2

m Résoudre dans [R les équations suivantes.

m Résoudre dans R les équations suivantes, 2 3
a, —cos(x)——sin(x)=-1;
a. 2cos(x)=+2; b. sin(x)=£; c. tan(x)=1. 2 2 "
2 b. cos(x)=sin(x)=-1.
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Angles orientés

[R_!_?[!_UI_I_SC‘_&_[E:_I]I'II[ES ]

T
m Une des mesures d’un angle orienté est —.
Donner trois autres mesures de cet angle.

E Parmi les cinq nombres réels suivants, quatre sont des
mesures d'un méme angle orienté. Lesquelles ?

3 am 21t
a. 5—n; b. 13—K; c. ——E: it &
4 4 4 4 4

ABC désigne un triangle équilatéral de sens direct.
Faire une figure et lire graphiqguement une mesure des angles
orientés suivants.

— — — e
.
L

a.(AB,AC); b.(CB,CA); «c (AB,CB); d. (BAAC).

Donner la mesure principale et trois autres mesures de

' R 191
I'angle orienté dont une mesure est 3

x désigne un nombre réel tel que :

T
xz-4—[2n] etxe[llm;12x].
Déterminer x.

E Déterminer tous les nombres réels x tels que :

xs%[Zn] et xe[—-4m;4x].

u et v désignent deux vecteurs non nuls tels que:

s o T
mes(u, v)==—.
——

1. Donner les mesures de I'angle orienté (v, u).
2. a. Donner la mesure principale de I'angle orienté (v, —v ).
b. En utilisant la relation de Chasles, donner les mesures de

I'angle orienté (u,—v).

E u, v et w désignent trois vecteurs non nuls tels que:

mes{ﬁ,?l=§ et mes{ﬁ,}'}:%,

Donner la mesure principale des angles orientés suivants,
—— — ——

a (uw); b. (v, w); ¢ (-u,v):
d.(v,20): e. (u,3v); f. (-3u,2v).

E Démontrer une propriété
u et v désignent deux vecteurs non nuls.
Utiliser la relation de Chasles pour démontrer que:

a. (V,u)=-(u,v); b. (=4, V)=(d,~v)=(3,v)+7,
A, Bet Odésignent trois points tels que mes(OA, OB )= (.

Exprimer en fonction de . une mesure des angles orientés
suivants.

a.(04,-0B);  b-BOAOA); . (240,-50);

m ABC désigne un triangle équilatéra) de co

—_— ntr
mes(AB,AC)=T “euaiqm_

Donner les mesures des angles orientés Suivang
— 5.

L —

a. (5A,SB); b. (SA,BC);

—

c. (SA,CA);

}Tracer, si besoin, des vecteurs ayant |3 méme origine

m ABCD désigne le trapéze rectan

ci-dessous.
A

gle en 4 rePréseny;

D

En utilisant les données de la figure, donner une mesure des

angles orientés suivants.

—_—

a. (AB,(D); b. (DB,DA);

—_——

g {E, (.TB-); d. (BC, DA).

m A, B, C, D et E désignent cing points du plan tels que:
AB=2, AC=3, AD=1 et AE=4.

—

De plus, on sait que : mes(AB, AC)= J

6 ’

—_— — T — b
mes(AC,AD)= —5 et FHES(AB,AE)=—-6—.

a. Faire une figure,

b. Déterminer une mesure des angles orientés suivants:

——

(AD,AC), (AC,AB) et (AD,AB).
c. En déduire les mesures de I'angle orienté (AD, AE?}-
d. Que peut-on en déduire pour les points A, DetE?

. t us.
m ABCD désigne le carré de centre O représenté ci esss

D

P

e ient
[ hi ngles orien
Lire graphiquement une mesure des ang

—

a.(AD,AC);  b.(BC,0B);

——

d. (BA,CD); e. (AB,DC);

C

B
s suivan®

" (5/17,:4'5}?
f. (AD,0B)

E Construire un triangle ABC tel que:  ox

—

e e
mes(AB,AC}=§

Que constate-t-on ?
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(Hépunses rapides ‘

Eﬂ Utiliser le schéma ci-contre pour indiquer si les affirmations
suivantes sont vraies ou fausses,
a. cos(m—a)=cos(o);

b. sin [%Hx):cos (a); o

¢. tan(m—o)=tan(a).

E En utilisant des angles associés bien choisis, déterminer

les cosinus, sinus et tangente de :
5n

a. —; b. 7_11'; [ 24 3—“; d. S—TE
6 6 4 4

E a.désigne un nombre réel de ]g-;n]tel quesin(o)=0,4.

1. Calculer la valeur exacte de cos ().
2. En déduire les valeurs exactes de:
a. cos(m—at); b.sin(n+o);

d. sin(%—oa); e. tan(a) ;

c. cos(—0o);

f. tan(m+o).

T
m o désigne un nombre réel de [—ﬂ :——2-] tel que:
1
cos(a)=—=.
(o) 3

1. Calculer la valeur exacte de sin (o).
2. En déduire les valeurs exactes de:

a. sin(t-a); b.cos(n+a); ¢ sing-a)-

m x désigne un nombre réel.
Exprimer en fonction de cos (x) et/ou de sin (x) les expressions

suivantes. L
a. A=cos(x+5:ﬂ:)+sin(5+ x)+cos (4m—x);

(T
b. B=2cos(x+n)+cos{x—n]+sm(;-—x];
€ C=cos(%—x]ﬂos{n—x)+251n{n:+x);

(T
d.D= 2c05(x+n)+sin{—X]+35"1(5‘X)-

m Calculer sans utiliser la calculatrice :

n 1) . 1315) . [23ft)
ettt i [=€in] 2= — |=sin| —|;
E_sm(u] sm( P )+5|n( ) 2
AV AT 375) .[475] -[5“).
= — —_— — |+sin| — |+sin| —|;
F sm(B]Hm( 3 ]+sm( 3 3 3
i 3n (Sn) (ht)
= = =L — |+cos| —|.
G cos(4)+cos( 2 )+cos 2 2

m R [ ; Caleul tormel ==
Lécran suivant a été cosits plil 4 COSEPI-D+ 8InipI/2 -0
obtenu avec GeoGebra : « ()
Juszifier IQS explESSi()ﬂS Sinl-pe sinipi-pecosipl/2-n

y i z « sln(r)
Slmpllﬁees obtenues. CosISpI- e cosite dplie cosiple U
« —eon(t)

formules de transformation

[ Réponses rapides ’

E T TR
En remarquant que =5y 7 calculer les valeurs exactes

de cos(i} sin(i) et tan(i).
12 12 12

o
En remarquant que e 2 XE' calculer les valeurs exactes
T s s
de cos[—), sin(—] et tan(—).
8 8 8

Dans chacun des cas suivants, écrire c. comme somme ou
différence de deux nombres réels dont on connait les cosinus et
sinus, puis déterminer les valeurs exactes de cos (o) et sin ().

Sn I 5w
=— = . o=—.
12 12 6

St_8m 3t _2n ¢

ba. Parexemple: —=—— —i
12 12 12 3 4

a. o b. o

, calculer la valeur exacte

= 1+5
a. Sachantquecos[%)= +
de sin(ﬁ).
5
b. En utilisant les formules de duplication, calculer :
cos| —| et sin|—].
5 5

c. En déduire les valeurs exactes de :
() ol el
- cos| —|; sin| — |; - tan| —|.
5 5 5

E a désigne un nombre réel.
Exprimer cos (3 a) et sin (3 a) en fonction de cos (a) et sin (a).

b Remarquer que 3a=a + 2a et utiliser les formules d"addition et
de duplication.

o et B désignent deux nombres réels de [0 ; %] tels que:

cos (o) =0,4 et cos(B)=0,6.
a. Calculer sin(ct) et tan (B).
b. Calculer sin(2 o+ ) et cos (. + 2 p).

a désigne un nombre réel.
Calculer cos (a), sin (a) et tan (a) dans chacun des cas suivants

0;%]: b. cos[Zal=U.2elaeE:n].

1
a. cos(2a)= —Eeta €

m a désigne un nombre réel.
Calculer cos (2a) et sin (2 a) dans chacun des cas suivants :

"
a. cus(a}:—o,ﬁe{ae[rc;;]; b. sin{a}:0,2etae[—%:%].
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gquations trigonometrigues

[népanses rapides |

dquat ivantes.
m Donner deuxsolutions de chacune des équations suivan

1 1.
a. cos{x}:%; b. sin(x):—i; ¢. tan(x)=1

| Résoudre dans R chacune des équations suivantes.

(™ o
a. cos[x}:cos(%); b. sin(x):sm(—ﬁ-); A tan(x)—tan(q}

m Résoudre dans R les équations suivantes.

1 . 1
m— b. sin(x)==;
a. cos(x) > sin(x) 5

B3 N, [
G cos(x]=-7, d. sin(x)= =

7 Résoudre dans R les équations suivantes.

1 3
L sin2 (x)=—: b. cos?(x)==.
a. sin?(x) . cos#(x) i

b x2=ae X=-Ja ou X=+a.

E Résoudre dans [1; 5] Iéquation :
cos(2x)=-1.

E Résoudre dans [-2m; 27t] I'équation :

Bt

Résoudre dans chacun des cas suivants les €quations sur
les intervalles I donnés,

2. cos(3x)=—cos(x), I=[-2m;7);

b. 5in[2x+%]=—sin(x], I=[47;67]:
. sin(3x)=cos(2x), I=R,
hide |

} Utiliser les angles associés pour transformer

cosinu i
etinversement. S €n sinus

ﬂ (E) désigne I'équation 2cos(x)+9cgs

(xX)+4=
a. Justifier que I'équation 2X2 +9X + 4= Fra=0.

; 0 adeux solutions :
Xi=——et X,=-
\ . =~4,
b. Résoudre es équations cos (x)=X; et €os(x)= X
<. En déduire les solutions de léquation (£), =~ 2°

m Résoudre dans [0 ; ] I'équation :
(2cos(x)=1)(cos (x)+1)=0,

m Résoudre dans [¥ les équations suivanyeg.

a. cos[x)+~"§sin(x]= JZ; b. cos(x)+ sin(x) = V2

.3

m Résoudre dans R I'équat i

SUiva
€os (3x) - sin(3x}=]lt18'
m x ety désignent deuy nomb |
oS (X~ y)=
a. Utiliser les formules d'additi

res Té@]s te 5
COS(xqyy e
0N pouyr

sin(x)xsin(y)=q (e O
b. Résoudre (E). =0 ) Que.

m (E) désigne I'équation cos (3 X):__\/_E_ e !
Babila affirme que cette équation a POUrzensemh[ b
S={_%+k2n; . -

-8-+k2rc aveckeg)

; n
Mambo lui rétorque que — :
que que P est pourtantsaluuungfg{ﬂL

a. Vérifier 'affirmation de Mambo.
b. Résoudre I‘équation (E) pour trouver lerreyr CommMiseparty,

Inequations trigonometriques

l Réponses rapides |

=
LI Dans chacun des cas, représenter lesimages dessolirs
des inéquations sur le cercle trigonométrique.

a. sin{x)>—%; b. cos(x}s?.

fjsn ] .
LE] Résoudre dans R les inéquations suivantes et represene
les images des solutions sur le cercle trigonometrigue.

1
a. cos[x)?-%: b. 5in{x}z—2-:

d. 1-2sin(x)>0;

f. tan(x)-1>0-

V2
£ cos(x}s—T :

e. V3tan(x)+1<0;

m Résoudre dans R |'inéquation :
Sin(x)—ccs[x}éo.
,'-""'.*;‘g

““hl _ i l']"‘ﬂ'
b Résoudre au préalable Iéquation sin (x) - €os(

m s cind ]_.150.
(I) désigne I'inéquation sin (x)-3

a. Factoriser le premier membre ‘19;[:2;”5. e
b. Etudier le signe de chacun dfsla o ydans[¥’
c. En déduire les solutions de [1n€q

¢ wanté:
—_— on suiva
m Résoudre dans R l'néquatt

1-2c0s(d <o,

0,5-+¢os (X) g
P
m Résoudre dans [ le SY-Sténr::er il
dinéquations ci-contre et repl'fs‘;de cos
les images des solutions suf lec

trigonométrique.

JE"

ol
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U

Top chrono oo jstification)

m Pour chaque affimation, Indiguer s elle est vrale ou

fansse,

y oty désignent ||1'm¢ nnnllm-'. 1éhels, A, 1, Coet Dsontquatre

points du plan et et v deax vectears non nuls du plan,

vrai faux

1e SIMH AC ) MH AD) alors
mes(AC, AD) = 04 k2n, ke 7. [ ] i

2. cos(x 1 y)tcos(x—y) 2cos(x)cos(y). |

3. cos(3m-x)- Zsln[g ~x]--ws(x =0, LI i
4. §.n_ " ._._3_J.T_ [2,{]. 7]
q q

v

n
i est solution de cos[x}:%. | []

6. Sicos(x)=0,8 alors tan(x)=0,75. El [

mNCe tester

ai-FauH

nuec justification

| pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie ou

l'.lu 550,
xdésigne un nombre réel. A, B et C sont trois points du plan

i, v etw trois vecteurs non nuls du plan.

vrai faux

1. Simes(AB, AC)=n+k2navecke Z
alors les points A, B et Csont alignés.

» 5 ms(—n- I-XJ-‘?-]-'i' cos(x).
3 2
2
3. cos{x]:—?et cos(—-x):—z—

ont le méme ensemnble de solutions.

4. Les solutions de I'équation cos (x) =

T on
sont les nombres x:z+k5,kez.

~ Lesréponses & ces exercices sont indiquées en fin de manuel.

Tap chrono (sans justification)

fvec justification

m Pour chaque question indiquer la réponse exacte parmi

les trois propositions.

1. A B et C désignent trois points alignés dans cet ordre.
a. mes(AB,AC)=kmn; b. mes(BA,BC)=(2k+1)m;

c. mes(CB,CA)=—(k+1)m.
LY AT 51
2. cos(nw?)-rsm(m-—é—) estégala:

a. 0; b. fi‘—‘; € 1_\[5.
2 2

e -
3. Sicos(x)=04et =3 = x == 0, alors sin (x) est égal a:
a. 06; b. J0,84; c. —J{WI-
my |
4. Une solution de I'équation cos (x +Z): 3 est:

7 4 n
a—— b, ——; C —.
12 6 12

V2
5. Uinéquation sin (x) —~ I3 a pour ensemble solution
dans]-m;mn):

J n
a. |-n;—|;
41

o s bl
4 4 "4 4

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte parmi
les trois proposmons

1 ABCD des:gne un carré |nd1rect
a. mes(AB, AC]:—[Zn]; b. mes[ﬁﬁ,ﬂTC)z—gDn];

c. mes(AB -):a—[Zn]

2. 0n donnecos(—E]— Onen déduit que cos(m)
estégala: 3 5
a_J___1.; b. ];5; c. _J§_1.

4 - 4 4

3. L'équation sin(x) + sin (x) — 2 =0a pour solutions :
a.—2et1; b, cellesdesin(x)=1; c gﬂm,kez.

4. Léquallon cos{x) + cos [3 x} 2
a. n'apasdesolution; b. apour unique solution 0;
¢. a une infinité de solutions dont 6 .

NE]
5. Linéquation cos(x) = .y apour ensemble solution dans

|=m;n):

S I e S e B |

s I Bt S o B e SR NG B 14 IS
16 ! 4 6 6

a.
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fHercic

Y nroites paralléles, perpenticulaires

U i des vecteurs directeurs respe
Uy, Uy, Uy et Uy désignent :
d:e quatre droites notées (D,), (D, ),(D;) et (04);_0,1_3_‘16 plg;
pg— e 5T
T __6bn
mes(u1.u3)=-;, me:s(urz,ug)=--——ml et mes(u1,u4) 5

Parmi ces droites, déterminer celles qui sont paralléles et celles

qui sont perpendiculaires.

E& une formute de transformation {1}
a. p et g désignent deux nombres réels.

: . (pt p—
Démontrer que : sin(p)+sin(q)=2sin (Ez—?—] CDS(T]'

b. x désigne un nombre réel.
Appliquer la formule précédente pour simplifier les sommes

«sin(x)+sin(3x); «sin(2x)+sin(4x).

¢. Résoudre dans R I€quation:
sin(x)+sin(2x)+sin(3x)+sin(4x)=0.

EB une équation du troisieme degré {
(E) désigne l'équation :
2sin(x)—17sin?(x)+7sin (x)+8=0.
1. a. On pose X =sin(x).
Ecrire I'équation (£’) obtenue a partir de (E).

b. Sur l'"écran ci-contre,ona e
représenté la fonction f: |

x> 2x3-17x24+7x+8. }
Conjecturer une solution entiére ’

X, de (E'), puis vérifier cette / I \
conjecture. ;

c. Factoriser le premier membre
de (E') par X=X ; puis résoudre (E').
2. Résoudre (E).

Une égalité &

x désigne un nombre réel tel quex;tk? kel.

a. Exprimer cos (3x) et sin(3x) en fonction de cos (x) et sin(x).
sin{3x}_ cos(3x)

b. Démontrer ['égalité : —
sin(x) cos(x)

m Triangle équilatéral inscrit dans un carré {X;
ABCD désigne un carré. M et N sont N
deux points respectivement de [B(]
et [CD] tels que CM=CN.

a. Construire la figure dans une
feuille GeoGebra.

Déplacer le point M afin de conjectu- M
rer la position des points M et N pour
que le triangle AMN soit équilatéral. A B
b. Déterminer par le calcul la longueur (M i
AMN soit équilatéral. ’ PelguRlEsngie
¢. Endéduire les valeurs exactes des lignes trigonométriques

C

de-I—r-.
12

gquation trigonométrique

Résoudre dans % I'équation suivante :
—2sin2(x)+sin(x)+6=0.

gs (I’approfontissementgy

m une suite de doubles
x désigne un nombre réeltelquex#kn, ke
a. Démontrerque:cos(x]cos{zx)zﬂﬂ_(iﬂ'
4sin(x)
5in(8x)
~— )
. 8sin(x)’
¢. Conjecturer I'expression de cos(x)cos(2x) cos( 4r)cosy
Démontrer cette conjecture. A).
d. Donner une formule générale du produit de cosinys dangl
]

doublés a chaque étape.

Ef] construction de points
ABC désigne un triangle isoEé_.'_l_eE sommet principal Ate| que.
mes (AB, AC) =§_

1. Construire le point D tel que le triangle ACD soit équilatérg|

b. Démontrer que: cos (x)cos(2x)cos (4x) =

et que mes (CA, CD) R
2. Edésigne le pointdela droite (AC) tel que mes(BE, E5)=EI
12

a. Démontrer que les droites (AB) et (BE) sont perpendiculaires.
b. En déduire la construction du point E.

B ensembles de points
A et B désignent deux points distincts du plan.
Déterminer et construire dans chacun des cas, I'ensemble des

points M qui vérifient mes (MA, MB) égalea:

b. —§+k2n; d. mHkom

a. k2m ; c §+k2n;
81} Equation trigonométrigue

(E) désigne l'équation : sin(x)+cos (x)=1.
1. Donner deux solutions évidentes de (€) dans ] ; 7).
2. a. xdésigne un nombre réel de ]0; 7).

Exprimer sin(x)+cos(x) en fonction de sin(x).

b. On pose X =sin(x). A quel intervalle appartient X
Démontrer qu'alors (E) s'écrit /1-X2 =1-X.

¢. Résoudre I'équation d'inconnue X.

d. En déduire les solutions de (£) dans]0; ).

3. Procéder de maniére analogue au 1. pour x €]-T: 0.
4. Déduire des questions précédentes les solutions de (E).
5. Justifier que 'équation (E) est équivalente (E):

V2 V2 2
—sin(x)+—cos(X)=—>"-
2 2 2

membre

En utilisant une formule d'addition, exprimer le p pemiet udre

de (') comme le cosinus ou le sinus d’un nombre réel et fsi
I'équation obtenue. Comparer les résultats avec ceu e

82 Calcul formel
Voici ci-dessous une capture décran d
Gebra de I'équation (F) 2sin2(x)—3sin(x)+1=0.

¥ Calcgllroml —
Résoudie[2sin*x)-Isin(x}=1=0]

4 &
e |a résolution par G¢

1 5 I
1 "
- {x—1k|w+;w.|-2l1u+‘l-"'“‘”+i

uation (E) dans: ]
c. ]]'[;3“] ¥

1. Quelles sont les solutions de I'€q
a ]-nm;m]? b. ]-3m;2x])?
2. Retrouver ces résultats par le calcul.
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83 Mesures d'angles orientés

ABCdésigne un triangle rectangle isocele
direct de sommet principal A.

c
D estle point tel que BDC est un triangle
équilatéral direct.
Déterminer les mesures principales des
angles orientés suivants. A B
a.(AD);  b.(@D.DA); . (BC,Ch);
d.(A8,(D); e (BC,DB); f. (D,5c),

m Plusieurs méthodes de résolution

(E) désigne I'équation cos (x) = sin (2x) que I'on souhaite résou-
dre dans lintervalle ] -z ; nl.

Méthode 1: Résolution approchée

Utiliser la calculatrice pour tracer les courbes des fonctions
f(x)=cos(x) et g(x)=sin(2x) et lire graphiquement les abs-
cisses des points d'intersection.
Méthode 2 : Utilisation des formules de duplication
a. Démontrer que (E) est €quivalente 3 (F') :
cos (x)(2sin(x)=1)=0.
b. Résoudre (F) et en déduire les solutions de (E).
Méthode 3 : Transformation d'un sinus en cosinus
a. Utiliser les angles associés pour transformer I'équation (E)
en une équation (E”) du type cos(x)=cos(y).
b. Résoudre (E”) et en déduire les solutions de (F).

B3 oroites paralléles, perpendiculaires

—

ABCD désigne un parallélogramme tel que mes (4B, AD) = .
a. Faire une figure. .
b. Construire le point £ tel que le triangle ADE soit équilatéral
direct. — .

c. Construire le point F tel que mes(CF, (D) = =

——

d. Déterminer les mesures des angles orientés :
- (CD, AE);

« (CF, AE).
Que peut-on en déduire ?

m Une fraction de 1

n
x désigne un nombre réel de [0;5] tel que:

V2(1++3)
05(X)=————.
4 e
a. En utilisant la calculatrice, conjecturer la valeur d’'un nombre
entier ntel que nx=T.
b. Calculer cos(2x).
c. En déduire la valeur de x.

B une inéquation du second degré

(E) désigne l'inéquation : 2cos?(x)—3cos (x)+1 <0.

a. On pose X =cos (x). A quel intervalle I appartient X 7
Ecrire Iinéquation (E’) vérifiée par X.

b. Résoudre (E’) dans I.

¢. En déduire les solutions de (E).

Inéquation guotient

: ' 1—cos(x) &0
Résoudre dans [¥ I'inéquation suivante : ——————

0,5+cos(x)

Trigonométrie .

B une rotation (¥,

M (x; y) désigne un point du plan tel que :

OM=r et mes(OI,0M)=q.
a. Donner les coordonnées de M en fonctionderet g

b. M'(x"; y’) désigne le paint du plan dont les coordonnées
vérifient le systéme

2 2
y'= Hly
2 2

Démontrer quel'ona:

Xx'= L
=rcos [I-I'E

y'=r sin(a+£) |
3

¢. En déduire une mesure de I'angle orienté (O, OM’).

Lhide

F Utiliser les lignes trigonométriques deg- et les formules d’addition.

90) Charge d'une hatterie
La charge d’une batterie dépend de la tension U, en Volts, qui lui
est appliquée et qui est une fonction du temps t, en secondes.
On admet que U(t)=12+/2 sin(t) et que la charge n'a lieu que
si la tension est supérieure 3 12 V. A

R - 2
a. Démontrer que la charge na lieu que si sm(t})T.

b. Représenter sur le cercle trigonométrique les images des
solutions de Iinéquation obtenue au a.

¢. Endéduirel'intervalle de temps contenudans [0; 27 ] durant
lequel la charge s'effectue.

B une equation du second degré
(E) désigne l'équation d'inconnue x:

cos (ot)x2 — 2sin (o) x — cos (ox) = 0.
1. Etude de cas particuliers &
Résoudre (E) pour: a. a=—; b. a=§.
2. Etude du cas général
Résoudre (E) dans le cas général.

H Alignement ? B

Un observateur A placé sur un

rivage observe deux bateaux C
placésen Bet C.

Il dispose des informations
suivantes :

M

A

—

AC=1km;AB=3 km;mes(m,fhgetmes[?f,ﬁ]:

w A

En quel point M du rivage supposé rectiligne doit se plac
I'observateur pour qu'il s'aligne avec les deux bateaux ?

(93 Logique

Un éléve affirme que cos (2a)=2cos (a).

Cette formule est-elle :

- vraie pour tout nombre réela?

- fausse pour tout nombre réel a? m
- vraie pour quelques nombres réels a ? Si oui, lesquels ?

m

r
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E_ AL Proptemes

m Théoréme de Ptolémee o
« Si le quadrilatére convexe ABCD est insc

alorsona: ABxCD+ADXBC=ACXBD ».

Le but de ce probléme est 8

de faire une démonstration c

de ce théoréme dans le cas Z

ol [AD] est un diamétred’un

cercle de centre 0. . - ;

et mes(ﬁ,fﬁ):[}.

b. Dans le triangle ACD exprimer sin (o) et cos (o).

En déduire les expressions de AC et CD en fonction de AD.

¢. Procéder comme dans la question b. dans le triangle ABD.
d. Construire le point H milieu de [BC].

dans un cercle,

a. Reproduire la figure.
On notera::

—

mes(AD, AC)=q

e. Démontrer que mes HOC=p .
BC

f. Sdui sin(B-a)=—.
En déduire que sin(B— ) s

9. En utilisant une formule d'addition, démontrer alors le

théoréme.

} Claude Ptolémée (90-168) est un astronome grec, auteur d'un
traité intitulé Almageste, oty il a notammentintroduit les premiéres
formules trigonométriques.

H Distance masimale
Aet B désignent deux points
d’un cercle de centre 0 et
de rayon R. Le point M est
un point variable du grand
arc de cercle AB. On notera :
mesm=a
et mes OMB = B.
Le but de ce probleme est
de déterminer |3 position du
Point M pour que la somme
MA+ MB soit maximale,

Expérimentation

Ouvrir une feuille GeoGebra. Faire | figure,

Cré?r le nombre d=MA+ME; puis déplacer | point M afin de
conjecturer sa position répondant ay probléme,
Démonstration

1. Démontrer que, pour tous nombres réels p et q,

cos (p)+ cos (q)=2cos(-?§—t}l) cos(f_:ﬂ)
5 |

L= ]

2. a. Démontrer que:

MA=2Rcos (0,) et que MB:ZRcos(BJ .
b. Utiliser [a formule démontrée ay 1 pour expri
. m
sous forme de produit. Pt Emg
3. Justifier que o+ 3 est indépendant de | Position du point
4. Déduire des questions précédentes que MA+MB est maximai
lorsque cos (Ei'_j) =1.

5. Conclure,

B3 ase

ABC désigne un triangle isocéle ep A.Onsgy

i Pposa
mes BAC =% et 8¢ e

:..‘x_

La bissectrice de I'angle ’E@(?COUPE [AClenp

a. Faire une figure. '

b. Donner des mesures de tous Jas

de la figure.

c. Quelle est la nature des triangles Apg etocg)

d. En se placant dans le triangle ADB, de‘montrer.quE.
AB =2xcos [-IE)

5
e. Démontrer de méme que CD=2xcos(£EJ_
f. Endéduire que: s

(TEJ (21:) 1
cos| — [-cos| == |2t
5 5 2
()34
cos| — |cos| — |=_
5 5 4

9. Démontrer que, pour tous nombres réelsaetp,
(a+b)?—(a-b)? =4qp,
Utiliser cette relation pour donner la valeur exacte de;

(5= (5)
Cos| — |+cos| — |,
5 5

: . T n
h. Déterminer les valeurs exactes de cos(;) et cos(?J.

dan .
gles deg trois Ui,
t

El Droite de Simson

ABC désigne un triangle quelconque de cercle circonsc:tsioilé

M est un point quelconque de (€) et les points P, Q et

les projetés orthogonaux de M sur (48), (BC) et (CA). - it

Lebut de ce problame est de montrer que P, Qet Rappartie

2 Une méme droite appelée droite de Simson. o

1. Démontrer que quatre points A, 8, Cet D nonaiig

Par trois sont cocycliques si et seulement si:
2(CA,CB)=2(DA,DB).

2. a. Justifier que 2 (RM, RQ)=2(CM,CQ).

- Justifier que 2 (RM, AP ) = 2 (4N, AP).

€ Justifier que 2 (48, AM)=2(CB,CM). =

. 7P.RQ).
dl. Utiliser les résultats précédents pour calculer (R
Conclure,

) t
L . It"’-‘nnen
P Des Points du plan sont dits cocycliques lorsquils 3PP
aun méme cercle.

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Geometrie analytique
tu plan

= e e gy T T e G

aux premiéres équations -
de droites. Tpukd

Les objectifs duchapit

Savoir déterminer un vecteur normal a une droite.
Connaitre I'expression de la distance d’un point a une droite
et savoir l'utiliser.

Savoir déterminer des représentations paramétriques

de droites et de cercles.

Savoir définir géométriquement une droite ou un cercle
donnés par une représentation paramétrique.

Savoir déterminer I'équation normale d’une droite.
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RSy R i |
Cours™ ="
=} - ;
Dans tout le cours, le plan est muni d'un repére orthongy .

' g,
B orthogonalité et droites du plan }

q vecteur normal a une droite

. Remarque
i - © Toute droite posséde une
i eInfinire
w4 Définition . I - de vecteurs normayy, ik
- it norma . -
i n Un vecteur non nuln eat dl tn . Eneffet,sin estyn vecteyr
LI a une droite (d) lorsqu'il existe t a(d). al Normy|
n vecteur directeur u de (d) tel que: 2 (]J e D venay Non ny| ¢ 'l .
u -Leu . colinéaire a n est aygg;
= ey ; USS1 normg| a(d), =
Sricati i | vecteur
Caractérisation d"une droite par un point et un normal
Prnpriélé\
A désigne un point du plan, n est un vecteur non nu_l'.
(d) est la droite passant par A et de vecteur normal n.
Pour tout point M du plan, L
M e (d) si, et seulement si, les vecteurs AM et 1 sont orthogonaux,
si, et seulement si, AM -n = 0.
tquations cartésiennes d'une droite
— : Exemples
- Ladroite d‘équation 2x-3y+4=0
® Toute droite (d) du plan, de vecteur normal 7 (a; b) admet : apourvecteur normaln (2;-3).
une équation cartésienne de la forme ax+by+c=0, La droite (d) de vecteur normal
ou ¢ est un nombre réel, :n(=5 ;4) admet une équation
= Sia, b et c sont des nombres réels tels que (a;b) #(0; 0), casrte51enne 'ie la forme R
alors I'équation ax+by+c=0 est celle d'une droite ayant pour ;. ToXt 4y+c=0,avecceR.
vecteur normaln (a; b). : Remarque
: Une droite posséde une infinité
- d'équations cartésiennes.
Droites parallales, droijtes perpendiculaires
\Propriétés
(ld) et (@") désignent dewx droites de Vecteurs normaux respectifs (@;b)etrn’(a’; b)
- (d) 1/ (@) si, et seul e i o e g
soit si, et seulemeni s‘il. :‘?'?‘1;'1":0‘:": " sont colinaires, ¢ est-d-dire si, et seulement si,det(n,n")=0,
2. (d) L) si, et seulement i 7 oy i o
50it si, et seulement si, H?F:bzf:oft Th e Orthogonaux‘ cest-a-dire si, et seulement si,n-n" =0,
LExemples
(dy), (d;) et (d4) désignent 1roj droi : — - T
Ona:det(n,, :1)) =2%10- (hs)rilff:;l_e-\;,;teurs normaux respectifsn, (2;-5);n, (-4 ; 10) et n5 (20; b))-
sont donc paralléles, =20-20=0, Donc, 1 €tn; sont colinéaires, les droites (d,) et (4,
Dna:n-"nl-':(~"l)x?0+(1())xg=_, _ — e
sont dmﬁc ]'::‘:p:.-mli( ulaires, 80+80=0, Donc My etng sont orthogonau, les droites (d,) et (dy)
| (Puisque (dy) L(dy) et que (. )14 o i L
“Nm 1 2 3 20(d,), on en déduit que )L (d4). Bn effet : nyng=0)
|
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ormé (O; i }),

cauoir-faire

péterminer une équation de droite conna

Le plan est muni d’un repére orthon

igsant un point etun vecteur normal

Déterminer une équation cartésienne de la droite (d) passant par le pointA(3;-2)

et de vecteur normal n (2;5).

solution commentee méthode
Utiliser la propriété b. du p_a_rigraghe T

. 1. M (x; ) désigne un point quelconque du plan, AM ( .
2. Mel(d) & AM-n=0 & (x-3)x2+ (y+2)x5=0 M e (d) si, et seulement si, AM et n sont

o 2x—6+5y+10=0 < 2x+5y+ 4=0 orthogonaux, Clest-a-dire si, et seulement si,
Une équation cartésienne de (d) est 2x+ 5y +4=0. AM -n =0.

laire & une droite passant parun point

x—3;y+2).

péterminer la perpendicu

(@) désigne la droite d'équation X — S5y+2=0.
Déterminer une équation cartésienne de la droite (A) perpendiculaire ala droite (@) et passant parA(2 ;=3).
solution.commentee meéthode
1. u (5; 1) est un vecteur directeur de (). 1. Déterminer un vecteur u directeur
2. Mix;y) désigne un point quelconque du plan. de la droite (&), u estalors un vecteur normal
Me(h) o 0-AM=0 & 5x(x=2)+1xy+3)=0 de (A).
2. Reprendre la méthode du Savoir-faire ci-dessus.

o 5x—10+y+3=0= 5x+y—7=0
Une équation cartésienne de (A) est5x+y—7=0.

=) péeterminer la position relative de deux droites

(d,). (d,) et (d5) désignent les droites d'équations cartésiennes respectives :
x—5y+2=0, 5x+y+1 =0 et x—y+5=0.

ner un vecteur normal pour chacune des droites (dy), (d;) et (ds).

a. Détermi
b. Déterminer si les droites sont perpendiculaires, paralléles, ou ni paralléles ni perpendiculaires.
sglution commentee méthode
;’_1 (1;-5) est un vecteur normal de (d). 1. Déterminer un vecteur
E{S - 1) est un vecteur normal de (d,). n normal a la droite
a partir des coefficients

n, (1;=1) est un vecteur normal de (d;). e il

0. Donc (d) et (d;) sont perpendiculaires. 2. Utiliser la propriété

2. nyny =1x5+(5)x1=
nyny=1x1+ (=5) % (~1)=6#0.Donc (d,) et (d3) ne sont pas perpendiculaires. du paragraphe 2.
ny-n3=5x1+1X% (=1)=4#0.Donc (d,) et (d3) ne sont pas perpendiculaires.
det(ny, nz)=1x(=1)-1X (=5) = 4#0. Donc (d,) et (d3) ne sont pas paralléles.
det(n,, n3)=5X (-1)-1x1=—6#0.Donc (d,) et (d3) ne sont pas paralléles.
Pour les exercices 4 a 6, déterminer une équation carté-  : n
sienne de la droite passant par A et de vecteur normaln. & On donne les points A(1;4),8(7;2)etC(1;-2).
n B 5 & : Déterminer les équations cartésiennes des trois hauteurs
A(=1;5),n(3;-2). E A(3;0), ﬁ(—:-—). : dutriangle ABC.
B . ©
A(1:=1),7(0;6). : . [9?_\} désigne la droite d'équation 3x +y—7=0. .
: D_eterrfunr::r une équation cartésienne de la droite (A) perpen-
' diculaire a la droite (%) et passant parA(0; 1). m
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Propriété PEHLIEDL

_""‘:‘_-‘-
On donne 1 un vecteur non nul, O est une mesure de 'angle orienté (i, n),
i (d) désigne une droite de vecteur normal n.

T

La droite (d) admet une équation cartésienne de la forme
xcos(0) +ysin () + k=0, avec k un nombre réel.

Cette équation est appelée équation normale de la droite (d).

71 L1

Remarque Toute droite (d) admet deux équations normales pouvant étre obtenuis avec les vecteurs n et —n.
Cette propriété est une conséquence du théoréme 1 du paragraphe 1.c., en effet, n (_lJ " ” cos (6) F”" ” sin (0))
etn’(cos (0) ; sin (0)) sont colinéaires, donc si n est un vecteur normal de (d), alors n" aussi.

I3 pistance d’un point a une droite

A désigne un point et () On donneA (x;y,) un point du plan, (%) désigne une droite du plan.
une droite du plan. On note H

e m Si (D) a pour équation normale xcos (B) + ysin(0) + k=0, alors
le projeté orthogonal de A sur (%). d(A, @) = |x cos (8)+y, sin (6)+k|.
. (@) i = Si(®)apour équation cartésienne ax + by +c =0, alors
| axg +by0 + CI
dA, @) =————.
M Va? +b?
H :
i Exemple () désigne la droite d'équation cartésienne x —y+2 =0.
La distance du point Aaladroite | OndonneA(3;-4), on en déduit que::
(D) est le nombre, noté d (A, (), [3—(—-4)+2 |9| 942
égal 4 la distance AH. dA @) =—F——="—=—.

V12 +12 J2 2

B3 Représentations paramétriques

= a, b et R désignent des nombres réels fixés

. = Rappel 4, b, x ety , désignent d bres réel
i » B, X ety désignent des nombres réels
tels que R > 0. i fixéstels que (a;b) # {(}0 ; 0).

N x=a+R cos(0) . X=x,+at
Le systéme {y =b+Rsin(9) Ve BeR Le systéme {y _ y?) +pt vecteR
est appelé représentation paramétrique est appelé représentati Stri
du cercle (‘€) de centre Q(a ; b) et de rayon R, : 2 ¥ B i s e

. droite passant par A (x; y o) et dirigée paru (a; b).

T e
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faire

6avoli-

paterminer une équation normale de droite

Déterminer une équatio

splution commentee

1. D'aprés I'équation cartésienne n

Le vecteur V= ~" “ n est alors unitaire et normal a (d).

=il - =(1 2
[Fll=vi+22 =5 ew(\@,@).

1
2. Lequationnorma!eestdelaforme — x+—=y+k=0.
5 J‘ Y

(1;2) estun vecteur normal a (d). 1;

n normale de la droite (d) d'équation cartésienne x+2y—3=0.

'méthode

Déterminer un vecteur n normal & (d).

2. Déterminer un vecteurv v unitaire normal
3 (d), ses coordonnées sont de la forme
(cos(8) ; sin (0)).

. Utiliser la méthode de l'exercice résolu 1
page 41 pour obtenir une équation
cartésienne de (d).

w

(Elle est proportionnelle a |'équation de depart x+2y—3=0,
1

avec le coefficient de proportionnalité égal a ” ”

} Les différentes équations cartésiennes d
. La méthode ci-dessus peut se résumer ainsi:
Pour obtenir une équation normale d'une droi

te ayant pour équation cartesfenne ax+ by

P Les vecteurs nia;b)et U (~b ; @) sont orthogonaux,
pour tous nombres réelsaetb.

une droite sont propcrtlonnel!es

+ =0, il suffit de diviser les deux membres

C
de cette équation par la norme du vecteur normal nla;b).On obtient: ——= —_—=
Va? wfaz +b2 \faz +b2

péterminer une représentation paramétrique de cercle

Déterminer un

solution cnmmentée

1 1
X —5x+y += y+—=0

2x2+2y2 —x+3y+1=0= =

]

-3
Le centre du cercle est Q(z —4—] et le rayon estR

ntation paramétrique de () est donc:
V2

x=l+——cos (0)
4 4

-3 V2

y =—4-'+—4' Siﬂ{B)

Une représe

avec0 eR.

e représentation paramétrique du cercle d’équati

on cartésienne 2x2+2y? —x+3y+1=0.

‘méthode
1. S'ils ne sont pas donnés,
déterminer les coordonnées
du centre et |e rayon du cercle,
Fm o = en utilisant le rappel ci-dessous.

2. Appliquer la formule du
paragraphe 5.a. du cours.

b x—a)?+(y— b)2 81 est I'équation
cartésienne du cercle de centre
Q(a; b) et de rayon R, pour tous
nombres réels a et b, et tout réel R>0.

| s’enercer gy

m Déterminer une équation normale de la droite (d)
d'équation cartésienne 3x =4y + 1=0.

m Déterminer une équation normale de la droite (d)
d'équation cartésienne x +6y — 2=0.

m Déterminer une équation normale de la droite passant
‘parA(0;3) et B(6;-2).

m Déterminer une représentation paramétrique du cercle
de centre Q(5; 1) et de rayon 2.

IE Déterminer une représentation paramétrique du cercle
de centre (=2 ; 1) et passant par A(3 ; 0).

m Déterminer une représentation paramétrique du cercle
d'équation cartésienne 3x%+3y? —6x+6y—42=0.
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Le plan est muni d'un repére orthonormé (O ; i, ]).

Orthogonalite etidroites

Réponses rapides |

OndonneA(1;4),B(-3;2)etC(3;-1).

Donner un vecteur directeur et un vecteur normal de chacune
des droites (AB) et (AC).

a. Reproduire la figure ci-dessous et tracer les droites (AB),
(AC), (AD) et (BD).

T

e e

—————— 4 IL - ).(_.;_'_;__:'_-_'

|| i |
:_.__:__, E 1 I_ é i | |

b. Donner un vecteur directeur et un vecteur normal des droites
(AB), (AC), (AD) et (BD).

Lm;r .

Donner deux vecteurs normaux et deux vecteurs directeurs
de chacune des droites suivantes :

a. (d,) d'équation 5x—2y+6=0;

b. (d,) d'équation 1;- x+3y+1=0 ;

¢. (dy) déquationx=5; d. (d,) déquation y =2,

Donnerles coordonnées d'un point et d'un vecteur normal -
a. de ladroite (d); b. de la droite (d*).

m (d) et (d") désignent les droites d'équations respectives :
4x+6y=0 et 3x—2y+5=0,
Montrer que (d) et (d’) sont perpendiculaires,

(d) et (d") désignent les droites d'équations respectives :
4x+6y—-2=0 et 2x+3y—-7=0.

Montrer que (d) et (d’) sont paralléles,

Sont-elles confondues ?

(d) et (d") désignent respectivement la droite d'équation
cartésienne x— 3y +5=0, et la droite passant par A (1 :—0) et
B(7;-18).

Les droites (d) et (d') sont-elles paralléles, perpendiculaires oy
ni I'un ni l'autre ? Justifier.

ment

m (d) désigne la droite d'équation cartésienne 3x—y +5=0,

(d") désigne la droite de représentation paramétrique
x=—6+6t
y=2-2t

Déterminer si (d) et (d’) sont paralléles ou perpendiculaires,

avecteR.

adésigne un nombre réel, on donne la droite (d) déquation

cartésienne ax —y +4=0.

a. Quelle valeur faut-il donner a a pour que la droite (d) soit

perpendiculaire a la droite (d,) d'équation cartésienne :

3x+2y+7=0?

b. Quelle valeur faut-il donner a a pour que la droite (d) soit

paralléle a la droite (d,) de représentation paramétrique
{;;;1_-;? avecteR?

(d) désigne la droite déquation 2x—y+6=0.

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A)

perpendiculaire a la droite (d) et passant parA(1; 4).

Déterminer une équation cartésienne de la droite (%)
passant par A(3; 4) et de vecteur normal n (1;=3).

OndonneA(3;0),B(1;4),C(-1;2) etD(-3;-4).

a. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par A et de vecteur normal BC.

b. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par Bet de vecteur normal CD.

@ (%) désigne la droite d'équation x— 4y — 1 =0,

Déterminer les deux vecteurs normaux a (%) dont la norme
estégalea 3.

m Un joueur de billard a schématisé son prochain coup sur

la figure ci-dessous : il va taper dans la boule rouge située au
point E.

Cette boule va toucher la bande du billard au point F, et venir
taper la boule noire située en G.

Laboule noire ira alors taper la boule située en Hquiira tomber
dans la poche (trou) située en I.

o . T e
» | R ; :

6 8 10 12 14 16 18
a. Déterminer les équations des droites (EF), (FG), (GH) et (HI).
Identifier les couples de droites perpendiculaires ou paralleles.

b. Le joueur rate son coup, la boule située en H suit une trajec-
toire paralléle a la droite (EF).

Déterminer les coordonnées du point de contact J entre |
derniére boule et la bande de droite du billard.
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m Ondonneles points A(3;5),B(4;1) et C(-2;-1).

a. Vérifier que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b. Déterminer les équations cartésiennes des trois hauteurs
du triangle ABC.

} Les hauteurs d'un triangle sont les droites passant par un sommet
et orthogonales au coté opposé 3 ce sommet.

él\

A
a. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur du
triangle ABCissue du sommet C.
b. Déterminer les coordonnées de l'orthocentre Hdutriangle ABC.

P Lorthocentre dun triangle est le point d'intersection de ses trois
hauteurs.

E En électricité, on modélise une pile par une force élec-
tromotrice E constante montée en série avec une résistance r
constante. La tension aux bornes de la pile, notée Uy, exprimée
en volts, vérifie la relation :

Uy=E—rl
o I désigne l'intensité du courant électrique, exprimée en
ampéres, r est exprimée en ohms.
Un résistor, de résistance R et traversé par un courant d'intensité
I, est soumis a une tension U, vérifiant la relation : U, =RL.
Dans le repére orthonormé ci-dessous, on a représenté les
tensions U, et U, en fonction de l'intensité I.
Ondonne:A(0;4,5),A(1;4,3)etM(05;5).

4§ Tension U (en volts)
6,54
6-..
5.5
54 A M A-
45 H
4
3.54
3_
254
1_
1,54
1 -
0,5+
0 0 0,1 0.2 0.3 04 0,5 0.6 07 08 09 1
Intensité I (en ampéres)

a. Associer a chaque droite la tension qui lui correspond.

b. Déterminer les valeurs des constantes E (en volts), r et R
(en ohms).

c. Lorsqu'on branche le résistor aux bornes dela pile, on obtient
le montage électrique schématisé de la fagon suivante :

"I_
|

I U=t

s

]

RI

-—

Un courant de méme intensité  traverse la pile et le résistor, et
les tensions U, et U, sont égales.

On appelle point de fonctionnement du circuit le couple (I, Up)
correspondant a cette situation.

Sur le graphique, comment peut-on déterminer le point de
fonctionnement ?

d. Déterminer par le calcul les valeurs de Iy et Uj.

€quation normale de droite

’FTé]mnses rapides ]

@ Les équations des droites ci-dessous peuvent-elles étre
des équations normales ? Justifier,

a. 2x—-y+4=0;

b. 03x+15y+2=0.

@ (d) désigne la droite déquation normale :

1 4 5
—Xx+—=y+—==0.
NN AN

Déterminer une autre équation normale de (d).

(d) désigne la droite d’équation 2x— y+4=0.
a. Déterminer les vecteurs unitaires normaux a (d).
b. Déterminer les équations normales de (d).

Déterminer une équation normale des droites suivantes:
a. (@,) passant par A (5 ; —2) et ayant pour vecteur normal
n{-1;2).

b. (B,) d'équation cartésienne 3x—4y +1=0.

Déterminer une équation normale des droites suivantes:
a. (4,) passantpar A(3; 1) et de vecteur directeur u(2;-=5).
b. ((,) passant parA(-2;0) et 8(4; 3).

@ Déterminer une équation normale de la droite (%) de

. ; - =2+t
représentation paramétrique {;_ 5_ dvecte R.
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L!_agpunses rapides |

m Calculer la distance du point A a la droite (d) dans les cas
suivants,

a. A(1;2) et (d): x+3y+1=0,
b.A(-1;1,5) et (d):3x—2y=0.

m Calculer la distance du point A a la droite (d) dans les cas
suivants.
J3

a.A(3;-2) et (d}:lx+—£-y—2=0.

b.A(1;4)et(d): TX+J_y

m Calculer la distance du point A 3 1a droite (%) dans les cas
suivants,

a. (2) a pour équation ;x—£y+1 0,etA(1;-1).
b. (9) a pour équation 2x—5y+11=0, et A(-2; 1).

c. (%) a pour équation %x—%yH:G, etA(4;-2).

m a. Déterminer une équation normale de la droite (d)
passant par A(1; Q) et de vecteur directeur u (1;-2).
b. Calculer la distance du point B(4 ; —3) a la droite (d).

m Calculer la distance du point A(1; -2) a la droite (BC)
sachant que B(—1;5) et C(2;-3).

m Calculer la distance du point A(2 ; —2) a la droite (%) de

représentation paramétrique [ avecte R.

X=3+t
y=—1+2t

m On observe depuis la cote un bateau situé en mer.
On dispose des mesures suivantes :

OA=3km, mes(A0B)=70° et mes(OAB)=65°.

a. En considérant un repére orthonormé (O ; i ]), d'origine O,
avec OA =31, déterminer un vecteur directeur unitaire de la
droite (0B).

b. En déduire une équation normale de la droite (OB).

c. De méme, déterminer un vecteur directeur unitaire de la
droite (AB), puis une équation normale de la droite (AB).

d. Déterminer les coordonnées du paint B.

e. En déduire la distance du bateau a la cote matérialisée par
la droite (OA).

m Propriété du cours

(%) désigne une droite d'équation normale :
xcos(0)+ysin(0)+k=0,

avec 0 et k deux nombres réels fixés.

On donne A(x,; ¥, ).

H est le projeté orthogonal de A sur la droite (%).

a. Vérifierque F(cos (8); sin (0))est un vecteur unitaire normal

a(@).

b. M(x;y) désigne un point de (%).

Montrer que AH= [ (x—xo)cos(9)+{y—y0 )sin(8) ]

c. En utilisant 'équation normale de (%), déduire du b. que:

d(A, (@) =| xoc05(8)+ yosin(8)+|.

I Réponses rapides ‘

] Déterminerle centre et le rayon du cercle de représentation
paramétrique :
=2k 2co§(a) avecoeR.
y=-3+2sin(ct)

E Déterminer une représentation paramétrique du cercle
de centre Q (6 ; —2) et de rayon /3.

m (€) désigne le cercle d'équation cartésienne :
{X—4]2+)’2=5 ]
Déterminer une représentation paramétrique de (‘).

E On donne les points A(—1; 1) et B(5;-3).

Déterminer une représentation paramétrique du cercle de
centre A et passant par B.

E On donne les points A(2; 1) et B(8 ; =5).

Déterminer une représentation paramétrique du cercle de
diametre [AB].

E Déterminer une équation cartésienne du cercle (€) de
représentation paramétrique :
{x= 1+3cos(0)

y=13sin(6) vec BeR.

a. Déterminer une représentation parametnquedu cercle (€,)-
b. Déterminer une représentation paramétrique du cercle ( 6y)-

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

E Déterminer une représentation paramétrique des cercles
d'équations cartésiennes :

a. xX2+y2—6x-2y=7;

b. x2+y2+3x+8y+12=0;

c. X2+y?+8x+6y+17=0.

m (“6) désigne le cercle de

centre {2(a; b) et de rayon R, M
avecR > 0.

t est un nombre réel fixg, et A

le point de (6) de coordonnées A
x=a+Rcos(t)

(x;y) avec {y=b+Rsin(r} .

a. Montrerque u(cos (t); sin(t))

est un vecteur directeur de la

droite (QA).

b. Déterminer un vecteur n unitaire normal a la droite (QA).
c. (T) désigne la tangente au cercle (‘6) au point A.
Déterminer une équation cartésienne de (7).

m Sur la figure ci-dessous, (6) désigne le cercle de diamétre
[AB].

/ L J
LA | S
alf ,
in \\, = -
? O o O
/N \78
B | @ ) 1 1
ARRN

a. Déterminer une représentation paramétrique du cercle (6).
b. Déterminer une équation cartésienne de chacune des
tangentes & () aux points A et 8.

m Ondonne le point A (4; 2) et (d) désigne la droite d'équation
cartésienne :

3x+2y+10=0.
a. Calculer la distance du point A a la droite (d).
b. Déterminer une représentation paramétrique du cercle de
centre A tangent a la droite (d).

m On donne le point A(2; 1) et la droite (%) d'équation
cartésienne :

2x—y+3=0.
a. Calculer la distance du point A a la droite ().
b. Calculer les coordonnées du point H projeté orthogonal de
Asur (%),
<. Déterminer une équation cartésienne du cercle (‘€) de centre
Aettangent en H a la droite (%).

m (D) désigne la droite d'équation cartésienne :
Xx—y+1=0,

et (‘6) désigne le cercle d'équation cartésienne :
x2+y?—12x+6y—5=0.

a. Déterminer les coordonnées du centre et le rayon du

cercle (6).

b. Montrer que (%) est tangente a (6).

c. Calculer les coordonnées du point de contact I.

} Quand une droite est tangen 2 ncercle, le point de contact
est le projeté orthogonal du centre du cercle sur la droite.

m (‘6) désigne le cercle de centre Q) et de rayon R, (d) désigne
une droite.

Dans chacun des cas, calculer ladistance de Q a (d) ; en déduire
le nombre de points d'intersection de (6) et (d).

a. Q(2;3),R=4et(d): —4x+5y-31=0.

b. Q(2;3),R=+2 et (d): x+6y—31=0.

c. Q(—4;-3),R=2et(d): 7x—-8y—26=0.

m On donne les points A (4 ; —3) et B(5 ; 4). (6) désigne le
cercle de centre A et passant par l'origine O.

L [ Ne AT T ]

i i

——

NN
gt g? T‘H \\ \[‘G'J' ||
A l 4
0

i | n

a. Déterminerle rayon de (€) et une équation cartésienne de (‘6).
b. Calculer la distance AB.
c. (') désigne le cercle de diamétre [AB], déterminer une
équation cartésienne de (‘€¢).
d. Déterminer les coordonnées des deux points d'intersection
I et Jde (6) et (€").
e. Sans calcul, démontrer :

AI-BI=0 et AJ-BJ=0.
f. Déterminer une équation cartésienne des deux tangentes
a (6) issues du paint B.

m (%) désigne la droite d€quation :
x=y+1=0,
(‘€) désigne le cercle d'équation :
x2+y?—dx+2y=3,
Montrer que (29) est tangente a (‘6) et calculer les coordonnées
du point d'intersection A.
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e SE tESﬂ’:r

pour chaque affirmation, Indiquer si elle est viale ou

fausse. o
Dans un plan muni d'un repere orthonormé (01, /), 0n

donne les points A(1;0), B(3:1)etC0;2)
(€) désigne le cercle de centre B et de rayon J5, (d) estla

droite d'équation cartésienne 2x 1 y-2-0.
vrai faux

Top chrono (sans justifcation)

1. 1n(2; 1) estun vecteur directeur de (d). - 11 [

2 1 2

9. x4 —— y———=0estune équation
BTG Wb
normale de (d).

3. Aeld). 1 L

4. Lesdroites (AB) et (AC) sont perpendiculaires, [ 1 1]

(1l

5. La droite perpendiculaire a (d) et passant
par B a pour représentation

paramétrique {;i?:fr avec t e b 1 [

6. Le cercle (€) a pour représentation
x=345cos(t)

y=145sin(t) avecteld, ][]

paramétrique {

- Urai=ratn

auec justification

m pour chaque affirmation, indiguer 4i elle est vraie oy

fausse,
[ans un plan mun
on donne les points Al 2,

| dun repére orthonormé (0 L1
1),6( 1;4]!4“[4;]). (‘1) désigne n
sant par A et (ed) 1a droite de n

lo corcle de centre £2 el pas »
xm=2+(
représentation p.\mmn’-lrlqm-{y -3t avec te 4,
vral faux
1. A0 est un vecteur narmal de (d),
2. Be(0),
1. Une représentation paramétrique de (t) .
| '
ost ¥ 2+ /40 cos(t) avecte 4, ,
y = 14/40 sin(t)
4. Une équation normale de (d) est (
3 X4 ]_yi _S..._—O ] (
JioT T i i
¢
5. Une représentation paramétrique de N
x==10+1
la droite (BL2) est y—S-lt avectel?, [ Ll I
al
" Les réponses d ces exercices sont indiquées en fin de marnuel, e

m tr

Top chrono (sans justification)

avec justification

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte

parmi les trois propositions.

Dans un plan muni d'un repére orthonormé (0; 7, j ).

(6) désigne le cercle de représentation paramétrique
{x=l +5cos(t)

y=145sin(t) avecteld.

1. Le centre de (€) est :

a. Q(1;5); b. Q(1;1); . Q(5;5).
2. Lerayon de ('¢) est égal a:
a. vs5; b.1; L,
3. Le point A(-3 ; 4) appartient a (¢) : o
a. yral; b. faux; ¢. on ne peut pas savair.

4. La tangente a (C) au point F(5;~2) a pour équation
cartésienne : a. 4x-5y-20=0;
b. 4x_—3y—26=0; c. 4x—y-16=0.

5, Le point G(3; 12) est situé a une distance de la droite {AF_]

égalea:
a.10v2; b. 10; c. §
3

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions.

Dans un plan muni d'un repére orthonormé (O ; i }L on
donne les points A(-1; =2), B(5 ; —10) et (€) désigne le
cercle de diameétre [AB].

1. Une représentation paramétrique de (€) est:

x=6+5cos(t) .
+{y=—84+5sin(t) avec te . g‘
x=2++J5cos(t) .
b. ) C.
{y=—6+~/§5iﬂ{f} avecte [, 4

x=2+5cos(t)

C.

{y=—6+55in(r} avectel®, be
2. (d) désigne la tangente a (€) au;c_ni_r:t_l [-i ,_—‘_3} - 2

Une équation de (d) est ;
a. 4x+3y=0; b.4x—3y—35=0; c.4x+3y+35=0

3. Ondonne J(2; 3). La distance de J 3 (d) est égale a:
a.12; b. 104; c. 9.8.
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Le plan est muni d'un repére orthonormé (0 i, j).

B oroites paralléles

Ondonne les points A(4;0),B8(1;3),A'(7;0).

a. Déterminer les coordonnées du point B de la droite (0B)

vérifiant (AB’) // (A'B).

b. Déterminer les coordonnées des points Cet C’tels que:
OA=BC et OA'=B'C'.

c. Déterminer les équations des droites (AB’), (A'B) et (CC’).

d. Montrer que (CC’) est paralléle & (AB’) et a (A'B).

B3 oroites concourantes

On donne les points A(4;0),B(1;3),A’(9;0) et B'(-3;-9).

a. Vérifier que A’e (OA) et B’ (0B).

b. Déterminer les coordonnées des po:nts CetC'telsque:
OA=BC et OA'=BC.

<. Déterminer les équations des droites (AB’), (A'B) et (CC").

d. Montrer que (AB’), (A'B) et (CC’) sont concourantes.

m Tangente a un cercle issue d’un point

(‘6) désigne le cercle de centre O et de rayon 1.

On donne le point A(a; 0) aveca > 1.

a. Déterminer les coordonnées des points d'intersection I et J
des tangentes issues du point A, avec le cercle (6).

b. Déterminer les équations des tangentes a (6) issues de A.

B orthocentre et hyperhole

'I
(9€) désigne I'hyperbole d’équation y =
Ondonne:

1 1 1
M] [X-';;']: MZ(XI:EJ et Ma(.’%;g)
1

trois points distincts de ().

a. (h,) désigne la hauteurissue de M3 dansle trlangIeM MyM;.
Determlner une équation cartésienne de (h3).

b. Montrer que (#) et (h;) ont deux pointsd’ :ntersectlon TetM,.
c. Déterminer les coordonnées du point d'intersection L.

d. Vérifier que I est l'orthocentre du tnangle M, M, Mj.

}Dans une équation du second degré axl+bx+c=000a#0,

admettant deux racines réelles x, etx,,ona: x, XX, ==

72 Triangle délimité par trois droites (¥
(dy), (d,) et (d;) désignent les droites d‘équations respectives:
(dy):x+y-5=0;
(dy):2x-y-2=0; (dy):x—=2y—4=0.

a. Calculerles coordonnées des points d'intersection suivants:

Ael(d)N(dy), Be(d)N(d,) et Celd;)N(dy).
b. Calculer la distance BC.
c. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur (%) issue
du sommet C dans le triangle ABC.
d. Calculer les coordonnées de E, point d'intersection de (%)
et de 'axe des abscisses.
e. Déterminer les coordonnées du point F, projeté orthogonal
de E sur la droite (d;).
f. Calculer la distance de Fa (d,).

b L'écriture symbolique (d) M (d’) désigne l'intersection
des droites (d) et (d’).

famille de droites
(%) désigne la droite de représentation paramétrique

{i;il_-in avecteR

et(A ) la droite d€quation cartésienne :
(2-m)x+my+1=0,

ou m est un nombre réel.

a. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles les droites (%)

et(A ) sont paralléles.

b. Determlner les valeurs de m pour lesquelles les droites (%)

et (A ) sont perpendiculaires.

% Représentation paramétrique de droites
On donne les points A(0; 2) et B(-1; 0).

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite
(d,) passant par A et de vecteur normal n(1;-2).
Déterminer les coordonnées du point D de (d,) d’abscisse
égalea2.

b. Déterminer une représentation paramétrique de la droite
(d,) passant par B et de vecteur normal ;.

Déterminer les coordonnées du point C de (d,) d'abscisse
égaleal.

c. Calculer les coordonnées du point d'intersection I des droites
(AC) et (BD).

d. P désigne un point de (d,) et Q un pomt de (d,).
Déterminer les coordonnees de P et Q tels que I est le milieu
du segment [PQ]. -

EH Bissectrices de deus droites

(%) désigne la droite d'équation 2x -y =0 et (3) désigne la
droite passantpar A(—1;1) et B(-3; 0).

a. Déterminer le point d'intersection I de (%) et (2").

b. M(x ; y) désigne un point quelconque du plan.

Donner l'expression donnant la distance d, de M a (%), et
I'expression donnant la distance d, de M a (4).

¢. Montrer que les points M vérifiant d, = d, définissent deux
droites (A) et (A"), dont on déterminera les équations.

P Les droites (A) et (A", lieu des points M vérifiant :
d(M, () =d (M, (4))
sont appelées bissectrices intérieure et extérieure de () et (%°).
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76 Triangles tracés dans un cercle

(6) désigne le cercle de centre O et passant par A(-3; 5).
On donne I(-2;-3) un point intérieur au cercle.

La droite (IA) coupe (‘6) en un second point B.

La perpendiculaire & (IA) en I coupe (‘6) en A’ et B".

N

a. Déterminer une équation cartésienne des droites (AB) et (AB).
b. Montrer que si M(x; y) est un point d'intersection de (€) et

de (AB), alors x est solution d’une équation du second degré
dont on connait au moins une racine.

En déduire les coordonnées de B.
c. Déterminer les coordonnées des points A’et B,
d. On considére la médiane (A"I) du coté [AA'ldutriangle AIA".

Montrer que la droite (IA”) est aussi la hauteur issue de I du
triangle IBB!

B vecteurs directeurs des hissectrices (¥}

(D) et (') désignent deux droites sécantes d'équations respec-
tives :

ax+by+c=0 et a'x+b'y+c'=0.
a. A quelle condition sur les coefficients a, b, a’ et b’ les droites
(%0) et (%) sont-elles sécantes ?
b. M(x; y) désigne un point quelconque du plan.
Exprimer d (M, (D)) et d (M, (2)) a l'aide des coefficients a, b,
ca,betc.
c. (A) et (A") désignent les deux bissectrices des droites (%)
et (&°).
En utilisant I'égalité d (M, (%)) = d (M, (")), déterminer une
équation cartésienne de chacune des bissectrices.
d. Montrer que (A) et (A') sont perpendiculaires,
e Siuety désignent deux vecteurs unitaires directeurs
respectivement de (%) et (%°), montrer que u +v est un vecteur
directeur de l'une des bissectrices, et que u —v est un vecteur
directeur de l'autre bissectrice,

Bl sissectrices d'un triangle
Ondonne les points A(4;7), B(=12;-5) et C(13 -5).
a. Faire une figure, puis déterminer une équation Cartésienne
des droites (AB), (AC) et (BC).
b. M(x;y) désigne un point quelconque du plan.
Montrer que :

dM,(AB))=dM,(AC)) & Tx-y=21=0 (1)

ou x+7y-53=0 ().

On obtient ainsi les équations des bissectrices des droites (AB) et
(AC). En utilisant la figure, identifier I'équation de la bissectrice
intérieure de I'angle A du triangle ABC.
c. Delaméme facon déterminer les équations des bissectrices
intérieures des angles B et C.
d. Vérifier que les trois bissectrices intérieures sont concourantes
et déterminer les coordonnées de leur point d'intersection .
e. Onsaitalors que d (1, (AB)) = d (I, (AC)) = d (I, (BC)).
Calculer cette valeur commune.

} Dans un triangle, le point d'intersection des trois bissectrices
intérieures est le centre dun cercle tangent a chaque coté
du triangle, appelé cercle inscrit dans le triangle.

B cercle tangent a une droite donnée
(0) désigne la droite de représentation paramétrique
X==1+t
{y =—1-3t
A est le point de (%) d'abscisse —1.
Lobjectif de cet exercice est de déterminer une représentation

paramétrique du cercle (6) passant par l'origine O et tangent
a(@)enA.

a. On note Q le centre de (4).
Déterminer une équation cartésienne de la droite (AQ).

b. Si[AA"] est un diamétre de (), que peut-on dire du triangle
AOA’? En déduire les coordonnées de A",
¢. Conclure.

avecteR.

B cercles tangents a deux droites données
(%) désigne la droite d'équation 4x -3 y+2=0,et(D’)ladroite
d'équation 4x—3y—23=0,

a. Quelle est la position relative de (%) et (@) ?

b. Quelle particularité ont les centres des cercles tangents
simultanément a (D) et (%) ? Faire une figure.

€. M(x;y) désigne un point du plan.

Montrer qued (M, (D)) =d (M, (B")) si, et seulement si, M appar-
tienta une droite (A) déterminée par une équation cartésienne.

81 Tangentes a un cercle
(6) désigne le cercle de centre Q (3;-2) etderayon4.

a. Déterminer les points A et A’ de (6) ot la tangente au cercle
admet pour vecteur directeuru (1; 1 ).

b. Donner une équation normale des tangentes a () aux
points A et A’,

c. Déterminer les points B et B’ de (6) ot la tangente au cercle
admet pour vecteur normal n (1 ; V3).

d. Donner une équation cartésienne des tangentes a (€) aux
points B et B'.
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A cercle tangent a deux droites
(%,) et (9,) désignent respectivement la droite d'équation
-x+5y—4=0etladroite de représentation paramétrique :
x=8+5t

{y =—g,4 ¢ Wecte R.
a. Quelles sont les positions relatives de (D) et (D,)?
b. Déterminer une représentation paramétrique du cercle (6)
tangenta (%)) et (%, ), et dont le centre a une ordonnée nulle.
c. Déterminer une équation cartésienne du cercle (‘6") tangent
a(®,)et (%,), et dont le centre a une abscisse égale 4 2,

B3 cercles tangents
(‘6) désigne le cercle d'équation cartésienne :
x2+y242x+4y—27=0,

(6') est le cercle de représentation paramétrique :

{x: 5++/8 cos (ot)

y=4+J§sin[a] avec e R.

a. Déterminer |es caractéristiques des cercles (‘€) et (‘) : centres
respectifs Q et Q; et rayons respectifs R et R’ En déduire que
les cercles (‘6) et (¢") sont tangents.

b. Déterminer I'équation de (A) tangente commune a (‘€) et (€’).
¢. Adésigne le pointd'abscisse 10 appartenant a (A). La seconde
tangente a (‘¢’) issue de A coupe (‘¢') en J vérifiant IA = 1J.
A l'aide d'une équation cartésienne de (‘¢’) et de la condition
1A% =1J2, déterminer les coordonnées de J.

Déterminer I'équation de la seconde tangente a (6') issue de A.

B calcul de distances non accessibles (%)

On souhaite mesurer la largeur d’une riviére dont les bords sont
supposés rectilignes et paralléles.

On repére un arbre situé sur la berge opposée de |a riviere par
le point A.

On identifie quatre points M;, M,, N, et N, tels que: les pqints
A, M, et M, sont alignés, les points A, N, et N, sont alignés et
les droites (M, N,) et (M, N,) sont paralléles.

On obtient la figure et les mesures suivantes :

My —
/
30m
16,70 m
A 0 40m B
. —-__‘—‘—-—--_._________ 5.60m 10m
_— |
N, NJ—___—-

a. On place les points O et B tels que A, O et B sont alignés, et
les droites (OB) et (M, N,) sont perpendiculaires.
On considére un repére orthonormé (0; 7, j) doorigine O, tel que :

T=—-0B et j=—0M.

08 oM,

Déterminer les coordonnées des points M. My NyetN,.
En déduire une équation cartésienne des droites (AM,) et (AN,).
b. Déterminer les coordonnées du point d'intersection A des
droites (AM,) et (AM, ), et en déduire la largeur de la riviére.

m Tangentes a une parahole

2
() désigne la parabole d'équation y=x?.
Pour tout nombre réel a non nul, M, désigne le point de (%)
d'abscisse x=a et (T,) la tangente a () au point M,,.

ELNEEENE 1‘
7' INENAN

|
|
 S—

-
|
|

T ; O- . l I' |
T

1 1 1 ? O N} S

a. Montrer qu'il existe un unique nombre réel b tel que (T,) et
(Ty) soient perpendiculaires.

b. On note I, le point d'intersection de (T,,) et (T},).

a+b
Montrer que I'abscisse de I, est égale a =

¢. Déterminer les coordonnées du point I .
d. Déterminer le lieu géométrique des points I obtenus lorsque

a décrit [R*,

} La notion de tangente a une courbe est développée au chapitre 11.
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prohlemes

repere orthonormeé (0;i,J))

Le plan est munid'un

B collision de particules 3L | t
On considere deux paﬂrﬂticu!es aetp, soumises respectivemen

[ i 2;-1).
aux vecteurs vitesse vy (1;1etv, (' ; ‘
On suppose qu'a linstantt=0, 1a particule asetrouveenA(3; 1)

etla particule fen B(=1: 6).

Image d'une collision de particules dans un grand collisionneur
de Hadrons.

a. Déterminer une équation cartésienne de la droite (d,)
passant par A et de vecteur directeur v,.

b. Déterminer une équation cartésienne de la droite (d,)
passant par B et de vecteur directeur v,. L
c. Alinstant t = 0, o se trouve en M,(t) vérifiant AM,(t)=t-v,
et B en M, (t) vérifiant BM,(t)=t-V;.

Donner une représentation paramétrique de la courbe (I'y)
décrite par o, et de la courbe (I";) décrite par B. pourt=0.
d. Vérifier (') et (T',) sont respectivement tracées sur des
parties de (d,) et (d5).

e. Déterminer les coordonnées du point d'intersection I des
droites (d,) et (d,).
f. Déterminer les valeurs de t, etde t, telles que:

M,(t) =1 et My(t;)=I
En déduire que les particules o.et § ne peuvent pas se trouver
au méme point au méme instant t.
g. En supposant désormais qu‘a linstant t =0, la particule B
se trouve en un point de (d,) de coordonnées (x, : Yo). et
est soumise a la méme vitesse v, , déterminer les valeurs de
X, et y, permettant dobtenir la collision des particules ct et p
au pointI alinstantt,. :

El ramille de droites (%)
m désigne un nombre réel et (%, ) les droites d'équations :
(m=-1)x+@2+m)y+3m-6=0.

1. Dans un repére orthonormé, tracer les droites (%) et (%, ).
Déterminer les coordonnées de leur point d'intersection.

2. Montrer que les d:gites (%,,) passent toutes par un point
fixe F dont on déterminera les coordonnées.

3. Dans chacun des cas suivants, déterminer s'il existe une
droite (%) passant par le point :

- A(-5;0); - B(1;4); « C(2;-7).

4, On considére un point M (x,, ; y4,) du plan et on veut savoir
s'il existe toujours une droite (%) passant par M.

a. En supposantque M vérifie I'équation carte:sienne c!e {Ciml
exprimer m €n fonction d’e xyy ety lorsque cest pqsab!e

b. D'aprés le calcul précederlt, montrer qqe Ifes points M pg
lesquels ne passé aucune droite (@Jm. ) sont situés sur une drojte
(A) donton déterminera une équation cartésienne.

cteur directeur de (D)
leurs de m pour lesquelles la droite (_me}
des abscisses, a I'axe des ordonnées, 31

5. a. Donner un ve
b. En déduire les va
est paralléle a I'axe
droite d'équation y = x+1.

ramille de cercles L

(@) et (') désignent les cercles d'équations cartésiennes::
x2+y2+ax—8y—5=0 et x2+y2—16x+2y—35=0.

1. On note Q et Q' les centres respectifs de (‘€) et (@"), et Ret

R'les rayons respectifs de (6) et (6).
Déterminer les coordonnées des points Q et £, ainsi que les

rayons Ret R'.

2. Montrer que (‘€) et (‘¢’) sont sécants en deux points [ etJ
dont on déterminera les coordonnées.

3. k désigne un nombre réel et (£,) I'ensemble des points M
du plan tels que:

(QM2—R2)+kx(Q'M? —(R)?)=0.
a. Vérifier que les points I etJ appartiennenta (E;) quelle que
soit la valeur du nombre réel k.
b. Montrer que M (x; y) appartient a(E.)si et seulementsi:

X2+ y2 +4x—8y—5+k(x2+y2 —16x+2y—35)=0.
¢. Montrer que pour k=1, (E;) = (I)).
d. Montrer que sik#—1, (E,) admet une équation cartésienne
de laforme:
x2+y2+ox+Py+y=0,

avec o, p ety trois nombres réels dépendant de k.
Déduire de la question 3.a. que (E;) estun cercle passant
parletJ.

4. On suppose que k#—1.
a. Déterminer en fonction de k les coordonnées du centre &
de (E,).
b. Vérifier que Q, appartient a la droite (A) de représentation
paramétrique :
x=8-10t

{ syt avecteR.
¢, Mest un point de (A) distinct de A(8 ;—1).
Montrer qu'il existe k # —1 tel que M= Q.
d. Identifier I'ensemble des centres Q , pour k décrivant R\{-1}
en fonction des données géométriques du probléeme.

5. Lobjectif de cette question est de prouver que tout cercl
passant par I et Jadmet une équation de la forme:

‘ Mx2+y2+4x—8y—5)+pu(x2+y2—16x+2y—35)=0
ol et 1 sont deux nombres réels tels que (A ; p) # (0 0):
a. (I') désigne un cercle passant par I et J, de centre © etde
rayonr.
Enutilisant la caractérisation @I = wJ=r, montrer que W € (e
b. Si w =, identifier le cercle (), et en déduire les valeu’
de A et jt cherchées.

(ci. ii w= €2, achever la démonstration en utilisant les résulta®
ud.c
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Il Transformations
8 du plan

Le pantographe est un ;
instrument dont I'origine

remonte au XVIIE siécle. ' i
Il permet de faire

des réductions ou

des agrandissements
d’un dessin en respectant
les proportions.

Il utilise les propriétés
Connaitre les homothéties et leurs propriétés. de I’homothétie.
Connaitre les isométries et leurs propriéteés.

Savoir déterminer la transformation réciproque d'une homothétie,

d'une isométrie.

Savoir composer deux isométries, deux homothéties,
une homothétie et une isométrie.

Savoir différencier un déplacement, un antidéplacement.

Les objectifs du/chz

Savoir reconnaitre des triangles semblables, isométriques.
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-

m

“Cours "
| W] Homothéties

E‘ Rappels .j Caractérisation
[proprided

O désigne un point du plan h désigne une transformation du plan et k un nombre réel
et k un nombre réel non nul. différent de 0 et de 1. _ .
I’h thitie de centre O ot de h est une homothétie de rapport k si, et Seulen:tent S.I, pour tous
rap;‘:rc: % est I transformation points M et N du plan d'images respectives M'et N', on a:
du plan notée h(O; k) qui, & M'N’=kMN.
tout point M distinct de O,
associe le point M tel que : Remarques .
OM’ = kOM » Le centre de h est le point
: . 2 d'intersection des droites
SiM =0, alors M'=0. (MM’) et (NN").
Remarque +Onak|= ey :
Les points O, M et M’ sont alignés. MN

| Images de figures simples

Les homothéties conservent l'alignement, le parallélisme, l'orthogonalité et les angles orientés.

+ Limage d'un segment, d'une demi-droite et d'une droite
et une droite dont les supports sont paralléles.

* L'image d’un cercle de rayon r est un cercle de rayon | k| r.
+ L'image d’un triangle est un triangle dont les angles ont méme mesure et dont les mesures des cotés
sont multipliées par |k| : le triangle et son image sont appelés triangles homothétiques.

Exemple

sont respectivement un segment, une demi-droite

A

Le triangle A'B'C’ est I'image du trian
A'B’C’ et ABC sont homothétiques

gle ABC par 'homothétie de centre O et de rapport -3,

ﬂ Conservation du barycentre ﬂ tffets sur

— les gr

GRS

h désigne une homothétie de rapport knon nul. (4, a), (B, b)

et (C, ¢) sont trois points pondérés d'images respectives 4’, h deési h théti

B', et C'par h. G désigne un point d'image G’ parh. d HEnE ure om::)l s

Le point G est le barycentre des points pondérés (4, a), he rziii)o]zt 1 m:;; s |k], les

(B, b) et (C, ¢) si, et seulement si, le point G’ est airrg P :2 esl sta?ces pox v ’klg

le barycentre des points pondérés (4, a), (B, b) et (C", o). AR ek e pay [
On dit que 'homothétie conserve le barycentre. gfﬁrff on parle d'agrandissement
Conséquence Lhomothétie conserve le milieu d'un segment. et si |k| <1 de réduction.
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cavoir-faire

peterminer le centre et le rapport d’une homothétie

a. Déterminer le centre O, et le rapport ky

a. 1. Comme h(A)=Ceth(B)=D, A 8
le centre O, est le point dintersection
des droites (AC) et (BD).

2. La propriété caractéristique de
I'homothétie permet d’écrire CD = k, AB. &

o,

2 ot
OronaAB= 5 CD.On en déduit que |k, | = % Les vecteurs AB

et CD étant de sens contraire, on a finalement : k===

b.1.k,>1, le centre O, est sur la demi-droite [BA) et extérieur
au segment [AB].

; - . 2
ABCD désigne le trapéze, représenté ci-contre, tel que AB= 3 D.

b. Déterminer le centre 0, de I'homothétie h, de rapportk,

A B

de I'homothétie h, telle que
les points A et B ont pour images respectives les points Cet D.

D C

% qui transforme le point A en le point B.

meéthode

a. 1. Utiliser I'alignement des points

ot de leurs images avec le centre de
I'homothétie pour construire ce centre.

2. Utiliser la propriété caractéristique pour
déterminer le rapport de I'homothétie.

. 1. Le signe et la valeur du rapport

renseignent sur la position du centre:

. sik < 0, le centre appartient au segment [AB];
.5i0 < k < 1, le centre est extérieur au
segment [AB] sur la demi-droite [AB) ;

. si k> 1, le centre est extérieur au segment
[AB] sur la demi-droite [BA).

2. Utiliser la relation de Chasles pour

2. hiA)=B &> 0B =>OA e 0+ AB=30y
exprimer OA en fonction de AB.

e o
Dot AB= 5 0,A qui donne 0,A=2 AB. (On peut alors placer O, ) Construire le point 0.

73 pemontrer Palignement de points

point d'intersection des droites (AD)

ABCD désigne un trapéze de bases [AB] et [CD]. Le point O est le
et (BC). Les points I et J sont les milieux respectifs des cotés [AB] et [cD1.

Démontrer que les points O, I et Jsont alignés.

meéthode

1. Définir une homothétie
qui transforme une base
du trapéze en l'autre.
(Repérer une situation
de Thalés dans la figure.)

2. Utiliser la conservation
du barycentre (ici le milieu)
pour obtenir I'image du
paint I par cette homothétie.

splution. commentee

1. h désigne I'homothétie de centre O qui transforme
le point A en le point D. Limage de la droite (AB)
par h est la droite (CD) car ces deux droites sont
paralléles. L'image du point B par h appartient
donc a la droite (CD) et comme, par construction,
elle appartient a la droite (0B), on en déduit
que C est cette image.

2.0Onah(A)=Deth(B)=C.
Une homothétie conserve les milieux. Limage du milieu du segment [AB]
est donc le milieu du segment [CD), autrement dit h(I)=J. 3. Utiliser la définition de

3. h(I)=J < 0J =kOI. Les points O, I et J sont donc alignés. I'homothétie pour conclure.

| S'exerceryy

Pour les exercices 3 et 4, ABC
désigne un triangle.

Les points A, B"et (" sont les
milieux respectifs des cOtés
[BC], [AC] et [AB].

E Déterminer le centre et le rapport de 'homothétie telle
que limage du triangle ABCest le triangle ABC.

n Ladroite paralléle a la droite (B8’) passant par C’etladroite

paralléle ala droite (CC") passant par B'se coupent en un point D.

Démontrer que les points A, A’et D sont alignés. ml
|
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2 compléments sur les homothéties

| Homothétie échangeant deux cercles donnes
|
|

ifsAetA’

' ') désignent deux cercles de centres respecti . i
gfgézt(;ga)u miigr:s une homothétie h (O ; k) telle que le cercle (6) a pour image (6’)
= son centre O appartient 4 la droite (AA") ;

» | k| est égal au quotient des rayons des cercles.

Exemple (€) désigne un cercle de centre A et de rayon 2 et (‘¢’) un cercle de centre A’ et de rayon 3,

M,
M

A A
=1

1 \J 02
(6)
(€')
N 2

Dans la figure ci-dessus, il y a deux homothéties qui échangent les deux cercles :

3 3
l'une de centre 0O, et de rapport 5 et l'autre de centre O, et de rapport =

Remarques
+ Siles deux cercles sont de méme rayon, il n’
de centre I milieu des centres
* Siles deux cercles sont de
I'homothétie de centre O e

¥ a qu'une homothétie qui transforme (4) en (€’) : Thomothétie
des cercles et de rapport

=1 (autrement dit la symétrie de centre I).
méme centre O, il n'y a qu’

une homothétie qui transforme (6) en (©):
t de rapport le quotient des rayons des cercles.

lﬂ Bijectivité et homothatie réciproque

h désigne une homothé

h est bijective et sa réciproque, notée h=1, egt I'homothétie de h™=h (0 ; %) WA =A"et b (B)=PB".
méme centre O et de rapport % '

A

Exemple
h=h(0;2), h(A)=4’ et h(B)=B.
tie de centre O et de rapport k non nul,

Remarques

*Sik=1, alors hest l'application identique du plan et j = h1,
*Sik=-1,alorshestla symétrie centrale de centre O eth=h"1

Composition de deuy homothéties

: Propriéte 2
hy et h, désignent deux homothéties, de meme . :
rapports respectifs k, etk.,, sneeOetde h;(91 iky)et h5(0y; ky) )
hy © h, est 'homothétie de centre O et de rapport kyk,. :  Cesignent deux homothéties.

erarqm-s

m Si klkzi 1, hl o h2 est
« Comme kiko=k,k

une homothétie de rapport kyky
: ok onah oh,= hyohy.On dit e ; et dont.le centre appartient
la composition des homothéties de méme centre est commutative, : S e
* Sikyk, =1, les deux hmn'olhé!ies hyeth, sont réciproques, | ® Sik, ky=1,h;o h, est
leur composée h, o h., est lapplication identique dy plan. - unetranslation dont le vecteur
m *Sikyk,=~1, hyoh,estla symétrie centrale o centre O, :

est colinéaire au vecteur 0,0,.
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Transformations du plan

Determiner et construire un lieu geometrique

A, B et C désignent trois points non alignés,
A Eout p.omt M du segment [AB], on associe le point M’ milieu du segment [CM].
Déterminer et construire le lieu géométrique des points M’ lorsque M décrit le segment [AB].

[
2 Sollition'commentée ‘méthode !

a. 1. C : 2.0na @T’:%m. 1. Faire une figure.

2. Déterminer le centre et

Lapplication qui transforme le point M

) le rapport de I'nhomothétie
enle M I
point M’ est donc | h::mothétie h qui transforme le point M
3 de centre Cet de rapport 7 en le point M".

3, Utiliser les propriétés des

3. Limage d'un segment par une homothétie est un segment parallgle homothéties pour conclure

dont les extrémités sont les images des extrémités du segment initial.
Sih(A)=Aeth(B) =B’ le lieu géométrique cherché est le segment [AB].

hy(0, ; k,) et h,(0, ; k,) désignent deux homothéties.
Déterminer: a. le centre O de 'homothétie h, o h, sik,=2etk,=-3;

b. le vecteur u de la translation h, o h, si k; =2 et k,= %

Solution commentee. t i _ '[._l_'ﬂéth[ldl? |
a.1,2.et3. , M M; : 4. Lepoint M, estlimage 1. Faire une figure.
! © du point M par 'homothétie 2. Placer un point M n‘appartenant
o i hyohy, lecentre O appartient pas a la droite des centres
0 : doncala droite (MM,). des homothéties.
:  Onsait de plus que le centre 3. Construire les points M, et M,
O appartient a la droite images respectives des points
(0,0,). M et M, par les homothéties
i Lecentre O recherché est h,eth,.
My : donc le point dintersection 4. Conclure.
: desdroites (MM, ) et (0,0,).
b.1,2.et3. M M, ,
0, >~/ 4. Le vecteur recherché est le P La composition de deux homothéties de
< : vecteur MM, . centres distincts n'est pas commutative
0, : engénéral, Cest-a-direquehy o hy#hyoh,.

a. Quel est le rapport de 'homothétie h=h, o h; ?

n () désigne un cercle. A et B ) ©  b. Faire une figure et construire limage du point A par h.

sont deux points distincts de (e). A g : Endéduirelaposition du centre Ode h.
M est un point du cercle distinct des :

points A et B. G est le centre de gravité

du triangle ABM. : ’ 1
Déterminer le lieu géométrique du :  decentres respectifs B et C et de rapports 3 et2.

point G lorsque le point M décrit le M

n ABC désigne un triangle. h, et h, sont les homothéties

¢ hdésigne la transformation h, o h,.
cercle (‘C). { a. Justifier que h est une translation.

n ABC désigne un triangle. b, eth, sontles homothéties b. Faire une figure et construire image du point A par h.
sign U

1 En déduire le vecteur de la translation h. m
i orts — et 3. |
de centres respectifs B et C et de rapp 5 :
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E 1sométries
Définition R
emarques

+ Les transformations usuelles étudiées en seconde,
Une isométrie est une transformation du plan

translations, symétries centrales, symétries orthogonaleg
qui conserve les longueurs, autrement dit si et rotations, sont des isométries.
M et‘N sont deux p?n?ts d’'images respectives M  homothétie de rapport différent de 1 et de -1 yes
eSS pas une isométrie.

Images de figures simples
[.Prnpriété,

Les isométries conservent Ialignement, le parallélisme, l'orthogonalité, les angles non orientés et les aires,

Ainsi: + Limage d'un segment, d'une demi-droite et d’'une droite sont

g
respectivement un segment, une demi-droite et une droite. A
. ; ¢
+ Limage d'un cercle est un cercle de méme rayon. &
» L'image d'une figure géométrique est une figure de méme aire : par exemple, 556
un triangle a pour image un triangle de méme aire par une rotation. 8

C
q Conservation ﬂ Conservation du barycentre
du produit scalaire
y
pTUP"E‘E\ f désigne une isométrie. (4, a), (B, b) et (C, ¢) sont
f désigne une isométrie. trois‘ points pondérés d'images respectives 4’, B’,
A, B, Cet D sont quatre points d'images et C'par f. G désigne un point d'image G’ par .
respectives A', B, C"et D' par f. Le point G est le barycentre des points pondérés (4, a),
Ona: AB-CD=A'B'-C'D'. (B, b) et (C, 0) si, et seulement si, le point G’ est le
barycentre des points pondérés (4’, a), (B, b) et (C’, ).
On dit que l'isométrie conserve
le produit scalaire. On dit que I'isométrie conserve le barycentre.

q Composition de deun symetries orthogonales
[Propriété| 5

(D) et (D) désignent deux droites paralléles,

. (D)et (D) désignent deux droites sécantes en
La composée des deux symétries orthogonales : un point O,
d'axes respectifs (D) et (D') est une translation. :  La composée des deux symétries orthogonales d'axes
5i A est un point de (D) et B son projeté i respectifs (D) et (D") est une rotation de centre O.
orthogonal sur (D), alors le vecteur de © Siuetu sontdes vecteurs directeurs de (D) et (D),
la translation est 2 AB. ;

alors I'angle de la rotation est alors 2 (u, ).
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Rechercher un lieu géometrigue

2. ABMN est un parallélogramme, donc:
MN =BA.

\A\B

Par conséquent, le point N est [image

3. Limage d'un cercle de centre O par

une translation est le cercle de méme rayon

g et de centre le point 0’image du point O
g par la translation.
Le lieu du point N est donc ce cercle.

du point M par la translation de vecteur BA.

(@) désigne un cercle. A et B sont deux points tels que la droite (AB) ne coupe pas le cercle.
A tout point M du cercle (6), on associe le point N tel que ABMN soit un parallélogramme.
Déterminer le lieu du point N lorsque le point M décrit le cercle (€).

solution commentee

1

meéthode

1. Faire une figure.
2. Reconnaitre une isométrie qui
transforme le point M en le point N.
3. Déterminer l'image du cercle
par cette isométrie.

} On peut utiliser le logiciel GeoGebra
pour conjecturer [a solution en activant
notamment la trace du point N.

. ABCdésigne un triangle isocéle en A.
I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AC].

a. Sgc) ° S’
b- s[AB] ° SMC) "

a. 1. Les points I et J étant les milieux des A

| sreriercery

m (D) désigne la médiatrice du

segments [AB] et [AC], le théoréme des milieux

appliqué au triangle ABC assure que les droites

(1)) et (BC) sont paralleles. La composée des I J
deux symétries est donc une translation.

2. Le théoréme de Thalés assure que s(m(A} =H
ol H est le projeté orthogonal de A sur [BC]. 8
3. Le vecteur de la translation est donc le vecteur AH.

B H C

_ 1. Les droites (AB) et (AC) sont sécantes en A. La composée des deux

symétries est donc une rotation de centre A.
—

{1l Composer des symétries orthogonales

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations : I J

‘méthode

a. 1. Démontrer que les deux axes de

symétrie sont paralléles. En déduire

la nature de la transformation.

2. Déterminer I'image d'un point

de la figure par la composée des deux
symétries.

3. Conclure.

. 1. Démontrer que les deux axes de

symétrie sont sécants. En déduire
la nature de la transformation.
2. Conclure.

2. L'angle de la rotation est donc: 2(AC, AB).

m ABCD désigne un carré. (A) et (A) sont les médiatrices

(D)

segment [AB]. (A) estune droite " respectives des segments [AB] et [(BCl.
passant par le point A. D Elles se coupent en un point O. Faire une figure
Déterminer le lieu du point B extré- 1. a. Déterminer lesimages par s y) ©5(y)
mité du segment [AB] lorsque le A B +des points A, B,C,Det0; - des segments [A8] et [CD];
point A décrit la droite (A). « du carré ABCD.

b. Quels sont la nature et les éléments caractéristiques de
m ABCD désigne le paral- A 6 cette transformation ?

lélogramme ci-contre.
Déterminer la nature et les
éléments caractéristiques des
transformations :

a- S(ag) °S(cD)

2. a. Déterminer lesimages par s gey© Sy
«des points A, B,C,Det0; - dessegments [AB] et [CD];
¢ +ducarré ABCD.
c © b, Quels sont la nature et les éléments caractéristiques de

b. Sy °Suc)i € Sus 30" S(ca) cette transformation ?
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I} compléments sur les isometries

Isométrie réciproque

[propriéte]

u i teur —u.
+ La réciproque de la translation de vecteur u est la trans!at:cénc(.:ft: Eﬁz ke
+ La réciproque de la symétrie centrale par rapport au point e e
« La réciproque de la symétrie orthogonale par rapport a une

: ion de méme centre
 La réciproque de la rotation de centre O et d'angle de mesure 0 est la rotation
et d'angle de mesure 9.

lq Déplacements / Antidéplacements

= Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés. - .

= Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé.
Exemples A
Déplacement

Antidéplacement

w Les translations, les symétries centrales et les rotations sont des déplacements.
= Les symétries orthogonales sont des antidéplacements,

.j Triangles isométriques

Deux triangles sont dits isométriques lorsqu'il existe une isométrie qui transforme 'un en l'autre.
Remarques « Sili

ABC et AB'C’ désignent deux triangles,
ABC et AB

'C’ sont isométriques si, et seulement si, A’'B’

=AB, BC’ = B(C et CA’=CA.
Exemples

A
'lesmm&]ESABCaT.T et T, sont i : i
T; estl'image de ABC par 1a symétrie O‘fthogona?_\ 3 Sont isométriques.
T, est I'image de ABC

e d’axe (BC) %

ior et d'angle de mesuyre - ; P ‘
par la symétrie centrale de centre A, 3
[Propriéte]
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Savoir demontrer que des triangles sont isométriques

Transformations du plan

Dans la figure ci-contre, ABC désigne un triangle rectangle en A.

le triangle EBD en :

Les angles BDE et ADE sont droits car le théoréme des milieux assure

le parallélisme des droites (DF) et (AC) et le triangle ABC est rectangle en A.
Ainsi les deux triangles £BD et EDA ont un angle de méme mesure compris
entre deux cotés de mémes longueurs. IIs sont donc isométriques.

2. Triangles EBD et EFC

E est le milieu du segment [BC], donc BE= EC.

Le théoréme des milieux assure que DE = % AC=FCetque EF = % AB=BD.
Ainsi les deux triangles EBD et EFC ont les trois cotés de mémes longueurs.

IIs sont donc isométriques.

3. Triangles EFC et EAF
Le triangle EAC est isocéle car la droite (EF) est a la fois hauteur et médiane.
Donc les angles EAF et EFC sont de méme mesure. F est le milieu

du segment [AC] , donc AF = FC. De plus, mes (AFE) = mes (EFC) —3.

Ainsi les deux triangles EFC et EAF ont un c6té de méme longueur compris

Les points D, E et F sont les milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [AC].
a. Démontrer que les triangles EBD, EDA, EFC et EAF sont isométriques.

b. Quelle isométrie ou composée d'isométries permet de transformer
«letriangle EDA? «letriangle EFC? -« letriangle EAF?

a. 1. Triangles EBD et EDA
[ED]estun coté commun aux deux triangles. D est le milieu de [AB] donc BD=DA.

méthode

a. Appliquer I'un des trois critéres
du cours pour démontrer
I'isométrie. Souvent, les trois
critéres peuvent s'appliquer, mais

I'un d'eux est plus simple a vérifier.

Faire attention a bien démontrer
les égalités en se méfant
des évidences!

b. Lorsque c'est possible,
reconnaitre une isométrie usuelle
qui transforme le triangle £BD.
Dans le cas contraire, il y a eu
composition d'isométries.

Sl y a retournement, c'est
gu’une symétrie orthogonale

a été appliquée. [l suffit alors de
la reconnaitre et de déterminer
avec quelle autre isométrie

entre deux angles de mémes mesures. lls sont donc isométriques.

b. 1. Triangles EBD et EDA

La symétrie orthogonale d'axe (DE) transforme

EBD en EDA.

2. Triangles EBD et EFC

elle a été composée.

La translation de vecteur BE transforme EBD

en EFC.

3. Triangles EBD et EAF

Il'y a retournement par la symétrie d'axe (EF).
La translation de vecteur BE suivie de
la symétrie d‘axe (EF) transforme EBD en EAF.

C
£ i
F }- La composée de deux translations est
A Z une translation.
B D A « La composée de deux rotations de
i méme centre est une rotation de méme
7% centre.
E A . « La composée de deux symétries
centrales est une symétrie centrale.
é A Par contre,
& D « La composée de deux symétries
~C orthogonales est soit une translation,
soit une rotation.
£ & /// E »La composée de deux rotations de
centres distincts est soit une translation,
B A soit une rotation.

o)

| s’eHercergs

m ABCDEF désigne le penta-
gone régulier de centre O repré-
senté ci-contre.

a. Justifier que les six triangles
de sommet O (OAB, OAC, ...) sont
isométriques.

b. Déterminer une isométrie qui
transforme :

* OABen OBC;

«0ABen OED;

» OAB en OEF.

m ABC désigne un triangle rectangle en A tel que :
AB=1 et AC=2.

a. Faire une figure.

b. Construire I'image A'B’C’ du triangle ABC par la rotation

, n
de centre A et d'angle de mesure 5
¢. Construire 'image A“8"C” du triangle A'8°C” par la rotation
T
de centre C et d'angle de mesure rh

d. Déterminer I'isométrie qui transforme le triangle ABCen
le triangle A"B"C". m
=]
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I3 composition d’homothétie et d’isométrie

_a

Translation et homothétie
(Propriété|

h désigne une homothétie de rapport k différent de 1 et ¢ une translation.
Les transformations composées t o h et h o t sont des homothéties de rapport k.

Exemple

h désigne une homothétie de centre O et de rapport 2
et t une translation.

Dans la figure ci-contre, on a construit en noir I'image M, du point M
par ho t et en rouge l'image M’, du point M par t o h.

Les deux points images sont distincts, les deux homothéties h o t et
t o h sont donc différentes.

(Voir le Savoir-faire n° 18 pour la construction du centre.)
Remarque

En général, les deux homothéties t o h et h o t ne sont pas de méme centre. 0

Similitudes

Une similitude est une transformation du plan composée d’une homothétie et d’une isométrie.
Remarques
+ Lidentité étant une homothétie, mais aussi une isométrie,
toutes les isométries et les homothéties sont des similitudes.

* La composée d'une rotation et d'une homothétie est une similitude

qui conserve les angles orientés, on dit qu'elle est directe.
Exemple

Dans la figure ci-contre le triangle ABC a pour image le triangle A'B'C
4amn
par la rotation r de centre le point C et d'angle de mesure —.

Le triangle A"B"C” est I'image du triangle AB'C par 'homothétie h
de centre B et de rapport 2.

Le triangle A"B"C” est I'image du triangle ABC par la similitude h o r.

Triangles semblables
Deux triangles sont dits semblables lorsqu'il existe une similitude qui transforme 'un en autre.

Remarque

Deux triangles isométriques sont semblables puisqu'une isométrie

¢
est une similitude, /\
A B
Exemple D F
c
2 e
A 8

Dans la figure ci-contre, les triangles ABC, DEF et A'B'C’ sont semblables.
= ABC et DEF sont isométriques donc semblables.

« ABC et AB'C' sont semblables (A'B'C’ est « deux fois plus grand » que ABC),
Propriété

Pour que deux triangles soient semblables, il suffit qu'ils vérifient 'un des critéres suivants.
= Leurs cétés sont deux a deux proportionnels.

= Ils ont les angles deux A deux de méme mesure.
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Transformations du plan

gavoir-faire

Construire le centre de la composeée d’une translation
et d’une homothétie

Placer un point O et tracer un  vecteur v non nul. Construire le centre  de I'homothétie h o t composée
de la translation t de vecteur u et de I'homothétie h de centre O et de rapport 2.

. . _
. Solution.commentee méthode
1.et2. © 3. Tout point A de la droite (D) a pour image 1. Tracer la droite (D) passant par O
un point B de (D) par la translation t. et de vecteur directeur u.
M L'image C de B par 'homothétie h appartient 2. Choisir un point M extérieur
! a la droite (0B), c'est-a-dire a la droite (D). 3 la droite (D) et construire
Ainsi le centre €2 appartient a la droite (D). sonimage M’ parhot.

De plus, le point M’ étant I'image‘du poi_ntM ' 3. Le centre Q est le point

par h e t, le centre € appartient a la droite (WM"). dinterssctiondo b dickte D)
Q estdonc le point d'intersection des droites (D) et de la droite (MM')

et (MM). ’

Determiner une similitude

ABC désigne un triangle. A, B’ et C’ sont les milieux respectifs

des segments [BC], [AC] et [AB].

a. Démontrer que les triangles ABC et A'B'C’ sont semblables.

b. Démontrer que les triangles ABC et AB'C’ ont le méme barycentre G.
c. Déterminer la similitude s qui transforme ABC en A'B'C.

‘méthode

a. Le théoréme des milieux appliqué au triangle ABC donne : a. Démontrer que les cotés des deux
triangles sont proportionnels.

A'B'= 1 AB, B'('= d BC et AC'= lrflC. Les deux triangles ABC et AB'C
2 2 2 b. 1. Le rapport de proportionnalité

: ont donc leurs cotés proportionnels. est le rapport de I'homothétie.
lssontsdane sernl?lables. , c 2. Utiliser le point G qui est sa
b. BABC'estun parallelogramn:ieﬁcar (BA’):FI '{B'C ) 5 P propre image par la similitude s
et (AB’) // (BC') donc la medlang (BB ) l?sue comme cattee de Fhotriothétie
de Bdans letriangle leCest Ausst lamédiane " ‘ ~ . et I'appliquer au triangle ABC.
issue de B’dans le triangle ABC". - (c:j ; On obtient un triangle DEF.
¥ ¢ ; ces deux triangles e Do
En ﬁrocéé:lantl;ie merrle aéec (AA’) et (CC'), on prouve que ux triang s B el
ontle meme barysentre > sl que limage de DEF est ABC.
c. 1. Le rapport de I'homothétie h est égal a = iy
3. Larotation r de centre G et d'angle
de mesure transforme le triangle DEF
en le triangle ABC.
4. Finalement,s=roh.
m h désigne I'homothétie de centre Oet | | ] m Dans la figure ci-contre, les triangles € A
rapport 3 et t la translation de vecteur u. o) |1 ABCet ADE sont équilatéraux et le point
Reproduire la figure ci-contre et utiliserle | | | .: D est le milieu du segment [BC). 2
quadrillage pour construire pour chacune f II| L| ¢ a Démontrer que les triangles ABC et .
des transformationsh v tetteh: [ | | |1 ADEsontsemblables. E

a. l'image du triangle T; . b. Déterminer la similitude s telle que les points A, B et C E
b. le centre de la transformation. © ont pour images respectives les points A, D et . ‘
m
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vercices

Homothéties

Réponses rapides

A, B, C et 0 désignent quatre points distincts aligneés.
" 4 e
xD
Construire les images des points Cet D par I'homothétie de
centre O qui transforme Aen B.

E A et B désignent deux points distincts.
A B

Il I L 1 i
T T

Construire le centre de I'homothétie de rapport k quitransforme
le point A en B dans chacun des cas suivants:

a. k=1—; b. k-—*—g; ‘e k=2; d. k=-1.
2 3

E hy, hy, hy et h, désignent des homothéties de centres
respectifs 0, 0, 0’ et O’ et de rapports respectifs k;, ky, ks etk,
tels que k ky=1etkyk,#1.

t est une translation de vecteur u.

Déterminer si les transformations suivantes sont des homo-
théties ou des translations.
a. hyohy; b. hyohs;

c. hyoh,; d.toh,

E A, Bet Cdésignent trois points tels que A est le barycentre
des points pondérés (B, 3) et (C, 1). Justifier que:

. C est limage de B par une homothétie de centre A dont on
déterminera le rapport;

. B est Iimage de C par une homothétie de centre A dont on
déterminera le rapport;

. C est Iimage de A par une homothétie de centre B dont on
déterminera le rapport.

E ABCD désigne un parallélogramme. I est le milieu du
segment [CD]. J est le point d'intersection des droites (BI) et
(AC) et K est le point d'intersection des droites (AI) et (BD).

a. Faire une figure.

b. Que représente le point J pour le triangle BCD ?

¢. Déterminer une homothétie qui transforme la droite (JK)
en la droite (AB).

E La figure ci-contre représente un 4 (e
triangle rectangle AMB et (€) son cercle
circonscrit.

Déterminer et construire le lieu géomé-
trique du centre de gravité Gdu triangle

- . 0 B
AMB lorsque le point M décrit le cercle (€).

m (‘€) et (¢') désignent deux cercles de centre respectifs O
et O’ et de rayons respectifs 1 et 2,

Faire une figure et construire, dans chacun des cas, les centres
des homothéties qui échangent (‘C) et (¢").

m a.00'=1;

b. 00=2; ¢ 00'=1.
2

‘aptrainement

m Dans la figure ci-contre sont repré- 0
sentés deux carrés ABCD et AEFG tels que: ¢
E
AE=%AB et Ee(AB). ~;
Démontrer, en utilisant une homothétie,
que les droites (AC), (BG) et (DE) sont  F G

concourantes.

hided)

Déterminer une homothétie qui transforme le carré ABCD en
e carré AEFG.

m ABC désigne un triangle.

h est 'homothétie de centre A et de rapport 2.

h’ est 'homothétie de centre B et de rapport 1.

a. Justifier que i e hestune homothétie et donner son rapport
b. Faire une figure et construire limage du point C par I'home-
thétie h'o h.

¢. En déduire la position du centre de i’ .

m ABC désigne un triangle.
h est I'homothétie de centre A et de rapport 2.

I est 'homothétie de centre B et de rapport -1-

a. Justifier que ' h est une translation.

b. Faire une figure et construire l'image du point Cpar la trans-
lation h'o h.

¢. En déduire le vecteur de la translation de i h.

E ABCdésigne un triangle.
h est 'homothétie de centre A et de rapport 2.

1
i est 'homothétie de centre B et de rapport ey

a. Justifier que " h est une symétrie centrale de centre un
point L.

b. Faire une figure et construire limage du point C par la symé-
trie h'o h. B

c. Démontrer que AI =3 ABet en déduire la position du point .

m ABCD désigne le parallélogramme ci-dessous.
Eest le point tel que ﬁ=%A_B.

Gest le point du segment [AD] tel
que les droites (GE) et (BD) sont
paralléles. F est le point tel que
AEFG est un parallélogramme.

Démontrer que les points A, F et C sont alignés.

m Un cercle est représenté sur un écran
d'ordinateur dans une zone carrée de
400 pixels de coté.

On veut faire un zoom sur cette zone
pour abtenir une image dans un carré
de 1000 pixels de coté. i
Quelle transformation doit-on appliquer a I'imag

Préciser ses éléments caractéristiques.
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Réponses rapides

m ABCdésigne le triangle ci-contre.Tet

Jsont les milieux respectifs des segments

[AC] et [BC]. y
Déterminer les transformations suivantes : I

8 oler b.t atform,

C Spug) °Sucy: 9 5(.431"5{1;) C

Eﬂ O, A et B désignent trois points non alignés.

r est une rotation de centre O, t la translation de vecteur AB,
s la symétrie orthogonale d'axe la droite (OA) et s’ la symétrie
orthogonale d'axe la droite (0B).

Parmi les transformations suivantes, reconnaitre les dépla-
cements et les antidéplacements.
a.sos’; b.ros; C. tosor; d. sotog,

m ABCD désigne un rectangle de centre O,
D C
0

A B

Citer les triangles isométriques a:
a.AOB; b. AOD; «c. ABC

m (D) et (D) désignent deux droites perpendiculaires.

u est un vecteur directeur de la droite (D).

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation t; ° Sy

Eﬂ ABCD désigne un rectangle.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des trans-

formations.

m ABC désigne un triangle équilatéral. A, B’ et C’ sont les
milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].

G est le centre de gravité du triangle ABC.

1. Faire une figure et citer tous les triangles isométriques.

2. Déterminer les isométries telles que :

a. le triangle AGB’ a pour image le triangle BGC;

b. le triangle AGB’ a pour image le triangle BGA';

c. le triangle AGB’ a pour image le triangle BGC';

d. le triangle AGB’a pour image le triangle CGA"

b. Q:S(BC)”(AB); C. fog.

m La figure ci-dessous représente deux triangles ABCet AB'C
rectangles isocéles en A.

g S
P Utiliser une rotation
B de centre A
A

c
Démontrer que BB’ = CC’ et que les droites (88) et (CC") sont
Perpendiculaires.

Transformations du plan

m ABC désigne un triangle
équilatéral dont les cotés
mesurent 3 cm. A', B’et C’'sont
trois points appartenant res-
pectivement aux droites (AC),
(AB) et (BC) et tels que :
AA'=BB'=CC'=1cm.

a. Démontrer que les triangles A
AAB’, A'CC’ et B'BC’ sont isométriques.

b. En déduire la nature du triangle AB'C".

m (A) et (A") désignent deux )
droites paralléles,
Dans la figure ci-contre, les
points A, B, C, D, E et F sont
six points tels que :

AB=CE et BF=CD.

Démontrer que AF=DE.

ABCD désigne un parallélogramme de centre O.

Une droite (A) passant par O coupe le segment [AB] en un point
M et le segment [CD] en un point N.

a. Faire une figure.

b. Démontrer que AM = NC.

} Utiliser deux triangles isnmétnques

E Ci-contre ont été représen- G

tés deux carrés ABCD et BEFG.

a. Démontrer que les triangles F
(BE et ABG sont isométriques. c B

b. Utiliser une rotation pour
démontrer que les droites (AG)
et (CE) sont perpendiculaires. D A E

ABC désigne un triangle rectangle en B.
La bissectrice del'angle BAC coupe le segment [BC] en un point D.
a. Faire une figure.
b. Placer le point E sur le segment [AD] tel que AE=AB et le
point F, intersection de la perpendiculaire a (AD) passant par
E et du segment [AC].
Démontrer que les triangles ABD et AEF sont isométriques.

m Le point M représenté ci-dessous décrit le demi-cercle AB.
Le point H est son projeté orthogonal sur le diamétre [AB].
Le point N appartient a la demi-droite [OM) et ON = MH.
1. a. Utiliser GeoGebra pour réaliser cette figure.
b. Activer la trace du point N et
faire décrire a M le demi-cercle
AB.
c. Conjecturer le lieu des points
8  Nlorsque M décrit le demi-cercle
ol H ADB.
2. a. Démontrer que les triangles OMH et ODN sontisométriques.
b. En déduire que le point N appartient a un cercle dont on
donnera le diameétre.
c. Conclure.
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Composition t’homothéties et d'isomeétries
l Réponses rapixl;zs—\

m a. Construire I'image d'un parallélogramme ABCD par !a
composée de la translation de vecteur AB et de 'homothétie
de centre B et de rapport 2.

b. Déterminer les éléments caractéristiques de cette transfor-
mation,

m ABC désigne le triangle rectangle représenté ci-dessous.
C

A 4 B

s=hor estlatransformation telle que s(A)=A et s(B)=C:
h est une homothétie et r une rotation.

Déterminer les éléments caractéristiques de chacune des trans-
formations hetr.

m ABC désigne un triangle équilatéral,
h est 'homothétie de centre A et de rapport 2.
s est la symétrie orthogonale par rapport a la droite (AB).
test la translation de vecteur AB.
2. Faire une figure et construire :
- limage du triangle ABC par la transformation f=ho's ;
- Iimage du triangle ABC par la transformation g=toh.

b. Conjecturer la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation g  f.

m ABC désigne un triangle rectangle et isocéle en A.

s est la transformation telle que s (A) =B et s(B) =C.
s=h=ravec h homothétie de rapport k et r rotation d'angle 6.
a. Quelle est I'image du segment [AB] par s ?

b. En déduire le rapport de h.

—

c. Déterminer une mesure de I'angle (AB, BC).
d. En déduire une mesure de I'angle 6.

I La construction du centre d'une similitude dont on connait
Iimage de deux points est un probléme de géométrie plane
dont une solution a été donnée par Leonhard Euler (1707-1783)
mathématicien et physicien suisse qui est 2 Ia base des notations
et de la terminologie des mathématiques dites « modernes »,

E Dans la figure suivante :
AB=4, BC=S5,
AC=AD=6,
AE=9 et DE=75.

a. Démontrer que les
triangles ABC et ADE sont
semblables.

b. En déduire que la droite
(AE) est la bissectrice de
I'angle BAD.

E (0;1, j) désigne un repére du plan.
h est I'homothétie de centre A(1; 2) et de rapport 3,
t est la translation de vecteur u (-1 1).

Déterminer les coordonnées du point M'image duy

; pointy,, 3
par la transformation t o h. "
m ABGH, BCFG et CDEF désignent trois carrés de otés.

A 8 o D Il n

H G

a. Calculer les distances AG, AE et AF.

b. Démontrer que les triangles CEA et GFA sont semblables,
c. Endéduire que les angles DAG et EAF ont la méme bissectrice

E ABCD désigne un carré. Les points I et H sont les milieyy
respectifs des segments [AD] et [CD].

La droite (AH) coupe la droite (BI) en un point K.

a, Faire une figure.

b. Démontrer que les triangles ABI et ADH sont isométriques,
<. Démontrer que les triangles AIK et ADH sont semblables,

d. En déduire que les droites (BI) et (AH) sont perpendiculaires,

m ABC désigne un triangle rectangle et isocéle en A.
I'estle milieu du segment [BC]. AB=BC=3.
a. Démontrer que les triangles ABI et ABC sont semblables,

b. Déterminer le rapport de la similitude qui transforme A8l
en ABC.

m ABCet DBC sont deux triangles rectangles directs d'hypo-
ténuse [BC].

T'est le point d'intersection des droites (AC) et (8D).
a. Faire une figure,

b. Démontrer que les triangles ADI et BCT sont semblables.

m Dans la figure ci-dessous, le segment [AB] a pour image
le segment [CD] par la transformation s =h or.

a. Reproduire la figure sur une feuille quadrillée.
b. rest une rotation de centre A,

Déterminer une mesure de son angle,
<. hest une homothétie,

Construire son centre et donner son rapport.
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T[]l] chrono (sans justification)

Pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie
ou fausse.

A et Bdésignent deux points du plan. I est le milieu du seg-
ment [AB]. h, estI'homothétie de centre A et de rapport 2;

h, est 'homothétie de centre B et de rapport L i hy est
2

I'homothétie de centre A et de rapport 3 ; t est la translation
de vecteur AB.

_ _ vrai faux
1. hy(I)=8. ] ]
v h2 hyestl appllcanon |dent|que D ]
3. hy e h, estune homothétie de rapport 6. [ - U
4

. Deux triangles rectangles isocéles sont
semblables. O [

5. Toute homothétie est une isométrie. . []

6. hy o testune homothétie de rapport2. [ 0]

7. Sihy(A)=A'et hy(B) =Balors hy(I)
est le milieu de [AB]. O

n'llbl‘
I.

Avec justification

Pour chaque affirmation, indiquer c
si elle est vraie ou fausse.

ABC désigne un triangle équilatéral. Les
points A', B’et C'sont les milieux respectifs
des segments [BC], [CA] et [AB]. G est le
centre de gravité du triangle ABC.

: vrai faux
1. Limage du point A par la rotation
de centre Betd'angle %T-t- est le point C. ) -
! 13 1 | ) i
2. AB'==A8.
2 ] 3
3. Les triangles ABC et AB'C”
sont semb?ables O i
4 Le tnang!eA’B’C’a pour |magelw méme
7 n
par la rotation de centre G et d'angle —. gc
3 0O ]
5 Le triangle AA'C et BB’C
O =

sont isométriques. L

 Les réponses _&ce; exe:jq’;é_zs sciﬁﬂndi_quéés en finde n_ranue!.; ;

Top chrono (sansjustification)

m Pour chague question, indiquer la réponse exacte parmi

les trois propositions. A B c
t est la translation de vecteur AB ; 2} 0
¢’ est la translation de vecteur AD ; £© ;
s est la symétrie de centre £; 0 o
h est 'homothétie de centre A 5] (7]
et de rapport 2. H I
1. La transformation t o t’est une translation de vecteur:
a. AE; b. DB; c. EA.
2. l'image du trlang!e (Dparsotest:
a. letriangle@); b. letriangle®; c. le triangle (3).
3. L'image du triangle () par h est e triangle:
a. AGI; b. ACI; c. letriangle @.

4, Latransformation t’e sc test:
a. un déplacement;
b. un antidéplacement ;
c. nil'un,ni I’autre

5. Le triangle (B) est If |mage du triangle (3)par:
a. une symétrie axiale ;

b. une translation ;
¢, une composée d isomélnes__

Avec justification

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions. A ! C
ABC désigne un triangle rectangle

enAtelque AB=3 et AC=5.Iestle ]

point de [AC] tel que AI=AB. J est
le projeté orthogonal de I'sur [BC]. B

1. Les triangles ABC et I/C sont : a. semblables;
b. isométriques ; c. nil'un, nil'autre.

2. Les mesures des cotés du triangle ABC sont celles
du triangle LJC: a. multipliées par3;
b. divisées par un nombre inférieura 3 ;
c. divisées par 3.

3. Limage du milieu de (IC] par la transformation f telle
que f(LIC)=ABCest: a. le pointA;
b. le centre de gravité du triangle ABC;
¢. le milieu de [BC.

4. '’homothétie qui intervient dans la transformatlon de
la question 3. a pour rapport:

J34 1
b, —; c. -
22

a3}
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B8 calcul drune distance par rapport auncercle

1. a. Démontrer que les triangles C
ABE et ADC de la figure ci-contre sont .
semblables. A

b. En déduire I'égalité : = DN__E

ABx AC=ADXAE.
2. Utiliser le résultat précédent pour
calculer la distance AK de la figure
ci-contre ot ABCD est un carré de
coté 4 et I le milieu du segment [CD].

P Tracer la diagonale [AC].

= Usinage

Un ouvrier doit usiner une piéce qui A
a la forme d'une portion de disque
dont il ne connait pas le diamétre.
Lesdistances AB=3 cm,AC=4 cmet
AH=2,5cm lui sont communiquées. B

a. Reproduire la figure et construire le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC.

b. A’est le point diamétralement opposé au point A.

Démontrer que les triangles AHB et AA'C sont semblables.
¢. Endéduire le diamétre recherché.

H

E centres de similitudes

6 Danslafigure ci-contre sont représentés
deux rectangles tels que :

Ge(BC), AB=2(G et BC=2(E.
a. Faire une figure et construire le point
Q projeté orthogonal du point Csur la
A 8 droite (BE).
b. Démontrer que les triangles CQE et CQB sont semblables.
¢. s est la similitude qui transforme CQE en CQ8.
Déterminer le rapport de I'homothétie h de centre Q et 'angle
de la rotation r de centre Q tellesques=hor.

d. Déterminer une autre similitude qui « échange » les deux
rectangles.

D C

B atignement (¢}

Dans la figure ci-dessous, ABCD est un carré et les triangles ABE,
BCF et BDG sont équilatéraux.

D C
E

G

a. Démontrer que les points G, A et Csont alignés.
b. En déduire que les points D, E et F sont alignés.

67 Composées de symétries centrales

ABCD désigne un carré, [ est le milieu du segment [AB).

a. Déterminer le vecteur de la translation t =5, o 5.

b. Déterminer et construire le point M tel que s, e sg =5y, 05,

- EHErcices a'approronuissement gy

m parallélisme

(6) et (‘¢") désignent deux cercles, de centres respectif.

0’ et de rayons respectifs 3 et 2 tels que 00'=1, ] est |e50
d'intersection de la demi-droite [00") avec le cercle @) Poin
a. Faire une figure.

b. Justifier que I appartient au cercle (€’).

¢. Tracer une droite (D,) passant par le point I et qui coupeg,
deux cercles (€) et (€’ ) en deux points Met M".

Tracer une deuxiéme droite (D,) contenant le point [ ¢ Qi
coupe les deux cercles (€) et (6’) en deux points Net N

d. Déterminer la transformation qui transforme le cercle (¢
en le cercle (€').

e. Démontrer que les droites (MN) et (M'N’) sont paralléles,

53] Perpendicularité

ABC désigne un triangle et M est
le milieu du segment [BC].

Les triangles BAB’ et CAC” sont
rectangles isocéles de sommet A.
a. Déterminer le rapport de W
I'homothétie h de centre B qui

transforme le point Men le point C.

b. h transforme A en A B

Déterminer une rotation r telle que la transformation rof
transforme Aen B’etMen C'.

c. Endéduire que les droites (AM) et (B'C') sont perpendiculaires
d. Justifier que B'C'=2AM.

c.r

B2 centre dune rotation %7
0AB désigne un triangle isocéle de sommet O.
P est un point du segment [AB], distinct de A et de B.

La paralléle a la droite (OB) passant par P coupe la droite (04

en un point A’et la paralléle a la droite (OA) passant par P coupe
la droite (OB) en un point B".

a. Faire une figure.

b. Démontrer que OA’=BB".

c. restlarotation telle que r(0)=
Démontrer que r(4)=0.

d. Déterminer le centre 2 de la rotation r.

Betr(A’)=8"

Bl Homothéties dans un trapeze
ABCD désigne un trapéze dont
les cOtés non paralléles (AB) et
(CD) se coupent en un point O.

h est I'homothétie de centre O
qui transforme A en 8.

a. Construire, en les justifiant,
I'image (d,) de la droite (AC) et
I'image (d,) de la droite (BD) par
I'homothétie h.

b. Les droites (AC) et (BD) se
coupent en un point I.

Les droites (d,) et (d,) se coupent en un point /.

L%
Utiliser I homothetle h pour démontrer que les points
O sont alignés.

<. Déterminer les images des points B et C par h.
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EA sarycentres et lieun de points

A et B désignent deux points distincts.

pour tout point M du plan, I désigne le milieu de [AM] et G le
barycentre de (A, 1), (8, 2) et (M, 1).

1. Faire une figure.

2. Démontrer que le point I est I'image du point M par une
transformation du plan a déterminer

3. Démontrer que le point G est I'image du point I par une
transformation du plan a déterminer.

4. En déduire:

a. lelieudes points I lorsque M décrit le cercle de diamétre [AB] ;
b. lelieudes points G lorsque M décrit le cercle de diamétre [AB] ;
c. lelieudes points I lorsque M décrit la droite perpendiculaire
3 (AB) passant par B;

d. le lieu des points G lorsque M décrit la droite perpendiculaire
a (AB) passant par B.

m Une transformation du plan

ABC désigne un triangle. A’, B et C' sont les milieux respectifs
des segments [BC], [AC] et [AB].

A tout point M du plan, on associe le point f(M) =M’ défini par:

o — 1 —
MM’ =kMA +5 MB +E MC avec k nombre réel non nul.

1. Dans cette question : k =15 .

a. Démontrer que l'application f est une homothétie dont
le centre est le centre de gravité du triangle ABC et dont on

déterminera le rapport.
b. Quelle est I'image par cette homothétie du triangle ABC?

2. Dans cette question : k=—1.

Démontrer que I'application fest une translation donton don-
nera le vecteur.

3. Dans cette question : k#—1.

Donner la nature et les éléments caractéristiques de I'appli-

cation f.

EA un probleme de construction (%

ABC désigne un triangle.
Lobjectif de ce probléme est de construire un point Pdusegment
[AB] et un point Q du segment [AC] tels que BP = PQ=QC
h désigne I'homothétie de centre B qui transforme le point P
en le point A.
Q’ et C’ sont les images respectives des points QetCparh.

A

Q

8 5
a. Quelles sont les images des segments [BP] et [PQ] par h?
En déduire que le point Q' appartient au cercle de centre A et
de rayon AB.
b. Justifier que les droites (QC) et (Q'C') sont paralléles.
Rest le point tel que CC'Q'A soit un parallélogramme.
Démontrer que CR = AB.
En déduire que le point Q’ appartient a la droite paralléle a la

droite (BC) passant par R.
¢. Conclure en donnant la méthode de construction des points

PetQ.

La droite d'tuler

ABC désigne un triangle,

A', B’et " sont les milieux respectifs des segments [BC], [CA]
et [AB].

Gestle centre de gravité, H lorthocentre et Ole centre du cercle
circonscrit du triangle ABC.,

h est I'homothétie de centre G et de rapport —2.

a. Déterminer les images par h des point A’ B’et C'.

b. Déterminer lesimages par h des droites (OA’), (OB’) et (OC’).
c. En déduire l'image du point O par h.

d. Démontrer que les points O, G et H sont alignés.

La droite passant par les points O, G et H est appelée droite d'Euler.

B3 1a courbe du dragon
A et B désignent deux
points distincts du plan.
1.5, =h;or, ol h, est
I'homothétie de centre

2
A et de rapport —\2—_ etr,

la rotation de centre A et

T
d’angle—. e
9 4

a. Construire le segment [AA,] image du segment [AB] pars,.
2

s,=h, o r, ol h, est 'homothétie de centre B et de rappt:»rt£

2
; . T
etr, la rotation de centre B et d'angle 3

b. Construire le segment [A,B] image du segment [AB] par s, .

Etape 4 2. Reproduire le procédé précédent
pour le segment [AA,] et inverser
les rotations pour le segment [A,A].
3. Reproduire le procédé pour les
quatre segments obtenus a I'étape
précédente.

[ Info |

h La courbe du dragon est une fractale qui a été étudiée par
un physicien de la NASA, John Heighway.

cerf-volant

La figure ci-dessous
représente un cerf-volant.
Le triangle ABC est équi-
latéral et le point Destun
point de |a hauteur issue

de Aextérieurau triangle.
Les triangles ABD et ACD
sont respectivementrec-
tanglesenBetenC.
D a. Démontrer que s(gp) © S4c) €St
1} une rotation.

Préciser son centre [ et son angle.
€ b. Démontrer de méme que

S(cp) © S(a st une rotation.

Préciser son centre J et son angle.

¢. Démontrer que le triangle Al

est équilatéral.
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Prohlemes

Bl négle de Dostor

Goerges Dostar, mathématicien du XEX e siecle, ? in?erslcseo ::
propriété suivante : « Lorsque deux manq!es rectang e
semblables, le produit des hypo ténuses est égal a la som
produits des autres cotés homologues.»

On se propose de démontrer cette propriete.

ABC et DEF désignent deux Irianglef

rectangles dans lesquels mes B=mes E. B
a. Justifier que ces deuxtrianglessont ¢

semblables. c

b. Le rapport des longueurs des

cotés homologues est le nombre réel

k =%% . Citer deux autres rapports E

gégaux a k. D
c. En déduire que ABX FD=ACXED, puis que :

AB xFD? + AC? X ED? =2ABXFDXACXED.
d. Ecrire les égalités découlant du théoréme de Pythagore
appliqué aux deux triangles.
e. Effectuer le produit BCZ x EF2 et utiliser l'égalité démontrée
au c. pour conclure que:
BCXEF=ABXED+ACXFD.
f. Qu'entendait Georges Dostor par « cotés homologues » ?

m Droite de Hewtan

A, B,C, D, E et Fdésignent six points représentés ci-dessous.

Les points I, J et K sont les milieux respectifs des segments
[AE), [BD] et [CF].

E
1. Faire une figure et construire les points I et J'tels que
les quadrilateres FECI” et BEDJ' soient des parallélogrammes.
2. het h'sont les homothéties de centre A telles que :
h(B)=C et W'(D)=F.
a. Démontrer que h(BJ') = (CD) et en déduire que
h"e h(BJ)=(FI').
b. Démontrer de méme que h o h' (DJ") = (CI").
c. Justifierque h'o h=h o i et en déduire limage du point J/
parheh’,
d. Démontrer que les points A, I'et /' sont alignés.
3. 2. Démontrer que les droites (AI), (J4) et (KI) sont concou-
rantes.
b. Endéduire que les points I, J et K sont les images respectives

des points A, Iet J' par une homothétie dont on précisera le
centre et le rapport,

c. Conclure.

| oo |

} La figure représentée estun quadrilatére « complet » obtenu
par les points d'intersection de quatre droites sécantes. On dolt

la démonstration de I'alignement des centres des diagonales
a lsaac Newton.

m Reconnaitre des transfurmatimls

A et B désignent deux points distincts du plan,

1. f est la transformation qui a tout point M du plap ,
le barycentre M’ des points pondérés (A, 1), (8,
a. Faire une figure.

b. Construire lesimages respectives A’et B’ des points A et8py
c. Démontrer quiil existe un unique point £ tel que f(q))
Construire £2. .

d. Pour tout point M du plan, exprimer £M"en fonction de g
e. Déduire des questions précédentes la nature et les éléme,,
caractéristiques de la transformation f.

2. g est la transformation qui a tout point M du plan assy,
le barycentre M’ des points pondérés (A, 2), (B, -2) et (M,3)
a. Faire une figure.

b. Construire lesimages respectives A’et B’des points A et B parg
c. Démontrer que le vecteur MM’ est indépendant de M.
d. En déduire la nature et |les éléments caractéristiques de;
transformation g.
3. Cet D désignent deux points tels que ABCD soit un carré,
h est la transformation qui a tout point M du plan associele
point M’tel que MM'= MA —3MB—-3MC +MD.
a. Faire une figure.

b. Construire I'image du carré ABCD par h.

c¢. Démontrer qu'il existe un unique point O tel que h(0)=0,
Construire O.

d. Démontrer que h est une homothétie de centre Odonton
précisera le rapport.

S50,

()

EI Démonstration ‘'un théoreme

ABCD désigne le trapéze ci-dessous de bases [AB] et [CD].
O est le point d'intersection des diagonales (AC) et (BD).

D T ¢
1. a. Justifier qu'il existe un nombre réel k (k  0) tel que:

OC=kOA.

b. h désigne I'homothétie de centre O et de rapport k.
Déterminer A'= h (A).

¢. On note B’l'image de B par h.
Justifier que 8" e (CD). En déduire que B'=D.

d. I'etJ désignent les milieux respectifs des segments [A8] €t
[CD).

Utiliser 'homothétie h pour démontrer que les points 0./ ¢
Jsont alignés,

2. On suppose dans cette question que ABCD n'est pas V"
parallélogramme.

0’est‘ le point d'intersection des droites (AD) et (8C).
a. Démontrer que les points 0', I et J sont alignés.
b. En déduire le théoréme suivant :

- et
« Dans un trapéze qui n'est pas un parallélogramme 3™
A . 4 sc ot le P
des cOtés paralléles, le point de concours des diagonales €t
de concours des cotés non paralléles sont alignés. »
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Droites et plans

de Pespace

i

-

" - e E e,
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TITUI TN Y

R

David Hilbert (1862-1943)
est considéré comme un des
plus grands mathématiciens
duxxs siecle.

1l a notamment publié
Youvrage Grundlagen der
Geometrie dans lequel

il unifie 1a géométrie plane
etla géométrie dans 'espace.

Il Connaitre et savoir déterminer les positions relatives de droites
et plans de l'espace.

[l savoir démontrer le parallélisme:
« de deux droites ;
« d'une droite etd’un plan;
«de deux plans.

[ savoir démontrer l'orthogonalité :
- de deux droites;
. d'une droite et d'un plan;
« de deux plans.
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“Cours'

B Droites de Lespace

(Dy) et (D,) désignent deux droites distinctes de I'espace.

Position relative de deux droites

V

Coplanaires

Paralléles

Sécantes

Quelconques

Perpendiculaires

Non coplanaires

--

o —

N

Aucun point

Un point
d’intersection

d’intersection

et un angle droit

Un point d'intersection

Aucun point

d'intersection

lq Droites orthogonales

Deux droites de Tespace (D,) et (D,)
sont orthogonales et on note (Dy) L(Dy),

lorsque les paralléles a ces droites passant
par un point sont perpendiculaires.

Remarques

Parallélisme et orthogonalité
[Propriéte 1]

§i deux droites sont orthogonales, toute droite
paralléle a I'une est orthogonale a 'autre.

(Dy) L(D,)

(Dy)/1 (D)) [ = Pa) L Dy

Exemple
ABCDEFGH désigne un cube.
+ Les droites (AD) et (FG) sont paralléles.
En effet, (AD) // (BC) et (BC) // (FG).
+ Les droites (AB) et (HD) sont orthogonales,
En effet, (AB) L (AE) et (AE) // (HD).
« Les droites (AB) et (DG) sont non coplanaires.
« Les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires.
En effet, elles appartiennent au méme plan (ABC)
et ce sont les diagonales d'un carré,

Remarque

Les propriétés de géométrie plane liant orthogonalité et
Par exemple si (D )L (DQ) et que (Dz} L (D ),onn'a pa

o

e

LN

<=

* Deux droites orthogonales peuvent étre coplanaires ou non.
» Deux droites perpendiculaires sont orthogonales et sécantes (donc coplanaires)

Si deux droites sont paralléles, toute droite
orthogonale a 'une est orthogonale a l'autre.

(Dy)// (D)
(D3) L(Dy)

}=‘-*(D ) L(D,).

s forcément OBV (D3).
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ttudier la position relative de deun droites

ABCDEFGH désigne le prisme droit représenté ci-cont
sont des trapdzes. : contre et dont les bases

a. Démontrer que les droites (EC) et (AG) sont sécantes.
b. Démontrer que les droites (AE) et (HG) ne sont pas coplanaires,

Solution' commentae méthode

a. 1. Les droites (AE) et (CG) sont paralldles car ce sont les aréles verticales a. 1. Démontrer que les deux

d%l p.risme droii. Les points A, E, Cet G sont donc dans un méme plan. droites sont coplanaires.
Ainsi les droites (EC) et (AG) sont coplanaires. 2. Se placer dans ce plan
2. Dans le plan (ACG), le quadrilatére ACGE est un rectangle. et démontrer que les deux
Donc ses diagonales (£C) et (AG) sont sécantes, droites sont sécantes,

b. 1. Les points H, E, et G ne sont pas alignés donc ils définissent un plan b. 1. Se placer dans le plan
(la face supérieure du prisme). constitué de trois des points
2. Ladroite (AE) est perpendiculaire au plan (HEG) car il s'agit d'un prisme droit. qui définissent les droites.
Le seul point d'intersection de (AE) et (HEG) est le point £, 2. Démontrer que
Si A était dans le plan (HEG), il serait alors le point d'intersection de (AE) et (HEG) le quatriéme point
et ainsi confondu avec le point £. C'est impossible, le prisme n'étant pas aplati. n‘appartient pas a ce plan.

Donc les droites (AE) et (HG) ne sont pas coplanaires.

Déemontrer que deun droites sont orthogonales

Dans le cylindre dessiné ci-contre, [AB] désigne un diamétre de la base
et Cun point du cercle de base distinct de A et 8.

A’, B’ et C’ sont les points de la face supérieure situés sur les verticales
passant par A, BetC.

Utiliser la définition de l'orthogonalité de deux droites pour
démontrer que les droites (BC) et (A'C’) sont orthogonales.

|

splution commentee méthode

1. La paralléle a la droite (AC') dans le plan de base est la droite (AC). 1. Tracer la parallele a l'une
. . des droites dans un plan
2. Dans le plan de base, le triangle ABC est inscrit dans le cercle de diamétre [AB]. soitnant Bautie draite;

Il est donc rectangle en C.

Ainsi, les droites (AC) et (BC) sont perpendiculaires. 2. Démontrer que la droite

tracée est perpendiculaire

(AC) L(BC) a la deuxiéme droite.

A

} = (BC) L (AC).
3. Conclure.

B /scoercrdesignele pavé o B 54800 designe 1a pyramide a
droit ci-contre. E h G i base carrée ci-contre.

Etudier les positions relatives 0 désigne le centre du carré ABCD.
des droites : - a. Faire une figure d main levée.

- (AB)et (HG); +(HD)et(FB); A b. Démontrer que les droites (S0) et
«(CA) et (GB); - (AG) et (HD). B © (AC) sont orthogonales.
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B orthogonalité d’une droite et d’un plan

(D) et (P) désignent respectivement une droite et un plan de l'espace, la droite n'étant pas incluse dans le plan,

q position relative d’une droite et d’un plan

p e S (D) et (P) )
IE’EZ'E&(IEJS (0) e O

Un point d'intersection

Aucun point d'intersection

q Droites et plan orthogonauy

e Remarques
péfinition « Une droite orthogonale 4 un plan est sécante
Une droite (D) et un plan (P) (0) au plan en un point. On dit qu'elle est orthogonale

de l'espace sont orthogonaux b au plan en ce point.
et on note (D) L (P), lorsque % + Une droite peut étre orthogonale 4 deux droites
la droite (D) est orthogonale 2 »- paralléles du plan sans étre orthogonale au plan.
deux droites sécantes du plan (P).

B unicite

A désigne un point et (P) un plan. : Adésigne un point et (D) une droite.
Il existe une unique droite (D) passant parlepointA | Il existe un unique plan (P) passant par le point A
et orthogonale au plan (P). :  etorthogonal a Ia droite (D).

Remarque La propriété 1 permet de définir la projection orthogonale du point A sur le plan (P)
comme point d'intersection de (D) et (P).

q Propriété fondamentale

Siune droite est orthogonale 4 un plan, alors elle est orthogonale a toute droite du plan.

|
Bl Droites et plans de Pespace

(D;), (D,) désignent deux droites et (Py), (P,) deux plans de I'espace .

q Orthogonalité .1 Parallélisme

1. Sideux droits:'s sont paralléles, alors tout 1. Sideux droites sont orthogonales
plan orthogonal 4 I'une est orthogonal a 'autre. a un méme plan, alors elles sont paralléles.
(B) L (D,) =(P) L(D,). (Dz)_L(Pl)}:(Dl)”(Dz)'
2. Sideux plans sont paralléles, alors toute droite 2. Sideuxplans sont orthogonaux i une méme
orthogonale 4 I'un est orthogonale a l'autre. droite, alors ils sont paralléles.
(Pl)//(Pz)} (P))L(D,)
Dy)L(B). 1 1 .
(D)) L(B) =(D;) L(R) (B L(D,) =(P,)//(P,)
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Droites et plans de I’'espace

ttudier la position relative d’une droite et d’un plan

ABCDEFGH désigne le cube représenté ci-contre.
a. Démontrer que la droite (AE) et (CG) sont orthogonales

H

i

au plan (ABC).
- b. En déduire la position relative des droites (AE) et (CG).
- |
A C
B
Solution'commentée , i Mméthode

1. ABFE est un carré donc (AE) L (AB). De méme, ADHE est un carré 1
donc (AE) L (AD). La droite (AE) est orthogonales a deux droites sécantes
(AB) et (AD) du plan (ABC), elle est donc orthogonale a ce plan.
On démontrerait de maniére analogue que (CG) L (ABC).

. Démontrer que chacune des
deux droites est orthogonale a
deux droites sécantes du plan.

2. Utiliser la propriété 1 du
paragraphe 3.b. : « deux droites
orthogonales a un méme plan
sont paralléles » pour conclure.

2. (AE) et (CG) étant orthogonales au plan (ABC), elles sont paralléles.

i Remargques
b Il existe d'autres méthodes pour démontrer le parallélisme de ces deux droites.

A et B désignent deux points distincts de I'espace. I est le milieu du segment [AB].
Démontrer que I'ensemble des points équidistants des points A et B est un plan (P) orthogonal
aladroite (AB) et contenant I.

inémuntrer gu’une droite et un plan sont orthogonaux

solution'commentee’ méthode

1. : 2. SiMestéquidistantde Aet B, alors le triangle MAB 1. Faire une figure.
: est isocéle en M. Donc la droite (MI) médiane issue

de M est aussi hauteur. Ainsi, les droites (MI) et (AB)
sont perpendiculaires. Donc (MI) = (P).

2. Démontrer que tout point M

de l'espace équidistantde A et B
! estdans (P).
: 3. SiMestdans (P), alors la droite (MI) est orthogonale

AT 3. Réciproquement démontrer que
3 la droite (AB), car toute droite d'un plan orthogonal oA q

tout point de (P) est équidistant

a (AB) est orthogonale & (AB). (MI) est la médiatrice

de AetB.
' de[AB] et donc MA=MB. .
: 4, Conclure.
4. MA=MB e Me(P).
Remarque |

} On peut travailler aussi par équivalence

13 1a droite (AB) passant par le milieu du segment [AB] sappelle
b ialdiacilons s ’ et faire d'un seul coup les points 2. et 3.

le plan médiateur du segment [AB].

| senercerg

H i e _

n ABCDEFGH désigne le cube 0 . ﬂ ABCD désigne un téltraédre régulier, c'est-a-dire dont
ci-contre. Les points I, J et K sont E les arétes sont de méme ongueur.
les milieux respectifs des segments I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [CD].

t(EH]. a. Faire une figure. . .
LBFg;i[feEtljse [ﬂgtlre g b. Démontrer que les droites (CI) et (AB) sont perpendi-
b. Démontrer que la droite (/)est A culaires. ‘ .
orthogn;igléea:f plan (ADE). B c. Démontrer que les droites (DI) et (AB) sont perpendi-

¢. Démontrer que ladroite (BE) est orthogonale au plan (ADG).
d. Démontrer que la droite (DE) est orthogonale au plan (IJK).

culaires.

d. Endéduire que (ICD) est le plan médiateur du segment [AB].
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[l plans de lespace

(P) et (P) désignent deux plans distincts de l'espace.

q Position relative de deun plans
(P) et (P’) strictement paralléles (P) et (P) sécar\\

— &\ >

Aucun point d'intersection

H7

Leur intersection est une droite

e

Remarque Deux plans confondus sont dits paralléles au sens large.

lj Plans perpendiculaires

Deux plans (P) et (P’) de lespace sont perpendiculaires
et onnote (P) L (P), si'un d'entre eux contient une droite (D)
orthogonale 4 l'autre,

Propriétés
(D) désigne une droite et Py, (Pz), (P3) trois plans de l'espace.

Propriété 1 Propriété 2
Si deux plans sont paralléles , alors tout plan © Sideux plans sont perpendiculaires, alors toute
perpendiculaire 4 'un est perpendiculaire 4 I'autre ¢ droite orthogonale 4 'un est parallsle 4 Tautre.
et les droites d'intersection sont paralléles. :

=
=gz

VEN

Y,

: P)L
Eﬁlif((ﬁz))}ﬁ(Pa).L(Pz) et (A)//(A). : i} (Pz)}a(D)//(Pz),
3 1 :

Droite d’intersection

(Py), (Py) et (P,) désignent trois plans de l'espace,
[Prupriélé]
Un plan est perpendiculaire
a deux plans sécants si,

et seulement si, il est orthogonal
a leur droite d'intersection,

On note (A) = (P,) N (P3).

(Pl)l“b)}c'—#(f’l”.(d).
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gtudier la position relative de deux plans

Droites et plans de I'espace

ABCDEFGH désigne le pavé droit représenté ci-contre.

I et J sont les milieux respectifs des segments [EF]et [FG].

a. Démontrer que les droites (IJ) et (AC) sont paralléles.

b. Démontrer que les plans (BIJ) et (ABC) sont sécants.

c. Faire une figure et construire la section des plans (BIJ) et (ABC).

Solution commentee

a. Le théoréeme des milieux appliqué dans le triangle EFG assure que a
(L)) // (EG). Comme (AC) // (EG), on en déduit que les droites (L) et
(AC) sont paralléles.

b. Le point B est commun aux deux plans (BL)) et (ABC). lls ne sont
donc pas paralléles. Le point I est sur la face supérieure du pave et
ne peut donc pas appartenir 4 la face inférieure c'est-a-dire au plan
(ABC). Les deux plans (BLJ) et (ABC) ne sont donc pas confondus.

¢. (BL) N (EFG) = (). b.

d. Les plans (EFG) et (ABC) sont paralléles.
Donc l'intersection de (ABC) et de (BLJ) est
une droite paralléle a la droite (LJ).

Or, le point B est commun aux deux plans.
La section cherchée est donc la droite
paralléle a la droite (IJ) passant par le point B.

meéethode

. et b. Pourdémontrer que deux plans

sont sécants, on démontre :

. qu'ils ne sont pas paralléles en
démontrant qu'ils ont un point commun,
- quils ne sont pas confondus en
démontrant qu'un point appartient a
I'un et pas a l'autre.

La section de deux plans non paralléles
est une droite. Quand deux plans sont
paralléles, les sections avec un troisiéme
plan sont des droites paralléles:

voir propriété 1 du paragraphe 4.c.

ABCDEFGH désigne le prisme droit représenté ci-contre et dont
la base est un quadrilatére ABCD.

Démontrer en utilisant une méthode différente a chaque fois,
que les plans suivants sont perpendiculaires :

a. (ABF) et (ABC); b. (ADE) et (ABD);

c. (EFG) et (BCG).

solution commentee

a. BCFG est un rectangle donc (BF) L (BC). De méme, ABFE estun a.
rectangle donc (BF) L (AC). La droite (BF) est orthogonale a
deux droites sécantes (AB) et (BC) du plan (ABC), elle est donc b
orthogonale & ce plan. Le plan (ABF) contenant la droite (8F)
orthogonale au plan (ABC), les deux plans (ABC) et (ABF) sont
perpendiculaires.

b. ADHE est un rectangle donc (EH) L (AE) et (EH) I/ (AD).
Les deux plans (ADE) et (ABD) sont donc perpendiculaires.

c. Le plan (ADE) est perpendiculaire au plan (ABD).

Le plan (EFG) est paralléle au plan (ABD).
Par conséquent, les plans (ADE) et (EFG) sont perpendiculaires.

1[Il Demontrer que deun plans sont perpendiculaires

H

meéthode

Démontrer qu’une droite de I'un
des plans est orthogonale a l'autre plan.

. Démontrer qu'une droite est paralléle

al'un des plans et perpendiculaire
al'autre plan.

. Démontrer qu'un troisiéme plan

est paralléle a I'un des plans
et perpendiculaire a I'autre plan.

S‘’exercer

Iﬂ ABCDEFGH
désigne le cube
ci-contre.

Démontrer que les plans suivants sont perpendiculaires.
a, (ABC) et (EAC) ;
b. (FGC) et (BFH) ;
¢. (ACE) et (AHF).
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Droites et plans orthogonauu

| Réponses rapides l

m ABCDEFGH désigne le cube ci-
contre.

En utilisant les points de la figure,

a. nommer huit droites orthogonales
aladroite (AB) ;

b. nommer les plans orthogonaux 3 la droite (AB);

€. nommer deux droites orthogonales 3 la droite (AB) et non
coplanaires.

m ABC désigne un triangle d'orthocentre 0.

(d) désigne la droite orthogonale au plan (48() passant par O,
M est un point de la droite (d) distinct de 0.

a. Faire une figure & main levée.

b. Justifier que ;
- (MO) L(BC); - (AB) L (MC).

m ABCDEFGH désigne un cube.

a. Faire une figure.

b. Déterminer, sans justifier, les positions relatives des droites
* (AB)et(HG); - (AE)et (BC);

- (AG)et(HF); -« (HF)et (BG).

c. Déterminer, sans justifier, les positions relatives des droites
etdesplans:

* (AB)et (EFG); - (AE) et (EFG) ;
* (HF) et (AGC); - (CE)et (FGH).

E ABCDEF désigne le prisme de base ABC trian
enB.

gle rectangle

a. Démontrer que les droites (4B)
et (EF) sont arthogonales.

b. Démontrer que la droite (FC)est
orthogonale au plan (ABC).

a. Déterminer, en justifiant vos réponses, les positions relatives
de la droite (MI) avec la droite ;

+ (EF); « (AE); - (FC).
b. Déterminer, en justifiant vos réponses, les positions relatives
de la droite (MI) avec le plan ;

- (ABF); . (ABC); - (EFG).

entrainement

Iﬂ ABCD désigne un tétraédre te| A
que:

AC=BC et AD=BD.
Iestle milieu du segment [AB]. I
a. Démontrer que la droite (48) est
orthogonale au plan (ICD).
b. En déduire la position relative
des droites (4B) et (CD).

B 0

m ABCDEF désigne un prisme.

I'etJsont les milieux respectifs des segments [AC] et (DF),
D

a. Démontrer que les droites (1) et (AC ) sont perpendiculaires,
b. Justifier que la droite (BF) et le plan (ABC) sont orthogonayy
¢. Démontrer que la droite (L)) est orthogonale au plan (48()
d. En déduire que les droites (IJ) et (IB) sont orthogonales,

m Le pupitre d'écolier ci-contre a
un écritoire de la forme d’un prisme
droit a base trapézoidale schématisé
par la figure ci-dessous.

H

8

a. Démontrer que les droites (CG) et (AB) sont orthogonales
aladroite (EH).

b. Etudier la position relative des droites (EF) et (HD).
<. Démontrer que la droite (HD) est orthogonale au plan (ABC).

m ABCDEFGH désigne un cube.

Les points I et J sont les milieux respectifs des segments [Af]
et [CF].

a. Démontrer que les droites (CI) et (DG) sont onhogoni‘f‘
b. Démontrer que les droites (IJ) et (8D) sont orthogona!

ntrer
B Pour démontrer que deux droites sont orthogonales, démo
qu'une paralldle  l'une est perpendiculaire a lautre.
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8] ascoErGH désigne le cube ci-
contre.

1. Faireunefigure quisera complétée
au fur et @ mesure.

2. a. Justifierque les droites (HE) et
(EB) sont perpendiculaires.

b. Les droites (GE) et (EB) sont-elles
perpendiculaires?

¢. Que peut-on dire des droites (HE) et (FA) ?

d. Justifier que la droite (EG) est paralléle au plan (4BC).

e. Justifier que la droite (DB) est perpendiculaire au plan (FAG).
f. Justifier que la droite (HB) est sécante au plan (EGC).
Construire leur point d'intersection.

3. I etJ désignent les milieux des segments [AB] et [AE].

a. Justifier que la droite (IJ) est paralléle au plan (BCH).

b. Justifier que les droites (LJ) et (BF) sont sécantes.
Construire leur point d'intersection.

c. Justifier que la droite (IJ) est sécante au plan (DBF).
Construire leur point d'intersection.

E ABCDEFGH désigne un cube.

Les points I, J et K sont les milieux respectifs des segments
[FG], [AB] et [DH].

a. Faire une figure.

b. Démontrer que la droite (EC) est orthogonale au plan (LK).
<. Démontrer que le triangle LIK est équilatéral.

} Démontrer que les points I, J et K appartiennent au plan
médiateur du segment [CE].

E ABCDEFGH désigne le
pavé droit ci-contre,

a. Reproduire la figure et la
compléter au fur eta mesure.
b. Justifier que les plans
(HFA) et (ABC) ne sont pas
paralléles.

c. Construire la droite inter-
section de ces deux plans.
d. En déduire le point d'intersection de la droite (8C) avec le
plan (HFA).

Plans perpendiculaires

héj!_qr}spﬁ £ﬂl'i".¢5__ : |

ABCDEFGH désigne le cube
ci-contre,

a. En utilisant les points de la figure,
nommer les plans perpendiculaires
aux plans :

+ (ABC); - (AEG); -+ (EBC).
b. Justifier que les plans (ABC) et
(HBC) ne sont pas perpendiculaires,

m ABCD désigne un tétraédre régulier représenté ci-dessous.

Les points I et J sont [es milieux i
respectif
et [CD). pectifs des segments [48]

1. a. Démontrer que la droite (CD) est perpendiculaire aux
draites (AJ) et (BJ).

b. En déduire que les plans (ABJ) et (ACD) sont perpendiculaires.
2. Nommer les faces du tétraédre qui sont perpendiculaires
au plan (CDI).

3. a. Démontrerque les plans (ABJ) et (CDI) sont perpendiculaires.
b. Quelle est leur droite d‘intersection ?

m ABC désigne un triangle rectangle en A.

(d) est la droite orthogonale au plan (ABC) et passant par B.
M est un point de la droite (d) distinct de 8.

1. Démontrer que les plans (MAB) et (ABC) sont perpendiculaires.
2. a. Justifier que la droite (AC) est orthogonale aux droites
(MB) et (AB).

b. Démontrer que les plans (MAB) et (MAC) sont perpendicu-
laires.

ﬂ Une planche
d'équilibre peut étre
modélisée comme
I'intersection d'un
plan avec une sphére:
(P) désigne un plan et (S) une sphére de centre le point O et
derayonr.

H est le projeté orthogonal du point O sur le plan (P).

d désigne la distance du point O au plan (P).

M est un pointdu plan (P).

a. Faire une figure.

b. Démontrer que le point M appartient a la sphére () si:

HM=+r?-d? .

b Utiliser le théoréme de Pythagore.

m ABCDEFGH désigne un pavé droit.

1. a. Quelle est la position relative des plans (ABC) et (8EH) ?
b. Démontrer que les plans (ABC) et (AEG) sont perpendiculaires.
2. Met N désignent deux points des segments respectifs [A8]
et [CD] et tels que les droites (MN) et (BC) ne sont pas paralleles.
(P) est le plan perpendiculaire au plan (ABC) contenant la droite
(MN).

a. Faire une figure.

b. Justifier que les plans (P) et (AEH) sont sécants.

On note (A) leur droite intersection.

¢. Justifier que les plans (P) et (BCG) sont sécants.

On note (A') leur droite intersection.

d. Démontrer que les droites (A) et (A')sont paralleles.
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m ABCDEF désigne un prisme droit A base triangulaire.

1. a. Faire une figure. |
b. Construire le point M du segment (AB] tel que:

M= B,
3

2. a. Justifier que les plans (MDF) et (ABC) sont sécants et
construire la droite (A) intersection de ces deux plans.

b. N désigne le point d'intersection des droites (A) et (BC).
Exprimer BN en fonction de BC.
3. a. Construire le point P du segment [ED] tel que:
EP= 3 ED.
3

b. Démontrer que les plans (MNP) et (ABC) sont perpendiculaires.

m ABCD désigne le tétracdre
ci-contre,
I etJsontdeux points des arétes
respectives [BC] et [CD).
N est un point du segment [AJ]
et M un point de la demi-droite
[Al) extérieur au segment [Al].
1. Nommer l'intersection des
plans (ALJ) et (BCD).
2. a. Démontrer que les points
M, N, I et J sont coplanaires.
b. Pdésigne le point d'intersection de la droite (MN) et du plan
(BCD).
Deémontrer que P appartient a la droite ().

m ABCD désigne le tétraédre ci-dessous.

I est le milieu du segment [BC] et J un point de la face ACD.
K est le point d'intersection des droites (AJ) et (CD).

a. Démontrer que la droite (IK) est I'intersection des plans
(ALJ) et (BCD).

b. On suppose que les droites (IK) et (BD) sont sécantes en
un point M.

Déterminer l'intersection des plans (AlJ) et (ABD).

ﬂ ABCDEFGH désigne le prisme ci-dessous dans lequel ABCD
est un carré,

Etudier les positions relatives des plans :

SUEHercices (et aliveiiitait

m ABCDEFGH désigne le cube
ci-contre.

M ost le centre de gravité du
triangle ATH.

a. Démontrer que le triangle AFH
est equilatéral,

b. Démontrer que les points A,
G et M appartiennent au plan

médiateur du segment [(F] etau

plan médiateur dusegment [CH].

c. Endéduire que la droite (AG) est orthogonale au plan (¢,
ot quielle passe par le point M.

P Le plan médiateur d'un segment est I'ensemble des points
équidistants des extrémités du segment.

m SABCD désigne la pyramide
régulicére a base carrée ABCD ci-
contre,

0 est le centre de la face ABCD.
(S0) est donc la hauteur de la
pyramide.

I est le milieu de l'aréte [BC].

a. Démontrer que la droite (50)
est orthagonale 4 la droite (CB).
b. En déduire que la droite (CB)
est orthogonale au plan (SOI) ;
puis que les deux plans (SOI) et
(ABC) sont perpendiculaires.

c. (P) désigne un plan contenant la droite (50).
Quelle est la position relative des plans (P) et (ABC) ?

m ABCD désigne un tétraédre,

I'estun pointde la face ACD. On souhaite déterminer la position
relative des plans (BAI) et (BCD).

a. Nommer un point commun a ces deux plans et en déduire
qu'ils sont sécants,

b. Nommer une droite du plan (BAI) et une droite du plan (BC0)
coplanaires mais non paralléles.

. Justifier que le point dintersection Jde ces droites est commun
aux plans (BAI) et (BCD).
d. Conclure,

m Dans le jeu de construc-
tion Tetris, une des piéces,
constituée de quatre cubes,
a la forme du prisme droit
représenté ci-dessous,

Etudier les positions reld’
tives des plans suivants.
a. (FCI) et (ABC);

b. (FCI) et (ABH);

c. (AGL) et (DCI).
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ae fester

Top chrono (sans justification)

m Pour chaque affirmation, indi- i
quer si elle est vraie ou fausse,

ABCDEFGH désigne le cube ci-contre.
1 et Jsont les milieux respectifs des
segments [EF] et [AB]. A q

vrai faux
1. (BF) L (AD). ] 1=

2. Les droites (HB) et (AG) ne sont pas
coplanaires. L] []

3. Les droites (GC) et (AB) ne sont pas
coplanaires. il ]

« (IJ) L(ADC). ] W
- (A)) L (FGCQ). ] ]
. (EHB) 1L (ADC).
:_[GJI)J.{ADL_').I | _ .I"'_l L

| ~d (=1} u i1

Droites et plans de I'est

ralll
UK

Avec justification

Pour chaque affirmation,
indiquer si elle est vraie ou fausse,
SABCD désigne la pyramide ci-
contre de sommet § et de base un
trapéze tel que (AB) // (CD).

Hest le projeté orthogonal du point
S sur la base.

vrai faux

1. Les droites (SH) et (HA) sont
perpendiculaires. ] (]

2. Les droites (SH) et (BC) ne sont pas
orthogonales, Cl []

3. Les plans (SHA) et (ABC) sont
perpendiculaires. B 1

4. La droite d'intersection des plans (SAD)
et (SBC) est paralléle au plan (ABC). ]

; Les réponses a ces exercices sont indiquées en fin de manuel,

Top chrone (sans justification)

Avec justification

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions. H

ABCDEFGH désigne le cubeci-contre. £ 0 I

I est le milieu du segment [EF].

1. Les droites (EF) et (GD) sont :
a. non coplanaires ;
c. paralléles.

b. sécantes;

2. Les droites (FB) et (CD) sont:
a. sécantes;
<. orthogonales.

b. paralléles;

3. Les plans (ADI) et (HGC) sont :
a. paralléles;
¢. confondus.

4. Ladroite (FI) et le plan (AEH) sont :
a. paralléles; b. sécants en un point;

c. sécants en une droite.

b. perpendiculaires ;

5. Lintersection des plans (EHC) et (FGC) est :
a. le point C; b. le segment [BC];
¢. la droite (BC).

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions.

La figure ci-contre représente un
cone de révolution de sommet S.

O est le centre du cercle de base et
ABCD est un carré inscrit dans ce
cercle.

1. Les plans (SOA) et (ABC) sont :
a. sécantsen 0;
b. sécants suivant la droite (S0) ;
¢. sécants suivant la droite (QA).

2. Les plans (SOA) et (ABC) sont :
a. perpendiculaires ;
b. paralléles;
c. sécants et non perpendiculaires.

3. Les plans (SAC) et (SBD) sont ;
a. perpendiculaires;
b. sécants suivant une droite paralléle a la droite (AC) ;
¢. sécants suivant la droite (S8).

4. Les droites (SO) et (CD) sont: -
a. sécantes; b. paralléles; ¢. orthogonales.
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41 Alignement de points {¥;

OABCD désigne une pyramide a base carrée de sommet 0.
P, Q et R sont trois points de l'espace tels que :

- (OP) L(AOC); -+ (0Q).L(BOD); - (OR)L(POQ);

I estle point dintersection des diagonales (AC) et (BD) de la base.
a. Faire une figure.

b. Démontrer que les droites (OP) et (OQ) sont orthogonales
a la droite (OI).

¢. En déduire la position relative de la droite (OI) par rapport
au plan (OPQ).

d. Démontrer que les points O, I et R sont alignés.

Axe t'un cercle dans Pespace
(*€) désigne le cercle de centre O ci-dessous.
[, J et K sont trois points distincts du cercle ().

a. Justifier que le point O appartient au plan (P,) médiateur

du segment [IJ] et au plan (P,) médiateur du segment [IK].
Ces deux plans sont donc sécants suivant une droite,
On note (A) cette droite d'intersection.

b. Mdésigne un point de la droite (A).
Démontrer que MI = MJ= MK.
c. Démontrer que la droite (A) est orthogonale au plan (LK).

P La droite (A) étudiée dans cet exercice, est appelée axe
du cercle ().

m Orthocentre de la hase

SABC désigne le tétraédre trirectangle ci-dessous, c'est-a-dire
tel que les triangles SAB, SAC et SBC sont rectangles en S.
Hest le projeté orthogonal du point S sur le plan (ABC).

B

a. Démontrer que tout plan contenant la droite (SH) est
perpendiculaire au plan (ABC).

b. En déduire que les plans (SAH), (SBH) et (SCH) sont
perpendiculaires au plan (ABC).

¢. Démontrer que ladroite (SA) est perpendiculaire au plan (SBC).
d. Démontrer que la droite (BC) est perpendiculaire au plan
(SAH).

e. Endéduire que le point H est l'orthocentre du triangle ABC,

~ ERErCICes "approrontissement Sy

m Section d’un téetraédre

ABCD désigne un tétraédre.

I est le milieu du segment [BD].

Jet K sont deux points des segments respectifs [AC] et

(D)
1. On suppose que (JK) // (CD). ]
a. Quel théoréme permet de déterminer l'intersectioy, deg
plans (LJK) et (BCD) ?

b. Faire une figure et tracer cette intersection.

2. On suppose les droites (JK) et (CD) sécantes en un point
a. Faire une figure et tracer l'intersection des plans (LJK) et (Bcp)
b. Mest le point d'intersection des droites (BC) et (L]),
Déterminer l'intersection des plans (LK) et (ABC).

3. Déduire de ce qui précede la section du tétraédre pa |,
plan (IJK).

E Section de cubes

Reproduire la figure et tracer la section du cube ABCDEFGH pys
le plan (IJK) dans chacun des cas suivants.

a. H I b.
EG
J
A G
B
C H I d

m Dans un moulin {¥}
Le corps d'un moulin est
un cylindre de rayon 5 m.
L'axe des ailes fait un
angle a avec le sol.

Le point d'entrée de cet
axe A et son point de
sortie B sont situés dans
un méme plan vertical
contenant un diamétre
[CD] de la base.

a. Justifier que les droites (AD) et (BC) sont paralléles respec
b. Les hauteurs des points A et 8 par rapportau solsae

tivement de 10 m et 9 m,
Calculer une mesure en degrés de I'angle .

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

m section t’une pyramide

SABCD désigne la pyramide s
3 base carrée ci-contre. \
(d) est une droite du plan

(ABC) paralléle a la droite

(BC). T est un point du seg-

ment [SC]. (P) est le plan !
contenant la droite (d) et

le point I. C

a. Faire la figure. A -
b. Déterminer, puis tracer B
Iintersection du plan (P) et

du plan (5BC).

c. Tracer la section de la pyramide et du plan (P).

B intersection de plans dans un pavé droit
ABCDEFGH désigne un pavé droit.

Iest le point du segment [EF] tel que EI = : EF etle point Jest

le milieu du segment [FG].
a. Faire une figure.

b. Déterminer et tracer l'intersection des plans (ALJ) et (ABC).

c. Déterminer et tracer la section du pavé avec le plan (AL)).
d. Quelle est la nature de cette section ?

Tétraedre orthocentrique
ABCD désigne un tétraédre
tel que les droites (AB) et
(BC) sont respectivement
orthogonales aux droites
(CD) et (AD). H est l'ortho-
centre du triangle BCD.

a. Démontrer que les
plans (ABH) et (ADH) sont
perpendiculaires au plan
(BCD).

b. En déduire que les
droites (AC) et (BD) sont

orthogonales.

) Un tétraégdre est orthocentrique lorsque ses arétes opposées
sont orthogonales deux a deux.

50) sphére circonscrite a un tétraedre
ABCD désigne un tétraédre.
(d) désigne I'axe du cercle
circonscrit au triangle BCD.
(P) est le plan médiateur du
segment [AD].

a. Démontrer que la droite
(d) est sécante au plan (P)
en un point 0.

b. Démontrer que e point
Oest équidistant des points
A.B,CetD,

P Le point équidistant de quatre points formant un tétraédre est
le centre de la sphére circonscrite a ce tétraédre,

51 losange et triangle

A, B, Cet D désignent quatre points d'un méme plan (P).
Les points S et T sont situés de part et d’autre du plan (P) et
tels que le quadrilatére ASCT est un losange de centre O et le
triangle SBD est un triangle isocéle en S.

a. Démontrer que la droite (SO) est orthogonale au plan (P).
b. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

B solides de platon
L'octaedre régulier est
un solide qui a pour
sommets les centres
des faces d'un cube. Ses
faces sont des triangles
équilatéraux.

1. a. Démontrerque les

droites (JM) et (CH) sont

paralléles. S 2 -~
b. Démontrer que les ;. /
droites (NL) et (CH)sont A B
paralléles. B

¢. En déduire que les arétes (JM) et (NL) sont paralléles.
2. Démontrer que les plans (LUM) et (NKL) sont paralleles.
3. Démontrer que les plans (LJK) et (MNK) sont orthogonaux.

P Platon (—427 ; —348) est un philosophe grec éléve de Pythagore
pour qui un monde parfait est de nature géométrique avec
la Terre au centre du systéme.

B tieu de points {¥:

A et B désignent deux points d'un plan (P).

I est le milieu du segment [AB].

(d) est la droite du plan (P) perpendiculaire a la droite (48) en A.
(d") est la droite orthogonale au plan (P) en B.

Pour tous points M et N respectivement des droites (d) et (d"),
J et K désignent les milieux des segments [MN] et [AN].

(d’)

a. Démontrer que le triangle LK est rectangle en K.

b. On suppose que MN = 3.

Déterminer le lieu du point J lorsque les points M et N varient
sur les droites (d) et (d).
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B surface reglée

ABCDEFGH désigne le cube ci-dessous. ‘

Les points I, J, K, I, J'et K"sont les milieux respectifs des segments
[EG), [ED), [IG], [DB), [DI'] et [I'B].

1. a. Justifier que la droite (DH) est orthogonale au plan (HGE).
b. En déduire la position relative des droites (HI) et (HD).

¢. Démontrer que le quadrilatére HII'D est un rectangle,

d. En déduire que la droite (II') est paralléle au plan (AHE).

2. Met M’sont les projetés orthogonaux respectifs des points
JetJ' sur les segments [HE] et [AD].

a. Démontrer que les distances JM et J'M’ sont égales.
b. Démontrer que le quadrilatére JMMY est un rectangle.
¢. En déduire que la droite (/)’) est parall&le au plan (AHE),

3. Démontrer de maniére analogue a la question 2. que la
droite (KK’) est paralléle au plan (AHE).

4. Les points P, Q, R, S et T sont les milieux respectifs des
segments [ED], [/)'], [II'], [KK'] et [BG].
a. Démontrer que le point P est le milieu du segment [MM'].

b. En déduire que le point Q se projette orthogonalement en
Psur le plan (AHE).

c. Démontrer que les points P, Q, R, S et Tsont alignés.

5. On construit de maniére analogue la surface réglée a partir
de la diagonale [HF].

Justifier que la droite (IT') appartient aux deux surfaces.
Lintersection des deux surfaces contient-elle d’autres points ?

P Une surface réglée est
une surface qui est
la réunion de droites,
appelées génératrices.
Le cylindre et le céne en
sont des exemples simples,
Des surfaces réglées
plus complexes sont
notamment utilisées
en architecture comme
lillustre la photo de cette
tour située a Guangzhou
(Canton), en Chine.

ar I

E Perpendiculaire commune 3 deyy drojt
(d) et (d’) désignent deux droites de l'espace, L
Le but de ce probléme est de déterminer, si elle ex

' . x i iSlE, Upe
droite perpendiculaire a ces deux droites. \

1 cas : (d) et (d’) sont coplanaires

1. On suppose que (d) et (d) sont paralléles.

a. Justifier 'existence d'une infinité de droites orthg
aux deux droites.

b. Démontrer que la distance entre les deux droites est | Mém
quelle que soit la perpendiculaire commune choisie,

2. Onsuppose que (d) et (d") sont perpendiculaires en un Point4
B est un point de (d) distinct de A.

a. Démontrer que la droite perpendiculaire & (d) en 8¢
paralléle a (d').
b. Conclure.

9o na|ﬁg

3. On suppose que (d) et (d”) sont sécantes en un point 4, mais
non perpendiculaires.

B est un point de (d) distinct de A.

(d”) est la droite perpendiculaire & (d) en 8.

a. Justifier que (d") et (d”) sont sécantes en un point C.

b. Démontrer que I'angle ACB ne peut étre droit.

c. Conclure,

2% cas : (d) et (d’) ne sont pas coplanaires

/
/‘ (d")
-\,‘7<

B

(P)

A

o)
i
)

3\1\ )

\

\

(P) désigne le plan paralléle 3 Ia droite (d’) contenant la droite {ff?
et (P) le plan perpendiculaire au plan (P) contenant a droite (@
a. Justifier l'existence des plans (P) et (P’).

b. Démontrer que la droite (d) est sécante au plan (P') en V"
point A,

c. (d") est la droite orthogonale au plan (P) et comenantfl;_1
Démontrer que (d”) est orthogonale aux deux droites () €t ¢
d. Démontrer I'unicité de la droite (d”)

Cas général

4o |3
i faoul ae .
Donner une conclusion générale concernant l'existence
perpendiculaire commune a deux droites de l'espace-

A8
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Uecteurs et produit
scalaire dans Pespace

H1gINES CYeas:

AOYaing

Le mathématicien et

savant Isaac Newton

(1643-1727) a traduit

la trajectoire des planétes
- du systéme solaire dans

un langage vectoriel.

Ces travaux sont a
I'origine du mot vecteur.

Les objectifs du chapit

B Définir un vecteur de l'espace et les opérations sur les vecteurs.
B Définir base, repére et coordonnées de l'espace.

B utiliser le barycentre pour le calcul vectoriel.

B utiliser le produit scalaire dans |'espace.
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Bl vecteurs de U'espace

al

m

_d|

entension de la notion de vecteurs a l’espace

Dans le plan, un vecteur AB est défini par : .
» son point dorigine (le point A) ;

« sadirection (la droite (AB))

w son sens (du point A vers le point B);
« sa norme (la distance AB). i
con sens el sa norme, notée ” u ”
sénéralise A lespace.

et un vecteur u est défini par sa direction,
Cette notation de vecteur vue en géométrie plane se

Propriété .
AE =CG si, ot seulement si,
AEGC est un paralélogramme,

A : "

(o8

- ==

Calcul vectoriel dans Uespace

I'addition de deux vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un nombre réel se généralisent 4 l'espace.

|Pmpriété§] H G igrppriélﬁa

-_I_lelgzi‘onﬂg_chasles 3 / u, v et w désignent trois vecteurs
AB+ BG = AG. g de l'espace et k un nombre réel.
= Reégle du parallélogramme : B UtV =V AU
AB + AH = AG si, seulement si : e g SE R

] 1] + — -
le quadrilatére ABGH est ¢ 4 (_f‘ *v ) J_r.w If_+{v tw);
un parallélogramme. s u-v=u+(-v);

A B P » k(u+v)=ku+kv.

Colinéarite

Définition

uetv désignent deux vecteurs de l'espace.
u et v sont colinéaires lorsqu'il existe un nombre réel k tel que u=kv.

Remarque Le vecteur nul, 0, est colinéaire a tout vecteur de l'espace

Prupriété|

Deux vecteurs non nuls u et v de l'espace, sont colinéaires si, et seulement si, 4 et v ont la méme direction

Caractérisation vectorielle d’une droite

[Proprigte]
A désigne un point de l'espace et u un vecteur non nul de T'espace

Lensemble des points M de I'espace tels que AM = ku, aveck e R M
est la droite (D) de repére (A; u). ) ©) 4

U
"

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Vv i :
ecteurs et produit scalaire dans l'espace

ABCDEFGH désigne le pavé droit ci-contre.

Placer les points I et J tels que : H G
—_ == 1= 1= !
[=AB+—AD +—AF ; ‘S
A 5 2 : F
= S CE— D e
Bi=— LB+~ AD +AE. T ¢
2 2 -
A B
Solution commentee Méthode
Pour I : 1 Procéder comme en géométrie plane.
1. Al =AB +5(AD+AE)=IE§+EE;'. 1. Utiliser la propriété
e R o ku +kv =k(u+v)
2. Ainsi Al =AB +— AH = AB +— BG. I est le centre de la face BCGF. puis la régle du parallélogramme
2 2 ou la relation de Chasles.
PourJ
M M e 1] 2. Les faces sont des rectangles,
1. 8J =E B +E AD +AE = = (BA+AD)+AE. donc certains vecteurs sont égaux,
N PR [[PES .
2. BJ =EB +AE = AE +EBD =BF +%BD.J‘est le centre de la face EFGH.

Déemontrer une colinearité

ABCDEFGH désigne le cube ci-contre. H G
I et J sont les milieux des arétes [AB] et [BC]. " '
Montrer que les vecteurs GE et IJ sont colinéaires. E £
:
ot e
s :____,...---" f
A 1 B

‘méthode

) : ilieux de [AB] et [BC] donc: 1. Utiliser le théoréme des milieux
1. Dans le triangle ABC, I et J sont les mili ety ——

fj.;l;Tf ; vectorielle.

2
B 2. Utiliser la propriété
2. [AE] et [GC] sont deux arétes du cube telles que (EA) *'_’_(Cfgt EA=(CG, du parallélogramme.
donc FACG est un parallélogramme, cela signifie que GE =CA.

3. Le calcul vectoriel permet
— e e 1— 17 de déterminer le nombre réel k

i —CA=-AC=-2|=AC |=-2L. M

3. Ainsi, GE =CA=-AC 2(2 ) tel que GE =kTJ.

Cela signifie que GE et IJ sont colinéaires.

| s‘enercer g

Pour les exercices 3 a 5,
ABCDEFGH désigne le cube
ci-contre.

H Reproduire la figure et placer le point Ktel que::
K =—AB -1 AD + AE .
2 2
s

=27 et Bj = BC.
3 3

ﬂ Les vecteurs EG et IJ sont-ils colinéaires ? Justifier.

H Les vecteurs FD et EG sont-ils colinéaires ? Justifier. M|
|
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.-l

cours

B vecteurs coplanaires

ﬂ caractérisation vectorielle d’un plan

péfinition
A désigne un point de l'espace, u et v sont deux vecteurs
non colinéaires de l'espace.

Lensemble des points M de l'espace tels que AM =ku+k'v,
ot k et k’ sont deux nombres réels, est un plan.

Les vecteurs u et v sont appelés vecteurs directeurs du plan.

q Vecteurs coplanaires

= Quatre points 4, B, C et D de l'espace sont dits coplanaires

lorsqu'ils appartiennent 4 un méme plan. AR .
= Trois vecteurs_ﬂ', Vet ;_-de l'espace tels que: '&N‘

u=AB, v=AC et w=AD c = D
sont dits coplanaires lorsque 4, B, C et D sont coplanaires. (P)

Remarques

* Trois points ou deux vecteurs sont toujours coplanaires.
*Siu etv sont deux vecteurs colinéaires alors les vecteurs u, v et w sont toujours coplanaires.

Propriétés

= E:_'., v et w désignent trois vecteurs tels que u et v sont non colinéaires.

u,v etw sont coplanaires si, et seulement si, il e_;_:ziste Eeuanombres réels a et b tels que :
w=au+bv.

s A, B, Cet D désignent quatre points tels que A, B et Csont non alignés.

A, B, Cet D sont coplanaires si, et seulement si, il existe deux nombres réels a et b tels que:

Zﬁ:ﬁ‘mb]&a

[ Barycentre dans Pespace

La notion de barycentre vue en géométrie plane se généralise 4 lespace.
Ainsi, toutes les propriétés du barycentre dans le plan (homogénéité

vues au Chapitre 1, s'étendent 4 I'espace. propriété du barycentre partiel, etc.),
[IETA Définition
(A, a), (B, b) et (C, c) désignent trois . Tourt . _ )
points pondérés de l'espace. ourtoutpoint M de l'espace, si G = bary {(4,a), (B,b),(C, 0}
a.lO . _hd_-‘ A A —_— ———
Sia+b+c#0,alors l existe un unique 15+ MG =——— (aMA +bMBE +cMC) .
point G tel que : :
aGA +bGB +¢GC =0. Exemple H ¢
: 7
G est appelé barycentre des points I'=bary {(4,1), (8, 1)} g B3
pondérés (A, a), (B, b) et (C, c) et on note ; - L=bary{(4, 1) (8,2, (¢, 1)) : ).fx
G=bary {(4, a), (B,b), (C,0)}. L K= I L . .
- K=bary{(A,1),8,2),(C,1), 1, 1)} |- 1Ll :
: A | B
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pémontrer une coplanarite

A, B, C, D et Edésignent des les points de e l'espace tels que BE =2BC et AE =3AD.
M est le point qui vérifie MC + MD = ME.

a. Construire ces six points,
b. Les vecteurs BC, AD et EM sont-ils coplanaires ?

solution cnmmentee 'méthode

2. MC +MD =ME L 1. Utiliser les égalités vectorielles pour placer
¢ MC+MC +CD =MC +CE les points B, C et E puis les points A et D.
& (D-CE=-MC

= 2. Pour placer le point M, utiliser la relation
& ED=CM. de Chasles afin d'exprimer le vecteur EM
en fonction de vecteurs déja tracés.

T G R L e 3. Pour démontrer que des vecteurs sont coplanaires,
b. 3. EM= EC+ = EA
+ (M =EB + BC +ED =—2BC +BC +EA +AD on exprime 'un en fonction des deux autres

o =~BC ~3AD +AD =—BC ~2/D. (voir propriété paragraphe 2.b.).
Ainsi les vecteurs EM, BC et AD sont coplanaires.

Réduire une somme vectorielle a l'aide d’un barycentre

ABCDEFGH est le pavé droit ci-contre.
I estle centre de la face AEHD.
K est le barycentre des points pondérés {(B, 1), (H, 2)}.

a. Montrer queﬁ:f_ﬂ'+2m.
b. En déduire que les points I, K et G sont alignés.

'méthode

a. 1. 1G=IH+HG =IH +AB=IH +AI +IB. 1. Utiliser Chasles pour décomposer 1G en fonction
=IH+IH+IB=IB+2IH. delB etlH.
b. 2. K est le barycentre des points pondérés {(B, 1), (H,2)} 2. Utiliser la propriété du barycentre

(paragraphe 3).

B i a—
donc pour tout point M, MK =—(1MB +2MH). o B
3 3. Deux vecteurs colinéaires ayant une origine

i L e iy . T
3. En prenant M=1, on obtient IK =— IB + 3 IH . commune sont constitués de points alignés.

4. Ainsi, IG =3IK , cela signifie que IG et IK sont
colinéaires, C'est-a-dire que les points I, G et K'sont alignés.

S’‘ensercer

Dans les exercices de 8 4 10, ABCDEFGH désigne le cube m a. Démontrer que AC+HF =21 .
d-contre, [ et Jsont les centres H K o . b.Endéduire que AC, HF et Lj sont coplanaires.
des faces, Ket | sont les milieux A :
i - M est . /’,fl F ‘ ; m . T |
desaretes [HE ] et Mf”’ = ¢ G \ : a. Démontrer que JK =—BH.
le barycentre des points pon- ekt \},'J : e
dérés {(L,1), (K, 1), (J, - 4)}. ?‘.\ :D PR © b, En déduire que BC, BE et JK sont coplanaires.
i \‘l ] Ay .
i = r C -
sl s : m 0 est le centre du cube.

AL 8 © Montrer que O, K et L sont alignés.
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“Cours”
I Repérage dans L'espace

q Coordonnées
Définitions
i, j etk désignent trois vecteurs non coplanaires et O un point de l'espace.

= Le triplet (i, j, k) est une base de l'espace.
» Le quadruplet (O; i, j, k) est un repére de T'espace.

= Lorsque les vecteurs i, j et k sont deux a deux orthogonaus, la base et le repére sont dits orthogonaux
» Lorsque labase oule repére sont orthogonaux et que les vecteurs i, j et k sont unitaires
(Cest-a-dire que||i || =||j|| =]k || =1), 1a base et le repére sont dits orthonormés.

Propriétés,

0:1, }:, k) désigne un repére, M un point et u un vecteur de l'espace.

C

kKl 5 MM
o ff e b
VA
(: ... 1 - -

= Il existe un unique triplet (a; b ; ¢) tel que OM =ai+bj+ck.
» Il existe un unique triplet (a; b ; ) tel queu=ai+bj+ck.
u Letriplet (a;b;c) est respectivement appelé coordonnées du point M et coordonnées du vecteur u,
etonnote M(a;b;c)etula;b;o).

= La premiére coordonnée est appelée abscisse, la deuxieme ordonnée et la troisidme cote.

.q Calculs avec les coordonnées

Axa3¥4324), Blegiygszp), C(xciyci2c) désignent trois points dans un repére de l'espace,
" AB(g—x4:y3—yai25~2,).
» Silestle milieu de [AB], alors :

I("A“""B Yatyp 24 +zs]
2 L 2 1] 2 -
» SiG=bary{(4, a), (B, b), (C, o)} alors :

G(axA+be toxe ays+byg+op Lz +hzgtezp
at+b+c a+b+c a+b+c

» Lorsque le repére est orthonormé, AB= J(xa ~xp)2 +(yp—y4)? +(z5—24)2.

[Propriété 2|
ulc;y;z)etv (x 1" 2') désignent deux vecteurs de I'espace et k un nombre réel.
e E+v(,x+x';y+y';z+2').

w ku (kx; ky ; ka).

» Lorsque la base est orthonormée, flull =, [x2 y+22,
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B 5 a I _f a i rE . ] Vecteurs et produit scalaire dans 'espace
« R

. L
Lire des coordonnées
Dans le pavé droit de dimensions 3;7; 5 ci-contre : §
a. Lire les coordonnées des points A, Bet C. A e
; . oG
b. D appartient a la face de devant colorée en violet. c !
- Donner les coordonnées de D. i 18
L] c. Gestle centre de la face colorée en orange. st T LT
Donner les coordonnées de G. e
%D
x A
Solution commentee “méthode
a. 1. Le pavé a pour dimensions 3 en abscisse, : BD[3;5;:1) 1. Pour les points A, Bet C qui
7 en ordonnée et 5 en cote. £ G(15:35:2) sont sur les arétes du pave,
A appartient au plan de base, A(3;4;0). B mEaa on détermine les dimensions
B appartient au plan de derriére, B(0; 7 ; 2). : du pavé grace aux axes.
C appartient au plan de dessus, C(3;3;5). 2. On peut utiliser la formule
: du milieu pour G.
/| peterminer des coordonnees
Dans le repére (0; 17, j, k), ondonne A(—5;1;2),B(2;0;3)etC(6;2;1).
a. Déterminer les coordonnées du point M défini par MA +2MB = MC.
b. Déterminer les coordonnées du point G=bary {(4, 1), (8, 2),(C,=1)}.
c. Que remarque-t-on ? Justifier.
solution commentee meéthode
e mn e e G S e e e Mo 2 1. Exprimer AM en fonction
= t 2MA =AC —2AB donc AM =—CA-BA. i o EXE
a. 1. MA+2(MA+AB)=MA+AC so 2 des autres vecteurs.
— ) BA(_7:41:~1) donc G- (1,5:-1,5:1,5) 2. Calculer les coordonnées
2.CA(-11;-1;1) et BA(-7;+1; 2 e m e des vecteurs grace
On note (x; y; 2) les coordonnées du point Mdonc AM (x+5;y—1;2— 2). aux données de |'exercice.
) 3. Conclure en comparant
3. Ainsi (x+5;y—1;z—2)=(1,5;-15;1,5) etdonc M(=3,5;-053.5) les coordonnées.
‘ Ixa+2xg—=1xc _ 7 b. 4. Utiliser la propriété 1
e - = —3,5. .
b. 4. G=bary {(A,1),(8,2),(C,—1)} donc xg 142-1 2 du paragraphe 4.b.
De méme yo=—-05 et 2G=35. G(=35; -0,5;3,5)- ¢. 5. Utiliser la propriété
e e e e wme T T d he3.
c. 5. M=G.En effet, MA+2MB =MC < MA+2MB-MC =0. u paragraphe
Il existe un unique point M puisque 1+2— 10 clest le barycentre G
Pour les exercices 13 3 15, (0 35, ; k ) est un repére de m A(2;3;4) et B(-4;5;1). o
l'espace. - Déterminer les coordonnées du point C défini par BC = EAB.
BB 0 donne i 2;1;-Netv (-3;1:4). ;
Calculer les coordonnées des vecteurs §_uiv9_nts: : m Ondonne A(1;-2;1), B(4;3;-1) et C(7;-12;5).
cu-v; C WAV « =3u-—V. : Déterminer les coordonnées des points :
a. G, isobarycentre de A, BetC. m
b. G, barycentre de {(A,~1), (8, 2), (C, )}

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

._'- W“}“‘Hmu‘.‘._:_ : - r “l;i i.: ..' |
“Cours™= =

B produit scalaire

Principel

uety désignent deux vecteurs de l'es

Les points O, , A et B sont coplanaires, le produit scalaire
des vecteurs u et v de lespace

est le produit scalaire des vecteurs
OA et OB dans le plan (OAB).

q Différentes enpressions du produit scalaire

"uety désignent deux vecteurs non nuls de l'espace et O, A et B
sont des points tels que u = OA ety = OB.
Le point H est le proje

té orthogonal, dans le plan (OAB),
de B sur la droite (0A4).
Le produit scalaire de y parv est le nombre réel, noté u v,
égal 30AXOH.

® Lorsqueu =0 ouv=0,u-v=0

Eutension de la notion de produit scalaire espace

- .---"E"‘-—.
pace et O, A et B sont des points g
tels que u =0A ety = 0B.

u et v désignent deux vecteurs de l'espace.
1

g - - )
sunebaseorthononnée.E-l_:=x—xx;+y-£x;;;+z;xz;,
" u-v =“E“x”1_;“3(cus(ﬁ).

Remarque

= Dan

dl

———
(G,v)

=2 =
u =u-y

=H ;Ir =x Ez + y;z +z ;2, dans une base orthonormée.

q Regles de calculs avec le produit scalaire

u,vetw désignent trois vecteurs de Tespace et k un nombre réel.

o V'U=E-I_J-;
o (ku)-v=k(u.v):
u ;-(;+;)=E-;+a-;;

e P DR
® (u+v) =y +25.5 452

q Orthogonalité dans espace
[EIT Propriéts|

Deux vecteurs u et v de lespace sont orthogonaux, si et seulement si, u

=0,
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Vecteurs et produit scalaire dans I'espace

ABCDEFGH désigne le cube ci-contre d’aréte 2 cm.

Calculer u -v de trois facons différentes. E :
|G
N
Ly 1
f"-)b- L c
A []
Solution commentée ‘Méthode
1.u-v=CG-BE =BF -BE. Utiliser, suivant les données de I'énoncé :
Ainsi BF -BE _1 “ ﬁuz +” -ﬁllz . ” ﬁ_ﬁlr] 1. Soit la 1" propriété quand on connait
2 les normes des trois vecteurs.
= ll:zz H{aF R HFHZ]:lI‘H‘B“‘] — 2. Soit la 2¢ propriété quand on peut
2 2 utiliser un repére orthonormé.
2. Dans le repére orthonormé (D;lfﬁ, lD_C-, lﬁ.;') ‘ 3. Soit |a 38 propriété quand on connait
. . 2 2 2 une mesure d'angle.
CG (0;0;2) et BE (0;—2;2).Donc (G -BE =0x0+0%(-2)+2x2=4. Soit la définition de produit scalaire
I . N quand on dispose du projeté orthogonal
3. u-v =BF -BE =BF x BE x cos EBF = ZXZJixcos%:-:rlﬁxT: 4, d’un point.

Savoir démontrer une orthogonalité

ABCDEFGH désigne le cube ci-contre d‘aréte 1 unité. ’ i
a. Justifier que le repére (A; AB, AD, AE) est orthonormé. P a2
Déterminer les coordonnées des vecteurs AG, BE et BD dans ce repére. gl'?ﬁ ;#3 i

b. Calculer AG -BE, AG -BD et en déduire que (AG) L (BDE).

solution commentee "méthode

a. ABCDEFGH est un cube donc les vecteurs AB, AD et AE sont orthogonaux et 1. Exprimer chaque vecteur
||E||=||E||=HA_E||=I en fonction des vecteurs

de la base.

1. AG =AB +AD +CG =AB +AD +AE. Ainsi, AG (1;1;1). 2. Utiliser la formule du produit

s em mmae  mmn g m poue—s scalaire avec les coordonnées.
BE =BA +AE =—AB + AE . Ainsi, BE (-1;0;1).

o - 3. Pour qu‘une droite soit
BD =BA +AD =—AB +AD. Ainsi, BD (=1;1;0). orthogonale a un plan, il suffit
qu'elle soit orthogonale a
deux droites sécantes du plan.

D

b. 2. AG-BE =1X(-1) +1x0+1x1=0.
AG - BD=1x(-1)+1x1+1x0=0.
3. Ainsi (AG) L (BE) et (AG) L (BD). (BE) et (BD) sont deux droites sécantes
du plan (BDE) donc (AG) L (BDE).

| s'exercergy

Dans les exercices 18 et 19,
ABCDEFGH désigne un cube
d‘aréte a.

I, Jet K sont les centres des
faces FFGH, BCGF et ABFE.

m d Calculer les produits scalaires suivants : o
a.AB-BH; b. AD-BH; <« Al-BH; d. AG-BH.
Loe Lom).
a a

m Dans le repére [D ;l DA,
a

a. Donner les coordonnées des vecteurs DF, IK et GK .
b. Montrer que (DF) L (IGK).
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[ neponses rapies |

Pour les exercices 20 a 22, ABCDEFGH
désigne le pavé droit ci-contre.
Les points I, J, K, L et M sont les

milieux des arétes [AE], [AB], [BC],
[CG) et [GH].

m a. Donner un vecteurs égala:

< AB; < EH; - IG; - HC.
b. Donner une somme vectorielle égale a:
. DG; - HF; - DC; - IK.

E Stmpluﬁer les expressions suivantes ;
a. AB+AD +AE ; b. BF —HG :
c. AD-2GH+(D ; d. DF +CD.

Expnmer chacun des vecteurs ci-dessous en fonction des
vecteurs DA, DC et DH.

a. HF ; b. BF ; c. EC; d. K.

m ABCDEFGH désigne le cube ci-dessous.

Démontrer les éqalités suivantes :
a. EA+EF+CH=0;

b. DE +AB+FC=AB :
c. E+E+E§=Z§;

b. AF +GC =FF.

m ABCD désigne le tétragdre ci-dessous. I est le milieu de
[CD] et G est le centre de gravité du triangle BCD.

a. Exprimer la somme vectorielle GC +GD en fonction de Gl.
b. En déduire l'expression de GB en fonction de GI .
¢. Démontrer que AB +AC +AD =34G.

Lpida’

) G est le centre de gravlté d'un trlangle ABCsl, et seulement s,
GA +GB +GC =0,

5 d'entrainement

PRI = 1 ey

A, B, Cet D désignent Nt quatre points de |

a. Démontrer que AB +DC = AC +DB .
b. Démontrer I'équivalence :
ABCD est un parallélogramme

> Pour tout point M de I'espace MA + ii¢

€Space,

<My
26 Y'Y etDdésignentquatre points non coplanaires el

I,Jet G sont les milieux respectifs des segments (48}, [cp) ef?ff
M est un point quelconque.

a. Exprimer M, MA+MB en fonction de M[ puis MC +MD
fonction de MJ. e"

b. Déterminer I'ensemble des points M tels que:
MA +MB = MC +MD.

ﬁ a. Reproduire le tétraedre OLK de la figure ci-q

stk - ESSOUSQI
construire les points A, B, C et S définis par :
Kl ﬁ=(_ﬂ+b_ﬁ §
/ 0 OB =0K +0] :
y. 0C =01 +0J

Volr | et 0J=0I+0J+0F,

P = gy b. Montrer que OICJ, 04,
_f[ j OKBI, IBSC, JCSA et Kas

sont des parallélogrammes
¢. Quelle configuration de I'espace forment les huit points?

vecteurs colinéaires, coplanaires

Lﬂépnnses rapiﬁeﬂ

Pour les exercices 28 331,

ABCDEFGH désigne le cube
ci-contre.

L J,K, et sont les

milieux des arétes [EF],
[BF], [HG] et [(G).

m Les > vecteurs suivants ts sont-ils colinéaires ?
. K et HC « [Het U;

< IetlK; . 1aetm.

E Les vecteurs suivants sont-

ils coplanaires ?
ﬁ,HDetDG; + AD,CG et TF ;
GC,BAetlB : - AD,CH et (.

m Donner un vecteur coplanaire avec les vecteurs:
« EF et GL ; - AletKL;

+ DI etBC; - JL etHD.

m Nommer la droite ou le plan défini par:

- (E; BC); - (H;DC, DA);

. (F; DO);
< (L;IK); « (K;EB,IL);

. (A;ng a'-}

—4
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Vecteurs et prodult scalalre dans 'espace

m A. B Elg dé_—si‘gnemfoii.polnts de lfespace_
Ondonne :u =AB—2BC +CA,

Montrer que les vecteurs u et BC sont colinéaires,

m A, 8, C, D et Edésignent cing points de l'espace tels que:
2EA +4EB —5EC —ED =0.
Montrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.

m ABCD désigne un tétraédre,
I etJsont les milieux des arétes [AB] et [AC).
i, j etk sont définis par:
i=0, j=BD et k=AD.
a. Déterminer en fonction de i, j et k un vecteur directeur des
droites suivantes :
- (CB); - (AB); - (DC);_ - (AC).
b. Déterminer en fonction de 7, j et k un couple de vecteurs
directeurs des plans suivants :
- (ABC); - (BCD); - (ABD); - (ADC).

E ABCD désigne un tétraedre.

Les points I, J, K, et L sont les milieux des arétes [AB], [AC],
[BD] et [CD].

a. Faire une figure a main levée.

b. Les vecteurs AD +BC et IL sont-ils colinéaires ?

c. Les vecteurs 1J, KL et AL sont-ils coplanaires ?

d. Les vecteurs Ef, KL et KA sont-ils coplanaires ?

m ABCDEFGH désigne un cube.
Onnotei=AB, j=AD etk =AE.
a. Représenter les vecteurs :
T+Kk, i+j+k et i—j+k.
b. Les vecteurs i, j et k sont-ils coplanaires ?
Justifier.
c. Les vecteurs définis en a. sont-ils coplanaires ?
Justifier.
d. Les vecteurs i, + et i+ j +k sont-ils coplanaires ?
Justifier.

Eﬂ SABC désigne un tétraédre et p est un nombre réel # 0.
1. Eest le point défini par:
=354 15

4 4
a. Que peut-on dire des points S, 8, CetE?
b. Démontrer que les points B, E et C sont alignés.
2. Fest le point défini par :

=P lglsc,

p P
a. Que peut-on dire des points S, B, CetF?
b. A Iaide d'un logiciel de géométrie dynamique, placer les
points S, A, B et C puis construire le point F a laide d'un parametre.
Conjecturer la position des points 8, Fet C.
. Démontrer cette conjecture.

| pido

b surle logiciel GeoGebra, pour créer un parameétre, utiliser
lcone 231}

| néponses rapides |

ABCDEFGH désigne le cube ci-dessous.
H

m

G

--1---2JD

B C

Lire dans le repére (A ; AB, AD, AE) les coordonnées :
- dupointC; + duvecteur AH ;
+ dupointG; - du vecteur DG.

@ Dans le repére de l'espace (0;7, j, k ), on donne::
Al2:-1:1), B=1;1;3) et C(35:-2;0)

a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC.

b. Que peut-on en déduire ?

Dans la base (7, :f’, k), ondonne:

u(=2;1;0), v(2;0;-1) et w(0;1;-2).
Calculer les coordonnées des vecteurs:
C U2V W

s Uu+v-—w;

Dans un repére orthonormé de l'espace (0; 7, j, k), on
donneA(=1;2;-3),B(0;2;-1)etC(-1;1;0).

a. Placer les points A, B et C dans un tel repére.

b. Calculer les coordonnées des vecteurs AB, BC et CA.

c. Le triangle ABC est-il rectangle 7 Justifier.

d. Calculer les coordonnées des points I, J et K milieux respectifs
de [BC], [CA] et [AB].

A
\
\
14
e w
|
|
|
- ————— e ——————— e eeee—— e

E ABCOEFGH désigne le cube d'aréte 4 ci-dessous. ’

I est le centre de la face BCGF, L et K sont les points tels que :
e B = Tomim T m Ve 22 N

L_BHE, AK—4AE. i 4OA, J 4OC et k 4G!H.
a. Lerepére (0;1, j. k) est-il orthonormé ?

b. Construire les points I, L et K puis donner les coordonnées

de tous les points de la figure dans le repere (01, j. k).

¢. Quelle est la nature du triangle IKL ? Justifier.

m Démontrer que, dans un repére, les points A(2; 1 ; 3),
B(-1:2:5),C(-2;-3;1) et D(-5;-2; 3) sont les sommets m
d'un parallélogramme. -
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m Dans un repére de l'espace, on donne:
A(2;-1;4), B(3;2;-5) et C(-11;-40;121).
Ces trois points sont-ils alignés ?

m Dans un repére de I'espace, on donne :
A(=1;1;2), B(1;0;1) et C(1;2;7).

a. Démontrer que OC = 20A +30B.
b. Les points O, A, B et C sont-ils coplanaires ?

m Dans un repére de l'espace, on donne:
A(2;3;0),B(1;3;5),C(0;1;-2),D(2;0;1) et F(-2;-2;9).
a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB, AC et DE.

b. Peut-on trouver deux réels x et y tels que :

DE = xAB +yAC ?
<. Que peut-on dire de la droite (DE) ?

m ABCD désigne un tétraédre.
Les points I et K sont les milieux des arétes [AB] et [CD].

Les points J et L sont tels que BJ = % BC et AL =2 7D.
a. Utiliser un repére de l'espace: approprié pour déterminer les

coordonnées des vecteurs IL, IJ et IK .
b. Les points I, J, K et L sont-ils coplanaires ?

!_Hépunses rapides—’

m A, B,C, D, G désignent cing points de |
*G=bary {(4,3),(8,-5),(C,8)};

* D=bary {(8,-5),(C, 8)}.

a. Reproduire et compléter :

G=bary{(4,...), (D, ...)}.
b. Que peut-on en déduire pour le point G ?

‘espace tels que :

m Dans le repére de l'espace (0; 7, , k ), on donne :
A(1;1;1), B(-1;1;0) et C(2;0;3).

Galculer les coordonnées des points :

a. G=bary {(4,1),(8,2),(C,3)}.

b. G'=bary {(A,-2), (8,3), (C,-2)}.

. I'milieu de [AC).

d. H centre de gravité du triangle ABC,

} Le centre de gravité d'un triangle est I'
du triangle.

Ainsi, H=bary {(4, 1), (8,1), (C, 1)),

sobarycentre des sommets

m ABCDEFGH désigne un cube,
arrétes [AB] et [BC).

K=bary {(4,1),(8,2),(C,1),(H,1)}.
a. Exprimer I et Jcomme des bar
b. Démontrer que les points 1, J,

I'et Jsont les milieux des

yeentres de points pondérés.
HetKsont coplanaires,

- LW Vv I I

LK ey L Rt R e Bl U
e U e N i g

antrainement

) L

@ ABCD désigne le tétraédre ci-dessous.
: A

C

Iet J sont les milieux des arétes [AB] et [CD].

H est le centre de gravité du triangle BCD.

G est l'isobarycentre des points A, B, Cet D.

a. Ecrire G comme barycentre des point A et H.
b. Ecrire G comme barycentre des point I et J,

[ nide)
P Utiliser la régle des barycentres partiels.

E SABCD désigne la pyramide réguliére 3 base carrée repré-
sentée ci-dessous.

Oest le centre du carré ABCD et I est le milieu de [SO].

S

a. Déterminer les nombres réels g, b, ¢, d et s pour que I soit
barycentre du systeme {(4, a), (8, b), (C, ¢), 0,d), (58} _
b. Déterminerles coordonnées de I dans le repére (A; AB, AD,AS).

E ABCD désigne le tétraddre ci-dessous.

E est un point de I3 demi-droite [AB), F est un point de [aret
[AC], et G est un point de [£F] .

1. a. Exprimer AE en fonction de AB, puis exprimer £ ™
barycentre des points A et 8. s 0
a. De méme, exprimer F comme barycentre de A et C; PV
comme barycentre de £ et £, g e

2. Mest un point de l'espace et v = 3AM — SME +2MC.

A. Démontrer que le vecteur v est indépendant de M. -

b. En déduire que les droites (CE) et (8F) sont paralleles
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produit scalalre

l peponses rapides |

m ABCDEFGH déslgne le cube d'arbte g cl-dessous

) G
::ZJ.._/

Calculer les produits scalaires ;
CAB-AD; - ABLAC

A - AC ~ ABHD ;
CABHG ;- ABLDG

< AB BA.

m Dans une bqse mlhonurméc (f, j, k), on donne:

u(3;1;-5) et v(2;-1:0)
Calculer les produits scalaires suivants ;
SRR it ._;;.‘5;:; ),

m ABCDEFGH désigne le pavé droit ci-dessous dans lequel ;
AB=4, AD=2 et AE=1.
I,J, Ket L sont les milicux des arétes,

H L G
E i1
5 : s F
T
A k B

a. Calculer, de deux fagons différentes, AB - AC.
b. Calculer BE ‘KL et EF -EJ.

m ABCD est un tétraédre régulier d'aréte 1.
I'estle milieu de [AB] et J le milieu de [CD).

a. Calculer AB - AD puis AB - AC
b. En déduire AB-CD.

c. En déduire que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

d. Calculer AB -BC puis 1 - AB.
Que peut-on en déduire ?

m Dans un repére orthonormé (0 ]", j, E) de l'espace, on
donneA(-3;2:-2),8(5;3;2)etC(1;-5;-6).

a. Calculer AB, puis AC.

b. Calculer AB - AC. _

¢. En déduire une valeur approchée de la mesure en radians

del'angle (AB, AC).

m (7, J,k ) désigne une base orthonormée de lespace.
Démontrer que pourtqutvec_t'cl{r u,
u=(u-d)i+(uj)j+u-k)k.

m Dans un repére orthonormé de l'espace, on donne:
U(3;4;-5) et v(3;0;-3),

a. Caleuler v, || ||, |[v']], puis || + v ]

b. Déterminer une valeur approchée a 107" prés de l'angle

géométrique entre les vecteurs u etv.

m SABC désigne le ey,

edre réqulior o
G est le contre o juller g

e el gy
Gravité dy trlangle Afc, o

a. Calculer SG-A!f et SG-AJ,

b. En déduire 1a position relative de |

a droite (5G) et du nl:
ey (5G) et du plan

ulier est constitué de quatre triangles

I’ﬁ' Un tétratdre réq
équilatérauy,

Dans un repére orthonormé de l'espace
A5:-3;2), B(6:-1 1), C(7;-4:2) et D(6:-1;7).

Le tétraédre ABCD est-il trirectangleen A ?

Sioui, calculer son volume.

b ABCD est un tétraddre trirectangle en A lorsque les arétes issues
de A sont deux & deux orthogonales,

(7, j, k) désigne une base orthonormée de l'espace,
1. On pose :
LT T T
u JE“H)' v Ji“ ) w=k.
a. Déterminer les coordonnées des vecteurs i et v.
b. Calculer [|u|| et|| v |].
<. Calculer les produits scalaires suivants :
Cuv; SVew Cuw.
d. Que peut-on en déduire pour la base (4, v, w)?
2. On pose:
;=i(}’+}+i£) E:l{F—z}’d{) F=—(j-k).
V3 RN N}

Labase(r, s, { ) est-elle orthonormée ? Justifier.

B4 Sur la figure ci-dessous, ABCDEFGH est un cube d'aréte a
et AMNOPQRS est un cube d'aréte b tel que B e [AM].

P s
]
!
Q | R
|
E! H
Fiei—16
I
P s R 0
'f‘ c
M N

a. Dans le repére orthonormé (A _;_}iB', AD, AE), exprimer les
coordonnées des vecteurs CN et BS en fonction de a et b.

b. Les droites (CN) et (BS) peuvent-elles étre orthogonales ?
Justifier,

Scanné avec CamSoanne

nl



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Top chrono -f\.um;u;hﬁ;ﬂrmn_?

indi i je ou
Pour chaque affirmation, indiguer si elle est vraie

fausse. ‘
((CH j,k ) désigne un repére orthonorme.

A(1;1;0),B(2;0; 3],((0 -2; 5}etD(1'—-5 5).

vral faux
- 0
1. AB- AC-—17 a =2
2. Lamesure de l'angle geometrlque BAC i
et d‘envrron 0, 5 rad B __l;! ...
3. AB,BC et CA sont trois vecteurs
coplanalres E— B L'J__D__
4. A B,CetDsont quatre pomts ‘
cop'.anaues —— I_:]_ B ]
5. G=bary {(A, 1), ®, ), (C. 2.
ABGC estun parallélogramme. O . O

iTl,

auec justification
RVt e

—

Pour chaque affirmation, indiquer si elle estvraje o, |
H el
fausse . o ]
ABCDEFGH désigne le cube E = e
d'aréte a. ' i B
- C B,
A B
_ . . vrai faux
1. AB- AC a J‘ _ B
2. AB- AG=AB- AF _ i
3. (AH)J.(CF) ) -
4. (AG)J.(DHF) B E— U
5. mes (BD, BH)=% rad. 22 (T
6 (AG}J_(HB) O O

Top chrono (sansjustification)

Avec justification

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte parmi
les trois propositions.

E H
ABCDEFGH désigne le pavé i
droit ci-contre, dans lequel : E G
AB=1, AD=2 et AE=1, ALTET L4 Jp
I est le milieu de [AD]. 2
B C
Dans le repére orthonormé (A : AB, A, AE),
1. Le point F a pour coordonnées :
a.(1;1;0); b.(1;0;1); c (0;1;1).

2, Les droites (FI) et (IH) sont:
a. perpendiculaires;

b. paralléles;
c. noncoplonaires

3. Le volume du tétraédre GFIH est :

2
a.—; b. 1—; c. ]—
3 6 3
4. Sm{z ; s —l}alorsn FH estégala: -
a. 1 bh.0; c 2.

5. Le centre de ce pavé dron a pour coordonnées ;
a. (1;05; 0], b.(1;1;0); < (05;1; 05].

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions.
(0;1, j, k) désigne un repére orthonormé. On donne:
A(0;1;-1), B(2;1;0), C(=3;-1;1),
D(7;3;-1) et E(-2;1;8).

1. Les droites (AB) et (AC) sont :
a. paralléles; b. sécantes;

c. perpendiculaires.

2. Les coordonnées du vecteur 248 — AC — AD sont:
a.(6;4;-1); b.(2;-1;-1); «c (0;0;0).

3. Les points A, B, Cet D sont :
a. alignés; b. coplanaires;

4. Les points A, B, Cet Esont :
a. alignés; b. coplanaires;

c. non coplanaires.

¢. non coplanaires.

5.1, Jet K sont les milieux des segments [AB], [BE] et vel
F estle point défini par BF = Ly
3

Les vecteurs FK et FD sont :
a. coplanaires ;

b. orthogonaux ;

c¢. colinéaires.
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calcul vectoriel
ABC désigne un tétraédre et I est le milieu de I'aréte [AB).
1. a. Faireune ﬁggre.
b. Construire le polnt_(:'tel que: -
AG =15AC +0,58D,
2. a. Montrer que AC +BD =IC +1D.
b. Exprimer IG en fonction de IC et ID.
Que peut-on déduire ?
3, Construire, en justifiant, lintersection de la droite (DG) et
du plan (ABC).

E8 une droite et un plan
ABCDEFGH désigne le cube ci-dessous.
I,Jet K sont les milieux des arétes [AB], [EF] et [HG].

H K G

1. Exprimer HI en fonction de KJ et de KC.
2. Endéduire la position relative de la droite (HI) et du plan (KJC).

tnsemble des barycentres de trois points
A, Bet Cdésignent trois points non alignés et on note g, betc
les nombres réels tels que a+ b+ c#0.

1. Mest le barycentre du systéme {(4, a), (B, b), (C, )}

a. Exprimer AM en fonction de AB et AC.

b. En déduire que M € (ABC).

¢. Que vient-on de démontrer ?

2. Ndésigne un point du plan (ABC).

a. Exprimer AN en fonction de AB et AC.

b. En déduire une égalité vectorielle qui prouve que N est
barycentre d'un systéme dans lequel A, B, et C sont les points
pondérés,

¢. Que vient-on de démontrer ?

3. Résumer les réponses aux questions 1.c. et 2.¢. par uné

équivalence.

b Lensemble des barycentres de trois points A, B et C caractérise le
plan (ABC),

!ﬂ Colinéarité et hase

ABCD désigne un tétraédre. . .

1. Justifier que les vecteurs AB, AC et AD sontnon coplanaires.
2. On note ] et J les milieux des segments [AD] et [BC], K est
le point tel que BK =CA et L le point tel que BL =kAD avec
keR. I

a. Exprimer JL en fonction des vecteurs AB, AC et AD.

b. Exprimer IK en fonction de ces mémes vecteurs.
<. Existe-t-il un nombre réel k pour lequel les vecteurs IK et
JL sont colinéaires ?

EI Avec un logiciel
ABCDEFGH désigne le cube ci-dessous.

0, et 0, sont les centres des faces ABCD et EFGH.
Test le centre de gravité du triangle £8D.
Pour m un nombre réel, on note :
G, =bary {(E, 1), (8,1-m), (G, 2m-1),(D,1 - m)}.
1. Justifier I'existence du point G, pourtout me R.
2. a. Représenter, a 'aide d'un logiciel de géométrie dyna-
mique, le cube, les points I et J et le triangle EBD.
b. Créer une variable m et créer le barycentre G,
c. Conjecturer le lieu décrit par G,,, quand m décrit R.
3. a. Montrer que G, =A.
b. En déduire que les points A, I et G, sont alignés.
4. MontrerqueG,=0,.
5. a. Démontrer que AG,, =mAO, .
b. En déduire I'ensemble des points G, lorsque m décrit R.
6. a. Vérifier que A, G, E et O, sont coplanaires.
b. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles G, € (EI).

Repére fondamental

ABCD désigne un tétraédre.

IJ,K L, M et N sont les milieux respectifs des segments [AB],
[CD1, [BC], [AD), [BD] et [AC].

1. a. Faire une figure.

b. Démontrer que les segments [IJ], [KL] et [MN] ont le méme
milievo.

¢. En déduire que OA+0B +0C +0D = 0.

2. Dans le repére (A; AB, AC, AD), calculer les coordonnées

du point O.

3. a. Exprimer les vecteurs ci-dessous en fonction des vecteurs
AB,AC et AD : . L

. oI . OK; - OM.

b. Montrer que (O; OI, OK, OM ) est un repére de l'espace.
c. Calculer les coordonnées des sommets du tétraédre dans
ce nouveau repere.

[75) Analytigue ou vectoriel

ABCDEFGH désigne un cube d'aréte 1.

I et J sont les centres de gravité E F
des triangles GCBet GCH.
1. Danslerepére(G;GC,GF,GH):
a. Déterminer les coordonnées
des points A, B, £, D, I et J.

b. Démontrer que la droite (MN) e
est perpendiculaire aux droites
(DG) et (FC). ] e
2. a. Démontrer que IJ = E{GC +GF —GH).

D C

b. Calculer [j-GD, puis I -FC.
Que peut-on en conclure ?
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PIoODLEIE

K8 surfaces de niveau

A et B désignent deux points de l'espace tels que AB= 5

La surface de niveau k est l'ensemble des points M de 'espace
tels que f(M) =k ol fest une application.

f est I'application qui a tout point de l'espace M associe le
nombre réel aMA2 + bMB% ol a et b sont deux nombres réels
non nuls simultanément,

Partie A Quelques exemples

1.a=b=1

a. Démontrer que: "

AB
MA2+M32=2M12+—2~
ou I est le milieu de [AB].
b. Décrire lensemble des points M de l'espace pour lesquels
MA? + MBZ est égal a:
« 445; 412,54 « 2,5.
c. Démontrer que les surfaces de niveau de 'application :
f:M— MA? + MBZ,
quand elles ne sont pas vides, sont des sphéres concentriques
decentre I.
2.a=2etb=3
a. Démontrer que:
2MA? +3MB2 =5MG? +2GA? +3GB?
ou G=bary{(4,2),(83)}.

b. Décrire I'ensemble des points M de I'espace pour lesquels
2 MA? +3 MB2 est égal & ;

= F5% < 30; = 10,

Partie B Cas général

1.a+b=0
a. Démontrer que:

aMA? +bMB? = (a+b) MG2 +aGA? + b GB2
ol G=bary {(4,q),(8,b)}.

b. Déterminer, suivant les valeurs de k, I'ensemble (AL,) des
points de l'espace M tels que aMAZ + bMB2 = k.

2.a+b=0
a. Démontrer l'équivalence :

aMA2 +bMB =k < MAz—MBzzk

b. Démontrer que :
MA? —MB2 =2MI -AB
ou I est le milieu de [AB].

¢. Montrer que I'ensemble (At,) des points de I'espace M tels
que aMA? — bMB2 = k est un plan perpendiculaire 3 (4B).

m coordonnées sphériques

Si les coordonnées cartésiennes dans un repére sont s
utilisées, il est parfois plus pratique d'étudier la pogjti ong, t
a partir de leurs coordonnées sphériques. Obje

GUW,

Illustration

m est le projeté
orthogonal du
point M sur (Oxy).

Un point M peut donc étre repéré par ses coordonnées :
- (x;y;2) dans un repere cartésien ;
« (r; ©; @) dans un repére sphérique.

Partie A Liens entre ses deux types de coordonnées

M désigne un point quelconque de l'espace différent de |y
gine O.
1. a. Montrer que siM (x; y; 2), alors :

z
tan0=2 et cos(p=— avecr=0M.
X r
r=yx2+y?+22

—tan-1( 2
siM(x;y;2),alors: P=ta0 (;J

@=cos™! [E)
r

ot tan~! et cos™ sont les fonctions utilisées 3 la calculatrice

pour trouver la mesure d'un angle dont on connait la tangente
ou le cosinus.

2. Montrer, réciproquement, que ;

b. Montrer que:

x=rsin@cosO
y=rsin@sinb .
Z=rcos¢

siM(r; 6; @), alors

Partie B En navigation : le sextant

On se repére sur le globe terrestre a 'aide de cet instrumentd

navigation qui permet de donner les coordonnées sphériques

dubateau. La Terre est assimilée 3 une boule de rayon 6 400 k-

1. Quelle est la valeur de r, arrondie au millier de km?

2. Leplan(xO2) estle plan contenant le méridien de Greenwich

Le plan (xOy) est le plan correspondant a l'équateur.

Quellgs. notions de géographie correspondent a 6 et ¢.

3. Voici les coordonnées sphériques de la ville de Conakry:
(6 400;9°;13°).

Calculer les coordonnées cartésiennes de cette ville.
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Geometrie analytique
te Uespace

Las imprimantes 3D fonctionnent
i l'alde d'unmodéleinformatique
Vobjet A imprimerest transforme
N Un matllage terime detriangles)
Leviniprassions oD peuventetrede

| quelgquermicronsapiusieurs metres

Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813) mathématicien,
mécaniden ef astronome
italien, établit autour

des années 1770

les équations dela droite
et du plan et inaugure
Futilisation systématique de

trois axes de coordonnées.

Les objectifs du cl_lapitrg

B utiliser un repére de l'espace.

B Déterminer des représentations param
B Déterminer des équations cartésiennes de plans et de spheéres.

B Déterminer la position relative de droites et de plans.
B Déterminer la distance d'un point  un plan.

étriques de droites et de plans.
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B équation cartésienne

ﬂ D’un plan

. (4)
péfinition
| Le vecteur non nul, , est un vecteur normal [
aun plan () si sa direction est orthogonale /I
au plan (P). & .:I_
Remarque

Tout vecteur, non nul, colinéaire a n est aussi un vecteur normal du plan ().
Ainsi, un plan posséde une infinité de vecteurs normaux.

Propriété

Siun vecteur non nul n est orthog
normal du plan (%P).

Propriété [T

Dans un repére (O; i, }, k) orthonormé de T'espace,
# un plan () de vecteur normal n (a:b

onal & deux vecteurs non coplanaires d"un plan (%) alors n est un vecteur

; ©) admet une équation cartésienne de la forme :

ax+by+cz+d=0 oudeR.

= Lensemble des points M (x ;¥ ; z) vérifiant Iéquation ax+ by+cz+d=0 aveca, b et c trois nombres réels
non tous nuls et d'un nombre réel, est un plan de vecteur normal n (a;b;o0).

Remarques

* Il existe une infinité d'équations cartésiennes d'un plan,
* Pour trouver une équation cartésienne d'un plan_

dont on connait un point A et un vecteur normal n,

il suffit d'exprimer, pour M (x ; 3 2) dans ce plan,

légalité AM -n =0 al'aide des coordonnées.

* Les équations z=0,y= 0 et x = 0 sont celles des plans
de coordonnées (xOy), (xOz) et (0z).

.ﬂ D’une sphére

Dans un repére (0; 1, j, k) orthonormé de lespace.
La sphére (%) de centre I(a b

;o) etde rayon R
est 'ensemble des points M (x

i¥;2) tels que IM=R.

()

[Propriete [TYTIIE

Dansun repére (O ; ?, }". k) orthonormé de l'espace,
= une sphére (f) de centre I(a; b ; ¢) et de rayon R > 0 admet une équation cartésienne de la forme :
(x—a)? +(y—p)? +(z-c)2=R2,

s« L'ensemble des points M (x i ¥ z) vérifiant I'é

quation (x —q)2 ¢y _1\2 S ¢ TN,
est la sphére de centre Ia;b;c) et de rayon R, ) (=5 Hesar =t a0
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peterminer une équation cartésienne de plan 1)

splution commentee

1. Dansun repére orthonormé,

Mx;y;2) (@) < AM-n=0,

2. AM (x=2;y—=1;2-0) et n;-1;1

L'espace est muni d’un repére orthonormé,
(&) désigne le plan qui passe par le point A(2;1;0) et dont un vecteur normal estn (2;-1;1)
péterminer une équation cartésienne de (). =1:1).

donc AM -n =(x=2)x2+(y=1)x(=1)+zx1.

AinsiMe (@) & 2x—4—y+1+2=0
& 2x—y+2z-3=0.

Finalement, (%) a pour équation cartésienne 2x—y+z—-3=0.

péterminer une équation cartésienne de plan 2]

~Méthode
Pour déterminer une équation

cartésienne d'un plan défini par
un point et un vecteur normal :

1. Exprimer vectoriellement
I'appartenance d'un point M
ace plan.

2. Exprimer le produit scalaire
a l'aide des coordonnées
des vecteurs.

Dans un repére orthonormé, on donne les points A(-1;1;2),B(2;0; 1)etC(1;-3;-1).
1. Justifier que A, B et C déterminent un plan.
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

Ona ,1.«ﬁ‘§>u:4=;.rzf,mals)rE :
donc les droites (AB) et (AC) sont sécantes ;

alignées et forment un plan.

2. Onnote 7 (a: b; ) un vecteur normal du plan (ABC).

Do n-AB= " 3g—-b—c=0
nC) ~ 260 O | 2a—4b-3c=0

n-AC=

donc on choisit, par exmple, €= 10 et on obtient {

qui a pour solutiona=1 et b=-7

Ainsi 7 (1 ;=7 ; 10) est un vecteur normal
- Une équation cartésienne du plan
» De plus B € (ABC) donc 2-7%0+1
Finalement, (ABC) a pour équation cartésienn

solution commentee

1. AC (2;—4;-3) et AB (3;-1;-1).
x4 # X5z donc 7B et AC sont non colinéaires
les points A, B et Cne sont pas 2. Rechercher les coordonnées

au plan (ABC).
) est du type x=7y+10z+d=0. du plan.
e. x—7y+‘02—]2=0 .

Ce systéme n'a que deux équations pour trois inconnues

2a—4b=30

meéthode

1. Montrer que AB et AC sont
non colinéaires.

d’un vecteur normal au plan

(ABC).

3. Reprendre le Savoir-faire
précédent ou procéder de
la maniére indiquée ici.
- Donner l'équation type du
plan ax + by + cz+d=0dont
on connait un vecteur normal
nia;b;o.
- Déterminer d en utilisant
les coordonnées d'un point

| S’eHercer g

(0;i, j, k) désigne un repére orthonormé de l'espace.

m a. Déterminer une équation canésie
OUA(-2;0;0);B8(0;3;0etC0;0;4)
b. Représenter ce plan dans un repere.

nne du plan (ABC)

n (9P) désigne le plan de repére (A ; G v)ou:
A(=1;3;-5), u(2;-5;2) et v(-3;5;2).
a. Déterminer les coordonnées d’un vecteur orthogonal

Auetv., \
b. En déduire une équation de (). m J
m
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2 Représentations paramétriques

D’une droite

Dans un repére (O; 1, }:, k) de l'espace, (%) est
une droite passant par un point A (x, ; y A3 Z4)
et de vecteur directeuru (a; b ; c).

n

X=x,+at
Lesystéme {y=y,+bt avect € R est appelé
z=z,+ct

D’un plan

Dans un repére (0 ; 1:, }:, k) de l'espace, (P) est
un plan passant par un point Altyiya52,)
et de vecteurs directeurs :

u(a;b;c) et v @;b;c).
X=x,+at+a't
Le systéme {y= yat+bt+b't, avec teR
Z=z,+ct+c’tt et t'eR,
est appelé représentation Paramétrique

du plan (P).

représentation paramétrique de la droite ().

Remarques
+ Une représentation paramétrique d’une drojte
est parfois appelée systéme d'équations Paramétriques

+ Cette représentation paramétrique est obten
de la traduction analytique de :

les vecteurs AM
et u sont colinéaires

ue a partj

o ilexiste * Un nombre
tel que AM =ty

* Un point N appartient 4 (D) si, et seulement si,

il existe un nombre réel ¢ tel que les coordonnées

de N vérifient la représentation paramétrique de (),

rée| ¢

Remarques

* Une représentation paramétrique d'un plan est parfois
appelé systéme d'équations paramétriques.

* Cette représentation paramétrique est obtenue 3 partir
de la traduction analytique de :

il existe un couple

de nombres réels t et
tel que AM =ty +¢'.

* Un point N appartient a (®) si, et seulement si, il existe
un couple de nombres réels ¢ et ¢ tel que les coordonnées
de N vérifient la représentation paramétrique de (P).

les vecteurs AM,
u et v sont coplanaires

[ nistance d*un point 3 up plan

Définition

Propriété]

la distance du point A au plan (%) se note
Exemple

Ll

soit d(A; ()= N

Lespace est muni d’un repere orthonormé (O i, i, k).

LA
La distance du point A au plan (P) est1a distance AH
olt H est le projeté orthogonal dy point A sur le plan (%),

(%) est le plan d'¢quation cartésienne ax -+ by+cz+d=9 etA (XA Y

&y S

24) un point de l'espace,

d (A H (EIP)) et est éga]e A m’ﬂ!‘_ﬂﬂ_

va? +h? 2

A4;1;-5) et ():2x-3y46244=0 done d(a; @y = [ 2X1=3X 14 6x (-5)+4|

V@2 +(=3)2 1 (6)2
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Géométrie analytique de l'espace ..

Bl

utiliser une représentation Parametrique de droite
— r criEtiique de dry

pans un repére orthonormé, on donne les points A(<1: 2 - 3)etB(1
. Déterminer une représentation paramétrique de la dro’ite (AB) '
Iy, Le point C(3; 0; 2) appartient-il a la droite (48) ? .

~1;1).

g golution commentee Méthode

a 1LAB(1=(=1);-1=2;1- 3) soit AB (2; -3 ; -2) est un vecteur a. 1. Déterminer les coordonnées

de la droite (AB),
direc’t‘enl-li1 ol (AB) d’un vecteur directeur de (AB).
. . 2. Ae(AB)etu=AB
2. * y= i_ g: Zvelc tde [Fi&l, e(s;ﬂt;ne représentation paramétrique directeur de (AB) donss;::rvjs::\fr
=3- e la droite (AB). !
7 une représentation paramétrique
de la droite (AB), il suffit d"utiliser
J= 42t la définition du paragraphe 2.a.
b. 1. Si C & (AB), alors il existe un nombre réel t tel que, (5) { 0=2-3 . du cours,
F9 2=3-2 b. 1. Ecrire le systéme en supposant
4=2t r-2 que Ce(AB).
2.(5) ¢ 43t=2 & {' "3 .Cequiestimpossible 2. Vérifier s'il existe un nombre réel t
2t=1 t-1 vérifiant ce systeme.
- '5 Si c'est le cas, alors C € (AB) ; sinon,
C e (AB).

Un tel t n'existe pas donc C & (AB).

utiliser la distance d’un point & un plan

Dans un repére orthonormé, on donne les points A(—6;2; 1)
et le plan () d'équation cartésienne x+2y+2z-5=0.

a. Calculer la distance du point A au plan (P). .
b. Montrer que la sphére de centre A et de rayon 1 ne coupe pas le plan (). |

solution commentee méthode
a. Calculer la distance du point A au
a. d(A: (@) = | —6+2x2+2X]1 _SI SE, plan (?) en utilisant la propriété
J12+22+22 3 du paragraphe 3.
b. Si cette distance est inférieure
B Commea(A; () > strictement au rayon de la sphére

alors le plan coupe la sphére.

Si cette distance est égale au rayon,
le plan est tangent & la sphére.
Sinon le plan (%) ne coupe pas

la sphére.

le plan (%) ne coupe pas
la sphere de centre A
etderayon 1.

|

m Dans un repére orthonormé 0;1, ). k)

n Dansunrepére(O:T.I.kL A(2;0;0), B(0;3;0) et C(0;0;1).

b. du plan de repére (A; v, W)-

. - = = el H=‘+2E. . i £
r une représentatio ' : 3Ix+2y+62-6=0. _
a. de la droite de repére (A; U): . b. Calculer la hauteur issue de 0 du tétraédre OABC. m Hﬁ
a
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I3 positions relatives

De deun droites

() (resp. (2)) désigne une droite de I'espace définie par le point A (resp. B) et par le vecteur directeury,
(resp.v).

(D) et (V') sont paralléles

(‘J?J) et (9’) sont sécantes
u et v colinéaires

Cu etv v non colinéaires
© et AB, u et v coplanaires.

= 7 A=
/( : B
@ —gy 5_ @) T

Si, de plus, u -v =0 alors (@) et (%) orthogonales.

L @) et (9’) sont non coplanaiye,
‘uetv v non colinéaires n .
: et AB,u etv non coplanaires .

lq D’une droite et d’un plan

() désigne une droite de l'espace de repére (4 ; u) et (P) un

plan de repére (B ; u, v) et de vecteur normaln,
() et (P) sont strictement

: (Qb) est incluse dans (%) © (D) et (P) sont sécants
paralleles Sy »V et w coplanaires " u,vetwnon coplanaires.
u, v et w coplanaires - et AB,v et w coplanaires. :
et AB,v et w non coplanaires :

(2) o
A

% /
(@) ‘]‘

Si, de plus, n et u colinéaires alors
(D) est perpendiculaire a (P).

De deux plans

(#) (resp. (#")) désigne un plan de l'espace défini

par le point A (resp. A") et par le vecteur normal n (resp. 7).
(2) et (") sont strictement . (@) et (P') sont confondues
paralleles " netn

7 i (P) et (P’) sont sécants en ()
. n e_t_ﬂ Cohnealres S i
netn' colinéaires et AB .n 20 :

Sl : tn' colinéaires
: etAB-n:AB-n'=0 © netn’ non colin
r
/]
:L
g o /

Si, de plus, ni-n’ =0 alors .
() et (") sont perpendiculair
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cavoir-faire

péterminer la position rwmnites

Géométrie analytique de P'espace :

e |
1A epére orthonormé ! " i e ———
Dans un rep rmé, (D), (D') et (D") désignent les droites de repré i
. i? R i presentations paramétriques :
() : Y:_; ecte (D): < y=2-42 avecleR @™ o
s 2=2-2), P1Y=1-2u avecpeR

Montrer que (D) // (D"), puis que (D) L (D). Z=-1+4y

= .
splution commentee Mathode

. 1. Daprésla représentation paramétrique de (%), on déduit que v (0:1:-2)
est un vecteur directeur de (). A I

De méme, v (0;—=2;4) est un vecteur directeur de (2").

1. Déterminer un vecteur
directeur de chacune
des droites.

2. On remarque que —2u =v donc u et v sont colinéaires donc (D) // (2"). 2. Montrer quils sont ;
. 1.1 (0;1;-2) vecteur directeur de (®) et w (2;—4;-2) vecteur directeur Sindalims emexpma
de (@). I'un en fonction de l'autre.
e o » orthogonaux, en calculant
2. u-w=0x%2+1x(-4)+(-2)x(-2)=0, donc u et v sont orthogonaux; le produit scalaire de
donc (D) L (D). ces deux vecteurs directeurs.

1] péterminer la position relative de deux plans

L'espace est muni d’un repére orthonormé.
(@), (P') et (P") désignent les plans d'équations cartésiennes :
(@):2x+y+2z-6=0; (P):2x-2y—z+3=0 et (P"):4x+2y+4z-8=0.

a. Montrer que (P) et (?") sont sécants. Sont-ils perpendiculaires ?
b. Montrer que (%) est paralléles a (P”).

méthode

1. Déterminer un vecteur normal

a. 1. D'aprés l‘équation cartésienne de (%), on déduitquen(2;1;2)
de chacun des plans.

est un vecteur normal de (?).

De méme,n’ (2;—2;—1) estun vecteur normal de (2’). 5. Montrer quils sont:
— x— mai _ 2 y—doncn etn’ nesont pas - non colinéaires, en montrant
2. On remarque que X— = X; Mais que Yz # Y7 do P :

que leurs coordonnées ne sont

colinéaires donc (P) et (P') Sécants.
pas proportionnelles.

3. 7 =2x2+1x(=2)+(~2)x(~1)=4#0.Donc les vecteurs n et ;1 “nesont bk, vt
pas orthogonaux, donc les plans (@) et (') ne sont pas perpendiculaires. I'un en fonction de l'autre.
n s i P) et (P). 3. Utiliser les produits scalaires avec
ik 1 " (4:2: des vecteurs directeurs de (
Ay TRl a2 4hsont les vecteurs normaux des plans.

2. On remarque que 7" =2n doncn et 7 colinéaires donc (P) // ().

© espace estmunidun repare orthonarme.

x=1-2t :
i (@): { y=2+t avecteR BB @) xe3yr22-4=0 et (P):3xey-32+6=0.
EE=T=R © Montrer que les plans (:P) et (7) sont perpendiculaires.
X=41'+6 5 x=2-2t
) | ] e
(@): y:—l——avec!r.il& (@):y y=2t avecte et(M):2x+y+2z ;
3 : -
z:alr 3—2 3t |
; : e (UP) et (U0) sont sécants. m
MontrerqueIesdroites{‘JI:)et{‘ujsonlsécames. Montrer que () et () B |
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Fﬁr
el |

Dans tous les exercices, on travaille dans un repére orthonormé
(0;1, j,k)de l'espace.

[

| néponses rapides |

[E Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal au plan
(%) dont une équation cartésienne est -

a. 2x—6y+22-7=0;

b.—x+3y+2z=4;

c. z-1=0.

Déterminer une équation cartésienne du plan passant

parA(1;2;3) et perpendiculaire 3 la droite (BC) ou B(4;5; 6)
etC(-1;1;1).

Eﬂ Déterminer le centre et le rayon de la sphére () dont une
équation cartésienne est :

. (x=1)2+(y=3)24(z+2)2 =16
b. (x+12 +(y+5)2 +(2-3)2—2=0;
o x2+y2ip2=1,

m Déterminer une équation cartésienne

de la sphére de
centreI(1;-4;-1) etde rayon 3.

K on donneu (-2;3;6)etv (1;0;5),
a. Vérifier que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires.

b. Déterminer les coordonnées d’un vecteur 7 orthogonal 3
uetv.

€. Déterminer une équation cartésienne du plan de repére
(O;u,v)ouOestle centre du repére,

m Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur
du segment [AB] ol A(=2;~4;3) et B (1;-3;5).

‘Yocabulaire |

b - Le plan médiateur d'un segment est le plan orthogonal
au segment qui passe par le milieu de ce segment,

= A et B sont deux points distincts de l'espace,

Le plan médiateur du segment [AB] est le plan formé des points
équidistants de A et B.

m Déterminer une équation cartésienne du plan (%) conte-
nant le point A(—2;—4; 3) et paralléle au plan (%") d'équation
cartésienne2x—3y+7z-6=0.

P* tHercices o entrainement

R LA

L'équation normale d'un plan () est
de () telle que le vecteur normal défin
de norme 1.

Déterminer une équation normale du plan (P) qui .
tion cartésienne x—3y+2z4+5=0. i,

{i

léquatigy
Par cette 4

canm_

1]
quarn;n,ﬂ'

A et B désignent deux points de lespace et 1}, mil
[AB]. ey
a. Exprimer les normes des vecteurs MA e
longueurs MI et JA.

b. En déduire que I'ensemble des points ¢
MA -MB =0 est la sphére de diamétre [48].
c. Déterminer Iéquation cartésienne de I'en
M de l'espace tels que MA - MB =0 0u A (-3

tMB en fOn[tiqn -

elespace telsgy

Semb:e des p{]in[,s
i2;5) BLB(1;0.y
Chacune des équations suivantes est-e|
cartésienne de sphere ?

Si oui, déterminer son centre et son rayon.

le une équatipy

a. x2+y2+22+x~3y~4z—§—0;

b. x2+y24+2242x—4y +62+14=0;
¢ x24+y2+22 6x—y+2410=0,

oo 3 e

Déterminer le lieu des points M(x: ¥;2) de l'espace vérifiant:
a. 2x+y=0;

b.x24+y2122 _8x+7y—67=0:
€. 9x2=422;

d. x2+y2+22+2x+3y+62=k ol k est un nombre récl

AB;-5;1)etB(1;-3;7).

; are () 0
a. Déterminer une équation cartésienne de la sphére (
diamétre [AB]. il
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (7) @ ‘
alasphere (%) en A.

tange"

m (%) un plan d'équation cartésienne est EJn}Ph"
enA(3;4;5)alasphere (f) de centre I(1;2:3)-
Déterminer le volume de cette sphére.

4 3
—xR?.
} Le volume de la sphére () de rayon R est égal a 3

A
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metriques

Heprésentﬂti““s pate

"eq rapides W

/
[
| erun repére de chacune des droites suivantes :
m Donzr [ x=2+t
x:1_2ravecreﬂ; b. { y=-3t avecteR;
'3’*2;3_““ _Z=4+f
y=t-1 avecteR; d. {y=5t avecteR;
(78 .
F=2t [2=3
E Donner uné représentation paramétrique de la droite (AB)
dans chaque cas:
L A(1;0;1)etAB (2:3:-1);

b AB=-2i +k etB(3;5;2);
. AB;-1;-2etB(l ;0;1).

Donner une représentation paramétrique du plan (IJK)
oul(1;0;0),J(0;1;0)etK(0;0;1).

E Calculer la distance du point B(3 ; 1 :—3) au plan (?)
déquation cartésienne x +2y+22 =(.

Bl on donne A(1;2; 1) et (1;-1;-2).
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite
(d) passant par A et de vecteur directeur u.
b. Montrer que (d) passe par le point 8(0; 1;—1).
¢. Montrer que la droite (d) admet pour représentation para-
métrique :

x=25

y=1-2s avecse R.

z=—1-4s

@ Déterminer une représentation parametrique des droites

(0A), (08) et (AB),
- Déterminer une représentation paramétrique du plan (OAB)-

m (%) et (') désignent deux plans d'‘équations cartésiennes

"espectives :
a. Déter, X+2y+2z~-4=0 et x—y1 22~
Note re miner un vecteur normal de chacun ¢
Ve “Spectivement n et n’.
) Vé:liger que ces vecteurs sont non ‘coliné
. 'M'ériﬁer e ﬂ (0;1;1)appartient a c€s de
erqueu (2;0;—1) est un vecteur orthod

1=0.
jes plans. On les

aires.

ux plans.
onalanetn’.

e, Sdui !
En déduire que I'ensemble des points M (x
{ X+2y427-4=0
X=y+2z-1=0
t:st la droite de repére (A ; i)
e D s 3 I3 ! ' .
€terminer une représentation paramétrique de cette droite

1yiz)tels que:

2% :

D Déterminer une repré- | A
sentation paramétrique des AT
droites (D,)et (%,) repré-

sentées ci-contre.

i

- x=t+t'

@ Le systéme { y=1—t avecteRett’eRestune repré-
z=1-t'

sentation paramétrique d'un plan ().
a. Déterminer une base de deux vecteurs non colinéaires de ().
b. Déterminer les coordonnées d'un point de ().
¢. Donner un autre repére de ce plan (%) et en déduire une
autre représentation paramétrique de ().

(%) est le plan d'équation cartésienne 2x+y+2z—4=0.
1. Onposex=tetz=t"

a. Exprimer y en fonction de t et t.

b. Donner une représentation paramétrique du plan ().

5. a. Déterminer les coordonnées d’un point de () a l'aide
de son équation cartésienne.
b. Donner un vecteur normal de (%) ; en déduire un couple de
vecteurs non colinéaires et orthogonaux 3 ce vecteur normal.
c. En déduire une représentation paramétrique de ().

3. a. Déterminer les coordonnées de trois points de () a laide
de son équation cartésienne.

b. En déduire une autre représenta

@ a. Lire des coordonnées de A, u etv dans la figure ci-

dessous.

tion paramétrique de (%P).

b. En déduire une représentation paramétrique du plan ()
de repére (A;u,v) dont les paramétres seront notéstett’.

c. Exprimer tett'en fonctionde y etz m 1
d. En déduire une équation cartésienne de (:P). 4
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Position relative
‘ Réponses rapitle.ﬂ

(@) et (") désignent les droites de représentations para-
métriques:

Xx=t+3 x==2A+1
(@): ¢ y=—t+2 avecteR; (@):{ y=-A  avecheR.
z=2t z=A-1

a. Montrer que les droites (%) et (') ne sont pas paralléles.
b. Les droites (%) et (%)) sont-elles sécantes ?

(D) désigne la droite de représentation paramétrique :
x=1-2t
y=—2+t avecteR et (P):2x-y-3z+10=0.
z=3t
a. Montrer que (D) et (%) ne sont pas parallles,
b. Montrer que (@) et (%) sont sécants en I (=1;-1:3).

(P):x=3y+22-5=0 et (P):2x+y+7z-1=0.
a. Démontrer que ces deux plans sont sécants.
b. Sont-ils perpendiculaires ?

m () désigne la droite de représentation paramétrique :

X=-t+2
y=2t
Z=3t-1
et (P) le plan d'équation cartésienne 3x— y+2z-1=0.
a. Etudier la position relative de la droite (@) et du plan ().
b. Ecrire un systéme qui traduit I'appartenance d'un point
Mx;y;z)a(@)eta ().

<. Résoudre le systeme et donner les coordonnées du point
d'intersection de (@) et ().

avecteR

m (P) et (?') désignent deux plans dquations cartésiennes
respectives :

Ax-2y+22-6=0 et %x—%y—z =0.

a. Etudier la position relative de ces deux plans () et (@1,

b. Ecrire un systéme qui traduit I'appartenance d'un point
M(x;y;z) a ces deux plans.

c. Résoudre ce systéme, en fixant une inconnue qui sera le
paramétre,

d. En déduire une représentation paramétrique de la droite
(A) d'intersection de () et ().
m (%) et (%) désignent les droites de représentations para-

métriques :
x=2t-1
‘ y=4t avecteR
z==3t+5

X=A+6
et {y=3A-1 avechell.
z==2042

a. Etudier la position relative de (<) et (20').

tHEICILESD U BHUAINGCINGIIL %

b. Ecrire un systéme dinconnue tet 4 qui
d'un point M(x; y; z) aux deux droites,
c. Résoudre ce systéme.

d. En déduire les coordonnées du point
et (@)

radyit i
it appartena
"

nterseqmn o B
N

ABCDEFGH désigne le pavé droit Ci-de

Ss0y —
AB=6,AD=4etAE=2. *Poury,
'r'iiﬂ
!f G ‘c
‘o ¢
1
|
D e s c S
c
A B

I, Jet K sont les points tels que :

MeTF. T & T Ve
AI—GAB ; AJ-4AD et AKH-Z-AE.
a. Représenter, en perspective, ABCDEFGH et placer [ Jery
b. Justifier que (A; AI, AJ, AK ) est un repére arthonorms,
¢. Dans ce repeére, vérifier que n (2; 2;-9) est normal augly
(LJG).
d. Déterminer les coordonnées du point d'intersection( ¢
plan (LJG) et de |a droite (BF).

e. Tracer la section du pavé ABCDEFGH par le plan (L/g).

Ondonne:A(0;0;2),B8(0;4;0)etC(2;0;0).
1. a. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (480)est
2x+y+2z=4,
b. Calculer la distance du point 0 au plan (48C).
2. a. Déterminer une équation cartésienne du plan () passant
par A et orthogonal a la droite (BC).
b. (A) estla droite d'intersection du plan (?) et du plan 4501
Déterminer une représentation paramétrique de fa droite (!
Quel réle joue cette droite dans le triangle ABC?
3. a. (A") est lamédiane issue de B du triangle ABC.
Montrer qu'une représentation paramétrique de (&) est:
x=t
y=4-4t avecteR.
Z=t
b. Montrer que le triangle ABC est isocéle.
4. Hest le point d'intersection de (A) et (A).
Déterminer les coordonnées de H.
Que représente ce point H pour le triangle ABC?

m (0; 04, 08, OC) un repére orthonormé de lespace

a. Gest lisobarycentre de A, Bet C. A
Donner les coordonnées de G et montrer queladroite (0c
perpendiculaire au plan (ABC).

b. On donne:A'(2;0;0),8/(0;2;0) et C'(0;0;3) JABC
Montrer que le vecteur n (3 ; 3;2) est orthogonal au planv
Puis déterminer une équation du plan (ABC)- oite Al
<. Donner une représentation paramétrique de la d‘rla oite
Déterminer les coordonnées du point K commun ¢ _
(BC) et au plan (ABC). —" .l,:u"
d. Vérifier que L (0;4;—3) est un point commund oyt

B B), {.-”J
et au plan (AB'C’) ; puis montrer que les droites (A

(KL) sont paralléles. .
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Top chrono (sans justification)

Dans tous les exercices, on travaille dans

i '!}u'--:|"|..z,i--:r_|i.:5

avec justification

Eﬁ pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie

ou fausse.

1. 71(1;2;3) est un vecteur normal
du plan déquation cartésienne
2x+4y+6z-3=0.

2. La droite paralléle a (Oz) qui passe par

le pointA(-2;0;1)
2

a pour X=-
représentation y=t avecte R.
paramétrique z=1+t

3. La distance du pointA(2;1;-3)
auplan () : 2x—y+3z—2=0est ;

4. Les plans (P): x+2y—5z+7=0
et (P): x+2y+z—3=0 sont
perpendiculaires.

5. Uintersection du plan (2):
s5x+y—z+3=0et de la droite (D) :

x=-5+2t
y=—1-2t avecte R est vide.

z=-2+t

Top chrono (sansjustification)

m Pour chaque question, indiquer
la réponse exacte parmi les trois pro-

positions.
-

1. Un vecteur normal au plan
d’équation 2x+4z—5=0 apour
coordonnées :

a. (2;4;-5); b. (2;4;0);
N (1;0;2).
2.A(1;0;1),B(3;-1;—1)

etC(1;—1;0).

Le plan (ABC) a pour équation
cartésienne:
a. x—2y+2z-3=0;
b.3x—y=3,
¢. 2x+4y+4z=6.

3. Le plan d’équation 2x—3z+1=0
est paralléle au plan d‘équation:
a. 4x—6y+1=0;
b. 4x-6z=-3]
c. 6x+9z=10.

m— : est une sphére de I'espace.

Eﬁ Pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie ou

fausse.
vrai _faux vrai faux
1.0ndonneA{1;2;—1),B(0;‘l;1)

et C(1;0;0). Le plan (ABC) a pour

équation cartésienne x+y—2- 1=0.

|
=
™
L

2. Une équation cartésienne du plan
passant par A (1:-2;0) et de vecteur
: normaln(1;1 ;—1)estx—2y+1=0. = _I
O - Ol § 3. LepointM(-1;3;2)appartient
: x=1+2t

31a droite (@)  y=2—t avecte R.
z=-3t O]

4. x2+y?+224x+y+z+1=0

L]

5. Lasphere de centreI(1;0;-2)
et derayon /5 a pour équation
O z

e TU S X2+y2+32-2x+4z=0.

6. Le projeté orthogonal du point 8(1;6; 0)
sur le plan déquation cartésienne
—x+3y-z+5=0est B'(3;1;5). ] d

 Les réponses a ces exercices sont lr_rdfquées en fin de manuei‘, :

auec justification

m pour chaque question, indiquer |la réponse exacte parmiles trois propositions.
OndonneA(1;-2;0)et () désigne le plan déquation cartésienne x + y—3z=—4.
e
1. La droite () passant par A et perpendiculaire au plan (P)

a pour représentation paramétrique:

x=1+t x=1-t
a. {y=1-2t avecteR. b. qy=-2-t avecteR.
z=-3 z=3t
x=t
c. {y=2+t avecteR.
z=3t
5. Ladistance de A (P) estégaled: '
J1 B 3 3
a. — i =} . —.
3 11 J1

e e et ————

de centre A et de rayon 3 a pour équation cartésienne:

3. La sphére

a. (x+1)2+(y=22+22=3;
b, (x=1)2 +(y+2)2+2%=3;
¢ x3+y24zi-2x+4y-4=0.

un repére orthonormé (0; 1, j, k) de l'espace.
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Dans tous les exercices, on travaille dans un repére orthonorme
(0;1, j, k) delespace.

B oroites coplanaires

() et (") désignent les droites de représentation paramé-
triques: A

(D): qy=5-2t avecteR;
z=-3+3t
x=3t+1
(@'): <y=-6t+11 avecteR.
z=t-4
Démontrer quiil existe un plan (%), et un seul, dont on déter-

minera une équation cartésienne qui contient les droites (%)
et (D),

B oroites et barycentre

On donne;
x=2t-1
A(1;-1;2) et (D): {y=t+1 avecteR.
2=~

a. Exprimer, en fonction de t, les coordonnées du ba rycentre
G des points pondérés (A, 1) et (M, 2) ol M € (@),

b. Déduire 'ensemble (€) des points G lorsque M décrit |a
droite ().

53} Positions relatives de droites
a. Montrer que les droites () et (2") sont paralléles,

b. Montrer que les droites (%) et (") sont sécantes en un
point dont on déterminera les coordonnées,

<. Montrer que (%) et (%') sont non coplanaires ; puis quelles
sont orthogonales.

B nistance t"un point a une droite
OndonneA(1;2;2),B(3;2;1)etC(1:3;3).

1. Montrer que les points A, B et C définissent un plan et
déterminer une équation cartésienne de ce plan,

2. (%) et (') désignent deux plans d'équations cartésiennes
respectives x—2y+2z-1=0et x—3y+2z+4+2=0.

a. Montrer que les plans (%) et (") sont sécants,

On note (A) leur droite d'intersection.

b. Montrer que C € (A).

c. Montrer que u (2;0; 1) estun vecteur directeur de (a).
d. En déduire une représentation paramétrique de la droite (A),

3. M est un point de (A) tel que Eﬁ:kﬁ ok

nombre réel. de“@ne

a. Déterminer la valeur de k pour que |gs —

soient orthogonaux. urs 4y

b. En déduire la longueur AM pour le poing 44 obte

4. Voici une représentation & main levée de copy, SRE:;] N
A ion,

Iy

iy

H (respectivement (H)) désigne le point de
d(A; (P)) = AH (respectivement diA

[EP) tel Que:
V@) =a),

a. Calculer AH et AH',

b. Justifier que les points Het H'a

diamétre [AM].

c. Calculer les coordonnées des points H et H’

d. Les points A, H, H' et M sont-ils coplanaires ?

Ppartiennent Sphére g

b La longueur AM est appelée distance du point A 4 la droite (A)

B plans perpendiculaires et fonction

1. () désigne le plan passant par le point A(1;-2:1)de
vecteurnormal n (-2;1;5) et () le plan d#équation cartésienns
x+2y-7=0.

a. Démontrer que (2) L ().

b. Montrer que (%) et (") sont sécants suivant a droite (%)
passant par B(—1; 4 ;1) et de vecteur directeur v (2:-1:1)
c. Calculer la distance du point C (5 ;=2 -1) au plan (P} puis
au plan (%),

2. Mest le point de coordonnées (1+2t;3—t:f) avecte&
a. Exprimer, en fonction de t, la longueur CM.

On note f(t) cette expression.

b. Etudier les variations de Ja fonction sur R et préciser son
minimum,

c. Interpréter géométriquement la valeur de ce minimum.

B Sphére circonscrite a un tétraddre
Ondonne A(0;0;4),8(2;-2;0), C(0;2;0) et D(-4;0;0k
1. a. Placer ces quatre points dans un repére orthonormé.
b. Justifier que ABCD est un tétragdre.

<. Placer les milieux I, J et K des arétes [AB], [AC] et [AD] ¢!
calculer leurs coordonnées, 21 (2,)
d. Déterminer une équation cartésienne des plans (). (/2
et (P3) médiateurs des arétes [AB], [AC] et [AD]. a6
€. Démontrer que ces trois plans nont qu/un seul point cornr_nuass;
2. a. Démontrer que Q est le centre d'une sphére quI P
par les sommets du tétragdre. £ quation
b. Préciser le rayon de cette sphére puis trouver uné €
cartésienne de cette sphére.

i des poln®®
b Le plan médiateur du segment [AB] est le plap_fﬂrf;‘l;E [‘;‘1 Set
€quidistants de A et B. Ce plan passe par le milieu
est orthogonal a la droite (AB).

el
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rsection de deun sphéres
l"‘f} désignent deux sphéres d'équations cartésiennes
etl:

r.espf‘(ti\’es: x24yl4z2-4x—4y+2z=7

ot x2+yl+22-8x—6y+2z=-13,

cont représentees ci-dessous.
Elles

1, Déterminer les éléments caractéristiques de chaque sphére
(centre et rayon).

Les centres seront notés € et Q'et les rayons R et R,

2. Justifier que les spheres sont sécantes.

3. M désigne un point de l'intersection entre (&) et ().

a. Démontrer que M appartient au plan médiateur de [QQ].
b. Démontrer que M appartient a un cercle dont on déterminera
le centre I et le rayon r.

¢. Calculer QM -QQY'.

4. =. Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur
de [QQ'].

b. Déterminer une représentation paramétrique de la droite
(QQ)).

Plans hissecteurs N
(#) et (#") désignent deux plans d'équations cartésiennes
respectives :

X+2y-2z-1=0 et 2x-y+2z+1=0.
a. Vérifier que (%) et (') sont sécants.
Sont-ils perpendiculaires ? .
o. Déterminer une équation de I'ensemble (%) de? points
Mlx;y;2) situés a égale distance des plans () et (%).
¢ Démontrer que cet ensemble (%) est la réunion de deux
Plans perpendiculaires.

niro

Wocabulaire

}LES plans bissecteurs de deux plans sécants sont des plans
Perpendiculaires entre eux.

Points de ces plans bissecteurs sont a égale distance des
deur plans sécants,

» i r
Bissecteur Bigsected

b

m thsemhleg e pointg

.0;0}.8(0:6;0} etC
oints dans lere

ordonnées du
2),(8,3).

(0;0;4).
Pére(0;7, ], k),

Pondérés (0, 1), (A,
Placer le point ¢.

3.(9) désigne I’erlie_mble des points M X;y;2) tels que:
o (MO +2M4 +3MB).}C =g

De'te-rmlner une équation Cartésienne de ()

Préciser ses éléments Caractéristiques.

4, Dé'crire lintersection de (#) et du plan d'équation x =0,
Représenter cet ensemble,

5. (P) est I'ensemble des points Mx;y;2)tels que:
MO? +2MA2 ~3pB2 =94,
a. Démontrer que G e (P),

b. Démontrer que M e () e G- =0 op u(2;-3;0).

En déduire l'ensemble ().

I%!!I Un tétraédre dans un cercle
ABCDEFGH désigne le cube ci-dessous.

E J H
E
F .
: G
Aememerfooeees D
Iy
8 P i

1, J, K et L sont les milieux des arétes [AB], [EH], [BC] et [CG].
L'espace est muni du repére orthonormé (A ; AB, AD, AE).
1. a. Démontrer que la droite (FD) est orthogonale au plan
LK). 3
(b En déduire une équation cartésienne du plan (UK)..
2. Déterminer une représentation paramétrique de ladroite (FD).
3. Mest le point d'intersection de la droite (FD) et du plan (LK).
, i : int M.
sterminer les coordonnées du poin ‘
Ee Déterminer la nature du triangle K et calculer son aire.
' straddre FLK.
. Calculer le volume du tetrae , .
: Les droites (I)) et (KL) sont-elles secantes 7 Justifier.
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T propleinco

i B honormé
Dans tous les problémes, on travaille dans un repere ort

(0;1,j, k) de l'espace.

' jon linéaire
m programmation lineair
Un transporteur dispose d'un camion de 5 tonnes de charge

‘ ité i de10m3.

utile avec une capacite mammaiel I

| doit transporter trois marchandises différentes My M, eflﬂ ;
1 m? de M, pése 1 tonne, 1 m3 de M, pése 0,25 tonne et

de M, pése 0,5 tonne.

partie A Expliquer pourquoi les contraintes du transporteur
x=0,y=0,z=0

se traduisent par: § X+y+Z< 10
x+0,25y+0,52<5

PartieB (P,)et(P,) désignent deux plans d'équation carté-
1 1
siennes respectives: x+y +z=10 et x+:4— y+-2~z =5.

1. a. Calculer les coordonnées, puis placer, les points d'inter-
section A, B et C de () avec les axes (0;0),(0; ))et(0;k).
b. Procéder de méme pour les points D, Eet F intersection de
(,) avec les axes.

2. Déterminer les coordonnées et placer le point G intersection
des plans (ABC), (DEF) et (07, ).

3., Que dire des points M (x; ¥ ;2) qui appartiennent au polyédre
0ODGBC?

Partie C Avec le logiciel GeoGebra
a. Placerles points 0, D, G, B, C.
b. Construire le polyedre ODGBC.

& Cré:er le plan () d'équation cartésienne x + y +2z =14,
d. Cr.eer le polyédre intersection du polyedre ODGBC avec le
demi-espace de frontiére (%) contenant O.

e. En déduire 'ensemble des poi
points M(x; y; i
i (x;y;z) solution des
x=0,y=0,2=0,x+y+z< 10,
Xx+025y+0,5z<5 et x+y+2z=<14.

(x; y;2) est solution du systeme,
si, et seulement si, M(x; y ; 2)

est situé a l'intérieur du polyédre ODGBC,
Le polyédre est nommé
polyédre des contraintes.

E pm'pend'u:uiaire commune a deuy ‘h'ﬂitvq

(@) et (@) désignent deux droi’tgs non coplanaires repiiig
respectivement par (A; u)et(B;v).

partie A Existence et unicité

(@]

()

1. Justifier lexistence d'un vecteur w orthogonal au etv,
2. (%) est le plan de repére (A u, w) et (%) le plan de repére
(B;v, W)

Deémontrer que les plans (%) et (%) sont sécants.

3. (A) est la droite d'intersection de () et (P).

Démontrer que la droite (A) est perpendiculaire aux droites
(D) et (90").

4. Démontrer que (A) est I'unique droite perpendiculaire a la
fois a () et ().

Partie B Propriété

H et H' désignent les points d'intersection de (A) respectivement
avec (D) et (D').

Me (%) et M e (D).
1. Démontrer que MM’ -HH' = HH'2,
2. Endéduire que HH' est la plus courte distance entre (%) et (%).

acabulalre

ek s ey

b Cette longueur HH'est la distance entre les deux droites non
coplanaires () et (2").

Partie C Application

A(4;3;1),B(-1;1;2),u(1;2;-Netv (2;1;0).
Les notations sont celles de la partie A.
12 I'[v)'n?tntrelr que les droites f?h) et (%') sont non coplanaires.
De erminer les coordonnées du vecteurw orthogonal au etV
Puis une équation cartésienne de chacun des plans (%) et (7

3. a. Dé [ '
- a. Déterminer une représentation paramétrique de (A)-
» Calculer la distance de (@) a (@),
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L ]
W
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N
= i :
B

systemes

LR

Déterminer les racines d’un polynome et le factoriser.
Résoudre une équation du second degré et interpréter
graphiquement les solutions.

Déterminer la somme et le produit des racine
du second degré.

Résoudre une inéquation du second degré.

Résoudre un syste

s d'un polynome

me d‘équations linéaires en utilisant

différentes méthodes.
Résoudre graphiquement un systém
programmation linéaire.

e d'inéquations linéaires :

Equations, inéquations,

Les Babyloniens écrivaient
sur des tablettes d'argile =

quils laissaient sécher = *“iq,
" 05y LN
au soleil. Ils avaient un i
2 R e s
systeme de numeration SN
avancé et ontresolu i
des problémes de= ¢ e

Mathématiques bien avant
I'école Pythagoricienne.
Ci-dessous la tablette
Plimton 322, datée de
1800 av: J=C. et conservée
al'Université de Columbia
(Etats-Unis).
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i 1

“Cours™e =

I polyndme et équation du second degrg

q Rappels

péfinitions

» Un polynéme est une expression de la forme

L ]

n .
] no ;
P(X)=a x"+a,_x" 1+, ayx+ag= Zaix' avec a,d,_j, - andes nombres réels, a, #0),
n n= =
i é du polynéme.
Le nombre entier naturel n est le degré , ) ' _ )
+ Un nombre réel a est une racine ou un zéro d’un polynéme P de degré n, n = 1 lorsque P(a)=0.

Remarque Un polynome de degré 2 est souvent appelé trinome du second degré.

Propriété LTI

P désigne un polynéme de degré n, n = 1 et a une racine de P ‘

On peut factoriser P par (x—a) et on a, pour tout nombre réel x, P(x) = (x—a) Q(x) ot Q est un polynéme
de degrén—1.

On dit aussi que le polyndme P est divisible par (x —a).

Racines d'un polyndme du second degré

P désigne un ?olynéme du second degré tel que : P(x)=ax2 +bx +c, a 0.
Le nombre b* —4ac, noté A, est appelé discriminant de P.
l A l Racines de P Factorisationde P (x) =ax2+4 by +| Remarques
b <0 ‘ aucun * Si A=0, I'unique racine
i aucune est dite double. En effet,
¥ ) b b2 elle apparait deux fois dans
A=0 racine:x,= % a (x + Ex;) la factorisation :
- — a(x—xy)? =a(x—xy)(x—xp).
A >0 |2 racines distinctes : * Sia et ¢ sont de signes
. =—b—JE . _-b+VA a(x—xl)(x-xz) contraires, alors A > 0
1 20 "2 g et P a deux racines distinctes.
Exemple S [
Pour le polynome P(x)=2x2 4 x— 3, les coeffici . =
Ainsi,A=(1)2—4x(2)x(—3)=1+24=25_ mentssont.a-2;b=1;c=—3. | ]
A>0@ncPadeuradnes:xlzi_@:ﬁ=_§ ¢ _=1+/25 4 Lol
2x2 4 2e A 7%2 =:1-=1. !
P se factorise sous 1a forme P{x):g(x +§](x-1) 0 A B
2 : Il
Graphiquement, 1a courbe renys ; M T
- A Presentative de la fonction p 5 de : .
d'intersection avec 'axe des abscisses 1Ay ;0) et B(x,;0). ux points I_J__,____ b i
.j Resolution d'une équati
quation du secong degré
: Définitions

P désigne un polyndme du second e

ré, L'équati g
Résoudre dans I¥, cette ¢quation, £ Quation P(x) =0

équiva estappelée équation du second degré d'inconnue X-

uta déterminer s nombres réelg qui sont racines du polynome P.
Remarques + On parle de racine du polyngme o g

« Utiliser ]a méthode du discriminany A n'est néce

e solution de l'équation,
recherche de solution et de la factorisation (sj

Ssaire que sib et e g
lle existe) est plus sir

ont non nuls, Lorsque b=0ouc=0, la
nple.
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gavoir-iaire

a. p1(x)=2x2 —-4x—-6; b. P2[X)=x2 +6x+9

solution commentee

al a=2, b="'4 et C=_6r ainsi A=(_4)2—4X2X(—6):64.
A A>0,doncP; a deux racines distinctes :
_4-ea _4+J64
4

=1 et x,=
4 2

2. Par conséquent : Py(x)=2(x+1)(x-3).

X

b, 1.a=1,b=6etc=9,ainsiA=62-4x1x9=0,
A=0,donc P, a uneracine double : x,, =~E=_3_

2. Par conséquent : P, (x)=(x+3)2,

c. 1.a=2,b=3etc=7,ainsiA=32—4x2x7=—47.
A < 0,donc Py n‘a pas de racine.
2. Par conséquent, la factorisation de P, est impossible.

Jr+2X~1=0 2)-2x2,2x— 1 -0
Equation se ramenant au second degré

Equations, inéquations, systémes

ractorisation d*un polyname gy Second degre

Factoriser, lorsque c'est possible, les polynémes dy se

cond degré suivants :
C Pylx)=2x2 43547,

Méthaode

- . <
1. Déterminer les racines éventuelles
du polynéme en calculant son
discriminant,

2. Utiliser la propriété du cours concernant
les racines d'un polynéme du second
degré pour obtenir la factorisation
lorsquelle est possible.

k La factorisation n'est possible que si A = 0.

Solution commentee

1. 1estracinede Pcar P(1)=0.

2. « On effectue la division euclidienne de P(x) par (x—1).
2x3-x2—4x+3 | (x=1)

- 0+x2—4x+3 | 2x2+x-3

0-3x+3

0+0

+ On détermine les nombres réels a, b et ¢ tels que : P(x)=(x—

2x3 —x2 —4x+3=ax3 +(b—a)x2+(c—=b)x—c.

Ainsi P(x)=(x-1)Q(x),
avec Q(x)=2x2+x-3.

Résoudre dans R I'équation : P(x)=0, avec P(x)=2x3 —x2 —4x+3.

Méthode

1. Chercher une racine
« évidente » x, de P,
en essayant des nombres
entierscomme-2,-1, 1,
2.

2. Pour mettre en facteur
(x—xg), utiliser:
- soit la division euclidienne
des polynomes,

1)(ax2 +bx+c).

a =2 = . . - -
b—a=-1 g=e _— (x) . soit Iidentification.
Paridentification, —_,. Doncb=1 . A|n5|P(x}=(x—21]Q x), Ainsi P(x)=(x—x,) Q(x).
e~hi=rd c=-3 avecQ(x)=2x*+x-3.
—c=3 3. Déterminer les racines de Q.
3. Le polynome Qa deux racines —% et 1 trouvées graceala méthode du discriminant. & Eondiare:

3
4. Finalement, I'équation de départ a deux solutions : e etl.

S eI CEr

n Dans chacun des cas suivants, P désigne un polynome

du secong degré. Déterminer les racines éventuelles de P
le factoriser lorsque clest possible.

B Px)=x2 4.2, b. P(x)=x?-6x+9:

©P(X)=2x2 4 547 ; d. P(x)=3x? 4 X=2i

Q désigne la fraction rationnelle définie par:

2x243x-2
Q%)
a ) 4x? +10x -6 )

* "aCtoriser le numérateur et le dénominate

, " Simplifier la fraction Q.

ur de Q.

E (F) désigne I'équation X =13x+42=0.

Onnote:
P(x)=x* =13x+42.

a. Démontrer que -2 et 3 sont solutions de (E).
b. Factoriser P(x) et en déduire la résolution de (E).

m P désigne le polyndme défini par:
P(x)=x4 ~13x7 +36.

a. Factoriser P par x* —4. ‘
b. Démontier que Pestle produit de quatre polyndmes

du premier degre.
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1) ;z,i-+21 —A1=0 a)_2y2

a.1.a=2,b=-4etc=-6, ainsi A = (—4)2

—4X2x(—6)=
A> 0, donc P, a deux racines distinctes - X(~6)=64.
4-/64
X = 1 =-1 et xz-_-.it__@:l

2. Par conséquent P1(x)=2(x+])(x_3}.
b.1.a=1,b=6etc=9,ainsiA=62—4x1x9-¢

A=0,donc P, a une racine double : Xq =_§= -3
2. Par conséquent: P, (x)=(x+3)2,

. l.a=2,b=3etc=7,ainsiA=32—4x2x7=—47.
A <0, donc Py n'a pas de racine.

2. Par conséquent, la factorisation de P; estimpossible

Méthode

1. Déterminer les racines éventuellt;s

d.u polyndme en calculant son
discriminant,

2, Utiliser la Propriété du cours concernant
les racines d’un polynéme du second
degré pour obtenir I factorisation
lorsqu'elle est possible.

t’ La factorisation n'est possible que si A = 0.

+2X — 2- -0 2] -5 = B )
- : 2 + A -3=0 ) X =2+ 2
Equation se ramenant au second degré 5) 2xX2%-3:0

Résoudre dans R I'équation : P(x)=0, avec P(x)=2x3 —x2 —4x +3.

Solution commentee”
1. 1 estracinede Pcar P(1)=0.

2. = On effectue la division euclidienne de P(x) par (x—1).
23 —x2—4x+3 | (x=1)

0+x2—4x+3

0-3x+3

0+0

TSRS PPINT

2x24x-3 Ainsi P(x)=(x—-1)Q(x),
avec Q(x)=2x2+4x-3.

« On détermine les nombres réels a, b et c tels que : P(x)=(x~1)(ax? +bx+c).

2x3 —x2—4x+3=ax3 +(b—a)x? +(c—b)x—c.

c—b=-4

a=2
a=2
Par identification, breg=-1, Donc{b=1 . Ainsi P(x)=(x=1)Q(x),

—c=3

c=—3 avecQ(x)=2x?+x-3.

3. Le polynéme Q a deux racines —% ot 1 trouvées grace a laméthode du discriminant.

) 3
4. Finalement, 'équation de départ a deux solutions: = etl.

‘Méthode

1. Chercher une racine
« évidente » Xg deP,
en essayant des nombres
entiers comme -2,-1, 1,
2is

2. Pour mettre en facteur
(x=xgp), utiliser:
= soit la division euclidienne
des polyndmes,
» soit lidentification.
Ainsi P(x)=(x—x)Q(x).

3. Déterminer les racines de Q.

4. Conclure.

| S'exercer gy

n Dans chacun des cas suivants, P désigne un pollync:’m;
du second degré. Déterminer les racines gventuelles de

etle factoriser lorsque c'est possible. 5 .
a P(x)=x24x-2; b. P(x)=X 2—6x+9t
G P(X)=2x2+ x+7 ; d. P(x)=3x2+x-2;

Qdésigne la fraction rationnelle définie par:
2x2 +3x-2
Qix)s——ae—10"

4x2+10x—6 i
a. Factoriser le numérateur et le dénominateur Ge:
b. Simplifier la fraction Q.

H (£) désigne I'équation x* —13x+42=0.

Onnote:

P(x)=x*—13x+42.

a. Démontrer que —2 et 3 sont solutions de (E).
b. Factoriser P(x) et en déduire la résolution de (E).

ﬂ P désigne le polynome défini par:

P(x)=x*—13x2 +36.

a. Factoriser P par x2 —4. . -
b. Démontrer que P est le produit de quatre polyndmes

du premier degré.
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Somme et produit des racines d’un polyndme du second degra

[Pmplié!ﬁ 1\

P désigne un polynome du second degré tel que A = 0.

» la somme des racines, notée S, vérifie ;

b
S=xytxy=——;

a

Remarques

»Lorsque A=0, x, = X ebxy=x, puisque x,
est racine double,

* Lorsqu'une racine du polynéme P est connue
ou évidente, cette propriété permet de

calculer la deuxiéme racine (éventuellement
identique & la premicre).

3
: Ainsi x; X x, = (-3)x, = 5 - On en déduit que ; X,

. u le produit des racines, noté P, vérifie :

p 2
=Xy XXy =—,
1 2 a

;. Exemple

. P désigne le polyndome défini par: P(x) =2x2 4 Tx+3,
© =3 est une racine du polynéme P car P(-3) =),

3
. Le produit des racines est égal 4 —,

Xy et x, désignent deux nombres réels de somme S et de produit P.
Xy et x, sont les solutions de I'équation : x2 — Sx+ P =0,

Exemple

Lalongueur L et 1a largeur € du rectangle ci-contre, s'il existe,
sont les solutions de Iéquation du second degré : x2 ~13x+40=0,

Ona:A=9,donclé¢
Le rectangle solutio

quation a deux solutions : X, =5etx,=8,
n du probléme a pour largeur 5 m et pour longueur 8 m.

Aire = 40 m?2

Périmetre = 26 m

Signe d'un polyndme du second degré

Definition

P désigne un polynéme du second degré tel que : P(x)=gx

2+bx+c,a¢0.

<
P(x) signedea
‘f% . i i
P(x) signedea 0 signe dea
ASO —12 1 = =
P(x) signedea signe de —q 0  signedea

Resolution d’une inéquation dy second degré

P désigne un polynéme du second degreé.
Linéquation F (9 > O_Q‘c’t appelée inéquation du second degré d'inconnue x
Résoudre dans R Iinéquation équivaut 4 étudier le signe du polynéme p,
Exemple

Résoudre l'inéquation (I) : x2 =3x 42 ~ 0.
Le polynéme P défini par P(x) = x2
positif, « & l'extérieur des racines »),

Lensemble des solutions de (I) est donc :

=3x+2 adeux racines 1 et 2, (On dit que P est du signe de a, Clest-a-dire

J=e0;1[U]2;+ee].

| x [ 1
+_ 0

2 +°'“E

= 0 +

.
——
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Aprés avoir trouvé une solution évidente, résoudre dans R l'équati (E) :x2
ation iX

1. 1estsolution car 12+1 -2 =0,

2. La somme des racines S = ..2
a

Ainsi X, =—2.
Lensemble des solutions de (£) est donc : (=2;1}.

=—1 donne alors 1+ X5 =1,

¢} Résolution graphigue

]
o= hs)

+x-2=0,

Méthode

1. Chercher sj un nom

bre entier « sim le»
(-—2,-—1,0,1,2.. ;

.) est solution de I'équation (£),
2. Utiliser la somme oy le produit des racines
pour déterminer |a deuxiéme solution,

R

% : 2. Les deux points d'intersection ont pour abscisses :

| : environ—1,3 et 2,3,

1-V13 - 1+V13
2 2

’

]1_Jﬁ_1+Jﬁ[
2 7

Lensemble des solutions de (I) semble étre]-1,3;231

‘_ | 1 3. Lediscriminant du polynéme —x? + x+3 est égal 2. Lire les abscisses des points
o e g [ a13. Ce polynéme a ainsi deux racines :

Linéquation (I) a donc pour ensemble de solutions :

Methode

1. Tracer dans un repére la fonction
polynéme du second degré
correspondant a l'inéquation.

d'intersection éventuels de
la parabole obtenue avec I'axe
des abscisses.

3. Déterminer le(s) intervalle(s)
sur le(s)quel(s) la parabole
est située au-dessus de I'axe
des abscisses et conclure,

Solution commentee :

1. llfautquex—1=0:,doncquexe]1;+el.
2. Jx=1=2-x = x—-1=(2—x)* = x2-5x+5=0 (E').

3. A=5,I'quation (E’) a donc deux solutions :

3 5+/5
55 et x,= 7

A0 €]+ et x;€]1; 400l

5. Lensemble des solutions de (E) estdonc: {x; ; X, }.

Méthode

1. Déterminer le domaine de définition de
l'équation (E).

2. Elever au carré pour éliminer les radicaux.
3. Résoudre I'équation (E’) obtenue.

4. Déterminer parmi les solutions obtenues celles
qui sont dans le domaine de définition de (E).

5. Conclure.

| S'eriercerss

; ; ssoudre
m Aprés avoir trouvé une solution évidente, resou
dans [} chacune des équations suivantes.

a 3x242y-1=0; b. x243x-10=0.

tes.
m Résoudre dans [® chacune des inéquations S(;]mn
2441 <0
. 3x24+2x-1>0; b. —3x2+X

m Résoudre graphiquement chacune des équations ou
inéquations suivantes.
a. -2x2+x-1=0;

c. —2x2+2x+3>0;

Iﬂ a. Résoudre dans IR l'équation Vx+1=X. m H"ul‘

b. En déduire les solutions de linéquation Vx+1 <x.

b. x?-3x-1=0;
d. x2+x+2<0.
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B systéme d’équations linéaires

Deux méthodes, par substitution et combinaisons linéaires, ont déja été t*:tsdlees et sont rappelées
sur la page de Savoir-faire ci-contre. D'autres méthodes sont présentées ci-dessous.

q systeme de deus equations a deut inconnues. Methode de Crapg

» Un systéme linéaire est dit de Cramer lorsqu'il a autant d'équations que d'inconnues
et lorsqu'il a une solution unique.

w a,b,c,a, b’ et ¢ désignent des nombres réels fixés(non tous nuls).

{ax+by=c

it désigne un systéme de Cramer a deux inconnues x ety .
ax+by=c

Les déterminants du systéme, en x et en y sont les nombres réels notés respectivement :
b
D=

¢ bl-ch'—c'h et D, =% S|=ac’~d.
¢ b V |d c

a bl__ 1 1. =
a,b,—ab a'b; D,

Remarque Un systéme de Cramer a un déterminant D non nul.

Un systéme de Cramer a pour solution unique le couple : (2"— 3 &]

D
Exemple

Résoudre dans R, le systéme () : x+2y=-3 )
2x—y=1

Le déterminant du systéme (S) est égal a: D =\% 2 |=1xen-2x2=-5.

D #0, doncle systéme (S) est bien un systéme de Cramer.
Calcul des déterminantsenxeteny:

D, = -13 31l=(-3)x(—1)-1x2=1 et Dy=‘%33~=1><1—2><(—3)=7-

Ainsi la solution du systéme (S) est le couple : (—l ; —Z) ‘
5

Iq Systéme de trois équations i trois
e Gauss (sur un exemple)

inconnues. Méthode du pivot

2x—-y=2z=1 (2),
3x+2y+2z=1 (3) Méthode

+ On élimine x dans les équations (2) et (3), :
par combinaisons linéaires avec I'équation (1) :

x+2y+z=-3 (1)
Résoudre dans R, le systéme (S) :

» On choisit une inconnue dans la premiere
: équation et on l'élimine dans les autres par

x+2y+z=-3 (1)=(1) : combinaisons linéaires.
comme (8) ¢ (8") { —5y-4z=7 @)=@Q)-2x(1). :

—4y-z=10 (3)=(3)-3x(1)
» On élimine y dans I'équation (3"), par combinaiso i squations
linéaire avec l'équation (2°) : n * On réitére le procédé avec les équatio

obtenues (sans la premiére) jusqu obtenit
x+2y+z=-3 (1")=(1) un systéme « triangulaire » dans lequel e
(§) & (8") §-5y—42=7  (2)=(Q) . la derniére équation n'a plus qu'une Set
1z=22 @")=5%(3)-4x%x(2)

inconnue.
» On calcule z dans la derniére équation, puis y dans

la deuxiéme et enfin x dans la premiére,

+ On résout le systéme par substitution
Ainsi (§) a pour solution : (1 ;-3 2).

e tion
en le « remontant » de la derniére €4
ala premiére.

el
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7 pesolution par combinaisg
| Res0

e

2X-y=4 {1}

2 y
gésoudre dans R” le systéme (S) : { % 2y i

On choisit d'éliminer x,

() 2x-y=4
1. 5 it

dixg \ER=E
2x-y=4
2. )| 2x—2x—y—4y=4+6

2 membre les deux équati
2x—y= 4 2x—y=
o ﬁ{ .

~Sy=10 y=-2 sont 0pposés.
3 (SJ@{ZX_(-Z):4 ¢{2X_=_22 On remplace y par sa val
: y=2 y= dans |'équation (2).

4. La solution est le couple (1;-2).

On additionne membre 3

puisque les coefficients de x

s linéaires

Meéthode
1. Eliminer I'une des deux inconnues par
soustraction ou addition membre 4 membre
des deux équations. Pour cela, multiplier
chaque équation par des nombres tels
ons que les coefficients de I'une des inconnues
deviennent soit égaux soit opposés.
2. Additionner les deux équations obtenues.

Résoudre ensuite pour obtenir la valeur de
eur l'inconnue restante.

3. Substituer dans I'une des équations du

systéme la valeur trouvée et calculer la
valeur de la deuxiéme inconnue.

splution commentee
1. Léquation (3) sécrit:x=-3y+5.

} Lorsqu'on a trouvé la solution, il est bon de vérifier en remplagant dans les 4. Conclure.
équations de départ les inconnues par leurs valeurs.
‘|5 Résolution par substitution
x+2y+3z=4 (1)
Résoudre dans R3 le systeme (5): { 2x—y+z=-1 (2).
x+3y=5 (3)
méthode

1. Isoler une inconnue dans une
des équations du systéme (le choix

—3y+5+2y+3z=12 Remplacerxdans “yeeiaa—i se porte sur inconnue la plus facile
2. {—6y+10—y+z=-1_les équations (1) et ~FyFzE=-l, 3 isoler notamment si son coefficient
x==3y+5 (2), puis réduire. x=-3y+5 estégalaloua—1).
=y=3z-7 Isoler y dans la y=3z-7 2. Substituer (C'est & dire remplacer)
3. {-Ty+z+10=-1 premiére équation, ) _917+49+z+10=-1. I’incm]nue isolée dans les autres
=— . uis remplacery ——3y+5 équations. o
Sk Sans la dFeJuxiéme. y 4 3. Recommencer les operat}ons 1 et2.
Y=3¢-7 pour les deux nouvelles équations.
z=3 Calculer z. 4. Remplacer dans les équations ou les
KBy +5 inconnues ont été isolées les valeurs

— 3).
4. Remplacer z, puis y par leurs valeurs dans les équation (MetG)

Ainsila solution est le triplet (—1;2; 3)-

trouvées au fur eta mesure et conclure.

L S'enercery

i inéaires
m a. Résoudre dans [*2 par combinaisons linéai

le systeme [ 2 s
x+2y=17

b. Résoudre dans 2 par substitution

le systeme {x+3y=2 .
3x+2y=-1

3 12 par la méthode de Cramer.
m Résoudre dans R p vy

Sx—y=11 b. { 2y=10"

m Résoudre en appliquanta méthode du pivot de Gauss.

=3 |
2r=11 x+y+Z
lx+,‘H3Z ‘ 5 {21‘_‘\&;:-3. m|
a. '

2x—y+z=4 ey
|

—x+y-—2='3
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ﬂ rohléme (sur un enemple]

mocdeéliser un p
[Enoncé|

Au marché, les bananes, les man
60 F CFA et 80 F CFA.

Pour un total de 12 fruits, u
Déterminer les quantités de

gues et les ananas sont vendus a I'unité respectivement 25 F CFA,

ne cliente a payé 640 F CFA. ,
fruits de chaque sorte achetés.

« Choix des inconnues "
i €5:

x, y et z désignent les quantités respectives de bananes, mangue_s et anan.a[s,bac et " 012)

Ces trois nombres sont des nombres entiers naturels qui appartiennent a lintervalle [ 05 12].

« Mise en équation

Total des fruits achetés : x+y+2=12.

Prix total payé par la cliente : 25x + 60y + 80z = 640.
On obtient le systéme :
s x+y+z=12 ik {x:IQ—yﬂz
(5) {955 +60y+80z=640 < |7y+112=68"

» Résolution
On détermine le(s) point(s) a coordonnées entieres S
de la droite d’équation 7y+11z=68 tels que y et z

appartiennent a l'intervalle [0 ;12]. |
Ici seul le point A (5 ; 3) convient.
On calcule x grice a la premiére équation : x=4. —

7y 112=68

» Conclusion , I

La cliente a acheté quatre bananes, cing mangues
et trois ananas.

{

Systemes d’inéquations (sur un exemple)

Pour résoudre un systéme d'inéquations, on utilise une méthode graphique

Exemple
Remar
B 2 que
(S) désigne le systéme : {7 e (6 :
. y<=2x2-x+3 (2)° : Les méthodes de substitution
| R 7 i et de combinaisons linéaires
W - . nes’appliquent pas aux systemes
| TS ?gn traceles deux courbes fronti¢res ~ : d'inéquations.
! et 14T - (€,) d'équation y=x2 4 x+1 : iy
|1V ;-_’_h B et (6,) d'équation y = —2x? jEn effet, si l'on travaille par
| % ¥ i ’fl_.__ —1  puis an détermine wour chg —x+3, : implication, il est difficile de
e — inéquation la partie du pla qu? i . “vemiiey lessolutions teguyees
| } i ; plan solution. du fait de leur infinité !
S i | ! :
R T ensemble des soluti, :
| | 4 W ons est H X
— + e _1 (‘g_l_l__ oulvert commun aux deux 201112 Somame :
h i 80 1 2 ., H
N R utions déterminées précédemment.
Exemple

x>2

(5) désigne le systéme :
x+y>3"

Six>2 alors x4+ y>
: ; y=>2+y. llsuffit do
iens:e_mble des couples (x; y) tels que :;q;:tz;
a reciproque est fausse. Le coupl i
Le seul moyen pour trouver touFe: l(4 : 0'5.} est solution et ne vérify
es solutions dy Systéme est d'utileisl:;arslles d:;;‘x; i 7 Pfécjdentes'
méthode graphique ci-dessus.

¥ >3 pour avoir
une solution du S
>1 sont donc St systéme.
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(7] programmation linéaire

Ali fait pousser des navets et des courgettes. || dispose de deux types d’engrais A et B

ainsi que d’un anti-parasite AP.

esoins en engrais et en anti-parasi imé 2 .
Lesb 9 parasite exprimés en L/m* sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Engrais A Engrais B Anti-parasite AP
Courgettes 2 1 0
Navets 1 P 1

Ali aen réserve 8 L d’engrais A, 7 L d'engrais B et 3 L d'anti-parasite AP.

!
et
P
i

i

I

3
5

maximale.

mmun BNntee *d
1. x désigne la surface attribuée aux courgettes ety la surface attribuée
aux navets. x et y sont donc positifs.
La contrainte sur I'engrais A se traduit par linéquation:2x+y =<8.
La contrainte sur I'engrais B se traduit par linéquation : x+2y <7.

La contrainte sur 'anti-parasite AP se traduit par I'inéquation: y <3.

.S

1 ]
[~ I | !y=3
| L

Les surfaces de culture possibles correspondent aux coordonnées
des points intérieurs au polygone coloré.

3. La productivité totale est: P=4x+ 5y.

4. On trace la droite d'équation 4
4x+5y=0. BN
On trace ensuite les paralléles N\
4 cette droite ayant une \]\ i
intersection non vide avec le S
polygone solution. 0
On détermine la droite dont 9
l'ordonnée a l'origine estla | — -J
plus grande.

Le point cherché est alors le poi
et au polygone.

On trouve graphiquement : x=3 €t Y= 2.

Pour une production maximale, les surfaces doiven
pour les courgettes et 2 m? pour les navets.

nt commun a cette droite

t étre de 3 m?

La productivité au m2 est de 4 kg pour les courgettes et de 5 kg pour les navets.
Déterminer les surfaces de culture a attribuer a chacun des deux légumes pour avoir une production

methode

1. Mettre en équation le probleme

en choisissant deux inconnues.

2. Résoudre le systeme obtenu

graphiquement, C'est-a-dire déterminer
la région du plan contenant les points
dont les coordonnées vérifient toutes
les inéquations du systéme.

. Ecrire I'équation de la droite associée

a la fonction a optimiser.

. Représenter sur le méme graphique

la fonction en faisant varier l'ordonnée
a l'origine.

Déterminer sur le graphique le (ou les)
point(s) qui appartiennent a la fois

3 la droite d'ordonnée a l'origine
maximale et a l'intérieur du polygone .

b La dénomination de programmation linéaire
a tendance a étre abandonnée au profit
d'optimisation linéaire pour éviter la confusion
avec la programmation informatique.
Le but reste de trouver le maximum ou le
minimum d'une fonction répondant a des
contraintes traduites par un polygone convexe.

| S'eHercergs

m' Deux nombres ont une s
différence de leurs carrés est égale a 105.

a. Modéliser le probléme en écrivant un sy
équations a deux inconnues.

b. Résoudre ce systéme.

omme est égale a 21 et la

teme de deux

m Représenter graphiquement I'ensemble des solutions
du systeme d'inéquations suivant:

x—3y>5
2x+y=<2.
3x+y=2
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19! programmation lineaire

e E
T i
~ Alifait pousser des navets et des courgettes. |l dispose de deux ( i
2 : : esd
~ ainsiquedun anti-parasite AP. Sakls e
B Les besoins en engrais et en anti-parasite exprimés en L/m? sont donnés dans le tableau ci-dessous :
1N i Engrais A Engrais B Anti-parasite AP ]
A Courgettes 2 1 Y
Navets 1 2 1

|
IS W

1

s

maximale.

e8P

La productivité au
~ Déterminer les sur

ﬂ'ﬁﬁﬁ'ﬁm mentee

|

1. xdésigne la surface attribuée aux courgettes et y la surface attribuée
aux navets. x et y sont donc positifs.
La contrainte sur I'engrais A se traduit par l'inéquation : 2x+y <8.
La contrainte sur I'engrais B se traduit par linéquation : x+2y <7.

La contrainte sur l'anti-parasite AP se traduit par l'inéquation : y <3.

ek

Aliaenréserve 8L d'zengrais A, 7 L d'engrais B et 3 L d'anti-parasite AP.
m2 est de 4 kg pour les courgettes et de 5 kg pour les navets.
faces de culture a attribuer a chacun des deux légumes pour avoir une production

méthode

1. Mettre en équation le probleme

en choisissant deux inconnues.

2. Résoudre le systeme obtenu

graphiquement, clest-a-dire déterminer

3 I’\\ﬂ

3
4

__ S'enercerpy

dm Deux nombres ont une somme est é
ifférence de leurs carrés est égale a 105.
a. Modéliser le probleme en écrivantun's

i
1
|
|
|

(0]

!

Les surfaces de culture possibles correspondent aux

des points intérieurs au polygone coloré.

. La productivité totale est P=4x+5y.

. On trace la droite d'équation ™4~

4x+5y=0.

On trace ensuite les paralléles
a cette droite ayant une
intersection non vide avec le
polygone solution.

On détermine la droite dont
l'ordonnée a l'origine est |a
plus grande.

Le point cherché est alors le pol
etau polygone.

On trouve graphiquement : x =3 €t Y= 2.
Pour une production maximale, les s

mEY/ 5,

pour les courgettes et 2 m? pour les navets.

coordonnées

int commun a cette droite

urfaces doivent étre de3m?

|a région du plan contenant les points
dont les coordonnées vérifient toutes
les inéquations du systeme.

3. Ecrire I'équation de la droite associee
3 la fonction a optimiser.

4. Représenter sur le méme graphique
la fonction en faisant varier lordonnée
al'origine.
Déterminer sur le graphigque le (ou les)
point(s) qui appartiennent a la fois
3 |a droite d'ordonnée a l'origine
maximale et a lintérieur du polygone.

b La dénomination de prog rammation linéaire
a tendance 2 étre abandonnée au profit
d'optimisation linéaire pour éviter la confusion
avec la programmation informatique.
Le but reste de trouver le maximum ou le
minimum d’une fonction répondant a des

contraintes traduites par un polygone convexe.

E%alions a deux inconnues.
- Résoudre ce systeme.

gale a 21 et la

ystéme de deux

: m Représenter graphiquement I'ensemble des solutions
© du systéme dinéquations suivant:

x=3y>5
2x+y=<2.
3x+y>2
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tquations du'second degré
Em'zpnnses rapideﬂ

E Déterminer les racines et la factorisation des fonctions
polyndmes représentées ci-dessous :

m Galculerle discriminant et donner le nombre de solutions
des équations suivantes :
a. x243x-1=0;

b. x2+3x-1=0;
€ 2x2+3x+4=0;

d. x24+2x+1=0.

E Factoriser les polyndmes suivants :
2. P(X)=x2 +3x+2; b. P(x)=4x2+4x+1.

E Résoudre dans R les équations suivantes :
a. x2+x-2=0; b.3x2-3x+1=0;
€ 2x%+3x-4=0; d. x2—6x+9=0.

ﬂ Dans chaque cas, utiliser la calculatrice pour représenter

chacun des polynémes P et en déduire le nombre de solutions
de l'équation P(x)=0.

a. P(x)=2x2+x-6; b. P(X)=x24x+6;
€ P(x)=—2x2+x-6; d. P(x)=-2x2—-4x-2.

ﬂ Associer a chaque polynme ses racines lorsqu'il en a.

P(X)=x2+x+5 » . —% &
P(x)=2x2+x-3 + pas de racine
P(X)=5x2+x+1 = * —let3

1 1
P(x)=2x2+ox=3 « * —2et]
P(x)=x2—-2x-3 o + pas de racine
P(x)=—x2—x+2 o s —3et2

m Les figures suivantes sont les représentations graphiques

de polynémes P du second degré définis par:
P(x)=ax?+bx+c, avec a=0.

Déterminer dans chaque cas: ‘

a. lesignedea; b. lesignede A; c. le nombre de racines de P.

E P désigne un polynéme de degré 3
Dans chacun des cas, démontrer que g est Facine de p " rée
P et en déduire son autre racine. 'f*‘ttoris‘\,r
a. P(x)=x?+x-6 et a=2;

b. P(x)=-2x2+x+3 et a=-1;

taunn

1
¢ P(x)=2x%-3x+1 et a=z;

d. P(x)=x2=(1+3)x+3 et a=+3.

P Utiliser la division euclidienne par (x— g) pourfactoriserpm

E Déterminer, sans utiliser le discriminant,

les racin
polyndmes suivants. s de
a. P(x)=x2+x; b. P(x)=3x2-4,
c. P(x)=—4x2+8x—-4; d. P(x)=x2 -9y

m Résoudre R dans les équations suivantes :
a. 15x2+x-6=0;

b. x2-2x-15=0;
¢ 5x2-7x+6=0;

d. 4x2-7x-2=0,

E Ci-contre sont tracées les courbes

représentatives des deux polynémes du
second degré :

Pi0x)=x2+2x et Py(x)=3x2 + x—1.
a. Déterminer par lecture graphique les
solutions de I'équation Pi(x)=P,(x).
b. Déterminer par le calcul ces solutions.

m Une boite de conserve a une forme
cylindrique.

Son aire totale est égale 4 600 cm? et
elle mesure 15 ¢cm de hauteur.

a. Démontrer que le rayon R de la base
vérifie 'équation : RZ +15R—100=0.
b. Résoudre cette équation et en déduire
le volume V de la boite.

(Dans tous les calculs, on prendra m=3))

somme et produit des racines

[Hépnnses rapides |

. cing
m Pour chacun des polynomes suivants, trouver une ran v
1 + : . i Th e
évidente, puis déterminer |'autre en utilisant la somm
produit des racines.

2;
a. P(x)=2x2—3x+1; b. Pz(x)=—3x1+5x+

i..2
€ Py(x)=x2-4x+4; d. P‘i[":'zngx 3

itlasomme
E Déterminer deux nombres réels dont on connalt

Setle produit P dans chacun des cas suivants :P- o
a.5=10 et P=24; b.5=-3etr=

srimétre
; de pérm
m Déterminer les dimensions d'un rectangle de P

18 cm et d'aire 20 cm?.,

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

entdeux nombres réels qui vérifient le systéme::

t desu;}n
l xe g
4.
xy==3
}2 _l
a pémontrer QUE Y=g

¢duire les valeurs possibles de lasomme S= x+ y et |es
second degré correspondantes vérifiées par x et y,
les équations précédentes et conclure,

p, End
yations du
¢. Resoudre

méguations du second tegre
(ragunses rapites |

m Déterminer le signe de chacun des trinémes du second
deqré suivants :

i 91{3)—_-2)(2 =3x+1;
¢ Pylx)=-x2=3x+4

b. Pz(x)=—'X2—-2X-];
d. Py(x)=2x2 -3x+5.

m Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a, -2x3+5x—3<0; b. -2x2+x-3>0;
¢ =32 4+5x+7=0; d. -2x2+5x+10<0.

m Utiliser la calculatrice graphique pour représenter les
polyndmes suivants, puis conjecturer leur signe suivant les
valeurs de x.

a Px)=x2—x+1;

b. P,(x)=—x2-x-6;
G Py(x)=-2x245x-3;

d. P,(x)=x%-3x+5.

m Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a (x=3)2-16<0; b. -7x2+x<1;
C12>x2411x ; d. 2x24+9x—14=x-4;

& x(x-2)<9-2x; f. (x+1)(x=5)=<2x+D(x+2).

&,

18tP, désignent les polyndmes définis par :
1
Pix)=x2-5x+1 et P2{x}=*x2 —x-E
don,t [eSPCOUfbeS représentatives dans un méme repére sont
ncteES (ﬁ_!} et ({62 )
a. R S ol
gesoudre linéquation P(x)> Py (x).
tt;u e Peut-on en déduire pour les positions relatives des
es(6,) et (g,)?
u;1 ,; "troler graphiquement le résultat précédent en utilisant
9iciel de géométrie dynamique ou la calculatrice.

B

CFA 1}::;"?'5311 commercialise des produits au prix de 1250F
X dée:
qu-ﬁsﬁ:?a Production journaliére de I'artisan et on suppose
Le cogy g tout ce quiil fabrique,
€Production est |a fonction C définie par :
& Bxprimer .- (%) =2x7 +500x+50000.
b, "Dfirner enfonction de x la recette journaliere R (x).
alcyle "en fonction de x le bénéfice journalier B(X):
'nlerpr‘ "B(x) pour x = 50, x = 100 et x = 300.
d. Dy, CeS résultats, _
aligg rmlnfer quelle quantité doit produire Fartisan pour
" Dénéfice, (Arrondir les résultats a l'unité)

“ &
(E) désigne linéquation : my2

Bombre réel non ny|. . e
VE(lJInnerl;:lans chaque cas yne il
eur de m poy ieii
rlaquelle P Pourrg
e : o ourrépondre 3 la questi
E mble de solutions de P uiserGeoebraencrin
e aen créant

= €|

- b. unint :
€. estune réunion d'intervalles, ervalle;

Equations se ramenant au second degra

Reéponses rapides

(E) désigne I'équation: P(x)=0
’ avec P(x)=x3-x242x+4.
a. Démontrer que -1 est solution de (E).

b. Vérifier que P (x)=(x+1)(x2 -2x +4), puis trouver toutes
les solutions de (F).

@ Trouver une solution évidente, puis résoudre Iéquation :
4x3-3x2-5x-10=0.

@ P et Q désignent les polynémes définis par :
P(x)=x*—x3+4x2—x+3 et Q(x)=x2—x+3.

a. Utiliser la division euclidienne pour démontrer que le poly-

ndme Q divise le polynéme P.

b. Résoudre I'équation P(x)=0.

[‘ﬂ () désigne I'équation x*—2x3—5x2 +6x+9=0.

a. Démontrer que Iéquation (E) est équivalente a 'équation (E) :
(x2=x—2)2-2(x2—x-2)+1=0.

b. Poser X = x? — x—2et déterminer la solution X, de Iéquation

(E”) dinconnue X obtenue.

c. Résoudre enfin l'équation x2 —x—2= X, et en déduire les

solutions de Iquation ().

a. Déterminer les deux
solutions x, etx, de [équation
2x2-3x-2=0.

b. Résoudre les équations
xzsx] et x2= 2 ‘ .
c. En déduire la résolution dans R de I'équation :
2x4—3x2-2=0 enposant X=x2

degré qui ne comporte que
des puissances paires de x est
appelée équation bicarrée.

P désigne le polynome défini par:
P(x)=x*—-10x2+9.
4. Factoriser le polynome xZ —10x+9. _ «
b. En déduire |écriture de Pcomme produit de deux polynémes

du second degré. ) ' .
¢. Ecrire Pcomme produit de quatre polyndmes du premier degré.

| pide

b Ltiliser le fait que 0 ne peut
&tre solution et multiplier (E)

parx.
Résoudre l'équation obtenue.

b= )
Résoudre dans R
I'équation (E) suivante

x+l—2=0-
X
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K

E Les courbes ci-dessous sont !es représer‘mta}:tonuseg;:gzi?s;
de polynomes du quatriéme degre. Atmbuef ad 325 e
sa courbe en se référantau nombre de racllnes)

(Il n'est pas nécessaire de calculer ces racines. |

__'._'_Ii N BEE ]
P(x)=x4—x2-2;

12 4 2 6
lex}=—x4+5x -7;  P3(x)=x*-5x"-6.

tquations 2 Inéguations'irrationnelles

\ Réponses rapides l

m Résoudre dans R chacune des équations suivantes.

a. JYx+1=-3; b. Jx+1=0; € Jx+1=3.
m Résoudre dans R inéquation :
Jx+1=3,

E Déterminer I'ensemble de définition, puis résoudre dans
R chacune des équations suivantes.

a. J1-x=J2x-3; b, Vx+2=42x-3.
Déterminer I'ensemble de définition, puis résoudre dans

R chacune des inéquations suivantes.

a. Jx2+x+5<5; b. Jx <J2x-3.

m (E) désigne I'équation irrationnelle suivante :

VX2 —5x+6 =\ax2+4x+1.
a. Déterminer 'ensemble de définition de (E).
b. Résoudre (F).

Systemes lineaires

| Réponses rapides |

Déterminer parmi les systémes suivants c
solution unique.

2x—y=1 X+2y=1 X—y=
J ‘ 1 . y=1
" {x+3y:—5’ b [2x+4y=2' = {

eux qui ont une

X+ y= =2
m Résoudre par la méthode de Cramer le systéme suivant ;
2x+y=3
X+3y=-1"

Eﬁﬁ@ﬂ Hﬁu&ﬂ@‘c}} & wWEaERWE TET

@ Ecrire le systeme dont 'ensemble de solutions et
colorée dans chacun des cas suivants, .

Parti

Calculer le déterminant et résoudre, lorsque c'est possibe
par laméthode de Cramer chacun des systémes suivants,

T\ x+3y=—1" 7 | —4x-2y=-14"

m désigne un nombre réel et (5) désigne le systéme:
(m=-1)x—(m-5)y=m
2x+(m=-1)y=-m+4 °

1. a. Ecrire le systéme (S) lorsque m =3 et démontrer quil i3
pas de solution.

b. Ecrire le systéme (S) lorsque m=1 et le résoudre.
2. a. Calculer le déterminant de (S) et déterminer les valeurs
de m pour lesquelles il a une solution unique.

b. En utilisant la méthode de Cramer, déterminer alors le couple
solution en fonction de m.

¢. Utiliser le résultat précédent pour donner la solution du
systeme (S) lorsque m=2.

L=l Appliquer la méthode du pivot de Gauss pour résoud
chacun des systémes suivants.

2x+3y—5z=-11
a Y 4xX+y-2z=-8 ;

X=2y+z=-2

X=2y+z=-5
b. { —x+y+27=—-4,

2x—y—z=5
E Résoudre graphiquement 0=<x<5
lg systéme d'inéquations o=ys=5
ci-contre. x+2y=3

x_.y<2

m n=abc désigne un nombre a trois chiffres.
Onaalors n=100a+10b+c.
Déterminer le nombre n sachant que:

*la somme de ses chiffres est égale a 10;
-cbaz'q_&...zgy: -n=>bca-117.
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Equations, in€quations, systémes

Avec justification

10p chr
m pour chaqueé affirmati

fausse - A
o et P, désignent les polynomes::

on, indiquer si elle est vraie

;11652;23,(24-)(-3: P, (X):X23_X+22 :
p3(x)=x2 +2x=1; P4[X]=X =P o=,
vrai faux

1. Le discriminant de P, est éga! a2s. O
% Pé n’a- pas de racine. _ - D = -
3. P2 dne racine doub_le. o ' O tj -
4. La somme des racines de Py est égale

é'%' O O
5. 2estune .rafi“_‘?;d"__’; T 0O O
6.-.P4(x)={x—2]{x2+x+1}. 0 B El
';. Pz(x)>0 pour tout-x dé [R_. - ﬂ 0

[E] Pour chaque a ion, indi i

- que affirmation, indiquer si elle est vraie ou
() df’?s.igne Iéquation 2x2 —3x+1=0;

(I) désigne l'inéquation x2+x-6<0 :

(S) désigne le systeme : Bx+7y=-5
5x+y=_7
“vrai faux
1. (E) a deux solutions %et 1. 0 0
. 1 -
P 2K —3x+1=(x—z)(x—l). O ]
3. x2+x—6=(x+2)(x=3). o ad
4. l'ensemble des solutions de (I) est]-3;2[. D Ij _
5. Le déterminant de (S) est égal a —22. O O -
0 O

6. La solution de (5) est le couple (2;3).

| Les réponses a ces exercices sont indiquées en fin de manuel. |

Top chrono (sans justification)

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte parmi
les trois propositions.
(E) désigne 'équation x% —5x—7=0.

1. a. (E) n'a pas de solution ;
b. (F) a deux solutions distinctes;
¢. (E) a une seule solution.

2. Une solution de (E) est :

o 558, 5-43 N ~5-4/53
2. 2 2
o
3. Le produit des racines de (F) est égala:
_a-=5 b. -7; ¢ 5.
—_— e mehe BN R OR

4. (L{) désigne I'inéquation 3x2 —-x—-2<0.
ensemble de solutions de (I) est:

@ unintervalle;  b. réduitaun couple; ¢ vide:
s ___.-___-_'_-—-_'_"_'_'_'________.—-———-—'—'_'_‘
3- (5) désigne le systeme : xEy=

. 2x—y=0

a"-‘ déterminant de (S) est égal a:
=23 b1 e
6. . e —————— i

La solution de (5) est le couple :

¢ @il

auec justification

diquer la réponse exacte

) Pour chaque question, in
parmi les trois propositions.

P désigne le polynome défini par P (x)=x3 —6x2+11x—6.

1. Une racine de P est:
b. 0; c. L

a.—1;
2. Une forme factorisée de P (x)
a, (=10 —5x+6);

c. (x=1)(x2+5x+6)-
i) i

est:
b. (x+1)(x2—6);

i N
esdePest:
ci {—1;-\5:\5}.

3. L'ensemble des racin
a. {-1}; b. {1;2;3};

_4. Linéquation
de solutions:
a.]-:3[i P ]2:3  « ]—m;l[u]3:+m[.

: IR, e e e

5. Sur]1 :3[!

2. LX) >0ib: 7

;SurI2;3[,I'inéga|iléP[x)~< Nx-6:
a. estvraie; b. e__s_t_fg_us_sg_: < _II_IJ:EQLTL Ii.ltre.

x2—5x+6<0apour ensemble

(x)<0; ¢ P{x}_chanc_ge de signe.

h|i||
Ey,
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Lorsqu'on multiplie
une inéquation par

panger - inéquations
1. (I) désigne linéquation:

5
x—6 <=3x-2. un nombre nég:lifi_ :
B o le symbole dinégalit
a. Ftudierle s;gne du t;mome : chaynge de sens.
Ixs=20x+/.

b. Donner le domaine de définition de’ (1).
c. Utiliser le résultat précédent pour résoudre (I).
1

2. (I') désigne l'inéquation 'x'z___iﬂ'

a. Donner le domaine de définition de (I').

b. Etudier le signe du trinome x2-4.
¢. Résoudre (I') en distinguant deux cas.

Bl somme = produit
xetydésignent deux nombres réels,
et le produit sont égaux 3 un nombre réel m.

a. Donner un exemple de deux nombres entiers x et y solution
de ce probléeme.

b. Ecrire léquation (E) du second degré dontx ety sont solution.
c. Discuter suivant les valeursdem de l'existence des solutions

et les calculer en fonction de m.

¢'ils existent, dont lasomme

7| signe c’un polyndme du troisieme degré

p désigne le polyndme du troisieme degré défini par:
P(x)=x3+5x2—12x+6.

a. Utiliserla calculatrice pour conjecturer le signe de P(x)suivant

les valeurs de x.

b. Trouver une racine évidente x, de P.

c. Utiliser la division euclidienne pour factoriser P.

d. Etudier le signe de P(x) et (in)valider la conjecture dua.

E& paramétre et intersection

fet g désignent les fonctions définies sur R par:
f(x)=2x2+5x+1 et g(x)=—2x+k

oli k est un nombre réel.

(@) et (6 g) sont les représentations graphiques de ces fonc-

tions dans un repere.

a. Conjecturer, a l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique

ou de la calculatrice, le nombre de points d'intersection de ces

deux courbes en fonction des valeurs du nombre k.

b. Résoudre par le calcul I'équation f(x)=g(x) et comparer

les résultats avec la conjecture du a.

7 Inéquation {¥;
P et Q désignent les polynomes définis par :
P(x)=x2+10x+25 et Q(x)=—2x2-7x-3.
a. Déterminer les racines de Q.
b. Etudier les signes de P(x) et Q(x) suivant les valeurs de x.
¢. Endéduire les solutions de I'inéquation :
X2 +10x+25 <

2x2—7x-3

E8 neun nombres inconnus

Deux nombres réels sont inverses I'un de I'autre,

Déterminer ces deux nombres sachant que lasomme du carré
de leur somme et de la somme de leurs carrés est égalea 7.

FHRICICES O afpiuibiimi===rnit

E8 équation inconnue

m désigne un nombre réel non nul.

(E) désigne |'équation : mx? +(ml—1 )X—m+3=0.
1. Calculer en fonction de m le discriminant A de (E),

2. On suppose qué A=1.
a. Quelle est alors la valeurde m ?

h. Résoudre I'équation (E).
3. Déterminer lesva

4. On suppose gue A>0. ‘
a. Calculer les solutions de (E) en fonction de m.

b. Appliquer ce résultat pour m=4.

m vitesse ('un avion

leurs de m pour lesquelles A < g,

Un avion de ligne fait un aller
retour entre deux villes A ¢t
B, distantes de 630 km, ep
1 h36mn.

Un vent violent souffle cons-
tamment dans le sensde A vers
B a une vitesse de 100 km/h,

On veut déterminer la vitesse V supposée constante a laquelle

volerait I'avion sans le vent.

a. Ecrire deux égalités concernant les temps de trajet aller et

retour en fonction de V.

b. En déduire que la vitesse V est solution de I'€quation (£)
1,6V2—1260V—16000=0.

c. Résoudre (E) et conclure.

m Un carreau p__________*
Le carreau ci-contre estun carré | HOL 6
de 10 cm de coté. Onacoloréune |
bande de x cm de large autour. Ainsi
qu‘un carré au centre de c6té x cm.

Pour quelles valeurs de x Iaire de la
partie colorée est-elle inférieure a

I'aire de la partie blanche ? A

B carés et cubes des racines

P désigne le polyndme défini par P (x)=x2=3x—>5.
1. a. Justifier que P a deux racines distinctes x; €t X
(On ne demande pas de les calculer.)

b. Donner les valeurs de S=x,+x; et P=X;X,-

2. a. Développer (x,+x,)%

b. Utiliser les résultats du 1. b. pour calculer x3 +x3.
3. a. Développer (x,+x,)>.

b. Utiliser les résultats du 1.b. pour calculer x3 +X3.
4. Calculer x, et x, et vérifier les résultats précédents.

B une ficelle 1€

Une ficelle de lon-

gueur 20 cm est fixée ) Pl
a ces extrémités a ATTTTTTTT e
deux clous A et B distants de 13 cm.

a. Démontrer qu'il n'est pas possible de tendre
utilisant un troisieme clou C de maniére a ce qu
ABC soit rectangle.

b. Quelle longueur minimale de ficelle est nécessairé pour U
le probléme ait une solution ?

Ja ficelle en
e le triangé

I
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ﬂ un |1f|u[:dimen5ions a,betc,aunvolume Vde 420 cm?,

P mtale 1 de 568 cm? et une longueur totale de ses
e 10
uned’™ aa156cm.
Jre1eS é arVAetLe“ fonctiondea, betc.
eV,

1, pepri olynome défini par:
P(x]:(x—a)(X~bJ(X—C) -
: er P(x). -

2 vae.:epfp{x) enfonctionde V, Aet L et utiliser les résultats
b, EX fc')m obtenir une équation () d'inconnue x.

}lﬁiﬁefq“e résoudre (E) permet de trouver les dimensions
(4
du pave. orminer une solution évidente x, de (E) ;

2, Dét ; n | |
t:: Factoriser e premEt membre de Iéquation (E) par x,y, puis
ac.hever |a factorisation.

¢. Conclure.

E ges équations irrationnelles (¥
1. (F) désigne Iéquation X+/x —6=0.

2. Poser X=+/X.
£crire I6quation (E") dinconnue X obtenue a partir de (E).

b, Résoudre (E').

¢. Endéduire les solutions de (E).

2. [F) désigne léquation x+~/x—1-3=0.

Poser X = /x—1 et résoudre en utilisant une méthode analogue
acelle utilisée au 1.

B roint sur la courhe i |
f désigne la fonction définie sur R\{ 2} par I— |
| 1

=7 -t
ﬁx]:i—zdecourbe représentative (6;). | | /__ |

A(3;3) est un point fixé du plan, M est /{
un point de (€,) d'abscisse x et M’ son '
symétrique par rapport a A.

2. Exprimer les coordonnées de M’ en
fonction de ,

b. Démontrer que ;

Me(€) e 2x2-12x+11=0. B
< Résoudre I'équation ci-dessus. .
<. Galeuler les coordonnées de M et M’ correspondantes.

NERIRW

?'Qn‘e histoire de houles (¥}
: {f}ciplent ¢ylindrique a un rayon intérieur
- YCmetune hauteur intérieure de 25 cm.

2 On place y
n
fond et eboule de rayon 6 cm au

(La bou|on la recouvre exactement d'eau. '
; & est suffy 1 ,
“fong)) samment dense et reste 0 | |
*prin - ——— .
). InT: énfonction de 1t le volume d'eau nécessaire.
-T'louui.angff laboule par une autre boule de rayon différent £.
*-rmm(_fu' eau recouvre exactement la boule.

o édu? fonction de nt et R le volume d'eau.
uay ulre des questions précédentes que R est solution de
b ) R ~150 -+ 684 0.
5 (firee[rgue 6 est solution de (F).
"Ome g )SO_US la forme (R—6)Q(R)=0 ol Qestun poly-
d A degre 2,

ever |3 ra :
la resolution de (£) et conclure.

Eﬁ S_IJs;lf.:nm 2«3
(S) désigne e systeme suivant,

{ X42y+2=5

2%+ y-27=-3"
a. Ecrirele systéme (5) aux dey
b. Utiliser |a méthode de
¢ Endéduire que ()

m Bassin

Un bassin peut étre rempli
Iaide de trois robinets Ry R, et
R;.Les durées de remplissage
en minutes dépendant des
robinets utilisés sont donnés
dans le tableau ci-dessous :

xinconnues x etyéquivalent 4 (5).
(Framer pour résoudre (5').
auneinfinité de solutions que l'on précisera,

Robinets utilisés Temps de remplissage
R, etR, 20 min
R,etR; 15 min
R,etR, 12 min

a. Ecrire un systéme de trois équations dont les inconnues sont
les débits respectifs des trois robinets.

b. Résoudre ce systeme.

c. Calculer les temps de remplissage du bassin par chacun des
robinets utilisé seul.

d. Calculer le temps de remplissage du bassin par les trois
robinets ensemble.

b Le débit est égal au volume divisé par le temps.

Bl un circuit électrique
Dans un circuit électrique, des
résistances ont été montées
comme l'indique la figure ci-

la résistance équivalente

S. i
dessou est R+ R’ et si elles sont

EE montées en paralléle, alors
la résistance équivalente

o1 1
vérifie —=—+—.

oI &
Déterminer la valeur de la résistance x pour que la résistance
équivalente de l'ensemble soit de 4,5 €.

;} Si deux résistances Ret R’
sont montées en série, alors

systéme 4 X4 x+y+z+t=6
Résoudre avec la méthode Ix—y+3z-1=5

du pivot de Gauss le systeme  (S) x=3y+z+2=-1"

ci-contre. Ix+2y—z-t=4

m péservoir LL)

Un réservoir de récupéra
1 400 litres. [l est .1I'|mc.nté p
Le premier débite 15 Iltrcslp.ar n
e deuxiéme tuyat, le remplissage

ravec les deux tuyaux.
de plus qu'avec les ¢ t )
Calculer le débit du deuxieme tuyau d'écoulement.

tion d’eau a une contenance de
ar deux tuyaux découlement.

\inute. En ouvrant seulement
du réservoir prend 30 minutes
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Prohleémes

Bl une méthode de résolution bahylonienne

1
(E) désigne I'équation x — o =,
1. On pose c= 2.
a. Calculer la suite de nombres suivants :

u, =§, uy=ul, u3=1+u, et u,=Jus.
b. Vérifier que x, =u,+u, est solution de (E).
c. Ecrire une équation du second degré (') équivalente a (E)
et la résoudre. Vérifier que I'une des solutions est le nombre x,
trouvé au b.
2. Appliquer la méthode précédente pourc=—3 etc=0.
3. Appliquer la méthode précédente pour résoudre les équations:

1
b. ‘/_“ﬁ=1

|> La tablette Plimpton 322 (voir page 123) est une tablette d'argile
babylonienne découverte en Irak. Elle comporte un tableau
de nombres cunéiformes et pourrait décrire une méthode de
résolution d'équations.

1

2 .

a. X*——=3;
x2

!ﬂ Un probléme chinois

« A l'extérieur de la ville carrée,
vingt pas aprés la sortie Nord,
se trouve un arbre. Si tu quittes
la ville par la porte Sud, marche
quatorze pas vers le Sud puis 1 775
vers I"Ouest et tu commenceras
tout juste a apercevoir l'arbre.
Trouve les dimensions de la
ville. »

1. Modélisation

Marcheur a. Reprodunre la ﬁgure ci-contre.
1775 pas f V) i =

. . L1 loae x x40 17T5f(x+34] |

b. Ouvrirune feuillede calcul = 1 0025 5071428571

. . ) 2 0,05 49,30555556 |

etla compléter pour obtenir 7 3 0075 47.97207297

un tableau comme ci-contre. - g e rolhmsei]

Justifier les calculs des colon- 7 ° 015 44315

tel 0,175 43,20268283

nesBetC. . 8 0.2 42,26190476

i 4 A L* 9 0,225 41,27906877

anjecturet laréponse au pro o e el

bléme posé. i 11 0,275 39,44444444

2. Résolution algébrique Uinfos)

x désigne la longueur du coté

: . Les « neuf chapitres sur
du carré exprimée en nombre P P

I'art du calcul » (Jiuzhang
de pas. suanshu) est un ouvrage
a. Démontrer que le probléme chinois datant de 200 avant

se rameéne a la résolution de g Céqu; traite de méthodes
Iéquation (£) du second degré : e résolution de problémes
quotidiens,
x2+34x—-71000=0.
b. Résoudre (£) et donner la solution au probléme.

m Systéme avec parametrg )
L'objectif de ce probléme est de résoudre |o Systéme.

ax+(-ay+(-alz=a?
(5) ax+(1+a)y+(1+a)z=qa-q2 )
x+y+z=1-a (3)

ol x, y et zsont les inconnues et a est un nompya el

1. Un premier cas particulier :a =0,
a. Ecrire (S).

b. Résoudre (S) et démontrer qu'il possede une infinig
solutions qui sont de la forme : { (1 iYi-YyeR) € de

. 1
2. Un deuxiéme cas particulier :a=—,
a. Ecrire (5). ‘

b. Résoudre (S) et démontrer qu'il posséde yne infiniité go

solutions qui sont de la forme : {( Y- ) yeH]_

3. Un troisiéme cas particulier:a=-1.
a. Ecrire (S).
b. Résoudre (S) et démontrer qu'il na pas de solution,

1
4, lecasgénéral :a¢ {—1;0;5]

a. - Ecrire 'équation (1)=(1+a)x(1)—(1-a)x(2).

« En déduire une expression de x en fonction de a.

b. - Ecrire équation (2')=(1+a)x(3)-(2).

- En déduire une autre expression de x en fonction de a.

c. - Utiliser les deux expressions de x pour obtenir une équation
du second degré d‘inconnue a.

+ Résoudre cette équation et en déduire les seules valeurs
possibles du paramétre a.

5. Conclusion

Récapituler les solutions du systéme en fonction des valeurs
du paramétre a.

93] Triangle dans un carré
ABCD désigne un carré de
coté 6 cm. Les points M et
M’ respectivement sur les
segments [AB] et [AD] sont
tels que AM = AM",

1. Modélisation et conjecture
a. Ouvrir une feuille sur
Geogebra et reproduire la
figure. Utiliser un curseur
pour rendre les points M et
M’ mobiles, s ale
b. Conjecturer la position du point M pour que l'aire dutray
MMC:

*soitégalea 9;

* soit supérieure au quart de I'aire du carré.

2. Résolution algébrique

On pose x = AM.

A quel intervalle appartient x ? ik
Exprimer l'aire A (x) du triangle MMCen fonction
Résoudre |'équation A(x)=9.

. Résoudre l'inéquation A(x)=9.

:. Comparer les résultats obtenus avec les con

onoTo

jectures du'

o
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Géneralites

sur les applications

Polir syl _—_'I 4

Créateur de la théorie
des ensembles,

]le mathematicien russe
Georg Cantor (1845-1918)
Sest intéressé a lanotion
de bijection, vue dans

ce chapitre.

les objectifs du chap

§°mETen_dre les notions d‘application, de su
e bijection au travers d’exemples vus au Lycee.

rjection, d'injection,

Comprendre les notions de restriction et de prolongemeﬂt

‘si une application.
avoir composer deux applications.

S i L4 " -
avoir représenter facilement une fonction ass
Usuelle,

ociée aune fonction
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{

-
'l . .

“cours o=
Notion d’application

BEl oéfinitions et propriétés
A
:

w Une application d'un ensemble A vers un ense,m‘b]e B ecslt %ne relation
dans laquelle chaque élément de A est relié a un élément de B.

» Aest appelé ensemble de départ et B ensemble d’arrivée.

e

\Propriétés|

Toute fonction est une application de son domaine de définition vers R.
Toute transformation du plan est une application du plan vers lui-méme.

Exemple Exemple - M’
f désigne la fonction définie sur [0 ; +oo . tdésigne la translation de vecteuru. ‘___,-—-x
parf() = VJx. . testune applicationde A=9 x
fest une application de A= [0 ; +oo[ (ensemble i (lensemble des points du plan) /
de départ) vers B=R (ensemble d'arrivée). ¢ vers P lui-méme. u
Deux applications f et g sont égales lorsque :
= elles ont le méme ensemble de départ A et le méme ensemble d'arrivée B ;
= et elles coincident sur A, c’est-a-dire, que pour tout a de A, f(a) =g(a).
Exemple
I désigne un point du plan.
o S est la symétrie centrale de centre I, c'est une application
du plan P dans lui-méme.
} r estla rotation de centre ] et d'angle T, c’est une application

du plan dans lui-méme.
Pour tout point M du plan, S (M) =r(M), donc S et 7 sont égales,

Iﬂ Restriction, prolongement d*une application

f désigne une application de A vers B et E un sous-ensemble de A.
La restriction de f 4 E est I'application g:E—B
a—f(a)
On dit alors que fest un prolongementdegaA,
Exemple

g désigne la fonction définie sur [
dans le repeére ci-contre.

Les fonctions f, et f,,, défini :
1 €t/p, dennies sur R sont également repys 5
Elles coincident avec gsur[-1;2]. = presentes.

—1;2] et représentée en rouge

g est alors une restriction de fietde fral-1;2].
f, et f, sont donc des prolongements de gaR,
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W

: o3
énéralltes sur Jes applications

cauolr-idlig™=e,

=7 comprendre a notion d‘applicatinn

pans chacun des cas, dire si u est une application,

a. u est la fonction définie sur [0 ; 4o [pary
b. (<) est une droite du plan et y |a projecti

solution commentee

s e , Méthode
a. festune fonction définie sur [0 +es , cest donc une application a. Utiliser a propriétg
de lensemble de départ A=[0; +co[ sur l'ensemble darrivée B= . e :G?Ji:;pnéte du paragraphe

b. On note () I'ensemble des points du plan.

Tout point M du plan (%) est relié 3 un unique
point M’ de (D) (son projeté orthogonal).

uestdonc une application de A= (%) sur 8= (@),

b. et ¢. Dans Je cas ou il ne s'agit
pas d'une fonction, vérifier que
la définition du Paragraphe 1.a.
sapplique : c'est-3-dire que chaque

€lément de I'ensemble de départ A
c. Onnote () lensemble des points du plan, estrelié a un unique élément
Tout point M du plan est relié & une infinité de points delensemble rarrvge 8.

(chaque point du cercle de centre M et de rayon 3),
Donc u n'est pas une application.

- savoir dire si deun applications sont égales

fdésigne la fonction définie sur R par f(x) = 2x2+ 2.
Parmi les fonctions suivantes, déterminer celle qui est égale a f.

3
-g:x-—+g(x}-—.M; *hix—=h(x)=2|x2+1|.
X

: Méthode
1. Lensemble de définition de gest @g =R\{0}, orébg #9, Pour véfif:er si deux applications sont
donc fet g ne sont pas égales (méme si, pour tout x #0, égales, il faut: .
2x(x2+1) 1. s'assurer qu'elles ont le méme
g ="———=2(x2+1)=f(x)) ensemble de départ (ou de
définition) ;
Lens SFiniti =¥
Doncegbtegae Sehritiongshest =R 2. s'assurer que, sur cet ensemble de
e 2 départ, elles coincident ;
% P?uf toutxde R, x2+1 >0, donc 2|x?+1|=2(x2+1), 3. s'assurer quelles ont le méme
R =T ensemble d'arrivée.
3

- Puisque ce sont des fonctions qui coincident sur leur ensemble
de définition, elles sont égales.

" Dans chacun des cas, dire si u est une application.

n Sur quel ensemble les fonctions ci-dessous sont-elles

m ¥ égales ? Justifier.
*¢ralors son ensemble de départ et celui d'arriveée. oy 2
S uesy| emble I rel, assocle o fixr—> ﬁ.__-; cgixe J{x—l} )
arelation, qui a un nombre entier naturel, o fixm S
"ip]e I
.uesu' . s ) s
afonction xv—» ¢ (x) = 3x - 1. b shiXirm—r s TR
S Lest point du plan et u est la symétrie centrale de . P - ‘
“entre |

. :
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cours' ¢

q Image et antécédent (rappels)

f désigne une application de A vers B.a e Aet b e B sont tels que f(a) =b.

» best appelé image dea par f;

» aest appelé antécédent de b par f;

On note E un sous-ensemble de A et Fun sous-ensemble de B.

« Limage de E par f est l'ensemble, noté f(E), des images par fde tous les éléments de E.

» Limage réciproque de F par f est l'ensemble, noté f~1 (F), des antécédents par f de tous les éléments deF

Exemple : T
f désigne la fonction définie sur IR par f(x) = 2x - 3. —1° T /“'3 )
f4)=2x4-3=5. L / -+

Donc 5 est 'image de 4 par f et 4 est l'antécédent de 5 par f. pd _7_ __.?_—

On pose E=[-1; 2], on observe sur le graphique que I'image de E par fest: ] — it_

FB)=f((-1; 2D =[-5;1]. 1 el /

On peut dire également que I'image réciproque de F=[~5; 1] par fest : 19 Z b g g |

FA-5;1D) =[-1;2], A/

N (O

B2 composition de deus applications

A, B et C désignent trois ensembles.
fest une application de A sur B et g une application de B sur C

La composée de f par g est l'application de A vers C notéegof,

l'élément g(f(a)) de C. qui, a tout élément a de A associe
Schéma illustratif
*{
f
A B ~£& _ C
“— f@=b —,
e 8b)=g(f(@)=go f(q)
+ Pour pouvoir effectuer la composit;
, L F osit o
d'arrivée de f est contenu dans lla’en;;?rilbi c{c d;? deux applications fetg,il faut s ;
. Aftentlon, en ginéss], go f 4 foe € departg, » 2 1aut sassurer que l'ensemble
Exemple
f désigne la fonction défini =
est B=[0; +oo. nie sur A= R par f(x) = x2, Lensemble dayriye de f(
‘ ‘ €e de f (Cest-3-dire i
g estla fonction définie sur ] -1 il
; toe -
de f(R) C]=1;+ea] [parg(x)'*‘——.[.'ensembled
: . x+1 e départ g contient I'ensemble d'arrivée

f

gof:R——]-1;4+w( £ _ g

= 2 —_—
x —> f(x)=x el =g(f0N=g(x2)=_2
3

x241'
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Gé i
Neralités sur les applications

J

@ péeterminer | image et l'ima

€ recipro
que o’
f désigne la fonction définie sur R par f(x)=x2 4 3 JUe d’un ensemhle

5. Déterminer l'image de [-1; 2] parf,
b. Déterminer limage réciproque de [4;12] par ¢

g golution'commentee .
' Méthade

L xel;de-1<x<2:0s<x?<4
o3<x2+3s7e3sfx=s7. Pour déterminer limage (ou

ponc fl=1; 2))=1[3;7]:limage de [-1;2] par fest [3 (7] ::;r;arg:”re‘cipmque] iy
€ par une fonction f;

* penser a utiliser des inégalités ;
* penser 3 vérifier la cohérence

b_4_4,f(x)s12@4$x2+35124:1$x259
o-3=s=xs-loul=sx=<3,

-1 ¥ oy e . « % 2t
Don;efs : [({i:lﬂ]a [[ 1 33] 1JU[1;3]:image réciproque de [4; 12] sur un graphique (obtenu, par
par r,_ i ik J B ) exemple, ala calculatrice)j
N 12 y
{€r)
\\ _____________ ? _' _____________ //
: s (S =
\.__:_
3 2 41 O 2 3 i

péterminer la composée de deus fonctions

5
fdésigne la fonction définie R\{0} par f(x) = 3x2+1 et g la fonction définie sur R\{1}parg(x) —
Déterminer: a. gof; b. feg.
R |
splution.commentee - mE:h!_ldB f |
: i . Pour déterminerger:
L 11. D'ot le schéma:
sLatgpe R\{O,}r et e }g . vérifier que I'ensemble d'arrivée
gof: R\{0} — R\1} — (N 5 8 de festinclus dans I'ensemble

départdeg;
. utiliser le schéma illustratif
du cours, paragraphe 2.

2 o s e s
X > 3x2 41— 93X +N=379-1 32

5
Ainsi, pour tout x de R\ {0}, g ° fix) ==a

b. Limage de R\ {1} par g est [R\{0}. D'oil le schéma:

f
fog: R\(1} — 2~ R\[0} — R ] 5 V2 5
5 fl— ::3[—"") = _”2
Bi—t =3 =0l x—1 (x
gof%fﬂg.

= +1.

Ainsi, pour tout x de R\{1}, fog)= (x-1)?

ﬂ fdésigne la fonction définie sur]-3;+eo[par:
: 5

n f désigne la fonction définie surR\{-2}par: f» =25 '
3 : L A

fl)=—"s"3 : Jpo r]0;+w[par‘gb¢lﬁ- X. -
x+2 5 etgla fonction définie su g e @lﬂ‘

a. Déterminer image de[2;7]parl- Déterminer : a- 9°%

. , f. :
b. Déterminer Iimage réciproque de[0;11P2f I
L
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BL
™

L

“Cours ¢

Bl applications particuliéres

Application injective
A

f désigne une application d'un ensemble A sur un f_:n_sem_ble B.
Lapplication f est dite injective (ou f est appelée injection)
lorsque tout élément de B a au plus un antécédent par f.

Exemple . Contre-exemple
f désigne la fonction: [0;2] > R . g désigne la fonction : [-2;2] — [0;4]
2 ! x = x2

X =X : " ) .
Tout élément y de R posséde au plus un antécédent  : Il existe un élément de R qui posséde plus
parf: : d'un antécédent parg:
*siy <0 ousiy > 4, alors, il n'en posséde pas ; : parexemple, y =4 posséde deux antécédents
*si0 <y = 4,alors,ilen possédeun: x= J} . parg (x=2etx=-2).
Donc f est une application injective. '

- Donc g n'est pas une application Injective.
Propriété
Une application f d'un ensemble A sur un ensemble B est injective si,

et seulement si, f(a) =f(h) = g =,
Remarque La condition : f(a) = f(b) = a=b peut également s'énoncer (contraposée) : a# b =5 f(a) # fb).

lq Application surjective

:
f désigne une application d’un ensemble A sur un ensemble B,

Lapplication f est dite s

urjective (ou f est appelée surjection)
lorsque tout élément de B a au moins un antécédent par f.

Exemple : Contre-exemple ;
h désigne la fonction : R — [0 ;4] : idésigne la fonction : [—2 ;21> [0;5]
X xz : x > xQ
Tout élément y de [0; 4] posséde au moins : Il existe un élément yde [0; 5] qui ne posséde pas
un antécédent par h. : d'antécédent pari (;
Donc h est une application surjective, :

par exemple y=5),
* Doncin'est pasune application surjective.

Une application fd'

un ensemble A sur un ensemble B est surjective si, et seulement si, f(A)=B.

Application hijective

f désigne une application d’un ensemble A sur un ensemble B.
L'application f est dite bijective (

ou fest appelée bijection)
lorsque f est injective et surjective,

Remarque Ainsif:A — B est bijective lorsque tout élément de B admet un unique

antécédent par f.
Definition

f désigne une application bijective de A sur B et
g est appelée bijection réciproque de

June n[wpiicntion de BsurA.
gefla)=a(quelonnotegof=1d

f,etnotéeg=f  lorsque, pour tout ade A,
A) Ou pour tout b de B, fo g(b) =b (que 'on note fog=1dg).
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77 savoir reconnaitre une applicatigp injective

a. fdésigne la fonction définie sur[—2;3] et feprésentée
dans le repére ci-contre.

fest-elle une application injective ? . %
b. g désigne I'application qui, a tout nombre entier relatif 2

associe son carré. " o

gest-elleune application injective ? — -

solution. commentee

_ festune fonction deA=[-2; 3.] J
dans =R, donc cest une appli-
cation.

Toute droite d'équation y =b,
avec b e R rencontre (‘6¢) au
plus une fois, ce qui signifie
que, tout élément debdeRa
au plus un antécédent par f: 2 o
fest donc injective. b. Utiliser la propriété du
paragraphe 3.a. ou la remarque.

‘Méthode

a. Graphiquement, pour reconnaitre
une fonction injective, il faut
s'assurer que, pour tout b de
R, les droites d'équation y=b
coupent (‘6) au plus une fois
(ainsi, chaque bde R a au plus
un antécédent par f).

(€p)

b. Pourtoutnde A=7Z, g(n)=n2,
0r,g(-3)=g(3) (=9) et 3#—3, donc la condition
g(a)=g(b) = a=>b nest pas vérifiée : g n'est donc pas injective.

Savoir reconnaitre une application surjective

fdésigne la fonction définie sur[—2; 2] et a valeurs
dans[-1; 1] d'expression f(x) =—0,5x2+1.

g (€f)
Elle est représentée dans le repére ci-contre. i ) {.
a. Utiliser le graphique pour dire si fest une application —2/ 10 \2
surjective. -

b. Justifier par un calcul la réponse du a.

Solution commentee méthode

a. fest une fonction de A = [-2;2]dans a. Graphiquement,_pm:.r re_connaitre
B=[-1;1], donc cest une application. . /_ _f“f;!::::: ;::siorr;:tcl‘zr; s:;jsrc::li, g 1:::3
Toute droite déquationy=bavecbe [-1;1] \ ;

rencontre (¢ . , R 7" 25 S s, les droites d'équationy=>b
ntre (€,) au moins une fois, ce qui signifie -/ =1 coupent (4,) au molns une fois

Quetoutélémentbde B=[—1;1]aaumoins  ---=-f---=r (Sifel, CHAGUE D A& Ba 0 HiBing
un antécédent par f: fest donc surjective. T

ISx<2e0sx2<4e-2<-05x2<0e-1<-05x2+1<1 b. Utiliser la propriété du

o e-1sf<lefel-1;1] paragraphe 3.b.
Rinsi, f([—2 12])=[-1;11], donc fest surjective.

L eercer

m i : i igne i an. Lapplication p est la
Lafoncuon fdéfini i [0;3], m (@p) désigne une droite du plan L
niesur[-2;7]et avaleursdans[0;31  : ” -
"ePrésentée ci-contre ,[ -‘ © projection orthogonale sur la droite (<9).
est-glle - e T ] -

Cette application est-elle :

& injective 7 i a. Injectlvle?
* SUrjectiye 7 b. surjective ?
< bijective 7 c. bijective?
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1 fonctions associees

opérations sur les fonctions

gn n sfiniti 55 9 et 9 .
i bles de définition sont notés f 2
ienent deux fonctions dont les ensem ; o
{ etg :lém . d'que comment, & partir de f etg, obtenir de nouvelles fonctions gré.ce aux operations usuelles,
e tableaundi )

Notation Expression Ensemble de définition |
Somme f+g (f+g) () =) +gk) E‘Bfﬂ ng
Produit fxg (Fxg) ) =fl) xgK) DND,
f £, _f&) _
Quotient E [E)(X)_@ (@fﬂ @3)\[xeﬁg/g(x)_.0}
Racine carrée Jf JF)=Jf(x) ‘Ebf\{x E@f/f(x) <0} J

Remarques

» Lorsque f est la fonction constante égale a k, le produit f X g est k X g et I'expression de cette fonction
est (kxg) (x) =k x g (x).

1 - ) ;
+ Lorsque fest 1a fonction constante égale 4 1, le quotient f est — (appelé inverse de g) et I'expression

1 1
de cette fonction est (E) (x)=——

gl

Courbes représentatives et transformations du plan

f désigne une fonction et (‘Gf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, I, J)
Propriéte 1 Propriéta 2
La courbe représentative de la fonction La courbe représentative de la fonction

£:x = f(=x) se déduit de (@) par symétrie

¢ gix——f(x) se déduit de (6,) par étrie
: _ f/ Par sym
orthogonale d'axe (0J). i orthogonale d'axe (OI).
! : ‘
\/ ¢ 1\/ é o \Q#/r\_/
(4,) ] € : @)

E désigr]n: un nombre réel, i © b désigne un nombre réel

a courbe représentative de la fonction ¢ Lacourb : -~ i
£:x— f(x—a) se déduit de (‘6{) parlatranslation  : S e ovare e foneFion

de vecteur u (a; 0).
]

8:x—=f(x) +b se déduit de (/) par la translation
de vecteur v (0 ; b),

(ich,a=2) (ici,b=4)

] S vio0:b)

(e (¢y) |
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a. Pour tout X de

fcauoIi-Taire™ .

peduire une courbe de la courbe d’une fonction usuelle

g

désigne la fonction définie sur R par g (x) = (x+ 1)( x = 3).
onnote (6 gl} sa courbe représentative dans un repére (0, 1, J).

a. Justifier que, pour toutxdeR, g(x)=(x—1)2 -4,
b. En déduire la courbe (€,) a partir de la courbe d’une fonction usuelle.

golution commentee

A5 ltion Conimentée

R, g()=(+1-3)=x?+x-3x-3=x2-2x-3.

pourtout xde R, (x—=1)2=4=x2=2x+1-4=x2-2x-3,

Dot Iégalité demandée :

g(x)z{X"1]2'_4-

b. On note f la fonction carré : x> x2,

En utilisant le résultat de a.,
onendéduitque g : x> f(x—1) —4.
Donc, d'apreés les propriétés 3 et 4,
{%g] se déduit de la courbe
représentative de la fonction carré
par translation de vecteur u (1; —4).

u 1;—4)/

K
\
\

Méthode
La question a. sert a modifier
l'expression de g (x) afin de I'écrire sous

la forme de I'une (ou des) propriété(s)
du paragraphe 4.b.

Utiliser ensuite cette (ou ces) propriété(s)

pour en déduire la courbe (6 ) a partir
de celle d'une fonction usue!fe f.

b La translation de vecteur__a_f (a;0) suivie de
la translation de vecteur v (0; b) revient a
la translation de vecteurw (a; b).

[} Savoir interpréter certaines symeétries dans un repere

C

rel:ﬂ'nment tracer ra
Préfsentative dela
Nction Usuelle ?

-

fdésigne la fonction définie sur [—2 ; 3] dont la courbe

représentative (‘€;) est tracée dans le repére (0, I, J) ci-contre.

a. Représenter (€;) a main levée ; puis tracer la courbe (‘69}
symétrique de (6;) par rapport au point O.

b. Exprimer g (x) en utilisant la fonction f.

Solution commentee
¢ b. Sion note (€,,) la courbe symétrique

ST [ AT
L LAY

de (¢;) par rapport a (0J), alorsona:
h : x —> f(—x) d'aprés la propriété 1.
(46 ) est la courbe symétrique de (€,)
par rapport a (OI), on a donc

g:x+—> —h(x) d'apres la propriété 2.
Ainsi, g : x> g (x)=—f(=x).

(€5

L

-
|

- =, S P

'Méthode
a. Utiliser les propriétés

des transformations vues au chapitre 4
pour tracer la courbe {‘891.

b. Appliquer les propriétés 1 et 2
du paragraphe 4.b.

9 désigne la fonction définie sur [4; +oo[ par:
gx)=Jx—4+3.

pidement, dans un repére, la courbe
fonction g & partir de la courbe d'une

m f désigne une fonction définie sur R et (‘€ ) sa courbe
représentative dans un repere (0, 1, J).

Les courbes (‘€)) et (},) sont obtenues respectivement par
translation de (6/) par le vecteur u (~1; -2) et par symétrie
orthogonale d‘axe (0J).

Exprimer g (x) et h(x) en utilisant f.
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Notion d’application
l Héﬁnnses rapites \

m (@), (A) et (A") désignent trois droites sésante? en 0. i
Par un point M de (), on trace la perpendiculaire a (@) passa
par M, elle coupe (A)enHet [A.') enH'.

(9) désigne l'ensemble des points du plan.

(&)
2 @)
L'une des deux relations suivantes n'est pas une application.
Dire laquelle et expliquer.

a. festla relation qui, a tout point M de (%), associe le point
Hde (A).

b. gestlarelation qui, a tout point M de (@), associe les points
HetH.

m ABCD désigne le parallélogramme de centre I ci-dessous.

festune application dont I'ensemble de départ est le segment
[AB].

Déterminer I'ensemble d'arrivée de f:
a. lorsque fest la translation de vecteur BC ;
b. lorsque fest la symétrie centrale de centre [,

m Les courbes représentées dans le repére ci-dessous sont
celles de trois fonctions f, g,

sur[~1;1]etsur(4;8].
Pourtoutxde [-1;1], g(x)=f(x)et,
pourtoutxde [4;8], h(x) =f(x).

h définies respectivement sur R,

Ecrire trois phrases utilisant les mots :
«prolongement» et «restriction »,

m La relation qui, a tout point M d'un re
abscisse est-elle une application ?
Si oui, préciser son ensemble de départ et son ensemble ¢

Pére, associe son

‘arrivée,

“tuercices gentrdinciicin

m (@) et (A) désignent deux droites sécantes, Paryn Poi

de (@), on trace la perpendiculaire, notée (A EYR pals::M
par M. nt
a. Faire une figure. -

b. (%) désigne l'ensemble des points du plap, 0
relation qui, a tout point M de (), associe la drojte (5 ]
u est-elle une application de (P) dans () ? L
Justifier.

n n(}te u

E Les courbes représentatives dans le repére cj-de
celles de trois fonctions f, g et h définies respective
sur]—eo;3]etsur[—1;+ee[.

Z:v,_\%cﬁr_, T

550us Suﬂt
ment surp

(e,

g
L 1 O 4 | |
— |

Peut-on conjecturer que, sur des intervalles a préciser, ces
fonctions sont deux a deux égales ?

L

m f désigne la fonction A
définie sur R représentée -—~\
dans le repére ci-contre. n

[°]

Déterminer I'application

il
|
|

AT

affine g quiest égale a f S I, |
'I 2 M |
sur l'inter-valle [—5:4] « LT R ED

m fdésigne la fonction de R vers R définie par:
f0)=]x=1]+2|3-x].
Déterminer 'application affine g qui a méme restriction quef
surl'intervalle [1;3].
pide |

P Commencer par écrire f(x) sans valeurs absolues en utilisant
un tableau de signes.

E a. Développer les expressions :
* ()= (2x+3)2— 16 - h(x)=x—1)Q2x+7)

b. Les fonctions ci-dessous sont-elles égales ? Justifier.
f:RSR

X—=>fl)=4x2+12x-7:
"9 R—[-16; +oof

. h: [0,+m[—-)R
X=>gX);

x = hx).

m fdésigne 1a fonction de R vers R définie par:
f)=|x-2|.

: . o &
Parmi les fonctions de R vers R suivantes, déterminer 2l

qui sont égales 3 f,
a.g(x)=|__.6x‘u|: (X—nz;
|x=2]

d. {'(x)=M'

b, hix)=
c. k(h‘)‘:-_

—_—

X+3

x2+x-6‘
"
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¥ I' a I]_Ifl_e 5 -‘

E@p 0",58 S
[ raesiore!

5 fonction représentée dans le repére ci-dessous,

|

|
-
|
|

S e B Y

N\

1

o N
=1 oy G
e e e

Lire lesimages par f des ensembles suivants :
2. H

o;06 21500 il
-b l|_ilre les images réciproques par f des ensembles suivants :
2l - 10310 > =252l

E 4,8, C et I désignent quatre points du plan et s, est la
métrie centrale de centre L

_ geprésenter limage de [AB] par L.

b Représenter limage réciproque de (AC) par L.

. Représenter s, ([BC)) et s ((BC)).

E Déterminer par le calcul I'image de [—-3 ; 4] par fdans

chacun des cas suivants :

2. fix—==5x+1; b. f:x+—2(x—1)2;
-4

¢ fixos—— d. fix—>-2(x+1)3.
X+5

} Raisonner en utilisant les régles de calcul sur les inégalités :
Xe[-3;4l=3sSx<4o-20<-5x=<15...

F Déterminer par calcul limage réciproque de [1; 2] par f
ans chacun des cas suivants :

?-.f:x-—’3x_4; b. fix—>3(x+2);
g2 >
x+1' " lr:)(’_:”;(—_3'

@ fdésigne la fonction définie sur R par:
5 f(x)=3x2-1.
Déteqrrc
) ;;m’f'lef_ C(-5;5)); . of ([0;4).
“9ne la fonction définie sur R par:
g(x}:ZlX—Sl.

Dty
“Miner. | g{[2;+m[); - g~ 1([0;4)).

(%) deg;
% plan (5 e une droite du plan (%) et p est I'application
P0jeté gy o WUi-méme, qui, 3 tout point M associe son
% Dy 230Mal sur (%)
() gt PP,
. Déter y ne une droi
' Mingy foite perpendiculaire a (9).
| Cheg.. PlA),

sont :
. deux points de (o), Représenter p~' ([AB)).

Compasitigp tl'applicatiuns

[ [l_npnn__ses rapitles |

- B —]
E Utiliser Jo schém
chacun des €as sujva
(On ne demande pas

a Ci-dessoys

i pourdéterminerga f(x) dans

—-_.____-_C
A=y o Flx) <
a. f00)=2x+3; gtx):xz_k____’g fl) =g (f(x).

b. f(x) =x2. aX)=2x+3,

1
C fl)=—_.
() x—1 IW=2x345

d. fl) =3x+5 gx)=5x2—5

j'désigne la fonction dé
a. Déterminer f(R).
b. Exprimer fo f(x).

<. Reprendre les questions précédentes avec f(x) =—3x+ 4.

finie sur R par f(x) = 50— 1.

a et b désignent deux nombres réels.
fet g sont les fonctions de R vers R définies par:
fx)=-2x+3 et gl)=ax+b.
a. Pour tout nombre réel x, calculer gof(x) et fo g (x).
b. Déterminer un couple (a; b) de nombres réels tel que:
gof=fogq.

fet g désignent les fonctions d'expressions :
fo)=~/x+1 et gx)=3x2-1.

a. Déterminer I'ensemble de définition A de f; puis Iimage de

A par . On note B cette image.

b. Déterminer limage de B par g.

c. Reproduire et compléter le schéma suivant.

f g

gof: im——e . ——e..

X—— flx)=...——goflx)=....

@ fet g désignent les fonctions d'expressions :
1

fx)=2x2-1 et g —;—2+5.
a. Déterminer I'ensemble de définition A de f; puis Iimage
de A par f. On note B cette image.
b. Déterminer I'image de B par g. '
¢. Reproduire et compléter le schéma suivant:

f g

gof: i

X — f{x):_,_ l———‘gv‘f{X)=....

a. Reproduire la figure ci-contre. .
b. Onnotes;la symétrie centrale de centre [

etpla projection orthogonale sur la droite (40).
. Placer un pointM, quelconque.

. Construire sil'p(M,).
. Recommencer avecd ,
etMy. | ‘ s
c. Placer un point N, quelconque.

. Cunslruimpul.[Nll,‘
., Recommencer avec d

autres points My, My

autres points Ny, NyetNy.
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m A et B désignent deux points du plan.

a. Onnote 5,5, la symétrie orthogonale d'axe (AB).
Déterminer S(aB) © SiAB)*

b. On note bz la translation de vecteur AB.
Déterminer t Tl

¢. Onnotes, Ia symétfie centrale de centre A.
Déterminer s es,.

m f, g et h sont les fonctions d'expressions :

1
; . i 2. 5 e
s f)=-2x+1; g =1+4x%; h(x) —5
a. Calculer h o f(x) ; puis déterminer Iensemble de définition
deheg;

b. Calculer h o f(x) ; puis déterminer l'ensemble de définition
dehof;

¢. Calculer ho g o f; puis déterminer l'ensemble de définition
dehogof.

Injection — Surjection — Bijection

rnéponses rapides ]

m Pour les diagrammes ci-dessous, lorsqu'il s'agit d'une
application, indiquer ceux qui correspondent a une injection,
aune surjection aune bijection

B B A _n- B

@ a4 I, 3

) (=

m I designe I'ensemble des nombres entiers impairs.

p désigne I'application qui, 4 n de N associe le nombre i impair
2n+1del

L'application p est-elle injective ? Est-elle surjective ?

E Les fonctions ‘ : : —
fr:0-1;11>[-3; et |
f,:0-1;1]-[-4,2;2,2] sont i
représentées dans un repére, \ -

Nt [ T o

;1 \;) i - I j [(I’;]

|

| :,
-
L'une d ‘elles est-elle bijective 7 Laquelle ? Expliquer par des
considérations graphiques.

E fdésigne la fonction représentée sur lécrap, dac

aleylsy .
ci-dessous. CWlatrc,

Déterminer un ensemble de clépart Aetunensempla d'arr
B pour que fsoit : tivg
a. une injection de A sur B, mais par une surjection :

b. une surjection de A sur B, mais par une injection ;

c. une bijection de A sur B.

g désigne la fonction d'expression :
glx)=3x2+1.
Déterminer un ensemble de départ A et un ensembje arivép
B pour que g soit :
a. une injection de A sur B, mais pas une surjection :
b. une surjection de A sur B, mais pas une injection;
c. une bijection de A sur B,

h désigne la fonction d’expression :

h(x)=|2x-3|.
Déterminer un ensemble de départ A et un ensemble d'arriyée
B pour que h soit ;
a. une injection de A sur B, mais pas une surjection ;
b. une surjection de A sur B, mais pas une injection ;
. une bijection de A sur B.

47 1. fdésigne une fonction strictement décroissante sur
unintervalle [a; b].

a, DéterminerB=f([a; b]).
b. Démontrer que fest une bijection de [a; b] sur B.

2. Reprendre les questions précédentes avec une fonction f
strictement croissante sur [a;b].

E u désigne |'application de N sur N* telle que:

n A .
—+1, sinestpair
u(n)=
——, sinestimpair.
2

L'application u est-elle injective ? Est-elle surjective?

m On note E={0; 1}. A tout couple (a ; b) déléments deks
on associe le nombre g+ b —ab.

a. Vérifier quon établit ainsi une application de X Edan:E
b. Cette application est-elle injective ? Est-elle surject®”

i meme
m f désigne une application d’un ensemble A dans |yi-mér
telleque:fof=f
Démontrer que si fest bijective, alors f =1d,.

N wigs : tlm
P 1d, est rapplication Identité de A sur A, clest-d-dire | applicd
tefle que, pour touta de A, Id, (a) =a.

4
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.-.' ﬂ!l%_g_-s'__.—- y  —
[HBP,. fonctions définies sur R par:

- . nent des
m fetgdés;?x]52x+3 et gi)=-5x+10.
de définition ; puis les expressions

rermin€r les enseTbles
s suivantes - |
dfsf:?;c.tlan b, fxg; c f-g;
3. [
e e
'g'

ﬁ La courbe représentative d'une fonction f est représentée
dans le repere ci-dessous.

e A TTT

N

|

(€,)

2. Reproduire cette courbe a main levée.

b. Représenter par des couleurs différentes, les courbes (6,),
(8,), (65) et (8,) associées aux fonctions::

R d (S F fyix—>—fx);

fix-fx=2);  f x> fO)-1.

E fetgdésignent les fonctions définies par les expressions:

f)=2x+x et gx)=x—+3x.
1. Déterminer les ensembles de définition des fonctions fetg.

2 De_terminer l'ensemble de définition ; puis l'expression des
fonctions -

“f+g; b fxg; c 3f+-30.

Déterminer Iensemble de définition ; puis 'expression

des fonctions 1, lorsque :

2 fx)= 42
b. f

1"'1 et gx)=3x2—4x+1;
Pl
} oy &t 9 =v2x—1.

fet g déci

9désignent les fonctions définies par les expressions :
F)=(x+1)3 et g =Kx-2>2
nombres réels a et b tels que :

(af +bg) (x) =x3 + 15x=11.

b. Déterrn:
. étermmerl-ensemmed définiti Al s
®Xpression, e définition de la fonction _bg P

a,
TIOUVE[ les

Fetg s
9 désj
®signent les fonctions définies sur [ par:
;' RepréSEm:e fl)=2x-5 et f(x) =x3.
+En ge s " <es fonctions dans un repére.
®S Teprésentations graphiques des fonctions

‘ h:xhﬂf(xﬂ et i:x—|g(|.

E 1 f désigne une fonction définie sur R et g la fonction
définie sur R par g (x) = —x.

a. Déterminer g o f(x).

b. Dans un r‘epére, représenter une allure de la fonction g f
dans le cas ot la courbe représentative de f est celle ci-dessous.

| — T

|

PR N T (Y. 1
2. Reprendre les questions précédents avec fog.
3. Reprendre les questions précédentes avec gofog.

b Penser 3 utiliser le schéma illustratif de la composition de
deux applications : cours paragraphe 2.

Le tableau de variation d’un fonction f est dressé ci-dessous.

x |-3 1 2 5
4 8
f(X) . / \ ; /
Dresser le tableau de variation des fonctions suivantes:

a.g:x—>f(=x); b hix>—f); ¢ ixx—>—f(=x).

f désigne une fonction définiesurRetg la fonction définie

sur R par:

gix)=x+¢ N
avec ¢ un nombre réel fixé.
A. Déterminer g o f(x) ; puis fo g(x) etenfing e fog(x).
b. Dans un repére, représenter chacune des fonctions du a.
dans le cas ot la courbe représentative de fest celle ci-dessous

et pourc=10.

It -20

xtz 0 3 4

| S~ /'2\_3

e variation des fonctions suivantes:

Dresser le tableau d
a. g:x—flx=1);
b. hix—flx)+2;
c. iix—flx—=3)+4
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Top chrono (s

[ﬂ Pour chaque affirmation, indiquer si elle

ou fausse. g |
f désigne la fonction définie sur R par f(x) = |2x=5].
vrai faux

st vraie

1. Larestriction de f sur l'intervalle
[-3;0] estla fonction définie sur

[-3;0]parg(x)=5—2X.
2. f([-3;3)=[1;11].
3. F1(10;1])=[2;3]).

4. La fonction fest une surjection
de Rsur .

5. Si g est la fonction définie sur R

parg(x)= ; = alors g o f est définie
R of(X)=——5—- o O
sur Rpargof(x) x5t

6. Si hest la fonction définie sur R par
h(x)=+/x, alors hx festdéfiniesur ®. [ L]

Top chrona (sansjustification)

| !-»,,, B tester |

<111

avec iuslificntinn

T

['j pour chaque affirmation, indiquer sj el estyr
dln

fausse.
fgeth déf.lgnent les fonct:ons déﬁnaes sur [R par

() ( r(‘ o (r(: b sont Ieurs courbes rep'ése"fa!weS - ’l-
un repére (0,1,]). fig
_limage de [§ par h est R*. :
h"([-5;4])=[—~/§;2],

_ hest une bijection de [0; +eo[sur .

N -

w

»

. h
La fonction — a pour ensemble
g

de définition R\{2;-3}. 0]

Dans un repére, la courbe représentative )
de lafonction fohe g se déduit de (¢,)
par translation de vecteur u (2;-3).

™

F_ Les réponses d ces exercices sont indiquées en fin de manuel, |

Avec justification

Pour chaque ques-
tion, indiquer la réponse
exacte parmi les trois
propositions. Ak
Une fonction f définie | |

sur[=2; 6] est repré- P
sentée par la courbe | | /| | [\
verte dessinée dansle | /| | | |

]
repére ci-contre, LT

|

| o
o

1

1. Limage réciproque de [-4 ;4] par f est :
a.[-2;6); b [0;6]; c. [-2;0].
2. La courbe rouge est la courbe représentallve.

de la fonction :
a. x—[(-x);

_b. Jfl_—Pf“_f_(~x}; c. x> —Ff(x).

3. La courbe bleue est la courbe représentative
de la fonction :
a, xr=fx+2)+1;
¢ x—f(x-2)41.

4. Lafonction f est une bijection de A sur B avec :
a. A=[-2;6]; b. A=[0;6]; ¢ A=[-2;0};
etB=[-4;4]. etB=[-4:4). etB=[-a;0),

b x> f(x=1)+2;

E Pour chaque question, indiquer [a réponse exacte
parmi les trois propositions.

1. udésigne I'application qui, & tout nombre entier naturel |
associe le chiffre de ses unités. Lapplication v est: :
a. injective; b. surjective;
c. nil'une, nil'autre.

2. fdésigne la fonction définie sur [-1 j+ee(

par f(x) =2+ Jx+1,f([-1;8[) estégala:

a. [0 8[; b. [2 5[. ____Hf;_;f,
tative defse deduﬂ
nction racine can
Ionglnedurep

3. Dans un repére, la courbe représen
de la courbe représentative de la fo
a. par symétrie centrale de centre
b. par translation de vecteuru(l 2);
¢. par translation de vecteurv (-1 W e §

4 gethsont Ies fonctions afﬁnes d expressmns
gl =x+1 et hx)=x+2

i est la fonction racine carrée.

Sur[=1;+eo[ la fonction fest ggaled: ohol

a. goioh; b helogi __Coags
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ide de fonctions usuelles

une des fonctions f proposees ci-dessous, déterminer
s usuelles u, vVetw telles que :

i fonction f=uovow.

nde pas de sintéresser aux ensembles de définition,)

ala

nnedema
0 3 .7 b. f:x—3(x+1)2-5;
' 2 f:x._.,.;i-'l'?:
llu (-x*‘*"]"[{”w; d. fix—= 7Jx—=2+3.
£ 1™ X+

petrouver une enpression
fgeth désignent trois fonctions.
* er lexpression f(x) en utilisant 'écran de calcul formel

2. RetrouV
¢i-dessous.
Hae=t/x+1) |
X > ;,:_1. J |
M|
Brae - |
i3 2 1 il
x+1 M |
g(fx))
1 "
2nx+1+1 Ml

b. Retrouver |'expression h(x) en utilisant I'écran de calcul
formel ci-dessous.

Hamy=1/(x+1)
x > |
5 M
a(hix) il |
e J
Sx(VX)-2+1 |
e -
A2 g
P— X+1 _"!J i
;Of;[e;t)erminer lensemble de définition de h  f ; puis I'expression

ﬂ; Résolution graphique
*lgne la fonction définie sur R par:
—ii2

Onn fx)=x%+4x. .
_ af’t; (€)sa courbe représentative dans un repére orthonorme.
deR r;;ejmlaer Iesi nombres réels a, b, c tels que, pour toutX
b, EI‘;d ool i =
e fédu"e lacourbe (€) a partir de la courbe représentative
¢ p.. oNction usyelle,
2. 5 Wésenter (¢)
"% lrag :

& la courbe (¢) représentative de la fonction :
i g: x> |f(x)].
- UatiOng&)islc!uement:
""’_‘%ation g (X) >' 5

C

- Ssougp,

- R grg ot 1€ Calcul féquation g () = 5.

auwar\tes. graph'qUement, puis par le calcul les équations

. Ir.

h‘f(")*3;
LY

taerc|I:E‘S'tl’apprnfuntlissement

Fi Composggeg
1ff2ff3ff4.f5etfadésignentif i
;ers Y i es oncnonsdéﬁniesdeﬂ%\{(}'ﬂ
) =x; : |
x ’

f=-2_. 2=l i

== = x]; foln) = —

a. Démo i e
ntrer que ces six applications sont bijectives

b. Compléter |a tableau suivant

<3 f; ’TWTTT

i
Lappllcathrj fsof,, parexemple, apparait a la cinquiéme ligne
de la premiére colonne.

B involution

1. A désigne un ensemble.

Montrer que si f est une application de A vers A telle que:
fof=1d,, alors fest bijective ; en déduire £,

Une telle fonction fest appelée involution.

2. g désigne la fonction de [0; 1] vers [0; 1] définie par:

gix)=1-x2.

a. Démontrer que g est une involution.
b. Dans un repére orthonormé, tracer lacourbe (6 g] représen-

tative de la fonction g. ‘ .
¢. Justifier que (‘Gg) est symétrique par rapporta la droite

d'équation y=x.
3. Reprendre la questio

X+2
versl}%\{l}parg{x)z}j.

n 2. avec la fonction définie de R\{1}

i ppérations Sur les fonctions
fet g désignent les fonctions de R vers R définies par:

f(x)=x2,six<2 {g[x)=x2+2x,six=~:0_
{f{x)=ﬂ2x,six>2 g[x}:?.x,six‘}o
expressions des fonctions suiv
- fXg;
- fog.

antes :
Déterminer les

f+9;

L =2f+34;

' i-dessous dans chacur
meanéter e tableau ci-dessot cha
x| 0 2

1 des cas.
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ﬁl un résultat surprenant

1. Ensembles finis o
E et F désignent deux ensembles finis et f une application de

EversF.

n et p sont les nombres respectifs d'‘éléments de FetF.
Démontrer que:

a. sif estinjective, alorsona:n<p;

b. sif est surjective, alorsona:n=p;

c. sif est bijective,alorsona:n=p;

d. sif estinjective etsin=p ,alors fest bijective ;

o. si f est surjective et sin=p, alors fest bijective.

2. Ensembles infinis

p désigne I'application de N vers I'ensemble des nombres entiers
pairs, noté P, qui, a tout nombre entier naturel n associe 2.
a. Démontrer que p est une bijection.

b. En déduire quiil existe autant de nombres entiers naturels
que de nombres entiers naturel pairs.

P Le mathématicien allemand Georg Cantor a établi au xix € siécle
quiil existe plusieurs sortes d’ensembles infinis : les ensembles
infinis dénombrables (qui peuvent étre mis en bijection avec N)
et les ensembles infinis non dénombrables (tels que R).

E3 ronction réciprogue

1. (0;1, j) désigne un repére orthonormé du plan.
On note (A) la droite d'équation y =x.
Pour tout point M (x ; y) du plan, déterminer les coordonnées
du point M’ symétrique de M par rapport a (A).
2. fdésigne une fonction bijective.

f:A—B

X2y
La fonction, notée f~1, de B vers A qui a y associe x tel que
y=f(x) est appelée fonction réciproque de f.
a. Justifier que chacune des fonctions suivantes est bijective ;
puis déterminer sa fonction réciproque.,
-f:RoR - g: Rt R*
X =>2x-5 x > x2

b. Représenter ces quatre fonctions dans le repére (0; 7, j).
Que constate-t-on ? Justifier.
. Démontrer que cette propriété, mise en évidence pour les
ﬂ?n.ctions fet g, est valable pour toute fonction bijective et sa
réciproque.
3. 2. Déterminer I'ensemble B pour que h soit bijective.

1
h: [E;S] —B

xrlaq,
X
b. Déterminer h',

c. Représenter h et h~' dans un repére orthonormsé.

K8 gijection réciprogque B
f désigne une application de Evers F qui, a tout x de E, associe
ydeF.
1. Démontrer que l'application, notée f~1, qui a tout y de
associe antécédent x de y par fest une application bijective.
Cette application f -1 est appelée bijection réciproque def,
2. g désigne une application de F vers E telle que fo g =1d,
outellequegef =1dg.
Démontrer que g=f"".
3. Quelques exemples
A, B désignent deux points distincts du plan, (A) une droite du
planetkun nombre réel non nul.
Déterminer les bijections réciproques de chacune des appli-
cations suivantes: 2
. rest la rotation de centre A et Eg mesure d'angle 3 rad;
. t est la translation de vecteur AB ;
-s,estla symétrie centrale de centre A;
» s estla symétrie orthogonale d'axe (A);
. h est I'homothétie de centre B et de rapport k# 0.
4, Pour aller plus loin
a. Premiére propriété
f, g et h désignent trois applications :

f:E—>F g:F>G et h:GoH.
Démontrerque (hog)of =ho(gof).
b. Deuxiéme propriété
f désigne une application bijective de E vers F et g une appli-
cation bijective de F vers G.
- Démontrer que g o f est une application injective de E vers G.
- Démontrer que g o f est une application surjective de £ vers G.
» Que peut-on en déduire pourg o f ?
« Démontrerque (ge ) ' =f1og~.

<. 0 désigne un point du plan, k, et k, sont deux nombres
réels non nuls.

h; (resp. h,) est I'homothétie de centre O et de rapport k;
(resp. k,).

» Déterminer hyo h,;hy'; b3t
- En déduire (h, 0 h, ).

d. f et g sont les fonctions ci-dessous :
f:1-1,8:01—1[0;9[

X —_—1
X+2
etg:[0;9[—=11;10(
X = 143x

* Montrer que f et g sont deux fonctions bijectives.

-_Determlner les ensembles de départ, d'arrivée et les expres’
sions des fonctions -

En dédus f71; g7 geof.
'(g" C;‘;d:-"fe I'ensemble de départ, d'arrivée et l'expression de
o
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Benoit Mandelbrot,
mathématiaen (1924-2010)
a développé une nouvelle
classe d’objets
mathématiques :

les objets fractals.

itre

» By

Maitriser la définition de la limite en un point.
Maitriser |3 définition de la limite a l'infini.
Calculer une limite. Lever une forme indéterminée.

Connaitre es propriétés relatives aux limites (somme, produit,
'Nverse, composée. . ).

Faire le lien entre limites et représentation graphique.
Maitriser |5 notion de continuité,
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Bl Limite en un point

sfini isi g ue son ensemble de définition
Une fonction f est dite définie au voisinage d’un nombre réel alorsq

contient un intervalle ouvert contenant a.

\ péfinition

E‘ Llimite finie

Définition E‘_“ @l Illustration

{ et a désignent deux nombres réels et fune fonction définie au voisinage de a. A

On dit que f admet une limite ( lorsque x tend vers a lorsque pour tout € > 0, , (e

lintervalle |—¢ + (, { + & [ contient toutes les valeurs de f(x) pour x e+ it
suffisamment proche de a. P Ty
(o]

On note lim f(x)={.
x—a

Propriétés

{ et a désignent deux nombres réels.
» limf(x)={ & lim|f(x)-¢|=0 & lim|f(a+h)—£|=0.
x—a h—0

x—a

= Sifest définie en a et si f admet une limite en a, alors lim f(x)=f(a).
x—a

BT timite infinie

a désigne un nombre réel et f une fonction définie au voisinage de a.
On dit que f admet comme limite +co (respectivement —oo) lorsque x tend vers a lorsque pour

tout nombre réel A, I'intervalle JA ; +eco[ (respectivement ] —eo ; A[) contient toutes les valeurs de f(x)
pour x suffisamment proche de a.

On note : lim f(x) =+eco (respectivement) lim f(x)=—co.
X—ra X—a
Mlustration Mustration

} V%mn A a-h _a+h
/ L
=7 NI

= =
0 a-h ~a+h & (@)

.j Limite & gauche et 3 droite
Remarque

Y

o i 1.
a désigne un nombre réel et £ un nombre réel 0U —o0 ol + o0, g-d)fszlgr:e i “(;.mt.r:e ;é;auche
» Lorsque lim f(x)=¢ ; i ifadmet une limite

R x—mr( )= ¢, 0n dit que fadmet ¢ comme limite A gauche et a droite en a et si ces deux

x<a

limites sont égales, alors f
quand x tend vers a par valeurs inférie

ures, admet une limite en a.

« Lorsque :’_Ta{(x) ={, on dit que fadmet ¢ comme limite A droite

x>a
quand x tend vers a par valeurs supérieures,
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Dans un repére, on a tracé les courbes représentatives de deux fonctions f et g.
f est définie sur]0;+e[ et g est définie sur R\(1}.

i il =1

Conjecturer:
5. lalimite de f lorsque x tend vers 0;
b. les limites de g lorsque x tend vers 1, a gauche; puis a droite.

splution commentee ‘méthode
.. On observe que, lorsque x devient proche de 0, f(x) prend . Observer le comportement de la courbe

des valeurs trés grandes, donc lim f(x) =+ lorsque x tend vers des valeurs trés proches

x—0 de 0
e0.
+ Lire la réponse sur I'axe des ordonnées.

« Selon les cas, penser a distinguer la limite
3 gauche de la limite a droite.

b. On observe que, lorsque X devient proche de 1, « par la gauche »
(x<1),9(x) prend des valeurs trés grandes, donc lim g(x)=+ce.
x=1
x<1
On observe que, lorsque X devient proche de 1, « par la droite »
>1),g(x) prend des valeurs trés petites, donc lim g(x)=—¢=.
x=1

x>1

(x

73 utiliser le cours pour démontrer

gnjecturer une limite & partir d’une lecture graphigque

fdésigne la fonction définie pour tout x> 1 par 1"(:«'}=;5—1 s montrer que lim f(x)=+e=.
— x=1

- i
x>1
solution.commentee Mméthode
Soit A> 0, 5 Utiliser le cours pour vérifier que:
fx) €A ool © f(x) >A & ——=>A e 5>AK-1) flx)€1A;+ool
- x=1 (avec A un nombre réel quelconque, aussi
arx>1 e 1<x<—. grand que I'on veut), pour x suffisamment
A prochede 1.

Ainsi, dés que x est suffisamment proche de 1, f(x)elA;+eel
(avec A, aussi grand que l'on veut), donc limf(x)=4+e=.

x—=1

x>1

| S'enercer g

n f désigne la fonction définie surR\{4} par: n Montrer que  lim -i-z—oo,
! x—-2 X+2
f(x)= ; ' x<-2
(x) 4
Montrer que lim f(x)=+ee.
x—4
x=>4

Scanné avec CamSoanne



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

cours

2 timil

(inie

‘]' Limite

Hﬂt"“““i

i a Linfint

g d l'i[lﬁ”i

|
g Ty
ﬁhlﬂum vl et [ une fonction
1l
: (deapne nn pombre ‘!, oo | (s (ivement

P
|
etk il Wy
- ‘|‘ (] ave .uu-.numluu Ill[l T
e sty :
el o :
M Jitgue r-lllll I““ v ““-"| ..,} al [“"{
L
o 4 ient toultt
o o lle onvet ! mnl:-mnll conhiet _
b tlh.-.unmt-nl prane

]I"~ \'.I'fi'l

(respes ln'c'lm-ni

s de f(x) pour3 sl
petit) On note:

( (respree (ivement : li'[

n .f(\) fl)'

il

imite infinie 3 infiy:
[ﬂ';]l[ll[[ﬁﬂlitaliulil:l;]

f déatgne une fonction dafyy,;
[a; vl (respu ] =5 al) aye ey
CCaup,,

On dit que fadmet compe lin

X Ip'“l viers i'ua(ﬂf.‘lll, -ty ﬂi 1“’!-},‘} 0 A
pombre réel A, Uintervallo [AI"JUr toyy "y
(resp. |- m;AI)mnlientm Ao |
de [(x) pour x sullisammep,
(respectivement petit),

Onnote: lim f(x)= 4o
X=phom

A ""‘IJ

Uteg | %
tgrang trg

lim f(x)

\ (0 R
(¢

-t .es
kg g gyt e A

(respectivement lim

E (imites de fonctions de référence

n designe un nombre entie

al

¢ naturel non nul.

Limiteen 0

P —— )
. & 1 1 1

X X b { . i e

X X J; X"

___——-<.._—-_—-—-—-—-«——-—'-———"r._.—-—-—-—_—
}"jt‘f () ol 7o o] non | +eosin pair
N <0 définie définie|—eo si n impair
lim [ (x)

b0 Jo] 0 [0|tee| +e +o0

a0

I3 calcul de limites

a i .
déSl neun I‘lombl‘e !'él'.‘[ g T mdet&l’m n »
i ou +°° ou=-o0, « F[ » 51 II.I‘IE “[0! e mee »,

Somme de deun fonctions ld

lim f(x) (

Aeha i : °
T EEEGEE
ji_n_::'{f ()4 gCD | 4 (14 00| ool Fl

f(x)

/ e
. A
{'['.{}
(€)Mo
Remarque On définit de man;
. manig,
lim f(x)=-c0 et |im "€ analogy,
X—)4 00 x-—)—wf(x):"““
@ timite en Linfini
) e o BT
xhrzlmf(x)_m +o0 i n pair T_ﬁi‘
— oo 5i n impair a0 déﬁ:ie d:un.
lim f(x) i "'E"‘e‘
X—htoo ik 010 +0 | o
o ——

Produit et quotient de deun fonctions
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xl_r::(fxg)(x) e N .
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Limites et continuite

solution'’commentee
Soite > 0.0nchercheM > Otelque Vx= M, |f(x)-2| <e.
X241

« On remarque que pour tout x > 0, =X+—>x,donc
X

X 1
<-.

R
<. Ainsi, pour tout x >0, | f(x)-2|=
X24+x x

X241 x

0<

1
+ Posons M=—. Alors pour tout x > M, l < .1_f Cest-a-dire l <
E x M X .

« Enrésumé:V x=M,|f(x)-2|<edonc lim f(x)=2.
X—3+oo

f désigne la fonction définie sur R par f(x)=—X_ i =
2 +1+2 .Montrerque lim f(x)=2.

X—y+oa

Mméthode
+ Pardéfinition, lim f(x)=€(€ € R)signifie que

X—y+o0
Ve>0,lintervalle ]+ ¢, e+ contient toutes les
valeurs de f(x) pour x suffisamment proche de +ce.
* Ondétermine M > 0 tel que:

Vx=M, | f(x)-€|<e.

‘Rappel
P « Y » est un qualificateur logique qui signifie « pour
tout » au « quelque soit ».

Calculer une limite en utilisant les propriétés du cours

Calculer les limites suivantes ; puis vérifier

les résultats obtenus a I'aide de la calculatrice. »

a.* lim (2x+1)= lim 2x=—oo

Solution commentee

1
lim -‘4X2 +7_;.

lim 2x+1)(x2-3); b.
X—y=oo X=>+oa

Mméthode
* |dentifier la forme de I'expression
donnée (somme, produit,

X——ee X——o0 donc par produit,
o lim (x2-3)= lim x2=+| lim (2 2 Neeoo| £
X——eo X—y—vo x—l)n-lm[ X+1(x*-3) S S

X—3teo donc par somme, e
1 1 ! ﬁ
x—r+oo /X Mt Ml * vx i

lever une determinée dans le

quotient...)

« Appliquer les propriétés du cours.

+ Méme lorsque cela n'est pas I
demandé, penser a utiliser la ‘
calculatrice pour vérifier (voir pages |
calculatrices p. 264 a 267).

calcul d’une limite

Calculer lim 5x%—x+1.
X=too

Solution commentee

lim 5x%=+eo La limite de la somme donne une Fl.
Tﬂ:” i On ne peut conclure directement
- =—00
Yoy (voir paragraphe 4).

1 1
On factorise : pour tout x# 0: 5x* —x+1 =5x4[ 1 _5—+5x_4 ]

B

* Comme lim 3 y
5x° 5x

X—3+oa X—rtoo

‘Méthode
Lorsque les régles de sommation, produit,
quotient aboutissent a une forme indéterminée
(F1), il est souvent utile de:
« factoriser (polynémes, fractions rationnelles) ;
« utiliser la forme conjuguée (a—b~/c a pour
forme conjuguée a+bo).

X—too

[ ] ] ]:1 et lim 5x%=+co, par produit, on conclutque: lim 5x*—x+1=+co,

n Déterminer la limite de fen a=—ce.

X
b. flx)=——.
L) X241

2 f(xX)=x(-4x2+1) ; a. f(

Déterminer la limite de fen a.

2_
K g

2x2 +1

X)= ,a=0;

3
14X

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

ours

jotes 5! o
p " .. ‘l ln ract-
— yalynomes e 10Ng yay:

CCette proprieté o

(.
i3 prop!

o E\['ill“lli
‘] timite

T ilL
el ! .I'l“ i\

rles limites

luy

at tMlnunln’m
avec i, 200 ondit quia linfing (en - ]

ny. .
une lonction polynag i N e,
g

f pyi Lon . LR o
I’ A AL W him I V) . h.“ o son terme fll' lllll,‘i h.“” (II' . I’Hnll
¥ . | ALY tim @, L Rreé, """rm
. 10 .
[lﬂ[ﬂlSUllS

!Il||l|ll|l‘gll'9\ (Théordme des o

[j imites et €0

oy |||'H'"

‘ mlnnm._ﬂ

f, et hdésignent troig fonction,

denx nombres réels on oo on maet ¢
=

o i 1 ““l"]“ -
(R l nl !l. ux ll'"i “l.‘n.' ela "
et it S II|'I'H' " 1 I
I . I A "“”L‘ld""n "

o ;lt‘ il
nt proche e

",l.] ou b o™ ; ||,_-;.unll"‘
nake que A st 58 N = ol = o N i
“n.“”l.i | e I 0, FO) = 2D hx) et i":‘“*lrf:nr
o SijfQ0) 1B e " alors lim p(x) = €, ! ,:I:lh(t)‘
alos lim | ("] . X-3a

oM

G = e lim f(x) "‘-"nl/‘\
allﬂ'l." lim .’I(\] o l'(l-u‘/\&

L L
———

o Sif(x)= pla)et ‘hn:'.al* =
alors lim f(x) === “Ifi\_/
(]

0 continuite

lj fonction continue

ervalle leta € L

f designe une fonction detinie surun u‘it Seirrme
et dite continue en a, lovsque i fAX)=7Rak.
o Lafonction f est dite cor ! e

+ Lafonction f est dite continue sur L'intervalle I, lovsque f est continue en tout point de .

Contre-exemple Remarque

II v "',"-‘-' - \ “f]

-

: Gr.‘tphiqlwment, 1 continuité
- d'une fonction f surun

- intervalle I'se traduit parune
- courbe « en un seul morceau .

] I

.

fest continue sur [<1; 2] f west pas continue sur [ =1 2

Ij Continuité de fonctions usuelles lj Prolongement par continuité

Propridtes péfinition

fonction non comipue ena

lll.:'.-' tonctions usuelles sont continues 1y ol f désigne une i

‘ h.? sont definies, ot (' un nombre réel tel que €= x‘fﬂ .

& S et g sont deux fonctions continues On appelle pmlml}:ﬂ“t’-“t g :

\ - - : . il o f en, iXE |

enac i, Jlmsﬁg‘f\g o -' (avec g (@) # 0) par mn.hm_::né f“.f en ". |]_'(,\'} ,fﬁx)stx o |
o A la fonction £ définie par: l f=".

m le sont aussi.
~
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1 peduire une limite d’une comparaison R

Calculer lim (3x2cos(2x)-x).
x—0

‘méthode.

' pour tout nombre réel x: =1 < cos(2x) < 1. Ainsi, en multipliant membre Lorsque I'expression contient
3 membre linégalité par 3x2 (positif) ; on obtient pour tout nombre réel x: des cosinus et des sinus, penser
_3x2<3x%c0s(2X) < 3x2 Comme lim =3x2 = lim 3x2 =0, le théoréme aux comparaisons pour conclure.

x—0 x=0
des gendarmes assure que lim 3x2cos(2x)=0. Puis lim 3x2cos(2x)—-x=0.
x—=0 x=0

connaitre la définition de la continuité en un point |

a désigne un nombre réel. f désigne la fonction définie sur R par:f(x)=
Déterminer a pour que f soit continue sur R.

‘méthode. |

1. fest continue sur ]—eo ; 2[ etsur]2; +eo[ comme fonction polyndmiale. 1. Déterminer les valeurs de X f
5. Ainsi, fest continue sur R si, et seulement si, lim f(x) et lim f(x) existent, en lesquelles la fonction fn'est
x—2

axl+x-1 six=2
x+3 six<2’ !

sont finies et sont égales. x—2 pas, a priori, continue.
x>2 x<2 i I
3. Or, lim f(x)= lim (x+3)=5; lim f(x)= lim (ax2+x=1)=4a+1 2. Calculer la limite de f(x) quand |
X2 x=22 X2 x—2 x tend vers I'une de ces valeurs. I
x<2 x<2 x>2 x>2 i
3. Conclure. |
]

fest donc continue en 2 si, et seulement si, 4a+1=5 si, et seulement si,a=1.

prolonger par continuité une fonction

fet g désignent les fonctions définies sur R\{0} par: f(x):xcos(lJ et g(x):2rL1 ;
fet g sont-elles prolongeables par continuitéen 0? X X

.méthode.

. Pour tout xde R\ {0}, |f(x)|<|x] (car pour tout a de R, |cos(a)|<1. Pour montrer qu'une fonction fest
continueena:

. i = f & & i i f =u.
Comme Jﬁ)ﬁ|x| 0, d'aprés le théoréme de comparaison ;!I.To| (x)|=0 + soit fest définie en a eton
Ainsi, lim £(x)=0. démontre alors que J‘Ii_rl'laf(,vr): f(a);
x—0
o ; + soit fest définie pourx=aeton
ntinuité en 0 en posant f(0) = lim f(x)=0. ,s,o't P
On peut donc prolonger f par continuité en 0 en p (0) x—m( ) vérifieque im f(x)=Ce R.
« lim5x+1=1 et lim x=0%, donc lim g(x)=+c. Ainsi lim g(x) & R. 2
*-%0 % 53 it On prolonge alors fe:.1 aen posant:
g nest donc pas prolongeable par continuité en 0. f(x):{ ;(x] si x#a
si x=a.
2 :
m Calculer lim sm{x). : m g désigne la fonction définie sur R\{1} par:
X=X : Ix—1
+sinxsix=0 =
fdésigne la fonction définie suerarﬂx]:{r*:o:i:;:<0 9lx) x-1"
a, Calculer £(0). " i Lafonction g est-elle prolongeable par conti-
b. La fonction fest-elle continue en 07 sur R ? © nuitéen1? '
n"
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: un
m Donnet a limite de f(x) quand X tend vers a dans chac

des cas suivants. .
a. f(m‘}zS)«'2 ~3x+1,a=0;

/2 8 p 1
= +—,0=7.
C. f{x]:dsin{x)-x,a:n; d. f(x)=,/X 5 3

courbes représentatives des fonctions f, g, h
d vers 0.

] .
b. f(x):lﬂx—;.a=0,5,

m Observer les
et i et donner leur limite quand xten

=W

m fdésigne la fonction définie sur] 1;+oco [ par f(x):—i-i.
a. Résoudre |'inéquation f(x) = 100. A=
b. A désigne un nombre réel strictement positif.

Résoudre I'inéquation f(x) = A,

¢. En déduire la limite de f(x) quand x tend vers 1 avecx > 1.

m Calculer les limites suivantes.

i 2 . 5
a. lim ——; b. lim ——;
x=3 (x=3)2 "_’1|x—”
c. lim xcos(x); d. lim E
; x=0 ! .x—>5 \/; )

m Justifier I'affichage ci-dessous obtenu avec le logiciel Xcas.
[flimit((x+3)/(x-1),x.1) f

!

| » |

ﬂ fdésigne la fonction définie sur R\ {2 ; -3} par :

1
fli——— =
) (x=2)(x+3)"

a. Déterminer lim (x+3)et lim (x—2).

x=2 X—=3
b. ‘D'?terminer la limite de (x- 2) quand x tend vers 2 3 gauche
puis a droite,
& ‘Dr.eterrniner lalimite de (x+3) quand xtend vers—3 3 gauche
puis a droite,
d. Dresser le tableau de signes de f.

e. En déduire les limites, 3 gauche et ¢
; et a droite, de f(x
xtend vers 2 ; puis vers -3, ) auand

m Déterminer |o

S limitec
xtend vers a dang cp- TS

d
a. !(X}:——-._,_
x2 41
C. f(X]:-—z—}.r_fl_ a=
x(x+4)'7=0; Sy,

P Attention au signe dele m

X .
par valeurs supérieyre « g’:}ssmn X<
Ou infg

}
=, gy e,
' &

ﬂ h désigne | fonction de

ie Sur 'R\ 5

h{x):__,'%xz..._s E)DEr

Déterminer les [im: 3;:‘"
es limites gauc

xtend vers =
2

Réponses rapides

Voici les courbes
représentatives des
fonctions £, g, h et

Lire leur limite quand
X tend vers — oo, puis
Vers +co,

E a. Dansunre

définie sur R telle

pere re]présenter, amaip evée
Que Tim for 1Une fy
X—teo ( } - i

b. Su-r le méme graphique, représente
fonction g telle que pour tout x g

c. Endéduire im g{x).
X—3too

f, d maip |
eR.g00>fy '

m h désigne la fonction définie SUr]0; 4o [ par
h(x)=1 +l.

a. € désigne un nombre réel stricte)rrnent positif,

Onposel=]1-g;1+¢[.

Montrer que si x>% ,alorsh(x) el

b. En déduire la limite de h (x) quand x tend vers +.

m fdésigne la fonction définie sur [0; + [ par:
-1
a2,
x+4 5
a. Montrer que pour toutx =0, f(x)-1="75"

b. & désigne un nombre réel strictement posit.
Résoudre linéquation | f(x)—1| <& e
¢. En déduire la limite de f(x) quand Xte"
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m Calculer les limites suivantes,

fim 2/\'2"3; b. lim 4X+5;

| —3 < Iim {x“.l 2'

& ot R 4 deipos OE
: - e dim7+—; 5 2 5
lim [7X 1|' = d v iy S0P

d- 1-.-!—“"| X=4 X X=3<ic X xz "

m Justifier ['affichage ci-dessous obtenu avec o logiciel Xcas

[im@/(x-5) x-infinty) __'_""'"""'-'-—-—~|
= g ——d

i |

galcul de limites et comparaispps

péponses rapides

m Déterminer la limite de f(x) quand x e

nd vers g dans
chacun des cas suivants,

7
a f(x]=x+;,a=+oo; b. f[x)zm’a:*_m;

d. f(x)=22%

-——-_._'(?:__-°°

X+1 '

m fet g sont les fonctions définies sur R par:

c. fix)=cos(3x+x),a=0;

f0=3-x et g(x)==
X2
Déterminer les limites suivantes lorsque ce ne sont pas des
formes indéterminées,

2. lim (f+g)(x) ; b. lim(fxg)(x):
x=0

X—4oo
. f
¢. lim (Fxg)(x); d. lim —(x).
X——o= x=04g

2 hdésigne la fonction définie sur R par h (x)=2— X

2+cosx
x=1
a. Montrer que pour toutx =1, f(x)= o

Coox=1
b. Calculer lim —.
X—3+o0

c. Endéduire lim f(x).

X—r+oo

]

} Utiliser une propriété du paragraphe 5.b.

E gdésigne la fonction définie sur R par g (x)= s;nz(i);}‘
2. Montrer que pour tout xde R, | g (x)| < —21 .
X< +1
b.Endéduire lim g(x),puis lim g(x).
X—3+0a X—=y—ca

E Justifier les affichages ci-dessous obtenus avec le logiciel
Xcas.

fmtEeaymz)x0)

L] AR

Jimit((x-2)*x*2,x -infinity) |

Limites et continuité
n

E fdésigne | fonction définie sur R par:

f(X)=4x2 4 x4+3.
ourtout xde R\ {0},

f[X)=4x2(l+_1_+_.3_)'
4x  4x2

b. Calculer fim 4x2 et fim (1 LIPS )
X—=+oa

y i d, JUStiﬁer ['_'IueI p

+—t—.
C. En déduire lim f(x).

X=3+ca

2. Procéder de | méme maniére pour calculer fim f(x).
X——co

m fdésigne la fonction définje Sur(0;+eo[

5x2+1

+2

lim 5x241 et fim 3x+2.
—¥too X—tea

par:

f(x)=

a. « Déterminer
X
* Peut-on déduire lim f(x)?

1
X—+oo Bl O

x2

b. Montrer que pourtoutxde]0;+eo[, f(x)=xx
<. Endéduire fim f(x). =
X —4too X
@ Démontrer une propriété
1. Pdésigne la fonction définie sur R par:
P(x)=ayx"+..+ax+a, avec a,#0.
a. - Justifier que, pour tout x 20,

a a a
PX)=axm1+-—ty 41 %0 |
a,x ax" ax"

) ) a a
- Déterminer fim |1+-2=14 40 |
X=+eo|  @X a,x"

« Endéduireque lim P(x)= Iim a,x".
X=yteo X=too

b. De laméme maniére, montrer que lim P(x)= lim ol
X—y—sce X——o0
2. Qdésigne la fonction polyndme définie sur R par:
O{X]=bmxm+...+bm avecb,, #0.
a. - Justifier que pour tout x 0,

a q
, L 40

P[x}= ax a,x a,x,

Q) ™y Oty L b

by X bx™
P(x) . ax"

. ' lim —— = lim ;
sdediitegue x—l:-rr]oo Qx)  x—o+ee by x™

b. De la méme maniére, montrer que:

P(x) ax"
lim — = |im —2—,
x—=0 Q(X)  yo—o b, x™

m Déterminer les limites de f(x) quand x tend vers — oo, puis
Vers +oo,

7
a. f{x)=—4x3+§; b. f[x)=5x4+x2—x;
-x? 5x3+1
il d. fx)=-x+2 ],
23+ x 2-x

c. f(x)=

i
iy
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Déterminer les limites de f(x) quand x tend vers d.

|
a. f[x}— x

,a==—co;

b. f{x)=?—3x5—x.a=+w:
-X
c. le]=—3 ,a=+00;
5—x

d. f(x)=——-7x5,a=—o0,
3+x

. B 1)
m Déterminer lim vx2+4 ,puis lim Vx“+4.

X—3+oo X—=e

'i Utiliser la propriété sur les limites et les comparaisons.

Lobjectif est de calculer lim VxZ+1-vx2+4.

X—ytoo
a. Déterminer lim vx2+1et lim Vvx2+4.
X—teo X—roo

- Peut-onendéduire lim Vx2+1-Vx2+47?
X—rtoo
b. Montrer que pour tout x de [0 ; +oo[:

‘/"T“m"mw—x:

. En déduire la limite cherchée.

b Lexpression conjuguée de J- Vb est Va+b.

a. Montrer que pour toutx de R,

5¢0s (x)+3x| _ 5+3| x|
232"'1 T4
5+3|x
b. Déterminer I|m l I s lim — I | .
x-+e0 202 +1 x—>—oo 22 +1
c. Endéduire lim _‘95{")_+3";puis liin 5cos(x)+3x
x4 2x%+1 i 29241

en utilisant un résultat de comparaison.

f désigne la fonction définie sur]1;+oo[ par:

f(x]=0x+b+—1-,
x=1

ol a et b sont deux nombres réels.

Déterminer a et b pour que lim f(x)=3.
X—ytea

m g désigne la fonction définie sur R par:

2
o
g(x)=ax+b+
x242
ol a, bet ¢ sont trois nombres réels,

Déterminer a, b et c pour que lim g(x)=1etg(0)=-1.
X—p—oa

Héimnses raEi(Ies

E‘S Dire dans chacun des cas

UWan
surl mtervalleI sila 3fong,

f désigne la fonction définje SUr R par
f{X)" 2x- 3 si x:n[}

) six<y,
fest-elle continue: . eng? ©SuR)
E g désigne la fonction définje sur R par-
x2 Si x=1
glx)= ?;”ﬂ05x<1
= 8] X0,
X

La fonction g est-elle continue :

. ?' . . - . -
en1?; - en0?; . surRzy; -surllntervalleh.hp

m h désigne la fonction définie sur [=1;3] par:

h(x]={ X2 sixe[-1 2l
X+p sixe[1;3)
oix p est un nombre réel,
+ Dans un repeére, tracer les courbes représentatives ga
pourp =2,p=1p=-2
+ hest-elle continue en 1 ?

b. Déterminer les valeurs de p pour lesquelles h est continge
enl,

f désigne la fonction définie sur R\ {0} par:

f(x)= xzsin( A ]
X

a. Montrer que pour tout x# 0, | f(x)| < x2

b. En déduire lim f(x).
x—=0

¢. + Peut-on prolonger fen 0 par continuité ?
+ Sioui, donner ce prolongement.

m g désigne la fonction définie sur [0; +=° [\{1}par:

St

x-1"

a. Montrer que pour tout x de [0;+eo[\ {1}
(x-Nx+D__1

9[ﬂ=m Jx#1 it
b. En déduire que g est prolongeable paf con
préciser ce prolongement.

g(x)=
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Top chrono (sans

Paur Chaq
ou fausse

vrai faux

eut conjecturer ) )
"ozep. fim f(x)=0- N—— 0 O
q ot ¢}
{{.,]

fonction telle que

st Une
e 0 et limf(x)=05.
x—2

lim f(x)=
::22 x<2
fest continue en 2. . (i) . 0

3

) - _7x3+x8=50=—co. o 0O
B e = —

i fe; g désignent deux fonctions telles
y i f(x)=4 et lim g(x)=0"

que leT“ ) x—>+nog

w

F =%

f(x)
Alors lim LI, o 0O

x—->+°°g(x}_ It —

lim f.:-5-=+un. U 0
R | x=1

x>1 .- S - —

un

ue affirmation, indiquer si elle est vraie

e SRR

raifaln

avec justification ~~~ —

Pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie oU
fausse.

vrai faux
1. lim 3x—4='3_‘ O O
x—- X=5 5
5 lim 3smtx}=0l o O
Xx—+es X°+3
: x+2 ] ]
3. lim 3x4+——=+v00, -
x=1 X—
x>1
4, La fonct!onf W
est continue NN )
sur[1;3]. 4 o O
0]

5, La fonction g définie sur R par:

el e est continue
—J e s - = ” £
glx)=16 xs! 2EXSA sur R. O ]
-x3 six=-2

" Les réponses a ces exercices sontindiquées en fin de manuel.

Top chrono (sansjustification)

fivec justification

PR

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte parmi

les trois propositions.

P

1. La limite de -7'x+i quand x tend vers —eo st :
X

a, +eo; b. —oo; g0

2.f,g.h désignent trois fonctions telles que pour tout x
deR:fl)<sgl)sh)
et lim f(x)=-3, lim h(x)=10.

X—rtoo X—ytoo
a. lim g(x)=10; b. lim g(x)=-3;
X—+o0 X—too
¢. lim g(x)e[-3;10],sielle existe.
X—ptoo
3. La limite de f(x) quand x tend vers 2 1| €e)
par valeurs supérieures est : el
a,0; b, +o; c. 2. 0|13

4, Le quotient de deux fonctions continues sur Rest:
a, continu surR; b. non continusurR;
€. ON ne peut pas savoir.

E Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions.

1. Si fet g désignent deux fonctions telles que pour
5x+1

3 et lim f(x)=1.
X< +1

X—y—oo

toutxde R, g(x)=f(x)+

Alors, lim g(x) estégalea:
X—y—oa

a. l; b. 0; ¢, n'existe pas.
o ax245-x3
2. lim ————estégala:
x=—o0 X2 +3x3+4
a. -1; b. —1; C 1—
3 3

3. h désigne la fonction définie sur R par:

sinx six>m/4 ;
a. hestcontinuesurR;

h(x)= ,/Z_X si0 <x<m/4 b. hn'est pas continue en /4 ;
4 ¢. hest continue sur[1;+eo[.

1 six<0
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EHEIL

. inuplse
aign iINVEe
ot foncli®
yame € ond degré:
action polu! ynome du secon
fone ion poly ”a\m(g:‘ﬂ.
1 ontout xtel que

i par @007 7y

o Ja fonction dehnie f ™

¢ gesiant ¥ i .gne 3
¢ ot - . p
e nditfuiant quiva A §

|il “I T =
IL“ inet I
YRS L a n Ve

.o e fane
flié:rgﬂi u r.“]l-- t‘.'\? + by

les limites de

prminées

definies sur [0; yoo[ par:

indet
rormes If ;
1 ¢ ot g désianent o fonction
. f(x) 3ylex+l & g(x]—------*\&-H
Y=

Endéduire im (fxg)(x). |
2. Détermi;::l:s limites suivantes apres avoir remarque une
forme indéterminée :

o SxE=3x4l
g T
b, lim 13_:_2.1,3,,2,«,_

%

ot . . I .
} Pour lever une indéterminée, penser & factoriser expression.

Bl étude dune fonction rationnelle
) x2+x-6
f désigne la fonction définie par f{xl=m.
2. Montrer que [ensemble de définition de fest R\{-2;5}.
b. Montrer que, pour tout xde R\{-2; 5},
b 4
fx)=a+——+——
x+2 x-=5

o g, b, cdésignent trois nombres réels a déterminer.
<. Déterminer lim f(x).

x—=2

d. Déterminer lim f(x).
x—=5

e. Déterminer lim f(x) et lim f(x).
K=o X—3—o0

:. Rzpresenter lafonction g dans un repére et vérifier [es résul-
atsdue,

E le théoreme des gendarmes
a. Montrer que pour toyt x = 0,

-1 & 1+42sin(4x) - 3
R RN N
b. En déduire [im ]_iz_*'f'_“fj_)
X—3+o0 ]+2J;

S B ]

m Limite ou pag dai;
fet g désignent g fon% lmite N
NS dgp

nj
f{X}:: 3x(05(i Qsiurl

2| ®
a. Montrer que, poy, tomx t 9y

En déduire lim f(y)
x=0

b. « Calculer 9(2kn) gy if; k]

k?(-}.n
- Que peut-on en déduire Po 2]

p
vers +eo? Urly s
d |In-ﬂt

=]
&
—
= =
—
e
-

[P
) }
; L
m _Eti]!resslun con g g
fdésigne la fonctiop, définje .
UFR\{ ‘
0

\/‘x\
f(X)‘:_ -"'““tl:l
0 . }

a. Montrer que, Pourtoyt y 0

b. Déterminer [im f, ;
x=0 (x) et lim f(X}, ?‘X\?\

ing, i"‘ﬁ I
<0

c. fest-elle continye g R? Jugtis
*Bliner,

B oe drites ge limiteg

R
a. Galculer lim |-__|
X—+eo ¥

de la valeur absolye. i
b. Galculer lim \};('41.{.25,(e -
X—=4eo n "mhsant l'E)(preS .
) Sion e
. Représenter les courpeg ces "o
afin de vérifier les résultats précéde:tn
5

PUis  im m
b . X -E!'Iutlhsanthdéﬁ

Clions 31, talcu%

E Vitesse instantanée

Un point M se déplace surune droite(gmmuniedr
UN Fepige

@) T [U;FL

\‘O_Q—‘M*m\‘

Sa position, en métres, o i

; + €n fonction dy ten Xping
. . sr’ iné

secondes, est définie par son abscisse x(t):fzﬂi] ]

La vitesse instantanée dy point Ma linstant gt
G .

x(t, +h)-

h=0 h
1. Déterminer la vitesse instantanée du point mobile:
a. alinstant 2; b.  linstant 5.
2. Déterminer I'instant en lequel la vitesse instantinéees.
égalea:
a. 13m:s; b. 1,05ms™,
B partir de la définition

f désigne une fonction définie et décroissante sur ot

[0;+oo[telleque lim f(x)=0.
X—3teo

Montrer que pour tout x e [0;+e[, fix) =0.
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y

conject
pction

ref, puis démontrer

n
définie sur B\ E}Pi"i
(dési9 x+cos(x)
f(x}": T !

x_—
2

ssous, on a représenté la fonction f.

repére ci-de

ans le
2D =

+
—
|

=

|

|
o

k=" . T
imites de fen —eo, €N +oo, puis en —.
conectorer s T 2

péterminer les limites a l'infini a I'aide d'un encadrement,
b.

i i T
- imites a gauche, puis a droite de fen—,
¢ péterminer les limitesa g P 2

cadrements
1 fd[él:igne |a fonction définie sur R\{0} par:

f(X}‘*—x'_
2—sin (l)
X

X
a Montrerquer> 0, ;Sf{x)-._c__x-

X
b, Montrer que vx<0, xsf(x]ﬂ?

. Endéduire les limites de fen 0; en +eo; puis en —co,
' isonnement pour la fonction g définie sur

2, Tenir le méme rai
X
g(X)=—-—1—.
2—cos (—J
X

R\{0} par:
I fonction partie entiére
Edésigne la fonction partie entiére :
VxeREWeZ et x<E(X)<x+1.
E(Vx)

X

fdésigne la fonction définie sur R} par f(x)=

1. La fonction E est-elle continue sur R ?
2.a.+ Montrerque Vxe]0; 1[, f(x)=0.

+ Caleuler lim f(x).
=0

* Peut-on prolonger fen 0 par continuité ?
b.« Montrer que V x> 1, Oéf(xlﬁi-

I3 - -J;
* Endéduire fim f(x).

X—3+oo
x>0

b La notation RY signifie]0; +o[.

F; bpgql.nnge'"e"t par continuité
surR p:rS:lgnent deux nombres réels et f Ia fonction définie
%=l six=2
f(X)*_—. x2+bX si0$x<2

aV1+x2 $x-1 i x<0

Déterminer a et b pour que fsoit continue sur R.

5 les deun cercles

(6,) désigne un cercle de centre 0, et
de rayon 6 cm, 1

Il est tangent & un cercle (6,) de centre
0, etderayonrtel que0 <r< 6.

Les tangentes communes aux deux
cercles (@) et (6,) sont sécantes en S.

6r+36

6-r
b. + Endéduirelalimite de 0,5 lorsque
rtend vers 6.

+ Représenter cette situation par un
schéma,

c. « Calculer la limite de 0,5 lorsque r
tend vers 0.

* Représenter cette situation par un
schéma.

a. Montrer que: 0,5=

B timite de S |orsque x tend vers o

X
1. x désigne un nombre réel appartenant a ]0 ,%[

Dans le repére orthonormé (07, f), on considére les points
A(1;0), M(cos (x) ; sin (x)), P(cos (x) ; 0) et T(1; tan (x)).
Onnote &Q‘ I'airedu triangleﬂ{lM, o, laire du secteur de disque
délimité par I'arc de cercle AM et s I'aire du triangle OAT.

tanxf---=----==3¢ M-AT
[ { ———————
= 1
1 1
1
1
1
P1 YA
o H cos x

a. En comparant ces trois aires, montrer que :
sin(x) <x<tan(x)

sin(x
b. En déduire que: cos (x) < : )51.

sin(x)

c. Déterminer la limite de lorsque x tend vers O par

valeurs supérieures.
2. En utilisant la question 1., calculer leslimites suivantes lorsque

x tend vers 0 par valeurs supérieures :

i X

a. lim sm(3x); b. lim — s

0 2X x—0 5in(5x)
x>0 x>0

tan(x . xcos(x)

c. lim { ); d. lim — .

x—=0 X x—0 sin(4x)
x>0

x>0
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m Un algorithme

fet g désignent les fonctions définies sur |-2;+eelPF

B .
f{x)=x—(-3—x?j§ et g{x)sE(X 1%
L i urbes
es CO
1. Tracer dans une méme fenétre de la calculatricé |
représentatives de fet g. ;
Quiobserve-t-on pour des grandes valeurs dex
2. a. Montrer Vx> 2,g{x)—f[x]=;—)-r-i-
nd x tend vers +

b. En déduire la limite de g (x) - f(x) qua
3, On considére ['algorithme ci-dessous.

Entrées. Initialisation
. Choisir un nombre ree

proche de 0.
. Lenombre x prend la valeur

Traitement

| positif a asseZ

-1.

Tantque A sy ,xprendlavaleurx+ 1.
x+2

Sortie
Afficher le nombre x.

\

a. Expliquer le role de cet algorithme. ‘ .
b. Quelle valeur de x, Ialgorithme affiche-t-il lorsque :

- a=-0017

- a=0,0017

. a=10"%?

}Lorsque lim (f(x)-g(x))=0 ,ondit que les courbes
X—hoo

représentatives de fet g sont asymptotes I'une de 'autre a lnfini.

Majoration et minoration
fdésigne la fonction définie sur]0;+ [par:

f(x}=x2+x—3.
X

1. Limites de f

a. Déterminer lim f(x).
X—too

b. Déterminer lim f(x).
x=0
x>0
2. Encadrements
a. Montrer que pour tout xde ] 0 ; +oo],

)= =1 PR)
X

ou P désigne une fonction polynéme que I'on déterminera.

b. - Montrer que, pourtout xde R, x2 +2x+2 =(x+1)2+1;

puis en déduire que, pour toutxde ]0; 1], f(x) <1 ——1-.
X

« Déterminer un nombre réel o tel que, pourtoutxe]0;a];

f(x) <-104
¢. + Montrer que, pourtoutxde[2:+oa{,x-321 :
X

puis en déduire que pour tout xde [2; +oo[, f(x) = x2,

= Déterminer un nombre réel B tel que, pour tout x € [B; + oo,

f(x) =104,

Histoire d'aires
ci-contreest représentélecercle  —.
trigonométrique dans un repére

orthonormé 0,1, j)'.
Mestun point situe sur le quart

du cercle compris entre [ et J

exclus. _
La tangente en M coupe la droite

(or)enP. o sed]
Latangente en I coupe la droite (MP) en ;

Le point H est projeté orthogonal de M sur , g,

mes (01, W);XE]O:-;E[.

|
1
1
1
13

On poseXx= =
a. Exprimer l'aire 5 (x) du triangle HMP en fonction

b. Exprimer laire S, (x) du triangle NIP en fonction i
c. Calculer, puis interpréter les limites SUivantes - ex

. lim $4(x); - lim S(x).
x—=0 L
x>0 2
T
X<—
2
d. - Montrer que, pourtoutxe]o;g[_
5,(x) " )
SR
5,00 cos(x))¢.
. En déduire les limites suivantes :
« lim ; « lim —.
x=0 5,(x) (X S5(x)
x>0 2
X(E

e. Déduire des questions précédentes les limitas -

lim $,(x) ; lim 5, (x).
x—0 x—;E
x>0 2
i
X< —
2

Interpréter les résultats obtenus.

E& position relative
f désigne la fonction d'expression :

)= x3-x2 —4x+5.
x2+x=2
1. Déterminer 'ensemble de définition de f.
2. a. Déterminer les limites de f en —ee, puisen +.
b. Reproduire et compléter le tableau de signes.

X —0a 400
x2+x-2

c. En déduire les limites de f en—2; puisen 1.
3. a. Déterminer les nombres réels a, b etc tels quepou ™t

xdeR\{-2;1},

(4
f{X]=GX+b+;-2—_‘;—_'.'5.

b. On note (%) la droite d‘équationy=ax+bet (&)
représentative de f dans un repere.

+ Représenter (D) et (€,) ala calculatrice.

- Conjecturer la position relative de (D) et (€;)
« Ftudier le signe de f(x) — (ax+ b) suivant lesva
» Valider ou invalider la conjecture précédente.

a courbe

leurs deX
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rivee d’une fonction

|'r€-.lu_'

_Les objectifs du/chaf

Etudier et interpréter la dérivabilité d'une foncHol s
Exprimer la dérivée d’une fonction. : urbe
Déterminer une équation d’une tangente a une c? t'n;isation-
Utiliser |a dérivée pour résoudre des problémes o I‘sinilge
A.pprOcher une fonction par une fonction affine au Vol

un point,

un pDint-
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Sote
[ yombre

re dél‘iUé d’

dérivé et tangente

yne fonction en un nombre réel q
Homb

définie sur un intervalle I a et h sont deux nombres réels e Queh g
on -

4 fonﬂi
" désigne une Flath)-
! Gavhel ecviserent 1)~
s, ctathel il rivable en a lorsque Je taux d'accroissement ;
fonctio -
. ¢ limite finie quand h tend vers Z€ro. o
admet un est appelée nombre dérivé de fena.

'
« Cette limite, notée f'(a),

M lorsque cette limite existe.

Autrement dit, f'(a)= igr{l)

Exemple - ) 1
f désigne la fonction inverse définie sur R* par f(x) -
Calcul du taux d'accroissement de fentre 1 et1+h,avec1+ he]0;+[:
1 1
fA+h)—-f(Q) _1+h 1=1—(1+h)= -h -1
ho ok A+hh  (+hh 1+h
Or lim L —1.Donc fest dérivable en 1 et le nombre dérivé de fen 1 est f(1)=-1.
h—01+h
Remarques

« Dans certains cas, seule la limite 4 gauche (respectivement a droite) en a existe ;
on parle alors de dérivabilité & gauche (respectivement a droite) en a.

« Si une fonction est dérivable en a, alors elle est dérivable a droite et & gauche ena
et les deux nombres dérivés sont égaux.

Iﬂ Tangente a une courbe en un point

[Propriétés| Exemple _—

. -

; F f désigne la fonction inverse. fest dériva jint )
f désigne une fonction définie sur un intervalle I Sa courbe représentative admet doncaup

Saéuvitieenq,acl une tangente d’équation :

2
On note (€) sa courbe repré ; _ | +1¢?V"I+
un repere. présentative dans y= G-+ Q) @ y=-106 DT
® f"(a) estle coefficient directeur d, =T |
4(€) au point d'abscisse g, h R

* Cette tangente 5 pour équation :
y=f"(a)(x—q) +f(a).
T :

Remarque (« I-“'L“

ri auche
Lorsque fest dérivable gdlréseu :
A droite) en a, sa courbe T€PTE"" o tive

res
une demi-tangente a gauche
au point A(a;; f(@)) -
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(AU R LEL il

fdésigne la fonction définie sur R+ pay f(x)

fO+h)-f0) Vh 1
1. pour touth >0, ————-=

— i —

h h Jh'

i =40
m—-—-‘-— .
3.0 h'-;oJﬁ

h>0

3. Donc la fonction f n'est pas dérivable en 0 3 drojte,

tracée dans le repére ci-contre,

a. f(0); b. £(2).

Solution commentee

a. Le coefficient directeur de la tangente 3 (¢)

au point A d'abscisse 0 est égal a 2. Ainsi f'(0) = 2.
b. Le coefficient directeur de la tangente a (€)

au point B d‘abscisse 2 est égal & 0. Ainsi f'(2) =0.

Determiner une équation d’une tangente a une courhe |

tudier [a dérivabilité deypg 5

(6) désigne la courbe représentative d'une fonction f w— |

Déterminer graphiquement les nombres dérivés :

une fonction

Onction en 4

=VX . Etudier la dérivabilité de feno.

Méthode

1. . .
Calculer le taux d'accroissemeny 10*h)~/(a) oligest le
h '

nombre réel donné ot
2. Etudier sj co taux
vers 0,

3. Sioui, f est dérivable en g et £
dérivable en g,

hrun nombre réel tel quea+he,.
admet une limite finie {, lorsque htend

(a) = (. Sinon, f n'est pas

Lire graphiquement un nompy

L Ul hambre dérive

Méthode

Pour lire graphiquement f(a) :
1. Repérer sur la courbe (€) le point A d'abscisse a.
2. Lire le coefficient directeur de la tangente en A.

f désigne la fonction carrée définie sur R par f(x) = x2. On note (€) sa courbe représentative dans un repére,

Déterminer une équation de la tangente (T,)

Solution commentee Méthode |

a (%) au point d'abscisse 1.

1..f(1)=1%=1, Pour déterminer une équation de la tangente
« Calcul du taux d’accroissement. (Ty) alu pointd’absgis:e a. .
—f1) . (+h?2-=1 . h*+2h 9 1. Calculer f(a), puis f'(a).
lim m= lim ( ; =}3|mg b =hh-Ta(h+2]_2 . 2. Appliquer la propriété du cours :
ha =t " y="F(a)x—a)+f(a).
Donc, f'(1)=2.
2. La tangente (T) a pour équation : ( Reniarue;
y=2x-1)+1ey=2x-1. PPenseravériﬁer graphiquement « 4 la calculatrice »

o

tangente a la courbe (6).

que la droite dont on a abtenu Iéquation est bien
] Voir les pages 264 a 267 a la fin du manuel.

| S'enercergy

n f désigne la fonction cube définie sur R par f(x) =x3.
On note (6) sa courbe représentative dans un repére.

a. Démontrer que f est dérivable en 2 et que f'(2) = ug
b. Déterminer une équation de la tangente a (€) au point
d'abscisse 2.

tracée ci-contre.
Déterminer graphiquement : . :
a. f'(1); b. f(2). Ll

| (6) désigne la courbe BUOSEEN/AN
représentative d'une fonctionf | \] =/ | |
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‘cours™ ™
2 ronctiol

q fonction dérivee
parinitions

désigne une fonct

, derivée et regles de [iéi'iua
tiy
h

le L.

n définie surun interval
est dérivable en tout nombye g, d
g o !

Jorsquelle

véedef, notée [ est Ja fonction qui a tout nombre rée] x b
) aqsr"’-ie II’:

io
dérivable sur |

/

r La fonction fest

» Lafonction déri
Mgy
Fremple bre réel mhf:_. Ty
¢ désigne 1a fonction carrée. a est un nomor . .
i"nu;' l-‘mt ade R, fest dérivable en a. 2 !
= m2-a? . 2ah+h®
_ flath) fla) . (at i »
En effet, ;Tn-ﬂ_}i___—r = JP_T{J hor0 hf:}}(?a +h)=24
Ainsi fest dérivable sur R et, pour tout nombre réel x, f'(x) =2x.
périvées des fonctions usuelles
________—-————’________—‘—————
Domaine Fonction : D(‘)Ifl —_—
de définition f@x) de dérivabilité F ONction g
] I‘Iv- :
R k, k ER R ( ) g,
e
R ax+b, acR, beR R \0|
S NS |
L x? R a |
I-———___________.
_1_ 2% ‘
R\{0} x R\{0} :
——
x2
(034l Jx 10;4o0] N
R x" neN, n=2 R %
nx-1
1
R\{0} —,neN,n>2 R\{0} Nﬂ
x ——
\"m‘
périvées des formes usuelles
u et v désignent des fonctions dérivables sur un intervalle I.
Fonction de la forme (condition) Fonction dérivée e
u+tv u+v
ku(keR) =
— uv+u’

u"(neN, n=2)

L w20
v

I %(v:o)

[ Vu (u>0)
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Jev=-

b. g(x)=x3.

e X
r

7

a. HX}:"EX"!'

2. 1. Pourto
fla+h-fla) _
—h

R

1
h)+—
* H?)

h

(-zetes)-(5o43) -

1

2. lim 2

h—0

1
3. fest dérivable en a pour touta deRet f'(ﬂ)=—z . Ainsi la fonction

e ) 1
gerivée de fest la fonction f*définie sur R par f'(x) =_Z .

b. 1. Pour toutad de R,

gplution commentee
utade R, 11

péterminer ]a fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :

Méthade

1. Calculer le taux d'accroissement

de la fonction pour un nombre réel
a quelconque de l'ensemble de
définition de f. Ne pas oublier de
simplifier quand cest possible.

- Déterminer la limite de ce taux
d'accroissement lorsque h tend vers
zéro,

3. Conclure.

=h*+5ah3 + 10a2h2 + 10a3h+ 5%,

gla
h h h

5. lim(~h?+ 5ah3+10a2h? +10a3h+ 5a*)=50%,
h—=0
3, gestdérivable ena pour toutade R et g’(a) = 5a*.

+h)-gla) _(a+hP-a®_h*>+5ah*+10a%h3+10a3h2 + 5a%h (a+h)5-g5

h

Ainsi la fonction dérivée de g est la fonction g” définie sur R par g’(x) = 5.x*.

péterminer la deéerivée de fo

rmes usuelles

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes, sans se préoccuper de leur domaine de dérivabilité.

a. f(x)=x3+x2-24x+1;

b. g(x)=vx(x2-x) ;

c. h(XJ=~3—x— .
1-x

solution commentée ‘Méthode

a. 1. La fonction f est la somme de trois fonctions :
u (0 =53, uy () =x2 et uz(x)=—-24x+1.

2. F(0) =ty () + Uy () + U’y () =3x%+ 2x— 24,

b. 1. Lafonction g est le produit de deux fonctions : u (x)= Jx etv(x)=x2—x.

2. /00 =00 Vi) + u(x) V'(X)=-2—\]/—;(X2—x)+\/)—((2x—1)-

¢. 1. Lafonction h est le quotient de deux fonctions :
ulx)=3xetvix)=1-x.

1. Reconnaitre la forme de
la fonction (somme, produit,
quotient...).
2. Utiliser les tableaux
des paragraphes b, et ¢,
du cours,

Rematiue
PII est indispensable de connaitre

i _u'(x] vix)—u(x)v'(x) = 301 —x)—3x(-1) = ——3— ces deux tableaux par cceur.
2. W(x)= "200) = 1—x)? 1—x)2 e P

n Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions
Suivantes :
af)=x3sur®; . g(x}=J;,5ur]0:+°°[-

1
n fdésigne la fonction définie sur IR* par f (x)=;5-
Démontrer que la fonction dérivée de fest la fonction £/

définie sur R* par f(X)=_is'
X

m Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivan-
tes, sans se préoccuper de leur domaine de dérivabilité.
1

a. f](x)=7x2—3x+1 ; b. fz(x)=;2*+—1 ;
3x-1
c. f3{x}=xf; d. f4(x}-s_2x :
x? |
=(2x-1)° ; f. = |
e. f(x)=(2x-1); s (x) e ml
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- ; ') Ll R B l

'f. H‘c‘" o5 sh..: ‘- i
icuu s}: e &

[ applications N
t le sens de variation d'une fg,

e ' : |a dérivee e o |
Xn d lien entre (8 signe de e oy
B thaaréme fondamentél o Onatef safonctiond WP 2 e
" désigne une fonction derivable SU7 TF e tout nombre reel xde I, f' () =0; e :
a0 i Fg;?cwissmm —_— SEUIETEM S;'sl:imp;ur tout nombre réelxdel, f'(x) <0; 3
issi tesur!si.etseuemeq ) beréelxdef,f'(x)=0. = s
: Fi:; Sjli:c;:::;l sur ] si, et seulement Sh pour tout nombr | ) T~
] 1 |
¢ faux. Par exemple, i~
Je cas ol I n'est S un intervalle, ¢ théoréme €S il p ARy
Remarque Dans ec gl P — 3.8 Fast cmissante
]a fonction inverse n'est pas décroissante SUr - ' 7 2 et pour toug nosu”
réel X de 1] fl{)() l;ﬂbge

lﬂ Extremum

pefinitions n— :

" T s i t I. @ est un nompre réel
i définie et dérivable sur un intervalle ouver ; appartenant 3
i i ¢ [ Jorsque pour tout nombre réel xde I, f(x) < M; anti],

» fadmetun maximum local M su
que pour tout no

- Fadmet un minimum local m sur I lors mbre réel xde I, f(x) = m.

oit un minimum.

un maximum,
de f. Dans ce cas, on parle d'extremum global

Remarques + Un extremum est soit ,
finition

. Ces définitions g'étendent & lensemble de dé

Propriétés
ble sur un intervalle ouvert I. a est un nombre réel appartenant 3

f désigne une fonction définie et dériva

1. Sifadmet un extremum local en a alors f’ (a)=0.
2. fadmet un extremum local en a si, et seulement si, f s'annule ena en changeant de signe.

a propriété 1 est fausse. Par exemple, la fonction cube est croissante sur R

tant sa dérivée s'annule en zéro.
par l'un des tableaux de variation ci-dessous::

Remarques « Laréciproque del
Elle n'a pas d'extremum et pour
« La propriété 2 peut étre décrite

X a
-« Dans ces cas, - ’x a
f'(x) - 0 +

f <9 = fadmet un extremum

f&) / | f@ atteintlorsquex=a. | f@) | T~y _—"

lj appronimation d’une fonction par une fonction affine

Définition
f désigne une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert I. a est un nombre réel appartenant .
al.

La fonction définie par g(x) =f"(a) (x— a) + f(a)
: est une approximati i isi
de a. Autrement dit : f(x) = f'(a) (x— a) + f(a) lorsque x esfll:roch?(aie f e

: |
E |

Exemple La imati i
p pproximation affine de la fonction racine carrée au voisinage de 1 se traduit par:

F6)=f'(1) 6e=1)+£(1) avec r'(n:%:l Ainsi: X == x+ = pour x proche de 1

Ilustration algébrique (calculs 3 0,001 préi) © T FEry
::/; 0,5 08 0,99 1 1,01 1,2 15 |
o 0,707 | 0,894 | 0,995 1 1,005 | 1,095 1,2:25 N
2 x+ -2- 0,75 09 0,995 1 1,005 11 1,25 _'/o_
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WwE e R -

Gdvve"

¢rudier L8 Sens

———

{désigne la fonction définie sur R par f(x)= X

—_—

gplution commentee
fonction fest dérivable sur R comme quotient de deux fonctions

/ v :jL'aivableS- U3 +1)=x(2x)  1-42
i er eR; f'(x)=___‘_'——-——:-_._-:____
p pinsi, POUr toutxd (2412 R
i(x) estdu signe de (1-x 2) puisque (x2+1)2 pst un carré donc est
Ju]:urs positif. Donc f=0exel-1;1].
to

L fonction f est donc croissante sur [~1; 1] et décroissante
2.14

surl-*”:"”U“;“"['

fdésigne la fonction définie sur R par f(x)=x* - 852 3
Déterminer les extrema locaux et globaux de fsur [-3;3].

golution commentee

1. La fonction f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables.
" insi 0= 413 = 16X =4 (67~ 4) =4x (X~ 2)(x+ ),
On en déduit le tableau de variation suivant :

x |-3 -2 0 2 3
fla| - 0 + 0 - 0 +

11\_14/,2\—14/,11

2. f's'annule et change de signe trois fois : en —2, 0 et 2. Il y a donc trois extrema

f(x)

locaux : un maximum égal a 2 en 0 et deux minima égaux d—14 en—2 eten 2.

3, Les valeurs de f en —3 et 3 étant supérieures au maximum local, le maximum
global est égal a 11. Le minimum global est égal 4 -14.

Utiliser une approsimation affine

de variatign
tation dung.

% Etudier | Sens de variatjop def.

fonctinp

Méthode

Etudier | sens de va

i riation d'une fones:
Cest déterminer [gs onction,

ntervalles sy |
elle est croissante qels

; u de‘croissante.
« Qalculer |3 dérivée de fet tudier
50N signe,

2. Appliquer [ théoréme fondamental
du paragraphe 3. 3,

pechercher un extremum d*ype fonction
— U une rancti
L

Meéthode

1. Etudier le signe de f*(x) et
dresser le tableau de variation
def,

2. Déterminer les valeurs de x
pour lesquelles f*s'annule
et change de signe.
En déduire les extrema locaux.

3. Comparer les valeurs des
extrema avec les bornes
de la fonction et en déduire
les extrema globaux.

Sans utiliser la calculatrice, donner une valeur approchée de 1,0052.

Solution commentee

1. La fonction utilisée est la fonction carrée::
fix—x2,

2,1,005 est proche de 1.

3. Lapproximation affine au voisinage de 1 sécrit:
fO)=f()x=1)+f1)=2(x=1)+1=2x=1.
Ainsi 1,0052 =2 % 1,005 -1 =1,01.

‘Méthode

1. Déterminer la fonction qui est utilisée dans I'expression
numérique a calculer. ‘
2. Déterminer au voisinage de quel nombre a « simple »
<e trouve la valeur numérique présente dans I'expression.
3. Appliquer I'approximation affine du paragraphe 3.c.
3 |a fonction déterminée au voisinage de a.

| Sexercer.

m Etudier le sens de variation des fonctions suivantes :
3. fdéfinie sur R par f(x) =—x2+2x+3 ;

lﬂ fdésignela

b. g définie sur R x2-
* gdennie sur s s
sripargla=s o

fonction définie sur R par f(x)=x>-3x+1.

Déterminer les extrema locaux et globaux de fsur[-3;3].

: 3
m Sans la calculatrice, donner unevaleur approchéede 2,03,
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es rapifes N

{ n_i':.pmls
tion définie €
(€ psttracée d

a6y au point AV

m { désigne la fl.:mc
courbe ropréscmanw‘

La tangente (T)

Déterminer, par lecture graphique:

a. f'(1);
b. une équation de la tangente (T).

18 f désigne la fonction définie sur R par f(x) = x3+1.
Utiliser la définition du nombre dérivé pour démontrer que f
est dérivable en —1 et calculer f'(=1).

m f désigne une fonction définie et dérivable sur Rdontla
courbe représentative dans un repére est notée (6,).

On dispose des informations suivantes:

f()=3 et f(1)=2; f3)=6 et f(3)=1;

f(6)=7 et f'(6)=0; f(8)=4 et f'(8)=—4.

a. Dans un repére orthonormé, placer les points A, B, Cet D de
(€,) d'abscisses respectives 1,3, 6 et 8.

b. Construire les tangentes a (6,) en ces points.

c. Dessiner une allure possible de (6) sur l'intervalle [0+9].

m fdésigne une fonction définie et dérivable sur R.
On dispose des informations suivantes :
f-4)=1etf(-4=-1;
f(0)=0 et f'(0)=2;
f6)=1et (6)=—05;
f admet en 3 un maximum égal a 2 et f est décroissante sur
[-4;:-1].
Tracer dans un repére orthonormé d'unité 1 cm, une courbe sus-
ceptible de représenter la fonction .

\, //

m La courbe représentative (,) Aw__
d‘une fonction f donnée ci-contre

Passe par trois points A, B et C.

/'7-’"/
m \

Déterminer pour chacun de ces points,
une équation de la tangente a (¢,),

}Lire pour chaque point son abscisse

q,puisf(a) et enfin f'(a), L Y\ i

m f désigne la fonction définje "
courbe représentative (6,) est tface'etdd
a

| IB;\.

Ns| suf y

§
8 !'Epg‘,re (E‘ t
| | ‘u&‘!

".11;
-J}J:

13 L

a. Déterminer par lecture

raphiqye .

o f[(gl, :](2), F3),F4), puis o, -
- x€[0;4]. Pour quelles vajoyre +. VF(Q) 5
Aleursday ., )-’{3].31{,1

« Fla)=07 s ton,

m Pour chacune des fonctjq
du nombre dérivé pour dém
calculer f'(a). g

ity

a. f(x)= LIS ey

. X _.Tx-r a=2; b, f{x)z‘!R b
- 2. o

c. fl)=0Q2x+1)?; a=0, .

NS syj
Ny Va ES*“““Sen

f désigne la fonction déf;

nie sur
On ;Zte' (‘@i] la parabole représentative daerfd S
a. Préciser les coordonng '
nnees de son SOMmet g Tepie

b. Calculer f'(1) en utilisant |a définition 4
ung

& En}déduire I'équation de | tangente (1) Mbre gg;
d. Déterminer de méme f’

; () et léquatigr ., 191
a(€pen2. duation del tengerye
e. Utilisera calculatrice £ !
pour vérify g
précédents, l Erg'aph'q“ementlesre‘suhr

E Babila a tracé sur sa
calculatrice la représentation
graphique (6,) delafonction
f définie sur R par f(x)=x3 et
la tangente (T) en un point,
a. Utiliser lafigure ci-contre

pour conjecturer une équation de Cette tangente i
b. Déterminer par le calcul une équation de (1), l

744

——

m f désigne la fonction définie par:

3 .

X°+ >
f(x)= 22* SIf 1 *

ax“+b, six<1

Déterminer a et b pour que fsoit dérivableen 1.
fide
P Etudier la dérivabilité a gauche eta droitede 1.

14
m fdésigne la fonction définie sur & parﬂr}=U'3}*
f{h}"ﬂo}:hl _9h+ﬂ,f

a. Démontrer que pour h#0, :
feuler 01

b. En déduire que fest dérivable en Oetce
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e _ff'lli‘l—e-;]

nse: N
- exercices 28032, déterminer les fonctions dériyges
pour ctions fet g, sans se préoccuper de leur domaine de

pépe

1

3I_2x243x-7; cg(x)==x4~_y2
&

1
. flx)=X 2

. 9{1)=x--1-,

2 .
=X +VX
- fix) X

A
#
0. () =2=XNX; * 900=(x=2)(2x+5).
a1
B

2x+1 X+1
- o [X):—_._._
. f(x) 5 9 r

,f=@x+1); * g(X)=Vi=3x,

f désignelafonction définie sur R par f(x)=x3+3y2_ gy o
3. Déterminer f’(x}-' _
b Déterminer une equa?lon Eie la Fangente ala courbe repré-
centative (G7) de f au point d'abscisse 1.
. pémontrer que (%)) atdmet deux tangentes horizontales en
des points dont on précisera les coordonnées,

m pémontrer qu‘une fonction affine définie sur R par :
f)=mx+p avec meRetpeR
est dérivable sur R et que f'(x)=m.

P . » Calcul formel |

E I'écran suivant a été ¢ | Do —X
obtenu avec GeoGebra. s Fghicn |
Justifier les expressions P———
btenues. : N l
’ ' xXX—2x41 |

E f désigne la fonction définie et dérivable sur]—1; +oo[ par:
flx)=—.
1+x

a. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe
représentative (6,) de f au point d'abscisse 0.

b. Etudier la position relative de (€,) par rapport a (7).

¢. Dans un repére, dessiner une représentation a main levée
de (€,) et () sur l'intervalle [-0,5 ; 0,5 illustrant les résultats

précédents.

}l.es positions relatives des courbes représentatives de deux
fonctions fet g sont données par le signe de f— g.

m f désigne la fonction définie et dérivable sur R par:

X
fix)=—-s.
() 1+ x2 5
3. Démontrer que pour tout x de R, f'{X)=—1_L2 .
(1+x2)

b. Dfélerminer une équation de la tangente (T) a la courbe
"epresentative (6,) de fau point d'abscisse 2.

& (%) admet.ell. des tangentes horizontales ? Si oui, préciser
N quel(s) point(s).

i Pl ol o sl vt . & il A A L2

23 SR
Assacier 4 chaque fonction sa fonction dé

! 1 rivée,

* filx)s——.

1 o . f’ (x}: ’
i G

¥ fyRymatX 3

2 = I . f’ (XJ: 4

3-x 2 (3-x)?2 '

; f3(x)=§3—-: - Fal0)= L

- =X . (3-x)2°

» 1 €signe la fonction définie et dérivable sur 2\ {3 } par:
a+by
f(X}=—j—_7, acB ethel.

;. Exprirner f"(x) en fonction de aeth.
- En déduire f*(x) lorsquea=3eth=-2,

<. Vérifier les résultats de la question 1.

m Démontrer une propriété
f‘ etv désignent deuy
intervalle J,

Démontrer que Ia fonc
fonction dérivée (y + v

fonctions définies et dérivables sur un

tion u +v est dérivable sur I et que sa
)'est la fonction u’ + v,

m Démontrer une propriété

y et v désignent deux fonctions définies et dérivables sur un
intervalle I.

On souh.aite démontrer que la fonction uv est dérivable sur I
de fonction dérivée u'v + uv’,

aet hsont deux nombres réels tels queacleta+hel

a. Exprimer le taux de variation T de Ia fonction uv entre a et
a+h.

b. Justifier que:

T=v(a+h)”[a+h;_”{°} V{a+hJ~V(a}'

+u(a) P

<. En déduire le nombre dérivé de la fonction uv en a.
Conclure.

m f désigne la fonction définie et dérivable sur B\ { =1:2}
3
x2—x-2"
1, Déterminer f'(x).
2. a. Trouver les nombres réels a et b tels que pour tout x de
RVE1 2% fl=—"pl
X=2 x+1
b. Utiliser I'expression du a. pour déterminer f’ (x).
c. Démontrer que les deux expressions de f’(x) obtenues au
1. etau 2.b. sont égales.

par f(x)=

fide |

b Utiliser égalité x2 - x— 2= (x=2)(x+1).

m f désigne la fonction définie et dérivable sur R par:
flx)=x3-3x2+x+1.

a. Déterminer f'(x).

b. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe

représentative (6,) de fau point d'abscisse 2.

c. Utiliser I"écran obtenu

avec GeoGebra pour étudier g | Faconsemic-o-21
la position relative de (‘¢,) « (x=2) (x+1)
par rapporta (7). e,
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| ﬁﬁ;r_nns;ns rapides |

1 fqesigne une fon
panschaq

s Courbedef’;

ction dérivable d

i |
ue €as, déterminer par

: iations de . "
7't en déduire les A b. Courbe de f.

o dérivée .

ecture graphique le signe de

E f désigne une fonction dérivable de dérivée f". o
Dans chaque cas, utiliser I'expression de f* (x) pour déterminer

|es variations de .
a f)=x2+1;

b. f'(x)=2x—1.

Pour les exercices 45 a 48, utiliser le graphique pour déterminer
le signe de f'(x) et les variations de f.

m f désigne la fonctign définja
f(X]:: x3+3e§dér
On note (‘G) la courhe représe Y4,
a. Déterminer f*(x). Matiyg da
b. Etudier les variations g f
¢. Lacourbe (‘f%,) admet.
Si oui, préciser en que|
d. Déterminer une éq
d'abscisse 1.
e. Dansunrepére orthop,
précédents pour tracer

elle g t
: an
(s) Point(s), Gentg, hoy

Uation de la‘ange

e Tt
eCsoin (¢ Ut

uﬁniﬁl

5‘.‘”&5@'

B g - T
désigne la fonction définje 2}

et dép

. 'pif:

a. Déterminer f(x), pyis écrire S0Us Jy £
a

deux facteurs,

b. En déduire le tableay, de Variatiop 4 f
er,

ﬂ f désigne la fonction définie Par f(y). 12
X)=

a. Justifier que la fonction f

i X2+
est défin; I
b. Calculer (x) et en déqy; définje g,

re| .
€tablegy devariaﬁund
kf

tHtrema d'une fonctiop

Réponses rapifles

E Lire les extrema |
fonction fdéfinie sur[
la représentation gr
donnée ci-contre,

Ocaux de |3
=2;2]dont
aphique est

e

B Utiliser fe tableau d
tableau de variation de
f présente un extremu

€ signes ci-dessous pour d
fet préciser les valeyrs
m local.

ressirl
pour esguel

f’(x)

=1 Utiliser le tableau de variation ci-dessous pourdétm
les extrema locaux et globaux de la fonction f sur[-5:3}

—

X -5 o 2 3
1 2 /v"

fld | ™S A7 . ;
-14 R

e 8
 astoias etdéatl
m f et g désignent deux fonctions définies et
R par: i
f(x)=x2-2x+5 et gx)=% 4
Pour chaque fonction, o
a. Dresser le tableau de variation:

b. En déduire les extrema locaux.
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fonction définie et FJLT]

ane la L
g { désigne it %2 P Dresser|e tableat
plesur]=1i 1[ par “X2_q"  devariationdef

d'ri\"a . .
el tre[que adetSUr]_] : 1 [ | |
smon I

pe unmn

uUn industriel lance sur

ans .
srché des chargeurs s J

ble.
sJéphone porta
filpour t¢ F:e nombre de

igne
hf;i'urs produits et vendus i
C

millers.
E; (abrication journaliére

:comprise entre 0 eF
;:J 000 chargeurs, ainsi

:50]. s
ferigétte exprimée en milliers de F CFA, est donnge parla
a ’

ction R(x)=—2x> +15x2 +400x.
fon cotts de production, exprimés en milliers de F CFA, sont
(L;;nés parla fonction C(x)=100x+‘IOO.
2, Exprimer le bénéfice B (x) en fonction de x.
b, Calculer B'(x). o
. Dresser le tableau de variation de B‘sur [0;50].
d. Déterminer le nombre de chargeurs a fabriquer pour obtenir
un bénéfice maximum. Quel est alors ce bénéfice ?

. st
m l'écran de calculatrice © f
ci-contre est la représenta- i .
tiongraphique delafonction  ————————q
fdéfiniesur[-10;10] par:
f(x)=x3-0,03x. ; | ]

Jem

1. Quel semble étre le sens de variation de f ?

2. a. Etudier les variations de f sur [-10; 10].

b. Valider ou invalider la conjecture du 1.

3. a. Déterminer les extrema de f sur [-10; 10].

b. Utiliser le zoom ou un changement de la fenétre graphique
de la calculatrice pour vérifier les résultats du a.

E fdésigne la fonction définie et dérivable sur [~4;4] par :
4x+1
f(x)= e
a. Etudier le sens de variation de f sur [-4;4].
b. Déterminer le maximum global de f sur[-4;4].
En quel point est-i| atteint ?
<. Déterminer le minimum global de f sur[-4;4].
En quel point est-il atteint ?

E fdésigne la fonction définie etdérivable sur[—4;4] par:
N f(x)=x3-1,5x2-18x.
2. Utilser la calculatrice graphique pour conjecturer le minimum

gEfSUr [~4;4] et en quel point il est atteint,
 Déterminey ' (x).

€
Drﬁsser le tableay de variation de f sur [-4; 4].
- Valider ou invalider [ conjecture émise en a.

jrCI“E'Signe la fonction définie et dérivable sur[—1;1] par:

Détarmm: X+2
“lerminer Jg extrema de f sur[—1;1].

-

— e~ S HILLIOG

: e i
E [ schéma Ci-dessous est celui d'un Circuit électrique. La

tension £ expri
: mée en volts et la résj i

i stance du fi 3
en ohms sont constants, ceRgrinteg

Lintensitg qui traverse [e circyit est donnée par f(R)z-—-E .

La puiss issipé o
ance P dissipée par la résistance R vérifie la relation :

P(R)=Ri2,

On SUp[Jose que E=230V et quer=10Q,

a. Expr!mer lintensité , Puis la puissance P en fonction de .

b. Etudier les variations de P sur [0 ; + oo [.

€ 'En déduire la valeyr de R pour que P soit maximale.

Préciser la valeur de P,

f désigne une fonction définie et dérivable sur R par
Fx)=ax3+bx2~2x -3 avec aeRetbeR,

Déterminer les valeyrs de a et b pour que fadmette 2 pour
maximum local en —1.

Approkimation affine'd’une fonction

Réponses rapides

f désigne la fonction définie sur R\ {-1} par:
flr)=—.
T+x
a. Déterminer une approximation affine au voisinage de zéro
def. 1
b. En déduire une valeur approchée de ——,

r

. Comparer le résultat précédent avec celui donné par la
calculatrice.

a. Justifier, pour x nombre réel proche de zéro, les approxi-
mations affines suivantes :
c (T4+x)2=142x;

—=1=x,

1
w afl =l+—x- .
L 2.7 1+x

b. En déduire, sans utiliser la calculatrice, une valeur approchée
de chacun des nombres :
- A=1,005%;

» C=‘Q J996;

m Utiliser une approximation affine pour déterminer une
2,0001

1,00012

« (1+xP=1+3x;
1

« B=0,9973;
1
D=——.
1,007

valeur approchée du nombre N=

m f désigne la fonction définie et dérivable sur [25;+ o[ par:
flx)=v25+x.

a. Dresser le tableau de variation de f. - '
b. Donner I'approximation affine de f au voisinage de zéro,

En déduire une valeur approchée de /25,02 .

Comparer ce résultat avec la valeur donnée par la calculatrice.
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nuec justification

| ——
i ””1{]}// m \
no f.,muri'ﬁff_'-r__- : Pour chaque affirmation, indiquer «:
_,.—---"'"_F-_ '. s 1

ou atl
diquer si elle est Zgrii:iee ot fausse. Le tablefau de variation de |
ation d'une fonction f d f définie et dérivable sur [0;3] e5y

™
. SR ~
dériva dy % gy,

dOnné Ne h |
ai. Moy,
de“‘if I, ™

x 10 3
5 2
F| S T ?n note (¢ ) lag
0 sttty o s

dans un "epérg “

: e an = R \‘r .
: . g O -1 fest cIoiSSEtEgU“;__:_._];_ S |
;. estnégative sur [0 11 a O 2. festdécroissantesur (0;1), |
2.FN=0. 0O —-[j' = E]" 3. La tangente a (6¢) au point_t_iq'gl:_)hscis;gi
e il i 1 S
4. Le maximum de f sur [-4;3] est6. . 4. Latangente a (6,) au point d'abscisse
; —— O O a pour équationy=—x+4, N
'(3)=0. I B —_— SRS
5‘_f (.3} _— 0 0 5. f admet un extremum relatifen 1. =
f'(2>0. I N - ————— O
il T F— o O 6. f(3) estlemaximumdefsur(0;3] - -
B (5 e H———— L a — - 0
S Les réponses d ces exercices sont indiquées en i~
ﬂ_.._._.,ﬁ_____e_n“h]‘i_n_g@
Top chrano (sans justification) :  Avec justification
: e
Pour chaque question, indiquer la 11 ¢ ?OUF ch.aque quf:s-tion, indiquer la réponse ez
réponse exacte parmi les trois proposi- ||, . parmi les trois propositions.
tions. f désigne une fonction définie sur 5 : - ’ —
[-1;3] dont la courbe représentative (¢,) ¥ : i Slf(x')=(2x —3)Bx-4), glorsf () est égalea:
est tracée dans le repére ci-contre. M i a.6; b. 6x-23x+20; ¢ 1x-B.
. N . 2x , o
1. f admet au point d‘abscisse 0 \)_’ T 2.8 f(x):z— ,alors f'(x) est égalea:
a. une tangente horizontale ; \\ | 2" +1 .
b. un minimum local ; VanEE e ) _— 3 ; X fir
¢. un maximum local. (11 1] (x2+1)2 2x (241
2. f(1)est: 3. La fonction f définie sur R par f(x)=x?-2adn¢
a. positif ; b. égala0; c. négatif. _ un minimum en :
3.5ur[1;3],1": © a.0; b.-2; Al
4. Au voisinage de zéro, on peut approcher e
réel (1+x)2 par: "
a. 1-2x; b 14200«
1oy4s

—3-X
5. La fonction f définie sur R par flx)=x

est croissante sur: ] 1 [
. 4
a.]1;+w[; b.R:

d/
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ole
.qu: (i-contre repré-
P).

pt:e Pa’abolE {‘I‘:i}que.
ngfr"l pcture grapsio ~ b
¥ "aminef ' xpfel’; repids
e jjon fdON t(P)
pfom graphique e " -
atho? ine I';-!be'sse""du
rabole @ dont

e des coordonn€es

— H é s‘.!

UIIE megn?t::z e:fi:t naturel supérieur ouégala2.
qdésigne '-'t';onnodéﬁnie et dérivable sur [0; +oo[par:
festlafonC )1+ —1— 0K
rudier les sariations de fet dresser son tableau de variation
a E1U
arl0iT" . que pour tout nombre réel x positif,
p EndES (A+x)"=1+nx
ultat précédent pour déterminer la position
sentative de f par rapport a sa tangente au

oo
édui

. Utiliser le résu!
|a courbe repré
point d'abscisse Zéro.

peun manieres de dériver
fdésigne a fonction définie et dérivable sur R par:
e

f[x}=[x-1]3(2x4:3]2. ‘

Liécran ci-contre aété ob-
renu en utilisant lecalcul =,
formel de GeoGebra.
5. Vérifier par le calcul
les étapes 1€t 2.

Développedinl
A —152 458 41520

P —

D eDhvelcpp el
o 208 =45 410415

Factonsed DémdeDdveiopper] ]
5= (2x41) (2x43)

o e calcul i e
b. Verlﬁef4|38‘:'5' -1 @x 4 (-1 (2243)
|es étapes : ;
i peut servir s |fspiotns
¢ A Q;gl pey L5 (a—1) (@2x+1) (2249) |
létape 37 -

m coiit marginal
Une entreprise fabrique
des ustensiles de cuisine.
xdésigne lenombre d'us-
tensiles fabriqués par jour.
Le codit de fabrication de
cesxustensiles est égal a:
C(x)=2000+100x—0,001x2 .

1. Un cas particulier x=100
a. Calculer C(100) et C(101).
b. Endéduire l'augmentation de coiit entrainée par la fabrication
dunustensile supplémentaire a partir du centiéme.
2. Cas général
E"fo"me Cpy le codit marginal de fabrication, il est donné par
1€ Gy 0= C x4 1) = C (4.

Primer C., (x), puis ' (x) en fonction de x.
3. Erreur commise

nn ’ T .
Ote C'0 - €, (x) lerreur commise.

'_ c’;’;‘ef Ierreur commise en fonction de x.
erlavaleur de cette erreur pour x=100.

P On appelle coat —
’ clle colt marginal le colt entrainé
d’un 9b1et supplémentaire. Une valeur 3
marginal peut étre trouvée par la dérivé

par la fabrication
Pprochée de ce coit
e du coit,

79 Rectangle ou carré ?

On souhaite démontrer que parmi tous les rectangles d'aire

2 » . . 3
100 cm*, clest le carré dont le périmatre est minimal.

a. Exprimer le périmétre % en fonction de la longueur x du

rectangle.
b. Etudier les variations de %. Conclure.

[0 Minimum global

m désigne un nombre réel strictement positif. f est la fonction

définie et dérivable sur [0; +oo [ par f(x)=mx+1 st .

T1.m=1 ]
a. Etudier les variations de f.

b. En déduire que fadmet un minimum global en un point a

préciser.

2. a. Ouvrir une feuille graphique dans GeoGebra et y repré-
senter (6;) courbe représentative de fen utilisant un curseur

pour le nombre réel m.

b. Faire varier m et constater la présence d’un minimum quelle

que soit la valeur de m.

3. a. Exprimer f'(x) en fonction de x et de m.

b. Existe-t-il une valeur de m pour laquelle fadmet un minimum
global atteinten 17?

B une fonction bomee {u

f désigne la fonction d'expression f(x)= ~an—4

x24+2x+5

a. Justifier que f est définie sur R, puis utiliser la calculatrice
pour conjecturer les limites de faux bornes de son ensemble
de définition.

b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
c. Déterminer les minimum et maximum globaux de f.

d. En déduire que pour tout nombre réelx,ona—1<f(x) < 1.
e. Utiliser la calculatrice pour vérifier le résultat précédent.

b Une fonction est bornée sl existe deux nombres réels m et M
tels que pour toutx, m < f(x) <M.

62 Tangente de direction donnée

m désigne un nombre réel. f désigne la fonction définie sur
2X2+mx—7

R\{-3} parf(x)= o |
On note () la courbe représentative de f dans un repere

orthonormé.

a. Exprimer f'(x) en fonction de x et dem. .

b. Déterminer la valeur de m pour laquelle la tangente a {f_ﬂ,)
au point d'abscisse -1 est paralléle a la droite d'équation

1
y= ZX '
c. Déterminer la valeur de m pour laquelle la tangenfe a (‘Fi,)
au point d'abscisse 0 est perpendiculaire a la droite d'équation

y:3x.
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} Deux droites non paralléles &

™

E Tangente |mr]mnrlimllaire

2 3

m désigne un nombre réel. - - x24mx+1 |
f est la fonction définie sur R\{=11P -——-““X_1

te d'équation

ormé, (71,) est la drol

nte a la courbe représentative de

Dans un repére orthon
x+y-2=0et (@, ) la tange
f au point d'abscisse 2. i
Pourzuelle valeur de m (&) et () sont-elles perpend
‘Rappel
I'axe des or
duit de leurs coe

res?

données sont
fficients directeurs est

perpendiculaires sile pro
égala-1.

I vitesse moyenne
Un bus fait un aller-retour
entre deux villes.

Alaller, il roule & une vitesse
moyenne de 50 km/h et au
retour, & une vitesse moyenne
xexprimée en km/h. :
1. Démontrer que la vitesse moyenne vde
100x
x+50

2. a. Etudier les variations de vsur [0 ;90]etdressersontabfeau
de variation.

b. La vitesse de laller-retour peut-elle atteindre 75 km/h ?

c. Quelle est la vitesse moyenne maximale pour Ialler-retour?
Quelle est alors la vitesse moyenne maximale du retour ?

vix)=

B3 nistance entre deur courbes

f et g désignent deux fonc- '

tions définiessur[0;2]par: |
flx)=x3-2x+1 ?

et g(x)zxz—x+3.

M et N sont deux points de

méme abscisse appartenant

respectivementa (6,) et (‘@Q}.

1. a. Utiliser le logiciel [T

GeoGebra pour reproduire |

la figure ci-contre,

b. Conjecturer la valeur de I'abscisse pour laquelle la distance

est maximale,

jne la fonction dexpression h(x) =g (x) — f(x).

§

| 0

HelGitea ¥ T unu"u'sse

: s Calculer f (20,001),g(Z0,00l}ete(zo.

Quelle est l'erreur commise par la calc

Un p ——

mD i probléme OPtinjg.,.
eux villages A et B sont Situgs Sa“l]n

I'un de l'autre. surune%te&b

Un pécheur esten mer, syr s, piro
au Iarqe deB;ilveutse rendre enAle ’ upmmC
Illse déplace en mer 3 une Vitessa ¢ h’"‘fapfdr.rpS 1,
vitesse de 8 km/h, CAkmih gy, o,
3 U “
051 se propose de déterminer [ Poin rzs.rsn_-,:
pécheur doit débarquer, tﬂdus‘-"gmn I'
L. \ =M
xdes!gne I-a distance, exprimée e, i !U:,.a.-;
a. D_etermlner, en fonction de X lo tErr; Entre g gy )
le pécheur pour effectuer le trajet C-D-As "N heyy,,
b. Etud[er les variations de [a fonctig, oy i,
c. En déduire la position du pojnt p ” ;ﬂﬂ Obten,,
C-D-A. € temps 4

Mg
i

upi.'___rj:‘
fnnctlnn polyndme dy Nuatrig
P désigne la fonction polynéme définje sur[Eme ey
Uil T(x)=x4+2x3~12x2+14x }S;SIM:

a. Utiliser la calculatrice pour con o
i Onjecturer e gep, de Ve
b. Calculer P’(x), puis P"(x). I
c. Etudier le signe de P”(x) et en dédui
e edulreletableaudevarieg.,
d. Utiliser les résultats précédents Pour déterminer |

2 tanc

Ble]

variation de P.

m Tangente passant par Vorigine (5)
f désigne une fonction définie sur]—oco; 2[ par:
;2 par:
fr)=—22"
x-2
(€7) est la courbe représentative de f dans un repére
On se propose de chercher s'il existe une tangente (€ pasat
par l'origine du repére 0.
a. Conjecturer avec GeoGebra ou a la calculatrice kenoriz
de solutions de ce probléme.
b. Déterminer f'(x).
c. Déterminer une équation de la tangentea (€, 2 7%
d'abscissem,meR, m < 2.
d. Déterminer alors les valeurs de m pourlesquelies 255
passe par l'origine du repére.
Donner les équations des tangentes comespondantss

m Approximation affine »
f désigne une fonction définie sur R par f (R=45
a. Déterminer I'approximation affine g 3‘{”’5'me )
b. Démontrer que l'erreur commise e vérifie:

e{x)=|f(x)—g(x1[=4{x;02:3}} .
o(200000"

Jeulatricé -

Calculer £(20,000001), g (20,000001) €t
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atre
AmBTE L ique
piA e il wr T
U”":emcrl 5cm con® ur de
de ra.)l'J‘;: J/3une :3;;2 bille .
i;:;’ ny P"’"giamétre d |, l :
héria? Lleau 1ecouVT [ ' /

nction définie sur [0;10] par:

f(X)-‘-'XB —~150x+300 .

, fi
fgésigne
’ ns de f et dresser son tableau de variation

frudi _ .
a' quation f(x)=0admet une solution unique

0; 10)- s
arl Jeduire quel®
b‘ - 3
asUI’[DI 1?.-.1ér3 |a calculatrice une valeur approchée de a a

; De‘{el‘l‘n
' -1 préS.
: COndUrE.

tes paralléles
Tdangnilr:t deu:I(]fonctions définies sur]0;+eo[par:
gsi

14
i f(X]='1" et g(x}=2X2—6X+3.
X

rerminer s'il existe des valeurs de x pour les-

ite dé 5 s
souhalt® ourbes représentatives de f et g

gelles 1es tangentes aux ¢

sralléles.
ot er que pour tout x> 0,

a,Démﬂﬂ"mx):gf(x}c:%ﬁ—-6x2+1=0 (E).

1 lution de Iéquation (E).
b, Justifier qué 5 est une soluti q

¢. Aprésavoir factorisélep
de (E). Conclure.

B 1angentes communes a deux courbes {&;
fetg désignent deux fonctions définies sur R par:
f(x)=x2-4x+3 et glx)=x?+2x-3.
On souhaite déterminer s'il existe des valeurs de x pour les-
quelles les courbes représentatives (€y) de fet (‘@g) de g ont

laméme tangente.
1. Dans une feuille graphique GeoGebra, tracer les deux

courbes (6) et (€ ). .
. Placer un point variable M sur (€) et tracer la tangente a
(€,) correspondante.
- Endéplacant le point M, conjecturer les solutions au pro-
bleme posé,
2. 2. Déterminer une équation de la tangente a (6,) au point
dabscisse g,
o Déterminer une équation de la tangente a (6,) au point
Gabscisse b,
:éel Déduire de Iégalité de ces deux équations que les nombres
*aetbsont solutions du systéme :
2a-4=-2b+
m{ 2

remier membre, achever la résolution

i -a?+3=-p2-3’
e ucre (5) et donner une équation de chaque tangente
Pondant 3 une solution.

E ’Pmlunurznumt Par continuita

ésigne la fonction définie sur (- 5. 2] pd'r ;
On souhaite | =i L

aite la prolonger sur 7 - 5]
. 721 par une foncy ‘
il ! o

nie par g{x}-ax +bx~7, aet b étant des nomhrz:r:r?o;{[?
manlé:-rea ceque les deux courbes ajent |3 méme tangen e
au point de jonction A, - il .

On n{ote (6) et (’(;g) les courbes
representatives respectives de f
etde g dans un repére.

a. Traduire par une équation
dinconnuesaetbque A e (¢ ),
b. Traduire par une équation
dinconnues a et b que les deux ,
tangentesa (6, et (¢ 4)aupointA =1
ont le méme coefficient directeur.
c. Résoudre le systéme ainsi obtenu,

d. Vérifier avec la calculatrice la solution trouvée.

B3 peun points, une méme tangente (%)

f désigne la fonction définie sur R par ;
f(x)=—x%+2x2+x.

On note (6,) la courbe représentative de f dans un repére.

1. Cas particulier

a. Déterminer une équation de la tangente (T) 4 (€7 au point
d’abscisse —1.

b. Démontrer que (T) est également tangente a (¢,) en un
autre point dont on donnera I'abscisse,

2. Cas général : m désigne un nombre réel.

a. Déterminer f’ (x) et démontrer que, pour tout x de R,
f'(x)=F'(m)==4(x—m)(x2 +mx+m?-1).

b. Justifier que si la tangente a (6,) au point d'abscisse m est

également tangente a (6,) en un autre point, alors I'équation

x2 +mx+m?—1=0 doit avoir au moins une solution.

c. Endéduire un encadrement du nombre réel m.

B retativité (x: ;
f désigne la fonction définie sur]—eo; 1[ par f(x)= .
g p —

1. a. Utiliser la définition du nombre dérivé pour démontrer

1
f'(0)=—.
que f'(0) >

b. En déduire une approximation affine de f au voisinage de zéro.
2. Dans la mécanique classique, I'énergie cinétique d'un corps
de masse m en mouvement avec une vitesse v est donnée par

1 ez T 2
I'égalité: E, =5mv ;
Dans la mécanique relativiste d'Einstein, cette méme énergie

cinétique d'un corps se déplaganta une vitesse proche de celle
de la lumiére, est donnée par la formule::

E = 1 —~1|mc? ot cestlavitesse de la lumieére.
£ 72
)
2
0 =L
npose X=—5 .
P 2

Snergie cinéti ' t une bonne
Démontrer que Iénergie cinétique classique es

mation de I'énergie cinétique relativiste pour des vitesses

approxi ¢
s e la lumiére.

trés inférieures a la vitesse d
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B 1a « sorciére d"Agnes! »

ne courbe

uctiond’u
1. Constr phique GeoGebra.

Ouvrir une feuille gra -
a. Placer les points 0(0;0) glA[O :4). scer un point
h' Construire le cercle de diamétre [OA] et p

le.
uelconque B8 sur ce cerc o
? Construire la droite perpendiculaire a [Q/:)Cen A
, i i oint C.
Cette droite coupe la droite (OB) en unp
d. Construire la droite perpendiculaire a (AC) passant par Cet
la droite paralléle a (AC) passant par B.

i oint D.
Ces deux droites se coupent en un point . '
e. Activer latrace du point D afin d'obtenirla figure ci-dessous:
S T
|

|
|
|

o

¥

b

2. Equation de la courbe ,
On suppose que B a pour abscisse le nombre réel m.
a. Démontrer que l'ordonnée de B est égale a:

2+J§,.._m2 ou 2—\/-_m2 ‘
On suppose que y, =2++/4-m? pourla suite de cette partie.
b. Déterminer une équation de la droite (OB) et en déduire les
coordonnées du point C.
c. Démontrer que les coordonnées du point D sont :

D[_‘*m : 2+Ja1‘zj.
2+v4-m?
3. Etude de la courbe
On admet que la courbe obtenue est la représentation graphique
de la fonction définie sur R par:
64
xl= x2+16°
a. Etudier les variations de f et construire son tableau de varia-
tion.
b. En déduire que f admet un maximum global.
c. Tracerdans la feuille GeoGebra la courbe de cette fonction
et constater la coincidence avec la trace du point D,

b Maria Gaetana Agnesi
(1718-1750) est une
mathématicienne

 italienne a qui I'on

. doit cette courbe
dans son ouvrage

~ Institutions ana-

. Iytiques publié en
1748, .

- Le nom de sorciere

. Proviendrait d'une

. erreur de traduction
de I'talien La versierg,

m méthode t'eyler

|

est
physicien suisse quia notampm, u:\ Mathép,

e My,
des mathématiques modernes, M CONtriy ¢

P Leonhard Euler (1707-1783)

En sciences, il arrive
qu‘une fonction soit
seulement connue par
sa dérivée et une valeyr
en un point.
La méthode d’Euler
consiste a construijre
une approximation de |3
courbereprésentative par
une ligne brisée obtenye
par des approximations
affines.
f désigne une fonction telle que:
f'(x)=
On note (€;) sa courb
hest un nombre rée|

2
3x ~X=2 et flg).,
] r'epresentative dans :
strictement posigie  cPére,
Partie A Alamain avech = 05

1. a. Placer dans un repére le point My de (¢ i .
f1d3 ]

b. Déterminer une équation del
ata %[
et la tracer. ngente{ru]mf]m '

2. a. Déterminer l'ordonnée 4
et le placer.
b. Déterminer une €quation d
et la tracer.
3. a. Recommencer les Opérations
M; et M, d'abscisses respectives 2h,dBl;rze'tT; i pmnts”].
b. Tracer les segments [M, M, 1, (1. LM
4. f est la fonction définie sur R pa:r: 2‘

U point M, de (T, ﬁ’absc;& |

e la tangente ) CI(APe

{MzMﬂEt[Mang

2
X
f(X)=X3—"2—-2X+1.
Tracer cette fonction dans lere
Que constate-t-on ?
Que faudrait-il faire pour avoir une meilleure approximatgny

pére précédent.

Partie B Avecun tableureth = 0,1
a. Reproduire dans un tableur la feyille de calcul ci-dessous,

A | 3 T il

1 Pour h=10,1 ' |

2 i X y
| 3 0 0 1
s 1 0,1 0,793
L 5 2 0,2

6 3 0.3

7 4 04
. 8 5 0,5 )
9 6 15| A
b. Quelles formules ont été entrée en cellules A4 et 8% U5
recopiées vers le bas ?
¢. Quelle formule a été entrée en cellule C4? =
d. Visualiser la courbe obtenue avec lassistant graphique
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ttude de fonctions
usuelles

Etug; :
Ue d!ena Parité, la périodicité d'une fonction:

étrie.
Udier e . centre et axe de Y™
E R em:::’:‘létne d’une courbe : ce"t;; s ] ﬁ]‘
i s asymptotes a une courbe. fhid I £
Utlllse”es ympt ames; m -

fongy; fonctions usuelles (f.tmci:ir.ms-F""'hm 2 étr;queSJ
Nurfa?s homographiques, fonctions trigon?
e le point sur ses connaissances.
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[ =B

m
\

!

“cours”

] élements de
parité d’une fonction

péfinitions
f désigne une

» La fonction fest dite P

G est symétrique par
pour tout x de %, f(=x) = f().

=

fonction et Gp son en

cons Ii-l[ll_[!_ nce ej
Dans un rep
si, et seulement si, sa cou
symétrique par rapport a

Exemple

La fonction carré définie

sur R par f(x) = x? est paire.
En effet, 9 = R est symétrique
par rapport a zéro et, pour
tout xde R, (-x)% = x°.

E

Cas général

Propriété 1

(‘€) est symétrique par rapport

airelorsque :
rapport 3 zéro et,

sre orthogonal, une fonction est paire
rbe représentative est
I'axe des ordonnées.

symétrie d’une courhe

mble de définition. .
. . = La fonction fest dite impaireorsqys.

) est symétrique par rapport 3 z
pour tout x de @, f(=x) =—f(x). éro et,

|l:nnsét|1|ent:e|

Dans un repére orthogonal, une fonction et
impaire si, et seulement si, sa courbe représentat;
est symétrique par rapport 4 lorigine dy l,epémh"e

' Exemple o
,_K._ﬁ 71:_27_ ¢ La fonction cube définie _:LEM? .

-\ QU ; sur R par f(x) =x3 est impaire. ] I_:f"—'—l-

¥ \— ] /'—' : En effet, @ =R est symétrique —_j__—._i' E:l

/1] : par rapport a zéro et, pour X -0 YERNN

11 ¢ toutxdeRR, (23 =-x3. o

| x 0 X | : ———*ﬂ,

f désigne une fonction, 9 son ensemble de définition et (‘€) sa courbe représentative dans un repére orthogonal

Propriété 2

() est symétrique par rapport au point A (a ; b) si, et

ztla c::ioite (A) d'équation x =a si, seulement si, pour tout

seulement si, _— ’

s 4 B | : hdeRtelquea+he®, | ! -

1 4 L : ona: _fla+h) =

telquea+hed, | 17a -;"j)[(‘?.*ﬁ : hed b

ona: R \ A €Y% et =T L | |

a-hed et wlal L fla=h)+f(a+h) Ma-hlt- -1 R
n.O._ —_h_ adh . —b |1 0 | ]

f@a+h)=fla=h). ]| | j‘ +— 2 =b. R B
HPNEELNLEEE O | jath \al ath

Remarque Dansle cas oty g =0

Periodicité ¢’

Définition

{iﬂimgne une fonction, ¢
“lnonnul, 1,3 functi’
Pourtout x de 9, x 4. €Y

&
il.iill:iffl]lil:lll:l!‘

Dans
Sun n:p\ =
ere v 1 2
“Lseulement g e(;aocl ' J), une
1]

Par translation ge

fonct

vecteur T

- ;
n retrouve la notion de fonction paire

ourbe représent

Rem“_”f”"-' Dans le cas ol a = b = 0, on retrouve la notion de
: fOIlCthn 1mpaire'

une fonction

Exemple "
% son La courbe () suivante Y ?bt,"-em
on f est firiltseegléh:-]'e g? définition et Tun nombre ~ par translations e \.ecrttt?i;me
todique, de période T 2T, =Ti,—2T1 - API - cocite
etflc+T) = f(x). forsque la courbe (€,)-L3 foncticn
(

=1

N

ion ¢ iodi
“I'l est périodique de période T si
ative est globalement invariante
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avu.a " e R E ..

3

i1 ftudier (a parite d*une fopgyg,

fdésigne la fonction définie sur[_; . e ————
~ Fudierlaparité def, APt gy, iy

ulutinn commentag

P Lencemblededéinitionde 12, 2] st con e ;TIEth ode
’ ' de[-2; ) tudier | .
5. pourtout xde[-2;2], ' A Parité d'une fonction
fex)= (—x)423(-x3) 2L x4 3,2 _ 2. ;l elLe est paire oy impaire 0::’:; Ifj::;erﬁe;
™ iy b 0 i ' dutre
1. Ainsi, pour toutxde[-2;2]; f;:: X)=f(x), Nditalors quale est quelconque).

1. Sasin e} |

On en déduit que f est paire, i ensemble de définition est

smarque. | I : | .
ﬁm" Moy B N 2 Exprimer f(—y) et simplifier.
Méme lorsque cela n'est pas demands, 3. Com '
penser a vérifier la symétrie de |a Omparer f(~x) ;
courbe 2 la calculatrice. ! *a=f(x) pour savoir si f est impaire ;
——— | *afx) pour savoir ; f est paire. '

centré en zéro,

ttudier la symétrie d'upe courhe

fdésigne la fonction définie sur[—1; 3; par f(x) =1 y2_ X+2
. 2 :
Démontrer que, dans un repére orthogonal, la courbe (€)

3 la droite (A) d’équation x=1. representative de f, est symétrique par rapport

Solution commentée | [Méthode!

1. a=1etlensemble de définition de f: [~1; 3] est centré en 1 Pour dé
- E e 4 . emontrer que (%) e Stri
(Eneffet, sia+he[~1;3], cest-a-diresi -1 <1+h<3, par rapport & la ;roitgi}ﬁ} ilt::uma?:: {;e— a
alors -2<h<2donc -2<-hs2et-1<1-p<3, Ou parrapportaA(a; b) : h

donc a—he[-1;3]). 1. Vérifier que I'ensemble de définition @

f o 3
2.0 +0= 20+ A1 R 2= T, i e e
1 nr sia+heDalorsa—hed).
«f(1 -h)=—2—(1 -h)2-(1 —h}+2=5+3 h2 +1. 2. Exprimer, puis simplifier f(a + h) et f(a— h).
e 3. « Pour la symétrie par rapport a (A) déquation
3. Ainsi, f(1 - h) =f(1 +h), donc (6) est | x=a:comparer f(a+h) a f(a— h).

- Pour la symétrie par rapporta Afa; b):

symétrique par rapport a la droite (A)
f(a—h)+f(a+h]ab

déquationx=1. g comparer

Pourles exercices 3 2 6, étudier la parité des fonctions pro- n f désigne la fonction définie sur [~2; 6] par:

posées sur leur ensemble de définition . 0= (x—27 45,
(46) est la courbe représentative de fdans un rep?re.
n f=20+1,2=R Démontrer que (‘6) est symétrique par rapportau pointA(2;5).
tion définie sur [-6;0] par:
gl =x4-3,B=[-1;1]. : ﬂ g désigne la fonctio
gbo= (x+3)72

'E h=5x*-xD=R. (€) est sacourbe représentative dans un repére orthogonal.

Démontrer que (€) est symétrique par rapport aladroite (A) m |
ﬁ )= L . i Démont
:(X)—3x-;,9b=|]%\{0}. | gequation x=—3. I
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cours
otes a une courbe

ensemble de définition et (©) sa courbe représentative dang un p,
Cpére,

[ nsympt

G son

' fon(ﬁoni
f désigne une d pr
ales aun axes du repere
gy fsymptotes paralle | o
S nefinition
|_® Dl { est dite asymptote . Ladroite déquation x= g g5t g
N, La droite déquation Y= " = F ) : alacourbe (6) en alorsquel, | i o
31a courbe (€) en = (resp- im f(0="0. : estinfinie, Mite en g 4, f
lorsquelim f(x)=( (resp- Bl ()
= : Illustration
[lustration x=a
lim f(x)={donc : ;
x—+oo . (€) E.Ef(x] S+ 4o
la droite déquation ladrojte g,
y={ estasymptote | I N x=a Este “Aatig
4 (%) en +eo. 4(€)en, Plote
arfois : Remarque Dans ces cas, on par] .
Remarque Dans ces cas, ol parlep Y o %% O parle parfy
df;:?mq:tote horizontale. + daaymptote vt ;
lj asymptote oblique
a et b désignent deux nombres réels.
Illustration
Béiinitiﬂn !
: () Alinfini
La droite d'équation y = ax + b est dite asymptote \ devient eitartiourbe (%)
oblique i la courbe (€) en —o° (resp. en o) a*°  proche del i
lorsque lim (x)-(@x+)=0 I
iaeces | ifw-lax+b) _>+mf ()= (@x+5)=0, don,
(resp. x_liil,,f (x)—(ax+b)=0). x la droite d'équation y =gy 4}
est asymptote a (6) en 4o,
q Uenemple des fonctions homographiques
a, b, ¢, d désignent des nombres réels tels que c # 0.
Les fonctions homographiques sont les fonctions définies sur R\ {—i} parf(x) = i "
‘ c x+d

Remarque Onmontre, avec les outils usuels, que ces fonctions sont dérivables sur leur ensemble de définition.

.-'nhomogmphique peut '6crire sousla b 3 _a ~ d
tations de la définition), PR -0 x=v avec(x-: S ¢

Ath ‘.‘_‘ déd N . . .
A deduit que 11111 f(x)= lim f(x)=a et quelalimite en yde f(x) est infinie-
x=p=ns X—+toe

B .” ¢ de fadmet une asymptote horizontale d'équation y =yetune asymptote
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a fonction définie sur R\ {1) par f(x)=3.’ﬁf_‘_

igne |
fdésig s

ansle repére ci-contre, on a tracé la courbe
ot la droite (4) d'équation x=1, asymptote ve
5, Déduire du graphique les limites de fen 1.

|
: golution commentee )
) est asymptote verticale & (€), on en déduit que-

: A
> puisque { limf(x)=—c et limf(x)=+oco,

x—=1 x=1
x<1 x<1
2x 1 1
i - lim —=—,donc ladroite d'équation v =
b.* i'ﬂmm x-y-eo X 2 ey =2
:t asymptote horizontale a (€) en —co,
°
x 1 .
im fx)=_lim —=, donc cette méme droite
ost 6galement asymptote horizontale & () en +co,

frudier [(es asumﬂy_eii]aralléles auy
-__________._____._.... e a_

(€) représentat;
rticale a (‘¢),

b: pémontrer que (€) posséde une asymptote horizontale 3 'infin;

Hes

vede f

3

I (a)

mf!tllﬂlle

Il faut bie
n COmprendrei ’
' e |IEn %
d'asymptote, les o entre 1a notion

iy nséquences i
et les limites de | fonction graphiques

Les asymptotes d'une courbe sétudient
at.lx bornes de l'ensemble de définition
!cl R\{1}=]-e;1[U 11; +eo[, ainsi

il faut distinguer les cas : ,

. l!mites a gauche et 3 droite en 1 ;
+limites en —co et o + o0,

pémontrer qu'une droite est asymptote obligue

x2-1
X+2

f désigne la fonction définie sur]-2; +o [ par f(x) =

et la droite (A) d'équation y=x- 2.
a. Que peut-on conjecturer a propos de (A) ?
b. Démontrer la conjecture précédente par le calcul.

soplution commentée

a. Alinfini, il semble que la distance entre la courbe (6)
et la droite (A) s'approche de zéro. On conjecture que
la droite (A) est asymptote oblique a (€) en + .
b. 1. Pourtout xde ] -2 ; + <[,
2 2 2
fx)-(x2)= x5=1 (x=2)(x+2) _ (xc=1)—(x=—4) _3 _
X+2 X+2 X+2 X+2

2. Ainsi, lim f(x)-(x-2)= lim i=0.
X—3+o0 X—+o0 X+2

3. Ce qui prouve que la droite (A) d'équation y =x— 2 est
asymptote oblique a (‘6) en +co.

Dans le repére ci-contre, on a tracé la courbe () représentative de f

‘Méthode

Pour savoir si une droite d'équation

y=ax+b est asymptote oblique en +eo(resp. en
—oo) a la courbe représentative d'une fonction f:

1. Exprimer, puis simplifier f(x) — (ax + b).
2. Calculer [a limite en +eo (resp. — o) de
I'expression obtenue,
3. Conclure suivant les cas :
« si la limite est nulle, alors la droite est
asymptote oblique ;
«sinon, elle ne l'est pas.

| Sexercer gy

Pour les exercices 11 3 13, fdésigne une fonction définie
Bu{r] 3i+[et () sa courbe représentative dans un repére.
cmontrer que (A) est asymptote 3 (€).

m La courbe représentative d’une fonction fet une droite
(A) sont représentées sur écran de calculatrice.

Ix+1 CPlors etz pre3 |
= Y ,(4) déquation x = 3, -:3;5(_&-—?]/(%3)-
: AY3=
=X : Y=
fx)= g (A) déquationy =7. : :3:; |
= =l‘_'i a. Que peut-on conjecturer & propos de (4) ?

145 (&) déquationy = -1,

.

b. Démontrer cette conjecture par le calcul.
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‘j L fonetion ginus

W v ' "W
i Wy \l st ll l‘ I

" h““ li““ d‘ ”’Ill' 0
O

ll‘ t

Hpa TOEELES

|
e Miode
e jon st est perodique (e
1. tond o
L ]
“ Leat lmpalee,
Ahon sl est . Cona.
s h‘m::‘\:\‘ ainus est derivable s I8 et ong
Latonction s an e e
;\nm tout v e B, (s = e

) H l‘huhl‘
' ““ LONSL "1“““““' o p‘ "i n I‘:l
lli' LAY L . ’ »
1“ I‘ Al ili".l' lill l“\l" (l(‘ L‘ !l"‘ll ”‘.\I.'I. v h‘“ \
(R (Y .
l.h“t'l \'d“l‘ l“ ; ]t l.

\ \] n/?2 t

Remarques

+ Tous les points de coordonnées (ke 0), avee
K& .2 sont centres de symétrie de la courbe,

n
+ Toutes les droites d'équations x = =k,

avec k& £ sont axes de symétrie de la courbe,

q \a fonction tangente

Lafonction tangente est 1 fonction définie sur

N\{% +kn, avec k e Z} par f(x) = tany.

Propriétég|

# Lafonction tangente est périod;
= La fonction tangente
» Lafonction tangente
de définition G,

que de période 1,
estimpaire,
est dériv
elona;

pout tout x de %, (tanx)' =1 4 g2 X,
Remarque

N conséquence, on Peut restreindyg |o

domaine
d'étude de 5 fonction tangente A |'in e

rvalle [0 : E].
2

able sur sop ensemble

ions rigonometriques “‘“‘Elle\
one . ’

La fonction C08iny

L tondtion T

wae I par f(x)

I o
Cony,

ll‘lll]llimfm‘

w la I'linnumhum LT
. |

o Lactonetioy Coniny g

w Lafonction Oty o ;;rl. ?I'
ALPOUr tout y (| %, (f"ﬂk)' ' bl My
il t""'n.

Remarque 1ty CONfdG 0 ¢ :
le domainge d'btude dely lm;
|'lnlt~.rv.|||u{(l:n|. '

"l

X0
“sinx o

Conx

anmrqm_-:.»

*Tous leg pointsg (e cnonlnnnécs [n

2
wveek e 7 gony centreg (o Symétrie g, la oy
*Toutes log droiteg d'équaliuns =k g
sont axes de gym

. K=K, aveck o
Ctrie de |y Ourhe, hel

n}: Jm )
0 :r
Remarques

phd
.+ Tous les points de coordonnées

- avec k € Z sont centres

1
,..g]
: 2
- de symétrie de la courbe. 1

— -k
(] H K =
© « Toutes les droites d'équations X=3
* aveckeZ sont asymptotes
. verticales a la courbe.
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EauoIr-iainc ™ %

rudier une fonction trigpnométrique

fdésigne la fonction définie sur R par f(x) = 2sin [.{.,. E]
2 4)

5. Démontrer que fest périodique de période 4.
b. Dresserle tableau de variation de fsur lntervalle [~ 2 ; 27t], puis tracer a courbe représentative def

dans un repére orthogonal.

commentée
orsx+4neR.
x+4nm T X T
+—|=2sin| —+—
2 4] (2 4+2r:).

it sixeR al

2.f(x +41rl=25i"(

i

e
1

TR L

S

e

meéthode

a. Pour montrer qu’une fonction

est périodique de période T:

1. sassurer que, si x €%, alors
x+Te% (ou% est l'ensemble

o . g X n
rtoutxde &, sm(—+—+2n]=sin[—-+—) car
3.Pou 274 24 de définition de f);
|a fonction sinus est périodique de période 2. 2. exprimer et simplifier f(x + );
ainsi, pour tout x de R, flx+4m)=f(x). 3. comparer flx+T) 3 f0):
fest donc périodique depetiode i -ily a égalité, alors fest périodique
de période T;

b, + Puisque la périoded

e fest 47, on restreint le domaine d'étude

«sinon, elle ne I'est pas.

. a[—~2n;2n]. (On aurait pu prendre [0;4m]ou[-m;3m]...)
pour tout xde [-2m;27), f’{x)=2xlx e (i-%z):cos [ﬁ_l__ff]' b. La périodicité (et parfois la parité
2 2 4 2 4 de fou la symétrie de sa courbe)

permet de restreindre le domaine

X T X T ®m X W T
. x)=0 & cos| =+— =0 -+t—=—-0u ~+—== - ey !
G [2 4] 2 4 2 2 4 2 d'étude 3 un intervalle plus petit
& x—-—EE .. On utilise ensuite les outils vus aux
T2 i chapitres précédents (dérivation...).

it m
De plus, pour x € [—7 ; E]' f'(x) = 0, donc fest croissante et

pour tout X € [—Zn 5 -322] U E 21:], f'(x) < 0, donc fest décroissante.

.On en déduit le tableau de variation de fet sa courbe représentative dans un repére.

x |-2%: —31/2 /2 i —“— g
0 - =1 1 \ T

A
f'(x) — 0 + N1V :
?411—3::%7 0 = \2n 31/ 4x

fx) _ﬁ\_z/z\_.ﬁ |

2n ® n [ 3n 2
P f(=2m)=2sin| ——+— [=2sin[ -+~ =25|n(——-):2x(-_—]=-—\5.
ar exemple, f(—21) 2srn( > +4J s ( 4) 2 -

ations sur cette fonction : ensemble de définition ; parité; périodicité ou symétrie
lle(s) ; dérivée et variations (souvent sous forme de

b Etudier une fonction, c'est indiquer certaines inform. r
¢i) ; asymptote(s) éventue

éventuelles ; limites lorsque cest utile (ce n'est pas lecasi
tableau de variation) et courbe représentative.

m Démontrer que les fonctions suivantes sont périodiques
de période T,

a. fdéfinie sur R parf(x):cos(2x+-g); T=m.

Iﬂ f désigne la fonction définie sur 2 par:
f(x]=3cos(2x—%).

2. Démontrer que f est périodique de période 1.
b. Dresser le tableau de variation de f sur Iintervalle [0; ]

b. g définie sur R par g(x)=5cos (3x—m); T= My
3 et tracer la courbe représentative de f dans un repére.

€. hdéfinie sur R par h(x)=—sin G+3) ;T=10m.
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~r

paritd, périodicite

| Reponses rapides
|

Chacune des courbes ci-dessous est la représentation

al . 1 (4 e

l'autre.

O} @ LJ\ ' |
s
1 I| i
@ @_:_’[!_l
ot
L1

[fﬁ Chacune des courbes ci-dessous est la représentation
graphique d'une fonction g. .

Dans chaque cas, indiquer si g est pénodlque.'

Sila réponse est oui, donner la plus petite période de g.

oJuavannuE - INNEERY
NN | )

BNDNEN !5\\0/';\&
L g | :

L1
AT

&\
A1
T
|
i

[
_ T

fdésigne une fonction définie sur [-5; 5] dont une partie
de la courbe représentative est dessinée ci-dessous.

e

N T e
| i 1

il o 5
1ol T 1
19 3

. Ll

! {1\l
! = L o
1. a. Reproduire et compléter le graphique
€as ol f est paire.

b. Dresser le tableau de variation de fsur[-5;5].

2. a. Reproduire et compléter [e graphique ci-dessus dans le
cas ot f est impaire.

b. Dresser le tableau de variation de f sur[-5; 5],

ci-dessus dans |e

m f désigne une fonction définie sur [-10: 10] par:

=

F(x)= 2x+1 pour x=0
pour x <0

Reproduire et compléter les pointillgs :

a. dans le cas o f est paire;

b. dans le cas ol f est impaire,

ITETCI.C.E-S[|'e|lII'FII'|lEIIlEnt

m fdésigne une floncyigy, i
n
L. X hl:l

fl)=y 3 :
dx~g Al
Reproduire ot compléyy e
a. dans le cas o f st pa :

pair
b. dans le cas ol f e im .

m Etudier I Parité des r,

¢
- lafonction carrg Xi 2, : HSUSUQMQS
' Sy
‘ :a fonction cubg y,, X3, iy

POInlg,

Paire,

a fonction racine Carrde ',,h
»

Vi,
- la fonction inverse Xy )

-—
L

X
- la fonction valeyr absolye p
Lo

Ix.

fidg|
}Pour'étudier la paritg ¢ ne
par s‘assurer que | domaina dltggg, ilfay

t tomm
m“une“‘%n;enfn
2 &
| DaI‘IS. chacun deg €5, Etudig, lapar
de définition, pa"tédﬁsm

Ny
a. f{x}:x—z; S&M
X b‘ f[x)::‘-qxl +

C flx)=3x241., '

4x-1:
& FX)=5x3 -1, f. f<drs
s+

X
9. f(x)=x|x|; . f(x)= 2¥

Xy
E Etudier |3

: parité des fonctinns
- la fonction €osinus xi—s Cosx
+ la fonction sinus x— sinx;

« la fonction tangente yi- tany,

Usuellgg Suivantg.

26 i
e AR
a. f(x):xsinx;
¢ flx)=xtanx;
e, f(x]:cosx+sinx;

g. f(x) =-1—x-|—; h. F(x) = tanly,
cosx

b. f{) =xcosy;
d. flx)=(x+ Nsinx;
£, 00 = cosxsinx;

m La représentation graphique ci-dessous est celedu
fonction périodique.

L gL
Sidias

a. Déterminer la plus petite période ;:'dse' iut
b. Existe-t-il une autre période pour ¢

[indiquet

|
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on definie '

Unv ["I’iﬂded' ||
g€ " o de Pt d Y
49 gique & o pestrepte |
rj'( pé"od courb® def 13

_5:5) | j
1““'"' d ron"e' ﬁn‘m\m“C[ 5 ||
! |

oncii

o (que’ ; griodique de période 27;
que de période 27

période 7.

Sl o5 25/ dire sila fonction proposée est

b. r(x)=x+cosx,T=2n;
d. fx)=cos’x, T=1;

f. f(x)=X2-4cos4x‘T=_-

ook
RPSCLE !

n

n r

3 4

z(") r=4T; h. f(x) =sin2x+tanx, T=T.
= (05 51
g,flﬂ 4

joufa
odreparviai 04 %
Repon . ;Odlque de perl

(.5 fest PEr
iode 2, alors f est périodique de

ux aux affirmations suivantes.
ode , alors f est périodique de

el
fr;?f est périodlque de pér
: alors f est pério-

Péﬂ??:;péﬁud]que depériode 27 et impaire,
3, SIEF

e de période T |

gigV e

il faut utiliser

ne affirmation est vraie, :
ffirmation est fausse,

: ctifier qu'U
’mrﬂﬁmﬁtﬂa tion ; pour justifier qu'une a

{ ufftde donner un contre-exemple.

E Dans chaque Cas, |a fonction proposée est périodique.
péterminer s période.
2 f{x)=5c05[3x};

2
€ h[x}=taﬂ(-XJF
n

ﬂ a2, Donner un exem

de période L.
b. Donner un exemple

b. g(x)=sin[E "J ;
5
X
d.i(x)=2cos[—|-
i(x) (6]
ple de fonction paire et périodique

de fonction impaire et périodique de

péliOdEE.
2

symétrie d’une courbe

f‘gﬁ‘ﬁlﬁ‘ﬁ!ﬂ}idesw

B
i fEAP{éI;’-' on}hogonal (0,1,J), on donne::
Déterm -1:3), B(4;5) et M(x;y).
g pa”:‘“ les coordonnées des symétriques de A, Bet M:
i sY:Etne centrale de centre O; ‘ .
C parla zmé"!e orthogonale d'axe |'axe des ordonnées ;
- Parla sym _:r!e centrale de centre I(1;2) ; '
Firie orthogonale d'axe (A) d'équation x =3.

m Utiliser la calculatrice pour ¢0
symétrie des courbes d‘équations sui

ces conjectures.

a y=——
Y (x+1)?2
C. y=|x+l|+ix+5!;

} Pour l'utilisation de laca

-
a5
f S Dans chaque cas
courbes (€,) et (¢,
\ )

Andiguer 1o g1

ments de

|’2J

[:J"i Une partie du tabl
] cau de variation d :
sur [~2; 8] est donné ci-dessous, lon d'une fonction f ¢

|— b _2 _1 —_—
| Ty 0

On note (‘) la courbe représentative de f dans u:; reﬁé;e c_:rtlho-

gonal. Reproduire et compléter ce tableau ;
a. dans le cas ol (C) est symétrique par rapporta A(3;0) ;

b. dans le cas ol (€) est symétrique par rapport a (A) d'équa-

tionx=3.

k Dans chacun des cas, s‘aider d'un graphique a main levée,

[;‘:ﬂ f désigne une fonction définie sur . On note (‘€)) sa courbe

représentative dans un repére orthogonal.

Dans chacun des cas, justifier que (‘¢) est symétrique par

rapport a £2.
a. f(X]=3+;:E, D =R\{2}, Q(2;3).

b. f(x)=(x+23+1, D=R, Q(-2;1).
c. f(x)=3sin(x)=5, D=[0;2m], Q(m;-5).

f désigne une fonction définie sur 2. On note (€) sa courbe

représentative dans un repére orthogonal.
Dans chacun des cas, justifier que (6) est symétrique par

rapport a la droite (4).
a. f(x)=5(—172+3, D=R, (4) déquationx=1.
b. f(x)=2x+6l, D=R, (4) déquationx =-3.

c. f(x)=5cos(2x)-1, 1) =B;-32£}, (A) déquationx =T.

41l La courbe déquation y=l+—]—
x 1-x

est représentée sur [écran ci-contre.
a. Conjecturer un élément de symétrie

de cette courbe.
b. Démontrer cette conjecture.

njecturer un élément de
vantes ; puis démontrer

! b, y=0,1x7+06x+14;

d. y=1a- (=17

[culatrice, se reporter aux pages 264

3267 du manuel.
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9 i mﬂe A

EHEIC

psymptote a une courhe

. wnides
| Reponses Ié pides

i es
E}-]' Déterminer les équations des asymptotes aux courb
(€, et(€,) ci-dessous.
7 i I

A G)

| 1] f-
D (€) désigne la courbe représentative d'une fonction f.

T —— =2 et lim f(x)=+c.
On sait que : xirr_imf(’f) ML

Que peut-on en déduire ?

Ej Déterminer les équations des asymptotes aux courbes
(€,) et (€,) ci-dessous.

T T T
&G \(4)
! .I___. - _,/ - __i——.- - 1

;:;:;;%éiiiij ‘

B (€) désigne la courbe représentative d’une fonction f,

Onsaitque lim f(x)-(2x+1)=0et lim f(x)-x—4=0.
X—y—oo X—too
Que peut-on en déduire ?

E Dans un repére orthogonal, représenter 3 main levée une
courbe qui posséde :

* Une asymptote oblique d'équation y=x—2 en—oco

* Une asymptote d'équation x=1;

* Une asymptote d'équation y =3 en + oo,

Ei f désigne la fonction définie sur]—co; 1{U]1;+oo[ par:
2x+3
fli==X12
x-1
Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition afin d'en déduire d'éventuelles asymptotes,

m Les courbes dont les é

quations sont données ci-dessous
possédent-elles des as

ymptotes paralléles aux axes de coor-

données ? Justifier.
a y= . b.y=—1_, ¢ y=—2
T e 4 |x+1]" >d X3

m Montrer que la droite déquation y=2x-3estasymptote

2
; i X o
€n—coeten+c 3 lacourhe déquation y = 2———3iﬂ .
X
I montrer que (A) d'équation y= gx + b est asymptote
(6) déquation y = f(x) en —eo, il faut montrer que :

im f(x)—(ax+b)=0.
XN==—oo

ICES (rEhtramemenp;

“Q
m f désigne une fonctig
n -
dans un repére, ) 5, Coyy
Dans chaque cas indiquer si| ¥,

. el ! ad i ‘Ie LH
oblique & (:,] €N~ oy gy o folte }‘-‘Stnu "
a. flx)=x2-3x 45 (A) d'éq“ation '1rma',7,,.nL
b =22

T A}déquaticmh“
c. fio=2=13x10 |
' x+2 '@ d'équaticnr-a
- k\?
m f désigneunefonctiondéﬁ i '
sentative dans un repgre, n'esllrﬂim flsy
La droite (A) d'équation Y=2r41 g 7 e
Justifier l'existence d'yne utre asymoye iy
I'équation, dans le cas ou: POtearg}, ont
a. fest paire; Stimpy o ;
ai
Fonctions Polyndmeg

Reponses rapides

Danschacundescas, r

€1, Sans iyer
variation de la fonction f défin;s su:aﬂ? Mt | (e,
a. flx)=x2 +3‘I : b. 1'()(]~_--.-.[{,‘,__”z+3

. fx)==2x3; d, f(x}=2[x+2]z+z;

Dans chacun des cas, d

variation de la fonction f, pu
dans un repére.

a. f(x)=2x2-3x41;

resser, enj Stifiant |
s tracer 3 courbel;e:f‘;il::ﬂ_:
i
b. f(ﬂ=~x2+3x-
. f{x]=-—lx3+x+2- dfigela
3 )
fdésigne la fonction définie sur R par:
, f0)=02x2 404,
a. Etudier |a parité de f
b. Déterminer les variations def.
c. Déterminer les coordonnées des points dintersacton &
la courbe (6) représentative do Fet dela droite (A) déquin
y=01x+1.
d. Dans un repére, tracer (€) et (4).

it

51 La courbe déquation
y=ax2+bx+c,

avec a, b et ¢ des nombres réels, est

représentée ci-contre. Utiliser les

informations en rouge sur le gra-

phique pour déterminer a, betc.

. ||'|,f& 1
pe re ésentd |
E Dans chacun des cas, tracer la courbe?

<1 iea 3 COU
f dans un repére orthogonal ; puis N dediel
sentativede g.

a. f(x)=x%-6x+5;
. flx)=—x2+2x;

| 2-6r5)
b. ¥4 2l

d. gln=-xf
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3y el +ax+d |
ombresréels,estrepré. .
av
et tions en rouge surle
i b, cetd.

¢ | unefonctiondéﬁ“i“”'ﬂpa“

ﬁfdés'gne 1423 39

eyt X7 == X4 +6x+1.
f(x)= s’ 3 2

trichage de calcul formel ci-dessous.

fer[a
e

et
it

papE-xe2) Ty

3

e variation de f.
un repére orthogonal d'unité 1 cm en

ordonnées.

tableau d

rle

presse

b aprsener £ 02nS
£
am{jsses

et 015 cm en

onctions ration
pans chacun des €@, dresser, sans justifier, le tableau de
" i i be représentative
delafonction f, puis tracer sa cour
ariation de
dansuan1Pe’e- B 4+3.
3 ﬂx)=;+1: b = Tl
1
2 =——+3.
¢ fA=T d. flxi="75

| x

E Dans chacun des cas, étudier la fonction f et tracer sa
courbe représentative dans un repére.

3 f( )_—5+_g_.
Wil AT
4x+1
7-X = p———
Lf{I]='3:;f il 2x-1

: 2x+3
E f désigne la fonction définie sur R\ {2} par f(x)= ey
Onnote (€) sa courbe représentative dans un repére.

b
2. Trouver a, b, tels que, pour tout xde R\ {2}, f(x)=a+——.

x=2
b. Montrer que (¢) admet deux asymptotes.
. Montrer que le point dintersection des deux asymptotes de
(€)estle centre de symétrie de (€).

m Reprendre Iexercice précédent avec les fonctions :

2. g définie sur R\{1) par g(x)= : K
x_

b.hdéﬁniesurR\{—3}Paf“[“}"m +46'
2x

wurbDan; c—ha[u" des cas, étudier la fonction f et tracer sa
¢ leprésentative dans un repére,

a-f{z;:f.*_ﬂﬂ_ b f(x}_9x2—1
H—

x-2 !

tive dans un repére,
our tout x de R\{-23, |
fin)=ax+p4 < |

b, Montrerque(’élad i j
les équations,

fFonctions trigan Ometriques

Héimnses rapides

E Da ¢
NS un repeére, tracer d

fonctions usuelles ci-dessous e
au moins huits points,
a. Lafonction cosinys sur[0;2nx).

b. La fonction sinus sur [—-E ; ~3£:|
2 2/)

istinctement les courbes des
N utilisant, pour chaque courbe,

L}

c. La fonction tangente sur ]—E-E[
-5 7

a. Construire les courbes représentatives des fonctions f
etgsuivantes: -flx)=cos2x; .g(x)=sin3x.
b. Déduire des courbes précédentes, les courbes des fonctions

T
. .ﬂ X cos(2x+z]: "gpixe 2+sin(3x—£).
4

E fdésigne la fonction définie sur R par f(x)=2sinx +sin2x.
() est la courbe représentative de fdans un repére orthonormé.
a. Démontrer que f est impaire et périodique, de période 2.
b. Démontrer que: VxR, f'(x)=2(2cosx—1)(cosx+1).
¢. Dresser le tableau de variation de fsur [0; x].

n In
d. Ti 4 —i—|
racer ( }sur[ 3 3]

Le mouvement d'un objet accroché a un ressort peut
étre décrit (lorsquil n'y a pas d'amortissement) par la fonction
X définie par X () =Asin (@t +y) ol t est le temps, en's; X (t)
est I'abscisse de I'objet sur un axe gradué et 4, w et y sont des
nombres réels fixés par I'expérience.
Les mouvements de deux ressorts

fixés cOte a cote sont décrits par les = =
fonctions X, etX,: X;(t)=02sin(31) g 3
. n =

et Xz(r}=0,155m[4r 2]. 3
a. Montrer que X, etX; Sf'}l:ltpérla- 5 3,
diques et préciser leurs perfoc.ies.. .(.55 ,’”“
b. Dresser le tableau de vana:wn ke Jn

: eur
de X, et X; sur [0 rt] et tracer o jj
courbe représentative dans unrepere.

i I
ment, w est la pulsation et —
st appelé amplitude du mouve

};l:“ Iaf::nnstame de phase. ﬂ
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hE

v

op chrong fsars T ——
' ’ - -

= )

{1 pour chaque afflrrnSl
tion indiquer 5! elle e
yraie ou fausse.

x-n20| w2 #

vrai faux

1. La fonction représentée ci-dessus
est paire.

5. La fonction représentée ci-dessus

‘ est périodique, de période 7.

5. Le point A(0; 1) est centre de symétrie
de la courbe représentée ci-dessus.

4. La fonction x —> x3 est impaire.

5. La fonction x— tanx est périodique,

de période Tr. O o

1 s i m
6. Lafonction x — - est paire, L] =
X

7. La fonction x> x | x| est impaire. B B

nuec justification

EJ Pour chaque affirmation -
sindiquer

fdésigne la fonction définja ¢ 1quer g g,

Estygs
urj—.,. ‘frau.
f )_3x+1 B 1 I (VTP
X —-;:fEt( ) SacourbereP’éSEntaﬁ 0
Ve
orthogonal. Gansup,
"D‘:I'g

1. Lafonction f est paire, Yhai fay
Uy

2. Lafonction f est Croissante
sur]—en;=2[,

3.POLII'tOUthE]—m;-—2[U]._2.+ [
T
r’(x}=3——-5——.
X+2

4. Latangente a () au point d'abscigse 5

a pour équation y=~]E x+]2
| : 16 g’
5. Le point A(=2;3) est centre d :
' e Atri
de la courbe (6), R
6. La courbe (€) possede dey asymptotes

Les réponses d ces exercices sont indiquéesen findep
anue

Top chreno (sans justification)

fAvec justification

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte

parmi les trois propositions.

f désigne la fonction définie sur]—eo; 1[U ]1;+oo[ par:

X2 +1
x=1"

f(x)=

et (€) sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

1. La fonction f est

a. paire; b. impaire;

c. nil'un, nil'autre.

2. (€) possede un centre de symétrie, de coordonnées :

____a.__(_l__;_?_)i b. (1;2); &2:1).

3. Pourtout xde]—eo; 1[U]1; 40,

f(x)= ax+b+L, avec:
x—1

a.a=2, b=1,

c=1: b. a=1,b=2¢c=1;
toa=1b=10c=2

4. (‘€) admet pour asymtote la droite d'équation:

Rx=1n b. y=1; c. x==1,
5. (€¢) admet pour asymtote la droite d'équation :
A y=x+1; b, y=x+42; . y=2x+1.

m Pour chaque A LT
question, indiquer i
la réponse exacte
parmi les trois
propositions.

1. La courbe ci-dessus représente I'une des fonctions
définies sur R, proposées. Laquelle?

a.fix— —1+25in(2x—%]; b. f:X'-’-H?w‘[l"'_?]:

T
c. fix—=-1+ 2tan[2x —-2-]

N

2. lafonction fest:

i K nrnil’auﬁ?_-_
a. paire; b. impaire;_ f_f:_"ff[{_,__
g s b oy
3. La courbe représentee ?dme.t.- pour e e gymélre:
a. ladroite (&) déquationX= = o ptote

b. la draite (&) d'équationX= P métrie;
[n "'1] pour centredes -
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tre sumfz_tne[ v61por
o ion définie sur (=401 par:
ikm v 1

“‘}:?3,,‘« S

courbe représentative dans un repere,

’ a N "

Lt (5 pression de £ ().

{ D“:F,‘,.‘.-n et de variation de f .

el t.l minimum et le maximum de £, ainsi que les

. e .

s jesquelles ils sont atteints.

€ et en u be (€)dansun repére et placer les points m et

. 4 M

, Jaco adent aux extremums def.

;,:_,..\ 'n’:es coordonnées dumilieulde [mM].
- juler S on S

o O clerepreprécedent.

~acet ‘;3” [ est centre de symetrie de (€).

ser

s
Sl

ilité d’un article

ice fabrique narticles, par mois, oun € N,
2 eﬂtTEPn;e répartissent en charges fixes d’'un montant de
‘:, L\%"‘-;e;r mois et en charges variables d'un montant de

N r article et par mois. ‘ ' | |
120 Ff:er |3 fonction de n le prix derevient rd‘un article.
1. bl

750000

z.a‘En.ld‘:erIafonctionM"‘“1200+ x

h.Le repé
ntative sur [
,-2000.
’3 Chaque article est vendu 2 000 F. )

D'.;re;miner le nombre minimum d'articles a produire, pour que

Jentreprise soit rentable. '
4, Retrouver graphiquement ce résultat.

E ﬁgntab

e du plan étant orthogonal, tracer sa courbe repré-

500; 1500].
le méme graphique, la droite d'‘équation

B périmétre minimal 1
1. 3 désigne la fonction définie sur R* par P(x) i

2. Etudier la parité de 2.
&. Démontrer que la courbe représentative de & posséde une

zsymptote paralléle & 'axe des ordonnées et une asymptote
oblique d'équation y =x.

¢ Dresser le tableau de variation de P sur]0; +oo[.

4. En déduire l'existence d’'un minimum de & sur]0; +eo[.

2. Lepoint M du rectangle OLMN ci-dessous a pour abscisse x,
x>0.

0 L

a. ot
.:‘.’;‘W que l'aire du rectangle OLMN est constante.
s n.'iq_ue-lle valeur de x le périmétre du rectangle OLMN
nimal ? Que vaut alors ce périmétre ?

tHEercices tI"a'p'p'r'u'f'n'n'tli's's'elllllla-'lllt-

IB Méme déng

Minate
f.gethde -

signent les fonctions définies sur 3 par:

2
f':X'Jr:-_x___

X
x)_i .l' J{X];}____ h(X}'-:—--l ”

. b1 x240°
- ; :
: ;“ tudier la parité de chacune de cos fonctions
- NMontrer que les courh i b
€5 associées a ces foncti
une asymptote en - ot en +ea ‘ B
c. Lescourbes associées A ces fonctions s

ontrepreé
le repére orthogonal ci-dessous présentées dans

(€))

(4, !

1 -
| >
N o e

Associer  chaque courbe I fonction qui lui correspond.

2. Montrer que les courbes (6,) et (6,) sont symétriques :
;. parrapporta un point I dont on donnera les coordonnées;
+ Parrapport a une droite (A) dont on donnera I'équation.

!H fire et périmatre
TE
e

x désigne un nombre réel de [0 ; H]

5 t B le point du cercle

trigonométrique tel que mes (01, 08 ) = .
OABC est le rectangle dessiné
ci-contre, J
On travaille dans un repére ortho-
norme.

On note & (resp. ) l'aire (resp. ¢
le périmétre) de ce rectangle.

1. a. Exprimer & ; puis &, en
fonction de x.

0

b. Justifier que la droite (A) d'équation x=% est un axe de

symétrie des courbes (€ ) et (6 ) représentatives des fonctions
& et P dans un repére orthogonal.

2. Démontrer que | aire et le périmétre atteignent leur maximum
en une méme valeur de x. (Penser a étudier les variations de

o etde P).

E& une fonction trigonométrique
f désigne la fonction définie sur R par:
f(x)=2sinx+sin2x.

1. a. Déterminer l'ensemble de définition & de f.
b. Démontrer que f est impaire et périodique de période 2.
2. a. Montrer que, pour tout x de R,

F'(x)=2(2cos x—1)(cos x+1).
b. En déduire le tableau de variation de f sur [0; .
3. Tracer la courbe représentative de f & la calculatrice afin de

vérifier les résultat précédents.
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Wi

e I::f'oncrfondéﬁniesurR par f(x)=2x> —60x"+450x
: '{f?fzf?zurbe représentative dans un repere althagana
et(¢

Jbleau de variation de f.

" ggifj::ifetr une équation de |a tangente (A)en0a (%6).

b D aler £ (5),F (10), £ (15) et 20). Tracer (€) et ().
(Prendre 1 cm pour représenter 2 unités sur |'axe des abscisses
et 100 unités sur I'axe des ordonnées.)

d. Résoudre dans R l‘équation : f (x) = 500.

2. Un fabricant envisage la production de boites en cartons
obtenues en découpant deux bandes de méme largeur dans
une feuille carrée, comme l'indique la figure ci-dessous.

30cm
o S e ,‘l

Le coté de la feuille mesure 30 cm et on désigne par x la largeur
en cm des bandes découpées.

a. Calculer les dimensions de la boite et son volume lorsque
x=10.

b. On suppose maintenant que : 0 <x <15.

Exprimer, en fonctionde x eten cm?, le volume V'(x) de la boite.
Vérifier que:

Y {x)=2x3 —60x2 +450x
c. Pour quelle valeur de
x le volume ¥'(x) est-il
maximal ?

Calculer ce volume.

d. Lefabricant veut obte-
nir des boites de 500 cm?>.
Quelle valeur doit-il
donnerax?

B8 nésolution d'équations

1. (£) désigne I'équation cus2x+lcosx—l=0
2 2

a. Résoudre dans R I'équation : X2 + LY )(~l =0
2" 2

b. ErT déduire des solutions dans [-m; 7] de Iéquation (F)
2. Resoudrn{e, dans l'intervalle [0 ; 21], par une méthc;de
analogue, Iequation (F): 2sin2x + (4—/3)sin x ~23=0

B 1a honne fonction Immugraphique

f désigne une fonction d'express; ax+b
pression f(x)=
des nombres réels. W x+c '2vecab,c
On note (€) la courbe représentative ¢
a. Déterminer a, b, ¢ pour que :
- (€) admette pour asymptotes | -
e g ;

i ) s droites déquanonsx:s
. !a tangente a (‘C) au point d'abscisse 5 ¢
déquation y=-2x+1.
b. Dresser le tableau de variation de f,
¢. Représenter (¢), ses asymptotes et la tangente dans

nrepére,

efdans un repere,

Oit paralléle 3 13 droite

S Erercices grapprulvnusseignt

m modéliser grace aux fonctiong
Le graphique ci-dessous présente, depuis 1960, |
d’habitants ayant 14 ans et moins en Afriunl' fJurcemagE
Les données de |'an 2000 ont été perdues,

Pourcentage
46

45
44

——

43
vp)

[ ]
| |

4 7

88 |

1960 ' 1970 | 1980 ' 1990 ' 2000 ' 2010

40

39+
Années

Source : Université de Sherbrogy,

Afin de retrouver les données manquantes et de faire des pg.
visions, on a modélisé cette série statistique par deux fonctigp
définies sur [60;120] par:

Modéle 1: f(x)=45,2cos(0,02x-17).

Modéle 2 : g(x)=0,00035x> —0,1076x2 +10,70554x~3015,

1. Dresser le tableau de variation de ces fonctions (arrondir, i
nécessaire, a I'unité).

2. Répondre aux questions ci-dessous pour chacun des modes
a. En quelle année le pourcentage a-t-il été maximal?

b. Quel était le pourcentage en I'an 2000 ?

3. a. Sachant qu'en 2013, 40 % de la population africaine avait
14 ans et moins.

Quel modéle semble le mieux adapté ?

b. Prévoir, grace a ce modele, le pourcentage qui pourraitétre
atteint en 2020.

K3 centre et ane, fonction et dérivée

f désigne une fonction dont I'ensemble de dérivabilité est.R’
(@) sa courbe représentative et (6’) la courbe représentalivé
de sa fonction dérivée dans un repére orthonormé.
1. Démontrer que si le point Q(a; b) estun centred ;
de (@), alors la droite (A) d'équation x =a estun siteng
de (€").

2. Démontrer que si la droite (A) d'équation X =gest tre de
de symétrie de (@), alors le point Q (a ; 0) est " “

symétrie de (‘6’).

B 1a bonne fonction cubique

g désigne une fonction d'expression :
glx)=x3 +ax2 +bx+¢,

avec g, b, ¢ des nombres réels.

On note (€) la courbe représentat

a. Déterminer g, b, c pourque:

A(2;10)€(€);

- la dérivée de g s'annule en 2;

- latangente a (€) au point d‘abscisse 3 P2

b. Montrer que le point A est centré de

c. Dresser le tableau de variation deg- ’ daabsdssﬁ

d. Représenter (€) et sa tangente au poin

un repére,

e symétrie

un ane

are.
ive de g dans U i

4 3
B0
se rlepoil
:Ympéatrie de (€
gor®
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 ontes poritures
fel

ctions homographiques

L » fonction homographique d'expression :
gesian® un ) ax+b
foL= X)= '
. ox+d
¢ nombres réelsetb #0,c+0.

b, o d de

tx =
que, pour tov ¢

qombres réels B, ytels que:
s

f(x)=0+——.
x=y

o petyen fonctiondea, b, etc.)
{x:"imeL ", dans UN repére, la courbe (‘€) représentative

:r@de deu asymptotes paralléles aux axes,
.- fpo0 fioand
= .Ee!leuﬁ équations. Stri
o e que (6) posséde un centre de symétrie I dont on
& Juit;la Jos coordonnées 3 l'aide de @, B, y; puis a l'aide de
gonn

d. o ;
b{] céssef e tableau de variation de la fonction f sur son
4 P

©” plede définition. (Distinguer deux cas.)
eﬂifu

Ls cOUrbes (€, et (€,) représentées dans le repére ci-

ess0uS, sont celles des fonctions homographiques f etf,.

et _,---f—!—i:];‘ﬁ ,//|—|-[1 W |l ["“'|
B Smmmmmunan
EEEEREE =
SEEEEEY s EEAN
7 |‘\\"‘ . 'il' | l,.....,,.]__
L J
B i
EREERIIERRRN

fn effectuant le moins de calculs possibles :
. déterminer 'équation de (%,) en utilisant ses asymptotes

etlepointA;
.. déterminer léquation (6,) en utilisant son centre de symétrie

¢tle point B.

sartie B D'autres fonctions rationnelles

1. fdésigne une fonction d'expression :
ax2+bx+c

dx+e
#eca,b, ¢, d, e des nombres réels,a #0,c # 0 etd #0.

f(x)=

& Montrer que, pour tout x # .. ,il existe des nombres réels
0.b,¢,d"tels que:: d
a'x?+b'x+c’
x—d'
Exprimer o', b’, ¢’ et d” en fonction de a, b, ¢, d, e.)

b Montrer que, pour tout x # d’, il existe des nombres réels
By, dtels que:

f(x)=

f(x)=cxx+|3+—Y—.
x—

Erprimer o, B,y etdenfonctiondea’, b’, ¢’ d)

C.
de ?ﬂr‘:;‘::::]:l:jc, dans un repére, la courbe (‘¢) représentative
d. Détéiiviioe Gux asymptotes. Préciser leurs équations.
gy ", en fonction de ¢, B, 7, , les coordonnées du
o Intersection I de ces deux asymptotes.

ustifier que I est le centre de symétrie de (€).

2 -
te"DE;ns le _repére ci-dessous, la courbe (6) représentative d'une
efonction fet ses deux asymptotes ont été tracées.

A

En effectuant le moins de calculs possibles, déterminer I'équa-
tion de ().

EE Coincée entre deun droites

f désigne la fonction définie sur R par:
f(x)=x+cos?x.

On note (6) sa courbe représentative dans un repere.

Partie A Une propriété de (6)
1. Etudier la parité de (6).
2. Lafonction f est-elle périodique ? Justifier.

3. a. Montrer que, pour tout x de R, f(x+m)=f(x)+m.

b. Onnote (T";) lareprésentation graphique de f sur lintervalle

[0;m] et (T',) la représentation de f sur lintervalle [r; 27t].
Comment déduit-on (I";) de (Cy?
Partie B Etudedef

1. a. Montrer que, pour tout x de R, x < f(x) < x+1.
b. En déduire les limites de f en —ee et en +eo,

c. Interpréter graphiquement l'encadrement démontré a la

question a.

2. (D) et (D,) désignent les droites d'équations respectives

y=xety=x+1

Déterminer les coordonnées des points d'intersection de (I')

avec les droites (D) et (D).

3. Dresser le tableau de variation de f sur l'intervalle [0 ; ).

4. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous:

ABEEREEE
3

x| 0 :
6 | 4 31416

2
2

o

fl | [ L | U 1 [ |

|

5. a. Utiliser les questions précédentes pour tracer, avec soin,

la courbe (I") dans un repére orthonormé d'unité 1 cm.

b. Compléter, 8 main levée, la courbe (@) sur l'intervalle

[=m;2m].
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r1| [["‘HI‘- i
lli""f‘ I”n
{ sous forme

‘l |11’i("lr'_‘5
s 01
i secriven
bres [I"[‘is.

yemples

y partir d¢
a] a 1ml‘é les ¢

ourbes:

gt 35 L4417
(1 } déquation _1'-_-:1 ) o
3! : P |
ation ¥y =X .
({,)dequ : Sy
{ dequation ¥ = x3-2x
« x3-x2+2x-1.

() deqton

SRy aks

- ey i
- Dans chacun des cas, donnerle signe dea: : 3; e
b. Conjecturer les variations des fonctlc?ns a Ie?l e u” g)
dea?-3b.(Onne demande pas de préciser les intervalles.
r 3 l'écran de la calculatrice chacune des

2. 2. Représente 3 c
donnée ci-dessous.

courbes dont Iéquation est

Plotd Pletz Plot3
WYiERI K42
Y2 EX +3K%-4
WA 2RI 4K
Wy=
Y=
b. Ces représentations semblent-elles confirmer la conjecture

émiseau 1.b.?

Partie B Etude des fonctions f

1. Déterminer les limites de f en —ce et en +oo,

2. Ftudier les variations de f sur R. (Distinguer trois cas.)

a a
3. Justifier que le point I (_5 ; f(—-s-)) est centre de symétrie

de la courbe (€) représentative de f dans un repére.

Partie C Une propriété de tangente

(A,,) désigne la tangente & (6) au point d'abscisse o,

1. Déterminer une équation de (ﬁa).

2. g désigne la fonction définie sur R par:
9Ux)=10x)~[F' (@) (x-0)+f(ar).

a. Déterminer les expressions de g’
‘ g'(x) et de g”
En déduire les variations de g'sur, 7w

b. Justifier que . est :
: est solution de I'quation a(x) —
En déduire I'autre solutio quation g'(x) =0,

fonction de etdeag,
3
Montrer que g(p)= 4(0c+ E]
3

;. En déduire |e signe de g'(x).
- Uresser le tableay de variation de g en djstin

a
A<—; [1:._2- a
3 3’ o>——,

n, notée 3, de I'équation g'(x)=0en

guant trois cas -

o. En déduire le signe de g(x) poyr ,

3. Déduire des résultats précédens la toyr

R
par rapport a (A,) autour du pojng i

0sjt Q y
n E
abstisse Qre"‘“\fe q :

I3 nistances d'un point A de

f désigne la fonction définie syr par: “uEmE :
: 8

3
“X) — -{—-:._2_{
24x2 "
On note (‘G) la courbe représentative defq
norme. e

partie A Etudedef
1. Etudier la parité de f.

2. a. Résoudre dans R I'équation X248y

b. En déduire les solutions de Iquati, x;4= ;

3. a. Déterminer l'expression de f(x). k ~4xg

b. Justifier par un calcul, I'écran de caleul f, :
Tme],

.illﬁmp"her(deve{opperux-sqn(z*sqn(smrmsqru
. [_ T3 T
X 48w g

(La notation sqrt () signifie « square root o

c. Dresser le tableau de variation de f
d. Montrer que, pour tout x de R, .

Flx)= x(‘l .
o 2+x2)
En déduire que (‘€) posséde une asymptote

en +oo, dont on précisera 'équation,
On note (A) cette asymptote.

e. Représenter (€) et (A) dans un repgre orthonormg
Me d'unigg

e cangy)

1cm.

Partie B Quelques tangentes g («¢)
1. Déterminer les équations des tan
- (N et (") paralléles & I'axe des abs
< (S)et(S") paralléles a (A).

2. Représenter ces tangentes dans |
le point A(2; 4).

gentes 3 (‘G} suj

) Vantes:
Cisses ; .

erepére précédent et placer

Partie C Distances d'un point a des tangentes
1. Galculer la distance du point A 3 (A).

2, a. Ca:!cu}er la distance du point A 3 (S); puis a (5"
b. En déduire la distance entre (S) et (5") ‘

b Dans un repére orthonormé, la distance d'un paint M (x, ;y,)

a une droite (%) d'équation cartésie
! nne ax + =
estégalea: ™

d(M;(E’]J) = Laitby_ﬂﬂ
) Ja? +b2
i
H %)
| e

il '

d(M; (@) =HM
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: 51s

onacci sont les

Philosophe du v€ siécle
avant J.-C., Zénon D’Elée
est notamment connu
pour ses paradoxes.

Le paradoxe Achille et

la tortue peut étre résolu
grace a la convergence
des suites.

Représenter une suite.

Etudier le sens de variation d’une suite.
Rechercher les minorants et majorants évent
Etudier la convergence d’une suite. L
Démontrer qu‘une suite est arithmétique ou géometrique.

0 Calculer ]a somme de termes consécutifs d’'unesuite arithmétique ou d'une suite géométrique.

uels d'une suite.
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i

cours"
B cénéralites

suite numerique

péfinition

i Sri tion de N vers R, u: N—=R
mérique est une fonc
Une suite nu q ) - :
u_est appelé terme général ou terme d'indice n ou encore terme de rang n de la sujte "
n

Notation i ;
Une suite u peut aussi étre notée (u,)pen OU, plus simplement, (u,).

Diverses fagons de définir une suite et de la représenter
= Suites définies par une formule explicite

Une suite u est définie par une formule explicite lorsque u, est exprimé uniquement en fonction de n

Exemple

(u,), epy désigne la suite définie sur N par u, =6— n?. Cette suite est définie Par une formule explicite,
Représentation sur un axe

Ona:uy=6; Up=5;uy=2; us =—3;:.:l4 =-10;...

On en déduit une représentation graphique de cette suite sur un axe.

uy us O I u Uy ug
——

-10 -3 0 2 5 6
Représentation dans le plan M [
Le plan est muni du repére (0, I, J ) ﬂ? _ . M
On note (6) la courbe représentative de la fonction fix—>6-x2, o | 1
Pour tout nombre entier naturel n, on désigne M, le point u M ' ]
de coordonnées (n ; f(n)). " .21 y \\ =
Lensemble des points M_ est une repra i i -

' présentation graphique '

de la suite (u,) dansle p]?;n. SEa ° : i A
Lorsqu on projeFte les points M, surl'axe des ordonnées, on obtient Ys I M‘_.i
une representation des termes de la suite sur 'axe (0J). ;‘x_@“l
u Suites définies par récurrence -

Définition
Une suite est définje par récur

général e

nce lorquon connait s i t que son terme
o ) on (ou ses) premier(s) terme(s) et q
€Xprimé en fonction dy (ou des) terme(s) précédent(s). F
Exemple

. Vg =6
,) désigne 1a sujte définie par :

. 1 3
Cette suite p est définie pay Yécurrence Vptl= 7 [vn +— | pourtoutn€ N.
; v
Représentat; n c
tion sur un aye . . :on dans le leﬁ.‘ 3
Ona:y, -g., _13 217 : Représentati s yage2 J
0 ) 5 v] g 1 F W l! rcice ]‘(_‘tsﬂlu )
4 ' "2 7075208 . = ¢ Voir l'exe
On en déedyijy une repyé 104 1 V3=176, :
l’fﬁphl ue y :
““-—-H?... ! Vi v qv de cette Suite sur un axe. :
0 H“*—_h_“___'__" 1 vo
176 2,08 3 % >
T 2 5 6 .
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paviers e

| gauoir calculer ou BHprimer des termes d'une suite

. (u,) désigne 13 suite définie sur \ par u, = 12_*_1
' 3n+)’
. Calculer Uy, Uy, Uy b Exprimes v

< en fonctionde p,
A désigne la suite définie par %=

4et, pour tout n de Vo =3v, -5
- . n .
b. Exprimer Ypspenfonctiondev, .

golution commentée Méthode

. Calculervy, vy,

241 1 1241
__ﬁ.__].-z-; U= :E; u 3 1. b. Remplacer n par n + 1 dans lexpression de u,,.
1.8 u[‘-'3yﬂ42 2 Ix1+2 § 2 8 E

2. b. Remplacer n par n + 1 dans l'expression
_(n+1241 plignyy reliantv, ,, v
+ n*

deN, v, = S
b. Pour OVt M e S+ 2~  3pas

=3y, ~5=374-5=7, v,=3v,~5=3%7-5=
2.8 %70 " W “3=16. ’Pcﬂfsaisirunesuiteé!ecalculalriceouavecun!ableur.
b Vpag = 3Vpr = voir les pages 264 3 269 3 a fin du manuel.

Savoir representer une suite

Up=
désigne la suite définie par { ©
Wyl g { Upn= J'Z. pour tout n de .

a. Calculeruy etu,.

1. Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0 I, J), tracer la droite (A) d'équationy=xetla
représentation graphique () de la fonction f:x — Jx.
Placer les termes uy, u;, U, et u; sur I'axe des abscisses.

splution commentee méthode

| b. Constructionde u, :
o U= Jug=J4=2. b, | @) o ey,
J J—O L PRy (4) M, désigne le point de (€) d'abscisse uy = 4.
u1=Ju—,=Ji- h “‘""’5',',1" "1| I M, Lordonnée de M estu, =f(u,).
S R e~ 4 Py désigne le point de (A) d'ordonnée u, et
4 ) donc d'abscisse u,.
o | " .
o '{ . On procéde de méme pour construire les
fia | termes suivants.
0 I‘ UI'; lb': L:'l| l:'q

2 U, =1}
¢ ' 0
' i I
ﬂ Caleulerug, u, et uz‘,puis exprimer u,, ,, en fonction : Uy = r_u£+l pour tout n de N,
de n pour chacune des suites :

. .
B e b.u, =n? +3n+4; Uy
" an4 " H (u,) désigne la suite définie par L
2n-4 1 l“url =5 U
G ly=—; d.u,= — pour tout n de N.
14n " 14n

a. Calculer uy etu,.

n b. Dans un repére, tracer les droites d'équations :
Calculer Uy etu,; puls, exprimer u, ., €n fonction de

: |
N pour chacune des suites : s y=5x+1.

a.u,=(-2); b, u, =\1+Vn-1; ¢ ¢ Placerles termes ug, ), u, et uy sur I'axe des abscisses.
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b2 ]

Cours™ ¢

K2 itude d'une suite numérique

M minorant, majorant d’une suite

FYTT— ;

» La suite (1) et dite minorée sur D lorsg
ona u, = m.Dans ce cas, on dit que mestunm

. 1 -
ona u, < M. Dans ce cas, on dit que M est majo

B} sens de variation d’une suite

» Lasuite (u, ) est dite croissante sur D lorsque,

{ désigne un nombre réel.

Remarque

Une suite divergente peut donc tendre vers —eo, te

Interprétation graphique
de lim u,={

n—ytos

-

=7

Dire que la limite de (u,) est égale a € signifie qua
partir d'un certain rang N, tous les termes u, sont
infiniment proches de (.

Rem argue

lﬁfup(iété]
(u,) désigne une suite définie par une formule ex

Si lim f(x)={( alors lim u, ={
X—¥teo n—iton

» La suite (u, ) est dite décroissante sur D lorsque, pour tout nde D (avecn+ 1 € D), on
» La suite (u, ) est dite constante sur D lorsque, pour tout nde D (avecn+1€D), on a u,
» La suite (u ) est dite monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante.

(n, ) désigne une euite définie sur une partie D de N, .
u'il existe un nombre réel m tel que, pour tout n e 1y

inorant de la suite,

v La euite (i) est dite majorée sur D lorsqu'il existe un nombre réel M tel que, pour toyt ,, €D,

rant de la suite.

» La suite (1) est barnée lorsqu'elle est minorée et majoree.
: ) e

(1, ) désigne une suite définie sur une partie D de N.

pour toutnde D (avecn+1€D), ona 4 >u
L™ .
n

au,

s S

# Une suite (u, ) est dite convergente vers (lorsque lim u, =¢€.

n—+eo

= Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

ndre vers +eo ou ne pas avoir de limite,
Interprétation graphique

h—+ea

x
e

- Dire que la limite de (u,,) est égale a +o signifie qua
- partir d'un certain rang N, tous les termes u, sont
© supérieurs i une valeur A aussi grande que lon veut.

On peut, de maniére analogue parler d'une suite (u,) qui a pour limite —co,

plicite ; u, = f(n) , o fest une fonction numérique.

ot € désigne un nombre réel, ou +eo, ou —o,
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rquela suite définie sur N par u, = 3+2cos(n) est bornée.

‘Méthode

Remarquer que la fonction cosinus est bornée

g1 =05 [n) <1donc-2<= 2cos(m=2
(=1=cos(n)<1 pour toutn de M).

EN: i
‘"f +2C05(n)53+2,d0u 1<U, <5

Pwrfﬂu 3
-2"' . ’ . .
do?uc aest pornée: ((u,) est minorée par 1 et majorée par 5.) Utiliser les opérations usuelles sur les inégalités.
etién
gir étudier le Sens te variation
R

de variation de la suite définie sur N par:
uy=4 (On admet que, pour

b. u,=n3+n-1; ¢ {
Up,q=12u, pourtoutndelN.  toutn de N, u,>0.)

2

e SRR

p+l o (n+1)2=n(n+1)

méthode

a. Pour comparer deux nombres (U,
etu, )il suffit de comparer leur

hode 12U g =Un=""9 7
2 méthod 10 p+2  n+l (n+2)(n+1)
_ n2+2n41-n2-n_ N+l diffé.rence (Upsy=Up )a zéroaCe qui
(n+2)(n+1) e 2)n+1) raméne Iah comp‘ara|son dP:S eux
nombres a une étude du signe de leur
or pour tout 1 de N, n= 0doncn+1> 0 et donc n+2>0. différence
par conséquent; Un41 =y >0 Clest-a-dire ty,y > Up donc (u) b. Pour une suite définie explicitement
si |a fonction associée est monotone

est croissante sur N.
b. Méthode 2 f désigne la fonction définie sur R* par f(x)= Y34x-1.

Ona f/(x)=3x?+1 donc £/(x)>0 et fest croissante sur R,

par conséquent f(n+1)>f(n) pour toutn de N, clest-a-dire . > Upi e

donc (U,.,l est croissante sur N.

alors la suite l'est aussi et elle a

les mémes variations que [a fonction.
Pour une suite de signe constant, ;
pour comparer U, et Up, 0N peut -'

n+l
comparer — @ 1.
u

u

n+l

—=12 car un>0
u n

n
>u, donc (u,) est croissante sur N,

c. Méthode 3 :Up 4 =12u, dot

u
< n+1>1 t
par conséquent -——u et U,
n

gavoir etudier la convergence d’une suite

n ;
P est-elle convergente ou divergente?

La suite définie sur N par u, =
n+1

solutio méthode
= 1 i i 2

x““" X - - i 1 o Remarquer Te U, f(n) ot fest la fonction définiesur R

e X+ 1 gt x(‘l i _] x—te gy L par f(x)=—— puis utilisera propriété du paragraphe 2.b.

lim u =1 X X i

h=1.
X=¥two
+1 3

m (u,) désigne la suite définie sur N par u,, = (s : m Montrer que la suite (u,) définie sur N par:

] n+2 . u,=2sin(n)=3est bornée.

b' Mon"crer que la suite (u,) est bornée par—1et1. : m

: . Etudier de trois fagons différentes le sens de variationde (u,) désigne la suite définie par Uy = —1et, pour tout

c'-i,,é.t _ : ndeN, Uy 4y =30, (On admet que u,<0). |

udier la convergence de (u,)- . Erudier le sens de variation de (u). m i Ef
B 'lh

¥
Ul
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) suites arithmetiques, suites “é"“‘é"iques

i i l.
D désigne une partie non vide de I\

Suites arithmétiques

péfinitions

dite arithméti
Une suite (u,) est dite arit

onaty, =it

que lorsg Wil existe un nombre réel r tel que, pour tout p deD

+r
Up ——Ups

+r
I.l'n/"_"‘\ul —

e arithmétique (i,).

@é [Somme de t%
(u,,) désigne une suite arithméti 9

Le nombre réel r est appelé raison de la suit

’Lr_'_mpriélé (Formule enplicite]

(u,) désigne une sui:;: :;urilthmé;'tiqlle de Peur tout n de D tel quen = p que de premje, terme,
s t de raisonr. : * b
premier terme u, € - U +y
= -p)r. = wetu =L
Pour tout n de D, t, =t, *+( pr S=y +ilyy Hllyyy + +“n“‘5-ix(n-p+1)

- le nombre de termes de la somme.
Remarques *(n—p+1) estlen it du nombre de termes par la demi-so
. La somme ci-dessus est donc égaleau prt:nd!:nt-lpdH p e des teeq .
=0 Ex(n+1). B "
2

-Lorsquep=0,5= u0+u1+u2+...+uﬂ

(1) désigne une suite arithmétique de raisonr et de premier terme u, .
n

# Sir> Oalors (u,) est croissante i mSir<o0 alors (u,) est : w Sir=0alors (u,) es

- ; : tc
et diverge vers +c°. i décroissante et diverge vers —ce. | et converge vers y Onstante
; : C;

Suites géométriques

pefinitions
Une suite (u,,) est dite géométrique lorsqu'il existe un nombre réel q tel que, pour tout n de D onay 1=qu
; nt1=qu,,

Xq xq
u, u
Uy =t n " >{n+l

——

Le nombre réel g est appelé raison de la suite géométrique (u,,).

[Propriété [Formule enplicite]|

(u,) désigne une suite géométrique de
premier terme u, et de raison g.

PourtoutndeD, u, =u, Xq"P.

.Siq;eletp=0,8=u0+ul+u2+...+

|Propriété [Somme de termes consécutifs]]

(u,) désigne une suite géométrique de premier terme
et de raison q. Pour tout n de D tel que n = p,
1- qn-pi-l

ssiqELuy i+, =u, X

' 1_q l
'siq=1 S=uy tupy +otu, =(1-p+Du,.

Remarques « (n—p+1) est le nombre de termes de la somme §.

1__qn+1
1-q

q désigne un nombre réel fixé,
s Sig=1al i ah= )
¢ ors nPaqu L s Sig>1alors lim g" =+ee.
: n—+ee
m nSlqﬂ—la.lorslasujte(qﬂ)n'apasdelinﬁte. #Si-1<g<1lalors lim q"=0.
- n—toe
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quoir atudier la nature d’une suite

udier12 pature des suites définies sur N par:

b. u,=5";

- u0=2
u $3n‘-1 ! < n
. Up Upsy=2"u,, pourtoutndeN.

]

pn commentee

tout?n deN, Upn~Yn ‘:3‘('.1"'1 )-1 —!3ﬂ—'| )=3.
5. pouf o) est une suite arithmetique deraison 3

Méthode
(Etudier la nature d'une suite, c'est rechercher si elle
est arithmétique, géométrique ou ni l'un, ni ['autre.)

R ol =3x0-1=-1.
me U, ’ . T, o1
etde premier (e 70 a. Pour montrer qu'une suite est arithmetique,
Upsy 5™ N on Calc‘ule Uppy=Up: '
Jrtout? de N, = 5n =5d0l . =5u,. «si le résultat est une constante, la suite (u,)
" o Ty derai est arithmétique ;
ponc f”n) estune suite géométrique de raison 5 et de sinon I suite (u,) est pas ribaniioue;
E - - 1} . ’ I -
premiét I b. Pour montrer qu'une suite est géometriqué
o =21u =4 u 1
¢ ,u1=2°u0-2: - . {avecun#m,oncalcule—'l:
insi Uy~ U1 F ~ug donc (u,) nest pas arithmétique. - i le résultat est une constante, la suite (u,)
3 N n+l —27 ot 27 nlest est géométrique ;
. pour tout? de N, m = est pas une constante +sinon la suite (u,) st pas géométrique.
done (uy) nest pas géométrigllje.
. Lasuite (uy) nest ni arithmétique, ni géométrique.

gauoir calculer la somme de termes consécutifs

(u,) désigne la suite arithmétique de premier terme u, =1 et de raison r=4.
(v,) désigne la suite géométique de premier terme v, =3 et deraison g=2.

1, Calculer uy; €tVyq.
2. Calculer les sommes suivantes:

& s=u°+u1+-..+u23; b. S'='f4+v5+...+v10.
méthode
On utilise les propriétés sur les sommes des termes.

1. u,=ug+nreton remplace u, par 1,n par 23
et r par 4 pour calculer uys.

gpolution commentees
1. uB=u0+[23—0)xr=1+23><4=93 ;
vy =Yy Xq" =3x28 =192.

ugtu 1493 Ug+u
2.2 5=-iz—21><(23—0+”=—2—><24=1 104. 2. a. S=——"x(n+1) eton remplace n par 23.
_ 7 _an-pt
b 5f=v4x1;it1.=3x1__.2_=3xﬂ=381. b. S'=vp><1 1q etonremplace p par4,
' 1- 1-2 - -q
? npar 10 et g par 2.

Etudier la nature des suites (u,) définies sur N par:

n n+1

ﬂ (u,) désigne la suite arithmétique de premier terme
2 n d iUy =1 et de raison r=-2.
Wi b Un=3ni u,=5"=2n; d- Uy =5 1 (v,) désigne la suite géometique de premier terme v =2

e Ug=1
" | Upyy=u,+n pourtoutndeN;

" |Upy=(=1)"u, pourtoutndeN.

, 1
et de raison §=3-

1. Calculer ugq et v,
2. Calculer les sommes suivantes :
a, S=ugtly+..+Ug; b S'=vptvitotiy.
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a )
1— | Calculer |os termes upUiyY3

n
ts U,ﬁ(‘”zn; . \uml:u“'ﬂ—n

dessuites (Ug) definiessurNpar:

Uy=!

n de N i
—y,~n pourtou!

1 3
] = 1 2 Uni.'i
mop+l )
.l pour tout deN.

nn
i ) =sin -—-).
F‘ (u.) désigne | suite définie sur N par U, ( i

4. Démontrer que (u ) est bornée. »
1, Démontrer que pour toutn deN, u,,g=Up-

m (u.) désigne lasuite définie sur N et représentée ci-dessous.
. n

[VERVIRRY) H—
14 SIEAT 4

usly Uy Yo

Conjecturer |e sens de variation et |a limite de la suite (u,).

[.":J (u,) désignelasuite définiesur N et représentée ci-dessous.

0 1 2 3 4 -

PR LV R —~
]

Ug Uy Uy th

Conjecturer par vrai ou faux :

« cette suite est croissante ;

« Cette suite converge vers 4 ;

* Cette suite est majorée par uj.

E:I () etv,) désignent les suites définies sur N par;
3

U, =——;

" nes’
Montrer que (u, ) est convergente et que (v,) est divergente,

« V,==3n42,

ﬁ (u,) désigne la suite définie sur [\ par:
Uy=0

Uni1 =ty +20+1 pour tout n de N,
& Galeuler uy, u,, Uy uyetu,,

b Conjecturer lexpression de up enfonction de p

Calculer les (er

e | mes u
définie par v

Upilig, uyet Us de la sujte [un}

a, = =
Ug=Lu =3 et Upya=3u

412U, pour toyt p de
b. U =f(n)olifet|a foncti i :

on définie sur 1 iteo[par:

fx)=—_,
X(x+1)

-

- e

"2l pans chague cas, utiliser fa Calculatyice

_ Mdg
a. up=1etUp = Uy +3U, +1 Pourtoyt >0 MNer,

b, ug=2€t un=2u,,_,,+3n-l pourtoutn;\i ' I
Déterminer, ils existent, un minoran, ety
des suites définies sur N par: " "‘ainr.-,,lt
2 b U:= i+

=5-n°, =
a. Uy =5 " ne2’
¢, u =(-1)"+3; d.u 22(05(95]

H 3
Etudier le sens de variation des suites définies Su
n+2 r“ﬂar;

=315 3 b. U, =—2=.

a. Un n+1 '

(P .
c. u,=sin (_2—]—3,

Dire si la suite (u,) est convergente oy divergente
2n-5 '

B = "
" 3n+2'nEN’

d. “n=v”+3sneN.

Aoty =47,

a. u,=-3n+7,neN;

(-1

. un=_n":"EN;

a. (u,) désigne la suite définie sur N par:
y _3n+2

T
Démontrer que pourtoutneN,ona 1< U, <3,

b. (v,) désigne la suite définie sur N" par:

3n
v,=3cos [-—]+2 .
n

Démontrer que pour tout n eN*, ona—1 < V, S5,

ﬁ a. Démontrer que toute suite croissante est minorée.

b. Démontrer que toute suite décroissante est majorée.

E‘f désigne la fonction définie sur [0;+oo[ par:

flx)=vx2+3

et (u,) est la suite définie sur N par:
u,= Vn?+3,

a. Démontrer que f est croissante sur [0; + oo,

b. En déduire que la suite (u,) est croissante et qu'elle est

minorée par /3.

que:;
u
n+1
——=1 pourtoutneN.
u
n
a. Etudier son sens de variation.

b. Reprendre Ia question avec une suite a termes strictement

négatifs,

| ide b
) Pour Compareru, et U, .1-0n multiplie chacun des deux membr

n+1
de——<1 pary .
u, n
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(i-dessous, la représentation graphique de |a
o, "

donn* LA _
gon ieSUl’[DH""[Par ﬂx)—m et K désigne le

inié >
(ot 7 gabscisse ™ 4
P =lleta

(qeponse=-
piresile suitel(un) définie sur N est arithmétique.
= onse estouls donner sa raison.

suarepg g

2. Up 73

. u
==n-1: T n+1
2.5n+2;
un:.q 5n

u, N pour toutnde N ;

@

e Uil

Ug =1

f 1y 1=n —-3 pourtoutnde N.
n

ﬁ Les nombres suivants sont-ils trois termes consécutifs

June suité arithmétique ?
p2;0et10i b.n-3;netn+4avecneN;

o y+1;2x+1et3x+1 avecxeR.

ﬁ (un}désignela suite arithmétique de raison 2 et de premier

terme Up = 1.
2, Calculer u5g-
5, Calculer ug+uy +Uy+ ... +Uzq-

E (u,) désigne la suite arithmétique telle que u, =2 etug=10.
\. Calculer la raison de la suite (u/,).
1. Calculer ug+ Uy + Uy + ... +Ug.

a (u,) désigne la suite arithmétique de premier terme up=1

tderaisonr=3.
achant que u, = 124, déterminer n.

: 1

n (u,) désigne la suite arithmétique de raison = et de
remier terme Ug= 2.

. Reproduire et compléter le graphique ci-aprés eny plagant
spoints de coordonnées (2 ; u, ), (3 u3) et (4;y).

{n:la‘o]

x(1;
1 ( l-l“|)

o 3

Que peut-on dire sur ces points ? Justifier en étudiant la
linéarité de vecteurs.

Suites géomeétriques

I_HQpn_ng.-_s rapides

m Dire si la suite (u,) est géométrique. Sila réponse est oui,
donner sa raison.

=3n; 1
a.u,,—3”, b. u":;n_; e Un=2"+3”;
n —
d- ul"-':g__; e' u0_2
4 U,,1+u, =0 pourtoutne .

Les nombres suivants sont-ils trois termes consécutifs
d'une suite géométrique ? 3

. n
a.3;-6et12; l).Sn;nzet?avecneN:

€ 2 et% avecxeR.

(u,)) désigne la suite géométrique de raison et de premier
terme u, = 3. 2
a. Calculer ug.
b. Calculer u, +
X ot UyFUy+ ..+ U

@ (u,,) désigne la suite géométrique telle que u, =6 et
Ug = 12avecus <0.

a. Calculer la raison de (u,)).

b. Galculerug+u, +uy+ ... +Uqq

E‘ﬁ (u,,) désigne la suite géométrique de raison 2 etde premier
terme u,, = 1. Sachant que u, =256, déterminer n.

Déterminer la limite des suites (u,) définies sur R par:

3 2 21437
a.un_zn, R un—z-n, € u,= T U= I

[’ﬁ (u,)etlv,) désignent les suites définies par:
- VneN,v, =u,-1.
a. Démontrer que (v,) est une suite géométrique.

b. Exprimer v, ; puis u, en fonction den.
¢. En déduire les limites des suites (u,,) et (v,).

complement surles suites arithmetiques
et _gé_umétriques

Eépunses rapizleﬂ

(u,) désigne la suite arithmétique de raison r et de pre-

mier terme Uy
Etudier le sens de variation de (u,) suivant les valeurs du

nombre réel r.

(u,) désigne une suite geométrique de raison g > 0 et

de premier terme u, > 0.
Etudier le sens de variation de (u,) suivant les valeurs du

nombre réel positif g.
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et de premier

ithméti ison 2
(u }désignefasuiteanthmenquederals
n

terme Uy "'_5' ndeu_en fonction de .
1. Déterminer 1

=u|+u2+...+u’net

['expressio
7 =1 pour toutn = 1.
non

2. On pose L
a. EXPfimerSn

b. Montrer qué
cisera la raison.

m (u,) désigne |a suite définie par:

=un-2n+5,pourtoutnde i

en fonction de - 3 _
(T ) est une suite arithmétiquée dont on pré
n

Ups

1. Calculer uy, U etUs -
2. Diresi lasuite (u,) est arithmétique.

3. (v,) désigne la suite définie Sl{rN par vy =Upy1 ~ Up-
Montrer que (v,) estune suite arithmetique.

4, OnposeS,=Vo+Vyt.-tV, pour tout n de N.

a. Exprimer S, en fonction den.

b. En déduire u,,, en fonction den.

¢. Exprimer u, en fonction de n.

m (,) désigne la suite définie par :
uy=0

1
Uney =§un+1, pour tout n de N.

1 Calaulerul,u2 etus.
2, Etudier la nature de la suite u,).

3
3. Onposev,=u, . pour tout n de N,
a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on don-

nera la raison,

:J. Exxprimer Vp:Puisu, enfonction de .
h Enp;ér:e_r Yo+ Vi +...+v enfonction den,
k Uity +u; +...+u_ enfonction de n,

m Un employé est
engagé pour 10 ans
au salaire annuel de
1320000 F CFA.

|| a le choix entre deux
modes de revalorisation
du salaire:

Choix 1: une augmen-
tation du salaire de M
70000 F CFA par an. 5o
Choix 2: Audébut de chaque annge
du salaire de I'année d'avant, _
1. Calculer le salaire de cet employé dibo 0“595%
chacun des deux modes de revalmi"‘ation ;

2. On note a, et b, respectivement ey
(1< n < 9)années d'anciennetg avec| eSa
Exprimer d,,, et en fonction de 5
3, a. A l'aide d'un tableur ou d'yne
somme totale des salaires avec chacy,
ces 10 ans dans cette entreprise ?

b. Quel estle choixle plus avantageyy i,

dans cette entreprise ? eMployg re.
c. Conjecturer le choix le plus avants
nombre d'années dengagement,

ay !
tht}ix] Ut d
a, et b, %
Cakulat .
fice c

n Q¢
des deyy choi :tller Iy
lam

t mius

ey
X en functinn dy

E (u,) désigne la suite définie par ;

{u0=l

Upy=U, +2n-3, pourtout p de N
1. a. Calculer uy, u,, u; et Uy, |
b. Etudier la nature de la suite (u, ) "
2. On pose v, =Up 4 —U, pourtoutn de N,

a. Etudier la nature de la suite (v,).

b. Calculer vy +v, +...+v,_, enfonction g

y : eneten dad:
'expression de u,, en fonction de n. ten ddyie

m p, g, p' et q' désignent quatre nombres entie
telsque p+q=p'+q'.
1. Démontrer que pour toute suite arithmeétique (u ), ona:
u.+u_=u U 4 .
) G R
2. Démontrer que pour toute suite géométrique (v.),ona:

v, X = i '
p Vq VPXVQ'

1S Naturels

X,y et zdésignent dans cet ordre, trois termes consécutis
d'une suite arithmétique.

Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est9¢tla
somme de leurs carrés est 59.

E (u,) désigne la suite définie par:
=1 |
. pourtoutnde N, |
nn1 = 2u, +1
. 1
On admet que u,, # 0 pour tout N & Netonpose /s =~
a. Montrer que (v,) estune suite arithmétique:

; ion den.
b. Exprimer v, en fonction den, puisu, €n fa]nct
c. En déduire les limites des suites (U) et (o
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5 suite définie sur N par:

nel ;
un:-n[nl”.
N 1.1
N*, U, = —
e c-unomndm Y
;,R'f"rrffq Lifed va ) irn.pmlftnutnd9 N,
i V2

? Tk
S mite de lasuite 1)

P fal "
‘Fﬂm jire lal
[*Endﬁ’l

_— : 1
ol fonction définie sur [ par f(x)= 5 x+1.

& f f"“aﬂ " I

ja Uit géfinie par-
".f"t up =0

]Un”:{[un},pourtoutnde M.

U, et U Sur I'axe des abscisses d’un repere
placel Vor g

1! ;
oo™

P
, Sk 12 limi :
o m-ecw'er je sens de variation et 2 limite de la suite (u,).
w Lf,r ydre [équation fx)=x.
3, RésO _y.—2pourtoutn=0.
an pUE - n " ‘ g

o trer QUE (v,,) est une suite géométrique.

g, DEC v+ puis u, en fonction de n.
gn geduire Y’ B ;
" ¢ les conjectures émises a la question 2.

evn

i De‘moﬂ"e
D (u,) désigne a suite définie par:

U =1
=5 n
Upaq =u,+2" ,pourtoutn de [,

1. Montrer que (u,) nest pas une suite arithmétique.
2' 0On pose Vp =Un41 —Uup,, pourtoutn = 0.

ontrer que (v,) estune suite géometrique.

3,01 pose S, = Vg +Vy F .o+ ¥y, POUL toutnde N.
5. Exprimer 5, en fonction de n.

b, Endéduire Uy 44 puis u, en fonction de n.

¢. Quelle est la limite dela suite (u,) ?

E Calculer les sommes suivantes :
a.S1=1+2+3+...+100:
b,52=1+3+5+...+99;

¢ S3=14+9+4—1—6— ...—66.

pide

}Cesomdessommes de termes consécutifs de suites arithmétiques.
Pour déterminer le nombre de termes on peut commencer par
noter u, le premier terme et u, le dernier, puis déterminer n.

m Calculer les sommes suivantes :
a5;=1424224 2%+ ,,,42'9;
bSp=1-3+9-27+(=3)+... 4 (-3)'7;
€ 53=34+304374 432,

s de termes consécutifs de suites géométriques.
rminer le premier terme et la raison, puis utiliser le cours.

kesnntdes somme
Déte

6

{"n"l d"—‘“‘]ﬂ\‘? 14 suite définie sur par
u 0= 74
2u 43

U, = ~
= —.pourt o
nel - p outndel,

Un U
On admet que, pour tout n « Mou 2-3.

u
On pose v, =-0

U, +3’
A
:1’ don_trer que (v,) est une suite arithmétique.
EJ‘ Ex-pnr.ner V.. Puis u_ en fonction de n.
n déduire les limites des suites (u)et(v,).

¢. Vérifier que u,2-3pourtoutnel,

E Démontrer une propriété
q t_jésigne un nombre réel avec q = 1. (u,,),,p,, désigne une
suite géométrique de raison g et de premier terme u,, donné.
On pose, pour tout nde N :

5n=1“q+q2+--- +q"+q""' et 5n=“0+ul ooty
1. 2. Montrer que, pour toutn de N, s, —gs,=1-¢"*".
1 _qn+1

b. Montrer que, pour tout n de N, 5y = :
-q

2. a. Exprimer uy, u,etu, en fonction de ugetdeq.

b. Montrer que, pour toutn de N, s, =u,S,.

1 __qn+1

c. Montrer que, pourtoutn de N, s, =ug 1
-q

3. (v,) est une suite géométrique de raison q = 2 et de premier

terme v, =3.

Exprimer vy + v, +... + v, en fonction de n.

F
u,, désigne I'aire du trapéze coloré pour n € N.

/ | :nm-l |
ENNENEREEEEE

Montrer que (u,) est une suite arithmétique.

P Laire d'un trapéze est égale a:
petite base + grande base
2

X hauteur .

-

Dans un pays imaginaire, une personne répand une
information en la transmettant a deux personnes.

La minute suivante, ces deux personnes la transmettent cha-
cune a deux nouvelles personnes.

La minute suivante, ces quatre personnes la transmettent
chacune a deux nouvelles personnes et ainsi de suite.

a. Combien de personnes connaissent linformation au bout de :
- 2min? « 3Imin? « 6min?

b. Exprimer en fonction de n, le nombre de personnes connais-
sant 'information au bout de n minutes.

¢. Peut-on espérer mettre au courant les huit millions de per-
sonnes de ce pays en une demi-heure ?
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If

. n)
cificalion 1

U .
:l [ hm” i st vral€
i jellee
o haque afflrrnat!on. indiquer 3
I.:-:! pour chd
e yrai faux
issante st )
Unesuitequin’estpascrmssan oy il
1.
décroissante: . _ré_ =T
2 Unesuitecroissanteestmlno.e. -
L ' d
3 Unesunequi n'estpasbomeeten .
" Jers+oo0UVErs T —oo ) m :
: Unesurtecrmssantetendvers+ o
| . -2n
5.Lasuiledéﬁniesuerarun =5= 5 1
ostarithmétique. o
6.. Unesu]tequitendvers-{»west 5 0
ST, e B
7. Lasmtedeﬁmesuerar I
3"+2"85tgeométnque LS
: B D
g, lim 5;_0
e JE—

Top chrono (sans justification)

m Pour chaque question, indiquer laréponse exacte parmi

les trois propositions.

1. Lasuite (u, ) définie sur N par u, =-5nest:
a. arithmétique; b géométrique;
¢. nil'un, nil‘autre.

2. Lasuite (u, ) définie sur N par u,=3"+1est:

a. arlthmethue, b. géométrique;
¢. nil'un, ni lautre.

Un=
3. Lasuite (u,_) définie 0
! (”) i par{u u.—n,pourtoutn

a1 = n
deNest:

a. croissante; ¢. minorée.

b. décroissante;

n
4. La suite (u,) définie sur N par u, =(—1) .
2

a. admet une limite finie;

b. vérifie lim U,=te; ¢ vérifie lim u =-
N—3+ea fddoo 1

5. Lassuite (u,) définie sur N par y _——\/_+1

g est convergente,
vérifie lim U, =+oo; : .
oy +oo; . vérifie nﬂ’m u,=-
+oa

A

LN

guec justification

Ei15§ pour chaque affirmation, ingi
elle

fausse. . s,
f désigne une fonction définiesur[q. , . VIgjg

(u,) estlasuite définie sur N par ‘f(lparf{x)\ {Q

(v )estla suite définie par v, = 3et, po X+2

(w )est la suite définie parw, = —f-f.l ' |

pourtoutn deN. u,-2'

1. Lasuite (u )est croissante faj fay
™

2. Lasu:te (uy) converge versz — &

3. la smte(w )estar:thmenquc §

4. PourtoutndeN W=n+3, N —.. U

s — O

5 Lasune(v }estcrorssante o )

6. Lasu:te (w,) est convergente s EJ -

réponsesd i Pz .
| Lesréponsesaces ex_erdr_e.s_smtmq'fqu.éﬁﬂﬂq demanye;

fvec justification

Ll
m l:-‘our chaque question, indiquer la réponse
parmi les trois propositions. exacte

. ) -__—__-_'_“——-______
1. Lasuite (u,,) définie sur N paru o
n ‘-n2~—2 est:
a, croissante ; b. décroissante ;

c. nil'un, ni l'autre.

2, Lassuite (u,) définie sur N par u, =n+(=1)" est:

a. divergente vers +oo;
. convergente,

b. divergente vers—c:

3. (u,) désigne la suite géométrique de raisonE
et de premier terme uy =5. ;
Onpose S, =uy+U;+...+u, pourtoutndeN,

a. (5,) tend vers +o; b. (S,) converge vers 15;
¢ (S, n'est pas majorée.

est:

4. Lasuite (u,) définie sur N paru, = Srsi
+sinn

3 3
b. majoréepar i © bornée.

a. minorée par%;
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’ ites
Il (][} Sllllﬁ ‘
yroduit (¢ suites définies sur N telles
ﬂdfsignf“‘ trols
G{‘” [Wﬂ]
’ ]€1
M

Ve etl, ) sont croissantes, alors w,)
,:In* moes (u, n
fin antl

ﬁﬂ‘w ﬂ‘lon[

b
{ rﬂﬂ\.‘a e!qucﬂ {uﬂ

i
'

Jet(v,) sont arithmetiques, alors (w,)

ique: ndeN.
b fi[hﬂ,.{-lrﬁ ¢ our tout

=,V métriques, alors la suite
s-‘{:npl’sc[ngi[u”]i?l(vn)sontgéo e
( gt

* yement du terme tjéueral1
( n-
frca e s
e lasuite définie sur N paru, n+2

)

Jus petit nombre entier naturel n ; tel que pour
piu

les inéquations 0,99 < u, etu, < 1,01

00 résout 2> 0 pourtoutn de N.

0 gantquen+
Pen emart

gite et calculatrice
\gésigne la suite définie sur N par u, =
Uy

I
3. Mont'=2
5 Déterminer 2
A Détermiﬂer a
ntier naturel Mg

n+2
m+n?’

rer que (u,) est décroissante.

limite de (u,,). ‘

I'side de la calculatrice, le plus petit nombre
tel que pour toutn =ng, 0 <u, < 1073,

jisation de 1a calculatrice et du tableur pour les suites est
Pi”;lﬂéagn pages 264 a 269 du manuel.

B suites arithmétiques et géométrigues

o bdésignent deux nombres réels et (u,) la suite définie par

sénpremierterme ugetlarelation derécurrence v,y =au, +b

pour tout n de . _

1, Etudierles variations et la convergence de la suite (u ) dans

chacundes cas:a=0eta=1.

Dans toute la suite, on suppose a0 eta=1. . .

2, Montrer que I'équation ax +b = x admet une solution unique
b

S NN Y
3.0n donne ci-aprés les et —|
tracés des droites d'équa- - i ~]
tions respectives y=ax+b || e i m e R
ety=x, ' L
|n!erprétergraphiquement ( S S e S I A TR ) T
lavaleur de ¢, ! B RREE

4. Erudierles variations et la convergence de la suite () lorsque
Up=
0=

5. Dans toute fa suite, on SUPPOSe Uy # L.
On posey, = Up = 0 pour tout n de N.
3 Montrer que (v,) est une suite géométrique.
- déduirel'expression de v, puis de u,, en fonction de n.

?
¢ Pour quellesvaleurs de a la suite (u,) est-elle convergente :
Uelle est alors 5 limite 7

| -

SIS S @y )y -

m Un paradoyg tle 74
Achille part ¢'yp po ;
Pour atteindre le po
la distance, pyis |
moitié de la distan
Puisque la distanc

non

int Avers point g,
IntB, il doit ', i

moitié de |3 ms:;?:c?:zgf:ﬁtm I‘-] o
Ce restante, ains; de suite, !
€ est infiniment divisible, |
ance 3 Parcourir et Achille n'atte:

[AB] fis.‘esigne un segment de longueuyr 16,
A, désigne le miliey de [A8], A, celui de (A,B].
On construit ainsj une suite de points A

2 tels que pour p = 1,
An4 st le miliey dy segment (A 8], ’

A A Ay
On pose d, =AA, et pour tout p > Ld,=A A
1. Calculerdl, d, et d,.

2. Montrer que (dn} estunes
en fonction de ,

3. On pose, pour tout 1 de N,S, =dy+d, +d,+... +d,.
a. Conjecturerla limite de [a suite (S,
b. Démontrer la conjecture du a.
4. Résoudre I'équation Sp=16.
{nfot
F Les distances successives séparant Achille du point 8 forment

une suite de nombres dont Iétude mathématique permet de
résoudre ce paradoxe.

non+1r

uite géométrique et exprimerd,

Suite arithmético-yéomatrigue
Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
(u,,) désigne la suite définie par:

UO =4

1 :
VneN,un+1=5un—3

1. Construire les 5 premiers termes de cette suite sur I'axe des
abscisses.

2. a. Démontrer que: :
V neflN¥, un+1_un=5(un_”n—1] .
b. En déduire que:

1
VneN* u,.,-u, :_5(5] '

¢. Quel est le sens de variation de la suite (u,) ?
3. a. Démontrer que:

1
VneN* u, +6=5(un_1+6}.
n

1
b. En déduire que: VnelN, u +6={u0+6}(5] -

¢. Calculer lalimite de la suite (u,)).

b La notation ¥ signifie « pour tout »,
La notation 3 signifie « il existe », _
Ces deux notations sont appelées quantificateurs.
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el

p nnnstraliun

1 (lé - o
[‘nﬂt%iﬂiﬂ E}l [ ,définie par:
' ite (Uplne™

e 9). imant U, €n
. |o chiffre exprimant ¥n
i “93 (n {glsl 1B de ré[unence P
" conjecturer UN€ 1

iondell -1 . 50,2_____.”.;-1-.
fonction - gneld Up 10

sdui UE .
b. En d‘.du”e q ’ )
e U .
G P I

Guites emmelees

+oc definies par:
g et(vy) designent deux suites deh
ﬂ I.-'0=|,V0= X
‘M pourtoutnde \
Up1=" 3
"Eﬂjﬂ pour tout” deN
o de chaque suite et les
1.2 CalculerIescinqpremierstermes e

ite réelle. . 9
représenter surla dr:!ls peut-onfairesurles suites (u,) et (vy)?

b. Quelles conjecty _y. —v. pourtoutn>0.
=y +V EtDn'_uﬂ .r[ * puis
iy ? Eso: ti.nsensnde b riation des suites (5,) E;D[D}ne)s'tine
. ttuert?we (5, ) estune suite constante et ué Wy
montr n
0 qéometrique. . : 2
suite géomeétriq ndeS, etD, pmsenfonctzonden

i nctio
imeru. etv, enfonction @€, = inc
2. F[-foéprncirmtrerrl les conjectures €misesa la question

m suite auuiliaire_
(u,) désigne lasuite définie par:

ug=2

uﬂ
—_n_ pourtoutndeN.
U=y 41 "

1
On pose v, =— pour toutn deN.
n un
a. Caleulervg, vy Vo V3 €Vg :
b. Que peut-on conjecturer sur la suite (v,,) ?
Démontrer cette conjecture. .
¢. En déduire une expression de u, en fonction den.

3 nvec parameétre

adésigne un nombre réel et (1), e l2 suite de terme général
u, =(cosr)".

1. Exprimer u, en fonction de n lorsque :

a.0=0(2n); b. a=n(2n); « us%[n].

2. On suppose ¢ différent des valeurs précédentes.
Etudier la convergence de la suite (u,).

}Poura différent de 0 et de T modulo 2mona:-1<cosa<1.

79} Hombres entiers impairs

Déterminer 100 nombres entiers imna
entiers impairs consécuti
leur somme soit égale 17 600, P .

Un joueur décheca le choix entra deuy g
réc

+ 101 F sur la premigre case d'un gcp: Omp
vl X chiqyi Enges.
sur la 38, ainsi de suite, Quier, 1{)2;:“"T;5-E
« 1F sur la premiére case, 2 F sy la2e 4 2 103y

etc. en doublant a chaque case | no

u
g mbrec;. alefaFSur
Quel estle choix le plusintéressang, ¢ lage

bSeIon lalégende, en récompense ¢
le sage Sissa demanda au prince deds olnventé lejey p '
la 1" case, 2surla 2%, 4 surla 3¢ g g, lage Tun grajn de;c:“' '
Le prince ne put jamais le Payer, car sa g +Blc, Sur

1600 fois la production annuel| e

e ']
€ mondiale, e ’eDféseM i
|

avoir

Bl suites extraites
f désigne la fonction définje syr [0; +oo[ pay fix
X

=513
= X
et (u,) la suite définie par {uﬂ 3 il |
Unyy=flu,) Pourtout n ga l
|

1. a. Montrer que I'équation f(x)=
unique que l'on notera o,
b. Montrer que f est décroissante syr [0;40

¢. Montrerquesixe[0;a]alors f
alors f(f (x)) < c.

X admet Une Sulution

[f{x))?aetquesixe[u;m{

2. Ci-aprés on a représenté les courbes (€)
y=x et y=f(x).

et () deéquations

Conjecturer le sens de variation de la suite (u,).

3. Onpose, pour toutnde N, v, =u, etw,=uv, ..

a. Conjecturer le sens de variation des suites (v,) et (#.).
b. Conjecturer leur limite éventuelle.

P Deux suites telles que I'une est croissante, lautreest
décroissante et dont la différence tend vers zer sontapee==

el

B

suites adjacentes.
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cement
il eur asomme de 1000 000F au tauy annue|

ons: b
xf?':ples (chaque find année, le Capital

A antd " erét) o
It gme it posés (chaque fin d'année, lintgray

a

& o
}u‘*m is6)-

uP"tah gpectivem®

el n
;dei’gr:u pout & aC
itd et Cse
at R L
I a'f“'e’ce‘,, fonctionde Cp_y- |
I E" p«iﬂ'fe' n € ) est unesuite anthmethue, donton préci-
el
h .du]fgqu

nt par C, et Dy les valeurs acquises pay
nées dans chacun des cas,

,D,etDs:
Den fonctionde D, ;.

e N
30 0, est une suite géométrique, dont on prégi-

imel “n
an
bﬂéduireque
Be o .
il fais anschacun des cas, la valeur acquise par le capital

CUIETI

3' ot de ]0 ans;
'i:boutdt‘ Jan

g poiints Sur une spirale
m ws‘ruit une suite de points Ay ne N, tels que:
o sont donnes, avec 0A,=16;

A : ;
.Ueul' ll(!] ut nombre entier naturel n, le triangle OAH Ay, est
;Edangfe isoceleen Ay -

Az A‘l

A

A 0

1. (u,) désigne la suite définie sur N par:u, = 0A .
a Galeuler ug, uy, Uy, U3, N
b, Démontrer que (u,,) est une suite géomeFrlque. .
bprimer u, en fonction de n et calculer la limite de la suite (v, ).
2. Pour tout nombre entier naturel n non nul, on pose:
Sp=AgA HA AL HAL A

& biprimer s_ en fonction de n.
b. Galculer la limite de la suite (s,)-
3.(a,) désigne la suite définie sur N par:a,=aire (0A A, ;).
& Galeuler g, a;,0,,0;.
b Démontrer que (a_) est une suite géométrique.

n .
Beprimer a,enfonction de n et calculer la limite de la suite [fi,, ).
¢ Exprimer, en fonction de , la somme G, des n premiers
mes de cette suite et calculer la limite de la suite (,)-

i
b;hﬂ montrer que (u,) est géométrique, exprimer cos (0A, A1)
e de0n, e0n,,,
'hmhﬁmltede [g} utiliser la propriété
i ., 1€ 3.b. du cours.

o

Un par
all[IHE 4
énon dElge, Philosg le léngy

Eirca;;)(e SUivant Phe gre
COura,nf ;’Eutra 3 AFhiIIe
a paffouru 100 Que ”’GVance

paffouru ces

; (.ve siécle gy

aparcoyry 19

; . /10 tor lorsquiach;
Achille ATiVera-t 3 e - P ArCoury 7 Chilleq

J-C) imagi
! Qina
€tune "

Ye. Lorsquiachilte

. fattra
g Perlatg '
tlalor, ol Mue 75 OUl, quelle distance
. d[:arres Colorjgg

N donne un L

1 carré
coté 1, . g ]
On Partage ce carrg gy, Hﬁhﬁ LW
9 petits Qarrés de meme | 1T
cot.e, Puis on colorjg J |
Petit carré cantyy) N =

n fait I méme opé- .‘IJ —f—
fation avec chacup e ) S I
8 carrés restants (voir L i
figure ci-contre), H AR
Onrépate Celteopération [ | — EER il
n fois, J_JHI_ -
1. Détermlnif, enfonction den, e nombre de carrés non coloriés
de coté [l] .

3

2, pn désigne par a, l'aire totale des carras coloriés aprés n
operations,
a, Cah:ulera,, ay,a,.

b. Exprimer a, en fonction de .
¢. Galculer lalimite de la suite (a,).

EE Bassins et fuites

Deux bassins identiques, notés B, et B, fuient.

Le jour j,, ces deux bassins sont pleins et d'une contenance
de Cy=50m’,

Chaquejour, 8, fuitde 20 cL et 8, fuit de 10% de sa contenance.

g o
a Quel[eestIacontenancedechaquebassmalaﬁndu30°|our.
b. Quel bassin sera vidé le premier ?

ftude d’une épidémie
Ee épidémie est en phase de baisse et le nombre d? personnes
atteintes diminue de 30 % chaque semaine, il y avait 5 000 per-
i ic de épidémie.

sonnes atteintes au pic de e semaines
On note (;=5000 gt C,le nomt;reche casdéclarésn

apres le pic épidémiqueavecn & .

ai.J Déterminer Iexpression de C, en fonction den.

b. En déduire la limite de la suite (C,) etinterpréter le résultat.
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=L

T Pronlemes

re (’abonnés
o obile, uneé étude a

n fuolution du no
dent restent fideles

. Chez un opérateur de téléphc_}me.m'
i u-=50~‘-:desclientsdummsprece
Lt s f‘e pre;EI: :ﬁe: ::I.‘un mois de référence
il »nombre de clients B
Onnote CQI: no : i
clientsa 13
m, et (. le nombre de

mantred

noté

apres my.

Ondonne (4= 25 000.

1. Exprimer u,,., en fonct

2. Montrerque [gquation
j ¢ londonners. |

:r.h(q):nepzlsje v, = U, 10000, p?w t9ut n'd'e u'%é

- Montrer que (v,) estune suite géometrique.

b. Dt 'rlalimitedelasuite{vn}. ‘
¢ FEg I3 limite de la suite ()

¢. Interpréter concrétement

jonde .. _
0 8x+2n000=xadmet une solution

suites adjacentes o
r'dé_<ianeIafcnctiondéﬁniesur{0:+°°[parf{X]=X 2xe+x-=1
1. Ftudier le sens de variation def.

2. Onadmet queléquation f(x)=02

notée (L . )
Czlculer £(0) et f(1). En déduire que o<u<l. .
3. On construit deux suites (u,) et (v,) telles que:
u,=0,v,=1et pourtoutn deN,

dmet une solution unique

} un+vn

u,+v _
si 1‘[ 2 3 n])O, alors U, =U, 8Vp =5

u,+v
n —
etV .=V,

sinonu. 4=

Par construction, 0<u, <v, <1pour toutn de .

a. On pose w,, =V, —U, pour toutn de N.

Montrer que la suite (w,,) est géométrique.

b. Exprimer w,, en fonction de n.

En déduire la limite de la suite (w,).

4. Montrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,)
est décroissante.

5. On admet queles suites (u,) et (v, ) sont convergentes respec-
tivement vers { et {'

a. Montrerque { S, a < et {'- (=0.

b. En déduire que les suites (u,) et (v,) convergent vers c..

6. Application i
Déterminer un encadrement de @ d'amplitude —.

La semme de deux suites qui convergent respectivement vers o
et (' est une suite qui converge vers oL + O,

B vemivie de Uiode 131

Liode 131 est un noyau radioactif (c'est-a-dire quilse désintégre
spontanément). On souhaite étudier Iévolution de 1 000 000
noyaux diode. On note Uy = 1000 000 le nombre de noyaux
diode présents a linstant t=0 et v, le nombre de noyaux diode
au bout de n jours.

Chaque jour, 8,3 % des noyaux restants se désintégrent.

a. Exprimer u,, en fonction de n. En déduire |a limite de [a suite
(U, ). Interpréter concrétement la limite obtenue,

b. La demi-vie d'un noyau est |e temps 3,
lamoitié des noyaux existants 3 t= Donnem.d"%g .
demi-vie de l'iode 131 a l'aide d'y T3 yn; 3

Ne Gl(u]atric& jOUrh .

B mythologie et mathématigyp,

La figure ci-dessus est une représentation deFus
nlci-[éd
e

dans la mythologie égyptienne.
On suppose que le cercle initial a poyy fayon 1

1, a. Combien y a-t-il de cercles colorigs aPISs p e s
Exprimer, en fonction de n, le rayon £ dec}mmn’;I divisj,
b. Démontrer que (r,) est une suite géomets € Ces
déterminera le premier terme et a raison, que dunt;,ﬂ 3
Calculer I3 limite de la suite (r,).

2. On désigne par a, I'aire totale colorige 5
a. Exprimer a, en fonction de n et démo
une suite géométrique dont on détermine
et |a raison.

b. Calculer la limite de la suite (a,).

!ﬂ Point fine

f désigne la fonction définie sur [0;+o0[ par:
f(x}=?—_6._._

x+2 j
et (u,) est lasuite définie par son premier terme et -
de récurrence u,,,, =f(u,). o<t!arelaion 3
1. a. Montrer quel'équation f(x)= xadmet une soly
que l'on notera ct.
b. Montrer que fest croissante sur [0; +eo],
Dans la suite, on admet que six € [0; e[ alors flx)
sixe[o;+e=[alors f(x) <x. _
2. Dans le repére ci-dessous, on a représenté les Courbesdéqua-
tions y=xety=F(x).

PTes n divigi,
rale premie; tem’ﬂ '

Dnuque ‘

= Xetque

2 INENEE

Reproduire ces courbes et conjecturer le sens de variation et
la convergence éventuelle de la suite (u,) dans chacun des cas
suivants: -u,e(0;al;  rupela;+el

3. a. Onadmet que lorsque u, €[0; e[, u, [0;@[pourtovt
nde M.

Montrer que lorsque u, € [0; [, (u,,) est une suite croissante
b. On admet aussi que lorsque ug €] at; +=L Uy elaitel
pourtoutn e fy,

Montrer que lorsque u, €] a; +<[, (u,,) est unesuite décroissanis
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B utiliser les méthod

[ pénombrer des parties

[l pénombrer des listes des permt

des arrangements, des combinaisons.
es de dénombrement
pléemes concrets.

pour résoudre dé€ pro

Dans I'Egypte antique, 2]
des hiéroglyphes étaient @ M
utilisés pour compter:: nnn 'h
« | pourl,

+ N pour10;

+ @ pour100..s

Certains murs du temple

de Karnak (vieux de plus

de 4 000 ans) sont illustrés

par ces hiéroglyphes.
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il

" B o

cardinal d’un ensemble

parties d’un ensemble

péfinitions - S
i i re fini déléments,
ble fini est un ensemble qui contien un nom
: g; cenl:'csi(::;l j’u:: ensemble fini E est le nombre d’éléments de E. On le note Card(E)

c'est compter. Résoudre un probléme de dénombremen

smarque Dénombrer, : N ;
Remarq un ensemble fini E, c'est-a-dire A trouver son cardinal,

t consiste 3 compte
. v .
le nombre d'éléments d

[Notation

Une partie d'un ensemble E est un ensemble, inclus d'ans E, formé d'éléments de E.
On note P (E) lensemble constitué de toutes les parties deE.

Exemple E désigne 'ensemble formé par les chiffres de 2a 4.

Onnote E= {2 :3; 4} et Card (E) =3. P (E) est constitué de:

@:lapartievide; {2},{3},{4} :les parties formées par un seul élément de E, appelées si
{2 3 3}, {2 ; 4}. {3 : 4} : les parties formées par deux éléments de E ; {2 :3; 4} =E.
Ainsi P (€)= {@;{2}:{3}:{4}:{2;3}:{2;4};{3;4}  E} et Card (@ (E)) =8

]Prupriété

n désigne un nombre entier naturel non nul et E un ensemble. Si Card (E) = n, alors Card (P E) =2

gletons ;

ﬂ Réunion, intersection

(T Notation]
A et B désignent deux parties d’'un ensemble E.

= Laréunion de A et B, notée A U B (on lit « A union B »),
est la partie de E formée par les éléments qui sont dans A ou dans B.

# Lintersection de A et B, notée A N B (onlit « A inter B »),
est la partie de E formée par les éléments qui sont dans A et dans B.

; [Ans]
* Onnote E\ Ala partie de E formée par les éléments de E qui ne sont pas dans A.

Pour toutes parties A et B d’un ensemble fini E,ona:
» Card(A U B)=Card(A) + Card (B) — Card(A N B) u Card(E\A)=Card(E)-Card(4)

lj Partition d’un ensemble

: le
Définition oy E

E‘i:é)jéfies Ay, Asy i x d'un ensemble fini E forment une partition de E ’

u cespart?es sont non vides (A1¢®;A2=t® b i) ‘H

® ces parf:es sont deux & deux disjointes (A NA,=T A, NA3=D;...);

* la réunion de ces parties est égale A E (AU Ay U..UA, =E). ho A ApAs forment
ﬁ;é pz;titﬁon de £

A 3 :
\ vecles notationg ci-dessus, on a : Card (E)=Card(A)+ Card(A,) +..+ Card (A
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Dénombrement

e
37 dients sont venus aujourd'hyi

parmi eux, 27 ont pris un thé, 1
Répondre aux questions ci-de
a. Combien de clients ont ¢q
b. Combien de clients n'ont

levé |
S Consg
MMations de ses clients sy la journée

8ont pri

. Nt pris un Plat cuisina et12

e Us en utilisant un diagram

cosr:)s?mé l:lni_quernent unthé?
MME ni the, nj Plat cuising 7

ONt pris un thé et yn plat cuisiné,
Me ou un tableay,

Solution cCommenteaa

onnote € I'enSeT}bte des clients de la journge €T (resp.p) Méthode
; clients a i 4 : 3
jensemble des Yant pris un thé (resp, yp, Plat cuising), Pour répondre & ce type de probléme, on utilise

lfn d'{agramme Ou un tableau comme dans
I'Activité 1 p. 230,

piagramme

Il fau{ penser a nommer les ensembles et 3 bien
dénombrer toutes les parties.

i”51 Aet Bsont deux parties d'un ensemble £, alors,

Iorsque AN B#@, certains éléments de A sont aussi
des éléments de B,

hleau
Ta p T Oui

Oui 12

Non

18—12:6
Non [27-12=15| 10-6=4

Total 27 37-27=10

b Lorsque A est une partie d'un ensemble £, l'ensemble

E\A des éléments de E qui ne sont pas dans A est aussi
noté A,

On déduit les réponses aux questions :
a. 15 clients ont consommé uniquement du thé :
b. 4 clients n'ont consommé ni thé, ni plat cuisiné,

Reconnaitre une partition d*un ensemble

E désigne 'ensemble des nombres entiers naturels compris entre 2 et 15.

AgiAy ... et Agsont les sous-ensembles de E dont les éléments ont pour chiffre des unités 0, 1, ... et 9.
Démontrer queles Ay, A, ..., Ay forment une partition de E.

Solution commentee. WG
E={2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14,;15}, * Décrire Iensemble E.

) « Décrire chacun des sous-ensembles de E et
A=(10}, A, ={11}, A,={2:12}, A;={3:13} A,={4:14]}, s'assurer qu'ils sont non vides.

A={5:15), A.={6}, A,={7}, A,={8}, Ag={9}. - S'assurer que ces ensembles sont disjoints
s Ha=it) &l o=t ? . deux a deux.
Les A, sont non vides, deux a deux disjoints et chaque élément de

= - S'assurer que chaque élément de E appartient
Eestdans I'un des A;, donc Ay, Ay, ..., Ag forment une partition 3 'un des sous-ensembles.
def.

| S'enercer g

n 84 éléves sont interrogés. 53 déclarent pratiquer un n E désigne I'ensemble des nombres entiers naturels

sport collectif, 25 déclarent pratiquer un sport individuel et compris Enitre 2 4T 13 -~

17 déclarent pratiquer un sport collectif et unsport individuel. i B, B5, Bs et B, sontles sous-ensembles de E dont les élé-

Combien diélaves interrogés ne pratiquent i sportindividuel, ¢ ments sont des multiples de 2, 3, 5, et 7. @
Nisport collectif 7 : By, B;,Bs et B, forment-ils une partition de E ?
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cours o
B produit cartésien d’ensembleg

ent

cartesien de E par

1.x ensembles finis non vides. -
deuxense F est lensemble, noté E X F (on lit « E crojy

»), consgy
] tug d&;
(E y

= ‘,- p__-atiﬂsci-desus.cna: Card (E X F) = Card (E) X Card (F),

Aveg les potatich

={a:bic) et F={10;15} alors EXF:{(“;J‘O);(b‘m);(‘im)'(a-l
1rd(ExF)=Card(E) x Card (F) =3x2=6. ' 5):U"Is):(c.
Jéfnition et la propriété se généralisent a p ensembles : '
Eo={(egignsmiey) avec e €Ey €5 €Ey, ., ¢p€Ep}
£1x...XE,) = Card (Ey) X Card (Ey) X.. X Card (E, ).

El p-uplets

£ désicne un ensemble & n éléments et p un nombre entier naturel non nul.
+ Le produit cartésien de E par lui-méme p fois: M estnoté EP.
s Unp-uplet de E est un élément de EF. p fois

Propriété
Avec les notations d-dessus, si Card (E) =n, alors Card (EP) =n?.
Aurrement dit, le nombre de p-uplets d'un ensemble & n éléments est nP.

Exemple Si E:{A;B},alors EXEXE = E3est constitué des S-uplets:{A;A;A}’{

A;A.
{;_;,-;;S}, {A;B;B}, {B:A;B}, {B;B;A},{B;B;B}.Onabien Card(EB)zza___&-A,B}'{A;B;A}‘

I} permutations
ﬂ la notation factorielle

b

Exemples

: 11=1;

n désigne un nombre entier naturel non nul. La notation n! (onlit«n 1= 1%2=2;
faqodeﬂe » ou « factorielle n ») désigne le produit de tous les nombres ~ 3!= 1x2x3=6;
entiersde 1an. Ainsi:nl=1x2x3X...Xn. Par convention: 0!=1. 41=1x2x3x4=24,

Motation|

Permutations
Définition
E désigne un ensemble 3 n €léments. Un, i ot
- Une permutation de E - Lenombre de permutatl
estunn-uplet de E dans lequel tous les éléments sont distincts. - d'un ensemble & n élémentsestr k

Exemple Si E={a;b;c

(c;b;a).lenombredepermutationsdeEestbien:3!=1x2x3=6.
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i  .n

SaUUH'

DMI‘ des p-uplets

"

la
gznombrer tous les résultats possibles.

glution commentee

lote le schéma ci-dessous avec le nombre de choix.
on coh . (Pile oU Face) 2 choix (Pile ou Face) | 2 choix (Pile ou Face) I2 choix (Pile ou Face}I
2cn0

JerJancer 2%lancer 3% lancer 4¢ lancer

Ix2=2 4 16,ily adonc 16 résultats possibles.
| Remarques .

: p-uplet. il peuty avoir répétition d'un méme élément (par exemple (Pile ; Pile ; Face ; Pile).
} g::ss ﬂn p-uplet il faut tenir compte de l'ordre (Pile; Pile ; Face ; Pile) # (Pile ; Pile ; Pile ; Face.)

0r,2>‘2x

utiliser la calculatrice

nce quatre fois de suite une pice de monnaie (dont les faces sont notées Pile et Face)

Méthode

Pour dénombrer

des p-uplets, on peut
utiliser la propriété
du paragraphe 3

(ici E={Pile;Face}
etp=4);unarbre;
ou un schéma.

A l'aide de la calculatrice, calculer, si possible: A=10!; B=20!; C=70!

gplution commentee

Calculatrice Texas Instruments

Calculatrice CASIO :
Choisirle MENU) 1) e " 1 +Choisir le menu z NUM CPX PRB
AUN-MAT '[ : de caleul. E; oc
Taper 10; puis OPTN . ' © Taper 10; puis MATH |, i 3¢

T EEDEDEDTT | R S—
-TBPE’ILG_](F"_)_?_ ;:i .sszssaali -Sfél'ectionner Eﬁﬁ_ . 3628800
ouis F3( PROB); 2.es20zements| | @ 2idedelafleche; 20 oo nogeis
e, g i choisir4:!;

choist FLCAD: e 5 | puis ENTER . co———
puis EXE. :

pénombrer des permutations

b Ces nombres qui
deviennent vite « trés
grands ». La calculatrice
donne parfois des
valeurs approchées
(201=2,43x10'8)
et parfois, lorsque le
nombre excéde 10%°,
|a calculatrice ne peut
plus faire les calculs
(comme 70!).

De combien de fagons différentes peuvent-ils se placer ?

meéthode

Pour dénombrer des
permutations, on peut
utiliser : la propriété du
paragraphe 4.b. du cours ;
un arbre ; ou un schéma
comme ci-contre.

solution commentée

On compléte le schéma ci-dessous avec le nombre de choix.
I_‘Ichoix (Chaise 1,2, 3 ou 4) | 3 choix | 2 choix | 1 choix |

1¢ lancer 2¢ dlave 3¢ éléve 4°éléve

0Or,4x3x2x1=41=24,ilyadonc 24 placements
possibles.

Quatre éléves entrent dans une classe dans laquelle il reste quatre places vides.

}Dans une permutation,

il ne peut pas y avoir de
répétition (un méme
éleve ne peut pas choisir
deux chaises). Dans une
permutation, il faut tenir
compte de l'ordre :
((4:2;3;1)=(4;3;2;1).

n La combinaison d’un coffre-fort est un code a quatre
chiffres compris entre 0 et 9.
Combien y a-t-il de codes possibles 7

n ces livres 7
i Calculer, sans calculatrice, A=6letB=7!

m Cinq livres vont étre rangés dans une bibliothéque qui
contient cinq emplacements vides.
De combien de fagons la bibliothécaire peut-elle ranger
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cours
[3 m'lmmmmfntﬁ

| 'p'nl”i|'5li"llllllilllﬂtl5
! -

." ent deux nombres entiers nagy,,
1

pefinition t p désign

g dés

t;_g.gnr un ”.\z:j:::;a‘:aro iier B:, :-.ot.e A‘;'; (et on lit « Arrangement n, p , Oeia"t;ls -

" f‘].g:-:f'gtr;'.lt; ("lg ! r.'.. ,,x(n—l)x(n—Z)X...x(n_ 'nl’p" le iy
naturel 1€ que ] ' pP+1)= _‘__?1\‘\ nnrnhrn
Un arrangement 3 p éléments de e nombre darrangements & p éléments (h~ 3
Festun p-uplet de E dans lequel n éléments est AP, n e“semhie A

tous les ¢léments sont distincts.
nts 4 2 éléments de E sont :

ode SiE={aibics d}, alorsles an’angeme. : ' ! .
@i -L;)E(a { :} (c:a) (.}ar d), (d; a) G:i ; ?: (ct. ;?l)e r(lb ;{953 %b()zi (c ’Zci),l()d : Z). Card (B) =«
g ) M L] 4 PR Ul R i o : = o - r y
e nombre d'arrangements a 7 ¢léments de€ 4 X3=13" i .

I3 combinaisons

qr Nombre de comhinaisons

pEfinition
p un nombre entier naturel tel que p < p

E désigne un ensemble & n éléments et
Une combinaison a p éléments de E est un sous-ensemble de E contenant p éléments

Remarque Dans une combinaison, les éléments sont tous distincts.
Exemple SiE= {a hic d}, alors les combinaisons a 2 éléments deE

sont {a : b}, {a : c}, {a 3 d}, {b : c}, {b ; d}, {c : a'}.
arrangements {a . b} et {b - a} désignent

Attention, contrairement aux
ule et méme combinaison.

Je méme ensemble donc une se
Iy a 6 combinaisons a2 éléments de E.

;r@;lr_iété Hotation

n et p désignent deux nombres entiers naturels tels que p < n. On note CP ou ("
n

(et on lit « combinaison n, p ») le nombre nX(n-1)x(n=2)X..X(n—p+1) ’ n! Ap

= - n

pX(p-DX(P=2DX..X2%X1  plnoy - —
Le nombre de combinaisons a p éléments d'un ensemble & n éléments est CP PHn=p) pt
F,
W3 Propriétés des combinaisons
[Proprités| :
e . |formule du bindme]
e :ue ;:En:nz) t;[]eux nombres entiers naturels . ndésigne un nomb
=n a: H reent‘
« C0=Cn=1; TE— :  eta,bdeux nombres réel.;eronr?:u.rel
n' =tn : n_r0 ; g
v si,deplus 0 < p < n, alors €7~} " p : (a+B)"=Ca" +C L am"1hl +02am2p?2
aorsCr g +Cpg=Cl | +...+CP gn-PpP .
’ ; ok CPa™PhP 4, 411 glpn-1
Le triangle de Pascal contient les C P ; ‘ ' R aHTAGY.
O,r:p' retrouve les propriétés & “riangle de Pascal
cl-dessus, par exemple : P
C0-1 p _lj!o\\ 2 1 2 3 4 .. Onyobserveles coefficients des binomes
etC%:C%:ll 1 1 4_(a+b)0=1
«Cl=3-1(_ 02 ; <«—(a+b)l=1a +1b
3 - 3
e =, § (1) 2+CD <«—(a+b)2=1a? +2ab+1b?
'C4-1+C%-1= C%+C%=C2 411 4 . “"‘_(ﬂ+b)3=1a3+3a2b+3.«zbz+1b3
4 41 +—(a+b)q=la4+4a3b+6a2b2+4ab3+154
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b R - e
1;_ :SﬂU[}”’Fi—a”’gtJ i:‘. | A——— _ Dénombrement =

Dgnumh__rer des arrangements

Cestla finale du 100 m aux Jeux Olympiques. Huit coureurs
Com

sont au départ,

bieny a-t-il de podiums possibles (17e, 2¢
(1", 2% et 3¢ place) ? (Il n'y a pas d'ex-aequo.)

o L . =

i ——
2 ESlmal T =SR] Méthode
ma ci-dessous avec le nombre de choix -

3 Pour dénombrer des arrangements,

nc@ . . :
g choiX (8 spnnters) 7 choix (7 sprinters) | 6 choix (6 sprinters) on peut utiliser;
— J . "
|— (e place 2 place 3 place . Lﬂupt:ﬁ;;rrlgz fiu paragraphe 5;
o Al . . '
o 8X7% =336=Ag.ilya donc 336 podiums possibles. +ou un schéma comme ci-contre.
ynamangement, il ne peut pas y avoir deI répétition (un méme sprinter ne peut pas étre arrivé 3
}Da:: gnarrangement, il faut tenir compte de 'ordre (le podium (2; 6 ; 3) est diﬁgrent%aus;;rdeizrr: Yg ?Bd.ezl.;:}c places).

penombrer des combinaisons

pans un magasin d'alimentation, il reste cinq boites de conserve d’un méme produit (noté

isi nOt it o .
Un dlient entre et choisit deux de ces boites. produit (notées A, 5, C, D et )
Combien de choix différents ce client pouvait-il faire ?

cplution commentee ‘Méthode
Les combinaisons possibles sont: (A ; B), (A; C), (A; D), (A E), Pour dénombrer des combinaisons, on peut:
;). (8;0) (B iE)(C :P}, (C;E) 0; E’)- . utiliser la propriété du paragraphe 6.a.;
it faire 10 choix différents de deux boites. « ou lister toutes les combinaisons.

Ainsi, ce client pouva

gRemarguesy
il ne peut y avoir de répétition (e client ne peut pas choisir deux fois la méme boite). ],

Dans une combinaison,
['ordre n'a pas d'importance (le choix (A; B) est le méme que le choix (8; A)).

Dans une combinaison,

utiliser la calculatrice

Alaide de la calculatrice, calculer: D=Af et E= Gy

solution commentee ‘Méthode |
. . - |
Calculatrice CASIO : Calculatrice Texas Instruments Pour calculer AR ou Ch: |
«Choisirle MENU| 1] 1o - + Choisir le menu T B CPX - taper n d'abord ;
RUN-MAT ' de calcul g . :gr;s;;lmg: -
: | i choisir
+Taper 10; puis OPTN |, . Taper 10; puis MATH . Sirandint(
puis QP D [ O R | -%1_@__._9 . nPr ou nAr (pour
e a—— | ; les arrangements)
+Taper F6|(1>); 1eP4 : . Sélectionner | PRB ererd o ou nCr (pour les
! 12c3 5040| : , 1ide dela fléche>; 12 7 ol
puis F3)( PROB); . 792| | alalde i 792 combinaisons) ;
Choisi £2( nPr ) : choisir 2 : nPr; taper 4; « enfin taper p.
)} w5 | puis ENTER)  —
perdpuls BE) T

| S'enercer gy

1 .
“. Cing voitures arrivent dans un parking dans lequel
reste trois places libres (notées A, B et C).

Combien y a-t-il de rangements possibles de trois de ces m (0 A2 .nuis C4 |
Voitures ? E Calculer, sans calculatrice, Ag ; puis Co-
m-

m Combien peut-on former déquipes différentes de cinq
personnes choisies parmi huit ?
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I : . y e
I

Fest |'ense -
, -
suxa 10. ble des lettres delal.p " elsinférieurs 0u
it bl desnombresentsers na
: e
lensemD'e ‘
' uisé s0et divisibles par 7
603
Ej Reproduire
le diagramme
ci-contre. ‘
i ondanta AU B.
domaine corresp
 er o le domaine correspondant a BNC

ouge
b. Hachurerenr
¢. Hachureren bleu le doma

heredepfF ;h.
m fdésfgnel'ensemble: {a,b,c,d,e,f,g }
rtition de E:
onnerunepa .
E qui comporte deux sous-ensembles ;
b' qui comporte trois sous-ensembles ;
c. qui comporte sept sous-ensembles.

ine correspondant aE\B.

Lors d'une enquéte, on a interrogé 50 personnes dans
|a rue pour savoir si elles parlent I'anglais et si elles parlent

[espagnol. _
2. Reproduire et compléter e tableau ci-dessous.

Anglais | Qui Non Total
Espagnol
Qui
Non 3 28
Total 40

b. Illustrer ce tableau par un diagramme,

m Une station de radio diffuse la méme publicité a 15 h et
a16 h. On estime qu'a 15 h, 21 400 auditeurs écoutent cette
radio et qu'a 16 h, il y en a 24 800.

Déterminer le nombre d'auditeurs ayant entendu cette publicité

a I§ houa 16 h sachant que 4 600 personnes écoutent cette
radioa 15heta 16 h,

b Pensers utiliser une formule du cours,

E Edésigne l'ensemble {0:1;2},

ister les éléments de lensemble 9 (£ ) etdonner son cardinal.
- IrEI désigne lensempjo {4:8;¢;)

e : I ' ' L

eséléments de Iensembleﬁp(E )etdonner son cardinal,

: Ed:sig::I'ensemble{ZB'. 12}
g 375 €A, sont les sous-aran i
elémepts Pk Us-ensembles de £ constitués des
etpar7,
i vAuAsetA.,
27305, A; forment-ijs unespartition de£?

frainc
NN F-’I" |15 N
UdiN@many
|| L
hj] E désigne I'ensemble d
e

nombres dessiné Ci-contre

B3, By, Bg et B, sont les SOus.
ensembles de £ Constitugs 1
multiplesde 3,4, 50t 7 * X e
a. Ecrire les ensembles g <A

3:8,,8
b. 33; 34: BS et 37 fgrment_“: unS etg

%10

7.
e partilian de ;
?

Praduit 'canésie"'ﬁﬂ*llplét

néilunses railides

E et Fdésignent |eg ensembeg
Déterminer tous les éléments g . {A:8) ¢
a. ExF; b ExFxe,

[l $2;3}.

C Fxg
ﬁ E et Fdésignent |es ensemp|
Donner le cardinal de chacyn des
«EXF; * EXFXE;

«F4: * E2xF3,;

N .
e em I i

= EFetG désignent les ensembles - :

14:8, {1:2;3) et b} )
On note € le produit cartésien ExFxg
a. Combien 8 posséde-t-l déléments 7
b. Déterminer tous les éléments de €.

m On lance une pigce de monnai
P:pileetF:face; puis un dé a quat
eta nouveau la piéce,

a. Donner trois exemples de résultats possibles,
b. Combien existe-t-il de résultats possibles ?

e, dont les faces S0ntnotées
re faces Numérotées ga 1 a4

m' E désigne l'ensemble {4;B;( ;D}.
Dans chacun des cas, donner deux exemples d'éléments de¥;

le nom donné a un élément de %, ainsi que Card%,
- €=F2; . B=F4,; « €=F10,

m Dans un pays, les numéros de téléphone comportent hut
chiffres tous pris entre 0 et 9. _
Combien y a-t-il de numéros de téléphones possibles?

e

B On peut: - soitidentifier £, p et £P afin de dénombrerlesp-upesi
« soit compléter le schéma:

[ ... choix | | ---ChOix_l___,Ngmbredethf’f*:---
88 chiffre

- 1%' chiffre

_— non, peut
m Combien de mots de cing lettres, distinctes o

on former avec les lettres:

? :
a.ABCD? b ABCDEFRGH .
E Un enfant dispose des i
crayons de couleur ci-contre Hil
pour colorier le drapeau. 1 |
De combien de fagons diffé- | 11 3

rentes peut-il le colorier?

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

jon factorielle, permutations

— -

/Hépﬂns?g l'ﬂi]i_[lﬂs_ |
ﬁ calculer mentalement: -3!; .5!; .6l

ﬁ Utiliser 1a calculatrice pour donner :
« 9l

9!; C121; 131

E a. Ondispose de trois balles : rose, bleue et verte 3 placer
jans trois €ases (chaque case ne peut contenir qu'une seule

palle). _
(tiliser 'arbre ci-dessous pour dénombrer les cas possibles,

1re case 2¢ case 3¢ case
o —3—3
L —
g-—=—"9 %

b Quen est-il avec:
.quatre balles de couleurs différentes et quatre cases ?
.six balles de couleurs différentes et six cases ?

2. Sans utiliser la calculatrice, simplifier :

12! ! 20!
A =— B — E . = _0- .

10! 14! 18!
b. n désigne un nombre entier naturel, n = 2.
Recopier et compléter les éqalités :

«nl=..x(-1); e Al=... X X(n—2)!

L

E Utiliser un contre-exemple pour montrer que les affirma-
tions ci-dessous sont fausses :

Kffirmation 1: Pour toutnde N, 2n!=(2n)!;

Kfirmation 2 : Pour tout nde N, n?!=n!xnl;

Hfirmation 3 : Pour tout n de N, 2n+1!=2n+1)!

B Dans chacun des cas ci-dessous, donner deux exemples
4 permutations de E et dénombrer toutes les permutations.
& E={A;B;C;D};

t. Eest lensemble des nombres entiers compris entre -3et2.

m Huit athlétes prennent

le départ d'un 110 m haies.

Chacune d'elles choisit au

hasard |'yn des huit couloirs

de la piste,

Combieny a-t-il de positions
& départ possibles ?

sur

m a. De combien de fagons peut-on garer huit voitures
Uit places de parking ?

Y& combien de fagons peut-on garer huit voitures surn
Places e parking 7

euf

Arrangements, combinaisons

LRéponses rapides |

B o

=i Sans utiliser

la calculatrice, calculer :

a «ALs a2, 3
A3 -A%; - Az.

&'ﬂ Utiliser la calculatrice,
pour donner :

S. AT A3
a.-A7y; Ay Az
1

2

b..Cl; .c%; .c3 ; .
€3z +C]; «C1 b.-C3; <Ciy: <C

2
0-

a. Ondispose de quatre balles : rose, bleue, verte et jaune
a placer dans deux cases (chaque case ne peut contenir quune
seule balle).

Reproduire et compléter I'arbre ci-dessous pour dénombrer
les cas possibles.

1™ case 2¢ case

()
o8
o _ : |
® : :

0
O < )

(&)

b. Qu'en est-il avec:

. quatre balles de couleurs différentes et trois cases ?
. cing balles de couleurs différentes et deux cases ?

Dans une ville, vingt-cing classes participent & un concours.
Les six meilleures seront classées et obtiendront une récompense.
Combien y a-t-il de classements possibles ?

m Démontrer des propriétés
n et p désignent des nombres entiers naturels telsquep=n.
Démontrer que::

. €0=C=1;  + CoP=Ch;

n

(n-p)t’

. px(n=1)X..X(n—p+1)=

m a. Reproduire et compléter le « Triangle de Pascal » du
paragraphe 6.b. du cours jusquan=6etp=6.

b. En déduire le développement de :

. (a+bP; . (a+b)s.

m Un entraineur de football choisit au hasard trois de ses
joueurs pour faire un exercice.
Sachant quil dispose de 15 joueurs, combien de choix différents
peut-il faire pour cet exercice ?

 fide|

} Ce ne sont pas des arrangements car le choix (joueur 4 ; joueur 7 ;

joueur 12) est identique au choix (joueur 7 ; joueur 4 ; joueur 12),

m Une usine fabrique 100 objets chaque jour.

Afin de vérifier leur bon fonctionnement, un contréleur en
choisit quatre au hasard pour les tester.

Combien de choix différents peut-il faire ?
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Top chrono (sans justification’ e
- ' vraie

.l Pour chaque affirm
ou fausse.

ation, indiquer si elle est

vrai faux

1. Si E désigne un ensemble tel que 0 A
Card P(E) = 32, alors Card (E) =4. :

2. Si Card (4) = 124, Card (B) = 67 et
A N B contient 52 éléments alors,
A U B contient 139 éléments._

3. M, (resp. M ; resp M) désigne
I'ensemble des multiples de 2

(resp. de 3 ; resp. de 6) inférieurs a 31. y
M,, M forment une partition de_ﬁ_ﬂlﬁ.__ _ =

. Ondonne E={2;3;4} et F={5;6;7;8}.
Le produit cartésien E X F contient
32 éléments. .

£a

5. Avec les lettres a, b, ¢, d, e, on peut
former 43 mots de quatre lettres. i (S

6. Avecles lettres a, b, ¢, d, e, on peut
former 120 mots de cinq lettres ]
distinctes. [l 0

- etification
fvec '”5?””“('_*_’.[_]._____________

" pour chaque affirmation; indiquer si elle ag¢ Waie,

fausse.
Une class
constituer une seu

e compte 32 éléves dont 15 filles. Qp 5,

o " —_ o uhaire
le équipe en choisissant six ¢laye

%

vraa h UX

1.Lle nombré de choix possibles pour |
cette équipe est 906 192. _ B

2. S_i on souhaite constituer I'équipe

uniquement avec des filles, afoﬁrs

le nombre de choix est Card (F°)

avec F l'ensemble des filles. _ O Q
5. Si on souhaite constituer [équipe

uniquement avec des gargons, alors

le nombre de choix est une combinaison

3 six éléments d’un ensemble a

17 éléments. - _— O QO
4. Si on souhaite que cette équipe

compte autant de filles que de garcons,

alors, le nombre de choix possibles

est 309 400. I__—l O

" Lesréponses c_e-s' exercices sont indiquées en fin de manuel

Top chrona (sans justification)

fvec justification

E Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions, Dans une ville, une enquéte a
porté sur I'utilisation des médias : télévision (T), radio (R),
journaux (J), chez 500 jeunes. Les résultats sont indiqués
dans le diagramme ci-dessous.

1. Le nombre de jeunes n'utilisant que la radio est :
a.42; b. 63; ¢ 55.

2. Le nombre de jeunes qui utilisent la radio ou
les journaux est :

a. 117; b. 47;

2 c. 174,
3. Le nombre de jeunes qui utilisent deux de
ces trois médias est ;

_a'__6f1_; : bo 59; j C. 5'

4. Le nombre de jeunes qui n'utilisent a_ucunde
ces trois médias est ;
a. 35; b. 34;

c. 495,

E Pour chaque question, indiquer la réponse exacte parmi
les trois propositions.

1. Avec les chiffres 0, 1, 2, 3, 4, on peut former :
a. 5% nombres a cing chiffres ;
b. 5! nombres 3 cinq chiffres :
c. A2 nombres 4 cinq chiffres.

2. Avec les chiffres 0, 1,2, 3, 4, on peut former:
a. 5° nombres a cing chiffres distincts ;
b. 5! nombres a cinq chiffres distincts ;
<. A2 nombres 3 cinq chiffres distincts.

3. Avecles chiffres 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,on peut former:
a.5 ‘; nombres a cinq chiffres distincts ;
b. A§ nombres a cing chiffres distincts;

__C_'_C_é’____rmbres a cinq chiffres distincts.

4. En choisissant, au hasard, trois fruits parmi 1 mangue,
Tananas, 1 banane, 1 pomme, 1 kaki, 1 orange, 1 citron,
1 pamplemousse, on souhaite faire une salade de fruits.
Le nombre de salades de fruits possibles est:
a.56; b. 366 ¢ 512

= e -
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ombre d’atomes dang I

Univerg

L,jni vers. Tous les résultats seront arr
Lfvrmeax 10°avecaeNetbez.

1. On sait que, dans I'Univers, la matigre est essentie|l

constituée d'atomes d'hydrogene et que dans ulre1 etrnent

dhydrogéne, lamasse est concentrée dans le proton: sonan: e

., Sachant que la masse d'un proton estd’environix 10‘%(‘ii .

on déduire le nombre de protons (et donc d'atomes) dans g
amme de matiere. un

b, Notre Soleil a une masse de 2 x 1033 g,

Combien contient-il d'atomes ?

¢. Le Soleil est une étoile de masse moyenne. On estime que

notre galaxie, la Voie lactée, contient environ 100 milliards

détoiles.

(ombien contient-elle d'atomes ?

2. Notre galaxie est une galaxie de taille moyenne. Les
astrophysiciens estiment que I'Univers contiendrait environ
un millier de milliards de galaxies.

(ombien I'Univers contient-il d'atomes ?

55 Distinguer les cas

Edésigne un ensemble de cardinal n, avecn e N et pest un
nombre entier naturel.

Reproduire et compléter le tableau ci-dessous par Ouiou Non
(lorsque la réponse est Oui pour la condition sur netp, préciser
cette condition).

Condition | Tenir compte | Dans une liste
sur de l'ordre dans | des répétitions
netp une liste sont possibles
p-upletde E
permutation
def
arrangement
apéléments
deE
E—————
combinaison
apéléments
et
fe

E Démontrer une propriéteé
netp désignent deux nombres entiers naturels telsque 0 <p <.

Démg PP
ntrerque.Cn_1+Cn_.l.-C§.

approfondissement
E Art

Lors d'une exposition d'art, 50 ceuvres sont présenté
28 ont été créées par des femmes.

1. On souhaite récompenser les quatre plus belle
sans les classer.

a. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

b. Combien y a-tl de résultats possibles dans lesquels deux
des quatre ceuvres sont celles de femmes ?

c. Combieny a-t-il de résultats possibles dans lesquels au moins
une des quatre ceuvres est celle d'une femme ?

2. Reprendre les questions précédentes si fon souhaite classer
les quatre ceuvres choisies.

es au public.

s ceuvres

_E':I Répartition des éléves

Dans une classe da 40 éléves, il y a 16 filles, parmi lesquelles 12
apprennent 'anglais et 6 I'arabe. On sait que 26 éléves suivent
les cours d'anglais, 17 suivent les cours d‘arabe et 7 suivent
les deux cours. 2 garcons ne suivent aucun des deux cours.

a. Combien de filles suivent les deux cours de langue ?

b. Combien de filles ne suivent aucun de ces deux cours?

B plus grand gue V'Univers

80 personnes entrent dans une salle contenant 80 siéges vides.
De combien de fagons différentes peuvent-elles prendre place?
Chide | '

} Pour comprendre le titre de cet exercice, se reportera lapage 229
ou a |'exercice 54.

B gindme de Newton

a. Utiliser la formule du bindme de Newton pour écrire la forme
développée de (a+b)’. (On pourra utiliser le «Triangle de Pascal »))
b. En déduire la forme développée :

~de (1+x)7; «de(1-x)7.

B pistribution de cahiers

Calculer le nombre de facons de distribuer trois cahiers diffé-
rents a trois enfants :

a. si chaque enfant reoit un cahier;

b. si chaque enfant peut recevoir entre 0 et 3 cahiers.

52) Déplacement d’un pion
Sur I'échiquier ci-dessous, le pion ne peut se déplacer que dans
le sens des fleches.

Combien y a-t-il de trajets possibles :
a. pourallerdelacase AalacaseB?
b. pourallerdela case Balacase C?
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E courses fie chevatis . de chevau®
1. llexiste différents types de paris pour!esdcou;: e dans le
Deux d'entre eux, appelés Tiercé dans lf_)rmr;fers haaux,dans
désordre, consistent a trouv P“;-‘ - mporte ordre
l'ordre exact d'arrivée pour P

d'arrivée pour le second.

a. Au départ d'une COUTSE, 18
Combien y a-t-il de Tiercés possﬁgles ¥
. dans l'ordre ? -dansle desord[{? b N> 3
b. Au départd'une course, 1 chevaux sélanc

5 ibles:
Exprimer en fonction de n, lenombre de Tierces possibl
. dans l'ordre; . dans le désordre.
2. D'autres types de paris fonctionnent
le Quarté, qui consiste 3 trouver les quatre P
arrivés et le Quinté, qui consiste a trouver le
chevaux arrivés.
Reprendre les questions pré
a. avec 20 chevaux au départ;
b. avec n chevaux au départ (1

B pénombrement d’anagrammes
Pour obtenir un anagramme d'un mot, on permute 5€

afin d'obtenir un autre mot, ayantun sens ou non. ;
Par exemple : « beau » et « aueb » sont deux anagrammes du

er les trois
le premier €

8 chevaux gélancent.

de la méme facon :
remiers chevaux

s cinq premiers
cédentes pourle Quarté etle Quinte:

eN,n=5).

s lettres

mot « aube », |
1. a. Dénombrer les anagrammes des mots suivants:
-mari; .sortie; - afrique.

ntier naturel non nul.

b. n désigne un nombre e ’
le nombre d’anagrammes d'un mot

Exprimer en fonction den

de n lettres distinctes.

2. a. Combienunmotde4 lettres

b. - lister les anagrammes du mot aida ;
]

distinctes a-t-il d'anagrammes ?

iy A
- montrer que ce mot posséde 5 anagrammes.

c. Lister et dénombrer les anagrammes des mots suivants :
«mere; - epee.
3, a. - Lister les anagrammes du mot bebes.
;5. B
» montrer que ce mot posséde e anagrammes.

b. Lister et dénombrer les anagrammes des mots suivants :

«Semee; « (reee.
4. a. Dénombrer les anagrammes des mots :

- partirait ; -engendree ; + parallele.
b. n, k;, k, désignent des nombres entiers naturels tels que :
ky+ky=<n.

Exprimer en fonction de n, k, et k, le nombre d'anagrammes
d’un mot de n lettres contenant k, fois une lettre et k, fois une
autre lettre.
¢. Quelle condition faut-il sur les nombr
: esky k,, kyetnpour
qu'un mot de n lettres ; i
- contienne k, fois une lettre, k. foi
1 + K3 Tols une autre lettre e [
encore une autre lettre ? e ol
« Combien un tel mot posséde-t-il d'anagrammes ?

P Autrefois utilisées pour dissimuler un m
€ssage ou u
quelques anagrammes réservent de belles sgrprise:ine R
' Am‘s[: «la Fr_léorie de la relativité restreinte » a poyr i;na
i _e_:_ve_nté théatrale et loi intersidérale ». A

latne A mannIgre T,
iac fl c (1 AaiMiVUBIss

g bUt. de ce probléme est de démontrer que dan
4o 23 personnes, il ya plus dune chance sur o, , UM groyp,
¢ . —— ”
deux personnes so1ent Nees e méme jour (jour gy, = Moing
mais pas I'année), par exemple |e 3 Mars, 'S dany.

le probléme, on ne tient pas compg ;
Qs an .
EQS

Ungrg

versaire,
(Dans tout

pissextiles.) I 53
- iFar que, lorsque 23 personn .
a. Justifierd q P €S 50Nt prése,

35523 listes de leurs 23 dates d'anniversaires Possib| tes, lyq
L. Justifier que, lorsque d‘ans un groupe de 23 pees.
e nest née le méme jour qu'une autre, | Va A;f”“es,

aucun _
3 listeg

de leurs 23 dates d‘anniversaires possibles,

¢. Exprimer par uné phrase le contraire de ; « Ay N

personnes sont nées le méme jour »,

1. En déduire quil y a environ 50,73 % de chance qu

un groupe de 23 personnes, au moins deux sont nées 199;“:{;:5
3

Olns de“x

jour. '
2. n désigne un nombre entier naturel, n = s,

a. Reprendre les questions a. et b. précédentes ep femplag
ant

23 parn.
b. En déduire que, dans un groupe de n personnes, | PoUrGe
n-

tage de chance qu‘au moins deux personnes sojent Nées |
méme jour est: e
A n
1- =25 1x100.
365
c. Reproduire et compléter la feuille de calcul ci-dessous aye
les pourcentages.

_‘k A B c D E| F | g '-ﬁ-——r_
Nombre de personnes du R .
3 vioes s 101520250y

Pourcentage de chance gu'au
2 |moins deux personnes solent 5073
nées le méme jour '

d. Gréce a la fonction graphique du tableur, afficherle graphique
qui donne le nombre de personnes du groupe en abscisses et
le pourcentage en ordonnées.

3. Pour chacun des groupes ci-dessous, indiquer le pourcentage
de chances qu‘au moins deux personnes du groupe soient nées
le méme jour.

(:?roupe 1: Deux équipes de football qui s'affrontent (chaque
équipe compte 11 joueurs).

Groupe 2 : Deux équipes de football qui s'affrontent et leurs
deux entraineurs.

Groupe 3 : Une classe de 32 éléves et leur professeur.
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O Savoir
pour U

Statistiqies Adeie

-

Florence Nightingale (1

icienne et infirmiére
pritannique, fut pionniére dans
J'utilisation des statistiques dans
le domaine de ]a santé.
En 1858, goos
elle futla
premiére
femme élue
membre
dela Royal
Statistical
Society.
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“Cours”™ ="
] série statistique présente

e sous forme de classesg

.+ [ dleffectifs respectifsn, avec 1 <
; dep classes [a;; @41 L 1 <isp,
On s'intéresse A une série statistique présentee sous formedep i
v i i ramme
ﬁ HE'JI'ESEIItat"]“ pﬂr un hls"“" Remarque Si toutes les classes ont
"B la méme amplitude, la hauteur des
. péfinition rectangles est proportionnelle &
= Une série statistique est donnée sous forme de classes& it Peffactif de la classe considérée,
i i
« Le centre de la classe [a;; a;,, [est le nombre x; =— - =
. ; brea; .1~ 4 Histogramme
I’amplitude de la classe [a;; @41 [ est le nom el T m
: On agpelle histogramme une rleprésentation graphique des classes de la série
et des effectifs réalisée a l'aide de rectangles. Chaque classe est
représentée par un rectangle de largeur @;,4 = @;» la 1‘1a1,.1teur f:fsl:
calculée de telle sorte que l'aire soit proportionnelle 2 l'effectif.
Exemple | Classe [15;16[ | [16;18[ | [18;191 [19;25(
Centre 15,5 17 18,5 22 | ——ﬁ -
Effectif 2 7 7 3| 1516 1819 25

lﬂ Mode, .j meédiane

classe modale

La médiane d’une série statistique est le nombre M tel quau
moins 50 % de la population a une modalité inférieure ou

égale 3 M, et au moins 50 % de la population a une modalité
supérieure ou égale 3 M.

La classe modale d'une série
statistique présentée sous
forme de classes, est la classe

ayant le plus grand effectif.

Le centre d’'une classe

modale est appelé mode ﬂ

de la série statistique. Mo yenne
Remarque Definition

Une série statistique peut avoir La moyenne de la série statistique quantitative, de modalités

plusieurs classes modales, et e
x; =———, (centre dela classe la;; a;q [) et deffectifsn;,

plusieurs modes. 5

o = X G X
Exemple estle nombre noté x, égalax = Gl W L s +np i {
Avec la série précédente, ny ..t
leffectif maximal est 7,ily a
deux classes modales [16;18[ Exemple Pour la série précédente, la moyenne de la série est :
et[18;19[. 2X155+7%x17+7

» X18,5+3x%22
Iy a deux modes : 17 et 18,5. . =18,18.
y | 247+7+3 18

B écart moyen, variance, écart-type

On considére une série statistique de modalité }
és x., deffectifs n. ; =
i tifsn;avec 1 <i< p, et de moyenne x.

» L'écart moyen de la série est le nombre €y = ! X|x1 —x|+"2 X|x2 -;|+...+np ><|xp —_|
n1+n2+...+np :

» . __- 2 — o
» L'écart-type de la série est le nombre rée] g = ny X(xy =x) +"2x(x2-x)2+...+np><(xp-X)2

e
.

A nytng+...+
i@ = La variance de la série est le nombre rée] v = 2 1772 p
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Construire |3
d Mediane

: : Courh : : -
determiner | e de fréquences cumulées croissantes,

Les moyennes d
es notes obtey
nues e
Parles 60 candidats 4 un concours se répartissent selon les classes suivantes :

Classe

Effectif

(0;4] [4;8[ | [8;12[ [[12;16[|[16;20(

6 16 24 9 5

Fréquence (en %)

Fréquence cumulée Croissante (en %)

a. H
. E;:;c:dt.ure et compléter le tableau ci-dessus,
c . Déterxilr:e aEDH des fréquences cumulées croissantes.
er par lecture graphique la médiane de la série statistique.

solution commentee ‘Mathode:

a.

E Voici une série statistique :

Classe [0;4] | [4:8 a. Calculer les fréquences en divisant
’ ’ 8 ; 1 2 H -
Effectif p [ ] [8:12[[12;16[|[16;20( chaque effectif par I'effectif total 60.
16 24 9 5 Exprimer le résultat directement
Fréquence (en %) 10 27 40 15 8 en pourcentage.
FCC (en %) 10 Calculer les fréquences cumulées
37 7 92 100 croissantes en ajoutant la fréquence

La fréquence cumulée croissante de la classe [8;12[se calcule en
additionnant la fréquence de la classe (40 %), a la fréquence cumulée
croissante obtenue pour la classe précédente [4; 8[ (37 %).

On obtient 40 + 37 =77.

de la classe considérée et la fréquence
cumulée croissante obtenue pour
la classe précédente.

b. Placer le premier point My (0; 0),
corespondant a la borne de gauche 0

* ¢. I apour abscisse s
i € xap93r 15 de la classe [0; 4, et a l'effectif initial 0.
i Pour ch se[a;;a;
Donc la médiane est our chaque classe [;; ;. [
environ éqale 39,3 de fréquence cumulée croissante f,
€9 e placer le point M;(a; +1,fn.}.

Joindre les points au fur et a mesure
de la construction.

¢. Tracer la droite horizentale
correspondant a y =50 %, le point
d'intersection I avec la courbe des
fréquences cumulées croissantes
a pour coordonnées I (x;; 50).
La médiane est égale a I'abscisse x;.

. 5;8l
Classe [1;20 | [2:31 [3;5[ [ 6
. 8
-_EEfﬂf_- z quences et les fré-

fré
1. a. Compléter le tableau avec les
quences cumulées croissantes. p—e croissantes.
b. Construire la courbe des frt-':ttxuencegdiane e serie
Y & ntlam
c. Déterminer ¢_;,|raphiqut’l'ﬂ::e chacune des classes.

iner le centré
2. a. Déterminer | o cette série.

b. Calculer la moyenn€

H Voici une série statistique :

Classe [1:3[|[3:50|[5:6[|[6:7]
Centre des classes ;
L=

Effectif 15 12 6 2

a. Reproduire et compléter le tableau.

b. Déterminer le mode et calculer la moyenne.

c. Calculer V, en déduire une valeur approchée de G.
Arrondir les résultats au centiéme.

[(Aide ]

b Pour effectuer (ou vérifier) les calculs de la moyenne
et de I'écart-type, on pourra utiliser les pages calculatrices,

(pages 264 & 267) a la fin du manuel. m
a

|
i

e .
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cnurs - -t abatiod:
gerie statistigyp

L

ajre d’uné

a

Une série sta
est donnée par le tableau ¢ :
Leffectif de chaque modalité est €

" q Nuage de points et point moyen

.Ii Droite de régression linéaire de y €n X

pjustement liné
deun caracteres

tistique & deux caractéres, notes

ci-contre.
galal.

x2 ver xl.

XetY, wn
e m ¥ Vi

I
xM
pafinitions rT—— 3 e XM:
» Dans un repére orthonormé, l'ense.zmble fief; points M; (X Vi 3 i
est appelé nuage de points de la série stahsthue.- = = ; "
» Le point moyen d’un nuage de points est le point _G’(" Yy L XM,
o y de modalités x; T

de la série statistique

la série statistique de modalités y;:

oi1 x est]amoyenne
et y estlamoyenne de

.

d) désigne une droite d'équation y =ax
go}ur tolgxi1 nombre entier gaturel i t,el quel<i<N,on appelle P;
le point de (d) d'abscisse x;. ‘
La somme des carrés des distances M;P; est égalea: 5 J
(P1—(a><x1+b))2+(y2—(a><x2+b))2+...+(yN—(axxN+b)) Y
La méthode des moindres carrés a pour objectif de déterminer
les coefficients a et b pour lesquels cette somme est la plus petite possible

Remarque

[Prnprlétés [admises] On peut aussi
déterminer la valeur

On note Cov(X; Y) le nombre, appelé covariance, égal a:

X1 XY HxXg XYyt XN XYy~ — de b en utilisant 13

Cov(X,Y)= N —XXY, propriété :
et V(X) la variance de la série de modalités x;. G(x;y)estun
» La droite de régression linéaire de y en x, déterminée par la méthode des moindres pFJint de la droite de
Cov (X,Y) B régression linéaire.
—————etb=y—ax.

carrés, a pour équation : y=ax+b, avec a=
V(X)

m G(x ;) est un point de la droite de régression linéaire.

Definition
Le coeffici lation Bndas .. L
cient de corrélation linéaire de la série statistique 2 deux caractéres X et Y, est le nombre, noté r

al4s Cov(X,Y) i
T ——— T -
5 (X)xo (V) 0(X) et 5(Y) désignent les écarts-types des séries de modalités x;ety,
L

Exemples
r=0,94 :
: X
restprochede1: : r=045 L3
llim ajustement ! rolestpas proche ™ :
esntea:eibl del: 10 .. 2 k
R : unajustement 6 059
e linéaire nestpas 21 T,
* approprié. 0 1 2 3 456789710

LOquu’un aj . ;
§ 1 ajustement linéajre .
dapproximation du Nuage de Psoei;ntbs]e possible, on essaye de déterminer l'équation y = ax + b d’une droite

Scanné avec CamSoanne


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Savoir-fairat

8D

| m

6 9

14 3

statistiques

étE i 34 . i inaair
———=TMiner Péquation d'une droite de régression linealre

Un groupe de 10 a1z
| él :
1 €ves a obtenu les notes suivantes en mathématiques et en physique aun examen:

|
B T R
| m 13.3

10 | 13

17 5

1 a. Déterminer les coordonné
} b. Déterminer les coefficient:
| < Représenter la droite (d)

es du point moyen de la série statistique.
saetbde'équation y = ax +b de la droite de régression linéaire deyenx.
etle nuage de points.

a. On forme le tableau de calcyl - o
xf 5 =T - : Somme
43 |6 |[12]14] 9
V.-z W B 8 1w |B|17]5]8/16[16] 116
Xi 81 144125 | 36 |81 [196| 9 | 36 | 144|196 | 948
X;Xy; | 90 [156 | 40 | 60 | 117|238 | 15 | 48 [ 192|224 | 1180

La derme.re.colonne contient les sommes des &léments de chaque ligne.
Tous ses éléments vont intervenir dans les calculs des coordonnées de G,

de Cov (x, y) et de V(x).
— 90 — 116
X=—=9 ——
10 et y T 116.
G a pour coordonnées (9 ; 11,6).

Remarque : G est un point de la droite de régression linéaire.

118
b. CDV(X,Y}=1—;—9X11,6=13,6 et wm:%—g? =13,

La droite de régression linéaire de y en x a pour équation :

13,6 ,
y—11.6=ﬁ(x —9), clest-a-dire: y=0,986x+2,730.

r

18

8.

‘méthode
« Présenter tous les éléments
nécessaires dans un tableau
de calcul, ayant 4 lignes :
Xir Vi XYy €LX .
« En derniére colonne,

calculer les sommes des
éléments de chaque ligne.

a. Utiliser les formules
donnant les moyennes
xety.

b. Calculer Cov (X, Y) et
V(X) avec les formules et
les éléments du tableau.

¢. Placer G et un autre point
de (d), puis tracer (d).

b Il existe une autre formule pour

calculer la variance de X :

} Pour effectuer (ou vérifier)

les calculs de x, y, Cov (X, )

et V(X), a, b etr, on pourra utiliser
les pages calculatrices et tableur
de la fin du manuel.

: ﬂ Le tableau suivant donne la masse Y en kg d'un nour-

de points associé a cette série.

a, Représenter le nuage
f ; ées du point moyen G et placer G

b. Calculer les coordonn
sur le graphique.

¢. Déterminer I‘équation
deyenxalaided'un tableur ou
d. La calculatrice donner=031.
Un ajustement linéaire est-il approprié ?

de la droite de régression linéalre
d'une calculatrice.

risson X jours aprés sa naissance.

10
3,75

X 5 7
Y 361 | 3,70

14
3,85

18
390

22
4,05

26
4,12

a. Représenter le nuage de points associé a cette série.

b. Calculer les coordonnées du point moyen G et placer G
sur le graphique.

¢. Déterminer I'équation de la droite de régression linéaire
deyen x a l'aide d'un tableur ou d'une calculatrice.

d. Donner une estimation du poids du nourrisson 30 jours
aprés sa naissance,
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Series statistiques prasentees
sous forme de classes

| Réponses rapides |

m Déterminer l'effectif total, I'amplitude de chaque classe, la

I = :
_ ™ ou les classe(s) modale(s) et la classe médiane de chaque série.
- (Classe | [0;2[ | [2;41] 14;61 | [6:8 |[8; 10
| Effectif | 3 5 | 10 | 4 1
® [Classe | [0;21] 12;51] (5:71] 17;81]18; 101
Effectif | 3 10 10 3 1 |

n Identifier I'histogramme de la série ci-dessous :

Classe | [0;3[] (3;6( ] [6;90]19;121
Effectif 1 3 6 4
3.61 b'ﬁ

4 4 F—
21 21

0 i 6 9 n o 3i 6 9 12
c. ¢ d. ¢

41 4

2 2

o 3 6 9 12 o 3 6 9 12

E Ce diagramme est I'histogramme d'une série statistique.

D TNWAULN®BF

10 20 30 40 50

a. Identifier les classes et les effectifs correspondants.
b. Déterminer la classe médiane et la moyenne de cette série
statistique.

m A partir de I'histogramme ci-dessous, identifier les classes
et les effectifs associés, la classe modale et 'effectif total de |a
série statistique correspondante.

wJ
401
20
-
10 -
40 80 120 160 200

 r

MY eercices (0 entral

2

m Déterminer la classe médiane et |a moyenne o

-

nement

statistiques suivantes.

d.

Classe | [0;2[ | [2;4[ | [4;6]

Centre 1 3 5

Effectif 10 4 12

b.

Classe [0;10 | [1;3[0 | [3;6[

Centre 05 2 45

Effectif 4 10 12
jvgcabolaired

—

[6;;6_f
7

4

Séries

—_
D03y
9
]

6

P Les indicateurs mode, classe modale, moyenne et médiane
d'une série statistique, sont appelés paramétres de posiiq,

de la série.

E Pour chaque série déterminer la classe médiane etla

moyenne.

a.

Classe ;10 | 11520 ] 13:50] 15:71] (7,97
T

Fréquence 0,2 05 0,1 005 | 015

b.

Classe [3;50 ) [5;8[ | [8;10[ [[10;11(|[11;15]

Fréquence

(en %) 5 15 22 28 30

P Lorsque la série est donnée avec des fréquences,
on peut calculer directement la moyenne avec la formule :

X =HXX X+, 4F XX,
avecxy, ..., X, les valeurs de centres des n classes,
etf, ..., f, les fréquences associées.

- Les tableaux suivants donnent les effectifs cumulés crois-
sants (ECC) de séries statistiques.
Dans chaque cas, identifier la classe médiane et calculer la
moyenne de la série statistique.

a.

Classe | [0;2[ | [2:4[ | [4:6[ | [6;10[|[10;12I
ECC 3 7 12 18 20

b.

Classe | [0;10 | [1:21 | [3;50 | (5;7( | (7:8(
ECC 2 15 23 37 | 40 |
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ﬁ Voici la courbe des effectifs cumula
: mulés d'une séri ;
senestatlstiqUe

[
55

45

=

0 10 20 30

ouwn

. 40 50
2. Déduire de la courbe la répartition en c|

assese i
——Y tles effectifs
b. Calculer la moyenne de la série statistique,

E 2 courb‘e dreffectifs cumulés d'une série statistique est
représentée ci-dessous.

s
50/
40
30

0[—— 4 + 1 =2
0 10 20 30 40 50 60

a, Déduire de la courbe la répartition en classes et les effectifs

correspondants.
b. Calculer la moyenne de la série statistique.

ﬁ Le graphique ci-dessous représente le polygone des fré-
quences cumulées croissantes (en %) d'une série statistique.
1007

90
80
75

60

40!
351

20
10t

0 - —

155 160 165 170 175 180 185

a. Sachant que l'effectif total de la population est N=40et
que I'amplitude de chaque classe est éqale a 5, compléter le
tableau ci-dessous.

Classe
Effectifs
Effectifs cumulés croissants
Fréquences cumulées croissantes
¢. Calculer la moyenne.

b. Déterminer la médiane.

b Pour une série statistique e caractére X, et deffectif total N, le
point dintersection I de la courbe des effectifs cumulés crolssants
coordonnées (i n).

- avec la droite d'équation y = n, 3 pour

 Pour le cas particulier n= .‘!, on peut déterminer une valeur
2

 approchée de la médiane.

Statistiques

o des éléves de Premiére

W Les temps de trajet domicile-lycé
e suivante:

se répartissent selon la série statistiqu

Temps |
' ; y 25:30(/[30:35]
(enminy 1103 150{015:200 20;25( |[25;301

| Effectif | 24 | 48
a. Quel est 'effectif total de la population étudiée?

b. Construire 'histogramme des effectifs associé a cette série.
¢. Construire la courbe des fréquences cumulées croissantes.
d. Déterminer graphiquement une valeur approchée de la
médiane de la série.

IE On a relevé les notes de 600 candidats 3 un concours.
Elles se répartissent selon les classes suivantes.

72 84 12

Moyenne [2;4( [4;6] [6;8]
Effectif 50 102

Moyenne [8;10] [10;14[ [14;20]
Effectif 204 110 50

a. Déterminer la classe médiane et lamoyenne de la série.
b. Construire la courbe des fréquences cumulées croissantes.
¢. Déterminer graphiquement une valeur approchée de la

médiane de la série.
d. Un étudiant a obtenu une note de 12,3/20. Peut-il affirmer

que 75 % des candidats ont une note inférieure a la sienne ?

Un grand nombre de valeurs statistiques regroupées par
classes ont 6té relevées dans un tableur, et traitées pour obtenir

les résultats suivants.

Classe | Centrex; | Effectifn; [ njXx; n; xxf
[0,24] 12 6 72 864
Somme - 6000 126040 | 2685520

Calculer la moyenne et 'écart-type de cette série.

m Calculer la moyenne, l'écart moyen et I‘écart-type des
séries suivantes.

i

Classe [0;5[ [5;8[ [8;100 | [10;12]

Effectif 6 12 17 15

b.

Classe [10:14[ | [14;18[ | [18;20[ | [20;22]

Effectif 1 20 32 15
yocahulaire’)

b Les Indicateurs étendue, écart moyen, variance et écart-type
d'une série statistique sont appelés paramétres de dispersion
de la série.
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; -type des
G Calculer la moyenne, I'écart moyen el |'écart-typ

séries statistiques suivantes.

Classe [0;4]
Effectif | 334
b.
Classe | [25;28[ | [28;31I
Effectif 8 20

Classe | [37:40[ | [40;43(
Effectif 81 27 8

i d n.
On arelevé les temps de parcours, en min, d'un mz:\jrathcil "
Ces valeurs, regroupées par classes, ont ete re{evées ans
tableur, et traitées pour obtenir les résultats suivants.

Classe | Centrex; | Effectifn; | niXX; m
[0;150[ | 75 31 2325 | 174375 |
Somme - 39115 | 99x10°

a. Calculer le temps moyen en minutes, puis en heures déci-
males, de parcours du marathon. _
b. Calculer Iécart-type en minutes, puis en heures décimales.

T ¢ BB iﬁ

} Un marathon est une épreuve de course a pied d'endurance
sur une distance de 42,195 km. Le record actuel de 2h 0257 s
est détenu depuis 2014 par le Kényan Dennis Kimeto.

On a relevé les pourcentages de la population totale de
52 pays d’Afrique, dgée de 15 3 64 ans,

Ces valeurs, regroupées par classes, ont été relevées dans un
tableur, et traitées pour obtenir [es résultats suivants.

Classe Centre x; X1
[47;49( 48 2304
Somme - ]

— 166 148

Source : Université de Sherbrooke,

Calculer la moyenne et I'e’cart-type de cette série

|4’! On a relevé les
records de moyennes
de buts marqués en
coupe d’Afrique d?
football de 1957 a
2015.

Les résultats sont
regroupés en classes,
les effectifs indiquent
le nombre de pays
ayant réalisé un

record compris dans 8 ; b 4] g«ﬁwgu ..-,
|a classe donnée. Zapatein it ﬁg
G| 8 |l | i [y
Effectif 7 13 8 I

a. Construire I'histogramme des effectifs.
b. Déterminer la (ou les) classe(s) modale(s) de |3 série
c. Calculer lamoyenne et [écart-type de la série,
d. Construire la courbe des effectifs cumulés crojss

- ‘. ants,
déterminer la médiane de la série. 8t

@ La série suivante donne la répartition des tailles en M de
36 éleves d’une classe de premiére,

Taille Effectf ]
[145;155[ g
[155;160( 5
[160;165[ 6
[165;170( 8
[170;175( 8
[175;185] 6

a. Construire I'histogramme des effectifs.

b. Déterminer la (ou les) classe(s) modale(s) de la série.

¢. Calculer la moyenne et I'écart-type de la série.

d. Construire la courbe des effectifs cumulés croissants, et
déterminer la médiane de la série.

pjustement linéaire d'une série statistique
a tleux caractéres

| Réponses rapides |

ﬂ Voici une série statistique a deux caracteres-

X 5202?
T3 4 7 | 0]¢8

a. Construire le nuage de points associé a la sere
b. Calculer les coordonnées du point moyen-
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Q Voici une série statistique 3 deyy caracter,
es
F’ 2 n
v Do T

,, Identifier le nuage de points associé 3 cette série

Xety,

£
(=]

135791 TS
9mn

b, Calculer les coordonnées du point moyen

m Voici une série statistique 3 deux caractéres X et Y, les
données numériques sont disposées dans le tableay suiv:;nt

Xi Vi XiXYi x?
8 54 432 64
10 46 460 100
12 34 408 144
14 19 266 196
16 12 192 256
18 7 126 324
20 2 40 400
Total | 98 174 1924 | 1484 |

2. Calculer les coordonnées du point moyen G.

b. Calculer Cov (X, Y) et V(X).
¢. En déduire I'équation de la droite de régression de y en x,

delaforme y=ax+b.
On donnera des valeurs de a et b arrondies & 1072,

B Voici une série statistique & deux caractéres Xet Y.

2 2
Xi XYi Xi Yi

289444

Xi Yi
80 538 43040 | 6400
100 452 45200 | 10000
122 333 40626 | 14884
139 190 26410 | 19321
158 117 18486 | 24964
180 65 11700 | 32400
196 21 4116 | 38416

[owl] o75 | 1716 | 189578 [146385] |

a. Calculer les coordonnées du point moyen G.

b. Calculer Cov (X, Y) et V/(X).

¢. En déduire I'6quation de la droite de régression de y en X,
defaforme y =ax+b.

On donnera des valeurs de a et b arrondies 2 1072,

d. Compléter le derniére colonne du tableau, et calculer le
coefficient de corrélation r. Que peut-on penser de la pertinence
de I'3justement affine réalisé ?

D Une bille tombe dans le vide de différentes hauteurs. En
mesurant a chaque fois e temps ¢ (en secondes) delachuteet
la vitesse v (en métres par seconde) de a bille en fin de chute,
on obtient le tableau de données suivant.

t; 0,20 0,28
Vi 2 2.7

a. Représenter le nuage de points associé 3 cette série.
b. Calculer les coordonnées du point moyen G.

c. Déterminer une équation de la forme v=at+ bdel
de régression linéaire de v en t. Tracer cette droite.

d. Dans une chute libre, la vitesse et le temps sont liés par la
relation : v=gt, ol g désigne I'accélération de la pesanteur.
Déduire des calculs précédents une valeur approchée de g.

adroite

Le tableau suivant donne Iévolution de 2005 a 2014 du

pourcentage de population urbaine en Cote d'Ilvoire.
On peut considérer quon a obtenu une série statistique a deux
caractéres X (rang de 'année dans la série) et ¥ (pourcentage

de population urbaine).
Année | 2005 | 2006 | 2007 2008 | 2009 |
X 1 2 3 4 5

Y(en%) | 46,8 47,5 48,3 49,0 49,8
Année 2010 2011 2012 2013 2014
X 6 7 8 9 10

Y(en%) [ 50,6 51,3 52,0 52,8 53,5

a. Représenter le nuage de points associé a cette série statistique.
b. Le nuage de points laisse supposer quil existe une relation
linéaire liant X et V.

Déterminer une équation de la forme y =ax+b de la droite de
régression linéaire de y en x.

c. En utilisant Iéquation obtenue en b. donner une estimation
du pourcentage de population urbaine en 2020 si la tendance
observée se maintient.

m Le tableau suivant donne I'évolution des dépenses de
consommation des ménages, caractére Y, comptées en millions
de dollars US, au Bénin de 2005 a 2014,

Le caractére X désigne le rang de I'année dans la série.

Année 2005 | 2006 2007 2008 | 2009
Rang:X 1 2 3 4 5
Cons.: ¥ 3,35 3,60 418 498 5,01

Année 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014
Rang:X 6 7 8 9 10
Cons.: ¥ 503 | 558 | 580 | 637 | 671

Source ; Université de Sherbrooke.

a. Représenter le nuage de points associé  cette série statistique.
b. Déterminer une équation de la droite de régression linéaire
deyenx.

c. Enutilisant I'€quation obtenue en b. donner une estimation

des dépenses de consommation en 2016 et en 2020 si la tendance
observée se maintient,
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quec justification

K il pour chaque affirmation, ing;

ergj ella

tap chrano Ry fausse est vraie ou fausse. On donne |, COurhg
. elle est ional. ulés croissants d' 8
“1 pour chaque affirmation: indiquer ;l Sun parc national effectifs cum . une SE”QStat g
Dn a relevé les masses, €N i i (6570l (70:73!
o Masse  [25:351 35,501 [501'265[ 13
Effectif 12 3 vrai faux
= de la série. 20 25 30 35 40 g
1 Le diagramme suivant est I'histogramme
| R Vraj fauX
201 1. La classe modale de la série
L est [ 35; 40 C
, o 60 70 80 - = = %
0 3 30 40 S est 5 89 g O 2. lamoyenne de cette seérie
3. La moyenne de cette série. arrondied 10” il : est egale a30. O n
o i reou - B | T
3. 47 % des impalas ont une Masse inférieu v I : 3 La médiane de la séne est '
égale 3 65 kg. poy o = _ égale alamoyenne. O
ne masse inferieu s e e et
4. Plus de 70 % des impalas ont U O i 4, récart-type de cette série,
ou égale 8 70 kg. > 0O O i  amondial0~ests,]. O n

© L'écart-type de cette se

srie, arrondi 10"l ESH 62 “ =

L Les répanses daces exerc!ces sontmd:quées en ﬁn démanugg

Top chrono (sansjustification)

Pour chaque question, indiquer la réponse exacte parmi
les trois propositions.

1. Un ajustement linéaire est adapté a la série statistique
4 deux caracteéres associée au nuage de points suivants.

c. o Bl

10{:
9
81
7
61 amuBia
51 1l
4 o
3‘{ _ne' .:MM|EE‘|;:1E
048R
Z.I.epomtmoyendunuage 320 - _
c-contre est le point G 310 P99
de coordonnées, = RN
2. 6(12;290) IRESE SN
b.G(8;286); <5 O
€. G(6;300). 304 ey
567 s 91011 12

3. Pourle nuage de points cj- dessus, on a:

Covi,¥)=4967 e VX
La dro:te de régression de yenxa po)ur éﬁq(:lyatlon :

X—~
22? e y=49'7x._226 ;

ﬂ g "7-4x+22?

avec justification

m Pour chaque question, indiquer la réponse exacte
parmi les trois propositions.
Voici une série statistique a deux caracteres.

X | 50 {100 | 150 | 200 | 250 | 300
Y 128125(22) 2 |16]|15

1. Le point moyen du nuage de points de la série

est le point:

a. G(170;2,5);

b. G(165;3,4);

¢ G(175;2,1). IR
2. On a calculé Cov (X, Y) =—39,17 et 6 (X) =85,39.

Une équation de la droite de régression linéaire dey
enxest:

a, y=-6,76 x 103 x+3,14;
b.y=-537x10"3x-3,24;
€ y=-537x10"3x+3,04;

3. On peut estimer que pourx=500, la valeur

deysera:
a.036;

corre5P°"dan
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¥

guploiter un histogramme
arelevé les notes de 200 candidats 4 un examen

On . ¥ 4
egraph'q”e suivant représente |e diagramme dos effectif
clits

wmulés croissants en fonction des notes obtenue
s,

0 2 4 6

a. Recopier et compléter le tableau suivant en utilisant le
graphique.

it
Note | [0;20 | [2:40 | [4:6]

e——

[18;20]

| Effectif

b. Construire I'histogramme des effectifs de cette série statis-
tique.

c. Quel est le pourcentage de candidats ayant obtenu::

. une note supérieure ou égale a 107

. une note entre 12 compris et 16 exclu?

d. Calculer la moyenne et I‘écart-type de cette série.

B} population féminine au Sénégal
Les perspectives pour 2020 de la répartition par classes d'age
de la population féminine au Sénégal sont les suivantes.

| Age (0100 | 110;201 | [20;30[ | [30; 40
| Effectif 2194 1825 1404 1059
Age (40:50( | [50;60[ | [60;70( [70;80[
Effectif 715 486 278 124
Age (80;90[ |[90;110[

; Source:
Effectif 34 3 Université de Sherbrooke.

Les effectifs sont donnés en milliers de personnes.
a. Calculer la moyenne et l‘écart-type de cette série.

b. Déterminer la médiane.
<. Auvu des indicateurs, les affirmations suivantes sont-elles

vraies ou fausses ?
+En 2020, la moitié des femmes au Sénégal auront un dge

inférieur a I'age moyen de la population féminine,
- En 2020, environ un cinquiéme des femmes au Sénégal seront

agées d'au moins 50 ans.

approfontdissement

B classes dramplitudes diffarentes
On a relevé les données statistiques suivantes.

B

Classe |[[28;30( 30;33_[32:34 [34,

Effectif 3 3 23

Classe |[38:40[|[40;42[ [42;44]

Effectif 137 155 158
Classe |[48;50(|(50;52[ [52;54(
Effectif 24 10 2

.

a. Calculer la moyenne et Iécart-type de cette série. _
b. On effectue un nouveau regroupement par classes d’am;?lr-
tude 4,[28;32[,[32;361,...,[48:52 [etongardela derniére
classe[52;54[.

Calculer la moyenne et |écart-ty
¢. Que peut-on conclure de la comparaison de.
ena.etenb.?

pedela nouvelle série.
s valeurs trouvées

fréquences cumulées croissantes

Voici une série statistique.
Classe | 11:20 | 12;40 | (4;50 | (5:6l m
Effectif 28 14 16 12 34

1. Construire la courbe des fréquences cumulées croissantes.

2. Déterminer la médiane de la série.
3. Déterminer le pourcentage d'individus dont lamodalité est:

a. inférieurea 3;

b. comprise entre 3et 5,3;

¢. supérieurea5,3.

4. Calculer lamoyenne, la variance et [écart-type de la série.

pjustement non linéaire
On considére la série statistique a deux caracteres présentée
dans le tableau suivant.

X 4 20 1 10 9 5
33 06 10,5 1.3 13 2.2

Y
X 2 2 6 5 11 15
Y 5 8 18 2 1,2 09

a. Représenter le nuage de points associé a cette série statis-

tique.
La forme du nuage suggére-t-elle un ajustement linéaire 7

b. On pose Zz%.

Représenter le nuage de points associé a la série statistique a
deux caractéres X et Z.

c. Déterminer une équation de la droite de régression linéaire
dezenx.

d. Calculer les coefficients de corrélation linéaire ry, et ry,.
Peut-on confirmer la pertinence de I'¢tude conjointe des carac-
téres XetZ?
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rimés en secondes.

n d'assem
s cumulées
phiquement le
n temps

blage et [écart-typPe:
croissantes:

Les temps sont exp
5. Déterminer le temps moye
urbe des fréquence

courbe déterminer gra
le montage dans u

b. Construire [a co
c. A I'aide de |2
pourcentage d'ouvriers re'a_llsant_
compris dans lintervalle [x-0ix+0
d. On considére que la chaine d'asse
correctement si au moins 68 % des ouvrié
blage en un temps COMPIis dans lintervalle [ X
Est-ce le cas de cette chaine d'assemblage 7

..m_dem"
} Pour un segment de droite de la courbe des effectifs cumulés
croissants, dextrémités A;(¢; ;) €A (X141 1)
on peut déterminer une équation de la droite (A A

de laforme:

mblage fonctionne
s réalisent J'assem-
X—0:X+0 |-

Mg =
e = A g
X~
tiliser cette équation pour déterminer les effectifs
cumulés croissants correspondant aux valeursx—getx+0.
du caractére étudié. Avec des fréquences cumulées croissantes,

il suffit de remplacer les n; par des ;.

On peutu

Tests 4 1, 2 ou 3 sigmas (¥}
Une Foopérative de production de mangues emballe sa pro-
duction dans des cartons de 6 kg destinés a I'exportation.

Elle ;_Jrocéde 3 une vérification de la masse de ses emballages
et fait procéder au test de 800 cartons.

Les résultats sont donnés dans le tableau suivant.

A interp

eet [écart-tyPet= === 2= Slalistiqy
calcuter! Jalité sont 1€3 suivantes : g,
. . i
' Les eXI9EN e vérifier o1 =X 246f?5 ;
_jamoye" artient @ (0,22;0,24];
 [ecart < des cartons ont une masse dans l"'"teWane.
.68%3 }'_-()';X-}-CF]; -
oins des cartons ont une masse dans 'li“tewaue.
oins des caren” ont une masse dans l'interyyjq
99 % U™ }?f30';x+3c5]. -
.sences de qualité sont-elles satisfaites ?
Les exig

JEVISIONS L1
|ution au Cameroun de 2004 a2013
ctere Y)etdu Nombye

glation etl
Jivant donne V0
Letabled Jutilisateurs dinternet (cara

Masse (enkg) [(52;531]153:541[[54;551][55:56l

Effectif I 8 16

Masse (enkg) |[5,6;5,7(|(5,7;58[|[58;59[|[59;6,0[

Effectif 48 81 123 140

M

E;SSflenng [60:61[([6,1;6,2[|[6,2;6,3[|[63;64[
ectif 126 109 72 40

Mass

| Masse(enkg) |[6,4;6,5()(6,5;6,60|166:67[|167:68]

pifiectif 58| 25 - ] :

e ; yinternetayantun acces haute vitesse (Garactire)
do'abor:23( g de I'année dans |a série statistique.

nno ,’,—Ti

-
RS 05 | 2006 | 2007 | 2
e | 28 [ 28 L T En
2 5

Rang:X| 11—
m 0,98 1,4 2,03 293 34
Yen® L ——T—0n | 42 640 | 860
AN
s —

Année | 2009 |
| ANREE |

Rang:X| 6
| hang : 2 |

Y(en%)| 384
| ien 10 |

7 900
Le caractere Y est donné en pourcentage de la population.

source : Université de Sherbrooke.

1. Sur deux figures différentes, représenter le nuage de points
donnant le caractére Yen fonction de I'année, et celui donnant
le caractére Z en fonction de I'année.

2. a. Déterminer une équation de la droite de régression linéaire
deyenx.

t?. En déduire une estimation prévisionnelle du nombre d'uti-
lisateurs d'internet en 2020.

3.a. Le nuage de points (x;;z;) semble suggérer une augmen-

tation forte des abonnés ayant acces a internet haute vitesse

partir de 2009.

ZD::.ermmer une éql{ation de la droite de régression linéaire de

b EX z?w!eg données correspondant aux années 20093 2013.

nés : ael:imm Hhe e§timation prévisionnelle dunombre d'‘abon-
yant un accés internet haute vitesse en 2020.

4, a. Construi
fonction dStru"e le nuage de points donnant le caractéreZen
b Dé‘cermlijnce.-arraCtére Y, pour les années 2009 a 2013.

L u - . . - ; l .
dezeny. ne équation de la droite de régression linéaire
c. Estime A
vitesse IorrsEUr:eo;?)bre d'abonnés ayant un accés internet hauté

% de la population utilisera internet.

5. a. Cal
. Caleu ; ié
i sér|;3r I;s coefficients de corrélation linéaire asso¢®®
b. Que peutes deux caractéres ry,, ry, et ry;-
=0n A i
dlonnges en déduire pour la pertinence des répons®
dux questions 2.h,, 3.b, et 4.c.?
s by . e o
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w SCOITi jés- r-

| |
Se tester

Barycentre de points pondérés

51 Faux; 2. Vrai; 3 Faux; 4 viai: = Vrai

g 1. Faux. E=%Z?c::3?@:jf,

D"a_;_nr'es_la_reltg_tpn de Chasles :
3AG —(AG +GC)=0 < 2AG-GC =0
& 26A+GC =0
. = G=bary{(4,2),(C,1).
2 Vrai. - Festle milieu de [BC] donc F = bary {(8, 1), (C, 1)}
. Ainsi, d'apres le barycentre partiel, C
£=bary{(4,2), (B, 1),(C, 1))

E=bary{(A4,1), (F,2)}
et E estle milieu de [AF].
E_Faux_._ 3RE =GE , d'ag_igs la relation de Chasles
3RE —(GR+RE)=0 <2 2RE-GR =0
e=2RE +RG =0
e R=bary{(£2),(G,1)}
& Vrai. EF =2FT
Iz?prés Iz relation de Chasles :
EF —2(FE +ET)=0 ¢ EF + 2F - 26T =0
= 3EF - 2T =0
e=f = bary {(F, 3), (T, -2]}.
© \rai. Danscecasa=b=1etk=10.0nnote G le milieu de [LK].
k-GKk? - GLl?
141 '
_10-13-17 8,
soit o= ———"——= i
Comme >0, lensemble des points M du plan tels que MK2+ML2=10

ect le cercle de centre G et de rayon Va=2.

!33 | (PR T 2. b.; 3. a.; 4. a.

B 1. b. » D'apres le barycentre partiel,ona:
G = bary {14, -5}, (B, 5), (€. 3.

G = bary {(A, -5, (H 5+ 3)).

G = bary {14, -5), (H, B))

car H = bary {(E, 5), (€. 2)).

B
« Ainsi, G = bary {(A, 1],[”. "; )}

On pose .=

1 3 : centre).
par multiplication par k=- g (homogeneite du bary )

2. €. On pbserve gue: DC =206 <=2 DC + 26C =0.
D'apres e telation de Chasles,
DC +2GC =0 ¢+ 3GC + DG =0
oS -G8 O BN

- G = bary {(C, 2147 ) _
3 b -félnnt:& r?ulwu d’:- (el b= hﬂ*)’{w{. 3).(C 3
- Ainsi, par la propnéte du barycentie partiel :
H=baryl(F,5), (F.6)

H = bary ((E, 5), (0, 3. (C. 3)
4. a. On cherche un numbie ieel
te\que 14 (-4 1 i'(;'
€1DA - DB + uDC =0, : : -
Or, comme ABCD g4 un'wtla“U"‘f DA+ DC =08,
Ainsi, DA — DB + DC =0 €1 a=1.

|
I .J.
pEeE,

Trigonométrie

E 1. Vrai; 2. Vrai; 3. Faux; 4 Vrai; 5 Vrai; 6. Faux.

EJ 1. Vrai. Les points sont alignés et A estentre B et G
2. Faux. cos (E+ x] =05 (E) cos(x)—sin (E) sin(x)
3 3 3

1 3
=—cos(x)———sin(x) -
3 (x) > (
3. Vrai.lensemble solutionest S = {—%+ 2kw; %4-2#::, aveck e Z}.

4. Faux. Lensemble solution est S:{%+ kr, avec k EZ].
m G Al - 2. b 3. ¢ &, Cit 5. b

m 1. c. Eneffet, le triangle ABC est rectangle isocéle
et cus[n+2?ﬂ]=(;1§, AC ) est de sens indirect.

2. b, L2, n:+2—'1 . Ainsi, cos(zﬁ] =+C0s (2—]1]
5 5 2 5

3. b. X =sin(x). Léquation sécrit X2 +X—-2=0.

Elle a deux solutions —2 et 1.

Ainsion a sin{x)=-2 quiestimpossible ou sin(x)=1.

4. ¢. Le maximum de la fonction

cosinus étant égal a 1, I'équation

donnée implique que cos(x)=1 et

cos(3x)=1.

Donc, l'ensemble solution est :

s={0+k2m,aveckeZ}.

Géométrie analytique du plan

m 1. Faux: 2. Vrai; 2. Vrai; 4. Vrai; 5. Vrai; 6. Faux.

E 1. Faux. (d) a pour vecteur directeur 5{1 ;-3)

ADI(2;:-1)

A0 -U=2x1+(=3)x(-1)=5=0.

AO et U ne sont pas orthogonaux.

2 Faux. Rayonde(€):AR=0A =\fm2+[3——1}"l

=Ja0 =210

8=(-3-4)2 +(4-3)! =V49+1=50 donc QB=R.

4 Faux Llecentreest{1(4;3).

=4 +40cos (1)

y =3 +A0sin(t)

4. Vrai. Unpointde (d)estA(=2; 1)

SO A (x; y), M€ (d) <2 det (AM, 1) =0
2-Hx+2)=-(y=-N=0=2-Ix-y-5=0
s2daryrS5=0.

Représentation paramétrique de (€) :{ Javects R,

; 3 5
Une equation normale de (d) est b —_—=
Wi m e
5 Viai B 1) dong r'(l ;—-; ]uﬂ un vecteur directeur de (8¢2).

i on pose £(~10; 5) alors BE (-7; 1) etdet (BE,v) =~ x(<7)-1=0
BE et v sunt colingaires. E appartient a (B2).
Dong cette représentation paramétiique est celle de (84)).
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m 1. b.; p I 3. a.; 4, b.; 5. b.

m 1. ¢. Le centre de (€) est £2 milicu de [AB), donc £2(2; — 6).
Le rayonde (‘€}) est R= %AB

AB =541 4(-1042)! =+/36+64 =100=10 doncR=5.
2. ¢. Latangente [I]a['ﬁ:}enIapourvecteurnormal QI (-4;-3).
Mix;y) e (T), IM-QI =0 ¢>—-4(x+2)-3(y+9)=0

e —4x-3y-35=0

& Ax+3y+35=0.

3+35| B+9435 52
3. b. dU, [d]]=|4xz+3x s =—,do
Va2 432 5 5

nc

d(J, (d))=104.

Transformations du plan
1. Vrai;

5. Faux;

2. Faux; 4, Vrai;

6. Vrai;

3. Vrai;
7. Vrai.

E 1. Faux. Il faudrait que I'angle mesure —ZTE.
2. Vrai. Sih désigne Fhomothétie de centre C et de rapport 13

1
h(B)=A"eth(A)=B". Ainsih([AB])=[AB]etdonc AB'= 3 AB.
3. Vrai. Leurs trois angles sont respectivement de méme mesure.
4. Vrai. mes(AGB") = mes (BGC') = mes (CGA') =2?".

5. Vrai. Leurs trois c6tés sont respectivement égaux.
m 1. a.; 2. €. 3. a.; 4, b.; 5. ¢

m 1. a.Lles triangles ont deux angles de méme mesure,

JC 2
2. b. BC=+/34.Donc o gl
3. c. Lestriangles sont semblables. Il existe donc une similitude qui
les échange. Or, une similitude conserve les milieux. Comme l'image
de [IC] est [BC], l'image du milieu de [IC] est le milieu de [BC].
BC 34

4. b. —=
ic 2

Droites et plans de l'espace

m 1. Vrai;

5. Faux;

2. Faux;
6. Faux;

3. Vrai;
7. Vrai,

4. Vrai;

E2) 1. Vrai.(5H) L (48C) donc a droite (5H) estorthogonale  toute
droite du plan (ABC) donc en particulier 4 |a droite (HA).

2. Faux. (SH) L (ABC) donc (SH) L (BC).

3. Vrai. Le plan (SHA) contient la droite (54) orthogonale au plan
(ABC).

4, Faux. Les droites (AD) et (BC) sont sécantes en
(ABC). Donc la droite d'intersection des
droite (SI), qui n'est pas paralléle a (ABC),

un point I du plan
plans (SAD) et (50C) est la

m 1. a,; 2. ¢} 3. b,; 4. b

- .

i,'l_

m 1. ¢ Les points O et A sont communs aux deux plans,
2. a. Leplan (SOA) contient la droite (S0) orthogonale au piyn i
3. a. Le plan (58D) contient la droite (BD) orthogonale i dnuxl
droites (AC) et (S0) du plan (SAC). ;
4. c. (50).L(ABC)doncladroite (S0) estorthogonale 4 tgyte 4
du plan (ABC) donc en particulier a la droite (CD).

Chapitre 6

vecteurs et produit scalaire dans Uespace
1. Vrai;

1. Faux. AB -AC =AB x AB =aZ.

5. Vrai. AB -AG = AB -(AF +AG) = AB -AF +AB -FG = A8-/F
3. Vrai, AH -CF = AH -DE =0.

4. Faux. AG -HF =(AE +EG)-HF = AE -HF +EG -HF =0+0=0),
Ainsi (AG) L (HF). o,

AG -DH =(AE +EG)-DH = AE -DH +EG -DH = AE " +0=a? £0.
Ainsi (AG) nest pas perpendiculaire a (DH) et donc (AG) n'est pas
perpendiculaire a (DHF).

5. Faux. BD -BH =BDxBD=(av2)2 =2a2.

Or BD -BH =BDx BH xcos (BD, BH) e
& 202 =\2ax~a? +(~2a)? xcos (8D, BH)

2a2 . — —_—

— 2 —
=cos(BD, BH) <& —=cos(BD, BH).
™ R

Ainsi, mes(ﬁ,ﬁﬁh%ﬂn].

Tite

2. Vrai; 3. Vrai; 4. Faux; 5.y

=4

6. Faux. AG -HB =(AC +CG)-(HD +DB)
=AC -HD + AC -DB +CG -HD +(G -DB
=0+0+(-a2)+0=-a2.

1. b.; 2. a.; 3. a,; 4. b.; 5. ¢

m 1. b. AB(2;0;1) et AC (=3 ;=2 ; 2) sont non colinéaires
EtE-R=—6—2+2=-—6. Donc (4B) et (AC) sont sécantes.

2. ¢. AD(7;2;0) donc 2AB — AC —AD (0;0:0).

3. b. Daprés2, 248 —AC — AD =0 doncil existe desréelsnontos

nuls tels que xAB + yAC +2AD =0
Ainsi, les points sont coplanaires.

2x-3y-2z=0 _9y=0
4. b. On résout {0"+UJ’+02=0 P 21-—23191:;0
+2y4+9z=0 T
4 20
Avec,z=1, 2x-3y=2 B eSS
[x+2y=-g on obtient x= 7 ety=-5

Les quatre points sont coplanaires (comme au 3.).
1
5. a. I(l :1:—5).1[0;1;4) et K(-1,5;0;235)

= - 4 1]
BC(-5;-2;1)donc BF (_]32.._1.%) et donc F{-—-J""3 :

1 .

= — 75 e sont
Alns| F’?(_liziu) et ?ﬁ(é:lg;—--s-)-doncﬁ( etfO ¢
66 6 3 3 "
— 60 ecteV
pas colinéalres et FK . FD =...1_5+ 20_ 55 _ % donceesV
18 18 18 18

B

ne sont pas orthogonaux,
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Chapitrez
Géométrie analytique (e |

m 1. Vrai;

m 1. Faux. TH2-(-1)-1=3.0r3«

x+y—2z-1=0nlestpas celle du plan (A
de A ne vérifient pas cette équation,

2. Faux. Le plan d’équation X=2y41=0

= =U a pour vecte
n'(1;-2;0) ou tout autre vecteur colinéaire 3 nE v normal
3. Faux. —1=1420¢5-2=2f e 1 =t

Etsit=-1,alorsy=3etz=3 Ory, =3
’ M =3etz, =2doncM e (%),
4. Faux. x1+x+y2+y+22+z+1=0 & B

a(x+1]2—l+( +1)2 1 A
2 4 Y P '4‘+(Z+5J -—z-+'|=0

I RGORCHES
S X+ Hy+=| Hz4=—]| ==2
2 2 2) 4

5. Vrai. Cette sphére a pour équation (x -1 2 +y2 +(z+2)2
x2-2x+1+y2+22 44744 =5, donc x2 +y2 422
6. Faux. BB'(2;-5;5)et n(-1;3;-1).

x? =—2X X, mais yzo; =—2x y- donc BB’ et i ne sont pas coli-
neaires et donc (BB’) n'est pas orthogonal au plan d¢quation donnée.

m [P 2 ay: 3. b

1. b, (@) L(2)donc n(1;1:-3)est un vecteur normal de (P)
mais aussi directeur de (%5). Or seul le vecteur directeur de la droite
proposée en réponse b, est colinéaire 3 n.

[14+(-2)-3x0+4] 3
2. €. A ()= — = s
s AN e
.o (x=12+(y+2)2+(z-0)2=32
©x2-2x+1+y2 +4y+4+22 =9
O x2+y2 422 -2x+4y=4.

fquations, inéquations, systémes

Eﬂ 1. Vrai;

5. Vrai:

espace

2. Faux; 3. Faux; 4, Vrai; s, Faux.
0, donc I'équation

BC) puisque leg coordonnées

=35, soit
—2x+4z=0,

3. Faux; 4, Faux?

7. Vrai.

2. Vrai;
6. Faux;

3 =
m 1. Vrai, A=1.Deuxsolutions: X, === =5 =727 4

1
2. Faux. 2x2 —3x+1:2(x—5J(X-‘1 ).

3. Faux, x24+x-6=(x—2)(x+3). i
4. Vrai. Trinéme du signe de —a=-1alinterieur des racines.

5. Vrai. D= 15317 =13x1-5x7=-22.

6. Faux, La solution est le couple: (=2; 3).
m 1. b.; 2. b.;

—6=0.

m 1. ¢ car B-6x12+11x1-6 2 —x24+5x—6

2. a. car (x—1)(x2 - 5x+6)= x3 =5X° +6X xﬁ
:x3_5,¢2+11x— '

3. b; 4, a.; 5. € &b,

t 3.
3. b. car x2 —5x+6 a deux racines 2 €
4. b Trirngmed,:: signe—a=-1 a Iintérieur des racines.

5. c. carletrinéme x2—5x+6 cha;\ge de sigr;e ei 2.] o
6. a. car P(x)<11x—6 < x> —6x2 <0 X*(x ;

Généralités sur les applications
E” 1. Vrai; 2. Faux; 3. Vrai; 4. Faux; 5. Vrai: ©. Faux.

m 1. Vrai. En effet, pour tout x de B hix)=x2=0,
2. Faux. En effet,—5 < h(x) = 4 &5 —5 = x2 — 4

< 0=x2=4-16=x= 16
3. Faux.En effet, pour -1 & & n‘admet aucun antécédent pour h, donc
h n'est pas une surjection, donc n'est pas une bijection de [h ; 4+ [
vers [2,

4. Faux. Eneffet, % p =% n%g\{xe% 4/ glx)=0}
q

donc ) p =[0;+[\{3}.
9

5. Faux. En_effet, fohog(x)=(x-3)2+2. Donc C’est une translation
de vecteuru(3; 2).

m 1. a.; 2. b.; 3. b.; 4, b.

1. b. En effet, u n'est pas injective car, par exemple au chiffre
des unités 2, correspond une infinité de nombres entiers naturels
(2;12;22;...). 2a donc plus d'un antécédent par u. u est surjective
car a tout chiffre des unités correspondent au moins (et méme une
infinité) de nombres entiers naturels ayant ce chiffre pour unité.

2. b. Eneffet, -1 =x< 8o 0=x+1<9&

0= x+1 €3¢:>2££2+1/X+'| <5&2=flx)<5<=Fflx)e [2;5]
3. c. Eneffet,sionposeg:x— J)?, alors f(x)=g(x—(-1))+2

4. b. En effet, pour tout x de [—1 ; 4o,

heieg()=heilx+1)= h(Jx+1)=x+1+2.

Chapitre 10

limites et continuité
E 1. Vrai;

2. Faux; 3. Faux; 4. Faux: 5. Faux.
m 1. Faux. Pour tout xde R \ {0},
4 4
3x[1—— —t
3x—-4 [ 31] _ 1 3x
= 51 =3x 5
X8 x[]-—] 1-—
X X
1t
Comme lim 3x=1=1,parproduit, oy 223
X—3—co 1_2 1 X—3—ca X —
X
3sin
2. Vrai.Pourtoutxde R\ [0}: 0< s_;[x_) = 3 gi-
x24+3] x243 2
Comme lim %:0, par le théoréme des gendarmes,
X—r+oo X
ona lim 3SIn(X}|=D,puis lim 35|n[x]=0.
x—+ea| X243 x—+oo X2 43

lim(x+2)=1+2=3

x— 2
x> . . X+
. Vrai - donc par quotient lim —= = 4o,
3.V lim(x-1)=0* parg x=1 x=1 =
x— x>
x<1

= De plus, lim 3x = 3, donc par somme, lim (Bx + 312—) = +too,
x—+1 x— x=1
x>1 x>

4. Faux. lim f(x)=2=Ff(1) et lim f(x)=3=f(1).
x—+1 x—+1

x> x<1
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Donc f n'est pas continue en 1, donc fn'est pas continue sur [1; 3.
5. Faux. lim g(x)= lim (x=1)=3-1=2#g(3)
x—3 x—3
x>3 x>3
lim g{x)= lim (6—x)=6-3=3=¢(3)
¥—3 x—3
x<3 x<3
Donc f n'est pas continue en 3. Donc f nest pas continue sur R.
m 1. a.; 2.6 3.b:; 4. c.

B 1. a. Pourtout x de R\ {0},

1 1
5x+1_5xx|:l+5—x:| ix1+;(_

241 1 1°
e xzx[l+—2] X 14—
X X

1

+— 1 5
.Comme lim —2X=-=1et lim ==0,
X—4oog, 1 1 X—r—os X
2
x
_ S5x+1 i
par produit, lim 2—=0.-Ainsi, lim g(x)= lim f(x)=1.
x——ea X< +1 X—3—oa X—=y—oo

2. b. Pourtoutxde R\ {0},

X3 x| —+——5+1 1+ g +—4—
4X2+5‘—X3_ —x —=x3 _ 1 —x3 —x
243348 ) 41
x243x3+4 3x3><|:L+1+—:| 3 Lo
3 3x3 3x° 3x
seiie’ T 4x2+5-x3 1
a4 350 %] 3
2
3. ¢ - lim Ax)= Iim sin{x]=slr{£)=£
n 4 2
X—3— X——
4 4
.\‘>£ x>£
4 4
Px_[2.n_[1_~V2_ (=
et lim h(x)= lim ,[—= —x—=J:=—=h[—)
bid VT T 4 2 2 4
X—— X—p—
4 4
x‘:% x<%

Ainsi, Iimzh[x]=h(%)= lim h(x). Donc h est continue en %

X—— x>
4 4
I x<X
4 4
: 1 : 2 2
« lim h(x)=1=h(0) et lim h(x)= lim ,/—x =,/—x0=0.
x=0 x—=0 x—=0Y T T
x<0 x=0 x=0
Ainsi, lim h{x)# h(0) et h n'est pas continue en 0, donc A n'est par
x ;’0" continue sur R,

«Pourtoutxe [1;4e=[, h(x)=sin(x).
h est donc continue sur [1; 4eo |,

périvée d'une fonction

m 1. Vrai;

5. Faux;

3. Faux;
7. Faux,

2. Vral;
6. Vrai;

4, Vrai;

E! 1. Vrai. carf'(x)>0. 2. Faux.carf*(x) >0,

3. Vral. carf'(3) = 2. 4. Faux. carf'(x) > 0 et donc (e coefficient
directeur de la tangente ne peut étre €égala -1,

5. Vrai. carf'(x) s'annule en 1 et change de signe autour de 1

6. Faux. carf(0)>f(3). '

gés-r-

|é'l

DGt 3. b.; 4.a,; 5.5

m o

m 1. G fi(x)=2(3x—4)+3(2x=5)=12x~-23.
2{x2+1)—2x(2x)ﬁ_:w

28 FO="—a g AR
3. a. f(x)=2x. = _j:______ %I
T .
. el

—

4. b. f’(X)=2{1+X] s f'(x}=2(x—0}+1=2x+1 x
5. a. f,(x)ghz_zx—1.festcroissantesur]1;+m[,

1 T ey
X —oo —‘5 1 +m‘
I S S

“Chapitre'12°

ftude de fonctions usuelles
E 1. Vrai; 2. Vrai; 3. Faux; 4. Vrai; 5. Vrai; 6. Vraj

ﬁ 1. Faux. En effet, 'ensemble de définition %, de f nest pas
centré en zéro.
donc f'(x) > 0.

2. Vrai. En effet, pour tout x#—2, f'(x) =

fest donc croissante sur J—ee ; 2.
3. Vrai. En effet, pour toutx+2,
5 _3x+2) 5 _3x+6-5 3x+]
Xx+2 x+2 x+2 X+2 X+2
Ix2+1 7 5 5
=—etf(Q)=—s=—.
+2 4 @) +2)2 16
Ainsi, la tangente a (‘6) au point d'abscisse 2 a pour équation
y—i[x—2)+zsoit —ix+E
_ 16 g S qeN Ty
5. Vrai. En effet, pourtout h de R tel que—2+he @y,
ona-2+h<-20u-2+h>-2donch<0ouh>0,
donc-—2~h>—2ou—2~h<~2,—2—hdonche@Jf
etf(_z_h]=3[_2_h)+1_—5—3h=5+3h

(x+2)*

=f(x).

4, Faux. En effet, f(2)=

-2-h+2  —h h
F(=2+h)= 3(=2+h)+1 . —5+3h
-2+h+2 h
5+ 3h+ —5+43h
B ![—2—h}+f[—2+h}= h h___3
2 2 i
6. Vrai. En effet, lim f(x)=3 et lim f(x)=3, donc ladio
) . X—y—oo X—+eo
déquation y =3 est asymptote a (6) en —oo et en +e°.
Deplus, lim f(x)=4co et lim f(x)=—e,
X—-2 x—r—2
x<~2 X>=1
donc la droite d'équation x =2 est asymptote a (€).
m 1 c; 2. b.; 3, ¢} 4. a; b

ot
m 1. a.Eneffet, on observe surle graphique queA(0;-3)9P pare
ala courbe, donc £(0) = -3.

Cette condition ne convient que pour la réponse a.

2. a. Eneffet, R est centré en zéro et, pour tout X de R,

f(X) = -1~ 2cos(2x) (car sin(u = g] =—cos Q).
Ainsi, f(x) = =1 = 2¢0s (2 (~x)) = —1 — 2 cos (~2X)

donc f(=x) =—1~2cos (2x) = f(x). I
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3. ¢. Eneffet, pour tout h de tel que &

1
f ——h)=~1+2 i [ (E_ n
et [4 sin| 2 3 h -_2_ :__1_2%(2}1]

T :
et f(z+h)= —1+2 sm(z(-}.m}l‘_
f(—’f-hJ+f[E+;,]
A J N4 )

}I""hER.Ona E_

2 heR

2)=~1+2sin(2h)_

Donc,

Suites Numérigues

E 1. Faux;

2. Vrai; 3. Faux;
. ) ’ ' 4, Faux;
5. Vrai; 6. Faux; 7, Faux; g, yrai
1. Faux. u,=2X0+7 7 tu,=2X1+7 9
[T s B 142 —§=3doncu,<u0.
o . 2x+7 2
2. Vrai. lim f(x)= lim = fim 2_ '
X—34oa X—34oe X +2 xlrle X =2tlone nln:ﬁu,.,:Z.
2n+?_‘_1 2n+?+n+2 3n+9
3.Vrai. w =t2 _ n+) n+2 _np) 39 n+2 3n+9
S A T B e S L
n+2 n+2  n+2

n+2
Woa =W =[n+1)43]1-(n+3)=1 donc (w,,) estune suite arithmétique.
4. Vrai. Voirla réponse a la question 3,

2x3+7 13
5. Faux. v1=f(v0)=f(3}=-—r_? et vo=3 donc v, <v,.

6. Faux. lim W,= lim (n+3)=-+co.

N —34eo n—+oo

m 1. a.;

m 1. a. En effet, U, —u

b I 20 T 4. a.; 5. ¢

-2 -2
T2 +2 n2+2
“2 2 -2An?+2)+2(n* +2n+3) _ 4n+2 _
=n2+2n+3+n2+2= (M +2n+3)(n2+2)  (n?+2n+3)(n*+2)
Or, pour tout n de N, on a n = 0, par conséquent n? +2n+3 >0,
n2+2>0etu4n+2>0doncun+1—un>0. i
2. a. Eneffet.pouttoutndeN.ona{-1]"?—1doncn+{—1} =n-1.

" i :
Or lim n=1=+oo donc lim n+(=1)"=+4e
N—34oo n—s4eo

+1
2 n+l 1_[3]11 . "
K 3 _Sx___é__=3x5x{1—(—)
3. a. Eneffet, S, =ugx—=5—= 1 3
'I—g 3

oL 2Y" _1<2<1)donc lim $,=15.
=15[|-(§) ],o, lim (5) —0(car-1<<1)donc lm S,
n—s+e=

inn=<1
4. c. Eneffet, pouttoutnde N, ~1 = 52’: <3 LS,
donc 2—1=2+sinn < 2+1, donc 0

1 ! 152
Pt
Par conséquent s 2+sinn3-3-‘ 123 sinn_ 3

. = =3,
donc3x1=3x ;3xl clest-a-dire 1=,

2+sinn

pénombrement

. Vrai; 6. Vrai.
50! i: 3. Faux; 4. Faux; 5.
1. Faux; 2. Vrai; 3

Corrigés

dénombre donc les co

1. Vrai, En effet,ily a %, cest-a-dire 906 192
2. Faux, En effet, card (F6) = 156

Parmi les filles,

équipes possibles.

=11390625 et en choisissant 6 éléves
A on peut constituer C%  Cest-a-dire 5 005 équipes
différentes de filles, Or, card (F6) cf,

3. Vrai. En effe

A f t, le nombre de garcons est 17 (32 - 15). Il y a donc
Cyy , Cest-a-dire 12 376 équipes différentes de garcons.
4. Vrai. En effe

L. on choisit successivement 3 filles parmi 15 filles
et 3 garcons pa

: rmi 17 gargons. Il y a donc Cisx €3, , Cest-a-dire
309400 équipes différentes comptant autant
m 1.6

defilles que de garcons.
m 1. a.Eneffet, on dénombre des p-listes,

5 choix . 5 choix _ 5 choix . 5 choix ~ 5choix
1¢ chiffre 28 chiffre 38 chiffre 48 chiffre 5° chiffre
— le nombre total de choix : 55,

2. b. En effet, en dénombrant des permutations.

5 choix 4 choix  3choix 2 choix n choix :
17 chiffre 28 chiffre 3¢ chiffre 4® chiffre 58 chiffre
—> le nombre total de choix:5x 4% 3 % 2% 1 =51
3. b. En effet, on dénombre des arrangements.

8 choix 7 choix . 6 choix 5 choix ; 4 choix .
1% chiffre 28 chiffre 3® chiffre 4@ chiffre 58 chiffre
— le nombre total de choix: 8 x 7 x 6 x5 = Az

4. a.En effet, on dénombre des combinaisons de 3 fruits choisis parmi
8 fruits. Iy a C, cest-a-dire 56 choix possibles.

2. a,; 3. b.; 4, a.

=Rt ‘Chapitre 15

Statistigques

533 1. Vrai; 2. Vrai; 3. Faux;

4. Faux;

5. Faux.
E 1. Faux.On ala répartition en classes suivante :

Classe | [20;25(] [25;30(] [30;35( | (35;40[ | (40
Effectf | 6 8 | 12 | 3

45 |

1

La classe modale est la classe [30;35[.

. = 6x22,5+8x27,5+12x32,5+3%37,5+1x42,5 ~30
- N, 6+8+12+3+1 ;
3. Faux. 30=15+15,6+ 8= 14. La classe médiane est la classe
[30;35[. Donc la valeur médiane est strictement supérieure 4 30.

3 2 243%37,52 +1x 42,52
a, Vrai.V=GX22's +8x%27,5 +12x3?12,5 + 3022265,
0=426,25=512=51.

E 1. C.; 3. c

m — 50+100+150+200+250+300
1. ¢. x= 5
2,8+2,5+2,2-|~2+1,6+1,5=
6
Cov(X,)Y) Cov(X)Y) =-3917
2.¢c a= =— = >
V(X) o“(X) B539
b=y-ax=304.
3. a. Pourx =500, on calcule:
y=-5,37%1073 x500+3,04=0,355=0,36.

2. b.;

=175

y= 2.1.

a=-537x1073,
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& Installation de GeoGehra

B . Dans un moteur de recherche de type Google,
Yahoo..., taper GeoGebra dans 1a barre de menu.

€ 6 oy
Go Slc pangstim
et

GeoGebra gratuh - Version pour Windows - windmeial net
t PPORRDT v et ret =

Foms Timwehogs T e Comeimatirn gow

GsnTeneg
TR PROREbIE 0D T Traniie e rage

[ L

TREkorr: et 1o s B geay e e phames 12

FEINTIETH The Xty magits S math by prias

GeoGebraTube
fotsfontes Moara's Dearmicgss

Comenanty Help S o

* Cliquer sur le lien GeoGebra.

B Dans 1a fenétre qui s'ouvre, cliquer sur :
Télécharger maintenant.

GEOGEBRA

EST UN LOGICIEL DE MATHS MULTI-PLATEFORME
PERMETTANT A TOus D'EXPERIMENTER

LES INTUITIONS EXTRAORDINAIRES
QUI PEUVENT NAITRE DES MATHS.

B Choisir le sup
téléphone)
(pour les o

port (tablette, ordinateur oy
et le systéme d'exploitation de lappareil
dinateurs - Windows, Mac ou Linux),

@ < -

R o Talmting

S o et

g
O X
o)

. i : i t, qui peut étre installa
GeoGebra est un logiciel de géométrie dynmmqup téléchargeable gratuitement, qui p
sur n'importe quel ordinateur, ordinateur portable, tablette...

A - Sur 1a fenétre qui apparait, cliquer sur
Enregistrer le fichier.
» Lancer l'exécution.

5 Sty it —

Biervenue dans le programma dinstallalion 4e
GeoGebra 5

Avwrt da erar Tratdinon de Gevietne §, R .
et mr S et o Srue

proar=es: B

GeaGebra

e atvrn 5.0 57 0 fmmaary 10 201%) et s

i

* Suivre les instructions d’installation standard.

B Une fenétre GeoGebra s'ouvre ala fin de

I'installation.
R — e e T
| | Fereer B dAcage Opeors Dulrs Fants Mow = i
| E o P R R O) 4] Y N Aoci-;".;.‘ o
| " agee 5 Grapama
I .
‘ ’ D e l
| e B Ciomes |
I i" b ;‘z
| ! I cuamma |
: & cerman E
] I
SR — T é
.
i i
| "
! 1

Des menus s'affichent  droite de la fenatre.
lls désignent leg différentes capacités du logiciel.
Q. Licone O ‘apparait désormais sur le bureau de

lordinateyr, Double-cliquer sur cette icone pour ouvtit
une fenétre GeoGebra. e

ol - 1) Gealabes g .
| © *Enhaut d'une fenetye (Fova) Etne Ancnage Qstons O *
1 . 3 4 O o
I Gt’ UGEhfa' cllqllﬁf sur [ Mudesils eidus o
: I-‘ichiel H Nuowvsau nd
. kB Ouwm
~Pour enregistrer B Ounu depus GeeGemaTue
un travail (Sauvegarder Racanl P
-
sous) ; - s

2 Sauwegudei

. . w3
- pour llnpnmcr Sauvegade 3

un travail (Apergu & g
: . apaiial
avant impression) ; o
: . ; B Apaigu aeant impesd
¢~ ouvrir un ancien s
vt document (Ouvrir), i S

viie
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