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Préface

Cher(e) éléve,

Tu es, cette année, sur le point de passer a la 2éme étape de ton cursus de formation et
de qualification pour I'obtention du baccalauréat sciences expérimentales. Ceci exige plus
d’efforts en vue de rendre opérationnels tes acquis en la matiére. Afin d’atteindre cet
objectif, nous mettons entre tes mains ce manuel qui s’inscrit dans les directives du Pacte
national de I'éducation et de la formation, en respectant le programme tel qu’il est dicté
par le cahier de charges prévu par le ministére de I’Education nationale et de la formation
professionnelle .

Cher(e) éléve,
Nous avons pris nos précautions pour que ce manuel soit un outil incontournable pour
ton auto-formation, et auto-évaluation et qu’il te permet de t'ouvrir sur des champs de
connaissances autres tels que :

= Faire de toi un acteur dans les différentes étapes de ton apprentissage, en abordant

les activités d’introduction.

m Te fournir de nouvelles connaissances en la matiére «définitions, propriétés...»

= Te doter de compétences et techniques pour affronter avec souplesse les différentes
situations dans la partie intitulée «pour comprendre».

= Evaluer personnellement tes acquis du tronc commun pendant la résolution des
activités préliminaires.

u Une pause de diagnostique te permettant de tester tes acquis, techniques et méthodes

congus dans les legons et te doter de la capacité de faire le bon choix pendant le travail,
dans la partie intitulée «je teste mes apprentissages».

u Des exercices et problémes variés qui visent I'application du cours, la consolidation des
acquis, 'approffondissement de la notion developpée et I'intégration des connaissances.

= Afin de consolider tes capacités dans 'emploi des outils de la technologie et de la
communication dans le domaine des mathématiques, nous avons réservé des pages de ce
manuel pour t2 faciliter 'usage de la calculatrice programmable et de quelques logiciels
informatiques a savoir « Zxcel, Geogebra, Calculatrice ».

Cher(e) éleve,
Nous espérons que tu pourras trouver dans ce manuel les moyens nécessaires a l'amélioration
et a la consolidation de tes capacités, a affronter et résoudre les différents probléemes de
mathématiques rencontrés lors de 'année en cours pour un avenir prometteur.

Les auteurs
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Je teste mes apprentissages

Cette page est une pause évaluative qui est formée de :
@ Je teste mes connaissances:

¥ Auto évaluation pour tester les acquis.

¥ Un arrét sur quelques lacunes.

iR

.Je teste mes techniques et mes méthodes:

sle

don

» Sentrainer sur les raisonnements mathématiques.

.nle m'entraine 3 faire des choix:

Des question 3 choix multiples

> Développent chez I'éleve la capacité a choisir par la pratique.
» Affronter des problémes et réviser les solutions proposées.
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¥ Questions sur les définitions, les régles et les propriétés vues dans la legon.

¥ S'entrainer et pratiquer des méthodes pour résoudre certains exercices.
|  » Lutilisation de méthodes appropriées pour résoudre certains problémes.

Je teste mes apprentissages
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Les exercices

bExercices d’application:

Des exercices regroupés «par théme» selon les

parties de la legon.

Pour les résoudre, on doit appliquer directement

les régles, les propriétés et les définitions
précongues dans la legon.

hxercices de renforcement:

Exercices visant Famélioration des apprentissages

et dont la résolution exige la mise en oeuvre des
compétences et techniques d’un niveau supérieur.

bxercices d’approfondissement et de synthése:

Exercices visant I'intégration des acquis, leurs

résolutions nécessitent des compétences et des

techniques en relation avec toutes les lecons déja
étudiées.
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I ACTIVITES PREPARATOIRES

N A N e i T Sie e Ty T R T ===

AETIVITES NUMERIQUES

3.5 ] —3x—2
A=5X3 g+l BE3x—
R 2
C:\/al 4_-;><4 D=3y/2-4/50 +2/128
E="F—X"5—x,/75 F= B
\/20 3 \/_ \/g"‘l \/3

Développement et factorisation
4_-Identités remarquables

Soit a un nombre réel.
Développer et simplifier:
— (2 . p= 1
A=(a—a+1)a=1); B=(2a-3)(3a+1)
a. Développer et simplifier

(BT <oy

b. Montrer que \/ +4/1 J_

ﬂMontrerque(9+J5 ) +(9— J_ )EN

n Factoriser:

G:(x9“2x+l)*(2x+l)(x—l);
=(2x—6)x+(x*—9) ;

(2= 5)— dx(x+4/5) ;

={af~ 1)+ 3x(x®—1).

)| Equations et systémes

Résoudre dans R les équations suivantes:

a. _3_3:2;1_ x;)- l-x b 2/2x—1=3x

& |2x=1|=0 d. [3x—1|=|2x+1]

e [2x+5|=2x+5 £ |x—1|=2x

E Résoudre dans R les équations suivantes:

a. x’—5x+15=0 B, ¥*—=Tx+12=0

Ba. Résoudre dans R I'équation x’—x—6=0

b. En déduire les solutions des équations suivantes:

x=Vx=6=0 et -5 —1=0

B a. résoudre le systéme:[zx +3y=17
3x—5y=1

4x +my =17

2mx—y =1

admet une seule solution pour tout réel m .

®12

b. Montrer que le systéme: {

, 1
| nombre 5

2 A(x)=3x"—4dx+1;

{ E Résoudre dans R les inéquations suivantes:

' n Effectuer la division euclidienne du polynéme

S S N RS S =T s ey

® Ordredans R

Comparer les nombres X et ¥ dans chaque cas

la. X=2/5—-5 et Y=/45-20/5

b. X=5/3-2/2 etY=7/2-4/3

BSoit a et b deux réels tels que:

-3<2a-1<5 et|b—3|< 3
a. Encadrer a et b.
b. Encadrer les nombres a — 2b et ab

ﬂSoit X un nombre réel tel que 0 < x < 1.
1++/x

'Onpose Y=—"»3

a. Montrer que 17 <y<lI.

I
T 2(1+vx)°

1
b. Monter que T

' €. Montrerque |y— 1| < —%—-Ix— 1].
' d. En déduire que 1 est une valeur approchée du

+40,8

al0™" prés.

Les inéquations

| 3 Déterminer le signe de A(x) suivant les valeurs

de x dans chaque cas:
b. A(x)=—2x"+x+1

a. (x—2)1-3x)>0 b 1-2%5<0,
2x2+5x—1 x+1 2
-3 =2 d. X Sx-f»l
x x—1
BComparer les nombres c+7 et 2 F ]

| suivant les valeurs de x.

20 Les polynomes

P(x) par (x—a) dans chaque cas:
a. P(x)=3x’+2x>—x+5 eta=2.
b. P(x)=—2x"+x*—1 eta=1.
€ Px)=x—3x*—x—2 et ga=—3.

E On considére le polynédme

O(x) =2 —x+(/2-2).
Vérifier que /2 est une racine du polynéme O(x),
puis déterminer l'autre racine de Q(x).
B On considére le polynéme
Px)=x"—3x"+/2x+4-2/2.

4




_
a. Montrer que P(x) est divisible par (x —2)
b. Déterminer les nombres a et b tels que:
— P(x) =(x—2)(x*+ax+b) pour tout réel x.

c. Ecrire P(x) sous forme de produit de polynomes
du premier degré :
d. Résoudre dans R I'équation:

| x/x—3x+/2x+4-2/2=0.
GEOMETRIE PLANE

m Calcul vectoriel

Soit ABC un triangle. M,N et P sont trois points
tels que:

M est le milieu du segment [AC],

AN =7 AB+3AC et MP= L5+ 1ac.
Faire une figure.

H-. Ecrire NM en fonction de AB et AC .

b. Vérifier que 3MP+NM =0 .

¢ Montrer que BP = %_5 .

En déduire que P est le point d’intersection des
droites (BC) et (MN).

m Droite dans le plan

Le plan est rapporté a un repére orthonormé

2Urs

il

al Montrer que le triangle ABC est isocéle.
Donner une représentation paramétrique de la
te (D) passant par A et de vecteur directeur
1;3).

terminer une équation cartésienne de Ia
Passant par B et paralléle a la droite (D).
terminer les coordonnées du point P inter-

Produit Scalaire

3C un triangle tel que AB=6.
SUppose que ABC est équilatéral
Culer le produit scalaire AB.AC .

ACTIVITES PREPARATOIRES

8 Montrer que les points A, B et C ne sont pas alingés.

FONCTIONS

b. Calculer le produit scalaire AB.BC .

B3 on suppose que ABAC=—75

Calculer BA.BC .

B On suppose que ABC est isocéle de sommet C .
Soit / le milieu du segment [AB] tel que IC = 4
Calculer les produits scalaires AB.AC ; BA.IC et
CBIC .

B on suppose que ABAC =— 3/2 et AC=2.
a. Calculer cosf?/A?E’, en déduire la valeur du
sim‘iﬁz‘.

b. Calculer BC'.

10U Calcul trigonométrique

Soit x un réel de l'intervalle ]O;£

On pose A = sinx. cosx(tanx = tanﬁf—x))
a. Montrer que A = sin’x — cos’x

b. Sachant que A = % ; Montrer que cosx =
puis déduire la valeur de tanx.

E Simplifier les expressions suivantes:

)+sin(7r —x)—3cosx.

r

_,/5
5

A= cos(m —x)+ 4sin(£2r——

B = sinx[(2sinx — cosx) + (2 cosx + sinx)].

W Calcul trigonométrique

On considére dans R I"équation
(E):(2cosx—y/3)tanx =0

a. Déterminer D I'ensemble de définition de I'équa-
tion (E).

b. Résoudre dans R I'équation (E) puis représenter
les solutions sur le cercle trigonométrique.

c. Déterminer les solutions de (E) qui

appartiennent a I'intervalle [—4—:13”—; — e 3;’577.

Résoudre dans l'intervalle ]—%%{ I'inéqua-

tion: (2 cosx — /3 )tanx > 0.

NUMERIQUES

ctivite 12

Par lecture graphique, répondre aux questions sui-
vantes:

Résoudre graphiquement I'inéquation f(x) < 0.
n Résoudre graphiquement I'inéquation f(x) > x
en fonction de « '

@13
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ACTIVITES PREPARATOIRES

B On suppose que f estune | /‘“
fonction paire. 4 \F:\
a. Recopier et compléter la :

figure.
b. Déduire le tableau des varia-
tionsde f.

Le plan est rapporté a un repere orthonorme
(O:7:7)-
On considére les fonctions f et g définies par

flx)=—x"+4x—3 et g(x)= _3x—_‘_x2

Déterminer |'ensemble de définition de chacune
des fonctions f et g.

E Etudier les variations de f sur les intervalles /
et J tels que / =[2;+ o[ et J=]—oc;2].

B Déterminer la nature et les éléments caractéristi-
ques de la courbe (C;) représentative de la fonction f.
ﬂ Déterminer les coodonnées de l'intersection de

(C;) avec les axes du repere.

B Déterminer la nature et les éléments caractéristi-
ques de la courbe C, représentative de la fonction g.
E Dresser le tableau des variations de g.

Constuire (C;) et (C,) dans le méme repére.

Fonctlons de references

Soit f et g deux fonctions definies par:
Alx)=x"+4x et g(x)=
(C) et (C
dans un repére orthonormé (0:7;/).

Déterminer l'intersection de chacune des cour-
bes (C) et (C") avec I'axe des abscisses.

B3 calculer f(—3);g(—3); A(=5) et (-

EJ a. Développer et réduire (x+2) — 4, en dé-
du. = la nature et les éléments caractéristique de la
cou > (C)

b.Cc  ruire (C) dans le repére (0:7:7).

na. ccrire g(x) sous la forme g(x) =
puis dresser le tableau des variations de g.

b. Sans faire les calculs, comparer les nombres:

0,123456789 _ 0,123456788
4.123456789 ©t 4,123456788 -

Bl construire (C') dans le repere (0;7:]) (Utiliser
® 14

X + 4
’) sont les courbes réspectives de f et g

b
x+4"

une autre couleur).
E Résoudre graphiquement l'inéquation:

x(xiﬁl )20'

Soit 4 la fonction définie par A(x) = x(4 —|x]|).
a. Montrer que 4 est une fonction impaire.

b. Déterminer graphiquement et suivant les valeurs
du paramétre m le nombre de solutions le I'équa-

tion: x|x|—4x+m=0.

GEUMETHIE DANS L ESPACE

Soit SABCD une pyram[de de base carrée ABCD
de centre O.

[ et J sont respectivement les milieux des seg-
ments [SA| et [SB]. !

Montrer que la droite (1/) est paralléle au plan
(SCD).

B3 péterminer Vintersection des plans (JAC) et
(SAD).

B Déterminer I'intersection des plans (SBC) et
(SAD).

ﬂ On suppose que la droite (SO) est orthogonale
au plan (ABC).

a. Montrer que la droite (BD) est orthogonale au
plan (SOC).

b. En déduire que les plans (SAC) et (SOC) sont

orthogonaux.

L 16 Géométrie dans l'espace

Soit ABCD un carré. M et N sont respectivement
les milieux des segments [AB] et [AD], et soit S
un point de la droite passant par M et orthogonale
au plan (ABC). P étant le milieu du segment L
(S #M)

BN 2. Montrer que (MN) / (sBD)

b. Déterminer 'intersection des plans (SBD) et
(MNP).

E Déterminer I'intersection des plans (SAC) et
(SMN).

EX Montrer que: (AD) L (54B).
n Montrer que: (AC) L (SMN).



=

lan

George BOOLE
1815-1864

athématicien britannique, créateur de la logique
thématique moderne, Boole applique a la logique
éthodes de l'algébre binaire, qui n'admet que les
X valeurs \ et - (vrai et faux). Au-dela de sa valeur
ue, I'algébre booléenne, qui unifie la logique et
thématiques, jette les bases de I'électronique
que et de I'informatique.

itions - opérations sur les propositions
)positionnelle - les quantificateurs

ents mathématiques

L analacte

s et AT i bl

Objectifs de la legon

» Connaitre la définition d’une proposition.

» Déterminer la valeur de vérité d’une
proposition.

» Connaftre la négation d’une proposition.

» Connaitre la conjonction et la disjonction de
deux propositions.

» Connaitre I'implication et I'équivalence de
deux propositions.

» Utiliser les opérations sur les propositions.

» Déterminer la négation d’une implication.

» Connaitre la définition d'une fonction
propositionnelle.

b Connaitre et utiliser les quantificateurs.

» Connaitre les raisonnements mathématiques
(Raisonnement par I'absurde - Raisonnement
par contraposée - Raisonnement par
disjonction des cas - Raisonnement par
équivalence - Raisonnement par récurrence).
» Utiliser les raisonnements mathématiques.

» Etre capable d’utiliser le raisonnement
mathématique convenable suivant la
situation étudiée.

» Etre capable de mener un
raisonnement mathématique lucide et
logique.

Chapitre 1. Notions de logique . 15



ACTIVITES

ACTIVITES D'INTRODUCTION

. Proposition

1. Recopier le tableau suivant et mettre une croix dans la case qui convient.

Vrai | Faux

1 | Tout nombre pair est divisible par 4
2 La _somme de deux nombres impairs est un nombre

pair
3 ﬁ est un nombre rationnel
4 | La translation conserve les distances
5 |La fo_nction x+ x° (ot x € R) est une fonction paire.
- T?utes les droites orthogonales dans I'espace sont

sécantes. N

2. Y-a-il dans ce tableau des phrases qui sont a la fois vraies et fausses?

Les phrases mathématiques qui figurent dans le tableau précédent sont des
énoncés mathématiques corrects et ayant un sens qui peut étre soit vrai, soit
faux, et sont appelées «propositions mathématiques». J

Si une proposition est vraie, on note par (V) sa valeur de vérité et si elle est
fausse, on note par (F) sa valeur de vérité .

Fonction propositionnelle

On considére I'expression : (x € R);x*—x=0.
1. Pour x = 2on obtient « 2> — 2 = 0 » c’est une proposition vraie.
Pour x = %on obtient « (17) —% = 0 » c’est une proposition fausse.

L'expression « x* — x = 0 » est-elle vraie pour :
B x=-17 b B
B x=3? Bl x=

Lexpression : «(x € R); x*—x = 0» est vraie pour certaines valeurs de x

2

W[t I|—

5

et fausse pour d’autre valeurs. On dit que cette expression est une fonction
propositionnelle.

2. Soit E I'ensemble des solutions de I'inéquation: x’—x = 0 ol x € R.

Bl Déterminer I'ensemble E .

Pour tout x€FE, «x’—x=0» est une pfoposition vraie et on écrit :
(Vx€E);x»*»—x=0

qui se lit : «pour tout x appartenantd E, x’—x = 0».

Chapitre 1 @ 16

Info :

Le symbole « V » est
appelé quantificateur ui
versel qui se lit : pour t€
ou quel que soit.

La proposition :
«(Vx €E); A(x)»se
«Pour tout x appartel
N A(x) » ou «Qi{
que soit x de E, A(a



) Les propositions suivantes sont-elles vraies?
p(VxeR);x¥*—x=>0 » Le symbole « 3 » est appelé
e[ quantificateur existentiel qui
p(vxeQ);x*—x=0 se lit : il existe au moins ;
3. Il existe des éléments de I'ensemble () qui vérifient I'inéquation: » Laproposition: «
3 (3x € E); A(x)»selit:il
«x’—x = 0» (par exemple x = 5 = :
) (p E ) 2 ) . existe au moins un élément
On exprime cette phrase par 'écriture: (Ix € Q) ;x> —x = 0. x de E tel que A(x);
Les propositions suivantes sont-elle vraies? cela veut dire qu'il existe au
o S moins un élément x de F
»(FEN)F-x20 pour lequel A(x) est vraie.

x € E» selit : il existe au moins x de E.

»(IxeQ);x*—-320 '

M utiliser les connecteurs logiques "ou" et "et"

Recopier les expressions suivantes et les compléter par 'un des liens logiques
suivants: «ou» ou «et»

1. x(x—1) = 0 signifieque: x=0....x =

2. ABCD est un losange signifie que : AB=DC .... AB = BC.

3. ABC est un triangle équilatéral signifie que : AB=BC .... AB=AC.

4,Soit x unréel,ona: |x|=x ... |x|=—x

5.50it x et y deux réels. x <y signifieque: x <y ... x=y.

ol x - ¥ . pe

6.50it x unréel. |x|< I signifieque: x < 1...x>—1.

%Sﬂlt x unréel. |x|> 1 signifieque: x>1 ... x <—1. j
/

Négation d’une proposition

 une discussion entre Fatima et Ahmed, qui consiste  ce que Fatima
!-ﬂqnne la négation de tout ce que dit Ahmed, et qu’Ahmed donne la né-
N de tout ce que dit Fatima.

dier et compléter le tableau suivant :

N 7 Valeur de vérité @ Valeur de vérité
gue de Le dialogue ‘ ;
z FAkinad du dialogue de du dialogue
g Fatima d’Ahmed
/2e N Faux

JI1+y2 <5

1516 est

le de 4

« | (—2F=-2 I
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ACTIVITES

" limplication logique - L'équivalence logique

1) Soit ABC un triangle rectangle en A et non isocele.
On considére les propositions suivantes :
p: « ABC est un triangle rectangle en A».
q:«BC*= AB*+ AC*»
r: « ABC un triangle isocéle rectangleen A»
s:«ABAC=0»
- «Si ABC est un triangle rectangle en A, alors : BC" = AB*+ AC? » est
une proposition vraie.
On exprime ceci en disant : si |a proposition p est vraie, alors la proposi-
tion g est vraie. On dit aussi : la proposition p implique la proposition ¢ ;
etonécrit: p=gqg.
1. Les implications suivantes sont-elles vraies?
»g=p
P p=S
2. La proposition : « ABC est un triangle rectangle en A si et seulement si
BC? = AB? + AC? » est une proposition vraie (c'est le théoreme de Pytha-

b p=T
bS=p

gore).

On exprime ceci en disant : La proposition p est équivalente a la proposi-

tion g;etonécrit: p < q.

11) Déterminer, parmi les propositions suivantes celles qui sont vraies :

El soit 7 un entier naturel; (n pair)=(n+1 impair)

B soit x unréel; (x=1) = (x*=1)

Soit x un réel non nul; (IY < (})m (x > 0)'

El soit A, B et I trois points du plan.
(TA + BI = 0) < (I milieude [AB]).

Raisonnement par disjonction des cas

On considére dans R l'équation : (E):|x+1]+|x—1]=]x]
1. Bl ecrire | x+ 1], |x— 1] et | x| sans le symbole de la valeur absolue

suivant les valeurs de x.
b Recopier et compléter le tableau suivant en utilisant les résultats de la

question a).
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Henri Poincaré
(1854-1912)

Le symbole « < » selit s
«équivalent» ou «équivat
a» ou «si et seulement si




elit:
yuivautt On propose deux raisonnements dans lesquels on va utiliser le symbole « < ».

X —oc -1 0 1
|x+1]|

le—1

| x|

2.Résoudre I'équation (E) dans chacun des cas suivants en s’aidant du ta-
bleau précédent :

Bxel-o-1] B x<(o;1]

B xel-1:0] Bl xe(1;+ o

solution de I'équation (E) nécessite de réduire et simplifier I'expression,

soudre dans des intervalles précis.
de raisonnement est appelé raisonnement par disjonction des cas.

M Raisonnement par équivalence

:nt si» L'un de ces raisonnements est faux, dire lequel en justifiant la réponse.

»Soit x un réel,

Ona: /x’'+3>2—x*+3>4
= x>1
=x=1

. X un réel strictement positif,

fat 22 x+ o220

L.

= (x—1)V=w

Raisonnement par récurrence

idere la propriété P(n):2" > n ot ne N.

que la proposition P(0) est vraie.

rque: P(n)= P(n+ 1) est une proposition vraie pour tout n € N.
isant le raisonnement déductif, en déduire que P(5) est vraie.

: P(0) est vraie et la proposition P(n) = P(n+ 1) est vraie

; on admet dans ce cas que P(n) est vraie pourtout n € N,
> n pourtout ne N.

Sonnement est appelé raisonnement par récurrence.

Peono Guiseppe
Peano (1858-1932)

Info :
Ce type de raisonnement

s'appelle raisonnement par
équivalence.

Pour démontrer ce type
de propriétés, les mathé-
maticiens (surtout Henri
Poincaré et Peano) ont
découvert «l'axiome de
récurrence» ce que l'on
appelle aussi «le principe
de récurrence».

Info :

Pour montrerque p = ¢
est vraie, on suppose que p
est vraie et on montre que la
proposition g est vraie.
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LE COURS

Propositions - opérations sur les propositions (Les connecteurs logiques)
1- Propositions
» Tout énoncé mathématique qui a un sens qui est soit vrai, soit faux, est une proposition (ou assertion).
Une proposition est notée: p, g, r, s..., A, B, C...etc
On désigne par 1 ou V' la valeur de verité d’une proposition vraie et par 0 ou F la valeur de
verité d’une proposition fausse.

» Une table de vérité est une table qui indique si une proposition p, construite a partir d’autres
propositions A, B, C ... est vraie ou fausse suivant les valeurs de vérité de A, B, C...

2- Opérations sur les propositions (Les connecteurs logiques)

e Négation d’une proposition table de vérité de

DEFINITION LB

~ — - p | (non p)
On note «non p» ou « p » ou « T1P » La négation d’une proposition p, 1 0
c’est -a-dire la proposition qui est vraie si p fausse, et fausse si p est vraie.

| 1 |

Remarque

Une proposition est soit vraie, soit fausse, et elle ne peut étre a la fois vraie et fausse.

* Conjonction de deux propositions

i DEFINITION |

La conjonction de deux propositions p et ¢, notée « p et g» ou« p A g»
est vraie si les deux propositions p et g sont vraies.

* Disjonction de deux propositions

N DEFINITION

La disjonction de deux propositions p et g, notée (p ou g) ou (pVgq)
est vraie si au moins une des deux propositions p ou g est vraie.

Remarque
a) (p et p) est une proposition fausse. b) (p ou p ) est une proposition vraie.

e L'implication de deux propositions

i DEFINITION

Soit p et g deux propositions. L'implication de g par p, notée (p = ¢),
se lit « p implique g » (ousi p alors g) est vraiesi p et g sont vraies ou
si p est fausse. "

Remarque

1.Si p estvraie et (p = g) vraie alors g est vraie.
2. l'implication (g = p) est I'implication réciproque de I'implication (p = ¢).




jues)

[E® Négation d’une proposition
tion). Itponner la négation des propositions suivantes :

7l »p:(V2+/3V =5 q:n+1>4 » r:y2€Z

. Ona:
)E:(ﬁ+ V3V#5 s g:n+1<4» r:/2&7Z

B3 Valeur de vérité d’une proposition

Donner la valeur de vérité des propositions

5

» pross(B)= 05
[i+/6> 8 oo

» p est une proposition fausse car :

—1scos%51et-‘/2§—>1

[y

|o

ntes :

—

» g est une proposition vraie car :
(y2+/6)=8+2/12
Onaengénéral pourtout a=0et h=>0:

Ja+b</a+/b

» 7 est une proposition fausse car :

i)
&

|

48 (J2+1)V=3+2/3 donc: y2+1> /3 et par
== ;ulte V3 - V2 <1
| JIEB Utiliser une table de vérité
j l'aide d’une table de vérité que les

_. ons: (p=¢q) et (p ougq)ontla
p oug
2 de vérité.

a valeur de vérité des propositions

V251) » g:(n>3=>m=10)

Pl49|p| poug | P=4q

1|0 1 1
It (oo 0 0

Bl | 1 1 1
oo |1 1 1

' OU g)et (p= qg) ontla méme valeur de
S Cé cas on dit qu’elles sont équivalentes.

ﬁEZ=ﬁ> 1) s’écrit
ouy2 > 1)

est une proposition vraie (y/2 > 1 est une

POUR COMPRENDRE

proposition vraie) de méme que 2 £7).
10)
est une proposition fausse car 1 < 3 est fausse et

» g:(m>3=>m=10) sécrit (<3oun’=

> = 10 est fausse.

Utiliser une table de vérité

1. Soit p et g deux propositions.

Montrer a I'aide d’une table de vérité que
(petq) et (p ou g) ontla méme valeur de
vérité.
2. En déduire la négation de chacune des proposi-
tions suivantes :

Soitae R, b€ R; m et n deux entiers naturels.

+ —
T e ST LR ("+b)22(“ by,
vi«emn=mtnoumn>ntm»
1.0na:
plq|p|q|(petq)|(petq)|(pouq)
1(1(01|0 1 0 0
1010 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1
0|0 1 1 0 1 1

Donc, a partir de cette table de vérité, on conclut
que (petq) et (p ougq) ont la méme valeur de
vérité.

On a de méme (pouq) et (petg)ont la méme
valeur de vérité.

2. Application :

La proposition u s’écrit : «a*+b>=(a+b) — 2ab
(at+b)z;‘r(a—b)2 "

et (a+b)—2ab=

Donc: u (la négation de u)

est:«(a*+b*#(a+ b)Y —2ab) ou
+b) +(a—

(a+bF—2ab+ 9 b)zz(“ by

La négationde v est: v :

«mnEmtnetmn<m+nn»
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e Equivalence de deux propositions

l

1

Les quantificateurs

Chapitre 1 @ 22 )

Soit p et g deux propositions. Léquivalence de p et g notée p < g estla Table de vérité de (» —§
proposition qui est vraie si p et g sont simultanément vraies ou simultané- D; 11 -*";':”"—
ment fausses. ‘1]0| o
p < q selit:( p équivauta g)ou(p siet seulementsi: g)ou ( p siest équivalenta g). |0 % ‘1’

|

Remarque
(p <= q) est la proposition : [(p = g) et (p = q)]
Propriété ( Lois de Morgan )

Soit p et g deux propositions, » (petq) = (pougq) y (poug)=(petq)

1- Fonction propositionnelle

i DEFINTION

On appelle fonction propositionnelle tout énoncé mathématique contenant une ou plusieurs varia-
bles appartenant a un ensemble E et qui devient une proposition a chaque fois qu’on remplace la
variable (ou les variables) par un élément (ou des éléments) de E.

Une fonction propositionnelle est notée généralement A(x), B(x), A(x;y), A(x;y;2), etc.

Exemple: Soit la fonction propositionnelle Alx):x*=xou xeR.

Ona: A(-lz—) est une proposition fausse mais A(3) est une proposition vraie.

2- Quantificateur universel et quantificateur existentiel

Soit A(x) une fonction propositionnelle définie sur un ensemble E.
On pose : A = {x € E/A(x) est vraie}

» Si A = E cela signifie que tous les éléments de E vérifient la propriété A(x), c'est-a-dire pour !
x de 'ensemble E, ona A(x) vraie. On écrit : (Vx€E); Alx). -
Le symbole V se lit «pour tout» ou «Quelque soit» et est appelé quantificateur universel.

Exemple: p:(Vx € R);(x’ € Z) est une proposition fausse. (car T €Z)

»Si A # ¢ Clest-a-dire, il existe au moins un élément x de I'ensemble E qui vérifie la propriété
On écrit : (E!xEE);A(x). i

Le symbole 3 se lit «il existe au moins» ou tout simplement «il existe» et est appelé quantificateur existe

Remarque

léquation x* — 24/2x + 2 = 0 admet une solution unique dans R a savoir « x = y2 ».

On écrit : (EI!xER);xz—%/EerZ = 0.
Le symbole 3! se lit «il existe un unique...» ou «il existe un seul...».

3- Négation d’une proposition avec quantificateurs .
a) La proposition « (Vx € E) ; p(x) » signifie que ! b) La proposition « (Ix € E) / p(x)» signifie gt
tous les éléments de E vérifient la propriété existe au moins un élément de E qui vérifie

p(x), sa négation est «il existe au moins un élé- propriété p(x); sa négation est: «Aucun élémé
ment de £ qui ne la vérifie pas». de E ne vérifie la propriété P(x)».

(Vx€E); p(x) = (3x€E); p() Ex€E); pix) e (Vx€E); plx)




-4

ria-
2 |a

Négation d’une implication - utilisation

de la loi de Morgan
1.0navuque: (p=gq)=(pougq)
En déduire a I'aide de la loi de Morgan la négation
de (p=q).
é Donner |a négation de chacune des proposi-
tions suivantes :
p:(ve>0);lal<e=a=0

G(VxeR);x>2 x> 4

B (e R e z; .

fv(a;b) eR):(a*+b*=ab ou a*+ 1#a)

1.0na: (p=¢q)e=(pouq)
Donc: (p=q) = (pouq)
— (pet q) (d’aprés Loi de Morgan)
Ainsi: (p=¢g)=(petq)
2> p:(Fe>0);lal<eeta#0
»g:(AxecR);x=2erx*< 4

R sécrit 3(x;y;2) € R xE—l =yt y= Z; l
d’aprés loi de Morgan :
_ x " i
V(xy;2) e R); (x2 1 #youy#= 5 1)

méme d’apreés la loi de morgan.
B(a;b) e R): (> + b* <abeta*+ 1 = a)

Utilisation des quantificateurs
| hrases suivantes a l'aide des quantifi-

ntier naturel n il existe au moins un
| k telque: n < k.

2 tout réel est positif.

e fonction numérique définie sur R

1EN)(Fke N):n <k
ER);x*>0
IER);(VxER);f(x)= c

POUR COMPRENDRE

I Ordre de quantificateurs
Plusieurs quantificateurs peuvent figurer dans une
phrase mathématique; I'ordre dans lequel ils sont lus
est trés important, et modifier leur ordre peut changer
le sens de la proposition et méme sa valeur de vérité!
Par exemple les deux propositions :
p:(vxeR):(FIyeR)x<yet
g:(Jy e R);(vx € R); x <y sont totalement
différentes : p est une proposition vraie, mais g est
une proposition fausse.
Mais dans d’autres exemples, il se peut que les deux
propositions bien que différentes soient toutes les
deux vraies, par exemple :
r:(vxe N ):(3y e N'); y divise x et
s:(3y e N"):i(vx € N'); y divise x ..
(NB: Pour la proposition r on prendra y = x et
pour la proposition s on prendra y = 1).
Néanmoins, on peut permuter deux quantificateurs
de méme nature et les deux propositions sont équi-
valentes, par exemple :
p:(vxeR)(VyeR); -y =(x—y)Nx+y)
pi(VyeR)(vxeR);x*—y' =(x—y)x+y)
r:(AxeZ)y@Gyez);x’=y’
ri(IyeZ)y(FIxkeZ);x’=y.

[ED utilisation des quantificateurs

Montrer que :
(VxeR);(3y e ]-o;1]);3x’y—x+y=0

Soit x€R,0Ona:3x’y—x+y=0
donc: y(3x*+ 1) =x etcomme 3x’+1# 0

(car x° ==3 n‘admet pas de solution dans R).
X

i
il reste a montrer que y < 1.

alors: y=

Ona:y—1= ﬁ— 1
_ x—?xz— 1 =~(3x2—2x+ 1)
3+ 1 3x"+ 1
Ona:(vxeR);3x*—x+1>0
(car A=—1leta>0 (a=3))et3x*+1>0
donc: y—1 < 0 cest-a-dire: y < 1
Ainsi: (VxeR);(3ye-oo;1[) /138y —x+y=0
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 LECOURS

Les lois logiques et méthodes de raisonnement

I DEFINITION |

| 1- Raisonnement par déduction

‘ - Exemple: Montrer que : (vneZ);(16n*—48n+33)e N’

Toute proposition construite & partir d’autres propositions liées entre elles par des connecteurs et qui
j est vraie indépendamment des propositions qui la composent, est une loi logique.

Il consiste a appliquer la loi logique : [p et (p = q)] = g .C'est-a-dire, si p estvraie et (p = g) est
vraie alors g est vraie.

Soit n € Z, puisqu’un produit, une somme et une différence d’entiers relatifs sont des entiers rela-
'tifs, on en déduit que : (16n* —48n+33) e Z.

|

Bhapltre 1924

| « Exemple: Montrer que : (vx € R+)(x +£4=Jx—1+# —i—)

'Etona: 16n’—48n+33 =4(2n—3) —3 etcomme 2n—3 # 0 alors 2n—-3y=1
‘Parsuite: 4(2n—3F—3>1>0.Ainsi: (neZ=4(2n—3Y—-3€eN’)
‘Donc: (16n*— 48n+33) € N', finalement (Vrn e Z);(16n* — 48n+33) € N".

2- Contraposée (raisonnement par contraposé)
Limplication (g = p) est appelée contraposée de I'implication (p = g) etona: (p=g) < (g=p)

Soit x € R" par contraposée montrons que : (J_—I — 4 =Xx= 4)
Ona:yx—1=7=x—4/x+4=0

=>(/x—2)V=0

=x=4

Remarque
Si (p=q) et (g=r) alors (p = r) (On dit que I'implication est transitive).
== Conséquence:si (A = B,) et (B, = B.) et (B, = B;) et... (B, = B) alors (A = B)(Les implications successive
n

3- Raisonnement par équivalence
Il consiste a appliquer la loi logique :Si (p < ¢) et (g < r) alors (p < r) (Transitivité de l'équivalend
- Conséquence:si (A < B,) et (B, = B,) et (B, < B:) et... (B, = B) alors (A < B).

- Exemple: Montrer que : (vx €[1; + o) ; L2 5%—
‘ Soit x€[1;+oof ; ¥Xx—1 1 <1. ( )
% = xz — 4

i
= dx—4<x* ;(carx’ >0)
= 0=<(x—2)

a=1

et comme (x—2) > 0 estune proposition vraie, alors : =

I i —— TSRS RS

% LAinsi i vx €[1; + oo ;

4- Ralsonnement par disjonctcon des cas
On applique ce raisonnement lorsqu’on veut démontrer une implication de la forme (pougq)=Ti
utilise alors la loi logique : [(poug)=r]=(p=r)et(g=r) (1) '
C’est-a-dire on distingue deux cas : ou bien p est vraie et il faut démontrer que r est vraie, ou b
est vraie et il faut démontrer que r est vraie.

Genéralem.ent on a la loi logique (2) suivante :

[(A ou A; ou As ou...ou A,) = B] = ((Ai = B) et (A, = B) et (As = B) et...et (A, = B)) (2)



- Raisonnement par contraposé

't qui Montrer que: (VxER;Vy e R)

X 2
na-(x}’#lefx?é)’)*xz_i_x_i_l?éy2+y+1
it SoathRetyER
Montrons que :
X = b s(x=youxy=1)
ela- | Xrx+l  yty+l s
Ona:
X = . =x(yY+y+1)=y(x’+x+1)

F+x+1 y+y+1
=sxy tay+tx=y’+w+y
=x—xy+tx—y=0
=xy(y=x)—(y—x)=0
2 =(y—x)xy—1)=0
; =y—x=0ouxy—1=0

=x=youxy=1

Donc : y
a1 iy o x=youny=1)
D'oli par contraposée :

: X Y
Pletxy)= o 577 Vty+1

@ Raisonnement par Equivalence

i(a+b=0e=a=b=0)

assi ;

rles réels x et y tel que:
X+
y—d=>52 (1)
ilence
ER etbheR'

= 0 alors a+ b = 0 (évident).

roquementsi a+b =0, alors: b =—

e a=0 alors b<0

tientalors: b>0et h <0

:b=0ora=—pdou:a=0
atb=0=a=b=0)

CER et ye R tels que :

t2/y-1=232 ()

existe si et seulementsi x— 1> 0 et

ix=>lety>4

POUR COMPRENDRE

etona:

(l)czvzm-i--’h/yj:x-f-y
—=x—2/x—1+y—4/y—4=0
=(x—1-2/x—1+1)+(y—4-4/y—4+4)=0
ﬁ(m_ l)2+(»/y—_4—2)2=0

etcomme(\/x— 1-1V=0et(J/y—4—-2V>0

vx—I—I-O
Alors: (1) s et
Vy—4—2=0
vx—1=1
e 1€l
Vy—4=2
x—1=1
s let
y—4=4

=>x=2ety=28
Ainsi ;

+
Jx—1+2/y—4= 2y<=»x—2ety 8
Dou: x=2ety=38

Raisonnement par disjonction des cas
IMontrerque: (VxeR);lx—2|<x*—2x+3

lercas:

Si x—2 =0 c'est-a-dire: x = 2 alors :

[x—2|=x-2

et [x—2|<x*—2x+3e=x—2<x*—2x+3
—=0<x*—3x+5

etcomme A=—1leta>0 (a=1)

Alors: x*=3x+5 > 0 pourtout x € R

Donc: (Vxe€[2;+o]);|x—2| < x*—2x+3

2iéme cas :

Si x—2 =<0 cest-a-dire : x < 2 alors:

|x—2|=—x+2

et|x—2|<x¥*—2x+3e=—x+2<x*—2x+3
= 0<x—x+1

etcomme A=—3eta>0 (a=1)

Alors: x*—x+1 > 0 pourtout x € R

Donc: (Vx € |—o0:2]):|x—2| < x*—2x+3

Conclusion: (Vx € R);|x—2|<x*—2x+3
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5- Raisonnement par I'absurde

Ce raisonnement consiste a appliquer la loi logique : [p=(get p)l=p
En principe pour démontrer par l'absurde qu’une proposition p est vraie, on suppose que p est faus
se, C’est-a-dire sa négation p est vraie, et on montre que : (p = (get q)) estvraie, ce qui contredit
le fait que «le vrai n’implique jamais le faux» (car p est une proposition vraie et (g et q ) est fausse),
Donc p est fausse et par suite p est vraie.

.. Exemple: Montrer que : (si a € Q et b£Q)alors : (a+b)ZQ
Soit a € Q et bZQ, montrons que: (a + b)£Q.
Par I'absurde, supposons que: (a+b) € Q
Dong, il existe c € Q) telque: c=a+b
D'oli: b=c—a.Ainsi b€ Q, ce qui est absurde. Donc: (a+ b) & Q

6- Raisonnement par récurrence

Soit p(n) une propriété qui ne dépend que de I'entier naturel n.

Propriété (Raisonnement par récurrence) ou (Principe de récurrence)

1ére forme : 2éme forme : Soit no € N
si(1) p(0) est vraie. si(1) p(n) est vraie. __
(2) Pourtout 7 € N ; (p(n) = p(n+ 1)) estvraie. | (2) Pour tout n=n, ; (p(n) = p(n+1)) estvria
Alors, pour tout n € N, p(n) est vraie. Alors, pour tout n = n,, p(n) est vraie.
- Exemple:

Montrer que : (Vn € N);2" > n
Soit p(n) la propriété: 2" > n,ou n € N.
»Ona:2"=1donc 2°> 0 et par suite p(0) vraie.
C’est-a-dire que la propriété vraie pour n = 0.
» Soit n € N, montrer que : p(n)=p(n+1)
Clest-a-dire (2" > n)= (2" >n+1)
Pour cela, supposons 2" > n (Hypothése de récurrence) (H.R)
et montrons que : 2" > n+1
Ona:2"™'=2%x2"=2"+2"
etcomme 2" > n (H.R)et 2" =1
alors, par somme, 2" +2" > n+1
ainsi: 2""'>n+1
' Donc: (P(n) = p(n+ 1)) (on dit que la propriété est héréditaire).
| Conclusion :
i Ona: p(0) estvraie.
et (vne N):(p(n)=p(n+1)) vraie.
Donc, d’aprés principe de récurrence (va € N) ; p(n)
Clest-a-dire: (vne N);2" > n
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- B Raisonnement par I'absurde
t faus- IltSoit a un entier naturel non nul.

redit @gﬂontrer que @’ + 1 nest pas un carré parfait.

usse).
Par 'absurde, supposons que a” + 1 soit un carré

parfait, donc il existe n € N tel que: a*+1=n".
(neN cara’+1>0).
ona:d’<a+1<(a+1);

(car (a+ 1Y —(a*+1)=2aet 2a > 0)

Dot : a* < n* < (a+ 1), et par suite :
a<n<a+tl.

C'est-a-dire, il existe un entier strictement compris
entre deux entiers consécutifs, ce qui est absurde.
Donc @’ + 1 n’est pas un carré par fait pour tout
ac N°.

| 2  Raisonnement par récurrence

- que pour tout n € N,

. , _ nln+1)2n+1)
B e g il 6

ERTENCE

:1a propriété est vraie pour n = 1.
oit ne N”.

)osons que :
92432 4= n(n+1’)5(2n+l)

Bt 3+ A+ (n+1) = ("H)(”Gz)(z"ﬂ?

a: P +2°+ 3+ .+ = ”("+1)6(2"+1)
+22+32+".+n3+(n+ 1)3
_ nln+ l)6(2n+ 1.6 pyet 7

_nln+1)2n+ 1)+ 6(n+ 1)
6

- (n+ 1)(n@2n+ 1)+ 6(n+1))
6

_ (n+1)2n*+ Tn+ 6)

L 6
*2)2n+3)=n*+3n+4n+6
=n'+7n+6

(n+1)n+2)2n+1)
6

wtn'+(n+1y =

POUR COMPRENDRE

Ainsi la propriété est héréditaire.
Conclusion : d’aprés principe de récurrence :

(VhneN'); 1P+ 2°+. . +n’= ”(”+1)6(2ﬂ+1).

Raisonnement par récurrence
Montrer que : (Vn € N);4"— 1 est un multiple
de 3.

POna:4"—1=1—1=0 et0estunmultiple de 3.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.
» Soit n € N, supposons que 4" — 1 multiple de 3.
Cest-a-dire: 4"— 1=3k ou ke N,
et montrons que : 4""' — 1 est un multiple de 3.
C'est-a-dire: 4""'— 1= 3k’ (o k' € N)
Ona:4"—1=3k donc: 4"= 1+ 3k.
Donc: 4"'—1=4X4"—1

=4(3k+1)—1

=4X3k+4-1

=3X4k+3

= 3(dk+1)

=3k"olu k'=4k+ 1€ N.
Ainsi, la propriété est héréditaire.
Conclusion : d’aprés principe de récurrence :
(Vvn € N):4"— 1 est un multiple de 3.

B3 Raisonnement par I'absurde
SoitaeR.
Montrer que : (Ve > 0);lal<e)=a=0

Supposons que: ((Ve >0);|a| <€) et montrons
que a = 0.

pour cela, raisonnons par I'absurde, supposons
que a # 0

Onadonc: |a|> 0

et comme (Ve > 0):|a|< e

on prend: € = |€21_l (par exemple) on obtient
la|
lal <5

Ainsi: 1 < ;— contradiction.
Donc:a=20.
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EXERCIGES

RESOLUS
l’:‘ FRCICE RES( m disjonction des cas

¥ Montrer que

(VxeR);yx*+x+1 +x+——>0
B Montrer que (Vx € R);x*—x*+2 > 0 (on dis-
tinguera lestroiscas :x <0, x> let 0 <x <1

Hsoit xe R

Ona: x’+x+1>0(carA=—3eta>0
(a=1))

Donc: yx*+x+1>0
Montrer que vy x°+x+ 1 +x+—é— >0
=]

0, c'est-a-dire x =2 -5

1% cas : si x+1§>

alors /x*+x+1 +x+17> 0

2ierhe cag : s x+—-lj < 0, clest-a-dire x < _Tl

Ona: 'y 1\
e W “"(“71)
1{x2+x+1—(x+~2~)

3

4

Jrrx+l—(x+5)
Comme—(x+ )>0etm>0
alors m—(x+%)>0.

Conclusions : (Vx € R); Jx—+xT+x+ >0

Remarqgue

Ona:(VxeR);x¥*+x+1 —(x+2) %
(forme canonique)

Réppel: )(2+AX=(X+%)2—(
X -Ax=(x-%

Donc: x*+x+1 >(x+ é)

Et par suite : M> 'x-i—-%—l

>—(x+3),

donc: Vx*+x+1> —(x+*12~).

Ainsi W+x+]§ >0

Conclusiop: (Vx € R);vx*+x+1 +x+% > 0
Bl Montrer que (VxeR)x'—x*+2 >0

or |x+%|

1%cas: x <0 [ 2*cas: x 2 1 3etecas:: I
0<x<1l B
.Jalors =it 20 Alors x*' = x* Ona i
et x'=0. Donc x*—x%°>0|0<x*<1<2
D'olr : et par suite Donc: 2—x’ > 0
Y= +222 |x=-x*+2>0 |etx'>0
Ainsi: Dol :
X+x*+2>0 xX—x+2>0

Conclusion: (VxeR);x*—x'+2>0

" EXERCICE RESC

m Raisonnement

par équivalence

a 1
Bl Montrer que: V(a;b) €(R"); a+b >=4r8
Soit (x;y) € (R™) tel que x* +y* = 1.
Montrer que: 1 < x+y<y2.

-50|ta>0etb>0
Montrons que - +b

3a—b

3a—b

Comme a+b > 0 alorsona:

Doncl <x+y
d’autre part :

> 200 s 4’ > (a+b)(3a—b)
> d4a’ > 3a*—ab+3ab—b*
—=a—2ab+b =20
—(a—by=0
Et comme (a—b) = 0 est une proposition vraié,
alors cj:b = 3a4—b est vraie.
Donc: V(a;b) € (R'); >3a=b
a+b = 4 .

Bl Soit x > 0 et y > 0 telsque x’+y* = 1.
Montronsque: 1 <x+y< ﬁ
Ona:l<x+ye1<(x+y) (car x+y > 0)
e | <x’+y +2xy
= 1<1+2xy (car x*+y' 3
= 0 < 2xy
Orx>0ety>0dol2xy>0
Ainsi, la proposition 2xy > 0 est vraie

x+y<V2 = (x+yfF<
= x'+ y* + 2xy < 2(x? +y%);
= 0<x*+ y' — 2xy
0<(x—y)
Et comme (x —y) = 0 est vraie
alors x+y--‘§ﬁ est vraie
Conclusion: | < x + yéﬁ

|

2'(Carx+y>0)

(Car xz -4 y?, =




LA T,

¢ >0

| EXERCICE RESC

. Résoudre dans R I'équation: v3x +4 = x

; et I'inéquation m >x+2 (2).
Méthode :

Pour résoudre une équation du type YA =

suivre les étapes suivantes :

'» Ensemble de définition D:

£ (1)

vraie,

x€ED—AERetA>0
Soit x€D :J/A=Be A=BetB>0

Résolution de 'équation (1) : V3x+4 =x

Etape 1:L'ensemble d’existence .

Soit D, I'ensemble de définition de cette équation.
D={xeR/x+4>0}=[-F:+oo

Etape 2 : Résolution

Soit x€D, V3x+4 =x3x+4

=x"etx=20

(1) =x—3x—4=0etx>0
L =(x=—loux=4)etx=0
| —x=d
| Dol 4 est I'unique solution de I'équation (1) .
| Ainsi S={4}.

|
|

8solution de I'inéquation (2)

2+ —3>x+2

tape 1 : ensemble d’existence.

. D, 'ensemble de définition de cette iné-

jon: D, ={xeR/x*+2x—32>0}
W+ 2 —3=0;A=16, x,=1let x;=—3

—oo -3 1 +e
= B R
D =]-o0; - 3]U[1; + oo
2 : Résolution :
de signe de x + 2.
=0 =3 -2 i +o0
= [:) %
Bl e ]‘oo; - 3]
+2<0donc yx*+2x—3 >x+2 est
tout x € |—o0; — 3], S, = |- o0; — 3]

isi xe[l:+ o] donc x+2>0
+2x=3>x+2 e x*+2x—3>(x+2)

—=—2x—7>0

4=»x<-—‘g—
]"00,‘:21[0[1,+00[= @
SiUS, = |—oc; — 3]

EXERCICES sesovus

' EXERCICE RESOLU 4 RLEELUEUEL
par récurrence
Bl Montrer que (vn e N);1+3+5+_.+(2n+1)=(n+1)

B Montrer que (vn e N‘);1+%+ %+ ,__+#s2—';

E¥ Montrer par récurrence que :
(vneN);1+3+5+..+(2n+1)=(n+1)
»Pour n=0onal=(0+1).

la proposition est vraie pour n = 0.

»Soit ne N
Supposonsque:l1+3+5+..+(2n+1)=(n+1)
Montronsque: 1 +3+5+..+(2n+1)+(2n+3)=(n+2f
Ona:1+3+5+. . +Qu+1)+@2n+3)=(n+1V+(2n+3)

=i+ |V

=n'+2m+1+2n+3

(H.R) =n+dn+4=(n+2)

Donc la propriété est héréditaire

Conclusion: D’aprés le principe de récurrence,
(VneN):;1+3+5+..+2n+1)=(n+1)
B3 Montrons par récurrence que :

(vfzeN');Hzlz-i- 1

1 1
31+...+—;'r‘“<~\2_;
pPourn=1ona: 2—-{——Iet1 —i—

La proposition est donc vraie au rang initial.

» Soit n € N",Supposons que :1 + EL + E:T

I U AL 1 _ 1
Montrons que :1+5:+3r+..+o 5+ _H}sz R

—21-2-+§1-+

Donc:H?

1 1
+"'+?<2_-n-

1+ 2——(HR)

1 1, 1
(+1)2 n 1y

Ainsi, il suffit de montrer que:

1
°g2_n+l‘

Ona:

1 1
n o ntl (n+1) -

g e _(n+1V=nr+1)—n
UL e o oy Rk P

= 1

T aln+1y

1
= =
(n+1) 0
1 1
(n+1) S2-9F

1 1 1 .
gt t e R

. . 1 s L
tortart.tor<2-y

C’est-a-dire: 0 <

111

N
Donc : o uEl

C’est-a-dire: 2—

Et par suitel +

Conclusion:(vne N');1
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Je teste mes apprentissages

Je teste mes connaissances

Quand les propositions suivantes sont-elles
vraies? (petq) ? (pougq)? (p=q) ?

Donner une proposition équivalente a la

proposition [(g = p)et (p = q)]

Donner la négation de chacune des

propositions suivantes :

(P)(vxeR); ngl >

X
(Q)xEpeZ); plp—1)<1

raisonnements suivants :

Choisir la (ou les) bonne(s) réponse(s)

|

I8 La négation de la proposition
! é(HxER);x2<0est
| la proposition :

Je m'entraine a faire des choix

.

Donner la définition de chacun des

raisonnement par déduction ; raisonnement par
I'absurde et raisonnement par récurrence.

Je teste mes techniques et mes méthodes

Quel est le raisonnement qui convient pour

montrer que :

(V(xy) eRY);

(x#yetx+y#2)=2x—2#y — 2y?

Donner une méthode pour étudier le signe de

Jxl+1l—(x—1)ou xeR

Quel est le raisonnement convenable pour mon-
trer que :

; 2y, at+by a
(Vg eR); (L) <43
3 Comment peut-on montrer que : /2 £Q?

Quel est le raisonnement convenable pour
montrer que : (Vn € N); (%) >1 +}Tn?

acMm

Réponse 1 i Réponse 2

(VxeR):x*#0

2
+b?

(vxeR);x*20

(Les réponses sont données a la fin de la derniére page d’exe

ﬂéﬁonsa 3

( '

(IxeR); ¥ =0

(3x e R) ;

valente a la proposition :

| B La négation de la proposition

i \ IxeR);(vpeZ V. ; (3ps
e CiERioTeal | lopem) | VT ICH
p <x < p+1 estlaproposition : P e p>x=2p+l1 p>xoup
El La proposition (p = ¢ ) est équi- = B 7

4 Pour montrer que :
(v(@b)eR"F) 45> 44

On utilise le raisonnement :

\
Q
.+.
o>

par récurrence

par I'absurde

H.a propositi20+n 1 L1y
(vreR); X5 L> (241
impligue :

|

a+1 at1l
gl

)' ou a

est un réel donné.

(IxeR);

SED

2

I e
IA La fonction propositionnelle :
(neN);2">5(n+1) est:

Vraie pour tout entier

naturel

Vraiesin = 5

Vraie pour tout 7§
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thode " Exercices d'application
ercice o : Déterminer la valeur de vérité de
ne des propositions suivantes :

—3?)=9 et /9 =—3)

(e Q) ou (3 +7>3)

(/4 = 2) et (/12 #3)

'QEZ); (a premier = a impair)

aeR); (a<—1=a<0)

(@aeR); (a=2eda>4)

.fl)(j:i1—2=:a=ﬂ

ercice e : Ecrire les propositions et les
suivantes a l'aide des connecteurs logi-
t des quantificateurs.

e de

mon-

t nombre rationnel r s’écrit r = 4 ou

. q
etge’Z
te un entier naturel unique plus petit
entier naturel
Ir tout réel x, il existe un unique entier
ptelque p<x<p+l1
AR — R ne s'annule pas dans R

2 f est une fonction numérique définie sur D
i a e
>4 lout entier relatif n s’écrit: n = 3k ou
loun=3k+2o0uke’Z
: R — R est strictement croissante.
Z7)
<3 reice e : Donner la négation des
g
es des propositions suivantes
b)ER?);(a’+ b*=ab ou |a|+|b|=|a+ bl)
€Z);(x+1>x)
ER)(VyeR)(@eQ); x<b<y
1ce -ER);x>0=.x+1;;2
Brcice o : Donner la négation des
(x{_* Unes des propositions suivantes :
4 EN);(x£1=x>2)
X€E[a;b) Fre[0;1]); x=ta+(1—0)b ;
R);(@3yeR):(3zeR);

x—1 _ =2
g =y A=y

si(vxeR)@yeR)i(x<youx’y+y=1)

Exercice e : Donner la négation de chacunes
des propositions suivantes et déterminer la valeur
de leur vérité.

p:(VvxeR)(3ne N)n >x
pr(vVxeR)(VyeR)

(x <y=(FaeR)x <a<y)
pi(vVxeR)(xX¥*eEZ=xeZ)
pe(VxeR)FyeR) Y —xy—1=0

8
ps:(Gpel) g €N

Exercice e : On considére le polynéme
Plx)=ax*+bx+colaeR,beRetceR
On pose A = b” — 4ac et
S={xeR/ax*+bx+c =0}

etsi A > 0 on note x; et x; les solutions de
I'équation P(x)= 0 avec x; < x:

Déterminer parmi les implications suivantes celles
qui sont vraies.

Lac<0=S#¢
c=0=85+#¢
1eS=a+b+c=0
a+b+c=0—S= L%LC
et

(A>0e%<0)=x<0<x

A< 0= (VvxeR);aP(x)>0
atxn=0=b=0
(e=—1leeA=0)=(VxeR):a.P(x)<0
10. (Ga e R)(3L e R);P(a) >0et P(B) <0) = A >0

1
2
3
4
5.a=b+c=0=8=
6
7
8
2

Raisonnement par disjonction des cas

Exercice o : a) Montrer que :

(VxeR);vx*+1+x>0
b) Montrer que :(vx e R);y2x*—3x+3—x+1>0
Exercice e: Résoudre dans R I'équation :

2x°—|x—3|—18=0
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" EXERCICES

Exercice e : Résoudre dans R I'inéquation :

Vat+2x—3>x+2

Exercice @ : Montrer que :
(VxeR);x'*—x+2>0

Exercice @ : Montrerque : n(n+1)(n+2)
est un multiple de 3 pour tout n € N

Raisonnement par contraposée

Exercice @ : Montrer que :
(VhneZ); (n® pair = n pair)

Exercice @ : Montrer que :
Viy)e R a#y=(x+1)(y—1)#(x—1)(y+1)

Exercice @ :SoitaeR;
Montrer que (Ve > 0:|a|< &)=a=0

Raisonnement par équivalence

Exercice @ : Soit a, b et ¢ des réels
a) Montrer que : a’ +b*+ ¢’ > ab + bec + ac
b) Montrerque: (¢'+a=b'+b) = a="b
: + Vx4
c) Soit x € R", montrer que : . m— < 3\/;

d) Montrer que :

(vxeR):(V2x+2-J/x=1e=2x=1)

Exercice @ : Soit a et b deux réels de l'inter-
valle ]-1;1[
Montrer que: —1 < la++a!;; <1

Exercice @ : Soit a et b des réels positifs
Montrer que :

2 2
1930 > Vb 2 43l < jatb

Exercice @ : a) Montrer que:
(vxe R"); x-i-—lf? 2

b) En déduire que:
(Va>0);(vb>0):(Ve > 0);

(a+b+'c)(%+%+—lc-)>9
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Raisonnement par contre exemple

Exercice @ : 1. Montrer que
(vneN)@3yeN)/y <n

est une proposition fausse.

2.Soit f la fonction définie sur R par:
flx)=x*—3x+2

Montrer que f n’est ni paire, ni impaire.

Exercice @ :Soit a, b, c et d des réels.

Montrer que I'implication suivante est fausse.
a#b

el = at+tc#b+d
c#d

Exercice @ :Soit @, b, c et d des nombres
réels.
Montrer que la proposition :
(a#betc#d)=(a+b#b+d)
est une proposition fausse.
Raisonnement par implications
successives

Exercice @ : Soit x un nombre réel.

: 1 1
Montrerque.2<x<4=-3 <x—1 <1

Exercice @ : Montrer que :
T 1 = — —
(VxER),(I_'_‘/; 1 \/E):x 0

Exercice @ : 1. Montrer que :
(V(gh)eRY);a’+b*=0=a=0eth=0
2. Soit x et y deux nombres réels positifs.
Montrer que :
(x+y+2=2/x+2/y)=(x=y=1)
Raisonnement par déduction
Exercice @ : Soit a et b deux nombres 5'3"
telsque: a’+b*=1.
Montrer que : |a+b|< 2.

Exercice @ : Soit a et x deux nombres ré€
telsque: |al< 1 et|x|< 1.

1. Montrer que :

lax* +x—a|<|a|x|x*=1]|+] x|



le 2. Endéduire que : |ax* +x —a| < —x*+| x|+ 1
etlax2+x—a|<;_51—

(Rappel de la forme canonique : x* — Ax = (x— 4 - 4")

Raisonnement par I'absurde

Exercice @ : Soit x, y et z des nombres réels.

2x—3g >3
Montrer que le systeme: 13y — 2x > 3
y—z<2

n’admet pas de solution.

Exercice @ : 1. Montrer que : V6 £0Q
et (V2 +/3)2Q
- 2. Montrer que si (a € Q" et b£Q), alors
Qet(a+b)2Q)
bres
Exercice @ : ABCD est un parallélogramme
de centre O ; I le milieu de [AD] et J le point
ipar: BJ = %B_C'
ntrer que les droites (AB) et (1/) ne sont
3 aralleles.

ontrer que la droite (/J) ne passe pas par O.

Raisonnement par récurrence

cice €] : Montrer que : )
Bl +2°+ . = (W)

@:Montrerque:
)il+3+5+ .. +2n+1)=(n+1)

ce @ : Montrer que : (Vvne N');

e a(nt1)= n(n+ 13?(n+ 2)

> @ : Montrer que :
9 divise 4"+ 61— 1

& : Montrer que :
’ 11 diViSe b T S Q6n=5

ices de renforcement ___

&) : 1. Montrer que pour toutes pro- *
etr,ona:
=[(petq)ou(perr)] (1)
Ne[(pouq)et (pour)] (2)

EXERCICES

2. Déterminer les réels x et y tels que:
(x*—x=0ety=3x—1)
3. Résoudre dans R’ le systéeme :
xy—x+y=1

{f{‘.zc2 —xy—p=0

Lois logiques
Exercice @ : Soit p, g et r trois propositions.
Montrer que toutes les propositions suivantes
sont des lois logiques
Apet(p=q)l=gq
; (p:aq):[(q:r):(p——"r)]
Ap=q)=[(petr)=(getr)]
A(p=q)=[(pour)=(qgour)]
Ap=(gour)]=|[(petq)=r]

Ui B W N

Exercice @ :Soit x, y et z trois nombres
réels dont |'un est strictement positif, un autre
est nul et I'autre est strictement négatif et véri-
fiant les implications suivantes :
x=0=2y>0;x>0=y<0ety#0=22z>0
Préciser lequel de ces trois nombres est nul,
lequel est strictement positif et lequel est stric-

tement négatif.

Exercice@ : Soit n et p deux entiers relatifs.
Montrer que : (np est pair ou (n*— p?) est un
multiple de 8).

Exercice @ : Soit n un entier naturel.
Montrer que si (2n + 1) est un carré parfait,
alors n+ 1 est la somme de deux carrés parfaits.

Exercice @ : 1. Montrer que :

(vxeR');0< V’I+x2*|x|<2|—lx|'
2. En déduire que :
(Vi ER")ia+ 1 </d+ 2x+ 2 <x+ 1+

Exercice @ : Soit x, y et z des nombres
réelstelsque: z > 0;|x+y|<zet|x—y|<z

1. Montrer que : |xy|< %—zz
2. Montrer que : |x|+|y|<z
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EXERCICES

Exercice @ : Montrer que :

(vneN);(n=25=2">n%
Exercice @ Montrer que (vneN’);

B o + + _ n(nt1)
TX3 " 3X3 (2n—1)(2n+1) 2(2n+1)

Exercices de synthese
et d’approfondissement

Exercice @ : 1. Soit P(x) et Q(x) deuxfonc-
tions propositionnelles définies sur un ensemble E.
Montrer que :

(1) [(vx € E); P(x)]=[(3x € E); P(x)]

(2) a€E;((Vx€E);P(x))= P(a)

(3) La proposition (3x € E) ;[ P(x) ou Q(x))

est équivalente a

[((3x € E);P(x)) ou ((3x € E);Q(x))]

(4) La proposition [(Vx € E) ; P(x) et Q(x)]

est équivalente a

[(vx€E); P(x)et (Vx € E); O(x))]

2. Montrer, en utilisant un contre-exemple, que
I’équivalence (3) est fausse si on remplace la dis-
jonction logique «ou» par la conjonction logique
«et».

3. Montrer en utilisant un contre-exemple, que
I’équivalence (4) est fausse si on remplace la
conjonction logique «et» par la disjonction logi-
que «ou». i

Exercice @ . soit a et b deux nombres ration-
nelles ((a;b) € Q?)

1. Montrer que : a+bﬁ=0=>a=b=0

2. En déduire que : V(x;y;x";y") € Q ;
(x+y/2=x+y2=sx=x"ety=y)

Exercice @ : Montrer que :
(VxeR);x"—x5+x‘—x“+x2—x+% >0
(On pourra étudierlescas: x<0; 0<x<1;
x21)

Exercice @ : Soit @, B et ¥ des nombres rée
telsque: af+By+ya=3eta+B+y=5
Montrerque: —1 < ¥ “‘<"T'

Exercice @ : 1. Soit a un réel strictement posi
Montrer que : (Vne N); (1 + a)f‘ >1+na

~<a(3).

Exercice @ : 1. Soit @ un réel positif.

Montrer que : (Vne N-{1:2}) ;

(1+a)’>1+na+”(” 1)

2. Montrer que : (Vn € N-{l;2}) ;
(1 +4-)>1(13-1).

Exercice @ : Soit f une fonction numériqu
définie sur [0; 1] et vérifiant :

» (vxe[0;1]) ; Alx) €[0;1]

v (V(xy) € ([0:1]F) ; | Ax) = Ap) | = x =yl
1. Montrerque : (A(0)=0et A1)=1)
ou(fl0)=1¢et A1)=0)

2. On suppose que: f{0)=10

a) Montrer que : (Vx €[0;1]) ; Alx)=x

b) Montrer que : (Vx €[0;1]) ; Ax)=x
(Remarquer que : | flx)—1]|>|x—1])

2. Montrer que : (Yne N°); =2 T

les bonnes réponses de la rubrique « Je m'entraine a faire des choix »

Question n°: 1 2 3 I 4 5 6 7 8 9
=
Réponse .n"': 2 1 Z 3 1/3 2 2
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| Objectifs de la legan

b Connaitre la fonction majorée, fonction
minorée et fonction bornée;

» Connaitre la fonction périodique;

' » Utiliser la périodicité d’une fonction pour
réduire 'ensemble d’étude;

» Utiliser la périodicité d’une fonction dans
' les représentations graphiques;

» Etre capable de comparer deux fonctions
graphiquement et algébriquement;

» Connaitre la monotonie d’une fonction;

» Connaitre la composée de deux fonctions;
» Etre capable d’étudier les variations des
fonctions: f+ g, af, gof connaissant les
variations de f et g;

» Etre capable de représenter graphiquement
| les fonctions: x — v X+ a et x — ax’;

» Utiliser la représentation graphique d’une
fonction ou son tableau de variations pour
déterminer I'image d’un intervalle.

t positif

At i ol

découvert a 'agede | ' °
f 1 Y | 2 i 4

-yl  lois de mouvement [Tl 2 25 35 s
dule en temporisant ’ P“’“‘
e du lustre de la | -
e de Pise & l'aide des | | - Lapacite 1at _
 de son coeur. 1 § Comparer deux expressions en utilisant
of : les différentes techniques.
i * ttom) » Déduire les variations d’une fonction ou

les valeurs maximales et minimales d'une
fonction a partir de sa représentation
graphigue ou de son tableau de
variations.

» Connaitre les variations des fonctions
de la forme f+ A et Af connaissant les
variations de f .

p Utiliser la représentaion graphique
d’une fonction ou son tableau de
variations pour déterminer I'image

d’un intervalle, et résoudre certaines
équations et inéquaticns.

» Déterminer les variations de lacomposée
gof connaissant les variationsde fet§.

3jorée - Fonction minorée - Fonction bornée

posée de deux fonctions

ique des fonctions: x — v/ x + a et x — ax’
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ACTIVITES

ACTIVITES PRELIMINAIRES

. Lecture graphique

Soit f une fonction numérique définie sur intervalle [—5;5] et (¥) sa

courbe représentative (Voir figure ci-contre)

1. Dresser le tableau de variations de f.

2. Bl Déterminer la valeur maximale de f sur I'intervalle [-5;5].
) Déterminer la valeur minimale de f sur Fintervalle [—5:5].
Bl En déduire que — 2 < f(x) < 2, pour tout réel x de Iintervalle
[~5:5).

3. Résoudre graphiquement:
El Uéquation f(x) = 0.
Bl Uinéquation f(x) > 0.

4. Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I'équation :

S =1.

P2 JT—

Soit f'la fonction numérique définie par: f(x) = 2" 2x+1

5 et (7)) sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (0: i;/ )
1.Montrer que pourtout x € R— {1}, f(x) = 2 + 3
2. Dresser le tableau de variations de f.

3. Bl Montrer que (7)) est I'image de I'hyperbole (#) d'équation: y = %
par une translation dont on précisera le vecteur.

2 Tracer, dans le méme repere, I'hyperbole (H) et la courbe (7).

1

ubctivitgi®) 1o poavor

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x) = x> — 4x + 3

et (#;) la courbe représentative de Jf dans un repére orthonormé (O:; ?;,7).

1. Bl Vérifier que, pour tout x € R, f(x) =
2 Dresser le tableau de variations de f.

x—=2)=1

2. El Montrer que la courbe (7}) est limage de la parabole (P) d’équation

y = x’ par une translation dont on déterminera le vecteur.
B} Tracer dans le méme repére la parabole (P) et la courbe (%)).
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Remarque:
La fonction: x — =

b Strictement dé
te sur les deux in
Fo0; 0 et 0; +
lecasota>0

b Strictement cr
sur les deux inte

Fo0;0[ et J0;

dansle casoll a

Remarque:
Dans lacas a > 0
fonction x — ax
» strictement d
sur |- o0;0]
» strictement crois!
sur [0; + oof



\CTIVITES D'INTRODUCTION

“
et ot s

Fonction majorée - Fonction minorée - Fonction bornée

xE

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x) = — 7
X

- Montrer que, pour tout x € R ona: f(x) < 1
it que f est majorée par 1.

[ Uéquation f(x) = 1 admet-elle une solution dans R?
2. ] Montrer que, pour tout x € R ona: f(x) =0
ue f est minorée par 0.

i Résoudre dans IR, I'équation f(x) =

our tout x € R, f(x) =£(0), on dit que f(0) est le minimum (ou la
nimale) de la fonction f sur R.

déduire que: pourtout x e R ona: 0 = f(x) < 1

| la fonction f est bornée, c’est-a-dire qu’elle est a la fois majorée

" 5 Comparaison de deux fonctions

f et g deux fonctions numériques définies par: f(x) =x’—4x+5 Remarque:

- 1 » [ est une fonction poly-

Y — 1 A ]
. . nome de second degré
) sont respectivement les courbes de f et g dans un repére =

é(0;7;7).

er le tableau de variations de chacune des fonctions f et g.
- f(3) et g(3).

graphiquement I'inéquation: f(x) = g(x).

er que, pour tout x € Jl; + oof:

=5+ 8x—6>0

re, graphiquement, les solutions de I'inéquation:

—6 > 0 dans I'intervalle JI; + oof

fé algébriquement I'inéquation: x’ — 5x*+ 8x— 6 >0

[ (comparer avec le résultat de Ia question (1) 4) b)).
_considérer le polynéme: P(x) =x'—5x"+8x—6 et remarquer

b g est une fonction ho-
mographique

| A

Fonction périodique

fontre représente la courbe d’une fonction f définie sur R
phique, Siwla) =if>|< 0 ol=lgwD|

£(1) = f(3)f( )= f( 5) et f(0) =£(2). CEACEAE \_/\/\f\
12 relation entre f(x) et f(x+ 2) oux e R. }V \./\./ vvvvvv V V

mo-n--u--—-n.-uun
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ACTIVITES

2. La fonction représentée par la courbe précédente est la fonction f définie
sur R par: f(x) = cos(zx).

E} Vérifier les résultats de la question 1) a) en utilisant I'expression de f.

2) Montrer que pour tout réel x: f(x+2) = f(x).

On dit dans ce cas que la fonction f est périodique et que le nombre 2 est
une période de f.

L'image d’un intervalle par une fonction

La figure ci-contre représente la courbe d’une fonction f définie sur
I'intervalle [—1;3].

1. Dresser le tableau de variations de f.

2. Bl Montrer que: (Vx €[1;2]) ; 1 < f(x) <3.

La proposition: «(Vx €[1;2]) ; f(x) €[1;3 ]» est exprimée par la notation:
A2D c[1;3]

) soit b un élément de l'intervalle [1;3].

Montrer, en utilisant le graphique, que I'équation f(x) = b admet au moins
une solution dans I'intervalle[1;2].

On exprime le résultat de cette question par (vb €[1;3]))(3x €[1;2])/ fx) = b
que l'on peut écrire: [1;3]C fA([1;2]). '

I En déduire que: f([1;2]) = [1;3].

3. Déterminer graphiquement I'image de I'intervalle [2;3] par la fonction f.

Un point M se déplace sur le cercle (7) de centre O et de rayon R = 1 dans
le sens positif @ une vitesse constante a raison d’un quart de tour par seconde.
At=0,lepoint M esten /. (letemps ¢ est exprimé en seconde)

Soit & une mesure en radian de I'angle orienté (GT;O_'M , et x I'abscisse du
point M dans le repére orthonormé (0;01;0J).

On remarque que x varie en fonction de &, on pose : x = f(f) et que 0 varie
en fonction de 7, On pose : @ = g(1), donc: x = f(#) = f(g(1)

On pose : x = h(t) alors la fonction 4 est la fonction : h:t — f(g(?))

1. B} Montrer que: f(6) = cos@.

L) Vérifier que: g(1) = %r.

2. Donner l'expression de la fonction 4 en fonction de 7.

La fonction h est notée fog et appelée composée des fonctions g et f dans
cet ordre.

On aalogs: (Vi €[0; + oo]) 5 (1) = (fog) (1) = f(g(D)).

. Composée de deux fonctions
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Soit Aet B deux el

On a:
A =B < (A C Be




N

L] sl

et

pier et compléter le tableau suivant:

jdant du tableau précédent, tracer la courbe de g.
€senter graphiquement la fonction: x w— — 2x° (on peux s’inspirer des
ns de la partie (1)) I

Représentation graphique de la fonction: x — /x + a

les fonctions f et g définies par: f(x) = Vx+ 2 et g(x) = vx.
.) et (C,) les courbes représentatives respectives de f et g dans un
‘orthonormé (0;7:7).
sterminer I'ensemble de définition de f et g.
Jier les variations de f et g.

pier et compléter les tableaux suivants:

1 [
X 0 ) 1 2 4 9
g(x)
X | -2 ' -1 0 2 ' 7
Sf(x) ' '

aidant des résultats de ces deux tableaux, représenter (C,) et (C))

‘méme repére.

x un réel de l'intervalle [— 2; + oo[, on considére les points

2;g(x+2)) et M'(x;f(x)).

rer que : MM = — 27, ;

duire que la courbe (Cy) est I'image de la courbe (Cg) par la transla-
lecteur — 21 ,

Représentation graphique de la fonction: x — ax3

 la fonction définie sur R par: g(x) =
Ia courbe de g dans un repére orthonormé (O 7).
r les variations de la fonction g sur lintervalle [0; + oof.
rer que la fonction g est impaire, puis dresser son tableau de varia-

X 0 1 1

2
g(x) |

(ST
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LE COURS

Fonction majorée - Fonction minorée - Fonction bornée

i DEFINTION 1

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7 de R. My
Ondit que f est majorée sur / s'il existe un réel M telque: f(x) <M 7/

.~ pourtout x /.
-Ondit que f est minorée sur / s'il existe un réel m tel que : f(x) > m &

pour tout x € /.

+Ondit que f est bornée sur / sielle est a la fois majorée et minorée.
1

'+ 1

. Exemple: Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =

Ona:(VxeR); 0<flx) <1,
donc f est bornée sur R (Elle est minorée par 0 et majorée par 1)

Propriété
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7 de R.
f estbornée sur / si et seulement si il existe un réel positif k tel que : | f(x)|< k pour tout x €

Fonction périodique

i DEFINITION B

Soit f* une fonction numérique et D son ensemble de définition. | 1

Ondit que f est périodique s'il existe un réel strictement positif 7 e 3T o

29K,

Pour tout xde D;ona(x+ T)e D ‘ J\J
0

tel que : \[ ]
(Vx € D)f(x+ T) = flx) NS

Le nombre réel T est appelé une période de la fonction f.
- Exemples:

» 27 est une période de la fonction x — cosx

» 27 est une période de la fonction x — sinx

» 7T est une période de la fonction x — tanx

Soit a un réel strictement positif.
» Les fonctions x — cos(ax) et x — sin(ax) sont périodiques de période 2&&

—p
3

» La fonction x — tan(ax) est périodique de période lag (vérifier ces résultats)

Propriéte
Si T' est une période d’une fonction f, alors pour tout entier k de Z; on a: (Vx€ D)) ; flx+ kD)

Remarque
Si f est une fonction d’ensemble de définition D et de période T,alors:
» Il suffit d’étudier ses variations sur: [0,7]nD ou [ LT ]n D (ou sur tout intervalle d’ampli

inclus dans D)
»La partle de la courbe de f sur [—~—+ (k+1)T ; I +(k+ I)T]nD ou k € Z, se déduit de

la partte de la courbe de f sur[ 5 —+ kT ; T + kT ]nD par la translation de vecteur u (7 0
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onction majorée

| on définie sur R par:
v/ + 11—«
(/1 —x)

f est majorée par -%—

txe R;ona:
B —x)=x"+1— 2xy/x*+ 1+ x°
= |3 ey F 1
ont ons que la fonction f est majorée par %
re:(vxeR) ; f(x)g%
réel, comparons f(x) et -é—

_%=xvx2+ 1 —xz—*§
=—%[1+ 26— 2xv/ x>+ 1]
:_%(\/ ©+1—x) ; (d’aprésl))

1 —x) >0,donc—I§(\/ 2+ 1-x) <0

) <1 pour tout x € R.

2
nction f est majorée par %

nction minorée
tion définie sur R par:
B+ 25+ 3

f est minorée par -2

L LadoXe L)

rons que la fonction f est minorée par -2
dire: (Vxe R) ; f(x)=>-2
In réel, comparons f(x) et-2:

-2 =x— 1+ +2x+3+2
=x+14+vVx*+2x+3

F+2x+3=(x+1)*+2 et
2> (x+1)".
(x+ 1)+ 2 >/(x+ 1)°
@+ 1)7+2 >|x+ 1|
*1|=— (x+ 1) (etaussi|x+ 1|=x+ 1)
e+ D742 >(x+ 12— (x+ 1)
W+ 1)+ 2+ x4+ 1>0.
8, (VxeR) ; flx) >— 2.

POUR COMPRENDRE

[ED Fonction bornée
Soit f la fonction définie sur R par:

LX=x
e 2l
: (vxeR) ; <=
1. Montrer que: (Vx ) Zr1=7
2. Montrer que f est bornée sur R
1. Soit x un réel,
L x| _ 2+ 1-20x| _ (x|-1)
2 x'+1 2(x*+ 1) 2(x*+ 1)
Ona:ﬂD(L;?‘ZOdonc#'TE%
2(x*+ 1) " x+ ite
F I X 1 b= 2
. P L =
D'ou: (Vx€R) ; P = |xf

2. Montrons que | est bornée sur R
Soit x un réel,

Ona: x=x._x:= e i
f&) x + 1 +1 x+1

or: 0 <x* <x*+ 1,donc: 0 < xzxﬁ <1

+1
dot: —1 < ——% _<0(1)

2

x'+1
On a: Ed = % (d’aprés la question 1))

X'+ 1
T T _'_l_< X <_l_ 2
cestadlre..z_x2+l_2()
2
de (1) et (2) on déduit que:— 3 x ___x <1,
Met( 9 2<x3+1 +17 2

donc:
(VxeR) ; _% S,
Dol f est bornée sur R.
B3 Fonction périodique
Soit f une fonction numérique vérifiant les condi-
tions suivantes : f est périodique de période 2
et (vxe[-1;1]) ; flx)=2x—1.
1. Calculer f(— 1) ; f(0) et f(j,lz-)
2. Calculer f(1) ; f(2); f(2018).
1.»—1e€[-1;1[;donc f(—1)=2X(-1)—1=—3
»0e[-1;1[;donc f(0)=2%X0—1=—
» L el-Lilidone f(5)=2x5-1=0
201 ¢[-1;1[ et1 =—1+2,donc
A= M—~1+ =K 1)=—3
(car 2 est une période de f)
»2¢[-11], fQ2)=£0+2)=F£0)=—1
» 2018 ¢[—1;1[ et 2018 = 0+ 2 X 1009, donc
£(2018) = f(0) =— 1(car 2 X 1009 est une période de 1)
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LE COURS

Extremums d’une fonction

Soit f une fonction définje sur un

intervalle 7, et g un élément de I'intervalle 7.
> On dit que f(a) est la valeur max

imale (ou le maximum) de f sur I

ntervalle 7, si f(x) <
toutx e /. ;
»On dit que f(a) est la valeur minimale (ou le minimum) de £ sur Iintervalle 7, si J(x) = fla) g
tout x € /.

J
Exemples: Soit f une fonction numérique définie sur I'intervalle [—4;2] dont le tableau dey,
riations est le suivant:

x | -4 1
[—4;2]. 1 3

f] T~ —
une fonction £ sur un intervalle 7, ¢’il existe,
décrit I'intervalle 7 .

Déterminons les extremums de f sur I'intervalle

Le maximum (ou la valeyr maximale) d’
grande valeur possible de Sf(x) quand x
» Le minimum (ou la valeur minimale) d’

‘petite valeur possible de f(x) quand x

est [a pl

une fonction f sur un intervalle 7 » S'il existe, est lap

décrit I'intervalle .
Sur lintervalle [—4;2], on a: — 1 Sfx)<3,or—1=
donc £(0) < f(x) < f(1) pour tout x € [— 4;2]

On en déduit que : J(0) est le minimum de f
maximumde f sur [-4;2],

f0) et 3= £(1) Remargue:

On dit qu’une fonction f

. un extremum si el
Sy [ 4‘2]’ Et.,f(” estle minimum ou un maxi gl

ED Comparaison de de

ux fonctions, interprétation géométri o
* Egalité de deux fonctions

Soit f et g deux fonctions numeériques dont les en

Ondit que f et g sont égales, et on note : f=g
[ 2 D.f = Dg et

sembles de définition sont respectivement D;

» i les deux conditions suivantes sont vérifiées
»(Vxe D)) ; Sx) = g(x) :
* Comparaison de deux fonctions

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle 7.

On dit que f est inférieure oy égalea g sur 7, et on note: f=g;si flx) <
® Interprétation géométrique

Si f< g surunintervalle 7 » cela veut dire que Ia courbe de £ se trouve ‘i
au-dessous ou sur la courbe de 8 surl'intervalle /. 4 _-

Remarque

g(x) pourtout x €I

b f< g sur I sietseulement s; :

(Vx€1) ; flx) <g(x), et cela veut dire que (C,) est strict
au- dessous de (C,) sur /.

» f=0sur [ siet seulement si: (Vx €/
I'axe des abscisses sur 7 .

) 5 f(x) =0, et cela veut dire que (C;) est au-dess '-‘:ﬁ
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a) po

a) pe

de vas

ot emums d’une fonction

T Prax+l
e f(1) estle minimumde f sur R

e f(—1) estle maximum de f sur

lontro s}ue f(1) estle minimumde f sur R

it de montrer que: (Vx € R) ; f(x) = f(1)
xunréel,ona: f(1) = % et:

B O +1 2

¥*+x+1

_ 3 +3-2x—2x—2
3(x*+ x4+ 1)
_ X —2x+1
3(x*+x+1)
E (x—1)
S 3P+ x+1)

+x+1)>0(car A<Oetg>0)
(x=1)

3 +x+1)

) > f(1) pour tout x de R

: f(1) est bien le minimum de f sur R.

t— 1) =0, donc

Ontrons que f(— 1) est le maximumde [

e montrer que: (Vx € R) ; f(x) <f(-1)
nréel,ona: f(—1)=2 et:
e - _~+1 __
1 X +x+1
_ X+ 12— —2
X+x+1
-+ 2x+ 1)
X+x+1
_ —(x+ 1)
X+ x+1
X t1>0et—(x+1)2<0
+ 1)?

XER) ; fx)<f(- 1)

t f(—1) est bien le maximum de f sur

POUR COMPRENDRE

B Position relative de deux courbes
Etudier la position relative de la courbe de f
par rapport a la courbe de la fonction g, ou

% 1
)

Ona:D;=R—-{-1}etD,=Ret
D:ND,=R—{-1}=D;

Etudions la position relative des courbe (C,) et
(C,) sur D,.

Meéthode: Pour cela, étudions le signe de la diffé-
rence : f(x)—g(x) sur D;.

Soit x € Dy, on a:

et glx)=x+1

_ = 1 . g l=x—-1_ -
fx) g(x)—x+x+1 A=1 x+1 x+1
X —o0 -1 0 +oo
x ' P 0
x+1 - 0 + f +
|
flx) —gx) = 4 g =
Position (C,) estau-| (C;) estau- ‘ (C,) est au-
relative de dessous de dessus de () dessous de
(Cy) et (C) () « | @

[ED Comparaison de deux fonctions
Soit f et g les fonctions définies sur R par :
fE)=x"—3x+5et glx) =—x"+2x+2.
Comparer f et g sur R

Méthode: Pour comparer les fonctions f et g
sur R, il suffit d’étudier le signe de la différence :

f(x)—g(x) sur R.

Soit x unréel, on a:
fx)—g)=x*=3x+5—(—2+ 2x+2)

= 2% —S5x+3 a=1
3
=2(x*1)(x—§“) x1=1etxz=%

X — 0 +oo‘

2 —5x+3
fx)—gx) +

— OO —
e | (G [SH]

Donc: f(x) >g(x) = x € | oo;1[U ]%; + oo[
flx) < g(x) ﬁxe[l;%]
Conclusion: f < g sur [l;%]et f> g sur
(oo
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LE COURS

IB) Opérations sur les fonctions
| Somme, produit et quotient de deux fonctions

B DEFINITION

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme ensemble D.
» La somme des fonctions f et g, notée f+ g, est la fonction définie sur D par: (f+ g) (x) = f(x) + g (x).
- » Le produit des fonctions f et g, noté fXg (ou fg ou fg), est la fonction définie sur D par :
(f8) (x) = f(x) X g (x) .

» Le quotient des fonctions f et g, noté % est la fonction définie sur D (avec Vx& D ; g(x) #0)

par: (?)(x) = %

e Composée de deux fonctions

| Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur D, et D,.
Onpose: D= {x € R/x € D, et f(x) € D,}

La fonction numérique A définie sur D par: h(x) = g(f(x)) est appelée composée des fonctions f
et g dans cet ordre. Elle est notée: gof (selit: g rond f)

|
'\
' R L, e, ‘
| emarque il flx) — g(f (x))
| » Dy ={xeRixeD,et f(x) € D} |
'\’ » Dy, = {x € R/x € D, et g(x) € D,} , gOf

B Monotonie d’une fonction
| * Sens de variations d’une fonction (Rappels)

W DEFINITION

|

1

: Soit f* une fonction numérique définie sur un intervalle / inclus dans son ensemble de définition.
» f eststrictement croissante sur I'intervalle I si et seulement si:
5

(V) €F) 5 (0 < x = f(x1) < f(x))

» f est strictement décroissante sur I'intervalle I si et seulement si :

(V(xi;22) € P); (3 < %2 = flx) > Ax:))

».f est constante sur I'intervalle / si et seulementsi: (V(x;x:) € F); flx) = f(x:)

Remarque
» On peut également étudier la monotonie d’une fonction f sur un intervalle 7, en étudiant le:

[! du taux d’accroissement w ou x; et x, sont deux réels distincts de /.
' »Onditque f eststrictement monotone sur / si elle est soit strictement croissante sur 1, soi
. tement décroissante sur /.
| Propriété
Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition D, est symétrique par rapport a zé
Soit / unintervalle de R" inclus dans D, et I’ le symétrique de / par rapport a zéro.
' »Si f estune fonction paire, alors: |
' * f eststrictement croissante sur 7, si et seulement si f est strictement décroissante sul
e f est strictement décroissante sur / , si et seulement si f est strictement croissante st
!' » Si f est une fonction impaire, alors f ala méme monotonie sur les deux intervalles 7 et I'.
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Ensemble de définition de la composée

de deux fonctions.

“ et g les fonctions définie par :
2x+ 1

fso="">5

miner I'ensemble de définition de la fonc-

g, 5 |
par : f puis son expression.

_3§Mrminons Fensemble de définition de la
E

fonction gof :

l ja: D, = R et D, = R— {2} Soit x un réel:
"X€ D,y = xE D, et f(x) €D,
L x#Oet fx)#£2

or: (x) =2e 1; =2

1

£ 0)

| a7
ons f CxEDy—=x#0 etxaéli
- R—Jo- L
= R {0:1)
) 'minons I'expression de gof’:
..-_EDSGIJ
3 (gof ) (x) = g(f(x))
- _2fx)+ 1
flx)—2
241
e X
L7
x
B X+ 2
1 - 2x

x+2).

ER—{0:3 h(go)x) = 11

posée de deux fonctions
nctions définies sur R par:
=2x"+3x— 1.
ion ¢ telle que: & = gof

hona: h(x) = (gof)(x) = g(f(x))
.ﬂx) donc y=x—1dou x=y+1.
h(x)

i 3x — 1

O+ 17+ 3(y+ 1)—1

2y +dy+ 24+ 3y+3—1

=2y"4+ 7y 4

POUR COMPRENDRE

Donc g est la fonction définie sur R par:
gx)=2x"+Tx+4

Image d’un intervalle par une fonction

Soit f une fonction numérique et D, son ensem-
ble de définition.

Soit / unintervalle inclus dans D, .

L'ensemble formé des éléments f(x) quand x dé-
crit I'intervalle 7, est appelé I'image de I'intervalle
I par lafonction f etnoté f(/).Ona:

» fI)={fx)Ix T}
pyefll)=Exel)y=flx)

Remarque:

Soit f une fonction numérique et D, son ensem-
ble de définition.

[ et J deux intervalles de R tels que : / C Dy
Ona: AI)CJe=(Vxel); flx) eJ

Soit f la fonction numérique définie sur R par
f(x) = x" et (C,) sa courbe représentative dans
un repére orthonormé.
1. Dresser le tableau de variations de [, puis
tracer (C)).
2. Déterminer graphiquement : f(}-oo; — 1]) et
AL0;1])
1.» Tableau de variations de f :

|

[ X

‘ f

— o0 0 + o0

\0/

» Courbede f : (C,) est une parabole de sommet
O et d’axe de symétrie I'axe des ordonnées.

2. Graphiguement:
» x décrit 'intervalle [0;1]

Putim Crber Plotw Mfcher Dwwn Bl Panliey

w8 i8] > < DI 0wl

équivaut a f(x) décrit I'in-
tervalle [0;1].

Donc: fA[0;1]) =[0;1]

» x décrit I'intervalle

|- o0: — 1] équivaut a f(x)
décrit I'intervalle [1; + =|.

Donc:

A o0 = 1]) = [15 + o0
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LE COURS

Monotonie de la composée de deux fonctions monotones

Propriété
Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur des intervalles / et J tels que : Pour tout

x€lona fx)eJ
» Si f est strictement croissante sur / et g strictement croissante sur J, alors la fonction gof e:

strictement croissante sur /.
» Si f est strictement décroissante sur / et g strictement décroissante sur J, alors la fonction gg

est strictement croissante sur /.
» Si f est strictement croissante sur / et g strictement décroissante sur J, alors la fonction gof €

strictement décroissante sur /.
»Si f est strictement décroissante sur / et g strictement croissante sur J, alors la fonction gof e

strictement décroissante sur I.

IBD Représentation graphique des fonctions : x— /X +a et x—
e Etude de la fonction f : x — v x + a ou a est un réel

» Ensemble de définition : D; = [—a; + oo|

» Variations de f :lafonction f est strictement croissante
sur [—a; + oof

» Tableau de variations :

X |-a + oo

", (BUBEEEREERL

» Courbe de f :sur la figure ci-contre, on a représenté la courbe de f danslescas a = 0; a =— l etas

Remarque
La courbe de la fonction x — v x 4+ a est I'image de la courbe de la fonction x Jx parlat
tion de vecteur —ai .
e Etude de la fonction : g:x — ax’, ou a est un réel non nul

» Ensemble de définition: D, = R

» Variations :
si a > 0,alors g est strictement croissante sur R si a < 0, alors g est strictement décroissante

X | —o0 ~+ o0 X | —o0 + o0
8 / N
» Courbede g : (a > 0) » Courbede g : (a < 0)

[E oo e Do b Pl e P e e e e —)
Wi @] @] | (B 0| T
i I 1 i i ' 3 :
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[ sens de variation des fonctions f+4 et

A un nombre réel non nul.

f une fonction strictement monotone sur un
lle I de R.

jlisant la monotonie de la composée de deux
ns, étudier la monotonie de la fonction
Asurl.

» Etude de la monotonie de g sur I'intervalle /.
Soit u la fonction définie sur R, par : u(x) = x+ A
La fonction u est strictement croissante sur 7, et
rrtout x €/,

o f(x) + /1

= u(f(x)

- = (uof )(x)

= uof

est strictement croissante sur /, alorson a:
rictement croissante sur /.

R, et u est strictement croissante sur R.
= uof = f+ A est strictement croissante

5t strictement décroissante sur /, alors on a:
tement décroissante sur /.

'R, et u est strictement croissante sur B.
g = uof = f+ A est strictement décroissante

de variation de la fonction 2 = Af
 fonction v:x — Ax définie sur R,

a méme fagon, pour f+ A, on
nction Af a les mémes varia-

' sens de variations de la fonction
le celuide f (f et Af ontdes
ntraires sur /).

nction comme composée de
ns (Décomposition)

fonction

utilisant la propriété de
posée. ;

Br la fonction % et I'écrire sous

POUR COMPRENDRE

forme de la composée de deux fonctions :
x Ly 8. Vv X3+ 2

h = gof
(ot g(x) = Vx, x> 0)

Soit x un réel de [0; + oo,

Ona:(x'+ 2)€[0;+ oo, donc f(x) €[0; + oo,
donc AAR') c R*

Or f est strictement croissante sur R et g est
strictement croissante sur R*, donc la fonction

h = gof est strictement croissante sur R".

On montre de méme que la fonction 7 = gof est
strictement décroissante sur }-oo;0].

[ED Monotonie de la composée de deux
fonctions
Soit f la fonction numérique définie sur I'inter-
valle [ 1; 4+ oof par: f(x) = VX’ + 1
En utilisant la propriété de la monotonie de la
composée de deux fonctions, étudier la monoto-
nie de f surl'intervalle [— I; + oof.
On considere les fonctions u et v définies par:
ux)=x"etvx)=vx+1
Pour tout x de l'intervalle [~ 1; + o[, ona:
fo) = Jul)+ 1
= v(u(x))

= (vou)(x)
Donc f= vou
Tableaux de variations de u et v :

X |—o0 -1 + o0

u // ‘

x |-1 + oo

" ’//
0

On a: la fonction u est strictement croissante sur
[— 154 oo et u([—1; + oo[) C[— 15+ oo
(x=2-1=2x2-1)

La fonction v est strictement croissante sur

[— 1; 4 oo[, donc la fonction f= vou est stricte-
ment croissante sur [— 1; + oo].
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EXERCICES

RESOLUS
':9:1 FRCICE RESC m Monotonie de la

composée de deux fonctions
Soit f la fonction définie par :
fX)=3x—6V/x—1+8

a. Déterminer D I'ensemble de définition de f.

b. Montrer que la fonction f admet un minimum

en2sur D,

On considere la fonction g définie par :
g)=vVx—1

a. Dresser le tableau de variations de g.

b. Représenter la courbe de g dans un repére

orthonormé (0;7;7), puis déterminer g([1;2]) et

8([2: + oof)

c. Déterminer la fonction polynéme du second

degré h telle que:

(Vx €[1; + oo); f(x) = (hog)(x), puis déterminer

les variations de f.

a. Déterminons D.

Soit x un réel.
Ona:x€lD=x—-1>0
= x=1
=xe(l;+ DO[
Donc D = [1; + oo
b. Montrons que / admet un minimumen 2 sur D.
Cest-a-dire: (Vx €[1; + oo[); f(x) = £(2)
Soit x €[1; + o[, comparons f(x) et f(2)

Ona: f(2)=

J@&)—f(2)=3x—6/x—1+8-8
=3x—6Vx—1
=3(x—2vVx—1)

=3[(x—1)—2Vx—1 +1]
=3[(Va—1)=2V/x=1+1]
=3(vVx—1-1)

or:3(vx—1—1) 20, donc: f(x)— £(2) > 0

Dol : (Vx €[1; + oo[) ; f(x) = £(2)

Donc f admet bien un minimum en 2 sur D. )

Bl 5. Tableau de variations de g.

La fonction g est définie sur 'intervalle [1; + oof et

strictement croissante sur [1; + oo|.

X

g

b. Courbe de g
\ J:‘J_I _@J>s< I_FF ajma-mmr

» Déterminons g([1;2])
La fonction g étant strictement croissante sur

[1;2], elle conserve donc I'ordre sur cet intervallel o
x€[l;2]21<x<2
=g(l)<gx)<g(2)
=0<gx) <1
= g(x) = [0; 1 ]
Donc g([1;2]) c[0;1] (1)
Réciproquement, soit b €[0;1]
La droite d’équation y = b coupe la courbe de g
en un seul boint dont I'abscisse appartient a I'inte
valle [1;2]
Donc: (Vb €[0;1]);(3x €[1;2]) / g(x) =
Donc: [0;1]c g([1;2) (2)
Des relations (1) et (2) on déduit que g([1;2]) = [
» On déduit de méme que g([2; + oof) =[1; +
c. Déterminons la fonction polynéme #
Soit x un réel de I'intervalle [1; + oo
Ona: f(x)— 8= 3(Vx— 1 — 1) (d'aprés la qué
tion 1) b)
Donc: f(x) = 3(Vx—1—-1Y+8
=3(gx)— 1)+ 8 |
On considére la fonction polynéme 4 définie pa
h(x)=3(x—1)"+8
Ona: f(x) = h(g(x)) = (hog)(x)
Donc: f= hog
» Les variations de f :
La tableau de variations de / est le suivant :

+ oo 1 —oo |}

i PR

(h est une fonction polynéme du second deg

X

h
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sur

tervall

e de.
tali

) e g([1:2]) =
{ + La fonction A est strictement décroissante sur [0; 1]
' I;)onc : f= hog est strictement décroissante sur

Ona: f= hog

e La fonction g est strictement croissante sur l'inter-
valle [1;2]

[0:1]

ﬁz]

(s Lafonction g est strictement croissante sur [2; + oof

og([Z + oof) = [1;+ oo
e Lafonction & est strictement croissante sur [1; + oof
\ nc: f= hog est strictement croissante sur

2; + oo —
“RCICE RESC m Economie et

nne a acheté un terrain rectangulaire de
40m a un prix global égal 3 200.000Dh.
r les dimensions de ce terrain pour que

étre carré soit minimal.

‘et y les dimensions de ce terrain rectan-

'son aire et P son périmétre.
P=40=2(x+y) donc x+y= i; = 20,
xy donc S =x(20—x)=—x"+20x.

prix du metre carré (prix unitaire).

| de ce terrainest : P-= S X P, donc

>0 et S > 0,donc pour que P, soit mi-
ut et il suffit que S soit maximale.
es variations de S :
—x*+20x (fonction polynéme du se-
':'gavec: a<o etaz—-z%—z 10)
u d_e variations de S est:
) 10 20

Oet y > 0, donc: 0 < x < 20)

aximale pour x = 10.

metre carré est minimal pour x = 10.
‘donc y =10,

€ carré est minimal si ce terrain est
1 de coté.

EXERCICES resovus

\j
- EXERCICE RESC
composée de deux fonctions
Soit f la fonction définie sur R* par:

R
W Vx+2

K} Montrer que f est majorée par 2 et minorée
par—%.

B onpose: (VxeR) ; ulx) = Vx

a. Déterminer la fonction v telle que : f= vou.
b. En déduire les variations de f sur R".

Monotonie de la

Bl Soit x un réel positif,

2vx—1 -5
pOna: (x)—2— — =
7 vx+ 2 vx+ 2
Ona: <0 donc f(x) 2<0.

J_+

d'ol: f(x) < 2 pourtout x e R,
donc: f est majorée par 2 sur R".

bf(x)+— 2»/;—1+1 5/x

/_ Jx+2 2 Jx+2
Sv'x 1
Ona: > 0,donc f(x)+==0.
"Vx+2 P Y

d’ol f(x) =— 5 pour tout x € R".

La fonction f est donc minorée par —L.

2
¥ 2. Déterminons la fonction v telle que:

f= vou ou u: x>y x

2/x—1 _ 2u(x)—
Ona: f(x e = pourtout
On pose : v(x) = 2;_:21 pour tout x € R— {— 2}
) _ 2ux)—1 _ -
alors: f(x) = O w(u(x)) = (vou)(x)

pour tout x = 0

Donc: f= vou, ol v:x — 2x—1

x+ 2
b. Sens de variations de f sur R".

b Tableau de variation de u
X 0 + o0

uo/

b Tableau de variation de v

X | =00 -2 + o0

v //

Ona: f= vou

» La fonction u est strictement croissante sur [0; + oof
p(VxeER) ; ulx)=>0doncu(R)c R*

» La fonction v est strictement croissante sur R".
Donc, la fonction f= vou est strictement crois-

sante sur R*.
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EXERCICES

RESOLUS
S0| ﬂﬂm Comparaison

desfonctlons XX} XX} xm et x—-Vx

Soit f, g, h et k les fonctions définies par :
f)=x; glx)=x%; h(x)=x" et k(x) = NES
Représenter dans le méme repére orthonormé
(0;7;]) les courbes des fonctions f, g, h et k
en utilisant des couleurs différentes.

En utilisant le graphique, comparer ces fonc-
tions suivant les intervalles.

E¥ Construction des courbes de f, g, h et k.

e Sur I'intervalle [0;1]
» (C,)est au-dessous de (C,) donc h =g
» (C,) est au-dessous de (C;) donc g <f
» (C;) est au-dessous de (C,) donc f<k
D’ol, sur 'intervalle [0;1] : h < g <f<k
e Sur 'intervalle [1; + oo,
» (C:) est au-dessous de (C,) donc k < f
» (C,) est au-dessous de (C,) donc f< g
» (C,) est au-dessous de (C;) donc g < h
D'ou, sur l'intervalle [1;+ oo kS f<g=<h
Les courbes (Cy); (C,); (C)) et (Ci) ont deux
points communs O(0;0) et A(1;1)
Donc e Vxe{0;1} 1 a= x'=x= Vx
»(Vx e J0;1]) ; x* <x? <x </x
> (Vx € JI; + oof) ; Vx <x <x* <x’
On remarque aussi que :
P(VxE oo — 1)) 5 ¥ <x <«
»(Vxe-1L0]) ; x<x*<x’
»(Vxe{-1;0}) ; ¥=—x"=x

Remarque : ses résultats peuvent étre vérifiés
algébriguement.

Comparaison de ces fonctions graphiquement,

{ ,#:*c 0L 1] LEN Concentration
maximale

Les expériences faites sur un médicament, montren
que sa concentration volumigque en ml par litre du-
sang (apres l'avoir injecté dans le corps humain) a
I'instant t (en heures) est donnée par la relation ;
f() = 63; ;620

La figure suivante représente la courbe de la for

tion f :
LY.
2

s

= . - - e o

Par lecture graphique, déterminer :
Une valeur approchée de I'instant t auquel
concentration est maximale. |
Quelle est la valeur de cette concentration maxif
Les instants en lesquels la concentration est
rieure ou égale a la moitié de sa valeur ma

Par lecture graphique, on remarque que
tion f admet un maximum pour ¢ = 1,4 (
approchée) la valeur de ce maximum est : 2,2
Donc, la concentration est maximale 1430 ap
avoir injecté dans le corps humain, valeur dé
te concentration maximale est : Crn = 2, 220
La demi-concentration maximale est :
Cow o 22 = 1, Il
On remarque que la droite (D) d’équation
y = 1,1 coupe la courbe de f en deux poif
et B d'abscisses respectives 0,4 et 5,4.
(C;) se trouve au-dessous de la droite
intervalles [0;0,4 | et [5,4; + oof.
Donc : aprés avoir injecté le médicament 2
corps, la concentration volumique est i
ou égale a la demi-concentration maximai€
0,4h = 24min et aprés 5,4k = 5h24 mil
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este mes connaissances

mifie, fonction majorée sur
r?

cignifie, fonction minorée sur
8 valle 7

er géométriquement f= g surun

t la monotonie de la fonction x — ax’

a#0?

ifie f(a) est un extremum d’une
 f sur un intervalle /?

st la période de la fonction x — cos(ax)

croissante sur un intervalle 7, quelle

e ! . .
a8 onie de la fonction Af sur l'intervalle

el Mentraine a faire des choix

{ou les) bonne(s) réponse(s)

__Réponse 1

ste mes apprentissages

Je teste mes techniques et mes méthodes

Comment comparer deux fonctions définies
sur un intervalle 7?

Comment comparer, graphiquement, deux
fonctions?

Comment montrer que le réel a est un mini-
mum de la fonction fsur D,?

3 Comment montrer que f admet un minimum
en a sur Dy ?

Comment utiliser la période 7' d’une fonction
périodique.

e Pour réduire I'ensemble d’étude?

e Pour représenter cette fonction sur [0;47]N D;?

[ Comment déterminer I'ensemble de définition
de la composée de deux fonctions f et g dans cet
ordre?

Quelles sont les étapes a suivre pour détermi-
ner la monotonie de la composée de deux fonc-
tions monotones?

acm

(Les réponses sont données a la fin de la derniére page d’exercices)

_ Réponse2

Réponse3

0 aj alle [0;2], la fonction fix — 2x + 3 est: cioicsainte bioinda sa courbe est
| une droite
€
ure : n: x— cos2x est périodique dont une
, 2mi ’ T s 27
2
ng + 1 - .—,m -
| et g(x) = ", alors (gof ) (x) 502 +1) 2(5%) + 1 10x* + 1
m _ 1
solid X~ e admet surl'intervalle }- 1; 1] E— FE— n‘admet pas d’ex-
tremum
n) s 8 les fonctions définies par : f(x) = x’;
N a pour tout x € [2; + oof f=g g=f J=g
iction dont le tableau | [ A[-3;1]) =
st le suivant : [0; 2] [2;6] [— % 1]
3le @
1:2 D=
i 72 % Alt:2) [0;2] [0:6] [-1:6]
N
[ -1 H f([-3:4]) =
; Al=3:4D [-2:0] [-1;2] [-1;6]
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 EXERCICES

—— Exercices d'application ____ | 2./00 = sin(3x)+ cos(2x) ; T= 6n

Fonction majorée - Fonction minorée -
Fonction bornée - Fonction périodique

Exercice o :Soit f la fonction définie sur R" par :

fley=1--.
Montrer que f est majorée par le nombre 1 sur
I'intervalle J0; + oof.

Exercice e :Soit f la fonction définie sur R par:

1
X)=— 24— ;
fx) x+1
Montrer que f est minorée par le nombre -2
sur R.

Exercice o :Soit f la fonction définie sur
[~ 1;+ oo par: fx) = 2—Vx+ 1.

Montrer que f est majorée par le nombre 2.

Exercice o Soit f la fonction définie sur
R—{1} par:flx) = +l
Montrer que : (Vx € R*)

0=f(x)<1.

Exercice 9 : Soit f la fonction définie sur R
par: f(x) = 2sinx + cosx.

Montrer que : (Vx € R) ; | f(x)| < 3,

En déduire que f est bornée.

Soit f la fonction définie sur

_ M. T : _ _ sin'x
[ 3’ 3]par fx) = 1+ cosx

Montrer que f est bornée sur l'intervalle [— %; —g}

Exercice 0

Exercice o : Soit f la fonction définie sur R

2
par: f(x) = %—:—x—
1. Montrer que : .
vxeR =yt X’ &
(R ;10| S T2 s 2
2. Montrer que: (Vx € R) _f 51
Z

t—X <1
€ l+x* 7 27

3. En déduire que f est bornée.

Exercice 0 : Montrer dans chacun des cas sui-
vants que 7" est une période de la fonction f :
L flx) =" cos(2x) + sin*(x) ; T=
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T=mx

3. f(x) = tanx + sin(2x) ;
Exercice o : Reproduire la figure suivante gf
compléter la représentation graphique de f st
lintervalle [—4;4] sachant que f est périodig
de période 2.

L} ﬁ 4
E =
v

Comparaison de deux fonctions

Exercice @ : Comparer les fonctions f
dans chacun des cas suivants :

1 flx)=x* et g(x) = +l

2 fl) ==x'—x+3etglx) = 23,
3. flx) = ;_,_2|_ 5 etg(x)=;i—T

4. f(x) =x+let g(x) = —tfl— 1
S.f(x)l=x3-x—1etg(x)=2x~3.

Extremums d’une fonction

Exercice @ : Soit f la fonction définie sur
par: f(x)=x*—4x+1.

Montrer que f admet un minimum sur R
atteint en 2.

Exercice @ : Soit f la fonction définie sur:
2
par: f(x) = e

Montrer que f admet un maximum sur R
atteint en 1.

Exercice @ : Soit f la fonction définie sur
par: f(x) =x"— 3x.

1. Vérifier que f est impaire.
2.a) Montrer que f(1) est le minimum de f
[0; + oo[.

b) En déduire que : (Vx € [-o0;0]) ; f(x)

Exercice @ : Soit f la fonction définie suf
[—8;7] dont le tableau de variations est le sU
vant :



-0\2/1\0/2

niner les extremums de f sur chacun des

inte et
e f st
rlodi .

ns

L

iner les extremums de f.
‘miner le signe de f(x) sur l'intervalle

Composée de deux fonctions

e D : soit f et g les fonctions définies

=t 1ot g(n) = 2

ner 'ensemble de définition de cha-
ctions: f; g; gof ; et fog.

r 'expression de (gof)(x) pour tout

2 sur | N
(fog)(x) pour tout x de D,.

R
@ : Soit f et g les fonctions définies
vx—1etgx) = x-l-’f2'
e sur r 'ensemble de définition de cha-
Inctions : f; g; fog; et gof.
R r 'expression de (fog)(x) pour tout
€t (gof) (x) pour tout x de D, .
(8 : Soit £ et g les fonctions définies
es o
2»/‘ 3 etglx)=+vx+ 2.
N ner la fonctlon h telle que : f= hog.
es
i Btonie de la composée de deux
X fonctions
= Soit f et g les fonctions définies
- x et g(x) P
e . r!’ensemble de définitionde f; g

1. f()=2%

EXERCICES

' 2. Dresser le tableau de variations de chacune

des fonctions f et g.
3. Déterminer les variations de la fonction gof .

Exercice @ : Soit f et g les fonctions définies
par: f(x)=—2x+1 et g(x) = L= 2%

1. Dresser le tableau de variations de chacune
des fonctions f et g.

2. Etudier la monotonie de la fonction gof sur
chacun des intervalles |- o0;0[ et J0; + oo .

Exercice @ : Soit f une fonction numérique

définie sur [—3;3]; dont le tableau de variations
est:

X |=3 =7 0 2 3

A _2,,/0’/" ’ ~ 1/4
Dresser le tableau de variations de chacune des
fonctions suivantes :
1. h(x) =—f(x)

3. ul0) =(f0)

Fonctions usuelles

2. gx)
4, v(x)

=flx)+3
=—flx)+3

Exercice @ : Construire dans un repére

orthonormé (O: ?;}"), la courbe de la fonction f
dans chacun des cas suivants :

2. fx) =——’§i

3. fr)=vx+1 4. fx)=vx—3
Exercice @ : Construire dans un repére
orthonormé (O; T;}r) les courbes (C;), (C,) et
(C,) des fonctions f, g et h définies par :
f@=2; x€l0;1]
@) =Vx ; x€[li+ oo
[f est impaire

et h(x) =f(—x)

g=—1;x=—1
et g:1g(x)=|x|; x€[-1;0]
g est paire

Exercice @ 1. Représenter dans le méme
repére (O; ;7 ) les courbes des fonctions suivantes :

3 3
a)ﬁxw% b)g:x.—-|%| ) hx—vVx+3
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EXERCICES

2. On considére dans R, équation : Exercice @ : La figure ci-contre représente la
(E):x*—64(x+3)=0. courbe d’une fonction f sur I'intervalle [—2;2].
a) Montrer que I'équation (E) n‘admet aucune 1. Dresser le tableau de variations de f sur I'in-
solution dans }-oo; — 3. tervalle [—2;2].
b) En utilisant les courbes précédentes, montrer 2 Déterminer les extremums de la fonction f.
que I'équation (E) admet deux solutions dans 3. Déterminer graphiquement, suivant les va-
F-3; + oof. leurs du paramétre k&,

! le nombre de solutions de
Exercice @ : Soit f et g les fonctions défi- I'équation f(x) = k. .
nies par : f(x) = x—+x2 etg(x) =vx+1 4. Déterminer le signe de
1. Déterminer I'ensemble de définition de cha- f). — 0
cune des fonctions f, g et gof . 5. Déterminer I'image par f de

2. Déterminer les variations de chacune des lintervalle [—1;0].

fonctions f et g.
En déduire les variations de la fonctions gof .

__ Exercices de renforcement |

Exercice @ : Soit f et g les fonctions défi-.
nies par : f(x) = %(x2 —4x+ 6) et glx) =

Soit (C,) et (C,) les courbes respectives des
fonctions f et g dans un repére orthogonal

Exerclce@: Soit f une fonction dont le ctio G e
(0;7:]) telque |7 | = 1emet]j|= 2cm.

tableau de variations est le suivant :

4 3 1 5 1. a) Donner une équation de 'axe de symétrié
2 0 de la parabole (Cy).
i \‘_ 1 T \_2 b) Déterminer les coordonnées du sommet 5§
) ; la parabole (C). 1
1. Determiner : Al=31] et A[=45) 2. a) Vérifier que : f(1) = g(1) et f(4) =g(4
2. Déterminer : f{[—3:5] et f(}-4:5]) b) Tracer les courbes (Cy) et (C,) dans le me
. ) ) ) ) repére .
Exercice @ : Déterminer I'image de l'inter- 3 On considére dans R* I'inéquation:
| valle I par la fonction f dans chacun des cas (D:x(x— 4) + 32— V) <0
l SUIVANIS : . . a) Montrer que I'inéquation (/) est équivalel
1. f(x) = 3x— 2 pour I =[—4;1] puis,pour I = R. 3 7)< g
2. f(x) =" pour I=[~3;2] puis, pour / = R. b) Résoudre graphiquement I'inéquation (D
3. f(x) =—2x*—4x—5 pour I =[—1;1] puis,
pour I'=[~3;2]. Exercice €F) : Soit f la fonction définie pé
. x3
Exercice @ : Soit f une fonction définie sur fO =i
Iintervalle / =[—3;4] dont la courbe est la 1. Déterminer D, 'ensemble de définition
suivante : fonction f.
1. Dresser le tableau de variations de f surl'in- 2. Montrer que : f(x) = 3/3 pour tout.
tervalle I. Y x€Foo;— 2. I-

2. Déterminer les ex- 2 : J
tremums de la fonction '\/\ : Exercice @ : Soit f la fonction définié
f puis le nombre de X5 1\5/; o Folis 1= J2x—3

solutions de I'équation ) ) e
1. Déterminer D, 'ensemble de définitie

| e = fonction f
3. Déterminer graphiqument : f([—2;0]) et ORCLION 7. 4
A[-3;4)) g i Al ] 2. Montrer que f(2) estle minimum
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iente [z @ + Une société fabrique de petites

sur I'in chine est vendue a 400dhs

I e fabrication de x machines est donné
M elation : C(x) = 0,02x* + 160x + 400.

'S Va-. iner le nombre de machines a produire
e pour que le bénéfice soit maximal.

la valeur de ce bénéfice maximal?

@ : Soit f la fonction définie par:
N B )= x-/4-%
SR miner D, 'ensemble de définition de

i .
dans R 'équation f(x) =— 342

: Soit f la fonction définie par :

flx)=x+Vx'—x

ner D I'ensemble de définition de la

que f est majorée par le nombre 15

: Soit f la fonction définie par :
) = Vx+2—/x—1

r D I'ensemble de définition de la

r que la fonction f est minorée par
que f(1) estle maximumde f sur D.

2€%) : Soit f et g les fonctions définies par :
S X —vVx—2etgx)=x—3x*+1

que f est strictement décroissante
‘que g est strictement croissante sur

re dans R, I'équation :

el = V7T —x—Vx-2
e: f(3)=g(3).

Ire 'ensemble de solutions de

=€) : 1. Soit f la fonction définie sur R
- 1)

5 dé « trer que — 2 V/2 est le minimum de fsurD.

mi*

 EXERCICES

a) Dresser le tableau de variations de f.

b) Tracer la courbe de f dans un repére ortho-

normé (0; ;7).

2.Soit g la fonction définie par :
gx)=vx*—2x+3

a) Déterminer D I'ensemble de définition de la

fonction g.

b) Montrer que g est la composée de la fonction

f et d’une autre fonction 4 a déterminer.

c) Déterminer les variations de la fonction g.

Exercice @ : Soit f la fonction définie sur R
par: f(x) = x*— 2|x|+ 3
1. Montrer que f est une fonction paire.
2. Montrer que f est minorée par 2.
3. a) Montrer que f est croissante sur [1; + oof
et décroissante sur [0; 1[.
b) En déduire les variations de f sur chacun des
intervalles }-oo; — 1]et |- 1;0].
4. Soit g la fonction définie sur R par:

gx) = /x"—2|x|+ 3
En utilisant la propriété des variations de la com-
posée de deux fonctions, étudier les variations de
la fonction g sur chacun des intervalles [1; + oo
et [0;1].

Exercice @ : Soit f la fonction définie par :
__2x*+2
Fo) = X+ 2x+ 1
1. a) Déterminer D I'ensemble de définition de f.

b) Montrer que: 1 < f(x) < 2 pour tout x € R".
2. Soit g la fonction définie par: g(x) = =

a) Vérifierque : (Vxe D) ; f(x)= 1+ (gx)).
b) Dresser le tableau de variations de la fonction
g et étudier le signe de g(x) sur D.

c) En déduire la monotonie de la fonction f

sur chacun des intervalles : [1; + oo ; |- 151 ] et

Foo; — 1[.

Exercice @ : Soit f la fonction définie par :
f(.X.') — xz —4x+ 6

—4x+ 8
1. a) Déterminer D I'ensemble de définition de la
fonction f.
b) Montrer que : (Vx € D) ;
2. On consideére les fonctions u
ux)=x'—4x+5etvix) =

L<rw<1.
2

et v définies par:
x+ 1

x+3°
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EXERCICES

a) Dresser le tableau de variations de chacune des
fonctions u et v.

b) En utilisant les variations des fonctions u et v,
étudier les variations de la fonction f sur chacun
des intervalles: |- o0;2 ] et [2; + oof.

Exercice @ : Soit f et g les fonctions définies
par: f(x) =x’—2x+2 et g(x) = xVx

1.a) Déterminer D I'ensemble de définition dela
fonction g.

b) Montrer que la fonction g est strictement crois-
sante sur D.

¢) En déduire que pour tout x €[0;1]; g(x) €[0:1]
2. Dresser le tableau de variations de f.

3. En utilisant les variations des fonctions f et g,
étudier les variations de la fonction & définie sur
R* par:h(x) = x' — 2xVx + 2.

Exercice @ :Soit f et g les fonctions définies
par: f(x) = Vx et g(x) =

1. a) Dresser le tableau de variations de chacune

des fonctions f et g.
b) Représenter dans le méme repére orthonormé
(0;7;]) les courbes (C)) et (C,) des fonctions f

et g.
2. 0On considére la fonction h définie sur K™ par:
h(x) = Vx

C2+4/x
En utilisant la propriété de la monotonie de la
composée de deux fonctions, montrer que la fonc-
tion h est croissante sur R*, puis montrer que :
(vxeR") ; 0<h(x)<l.
Exercice @ On consid‘ere la fonction f définie
sur R par: f(x) = 1 +

1.a) Montrer que : (Vx € }R)
b) Montrer que f estimpaire.
2.a) Montrer que pour tous réels x et y,ona:

N _ — xy) B
F ﬂy)_(1+x2)(1+y2)(x Y)

b) En déduire les variations de la fonction f sur
chacun des intervalles [1; + oof et [0;1], puis dres-
ser le tableau de variations de la fonction f sur R.
3.Soit g et h les fonctions définies par :

D f@] =1

gx)=vx+1ethlx)= J/xl—%_%

r

—_Exercices de synthese

a) Déterminer les variations de la fonction g sur
son ensemble de définition et représenter sa cour-
be dans un repére orthonormé (0; 73/ )

b) Déterminer graphiquement g([—1;0]) et
8([0: + o<[)

¢) Vérifier que : (Vx € R) ; h(x) = (gof )(x)
d) Dresser le tableau de variations de la fonction A

et d'approfondissement

Exercice @ Soit f la fonction définie sur R
’ _ 1 i
par: f(x) = x+ >t T3 2

1. Etudier les variations de la fonction f sur RR.
2. Montrer que :

vy . 1 %.3
(‘v’xER),x+2+ x+1_2.

Exercice @ Soit f la fonction définie par:
f(x) = __M‘_L

—4x+ 3
1.a) Montrer que:(Vx€R) ; 2x°— 4x+ 33
b) Montrer que: (Vx € R) ; —12- <flx) =1
2.Soit u et v les fonctions définies par :

- s — x+ 2
u(x) =x>—2x et v(x) Y3

a) Dresser le tableau de variations de chacuned
fonctions u et v.
b) En utilisant les variations des fonctions u et
étudier les variations de la fonction f* sur chaé
des intervalles [1; + oof et }-oo: 1]

3. Soit g la fonction définie sur R, par:

_ [ xX¥—2x+2
W=y 2 _ax+3 e |
a) Vérifier que : (Vx € R) ; —% <gx) =4

b) Etudier la monotonie de g sur chacun des
valles : }-o0;1]et[1;+ oof.

Exercice @ - On considere la fonction it
que f définie par:

Vx
£ . . -
1.a) Déterminer D, lensemble de défint
b) Veérifier que:
‘ ’ : _ 2
(veelli+ oD i (7) =¥ %

2.Soit g la fonction définie sur R’ par



sk g(x)zxz—%+1.
pial a) Montrer que g est strictement croissante sur
¢ lintervalle JI; + oc|.
b) En déduire la monotonie de f sur I'intervalle
%) I+ ool
ction h

Exercice @ : On considére la fonction f définie
() =x+2—-vx+2

) Déterminer D, I'ensemble de définition de f.

t |Montrer que : (Vx € D) ; flx) =— 1
oudre dans R I'équation f(x) = 2.
ur B u et v les fonctions définies par :
¥—xetvix)=vx+2
erminer les variations de la fonction v sur
irR. semble de définition et tracer sa courbe.
iner graphiquement v([— 2: — %D et
+ oo )
A le tableau de variations de la fonction u«
par:
que:(Vx e D) ; flx) = (uov)(x)
4+ 3 la monotonie de f sur chacun des
1 [—2;~%]et[—%;+oo[.

@ :Soit f la fonction définie par :
2vx—1

iner D, 'ensemble de définition de f.
que f(2) estle minimumde f sur D.
v les fonctions définies par :

G = /x—1-1.

que la fonction v est strictement

ur l'intervalle [1; + oof.

u et

) ; f(x) = (uov)(x).

bleau de variations de f.

1Soit f la fonction définie sur R
+ x4 x

+(1+ Y)x+y"+y+1>0
est strictement croissante sur R .
_ﬁation f(x) = 3 admet au plus

=v10—x.

s de la fonction g sur l'inter-

nction g définie sur I'intervalle

EXERCIGES

valle |- oc;10].
b) En déduire que I'équation f(x) = g(x) admet
une unique solution.

3. On considére la fonction A définie sur I'intervalle

. l+x+vVx
3 th - Lt
10; + oof par: h(x) g

a) Vérifier que : (Vx € J0; + o<[) ; h(x) = f(%)
®

b) En déduire la monotonie de A sur I'intervalle

10; + o0l

Exercice @ : Une société fabrique un produit A.
Une étude a montré que le colt total (en milliers

de dirhams) de fabrication de x unité du produit

A estdonné par: C(x) = x*+ 132x + 3000 et
que la loi de la demande est donnée par la relation :
p(x) =— 2x*— 8x + 1056 (en milliers de dirhams)
ou p(x) estle prix unitaire quand la quantité pro-
duite est x, ou x < 20

Déterminer la quantité a produire pour que le béné-
fice soit maximal et déterminer la valeur de ce béné-
fice maximal.
Exercice @ : Soit f la fonction définie sur R
par: f(x) =—15x"+450x — 1875

1. a) Montrer que f est croissante sur |- oo;15 |
et décroissante sur [15; + oof.

b) Dresser le tableau de variations de f.

¢) En déduire le maximum de f.

2. Pour sa piece théatrale, une équipe a loué
une salle contenant 450 places au prix global de
1875dhs.

On admet que si x est le prix en dirhams d’un
ticket, et y le nombre de tickets vendus, alors :
y=450—15x.

a) Vérifier que la recette de la vente de y tickets
(en dirhams) est —15x* + 450x.

b) Vérifier que le bénéfice réalisé par cette
équipe théatrale (en dirhams) est donné par :
flx) =— 15x* + 450x — 1875

c) Quel est le prix du ticket (en dh) réalisant un
bénéfice maximal?

Exercice @ : Apres l'apparition d’'une épidémie
dans un pays, on a remarqué que le nombre de
personnes atteintes par la maladie, ¢ jours aprés
sa premiére apparition, est donné par la relation :
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EXERCICES

f(t) =45¢ =1 out €[0;45].

1. Montrer que la fonction f est croissante sur
I'intervalle [0;30] et décroissante sur [30;45]
2. Déterminer le jour ol le nombre des malades
est maximal.

Exercice @ : Soit (A) la partie du plan définie

par: x=0
0<y<2Vx

Soit f la fonction définie sur R par:
(x) = Yyx+1-—-1
f SE
f0)=0

Montrer que la courbe de f se trouve dans la
partie (A).

Exercice @ : Un produit A se vend en détail
au prix de x dirhams le kilogramme.
La quantité V' vendue est donnée par la relation:

Vix) = %“ -:-li--x+ 12 ol 5 < x < 20.

1. Déterminer la quantité V' dans les cas sui-
vants:x =8 et x = 10.

2. Déterminer le prix associé a la quantité 10kg.
3. a) Montrer que la fonction : x — V(x) est dé-
croissante sur[5;20].

La notion de fonction a travers |I'Histoire

Il a fallu beaucoup de temps et d’efforts pour.dégager et clarifier le concept de fonction. On renco
chez les Baryloniens, avec leurs tables numériques et astronomiques, une vague idée de foncti
Thomas Bradycardie (1290-1349) introduit le concept de fonction puissance, et Nicole Oresm
1382), évéque de Normandie, explore les régles pour calculer sur les fonctions puissances; i
précurseurs du repérage graphique pour décrire les trajectoires des astres (il utilise les mots
"longitude" jusqu’au XVII*™ siecle, les courbes sont étudiées d’un point de vue géométrique,
appel a la notion de fonction associée a ces courbes. Cette association se dessine avec Descartt

1650) et Newton (1642-1727).

les bonnes réponses de la rubrique « Je m’entraine a faire des choix »

b) Que peut-on déduire pour la quantité V(x)
quand le prix x augmente?.

Exercice @ : 1. Soit f une fonction stricte-
ment monotone sur un intervalle /.

Montrer que :

Vsx)erl; x#x' = flx) #f(x').

2. 0n considére la fonction f définie sur [0;25] paf
f)=vVV25—x +vVVx
a) Déterminer les variations de la fonction f su
I'intervalle 0;2—5 A |
b) En déduire que 'équation f(x) = 4 n‘admet
aucune solution dans [0;9] et que I'équation
f(x) = 3 admet au plus une solution dans [0;9

Exercice @ : Le plan est rapporté au repére
orthonormé (0; i3/ ).
1. Représenter dans le méme repére les courb
des fonctions f et g définies par:
Fx)=vVx+1et glx)=—x'

2. En déduire que 'équation x'+ vVx+ 1 =0
admet une unique solution «a telle que :
_% €t <~ =L

3. Résoudre dans l'intervalle [— 1; + oof I'in€g
tion x’ + vx+ 1 <0.
(Donner I'ensemble de solutions en fonction dé

! Question n°: 1 2 3 4

Réponse n’:

113 |4213] 1 | 2
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L] - %N
ncois Viete
te est né en 1540 a Fontenay-Le-Comte
En 1571, il publie un premier ouvrage de
ie "Canon mathematicus" ou il présente
ses formules de cosinus et sinus qui
e simplifier les calculs, ainsi que des tables
iques,
oluer la trigonométrie pour lui donner le
onluiconnaitaujourd’hui. Depuis Mohammed
1;929) et Muhammad Abu'l-Wafa (940 ;998)
connu de telles avancées.

les suites numériques.

ques.

Objectifs de la legon

P Reconnaitre une suite numérique (Notation
- détermination des termes d’une suite);

b Reconnaitre une suite récurrente et utiliser
le raisonnement par récurrence;

» Reconnaitre une suite majorée, une suite
minorée et une suite bornée;

» Déterminer la monotonie d’une suite;

» Reconnaitre une suite arithmétique et
déterminer sa raison et son premier terme;
» Déterminer la somme des termes
consécutifs d’une suite arithmétique;

» Reconnaitre une suite géométrique et
déterminer sa raison et son premier terme;

b Déterminer la somme des termes
consécutifs d’'une suite géométrique;

» Reconnaitre des situations de suites
arithmétiques ou géométriques;
b Utiliser les suites arithmétiques et
géométriques pour résoudre des problémes.

Capacites attendues
p Utiliser le raisonnement par
récurrence.
» Etre capable d’étudier une suite
(majoration - minoration - monotonie).
» Connaitre une suite arithmétique ou
géométrique et déterminer sa raison et
son premier terme.
b Calcul de la somme de n termes
consécutifs d’une suite arithmétique ou

géomeétrique.

P Reconnaitre des situations de suites
arithmétiques ou géométriques.

p Utiliser les suites arithmétiques

ou géométriques pour résoudre des
problémes.
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ACTIVITES

ACTIVITES D'INTRODUCTION

| ~AcCtvIte . Listes infinies

| Observer, puis compléter par quatre nombres convenables pour conti- Info :
nuer la série de chacune des listes suivantes : » Chacune de ces listes
§. 1o else el T &0 nombres s‘appelle s
1 1 1 1 1 numeérique.

2.1, 5:5i 4516~ » Les nombres 1; 3; 5;

3.3 3.3 .3 .3, _3 . 11; ... de la 1ére liste s
»2;"72: 4" 8 167 32°'™ appelés les termes d

a 1.2.3.4. 5.9, premiére suite.
.2;3;4;5;6,7,... J

Les nombres pairs positifs sont les nombres qui s’écrivent sous la forme
2n ou ne N.

1. Le nombre 0 est le premier nombre pair positif. Info

Ecrire |a liste des dix premiers nombres pairs positifs.

2. Si note u, le premier nombre de la liste obtenue, u, le deuxiéme nom- les termes d'une st

bre, u. le troisieme nombre, ... et ainsi de suite, alors obtient la liste : > Si i estle premi

, me, alors :

Uy, Wi Uzjoeee e lerang de u, e

B Quel est le rang du terme us ? e lerang de i es

E Déterminer la valeur de chacun des termes : us; s €t s

u, = 2n est appelé «le terme général» de la suite numérique : 0; 2; 4; 6; ...

B Ecrire .., et us, enfonctionde n.

3. Quel est le terme général de la suite numérique : 1; 3;5; 7, 9; L7

Suite récurrente

Ahmed a décidé d’économiser une somme d’argent de la fagon suivante :

» Le premier jour, Ahmed va déposer deux dirhams dans une boite.

» Le deuxieme jour, Ahmed va déposer le double du contenu de la boite puis

retirer un dirham.

» Le troisiéme jour, Ahmed va déposer encore le double du contenu de la boite

(du 2iéme jour) puis retirer un dirham, et ainsi de suite pour les autres jours.

On note : 1 la somme déposée par Ahmed le premier jour.
. la somme déposée par Ahmed le deuxiéme jour. On note souver

s la somme déposée par Ahmed le troisiéme jour. par I'un des
. vants :

(u,) ou (
ou (a.)
ou ()’n) 0

u, la somme déposée par Ahmed le nieme jour.

Chapitre 3@ 60




si une suite numérique notée (u,).
S U Uz} Us; .. ; Un ;... SONE les termes de la suite (u,).
Wp; Us; Us €T Us.

calculer u; sans connaitre u?

une relation entre u,., et u,.

nue est appelée relation de récurrence.

3 somme qu’a économisée Ahmed durant les cing premiers jours?

rrécurrenceque: (Vvne N);u, =2""+1

ue la suite (i) est définie par une expression explicite. I

4)

e |es suites numériques (a.) et (b,) définies par :

Suite majorée - suite minorée - suite bornée

5 et bn=%;pourtout neN.
a; by et b, .

e:(vneN);a,=5
B (VvneN): b, <1
 que la suite (a,) est minorée par 5 et que la suite (b,) est

e |es suites numériques (u,) et (v,) définie par:
= % et (vne N); v, = 2cos(n)+ 3.
s suites (u,) et (v,) sont bornées.

e

®¥. Monotonie d’une suite

lite définie par: u, = (n+1)(n+2); pour tout n € N

SUo; Uiy Uy et us.

Ies nombres u,; u,; i, et u; dans l'ordre croissant.

2 fonction de n, la différence u,., — u,; puis en déduire que :
= U,

que la suite (u,) est strictement croissante.
un+ 1

% >1

:" en fonction de n, puis montrer que :
que (Vne N);u, > 0) -

€ncore une fois que la suite (u,) est strictement croissante. I

Info :

La suite (u.) est appelée
suite récurrente.

Soit (#,) une suite numé-
rique.

Si la suite (u,) est a la fois
majorée et minorée, on
dit que (u,) est bornée.

Soit (u.,) une suite numé-
rique.

» (u,) est croissante
signifie que :

(Vn = N);un S

» (u,) est décroissante
signifie que :

(Yne N);u < u,
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| ACTIVITES

Activité 0  Suite arithmétique

_ALLvI
La figure ci-dessous est une représentation graphique de la fonction :
fix— 2x—1.
: Pour tout n € N, on pose : u, = f(n). ;
1. Recopier la figure, puis placer les points A(0;u0) ; /
B(1:w); C(2;u:); D(3:us) et E(4;u). / G g
2. En utilisant le graphique, vérifier que : e bod tout n€ N ot r e
i =, + 2 et us = u + 2; conjecturer la relation 71 {u constante réelle ned
| entre i et . o/ dant pas de 7, alors
3. Montrer que : (Vrn € N) e = tt, + 2. 5 est une suite arithmeé
de raison r.

» On dit dans ce cas que (u,) est une suite arithmétique de raison 2 et de

premier terme i, =— 1
» Le terme u, = 2n — 1 est appelé terme général de la suite (). J

| MV!E@ 9 Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique

Soit (v,) la suite numérique définie par : (Vn € N);v.=n

' 1. Montrer que (v,) est une suite arithmétique dont on déterminera la raison
| et le premier terme.

2. Fl Montrer par récurrence que : (Yn € Njvo+ v+ ..+ v = n
I calculer lasomme: 1+2+3+...+50.

I‘ 3. Soit (#,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme u; -
Montrer par récurrence que : (Va € N);u, = uy+nr
| 4.0npose: S, =+ +ut ..+
E Quel est le nombre de termes de cette somme’-’

I} Montrer que: S, =(n+ 1)(2“—”;'14‘)

3 £n déduire que : S,,—(n+1)(“”+”"). l n—p+1

Suite géométrique

Un pharmacien a investi dans la création de sa pharmacie, une somme de 100
l 000 dh. Il a remarqué que, le premier mois, son bénéfice est de 5000 dh et que
chaque mois, son bénéfice augmente de 5% par rapport au bénéfice du mois

précédent.
Soit u le bénéfice de ce pharmacien le premier mois, et #. son bénéfice du

niéme maois.

1. Calculer: u;; us; us et us.
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ue: .

Si : Ua+1 = qU, pour tout
neN, ol g est une
par récurrence que : (Vae N'); u,e1 = 1,05u, constante réelle ne dépen-
- dant pas de n, alors (u,)
) 3 est une suite géométrique
g =_ 3 ne u . de raison ¢ .

er la relation entre u,., et u,.

que (u.) est une suite géométrique de raison 1,05 et de

) Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique

n nombre réel non nul et différent de 1.
rrécurrenceque: (vneN);1+qg+¢'+..+q"=

n+l]

l1—¢q
l—gq

ne suite géométrique de raison ¢ et de premier terme u,.

er par récurrence que : (Vane N);u, = uq".

Sh=wtwtuw+..+tu:neN

Si=u(l+g+q¢+..+q")

S. en fonction de », u, et g.

une suite géomeétrique de raison ¢ et de premier terme v,.

ar récurrence que : (vne N°);v, =y X g""'

.= v+ v+w+ . .+v,ouneN

- E I__q"

ende du jeu d’échecs

=

e le jeu d’échecs a été inventé par un savant
«Séta», quand il I'avait offert a I'empereur

I fut tant impressionné, 'empereur lui a
hoisir lui méme sa récompense. Le savant
Veux juste un grain de blé pour la pre-

: X grains pour la deuxiéme, quatre pour
Wit pour la quatriéme et ainsi de suite,
*Nombre de grains de blé d’une case 3

la 64ieme case.

S résultats de activité 9, montrer que le nombre s
de blé demandé est : 2 — 1. |

texcessivement grand -
44073709551615 ). Revoir I'exercice 50 page 50

du manuel TCS (Maxi math).
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Généralités sur les suites numériques
Soit 7, un entier naturel. On pose : I ={n € N/n = ny}

1- Définition et Notation

il DEFINITION |

Toute fonction numérique u définie sur I est appelée suite numérique. L'image par u d’un-_
‘ | de I estnotée u, etselit: «u indice n» ou simplement «u n»

u. est appelé le terme général de la suite u.

|
|

|

‘ | Notation

! || Une suite numérique u se note (u,),c; ou (Un),=n,
i- si I=N, u se note (u,) ou (u,), ou (tn),>o OU (tn),cx
| si I=N", u senote (i,),., ou (Un),cr -
| leréel u, estle premier terme de la suite (ia),s,, - '

|« Exemples :
'r . uN-R se note (2n+ 1), ou ((u,), ou u, = 2n+ let son premier terme est i, = &

n—2n+1
| | 2N =R se note (1 + ?2{),:-1 ou ((vu),s; U v, =1+ % et son premier terme est ¥ =

i
T. n~l+%

i 3 wN—{0;1} - R est |la suite de terme général w, = n—EIn—LI) pour tout n =2

|€ new T2
' nn—1)

w se note (w,),., et son premier terme est w, = 2.

2- Deux fagons de définir une suite
a) Suites définies par la donnée explicite de leurs termes
.. Exemples :
u,=(—1) pourtout ne N.
) (v,), la suite définie par: (vn € N);v,=f(n) ol f estune fonction numérique.

. _2n+1 . < g 2x+1
Par exemple : v, =5 75 ;neNou fix—""r75
_ 2

| 3. (w,), la suite définie par: (vn e N');w, =7

| b) Suites définies implicitement :
] On s’intéresse dans cette lecon aux suites définies par récurrence, c'est-a-dire les suites defl
1 donnée du premier terme (ou des premiers termes) et une relation dite de récurrence, qul
| calculer un terme a partir d’un ou de plusieurs termes précédents .

! « Exemples :

Uy = 1 b = ;
' Un+1 3 u,+1’ pour tout n € N ' 2z {:U+1 = 2i -1;_3‘) B , pour tout '
onaiu=Fuwtl=F+1=3 ona:v,=2u+3y=—2+6=4
1 ) ‘ = =4+ = 16
! u:=%u.+1=%><%+]=192 vi=2n+3n=4+12
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rminer les termes d’une suite explicite
te définie par :

N)u, =3"—2"

et us.

suite (v,),., définie par :
NYsv = n’in

1-1=
9—4=>5

i 27— 8= 19

' o 2
1eN);v, = ; donc
tV1.- _ 2 _L
FR=oT,.9 =3
2 1

r les termes d’une suite défi-
urrence. Raisonnement par

ite (1,) définie par :

SN — Un
)._g unH 1 + uﬂ

ce que
-~ 2
N)iwn =775
=_2 _2
A 2+1 73
jéfin 2
jurp = 2?’_ =;
( 2 5
3 +1
2
2 T B
" —§-+1 ¢
ar récurrence que:
(v, Sy s @
5 :g.neN)!un 2n+1.

=2 =y,

POUR COMPRENDRE

Donc la propriété est vraie pour n = 0.
» Soit n € N ; supposons que u, = 51%_1
2

et montrons que u,+, = m+3"
Uy
u, + 1
2

Ona: Uy =

2n+1
2
2n+1 +1
2

T 2n+3

Donc : la propriété est vraie pour n+ 1.

. e 2
Conclusion : (Vn € N);u, = 5.5

[ED utiliser un raisonnement par récurrence
Soit (a.), la suite définie par :

ap =1
(VneN);a. = 2a.+ 1
Montrer que: (Vne N);aq,=2""—1

Montrons par récurrence que:

(Vvne N);a,=2""'—1

pOna: 2" —-1=2-1=1=a

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

» Soit n € N.

Supposons que a, = 2""' — 1 et montrons que :
Ans1 = 2" — 1

Ona: a. =2a,+ 1

=202 - 1)+1
=" -2+1
=" ]

Ainsi, la propriété est vraie pour n+ 1.
Conclusion: (Vvne N);a,=2""—1
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LE COURS

Suites majorées - suites minorées - suites bornées

DEFINITION

Soit i€ N et I={n€ N/n> n,} et soit (u,),, une suite numérique.
1. Dire que (u.),., est majorée signifie qu’il existe un réel M tel que, pourtout (n € 1):u, <
2. Dire que (#.),, est minorée signifie qu’il existe un réel m tel que, pourtout (n€1);m <
3. Une suite a la fois minorée et majorée est dite suite bornée. ”

Exemple : Soit (u.), la suite définie par: (vn e N);u, = #
Ona: (vYne N);0 < u, donc la suite (1), est minorée par 0.
etona:(vneN);u,<1(carn<n+2)

donc la suite (u,), est majorée par 1.

Ainsi (u,), est a la fois minorée et majorée, elle est donc bornée.

Propriété
Soit ()., une suite numériqueot /={ne N/n>n,} et n,€ N. f
(un),; est une suite bornée si et seulement s'il existe un réel @ strictement positif tel que : (Vn € I)

Monotonie d’une suite
Soit ne N et I={ne N/n=>n,}

DEFINITION

Soit (u,),., une suite numérique , ot

1. On dit que la suite (u,),., est croissantesi: VY(mm)E P:in > m= u, > u,.

2. On dit que la suite (u.),., est décroissante si: V(mm)EF;n > m = u, < u,.

3. On dit que la suite (u,),., est strictement croissantesi: V(m;m)EFin > m = u, > tn.
4. On dit que la suite (u,),., est strictement décroissante si: V(m:m) € P:n > m = u, < lin.
5. On dit que la suite (u,),., est constante si et seulementsi: V(n;m) € P : t, = .
Propriété

Soit (u,),., une suite numérique.

1. la suite (u,),., est croissante si et seulement si (Yu € 1) ;ue1 = U,

2. la suite (u.),., est strictement croissante si et seulement si (Vn € 1) t) > U,

3. la suite (u.),., est décroissante si et seulement si (Yn € 1) ;4,1 < u, .

4. la suite (u.),, est strictement décroissante si et seulement si (Vn € 1) ; upe) < .
5. la suite (.),., est constante si et seulement si (Vi € 1) ; Uy = u,.

Exemple :
Soit (u.), la suite définie par: Soit (v.), la suite définie par:
| A
(VHEN');HH=% (VREN);V,,:TXB
50|t ne N' ona: SOlt ne N ona: Viyi — VvV, = %X 3n+l
o = 1 -— -1— :.—-——-———I — 1_ n -
Unos = Un = T "W =T D) =5x3"(@
Donc Upsi — . < 0,doU: (VR E N thye: < U = 3"

Donc v,:1— v, > 0; d'ot: (Vne N);vat

Ainsi (u,),-, est strictement décroissante.
Ainsi (v.), est strictement croissante.
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e N);0 < u, < 1. Conclure.
définie par :

N)iva = %—Sin(n)

-, estbornée.

gue: (vneN);,0<u, <1
pOna:n=0etn’+1>0
->(0,dol: u,=0

e:—1<Z—sinn<3
1<v,<3

, est décroissante.

F récurrence que :

< 1.

donc: 0 <u< 1.

été est vraie pour n = 0.

Supposons que 0 < u, < 1 et mon-
Unty < 1,

U, et 0 <y, < 1

Iet0<}Tu5<%<1

Vatl €S le.principe de récurrence :

(VneN):0<u <1

POUR COMPRENDRE

» Déduisons que (u,), est décroissante:
SoitneN,ona: ups1 — U, = ;Ifuf:-un

= i—u,, (1, —4)
Comme 0 <u,<1<4
alors: (#,—4 <0etu>0)
D'ou: Ups1— s < 0
Conclusion : (Vvr € N); tpe: < Un
Donc : (u,), est décroissante.
[ED Récurrence et variation d’une suite

Soit (a.), la suite définie par: a, = 0 et
(vhe N); a1 = V3a,+4

1. Montrerque: (VvreN);0<a,<4

2. En déduire le sens de variation de (a,), .

1. Montrons par récurrence que:
(VneN):0<a,<4
PpOna:a=0donc: 0<a <4
Ainsi, la propriété est vraie pour n = 0.
» Soit n € N, supposons que 0 <a, < 4
et montrons éwe 0<a. =4.
Ona:0<a,<4=0<3a,=<12
—4=<3q,+4<16
—2</3a,+4<4
(car x — {/x est croissante sur R")
Donc: 0 <2 <@, < 4.
Ainsi, la propriété est vraie pour n+ 1,
D’ou, d’apres le principe de récurrence,
(vheN);0<a,<4
2. Sens de variation de la suite (a,), :
Soit ne N,
ona:a;.—a,=3a,t4—a;
=—a;+3a,+4
=(4-a)(1+a,)
etcomme: 0<a,<4
alors4—a,=z0etl1+a, =0
Dol : ari—ar =0
c'est-a-dire : a7+, = a}
et comme a, >0, alors: (Vn € N); wuer = a,
Ainsi : (a.), est croissante.
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== Cas particuliers :

Chapitre 3@ 68
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LE COURS

Suites arithmétiques

i oérmoy

Dire qu’une suite (n),,, est arithmétique signifie qu’il existe un nombre rée| r tel que,
(Vn 2 nﬂ) ; un+] = un

+ 7, le nombre r est appelé Ia raison de la suite (u,),.
Autrement dit:

Une suite est arithmétique lorsque I

on passe d’un terme
Exemple : (u,), la suite définje par: (Yn € N);u,=2n+5 est une suite arithmétique,
en effet: u,., = 2(n+ D+5=2n+2+5= (2n+5)+ 2.
Donc: wpey =y, +2 pourtout n € N,

Ainsi : (u,

au suivant en ajoutant le méme nom:

1
I
|
|

), est une suite arithmétique de raison r = 2.

-

Propriété 1: ( Terme
Si (u,), est une suite ari
tout n > p,.

général d'une suite arithmétique )

thmétique de raison r et de premier terme u,, alors S Uy = Uy (=

En particulier: si 1, = 0 on a U= U+ nr
sim=1lonau,=u+(n— Dr.

== Conséquence: Soit 1, = N et soit (u,)

n=m UNE suite arithmétique de raison r alors :
(Vn > m); (Vp=>ny)iu, = u,+(n—p)r

Exemple 1 : Soit (y,
Calculons ;.

Ona: was = us+(2018 - 6)( 1) = 31 + 1006
donc: U0is = 1037

), une suite arithmétique de raison r = % et u, = 31.

Exemple 2 : Soit (u,), une suite arithmétique de raison 7 tel que, u

=35 et wy =—45,
Déterminons r et U, en fonction de 5.

Ona: ug=u+ 100r = 5+100r. Donc: 100r = Uow—5=—50

Dou: r 2—715 et par suite u, = y, + nr = 5 —%n pourtout ne N,

Propriété 2 : Somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique
Soit (u,),.,, une suite arithmétique,

Onpose: §, = UptUpei + ...+ y,

Ona:S,=(n—p+ I)(EL;—yi)

oum=<p<n

: -
Lp=m=0;$=m+m+m+m:w+nﬁ%ﬁﬂ

ZPTm=1; 542“:+Hz+...+u,,=n(£%ﬁ)




miner trois termes consécutifs
suite arithmétique
Jans cet ordre trois termes consé-

rithmétique de raison r tels

nomb

w
ﬂ
8
o
Il
S
+
s

e btc=b—r+b+b+r
B = 3)

39 et parsuite: b =13

= 525 s'écrit :

+(13+r) =525

rés développement et simplification)
jour=—3

¥a=10;:b=13etc=16)
is:(a= 16;b= 13etc= 10)

b
e suite arithmétique

st une suite arithmétique

n fonction de 7.

+1 = 20+ 2 _ 2 +1)
' u,+3 U+ 3

=1 alors u,+ 1 # 0 et par suite

POUR COMPRENDRE

+3 2
D s s — Wi = L e
ONE: Bt =W =9t 1] 2t D
=4—u"+] :—-l-—-
2u,+1) 2

Donc: (VhE N) ;v = v,,+%

Ainsi : (v,), est une suite arithmétique de raison
r=w et du lerterme v, = o w ik 1.

J ona: v,=w+nr;pourtout n de N.
g e = 1 _2+n
Donc.v,,—1+2n— p)

Alors: u,+1= vl—

n

_ 1
et comme Vo = un+ I

Soit u,,z-l——l

Vi
Pl . -—__.___uz —_ :—u--—_n
Dou.u,,—n+2 1 )

N . _nt2 . =R
Conclusion: (Vne N); v, = et =~y

Calculer la somme des termes consécu-
tifs d’une suite arithmétique

1. Calculer la somme :
S,=—3+1+5+9+..+(4n+1).

2. Soit (u,), une suite arithmétique telle que :
S=uw+u+..+u=168 et u;= 5,
Déterminer la raison r de cette suite et son pre-
mier terme i, .

1. On remarque que S, est la somme des termes

consécutifs d’une suite arithmétique (v,), de pre-

mier terme v, =— 3 et de raison r = 4.

Ona:v,=wtnr=—3+4n et

Va1 =—3+4(n+1)=1+4n.

Donc: S, =vot+w+..+ Vv

etparsuite: S,=(n+1-0+ 1)(%)
S,=(n+ 2)(%)

S.=(n+2)2n—1)

2. Ona: §=(10-3+1)( L5k
:4(u3+um)

or us = U+ 3r et uo =+ 10r

Donc: S= 4Que+ 13r) or: us =y +6r=>5

D'ol: ug=5—6r

Ainsi: S = 4(10+ r)= 168

soit 40 + 4r = 168

Dou:r=32etu=5—6r=—187
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LE COURS

IBD Suites géométriques

Dire qu’une suite (u,),., estgéométrique signifie qu’il existe un réel ¢ tel que pour tout n >

Uns1 = q X u,. Le réel g est appelé la raison de |a suite )
I k
Autrement dit:

Une suite est géométrique lorsque I'on passe d’

un terme au suivant en multipliant par un méme non
Exemple : Soit (u,), la suite définie par: (vn e N): u, = 2(%) .

i SoitneN,ona: u., =2 21 = 2 3 ¥ X 3= ia:,,. Donc : (u,), est une suite géométrique
4 4) "4~ 4 qus

| raison %

| Propriétés 1: ( Terme général d'une suite géomeétrique )
Soit (#y),s,, une suite géométrique de raison ¢ non nul.

1. Pourtout n=n,,0na: u, = u, X G 2. Pourtout n=ny, et p=>n,,0na: u,=
En particulier : si no=0 ona: u, = u,q" pour tout n de N.

simp=1ona:u,=uwuXqg" 'pourtout n de N".

| = Exemple : (,), est une suite géométrique

3 3 Ona:u5=ugxq3donc:q“=%=
' telle que : u, = i6 et us = 1024 - | .
Déterminons u, en fonction de 7. Donc: g =4 doli: u, =, x g"* =
Soit ¢ la raison de cette suite. Dol : u, =3 X (%)
Propriétés 2: { Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique)
. 1 — mntl
Pourtout g€ R'—{1},0na: 1 tgtg+..tg= —l:qq—
: Propriétés 3:
| Soit (,),.,, une suite géométrique de raison q;(@qeR —{1}).
| Onpose: S, =u,+u,i+..+u, ou: pEN et p>n,
| ey e i q"-pﬂ)
. Ona: S,,—-up(—l—_—q——
l Remarque
' sig=1alors: S,=(n—p+1)u,=( nombre de termes ) x 1" terme.
I — oht]
== Cas particuliers : Pour n, = 0 et p=0:S=wtm+..+u= uo( i _qq )
| | 1—ag"
Pourmy=1let p=1: S,,=u;+u2+...+u.,=u!(1_qq)
Exemple : Soit (u,), une suite géométrique Dot : ¢ = .:12_ | 3
3 3 ; — . (1=¢°
telleque:ug=3- et us =35 etparsmte:S—ug(l_q)
Calculons S =, +us + ... + uy, 1Y\°
_ . . - 3 “("2") _ 38
Soit ¢ la raison de cette suite. cest-a-dire : § = 7 |- 28
| Ona:u5=uz><q3donc:i‘f=%=(é—)' = _
Chapitre 3@ 70

— :



EB Déterminer le terme général d’une suite
~ géométrique

Beoit (1) une suite géométrique non constante

2t 3 — o= 2u, €t U =35.

ner u, en fonction de n.

Z Mo

g la raison de cette suite.
e (u,), n'est pas une suite constante, alors :
g#0etg+#1,
gomme : i = Gy et u = quy
w — U = 2u, S'écrit : 3quo— o = 2q° o
5 donc: 3g—1=2¢
E3g+1=0et
i+1=(¢q—1)0(2¢—1)
loug= % I
ime g # 1,alors: g = 5

rique de

U= q" 1o = 5(%—71 pour tout n € N,

Ser une suite géométrique
 définie par: u, = 1 et
pour tout n € N.

— 3 pourtout n € N.
v,), est une suite géométrique

i, en fonction de 7.
n de n, lasomme :

i Viet = Upe1 — 3

=%u,,+1—3

== %-un_ 2

Suite géométrique de raison %"
W=uy—3=-—2,

_.;'_2(%)” pour tout n de N

-'Tpour tout n de N
Pourtout n € N .

POUR COMPRENDRE

Donc: S, =u+u, +u,+ ...+ U,
=(w+3)+(n+3)+..+(v,+3)
=pt+wn+..+v,+3+3+3.+3)

1_(-%— n+l

1._,

S—

=5 +3(n+1)

Wt

et w=—2donc: S,=— 6(1 —(%)m)-f- 3(n+1)

Calculer la somme des termes consécu-

tifs d’une suite géométrique

Soit (u,), une suite géométrique de raison g et

de premier terme u,.

Onpose: S,=u+uw+..*u,. ouneN.

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1.0Onsupposeque: up=3 et g=>5.

Calculer u, us et Si.

2. 0n suppose que : us = 486 et u; = 4374 et

qg>0.

Calculer uo et U .

1.0na: u,= uq" =3 X 5" pourtout n de N.
Donc: yy=3X5=15
us =3 X 5= 1875

B _qu+l
o S,.—uOX( 1—gq )
=)

1=5

5=3

- T
Soit S,,—4(5 1)

et par suite : Sip = %(5“ -1)
2.0na: u;=q' Xus

w _ 4374 _ g
us ~ 486

etcomme ¢ > 0 alors: g =3

donc: ¢’ =

etona: us=q uo= 3w
us _ 486 _
243 243

Ona: uo= tq"
Donc: up = 2 X 3",

d'oli: uy = 2
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ﬁrs%ﬂwgﬁm,p
. E!d)"

=Y

RESOLUS
| EXERCICE

Etudier la

RESOLU 1

monotomie d'une suite

B Soit (u,), la suite numérique définie par :
U = 3? et (VnEN um*-@;%u—"-l_—g)
a. Montrer que : (Vvn€N);u. =3

b. En déduire que la suite (1,), est décroissante et

que (vneN);3<u, <%
On considere la suite (v,), définie par :
Vo =_12_
202 pour tout n € N.
Vat+1 = 14 vi

a.Montrerque: (Yvn€N);v, > 0 et v, _%
b. Montrer que : (Vn € N); v,,+. < 1. En déduire

que (v,), est décroissante. {t L
=

faky == ,/%—rﬁ%—
Montrer que (t.), est strictement décroissante.

B soit (w,), la suite définie par: wy, = 4 et

Wasr = flw,) pour tout n € N ot f(x) = x*— 2x.
a. Montrer que : (vn e N);w, =3

b. Montrer que la suite (w,), est croissante.

Bl soit (¢,), la suite définie par :

Eona: uo=l3g
e
et (VnEN);un+;=ﬁ—SJlﬂ

a. Montrons par récurrence que :

(VvneN);u, = 3.
pOna: up= =->3donc: uy=3
Donc, la propriété est vraie pour n= 0.

» Soit n € N, supposons que : i, = 3 et mon-

trons que U,+1 = 3.
u?—3u.+9

Oona:u. —3= - -3

- 6u,+9 _ (w.—3)

- Un N Uy
Comme u, > 0 (car u, = 3) alors : ~(~“"—;~§)120

DONC : Uns: — 3 = 0 C'est-a-dire : w1 = 3.
Ainsi: w=3 et (VneN); (un=3= u = 3)
D’aprés le principe de récurrence,

(vrn'e N);u.=3)
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b.Soit ne N
U —3u.+9
Ona: U1 —Un= e Un
_33=w,)
===

Comme u, =3 alors: 3—u, <0etu,>0
—u, <0

c'est-a-dire : Un+1 = Uy

Ainsi: (VR E N);thee1 < ta

Donc, la suite (u.), est décroissante.

et par suite : (Vn € N);u, < u, (Toute suite dé&
croissante est majorée par son premier term

Donc : U+

cest-a-dire: (vneN);u, < %)- et comme Uz

alors: (Vvne N); 3<un_1??
-
Vu—‘z
Pona: 2k pour tout n € N,
VH+1: 3 =
vi+1

a. Montrons par récurrence que :
(vneN);0 < v, et vns%

pOna: w= é donc: 0 < v et vy = %—
Ainsi, la propriété est vraie pour n=0.
»Soit ne N

Supposons 0 < v, et v, = -é— et montrons gt
0<Vurr €LVt S5
Ona:v,>0donc: vi+1>0et2v;>0
Dol : Vee1 > 0

Ona: vi>0=wt+1>1

1
vi+ 1

<1 (1)

=0<

0<v<t= sy
~0<2<5 (2)
De (1) et (2) on déduit que : 0 < 2vi X

Donc: 0 < vas S%

Ainsi: varr > 0 et v = ;—

D’ou, d’apres le principe de récurrences

(vneN);0 < v, et vni%

b.Oona: (vheN);v.>0
Va1 _ 2V

Donc: v, {43




1

1+ <1

|

L

|
omme: v, = 5 et

o<
14w, —

-dire : o <1
(vneN); = <letv,>0
(VvneN);v. <,

 suite (v,), est décroissante.

tu=l
On 2 ‘{r,.+.= %‘&""% , pourtout n € N.

par récurrence que (Vn e N);t,., > 1,

,=\/%fo+%—:‘/—2_
> [y (car\/§> 1)

é est donc vraie pour n = 0.

suite :

jue : f,+1 > I,

Qe : 12 > Lo
3 1

= 3 liv1 > ) Ia

1

ﬁjrn+] + l 3

i O 1 |
525 kth

x est strictement croissante sur

1 ,\-_.
4

flx) = x* — 2x

ations de £ est le suivant :

EXERCICES esovus

Supposons que w, = 3 et montrons que w,., = 3

f est strictement croissante sur [1; + oo| et
w, =3
donc: filw,) = A3)
et comme f(3) = 3et f(w,) = w,., alors:
Wi =3
Ainsi, la propriété est vraie pour n + 1 et donc
d’apres le principe de récurrence, (vne N):w, >3
b. Montrons que (w,), est croissante.
Soit ne N
ona: wy —w,=w; — 3w,
=w,(w,—3)
comme w,= 3 alors: w, >0 etw,—32>0
Donc: Wy —w, =0
Ainsi: (Vne N):w.., = w,
et par conséquent, la suite (w,), est croissante.

- EXERCICE RES(
On considere la suite (u,), définie par: u, = 0,
uy =1 etpourtout ne€ N; Upiz = %—u,m +%u,,.
On définit les suites (v,), et (w,) par:
(VR e N): v = thye1 — U €8 W, = Uiy + 3t
a. Montrer que (v,), est une suite géométrique.
b.Onpose: S,=votv+wm+.. +v.;
(ot ne N")
Calculer de deux facons différentes S, et en dé-

duire u, en fonction de n.

a. Déterminer la nature de la suite (w,),.
b. Déterminer u, en fonction de v, et w,.
. Retrouver u, en fonction de n.

Calculer en fonction de 7, la somme :
Si =+ w+ wt .. ¥ .

On a:
o = 0 3l == 1
_ 1 2
VHEN , u,f+2_§_un+[+§u”

B ona:v,=u-—u, pourtout ne N.
a. Montrons que (v,). est une suite géométrique.

Soit ne N,
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XERCIGES

RESOLUS

Vat1 = Up+2 ™ Hn+

- %!‘il4i + %'_un -

ona:
Un+1

Vit1 ==

ponc: (vaneN) ; %v
Dot : (v,). est une suite géométrique de raison

q =-—%— et de premier terme vo = i — lo = 1.
l__ n
b.Ona: S, =wT 1R o S V{J( 1__?; )

_[1-3)

=1
1+%

ponc: 5= 2(1—(-3])

D’autre part, ona: Va = Unsi

— Un

ponc :
S, = ( — to) T (2 — ) + (s — ) + -+ + (U — Un-1)
+ un— uu—l

:Hi'_un'{’_uz_ul_'-uj'—ug'%"'

(aprés simplification )

=y, (car uo=0)
e 30-(3)
Pla.Ona: w, =l T %—uﬂ

Soit ne N, W1 — Un+2 +'%u:l+l

= Un— Uy

Dol :

= —%’unﬂ + ‘%_Hn +%un+1

— un+l+%un
= W,
ponc: (VnEN) 5 Wur1 = Wa

Ainsi @ (w,), est une suite constante.

et comme Wy = U +-3.—u0 =1
Alors: (vneN) ; w,=1

Vi = Un+1 — Uy
b. Ona ’ Wn: un+l+%—_urr

Donc: we— Vun = gun + Uy = F U

et par suite : i, =3 3 (w,—va)
c.ona:(vneN) i w.=1
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et 'r’ ”"( 3
de raison g _§

Dou: (VvnEN) ; th= %(1 “(#%))
+ U1

) (car (v,) est une suite géometrig

et vp=1)

Su': o+ i+ st we

n=1

Méthode 1: S,/= Dt

k
[

-$30-3)

__inl __rr—l __;*
_5(k=1>1 1ZU 3 )
2n
_gf, (-3
5
1+ 5

5= 330~ (3))
Rappel : ( Notation Z sigma )

'§¢=

I»Za-—(n p+Da; etz

k=p

> i(a, b) = Zal Zm

Méthode 2 :

Uy = i(wn —V)

!

Sa=
_= 5 (Wu VI]) + 5 (Wl - VI) + e F 5 ( Wit

uu-’ru;+u}+ ot Up-t

= g(wia+ W|+ -t W,,.i) Vn“" Vi
_3
=%X(n><l)—
. | [
5" 5

" EXERC!

w=73et(vneN);
1 2. Calculer wy et w

b. Vérifier que : (vn € N)
6(u,— 4)

Un+1 —

5 un"‘fvi_: i

— 3=



ometrig

=]

lontrer par récurrence que :

Bl)  2<u, <4

ntrer que (u,), est strictement croissante.
duire que: (vneN) ; 3<u, <4

ntrer que:

B 0 <4—u. S%(él—u,,)

uire par récurrence que :

)5 0<4—u<(2)

= u::é pour tout n € N .
que (v.), est une suite géométrique de

r v, et u, en fonction de n.
fonction de n, la somme :

2 2
1_2+” +uﬂ 2
_ _8u,—1)
EN),MMI_ u,.+2

_:Z-ZS(UO_ 1) - 8(3_ 1) __LQ_
i, + 2 3+2 5

1EN) ; 2<u, <4

EXERCIBES RESOLUS

POna:uw=3et2<3<4

Donc:2<u <4

Ainsi, la propriété est vraie pour n =0

» Soit n € N, supposons que 2 < u, < 4 (HR)

et montrons que 2 < i, < 4
4(u,—4)
u,+ 2

etcomme u,—4 <0 etu,+2>0 (daprés HR)
alors u,.,—4 < 0 soit u,., < 4 (1)

»Ona: u,,+|—2=%

etcomme u,—2>0etu,+2>0

alors u,-i1—2 > 0 soit u.+: > 2 (2)

de (1) et (2) on déduit que : 2 < u,.: < 4

Et par suite, |la propriété est héréditaire.

bona:u”+|—4=

Conclusion : D'apres le principe de récurrence,
(vheN) ; 2<u, <4
( Ce qui signifie que la suite (u,), est bornée).

a. Montrons que (u,), est croissante

Soit: ne N |
8“;1 l 8
ONA: Upsi — U=, T — U On peut considé-
U, +2 ;
" rer le trinéme
_ Uyt 6u,—8 —xX+6x—8
w2 calculer A puis
4= u)(u,— 2) factoriser.
yt+2

etcomme 2 < u, < 4
alors:4—u,>0etu,+2>0etu,—2>0
Donc : Ups1 —un > 0

Ainsi: (VReEN) ; w1 > U,

et par conséquent, la suite (u,). est strictement
croissante.

b. Comme la suite (u,), est strictement croissante
et up=3,alors: (vheN) ; u.> u,

Soit: (vhneN) ; u,=>3

et comme u, < 4, alors (vneN) ; 3<u, < 4.
Bla Soitne N

On ad’aprés 1) b).
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IGES

RESOLUS

B _4(4—u)
4 Un+v1 = un+2

3f U, <4e=5<u+2<6

11 _1
S6>u+2°5%

et comme 4(4 — u,) >0 alors,
| 4
0< 4(4—'u,,)><m 5‘5‘(4—%,)
Donc: (vrneN) ; 0<4—u,+ S%(«i—un)

b. Montrons par récurrence que :

(vneN): 0<4-u <(2f

0
Ona:d-w=4-3=let(3)=1
4 (]
Donc: 0 <4—y =< (3)
c'est-a-dire que la propriété est vraie pour n = 0.

» Soit n € N : Supposonsque 0 < 4 —u, < (%)

et
et montronsque 0 < 4 — ., < (?)
Ona: 0<4—un=< %(4 —u,) (d’apres 3) a))

Et: 0 <d—uy= (%)ﬂ (d’aprés HR)

. 4., _ 4.,(4Y
Donc.0<5(4 un)SSX(S)

Dou: 0 < 4—u <(5) .

Ainsi, la propriété est héréditaire.
Donc, d’apres le principe de récurrence, -
(vneN): 0<4-u<(2).

a. Montrons que (v,) est une suite géométrique

o _u.—4
Ona: v, = 4 —7 bourtout n e N
. . un+f_4
Donc : Vase1 = T 7]
Or,d’aprées 1) b) w1 — 4 = %
ot o=z = S=2)
% _4(uw.—4) _2 .
Dol v, = 6(u.—2) — 3 Vipourtout n € N

Ainsi (v,), est une suite géométrique de raison %
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. _ W
et de premier terme v, = =2  3=3

b.Ona: v, =wg" =—(%—)ﬂ

u,— 4
U, — 2

Vo = = V.U, — 2Vn = W~ 4

= u,(v,— 1)=2v,— 4

= u,= 2vv,,_— 14 : (carvne N

ALY .
Donc: (VvneN) ; u,,=%
i3] =1

;n
Soit: (vn € N) ; uh=2(—237)+—4
(§)+1

c. Calculons S, en fonction de n
Un — 4 _ Un— 2 — 2

Qs " u—2" w—2
- l_u,.EZ
D’ou : uﬁz =1—-w,
et par suite,
R R

=(1=v)+A=w)+ - +(1—v)
=(1+1+---+1)—(u0+v1+----|-'-y

(n+1)fois

=(m+DX1=(t+w+ - +v)
ettt
="+l_v"( 1—g )

Dot: S,=n+1+ 3(1 —(%)')




teste mes apprentissages

Je teste mes connaissances

gl Donner la définition d’une suite majorée -
o suite minorée - d’une suite bornée.
ner la définition d’une suite croissante,

suite décroissante.

er le terme général d’une suite
ique (u,) de raison 2 et de premier terme

ner le terme général d’une suite

ique (u,).=1 de raison % et de premier

S =—2.

3 So=uot i+ ---u; ne N, Calcu-
fonction de n dans le cas ou (u,) est une

étique de raison r, puis dans le cas ou
e suite géométrique de raison ¢. (avec

relation peut-on écrire si les nombres

ot ¢ dans cet ordre,
ermes consécutifs d’une suite arith-

ermes consécutifs d'une suite géomé-

— acMm

raine a faire des choix

Je teste mes techniques et mes méthodes
1 Donner au moins deux méthodes pour montrer
qu’une suite est majorée par un nombre donné.

Donner au moins deux méthodes pour étudier
la monotonie d’une suite.

Comment montrer qu’une suite est
arithmétique? géométrique?

El Préciser comment on peut déterminer la raison
et le premier terme d’une suite arithmétique
connaissant deux termes.

Bl Préciser comment peut-on déterminer la rai-
son et le premier terme d’une suite arithmétique

connaissant deux termes.

(Les réponses sont données 2 la fin de la derniére page d’exercices)

Réponse1 Réponse2 Réponse3

bonne(s) réponse(s)
me de la suite (14,) ou u, = jjn_ ; n€ N est: 479 0 A
rmes dans la somme S = uy + 1, + -+ + U est: 20 21 19
- pour tout n € N ,alors la suite (i,) est: Arithmétique | Géométrique | Croissante
1 et 4> Opour tout n € N, alors la suite| Croissante | Décroissante | Constante
— 1) Croi Décroi t Non mono-
5, alors la suite (a,) est : roissante écroissante vonE
on g i s 2n—1 2n+2 2(n+1)
nz+1,alors U+ estégalea: -1 +1 "+l | a1
4+6+8+ ...+ 100 est égale 3 : 5049 2550 120
e 3 1-(3) 3 381
+4 §+---+§ est égalea: I_; 6(1_ﬁ§) 64
tA=2017(1+2+3+..-+2018 -
(1+2 ) A>B A<B A=B
503 504 505

Chapitre 3. Les suites numérigues . 77




EXERCICES

____Exercices d'application |

Calcul des termes d’une suite

Exercice o : Soit (u,) le suite définie par:
u,=2n*—n+1pourtout ne N.

1. Calculer uy, u; et u..

2. Quel est I'indice du 6ieme terme? calculer ce
terme.

3. Exprimer, en fonction de n, les termes ..,
Up-1, W2, et |a différence t — .

Exercice e : Préciser le premier terme de la
suite (u,) puis calculer ces quatre premiers ter-

mes dans chacun des cas suivants :
2—n

ik — ]
Low="777 2. 4,=3

B 5.U+J - 3n+1
3. i, = n 4. U, = n__.z
5- un: 2(2_1) 6 un: n_"l

n—n

. 3 N (8 14

7. U =vyn —4 8. u,= sm(—2 )

Exercice e : On considére la suite récurrente

) :—1
(v,) définie par : {LO ;ne N,

Va1 =— 2V, +n—3

1. Calculer vi, vz, vs et vs.

2. Quel est I'indice du 7ieme terme? calculer ce
terme.

3. Exprimer v,.. en fonction de v, et n,
Exprimer v,-, enfonction de v, et n (pour n = 1).

Exercice o : Calculer les cing premiers termes
de la suite récurrente («.) dans chacun des cas

suivants :
1 ua—2
u,.+|"§_ ,HEN
2 U[=_l i
un—|:H3+_.nEN
n
=—3
-
“"+| l+u" . _2
a lus—O
= >
Uniy =51 l;n=3
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& w=1; m=—2
" Nlpss = 33U — Uy 3 =]

Uy = 1 y U == 3
;n=zl.
6. Upr1 = unhi_uu—l + 3 s i & 1

Exercice 9 : Sur un tableur (TiCE)
Si I'on étend vers le bas la formule écrite en ,.
on obtient les termes d’une suite ().

Prep. Pelice. i
B2 %3 S| =RACINE(B172+3)

e A B | C 1] E

1 wd 2

3w

4

Déterminer la suite (u,).

Exercice o : Sur un tableur (TiCE)
Dans chacun des cas suivants, une suite (i)
été définie sur tableur.

Définir la suite (u,) dans chaque cas :

a) Pt - Pole .
MOTENE -2 K v & e7-3/(B201)
Pl » e < o
1 n un
2 0
3 1 o7-3/(82+1
n
5
b) Ml T B jE T =
| rowee - Qb RACNEA24°AZ0)Y
s E——
A n un
3| 0 |-macws(arizatazars |
3
A

C

T

A
n un
1
2

Soit (1) et (v,) les suites définies pal
; vw=23
u.=3—n’et =
{V,TH:S_"VpE anE

On utilise le tableur pour calculer oS

ces deux suites.

Presse-p...
LI
|l A

1 n

2 0

3 1




pas, peut-on saisir dans la cellule B;?

2. Quelle formule, destinée a étre recopiée vers le
@, peut-on saisir dans la cellule C;?

,- _

ice e : Avec une calculatrice
utilisant une calculatrice programmable,
en By, 'miner & 10 prés les termes v;, vavs, -+, Vi ;
termes Vioo; Veso €t visso ol (v,) estla

V{st
_2w,+1:neN.

Va+1 = V,,+4

;.

Suites majorées - Suites minorées -
Suites bornées

9 : Soit (u,) la suite définie par :
pour tout n € N,

—

e (Vne N);0 <u, <2. Conclure.

: Soit (u,), la suite définie par :
=1 pour tout n € N,

e la suite (1,) est majorée par 3.
la suite (u,) est bornée.

) : Soit (a.) la suite définie par :

J pour tout n € N,
(YneN) ; q,>3.
-elle majorée?

 Soit (b,) la suite définie par :

RineN

1. Quelle formule, destinée a étre recopiée vers le |

EXERCICES

Exercice @ : Soit (u,), la suite définie par :

=1 ourtout n€ N
Un+1 =\/4+3un ROUE % ’

Montrer par récurrence que (Vn e N):1 <u, < 4.

Exercice @ : Montrer que chacune des suites

suivantes est bornée :

1. win— %+ cos(n)

3. v:nr—-2+-1§"
n

2. tn—T+(— 1)
3

4, u:n—-—S—E

5.8:n—1 +ﬂ%§ﬂ

Exercice (19 : Soit (v,) la suite définie par :

Vo = 0

_ 2+ 3v, pourtout ne N.

vu*—l 2 + Vi
1. Montrer par récurrence que :
(vneN) ; v,20.
2. Montrer par récurrence que la suite (v,) est ma-
jorée par 2, puis en déduire qu’elle est bornée.

Exercice @ : Soit (u,), la suite définie par :
=3

4y, ~2
un+1_m s (HEN)

Montrer que (u,), est minorée par 1.

Exercice @ : Soit (v,) la suite définie par :
Vo = 0
. _ 2wt
(Vn EN) s Vari — v:1+2
Montrer (par récurrence) que:

(VvneN):0<vy, <1
Suites monotones

Exercice @ : Trouvez, parmi les suites propo-
sées celles qui sont monotones, éventuellement a
partir d’un certain rang.

l.a) u,=—3n+1 b) u,.=::;té-
2.a) u,= 2" b) u, = (—%-)ﬂ
3.a) ,=n! b) u, = 1+

Note: n!l =nX(n—1)X---X2X1,pour ne N",
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EXERCICES

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie par:

uo =1 et U+, =42+ u, pourtout n € N.

1. Montrer que: (vheN); 0 <u, < 2.

2. Prouver que la suite (u,) est strictement crois-
sante.

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie par:

- _ Ut
uy =1 et u,vy = 3 pourtout n de N.

1. Montrer que pour tout n, 0 < u, < 1.
2. Prouver que la suite (), est strictement dé-
croissante.

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie
par: u, = 1 et pour tout entier naturel n,
Ups) = U+ 20+ 3.
1. Etudier la monotonie de la suite (u,).
2. Démontrer que, pour tout entier naturel 7,
TR |
Suites arithmétiques - Suites
géomeétriques

Exercice @ : Soit (u,) une suite arithmétique
de raison r.

Prouver que les suites (v,) et (w,) définies res-
pectivement, pour tout n, par: v, = 3u, — 1 et
W = U+ 3 )
Sont arithmétiques et donner pour chacune la

raison.

Exercice @ : Les mesures des angles d’un
triangle rectangle sont trois termes consécutifs
d’une suite arithmétique.

Calculer les mesures de ses angles.

Exercice @ : Soit (v,) la suite définie par

Vy
vo = 1 et pour tout naturel n, v,«1 = T o

Justifier que pour tout n, v, > 0 et prouver que la

suite (u,) définie par u, = - est arithmétique .

Exercice - Pour tout entier naturel n, on

"

pose: U, = T -
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Montrer que la suite (u,) est géométrique, pré-
ciser sa raison et son premier terme.

Exercice @ : Soit (u,) une suite arithmétique
telleque: u: = 41 et us =—13.
Calculer .

Exercice : Soit (u,) une suite géométriqu
q

o< N __ 28
telleque : u; = 1080 et o = 5197 -

Calculer us .

Exercice @ : Soit (u,) une suite arithmétig|
de raison 3 et u; =— 2.

1. Exprimer u, en fonction de n.
2. Calculer w; + u, + -+ + Uz

Exercice @ : Soit (#,) une suite géometri
de raison -2, telle que : u, =— 3.
Calculerla somme S = s + thos + -+ + Uinss

Exercice @  Soit (1,) une suite géométl
de raison 3 et uy =— 2. !
1. Exprimer u, en fonction de n.
2. Calculer u, + uz + +++ + 5.

3. Soit (v,) la suite définie pour tout enti
Vv, = Us, . Calculer la somme v, + v, + =5

Exercice @ : Calculer la somme :
e TR T
S=z+1+5+2+5++10.
Exercice @  Soit (1,) une suite géos
de raison 2, telle que : u, = 1. :
Calculer la somme : S = s+ us + 22 8

Exercice @ : Calculer la somme = =
§=0,02-0,1+0,5—2,5+ =48

Exercice @ - On considere la su

{uu = 2,“1 =4
par:

pour tout
WUp+i = 4un — Un—1

1. Trouver deux nombres réels @ €



rique, P

ithmét

ométr

ithmé

= " 5

omét

2 suite définie par : v, = u,+1 — au,

a suite définie par : w, = .1 — bu,
N.

la suite (w,) est une suite géo-

plicitement v, et w, en fonction
éduire I'expression explicite de u,
en.

9 : Soit a, b, ¢ trois termes consé-
te géométrique.
b+c=36,75

) : Soit a, b, c trois réels distincts
sait que :

it dans cet ordre trois termes consé-
Uite géométrique de raison g,

dans cet ordre trois termes

ne suite arithmétique.

ces de renforcement
IFithmético - géométrique»
2 On considere la suite numérique
tout entier n > 1 par:
U, et par la condition initiale
donné).
numeérique définie pour tout
B par: v, = 13u,— 4.
(V) est une suite géométrique
A raison ¢ .
» €n fonction de n et a.
“en fonction de » et de a.

EXERCIGES

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie par :u, = 1
et pour tout entier naturel n, u,., = u,,z— 2 ;
1. Donner les cing premiers termes de la suite (u,).

2. @ est un nombre réel. La suite (v,) est définie

pour tout entier naturel n, par: v.=u,—a.

a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique
si et seulementsi @ =— 1.

b) Exprimer alors v,, puis u., en fonction de n.
c) Etudier le sens de variation de la suite (i,).

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie par
uy = 2 et pour tout entier n : -, = 2u, —%—
Soit (v,) la suite définie pour tout entier n par
V» = U, — &, 0U @ est un nombre réel.
1. Déterminer le nombre @ pour lequel la suite
(v.) est une suite géométrique.
2. Exprimer v, en fonction de n et calculer :
So= 2= vt v+ oo+ v
3. Expknii?ner u, en fonction de n et calculer:
So= D= tho+ i+ -+ u,

k=0

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie par:

u, =— 2 et pour tout entier n : i, = %u,,— 1.
La suite (v,) est définie pour tout entier n par :
Vo = U, t+ 3.

1. Démontrer que (v,) est une suite géométri-
que.

2. Exprimer v, en fonction de n, puis u, en fonc-
tionde n.

3. (S,) est |a suite définieﬂpour tout entier n par:
Se=tot i+ ol =D U

Exprimer S, en fonction'de n.

au,+ b
cu, +d

Suites du type upm. =

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie par :
o =3 et pour tout entier n: ., = 7+;1
1. Démontrer que pour tout entier n, u, > 1.
2. On consideére la suite (v.) définie pour tout
. _ U

entier n par: v, = *—7 .

Démontrer que (v,) est une suite géométrique et
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EXERCICES

préciser sa raison.

3. En déduire u, en fonction de n.

4. a) Calculer 1 — v, en fonction de u,.
1

b) Calculer en fonction de n, S, = D I
k=0

Exercice @ Soit (u.) la suite defln?je p_|a_1rI
Un

u, = 0 et pour tout entier n, U1 = TR TR
1. Démontrer, par récurrence, que :
(vneN),0<u,<1.

2. Démontrer que la suite (#,) est monotone.

3. Soit (v,) la suite définie pour tout entier n par:

y, =%
L
Démontrer que (v,) est une suite géométrique.

Préciser la raison et le premier terme.
4. Exprimer v,, puis u, en fonction de n.

5. Trouver un entier N tel que, pour tout n > N :

u, > 0,99,

Exercice @ : Soit (u.) la suite définie

par u, = 1 et pour tout entier naturel n,
= u, +4
A+l = — .
Un — 2 . bt 1
On pose, pour tout entier n, v, =

U, — 4"

1. Démontrer que la suite (v,) est géométrique.

2. Exprimer v,, puis u, en fonction de n.
3, Calculer en fonction de n;

S—ZVket Z 54

k=0

Exercice @ : Soit (x,). la suite définie par :

=1
{(Vn eN) ; xir=xi+ 2%+ 3
1. Calculer x;.
2. Déterminer le sens de variation de (x.)..

3. En déduireque : (vrne N) ; x, = 1.

Exercice @: Soit (u.). et (v,) les suites nu-
mériques définies par:
4u,

4 — u,

et (Vvne N) ; v,1=iu':uj.

Montrer que (v,), est une suite arithmétique.
En déduire u, en fonction de n.

=—1
[(VP’!EN) D Unir =
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—Exercices de synthes

Exercice @ : Soit (u,) la suite définie pap

Uy = 2.

(Vvne N);u = 5;:,,4_—31 ;
Onpose: (VneN) ; v
1. Calculer v, et u, .

2. Montrer que (VvneN) ; u, > 1.
3. Montrer que (v,). est une suite arithmé
En déduire u, en fonction de n.

£ un_l

Exercice @ : Soit (u,), la suite définie p

w=0et(vneN) ; =2t

On pose v, = ° + 3 pour tout n € N,

1. Calculer v, et u .

2. Montrerque (VneN) ; 0 < u, < 1.
En déduire le sens de variation de (#.).
3. Montrer que (v,) est une suite géomét
En déduire v, et u, en fonction de n.

et d'approfondisseme
Exercice @ : Soit (a,),=1 la suite dé fin

a=3.
(YneN’) ; o = (3n + 3)aﬂn— 8n—

1. Montrer que (vne N'—{1}); a, =&
2. Déterminer le sens de variation de

3. Onpose pourtout n€ N* ; b, = .
a) Vérifier que (b,),>1 est une suite geof
b) En déduire b, et a, en fonction de--x

Exercme @ Soit (7,) la suite defm
=2

(Vn eN)ti = 3+ 21

On pose w, = i; [ pour tout n €
1. Calculer £ et wy.
2. Montrer que (Vne N) ; w, # 1.
3. a) Montrer que (w,) est une suit
b) En déduire w, et £, en fonctlond



‘ithmé

finie

R S |8

nie f

: Soit (u,) la suite définie par :
%u,. +% pour tout n € N,

= N) i Vo = Uns1 — Un .

e (v,). est une suite géométrique.

\n fonction de n, la somme

e u, en fonctionde n.
¥) : Soit (a,), une suite numérique

S=atat - +ta

= nz =
N

). est une suite arithmétique.

8) : Soit (). la suite définie par :

= w4 +3°
=
ru, et u,.

 (vneN) ; u»a?%-
VYneN : u, < 1.
e la monotonie de la suite (1), .

-

Soit (a,) la suite définie par :

=3 3 4?1" pour toutn deN.
) et a,.

ue (vneN) ; a,,>%.
de variation dez(a,,)u .

N) ; b= m

(b,), est une .uite arithmétique

que (Vvae N) ; g, = i(n_fr—z—)

T 2\n+1

2 i Soit (,), la suite définie par :
6+ 1 pour toutn de N.
(VneN) ; t,> 2.

e =+ 6= (2+1)(£2— 21, + 3).
Ue (z,) est une suite croissante.

P i Soit (u,), la suite définie par :
N) ; un+l = (l + un)J;n.

4 et y,,

EXERCICES

2.a) Montrer que: (VvneN) ; u, > 1.

b) En déduire que: (Vn € N) ; .., > 1+ u,

3. a) Montrer que («.). est une suite croissante.
b) Montrer que (vn € N) ; u, > n.

Exercice @ : Soit (u,), la suite définie par :
w=2et(vneN) ; u.=v/6+u,.

1. a) Calculer u; .

b) Montrer que: (vne N) ; 0 < u, < 3. Conclure
2. a) Montrer que :

(VneN) ; 0<3—un <3G u). "
b) Montrer que: ("Vn eN); 03—y, < (?)
c)On pose S, = D u

Donner un encadkr_ément de S, en fonction de n.

=

Exercice @ : Soit (), la suite définie par :
Uy = ;11— et (vneN) : u. = uﬁ-i-—é—u...

1. a) Calculer u; et u..

b) Montrer que: (VvheN) ; 0 < u, < %
c) En déduire que (u,), est une suite décroissante.

2.a) Montrer que: (Vn € N) ; u,., < %u,..
oy . . 3 3Y
b) En déduireque: (vn € N) : u, 5(4 w<\7)-

Exercice @ : Soit (v,). la suite définie par :
w=3et(VneN) ; v,,+1=2+v%— T
a) Montrer que la suite (v,), est minorée par 2.
b) Montrer que:

(vieN) ; 0S v —2=<5(n—2).

c) En déduireque: (vneN) ; 0<vy,—2 < (L)

s

Exercice @ : Soit (u,), la suite définie par ;
uoz-g— et (VvneN) ; u =%§T‘_—b{".

1. a) Calculer u, .

b) Montrer que: (Vvne N) ; u, > 1.

En déduire la monotonie de (u,), .

2. a) Montrer que:

(vneN) ; upi—1 Sé—(u,,— 1).

b) En déduire que: (vne N) ; 0 <u,— 1 < (%—)ﬂ
29 Montrfar que: i

(VvneN’) ; n< Em:’:n+2(l -(3)).
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Exercice @ : Soit (7,). la suite définie par :
th=2et(VheN);t..=5— }%—

1.Calculer ¢, et t,.

2.a) Montrerque: (VvneN) ; 2<1,<4.

b) En déduire le sens de variation de (7,)..

3.a) Montrerque: (VvheN) ; 4—t,., < ig_i_
b) En déduire que : .

(vneN); 0<a-n<(1) .

4.0npose S,=htn+---+1, B
Montrer que: (Vvne N") ; S,=4n—2+ (%)ﬂ .

Exercice @ : Soit (u,), la suite définie par :

_1 . _ nt2
iy = 2 et (Vn e N) s Une1 — 2n+2un
et on pose (vneN) ; vnz-n"_’:_—"l.

1.a) Calculer vo, u;, v et u,.
b) Montrer que (v,), est une suite géométrique.
c) En déduire v, et u, en fonction de n.

5 1« ln+1)
2.a) Montrer que: (vne N') ; 2" > =

2

b) En déduire que: (vne N") ; 0 <u, <.

EN ECONOMIE

Exercice @ : (Production des oeufs)

Une coopérative de production des oeufs a
vendu sa production 6 fois, cette année.

Son 6iéme revenu s'éléve a 16105,10Dh; elle
remarque que le revenu de chaque vente aug-
mente de 10% par rapport au revenu de la vente
précédente.

Soit u, le revenu de la 6iéme venteou 1 < p < 6.
1. Exprimer u,., en fonction de u,.

2. Déterminer le revenu de la premiére vente.

3. Déterminer le montant total des revenus de
cette coopérative cette année.

Exercice @ : (Production de fer)

Une usine de fer a produit 2000 tonnes durant
I'année 1980.

Aprés cette année, la production a connu une
diminution annuelle de 15% sur la période de
1981 a 1990.
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A partir du premier janvier 1991, la produg
augmente de 15% chaque année. '
Soit u, la production de I'usine durant I'anp
1980 +n»ou ne N.

1. Calculer u, et u,.

2.0n suppose que: 0 =< n < 10.
Exprimer u, en fonction de n. :
3. Calculer uy, la production de 'usine duras
I'année 1990.
4. Calculer w, .
5. Montrer que: u; = (1,15)* X (0,85)" X2
6. Exprimer u, en fonction de n pour n 2|

Exercice @ : (Nombre d’habitants)
En 2000, le nombre d’habitants d’un payse
environ 30.000 000.
On suppose que le nombre d’habitants aug
te de 1,5% chaque année, et que 45000 pe
nes quittent ce pays a cause de |'immigra
On considére 1000000 comme unité. Onf
u, le nombre d’habitants I'année 2000 +i
alors u, = 30

1.a) Calculer u, et u,.

b) Montrer que :

(vneN) ; u.s = 1,015u,—0,045.
2.0n pose : v, = u,— 3 ; pour tout n €/
a) Montrer que (v,) est une suite géo
b) Calculer v, en fonction de n.
¢) Quel sera le nombre d’habitants de €&
20207
(Ondonne: (1,015)® = 1,346855 ).~

Exercice @ : (Bénéficie)
Une personne a investi la somme de 50
dans un projet.
Il a remarqué que son bénéfice net aug
3% (par rapport au bénéfice net du me
dent).
Soit u le bénéfice net de cette persof
premier mois, et u, le bénéfice né
sonne le mois n.



prod | '
en fonction de u,; puis en dé-

1t Vani onction de 7.

) omme des bénéfices nets des »
cet homme économise chaque

n bénéfice net; aprés combien de
era t-il 10% de la somme investie?

2 (Voiture d’occasion)

nne a acheté une voiture a 80.000dh le
1999.

r de cette voiture le premier jan-

0@ : Uyey = 0,7u,+2100.
= 80.000 et v, = u,— 7000 ;

(v,) est une suite géométrique

00
igrat a la raison et le premier terme.
oni , en fonction de n.

valeur de cette voiture au pre-
077?

mbien d’années la valeur de
ra inférieure a 30000dh?

2 (Matiere premiére)

ere premiére augmente de 5%
ir du premier janvier 1980.

‘une tonne de cette matiére au
1980 +n.

U = 2000Dh .

Uy ? calculer u, et u,.
:(VneN) ; u,., = 1,05u,.
iture de la suite () ? donner
éristiques.

1€ prix de cette matiére au cours de

3
(1,05)"° ~ 1,63)
e le prix de cette matiére sera

Exercice @ rIntérét simple - Intérét composé
On considére deux capitaux C, et C, de méme

valeur 20000dh (C; = C, = 20000).

Le capital C; est place a un intérét simple de
10,5%.

Le capital C, est placé a un intérét composé de
%.

1. a) Calculer la somme des intéréts produits par
le capital C, a prés n années.

b) Aprés combien d’années, cette somme sera de

42000dh?

2. a) Vérifier qu’ aprés deux ans, le montant des in-

téréts prodwts par C, en deux ans est donné par :
(100 *1057) >

b) Calculer ¢ sachant que le montant de ces inté-

réts est égal a celui des intéréts produits par C

en deux ans.

Exercice @ : Soit (v,), la suite définie par :
vnz-%- et (VneEN) ; vori = Vay/va.

1. Calculer v, et v,.

2. Montrerque (vneN) ; 0<vy, < ~12—

3. Déterminer le sens de variation de la suite (v,),.

1(v2

4. Montrer que (vneN) ; v, 57(7) .

Exercice @ : Soit (u,), la suite définie par :
u=2et(vhe N u. = 1/171434- 1.

1. Calculer u, et u,.

2. Onpose (VvneN) ; va=ul—2.

a) Montrer que (v,). est une suite géométrique.
b) En déduire u, en fonction de n.

3. a) Montrer que :

(vnelo;+o) s VI+n<1+7.

b) En déduire que :

(e ; v2<u<yai+(L)").

ExerCIce @ Soit (u,), la suite définie par :
U = 2 et(vheN) ; un =
1. a) Calculer u, et u,.

b) Montrer que (Ve € N) ;

3—u,-
| I o5 MG .40
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c) Déterminer le sens de variation de (i),
2.0npose (VvneN) ; v, = 5:—2

a) Montrer que (v,). est une suite géométrique
de raison ¢ = 7 .

b) En déduire v, et u, en fonction de n.

Exercice @ : Soit (u,). la suite définie par :
u=2et(vneN) ; uu= %—un+§m

On pose (vn e N) ; = 3= 57y

1. a) Calculer v, et montrer que (v,). est une
suite géométrique.

b) En déduire u, en fonction de n.

2. a) Montrer que (vane N") ; 2" > n.

b) En déduire que (Ve N') ; (%) < Un < %—

Exercice @ : Soit (u.). et (v.). les suites défi-
nies par:

w=1; w= 12

- -
(vneN) ; u,,H:L:,szi et v,,4[=““—4&
On pose:
(VvneN) ; w.= u,— v, et t,= 3u, + 8v,

1. a) Calculer wy, wy et &.

b) Montrer que (w,). est une suite géométrigue.
En déduire w, en fonction de n.

2. a) Déterminer le sens de variation des suites
(Un)n €t (Va)n. '

b) Montrer que: (VR e N) ; v, > u,.

les bonnes réponses de la rubrique « Je m'entraine a faire des choix »

c) En déduire que (u,). et (v.), sont bornéeg

3. a) Montrer que la suite (), est une suite

constante.

b) En déduire u, et v, en fonction de n.

Exercrce @ Soit la suite (u,). définie par!
2 et (VﬂEN ) Un+1 = é(u,-l- is

1 Calculer et u,.

2. Montrer que (Vvne N') ; u, > 0.

3. a) Vérifier que

(vne N’) ; un+1*\/§=%( u‘/_)
b) En déduire que (Vva e N') ; u, > 2.

4. a) Vérifier que
(VvneN') ; u—v2 = lj(un—ﬁ)+ :
b) En déduire que R
* ]_ "
vheN ; 0< un—ﬁ<(-~2~') ;

Exercice @ Soit (u.). la smte définie pa
w=1let(vneN) ; up = 2(u,,+ u, +

1. Calculer u, et u,.

2. Montrer que (Ve N) ;

3. a) Vérifier que :

(VREN) ; Unsr— Un = %*(2 — i )(1 +

b) En déduire la monotonie de (i),

4. a) Montrer que

(vneN) ; u,,+l_4(4 U»)

b) Montrer que (VneN) ; 0 < 4 — s

¢) Déterminer le plus petit entier o € Nt

(vneN);n=n = |4—u,|<10™

1 <u,<4.

Question n°: 1

R‘épon;e’ ne:
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‘Archimeéede

u grec barus : lourd, pesant) fut
ique au 19 siecle.

e notion, indispensable en
rouve déja dans les travaux

(3 siécle avant J.C) sur les leviers.

. points pondérés.
oints pondérés.

 points pondérés.

L - R S AR e e ke W gk

e

Objectifs de la legon

» Reconnaitre le barycentre de deux
points pondérés;

» Reconnaitre le barycentre de trois ou
quatre points pondérés;

» Reconnaitre et utiliser la propriété
caractéristique du barycentre de deux
ou trois ou quatre points pondérés;

» Utiliser I'associativité et I'invariance du
barycentre;

» Montrer la colinéarité de trois points
en utilisant le barycentre;

» Utiliser le barycentre pour montrer
que trois droites sont concourantes;

» Déterminer les coordonnées du
barycentre.

- Capacités attendues
» Utilisation du barycentre pour réduire
une expression vectorielle.

p Construire le barycentre de n points
(2<n<4).

p Utiliser le barycentre pour montrer que
trois points sont alignés dans le plan.

p Utiliser le barycentre pour montrer
que des droites sont concourantes.
p Utiliser le barycentre pour résoudre des
problémes géométriques ou physiques.
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_ ACTIVITES
| ACTIVITES PRELIMINAIRES

- Act“"té 0 Alignement de trois points

F TGS 3 S

T 1In

{

On considére les points A, B, C et D sur une droite (d).

(d)
iit s T RS )
' 1. Déterminer le réel k dans chacun des cas suivants :
Bl 4B = kAC A BC = kBA
@ DA =kDC [l CE = kCD
‘ | 2. [f] Vérifier que : SAB — 3AC=0
! ) Déterminer deux réels a et B dans chacun des cas suivants :
oBC+BBA=0; aDA+BDC =0 et aDB+BDA = 0

3. Recopier le dessin sur le cahier, puis construire les points K, HetG

‘ définis par :
XA+KD=0; 4HA+HB=0 et 1GD— 2GB =0

ACTIVITES D'INTRODUCTION

t ﬂj@; Balance romaine (sensibilisation a la notion du
7 parycentre de deux points pondérés).

Le fonctionnement de la balance romaine est basée sur le principe d’Archi-

mére telle que la relation m X OB = M X OA est vérifiée.
1. [F] Montrer qu'a 'équilibre, |a relation vectorielle M.OA + m.OB =0

est vérifiée.
le point O est appelé barycentre des points pondérés (A;M) et (Bym).

2 Déterminer le point O dans le cas ou M=m.
—30A , quelle est la valeur de la

2.0n suppose que : m = 300g et OB =
masse M ? l _—
A o

ivité @; Barycentre de deux points pondérés - propriété caractéristigt
Coordonnées du barycentre

1) Soit A et B deux points du plan.
1. Montrer qu’il existe un seul point G tel que: 5GA — 9GB =0

2. Construire le point G .
1) Soit A et B deux points distincts du plan; a et b sont deux réels non nuls.

1. Montrer que si a+ b # 0, alors il existe un seul point G qui vérifie:
1

aGA+bGB =0.(1)
2. Montrer quesi a + b = 0, alors il n’existe aucun point G vérifiant la relation (1). ‘
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rs le point G qui vérifie aGA +bGB = 0 s'appelle le barycen-
oints pondérés (A;a) et (B;b).

e point G est le barycentre des points pondérés (A;a) et (B;b)
tsi aMA + bMB = (a+b)MG pour tout point M du plan.
pporté & un repére (O; i:7).

B(xsys) et a , b deuxréelstelsque: a+b # 0.

entre des points pondérés (A;a) et (B:b).
_ :5§=af_bm+af_bm On dit aussi que K est
ire les coordonnées de G en fonction de a, b et les coordonnées le barycentre des points
A et B affectés des
les coordonnées du point K, barycentre des points pondérés coefficients 5 et -2.

2) avec A(2;1) et B(—3;4). I

4) Barycentre de trois points pondérés

' trois points du plan.

stence d’un point G du plan qui vérifie:

=0 (1)

relation (1) est équivalente a : E=~%E+ %E‘fﬁ"
stence et |'unicité du point G.

entre des points pondérés (A;2) et (B;—3).
=GK+5GC=0.

G est le barycentre des points K et C affectés des coeffi-
; en déduire que les points G; C et K sont alignés.

t G du plan qui vérifie: 3GA — 7GB+4GC =0 (2)?

> trois nombres réels, '

‘une condition sur I'existence et I'unicité d’un point G qui

ia+b+c#0,alors il existe un unique point G

t appelé le barycentre des points pondérés (A;a),
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LE COURS

Barycentre de deux points pondérés
1- Point pondéré

| Soit A un pointdu planet a un nombre réel. Le couple (A;a) s'appelle

| un point pondére, et le réel a sappelle la masse du point A (on dit
aussi que le point A est affecté du coefficient a).
Propriété et définition
Soit (A:a) et (B;b) deux points pondérés du plan tels que a +b#0.
Il existe un unique point G vérifiant : aCGA+bGB=0.
Le point G s'appelle le barycentre des points pondérés (A;a) et (B;b).

Remarque

| Le point G s‘appelle aussi le barycentre du systeme pondérée

{(A;a):(B;b)}.

|

a'

.‘- Exemple: Si [ est le milieu du segment [AB], alors: TA+IB=0.
l Donc : [ est le barycentre de (A;1) et (B;1).

li | s’appelle aussi le centre de gravité des deux points AetB.

a) Homogénéiteé :
»Si G est le barycentre de (Aia); (B;b) alors G estaussi le barycentre
de (A:ka); (B;kb) pour tout réel k non nul.

& 2- Propriétés du barycentre de deux points

'E » le barycentre ne change pas si on multiplie ou on divise ses coeffi-
| cients par un méme nombre réel non nul.

g Pour la démonstration, remarquer que pour tout k de R ona:

| (G +bCE =0 < (ka)GA +(kb)GB = 0

| b) Propriété caractéristique :

|

| Propriété
Soit (A;a) et (B;b) deux points pondérés du plan telsque: a + b #0.
G est le barycentre des deux points pondérés (A;a);(B;b)
si et seulement si pour tout point M du plan on a :aMA +bMB = (a + b)MG

Remarque
vement par B), on obtient: AG = Ef_—gﬁ
(respectivement BG = mm’)
».Ceci prouve que: si A+ B alors: Ge(AB) .

|

1

|

|

|

i » Dans la propriété caractéristique, en remplagant M par A (respecti-
|

J

I

C’est-a-dire que les points A, B et G sont alignés.

Info :
»sia=0alors G=8
»si b= 0 alors G=4
»sia+b =0 alors (2
(B;b) n'ont pas de r
tre.

Info :

»aGA+ bGB = 0
équivaut a:
» aAC + bBG = 0



B Existence et construction du barycentre
" de deux points pondérés :

et B deux pointset me R.

er les valeurs de m pour que les deux
dérés (A;m) et (B;m — 1) admettent
centre G . Ecrire une relation entre GB

s ce cas.
jire le point G dans le cas ot m = 2.

ondérés(A:a) et (B;B) admettent
si et seulementsi a+B # 0.
pondérés (A;m) et (B;m—1)

t un barycentre si et seulement si
i—1)# 0 . Cest-a-dire : m +# %_,".

ona: mGA+(m—1)GB=10

ion du point G : G est le barycentre
); donc : AG = ﬁﬁ

%A_E; d’ol la construction du
A G . \B

ntre de deux points
{ trois points du plan tels que :

E:a) et (F;B).
| x pour que K soit le bary-

- .mSW FK+KE

utres valeurs de o et B.

trede (£;1)et (F:2) donc K
=2) et (F;—4),(ona

=11 par un méme réel non nul (-2)

x réels a et B pour que K soit

que K soit le barycentre de

POUR COMPRENDRE

[ED utilisation de la propriété caractéristi-

que du barycentre
Soit A et B deux points distincts, / est le mi-
lieu du segment [AB] et G le barycentre de
(A;3) et (B;—5). Déterminer 'ensemble :
E={Me(P)/|3MA - 5MB | =| MA + MB |}
(ol (P) est le plan).
» G est le barycentre de (A;3) et (B: —5) donc
d’aprés la propriété caractéristique,
pour tout point M du plan, on a:
3MA~ 5MB = (3 +(—=5))MG =- 2MG .
» [ est le milieu du segment [AB] ; donc /
est le barycentre de (A;1) et (B;1); d’ou :
MA +MB = 2MI .
Soit M un point du plan, on a:
MEE | 3MA— SMB | = |MA + MB |
=|-2MG |=|-2MI |
= 2MG = 2MI
= MG = MI
Donc I'ensemble E est la médiatrice du segment [G/].

Rappel : l'ensemble des points du plan équidistant
deux extrémités d’un segment est la médiatrice de

ce segment.

B3 Barycentre et Fintersection de deux droites

Soit G le barycentre de (A;2); (B;—3), E et F

deux points tels que : EG = 2EF et EZ(AB).

1. Montrer que G estle barycentrede (E;1) et (F;2).

2. En déduire que les deux droites (EF) et (AB)

sont sécantes en un point qu’on déterminera.

1. Montrons que G est le barycentre des points

(E;—1) et (F;2) :

Ona: EG=2FF < FEG—-2EG—2GF=10
—=—EG+2FG=0(=1+2+#0)

donc G est le barycentrede (E:—1) et (F;2).

2. Déduction :

Ona G est le barycentre de (A;2) et (B; —3)

donc G € (AB).
G est barycentre de (E;—1) et (F;2) donc

G € (EF).
Or EZ(AB) donc, les droites (AB) et (EF) n
sont pas confondus, d’oti : (EF)n(AB) = {G}
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- LECOURS

d“. ) Barycentre de trois points pondérés

' | Propriété et définition
Soit (A;a); (B;b) et (C:c) trois points pondéreés telsque: a+b+c#0.

Il existe un et un seul point G vérifiant : aGA + bGB + 6L =10.

» Le point G s'appelle le barycentre des points pondérés (A;a); (B;b) et (C:e).

Exemple : On considere les points A; B; C et D tels que :

A0 =+AB - %A—f; déterminons les réels a, b et ¢ tels que D soit
le barycentre de (A;a); (B;b) et {Cie).

Si §
les points (A;a); (

Ona: AD = 1 AB ~ 3AC = 6AD = 3AB — 4AC
e e sl et (Cic) n'ont pa
s 6AD = 3(AD + DB ) — 4(AD + DC) barycentre A

s TDA+3DBE—4DC =0
puisque 7+3—4 # 0 alors D est le barycentre des points (A:7); (B;3) et (G~ 4);

Donc:a=7; b=3et c=—4.

== Cas particulier : isobarycentre )
Sia=b=c,alorsle barycentre des points pondérés
centre des points A; B et C . C'est le centre de gravité du triang

A; B et C nesont pas alignés).

(A:a); (B:b) et (Cic) est appelé [
le ABC (dans le cas oule

Propriétés :

Propriété de I'homogénéite
Si G est le barycentre des points pondé
| est aussi le barycentre des points pondérés

rés (Asa); (B;b) et (C;c) alors, pour tout réqi_'
(A;ka); (B;kb) et (C:kc). ]

Propriété caractéristique
Soit (A;a); (B;b) et (C;c) des points pondérés du plan tels que a +bh+c#0etGung
G est le barycentre des points pondérés (A;a); (B;b) et (Cic) si, et seulement si, B
M duplanona: am+bm+cm=(a+b+c)m :

Conséquence .
Pour M =A,dansla propriété caractéristique, on obtient : AG = ﬂ%ﬁﬁ+

Cette relation permet la construction du point G .

Associativité du barycentre
soit (A:a); (B:b) et (C;c) des points pondérés du plan tels que : a+ b+c#08€

Si G est le barycentre des points (A;a); (B;b) et (C:c) et H est le barycentré
et(B;b), alors G est le barycentre des points (H;a + b) et (C;c). :

Chapitre 4@ 92



ion du barycentre de trois points
' un triangle et G un point tel que:

GB .

e G est le barycentre des points

1); (B:1) et (C;2).

et(C;2), il suffit de vérifier que :
etque:

89GC = 0 (ou: AG+BG+2CG=0)
jon du point G dans chaque relation.

ue G est le barycentre de (A;1);
‘2) :

B CE — 2(AG+GC)-3AG+GB=0
| e=—AG+2GC+GB=10
—GA+GB+2GC=10

2 + 0, donc G est le barycentre des
§4:1); (B;1) et (C;2).

n du point G :

le barycentre de (A;1); (B;1) et

ielé I'i

[y

ou les

€té caractéristique du barycentre,
M duplanona:
= MA + MB + 2MC

= A, on obtient :

G=7AB + %Z—C* car (AA=0)
Uction du point G .

ement construire le point
ité du barycentre.

POUR COMPRENDRE

I3 Associativité du barycentre - droites
concourantes

Soit ABC un triangle et G le barycentre des
points (A; —2); (B;3) et (C;3). Soit K le bary-
centre des points pondérés (A; —2) et (B;3) et
H le barycentre des points pondérés (A; —2) et
(C;3), et I le milieu du segment [BC].

1. Montrer que G est le barycentre de (K; 1) et
(C;3) etque G est le barycentre de (B;3) et
(H;1) et G estle barycentre de (A; — 1) et (;3).
2. En déduire que les droites (CK); (BH) et
(AI) sont concourantes en un point qu’on déter-
minera.

1.»On a K estbarycentrede (A;—2); (B;3) et

G est le barycentre de (C;3) ; (B;3) et (A;— 2)
T m—

donc G est le barycentre de (C;3) et (K;— 2+ 3)

(d’aprés l'associativité du barycentre)

D'ou G est le barycentre de (K;1); (C;3).

» De méme ona H est le barycentre de (A; —2)

et (C;3)

et G est le barycentre de (B;3) ; (C;3) et (A;— 2)
\ v

donc G est le barycentre de (B;3) et (H;1)

» I est le milieu de [BC], donc I est le barycentre

de (B;3); (C;3).

comme G est le barycentre(C;3) ; (B;3) et (A; — 2)

alors, G est le barycentre de (1;6) et (A; —‘;

Dol : G est le barycentrede (A;—1) et (;3).

( d’aprés I'homogénéité du barycentre )

2. Puisque G est barycentre de (K;1) et (C;3),

donc: G € (CK) et on montre de méme que

Ge(Al) et GE(BH).

Donc, les droites (CK); (BH) et (AI) sont

concourantes au point G.
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LE COURS

Barycentre de quatre points pondérés

On définit le barycentre de quatre points et ses propriétés comme la définition et les propriétés

barycentre de trois points.
Exemple : Soit ABC un parallélogramme de centre O. f
Ona:574"+"O_B'+O—C*+E)T)'=ﬁ;(Remarquerque1+1+l+17£0). ;
donc O est le barycentre des points pondérés (A;1); (B;1); (C;1) et (D; 1 ¥

On dit que O est I'isobarycentre des points A,B.,Cet D.
Le point O est aussi le centre de gravité du parallélogramme ABCD.

B3 Coordonnées du barycentre

Le plan est rapporté a un repére (O; 7:7), soit (Asa); (B;b) ; (Cic)et (D;d) des points pondé

Axiya); B(xsys); Clxcye) et D(xo; o).
a) Coordonnées du barycentre de deux points pondérés
Si G est le barycentre des points pondérés (A:a)et (B;b), alors les coordonnées de

_ axst bxs
X¢ 'a+' b 'y
_ ayat bys
e ath |
Exemple : Soit A(2;3) et b(—1:5), les coordonnées du point G barycentre de (A;4)

Co A — 3% _ =."‘ly_f‘,_ﬂf‘_:_ . . L
sont: Xo = (3 Ilet yo =47 (23 3; donc: G(11;— 3)

G sont:

b) Coordonnées du barycentre de trois points pondérés

Si G est le barycentre des points pondérés (A:a); (B;b) et (C;c), alors les coordonr ées

axs+ bxg+ cxc

G t: X6="g+b+c
SO = ayA+ by3+ CYe
Yol g

. Exemple : Soit A(1;1), B(2;5) et C(—1;0); et G est le barycentre de (A;2); (Bi—

Les coordonnées de G sont :
_ 2xa—xptAxe __4 2ys—yst4ye __3
5

=L +4 5 ¥ 2+ (-1)+4

pou: G(—%:—2)

=

\ | c) Coordonnées du barycentre de quatre points
| Si G est le barycentre des points pondérés (A:a); (B;b); (Cic) et (D:d), alors les€

|
: : _axat bxs + cxct+dxp _aya+bys+cyc+dyn ‘

de (

. Exemple : Soit A(—=2;1), B(0;—3); C(1;—1) et D(—3; —2), les coordonnées &€

des points pondérés (A;0,5); (B:2) (C:1) et (D;—1,5) sont:
_ 05+ 2%t xe—1,5x% _ 9 00 o 0,59+ +2ys+ye— 1,5y __ T .
X%="0s5+2+1+(-15 4577 05+2+1+(-1,5) 4
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IConstruction du barycentre de quatre
oints pondérés

) un quadrilatere.

que les points (A;—1); (B;3); (C;1)
yettent un barycentre.

le point G.

e des points pondérés existe si et seule-
omme des coefficients est non nulle.

a: —1+3+1+1+#0 doncle barycentre

ints pondérés (A; —1); (B;3); (G;1) et
existe.

truction du point G.

de 1 : (On utilise la propriété caractéristique).
Ut point M du planona:

1+ 1)MG =— MA + 3MB + MC + MD

ilise I'associativité du barycentre).
# 0, soit K le barycentre de (A; —1)

0, soit H le barycentre de (C;1)et

milieu du segment [CD].

entre de (A; — 1); (B;3);

Irs G est le barycentre de (K:2)
associativité du ba rycentre)

de [HK]; d’ou la construc-

€S avoir construit H et K ).

A
W _B
/ t_:"'?KLH
X

X
b
G\

POUR COMPRENDRE

[ED Barycentre de quatre points pondérés

Soit £, F, G, H et I cing points du plan tels
que : 2GF + GE = SHE + IE
Déterminer les réels a, b, ¢ et d tels que [ soit
le barycentre des points pondérés (E;a), (F:b),
(G;c) et (H:d).
Il suffit de chercher une relation de la forme :
aE[ + bF] + ¢GI + dHI = 0 ou de la forme:
alE+ bIF+ciIG+dlH=0 aveca+b+c+d#0
Ona: 2GF +GE = 5HE +IE
donc : 2GI + 2IF + GI + IE = 5HI + 5IE + IE
d'ot: SIE+3IG—2IF—SIH=0
et puisque: 5+3—-2—-5#0
alors : I est le barycentre des points pondérés
(E;S5); (G:3), (F;—2) et (H;—5).
[ED Coordonnées du barycentre

Le plan est rapporté au repére (0; 73/ ).

On considére les points A(—1;1); B(0:2);
C(1;—1) et D(1;0).

1. Déterminer les coordonnées du point K bary-
centre de (A;2) et (B;3).

2. Déterminer les coordonnées du point L centre
de gravité du triangle ABC.

3. Déterminer les coordonnées du point G bary-
centrede (A;2); (B;3); (C:1) et (D; —1).

1. K est le barycentre de (A;2) et (B;3); donc:

_ 2%+ 3x  2%X(—1)+3X0_ 2
X="2F3 5 =75
_20+3ys _2X1+3%X2 _8

Yx 2F 3 5 5

oy wl—2.8

dou.K( 5,5)

2. L estlebarycentrede (A;1); (B;1) et (C;1);donc:
_lXx,f.+1><xB+1><x¢-_0

X = [+1+1 370
thy4+leB+1Xy,_;
Y= T+1+1 -3

dou: L(0:%)
3. G est le barycentre de (A;2); (B;3); (C;1) et
(D;—1);donc:

_ 20t 3t I Xxe—1Xxp __ 2

%o 2+3+1+(-T) 5
_ 2t 3yt 11Xy —1Xy, 7
Ye 2+3+1+(-1) S

dou: G- £:Z)
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XERC, ﬁﬂi ! m Utiliser le ba-

rycentre pour résoudre des exercices de
géométrie

Soit ABCD un quadrilatére. I est le milieu de
[AC] et J est le milieu de [BD]. K et L deux
points définis par : KA =— 2KB et DL = %Dmf;
M est le milieu du segment [KL].

Montrer que les points /; J et M sont alignés.

Méthode : Pour montrer que trois points sont
alignés, il suffit de montrer que I'un de ces points

est le barycentre des deux autres points.

Ona: KA=—2KB donc: KA+2KE=0,
donc

K est le barycentre de (A;1); (B;2) car
1+2#0

Ona: DL = %D_C* donc: 3DL=DL+1IC
dou: 2DL+CL=0

Donc : L est le barycentre de (D;2) et (C:1)
car2+1#0

M est le milieu du segment [KL].

Donc: M est le barycentre de (K;1); (L;1).

D

On remarque que le coefficient (la masse) de
chacun des points L; K est égale a 3; donc M
est barycentre de (1;3) et (K:3).

Ona ; M est barycentre de
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(L;3) (K;3)
(D;2) (C:1) et (B;2) (Ad

D’apres l'associativité du barycentre M
centrede (A;1); (B;2); (C:1) et (D;2) et
le milieu de [BD] comme I est le milieu de

Alors M est barycentre de

(C;1) et (A:1) et (D;2) ek
e — —— |
l_ﬁ

—_——

M est barycentrede (/:2) et
Donc: M < (1J)

D’ou les points 7; J et M sont alignés.

barycentre pour resoudre des e
de physique

Une plaque métalique homogéne circulz

centre O et de rayon R, est percée ded

disques (D,) et (D,) dont les centres I€

les milieux respectifs de [OA] et [OB]e

rayon r = %

Déterminer le centre d'inertie &'

que.



»3) percer un troisiéme disque (D:) de cen-

fe— R :
(A 1) méme rayon r = 4 - pour que O soit

M esth rtie de la plaque.

2:2) et mplacement de K .

lieu i .

erminons le centre d’inertie G de cette

m, les masses de (D,) et (D.) telles
= m,, soit m la masse du disque de

de rayon R, puisque la plaque est

alors nmR? - "}é > = mé -
“(‘4‘) ﬂ:(E)
s sont proportionnelles aux aires; donc

W = 16m; parsuite: m; = m, = T%m

ntre d’inertie de la plaque est

B 1) (1~

()

cients de 7 et J sont négatifs.
L -7 1 =+
1401~ 1507

s la position de X :

le centre d’inertie de la plaque,

que O soit le barycentre des

=

W RESOLUS

Le terme barycentre provient du grec barus
(lourd, pesant) et de centre, est initialement le
centre des poids. Il s’agit d’'une notion physique.
Archimeéde, le mathématicien et physicien, est le
premier a avoir étudié le barycentre en tant que
centre des poids (que l'on appelle aujourd’hui
centre de gravité), au llléme siécle avant Jesus-
Christ.
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Je teste mes apprentissages

Je teste mes connaissances

A quelle condition les points pondérés (A:a);

(B:b) et (C;c) ont un barycentre?

Est-ce que le barycentre de (A;a) et (B;b) est

sur la droite (AB)?

Quelle condition doivent vérifier les réels a,

b et ¢ pour que aMA + bMB + cMC soit
vecteur indépendant de M ?

I Est-ce que le centre de gravité d’un triangle est

I'intersection de ces trois médianes?

Je m'entraine a faire des choix

Choisir la (ou les) bonne(s) réponse(s)

si G est le centre de gravité du triangle
ABC alors:

si O est le centre du parallélogramme

ABCD alors:

si G estle barycentrede (A;2) et (B; 1) alors:

un

acMm

(Les réponses sont données 2 la fin de la derniére pag

AG+BG+GC=0

(0] est_le barycentre
de (A;1); (B:1);
(C;1) et (D;1)

Je teste mes techniques et mes métj

Comment peut-on démontrer que trois poj
sont alignés en utilisant le barycentre?

Comment peut-on démontrer que trois dn
sont concourantes en utilisant le barycentre

Comment peut-on construire le barycentrg
deux points ?

Comment peut-on construire le barycent
trois points ?

Comment peut-on simplifier une écritu
torielle en utilisant le barycentre?

5% l‘f llf#‘fm,, I

G est barycentre de

(A;—2); (B;—2) et
(C:—2)

OA + OB +0C = 0D

G est le barycentre

B4 si I estle milieu de [AB] et K estle Earv-
centre de (A:2) ; (B;2) et (C;4) alors:

GE[AB] de (A;1); (B;1) et
G
K e[cI] {fcﬁst le milieu de

si G est le barycentre de
(A:3); (B;—1) et (C:1) alors:

Les points G, A, B
et C sont alignés.

A est le barycentre
de (B;1); (C:1) et
(G:3)

I3 La relation :3GA — GB — 2GC =0

(A;3); (B;1) et

(A;—3); (B;—1) et

B AH = 1+ ﬁﬁ signifie que 1 estle
barycentre de :
ABC un triangle et A" le milieu
de [BC] si AK = %AA' alors:
it S IR

(A;y/2) et (B;1)

K est le barycentre

de (A;1) et (A';2)

Chapitre 4@ 98

signifie que G est le barycentre de: (c:—2) (¢G—2) -
Lareiaﬁon:ZF@—G_F-—3ﬁ_g=6 (E;2);(F;—1)et (E;Z);(F;l) et
signifie que G est le barycentre de: (H;—3) (H:—3)

V2 (A;—2) et ‘||{. .-_

(B;—v2) |
K est le barycentré dg; .!-.'
(A;—1); (B — 1) et|é
(Ci—1) i




s meéthg

rois poin

) Barycentre de deux points -
Utilisation du barycentre

trois dro

cice o : Déterminer dans chaque cas
centre? 4

xnombres réels a et b pour que G soit le

e des points pondérés (A;a) et (B;b):
BG=0 2.3GA+4BG=0

=3BA 4. 5AG = 2BG + AB

ycentre|

rycentre

e : Est-ce que les points pondérés
:b) admettent un barycentre dans
s suivants ?

criture:

) : soit A, B, C et D quatre

és (voir figure); dans chacun des cas
iner deux réels a et b tels que :
entre de (A;a) et (C:b).

tre de (C;a) et (D;b).

ntre de (C;a) et (A:b).
fycentre de (B;b) et (D;a).

e — i

B D

o

E, F et .\ trois points tels

Dans chacun des cas suivants,
els x et y tels que :

e de (E;x) et (Fy).

de (K:x) et (F:y).

de (E;x) et (K;y).

I et J deux points distincts
ue du point / par rap-

xercices d'application |

2lS a et b pour que L soit le

EXERCICES

Homogénéité (Invariance)

Exercice 0 : Soit G le barycentre de (A;/8)
et (B;—+2).

Montrer que G est le barycentre des points
pondérés (A; —2) et (B;1).

Exercice o : Soit E le barycentre de
(H;/2—1) et (F;1).

Montrer que E est le barycentre des points pon-
dérés (F;y2 +1) et (H:1).

Exercice 0 : Soit K le barycentre des points

pondérés ( N;m-zz_—l) et (M;L_I)

2m
oumeR —{1}.
Montrer que K est le barycentre de (N;m + 1)
et(M;L).

Construction du barycentre de deux
points pondérés

Exercice o : Soit A et B deux points du plan
tels que: AB = 8.

Construire le point G le barycentre des points
pondérés (A;a) et (B;b) dans chacun des cas

" suivants :

l.a=3etb=1 y =—3

3.a=%—etb=% 4‘a=»/27etb=s/5

a=—1lethbh

Exercice @ : Construire le barycentre des
points pondérés (A;a) et (B;b), lorsqu’il existe,
dans chacun des cas suivants :
lL.a=14etb=28

2.a=—2017 et b= 3009
1
3.a=1—y2 eth=
. 2e 1+/2
1016

_ 16 —
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EXERCICES

Réduction d’une expression
vectorielle - Ensemble de points

Exercice @ . Soit G le barycentre de (A; 1) et

1 o : )
(B; —75 )i réduire les expressions suivantes :

1. RKA—5KB 2. —2IA+1IB
3. —3MB + 6MA 4.~3AN+3NB

Exercice @ - Soit H le barycentre des points
pondérés (E:/2) et (F:/8) .
Réduire chacune des expressions suivantes :

1. J2EM+2/2FM 2. 2NE + 4NF
3, BT+ 2FT _LoE-0OF

Exercice @ - Soit A, B et C trois points du
plan, et M un point du plan.

On pose : 1 = 3MA — 5MB + 2MC

1 Montrer que # est indépendant du point M.
2 En déduire que : 3BA+2BC =— SAB + 2AC
3. Soit G le barycentre des points pondérés
(A;3) et (B;—5).

a) Montrer que : U = 2GC

b) Déterminer I'ensemble des points M du plan
tels que :| 3MA — SMB || = | 3MA — SMB + 2MC ||

Exercice @ - Soit A et B deux points du plan.

Déterminer I'ensemble des points M du plan

dans chacun des cas suivants :

1. | MA + 3MB | = |MA—MB |

2. |3MA—2MB | = 2MA — 3MB |

3. ||4W+'MB']|:\I—2W— 3MB |

4. |5MA + 4MB | = MA

Coordonnées du barycentre de deux

points :

Le plan est muni d’un repére (0;737)-
Exercice @ - Soit G le barycentre des points
pondérés (A;a) et (B;B).

Déterminer les coordonnées du point G dans

chacun des cas suivants :

Chapitre 4@ 100

| lecas ol E(—=3:3) et F(0;v/3).

Déterminer les coordonnées du point G af
" avoir démontré son existence dans les cass

vants :

' Silaréponse est oui; déterminer U

1.A(—2:1) et B(5;4) ; a=3 et B=—2
2. A(3:2) et B(1;0) ; =~ letB=—1

3. A(—ﬁ;%) et B(=2:3); a =12 et B3

Exercice @ - it K le barycentre des poinl
pondérés (E;2) et (F;1).
1. Déterminer les coordonnées du point K d

5 Déterminer les coordonnées du point E @
le cas ot K(1;— 1) et F(2;—4).
3. Déterminer les coordonnées des points E

F dans le cas ot K(—2; 1); xe= % et y;:'

Exercice @ - Soit A(0; —3) et B(2;7_),‘-

1.2GA—5GB=0 2. 3AG —3GB =
3. /3GA+y2BG=0 4. 0,25AG ==

Barycentre de trois points po

Exercice @ - Déterminer trois réels @
pour que G soit le barycentre des
rés (A:a); (B;b) et (C;c) dans chacun
suivants : ]
\.CG=2BA+GB

2. AB+2BG—3GC=0
3.GA=3AB—AC

4. DG = %D‘A’— %l_)_g+ %5(_1" ou D
point du plan. j

Exercice @ - Est-ce que les poi 1ts
(B:b) et (C;c) admettent un bary¢
chacun des cas suivants ?

vectorielle entrle A, B,CetGe
l.a=1;b=75 et c=—3
2




Associativité du barycentre :

cice @ : Soit G le barycentre des points
grés (A;2); (B;—3) et (C;2) etsoit 7 le
ude [AC].

rer que : 4G —3BG =0

K dan , _ o
rcice @ : Soit G le centre de gravité du
ABC et soit I le milieu de [AC].

r que G est le barycentre des points
(A;1) et (5;2).

¢ E da

nts &

@ : Pour chaque figure, déterminer
-'?w b et ¢ pour que le point G soit le
tre des points pondérés (A;a); (B;b) et

' '*; Soit A, B et C trois points du
 point défini par : 2KA —3KB = 0
tle barycentre de (A;2); (B;:—3)

G est le milieu de [CK].
Soit G le barycentre de (E; — 1);

de (E;2); (L;—4).

(£ )(L, ).
ts G, K et H sont alignés.

lAu barycentre de trois
Points :

BC un triangle, dans chacun
re le point G barycentre
a); (B;b) et (Cic) .

EXERCICES

e e __1
3.a=0:b=letc= p)
B (= -
4.0—3,b—6etc—2

Exercice @ : Soit ABC un triangle. G estle
barycentre des points pondérés (A; —1); (B;2)
et (C;4).

1. Construire le point K barycentre des points
pondérés (A; — 1) et (B;2).

2. Construire le point G en utilisant les points K
et C.

Exercice @ : Soit E, F et G trois points
distincts, en utilisant I'associativité du barycen-
tre, construire le point H dans chacun des cas
suivants :

1. H estle barycentre de (F;%"); (E%) et
(G;1).

2. H est le barycentre de (F;%); (E:1) et
(G;zlf).

3. H estle barycentrede (E;—3); (F;—1) et
(G;2).

Exercice @ : Soit ABC un triangle. G estle
barycentre des points pondérés (A:2); (B:3) et
(s —1):

| 1. Construire le point K barycentre de (A:2) et

(B:3).

2. Construire le point H barycentre de (B;3) et
(C;—1).

3. Construire le point G en utilisant les deux
droites (GK) et (AH).

Exercice @ : Soit ABC un triangle, en uti-
lisant la méthode de I'exercice précédent,
construire les points suivants :

1. G est barycentre de (A;1), (B;1) et (C:2).
2. G estbarycentrede (A;—2), (B;2) et (C:1).
3. H est le point défini par la relation :
3AH—-2BH+CH=0
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| EXERCICES

Coordonnées du barycentre de trois
points :
Le plan est muni d’un repere (0;7:])-

Exercice @ - 5oit G le barycentre des points

pondérés (A;a), (B:b) et (Cic). |
Déterminer les coordonnées de G dans chacu

Réduction d'une sOmmMe de
vecteurs / Ensembles de points:

exercice € : Soit G le barycentre de (A;%—),
(B;—1) et (C;ﬂ—l?,-).
Réduire chacune des expressions suivantes :

1. %m‘ MB — %W 2. —2NA+ 3NB+NC des cas suivants :

La="%5:i b=% et c=—2.
A(4;1) ; B(—2;—1) et c(1;1)

5 A(=y2;0) ; B(=/3:1) et c(1;—1)
a=‘f2. : b=—-1etc=ﬁ

3. a=m—1;,b=m etc=1—m
A(2;—1) ; B(=3;3) et C(2;2) avec mé

3. K’A’+%’BK’+%CT<’ 4 6BL—2IC+ALA

Exercice @ - En utilisant un barycentre conve-
nable, réduire chacuné des expressions suivantes:
\ WA+ 2MB—5MC

, _3MA+MB—2MC

3 J2LA—nLB+ J2CL

4. 2000NA — 3000BN — 4000NC Exercice €] : Soit les points E(-2;2)8

et L(—1;1).
Montrer l'existence et déterminer les co0
nées du point G dans chacun des cas
1. G estle centre de gravité du triangle:
5 oGE+3CGF+GL=0

3. E estle barycentre de (F;2); (L
4 O est le centre de gravité du trianglé

Exercice @ - 5oit A; B et C trois points du

planet M un point du plan.
Onpose: V= IMA + MB — 3MC

1. Montrer que le vecteur 7 est indépendant du

point M.

5 Soit K le barycentre de (B;1) et (C;— 3).
Barycentre de quatréf

Montrer que : V= 2KA .
pondérés :

3. Soit G le barycentre de (A;2); (B:— 1) et
(c—3)

a) Montrer que : 2MA -
pour tout point M du plan.
b) Déterminer ensemble des

exercice €] : Existe-t-il un point G
tre des points pondérés (A;a);
(D:d) dans chacun des cas suiv
1.a=3; p=—1; c=2¢etd=
3 a=2;b=1; c=—95¢et d=

WE - 3MC = 2GM

points M du plan

tels que:
| 234 — MB — 3MC | — | 2MA + MB — 3MC |

Exercice @ + Soit ABC un triangle .
Déterminer chacun des ensembles suivants :

E ={Me(P)/|MA~ 3‘M§+HEII=IIW+HB'\I}

E = {Me(P)r\15'EfA'+'HB'+ 2FIC || = 13MA + 4MB +MC I}

E = {Me(P)fl|2‘MX+‘MB’—H€Ii=\12‘m'-ﬂ"3’-m€n}
* E, est 'ensemble des points M du plan (P)

tels que : 2MA + fﬂg-*M‘C' est colinéaire avec

BC .

Exercice @ - soit P; Qi R;S
- -%—Ff\’

points tels que P=

1. Déterminer les réels @)
le barycentre de (P;a); (R
5. Montrer que e point P e
points T; Q; R et s affectes
que l'on déterminera.



rois E?Montrer que le point T est le barycentre des
s P; O; R et S affectés des coefficients

8 précisera.

2s points Associativité du barycentre :

1s chatll arcice @ : Soit G le barycentre des points
(B;—1); (C;2) et (D;—1); I estle mi-
segment [BD], J est le milieu de [AC] et
e barycentre de (A;2); (B;—1) et (C;2)

1)

rque G est le barycentre des points K
ctés des coefficients que I'on précisera.
rque G est le barycentre des points /;
ctés des coefficients que l'on précisera.
er que les points G; [ et J sont alignés.

€E) : Soit ABCD un quadrilatére, et

centre de (A; —1); (B;3) et G le

fité du triangle ECD.

G est le barycentre de (A;—1);

2) et (D;2).

truction du barycentre de
quatre points :

): EFGH est un parallélogramme.
int K barycentre de (E: —2);

G —4).

it ABCD un quadrilatére.
barycentre des points pon-
1); (C;2) et (D;4).

de (E;—2); (G;1) et M le
et (H;—4).

Oints M et L, puis en dé-
U point K .

id'une somme de
iISemble de points :

;C et D quatre points

 Féduire les expressions :

EXERCICES

2MA+ MB — 3MC + MD
et MA—3MB+2MC — MD
2. En déduire I'ensemble des points M du plan tels
que: | 2MA + MB — 3MC + MD ||
= |MA— 3MB + 2MC — MD |

Exercice @ : Soit I le centre de gravité du

triangle ADC; et J le barycentre de (A; —1);

(B;2); (C;1) et (D;2).

Déterminer I'ensemble des points M du plan
|—MA + 2MB + MC + 2MD ||

= | MA - 3MB + MC + MD |

tels que :

__ Exercices de renforcement

Alignement des points :

Exercme@ Soit ABCD un parallelograrnme
et le point P défini par: AP = 3AB

1. Construire le point Q barycentre des points
pondérés (A; —3) et (D;1).

2. Déterminer deux réels a et b pour que :
a+b =23 et P soitle barycentre de (A;a) et
(B;b).

3. Montrer que le point C est le barycentre de
(A;—1); (B;1) et (D;1).

4. Montrer que les points P; C et O sont alignés.

Exercice @ : Soit ABC un triangleet Q le
point défini par A= %7@? . Soit G le barycen-
tre des points pondérés (A;3); (B;1) et (C;1)
et R estle projeté du point Q sur la droite
(AB) parallélement a la droite (BC).

1. Montrer que : AR = }TA‘B’

2. Montrer que les points C; G et R sont ali-
gnés.

Exercice @ : Soit ABCD un parallélogramme.
On considere les points G; [ et J tels que:

G est le barycentre de (B; —4) et (C;9),

I est barycentre de (A;3) et (B;1),
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EXERCICES

J est le point tel que : A/ = %.—EB? BC .
1. Montrer que le point J est le barycentre des

deux points C et D affectés par des coefficients

que l'on déterminera.

2. Montrer que les points 1;J et G sont alignés.

Exercice @ - Soit MNP un triangle. O estle
milieu de [NP], K est le barycentre de (M;1)et

(N;a) avec a € R’ —{—1;1} et G estlebary-

centre de (M;1) et (P;— a).
Montrer que les points 0: K et G sont alignés.

Intersection des droites - droites
concourantes :

Exercice @ - Soit ABC un triangle.
1.Construire le point G barycentre de (A;3) et
(B:5).

5 Construire le point P défini par la relation :
7BP—-2BC=0

3 Soit F le barycentre de (A;3) et (C;2) et soit
M le barycentre de (A;3); (B;5) et (C:2).

a) Construire les points F et M.

b) Montrer que les droites (BF); (AP) et (CG)

sont concoura ntes.

Exercice @ - Soit ABC un triangle. Les points ke
J et K sont définis par: I le milieu de [AB],
7C=27K et BK =3BC .

1.Construire les points [;JetK.

7 Montrer que les droites (AK); (BJ) et (cr)
sont concourantes en un point G qui est barycen-
tre des points pondérés (A;2); (B;2) et (C:—3).

(1) : Soit ABC un triangle. Les points J

Exercice !
et G sont définis par: AT =—2AB et CG = 15—57
entre de (A:3);

1. Montrer que G est le baryc

(B;—2) et (C:4).
2. Montrer que les droites (BG); (AC) se coupent

en J barycentre de (A;3) et (C;4).

Exercice @ . En utilisant les données de cet
B

cice (voir figure).

Montrer que les droites
(AI); (BJ) et (CK) sont
concourantes. A ;

K

Lecture du barycentre a partir
d’une figure :

Exercice @ . En utilisant les figures suiva
terminer dans chague cas les réels a; b et c tel
G soit le barycentre de (A;a); (B;b) et (Cie)

Exercice @ - En utilisant les
déterminer dans chaque cas les réels ¢
d tels que le point G estle barycentré

(B:b); (Cic) et (Dsd).
1. 2.

=

A

| Exercice @ - ABC estun
re les points M ; S P
MEB = 2MC et NC = —Em
1. Construire les points M; N&
7 Montrer que le point Me
points pondérés (N;—3) et



Exercices de synthese
et d’approfondissement

» cet exe
"'_rcice @ : ABC est un triangle. On consi-
les points D et E tels que m=—]§ﬁ et
AC .

rer que le barycentre des points (A;1);
(D;3) et (E;3) estle méme que celui de
(C;4).

uire que les milieux des segments [ AB]
[DE] sont alignés.

@ ABC' est un triangle. Soit D le
du point B parrapporta A et K le
par : AK = 24C . Soit F le bary-

B 1) et (C‘ 3).

nt un repere convenable; mon-
ites (BK); (AF) et (CD) sont

le barycentre, montrer que
'); (AF) et (CD) sont concou- _

t ABCD un rectangle de
centre de gravité du triangle

Point F barycentre de (C:1) et
U du segment [£D].
barycentre de (A;1);

).

partient a la droite (/F).
fini par : 44K = 345

Is a et b pour que K
sa) et (D;b).

4 du segment [BC] ap-

Ut point M du plan,

EXERCICES

points M du plan tels que :
| MA + MB + MC + MD || = | 4MA — 2MB — 2MD ||

Exercice @ 1 Soit ABCD un carré de c6té a.

Déterminer et construire chaque ensemble des

ensembles suivants :

E,={M e (P)/|MA+ 2MB + MC | = 2a}

E,={M e (P)/|MA — 2MB + MC || = | MA + MC |}

E;={M e (P)/|MA + 2MB | < a}

E.={Me&(P)/a <|2MA—MB + MC | < 24}

E; est 'ensemble des points M du plan (P) tels

que : 2MA + 3MB est colinéaire 3 MC + MD .
={M e (P)/|MA - 2MB || < |2MA — 3MB |}

Barycentre et fonctions :

Exercice @ :Soit A et B deux points du plan
telsque: AB =5 et m un nombre réel.

Soit G le barycentre de (A;2 —m) et (B:3m—1)
( s’il existe).

1. a) Pour quelles valeurs de m le point G emste?

b) Vérifier que : AG = —2 T { AB ou m 7&-——

Soit f la fonction définie par: m — ;_n;;‘ﬁ

2. Déterminer le réel m pour que G soit le milieu
de [AB].

3. Déterminer les valeurs de m pour que

G €|AB].

4.Soit J le symétrique de / par rapporta B.
Existe-t-il une valeur de m pourque G=J?

5. Construire I'ensemble des points G lorsque m

décrit I'intervalle [0;2].

Barycentre et transformations usuelles

Exercice @ :Soit A, B et C trois points du plan.
Soit T' la transformation qui a tout point M du
plan associe le point M’ tel que :

MM’ = 2MA — MB — MC

1. Réduire I'écriture de la somme :

2MA—MB —MC en utilisant le milieu / du seg-
ment [BC].

2. En déduire la nature de la transformation 7.
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EXERCICES

Barycentre et la physique - centre
d’inertie :

Exercice @ : Construire le centre d’inertie de
ue plaque metallique homogéne suivante.

t identi-
ques).

LT i

Exercice @ - Une plague métallique homo-
gene de la forme d’un triangle équilatéral (voir

tre d’inertie.

1. Lorsqu’on retire la plague P A
seulement. A &

2. Lorsqu’on retire les deux

chag
(on suppose que les petits carrés son

figure ci-contre).
Déterminer dans chacun des
cas suivants la position du cen-

plaques P et P.

3. Lorsqu’on retire les trois plaques Fi; P. et Ps.

Exercice @ - La figure sui- g C

vante represente une plaque v
métallique homogene (P) de

forme carrée ABCD de centre

dont on a retiré la plague (P) x L
de la forme d’un triangle OBC

Déterminer le centre d’'inertie de cette plaque

(P).

les bonnes réponses de la

_— -

0

Moyenne des notes :

Exercice @ - Un éléve a obtenu a un controle
la note 16 (coefficient 2) et la note 10 a un autre
controle (coefficient 1}

1. Construire sur un axe les points D; I et M

correspondant respectivement aux notes du pre

mier controle, du second et la moyenne .
2. a) Déterminer une relation de la forme
aMD +bMI =0 .

b) Que représente cette relation?

Barycentre et |a chimie:

Exercice @ - Une molécule d’eau de forme
brute H.O est constituée d'un atome d’oxyg
et de deux atomes d’hydrogéne H, et H;.
On assimile les noyaux de ces atomes a des
points notés O; Hi et Hy;en pratique, on
pose que le triangle OH H. est isocele, et @
4 OH, = 105° et OH, = 0,96" et (1a° =1
Les masses atomiques sont 16 pour I'OXyge
pour I’hydrogéne.

Trouver la position du centre d’i

nertie delé

cule d’eau.

rubrique « Je m'entraine a faire des choix »




introle
n autre '

et M
5 du pre

|

ST,

fmann grassmann
glinther

ither Grassmann (1809-1877, né et mort a
N mathématicien et indianiste allemand.
t connu de ses contemporains en tant que
ien, Il est considéré aujourd'hui comme le
ul tensoriel et de la théorie des espaces

S points du plan M(x;y) tels que :

e et d’un cercle

ite tangente & un cercle en un

Objectifs de la legan

» Connaitre I'expression analytique du produit
scalaire dans un repére orthonormé:

. » Utiliser I'expression analytique du produit

scalaire;

. » Connaitre I'expression analytique de la nome

d’un vecteur;
» Utiliser le produit scalaire pour :

. -calculer des distances;

-determlner les expressions de cosx et sinx:
' » Connaitre un vecteur normal a une droite;

» Déterminer une équation cartésienne d'une
droite connaissant un point de cette droite et
un vecteur normal a cette droite;

. » Détermination de :

* |a distance d’un point & une droite;
* I'équation d’un cercle connaissant son
centre et son rayon;

* I'équation d'un cercle connaissant un diamétre;

* l'intérieur et I'extérieur d’un cercle;

* la position relative d’un cercle et d’une droite;
» Utiliser le produit scalaire pour résoudre des
problémes géométriques et algébriques.

b Expression du parallellsme et
I'orthogonalité de deux droites;

» Calcul des aires et mesure des angles
en utilisant le produit scalaire;

» Détermination de I'ensemble des
points tels que : MA.MB = (;

» Détermination du centre et du rayon
d'un cercle connaissant son équation
cartésienne;

» Passage de |'équation cartésienne a
une representation paramétrique et
réciproquement ;

b Utilisation de I'expression analytique
pour résoudre des exercices
géométriques et algébriques.
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ACTIVITES

ACTIVITES PRELIMINAIRES

Activi p produit scalaire

ABCD estun carré de cd

téﬁetEun

tel que : (ﬁ—ﬁ_f) = %[27{].
puis calculer AE.

1. Montrer que : DE =2
2. Montrer que : DB.DA
3, Calculer DEDE ,end

= O

1. Recopier le tableau su

R estun repere

| (0:0C:0D) |
2. Déterminer les coord
le repere (O OB:0A).

Le plan est rapporté au
1. On considere les vecte

=3et DB AE

éduire la valeur de cos BDE.

On considere un ca rré ABCD de centre

point de 2 droite (AB)

B

\CUOIVILE -ﬁ Repeére orthonormé

O tel que: AB=\/§.

N4

D
jvant puis mettre une Croix « X »

onnées des poi

R estun repere

R estun repere |||

orthonorm_é >

nts O; A; B; C et D dans

A Utiliser les propriétés du produit scalaire

repére orthonormé direct (0;737)-

urs U et v telsque:l\ﬁllZ?a,\

II;“:SetE?:—-l.

El Calculer (i—v).(a+v) et a+2v).

- —

[ Calculer coslit; v i

2. 0n considere les vecte

El calculer xy }:_“_f-’t Iy 1.
[ En déduire cos(}';i;) ;

3. On considére les points : A
Calculer les distances - OA , OB et AB.

urs x et y telsque: T=27+] ety="

(2:3) et B(— 1;2).

dans les cases convenables.

ormule:

w5 = Ll x Il cost

Info:
(0;7:] ) repere ort




BTIVITES D'INTRUDUCTION

all,

distance entre deux points - Expression de cos®

>

vicost considére dans le plan, les vecteurs i et v tels que :
) et v=x'i+y7 ol x; y; x' et y sont des réels.
er que u.v =xx +yy,

rque |[L_4'||=-,fxl+y2.

—_—
¢ une mesure de I'angle orienté (u;v )avec u#0etv#0.
xx" + yy'

Va Ay Xy x "yt
idere les points A(x.y.) et B(xsys).

ce qui précéde que : cosld =

liner les coordonnées du vecteur AB .
uire | AB | .

e
®F  Expression de sin 6

eux vecteurs non nuls tels que :

X'+ ¥'J et 6 une mesure de I'angle orienté (
vecteur w tel que :
etfull=]wl.

)

'} en déduire que :

i
usv

).

— —

gure ci-contre, vérifier que:

ctionde x; y; x' et y'.
question précédante, vérifier que :

i
| Vecteur normal 3 une droite

(D) déquation : x+2y+1=0.

irdirecteur # de la droite (D).

ur n(1;2),

conclure?

(A) d'équation : ax + by + ¢ = 0o (a;b) # (0:0).
2 €st un vecteyr normal 2 la droite (A).

s toutes les activités suivantes, on considére que le plan est rapporté au repére orthonormé direct

*  Expression analytique du produit scalaire - norme d’un vecteur -

(vsw)=(v ) +(@; )
(vi2)=—(7:7)

cos(-g— - 9) = sin®

sin (

2

ormule 3:

det(w;v)=|¥ *
y
=xy'—xy

- 9) = cosO
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ACTIVITES

Info :

[ Déterminer un vecteur normal a la droite (D) dans chacun des cas sui- v

tout vecteur non nul orti

vants : gonal & un vecteur dire 1
d’une droite est appelé

» La droite (D) d’'équation : X —ig el =0 ]
. ' , teur normal a cette droi
» La droite (D) d’equation : 2x+5y—3=0. :

e A Equation cartésienne d’une droite définie par un point et un vecteut

normal

On consid
et 71(2:1) un vecteur normal a (D). (voir figure)

are dans le plan, la droite (D) passant par le point A(—1;1)

1. Soit M un point de la droite (D).

Que vaut AM .n ? justifier votre réponse. Info :

Si : axtbyte-
une équation
d’'une droite
n(a;b) estunvi
mala (D)

2. Soit (x;y) les coordonnées du point M .
] Déterminer les coordonnées du vecteur AM . »
) En utilisant le résultat de la questions 1),

déterminer une équation cartésienne

de la droite (D).

’ensemble des points M du plan tels que : AM n = 0 est la droite passant

par le point A et de vecteur normal n.

. pistance d’un point a une droite
0 avec (a;b) # (0;0) et

Soit (D) une droite d’équation : ax +by+c=
A (x;ys) un point du plan.

Soit H le projeté orthogonal de A sur (D). On pose d = AH.

1. Soit n(a;b) un vecteur normal 2 la droite (D) et B un point du plan tel

que : AB = n.

Montrer que: 8

(vMe (D)) ; AMAB= AH AB . "

2. Soit (x;y) les coordonnées du point M . B

Calculer AM AB en fonctionde x; y; Xo; Yo; ¢ et h. ;

3. Montrer que : AH.AB = |axo + byo+ cl. //,//:—f/ﬁ//
(D)

4. En déduire que :

d(A:(D)) = ‘“xﬁ%’%d /I

e a




9 . Equation cartésienne d’un cercle

ere le cercle (C) de centre Q(1;1) et de rayon 2.

:9): C(v/3 +1;2) et D(—1;1).
un point du plan.
In veci

rladistance QM en fonction de x et y.

=0x—2y—2=0.

2.

ints suivants, déterminer ceux qui appartiennent au cercle (C) :

or que le point M appartient au cercle (C) si et seulement si :
ppelée une équation cartésienne du cercle (C) de centre

 les mémes démarches de la question précédente, déterminer
1 cartésienne du cercle de centre Q(a;b) etderayonR (R > 0). l

le cercle (C) de centre Q
et de rayon R est I'ensem-
ble des points M du plan
qui vérifient : QM =R

/08 Représentation paramétrique d’un cercle

W)EQ[ZEJ oufeR.

: 1.QM = Rcosf

i J.QM = Rsin@

icoordonnées du point M .
coordonnées du vecteur QM .

e

ion de x; y; a et b les produits scalaires : 1.QM et

;'(F){ch FatRoosl 0 o

y=b+Rsinf
€ une représentation paramétrique du cercle (C) de

ercle (C) de centre Q(a;b) etde rayon R;soit M un point

o] wlid] > | < |7 ol T

J

—

"

# ’:

(C) de centre Q(a;b) et de rayon R, soit A(xo;y) un

normal a la droite (7).
ation cartésienne de la droite (7) est:

8 Equation de la tangente en un point d’un cercle

Chapitre 8. Produit scalaire dans le plan . 1 11




LE COURS

e Expression analytique du produit scalaire dans un repere
orthonormé
1- Expression analytique du produit scalaire dans un repére orthonormé

il DEFINITION |

Soit (T;}") une base du plan, et O un point du plan.

-On dit que (7;7) est une base orthonorméesi: 7, =0, |7 ]=1 et 17 l=i.
On dit que (0:7/) est un repére orthonormé si : (7:]) est une base orthonrmée.
Si (737 estune base orthonormée et (727 ) = %[221"[ alors (0;7;]) est appelé repére orth

direct.

Dans toute la suite du chapitre, On considére que le plan est rapporté & un repére o
direct (0;7:/).

2- Propriétés

Propriété

Soit u=xi+yj et v=ux'7+y] deuxvecteurs du plan, ona 7.y = xx’ + vy

Exemple : Calculons u.v; v.w et uw ol u=1+2],v=27—] et w=57+3].
Ona:u(1;2); v(2;—1) et w(5;3) donc: v =1X2+2x(=1)=0
et Vw=2X5+(—1)X3=Tetuw=1X54+2x3=1].

Propriété Info :
Deux vecteurs u =xi+yj et v=x7+y7]
sont orthogonaux si et seulement si xx’ +yy = 0
3- Norme d’un vecteur - distance entre deux points
a) Norme d’un vecteur :

‘ Soit u = xi+yj un vecteur du plan La norme du vecteur u est H u ” = 1/x +y°

' b) ) Distance entre deux points :

| |' | Soit A(xhyi) et B(xa yg) deux pomts du plan

JLa distance AB est: AB =/(xs—x.)’ +(vp ya)?.

| 4 Expression de cos&‘ et smB
' Propriété

Soit u=xi+yj et v=ux7+y] deuxvecteurs non nuls du plan et & une mes
=
(7).

— ’

xx' + yy' et(u:v Xy =
Ona:cosf=-4Y = bAL et sinf = det(uiv) _

[T~ Vs Ja 5" 15T~ Vo s
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rere

scteurs orthogonaux

ner la valeur du nombre réel m pour que
ars 1(3;— 1+m) et v(2—m;5) soient

E3(2—-m)+5(—1+m)
=6—3m—5+5m=2m+1
il vesuv=0
—=2m+1=0

1
e m=—7
t v sont orthogonaux si et seulement si :

b d’'un vecteur - Distance entre
lans le plan, les points suivants :
0), C(-1:-4), D(3;-2) et

angle ABE estrectangleen E.
jadrilatere ABCD est un

_‘:'_l:ies longueurs des cotés du -
applique la réciproque du

(2. 3) et Bg(g, 1)
C2)+(—1)X(—3)=0

t orthogonaux et par consé-

POUR COMPRENDRE

Dot AEZ+BE2—13+ %Q—ABE.

Donc, d’apres la réciproque du théoreme de

Pythagore, le triangle ABE est rectangle en E.

p ]
ABCD est un losange signifie que : ABCD est
un parallélogramme ayant deux cotés consécutifs
égaux (ou les diagonales sont perpendiculaires)

» Montrons que ABCD est un parallélogramme.
Ona: E(—%; — ) et T(—%; = 2) dol :
AB=DC

donc ABCD est un parallélogramme.

» Montrons que ABCD est un losange, en utilisant
deux méthodes.

Meéthode 1: D’aprés la question 1) ona: AB = "@

etona: ﬁ(—%; - ) d’'ou

AD—-IlADll—J +16—@.

Donc ABCD est un parallélogramme et AB = AD,
et par conséquent, ABCD est un losange.
Méthode 2: Ona: BD(3;—2) et AC(—4;—6)
d’oli: BD.AC =— 12+ 12 = 0 signifie que

(BD) L (AC), donc ABCD est un parallélogramme
avec des diagonales perpendiculaires, donc ABCD

est un losange.

D expression de cos@ et sind.

Déterminer une mesure de I'angle orienté
(E;A_c’) ol A(3:3), B(1;1) et C(1;3).

Ona: AB(—2;—2) et AC(—2:0) donc:

=/4+4=2/2 , AC=/4+0

ABAC = 4 et det(ABAT) =| 2 ‘02}=—4
D'ois : cos(AB:AC ) = A%B)‘(Agc = 4:4/— £ (1)

et sm(AB AC) de{;ﬂgAfﬁé’) 4J_ ——g (2)

De (1) et (2) on déduit que —g— est une mesure de
I'angle orienté (A_B'Zf’)
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LE COURS

broite dans le plan (Etude analytique)

; 1- Vecteur normal 3 une droite

| Soit (D) une droite du plan.
Tout vecteur non nul et orthogonal a un vecteur

directeur de la droite

(D) est appelé vecteur normal a la droite (D).

Propriété
Soit (D) une droite d’équation cartésienne : ax +by+c=0.
Le vecteur n(a;b) est un vecteur normal a (D).

| 2- Equation d’une droite définie par un point et un vecteur normal

Propriété
Une équation de Ia droite (D) passant par le point A(xe;yo) et de vecteur normal ?f(

a(x—xu)+b(y—yu) =0.
terminons une équation cartésienne de la droite

1
¥

Exemple : Dé (D) passant par le point Al
de vecteur normal 1(2;3). ‘
. Soit M(x;y) un point du plan,ona:
| M(x:y) € (D) — AM.n=0

| o @-1)X2+@-1Dx3=0 &
— 2x+3y—5=0

' Donc, une équation cartésienne de (D) est: 2x+ 3y—5=0.

| 3- Orthogonalité de deux droites

Propriété
Soit (D) et (D') deux droits d’équations respectives : ax +by+tc=0etax+ by+e
eurs normaux sont orthog

(D) et (D) sont orthogonales si et seulement si leurs vect
dire: aa’ +bb' =0
bDistanced'unpointéunedmite
Soit (D) une droite, A un point du plan et H
| Le nombre réel positif AH est appelé la distance du point A aladroite (D) et on écrit: @

le projeté orthogonal de A sur (D).

| Propriété
| soit (D) une droite d'équation : ax +by+c=0et Alxs; y5) un point du plan.
| axo + by, +¢|

La distance du point A ala droite (D) est: d(A;(D)) = TS

|
' !Exemple - On considére la droite (D) d’équation @ X +y+2=0et lesp

oints Al

RPN ) o V.2 R I o= Jo—2+2L S
ona: diaD) =L as = 75 =2 et BN = e (D

1
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BB Vecteur normal 3 une droite
Donner un vecteur normal a la droite (D) dans
les cas suivants :

x—2y+5=0 BD:x—1=0
-0 y—3=0
Ba: x—2y+5=0 s'écrit :
! F(-2)y+5=0
£ n(1; — 2) est un vecteur normal 3 la droite (D).
B—1=0s"%crit: 1x+0y—-1=0

:0) est un vecteur normal a la droite (D).
2y —3=0s'écrit: 0Ox+2y—3=0
;2) est un vecteur normal a la droite (D).

'?\_-' on d’une droite définie par un
it et un vecteur normal

'._.

" une équation cartésienne d’une
ant par un point A et de vecteur

de deux fagons:

cteur normal a (D), donc une
e de (D) s’écrit sous

2= 0(+)

rs en remplacant les coordon-
trouve c.

plan

s AM n=0

ion analytique du produit
équar L de (D).

A(1;1) , B(—=2:0) et
de la droite (D),
e la droite (A), hau-

ion de la droite (D)
AC] est la droite (D)
18U du segment [AC] et

E est un vecteur

POUR COMPRENDRE

Ona /(2;3) et AC(2;4) est un vecteur normal 3
(D), donc une équation cartésienne de (D) sécrit
souslaforme: 2x+4y+c=0ouc€R.
Puisque /€ (D) alors: 4+ 12+ ¢ =0 d'ou:
c=-—16.
Donc: x + 2y — 8 = 0 est une équation de la média-
trice du segment [AC].
2.Déterminons une équation de la droite (A) hau-
teur du triangle ABC issue de C
La hauteur du triangle ABC issue de C est la
droite (A) passant par le point C et perpendicu-
laire & (AB); cela signifie que AB est un vecteur
normal a (A).
Soit M(x;y) un point du plan,ona:
M(x;y) € (A) = CM.AB=0
= @=3)EN+HE-5CED=0
=—3x—y+14=0
Donc: 3x +y— 14 = 0 est une équation de (A).

B Distance d’un point a une droite
On considere les points A(—1; —3) et B(3:2).
[l Vérifier que : 5x — 4y — 7 = 0 est une équation
de la droite (AB).
I5] Calculer la distance du point O a la droite (AB).
En déduire 'aire du triangle OAB.
ElOna:5(—-1)—4(-3)—7=0 et
53)—4(2)-7=0
donc, les coordonnées de A et B vérifient 'équation.
D’'ol 5x — 4y — 7 = 0 est une équation de la droite
(AB). (On remarque A # B)

i _I5(0-4-7]_ 7/41
BI0ona: d(0;(AB)) oI 4l

Ona: d(0;(AB)) = OH ou H est le projeté or-
thogonal du point O sur la droite (AB) donc OH est
une hauteur du triangle OAB.

Dol : I'aire du triangle OAB est :
- ABXOH _ AB X d(0:(AB))

2
7J_

S=

5)(

35,/_
2

Chapitre 5. Produit scalaire dans le plan . 115




LE COURS

Equation cartésienne d’un cercle
1- Equation d’un cercle défini par son centre et son rayon

[ |

|
1
|
|
|
]
|
|
|

|
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Propriété

Une équation cartésienne du cercle (7) de centre Q(a;b) et de rayon

R (R>0)est:

(x—a)}+(—b)’= R* que I'on peut écrire : |
qui vérifient : QM =]

2- Equation d’un cercle définie par son diamétre

|
1
|
1
g
|
|
|
g
"!

e e e e

v +y —2ax—2bytc= Qouc=da+b—FK
ercle () de centre Q(1;— 1) et de rayon \/2_
on peut écrire : P+y —2x+2y=0.

Exemple : Une équation duc
est: (x—1)*+ @+ = (v2Y =2 quel’

Propriété
Soit A et B deux points distincts du plan,
diametre [AB]. Le centre du cercle () est le point

il existe un et un seul cercle (©) de
Q milieu du segment [AB]
et son rayon R est la distance ~5—.

Autrement dit, pour tout point M du plan,ona: M€ (&) = QM = -A—ZB— :
Exemple : Déterminons une équation du cercle (7) de diamétre [AB] tel que A(1;3) et B(
On a: le centre de (¢) est le point Q(0:2) milieu de [AB] et le rayon est: R=*5=
Donc : une équation cartésienne du cercle (&) est: (x—0)*+(y— 2)? =(y/2) quelon
X+y—4y+2=0

Propriété

Soit A et B deux points distincts du plan.

ensemble des points M du plan qui vérifient : AM BM = 0 estun cercle de diaméft_

Exemple : Déterminons une équation du cercle (7) définie dans I'exemple précédents

Soit M(x;y) un point du plan, ona:
M(x:y) € (7) = AM BM =0
-+ D+o-3IO~ 1)=0
i+ y—4y+2=0
3- Représentation paramétrique d’un cercle
Propriéteé et définition
le cercle (7) de centre Q(a;b) et de rayon
vérifient le systeme :

(S){x dFR ooy 10 € R . Le systeme (S) est appelé une représentation

R (R > 0) est I'ensemble des points M

y=b+Rsln6



guation cartésienne d’un cercle

B or une équation du cercle (%) dans
cas suivants :

tre (1;0) et de rayon /7.
ntre Q(2;1) et passe par le point

ar les points A(— 1;0) , B(1;2) et

e équation du cercle (#) de centre

et de rayon J7 est: (x—1)° +y' =17
+y—-2x—6=0

pinons une équation de(7)

tle de centre Q et passant par le
ye son rayon est: R = QA.

[=3,0) doti: R=QA=,/9=3
ation du cercle (7) est :

=1)° =9 que l'on peut écrire :

Ry —4=0.

NS une équation de (%)

cercle circonscrit au triangle
rsection des médiatrices du

| suffit de déterminer le
eux médiatrices.
tR=QA=0QB=0QcC.

ice du segment [AB] et [ est

dusegment [AC] et J
[Ac).

{ est

POUR COMPRENDRE

M(x;y) € (A;) = JM.AC =0
= 8x—3)+4(y—2)=0
=2x+y—8=10
Donc (A;):2x+y—8=0
» Soit (a;b) les coordonnées du point Q le centre
du cercle (7).
Q est le point d’intersection de (A)) et (A.,).
x+ty=1
2x+y=28
Aprés résolution du systéme, on obtient @ = 7 et

b=—6
D’ou Q(7;— 6) est le centre du cercle (7).
» Calculons le rayon de (7)

Ona: QA(—8:6); donc:
R=QA=|QA|=/(-8V+6 =10

D'ol, une équation de (7] est: (x —7)*+ (y + 6)* = 100

Donc: (a;b) est solution du systéme : {

Représentation paramétrique d’un cercle
1. Déterminer une représentation paramétrique
du cercle (Z) d’équation :

X+y +6x—8y+23=0.
2. Déterminer I'ensemble des points M(x;y) du

plan tels que :
x=1+2cosl
{y= 3+ 2sind EER).

1. Le centre du cercle (¥) est Q(— 3;4) et le rayon

2 (vous pouvez le vérifier), donc d’aprés la

propriété du cours, une représentation paramétri-

que du cercle

(& ast: {x =—3+ \/5.(:0515J
y=4+/2sinf

2. Soit M(x;y) un point du plan dont les coordon-

/(B €R).

nées vérifient le systéme donné

— {x =—1+cosf _— {x—lr 1=2cosf
y=3+2sinf’ y—3=2sinf

Dou: (x + 1)*+ (y— 3)> = 4cos’0 + 4sin’f

= 4(cos’@ + sin’f) = 4

Par suite: (x+ 1)*+(y — 3)* = 4 est une équation

du cercle (7) de centre Q(— 1;3) et de rayon 2.
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LE COURS

I Etude de 'ensemble des points M(x;y) du plan tels que :

|
l

——————

|
|

Intérieur et extérieur d’un cercle

| IR .

|
I
1

e R 119

x24+y*+ax+by+c= 0
Soit a, b et ¢ trois nombres réels, on considere ensemble (E) défini par:
(E) ={M(x;y);’x2+y2+ax+by+c =0}
Soit M(x;y) un point du plan,ona: M(x;y) € (E) < vty taxtbytc= 0
— (P +ax)+ (P +by)+c=0

2

c=>(x+%—) _%4‘()’*’%)2*%2-1-0:0

B

On considére le point Q dezcoorglonnées (—92-; = %), ona: Injo .
M(x;y)E(E)mQAlz:“+b4_4cf*'} x2+ax=(x

'égalité () nous meéne a considérer les trois cas suivants :
Premiercas:Si a’ + b*—4c < 0 alors l'égalité (+) est fausse, donc ensemble (E) est I'ensemble
Deuxiéme cas : Si @’ +b* —4c = 0 alors I'égalité (+) devient: QM = 0, ce qui signifie que: &

donc: (E) ={Q}.
Tt h—
FIFE qud

Troisieme cas: Si @’ + p*—4c > 0 alors I'égalité (+) devient: QM =

! 2+ p A
que: (E) estle cercle de centre Q et de rayon ﬁ—-—g——ic— .

Propriété i
Soit a, b et ¢ trois nombres réels et (E) 'ensemble des points M(x;y) du plan qui

x+y'+ax+by+c=0.
Ja?+b'—4c

» (E) estun cercle de centre Q(-—%; = %) et de rayon 3 si et seulement i :
»Si @*+b>—4c < 0 alors (E) est 'ensemble vide.

i g’ + b — 4¢ = 0 alors (B) = {o(-5:~ Lyl

Soit (Z) un cercle de centre Q et de rayon R avec R > 0 et M un point du plan.
» Le point M est surle cercle (7) si et seulement si: QM =R.

» Le point M est 3 l'intérieur du cercle (7) si et seulement si: QM < R.
» Le point M est I'extérieur du cercle (7) si et seulement si : OM>R.

= Conséquences

Soit (#) un cercle d’équation : X +y+ax+by+tc=0.
Pour tout point M (xo;yo) du plan,ona:

» M est un point du cercle () siet ceulement si: xi+ys taxotbptc= 0.
» M est al'intérieur du cercle (7) si et seulement si: x2+ yd+axe+ byo +c <08

» M est a 'extérieur du cercle (/) si et seulement si : X +yitaxgtbyte > 98




| |9 Etude de I'ensemble des points

I M(x;y) du plan vérifiant I'équation :
x’+y*+ax+by+c=0.

miner dans chaque cas la nature de I'en-

e (E), des points M(x;y) du plan vérifiant
on:

y—x+3y—4=0.
P—6x+2y+10=0.

—4x+5=0,

minons la nature de I'ensemble (E)
= 6x= (x—3)*-9
W= (y+1)>— |

B) = (x—3)’-9+(y+1)’—=1+10=0
l-m(x—3)z+(y+ 1)*=0
Sx—3=0ety+1=0
Sx=3ety=—1

nature de I'ensemble (F)
=2)"—4

CE) = (x—-2)'—4+y'+5=0
) = (x—2)+y*=—1

Ie est impossible, d’ou (E) est

POUR COMPRENDRE

Résolution d’inéquations
Résoudre graphiquement les inéquations suivan-
tes:
1 sby=2x+dy—4 < 0/(1).
2.8 +y +2x+4y+4 >0 (2).

1.0na:

X*+y —2x+4y—-4=0e (x—1)*+(y+2)*=9
Donc x*+y*— 2x+4y— 4 = 0 est I'équation du
cercle (7) de centre Q(1;—2) etde rayon R = 3,
d’ou: 'ensemble des solutions de I'inéquation (1)
est formé des couples de coordonnées des points
se trouvant a I'intérieur du cercle ou sur le cercle
(7).( C’est-a-dire sur le disque fermé de centre Q
et de rayon 3)

|| @] |8 | € |G 1| 5] W)

2. équation: x*+y’+ 2x + 4y +4 = 0 est 'équa-
tion du cercle (%) de centre Q(— 1; —2) et de
rayon R =1, d'ol: 'ensemble des solutions de
I'inéquation (2) est formé des couples de coordon-
nées des points se trouvant a I'extérieur du cercle

Fichier Créer Fioter Afficher Divers Edbar Fendirs Ads Optd

|| @] oW > | < [T 7| oo 5] W | T

L

|
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\“- LE COURS

I Positions relatives d’une droite et d’un cercle

| pour étudier la position relative d’un cercle (%) de centre Q et de rayon R avec une droite (D), of

|
peut calculer |a distance d du centre Q 3 ladroite (D) et la comparer au rayon R.

d<R d=R
La droite (D) ne coupe pas i| La droite (D) coupele | La droite (D) etle cercle (%)
le cercle (7) || cercle (#) en deux points ll ont un seul point commun. ]
| distincts | On dit que la droite (D) est

. | |
- ) || || tangente au cercle (%)

[ *g ) |
dl.”2 | |

| »
Gamy=¢ | @D pmy | 0D
. il R I

I

I

Equation cartésienne d’une droite tangente a un cercle €
point donné de ce cercle ‘

Rappel :
A est un point du cercle (7) de centre Q.
La tangente en A au cercle (7) estla droite passant par A et perpendiculaire @ la droite (4

Propriété
Soit (ZJ un cercle d’équation: C+ytaxtbytc= 0 et A(xsy,) un pointde @

Une équation de |a tangente au cercle (#) aupoint A est: (x— xn)(—% T xu) + (y— )’0)-('%

Remargue

On a obtenu I'équation de la tangente grace 3 'équivalence : (Me (D) = mm'

Exemple : On considere le cercle (#) d’équation : Xy —2x—4y= 0 et le poi it
de (4).
Une équation de la tangente au cercle (7] en Aest: (x— N(=1+2)+0~ 4)(— 27

Cest-a-dire: x + 2y~ 10=0.




[ Positions relatives d’une droite et d’un
cercle

ier la position relative du cercle (%) de cen-
(1;2) etde rayon R = 2 et de la droite (D)
hacun des cas suivants:
Bty +2=0.
px—y+2=0.

mun
D) est ity t2-/3=0.
(7

iner la position relative d’une droite

ion: ax+ by +c =0 etd’un cercle
’ € et de rayon R, on peut suivre
D) distance d du point Q 3 la droite

nt la formule suivante :
r} _Iaxn+byn+cl
’/az +b2
les deux nombres réels 4 et R.
. 1+2+2]| sf
;'( OV = a2

"‘-""r

g 2 alors a’ > R. Donc la droite (D)

_V2

|1—2+2I V2
ORISR
lors d < R. Donc, la droite (D)

) en deux points distincts.
: |J§+2+2~J§l=2=R
V(Y3) +)?

a droite (D) est tangente au
roite (D) et le cercle (7) ont

POUR COMPRENDRE

D péterminer Péquation de la tangente 3
un cercle en un point.

1. Vérifier que le point A(— 2:3) appartient
au cercle () de centre Q(0;1) et de rayon
R=2/2.

2. Déterminer une équation cartésienne de la
tangente (D) au cercle (#) au point A .

1.0na: QA(—2:2) donc QA =04 |=2/2
d'ol QA = R et par suite A appartient au cercle
(7).
2.
Méthode ;
On peut déterminer I'équation de la ta ngente en
un point A du cercle (7), soit par application
directe de la propriété, Soit en considérant que le

vecteur QA est un vecteur normala (D) et que
A€ (D).

Méthode 1 : L'équation cartésienne du cercle (7)
de centre Q(0;1) et de rayon 2./2 est :

x—0)+(y—1?=(2/2),
c'est-a-dire: x’+y*—2y—7=0.

D’aprés la propriété de la lecon, I’équation de la
tangente est :

(x— xn)( +xn)+(y y‘,)( +‘y,)—-0

En prenant: x,=—2, y, = 3, a=0eth=—2,
onobtient: (x +2)(—2)+(y—3)(~1+3) =

c'est-a-dire : —2x+ 2y — 10 = 0, donc

(D): x—y+5=0

Méthode 2 : On a QA(— 2;2) est un vecteur nor-
mal a la droite (D), donc une équation cartésienne
de (D) s'écrit sous la forme : —2x + 2y+c¢c=0
A(=2:3) € (D) signifieque: 4 +6+¢ = 0, c'est-
a-dire ¢ =— 10, donc: —2x + 2y—10=)

D'ou: x—y+5=0, est une équation cartésienne
de la tangente (D) au cercle (7) en A.
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| EXERCICES

| RESOLUS

i
Méthodel:Ona:a=—4;b:6etc=9,do

' ' Utiliser le produit
“‘3' GICE K i"l | S e in 5t p‘ centre du cercle (C) est Q(2;—3) et lerayon e
scalaire pour calculer Faire d'un triangie _JEa+ (6736 _,
— 2 o

On considére un triangle ABC telque: AB = ¢
AC = b, BC=a et S sonaire. 'objec-
tif de cet exercice est de démontrer que :

Méthode 2 : Soit M(x;y) un point de (C), ona:

C+y—4ax+6y+9=0

5 = L] det(AB:AC)| e (x— 27+ (3= 4= 9+9=0
o (x— 2+ (+3)=4=2)

l,5sind= %AB.ACISin(ﬁE:CT)l Donc (C) est le cercle de centre Q(2:—3) ¢

Ona: S$= bl
D’aprés une propriété antérieure,ona: rayon R=2.
p::p pdet(ﬁ'ﬁf) d ' » Déterminons l'intersection du cercle (C)
sin(AB;AC )= “Fﬂ"ﬂ I'axe des abscisses.
' (ABAC y = 0 est I'équation de I'axe des abscisses
det(AB;AC) Soit M(x;y) un point du plan,ona:

|
Donc: S= 75 ABAC| =115~
X "AB “" AC_“"' wVal - X+ y —4x+ 6y
det(AB;AC)| M(x;y)E(C.']ﬂD(O:i)«sr{v: 5

Ly | Ldet{AB:AC
= 2||AB ““AC “ nﬁunz&’" {x:_ Ax+9=10

= 1| det(AB:AC)]
X
‘aire est positive et s'm(TAB";ZC") peut étre néga- - *(x =)=
y —

tif, donc utiliser la valeur absolue est justifié
Véquation: (x —2)* =—3 n’a pas de solutions

D’oll 'aire du triangle ABC est: _ ; .
1 ek donc 'axe des abscisses ne coupe pas le cercl
§= _Z_l det(AB;AC)| » Déterminons I'intersection du cercle (C)

= des ordonnées.

ﬁ 'Hﬂ LE T 'Qmﬂﬁngente 3 un | x =0 estl'équation de l'axe des ordonné
cercle Soit M(x;y) un point du plan,ona:
Soit (C) le cercle d’équation : MGey) € (0N D(O]) = {xzj é‘: — 44

x2+y2—4x+6y+9=0 s -:3+6y+97
Déterminer le centre et le rayon du cercle (C). = L, -0
B Déterminer les points d’intersection de (C) (y+3)=
avec les axes du repere. - L’ =0
Déterminer les équations des deux tangentes a — {-" _:_ 0 2
(Cy'passantpar le point A(2; 1). Donc: l'axe des ordonnées C):JUPEI
Déterminer les équations des deux tangentes @ | seul point B(0; — 3) et dans ce €2

des ordonnées est tangent au cer
- : - El Premiere . on doit vérif
Pour déterminer le centre et le rayon d’un cercle El Premiér rr‘le’nt ,°_ a
A se trouve a I'exterieur du cerc

(C) de vecteur directeur u(=3:4).
le

3 partir de son équation cartésienne, on peut pro-
céder de deux fagons : calculons QA. =
rees o , o a: 04(0:4) donc Q4 =104
» Soit appliquer la propriete directement, c’est- ,
0 b puisque R = 2 alors QA > R,
a-dire le centre est Q(— 5 7) et le rayon est trouve 3 I'extérieur du cercle (
Deuxiement : Soit (A) uné droite

-« .'al __,’_ b2 = 41_(_' .
cle (C) telle que son gquation

ax+by+c=0 avec a # 0 o4

» Soit utiliser la forme canonique d’un trindme.
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| (&) passe par le point A(2:1) donc -
2a+b+c =0 cest-a-dire c =— 2a— b d'o
uation de (A) devient :

+by—2a—b=0 (1)

sque (A) est tangente a (C) alors

D:(A)) =

,onat

12a—3b—2a—b|
0 d(Q; (A)) T aap - 2
—3)% le calcul, on trouve que : a = /3b ou
ﬁb
le (C) a:a# 0 ou b #0 cest-a-dire que a et b ne

vent pas étre nuls en méme temps.

casol a=/3b eten remplagant dans
n (1)

2 \/gbx+by~2\/§b-b=0
b(V3x+y-2/3-1)=
3x+y—2/3-1=0 (car b#0)
casoll @ =—/3 b et en remplagant dans
B —3bx+by+2/3b-b=0

8 b(—/3x+y+2/3-1)=9¢
Y=2Y3+1=0 (car b#0)

Wil existe deux droites (A) et (A,)
ercle (C) et passant par le point A
' pectives \/_x +y—2\/§—'1 =

S

St tangente 3 (C) alors

'8 =9+
1[=10
I1=100uc—1=—19
11ou=-9

Bentes a (C) de vecteur di-
& 50t les drojtes d’équations :
B 3y —-9=,

D —— |

EXERCICES seso.us

| EXERCICE RESC
duit scalaire

On considere les points A(1: 1), B(—2:2) et

C(0;3).

B, Calculer CA, CB et CA.CE .

b. En déduire la nature du triangle ABC.

c. Calculer cos(AB;AC ) et sin(AB;AC ); En

déduire une mesure de I'angle orienté (Efﬂg—@)

d. Calculer I'aire du triangle ABC .

Utiliser le pro-

H soit (C) le cercle de centre Q(—-I— %—) t de
rayon -’/—Q

a. Determmer une équation cartésienne du cercle
(O).

b. Montrer que (C) est le cercle circonscrit au
triangle ABC .

c. Déterminer une équation de la tangente (A) au
cercle (C) au point A(1;1).

On considere la droite (D) d’équation :
3x—y+m=0 ol m estun parameétre réel.
Déterminer les valeurs de m, sachant que (D) est
tangente au cercle (C).

Résoudre graphiquement le systéme :
[x2+y3+x— 3y<0

13330

[x +y>0

a. » Calculons la distance CA

‘|Ona: CA(1;—2) doncCA=|CA|=y/1+4=/5

» Calculons la distance CB

Ona:

CB=\(ts =%+ 0=y = /(=27 + (= 1)’ = /5
» Calculons CA.CE

Ona: CA(1;-2) et CB(-2;— 1)

Donc: CA.CE = (—=2) X (1) + (= 2) X (= 1) = 0
b.Ona:CA=CBet CACBE=0 donc le triangle
ABC est isocéle rectangle en C.

c.Ona: AB(—3;1) et AC(- 1:2)

Donc: ABAC=3+2=5 et

AC=|AC|=V1+4=5 et

AB=|A4B|=/9+1= /10
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EXERCICGES

RESOLUS

r
1.

D'ou, d’aprés la formule du cosinus, on a:
— =
5 42

- ———

=\ _ ABAC _
cos(AB:AC) = "ABAC = (5% 10~ 2

S -3 —
etona:det(Mﬂ:AC)Z) ; 12

et d’apres la formule du sinus,ona: )

=) Get(ABIAC) _ 5= V2
_ A

=gy et

_ X
2

Conclusion : On a cc_)_s(?‘lfi_;_ﬁ?)
— /r
sin(AB‘,AC ) :'—\52"

T 5 .
donc: —74 estune mesure de I'angle oriente

(aB:AC)
d. Calculons l'aire du triangle ABC.
puisque le triangle ABC est rectangle en C alors

. _AcBC _¥5.45_3
son aireest: S = = 5 =3

a. Soit M(x;y) un point du plan, ona:
Me (C) = QM=R
= QM =F’

Ji0

ii.guyqﬂ
=[x+ 2) +(.-" 2) =\72 /7
ety +x—3y=0
b. Pour montrer que (C) est le cercle circons-
crit au triangle ABC, il suffit de montrer que
QA=QB=QC=R

R B ;
Ona: _QA(Q,— 3 ,donc:

|

P L
or=|Al=yF+5="7 =F

p— 1

s
—
i
o
(o]
3
O

Ona: @(—-2—;7
oB=|0Bl=y5+t4~ 2
Ona: Q_CT(-lz—:%),donc:

ac=l )= +1="7 =*
Donc : (C) est le cercle circonscrit au triangle ABC'.
c. Soit (A) la droite tangente au cercle (C) en A
et M(x;y) un point du plan,ona:

M(x:y) € (A) = AM.AQ =0

e -D(-3)+o-n(z)=0
0

Donc 3x—y— 1 =0 estune équation cartésief
de la tangente (A).
Calculons en fonction de m, d(Q; (D))

3 __:

3 :
Ona: d(Q:(D)= :—5_:2_';@\. _|m—3}
o Jo+1 /10

Donc: (D) est tangente au cercle (C)

équivaut a l_"’""_-____fﬂ . V10
J10 2
équivaut a [m— 3|=5
équivauta m— 3=50um—3=—5
équivauta m = 8 oum=—2
D'ou (D) est tangente au cercle (C) sietst
mentsi m =8 ou m=—2.

EyOna: X’ +y +x—3y= () est une &
cartésienne du cercle (C), donc lensemblel
solutions de I'inéquation x? 4y +x— 38
Fensemble des couples (x; y), coordonneées
points du plan se trouvant 2 l'intérieur dut
dépourvu des points de (C).(Disque ouv
» Pour les deux inéquations : Ix—%
x+y>0,leur ensemble de solutions!
chacun par les couples (x;y) apparten
demi-plan, comme VOUs I'avez vu |'ann
Donc, 'ensemble des solutions du sys
partie du plan colorée en jaune

dessous)




*

e teste mes apprentissages

sriésiennil i Je teste mes connaissances

H Comment montrer qu’un triangle ABC est
angleen A?

Comment montrer qu’un triangle ABC est
socele en A?

Inner deux méthodes pour déterminer une
on d’une droite définie par un point et
cteur normal.

ner deux méthodes pour calculer |a

te d’un point & une droite,

ment montrer que deux droites sont

onales a partir de leurs équations

nes?

ent déterminer une équation

enne d’un cercle de centre Q) et passant
int A?

ent déterminer une équation d’un cercle

[AB]?

ent déterminer une équation cartésienne
teau cercle 7(Q;R) en un point A de

ant dine a faire des choix

bonne(s) réponse(s)

B=1) et V(-—\/f;—l) alors u.v va

ut :

ts M(x;y) qui vérifien
=0 est:

Bente au cercle trigonométrique |

L 3

t I'égalité : |

I@x-%yﬂzjﬁrﬁy—l:o 3x+y—2=0

—_— _—

Je teste mes techniques et mes méthodes
Quelle relation y a-t-il entre AB et AB?

Que signifie u est un vecteur normal a une
droite (D)?

A quelle droite appartient le point M qui
vérifie : uAM=0? (i #0: A un point du plan)

Que signifie le produit scalaire MA.ME = 0
700 A, B et M sont trois points deux a deux
distincts?

(C)est un cercle de centre Q et de rayon R,
(D)est une droite du planet d = d(Q:(D)).
Comment déterminer selon les valeurs de d et R
la position relative de (D) et (C)?

I3 Comment peut-on connaitre Ia position d’un

point A par rapport 4 un cercle (C) de centre Q
et de rayon R?

Que signifie qu’une droite (D) est tangente a un
cercle (C)?

| QCm

(Les réponses sont données 3 Ia fin de la derniére page d’exercices)

S e S R
A(L:1), B(3:1) et C(3:7). Quelle| . T ;
Utriangle ABC > [~ équilatéral | rectangle | isoceéle |
k o
ladroite passant par e point A(1;1) | | |
n(3;2)est : |2X+3y—5={)Ex—Qy-5=OL3x+2}’—5=0|
Point A(2;—1) a la droite (D) | 4 | g 4./5
Y=1=0 est égale 3 ' = | o | 29
- - 1 % 4§ T | =5
onnées du point /4, |
;_)hoint A(0;1) sur la droite (D) _| (1: = 1) | (0:—1) || (—1;0) /
= est : | | —l—
(©) de centre Q(1:1) qui passe—|'_ | |
|

oo s s

un point

—

un cercle || I'ensemble vide
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~ EXERCICES

____Exercices d'application ——

Produit scalaire : étude analytique
Le plan est rapporté a un repere orthonormé
direct (O:1:])

Exercice o - Calculer la norme du vecteur u
dans chacun des cas suivants :

I %}) 2. u(5:0)

1 43 ~ 31
> “(Z"T) s i(-52)
5. 7(y2-1/2+1) 6. u(—v5—1)

Exercice o - Soit u(2;m) un vecteur du plan,
ol mest un réel.

1. Déterminer en fonction de m, la norme du
vecteur I .

2. Déterminer les valeurs de m dans chacun des
cas suivants :
a) full=5_
c) lul=v13

Exercice o - Soit le vecteur u(3;—4).
Déterminer les coordonnées du vecteur v , sa-
chant que : v et u sont colinéaires et [|v |=15.

Exercice o . Calculer u.v , llu |l et | v || dans
chacun des cas suivants :

1 5(1;—2) et v(=3:4).

5 7(0:4) et v(3:—2).

3 i(a:b) et v(=bia).

4. 1(y2;V3) et v(/2 - 1:/3-1).

Exercice e . Déterminer le réel m pour que
les vecteurs 1 et v soient orthogonaux dans
chacun des cas suivants:

1. u(1;m) et v(2m;—4).

2. u(2;3) et vim,—1).

Exercice 0: Calculer cos(i:v ) et sin(i;v )
dans chacun des cas suivants :

1. #(2:1) et v(1;2).

2 T(=1:4/3) et v(1:4/3).

Exercice o - On considere les points A(3:4),
B(2:0) et C(3:5).
1. Calculer les produits scalaires suivants :

ABAC ; OA.OB et ABBC
2. Calculer cos(AB;?\?)

Exercice 0: On considére les points A(1;243
B(/3:—1) et C(1;1).
1. Calculer AC et BC.
2. Calculer CA.CB .

3, Calculer cos(-CTA':C‘-B-),

Exercice e . On considére les points A(5:C
B(2:1) et C(6;3).

1. Calculer cos(ﬁﬁ;?f) ot sin(AB:AC B
5 En déduire une mesure de I'angle orien_

(AB:AC).

Exercice @ . On considére les points AG
B(—4;—5) et &t—2:=T7)- 3
1. Calculer BABC , en déduire que le trial
ABC est rectangle en B.
5 Déterminer le centre et le rayon du Cef
circonscrit au triangle ABC. :

swm el ] >1 <|nf3 -:E]- valwlml

’

Exercice @ - On considere les pO

V3 1) (1 /3 )
Al et Bl 2 )
1. Montrer que le triangle OAB &
tangle. -

7. Calculer le produit scalaire
3. En déduire que %— est uné

oriente (Tﬁ) .

Exercice @ : On conside! f_’r?"
B(5:0) et C(— 1;~2):
1. Calculer les distances



En déduire la nature du triangle ABC.

srci ce@ : On consideére les points

=2), B(0;5), C(8:4) et D(4;—3).
ler les distances AB, BC, CD et DA.
miner la nature du quadrilatére ABCD .

A(1;248

ice @) : On considere les points A(1:1)
1).

si les points suivants appartiennent 3 Ia
ice du segment [AB].

M(2:0) ; E(2;—2).

ts A5

).

rienté
chacun des cas suivants :

B —4) ; C(3:5).

- T
etju, 2 B(7:4) ; C(3;0).

its Al

o]

p) : Déterminer la nature du triangle
n des cas suivants :

5~ 3) ; C(—3:7).

B(5:3) ; C(—4v/3+2;3/3-1).

I C(0;7).

). C(2;0).

On considere les points suivants :
)

et C(~4; >)

flangle ABC est isocéle.

Née du point M d’abscisse
ient au cercle (I') de cen-

sidere les points suivants :

EXERCICES

Exercice @ : Déterminer la nature du quadri-
latere ABCD (carré? losange?) dans chacun des
cas suivants :

LAC13); B(3:5); cin) et p(-3;-1)

2. A%;2) B(;—; = %) ; C(=3;0) et D(—%;__Z—)

Exercice @ : Déterminer un vecteur normal a
la droite (D) dans chacun des cas suivants :

1. (D):2x—y—3=0

2. D):y+3=0

3. D):=2x+7=0

4. (D):y2x—/3y+6=0

Exercice @ : Dans chacun des cas suivants,
déterminer une équation cartésienne de la droite
(D) passant par le point A et de vecteur normal
n.

1. A(1;1) et n(—1:3)

2. A(l;2) et n=7+7

3. A(Ié—;S) et 3(2;0)
4. A(V2;-1) et 7(0: - 1)

Exercice @ : Déterminer une équation
cartésienne de la médiatrice du segment [AB]
dans chacun des cas suivants

1. A(2;1) et B(4:3).

<2 A(é—,\/f) et B(%; —\/E)

3. A(—1;3) et B(2:2).

Exercice @ : Déterminer une équation carté-
sienne de la droite (A) passant par le point A et
orthogonale a la droite (D) dans chacun des cas
suivants ;

1. D):x+y—1=0et A(2:3)

2. (D):2x—y=0et A(—1:1)

3. (D):y=3x+2et A(1;1)

Exercice @ : On considére le triangle ABC tel
que A(1;—2), B(—3;—1) et Cli=2:—4).

1. Déterminer une équation cartésienne de la
médiatrice du segment [AB].

2. Déterminer une équation cartésienne de la
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EXERCICES

hauteur du triangle ABC issue de A.
3. Calculer l'aire du triangle ABC'.

Exercice @ - Dans chacun des cas suivants,

(D) et (D) sont-elles orthogonales?

1. (D):x—2y+1=0 (D):2x+y+3=0
2. (D):x—y+2=0 (D'):2x—yx1=0
3. (D):y/3x+y+1=0; (D')1y=-§3—x+l

Exercice @ - Calculer d(A; (D)) dans chacun
des cas suivants :

1. (D):2x+3y—1=0 A(1:1)
2. (D):x+2=0 A(0;2)
3 (Dy2y—1= 0 A(4;0)
4. (D):y=+3x+1 A(/3;2)

Exercice @ - On considére les points A(1:2) ;
B(4:3) et C(2;:—1).

1. Montrer que (AB) L (AC).

2. Calculer d(A;(OB)).

Exercice @ - On consideére les points A7)

B(2:3) et C(9;4).
1. Montrer que le triangle ABC est rectangle en

A.
2. Calculer les distances AB, BC et AC.
3. Calculer cos(BA;BC) et s'm(BA;BC)
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Le cercle

Exercice @ + Ecrire une équation cartésient
du cercle (C) de centre Q(a:b) etde rayon-"
dans chacun des cas suivants :
L a=3;b="3 et R=12
2. a=~2;b=3etR:4
3.a=l;E:ﬂ=5etR:\fr2.T

Exercice @ - Ecrire une équation cartésié
du cercle de centre Q et qui passe par le pt
A dans chacun des cas suivants : !
1. 0(0:0) et A(—1;2)

2. Q(2;—3) et A(4;—6)

3. Q(—3:4) et A(0;1)

4 Q(—3;—2) et A(3:4)

du cercle de diametre [AB] dans cha

suivants :

1. A(0;1) et B(4:1)

2. A(—2;1) et B(4;— 1)
3. A(0;0) et B(2;0)

a. A(*—g;:a) et 3(1;%?)

Exercice @ . Déterminer la naturé
semble (C), des points M(x;y) quiV
équations suivantes :

1. x3+y2-—4x+6y—3:0
2. x3+y2*x—10y+25=0
3. x1+y2—2x+y+-}Ti 0
4 9x*+ 9y —6x— 18y = 26
5. x3+y2+4x—y+l}=0
6. x1+y3+x+3y+5=0
Exercice @ - Montrer qué
tangente au cercle Z(Q:R) ©

suivants :
1. (Dyx+y+2=0¢€t Q

2. (D):2x~y+3=0
3 (D):4x+3y—1 =0 et

Exercice @ - V_érifier
tient au cercle (Z) puis detel



5 tangente au cercle (“)en A, dans
cas suivants :

= 1)+ (y—2)"=4 et A(1;0)
$y'—2x+6y=0 et A(0;0)

ELD) : Etudier la position relative du
4 ot la droite (D), dans chacun des cas

B 4x+y-1=0
- 3=0.
(y+1)=5
x+ty+4=0.

¥=9 et (D):y=4.

) : Résoudre graphiquement les
tes :

lonner une représentation para-
(%) de centre Q et de rayon

S de renforcement ___

In considere les points A(0;4) ;

ns différentes I'aire du

nsidere les points A(2;3) ;

ion cartésienne du cer-

EXERCICES

‘ 2. Déterminer une équation cartésienne de la
droite tangente au cercle (C) en A.

3. Déterminer I'intersection du cercle (C) avec
les axes du repére.

Exercice @ : On consideére les points A(2;1) ;
B(4;3) ; C(3;4) et D(1;2) et soit I le milieu du
segment [BD].

Putus e e

| @] @] [ < |BF 7] W

1. Montrer que le quadrilatéere ABCD est un
rectangle.

2. a) Calculer AB.AC et AC.BD .

b) Calculer cos(ﬁ;f).

3. Déterminer une équation cartésienne de la
droite (A) la médiatrice du segment [BD].

Exercice @ : Soit (C) le cercle d’équation car-
tésienne: X’ +y'—6x—2y+5=10
1. Déterminer le centre Q et le rayon R du cer-

“cle (0).

2. Soit (D) la droite d’équation cartésienne :
2x—y=0.

a) Déterminer une équation cartésienne de la
droite (A) passant par le point Q et orthogonale
a la droite (D).

b) Montrer que (D) est tangente au cercle (C).
3. En déduire la construction du cercle (C) (Justi-
fier votre réponse)

Exercice @ : On consideére les points
A(=2;0) ; B(1;1) ; C(—1;3) et M(x;y) ol x
et y sont des réels.

1. Calculer BM.BC en fonction de x et y.

2. Soit (D) I'ensemble des points M(x;y) du plan
qui vérifient la relation : BM BC = BA®.
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EXERCICES

a) Montrer que x —Y + 5 = 0 est une équation
cartésienne de I'ensemble (D).
b) Montrer que les droites (D) et (BC) sont

orthogonales.

Exercice @ - On considére les points A(0;4) ;
B(—2;4) et C(5:1).

1 Déterminer les coordonnées du point G le
centre de gravité du triangle ABC'.

2. Déterminer les coordonnées du point H l'or-
thocentre du triangle ABC.

3 péterminer les coordonnées du point Q le
centre du cercle circonscrit au triangle ABC'.

4. Montrer que les points Q, G et H sontali-

gnés.

_— -

e ) ¢ = "

Exercice @ - Déterminer une équation carté-
sienne du cercle (C) de centre 0(—1;1) et

la droite d’équation : 4x — %y +3 =0 esttan-
gente au cercle (C).

Exercice @ . Déterminer une équation car-
tésienne du cercle (C) passant par les points
A(—1;3) et B(3;1) etson centre Q appartient

3 la droite d’équation : 3x — 2y—2=0.

Exercice @ - Soit (D) la droite d’équation :
- =

Déterminer une équation cartésienne du cercle

(C) de centre Q(3; — 1) et qui définit avec la

droite (D) une corde de longueur 6.

Exercice @ - Déterminer une équation carté-

sienne du cercle (C) de rayon \/5 sachant que
la droite d’équation: y =5 X~ est tangente a

Chapitre 5@ 130

(C) au point A(—1;—1).

Exercice @ - Déterminer une équation car-
tésienne du cercle (C) qui passe par le point
A(0;1) et les droites d’équations :

(D):x =2 et (Dy):y =2 sont tangentes au

cercle (O).

Exercice @ - Sit (C) un cercle d’équation::
x4y =9 et u(2;1) un vecteur du plan.
Déterminer une équation cartésienne

de chacune des deux tangentes au cercle (C)
de vecteur directeur I .

Exercice @ - Déterminer la position relati
de la droite (D) et du cercle (C) dans chacu
des cas suivants :
1. (D):y=—2x et (C):x*+y — 2x = 0
2. (D):x+2y—3=0

et (Ot +y +6x—2y+6= 0.

Exercice @ - On considére les points
A(—4;—2) ; B(2:6) et C(3;1).

1. a) Calculer les produits scalaires suivant
ABAC et CA.CB
b) En déduire cos(ﬁ;ﬁ?) et sin(AB;2

5 Soit H le projeté orthogonal du pe
la droite (AB). '

Déterminer la valeur du réel k tel qué
AH = kAB . :
3. En déduire la distance AH , puis
nées du point H .
4. Calculer l'aire du triangle




Exercice @ : Résoudre graphiquement:
1@+ —2)Bx+2y—-1)> 0

‘N CaT _{3;;— 2y+6 >0

poin Slr+y—2x—6y+6<0

[ +y' +6x—2y+6<0
Iy +2y—3<0
_Qx+y+6 >0

S au

uation:
lan. preice @ : Déterminer une équation carté-
e du cercle (C) dans chacun des cas sui-
cle (C) '
passe par les points A(0;2) et B(— 1;0)
oite (D) d’équation x+y—7 = () est
a0

sse par le point A(— 2;4) et les droites
tions x =— 1 et y = | sont tangentes 3

n relat
; chact

1 = 0 est tangente 3 (0).
2 du cercle (C) appartient 3 Ia droite
N: 2x+y =0 et les droites d'équa-

B -30=0 et (D,):4x— 3y+10=0
a (0).

Passe par le point O l'origine

s droites : (D,):x + 2y—9=0et
Y+2 =0 sont tangentes a (C).

P 2 Soit (C) le cercle d’équation :
Ry -—4=0.

= Centre et le rayon du cercle (C).
S deux poinis .y intersection de
i) et déterminer une équa-

es deux tangentes passant par

ntes a (C) de vecteur direc-
€rminer les coordonnées

Considere les points A(1;0) ;
=Vt L) ot > 1.

T T

yon de (C) est /5 et la droite d’équation :

EXERCICES

1. Déterminer une équation cartésienne dela
droite (A) perpendiculaire 3 Ia droite (BF) en B.
2. a) Vérifier que 7 € (A)

b) Calculer JA.7F et en déduire que les points A
» B, F, et [ appartiennent au méme cercle. (On
dit que les points A, B, F et I sont cocycliques).
3. Déterminer m sachant que (FZ‘FB') = —261[2%]

Exercice @ - O 1. Construire le cercle (C) de
centre /(3; — 2) passant par le point A(1;2).

2. Déterminer une équation cartésienne du cercle
(C).

3. Déterminer les coordonnées des points d’inter-
section de (C) avec les axes du repére.

4. Déterminer une équation cartésienne de la
droite (D) passant par le point A et de coeffi-
cient directeur -2,

5. Déterminer I'intersection de (C) et (D).

Xty —6x+4y—7=0
x—2y+3=0

et donner une interprétation géométrique a ce
résultat.

6. Résoudre le systéme: {

Exercice @ : O On considére le cercle (C)
de centre Q(4;2) et de rayon 5.

1. Vérifier que le point A(—7:4) se trouve a I'ex-
térieur du cercle (C).

2. Déterminer les équations cartésiennes des deux
tangentes a (C) passant par le point A.

Exercice @ : On consideére les points A(5: 3):
B(4;—2) et C(0:4)

1. Montrer que le triangle ABC est rectangle en
A.

2. Déterminer une équation cartésienne du cercle
(I") circonscrit au triangle ABC.

3. Déterminer une équation cartésienne de cha-
cune des deux tangentes au cercle (I") qui sont
paralléles a (BC).

Exercice @ : On considere les points A(2:2) 2
B(-1;1) et ¢(4:4).

1. Déterminer une équation cartésienne de la
droite (BC).

2. a) Déterminer une équation cartésienne de la

droite (D) passant par le point A et orthogonale |
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| EXERCICES

3 la droite (BO).
b) Montrer que le point H (0;3) estle projeté

orthogonal du point A sur la droite (BC).
3.En déduire une équation cartésienne du cercle

(T") circonscrit au triangle ABH .

Exercice @ - Soit (C) le cercle de centre
Q(— 3;1) et passant par le point A(—3; 3) et
soit (D) la droite d’équation: y = X.
1.Déterminer une équation cartésienne du cer-
cle (O).
2.Déterminer I'intersection de (C) et (D).
3. Déterminer une équation cartésienne de la
droite (A) passant par le point et orthogo-
nale a (D).
4,Résoudre graphiquement le systéme :
[x1+yl+6x~2y+6 <0
{y—x>0
lx +y+2>0

Exercice @ - 5oit (C) I'ensemble des points

M(x;y) vérifiant:
Ly —2x+4yt 1=0

1.a) Montrer que (C) est un cercle dont on

déterminera le centre et le rayon.
b) Montrer que I’axe des abscisses est tangent au

cercle (C) et déterminer leur point de contact.

Exercices de synthese.
et d'approfondissement

Exercice @ - On considére le cercle (C) de

centre Q(7; — 1) et de rayon 5.
1.Déterminer une équation cartésienne du cer-

cle (O).
7.Soit m un nombre réel et (D) la droite

d’équation : y = mx.
Déterminer m pour que la droite (D,) soit tan-
gente au cercle (O).

Exercice @ - On considére la droite (D)
d’équation y =X~ 4.

d'équation : x* +y — 2X +4y—4=0
7. Construire (C) et (D).
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1. Déterminer le centre et le rayon du cercle (&)

3 Etudier 'intersection de (C) et (D).

4. Résoudre graphiquement inéquation :
x1+y3—-2x+4y—-4 <0.

5. Déterminer et construire I'ensemble (F) des

points M(x;y)du plan vérifiant :
lx2+_v2*2x+4y-*4l: 2x—2y—8

Exercice @ - Soit (C) le cercle d'équation :

x1+y2—6-x+6y+9=0. |
1.Déterminer le centre Q et le rayon R ducel
cle (C) et construire ().
7.On considére une droite passant par le poin
0O et coupe le cercle (C) en deux points A

a) Montrer que : OA.OE = OB.OB’ ou B e

point diamétralement opposé au point B.

—_——

b) En déduire que: OA.OB=9.

Exercice @ - On considére dans le plan,
les deux droites : (D):y=0et
(D):xy3—y+3=0
1.a) Déterminer le point B intersection de
avec |'axe des ordonnées.
On pose : (D) N () ={A}.
b) Calculer tan(m;?&_ﬁ) et en déduire ul
-——
mesure de I'angle orienté (7&67@’) '
5 Déterminer les points M de 'axe des|
nées qui veérifient : d(M:(D)) = d(M;

Exercice @ : Soit (C) I'ensemble des
M(x;y)du plan tels que : x4y + 4
1. Montrer que (C) estun cercle dont!
minera le centre Q et le rayon R.
5 On considere le point A(-1;— 18
a) Vérifier que A appartient au cere
b) Déterminer une équation cartesie
droite (A) tangente 2 (C) en A. 3
3 Soit (D) la droite d’équation
a) Etudier la position relative de

b) Déterminer les points d’intersect
(D).

4. Résoudre graphiquement le

{xz-l- y 4+ 4x— 2y <0.

2+ y+3=0.

Exercice @ :On considérel
points M(x;y)du plan qui vérifief



ety +2x—2y—23=0

1. Montrer que (C) est un cercle dont on déter-
minera le centre Q et le rayon R .

2 Déterminer les équations cartésiennes des

'_,:_;_:; tangentes au cercle (C) paralléle a la droite
‘ tion: x+2y—7=0.

eérifier que le point £(— 8;2) se trouve 3
eur du cercle (C).

grminer une équation cartésienne de

une des deux tangentes a (C) passant par le

_ : On considére les points A(1;1) ;
) C(3;—3) et D(0;—2).

ntrer que (AD) L (CD).

ler cos(AD:AC ) et sin(AD;AC ).
iminer une équation cartésienne de la
triangle ADC issue du point D.

le cercle de diametre [AC].

niner une équation cartésienne du cer-

fque la droite d’équation
:= 0 est tangente au cercle (4} en un
on déterminera.

) On considere les points

““Jzi) = P(Hzﬂ;] _2‘@)-
S points M et N appartiennent
étrique.

les segments [OP] et [MN]

Nesure de I'angle orienté
8Urde : sin- L Lo

nsidére |es points
drojte (7) d’équation :

Uation cartésienne de |la
€ dusegment [AB].

EXERCICES

b) Vérifier que le point C(—y/2; —/2) est le point
d’intersection de (A) et (7).

2. On considére le point Q(a;b) ol a et b sont
des réels.

Déterminer a et b pour que I'on ait: Q € (A) et
AQ =CQ.

3. Montrer que : x*+y’—4 = 0 est une équation
cartésienne du cercle (¢) de centre Q et passant
par A.

4. Montrer que la droite (7) est tangente au cer-
cle (7).

5. Calculer cos(CA;CEB ).

Exercice @ : Soit (C) le cercle de centre O et
de diamétre [AB] ot A(— 1:0).
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle
(0).
2. Lesdroites (D,) et (D) sont les tangentes a
(C) respectivementen A et B.
Soit S(a;B) un point de (C) différentde A et B
et (7) la tangente a (C) au point S.
a) Déterminer en fonction de @ et A une équa-
tion cartésienne de la droite (7).
b) Déterminer en fonction de @ et B une équa-
tion cartésienne de la droite (AS).
3. Les droites (7) et (AS) coupent la droite (D;)
respectivementen M et Q.
a) Déterminer les coordonnées des points B, M
et 0.
b) Montrer que le point M est le milieu du seg-
ment [BQ].

Exercice @ : On considére les points A(7;4) ;
B(5;—2) et C(2;1).
1. a) Vérifier que 3x —y— 17 = 0 est une équa-

tion cartésienne de la droite (AB).
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EXERCICES

b) Déterminer une équation cartésienne de la
droite (D) passant par le point C et orthogo-
nale a la droite (AB).

c) Calculer la distance du point E(1; —4) ala
droite (AB).

2. Soit (A4) et (As) les hauteurs du triangle
ABC issues respectivement des points A et B.
a) Déterminer une équation cartésienne de cha-
cune des droites (A,) et (Aj).

b) Déterminer les coordonnées du point H l'or-
thocentre du triangle ABC.

3. Calculer l'aire du triangle ABC .

Exercice @ : On consideére les points A(5;1)
etB(—1:7).

1. Déterminer une équation cartésienne de la
droite (AB).

2. Déterminer une équation cartésienne de la

Mathématiques et culture

droite (D) passant par le point A et de
normal n(1;2) . "
3. Déterminer une équation ca rtésienne de
droite (A) orthogonale 3 la droite (D)
B. |
4.5oit C un point de (A) d'abscisse (-}
Montrer que le triangle ABC est isoce -:'
5. Soit / le milieu du segment [AB].
Déterminer une équation cartésienne de!
droite (D') passant par le point / et para
la droite (D).
6. La droite (D) coupe le droite (BC) ef
point H.
Déterminer les coordonnées du point
7.Soit J le milieu du segment [/H].
Montrer que les droites (CJ) et (AH) st
thogonales.

Le concept de produit linéaire de deux vecteurs est né de la physique avec Grassman (1

et Gibbs (1839-1903) et fut nommé produit scalaire (scalar product) par Hamilton (1805

terme scalaire du latin (scalaris=esaclier, échelle) est utilisé au sens de numérique : da

vectoriel, il s’agit de distinguer les objets vecteurs et les objets nombres qui opérent s

L'exemple fondamental du concept apparait en dynamique avec le travail d’une force

J déplace un corps selon un chemin rectiligne d, alors le travail fourni est donné par

| W=|f|x|d|x cos(X),| £| désignant intensité de la force, |d| la longueur du déplz

| I'angle entre les directions de la force et du déplacement. aujourd’hui, le produit scalal

dans tous les domaines de la physique : Energie et moment cinétique d’un solide ; b

circulation et flux d'un champ électrostatique ; Electromagnétisme, équation de Maxy 1'
rentz (physicien hollandais, 1853-1928).

les bonnes réponses de la rubrique « Je m’entraine a faire des choix »

. | | | '.‘ | | |
Question n°: 1 | 2 | 3 ‘ 4 5 6 7 __

Réponse n°: 2
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r de fond, etc.

 points

N, on utilise les icbne suivantes :

alors choisi par le logiciel.

fini par coordonnées, on utilise
rexemple : | sasie/s=23) |,

souris sur un objet
S propriétés et ainsi :
» Son style, sa couleur;
segment);
2 son étiquette (nom

.
e}

2 son équation (droite,

a figure plus lisible.

ets créés, affichés ou non, sont répertoriés ici
Jleur (variables numériques, longueurs, aires, = ‘s
ou leur équation (droite, cercle, courbe...)

chent les différents objets créés (figures géo- |' £
rbes représentatives de fonctions, curseurs...). \ .

N un point quelconque de cette zone permet — _
N menu de propriétés; axes et grille, échelles . B e R A R

ILISATION DES LOGICIELS

catégories (points, droites et segments, polygones, cercles, transformations...)
le en bas a droite de chaque icéne permet d’accéder aux autres outils de la catégorie.

=] Geofesa )
Fu-!.‘-mn-h-hm

E] f,,.‘>O®£.,\-="'-z-

LB i bl i

| Saish Chee 2Py I =4

pressions algébriques de nouveaux objets.

Création de droites et de segments
® Menu

" Drotte

o | Segment

o~  Segment de longueur donnée

| Demi-droite
.

1 Pemendiculaire
o Médiatrice

& Bissectice

p Tangentes

e Champ de saisie
Pour tracer une droite définie par son équation :
[ Sa!sle:itlw-gu_-i ’ .

On peut utiliser la commande Pente [d] pour obte-

nir le coefficient directeur de la droite 4.
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ACTIVITES
n['.T'.\HTES PRELIMINMRES

trigonométri
mﬂté o  simplifier des expressions trig

. Transformer cos(2q) et sin(2q) - farmules de linéarisation
ques

un nombre réel,

i utilisant la formule (2) de I'activits précédante, montrer que : |

= cos*{a) — sin’(a) = 2cosi{a) — | = | — 2sin{al] () |

|
simplifier les expressions sui\."antes :

|
A = cosxsinx{tanx = fanl 5 —x )

= B —X 15 o085 =& .'illll
+* Sx+x) 15i 14T
B=smlll7 x) 4 cos{ 5T b ox)+ 4

13 sin’ Iz i
e sm"[_-'g-‘_l ‘-sin'{"ﬁ‘-‘ ]-‘ sm'{_ 5 }+. n ll\ F ‘Il |

() | I

T

p 3
n= l'.'m{ ‘: }-l- “'"L lér }|+ lun( E

Y i métriques
@ dre des équations et des inéquations trigono
Résou!

Activité

Transformer des produits en sommes et des
sommes en produits
b deux nombres réels,

El Kashi est un mathéma-

| ticlen et astronome perse
| tles deux formules (1) et (2) de I'activité {3), montrer que : | (v. 1380, Kashan {iran) —
; 1
; s : (h e T 1429, samarcande (Tran-
- Jations suivantes | ‘sosacosh = 5lcos(a+b) + cosia— b)) (8) d
1. Résoudre dans  les édl W3 @ unxy=—1 1 | Sxanel,
- -Ji [ sinx="3 s | sinasinh =—'i-[|.'osl’u Fb) = cos(a—b)] (9)
B cce: di dans Vintervalle [ les inéguations %%_wan : ll |
2, Résoudre i e =020
1 B sinx=—3 =l
Bosx <3

En 1424, dans son
aussi ¢ | auvrage intitulé Risala al-
mouhitiyy (& Traité de la
circonférance )2,  partir
de la méthode des poby-
d=a+betg=a— b, vérifier que:g= 279 eth="L :q L
B2 les formules de la question 1 peuvent s

n tanx =

acosh = -%-fsm[n +B} sinla=b)  (10) |

asind = L(sina+6) —sinta—b) (1)

ﬁ_cnunEs DE PRESENTATION
i 9 Transformer cos(a—b) et ses résultats

B
o 7) et (C)estlel (C) )

2 | utilisant exclusivement |3
‘Bcrire aussi sous |a | base 60 {sexagésimale)2,

al-Kashi calcule 10 chif-
fres sexagésimaux de n,
s0it 16 chiffres décimaux
exacts3. |l publie alnsi Je
caleul sulvant :

-

3 un repere orthonorme direct (011

| I P =S N 1 W
et b deux nombres réels. | . jsm( : }Sm{ﬁei

“togg = 20{15{ p;q}m{g ) t12)

") est rapporte
Le plan (#) es! .05 e
cercle trigonométrique qui ui est assocl:e o |
& i 1+ B du cercle
dére s points A € du e |
e (2] et (T:08 )= #lax] _ , |
)= b= a| 2], puls en déduire Que -

) 13y |
iy ZSiH(.Hj:‘l}cm{.Rzi} . | 2n=6" 600+ 16 * 60-1
’{“_9=2005(L F’—‘)sin{p—;q} (15) h

tels que: [ 15
1. Montrer que 1L,
A DB = cosib—al-

04 DB = cost ) .
2. [f Déterminer les coordennées de chacun

2 +59 *60-24 28 % 60-3 +
1*60-8+34 *§0-5+51
*E0-6+46*B0-7 4 14 *

5 veeteurs OA et OB, puis

B0-8 + 50 * 60-9,
A Transformer tan{a + b) et ses résultats ce qui donne, en décimal :
—AH an utilisant lexpression analytique du p | ’r : e
Brsams: sl e | bres réels tels que - g < Sk, b#E Sk,
coul ccosib—al = 5 : |
£n dédulre que : Cosil : .
IBaEn déduire les formules suivantes |

o+ % +&T pourtout k de
cosla+B)= cosacosb—sinnsinb 12 |

= b+ sinbeosa (3) o i
sinfla+ b) = sinacosh O R T E -
sin(a = b) = singcosh = sinOEOS

TH o it
[l En ecrivant -Ti—'.-; = ’% + ’ir , calculer cos 3 etsin
4. el 7 3

f T & P
fue ; o # -"1- + —21 pour tout & de Z, Déduire de la
ok I | -__?_]
R sy = coslx+F +ms[.\ 7
2 Montrer que : (¥x € R) ; cosx cos _l}l

2tang
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—— —
POUR COMPRENDRE

1. On appligue la formule ;

LE COURS

f1} Transformation de cosla— b)
1, Transformation de cosla—b) etses conségquences
et hode B¢

g Utiliser sin(a—b) et sin(a + b)
rzquepnurtcut xde R, ona:
+25 4 G

3 J|+ S|nf.\'~——- )+ sinx={,
hode 1:

sinfalcosia) = l sinf2a)
trois fols successives comme suit ¢

D'aprés ' activité (3), on a pour tout d
= cosacosh +sinasinh » sin{g+ b)) =sINacos b+ cosasind

sin{x b X Aly) = i

1x) = (sinix)cos(x) beos (2 cas(dx)

| » costa—b)=
» cosla+ b = cosacash — sinasink » sinfa—h) = singcosh — cosasink sm(,\ + ___} sit
o 1xXcos
! =L
Exemple 1: Calculons <os I'z En remarguant que |A, = -ﬁ-— 5— ona: n sm—‘j'-’—'- = sin( d = 7 isin{2xtens(2x) eos (4x)
! o T 8 ?r_’.,__\ih-»- el
mﬁ{ TQL = “”"‘l:.'-l' *th )= cos g cos i~ sin Teing 4 2,00 prend I sintdx)cos(4x)) = 8 sin(8x}
X
=g etonobtient ;
7 il g :
Exemple 2: Calculonssin 'I:E‘ Ona: sin ]-'Iq- = sinl “: = iy Cos '1 — cos g SN = sin oAlg =3 szn( 8}!’_]
- 3 ’ ) : P a8 _
uisque ¢ sin 9 —bul[,. -~z |
alors ; sin( -
”'r “{QJ—gam{g}

) et sin{2a) et formules de linéarisation

| 2 Conséquences : Transformation de cos(2a’
P ;
uisgue sm[ g/ )& 0 alors | 1[19 }= 1

D'aprés I'activité {4), on a pour tout a et b de K-
» cosiZa) = cos'a— sinta=Zeog'a—1=1- Tsin‘a
: + ¢o8 2 7 I_C g 2{.[ ’ ’ A .
» cos’la) = ! '—"E;(_Q »sin*la) =" ”;f—t—} Cestaglre: “"5( :'C“"('Q'T,]Cﬂﬁfdri i
9 B
. Tra 8
nsformer des sommes en produits

| »sinila) = 2sinacosd
o 4.3& un triangle, on pose :
T=sinA+ sinf+ SnE

LOna g
Montrer que

Exemple : Calculons sin gy ¥ -

| | puisque cos : == alors sin’ ! 'é Y="73

or ) < % < '_-;. donc -,'nn-:g =1, Dol eain‘% : sinA+ sinB= S gt S('ﬁ-—_gj
: = .’I’s;i”_\-J{- 1 P x

i . 3 ot :

Transformation de produits en sommes et de sommes =~ sinx “J que: 7= 4cos g]

en produits a—b) »Ona:

arites: .- Tin e }[]'T[ sin A+ sinf = 25in(~
A+B+C=r

Daprés | "activité (5), on @ trouvé les formules suiv
1

Transformation de produits en somme X Transformation de sommes en

Pour tout p et g de R, on

| Pour tout ¢ et b de B, ona:
cosacosh = Z[Lﬂﬁ{ﬁ + 1)+ costa— )] cosp+cosq = gm(-p_? o
sindsinb:—z—lcusia+b}—cus{u—{:]] cosp —cosg =— 2sin : L sm’cmx;{“ - pEtona: sinl=
— Sin{3x - ) £
i — = _sin(2y)

28in(2x) ‘l‘Tsim?_rJ'

== le'ﬂt”*'b“"m(”_b” sinp+ sinq;i‘.s'm[
X slors sin2¢ # 0,

singcosh =

cosasinh = -Zisin[u 4 by —sinta— b))
sinp—sing = 2cus(

Exemple : Montrons que ; (vxeR) ; coslx+5 }Lus{
= 2 epal & A \ S G
ur:lsf 2- J[n»,[;;- 4+ B J_. L(l‘](# ﬁ[‘]
& 2

Z)
)

Soit x un réel, ona:

?‘- F= —lmsl_\': oL

[}
¥}
5
b2
e
i
“,—~
=]
).

cos(x+ ? ) m-s{_.\'—
cos’(x) — i
- 4cc|.', Ll

= -.-l,l._r:us' =1 11
2 2
(f?
2
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" LECOURS

Transformation de tan(a+b)

#) et tan{a—B)
| 1. Transformation de m:t::; 1:s formules suivantes -
ractivité (6}, on a0
D'aprés Iactivite {

t P telsque: a ¥ 5 +hreth# 5+t ki pour tout k de £
¥ 5 et )
b de d

| Soit a1 & . +b)__t_anu_+1nnh
.  alors tania ===
|sia+b#"§*k-‘f°”k5?a __ma;tm_hﬁ_
| sia—b#%+hr ov ke Z slors tanla =B} =72 andtan
|
l: Exemple :
| (%4 L) =
=tnly + g
|
lI
' 2. Résultats : Ztang

" F
I, ]
| psia# g +hmetad gt

X
pour x de R tel que ot

[ x

= tanlF A

| Onpose: ! {22:} _}.;ret[an{ﬂ='| 2
ona:sin(x)= 75 e e

Tran 10”“3“0" deiexples on acosx -’rh‘\.'l“)
sl COS./
B ans

t hr;!rj.af (0; 0. i
Ona: acosx +bsing =ya +b {“ .

__lg I fcar o’
7 .

_':l.l*{-vu ,)' |
ctivement ) de B telque:
b

— (respectivement cosf=
b

— inxsing
Ja& T Blcosxeosa t sin

Ja + b (cosxsin § + sinxcos fEil

Soit @ et b de R telsau

g +h et B =at+b)

Et puisque @ t

Ja
alors, il existe @ (respe

¥

=x 4 __ gt sing= J
a+ i

Dol : acosx + bsinx =
ou :ucosxt+hsinx=
\ Exemple:

| \«"i cogx +sing
| 3
|

b |

e g
<ot A+ SINXSIN
2| cosxcos g i

=g

Remarque
On peut transformer a

1 =
i = sx+hsinx =¢-
squations de type acosx + bsinx = ¢ ou aeo
| ou d'inéquati
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2tand
KT our tout k de Z, alors tan(2a) = T a0 () _
: T 4 ke pour tout k de.
E#mtlkretxd g

! et sinfl
+bB
= Ja =+ b costx = @)

= i+ b sinix+ &)

= 208

s+ rr re d ion: (e
hsinx pou ésoudre des équations de type
I COSX 2

*
POUR COMPRENDRE

oulx

Utiliser tan(2q) = — 2tana
I = tan {a)

==r+tUmikeZ

et par suite, l'ensemble des solutions dans E de
léquation{£) est -

S={F+ 2tk € Z)uf-r+ 2hrpt z}

¥ Les solutions de 1'a

se.r—'-’?j et!flaal[g}.

: m]"} = tan(2 % ;;' iy quation (£] dans Iintervalle

[t;:27]
: -usj{-+:k,rszr==--?!,sxsf,
—Rxdunc: h=y2 Done k= () dioly: y = ,;{
(l:‘l'g)i!{c.!]‘(i{" ,{,:;_‘TJ_H.”EE}\,;:%ER_SE_
=2+ 38 ek )

Donc k= | d'

{

2. Résolvons dans l'intervalle

T tan({a+ 5)

Parsujte; § =

T

ombre réel de Fintarvalle }o;—g’- .
tn' (@)~ 3tane
$lan(3g) = "L T Stana
e
32) = tan(2a + o)
= _tanf2e)+ ung
1= anZa) tana

Jix] inéquation

(£ 1 cos(20) — sin(2y) > ‘-',;3
Ona: h

'i'

cos{ 2x) —sin | 2v)  ens(2x) —

=42 uus{z\' + ‘: J
Donc ,linéquation () est Equivaut 4 -

Done, linéquation est équivaut 3 .'Icgs_\' >

:. Resalvans I'inéquation s X s dans I'
Puls dans Fintervalle [0y 2] iy i i 2 s timenalie
=/sing =— | 4

5 Pour cela,

on utilise le cercle trigonométrigue.

alle [0:7] Vindquation - 4
= I q s Les images des solutions de I’}

néquation sont
représentées par Iarc rouge sur le cercle trigona-
méetrique,

Donc: §<y< i

Do, I'ensemble des solutions de |'inéquation (F)
est: &= I{J; T Ju[’{f
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Sachantque 0 <a < '5 ,0<hey et
cosa = Sinb = 3.

Déterminer la valeur de a +b.

Pulsque D <a < T lors sina > 0,

— cos’(a)
2

donc: sinta) = J

=/ ._.l_ =
Y1
alors cosb > 1

d'ol: sina
puisque (1 < b <

."_
3

1—sin'(b)

donc: cosib) =

f L
doii: eoslb) =/ 1 —§ =

Ona: sinla+ b) = sinacosb + cosasink
L

=73 3
8. 1_
=g+g=1l

etona: 0 <a+h < etsinfathl= 1
T

DPonc:ath=

| EXERCH

0l y{":jﬂrlm Utiliser les for-

mules de transformation pour résoudre

des équations trigonométriques
Spit @ un nombre réel de 'intervalle ]t}:%[
=1
tel que : sina =

Bl Verifier que : cosa =

=
W54+
B Montrerque ; cos2a =~ -

puis, en déduire gue a est une solution de 'équa-

tion cosdx —sinx = 0.

Bl Résoudre dans I'intervalle ]1! "Tl I'équation:

o6 dx = sinx = 0 puis en déduire que o =

B Résoudre dans R 'Bquation

J10+ 245 cosx + (/5 — Dsinx =2
Eona:

cos'a =1

cos’a + sin"a = | donc

sin‘a
etona: sin'lal =
donc: cos’{a)=1-

zl alors cosa > 0

Puisgue a £ 1
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- 1)sinx= 2.

(Y5—1) .
"4 sinx =

Hona:

1
1 I3
<a-dire : cosacosx + sinasiny = %.
cosl2x) = 2o
=1-

» Déduction
cos(4a) = cos(2(2a)) = 2eos’(2a) — 1
r

(137

B nre z)ul-2E +iorne z)

Donc: cosida)—sina = 0 Clest-a-dire: a est Ul
colution de 'eguation cosdx — sinx =10,
H Résolvons dans I'intervalle ]H; “2:[ I'équation
‘ cos{dx)—sinx =10

salt x € K3
cosidx]

= 1 £
Visiny= 2{'-.' COsx — -‘fj—sm.\')

L}

s;]‘lft) =) == cosidx) = sm:\t) l[cus-'j—cus.\’ = sin%sin_\-}
= cosl4x) = cos
T

L}

21.'0:«'{.1‘* -‘;"-}

= dx= T — 3 k2 ou ay=—F +x+ k2l H=z+E,
o sx= T+ k2r  oudx=—F k27 (kE 0sx<2rm Tox<lE
—=x= % + 1%,1 ou x =—% + vons I'inéquation :

Cosx — """\-’»u|t<!
xe[0;2r]

k2T . X squivautd —-L—

(oo
T, k2 Zeos{x+ 5) <
etona: 0 <{+ g { 3}

W XE|U:2.?FI
puisque k £ Z alors & = 0 donc x =5 sos(x+ Z) <L
o Joos(x+ 311(2
On a aussi xelnin]
k2T -
Q{-‘-g—+—-3--<-2 X:.T"‘jl'
Puisque k € L, alors {(Yhk e = cusX-\:-,l,—
Dol : a =y, par suite §= {5} xgl-" 73”]

ans [ Péquation :

) RESOLUS

Résolvons I'inéquation :

‘
FcosX(-—l,- - ia%iliﬂ
a | \
. =[x I / b
| 0 1]
On construit le cercle tri- L | z
gonomeétrique et la droite S,
d'équation X = = i R

Les images des solutions de Vinéquation :

[r Iz ;eosX < —-Il- est I'arc en rouge,
T 5T
donc X € |5 3 l
Puisgue X = 1+ ’;r alors x=X —%
Dol x e IO: ;lI c'est-a-dire § = ‘

Utiliser cos(2a)

¥ Montrer que :

cos(4x) — cos(2x) = (2cos (20} + 1 leos(2x) — 1)
B Erudier le signe de cos{4x) — cos(2x) sur I'in-
tervalle |H;Jr]

B £n déduire les solutions de |'inégquation :
cos(4x) > cos(2x) sur Pintervalle [— 7]

|0na:
cos{dx} — cos(2x) = cos(2(2x)) = cos(2x)
= 2cos’(2x) — 1 —cos(2x)
= 2 cos’(2x) —cos(2x) — 1
etona:
{2cos(2x)+ 1 Heos(2x) — 1)
= 2cos'(2%) — 2cos(2y) + cos(2x)— |
= Zcos’(2x)— cos(2x) — |
Donc:
cos(4x) — cos(2x) = (2cos(2x) + ) cos(2x) = 1)
H Etudions le signe de cos{4x) — cos(2x) sur
Iintervalle [0:7]
» Puisque : (vxe B) ;
alors: (vx e R)

=1 =cos(2x) =1
teos(20)—1=0

Etona: cosi2xl— | =0 = cos(2y) = |
=2y=UriksZ
esx=krlkeEZ
Puisque : x & [0;r] alors :
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EXERCICES

RESOLUS

cos(2)—1=0esx=0oux=

» Déterminons le signe de 2cos{2x) + 1.
On pose X = 2x

puisque : x = [0:x] alors X =[0:27]

- 1
cos(X} > —5

X e[0;2x]

Zeos(X)+ 1> 0

an ).E[O"rl

Erona: [2emsEIT1=0
xelo;2x]

d'équation X =—3 puison colorie en rouge les

=
ooslX) > —3

solutions de I'inéquation
X ef0;2r]

1
Donc: cos(X) > T2e=Xe [l):%‘TL ]43‘?'{':21'11
Xe[0;2x] :

Puisque x = g alors xE|D:"§'[Ul%

Dol le tableau de signe de cos(4x) — cos(2x) est

le suivant :
T
o« o & K
Zena(Zx) + 1 ¥ o = om = |
cosizp=1 [0 - | | VH|
cosfdx) —oosi2a) [0 - 0 * 0 Ol

Bl Déduisons les solutions de I'inéquation
cos(dr) > cos(2x) sur ntervalle [—mx]

D'aprés la question 2)ona :
2

1

cos(dx) —cos(2x) > 0 T
5

.
xe[tr] b e

Soit xc|=m0]ona: —xe|0x]

Puisque la fonction cos est paire alors :
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On construit le cercle triggnométrigue et |a droite ! CYERI

cos(4x) —cos(2x) > O
v & [-m0]

cosi—4x) — cos(
T E |U: .'r|

=

e

P b
=—g<xdog

cos(4x) > cos(2x) sur Mintervalle |—m;x]

D'ol: 'ensemble des solutions de linéquatiof

LERGIL]
sinfa+b) et amnsmb

B Montrer gue : sini3x) = sinx{3— 4 sin's)

B En déduire que :
4sinxsin(x+ %}sin

X —x)=sin(3x)

Hona:
sin(3x) = sin(x + 2x)
= sinxcos 2x+ cosxsin 2x

= ginx(1— 2sin’x) + 2 cos’xsinz
= sinxfl = 2sin'x +2(1 -

= sinx{3 — 4sin‘x)

sin‘x)]
H
sinasinb = -%[cos{u‘-bl —cosla— .‘:}]

Ona:
sin|x + '; _]:ai

2
= -.]2—(;—+ coszx)
SE e e
-3(z+1
= -lz-{ % — 25in’x)
=t a-asnd
Dol :
4sinx sm[x +—‘§- }5'111{ ‘;— —x)=sinx(3=

= sin(3x)

={Z+ ez {i

VERCICERESOLU 6 iy

= dans B I'dquation :

{x) + cos'(2x) + cos’(3x) = |
a: cos’(a) = J—HE”i?r_“_]

{x) + cos* (3x) = % +

= 2+ cos(20) + cos(6x)

1 + cos{6x)
2

. cos’(x) + cos’(3x) = 2+ 2cosdxcos(2x)

= | + cosidxicos(2x)

cosp+ cosg
= 2000( 23 s 239
g'fx) + cos’(2x) +cos’(3x

ulvaut 3 : cos(dx)cos(2x) + cos’(2x) = 0
: cos{2x)(cos(4x) + cos(2x)) = 0
a: cos(2x)(2 cos(3x) cos(x)) = 0

a: cos(2x) =0 ou cos(3x) =0 ou
uta: 2x= 5+ kaike Z o

B tinikeZoux=T +inikel

cx=E e ez ol

Bhe7 oux=T 4+ kammez
Fensemble des soJutw. - de I'équation ()
R est:

y ke Z}
ul{Z+ ez}

'. RUIBE H iﬁl‘_]ﬂ Utiliser sinp + sing

. ‘qﬁ!:—ms%+sm%+slnj\f- >0

Sinp +sing = 2~‘in( 'E-;i)ons{ﬁ-;-q)

in-5 2” +sin—— 4” = Esin{;‘-}r )ms(-’%)

EXERCICES nesovvs

Doli: A=- L‘Usl{-’; ] + 5jn(.-"!-1-’t)+ SN 4T‘T}

= urb{a} }' 7LL|‘~( T Jb'll'l('*:fw]
ccﬁ{n}(%in[ A}] I}

Puisque ; 6 < j-;r < 5‘-(_‘;1'

alors : ZSLU{T)— 1>0
etona: cos ‘1} >0

Donc : —cos- =}—+ ,.mz_}‘T- + hmi‘::l‘?f_ >0

EEEIEEY vtitiser sin(2a)

Montrer que : 2'sin

Wsinﬁsm?sinz—‘; =1
Ona:

sinasinh = —Jz'—icnsfa +h)—cosla—b))

mmmsb=—i—(eosﬂu +b) +cosla—b))

chas%+cns[%)}
=Xo+d)

=1
q

1 S
CD5|2 CDS|2_

D'oli :
l'sin-fi-sm%g- sin g—’}su: l:,f = "‘[ - g :osf, i )cu![ T}}
=4 ms{ T.T‘.lcosl: ?’T )

—axd
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XERCICES

Je teste mes apprentissages

Je teste mes connaissances Je teste mes techniques et mes méthogy
Blhsinta+Meitanta + )

Bl tcrire cos(2a) en fonction de cosla) Wiicer coslo

pe
1 Commaent peut-on calculer cos 5 ?
Fcice o : 1. a) Vérifier que :

T seulement.
Bl Comment peut-on calculer cos & @ partir de

o : 5 i - .
eos g ? B Ecrire sin(2a} en fonction de sing et cosag

6
alculer cos

El simplifier cas{a + b) + cosla— bl

., e 8 ; ;
El Comment peut-on calculer cos 5 o8 T3¢ s,“[ Tf__}' }let lan{ Tx

et cos

5T o
+ (27
Calculer sml: % ]
lir _ 27
b S Sy

£l Donner les formules de transformation des
produits en sommes.

El comment factoriser cos(3x) +cosx?

B comment peut-on transformer | -
(ldxy

ler cus( Va ., sin( ) et “’“{'f]g J

urrs{.\' t ‘;—]ws{x— g] en une somme?

B Donner les formules de transformation des -
sommes en produits.

6 Comment peut-on transformer cos Jxsinx en
une somme?

& Exprimer cosx et sinx en fonction de tans
1 e a : Simplifier les expressions suivan-

[ Transformer l'expression acosx + bsinx,

= cos( 2+ x) +cos( £ —x).
&= sin STX*'-"]' - .\inl::TF‘:T +_r]_
i -'l“"'g'_:lxlun{.r— .

Comment peut-on résoudre |'inéquation
J3sinx—cosx =427

acm

(Les réponses sont données & la fin de la dernitre page das

Je m'entraine a laire des choix %’LH‘E:'E EZetxs l-{ FE
Exprimer en fonction de cosx et
Bxpressions suivantes ;

cos{2x) est dgale 3 t-2co8's | a7 M

— s 4 £ I||:.\ :1_}'
o o o i e : J3£} 4 35111{\'—-’1}
sinx(deos’x— 1} | cosx(4cos’y = 3) cosx( 4§03 X6

- I | o Soit & un réel de I'intervalle

cos(3x) est égale d

‘Bsintﬂx}—sinx est égale 2 cosxsind2x) tel que sin:(=—-}2

T —a).

| Zsinxeos(2y)

lavaleur de cos|

— e —t

elca< % alors. | cos(2a) ="

Elsising =
COs 0:5 | tels que: sing =1
B cos(F +a)+ cos( 2 cosa i q 1= et
- — =
ca+ =0
P 4 .o y 1 —1 o -
B siny7cosyy est bpale d 1 | 5 r
o o | — BB * Simplifier les expressions suivan-
Les solutions de I'éguation |
cosx — 3 sinx = | dans lintervalle | 4-.;— et 0 | _%ﬂ_' et _’g_

! [0;27] sont:

Bl Lensemble des solutions de I'inéquation : | 5 3x + cosx. sin 2x.sin 3x
8if 3¢ — sin.x. sin 2x. cos 3x

cos( 2z + 11 } = 0 sur lintervalle [Osm]est: |

Chanltre 6 148

Exercices d'application

Exercice 0 Sachant que :
o 242
cosh = sina ___!i_- (HE, 2 “,T etd<ac :.:

Déterminer la valeur de a + b.

Exercice o : @ et b sont deux réels tels que :

Fid
N<acx< 3' b < 0, tan{a). tan{h) = 3—

etath= :I
Déterminer a et b,

Exercice o: Maontrer que pour tout a de B,
ona:

Utiliser cos(2a) , sin(2a) et wni(2a)

Exercice @: En utilisant cos ;r_

i
calculer mh"{ I‘T‘ I,
puis en déduire cos

Exercice @ : Caleuler sin{2x) dans chacun des
cas sulvants
L sinx= !-‘ et x&[[];-‘r-,[ .
J -
3

7 il T 3
. sinx =—% X3
nx 3et.\’E|:,2

3 ms.\'=—%— et x&|-m0],

Exercice @ : Sachant que : tana =—'5'.
Calculer tan{2a), cos(2a) et sin{2a),

Exercice @ : Exprimer les expressions suivan-
tes en fonction de cos( 2x)

A= 5cos's — 3sin’x

B =2cos’x + 3sin’x — 4sin"xcos’x

€= cos*x —sin'x

Exercice @ : Soit x un réel tel que:

/6 +42
cosz =" = etDcx<t
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EXERCICES

1. En utilisant une calculatrice, donner un enca-
drement de x d'amplitude 10 |

2. Caleuler sinx.
1. Calculer cos 2x puis en déd_uire la valeur de x. ‘

4 Montrer que tany =2—v3.

Exercice @ - Sachant que: sing =" — &t ‘
D<ac< “21 )

Calculer cos(2a), cosa et sin(4a) puisen
déduire la valeur de «.

Transformation de produit en somme
ou somme en produit

Exercice @ - Transformer en produit les ex-
pressions sulvantes :

A = cos(2x) + cos(6x).

B = cost 7x) — cos{3x).

¢ = sin{3x) +sin(5x).

D = sin{#x) = sin{fx).

Exercice @ : Montrer gue pour tout réel x:
a)] + cos 2x + 2cosx = 2cosx(l +cosx)
b)| — cos 2x + 2sinx = 2sinall +sinx)

Exercice @ : pour tout réel x; On pose;
Alx) = cosx +cos3x + cos Sx+cosTx
1. Montrer que : Alx) = 4cosx.cosIx.cosdx

2. a) Montrer que :
(va € R)cosasing = 5 sinla

o I T
b} £n déduire que : siny AL g

; a4
Puis que : cos'g . COSTg

ol

H
4T _ 1
s i

Exercice @ 1. Montrer que pour tout réel x:
8sinx. cosx.cos 2x.cos dx = sin Ri
2. a) Vérifier que : siu—;‘r- =— sin"’—’l,.—.

2o~

2r
b) En déduire que : cos ‘;—.coei S 008

Exercice €5 )

3 3. T
puis cos -i%+ cos{y - ‘

1. Calculer cusﬂ ?gl:lu)h[]ﬂ

S 71
2. En déduire la valeur de cos 5~ et singy -

Chapitre 6@ 150

ice @ ¢ 1. Montrer que pour tout a de
ona:
Sq)= 16cos’a— 20 cos’a+ Scosa .

Exercice @ : Factoriser les expressions sulvans
tes: )

Alx) = sinx +sin 2t +sin 3x + sindx.
Blx)=cosx+ cos 2x + cos Ax + cos dx,

jer que pour tout réel x:
Clx) = cosx — cos 2 +sin 2x — sin3x. fler que p

20"+ 3zt 1 ={x+ )4 —2x—1F.
+ r L }1
Exercice @ : Factoriser les expressions sui pose [ =cos g,

tes: que ¢ est une solution de ['équation :

= 205 2y + cosX i 1 +4/5
Afx)=1+cos2x +cosx, B | =0 e endeduiomaque: 1= 1505,
B{x)=1-cos2x+sinx. . g Al o 7
Clx) =1 +cosx+coss. fndedulre ; sin‘s, cos -, sin g, cos

L

Sl

plution d'équations et inéguations
trigopnométriques.

Dix}=1—ocosx +sin-_?'.f.

Exercice @ + Soit x un nombre réel, monteef
que 3 e

7S of o 2| =
a) cosx +ccv.=,'{.\' + -_—}1— ooz\[.\+ 1 ] 4

b) sinx+ r.in{.\' *+ %’ )+ :-'m(.r"' 4—1{} =0,

pudre dans R les équations sulvantes
{exercices de 29 3 31}

Calcul de cos(ny) et sinlnx) 2 sinTx=0

Exercice @ : Montrer que pour tout réel & 4, sin2x=1
a) cosdx) = 4cos X — Jcosx.
b} sin{3x) = 3sinx~ 4sin'.\'_.
¢} cos(4x) = Beos'x — Beos'x 414

2. sin 3x =|T

4. cos(3x—4

Exercice £ : 1. Vérifier que : Y
Iz\_ 2:{\1

cos{ l_ﬁ e Slnr\T[']—_.

2. a) Montrer que : o

{wx = R)cos(3x)= cosx{l — 4sin’x).

FL8 .

b) En déduire la valeur de cos gy et siny

3. Montrer que : =

sin 8 )= H(v3i0+2/5 - /5 +1).

(Remarquer gue : 35 = 3 1

2 sinf2c+ %)=

4 h‘in{ER’x "3‘-]:

@:Résoudre dans [ puis dans I'in-
k27 les équations suivantes :
=eost 2 cos(x+ T )+cos2e=0
04 mnZy—anx =0

pmi 1

Exercice@:: Moritrer que : : =1 6 cosx+y3siny=2
a) (vx € Rjcos™(x)= '.1{‘!:05{3\""' Bl !

@ Résoudre dans [ chacune des
5 Sulvantes et représenter les Images
sur le cercle trigonométrigue,
=3sinyt 1 =0
Scnsf.g +2=0
3 —1anx—-1=0
SV3siny = |

b) (wx € R):sin'(x) = 1—{35in.\'--sinf31=

2. En déduire le calcul de §: et S: tels g
i (T
5= cos'| IKE |+ cos [I% }+.:0:. [ T3

{ of 3 o JE
5 =sin'| I.K‘ | —sin [%3 |+ sin |:_-|'1

S

EXERCICES

Exercice @ : On considére la fonction numéri-
que it de la variable réelle x définie par ;

inlx
hlx)=

sinx -

1. Déterminer D l'ensemble de définition de la
fonction A.

2. Montrer que : (¥x € Dhh{x) = 4 cos{2x)

3. Résoudre dans [ I'éguation

hix)=4(1 + 3 sin2x) et représenter ses solu-
tions sur le cercle trigopnométrique.

cos3x
=

Exercice @ : On considére dans H 'équation :
(E)ecos’x—sin sin(3x).
1. Montrer que 'équation (E) est équivalente a

.'sin{g' — 2x) = sin(3x).
2. Résoudre dans |'intervalle IiJ::r] Féquation (£,

Exercice @ : 1. Résoudre dans B I'dquation
cos{2x) —sin{2x) = | et représenter ses solu-
tions sur le cercle trigonométrigue,

2. a) Calculer : I{msT’%

cos"l{%\ll—s:n:{%_].
b) Montrer que :

c) En déduire ; mn{l’iqj.
d) Résoudre dans B I'équation :
casx—(2 =3 )sinz = 0.

Exercice @ : Pour tout x de H, on pose :
Alx)= cos2x + 3 sin 2x — sinx — /3 cosx + 2.
1. Caleuter A(F) .

2. Montrer gue pour tout réel x :

A(x) = (sinx + 3 cosx)sing + /3 cosx = 1),

3. Résoudre dans & I'équation A(x) =0 et

représenter ses solutions sur e cercle trigonomé-
trique,

Exercice @ : Résoudre dans B les équations

sulvantes et représenter les images des solutions
sur le cercle trigonométrique;

1. cos(x)tan{3x}= 0.
2. {1+ cns(.\']nan‘_g )=0.
3. sin{4x)cos{x)tan(2x) = 0.
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EXERCICES

Exercice @ : 1. Montrer que :
6 +42
cns% =X ‘;‘_

2. Caleuler s'mT“E et tnn%.

3. Résoudre dans E les deux équations suivan-
tes: s

1 +y3tanx _
- tanx

72—

a)

v
b} (/3 + Vcosx+ (/3 —1)sinx—2=0.

Exercice (1) : Résoudre dans lintervalle [0:27]
les inéquations suivantes © )

L 2cos{2n) =120 2 sin(x+5)-
3. 4cos’x—1<0 4 cosx—sinx <0

Exercice @ : Résoudre dans I'intervalle [— ]
les inéguations suivantes :

L yBeosx+sinx <1

2. sin(7x)—sinx < sinl3x)

Exercice @ : Résoudre dans B I'indguation

suivante :
I W
CosX  sinx
( i 2yZsin{x— )
Montret Gue Goce = Sinx —  sin(2x)

___ Exercices de renforcement

Exercice @ Simplifier les expressions suivan-

i " Fid
Exercice (L) : Soit @ un réel de fintervale Jo: Z].
T e I o
Montrer gue : /1 +sine + 41 —sing = 20052 Y
Exercice @ : Montrer gue
T 3
cosg + sing
—8 8 -1+42
cos g = SiNn g
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4= 2(2cosx —v3)sin(x— 'E ¥

dre dans B I'équation A{x) =0 et

er les images de ses solutions sur e

rigonometrigue.

dre dans I'intervalle [0:7], linéquation
0.

Exercice @ : Montrer que: -
sm 9 c

Exercice @ Soit @ et §de B,
Montrer gue : _
(cosa+ sin 8 + (sing— cos 8

ST @
= {-i T T p @: Soit @ un réel de lintervalle
1
Exercice @ : Montrer gue :
iy T
r:us-’% .cos-zé'- Leos -"1-‘% =

[remarquer que ‘—ITE 2 2%— et ; sont les me

y2
sin2a et en déduire que: & =

1]

des angles d'un triangle). Bcosx + ( Datnx—=2=0.

Exercice @: Mantrer que | @ Pour tout x de B, on pose :

bd 2 4 . 'y 3
1 ﬂin%.sin 75-" .5iu3—é‘—.sm ii.f = '135'. 3 cos’x +sin2x.
= 1 que : y"ﬁmsx+5'|n.\'=Esjnl:_n'+%'-;|

xde H.

7. cosiy . cos g(;— cos
que: flx}= 2cosxly/3 cosx +sinx}

X 4x [ikd

3 _I2_ + cos 23 +cos~y +cosTg -+ coR
e danis lintervalle [— ;7| I'dquation
Exercice (1) : Montrer que :

sin -;%.sm%f= o

3'.5in-.-%_sin‘ 1 = g
=& i 4 a Soit x un nombre réel, on pose :

Bcos"x+sin2r— /31,

que: P(x) =3 cos 2x +sin2x— 1,

dans l'intervalle [— ;x| Péquation :

Exercice (F) : Soit @ et § deuxréelsde
I'intervalle ![J: ‘;l tels que: tanf =2 et
Calculer @ + 28,

Exercice G : Soit @ et § deux réelsd
valle

lD: 251 tels que s tang = '-llr' etsinf @ 1. Montrer que :

1. Caleuler tan{23).

P I
2 Endéduireque : @+ 28 = §. % i
¢ -_§'+-1'}-Sm{‘§ —x)=sin3x.
Exercice () : Soit @ , 4 et y desnd ans B puls dans I'intervalle
strictement positifs tels que; @+ Bt
Maontrer gque ;
tan . tan @ + tan §.tan y + tan . tan

+J:_:|.sm( ': —x)=1+cosix,
ter les images de ses solutions sur
nométrique.
Exercice @ : Pour tout x de R, on
Alx)= sin2x— 24/3 cos’x + 3 cosx
1. Montrer que pour x de B, ona:

2 Solt f la fonction numeérique dé-
Par: flx)=cosdx—cos 2y + cosx,

e dans I'intervalle [(); 2] I'équation ;

e dans l'intervalle |(); ] linéquation:

——

EXERCICES |

1. a) Montrer que : cos 3
b) En déduire que : f{x)= cos 2x(2cosx— 1),
2. Résoudre dans B I'dquation flx) =0,

3. Montrer que :
Ax)=4cos'x—2cos'x—2cosx+1.

4. Résoudre dans B l'équation flx)=1,

et représenter les images de ses solutions sur e
cercle trigonométrique,

=cosxl2cosde—1)

Exercice @ : Pour tout x de X, on pose;

Alx) = cos 3x + -1, sin 2x — 2cos’x + 2cosx.

1. a) Montrer que_: cos 3= (1 —4sin‘x}lcos x
pour tout x de .
b) En déduire que :

Alx)={—=2gin"x +sinx+ 1 }eosx.

2. Résoudre dans lntervalle }—x:7| 'équation :
Alx) = 0 et représenter les Images de ses solu-
tions sur le cercle trigonométrique.

Exercice @ : Pour tout x de E, on pose !
Alx)=sin2x—y3sinx+ 2cosx —v3.

1. Mantrer que pour tout x de
A(x)=(sinx + 1){2cosx —3),
2. Résoudre dans & I'équation Alx)=10.
3

,ona:

Résoudre dans l'intervalle |—m:7| 'inéquation:
Alx) =0,

Exercice @ : Pour tout x de E
hix)=2

1. a) Montrer que :
1

on pose :
o8’ ()= cosx + 2sinx — 2sin'(x) .

sinax —sin'(x} = 5sin(2x ) cosx

et: 2oos'(x) —cosx = cos(2rleosx,

b} En déduire que : il{x) =42 cos(E.\'— ?_; }r:u-;.r.
2. Résoudre dans B Idquation hix)=10.

3. Montrer gue pour tout x de lintervalle

‘:—Jona:htx]';ﬂ.

— Exercices de synthése —

et d'approfondissement

Exercice @ : Pourtout x de B, onpose:
Alx) = cos 2y +cosx —sinx.
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EXERCICES

1. a) Montrer que pour tout x de B,ona;
Alx) = (eosx —sina 1 +cosx +sinx).

b) Résoudre dans % |'équation : cosx — sinx = 0.
1. a) Verifier que

I
xdeR.
b) En déduire que pour tout réel x de l'intervalle

| T

c+sine= 1+ Zeos(x— g | pour tout

| 4+ cosx +sinx > 0.

-,':r] ona:

3. Résoudre dans lintervalle I'équation
Alx)=10.
exercice () : Pour tout x de R on pose:

fix) = cos’x +oos’ 2x
| Montrer que pour tout & et b de i, ona:
cosla+b) cosla—bi=cos'a— sin'h.

2. a) Montrer que :

(wx = B)fix)—1 = cosxcos3x,

b) Résoudre l'équation (£) : flx)=1; € [o:]
¢} Représenter sur le cercle triganométrigue, les
images des solutions de I'éguation { E).
flx)>1;2

1. Résoudre |'inéguation :

Exercice @ : Soit @ un nombre réel,
1. Caleuler 2 cosla - 1 } en fonction de cosa

ot sina puis deduire que :

cosasing = cos’ (4 — 'i]— 5.

2. On considére |a fonction numérique [ définie

¢ fla)=cosdx +sindx— 2 sinfx.

sur
a) Munlrer gue pour tout x de & B,ona:
—2oos' (4= )+ cosldx — 4
b) Montrer que pour tout x de B, ona:
T}|I-r ||~.l4t ‘T]]

2¢ Tl
Nx)=

J+1]

2 sin’|2x —
3. Résoudre dans. R 'équation

Exercice @ : On considére la fonction numéri-
par:
Acos'z+{

que / définie sur H

Hxl=1y3+4" ~ A )sin'x +2

1. Maontrer que : flx) =3 cos2x+sindx+ )
pour tout x de E.
2. Montrergque: flx}=2

pour tout ¥ de H.
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AR -

T :ice @ Pour tout nombre réel x, on

3, a) Résoudre dans E I'équation flx)=Uet
34 cos'x +sin’2x) — 25in 24

présenter les images de ses solutions sur le cends

: 4 cos'y = 4cos’x — sin’ 2 pour

trigonometrique.
b Résoudre dans 'intervalle |0: 7] Vinéquat
fxl=l.

Eher(icc@z

sin‘x) = cos'x + sin"x

Montrer que
= 4 cosxly 3 cosx — sinx) pourtout x de .
dre dans l'intervalle [

1. Vérifier que pour tout réel g ! 2] léquation :
T

1 sin’ 2y fKt=0.

5 ifier que :

(cos x +
fix)= dcos'x{y'3 — tanx)

T
) EI inégua-

2. Résoudre I'équation cos’x +sin‘x =
3. Resoudre Finbauation : cos'x +sin'x < 3 1X €

ut réel x de l'intervalle

udre dans l'intervalie l z
Exertlce@: Résoudre dans 1 les équation x)= 0. -
suivantes :

1. {42 = 1 Jeos 2x +sin 2y — 1=0 g @: 1 Montrer que:r_m??_;— =
% un nombre réel, montrer gue !
= sin 3 + sin Sx = sin(3x ) 2cos2x — 1)

24

{on pourra déterminer tan h )

\.hﬁh =42
1=0.

x
2. sin

3. cos 3x— sin 3 — o083+ cos5e = cos{3x)(2eos 2r— 1),

udre dans l'intervalle Jn | Iéquation
Exercice @; Spit f la fonetion numeriques _sinx— i+ sin Sx 243
e . ©os.x — cos Ax + cos 5 hEi
definie sur X par:
fla)=cosl 20+ 1+ 3 sin{ 25+ Résoudre dans B 'équation :

1, Montrer que : flx}=2co
xde H,

7. Résoudre dans B I'éguation flx)= 1
r.5

+ (/3 = Bsina+ 1= 43,
que pour tout x de £, ona:

3. Résoudre dans ['intervalle 1—
tion: flx) >0,

— I sinxf +1¢3 = 1 Heasx — v Fsing)—+3
Exercice @ - 1. Résoudre dans E lesde redans B 'équation: flx)=10.
équations suivantes:
@ : Spit Aly) la fonction numérigue
FR par:

a) cos x+siny =10 b) cosx + sinx =

3. En déduire lensemble des solutions de I

ton - sinde+cosx+sine+1=0; %€ B (3 cosx — cos e = 3sin2x) .

Exercice w : 1. Résoudre dans & ['équs

L‘ﬂs{:',\'— 7

2. Pour tout x de R, on pose: L

Alx) = Seosic— 243 siny, cosx + 3sin X b 12 .
. Fgue cos3x = cosx(] — 4sin‘x).

a) Mantrer que @ Alx) = cos 1 in

. : ire que :
b) En déduire les solutions de I'équation /4 :

eosx(2sin*x — Isina + 1),

dans ®. i
dans B |'squation: A{x) =0,

EXERCICES

d) Résoudre dans l'intervalie |0:7 | V'inéquation
Alxl=0

Exercice @ : Montrer les égalités suivantes :
3
cos 2xsin 1"
1. cosx+cosIx +eosdx =
sin3

A 1
- xJeosz =—7.

Ox

3
sm By = 45 '1 cos R

- ginx + sindx +sin T

4,

tanx + 2tan 2y + 4 tandx + Bran| § ~ Re ) = tun|

Exercice @ : Soit @ un nombre réel tel que :

1
cosa =—7 et 180° <@ < 270"

Calculer tan j i

Exercice @ : 5oit x un nombre réel,

1, Montrer que :

cos5x = cosx{l6eos’y — 2Weos v+ 5.

2, Montrer que :

1F.
3, En déduire que cos 25’1 est une solution de
équation : (E) 4X*—2X—-1=10

1 —eos 5x = (1 —cosx )4 cos’x + 2cosx

2 ia ir T
puis calculer cos =2, cos s Bt cos in ‘

Exercice@ tsolt x de R
a=cosx+eosdx et b =sinx+sindx.

on pose .

1. Montrer que : & = 4cos'x.

2. a) Montrer que : a = 2cosx.cos2x et

b= 2sin2x.cosx.

b) Montrer que : @+ b= 242 cosx. cos(?x - % B
3. Résoudre dans Fintervalle [0; 7] Féquation :

cosx + sinx+ cos 3y +sindx = (L
4. Résoudre dans I'intervalle [0;7 ] I'inéquation :
cosy +sinx+cosdx+sindx < 0

'E], Vinéquation: A

3. Résoudre dans




EXERCICES

Exercice @ On considére dans B 'équation
sulvante {£)sin3x =—sin2x,

|, Résoudre dans lintervalle |- ;7| Féquation (£},
2. a) 50it x un nombre réel,

Mentrer que : sin 3y = sinx{dcos’'x — 1),

b} En déduire que 'équation (£} est équivalente
a l'equation ! sinx{4cos’x+ 2eosx— 11=10,

£} En déduire de ce qui précéde les solutions de

I'équation : dcos’x+ 2eosx—1=0.

3. Onpose: X =cosy.

Résoudre dans ® I'équation : 4 +2X— 1 =10
et en deduire [es valeurs exactes de cos ; et

T
COs =

Exercice @ : Pour tout x de [, on pose ;
Sla)= cos’y +eos" 2x + cos’ 3x,

1. a) Montrons que pour tout x de %, ona:
cos X+ cos 3x = (2 + eos 2 + cos )

b) Montrer que po:.lr tout x de B, ona:
S{x)=2cosxcos 2rcos3n + 1,

2. Résoudre dans |'intervalle [(; 1] I'équation:
S{x) = | et représenter ses solutions sur le cer-
cle trigonométrigue.

3. 0n pose: A= cos %,.r-cns 2-}1 Cos \_;1

a) Mantrer que: A= é 3
{On pourra caleuler A sin 1; ]

b) En déduire la valeur de Rl: 7 J

Exercice @ : Soit @ un nombre réel de

Montrer que pourtout n € ™ ,ona:

costuleos(2alcos(da).. cos(2a) =

Exercice @ : Pour tout réel x, on pose :
Jix) = sindisiny + sin 2xsinx,

L Mentrer que : f{x) = sin 2xsin 3x pour toy
réel x de K.
!, Résoudre dans l'intervalle |7 ] linéquatic
Ffixr =0,

3. a) Vérifier que : f| ;‘ )= sin “; sin 477[ :

b} Soit ABC un triangle tel gue : ABC = n

BAC s
Onpose:a=BC, b=AC et ¢ = AB.

Maontrer que : ‘[: + }‘- = -l[.-

Exercice @ ¢ Soit o, [ et ¢ des nombres
telsque: a +f+y=nm.

Montrer que :

1, tanct + tan P + tany = tana tan Ptany

Nicolas Copernic

2 cos'a+oos’B+eos’y— 1 == 2rosg oo
Exercice @ : Soit @ un nombre réel,
Mantrer que :

sin 2ecos 2a cos 4o cos Baens | ba = I-Iﬁ-'
ométrie.
Exercice @ :1. Soit 1 un nombre réel.
Montrer que : (| + ¢} (1 =) =2(F+ 3]
2. Résoudre dans [ |'équation :

S,

I T
COs'x sy 128

a faire des choix »

l'intervalle ]t} ouneN,
s au paragraphe « Je m’ i
1 | 2 | 4
3 2 1 1
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de figures par une rotation.

w
(2]

g mouvement du pendule pesant, les roues d'un
et d'autres choses dans notre vie courante, nous
nent une idée sur la rotation. En ce qui concerne
étrie, la rotation est une transformation trés
ante et aide 4 résoudre beaucoup de problemes

s Copernic est un mathématicien et astronome

célébre pour étre le premier penseur moderne 3
envisagé gue la terre tourne autour du soleil et

fjectifs de la legon
» Connaftre a rotation & partir de son
centre et son angle.

*+ Connaitre et construire I'image d'un
point par une rotation,

» Cannaitre les propriétés d'une
rotation {conservation de la distance-
canservation de la mesure d'un angle
orienté-conservation du barycentre),
» Connaitre et construire les iImages de
figures (Droite-segment-cercle...).

» Utiliser les propriétés de la rotation
pour montrer que deux figures sont
Isométriques.

» Utiliser la rotation pour résoudre des
problémes de géométrie.

——

» Construire les images de figures
usuelles par une rotation donnée,
» Connaitre que des figures sont

lsométigues en utilisant une
rotation,
» Utiliser une rotation donnde dans

une situation géomeétrique simple.
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UTILISATION DES LOGICIELS

Création d’une variable numérique
Vichne @ = 2 permet ka création d'une varfable numérigue.

Les variables numérigues sont asso
que l'on déplace a I'aide de la souris.

— —
e

Cette variable numérigue peut &tre utilisée dans la définl-
tion d'un autre objet, comme un paint | S =00

Mesurer/ comparer des objets

Libne permet de mesurer des

Litine Epermer de comparer ou

Autour des vecteur
* Menu
Selon la situation, on utilise les
fcnes sulvantes !
S
wF | Petv—

o | T

Artention :dans le champ de saisie,
minuscules .

| Autour des fonctions

» Champs de saisie

Définir une fonction et tracer sa re-
présentation graphique

Par exemple, pour définir la fonction
f quia x associe —x'+3x+ 5,

on saisit : | [ eaeang |

» Solution de l'exercice 58

—

Création de figures géométriques

ciées & des curseurs Selon la situation, on utilise les icéne suivantes :

* Champ de saisie
Pour tracer un cercle défini parg

lengueurs. LUicéne permet de mesurer des angles,

relier deux objets sélectionnes & Faide de la souris.

= Champ de saisie
On peut également utiliser ke champ de saisle paur definir un vecteur, Par exe

Pour définir le vecteur & = AF , on salsit | Ssse vt 1| |

Ibn youness
Enfin,_pour _dé
S FmheVectemt s, |2 Vecton A, .
Pour calculer le produit scalaire u.v , |

LAli Ben Abderrahmane Ben Ahmed Ben Youness, né
6dé en EGYPTE en 1009 aprés IC,

parmi les mathématiclens et les astrologues les
célébres en Egypte, il était excellent dans fe calcul
metrique et cest lul qui a posé kz farmule suivante
X008 Y =%cosu+_w +1

les points sont définis par des lettres majuscules, les vecteurs par des le

Quelgues commandes bien utiles.... cos(x—y)
sqrt{x) donne la racine carrée de x,
Fonction [ fa,b] trace ¢ entre a et b,
Dérivée | /] définit la dérivée de [ et trace sa courbe représenta
Tangente [a,f] trace [a tangente & ¥ au point d'abscisse a;
Racine | ] donne les solutions de Véquation flx) = 0. ]
[ £] donne fes ext {locaux ou absolus) de fonction

» Solution de I'exercice 59 A
ormation de cos(a — b}

sformation de sommes en produits et de
duits en sommes

ation de tan(a + f)

sformation de l'expression acosx + bsiny

Objectifs de ta legan
» Transformer 'expression @cosx + bsiny-
# Utiliser les formules de transformation
dans : - Les simplifications d'expressions

- La résolution d'equations et

d'inéquations trigonométriques;
¥ Représenter et lire des solutions
d'une équation ou d'une équation
trigonométrique;
» Connaitre la transformation de
cosia—b);
» Transformer cos(2a) et sin(2a);
¥ Connaitre les formules de linéarisation:
» Connaitre la transformation de sommes
en praduits ;
b Connaitre la transformation de prodults
en sommes;
» Transformation tan(a + b) et ses
conséquences,

T T I R

7

» étre capable d'utiliser toutes les
formules de transformation.

» étre capable de résoudre

les équations et indguations
trigonométriques de base,

» Etre capable de représenter et fire
les solutions d'une équation ou d'une
inéquation trigonamétrique sur le
cercle trigonomeétrique,

xaglire &, Caleu kgmnomttrizes @ 137




ACTIVITES

ACTIVITES PRELIMINAIRES

Dans tout ce chapitre, le plan est orienté dans le sens direct.

a _AgtL\_;J_té__o__L Angles orientés

1. Construire un triangle ABC rectangle isocéle en A tel que(ﬁ

puis déterminer la mesure principale de I'angle orienté ((
tel que EF = EG et (FG-

2. Construire un triangle EFG

_ Activité Qﬁ Symétrie centrale

ABCD est un carré de centre O tel gue (AB:AD ) = %1'2?1'1.
Le point / est le milieu du segment l'AD].

1. En utilisant la symétrie centrale S,

B Déterminer la mesure principale de I'angle orienté
2] Montrer que S.(/) est le milieu du segment [BC].
2. En utilisant uniquement |a régle et le compas, construire les points E et F

(cB.cB ).

‘Onsupposeque: A# B, A# O et B#0.

4 Montrer que : (0A".0B" ) = (OX.08 )[2x].

¥ En appliquant le théoreme d'Alkashi dans les triangles OAB et OA'B',
rerque: AB=A'B".

férifier que : AB = A'B’ dans lescassuivants: A=8; A=0et 8=0.

t / le milieu du segment [AB] avec A # B.Posons: r([) =1
ontrerque : Al =B'I".

! ontrer que : A’/ +I'B' = A'B’,puis en déduire que le point /" est le

ou du segment [A'B'].

oit ABCD un parallélogramme de centre J.

nose . r(C)=C"; riD)=D"et r(J)=.".

ntrer que le quadrilatére A'B'C’'D" est un parallélogramme.

»PME[AB] = AM+MB = AB
» I estle milieu de [AB]
équivauta Al = [B

et [ |AB].

info:

soit O, M et M” des
points du plan.
.SZ;(M] = M’ sign

O =— OM - une rotation de centre O etdangle @.
2

et B deux points distincts du planet A',
tation r.

oM= OM’ B' leurs images respectives

(oM:0M') =

AC= dr AF = AE '
tels que : \(ZF.AF ) = %[ 7] e \(AE; AE-AF ) = %1 z] ifier que si A = 0 ou B =0 alors (AB:A'B" ) = a|27]
/=7 j’ suppose que: A # O et B# 0.
L (= _._.) _ £[2 1 = g — e
i (AFAF 727, D le point défini par : ABE = 0D , posons r(D)= D'
elle est la nature des quadrilatéres ABDO et A'B'D'O?

-

ACTIVITES D'INTRODUCTION
m 9 . Approche de la notion de rotation

Sur la figure ci-contre : ABCD estun carré de centre O, tel que(OA 0B )= 5 Tlaxl,
, N sont deux points du plan.
et I,

[27]. [O__' oc)

(¢} est le cercle circonscrit au carré ABCD et M
1. Construire sur le cercle (#) les points A, H
qui vérifient : (DA DA )= 4[211] (OB OB )
et (OD;0D ) = -[ r].
0A= (J/_Q'
“1(0A;04") =

(4
=7l )=42n]

Haxl

On dit que le paint A’ esthmagedu point A parla mtat:on de centre O etdangle :E—

" On note cette rotation par r, et on écrit: r(A) =

2. Quelles sont les images par la rotation r des pomts B,C et D?
points M et N

3, Construire les points M' et N’ les images respectives des

par la rotation r.

M Conservation de la distance - Conservation du

Soit r une rotation de centre O etd ‘angle ¢ .
Soit A et B deux points du plan et A’ et B' leur images respectives par |a rotation .

Chapitre 7 ® 158

Montrer que : (AB:A'B" ) =(00:0D" 2], puis en déduire que

4B’ ) = a27].

E et F deux points distincts du plan, £’ et F' leurs images respecti-
ar la rotation .

que: (AB.EF ) = (AB EF )2x].

. Conservation d’une mesure d’angle orienté par une rotation.

On dit que la rotation
conserve une mesure d'an-
gle orienté.

2

H-AH X"_ i _ € " Conservation du barycentre par une rotation

etR . On considére la rotation r de centre t’) et dangle @ . Les points
.- C" sont les images respectives des points A, B et C par la rotation r.
niner une mesure de I'angle orienté '[AB AC ) suivant le signe de k.
5uppose que: k>0,

que: A'C' = kA'B' et (AB,A'C" ) = 0|27, puis en déduire que :

trer que si k < 0 alors A'C' = kA'B™

le barycentre des points pondérés (A,cz) et (B;8) et G’ I'image

LG par la rotation r
erque: 7G™= _ 2 A

. Uire gque le point (;* est le barycentre des points pondérés (A';«) et

milieu

On dit que la rotation
conserve le barycentre de
deux points pondérés.

Chapitre 7 Rmannn. 159




| LECOURS

Rotation et rotation réciproque "

1- Rotation

AR -

Soit Q un point du plan orienté dans le sens dir
tre Q et d’angle @ est la transformation du plan, qui a /9
ot

La rotation de cen
tout point M du plan associe le point M" défini par:
»Si M= Qalors M'=Q
: QM = oM’

»Si M # Q alors {((W;W)Ea[zml e
Notations et vocabulaire

» La rotation de centre Q et d’angle a est notée r(:a),

ou simplement r, lorsqu’il n"y a pas de confusion possible.

»Si M’ est I'image de M parla rotation r,alors on dit que la rotatio
écrit r(M)=M".

Etona: » r(Q)=Q

i g e s [ OM
» Pour tout point M du plan tel que M # 0 ona:r(M) =M’ équivauta: (T M }E al27]

n r transforme M en M’

= Coséquences

» Soit  la rotation de centre Q etd'angle a.
Ona: riQ)=Q, ondit que Q est un point invariant par la rotation r. {
»Si @ # 2km ; ke Z;alors Q le centre de |a rotation r est I'unigue point ot ) i

invariant par cette rotation, et dans ce cas: Pour tout point M du plan tel que

M#Qetr(M)=M ona:
» M' appartient au cercle de centre Q etde rayon QM .

b La médiatrice du segment [MM’] passe par le point Q.
b Le triangle MQM" est isocéle de sommet Q.
(danslecas: @ £k ; kE Z)

Rotations particuliéres
» La rotation r d’angle nul (2km:k € %) transforme tout paint M du plan

en lui-méme, Cest-a-dire r(M)= M, cela signifie que tout point du plan

est invariant.
» La symétrie centrale de centre Q est la rotation de centre Q et d'angle .

| 2- Rotation réciproque d’une rotation

Y oo S

La rotation 7(Q; — @) de centre Q et d’angle —&, est appelée la rotation s
réciproque de la rotation r{{;a) de centre Q etdangle @. '

» La rotation réciproque d’une rotation r est notée r'.
b Pour tout point M du planona: r(M) = M’ équivautd r'(M') =M.

Chapitre 7 @ 160

ect et @ un nombre reel. / i

a=d[2r]=3kE

Bl Définition d’une rotation

est un triangle rectangle isocéle en A tel
(AB:AC ) = T{2x].

O le milieu du segment [BC].

truire I'image du triangle ABC par les rota-
suivantes :

1 est la rotation de centre A et d’angle 22-?—.

est |a rotation de centre O et d'angle —% .

an(A)=A, car A estlecentre de la rotation 7.
: AB = AC et (ABAC ) = T 2],
n(B)=C.

npose ri(C) = C'.

a AB=AC = AC',donc AB = AC" et

IC" ) = 71[27) &= rn(B) = C.

1B =C".

ite, on construit le point C” tel que A soit le

du segment [BC']. c

U: I'image du triangle :

par la rotation n

letriangle ACC”,

c " A B
oint O est le milieu du segment [BC]| et le

€ ABC est rectangleen A.

£ est le centre du cercle circonscrit au trian-

=0B=0C.
Ue ABC est un triangle isocéle de sommet
U milieu du segment [BC],
est la médiatrice de [BC].

_——ﬁ

POUR COMPRENDRE

c'est-a-dire: n(B) = A

0a=0c
” (W:TE)E—%[ZEI;

c'est-a-dire: n(A)=C

» On pose () =C'.

ona 0C=0cC' et (OC;0C ) E—%[ZR].
puisque (OA;0C" ) = (0A;0C) + (OC;0C )[27]
alors: (0A;0C” ) =—n[27x].

Donc: OA = OC" et (OA:0C™ ) =— n[2x],
signifie que ro-~(A) = C',

c'est-a-dire: Sp(A) =’

Par suite, on construit le point C* tel que O soit le
milieu de [AC].

D'ou, I'image du triangle ABC par la rotation r: est
le triangle CAC".

G

AL B
B Détermination de I'angle d’une rotation
ABCD est un carré tel que (AB:AD ) = &2r].
Déterminer les angles des rotations 1 et r: de

centres respectifs A et C tels que:
n(D)=Bet n(D)=8.

» Ona: (AB:AD ) = §{2r] donc(AD; A8 ) =—F{2x].
AD=AB

R (ﬁ};“%[l‘f{] Al =
Par conséquent: I'angle de la

rotation 5 est —‘g .

FOna:

(cD;CB)=(4B;AD )2x], A B

donc: (CD;CB ) = X{2x].

Et puisque: CD = CB, alors I'angle de la rotation .
. 2

ESTT‘
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LE COURS

D propriétés
B’ leurs images respectjves par

si A et B sontdeux points du plan et Al

une rotation alors AB =A'B’.
On dit que la rotation conserve |a distance .

soit r une rotation d’angle a.
s images respectives de deux points distincts A et B par

Si A’ et B sontle s resf
AB ) =eal2n].

la rotation r, alors: (AB:

Remarque
Cette propriété nous perm

deux points distincts et leurs images.

et de déterminer 'angle d'une rotation a partir de

Proprie

Soit A, B € et D) quatre points du plan tels que A+£BetC#Det A,
B', C" et D) leurs images respectives par une rotation.

ona: (AB:CD) = (ABCD )2xl. e
On dit que |a rotation conserve les mesures d'angles orientes.

Soit G le barycentre des points pondérés (A;a) et (B:8).
Si A', B' et G’ sontlesimages respectives de A, B et (G par une rotation,

alors G’ est le barycentre des points pondérés (A";a) et (B':4).

Remarque |
On peut étendre cette propriété au barycentre de trois ou guatre points

pondéreés.

== Conséquence 1 .
Soit / le milieu d’'un segment | AB].
si A, B et I' sontles images respectives de A, B et I par une rota-

Fy

tion, alors I est le milieu du segment [aB].

== Conséquence 2

Soit A, B et C des points du plan; A’, B' et C' leurs images respectives

par une rotation.
Si AC' = kAB , ol k estun réel, alors: AT =kAE .

Chapitre 7 @ 162

e On dit quune rotal
conserve le ba
de deux points ponde

) utilisation d’une rotation pour démon-
trer 'orthogonalité de deux droites et
 I'égalité de distances

' et OCD sont deux triangles rectangles

celes au sommet commun O tels que :

0B )= %[2;{] et (OC.0D ) = %iZ}TI.
rerque: AC = BD et (AC) L (8D).

n considére la rotation r de centre O et d'angle -

s

(AB est un triangle rectangle isocéle en O,
cOA=08. D

puisque : W

OA:0B ) = 5-[2r]

,le point-b‘ est

D est un triangle rectangle isocéle en ()
e 0C=0D.

lusion : Ona r(A) = B, r{(. )=D et

ion r conserve la distance donc AC' = BD.
re part I'angle de la rotation r est une

re de I'angle orienté (Eﬁﬁ} , C'est-a-dire
\BD ) a: ["ﬂ'|

es vecteurs AC et BD sont orthogonaux.
i Les droites (AC) et (BD) sont perpendicu-

Info :

ervation de mesure d’un angle orienté
un triangle tel que la mesure principale
 orienté (A_B"A?) est positive.

I_ it a 'extérieur de ce triangle deux

_ DE et ACFG, On considére |a rotation
re A et d’angle %

ner |'image de chacun des points E et

Info:
On dit que la
conserve le milied

segment

Info :
On dit que la ft
conserve le ©

de colinéarité E 6
wecteurs, o o) /[ N
tation conse / e
: o + £ A \
ment des points: € J0;7] D~ /& \
> i1 ~—F
\é_: — _-\_C__.-

POUR COMPRENDRE

1. Déterminons r(E) et r(C).

ABDE et ACFG sont des carrés donc:

v (AEAR ) = %[:m[ et AE = AR, donc r(E) = B,
» (AC;AG ) = T{2x] et AC = AG, donc r(C) = G
2. Montrons que : (CA;CE ) =(GA:GB N2x]

La rotation r de centre A etd'angle ‘;l transforme
les points A, E et C respectivement aux points A,
Bet(G.

Et puisque |a rotation conserve les mesures d‘angles
orientés, alors : (CA;CE ) = (GA:GB )[2x].

IEB Montrer que la médiatrice d’un segment

passe par un point fixe
ABCD est un carré de centre O tel que :
(04;08 ) = S 2x].
[ et J sont des points du plan tels que :
Al= Y78 et BI=LBC.
Montrer que la médiatrice du segment [ /] passe
par le point O.

Méthode : Pour montrer que la médiatrice du seg-
ment [ /] passe par le point O, on peut mantrer
que [ est'image de .J par une rotation de centre (.

ABCD est un carré de centre O et(0A:0F ) = %[2;&']
ce qui nous conduit a considérer |a rotation r de
centre O et d’angle %

OA=0R

{(M)E%[EE] signifieque: r(A) =8
OB =0C

{(ﬁ) jy 5[2?3'] signifie que : r(B) = C.

Ona; Al = ‘]I_—IB* équivauta 37A +18=10,

cest-a-dire: / est le barycentre des points pondérés
(A;3) et (B; 1),

Etona: BJ = %T équivauta 378+ TC =10,

c’est-a-dire: ./ est le barycentre des points pondérés
(B;3) et (C;1).

Et puisque la rotation r conserve le barycentre,

alors r(/) est le barycentre des points pondérés
(r(A);3) et (r(B); 1) c'est-a-dire: (B;3) et (C:1),

donc r{f) =

Par conséquent Of = OJ c'est-a-dire que la média-

trice du segment [ //] passe par point 0.
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LE COURS

Une rotation transforme un segment en D‘a_ufrgﬂart e -
B Images de certaines figures par une rotation ) un segment (AB",AD ) = (AB":AF ) + (AB-AD )[2x],
B O, A", B et O despointsdu plantels que A # 5, r(A)=A', r(B) =B ABCD un carré de centre O tel que (AB;AD ) = g[2rr] et (AB;AF )= -a2n)
Soit r une rotationet A, B, 0, A', 08 ) = 7 2x]. donc (AB%,AD ) = Z{2x].
et r(0)= un poi{nt d(ju segment [AB] et / un point D'oli: AB' = AD et (AB.AD ) = }[M’] ——
Pronriété . s segment |AD| tels que AE = DJ . _
ffp“ :| la droite (AB) par la rotation r est la droite (A'5). gst la rotation de centre O et dangle —Z-. ez e
» L'image de la rotation r est le sengnt Afg'] . de A et B f 2 mMontrons que: " € (CD).
» Uimage du segment [AB] par B B R de centre O &8 iner esnma‘ges e A et B parlarotation r. D'aprés la relation de Chasles, on a
» 'image du cercle C(O:R), de centre QRaiitcer aue r(E) = 1. _ (CD:C’D ) = (CD:CB ) +(CB.CH) +(CF-T°D o).
rayon R. ) te"“i”[fns r(A) et r(B). ) Puisque : r(B) = 8’, r(C) = (" et l'angle de la rota-
a(04;0F ) = ;3{-[2:?],donc{@:@“z—%uﬂ. tion r est %
que () est le centre du carré ABCD, alors alors (‘ﬁ'—'i—}!'—?‘) _T [27].
%?Bz OO(;%T ab. Etona r(C')=C" et r(B') = D, donc
{(OB R }_____[ T ,Cesta-dire r(B) = A. | (CB,CD D)E"_T;T‘D?TL
A Dot (CB:CF )+(C B:CD)=Z[2x].
i— % 2
i M-O_Dﬁ}———-[’??r] Cest-a-dire r(A)=p, [Etcomme (cD:CB Cg)_:_.’l_[‘??r]' o
i alors (CD:CB ) + (CE:C'B )+(CB:C7D ) = x2rx).
__ g que r(E) =1 cest-a-dire (CD:C'D ) = n[2x].
(D) B §\E) = £, et montrons que /= E'. Donc les vecteurs CD et C°D sont colinéaires, par
A(D) = (D) (A)=Detr(B)=A gt puisque la rotation suite C" € (CD).
e un segment [MN] en un segment - N
ML: alors r([AB]) :_[DAJ' Ona r(B)=FE et r(C) = ', et puisque la rota-
) IE; E E[MJ alors £’ €[ DA]. . tion r transforme toute drmte en une droite, alors
£ CQnsequentﬁ‘S‘ ite [ AB) par la rotation 7 est la demi-droite [A'B'). - A..;Eh— i;it riA) _D'?‘_d;;f AB=DPE (B'C’) est I'image de (BC) par la rotation r c'est-a-
» U'image de la demi-droite | AB) p . ) o e dlors Lf= D7, dire r((BC)) = (B'C").
. . . " t deux droites perpen < Jet g .
» Les images de deux droites perpendiculaires'son La rotation ¢o I)E‘i j)olntdn'iezux ?o-mtz,du s.f_mentiDi‘-i | Parsuite, r(M) € (B'C’), car M & (BC).
ey _ ‘ tersection de »dou B = [cestadire r(E) =1 1 pravtre part, r(B) =D et F(C") = ¢*, donc
» Les images de deux droites paralléles sont deux droites paralléles res figion e titarecionale r((B'C"))=(DC").
4 ures s "
b i un point M est le point d'intersection de deux droites (D) et 4) . - : e Et comme M & (B'C”) alors r(M) € (DC").
" de M par la rotation r est le point d'intersection n carré tel que (AB;AD ) = f22r]. Etona (" & (DC) alors (DC") = (DC), donc
alors, I'image de M p st hrotauon r de centre A etd‘angle T | rane o
D t(mpararoai : = = "y = . T
des images de (D) e (D )i )=B, r(C)=C" et )= Il en résulte que : r(M) € (DC)N(B'C).
( e r(6)=D. Or (DC)N(B'C") ={N}, d'ois r(M)=N.
" C" appartient 4 la droite (CD).
N - el o
oy X ) coupe (BC) en M et (CD) en N. NE
ona: (DY) = (D) et r{(D)) = (D) et r((D) = DY) \'({)') ) = N \[ ) ) v
nas | : Bl h : £ _\C %y
| »Si (D)//(Dx) alors (D) /1(D%) trons que r(B') = B
»si (D) L (D) alors (DY) L (D) If )=p €quivaut 3 AB AR A~ M
HHa (AB:WJE'X'[ZEI
D est un carré alors AB = AD, donc ]
B
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'rr}' Utiliser une rotation
puur démnntmr que des points sont alignés.

ADEF est un carré tel que (ADAF ) = %[2,?],
On construit a l'extérieur de ce carré le triangle équi-
latéral CED et a son inté- D A
rieur le triangle équilatéral B
BEF (voir figure). C

Montrer gue les points A,

B et C sont alignés. E ¥
Montrons gue les points A, B et C sont alignés.
Méthode - Pour démontrer gue les points A, B et
C sont alignés, on peut démontrer que les points
A, B et C sont les images respectives de trois
points alignés par une rotation.

» Recherche d’une rotation convenable.

Les triangles CED et BEF sont équilatéraux et ils

ont un sommet commun £, ce qui nous conduit a
considérer la rotation r de centre [ et d'angle —f ;

EF =EB '

(E__PE:EB e 1;_[2?,] donc r(F) =8

Ona

ED=EC
Etona: l(ED EC)
» Recherche des points alignés.
Commentaire :
Le but de I'exercice est de montrer que les points
A, B et C sont alignés, et puisque r(D) =
r(F) = B, alors il est naturel de prendre en consi-
dération le point A.
Soit le point A tel que r'
c'est-a-dire r{A) = A

’7{[2:1'] donc r(D)=C

(A) = A

o EA, = EA
Ona: r(A)=A équivaut a (ﬁ) ¥ %[2:?]
C'est-a-dire que le triangle AEA, est équilatéral,
on en déduit que A F =AA.
Donc, le point A, appartient a la médiatrice du
segment [AE].
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- tatio'n pour demontrer que deux dj

On a les droites (DF) et (AE) sont les diagon
du carré ADEF , donc la droite (DF) est |a mg
trice du segment [AE], {
d’oli les points A, D et [ sont alignés, car
partiennent a la médiatrice du segment |AE]S
Conclusion : Ona r(A)=A, r(D)=C, r(Fp
et les points A, D et F sont alignés.
Et comme la rotation r conserve |'alignement

[/ |

| 3. Montrons que le triangle AC/ est I'image

jangle DCE par une rotation qu'on va

sont perpendiculaires ACI ont un sommet en

ABC est un triangle tel que la mesure principa
I'angle orienté (A_B’T) est positive,

T L
On construit, a I'extérieur de ce triangle, les ca le g (h(O)=C)
ACDE, BAFG et CBHI . CD=CA

a. Montrer que le triangle ACT est I'imagedi
triangle DCB par une rotation que I'on déte
b. En déduire que les droites (A7) et (BD) sof
perpendiculaires.
Montrer que les droites (AH) et (CG) sont
perpendiculaires. '
On considére la rotation r de centre A et d'angl
Soit K le milieu du segment [EF],
on pose 1K) =K'.

a. Montrer que K' appartient a la droite qui pi
par A et paralléle a la droite (BC).
b. En déduire que (AK) est une hauteur dans
le triangle ABC.

(G5 ) = ,42?[2 I c'est-a-dire n(D) = A

(EE"W} < _{_!r__{.,ﬂ, c'est-a-dire r(B) =1

¢, 'image du triangle BCD par la rotation
letriangle ACT.

(AD L (BD)

r(B) =1 etl'angle de |a rotation

ontrons que :
anD)=4,
izf._’ donc (BD:IA ) = ZTI?::"] c'est-a-dire
L TA

U (A7) L (BD).

‘viontrons que (A/{) L (GC).

lonsidere la rotation r» de centre B dangle ‘Er
BH = pC
QG0 ) = L{ox) costidire nlE) =

= 3

Remargue : Soit r une rotation et (A unef
du plan. Toutes les images des points de |a
(.5 par la rotation r forment un ensembl
appelé image de (/) par la rotation r, qu'e!
note r((_* )).

RESOLUS

BA = BG
t W BaBg) =X [27] c'est-a-dire n(A) =G

Et puisgue |'angle de |a rotation r. est 72‘-
(AH:GC ) = Z[2x], cest-a-dire AH L GC .
Donc (AH) L (GC)

El 2. Montrons que K' appartient 3 droite
passant par A et paralléle a la droite (BC).

, alors

On considére |a rotation r de centre Aet

d'angle
2
AF = AB
Ona: {F;:‘IH - {_}'[,T[ c'est-a-dire r(F) = B,
AC=AE
(TC—-- F)= TTIZ*: , C'est-a-dire r(C)=FE.

S

Posons r(E)=F

Puisque K est le milieu de [EF] et la rotation
conserve le milieu, alors r(K) est le milieu de
H(EF))=E'B)

cest-a-dire K est le milieu [E'B].

D'apres |a relation de chasleson a:
(AC:AE")=(A :AF'H( AE;AET)[2x],
c'est-a-dire (T AE
AC = AE’, alors A est le milieu du segment
[cEN.

Dans le triangle BCE ona:
[CE] et K' est le milieu de | E'B|, donc d'aprés

= r|27]et comme

A est le milieu de

la propriété des milieux des cotes d'un triangle
ona:

KA =1BC , cesta-dire (AK")//(BC). Done K’
appartient a la droite passant par A et parallele a
la droite (BC).

(On peut aussi le justifier par en utilisant la
réciproque du théoréme de Thalés).

b. Déduction :

ona r(K)= K" donc AR = AK et

(AK;AK ) = 227, D'ois (AK) L (AK).

Or (AK")//{BC), alors (AK) L (BC).

D'ol (AK) est une hauteur du triangle ABC.
(hauteur issue de A ).
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Je teste mes connaissances

Soit r une rotation de centre Q etd'angle &.

1 Que signifie r(A) =

71 Quel est I'angle de la rotation réciproque de la
rotation r?

El Quelle est la relation entre les distances AB et
r(A)r(B)?

[} Que signifie la rotation » conserve une mesure
d’'angles orientés?

14 Que signifie la rotation r conserve le
barycentre?

I3 Quelle est 'image du cercle #(0;R) par la
rotation r?

Je m'entraine a faire des choix
Choisir la (ou les) bonne(s) réponse(s)

Je teste mes techniques et mes méthotg

¥ Comment utiliser une rotation pour montrer

qu un triangle ABC :
est équilatéral? rectangle isocéle en A?isocéle

en A?

[ Comment utiliser une rotation pour montrer -
qu'un parallélogramme de centre () est un car

; i e
1 Comment déterminer le centre et 'angle d
rotation, connaissant deux points distincts et leur

images respectives?

] Comment utiliser une rotation pour mcn}rer
que deux segments [AB] et [CD] ont la mé

longueur?

5] Comment utiliser une rotation pour montrer.

que trois points sont alignés?

aCMm

. ABC est un triangle éqguilatéral de centre de gravité G.

» r est la rotation qui transforme Aen B et B enC.

» r est la rotation de centre G etd'angle =5

(Les réponses sont données 2 la fin de la derniére page d'exe

ERCICES

Rotation et ses propriétés

kercice o ABC est un triangle équilatéral

ve: (AB:AC) 2xl.

s 5|dere la rotatlon r de centre A et dangle % 5
onstruire A’, B" et C' les images respectwes
points A, B et C' par la rotation r.

3 erminﬁua mesure principale de I'angle

(ac.as").

ice 0 . OAB et OCD sont deux trian-
éles en leur sommet commun O tels
1 (m’,éﬁ“} = ((T;af)‘)[br].

ontrer que AC = BD.
points [ et J sont les milieux respectifs
gments [AC] et [BD].
rer que le triangle OIJ est équilatéral.

ereice o ¢ ABC est un triangle isocele
ngle en A tel que : (AB:AC ) = -’TIZR']

iner le centre de la rotation r qui

e A en C ettransforme B en A,

t C" I'image du point C par la rotation r.

est la nature du quadrilatére BACC'?

rcice o : Les triangles ADE, AlD, ABJ
sont équilatéraux et ABCD est un carré

e (O (voir la figure). NE

liner le centre et 'angle
dtation r dans chacun

Suivants ; =
=Cetr(F)=E
=JetrD)=
Jetr(h=48
=Detr(B) =

¢ ABCD est un carré de centre ()

(OA 108 ) = Z2x].
ruit le point L pour que le triangle
itisocele rectangle en I, et (IC.I8) = E[ZR’!.

le Symétrique de O par rapport 3 D.

T Que le triangle ALK est isocéle rectangle.

=
P i . A B
1 Le centre de la rotation 7 est:
: : ar L8
1 Une mesure de I'angle de la rotation r est: 3 3
1 Vimage de la droite (AB) par la rotation r (AB) (GC)
est:
; 3 1
1 Le quotient —g% est égal a :
[Elsi I estle milieu de [AB] alors r(/) estle [8C] AC)
milieu de :
i ! C A
I3 Uimage de B par la rotation r° est:
[ image du segment [ BC] par la rotation 7 est [4B] [acl

le segment :

- e: ABC et ACD sont deux

| 21 Uimage de la droite (GC) par la rotation 1’

La droite (GC)

La droite (GA)

équilatéraux tels que

Ladrolt? )E'E—r[i’.x]et(AC AB) r[zﬂ
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Exercices d'application

.ﬂ, Déterminer le centre de |a rotation r d'angle
= et qui transforme B en D.

2. Construire C" I'image du point C par la rotation r
puis montrer que A est le milieu du segment [ BC"].

Exercice @) : ABC est un triangle équilatéral tel
que (AB:AC ) = L{27].

Soit D le symétrique de A parrapporta 8.
Déterminer le centre et I'angle de la rotation r qui
transforme C en B et transforme A en ).

Exercice @ : ABCD est un carré de centre (7,
I et J sont les milieux respectifs des segments

[oc] et [OD].

Montrer que B/ = CJ et que les droites (B]) et

(CJ) sont perpendiculaires.

Exercice g : OAB et OCD sont deux triangles
isocéles rectangles en leur sommet commun
Otelsque:(DA;0F ) = %I_Z;r]et(()?;_():ﬁ);% 2x).
Montrer que : AC = BD et (AC) L (BD)

Exercice @ 1 ABCD et DEFA sont deux carrés

{vair la figure). B A F
Soit M un point du segment |" B | |
[AB] (M# A), ‘ ‘
Le cercle de centre A et passe

par le point M coupe [AD] en ¢ D E
un point N et coupe [AF] en

un point P.

En utilisant une rotation convenable, montrer que :
DM = NF et CN=EP.

Exercice @ : On considére un triangle ABC .
On construit a I'extérieur de ce triangle deux trian-
gles MAB et NAC qui sont équilatéraux.

Prouver que : MC = NB

Exercice @ : ABC est un triangle équilatéral

tel que : (AB:AC ) = ol

1. Construire B’ et C’ Ies images respectives des
points B et C par la rotation de centre A et d’an-
gle %

2. Montrerque: (AB’) L (BC) et (AC) L (B'C).

Exercice @ 1 ABC' est un triangle équilatéral
tel que : (AE,F) = %[2}1'_] et D I'image du
point A par la symétrie axiale d’axe (BC).
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EXERCICES

Soit M un point du segment [BC] (M #£0).
Le cercle de centre C et passe par M coupe le
segment [CD] en un point N.

En utilisant une rotation convenable, montrer
que: AM = BN.

Exercice @ - ABCD est un carré de centre O

tel que : (OA;O0B )= Zl2r].
Les points M, N, P et () sont respectivement sur
les segments [AB], [BC], [cD] et [ DA] tels que::
AM=BN=CP=D(.

Spit r la rotation de centre O et qui transforme

Aen B.

1. Déterminer I'image de M parla rotation r.

2. Montrer que le quadrilatére MNP() estun carré.

Exercice @ © OAB et OCD sont deux trian- |
gles équilatéraux tels que :
(5A-08 ) =(0C,0D ) = Z[2x] et BOCE est

un parallélogramme. '

Soit r la rotation de centre A et d'angle 2;[ ,on
pose r(E)=F. )
1. a) Montrer que : OF = BE et (

2. En déduire que: F=1D.
Quelle est la nature du triangle AED?

Exercice @ + ABC est un triangle isocéle
rectangle en B tel que (BC-BA )= Tar]et

O est un point du plan. - |
On considére la rotation r de centre O etdangle %
Onpose: r(A)=A"et r(C) = e

Montrer que les droites (BC) et (A'C") sont
paralléles.

Exercice €§) : On considére un triangle ABC
 rectangle isocéleen A tel que:(AB;AC ) = 5127].

Soit / le milieude [BC] et r= rl !:%).

1. a) Déterminer r(A) et riC).

b) Déterminer I'image de la droite (BC) par

la rotation r.

2. F et F sont deux points du plan tels gue :

AE=24C et BF=3B4.

Montrer que le triangle EIF est rectangle isocéle.

Exercice @ : ABC est un triangle isocéle rec-

tangleen A tel que: (AB-AC ) = Zan].
Chapitre 7 @ 170

1 Construire A’ Iimage de A par la rotation dg

centre B etdangle 5.

2 Construire C' image de C par la rotation de jce @ : On considére un triangle équila-
centre A et d'angle g

N v Tor-a .0
3. Montrer que les points A, A’ et " sont aligné gel que :(AB:AC ) = 3 [2x].

I le milieu du segment [BC] et D un point
27 .

V3
ontrer que : AR = 1D,
considére la rotation r qui transforme A
ettransforme B en D,
erminer une mesure de I'angle de la rotation r.
nstruire le point € centre de la rotation r.
uire I'image du point C' par la rotation r.

Exercice @ < Sait ABC un triangle équila an tel que ID=

tel que (ZAB-AC ) = Z[27] et O son centre/ds
gravité. ’

Soit - la rotation de centre O etd'angle Z—E‘T—r-
1. Déterminer les images par la rotation 7 d
points A, BetC.

3.1, J et K sont les milieux respectifs de |
[AC] et [AB]. Le point L est le symétrique
par rapport au point B, le point M estle
que de / par rapport au point C, le point N @
le symétrique de J par rapport au point A.
Déterminer image par la rotation r du poi
puis montrer que le triangle LMN est equi

reice @ ' On considére un parallélogram-
BCD .

struit a I'extérieur de ce parallélogramme

ngle /AB rectangle isocéle en [ etun

BEFC tel que: (IA:18 ) = 5 {2x].

ruire la figure. -

r;rsidére la rotation r de centre / et

5 .0n pose_:_r{_D_] =K.

trer que : (BC;BK ) = Z{2r].

er que K est 'image de C par

on de centre B et d’angle

duire que ; r(D)=E.

Exercice @ : ABCD est un parallélogram
que une mesure de I'angle orienté (ﬁm
positive.

1. Construire le triangle rectangle isocéle
en [ tel que (TA:ID ) = Z{2x] et DCE
triangle rectangle isocele ‘en D tel que
(pc:DE ) = 527].

2. Soit r la rotation de centre I et d’angle’
Détermine I'image de A par la rotation e/
et montrer que : r(B) = E.

3. Soit A’ le symétrique du point A par
point /.

a) Vérifier que : r(D) = AL .
b) Montrer que : A'E = BD et (A'E) L (B

=]

@ : On considére deux carrés ABCD

G tels que :(AB:AD ) = 7 2] ;
T2z ; (AD:AF ) =

’%[ZR] et

ruire une figure qui vérifie les données.
iner une mesure de I'angle de

r de centre A ettransforme B en E.
rer que : riC)=FetriD)=0G.

g7 iner la mesure principale de 'angle

le barycentre des points pondérés

=L et (C;—1), 0onpose r(K)=K".
e les points K’, F et (G sont alignés.

@ : O AR est un triangle.

le rotation r de centre O et dangle : .
"re les points C et D tels que:
Etr(B)=C.

Que: AC = AC,

ABCE

Exercice @ : On considére le carré

que: (AD:AB ) = "—.E-[Z:rl.

Soit F et F les milieu respectifs des s
[DC] et [BC].

1. Montrer que : AE = DF.

2. Soit r la rotation qui transforme
transforme E en F.

Déterminer le centre et 'angle de la rotass
3. Soit H le projeté orthogonal du point
droite (AE).

Montrer que les droites (HC) et (DF) sont
les.

AenD

'Exercices de renforcement

e — |

EXERCICES

perpendiculaires.

Exercice @ : ABC est triangle rectangle
isocéle en A tel gue ( AB:AC )= }I[Z*I

Soit / le milieu du segment [BC].

(?_rn considére |a rotation r de centre / etd'angle
=

1~ Montrer que : r(A) =B et r(C)=A.

2. Soit (I} le cercle de centre (' et passant par le

point /.

a) Construire (") image par la rotation r du

cercle (I').

b) Le cercle (I"} coupe le segment [AC] en un

point £, et le cercle (I"") coupe le segment [ARB]

en un point F'.

Montrer que : riE)=F.

Exercice €J) : Soit ABC un triangle isocéle en

A tel que : (AF;AC) = T[2r].

On considére |a rotation r de centre A et d'angle E,
1. Construire le point £ image de ' parla rotation4a‘.
2. Soit I le milieu de [BC].

La droite (BE) coupe (Al) en M et (AC) en N.
a) Montrer que le triangle AMN estisocéleen A,
b) En déduire 'image du point M par la rotation r.
3. Soit F I'image de B par la rotation r et P le point
d'intersection des deux droites (AF) et (FN).
Montrer que : r(N) = P.

Exercice @ : On considére un carré ABCD de
centre (0 tel que: (AH:AD )= ':[2':'].

E et F sont respectivement deux points de | AB|
et | BC] tels que AE = BF.

On considére la rotation r de centre () et d’angle ?: ;
1. Montrergue : r(E)=F. B
2. 5oit H le point d'intersection des droites (CE)
et (AF).

Montrer que H est l'orthocentre du triangle DEF .

Exercice : On considére un carré ABCD tel
que: (AB:AD ) = E(2x].

Soit r |a rotation de centre A et d'angle ° .
Onpose: r(B)=F8', riC)=C"et r(C")=C".
1. Montrer que : r(8') = D et que le point C*
appartient a la droite (CD).

2. ladroite (B'C") coupe [BC]en M et[CD]en N.
Montrer que: r(M)=N.

“=f.Que les droites (BD) et (AC) sont
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EXERCICES

Exercice @ - On considére un rectangle

ABCD - |
de centre () tel que: (0A:08 ) = %{27{].
Soit r la rotation de centre O et d'angle 7;: ;

1. Vérifier que : r(C) = D. i |
2.0Onpose r(B)=E et riD)=F. ‘
Montrer que BD = EF etque le point O estle |
milieu de [EF].

3. Soit (7 un cercle de centre A et coupe [AD]
en un point /1, (¥ ") image de (¥) par larota- ‘
tion r et K point d'intersection de (¢ "Yetle
segment [ BF]. ‘
Montrer que le triangle OHK est équilatéral.

Exercice @ - On considére un triangle ABC ‘
rectangle isocéle en A etle point H milieu du
segment [BC|.

Soit M un point du segment [BC), I le projeté
orthogonal du point M sur (AB) et J le projeté
orthogonal du point M sur (AC).

1 Prouver que Al =IB=IM.

2. En utilisant une rotation convenable, montrer
que le triangle HIJ est rectangle isocéle.

Exercice @ - Dans la figure ci-dessous, ABC
est un triangle rectangle isocéle en A tel que ‘
(AB:AC )= %!27{1, O est le milieu du segment
[BC] et OEF est un triangle isocéle rectangle

en O tel que (OF:0F ) = --ﬂz—[lrr},

On considére la rotation r de centre O etqui
transforme C en A.

1. a) Déterminer I'angle de B
la rotation r puis montrer o /
que: r(E)=F. 7T
b) En déduire que les droi- CL) | .~ %

tes (CE) et (AF) sont
perpendiculaires.

¢) I et J sont les milieux
respectifs des segments [EC] et [AF).
Montrer que : r() =J.

5. La droite (OF) coupe (AC) en M et la droite
(OF) coupe (AB) en N.

Montrer que : (M) = N.

1. Construire les points M, N et P images res-

pectives des points B, C et D par la rotation |

2 Montrer gue le triangle MNP est rectangle isocéle,
3. Montrer que les droites (AN) et (MP) sont

perpendiculaires. |
4 Soit I le point d'intersection des droites (AN)et( '

Montrer gui: r(Q) =1, puis en déduire la naturg

du triangle OAI.

Exercice @
tel que (AB;AD )= E-I,- [27], et E un pointde
demi-droite [ DA) et a 'extérieur du carré A
On considere la rotation r de centre O etda
| Déterminer 'image de la droite (AD) parla
rotation r.

2 Spit F l'image de E par la rotation r.
Montrer que F appartienta la

droite (AB) et que BF = AE puis
construire la point £ .

3. Soit G le symétrigue du point

E par rapport au point O.

a) Montrer que I'image de F par

la rotation r est le point G. E
b) En déduire que le triangle EFG

est rectangle isocéle.

Exercice @ - On considére un quadrilate e

convexe ABCD.

On construit les triangles équilatéraux BCE,
AHB, AGD et DCF (voir figure).
1. On considére la rotation

r de centre A etdangle 5. _
a) Quelles sont les images des points G et 8
la rotation r?

b) En déduire \i‘
que :GH = DBet G i
(GH.DE )= -J%-lzarl. F
2. En utilisant la rotation PR
r' ge centre € et d'angle b

—7% , montrer que : _
pB = EF et (DB;FE ) =—51{27].
3, a) Montrer que : {W:Fﬁﬁ) = o278
b) En déduire la nature du quadrilatére GHEE

Exercice @ :0n c‘ﬂsidire un carré ABCD de
centre O tel que : (AB:AD )= -’]-21--[2?1'].
Soit r la rotation de centre A et d'angle %
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‘ Exercice @ : On considére un;arré :
centre O tel que : (AB;AD I '2—[27:1' 3
‘ Le point [ est le milieu du segment [ABIE

a) Montrer que : rBl=0etr(0)=A
\Montrer que I'image de droite ( BC') par la rotation

A)en E.

. y ransforme O ;
- Spit ABCD un carré de centre @ “ E GG RRRANGRIANG.C B A+

ice @ : On considére un triangle équilaté-

d) et (I]) par la rotation r.

te (A) est la médiatrice de [BC].
r la rotation de centre / et d'angle i:,{ :

st fa droite (A).
3 droite perpendiculaire a (/C) en [ coupe

erque: r(C)=E.
arminer le centre et 'angle de la rotation

3C tel que (AB:AC ) = %[3?1’],
_2et J les points définis par : A7 = %AB et
?&C . Et soit la rotation r de centre A et

ritrgr que: r(H=J.

sxtérieur du triangle ABC on construit les
M et N tels que les triangles AIM et
‘sont equilatéraux.

nt la rotation r, montrer que : MJ = NI .
le point d'intersection de (JN) et (/C).
erminer I'image de chacune des droites

eéduire que le triangle AEF est équilatéral.

Exercices de synthese ——
et d'approfondissement

@ : On considére la rotation r de cen-
Q’ang!e % et un point [ distinctde O.
re le point A tel que le point 7 estle
[AA’] et A’ image de A parla rotation r.

: @ : O est un point du plan, (D)et
droites qui ne passent pas par 0.
reun carré ABCD tel que O estson
appartient a (D), B appartienta (A)
=52x].

@f (D) et (D') sont deux droites et
Point extérieur a (D) eta (D).

. _|e point B appartenant a (D) etle
dPpartenant 3 (') tels que le triangle
L rectangle isocéle en A et

EXERCIGES

Exercice @ 1 ABCD est un carré de centre O.
Les points M et N sont respectivement sur les
cotés [BC] et [AB] du carré ABCD tels que

| AM=BN.

1. Montrer que le triangle MON est rectangle
isocele.

2. Soit / le milieu de [AN].

Montrer que : [0 = [B.

3. Quel est le lieu géomeétrique du point / lorsque
M décrit le segment [AB].

Exercice @ : (D) est une droite, A un point
extérieur a (D).

BetC sont d_eux points qui varient sur (D) tels
que (AD;AC ) = %[2:{],

Quel est le lieu géométriqgue du point B le
symétrique de B par rapport a la droite (A)
lorsque B et C décrivent () selon les conditions
des hypothéses?

Exercice gE} . ABCD est un carré de centre ()

tel que : (OA; 0B ) = %[2?{].

Soit I et J les points définis par : Al =+ AB
es points définis par: Al = AB et

=7 1 5= 4

BJ=yBC.

On considére |e point K tel que KB/ soit un trian-

gle rectangle isocéle avec (ﬁﬁ) = g[}lﬂ']

1. Montrer que la médiatrice du segment [/ ]

passe par le point (J.

2. En utilisant une rotation convenable, montrer

que AKJ est un triangle isocéle.

Exercice @_E__A_BC est un triangle équilatéral
tel que : (AB:AC ) = %[2??].

Soit & un nombre réelet M, N et B des

points définis par : AM = kAB , BN=kBC et
CP=kCA .

En utilisant une rotation convenable, montrer que
le triangle MNP est équilatéral.

Exercice @ : On considére un triangle équi-
Iat_lé_[al et (¥} son cercle circonscrit tel que
(AB;E)E%[Z?T]A o

Soit M un point de l'arc AC, qui ne contient pas
le point B (M+# A et M # C), etle point | ap-
partenant au segment [ MB] tel que AM =IM .
1. Montrer gue le triangle JMA est équilatéral,

2. On considére |a rotation r de centre A et

d'angle %
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EXERCICES

Déterminer 7(B) et r(/) puis en déduire que :
MA+MC=MEB.

Exercice @ - On considére un triangle ABC.
On construit, a I'extérieur de ce triangle, les car-
rés ACDE, BAFG et CBHI tels que:

(ch.cA ) = Z2x].

1. On considére la rotation » de centre C et
d’angle 5 .

a) Montrer que : r(D) = A et riBy=1.

b) En déduire que les droites (BD) et (Al sont
perpendiculaires.

3 Montrer que les droites (CG) et (AH) sont
perpendiculaires.

3 Soit 1 |a rotation de centre A et d'angle ’:{
a) Déterminer |'image du point F parla rotation .
b) Montrer que I'image de E par la rotation 1’
st le symétrique du peint (" par rapport au
point A.

¢) Soit K le milieu du segment |EF],

on pose ' (K) =K".

Montrer que le point K appartient a la droite
qui passe par A et paralléle a |a droite (BCO),
puis en déduire que les droites (AK) et (BC)
sont

perpendiculaires.

Exercice @ . On considere un carré ABCD de
centre O.

sqit (D) et (A) deux droites gui passent par le
point U et orthogonales.

La droite (A) coupe respectivement (AB) et
(DY en ] et K.

La droite (D)) coupe respectivement (AD) et
(BC)en J et L.

1. On considére la rotation.r de centre O et qui
transforme B en C.

Montrer que : rif) =J et r(K) =L puis en dé-
duire que K =JL.

les bannes réponses du paragraphe « Je m’entraine a faire des choix »

Réponse n’: | 3 1 3 2

L ] | | —
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Questionn®: | 1 2 3 4
| .

|
|

2. Montrer que le quadrilatere IJKL estun =
carré. y Chapltre
Exercice @ - On considére un triangle ABC
isocéle de sommet A, le point O est le certre da’
son cercle circonscrit et M un point du '
segment [B(']. [
Soit £ un point de [AB] et D un point de [AC
tels que le quadrilatere AEMD soit un parallélo-
gramme. :
Soit r la rotation de centre O et dangle a tels
que: (0B:04 ) = e[2x].

1.a) Montrer que : r(B) = A et riA)=C.
b) Vérifier que : AD = BE

¢)Onpose: r(E) =E.

Montrer que : BE = AE" et que le point E' ap=
partient au segment | AC'|, puis en déduire que:
E' = D etle point O appartientala mediatrice
du segment [DE].
2.0n pose : r(C)=C".
vérifier que ' appartient au cercle circonscrit
au triangle ABC, puis construire le point C".

Exercice @ - On considére un triangle ABC
tel que [ est son orthocentre et le point [ est:
le milieu du segment [ BC].

Soit r la rotation de centre A et d'angle 2‘-
Onpose: r(B) =8, r(C) = et r'(O)=
1. a) Construire les points B,C etC".

b) Montrer que les droites (BC") et (B'C) sont
perpendiculaires.

2. a) Montrer que le point A est le milieu du
segment [C'C"].

b) Montrer que les droites (B'C") et (AH) sol
paralléles.
¢) Montrer que |a droite (AH) estune médiane
du triangle AB'C".

3 Montrer que : B'C" = 2A[.
4. Montrer que les droites (Al) et (H'C") sonk
perpendiculaires.

Georg Cantor

mathématicien suisse Jean Bernoulli a
vert une régle pour lever les

e 0 )
. R .
rminations : " ¢y et " " avec des

ions mathématiques trés précises.
athématicien Allemand Georg Cantor s'est
€ depuis son jeune dge 4 |a notion de

ntenu
€ infinie d'une fonction en +oc et —co.
e finie d’une fonction en + oo et —o0.

finie et infinie d'une fonction en un point.

Brations sur les limites.

de fonctions irrationnelles.

de fonctions trigonométrigues.

t ordre,

£ 2 droite et limite & gauche d’une fonction en un point.

Objectifs de la legon
» Appracher la notion de limite infinie d’'une
fonction en +oc et —og;
» Approcher la notion de limite finie d'une
fonction en +oo et —oo;
» Connaitre les limites usuelies en +oc et —og;
» Reconnaitre les limites usuelles en zéro;
» Lecture graphique des limites;
» Reconnaitre les limites finies et infinies
d'une fonction en un point;
¥ Reconnaitre la limite & droite et la limite 3
gauche d'une fonction en un point;
» Etre capable de lever les indéterminations
dans les cas simples;
» Utiliser les opérations sur les limites;
» Etre capable de calculer les limites de
fonctions polynémes;
» Etre capable de calculer les limites de
fonctions rationnelles;
» Etre capable d'utiliser les limites

_trigonométrigues usuelles pour calculer les

limites de fonctions trigonométriques;

- b Utiliser les propriétés de I'ordre pour

calculer les limites de fonctions simples

. bt 2 =0

» Calculer les limites des fonctions
polyndmes, rationnelles et
irrationnelles.
» Calculer |es limites des fonctions

trigonometriques simples en utilisant
fes limites usuelles.
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ACTIVITES D'INTRODUCTION

Limite de la fonction fix ]'F
' 7éro et au voisinage de +oo €t —oo.
1— dans un plan muni |

Activité au voisinage de

La figure (1) représente la courbe de la fonction fix —
d'un repére orthonormé (O ).

1. Limite de la fonction [ au voisinage de zéro.

EJ Recopier et comp1eter le tableau suivant :

001 10 10% [ ~01
| 4‘

.10—7 =

0001

{ 2 |

21 En utilisant la courbe ou |e tableau, que peut-on conclure pour les valeurs de
f(x) quand x se rapproche de plus en plus de zéro?

»Si f(x) tend vers +oo quand x tend vers zéro, on dit que : «la limite de f(x)
quand x tend vers zéro est +oon et on note ! l‘ml}ﬂx)
3. Limite de la fonction f au voisinage de +oo etde —oo. ‘

= ‘

=+oc ou limf=+co. ‘
=0

Le tableau suivant est obtenu en utilisant le logiciel «Excel».

El Que remarque-t-on pour les valeurs de f(x) quant x prend des valeurs po-
sitives de plus en plus grandes? ‘
b Si f(x) tend vers zéro (c'est-a-dire se rapproche de plusen plus de zéro) quand

x tend vers +oo, on dit que : «la limite de f(x) guand xtend vers +oc est ‘

égale 3 0» et on note : « lim f(x) = 0»ou « limf= 0». l

On peut alors interpréter la remarque précédente en écrivant : lim = 0.
A Conjecturer la limite : ].].I_Ti%

Jﬁgﬁ_\fltgﬂg Limite de la fonction : x —/x enzéroeten +co.

La figure (2) représente la courbe de la fonction x — Jx sur [0; + cof dansun
P o e 3

un plan muni d’un repére (O:137).

1. En s'aidant de la courbe de [, que peut-on remarquer quand aux valeurs

de f(x) quand x tend vers +oc?

2. Recopier et compléter le tableau suivant :

ety 100 | 999 [ 9899 womouoo] 100 | 109 | 0% |
f{x}=f \
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Figu_re 1

0

» Si x se rapproche de
en plus d'un réel a.
Ondit que: « X tend\
» Si x prend des val
positives de plus en
grandes, on dit que:;
tend vers plus I'infin
onnote ; x —+ 0.

0
» Si x estnégatifet |,
prend des valeurs de
plus grandes, On dit g
tend vers moins I
onnote: X —-"00"5.
»Si f(x) est
| f(x) | prend des 5
de plus en plus
ditque : « f(x) tend
moins ['infinie» etof
flx) ——oc

0

» Si f(x) tend Vi
quand x tend
on dit que : «la it
f(x) quand x te
—oc estégaled
note : }il_llﬂx}

.-'p_eut-on remarquer pour les valeurs de f(x) quand x prend des valeurs

s en plus grandes?

copier et compléter le tableau suivant :

i x 01 | 001 | 0.0001 | 0.00001 | 0.0000001 | 0.000000001 |
9= /x | |

t-on remarquer quant aux valeurs de f(x) quand x prend des va-

 positives de plus en plus proches de zéro?

 pouvez utiliser la courbe ou le tableau).

:.' imez vos remarques dans les questions 1), 2) et 3) en utilisant le sym-

&
w
| Limite de la fonction x — x’ en zéro, +x et —x
re (3) représente la courbe de la fonction fx -~ x* dans un plan muni

re orthonormé (0; 737 ).

de la fonction fix — x* au voisinage de zéro.
opier et compléter le tableau suivant :

01001 | 10° | 10* | -0,1 | -0,001 | -107

-10% | -10% [

sant la courbe ou le tableau, donner Iimx’

urer les limites suivantes : I:mx hm?;x Ime oune N,

dier et compléter le tableau suivant :

e2

P i Mair M G Gl P 8]

o
’ figur
F..,.;. et

s
| 6 | 10 | 99 | 998 | 10®

1 S ‘

de |a fonction x — x* au vo:smage de +oo et -
10?9

lisant la courbe ou le tableau, donner !imx".

Cturer les limites suivantes : l1mx limx*

T

Ilmx

¥ 4
' Lim_ite infinie d’une fonction en un point.
{Limite a droite et limite 2 gauche d’une fonction en un point).

fonction définie sur B — {2} par: flx) = 2

X=
L ::rbe de f dans un plan muni d’un repére orthonormé (0:7T:7).
Ux tableaux suivants sont obtenus en utilisant le logiciel «Excel».

o {l-es valeurs de f(x) quand x prend des valeurs de plus en plus
€2avec x > 2). fEEs

i m Hictogn fomton Tome, (s Qowdes fepiire 7
_-F‘eﬁl—‘:—i' J."“-L Sodo Ma T -l [Jive

I

| b = 1
| 0 Y . | B c D I 1
|

e [ I [
Tl ez 2 = 20 2o 20 2mmr
00 100000 10000000

figure 3
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Si ¥ > a, tel que x tend vers a, onditque « x prend des valeurs de plus en plus

proches de a avec X > a»ou «x tend vers a adroitex.

eau 2: (Les valeurs de f(x) quand x prend des valeurs de plus en plus pro-

ches de 2 avec x <2). - .
2] o Freopespe——m——e LU |

. =1l - ik |

g s s Ba -t e § |
| ] - - L= —
A B o —— . |

[ 17 (] (E-3 VoEG | paeee | MG ;
Uil smmey a0 sn o0 Spom owes

Si x < a,tel gue x tend vers a,on dit que « x prend des valeurs de plus en plus

gauchey.

proches de @ avec x < @» OU «X tend vers a a
bleau 1? dans le tableau 27?

Que remargue-t-on des valeurs de f(x) dansleta
2. Construire la courbe (C) dela fonction f.

3. La courbe de f coupe-t-elle la droite d'équation x =27 Pourquoi?

4, Exprime tes remarques dans la question 1. en utilisant le symbole « lirm ».

Activité * Limites de fonctions trigonométrigues
sinx .
1. Etude de la limite de la fonction : x — 1}-— en zero.

En utilisant une calculatrice programmable,_ on obtient
, . sinx
représente |a courbe de la fonction: x— "

s - :
| |
i \
-1
1
1

e :f‘| ID_H‘ A T J

la figure suivante qui

sinx

Le tableau suivant donne des valeurs approchées de « f(x) =~ » quand x se

rapproche de plus en plus de zZéro.
Conjecturer Iirn--—__!-

B Nixx= ¥ =

I %
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rs +oo

Montrer que : (va e B'): ] _\C‘F‘S-" = Fl, ;
quand x tend vers g 2
droite, on dit que : «l ; o k—oosx 1 e |
duire que : lim——5== =5 (poser: X =5)

limite de f(x) a droj
a est égalea Toon
note : limf{x) =+a

i g Tt » f @1 - |
En remarguant que : (Ve € ') sinx = _‘.( hl:_,\-) at
e R):cosx=1~— zsin:(%ﬂ)_

e

er que : lim sinx = 0 et lim cosx = | (poser: X = ;_‘}f_} ‘
ou limf(x) =+oe

ou limf(x) =+eo
wrif |

tivité @ Limites et ordre

t f la fonction numérique définie sur 'intervalle /= |1;: + oo| par: |
flx) ="+ ﬁ ‘

ifierque : (Yxe/): flx) =x

peler la limite : limx" (Activité 1).

x> 100, quel[els.st;mt les valeurs possibles de f(x)?

Si x > 10", quelles sont les valeurs possibles de f(x)?

e peut-on conclure pour le nombre f(x) quand x tend vers +oc? Ex- |

cette conclusion en utilisant le symbole « lim »,

gla fonction numérique définie sur [0; + [, par g(x) =—x"— !; :

Brifier que ; (vx €10+ of): g(x) < —

peler la limite : I‘im(—-_l;) I

v

es sont les valeurs possibles g(x) dans chacun des cas suivants :

1) x=0,017 2) x=0,00001? 3)x=10"7
eut-on conclure pour g(x) quand x tend vers zéro par valeurs posi-
xprimer cette conclusion en utilisant le symbole « lim ».

h la fonction numérique définie sur & par: hix) = ;;:_—3 ]

trer que: (vae B');|hix)—1|= %

erminer une valeur approchée de /(x) et la précision de cette valeur
cher ce tracé
afficher le table
leurs, voir la p
a l'utilisation de

acun des cas suivants :
x=10 2) x=10" 3) x=10"
 peut-on conclure pour A(x) quand x tend vers +oc?

Br cette conclusion en utilisant le symbole « lim ». l

» En posant X = %, on
dit qu’on a fait un change-
ment de variable.

» Remarguer que lorsgque
x tend vers zéro, X tend
aussi vers zéro, et on écrit :
. _ s 8inX
lim im="
Tu as certainement trouvé
dans la question 1) que:

sinx =1
X
Apercu historigue :

La notion de limite est le

lim
¥

concept central en analyse.
Elle intervient dés que l'on
étudie les suites ou les fonc-
tions. Elle est indispensable
pour définir la dérivée ou la
continuité,

Dire qu'une quantité "admet
une limite" est quelgue cho-
se de trés intuitif. Tellement
intuitif que les mathémati-
ciens n'avaient pas ressenti
pendant plusieurs siécles le
besoin de définir précisé-
ment ce dont il s'agissait.
Grdce aux travaux de
L'Huillier Simon (1750-1840)
qui portent principalement
sur le concept de limite pour
lequel celui-ci apporte une
notation nouvelle bien prati-
que : l'abréviation lim. pour
limite.
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LE COURS

Limite infinie d’une fonction en +oo ou en -oo :

Soit f une fonction numérique définie surun intervalle de la forme [a; + | ol a € R.
Si f(x) tend vers +oo quand x tend vers -+oc, on écrit : ‘ligif(x) =+oc Ou ]il;!‘]f=+0-’>.

POUR COMPRENDRE

1. » Au voisinage de +oc (C'est-a-dire quand x

Calcul de la limite d’une fonction en Finfinie

— -
lim=2Xtx __, tend vers +oo),
T X

ontrer que : lim

-y on remarque que (C/) se rapproche de plus en
ode

ilise la propriété suivante :

(1) =0 = lim(f(x) —0)=0

is les limites usuelles.

On peut exprimer aussi par des phrases les symboles suivants : lim f(x) =—oc0 ; ‘|ir_lll_f(ﬂ =—00;
lim f(x) =+

plus de la droite (D) d’équation : v = 2; donc

f(x) se rapproche de plus en plus du nombre 2;
jil}}"f{.r} =2

» Au voisinage de —oo
plus en plus de I'axe des abscisses (dont I'équa-

Limites usuelles : (On admet les limites suivantes). doii -

b limx’ =+

At

b limyx =+oc

Fetom

b limx® =+oo

t—tm

p limx =t

]

, (C,) se rapproche de

| 0y

g ]“—Tlx o % .l—ifllxz e F Er—llxj e § x]—lglx ~felinc HE x ol xeR. tionest y = 0);donc: lim f(x) =0
»Si n est pairet n # 0, alors ,Ii'_rlxn:+m ot x= &' ,ona: 2.» Calculons Tim f(%) :
bSi ' estimpair; alors' lim™="c0 1) - (—2) = —2c+x |, Sur l'intg;\ralfe 10; + o,
5 +1
P i § AR flx)==""—=2+—;
Limite finie d’une fonction en +oco ou en -oo : = _Zrz{ci'-lx . . ) L x
7 onc: flx)—2=—
i i i 5fini interva lafo T+ ol a € &), et soit { unré _x = X
» Soit f une fonction numérique définie sur un i Ile de la forme [a; + o] ( ) _ =% o lll:ﬂ.%: g WO —
Si f(x) tend vers le nombre { quand x tend vers +oo, alors on note : iimf(x} ={ ou Iimf= (. : i f(* yosin xtew
== imflx)= 2
» Soit [ une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme ]—co.b] (ol b e IR), et soit (' x =t
1 C’est le méme résultat obtenu par lecture gra-

nf(x)—(—2)=lim—=z=0
"f fom X phique.

lim f(x) = 2 » Calculons lim f(x):

sur lintervalle |-oc;0[, flx)= i—

lim f(x) = 0

» La courbe de f se rapproche de plus en plus de la droite
d’équation y = (' quand x tend vers —oo.

lim f(x) = € _
T Lecture graphique des limites

ure suivante représente la courbe d’'une

iction définie sur R,

or |jﬂl]l? =0, donc:

» La courbe de [ se rapproche de plus en plus de la droite C’est le méme résultat obtenu par lecture gra-

d'équation y = { quand x tend vers +oc. . 0 iy ||L o
Limites usuelles ; I ()
1 Ly
»}p'ﬁ:o ','EEL 0 b{VnEN'};J}’{r&-;—.=(J »(vﬂeN‘);E_nl%= i
o =

Proprieté I: -4 e

\ % i ; - p A
Soit f une fonction numérique, et ¢ un nombre réel. y Lim f(x) ofi™
» Si f admet une limite ¢ en +oo (ou en —oc), alors cette limite i =

) > — rminer, par lecture graphique, lim f(x) et

est'unique ‘ P BAPS J Augustin Louis Cauchy
r limf(x) = L= lim(f(x) — 0=0 0 1789-1857

Cauchy est devenu professeur a 'école polytechnique
en 1814, aprés avoir débuté une carriére d'ingénieur
fo)==5—:2>0 des ponts et chaussées qui ne lui convenait pas. Il
flx)= _J? x<0 rédigea un cours d’analyse, dans leguel il prit comme
. notions fondamentales la limite et la continuité. Uana-
uver les résultats de la premiére question. lyse moderne était née.

hant que (C) est la courbe de la fonction
2% + 1

> Jim ) =t = lim(/9 =0 =0

finie par :
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LE COURS

Limite finie et infinie d’'une fonction en un point

1- Limite finie d’une fonction en un point ‘

Soit @ et 0 deux nombres réels. Soit f une fonction numérique défi- 0

nie sur un intervalle de la forme la—aza+ a| ot @ € R, ousurun T -
ensemble de la forme Ja—a;a+al— {a}. } Pl

Si f(x) tend vers [ quand x tend vers a, alors on note : ljp},f‘(x) =0 ' O_F *
ou lipf= e. !
Propriéte ‘

Soit f une fonction numérique, @ et { deux nombres réels.
Si f admet une limite ¢ en a, alors cette limite est unique.

2. Limites usuelles (On admet les résultats suivants)

p limx' =0

y limx =0 5 lin:}:’r'3 =0 n

x=0

3- Limite infinie d’une fonction en un point
Soit f une fonction numérique et @ un nombre réel.
Si flx) tend vers +oo quand x tend vers a, alors on note:

ln‘nf(x) =+0o oU 11mf +oo.

Soit f une fonction numeérigue. Soit a et { deux nombres réels.
»Si flx) tend vers ¢ quand x tend vers a & droite (C'est-
ou !ir:}f(x} ={

»Si flx) tend vers +oc (respectivement
(C’est-a-dire x > a), alors on note : I‘iﬂlf(x) =+o00 0U %il}n_f(x)

—oc) quand x tend vers a & droite
=+ (respectivement

z2a

1}9’1}'{::) =—cc ou limf(x) =—o).
» On définit de la méme fagon la limite a gauche d'une fonction en un point.

Limites usuelles :
b (¥n€ N'); limr =+o0

andl

Miilmt S oo
Pl'lp‘:lx—-'f“oo '1}511'_ o0

x20 z<l

b limy/x =0 b lim = =+oo
x-aik =0 ‘/’x
x>0 l x<0
» si 7 est un nombre impair, alors : lim 7= =~
=0

&<l

— Théoréme : Soit / une fonction numérique.
|
‘ limf(x) = (e (L{i{ﬁﬂx) =(= Iifnf(x)')

xa SR
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3-dire x > a), alors on note :

.

On définit de la mém _'
fagon lan flx) =

lim flx) =

*a

: : skl ;
b si i est un nombre pair non nul, alors : lmul—l;.r =+

Bl Technique du changement de variable

L Onpose: f(x) =x'+4x+4 ol xeR,
5 Calculer lim f(x).

B Verifier que : lim f(x) = f(~2).

1, Soit X un reel

limx™" = 0, donc :

a1

tBlona: f(x)=(x+2F ot xeR.

onpose: X =x+2

d x tend vers -2, alors X tend versO:
= l]m(\+ 2)=10

ne : hm{\ +2)= J\Jm_\":= 0
:_!E'Hﬂ-‘)_ 0. -
—2)=(-2F+4(-2)+4=0

: fl=2)=0et Ili_l]]_j'[x) =0

: lim () = f(~2)

_rnite a droite - Limite a gauche
lconsidere |a fonction f définie par:
{ f@=yx;x20
\ flx)=x";x<0
uler l_’imf{x) et lim/f(x).

x<i

Eduire llimj'(,r).

Calculons limf(x) :
Fool; flx) =V
slimf(x) = limyx = 0

lons limf(x) :

o o ; ,.f (x)=x

ilise la technique du changement de variable :

POUR COMPRENDRE

donc : limf(x) = limx' =0

2. Déduisons Iimr'(x} :

Ilm,‘(r) = Iam}{r) =10, alors :

et

Puisque :

llm,fh}—()

[ED Limite 2 droite différente de limite 3 gauche

|3!r 1. Montrer que : 1.1_".1('”' [)=2et

""" [|m( ===

;K’I 4=

2. en déduire : lim ==L et limE—1
et lx—1] = wra—1]

L}
!' en1?

1. On utilise un changement de variable :

Gnaixtl)—2=x—1
Onpose; X=x—1;{x—-1=X-0)
lim((x+1)—2) = lim(x— 1) = limX = 0
Donc: Ili|_1|1f_x-+ lJ;I.i.I
On montre de méme que : l‘iﬂllf__.'t_ 1)=—2 (en
posant: X =—x+1)

x | —e T 1 +oo

[_1;—1] —(x—1) cl’ x=1 |

»Si x e Jl: + 0l alors :
=1 _(a=Dlx+1)
a1 x-1 **1

ra

Or: lim(x+1)=2,donc: |1m--""";lz
- la—1]

»Sixe |- 1], alors

o1 (e Detl) oy

Eil - -1 = *iH

Comme : Jim—(x-‘-— 1)=—2,alors:

limE—=L

M=)~ 2

1. Puisque : Ilil_wlnft_r) # lipqu(,\'}, alors la fonction
. Xx=1 ., - L

X Tx=1] n‘admet pas de limite en 1.
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POUR COMPRENDRE

Utiliser les propriétés des sommes et | Tableau de signe de —x + 3:
produits de limites |

LE COURS

Opérations sur les limites

Donc Jlip}f—.x +3)=0

. o ) x —ee 3 oo |, . )
On admet toutes les opérations suivantes. g il culer les limites suivantes : = 5 5 - D'od, pTr inverse,
Dans tout ce qui sult, @ est un nombre réel ou o0 0u —e2; (4 € K1 ,w 3 droite et gauche : Em(ax b _,/I?) St i B ' lm— 3 =~
5 srati lables pour les limites a dro L i | i £
; mbres réels. Ces opérations restent va o
et sont des o ‘ 1 2 lim—L =—c0, donc : lim(1 -1 ) =—co
en a. . Ona: Im;l(3x+?) =7 et lim—— =00 don, vag: X b gt x
L by X e IEL]
R . 4 >
1- Limite d"une somme _ o 1 d'autre part, limx’+x=0" {@rx>0=x+x>10)
3 I+ T+ —— | =+ e
—mT‘Fm par somme [I_I‘EI( x +7 \/;) o] r )
== - R L A
+o0 T-'oo <‘ -E'On a: lim(x*—1)= Iirr_lx’ =+co et donc, par guotient; illm x'+x =
dformg J m(l —x)"" = lim(—x*"") =—x 3 Iinl13x—4 =—1let Iirrllx— 1=0
indéterminee : Ftm ! =
rés la propriété de limite d’une fonction po- lear <1 2 %=1<0)
e en +oo; Le terme du plus haut degré du ) Ry
home (1 —x)" est : (—x)f"" =— ), donc, par quotient, I..‘T e 1 = oo
) 017 x<l
, par produit, lim(x"—1)(1 —x)"" =—o
ool _ e BB Lever une indétermination
Forme indéterminée JLimite d’une fonction polynéme en +oo et . hmal o
ite d’'une fonction rationnelle en — - Calcuyier; x]_l@l{x V).

uler : lim(—3x"+5x+1) 2. Caleuler : lim(x* + l)%.
Bler - [im =+ 3 —d4c+5 | Directement, cette limite est une forme indéter-
B ]
' e X tx—1 minée du type « +oo +{—oc) », il suffit dans ce cas
‘terme du plus haut degré du polyndme de factoriser par /x ou par x pour obtenir une
Sx+1 est —3x%, forme déterminée.
uin{_ '+ Sx+ ]}: lim_— ' =—o0 » Methode 1: x— p‘? = \/;(vq it )
+0) limy/x =+co et lim(y/x — 1) =+oo donc;
- . el e
nction x — x_‘tﬁj—:—‘lixﬂ est une | par produit, ]II’I’](I = v’(x) =+o0
X x— =t
n rationnelle, le rapport de ses termes du » Méthode 2 : Soit x > 0;
—y
: degré est —5-, X x=x(l _§)=x(| _IT)
— B X
l}gl(;)(") i ,@—x_;irx___ctfw 3 T 2 limx =+ et Rappé) 7
= - 2 a o X ez s i
5.memm-mmmmndh = lim(—x) =+ ,im(l _J!__): ldong; PourA>0ifp =
e xaton X

Propriéte par produit, lim(x—4/x)=+c
. Soit P et O deux fonctions polynémes et xo un réel. P(x)  Plx) _ o) 20 it pas utiliser cette méthode pour le L
si O(x

> _ » Im ey = 0x) B Simite en un nombrel 2. Directement, cette limite est une forme indéter-
% ],IPEP(J‘) P(x) == 0(x) ~ Qlx) = minée du type « (+o0) X 0 », il suffit dans ce cas de
i ité d'une fonction rationnelle a droite ;
5 PetQ, : développer :
. - termes du plus haut degré des polynomes i = z
Si ax” et bx" wntmsmmme“ties - P( )= limax” l ga c-he‘ en un point SoithR.; (x:_’_])L: X +1_=X+]_
alors: » limP(x) = limax" ud ,lf"l M= les limites suivantes : 1 roas *
T atm S P4) 1 limx =—co et lim x = 0 donc; par somme,
% . ax’ - s Pl e
: y Tt e = lmyw o0 T AR TR L i) | ) .
+ lim 5{(3 = lﬂ% ,ll{“_Q(x) Pl 2. lim ©tx 3. Im=F— h_::n(x+i—) =—oco; Dol : lim(x"+ I}?I‘- =—co.

30 x<i
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LE COURS

I Limites de fonctions irrationnelles

: ler les limites suivantes :

=V Q[xl

| Propriété ) T
| g sel) tell 2. lim
| soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de |a forme [a; + oo (o0 a est un réel) tel SN x=T
s (vxela+ o) fx) =0

| que: ( b= Lo h T e

»Si limflx) =Cet1=0,alors: Hrp_v’f(x) =1 » Si }E’E,ﬂx) =+4oo alors: }Tl" flx) +x
| gt e Sima x4 1= lima =400
| ¥ P

Remarque
cette propriété reste valable sion calcule la limite quand x tend vers —oo ou

limyx*+x+1 =+

vers un réel @, oua b . 4
. ] ifr[l?.x =2et limx—1=0
| droite en a ou agaucheen a. N

-, par quotient; lim- 2_‘—1 =+0o
. Exemples : aeb X

Calculons Imea, y—1:

Ona: lim2x—1=35,donc: lunJ” x—1=45 \f 1
| Calculons Ilm\f3x —x+2: +,ﬁ1T_| - J,r,l4fT
I ona: .1“:“3) —x+2= Ilm3x =+c, donc: Ii{rl‘f?m'z——x'ﬁ=+w = “"1%
© Calculons !i_rp\fi—% : _ -‘It

: T8
°"'31ll‘l_f|1}3—|;=+00.d0nc:21_r;‘_| Sz =hw

e | xl—f—_l____ T _1
]PE d'—x+1 Va1~ 32

Limites de fonctions trigonométriques

Propriété

ite d’'une fonction trigonométrique
I voisinage de zéro

= 1 __' Tty .
= cosx _ L b lim=g : les limites suivantes :

2

Sinx _ » lim
x

x—=fl

p lim
=0

2 . sinlax) L P
» Pour tout réel non nul a, 13.',‘9 e S Pour tout réel a, lﬂ? sin

» Pour tout réel a, lim cosx = cosa.
F—d

» limsinx =0 et Ii_{rul cosx =1
e » Pour tout réel a # %-Hm ol keZ, 1:'151 tanx

» lim tanx =0
w—=t

. : _ 1—cos(2x) _ (I = cr:s(l\'))
SRR i sin(2x) t g
2 B sin(2x) _ 1 sin(2xy) . sintex) (2a) =X
| ! Calculons |!lTI bm( %) (vxeR =3 3 - 30 W LS 'JE‘.? X 2 % 74
G = x
sin(2x) _ 2
donc: lim . S'“f") 2, dou: lim™3=5 =% lim2x = 0 (donc x — 0 = X - 0)
’ Calculons lun'lﬂn(—';:t]I : "". = iml_€?§-£= %
S 6 | -0 X 2
>k . - 1 ( >—£=>x+£>0) i—cm(Zt)) 4><l—2
Ona: lim sinx = sm(—g)=—— et lll'fix"‘ 6 X 6 6 (2x)° 7=
yilk =51
) otients Tien == i e
onc, par qu s lim="r = .
il 55~ (o)
. gaek
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______ Fae)

POUR COMPRENDRE

tan3x _ tan3x ., 3x _ ./ tan3x 1
sinx 3 XSinx 3("'3.7: 2 si_rg)
X
» lim SINX | do =
% nec, par inverse; JIIITII Sink 1
X
tan 3x tan X .
» I‘rﬂ 3y lim=yT =1 (avec X = 3x)
Don, par produit, lim3(803% 1\ _ 3
e X sinx -
X
tan3x _
Dot : Imnl sinxy

sinx .
3.0na: tanx = Py ,donc: sinx = cosxtanx

doy : tANX —sinx _ tanx — cosxtanx
X

= Im(l_- cosx )

comme : lim 40X = | gt |jm | —COSX _ ]’_
o L 3
donc, par l—cos|_ 1
par produit, Iun p ( - ] 5
Dloir : lim tanX —sinx _ |

el x' =2

[ED Limite d’une fonction trigonométrique
en un point différent de zéro

I Calculer : lim M}
vl 5, ol |
On effectue un changement de variable.
Onpose: X=x— |
|i_1_'r|lX = lil_'tll(,\‘ —1)=0

donc: x — 1 = X — ()

sinfx—1) _ sin(x—1)
¥l (x—1)x+1)
_ sin(x—1) o3
x—1 .\'+I
_sinX 1
X X+
lim 1% = 1 et limyiz =73

Donc, par produit, lim SJ?(X & 1 }— 1

y o e Sin(e—=1) i
D'oli: | =7 ">
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LE COURS

B Limites et ordre
Propriéte
Soit @ et 0 deuxréelset I=[a:+ool.
Soit f, u et v des fonctions numériques définies sur /.

. sulx) < f0
e

sk

2) Si [ (Eéi;r) By alors, }igllf(x)=—m

3} 5i l (l;zli;))_l };(x)- Elqu) alors, }iq;lof(x)=ﬁ

4) si l (:l;f(:) —u(lfgnjé{:ci " aors, limf6) =
Remarque

Ces propriétés restent val

Exemples :
Calculons l‘up(Zx + sin*x) :
On ne peut p’aqs Ealculer directement ce
en teo.
Ona: (vxeR);sin"x=0,donc: (vx € R);2x+sin"x = 2x
Or lim2x =+o0, donc: I|m(2x+s1n x) =+00 (d'aprés la propriété (1) ol wix) = 2x).

e . 3x +sin
On considére la fonction fix— =" 7 1

Montrons que : l_i_r'n flx)=3

Soit x un réel de 10; + oof

| £ —3]= ! "*"L“,““‘ 3l

Donc: |]_ llE 1

4
Dot : (vx € ]0;+oo) ;| f) =31 = 57

i -
puisque : lim =7 =0,
soki 4
| alors: lim f(x) = 3 (d"aprés la propriété (3) avec ¢ =3 et u(0) = 377)
| ]
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ables si on calcule la limite en —oc ou en d ou 3 droite en a ou a gauche en

tte limite, car |a fonction x — sin’x n‘admet pas deli

3 4 cos’x
ler: Ilm—
(z—1F

x un réel différent de 1.
a:0<cos’x=<1
c:3<3+cos’x=4
x—1) >0, donc:

O o ol o)

-7 = G-1) ~(-1)

JUtiliser la propriété (4)
{Limite et ordre)

B i I_J.

it x un réel non nul,

= 1 2
ISsm(x)Eletx =0

inc: —x° < xlsin( _71') =x

lim(~x") = limx* = 0

ic: Lim.x* sin(%] =0

lontrer que : (Vx € JR)

lculer les limites suivantes :

B lim—=

Sl — OB

ullm

fe—md COSX

x+cosx
|lII'l - T
B T2 — COSX

Utiliser la propriété (1) (Limite et ordre)

tiliser la propriété (1} et (2)

=37=

POUR COMPRENDRE

1. Montrons que: (¥x € R);%—s 2-]— <1

i . — CO8X
Soit x un réel,
—l=cosa<l=—1<—-cosx<1

=1<2-cosx=<3
Donc: (Vx e R): dodae L
= Z—wsx =
2. ] Calculons : lml2 m
X —+eco,donc: x>0

1. 1 g
Ona: g =3_ cosx = | (dapres 1)
Donc : _3x_ < W}E' < x pour tout x € B.

et puisque : Iim% =+

Alors, lim—~

— =4
—cosx ' °

!

1) calculons : Ilm 15— coqx

X——xm=x<(
—x'<0

1
2 —cosx
3 3

Ona: 5 < =1 (d'aprés 1)

:H L=

Donc: =x' pourtout xR~

3 = 2=cosx
et puisque lim ’5, =—no, alors

k]
X —-—
lim 5= e = —®

x+cosx
[ calculons : im 53— Cosx
Ona: x tend vers +oo, on peut supposer x > 1

(vxel;+[) ; —1 <cosx < 1, donc
0<—1+x<x+cosx=1+x

1

r:(VxER): 3 g <

Donc, par produit membre 3 membre, on a:

—]3+x - X+ cosx

(vxel;+«l) ; e

=l+x

x
=+oc, alors

et puisque lim —

: +
]l X COSX =4
rtad —COSX
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donc: limy5x'+x—1 =+

=R | limi(— 2x+ 1) =tec

Donc, par somme, lim Jie+x—1+2x+1 =8

nateur puis simplifier par x et passer ala limite.

 calculons lim (+/ se+x—1—2x+1) =0 et Q(2)=0

y lim(5¢* +x—1)= lim 5x' =+o0
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Calculer les limites suivantes ‘Calculons lim y/5x° tx—1+2x+1
.li..ql,“;lsx; TS Directement, on obtient une forme indéterminég - _]_
pe e dutype«[-l—x)l—{'w}» = _%]
limy5r +x—1+2x+1 T -
= {car: l]m\.‘:\ +x— || +oo et v
! T T S .-’ . . ) I
limyx'+x—1+x ‘ Iimi \+|J o) ' Itlp"'/\l‘—_-={l, lirm _5__:“ ot |III1(|—%)=
o ici:n—Setﬂ—Let.v—-—:-o = ] r i :
Méthode : Pour calculer ot ~Jg +a ==y 54240 . e - r: 1
+ _ R e e 5
lim Jax +bx+c+ax+ B il suffit dans ce cas de factoriser par x : J1+ l_ _ _1_ +1
On commence par un calcul direct pour voir si o D “-r e 1 A ?_\ +4 e l
c'est une forme indéterminée ou non : _.5 7 T i - limy/XFx—1+x=—%
= x|- e 3 =
pSia< 0 alors (lim x =—o0 v X X
Ilm\,m T hx+ctaxtf =t e '_.1+.i_)___£+2 Limite du type
»Si @ > (0, dans ce cas obtient une forme indé- ].h.m-.(_\" i T i R v | 7o) i
terminée du type «(+00) + (= o) . % i £ avec fla)= gla) =
et =/ 5T 4<
Alars, deux cas se présentent : v R B At
1ére cas: —ya+a #0,danscecas, il suffit de donc, par prodmt, lim (1,- Sx+x -
£ i iy o El calculons lim y - l+x
@+ bx+ : ¥ i I o e
Jad+bxtetaxtB= \,-'fx'(“' T ) ax+f Directement, cest une forme indéterminée du 2x—1 _f’x x+1
5 o ) 1 =1
:h[\l:'u 2+§;-+ax+,8 |u:+m)+{—-wln 4
X ———00 ,_.;_._ = e, 1 - (l)
donc x < 0 ——xJa+ 24 S taxtB |IC1 = Let@=] KA - hode : Pour calculer lim i:(r) dans le cas ol
sl - Ly B ) (= _ i 800
donlz]==4 Lo b ‘ Sy =k ‘gla) = 0, on applique ce qui suit:
5 ‘\—V' @ Eg ity xl Dans ce cas, on multiplie et on divise par le co B octions polyrBins, o
e 'ﬁmx Sl gue: o) e f(x) et g(x) par (x—a) en utilisant la
i]ml Jarg B +-t +a+-§ =—Jata Jets—1+x= L 1“—& euclidienne par (x — @) (ou toute autre
; de possible sui
»Si —/a +a < 0, alors par produit: _xtx—lox . :1 "ﬁ: 5“':31" les cas).
li f’a?-—l—_bec:-"&’H‘-B:"'m Jxtx—1—x P par (x _a)_‘ .
s ' I - U g est une fonction irrationnelle, alors
bSi —y/a +a > 0, alors par produit Vrtx—l—x tiplie le numérateur et le dénominateur
Lim ¢ fax’ + bx+ctaxt f=- sous cette forme, c'est encore une forme conjugué pour obtenir une factorisation
’eme cas: —v 'a + @ = 0, dans ce cas on multi- minée du type « i o il suffit dans ce c@ = @) puis on simplifie par (x—a).
plie et on divise par le conjugué puis, si nécessaire, | toriser par x au numerateur et au dénomine . limm
on factorise par x au numérateur et au dénomi- puis simplifier par x : x—2 e e

donc factoriser P(x) et O(x) par (x—2) :

E”,EES RESOLUS

Qx)=(x—2)(—x+3 et Plx)=(x=2)1-2x")
Soit x unréeltelque, x # 3 et x # 2

Plx) _ x=2)0—=x) _ 1-4

O@x)  (x—2)(—x+3) —x+3

Donc : IIm(_)E)_“;-lr'F?; -3

B Galculonis : [im Y221 ,-_—"'Jx: —git]
—I vx—1

On pose : glx) = Jx—1let

f)=y2x—1=yx'—-x+1

Les fonctions [ et g sontirrationnelles et

f(1)=g(1)= 0, dans ce cas,

on mU|tlp|IE le numérateur et le dénominateur par
le conjugué de f(x) etde g(x) :

f _ W P x* | Hvzr— 1+ —x+ I+ 1)
glx) (V= e+ 12— 1+ =2+ 1)
- - —ar 0lx+ 1)

{x— ]J[\-'.l.\'— 1+ »-".x" o e I]
- nx+1)
- DV — 1+

E=nCx+2(Wx+1)
= U{v"fﬁ t \.f'x"

FaT=x+ f

Ona: lim(—x+2){yx+1)=2

etlimy2x— 1 +y/x'+x—1=

(—x+2(/x+1)

| Donc: lim—= ; =1

Vax—1+yx*+x—1

DJOD: I|m \/Zx— | :'\,"J'."_X"'I Ny I
i—1 da=

?, (F -?TJI@TM&W Limite du type

_\_L Ll

lim(y /ax+b+P(x)) ol a>0 et P(x) poly-
noéme de degré supérieur ou égale a 1.

Calculer les limites suivantes :
lim(yx+5+2x'—x—1)

]_irp(v’?x— 3+ 2)
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Méthode @ Pour calculer I1m JEx + b+ P(x)
ol a>0et Plx) polynbme de degré supérieur
ou égal al.
»Si lim P(x) =+cc, alors
lim(yax+b + P(x)) =+
{car lim Jax+b=+x)

b Si 11m P(x)
mdetermmée du type «(+ o) + (= o0) ». Pour
lever cette indétermination, il suffit de factori-
ser par x ou par le terme du plus haut degré de

P(x) :
P
1fax+b+P(x]=x(.}—i—+%+—gf)—):(x>0)
¥ calculons 1im(,/x+5+2x‘—x— 1)

Ona: limyx+5=+cc (car: limx+5=+m).

1—+m

Or: lim(2x*—x—1)= llm(Zx‘) =+

T—tm

=—0, alors on obtient une forme

Donc, par somme,

[im(,,"x+5+2x‘—x—])=

r—tom

Calculons : ,Iirf‘,,(‘/ﬁ -3 +x+2)
Ona: l_u‘pr 2x— 1 =+oo

et lim(— 3 +x+2)= xl.i_T‘(_ 3x') =—oc
On‘ndbt:;ent alors une forme indéterminée du type
«(+o0)+(—o0)»

Meéthode 1 : Factorisation par x

Soitx>12:
J2x—1-3x+x+2
= x=(%-%)+

=lah/Z- L+ a2+ 143)

f 2

Ona: x> 0,donc: J—

Or: llm—% =( et llmg'—U

e

(-3x+1+%)

[x]=x

Donc: ,lirpm(—?;x +1+ %) =—oc et
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let lim—3x'=—wx

T b,
limy = =0
1 24
D'ou ||m(v"—;1-- 5 B iy )—'“‘OOEt

ilm\’ +00. Dong, par produit:
tim| lf——-k——z» +1+2] =
Dol : lup(/z.x-——'_—3x3+x+2):—
"-.4-'—1|---T!.-
degré de P(x):
VIx—1-3+x+2

=— 3% I— ; \/—2“1 - L‘ +

I D,
or: 11ml—~-’ o T3y T3y

x—akom

lim(y2x—1—3x' +x+2)=—

Donc:

7 - Factoriser par le terme du plus ha t

] ~ Limite d'une fc
tion trigonnmém::ue en Yun pomt différent de z8

Calculer lim ;@‘“—;L

a— T xXx— T
On utilise un changement de variable:
On pose: X'——x—%
Ona: x— % @ X0
Donc:

2cosx— 1= 2005(X+ %)— 1

2((:05)(_605%- — sinX. sin—g*) :

JAsinX— 1

ﬁsinX—-_l_
X

cos X —

cosX —

Dlou: 2cosx— 1 _

Puisque: ]}ngco"’))giz_l ——12 et llmX 0

et lim S&X =1

Alors lim SRRyl =-y3

-

Je teste mes connaissances

8 La fonction x — —"" admet-elle une limite en
26r0?

il Est-il nécessaire que a appartienne 3 I'ensem-

ble de définition de f pour calculer Fim,r'(.r}?

Recopier et compléter |e tableau suivant :

‘—n_ngﬂx)' 5| 1] 04|

= L= |

Ilmg(a) | o
o |

yi’?g(x) | | L]

| Sachant que !ir_l|]|_!'(.rll = () gquelle est la limite

de fena?

i ; . sin{2x)
Déterminer lim————=
y—u

Citer les formes indéterminées pour le calcul
limites.

Je m'entraine a faire des choix

Je teste mes techniques et mes méthodes

Comment peut-on calculer la limite d’une
fonction polynéme quand x tend vers I'infini?

Comment peut-on calculer la limite d’une fonc-
tion rationnelle quand y tend vers I'infini?

Comment peut-on calculer;

3
lim Plx) dans le cas: Pla) = Q{u) =07
o—a Q(x)
\fa 5
—a

Comment peut-on calculer: lam

Comment peut-on calculer: Jim (x —sinx)?
erd

Comment 1ment peut-on calculer:

Jun{mx +bhx+e+ax+f) danslecas @ > 0;

a<( et \.-d‘f'rfl’?‘—“?

Comment peut-on calculer;

lll‘!'[[\r"ri.l +hx+ec+tax+ ) danslecas a > 0;
a>0et—Ja+a=0?

acm

(Les réponses sont données 2 la fin de la derniére page d'exercices)

R (ou tec) bonnefs) réporse(s) [

= 3 —5x+1 | 3
Gx—1)° lun flx) =75
=rasy—y i limg(x) =0
__- i = ——r
= e = limhtx) =0
i__ 2 . | 1—21 o
lim f(x) = 0, alors | g I
| e )
i limmf(x) =—oo, alors : | lim f(x) =

Courbe de f se rapproche ‘

€n plus de la droite d’équa- limf(x) =+

lim £ = 3 i

! lim g (x) =—o0 | lim g(x) =+o0

‘ l'uph(x_} =2 ‘ limh(x) =1
| (C',) se rapproche de ‘ - - |
I'axe des abscisses au i s 1

lim+—53=—
voisinage de +o¢ | vl flx)) W<‘

| lim 2= ,f(\} =0 r|_|I_ﬂx(ﬂ.x})f=+r><: ‘

limfx)=2 | lim(fx)—2)=0
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____Exercices d'application ——

ites de foncthhons polynoime:

Exercice 531 - Calculer les limites suivantes :
1. lim(=2x+5) 2. lim(—x'+x+2x+1)

3. lim(x’— 3x) 4. Iimt—.11"‘+5.1"‘+x—3)

Exercice @ - Calculer les limites suivantes :
L. lim(x' + 2x— 1)
8 _iim‘(-’-]j ¥—3x+1 )
3. lim{ J2x —3x —x)
4, lir;‘l-lil\' —1x'—x—2)
Exercice @3 Calculer les limites suivantes :
1 lim(2v— D+ )
2. l'ln_|t- ol 3 1
3 lim.?..r" + (" — 1)1 = 3x)
4 Ii|'1_!1(".r[.x — 1)+ (2x— 1))
Limites de fonctions rationnelies

Exercice @ - Calculer les limites suivantes :

_35 45 o s
1. llm r 4 2. .1imt_—'.\'-"‘ +x—6
Bx’=x+17 : 3x—4
' VIX —F—
i. l1m o 4. |‘||"_T.1,._\-' = el

Exercice @ - Calculer les limites suivantes :

s 12
2
4
— =22 .
1.]'|m_u——%L 2, F D
MM —x—1 =24
x’—=3x+2 A
3. Iirn-" prei ¥ 3—x
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u:) Calculer les limites suivantes :

I-J

rcice -Q_’??'- - Calculer les limites suivantes :

4. lnn( LT = 3—;—

cice “?ﬁ : La figure suivante représente
courbe d’une fonction f. Par lecture graphique,
déterminer I'exactitude des limites suivantes:.

 La figure suivante représe
courbe d’une fonctions [ définie sur B — {-
Déterminer, par lecture graphique, les lim

rJ

B

m

9"

Limites de fonctions définies par
morceaux

xercice @ : On considére la fonction [ défi-

I_J’U’J =x' - é x>

b 2| —

fx)=1-2x; x =

ler les limites suivantes :

p .hrp Slx) 2. .1.i_m flx)
3 fim f(x) 4. limf(x)

rcice P :on considére la fonction f défi-

|)‘{U‘ "7~ tx= 1

l;m—;’:} x< 1

uler les limites suivantes :

lim f(x) 2. lim f(x) 3. :.mr(x)

fx) 8. {i_q_r}‘f'(x} 6. hmf(x)

x5l .,a

Limites de fonctions contenant
des valeurs absolues

Kercice @ : Calculer les limites suivantes :

lim|2x+ 1| 2. lim| 2’ — 5 + 7x— 3|
-_r__l| i =
x+5 ”‘“|2 1

€rcice @ : Caleuler les limites suivantes :

1|.r‘—5x+1| ? lim h+x'—|

7,1 1

|=3x"+3x' +2] 4. ‘Jl'm‘] 'x.+x,,3x+ 5

EXERCICES

Exercice @ - Caleuler les limites suivantes :

1. lim(xlx=1]+5) 2 I|m 2|x—__||_
1 |4 =1
1 x| = 3
7. llm vy 4, ‘[i']l e

Limites de fonctions trigonométriques

Exercice @ Calculer les limites suivantes :

sinx sin 5x

L limany 2 imen oy
. 1—cos(3x) .. §inx—tanx

3. i i (2%) S8

Exercice @ : Calculer les limites suivantes :

N =, 50, it | - e
1 Ilm S —1 2 ,l_lT}“am cosxsinx)
sin(‘ﬁ )
sin(3x) : 2
3. Jim =7 4, !!‘.!7@
5. fim tan 2x 6. lim coa(Zx}
Pl X ._n x

Exercice @ : Calculer les limites suivantes :

1 +sinx "
' ‘hm—cmx - *l.t_lzlanx
. x—sin(2x) . ( 1— coszx)
3. IT] X+ sinx 4 ITE sinx

Limites et ordre

Exercice @ : Soit f* une fonction numérique
définie sur ¥ telle que :

(vxel0:+o]) : ¥—x<flx)<x’+x
Calculer les limites suivantes :

1. limf(x) 2. lim f(x) 3. ll_i_ql(j'(x)—x)

x20

4. Im f(x) 5. lim f(x! 6 Iim—ﬂ.-{)-
Kt —— \' T \.'"x
.50

Exercice @ : Soit f la fonction numérique
définie par : f(x) = 2 + ma’ cos(_%)

1. Montrer que: (vxe B) ; | fx)— 2| = nx’
2. En déduire : !i:jr‘}_f(x)
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En utilisant un encadrement 3. limyx' —3x+1 4, .llm- VX' —x—3§ Discuter suivant les valeurs du parametre réel m. 3. a) Montrer que :
¥ — - 3
convenable, calculer les limites suivantes : 2 Illgﬂ (ax'+bx' +2x—1) (vxe D)) : flx)=x— L = ",E T~ %+1"
1. hi b"‘ﬁ 2. lim (x = cosx) Calculer les limites suivantes : p.scuter suivant les valeurs des paramétres réels b) En déduire : Ilim (flx) —x)
o sitii ; cosx—x+ 1 1. lim{(=3xy/2x—1) 2. limxy'5—4x neth.
X _ /o * sX— AT 1 P R e
3. lir 1( i+ _) 4. lim == g g .. = i On considére la fonction
E Ny — =3 — = FREE 5
3. ‘|l_r{1u( g ]\» 3x—2 4. lim— /3= ol erc Calculer les limites suivantes et numérique f définie par: f(x) = —‘7:%‘“,_5—
. : . . _ : . x+2
ENEV\CW‘:'-‘ @ : 0“"‘39“5"1”9 'i fonction anmen discuter suivant les valeurs du paramétreréel m : | 1 Déterminer [, I'ensemble de définition de f.
C!Ue,)ll définie sur | mter\.ralle [—: + ”’U[ par: Calculer les limites suivantes ; o [m == I}I +{m— “X —X + 5 2. Calculer les limites de f aux bornes de D
vy _ 3x+sinx A —_ B 3+ F . N
flx) = S E=1 1. l|1‘_n1(v’x +2+ 1,-‘?— 3) " 3. a) Vérifier que :
L. trer que : — L 3mx'— S5k —mx+S . . Fl) = T — 3
3 Montrer g ) I3 2. lim(5x+v7x—1) 3 Iu'n“{"z' - _1_"'”1_2 (vxeD;); flx)=2x—1- _4"
(vxe[2+o]) : [ f)-3|=3 — g e E = s 5
X b) En déduire : lim ( f(x) — - 1))

2.En déduire: lim f(x) 3. Ili_m__{3—\-":l —2%) lim mlx—1)°"+0m—1){x'—3x) kv

) it - W — ST
- 15y —1—2—0x .
4. Ill.lll“(...l 1—4/2—9x) Soit f la fonction numeérique
2 3 ercis Calculer les limites sui : sfini  flxy = #‘
Calculer les limites suivantes : Calculer les limites suivantes : ' g : suivantes définie par 1 fX) = m 0273
L lim(/F+36-1) 2 lim 4x-3 = A 1. ﬁm(-";+ : —x) 1. Déterminer D, I'ensemble de définition de /.
- B i e F . b — e ! mec o y
L +2 L lim~—5 2. lim=——% T | ) 2. Calculer les limites de [ aux bornes de D, .
+ . Ix+2* = —if i ( —1 1xl . . . flx)
) “mg'y _‘i_l . VI -x "f“-) 3. lim3— 25 4 l|m1 \\::—4 =11 =], 3. Caleuler : lim (f(x) —x) et lim Jﬁ}
X RS T —5 3 - -1 4 __5 A o
B2 257
Calculer les limites suivantes : Calculer les limites suivantes : A ( [ I 1 ).. ) Soit [ la fanction numérique
= . — : & lim{xfll ——) —1
Sl o, e Ji= (S = —3x+ - ( ] définie par :
Lolim(a+a) 2 fim(Vx+ 3 —xt D) o i ESF 2. tim( ;=2 2 28 x par: [ J=t x>
‘ : —iy2x+1-3 =3\ 3 —y/x
3. lim(dx—2x' +5—/x) i ' ercice £ - Calculer les limites suivantes flx)= -‘ A I 2 cx=<1
i 5 w12 ; e
. N A— 3. lim—7 : 4. im———=— (1 1 . (x+R—x
4. lim - e P =1 yx—1 —ay5—x 1111}( e T ) 2. lim % 1. Déterminer D, I'ensemble de définition de f.
o ) ) + o 6 2. Calculer les limites de f aux bornesde [, .
Calculer les limites suivantes : Calculer les limites suivantes ll_ma W 4. lim ";4?%3‘ f
R — a2 Lo —4 . N2
L lim(vx x) 2 Ililﬂa(‘ x+x=3x+1) L lim~——5— 2. lim=— On considére la fonction numéri-
. k= n s
3. lim (\‘ /x—x*+ 1—) R ' = - '_:IF . Detet;mlner f’?' |ense!'nble de que [ définie par:
i hdh e 2 2] 2 —x & ~Jx+3 inition de la fonction numérique / et calculer 1
, im 4. Im -3 - . LT .
4. lim(x—(3x" = Dvx) ok 4 : = limites de f aux bornes de D, dans chacun l’((") 3—x ¥ =2 50 a est un nombre
e cas suivants : Ffa)=1-—ax; x>2
. : imi ivantes : 1 = ] S T x+1 .
Calculer les limites suivantes : Calculer les limites su S i) =—-" 5 2 f= =T réel,
Jx+ Hax x+2x 1. lim{y/x*+1-x) 2. Hrp_(\r"&t:+x— 5= | ) 1. Calculer : lim ﬂx)
ol Sk 2. lim =3 ol o o () = 2 —8x+6 +26 4, flx)= ..3“"‘: 2. Calculer : I1m 1 f(x). Discuter suivant les va-
it 05 Jrtx=2 3. lim(Y#—1+x) 4. lim(y/2x" - 3x+1 48 ke |« .~
- Rt ¥ = Fwmeim N——=
3. Ilm =5 4. llm L+ 3x—1 3. Déterminer la valeur de a pour que :
4 Breico (T g i g limf(x) = limf(x).
o ) o ] fCice £1) : On considére la fonction r—1" —1
Calculer les limites suivantes : Exercices de I‘EI'IfOfCEIﬂBI'It G 1 f e
Sl e nie par: flx)="——>——
L. limyx—3 2. limy=x+2 Calculer les limites suivantes Détermi A
b e : alcu r esli I g Eterminer D, I'ensemble de définition de /. Soit f la fonction numérique
1. ‘Ij_I'E‘(mf +{m—1)x"—3x+35) © Calculer les limites de f aux bornes de D, . définie par
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[f0=25552 ;21
1fu) =Si=D) ;x>

1. Déterminer D, 'ensemble de définition de f.

2. Calculer : Ii_r;;ﬂx) ; [ir_r}ﬂx) ;
1_1[1] f(:‘) x4 ¥

Ii_rptf (x) et

xercice @ : 1. Montrer que pour tout réel x,

._]_( l—c:[

3= ok —
2. Calculer les limites suivantes :

2 —cosx
a) limy—cosr B M
x + cosx s S‘Ln"x.
C) hm "'I— COSX d} ‘l_ll'f'la 2 — cosx

Exercice @ - On consideére la fonction f

L
définie par: f(x) = Zx\ _l_c?sx

1. Montrer que pour tout x de J0; + [ ;
lfw—2<3
2. En déduire : lim f(x)

Exercice @ : Soit f la fonction numérique
- _ X
définie sur & par: flx) = e

1 1
L Montrerque:lf(x _Tli‘ W
2. En déduire : lim flx)

Limites de fonctions trigonométriques

Exercice @ - Calculer les limites suivantes :

.. W8 lim ?cps.r—ﬁ
1 dim——=2= 2 UM — 7
1 == 3— e
: . )
- 2sinx —y 4. llrr:—:lfj;
-5 2%-7% £
Exercice @ - Calculer les limites suivantes :
ey
. tanx—1 tu_nx—v3
yha gt N o
=g X 4
. J.T{tanx+_l) lim —2X+7x
3 [im( T+ 6x & 73 + tanx
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pourtoutx € B

Limites de fonction irrationnelles rclce@ Soit r la fonct{on numeérigue

Exercice @ : Calculer les limites suivantes : finie par : f(x) = / I +—‘ - \T.x

Déterminer [ I'ensemble de définition de .r"

L. lim (3.‘( — \,f"';r’ = IT )

| ; 1+4/1
2. lim(yx+1—x) ferifier que : (Yx € D) ; f(x) = ‘7l
¥ i
r—t= - Calculer les limites suivantes : lim f(x) ;
3. |i_|'!1‘(\.f2_‘\‘+\.f2.1" =3 x) 5 limf(x) ; [imlf(.\‘)

w2 gu—|

4, lim (Y4x* =3 +2x)

Exercice @ - Calculer les limites suivantes :
1. lim(—x+ya+4+2)

3t

et d'approfondissement

2. lim(VxFx+1+x—1)
e rlintervalle |0:2] par :
3. lim(1 = 2x+y4x’' +x—3)

X —2x+3)

. — _[___ . "
; .- i) = (x° mm(x r) sxAl
4, Iim_(-_);x+ 2+ VG

1) =0
ntrer que par tout x € J0;2[,
0=/ <3lx—1]

: ]riljfllff.l').

Exercice @ : Calculer les limites suivantes &

1. lim{y/4x'+2x—1—x+3)

x—tm

deduire

2. lim{1 = 5x+ V28 +3x—17)

¥t

ercice @ : Soit [ la fonction numérique
y § f) = coslax) — coa'(b\')

Et b sont des nombres réels non nuls.
eterminer I'ensemble de définition de f.
alculer les limites de [ aux bornes de son
emble de définition.

Exercice @ - Calculer les limites suivan
li \'I; + 2

4. Am_x+1

x+2

——— 4, lim L ——')
3, ,Il_mx._.«z T3 ( x—3 8

\.'IIX: =1 +£

2. lim

Exercice @ On considére |a fonction num

/ n
que f définie par: flx) =2x—x

1. Déterminer 'ensemble de définition de f

rcice @ : Soit f la fonction définie par:
) x—2
erminer 1, 'ensemble de définition de f,

uler les limites de f aux bornes de D,

. OU m est un parameétre reel.

flx)
2. Calculer : I1m flx) et hm——I

ax_?
g

Exercice @ : Soit f la fonction numé
définie par: [

rsuivant les valeurs du parameétre réel

. erminer m pour que lim f(x) soit un réel.
)=[E X s x <0 =

x>0 e @ : On considére la fonction f défi-

l flx)= -__\-‘"‘l‘_ : |
1. Déterminer D, 'ensemble de définitio
2. Calculer les limites de f aux bornes dé &

ax'+(a—2)x' +(@— Da+(a—3)
"alx—2)(x—3)
£ B5t un parametre réel.

ice @ : On considére |a fonction /' défi-

Exercices de synthéese —

——

EXERCICES

1. Déterminer D, I'ensemble de définition de f
2. Calculer les limites de f aux bornes de [,
(Discuter suivant les valeurs du parameétre réel a).

Exercice (20 : Calculer les limites suivantes :

1. fim 1 —2cosx i L= 1l —tanx
243+ 2sinx 72cosx—y/2

3. lim cosdy 4 | SIn X

= r V2 Iy — | me—1
y—and cos 2x

Exercice L; Calculer les limites suivantes :
. cog2x . sin’(mx)

1. lims——— S

M1 —tanx 2, I“_T? A= 1

T

. =y
reice (Z5) © Caleuler la limite suivante :

ol =3
Imll + \Cosx T, €05X 3
Xercic . Calculer les limites suivantes :

X
1 Inn{a S )lan( 3a } ol a esten nombre réel

non nuF
2, lim(x— 2)tan( ZIL)

xercice (:Ej

utilisant un encadrement convenable:

Calculer les limites suivantes en

. 4 . f +
Llimesin() 41 2 lim LRGeS
3. Jlm 1 ++ sin’ “ ) 4. lim "l—f.(ff-_’.f_‘

ity x4 3%

On considére la fonction f définie

sur JL;+ oo] par: flx) = ‘4“:.114[ =

1. Montrer que :

vxeli+eof ;| fl0) —'!|<

l

2. En déduire : lim f{x)

Exercice () : On considére [a fonction / définie
_I_

sur [0; + oof par: flx) = =T 95X

| + 4%
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\ " _ 3
1. Montrer que : (Vx € |0: +oc) 1 | flx)| = T

2. En déduire : lim f(x).

Soit [ une fonction numérigue
telle que :
(vxell;+x|) ;
L. Calculer : lim fix)

2. Peut-on calculer |]I‘£I1f(x)?

x|

&t@ugﬂﬁgbjﬁ
I 1 L X

En utilisant un encadrement

convenable, calculer les limites suivantes :

- 2. i x+sinx
L I.'t‘?.'\4+33inx £ MM sinx
Rk i ‘:: il
X T smXx ] ik
. lim e+ 3 4 lim 5 esx—3
Calculer les limites suivantes :
/x—1 Jx+i-1
it 2. lim ——
; 3 !I_l’_!’? =1 M P
3, 1im Y% +§ —1 4. lim ";2)“,* 3—
‘I'Tu '+ x 1 X —3x
Calculer les limites suivantes :
Jax+1-3 ) fim 2=Y3x =2
N L 2 et
L Ixr2—2 253
fx+3—3x+ )
3 Iim\) +3 Bx+1 lim

6]
= Jx—1 w-wﬂ+x+1—l

Calculer les limites suivantes :

vV —x __|_=)
1. .hm(x\/ 1 e

2—x)

2. !im(—,—
La—i\ ot x \'K.'.l'

Calculer les limites suivantes :

YT Rt el |
w1 X1

(]
L8
~|
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¢ est la célérité (vitesse) de la lumiére :
v 300000km /s .
| Calculer la limite :

Calculer les limites suivantes ;

2 ‘H_:n[ 5 L\,T —x'+ x)

2 imb(E )

.'.?I'n

Jnn =

r

Calculer les limites suivantes ;

1 lim (Vx(x= 1) +yx(x+ 1) — 2x)

. VX
2 lim-————xit

Calculer les limites suivantes :

3x+2

ice @ : Le plan est rapporté a un repére
g1

ormé (0:77).

(C) le cercle de centre O et de rayon 2. On
ere les points A(2:0) et B(0:2).

est la droite tangente au cercle (C) en A.
M un point variable sur farc AB du cercle (€.

L. I:m—

) \,."x+ x+1—x+x+4
2. lim— —

x—3

x—3

Calculer les limites suivantes:

1. Titm Vlﬁ —x+4x—5 T'le point d’intersection des droites (D) et
e K= 2

2 art 6’; :I B e AOM = x (en radian) et AT = f(x)

b 2x

Faire une figure.
] ns quel intervalle varie x?
i : imites suivantes : : > . .
Exercice @ : Calculer les limit erminer, par lecture graphigue, les limites :

(x) et Jin}f{x}.

Ll | —cosx
» 1m —————
r—0 x .

-sinx

2 lim V1 +sinx — /1 B imer () en fonction de «.
; X
- fier les résultats de la question 3).
Calculer les limites su[vantl‘as Feice (f\ Loptique et limites
s.m(.?rx) ; 1= At i
e — ; .h.m.nm(rfx) lentille convexe dont la distance focale

Relativité, vitesse et masse.
La théorie de la relativité «d’Albert Einsteine?"
montre que la masse d'un objet en mouve-

ment dépend de sa vitesse par la relation :
Mo

yi=¢

m=

ol mq est la masse de cet objet au repos :
(Cest-a-direa v=10)

est f, ladistance p d'un objet au centre et |3 dis-
tance ¢ de son image au centre sont reliées parla
relation : 1 + 1. ]-.-

P g
L. Exprimer ¢ en fonction de p et donner I'en-
semble de définition de la fonction A:p —- q.
2. Calculer lim hip) et limh(p)

Interpréter les résultats obtenus.

-

R Al144

[ =) " Le plan est rapporté 4 un repére
orthonorme (O T:7).

Soit € le point de coordonnées (3: 1),

Soit M un point d'abscisse x mobile sur I'axe des
abscisses .

Soit M’ le point d’intersection de la droite (QM)
avec 'axe des ordonnées. On pose f(x) =y, ou
Yy est I'ordonnée du point M',

|. Déterminer l'ensemble de définition de la fonc-
tion [

2. Conjecturer les limites suivantes :

l!m flx) ; !iiqf{x) et limf(x)

3. a) Montrer que : f(x) = = I 3

b) Vérifier les résultats des questions 1) et 2).

lim /(x) ;

réponses des questions de la rubrique « Je m'entraine a faire des choix »

splire & Limite dune fonction numérique @) 201

.



UTILISATION DES LOGICIELS

B Utiliser une calculatrice programmable

Objectifs : Une calculatrice programmable est dotée de plusieurs fonctions, par exemple :

.‘:

Pour obtenir un tableau de valeur de - au voisinage de 0, on suit les étapes suivantes :

1. Aprés avoir saisi l'expression de | ; ) sinx )
a fonction x— ==, on appuie sur les touches Ctri et T, une

fenétre s'ouvre : Drraees G ¥ 1 Actons
(5 2 Attichage {16 2: Afichage [

» Le calcul numeérique ;

» Le calcul formel (Factorisation, développement, ...) ; L
i % " . P . X 1 3: EnreModécation graphiue M. i -
» Résolution d’équations, d’inéquations et systemes ; 4 Fandryzoun M L3 3 EntréeModfication grashique |
» Statistiques ; :;5:“ se graghiue ) .
RrErra—
1 & Paramétres 1

» Limites, dérivation et représentations graphiques ...

I Mode d’emploi
I' pour représenter la courbe de la fonction : x-— SULY on suit les étapes suivantes :

1: Action S -
s'ouvre, choisir 2: Table de valeurs = appuyer - puis choisir

menu la fenétre
2: Table des valeurs &

1 Supprrrn n tatie (T

1. En appuyant sur la touche on , on obtient I'écran Menu diter les réglages de la table ... appuyer sur entrer

2. On choisit I'icéne Graphigues et on écrit I'expression —

) 0 B4 4inme] 4 ¢

our écrire sin, on peut utiliser le raccoursi =tri 4 ,
(P sl p g) e fenétre s'ouvre, taper — (0.3 (par exemple) comme début et 0,1 pour le pas (incrément de la table)
* e

puis ‘affi
lis appuyer sur entrer et le tableau de valeurs s'affiche ; on peut défiler vers le bas (ou vers le haut)

pour visualiser les autres valeurs,

Imerienard dn bn by 0 ¢
g
Cugeniant

fenétre graphigue (encadrements de x et de v), on appuie sur menu, puis on

3. Pour ajuster la
choisit 4 : Fenétre/Zoom & ensuite on choisit 1: Réglages de la fenétre puis on appuie sur

[ a Hci-lwn»[.[.

entrer on obtient alors la courbe de la fonction x — -5—":.“. .
3 a 2 — ; ;
. rque : ;:nm.;rs_;r[1 . 0, la calculatrice affiche UNDEF. Cela veut dire que I'image de 0 est indéfinie ;
la fonction x — =, n'est pas définie en 0. " |
b !Ty 'RGE I,
‘ “" 9 33 c;;\s:r' |
i :w- -mun»»- | | oo .
.‘."9""—'.‘ Lo |‘ - ]!
| -:[ 2 N EETEIOD
4. Pour lire graphiquement les coordonnées d'un point de la courbe, on appuie sur menu , on f2x—1 -1
r calculer la limite ; lim L2 — 1 —v¥~1~1 i i
: lim ey — de 'exercice 73, on suit les étapes suivantes :

* 3 |'aide des fléches.

wl

choisit 5:Trace & puis 1-Trace on appuie sur entrer et on déplace le curseur

- Au bas de I'écran s'affichent les coordonnées du point.
: o s
ans I'ecran menu, on choisit A caleuls (ot 1 nouveau puis 1: ajouter

% 1. Actions

& 1. Actions ¥ ¥
32 Aflchage [z amchage W
i é sinle] 3 Entréeudiic sinl] : ..
‘; Em—mzmwhu.l_ ‘figgwmmm sinls] Is) on appuie sur menu, on choisit 4: analyse =
e o lis 4:1imi .
4:limite et on appuie sur entrer: on obtient la fenétre : .....

£ 2 B Anfli: 2 Tout tracer
[ 7 Tal"~ 3 Réglages du Trace.
o i & Traca ghomiique

T 18 e ghoriirgut

L5 Garaméires.

§ i | . .k .
1€crit | expression de la limite puis on appuie sur entrer

Tésultat s’affiche immédiatement.
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Chapitre

UTILISATION DES LOGICIELS

B calculatrice scientifique non programmable

1 calcul classique (Mode 1: COMP, taperl) :

Fractions irredudibles%, racine carré 4O, puissance x~, cos, sin tan.

(Passer d’une forme irréductible a une forme décimale et inversement S < D).

Exemples : b% —%—— ig donne — 14% en appuyant sur S« D, on obtient
~4,525.
= o =

b V2 VO W2

S S

T A

s s z i isi i uyant sur

b coS 152) = V= (aprés avoir choisi le mode radian en appuy;

SHIFT MODE 4:Rad 4.

2 | Résolution d'équations du second degré ou 3iéme degré :
Appuyer sur MODE , puis choisir 5:EQN en appuyant sur 5 une fenétre

s'ouvre, choisir 3:ax*+bx+c=0 en appuyant sur 3, saisir alors les
b et ¢ puis appuyer sur = et les solutions s'affichent

1:COMP Z
3:STAT 4
IS: EGN g

LEIBNIZ

valeurs de a, ) j=: LE
appuyer encore sur = si nécessaire pour afficher la 2iéme solution (dans |7:TABLE ¢
. ca8 K500, . grice au mathématicien LEIBNIZ, que le
ncept de la dérivation a vu le jour. Il a surtout
itré ses recherches sur l'infiniment petit.
onnues :

3| Résolution d’un systéme de 2 équations de ler degré a 2 inc -
Appuyer sur MODE , puis choisir 5:EQN en appuyant sur 5, une fenétre s'ouvre, choisir

1:a,x + b,y = ¢. en appuyant sur 1 ;saisir alors les valeurs de «, b,e,a,b ete (en
appuyant sur = aprés chaque saisie) puis appuyer sur = et les solutions s'affichent.

4 Table de valeurs d’une fonction :
Appuyer sur MODE , puis choisir 7:TABLE , écrire ensuite I'exp
variable X, appuyer sur ALPHA ensuite @ , un message s'affiche :

|a valeur de départ (début) aprés avoir tapé une valeur, appuyer sur =
ui doit étre plus grande que

ression de la fonction f, (pour 1
«Start?» (qui veut dire saisir
, le message «END?»

s'affiche (qui veut dire: donner la valeur finale) ; saisir une valeur q
le message «Stept?» s'affiche (qui veut dire: donner le pas),

r =, la calculatrice affiche un tableau de valeurs

Erivabilité d'une fonction en un point.

la premiére puis appuyer sur =
saisir une valeur convenable, puis appuyer su -

o G \ — 50
de la fonction f sur l'intervalle choisi {utiliser les fleches Wou 4, pour défiler vers le

vabilité & droite - Dérivabilité a gauche.
tion dérivée d'une fonction numérique,
vers le haut).

Plications de la fonction dérivée.

uation différentielle : y'+ @’y = 0.

Objectifs de la lecan
» Connaitre le nombre dérivé d’une fonction
numerigue en un point.
» Etre capable d'interpréter le nombre dériveé
geéométriqguement.
» Déterminer I'€quation de la tangente & une
courbe en un point.
» Approcher une fonction dérivable en un
point par une fonction affine.
» Etre capable d'étudier la dérivabilité 3 droite
et a gauche en un point X, et d'interpréter ces
résultats géométriquement,
» Connaitre une tangente ou une demi-
tangente verticale.
» Connaitre la fonction dérivée.
» Utiliser les opérations sur les fonctions dérivées.
» Utiliser la fonction dérivée ainsi que son signe
pour étudier les variations d'une fonction.
» Utiliser la fonction dérivée pour déterminer
les extremums d'une fonction,
» Déterminer les dérivées successives d'une
fonction.
» Utiliser la fonction dérivée pour résoudre des
problémes liés a la vie courante.,
» Connaitre la solution générale de I'équation
différentielle y" + @’y = 0

A TP T

Capacités attendues

» Approcher une fonction au voisinage de x; par
une fonction affine.

» Connaitre que le nombre dérivé d'une fonction
en X, estle coefficient directeur de |a tangente a la
courbe de cette fonction au point d'abscisses x; .

» Connaitre les fonctions dérivées des fonctions
usuelles.

» Maitriser les techniques de calcul d'une fonction
dérivée.

» Déterminer une équation d’'une tangente 3 une
courbe en un point et la construire,

» Déterminer la monotonie de la fonction a partir du
signe de sa fonction dérivée.

» Déterminer le signe d'une fonction a partir de
son tableau de variations ou de sa représentation
graphigue.

» Résoudre des problémes d'application sur les
extremums.

Chapltr= 4. Dérvation (@) 205
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ACTIVITES PRELIMINAIRES

Activité 0 Déterminer graphiquement le coefficient directeur d’une droite Ba:

1.0n conSidere les figures {1} et {2) ci-dessous.

BTIVITES D'INTRODUCTION

vite Vitesse instantanée et nombre dérivé

:': expérience en physique a montré que la chute libre d'un corps sans vi-

initiale (c'est-a-dire Vi = 0 & l'instant 1 = () a un mouvement uniforme

défini par la fonction temps : d
étre).

Viontrer que la vitesse moyenne entre les instants 7 et ¢+ /i (o0 A # 0 et

>0)est: 107+ 5h.

e mouvement du corps a I'instant 1 = (), 55 a une vitesse donnée.

Info

(D) est une droite dans
un repére et A(x:yy)
B(xs; ya) deux poin
(D)ol X« # Xa.

La droite (D)) a pou
ficient directeur le

=f1)=5¢ (o0 t enseconde et d = /(1)

La vitesse moyenne

entre les instants 1, et f,
(1 # 1,) est le taux de
variation de la fonction f
entre f; et f. c'est-a-dire ;

-_ﬁEU’e 1 figure 2 a= ,)E:—_i: ableau suivant va vous approcher de la valeur de cette vitesse. ﬂ—t} —flt)
: : . : A i : . ) =
B e e g et sty [ T
1 2 il ] = 5 T I S
] Dans la figure (2), déterminer parmi les droites (L.); (L:); (L:) et (L) celles : e | 0,01 | — 0,001 | -0,0001 | 0,0001 0 o1 | 0,01 | | _
qui ont un coefficient directeur positif et celles qui ont un coefficient directeur E _ B !_ ! Si
négatif, i esse moyenne | | | ' ﬂ X+ h) —fla) L2
[ Par une lecture graphique de la figure (2), déterminer le coefficient directeur jentre retrth || | . | | I.Jhl"l‘ll'lon'lb i :
2 d B X D o +— ——— re rée ,alors on
ge(;ha;t]:':t?es ?r:l:f:n‘ :;;s: (i(‘)) + ?) Endutlhsant le tableau, conjecturer la limite de la vitesse moyenne quand dit que f estdérivable
n e pla e i vers en x.
E] Déterminer le coefficient directeur de la droite (D) qui passe par les points : B uler ilm 0,5+ h) +h)—A0,5) [ o no:11bre
A(3:5) et B(2:3). | / ulsicomparercetie limite aurésultat ,‘Txo+h) —flx)
& Déterminer en fonction de / le coefficient directeur de la droite (EM) telle uestion 2. [ I n_
que: E(3:2) et M(h+3;4) ol hER'. ! bre lim #o, 5+h)—,f'((} 5) q"‘se'?”taussi
- e— — s'appelle la vitesse instantanée du corps ﬂx}
tant 1 = 0,55 et on Ia elle aussile n =ty
Activité @ Variations d’une fonction - Extremums nt 4= 0.5 i ombre dérivé de |afonction f | SEPDE“E le nombre dérivé
£ ] 5 et on écrit dans ce cas : del
d’une fonction ﬂO S Eh)— )= A0, i} e la fonction f au point
La figure ci-contre représente une fonction f définie sur Iintervalle [ 3;3]. ‘ = lim 1 X etonlenote : f"(xo)
1. Dresser le tableau de variations de |a fonction [ fmy _ — e
2. Déterminer les extremums de la f?_rlction f sur |- 3:3|. i I ‘_5_1 CR! - 6
It€ = Tangente a une courbe en un point

Actwnte 8 Taux de variation d’une fonction - Reconnaitre des points de la coufl

d’une fonction
On considére les fonctions f et g définies par: f(x) =2 — 1 et g(x) = Vx
1. [f Déterminer le taux de variation de la fonction [ entre 1 et 2.
2 Déterminer le taux de variation de la fonction g entre 1 et 4.
2. Déterminer en fonction de # le taux de variation des fonctions [ et g entre
hetl+h,ot hel"
3. Déterminer parmi les points suivants ceux qui appartiennent a la courbe |
représentative de la fonction [ :
A(=1:3), B(:1), C(/2:3) et D(L:5)
4. Déterminer les valeurs de a et b sachént que les points E(a:2) et F(1;b)
appartiennent a |a courbe représentative de la fonction f.
5. Déterminer la relation entre les réels positifs @ et / sachant que le point|
M{a; ) appartient a la courbe représentative de la fonction g. I

Chapitre 9@ 206

. an suivant comporte: la courbe de |a fonction fix — x7; la droite (T )
tion: y =2y — | etla droite (AM), ol A( 1:1) et M un point qui va- |

ir la courbe de la fonction flou M#A) |

| AT ST it
15 --x-r_ i i

Info :
Soit f une fonction@
sur un intervalle [

xnel,xeletX
Le taux de variation d

ICCLES TEIE = i |

| (

entre x et x; esti M’“ ' ‘
flx) =) M’i |
=% ‘f‘(z) ] F |

_ pa ft on a construit la figure (1) en utlhsant un logiciel mathématique, et |
. IUe fois qu’on varie la position du point M sur la courbe de f de facon 3
her du point A de plus en plus, on a obtenu les figures (2) ; (3) et (4).
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On remarque que la droite (AM) est presque confondue avec la droite (7')

chagque fois que le point M s'approche de plus en plus du point A.
1. Observer les figures précédentes, puis déterminer en fonctionde i (h # 0)
le coefficient directeur de la droite (AM) ot MO+ h: f(L+R)).

5. Déterminer le nombre dérivé de la fonction fenx=1.

3. Bl Lorsque le point M s'approche du point A,

le nombre h s‘approche de quel nombre?

] Donner la limite du coefficient directeur de la droite (AM) lorsque h tend

vers 0.
» La droite (7) s'appelle la tangente a la courbe de la fonction [ au point

AL fl1)).
» Le coefficient directeur de la tangente

tion fen x;= 1
4. Vérifier gu’une équation de la droite (T) peut s’écrire sous la forme :

y=,(1)x—=1)+AL).

(T) est le nombre dérivé de la fonc-

Une équation de la tan-

gente 2 la courbe de

point A(1; f{1)) s'éer

sous la

fome: y=ax+bolig
est le nombre dérivé de

en xo= 1.

ACt'IV[te @ Approximation d’une fonction par une fonction affine

On considére la fonction numérique f définie sur B par: flx)=x",

et soit g, k et { lesfonctions affines définies sur & par:

glx)=3x—-2; k(x)=—x+2 et ix)= ,]2 (x+1)

1. Calculer f(1); g(1); k(1) et 0(1).

2. Seit h un nombre réel, calculer: en fonction de h les expressions suivantes
A1+h); gl +h); k(1+h) et €l +h)

En utilisant le logiciel «Excel», on a obtenu le tableau suivant:

7 Wicrosoft Excel - Approximation affine.xls

iN] pchiee Edtion Affihage jrsertion  Format Cutis  Donndes  Fepftre 1

P g Aol @2 E-bl e lf:amn 1

[1E] - i3 =__ 1]

1 A 18 [ e L B..1 E_| F &

| 0, o0 0poo 00001 [ 0.1
| 2 |R1+h}g(1+h) 0029 0000299 29999E08 30001E08  0000GO1 ifici]
3 | §1+h)k(1+h) 0371 0039701 000039997 000040003 0040301 D431
ARy 021 0024701 000024997 000025003 0501 028

En utilisant le tableau précédant, répondre aux questions suivantes :

EJ parmi les valeurs contenues dans la colonne B, quelle est celle qui est
proche de zéro?

[ M&me question pour les colonnes . D, E,.FetgG.

I3 £ utilisant I'une des fonctions affines g, h ou k, conjecturer la valeur
qui peut remplacer f(1+ i) avec une marge d’erreur minime. (quand h tend

vers 0).
3. Vérifier que : g(1+h)=F(1)h+ (1)

Chapitre 9@ 208

Info :
La fonction affine g
une approximation
fonction f au voisi
1 et on écrit:

g(l+h)=A1+ )

c'est-a-dire:
(1+h)=1+3h

" -

v vité I..';"!_.:.

Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche
considére les fonctions f et ¢ définies sur [ par:

by =x"+1;x=<1

] b)

) =—3t5: x> 1

{ Montrer que : lim S — A1)

et g =|xltx—1)

=7
x—1 o

s ce cas on dit que |a fonction f est dérivable a droite en 1.
clirnhre 2’est appelé le nombre dérivé de la fonction f adroiteen 1
éerit: £/(1)=2. j
2. Calculer: lin JW-7d)
- ey E— ¥
) vel

aide de la crltation donneée 2 la question 1. , éxprimer le résultat obtenu et
terminer f (1),

glx) —g(0)

3Bl Calculer: lim==——"" et lim glx) — 2(0)

[0 £—0

X<l

| Est-ce que la fonction g est dérivable en 0?

T 4 "?"&j" -
ivite - _ Monotonie d'une fonction et signe du nombre dérivé

la figure ci-contre on a ; (C) est |a courbe d’une fonction f définie sur
: rvalle [~ 5;4] et certaines tangentes a cette courbe (tracées en rouge) .
d Dresser le tableau de variations de la fonction f.

| Que représente le nombre f(0) pour la fonction [? Ti

gterminer une équation cartésienne de la tangente (7.). ‘/ Bl 5
£ Quel est le signe du coeffident directeur de toutes les tangentes (7); (1)) et (T2)? 1 \

I’est le signe du coefficient directeur des deux tangentes (7:) et (T.)? =+ L ; \T

_l—(sr‘llune tangente a la courbe (C) en un point M d'abscisse a tel que L S R MY
ijecturer le signe de [’ (x) dans les deux cas suivants :
ael-50[ : 3 aes]o4].

T ﬁ)}? ¥ T

(ité «  Introduire I'équation différentielle de type : y" +w'y = 0.

Lt .
::. et g les fonctions définies sur E par: f(x) = cos(3x) et g(x) = sin(3x)
lontrer qule la fonction f est deux fois dérivable sur [ et vérifier que :.

FER) ; " (x)+9f(x)=0.

& fas, on dit que la fonction f est une solution de I'équation différen-
¥y +9y=0.

fier qﬂue la fonction g est aussi une solution de l'éguation différentielle :

§ er que toute fonction, qui s'écrit sous la forme x — @ cos(3x) + Fsin(3x)

- f gont des nombres réels, est une solution de I'équation différentielle

. t:{ue les solutions de I'équation différentielle y” +9y = ( sont tou-

sTonctions définies sur B par: x — @cos(3x) + Bsi U |

k ; 3 sin(3x
iy Bsin(3x) ob @ et B _
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LE COURS

B Dérivabilité d’une fonction en un point

1- Nombre dérivé

Soit [ une fonction définie sur un intervalle ouvert 7 et a un élémentde /.

» On dit que la fonction [ est dérivableen a, ¢'il existe un nombre réel (

Sla+h)— fla)

tel que : hm — &k = L.

» Le réel (' est appelé le nombre dérivé de lafonction f en a, etil est noté ).

{a+h) —fl
fla)= lim s ;: fa (1)

fRO=f@ o

X—=a

On écrit :
Ouencore: f'(a) = Ilm

Exemple: Ftudions |a dérivabilité de la fonction

Fx— 2" en x,= 1.
flx) =) _

Soit x# lona: ~———

26-2 _2&=D&+D) _50 o4

Puisque lim2(x+ 1) = 4 alors lim=—"—" "=
Donc la fonction f est dérivable en x, = 1 etona: f'(1) =4.

2- Interprétation géométrique du nombre dérivé - Tangente a la courbe d’une fonction en un pe

' DEFINITION |

Dérivabilité d’une fonction en un point
t f lafonction définie sur B par :

dier la dérivabilité de la fonction fen

= 1.

Wethode : Pour étudier la dérivabilité de Ia fonction
fx)—f=1)
R={—1y

Info :

On obtient I'écritui
en posant X —a = |
dans I'écriture (1).

n X, =— 1, on cherche la limite de <-
jue x tend vers -1.

X unréeltel que x #— 1.
fli=1)=—1et

) —/(— D=2x—x+1
=x+1l+x—x

Info :
= (x+ D(1+

o F0) 1@ *{1—a))

S
iy SO0 e+ DU+ 21— 1)
f (x) f(a) s=f=1y &1
ou LD,
x— b =1+x(l—x)

de limite en a alors ! ) ﬂ J =

n'est pas dérivab ':;"'l F Rl =r)) == i,donc_u - ff-[ U” ==
W la fonction f est dérivable en x, =— |
Ba: [(—1)=—1.

iNombre dérivé - Tangente en un point

Soit f une fonction dérivable en un point a et (C) sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (0;7:7).

La droite (7) qui passe par le point A(a;f(a)) et quia pour coefficient directeur f'(a) estap)

la tangente & la courbe (C) au point A.

Propriété
Soit f une fonction dérivable en un point a.

Une équation de la tangente (7) a la courbe de la fonc-
tion [ au point A(a;f(a)) est: y = f"(a)(x—a) +fla).

a fonction définie sur R par: flx) = cosx.

antrer que [ est dérivable en x, = %

iner une équation de la tangente (7) 3
e de la fonction f au point A(E;O).
Info : ‘
Pour prouver

té, il suffit de rems
que cette tange
pour coefficient di

lontrer que f est dérivable en x, = %
/L. un nhombre réel non nul, on a :

h)-A%) _ )

M|‘-]

Los(—,_Th}— cos(

Exemple: Déterminons une équation de la tangente (T) f'(a) etellep A
3 la courbe de la fonction fix — 2x" au point A(1:/(1)). = sin}h ~0 __sinh
Ona: f(1)=2et (1) =4 (d'aprés I'exemple précédent). B 1ir, Sin /i _ o i?- gk -_h
Donc, une équation de la tangente (T) est: y = 4(x— 1)+ 2, c'est-a-dire : y =4x— 2. i A am S|
: ; : i AZ+n)-HE
3- Approximation d’une fonction dérivable en un point par une fonction affine ‘i'},‘(_zl % ’L?_) -

I DEFINITION_

Soit f une fonction dérivable en un point a.

» La fonction : u:x — f" (a)(x — a) + f(a) (ou encore la fonction

vih — f'(a)h+ f(a)) est appelée |a fonction affine tangente a la fonction

[ au point a.
» Le réel f'(a)h+ fla) est I'approximation affine du réel f(a+h)

au voisinage de zéro. On écrit : fla+h) = fla) + hf ' (a).
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dire que la fonction f est dérivable en
L

et-ona. f[_2 )——I

fMminons une équation de la tangente (7)

rbe de Ia fonction f au point A (%;0)

=17 )x=3)+A5).

i)-‘- 0 et _,I’ (5) =—1 alors

Info :

La fonction
meilleure app
affine de la fo
au voisinage a8 &

— |
POUR COMPRENDRE

j=
J (f 2 )
D'ol: (T)y=—x +—§
[ED Approximation affine des fonctions :
he—(1+h); h— (1 -+ k)3
Et h— \-"fI +h‘.
1. Determiner une approximation affine au vaisi-

i
1+h

h—
nage de 0 de chacune des fonctions suivantes :
o (L4 b (L4 e
et h— /1 +h.

2. En déduire des valeurs approchées de -
1,0008 et

1,606 4

1. On considére la fonction [ définie sur B par:

Jx)=x7,

Soit x un nombre réel tel que x #1.

Ona ﬂrJ f(l e
- |

1
ﬂ—}— ii_r_r]l(x+ =2,

x+1,

donc 11m
D'ou, la fonctlon I,f' estdérivableen 1 et f'(1)=2.

Parsuite, f(1)=1et f'(1)=2 donc

S+ A1) =1+ 24,

D'ou, la fonction h— 1+ 24 est I'approximation

affinede f(1+h)=(1+h)" au voisinage de (.

Onendéduitque: (1 +4)' ~ | + 24 pour h voi-

sinde 0.

. Remarque : On a déja trouvé que :

(1+h) ~ 1+ 3k pour h voisinde 0 (Activité 6).
On montre aussi que pour A voisin de 0 on a :

1
4= l—het‘/l+h~l+h
e
limY X2 = i 1
x.ulx 1 — ‘/x+1 2
=
2 s S
lim I_{m—.1 e

2.0napour h voisinde 0 : /1
.

TR =1-h

Done : /1,0008 = 1+ 0008 ~

(on prend h = 0,0008)

cest-a-dire : y/1,0008 ~ 1,0004.

1

1+0,006 = 1006,

(on prend 4 = 0,006 )c'est-a-dire : 1006 E;Oﬁ =~ (,994.
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POUR COMPRENDRE

Dérivabilité d’une fonction 3 droite et 3 BDemi-tangente verticale

LE COURS

Dérivabilité 3 droite - Dérivabilité a gauche

% vtk st gauche en un point Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; + oof
DEﬂHmﬂH 1 [ la fonction définie sur B par: par: flx)=x.
Sci /' une fonction définie sur un intervalle de la forme [a;¢] (a < ). { Et S?It (#) sa cour!:)e rearisentatwe dans un
on dit que f est dérivable a droite en a, s'il existe un réel { tel que : tudler la dérivabilité de f 3 droite et 3 repére orthonormé (O;1;7 ).
(a+h—fa) < ; heen x, = 1, puis en déduire que f n'est 1. Etudier la dérivabilité de f adroiteen x, = 0.
fim fla+h)—=fla) =, Enposant x =a+h g : = / . el
it h obtient Fexprassionl érivableen x, = 1. 2. 50it M un point de la courbe (77 d’abscisse /
» Le réel { est appelé le nombre dérivé de la fonction [ & droite en a, et L= i L) éterminer Ie? coefficients directeur's des deux (h > 0).
on le note par £(a). M e i-tangentes a la courbe de [a fonction f au El Montrer que le vecteur i EiE -H: f((}! g )
» Eton éerit: fi'(a) = lim———7—— . gint A(1:£(1)). i
o iSoit x un réel tel que x # 1. est un vecteur directeur de la demi-droite [OM),
I}Eﬂ"munz )= {f D_ &~ II | _ lx—1]x|x+1] K3 £n déduire que lorsque  tend vers 0, alors la
i i x— et | : b & , A
Soit f une fonction définie sur un intervalle d6 |5 forme |azal (a <a). 00— f(l droite (OM) tend & devenir confondue avec I'axe
On dit que [ est dérivable a gauche en a, s'il existe un réel { tel que : e | alors x— =¥tk des ordonnées.
I flath) —fla) _ 0 En posant x = a Jonc limj( )__-f-(—) =lim(x+1)=2, 1. Soit x unréel de I' intervalle [0; + o] .
aie: h : obtient I'expression - < ;‘(x} —f(O) Vx
¥Le réel { est appelé le nombre dérivé de la fonction / 3 gauche en a, et £(a) = lim Sy f est dérivable 3 droite en x, = letona:| ON3: =0 By puisque
“(a) ' et - . )—f(0
i ol fla+ )~ fla) ' e Sx) - fm by _!- =rkoe. dohi: lim ‘L‘r' {) =,
» Eton écrit: f'(a) = £in1 S T 0<x<1alors e == =) e ¥ >0
st . (x) f(l) _ Ilm(— o= A= Do, la fonction [ n'est pas dérivable a droite en
b | ey : %=0.
. iz T 7T x<l x<l
Soit f une fonction définie sur un intervalle OU“E'I" et ‘a un‘element d? I si f estdérivabl : [ est dérivable 3 gauche en x,=1,etona:| 2. [EJOnalevecteur OM est un vecteur directeur
[ estdérivable en a si et seulementsi f est dérivable adroiteen a, f est alors k-3, de la direction de la demi-droite [OM).

(@)= fila) =f roite [OM)
" Puisque (1) #£'(1) alors la fonction f n'est| OF le couple des coordonnées de DM est

@ dérivable en x, = 1. (hf(0+h) f(U))

na f/(1)= 2 donc le coefficient directeur de| Donc ul 0+, h) 1) —£(0) °
i-tangente (7)) a la courbe de la fonction f
oint A(1:0).

dérivable  gauche en « et f/(a) = f/(a).

2- Interprétation géométrique - Demi-tangente en point d’une courbe
Si f est une fonction dérivable a droite en a (resp a gauche en ) alors, cela signifie gr:.aphlqt.:
que la courbe de la fonction f admet une demi-tangente au point Ala;f(a)) de coefficient dired

est aussi un vecteur

directeur de la dronte (OM).

BRI 3 Lorsque 4 tend vers 0, alors M se rapproche

3 /(1) = — 2 donc le coefficient directeur de de plus en plus du point O, et dans ce cas, la pre-
“€mi-tangente (7:) & la courbe de la fonction f | migre composante du vecteur 4 tend vers 0.
tPoint A(1;0).. Donc, la droite (OM) tend 3 devenir confondue
EHP E=r e S0 T S avec une droite de vecteur directeur /(0:1).
| Dans ce cas, I'axe des ordonnées est la direction de
| ‘ la demi-tangente & la courbe (#7 au peint 0.
|
v (73) Va |
» Equation de la demi-tangente (7)) » Equation de la demi-tangente (T2) /T | e
y=Ffila)x—a)+fla) est: {V =fi@)x—a)*fla) \« i ! R
estiy. <a |
xXx=4a |
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LE COURS

Fonction dérivée d’une fonction
1- Dérivabilité sur un intervalle

DEFINITION 1 : s

Soit J une fonction définie sur un intervalle ouvert /. o =

: Ve s T - [ dérivable sur [ siet

On dit que f est dérivable sur I'intervalle 7 si f est dérivable en tout Sy :

potstk sl Pour tout réel a de [

existe un réel [ tel qug

j DEFINITION? | i T a1

Seit f une fonction définie sur un intervalle [a:5]. Bt
On dit que f est dérivable sur [a;b] si f est dérivable sur I'intervalle

ouvert Ja:b| et f estdérivable a droite en a et a gauche en b.

na:
flat+h)—fla) _(a+h)'—a
i h h

h

c:
fla+h)—fla)

2- Fonction dérivée

i DEFINITION |

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

=da'+a'+a=3d’

3 = b
La fonction qui a tout réel x de [, associe le nombre ' (x) est appelée Info: _{“) =3a o
la fonction dérivée de la fonction f, elle est notée [ et définie par: ) = lim flx+h) = U, Ia fonction [ est dérivable en tout point de &,
fiI—R TR ona: (vxe k) f(x)= 3"
x— f(x) Dérivée de la fonction ¢:x — /x

3- Fonction dérivée seconde - Dérivées successives

il DEFINITION |

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

x de [0; + oo .

i i srivée arj i | lors sa fonc- Info : e
Sila fo’n!:tn'on dérivee f est tzlgrlvab}e sur l'intervalle !: alors : ' 4 R o dous lements de J0: + o tisique a 2 5.
tion dérivée est appelée la dérivée seconde de la fonction f et on la La fonction dérivée df ) —2(a) ~
note f*. dre n de la fonctio a: g_)_ﬁ B Vx—vd. 1
i ; ial F—= x—a o o it
Si la fonction f” est dérivable sur I'intervalle [, alors sa fonction déri- obn=l oot a8 » | T vx+ya
vée est appelée la dérivée 3éme de la fonction f (ou la fonction dérivee etona f"'"=(f8 m Vx+va  2/a'
d’ordre 3) et on la note £~ ou /. ( et ainsi de suite ) 3 g —gl@ |
1 i~y X 2‘;;

Exemple: Soit [ la fonction définie sur J0: + oc[ par: f(x) =

Déterminons f'(x); x > 0. )= —L_

Pour tous réels x et a de [0; + o[ tels que: x # a. ¥ fg»
(x) .18 fonction g est dérivable en tout
Ona ﬂx} f(al 1 , donc ]Jm ) —fla) = —fla) “'l: . . 8
Xx—da Cax w o X4 da nt de I'intervalle ]D' I soi eton

clest-a-dire: [ est dérivableen a et f'(a) :_}l-‘-

D'oll, la fonction f est dérivable sur I'intervalle J0: +cc[ etona: (vx €]0:+x]) : f/(x) =
Déterminons f”(x); x> 0.

L

,_,\a_

El0;+xf) ; g'(x) =

E X un réel de J0: +oc[;ona:

Pour tous réels x et @ de ]0:+ o[ telsque: x # a. ) —g(0)  Jx 1
B T =0 ¥ o
ong: L@ _"x"ad _G-abkta _xta () - g(0)
x—a x—a (x—a)lax)’ fru} € lim2. 3_.__6__.. fiiii [_ e
. FG)=f@ 22 2 .‘).' “ il
Donc: lim — G e ]
—i x—a a a 5 , 1a fonction g n'est pas derwabie adroite en 0.

D'ou, f” est dérivable en tout point de B, etona: (vxeR)) : ffx) ==
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Dérivée de la fonction fix — x°

tudier |a dérivabilité de la fonction f définie sur
ar: flx) = x" et déterminer [’ (x).

t @ un élémentde E et /i un élémentde B,

_ hla+m’+ata+h) +a’]

=lathy+alat+h +a’
2 = llm([:-l-h) +ala+h)+a’)

glest-3-dire que la fonction [ est dérivable en ¢ et

ier la dérivabilité de la fonction g définie sur
par: g(x) = x etcalculer £' (x) pour tout

¢, la fonction g est dérivable en a et on a:

dions |a dérivabilité de la fonction g adroiteen 0.

——
POUR COMPRENDRE

[ED Dérivée de la fonction Z:x— sinx

Soit L la fonction définie sur [ par ;

Lx) =sin(x).

Montrer que L est dérivable sur B et détermi-
ner sa fonction dérivée.

Soit a et i deux réels telsque : s # 0.,

Ona:

Lla+h) = Lia) = sin(a+ h)—sin(a)

= sinfalcos(h) + cos(a)sin(h) — sinla)

| =(costh)— 1) % sinla) + sin(h) cos(i)
alors :
Liath) —Lia) osihl— 1 . sinih)
T 2 {L 2 7 :|¥.~m1{a1-~ 'l!]-h- i ®oeosial
. cos(h)—1 . sinth)
Et comme : lim = =0 et lim W}J{ Y= 1 alors:
Lia+h)— Lig) ;
im ----- % = 0 X sin{a) + 1 X cos(a) = cosa

D'ol, la fonction /. est dérivable en « etona:
L'(a) = cos(a).

Ainsi, la fonction L:x — sin(x) est dérivable sur
Ret(vxeR): L'(x)=coslx).

IE® Fonction dérivée seconde

Soit f la fonction définie sur R par :
flx)=ax’+bx+c,ol a, b et ¢ sont des réels
eta#(.

Calculer ' (x) et f"(x) pour tout réel x.

Soit x et x, des nombre réels tels que x # x,.
ona: JW—flx) _ af+bxtc—axi—bx—c

X=X X=X
=alx+x)+b
Donc
SIx) — flx) !
lim r—i ) lim(a(x+x) + 8)= 2ax.+ b

D'ol, f estdérivableen x, etona:

Sx) = 2an+b.

Ainsi, |a fonction [ est dérivable sur I etona:
(VxeR) : f'(x)=2ax+b.

Déterminons f"(x); xe R

Soit x et x, des nombres réels tels que ; x + x,

ona: LB =S 0) _ Jax+b—2ax,~b _,,
\ — X X=X !
( =
Donc : InnJr %) —f ) = ¢

X=X
D'ol, f" estdérivableen x, etona: f(x) = 2a.
Ainsi, [ est dérivable sur ¥ etona:

(vxeR); f"(x)=2a
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LE COURS

4- Fonctions dérivées des fonctions usuelles

Fonctions dérivées

BDéterminer la dérivée de la fonctio

T T fini n [ dans cha-
| i Efgemaie coucinl Fonction dérivée " Ensemble de définition de f beun des cas suivants -
Fonction f tion de f ,
i . = - a fix—3x+1; [J.fix'—-3,\-3+4\,-'x -
fix—aace R . ) R flix—0 _ 8 . - x3_.\-l
fix —x R | Flixe— 1 R 3 _ :
'!-_ % e | — [ B B La fonction fix — 3x+ | est dérivable sur & ;
64 —3 | B Sl — ! = car / est une fonction polynéme.
Rkt M B S . ) | - A B(vxeR): f(x)=3x1+0=3.
fix— x [0; + o0 frix— 2./x J0; + o[ B Les fonctions «: x— 3x' et vix — 4/x sont
i = - T \dérivables sur [0; + o[ donc la fonction f= -+ v
: fip s 1 R e : J0: + ec[ ou J-o0:0] est dérivable sur J0; + [, comme somme de deux
! - . R o s R | fonctions dérivables. |
| e — | & : m— —— (v © J0: + o) ; f7(x) = 3x 2x+ 4x—L_
fix —- cosx R flix ——sinx R 2/x
Sl S 1
5- Opérations sur les fonctions dérivables = Gx+ e
M La fonction fix — {_‘—] est dérivable en tout

Si f et g sont des fonctions dérivables sur un intervalle /, et k unréelalorsona: ntde D, =R —{1}, car cest une fonction
1) La fonction [+ g est dérivable sur l'intervalle [ etona: (f+g) =f"+g". tionnelle e
2) La fonction kf est dérivable sur I'intervalle /,etona: (k) = kf". {vxe D) ; fixy="22 20
3) La fonction fX g est dérivable sur l'intervalle /,etona: (fXg) =/ X g+g Xf. Y- 2
4) Side plus g(x) # 0 pour tout réel x de /, alors: ’ ’ T
i El="8" _3
» La fonction :g est dérivable sur l'intervalle /,etona: (g J = = =3y
fY_fxg—g xf - R e
- La fonction % est dérivable sur I'intervalle /,etona: (g = z Bne: (vxeR—{1}) ;: F'ix) o

Dérivée de la fonction x—

]fz—'i[ par: f(x) =tan(x).
rer que [ est dérivable sur /

vée.

== Résultat: » Toute fonction polynéme est dérivable sur . -
» Toute fonction rationnelle est dérivable sur 0n tout intervalle inclus dans son ensemble de défini

tion.

par 3 .

Exemple 1: Soit f la fonction définie sur | flx) = ;r
[ étant une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur D =K
La fonction f est le quotient de deux fonctions définies par : u(x) = x" et v(x) ="+ 2x+ 32
La dérivée de la fonction u est définie par: &' (x) = 2x et celle de la fonction v est définie pa

2x+25

sin(x
tan(x) = —(—) ;
cos(x) )
que les fonctions x — sinx et
l" [X) =

w' (xx)vix) — ux)v'(x) dérivables sur 7, en plus cosx

Par suite pour tout réel x,ona: f’(x) = vy & de I donc la fonction f est dérivable sur /,
_ 2P+ 2x+3)—x(2x+2) | 2x(x+3) Me quotient de deux fonctions dérivables.
(' + 2x+3)° T+ 2x+3)° a: f(x) = sin’ [.}_)COQ(;\_}_—MH(J}U\"}; (x)
: D | cos’ (x)
Exempile 2: Soit f la fonction définie sur I'intervalle 10; + o[ par flx) = g *-_\'\/x. s (1) + sin'(e) :
: L = i
La fonction f est dérivable sur l'intervalle |0; + x|, car les fonctions x — XX et cos’ (x) cos X
x — x sont dérivables sur ]0; + oo|. ] P L, 1_1 i1+ tanie= e
Pour tout réel x de |0;+ [, 0ona: f'(x)=— x+x 2/ -l B i i
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(x—1)F

la fonction définie sur I'intervalle

X un réel de I'intervalle / ona:

X — COSX

~ (= 1) X 3

—4
~1)*

tan(x)

et déterminer

# 0 pour tout

—*

POUR COMPRENDRE

Dou: (vxel); ['(x)=1+tan'x.
Remarque : (fonction usuelle)

La fonction tan est dérivable en tout point de
Du=R-{5+knikez

. = 1 + tan? i
(Vx € D) ; tan’(x) = 1 +tan’(x) T

}etona

B Dérivée de la fonction f" ol nc [ et = 2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.
Montrer par récurrence que pour tout entier
naturel n=2
on a la fonction /" est dérivable sur / et
(FY =nf~'xf".

PPour n=2;0na f'= fXf;lafonction f étant
dérivable sur [/

alors, f° estaussidérivable sur /,etona:

() = X =F Xf+ X[ = UXf, cest-a-

dire: (f*) = 2f* 'xf*

Donc, |a propriété est vraie pour n = 2.

¥ Soit # un entier naturel tel que n = 2.

Supposons que " soit dérivable sur / et

Y =nf ' x g,

Montrons que /"'

) = (n+ 1)f" X[,

Ona f"'= f"x f, comme les fonctions f* et f

est dérivable sur [ et

sont dérivables sur / alors f"'' est aussi dérivable
sur /,
etona: (F""') = (f"XfY = (f*) x f+ frxf.
Et d’aprés I'hypothése de récurrence,
on a donc:
(F=Y = (f" " X f )X f+ fr 2 f.
= nf"Xf XS
=(n+ f"xf"

Donc, |a propriété est vraie pour n+ 1.
D'ol, pour tout entier naturel n et n =2 ona:
La fonction f* est dérivable sur [ et

(F"Y =nf"""'xf".
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LE COURS

6- Dérivées des fonctions : f*; flax+b) et T

Propriéte 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

1) La fonction f" (avec n € 14") est dérivable sur /, etona: Y
(x) # 0 pour tout réel x de [ alors la fonction " (avec n € Z

=nf' Xf"".

2)Si f ") est dérivable sur [,
etona: (fY =nf Xf".

- Exemple: Etudions la dérivabilité de la fonction fix— x ch_"'-EJ_I :

puisque (Vx e &) ; w4+ x+3 # 0 (car le discriminant du trinéme x” +x+ 3 est

strictement négatif) alors D; = E.
f étant une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur .

Ona: f(x)=(x"+x+3)", onpose u(x) =" +x+3 donc ' (x) =2+ I%

Par suite f'(x) =— 4 (x)(u(x))"; clest-a-dire: ) =—42x+ D' +x+3) a

—4Qx+1)

PO =Y )= .
Dou: (vxeR) : FFN=10,173)

Propriéte 2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, a et b deux nombres réels (a # 0).
Et soit J 'ensemble des réels x tels que (ax +b)E 1.

» La fonction g:x — flax+b) est dérivable sur I'intervalle J,

etona: (vxelJ); g x)=af (ax+b).
[ par: g(x) = cos(2x+ 1).

. Exemple : Soit g la fonction définie sur
& par: flx) = cosx.

En considérant la fonction f définie sur
Ona: glx)=f(2x+ 1), donc g x)=2f2x+1).
Et puisque ' (x) =—sinx alors ¢ (@) =—25in(Zx+1).
Dol (vx€R) ; g (x) =—2sin(2x+ 1).

Propriété 3
Soit f une fonction strictement positive et dériva

La fonction gix — \f'f(xj st dérivable sur l'inte

ble sur un intervalle 7.

.. Exemple : Déterminons la fonction dérivée de la fonction gix — vx' —x+ 1.

On a2 la fonction fix — x*—x+ 1 est dérivable sur E

(vxeR); a’—x+1>0.

r le discriminant du trindme x —x+ 1 estunréel strictement négatifet a > 0 );

(ca
Donc : la fonction g est dérivable sur £ etona:
: . S (¥—x+1) _  2x—1
eE): o L T
(veeR) ;g 2 flx) 2/t =21

rvalle I, etona: (Vxel); R'[-¥)=q—'ﬁ{—;')_f

(car [ est une fonction polyname), et

i@ Fonction dérivée de la fonction ", ne N’

it f lafonction définie sur B — {— g} par:

(4]

Calculer f'(x) pour tout réel x de lt?—{—]?}

» [ estune fonction rationnelle donc elle est déri-

iyable sur tout intervalle inclus dans
S

L1,

3| —

¥ Soit x un réel de & — ‘—-- :

:..(_‘_) = 5( -}lf_'_—:;'Jl " ( "

v

t

‘£t puisque :

(2x+ 1)
M+ D—208x—2) 7
(2x+ 1) T 2k A+ 1)

g on ol =2 7
S(5FT) a1y
o | " 35 x—2Y
iVx = B - { . } . . . - .'.)?'\ —
4 )i Fw=miy 5Tt
narque ; a, b, ¢ et d sont des nombres réels
que: ad —be #0.

; ax+b i 8
onction u:x g est dérivable en tout
=R __fi.]
. ¢l a f?}
cdl _ ad—bc

a:(vxe D) ; u'lx)=- =
RO lex +d)° (ex +dY

) Dérivée de la fonction x — f(ax+5b)

g la fonction définie sur |- 7;7[ par:
tan(%).

udier fa dérivabilité de g sur l'intervalle

[ puis déterminer la fonction dérivée g'.

dions |a dérivabilité de g.
:la fonction fix — tanx est dérivable sur
T X

ervalle ”_: —5i5 [ et 5 € ! pour tout réel
J-mx[.

la fonction g est dérivable sur 'intervalle

Pgx— flax+b) telque: a = J, ;b=0et
=tanx.
X unréelde |-mix[ ; f'(x)=1+tan’y et

POUR COMPRENDRE

g =af (ax+b) = -J;'{.I +tan’ (£)).
Donc: (vx € |-mx]) ; g (x) = !,{] + Lml"(%))

ED périvée de la fonction |/ f

Soit f la fonction définie par: f(x) = fo+%
. oy = -

1. Déterminer [, I'ensemble de définition de la
fonction f puis caleuler f'(x).

2. Déterminer une équation de la tangente (T) a
la courbe de |a fonction f au point A(6:f(6)).
1. Determinons D, .

b Soit x un nombre réel;ona:

XED, esx—2+#0et ;‘E{E >0

= yx#2et(x +I2_}'[.:— 2)=0

e X E |oo— 2]U ]2 +oof

D, = oo — 2|02 + .

Donc :

tement positive sur chacun des deux intervalles
[2: 4 o] et |-ou; — 2[, donc la fonction f= /¢
est dérivable sur |2: + x| respectivement sur

]—-x-: - 3[ .
Soit x unréelde D, —{-2},
ona: [(x)= g’—‘i
: 2/5()
‘ 1 2
-7
Cetgxn)= o 3”):' - t_.'r_:%T ;
alors f"(x)= =%
2x—2) %,/ 112
Donc: (¥xeD0,) : ffx)=— s
(x—2)"%/ %i—%

2. Déterminons une équation de la tangente (7)
3 la courbe de |a fonction / au point A(6:/(6)) :
Ona: y=/"(6)(x—6)+f(6).

= v

16y2 167

O -
or: fl6)=y/ g =v2et [(6)=
donc, une équation de la tangente (7} est :

2. /2 /2

y=—Yg =6 +/2=—{ex+ 1Ly

Dol (T):y =—I'—x + g
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B3 Applications de la dérivation

1- Monotonie d'une fonc

Propriéte 1
soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

»Si [ estcroissante sur {'intervalle I, alors

»Si f est décroissante sur V'intervalle [, alors
»Si f est constante sur Iintervalle [, alors f'(x)

Propriéte 2

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle T
» Si la dérivée ' est strictement
ot f* s'annule, alors la fonction
» Si la dérivée [ est strictement négative sur 4
ot f sannule, alors la fonction f
» Si la dérivée [ est nulle sur I

Exemple : Etudions les variations
flx) = 3" — 102°+ 15x+ 1.

Pour tout réel x ona: f‘(.’(): 3 szi_ ]0X3X"+ 15
=15(x'"— 2+ )= 15(x' = 1)

ona: f(1)=0; f'(= D=0et f(x)>0pourt
* est strictement croissante sur R.

Dong, la fonction f

2- Extremums d’une fonction dérivable

Propriété 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouve
ors f'(a)=0.

Si f admet un extremum local au point a, al

\ |
ola )
— —t—
[7] ‘_‘ﬁ"
fla

Remargue

Si f'(a) =0 alors fla

Prenons par exemple la fonction fx— 2%,

Ona: f'(x)=6x" pour tout réel x, donc [’ s

et (vx e R) 5 flx) = f(0).
D'ou f(0) n'est pas un extremum delafo

Propriété 2
Soit f une fonction dérivable sur un interva

Si f’ s'annuleen a en changeant d

AL —nisen ik 290

tion et signe de sa fonction dérivée

f'(x) = 0 pour tout réel x de I.
f(x) = 0 pour tout réel x de [.

positive sur I'intervalle
[ est strictement croissante sur I’
intervalle I, sauf peut-
- est une fonction strictemen
alors f est une fonction constante sur [

de la fonction f définie sur & par:

; \ J‘{ a ) .."f S

=SS f_li' Ta :

)n’est pas nécessairement un extremum local

nction f sur B.

lle ouvert [ et a un élémentde /.

e signe, alors

[l Déterminer le signe d’une fonction a par-
tir de son tableau de variations

f lafonction définie sur l'intervalle [D;%[ par:
flx) = xtan® (x)— tan(x) +x

| Dresser le tableau de variations de la fonction /.
2 En d;duire le signe de f{x) pour tout réel x

e [0:5

1 La f_onction [ est dérivable sur I'intervalle

0 pour tout réel x de [.
R ¥
![]':'fl , et on a pour tout réel x de [U,—;[ :

{x) = tan*(x)}+ 2xctan(x) X (1 +tan’(x)) = | —tan’ (x)+ |
= Zxtanix) X (1 + tan’ (x))

b Le signe de F'(x) estle signe de xtan(x) sur[U; fl

Dlou: 1(x) > 0 sur [0:53] et £(0)=0 ‘

c: [ est strictement croissante sur 0. L.

1, sauf peut-étre en des points isolés de |
intervalle /.
atre en des points isolés

t décroissante sur I'intervalle .
dna: lim fx) =

—5

}inlmn{.r)(.\f tan(x)—1)+x =+

<F .

limtanx =+oc
T

—

f s'annule en deux
points isolés : 1 et =

her

: tableau de variations de la fonction f est:

out réel x de Rr—{—1;:1}.

/ oo
0 l

_aprés le tableau de variations de f, on déduit
e 0 est |a valeur minimale de la fonction f

L '.h[(}: g[ c'est-a-dire: (\?’x EIU:%‘—--[):ﬂ.\') =0

rbe (C) tracée % 2#4’_. e
ntre est la repré- /_\ A
tion graphique :
e fonction f défi-
tdérivable sur lintervalle [~4;2]
ser le tableau de variations de la fonction

) mettant en évidence le signe de f".
iner graphiquement le signe de la fonction f'.

rt | et a un élément de ks

minimale d'une
f estappelée un
mum de la fonction

de la fonction f .

*annule en(). Et pourtant : (vxeR') ; f) =

.'que f est croissante sur chacun
intervalles [—4:—3] et [~1;1] alors:
(-4 -3 (x)=0

POUR COMPRENDRE

Et comme [ est décroissante sur chacun des inter-
valles [—3: — 1] et [1:2] donc:

(vxe[=3:—1]: fF(x)=0

et (vxe[l;2]if(x)=0

Par conséquent le tableau de variations de la fonc-
tion f est:

N f =
x |—4

. 1 2l

2. D'aprés la courbe de f ona:

| x -2 0 2

FEIEREEE

[ED variations d’une fonction rationnelle

Soit f la fonction définie sur B—{1} par:
x+2

)=

1. Déterminer les limites de la fonction f aux
bornes de son ensemble de définition.

2. Calculer f'(x) puis dresser le tableau de varia-
tions de la fonction f.

1. 'ensemble de définition de la fonction [ est:

D, =]—o;1 [ul:+ .
Ona:k lli".lﬂ“'} = hrln —:—l_-% - iim'—i = liml=1;
b lim f(x) = lim ;—:? = lim% = liml=1;
v _ +2 o ".
» lim f(x) = lim 3= = +ocetelimf(x) = lim i_t% =
2. Soit x un élémentde D,:
pr= a2l —_{U _:-}+ 2)(x— 1)
=)
= I_X____Z_ == _3

(x—17 (x—17
Donc: f'(x) < 0 pour tout réel x de B—{1}.
D'ou, le tableau de variations de f est:

+oo |

fizk | = -

S I

X | —oo 1

ction f SUf Wxe[-1:1]); f(x)=0

f(a) estun extremum local de la fon

Chapitre 9. Dérivation . 221
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IB) Equation différentielle: y +w'y=0

Soit @ un nombre réel non nul.
» l'équation v + @'y = 0 ol I'inconnue est une fonction y telle que y* est sa dérivée seconde es

appelée équation différentielle.
» Toute fonction f deux fois dérivable sur H et vérifie 'égalité f"(x)+ @ f(x) = 0 pour tout rée

est appelée solution de I'équation différentielle y" + @’y = 0

Exempie : Les équations suivantes:
(E )y +9y=10 ’ (Fa)y"+Ty=0;

(E )y +16y=10 et (Exy" + -21\ =0

sont des équations différentielles.

Propriété

Soit @ un nombre réel non nul.
La solution générale de I'équation différentielle y* + @’y = (0 est 'ensemble des fonctions y défini
sur B par: y:x — acos(@wx)+ Bsin(ex) ;ou e e R et S R.

Remarque
Résoudre I'équation différentielle ¥+ @'y = () , c'est déterminer la solution générale de cettes

équation.

Exemple 1 : Résolvons I'‘équation différentielle: ¥y +4y=0.
Ona:w =4 alorsw=—2o0u w=2 "
On prend par exemple @ = 2 (on peut choisir @ =— 2 et ceci ne change pas la solution gén.
Donc, la solution générale de cette équatior; différentielle est 'ensemble des fonctions v définie

sur B par yix — @cos(2x)+ fsin(2x) , ot ¢ € R et fE K.

Exemple 2 : On considére I'équation différentielle: y* +y = 0.5 (ici w' = 1)

La solution générale de cette équation est 'ensemble des fonctions v définies sur it
par y:x — acosx + fsinxol, e c B et B R,

» Equation différentielle particuliére:

Résolution de 'équation différentielle y" = 0.

Si ¥ = 0 alors ¥’ est une fonction constante.

y' étant une fonction constante .

Donc, les solutions de I'équation différentielle y* = 0 sont les fonctions y définies sur X

par yyx—ax+b, ot aeR et beR.

Chapitre 9@ 222

. équation différentielle
Résoudre I'équation différentielle:

Pour résoudre I'équation différentielle y* + 3y = 0

pna: @' =3 alors @ =3 ou w =—3

‘d'une équation différentielle

1 %): acos(4 X-‘g-_)-l ﬁ'sm(4 X "g)

Autre écriture de la solution générale

T @'y = () est I'ensemble des fonctions v

Déterminer la solution générale d’'une

¥ +3=0

B

it de déterminer le nombre @,

prend par exemple @ = /3 , donc la solution
érale de I'équation différentielle v" + 3y =0
l'ensemble des fonctions v définies sur B par
— acos(y3x)+ Fsinly/3x)
gcsRetfck.

Déterminer une solution particuliére

terminer la fonction f vérifiant I'équation dif-
tielle y* + 16y = 0 telle que: f0)=1

i) -1

@' =16,0nprend @ =4.

olution générale de I'équation différentielle
16y = (0 est I'ensemble des fonctions y défi-
sur [ par:

¥— « cos(4x)+ fBsin(dx) cle e B et f e B,
étermine les réels @ et 3 tels que:

= acos(4x)+ fsin(4y) ;

=1 et f(T)=1

110) = @cos(0)+ Bsin(0) signifie que

a;

ie que .,-‘( ‘81_)2,6’.
f0) =1 et_,-‘(si)Zl donc a=1etf=1
Jix — cos(4x) + sin(4x)

I'équation différentielle y' + @’y = 0
un nombre réel non nul.

r que la solution générale de I'équation
entielle y° + @’y = 0 peut s'écrire sous la

~acos(wx— @) ,olgeRetpe R,

Olution générale de I'équation différentielle

-

POUR COMPRENDRE

définies sur £ par:
y=acos{wx)+ Bsin(wx) oli: ccR et e R,
On suppose que: (a:8)#(0:0)

On a:
acos(wx)+ fsin{wy) =

@+ B s o it) + B s )]
v yil ( T+ F os( @y ) N v.~.m|_an?J
Puisque: -1 ==& < ; -1 2 __ .
va'+ 8 YT a g
() () -
va'+ 8 Vet
Dong, il existe
un nombre réel ¢ tel que: cosg = —%
s va' + g

et sing =—=—
# v+ 8

Par suite: @ cos{wx)+ Bsinlwy) =
V&' + Bcos(ax)cos @+ sin{wx)sing
= V& + § cos(wx— ¢)
Posant a = /o' + 5,
on obtient une autre écriture de la solution géné-
rale a savoir: y — acos(wx—g¢).

Cette écriture est vérifiée pourle cas: @ = ( et

B=0

B veérifier qu’une fonction est une solu-
tion d’une équation différentielle

Soit f la fonction définie sur B par:
Ax)=Acos(—=2x+8)ot: AcRetfecR.
Montrer que [ est une solution de I'équation
différentielle: v* +4v=0.

La fonction [ est deux fois dérivable sur 7 .
Soit x unélément de &,

ona: f'(x)=2Asin(—2x+4)

et f"(x)=—4Acos(—2x+6)

donc: f(x)=—4f(x)

Doir: (vx e B); f"(x)+4fx)=0

Par conséquent, la fonction f est une solution de

I'équation différentielle y" +4y = (),

Chapitre § Dérnvation . 223




RESOLUS
IR ST utiiser la fonction

affine tangente dans une approximation

Soit f la fonction définie sur R —{—3} par:

3+ 2x
) =337 -
E¥ Déterminer /' la fonction dérivée de f .

Donner une valeur apporchée du nombre
£1,001).

Calculons f'(x) pourtout réel x de E—{—3}.
La fonction f est dérivable en tout point de

B —{—3}, car f estune fonctian rationnelle
définie sur B —{—-3}.

Soit x unréelde E—{—3} ,ona:

(3x* + 220) % (x+3)— (x+3)% (37 +2x)

fix)=

Déterminons une valeur approchée du nom-
bre f(1,001).

Pour calculer une valeur approchée du nombre
A1,001) , on utilise |a fonction affine tangente a
feni,car: 1,001 =1+0,001. )
Ona f(1)x0,001+/(1) estlameilleure ap-
proximation affine de f au voisinage de 1, c'est-
a-dire; f(1,001) = £'(1)* 0,001 +£(1)

” 27
0r_ﬂ1}=3— et f(1)=9%
27 5
donc: g * 0,001 + 7% 1,2516875

D'ots, f(1,001) = 1.2516875

Remarque: On peut calculer f(1,001) directe-
ment en utilisant la machine a calculer puis on la
compare au résultat trouve.

(x+3f
(ﬁJL_+2}(_r+’~J—f’rr +2x)
(x+3r
e+ 2x+ 18x+6 -3 —2x _ X+ 18x+6
o (x+3) C(xt3)
_ v ey A0+ 6ut2)
Donc: (vx e B—{=3}): f{x) = %137

mcmE : suu' 2 Utiliser la valeur mi-

nimale d’une fonction pour prouver une inégalité

Soit f la fonction définie sur J0; 1] par:
= ;0 1
f{x}~(l * Jc)(1 ] —-x)
Chapitre 9@ 224

Bl Calculer f'(x) pour tout réel x de |0: 1]

Etudier les variations de la fonction [, p +£)—_}('| i ‘l )0 écuivauts (1 4. ]“ N

; =9
déduire la valeur minimale de f sur [0;1[. T—p )
Soit p et g deux réels strictement positi il suffit de montrerque:(i + )( Fy _.P }_
que: p+g=1 . SEETE ’ |

1 Dpremarque: p & |0: 1] et (1 L), 4 )= i g)
Montrer que: {I + L )(1 + -;},}2 9 (on pourra i r J{ ] !

it flp) =9, daprés le resu!tat de la question
edente , donc (J hax )[i - '—_]2 9

utiliser le résultat de la question 2).

EX Calculons ['(x) pour tout réel x de J0:1]

puisque ptq=lalors g=1-p ; parsuite

2 : Comment fabriquer une casserole

I |
2 =x ¢
La fonction [ est dérivable sur I'intervalle |( ! o )(' 4 ) =9
Soit x un réel de 0;1[ , on a: . e
LY, I 1 : (ERC Li | Les proportions
(=143 )x (1 + 755+ (4 2 < (L4 e casserole écono
: - mique
——%X(H L)y L ox(14
_ xa—2 x+ 1 4x—2 me V donné avec le /
Fl—x) xl—-xF £(0-xF Ble métal possible?
v 22— 1Y ose que le prix de
Donc: (vx € |0:1]): f(x)= (-2 e

Etudions les variations de f: _
soit x & J0;1] ,ona (x(1 —x)) > 0 alorslesl
f'(x) estle signe de 2x — 1

pas des dimensions de la casserole.
st le centimétre. On note x le rayon du

: 1 ifond, h la hauteur et S(x) l'aire totale
Donc:» ['(x) =10 équivauta x = 5

o

b f(x)< 0 équivaut a x &]U:-H
Par conséquent, la fonction [ est décroi

tale = I'aire latérale + I'aire du fond).
ntrer que : 4 = L ’

X 1,
erque: S(x) =mx’+ ".

b f'(x) > 0 équivauta x €

r les variations de la fonction S sur

: et dresser son tableau de variations
l'intervalle }0: -i} ] et croissante sur l'inte! ;

Déduction:
Soit x un réel de 10;1].
< Lalors f{5)=f(x) (car £

b ol
5i % _ fole (sons manche) est un cylindre de

et de hauteur /1, donc son volum :
croissante sur 7: Il ). ’ e est :

Info
5i 0 < x <5 alors f{3) <f(x) (car f3 y ¥ toieduncyindse
e = (Laire de la base) x (La hauteur)

décroissante sur lﬂ:%!}. b Laire d'un disque = 7T X (rayon]?
Et puisque /(3] =9 donc f(x)Z9

Dlou:: f(x) = 9 pourtoutréel x de ]0: 1

= mx

'}' {F
X

Ufond est : 7x* (c’est un disque).

Clest-a-dire: 9 est la valeur minimale dé latérale -

(27x) % h.

_ i 1 1)>9 ¢
Montrons que: (' p )(' " q)" 1 B80) = 77 + (2x) X 1.
cp+ag=1.p>0etqg>0alo =l
([:;nfa ,D< 1({ p /I : 1 q T (dapres la question 1) a)).
< ] = it . 4
P 4 W X+ (273) X e = 1 + 31—
X

T

RESOLUS

D'oli: (Vx J[}', + x[} s Six) ="+ PAd
X

a. étudions les variations de la fonction §

F 4
(Vxe]o;+m[) : Six) =m0+ *f—

. a " ’
» La fonction x — 71"+ = est une fonction ra-

tionnelle, donc dérivable sur tout intervalle inclus
dans son ensemble de définition
lier sur J0: + x|.

R en particu-

‘ D'ou, la fonction § est dérivable sur J0: 4 ol .
iﬁ: o -"xsr) :1 :

Or: V=mx"h,donc

(vxre]o; +-'x.[)

b (Vx

m

{8 (x)=2mx—

P8 x)=2mx—h).
Le signe de 8" (x) est celuide x— .

(vxe]0:h]) ;
décroissante.

§'(x) =0, donc § est strictement

(¥x €[h:+0c]) ; §(x)= 0, donc § est stricte-

ment croissante sur [/1; + o .

Tableau de variations de § :

> IJinI_L\‘i'_r} =+ (car !J'J_T}R.x" =0 et lim 3:: =-+ao ),

P lim S(x) =+oc (car Irm?‘f\ =+oc et

“\
hm = -=0)

T
b S(h)=mh'+ o

sw| - o

Toe
™~ ah+ —"‘;: - a

‘ X I_U' h

| s

b. Conclusion :

D'aprés le tableau de variations, la fonction §
admet un minimum absolu atteint pour x = .
Donc, pour fabriquer la casserole avec un mini-
mum de métal, il suffit que le rayon soit égalala

hauteur.
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Exercices d'application

Je teste mes techniques et mes II‘IElhu__ EDérivabilité d’une fonction en un poimt—

Je teste mes connaissances

E! Comment déterminer les extremums d'une

i Exercice 0 : En utilisant la définition, calculer
fonction f dérivable sur un intervalle ouvert /2

nombre dérivé de la fonction f en x,, dans
acun des cas suivants:

ifx— 5x—3 et xy=2

'fx—- 3 —2x+5 et x, =0

‘+4x et x=3

1 Toute fonction définie en a est dérivable en a.

¥ Toute fonction dérivable en « est définieen a.

£l Le nombre Bi€ :—{}i} est le coefficient

directeur de la tangente au point Ala:f(a)).

¥ Comment déterminer les variations d’une
fonction [ en utilisant la fonction dérivée ?

£1 Comment déterminer une valeur approchée au
nombre fla+ k) en utilisant la fonction derivée,
oti h est prochede ) ?

R — 3\

FiSi [ est dérivable en a alors sa courbe admet

¢ te au point A(a:f(a)) rcice 0 : En utilisant la définition, calculer
une tangen Jlal)l.

- . ; ‘nombre dérivé de la fonction f en x. , dans
{1 Comment déterminer I'unique solution [ de

; ettt 3 et x—x"—1 ontla g un des cas suivants:
B Les ffnc?i(;:sd;mé; Iéquation différentielle y* + 9y = 0 telle que 3 :
T . {a) flo)=1let f(0)=27 g o R
la+h)—fla) _ . Aat h)—fla . x B

I3 si |tIT1 i B 1”_,, h [ Citer la technique qui permet de calculer la fix +1 etxa=l

"o <9 o |

il ) . - inx — = LA xr—— etx=—1
cela signifie toujours que [ est dérivable en a. . ]'IIle_ _T.l en utilisant la dérivabilité. X

g I

ok
: = X T i — v x+ 5 8t =
A Si f dérivable a droite et a gauche en a alors 6 Pfix— Vx+5 et x =4

o a 3 - - g " -
[ est dérivable en Nercice 0 : En utilisant la définition , calculer

mbre dérivé de la fonction f en x, , dans
n des cas suivants:
BEx — sinx et =

Elsi f'(a) =0 alors la courbe de [ admet une
tangente paralléle a I'axe des ordonnees.

S

acMm

[ fix — cosx et ==
{Les réponses sont données 3 la fin de la derniére page d 4

Je m'entraine a faire des choix
& X — tanx et x, =0

iz éponse(s) - Réponsel  Repor ) D o -
S i T erprétation graphique du nombre

BASi f estun polynome de degré n(n=1) | n+l ‘ n férivé - La fonction affine tangente

| aiors le degre desa derwée est: St IO | (——

R | ' ! reice o : Déterminer une équation de la
— flax +b) est: e Bf'lax + b) K af lax+b) v — f o . q
ﬁmderweede lafonchon_k ﬂ_ e _| X _bf bl | Pl _| = Brite 3 Ia courbe représentative (C) de la
;Ei L'appEJmanon affine locale de 5 5 e ion f au point A d’abscisse x, ,danschacun
JT+h=1 auvoisinge de 0 est: | 2—h | ! 2+h . S suwan"nts:
o ¥ L] I — —— _| — i X — 2"+ x—1 et xs=1
b . -6 P A .
|Elsi flx)= KQ_—, alors: _1 S =13 ”—)-_.- | F&=Gy _J_(“) FX— 3x'+2 et xy=—1
Rl S U, U LT S B i_ b .
( G fr——5x +x et xo=2
[Esi flx)=— ZCOS(_I?’] alors: flx)= -I__Tsin.\' | fm=s [—'3— r} fllx)= 2 1
L R s et x=1
!ﬁSi J{(r): _— 1 alors: | flix)= 2 '_—] _)‘LY}_ . 1 ‘ Jr(x

BikiCe e : Déterminer une équation de la
& a la courbe représentative (C') de la
On f au point A d’abscisse x, ; dans chacun
85 SUivants:

i-iﬁ Dérivée de la fonction fix — (2x+ 1) est:
|

Fix — 2(2x+1) | Flix—3(2x+ 1) ‘ Fhix

e f équation = =2
ela tangente au pOII'l | B | =
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3

a) fix— cos(2x) et x,=
b) fix — 3sinx et x %

c) fix— 2tan(x) et x, = E

Exercice @ : Sur la figure ci-contre, (C) est la
courbe représentative d’une fonction f dérivable
sur l'intervalle [—3:2] et deux
tangentes (7)) et (7)) a la
courbe (C).

Déterminer une équation de
chaque tangente.

Exercice 0 :Soit f la

fonction définie sur

n_r x+xt—1

R—{-2} par: flx) = e

1. Déterminer la fonction affine tangente 4 la
fonction [ en0.

2. En déduire une valeur approchée du nombre
J10,0004).

Dérivabilité d’une fonction a droite
a gauche en un point-
Interprétation géométrique.

Exercice ) : Etudier la dérivabilité de la fonction
' en x, etdonner une interprétation géométrigue
du résultat obtenu, dans chacun cas suivants:
a) fx—afx|+1 et =0
b) fix —|x|+x' et x,=0
€) fx—x+|x—1letx,=1
d) far—(x—2F et x,=2
e) fix—|x*—1] et x,=—1

Exercice 0 : Etudier Ia dérivabilité de la fonction
f en x, et donner un interprétation géométrique
du résultat obtenu, dans chacun des cas suivants:

a) ﬂx}='§__'__|]:x¢l et x =1
fy=3
NN S——

by |/ ""*‘U et x, =0
,‘(r) _?I x>0

Exercice @ : Etudier la dérivabilité de la
fonction f en x, et donner une interprétation
graphigue du resultat obtenu, dans un chacun des
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cas suivants:

a) ,‘_|‘ —*a‘c—l 6| et x
b) fix—
¢} fixr—yx—1 etx, = 1(adroite)

Déterminer la dérivée de la
fonction f , aprés avoir précisé son ensemble de
dérivabilité, dans chacun des cas suivants:

g ; sy
a) fix— 2x—5 b) fix —x*+5x+1
c) fix— %.\'" +x+3

d) fix— 55 — 15+ 1

Déterminer la fonction dérivée de
la fonction f, aprés avoir précise son ensemble
de dérivabilité, dans chacun des cas SUiVE[’ItS‘

" v 3 g —1
ST, e S B T
a) fx— 2'—Fx'+4 b} fx— et
c) fix— 311— d) fix—x \-" X

Déterminer la fonction dérivée de
|a fonction [ , aprés avoir précisé son ensemble
de dérivabilité, dans chacun des cas suivants:

r 2 _z
al fx— T b) fx— 33

d) fix— 2 x— 'L

Déterminer la fonction dérivée de
la fonction f , aprés avoir précisé son ensemble
de dérivabilité, dans chacun des cas suivants:

a) fix— x(2x—17
b) fix— (x+ 1) +(2x+1)
¢) fix—(x+1) F(ax—1)

Déterminer la fonction dérivée de
la fonctmn f, aprés avoir précisé son ensemble
de dérivabilité, dans chacun des cas suivants:

a) ix—x'—x'tx b) fix— Var+1
5 — S
. 5 f . &= VX
c) fa—x'Vx—5x d) fix——"7
). y B

Déterminer la fonction dérivée de
la fonction f, aprés avoir précisé son ensemble
de dérivabilité, dans chacun des cas suivants:
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€) fix — cos’(x) d) fix — cos(2x)

Soit [ la fonction définie sur

¢ flx)=sin(3x)
‘Déterminer les extremums de la fonction f sur

Déterminer |a fonction dérivée d
la fonction f, aprées avoir précisé son ensemble dj
dérivabilité, dans chacun des cas suivants:

[intervalle [— E

: Déterminer les extremums de la
fonction [ définie sur ¥ par:

a) flx)=2x"+x—10

e) f(x)=x"+4x'—11x+3

o) f(x) =x'— 3" +2x—35

¢ fxr—(x*+x+3)

Exercice @ Déterminer la fonction dérivée d
|afonction f, aprés avoir précisé son ensembled
dérivabilité, dans chacun des cas suivants:

3. fix — x X cos(x)

Soit f la fonction définie sur
i-intewalle [=[-2;3] par: flx)=3x—x".

. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
Déterminer les extremums de la fonction f
& rchacun des intervalles:

Déterminer la fonction derivee
la fonction [, aprés avoir precise son ensembled
dérivabilité, dans chacun des cas suivants:
a) fix— xsin(x)

b) fix — tan'(x)
) fix — sin(x)cos(x) d) fix — 55

Exercice -f}j ' Résoudre les équations
érentielles suivantes:

i péterminer D I'ensemble de b) ¥ +4y=10
défimtlcm de la fonction f, puis calculer les )
limites de la fonction f aux bornes de D et
étudier les variations de la fonction f dans

chacun des cas suivants: (en utilisant la fonctic

Résoudre les équations
erentielles suivantes:
b) 3y" +5y=10

:._.I---‘ :
b) fixr— 3% +2% =0 d) y +eos’(n)y=0;ne .

a) fix— 2 +x—1

o) fix—x'—3x+1 d) fix—x'—307

Calculer la fonction dérive
la fonction f et étudier le signe de [1X X
déduire les variations de la fonction f, @
chacun des cas suivants:

.J
a tangente a la représentation graphique de la
ction f au point d'abscisse x, , dans chacun

b) fix— =14 ;
fx — y""; “et Xg =

{ :-::""\‘i F S

Soit _f'_et g les fonctions définies
sur Iintervalle |-oc;0[ par: flx) =x"—x et

glx)= —z

Soit (C;)et(C,) les représentations graphiques
des fonctions [ et g respectivement, dans un
repere (0:1:7)

Montrer que (C;) et (C,) possédent des
tangentes parallelles au point d'abscisse -1

Soit f et g les fonctions définies
sur | par: flx)=x"+1 et g{x)=cosx
(C;) et (C,) sont les courbes représentatives
respf.itives des fonctions f et g dans un repére
(Osi:7).
Montrer que les courbes () et (C,) admettent
au point d'abscisse 0 la méme tangente , dont on
déterminera une équation.

Soit f la fonction définie sur
I'intervalle ] f J—j-[ par:

: tan (x) — sin(
)= _'l_mﬂTb_iﬂLaf) sk D
F0)=0

Ftudier la dérivabilité de la fonction fenx=10.

Soit ¢ la fonction numérique de

la variable réelle x définie par:{g(__ﬁ = _I-‘;%‘;-:-’%E—Jg
gl =10

1. Déterminer I'ensemble de définition de la
fonction g.
2 Montrsr que g estdeérivableen x, = 0 , et que
2'(0)= 5
3. Determlner une équation de la tangente 3 la
courbe représentative de la fonction g au point
d’abscisse 0.

"4 :0On considére la fonction g définie
sur B par: g(x) = xsin{2x) +a| x| , oll @ est un
réel.

1. Montrer que la fonction g est dérivable a
droite en 0 et 3 gauche en 0.

2. Déterminer le réel a pour que g soit dérivable en 0.
3. On suppose que: a = 0.

Calculer g'(x) pour tout réel x.
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EXERCICES

Exercice €F) : En utilisant la notion de dérivée,
déterminer les limites suivantes:

V2 )
. LOSxX—5 . 2sinx—y2
1. lim— e lim=———7—
—F Xy —t x—g
tanx — /3 . cos’x—2sinx— 1
3. J T 4. El_r_:a 5
3

Exercice @ :Soit a unréel et f lafonction

définie sur R par: {f‘-’” =20t Lix>0
f)=ax+1:x=0

Déterminer a pour gue [ soit dérivable en 0.

Exercice @ : Soit g lafonction numérique de la
variable réelle x définie par:

{ =S+l
x + x=x—1
g(l)=g(-1)=

1. Déterminer I'ensemble de définition de la
fonction g.

2. Etudier la dérivabilité de g en x, =1

=1

et en

Exercice @ : Calculer la fonction dérivée de la
fonction [, aprés avoir précisé son ensemble de
dérivabilité , dans chacun des cas suivants:

a}f:x——(l—x}y’l— b) fx—

c) fix—

d) fix — cos’(x)— cosx

]+

Exercice @ : Calculer la fonction dérivée de la
fonction f, apres avoir précisé son ensemble de
dérivabilité, dans chacun des cas suivants:

a) fix— (Vx+27 b) fix — /2 +cosx

cos(2x+1) 1—x
—= 2 d) f-.\ i '\/J B

c) fix —

Exercice @ : Calculer les limites suivantes:

a) ;-m}_%_sl_rz_(%'gr = b) | m;t_d_nﬁir— 3
=% X% =% -3

. cos(x)+sin(x)— 1

o === —
. 2cos(x)—y2

d) m = e = 1

=
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Recopier et completer le tableau suivant:

EXERCICES

4. Soit g la fonction définie sur E par:
glx)= Acos(3x +6) ou A et 8 sont des réels.
Vérifier que g est une solution de I'équation

3. f(0)=10; f(2)=5; f(5)=2 et AA8)=3.
2. fl0)=0; fl2)=—1; fi5)=5et f(8)=3
8. [0)=y2; f2)=2; f(5)=5¢et f(8)=3

Exercice @ ‘En utilisant |a notion de la dérivég,
calculer les limites suivantes:

a) lim 5 :3)-; 1 —1 b) |.m \Jrfz:% _ | différentielle (£).
o sinl24) ercice 5 : Soit f la fonction définie sur B | Exercices de synthése
. v I ol g ;
¢ lim— d) lim=-= B fx) = _—+ R et d'approfondissement

xiste-t-il des pomts de la courbe de la fonction
pour lesquels la tangente est paralléle 3 I'axe
s abscisses?

Etude des variations d’une fonction .
Exercice ii} . Laire d'un rectangle est égale a

81 m

Exercice @ : Etudier les variations de la fonction
Déterminer les dimensions de ce rectangle pour

[ ; dans chacun des cas suivants:

a) fix— %—F ! b) fix— 2;-_:1! Exercice @ : Soit (C') la courbe représentative que son périmétre soit minimal.
: -1 3 lafonction f définie sur R par: f{x)= 2x* +x.
c) fx— _,_—1 d) fix— =9 éterminer le point de la courbe (C) pour lequel | Exercice @ : On a dans la figure ci-contre;

ABC est un triangle équilatéral de coté a et /

|a tangente a un coefficient directeur égal 3 6.
est un point de [BC] tel que BI < . J.K et

Exercice @ : Etudier les variations de la fonction Utiliser les variations d’une fonction

[; dans chacun des cas suivants: pour montrer une inégalité L sorn: a pmn::s SlegRatEs 1 A
a) fx——x'+x+5x+1 b fix—x'— 448 I | ‘dutriangle {5C tels que
o i . Exercice @ : Soit f' la fonction définie sur LKJI soit un rectangle. a//f ;
¢ fxr——x +"" o d) fx—(a +"' Fintervalle [0;77] par: f{x)=sin(x)—x. On pose B/ =x (L \K
e) fix — : :’; f) fx — (‘_: 7 1. Etudier les variations de la fonction f. | Comment pauLen choisir x  // l
; 5 pour que l'aire du rectangle , /

2. En déduire que: sin(x) = x pour tout réel x

(0.1, LKJI soit maximale? 8% ] %

Exercice @ Soit f une fonction numeérigue

définie et dérivable sur I'intervalle /= ]0;10]. 5 - _
Exercice @ : En utilisant les variations de deux e @ + Voir la figure ci-contre, puis:
1. Caleuler a en fonction x

fonctions que I'on déterminera ; montrer que ; i s ah

2 T

ST ) B z
signe de | AN X ; ) | 2. Deéterminer x pour que ",
L e ||l o (v <o q D A== | Vaire du rectangle ABCD soit Y
f ‘ TR LA ’ maximale. .Y
Syl ™~ ercice @ . Montrer que: 3 1A B
3 3 a3 T\
Wxe[0:+ ) x— % =sinfx) =x Exercice @5 :Soit f lafonction X
Exercice @ Soit f une fonction numérigt _ | définiesur B par: Alx)=1-x" "2 ___¥C .
définie et dérivable sur l'intervalle 7 =[—2;5] poercice @ :Soit f la fonction définie sur ; 2

1. Tracer (C') la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé (; 1] ).

Recopier et compléter le tableau suivant: & par: f(x)=x'—x+1,et (C) sacourbe

B A= 0 ; présentative dans un repére orthonormé |
signe de 7). 2. Soit M, un point de (C) d'abscisse x, qui
f';") | :gtudler les variations de la fonction f. vérifie 0 <x, <1 et (A)) est la tangente 2 la
[ T A i - Déterminer les points de la courbe (C) ol courbe (C) au point M,.
= = = tangente est paralléle a la droite d’équation: ‘ {Aq) coupe les axes du repére aux points A et A.

2%. a) Montrer que l'aire du triangle (AR est:

. _ (0 +xif
So ="y,
b) Déterminer la valeur de xu pour laguelle I'aire
du triangle OAB soit minimale,

2. et 3. ci-dessous; déterminer celle qui est

convenable au tableau suivant:

ercice @ : Soit f la fonction définie sur R
A flx) = 2cos(3x) + 5€in(3x) ‘

’7 x 10 2§ Calculer f'(x) et f*(x) pour tout réel x.

i o | & Veérifier que: f"(x)+ 9f(x) = 0 pourtout réel x. )

s{f"?(ex}e = B e R = 0 Résoud?e I‘é-zuation &ﬁférentie?le o % s consid;?re_}a phsall
= ' définie sur I'intervalle ]—j-;-‘-i-?—- par:

s . ¥+ 9y = ()
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O e

fx)=gex—1732
1. Montrer que:

. {1 —cosx)cos’x+2cosx+2)
! {\} — =il Al e s o

COS'X

T
277 -

pour tout réel x de ]— 5
2. a) Déterminer les variations de [ sur

: T
intervalle [—5:57.
b) Calculer f'(0) puis en déduire le signe de .
3. a) Dresser le tableau de variations de la
fonction f. y
b) En déduire une comparaison entre -~ et

e ; i T
| +%- pourtoutréel x de l'intervalle |[~'5:75 l

Soit { la fonction définie sur

B—{1} par: flx)= - E_I .

1. Déterminer f'(x), f"(x) et f''(x) pour tout
réel x de R—{1}.

2.Soit n e M, n = 2. Conjecturer I'expression
de f"(x), ol f" estladérivée d'ordre n dela
fonction f

3. Vérifier le résultat par récurrence.

( Le plan est rapporté a un repére
orthonormé (0737 ).
On considére les points: A(3;3) , B(l;—1),
C(0;2).
Le but de cet exercice est la recherche d'un

point M appartenant a l'axe des abscisses pour

quel'expression suivante: MA®+ MB* + 2MC*

soit minimale.

les bonnes réponses de la rubrique « Je m'entraine a faire des choix »

hJ
(7%}
£

Question n°: | 1

1. Soit x une abscisse du point M .
Montrer que MA® + MB' + 2MC* = 4x° — 8x + 2§
2. On considére |a fonction f définie sur B par:
Jlx)=4x"— 8x+ 28 i
Calculer f'(x) puis dresser le tableau de variati
de la fonction f.

3. Déterminer la valeur de x pour laguelle
I'expression MA*+ MB* + 2MC" soit minimale,
puis déterminer cette valeur minimale.

“  Une fenétre est composee d'y
rectangle ABCD et d’'un demi-cercle de diam
[AR] (voir figure).

Soit x le rayon du demi-cercle et y est la distance
(x et v sont exprimés en métre). Le périmetre de
la fenétre est egale a 5 m.
Le but de cet exercice est de déterminer le
valeurs de x et y pour que |a fenétre ait une
maximale.

1. Déterminer y en fonction de x , puis en déd
les valeurs de x pour lesquelles y = 0

2. Soit § l'aire de la fenétre.
Montrer que: § = 5x — 4
3. On considére la fonction [ définie sur Iintervall

5 . 4+
[():'ET?J par: flx)=5x——75" Xx

+ T 2
g X%

Omar Khayyam

ar Khayydm (1048-1123), poéte et

a) Etudier les variations de la fonction f. R —

b) En déduire les valeurs de x et y pour quel

R v : 2 ations du 3ém "
- fenétre ait un aire maximale. u3éme degré

quation x* = 3x + 1 devient x' — 3 = l—
€s solutions sont les abscisses des points

rsection d’'une parabole et d'une hyperbole.

anches paraboliques

ncavité d’'une courbe - Points d'inflexion

Réponse n’: 1l | @ 1 2
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e de symétrie - Centre de symétrie

Objectifs de la legon
¥ Reconnaitre une branche infinie d’'une
courbe;
¥ Reconnaitre et déterminer les asymptotes:
* Paralléles a I'axe des abscisses;
* Paralléles a I'axe des ordonnées;
* Obliques;
P Déterminer les branches paraboligues;
» Reconnaitre et étudier la concavité d’une
courbe;
et recherche des points d'inflexion;
P Utiliser la dérivée seconde pour déterminer
les points d'inflexion;
¥ Reconnaitre et rechercher les centres et les

- axes de symétrie d'une courbe;

k Utiliser les courbes pour résoudre des
équations et des inéquations;

- b Utiliser |es études de fonctions pour

- resoudre des problémes de la vie courante ou
d'autres matiéres.

Capacités attendues

» Résolution graphigque des equations et
des inéquations.

b Utiliser de la périodicité et les
éléments de symétrie pour réduire
I'ensemble d'étude d'une fonction,

» Utilisation du signe de la dérivée
seconde pour étudier |a concavité et la
détermination des points d'inflexion.

b Etude et le tracé des fonctions
polyndmes, rationnelles et
irrationnelles.

» Etude et tracé des fonctions
trigonomédriques simples.
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ACTIVITES

ACTIVITES PELIMINAIRES

‘W}
_ Activité o . Utilisation d’une représentation graphique d’une fonction ivité %‘ Asymptote oblique
Soit f une fonction numérique de la variable réelle x et (C') sa courbe représentative dans le plan muni d'y considére la fonction numérique f définie sur I — {— |} ) v
. o (TN fsie g e e T : - == 1y par f .\'?=—"'"" Soit (C') la courbe de / d
repére orthonormé (0; 3 ) (voir figure). otel A 1<)t SBY : Blan muni o un repére orthonormé (0:737). et (1) ta droite d’e‘quation, ‘]_ o / dans |

‘Calculer : iml flx) et Jlm fx) 7
Montrerque: flx)=x—1+ . IT T | ;|
() our tout réel xde B — {— 1}, _'l_

Soit x un élémentde J1; + o] ;et M(x:f(x)) un point

En utilisant la représentation graphique de [ répondre

aux qguestions suivantes
1. Déterminer D I'ensemble de définition de f.

1]
nm -

4. Etudier la position relative de (C) et la droite (A).

e {C) s'approche de plus en plus de |a droite (D)

2. Déterminer les limites suivantes : |
- N 1 T oy — & : : o | | |
lv'f]? M) _151_11 Ax); YII.HI (fx)=1) et I.'.[.T' Ax) . - ; lacourbe (C) et Plxx—1) un pointde (D}, | [ |I I| l } \
¥> 1 3 - I P - I /

3. Résoudre graphiguement : A o é_ - - Montrer que : PM = f(x)—(x—1). | I| |] I| i| ] |

BL’équation s flx)=0. V arifier que : Hm (Ax)=(x—1))=n0, | [T || [

: 5 1 : oo | ==l

B Vinéquation: flx) > 0. P (€) .phlque.-m;nt [T J '

o t = limite « ,'Ef”‘ LAx)=(x=1)) = 0» signifie que la _i_ | i J I T
| [ Y
ue fois que x prend des valeurs positives de plus L |

HBTIVITES D'INTRODUCTION "|u5grandesfrtendsvers +oc),
S lim (flx)—(x=1))=0 T

_ Activité g gsympdtote paralléle 2 'axe des abscisses - Asymptote paralléle 3 I'a Bt aue 12 droite céquation y=x—1 est une [ | |
s ordonndes Iptote oblique & la courbe de la fonction f au | .
On consideére la fonction f définie sur R — {2} par: flx)= et soit (') sa courbe dans le planm lage de +oc,

d'un repére orthonormé (Q; 73/ ). (A) est la droite d equat:on. =
| | oo lEHl | T
y=1et (D) la droite d"équation: x = 2. ﬂl?‘ =8| <|0f¢ Tl wD

1. Donner les équations des deux asymptotes a la courbe (C). ) :
| utilisant un logiciel matheématique on a construit les trois courbes (¢, )i {C) et (C) des fonctions f ; g et

2. Soit x un élément de |2;+cc| ; et M{x:f(x)) un point de 9
k- tla droite (A) d'équation v = =,
= 2 |

Branches infinies

(C7) et P(x;1) un point de la droite (A).

Bl vontrer que PM = flx)— 1.

A vérifier que : lim (f(x)—1)=0.

On en déduit que‘l_a Eourbe s'approche de plus en plus de la droi-
te (A) chaque fois que x est assez grand (x tend vers +oc).
Ona: lim fla)=1.

On dit que la droite d'équation y = | est une asymptote paral-
léle & 'axe des abscisses a la courbe (C) au voisinage de +oc.

(D)

{7z e B): fixi=x ( ‘ " -
i flx)= 3 e[+ sel) g y ;
el Digla) = /x (vxel=1i+ wlinlx) =Ly s g | |

3. Calculer Iim f{x)

Utilisant les courbes précédentes, répondre aux questions suivantes :

La fonction ,f admet une limite infinie a droite en 2; on dit que la droite d'équation x = 2 est une

7,
asymptote(paralléle a 'axe des ordonnées) a la courbe (C) de la fonction /. s"'c"-' que les trois courbes admettent des asymptotes paralléles aux axes du repére au d
voisinage de

0P

st ; 5 -
€€ que les trois courbes (C)) ; (C.) et (C,) admettent des asymptotes obliques au voisinage de +2¢ ? |

Chapitre 10. Représontation graphique d'une fanction numérigue . 235

Chapitre 10 @ 234




ACTIVITES

2. B vérifier que : lim flx)=+oc et lim =t

On dit que la courbe (C)) admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisin;

de +o0 .

. glx)
[ Vérifier que limg(x)=+oc et Injni{:if\“- =0

On dit que la courbe (C.) admet une branche parabolique de direction I'axe des abscisses au voisina {

T,

. hix) -
3 vérifier que lim i(x) =+cs ; lim W1 et tim (h(x) =) =tec
On dit que la courbe {(C.) admet une branche parabolique de direction

La droite (A) d'éguation: y = —é—x au voisinage de +oo .

u&\ﬂgg‘_ Concavité d’une courbe - Points d’inflexion

1. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur £

par: flx)=x"—x etsoit (C) la courbe représentative de f dansun

plan muni d’un repére orthonormé (O; ). (©)
El calculer #'(x) pour tout x de [£. \ /
[ soit x; de E .Montrer que I'équation de la tangente (T') alacourbe \ /

(C) au point d’abscisse x, est ¥ = (2% — 1)x = xi.

[ Vérifier que : flx)—[(2x — Dx —xi]=(x—x) .

] Déterminer la position de la courbe (C) et la tangente (1). i

On a toutes les tangentes a la courbe (C) sont situées sous la courbe . 5

On dit que la concavité de la courbe (C') est dirigée vers les ordonnées

positives).[ convexe )

2. On considére la fonction g définie sur R par: glx)=—x"+2x et = =

(C) sa courbe dans le plan muni d’un repére orthonormé (C: ).

EJ calculer g'(x) pour tout x de E. / | 2

3 soit x, de B ; montrer que I'¢quation de |a tangente (T)a(C)

au point d’abscisse x; est: y =(—2x,+ 2)x+xi . 3 <)
A Etudier la position de la courbe (C) et la tangente (') -
On a : toutes les tangentes 3 la courbe (C') sont situées au dessus de / :

(C) ; on dit que la courbe (C) est concave ou la concavité de la courbe

(C) est dirigée vers les ordonnées negatives.
[l Quelle est la concavité de la courbe (C)?
3. Soit (T") la courbe de la fonction sin sur l'intervalle [—J‘T:ﬂ'] (Voir figure).
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péterminer I'intervalle sur lequel (I") admet une concavité diri-

e

e Vers les ordonnées positives.

péterminer 'intervalle sur lequel (I") admet une concavité diri-

g vers les ordonnées négatives. —T

dit que le point O(0;0) est un point d'inflexion car la courbe (C)

ierse la tangente en ce point, I
vite Axe de symétrie - Centre de symétrie

it / une fonction numérique de la variable réelle x définie sur D et (C) sa
e dans un plan muni d'un repére orthonormé (O: 15/ ).

_ de symétrie La courbe d'une fonction
(A) une droite d'équation x = a. paire est symétrique

fit que la droite (A) est un axe de symétrie de la courbe (C); silesymétrique ~ Par rapport a laxe des
out point M de (C') parrapport  (A) est aussi un point de la courbe (C). s
[Soit M(x:v) un point de la courbe (C) et M'(x';y') son symétrique par
porta (A) . A
ntrer que : v =y et x' = 2a—x. \ M/
Montrer que la droite (A) est un axe de symétrie pour (') si et seulement si b 4 | '
urtout réel x de D ona: 2 I L -

Za—x 9| 3 X

(2a—x)e D et fA2a—x)=flx)

lication : Montrer que la droite d'équation x =— | est un axe de symétrie =

La courbe d'une fonction

it ; 57 impaire est symétrique
it que le point Q est un centre de symétrie de la courbe (C') si et seulement par rapport a lorigine

étrique de tout point M de (C) par rapport & Q est aussi un pointde  du repére.
rbe (C).
Soit M(x;y) un point de (C) et M'(x';y") son symétrique par rapport 3 Q.

la courbe de la fonction [ définie surl# par: flx)=2x"+4x—5 .
re de symétrie
2{a:b) un point du plan.

ntrer que: x' =2a—x et y =2b—y Q

‘Montrer que le point © est un centre de symétrie de la courbe (C) si et . "'";//

eément si : pour tout réel x de D ona: J
(2a—x)eD et fa—x)+f(x)=2b Q x;’ T

Application : En utilisant le résultat de la question (b), montrer que

point €)(1;2) est un centre de symétrie de la courbe de la fonction f

hie sur B — {1} par: _,-"tx]'—‘gg_._l_l .
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Les Asymptotes

Dans tout le chapitre le plan est muni d’un repére
1- Branche infinie d’une courbe (de fonction)

. Asymptotes paralléles aux axes du repére
(Diizg) . s =hpe
orthogonal (0:i5) [ une fonction numérique définie par son

leau de variations suivant :

P ocewion R — towmd o S
Soit  une fonctio_n nun?é@e de |3 variable réelle x et (C) sa courbe [ . .
représentative. on dit que (C) admet une branche infinie si I'un des coor- = T
données d’un point de (C) tend vers I'infini. | . x/, | \ 0 |

terminer D l'ensemble de définition de f

2- Asymptote paralléle a I'axe des ordonnées
terminer les limites de f* aux bornesde D,

[ DEFINITION
’ > ou lim flx)=toc

$i lim f{x) =—o0 ou lim f(x) =+cc ou lim flx) =—o00

‘5

=

i
=

8

s en déduire les asymptotes & (C) la courbe
: :I: est une asymptote verticale a résentative de f.

alors on dit que la droite d'équation x =
. D'aprés le tableau de variations de f ona:

R—{-1:3}=]-o0; - 1[U}-1;3[ U ]3; + |
L D'aprés une lecture sur le tableau de variations

la courbe (C).
3- Asymptote paralléle a I'axe des abscisses

t que la droite d'équation )

Si lim f{x)=a ou limflx)=a alors, on di _ ]
—a : ale 3 la courbe de f au voisinage de =3 i

e f ona:
flx) =1 donc la droite d'équation v = 1 est
asymptote a () paralléle 2 I'axe des abscisses

;= g est une asymptote horizont

+~ (respectivement —cc)
isinage de —oc.

lique .
%ﬁf:ﬂ:::g;l:hg £ étant une fonction de la variable réelle x qui admet une limite infinie auV lim lx) =—oo et lim flx) =0
sinage de +oo (respectivement au voisinage de —ac). i i =]
i I S l ¢, la droite d'équation x = | est une asymp-
) i ax+h))=10) - a(C)paralléle a I'axe des ordonnées.

si lim( f{x)—(ax+b)) = 0 (respectivement lim (fla)=1 )
oul a- = R et b€ R, onditalors que la droite d'équation: y = ax + b estune

f au voisinage da +co (respectivement — o) /

a: l'ii.'l:l Jlx)=+e

, la droite d’équation x = 3 est une asymp-
dlacourbe de f.

una: }E“ Ax)=0

, la dr;ite d’‘équation v = () est une asymp-
e & la courbe (C) au voisinage de +oc

asymptote oblique ala courbe de

Propriété 1 .
La droite d’équation vy =ax+b (a# 0)est une asymptote oblique a |a courb

de +oo (respectivement au voisinage de —) si et seulement s'il existe une fonction i
fAx)=ax+b+hx)et [il:nh['x} = () ( respectivement _lir_n\h(,\') =0}

ede fau

In considére |a fonction f définie sur
= x+
Bhpar : f(x) = 211,

erminer les réels a ; b et ¢ telsque :
C

=R fx)=atb+—27,
Geduire que la courbe de [ admet une

tote oblique au voisinage de +oo.
Onsidére |a fonction g définie sur B par:
X'+ 2x+3

el
que la courbe de |a fonction g admet

Exemple :
ion définie sur B par: flx)= x+ 1+ =
Soit [ la fonction définie sur B par: flx)= x4 po el

. . 1 : 2
Ona: flx)=x+1+hlx) ol hix)= i pour tout reel x.

x¥)=10 et lim h{x)=0,alors la droite d’équation: y = x+ | estune asym|

Comme limh(
ohligue 2 la courbe de f au voisinage de +oc etde —oc.
|

| Propriété 2
La droite d’équation y = ax +b

(& + 0) est une asymptote oblique a la courbe de [ sietsél
' (x , . flx) , ol
| (lim“(—(‘"}-]I =g et Ii_;:rl(_ﬂ x)—ax)= b) ( respectivement llmt_.i' ~= g et .lf”!_( flx)

ax) =

|
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POUR COMPRENDRE

l une asymptote obligue au voisinage de —.

1. ElSoit x unréelde R—{2} Ona:
€ _ax’=2ax+bx—2b+¢
> X—2b+ec

fix)=ax+b+ T —1
_ax+(=2a+blx+(=2b+¢)
x—2

Alors

Y=x+l=ax'+(=2a+ b)x+(—=2b+¢)
a=1 a=1

Donc: —2g+h=—] dol:jb=1
—2h+¢=1 =3

Ainsi: (Vx € R— {2})ifix) = 2+ 1 + — 32

[3 soit x unréel de B —{2}, on pose:

hix)= }—3—2- donc flx)=x+ 1+ hlx).

Puisque lim h(x) =0 alors, la droite d'équa-
tion v = 1r+ | est une asymptote oblique a la
courbe de la fonction f au voisinage +oc.

2. Montrons que la courbe de g admet une
asymptote ablique au voisinage de — x.

On utilise |a propriété 2 :

b limg(x) = lim i = lim x =—cc
. g
» Calculons lim 'L"\,
c&(x) _ x'+2x+3
Ona: == X+ x
< )
Donc: Iim-'i'—"."" = lim%;
=liml=1=a

b Calculons lim (g(x)—ax) c’estadire
lim (glx)—x)

P+ 2x+3
Ona: glx)—x=%Xt2x+3
glx)—x pEs X
_x+3
X5l
Puisque lim g(x)—x = lim % = lim L=0=p

alors, la droite d'équation y=x (a= 1:h=0)
est une asymptote oblique a la courbe de g au

voisinage de —oo.
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B9 Branches paraboliques

Dans ce paragraphe, on considére une fonction [ de la variable réelle x, qui admet une
limite infinie au voisinage de +oc (ou —ac) et (C') sa courbe représentative dans le plan

muni d’un repére (;7:7).
1- Branche parabolique de direction I'axe des abscisses

IR B

Si lim ﬁ;\] =0 ( I1m —“- 0) alors, on dit que la courbe (C') ad- 2t

met une branche parabullque de direction I'axe des abscisses au voisinage

de +oo (ou au voisinage de — oo ).

Exemples : i
La représentation graphigue de la fonction f définie par: fix — v H
admet une branche parabolique de direction l'axe des abscisses au I =
"
voisinage de +oo 2 i ]
, L o Ax) o 1 T 1]
Eneffet: lim flx)= limyx =+ et lim e lim—==20 : |
i Pcadly 7 e
2- Branche parabolique de direction I'axe des ordonnées . )
Si lm f—“—’ =—o0 OU | m ﬂx\) =+ 0U Iun ﬂ:’ =+oo OU Inn / {U =—0o D. i
alors on drt que la courbe (C) admet une branche parabohque de direction ,
I'axe des ordonnées. | \
Exemple : T !
Soit la fonction définie par: fix~— x' ; on a:au voisinage de +oc,0n a: il
lim flx) =+ et lim f ” = limx" =+oo. a
= . (x o
et :au voisinage de — oo ona: lim f{x)=—oc, et lim i‘{_‘} = limx* =+oc. :
Donc, la courbe (C) de f admet une branche parabolique de direction ] 5

I'axe des ordonnées au voisinage de +oc et de —oc,
3- Branche parabolique de direction la droite d’équation y = axoua # 0

Si Itm@ =aoua# et lim (flx)—ax)=+eoc 0U rl‘;{rl(,ﬂx)—mJ =—o0

alors, on dit que la courbe (C') de f admet une branche parabolique de

direction la droite d’équation y = ax au voisinage de +oo.

Remarque
On a la méme définition au voisinage de —oc
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_5-0n a:
¢ lim ﬂx lim2 —y/x+ ] =
Soit x € J() + o
a: fX) _2-Jx+1 _2 Jx+1
x x X X
—2_ x’J}:—I —2_ /1 1
x ¥V x x Va2
2 |
L - 0 alors

T—

POUR COMPRENDRE

Détermination d’une branche paraboli-

que de direction 'axe des abscisses

it / la fonction définie sur [~ 1; + o[ par:
~Vx+1

Calculer lim f(x).

“alculer 111'1}1 ﬁfx_) ; puis interpréter géométri-

ment le résultat obtenu.

!im Vx+1=+

isque lim == = [nn? = lim

E

.-:h.' X
, la courbe représentative de /' admet une

anche parabolique de direction I'axe des abscis-

x°

5au voisinage de +ec .
logiciel ARCHIMEDE clarifi le résultat obtenu

=3 ¥ e+ O Chatin - Cpem - e @ e
i uave Mo . B L8G4 =V T
Y O {] i
N | [ ]

£ ] A i

1

AN NNENEEENNNEERENNN .m

étermination d’une branche paraboli-
que de direction I'axe des ordonnées

" la fonction définie sur B par:

._'-..-xs — sz

ler }i[nf(x).

idier la branche infinie de la courbe (C) de

f

Voisinage de —oc

a: Jli_m_ fAx)= lim x=—c0

Soit xEl-o0;0[;0na: ﬂ?} =% —2x
i A!P?l ﬂ;) = ‘iml ¥ =+tm

parabolique de direction I'axe des ordonnées au

voisinage de —oc.

Détermination d’une branche parabo-
lique de direction la droite d’équation
y=ax(a#0)

Soit f la fonction définie sur [0; + oo par:

Ax)=yx~

1. Calculer lim f(x).

2. Déterminer |a branche infinie de la courbe (C)

de f au voisinage de +oo.

1.0na:

Jim flx) = limyx —x = lim/x(1 = /x) ==

remarque : x = 0;x=(/x) et |I!T]\.r,‘c =+oo

2 SO!IJ.E]U +oo[

ﬂx) x—x
Ona 'E' t—:+ — 1Donc:

ﬂr} el

Fm sy == 1ia

Calculons ; lim (f(x)—ax) ;

c'est-a-dire : lim (flx)+x)

Ona: Yli_{g(ﬂxH.ﬂ = lim Vx =+

Ax) _

Donc lim flx)=+oc et lim =TS

et limflx)+x=+o
D'od, la courbe (C') de f admet
au voisinage +oo une branche parabolique de

direction la droite d’équation y =—x

e s Mk Dol Optees - Fadirs - 5 k-

U, 1a courbe (C') de f admet une branche

BN N
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IED Concavité d’une courbe - Points d'inflexion
l 1- Concavité d’une courbe

I oeFinTioN

l Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I,et(C)sal]

courbe représentative.

| ™ | y
» On dit que la courbe (C) de f admet une concavité di- o T _ﬁ [ |
rigée vers les ordonnées positives, si (C) est entierement \ 1] —| 1]
située au-dessus de chacune de ses tangentes.

L AN |

» On dit que la courbe (C) de f admet une concavité

2- Points d’infiexion

dirigée vers les ordonnées négatives, i (C) est entiérement située au-dessous de chacune de ses tangente

g DEFINTION

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 7 : x, &1 et (C) la courbe représentative de fit
dit que A(xsf(x,)) est un point d'inflexion si la courbe traverse sa tangente en ce point.

Remargue
Un point d'inflexion est un point de (C) ot la courbe (C) change de concavité.

Exemple:

(©)-

Soit f lafonction définie sur & par flx) = x’ et (C) sacourbe (voir figure);

On remarque (d‘aprés la courbe) que sur [0: + o<| la concavité de (C)

est dirigée vers les ordonnées positives, et sur Iintervalle J-o0;0] la i/

concavité de (C) est dirigée vers les ordonnées négatives, donc le }. N

point O(0;0) est un point d'inflexion pour (C). J,
3- Concavité et dérivée seconde

Propriété
Soit f une fonction deux fois dérivable sur'un intervalle I, et (C) sa courbe représents

Xo =S I - :
» Si f" est positive sur Fintervalle I, alors la courbe (C) admet une concavité dirigée vers |

données positives. -
P Si f" est négative sur [intervalle 1, alors la courbe (C) admet une concavité dirigée vers |

données negatives.
»Si f* s'annule en x; en changeant de signe ; alors le point A(x:f{x:)) est un point d'i

la courbe (C) .

B Axe et symétrie - Centre de symétrie

Propriété

Soit f une fonction numérigue de la variable réelle x définie sur un ensemble D et (C) sa
représentative dans le plan muni d'un repére (O; PR

» La droite (A) d’équation x = a(a € ) est unaxe de symétrie de la courbe (C)

si et seulement si: [(vxe D):(2a—x)ED

(vx € D); fl2a—x) = flx)

» Le point Q(a:b) (a € B:b € R); estun centre de symétrie de la courbe (C)

(vxe D);{(2a—x)eD

(vxe D); fl2a—x)=2b—flx)

si et seulement si:

Chapitre 10 b 242

L:'. “a-dire: (vaeD):(1-x)eD
oo

Concavité d’'une courbe - Points d’in-
flexion

oit ' la fonction définie sur B par:
y 1
g)=ﬁx“—2.x’+x+%~
lculer f*(x) pourtout x de B.
Etudier la concavité de la courbe (C) de f en
dcisant les deux points d'inflexion.
1, f estune fonction polynéme, donc elle est
jeux fois dérivable sur .
na: (vxe R):f’(x)=[¢x‘—4x+ 1
onc: (VxeR); f(x)=x*— 4
, Etudions la concavité de (C) et déterminons les
jpints d’'inflexion
tudions le signe de /"(x) pourtout x € ;
x —|2 2 +i‘
o | + 0 - 0

Yaprés le tableau de signe de f"(x) , on déduit
ue :

— 00

| concavité de (C) est dirigée vers les ordon-

ges positives sur |—oo; — 2] et sur [2; + o[ .

. concavité de (C') Sur [—2,2] est dirigée vers

‘ordonnées négatives.

f" s'annule en changeant de signe en x, = 2 et

) % =— 2 ; donc, les deux points A(—2:f(—2))

B(2:/(2)) sont deux points d'inflexion de (')
-a-dire: A(—2;— 8) et B(2: — 4)

ICentre de symétrie

rer que le point I(-%:- = %) est un centre de
ie de la courbe représentative de la fonc-
[ définie par :

€ oo d{ulhs + oo} )= RIS

“ontrons que la condition
YE D) (2a—x) € D est vérifice

POUR COMPRENDRE

on a:

.T>IT:>—;:<—:12—

=*|—x<;—

=’(1_X)E]—m;%
~(U-x)eD
» Soit x € |-oo; 1
on a: X<2'==-—x>—-]2
|

——JI—x:--z—

= (1 —x)E}%;-roo[
=(1-x)ebD

Dans lesdeuxcas: (vxe D):(1—x)eD
Montrons que :

(Vxe D) fll—x)+flx)=2b=—1

Soit xe D ;ona:

A= x)+ flx)
_20=xf=30-x)+3  2x—3x+3
2T—x)—1 - -1
=§x‘—x+2+g_._3x7+3
1—2x 2x— 1
2t x— 2+ 2% —3x+3
2x—1
=—2x4l -
, ey Shiae

Donc: (Vx€D); fll —x)=—1 - flx)
D'olr: le point / est un centre de symétrie de la
courbe (C).

ED Axe de symétrie

Montrer que la droite (D) d'équation: x = %
est un axe de symétrie de la courbe de Ia fonction
fix — sinx sur Iintervalle [0;7].
En utilisant la méme procédure que dans I'exercice
précédent.
On vérifie que (vx € [0:7]); (7 —x) €[0; 7]
Soit x €[0;r]

+ aj /3 H
Ona: b1n(2 X% —x) = sin{7r —x)=sinx
Donc, la droite d'équation: x = ?g.r— est un axe de

symétrie de la fonction sin sur l'intervalle [0;7].
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EXERCICES

RESOLUS

Plan d’étude d’une fonction:

Pour étudier une fonction numérique on suit généralement les étapes suivantes :
Bl Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f;

Bl Etudier la parité, la périodicité de f rechercher des centres ou des axes de symétrie puis dete '

ner son ensemble d'étude ;
Bl Calculer les limites de f aux bornes des intervalles de son ensemble de définition ;

K Etudier la dérivabilité de f sur D (ensemble d'étude);
B Etudier les variations de f;
a, Calculer f'(x) ol f* est la fonction dérivée de f;

b. Etudier le signe de f' (s'il est compliqué, on peut utiliser d’autres méthodes ; décomposition,

tions auxiliaires, variations de f'....)

¢. En déduire les variations de f et donner le tableau de variations de f.

Pour tracer la courbe représentative de f ; souvent on suit les étapes suivantes :

A Etudier les branches infinies;

A Erudier les positions relatives de la courbe de f par rapport aux asymptotes s'ils existent;
Bl Déterminer s'il existe des points d’intersection de la courbe de f avec les axes du repere;
Bl Déterminer les tangentes a la courbe de f en des points particuliers ;

I Etudier la concavité de la courbe (C) de f, et déterminer les points d'inflexion s'ils existen
calculant la dérivée seconde.

M Construire la courbe de f

a. Souvent on choisit un repére orthonormé

b. Construire les tangentes et les asymptotes

¢. Construire la courbe de f en tenant compte de'la concavite.

(vx e R); f(x)=6x"—6x=6x(x—1)
» Tableau de variations de f

Le signede f'(x) est celui de x(x— 1)
0 1

Soit f la fonction définie sur & par:
flx)=2x"—3x"+ 1 et (C) sa courbe dans le plan
muni d’'un repére orthonormé (Q; 717 ).

Etudier f et construire (C) la courbe de f x —c0
xx—1) +

El calculons lim f(x) et lim f(x):

Ona: lim flx)= lim 25’ =+cc et

]

lim Slx) = lim 2%’ =—o0
H calculons f'(x) pourtout x de R :
La fonction f est une fonction polynome, donc

f estdérivablesur ¥ etona: f _m/ \ 0
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f Etude des branches infinies de (') :

La courbe (C) admet une branche infinie au voisi-

nage de +o et —oo
Ax) . 3
- =__I|:m_'2'§' =|]]m ' =+

¢: (C) admet une branche parabolique de

gt —oc

@ calculons f'(x)pourtout x de ¥ :

vable sur 2.

a fonction f” s'annule en —é en changeant de

igne ; donc le point A(lz—%) est un point

exion pour la courbe (C) .

: .Equation.de la tangente au point d’inflexion:
bo: /(3)=-3 o A1)

D'oli: 'équation de la tangente (7') au point d’abs-

I55e _; est
B/ (3)(x-2)+A3)=3(x-%)+%
0y =—3x+ 7

A est un centre de symétrie de la courbe (7).

Bl ) = 2(1 — ) - 3(1 -} +1

=2(1=3x+3"—x") - 31— +x)+ 1
=2-6x+6x"— 2" —3+6xr—3+1
=—27+3¢=1—(' -3+ 1)=1—-flx)

ER):(1-x)eRet Al —x)=1—f(x)

ction I'axe des ordonnées au voisinage de +oc

f est une fonction polynéme, donc deux fois déri-

B |
EXERCICES +¢sovus

C CVEMDIEC 7
_EXEMPLE2
Soit f la fonction numérigue de la variable réelle

définie par flx) = ﬁ%, étudier f et tra-

cer (C;) la courbe de f.
H Déterminons I'ensemble de définition de f :
SoitxeRona:xeED=x"—2x+1#£0
résolvons I'équation: x*— 2x+ 1 =0
ona: ' —2x+1=0e=(x—1F=0
=ax=1

donc: xED=x#1

—=xeR-{1}
Dot : D= oo 1[ U]L; + oo
H Calculons les limites de f aux bornes de /)
» Calculons Jim Hx)

Ona:

Iet—dw N (3 _
X"—EX‘FIJ_ull]--IH: ,t")_lrlm‘x}_}

» Calculons lim f(x)

lim f(x)= lim (

Ona: lir_tll(.rz—2x+ 1)=0et
]ifr.](_h'] —d4x)=—1

Et (vxeD);x’— 2x+ 1 >0 donc:
3 —4x

lim —3 =—
e A — 2+ o

El Les branches infinies
Ona: ..‘.i!*.”._o flx)= 3 donc la droite d'équation:

¥ = 3 est une asymptote a la courbe de f au
voisinage de +o et —oc.
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EXERCIGES

RESOLUS

De plus, ona : lim f(x) =—oo

Donc la droite d’équation: x = 1 est une asymp-
tote a la courbe de f.

El calculons ' (x) pourtout x €D :

b f est une fonction dérivable en tout point de D
Etona: pourtout x de D :

- (6x— 4)(x— 1 — (3 — 4x)(2x— 2)

flx (¥—2x+ 1)
20— DIGx—2)(x— 1)~ (32" = 4x)]
o (¥—2x+ 1)

(vxeD); f'(x)= %x__—zlx](fl—}—z)

Tableau de variations de f
Le signe de f'(x) est celuide —2(x—1 Hx—2)

x —o0 1 2 +;||
S - [+ o - |

D'ou, le tableau de variations de f est le suivant :

‘x —oo 1 2 +00J

f(x) : l, + (:’ - “
3 | 4

f \\\ ///'\\\ ,

9 . Y

Déterminons le point d’inflexion de (C/)
» Calculons f"(x) :
Ona f estune fonction deux fois dérivable en

tout pointde D etona:

(VxED):f'(x)='_(2x(—:)12—)

D'ou: (¥xED);ona:

Fa)="= 2x-(—x_ 1) = 3(x= 1) (x—2)

(x—1F
:_2(“‘;&_1;3‘;(.;&
(x— 1)
_ 2(2x—5)
T (%=1}
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Ainsi, (vx € D).f"(x) = 2{‘\%_”?_)

Le signe de f"(x) sur D estceluide 2x—3§
d'ots, le tableau de signe de f" estle suivant;

ljx —oo 1 —?2—
e | - | -9 =

le point d'abscisse % est un point d’inflexi

la courbe de f.

Déterminons les points d’intersection d

(C,) avec I'axe des abscisses.

Il suffit de résoudre I'équation: f(x) = 0 sur

Ax)=0e3x—4x=0

er=00u3x—4=0

=.\'=00u,\'=%

i

A(%:U) et 0(0:0) sont les deux points d'ir
section de (C,) avec I'axe des abscisses
or0eD

et f(0)= 0, donc O est le point d'inte

de (C,) avec I'axe des ardonnées.
Construction de (C;)

T Etudes ¥ Edimon: ¥ Nodules- 0 Ouths= i Optiors= ~Fanétrar ® Aide:
Skl | ot mepes & W a8 S 4 B

I

|
|

, ﬁ_jﬂg Etude d'une
action irrationnelle -
la fonction numérigue de la variable réelle
finie par: flx)=x+1—J/x'—x—2 etsoit
sa courbe dans le plan muni d'un repére
normé (0;157).
Déterminer D I'ensemble de définition de f.
culer r!il_lfclnf(ﬂc) puis montrer que :
=13 .
idier la dérivabilité de f adroiteen2et3
en -1; puis interpréter géométriqguement
U résultats obtenus.
Calculer f'(x) pour tout x de D—{—1;2}.
ntrer que £’ (x) > 0 pour tout x de
—1[.
rer que f(x) < 0 pour tout x de ]2;+ oo ;
resser le tableau de variations de f'.
iontrer que la droite d'éguation y = 2x+%
e asymptote oblique 2 la courbe (C;) au
ge de —oo.
la courbe (Cy).

2. Déterminons I'ensemble de définition de 53
it x unréel,ona: xeDe—=r"—x—2=0

que les solutions de I"équation x*—x—2 =10
nt-1et2alors:
EDe=(x+1)x—-2)=0

= x & oo, — 1JU[2; + ]

BRC: D = |—oc; — 1]U[2; + o0
Calculons |111:_;_;'(1-J :
a: lim(x*—x—2)= ‘iirnt(.l'i)='“cc

ne: limyx' —x—2 =+oc etona

N

B+ 1) =—oo
5 lim(x+ 1- /37— x—2)==o
i r']l:l’lﬂ_l‘)=—m

fontrons que: li|11f{,vc)=%— H

X un élément de [2: + oof :

EXERCIGES e sovus

Ona:
foy=x—Jx¥-x-2+1
_ =V —x=2)xt+ VX —x—2)

- +
,\"“JI"—.\‘:"'2 1
= %H
S s ol
2
_ x(1+;) i
fpodee 20
x(|+v-l % 1'2)
1+2
= 1+.vs“{|—_]——i+l
X x“
Puisque : I_i_rpl—%—%:l
Lo ."’._]__A_
alors : .[_l_rjh,s] X o =1
T 23 _
etona: xllr}l(]+x)~1
2
VS .o SN .. |
Donc: lim 1 2~!-]—,)+|_,J
.--‘x1+V.aI_Y_? L L

Ainsi : Tim f(x) = 3
Pl Etudions la dérivabilité de / a droiteen 2:
Soit x un élémentde [2;+=[;ona:

fRO-f2) _x+1-J/¥—x—2-3
x=2 =2

S E==F—5=3

5 il 2 S——

B Jix+ 1Mx—2)

-2

[+ 1x—2)

== fam oA S y — -
y (x— 27 (carx—2 >0}

=i JEFTD
I Vix=2

i . +
puisque : hm(':_ ,1, )=+co alors

limy/ 55 =+
Donc : lll‘l'l'ﬂx%é(z} = l;_m(l o ,“x—fj 12 } =—oc
donc f n'est pas dérivable a droite en 2
Interprétation géométrique :

La courbe (C,) admet une demi-tangente (verti-
cale dirigée vers le bas) au point d'abscisse 2 et
x=2

d'ordonnée f(2) = 3 d'équation : [ -
y=3
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» Etude de la dérivabilité de f & gauche en-1.

Soit x € J—eo; — 1] :

. f—f=1) _x+1-y/x—x-2
Ona: s 2 RF i |
(x+ l)( -2
info : —
Ona:x+1<0 (_}
donc: x+1=—y{x+1F — \',. 1)
_ ;'_1:—2
Ly X+
Puisque : I_lm( r:? ] +ro alors :
llm\‘, e —% =+oo
donc :
_fe—f=1) _ T=2\_. _
tim PO = i1+ 55T ) =+

D'oii : f n'est pas dérivable a gauche en-1

Interprétation géométrique :

La courbe de f admet au point d'abscisse -1 et

d’ordonnée 0 une demi tangente (verticale dirigée
x==1

vers le bas) d'équation : {y <0

Bl > Calculons f'(x) pourtout x de D—{—1:2}.

On a: lafonction : w:x — x* —x — 2 est dériva-

ble sur ]2; + cof et u(x) > 0; pour tout x de

J2: + ol

Donc, la fonction /u est dérivable sur |2: + ],

et on a la fonction x - x + 1 est dérivable sur

12;+ ool

Donc, la fonction f est dérivable sur [2; + o[,

De la méme maniére; on montre que f est déri-

vable sur Iintervalle |—oo; — 1[.

Soit x de D—{—1;2};0na:

— 2x—1 24X -x—2-2x+1
Fe == e —x—2 2/ —x—2
Donc: ;

o X mx—2 -2t ]
(vxeD—{-1;2}): /') W g
b.Six<—1lalors: —2x+1>3;donc:
—-2x+1>0
Chapitre 10 @ 248

doti: 2y —x—2—-2x+1>0
Ainsi: f(x) > 0 pour tout x de |—oci—1[,
pSix>2,0na:

(2 —x—2—(2x— I2/x —x—2+(2r=

F === P —x—20yr—x—2 -+~ 1)}
. 4x' —4x—8—(4x' —dx+ 1)
T2/ —x— 22y —x—2+(2x—1))
_ =5
T —x—202/r —x-2+(2c—1))
Comme 2yx' —x—2 +(2x—1) > 0 alors:

2/ —x—202/% —x—2+(2r—1))
Donc: f'(x) < 0 pour tout x de [2: + oc[.
le tableau de variations de f estle suivant:

== i 2 %
@l v ] | &
0 3
| N

a. Asymptote oblique :
Soit x un élément de J—oo;— 1[;0na:

T |
flxi—(lx+|§}=;+lf\.:.r' —x—x—2 - T

(1+3)
== ~2Z . 4
—x{y1-% 5+
i+4] 3
g 3 —t——+ 7
."l;_L——E +1 ¥
y X x
puisque : 11_1}1_1—];—%31
-t "’r ]__.Z:
alors : lim,/1——--—"3 1
2
etona: liml+=1

2
. i U+e)
Donc : ,’]__1__'2 l_ 3
b X x
ol :
| o]
, —[1+
Jim f(x) (2r+l}—lim —%_) +%:O
G ""v-"l-—'—ﬁ+1 2
fonclusion :
Ona:

TR 5 2 1Y) :
(x) =— )—(2x+5))=0;
lim /(x) =—o0 et lim(f(x)~(2v+ 7)) =0;
onc, la droite d'équation : y = 2x + ,1,— est une
symptote oblique & la courbe (C,) au voisinage
e —oo.

Construction de () :

= 5 Efmen~ ¥ Mt 7 Cuti~ o Optnes ~Fanites % fude

R RN I A

| I e
[ ]
] L]
A7 VR R
f/'
il fi
/
FAD M

/ i ]

J | S I |

VNS NEEENE SRR
: HaI Etude d’une

ction trigonométrique

la fonction numérique de la variable réelle

lie par: f(x) = ;(;22;

terminer D l'ensemble de définition de 1.
fler que m est une période de f.
trer qu'il suffit d’étudier f sur lensemble

(VT3]

ser |e tableau de variations de f sur E.

T
EXERCICES sesovus

El Soit (C) la courbe de la restriction de f a
Dn —%;%] dans le plan muni d’un repére
(0:7:7).

a. Etudier la concavité de (C).

b. Tracer la courbe (C).

8 2. Déterminons D Fensemble de définition de f :
Soit xeH;ona: x& D e cos2x # 0
T+imikez

.:..t=-i£+%“—fk€2

or cos2x =0 e 2x =

kT

donc:.rED=,t#£+——)—‘kaZ

mmuo=3{4TTMe?}

b. Vérifions que 7 est une période de f :
cos2x # 0 et
cos(2(x+m)) = cos(2x + 2n) = cos 2x
donc: cos(2(x+m)) # 0

dot: (x+m)eED.

Soit x un élémentde D;ona:

Soit x un élémentde D;ona:

Aot :E££;;1i%
Donc: (Vxe D):(x+m)E D et

(VvxeD); lx+m)=flx)

D'ol : le nombre 7 est une période de f.
c. Détermination de I'ensemble d’étude :
ona:(¥xeD):—xeD; A—x)=flx)
donc: f est une fonction paire.
De plus 7 est une période de f; d'oll il suffit
d'étudier f sur:
pof-§:§]=[- 5~ HolF5u]53
et puisque |a fonction f est paire, il suffit de

I'étudier sur :

E=Dn[-5:Z]|nr =[0:F{u 5L,
Tableau de variations de f :
La fonction f est dérivable en tout point de D.

{comme rapport de deux fonctions dérivables en
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tout point de D).
Soit x un élémentde D;ona:

2sin{x)cos(x)cos(2x)+ 2sin(2x)sin’x

fi= cos’2x
sin{2x)(1 — 2sin’x)+ 2sin(2x)sin’x
o cos 2x
_ sin(2x)
" cost(2x)
. sin(2x)
Donc: (Yx € D); f'(x)= o08 (32)

d'ol: le signe de [ (x) sur E est celui de sin2x.

X 0 % 12t
|
% 0 % Tt.
| sin2x |0 * ) 140

Or lim sin’x = J}- et limcos2x = 0
7 s e
4

5
etsi 0 < x < = alors: cos2x > 0 (ar ) < 2x < 3

oy

Si ';f S o 7 alors: cosx < 0
donc : lim f{x) =—ecc et limflx} =+oc

=5 3

D'ol le tableau de variations de [ est le suivant :

X 0 : E_ _l%_‘
Flo + |+ o
Be =1 7]

/ /' ‘

El . ftude de la concavité de (C) :

Calcul de " :

La fonction f est deux fois dérivable en tout

point de D; et on a pour tout x de D;

2 cos(2x)cos® (2x) + 4 cos(2x)sin® (2x)
cos*2x

2 cos(2x)(cos’ (2x) + 2 sin”(2x))

cos'2x
2cos(2x)(1 + sin*(2x))
cos*(2x)

)=

Chapitre 10 @ 250

Je teste mes connaissances

. . o L [ ¢ e f
d'ol : le signe de " (x) sur Dr\[ 7779 | est le It [ une fonction numérique définie sur un
é celuide cos 2x ‘ensemble D et (7 ) sa courbe dans |e plan munid’un
meme:que == repére orthonormé ((:7:7).
donc: N o it M Quand disons-nous que la droite d'équation x = x,
‘" x T _l; % st une asymptote a () ?
L 2— m = T B Quand disons-nous que la droite d’équation y=aq
S| = I I ‘Bst une asymptote 3 (7 ) au voisinage de + oo,
Concavité ! \/ ! /,\ Bl Peut-on avoir une courbe qui admet deux
de (C) N I I~

ptotes: I'une oblique et I'autre horizontale au

b. Courbe de | : voisinage de +o0 ?

» La fonction /' est paire, donc la courbe (C) B interpréter lim(fx) = x) = 2 graphiquement ?

E e L i o f" :I OiSiftagE‘ de
i I’ ue 3 L et au v
de ,f admet I'axe des ordonnées comme axe 1: QI 50MNs-nous que admet
e 'LI Une branche pa ab‘]”qUE de direction la droite

o =T R
» de plus la droite d’équation x = a1 est une quation v = 3x7?

bl Une branche parabolique de direction I'axe des abs-

3 (C) et la droite d'équation x =—
asymptote & (C) e q

est une asymptote (C). 1Si /"(x:) = a alors, peut-on dire que le paint

Al /(xi)) est un point d'inflexion de ()2

flodulas = 7 Outils~ -+ Options - — Fenat]
Repére H a & &

A |

Je m'entraine a faire des choix

f une fonction numérique de la variable réelle
Borthonormeé (77 ).

AT 4

isir la_[_ou les) bonne(s) réponse(s)

Jsi (vx = D); flx) = \_3£2_1_‘%-\1 alors la

e () admet une asymptote d'équation :

i (Vx e D). flxy=x+ ;—i_ -_!J-- alors la courbe |
) admet une asymptote oblique d'équation :

(vxeD); S =2x+x+ 1 alors 1

ion; ses coordonnées sont :

y=x

—*

Je teste mes apprentissages

Je teste mes technigues et mes méthodes

Comment peut-on étudier la position relative d’une
courbe et son asymptote oblique?

Comment peut-on montrer que la droite d'équation
¥ = x+ I estune asymptote oblique 3 la courbe
(#") (de deux méthodes différentes)?

Comment peut-on montrer que la droite d'équation
¥ == 2x est une direction asymptotique?

Comment peut-on montrer que la droite d'équation
x = 2 estun axe de symétrie de I3 courbe (7w )?

Comment peut-on montrer que le point Q(1: 2)
est un centre de symétrie de la courbe ()Y

acm

(Les réponses sont données 3 Ia fin de la derniére page d'exercices)

X definie sur un ensemble [ et (") sa courbe dans un plan muni d'un

y=x+1 y=x—1

| asymptote branche parabolique | branche parabolique |
e (/) admet au voisinage de +oc une : oblique | ladroite direction | de direction I'axe des
| (D)y=2x ordonnées
2 x(x—1)
Yy e £ ] e un ule
{vx e D) f) (x—=2)0x-3) alorsta | o deux asymptotes trois asymptotes
- asymptote
(7)) admet :
i i LSS — . |- - —
| | Courbe représentative de |a fonction: | |
COSxsin.x admet un axe de symétrie sur e q = y=X
alle [0:7] d'équation : - 4 o |
, x |
A tourbe de la fonction x — x—1 2dmetun b= jo =0 = e y=2 x=2ety=1
de symétrie de coordonnées : o B |
fourbe de la fonction | |
*+ 3x° & 55— 10x" admet un point F=0ety=0] x=—1lety=4  x=lety=—10
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EXERCICES

___ Exercices d'application ——
Les branches infinies |
Exercice o : Etudier les branches infinies au

voisinage de +oc de la courbe de f dans chacun

des cas suivants:

1. fix)=x"+x+1 1_1

2. flx)=x+
4. flx)=

X
3. ffx)=u'{x_—| = 2x— X
Exercice 9 : Déterminer s'il existe des

asymptotes verticalesa la courbe de la fonction

fdans chacun des cas suivants :

1. flx) = I 2. flx) = 0

':}-

1 =

3. fW = 4 f()= /%43

Exercice o : Déterminer s'il existe des
asymptotes horizontales a la courbe de la
fonction [ dans chacun des cas suivants :

DS o e | _!r_‘__l
1. 7= ReE 2. flx) Jr=2
*x-I

—a [X° N @
3. S =251 4 f) =y

Etude de la concavité - points d’inflexion

Exercice @) : Soit f la fonction numérique
définie sur | par: fla) =x"+x+1

1. Calculer £ (x) pour tout x de .

2. Etudier la concavité de la courbe de f.

Exercice o Soit f la fonction numérigue
définie sur [ 1; + ool par: f(x)=Vx+1
1. Calculer £ (x) pour tout x de |- 1;+ac].
2. Calculer f*(x) pourtout x de |-1:+ o]
3. Etudier la concavité de la courbe de f.

Exercice 6 : Soit f la fonction numérigue de
la variable réelle x définie par: f(x) = x_:_l
Etudier la concavité de la courbe de f.

Exercice o : Déterminer les points d’inflexion,
s'ils existent, de la fonction f dans chacun des
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cas suivants :
1 flx)=x'+x
3. flx) =x*+3x"+x

2. fix) =xvx
3, fix)=x* =1

Exercice G : Etudier la concavité de la courpe’

de |a fonction dans chacun des cas suivants :
1 flx)=4x*+3x 2 flx)=x+ rl_l

3 flx)=yx—1

Construction de la courbe d'une foncti

Exercice (@) : Soit / Ia fonction numérique e

la variable réelle x définie par: flx) =x"+
soit (C;) sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthonormé (0;7:7).
1. Déterminer D, 'ensemble de définition de ;
2. Calculer les limites aux bornes de D, .

3. Etudier les variations de la fonction f puis
dresser son tableau de variations.

4. Etudier les branches infinies de (C).
5. Tracer la courbe (C)).

Exercice @ : On considére la fonction f
définie sur B par: f(x)=x"—3x"+ 1.
et soit (C;) sa courbe représentative dans
muni d'un repére (O:75]).

1. a) Calculer l1mful et l1mf(r)

b) Etudier les branches infinies de (C/).

2. a) Calculer f'(x) pour tout x de K.
b) Etudier le signe de [’ (x).

¢) Dresser le tableau de variations de f. =
3. Montrer que le point Q(1;— 1) est un poif
d'inflexion pour (C,).
4. a) Ecrire une équation de la tangente ( -'""
courbe (C;) au point Q.
b) Tracer (T') et (C)).

Exercice @ Soit f la fonction numerigu
=3

définie par : f(x) = =

1. Déterminer D, I'ensemble de définitio

2. Calculer les limites de f aux bornes:

4, Etudier les variations de

d'un repére orthonormeé (0; 7] ).

4. flx)=(x—1)Vx=]

3, Calculer I_rllilipt_(f(xj—(r+3)),Puis interpréter | Ly

- L | hix)==— -'-1-"! — 2x+ I3
omeétriguement les résultats obtenus. 3 2 72
1

:U) est un centre de
symétrie de la courbe de 4.
| Exercice @ : Montrer que la courbe
de la fonction f définie sur [0;2n] par
Jf{x) = cos 2x admet un axe de symétrie que I'on
| déterminera.

| Montrer que le point B( e

5. Tracer (C,) la courbe de /' dans le plan muni

Lecture de la courbe d'une fonction

cice @ : En utilisant la courbe

présentative de T T T T E H
L, L S :- hfm:‘w S x
f (voir figure), ] ||'r i | ercices de renforcement
J T = g
i | i !I | | Exermce@:Etudier dans chaque cas la
11/ | fonction f et tracer la courbe (C,) de f 3
nition. ) ] l\ 1. f(x) = ___
Lles branches infinies EEEW 1\_7? | x—1 2. flx)=— % 5
fela courbe de /. 1 ! 1 | 3 flo=|x|+ 4. f(x) =x+%
. les variations de f . T ] g = 1
] | S S =1 6 f) =+ a

Xercice @ : En utilisant la courbe d'une
onction [ (voir e L

. . LN
re), déterminer : L[]

ensembiede }|| T
SSESERER

_}:'!I' HA

Exercice @ : On considere la fonction f dela
variable réelle x définie par :

flx)=x—a;
et soit (C;) sa courbe représentative dans un

-
i

repére orthonormé (;7:/).
1. a) Déterminer 1, l'ensemble de définition de T i
:I[j b) Calculer les limites de f aux bornes de D, .
2. Etudier les variations de la fonction i
3. a) Déterminer les points d’intersection de (C,)
et I'axe des abscisses.
b) Etudier les branches infinies de (C,).
c) Tracer (C,).

N

nies de la courbe

|
. -
les variations de £ :._||> /i/lr I =l
L |

Eléments de symétrie

ercice @ : On considére la fonction

ﬂquT _,l|’ de la variable réelle x définie par :
. .

ot Exercice @ + On consideére la fonction f dela

rminer D, I'ensemble de définition de /. = ; ix; 6_;

Iontrer que f est une fonction paire. et soit (C) sa courbe représentative dans le plan

® peut-on déduire de la courbe de £. muni d'un repére orthonormé ((:7:/).

1.a) Déterminer /), 'ensemble de définition de £

b) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que :

(VxeD,): flx) = m‘+b+x—£7

2. Calculer les limites de f aux bornes de D, .

3. a) Calculer f"(x) pourtout x = D, .

variable réelle x définie par : f(x) =

Brcice @ : 1. On considére la fonction .

€rique 1 de la variable réelle x définie par : |

14
x=2"

ter que le point A(2:3) est un centre de

e de la courbe de f. ‘

nsideére la fonction numérique / de la

ble réelle & définie par : |

b) Dresser le tableau de variations de F
4. a) Etudier les branches infinies de (C,).
b) Tracer (C,).
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Exercice @ : Soit f la fonction numérique de
la variable réelle x définie par : f(x) = xy/x.
et soit (C;) sa courbe dans le plan muni d’un
repére orthonormé (0:7:7).

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
2. Etudier la dérivabilité de f a droite en zéro
et donner une interprétation géométrigue du
résultat obtenu.

3. a) Calculer f'(x) pour tout x € J0; + ool
b) Dresser le tableau de variations de f.

4. Etudier les branches infinies de (C) .

5. Tracer (C).

Exercice @ : Tracer |'allure de la courbe d’une
fonction [/ veérifiant :

o e B e
f@ - 9 - || ¢+
| | +oc 3
A i T /
| - —co | —no

et: lim( flx)+x)=10

Exercice @ : Etudier la fonction [ et tracer
sa courbe représentative dans chacun des cas
suivants:
. X
2. flx) ===
i vx—1
4. f(x) =sinxcos'x

1 fx) =x—2¢/x—1

3 f)=x—J/x'—2x

Exercice €F) : Soit / la fonction définie sur
10; + o] par: flx)=x+ 251%’!' .

On a utilisé le logiciel ARCHIMEDE pour tracer sa
courbe dans le plan muni un repére orthonorme.

Montrer que la droite d’équation v = x est une

asymptote a la courbe de f au voisinage de +oo.

Utilisation des variations

Exercice @ : Soit g la fonction
numérique définie sur £ par:
g =x+(x— 1 +(x—2V+(x—3)
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L. Calculer limg(x) et

limg(x).

2. Calculer g'(x) et dresser
le tableau de variations de g.

3. En déduire que :

(vxeR)ix’+{x—1F+(x—2F +(x—3):
Etudes de fonctions

Exercice €5 : O Sait g la fonction défini
sur B par: fix)=x+1 +%

1. En utilisant le logiciel Archiméde, construire

(C,) la courbe de [.
2. Déterminer les deux asymptotes de (C;).

3, a) Caleuler f'(x).

b) Donner une équation de la tangente (A) &

courbe (C;) au point d’abscisse x, == 2.

Exercice @ : Soit f la fonction définie par

Fle)=|x]+ 3 ‘_):;r‘,_. et soit () sa courbe di

le plan muni d’un repére orthonormé

(0. 7:7).

1. Déterminer I'ensemble de définition de f
calculer les limites de f en +cc et —oo.

2. Etudier la dérivabilité de f adroite etd
gauche en 0 puis interpréter géometriqueme
les résultats obtenus.

3. a) Montrer que f est croissante sur B @

décroissante sur [ .

b) Dresser le tableau de variations de [

4, Montrer que (C,) admet deux asymptote
que l'on déterminera.

5. On suppose que :

e ) () = OX(—9)
(vxeR): /)= G+
Etudier la concavité de (C,).

6. Tracer la courbe (C)) .

xercice @ : Soit f la fonction numérique de
yvariable réelle x définie par:

)= Sx'+8x+4
) (x+ 2% .
t (C;) la courbe de f dans le plan muni d'un

re orthonormé (O:i:j).

a) Déterminer [J, I'ensemble de définition de

Calculer les limites de f aux bornes de D,.

a) Montrer que :

g - 403x+2)
.xEDf}«f {:":— (“__'_2);
» N e .
™) =ty

Etudier le signe de f'(x) et dresser le tableau
variations de f'.
) Etudier les branches infinies de la courbe (C,).

'E'tudier la position de (C,) par rapport 3 la

ite d’équation y = 5.
udier la concavité de () en précisant que
) admet un point d'inflexion A que l'on
terminera.
Déterminer une équation cartésienne de la
gente (7') & la courbe (C,) au point A.
cer (T) et (C)).

ice @ : On considére |a fonction f dela
able réelle x définie par :
=x+1— T: L et soit (C;) sa courbe
: sentative dans le plan muni d’un repére
lonormé (0;7:7).
| Calculer .I_itnf‘(x}; =I£r_2f(x) et limf(x).
Etudier les branches infinies de (C,).

- + 2
Montrer [ (x) = tx —]—J'(x—g &3-2) pour

x

Lx de B'.

udier le signe de f*(x) et dresser le tableau
Variations de f .
ontrer que: ["(x)= ;g‘('iﬁ )

_‘ K’ en déduire que (C,) admet un point
exion J que I'on déterminera.
) Déterminer les points I'intersection de (C;)

pour tout

et I'axe des abscisses.

b) Etudier la position relative de (C,) par rapport
ala droite (A) d'équation y=x+ 1.
4. Tracer (C;) dans le repére (0:7;7 ).

Exercice @ : Soit f la fonction numérique de

la variable réelle x définie par:

Jx)=3(x—1)+ =

Soit (C;) la courbe représentative de f dans le

plan muni d'un repére orthonormé ((; 75/ ).

1. Déterminer ) 'ensemble de définition de f.

2. Calculer ,Ii.'nﬂ"‘-)" Iirlr_lf(x_}.

3. a) Montrer que f elst dérivable en tout point

de D etque:

(' —2x)(x"—2x+2)
{x—1)

b) Etudier les variations de [ sur |1; + o],

4. a) Montrer gue le point A(1;0) est un centre

de symétrie de la courbe ().

b) Montrer que (C,) admet au voisinage de + 9o,

- 3
(vxeD): f(x)=

une asymptote oblique que I'on déterminera.
¢) Tracer la courbe (C,).

5. Résoudre graphiquement |'inéquation :
fX)—3x+2=0;xcR.

Exercice @ : On considére la fonction f
définie sur R par: f(x) = 2% F4E3
etsoit (C;) la courbe de f dans le plan muni
d’un repére orthonormé (0: 7/ ).

1. Déterminer les réels a et b tels que

(vxelR): fx)=a+ x.jf [

2. Calculer les limites de f* aux bornes de D, .

3. a) Calculer f'(x) pour tout x de [, puis
dresser le tableau de variations de f.

b) Déterminer une équation de la tangente (T) a
la courbe (C;) au point ©(0:3).

c) Etudier la position relative de (C,) et (7).

4. Montrer que le point Q(0;3) est un centre de
symétrie de ().

5. Tracer (C;) et (T').
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" EXERCICES

Exercice € : Soit f la fonction définie par :

o xlx—3|
Fou= xF1

plan muni d’un repére orthonormé (0: 737 ).
1. Déterminer [, I'ensemble de définition de f.
2. Erudier la dérivabilité de f en x, =3 et
donner une interprétation géométrique au
résultat obtenu.

3. Calculer les limites de f aux bornes de D, .
4. Calculer f'(x) pourtout x de D, —{3}.
5. Dresser le tableau de variations de f.

6. Etudier les branches infinies de (C;).

7. Tracer la courbe (C;).

8. En utilisant la courbe (), construire les
courbes des fonctions g et h définies par :
a) glx)=—flx):xe D,

b) h(x) =] flx)|;x €D,

et soit (C;) sa courbe dans le

Exercice €1 : Soit f la fonction définie par :

fx)=x+ 2_:_;;—1@ et soit (C,) sa courbe dans le

plan muni d’un repére orthonormé (0;7:/ ).

1. a) Déterminer /), 'ensemble de définition de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de D;.
2. a) Vérifier que :

(Vx€Dy): f)=x+2+ 77

b) Etudier les branches infinies de (C,).

c) Etudier la position relative de (C,) et son
asymptote oblique.

3. Montrer que : f'(x) = & pour tout
x de D, puis dresser le tableau de variations
de f.

4. Montrer que : (Yx & D,); " (x) = (%)‘
puis étudier la concavité de (C,).

5. Déterminerune équation de la tangente (T) a
la courbe (C,) au point d'abscisse 0.

6. Tracer (C,) et (7).

7. On considere la fonction h définie par
e - +

hey = £=31x1*6

I—|x|

Chapitre 10 @ 256

— Exercices de synthese - '

Montrer que 4 est paire puis tracer (C\) dans Ja- 'b) Etudier la position relative de (C,) et |a droite

(D) d'équation: y=x—2,
4. a) Montrer que le point A(0: —4) est un point
inflexion de la courbe ().

méme repére (0;7:/).
Fonctions périodiques

Exercice @ On considére Ia fonction f
définie sur [0;7] par: f(x) = 1 sin2x — cosy at
soit(C,) sa courbe représentative dans le plan
muni d'un repére orthanormé (0; 75/ ).
1. Etudier les variations de f.

2. Tracer la courbe (C,).

3. Résoudre graphiquement I'équation :
m+cosx{l —sinx)=0 o me R.

Tracer la courbe ().

5. En utilisant (C,) construire les courbes des
deux fonctions g et s définies par :

a) g(x) = Al x|)

b) h(x) =] x])

Soit m € ¥ ; discuter suivant les valeurs de m
le nombre de solutions de I'équation flx)=m.

Exercice @ : 1. On considére la fonction f ercice @ :Soit f la fonction numérique

définie sur | par: f(x) =sin’x + 2sinx =2 inie sur &' par:
a) Vérifier que 21 est une période de f. = +5— 2 1
o ®

b) Calculer f(%) et f(_%)

2. a) Calculer f'(x) pour tout réel x et vérifier

que f est croissante sur [ Tsz

b) Dresser le tableau de variations de f sur
LT

~22) |
3. En utilisant les questions précédentes montre
que: flx) = <—l pour tout x de l-'— E]
4. Tracer la ccurbe de f surl'intervalle

[—2m:2m].

oit (C) sa courbe représentative dans le
muni d’un repére orthonormé (0:7:7).

L a) Calculer Iim flx) et Iimf(x)

b) Calculer Ilmf(r) et Ilmf(x) puis interpréter

T

métrlquement le resultat
Montrer que :

| (x+ —
)= ———" l)l(r ifa] pourtout x delR’,

) Dresser le tabreau de variations de .
a) Montrer que :
Ve R'); £ (x) =
ncavité de (C).
ontrer que la droite (A) d'équation

*2 est une asymptote oblique 3 (C) au
dge de +oo et —

IZ(X

et d'approfondissement. D s étugier o

Exercice @ : On considére la fonction f

variable réelle x définie par:

A 3 1

=y—2+—" :

pay=ax x (x=1) i

et soit (C,) sa courbe représentative dans €

plan muni d'un repére orthonormé (0;1: i

dier la position de (C,) par rapporta (A).

) Ecrire une équation de la tangente (D) 3

1. a) Déterminer I} I'ensemble de définiti
aU point d'abscisse 1.

b) Calculer les limites de f aux bornes de |
2.a)Montrerque: (Vvx e D); f'(x) = ?X"
b) Dresser le tableau de variations de f -
3. a) Montrer que (C,) admet une asymp
obligue que I'on déterminera.

cer dans le méme repére (0:7;7)la courbe
) etla droite (D).

N Utilisant la courbe (C,) ; déterminer

ant les valeurs du parametre m

EXERCICES

le nombre de solutions de I"équation :

X+ Q2=mr—2x—1=0

Exercice @ * Soit f' la fonction numérique
définie sur R* par: f(x) = 2(x—2)/x — x
etsoit (C}) la courbe représentative de f dansle
Plan muni d’un repére orthonormé (0:7:7).

1. a) Montrer que : lim f(x) =

b) Calculer IE“Z@ ; puis interpréter
géométriguement le résultat obtenu,

2. Etudier la dérivabilité de f adroite en 0 et
interpréter géométriquement le résultat,

= (Vx— -1)(3Vx+2)

3. a) Montrer que :
Vx

pour tout x de ;.

b) Etudier le signe de ' (x) sur ' puis dresser le
tableau de variations de I

4. Caleuler £(2), f(3) puis tracer (C,) (unité
2cm),

5. Déterminer graphiquement et suivant les
valeurs de m le nombre de solutions de I'équation :
Asint)=m;re[0:n]

Exercice @ *Soit f la fonction numérique
de fa variable réelle x définie par :

-5 -3y

et (C}} sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthonormé (0:7:7).

1. a) Déterminer D, 'ensemble de definitionde f.
b} Calculer les limites suivantes : lim f(x);

lim fGx); limf(x) et limfGo).

c) Etudier fes bran:hes rnﬂmes de (C,) et
déterminer la position relative de (C;) et son
asymptote oblique (A),

2. a) Montrer que :
v +3Nx—1)
(vxe D); ¢ =
= e+ 17
b) Dresser e tableau de variations de 7 it
3. a) Montrer que le point Q(—1: — 2) estun
centre de symétrie de la courbe (C,).
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b) Tracer la courbe (C;).

4. Déterminer graphiguement et suivant
les valeurs de m le nombre de solutions de
I'équation

flx)=m+1

Exercice @ : Soit f la fonction numérique

de la variable réelle x définie par :

flx) = 4sinx + cos 2x, et soit (C;) sa courbe

représentative dans un repére orthonomé

(0;7:7).

1. Déterminer I'ensemble de définition de [ et

montrer qu'on peut étudier f sur I'intervalle
=[0:2n].

2. Montrer que :

(vx e R); f'(x) = 4cosx(1 —sinx)

3. Etudier les variations de f sur /.

4. Ecrire une équation de la tangente (T) a (C))

au point d'abscisse 0.

5. Caleuler £ (x) etéarire £ (x) en fonction de sinx.

6. Déterminer les points d’inflexion de (C,).

7. Tracer la courbe (C;) sur [—2m;4x].

Exercice @ : Soit f la fonction numérique de

la variablr;_- réelle x définie par:

10 =515

et soit (C,) sa courbe dans le plan muni d'un
repére orthonormé (0;7:/).

1. a) Déterminer D I'ensemble de définitionde f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de D,
puis déduire les branches infinies de (C).

¢) Etudier la position relative de (C,) et la droite
(A) d’équation y = 1.

2. Etudier les variations de f.

3. a) Déterminer une équation de la tangente
(T) alacourbe (C,) au point d'abscisse -2.

b) Tracer la courbe (C;).

Exercice @ : Soit f la fonction numérique de
la variable réelle x définie par:

Chapitre 10 ’&'. 258

Py = &+ %_+ x_|+1 <0 it la tangente au point /(0;3).
x_ e . Montrer que le point /{0;3) est un centre de
J(‘(x): T +i 1 =0 N .
=1 ymétrie de (C)).

-:-Tracer la courbe (C;) (unité graphigue 2cm).

Ih)

On considére la fonction /i définie sur | par:
3+ 4| x|+3

x+1

) Exprimer h(x) en fonction de f(x).
_nConstruire la courbe de la fonction A.

et soit (C,) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé (0;7:7).
1. Déterminer D I'ensemble de définition de f,
2. Etudier la dérivabilité de f en O etinterpréter #ir) =
géométriquement le résultat. :
3. a) Caleuler f(x) pour x <0 et pour x >0,
b) Etudier les variations de f .

4. a) Etudier les branches infinies de (C). _
b) Déterminer une équation de la tangente (7). '
3 la courbe (C,) au point d'abscisse -1.
¢) Montrer que (C,) admet un point d'inflexion
d’abscisse négatif. |
d) Tracer (C,) dans le repére (0;7:]).
B 0.6:171=17 1= 10m

\ Soit m un parameétre réel. Déterminer en
giilisant la courbe de f le nombre de solutions
jel'équation: x'(3—m)+4x+3-m=0

. Méme question pour I'équation :
{3—m)+4x' +3—m=0

fercice @ : On considére la fonction f dela

i
ariable réelle x définie par: flx) = ?274'::]
-

tsoit (C,) sa courbe dans le plan muni d’un
pére orthonormé (0;7;7).

Déterminer D I'ensemble de définition de f .
_'- ontrer que (C;) est symétrique par rapport
faxe des ordonnées.

A
J10 ~ 3,1 et _!(— ‘—3'—) ~0,7
5. Résoudre suivant les valeurs de m I'équation’
(xeR);| fx)|=m.

Exercice @ : 1) On considére la fonction
numérique g définie sur ® par:

_3’+axtb
8 (x)= 41

Déterminer les réels a et b pour que |a COUroe
de g admet au point /(0);3) une tangente
d’équation y=4x+ 3.

1) On considére la fonction numérique f

; 3 +4x+3
définie sur B par: flx) =3 = %_

alculer linllf(x}; puis donner une
e

x>

prétation géometrique du résultat.

) Calculer lim f(x).

[Montrer que Ia droite (A) d’équation
=x+4 est une asymptotz ~Ylique & (C,) au
age de +oo,

dier la position relative de (C;) et son
Mptote oblique (4 sur lintervalle ]1; + m[.

ol a et b sont deux réels

et soit (C,) sa courbe représentative dans i Montrer que pour tout x de J1; +oo| ;

(x—2)x"+2x+2)
(F—1)/x—1

sser le tableau de variations de [ sur

oo .

Facer |a courbe (C;) (unité graphique

plan muni d’un repére orthonormé (0; i
1. Déterminer les réels a et f tels que:
(vxeR); fx) =a+ 777 i
2. Déterminer les limites de f aux bornes de &
3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variations.

4. Etudier les branches infinies de la courbe
5. Etudier la position relative de |a courbe 4__

ice @ : Soit f la fonction numérique
finie sur |-oo; — 1]U[1: + oof par:

flx)=x— QV‘IJ_;_ L

et soit (C,) sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthonormé (0;7:; ).

1. Montrer que f est une fonction paire.

2. a) Caleuler lim f(x).

b) Montrer que la droite (A) d’équation

y=x— 2 est une asymptote oblique 3 (C,) au
voisinage de +oo.

c) Etudier la position de (C;) par rapport la droite
(A) sur [1:+ o]

3. a) Etudier la dérivabilité de f & droite en

x = | et donner une interprétation géométrique
du résultat obtenu.

b) Montrer que :

(vxell;+ool): f(x)= (=2} (x'+x+2)

Y —1+20x =1
c) Dresser le tableau de variations de f sur

[1;+ m[ "

4. Tracer la courbe (C;).

5. Discuter suivant les valeurs du paramétre

m le nombre de solutions de I'équation:
(xeR); fx)=mx; xeR.

Exercice @ : Soit f la fonction numeérigue de
la variable réelle x _gfe_f'!nie par:

0 =x+2-/32

et soit (C;) sa courbe dans le plan muni d’'un
repére orthonormé (0;7:7).

1. Déterminer D, I'ensemble de définition de la
fonction de f.

2. a) Calculer les limites de f aux bornes de D;.
b) Etudier les branches infinies de (C,).

3. a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 0.
b) Calculer f(x) pour tout x de D,—{0}, puis
dresser le tableau de variations de f.

4. a) Calculer f{—1).

b) En déduire les points d’intersection de (C;) et
I'axe des abscisses.

5. Construire (C;).

d'une fonction
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EXERCICES

Exercice @ Soit [ la fonctlon définie sur
[0;+ oo par: flx)= Vr+|
et soit (C;) sa courbe représentative dans un

. -+ ¥
repére orthonormé (0;7:))-
1. Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite
en 0 et donner une interprétation géométrique

du résultat obtenu.

2. Caleuler f'(x) pour tout x de J0; + ool , puis
dresser son tableau de variations.

3 Etudier la branche infinie de (C;) au voisinage
de +co.

4. Tracer la courbe (C) .

Exercice @ : On veut construire  I'aide d'une
plague métallique carrée de coté a,

une boite sans couvercle et sous forme d'un
parallélépipéde rectangle, en enlevant des carrés
de coté x (voir figure).

Déterminer la valeur x pour laquelle le volume
de la boite soit maximal.

x

Exercice @ - Soit ABC un triangle isocéle
en C de base AB = 12cm et de hauteur
CH=9cm.

On construit un rectangle MNPQ tel que :
Ne[AB]; Me[AB]; Pe[BC] et g elAC].

les bonnes réponses des questions de la rubrique « Je m'entraine a faire des choix »

12 ]s|a]s]s]7]e]

‘ Question n°:

‘ Réporsen®s |2/3 | 2 | 2

Chapitre 10 @ 260

On pose : AM = x et $(x) I'aire du rectangle
MNPQ .
Soit f la fonction numérique de la variable
réelle x telque: 0 =x =12 et flx) = VS(x
1. Calculer f(x) en fonction de x. 1
7. Déterminer la valeur de x pour que f(x)
maximale.
3. Etudier la dérivabilité de f & droite en O et
gauche en 12.
4 Construire (C;) la courbe representative de
£ sur [0;12].

_ Tice-Geogebra

Fichier Editer Affichage Dispositions Outils Fenétre Aide

Exercice @ : On considere la fonction f
variable réelle x définie par:

Constructions

. —x
f@=x/ 773
1.a) Déterminer 0, I'ensemble de définition de i
b) Calculer llmf{l) hmj(x et !lmﬂx)
2. a) Montrer que la fonction f est - dérivab

Présentation

L'écran par défaut est partagé en plusieurs parties:

» La barre des menus ;
* La barre des outils ;

gaucheen x, = 0. i
'} La fenétre «Algébre» «— I

alx— ‘5)
[ —27
tout x de ]—oc:OIU]21+ .
¢) Dresser le tableau de variations de f.
3. Soit () la courbe représentative de 5
le plan muni d’un repére orthonormé (073
im [£00) = (x+1) )]=0
b) Etudier les branches infinies de la courbe 'r_l'
¢) Tracer la courbe (7).

b) Montrer que : f'(x) = : .
\f = 2 Elle donne la liste de tous les éléments, visibles ou non);
'} la fenétre «Graphiquen;

} Le champ de saisie ;

‘On peut faire apparaitre avec le m
}La fenétre «Tableur» ;

a) Montrer que : -' La fenétre «Calcul formel» ;
bLa liste des fonctions et celle des commandes,

Obtenue en cliguant sur.

IMenu déroulant de chaque icone
Lorsque I'on clique sur le petit triangle blanc situé en bas a droite d’une icéne,

0n obtient le menu de cette icéne. Les différents outils contenus dans cette icéne
dpparaissent.

liliser les aides du logiciel
En s'approchant d’objets déja construits, le logiciel affiche un message concernant cet objet.

e logiciel affiche a droite des icénes une aide qui indigue comment utiliser I'outil.
! :En utilisant Poutil E= :'Pﬂ'-!"‘-"q , le message est «Paralléle point [créé ou non] et segment, droite, demi-
froite ou vecteurs [créés]». On peut alors faire un clic gauche sur un point, puis sur une droite: la droite

Parallele 3 la premiére droite et passant par ce point se construit.
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UTILISATII]N DES LOGICIELS

Le menu contextuel
Tous les objets créés possédent un menu contextuel: on I'ouvre par un clic droit sur I'objet, soit da
fenétre «Graphique», soit dans la fenétre «Aglébre».
» On peut afficher ou cacher l'objet.

» On peut afficher ou cacher son nom.
» On peut activer la trace de I'objet @ :il laisse une trace en se déplagant.

» On peut supprimer l'objet avec |# emor |
» On peut modifier la taille, Ia couleur... de l'objet avec | @ Propudtis .. |

Construire un curseur
¥ Le curseur permet de faire varier un nombre ou un angle.
¥ Pour créer un curseur, sélectionner l'outil de la boite des propriétés,
puis cliquer sur le graphique.
» Dans la fenétre qui s'ouvre, on peut définir les paramétres de ce curseur.
Uincrément est le pas selon lequel augmente la variable de min a max.

et T it S P . e i, St

Calcul formel avec Geogebra
sélectionner [[=  Calcul formel | dans le menu [Afichal
{(x—1)x+2):

Fenétre de calcul formel

Pour développer I'expression

Lévelopper une expression
Développer [(x— 1)(x+2)].

Euclide

e philosophe Euclide est considéré comme le premier

Ui a relié deux points par un segment, ce qui représente
rlui une distance. Mais un couple de points, porte des
irmations plus significatives, il détermine une distance,
e direction et un sens.

i les mathématiciens qui ont abordé la notion de

BUr, on cite «Grassman» et «Hamilton».

utilise la notion de vecteur dans plusieurs domaines,
mment [a physique, 'économie, la photographie et

Factoriser une expression | poyr factoriser I'expression x° — 3x + 2:

Pour résoudre I'équation ¥ —5x—3=0:|

Résoudre une équation
ou une inéquation

Pour résoudre I'inéquation 3x’ + 2x = 0:
2-vy=1
x+iy=4

Pour résoudre le systeme

Calculer une dérivée Pour dériver la fonction fix — 3x":

Commandes utiles

Dans le menu [B8io) , cette commande permet de préciser le nombre de
l décimales ou de chiffres significatifs affichés & I'écran.
Pour entrer la fonction telle que f(x) = x°, [ sasefea=d | Pour
entrer la fonction g définie sur l'intervalle [1;5] par g(x)=x',
| saisie: obx)=Fonctionix*4, 1,51 |

Arrondi

Saisir l'expression d'une

| foncti
‘onction lité de deux vecteurs.

La commande Tangente [A,f] permet de tracer |a tangente en A &3 €

représentative de la fonction f.

Construire la tangente nme de deux vecteurs.

a une courbe

rité de deuxvecteurs - Définition vectorielle

| SeJechonner.X S ' dans I'icéne Points.
Ensuite, cliquer sur I'un, puis sur I'autre des objets dont le point est I'inte

bag -w---m»' dans I'icéne polygones créer un polygone régulier 4 partir de d
sommets déja définis et du nombre de cites.

Créer un point défini comme
intersection de deux courbes

Créer un polygone
régulier
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actorielle d’un plan - Vecteurs coplanaires.

Objectifs de ta legon

» Reconnaitre 'égalité de deux vecteurs
dans l'espace;

» Relier une somme de deux vecteurs
dans I'espace par un parallélogramme;
» Reconnaitre et utiliser la somme deux
vecteurs dans |'espace;

» Utiliser la relation de Chasles;

» Reconnaitre la mutiplication d’un
vecteur par un scalaire,

B e —

» Maitriser des régles de calcul vectoriel
dans l'espace.

p Identifier et exprimer la colinéarité de
deux vecteurs dans l'espace.

b Appliquerlacolinéarité etlacoplanarité
des vecteurs dans la résolution des
problémes géométriques.
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ACTIVITES

ACTIVITES PRELIMINAIRES

M Alignement de trois points-colinéairité de deux vecteurs

Soit ABCD un parallélogramme

1. Construire les points E et K tels que: DE = —ITE et AK =3AF .

2. [EJ Ecrire les vecteurs EC et EK en fonction des vecteurs AB et AD .
) En déduire que les points C.E et K sont alignés.

3.S0it F le milieu du segment [AD].

Montrer que CE = BF , en déduire la nature du quadrilatére BCEF .

M Définition vectorielle d’une droite

Soit ABC un triangle. et J sont deux points de la droite (BC) (voir figure)
1. En utilisant les points de la figure, déterminer trois vecteurs directeurs de
la droite (BC).

2. Déterminer un vecteur directeur de |a droite passant par A et parallele a
la droite (BC).

3. Quel est I'ensemble des points M qui vérifient AM = kBC ol ke R?

ACTIVITES D'INTRODUCTION

M Vecteurs de 'espace

Soit ABCDEFGH un cube.

1. [EJ En considérant les plans (ABC) et (AEH ), vérifier que
FEH=AD et BC=A4AD. .

Le vecteur AD est un vecteur du plan et aussi un vecteur de I'espace.

. Montrer que les points A,C, G et E sont coplanaires.
Les vecteurs AE , CG et

-a-dire: ils appartiennent au méme plan) o
- 50Nt aussi coplanaires

dit dans ce cas que les vecteurs AC, AG et AE sont coplanaires.
. Montrer gue les points C,E,G et H ne sont pas coplanaires.
\dit dans ce cas que les vecteurs EC,EG et EH ne sont pas coplanaires . —r
g q. ; _ P ‘p Les vecteurs CE et OG et
4, En utilisant les points de la figure, donner trois vecteurs coplanaires, et trois HE sont aussi non copla-
\ecteurs non coplanaires. naires

¥ Colinéarités de deux vecteurs-Définition vectorielle d’une droite dans
I'espace.

A ABCDEFGH un parallélipipéde rectangle et (A) une droite passant par
/"\\ ints £ et C.
i \\,__ 1. Montrer que la droite (A) est incluse dans le plan (AEG).
e ) la suite de I'activité, on pose: i =AB, j=AD , k= AE et
g B e p J , F e

. Montrer que le vecteur i est un vecteur directeur de (A).
On considére les points P, et R tels que:
=— 272+ 3¢ ; AG= 2T+ 37— 4F et

R=2i+2/—3k

dMontrer que EP =—2u et EQ = %Ef
- Montrer que les points 2,0 et R appartiennent a la droite (A). I
njo . i

Toutes les propriétés v
rielles dans le plan, re
valables dans I'espace.

6 | Définition vectorielle d’un plan

B S - - it ABCD un tétraedre P et R sont deux points de I'espace tels que:
[Jon a: AD = BC = EH . Donner un autre vecteur égal au vecteur AD . ”. G N A
i e £ £ AB et AR = 3AB+5AC .
2 C{n p“f‘g u, AD=y &= A_‘_ id : -Faire une figure et montrer que (RP) /# (AC)
Bl Ecrire AC en fonction de f‘_ft L4 ¢ &En déduire que le point R appartient au plan (ABC).
) Ecrire EC ‘i{on':ti“" de EA et AC . o s Vi LS0it E et F deux points de 'espace, x et y deux réels tels que:
I En déduire EC en fonction des vecteurs u , v et w . l A B XAB+yAC et AF =xAH.
rer que le point E appartient au plan (ABC) (Utiliser le point F ), D

M Egalité de deux vecteurs - Vecteurs coplanaires . §°0it M un point du plan (ABC). g

H (€] et M, sont deux points de I'espace tels que:
Soit ABCDEFGH un cube et N un point de la droite (BF) (voir figure). E i ( M est le projeté du point M sur (AB) parallélement & (AC).
1. En utilisant les points de la figure, donner: 1 est le projeté du point M sur (AC) parallélement a (AB).
) Deux vecteurs ayant la méme direction, méme sens et méme norme. ! ) rer qu’il existe deux réels x et y tels que: AM = xAB + yAC ¢
[E] Deux vecteurs ayant la méme direction et la méme norme, . /€ tDéterminer 'ensemble des points M qui vérifient: AM = xAB + yAC ob x
mais ils n'ont pas le méme sens. A B =Y sont deux éléments de [2.
& Trois vecteurs égaux au vecteur FE . 3 :
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Egalité de deux vecteurs
Eléments caractéristiques d’un vecteur

Soit A et B deux points différents de l'espace. Si on pose u= AR alors:

» La direction du vecteur i est la droite (AB).
» Le sens du vecteurs 1 estceluide A vers B.
» La norme du vecteur i est la distance AB, et on écrit: |u |=AB.

Remarque

AA est appelé le vecteur nul, et on écrit: AA=0.

i DEFINITION |

On dit que deux vecteurs sont égaux, s'ils ont la méme direction,

le méme sens et la méme norme.

Propriété
Soit ABCD un quadrilatére dans l'espace on a:
ABCD parallélogramme si et seulement si AB = DC .

B3 somme de deux vecteurs

' DEFINTION TR

Soit & et v deux vecteurs de |'espace.

La somme des vecteurs u et v est le vecteur w tel que:
Sion pose u=AB et v=BC ,alors: w=AC,

etonéerit: w=1u+"v .
» Relation de Chasles

Pour tous points A,B et C de l'espace, on a: AC = AB + BC
» Opposé d'un vecteur

Pour tout vecteur u de 'espace.
» Lopposé du vecteur i et le vecteur qui a la méme direction,

et |a méme norme que le vecteur i , mais il est de sens contraire au vec-

teur u .
» Uopposé du vecteur u est noté —u

» Pour tous points A et B de l'espace on a: BA=—2RB.
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o=

=
=y

» Pour tout point A de l'espace, le vecteur AA n'a pas de direction et sa norme est nulle;

» Pour tout vecteur 1 et tout point A de I'espace, il existe un et un seul point M de 'espace tel que: AM=

Egalité de deux vecteurs - Raisonnement
par I'absurde

point de I'espace,
donc, ilexiste un point unique M , telque: AM = BC'
[c'est-a-dire AMCHB est un parallélogramme).

¢

c
2. Montrons que BA = (M

tlisons un raisonnement par I'absurde,

Mpposons que M = (ACD) c'est-a-dire

(AMC). (1)

flisque: AMCE est un parallélogramme alors
BE(AMC). (2)

) et (2) an en déduit que les points A, M.B et
partiennent tous au plan (ABC).

; qui contredit le fait que ABCD est un tétraddre,
arconséquent Me(ACD).

IMontrer qu’un quadrilatére est un paral-
lélogramme

A,B.C et D quatre points non alignés,

trer gue ABCD est un parallélogramme si
Ulement si pour tout point M de I'espace

MA + MC = MB + MD

E et F deux points de I'espace tels que
AB+AD et AF = AC+ AD

SITer que le quadrilatére BCFE est un paral-

_ﬂ

POUR COMPRENDRE

1. Soit M un point de I'espace.
On a:
MA+MC = MB + MD «s M — MD = ME - 3ii
== DM+ MC = AN+ B
= DC=AF
= ABCD estun parallélogramme
D'oll, le quadrilatére ABCD est un parallélogramme
si et seulement si MA + MC = ME + MD pour tout
point M de l'espace.
2. Montrons que BCFE est un parallélogramme
et puisque: EF = EA + AF
AB—AD+AC+ AT
=BA+AC
= BC
D'ol: le quadrilatére BCFE est un parallélogramme

alors: FF =

[ED utiliser de la relation de Chasles
Soit A,B,C et D quatre points de l'espace
1. Simplifier: i = BA — A + AC - BC .

2. Montrer que: AD+ BC = AC + BIJ .

L. Simplifions ¥ = BA — ABE+AC — BC
ona: =BA—-AB+AC—-BC

donc: i =BA+BA+AC+CH

VN + NP+ PO = Mg
{ Relation de Chasles )

d'ot: u=BA+BC+CE

parsuite & =BA

(car BC+CE=BBE=10)
Conclusion: 1 =— AF

2. Montrons que Al + BC = AC+BD

par suite, AD+BC = AC + 8D
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1- Multiplication d’un vecteur par un réel

METT

u

s v I=1k|x]
On écrit v = ki
» Pour tout vecteur « et tout réel k on pose: O.u = 0 et k=0

Propriété
Pour tous vecteurs u et v et pour tous réels k et k" on a:
b k(K ) = (k)i » Lu=1 |

b (k+ k= ki + Ku
phii=0e=k=0o0uu=0

v k(+V) = ki + kv
2- Colinéarité de deux vecteurs - alignement de trois points

i DEFINTION T

On dit que deux vecteurs u et v sont colinéaires s'il existe un nombre réel

Le vecteur nul
néaire avec tou!

k tel que w= kv ou v = ki .

== Conséquences

Soit AB et CD deux vecteurs non nuls de 'espace .

»( AB et AC sont colinéaires )= ( A,B et C sont alignés ).

b ( AB et CD sont colinéaires )= (AB) / (CD).

3- Définition vectorielle d’une droite de I'espace

B[ DEFINITION g
Soit A et B deux points distincts de I'espace.
Tout vecteur non nul et colinéaire avec le vecteur AB est appelé vecteur 2

A

directeur de la droite (AB).

Propriété
Soit A un point de l'espace et & un vecteur non nul.

vecteur directeur i , cette droite est notée D(A:i).

Remarque
ona: D(Au)={Me(¥) AM= ku ;k € R}
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teurs de I'espace.

'ensemble des points M de I'espace tels que AM = ku ou k € R, est la droite passan .

Colinéairité de deux vecteurs
ABCD un tétraédre

considere les points M, N, P

tels que:

=248 , AN=2AD,

» Soit # un vecteur non nul et k un nombre réel non nul.
“ v noté kii ,ousi # e CB et CP B .
Le produit du vecteur i par le réel k estle vecteur v note k. , ou sim- L ey 3CE et CP=3CD
= bz : i oay D 3 »
plement ku , et qui verifie les conditions suivantes: i“\‘ 13 onstruire la figure.
s 5 Pk VI % : s
» v et u ontla méme direction. /s /& II“IFE les vecteurs MN Et_,
b 7 ale méme sens que celuide i si k > 0, etde sens contrairede u si k < 0 AL en fonction du vecteur BD

déduire que les vecteurs MN et PO sont

o oAy A
nstruisons les points !

MN.P et O en T

tilisant les éléments B/ g D

aractéristi d - 1

a ques d'un " £ e . N

ur: direction , sens

orme et le produit d’un vecteur par un réel.

mple: Pour la construction du point M .

: AM=2AF donc A,B et M sont alignés
rection)

M et AB ont le méme sens (car 2 > 0)

l=2x248

\Ecrivons MIN et PU en fonction de B

Na: MN = MA + AN (Relation de Chasles)

=—AM+ AN

=—2AB + 24D

=2(BA+AD)

=—3CD+3CH
=3(DC+CR)

3BD

8D

Ue MN = 28D et PO =-—
%Wc BD et — ;@

. * W:— %FQ*

les vecteurs TN et PO sont colinéaires.

T —

POUR COMPRENDRE

Définition vectorielle d’une droite
Soit ABCDEFGH un cube.
onpose i = AG + AF et v = EG + EF
On considére les droites D(A;2) et D(E:v ).
1. Faire une figure contenant les droites D(A:7 )
et D(E;v).
2. Montrer que les droites D{A; i) et D(E:v)
passent par le point / milieu du segment [FG].
1. la figure

Dl:A:;J A

D(A,1) est |a droite passant par A et de vecteur
directeur 1 = AG + AF

Soit P le point tel que AP = AG + AF

On construit le parallélogramme AGPFE .

La droite D(A:u) passe par les points A et P.
De la méme fagon, on construit la droite D(£:v)
qui passe par les points E et O

telque EJ = EF + EG .

2. Montrons que D(A:i() et D(E;V) passent par
le point / milieu du segments [FG].

Puisque 7 est le milieu de [FG], alors

Al= é (AF +AG) (propriété du milieu d'un seg-

ment).

donc: Af = ;__{_f. ,dot 7€ D(A:w) (1)

de méme: Ef = ‘Iz—fE_lf-F EF) (propriété du milieu
d’'un segment)

donc: ET=17 , dou 1€ D(ET) (2)

de (1) et (2) on déduit que les droites D(A.1) et
D(E,v) passent par le point / milieu du segment

[FG].
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B Définition vectorielle d’un plan - Les vecteurs coplanaires

1- Définition vectorielle d’un plan

Soit () un plan de l'espace et A, B et C sont trois points non alignés du

plan (P).
On dit que (P) est le plan passant par A et de vecteurs directeurs AB et

AC .

= Conséquences
Deux vecteurs non colinéaires « et v etun point A définissent un plan
unigue noté: (), (ce plan passe par A et W et v sont deux vecteurs

directeurs )
On écrit (P)= PlA;u:v ).

2- Vecteurs coplanaires

DEFINITION

Soit u,v et w trois vecteurs de I'espace.
On dit que les vecteurs i,V et w sont coplanaires, s'il existe quatre points
coplanaires A,B,C et D telsque: u=AB , v=AC et w=AD .

Exemple 1: Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle.
On a: les vecteurs BC' , BH et BE sont coplanaires

car les points B,(,F et /{ sont coplanaires .

Exemple 2: Si ABCD est un tétraédre, alors les vecteurs

AB,AC et AD ne sont pas coplanaires.

Proprieté
Soit i et v deux vecteurs non colinéaires et w un vecteur de I'espace.
les vecteurs u, v et w sont coplanaires si et seulement si, il existe deux

nombres réels x et y tels que w = xu+ yv .

== Conséquences

Soit A, B, C et M des points de l'espace.

alors, les points A.8,C et M sont coplanaires.

Chapitre 11 @ 270

Montrer qu’un point appartient 3 un plan
it ABCD un tétraedre et M un point de I'es-
ce tel que AM = AD + %—ﬂﬂ- b
pntrer que M appartient au plan (ABC).

Info :
7K ot BC ot jpur montrer que le point M appartient au plan,
o Gkt ABC) il suffit de trouver deux réels x et v tels

directeurs du plan

AM=AD + 5 AB+ DC
AM = AD+DC + 5 AB
1

/" AM =AC + 5 AB
Lpuisque les vecteurs AF et AC ne sont pas
plinéaires , alors : M & P{A:AB:AC)
gst-a-dire que : M appartient au plan (ABC)
|Définition vectorielle d’un plan
BCD un tétragdre
ner I'ensemble des points M de l'espace
xMB + yMC ~ xMD +(y + 1)DM =0
) e R?
) it M un point de I'espace.
E ..xMBr-F)MC xMD+(y+ 1)DM =0 équi-
PN\ +DM )+ y(MD+ DC) + yDM + DM = 0
- ivaut a:
AT, f+MB)+vy(MD+DC+DM)+DM=0
aut a:
+yDC+ DM = (J équivaut a:
5 —xDB—yDC
Puisque les vecteurs DB et DC ne sont pas
linéaires et DA = (—x)DE + ( -y)DC
. Is: M e P(D;DB; DC )
e BU: 'ensemble des points M demandé est |e

coplanaires

u,au et ﬁiz'-- n (BCD) .

Coplanairité de trois vecteurs
CD une pyramide de base le rectangle

J sont respectivement les milieux des seg-
AE| et |BC).

que les vecteurs 7/ , AB et EC sont
ires,

POUR COMPRENDRE

D'aprés la relation de Chasles

ona: W=IA+AB+E (1)

et I/ =IE+EC+CT (2)

de (1) et (2) on déduit que:
I=IA+IE+AB+EC+Bi+¢J

et puisque: / est le milieu du segment [A£] et ./
est le milieu du segment [ BC|

alors: IA+JE=0 et BI+Cf =0

d'ou: 2I/ = AB+EC

par suite: [/ = ]?/‘TB + %R'

donc: les vecteurs /7, AB et EC' sont coplanaires.

n Colinéarité de deux vecteurs

Soit i et v deux vecteurs non colinéaires. & et
£ sont deux nombres réels.

Montrer que si au + v =0 alors a=f =0
Utilisons un raisonnement par |'absurde
Supposons que @ # 0

Puisque :ai + v =0, alors; i = '_{(---e_:—

donc: u et v sont colinéaires, ce qui contredit le
faitque « et v ne sont pas colinéaires,

d'ol; ¢ = ()

Par suite: v =

Donc: =10 (car v#0,sinon: u et v seront

colinéaires).
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Soit ABCDEFGH un cube.
Onpose AB=1,AD=] et

AE=F
Soit / le point défini par:
ar=1mc

Montrer que le vecteur i + 3] + 3k est un vecteur
directeur de la droite (A/).

Soit (A) la droite passant par le point G et paral-
l&le 4 la droite (A7) et M le pointtel que :

BM =2 A8+ 35C .

Montrer que M € (A).

Bl Montrons que le vecteur 1 =i+ 3/ +3k est
un vecteur directeur de la droite (A/).
Pour montrer que u est un vecteur directeur de
( AI), il suffit de montrer que:
p it # 0 etque Al et i sont colinéaires.
Supposons que & = 0 alors i +3/+3k=0
c'est-a-dire AB =—3AD — 3AE
d'ou: les vecteurs AB,AD et AE sont coplanaires,
Par suite, les points A,B,D et E sont coplanaires,
et ceci est impossible (car ABCDEFGH est un
cube).
donc i # 0
»Ona: AI=AH+HI
= AE + EH+ 5 TG

et puisque: ABCDEFGH est un cube, alors
EH=AD=] et HG=AB=T1
dou: AT=k+]+ %T. cest-a-dire A7 = ‘!TEI
par suite: A/ et # sont colinéaires.
ainsi; # est un vecteur directeur de la droite (A/).
B Montrons que M € (A)
On a: la droite (A) passe par le point G et paral-
léle a la droite (AF).
donc: la droite (A) passe par le point G et de vec-
teur directeur .
Cest-a-dire (A) = D(G:ut )
Montrons que M & (A).
Ona: GM= GE+ BM

=GF+FB+BM

=GF+FB+ %7{[9'+ 3BG
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Or ABCDEFGH estuncube,donc: GF =— AP =
et FE=—AE=—Fk

etona: BG=BC+CG

donc: BG=/+Fk

dol: GM =~ + (%) + 2T+ 3(7+F)
parsuite: GM = % i+ 27+ 2k

=2(7+3]+3F)

Je teste mes connaissances
 Est-il vrai que:

AC et AD sont coplanaires?

Est-il vrai que:
les points A.B,C et D sont coplanaires,
pour tout point O de |'espace.

ha: OA,OB,OC et OD sont coplanaires?

=]

Donc: M € D(G;u )
c'est-a-dire; M appartient a la droite passa
G et de vecteur directeur &
dou: Me(A)

EXEH[:IBE HESUL“ 2 Utiliserle

raisonnement par I'absurde

i

[(¥%]

Soit 7,/ et k trois vecteurs non coplana
et ¢ sont trois nombres réels.
Montrerque ai +b) +ck=0=—=a=
Bl Soit i et v deuxvecteurs tels que i =
= o

v=3i—7.

Montrer que les vecteurs i et v ne sont pas ¢

Est-il vrai que: pour tous vecteurs W,V ona
. {} sont coplanaires?

. Je m'entraine a faire des choix
El Montrons que ai +bj +ck=0—=a=b=t

Utilisons un raisonnement par I'absurde. bosir 12 (ou les) bonne(s) réponse(s)

teste mes apprentissages

C et D sont coplanaires si et seulement si

Donner |a définition vectorielle d’une droite de

Je teste mes techniques et mes méthodes

Comment montrer que deux droites (AB) et
(€CD) sont paralléles? (En utilisant les vecteurs).

Comment montrer que trois points sont ali-
gnés? (En utilisant les vecteurs)

El Comment montrer que le quadrilatére ABCD
est un parallélogramme? (En utilisant les vecteurs)

8 Comment montrer que les vecteurs u,v et w
sont coplanaires?

Comment montrer que les vecteurs 1 et v
sont colinéaires?

-
u,v

acm

(Les réponses sont données 3 la fin de la derniére page d'exercices)

Soit a,b et ¢ trois réels tels que ai + bj +¢
supposons que: a # 0
alors: 7= (——)}'-F (—E—)E

W et v sont deux vecteurs non colinéaires .

ab’ "\ _a ;
d'ol: les vecteurs i,j et k sont coplanai

est contradictoire avec les données.
dot: a= 0
On montre de laméme faconque b =0 e

Conclusion ai + b}r'i' ck=0=a=b= roites D(A;BC ) et (BC) sont:

i+ yv =0 alors #==2 x¥=y=0 ¥=0ouy=0
lttsf;BC]fl‘g un tétraédre et x et y deux | o _ spitisd Bl et |

e L;T“_;_ vBD alors E€(BCD) E sont coplanaires (AE) # (BCD)
i 5C untisngle Confondues Strictement paralléles Sécantes

Montrons que © et v ne sont pas coli
Supposons que i et v sont colinéaires.
alors, il existe un réel a tel que u = av

dot: (Ga e R);2T+F=al37-7)

B un point du plan P(A;i;v)

Coupe le plan

Strictement paralléle | estincluse dans

cest-a-dire: (3a € B)(2 —3a) 7+ a+k
etpuisque 7,/ et k sont non coplanaires etd

onendéduitque 2—3a=0,a=0et 1 bdes vecteurs:

qui impossible, donc notre supposition est

parsuite i et v ne sont pas colinéaires.

+k sont des vecteurs:

S P(Au;v) au le plan

droite D(B; — u ach — B
) au point B plan  P(A,u;v) P(A;u;v)
e - "
I, J etk trois vecteurs non coplanaires.
eurs [+ —i+k et —jtk coplanaires non coplanaires égaux
it ?,]" et k trois vecteurs non coplanaires. 4 .
eurs 47+ 2] —k: — 37—}r+ 2k coplanaires o (?eux non coplanaires
colinéaires
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EXERCICES

Exercice {B) : Soit A,B et C trois points de
I'espace.
On considére les points M et N tels que:

EXERCICES

—— Exercices d'application ——

=247 et AE=24T.

Exercice @ : Soit A.B.C et D quatre pojnel :
i 1 Montrer que les droites (EF) et (I/) sont

de I'espace.

Simplification des expressions On pose: u = 3MA + 4ME — 2MC — SMD , HEI,ES', )
vectorielles Montrer que le vecteur «# ne dépend pasdy n déduire que la droite (EF) est paralléleau | BM=3BC et AN = ’]%W
lplan (BCD). Les points A,B,C,M et N sont-ils coplanaires?

Exercice @) : Soit ABCDEFGH un cube. point M.

M.N,P,Q et R sont des points de |'espace ) )
xercice ) : Soit ABCD un tétraddre et G Exercice €])) : Soit ABCDEFGH £

Exercice 0 : Soit A.B,C et D quatre points

tels que: AM = AB+CG , B c e S e >
AN =GH+AF , _’—r_’ de l'espace. le point défini par GA+ GE+GC+GD =0 . | un cube. [ et J sontdeux points —'I_:‘
BP = BF + BA+ FiT, A Montrer que: AB +DC = AC + DB { et N sont respectivgment les milieux des tels que / €[EF] et J €[FG]. l '
A0 = AC+ CC etBR=BC+TE. | L--— ‘ ‘ gments [ BC] et [AD]. Les vecteurs AB; AT et AT sont-ils | . & ch
. s Montrer que les points M, N et G sont alignés. | coplanaires? E H

Exercice 9 1 Soit A,B,C et D quatre points
de I'espace. 1
Montrer gque le quadrilatére ABCD est u
lélogramme si et seulement si, pour tout poi
M de l'espace on a: MA + MC — MB — MD =1

Parmi les points M\N,P.Q et R, ¢ Y
déterminer ceux qui représentent
un sommet du cube.

Exercice €X) : Soit ABCD un tétraddre et M un
e g e point de I'espace tel que: AM = AD + .!, AB+DC .
AN = + =AC+AD -2, - =i

M =3AC+2BA et DN =AC+AD-2AB . 1. Ecrire AM en fonction des vecteurs AB et AC

1. Montrer que les points B,C et M sont alignés. 2. En déduire que les vecteurs AW , AB et AC
2.Montrer que (MN) # (CD). ‘ Sontconknaives !

Exercice @B : Soit ABCD un tétragdre. M
et N sont les points de I'espace définis par:

Exercice e : Soit ABCDEFGH uncube, [
st un point du segment [//(;] et J est un paint
du segment [GC]. m
Déterminer un vecteur d’ or:glne le
point A et égal au vecteur i .
dans chacun des cas suivants: [
1. ii=AE+FG+HI .
2. 4=EF+DH+AD. ' = M
3. u=AB+AH+GIJ .

Vecteurs colinéaires - Définition
vectorielle d'une droite
Exercice €I : Soit ABCDEFGH un parallé
péde rectangle.
Montrer que les vecteurs AH et
BG+BD + BF +DC sont colinéaires.

ercice €I : Soit ABCD un tétragdre.

n consideére les points M et N tels que :
=2AB+24AC+DA et AN=BD+CA
Montrer que le quadrilatére MBNC est un paral-
ogramme.

Exercice €2) : Soit ABCDEFGH un parallé-
lépipéde rectangle. On pose u = AF +AD ;
Vv=AH+CF et w=AG+HB

1. Montrer que: ¥ = AG , v = 2AF et w = 2AF
‘ 2. Est-ce-que les vecteurs 1, v et w sont coplanaires?

Exercice @ : Soit (JABC' un tétraédre et [ 18
e F milieu du segment [BC].

. " B ot / - LI . .
Exercice o : Soit dall & 1. Ecrire le vecteur O/ en fonction des vect
ABCDEFGH

'C'Ce® SOiL MECRERGH un pamielepi- ‘ Exercice €F) : Soit ABCD un tétraédre et M un
pede rectangle. (voir figure), — 8 point tel que AM = AE+ 3AC + 24D .

slEnine G OB et OC . .Montrer que: B Z 1 .
un parallélépipéde rectangle. | - G 2. Soit (A) Fensemble des points M qui vé g }'1’G+Fb; _g [ i ‘ ‘ Le point / est le milieu du segement [ AD].
simplifier les expressions suivantes: fient: i : J . Montrer que les vecteurs ID,BM et AC sont
EF+HB ; EA+EF+ BE BM=(x+1)BA+xAD ou x estun réel. i ricerquee AR RE=7. A= [/c coplanaires.
et FE-BF +FG . Montrer que (A) est une droite dont ond rontrer ot A B ‘
+BF+HC=0.

Exercice @) : Soit ABCD un tétraédre.
Construire Ies points M et N te}s Isque:

Exercice @) : soit ABCD un tétragdre.
Construire les points E et F tels que:
BE=2BA+(CD et BF—-AF-CF=10

Exercice @ : Soit ABCDEFGH un parallélépi-
péde rectangle.

construire les points M et N tels que:
AM=EF+AD +GH et AN=75AG +

minera un vecteur directeur.

4. Montrer que: AB +AD +AE = AG .
Montrer que les vecteurs : BA + DB + BE et
"L sont colinéaires.

.Montrer que les vecteurs GB + GD et
+AH sont colinéaires.

Exercice @B : Soit ABCD un tédraedre et
(A) I'ensemble des points M qui vérifient &=
BM=(x+1)BA+xAD ot xR,

Montrer que (A) est une droite paralléle

droite (BD). Vecteurs coplanaires - Définition

vectorielle d’un plan

EXercice @ : Soit A,B et C trois points de
'8space distincts deux a deux.

Montrer que les vecteurs BA;CA et BC sont
LOplanaires..

Exercice {B) : Soit ABCD un
tétraedre. [ et J sont respecti-
vement les milieux des segments B
[BC] et [CD].

Soit £ et F' les points définis par :

Exercice €J) : Soit OABC un tétraddre.

On consndere les points E et F tels que

OF = —(OB+OC] et BF=AC ,

Montrer que les vecteurs OA,OF et OF sont
coplanaires.

Exercice €B) : Soit ABCDEFGH un cube. Les
points [ et J sont respectivement les milieux des
segments [AD] et [BC].

1. Montrer que le quadrilatére L/GH est un paral-
lélogramme.

2. En déduire que G appartient au plan (HLJ).
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- EXERCICES

— Exercices de renforcement __

Exercice @ :Soit ABCD un tétraédre, G est le
centre de gravité du triangle ABC et .
[ est le milieu du segment [AD] .
On considére le point E tel que
DE=DF+DC. 8-
1. Montrer que GA+GD+GE =0 .
2 Montrer que les vecteurs El et
EG sont colinéaires,

le milieu du segment [OA].
/,
AF = AB + AC. AP

Exercice @ Soit OABC un tétraedre et [ est
On considére les points E et F

tels que: 30F = OB + OC et

Montrer que les vecteurs EJ et \‘f:;

EF sont colinéaires.

Exercice @ :Soit ABCD un tétraédre.

P,0.R et S sont des points de I'espace
telsque: 2RC—SRD =10, 550+ 454 =01
3PA+2PBE =0 et 40B—30C =

1. Ecrire SP et SO en fonction des vecteurs
AB et AD

2.a) En déduire que: SR + 20 \Q =0

b) Etudier la coplanairité des pomts P O.R et §.

Exercice @ :Soit ABCD un tétraédre, [ est
le milieu du segment [AD] et G est le centre de
gravité du triangle ABC .

On considére le point £ tel que le quadrilatére
BECD est un parallélogramme de centre le
point 0.

1.a) Montrer qlue Bl =
BG =3 1A+ 3BC.
b) Ecrire les vecteurs /G et IE en fonction de
BA i BD et BC .

¢) En déduire que les points ;G et E sont alignés.
2. Montrer que les vecteurs BI,BG et BO ne
sont pas coplanaires.

+1
2BD

M|~—

Exercice @ : On considére dans l'espace
un cube ABCDA'B'C'D’ .
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Les points E,F et [ sont respectivement |es
milieux des segments [AB].[A'D’] et [AA47],
Soit M le milieu du segment [EF].

L. Montrer que: AF = J,EMA
I—- 1

2. Montrer que: AM = FTACH 2AA en

déduire que: M = IZ D' (ol

8
3. Montrer que; EF = E_D’ AA" A'r’ oy
et FD=BD+AA". |

4. En déduire que les vecteurs I[i =t
EF,B'D et BD sont coplanaires. A 8
Exercice @ : Soit ABCD un tétraédre. Les
point [.J et O sont respectivement les milieu
des segments [AB],[CD] et [1/]. a
1. Montrer que
OA+0B+0C+0D=1.

2.50it G le centre de gravité du
triangle BCD.

Montrer que: GA + GC + GB = DA

Exercice @ :Soit ABC un triangle dans 'es-
pace. Les points [,J et K sont repectivement:
les milieux des segments [BC| , [AC] et [AB].
Montrer que: pour tout point M de I'espace
ona: MA + MB + MC = Mi+MJ + MK

Exercice EF) : Soit ABCD un tétraédre [ et B
sont respectivement les milieux des segments
[BC] et [AD]. {
Soit G le centre de gravité du triangle BCD et
i le vecteur défini par: u = AB+AC +AD +
Montrer que les vecteurs Ef , i et DG son
coplanaires. .
Exercice @ Soit 7 et j deux vecteurs nof
colinéaires.

Montrer que la droite de vecteur directeur
i =3i+] estparalléle au plan dirigé par les.

I

vecteurs | et ;.

Exercice €B) : Soit ABCD un tétradre. [ et
sont les milieux respectifs des segments [ AB] etic®

1, Montrer que: IJ = -

"—*t‘-.i"—'

(AD+BC)
7 (AC AD+BD)

2. Montrer que: [J = - B_’ AD+
Exercice €]) : Soit ABCD un tétragdre.
E.F,G et H sont des points de I'espace tels
que: .4g= 2EB;CF =FD; BG = 3GC et

AH = 7ADo e SN

1. Montrer que: EH =— 3FAB+5AD

2. Ecrire les vecteurs EF et EG en fonction des

¢ ;}ecteurs AB,AC et AD .

4, Montrer que: les droites (GH) et (EF) sont
sécantes.

Exercice €)) : Soit ABCD un tétragdre. Les
points /,.J,K et L sont respectivement les mi-
ux des segments [AD].[BC][AC] et [BD].

& Montrer que: les droites (/) et (KL) sont
sécantes.

Exercice €F) : Soit ABCD un tétraddre. 1,/ et
G sont les points de I'espace définis par:

\J est le milieu du segement [CD]; [ estle
milieu du segment [AJ] et G est le centre de
gravité du triangle BCD.

« Montrer que les droites (AG) et (BI) sont
antes. .
Déterminer le point d’intersection H des droi-

tes (AG) et (BI).

EXercice @ Soit ABCD un tétraédre.

?' considere les points M, N, P et O tels que:
‘M et N sont respectivement les milieux des
egements [AB] et [CD].

Q0 = 2CF et QTP' IWG 4@

_ En déduire que Jes points P,D et A sontalignés.

ercice () : Soit ABCDEFGH un cube. Les
Boints 7,/,K et L sont respectivement les mi-
: leux des segments [AE][ABL[EH] et [KJ].
3) Montrer que: AK = —%z{5+ AF .

8 Montrer que: /I, = %A

EXERCICES

| 2. Montrer que les plans (ABC) et (IJK) sont

sécants suivant une droite (A) dont on détermi-
nera un point et un vecteur directeur.

Exercice @ : soit ABCD un tétraidre. / et /
sont les points définis par:
IA=2IB et JC = 2JD
1. Peut-on avoir /=J? . | |
2. Maontrer que pour tout point M de | ] I
lespaceona: MA —2MEB =— Ml - —,il
et MC —2MD =—MJ

\r——

Exercice @ : Soit ABCD un parallélogramme

1. Montrerque: AB + DC = 217 etAB — DC = 2KT .

de centre O,

On considere un point § de I'espace n'apparte-
nant pas au plan (ABC), et le point £ tel que
AC+AS=3AF

1. a) Montrer que: BD + BS = 3BF

b) En déduire que les points B,D,S et E sont
coplanaires.

2. Montrer que: OS = 30F

Exercice () : Soit ABCD un tétraddre et E le
point défini par: AE = 2AC .

F et G sont deux points de I'espace tels que
EBCF et FDAG soient des parallélogrammes.
1. Montrer que: DG = 2DC +BC .

2. Etudier la coplanairité des points B,C,D et G.

Exercices de synthése
et d’approfondissement

Exercice @ : Soit A,B,C et | quatre points
non coplanaires.

Soit A", B’ et C"' les symétriques respectifs des
points A,B et C par rapport au point /.

L. Montrer que: AB+AC+ AR +AC" = 244",
2. Soit M un point de I'espace.
Montrer que:

MA+ MB +MC + MA" + MB + MC" = 6MI .
Exercice @ : Soit ABCDA'B'C'D’ un cube.
(voir figure)
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| EXERCICES

Les points E.F et I sont les milieux réspectifs
des segments [ABL[A'D’] et [AA].

M étant le milieu du segment H G
[EF]. T
[ ;

1. Montrer que: g
—s ] |
AF=+5AD+AA. -

2 B I
2. Montrer gue: A R

aM =LAC+ SAx,
en déduire que: IM = }TA_C’
3. Déterminer lintersection des plans (ABC) et ([EF).

Exercice (I3 : Soit ABCDEFGH un cube.
1.J.K et [ sont respectivement les milieux des
segements [AE][AB], [EH] et [JK]

1. a) Montrer que: AK = fﬂf+ AE

b) Montrer que: IL = EI—R'

2. Montrer que les plans (ABC) et (IJK) sont
sécants suivant une droite (A) dont on précisera
un point et un vecteur directeur.

Exercice @ : Soit ABCD un tétraédre, [ et J
sont les milieux respectifs des segments [AB] et
[ep].

On considére les points M et N tels que:
DA=AM et BN=CB

1. a) Montrer que: NM = DC + 2BA etNC = 2NB
b) En déduire que: NM = 2JN—4IN .

c) Montrer que les points 7,J.M et N sont
coplanaires.

2. a) Montrer que: (DN) # (JB).

b) En déduire que: (DN) # (ALJ).

Exercice @ ! Soit ABCD un guadrilatére et [
est le milieu du segment [AC]
Montrer que: ABCD est un parallélogramme si

les bonnes réponses du paragraphe « Je m'entraine a faire des choix »

et seulement si pour tout point M de l'espace op
a: MA + MB + MC + MD = 4MI
Exercice @ : Soit ABCD un tétraédre.
A’.B',C" et D' sont respectivement les centres
de gravité des triangles BCD;ACD,ABD et ABC,
1. Montrer que AA'+BBE +CC +DD =0.
2. Montrer que (BD) # (B'D’).

Chapitre

Exercice ) : Soit ABC un tétraédre.
B'.C'.D' et A’ sont les points tels que:
A8 = AC+ AD ,AC'= AD+ AR,AD' = AB + AC.
et AA'= AB+ AC+ AD .
G et G’ sont réspectivement les centres de gra-
vité des triangles BCD et B'C'D’.
Montrer que les points A,A",G et G’ sont alignés.

Exercice @ : Soit ABCD un tétraedre.
Soit P le milieu du segment [ AM] ol M estun
point qui varie dans le plan (BCD).
Montrer que le point P appartienta un plan fixe
lorsque M varie dans le plan (BCD).

Descartes
(1596-1650)

Exercice @ : Soit ABCD un tétraédre et [ est
le milieu du segment [AB].
1. a) Construire le point E sachant que le quadri-
latére CAIE est un parallélogramme. !
b) Construire le point F* sachant que le quadrilé-
tére DBIF est un parallélogramme.

2. Montrer que la droite (EF) pas- A
se par le milieu du segment [CD]. /1\ ]
3. Soit M, N et K les points tels gue 'x;f Euler,
BM=1BC ,CN=3CD etk g/ |-
est le milieu du segment [ MN]. \
Montrer que le point K est le cen- ¢
tre de gravité du triangle BCD

La géometrie analytique dans le plan a été
élaboree par les deux mathématiciens
Descartes et Fermat.

Aprés Descartes et Fermat, cette géomeétrie va
'se developper et se géneéraliser dans 'espace
L ace aux mathématiciens Wallis, Newton et

8 Coordonnées d'un point - coordonnées d'un vecteur.

& Déterminant de trois vecteurs.

3 Représentation paramétrique d'une droite.

@ Représentation paramétrique d'un plan - Equation

irtésienne d'un plan.

juations cartésiennes d'une droite.

Question n°: 1 2 3 4 5 6 7
4 } | J_ | S
RT3 | ' T - ] ' |
Réponsen”; | 2 ‘ 3 2 3 ‘ 2 1 - .
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Objectifs de ba legon
¥ Reconnaitre une base et un repére dans l'espace;
» Reconnaitre les coordonnées d’un point, et
d’un vecteur dans I'espace;
» Reconnaitre les coordonnées de la somme de
deux vecteurs, les coordonnées du produit d’'un
vecteur par un réel;
» Reconnaitre les coordonnées du milieu d'un
segment;
» Reconnaitre et calculer le déterminant de trois
vecteurs;
b Utiliser le déterminant pour savoir si trois
vecteurs sont colinéaires et si quatres points
sont coplanaires;
» Reconnaitre et déterminer une représentation
paramétrique d’une droite dans I'espace;
» Etudier les positions relatives de deux droites
dans l'espace;
» Reconnaitre et déterminer une représentation
parameétrigue d'un plan;
» Reconnaitre et déterminer une équation
cartésienne d'un plan;
» Etudier les positions relatives de deux plans;
» Utiliser le déterminant pour trouver I'équation
cartésienne d'un plan;
» Reconnaitre et déterminer des équations
cartésiennes d'une droite;
» Déterminer les positions relatives d'une droite
et d'un plan;
b Utiliser la gédométrie analytique de |'espace
pour résoudre des problémes géométrigues.

Capacités attendues

» Traduire des notions et propriétes de la
geométrie affine et vectorielle a l'aide des
coordonnées.

» Démontrer |a colinéarité de deux vecteurs.
» Démontrer gue trois vecteurs sont
coplanaires.

» Choisir la représentation adéquate
(éguation cartésienne ou représentation
paramétrique) pour étudier les positions
relatives des droites et plans, et pour
interpréter ces résuitats.
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ACTIVITES

ACTIVITES PRELIMINAIRES

M Les vecteurs dans I'espace

Soit ABCDEFGH un cube, [ et J sont respectivement les milieux des seg-
ments [AB] et [AD].

Onpose AB=1,AD=] et AE=k

1. Vérifier que les vecteurs o j et kK sontnon coplanalres

2. [E) Vérifier que : EF=7,EG=1+] et -——5 z+2Jr

) Montrer que : EF = —EG 7

& Que peut on conclure pour les vecteurs EF , IJ et EG?

3. Soit M un point de 'espace tel que : AM = 4 ﬁ' iEG ;

Ecrire en fonctionde 7 et J chacun des vecteurs AM et BT, puis en déduire I

que les deux vecteurs AM et BJ sont colinéaires.

ACTIVITES D'INTRODUCTION

M Base - Repére - Coordonnées d’un vecteur

Soit ABCDEFGH un cube,
1. [fl Montrer que les points A, B, D et E ne sont pas coplanaires, puis en dé-
duire que les vecteurs AR, AD et AE sont non coplanaires.

) Déterminer un repére de lespace dont forigine est D.
2.Soit I le milieu du segment [CG]. E
[l Montrer que : Ef = AB + AD — %A_E'

Le triplet (] | i ) est appelé le triplet de L
coordonnées du vecteur EI dans la base (AF; AD ZE) A B
[E] Déterminer le triplet de coordonnées du vecteur AG dansla base(AB: AD; AE) J

M Coordonnées d’un point

7 et k sont trois vecteurs non coplanaires

Soit ( un point de I'espace, T
de I'espace.

Soit (A) la droite passant par O et de vecteur directeur k.

Soit (P) le plan passant par O et de vecteurs directeurs i et J .

M étant un point du plan (voir figure en face).

1. Recopier la figure dans le cahier, puis construire la droite (A’) passant par
M est paralléle 3 (A).

2. Vérifier que (A’) coupe le plan (P) en un point M".

3. Montrer qu'il existe un nombre réel z tel que MM =z .

MM )

(remarquer que OM = OM ' +
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(A;

pére.

Info :

Le triplet (AB, AD,
est une base de l'e
ple quadrlpiet
AB; AD;
repere de I'espac
» A estl'origine du

(A)

4, EJ Montrer qu'il existe deux nombres réels x et y tels que OM = xi +yj
] Déduire que OM = xi + }_y'+ *.

y X, v et z sont respectivement : I'abscisse, I'ordonnée, le céte du point M
‘dans le repére (0;7:7:% ).

(x;y:2) est le triplet de coordonnées du point M dans le repére (0;7::% ).
y:z) est le triplet de coordonnées du vecteur OM dans la base (ou relati-
nt & la base) (7;;%) eton écrit: M(x;y;z) et OM(x:y:z)

I

1“ - T
, 1 et k sont trois
vecteurs non copianaares
b Le triplet (I,J k) est
appelé base de l'espace.
» Le quadriplet (0; 7;7:K)
est appelé repére de

Soit ABCD un tétraédre. Onpose AB=17, AC=] et AD=1F .

1, Vérifier que le quadriplet (A;7:/:K ) est un repére de I'espace.

2, Déterminer les coordonnées des points A, B, C et D dans le repére
'_ Déterminer les triplets de coordonnées des vecteurs AH , AC , AD
et BA dans labase (i/:%).

AD, BC,

Dans toute la suite, espace est rapporté & un repére (0;7:7:k ).

(.r,v 2) et vix' x'1y"12') deux vecteurs de I'espace tels que
7, x',y" et ' sont des nombres réels non nuls.
Bl Montrer que: ¥ et v sont colinéaires si et seulement si = = 1, =
Montrer que: i et v sont colinéaires si et seulement si >
=w'=0etxr’—zx'=0etyz'—2y =0
Soit P(1:2:1) , O(3;6;7), R(2;4;4) et 5(5,1,2) quatre points de I'espace.
£r1 utilisant le résultat de la question précédente,

lontrer que P, O et R sont alignés.
st-ce que les points (2, R et S sont alignés?

(x;y:2), v Z') et w(x";y";z") trois vecteurs de I'espace.
N suppose que i, v et w sont trois vecteurs coplanaires et non coli-
es deux & deux.

Le déterminant de trois vecteurs

x=ax'+ bx"
ntrer qu'il existe deux nombres réels a et b telsque: {y = av' + by
) FagtbE

vontrer que: x'y" —y'x" # 0 ou X'2" —Zx" # 0 ou y'2" =2y #0
Suppose que x'y" —y'x" # 0

I'espace.

. Coordonnées d’un point - Coordonnées d’'un vecteur

~ Colinéarité de deux vecteurs - Alignement de trois points

Les nombres xy' —x'v,

' —w' ety — g
sont notés respectivernent
R |¥ ¥

yy"zz-’ 7 7

If, Vet w sont trois
vecteurs coplanaires signi-
fie gu'il existe un couple
(a,b) de ¥ tel que
u=av+bw
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+bx" =
ay’ + by'

. ax’ - .

El Résoudre dans [2° le systéme { olt @ et b sont les incon-
=
nues. .

B En déduire que: x(y'z" —2'y" ) —ylx'z" —a") +z(a’y" = y'x") =0

: S
Qu’on peut écrire: x|~ y’
Loy

L o
¥y
3. Est-ce que les points A(1;2;3), B(2:0:1), C(3:1;3) et O sont coplanaires?

x x"
-3, et =0
Z

"

<

_Activité Q_ Représentation paramétrique d’une droite

On considére les points A(1;2;:— 1), B(—1:3;1), C(5:0: = 5) et E(1;3;0).
1. Soit M{x;v;z) un point de 'espace.

x=1—2t
Montrerque: M (AB) s (FreR) :qy=2+1 (1)
z=—1+2¢f

On dit que le systéme (1) est une représentation paramétrique de la droite (AB)
2. Montrer que: C' € (AB).

3, Est-ce que le point £ appartient a la droite (AB)?

4, Soit (A) une droite passant par le point N{a:b;¢) et de vecteur directeur
ula; By )ol (a: Bay) # (0:0:0).

Ecrire une représentation paramétrique de la droite (A).

On considére les points A(1;2:3), B(—1:3;1) et C(3:3;—1).
1. Montrer que les points A, £ et C ne sont pas alignes.

2. Soit M(x;v;z) un point de l'espace. e 21,' + 2t
y=2+1+1
z=3—- 2+ 4
On dit que le systéme (2) est une représentation paramétrique du plan (ABC).
3. En déduire que M{x;v;z) E(ABC) = x+ 6y+ 2:—19=0

L'équation x+ 6y+ 2z— 19 = (" est appelée une équation cartésienne du
plan (ABC)

Montrer que : M € (ABC) = (3(ni') e B?)/ (2)

Représentation paramétrigue d’un plan - Equation cartésienne d’un pléi

M Systeme d’équations cartésiennes d’une droite

On considére dans l'espace la droite (A) passant par le point A(1;1;2) et de
vecteur directeur u(2:2:3). =142

1. Montrer que le systéme: 1y =1+ 2t ; (t e R)

z=2+3t
est une représentation paramétrique de |a droite (A).
2. Vérifierque: x—1 _ Y~ 1 _z—-2
2 2 3
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Info :
Le nombre g relation trouvée est appelée systéme d'équations cartésiennes de la droite (A ).
2yt =2y —ylalzr= - .
e 3. Soit (1) et (D.) deux droites définies par
+ax'y = y'2) B
est appelé déterminant x=1+2 x=1+r
e TMInanc . t
des vecteurs i , V_et y D):iy=34+1 :reR)et(D):{y=2 ' eR)
on le note det(u,v,w) e ' . _
e g z= . z=1
ouly ¥ » : -1 _y23 2
rix ¥ Montrer que: 2 7 1  estunsystéme d'équations cartésiennes de
g 22 z=4
adroite (D).
o g gd =)
] Montrer que: Y= < estun systéme d'équations cartésiennes de la droite ([.).
Soit (D) la droite passant par le point Alx.;vs; 240) et de vecteur directeur
bic) tel que abe # 0.
Info :

Donner un systéme d’équations cartésiennes de la droite (D).

N

x=1-—2¢t
(ABYiy=2+¢
F S f

le systéme (1)

e
Positions relatives de deux plans

it (P), (P,) et (P)) trois plans définis respectivement par les équations
grtésiennes : x+y—z+1=0, x+2y—2:—1=0et x+y—242 = 0.

: x=—3
oit (D) la droite définie par sa représentation parameétrique: {y=2+¢ :(t € B)

=T

‘Résoudre dans R’ les systémes :
5 :{Hrﬂl:o et (s-.)-{

F+2y=2z—1=0
En déduire que I'intersection des deux plans (P,) et (2) est la droite (D),
tque les plans (£} et (2) sont paralléles.

.

N considére dans I'espace les droites (1) et (D,) définies par leurs repré-
Ntations paramétriques :

x+y—z+1=90
TR xty—z+2=0
b Le plan passant par '
point A et de vecteul
directeurs it et v €

I'ensemble des points
tels que: AM = tu +iy
ou (1) e

Droites non coplanaires

Info :

= 1=2t+ 21 1

l_‘-=:+;+r‘ L ErE x=1-¢ v =1+ dk

et R y==1+2t;{teR); (D)yy=3-k; (keR)
systeme (2) 2=1-2¢ JUSp

rifier que les vecteurs u(—1;2;—2) et v(4:— 1:1) sont respectivement
vecteurs directeurs de (D)) et (D.) .

1+4k=1-—1¢
]
Résoudre d 'S o o e e
Me(AB) e (3t e Ry ans B? |e systéme: {3 — & 1+2¢ olt k et ¢ sont
l+k=1-2

k- duire, des questions précédentes que les droites (0, et (D.) se sont
S Coplanaires.
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B Coordonnées d’un point dans un repére - Coordonnées d'yj

|
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Coordonnées d’un point

Pn considére dans I'espace muni d’'un repére
17k )le point M (1;—2:3).

npose Of =7, 07 =2], OK = 3% et

M = T 2] .

vecteur dans une base
1- Base et repére dans I'espace

DEFINITION

Soiti B I;:r etk trois vecteurs non coplanaires et () un point de I'espace.
» Le triplet (7;/;% ) est appelé une base de I'espace.
» Le quadriplet (;7:/:k ) est appelé un repére de I'espace.

arallélogramme.

Montrer que le quadrilatéere OKMM' est un
jarallélogramme.

1.0na: JI=0[-07=7-2],donc: OM =TT
Dlou: le quadrilatére OM'f J est un parallélogramme.
30na: MM=0M—-0OM=T-2]+3k—T7+2]
Clest-a-dire : M'M = 3k = 0K , donc : le quadrila-

Remarque
Quatre points non coplanaires O, A, B et C déterminent une base de l'espace.
Par exemple (OA;OF:0C ), et un repére de 'espace par exemple

(0,04:08:0C). tere OKMM' est un parallélogramme.
z g Coordonnées d’un vecteur - Coordon-

Propriete b nées d’un point
Soit (0;7;;K) un repére de f'espace. R In considére dans |'espace muni d’un re-
» Pour tout point M de l'espace, il existe unique triplet (x;v;z) de réels T : 1 _(O; T;}';?c') les points M et N tels que
que: OM = x7+yj+ & M T+]+F et MN=T+37-1F.
» Pour tout vecteur u de F'espace, il existe un unigue triplet de réels . ] -] Déterminer les coordonnées des points M
(x:y:2) tel que: w=xi+yj+ 2k / N et du vecteur MN .

[l Déterminer les coordonnées du point / milieu
» Le triplet (x;y;z) est appelé triplet de coordonnées du point M dans ’ usegment [MN].
le repére (O, 753K ). Info On considére les vecteurs i, v et w tels que :
» x est 'abscisse du point M, y est 'ordonnée du point M, z est La notation u(x;y; : -T_, V=10+] etw={+j+Fk.

x

ontrer que le quadriplet (O;4;v:w ) est un
pere de l'espace.

Déterminer les coordonnées du point M dans
repére (O:u;v;w).

L El» Coordonnées du point M

Ona: OM=7T+7+k

Donc: le triplet de coordonnées du point M est
l:1:1), clest-a-dire: M(1;1;1)

}Coordonnées du point N

Ona: IN=7+ ]7_"— Ij?c', et d’aprés la relation

la céte du point M, et on écrit: M(x;y;z) ou (7_{\4-(,1';_\;;:]',

2 note aussi: y ¥
» Le triplet (x:y:z) est appelé triplet de coordonnées du vecteur i

- - Z
dans la base (i;/;k ) et on note u(x;y;z).

2- Coordonnées de i + v et Au - coordonnées de AJ - coordonnées du milieu d’un segmen
Propriété
b Soit u(x;y;z) et v(x';y";2)) deux vecteurs de 'espace muni d’une base (/K ) et A unréel.
1. u=v sietseulementsix=x', y=y et z=2.
2. ut+vlata'iy+yiz+7).

3. Aul( A Ay.Az).

» Soit A(x:yaza) et Bxsyvazs) deux points de l'espace muni d’un repére (0;7;7:k ) et I le Chaslesona: MN =MO+ON =7+ 77k
du segment [AB]. onc: ON = 7+ é—}'— -é—f{+ oM
4. Le triplet de coordonnées de AB est: (xy—xx ya— Y 2o —21). = é 3 5 25 % %
3 3 : . x,.+x,;_)’a+)’u_g_j_—&
5. Le triplet de coordonnées du point / est: (—2 ST e ) _ *+%j'+ 5;\

T—

POUR COMPRENDRE

point N ; c'est a dire N(E: %—L)

» Coordonnées du vecteur M\

Ona: MN=7+17-1%.

Donc: (l: 5 = %) est le triplet de coordonnées

du vecteur MN dans la base (7;/;% ) c'est-3-dire
1 1

W(I:j: T f]

[) coordonnées du point / milieu du segment [ MN |

Soit (x:: yiz/) le triplet de coordonnées du point /

142 1+5 I+L
Ona: =75, »w= -2-"—etz;—'"q“

Dong, le triplet de coordonnées du point [ est:

(—3—2, _'1—) c'est-a-dire / (%,33{)

2. ] Montrons que (O;u;v:w ) est un repére de

l'espace,

Il suffit de montrer que les vecteurs «, v et w ne

sont pas coplanaires.

Supposons que i, v et w sont coplanaires,

alors, il existe deux nombres réels @ et £ tels

que: w=au+fiv

Ona:

W=al+ Ve it jrk=ai+ B(i+7)
= i+j+k=(a+B)i+ G+ 0k
—a+tf=letf=1letl=0

Et ceci est impossible (car 1 # 0)

Donc i, v et w ne sont pas coplanaires.

D'ot, (O:i:v;w ) est un repére de I'espace.

[} Coordonnées du point M dans le repére

(0;u;v;w).

Soit (x;¥:z) le triplet de coordonnées du point M

dans le repére (O:u:v:w ).

Ona: W=,rf.:+_v3+z;,

donc: xu+yw+aw=i+,+Fk

Clest-a-dire x7 +y(i+ )+ 2T+ +K)=T+]+%

Dol (x+y+g)i+(y+z)j+k=i+]+F
x+y+tz=1

Finalement: {y+z=1

D'ou: x=10, y=0et z= 1 cest-a-dire : M(0:0:1)
Remarque : Généralement les coordonnées d’'un
point M de l'espace changent si on change de repére.
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Dans toute la suite, espace est rapporté a un repére (0;1:j:K)

Déterminant de trois vecteurs

Chapitre

1- Condition de colinéarité de deux vecteurs

Propriété 1

Soit u(a:bic) et Via';b'ie’) deux vecteurs non nuls.
Les vecteurs i et v sont colinéaires si et seulement s'il existe un nom- signifie que: AB
bre réel k telque: @’ =ka et b’ =kb et ¢ =ke AC sont colinéa

Remarque

. - —+ o res gh’
Si tous les coordonnées des vecteurs # et v ne sont pas nuls alors « Les nombres ab

{8 Points alignés - vecteurs colinéaires
Soit w(1;—1;2), v(—2:2;—4) et w(l;1;2) trois
rrecteurs de l'espace.

1. Montrer que les vecteurs u et v sont coli-
néaires.

Montrer que les vecteurs & et w ne sont pas
et linéaires.

3. Soit A(1;2;1), B(2;1:3) et C(—1;4;—3) et
D(2:3;3) quatre points de I'espace.

=] Montrer que les points A, BetC sont alignés.
1| Est-ce que les points A, B et D sont alignés?

- Syacbeien SIS i CTIE ac’ —ca’ et be' = ~y
et v sont colinéaires équivauta: —» =737 ="7 se notent respecti 1. Mmtn:!'ns qu% Iesvect:urs 1 et v sont colinéaires,
adl| |ad o Ona: —7=27= 7= ou v =—20 .
s 1 T r . . =
Propriété 2 b bl lee \Donc « et v sont colinéaires.

et ils sont

Soit wla:bic) et via'ib';c) deux vecteurs de 'espace |b v

i et v sont colinéaires si et seulement si: ab' —ba' =0, ac’ —ca’ = 0

== Conséquences

Soit ula:b:c) et via':b';¢") deux vecteurs de l'espace,
b b
{4 {"

£ 0

" a,|;é00u\
#

= - L . a a
1t et v nesont pas colinéaires si et seulement si ‘b h"# 0 ou "

_ déterminants extrai
et b=l =0 vecteurs i et y .

f2eme méthode:

On calcule les déterminants extraits des vecteurs

et v,

Ona: —]1 _,,2 =1x2~(=1)%(-2)=0
‘—1 z| el =2l

et 2_4—&‘(2_4—}

2- Vecteurs coplanaires
Soit wla:bic), via:b' ') et wla":b";c") trois vecteurs de I'espace.
Le nombre réel a(B'c” —e'b") = bla'c" —c'a’) + cla’b” — b'a") est appelé

Les points A, B,

N L signifie que les vec
déterminant des vecteurs i , v et w ,etonlenote |b b b AB,AC AD s
ol coplanaires.
aa da Wy Lo, C
5oy % - -y " 4 a o [4
On écrit aussi: det(uzviw)=|b B b"|=a|, ", |—b S E X W
;o o ¢ e b b
g ic g

e

Les vecteurs
W ne sont pas co-
planaires signifi

Propriété
Soit i, v et w trois vecteurs de I'espace.
i, v et sont coplanaires si et seulement si det(&:viw ) =0

— Exemple: On considére les vecteurs : #(1,1,0), v(1,0,1) et w(0;1;1)
(Lo

0 10 10 T
Ona: det{u;v;w)=|1 0 1|=1 1 :l— I‘] I|+U‘O ]|:—2,donc: det(u;vw)# 0.
011
| D'ou : les vecteurs u , v et w ne sont pas coplanaires
12 @ 286

et [) sont coplana

det(@;v;w) # 0.

Les trois déterminants extraits sont tous nuls.
Donc: i et v sont colinéaires.

2. Montrons que i et w ne sont pas colinéaires
11

=2
-11

d:

A
Wecteurs i et w ne sont pas colinéaires.

E Montrons que les points A, B et C sont alignés,
na: AB(1;—1:2) et AC(-2;2;—4).

onc: AB=1 et AC=v.

': puisque: i et v sont colinéaires, alors les points

A, B et C sont alignés.

&l Etudions l'alignement des points A, 8 et D
Ona: AB=i et AD=w

Etcomme i et w ne sont pas colinéaires,

alors les points A, B et [) ne sont pas alignés.

un des déterminants extrait est non nul, donc les |

POUR COMPRENDRE

Vecteurs Coplanaires - points coplanaires
On considére les vecteurs i (L:n: 1), v(2;— 1:m)
et wilym;0)

ol /m est un parametre réel,

1. Pour quelle valeur de m, les vecteurs i, v et
W sont coplanaires? ne sont pas coplanaires?
2. Soit A(2;3:4); B(3:4;5), C(4;2;5) et
D(3:4:4) quatre points de I'espace.
Montrer que les points A, B, C et D sont co-
planaires.
1. Dans quel cas les vecteurs 11, v et w sont
coplanaires?

Ona: 1 2 1
det(w:v;w)=|m —1 m
1 m 0

J|—l m_ 2 I‘_}_ 21

m 0 m 0 — 1 m

=—m+m+2m+ 1 =2m+ 1

det(@, ¥, W) =0 e m=—
donc:
b1, v et w sontcoplanairessi m =1

» i, v et w nesont pas coplanaires si m %—-I)—
2. Montrons que les points A, B, C et D ne—
sont pas coplanaires.

Ona: AB(1;1;1) ; AC(2:—1:1) et AD(1:1:0)
Il suffit de montrer que les vecteurs AF , AC et
AD ne sont pas coplanaires

Ona:

det(AB;AC:AD ) =

12
1 =]
1

|
I
10
—-11 2
=||' ‘—| :

1 0 IU+|><

21

LH
=3

Donc : det(AB;AC;AD ) # 0

D'ols : les points A, B, C et D ne sont pas copla-

naires.

Remarquerque u = AB , v=AC ,et w=AD

pour m =1
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[ED Représentation paramétrique d’une droite

DEFINITION

x=x,tat
z=ztct

=

Exemple :
x=1+¢

z=1+3t

Propriéte

pent en un point),

Remarque

non nuls.

x=1+2t
(D):1y= 3¢

z=

Chapitre 12 @ 288

Soit A(xs:viz4) un point de I'espace et 1(a:b;c) un vecteur non nul

Le systéme 1y = y.+ b1 ; (r € R) est appelé représentation paramétrique

de la droite D(A;« ) passant par A et de vecteur directeur i

2.Si 4 et v nesont pas colinéaires alors:
a) (D) et (A) sont sécantes si et seulement si le systéme :(S) 4 v, +br = v+ b'r

triques.

y=1+2¢; (1 € &) est une représentation paramétrique de la droite D(A;u ) ol A(1;1;1) etu(l;

Positions relatives de deux droites

Soit (D)= D(A:u) et (A)=D(B;v) deux droites de I'espace.
»Siu et v sontcolinéaires et A =(A) ou B (D) alors (D) et (A)sont confondues.
»Siu et v sontcolinéaires et A&(A) alors (D) et (A) sont strictement paralléles .

»Si i et v nesont pas colinéaires et det(AB:u;v) = 0 alors (D) et (A) sont sécantes (se cou=

»Siu et v nesontpas colinéaires et det(AH;u;v ) # 0 alors (D) et (A) ne sont pas coplan

Soit A(x.:;vi:z4) et B(xgyeze) deux points de I'espace, 1i(a;b;c) et via';h';¢’) deux vecteurs.

X=x.tat x=xxtat

On considére les droites (D):{y =y, +bt, (tER) et (Ak{y=ys+b1t ; (1 €R)

=zt ot z=ztc't

1.Si i et v sont colinéaires alors (D) # (A)

xitat=x,+at

mtoet=mtet

ayant pour inconnues ¢ et ' admet une solution unigue.
b) (D) et (A) ne sont pas coplanaires si et seulement si le systéme (S) n‘admet aucune solt

- Exemple : On considére les deux droites (D) et (A)définies par:

x= 4k

c(reR)et (A):iy=6k; (keR)

z= 2k

directeurs de (D)et (A) sont colinéaires.

Une droite de |'espaq
admet une infinité
représentations param

On verifie que les deux droites sont strictement paralléles. O € (A)et O & (D) et les vecteurs:

J Représentation paramétrique d’une droi-
te - Positions relatives de deux droites

(D) la droite de'inie par la représentation

tles points A(2;—1:0) ; B(2:1:2) et

=1 )

. Est-ce que le point A appartienta (D)?

). Donner un vecteur directeur de (D).

L. ) Donner une représentation paramétrigue
droite (BC).

] Etudier la position relative des droites (BC)
(D).

|, Vérifionssi A =(D)?

2=1—¢ (1)
(AED) = (AreR)tel quei—1=3+4r (2)
0=1+: (3)
De 'équation (1) on trouve 1 =— |
tavaleur 1 =— 1, vérifie les deux équations (2) et (3)

ou: A € (D)

Déterminons un vecteur directeur de (D)

coefficients du paramétre ¢ dans le systéeme

1—1

3+4drsont-1;4etl

1+t

(= 1:4:1) est un vecteur directeur de la

droite a droite (1),

£l Déterminons une représentation paramétri-
Ue de (BC)

$BC(1;— 4;— 1) et B(2;1;2)
x=2+k
y=1—4k, (k € ) est une représentation
r=2-%

métrique de |a droite (BC).

d Etudions Ia position relative des droites (D) et

8C)
S colinéaires.

Nc: les droites (D) et (BC) sont paralléles (car

v sont leurs vecteurs directeurs).

Ur savoir si (BC) = (D) ou (BC) est stricte-

T —

POUR COMPRENDRE

ment parallele & (D), on résout le systéme & deux

2+k=1—1¢
inconnues f et k : y1 —4k =3+ 4¢
2-k=1+¢
k+i1=—1
Ce systéme équivaut 3: {4k + 41 =—2
k+t=—1hk+1=1

C'est-a-dire: 14+ =-;— ce qui est impossible
k+r=1

D'ou: (D) et (BC) sont strictement paralléles,

2eme méthode: Il suffit de prouver qu’un point de

(BC) n'appartient pas  la droite (D), par exem-

ple B€(D) et B €(BC).

BB Position relative de deux droites

Soit (D) et (A) deux droites définies par :

x=1+1 x=3+k
(Dyiy=1=1;(ceR);(A) : {y=—1+2k; (keR)
gl z=3-4%

Etudier la position relative des droites (D) et (A)

Ona:u(l;—1:1) et ¥(1;2: — 1) sont deux vec-
teurs directeurs respectifs des droites (D) et (A).,
Etona: [ #—-,donc i et v nesont pas coli-
néaires,

D'oll, les droites (D) et (A) sont sécantes ou bien
non coplanaires; pour en savoir;

3+k=1+¢
résolvons le systéme : (S)ki—1+2k=1—1
3—k=1+1¢
t—k=2 (1)
(S) équivauta: {1+2k=2 (2)
t+k=2 (3)

Le systéme formé par les deux équations (1) et (3)
apoursolution r=2et k=10

Et puisque: le couple (2,0) vérifie I'équation (2),
alors: le couple (2:0) est la solution unique du
systeme (5).

On remplace ¢ par 2 dans la représentation
paramétrique de la droite (D) on trouve le point
d'intersection A(3; — 1;3) des droites (D) et (A).
(On peut remplacer k par 0 dans la représentation
paramétrique de (A)).
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I Représentation paramétrique d’un plan - Equation cartésienne

d’un plan
1- Représentation paramétrique d’un plan

' DEFINITION

Soit A(xx;ysza) un point de I'espace, ula;b;c) et via';b';¢’) deux vec-

teurs non colinéaires.

x=x,tatt+a't Un plan admet une in

nité de représentat|

: ((1:1') € B?) est appelé une représentation
paramétriques

Lesysteme {y =y, +br+b't
z=utet+ct
paramétrique du plan P(A:u;v) passant par A et de vecteurs directeurs
Wetv,
2- Equation cartésienne d’un plan

jDEFINTION

Soit A un point de I'espace. u et v sont deux vecteurs non colinéaires. Info :
L'équation cartésienne du plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs (azb;c) # (0;0;0)
i et v s'écrit sous la forme ax +by+cz+d=0ou a, b, ¢ et d sontdes signifie que a ?20 ou
0 c
réels tels que (a;b;c) # (0;0:0) B auicr
Info :

Remarque :
Un plan admet une

nité d'équations carté-
siennes

L’ensemble des points M de Iespace qui vérifient det(AM;u;v) =0 est
le plan passant par A et de vecteurs directeurs u et v noté: P(Au;v)

Propriété
I’ensemble des points M(x:y:z) de I'espace qui vérifient: ax +by+cz+d =0 tels que

(a;b;c) #(0:0:0) estun plan.
3- Positions relatives de deux plans

_.Prm riém‘
Soit (P)= P(A:ii;v) et (Q) = P(B:u':v') deux plans de I'espace.
»Si det(;v;u’) = 0 et det(is; V'_*) = 0 alors (P) et (Q) sont confondus ou strictement pa

» i det(it:v:i) # 0 ou det(i;v;7") # 0 alors (P) et (Q) se coupent suivant une droite.

Remarque

Soit (P) et (P’) deux plans définis par leurs équations cartésiennes: ax + bytczt+d=0et

dx+by+ecz+d =0 ou(abic)#(0;0;0) et (a';b';¢") #(0;0:0).

1. Les plans (P) et (P') se coupent suivant une droite si et seulement si ab’' —ba’ # 0 ou
ac' —ca' #0 ou be' —cb' # 0.

2 Les plans (P) et (P') sont paraliéles si et seulement s'il existe un réel k non nul tel que a

et b =kbet ¢’ =ke.

3. Les plans (P) et (p’) sont confondus si et seulement s'il existe un réel k non nul tel que :

ad=kaetb =kbet ¢ =kcetd =kd.
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9 Représentation paramétrique et équa-
tion cartésienne d’un plan

Bon considere les points A(2; —1:2); B(
[C(—1;2:2)
1, Vérifier que les points A, B et C ne sont pas

1;1;3) et

2. Donner une représentation parameétrique du
plan (ABC).
3. Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

1. Vérifions que des points A4, B et C ne sont pas
"alignés

Ona: AB(—1;2:1) et AC(—3:3:0)

Et puisque: }% ;E—%— , alors: les vecteurs AB et
'AC ne sont pas colinéaires.

Donc: les points A, B et C ne sont pas alignés.
2. Donnons une représentation paramétrique du
plan (ABC)

Puisque le plan (ABC) passe par le point

A(2; — 1;2) et de vecteurs directeurs
AB(—1:2:1) et AC(—3;3:0)

x=2—t-3
Alors, le systéme: {y=—1+2t+3¢; (nt) e R’
z=2+t¢

st une représentation paramétrigue du plan
(4BC).

3. Donnons une équation cartésienne du plan
(ABC).

Soit M(x;y:z)un point de I'es;..ce:

M(x;y;z) € (ABC) & AM, AB et AC sont coplanaires
o det{AM;AB:AC )= 0

lx—2 =1 —3
sly+1l 2 3 |=0
z—2 1 0
B 23] ~1 =3|, (. _ -1 ~3|_
4 2)’1 0| (y+”|1 0‘“‘ 2}|2 3‘ »

&—3x—3y+3z-3=0
D'oli: x+ y—z+ 1 = 0 est une équation carté-
sienne du plan (ABC)

POUR COMPRENDRE

Positions relatives de deux plans
On considére le point D(1:1:0) et les vecteurs
u(1:1:1) et v(1; - 1;2)
Soit (Q) le plan défini par I'équation cartésienne
suivante x+y—z+1=10
1. Donner une équation cartésienne du plan (7)
passant par le point D, et de vecteurs directeurs
uety.
2. Déterminer la position relative des plans (P)
et Q.
1. Donnons une équation cartésienne du plan (P)
Soit M(x;y;z) un point de I'espace.Ona:
Me(P)e DM, i et v sontvecteurs coplanaires.
e det(DM:;v)=0
x—=11 1
pe=l 1) =1
gz 12
e (x— 1}“ 21 |—(y— l)|: ;|+z“
Cest-a-dire: 3x—y—2:—2=0
2. Déterminons la position relative des plans () et 0.
Pour déterminer la position relative des plans (P)
et (Q), on résout le systéme: {X"’J’_Z"' 1=0
x—y—2:—2=0
t, on trouve le systéme :
(1)
(2)
(3)
Des équations (1) et (2) on déduit que : x = %r + ‘]‘

1 5
ety=gt—7
YT 4 4 x=%+%f

=0

=]

1
_1|_0

Sion pose z =
x+y=r—1

A3x—y=2t+2
Z=1i

D'oly, le systéme: |y =—% + 4]1—!; (re R) estune

représentation par:méirique de la droite (A)
passant par le point N(“'}I:_TS;O) et de vecteur
directeur w %—;Eg 1).

Finalement, (P) et Q se coupent suivant la droite
(A) qui passe par N(%z]—s;{)) et de vecteur

; 3.1,
directeur: w 4.4.!).
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Deux équations cartésiennes d’une droite

DEFINITION ET PROPRIETE

Soit (D) une droite passant par le point A(xy;y:;2:) et de vecteur directeur u(a;b;c).

»Sia#0, b#0 et c#0,alors: le systeme: * -;,x" =22 :.Z" est appelé : équations carta

siennes de la droite (D).

X=X,
Y= Vs _ 2=z
b c =
» Si deux de ces nombres sont nuls (par exemple a =0 et b =0 et ¢ # () alors le systéme {x A
est appelé équations cartésiennes de |a droite (D).

alors, le systéme [ est appelé : équations cartésiennes de la droite (D).

Exemple 1:
Soit (1) la droite passant par le point A(3;2; —4) et de vecteur directeur (2;4;3) ona:

%—=73 =_‘r‘_2 _z+4

3 i 3 sont deux équations cartésiennes de la droite ([,).

Exemple 2:
Soit (D.) la droite passant par B(1;1;2) et de vecteur directeur v(1:2:0).

y—1

Ona: Jil——l == g et z = 2 sont deux équations cartésiennes de la droite (D).

Positions relatives d’une droite et d’un plan - Etude analytique

Propriété

Soit une droite (D)= D(A:w ) etun plan (P)= P(B:u:v)

»Si det(i;v;w )= 0 et A €(P),alors (D) c (P)

»Si det(u;v:w) =0 et A€(P), alors (D) est strictement paralléle 3 (P)

» Si det(i;v;w ) # 0, alors (D) perce le plan (P)

Exemple :
Soit (P) le plan défini par 'équation cartésienne : x+y—z+ 1 =0 et (D) la droite définie parla’
x=1+t

représentation paramétrique yy=1—r ; (teR);

(1)

z=1+2t xty—z+1=0

Pour étudier 'intersection de (D) et (P) on résout le systéme : ($))¥ = 1 +7 (2)
y=1-1¢ (3)

z=1+2r (4)

On remplace respectivement x, v et z par 1 +¢, 1 —¢ et 1+ 2/ dans I'équation (1) on obtient:
l+t+1—r—1—-2t+1=0;Dob =1
Aprés remplacement dans les équations : (2), (3) et (4) on trouve le triplet (2;0;3) solution

du systéme (5)
Donc () perce le plan (P) au point M(2:3:0)
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b Si 'un des nombres (un seul) a ou bien b ou bien ¢ est nul (parexemple a=0et b# 0 et ¢ aé

9 Etudier la position relative d’une droite
. etd’unplan

f50it (D) la droite définie par les équations carté-
'ennes: x'z— 1 _y_ltl_ =22 et (P) le plan
[défini par la représentation paramétrique suivante
=3kl

-y=- l=y+2u;(r;p)e R

lz=1+7+3u

1. Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (D).

2. Vérifier que le vecteur #(2;1:4) est un vecteur
directeur de la droite (D), et que les vecteurs

W(l; = 1;1) et w(l;2;3) sont deux vecteurs direc-
teurs du plan (), puis montrer que les vecteurs
i,V etw sontcoplanaires.

}. Déterminer une équation cartésienne du plan
P), puis étudier la position relative du plan (P)

et [a droite (D).

L. Déterminons une représentation paramétrique

Le vecteur 1(2;1:4) est un vecteur directeur de
la droite (D)

bLepoint A(1; — 1;— 2) est un point de la droite ()
: x=14+2r

Dol \y=—1+1 ;(r€R) est une représentation
z=—2+ 4t

Paramétrique de la droite (D)

“e€me méthode : Sion pose

-1 _ y+1 _z+2

2 1 T q
£=14+2t, y=r—letz=4t—2

i x=1+2

Doli: iy =—1+¢ ; (t € R) est une représentation
z=—2+41

amétrique de la droite (D)

ans la représentation paramétrique du plan
IF) le coefficient de ¥ et y sont les coordonnées

=t on déduit que :

——

POUR COMPRENDRE

des vecteurs directeurs du plan (7). Donc, les
vecteurs directeurs du plan (£) sont v(1; — 1:1)
et w(l;2;3).

» Montrons que les vecteurs  , v et w sont

coplanaires :

2 1 1
det(u;v;w)=|1 =1 2

41 3

-t ], |1

2’1 3’ "1 3|14|- 2‘

=—10-2+12=0

Donc: les vecteurs 4, v et w sont coplanaires.
ce qui signifie : (D) est strictement paralléle au
plan (P), ou (D) estincluse dans le plan (P).

3. » Equation cartésienne du plan (P) :

Ona: v(l:—1;1) et w(1;2;3) sont deux vecteurs
directeurs du plan (P).

» Le plan (P) passe par le point B{3;—1:1).

Soit M(x;y:z) un point de I'espace.

Ona: M&(P)e=det(BM;v:w)=0

x—3 1 1
=(y+1—-12(=0
z—1 1 3

e I RN T
= (x S)Jl 3’ (_H-l)’l 3'

11
+(z—1)‘_l ,|=0

D'ou: 5x+2y—3z— 10 = 0 est une équation
cartésienne du plan (P).
» Déterminons la position relative de la droite (D)

etle plan (P) : Sx+2y—3z—-10=0(1)
Résolvons le systéme : (5 ): relH

y==1-+f

z==2+4t
Ecrivons x, y et z en fonction de 1 dans I'équa-
tion (1).
On obtient :

S(I+200+2(—1+0)—3(=2+41)—10=0
C’est-a-dire : 1=0 ce qui est impossible, donc

le systéme n‘admet pas de solution.

D’ou : la droite (D) est strictement paralléle au
plan.
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EXERCIGES

RESOLUS
B TSITEN Montrer que

trois droites concourantes

On considére dans l'espace un tétraédre ABCD.
Soit /, J et K les milieux respectifs des segments
[AB], [cD] et [BJ].

M et N sont deux points de I'espace tels que :
A =17AD et BN=1BC.

On muni lespace du repére (4;AB:AC;AD ).
E¥ Déterminer les coordonnées des points 1, J,
K, M et N dans le repére (A;AB;AC;AD ).
Déterminer une représentation parametrique
de chacune des droites (17), (AK) et (MN).
Montrer que les trois droites (I7), (AK) et
(MN) se coupent en un point L dont on détermi-

nera ses coordonnées,

Les coordonnées des points /, J, K, M et N
»Ona: Al = %E

Clest & dire : AT = 5 AB + 0AC + 0AD

D'oli: le triplet (% 0; 0_) est celui des coordonnées
du point [ .Ainsi: f(%: 0:0]

» Puisque J est le milieu du segment [CD]; alors :
Al = 4(AC+AD).
D'ou: Af=0AB+7 8% Yol %E

C'est a dire : J’(O'2 2)

» Ona: K estle milieu du segment [BJ],
donc: AK = %A_B'-i- LW

= 3B+ {34+ 34D
= AR+ $AC+SAD

»Ona: AM= %E , C'est-3-dire:
AM = 0AB + 0AC+ SAD
Dol : M(O;O;-:H
»Ona: BN = -%HE'
=3 Lap+a0)

D'ols: BA + AN
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‘| Ona:ladroite (MN) passe parla pcla‘lnt M(O: 0;

-a-dire : E}V=—%E+ 3

ainsi: AN = 2 4B + LAC+ 04D
(2.1,

Donc: N(313,0)
El» Déterminons une représentation paramétrj-
que de la droite (1/)
Ona: 1(%:0:0) et J(D é ;)donc ff( %—
et puisque a droite (1J) passe par le point / (
et de vecteur directeur I/|—53575 alors:

Mf'— M["—-

=l L
y=—£—r (teR)
o= b

est une représentation parameétrique de la droite (/)
» Déterminons une représentation paramétrique de __ ,
droite (AK) :

On a : la droite (AK') passe par A(0;0;0) etde

vecteur directeur W(( ;lzjl—%)

est une représentation paramétrique de la droite (A
» Déterminons une représentation paramétrique
droite (MN) : i

de vecteur directeur MN 33373

est une représentation paramétrique de la droite (M
Montrons que les droites (1/); (AK) et (
coupent en un point L :

» Déterminons 'intersection des droites (1) et

15 11 prora m={’ff1'r
/Kt 1 r=2
(5): %r'='121‘ .m{i,-'f;f:
0=} 1=}

e

4

PSIAL0 (m#—1)

Remplagons 7 par _I!_ dans la représentation

paramétrique de la droite (//) on trouve 1(; : é (I;J
De la méme fagon, on 3
montre que les droites /T\
(I7) et (MN) se

coupent au point

f(LLL) PaY u \

Remarque : On peut / il \-.
tout simplement vérifier & “<-- | g
que L est un point de la N K et
droite (MN). ~V

Donc, les droites ([/),
(AK) et (MN) se coupent au point L(% % ?IS)

Etudier la posi-

tmn relative de deux plans.

In considere dans I'espace muni d’un repére
7:/:k), les plans (P,) et (P) définis res-
ectivement par les équations cartésiennes:
2_y+§mz— 1=0et2x+4y—z—3=0,

U m est un parametre réel.

dier suivant les valeurs de m la position rela-
ive des plans (P,) et (P).

Pour étudier la position relative des plans (P.) et
(P), on résout le systéme :

x+dy—z—3=0

Sk
%) ;\'*2)'+-l,—m:;—l =10

Sion pose x =1, le systeme () s’écrit :
dy—z=3-2¢

2y+ %mz =]1—

e

Déterminons y et z en fonction de m et ¢.
dy—z=3-2¢

[ Résolvons le systéme (S') 1

I 2yt mz=1-—1¢
4 -1 43-2
Onag: A= = +2 - A= = T [ ==2
. 2 ,l,—m 2m+2; A 2 1-¢

=0F =)
- 1
. 2‘"!
s Si A =0 :cest-a-dire: m=—1
alors, le systeme (') n'admet pas de solutions
ear A, #0).
I-D’oﬂ les plans (£.) et (P) sont strictement paralléles.

=(%m+ I)—(I +m)1

—
EXERCICES & ¢sovus

e T =Y
Ond = S s T W]
v y= _Bm+2)-2(m+ 1) _ 3m+2
et .'3 4m+1) " alm+1) 2°
x=t
Ny B8m+2 1.
donc: |V am+1) F1i(reR)
=,
ST m+1

Donc I'intersection des plans (7,) et (P) est la
droite (D.) qui passe par le point

A (”‘ dm+2  —1
TN 4 m+ 1) m+1

) et de vecteur directeur le

vecteur z_f(!: - -%—;{)J,
-RC! r':j: "yﬂ.mfj Etudier la posi-

=S N S

tion relative d’une droite et un plan
On considére dans 'espace muni d’'un repére
(0,7;]:k) le plan (P,) d’équation cartésienne
x+y+mz—1=0 ol m estun paramétre réel.
Et soit (D) la droite dont une représentation

x=1+¢
paramétriqueest: {y=1—¢ ;(reR)
=1+2

Etudier suivant les valeurs de m la position rela-
tive de la droite (D) et le plan (P.).

» Pour étudier la position relative du plan (7, ) et
la droite (D), on résout le systéme

x=1+t [§5]
y=1-1¢ (2)
t=1+2t (3)
xty+mz—1=0 (4)

Enremplagant x, y et z en fonction de ¢ dans

I'equation (4).

Ontrouve: 1l +1+1—r+m{l+2t)—1=0
Cest-a-dire: | +m+2mt =0
doli: 2mt=—1—m (5)

» Si m = 0 I'équation devient (O =—
Le systéme n‘admet pas de solutions.
Donc: la droite (D) est strictement paraliéle a (7).

pSim+#0,alors: ¢ =—'|;—T:ﬂ

Doti: x=1-— l;;’:n =m'2';—l;

C'est-a-dire : (D) perce le plan (£.) au point
LT - )
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Je teste mes apprentissages

Je teste mes connaissances

E8 Analytiqguement, comment exprimer que trois
vecteurs i , v et w sont coplanaires?

Fl A I'aide des coordonnées, comment exprimer
que trois points sont alignés?

El Donner la condition nécessaire pour que
I'équation ax -+ by +cz+d = () soit une équation
d’un plan.

F3 Donner une équation cartésienne du plan
passant par A(xgya2) et de vecteurs directeurs
wula;bic) et via;b':c’).

x=1
Bl Est-ce que le systéme {y =1 :(t € R) estune
z=0

représentation paramétrique d’un plan?

acm

(Les réponses sont données a la fin de la derniére page d'exe

Je m'entraine a faire des choix

Je teste mes techniques et mes méthodes

Comment peut-on montrer que guatre
points A(x.ysz4); Blxeyuzs), Claxcyez) et
D(xp:v0:20) ne sont pas coplanaires?

Fl Comment peut-on déterminer deux vecteurs
directeurs d’un plan défini par une équation
cartésienne?

EJ Est-ce qu’on peut étudier les positions relatives
de deux plans a partir du systéme forme par leurs
équations cartésiennes seulement?

1 Comment peut-on étudier l'intersection d'une
droite et d’un plan dans I'espace?

Choisir la (ou les) bonne(s) réponse(s) | Réponse1 | Réponse2 |  Réponsel
B Pour les points A(1;1;0), B(—1;1;1) AB et AC sont = AT AR et AC ne
et C(3:1:—1)ona: colinéaires. pas colinéaires.
Bl Les points A(1:2;0), B(._ L1:3), alignés coplanaires non coplanaires
C(3:1;—1) et D(1;3;— 1) sont:

El Leplan (P):z = 0 a pour vecteurs directeurs Toet] [ etk Jetk

[ Le plan (P):x + y = Oest paralléle & une 7 747 -5

droite ayant pour vecteur directeur :

[ Une représentation paramétrique 2 la x=—1+1t =14k x=—1—-0a
droite passant par A(1;2;1) etdevecteur | {y=1+2r (t€R)| {y=2-k (kek) |[{y=4+c (@
directeur u(—1;1;2) est: z=2+1 z=1—72% =5+ 20

I Uintersection des plans (P ):x = 0 x=t x=0 x=10 b,
et (P, ):y = 0 est ladroite définie par la y=t{teR) y=k(keR) y={}(aER
représentation paramétrique suivante: 2=0 o =10 z=1u A
Uintersection des plans Le plan Le plan la droite
(BY2x+y—z—T=00et (Prdx+4y—8=0 (Pray—2:+5=0 |(Dhx—1=1=Y
(P)2x+3y+z—1=0est:

| [ Uintersection des plans La droite La droite Le point A(L;
(PYs §Ea—1 = x=1 r=4-3k

.).x ytz—3 _0 (D)yyy=2—t:{teR)| (Dy{y=—1+2k;:(keR)

(PRrx+2y—z—2=0et L i=k

(P)x—y—z—1=0est:
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EXERCICES

Exercices d'application —

Coordonnées d’un point - Coordonnées
d’un vecteur

Exercice o : Uespace est muni d’un repére
(0;7:7:F).

On considére les points A(1:2:—3), B(2:5:3)

et C(1; —4;2).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs AB ,
4BC et —2AC.
2. Déterminer les coordonnées des vecteurs it ,

v et w telsque:

u=AB-3AC ; v=0A+08

et w=AB— 2AC — BC

Exercice o : On considére dans I'espace muni
d'un repére (0;7:/;k) les points E(3; — 4;0),
F(—5;2:4) et G(1:4; —1).

1. Déterminer les coordonnées du point / milieu
du segment [EF].

2. Déterminer les coordonnées du point H , sa-
thant que EFGH est un parallélogramme.

Exercice o : On considére dans I'espace muni
d'un repere (0;7:7:% ), les points A(3:—3;2),
B(1;2;3) et M(2;x;y).

1. Déterminer x et vy sachant que le point M

est le milieu du segment [AB].

2. Déterminer les coordonnées du point N sa-
chant que A est le milieu du segment [BN].

o

Exercice o : On considére dans 'espace muni
d'un repére (0:7:7:k ), les points A(=2:1:5),
B(1; - 3;0) et C(2;2;—1).

L Déterminer les coordonnées du point M dé-
fini par: BM = 2AB + 3AC .

2.Déterminer les coordonnées du point N défini
:3NA=2NB.

-Déterminer les coordonnées du point | milieu
du segment [MN].

5. Déterminer les coordonnées du point D sy-
Métrique du point C par rapport au point I.

Colinéarités de deux vecteurs -
vecteurs coplanaires

Exercice o : On considere dans I'espace muni
d’un repére (O;7;/:k ) les points A, B et C,
Etudier l'alignement des points A, B et C dans
chacun des cas suivants :

1. A(=2;5;2), B(3;4;—1) et C(1;2:0),

2. A(=2:0;1), B(4;3:0) et C(0; — 3;2).

3. A(—5;2;3), B(7;5:4) et C(—29;—4;1).

Exercice o : On considére dans |'espace muni
d'un repére (O;7:j;k ), les points A(1:2;3),
B(0:3:2) et M(4;x:y).

Déterminer x et y sachant que les points A, B
et M sont alignés.

Exercice o : On considére dans l'espace muni
d'un repére (0;7:]:k ), les points A(2:3:1),
B(3::5:— 1) et C(m— 1;:2m— 3:m)oll m estun
paramétre réel.

Etudier suivant les valeurs du parameétre m |'ali-
gnement des points A, B et C.

Exercice e . On considére dans 'espace muni

d'un repére (0;7:/:k ), les vecteurs u(1:1;2);
v(1;0;1) et w(2;m+ 1:3—m) ol m est un para-

metre réel.

1. Montrer que les vecteurs i et v nesont pas
colinéaires.

2. Déterminer m pour que les vecteurs i et w

soient colinéaires.

Exercice o : On considére dans I'espace muni
d’un repere (0;7:7:k ), les vecteurs u(1;1;1);
v(=2;1;1) ;w(0:1;2); x(0:3:3) et y(1;m;2).
1. Montrerque & ; v et x sont coplanaires.

2. Montrer que les vecteurs & ; v et w ne sont
pas coplanaires.

3. Déterminer m pour que les vecteurs i ; v et
y soient coplanaires.

Exercice @ : On considére dans 'espace muni
d’un repére (0;1;/;k ), les vecteurs u(1;1:0);
v(1;0:1) et w(0;1:1).
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EXERCICES

1. Montrerque B'(z;v:w ) est une base de l'espace.
2. Soit le vecteur x(1:1;1)

Déterminer les coordonnées du vecteur X dans
la base B'(uw;v;w).

Exercice @ On considére dans I'espace muni
d'un repere (0:7:/:k ), les vecteurs @(1;0:2);
V3= 1:0) et w(l;11).

1. Montrer que les vecteurs i et v nesontpas
colinéaires.

2. Montrer que les vecteurs i ;
pas coplanaires.

3. Ondonne les points A, B et C tels que:
OA=u—v,0B=u+v et OC=—7+w.
Montrer que JABC est un tétraédre.

v et w nesont

Exercice @ : On considére dans |'espace muni
d’un repére (0:7:];k ), les points A(1;2;3),
B(0:2:1) et C(—2:1:3).

1. Montrer que les points A, B et C' nesont pas
alignés.

2. Déterminer la valeur de m sachant que le
point M(3: 1:m) appartient au plan (ABC).

Exercice @ : On considére dans I'espace muni

d’un repére (0:7:]:k ), les points A(1;3;2),

B(0:2:1) et C(—2:1;3).

1. Etudier I'alignement des points A, B et C.

2. Donner une relation entre x et y pour que les

points A, B, C et D(3;x:y) soient coplanaires.
Droite dans I'espace

Exercice @ : L'espace muni d’un repere
(0:T:1:K).

Déterminer dans chaque cas une représentation
paramétrique de la droite (D) passant par A et
de vecteur directeur i :

1. A(2;—1:1) et w(4:3:1).

2. A(=3%2:—-1) et u(—2:1:—1).

3. A(0;1:— 1) et u(4:0;—1).

4. A(0: —1:0) et u(3:0;0).

Exercice @ : L'espace muni d'un repere

(O:T55k).

Déterminer dans chaque cas une représentation
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Exercice @ : Donner dans chaque cas une

paramétrique de la droite (AB): représentation paramétrique de la droite (D)

1. A(1;2;—1) et B{(—1:150)

2. Al;—1:3) et B(3:0:— %)
3. A(-2:2:3) et B(-3:5:1)

o A(L:0:4) et B(-2:051)

définie par les deux équations cartésiennes.
1. (Dyx—5=y—2=3-1

T g m I
2. (D) "'TI' = 1—2

| I-J

=z—1

e | ==
. 3(0){ -y 2_) d{m{ +2:— I_U
Exercice @ : Déterminer dans chague cas une p—z+1=0 —2z—1=0
représentation parameétrique et deux equations x+2z—1=0
cartésiennes de la droite (D): 5. (D) 8

1. (D) est |a droite passant par le point A(1;2:3)
et de vecteur directeur (1; —2;0).
2. (D) est la droite passant par le point A(1;2;3)
et de vecteur directeur 1(—1;4;3).
3. (D) est |a droite passant par les deux points
A(—1:4:3) et B(2:4;3).
4. (D) est la droite passant par le point A(1;2;3)
est paralléle a I'axe des abscisses.

Exercice @ . Déterminer dans chague cas
deux équations cartésiennes de la droite (D)

1. AL 1;1) et w(2:3;—2).
2. A(1:2:3) et u(1:2;0).
3. A(—1:—2:3) et u(1;0;0).

Exercice @ : Déterminer dans chaque cas
deux éguations cartésiennes de |a droite (A8).
1. A(1:1:1) et B(2;3:4).

2. A(L;= ;1) et B(2:151),

3. A(=2:2:3) et B(—2;— 133).

4. A(3:2:0) et B(3:2;—1).

Exercice @ : Donner dans chaque cas une re-

présentation paramétrique de la droite (1)),

1. (D)= D(A:) otz A(l; = 1;1) et wll;3;—2),

2. (D) est la droite passant par les ponnts
AL = 1:1) et B(5333).

3. (D) est la droite passant par A(2;2:2)

lele & la droite (A) telle que :

et paral-
Exercice @ : Soit (D) la droite dont une re-

x=3 ) présentation parameétrique est:
{Aiv=1+2t(teR) x=1-t
z=5-3¢ y=2+1;1eR),

=31t

1. Est-ce que les points £(0;3:2), F(0;1;3) et
G(—4:;7:0) appartiennent a la droite (D)?

2. Donner deux équations cartésiennes de la
droite (D).

Exercice @ : Donner dans chague cas une re-
présentation paramétrique de la droite (A) pas-
sant par A et parallélea (D):

x=1-t

X
1. A(1:2:3) et (D)yy=—3-3t:t e R)
z=1 Exercice @ : Ecrire dans chaque cas deux
[\ =3+k équations cartésiennes de la droite (D) définie
2. Al=L0:4) et (D)yy=k {keR) par sa représentation paramétrique:
L:—“‘”‘ x=3-2
x=142u 1L (Dyyy=—2+1 ;(rteR)
3. A(;—31) et (Driy=1+0 aeR) = :=—I+4r
z=—1+3c x=3
= 1 2. (D)yiyy=3+2t ;(teR)
4, Al=1;1:4) et (D)yy=A (heR) g=—1+t
r=&— 2N\

passant par le point A et de vecteur directeur i :

EXERCIC

x=1-2r

3. (Driv=4—t ;(teR)
e

4. (Dyiy=2+4 (keR)
z=10

Exercice @ : Soit (D) la droite définie par les

deux équations cartésiennes :
x=1_2—y __ N

3 2 S
1. Est-ce que les points EF(4;0:4); F(7:0:1) et
G(—2;4;0) appartiennent a la droite (D) ?
2. Donner une représentation paramétrique de

la droite (D).

Exercice @ : Soit (D) la droite définie par le

systéme: {‘ —y+1=0
2x—y+2=10
Donner une représentation paramétrique de la
droite (D).
Plan dans l'espace

Exercice @ : Donner dans chague cas une
représentation paramétrigue et une éguation
cartésienne du plan (#).

1. (P) estle plan passant par le point A(1:2:3) et
de vecteurs directeurs 1(1; — 1:0) et v(—3:2;1),
2. (P) est le plan passant par les points
A(1:2:3), B(—=1:0;1) et C(3:2:—1).

Exercice @ : Donner dans chaque cas une

représentation paramétrique et une equation
cartésienne du plan (P) passant par A etde
vecteurs directeurs i et v :

1A 1:2) ; w(1:2:1) et ¥(=1:1:1).

2. A(1:2:1) 5 w(1:2:1) et v(1:—2;1).
3 A(=1:3:2) s el ) et V(i —1:1).
4. A(4:3:2) ; a(1;0:0) et v(0:0:1).

Exercice @ : Donner dans chague cas une
représentation paramétrigue et une équation
cartésienne du plan (ABC):
1. A(L;1:1) ; B(L;—1:1) et C(3; —2:4).
2. A(=2:1:0) ; B(3;—4;5) et ("(1:2;3).
3. A(L;0:0) ; B(0:1;0) et C(0;

AL 1;0) ; B(L:0:1) et C{O;1:1)
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EXERCICES

Positions relatives des plans et des droites
dans l'espace

Exercice €F) : L'espace étant rapporté a un

repére (O:1:7:k ).

Etudier dans chague cas les positions relatives

des droites (D) et (D'):

x=1-1

1. (Dk{y=2 (reR) et(pr]3xt2y+5z=90
s=342 x—y+3=0
x=1=1 x=—1+2%

2. (Dyiy=2+t {reR)et (Dhy=—k (ke R)
z=3t z=3+k

y=0

o t (0 x—z+1=0
3'””'{3.::—:—2:0 ek 4

y+1=0

Exercice : Uespace étant rapporté a un
repére (O: 153k ).
On considére les droites (A) et (A’) définies par :

x=1+3 x=2+3k
(Apfy=2+2r i(reR)etiAjy=—1+2k:lke R)
z=—3-2 i=3—2k

1. Montrer que (A) est strictement paralléle 3 (A’).
2. Donner une équation cartésienne du plan (P)
défini par les droites (A) et (A'),

Exercice @ : On considére les points
A(1:2: = 1) et B(—1:4:0) et la droite (D,) dé-
finie par la représentation paramétrique suivante :

x=1+t
y=m—2t:(r ) ol m estun paramétre réel.
z=1+3t

1. Donner une représentation paramétrique de la

droite (D) passant par A et B.
2. Etudier suivant les valeurs de m l'intersection

des droites (D) et (D.).

Exercice @ :Soit (A) la droite passant par
A(1;0:1) et de vecteur directeur u(1; — 2;3).

1. Déterminer une représentation paramatrique
de la droite (A).

2. Est-ce que les points E(—2:6;—8), F(—1:4:0)
et G(0;0;2) appartiennent a la droite (A)?

3. Etudier la position relative de la droite (A)
avec chacun des plans (x0y), (x0z) et (yOz).

Chapitre 12 @ 300

Exercice @ : L'espace est muni d’un repére
(O, T:T;k).

On considére le plan (P) passant par le point
A(1;0; — 1) et de deux vecteurs directeurs
#(3;1;1) et v(1: —3:1) et la droite (A) qui
passe par le point C(3;9;0) et de vecteur direc-
teur wil;—4:1).

Soit (Q) le plan passant par le point B(—2:1;3)
et contenant la droite (A).

1. Donner une représentation parameétrique du
plan (P).

2. Donner une équation cartésienne du plan (Q).
3. Déterminer la position relative des plans (P)

et ().
__ Exercices de renforcement

Exercice @ :Soit (D) la droite passant
par le point A(l1;2;3) et de vecteur directeur
w(2:—2;:—-1).

1. Donner une représentation paramétrigue de la
droite (D).
2. Etudier la position relative de la droite (D) avec
chacun des plans:
(Pr2x—2y—z=0 ; (Qk2x+y+t2z+1=0
(Rr2x—y+6z—18=0.

Exercice @ : Donner une représentation pa-
ramétrique de la droite (D) passant par le point

A(=1;0;2) et paralléle aux deux plans:
(Pr3x—y+z—5=0et(Qhxt+ty+z=0.

Exercice @ : Donner une équation cartésienne
du plan (P) passant par le point A(1:2;1) et
contenant la droite (A) définie par:

Exercice @ : On considére dans I'espace muni
d'un repére (O;7;]:k) les droites (D) et (A)

x=1-t définies par :

yv=1+¢t;(reR) x=1-r x=1-t

PO (Dy{y=1+2t:(f eR) et (Aqy=1+1;(teR)
) z==2+t =6+t

1. Vérifier que le point A(0:2:7) est un élément
de (A), et déterminer un vecteur directeur de (A ).
2. Montrer que: (D) et (A) ne sont pas coplanaires.

Exercice @ : On consideére les droites (D) et
(A) définies de la fagon suivante :

%=1 +%r.
’ 2 3. Montrer que x—y+ 2z— 12 =0 est une
(Dxly=2+t ;(reR) équation cartésienne du plan () passant par le
g=—3—1 point B(12;0:0) et contenant la droite (A).
x=a 1 4. Montrer que la droite (D) perce le plan (P)
et (Akly=6—5a (aeR) en un point dont on déterminera les coordonnées.
o L N 5. Donner une représentation paramétrique du _
* 2 plan paralléle & (A) et contenant la droite (D).

1. Montrer que (D) et (A) se coupent en un
point [ que I'on déterminera.

2. Donner une équation cartésienne du plan contés
nant les droites (1) et (A).

Exercice @ : On considére dans I'espace muni
d'un repére (0;7;7:k ), les points A(—1;3;:— 1),
B(2:1;— 2) et C(—2;1;2).

On pose : ;=5f4", v=0B et w=0C.

1. Montrer que les points A, B, C et O ne sont
pas coplanaires.

2. Soit E et F deux points tels que :

Exercice @ :Lespace est muni d'un repere (0 Tk
On considére les deux plans (P) et (Q) tels que:
(Pr3x—2y+z—6=0

x=3-3+5 BF=i-2v+w et AE=v—w.
et (0):{y=—1+t At e R a) Montrer que : (EF)//(BC).
g A5k b) Vérifier que A est le milieu du segment [ BF].

1. Donner une représentation paramétrigue du plan (P):
2. Donner une équation cartésienne du plan (Q)-
3. Donner une représentation paramétrique deld
droite (D), intersection des plans (P) et (Q)-

¢) Quelle est la nature du quadrilatére AEBC?
3. Donner une équation cartésienne du plan ( ABC).
4. Soit (P) le plan d’équation cartésienne

EXERCICES

a) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D), intersection des plans (P) et
(ABC).

b) Donner deux équations cartésiennes de la
droite (A) passant par le point £ et paralléle 4 la
droite (AC).

c) Déterminer I'intersection de la droite (A) et le
plan (P).

Exercice @ : On considére dans 'espace muni
d'un repére (0;7:7:k ), les points A(1:1:0),
B(1;0:1) et C(0;151).
Soit () la droite d’équations cartésiennes:

1,\‘— y+2=0

y—z=0
1. Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par O et parallélea la
droite (D).
2. Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

Exercice @ : On considére dans I'espace muni
d'un repére (0;7;/;k ) les points A(1;1:1) et
B(3;—1:1) etle vecteur u(—1;1;0).

1. Montrer que les vecteurs AF et i sont coli-
néaires.

2. Déterminer deux équations cartésiennes de la
droite (A) passant par le plan A et de vecteur
directeur u .

3. Soit (P) le plan d’équation cartésienne:

2+ 3y—z—2=0.

a) Vérifier que B € (P).

b) Déterminer |'intersection de la droite (A) et le
plan (P).

c) Donner deux vecteurs directeurs du plan (P).

Exercice @ : On considére dans I'espace muni
d'un repere (0;7:7:k ), les points A(1;1;2),
B(0;1;0) et C(2;0:2).

1. Montrer que les points A, B et (' ne sont pas
alignés et donner une équation cartésienne du

plan (ABC).

2. Soit (A) la droite définie par la représentation
x=—1+2r

paramétrique 1y =1+2¢ ;(reR).
z=—2—1
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Montrer que (A) perce le plan (ABC) enun
point I dont on determinera les coordonnées.

Exercice @ : Uespace est muni d’un repére
(O;T:]:K)-
On considére le plan (P) d'équation cartésienne
x+3v—z+2=0etleplan (Q) défini parla
représentation paramétrique suivante :

x=t-r

=1+2 Ay e R

z=—1+¢+2r
1. a] Déterminer une équation cartésienne du
plan (Q).
b) Déterminer une representation paramétrique de
la droite (D), intersection des plans (P) et (Q).
2. Ecrire deux équations cartésiennes de la droite
(A) passant par A(l; —2:2) et paralleleala
droite (D).
3. Déterminer une équation cartésienne du plan
défini par les droites (D) et (A).

Exercice @ On considére dans |'espace
muni d’un repére (0;1:]; %), le vecteur
=7+ 2]+3Kk etlesdroites (1) et (D:)

0
définies (D, }:% . et (D, }{_ =0

Déterminer deux equattons cartésiennes de la
droite (1)) de vecteur directeur u et qui coupe
les droites (D) et (D).

Exercice @ : espace est muni d’un repere
T

(0:1:7:k).
On considere les droites (D). 2x = 3y = 62 ;

x=0 y=0
(D.}:L _4 et (D:).{E:_4
Déterminer deux éguations cartésiennes de la

droite (A) qui est paralléle a (D) et coupe les
droites (D:) et (D).

Exercice @ : 'espace muni d’'un repere

(O, T :K).
On considére les droites (/) et (D:)
2x+3y—1=0
définies par (D,): 0
-2z ’u

et U)-,.J{ et le point A(1;1;2).

y=10
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Déterminer deux équations cartésiennes de la
droite (A) qui passe par le point A et coupe les
droites (D)) et (D).

Exercice @ :espace est rapporté a un repere
(O:T:7:K).
On considére le plan (P) d'équation cartésienne
x+y+z+3=0etleplan (Q) défini par lare-
présentation paramétrique suivante :

x=3a+p

y=—2+a+2B:(xp) ek’

=1+4a+2p

1 Déterminer deux vecteurs 1 et v directeurs
du plan (P).
2.a) Montrer que les plans (F) et (Q) se cou-
pent suivant une droite (D).

b) Donner une représentation paramétrique de la

droite (D).

Exercice @ : Uespace est muni d'un repere
(O, T::K).

On considere les points A(3;2;—1) et
B(—4:5;0) et le vecteur u(3:2; - 1)

1. Montrer que les vecteurs AB et u ne sont pas.

colinéaires.

2.50it (P) le plan qun passe par les points A et
et admettant AB et ¥ comme vecteurs dlrecteu&
M est le point défini par AM +BM = .

a) Montrer que M & (P).

b) Déterminer les coordonnées du point M.

Exercice @ On considére dans I'espace mun
d’un repére (0;7:/;k ) la droite (A) et le plan
(P) tels que : (ﬁ}:{§i~?—;1 :50 ¢
et (P)rdx—3y+T7z—T7=0 ;
1. Ecrire une représentation paramétrique defd
droite (A).
2. Montrer que le plan (P) contient la droite (A)-

Exercice @ On considére dans ' espace 1
d'un repere (0;7:7:k ) les points A(152:—
B(3:2:0), €(2:1;—1), D(1;0:4) et E(—l-
1.a) Montrer que les points A, B et C ne
pas alignés.

b) Montrer que les points A, D et E neso

EXercice
“:0:2}' B(1:1;3), C(0;1;2) et E(1:1:1).

Paramétrique suivante : {y =—

alignes.

2.a) Montrer que les plans (ABC) et (ADE) se
coupent suivant une droite (A).

b) Déterminer un vecteur directeur de (A).

Exercice @ : Déterminer dans chaque cas une

représentation paramétrique de la droite (D).

1. La droite (D) passe par le point A(—1:0;2)

et paralléle aux plans (P) et (Q) tels que :

(Pr3x—2y+z-5=0et(D)x—v+z=0

2. Ladroite (D) passe par le point A(l:1:1),

coupe la droite (A) et paralléle au plan (P) tel

que {x=3-2

{A}: p=—2+1;(reR) et (Prx+y+z=0
=—13t

Exercice @ : Lespace est muni d'un repére
(O0;F515%).

Déterminer dans chaque cas 'ensemble des
points M(x;y;z) qui vérifient :

1 (2x+y—z+2f+(x+2y—z—4y=0
2. (2x+y—z+2)—(x+2v—z—4)=0

Exercice @ : Uespace est muni d'un repére
(0:7;7:K).

On considére les vecteurs u(—2;3:— 1),
V(1;—1:—2) et w(4;—2;—18).

1 Determmer les nombres x et y sachant que
=xu+ w

2.En dedu:re que le point M(5; — 1;—14) ap-
Ppartient au plan passant par A(l:1:4) et de
vecteurs directeurs u et v

Exercices de synthése
et d'approfondissement

Dans toute la suite, I'espace est muni d’un

repére (0;7;/;k).

@ : On considére les points

(A) la droite définie par la représentation
x=2t
H{teR)
2=1+3
') Montrer que les points A, B et C ne sont

P3s alignés.

b) Donner une représentation paramétrique du
plan (ABC).

2.So0it (P) le plan passant par £ et paralléle au
plan (ABC).

a) Donner une équation cartésienne du plan (7).
b) Déterminer les coordonnées du point F inter-
section de la droite (A) et le plan (P).

3. Donner une représentation paramétrigque de
la droite (D) qui passe par le point E ; coupe la
droite (A) et paralléle au plan (ABC).

Exercice @ On considére le vecteur
u(—1;1;2) et les points A(1;2:0), B(1:0:2) et
€(3;2;2).
1. Déterminer les coordonnées des vecteurs A5 ,
AC et BC.
2. Soit (QLIa droite passant par A et de vecteur
directeur ¥ .
a) Donner une représentation paramétrique de
chacune des droites (A) et (BC).
b) Déterminer la position relative des droites
(A) et (BC).
3.S0it (P) le plan passant par le point A et de
vecteurs directeurs 1 et AR .
Donner une équation cartésienne du plan (P}.
4.Soit () le plan d'équation cartésienne
x—y+tz+1=0.
Montrer que (P) et () se coupent suivant une
droite dont on déterminera une représentation
parameétrique.

Exercice @ :On considére les vecteurs
u(0;2:1) et v(151:1).

1.a) Montrer que les vecteurs # et v ne sont
pas colinéaires.

b) Donner une équation cartésienne du plan (P)
passant par le point () et de vecteurs directeurs
Wety.

2.5oit () le plan défini par I'équation carté-
sienne suivante ;: 2x+2y—4z+ 1 = 0.

Montrer que : (P)//(Q).

Exercice @ : On considére la droite (D) etle

plan (F} définis par :
=2t

tD) v—1+2r (telR);
=0

Soit A le point tel que A(l;1;1).

Prx+y+z=0
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EXERCICES

1. a) Vérifier que : AZ(D)
b) Déterminer une équation cartésienne du plan
() qui passe par A et contient la droite (D).
2. a) Déterminer les coordonnées du point d'in-
tersection de la droite (D) et du plan (P).
b) Déterminer une équation cartésienne de la
droite (A), intersection des plans (P) et (Q).
3. Donner une représentation paramétrique de la
droite (A) qui passe par le point A et coupe la
droite (D) et paralléle au plan (P).
4. Soit (D') la droite définie par :
x=1
y=—1+ki(keR)
g=1—%K
a) Montrer que les droites (D) et (D) ne sont
pas coplanaires.
b) Donner une représentation paramétrique de
la droite (A') qui passe par O et coupe les droi-
tes (D) et (D).

Exercice @ Pour tout réel m on associe la
droite (D,) passant par le point A(l: —1;2) et
de vecteur directeur (m—2;1—m;2m+3).

1. Donner une représentation paramétrique de la
droite (D,).

2. Déterminer la valeur de m sachant que la
droite (D,) est paralléle au plan (P) d'équation
cartésienne x+y-+z+1=0,

3. a) Montrer qu'il existe un plan unique (Q)
contenant les droites ( D,,) lorsque m varie dans .
b) Déterminer une équation cartésienne du plan (Q).

Exercice @ : On considere les droites (A,) et
(A:) définies par:

x=1-4 x=—5+Tk
(Akjv=4+3:(rel) et{idriy=2-% :lkeR)
=2t z=2k

1. Montrer que les droites (A,) et (A.) ne sont
pas coplanaires.
2. a) Montrer gu'il existe une seule droite (D) pas-

sant par O et coupe les droites (A,) et (A.).
b) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D).

i I'un des nombres n ou p est pair, alors le produit
est pair.

b 5i n et p sont impairs, alors: 3(k: k) e N ;n=2k+1
Exercice @ : On considére I'ensem- "' = 2’6’ + 1
ble (P,) des points M(x:y:z) qui vérifient
(m+1)x+(2—m)y+2mz=0 ol m estun
parametre réel.

1. Montrer que pour tout réel m,ona (F,) estun plan.
2, Montrer que tous les plans ( F,) contiennent
une droite fixe (A) dont on déterminera une re-
présentation paramétrique.

3, Soit (Q) le plan d'équation x —y+2z=10,
Etudier suivant les valeurs de m la position rela-
tive des plans (£,) et (QO).

Donc : 3(a;b)e W k(k+1)=2a et K'(k' +1)=2b.
Dol : n*—p* = 8la—b), ce qui signifie que n*—p° est

d)ona: dxy=(x+yf—(x—y)
Donc : 4|xy|<|x+yf+|x—yf
;'Dil:|x_vlifz1-
‘_.}0"31(I-r|+|ylf=r’+y’+2|x_'-‘|
bsi xy =0, alors: | xy|=

Donc : {|x|+|}|)'—(x+v =|x+yf
Or: [x+y|<zet(x|+|yP=s7
Dou: |x|+|y|=z

»Si xy < 0,alors: |xy|=—xy

Bone : (|x|+[y|f =(x—yF =|x—yFf
Or: |x—y|<z, donc: (|x|+|y|f =2
Dou: |x|+|y|=z

Exercme@ On considére les points A(1;0:1),
Blp;2;1) etles vecteurs ul(m+ 2;m; 1) et
v(—1;—3:;1) ol m et p sont deux parameétres réels.
Soit (D) la droite passant par le point A et de
vecteur directeur i , et (A) la droite passant par
le point B et de vecteur directeur v .
Etudier suivant les valeurs des parametres p et m
les positions relatives des droites (D) et (A).

b4 Raisonnement par récurrence

M Pour n=>5

2’=32 et 5=25donc: 2° > §°

»Soit n = I, on suppose que : 27 > n’

ontrons que : 2" > (n+ 1)

?' >t = 2™ > 2p°

Reste & montrer que : 2n° > (n + 1)

2 —(n+ 1F=n{n—2)— letn=>5,donc:n—2>3
Dol : 2n° > (n+ 1), et parsuite 2" > (n+ 1)
(Ynel)nz5=2">n.

_Exercice @ On considere le paint A(4:3;—2)
et le vecteur i(p:2;1) etle plan (P,) définis par:
mx+3y—(m+1)z+7=000 m et p sont deux
parameétres réels,

1. Ecrire une représentation paramétrigue de |a |
drolte (D,) passant par A et de vecteur directeur i « .
2. Etudier suivant les valeurs des parametres m
et p les positions relatives de la droite (D) etles
plan (7.).

Lonclusion :

1) v (x:y) € ([0:1]F 5] £ —fod [ =[x =y
r:x=1ety=0,alors: | f(1)—f0)|=1 (1)

T I T T
o . 1 5 3 4 5 6 7 3 9 S(0) g[0;1] et f(1) [0;1]
! . ! nc: —1=f(1)—fl0)=1
: o B = ! _If(l)—ﬂ'ﬂ)lﬁl {2)
- ; 3 4 1 |2/ 3‘ 3 3 3 prés (1) et (2), | £(1) = f(0)| = 1
D)= fO) =1 0u f(1)—f(0) =—
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cest-a-dire: f(1)= 1 +5(0) ou f(1)=F0)1—1
Done: (f0)=0 et f(1)=1)ou

(fl0)=1et f(1)=0)

2)a)Ona: fl0)=0donc: fil)=1.

Ona: Vixy)e(0:1]F:] ) —fn = x—y|
Pour y = 0; (vx €[0;1]);]| fix)| = | x|

Donc: (vx €[0:1]); flx) = x (3)

b) Pour y=1; (vx e [0:1]);] flo) —1]=]|x—1]
etcomme flx)<letx=1,
alors: —(flx)—1)=—(x—1), soit:
Donc: (vxe[0;1]); flx) <x (4)
D'aprés (3) et (4), (Vx&[0:1]); flx) =

9 Généralité sur les fonctions

1) Montrer l'inégalité en utilisant |a —b| <|a|+|b].
2) Montrer que : %—— i+x >0et x4+ 1-x>0.
3) En deéduire que : |f(x)|"—-P'-‘9‘I‘-'e"'—”<ﬂ3>‘
Ona: f(l)—flx)=5

Donc f admet un minimum absolu atteint en 1.
1) =R et D, =R—{1}
2) goft) = 3

flx) =x

A8 - e
S Et-(VxE]R-),z g, =10

1) fAl-31)=[-1:0] et Al-4;5])=[-2:2]
2) fl-3:5)=[-2:0] et fA{]~4:5])=]-2:2]

1) D, =[-%:+ m[
2) Remarquer que : f(2) =
(VZx—3) et (x—1).

0 et x—1 >0 puis comparer

Suites numériques

».-‘=3+%
el
=n-4
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INDICATIONS DE SOLUTIONS

Done (v,) est une suite arithmétique de raison r-———%

et de premier terme v, = l.1
Donc: (VaeN);n=1—5n
= qupede S e
lv,—3+m==-u' vw—3

vt Sl )
=h=7—73 1ﬂ

Donc: (Vae N);u, =“;r—_‘|‘_'?

lla}u.=%etuz=%
b) Par récurrence
¥ La propriété est vraie pour n=0.
bSoitnEN;onsuppnseque:{Mu..S;li
Montrons que : 0 < ) = 7§

30 1z3
0(".,5%: 2<u,+2‘_:4

0<u<y

so<u(wtd)sF <
=0cu...<‘]1
Donc (Vvre N0 < u,si—

€) Upss — Ua = Uy (f:. - IEJ

O<u..$% et—-:lé <u.—1§S—-}1

Donc: (Vane N);u. —u, <0

D'ous (u,) est strictement décroissante.

2a) u>0et L cu+li<3

Done : u..(u,. + ; ) = %n.

Dob: (vne M)t = 7 U

b)Ona: (vke M);0 < wn g%u,

En écrivantcetterelationpour: k=0 k= l;.ck=n—1
et en multipliant membre a3 membre et aprés i
simplification, on obtient : (Vn e N);0 < . = w ~&~]
et comme u, < 1, alors: (vn € N);0 < u, <(%)‘
Remarque : On peut aussi procéder par récurrence.

1)a) u = 1
b) Raisonnement par récurrence.
» Monotonie de (u.):
_ w(u,+ 1)

it
>l =u>u,
=ui+1>u+1
]
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by w1
donc : e T el

<l

<1l 5wy <u PoUrtout neN.

>0
g‘onc (1,) est strictement décroissante, _
Remarque : On peut aussi étudier le signe de w.., — ..
2

= —t (1 —u,) comme u, > 1,alors 1 —u. <

A l+l{,
donc: i < lda.
2)a) up — 1 =L 0i—1)

T+l |
S @nrad s
hW>l=omrT <2
Donc: i — 1 < lj(u,* 1) (1)

b) La relation (1) peut s'écrire :

(VkeEN);0 < u—1< é—(u.— 1) (2)

En appliquant la relation (2) pour : k=10; k=1; .5
k= n— 1, et en multipliant membre a8 membre et aprés
simplification, on obtient (vkeN):0 <u,—1< (%)'
On peut aussi utiliser un raisonnement par récurrence.

3)Ona:(vne N):0 < u- ]{(%]

Donc: (vke M)l <u = I+[-I2-).

En écrivant cette relationpour: k=0, k=1;...;
k= n— 1 et en additionnant r_r'!embre a membre,
onobtient: (vae N');n < Y u<n+ E(I _(I?) )

- -

Sachant que: | + _; + o
I -—

paf—

etl+14+. .+1=nX1=n-
| st vank |

n fois

1) u, = 2000 et w, = 1700.
2)Ona: tte = 0,85u,.

Donc: ¥ e {0:1:..:10}; u, = 2000 % (0,85)
3) w = 2000 % (0,85)° ~ 393,75

8) iy = o+ g = 115w = 452,81.

5) w = 1,15u, = (1,15) to
=(1,15) % (0,85)" % 2000

6) n=11
e =1,15u
=y % (1,150

=% (1,15)7"
=2000x(0,85)" x(1,15)™"

ﬂ Barycentre

» Pour déterminer 'ensemble E,, considérer le p
barycentre des points (A;1); (B;—3) et (C:1).

\Alors : MA — 3MB + MC = G
‘Or: MA+MB=FA
- [Donc: MEE e GM=BA.
D'ol: E estle cercle de centre G et de rayon AB.
J_a_» Pour déterminer 'ensemble E., considérer G,
barycentre des points (A;5); (B;1) et (C:2).
| e barycentre des points (A;3); (8:4) et (C:1).
‘Donc : SHA + W + 2FC = $71G et
3MA + 4MB + MC = SMG. .
L Dol ME £ e= MG, = MG
Donc: £, est la médiatrice de [G,G.].
|» Pour déterminer 'ensemble £, considérer G
* barycentre des points (A;2); (B;1) et (C;—1).
' Alors : 2MA + MB — MC = 2MG .
'Soit / le milieu de [BC],
2MA — MB — MC = 2MB - 2MI = 2IB
‘Donc: ME Fy e MG = IB
Dol £, est le cercle de centre G et de rayon /8.

¥ Pour déterminer 'ensemble E,, considérer &
barycentre des points (A;2); (8:2) et (C:—1).

Alors : 2MA + 2ME — MC = 3MG .

Donc: M€ F. « (3k € R); MG = kBC

D'ou E, est |a droite passant par (G et paralléle 2 la
droite (BC).
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» G barycentrede (M;1) et (P; —a), donc G barycentre
de (M:— 1) et (P;a).

} K barycentre de (M:1) et (N:a).

» O milieu de [NP] donc O barycentre de (M:a) et
_.{P;a).

On peut dire aussi que O est 'z "arycentre des points
(N:a), (Pia), (M:—1) et (M51).

Donc, d'aprés Iassociativité du barycentre, O est le
;h_ar\rcentre de (G;a— 1) et (K:a+ 1) ce qui signifie que
Ies points 0, G et K sont alignés.

' i Expression analytique du produit scalaire

SUv=—2m,donc: uv=0em=10
g

a =2m~3,donc:§.i?=oa=om=%.

AB(-3:1) et AC(1:3)
1} A‘fi:_\»"m.' AC= \f"m; ABAC=0 et
det(A7, AC) =- 10.

o

Donc : cos(AB;AC) =0 et sin(AB:AC) =— 1
2) (TB‘;T)E-%[ZF]

1) AB(4;7); BC(8;~1); AB=DC ; BC=AD et
AB=CD=AD=BC= /65,
2) ABCD est un losange.

(A) est la médiatrice de [AB].
Me(A) = AM = BM
=/ (x—2F+25=/(x+37+1

0=0.l‘='“j'= 1.9

1) (Dxx—3y+2=0
3) (Dr2x—1=0

4413

1) d(A;(D)) = 3

2) (D)x+y—3=0
4) (Dyy+1=0

2) d(AiD)) =2

3) d(4(D)) =% 8) d(4(D)) = 1

1) (Erx+y—5=0

2) (@)’ +y' —dx+6y=10

3) (F)x'+y +6x—8y+7=0
4) (Frx’+y' +6x+4y—59=0

1) AB(3:1) et AC(1; —3), donc: ABAC =0
D'oli: (AB) L (AC).
2) (0B):3x — 4y =0 et d(A;(0B)) = 1.

1) Le centre du cercle (C) est Q(1;0), son rayonest » = 1,
d((D)) = 1= r,donc: (D) esttangente au cercle (C).
2) Lecentre du cerde (C) est Q(—3;1), sonrayonest r = 2.
P S T : )
d(Q(D))=—c— et == < r, donc (D) coupe le
cercle (C') en deux points distincts,
1) (BC):2x—y+3=0
2)a) (Dyx+2y—6=10 .
b) H(0:3)€(D) et AHBC=0. hel
3) Le centre du cercle (I') est /(23 ) milieu de [AB];
le rayon de (I") est /17 = Y17 donc une équationde
(D) est: < +y' ~x—3y=0. fﬁ
. |
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INDICATIONS DE SOLUTIONS

!a Calcul trigonométrique

3y feskosnk
si.n-g* cozs“-g sm%x-coa%
3 3
g bung] am(3-5)_
Lal®)  wld)

1) sin(2a) = 2sina.cose
( V3+1 ><( J3-1 ) Sl
272 |\ 2.2
sin(2a)=7 et ﬂﬂZaéT
Donc: 2a = !65 cest-a-dire: @ = %
2) Uéguation proposée est'gquivalente a

i s Vv
COS¢reosx +singsiny = 5

Donc: § = {_J’}“Tx} i

1) cos 3x = cos(2x +x) = cos(x).(2cos(2x)— 1)
On remplace cos 3x par I'expression précédente dans
flx) eton obtient : f(x) = cos(2x )2 cos(x)—1).
2) Les solutions de I'équation f(x) = () sont:
(Z+8 ke z}u{F+runice 2hu{-F + 2mark ez}
3) f(\) = cos(2x)(2cosx — 1)
=(2cos’x—1)(2casx—1)
= 4cos'x— 2cos’x —2cosx+ |
8) f(x) =1 e cosx{cosx—1)(2cosx+1)=0

e=cosx =0 ou cosx=1 ou cosx= 2"

ﬂ Rotation

Solt Q le centre de la rotation r et ¢ son angle.
{r(c:‘) B_ [QC=QB

r(A)=D [Q4A=QD

Donc € est le point d’intersection des médiatrices des
segments [AD] et [BC].
(‘TE' _B')

al27] et DB =BA , donc:

or (R*:BA )=n+(AC:AB )[2r] et
(ACAB) = Z{2r]
Donc: (AC:BA )= ET”{:;T]; doli: g = 2:11_
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On considére la rotation » de centre A etd'angle &
r(M)=8 et r(C)=N, donc : CM = BN (La rotation
conserve la distance).
felee s
r{ A)=Aetr(C)=C")=(ACAC") = 1{2x]
(AC:BC)=(AC;AC ) +(AC:BC)|2x]
E—‘— g T [2x]
= 0[:,':]
Donc: (A'C)//(BC).

Qrmtes

J
1}Smtxe[2 +oel, | fx) - 3] =| 3%
4

e <4, donc: ==
or |3 +sinx|=< 480nc | fx)—3| Py
x:‘*‘":a——lﬂ?
DonC:(v.re[2,+mi):|f{x)—3|£8
2) lim f(x) = 3.
1) x>2
L i 3
»’4.t'+2.x—I—.\'+3=.r[v’4+x"—-t—:—l+?]

Done, lim{y4r+2x—1 —x+3) =+
2) Au voisinage de +oo:
/ - S T e .
V2P 3 —T7+1 ‘3T—\[\.., Fr t5 5]

)=

DD!‘IC :

1) b=[-10{ulol]
2) En multipliant le numérateur et le dénominateur par
JT+x+y1—x, onobtient :
(veeD):pm=tu=e . x

. X 1— v"l — X
3) choisir I'expression adéquate de f(x) pour chague
limite.

Ei:_n{v'lr' +3x—=T7+1—5x

» {ip;l flx) == > l‘ipl]f(x) =+co

» !Er_;,f{x} == b l:i_\{;f(x) =4

Eg_, S<i J
1) D=F

2} limf(x) = 3{(b" = a’); lim flx) = 0 et lim f(x) =

B im- L "f"’“‘":]T
-0 b - ;
2) I’ifg vl +smxx J/1 —sinx -
9 Dérivation
1) y=5x—3 2) y=—6x—1
3) y=—2c+4 4}y=$x+%
i 4x - =x—1
T 2 =
N =m0y ) £ (x) e
3) f'(x) = cosx —xsinx 4) f'(x)=— :ﬁjb:

1) Onpose: (vx € B): flx) = cosx
f est dérivable sur .
(vxeR); /' (x) =—sinx

cosx——>5-  flx) _.ﬂ::'}}
lim 7 = lim o
- I e =% ATy
T V2
= f{ 4 )=_ )

2) Onpose : (vx € R); flx) = 2sinx
f estdérivable sur B. (vx e R); f'(x) = 2cosx.

2sinx—y2 _ . f'(xJ—j(%)
! i T lm Fis
L g I—I =P '—I
Lo
=r(%)
=2¢os%=ﬁ

3)On pose:: ( VxE] %%[) flx) =
[ est dérivable sur |- % -g[
‘._J(VxE]—-j;“ﬁ'[ = (x) = 1 +tan’x

a1 1imﬂ’ﬁ_ %)
n-5 x—73 A= X =
=5

] En considérant |a fonction fix — cos’x— 2sinx eten
procédant de la méme fagon, on obfient :

v costx—2sing—1 _ i
P =PI

(vxel); fx)=dx+1
Donc: f'(x)=6esx= T
D'ols : la tangente de coefficient directeur 6 est

appliquée au point d’abscisse ;;
 Re———

1)a) lim f(x) =+oc et .5__12}'(,:] =—

WAL b e, i
b) |.l|1—131- x _|.I|?E'-x‘ e
(C) admet une branche parabolique de direction I'axe
des ordonnées au voisinage de —cc et +oo.,
2)a) (VxeR); Fx) =23 —6x

b)
X —oc 0 2 +oa
fla | + 0 - +
c) Tableau de variations de f:
| x |-= 0 2 e
{ — O
| f(x) + 0 - 0 +
1

—oc0 |

3) (vxeR);f " (x)=6x—6

x - 1 +oo |
fix) t:J +
Concavité de (C) m |
Le point Q(1; — 1} est le point d'inflexion de (C).

4)a) (Thy=—3x+2
b) Courbe de f: IS N 0 N
SRS H wan) -

1)a) D, =lec:2[U]2: + 0]
bla=1;b=—1letc=4
(Vx e D,): flx)=x
2)» lim f(x) =—oo
* limflx) =—oc

ey e

4
x—2
P limflx) =+
> lj{:}}'&i}:‘—'ﬂé— -'r"
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LESSENTIELDUCOURS

I RACINES ET FACTORISATION ET SIGNE

4) a) (D, ):x = 2 est une asymptote verticale a (C,).

{D:?yﬂx-l est une asymptote oblique a (C)) aU g) 4o (i:7:F) = 0 v . A = b*— 4ac (le discriminant)
voisinage de —oo et +oo. Donc les vecteurs 2, v et ¥ sont coplanaires.
b) Courbe de f: . I3 2) det(u;v;w ) =3 # 0, donc les vecteurs i, v et w n%
| 'ﬂ /{./ sont pas coplanaires.
‘ IL,// 3) On obtient m = 2. A0 &.?0 ﬂ((?_

1) u(3;2;—2) est un vecteur directeur des deux droites
1\ (A) et (A'); et comme A(2;—1;3) e (A') et A=(A),
\ alors (A) et (A') sont strictement parallgles.

m Vecteurs dans |'espace 2) (Pr6x—20y— 1lz+1=0

1) Pour r = 1, on obtient A € (A).
2) u(—1:1:1) et v(—1;2:1) sont des vecteurs directeurs
respectifs des droites (A) et (A').

W et v sont non colinéaires et det(i;7:AB ) # 0, don:z
(A) et (A’) sont non coplanaires.
(-1 +0)+2(6+1)—12=0
Dong: (A)c (P).

'4] La droite (D) coupe le plan (P) au point
€(17;-31;—18).

5) Soit (0) le plan tel que : (0)//(A) et (D) c(Q).

Donc : BM =NC

BM = 5AC+ 1D
Donc: BM , AC et ID sont coplanaires.

1) BD+CE=10 ¥
Donc: GA+GD+GE=GA+GE+GC=10 (si % < x2)

pour tout réel .
P(x)=a(x—x)

N E,f’i +ED '|' = t |- 2 4w TRES i
Donc : E_G' les vecteurs EI et EG sont donc ' P(x)| Signe | signe | Signe P(x) | Signede | Signede P(x) Signe de @ J
t:ollnéalres dea |de—a|deg a a

e=}oi-log-Loc

» La courbe représentative d’une fonction polynéme du second degré P:x — ax’ + bx + ¢ dans un repére

EF =—0A+ 208+ 2oc orthonormal (;7;]) est une parabole de sommet S(-Ejf'; P(Eab“))
Donc: EF =— EET R I
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'ESSENTIEL DU COURS - . —  ’ESSENTIEL DU COUR:

E® GENERALITES SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES - ED LESLIMITES

e Limite d’une somme

e Fonction majorée - Fonction minorée - Fonction bornée = " . . . - T . |
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle / de . xl;n-?ﬂx) | | _ = i B i
Ondit que [ est majorée sur / s'il existe un réel M tel que: f(x) < M pourtout x € 1. I Ii{ng(x) (1) +oo | —oo | +oc — 00 +o0 ——
On dit que f est minorée sur / s'il existe un réel m tel que : f(x) = m pourtout x & /. ) ! , ' o Form .
Ondit que f est bornée sur [ sielle est a la fois majorée et minorée. I,'E]ﬂ](_-f+ gin) | e TP = e i indéterminée
1
¢ Extremums d’une fonction e Limite d’un produit _ - o
Soit f une fonction définie sur un intervalle /, et a un élément de I'intervalle 7. : limfGx) | ¢ losolocoleso [0< 0| +oo | +o0 | — 0 N
» On dit que f(a) est la valeur maximale {ou le maximum) de f sur l'intervalle 1, si f(x) = fla) pourtout x € [. T_a i T " i 1
» On dit que f(a) est la valeur minimale (ou le minimum) de f sur intervalle 7, si f(x) = f(a) pour tout x € [. limg(x) | € | +oo| +oo | —o0 ‘ =ow |~ | e | Ak | oGl = 0
) | im(fg)(x) | 0 | +oe | —oc | —oc | to | +o0 | =0 | t Forme indéterminée
e Composée de deux fonctions = —— : — —
Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D,.  Limite de l'inverse o
Onpose: D={x € R/x €D, et flx) €D,} limg() |¢eR | +o | -0 | 0 | o
La fonction numérique h définie sur D par : h(x) = g( f(x)) est appelée composée des fonctions [ et g dans B
cet ordre. Elle est notée: gof (selit: g rond f) Iim‘é-(x) EL 0 | 0 | +oo | —o0 |
» D, = {x € RIx€ D, et f(x) € D,} x - f(x) - g(/f(x)) e Limite d’un quotient
D= {xERIxED, etg(x) €D} | 4 , . S
: | ‘ -0 ‘ +oo | too | —
. ‘_%’0_/ lim f{x) { 0 +oo | —o0 | +oo | —oo | ou ou ou ou | 0 | Foo
EED LE CALCUL TRIGONOMETRIQUE | l1<o/e>0]e>0]e<0| |
< o i I
* formules trigonometriques limg(x) [0 #0| £oo |[{>0[¢>0|0<0(2<0] O 0 0 0" 0 Foo
» cos(2a) = cos’a — sin‘a » cosla+ b) = cosacosh — sinasinb | 0 I Forme
lim(i){ ) ot 0 +oo —o0 —oo +oo | —oo +o0 i ) +oa || o g Z
» cos2a = 2cos’a— 1 = | — 2sin’a .. [Amie g . | indéterminée
‘ » cos{a— b) = cosacosh + sinasinb ' : : —
» sin2a = 2sinacosa : _ _ e Limite d’une fonction polynéme - Limite d’une fonction rationnelle
OO e d bG8 TR b sin(a+ b) = sinacosb + cosasinb
PioDs = a= bsinfta="—s » Soit P et ) deux fonctions polyndmes et X un réel. Plo)  Plx)
e inla— b)= si - i ; . X Xa) .
» acosx + bsinx = ya* + b’ cos(x — @) do SmaCDSbb Sl g l'fEP{X) = Plx) g I'H‘W 5 Q(t:_) s Qlx:) #.0
_ _tana + tan ?
b tel que: cos @ = 75;2:?. etgina = 702515 » tan(a + b) = I — tanatanb » Si ax” et bx™ sont respectivement les termes du plus haut degré des polynémes F et (J,
_ _ | alors: » |ll:nP(JC) = limax* > ]il_l_‘lP(x) = limax’
il p +_f?) (p = q) ' ) :
b cosp+ cosg = 2‘305(“'5 oS\ 3 b cosacosh = %[cos(a + b)+ cos(a— b)] I . Plx) oo o PUEY o i
I | > Smay = e > gy = B b
= wed PEG) P inasinb =—5[cos(a+ b)— cos(a— b)l
S one— s =—13 (—)sm a1 ) » sinasin cosla cos(a i : 2
T A 2 g e limites trigonométriques
; ! | i
+ - » sinacosh = ~ + b) + sin(a— b) ' s ;
P sinp + sing = 25in_p2 q)cos(pz q) z[sm(a : [ ] > lin'g'm,(c—ax)= a ' |ir,15_1;:1.1= 1
- : b= +|sin(a+ b)— sin(a— bl
R P"'q)-(P q koo 2 s tanx _ o1 —cosx _ 1
» sinp —sing = 2cos( 5 /sin\——> ) Pll{‘l’é = 1 4 !IEn" =
@3
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L'ESSENTIEL DU COUR

D LES SUITES

Soit n, un entier naturel et /={n & M/ = n}.

¢ Raisonnement par récurrence

Principe du raisonnement :

Spit P, une proposition dépendant d'un entier naturel n et soit n, e [¥.

Pour démontrer par récurrence que F, est vraie pour tout entier naturel n = n, on suit les étapes suivantes :

P Premiére étape: I'initialisation : vérifier que P, est vraie.
b Deuxiéme étape: 'hérédité : montrer que si P, est vraie pour un entier quelconque fixé n = n,, alors F,., est vraje.

PTroisidme étape: conclure que pour tout n = n,, F. est vraie.

® Suite majorée; suite minorée; suite bornée :

Soit (i), une suite numérique définie sur /.

b La suite (u,),., est majorée s'il existe un réel M telque: (vael)u =M.

» La suite (u,),., est minorée s'il existe un réel m tel que: (vne )k, = m.

b La suite (u.),., est bornée siil elle est majorée et minorée: C'est-a-dire qu'il existe deux réels m et M tels que
pourtout nef; m=u. =M.

» (u,), est bornée si et seulementsi: (I = R); (vnel) ju.]<k

® Sens de variations d’une suite

Soit (i,),., une suite définie sur /.

b (u,),., st une sujte croissante si et seulement si: (vne . = u,

¥ (u,),., est une suite strictement croissante si et seulement si: (vn € [}u,.. > .

¥ (u,),., est une suite décroissante si et seulement si: (va € /)., < 1,

* {1,),., B5t une suite strictement décroissante si et seulement si: (vn € /L. < i,
¥ (u.),., est une suite constante si et seulement si: (vne I =

e Suite arithmétique - Suite géométrique

{1.) est une suite arithmétique de raison r (1,) est une suite géométrique de raison q

Définition (vnel)iug=u+r (Vnel):iu. = qu,

. enfonctionde n |y, =y, +(n — p)r pour tout n et p de [

iy = u, ¥ g~ " pour tout n et p de !

nombre de termes

_ [ nombre ) 5 (1" terme + dernier terme)
Somme de termes| 2 £1); g = ( 1 terme de] 1=(g) il i
[ | la somme 1—-g
| Autement: | : =
Pttt oty = %Lj Psig# l;um+ut . +u=m “I—_ff )
M Iermes HlErmes q

P Le nombre de termes dans une somme est égale a: P Si g =1, alors la suite (u,) est constante donc :

(Dernier indice- le premier indice + 1). et it = _ ..
Y + 1 Wbty + 1t —g" ")
| T I S T = 2}" ! Pt t . ['ll?r'd “ e
_— = = ——

iy

Cas particulier : cas particu

_ nln+1) '1+q+r;:+q"+...+q"=!-

2 _ RS TRt 1-g (T

Pl+2+34 .+
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IED LE BARYCENTRE

® |e barycentre de deux points

Propriété et définition

Soit (A;a) et (B;b) deux points pondérés du plan tels que a -+ b # 0.
Il existe un unigue point G vérifiant : aGA+bGE=10.

Le point G s'appelle le barycentre des points pondérés ( A;a) et (B:b).
Propriété

Soit (A;a) et (B;b) deux points pondérés du plantels que: a+b # 0.

G est le barycentre des deux points pondérés (A;a);(B;b)
si et seulement si pour tout point M du plan on a:aMA + bME = (a + b)MG

Coordonnées du barycentre de deux points pondérés
Si (G est le barycentre des points pondérés (A;a)et (B;b), alors les coordonnées de

ax, + bxa
G sont: KT and
ALl ays+bys
Yo="a+b

e le barycentre de trois points

Propriété et définition

Soit (A;a); (B;b) et (C;c) trois points pondérés tels que : @+ b +¢ # 0.

Il existe un et un seul point G vérifiant : aGA+bGB+c¢GC =10 .

» Le point G s'appelle le barycentre des points pondérés (A;a); (B;b) et (Cic).

Propriété de I'homogénéité
Si G est le barycentre des points pondérés (A;a); (B:b) et (C:c), alors pour tout réel k nonnul; G est aussile
barycentre des points pondérés (A;ka); (B:kb) et (Cike).

Propriété caractéristique

Soit (A3a); (B:b) et (Cic) des points pondérés du plan tels que @+ b + ¢ # 0 et G un point du plan.

G est le barycentre des points pondérés (A;a); (B:b) et (C,c) si, et seulement si, pour tout point M du plan on
a: aMA+bMB+cMC =(a+b+c)MG

Coordonnées du barycentre de trois points pondérés

Si G est le barycentre des points pondérés (A;a); (B;b) et (C;c), alors les coordonnées du point

ax,+ bxp+ cxc

G : Ry
sont: Al ay.-\+ b}’8+ ¥
Yo TaFb+¥e
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I3 DERIVATION IED PRODUIT SCALAIRE

® Dérivabilité d’une fonction en un point ¢ Rappel
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et a un élémentde /. fla+ W)= f(a)

a = fla A = BAC 7= AR 13 5 '
» On dit que la fonction f est dérivable en a, s'il existe un nombre réel € tel que : lim——————={. » ABAC = AB X AC X cos(BAC ) ]b ABCD=ABCD=ABCD ‘

» Le réel [ est appelé le nombre dérivé de la fonction [ en a, etil est noté f'(a). =AB X AC X cos(AB;AC) ol C' et D' sont les projetés orthonogonaux ‘

fla+ :";1) —fla) (1) » Relation d’Al-Kashi:

4 x g respectifsde C et D sur (AB
BC'=AB'+ AC*— 2 X AB X AC X cos A A

P Soit / le milieu de [AB] ; pour tout point M du ‘
plan MA*+MB' = 2mr + L ag? \

On écrit: f'(a) = lim ‘
Ouencore: f'(a) = limw @)

—n

Propriété > Raglerd cul
Soit f une fonction dérivable en un point a. O RN
Une équation de la tangente (7) a la courbe de la fonction f au point A(a;f(a)) *vH=uY el lvesuv=0 |
est: _}I'Zf'(ﬂ'J(x_ﬂ)"'f(ﬂ). . = g r: 4 E"(;_i__;;):;;"_’_;;; » ;"Izg.;:H’-;": |
o' [ Y Eg
4- Fonctions dérivées des fonctions usuelles I gl ¢ u(kv)=k(u.v) cWHv)y=a+v'+2uy B
s ' | | £ o , P
| Fonctlcr: iéﬁrVée f Forl::tio: f Fonction Eerwee f Fnrlct:::n F | Le plan (P) est rapporté & un repére orthonormé (0;7:7)
u v - — ,_ - g R | b
P u—v a ax+ b »siu(xy) et v(x';y) alors: uv=xx'+y' lbsi la droite (D) a une équation: ax+by+c¢ =0 ‘
o' aula € IR) ! x"(n e IN) v T B iy
_ , - ' " - lull= v +y alors: u( - ) est un vecteur directeur de (). |
PP v . wl,; /x siu#0 et v D et o estune mesure de Iangle 2
. ey Al
1 £} > - t
= u - - (u;v ), e e n(b) est un vecteur normal & (D) .
= o ‘bsoit: Alxiys) et (Dh:axebyec=0
- % cosx sinx eON == e v | ! i
u [ — ] | o I |7 | = ‘/174_—2)?’;_ La distance entre le point 4 et la droite (D).
' u(ne —{1}) ) - 2 tanx Xy .Jaty
rosty = |+ tan's A est d((0) =12t tel
. T — st 3 a 2
el Ju af'(ax + b) flax + B) sino = detlzv) _ yy
| | | lalxIv] = Vs y/x Ty - |
¢ Equation différentielle: y"+ @'y =0
Soit @ un nombre réel non nul. L ) [ J
La solution générale de I'équation différentielle v* + @’y = () est 'ensemble des fonctions y définies sur X par: » Cercle: *Soit A# B ‘
yix — acos(wx) + Bsin(wx) jou 0 R et fER. * Le cercle de centre Q(a;b) et de rayon r M appartient au cerle de diamétre [AB]
ROTATION (r>0) a pour équation: (x—a)f +(y—bF—r |sietseulement si MAMB = 0
Soit € un point du plan orienté dans le sens direct et ¢ un nombre réel. * L'ensemble des points M(x;y) du plan tel que: * son rayon est r = % ‘
La rotation de centre Q etd’angle « est la transformation du plan qui, a tout point ;\ff' X +y —2ax—2b+c=0 + son centre est Q le milieu de [AB].
M du plan, associe le point M’ défini par : ;"I -. 9 est un cercle si et selement si
PSiM=Qalors M'=Q £ ‘- 24
= ' / a+b—c>0
»Si M+ Q alors {?M‘i) 3
QM QM) = a|27] oo M etson rayon est r=y/a'+ b’ — ¢
» La rotation conserve: T il ) |

* Ladistance; e lalignement; e Le barycentre; ¢ Le milieu.
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LESSENTIEL DU COURS

IED GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS LESPACE

VRS texioue

® VVecteurs colinéaires

» Soit u(a:b;c) et via':b':c’) deux vecteurs de l'espace,

R L ) Ca a aa b b

u et v sont colinéaires si et seulement si b b= 0 et L= et |=0

® Vecteurs coplanaires

» Soit 11, v et w trois vecteurs de I'espace.

i, v ety sontcoplanaires si et seulement si det(i:v;w) =0
na @ b b a a a a

» Déterminant de trois vecteurs : det(uw;v;w )= |h b b'|= a‘ : | b +c‘ e
e c & ¢ b b

® Représentation paramétrique d’une droite

Soit A(x.:y.:2:) un point de I'espace et u(a;b;c) un vecteur non nul
x=xitat

Le systéme 1y =y, + bt ; (1 € R) est appelé représentation paramétrique

Lt 4 s

de la droite D(A;u ) passant par A et de vecteur directeur i

* Représentation paramétrique d’un plan

Soit A(xxy.2:) un point de I'espace, u(a;b;c) et via';b';¢’) deux vecteurs non colinéaires.
x=xtat+atr

Lesysttme yy =y, + bt + bt
z=ztett 't

paramétrique du plan P(A; ;v ) passant par A et de vecteurs directeurs i et v .

((£;t') € B?) est appelé une représentation

» Equation cartésienne d’un plan
AM:u;v) =

» Uensemble des points M de I'espace qui vérifient det(
vecteurs directeurs & et v noté: P(A;u;v)

» ensemble des points M(x:y:z) de lespace qui vérifient: ax + by + ¢z +d = 0 tels que (a;b;c) # (0:0:;0)

est un plan.
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0 est le plan passant par A etde

2

Angje dune rotation aliga ﬁ.ljb Equition fune dem- il dal=e ! Opposé dun vecteur ! dyoia LE&. |
Approximation  dune Al a5 i wrles | Ordonmee [ sl
3 ¢ | o = A T
_l:mutl.nn numérigue e didds h’[\uunn d'une droite SIE P—‘-‘-‘-"‘ alalma H I Polnt &infexion d'one ! wilbell dhil
Asymptote oblique Jila wylia Equation d'une tangente & has doles | i i DS
1 " N 1
Asymptote paralitle & §ilss ylha | Nncwgs il | Points coplaniires gt ks
. : [ ; [ T G
Ve dex abscisses h.‘-:J’JS" pres [ Equation d'une tangente & oubas dlilas [ it bl
PR e 5 o e | Points non coplanaires A
Asymptote pasalitle. i 5ilsa lia | Sne cauhe s T dtlgzen
T'axe des ordonnés J\:nllsi! gmal | Qlsl=a | Pbuumu relatives Er— &Lb;‘}ll
RS e = o Equstions  cartésiennes Ju)&a S
Axe de symétrie dune Jilad jgma | d'une droite | v | Proposition Bl=ll |
il ol | [ il e e
7 | Equivalence de de - il 38155 bz, st [ R Y |
Barycentre oxted | qu_: F T ST L | Quantificateur existentiel | 252!l paSiall |
= T positions HET
L (Eeer | 7 o
Pue St Exteérieur f'un cercle 5_:“-‘ EJL* | anntxl'mau.:ur Do) u‘,gl &M‘
Branche infinic 's"w )lg-i Batbentons d5ing Eisitin 3.“& t.A._o_;lLu- | Raison d'one suite &lze ..%’L"i
Branche parsbolique | el gb Py Bagamadil | " IV
: : . 1 ‘blLﬂJ. 2 - =1 Alsonnement Pslcﬂnl{a- .)Lé.ﬂ“ | = :rL'
Centre de symétrie d'une P Forietion majorée FjgSall d.]l) posée ¢
courhe: il | e = 0 yaSml
-} &9 | e sl 3 v gl | |
Centre dune rotation | ol | = 5 v Ribsonnesacal ot dis Jaads JYaal
| dualizal il e Jonetion des cas Sl
alinéarité 5 R it dyks As =i
o Ot | | Roiton rop nininel 'é , Rat o équi | 38 JYasl|
o | 3 COSU dao | wvalen:
Compose de deux Seils 8z | FoeuHil o | = - |
Sations | Foclede s sin B s | Raisoanement par lab | waladl JYzy |
- d: surde |
Concavité d'une courbe i Fot] Implication L ._;-ul-f- r|)h.-| =3 itk | gl Tl |
Conjonction de dewx pro- il Cihae La fonction dérivée diniall A rence | |
positiona i o e et Renrdsentath " Zalily. LK il
G R La fonction dérivée se- | Sl At epréscntation  paramé 1S palal Jutad
Céte: u}-l] . trigue
= = = eoi i conde | R = —-—|
Dérivabilité dune fone- | AEELSILLE [ : B Sengdtinmeten: pasies
F ) | La rotation { alaalt : il = -
tion en un point dbiy 5 f - | Ve Suite arithmétique dulus dllze |
= > = | La rotation réciproque =Sl s SNETE S T Foerea ]|
e Blazsyl t i Suité ghométrique Eeoiia Llbite |
| Diérivation & droite : Le premies terme JoW ol | - -
| aaell = et iy Suiee numdrigue Lade Allze
[ 2 | ' Lell ol F =
| OlEziall | bt gt = = 7\- | Swite récurrente dame i ""‘J"“'“
Diériveds successives £ A ALl el | = e el T e
| =z ression e et
| ":JL"T” | e pmiyie “ Terme d'une suite ‘ULW‘ =
| 3 = A B 5iece | du produit scalaire qd....n eld=l) —
| Diéterminant de trois vec- = - - ion dé I
| teurs Dilgeza | Limite 4 droite Osadl e dily T T —T‘
! : =1 Lo 1 Dl Transformation de pro- Slelde Jiged
| Deux vecteurs directeurs dps (St Hirplte § phoch St = duits en sommes zaalema ]
d Ueipedes | Limite dune fonction dlls Ll S T |
I e z % === Transformation de sam- E:“t"‘" Jaged
| Disjonction de dews pro- | G2ke b Limite infinie dgaia ¥ Ay | mes en produits Sledaz- ]
| itis Ty Sl T |
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