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PREFACE

Le présent manuel est le résultat d’un travail collectif réalisé par les enseignants-chercheurs de
I'Institut de Recherches Mathématiques (IRMA). 11 répond au souci du Ministére de 'Education
Nationale et de la Recherche Scientifique de Cote d’Ivoire de mettre 4 la disposition des enseignants
et des éléves un outil de travail fonctionnel et adapté au contexte socio-culturel ivoirien et africain.
Son élaboration repose sur de nombreuses expérimentations réalisées dans des classes témoins
réparties sur ’ensemble du territoire afin de tenir compte des variantes socio-culturelles et des
modes de perception et de compréhension des concepts fondamentaux. Par ailleurs, des
comparaisons enrichissantes ont été également réalisées avec d’autres pays africains francophones ‘
et anglophones engagés dans des recherches similaires. ‘
| A travers son contenu, son support didactique, ses illustrations et sa présentation, ce manuel, ,

destiné aux classes de Premiére D, se propose d’atteindre trois objectifs essentiels :

it e

e Le premier consiste, compte tenu de 'hétérogénéité du niveau et de la formation des éléves
accédant aux classes de Premiére D, a mettre ’accent sur les notions de base indispensables pour
! une bonne assimilation des programmes de mathématiques et de sciences physiques du second cycle. J

e Le second vise & rendre moins abstrait et par conséquent plus vivant I'enseignement des
; mathématiques en établissant dans la mesure du possible une relation permanente entre les
concepts, les méthodes de démonstration et leurs applications dans le vécu quotidien des éléves.

e Le troisiéme objectif est d’offrir aux éléves et aux maitres un instrument qui permette, d’une part,

la transmission et ’acquisition graduelles du contenu du programme et, d’autre part, I'auto-

entrainement des éléves grice a des exercices progressifs et des problémes variés capables de tester en

permanence le niveau de compréhension et de maitrise des notions fondamentales.

Nous sommes conscients que malgré 'importance de I'effort consenti par les auteurs de ce manuel

des imperfections demeurent que nous demandons a tous les utilisateurs de nous signaler afin de e 4

pouvoir y apporter les améliorations qui s’imposent a I'occasion des prochaines éditions.

P L’ IRMA est ouvert a toute contribution susceptible d’enrichir le contenu et la forme des manuels de
sa collection.
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III. LIMITE, CONTINUITE, DERIVATION D’UNE FONCTION NUMERIQUE

— Limite et continuité d’une fonction en un point. (On admettra les théorémes classiques sur
les limites).

— Fonction dérivable en un point, nombre dérivé.

— Interprétation géométrique du nombre dérivé: équation de la tangente en un point de la
courbe représentative d’une fonction.

— Regles de dérivation de la somme, du produit, du quotient de fonctions dérivables en un
point, d’une fonction de la forme x — f(ax + b).

— Fonctions dérivables sur un intervalle; fonction dérivée.

— Enoncé du théoréme donnant le sens de variation d’une fonction J dérivable sur un
intervalle, a partir du signe de f(x).

— Extension de la notion de limite. Notion d’asymptotes paralléles aux axes.

~<

IV. ETUDE ET REPRESENTATION GRAPHIQUE DE QUELQUES FONCTIONS
— Fonctions polynomes.
— Fonctions rationnelles.
Notion d’asymptote oblique.
— Fonction tangente.
— Ultilisation de la représentation graphique pour la résolution d’équations du type :

Sx) = g(x);
et d'inéquations du types :

J(x) < glx).

Activités : 4
— Approximation des zéros d’une fonction par la méthode de dichotomie.

V. PRIMITIVES DE FONCTIONS USUELLES
— Primitives des fonctions usuelles : mondmes, sinus, cosinus, ¥

1
X+ — avec neN—{1}.
X

STATISTIQUE

— Variance, écart-type.

— Distribution statistique normale. 1

— Comparaison de quelques distributions statistiques expérimentales & une distribution
normale.

{
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GEOMETRIE

GEOMETRIE DU PLAN
— Angles inscrits, polygones réguliers.
— Relations métriques dans le triangle :

il e
sind sinB sinC

2R

1 5
S=~?:bcsinA

a?=c% 4+ b* —2bccos A

— Applications du produit scalaire et du barycentre (Recherche de lieux géométriques).
— Trigonométrie.

e Mesures d’un angle orienté.

o Définition et représentation graphique des fonctions sinus et cosinus de R vers R.
e Formules usuelles de transformations trigonométriques.

e Résolution d’équations et d’inéquations des types :

simx=a ; cosx=a
SHEX<tar 5 €OS X<a
acosx+bsinx+c=0;

d’équations et d’inéquations s’y ramenant.

Similitudes (figures semblables).

Utilisation des transformations pour la résolution de problémes variés.

A partir d’exemples, recherche de la représentation analytique de translations, de symétries
centrales, de symétries orthogonales, d’homothéties.

II. GEOMETRIE DE L’ESPACE
— Orthogonalité.
— Projections orthogonales sur un plan, sur une droite.
— Solides usuels :

parall¢lépipede, cube, tétracdre, phisme, pyramide, cylindre, céne de révolution, sphére.
(On admettra les formules des aires et des volumes de ces solides.)

D it st




PLAN DE L’OUVRAGE

ANALYSE

GEOMETRIE

Fonctions et applications

Figures inscrites dans un cercle.
Relations métriques dans un triangle.

Suites numériques

Fonctions polynémes du second degré.
Equations et inéquations du second
degré.

Trigonomé}ffie

Systeme d’équations et d’inéquations
dans R? et R3

Transformation du plan

Limite et continuité.
Dérivation.

Représentation analytique d’une trans-
formation du plan

Continuité et dérivabilit? sur un
intervalle.
Extension de la notion de limite.

Les polyédres

Etude de fonctions.

L’orthogonalité dans I’espace

Primitive d’une fonction.

Statistiques.

La sphére
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1 Figures inscrites
dans un cercle
Relations meétriques

dans un triangle

Lecon 1 :
Lecon 2 :
Lecon 3 :

Lecon 4 :

1 Angles inscrits

ANGLES INSCRITS

POLYGONES REGULIERS

RELATIONS METRIQUES DANS UN
TRIANGLE

LIGNES DE NIVEAU

1) Définitions

Soit () un cercle de centre O et

A, B deux points distincts de (C).

e Les points 4 et B déterminent deux secteurs angulaires de sommet O et de cotes [0, A),

[0, B).

De tels secteurs angulaires sont appelés secteurs angulaires au centre.

Si 4 et B ne sont pas diamétralement opposés, I'un des secteurs est saillant et note

[0A, OB]; lautre est rentrant et noté : rentrant [OA, OB] (voir figures 1 et 2).

Si A et B sont diamétralement opposés, les deux secteurs angulaires correspondants sont

plats (figures 3 et 4); ils sonttous deux notés [04, OB] si cela ne préte pas & confusion.

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

[04, 0B] rentrant [04, OB]
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e Les points 4 et B déterminent deux arcs d’extrémités 4 et B.
Considérons 4 nouveau les figures 1 3 4.

DRI o . D
Dans chaque cas, on dit que le secteur angulaire au centre considéré intercepte I'arc AEB

(car, parmi les deux arcs dextrémités 4 et B, AEB est celui qu’il contient).
En géneral, étant donné un secteur angulaire au centre déterminé par A4 et B, on dit qu’il
intercepte I'arc d’extrémités 4 et B qu’il contient.

e Soit M un point de (€), distinct de A et B.
On dit que le secteur angulaire [MA, MB] est inscrit dans le cercle (C) et qu’il intercepte
Iarc d’extrémités 4 et B qu’il contient.

i
Voir les figures 5 et 6 o, dans chaque cas, I'arc intercepté est AEB.

Fig. 5 Fig. 6
Lo
- E
o 2 1 I/’
e 1=
e
M

Par abus de langage, on dit aussi que I'angle AMB est inscrit dans le cercle (C) et qu’il
intercepte 'arc AEB.

e Soit [4X) une demi-droite dont le support est la tangente (C) en 4; la demi-droite
[AX) est appelée demi-tangente & (C) au point A.

On dit que le secteur angulaire [AB, 4X] est inscrit dans le cercle (C) et quiil interceple
l'arc d’extrémités 4 et B qu’il contient.

Voir les figures 7 et 8 ou, dans chaque cas, I'arc intercepté est AEB.

Fig. 7 Fig. 8

Par abus de langage, on dit aussi que 'angle BAX est inscrit dans le cercle (C) et quil
intercepte I'arc z@

o Un angle inscrit et un secteur angulaire au centre qui interceptent le méme arc sont dits
associeés.

Voir les figures 9.
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I/Figures inscrites dans un cercle - Relations métriques dans un triangle

M
A B
A B
7 M '

L'angle inscrit AMB et le secteur L’angle inscrit AMB et le secteur

angulaire [0 4, OB] sont associés. angulaire rentrant [0A4, OB] sont asso-
ciés.

Fig. 9
: :
V- e
f~

L'angle inscrit BAX et le secteur L’angle inscrit BAX et le secteur

angulaire [0A, OB] sont associés. angulaire rentrant [0A4, OB] sont asso-
Ciés.

2) Le théoréme des angles inscrits

Activités préparatoires
Soit un cercle (C) de centre O et deux points 4 et B de (C) tels que
\imes(") AOB = 60 (figure 10).

a) Quelle est la mesure de chacun des deux secteurs angulaires au centre [0 A, OB]
et rentrant [0 A, OB]?

b) Soit M, M,, M3, ... des points de (C) n rentrant [0A4, OB].

A T’aide d’un rapporteur, déterminer la mesure de chacun des angles inscrits ZA’;I:‘ B,

AM, B, ...

© My

=
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¢) Soit Ni, N,, N ... des points de (C) n[0A4, OB].

A T'aide d’un rapporteur, déterminer la mesure de chacun des angles inscrits JN:E
AN, B, ...

d) Quel lien voyez-vous entre la mesure d’un angle inscrit et celle du secteur
angulaire au centre associé?

Théoréme des angles inscrits

| La mesure d’un angle inscrit dans un cercle est égale 4 la moitié de la mesure du secteur |
{ angulaire au centre associé.

Démonstration

Soit (C) un cercle de centre O. o

e Considérons d’abord un angle inscrit m ou A, Bet M sont trois points distincts de
(@).
1¢ cas : [AM] (ou [BM7] ) est un diamétre

Les mesures étant exprimées en degrés, on a

Fig. 11

mesﬁ/faﬁ: 180—2mesm
(car le triangle MOB est isocéle);
mes 1\753 = 180 — mes ,255
(car M, O et A sont alignés).
Dou :
mes A0B = 2 mes WE

Finalement :
e O e
mes AMB = 5 mes AOB

1
=, mes [0A4, OB].

Ce résultat sera utilisé plusieurs fois dans la suite de la démonstration.
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2% cas : [AM] et [BM] ne sont pas des diamétres

Soit 4%, B’ et M’ les symétriques respectifs de 4, B et M par rapport a O.
On considere plusieurs cas de figures.
Dans chaque cas, M est choisi dans la partie de (C) en trait continu noir,

Fig. 12 Fig. 13
mes AMB =mes AMM’ + mes M'MB

1
=_mes[0A4, OM’]

2
1
+ 5 mes [OM',0B].
D'ou : D’ou :
e ] — 1
mes AMB = 3 mes [0A4, OB]. mes AMB = Emes rentrant [0 4, OB].

mes AMB = mes M'MB — mes M'MA

1 1
= mes [OM’, OB] — 5 mes [OM’, OA]

1
=5 mes [0A, OB].

e Considérons ensuite un angle inscrit BAX ,0u A et B sont deux points distincts de (C) et
ol [4X) est une demi-tangente 4 (C) en A.

I cas : [AB] est un diamétre Fig 15 5

Il est immeédiat que : -

— 1
mes BAX = 5 mes [0A4, OB]. A

2¢ cas : [AB] n’est pas un diamétre

Soit 4’ le symétrique de A par rapport a O.
On distingue deux cas de figure :

mesm=mesm+mesm

1
= % mes [OB, 0A4'] + 5 mes [0A4’, 0A4]

il
= mes rentrant [0A, OB].

s B e st
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Fig. 17

On peut donc aussi énoncer :

intercepte.

ey BAX — mes A A% — wies BAN

1
= % mes [0A4°, OA] — 5 mes [OB, 0A"]

1
= 5 mes [0A4, OB].

Remarque. Rappelons que la mesure d’un arc de cercle est égale 4 la mesure du secteur
angulaire au centre qui I'intercepte.

La mesure d’'un angle inscrit dans un cercle est égale 4 la moitié de la mesure de l'arc

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme des angles inscrits.

i Deux angles inscrits dans un méme cercle et interceptant le méme arc ont la méme
mesure (et sont donc isométriques).

Application

(C3)

Soit un triangle ABC dont tous les angles sont aigus.

Soit 4’, B et C’ les pieds des hauteurs issues respectivement des sommets 4, B et C.
Démontrons que les hauteurs du triangle 4BC sont les bissectrices des angles du
triangle A’B'C’ (higure 18).

1/! ()

(€y)

Fig. 18

Notons H I'orthocentre du triangle 4BC.
Montrons, par exemple, que (4A4") est la bissectrice de I'angle BAC.

10
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e Soit (C,) le cercle de diamétre [ BC].

Les angles BB'C et BC'C étant droits, les points B’ et C’ appartiennent 4 (C,).

Les angles B'CC’ (ou B'CH) et B'BC’ (ou W), inscrits dans (€, ), interceptent le méme

arc B’C’; d’ou : i ey i

mes B'CH = mes HBC".

e Soit (C,) le cercle de diamétre [CH].

Les angles CA'H et CB'H étant droits, les points A" et B” appartiennent 3 (C,).

Les angles HA'B et B'CH, inscrits dans (G,), interceptent le méme arc fIE;; d’ou :
mes HA'B’ = mes B'CH.

e Soit (C;) le cercle de diamétre [BH].

Les angles BA'H et BC'H étant droits, les points 4’ et C” appartiennent a (C;).

Les angles HA'C' et HBC’, inscrits dans (@3), interceptent le méme arc HC’; d’ou :
mes HA'C’ = mes HBC'.

e Finalement : e Wy
mes HA'B" = mes HA'C".

La droite (4A4") est donc bien la bissectrice de I'angle BAC:

Exercices 1) Soit 4ABC un triangle équilatéral inscrit dans un cercle.

Soit M un point de I'arc A/Fﬁ distinct de 4, Bet C, et plagons sur la demi-
droite [MA) le point N tel que MN = MB.
Démontrer que le triangle MNB est équilatéral.

2) Soit ABC un triangle inscrit dans un cercle.

On suppose que : mes ABC = 2 mes BCA.
| Par 4, on trace la tangente au cercle; elle coupe (BC) en un point D.

\ ¢ Démontrer que le triangle ABD est isocéle.

3) Réciproques partielles du théoréme des angles inscrits

Soit (C) un cercle de centre O et deux points distincts 4 et B de (C).
Notons (P;) et (P,) les deux demi-plans déterminés par la droite (4B).

o

a) Soit C un point de (C) n (P) et D un point de (P,), tous deux-k(}i-stincts de 4 et B.
Fig. 19
C D

Si D appartient 3 (C) (figure 19), on a :

mes ACB = mes ADB.
(Py) ‘

B AN Y B

11
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Réciproquement, si mes ACB = mes ADB, le point D appartient a (C).

Pour justifier cette affirmation, considérons la figure 20 et notons D’ le point d’intersection

de [4D) et de (C), autre que 4. £
Les triangles ADB et AD’B ont un angle commun. _

D’autre part :

mes ADB = mes ACB = mes AD’B. b

Dou :

mes ABD = mes ABD'.
|

D

Fig. 20

Or, dans le demi-plan (P,), il existe un seul angle de sommet B, de c6té [BA) et de mesure
donnée.

Ainsi (BD) = (BD’) et, par conséquent, D appartient a (BD’) N (4D").
D’ou D = D, c’est-a-dire, D appartient a (C).

Le résultat qui vient d’étre démontré peut s’énoncer :

Soit quatre points non alignés 4, B, C et D tels que C et D appartiennent a4 un méme
demi-plan de bord (AB) et tels que :

mes XEE = mes A_BE

Alors, les points 4, B, C et D appartiennent 4 un méme cercle.

=

b) Soit C un point de (C) N (P,) et E un point de (P,), tous deux distincts de A et B.
Si [BE) est une demi-tangente 4 (C) (figure 21), on a :

mes ﬁ = mes EEIE

2

()
(P) 4 B

E Fig. 21

-



&

k. 2

I/Figures inscrites dans un cercle - Relations métriques dans un triangle

Réciproquement, si mes ACB = mes ZEE alors [ BE) est une demi-tangente 3 (C).
En effet, dans le demi-plan (P,), il existe un seul angle de sommet B, de coté [BA) et de
mesure donnée.

Conclusion :

Cétantun pointde(C) n (P,) et E un point de (P,), tous deux distincts de A et B, la demi- {
droite [BE) est une demi-tangente a (C) si et seulement si :

mes ;l’éTB_ = mes .HTEE

¢) Soit C un point de (€) n(P,) et D un point de (P,), tous deux distincts de 4 et B.
' —

On a: mes ACB = 5 mes [OA, OB].

Si D appartient 4 (C), on a aussi :

— 1
mes ADB = 3 mes rentrant [OA4, OB].

(P

B AN~

D Fig. 22

Les mesures étant exprimées en degrés, on a alors :
s — 1
mes ACB +mes ADB = 3 (mesfOA, OB] + mesrentrant [0 A, OB])

= 180.

Réciproquement, montrons que si :

mes ACB + mes ADB = 180,

alors D appartient a (C).
Soit, en effet, un point quelconque D’ de (C) n (P,), distinct de 4 et B (figure 23).

¢
(#)
He AVB
D’ Fig. 23

13
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Par hypotheése, on a :
mes ACB + mes ADB = 180.

Puisque D’ appartient & (C), on a aussi :
mes ACB + mes AD'B = 180.
Dot : mes ADB = mes AD'B.

Il résulte de la propriété démontrée en @) que 4, B, D et D’ appartiennent 4 un méme cercle
c’est-a-dire, D appartient a (C).

kS

Les résultats qui viennent d’étre démontrés peuvent s’énoncer :

e Deux angles inscrits dans un méme cercle et interceptant deux arcs différents de
mémes extrémités sont supplémentaires.

e Soit quatre points non alignés A4, B, C et D tels que C et D n’appartiennent pas a un
méme demi-plan de bord (4B) et tels gue :

mes(®) ACB + mes(®) ADB = 180,

[ Alors les points 4, B, C et D appartiennent 4 un méme cercle.

Exercice ¢ Soit un trapéze ABCD, de bases [ AB] et [CD], inscrit dans le cercle (C) de
centre O.
Soit E le point d’intersection des diagonales du trapéze.
Démontrer que les points 4, D, O et E appartiennent 4 un méme cercle,

Arcs capables

a) Définition

Soit un cercle (C) et deux points distincts 4 et B de (C).
La droite (4B) détermine deux demi-plans (P,) et (P,).
Considérons un point N de I'arc (C) n (P,), distinct de A et B, et posons :

% = mes ANB (en degrés, grades ou radians).

N
4

N/

w 7

B 4N_B Fig24

On sait qu'un point M de (P,), distinct de A4 et B, appartient a I'arc () n (P,) si et seulement
si mes AMB = .

Pour cette raison, on dit que (C) n (P;) est un arc capable de o degrés, grades ou radians
(suivant le cas). '
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Exercice Sachant que (C)~(P,) est un arc capable de o degrés, déterminer le
E nombre f tel que (C) n (P,) soit un arc capable de f degrés.

b) Construction d’un arc capable

Soit 4, B deux points distincts du plan et (P, ), (P) les deux demi-plans de bord (4B).
: Etant donné un nombre o strictement compris entre 0 et 180, comment construire un arc
; capable de « degrés, d’extrémités A4 et B, et contenu dans (P,)?

On procéde comme suit (figure 25) :

— on construit dans (P,) la demi-droite [ BE) telle que mes(®) ABE = a;
— on trace la droite (D) passant par B et perpendiculaire a (EB);

— on trace la médiatrice (4) de [AB];

— on note O le point d’intersection de (D) et (4);

— on trace le cercle (C) de centre O et passant par les points 4 et B.

L’arc (C) n(P,) est un arc capable de « degrés. Pourquoi?

(D)

(P

(PZ) A\ o h “

E Fig. 25

Exercices 1) Existe-t-il dans (P,) un autre arc capable de o degrés, d’extrémités 4 et |
B?

2) Construire dans (P,) les arcs capables de 30° de 60°, de 90°, d’extrémités
A et B. i

\

2 Polygones réguliers

Nous rappelons que :

— Un polygone régulier est un polygone inscriptible dans un cercle et qui a tous ses cotés
de méme mesure.

& — Le centre du cercle est aussi appelé le cenire du polygone.
— Ladistance du centre au support de 'un quelconque des cotés du polygone régulier est
appeiée I'apothéme du polygone (on peut montrer que cette distance ne dépend pas du cote
choisi). ) 4

i 15 1
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1) Triangle équilatéral et hexagone régulier
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a) Le triangle équilatéral est évidemment un polygone régulier.
Considérons le triangle équilatéral ABC inscrit dans le cercle (C)de centre O et de rayon R
(figure 26).

A
|
|
I
I s
, i B
B -~
\\\ | ///
~ |
~o -
>~ |EO//
/%\\
Pl b
-~ | ~
-~ | et
-~ ' ~
o ,’ | \\\
B - S C

/ 1D .

/ r

E | L.
|
A Fig. 26

Notons 4’, B', C’ les symétriques respectifs de A4, B, C par rapport a O.

On sait que les droites (44"), (BB') et (CC’) sont 4 la fois les médiatrices des cotés et les
bissectrices des angles du triangle équilatéral ABC.

Montrer que les triangles 40C’, C'OB, BOA’, A’OC, COB’, B'0O A sont tous équilatéraux.
Le polygone AC'BA’CB’ est appelé hexagone car il a six cotés.

C’est un hexagone régulier car il est inscrit dans le cercle (C) et tous ses cOtés ont [a méme
mesure R (pourquoi?).

b) Calculons, en fonction de R, la mesure du coté et Papothéme du triangle équilatéral
ABC.

Le quadrilatére OBA'C est un losange (pourquoi?).
Les diagonales [BC] et [0 4] se coupent donc en leur milieu; notons-le D.

L’apothéme de ABC, c’est-a-dire 0D, est donc égal a4 %

D’autre part, dans le triangle rectangle OBD, on a :
BD? = OB* — 0D?

RN\ 3R
— R e e :
B

R./3 -
D’ou BD = Ef et, ensuite, BC = R /3

La mesure du cdté et lapothéme d’un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de

: . y R
rayon R sont respectivement égaux a R\/g et 7

i
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: o : s oEmRis
Exercice é Montrer que la mesure de Iaire du triangle ABC est égale 4 o

¢) Calculons, en fonction de R, la mesure du coté et 'apothéme de I'hexagone régulier
AC’'BA'CB'.

On sait déja que la mesure du c6té est égale 4 R.

Soit E le projeté orthogonal de O sur (BA’).

Dans le triangle rectangle BOE, on a :

OE’ = OB? — BE?*

R}* 3R
=R2—- = = —.
G

L’apothéme de I'hexagone, c’est-d-dire OE, est donc égal a R 5/5 .

La mesure du c6té et 'apothéme d’un hexagone régulier inscrit dans un cercle de

==

: : S R
rayon R sont respectivement égaux a R et 5/ ;

Exercice Montrer que la mesure de aire de I'hexagone AC'BA’CB’ est ¢égale a

3R, 3
!

d) Pour inscrire un hexagone régulier dans un cercle donné de rayon R, on place bout 3
bout six cordes de longueur R au moyen d’un compas.

En joignant de deux en deux les sommets d’un hexagone régulier, on obtient un triangle
équilatéral inscrit dans le méme cercle.

Exercice Utiliser la méthode de construction ci-dessus pour inscrire un hexagone
régulier et un triangle équilatéral dans un cercle donné.

2) Carré et octogone régulier

a) Le carré est évidemment un polygone régulier.

Pour obtenir les sommets d’un carré 4BCD inscrit dans le cercle (€) de centre O et de
rayon R, il suffit de tracer deux diamétres perpendiculaires (figure 27).

Dans le triangle rectangle AOB, on a :

AB? = A0? + BO* = 2R~
D’ou : AB=R. /2

Drautre part, I'apothéme du carré ABCD est évidemment égal a la moitié de la mesure du
coté.
17
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Fig. 27

La mesure du cbté et 'apothéme d’un carré inscrit dans un cercle de rayon R sont
R./2

respectivement égaux 4 R\/’E et )

b) Soit [EG] (resp. [FH]) le diamétre de (C) dont le support est I'axe médian des droites
paralléles (4D) et (BC) (resp. (4B) et (CD)), {figure 27).
Montrer que tous les triangles isocéles :

AOE, EOB, BOF, FOC, COG, GOD, DOH, HOA

sont isométriques.

Le polygone AEBFCGDH est appelé octogone car il a huit cotés.

C’est un octogone régulier car il est inscrit dans le cercle (C) et tous ses cotés ont la méme
mesure (pourquoi?).

Calculons la mesure du coté de cet octogone.

Remarquons d’abord que le triangle EAG est rectangle en A (pourquoi?).

On en déduit :

EA.EG =EA . EA = EA>.
Notons I le point d’intersection de (EG) et (AB).

On a aussi :
EA.EG = EI . EG
=EIl x EG
R./2 -
:( ;%)21{:1{2(2—\/2).
Dot : EA* = R*(2 - /2).

La mesure du cdté de octogone est donc égalea R./2 — ﬁ
Soit J le projeté orthogonal de O sur (EA).

gLy
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ATaide du triangle rectangle 4.J0, montrer que Papothéme de I'octogone, c’est-a-dire 0J,

R
estegalaﬂ.

2

La mesure du c6té et 'apothéme d’un octogone régulier inscrit dans un cercle de
rayon R sont respectivement égaux 4 :

R\/;— \,??: et 5;\/512;\/2

Exercices 1) Montrer que la mesure de I’aire de I'octogone AEBFCGDH est égale a
2R? . /2.
N/

2) Inscrire un octogone régulier dans un cercle donné.

Remarque. Nous n’envisageons ici que des polygones réguliers non croisés. (Un polygone
est dit croisé 8'il posséde deux cdtés non consécutifs ayant un point commun; sinon il est
dit non croisé).

Il existe des polygones réguliers croisés.

Par exemple, en joignant de trois en trois les sommets d’un octogone régulier non croisé,
on obtient un octogone régulier croisé (étoile 4 huit branches) : voir figure 28.

Fig. 28

3) Pentagone régulier

Soit (€) un cercle de centre O et de rayon R (figure 29).

Tragons deux rayons [OM] et [ON] dont les supports sont perpendiculaires.

Soit I le milieu de [ON] et J le point d’intersection de [MI] et du cercle de centre I et de
rayon OI.

On place sur (C) les points 4 et B tels que MA = MB = MJ.

On place ensuite sur (C) les points C, D et E tels que AB = BC = CD = DE,

On démontre (voir probléme 55, page 38) que DE = EA.

On obtient ainsi un polygone régulier a cing cotés, appelé pentagone régulier.

19




Mathématiques premiére D - Géométrie

20

c E
0 £ N
y
B / A
M Fig. 29

On démontre (voir probléme 55, page 38) que :

La mesure du c6té et 'apothéme d’un pentagone régulier inscrit dans un cercle de
rayon R sont respectivement égaux 4 :

R R
S10=2./5 et /5T

Exercices 1) Montrer que la mesure de I'aire du pentagone ABCDE est égale a
5R*? =
g " (42 /5

2) Inscrire un pentagone régulier dans un cercle donné.

Remarqgue. En joignant de deux en deux les sommets d’un pentagone régulier non croisé,
on obtient un pentagone régulier croisé (¢toile 4 cing branches) : voir figure 30.

Fig. 30

A

P




1/Figures inscrites dans un cercle - Relations métriques dans un triangle |

3 Relations métriques dans un triangle

Soit un triangle ABC (figure 31).

On note respectivement A4, B et € les angles B’ZE, ABC et ACB.
i On note respectivement a, b et ¢ la mesure des cotés [BC], [AC] et [A4B].

B a Cc Fig. 31

1) Mesure d'un coté

Ona: §E=E—I§; ]
BC? = BC? |
— (AC — 4By '
f = AC? + AB? —2AC . 4B
= AC? + AB* — 2 x AC x AB x cos A.
Dou : a?=b>+c*—2bccos A
o b =a® + ¢ — 2ac cos B
me : ’
s ¢® =a* + b? — 2ab cos C. i
Exemple

| Calculons 4, sachant que b = 4, ¢ = 5 et mes(®) 4 = 120.
Ona: a*=4>+5%—2 x4 x5 x cos 120°;

1
cos 120° = cos (180° — 60°) = — cos 60° = — X

D’ou a? = 61, c’est-a-dire a ~ 7,810.

2) Rayon du cercle circonscrit
Soit respectivement O et R le centre et le rayon du cercle circonscrit au triangle 4BC.

- — i

Soit A’ le symétrique de 4 par rapport 2 O et A’ I'angle AA'C. *

21 :
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A Fig. 32

B est aigu B est obtus

e mes(®) A’ = 180 — mes(®) B
(pourquoi?). )
e D’ou :sin A" = sin B.

e mes A’ = mes B (pourquoi?).

e D’ou :sin A” = sin B.

Dans les deux cas, 'angle ACA’ est droit (pourquoi?).

o @
Dans le triangle rectangle ACA’, on a :sin 4" = jA"
b
D’ou AA" = —; ou encore : 2R = ——
sin 4’ sin B

Vérifier que si B est droit, cette derniére égalité est encore vraie.
On g, bien siir, deux autres égalités du méme type.
Finalement :

b
APRRE. R B
sinA sinB sinC

Exemple

| Sachantquea = 5, ¢ = 4 etmes(®) C = 45, calculons la mesure de A etle rayon R du
cercle circonscrit.

En construisant un triangle ABC correspondant aux données ci-dessus, on trouve deux
positions possibles, 4; et A,, pour le sommet A.
Vérifions cela par le calcul.

De Iégalitée —=— = —__ on déduit :
sinA s C
i a sin C
C
S oS e
4
Or: 0,884 ~ sin 62,129°.

.

P
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Il en résulte que, ou bien :

mes(®) A ~ 62,129 (correspond au sommet 4,, figure 34)
ou bien :

mes(®) A ~ 180 — 62,129

Les cercles circonscrits aux triangles 4, BC et 4,BC ont le méme rayon R tel que :

3) Aire du triangle

= 117,871 (correspond au sommet A4,, figure 34).

Fig. 34

R
2sin C

4 =

T 2sindy - VE

Soit H le pied de la hauteur issue du sommet A4 du triangle ABC.
On désigne par S la mesure de I'aire du triangle ABC.

On sait que :

S=%BCXAH

1
h_EaXAH.

Pour le calcul de AH, on distingue trois cas.

a

= IR T

B est aigu

AH = AB x sin B
=csin B

C

Dans le triangle
rectangle ABH, on a: i

Fig. 35

H B
B est obtus
AH = AB x sin ABH

= ¢ sin (180 — mes(°) B)°
= c sin B.

e Hip 30
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B a c Fig 37

AH =¢
= ¢ sin 90° = ¢ sin B.

B est droit

1 o
Dans tous les cas, on a donc : § = 3 ac sin B.

On a, bien siir, deux autres égalités du méme type.

S=%bcsin/i

1 "
=§acsinB

1 -
=5absinC

Exercice Retrouver les égalités

= = =——a partir des égalités ci-

dessus.

Exemple
| Calculons § sachant que a = 4, ¢ = 3 et mes(®) B = 135.

1 .
On a: S:EacsinB

= 6 sin 135°
=6 sin 45° = 3\/5..

Exercice a) Construire un triangle 4BC tel que :
AB =g, BE =110, AC=9 (unité : le cm).
b) Calculer les mesures (en degrés) des trois angles du triangle.

¢) Calculer la mesure de I'aire du trian gle etle rayon du cercle circonscrit.

d) Calculer le rayon du cercle inscrit dans le triangle.

S T
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4 Lignes de niveau

Considérons le plan 7 et une fonction :
f: §— R
Soit k un nombre réel quelconque.

La ligne de niveau k de f est, par définition, I'image réciproque de k par f.
C’est donc I'ensemble des points M du plan tels que fiM) = k.

Dans la suite, A et B sont deux points distincts du plan .
On suppose que la droite (4AB) est munie d’une graduation compatible avec la distance,

c’est-a-dire telle que, M et N étant deux points quelconques de (4B), on ait : [MN| = MN.

1) Lignes de niveau de I'application M — AB . AM

Soit M un point du plan et H son projeté orthogonal sur (4B).

RE

m_l

(4) Fig. 38

On sait que :
AB . AM = AB x AH.
Etant donné un nombre réel k, on a done :

AB.AM =k < AB x AH =k

e
AB

Ainsi, M vérifie AB . AM = k si et seulement si son projeté orthogonal sur (AB) est le
—  k

point H déterminé par AH = ——.

AB

Conclusion :

Etant donné deux points distincts A et B et un nombre réel k, la ligne de niveau k de
'application M +— AB . AM est la droite (4) perpendiculaire a (4B) au point H tel

e A
AB

25
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Exercices Soit deux points A et B tels que 4B = 2 et 'application
f:r F—R
M 4B . AM.

. . 1
o Construire les lignes de niveau — 1, 0, 3 et2def

e Déterminer I'ensemble des points M tels que :
a) f(My=—-2; ¢ fM)=2;
b) f(M) <0; d —1< fiM)<2.

————

Soit O le milieu de [AB] et considérons un point M du plan.
On a successivement :

M MA . MB = (MO + 04) . (MO + OB)
_ — (MO + 0A) . (MO — 04)
= MO* — 04’
Fig. 39 4 g ;] AB?
: - MO2 -5
4
Etant donné un nombre réel k, on a donc :
— AB?
MA . MB =k —= MO? — 1 =k
2
— MO? :Vk-l—Af
AB?

Conclusion :

Soit deux points distincts 4 et B, O le milieu de [4B] et un nombre réel k.
La ligne de niveau k de I'application M — MA . MB est :

2 2
e Le cercle de centre O et de rayon [k + é%, sik> — Af ;

2 ‘ +
® {O}Sikzﬁéz?--; ; .

2
e [’#nsemble vide si k < — ATB
»

26
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Exercices Soit deux points 4 et B tels que 4B = 2 et l'application J
il

f:r §—R :

My— MA . MB. b

e Construire les lignes de niveau 3 et — 1 de f.
e Déterminer I'ensemble des points M tels que :
a) f(M)<3; b) fiIM)z2—1; ¢ —1<f(M)<3.
@ e Déterminer k pour que la ligne de niveau k de f passe par A.

F 3) Lignes de niveau de I'application M +— MA? + MB?2 /

Soit O le milieu de [4B] et M un point du plan.
¢ On a successivement :

3 MA? + MB®> =M A2 + MB?
X Fig. 40 = (MO +5X)2+(Moﬁ-a>)2
m = MO? + 04% + 2MO . 04 + MO>
4 h + 042 —2MO . 04
B = 2MO? + 204>
Fig. 40 i
: =22 R
2
Etant donné un nombre réel k, on a donc :
7 & , , AB?
MA* + MB? = k < 2MO +—T=k
e 2
i s B
* 4
2k — AB*

Conclusion :

Soit deux points distincts 4 et B, O le milieu de [4B] et un nombre réel k.
La ligne de niveau k de Papplication M — MA42 + MB? est :

/2k — AB>  AB*,

e Le cercle de centre O et de rayon - 5 .51 k> —
. AB?
® {0}sik= 5

2
e L’ensemble vide si k < 5

27
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2

S AB
Remarque. L'égalitt MA* + MB? = 2MO? + permet de calculer la mesure du

«segment-médiane » [MO] du triangle M AB, connaissant les mesures des trois cotésdu ¢
triangle.

Exercices Soit un triangle équilatéral ABC de c6té de mesure 2.
Soit I'application f: §— R

M +— MA* + MB? — 1.
e Déterminer k pour que la ligne de niveau k de f passe par C.

e Etant donné un nombre réel k, déterminer ensemble des points M tels
que :

Aw

fM)=k e MA.MC=0.

4) Lignes de niveau de I'application M — MAZ2 — MB2

Soit O le milieu de [4B], M un point du plan et H le projeté orthogonal de M sur (AB).
On a successivement :

_|
A i 0 B

(4) Fig, 41

M4 — MB* = (MO + 04)* — (MO — 0A)
=MO? + 0A> + 2MO . 04 — MO? — 0A? + 2 MO . O4 T
=4MO .04
=4ﬁ?xﬁ
— 4B

i =20H x AB.
: Etant donné un nombre réel k, on a donc :

i MA> — MB? =k <> 20H x AB =k
k

E Ainsi, M vérifie MA? — MB? = k si et seulement si son projeté orthogonal sur (4B)estle ¢

point H déterminé par OH = L__
2AB

e

28

P R T A YT R




e M R A T I

1/Figures inscrites dans un cercle - Relations métriques dans un triangle

Conclusion :

Soit deux points distincts 4 et B, O le milieu de [AB] et un nombre réel k.
La ligne de niveau k de lapplication M +—— MA? — MB? est la droite ()

. e : -— k
perpendiculaire a (4B) au point H tel que OH = ——.
2A4B
Exercices Soit un carré ABCD de c6té de mesure 2.

Soit Papplication :
f: #$—R
M +— MA%2 — MB2
e Déterminer k pour que la ligne de niveau k de f passe par le barycentre I
des points pondérés (4, 1) et (B, — 3).
e Soit G le centre de gravit¢ du triangle ABC. > _
Construire la ligne de niveau GB? de f. e

T

5) Lignes de niveau de la fonction M — mes(D)EﬁﬁE

Observons d’abord que I'ensemble de définition de la fonction
f: 99— R
M +— mes(®) AMB
estégal a9 —{ A, B}.
Soit x un élément de I'intervalle [0; 180].

On cherche les points M de & — { A, B} tels que mes(°) AMB = .
T On distingue trois cas.

1% cas 2a=10
Vérifier que :

mes(®) AMB = 0 <= Me(AB) — [4B].

2° cas ;o= 180

Vérifier que :

mes(®) AMB = 180 < M e]AB[. :

3¢ cas:0<a< 180

s On sait que chacun des deux demi-plans de bord (4B) contient un et un seul arc de cercle
capable de « degrés, d’extrémités 4 et B.

Notons (I;) et I) ces deux arcs capables, les extrémites 4 et B en étant exclues.
- 29
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On a alors (pourquoi?) :

mes() AMB = o <= Me(I}) U (1), (figure 42),

()

(T2)

g

Fig. 42

Conclusion :

Eant donné deux points distincts 4 et Betun élément « de [0; 1807, la ligne de niveau o'—l
de la fonction M mes(°) AMB est ;

® (AB) — [AB]sia =0
® JAB[ si o = 180;

® Larécession des deux arcs capables de x degrés, d

‘i< o < 180.

Exercices Soit deux points distincts 4 et B.

2

extrémités 4 et Bnon comprises, si

-

o Construire un arc capable de 30° d’extrémités 4 et B: notons-le ().

e A tout point de M de (I), on fait correspondre l'orthocentre H du
triangle M AB.

Déterminer I"ensemble décrit par le point H lorsque M décrit (I).
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Exercices

1 (1). Soit un twiangle ABC tel que
mes(°) B = 45 et mes(°) € = 60. O étant le centre
du cercle circonscrit, calculer les mesures des
angles du triangle OBC.

2 (1). Soit un cercle (C) de centre O et A B
deux points distincts de (), non diamétralement
opposés. Lestangentes en A eten £ au cercle (@) se
coupent en P,

1) Montrer que PA = FB.

2) Soit M le point commun a [PO] et (C). Montrer
que M est le centre du cercle inscrit dans le
triangle PABS.

3 (1). Soit le triangle 4ABC rectangle en A.
Notons A’ le second point d'intersection des cercles
de diamétres [AB] et [AC].

1) Montrer que A’ appartient a {BC).

2) Une droite passant par 4 coupe respectivement
les cercles en B’ et €. Montrer que I'angle B'/A'C’ est
droit.

4 (1). Soitun cercle (C) de centre O et un point
M n’appartenant pas a (C). On trace deux droites
distinctes (4) et (D) passant par M: (4) coupe (€)
en A et B; (D) coupe (C) en Fet F.

Montrer que :

1) 8i M est a lintérieur du cercle (C), alors
mes ME:; (mes (I7) + mes (I3)),

(I) et (I3) étant resl?_gs:t_iverpirltm les arcs
interceptés par les angles AME et BMF.

2) Si M est  I'extérieur du cercle (€), alors :

T |
mes AME = 2 [mes (I7) — mes (I3)],

(I1) et (I3) étant les deux arcs interceptés par
f'anglem

5 (1). Dans la figure ci-contre, M, N. P, Q sont
respectivement les milieux des arcs 45, BC. CD et

DA, Utiliser le résultat de la premiére question de
I'exercice 4 pour montrer que (MP) st (CQN) sont
perpendiculaires.

6 (1). Soitun cercledecentre Qetun point A du
cercle. Al'intérieur du cercle on prend un point B tel
que (OB) et (OA) soient perpendiculaires. La droite
(AB) coupe le cercle en un second point C.

1) Utiliser le résultat de |a premiére question de
I'exercice 4 pour montrer que :

mes AOC = 2 mes ABO0.
2) La tangente en C au cercle coupe (OB) en D.
Montrer que BDC est un triangle isocéle.

7 (1). ABC étant un triangle inscrit dans le cercle

(€) de centre O, la bissectrice de I'angle BAC coupe
() en un second point D.

1) Montrer que (OD) est la médiatrice du segment
[BC].

2) La bissectrice de I'angle ABC coupe (C) en un
second point £; la droite (DF) coupe (AC) et (BC)
respectivement en M et /.

Montrer que le triangle CMN est isocgle.

8 (1). ABC étant un triangle inscrit dans un
cercle (C), soit H son orthocentre, Montrer que le
symétrique de A par rapport au support d'un des
c6tés du triangle appartient a (©).

9 (1). Soit un cercle (C) de centre O et deux
points distincts B et C de (). Soit 4 le milieu de

I'arc BC. On trace deux cordes [AH] et [AK] telles
que (AH) et (AK) coupent (BC) respectivement en
D et E, qui appartiennent au segment [BC].

1) Comparer meszgl?et mes AEB.

2) Montrer que H. D, £ et K appartiennent 3 un
méme cercle,

3) Montrer que (AC) et (AB) sont respectivement
tangentes aux cercles circonscrits aux triangles
ECK et DHB.

10 (1). Soitlecarré ABCD et Eun pointde [DC],

distinct de D et de C. La droite (B£) coupe (AD) en.

F; la droite passant par 8 et perpendiculaire 3 (BE)
coupe (AD) en K et (DC) en L.

1) Montrer que le quadrilatére BDEK est

inscriptible.
Calculer (en degrés) la mesure de I'angle BEK.
2) Montrer que BF = BL.

11 (1). Soit le triangle ABC rectangle en A. On
designe par D, £ et F les points de contact du cercle
inscrit dans le triangle avec les droites respectives
(BC). (CA) et (4B), et par { le centre du cercle. On
trace la droite passant par £ et perpendiculaire 3 la
droite (FD) au point J.
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Montrer que :

1) JED est un triangle isocéle et (JC) passe par /.
2) Lespoints A, F,J, /, £ appartiennent a un méme
cercle et I'angle AJC est droit.

12 (1). ABC étant un triangle, on construit les
triangles équilatéraux BCA’, CAB' et ABC tels que :
A et A’ n"appartiennent pas @ un méme demi-plan
de bord (BC);
B et B’ n’appartiennent pas a8 un méme demi-plan
de bord (AC);
C et C’ n'appartiennent pas & un méme demi-plan
de bord (AB);
Montrer que :

1) Les cercles circonscrits aux triangles BCA’,
CAB’ et ABC' sont concourants en un point M.
2) Les droites (4A4'), (BB) et (CC') sont
concourantes en M.

13 (2). Soituncercle (C) de centre O et [AB] un
diamétre.

a) On construit un arc de cercle de centre £ et de
rayon B0 coupant (C) en C et D. Montrer que
ACD est un triangle équilatéral.

b) On construit un arc de cercle de centre A et de
rayon AQ coupant (C) en E et F, (£ appartient a

ACB). Montrer que AECBDF est un hexagone
régulier.

14 (2). Soit ABC un triangle équilatéral inscrit
dans le cercle de centre O et de rayon R. Les
tangentes en A et en B se coupent en D.

1) Montrer que ABD est un triangle équilatéral.
2) Calculer et exprimer OD en fonction de R.

15 (2). Soituntriangle ABC inscritdans le cercle
(€) de centre O et de rayon A et tel que :

mes () AB =120 et mes(°)BC = 72.

1) Calculer et exprimer AC en fonction de R (on
distinguera deux cas).

2) On suppose que C appartient au «grand»
arc AB.

La bissectrice de I'angle ZEEcoupe (C)enD et
(AC) en E.

a) Calculer la mesure en degrés de I'angle BDO.
b) Calculer et exprimer BD et BE en fonction de R.

16 (2). Soit ABCDEF un hexagone régulier
inscrit dans un cercle (C) de rayon A. On construit
les tangentes au cercle (€) en chacun des sommets
de I'hexagone.

Les tangentes aux points 4 et B se coupenten A’;
celles aux points B et C se coupent en B’...; celles
aux sommets F et A se coupenten F. On obtientle
polygone A'B'C'D'E'F'.

1) Montrer que A'B'C'D'E'F est un hexagone
régulier.

2) Exprimer en fonction de R l'apothéme et la
mesure du cdté de cet hexagone.

17 (2). Soit ABCDEF un hexagone régulier
inscrit dans le cercle de centre O et de rayon R. Les
droites (AC) et (AE) coupent la droite (BF)
respectivement aux points / et J.

1) Montrer que A/J est un triangle équilatéral et
que B/ = IJ = JF.

2) Exprimer en fonction de R la mesure du cété du
triangle A/J et le rayon du cercle circonscrit a ce
triangle.

18 (2). Soit ABCD un trapéze de bases [AB] et
[CD], inscrit dans le cercle (€) de centre O et de
rayon R, et tel que :

— [AB] soit un cété d'un triangle équilatéral
inscrit dans (C);

— [CD] soit un cété d'un hexagone régulier inscrit
dans (C);

— le point O appartienne ala bande de bords (48)
et (CD).

1) Faire la figure.
2) Calculer 30,01 prés la mesure de |'aire du cercle

() sachant que la mesure de I'aire du trapéze est
égale a 5.

19 (2). Danslafigure ci-contre, ABCDEFGH est
un octogone régulier inscrit dans le cercle (C) de
centre O et de rayon A.

A
H B
H A
.G, \
G 0 C
F’ G
\E, -
F D
E

1) Montrer que A'B'C’'D'E'F'G'H’ est un octogone
régulier.

2) Exprimer en fonction de R la mesure du c6té de
cet octogone.

3) Soit S et S’ les mesures respectives des aires des
deux octogones ABCDEFGH et AAB'C'D'EFG'H'.

Calculer le quotient =
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20 (2). Dans la figure ci-dessous :
A G E B

D I z ¢

— ABCD est un carré de centre O et de coté de
mesure 7.

— EOF, @,@et@ sont respectivementdes
arcs des cercles de centres A, B, C et D.

1) Montrer que E£JHLIFKG est un octogone
régulier.

2) Exprimer en fonction de £ la mesure de l'aire de
cet octogone et celle de la partie hachurée.

21 (3). Deuxcercles (C) et {€'), l'un de centre O
et de rayon R et I'autre de centre O’ et de rayon R,
se coupent en deux points A et B tels que :

mes (°) AOQ =45, mes (2) ,746"5= 30.

On pose 00’ = d.
1) Calculer et exprimer R et ' en fonction de d.

2) (O'A) coupe le cercle {C) enun second point C.
Montrer que [AC] est un c6té d'un polygéne
régulier inscrit dans {€). Exprimer en fonction de d
la mesure du cdté de ce polygone.

22 (2). Onconsidére le cercle (C) de centre O et
de rayon R et un coté [AB] d'un polygone régulier
de ncotés (neN — {0, 1, 2}) inscrit dans (C).
Placer le point Csur rarcAB de facon que [AC] soit
un coté d'un polygone régulier de 2n cotés inscrit
dans (C).

1) Montrer que :
a) (CO) et (AB) sont perpendiculaires.

2) Applications :

a) Exprimer en fonction de R la mesure du cots
d‘un dodécagone régulier inscrit dans (C).

b) Retrouver la mesure du c6té d'un triangle
équilatéral inscrit dans (C) a partir de la mesure du
coté d’'un hexagone régulier inscrit dans (C).

23 (2). On désigne par ¢ la mesure du cété d'un
palygone régulier de n cotés (neN —{0,1,2})
inscrit dans un cercle (C) de rayon A.

1) Exprimer en fonction de n, ¢ et R la mesure de
I'aire du polygone.

2) Application : exprimer en fonction de R la
mesure de l'aire d'un :

— hexagone régulier inscrit dans (C);
— octogone régulier inscrit dans (C);
— pentagone régulier inscrit dans (C).

24 (3). On considére un triangle ABC. Calculer
BC dans chacun des cas suivants :

— 3
a) AB =2, AC =3, mes (rad) BAC = %

b) AB =5, mes(°) BAC = 30, mes(°) BCA = 45;

¢) mes (0)'32_5: 50 et le rayon du cercle circons-
crit au triangle est égal a 5.

25 (3). Leplan estmunid‘unrepére orthonormé
(0, 1, J). Placerles 3 points :A(—1, 3), B(5, 2) et
c(0, —2). iy

Calculer les mesures des angles A, B et C du triangle
ABC.

26 (3). Onconsidére le triangle ABC et le projeté
orthogonal A de A sur (BC). Soit R le rayon du
cercle circonscrit au triangle ABC.

AC x AB

1) Montrer que R =
) q AN

2) "Application :
Sachant que AH =5 HB =3 et HC =2,
Calculer :

a) R et la mesure de I'aire du triangle ABC;

b) les mesures (en degrés) des angles du triangle
ABC (on distinguera deux cas).

27 (3). On considére le triangle ABC tel que :
AB =5 BC=4, AC=6.
Calculer 2 0,01 prés :

1) les mesures (en degrés) des trois angles du
triangle;

2) les mesures des trois «segments-hauteur» du
triangle;

3) les mesures des trois «segments-médiane» du
triangle;

4) les rayons respectifs des cercles inscrits et
circonscrits.

28 (3). Soit un parallélogramme ABCD tel que :
mes (°)BAD =30, AB =5 et AD=3.

Calculer la mesure des deux diagonales [AC] et
[BD] du parallélogramme.
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29 (3). Soit un triangle ABC tel que :

mes (°) ABC — 45, mes(°) ACE ~ 30 et BC — 6.
Calculer la mesure de l'aire et le périmétre du
triangle ABC.

30 (3). On considére un quadrilatére ABCD tel
que :
AB =10, mes(¢) ABC =50, BC =7,
CD =5, mes(°) BAD =70

et tel que A et D soient dans le méme demi-plan de
bord (BC). Calculer & 0,01 prés les mesures de

[AC]. ADC. BCD, [AD] et [BD].

31 (3). On considére le cercle de centre O et de
rayon R. Placer sur le cercle trois points A, B et Ctels
que AOBC soit un trapéze de bases [A0] et [BC].

1) Montrer que :
mes(°) ACE — mes(°) ABC = 90.
2) Montrer que :
AB% 4+ AC? = AR?.
Indication :

e Utiliser le projeté orthogonal H du point 4 sur
(BC).

AB AC

* sinC‘zsinE:ZR'

32 (3). Soitle cercle (C) de centre O et de rayon
R.

1) Construire un triangle ABC inscrit dans (C) tel
que :

— mes(°) A = 60;

— la distance du point A & (BC) est égale a
R =

5 W2+

2) Exprimer en fonction de R la mesure de ['aire et
le périmétre du triangle ABC.

33 (3). Onconsidére le segment [BC] de mesure
a.

1) Construire un triangle ABC tel que :

— mes(°) BAC = 30
— la mesure S de |'aire du triangle ABC est égale a
a*./2

T
2) a) Exprimer en fonction de a le rayon du cercle
circonscrit au triangle ABC.

b) Calculer les mesures (en degrés) des angles
ABC et ACB.

34 (3). Onconsidére le triangle ABC. Soit A', B’
et C’ les milieux respectifs des cotés [BC], [CA] et
[AB].

Montrer que :

1 9BC?
a) BB+ CC?=—| 244" + ——|;
4 2
b) si AA" = 3BA’, alors :
BB 4 CC™? = AA™

35 (3). Soit G le centre de gravité du triangle
ABC. Montrer que :

AB* 4+ BC? + CA* =3(GA*+ GB? + GC?).

36 (3). On considére le rectangle ABCD et un
point P & I'«intérieur » du rectangle. Montrer que :

PA% — PB? + PC? — PD? =0,

37 (4). Soitdeux points A et B tels que AB = a.
Quel est I'ensemble des points M tels que :

MA . MB ~ 227

Construire cet ensemble.

38 (4). Soit un triangle ABC rectangle en A, tel
que AB = 3 et AC = 4. Déterminer I'ensemble des
points M dans chacun des cas suivants :

a) ﬁﬂ?.ﬁ: —5;

b) MA . (AB + AC) = 2.

39 (4). Soitdeux points A et B tels que AB = 3.
On considére I'application

o —> R
M = Ff(M)
telle que :
f(M) =MA . AB + ME . AB.

1) Soitk un nombre réel. Trouver laligne de niveau
kdef
2) Quel est I'ensemble des points M tels que :

—1<F(M) <27

40 (4). Soit deux points 4 et B tels que A8 = 4.
On considére la fonction

f: T— R
MA

MbE— —
MB

1) Quel est I'ensemble de définition D, de f?
2) Montrer que :
YMeD, [f(M) =3]
<= (MA +3MB) (MA — 3MB) = 0.

34
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3) Soit G, le barycentre des points pondérés
(A, 1) et (B, 3). G, celui des points (4, 1) et
(B, —3).

a) Construire G, et G,.
b) Montrer que :

YMeD, [f(M)=3] <> MG,. MG, = 0.
c) Quel est I'ensemble des points M tels que :

MA
—— = 37 Construire cet ensemble.
MB

41 (4). Soituncarré ABCD inscrit dans le cercle
de centre O et de rayon R.
Quel est 'ensemble des points M tels que :

1) (MA +2MB) (2MC + MB) = 0?
2) (MA + MB)(MC + MD) = 2R*?
42 (4). Soit un triangle équilatéral ABC dont la

mesure du coté est 5. Soit O le centre du cercle (€)
circonscrit a ce triangle.

1) Calculer le rayon du cercle (CG).
2) Déterminer I'ensemble des points M tels que :

MA (MB + MC) = — MA™.

43 (4). Soit deux points distincts 4 et B.

1) a) Construire le barycentre G, des deux points
pondérés :

(A, 2) et (B —3).

b) Quel est I'ensemble des points M tels que :
(2MA — 3MB)AB = 0?

2) a) Construire le barycentre G, des deux points
pondérés :

(A —3) et (B 1)
b) Quel est I'ensemble des points M tels que :

(2MA — 3MB) (— 3MA + MEB) = 0?

44 (4). On considére le triangle ABC. Soit 4°, B’
et C' les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

1) Montrer que les deux triangles ABC et A'B'C'
ont le méme centre de gravité.

2) Quel est I'ensemble des points M tels que :
(MA + MB + MC) (MA' + MB" + MC") — 4442

45 (4). Soit un rectangle ABCD inscrit dans le
cercle (C) de centre O et de rayon R.
On définit 'application
i 45— R
M +— F(M)

par :
fF(M) = MA? + MB? + MC? + MD?,

1)} Soitk un nombre réel. Trouver la ligne de niveau
k de I'application £.

2) Déterminer la valeur de & (en fonction de &)
pour que la ligne de niveau & passe par le point A.

46 (4). Dans le plan ¥, on considére un triangle
équilatéral ABC dont la mesure du c6té est égale
a.

1) Déterminer la position du barycentre G des
points A, B, C affectés des coefficients respectifs 2,
1. E
Faire le dessin.
2) Quel est 'ensembie des points M de ¢ tels que :
2MA* + MB? + MC? = 22>,

Tracer cet ensemble,

Bac D. Cote d'Ivoire. Juin 1984.

47 (4). Soit un quadrilatére ABCD.
On considére I'application

o s — R .
M = MA* — MC2. <
1) On suppose que :
AB? + CD?* = AD? + BC*.

Montrer que f(B) = F{D) et que (BD) et {AC) sont
perpendiculaires.,

2) Réciproquement, onsuppose que (BD) et (AC)
sont perpendiculaires. Montrer que :

AB* 4 CD? = AD? + BC2,
3) Enoncer une condition nécessaire et suffisante

pour que les diagonales (AC) et (BD) soient
perpendiculaires.

48 (4). Leplan 3 estmunid’un repére orthonor-
mé (0, /, J). Placer les points A(0, 4), B(— 3, 0)
et C(2, 2). Soit D et £ les milieux respectifs de [AB]
et [OC]. 3
On considére I'application

f:T— R
M v+— MAZ? 4+ MB? — MC?* — MO?>,
1) Calculer f(A), f(B). f(C). f(0).
2) Montrer que, pour tout point M du pland,ona:
1.7/
(M) =2(MD? — ME?) +?.
3) Quel est I'ensemble des points A tels que

3
(M) = _E? Construire cet ensemble,
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49 (4). Soit un hexagone régulier ABCDEF
inscrit dans un cercle de centre 0. On considére la
fonction

f: §— R
M — mes(°) AMO.
1) Calculer £(B), F(C), f(D), f(E) et f(F).
2) Construire la ligne de niveau 60 de I'application

3) Déterminer « pour que la ligne de niveau « de f
contienne le milieu K du segment [BC].

50 (4). Soit un pentagone régulier ABCDE
inscrit dans un cercle de centre O.
On considere la fonction

L=l

M —— mes(°) AMO.

1) Calculer f(B). f(C), f(D) et f(E).

2) Soit K le point d'intersection de (AC) et (BE).
a) Montrer que K appartient & la droite (DO).

b) Calculer f(K).

36
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Problemes

Construction du cercle inscrit
et des cercles exinscrits & un triangle

51. Soit le triangle ABC et son cercle circonscrit
(€) de centre O. La médiatrice de [BC] coupe (C)
en M et N (N appartient a {"arc ﬂé).

1) Montrer que (AM) et (AN) sont deux axes de
symétrie de (4A8) u (AC).

2) Soit / le centre du cercle inscrit (G;) dans le
triangle ABC.
Montrer que :

. e
a) (B/) passe par le milieu de I'arc ANC.

b) le triangle MB/ est isocéle.

3) Soit J le symétrique de / par rapport 3 M.
Montrer que :

a) (JB) L (B/);
b) (JB) est un axe de symétrie de (BC) U (BA).
¢) (JC) est un axe de symétrie de (BC) u (CA).

En déduire que J est le centre d'un cercle (C,)
tangent aux droites (AB), (BC) et (CA).

4) Trouver deux cercles, autres que (G;) et (G,),
tangents aux droites (AB), (BC) et (CA).

5) Application :

Soit un triangle POR et son cercle circonscrit.
A l'aide de la régle et du compas, donner un

programme de construction de quatre cercles
tangents aux droites (PQ), (OR) et (RP).

Droite de Simson et point de Miquel

52. Soit le triangle ABC inscrit dans un cercle (C).

1) Soit M un point de (C) distinct des points 4, B
et C.

On désigne par D, £ et F les projetés orthogonaux
respectifs du point M sur (BC), (AC) et (AB).

a) Montrer que :

— les points M, £, D, C appartiennent 8 un méme
cercle;

— les points M, £, A, F appartiennent @ un mém
cercle. ’

b) Comparer les mesures des angles 5?5‘ et FEA.

¢) En déduire que D, E et F sont alignés.

2) Soit N un point du plan distinct des points 4, B
et C.

On désigne par 2, £ et £ les projetés orthogonaux
respectifs du point NV sur (BC), (AC) et (AB).

a) Montrer que si D', F'et F sont alignés alars le
point /V appartient au cercle (€).

b) Enoncer un théoréme reprenant les résultats
1c)et2a).

3) Application :

Soit le triangle POR. Une droite (A) coupe (PQ),
(QR) et (RP) respectivementen S, U et T (figure
ci-dessous). Montrer que les cercles circonscrits
aux triangles PST, TRU, POR et SQU sont
concourants.

2

(4)

U
0 R e

53. Soitun cercle (C) de centre O et [AB] un cété
d’un hexagone régulier inscrit dans ce cercle. On
désigne par (P;) le demi-plan de bord (AB)
contenant le point O et (P,) I'autre demi-plan de
bord (AB). Dans (P,) on trace deux demi-droites
[AX) et [BY) telles que :

mes (°) ABY = mes (°) BAX — 120.

(AX) et (BY) recoupent (C) respectivement en M,
et M,.

1) Montrer que :

a) [AX) et [BY) sont deux demi-tangentes au
cercle circonscrit (1) au triangle AOB.

b) (AX) et (BY) sontrespectivement paralléles aux
droites (OA) et (0B).

c) (AM,) et (BM,) sont respectivement perpendi-
culaires aux droites (OB) et (OA).

d) (M;M,) est tangente en O au cercle (.
2) Placer un point M sur le cercle () tel que :
ST AT
MeM M, et Me¢MAM,.

La droite passant par B et paralléle & (AM) coupe
(€) en N et les droites (AN) et (BM) se coupent
en P.

a) On suppose que M est distinct de M, etde M,.
Calculer la mesure en degrés de I'angle?—l}"ﬁ En
déduire que P appartient a (I').

b) Onsupposeque Met M, sont confondus. Ot se
trouve le point P sur (I')?

¢) Onsuppose que Met M, sont confondus. Qu se
trouve le point P sur (IN)?

d) Quel est I'enfg_lee décrit par le point P
lorsque M décrit M, M,?
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3) Placer un point R tel que :
R
ReM AM,, R#A e R#B.

La droite passant par £ et paralléle & (AR) coupe
(€) en S et les droites (AS) et (BR) se coupent
en O.

a) Calculer lamesure en degrés de I‘anglezaé'(on

distinguera deux cas).

b) Quel est I'ensemble décrit par le point Q
o /—-—\

lorsque R décrit M, AM, — {A B}?

54. Soit le cercle (€) de centre O et de rayon R.

Soit [AB] un cdté d'un triangle équilatéral inscrit

dans (€). Soit M un point du «grand arc» :l-§
distinct de A et de B, et soit C et D deux points
distincts de la droite (MA) tels que :

MC = MD = MB.
1) Trouver I'ensemble décrit par le point C et celui
décrit par le point O lorsque M décrit I'arc ouvert
AB. Construire ces ensembles.

2) On trace les droites (4,) et (4,) passant par M
et respectivement paralléles a (BC) et (BD); (4,)
coupe {C) en un second point P et (4,) coupe (C)
en un second point Q.

Montrer que P et Q sont «fixes» lorsque M décrit

I'arc ouvert AB.

3) Sachant que mes(°) ABM — 40,
a) Calculer les mesures des angles des triangles
ABC et ABD;

b) Exprimer en fonction de R les mesures des cotés
des triangles AMB, ABC et ABD.

55. |. — Calcul des mesures des cétés et des
apothémes d'un décagone et d'un pentagone
réguliers.

On partage le cercle (@) de centre O et de
rayon R en 10 arcs isométriques deux 3 deux :

AB, BC CD..,.JA (figure ci-dessous).

1) Calculer les mesures en degrés des arcs A5 et
R
ACD.

2) Soit K le point d'intersection de (AD) et (OB).

a) Montrer que les triangles AKO, ODK et AKB
sont des friangles isocéles.

b) Montrer que les triangles AKO et AOD sont
semblables.

En déduire que AD x AK = R%.

¢) Montrer gue ;
R = R,
49:2,,{\,‘5+1) et AK:AE:E(V‘-S---H.

3) Montrer que ADF est un triangle rectangle et
que :

R — =
FD == /10-2/5.

4) [AB]estuncétéd'undécagonerégulieret [FD]
est un co6té d'un pentagone régulier inscrits dans
()

a) Sur la figure donnée, construire ces deux
polygones.

b) Montrer que I'apothéme du décagone régulier

est égal & ‘: \/‘10 + 2\;?31 et celui du pentagone
R -
régulier est égal a 2 (/5 +1).

Il. — Construction d'un décagone et d'un
pentagone réguliers & laide de fa régle et du
compas.

On considére le cercle (C) de centre O et de
rayon A.

1" méthode

1) Tracerdeux rayons [OM] et [ON] du cercle (C),
dont les supports sont perpendiculaires.

Placer /, le point milieu de [ON], et J, K les poinis
d'intersection du cercle de centre / et de rayon /O
avec la droite (Mf) (le pointJ appartient au
segment [M/f]).

M

a) Montrer que les deux triangles MOJ et MKQ
sont semblables. En déduire que MJ x MK = R~

38
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.

b) Montrer que MJ est égal a la mesure du coté
d’un décagone régulier inscrit dans (C).

¢) Endéduire un programme de construction d’'un
décagone régulier et d'un pentagone régulier
inscrits dans (C).

2¢ méthode

2) Soit [MN] un diamétre de (C) et [OP] un rayon
de (C) dont les supports sont perpendiculaires.

Placer /, le milieu de [ON]. On construit un arc de
cercle de centre / et de rayon /P coupant [OM] en J,

N

a) Montrer que OJ et JP sont respectivement
égales a la mesure du coté d'un décagone régulier
et du co6té d'un pentagone régulier inscrits dans

().

b) En déduire un programme de construction de
ces polygones réguliers.

56. Soit deux points A et B tels que AB = 5.
I.— On considére I'application
t: + — R
M +— 4MA? + MB*

1) a) Construire le barycentre G; des points
pondérés (4, 4) et (B, 1).

b) Calculer (G,).
.2) En écrivant MA” = (G, A — G, M)? et
MB? = (G,B — G, M)?,
a) Montrer que :

YMed f(M) =f(G,) +5G,M?*;
b) Déterminer I'ensemble (£,) des points M tels
que :

f(M) = 40.

Construire (£,).
Il. — On considére I'application

g: $—R
M — 4MA* — MB2.

1) a) Construire le barycentre G, des points
pondérés (4, 4) et (B, —1).

b) Calculer g(G,).
2) a) Montrer que :
YMed g(M) =g(G,) + 3G, M~

b) Déterminer I'ensemble (£,) des points M tels
que :
g(M) = 40.

Construire (£,).

I1l. — On considére I'application
h: §— R .
M — oMA? + fMB?
ol z et B sont deux nombres réels tels que
x+ f#0.

1) Soit G le barycentre des points pondérés (A, =)
et (B, B). Montrer que :

YMed h(M) =h(G) + (x+ B)GM>.
2) k étant un nombre réel, déterminer, suivant les
valeurs de k. I'ensemble des points M tels que :
h(M) = k.
3) Retrouver (£,) et (£,).

57. Soit A et B deux points distincts du plan 7.

1) k étant un nombre réel strictement positif et
différent de 1, démontrer que :

=

< [(MA + kMB) (MA — kMB) = 0].

VMed — (B)

2) Soit G, le barycentre des points pondérés
(A 1) et (B, k) et G, celui des points pondérés
(A 1) et (B, — k).

a) Montrer que :
VMed (MA + kMB) (MA — kMB)

= (1 — kMG, . MG,.
b) Endéduire que I'ensemble des points A/ du plan

MA
tels que WE = k est un cercle de diamétre [G, G,].

3) Application

.Déterminer I'ensemble des points M dans chacun
des cas suivants :

o A2
MB 3

b) |MA + MB| = |MA + 2MB;

¢) |MA —2MB| = | — 3MA + ME .
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2 Trigonométrie

Lecon1: FONCTIONS SINUS ET COSINUS

Lecon 2: EQUATION ET INEQUATIONS TRIGO-
NOMETRIQUES ]

Lecon 3: FORMULES D’ADDITION ET CONSE--
QUENCES

1 Fonctions sinus et cosinus

1) Rappels et compléments

a) Rappelons la définition du sinus et du cosinus d’un angle orienté, ou d’un nombre réel
appartenant 4 ]— x, x].

Considérons, dans le plan orienté, un repére orthonormé (0, A, B) de sens direct.

Soit (C) le cercle trigonométrique, c’est-a-dire le cercle de centre O et de rayon 1 (figure 1).
A tout point M de (€) correspond I'angle orienté () :

(d) = (04, OM)
et I'élément o« de ]— =, 7] :

-

o = MES(0A, OM).

Sinod —— M
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Le cosinus de (d) ou de o, noté cos (&) ou cos «, est par définition, I'abscisse du point M
dans le repére (0, 4, B).

De méme, le sinus de () ou de o, noté sin () ou sin «, est par définition, 'ordonnée du
point M dans le repére (O, A4, B).

Rappelons les propriétés suivantes (d’ailleurs immeédiates) :

—1<cosa<gl,

—1<sing <1,

Voe]—m, ]
l cos?o + sina = 1,

b) Avec les notations ci-dessus, supposons que o appartienne a ] — 7, n[, cest-a-dire que
M # A’ (figure 2).

B
Meer L 4—sina
| g
| ~ e O
I
|
1
o lcos Y,
b7 0 14
< [
|
|
l
=1« Hig, 2
M

Soit M’ le symétrique de M par rapport & (O A).

Les coordonnées de M étant :
(cos o, sin «),
celles de M’ sont :

(cos o, — sin a).
Or : MES (04, OM)) = — «.

Les coordonnées de M’ sont donc aussi :

(cos (— ), sin (— a)).
D'ou : Vae]—m, n[ { S?:: z{__a;x]zz—cosz: :x.

¢) Supposons que o appartienne a [0, «], c’est-a-dire que M appartienne 4 la partie rouge
du cercle (C), figure 3. Soit M’ le symétrique de M par rapport a (OB).
Les coordonnées de M’ sont :

(— cos a, sin «).
Or : MES (04, OM") = 7 — a.
4]

R R—

e S e b sl . . ast STh i . B
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Les coordonnées de M’ sont donc aussi :

(cos (r — w), sin (& — &)).

D’ou :
X cos(m — o) = — cosa,
Voel[0, n] ; ( ) .
sin(n — &) = sina.
B
M _____L._ _NM
1 sin & 1
1 !
| |
I |
I i
1 1
L ‘ J
— COS o O cos o A
©)
Fig. 3

2) Représentation graphique des fonctions sinus
et cosinus, de ]— =#, n] vers R

Soit 'application f,:]—m 7] — R

X — sin Xx.
Le plan étant muni d’un repére orthonormé (O, I, J), on se propose de construire la
représentation graphique (C,) de fp.

Fig. 4
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En considérant le cercle trigonométrique (figure 4), on obtient le tableau de variation
de 1o

Y DN AR AR AN

A T'aide d’une calculatrice ou de tables trigonométriques, compléter le tableau de valeurs
de f, suivant :

__5£3ﬂ2n7rﬁn

2n | 3w | 5S¢
6 4 3 2 3 4 6

o 2
=
R
w| A
(SRR
LS ]
N

Jo(x)

Construisons la représentation partielle de f, correspondant a ce tableau de valeurs :

J1 '] e

A

Fig. 5

A Taide d’un traceur de courbes, permettant d’obtenir des représentations particlles
comportant un grand nombre de points, on obtient :

Fig. 6
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On admet finalement que la représentation graphique (G,) de f, est la suivante :

(€y)

R —
a4

Fig. 7

En procédant de la méme fagon, on obtient la représentation graphique (C;) de
I'application g¢go:]—7n, 7] — R
X > COS X.

3) Les mesures d'un angle orienté

a) Considérons la figure 9, ou (C) est le cercle trigonométrique et (4I) la tangente 4 (C)
en A.

Le point I est choisi dans le demi-plan [(44"), B) tel que AI = 04 = 1.

La droite (A7) étant graduée au moyen du repére (4, I), notons I’ le point d’abscisse — 1
de cette droite.

Soit M un point de (C) et posons :

o = MES (04, OM).

o est un €lément de ]1— =, 7.

Supposons o = 0 pour fixer les idées, ce qui correspond au choix de M sur la figure 9.
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o+ 4n
o+ 2%
o+ 21
5 o
B
M 1
At L4
. 0
© | 7
o—2n o — 271
o—4n
Fig. 9

Imaginons que 'on place un fil sur la droite (A1) et que 'on marque d’un trait les points du
fil coincidant avec les points de (A1), d’abscisses respectives :

ey 08— 47, 00 — 27, o, o + 27, o + 47, o + 6, ...
Enroulons autour du cercle (C), comme suggeré par les fleches rouges de la figure 9, la

partie du fil placée sur la demi-droite [ AI).
Dans ce mouvement, les points du fil correspondant aux abscisses :

o, o + 27w, o + 47w, o + 6, ..
viennent tous se placer sur le point M (pourquoi?).

Enroulons ensuite autour de (C), comme suggéré par les fléches noires de la figure 9, la
partie du fil placée sur la demi-droite [AI").
Dans ce mouvement, les points du fil correspondant aux abscisses :

o0 — 2m, o0 — 4m, aa — 6, ...

viennent aussi se placer sur le point M (pourquoi?).




|
i
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Ce qui precéde est valable pour o < 0 mais, dans ce cas, le point d’abscisse « de la droite
(AI) appartient a la demi-droite [ AI).

On dit que le point M est le point-image sur le cercle trigonométrique de chacun des
nombres « 4 2kx, (ke Z).

Le nombre ¢, élément de ] — =, n] ct note MES (OA OM} est appelé la mesure principale

(en radians) de I’angle orienté (OA OM)
Chacun des nombres o + 2km, (ke Z), est appelé une mesure (en radians) de 'angle orienté

(OA OM)

Ces mesures peuvent aussi s'exprimer en degrés ou en grades
Par exemple, la mesure principale et les mesures de (OA OM) exprimées en degrés, sont
respectwement égales 4 :

180 180
—ua et ?-m+k360, (keZ).

Dans la suite, toutes les mesures seront exprimées en radians (sauf avis contraire).

Exercice Calculer 10 mesures (certaines positives et certaines ‘négatives) de chaeun
des angles orientés dont la mesure principale est :

In T T ®w 3m

T3 T3 Vo3 oy i .

b) Considérons 4 présent le probléme inverse : tout nombre réel est-il une mesure d’un
angle orienté?

En d’autres termes, étant donné un nombre réel quelconque x, existe-t-il un élément « de 1
—m, ©] et un élément k de 7 tels que :

x =0+ 2kn?
Il revient au méme de chercher un élément k de Z tel que :
% —2knel—m,x].
Pour tout élément k de 7, on a successivement :

krn + =

~nm<x—2kn < ek —n<x <2
< 2kn + 2n

= 2kn<x+4+m=n
X+n

1
21

x
+

— k<

=

Or, on sait que pour tout nombre réel y, il existe un unique élément n de Z tel que
n<y<n+ 1
En déduire que pour tout nombre réel y, il existe un unique ¢lément k de Z tel que
k<y<k+1.

Par conséquent, pour tout nombre réel x, il existe un unique élément k de 7 tel que : ¥

e
2
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Posant o = x — 2kmx,
on a alors :

x =o+ 2kn, avecae]—m, ]
On a donc établi que :

Tout nombre réel x a un point-image M sur le cercle trigonométrique et est donc une
mesure de 'angle orienté (04, OM).
La mesure principale de (04, OM) est :

x — 2km,

ou k est 'unique ¢lément de 7 tel que k < x2_+n <k+ 1
T

Exemple

E Calculons la mesure principale de I'angle orienté dont i

est une mesure et

plagons le point-image correspondant sur le cercle trigonométrique.

141n

)
4 145
Ona: T*?—IS,IZS

141
% 2k ot

Comme 18 < 18,125 < 19, la mesure principale cherchée est égale a
k = 18; elle-est donc égale a — 34£

. . 141
La figure 10 nous donne la position du point-image M du nombre —&-if- sur le cercle

trigonométrique.
Fig. 10
/‘ ‘AA
s 3n
J MES (04, OM) = =
M -
Exercices Calculer la mesure principale des angles orientés de mesures respectives :
5Tn 5Tr 3x
it PR RN N |
i 5 T 2 000,

et placer les points-images sur le cercle trigonométrique.
Dans le dernier cas, on exprimera en degrés la mesure principale de Pangle
orienté de mesure 1000, afin de pouvoir utiliser un rapporteur.
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4) Définition et représentation graphique de la fonction sinus, de R vers R
a) Daprés ce qui précéde, on sait que pour tout nombre réel x, il existe un unique
¢élément k de Z tel que :

b2l gty
2x

c’est-a-dire tel que :

2kn —m<x<2kn+
Pour tout élément k de Z, posons :

Dy = 12kn — 7, 2kn + =].

Les intervalles D, sont représentés sur la figure 11.

—Tr — 57 — 3z —z 0 = 3n 5n Tr 9n
W@MWM_AW
Doy D, by B, D, D, D, D, D, D,

Fig, 11

b) Dans ce qui suit, le plan est supposé muni d’un repeére (0, I, J).
On utilisera I'application f, : Dy — R

X > sin x
dont la représentation graphique (C,) est donnée par la figure 7.

e Soit x un ¢lément de D, .
Ona: T<x<3m

Dol —z<x—2n<m, c’est-'&—'dire :
X —2neD,.
On peut donc considérer I'application fi:D,— R
X > folx — 2m). -
Draprés le Tome 1, on sait que la représentation graphique (C,) de f; est telle
que :
(€y) = £1(Co),

ou #; est la translation de vecteur 27 . W(ﬁgure 12).

i
.~ m.Of ©)
e j}/:"\\\ ///_\X\
e 2%.0I )
(Co) Flg. 12
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e Soit x un élément de D,.
Ona: In< X< oW

Dol — < x — 4n < m, c’est-a-dire :
x —4neDy.

On peut donc considérer I'application f, : D, — R
x — folx — 4m).

On sait que la représentation graphique (C,) de f, est telle que :
(C2) = 15(Co),

ol t, est la translation de vecteur 4 . or (figure 13).

e b T 2, N3n 4" N Sn
-_\_/ I \_/ \/
(Co) . (@) (©,) Fig. 13

e Soit x un élément de D _ ;.
Ona: —In<x< —m.

Dot — 7 < x + 2n < 7, c’est-a-dire :
X 1 27'CED0.

On peut donc considérer I'application f_; : D, — R
X b folx + 2m).

(C-y) désigndnt la représentation graphique de f._;,on a:
(e—l) = tf1(eo)=

ou t_, est la translation de vecteur — 2 . ol (figure 14).

~3n _27:// — — 7 7/1 \ﬁ

\\// \¥/ :

©.) —2n E

Fig. 14

e Plus généralement, considérons un élément quelconque k de Z.
Soit x un élément de D,.

Ona: 2Qkn —m<x < 2kn+ m
Dol — n < x — 2kn < 7, C’est-a-dire :
x — 2kneD,.
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On peut donc considérer I'application f,: D, — R
x — folx — 2kn)
(C) désignant la représentation graphique de fi, on a :
(Co) = 1,(Co)s
ou t, est la translation de vecteur 2km . or.

e On definit finalement une application f de R dans R en imposant gue, pour chaque
élément k de Z, f coincide avec f, sur D,.
La représentation graphique (C,) de f est doncla réunion des (C,), ot k décrit Z (figure 15).

Nl I S TG O N B s T N
NG N AT A R AN 2Nl 9r2

{(ﬂf]

Fig. 15
L’application " : R — R est telle que, étant donné un nombre réel quelconque x, on a :
f(x) = folx — 2kn),
ol k est 'unique élément de Z tel que 2kz — 7 < x < 2kn + 7.

Autrement dit, f associe 4 chaque nombre réel x le sinus de I'angle orienté dont x est une
mesure.

Dorénavant, "application f s’appellera fonction sinus, elle sera notée « sin» au lieu de f et,
pour chaque nombre réel x, on écrira sin x au lieu de f(x).

On dira que sin x est le sinus de x.

En résumé : i

La fonction sinus est 'application de R dans R qui, a chaque nombre réel x, associe le 3
sinus de 'angle orienté dont x est une mesure (en radians).
La représentation graphique de la fonction sinus est donnée par la figure 15.

¢) Pour calculer le sinus d’un nombre réel, 1l suffit de savoir calculer le sinus d’un angle
orienté ou, ce qui revient au méme, d’un nombre réel appartenant 4 17— n, «].

En classe de Seconde, nous avons appris a calculer le sinus d’un élément o de ]— =, ©]. -
Rappelons comment procéder :

D
On sait aussi que :

. s . e
— Siae [0, —:{, on consulte une table trigonomeétrique.

. 4 s /2
i — e e Y =
sin 0 =0, s1n6—2, 51114* T ‘
-
s b \/3 Lo
e =
51113 5 sz
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: b - TS CR N
— Si oce:|§, :rrj], on utilise I'égalité :
sin o = sin (7w — o).
T , Pt
Comme 7 — oce[O, -2{, on est ramené au cas précédent.
— Siae]—m O[, on utilise I'égalité :
sin o = — sin (— ).

Comme — ae]0, w[, on est ramené a 'un des deux cas précédents.

Remarque. La plupart des calculatrices fournissent immeédiatement la valeur de sin x
quel que soit le nombre réel x.

Exemple

| Calculons Ie sinus de

o : 340
On cherche d’abord la mesure principale de 'angle orienté dont Ll

est une mesure;

2
vérifier quelle est égale & — 57-{—

On a ensuite :

I
|
o
=
A TN
=
1
B
s
e i

-
i
S ne o P N
=il o 5
Exercices 1) Calculer le sinus des nombres réels suivants :
3n T 29 19z

1 000.

— T, 27’5’ —-—7, 15157?,

2 e
2) Utiliser la figure 15 pour déterminer I'ensemble des solutions de
chacune des équations :
xeR, sinx=0;
xel, snx=1;
xeR simx=—1L
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b) La fonction cosinus, de R vers

La fonction cosinus, notée « cos », est Papplication de R dans R, définie par :

€os x = cos (x — 2km),

ol k est I'unique élément de Z tel que 2kn — 7 < x < 2kn + 7.

Le cosinus d’un nombre réel x est donc le cosinus de I'angle orienté dont x est une
mesure (en radians).

I 1 —_— =

* En procédant comme pour la fonction sinus, on obtient la représentation graphique dela
fonction cosinus :

A "l N L —am g __,_Qf_l__w“': L \f.f""“" !

Fig. 16
Exercices 1) Calculer le cosinus des nombres réels suivants :
3n n 297 197
— 10 ?, 23’1’, = —2—, 1 5157{, T, T, 1 000.

2) Utiliser la figure 16 pour déterminer I'ensemble des solutions de
chacune des équations :

xeR, cosx=0;

XER, cosx=1;

xeR, cosx=—1.

i

6) Opérations sur les angles orientés ;

a) Rappels

Soit () et (f) deux angles orientés (figure 17).
Soit ([0X), [0Y)) un représentant quelconque de (4) et soit ([0 Y), [0Z)) le représentant
de (f) de cbté origine [0Y).

Ona: @ =(0X, 0Y) et (f)=(0Y, 0Z)
Rappelons que ;

© L'oppos¢ — (@) de () est I'angle orienté (0, 0X).

P ——— T ——
e La somme (&) + (/) est l'angle orienté (0X, 0Z).
e La différence (@) — (f) est 'angle orienté (g) + [— A1
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Fig. 17

b) Mesures de I’angle orienté opposé

t
Soit x une mesure quelconque et « la mesure principale de (); « appartient 4 ]— =, 7]
11 existe un élément k de Z tel que x = & + 2kx.

® 51« # 7, alors — a est la mesure principale de — ().
Légalité — x = — « — 2kn montre que — x est une mesure de — (&).

~

e Si o =m, alors 7 est la mesure principale de — (g).
Les égalités :

—x=—7n—2kn
=n—2k+ =

montrent que — x est une mesure de — (4).

Par conséquent :

Si x est une mesure d’'un angle orienté, alors — x est une mesure de 'angle orienté
opposé.

¢) Mesures d’une somme d’angles orientés

Activité préparatoire

Soit et f§ les mesures principales respectives de deux angles orientés (4) et (f).
Aumoyen d’un rapporteur, vérifier que o + f§ est une mesure (non nécessairement
principale) de () + (), dans chacun des cas suivants :
i s b 2n
IM'?T? ﬁ Zv a“g: ﬁ_—?a
2n Sw T T
OL=?7 ﬁ:F’ aﬁ?’ ﬂ=__€,
4 7 T 2n
rx=—~3, :—Z, a:%ga ﬁ—?:
2n 5m i3 A
= Ta ﬁ 1IN %"5 o= — '3—7 18 — 'g-

53
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On démontre et nous admettrons que :

Si x et y sont respectivement des mesures de deux angles orientés, alors x + y est une
mesure de la somme de ces angles orientés.

Exemple

. 4 . 32z 197 )
Soit () et () deux angles orientés dont =n et — o sont des mesures respectives.

Calculons la mesure principale de (5) + (f).

¢
On sait que : b
32n 19z 15z
3 6 2
est une mesure de (d) + (f). )
En déduire que — —725 est la mesure principale de (@) + (f). " AR
Observons que la somme des mesures principales de (@) et () :
W AN
e nn S e e L ]
3 6 2
est une mesure de () + (f), mais n’est pas sa mesure principale.
Cela est illustré par la figure 18. :
:

w

Fig. 18 ~

L4 Exercice Soit o et § les mesures principales respectives de deux angles orientés (d) et

A (B).

| Montrer que la mesure principale de (d) + (B) est I'un des trois nombres
suivants :

e+ f—2n, o+B, a+f+2x :
54 : {
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7) Quelques propriétés des fonctions sinus et cosinus

a) Démontrons les propriétés suivantes :

F(l) VxeR —1l<sinx<1, ~1<eosx<l1 |
| @ VxeR cos? x + sin? x = 1

[ . -

[ B3) VxeR sin (— x) = —sin x, cos (— x) = cos x

L(4) VxeR VkeZ sin(x + 2kn) =sin x, cos (x + 2km) = cos x

® Démonstration de (1), (2) et (3)

Soit x un nombre réel quelconque.
Soit M le point-image de x sur le cercle trigonométrique (figure 19).

B
i
sin x g ——m—3M
I
1
|
I
1
N
0 :ccfs x
|
|
1
|
— SIn X¢-————
e dl M

Fig. 19

Les cosinus et sinus de x sont les cosinus et sinus de I'angle orienté (0;21,"6}(4‘).
Ce sont donc respectivement abscisse et 'ordonnée de M dans le repére (0, 4, B).

D’ou : —il Scosx <1, —1<sinx <1
€0s* x + sin?® x = L.

Soit M’ le symétrique de M par rapport A (OA).
Les coordonnées de M sont :
(cos = sin x).

—————

Or: (04, OM’) = — (O A, OM).
M’ est donc le point-image de — x et, par conséquent, les coordonnées de M’ sont aussi -
{cos (— x), sin {— x)).

Don : €0s (— x) = cos x, sin (— x) = — sin x.

e Démonstration de (4)

Soit x un nombre réel et k un élément de Z.
Alors x et x + 2kn sont deux mesures du méme angle orienté (justifier).

Dou : cos (x + 2kn) = cos x, sin (x + 2kn) = sin x.
35
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B T

Remarques
e Leségalités (3) signifient que la fonction sinus est impaire et la fonction cosinus est paire.

e Soit une fonction numérique f, d’ensemble de définition D, et un nombre réel T
strictement positif.
On dit que [ est périodique, de période T, si :

VxeD, {x—l—TeDfx—TeDff(x+T)=f(x)]. g
Si f est périodique, de période T, on a :
VxeD, VkeZ f(x+kT)= f(x)

Les égalités (4) ci-dessus expriment que les fonctions sinus et cosinus sont périodiques, de ‘H
période 2.
Exercices Démontrer les égalités suivantes au moyen des égalités (2), (3) et (4) ci-

dessus :

a) VxeR sin* x — cos* x = sin® x — cos? x;

b) VxeR sin® x + cos® x = 1 — 3 sin? x cos? x;
¢) VxeR sin (n + x) = sin (x — n);

d) VxeR cos(nm+ x) —cos (m —x)=0.

b) Démontrons les propriétés suivantes :

(5) VxeR sin(m+x)= —sinx, cos(m-+x)= —cosx
(6) ¥xeR sin(m— x) = sin x, cos (T — X) = — cos x

(7) VxeR sin(g+x>=cosx, cos(g—+x)=—sinx

= sin X.

(8) VxeR sin(%~x)=cosx, cos(g—x

e Démonstration de (5)

Soit x un nombre réel quelconque et M le point-image de x sur le cercle trigonométrique  w,
(figure 20).

Soit M’ le symétrique de M par rapport au point O.
Les coordonnées de M et M’ sont respectivement :
(cos x, sin x} et (— cos x, — sin x).

Puisque : (04, OM) + (0M, OM’) = (04, OM),

x + 7 est unc mesure de (m).

Les coordonnées de M’ sont donc aussi : 3

(cos (7 4 x), sin (7 + x)).

Dot : cos (T + x) = — cos x, sin (7 + x) = — sin x.
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—sin x

Fig. 20 \ :

On obtient les égalités (6) en remplagant x par — x dans les égalités (5) (compte tenu des
égalités (3)).

e Démonstration de (6)

e Démonstration de (7)

Soit x un nombre réel quelconque et M le point-image de x sur le cercle trigonométrique
(hgure 21).

=

Me=T__lyp

-]
P

{
-
;

H étant le projeté orthogonal de M sur (OA), on a donc :
cos x = OH, sin x = HM.

Soit M’ le point du cercle trigonométrique tel que :

MES (OM, OM’) = g

i Xt g est une mesure de I'angle orienté :
I (OA, OM) + (OM, OM’) = (O A, OM)).
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H’ ¢tant le projeté orthogonal de M’ sur (OB), on a donc :

cos (g + x) = H'M’, sin (g + x) = OH',

L

3 . L3 :
La rotation de centre O et d’angle orienté de mesure 5 transforme respectivement les

points O, 4 et M en les points O, B et M’
Elle transforme aussi le point H en le point H’ (justifier).

Dot : OH’ = 0H, H'M' = HM.

Finalement :
cos (g-i- x) =HM = — HM = — sin x,
. (= —_—  —
sin (5+x) = O0H’ = OH = cos x.

e Démonstration de ( 8)

On obtient les égalités (8) en remplacant x par — x dans les égalités (7).
Remarque. 1’égalité
VxeR sin (g HE x) = COS X

montre que la représentation graphique de la fonction cosinus est I'image de celle de 1a

fonction sinus par la translation de vecteur ( — ;) . ?)T(comparer les figures 15 et 16).

-

Exercices 1) Utiliser les égalités (4), (5) et (6) pour montrer que les nombres :
1037 35n 293n 23z
6. 6’ Gt G

ont, deux a deux, des sinus €gaux ou opposés.
Méme question pour les cosinus,

5 T
sin (7 — x) — cos (5 — x),

cos (x + 57) + 2 sin (—g— -+ x) + ¢os (7 — x),

2) Simplifier :

" sin (z + x) . sin (Z—x—x).cos (Bn — x)

375 ).J'.’l\' & ISE T
cosdl== — =213 S+
) 2 \2
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2 Equations et inéquations trigonométriques

1) Equation «sin x =a»

{

Soit @ un nombre réel et considérons 1"équation : ;
(E) xeR, sinx=a :

Soit S(E) I'ensemble des solutions de (E). :5
Le plan étant muni d’un repére orthogonal (0, I, J), notons (€) la représentation i
graphique de la fonction sinus et (4) la droite d’équation y = a (voir les figures 22, 25t 27, i
ou OJ =20I). 3
Résoudre (E) revient a chercher les abscisses des points d’intersection de (C) et (4). 3
On distingue cing cas. i

I cas - ad[— 1, 1]

Dans ce cas, S(E) = ¢ puisque — 1 < sin x < 1, quel que soit le nombre réel x (voir
figure 22).

a< —1

ZE cuskia =il

On voit directement sur la figure 22 que :
; S(E)={§+2knlkez}.
Toutes ces solutions ont le méme point-image M sur le cercle trigonométrique (figure 23).

M

s
N/

M)A

Fig. 23 Fig. 24
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Secast a= — 1

On voit directement sur la figure 22 que :

561 = {

T

2+2kn{keZ}.

Toutes ces solutions ont le méme point-image M sur le cercle trigonométrique (figure 24).

4% cas : a0, 1[

e On voit, figure 25, que ]— m, =] contient deux solutions distinctes de (E) qui, en fait,
appartiennent a [0, «].

Soit « I'une de ces solutions : sin « = a.

Draprés la figure 25, il semble que I'autre solution soit = — o.

Vérification :

sin (m — o) = sin & = a.

D'ou : SEyn]—n,n]l={o,m—a}:

(Oga<1)a/—\ /\ {4)

py—— o+ 2dkn  dkmcHkn

Fig. 25

\ e La figure 25 montre aussi que chaque intervalle 12kn — =, 2kn + n], (ke Z), contient
' deux solutions distinctes de (E).

Or: sin (o + 2km) = sin o = a,
: sin (& — o + 2kx) = sin (z — o) = a.
Comme o + 2kn et @ — o + 2kn appartiennent 4 12kn — n, 2kzm + 7], on a ;

S(E)n 12k — 7, 2kn + ] = {& + 2kn, m — o + 2kn}, (keZ).

M a M \

Fig. 26
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e Finalement :
S(E)={a+2kn|keZ}u{n —a+2kn|keZ}.

A ces solutions correspondent deux points-images distincts M et M’ sur le cercle
trigonométrique (figure 26).

5¢cas:ae]—1,0[

On voit, figure 27, que ] 7, 7] contient deux solutions distinctes de (E) qui, en fait,
appartiennent & J— 7, O[.
Soit ¢ I'une de ces selutions : sin « = a.

(©)
/\ — T —a+ 2k a4+ 2kx /—\
]

.DE
' / AT s i !
|
Lo 2km — 1! 1 2%kn + @
1 L] 1 1
(4)

-7 R T TR g

—_— e ]

Fig. 27

D’aprés la figure 27, il semble que 'autre solution soit — 7 — o.

Veérification :
sin (— 7 — o) = — sin (7 + ®)
=Sin o = a.
D’ou : SEyn]—m ]l ={a, —w—a}.

En continuant comme au quatriéme cas, on obtient :
S(E) = {a + 2kn|keZ} v {—n — o+ 2kn|keZ}.

Observons que :
{#71:—0!-1*2167[1](62}={—T£—-O€+27I+2(k—1)7t|kEZ}
={n—a+2kn|keZ}.

Finalement :
S(E) = {a+ 2kn|keZ} U {n —a+ 2kn|keZ}.

A ces solutions correspondent deux points-images distincts M et M’ sur le cercle
trigonométrique (figure 28).
61
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Fig. 28

En remarquant que les cas 2 4 5 peuvent étre regroupes, on obtient :

Equation : (E) xeR, sin X = a.
e Sia¢[—1,1]: S(E)= .

e Siae[— 1, 1], soit « une solution de (E) appartenant & 1— =, n].
Alors :

: S(E)={a+2kn|keZ}u{r —a+ 2kn|keZ).

[ Supposons que a appartienne a [ — 1, 1].
# : u étant une solution quelconque de I'équation (E), vérifier que I'on a aussi :

4 S(E) ={u+2knlkeZ} U {n —u+ 2kn|keZ).

. En déduire que :

; Deux nombres réels u et v vérifient sin u = sin v si et seulement si il existe un élément

k de Z tel que :
u=10v+2kn u=x—uv-+2kn

Exemple 1

Résolvons I'équation :

(E) xelR, sin x =

%
S

L g est un élément de ]— =, =] tel que sin g e
‘ 2r
3
| S(E)={§+2kﬂ]kez}u{i—n+ anlkez}.

62
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B
Ml otk el M
]
2%
e
3 A
0

Fig. 29

Les points-images correspondants sont indiqués sur la figure 29.

Exemple 2

Résolvons graphiquement I’équation :

B 24

et vérifions algébriquement les résuliats trouvés.

Considérons la figure 30, ou (C) est la représentation graphique de la restriction a

[ — 2w, 57] de la fonction sinus, et ou (4) est la droite d’équation y = é

2
% % (4)
TN N i, N
_zJ-'E_ iaz L3 BE 97 1lx 17w 197
ey 4 4 ST AT A
Fig. 30

La droite (4) coupe (C) en huit points; leurs abscisses sont les solutions de (E).

; 2
Remarquons que sin g = ‘é_

Draprés la figure 30, on a :

Tn S# m 3m 9z 11z 17n 19x%
S(E)={—T, _T’Z’T’T’T’T’T}

Pour la vérification algébrique, remarquons d’abord que :

S(E) = Hg 3 2kngkez}u{%’f ! an]keZ}]m[—Zm 57].
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Or, pour un élément quelconque k de Z, on a :

9 19
—27£€E+2k:rt~.<,5n = -—RSané—:E
4 4 4
9 19 -
s S G
< 3 k< g
= ke{—-1,0,12).
En donnant a k les valeurs — 1, 0, 1 et 2, on obtient les solutions :
Tr n s 17n
4’ 4’ 4’ 4 -
Ces quatre solutions ont le méme point-image M sur le cercle trigonométrique (figure 31).
De méme, pour un élément quelconque k de 7, on a :
1 17
—2n£§£+2kns5n© ——173$2kn§—£
4 4 4
11 IE7
it e
= ke{—-10,1,2}.
En donnant a k les valeurs — 1, 0, 1 et 2, on obtient les solutions :
5m 3n 11z 197
il 4’ A A
Ces quatre solutions ont le mére point-ima ge M sur le cercle trigonométrique (figure 31).
B
M’ —2- M
—— e y—2—...._——
3n
4Lx '
1 A
0

Fig. 31

Exemple 3

Résolvons I'équation :

)
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abeme, Sl : e
Comme sin e 5 I’équation (E) s’écrit encore :

T b
xeR, sin{3x—2_]=sin—.
xeR, sm( 03 4> sm6

Unnombre réel x est solution de cette équation si et seulement si il existe un élément k de 7
tel que :

T T

ou tel que :

7 T
3 —_——— = —_— .
% ) T 6+2k7t

De la premiére égalité, on déduit :
5t 2kxn

X = ?6" o T, (kEZ)
De la seconde égalité, on déduit :
137 2k=n
X = g “'!-T, (keZ).

L’ensemble des solutions de (E) est donc : :

Sum 2kn 13z 2kn
S(E)={ 4T g7 el Sl ;
(E) {36+ 3 ke }u{%—i- 3 keZ}

Pour chaque ¢lément k de Z, il existe un élément k" de 7 tel que :

e ou bien k = 3k’ (k est un multiple de 3),
e ou bien k = 3k" + 1 (k est un multiple de 3, plus 1),
® ou bien k = 3k’ + 2 (k est un multiple de 3, plus 2).

Suivant le cas, on a donc respectivement : e E QW;!;‘ 2.8 )-’F— g Wi
5_7I+2k75u57t+2k, 2 4D = }A - 34
36 "B 36 O P B i &
ST Do S S S 2
¥+T—%+T‘+2]€ﬂ—§-‘+2kﬂ,
o 2km | Sm 4w S o8 ;
%+§——¥+?+2kﬁ—3‘g+2kn

o oon 2kn : - oA
Les solutions % + e (ke Z), sont donc des mesures de I'un des trois angles orientés de

mesures respectives : -
51 297 53xn

A T
Les mesures principales sont : 0 2 Iz
e 96 36" s

T
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‘A ces solutions correspondent donc trois points-images M, M, et M; sur le cercle
trigonométrique (figure 32).

p B
. 53%
§ M, 36
: : M,
g NPV €
5 3 136 |4
% (0]
3
*
LS
M,

Fig. 32

Veérifier que les points M,, M, et M, sont les sommets d’un triangle équilatéral.

| 13 2 :
Montrer de méme que les solutions 3—: + _i;i’ (k € Z), sont des mesures de I'un des trois

angles orientés de mesures respectives 13n 37 61z .
T g tés de m esp T
Calculer les mesures principales.

Placer les trois points-images correspondants M}, M’ et M 5 sur le cercle trigonométrique
et vérifier qu’ils sont les sommets d’un triangle équilatéral.

: Exemple 4

Résolvons I'équation :

(E) xeR, sin <2x ﬁg) = §in (— 3x + g)

Un nombre réel x est solution de (E) si et seulement si il existe un élément k de 7 tel que :
2x—§= ~3x+3;-+2kn

ou tel que :

2x—§=ﬂ+3xﬁg+2kﬁ.

De la premiére égalité, on déduit :

A
X = E -+ ?, UCEZ)
De la seconde égalité, on déduit :
7
x = —?” — 2k, (keZ),

66
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ce qui, posant k" = — k, peut encore s’écrire :
x=— % + 27, (K eZ).
Dou ’
S(E)—{%—!—%?—;E keZ}u{—%+2kn|keZ} ]

2k ’
—n, (ke Z), sont des mesures de I'un des cing angles

Montrer que les solutions 1—% <P 5

orientés de mesures respectives :

T 7T 97 13x 177

10’ 2’ 10’ 10° 10 -
Placer sur le cercle trigonométrique les cing points-images correspondant 4 ces solutions
et vérifier quils sont les sommets d’un pentagone régulier.

: T : 4 R
Les solutions — o2 + 2km, (keZ), ont toutes le méme point-image sur le cercle
trigonométrique.
Exercices Résoudre les équations trigonométriques :
: NG
xe[— 2r, 2], sin x = — -7;
3

xeR, in 3x =~Y—;
X€E sin 3x 5

5 s
xe[— 2w, 3x], sin (2x +§) =25

xeR, sin 2x—sin(—x+%).

2) Equation «cos x = a»

Soit @ un nombre réel et considérons 1’équation :

(E) xeR, Ccos X = q.

Soit, relativement a un repére orthogonal (0, I, J), la représentation graphique (C) de la
fonction cosinus et la droite (4) d’équation y = a {figures 33 et 36).
Pour la résolution de (E), on distingue quatre cas.

1% cas'tag[— 1, 1]
Dans ce cas, S(E) = .
2¢ eas - a=1

On voit directement sur la figure 33 que :
S(E)={2kn|keZ}.
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a>1 (4
(C) a=1 (4)
| i %
— 5% "",, =3 Dy 11 ™ ! 31 1 Sm
49 T T o 1
\/ E \/ \4‘./ R\M;n 5" SWR . QW
a=p— 2 2 2 2\
(4)
a< —1
(4)
Fig. 33

Toutes ces solutions ont le méme point-image M sur le cercle trigonométrique (figure 34).

o

3cas:a= —1
On voit directement sur la figure 33 que :
S(E)={n+2kn|keZ}.

Toutes ces solutions ont le méme point-image M sur le cercle trigonomeétrique (figure 35).

GRS v
AP e

Fig. 34 Fig. 35

g W

o P st #

4¢cas:race]—1,1[

e On voit, figure 36, que ] — =, ] contient deux solutions distinctes de (E).
Soit % I'une de ces solutions : cos « = a (¢ # &, car a # — 1).
Draprés la figure 36, il semble que 'autre solution soit — a.

Vérification : cos (—o) =cos & = a.
Drou : SENn]—na]={a —a}.

e La figure 36 montre aussi que chaque intervalle ]2knm — 7, 2kr + =], (k€ Z), contient
deux solutions distinctes de (E).
1 Or: cos (@ + 2km) =cosu=a,

cos (— o + 2kn) =cos (— o) = a.

1 Comme « + 2kn et — a + 2kn appartiennent & ]2kn — x, 2kn + x], on a ;.
S(E)n J2kn — 7, 2kn + 7] = {o + 2k, — o+ 2kn }, (keZ).

|:
¢
}
4
]




ks o i

e

0<a<) /R o 5

|

$~3

=
E

< ————

2

+

2

a

2

+

™~
/r‘;

B

Fig. 36

e Finalement :
S(E)={a+2kn|keZ}u{—a+2kn|keZ}.

A ces solutions correspondent deux points-images distincts M et M’ sur le cercle
trigonométrique (figure 37).

Fig. 37

En remarquant que les cas 2 a 4 peuvent étre regroupés, on obtient :

Equation : (E) xeR, cos X = d.

e Sia¢[—1,11:8(E)= .
e Siae[—1, 1], soit o une solution de (E) appartenant 4 | — =, m].
Alors :

S(E):{oc—'r2knlkeZ}u{—ac+2k7t{keZ}.

Supposons que a appartienne a [ el

4

1 étant une solution quelconque de Téquation (E), vérifier que 'on a aussi : ;
S(E)={u+2kn]keZ}u{#u+2knlkeZ}. 3
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En déduire que :

Deux nombres réels uet v vérifient cos u = cos v siet seulement si il existe un élément ’
k de 7 tel que :

u=v+2kn u=—uv+2kn

Exemple 1

Résolvons équation :

e . ..
Comme cos S I’équation (E) s’écrit encore :

xeR, cos (?_x - g) = cos ;

Un nombre réel x est solution de cette équation si et seulement si il existe un élément k de Z
tel que :

I T
2x_§—'§+2k7t

ou tel que :
s T
2x——= —— + 2km. '
3 T e
De la premiére égalité, on déduit :

x :§+ kn, (keZ).

K

De la seconde égalité, on déduit :
x =kn, (keZ)

Dou :

S(E) = {§+kﬂ]ke2}u{kn|k62}.

L e
Montrer que les solutions 3 + km, (ke Z), sont des mesures I'un des deux angles orientés de

LT
mesures respectives 3 et 3

Placer sur le cercle trigonométrique les points-images correspondants et vérifier qu’ils
sont diamétralement opposés.

e

Montrer que les solutions kx, (k € Z), sont des mesures de I'un des deux angles orientés de
mesures respectives 0 et .

-

oy
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Exemple 2

| Résolvons I’équation :

(E) xeR, cos 3x = sin ( — ;)

On sait que : VxeR sin x = cos (g — x).

v f =
Bys i~ L S Wy § -

D’ou : 4 i X \ g \‘

L’équation (E) peut donc encore s’écrire :

xeR, cos 3x = cos (%T—E——x).
Montrer que :

S5t k=n

5tk
Vérifier que les solutions EZ + —-23, (ke 7), sont des mesures de I'un des quatre angles

ientés de mesures ective 5 17z 297 4ln
OLICHCS e eSS S04’ 74> 24° 24

5w
keZ ——=r
= }u{ 12+ T

Placer les points-images correspondants sur le cercle trigonométrique.

s Sm
Vérifier que les solutions — B + kn, (ke 7), sont des mesures de I'un des deux angles
e ; 5z Im i
orientés de mesures respectives — 0] et TR Placer les points-images correspondants sur le

cercle trigonométrique.

Exercices Résoudre les équations trigonometriques :

=
XE [_ 27:5 27{1], Cos (2x — g) = _\_/2_’

T
xeR, cos (2x—z)~— — COs (x+-6),

T 5
xeR, cos (x - E) =Sin_X.
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3) Exemples d'inéquations trigonométriques

Exemple 1 <

Résolvons I'inéquation :

2 }

| =

(I xe[— 2r, 2m], sin x =
Soit () la représentation graphique de la restriction 4 [ — 27, 2x] de la fonction sinus et

1 : S
(4) la droite d’équation y = 5 relativement a un repére orthogonal (figure 38). 4
1 (©)

1
2

B
)

ey
<
| ©
Sy

‘a—l

—

Bl
~
]

[ S T S
A

Fig. 38

La droite (4) coupe (C) en quatre points dont les abscisses sont les solutions de 'équation :

S 1
xe[—2x, 2m], sin x = >

Vérifier que ces solutions sont :

—

11z n n 5w
6’ 6’ 6’ 6
’ La figure 38 montre que I'ensemble S(I) des solutions de I'inéquation (I) est : ; :

I1x Tr T St i
S(I)_[ 6’_6JU[6’6}
n

| Résolvons Pinéquation :

Exemple 2

(78] xe[—m, ml, sin 3x <

ot

Soit x un nombre réel quelconque et posons X = 3x.
} On a: —rEx<n = —3r<3x<3In
— —3x< X < 3%

x est donc solution de I'inéquation (I) si et seulement si X est solution de I'inéquation : i

(') Xe[—3m37], snX< ~§

B
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Soit (€) la représentation graphique de la restriction a [ — 37, 37] de la fonction sinus et

A

(4) 1a droite d’équation y = = relativement a un repere orthogonal (figure 39).

o 2 i
| ! | i ! !
| | 1 [} 1 |
= 3% e | - 7 op. L. L \r f | \3=

£ 5_71 0. flf_ n 2r T 8=n

W 3. -9 SR
©)
Fig. 39

La droite (4) coupe (€) en six points dont les abscisses sont les solutions de I'’équation :

Xe[—3r 3x], sin X = 3?

Verifier que ces solutions sont :
Sn N s 2n Tn 8n
L5 37 3¢ B 3= 3

La figure 39 montre que : i

. S5n] [ 4dnn 2n Tn 8w ﬁw
S(I )——l:—g’ﬂ, ——3—}\.)[—'3—,'3]\.)[3,3:|U['3—,3TC =
Or: Xe| —3n, — S—TE — Xx€e i i
T = i = T, 3 X , 9

et de méme pour chacun des intervalles dont la réunion est S(I’).
Finalement : :

S5t dr w 2n In 8
== -5 o[ 55 ][5 Rk

€

Exemple 3

Résolvons le systéme d’inéquations :

/2

%

/AN

|
|
|

_ 1
() xel[— =, 27, —Escosx

Le plan étant muni d’un repére orthogonal, considérons (figure 40) :

o la représentation graphique (C) de la restriction a [ — =, 2x] de la fonction cosinus;

/~ :

: &
e la droite (4) d’équation y = —\/ém;

" 1
e la droite (D) d’équation y = — 5
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4
!
4 AR o
1 /o 1 i !
o lIV'_ ]I 2z 4r ! 1
S .3 Jobe on S die v
I ]/ s T \] V Tn
1o 4 4 : ! 4
L// 1 \\»//
' 3
Fig. 40
La droite (4) coupe (C) en trois points dont les abscisses sont
: T T T o
| Y e = (vérifier).
: La droite (D) coupe (€) en trois points dont les abscisses sont :
23 2 4
% = -33, —;, —;— (vérifier).
T La figure 40 montre que :
2n i3 T 21 4 Tn
S@E)=| ——, -2 — = —,— |
o=-5 -1} 755

Exercices 1) Résoudre les inéquations trigonométriques :
; 1 ¥
xe[0, 2x], sin 2x + 5 <0;

xe[—m x], 2cosxﬁ\/§>0;
xeR,  /2sinx+1<0.

2) Resoudre le systéme d’inéquations

1

‘~<-.ﬁs

xe[— 27, 24 {CDS" 2
cos x > 0.
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3 Formules d’addition et conséquences

1) Formules d’addition

Nous démontrons les égalités suivantes, dites «formules d’addition ».

(1) VxeR VyeR cos(x—y)=cosxcosy+sin xsiny
) cos(x + y)=cosxcosy —sin xsiny
3) sin (x -+ y) =sin xcos y + cos xsin y
4 sin (x — y) =sin xcos y — cos xsin y

e Démonstration de (1)

— Soit x et y deux nombres réels.

Plagons sur le cercle trigonométrique les points-images respectifs M et N des nombres x et
v (figure 41). {
Ona: "1

(04, OM) — (04, ON) = (ON, O4) + (OA, OM)
= (ON, OM).

-
%

x — y est donc une mesure de I'angle orienté (‘67\“'?51?1‘). i
|
|
|

Par conséquent :
cos (x — y) = cos (ON, OM).
1 — les vecteurs OM et ON admettent respectivement :
(cos x, sin Xx), (cos y, sin y)

pour couples de coordonnées dans la base orthonormée (&: BF).
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Dot :
OM . ON = cos x cos y + sin x sin y.

— D’autre part, on a aussi :
OM . ON = |OM]| . |ON || cos (MON)

— +

= cos (MON).

Or ; MES (Z),Kfj)i’\—/f) = mes (m‘N )
ou MES ('o’E\rTBTﬁ} = — mes (Iﬁ(TN).
D’ou : cos (ﬁjﬂ) = COS (K/IT)N).

Par conséquent :

OM . ON = cos (ON, OM).
— Finalement :
cos (x — y) = cos (b’ﬁ,ﬁ O—ﬂ)

=0M .ON

= COS X cos y + sin x sin y.
e Démonstration de (2)
Pour tous nombres réels x et y, on a :

cos (x +y)=cos (x —(— )
= cos x ¢os (— y) + sin x sin (— ¥)

= ¢0s$ X €Os y — sin x sin y.

e Démonstration de (3)

Rappelons que :

Vx.R sin x = cos (;— — x)

~x).

cos x = sin

[N

Pour tous nombres réels x et y, on a donc :

sin (x + y) = cos [g — (% & }’)]

— C E b !

= COS 3 3 y o

— 6 2 cos y + " % in £
_ = coSs 5 % S y + sin 5 X | sin y

= gin x cos y + cos x sin y.
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® Démonstration de (4)
Pour tous nombres réels x et y, on a :
sinfx — y) = sin (x + (— y))
= $in x cos (— ¥) + cos x sin (— )

= SIn X COS ) — ¢Os X sin .

Exemple

; . T
Calculons les cosinus et sinus de o et -—, sachant que :

12
cos£=1, sinfzﬁ,
a7 3 2
D
COSI—Slﬂz——z-.
T AL T It m
Ona: s G
Dou :
71:—o s sﬂco + sin — sin
coslz—cs s =1CO 3 S 3
21 3
co h%cos H+7r —cc:sE osﬁ—si EsinE
S g g =08 corg el
/2 .
= —— - 3‘
=3k
_n_innn_,nn T T
SIDTQ—S 3-‘—1 ﬁ-Sln?COSZ COS3SIH4
2
=%§(\/§H~n;
sin‘?—ﬂ—-sin W:+:'t = g n+ n’sinn
D= 313 = sin gcos4 cos3 1
2
=—‘4£(\/§+1).
Exercices Simplifier :

: - 2 ; 4r
Sin x + sin x-l-E- -+ sin x+?,

sin (x — y) cos (x + y) — sin (x + y) cos (x — y).
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2) Formules de multiplication par 2

ot

78

En prenant x = y dans les formules d’addition (2) et (3), on obtient :

(3) VxeR c¢os 2x = cos? x — sin? x
(6) sin 2x = 2 sin x cos x

Rappelons que : VxeR cos? x + sin? x = 1.
Dou :
cos? x — sin? x = cos? x — (1 — cos? x)
=2cos?x—1;
cos? x — sin? x = (1 = sin? x) — sin? x
=1—2sin? x.
Par conséquent :
€05 2x—Jeustx — I,
cos 2x = 1 — 2 sin? x.

Finalement :
(7} VxeR cos?x= %
1 —cos 2x
8 in® x=———"—
(8) sin® x 5
Exemple

. : i
Calculons les cosinus et sinus de 3 sachant que :

)

T T
cos — = sin — = >~—.
4 At

11 résulte des égalités (7) et (8) ci-dessus que :

T
1 =
2 ® T et
==

8 2
e
e
Sl — = e .
8 2 4

T : : (s -
Drautre part, comme 3 appartient a [0, EJ on sait que :

b
_207 _;
cos8 sm8 0
2 2 ]
D’ou : cos%-—-@, sin-gz 2,}\/
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: : s
Exercices 1) Calculer les cosinus et sinus de 17 sachant que :
c:osﬁ--\”/§ sinﬂ—1
6 25 6ad

Comparer les résultats obtenus avec ceux de I'exemple, page 41.
2) En écrivant 3x = 2x + x, démontrer que :

¥xeR cos 3x =4 cos? x — 3 cos x
sin 3x = 3 sin x — 4 sin® x.

3) Formules de Simpson

Soit x et y deux nombres réels quelconques.
En additionnant et soustrayant membre 4 membre les égalités :

cos (x + y) = cos x cos y — sin x sin y,
cos (x — y) = cos x cos y + sin x sin y,
on obtient :
cos (x + y) + cos (x — y) = 2 cos x cos J,
cos(x+ y)—cos(x—y)= — 2 sin x sin y.
En additionnant et soustrayant membre 4 membre les égalités :
sin, (x + y) = sin x ¢os y + cos x sin y,
sin (x — y) = sin x ¢os y — oS x sin ¥,

on obtient :
sin (x + y) + sin (x — y) = 2 sin x cos y,
sin (x + ¥) —sin (x — y) = 2 cos x sin ).
D’ou : : FEng A (U : ning
1
(9) VxeR VyeR cosxcosy =§[cos (x + y) +cos(x—y)]
- ; i1 >
(10) sin xsin y = = [cos(x'+ y) — cos (x—»]
1% :
(11) Sin X oS y = 3 [sin(x + y)+ sin(x — y)]
: ! I :
(12) cosxsin y = 3 [sin (x + y) —sin(x — y)]
=x+
Posons : {p L
g=x—y
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En additionnant et soustrayant membre 4 membre ces égalités, on obtient :

2B
2 ]
Aem
2
Les égalités (9) a (12) peuvent donc étre réécrites sous,la forn_tie :
(13) ¥peR VgeR cosp+ cos qucosp;q cospgq
(14) cosp—cosq=—25inp+qsin—u
2 2
(15) sin p + sin q=2sinp;qcosp—;—q
(16) sinp—sinq:2cosp;qsinp;q

Les égalités (13) a (16) sont appelées «formules de Simpson ».

Exemple 1
Etant donné des nombres réels x et y, montrons que :

cos (x + y) cos (x — y) = cos? x — sin” y.
En utilisant I’égalité (9), on obtient :

1
cos (x + y) cos (x — y) = 3 [cos [(x + ¥) + (x — y)] + cos [(x + ) — (x — ¥)]]
= % (cos 2x + cos 2y)

1 ; 3
= [(2 cos? x —1) + (1 — 2 sin”® y)] (d’apres (7) et (8))
= cosZ=x — sin? y.
Exemple 2

Transformons en produit I'expression 1 + 2 cos (Zx + g)

On a successivement :

bis 1 s
142 2x+—|=2| = —
+ cos( x+3) ﬁ2+cos (2x+3)}

=) %cos —g + cos (2x + g)]

= 2] 2 cos (x + g) cos (— x):| (d’apres (13)

i
=4 cos x cos (x +§).

80




»

2/Trigonométrie

Exercices 1) Transformer en produit :

sin 2x + sin 6x,
cos S5x — cos 4x.

2) Transformer en une somme ou une différence :

2 cos x cos 3x,
sin (x + y) cos (x — y),

si T in (2 2
nz—x sin Z+ 2

4) Quelques applications
a) | Etant donné un nombre réel quelconque x, montrons que :

gt 1
g sl o Zek
sin” x 3 + 3 cos 4x 3 COS 2X.

En utilisant I’égalité (8), on obtient :

sin® x = (sin? x>

_ {1 —cos 2x 2
e 2

1
= (1 + cos® 2x — 2 cos 2x).

(C)F 5
cos? 2x = i(;o—s—g (d’aprés (7). :
D'ou : ;
sin4x=zli(1 +1—+020—S4x—2005 2x>

-

=§+écos 4x—%COS 0

Exercice 2 Démontrer une formule analogue pour cos* x.

b) 1 Transformons en produit 'expression :

sin x 4+ sin 2x + sin 3x.

D’aprés I'égalite (15), on a :
sin 3x + sin x = 2 sin 2x cos x.
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Dou :
sin x + sin 2x + sin 3x = 2 sin 2x cos x - sin 2x
1
= 2 sin Zx(cos x + 5)
: T
=2 sin 2x(cos X + cos §) i

Or, d’aprés I'égalité (13), on a :
0 +cosﬁ—2cos x+ﬂ: cos =
g ma 5 i I

X T X T
i i i =4 sin 2> T o )
sin x + sin 2x + sin 3x = 4 sin 2x cos (2 + 6) cos (2 6)

Finalement :

Exercice g Transformer en produit expression :

€os x + cos 2x + cos 3x. -

¢) | Soit a, ff et y les mesures respectives, en radians, des trois angles (non orientés) d’un
triangle, :
Montrens que :

smcc+sm[3+smy=4cos§cos—g—cos%.

Puisque c + f+7=m,ona:
a=7—(f+9)
Dou :
sin o =sin [r — (8 + 7)] 4
=sin (f + 7y
By B
2

I
cos
2

= 2 sin

(d’apres (6)).

D’autre part :

sin f + sin y = 2 sin % cos p ; / (d’aprés (15)).
Dou :
sinoc+sinﬁ+siny=2sin‘8+? cosﬁ+}‘+cosﬁn}‘ :
2 2 2
B+ Tem 3 :
Or, s et, par conséquent :

sin'g—-l_z—sin Eal = E
R S O O oA
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En utilisant P'égalité (13), on obtient :

B+y B Bt v+ Bl R B b b h
cos + cos =2 cos cos
2 2% 4 4
B
=2.C05 — coS —.
2 2
. Finalement :

: . : o )

smoH—smﬁ+s1n~y:4cos—cos£cosz.

2 2 2

Exercice a, B et y ayant la méme signification que ci-dessus, montrer que :

i oL 2 5 A
cosa+cosB—|-cos~,'=1—!—4smﬁsm§smé.

5) Equation «acos x+ b sin x=c¢»

Exemple préliminaire
Résolvons ’équation :

(E) xeR, cos x + 3sinx=\/§.

L’équation (E) est successivement équivalente a chacune des équations suivantes :

1 3 2
xeR, 2cosx%—%sinx=%

ok

T TS
CO8—— CO8 X + 8l — SIn X =
3 3
T )
( i _) V2

On sait résoudre cette derniere équation.
Vérifier que :

S(E) = {% + 2k

T
-+ 2k
kez}u{n—k T

E
keZ}.

Plus généralement, étant donné des nombres téels a, b et ¢ tels que (a, b) # (0, 0),
considérons I'équation :

P A

(E) xeR, acos x+ bsin x =c.

a 4 b 2
Obser ue : e =
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a

JE+ b Jak+ b
appartenant au cercle trigonométrique (figure 42).

Cela montre que ( ) est le couple de coordonnées d’un point M -

B
M

&
[

Soit « une mesure quelconque de I'angle orienté (6A: Z)ﬁ)
On a:
; f a : b
' COS = S =
Jat + b2 a4+ b

Fig. 42

! L’équation (E) est successivement ¢quivalente & chacune des équations suivantes :

a b c
F 9 xeR, —— s X+ ————sSinx=———
I %+ b Ja +b? Jat + b
!
' : : x
b 4 COS oL COS X -+ Sin &£ SN X = —————
gt e b2
cos (x — o) e
e e
\/‘a2+b2

R e b

On est donc ramené a un type d’équation déja étudié.

Exemple

% Résolvons ’équation :

(E) xeR, 3cosx~\/f3_sinx=#3.

Ona: a—=73 bz—ﬁ.
D’ou : ~/a2+b2=2\/§.

L’équation (E) est équivalente a I’équation :

3 35 3
| xeR, ——7cosx—\/;_smx=——
l D5 e s
| qui s’écrit encore :
| 3 1 /3
| : xeR, Tcosx—zsinx=—l/2—§.

84




Remarquons que : cos—=X" ef sin— =
L’équation (E) est donc équivalente a I'équation :
b3 Tl \/5
xelR, COS — COS X — §In — §in X = — Y —
6 6 2

qui s’écrit encore :

Veérifier que :

SE) = {2; + 2kn

keZ}u{n + 2kw| kel }.

Exercices Résoudre les équations trigonométriques :
xeR, cosx+sinx=\/5;
xeR, cosx — sin x = 1;
. 1
xeR, cosx+3smx=§.

Pour la derniére équation, on utilisera une table trigonométrique ou une
calculatrice.
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Exercices

1 {(1). Etant donné une mesure x d'un angle
orienté, trouver un élément « de ] — x, 7] et un
élément k de Z tels que :

X =0+ 2km

dans chacun des cas suivants :

— 11z 37 17x
= P X=— =—;
6 = e
7 —41
x=—g; X == 7 7r; x=151x;
— 287 58n
= : =— = — 257,
3 x 3 X T

2 (1). Etant donné une mesure x d’'un angle
orienté, placer le point-image correspondant sur le
cercle trigonométrique dans chacun des cas

suivants :
— 119x%
=— =47.3;
T s
2% = NG5 x =27 55,

6 (1). Compléter le tabieau suivant :

3 (1). Calculer les valeurs exactes des sinus et
cosinus des nombres réels suivants :

37 —4r_ 58n
35 AL

-1z 17z

—_— — 151w
6 2 %

4 (1). Calculer les valeurs exactes des cosinus et
sinus de :

—1200°; 870°; —315°; 2490°.

5 (1). Ecrire en extension les ensembles
suivants :

1) {g+2kn keZ}n[— 2z, 5x];

51
keZ —=bm,—1I;

2) {{Eu;«;

2
3) {—’54- Pkr

3 kEZ}f‘\[O,SEI.

chacun des cas suivants :

23
a) MES (4) =% et MES (f) = — °F
3 4
58% 41z :
b) = et — = sont respectivement des mesures

de (g) et (f).

2) Calculer les mesures principales de (4) et (f),
sachant que :
s

MES () + MES (f) = — ~,

[S)

7?.’2

MES () . MES (f) = -

8 (T.). X étant un nombre réel, démontrer les
égalités suivantes :
1) 2sinx. cosx = (sinx+cosx)? — 1

=1 — (sinx—cosx)?;

Une mesure d'un angle orienté
: 2 — 327 — 791
en radians = — e
3 3

en degrés 150 1500 — 1920

en grades 1730_0 ~ 850
7 (1). Soit (4) et (f) deux angles orientés. 2) (cosx+sinx)? - (cosx — sinx)?
1) Calculer la mesure principale de (%) + (f) dans ; =4sinx.cosx;

3) sinx+sin®x—=cos*x —3cos?x + 2;
4) sin*x+cos*x=1—2sinx.cos?x.

9 (1). x étant un nombre réel, calculer :
1) (cosx+sinx)? + (cos x —sin x)2;

2) cos*x+sin?x.cos? x — cos?x;

7< 3) cos(x-}-%)*cos( *2—7:)

10 (1). Résoudre le systéme d’équations :

xsint+ycost=a
(x.y)eR?, ) i
Xcost—ysint=p.
Calculer : X2+ y2 N

i
11 (1). xétant un nombre réel tel que sin x = 3

calculer cos x,
5
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“

.12 (1). x étant un nombre réel tel que :

14
xe[#-z-, O:I

calculer sin x.

et cosx=0.3

Loyn & o

13 (1). La tangente d’'un nombre réel x tel que
cos x # 0 est notée tan x et est définie par :

1) Montrer que :
1

1 +tan? x=—0—.
cos? x

2) Calculer sin x et cos x dans chacun des cas
suivants :

wnx=o et xe| 0,2 ;
a) anxmg et xe 5l
3+1 4
b) tan)(z—iz-r— et xe}ﬁi,o}.

% 14 (1). x étant un nombre réel, exprimer en
fonction de sin x et de cos x les nombres suivants :

i 3 87,

1) A:s:n(x—3>+cos(xf 2),
23 B =i D cos x+-£:’—1’E >
) B=sin x+? + 2 )

3) € =sin(x—5n) +cos (x+57);

: 57 5 574 ‘ )
cOoSs (X +?) + cos ( -—-—2-) " f; «
sin? (x + 3—E) + sinz(x— SE)

2 2

x étant un nombre réel, calculer :

) o

15 (1).
1) sin (x + m) —sin (x — 1)

fcos(%+x + sin (x — bx);

in® on cos? —éf ;
2) sin —7 + 5 ’
s T
cos (m + x) - sin (~2—— )

I . =
sin ( —5)

16 (1). x étantun nombre réel tel que cos x > 0.
et sin Xy 0,273, _caiculer :

. 5n br
sin x+? et cos X+2 i

; b3 A
2 0,57], —2X+— | =sin|[ x—=);
. 2) xe[0,5x] sm( 2X+6) sm(x 3),

/1) xeR, 2cos3x=3} -
4

17 (2). Résoudre les équations suivantes :

brx i b \/g
1 D AL v
) xe|: T, 2:|, sm(x_ 3) 5

3) xeR, 2sin(3x+’_;.)_\/§=o;

4) xeR, sin(Ex—TF)+sin(2x+f):o;
5 4
- 37! - T 14
5) xeR, sin{ —x+=-|.sin( 2x+=]=0. [

Dans chaque cas, on placera les points-images des
solutions sur le cercle trigonométrique.

18 (2).
1) xeR, sinx—sin2x.sinx=0;
2) xeR, 4sin?2x—1=0;

Méme question :

3) xe[0,4x], 3 745in3(—2x+:=—1) =)

19 (2). Résoudre les équations suivantes :

2) xe[—m, 4n], 005(75x+g)—1 =0

3) xe[—3m 2x], .
5
cos(—x+g) +cf)s(2x—:-67—[) :ﬂO;

o 2
4) xeR, cosz-3x:sin(—2x+—5-);

5 R 2 i xt =k
} xR, cos = s =
8) xeR, 5in(2x+%) cos (—-2x+%)=0_

20 (2).
1) xe[— 2x. 2x],
2) xeR, 2—3cos’ 2x=0;

3) xeR, cosf’(?.x—g fcosz(x+£):0.

Méme question :
sin x + 2 cos 3x . sin x =0;

21 (2). Méme guestion :

1) xeR, sin*x—sinx -2=0;

2) xeR, 2s'1n2x~(2+\/§)sinx+\/6=0;
3) xeR, 200313x—ﬁcos3x=0;

4) xeR, sinx+2cos?x—1=0.
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22 (2). 1) x étant un nombre réel quelconque,
montrer que :

{cosx+sinx)? + (cosx—sinx)? =2
2) Sachant que :
COS x —sin x = /2,
calculer sin x et cos x.

3) En déduire l'ensemble des solutions de
I'équation :

xeR, cos x—sinx= \.ff2.
23 (2). Reésoudre chacune des équations suivan-
tes, dépendant du paramétre m :
1) xeR, msin2x—2=0;
2) xe[—m,w], (m—1)cosx+2=0;

mei—

3) xeR. sinx= e

24 (2). Résoudre I'équation :
xeR, msinx+ (m—1)sinx—1=0,

dépendant du paramétre m.

© 25 (2). Résoudre les inéquations suivantes :
1) xe[—2x,2%], 2cosx—12>0;

2) xe[—m, 3w, V‘MZM sin (Zx + ;) —1=0;

3) xeR, sinx—cosx<0.

26 (2). Méme guestion :

1) xe[—2n 2x], sin2x-12—$0;

2) xe[—m n], cosx(2sinx—1)<0;

3) xe[0,27], 2cos’x+ \/‘gcosx =0;

4) xeR, 4sin®x+2(,/2 —1)sinx—./2<0.

27 (2). Résoudre les systémes d’équations
suivants :

sin X < 7L

1) xe[—2m 27, e
2sinx+1=0;
/3
‘sin P e

2) xe[0, 3z, | 2

cos 3x = — =

28 (3). x. y et z étant trois nombres réels,
démontrer les égalités suivantes :

1) sin (x + y) . sin (x — y) = sin? x — sin? y;
2) (sin x + sin y)* + (cos x + cos y)2
=2+ 2cos (x—y);

"~ 3) cosx.sin(x—z) +cosy.sin(z—x)
+cosz.sin (x—y) =0.

29 (3). Simplifier :

1) sin3x.cos2x —sin2xcos3x;

2 4z
2) cos (x + ?) + cos (x + ~3—) + cos x;

T : i
3) cos (x + E) + sin (x — 4)

30 (3) t—=— = es
- Er ecrivar + -, calcu e Inus

b 5n
et le cosinus de —.
12

o i , -
2031 (3). xety étant deux nombres réels tels que :

: 1 i
sin X:“j et XE[E, 73:|f
2 : s
cosy=—§ et yE["'.T, —-5]

1) Calculer cos x et sin y;
2) Calculer sin (x + y). sin (x — y), cos (x + y),
cos (x —y).

32 (3). xety étantdeux nombres réels tels que :
e e Sz
sinx=——"— et cosy=Y__ ¥

T 4 2
1) Calculer cos 2x et sin 2x;
2) Calculer cos 2y et sin 2y.

-%3 (3). x étant un nombre réel tel que :

T . /2
xe{o, EJ et sinx= VT GE—,

calculer cos 2x et en déduire la valeur de x.

34 (3). Soit la fonction :
F:R—R
sin 3x cos 3x
sinx  cosx
1) Quel est I'ensemble de définition D, de 72
2) Montrer que :

VxeD, f(x) =2

35 (3). Soit:
A=4sin? x+ 2 cos®* x — 3.
avec : xe]—m, 7.

1) Exprimer A en fonction de cos 2x.

1
2) Déterminer x pour que A = 5

88
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36 (3). Résoudre I'équation :

~

7
xe[—2xm, 2], sin* x + cos* x = 5

en utilisant une des deux méthodes ci-aprés.

7" méthade
o Revoir I'égalité :

] 1
sin4x=§+—cos4x—§cos2x

8

(page 81).
e Montrer que :

Sl 1
cos4x=§+§cos4x+50052x.

e Résoudre I"équation donnée.

2¢ méthode

e Montrer que :
: o
sin* x4+ cos* x =1 — 5 sin? 2x.

e Résoudre |'équation donnée.

37 (3). Transformer en une somme ou une
différence :

T I
1 a0 5 ]
) cos (2x+3) cos( X+6)
2) sin (—x+%).sin (3)(—::—1);
3) sin 2 % os| 2x i cos | x X
| —‘X+Z . COs| +I 5 —:3- .

1)

2)

e
4)

5)

39

1)
2

—

)
.2)
3)

X 4)

5)

38 (3).

Transformer en un produit :

4

cos 2x — sin ( — zE);
3

sin 3x + sin 4x + sin 5x;

A T
sin X + cos (-— 3x+ﬁ);

sin 2x — cos 3x + cos bx;

: T
\/§+25m (fx+§).

(3). Soit la fonction :
fAR— R
cos 2x + cos x
Quel est I'ensemble de définition D, de f?
Montrer que :

X
cos
2

YxeD, f(x) =

sin —
s

(3). Résoudre les équations suivantes :

3-1
xeR, sin (x-{-g-) cos (x+£)z‘/— s

3
cos2x —sinx +sin3x=0; -

4

xel,

X
xeR, cosx+ \/§ sin =5 cos 2x =0;

xeR, cosx+fsinx=3; -

xeR, \//gcosx+3sinx=-3.

#
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Problemes

41. Le plan est muni d'un repére orthogonal
(O f=),
Soit (€) la représentation graphique de la fonction
cosinus.

1) Soit la fenction
g:R— R

xl—»cos[x+(2k+1)g:l

ol & est un nombre entier donné.
Montrer que g est impaire. Trouver des centres de
symeétrie de (C).

2) Soit la fonction
h:R— R
X > cos (x 4 kn)

ou k est un nombre entier donné.
Montrer que h est paire. Trouver des axes de
symétrie de (C).

3) Soit (C') la représentation graphique de la
fonction sinus.

a) Montrer que (€) est I'image de (C) par une
translation que I'on déterminera.

b) Trouver des centres de symétrie et des axes de
symétrie de (C').

4) Déterminer les coordonnées des points d'inter-
section de (C) et (C').

42. Soit I'application
fi[-2n,27] — R
X — sin (x + 1‘;«)
On désigne par (C,) la représentation graphique de
f dans un repére orthogonal (0, /. J).
1) La fonction f est-elle périodique? Justifier.
2) Soit la fonction
g:-R— R

x._w( _g).

a) Quel est I'ensemble de définition D, de g?

b) Construire la représentation graphique (C,) deg
dans le repére (O, /, J).

¢) Construire (Cy) a partir de (G,) (on pourra
utiliser un papier calque).

3) Résoudre graphiquement puis algébriguement
I'équation :

1
xeD, f(x)= 5

/3 1
4) Trouver 'image réciproque de l: — lzﬁ, §jl parf£.

43. Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0. 1, J) (unité : 2 cm).

1) Construire la représentation graphique (€)) de
la fonction

f:R— R
X 2 cos x
a partir de celle de la fonction cosinus.
2) On considére la fonction
g:R— R ;
X 2 cos (x — %)
dont la représentation graphique dans le repére
(O, 1, J) est (¢,).
a) g est-elle périodique? Justifier.

b) Moptrer que (C,) est I'image de (C;) par une
translation que I'on déterminera.

¢) Construire (€,) a partir de (Cp).

3) Déterminer les coordonnées des points d'inter-
section de (C;) et (C,).

4) Trouver des centres de symétrie et des axes de
symétrie de (C,).

44. le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, /1, J) (unité : 4 cm).
Soit I'application

n T
fil —=.=|—R
| %3]
X > sin 2x.
1) Trouver deux applications g et A telles que :
f=goh

2) Al'aide des représentations graphiquesdegeth
etde ladroite d’équation y = x. construire point par
point la représentation graphique (C;) de £

3} Soit I'application

2% w R
ril ——, - | —
303

: i
X — sin (2){ + §)

T

a) Montrer que :

Vxe[— % g] r(x) = f(x + g)

b) Construire la représentation graphique de r 2
partir de (C,) (on pourra utiliser un papier calque).
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4) Résoudre l'inéguation :
27w V?S
xel:-—?, -§:| r{x) >T'

45. Soit la fonction
FR— R
1

—_
A e |

1) Quel est I'ensemble de définition de 77

2) a) La fonction f est-elle paire? impaire?
Justifier.

b) Montrer que f est périodique de période 7.

1
3) Trouver I'image réciprogque de 5 par f.

4) Trouver 'image réciproque de R par f.

46. Montrer que la formule :
cos (a—b) —cosacoshbh=+sinasinb

permet de retrouver toutes les formules suivantes :

1) ¥xeR
cos (— x) =cosx sin (—x) = —sinx
cos (m—x) = —CO0sX sin (m —x) =sinx
cos (7 + x) = —COSX sin {m+ x) = —sinx

T : (=

GOS(E— )=smx sm(§ — ):cosx
T :

cos(§+x>:—smx

nf -+ = COS
S X C X,
2) VkEZ VxeR

cos (x + 2kn) = €0S X
sin (x + 2km) = sin x.

47. Soit la fonction
ffR—R
sin 3x — sin x

S 5 3
X sin x

1) a) Quel est I'ensemble de définition D, de ?

b) f est-elle impaire? paire? justifier.
4 T n 3n
Calcul f-—,f—,f——,f—-—).
o comr(3) (5} -5} AT
2) Déterminer I'image réciproque de 0 par f.

3) Etudier le signe de f(x) lorsque x appartient a

b

48. On considére I"équation :
(E) xe[—m w], sin3x+ 2 cos® x+sinx=0.
1) Factoriser sin 3x + sin x.

?) Résoudre I'équation (£) et placer les points-
images des solutions sur le cercle trigonométrique.

3) Soit la fonction
fR—R
2 cos® x
X
sin 3x + sin x
a) Quel est I'ensemble de définition D de F?
b) fest-elle paire? impaire? justifier.
¢) fest-elle périodique? justifier.

1
d) Montrer que YxeD, [f(x)|= 5"
e) Résoudre I'équation :

(F) xeR, f(x) =13§.

49. Soit le systéme d’éguations :

T
oty =—
2 6 s
() (xyel—mnl* I
¢ J ol
s Jsiny= —Y—.
in x.siny "
1) Montrer que :
a) cos (x +y) —cos (x—y) = —2sinx.siny;

b) le systéme (Z) est équivalent au systeme
suivant : :

T
(=9 (ey)el—mnl? {"”‘E'
cos{x—y)=0.

2) Résoudre (X).

50. Soit le systéme d’équations :

B

cosx.cosy.—:\/ e

() xpel—nral® | =
[ sin x.sin y:\/—&#.

1) Montrer que le systeme (Z) est équivalent au
systéeme suivant :

1
cos (x+y) =

7
(£) (xy)el—-= > J3
cos (x —Y) =

2) Résoudre (Z).
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Exercices proposés

a I'examen probatoire -

de Cote d’lvoire

51. Soit la fonction polyndme P définie par :
YxeR, P(x) =4x3 —3x—1.

1) a) Calculer P{1) puis factoriser P(x) en un
produit de bindmes du premier degré.

b) Résoudre I'équation :
xeR P(x)=0.
2) Soit I'équation :
(£) xe[0,27], 4cos’x—3cosx—1=0.
a) Résoudre cette équation;

b) Placer sur le cercle trigonométrique les points-
images des solutions de (£).
Juin 1985 — Série B

52. Soit la fonction numeérique £ définie par :

=] ki~ 2
bhE el ity o

1) Déterminer I'ensemble de définition de 7.

2) Démontrer que f est périodique de période 7.

3) Résoudre I'équation : xR, f(x) =1 et placer
les points-images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

4) Résoudre l'inéquation : xe[o, f:[' f(x) >1

(on pourra remarguer gue pour x élément de

P
LO, g}, (1 —sin2x) (1 + 2sin 2x) est positif ou
nul).

53. 1) Démontrer, en utilisant le développement
de sin (4x + x), I"égalité :

sinbx=16sin’x—20sinx + 5sinx.

Juin 1985 — Série C

=
2) Démontrer que Jg est solution de I'équation :

xeR, 16sin®x—20sin*x+5sinx=0.
3) Résoudre I'équation :
xeR, 16sin®x—20sin®x+5sinx=0

en utilisant la question 1.

4) Résoudre I'équation :
XeR, 16X° —20X° +5X=0.

5) En remarquant que O <g < : déduire des
questions précédentes la valeur de sin g
Juin 1985 — Série D

54. Soit deux nombres réels x et y appartenant a
i T
intervalle | O, §:| tels que :

bt /6 +./2 /3
: v v N
=3 N s =
sin x 7 et cosy 5
= B o\ 2 5
1) a) Veérifier que (\/ Z . ) = 4\’ :

b) Calculer cos x.
¢) Calculer sin y; quelle est la valeur de y?
2) a) Caiculer cos (x + y), sin (x + y).

b) Calculer cos (x — y), sin (x — y); en déduire la
valeur de x. ’
Série B — Session de remplacement 1985

55. On rappelle les formules suivantes; quels que
soient les nombres réels pet g, on a :

+ 0%
cosp+cosq=2005p q—cose----q;

2 2
sin p+sin g=2sin '?--Jz—r— cos” ;q_

Soit la fonction
f:[0.2z[—R
sin x + sin 3x + sin 5x
cos x + cos 3x + cos 5x

1) Résoudre I'équation :
xel[0,2x[, (1 +2cos2x).cos3x=0.

2) Transformer en un produit la somme
Cos x + cos bx.

3) Déduire des questions précédentes 'ensemble
de définition D de £

4) Montrer que, quel que soit I'élément x de D, on
ax

92



2/Trigonométrie

5) Résoudre I'équation :
xeDn [0, 2z, f(x)=0.

Juin 1984 — Série B

56. Soit f la fonction polynome définie par :

VxeR 2f(x) =8x>—6x—1.
1) Résoudre I'éguation :

1
R, cos3x=—.
X€E 5

Représenter les points-images de ces solutions sur
le cercle trigonométrique.

2) Ecrire cos 3x en fonction de cos x. En déduire
les solutions de I'équation :

xeR f(x)=0.
(On donnera les solutions sous forme de cosinus.)
3) Résoudre I'inéquation :

1
xe]—m @, 4cos’x73c:osxA§<0,

Juin 1984 — Série C .

57. 1) a) Vérifier que :
\/3+2V’§=1 +\/§.

b) Résoudre I'équation :

= 42k
XeR, 2X*4 (1 ﬁ\/’Z)X__.\..é__=0_

c¢) Résoudre I'inéquation :
/2
e R 201~ /X —VT> 0.

2) Déduire de la question 1) la résciution de
I'équation : =

xeR, 2cos®x+ (1 —\/2)cosx—l’2—~:0.

Représenter, sur le cercle trigonométrique, les
points-images des solutions de [|'équation
précédente.
3) Déduire de la question 1) la résolution de
I'inéguation :

: /2
xe[0, 2z], 2cos’x+ (1 —\f@)cosx—%>0.
Représenter, sur le cercle trigonométrique, les
points-images des solutions de [l'inéquation

précédente.
Juin 1984 — Série D

58. 1) Mettre 4 — 2\,@_ sous forme d'un carré;
puis résoudre |'équation :

xeR, 4x2—2(1 +/3)x+,/3=0.
2) Résoudre ['inéquation :
xe[0, 2z, 4(1 —sin?x)
—2(1 ++/3) cos x+ /3.<0.

Représenter ['ensemble des solutions sur le cercle
trigonomeétrique.
Juin 1984 — Série E

59. 1) Résoudre I'équation et l'inéquation sui-
vantes (on posera x> = y) :

a) xeR, 8x*—6x2+1=0,

b) xeR, 8x*—6x*+1<0.

2) Résoudre :

a) xe]—m,n], 8cos*x—6ecosix+1=0;

b) xe]—mm], 8cos*x—BcosPx+1<0.

Représenter chacun des deux ensembles de
solutions trouvés sur le cercle trigonométrique.
Série C — Session de remplacement 1984

60. 1) Résoudre
suivantes :

I'équation et [l'inéguation

=
. 6
a) yeR 2" —(J3+/2)y+-=0;

= /6
b) yeR, 2y*— (\/§+V"2)y+\'7-‘£0-

2) Utiliser les résultats précédents pour résoudre
I'équation et I'inéquation suivantes :

a) xeR, —2cos?x
- o i -\,/’6'
u(V‘3+\/’2)51nx+?-+2=0;
b) xeR, —2cos?x

e
—(V’3+VZ}SIHX+—2-+2€0.

Série D — Session de remplacement 1984

61. 1) Résoudre |'équation suivante :
xeR, sin x4+ sin 2x 4+ sin 3x=0.
(On pourra transformer sin x + sin 3x en produit).

Placer sur le cercle trigonométrique les points-
images de ses solutions.

2) En déduire la résolution de l'inéquation :

xe[0,2x[, sinx+sin2x+sin3x>0.

Juin 1983 — Série C -

62. 1) Calculer (/3 +./2)%
2) Résoudre I'équation :

XeR, 4x* + 2x( /3 —/2) — /6 =0.
3) En déduire la résolution de I"équation :
ve[0, 2z[, — 4 sin?y
+2(\/f3——\/i) cos y—\/E+4=0
et placer sur le cercle trigonométrique les points-

images des solutions de cette équation.
Juin 1983 — Série D
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63. 1) Résoudre I'équation suivante :
xe[—m n[, sinx+cosx=—1.
2) Apres avoir vérifié que :
¥xeR sin 2x = (sin x + cos x)? — 1,

résoudre |'équation suivante :

1
xeR, 1-~2-sin2x+sinx+cosx=0.
Juin 1983 — Série E

64. 1) x et y étant deux nombres réels quelcon-
ques, factoriser :

cos (x + y) +cos (x —y).
2) Trouver les couples solutions du systéme
suivant :
T
X—y= I,
(x, y)el0, 2=] x [0, 2x],
COSX.COSy=

*%

Série D — Session de remplacement 1983

65. 1) Résoudre |'équation :
xel0,2n[, 2sin*x+7cosx—5=0.

2) Résoudre l'inéquation :
xe[0,2z[, 2sin’x+7cosx—5<0.
Juin 1982 — Série C

66. Résoudre I"équation :
4
xeR, sin 2x + cos (x_§) =0

et représenter ses solutions sur le cercle
trigonométrique.
Série C — session de remplacement 1982

67. On donne, x étant un nombre réel :

E, =sin x + sin 3x——\/§sin 2x.
E, = cos 3x + cos x — \/§ cos 2x.

1) Mettrelasommesin x + sin 3xsous formed'un
produit.
2) Mettre £, et £, sous forme de produits.

3) Utiliser les factorisations précédentes pour
résoudre |'équation :

(£) xe[—m =], Ei+ E;=0.
4) Placer sur le cercle trigonométrique les points-

images des solutions de (£).
Série D — Session de remplacement 1982
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3 Transformations du plan

Lecon1: ROTATIONS
Lecon2: HOMOTHETIES
Lecon 3: SIMILITUDES

On donne un point 4 et deux droites (4,) et (4,) comme l'indique la figure ci-dessous.

Construire un carré ABCD tel que les sommets B et D appartiennent respectivement 4 (4,)
et a(4,):

(42)

(4,)

1 Rotations

1) Généralités sur les transformations du plan

e On rappelle que :
— un point A du plan 7 est dit invariant par une application f de T dans  si :
f(4) = 4.

— Une partie E du plan ¥ est dite globalement invariante par une application f de  dans &
si:

By =E

e Définition

On appelle transformation du plan, toute bijection du plan sur lui-méme.

— Donner des exemples de transformations du plan.
95
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2) Généralités sur les rotations (rappels)

96

a) Défnition

Etant donné un point O et un angle orienté (), on appelle rotation de centre O et d ‘angle
orienté (d), 'application :

J—
M+— M’
telle que : pour M =0, M’ =0
pour M # 0, OM’' = OM et (OM, OM) = (d).

o étant la mesure principale de I'angle orienté (&), par souci d’alleger le langage, la rotation
de centre O et d’angle orienté () sera appelée rotation de centre O et d’angle orienté o.
Cette rotation est souvent notée (0,5 OU tout simplement r.

b) Propriétés

— Toute rotation d’angle orienté non nul admet un unique point invariant, son centre.
— La composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants est une rotation.

— Toute rotation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants ou
égaux.

— Toute rotation est donc'un déplacement.

Par conséquent :

Toute rotation conserve :

— La distance de deux points

— l'alignement des points

— le parallélisme des droites

— lorthogonalité des droites

— la mesure des angles

— le barycentre des points pondérés.

Exercices 1) On donne un point O et le triangle ABC.
A
= /\
B C

Construire I'image 4’B’C’ de ABC par la rotation de centre O et d’angle
orienté v, dans chacun des cas suivants :

a)azg b) o =—— ¢) o=—

2) Soit un carré ABCD. Trouver une rotation d’angle orienté non nul qui
laisse ce carré globalement invariant.

|

?
§
=
.

!
1
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S @ ‘.
e

Construire I'image de | Construire I'image de (D) Con%truire Fimage de (C)
[AB] par la rotation ! o

0 s par la rotation r(O, =5 . | par ]ia rotation r| O, 2 : ‘

U}

3) Angles orientés et rotation

On donne un point O et une demi-droite [ AB).
Construisons, dans chacun des cas suivants; I'image de [ 4B) par la rotation r de

et s g e 13 s

T
centre O et d’angle orienté 3 :

i

e e T

r

0|0 - :
A A i
B |B

On sait que : Comment décrire la position relative de la
demi-droite [ AB) et de son image [A"B")?

MES(AB,-AB") = g

¥
Nous sommes amenés & définir I'angle orienté d'un couple de demi-droites n’ayant pas
nécessairement la méme origine.
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a) Angle orienté d’un couple de vecteurs non nuls
Activité préparatoire

¢ Soit deux vecteurs non nuls % et 7.

. Considérons deux points distincts S et S

: On sait qu'il existe des points M, N, M’, N’ tels que :
- : SM=u ; SN =2

—
e

SM'=u; S'N' =75

LG
=11

]

J\

Montrer que :
§ T

(SM, SN) = (§'M", SN).

Deéfinition

Soit u et ¢ deux vecteurs non nuls.
On appelle angle orienté du couple de vecteurs (ii, 7) et lon note :

(i, )
I'angle orienté :
e
(SM, SN)
\: : (S, M) et (S, N) sont respectivement des représentants de u et de 1.

(@ ) = (SM, SN); avec SM =# et SN =3

e Notons que :

si ; U, =ou et v, =pd

avec ceRE et pBeR*
e o

alors : (41, 1) = (, ).

SM =4 et SM’'=uai avec wxeR*

et SN’ =g avec peR% -

S -

SN =
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b) Angles orientés d’un couple de demi-droites

On appelle angle orienté d'un couple de demi-droites ([AX), [BY)), 'angle oriente du
couple de vecteurs (i, v) ol (4, X) et (B, Y) sont respectivement des représentants de et

de 7.
e s

On le note (AX ; —Bﬁ ou (_;13(,,7-15“}77).

X

(X, 4Y) = (4X, AY)

X

—_— —
i o >

(AX, BY).

P'angle orienté du couple ([4X), [BY)) est

c) Angles orientés et rotation

On donne une rotation r de centre O et d’angle orienté (2).
Soit 4 et B deux points distincts du plan, 4’, B’ leurs images respectives par r.

Considérons le point B, tel que :

Soit B] I'image de B, par r.

FB“l:IBi
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y Ona:
2 { Y\ OABB, étant un parallélogramme, son image OA4’B’Bj, par la rotation
r est aussi un parallélogramme.
& (O e (Justifier.) s
s 4 4 Donc : A’B’ = OB/,
B B
B, | B;
=Tmo oo e
Par conséquent : (4B, A'B") = (OB, OBY)
(AB, 4B") = (3.
Théoréme

A et B étant deux points distincts du plan, 4’ et B’ leurs images respectives par une
rotation d’angle orienté (&), on a ;

(4B, A'B") = (4).

P 4) Diverses déterminations d'une rotation

1 a) Par définition :

Une rotation est déterminée par la donnée de son centre et de son angle orienté.

b) | Btant donné trois points distincts O, 4, A’ cherchons s'il existe une rotation de

B | centre O et qui applique 4 sur A".

e Si 04 # 04, il n'existe aucune rotation de centre O qui applique A sur A"
! e Siles points O, 4, A’ sont distincts et tels que :
04 =04,

la rotation de centre O et d’angle orienté (6&:537) est la seule rotation qui applique 4
sur A%

En conclusion

Une rotation est déterminée par la donnée de son centre, un point distinct de son centre
et son image.

|
1

g LoE
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0, A, A’ étant trois points distincts tels que :
0A=0A4".

On peut considérer @ rotation de centre O qui applique A sur 4"

e Construction de l'image d’un point

— On donne un cercle (C) de centre O.

Soit 4 et A’ deux points distincts de (C).

Considérons la rotation de centre O qui applique A sur A'.
Donner un programme de construction de image M’ d’un point quelconque M, dans
chacun des cas suivants.

(©)

i

Mé¢(C) et Me(0A)

— On donne un point O et un angle orienté () par son représentant ([SR), [ST)).
Donner un programme de construction de Iimage M’ d’un point quelconque M par la
rotation de centre O et d’angle orienté (&).

R

Exercice On considére le carré ABCD de centre O.
Donner langle orienté de chacune des totations suivantes :

r, : rotation de centre O qui applique A sur B
r, : Totation de centre O qui applique A sur C
r, : rotation de centre O qui applique D sur G

¢) | Etant donné deux points distincts A et A’ et un angle orienté non nul (&) de mesure
principale o, cherchons s’l existe une rotation d’angle orienté (&) qui applique A
sur A"
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3 _ il existe une rotation d’angle orienté (4) qui applique A sur 4’, le centre O de cette
rotation est Pun des points d’intersection de la médiatrice de [44] et des demi-droites

[AX) et [AY) telles que :

: mes(;f’.;ﬁf)=mes (Z"E?):’t_zlal.

La condition : « (—O’ff 6?47) = (@)»

permet de choisir celui qui convient.

— Donner un programme de construction du centre O de cette rotation.
(On pourra utiliser 'arc capable.)

En conclusion

Une rotation est déterminée par la donnée de son angle orienté, d’un point et son
image.

A et A’ étant deux points distincts, (%) un angle orienté non nul, on peut considérer @
rotation d’angle orienté (&) qui applique 4 sur 4"

Exercice On donne deux points distincts 4 et B.
Construire le centre O de la rotation d’angle oriente — 6 qui applique 4

sur B.
d) | Etant donné quatre points distincts 4, B, 4', B, cherchons sl existe une rotation
qui applique :
Asur A’ et Bsur B.
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e Si AB # A’B/, il n'existe aucune isométrie qui applique 4 sur 4’ et B sur B".

e Supposons AB = A'B’.
On sait qu’il existe un déplacement et un seul qui applique :

Asur A" et Bsur B
Ce deplacement est une translation si et seulement si :

A4’ = BB

.

si AB=A'B’ et AA’ +# BB

— Par conséquent,

il existe une rotation et une seule qui applique :
Asur A et BsurB.

— Donner dans chacun des cas ci-dessous, un programme de construction du centre O de
la rotation qui applique :

Asur A” et B sur B.

l #| 4
,/
B A~
B s v oA B \\\
,// \\\

AB'A'B est un AB— A'B’ AA'B'B est un trapéze

S : , isocele.
parallélogramme (AR) et (4'B) sontsecants isocéle

Conclusion

Une rotation est déterminée par la donnée de deux points distincts et leurs images.

A, B, A’, B’ étant quatre points distincts tels que :
AB= A'B’; AA’' +# BB,
on peut considérer |E| rotation qui applique :
Asur A et Bsur B.
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Exercice Etant donné deux demi-droites [ AX) et [BY), on sait qu’il existe un unique
déplacement qui applique :

[AX) sur [BY).

A quelles conditions ce déplacement est-il une rotation?
Donner un programme de construction du centre de cette rotation.

5) Exemples d'utilisation des rotations dans des activités géométriques

a) Utiliser les rotations pour démontrer une propriété
Exemple
On donne deux segments [AB] et [AC] de supports distincts.

On construit les carrés ABEF et ACGH comme l'indique la figure ci-dessous.
Montrons que les droites (CF) et (BH) sont perpendiculaires.

]
! G

. . oo Tl
Soit r la rotation de centre A ¢t d’angle orienté >

Ona:
e
-
A- | A
@k
F B

La rotation r applique donc [CF] sur [HB].
Par suite :

((TF, ﬁ) est langle oriente de r.
(CF) et (HB) sont donc perpendiculaires,
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Exercice ¢ On donne deux triangles équilatéraux isométriques 4BC et EFG.

Montrer que les médiatrices des segments [AE], [BF] et [CG] sont
concourantes.

Zl i

5 ¢ ¢

b) Utiliser les rotations pour construire une figure
Exemple

On donne un point A4 et deux droites (4,) et (4,) comme lindique la figure ci-
dessous.

Construisons un carré ABCD tel que les sommets B et D appartiennent
respectivement a (4,) et 4 (4,).

(42)

(4,)

— Analyse de la figure

(4,)

S
ir
A A
B D
(4,) | (49)

(49

Puisque Be(4,) alors: De(dy
or: De(4,)
donc: De(d,)n(4)).

(4,)
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— Construction du carré ABCD

,.,' Donner le programme de construction de (A7) puis du carré ABCD.
Justifier chaque étape de ce programme. |

— Examiner les cas ci-dessous ot les deux droites (4 ;) et (4,) sont perpendiculaires.

(4y) (44)

le point 4 n’est pas équidistant des droites | le point 4 est équidistant des droites (4,)
(4,) et (4) et (4,)

— Envisager le cas ou les deux droites (4,) et (4,) sont paralléles (se référer au cas de la
figure ci-dessous).

(4,)

*A

L (42)

Exercice ? On donne un point 4 et deux droites (4,) et (4,) comme I'indique la figure
ci-contre.

(44)
*4

(42)

Construire deux triangles équilatéraux dont un sommet est 4 et dont les
deux autres sommets appartiennent 'un a (4,) et Pautre a (4,).

L o

¢) Utiliser les rotations pour rechercher un ensemble de points
Exemple

On donne une droite (D) et un point 4 nappartenant pas a (D).
] Soit B un point quelconque de (D).

— Construire le triangle rectangle isocéle en A tel que le triplet (4, B, C)soit de sens
direct.

— Cherchons I'ensemble décrit par le point C lorsque le point B décrit la droite (D).

B i
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(D)

B B

Le point C est 'image de B i)ar la rotation de centre 4 et d’angle orienté g

Par conséquent, lorsque le point B décrit la droite (D), son image C décrit la droite (D’)
image de (D) par la rotation r.

— Construire la droite (D).

Exercice Dans I'exemple ci-dessus, on remplacera la droite (D) par un cercle (€)
passant par A4.
A
(©

Trouver I'ensemble décrit par C lorsque B décrit (©) — { A},

6) Composition d'une rotation et d’une translation (Activités)

a) | On donne un vecteur u par un représentant (4, B), un angle orienté (&) par un
représentant ([SR), [ST)) et un point O.
Considérons la translation ¢ de vecteur # et la rotation r de centre O d’angle
orienté ().

e On veut caractériser la transformation ¢ o 7.

— On sait que la composée de deux déplacements est un déplacement.
Donc t o r est un deplacement.

Soit M un point quelconque du plan.

Désignons par M, I'image de M par r.

On a:
P N P
i t G
0 0 0 o’ ([
AM Ml Ml M’ M M’
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108

|
|
! M

A 0 !
— Montrer que ¢ o r n’est pas une translation, en déduire que t o r est une rotation.

— Montrons que P'angle orienté de la rotation ¢ o r est celui de la rotation r.
En effet, langle orienté de la rotation t o r est :

(OM, O'M))
etona: (Oif, oO'M) = (-OJ-\/.T, _b_l\/fl). Justifier.
= (d)
e Montrer de méme que r o t est une rotation d’angle orienté ().

Théoréme

Soit ¢ une translation et r une rotation d’angle orienté non nul (d).
Les transformations ¢ o r et r o ¢ sont des rotations d’angle orienté ().

e Dans le cas de la figure ci-dessus, construire le centre @ de la rotation t o r.

Exercice On donne un triangle équilatéral ABC.

Soit ¢ la translation de vecteur BC et rlarotation de centre 4 qui applique
B sur C.
Omn sait que 7 o r est une rotation.

Caractériser cette rotation.

b) Décomposition d’une rotation en translation et en rotation de centre donné

On donne une rotation r de centre O et d’angle orienté (d).
Soit @ un point distinet de O.
Soit ¢’ la rotation de centre Q et d’angle orienté ().

e Montrons qu'il existe une translation t; telle que r = ¢; o 7.
Désignons par @’ Iimage de Q par r et par O I'image de O par r'.
Ona:

G ZET
1 r’
D |50 ) 0’
G | 0 Q
0Q = 0% Q0 = QO
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donc 0Q' = 0'Q.

Les triangles QO et 0Q0O’ sont isométriques (Justifier); on en déduit que :
00 =QQ'.

Le quadrilatére 00’Q€’ est donc un parallélogramme.

Par suite : 00 = Q6.

Soit t; la translation de vecteur 0’0.

On a alors : s el —~
r’ iy tyor

O 1 =0° O 0] o | 0

Q| Q 2 v 2o

t, o *’ est donc la rotation de centre O qui applique £ sur £, c’est donc la rotation r :
ri=tanire

e Montrer de méme qu’il existe une translation t, telle que :
r=r ot,

Théoréme

Soit r une rotation de centre O et d’angle orienté (d), Q2 un point distinct de O.
1l existe deux translations t; et t, telles que :

=l e et T — e

on ' est la rotation de centre Q et d’angle orienté (d).

Remarque :
() rot,
[ r S v [ ts r’
b=t 0 = : oF— 0" 0
L ity P
r I
Exercice On donne un triangle équilatéral ABC.

Considérons la rotation r de centre A qui applique B sur C et la rotation 7/
de centre B qui applique C sur A.

Trouver deux translations ¢, et ¢, telles que :
= rotr e O L
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7) Composition de deux rotations (Activités)

a) Composée de deux rotations de méme centre
On donne les rotations :

— 1y de centre O, d’angle orienté (@)
— 1, de centre O, d’angle orienté (di5)-

On veut caractériser la transformation Ty O Py

Soit M un point quelconque du plan, distinct de O.
Désignons par :

— M,, I'mage de M par r,
— M, l'image de M, par r,.
3

G

On a alors :
Y et v
ry Ty ry 01
0] 0 0 0 0 0
M | M, M, | M M | M

OM, =OM et (OM, OM,) =(4,)

OM’ =O0M, et (OM,, OM) = (4,)
Par conséquent :

oM’ = OM
(OM, OM’) = (OM, OM) + (OM,, OM)
= (&) + (&)

r, 0 1y est donc la rotation de centre O et d’angle orienté (&,) + (d,).
® Montrer de méme que 1 O 1, est la rotation de centre O et d’angle orienté (d,) + (4,).

Théoréme

La composée de deux rotations de méme centre O est une rotation de centre 0. Son
angle orienté est la somme des angles orientés des rotations données,

Cas particulier

La composée de deux rotations de méme centre et d’angles orientés opposés est
Iapplication identique du plan.
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Théoréme

L’ensemble des rotations de centre O, muni de la composition, est un groupe
commutatif. !

Enoncer les cing propriétés résumées par ce théoréme.

Exercice Trouver la transformation f dans chacun des cas suivants :
groor=f
b) for,=r,

C)iry o Jieit, =1,

ou 1y, ¥, 3 sont des rotations de méme centre O et d’angles orientés
respectifs :

2n T ’ T

el L oep 2

3 6

b) Composée de deux rotations de centres différents

On donne deux points distincts O, et O, et deux angles orientés (&) et (d,).
Soit r; la rotation de centre O, et d’angle oriente (&,), r, la rotation de centre 0, et
d’angle orienté (&,).

e On veut caractériser la transformation r, o r,.
On sait qu’il existe une translation ¢ telle que :

ry=Lor;
' ou r5 est la rotation de centre O; et d’angle orienté (d,).
Par suite : ro 01 = talrs © i)

Notons que ry et r; sont des rotations de méme centre 0, et d’angles orientés respectifs

(@,) et (dy)-
Par conséquent :

— Si (d,) + (d,) est 'angle orienté nul,
ror =ids
donc : L @ Er =T

Ilustration graphique M

0,
T 2
M
M, =1 (M)
‘ M =ry(M)
0; =71,(0;)
ona: MM = 0,0;.
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— Si(d) + (4,) est un angle orienté non nul, ry O ry est alors une rotation d’angle orienté
(A1) + (&3).

Illustration graphique

M, =r,(M)
| M =r,(M,)
071 =r,(0,)
ona: (OM, OM’) = (8y) + (ds).

{ e Montrer de méme que r, o r, est une rotation d’angle orienté (&) + (&,)

Théoréme

i La composée de deux rotations de centres différents et d’angles orientés respectifs (4, ) et
i (¢,) non nuls est :

i — Une translation si la somme des angles orientés (d,) + (d,) est nulle.
— Une rotation d’angle orienté (&,) + (4,) si cette somme est non nulle.

Exercice On donne deux points distincts 4 et B.

Soit r, la rotation de centre 4 et d’angle orienté (@), r, la rotation de
centre B et d’angle orienté ().

Caractériser la transformation r, o r, dans chacun des cas suivants -
| 9 MES@ =7 o MES(h=+7
_/'
T A T
b) MES(@) =3 et MES(f)=— -

¢) MES(°)(@) =74 et MES()(f) = — 74.

8) Composition d’une rotation et d’une symétrie orthogonale (Activités)

) | On donne une droite (4) et un point O de (4).
Soit 7 une rotation d’axe (4).

e Montrons que s o r est une symétrie orthogonale.

On sait qu'il existe une droite (X) passant par O telle que :
Fi=§ O's/

s* étant la symétrie orthogonale d’axe (X).
112
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— e — ———

T )
RN e
S
B )
~
Par suite : 5071 = 54(505)
sor=g.

e Montrer de méme que r o s est une symétrie orthogonale ayant pour axe une droite
passant par 0.

Théoréme

La composée d’une symétrie orthogonale d’axe (4) et d’une rotation ayant pour centre
un point O de (4), est une symétrie orthogonale.
L’axe de cette symétrie est une droite passant par 0.

b) | On donne une droite (4) et un point O n’appartenant pas a (4).
Soit r une rotation de centre O et s la symétrie orthogonale d’axe (4).
e Montrons que s o r est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation.

(4)

--..________‘(-}.()

Soit O’ un point de (4) et soit #" la rotation de centre O’ et de méme angle orienté que celui
de r.
On sait alors qu’il existe une translation t de vecteur non nul, telle que :

=1 of,
On obtient donc successivement :
sor=gsor ot
sor=¢ ot
ou s” est une symétrie orthogonale (ayant pour axe une droite (X) passant par 0).
e Montrer de méme que r o s est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une

translation.

Théoréme

La composée d’une symétrie orthogonale d’axe (4) et d’une rotation dont le centre
n’appartient pas a (4) est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation.
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¢) Nous nous proposens donc d’étudier Ia composée d’une symétrie orthogonale et d’une
translation

On donne une droite (4) et un vecteur non nul 2.

Deésignons par s la symétrie orthogonale d’axe (4) et par ¢ la translation de vecteur 7.
Etudions sot et tos.
Notons que sot et tos sont des retournements (Justifier).

e I cas : D est orthogonal d un vecteur directeur de (A).
i‘l

— On sait qu’il existe une symétrie orthogonale 5’ telle que :

(1)

t=sos,, laxe(4’) de s est paralldle a (4).
On a donc : SOf=50(s0%)

sot=g

— De méme tos est une symétrie orthogonale s d'axe (4”) paralléle a (A4).
— Dans le cas de la figure ci-dessus, construire les droites (4") et (4”).

® 2° cas : U est un vecteur directeur de (4)
[——_r—b
(4)

Montrer qu’il n’existe aucun point du plan qui soit invariant par sot. sot n’est donc pas
une symétrie orthogonale.

® 3° cas - v est ni orthogonal ni colinéaire d un vecteur directeur de (A)

(4)

Posons : o = o, + 1,, ¥, colinéaire 3 un vecteur directeur de (4)
v, orthogonal & un vecteur directeur de (4).
Parsuite: sot=s0 (tz, o 1z)
=(sotg) oty
sot=s oty

s” étant une symétrie orthogonale ayant pour axe une droite (4°) de vecteur directeur vy,
s" o t3, est appelé symétrie glissée d’axe (4°) et de vecteur -
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Défmition

Soit (4) une droite et 7 un vecteur directeur de (4).
On appelle symétrie glissée d’axe (4) et de vecteur 1 la composée de la symétrie
orthogonale d’axe (4) et de la translation de vecteur v

d) Synthése sur les isométries

On a vu en classe de Seconde que tout retrournement est la composée de trois symétries
orthogonales, c’est-a-dire d’une symétrie orthogonale et d'un déplacement.

Dong, tout retournement est :

— soit la composée d’'une symétrie orthogonale et d’une translation

— soit la composée d’une symétrie orthogonale et d’'une rotation.
P

D’ou la conclusion :

Un retrournement du plan est :

— Soit une symétrie orthogonale.
— Soit une symétrie glissee.

On a désigné par :

J

3+
5
R

- ensemble des isométries

: ensemble des déplacements

: ’'ensemble des retournements

: I'ensemble des rotations

: Pensemble des symétries centrales

: 'ensemble des translations

: 'ensemble des symétries orthogonales
: Tensemble des symétries glissées.
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T T T
I I I
, 1 ] |
$ i | = ]
3 i ] Applications i :
Déplacements ! Rotations : identique de ! Translations
1 1 ﬂ" 1
1 1 T
1 1 I
e e e e R ik b o o e R Tl £ e D i R e o ol
1 I 1
[ ] I
métries : ! ! Symétries
Retournements Symétries ol
orthogonales || ! : alissées
1 1 1
1 1 1
Ensemble des 1 | 1
points invariants 1 droite : 1 point : le plan : @

2° Homothéties

' 1) Rappels

Définition

Etant donné un point O et un nombre réel non nul k, on appelle homothétie de centre O
et de rapport k, I'application :

i gr iy

Mb— M

telle que OM’ = kOM.

L’homothétie de centre O et de rapport k peut &tre notée h(o,5 ou tout simplement A.

Propriété fondamentale

h étant une homothétie de rapport k, M’ et N’ étant les images respectives de deux
points quelconques M et N, on a :

_—

M'N’" = kMN.
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2) Composition d’'une homothétie et d'une translation (Activités)

On donne un vecteur i par son représentant (4, B), un point O et un nombre réel k
non nul et différent de 1.
Soit ¢ 1a translation de vecteur # et h 'homothétie de centre 0. de rapport k.

a)

e Montrons que la transformation ¢ o h est une homothétie de rapport k.
Soit M un point quelconque du plan.

7oA T N

h L toh
0 0 0 08 o [ar
M | M, M, | M M| M
Ona: OM,=kOM et O'M’ = OM, donc : O'M’ = kOM

B
0’ M /
&\/ :
y ; /—'_‘\-‘
M M;

— Recherche des points invariants par t o h
Nous venons de voir que quel que soit le point M, son image M” par t o hest telle que :
O'M’ = kOM.
Tout point de , invariant par ¢ o h est donc solution de I'équation :
Me¥, O'M =kOM
cest-a-dire de ’équation :
Me$, MO’ — kMO = 0.

Nous avons vu en classe de Seconde que cette équation admet une solution unique
lorsque k est différent de 1 : le barycentre des points pondérés (0°, 1) et (0, — k). Soit 2 ce

barycentre.
> A AT F ¢
h t toh
M | M, M, | M M | M
0o |0 2 ] @i || er
Q | Q Q.| e GO
Ona: QM= k@M et Q—lﬁl = QM’ donc : QM = kQM.
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— Nature de la transformation t o h
Quel que soit le point M, son image M’ par t o h est telle que :

QM = kQM.
t © h est donc 'homothétie de centre @ et de rapport k.

® Montrer de méme que la transformation % o ¢ est une homothétie de rapport k.

Théoréme

Soit ¢ une translation et h une homothétie de rapport k différent de 1.
Les transformations ¢ o K et h o ¢ sont des homothéties de rapport k.

Activité

Soit ¢ une translation de vecteur # et / une homothétie de centre O et de rapport k
différent de 1.

e Précisons la position du centre Q de I’homothétie ¢ o k.

Ona:
#0 alk C o=
t
0 (0] 0 (04
0 e, Q| e
0Q, = kog 00—
Par suite : i=0Q 00,
=08 — k0Q
R Ye)
Donc : 55:11 .
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Exemple

On donne trois points distincts 4, B et C.
Z Soit t la translation de vecteur 4B et h ’homothétie de centre C et de rapport — 3.
S On sait que t o h est une homothétie de rapport — 3.
Précisons le centre (2 de cette homothétie.

Ly Y

1 =

P, 0 P

Désignons par C” I'image de C par la translation t.
Soit P un point n’appartenant pas a (CC’).
Désignons par P, I'image de P par h et par P’ image de P, par t.

h t toh

€ [ G cise chl |

P o R P | P :

t o h est donc 'homothétie qui applique C sur C’ et P sur P’; son centre est le point i

] d’intersection  des droites (CC’) et (PP’).

On a successivement :

QC = ~30C
Q6200 -~ 006
CE ——4GC |
_ 0C= ;4B | car CC'=4F ;

Exercice 1) On donne trois points distincts O, 4 et B.
t désignant la translation de vecteur AB et h’homothétie de centre O.et de

1
It ==
rapport — -

Construire les images de O, A et B par t o b, puis par h o t.
Construire le centre de chacune de ces homothéties.

2) On donne trois points 4, B et C, distinets et alignés.

Soit ¢ la translation de vecteur BC et h Thomothétie de centre B qui
applique C sur 4.

Construire les images de 4, B, C et d’un point M quelconque, par ¢ o h,

puis par h o t.

Construire le centre de chacune de ces homothéties.
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b) Décomposition d’une homothétie en translation et en homothétie de centre donné

On donne une homothétie de centre O et de rapport k différent de 1.

Soit Q un point distinct de 0.

Soit 4’ Phomothétie de centre Q et de rapport k.

© Montrer qu'il existe une translation t; telle que :

h=t oh.

Soit M un point quelconque du plan.
Désignons par Q" et M’ les images respectives de @ et M par h.

Soit ¢, la translation de vecteur QGQ,

Donc :

h=t, 0k

® Montrer de méme qu’il existe une translation t, telle que :

120
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Théoréme

Soit h une homothétie de centre O et de rapport k, £ un point distinct de O.
11 existe deux translations ¢, et t, telles que :

h=tioh et h=F o

ou &’ est 'homothétie de centre Q et de rapport k.

Activité

Soit i une homothétie de centre O et de rapport k, £ un point distinct de O.

e Exprimons, en fonction de k et QO0, Ie vecteur i, de la translation 1, telle que :
h=t, ol !

#U I est Phomothétie de centre Q et de rapport k. S

Ona: =00
90— 00
= k0Q — 0Q car 0Q' = kOQ.
= (k—1)0Q
i, = (1 — kQo.

e Montrer de méme que le vecteur i, de la translation 1, telle que :

h = h, e} tz
,ox e 1 = k e
verifie : Uy = o Q0.
Exemple

On donne trois points distincts alignés A, B, C et un point S.
Soit h 'homothétie de centre 4 qui applique B sur C.

Exprimons cette homothétie comme composée d'une translation r et d'une u
homothétie de centre S.

L6

Soit k' P’homothétie de centre § et de méme rapport que h.
Cherchons une translation ¢, telle que :

h e tl O h.,.
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Deésignons par §" I'image de S par h.

T s o 2
h W i
S s|s |
A A
B &
Pour que : h=t o h.

la translation 7, doit nécessairement donner pour image de S le point S”.”
Donc t; est la translation de vecteur SS’.
e Trouver le vecteur de la translation tytelle que h=h o t,.

Exercice 1) Trouver le vecteur # de la translation ¢ telle que :
h=tok.

h étant I'homothétie de centre 4 et de rapport — 3 et 4’ 'homothétie de
centre B et de méme rapport — 3 (4 # B).

2) hétant une homothétie de centre O et de rapport k, f une translation de
vecteur u, caractériser la transformation f telle que :

h=fot ou h=tof.

3) Composition de deux homothéties

a) Composée de deux homothéties de méme centre

On donne un point Q et deux nombres réels k, et k, non nuls et différents de 1.

Soit h; ’homothétie de centre O et de rapport k, et i, 'homothétie de centre O et de
rapport k.

e On se propose de trouver la nature de la transformation h, o h,.
Soit M un point quelconque du plan.
Désignons par M, I'image de M par hy et par M’ 'image de M, par h,.

2 Vi
hy h, h, o hy
@0 o &0 @) | (0
M | M, M, | M’ M | M
Ona: OM,=Fk,OM et OM’=1k,0M,, donc: OM’ =k, k,OM.
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_ Sik,k,=1, h,o h, est l'application identigue,
— Sikk, #1, hyoh, est Yhomothétie de centre O de rapport k; k5.

e Montrer que : B, oh:=H;0h,.

Théoréme

La composée de deux homothéties de méme centre O est une homothétie de centre O. \
Son rapport est égal au produit des rapports des deux homothéties données. [

Théoréme

o ! i ‘t
L’ensemble des homothéties de centre O, muni de la composition, est un groupe
commutatif.

Enoncer les cing propriétés résumees par ce théoréme.

Exercice Caractériser la transformation f, dans chacun des cas suivants :

) h(o-3) 0 h(o3) =

B oh(s, 1) =h(n})
0 h(ad) © f 0 h(a-2) =H(o3)

b) Composée de deux homothéties de centres différents.

On donne deux points distincts 04, 0, et deux nombres réels k;, k, non nuls et

différents de 1.

Soit h, I'homothétie de centre O, de rapport k, et h, 'homothétie de centre 05 de
| rapport k.

e On veut caractériser la transformation h; o hy.

On sait que h, peut s’écrire comme composée d’une homothétie h; de centre 0, de
rapport k, et d’'une translation f :

h2 =G ha.

On a donc :
hy, o hy =t o (k3 0 hy).

— Supposons : kik; = 1.
W, o h, est alors I'application identique et :

h2 Q hl =I.
— Supposons : k; k, # 1.
I, o hy est alors ’homothétie h de centre O, de rapport k k, et :

hz @] hl =t0 h.
On sait que £ o h est une homothétie de rapport k,k,, par suite il en est de méme de
h, o hy.
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® Montrer de méme que h; o h, est :
une translation, si k, k, = 1
une homothétie de rapport k, k., si ks ol

Théoréme

La composée de deux homothéties de centres différents et de rapports respectifs k,
et k, différents de 1 est :

— une translation, si k k, = 1
— unc homothétie de rapport k, k,, si k, k, +# 1.

® Lienentre les éléments caractéristiques de la transformation h, o h, et les données O 0
ky et k,.

Lorsque k;k, est différent de 1, le centre de I'homothétic hy o hy, le centre de
Phomothétie k, et celui de "homothétie h, sont alignés.

En effet, Q étant le centre de &, o hy et @, I'image de Q par h,, on a :
e ook
h - : h
0, | 0, 0, | 0,
g0 Q| @
0,e(2Q)) 0,€ (29,
Qe(0,0,)

Exemple

On donne les points 0, 0,, 4, distincts et non alignés et les points 4,, 4, distincts
et tels que : 2
A1€(0,4) et A,e(0,4).

Considérons les homothéties -
hy, de centre O, qui applique 4 sur A,
h,, de centre 0, qui applique 4 sur A,.

124




3/Transformations du plan

On se propose de trouver les éléments caractéristiques de la transformation h, o h;.
Désignons par O} et A’ les images respectives de O, et 4, par h,.
On a :

e P
hy h,ohy

0y | 0y 0, | 01

A | A A A’

La transformation h, o h,; applique :
O,sur 0] et Asur A

Considérons alors les droites (0, 07) et (44").

Les points O,, O, et O} étant alignés (car O] = h,(0,)) on peut alors considérer les droites
(0,0,) et (44").

— Si (0,0,) et (44") sont seécantes en Q, h, o h; est 'homothétie de centre 2 qui
applique A sur A"

2 0, 0} 0,
— Si(0,0,) et (44’) sont paralléles, h, o hy est la translation de vecteur AA".
Ay
N
0, (2 o,

¢) Dans les exemples qui suivent, nous verrons comment exprimer les ¢léments
caractéristiques de la transformation h, o h; en fonction des données O,, 0., k, et k..

Exemple I

On donne deux points distincts O, et O,.
Soit h; 'homothétie de centre O, de rapport 4 et i, 'homothétie de centre O, de

1
t—.
rapport

On sait que h, o hy est une translation.
Exprimons le vecteur u de la translation h, o h; en fonction de 0, 0,.
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Soit 0] limage de O, par h,.

0, ’ ) 0 0,
ok Tk e
hy h, h,oh,
0,10, 0, | 0} 0, 1
0, | 0,
hy © hy est la translation qui applique 0, sur 05.
Ona: 1
0203 = Z 0201
e (P
0,0, —-0,0,= ) 0,0,
. B
01 01 — Z 01 02
> 33—
u= Z 0102

Exemple 2
On donne deux points distincts O, et Q.

Soit k; "homothétie de centre O, de rapport E et h, 'homothétie de centre O, de
rapport — 2, e

On sait que ki, o h, est une homothétie de rapport — 3.

Précisons la position du centre @ de I'homothétie h, o h; en fonction des
données 0, 0,.

— Construction du point Q

Soit P un point du plan n’appartenant pas a (0, 0,).

Désignons par P; I'image de P par h, et par P’ I'image de P, par h,. 4
Les points 0,, 0, et Q ¢étant alignés, @ est le point d’intersection des droites (0, 0,) et
(2R

Py
P
Y o L 7 e
0: = 7 hy hy h,oh,
o v, 05 | @, 0| o
P |p PP P | p

P
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— Exprimons Q,Q en fonction de 0,0 ,.

Désignons par Q; l'image de Q par hy :

T - P}
hy h, h,ohy
0, | 0, a, | o,
g la, 0, | @ Q| o

3
0,9, =70,9 ; 0,@=-20,%,

Exprimons O, 2 en fonction de 0, 0,.
Ona: _Oﬁ= —26:(21.

On obtient successivement :

0,0 -0,0,=-20,2,- 0,0,

)

3_ﬁ_ o B _

|

| SO RN]

0,0

= —-30,Q + 20,0,
40,Q = 30,0,

OIQ =Z 0102.

Exercice On donne deux points distincts 4 et B.
Caractériser les transformations suivantes :

hia;2) © s, -2
g3 0 h(B;é)

;-3 0 B(53)-

4) Exemples dutilisation de la décomposition
ou de la composition d’homothéties

a) Image, par une homothétie, d’un représentant d’un angle orienté

Ondonne ([ AB), [ AC)) un représentant de ’'angle orienté (). Soit h’homothétie de
centre O et de rapport k.

=
h
A | A ([A'B"), [A'C") est I'image par h du représentant ([ AB), [4C)) de
B | B PPangle (d); c’est un représentant d’un angle orienté qu’on notera ().
(RN (5
On se propose de comparer (d) et ().

12
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e Supposons k = 0.
Soit &’ Thomothétic de centre 4, de rapport k et ¢ la translation telle que :

h=tol c

7z
v
/ e
A
/. i boom
0E—
A
¥
A A ona: @’B_Aﬁ = (A’BTZ 51)
B | B car : [AB) =[AB,) et [AC)=[AC,).
GG
S
t
A | a ona: (4B, AC,) = (B, 4'C')
2 i g, car t est un déplacement.
donc : (AB, AC) = (A(’I—?T,T’C’).

e Supposons k< 0

Soit s la symétrie centrale de centre O :
soh="H

h" étant 'homothétie de centre O et de rapport strictement positif (— k).
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D’aprés ce qui précede :

(4B, AC) = (4,B,, 4,C)
s étant un déplacement :

(4B, A'C) = (4, B,, 4,C)).
Par suite :

(4B, AC) = (A'B’, A'C).

Théoréme

L’image d’un représentant d’un angle orienté par une homothétie est un représentant
du méme angle orienté.

On dit aussi que :
Toute homothétie conserve 'orientation du plan.

b) Utiliser la composition d’homothéties pour démontrer une propriété

Exemple 1

On donne trois cercles (C,), (C,), (C3) de centres respectifs 0, O,, O et de rayons
respectifs R;, R,, R;.

On suppose 0,, O;, 05 distincts et non alignés et Ry, R,, R; distincts.

Soit 2, et ] les centres respectifs des homothéties h; et b} de rapports respectifs
R
R,
Soit Q, et €3 les centres respectifs des homothéties k, et h5 de rapports respectifs

R
et — R—3 qui appliquent (C,) sur (C;).
2

R R . :
—3 et ——=2 qui appliquent (C,) sur (Cs).

Rl Rl

Soit £25 et €25 les centres respectifs des homothéties h4 et hy de rapports respectifs
R R ; . ]

—2 et — —2 qui appliquent (C,) sur (C,).

R, R,

e Montrons que les points 2,,Q2,, Q5 sont alignes.

Ona:
hi(Cy) =(C3); M(C,) = (C3)
h(C1) = (C3); K5 (Cy) = (Cs)
h3(Cy) = (Co); B5(Cy) = (Cy).
Par suite : hy © (G} = Cs.

hy o hy est Phomothétie qui applique O, sur 04 et ayant pour rapport le produit des

orts R et &
rapp R, R, :
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i : : R
hy © hy est donc 'homothétie qui applique O 1 sur O3 et ayant pour rapport ~R—3
1
Par suite : hi o hy =h,.
Les centres Q,, Q;, Q, respectifs des homothéties h,, hs, b, o h; sont alignés.

e Montrer de méme que les points @, 5, 25 sont alignés.
Dans I'ensemble { Q,, Q,, Q;, Q, 25, Q4 },
trouver tous les sous-ensembles formés de trois points alignés.

Exemple 2 :

On donne un trapéze ABCD tel que (4B) soit paralléle a (CD).
Soit P un point de (4D). La droite paralléle & (CP) qui passe par A coupe (BC)en 0.
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3 Similitudes

e Montrons que les droites (BP) et (DQ) sont paralléles.

Les droites (4B) et (CD) étant paralléles, considérons 'homothétie hy qui applique D
sur A et C sur B.

De méme soit , ’homothétie qui applique A4 sur P et Q sur C.
i -}

hy h,
D | 4 AL e
C | B ORI e
hy et h, sont des homothéties de méme centre S, point d’intersection des droites (AD) et
(BO).

= —

h,oh, hyoh,

Ona:
i olp ol s

Le groupe des homothéties de méme centre étant commutatif, on a - |
h20h1=h10k2:h e

On en deduit alors que les droites (DQ) et (PB) sont paralléles.

Définition — Propriétés

a) Exemple introductif

On donne un point O et une droite (4).
Soit h, 'homothétie de centre O, de rapport — 2 et s la symétric orthogonale
d’axe (4). '

e On se propose d’étudier la transformation s o h.

Soit M et N deux points quelconques du plan.
Ona:

A T
5
M |.M, M, | M
M | N, . Ny | N
M,N, = 2MN M'N’' = M,N,
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Par suite :

(4)

|

I
4
M

La transformation s o h « multiplie par 21a distance de deux points quelconques du plan ».

On dit que soh est une similitude de rapport 2.

e Montrer de méme que la transformation ko s est une similitude de rapport 2.
Construire les images de O respectivement par soh et hos. Les transformations so h et
hos sont-elles égales? >

b) Définition

Soit k un nombre réel strictement positif.

On appelle similitude du plan, de rapport k, toute bijection du plan sur lui-méme telle
que, étant donné deux points quelconques M et N, d’images respectives M et N’, on
ait :

d(M’, N’) = kd(M, N).

Exemples

Toute isométrie est une similitude de rapport 1.

e Soit k une homothétie de rapport k.
Soit M et N deux points quelconques' d’images respectives M’ et N” par h.




]
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On sait que :
M'N’ = kMN
donc : M’'N’" = |k| MN.

Toute homothétie de rapport k est une similitude de rapport |k|.

® Montrer que :

Toute composée d’isométrie et d’homothétie de rapport k est une similitude de rap-
port |k|.

c¢) Propriété fondamentale

On sait que, & étant une homothétie de rapport k et i une isométrie, h o ieti o h sont des
similitudes de rapport |k|.

Réciproquement, on donne un nombre réel k strictement positif et soit S une similitude de
rapport k.

Choisissons un point O du plan et soit i 'homothétic de centre O et de rapport k.

: . 1
L’application réciproque de & est 'homothétiec h~ ! de méme centre O et de rapport o

e Soit M et N deux points quelconques du plan.

A 7
h ! S =

. Soht

M | M, M, | M’ )

N | N, N, | N M | M

N | N

1

Ona: M1N1:EMN M'N"=kM N, dong : M'N" = MN

S o h™! est donc une isométrie. Désignons-la par i :
So k=1
Par suite : S=ioh
® Montrer de méme que la transformation k! o S est une isométrie i telle que ::
S=hoi.

Théoréme

Soit § une similitude de rapport k.
Etant donné une homothétie h de rapport k, il existe deux isométries i et i’ telles que :

S=ioh et S=hoi.

Remarque
Toute similitude est. une transformation du plan.
133
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Exercice

On donne un point O.
ST
Soit r la rotation de centre O et d’angle oriente 7"

Choisissons un point O, du plan et soit £ 'homothétie de centre O,, de
rapport 2.
Considérons la similitude S telle que :

= et i

Choisissons un point 0, distincts de O, et soit #’ 'homothétie de centre
0,, de rapport 2.
Trouver I'isométrie i telle que :

S=iokh.
i est-elle égale a r?
On remarquera que, dans la décomposition d’une similitude, I'isométrie
dépend du choix du centre de 'homothétie.

d) Autres proprietés

Les autres propriétés de la similitude sont des conséquences de la propri¢té fondamentale.

Conserve

Multiplie

|

Toute similitude de rapport k :

'alignement des points

— le parallélisme des droites

— l'orthogonalité des droites

— la mesure des angles

— le barycentre des points pondérés.

— les longueurs par le rapport k

les mesures d’aires par le carré du rapport k.

Exercices

1) On donne deux points O et Q. Soit h ’homothétie de centre O et de

1 : L
rapport 3 et r la rotation de centre 2 et d’angle orienté 3

Considérons le triangle ABC.

- @
2 H

a) Construire les points 4’, B’, C’ images respectives de 4, B, C par la
similitude h ¢ 7.

Comparer les angles EIC_"et EE\_C"

b) Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Donner un programme de
construction de G’, image de G par hor.




3/Transformations du plan

c¢) Soit H le projeté orthogonal de 4 sur (BC). Donner un programme de
construction de la droite (D), image de (AH) par h o r.

2) On donne une droite (4) et un point O n’appartenant pas a (4). Soit h
I’homothétie de centre O, de rapport — 2 et s la symétrie orthogonale d’axe
(4).

Considérer le triangle ABC et reprendre les questions a), b) et ¢) de
I'exercice 1.

2) Similitudes directes, similitudes indirectes

a) Défmition

On sait qu’une similitude est la composée d’une homothétie et d'une isometrie.
Puisqu’une homothétie conserve I'orientation du plan on en déduit que :

— La composée d’une homothétie et d'un déplacement conserve I'orientation du plan.
Pour cette raison, toute similitude qui est la composée d’une homothétie et d'un
déplacement est appelée similitude directe.

— La composée d’une homothétie et d’un retournement ne conserve pas I'orientation du
plan.

Pour cette raison, toute similitude qui est la composée d’'une homothétie et d’un
retournement est appelée similitude indirecte.

Exemple

Toute homothétie de rapport k est une similitude directe de rapport |k].

En effet, soit & une homothétie de centre O et de rapport k.

e Sik>0; h=hoid;. e Sik<0; h=hos

K’ étant 'homothétie de centre O de rapport
strictement positif — k et s la symétrie
centrale de centre O.

—_—

b) Décomposition d’une similitude directe et d’une similitude indirecte
e Une similitude directe S de rapport k est :

— soit la composée d’une homothétie de rapport k et d’'une rotation;
— soit la composée d’une homothétie h de rapport k et d’une translation ¢.
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Dans ce second cas on a :

S=toh
Par suite : S =
ou h’ est une homothétie de méme rapport k,

ou encore : S=id; o k.

Puisque id; est une rotation (de centre quelconque, d’angle orienté nul), on en conclut
que :

Toute similitude directe de rapport k est la composée d’une rotation et d'une
homothétie de rapport k.

e Une similitude indirecte S de rapport k est :

— soit la composée d'une homothétie de rapport k et d’une symétrie orthogonale;
— soit la composée d’une homothétie & de rapport k et d’une symétrie glissée s o t.

Dans ce second cas on a :

S=(sonoh
Par suite : S=s50(oh
s S=sok

ou k' est une homothétie de méme rapport k.

Toute similitude indirecte de rapport k est la composée d’une symétrie orthogonale et
d’une homothétie de rapport k.

¢} Images de figures simplés
Exemple 1 ‘ ‘

On donne deux points distincts O et Q.

; : i 3 -
h étant 'homothétie de centre O, de rapport — 5 et rla rotation de centre Q, d’angle

orienté ok construisons I'image 4’B’C” du triangle ABC par la similitude directe

roh.
A Lol e\
h r r ok
A Ay
BEe B
Gl

— Comparer le sens des triplets (4, B, C) et (B G
— Soit M un point du plan.

Construire 'image M’ de M par la similitude r o h.
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Exemple 2

On donne un point O et une droite (4).
: 1 e
h étant 'homothétie de centre O de rapport et s la symétrie orthogonale

d’axe (4), construisons I'image 4’B’C’ du triangle 4ABC par la similitude indirecte

hos.
7 " e
s h
A | A
B B,
@ O

— Comparer le sens des triplets (4, B, C) et (4', B, C").
— Soit M un point du plan.

Construire I'image M’ de M par la similitude £ o s.
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Exercices On donne une droite (4) et deux points distincts O et @ n’appartenant pas a

(4).
: s 1 .
Soit h ’homothétie de centre O de rapport — > la rotation de centre

d’angle orienté 60°, et s la symétrie orthogonale d’axe (4).
Considérons le quadrilatére ABCD.
Construire I'image du quadrilatére 4ABCD,

a) par la similitude directe h o r

b) par la similitude indirecte s o h.

A
- B
&y
¢

(4)

s

3) Figures semblables

138

a) Définition

On a vu en activité en classe de Seconde que :

Deux parties du plan E et F sont dites semblables s'il existe une homothétie qui
transforme I'une en une figure isométrique a autre.

Cest-a-dire :
Deux parties du plan E et F sont dites semblables s'il existe une homothétie h telle que :
F iso h(EY

or :
il existe une isométrie i telle que]

F iso h(E) @[ F =10 h(E)

Puisque 7 o & est une similitude, on a :

Définition

Deux parties du plan E et F sont dites semblables sl existe une similitude qui
transforme I'une en lautre.




— = . o = 2 = =
< "ﬂ\‘

3/ Transformations du plan

Exercice 2 Montrer que deux pentagones réguliers sont semblables.

b) Les triangles semblables

Soit S une similitude de rapport k.
a Soit A, B, C trois points distincts non alignés d’images respectives A”, B, C’ par la
similitude S.

Ona:
A
S Afo BIC! CfAI k es A fi’
=—=——=1F; m = mes
; AB BC A . = 5

A A £ mes B = mes B'.

B B

1 C C’

/ —

c

Réciproquement, chacun des trois critéres suivants permet de reconnaitre deux triangles
semblables.

Premier critére

Si deux triangles ABC et A’B’C’ sont tels que :

mes A —mes A’ et mes B =mes B, ‘

ils sont semblables. 1

4 B'TA’
¢ B <
Exercice 1) Soit ABC un triangle rectangle en A. Soit H le projeté orthogonal de 4
sur {(BC).

Montrer que les triangles ABC et HBA sont semblables.

2) Montrer que deux triangles équilatéraux sont semblables.
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Deuxiéme critére

Si deux triangles ABC et A’B’C” sont tels que :
AIB/ B BIC! s C/Af
AB ~ BC CA

ils sont semblables.

Exercice 5 Montrer que deux triangles rectangles isocéles sont semblables.

Troisiéme critére

‘ Si deux triangles 4ABC et A’B'C’ sont tels que :
AC " A'F
AC 4B

mes 4 =mes 4° et

Ils sont semblables.

A’
A
A :
B C
c
Exercice On donne un triangle ABC.

Soit D un point de (4B) et E un point de (4C) tels que les droites (DE) et

(BC) sont paralleles.
Montrer que les triangles ABC et ADE sont semblables.

¢) Détermination d’une similitude

Exemple introductif
On donne deux triangles semblables ABC et A’B'C” tels que :
AIBI '_ Blcf ¥ CIAI

TR T

On veut trouver une similitude S qui applique :
A sur A’; Bsur B et (Csur

i
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e soit h 'homothétie de centre 4, de rapport 2 tel que :

S ¢
h
A A
B | B,
ol o

Les triangles AB; C; et A’B'C’ sont isométriques et :
AB, = A4'B’, B,C,=BC, CA=cCA.
Il existe donc une isométrie i qui applique :

A sur A'; B, swr B et .G supC.

Bl A

e Dans le cas de la figure ci-dessus :
— Caractériser I'isométrie i.

— Soit O un point du plan distinct de A. Désignons par A’ I’homothétie de centre O de
rapport 2.
Trouver Iisométrie i’ telle que i’ o k" applique :

Asur 4, Bsur B et Csur C.

— Soit M un point quelconque du plan. Construire I'image M"de M pari o h et 'image
M" de M par i’ o k. Que constate-t-on?

On démontre et nous admettrons que :

Une similitude est déterminée par la donnée de 3 points distincts non alignés et leurs
images.

Exercice Soit ABCD un carré de centre 0.

— Montrer que les triangles 0AB et DAC sont rectangles isoceles done
semblables.
— Caractériser la similitude S qui applique :

O sur D, Asur 4 et Bsur C
— Caractériser la similitude S’ qui applique O sur D, 4 sur C et B sur A.
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4) Exemples d'utilisation des similitudes dans des activités géomeétriques

a) Utiliser les similitudes pour démontrer une propriété

Exemple

[

‘ On donne un carré ABCD de centre O,

| Soit I et J les milieux respectifs des segments [40] et [DC]. Montrons que BIJ est
| un triangle rectangle isocéle.

A - D

/

B C

Les propriétés élémentaires dun carré nous donnent :

BD = BA./2
BC=B0./2
MES (BA, BD) = m}

MES (BO, BC) = — g.

Soit h 'homothétie de centre B, de rapport \/E et rlarotation de centre B, d’angle orienté

b1
1
i
roh
On a
B B
A D :
0 C Justifier.
I 7
Par suite : BJ = BI \/i
e T
MES (BI, BJ) = o
Conclusion

BIJ est un triangle isocéle et rectangle en .
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b) Utiliser les similitudes pour rechercher un ensemble de points

Exemple

On donne une droite (D) et un point O n’appartenant pas a (D).

Soit A un point quelconque de (D).

Construire le triangle équilatéral O 4B tel que le triplet (O, A, B) soit de sens direct.
§ Cherchons I'ensemble décrit par le milicu M de [AB], lorsque le point A4 décrit la
' droite (D).

0

(D)

Soit I le point de la demi-droite [OM) tel que :
Ol = 0A.
Considérons :

— la rotation r de centre O qui applique 4 sur [
— T'homothétie # de centre O qui applique I sur M.

Soit S la similitude k o r.

= A Y

r h hor
0 0 0 0 0 0
A I I M A M

M est I'image de A par la similitude S. Par conséquent, lorsque le point A décrit la droite
(D), le point M image de A par S, décrit la droite (D’) image de (D) par S.

Notons que (D’) passe par le point H, projeté orthogonal de O sur (D).

| Il suffit en effet de constater qu’il existe deux points A4, et B, sur (D) tels qu’on ait :

H milieu de [ A4, B;]

(0, A,, B,) de sens direct

OA, B, équilatéral.

' e Construire Ia droite (D).

e Trouver la mesure principale de I'angle orienté de la rotation r et le rapport de
I’homothétie h.
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Exercice On donne un cercle (€) et un point A sur ce cercle.
Soit B un point quelconque de (C) — {4}
Construire le carré ABCD tel que le triplet (4, B, C) soit de sens direct.
Quel est I'ensemble décrit par le centre O du carré ABCD, lorsque le
point B décrit (C) — {4 }.

>,
£y

¢) Utiliser les similitudes pour construire une figure

Exemple

On donne le cercle (€) de centre O et la droite (A), ’
Construisons un triangle 4BC inscrit dans (C) dont les mesures des cotés [4B],
[BC], [CA] sont proportionnels & 2, 3, 4 et dont orthocentre appartient a la droite

(4).

Pour réaliser cette onstruction, nous utiliserons le programme dont les étapes sont les
suivantes :
1) Construire le triangle 4, B, C, tel que :
AB, =2 B,CG; =3 Cod, —4
2) Construire le cercle (G,) de centre 0,, circonscrit au triangle 4, B, C,.
3) Choisir un point 4, du cercle (C) tel que (014,) et (OA,) soient paralléles et construire
image 4,B,C, de 4, B, C, par 'homothétie qui appligue :
O,sur0 et A, sur 4,.
4) Construire I'orthocentre H, du triangle 4,B,C,.
5) Construire I'image ABC de 4 2B, C, par la rotation de centre Q et qui applique H, sur
H, H étant le point de (4) tel que :
OH., — @H.

© Donner les programmes de construction de chacune des 5 étapes ci-dessus.
e Verifier que le triangle ABC répond 2 la question.
e Caractériser la transformation du plan qui applique :

A;B,C; sur ABC.
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(©

(4)

Remarque

données.

— Une isométrie permet de situer une figure 4 un emplacement donné.

— Une homothétie permet de ramener les dimensions d’une figure d des dimensions

Exercice On donne un polygone ABCDE et un segment [IR] (voir figure ci-

dessous).

— Construire le polygone IJKRS semblable & ABCDE et tel que les

triplets (4, B, C) et (I, J, K) soient de sens contraires.
— Caractériser la similitude qui applique ABCDE sur IJKRS.

e

1
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Exercices

P

.1 (1). Soit/etJ les milieux respectifs des cotés

[AB] et [AC] du triangle équilatéral ABC.
Trouver le centre et I'angle orienté de chacune des
rotations qui appliquent :

a) [AB] sur [AC]
b) [/IB] sur [JA].
2 (1). Soit /. J, K, H les milieux respectifs des
cotés [AB], [BC], [CD] et [DA] du carré ABCD.

Trouver le centre et I'angle orienté de chacune des
rotations qui appliquent :

a) [Al] sur [CJ]
b) [/B] sur [KC]
c) [Af] sur [CK]
d) [B/] sur [DH]

e) [Al] sur [BJ]
f) [/C] sur [HB].

> 3 (1). On donne deux points distincts A et B.

Construire le centre de la rotation qui applique A sur
B et dont I'angle orienté est :
2n i3

¢) 305 o) — 1200

4 (1). Dans chacun des cas suivants, construire
le centre de la rotation qui applique la demi-droite
[AX) sur la demi-droite [BY ). Préciser la mesure
principale de son angle orienté, puis construire les
images des points C et D par cette rotation.

ABCD est un carré

ACBD est un carré

ABC est un triangle équilatéral.
D est le symétrique de C par rapport a (458).

# 95 (1). On considére un carré ABCD de centre £

tel que :
la mesure du c6té du carré est égale & NE;

MES (4B, AD) — g
Soit F un point de [BC] tel que BF = 1.

Trouver le centre et I'angle orienté de la rotation qui
applique A sur B et £ sur F.

6 (1). Onconsidére deux cercles (G,) et (C,) de
méme rayon et de centres distincts respectifs 0, et

Oz.‘Sqit M un.point de (€,) et N un point de (C,)
(voir flgure). Trouver le centre et I'angle orienté de
la rotation qui applique M sur N et (C,) sur (C,).

(€,) (C2)
N

0, 0,

M
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7 (1). On donne un triangle ABC tel que
AB < AC.

Soit M un point quelcongque de [AB] et soit V le
point de [AC] tel que BM = CN.

Montrer que, lorsque le point M décrit le segment
[AB]. la médiatrice de [/MN] passe par un méme
point Q.

Préciser ce point.

8 (1). On donne deux cercles (C) et (C') de

méme rayon et de centres distincts respectifs O et

()

Soit M un point quelconque de (C) et soit V le
T s

point de (€) tel que MES (OM, O'N) = 5

Montrer que, lorsque le point M décrit le cercle (C),
la médiatrice de [MN] passe par un méme point .
Préciser ce point.

9 (1). Le plan est muni d’un repére orthonormé
(O, 1. J).

On considére le point A(— 1, 0) et la droite (4)
d'équation y = 1. Soit M un point de (OJ). La
droite passant par M et paralléle a (/J) coupe (4) en
N.

Montrer que (M/) et (IWA) sont perpendiculaires.

10 (1). On considére un triangle isocéle ABC,
rectangle en A. Soit P un point de [BC].

On désigne par M et N les projetés orthogonaux
respectifs de P sur (AB) et (AC).

Montrer que, lorsque le point P décrit le segment
[BC]. les points M et V sont équidistants du milieu
D de [BC].

11 (1). 1) On considére un caré MNPQ, une
droite (1) passant par Q et une droite (4') passant
par M et coupant (4) en A.

La droite (4") paralléle & (4), passant par /V, coupe
(4") en B; ladroite (4™) paralléle a (4'), passant par
P. coupe (4") et (4), respectivement en C et D.

a) Montrer que le parallélogramme ABCD et le
carré MNPQ ont le méme centre de symétrie O.

b) Construire I'image de la droite (AB) par la

rotation de centre O et d’angle orienté (ﬁf.’N, MQ).

2) Soit EFGH un parallélogramme; construire un
carré RSTU tel que :

Re(EF), Se(FG). TG(GH) et Ue(HE).

12 (1).
0A = 6.
Construire un triangle équilatéral ABC tel que
OB =5 et OC = 2. Combien de possibilités a-t-on
pour construire un tel triangle?

On considére deux points A et O tels que

13 (1). On considére le triangle ABC, rectangle
en A

Construire une droite (4), paralléle a (8C), qui
coupe (AB) et (AC) respectivement en deux points

M et N tels que BM = AN.

14 (1). Soit A et A’ deux poinis donnés. On
considére toutes les rotations qui donnent pour
image de A, le point A". Quel est 'ensemble des
images d'un point B donné, par chacune de ces
rotations?

15 (1). On donne un cercle (€) et un point £
n'appartenant a (C).

Soit M un point quelconque de (C).

1) Donner un programme de construction du
triangle PMN tel que :

PN =PM et MES (NP, NM) = g

2) Trouver I'ensemble décrit par le point Vlorsque
le point M décrit (€).

16 (1). On donne une droite (4) et un point A
n’appartenant a (1). Soit B un point quelconque de
(4). Construire le triangle équilatéral ABC tel que

I'angle orienté (AB, AC) ait pour mesure principale
—g—. Quel est I'ensemble décrit par le point C lorsque
le point B décrit (4)7?

17 (1). Ondonne un point Cet un angle orienté

- S n e
(), de mesure principale 7 On désigne par r la
rotation de centre C et d’angle orienté ().

1) Trouver I'ensemble des points A/ du plan dont
I'image M’ par r vérifie MM = k. k étant un nombre
réel strictement positif donné.

2) Soit (4) une droite ne passant pas par C.
Trouver |'ensemble des points. I/ du plan dont
l'image M’ par r est telle que

(MY (4).

18 (1). Soit ABC un ftriangle isocele tel que
AB = AC. Par un point M de la droite (8C), on
méne la droite paralléle a (A8) quicoupe (AC) en D
et la droite paralléle @ (AC) qui coupe (AB) en E.

1) Montrer qu'il existe une rotation et une seule
qui appligue B sur A et £ sur D.
2) Quelle est I'image de A par cette rotation?

3) Montrer que la médiatrice de [£D] passe par le
méme point lorsque W décrit la droite (BC).

19 (1). On donne un cercle (¢} de centre O et
deux droites (D) et (D) perpendiculaire en O.
Soit M et M’ deux points du cercle (C) tels que :

MES (OM, OM') — %

Soit H le point d'intersection de la droite paralléle a
(D) passant par M et de la droite paralléle & (D') en
M.

La droite (HM) coupe (D) passant par K.

1) a) Trouver 'image K" de K par la rotation de
centre O qui applique M sur M.
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b) Quelle est la nature du quadrilatére OKHK'?
2) Quelestl’ensemble décrit par le point H lorsque
le point M déctit le cercle (C)?
20 (1). On donne un triangle équilatéral ABC.
Soit r;, ry* 15 les rotations d’angle orienté ;[ et ayant
respectivement pour centre les points 4, B et C.
— Caractériser les transformations ; -

f30 Oy P50 Qi T 0o
21 (1). Ondonne un triangle ABC.
Soit r; et r, les rotations d’angle orienté g et ayant
respectivement pour centre les _p_oints BetC.
Soit ¢ la translation de vecteur BC.
— Caractériser la transformation :

Lo torn.
22 (1). ABC étantuntriangle, la transformation :

Swey © Sicay © Siany

peut-elle étre une symétrie orthogonale?

23 (1). On donne un carré ABCD.
y ; : : T
Soit ry, r,, r3, 1y les rotations d'angle orienté 2 et

ayant respectivement pour centre les points A, B, C
et D.

— Caractériser la transformation :
e A el

24 (1). On donne un rectangle ABCD.
Caractériser la transformation :

St © SBo) © Sicp) © Sipay-
25 (1). On donne trois points A, B, C tels que :
MES (4B, AC) - g .

Soit (4) la droite perpendiculaire & (A8) en A.
On consideére la transformation f telle que :

f =105 D sy,

t étant la translation de vecteur A8,

— Construire les images respectives des points A,
B, C. M par la transformation # (M est un point du
plan n'appartenant pas aux droites (48), (AC) et
(4))-

— Caractériser la transformation f.

26 (1). On donne un cercle (€) de centre O, de
diamétre [AB].

Soit M un point quelconque de () distinct de A4 et
de 5.

On désigne par (D) la tangente en B au cercle (C)
et par (4) la médiatrice de [AM].

Soit £ I'intersection de (D) avec la tangente en M3

(C), soit ¢t la translation de vecteur OF et soit F
I'image de A par t.

a) Montrer que F est un point de la droite (AM).

b) Montrer qu'il existe un déplacement qui

applique :
EsurO et Fsurl.

Caractériser ce déplacement,
¢) On considére la transformation 7 telle que :
f=tosy.

Construire les images des points O, 4, B, F, Fet M
par f. Caractériser f.

27 (1). Ondonne un carré ABCD de centre O et
tel que le triplet (A4, B, C) soit de sens direct.
Soitrlarotation de centre O qui”applique Asur Bet

soit ¢ la translation de vecteur BC.
— Caractériser les transformations :
ielekis alelis
28 (2). On considére le triangle ABC et son
centre de gravité G. Soit M le milieu de [BC].

On désigne par A I'homothétie de centre G qui
applique A* sur M et part la translation de

vecteur BC.

1) Trouver hot(B), hot(C), to h(B) et
to h(C).

2) Trouver la nature et préciser les éléments
caractéristiques de chacune des transformations
hotettoh.

29 (2). On considére :

— le cercle (C;) de centre O, i;_ge rayon R;

— le cercle (€,) de centre O, et de rayon 5
Soit O le centre de I'homothétie A de rapport positif
qui applique (C,) sur (C,).

1) a) Construire le point O;

b) Calculer 00, et G0, (en fonction de 0, 0,).
2) On considére la translation ¢ de vecteur O,O’Z.

a) Trouver hot(0;), hot(0,), toh(0O,),
toh(0,).

b) Trouver la nature et préciser les éléments
caractéristiques de chacune des transformations
hotettoh.

30 (2). Etantdonné un point O etun vecteur non
nul u, on considére |'homothétie A de centre O, de

2 ’ o
rapport = et la translation ¢ de vecteur &.

1) Caractériser la transformation # dans chacun
des cas suivants :

a) h=fot; b) h=tof
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2) Montrer gue :

a) h ' oto hestunetranslation donton détermi-
nera le vecteur;

b) tohot ! est une homothétie dont on
déterminera le centre et le rapport.

31 (2). On considére le carré ABCD. Soit £ le
milieu de [4B8] et G le point d'intersection de (AC)
et (DE).

1) Soit & I'homothétie de centre A qui applique G
sur C. Calculer le rapport de cette homothétie.

2) Soit # I'homothétie de centre B et de méme
rapport que h. Caractériser la transformation f
dans chacun des cas suivants :

a) h=fol; B)=Hof.
32 (2). On considére deux points distincts A

et B. Soit G le barycentre des points pondérés
(A, 1) et (B, — 2). On désigne par :

e Frhomothétie de centre G qui applique A sur 5;
e 5,6ts5,les symétries de centres respectifs A et B.
transformations

Caractériser chacune  des

suivantes :

a) s,osgo0h:

b) hos,osg

c) s,0h0 s

33 (2). On considére deux points distincts A
et B. On désigne par :

e h I'homothétie de centre A et de rapport m
(m+#£0); ‘
o /' 'homothétie de centre B et de rapport 3.

1) Déterminer m pour que A o h
soit une translation. Exprimer le vecteur de cette

translation en fonction de AB.

2) Dans le cas ol A’ o h est une homothétie
déterminer, suivant les valeurs de m, le centre et le
rapport de cette homothétie.

34 (2). On considére trois points distincts A, B
et C tels que :
Be[AC] et AC = 34B.

On désigne par :

1
h 'homothétie de centre A et de rapport - 2-;

2
A 'homothétie de centre B et de rapport e

1) Caractériser la transformation f telle que :
hof=h

2) On désigne par A" I'homothétie de centre C et
de rapport k (k # 0). Déterminer & pour gque A" oh
soit une homothétie de centre B. Quel est le rapport
de cette homothétie?

35 (2). On considere deux points distincts A
et B.
1) Soit I'application

)

M— M

telle gue ' soit le barycentre des points pondérés
(A. 2), (B. —2) et (M 1).
Montrer que f est une translation que l'on
caractérisera.

2) On considére 'application
g a2
M M
telle que M’ soit le barycentre des points pondérés
(A 1), (B, 2) et (M. —1).
Montrer que g est une homothétie que ['on
caractérisera.

3) Caractériser chacune des transformations g o f
etfog.

36 (2). On donne un point O du plan &, un
vecteur © de U et un nombre réel non nul .
On considére |'application

B 1
M— W
telle que OM' = © + kOM.
1) a) Veérifier que f;; est une transformation du
plan.

b) Caractériser
suivantes :

chacune des applications

foh: ot B

2) On suppose que 0 # 0 etk # 1.

a) Montrer que f;, admet un unique point
invariant.

b) Veérifier que f;, est une homothétie gue I'on
caractérisera.

37 (2). On considére deux cercles (C) et (€;)
de centres respectifs O, et O, et de rayons
respectifs R, et A,. Donner un programme de
construction d'un cercle (C) qui soit tangent
extérieurement 3 la fois aux cercles (C;) et (C,).

38 (2). Onconsidére unquadrilatére ABCD (voir
figure). Soit M un point de [AB] et NV un point de
[AD]. y

T
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La droite paralléle a (AC) qui passe par W coupe
(BC) en P; la droite paralléle a (AC) qui passe
par N coupe (OC) en Q. Montrer que si NQ # VP,
alors les trois droites (), (PQ) et (BD) sont
concourantes.

39 (2). On considére un trapéze ABCD tel que
(AB) soit paraliéle 3 (CD). Soit / et J les milieux
respectifs de [AB] et [DC], K le point d'intersection
de (AC) et (BD) et !l le point d'intersection de
(AD) et (BC). Montrer que /, J, Ket L sont alignés,

40 (3). On considére deux droites (D;) et (D).
A étant un point de (D,) et B un point de (D,),
trouver une similitude qui applique A4 sur B et (D))
sur (D,).

41 (3). Soit deux cercles (€) et (¢,) de centres
distincts et de rayons différents. Trouver une
similitude indirecte S qui applique (€,) sur (©,).

42 (3). Onconsidére deux cercles (C,) et (C,) de
centres respectifs O, et 0, et de rayons res-
pectifs R, et R, (voir figure).

(©y) (©2)

Trouver un point £ du cercle de diamétre [0,0,]
Q R
tel que 0 o Trouver une similitude S qui
1 1
appligue Q sur Q et (€,) sur (¢,).

43 (3). ABCDEFestun hexagone régulier inscrit
dans un cercle (¢) de centie 0. Trouver une
similitude directe S dans chacun des cas suivants -
a) S(A)=Aets applique (CF) sur (BE);
b) S(A) =Aets applique (CF) sur (CF):
€) SA)=AetS applique (CE) sur (BE):

44 (3). On considére un rectangle ABCD tel que
AD = 248 et tel que la mesure principale de I'angle

(4B, AD) soit egale 3 725 Soit M le milieu de [BC].

1) Trouver une similitude S qui applique A sur B
et B sur C. Quel est |e rapport de cette similitude?

2) Trouver une similitude S’ qui applique 4 sur M
et B sur D. Quel est le rapport de cette similitude?

45 (3). On considére deux cercles (C,) et (€,)
sécants en 4 et B, de centres respectifs O, et 0,.
Soit M unpoint de (Cy); la droite (MB) coupe (G;)
en /V.

1) Montrer que les deux triangles 40, 0, et AMN
sont semblables (utiliser I'un des critéres de
similitude de deux triangles).

2) Caractériserla similitude S qui applique A sur 4,
O, sur 0, et M sur /V.

2) Caractériserla similitude S qui applique A sur 4,
O, sur O, et M sur N.

46 (3). Leplan 7 est muni d’un repére orthonor-
mé (0, /, J). Placer les points A(1, 1), B(2, 0),
C(0, 2) et D(2, 2).

Montrer qu'il existe une homothétie A et une
rotation r, de méme centre O, telles que hor
applique A sur Cet 8 sur D, Déterminer le rapport
de 4 et I'angle orienté de .

47 (3). Leplan ¢ est munid'un repére orthonor-
mé (0. /, J). On considére la droite (D) d'équation
y—x=0et le point A(— 2, 2). On construit un
cercle (C) passant par O et A; (€) coupe (OJ) et
(D) respectivement aux points M et /.

1) Montrer que :

a) (0A) et (D) sont perpendiculaires.
b) AMN est un triangle rectangle isocéle,

2) Soit H le projeté orthogonal de 4 sur (OJ).
Caractériser la similitude S telle que :

S(A)=A S(0)=H et S(N) =M.
48 (3). On considére le triangle AOB, rectangle

en O. Soit M un point de [AB]. Une droite (4)
passant par M coupe (04) en C et (OB) en D.

\lp

B

2 C\ A
{4)

Soit {€,) le cercle de centre 0,, circonscrit au
triangle MCA, et (C,) le cercle de centre O,
circonscrit au triangle MBD. On désigne par V Je
second point commun de (Cy) et (G,).

1) Montrer que les triangles NAB, NCD et NO, 0,
sont semblables deux & deux.

2) Caractériser la similitude S qui applique v
sur V. A sur B et C sur D.

49 (3). Leplan 7 est munid'un repére orthonor-
mé (O, /. J). On considére un point Mde (O/) etun
point & de (0OJ) tels que :

OM =4 cos? ¢ et ON = 4\/’#3‘ sin? ¢,
0U ¢ est un paramétre appartenant 3 [0, .
1) Soit{l_a position du point 4 lorsque t = 0,
Calculer 0A.

; . ON ’
2) Montrerquesit # 0, le quotient— " ne dépend
AM

pas de ¢.

3) On suppose t#0. Soit K le second point
commun au cercle de diamétre [OA] et a celui
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passant par O, M et . Caractériser la similitude S
qui appligue K sur K, A sur O et M sur N.

50 (3). Onconsidére le cercle (C) de centre O et
un point A n'appartenant pas au cercle. On trace
une droite (4) passant par A et distincte de (40);
(4) coupe (C) en M et . Montrer que les rayons
des deux cercles respectivement circonscrits aux
triangles OAM et OAN sont égaux.

51 (3). Soit un demi-cercle () de diamétre

[AB]. On trace la demi-tangente [AT} & (C) (voir
figure). Soit M un point de (€).

T

Placer le point AV tel que :

— si M # A, alors Me[AN] et MN = MB;
— si M= A alors Ne [AT] et MIN = MB.

a) Montrer que si M et B sont distincts, alors le
triangle MBN est un triangie rectangle isocéle.

b) Trouver l'ensemble décrit par N lorsque M
décrit {€). Construire cet ensemble.

52 (3). On considére un losange ABCD tel que
AB = BD et tel que le triplet (A, B, D) soit de sens
direct.

1) Construire ABCD.
2) On suppose que B décrit une droite (4) ne

passant pas par A. Caractériser I'ensemble décrit
par C et tracer cet ensemble,
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53. On donne un cercle (€) et un point A
n‘appartenant pas a (C). Soit 8 un point quelcon-
que de (C).

1) Construire le point C tel que ABC soit un
triangle isocéle et tel que I'angle (4B, AC) ait pour

L 2%
mesure principale 3

2) Quelestl'ensemble décrit par le point Clorsque

¢

le point B décrit le cercle(¢))?

3) SoitHlemilieude [BC] et 8'I'image de B parla
rotation de centre A et d’angle orienté_—g—.

a) Montrer que B’ appartient & la médiatrice de
[BC].

b).- Trouver une similitude qui applique A sur lui-
méme et B sur H.

4) Quel estl'ensemble décrit parle point H lorsque
le point B décrit le cercle (©)?

54. Le plan ¢ est orienté.

On considére un triangle quelconque ABC tel que
le triplet (A, B, C) soit de sens direct,

Soit A', B’ et C’ les milieux respectifs des cotés
[BC], [CA] et[AB] du triangle.

On construit :

e le triangle isocéle BCP, rectangle en P et tel que
MES (PC, PB) - g;

e le triangle isocéle CAQ, rectangle en Q et tel que
MES (Q4, QC) = g;

e letriangle isocéle ABR, rectangle en A et tel que
MES (RB, RA) = ;

1) Soit r, la rotation de centre ¢’ ot d'angle ;E
a) Construire I'image (¥1) parre du triangle
C'AR.

b) Montrer que le triangle 5'QA’ est I'image de
() par une translation dont on déterminera le
vecteur.

¢) En déduire la nature du triangle A'QR.
2) On considére la rotation ry de centre A’ et
s
d'angle —.
angle 5
a) Quelle est I'image par r, du triangle A'PQ?
Justifier.

b) Montrer que (CR) et (PQ) sont
perpendiculaires.

3) a) Construire I'image (F,) du triangle A'B'P
par la rotation r ..
b) Trouver la translation qui applique (5,) surle

triangle C'RB’. En déduire la nature du triangle
B'RP.

c¢) On considére la rotation r; de centre 8 et
Fi1
d'angle —.
2

Quelle est I'image par r, du triangle B'QOR? En

déduire I'orthogonalité des deux droites (AP) et
(QR).

4) Enprocédantde maniére analogue, montrer que
(BQ) et (RP) sont perpendiculaires.

5) Que peut-on dire des trois droites (AP). (BQ) et
(CR)?

- 85. Le plan ¥ est orienté.

On considére un carré ABCD tel que :
AB =a

MES (4B, AD) — g

Soit Mun pointde [AD) distinct de A. Le cercle (ry

circonscrit au triangle AMC coupe (AB) en V.
1) Montrer que :

a) (CM) et (CN) sont perpendiculaires;

b) CM = CN.

2) a) Montrer que, lorsque M décrit [AD) — {A},
le point /V est I'image de M par une méme rotation
dont on déterminera le centre et I'angle orienté.
b) En déduire que DM=BN et que
AM + AN = 2a.

3) Soit / le milieu de [MN].

a) Construire I'image M, de M par la rotation de
centre C et d’angle %

b) Montrer que / est I'image de M, par

/2
I'homothétie de centre C et de rapport \T

¢) Trouver I'ensemble (4) décrit par / lorsque le
point M décrit [AD) — { A. Construire (d4).

4) On désigne par :

T
r la rotation de centre C et d’angle -2;

- . T
r' la rotation de centre 4 et d angle .

a) Soit C'I'image de C par /' o r. Montrer quer or
est une rotation dont le centre est I'orthocentre du
triangle ACC'.
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b) Soit M’ l'image de M par r or. Trouver
I'ensemble (4’) décrit par M lorsque M décrit
[AD) — {A}. Construire (4').

56. Onconsidére trois points 4, B et Cdansle plan
orienté 7.

On désigne respectivement par ry, ry et re les
rotations de centres A, B et C et de méme angle

orienté o
nté —.
3

Onpose:GC=r0rg 00,

* Détermination de la transformation G

1) a) Montrerquerg o ryestune rotation dont on
déterminera |'angle orienté.

b) Construire 'image de A parrg o r. En déduire
le centre Q de la rotation rg © 7 4.

2) On pose : Fa=1Ig 0y

a) Montrer que r o ry est une translation.

b) Construire limage @' de Q par rcorp. En
déduire le vecteur de la translation ¢ o ro.

¢) Construire les images de 4, B et C par 1.

#* (Jn autre procédé pour déterminer G

1) a) Construire la droite (4) passant par A telle
que :

ry=Sup © Sw-
Siam €t Sia désignent respectivement les symeétries
orthogonales d'axes (48) et (4).
b) Construire la droite (A7) passant par B telle que :
rs =S40 © Sum’
S désigne la symétrie orthogonale d'axe (4').

¢) Retrouver le centre € et I'angle orienté de la
rotation rz O 74.

2) En procédant de maniére analogue pour les
rotations rq et re, retrouver le fait que t est une
translation. Préciser le vecteur de cette translation.

w% (Jrilisation du centre Q de la rotation ry

Dans la suite, les points A et B sont donnés et on
veut déterminer I'ensemble des points C tels que la
transformation B vérifie une certaine propriété.

1) Quel est I'ensemble des points C tels que G soit
I'application identique du plan? Justifier.

2) Soit M’ I'image par G d'un point M. d étant un
nombre réel strictement positif donné, quel est
I'ensemble () des points C tels que MM = d?
Indications

a) montrer que QQ' = MM (&' = G(£2)):,

b) exprimer CQ en fonction de d;

¢) en déduire (C).

3) Soit M I'image par © d’un point M. (D) étant
une droite donnée, quel est I'ensemble (I') des
points C tels que (MM')//(D)?

Indications
a) montrer que (QQ)/(MM) (2 =T(Q));

b) calculer MES (2C, Q0):
¢) en déduire (I').

57 On considére deux points distincts 4 et 5.

1) Soit G, le barycentre des points pondérés
(A, 1) et (B, 2). G, le barycentre des points
pendérés (A, 1) et (B, — 2).

a) Construire G, et G,.

b) Trouver I'ensemble des points /M tels que :
(MA + 2MB) . (AM — 2MB) = 0.

¢) Trouver I'ensemble () des points M tels que :

Construire cet ensemble.

7
2) a) Construire les arcs capables de 5 radians

d'extrémités A et B.
b) Trouver I'ensemble (I') des points M tels que :

MES (MA, MB) _g

3) Soit @ le point d'intersection de (C) et (I).
Montrer qu'il existe une homothétie A de rapport 2

. ' - ra ﬂ:
et une rotation r d'angle oriente 3 telles que hor

applique 2 sur Q et B sur A.

4) Soit S la similitude directe h o r et M le milieu
de [AB].

a) Construire I'image NV de M par S;
b) Déterminer la mesure principale de l'angle
orienté (BM. AN);

¢) Montrer que les deux triangles QBM et QAN
sont semblables.

58 On considére deux demi-droites [Of) et [OJ)
telles que :

MES (676..7) ﬁ%. Soit M et IV deux points de
[Oh. PetQ Qeux points de [OJ) tels que MN = 2
et PQ = 2.,/2 (voir figure).

1) Soit £, le second point commun aux deux
cercles respectivement circonscrits aux triangles
OMP et ONQ. Montrer que : :

a) les triangles &, MP et Q, NQ sont semblables;
b) les triangles @, PQ et 2, MIN sont semblables;
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¢) il existe une homothétie # et une rotation r de
meéme centre Q, telles que A o rappliqgue Msur Pet
N sur Q.

J

M N i
2) Soit 2, le second point commun aux deux

cercles respectivement circonscrits aux triangles
OMQ et ONP. Montrer que :

a) les triangles 2, MQ et 2, NP sont semblables:
b) les triangles Q,PQ et 2, NM sont semblabiles:

c) il existe une similitude S qui applique 2, sur Q,,
M sur Q et N sur P,

3) Soit A et B les milieux respectifs de [MN] et
[PQ].

On désigne par (C) le cercle circonscrit au triangle
OAB.

a) Comparer les angles AOB et AQ, B. En déduire
que £, appartient & (C).

b) Comparer les angles AOF et AQ,B. En déduire
que 2, appartient a (C).

59 Théoréme de Ménélaiis

1) On considére le triangle ABC. Une droite (4)
coupe (BC), (CA) et (4AB) respectivement en P, Q
et R (voir figure).

# ¢ P
On désigne par :
e /1 ’homothétie de centre P qui appligue C sur B,
e A’ I'homothétie de centre R qui applique B sur 4.

1) Montrer que A’ o £ est une homothétie 4#” dont
on déterminera le centre et le rapport.

2) Montrer que :

e
PC QA RB

If) Réciproquement, on considére le triangle ABC
et trois points P, Q et R appartenant respectivement
aux droites (BC), (CA) et (AB) et tels que :

1) SoitPle point d'intersection de (RQ) et (BC).
PB PB
Montrer que — = —.
PC PC
2) a) Montrer que P et P sont confondus. En
deduire que P. Q et R sont alignés.

b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante
pour que trois points P, Q et R appartenant
respectivement aux supports (BC), (CA) et (AB)
des trois cotés d'un triangle ABC soient alignés.
1) Application

On considére le triangle ABC. Une droite (4) coupe
(BC), (CA) et (AB) respectivementen P, Q et R. On
désigne par :

e P le symétrique de P par rapport au milieu de
[BCT;

e Q' le symétrique de P par rapport au milieu de
[CAL:

e A'le symétrique de R par rapport au milieu de
[AB].

Montrer que P, Q', R’ sont alignés.

60 Droite et cercle d’Euler relativement 3 un
triangle

1) On considére un triangle quelcongue ABC. On
désigne par :

e A, B, (' les milieux respectifs de [BC]. [CA] et
[AB];

e O le centre du cercle circonscrit (€) au triangle
ABC:;

e H l'orthocentre du triangle'48C;
e G le centre de gravité du triangle A8C:;

e Q le centre du cercle circonscrit (I') au triangle
AB'C.

* Droite d’Euler
On considére I'homothétie A de centre G et de
1
rapport ——.
pp 3

1) a) Déterminer A (A), h(B), h(C);

b) Quel est I'image de (¢) par A? Justifier.
S JRas

¢) Montrer que GQ = — 5 GO.

2) a) Déterminer h(H).
e ; e

b) Montrer que GO = — 2 GH;

¢) En déduire que G, H, O et 2 sont alignés.
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3) Préciser la position du point @ par rapport aux
points O et 4. Montrer que 4 est le centre de
I’homothétie A" de rapport positif qui applique (C)
sur (I'). (La droite (OH) est appelée droite d'Euler.)

* Cercle d'Euler

4) Soit A, le projeté orthogonal du point A sur
(BC) et K le second point commun de (€) et (AH).
a) Déterminer A'(K). En déduire que le point A,
appartient au cercle (I').

b) Soit B, et C, les projetés orthogonaux
respectifs de B et C sur (AC) et (AB). Montrer que
B, et C, appartiennent au cercle (I).

5) a) Soitg, f et y les milieux respectifs de [HA],
[HB] et [HC]. Montrer que «, § et y appartiennent
au cercle (I').

(Le cercle (I') est appelé cercle d’Euler.)

I1) Applications

1) On considére le triangle PQR, rectangle en P.

Trouver la droite d’Euler et le cercle d'Euler
relativement au triangle POR.

2) Soitdeuxdroites (4) et (4') perpendiculaires en
0; A étant un point de (4, (€) est un cercle
tangenten A a la droite (A") et (C) coupe (4) en B et
C (voir figure).

(4’

(4

a) Montrer que I'orthocentre du triangle ABC est le
symétrique du point A par rapport 3 0.

b) Montrer que le cercle d'Euler relativement au
triangle ABC est tangent & la droite (A47). Construire
ce cercle.
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4 Représentation analytique
d'une transformation
du plan

Lecon 1: REPRESENTATION ANALYTIQUE
D'UNE APPLICATION :
DE ¥ DANS 7

Lecon 2: REPRESENTATION ANALYTIQUE
DE QUELQUES TRANSFORMATIONS
DU PLAN

Lecon 3: EXEMPLES D’UTILISATION
DE LA REPRESENTATION
ANALYTIQUE

Legcon 4: NATURE D'UNE TRANSFORMATION
DU PLAN DEFINIE
PAR SA REPRESENTATION
ANALYTIQUE

1 Représentation analytique
d’une application de 7 dans 7

Le plan ¢ est muni d’un repére (0, I, J).
On donne des points :

Ai(—=14); 4,0:7.9): ..

On veut trouver les coordonnées des images respectives :
# s
Ai; Al

de ces points par la symétrie centrale de centre le point Q(4; 3).

Plus généralement, étant donné -

— une application f de ¢ dans ¥,

— des points3 A, (x;, y,); Ay (X2, ¥2); ...

on s¢ propose d’établir une méthode pratique pour trouver les coordonnées des images
par f de ces points. :
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1) Représentation analytique d’une application de 7 dans%

Rappelons que I'application
C: —RxR
M — (x, y)
ol (x, y) est le couple des coordonnées de M,
est une bijection de & sur R x R.

Cette remarque va nous permettre d’étudier analytiquement certaines applications de
dans .

a) Exemple introductif

On donne deux droites (D) et (4), sécantes en O.
Considérons Papplication
f:9—¢7
Mir— M’

telle que M, M’ = — 2M1ﬂ7;
ou M, est le projeté de M sur (D) parallélement & (4).

— On se propose de trouver les coordonnées de l'image d’un point quelconque, le plan
étant préalablement muni d’un repére.

,/ (D)

o i /"' M,
/
() v

o Choix du repeére

Considérons le repére (0, I, J) formé du point O, d’un point I de (D) distinct de O et d’un
point J de (4) distinct de 0.

Soit M(x, y) et M'(x’, y) deux points quelconques du plan.
M, (x, 0) est le projeté de M sur (D) parallélement & (4).

On a:
M = f(M) <= MM’ = —2M M

; Xi—
— L’application
¢:RxR—RxR
(% y) = (x, ¥)

{x’zx
y=—-2

est appelée la représentation analytique de f, relativement au repere (0, I, J).

telle que :
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— Trouver les coordonnées des points :
A(G:2,3); B(0;2,3);  C(—3;4);  E(T;0)

b) Plus généralement :
e Soit f une application de & dans 7.
Considérons I'application ¢ telle que :
G=1l6 ol '

if 7
F— 7 M— M
RxR— R xR (x,y)—(;(x’,y’)

(x, y) est le couple des coordonnées de M
(x’, ¥¥) est le couple des coordonnées de M.

On dit que ¢ est la représentation analytique de f, relativement au repére (0, I, J).
Ainsi, & chaque application f de & dans 4, on peut associer sa représentation analytique ¢

telle que : 9=Co foCL

e Réciproquement, chaque application ¢ de R x R dans I x R est la représentation
analytique de I'application f de ¥ dans ' telle que :

=t YsnocC

En effet, on a successivement -
Cofort=Co@ 'apoQ)oC
=(CoC b palCal Y
=1dgxg 0 ¢ 0 idg.g
€c fol t—u

Définir analytiquement une application de § dans ¢, relativement a un repere (0, I, J),
Cest exprimer x’ et y’ en fonction de x et y; x’ et y’ étant les coordonnées de I'image par
f d’un point de coordonnées x, y.

® Remarque

Une application f de § dans  est bijective si et seulement si sa représentation analytique
¢, relativement 4 un repére, est une bijection de R x R sur R x R

En effet,
g=Cofot " et =G opnl

— Si f est une bijection de F sur 9, C o f o C™* est aussi une bijection de R x R sur
R x R.

— Réciproquement, si ¢ est une bijection de R x R sur R x R,C 1o ¢ o C est aussi
une bijection de 7 sur . ]

i,

R

—

et

= | x xR
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2) Représentation analytique de la composée
de deux applications de J dans

Théoréme

l Etant donné deux applications f; et f> de T dans ¥, ayant respectivement pour
représentations analytiques @, et ¢,, relativement & un repere (0, I, J), ¢, o ¢, est,
relativement 4 ce repére, la représentation analytique de f, o f;.

En effet :
(p1=COf10Cﬁ1 3t QDZ=CszoC‘1.
Par suite :
p,00,=(Co foC Ho(CofioC™Y
Lo bol oOnfot
=Co(fzof)oC™
Exercice On donne deux droites (D) et (4), sécantes en0O.
Considérons les applications
fi: ¢— ¢ fors =1 1
Mvr— M M— M’ j
telle que : telle que : ‘E
M, M’ =2M,M M,M’ =3M,M I
ou M, est le projeté de M sur (D) | ol M, est le projeté de M sur (4) f‘
parallélement a (4) parallélement & (D). ‘
. i
— Choisir un repére. :
— Trouver la représentation analytique de f; et celle de f,. i

— En déduire celle de f, o f,. i

2 Représentation analytique
de quelques transformations du plan

1) Translation

Le plan est muni d’un repére (O, I, J).

On donne le vecteur # de coordonnées (x, f) dans la base @’, ﬁ
Considérons la translation ¢ de vecteur 1.

Soit M({x, y) et M'(x"y") deux points quelconques du plan.
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— Traduction vectorielle de t :
M =t(M) <> MM’ =4

ou encore .

M =t(M) <= OM'=0OM +u

— Traduciion analytique de t

ol xX'=x+a
M’:t(M)m:'{', :
y =¥p
3 L’application :
{ RxR— RxR
: x, y) — (x, )
l
| telle que {x’=x+oc
g e : : :
i Y=3+g
| est, relativement au repére (O, I, J), la représentation analytique de la translation de
vecteur u(z, f).

Exercices 1) Le plan est muni d’un repére (0, I, J).
On donne les points 4A(1; 3) et B(— 2; 3).

Trouver la représentation analytique de la translation ¢ de vecteur AB.

2) Trouver la nature de lapplication f de ¥ dans § ayant pour
représentation analytique ’application :

RxR— RxR
(% y) = (x, )

1
X =x—=
telle que : { 3
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£

2) Symétrie centrale

Le plan est muni d’'un repére (G, I, J).
a) | On donne le point A(aq, b).
Considérons la symétrie centrale s, de centre A.
Soit M(x, y) et M'(x’, y') deux points quelconques du plan.
— Traduction vectorielle de s,
M’ =5,(M) <> AM’ = — AM

ou €ncore :

M’ = 5,(M) <= OM’ = — OM + 204

I S ——

— Traduction analytique :

X' =—x+2a
M =s,(M) = :
1 A( ) { yr =—y i 2b
L’application :
RxR—RxR
(x, y) — (', )
el i X' =—-x+2a
elle que : Yooy ol
est, relativement au repere (O, 1, J),la représentation analytique de la symétrie centrale
de centre A(a, b).

Exercices Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, J, J).

1) Trouver la représentation analytique de la symétrie centrale de centre
A(—1; 4).
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2) Quelle est la nature de lapplication de § dans # ayant pour
représentation analytique, 'application :

RxR— RxR

(6, 1) = (%, )

{ x'=—x+2

telle que : P ;
: Y= g=0

b) Cas particulier : Symétrie centrale de centre O
M = 54(M) <= OM’' = — OM

’

M'=so(M)=»{x i

,._

Exercice Le plan est muni d’un repére (O, 1, J).
On donne le point 4(2, — 1).
On désigne par s, la symétrie centrale de centre A4 et t,55 la translation

de vecteur ZE

a) Trouver la représentation analytique de chacune des transformations
ci-dessous ;

N TSN, e

545 l2qos 124070 545 540 1lxj0-
b) En déduire la nature de chacune des transformations :

Lyoo0sy et 5,050

3) Symétrie orthogonale

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J):

a) | On donne la droite (A).
Considérons la symétrie orthogonale 8.4y d’axe (A).

Soit M(x, y) et M'(x’, y') deux points distincts du plan, n’appartenant pas a (4).
. On sait que :

M’ = 54)(M) < (4) est la médiatrice de [MM"].
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Ceci nous permet d’obtenir une traduction vectorielle, puis une traduction analytique de

Seay- :

M
o
,t-f :

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J).

On donne la droite (4) passant par le point A(— 1;2) et de vecteur directeur
u(3; 4).

On veut trouver la représentation analytique de la symétrie orthogonale S(1)
d’axe (4).

O )

Exemple 1

Soit M (x, y) et M'(x’,y") deux points quelconques du plan ¥.
Désignons par H le milieu de [MM'].

— Traduction vectorielle de s,

det (AH, #) =0

M’ :S(A)(M) = {—,
MM .u=0

(4)

Justifier :

|

I

x+x :

X 2 I

T g T
i i
] I
| |
I I
! |
Ms--—————-~ :— ——————————————— ¥
|
! .
_______________ y+y
2z
M ¢
— Traduction analytique de sS4 :
x4+ x’
+1 3
2 —0
M’ =s5u(M) < |y +y

-~ -2 4f

~

3x' —x)+4(y— =0
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On veut exprimer x’ et y’ en fonction de x, .
Résolvons donc le systéme :

X X y+y
1)— ~2)=0
o, Y)eR x R, {4( 2 +) 3( 2 )

3(x’ — x) + 4( — y) =0.

On obtient successivement les systémes équivalents :

3 3
e e
o, Y)eR x R, {2” 3V =243y

3x' +4y =3x+ 4y

25x" = — Tx + 24y — 80
25y" = 24x + 7y + 60

L’application :
RxR— RxR
(x, y) = (', )
X = — 1 x + s ¥ — 10
telle que : & - :
, 24 7 12
S e
est, relativement au repére (O, 1, J), la représentation analytique de la symétrie
orthogonale s,

Exemple 2

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J).
On donne la droite (4) d’équation :

2x —3y+1=0.

On veut trouver la représentation analytique de la symétrie orthogonale s,
d’axe (4).

Soit M(x, y) et M'(x’, y’) deux points quelconques du plan.
Désignons par H le milieu de [MM].

La droite (4) a pour vecteur directeur #(3; 2).

— Traduction vectorielle de s,

. He(4)
M =S(A}(M) = {—_4. =
MM .u=0.
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Justifier.

i M (4)
} 1
|
variyl '
7 ]
’ |
¥ b TM’
g 1 1
/ ! o
1 ! |
/ 0 Ixx xi X
2

— Traduction analytique de s,

x+x Yty
2 - -
(2)3(2)+10

M’ = s 4(M) <= {
3" —x)+2(y —y)=0.

Résoudre le systéme :

’ 3 ,
(', y)eR x R; {(x+x)—§(y+y)+1_0

3x —x)+2(y —y)=0.

En déduire la représentation analytique de s ).

Exercices

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J).

1) Trouver la représentation analytique de la symétrie orthogonale dont
axe est la droite (4) passant par le point A(— 0,5; 4) et de vecteur
directeur u(1; — 3).

Trouver les images des points O, I, J par cette symétrie orthogonale Sy

2) Trouver la représentation analytique de la symétrie orthogonale ayant
pour axe, :

a) la droite d’équation :
~x+2y+3=0
b) la droite passant par les points :
A(1;2) et B(—3;4).

b) Cas particuliers

Dans les cas particuliers ci-dessous, on obtient directement une traduction analytique de
la symétrie orthogonale considérée.
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e Symétrie orthogonale d’axe (OI)

Montrer que :

, X
M =sopM) = 4§
[— y'
? J;
] L
: _ o bt x
i M
f
, D’ou :
i L’application : RxR— RxR
| (5. ) — (5, ¥)
! telle que : { x’ e
; =¥
' est, relativement & un repére orthogonal (O, I, J), la représentation analytique de la
b symetrie orthogonale d’axe (OI). i
e Symétrie orthogonale d'axe (OJ)
Montrer que :
, X=—x
M’ =s505,(M) <=1 At
DAV i
|
M y M |
a | u
! 1
J ]
1 Jd 1
I 1
O | i 1
I 1 !
K (0] e il
Drou : '
L’application : RxR—RxR i
(%, ) = (', ¥) !
|
et |
telle que : { el
® Y=y
est, relativement a un repére orthogonal (0O, L, J), la représentation analytique de la
symétrie orthogonale d’axe (0J).
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® Symétrie orthogonale ayant pour axe la droite (A) d'équation y = x

(4) étant la droite d;équation S yi=,

| M () l

Montrer que :

’ "C, =
M=%M¢%,f
Y =x
L’application : RxR— RxR
e ) = (X, y)
telle que : { x, r
¥ =x

est, relativement au repére orthonormé (0, 1, J), 1a représentation analytique de la
symétrie orthogonale ayant pour axe la droite d’équation y = x.

Exercices Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1, J).

1) Trouver la représentation analytique de la symétrie orthogonale ayant
pour axe la droite d’équation :

Qy=—x
b) x=a; acR
c) y=b; beR

2) On donne les points A(— 1; 3), B(1; 0) et le vecteur u(l; —2).
On désigne par (4) la droite passant par A4 et de vecteur directeur i.
— Montrer que les droites (4B) et (4) sont sécantes en A.
— Trouver la représentation analytique de chacune des transformations
suivantes : '
S(p) - Symétrie orthogonale d’axe (AB)
Sy :symétric orthogonale d’axe (4).
— En déduire la représentation analytique de chacune des
transformations :
Sm) O Swys Sy © Samy-
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4) Homothéties
Le plan est muni d’un repére (0, I, J).

@) | On donne un nombre réel non nul k et un point Q(a, b) du plan.
Considérons 'homothétie h de centre Q et de rapport k.

Soit M(x, y) et M’(x’, y') deux points quelconques du plan.

— Traduction vectorielle de h
M =h(M) <= AM’' = kAM

ou encore :

M’ = h(M) <= OM’ = kOM + (1 — k)OA.

R e M
|
i
M I
Y= " :
bl-£ : !
t | }
J I : I
| | 1
! 1 1
0 Ia X X!

— Traduction analytique de h

M,zh(mﬁ{x’=kx+(1—k)a

y =ky+ (1 - k)b

L’application : RxR— RxR
(x, y) > (x', ¥)
X' =kx+(1—ka
Y =ky+({1-—kb

est, relativement au repére (0, I, J), la représentation analytique de ’homothétie de
centre Q(a, b) et de rapport k.

telle que :

Exercice Le plan est muni d’un repére (0, I, J).

— Trouver la représentation analytique de 'homothétie 4 de centre
2(2; — 1) et de rapport — 3.
— Trouver les images par h des points suivants :

0,1, J et B(3; 1).
Vérifier graphiquement les résultats obtenus.
o .
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b) Cas particuliers

e Homothétie de centre O

. M
e e !
phats M
J ! :
1 |
d 1 L
0 I x x
En faisant :
a=0 et b=0.
On obtient I’énoncé suivant :
L’application : RxR— RxR
x, ) — (x, )
| =
‘ telle que : .
¥ =1ky
est, relativement au repére (0, I, J), la représentation analytique de I’homothétie de
centre O et de rapport k.

Exercices 1) Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J). On donne le point
Q(—1;1).
— Trouver la représentation analytique de 'homothétie 4 de centre O et
de rapport 3 et celle de ’homothétie A’ de centre (2 et de rapport — 2.
— En déduire la représentation analytique de la transformation b’ o h.
2) On considere lapplication f de § dans § ayant pour représentation
analytique I'application :
RxR— RxR
(x, y) — (¥, ¥)

1
[x’ :'3— X —2
telle que : [ 1
: ¥y

Montrer que f est la composée d’une homothétie k de centre O et d’'une

translation ¢.
Préciser le rapport de '’homothétie k et le vecteur de la translation t.

En déduire la caractérisation de f.

e Retrouver des résultats déja connus en considérant les représentations analytiques des
homothéties ayant pour centre un point quelconque du plan et pour rapport 1 ou — 1.
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3 Exemples d’utilisation
de la représentation analytique

1) Utiliser la représentation analytique d’une application
du plan dans lui-méme, pour trouver I'ensemble
des points de ¥ invariants par f

170

Le plan est muni d’un repére (O, I, J).
Considérons T'application f de ¢ dans & ayant pour représentation analytique

P'application :
RxR— RxR
(x, ) — (x, V)
telle que : x{ =a;x+byy+¢y
YV =ax+ by +c,.

On veut trouver I'ensemble des points de ¥ invariants par f.

Soit A(x, ) un point de plan 7.

A est invariant par f <=

d’ol :

A est invariant par [ <

A est solution de I’équation :]
Med, f(M)=M

[ (2, ) est solution du systéme :
x=a;x+bjy+cy .
y=a:x+ by +¢,

(x, eR x R, {

Chercher 'ensemble des points du plan invariants par f, revient a résoudre le systéme :

(al—l)x+b1_v+61:0

x, )R x R,
sl b {a2x+(b21)}’+02=0.

Exercices

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J).

1) On considére I'application f de & dans ¥ ayant pour représentation
analytique l'application :
s’ = }, + 3

RxR— R xR telle que: {x,
's) ¥y =x-—3

=

x, y) — (=, )
a) Montrer que I'ensemble des points invariants par f est une droite (D)
dont on déterminera une équation.

b) M étant un point quelconque du plan et M’ son image par f.
Montrer que (D) est la médiatrice de [MM"].
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¢) Quelle est la nature de f?

2) On considére I'application f de J dans & ayant pour rspresentatlon
analytique I'application :

O §
RxR— RxR telle que: x,_ Rk
= —2y—T

x (%, ¥) B (X, ¥)
a) Montrer qu’il existe un unique point Q invariant par f.

b) M étant un pomt quelconque du plan et M’ son image par f, montrer
que OM = — 20M.,

¢) En déduire la nature de f.

2) Utiliser la représentation analytique d’une transformation f du plan
pour trouver I'image par f d’'une courbe
Exemple 1

Le plan § est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Soit (C) la représentation graphique de la fonction :

R* — R
5 s

(C) est la courbe caractérisée par :
y= \,/;
X il

On veut trouver I'image (C’) de (C) par la symétrie orthogonale s, ayant pour axe la
droite d’équation :

Y= x.
Soit M(x, y) et M’(x’, y") deux points quelconques du plan.

On sait que :
M = S(M) ¢::>{ x, =Y
¥ =x
Par ailleurs :

Me(C) <[y =/x [et] x> 0].

Par suite : j
Me(C) =[x’ =\/y_' Y =0]
et : Me(C) = [x2 =y X' = 0]
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or s étant une bijection, on a :
Me(C) <= M'e(C).
Par conséquent :
Me(C) s [y = x2 x> 0]

(C’) est donc la courbe caractérisée par :

BY (4

oy e i

Exemple 2

Le plan i est muni d’un repére orthonormé (O, L.J).

Soit (D) la droite d’équation :

X+ p—3=0.
On veut trouver limage (D) de (D) par la transformation f de
représentation analytique Papplication :

RxR— RxR
(%, y) = (x', )
il
X="—(x—y+1)+1
2

telle que :

Soit M (x, ¥) et M’(x’, y’) deux points quelconques du plan.
172
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O

— Montrer que le systéme :

x, yeR xR,
, 2
=L 4y
admet une solution unique (x, y) telle que :
\/5 ’ ’
{x=7(x = — 1)
l ﬁ\/i ’ ’
s X —y—-10-1
Ainsi : 5
2
x’=\’7(x—y+1)+1
M = f(M) = \/é
Y= bohy = 1)
Ou encore :
2
‘XZT(X +y’—1)
M = f(M) < : \/_
2
IJ‘:'_." —T(x’—yf—l)‘l']..
Or:
MeD) = x+y—3=0.
Par suite :
Me(D)@y’—\/ﬁ:O.
De plus :

Me(D) <= M’ e(D).

Par conséquent :
Me(D) =y =./2
(D) est donc la droite d’équation :

y=2

Exemple 3

On donne deux droites disjointes du plan, (D) et (4).

Soit d la distance des deux droites paralléles (D) et (4)
A et B deux points de (D) tels que :

AB = 2d.
On considére I'application f de & — (4B) dans &, qui a tout point M de  — (AB)
associe le point M’, orthocentre du triangle M AB.
On veut trouver, limage (A") de (4) par f.

173




Mathématiques premiére D - Géométrie

— Choix d'un repére orthonormé et représentation analytique de f

M

/\p\ (4)
M
: |

Jo

A 0 B

-

(D)

Soit O le milieu de [4B]

C le point de (4) tel que (OC) soit la médiatrice de [4B],
(0, B, C) est un repére orthonormé,

Relativement 4 ce repére, les points 4, B, C ont respectivement pour couple de
coordonnées :

(=50 (@0 @1

Soit M(x, y) un point quelconque de 4" — (4B); on a alors ¥ # Q.
Soit M’(x’, y') un point quelconque de ¥.

[g;f ;;;i;rthocemw] = [MM'. 4B = 0 ot 4M" . B} = 0],

Or AM’ a pour coordonnées x +1;y)
BM  a pour coordonnées : (x — 1; ).
Par suite, on obtient successivement

X =x
M = f(M
u )‘:’{(x'+1)(x—1)+yy'=0; s
o X =x

% —ix

M = f(M 1T
a )‘:’{y’= =5 g 20,

La représentation analytique de f, relativement au repére orthonormé (0, B, C), est
Papplication :
|
RxR* - RxR !
(x, ) — (', ¥) ;
Xy
telle que : { oo 15
y = :
y
= Imc;ge de (4) par f
(4) est la droite d’équation -
y=1
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|
‘ . ; . |
f Par suite, on obtient successivement '

Me(d) <= [y=1 [et] xeR]

Me(d) == [y =—-x%+1 x’eR]
Me(d) <= M'e(4").

Par conséquent :

(4°) est donc la parabole d’équation : %

y=—x"+1

(D)

Exercices

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, I, J).
1) On donne la parabole (P) d’équation :
=(x4+ 1)(x—3)
et le vecteur u de coordonnées (1; 4) dans la base (nOT 6?)
Trouver I'image (P’) de (P) par la translation de vecteur 1.

2) On donne la droite (D) passant nt par 4 A(0; 3) et de vecteur directeur u de

coordonnées(1; 2) dansla base (OI oJ )- Trouver I'image (D) de (D) par la
transformation f ayant pour représentation analytique I'application :

RxR— RxR
(xy)H(ty)

g

telle que :
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3) Utiliser la représentation analytique d’une transformation du
pour démontrer une propriété

Composée de deux homothéties

On donne deux points distincts du plan 4 et B, deux nombres réels n
Soit & T'homothétie de centre 4 et de rapport k,
B ’homothétie de centre B et de rapport k',

On veut trouver la nature de la transformation &’ o h.

chapitre 3.

e Choix d'un repére et représentation analytique de I o h

/1 B

plan

onnuls ket k'

Nous voulons, ici, par une étude analytique, retrouver des résultats déja obtenus au

— Soit C un point n’appartenant pas 4 la droite (AB). (4, B, C) est un repére du plan.

—_—

(4B, E) est la base de U associée au repére (4, B, C).

— Montrer que les représentations analytiques des homothéties / et I, relativement a

(4, B, C), sont respectivement les applications

P RXR— RxR O RxR— R
(x, ») f—; ', ¥) (x,ky) = (x, ¥)
x"=fx X =kx+(1-k)
telle que : E telle que : R
y'=ky : ¥=ky.

La représentation analytique de &’ o h relativement a(4, B, C)estdonc!’
POoP:RXxXR— Rx R
(%, 3) = (', ¥)
{ X' =kkx + (1 - k)

telle que :
= Y = k'ky.

application

® Nature de la transformation b’ o h

Les coordonnées des points de & invariants par 1’ o h, sont solutions du
(% 2R X R x=k’kx+(l~k)
y=Kkky
Cest-d-dire du systéme :
A—KkEx=1-k

) (% »eRxR, {(1 —k'k)y = 0.
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— Supposons k'k # 1

Le systéme (S) admet une solution unique :
1—k
20
=
La transformation A’ o h admet donc un unique point invariant :
1-FK
9(—1 —iso).
Soit : M(x, y) un point quelconque du plan
M’(x’, ¥') 'image de M par k' o h.

QM a pour coordonnées ;
. Ik
T 1—kk”

, 1-k
X l_kk,sy 3

=

@M’ a pour coordonnées :

Pui . x'=k'kx + (1 — k")
uisque : s
, 1-F ., , 1—-Fk
Ona: x—mmka‘l'(l—k)—m
—kk(1 = K)
=kl 7
=T
Par suite :
, 1k . 1k
% = —k’k_kk(xﬁgﬂl uk’k)
y =k'ky
d’ou : QM =kKkQM.

Si k'k # 1, b’ o h est I'homothétie de centre 2 et de rapport k'k.

.

1-k . 5
Q appartient 4 la droite (4B) ctm est 'abscisse de Q, relativement au repére (A4, B).

— Supposons k'k =1
La représentation analytique de h’ o h, relativement a (4, B, C), est I'application
0o RxR— RxR
(x, y) — (¥, )
xX=x+1~-F
telle que : 4
y =¥
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Soit : M(x, y) un point quelconque du plan

M’(x’, y') I'image de M par i’ o h.

. {x’—x—l—k’
na: ,

y—y=0
d’ou ; MM’ = (1 — k')4B.

Si k'k =1, B’ o h est la translation de vecteur (1 — k’)ﬁ

e Constructions

k=2; k=3

VQ B

k" o h est 'homothétie de centre Q et de
rapport 6.
Qe(4AB)n (CC)
ou : C; = K(O)
C’' =H(C,) =k o h(C).

h’ o hestla translation de vecteur — 22§.

AA' = —24B
ol : A" =N o h(A).

4 Nature d’une transformation

du plan définie

par sa représentation analytique

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’

utiliser la représentation analytique d’une

application de ' dans § pour reconnatre si cette application est une transformation, une

isométrie, une similitude...

Nous préciserons, éventuellement, la nature des isométries et des similitudes trouvées.
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1)

Considérons l'application f de & dans ¥ ayant pour représentation analytique
I'application
pg:RxR— R xR
(x, y) — (X, ¥)
X =ax+by+ce

telle que : { ;
=ax+byy+ec,.

Conditions pour que l'applicationde R x Rdans R x R
soit la représentation analytique d'une transformation du plan

On sait que :
f est bijective <= ¢ est bijective.
i
(x’, ¥') étant un couple quelconque de R x R, le systéme :
e X' =a;x+byy+c¢
x, ¥V)eR x R,
@ est bijective <= (x, %) { YV =ax+by+e,

admet une solution unique.

D’ou le théoréme :

L’application : RxR— R xR
(x, 3) = (x, ¥)
X =a;x+by+e

telle que : .
Y =a;x+byy+c;

est la représentation analytique d’une transformation de 7 si et seulement si :

a; by
0.
a, b, ”
Exercice Le plan & est muni d’un repére orthonormé (0, I, J). Montrer que
I'application :
RxR— RxR
(x, y) = (', ¥)
X' =x—-2y+4+2
1 :
telle que {y’=2x+4y—1

est la représentation analytique d’une application non bijective de
dans 7. ;
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2) Condition pour que I'application pde Rx R
dans R x R soit la représentation analytique
d’une isométrie

Rappelons que :

r . —_—

f est une transformation de & qui
f est une isométrie <= | conserve la distance de deux
points quelconques.

’_ I3 ’ - .

J est une isométrie qui conserve
f est un déplacement <= | 'orientation de trois points non
alignés.

5 |

Exemple 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1, J).
Considérons l'application f de ¥ dans ¢ ayant pour représentation analytique
I'application :
RxR— R xR
(x, 3) — (x', )

X'=—y+4+3
tell :
elle que {y’=x+1.

On veut reconnaitre la nature de I'application f.

— Montrer que I'application f est bijective.

— La transformation f est-elle une isométrie?
ﬁr Soit M((x;, y,) et M,(x,, y,) deux points quelconques du pl‘an.
Désignons par M{(x}, y;) et M 2(x5, y3) leurs images respectives.
‘ Ona:
LM, M)T? = (x5 — x7)% + (v — ;)2
=S=22+3) = (=30 + 3P + [0 + D = (%, + DT?
=z — 1) + (x; — x)?
= [d(Mlz },/[2)]2
d’ou ;
V(My, Ma)ed x 9 dLf(M,), f(M,)] = d(M,, M,)
J est donc une isométrie,

® Par une étude graphique précisons la nature de f.
— Llisométrie f est-clle un déplacement?

Considérons les trois points non alignés 0, I, J.
Soit 0’, I, J’ leurs images respectives par f.
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On obtient :
S e T3 2y REETH)

Construisons ces points :

(0]

Les triplets (0, I, J) et (0’, I, J’) sont de méme sens; f est donc un déplacement.

— Précisons la nature du deplacement L

f n’est pas une translation car 00 =11
f est donc une rotation.

Le centre © de cette rotation est le point d’intersection des médiatrices de [1I"] et [JJ];
c’est le point de coordonnées (1; 2).
(QJ, QJ) est 'angle orienté de cette rotation. Il a pour mesure principale 5

e Vérifier par le calcul que :

— @ est l'unique point invariant par f.
— Quel que soit le point M d’image M’ par f, les vecteurs QM et QM sont orthogonaux.

Exemple 2 l

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1, J).
Considérons Papplication f de & dans & ayant pour représentation analytique
| I'application :
RxR— RxR
(x, ¥) = (¥, ¥)
| ( -
S X=zx+ 3 y
telle que : 47
V=gx—37
On veut reconnaitre la nature de I'application f.
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— Montrer que £ est une isométrie.

— Par une étude graphique précisons la nat

ure de Iisométrie f.
On obtient :

e
S
1/(_3,; f); Jf(i‘; _5).
[o o] 55 575

1 I
SR

Construisons ces points,

D)
2

y )

.’é"s\

SSOEN

AR LTS
GBI,
L XTTAAI A
L

Les triples (0, 1, J) et (0. I', J') sont de sens contraires; f est donc un retournement.
Puisque : Ol =0I" et OF oJ’,

on en déduit

que Ie point O appartient 4 Ia médiatrice commune (4
[LEE)

des segments [I] Tet

Par ailleurs, on sait que la symétrie orthogonale d’axe (4) applique :
O sur 0, Isurl’” et JsurJ

Par conséquent, S est la symétrie orthogonale d’axe (A4).

— Trouver I'équation de (4)

Exercices Le plan & est muni d’un

repére orthonormé 9. .71
Dans chac

un des cas suivants, trouver Ja nature de I'application de 4 dans
¥ ayant pour représentation analytique I'application :

RXH—-—»RXR
(% 3) = (x, )

telle que :
a) {x,:y
Y=—x
e :
b) XH7x+2}—
il o3 +2
.1‘235 2 J; .




4/ Représentation analytique d'une transformation du plan

3) Condition pour que l'application pde R x Rdans R x R
soit la représentation analytique d'une similitude

Rappelons que :
f est une similitude - f «multiplie par k» la distance
de rapport k de deux points quelconques.
Exemple

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J).
Considérons l'application f de & dans ¥ ayant pour représentation analytique

I'application :
sRRHston RxR— R x R
(x, y) — ', ¥)
2
v - 3? (3x + 4y)
telle que :

2
= % (4x — 3y).

On veut reconnaitre la nature de 'application f.

— Montrer que I'application f est bijective.
— Montrons que la transformation f n’est pas une isométrie.
Pour cela, O et I’ étant respectivement les images par f, de O et I, comparons Of et O'I".
- On obtient :
3./2 4./2
0=0 et I’(VT; —\SL)

Par suite :
OI=1 et OI =./2

or =./201

La transformation [ « multiplie» la distance de O a I par \/5

— La transformation f est-elle une similitude?

Soit M, (x;, y;1) et M,(x,, ¥,) deux points quelconques, M7 (x7, y1) et M5(x5, y) leurs
images respectives par f.

Comparons d(M,, M,) et d(M7, M3).

! On obtient successivement :

| [d(M7, M3)]? = (x} — x3)* + (¥ — y2)?

2 2
=5 [Bx1 +4y1) — Bxz +4y2)1° + 5. [(x — 391) — (4x, — 3y,) 17

= 2 31— %)+ 4031 — I e (40 —%2) = 331 — ya)l
=2[(x; — %2 + (31 — )1
=2[d(M,, M,)]%.

dM, M) =/2dM,, M),

f est donc une similitude de rapport ﬁ
183




- Mathématiques premiére D - Géomédtrie

e Désignons par J’ Iimage de J par f.

Comparer le sens des triplets (0, I, J) et (O, I’, J )
Dire si la similitude f est directe ou indirecte,

Exercice Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J).

On considére Papplication f de 7 dans § ayant pour représentation
analytique, l'application :

RxR— RxR
. y) — (¢, )

¥=Zi-x+—4—y
telle que :
g \/5 +1
J/’——Tx 4y

Quelle est 1a nature de 17




4/Représentation analytique d’une transformation du plan

Exercices

1 (1).
(@ L J).
On considére I'application

Le plan § est muni d'un repére orthonormé

T
Mb— M
telle que :

e le milieu du segment [MA'] appartient & OJ),
e le point AT appartient & la parabole d’équation
i

1) Métantun point du plan, donner un programme

de construction de son image M’ par £

2) Trouver la représentation analytique de f.

3) Quel est I'ensemble image de f? Justifier.

4) Déterminer I'ensemble des points du plan

invariants par 7.

2 (1). Mémes questions pour I'application
gl —=4
Mr— M
telle que M’ soit le barycentre des points pondérés
(0. 2), (/1) et (M, 1).

3 (1). Leplan{ est munid'un repére orthonormé
(G- 1),

On considére |'application f de I dans  ayant pour
représentation analytique I'application

¢ RxR— R xR
(x y) = (x. y)
T
telle que : {X fek
Yy =3x—2y.
1) Trouver £(Q), F{/) et £(J).
2) Montrer que £ est une transformation du plan.
3) Déterminer la transformation réciproque de 7.
4) On considére la droite (4) d'équation y = x.
Trouver I'image de (4) par .

4 (1). Leplan estmunid’un repére orthonormé
(0,1,
On considére I'applicatjon 7 de  dans  ayant pour
représentation analytique I'application
¢:RxR— RxR
(x y) = (x\ ¥)
telle que :

o w(—1,y>=(—1,g);

e pour (x, ¥) # (=1, y),

1) Trouver £(0), £{/), f(J) et £(K), ol K est le
symétrique de / par rapport 3 O.

2) Déterminer I'ensemble des points du plan
invariants par f.

3) Trouver les images respectives de (0/) et (OJ)
par f.

5 (1). Le plan T est muni d’un repére (O, /, J).

On consideére deux applications f, et £, de § dans &

ayant respectivement pour représentations analy-
tiques les applications

¢, :RxR— R xR
(x y) F= (X y)

telle que : =i
X V=—3y+1,
et:
P :RxR— RxR
(X y) = (5 y)
telle que : {x,:x-_H:
Y =x+y>

1) f, est-elle une transformation du plan? Justifier.

2) Trouver l'image réciproque du point O par o
f, est-elle une transformation du plan? Justifier,

3) Trouver la représentation analytique de cha-

cune des applications :
fofy et £ afy

6 (1). Leplan ¢ est muni d'un repére (0, /. J).
On considére I'application fde  dans  ayant pour
représentation analytique I'application

0:RxR— RxR
(x. ) F= (X, ¥)

X' =y

V' =4x.
1) Déterminer I'ensemble des points du plan
invariants par f.

telle que :

2) Montrer qu'il existe deux droites (D) et (4),
globalement invariantes par f.

3) Trouver la représentation analytique de fo .
Quelle est la nature de fo £7?

7 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).
Trouver, dans chacun des cas suivants, la
représentation analytique de la translation de
vecteur ¢ :

- 1
1) v a pour couple de coordonnées (—- 2, 33)
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2) b= AE od A et B sont deux points du plan de
couple de coordonnées respectives :

(—2,4) et (2, —1);

3) © =20 —IJ + 50J;
4) Testun vecteurdirecteur de la droite d’équation

2x —y+1=0. (On pourra prendre la premiére
coordonnée m de © comme paramétre.)

8 (2). Le plan est muni d’'un repére (O, /. J).
On considére la droite (D) d’équftion
2x — y + 3 = 0 et la translation f de vecteur v.

1) Déterminer ¢ sachant que :

e 7 est un vecteur directeur de la droite d'éguation
x—2y=0;

e l'image de (D) par fest la droite (4) d’équation :
2x —y -3 =0.

2) Trouver la représentation analytique de 1.

9 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).

Trouver la nature de |'application f de § dans ¥
ayant pour représentation analytique I'application

¢p:RxR— R xR
(x. y) = (x. y)

telle que :

10 (2). Le planest munid’unrepére orthonormé
(0. ),
On considére le cercle (€) d'équation :

¥y - 2x—4dy+1=0
et la translation £ de vecteur 7.

1) Déterminer 7 sachant que I'image de (C) par f
est ie cercle (C) d’équation :

X +y'—6x+4y+9=0.
2) Trouver £(0), f(/), f(J).

11 (2). Le planest munid’un repére orthonormé,

(@1 ).

On considere le cercle (¢) d'équation
x+1)2+(y—3)2=1_le point A(—1,1) et la
translation £ de vecteur o(z, f3).

Déterminer ¢ sachant que |t] =1 et I'image du
cercle (C) par f passe par A.

12 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /. J).
Trouver la représentation analytique de la symétrie
de centre A dans chacun des cas suivants :

1) A a pour coordonnées (— 1, 2);

2) A est le point d'intersection des deux droites
d’équations respectives :

2x—y+4=0 et —3x+2y—-9=20;

3) A est I'image du point / par la translation de
vecteur o{—5; 1);

4) A est le centre du cercle déquation
x2 —2x+y*=0.
13 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).

1) Trouver la représentation analytique de la
symétrie centrale s qui applique le point A de
coordonnées (— 2, 3) sur le point B de coordon-
nées (3, 1).

2) On considére la droite (D) d'équation
—2x+3y—1=0.
Trouver I'image de (D) par s.

14 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /. J).
Trouver la nature de I'application fde § dans 7 ayant
pour représentation analytique I"application

¢p:RxR— RxR
(x y) = (X, ¥)

X +x=3
telle que : { 1

15 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).
Soit f l'application de & dans & ayant pour
représentation analytique |'application

¢:RxR— RxR
(X y) = (X, y)

X = —x+2

y=-y—5

1) Trouver la nature de £.

telle que : {

2) On considere la translation £ qui applique le
point / sur le point J.

a) Trouver la représentation analytique de fo t.
Quelle est la nature de cette application?

b) Trouver une application £ de § dans ' telle que
t o h = f. Quelle est sa représentation analytique?

16 (2). Le plan est muni d’un repére orthonormé
(0. 1, J).
Trouver la représentation analytique de la symétrie
orthogonale d'axe (4) dans chacun des cas
suivants :

1) (4) passe par le point / et admet le vecteur
a(— 1, 2) pour vecteur directeur;

2) (4) passe par les points A(1, 2) et B(3, 1);
3) une équation de (4) est 2x —y + 2 =0;

4) (4) passe par O et est perpendiculaire a la droite
d'équation x — 3y + 2 = 0.

17 (2). Le plan est munid‘un repere orthonormé
(0, 1, J).

Soit s la symétrie orthogonale ayant pour axe la
droite (D) d'équation y — 2x = 0.
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1) Trouver la représentation analytique de s;

2) Trouver les coordonnées des points /* et J,
images respectives de / et J par s.

3) On considére le cercle (G) de centre / et de
rayon 1. Trouver une équation de (€¢), image de (C)
par s.

18 (2). Leplan est munid'unrepére orthonormé
(0. 1 J)
On considére deux cercles (G, ) et (G,) d’équations
respectives :

X2 +y?—8x—2y+12=0
et: X +y*+4x—6y+ 8=0.
1) Déterminer le centre et le rayon de chaque
cercle.

2) Montrer que (C,) et (C,) sont symétriques par
rapport a une droite (A4).

3) Trouver la représentation analytique de la
symétrie orthogonale d'axe (A4).

19 (2). Le plan est munid'un repére orthonormé
(0. 1 J).

1) &) Trouver la représentation analytique de
chacune des symétries orthogonales Son €t Sy
b) En déduire la représentation analytique de
Sion © San-

2) Onconsidére la parabole (P) d'équation y = x2.
a) Construire I'image (P') de (P) par s © Sy

6) Trouver une équation de (P’) relativement au
repére (O, 1, J).

20 (2). Leplanestmunid’unrepére orthonormé
(0. 1 J).

1) Trouver la représentation analytique de I"'homo-
thétie de centre Q(1, 2) et de rapport — 3.

2) Onconsidére la parabole (P) d’équation y = x2,
Trouver une équation de (P’), image de (P) par
cette homothétie.

21 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).
On considére ’homothétie A qui applique :

(1, 0} sur K(3, 1)
et: A(2, —2) sur B(0,7).
1) Déterminer le centre et le rapport de I'homo-
thétie A.
2) Donner la représentation analytique de A.

22 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).
On considére 'homothétie A de centre 2 et de
rapport 5 qui applique le point A (2, 4) sur le point
B (6, 8).

1) Donner la représentation analytique de A.

2) On considére la translation ¢ de vecteur AB.
Donner lareprésentation analytique de A o tetcelle
detoh

23 (2). Leplanest munid’un repére orthonormé
(0..L.J).

On considére la droite (D) d'équation
2x —y +3 =0, le point 2(0, — 2) et I'homothétie
h de centre Q et de rapport 4.

1) Calculer %k puis donner la représentation
analytique de / sachant que I'image de (D) par f est
la droite (D') d’équation 4x — 2y + 5 = 0.

2) On considére I’homothétie A’ de centre O et de
1

rapport = Donner la représentation analytique

de A o hetcellede hoh.

24 {2). Leplan est munid’un repére orthonormé
(0, 1. J).
On considére deux cercles (C) et (¢/) d'équations
respectives :

X +y?—8x—4y=0
et: XC+y 4+ 2x — A4y =0.
1) Déterminer les coordonnées du céntre Q de
"hnomothétie A de rapport positif transformant le
cercle (C) en le cercle (€).

2) On désigne par s la symétrie orthogonale d'axe
(0J).

a) Trouver la représentation analytique de s o h;
b) Déterminer l'image de (C) par s o A.
25 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).

On considére deux homothéties : 5
I'homothétie A de centre A(1, 2) et de rapport §;

. 1
I'homothétie A’ de centre B (5, 4) et de rapport =
1) Déterminer le centre et le rapport de I'homothé-
tie #' o A.

2) On considére I'homothétie A" de centre B et de
5
rapport —.
pport =
Trouver la représentation analytique de la transla-
tion t telle que A" =t o h.

26 (2). Leplanest munid’'unrepére orthonormé
(0.1 )

On considére le point A(— 1, 2) et la droite (D)
d’équation 2x —y + 4 = 0.

1) Vérifier que A appartient a (D).

2) Donner lareprésentation analytique de chacune
des transformations suivantes :

a) la symétrie orthogonale s d’axe (D);
b) I'nomothétie A de centre A et de rapport -

3) En déduire la représentation analytique de la
similitude A o s.
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27 (4). Leplanest muni d'un repére orthonormé
O

On considére I'application 7 de 7 dans  ayant pour
représentation analytique |'application

p:RxR—> RxR
(x.¥) = (x.y)

X=y+2
telle :
elle que {y':x—z.

1) Montrer que f est une isométrie.

2) Trouver les images respectives par 7 des points
O, / et J. En déduire que f est un retournement.

3) Trouver la nature de 7.
28 (4). Leplanest munid'unrepére arthonormé
(O )

On considére I'application f de & dans ¢ ayant pour
représentation analytique |'application

¢ RxR— R xR
(X y) = (x.y)

telle que : Sl
0 Y =—x+4

1) Montrer que £ est une isométrie.

2) Trouver les images respectives par f des points
(Ohid s
En déduire que f est un déplacement.

3) Trouver la nature de 7 :

a) par une étude géométrique;

b) par le calcul.

29 (4). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).

On considére I'application fde T dans § ayant pour
représentation analytique I"application

Pp:RXR— R xR

(% y) = (X y)
x'=2x —1
{V:Zy-!-&

1) fest-elle une isométrie? Justifier.

telle que :

2) Montrer que f admet un seul point invariant 4
dont on déterminera les coordonnées.

3) Soit M(x, y) un point quelconque du plan et
M’ (x., ¥') son image par f. Exprimer AM et AM' en
fonction de x et y. En déduire que f est une
homothétie dont on déterminera le centre et le
rapport.

30 (4). Le plan est munid'un repére (O, /, J).
On considére I'application f de 9 dans F ayant pour
représentation analytique I'application
¢:RxR—> R xR
(xy) (¥, y)

: 3
: x———§x+5
telle que : : 3 5
,V=““2‘y+§

1) Montrer que f est bijective. Déterminer la
représentation analytique de 7.

2) Montrer que f est la composée d’une homothé-
tie h de centre O et d’une translation ¢. Déterminer
la rapport de h et le vecteur de la translation ¢.

3) En déduire la nature de £. Donner ses éléments
caractéristiques.

31 (4). Leplanestmunid’'unrepére orthonormé
(0. 1 J).
On considére |'application 7 de § dans T ayant pour
représentation analytique |'application
o:RxR— RxR
(x y) = (X, ¥)

sx'=§(x\/§—y)

telle que : 3
l v 53 (x+ y\/§).

1) WMiontrer que 7 est bijective. Queile est ia
représentation analytiqgue de 7f“? Huel  est
I'antéeédent du point A(3, 3./3)?

2) Soit My(xy, y1) et M,(x,. y,) deux points
quelconques; soit M (x}, y;) et M5 (x5, v,) leurs
images respectives par 7.

a) Comparer d(M,, M,) et d(M,, M,).

b) En déduire la nature de f.
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Problemes

32. Le plan § est muni d’'un repére orthonormé
(0. 1. J).

On considére le cercle (€) de centre / et de rayon /0.
Soit I'application :

=g DT
M— M
telle que :

e f(0)=0;
e VMeT — {0}, M est le milieu du segment
[ON], ot NV est le second point d'intersection de
(€C) et (OM).

* Ftude géométrique

1) M étant un point du plan, construire son image
M par f.

2) Trouver I'image par f de chacun des ensembles
suivants :

a) la droite (0O/);

b) la droite (OJ).

3) a) Trouver I'ensemble image de f.

b) f est-elle injective? surjective? justifier.

4) Trouver I'ensemble des points du plan inva-
riants par £.

5) On considére le point A(2, 1). Trouver I'image
par f du segment [JA].
** Ftude analytique

1) Montrer que la représentation analytique de f
est I'application

@:RxR— R xR
(x. y) b= (X, y)
telle que :
e (0, 0) = (0,0);
° V(x y)eRx R—{(0,0)}
X xy
=5 Y
x* +y x* +y

2) A l'aide de I'application ¢ retrouver :

a) l'image par f de chacune des droites (Of) et
(0Jy;

b) I'ensemble image de £;
c) I'ensemble des points du plan invariants par f;

d) I'image par f du segment [JA].

33. Le plan P est muni d'un repére orthonormé

(0. 1 J).
On considére |'application
f:T— 9
M= M

telle que :
e f(0)=0;
e VMef — {0} O, M et M sont alignés et
OM . OM' = 4.
* Etude géométrique
1) M étant un pointdu plan, donnerun programme
de construction de son image M’ par f.
2) Trouver 'image par £ :
a) des points / et J;
b) des droites (0/) et (OJ).
3) fest-elle bijective? Si oui, quelle est sa bijection
réciproque?

4) Trouver I'ensemble des points du plan inva-
riants par f.

5) Soit MetNdeux points distincts de O; soit M et
N leurs images respectives par f

On suppose que les points O, M, N ne sont pas
alignés.

@) Montrer que les triangles OMN et OM'N' sont
semblables.

b) En déduire que M, N, M, N appartiennent 3 un
méme cercle.

6) On considére la droite (4) d'équation x = 1 et
I'image /' par f du point /. On désigne par (I') le
cercle de diamétre [0/']. Montrer que I'image de
(4) par fest (I') — {0}.

** Ftude analytique

1) M étant un point distinct de O et M’ étant son
image par f, montrer que :

-

oM OM.

5
2) En déduire la représentation analytique ¢ de £
3) Al'aide de I'application ¢, retrouver :

a) l'image par f des points / et J;

b) Tlimage par f des droites (O/) et (OJ);

¢) l'image par f de la droite (4) d’équation x = 1:
d) I'ensemble des points du plan invariants par f.

4) Trouver la représentation analytique de I'appli-
cation réciproque de £.

5) Trouver I'image par f du cercle (G) d’équation
(x—1)+y>=1.

34. Le plan § est muni d'un repére orthonormé
Q. 1L.J).

On considére deux droites (D) et (4) d’équations
respectives :

X—y+1=0 et x=1.
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1) Déterminer le point d'intersection Q de (D) et
(4).

2) Trouver la mesure principale de I'angle orienté
(QJ Q!)

3) Trouver la représentation analytique de cha-
cune des transformations suivantes :

a) la symétrie s, d'axe (D);
b) la symétrie s, d'axe (4);
c) la composée Sy, O 5.
4) En déduire la représentation analytique de la
rotation r de centre 2 et d’angle orienté de mesure
T
rincipale —.
p p 5
B) Trouver I'image par r du cercle circonscrit au
triangle Q/J. Construire cette image.

6) On considére deux points K(—1, —2) et
L(—1,0).

a) Déterminer I'homothétie h qui applique O sur K
etJsur L.

b) Trouver la représentation analytiquede A o r.

¢) Trouverl'image par s o rdu cercle circonscrit au
triangle O/J. Construire cette image.

35. Le plan 7 est muni d'un repére orthonormé
O ).

On considére I'application f de § dans § ayant pour
représentation analytique |'application

p:RxR— RxR
(x. y) /= (¥, y)
X =y—1
telle que : 7 y
y=x+1.
1) Montrer que f est bijective. Déterminer sa
bijection réciproque. Quelle est I'application f o 7

2) Déterminer I'image par f de chacune des figures
suivantes ;

a) la droite (4) d'équation :
2x—y+3=0;
b) le cercle () d'équation :
X2+ y? -2y —-3=0.
3) Montrer que l'ensemble des points du plan

invariants par f est une droite (D) dont on donnera
une équation relativement au repére (0, /, J).

4) Montrer que £ est une isométrie.

5) Quellessontlesimages parfdes points O, /et J?
En déduire que f est un retournement.

6) Trouver la nature de £

7) On considére 'homothétie # de centre J et de
rapport 3.

a) Trouverlareprésentation analytique de s et celle
defoh

b) Quelle est la nature de f o h?

¢) Déterminer les coordonnéesdel'image parf o h
de chacun des points O, / et J.

36. Le plan ¢ est muni d'un repére orthonormé
direct (O, /. J).

1) Soit M(x, y) un point quelconque du plan.
On desu_;ne par % la mesure principale de l'angle

orienté (OI OM)
En ecrlvant OM = xOI + yOJ exprimer OM OI et
OM OJ en fonction de x et y, puis montrer que :

x=0M cosua,
y=0M sin a.

2) Soit M'(x, y') I'image du point M(x, y) par la

; - 1T
rotation r de centre O et d’angle orienté 5

a) Montrer que :

‘x’ = 0M cos (a%—;—),
3 b
lyr—OM’ sm(z+z).

1 J T
b) En développant cos (o: + 5) et sin (a: + 5),
exprimer X’ et ¥’ en fonction de x et y.

¢) Trouver la représentation analytique de la
rotation r.

3) Onconsidére larotationr de centre O etd'angle

T
orienté ——.
3

a) Trouver la représentation analytique de r'.
b) Déterminer limage par r de la droite (D)
d‘équation :

x—2y+4=0.
¢) Déterminer I'image par r du cercle (C)
d’équation :

X2 —dx+y*=0.
4) On considere I'nomothétie / de centre O et de
rapport — 2,

a) Trouver la représentation analytique de Ao r et
celle de r o h Ces transformations sont-elles
égales?

b) Construire I'image par A o r du cercle (€) et
celle de la droite (D).

5) Trouver la représentation analytique de la
similitude directe, composée de la rotation de

centre O, d’angle orienté —;— et de 'homothétie de

centre O, de rapport — 2.
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37. Le plan 7 est muni d'un repére orthonormé

ek T

On considére deux points @,(—2,1) et

Q, (4, 4), et deux nombres réels k, et k, tels que :
1 m

ki =— et s S
L et k, Feo

ol : meR—{0. 2}.
On désigne respectivement par /7, et 2, I'homothé-

tie de centre 2,, de rapport k, et I'homothétie de
centre Q,, de rapport k,.

* Ftude géométrique

1) Déterminer la nature de h, o h; dans chacun
des cas suivants :

a) m=1;
by m=—1.
2) On suppose que m = — 1.

Construire I'image par A, o h; de chacun des
ensembles suivants :

a) ladroite (O/);
b) la droite (OJ;

3) Trouver la valeur de m pourque A, o A, soit une
translation.

Déterminer le vecteur de cette translation.

** Ftude analytique

1) On suppose que m = — 1; trouver la représen-
tation analytique ¢ de h, o h;.

2) A l'aide de I'application ¢ :
a) trouver les éléments caractéristiquesde h, o hy;

b) déterminer les images de (Of) et (OJ) par
hy,ohy;

¢) déterminer (image par f, o0/, du cercle
circonscrit au triangle O/UJ.

3) Trouver la représentation analytique de A, o A,
dans le cas général.

Suivant les valeurs de m, préciser la nature de
h, o h, et ses éléments caractéristiques.

38 Le plan T est muni d'un repére orthormé
(0, 1, J).

* On considére I'application f de § dans § ayant
pour représentation analytique |'application
e:RxR— R xR

(x. y) = (X, ¥)

X=x—y

y=x+y+1.
1) Déterminer les images par f des points O, /et J.
f est-elle une isométrie? Justifier.

telle que :

2) Trouver I'ensemble des points du plan inva-
riants par f. :

3) Montrer que 7 est bijective.
Quelle est la représentation analytique de 7 1.

4) Déterminer I'image (£') par f de la droite (D)
d'équation x + y — 2 = 0.
Construire (D).

5) Soit M, (x,, y,) et M;(xs, y,) deux points
quelconqgues; soit M (x|, x5) et M, (x5, v5) leurs
images respectives par £

a) Comparer d(M,, M,) et d(M;, M,);
b) En déduire la nature de 7.
** On considére 'application g de § dans & ayant
pour représentation analytique I'application
Y RxR— R xR
xy) — (X, y)

telle que :

2 /2
s b
x == (x y}+(2 )

=

V2 V2
1% 5 (x+y) + >

1) Déterminer les images par g des points O, / et J.
2) Trouver I'ensemble des points du plan inva-
riants par g.

3) Montrer que g est bijective.

Quelle est la représentation analytique de g *?

4) Déterminer I'image par g du cercle circonscrit au
triangle O/J.

B) Soit M, (x,, y;) et M,(x,, y,) deux points
quelconques; soit M (x}, ;) et M, (x5, v5) leurs
images respectives par g.

a) Comparer d(M,;, M,) et d (M. M,).

6) Montrer que g est une rotation dont on
déterminera son centre et son angle orienté.

6) On considere le point Q(—1, Ol et I'homo-
thétie h de centre Q et de rapport /2.

a) Trouver lareprésentation analytique de A et celle
dehog.

b) Vérifier que hog=7 (f est |application
étudiée dans *.)

39. Le plan 9 est muni d'un repére orthonormé
(B TONY

* On considére deux points A(2, 0) et B(0, 2).
Soit P un peoint du segment [A8]. On désigne par M/
et N les projetés orthogonaux respectifs de P sur
(Of) et (OJ).

1) Niontfga_r_i que |AM| = i}b_/Vi] et que
MES (AM, ON) = —;

2) Trouver le centre et I'angle orienté de la rota-
tion r qui applique A sur O et M sur /V.

191




Mathématigues premiere D - Géométrie

3) Soit P’ I'image de P par r. Trouver I'ensemble
décrit par £’ lorsque P décrit le segment [AB].
Construire cet ensemble.

4) Montrer que le cercle circonscrit au triangle
OAB est globalement invariant par r.

** On considére I'application f de 4 dans 7 ayant
pour représentation analytique I'application
¢ RxR—RxR
(x y) = (X, y)

X=y
telle que :
3 { =—x+2

1) Trouver les images par f des points A, O et B.

2) Pour tout point £ du segment [4B], montrer
que I'image par f du point M est le point /.

3) Montrer que f est une rotation dont on
déterminera le centre et I'angle orienté.

f et r sont-elles égales? Justifier (r est la rotation
trouvée dans *).

40. Le plan § est muni d'un repére orthonormé
(O, 1, J).

* On considére I'application f de 7 dans ¢ ayant
pour représentation analytique |'application

Pp:RxR— Rx R
x.y) — (x.y)

telle que :
g 4 4
X =—§X—'§Y+§
. 1 2,
¥ v4§x+§y+é—.

1) Trouver les images par f des points O, / et J.

2) Déterminer I'image par f de la droite (Of).
Construire cette image.

3) Montrer que 'ensemble des points du plan,
invariants par £, est une droite (D) dont on précisera
une équation. Construire (D).

4) Soit M(x, y) un point n'appartenant pas a (D)
et M'{x’, y') son image par f.

a) Montrer que le milieu du segment [MM]
appartient a (D).

b) Montrer que (MM') garde la méme direction
lorsque M décrit & — (D).

¢) Endéduire une construction de M’. connaissant
le point M.

** On considére la droite (4) d’équation
x—2y+2=0.
Soit 'application

gl —=>49
Mb— U
telle que :
e le milieu du segment [MM'] appartient & (4);

e MM’ est un vecteur directeur de la droite (D)
obtenue dans *.

1} Trouver lareprésentation analytique de g et celle
de g o f (f est I"application étudiée dans *).

2) Reconnaitre I'application g o £ :

a) par une étude géométrique;

b) en utilisant sa représentation analytique.
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Extrait de A. Holden — Formes, espaces et symétries. CEDIC.

1 Les polyédres

e Nous nous proposons dans cette lecon, de présenter des polyédres, solides limités par des

Jfaces planes. Nous désignerons par aréte tout segment commun a deux faces et par sommet
tout point commun & plusieurs arétes.
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ABCDEF est un polyédre, il a :
— sept faces qui sont :

les six triangles : 4ABC, ACF, FCE, ECD, FDE, BCD
le quadrilatére ABDF;

— onze arétes qui sont :
[4B], [BE. [cD, ..
— six sommets qui sont :
ASCR SLCRE). S pae

e Nous appellerons section plane d’'un polyedre, I'intersection d’un plan avec la surface
qui délimite ce polyédre.

® Le tétraédre, I'hexaédre, Voctaédre, le dodécaédre, l'icosaédre sont des polyedres qui ont
respectivement 4, 6, 8, 12 et 20 faces.

® Un polyédre est dit convexe s'il est entidrement situé d’un méme coté du plan d’une
quelconque de ses faces.

e Chacun des cing polyédres convexes ci-dessous possede les propriétés suivantes

— ses faces sont des polygones réguliers «isométriques »,
— chacun de ses sommets appartient 3 un méme nombre de faces.




3/Les polyédres

K

2 Les prismes et les pyramides

a) e ABCDEFGH est un prisme

— Ses bases : ABCD et EFGH sont des
polygones inclus dans des plans paralléles.

— Ses faces latérales : EABF, FBCG,
GCDH et HDAE sont des
parallélogrammes.

— Ses arétes latérales : [EA], [FB], [GC]
et [HD] sont donc des segments de méme
mesure et de supports paralleles.

o SABCD est une pyramide

S
-y
A B

— Sa base ABCD est un polygone.

— Ses faces latérales : SAB, SBC, SCD et
SDA sont des triangles.

— Son sommet S est le point d’intersection
de ses arétes latérales : [SA],[SB], [SC] et
[SD].
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b) e Un prisme est dit triangulaire, qua-
drangulaire, pentagonal, ... suivant que ses
bases sont des triangles, des quadrilatéres,
des pentagones...

N

Un parallélépipéde est un prisme dont les
6 faces sont des parallélogrammes.

—

¢) e Prisme droit

— Le prisme peut étre droit ou oblique
suivant que ses faces latérales sont des
rectangles ou non.

— Un prisme droit dont les bases sont des
polygones réguliers est un prisme régulier.

— Un parallélépipéde dont les 6 faces sont
des rectangles est un parallélépipéde
rectangle.

e Une pyramide est dite triangulaire,
guadrangulaire, pentagonale... suivant que
sa base est un triangle, un quadrilatére, un
pentagone...

%

Un tétraédre est une pyramide dont les
4 faces sont des triangles.

e Pyramide réguliere

— Une pyramide dont la base est un
polygone régulier et les arétes latérales ont
la méme mesure est une pyramide réguliére.
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5/Les polyédres

— Un parallélépipéde rectangle dont les
6 faces sont des carrés est un cube.

N
N\
\
S
|
|
|
1
I

\

— Une pyramide réguliére dont les faces
sont des triangles équilatéraux est un
tétraédre régulier.
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6 Orthogonalité
dans |'espace

Lecon 1: DROITES ET PLANS DE L'ESPACE s
Lecon 2: ORTHOGONALITE DANS L'ESPACE ¢
Lecon 3: PROJECTION ORTHOGONALE

*
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Droites et plans de I'espace & (rappels)

1)

2)

Positions relatives d'une droite et d'un plan

e

A g N =@

La droite (A) est paralléle
au plan §.

\.11

[T

(A)ng={4}
"-—._.._._.,_....___—/

La droite (A) est sécante
au plan .

Dans l'espace une droite est :

sécante S
ou bien\ a un plan.

paralléle

Positions relatives de deux plans

T,
Hi it

‘j‘l:irz Uﬂlﬁ‘Iz:@

Les plans 7, et 7,
sont paralléles.

§.08,=(d) |
e ——— e
Les plans 7, et &,
sont sécants.

Dans l'espace, deux plans sont :

sécants
ou bien
paralléles.
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3) Positions relatives de deux droites de §,

200

Définition

coplanaires.

e Les droites (4,) et (4,) sont coplanaires.

o
__i_'_!_:.L—-"_'——-_
ﬂz)

) ed; (dy)=7F
(A1) (dy) =@

(41) = (4,)

Les droites (A4,) et (45;)
sont paralleles.

e Les droites (4,) et (4,) sont non coplanaires.

Si deux droites de Iespace sont incluses dans un méme plan, on dit quelles sont

————

T e 2t e

A
(47)
{45)

(4)cd; (4))=7 {
(41)n(4;) = {A}

Les droites (4;) et (4,) |
sont sécantes. ’

g‘l
F1nT, =(4)
14 } =),
{B} =(43)n7,
(4y) =9,y
(43) =9,
Dans I'espace, deux droites sont :
v paralléles 1
= coplanaires S
ou bien sécantes L
non coplanaires. ‘
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Deéfinition

(D) étant une droite de l’espace on appelle direction de la droite (D), ’ensemble des
droites de I'espace qui sont paralléles a (D).

Montrer que :

— Larelation : «... est paralléle 4... » est une relation d’équivalence dans 'ensemble des
droites de I'espace.

— Les classes d’équivalence sont les directions de droites.

4) Determmatlon d’'un plan, d'une droite de §

— Un plan est déterminé par :

trois points non alignés
- une droite et un point ne lui appartenant pas
- deux droites sécantes

deux droites paralléles et disjointes.

A =

A, B € = W) (D)=
non alignés did) CU (4) /(D)

: :
| — Une droite est déterminée par :

deux points distincts
> P

ou\

deux plans sécants.

ke

(By=T.nT;

Exercices 1) a) On donne deux droites non coplanaires (D, ) et (D,) et un point A
g n’appartenant pas a (D;) u (D,).
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— Montrer qu’il existe 0 ou 1 droite (D) passant par A et sécante a (D, )eta

(D).
— Donner un programme de construction de cette droite lorsqu’elle

existe.

b) Application : XYZT est un tétraédre.

Donner la droite passant par A sécante a (XZ) et 4 (YT) dans chacun des
cas suivants :

— Ae(XYZ)

— Be(ZT)et Ae(XBY).

2) On donne un plan et un point 4 n’appartenant pas a J. Construire le
plan passant par 4 et paralléle & .

b) Application : XYZT est un tétraédre.

(YZT) =4
Ae(XYZ)

— Construire un plan §” passant par 4 et paralléle a 7.
— Dans le cas de la figure ci-dessus, tracer la droite d’intersection de ce
plan 9’ avec le plan de la face XZT du tétraédre XYZT.

3) On donne deux droites non coplanaires.

Montrer qu’il existe un unique plan contenant 'une de ces droites et
paralléle 4 lautre.

Donner un programme de construction de ce plan.

4) Montrer que :
a) Si une droite (D) est paralléle & un plan 7, tout plan sécant & T et
contenant (D) coupe le plan & suivant une droite paralléle & (D).

b) Si deux plans sécants sont paralléles 3 une méme droite, leur
intersection est paralléle a cette droite.

¢) Sideux plans sécants F; et I, contiennent respectivement deux droites
paralléles (D) et (D,), alors leur intersection est paralléle  ces droites.
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5) a) On donne un plan , une droite (D) et un point 4 n’appartenant pas
aDur.

Construire une droite passant par 4, parallele a ' et sécante a (D).
Combien de droites peut-on construire?

Envisager les cas suivants :

— (D) et 7 sont sécants,
— (D) est incluse dans &,
— (D) et 4 sont disjoints.

b) Application : X YZT est un tétracdre.

X
AN
AL S § = (YZT)
f< = >T (D) = (XT)
Ae(XYZ)

2 Orthogonalité dans l'espace &

Dans ce paragraphe nous utiliserons comme support intuitif un parallélépipede rectangle
ABCDEFGH réalisé en carton.

1) Distance dans |'espace

a) Introduction

e En classe de Quatriéme, on a défini une distance dans le plan 1.

C’est une application de ¥ x T dans R qui, a chaque bipoint (M, N), associe un nombre
réel noté d(M, N) et qui posseéde les propriétés suivantes :

Quels que soient les points M, N, P du plan ¥ :
d(M,N) =0
[d(M, N) =0] < [M = N]
d(M, N) =d(N, M)
d(M, N) < d(M, P)+ d(P, N).

203



Mathématiques premiére D - Géoméirie

2)

204

De plus dans le plan 7, le théoréme de Pythagore permet d’affirmer que :

MNP est un triangle : o 2
[rectang]eenP :I <= [d°(M, N) = d*(M, P) + d*(N, P)].

e Nous admettrons quon peut définir dans 'espace une distance qui, dans chaque plan,
possede les propriétés énoncées ci-dessus. Cette distance est donc une application de § x §
dans R.

b) Distance et perspective cavaliére

Le dessin ci-dessous représente le parallélépipéde ABCDEFGH ayant toutes ses arétes de
méme mesure,

0

, e e e e e .
IS

I

}

|

s

H

Comparer sur la figure la mesure des arétes [4B] et [4D].
On vérifie ainsi que :

La perspective cavaliére ne conserve pas la distance.

En géométrie de l'espace, il ne nous est donc pas possible de conjecturer certaines
propriétés, en effectuant des mesures sur une figure.

Droites orthogonales

a) Activité préparatoire 1 : directions orthogonales
On donne le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH.
Considérons dir (EF) et dir (DA).

— (4B), (CD), (EF), (GH) sont des droites de dir (EF)
— (BC), (DA), (FG), (HE) sont des droites de dir (DA).




—

6/Orthogonalité dans 'espace

Parmi ces droites de dir (DA4), deux sont coplanaires avec (4 B) : ce sont les droites (BC )et
(D A).

Dans le plan (4BD) :
(AB) est perpendiculaire a (BC)
(AB) est perpendiculaire a (DA). (Justifier.)
2 5 La considération d’autres exemples permet de remarquer que :

(L) désignant une droite de dir (DA)
(L,) désignant une droite de dir (EF),

si(Ly)et (Lz) sont coplanaires, ces deux droites sont perpendiculaires dans le plan qu’elles
déterminent.

— Plus généralement,

Etant donné deux directions distinctes de droites, ¢ et 4; désignons par :

— M un point quelconque de I'espace

— (D) la droite de J passant par M

— (4y) la droite de 2 passant par M

— &y le plan déterminé par les deux droites (D) et (d,,), sécantes en M.

On dit que la direction ¢ est orthogonale a la direction 4 lorsque, pour tout point M de
Tespace, (D) est perpendiculaire a (4,,) dans le plan F,,.

Notons que si J est orthogonale & 4, A est orthogonale a 6.
Nous dirons que les directions de droites é et A sont orthogonales.

Remarque G
B
|
|
|
D J'_ 7
ABCDEFGH est un paral- e - £
lelépipéde rectangle. W
H ~
5

Sur la figure ci-dessus, I'angle dessiné en rouge représente 'angle droit BAD. On voit
clairement que la perspective cavaliére ne conserve pas les angles. C’est pourquoi, sur le
dessin représentant une figure de lespace, il est préférable de faire ressortir -la
perpendicularité de deux droites par le symbole [ .

La définition de l'orthogonalité de deux directions est d’une utilisation malaisée. Les
propriétés suivantes permettent de caractériser deux directions orthogonales :

b) Activité préparatoire 2 : Comment obtenir deux directions orthogenales?

Montrons que :

Si (D,) et (D,) sont deux droites perpendiculaires dans un plan ¢, alors dir (D,) et
dir (D,) sont orthogonales.
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"A.m

\\
/ | /
\
\
\x
,)/ y .

Soit (D) et (D,) deux droites sécantes en 4 et perpendiculaires dans le plan  quelles
déterminent.
Soit P un point quelconque de § n’appartenant pas a .
On désigne respectivement par (A4,) et (4,) les droites de dir (D,) et de dir (D,) qui passent
par P.
Soit : B un point de (D,) distinct de A.

C un point de (D,) distinct de A.

Dans le plan &, le triangle ABC est rectangle en A et on a :
AB? + AC? = BC?.

Dans Ie plan déterminé par les deux droites paralléles (D) et (4, ), on désigne par Q 'image

de B par la translation de vecteur AP.
Les propriétés de cette translation permettent d’écrire :

AB=PQ; (AP)//(BQ);  (4,)=(PQ)
Dans le plan déterminé par les deux droites paralléles (D) et (4,), désignons par R 'image

de C par la translation de vecteur AP.
Les propriétés de cette translation permettent d’écrire :

AC=ER; (AP) /| (CR); (4,) = (PR).
Par conséquent : (BQ) //(CR). (Justifier.)

Dans le plan déterminé par les droites paralléles disjointes (BQ) et (CR) CBQR est un
parallélogramme. (Justifier.)

Or: AB = PQ
ACT =R
CB = RQ

AB? + AC? = CB2

Par suite : PO? + PR? = RO>

Dans le plan déterminé par les droites sécantes (4, ) et (4,), le triangle POR est rectangle en
P. (Justifier.)
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Les droites (4,) et (4,) sont donc perpendiculaires.

Notons que si le point P appartient au plan 7, les propriétés de la géométrie du plan
permettent de montrer aisément que (4,) et (4,) sont perpendiculaires.

En conclusion, quel que soit le point P, dir (D, ) et dir (D) sont telles que (4, ) et (4,) sont
perpendiculaires dans le plan que ces deux droites sécantes déterminent.

dir (D,) et dir (D,) sont donc orthogonales.

¢) Activité préparatoire 3 : Comment reconnaitre deux directions orthogonales?

A titre d’exercice, on pourra démontrer que :

Une direction d est orthogonale 4 une direction A s'il existe une droite de & et une droite
de Z qui soient coplanaires et perpendiculaires dans le plan quelles déterminent.

Exercice On donne le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH.
— Montrer que dir (4E) est orthogonale a dir (DC).

— Trouver deux directions distinctes orthogonales a dir (GF).
d) Droites orthogonales

Dans le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH, les droites (AD) et (EF) appartiennent
respectivement a deux directions orthogonales. (Justifier.)

On dira que ces droites soni orthogonales.

Définition

On dit que deux droites (D) et (4) sont orthogonales lorsque dir (D) et dir (4) sont
orthogonales.

On note (D) L (A).
La propriété suivante se déduit aisément de la définition.

Propriété

| Sideux droites sont orthogonales, toute droite paralléle a 'une est orthogonale & toute
droite parallele a l'autre.

Remarques
— Deux droites orthogonales peuvent étre non coplanaires.
— Deux droites perpendiculaires dans un plan sont orthogonales.

— On se gardera d’étendre 4 I'espace les propriétés, dans le plan, des droites
orthogonales.
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Par exemple :

attention\ | dans f plan 7 | dans Tespace ¢
G B
() |
— D |
f A
: s
o
i (D) i
@ SEla il
7
/
rd
(4) /H E
Les droites (D,) et (D,) perpendiculaires a | Les droites (CB) et (HG) sont orthogonales
(4), sont paralléles. a (4E).
i Les droites (CB) et (HG) sont-elles
paralléles?

Exercice Dans le parallélépipede rectangle ABCDEFGH, trouver six droites
orthogonales a (4B). Justifier.

3) Droites et plans orthogonaux

a) Défmitions
Observons le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH réalisé en carton.
— Onsait que les droites (FG) et (FE) sont toutes deux perpendiculaires 4 la droite (BF).

A
B e s
] N (FG) L (BF)
58 o | SR Y (FE) L (BF).
} \>\// e —— _ASF
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— ATaide d’une équerre placée comme I'indique la figure ci-dessous, on peut vérifier que
toute droite du plan (FGE) passant par F est perpendiculaire a la droite (BF).

(FX) < plan (FGE)
(FY) c plan (FGE)
(4) < plan (FGE)
(4)/[(4); Fe(d)

(FB) L (FX)
(FB) L (FY).

— De plus, (4) étant une droite quelconque du plan (FGE), considérons la droite (4”)
passant par F et paralléle a (4).

On sait que (4”) est perpendiculaire & (BF), par conséquent la droite (4) est orthogonale a
la droite (BF).

En conclusion, la droite (BF) est orthogonale a toute droite du plan (FGE).
On dira que : la droite (BF) est orthogonale au plan (FGE).

Défmition

— e 55 S SR S

| On dit qu'une droite (4) est orthogonale & un plan ¥, lorsqu’elle est orthogonale 4 toute
{ droite de ce plan.

On note (4) L 7.

Remarques

e Dans 'espace, nous avons vu qu'une droite et un plan ne peuvent étre que sécants ou
paralléles.

Siune droite (4) est orthogonale 4 un plan ¢, elle ne peut étre paralléle a ce plan. (Justifier.)
Elle est donc sécante en un point 4 a ce plan.

On dira que : La droite (A4) est orthogonale en A au plan 9.

e Siune droite (4) est orthogonale & un plan &, on dira aussi que le plan  est orthogonal a
la droite (4).
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b) Conséquences de la défnition

Les propriétés qui suivent sont des conséquences de la définition et pourront étre

démontrées a titre d’exercice.

Mt e ———— o

Si une droite est orthogonale & un plan,
toute droite paralléle & cette droite est |
; orthogonale a ce plan. !

b

(D,) (D2)

i

¥

@)L (D)](Dy)]
[ (D) La
— (D) L4]
0)](Dy)
ou encore :

e S
| Siun plan est orthogonal 4 une droite, ]
! tout plan parallele a ce plan est |
| orthogonal 4 cette droite. ’

|l SR oL e

(s i /

(1)

(4) L7y T/,
(A) L7,
= [(4) L 9,]
T )T,
ou encore :

|
|

— Si deux droites sont paralléles, tout
plan orthogonal a I'une est orthogonal & |
Pautre. ‘

| — Si deux plans sont paralléles, toute
| droite orthogonale 4 I'un est orthogona-
| le a I'autre.

b e : |

¢) Critére d’orthogonalité d’une droite et d’un plan

® Activité préparatoire :

Comment obtenir un plan orthogonal @ une droite en un point?

On donne une droite (D) et un point A de (D).

On veut construire un plan 7 tel que la droite (D) soit orthogonale a  en A.
Consideérons deux plans distincts 4, et , contenant (D).

Construisons respectivement dans T, ct ¥, les droites (D) et (D,) perpendiculaires 4 (D)en
A

Les droites (D) et (D,) sécantes en A, déterminent un plan .
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— Montrons que la droite (D) est perpendiculaire 4 toute droite du plan & passant par A.
Soit (L) une droite du plan i passant par 4; Bun point de (D) ¢t P un point de (L), tous deux

distincts de A.

(D)

(D)

(D)

(D,)

—

PR L e

F10 T, =(D)
Dy) =7y (Dy) L (D);
(D2) =925 (D) L(D);

(D)D) ={4}

(D)n(D) = {4}

i3]
\E

Dans le plan 7,

(D)

(L)

D)nF={A}
(L
Be(D)
Pe(L).

(D;)
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E est le projeté de P sur (D,) parallélement a (D,);
F est le projeté de P sur (D,) parallélement & (D,).

Ainsi, AEPF est un parallélogramme; désignons par Q son centre de symétrie.

En utilisant le produit scalaire dans le plan T, on peut montrer que :
AE? AF?* EF?

AQE = 3 + 5 i (1)

Dans le plan (BEF),

en utilisant le produit scalaire dans le plan (BEF), on peut montrer que :
EB% . BEZGghle
=+ @

BO? :
B esrow s =

Les égalités (1) et (2) permettent d’obtenir :

BE* — AE* BF? — AF>
BQ? — AQ? = + - (3)
2 2
Les triangles ABF et ABE étant rectangles en 4, on a :
BE? — AE? = AB? | En appliquant le théoréme de Pythagore
BF? — AF? — 4B? respectivement dans les plans (4BF) et

(ABE).

Puis par substitution dans [’égalité (3), on obtient :
BQ? — AQ* = AB?
Ol encore :
BQ? = AB* + AQ>.
Les droites (D) et (L) sécantes en A déterminent un plan dans lequel le triangle BAQ est
rectangle en A. (Justifier.)

Dans ce plan, les droites (D) et (L) sont donc perpendiculaires.
Dong, la droite (D) est perpendiculaire a toute droite de passant par A.

— Montrons que la droite (D) est orthogonale a toute droite du plan 7.

Soit (4) une droite quelconque du plan 4.
Dans le plan ¢, il existe une droite passant par A4 et paralléle a (4); désignons-la par (4).
Dapres la conclusion précédente, (D) est perpendiculaire a (4.
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Par conséquent (D) est orthogonale 3 (4).
La droite (D) est orthogonale a toute droite du plan &, elle est donc orthogonale au plan .

— D’ou la conclusion :

Si une droite est perpendiculaire a4 deux droites sécantes en un de ses points, elle est
orthogonale au plan que ces deux droites déterminent.

e Comment reconnaitre un plan orthogonal d une droite?

La conclusion précédente va permettre de démontrer que :

Si une droite est orthogonale 4 deux droites sécantes, elle est orthogonale au plan que
ces deux droites déterminent.

En effet :

Soit une droite (D) orthogonale 4 deux droites (4,) et (4,) sécantes en un point I.
Montrons que la droite (D) est orthogonale au plan § que les deux droites sécantes

| (4,) et (4,) déterminent.
(D3)
: 1
.' 0.
[
|
)

(D)

dir (D) n’est pas représentée dans le plan § car, dans un plan, il nexiste pas de droite
perpendiculaire 4 deux droites sécantes de ce plan.

La droite (D) n’est donc pas paralléle au plan §; elle est sécante 4 ce plan.

Soit 4 le point d’intersection de (D) et &

Dansle plan 7, soit (D;) et (D,) les droites passant par A et respectivement paralléles 4 (4,)
et (4,).

Montrer que la droite (D) est perpendiculaire aux droites (D,) et (D,).

On en déduit que la droite (D) est orthogonale au plan que les deux droites sécantes (D,) et
(D,) déterminent; c’est-a-dire au plan 4.

Exercice On donne un cube ABCDEFGH.
g Montrer que la droite (BD) est orthogonale au plan (ACE).
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d) Propriétés
e Activité préparatoire :

Quelles sont les directions de droites qui sont représentdes dans un plan orthogonal ¢ une
droite donnée?

Soit un plan 7 et soit (D) une droite orthogonale a ce plan.

— Par définition de I'orthogonalité d’une droite et d’un plan, toute direction de droite
représentée dans le plan T est orthogonale a dir (D).

— Inversement, toute direction orthogonale & dir (D) est-elle représentée dans 59

(D) ()

M

Soit ¢ une direction de droite orthogonale 4 dir (D).
Désignons par 4 Ie point d’intersection de la droite (D) avec le plan &; et par (4 4) la droite
de 4, qui passe par A.

Ona: (D) L(4).

Les droites (D) et (4,), sécantes en 4 déterminent un plan A,
Les plans et .A(, distincts et ayant le point 4 en commun, sont sécants suivant une droite
qui passe par A.

Cette droite étant incluse dans J, est orthogonale 3 (D). D’autre part, cette droite est
incluse dans A : c’est, dans ce plan, la droite perpendiculaire a (D) menée par A c’est-a-
dire, la droite (4 )

La direction § est représentée dans le plan 7.

En conclusion :

Etant donné une droite (D) et un plan & orthogonal 3 cette droite, une direction de
droites est orthogonale 4 dir (D) si et seulement si cette direction est représentée dans .

Cette conclusion permet de démontrer aisément les théorémes qui suivent -
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e Théoréme 1

Si deux droites orthogonales sont telles que I'une est orthogonale & un plan ¢, alors
l'autre est parallele a ce plan.

En effet :

Soit un plan 4.
Soit (D) et (4) deux droites orthogonales telles que (4) soit orthogonale a ¢,
Montrons que (D) est paralléle & 7.

(4) (D)

Puisque : : (A Lg

toute direction orthogonale a dir (4) est représentée dans 4; en particulier dir (D) qui est
orthogonale 4 dir(4) est représentée dans ce plan.

On en déduit : (D) // 7.
Donc :
(4) L (D)
= [(D)//9]
(4) L¥

o Théoréme 2

Si deux plans sont orthogonaux a une droite, ils sont paralléles.

En effet :

Soit une droite (A).
Soit deux plans ¢, et T, orthogonaux a (4).
Montrons que ¥ et 4, sont paralléles.

(4) L7y
H (4) L7,
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Soit J; et §, deux directions distinctes orthogonales a dir (A).
Ces deux directions sont représentées a la fois dans T, et dans T,.
Les plans 7, et &, sont donc paralléles. (Justifier.)

Donc :
(A)Lgy
[et] | = [9.//5,].
(4) L7,

o Théoréme 3

LSi deux droites sont orthogonales 4 un méme plan, elles sont paraliéles.

En effet :

Soit un plan 7.
Soit deux droites (D,) et (D,) orthogonales a .
| Montrons que les droites (Dy) et (D,) sont paralléles.

(D) r):)

(Dy) L7
(D) L5

s [

Deésignons respectivement par A et B, les points d’intersection des droites (D, ) et (D,) avec
le plan .
Supposons 4 # B.

— Dans le plan 4, soit (L) la droite perpendiculaire a (AB) en A.
La droite (L) est orthogonale & (4B) et (D,). (Justifier.)

La droite (L) est donc orthogonale 4 deux droites sécantes du plan £ déterminé par la
droite (D,) et le point A; elle est donc orthogonale au plan €.

La droite (D,) est une droite du plan f. (Justifier.)

— Dans le plan £, les droites (D,) et (D,) sont toutes deux perpendiculaires 4 la droite
(4B). (Justifier.)

Les droites (D,) et (D,) sont donc paralléles.

Lecas « 4 = B»seraméne au précédent en considérant une droite (D3)orthogonale a 7 en
un point C distinct de A.

ey,
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On obtient alors :
(D) [[(D3) et (D) //(Ds)-

Par suite : (D) [/ (D).
Montrer alors que : (D) = (D).
Donc :
(D) LT
= [(Dy) /| (D))
(Dy) LT

Remarque. Les propriétés précédentes permettent de montrer que :

- [ ]| ;
Par un point, on peut mener un et un Par un point, on peut mener une et une

seul plan orthogonal a ume droite seule droite orthogonale & un plan
donnée. donné.
(D) /
A (D)
@ - &
A
1
Aeq Ae(D)
§L(D) DyL7T
Exercices 1) On donne deux droites orthogonales.
Montrer qu’il existe un unique plan contenant I'une et orthogonal a

I'autre.
Envisager les cas suivants :

— les droites sont sécantes
— les droites sont disjointes.

Donner un programme de construction de ce plan.
2) Soit un plan ¥ et une droite (D) non orthogonale a .
Soit 4 un point de 7.
Montrer qu’il existe une unique droite passant par 4 incluse dans § et
orthogonale 4 (D).
Envisager les cas suivants :
— (D) et T sont paralléles,
— (D) et ¢ sont sécants.
Donner un programme de construction de cette droite.
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4) Plans perpendiculaires

a) Défnitions
e Activité préparatoire
Soit #, et 4, deux plans sécants suivant une droite (4).

— Considérons un plan £ orthogonal 2 la droite (4).

Les plans ¢, et £ sont sécants. (Justifier.)

Désignons par (L,) la droite d’intersection de 4, et €.

De méme, les plans 7, et £ sont sécants et désignons par (L,) leur droite d’intersection.
Les droites (L) et (L,) sont deux droites sécantes du plan £.

2
(4) l
T,
2 Pl
|
|
|
’/— ————— R e e
’// el
SR ”,’ [
sl (E S e = ! (L,
| & :
1 (L) |
7 | 1 | |
l
T S e N
—.‘, - :
//’ ’// I
Ll =i )
! T
/r I ]
“ lI (L3) 1 ll
|
ol
//’

£ L(4);

Ting,=(4)
£
JeIE () 24

0y =(Ly); £nd, =(Ly)
nd =Ly); CnTr=(Ly).

Considérons le cas ou (L,) et (L,) sont perpendiculaires dans le plan .
Soit un plan £’ distinct de £ et orthogonal a la droite (4).

£/L; pourquoi?

Les plans §; et F, sont tous deux sécants a £’; pourquoi?

Posons : o= et SdoaEe=(I0)
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Ona: (L) /(LY et (Ly)J/(Ls); Justifier.
Puisque : (L) (5.

On a: LA

Conclusion

T, et 7, étant deux plans sécants suivant la droite (4); siun plan orthogonal 4 (1) coupe
T, et F, suivant deux droites perpendiculaires, alors il en est de méme de tout plan
orthogonal a (4).

Cette conclusion nous conduit a la définition suivante.

e Définition

Soit T, et T, deux plans sécants suivant la droite (4).
Lorsqu'un plan orthogonal 4 (4) coupe les plans 7, et T, suivant deux droites
perpendiculaires, on dit que les plans , et §, sont perpendiculaires.

On note ¥, L T,.

(4)
:‘llZ
H
- T,0 T, = (4)
o ! g 1 (4)
| 9,09 = (D))
7,08 = D)

Remarque. Si les plans &, et &, sont perpendiculaires on dira aussi que :
T, est perpendiculaire 4 7,;
¥, est perpendiculaire a §, ;

Exemple.

On donne le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH.

— Considérons les plans (4EH) et (AEF) sécants suivant la droite (AE).
Le plan (HEF) est orthogonal 4 la droite (4E). Justifier.

Le plan (HEF) est sécant respectivement aux plans (AEH)et (AEF)suivant les droites (EH)
et (EF).
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c
, B
|
!

D i 7
1

LIS e o F
/,,’/
H E

Or dans le plan (HEF), les droites (EH) et (EF) sont perpendiculaires :
les plans (AEH) et (AEF) sont donc perpendiculaires.

— Montrer de méme que les plans (4BC) et (CDH) sont perpendiculaires.

b) Critére de perpendicularité de deux plans
e Activité préparatoire

Soit §, et §, deux plans sécants suivant une droite (4). Soit (D,) une droite de T,
orthogonale & §, au point A.
Montrons qu’il existe dans &, une droite orthogonale 4 7.

(4)

TN T =(4)
(D) =7,
(Dy) (Dy) L7,

T,

Considérons la droite (D,) incluse dans §, et perpendiculaire en 4 a (A).

(D2) L (4)
(D2) L(Dy), Justifier.
Donc : 3 (D,)L7,, Justifier.

Conclusion :

Siun plan &, contient une droite orthogonale  un plan{,, alorsle plan ', contient une
droite orthogonale au plan 7, .

e Comment reconnaitre deux plans perpendiculaires?

Sideux plans sont tels que I'un contient au moins une droite orthogonale a autre, alors
ces deux plans sont perpendiculaires.
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En effet :

On donne deux plans 7, et 7, tels qu’il existe dans T, une droite (D;) orthogonale 4
T,

| L’activité précédente nous montre qu’il existe alors une droite (D,) dans 7,
| orthogonale a 7.

| Montrons que les plans §, et T, sont perpendiculaires.

Soit € un plan paralléle & (D,) et (D).

(Dl) . (Dz)
(02) $,05, =(4)
(D5) | / (DI)CQ‘I;(DI)_L‘,TZ
1 = (D) < 555 (D,) L9,
4>
{]‘1
(4)
On pose : (DY =Lng, |
(sz) = E, [ ‘;J-,z 2 |
Ona: (DY) /(D) et (DY) /(D). Justifier : |
£L(4) . Justifier. }
(DY) L(D3). Justifier. ‘
Donc : I b %‘

Exemple, |
On donne le parallélépipede rectangle ABCDEFGH.

Ona:
(AE) L (ABC). Justifier,
Le plan (4EB) contenant la droite (4E) est donc perpendiculaire an plan (4BC).
De méme le plan (4EH) est perpendiculaire au plan (4BC).
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¢) Propriétés

e Comme exercice, on pourra démontrer les propriétés suivantes :

Théoréme 1

Si une droite est orthogonale a4 un plan 7, tout plan paralléle a cette droite est
perpendiculaire au plan §;.  ~

‘ , /I 101
| = )17,
| L i = = o)
-. _ / (D) /[

- 2 7, 7

Théoréme 2

Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite orthogonale a I'un est paralléle &
I'autre.

(D)

— [(D)//5,])

- .{
<

Théoréme 3

Si deux plans sont parall¢les, tout plan perpendiculaire a I'un est perpendiculaire a
Pautre.

o e el ] s mboelie e - a

=T _
P, i

e _— 2,19
A S |

i,
222 .
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Théoréme 4

Sideux plans sont perpendiculaires et si I'un d’eux contient une droite perpendiculaire l
a leur intersection alors cette droite est orthogonale 4 I'autre plan.

(D)
din el
Ty =
g ‘JA]_ (@) 52 = (A)
== D) L5
Doy = [(D) L92]
(D) L (4)
Réciproquement :

Si deux plans ', et &, sont perpendiculaires et si d’un point de ¢, on méne la droite
. orthogonale 4 T, alors cette droite est incluse dans 4, .

qp ey
A e7q,
A e (D)
(D) L7,

== [(D) = ,].

Théoréme 5

Si un plan est perpendiculaire 4 deux plans sécants, il est perpendiculaire a leur

; intersection.
| s =
i
! 1
1 1
e e vl e . i s 2
o 7’
/// 5 .I T i, =(4)
5 : ¢ L9, = [T L (4)].
. ! o
! s T H
/ “@
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Exercices 1) On donne un plan T et un point A4.
Construire la droite passant par A et orthogonale & 7.

2) On donne une droite (D) et un point 4.
Construire le plan passant par 4 et orthogonal a (D).

3) On donne un plan § et une droite (4).
Donner un programme de construction d'un plan contenant () et
perpendiculaire a § dans chacun des cas ci-dessous. Combien de plans
peut-on construire?

Xj_] (A4 (4)

VaTda; L e

4) 5 (A)m:i’={A}| AT =¢ 4) L7

4) On donne une droite (D), un plan & et un point 4 n’appartenant pas a
(Dyw .
Construire une droite passant par A, paralléle a § et orthogonale a (D).

5) On donne un plan &, une droite (D) et un point A.
Construire un plan passant par A paralléle 4 (D) et perpendiculaire a 7.

3 Projections orthogonales

1) Projection orthogonale sur un plan

a) Définition
On donne un plan 7.
Soit M un point quelconque de I’espace §&.

: On sait qu'il existe une unique droite (4,,) passant par M et orthogonale au plan .
Désignons par M’ le point d’intersection de (4,,) avec le plan .

B M
o Me(4,)
8 (4y) LS
| i ()08 = {M'}
(Awm)
224 Y
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On peut alors définir une application de & dans & en associant & tout point M de & le point
M’ de 7.

Cette application est appelée projection orthogonale de & sur le plan ¥. Le point M’ est
appelé le projeté orthogonal du point M sur le plan 7.

Définition

Etant donné un plan §, on appelle projection orthogonale sur ¥, 'application
p:6— &
M— M

telle que M’ soit le point d’intersection du plan & avec la droite passant par M et
orthogonale 4 ¢.

Quels que soient les points M et M’ de I'espace &
I:M ’ est le projeté

SiMed, M'=M
orthogonal de M:| { signifie q@ [ - e i : :|
sur le plan ¢ e Si M¢g, M'efet(MM)LT

b) Propriétés

e On déduit de la définition que :

Le plan § est I'ensemble des points de § invariants par la projection orthogonale sur 4.

e Image d’'une droite

L’image d’une droite (D) par la projection orthogonale sur un plan & est :

— un singleton si (D) est orthogonale a4 T
— une droite si (D) n’est pas orthogonale a .

Démonstration

On donne une droite (D) et un plan .
Soit p la projection orthogonale sur 9.

— Si (D) est orthogonale en 4 au plan 7, alors :

(D) :
p(D)={A}, IJustifier.

/ A® / (D)Lg
- DynFd={A}
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— Si (D) est incluse dans T, alors :

P(D) = (D)
e

— Supposons (D) non orthogonale a & et non incluse dans 4.
Soit A un point de (D) n’appartenant pas a &
A’ le projeté orthogonal de A4 sur 7.
La droite (D) et le point 4" déterminent un plan £ perpendiculaire 3 4. (Justifier.)
Désignons par (D) la droite d’intersection des plans f. et .

(B m|

e Montrons que tout point de (D) a pour projeté orthogonal sur &, un point de (D).
Soit M un point quelconque de (D).

_ Dans le plan £, soit M’ le projeté orthogonal de M sur (D’);

— siMed, M =M
— si M¢J, (MM)/(44)
par suite (MM’) L F. (Justifier.)
M’ est donc le projeté orthogonal de M sur §.
e Montrons que tout point de (D’) est le projeté orthogonal sur § d’un point de (D).
Soit N” un point de (D).
Dans le plan 1., N est le projeté orthogonal sur (D’) d’un point N de (D);
— siNeD), N=N'
— siN'¢(D), (NN)L(D)
par suite : (NN) L 3. (Justifier.)
N” est donc le projeté orthogonal de N sur 4.
par conséquent :
P(D) = (D")
Exercices 1) On donne un plan ¥ et une droite (D) paralléle a 4.

Montrer que I'image de (D) par la projection orthogonale sur 7 est une
droite paralléle a (D).
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2) On donne un plan et deux droites (D,) et (D) paralleles et non
orthogonales 2 7.

— Montrer que les images de (D,) et de (D,) par la projection orthogonale
sur § sont paralléles.

3) On donne un plan 7 et un parallélogramme ABCD.

= — FEtudier la nature de I''mage de ABCD par la projection orthogonale

sur 4

2) Projection orthogonale sur une droite
a) Définition
On donne une droite (D).
Soit M un point quelconque de I'espace &.
On sait qu'il existe un unique plan ,, passant par M et orthogonal 4 la droite (D).
Désignons par M’ le point d’intersection de ¥, avec la droite (D).

M
L M eq,
() s
N Ty L(D)
‘ Ty (D)= {M'}

Tar

On peut alors définir une application de § dans & en associant 4 tout point M de § le point
M’ de (D).

Cette application est appelée projection orthogonale de & sur la droite (D). Le point M’ est
appelé le projeté orthogonal du point M sur la droite (D). :

Définition

F]'Etant donn¢ une droite (D), on appelle projection orthogonale sur (D), I'application

(™

p. 6— & :

Mr— M’ 1

telle que M soit le point d’intersection de la droite (D) avec le plan passant par M et
orthogonal a (D). 3

Quels que soient les points M et M’ de 'espace &.

|:Mf est le projeté:l < o SiMe(D), M =M
orthogonal de M sigpif;e que I: ' ’ : : ] i
sur la droite (D) Si M¢(D); M'e(D) et (MM") L (D)

b) Projection orthogonale sur un plan et projection orthogonale sur une droite incluse dans |
ce plan

On donne un plan 7 et une droite (D) incluse dans .
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e Soit M un point quelconque de I'espace, m son projeté orthogonal sur § et M’
le projeté orthogonal de m sur (D).

M

/57

Montrer que le projeté orthogonal de m sur (D) est le projeté orthogonal de M sur (D).

me§; M’ e(D) !
(mM) Lg == [(MM)L(D)].
(mM") L (D)

e Soit M un point quelconque de I'espace, M’ son projeté orthogonal sur (D) et m son
projet¢ orthogonal sur ¥.

M

/57

Montrer que le projeté orthogonal de M sur (D) est le projeté orthogonal de m sur (D).

M'e(D); meq
MM) L D) |=[mM)L(D])].
(Mm) L7 i

3) Repérage dans ['espace

a) Repéres orthogonaux; coordonnées d’un point

e Definition

— Un repére (0, I, J, K) est dit orthogonal si :
(0nL@J) et (0J)L(OK) et (OK)L(OI).
— Un repere (0, I, J, K) est dit orthonormé s'il est orthogonal et si de plus :
0I'=0J = 0K =1
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M,
i
~
~
7 M
\
K // N
i i
v \\
% \
é \
\
4 \
// 0
// J M,
i

e Comment trouver les coordonnées d’un point de Pespace &, Pespace & étant munj d’un
repére orthogonal (O, I, J, K)?

Soit M un point quelconque de P'espace.

— Nous avons vu en classe de Seconde que pour obtenir les coordonnées du point M
relativement au repére (0, I, J, K), on méne par M les plans £,, £,, £, paralléles
respectivement aux plans (OK.J), (OIK) et (0J1).

Les plans £, £, 5 coupent respectivement les droites (OI), (0J) et (OK) aux points M =
M, et M,.

x étant I'abscisse du point M

¥ son ordonnée

z sa cote,

on-a alors :
x=W1, y=6]\?2, Z=6M3.

— Montrer que les points M, M,, M; sont les projetés orthogonaux du point M
respectivement sur les droites (OI), (0J), (OK).

Dans le cas on le point M n'appartient 4 aucun des plans (01J),(0JK)et (OKI), on péut
obtenir ses coordonnées en procédant comme suit :

— Construire le point m projeté orthogonal de M sur le plan (O1J);

— dans le plan (OIJ), construire les projetés orthogonaux M, et M, du point m
respectivement sur les droites (OI) et (0OJ);

— dans le plan (OMm), construire sur la droite (OK) le point M tel que :

(MMS) /| (Om).

M, M,, M sont les projetés orthogonaux du point M respectivement sur les droites
(OI), (0J) et (OK). (Justifier.)

—_—
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M, m

Exercice % Placer dans I'espace muni d’un repére orthogonal, les points suivants :
A3:2;3),° B(=2L L2, G238 Sk

b) Caractérisation analytique de certains sous-ensembles de Pespace.
e Activité 1
Dans I'espace & muni d’un repére orthogonal (0, I, J, K), placer les points ayant
| pour coordonnées :
2:0;0, (05 —1:0), (0. 0; 3).

Plus généralement, on constate que a, b, ¢ étant des nombres réels quelconques :
— Afa; 0; 0) est un point de la droite (O)

— B(0; b; 0) est un point de la droite (0J)

— €(0; 0; ¢) est un point de la droite (OK).

Réciproquement : F
— tout point de (OI) a une ordonnée et une cote nulles
— tout point de (0J) a une cote et une abscisse nulles
— tout point de (OK) a une abscisse et une ordonnée nulles.
¢C
e K
=
OF 3
T &=
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Conclusion

Soit M un point quelconque de I'espace, soit (x, y, z) les coordonnées de M.
On a alors :

[Me(©D] <=>[y=0 [et] z=0] |
[Me(0J)] <[z =0 x=0] |
[Me(0K)] <= [x=0 [et] y=0l |

Exercice L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, I, J, K).

(4)

Considérons la droite (4) bissectrice de I'angle TO.J.
Soit M un point quelconque de ().

Trouver la cote de M.

Exprimer I'abscisse de M en fonction de son ordonnée.
Trouver une caractérisation analytique de la droite (4).

e Activité 2

Dans I'espace § muni d’un repére orthogonal (0, I, J, K), placer les points ayant
pour coordonnées :

(=250, (032, (=10 —3)

Plus généralement, on constate que a, b, ¢ étant des nombres réels quelconques
— E(a; b; 0) est un point du plan (OIJ)

— Ffo; b; c) est un point du plan (OJK)

— G(a; o; ¢) est un point du plan (OKI).

G oK
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Réciproquement :

— tout point de (OIJ) a une cdte nulle
— tout point de (OJK) a une abscisse nulle
— tout point de (OKI) a une ordonnée nulle.

Conclusion

Soit M un point quelconque de I'espace,

soit (x, ), z) les coordonnées de M.

On a alors :
[Me(01))] <[z =0]
[Me(0JK)] <= [x =0]

; [M&(OKI)] <= [y =0].
Exercice

Quel est, dans chacun des cas ci-dessous, I'ensemble des points M (csy: z)

tels que :
a) z=0 x>0
b) z=0 x>0 »<0
¢ x=0 y=0 z e )

4) Quelques distances particuliéres

a) Distance d’un point 3 un plan

On donne un plan ¢ et un point A.
Deésignons par H le projeté orthogonal de 4 sur 4.

T

Soit M un point quelconque de 9.
Montrer que :

d(4; H) < d(4; M).
Défmition

orthogonal H sur 7.

On appelle distance d’un point 4 4 un plan 7 la distance de ce point 4 son projeté
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On note : d(4; 9)
etona: d(4; T) = d(4, H).

Exercice Trouver Iensemble des points de I'espace situés 4 une distance d d'un
plan ¥.
b) Distance d’un point 2 une droite

On donne une droite (D) et un point A.
Désignons par H le projeté orthogonal de 4 sur (D).

A

(D)

H M

Soit M un point quelconque de (D).

Montrer que :
d(A; H) < d(4; M).

Définition
On appelle distance d’un point 4 & une droite (D), 1a distance de ce point & son projeté
’ orthogonal H sur (D).
On note : d(A; (D))
etona: d(A; (D)) = d(A4, H).
Exercice On donne un triangle ABC.

Soit I le centre du cercle inscrit dans ABC.
Montrer que la droite orthogonale en I au plan (4BC) est l'ensemble des
points de I'espace équidistants des cotés du triangle ABC.

B

¢) Distance de deux plans parall¢les
On donne deux plans paralléles T, et 7,.

Montrer que tous les points du plan §, sont situés a la méme distance du plan ¥, (et tous
les points du plan T, sont situés 4 la méme distance du plan T
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plan 7.

Définition
g8 : On appelle distance de deux plans paralléles T, et 9, la distance d’un point de F; au |

d) Activité : distance de deux droites non coplanaires
On donne deux droites non coplanaires (D) et (D,).
a Il existe un unique plan &, contenant (D) et paralléle a (D3); (justifier).

(D,) étant paralléle a T, sa projetée orthogonale sur J, est une droite (D3) paralléle a (D),
(justifier).

(D2) et (D) sont donc sécantes, (justifier).
Soit 4 leur point d’intersection.

Désignons par B le projeté orthogonal de 4 sur (D). H
(D) N B
]

/I_ ——————————————————————
/

7 -

/ e

, ”’.
! // A ,L’f

(D7)

(3)

é&[

I5

La droite (4B) est perpendiculaire aux droites (D,) et (D,), (justifier).
® Montrons que (4B) est I'unique droite perpendiculaire a (Dy) et & (D,).

Soit M un point quelconque de (Dy) et N un point quelconque de (D,) tels que M soit {
différent de 4 ou N soit différent de B.

Le projeté orthogonal N’ de N sur & appartient a (D5), (justifier).
Soit (D7) la droite passant par M et paralléle a (D,).
Supposons : (NM) L(D,) (NM) 1 (D)

alors : (NM) L (Dy) (NM) L (D5

P
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par suite : (NM) L7, ce qui est faux car :
(NN) L4, N’ # M (justifier).
La droite (NM) n’est donc pas perpendiculaire a (D;) et 4 (D,).

D’autre part, dans le triangle NN'M, rectangle en N' on a :
d(N, N') < d(M, N)

or : d(N, N') = d(4, B) justifier
donc : d(4, B) < d(M, N).
Conclusion

Etant donné deux droites non coplanaires (D,) et (D,), il existe un point unique 4 de
(Dy) et un point unique B de (D,) tels que (4B) soit perpendiculaire a (D,) et & (D,).
On a alors :

VMe(D,) VNe(D,) d(4,B)<d(M, N).

— On dit que d(4, B) est la distance des droites (D,) et (D,).
On note : d((Dy): (P,)) = d(4, B).
e Soit I, le plan contenant (D,) et paralléle a (D, ).
Montrer que :
(AB) L7, (4B) L 7,.
d(fy, F,) = d(4, B).

La distance de deux droites non coplanaires est égale a la distance des deux plans
paralléles qui les contiennent.

(D,) =, :
Dy)=F, | = I:d((Dx)e (D)) = d(Fy, ﬂ’z)-:|
S/ P

Exercice On donne un cube ABCDEFGH tel que :
AB =7
— Trouver la droite perpendiculaire & (DB) et a (EG).
— Quelle est la distance de ces deux droites.
235
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5) Plan médiateur d’'un segment, axe d'un cercle

a) Plan médiateur d’un segment

| On donne un segment [4B] de milieu de I.

Soit § Ie plan orthogonal 4 la droite (AB)en I.
Montrons que 7 est 'ensemble des points de I'espace équidistants de 4 et de B.

® Montrons que tout point du plan T est équidistant de 4 et de B.

| On sait que I est équidistant de 4 et de B,
Soit M un point de  distinct de I.

Dans le plan (4BM) la droite (MI ) est la médiatrice de [4B] (justifier).

Donc : MA = MB.

e Montrons que tout point équidistant de 4 et de B appartient & 7.

M4 =MB

Soit M un point de Iespace tel que :
: MA = MB.
— Si Me(AB) alors M = I,
Donc : Megq.
— Supposons M ¢(A4B).

Dans le plan (MAB) le triangle M AB est isocéle en M.

Donc : (MI) L (4B).
I est le projeté orthogonal de M sur (4B).
Donc : Meg.

236

e




6/Orthogonalité dans ['espace

Définition

On appelle plan médiateur d’un segment, le plan perpendiculaire au support de ce
scgment et passant par le milieu de ce segment.

Le plan médiateur d’'un segment [AB] est I'ensemble des points de I'espace,
équidistants de 4 et de B.

On donne deux triangles isocéles.
ABE et ABF de base commune [A4B] et non situés dans le méme plan.
Montrer que les droites (4B) et (EF) sont orthogonales.

Exercice

b) Axe d’un cercle
e Activité préparatoire

| Montrer que I'ensemble des points de l'espace, équidistants des sommets d’un
| triangle ABC est la droite passant par le centre O du cercle circonscrit au triangle
ABC et orthogonale au plan (4BC).

(4

® On donne un cercle (C) de centre O inclus dans un plan 7.

Désignons par (4) la droite passant par O et orthogonale au plan 7.

y:

{C)
(6]
N
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~ Soit M un point de (4).
Montrer que M est équidistant de tous les points du cercle (C).

— Réciproquement, montrer que tout point de 'espace, équidistant des points du cercle

(C) appartient a (A).

Deéfinition

On appelle axe d’un cercle la droite orthogonale au plan de ce cercle en son centre

L’axe d’un cercle est I'ensemble des points de I'espace équidistants de tous les points de
ce cercle.

Exemple

Le sommet d’une pyramide réguliére appartient a I'axe du cercle circonscrit d sa base.
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Exercices

1 (1). Construire une figure correspondant a la
légende suivante :

7 désigne un plan;

(D,) et (D,) désignent deux droites;

(D,) 1/ (D3); (D)) n 8 = {A}; (D,) n§ = {B};
C¢(Dy) u (D) .

Représenter sur cette figure les droites d’intersec-
tion du plan § avec le plan défini par C et (D,) et le
plan défini par C et (D,).

2 (1). Onconsidére deux droites non coplanaires
(D) et (4). Soit deux points distincts A et B de (4)
et un point M de (D).

On désigne par G le centre de gravité du triangle
MAB.

Trouver I'ensemble décrit par G lorsque M décrit
(D).

Construire cet ensemble.

3 (1). Construire une figure correspondant a la
légende suivante :

T, T,, T, et §, désignent quatre plans;

T, = (A), "Tl[/ﬂqsi

PG, = (D): R

Montrer que (4) et (0O) sont paralléles.

4 (1). Dans un plan &, on considére un trapéze
ABCD tel que (AB) et (CD) soient paralléles. Soit S
un point n'appartenant pas au plan . On désigne
respectivement par M et NV les milieux de [AB] et
[CD].

1) Déterminer la position relative des plans
(SMN), (SAC) et (SBD).
2) Soit:

{1} =(AD)N(BC); {J}=(MC)n(AN);

{K} = (MD) ~ (BN).

a) Montrer que /. J et K sont alignés et que / est le
milieu de [JK].
b) Déterminer la position relative des plans
(SMN), (SBC). (SAD) et (SJK).

¢) Déterminer la position relative des plans (SJK),
(SAB) et (SCD).

5 (1). Soituntétraédre ABCD. Par un point M de
JAC[ on méne le plan 7 paralléle a (AB) et (CD).
Le plan 7 estsécantaux droites (BC). (BD) et (AD)
respectivement en V, P et Q.

1) Faire une figure. Montrer que MNPQ est un
parallélogramme.

2) SoitR unpointde JAB[ etSunpointde 1CO[.
Déterminer la position relative des plans &, (SAB) et
(RCD).

6 (1). ABCDEFestun prisme. Soit /M un point de
1ABI.

B

1) Par M on méne un plan ¢ paralléle a (AD).
Construire les droites d’intersection du plan 4 avec
les plans (ABE), (ADF), (DEF), (ABC) et (BCE).
2) Par M on méne le plan 9 paraliéle au plan
(ADC).

Déterminer la position relative des plans §”, (EAC)
et (BDE).

7 {1). ABCDEFestun prisme. Soit M un point de
1BE[ et N un point de ]1CF].

F
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1) a) Construire :

— les droites d'intersection (4,) et (d4,) du plan
{AMN) respectivement avec les plans (4BC) et
(DEF);

— les droites d'intersection (4,) et (4,) du plan
(DMN) respectivement avec les plans (48C) et
(DEF).

b) Montrer que :

— (4,) et (4,) sont paralléles;
— (43) et (4,) sont paralléles.

2) (4,) et (4,) déterminent le plan 7;
(43) et (4,) déterminent le plan 4"

a) Montrer que T et 9 sont sécants.
b) Quelle est I'intersection de & et 97

8 (1). ABCDEFGH est un parallélépipéde.
H

= B

a) Montrer que les deux plans (AFH) et (GBD)
sont paralléles.

b) Soit /, J K et L les points d'intersection des
diagonales respectivement dans les parallélo-
grammes ADHE, ABFE, BCGF et CDHG.

Montrer que /JJKL est un parallélogramme.

9 (2). Montrer que dans un prisme droit les
supports des arétes latérales sont orthogonales aux
plans contenant les bases du prisme.

10 (2). Dans un plan ¢ on considére un losange
ABCD. On désigne par O le point d’intersection de
(AC) et (BD) et par (4) la droite orthogonale en O
au plan 7.

Soit 8 un point de (4), distinct de O.

Montrer que :

a) ladroite (AC) est orthogonale aux droites (SB)
et (SD);

b) ladroite (BD) est orthogonale aux droites (S4)
et (SC):

c) les plans (SBD) et (SAC) sont perpen-
diculaires.

11 (2). ABCDEFGH est un cube. / et J sont les
centres respectifs des deux carrés ABCD et EFGH.
Montrer que :

a) (iJ) estorthogonale aux plans (ABC) et (EFG):

b) les plans (4EC) et (BDF) sont perpen-
diculaires.

12 (2). Dans un plan T on considére un triangle
ABC.

On désigne par H I'orthocentre du triangle et par
(4) la droite orthogonale en H au plan 7. Soit D un
point de (4), distinct de H.

Montrer que :

a) les plans (ADH) et (BCD) sont perpen-
diculaires;

b) les supports des cotés opposés du tétragdre
ABCD sont orthogonaux deux a deux.

13 (2). Dans un plan & on considére un cercle
(C) de centre O et un point A extérieur au cercle.
On construit deux droites (48) et (AC) tangentes
respectivement en B et C au cercle (€). Soit (4) la
droite orthogonale au plan § en O et soit S un point
de (4), distinct de O.

Montrer que :

1) — les plans (SOB) et (SAB) sont perpen-
diculaires;

— les plans (SOC) et (SAC) sont perpen-
diculaires.

2) — lesdroites (SA) et (BC) sont orthogonales;
— les plans (SA4AQ0) et (SBC) sont perpen-
diculaires.

14 (2). Soit un plan § et deux droites non
coplanaires (D) et (D,).
1) Onsupposeque (D,) et (D,) sont paralléles 3 7.

a) Construire le plan ¥, contenant (D,) et
perpendiculaire a §. Construire la droite d’intersec-
tion (4,) de ¥ et 7.

b) Construire le plan &, contenant (£0,) et
perpendiculaire & 7. Construire la droite d’intersec-
tion (4,) de T et T,.

¢) Montrer que T, et , sont sécants. Construire
leur droite d’intersection (4).

d) Quelle estla position de la droite (4) parrapport

au plan T et par rapport aux droites (D,) et (D,)?"

2) On suppose que (D)nT={/} et
(D) g ={J}.

Existe-t-il une droite sécante aux droites (D,) et
(D;) et orthogonale au plan 77 Justifier.

15 (2). Dansunplan4 on considére un rectangle
ABCD. :

On désigne par (D)), (D,) et (D;) les droites
orthogonales au plan ¢ respectivement en B, C
et D.

Soit M un point de (D;).

1) Montrer que le plan (ABM) et le plan § défini
par C et (D,) sont perpendiculaires. Construire
I'intersection (4) de ces deux plans.

2) Dans le plan 9 on construit la droite (4°)
perpendiculaire en B & (4); la droite (4) coupe
(D,) en V.
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Montrer que :

a) (BN) et (AM) sont orthogonales.

b) AMN est un triangle rectangle.

16 (3). Onconsidére un plan et un point M de

I'espace. Soit M le projeté orthogonal du point M
sur .

Montrer que :
a) VAeT YBe§ [MA = MB] < [MA = MB].
b) YAed VBeld [MA < MB] «— [MA < MB].

17 (3). ABCDEFGH est un cube.

D

e
N\ P
A i B
|
: oN
I
|
|
e N e G
//
//
E F

a) Construire le projeté orthogonal sur le plan
(AGF) de chacun des points B, H. C, F,

b) Soit Mle milieu de [BC] et NV le milieu de [CG].
Construire les projetés orthogonaux de Met NVsur e
plan (AGF).

18 (3). Soitun plan ¥ et un carré ABCD tels que
les plans § et (ABC) soient sécants et non per-
pendiculaires.

On désigne par A, B, C" et D' les projetés
orthogonaux respectifs des points 4, B, C et D sur
HE

1) Onsupposeque (AB) est paraliéle 3. Faire une
figure. Montrer que A’8'C'D’ est un rectangle.

2) Onsupposeque (AC) est paralléle 3. Faire une
figure. Montrer que A’B'C’D’ est un losange.

19 (3). On considére la pyramide réguligre
SABCDEF, de sommet S et de base ABCDEF. Cette
base est un hexagone régulier inscrit dans un cercle
de centre O.

a) Montrer que (SO) est orthogonale au plan 7
contenant la base de la pyramide.

b) Soit A’ un point de ]SA[. Par A’ on méne un
plan §° paralléle & 7. Le plan ' est sécant aux
droites (SB), (SC), (SD), (SE) et (SF) respective-
ment en B, C', D', E'. F'. Quelle est la nature du
quadrilatére A'B'C'D'E'F'?

20 (3). Soit¥, etT,deuxplanssécantssuivantla
droite (4). Du point O de (4) on méne le plan §
orthogonal a (4). On désigne par (OX) et (OY) les
intersections respectives des plans 7, et ¥, avec le
plan .

a) Soit M un point de (OY) et M le projeté
orthogonal du point M sur 7,. Montrer que M'
appartient a (0X).

b) Soit £ un point de (4), distinct de 0. Montrer
que mes MEM < mes VIOM.

21 (3). SoitunplanTetunedroite {D) sécants et
non orthégonaux.

On désigne par / le point d'intersection de (D) et 4.
Soit M un point de (D), distinct de / et M’ le projeté
orthogonal de M sur 7.

Démantrer que :
YNe§ — {1, M} mes MIN > mes MIM.

22 (3). SoitT,et,deux planssécantssuivant la
droite (4) et M un point de |'espace n'appartenant
pas a §; uT,. On désigne par £ et F les projetés
orthogonaux respectifs de M sur ¢, et 7,.

a) Montrer que (4) et le plan (MEF) sont
orthogonaux.

b) Soit N le point d'intersection de (4) et du plan
(MEF). Que peut-on dire des mesures des angles
EMF et ENF? (envisager deux cas).

23 (3). Soit deux points distincts 4 et 8 d’'un
plan §. M étant un point n'appartenant pas a ¥, on
désigne par £ et F les projetés orthogonaux du
point M respectivement sur T et (AB).

1} Montrer que :

[9 L {(MAB)] < [E = F].
2) Supposons que £ et F soient distincts. On
désigne par :

o : la mesure de I'angle 'M?E

S : la mesure de I'aire du triangle MAB;
S’ : la mesure de I'aire du triangle EAB.
Montrer que :

S’ = S cos o

24 (3). On considére un triangle ABC, On
désigne par A’, B’ et C' les milieux respectifs de
[BC], [CA] et [AB]. Par A’, B’ et C' on méne les
plans 7, ¥, et 75 respectivement orthogonaux aux
droites (BC), (AC) et (AB).

Montrer que 7, 7, et J, sont sécants suivant une
droite {4) qui est orthogonale au plan (AB8C).
25 (3). ABCD est un tétragdre régulier.

a) Trouver la droite perpendiculaire aux droites
(AB) et (CD).
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b) Soit & la mesure du c6té du tétraédre. Exprimer
en fonction de a la distance des deux droites (AB)
et (CD).

26 (3). Soit trois demi-droites [0X), [0Y) et
[0Z), dont les supports sont perpendiculaires deux
a deux, et n‘appartenant pas a un méme plan. Soit
un point A de 10X), un point B de 10Y) et un
point C de [0Z). On désigne par D le projeté
orthogonal du point C sur (4B).

1) Montrer que le plan (ABC) et le plan défini par
D et (0Z) sont perpendiculaires.

2) Soit H le projeté orthogonal du point O sur le
plan (ABC).

a) Montrer que H est |'orthocentre du triangle
ABC.

b) Trouver |'ensemble décrit par le point 4 lorsque
C décrit la demi-droite [0Z).

27 (3). Dans lespace & muni dun repére
orthonormé (O, /. J. K), placer le point 4 (0: 0: 2).
On considére le plan § passant par A et orthogonal
a la droite (OK).

1) Soit M un point de I'espace, de céte z.
a) Montrer que :
[Meg] < [z=2].

b) Endéduire I'ensemble des points M(x, y. z) tels
que :

{Zx_y+1:0
Z=2

2) Déterminer |'ensemble des points M de I'espace
ayant pour abscisse — 3 et pour céte 2. Construire
cet ensembile.

28 (3). Dans l'espace & muni d'un repére
orthonormé (0, /, J, K), placer le point 4 (2: 2: 3.
On désigne par B. C et D les projetés orthogonaux
du point A respectivement sur (OF). (OJ) et (OK).

1) Trouver les coordonnées des points B, C et D.
2) Soit H I'orthocentre du triangle BCD.

a) Montrer que H est le projeté orthogonal du
point O sur le plan BCD.

b) Trouver les coordonnées du point A.

3) Soit L le milieu de [BC] et soit A’ e projeté
orthogonal du point 4 sur (DL).

a) Montrer que A’ est le projeté orthogonal du
point A sur le plan (BCD).

b) Calculer la distance du point A au plan (BDC).

29 (3). ABCDEFGHestuncube./ J Ketl sont
respectivement les milieux de [A8], [AD], [EF] et
[EH].

IIJ G
L
o
ma
o
|
|
pilew- gl
d;ﬁ/__}-,_,..-u-:—‘;'}" C
e S
4 I B

Montrer que le volume du prisme A/CJEKGL est
égal a la moitié de celui du cube.

30 (3). ABCDEFGH est un cube dont a est la
mesure du coté. Soit / et J deux points tels que :

a,/3
Ie[AE), JelBF). El=FJ="37.

H
7
)
T,
o
&
/
i | J :
1;/—_“—_ C
v
”
5 E

Exprimer le volume du solide ABCDI/JGH en
fonction de a.

31 (3). ABCDEFGH est un cube dont a est la
mesure du coté.

H - G
TR
"i \\ \Q\
E - —XF
/ |8 N NN
\ T N
\ e N
/
Ao N =G
L
s '"“"--.h,_“_\
A B

Soit/le milieu de [AD]. Exprimer en fonction de a le
volume de chacun des solides suivants :

a) la pyramide de sommet A et de base B/DC:
b) la pyramide de sommet F et de base BCHE:
¢) la pyramide de sommet / et de base BCHE.
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32 (3). ABCDEFGH est un prisme droit dont la
base ABCD est un carré inscrit dans le cercle (C) de
centre O et de rayon A, et dont la hauteur est égale
a2R.

Exprimer en fonction de A.
a) le volume du prisme;

b) le volume du cylindre I' «inscrity dans le
prisme;

c) la mesure de I'aire de la surface latérale du
cylindre I'.
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Problemes

',
|
|
l
i

33. Dans un plan 7, on considére un cercle (C) de
centre O et un diamétre [AB] de ce cercle. Soit M
un point de (@), distinct de A et de B. Soit (D,) et
(D) deux droites non coplanaires telles que (D,)
soit orthogonale en A au plan T et (D,) soit sécante
en B au plan 7.

1) Montrer que :

a) (BM) et le plan T, défini par M et (D,), sont
orthogonaux;

b) leplang, etleplan{,, défini par Met (D,), sont
perpendiculaires.

2) Soit (1) la droite d'intersection de #; et J,. Un
plan 47, paralléle a 7, est sécant aux droites (D,).
(D,) et (4), respectivement en A, B’ et M.
Montrer que :

a) (B'M') et (BM) sont paralléles.
b) (B'M") et ¢, sont orthogonaux.
¢) A'B'M est un triangle rectangle.

3) Un plan 9", orthagonal a (D,), est sécant aux
droites (D). (D) et (4) respectivement en A", 8"
et M".

Mantrer que :

a) lintersection de §” et J, est orthogonale a §,;

b) A"B"M’ est un triangle rectangle.

X Yo
e
D
M
c \ (©)
/ \
\
\
\
\
X
A 6] B

34. |. Dans la figure ci-dessus :

e (@) estundemi-cercle, decentre O, derayon £ et
de diameétre [4B]; (C) est inclus dans le plan 7.

e [AX) et [BY) sont deux demi-tangentes & (C).

e C est un point de [AX) et D un point de [BY)
tels que (CD) soit tangente en M a (C).

1) Montrer que :

a) les triangles CAM et DBM sont isocéles;
b) le triangle COD est rectangle;

c) AC x BD =R~

5R
2) On suppose que CD = =

Exprimer en fonction de A :
a) AC, BD, AM et BM;
b) la mesure de l'aire du trapéze ACDB.

Il. On désigne par (4) la droite orthogonale en O a
9. Soit § un point de (4) distinct de O.

()

1) Montrer que :

a) La droite (CD) et le plan (SOM) sont
orthogonaux;

b) les deux plans (SOC) et (SOD) sont
perpendiculaires.

2) a) Montrer que le plan (SAB) est perpendi-
culaire aux plans (SAC) et (SBD).

b) Construire I'intersection des deux plans (SAC)
et (SBD).

c¢) Construire la droite perpendiculaire aux deux
droites (AX) et (SB).

3) On suppose que SO:RV@ et AC =2R.
Exprimer en fonction de A :

a) la distance du point O au plan (SCD);

b) la mesure de laire totale et le volume de la
pyramide SACDB.

35. Dans un plan 7, on considére le cercle (C) de
centre O et de rayon R. Soit [AB] un diamétre de
(€) et M un point de (€), distinct de A et de B. On
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désigne par (4) la droite orthogonale en 8 au plan T
et soit S un point de (4).

1) Montrer que :
a) SMA est un triangle rectangle;

b) leplan (SMA) etle plan défini par Met (4) sont
perpendiculaires.

2) Soit C le projeté orthogonal du point M sur
(AB).

Montrer que :

a) (MC) et (SA) sont orthogonales:

b} leplan (SMC) et le plan défini par A et (4) sont
perpendiculaires.

3) Soit D le projeté orthogonal du point B sur
(S,

a) Si S et B sont confondus, ol se trouve le point
D?

b) Si S et B ne sont pas confondus, montrer que
(BD) est orthogonale au plan (SMA).

¢) Trouver I'ensemble des points décrit par D
lorsque S décrit la droite (4).
Construire cet ensemble.

4) On suppose que [BM] est un c6té d'un
hexagone régulier inscrit dans (C) et que S8 = B/

a) Exprimer en fonction de R le volume du
tétraedre SABM.

b) D étant le projeté orthogonal du point B sur
(SM), exprimer en fonction de R le volume du
tétraédre ABSD et la distance du point S au plan
(ABD).

36. ABCDEFGH est un cube dont a est la mesure
du cdté. Soit / le point d’intersection de (AH) et
(DE).

D c

I
!
I
1
i
]
I

Iy___._.-_.__ G

P
-
-

F

1) Montrer que les plans (AG/) et (DEG) sont
perpendiculaires. Quel est l'intersection de ces
plans?

2) Soit A’ le projeté orthogonal du point A sur
(GI).

a) Montrer que A’ est le projeté orthogonal du
point A sur le plan (DEG).

b) Montrer que, dans le plan (AG/), les deux
triangles AA'/ et GH/ sont semblables.

Exprimer en fonction de a la distance du point A au
plan (DEG).

1
¢) Montrer que /4" = 3 1G.

d) Montrer que les plans (AFC) et (DEG) sont
paralléles.

Exprimer ia distance de ces plans en fonction de a.
3) Soit J le milieu de [DG] et C le projeté
orthogonal du point C sur le plan (DEG).

1
a) Montrer que C’ appartient & (ES)etJC' = 3 £l

b) Trouver Iimage de (AC) par la projection
orthogonale sur le plan (DEG). Cette image est-elle
paralléle & (AC)? Justifier.

4) Soit K le centre de gravité du triangle DEG.

a) Montrer que K appartient a (BH) et que K est le
projeté orthogonal commun des points B et M surle
plan (DEG).

b) Exprimer en fonction de a la distance du point B
au plan (DEG) et celle du point H a ce plan.

5) Trouver le projeté orthogonal du point £ sur le
plan (DEG).
Exprimer en fonction de a la distance du point Fau
plan (DEG).

37. On consideére un tétraédre ABCD. Soit M un
point de ]BC|[.

Par /1 on méne le plan  paralléle a (AB) et (CD).
est sécant aux droites (BD), (AD) et (AC)
respectivement en /¥, P et Q.

e On suppose que le tétraédre ABCD posséde les
propriétés suivantes :

AB = BC = CD = g;

(AB} et (CD) sont orthogonales.
1) Montrer que MNPQ est un rectangle.
2) On pose BM = x.

a) Exprimer la mesure S de l'aire du rectangle
MNPQ en fonction de a et x.

b) Etudier les variations de la fonction
f:lo,a[— R

X S

c¢) Construire la représentation graphique de f
dans un repére orthogonal (O, /. J).

d) Déterminer la position du poir;t M du segment
. . 3a

1BC[ pour que S soit égale a s

e» On suppose que le tétraédre ABCD est régulier;

soit & la mesure du c6té. On désigne par K et L les
milieux respectifs de [AB] et [CD].

1) Montrer que :

a) (AB) est orthogonale au plan (CKD);
en déduire que (AB) et (CD) sont orthogonales.
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b) (KL) est orthogonale au plan (MNP).
2) On pose BM = x.

a) Exprimer en fonction de a et x le volume V de la
pyramide KMNPQ de sommet K et de base MNPO.

b) Etudier les variations de la fonction
g:loal—R
X V.

c¢) Construire la représentation graphique de g
dans un autre repére orthogonal (O, /', J).

- d) Déterminer la position du point M du segment
63 /fi
1BC[ pour que Vsoit égalea =~ Y=

38. SABCDEF est une pyramide réguliére de

sommet S dont la base ABCDEF est un hexagone

régulier inscrit dans un cercle {(€) de centre O et de

rayon R. La distance du sommet S au plan 7 de la
Ha/a

base est égale a ;—

1) Montrer que S est équidistant des supports des
cbtés de I'hexagone ABCDEF.

Exprimer en fonction de £ la distance commune de
S a ces droites.

2) Exprimer en fonction de & :
a) le volume de la pyramide SABCDEF;

b) levolume du cone dont S est le sommet et dont
le cercle inscrit dans I"hexagone ABCDEF est la
base.

3) Soit C" un point de ]SCI[. Par C’ on méne un
plan 9" paralléle & (CD) et non paralléle 3 7.
Construire les droites d'intersection du plan 9" avec
les plans (SAB), (SBC). (SCD), (SDE), (SEF),
(SFA) et .

4) Soit M un point de [SO] tel que SM = % S0.

Par M on méne le plan 9" paralizle 3 (CD) et (DE);
4" est sécant aux droites (SA), (SB), (SC). (SD),
(SE) et (SF) respectivementen G, H. /. J. Ket L.

a) Quelle est la nature du polygone GHIJKL?

b) Exprimer en fonction de £ le volume du solide
ABCDEFGHIJKL.

39. SABC est un tétraddre tel que :

— ABC est un triangle équilatéral inscrit dans un
cercle (€) de centre O et de rayon R; soit ¢ le plan
du cercle;

— (S0) est orthogonale au plan §;

— S0 =R.

Soit A', B’ et C’ les points tels que :

2
A'e[SA], SA =3 SA;

1
B'c[SBL. SC =3 SB;

1
C'e[SC), SC' = SC.

1) Construire la droite d’intersection du plan
(A'B’C’) avec .

2) Dans le plan 4 on trace la droite () passant par
O et paralléle & (AB).

Montrer que le plan défini par C’ et (4) est le plan
médiateur du segment [SC].

3) Soit H le milieu de [BC] et £ le projeté
orthogonal du point A’ sur (SH).
Montrer que :

a) les plans (SAH) et (SBC) sont perpen-
diculaires;

b) la droite (A’E) est orthogonale au plan (SBC).
4) Exprimer en fonction de A :

a) la distance du point A’ au plan (SB'C);

b) le volume du tétraédre SA'B'C’:

¢) le volume du solide ABCA'B'C".

40. ABCD est un tétraédre régulier dont a est la
mesure du coté.

1) Exprimer en fonction de a le volume V du
tétraédre ABCD.

2) B, C’ et D' sont respectivement les milieux de
[AB], [AC] et [AD].

Vv
Soit I le volume du tétraédre AB'C'D’. Calculer v

3) C” et D" sont respectivement les milieux de
[BC] et [BD]. Soit V" le volume du prisme

4
BC"D"B'C’DY. Calculer v

4) Exprimer en fonction de a le volume du solide
CCreDpID.

1
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Photo ESA.

1) Définition

Etant donné un point O et un nombre réel strictement positif r, on appelle sphére de
centre O et de rayon r, 'ensemble des points M de I'espace § tels que :

do, M) =r. 1
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Notation.
On désigne par 8(0, r), ou tout simplement par 8, la sphére de centre O et de rayon r.

Vocabulaire.
A et B ¢tant deux points de la sphére $(0, 7) tels que O soit le milieu de [4B], [AB] est un
diamétre et [OA] un rayon de la sphére §(0, 7).

(Par abus de langage, rayon désigne aussi bien un segment que la mesure de ce segment.)

MeS§
P ¢8
N ¢8

[Me$(0, ] « [d(0, M) = r].

Nesttelque: d(0,N)<r.
N est un point intérieur a la sphére §(0, r).

Pesttelque: d(0,P)>r.
P est un point extérieur a la sphére $(0, ).

Remarque : :
— On appelle boule de centre O et de rayon r(r > 0), Pensemble des points M de § tels
que :

O, r)<r.
— On désigne par $o,,), ou tout simplement par 3, la boule de centre O et de rayon r.

On dit alors que $,,, est la boule associée a la sphére S0,
— On parlera, de préférence, de I'aire de la sphére et du volume de la boule.

2) Diverses déterminations d'une sphére

248

a) Par définition, une sphére est déterminée par la donnée d’un point, son centre et d’un
nombre réel strictement positif, son rayon.

b) Une sphére peut étre déterminée par un diamétre [AB] : cest la sphére qui a pour
centre le milieu O de [AB] et pour rayon OA.

¢) Montrons qu’une sphére peut aussi étre déterminée par quatre points non coplanaires.



7/La sphére

o Activité 1
Sphéres passant par deux points distincts

On donne deux points distincts A et B.

Montrer que tout point du plan médiateur de [ AB] est centre d une sphére passant par A
et B.

e Activité 2 :
Sphéres passant par trois points non alignés

On donne trois points non alignés 4, B, C.
Montrer que tout point de I'axe du cercle circonscrit au triangle ABC est centre d’une
sphére passant par 4, B et C.
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o Activité 3
Sphére passant par quatre points non coplanaires

On donne quatre points non coplanaires 4, B, C, D.
Peut-on trouver une sphére qui passe par ces quatre points?

R

Si une telle sphére existe, son centre appartient nécessairement a I'axe (4) du cercle
circonscrit au triangle 4BC et au plan médiateur T du segment [AD].

— Lesquatre points 4, B, C, D étant non coplanaires montrer que (4) est sécante & 7 en un ..
point 0. '
On a alors : !
04 =0B=0C=0D. i
La sphere de centre O et de rayon 04 passe donc par les points A4, B, C et D; c’est la seule.
(Pourquoi)? .

Conclusion

Il existe une et une seule sphére passant par quatre points non coplanaires 4, B, Cet D. e
On dira que cette sphére est circonscrite au tétraédre ABCD.

3) Positions relatives d’une sphére et d'un plan

On donne une sphére 8 de centre O, de rayon r et un plan 4.
On se propose d’étudier lintersection § N 7,

Plusieurs cas sont a envisager.
Designons par H le projeté orthogonal de O sur et par d la distance du point O au plan i
g (d = OH). 3



g
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Soit M un point du plan ¢. 0

M

Le triangle OHM étant rectangle en H,
OM? = OH? + HM>.

Cette égalité permet d’écrire :
quel que soit le point M du plan,

OM = d.

a) . Dans le cas ou la distance d du centre de la sphére au plan & est strictement ‘
supérieure au rayon r de la sphére, il nexiste aucun point du plan situé a une distance r

de O.
Si d>r, alors §nT =

EN

Tout point M du plan F étant tel que OM > r, est extérieur a la sphére §.

b) . Dans le cas ou la distance d du centre de la sphére au plan  est égale aurayonr,
seul le projeté orthogonal de O sur J est un point commun au plan T et 4 la sphére 8.

Sisd=r, “alors 80@={H}.|

Tout point du plan § autre que H est extérieur a la sphére 8.
Le plan & est dit « tangent» 4 la sphére § au point H.
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c) . Dans le cas ot la distance d du centre de la sphére au plan § est strictement
inférieure au rayon r : :

e le point H est un point du plan 9, intérieur 4 la sphére; il en est de méme des points M du
plan tels que :

HM < ./¥* — &
e Tout point M du plan T tel que :

HM = /7 — &
est commun 4 la sphére et au plan; en effet, dans ce cas :

OM = r. (Justifier).

T ~ § est Pensemble des points du plan F situés a la distance \W du point H; c’est le
cercle de centre H et de rayon m inclus dans 7.
e Tout point M du plan 7 tel que :

HM > /P —&*

est extéricur a la sphére.

Si d<r, alors Tn8=(C)

((C) désignant le cercle de centre H et de rayon ,/r* — d?, inclus dans ).

e On appelle section plane d’une sphére § lintersection de la sphére et d’un plan. |
T ROMEINE S o

— En résumeé,

la section plane d’une sphére

3o soit 'ensemble vide,
soit un singleton,
soit un cercle.

st

selon que la distance du centre de la sphére au plan est strictement supérieure, égale ou
strictement inférieure au rayon de la sphere.

-*
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7/La sphére
Définition
& Fout cercle, intersection de la sphére et d’un plan est appelé grand cercle ou petit cercle
[ suivant que ce plan passe ou ne passe pas par le centre de la sphére.
< 5

0 eg
O’'ed” et 0'¢q.

Définition

e On appelle poles d’un cercle (C) de la sphére § les deux points d’intersection de;I

sphére avec I'axe du cercle (C).

Sn(d)={4, B}.
(G R=R]

3 253
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4) Positions relatives d’'une droite et d’une sphere

254

On donne une sphére S de centre O, de rayon r et une droite (D) ne passant pas par 0.
Désignons par H le projeté orthogonal de O sur (D) et par d la distance du point 0 4 la
droite (D). (d = OH.)

Le point O et la droite (D) déterminent un plan .

S$ T est alors un grand cercle (C).

On est donc ramené a étudier, dans le plan &, les positions relatives de la droite (D) et du
grand cercle (C).

d<ir

Dans le plan T, (D) est sécante a (C) en 4 et B.
On dit alors que :

la droite (D) est sécante a la sphére S en 4 et B.
Le segment [AB] est appelé corde de la sphere :

d=r.

Dans le plan 7, (D) est tangente 4 (C) en H.
On dit alors que :
la droite (D) est tangente a la sphére S en H.

SnD)={H}
Ona:
(OH) L (D).
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(D)

d>r.

Dans le plan &, (D) est extérieure a (C).
On dit que :
la droite (D) est extérieure a la sphére .
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Solides usuels
Formulaires

S : Ajre latérale

Nature du solide V : Volume
Prisme droit 3 T
A h : hauteur h = AF S=phj§ V=shl
p : périmétre de la base o e
s : aire de la base
F
Pyramide réguliére ———— i Wl
| 1 '
: hauteur h = SO | S=—pa | |V=—sh|
; - 3
: apothéme a = SH | fisniete

: périmeétre de la base
: aire de la base

(valable aussi pour
une pyramide non

reguliére).

Cylindre de révolution

« h : hauteur h = 00’

r : rayon de la base

)
Cone de révolution ——
{ 1
h : hauteur h = SO {S=nm]l fV:§7rr2h
r : rayon de la base T TR s
a=S84
Sphere P
5 = %
= e
r : rayon de la sphére S = 4mr® | V= g o

N/

bt
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Exercices

1. Soit deux points distincts A et B et une droite
(4) non orthogonale & (4B).

Montrer qu’il existe une unique sphére passant par
A et B dont le centre appartient & (4).

2. Soit A un point d'un plan 9 et B un point
n‘appartenant pas a 7.

Montrer qu’il existe une unique sphére passant par
B et tangente en A au plan 7.

3. Soit deux plans T et 9 et A un point du plan 7.

Existe-t-il une sphére tangente en A au plan T dont
le centre appartient a §'?

4. Soit deux points distincts A et B de |'espace &.

Trouver I'ensemble des points M de § tels que
MA? + MB? = 2AB~.

5. ABC est un triangle rectangle en A. Soit (4) la
droite orthogonale au plan (ABC) en B, et S un
point de (4), distinct de B.

Préciser le centre de la sphére passant par S, A, B et
C

6. Quel est I'ensemble des centres des sphéres
tangentes a deux plans disjoints J et 97

7. Soit une droite (4) et un point A n'appartenant
pas a (4).

Trouver I'ensemble des projetés orthogonaux du
point A sur les plans contenant (4).

Dans les exercices 8 a 14, § désigne la sphére de
centre O et de rayon r.

8. Quel estI'ensemble des milieux des cordes de la
sphere 8 ayant une longueur donnée d (deR*%)?

9. Soit / un point intérieur a 8.

Quel est I'ensemble des milieux des cordes de la
sphére § dont les supports passent par le point /?

10. Soit [AB] et [CD] deux cordes de § telles que
(AB) et (CD) appartiennent a la méme direction &
et telles que [AB] et [CD] ne soient pas deux
cordes d'un méme grand cercle.

a) Montrer que O n’appartient pas au plan défini
par (AB) et (CD).

b) Faire un dessin sur leque! on trace l'intersection
{4) des deux plans (OARB) et (OCD).

¢) Soit/etJ les milieux respectifs de [AB] et [CD].
Montrer que le plan (O/J) est orthogonal & (4).

d) Quel estl'ensemble des milieux des cordes de la
sphére 8 dont les supports appartiennent a §.

11. Soit / un point extérieur a la sphére 8 et § un
plan contenant (Of). On désigne par (C) le grand
cercle, intersection de T et §.

a) Montrer gu’il existe dans F deux droites passant
par / et tangentes a 8. On désigne par £ et F les
points d’intersection respectifs de ces deux droites
avec la sphére 8.

b) Soit II; et II;, les plans tangents & §
respectivement en £ et F.

Montrer que / est un point commun & I1; et II,.
Quelle est I'intersection de II; et II.?

Faire un dessin.

¢) Donner un programme de construction :

— d'une droite passant par / et tangente 3 S;
— d'un plan passant par / et tangent 3 8.

12. Soit § un péle d'un grand cercle (C) de la
sphére 8.

a) Soit A un point de (€).
Exprimer SA en fonction de r.

b) On désigne par M le milieu de [SA].
Quel est I'ensemble décrit par M lorsque A décrit
©?

13. Soit S un point de la sphére &%. Trouver
I'ensemble des points M dans chacun des cas
suivants :
!'2
a) MO?* — MS? = E;
/
b) M appartient a4 § et SM = r\éZ_

14. Soit [MN] une corde de § ayant pour lon-
gueur r.

Soit II,, et ITy les plans tangents a S respectivement
en Meth. .

a) Montrer que II,, et [T, sont sécants.

b) Soit (4) 'intersection de IT,, et IT, et / le point
d'intersection de (4) et du plan (OMN).

Soit S un point de (4) tel que S/ =r./3.
Exprimer en fonction de rla mesure de I'aire totale et
le volume de la pyramide SOMIN.

15. L'espace § est muni d’un repére orthonormé
(O, 1 J K).

a) Déterminer les coordonnées du centre et le
rayon de la sphére passant par O, /. J et K.

b) Soit le point A (b, ¢, d). On désigne par B, C et
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D les projetés orthogonaux du point A respective-
ment sur (O/), (OJ) et (OK).

Exprimer en fonction de 4, ¢ et d les coordonnées du
centre et le rayon de la sphére passant par O, B, C et
D,

16. (0. /, J, K) est un repére orthogonal.

Donner un programme de construction du centre
d’'une sphére tangente aux trois plans (0L/), (OJK)
et (OK/).

17. Lafigure ci-dessous représente une boule 5 de

centre O et de rayon r «inscrite » dans un cylindre
de révolution € d'axe (/).

D

i

o
=N

Soit V et V' les volumes respectifs de C et de .

%
Calculer —.
alculer v

18. ABCDEFGH estuncube.f J, K. L, Met N sont
respectivement les centres des 6 faces ABCD,

EFGH, BCGF, ADHE, ABFE et CDHG.

G

b i
Jeo
E I L
1
I A
| I
Loe——— —4&' 1 ok
|./ i
1% {
/J—"T“—“"_ C
Fd
/// I‘
A B

1) Montrer que :

a) les droites (/J), (KL) et (MN) sont concou-

rantes en un point Q;

b) il existe une sphére § de centre O, tangente aux

plans des faces du cube.
2) Soit B la boule associée a §.

a) On désigne par S la mesure de I'aire totale du
cube et par S’ celle de I'aire de |a sphére S. Calculer
5

5

b) On désigne par Vet V' les volumes respectifs du

v
cube et de la boule %. Calculer v

258




=

7/La sphére

Problémes

19. ABCD est un tétraédre régulier dont 2 est la
mesure du cété. / est le milieu de [AB].

A

1) Montrer que (/CD) est le plan médiateur du
segment [AB].

2) SoitJle milieu de [CD] et H le centre de gravité
du triangle BCD. Montrer que :

a) (AH) est orthogonale au plan (BCD);

b) (AH) et (/) sontsécantes en un point O qui est
le centre de la sphére § passant par 4, B, C et D,
3) Exprimer en fonction de a le volume de la boule
associée a 8.

4) Montrer qu'il existe une sphére de centre O
tangente aux plans des quatre faces du tétraédre
ABCD.

Exprimer en fonction de a le rayon de cette sphére.

20. SABCD est une pyramide réguliere de sommet
S et de base ABCD telle que :

e ABCD soit un carré inscrit dans un cercle (C) de
centre O et de rayon r.

e SA =SB =SC=_8D=AB5.

1) Montrer que SBD et SAC sont des triangles
rectangles.

2) a) Montrerqu'il existe une sphére S passant par
S.A B, CetD.

b) Exprimeren fonction de rlamesure de I'aire de §
et le volume de la boule associée a 8.

3) Dans le plan du cercle (C) on trace la droite (4)
tangente en A & ce cercle. Soit M un point de (A).

a) Montrer que la sphére §' de diamétre [SM]
passe par O et 4.

b) Quel est I'ensemble décrit par le centre de §'
lorsque A décrit la droite (4)?

4) Dansle plan du cercle (€) on trace la droite (4°)
tangente en B a ce cercle. Soit NV le point
d’intersection de (4) et (A').

Montrer que S, A, V., B, O appartiennent 3 une
méme sphére §”. Déterminer le centre et exprimer
en fonction de r le rayon de cette sphére.
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Tables trigonométrigues

Degrés Radians Sinus Cosinus | Tangente
0 0,0000 | 0,0000 | 1,0000 0,000 0 — 1,570 8 90
0,5 0,0087 | 0,0087 | 1,0000 0,008 7 | 114,589 1,562 1 89,5
1 00175 | 00175 | 09998 | 00175 57,290 1.5533 89
1,5 00262 | 00262 t 09997 0,026 2 38,188 1,544 6 88,5
2 0,034 9 0,0349 | 0,9994 | 0,0349 28,636 1,5359 83
2,5 0,0436 | 0,0436 | 0,999 0 0,043 7 22,904 152752 87,5
3 00524 | 00523 | 0,9986 | 0,052 4 19,081 1,518 4 87
3,5 0,061 1 0,0610 | 0,9981 | 00612 16,350 1,509 7 86,5
4 0,069 8 0,0698 | 09976 | 0,0699 14,301 1,501 0 86
4,5 0,078 5 0,0785 | 0,9969 | 0,0787 12,706 1,492 3 85,5
5 0,087 3 0,0872 | 0,992 | 0,0875 11,430 1,483 5 85
55 0,060 | 0,0958 | 0,9954 0,096 3 10,385 1,474 8 84,5
6 0,1047 | 0,045 | 0,9945 | 0,1051 9,5144| 1,466 1 84
6,3 0,113 4 0,1132 | 09936 | 0,1139 8,776 9| 1,457 3 83,5
7 0,122 2 0,1219 | 0,9925 | 0,122 8 8,1443| 1,4486 83
7.5 0,130 9 0,1305 | 09914 | 0,1317 75958 1,4399 82,5
8 0,1396 | 0,392 | 0,9903 | 0,1405 7,1154 | 1,4312 82
8.5 0,1484 | 0,1478 | 0,9890 | 0,149 5 6,6912| 14224 81,5
9 0,157 1 0,1564 | 09877 | 0,158 4 6,3138| 1,4137 31
9,5 0,165 8 0,1650 | 0,9863 | 0,167 3 59758 | 1,4050 80,5
10 0,174 5 0,1736 | 0,9848 | 0,176 3 5,671 34-1.3903 80
10,5 0,183 3 0,1822 | 0,9833 | 0,1853 5,3955| 1,387 5 79,5
11 0,1920 | 0,1908 | 09816 | 0,194 4 5,1446| 1,378 8 79
11,5 (1,200 7 0,1994 | 09799 | 0,2035 49152 1,370 1 78,5
12 02094 | 02079 | 09781 | 0,2126 4,704 6 | 1,3614 78
12,5 02182 | 02164 | 09763 | 0,2217 451071 1,3526 71,5
13 02269 | 02250 | 09744 | 02309 433151 13439 77
T3C5 02356 | 02334 | 09724 | 02401 4165341 11,3352 76,5
14 02443 | 02419 | 09703 | 02493 40108 | 1,326 5 76
14,5 0,253 1 0,2504 | 09681 | 0,258 6 3,866 7| 1,3177 TS558
15 02618 | 022588 | 09659 | 0,267 9 3,732.11 1,3090 75
15,5 02705 | 02672 | 09636 | 0,277 3 3,6059 | 1,3003 74,5
16 02793 | 02756 | 09613 | 0,2867 34874 | 1,2915 74
16,5 02880 | 02840 | 0,9588 | 0,2962 3 3759811 28738 73,5
17 02967 | 0,2924 | 09563 | 03057 32709 | 1,274 1 73
1755 0,3054 | 0,3007 | 09537 | 03153 3,171 6 | 1,2654 72,5
18 03142 | 03090 | 09511 | 0,3249 30777 | 1,256 6 72
18,5 03229 | 0,317 3 09483 | 0,334 6 29887 | 1,247 9 71,5
19 03316 | 03256 | 09455 | 0,344 3 29042 | 12392 71
19,5 03403 | 0,3338 | 09426 | 03541 28239 | 1,230 5 70,5
20 0,349 1 0,320 | 0,9397 | 0,364 0 274151 12217 70
20,5 03578 | 03502 | 20,9367 10,3739 2,6746 | 1,213 0 69,5
21 03665 | 03584 | 09336 | 0,3839 2,6051 | 1,2043 69
} 21,5 03752 | 03665 | 09304 | 03939 2,5386 | 1,1956 68,5
22 03840 | 03746 | 09272 | 0,4040 24751 | 1,186 8 68
2205 03927 | 0387 | 09239 | 04142 24142 | 1,178 1 67,5
1 Cosinus Sinus Tangente | Radians Degrés




Tables trigonométriques (suite)
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