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PREFACE

Le présent manuel est le résultat d’un travail collectif réalisé par les enseignants-chercheurs
de I'Institut de Recherches Mathématiques (IRMA). Il répond au souci du ministére de 'Edu-
cation Nationale et de 1a Recherche Scientifique de Cote-d’Ivoire de mettre 2 la disposition des

enseignants et des éléves un outil de travail fonctionnel et adapté au contexte socio-culturel
Ivoirien et africain.

Son élaboration repose sur de nombreuses expérimentations réalisées dans des classes té-
moins réparties sur 'ensemble du territoire afin de tenir compte des variantes socio-culturelles
et des modes de perception et de compréhension des concepts fondamentaux. Par ailleurs, des
comparaisons enrichissantes ont été ¢galement réalisées avec d’autres pays africains franco-
phones et anglophones ¢ngages dans des recherches similaires.

A travers son contenu, son support didactique, ses illustrations et sa présentation, ce ma-
nuel. destiné aux classes de Premiére C et E, se propose d’atteindre trois objectifs essentiels :

® Le premier consiste, compte tenu de Phétérogénéité du niveau et de la formation des éleves
accédant aux classes de Premiére C et E, & mettre 'accent sur les notions de base indispensables

pour une bonne assimilation des programmes de mathématiques et de sciences physiques du
second cycle.

® Le second vise a rendre moins abstrait et par conséquent plus vivant I'enseignement des
mathématiques en établissant dans la mesure du possible une relation permanente entre les
concepts, les méthodes de démonstration et leurs applications dans 1é vécu quotidien des éléves.

® [e troisiéme objectif est d’offrir aux éléves et aux maitres un instrument qui permette, d’une
part, la transmission et ['acquisition graduelles du contenu du programme et, d’autre part, I’auto-
entrainement des €léves grace a des exercices progressifs et des problémes variés capables de
tester en permanence le niveau de compréhension et de maitrise des notions fondamentales.

Nous sommes conscients que malgré I'importance de 'effort consenti par les auteurs de ce
manuel des imperfections demeurent que nous demandons a tous les utilisateurs de nous signaler
afin de pouvoir y apporter les améliorations qui s'imposent 4 'occasion des prochaines éditions.

L'IRMA est ouvert a toute contribution susceptible d’enrichir le contenu et la forme des
manuels de sa collection.

Saliou TOURE
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Remarques préliminaires

Conformément 3 I'esprit du nouveau programme, nous avons tenu a réserver, tout au long

de ce manuel, une part importante au travail personnel de I’éleve grace a des questions et a des
exercices intégrés au cours,

B Les questions, dont les réponses complétes figurent a la fin de chaque chapitre, visent a
faire découvrir par I'éléve, sur des exemples simples, une nouvelle notion ou un théoréme.

Une telle question est alors suivie de la définition générale ou de la démonstration (sauf
quand le résultat est admis) et de I'énoncé du théoréme étudié. Cette définition ou ce théoréme
est éventuellement complété par des remarques et une méthode pratique permettant a I'éléve

dutiliser efficacement I'énoncé cité. Chaque « méthode pratique » comporte un exemple entié-
rement traité.

Les exercices qui font partie intégrante du cours ne sont que des applications directes de la
notion ou du théoréme venant d’étre introduit. Ils permettent a I'éléve de contréler qu’il a

correctement acquis la nouvelle notion en s’aidant éventuellement des indications de solution
qu’il trouvera 2 la fin du chapitre.

De plus, & la fin de chaque tome, figurent des sujets de recherche. Ces problémes pouvant
parfois conduire I'éléve, non limité par le temps, A découvrir une notion prolongeant le cours
mais non explicitement au programme de la classe de Premiére.

Les Auteurs

VII



PROGRAMME DE 1" CET E

(6 heures hebdomadaires)

ALGEBRE

Applications
— Applications injecti jecti ij
. Ives, surjectives, bijectives icati ' ' iti
s , surj » Dijectives | applications réciproques ; composition des
— Restriction d’une application.
— Image directe, image réciproque.

Fonctions polynémes

— Généralités.

— Factorisation. Pratique de la divisi
— Zéros d'une fonction polynéme.

— Signe de f(x) suivant les valeurs de x, f étant une fonction polynoéme.

on euclidienne sur des exemples.

Equations, inéquations, systémes

- Equations et inéquations du second degré.

— Equations et systémes d’équations du 1° degré dans R

— Problemes se ramenant i la résolution d’équations, d’inéquations et de systémes.

ANALYSE
Fonctions numériques
— Comparaison de deux fonctions numériques.

— Opération sur les fonctions numériques.
2 Fonctions associées a une fonction f :

x = f(x—a) x = |f(x)|
x> f(x) + b x = flkx)
x — kf(x)

?;Parité ; périodicité ; ensemble d’étude.

Etude locale d’une fonction numérique

% Limite et continuité d’une fonction en un point.

5 Limite a gauche, limite a droite.

+ Fonction dérivable en un point, nombre dérivé, approximation par une fonction affine.

~ Interprétation géométrique du nombre dérivé ; équation de la tangente en un point de la
courbe représentative d’une fonction.

¥ Nombre dérivé a gauche, nombre dérivé a droite.

~ Régles de dérivation de la somme, du produit, du quotient de fonctions dérivables en un
point.

IX
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nction numérique

: lobale d’une fo
Bl g ur un intervalle. ¢

— Fonction dérivable s
Fonction dérivée. . _
_ Dérivation des fonctions sl
_ Fonction dérivée d'une somme,
fonction du type :

nus et cosinus.

d’un produit, d'un quotient de fonctions dérivableg y d’

Une

ax + b), f étant dérivable.

x> f ; L.
o variation d'une fonction f dérivable sur un intervaie
]

— Enoncé du théoréme donnant le sens d

a partir du signe de [(x).

Etude de quelques fonctions
Fonction polynome f dont on peu ‘
Fonctions homographiques (asymptotes parallél

Fonctions x = [E% o avec a # 0 et d # 0 (exemples d’asymptotes obliques).
ax =+ e

> . - 4
Fonction rationnelle f dont on peut déterminer le signe de f (x).

t déterminer le signe de f'(x).
es aux axes).

Primitives de fonctions usuelles

. . 1 i, -
— Monémes, sin, cos, x = — avecn € N — {1} et leurs combinaisons lin€aires.
X

Suites numérigues

— Suites arithmétiques, suites géométriques.

— Suite définie par une formule de récurrence.

- Su@tes monotones ; comparaison de deux suites.

- Suites convergentes (on admettra les théorémes sur les suites convergentes).
— Initiation au raisonnement par récurrence.

ACTIVITES

; S:nmbili;ation aux méthodes numériques :
: Eppmxlmanon des zéros d'une fonction numérique.
ncadrements des nombres réels.

L 4 i
Calcul d'une aire par la méthode des rectangles.

STATISTIQUES, DENOMBREMENT, PROBABILITE
- Car_actéristique de dis
~ Séries statistiques 3 dey

= Introduction ¢1¢

’ mentajg
I’hypothése d’éq SIe qux

: babilitéc -
uiprobabilitg. Fonsbilites ;

P
événements, probabilité d’un événement dass

o



GEOMETRIE

Geéométrie plane

Angle orienté défini & partir d'un couple de vecteurs.
Coordonnées polaires d’un point,

Distance d'un point 2 une droite.
Vecteur normal 2 une droite.
Relations métriques dans le triangle.
Recherche de lieux geométriques.

Projections, isométries, similitudes : propriétés géométriques, expression analytique, image

de figures simples, utilisation de ces applications du plan pour la résolution de problémes de
construction ou de configuration.

Géométrie de I’espace

Repérage d’un point dans 'espace.

Technique de représentation par projection orthogonale sur deux plans perpendiculaires (géo-

métrie descriptive) : représentation d’un point, d’une droite, d’'un plan ; intersection de droites
et plans ; droites et plans orthogonaux.

Vecteurs de I'espace : définition, opérations, base.

Produit scalaire : définition, propriétés, bases orthogonales, bases orthonormées, expression
analytique dans une base orthonormée.

Droites et plans :

caractérisations vectorielles, équations cartésiennes, représentation paramétrique, vecteur

normal a un plan, distance d’'un point & un plan, étude analytique du parallélisme et de
I'orthogonalité de droites et de plans.

Approche géométrique de projections, translations, homothéties.

ACTIVITES

Produit vectoriel dans un espace orienté.

TRIGONOMETRIE

Calculs sur les angles orientés (définis a partir de couples de vecteurs) ; calculs sur les mesures
de ces angles orientés.

Formules usuelles de transformations.

Equationsdans R : sin x = a,cos x = a,tg x = a.

Equations se ramenant aux cas précédents. ' _ |
Equations : @ cos x + bsin x te= 0. Inéquations tt:lgonomét.nques_
Etudes des fonctions sinus, cosinus, tangente et fonctions associées.

X1
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Fonctions - Appl

1

Il. FONCTIONS NUMERIQUES DE LA VARIABLE REELLE

|. GENERALITES

lites

éneéra

G

1

thonormé (O, I, J) est la suivante :

-

Soit h : R — R la fonction de la variable réelle dont la courbe représentative (C) dans
un repére or

1) Image directe
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Mathématiques premiére C et E - Analyse

Question 1 | Quel est I'ensemble de définition de la fonction h ?
Cherchons I'ensemble des images par la fonction h des éléments de I'intervajje

Pour cela hachurons la bande (B) des points du plan dont I’abscisse x est telle q

-3I<x=<2

Soit (C') = (B) N (C). L’ensemble cherché est I'ensemble des ordonnées des points
n

de (C'), soit 'ensemble
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Cet ensemb)
ST mble se note h(]-3 ; 2])

Question 2

Tr?uver Uensemble des
Sutvantes -

ot
vl O

L AE®-2:50, 1 g1, 3,61, R,

et s’appelle image directe de ]-3 ; 2] par la fonc-

images, par h, de chacune des parties de R

Définition

Soi
St}fent EetF deux ensembles,
Oit f une foneti

Soit A ype Partie de E, [

es images par f d image directe de A

£

le de définition Dy.
par f est la partie de F, notée f(A):

pres

et
) - 10us les €léments de AND

-

L u“tq,i



1/Fonctions - Applications

Méthode pratique
Pour trou

o ver I'image directe d’un i i
numérique f de a varm—_-_iable réelle—: g n intervalle de R par une fonction
* Soit on procede comme ¢j-

* Soit on utilise les
I'addition dans R.

dessus si I’on dispose de la courbe représentative (C) de f.

propriétés de la relation d’ordre par rapport 4 la multiplication et

Ainsi cherchong I'image directe de intervalle [=1; 3[ par la fonction f : R — R
' X > xz
Onal=1 53 =~I~Lad wjoys
Soit un nombre rée] x de [-1:0 s
? ¥ a—] b}
10 : 1], Cest-a-dire [ [, alors son carré est un nombre réel de I'intervalle

que :

) VXER [-1sx<0 > 0<x*=<1]
Deméme: VxeR [ 0sx<3 > 0=sx*<9]
D’oi : VXER [-1sx<3 > 0<x*<9
Done f([-1:3)c o 9 (1)

A-tonf([-1;3[) =[0; 9 ?

Pour cela étudions si [0 ; 9[ estinclus dans |t i HHHE B2
f([—1 : 3[), c'est-a-dire si tout nombre réel {5 G B 3
de l'intervalle [0 ; 9[ est le carré d’au moins SRt i 3
un nombre réel de [—1 ; 3[ ; or on sait : 555 H
que tout nombre réel de 0 ; 9 est le carré i i
de'deux nombres réels opposés : I'un dans {4 i 5
]=3 ; 0[, 'autre dans |0 ; 3[, et que le carré | P 531 dedsiin shase sy -+
de 0 est 0. R 8 B ﬁ
On en déduit que tout nombre réel de it RIS e
[0 ; 9[ est I'image d’au moins un nombre |5 S e R :
réelde [—1 ; 3[ etl'on a ainsi montré que : T HEe e S
[U : 9[ C f([-l 5 3[) (2) HHHA T :a :-'_E_:":".:_,_ _I
Enfin, des inclusions (1) et (2), on déduit ERisdiL ISR R 22 £ g
que : N
f([—1;3)=1[0;9] H N S§iiEE Eha i B

51 i1an penst siesy e
On vérifie graphiquement ce résultat a b JIHH S
I'aide de la courbe représentative de la  HiHErin AR S
fonction f : x = x* tracée ci-contre. S R i

R e

Eili . e, nnd i

2 -:_;_'_ ‘“::1"9— o £l y ST 3




Mathémangques premiére C et E - Analyse
1 g
Exercice 1 | Soitf :R—R
I x—2x+3
‘ Trouver les images directes par h des parties de R suivantes -
( A=[0;1],B=[-1;2],C={-2;0;1;2;3} ,D=R,

Exercice 2 | a) Soitg :R—=R
{ x—=x+ 1

{ Trouver g (J0; 2]) etg([-1;2])
! b)Soith:R>R___

3 x> v — 1

f:

' Trouverh ((1; 4]) eth (-2 ; 2]).

Le plan 2 étant rapporté au repére orthonormé (O, I, J), on considére
le carré ABCD ou les points A, B, C, et D ont pour coordonnées
respectives (1 ; —2),(2; =2) ; (2; =3) et (1 ; =3). '
Tracer I'image directe du carré ABCD pour chacune des 5 symétries
suvantes Sion, Si01) So. Sa) et Siay ot (A) et (A’) sont respectivement
les droites d’équation 1y = x ety = —x.

Exercice 3

2) Image réciproque
Reprenons la fonction h du début dy |
ne paragraphe et ch ; 4
dents par h des éléments de I'intervalle [1 ,'gB[I.J B
Pour cela hachurons la bande
que : 1 =y<3,
Soit (C”) = (F) N (C)
(C”), soit 'ensemble -

plane (F) des points du plan dont I'ordonnée y est telle

- L'ensemble cherché est I'ensemble des abscisses des points de

[=4:-21u]-1;0 _E_i
E ':::'!;:::T?E'T?T'Tg'r:r' 7 : . [U] P 2] L {7}
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1/Fonctions - Applications

Cet ensemble se note h™! ([1 -3 D et S’appelle Pimage récipquUB de [1 4 3[ par h. -

Attan.tioq, on veillera i ne pas confondre cette nouvelle notation avec celle désignant
I"application réciproque d’une bijection.

Question 3 Trouver I'ensemble des antécédents par h des éléments de chacune des
parties de R suivantes :
[5:6], [4;5] {2}, [-3;1], R
Définition |

. Soient E et F deux ensembles.

Soit f une fonction de E vers F d’ensemble de définition D;

| L'image réciproque d'une partie B de I'ensemble d’arrivée F par la fonction f est la
%arne de Dy, notée f~! (B) constituée des antécédents par f de tous les éléments de

Méthode pratique

Pour trouver 'image réciproque d’un intervalle B de R par une
tonction numérique de la variable réelle f d’ensemble de définition D :

" Soit on dispose de la représentation graphique de f et 'on procéde comme ci-dessus.
* Soit I'on résout I'un des systémes d’inconnue x suivants
SiB=[a,blonrésout:xE€D; a=f(x)=<Db

Si B = ]a, b[ on résout : x € D, a<f(x)<b
SiB=[a,blonrésout:xED; a=f(x)<b
SiB=]Ja,blonrésout :xED; a<f(x)=<b
SiB={b} onrésout:x€D; f(x)=b
SiB=]«,ajonrésout :xED; f(x)=a
SiB=|e.a[onrésout : xE€D; f(x)<a
SiB=la,—[onrésout :xED; f(x)>a
SiB=[a,—[onrésout :xED; f(x)=a

I.'image réciproque de B par f étant I'ensemble solution trouvé.
Ainsi, cherchons quelle est I'image réciproque de I'intervalle
Bégala[l, 4 parf:R— R

X > X

VxER (xef ' (B)&1=f(x)<4)
donc:VxER (Ef'(B)ol=x"<4)
donc:VxER (xEf'(B)el=xetx’<4)
donc:¥xeER GEF(B)S0=x*-letx’-4<0)



Mathématiques premiére C et E - Analyse

. _—‘—-"_'-—-.__-
On est done amené A résoudre le systéme d’inconnue x : :
xeR 0=@x-1)(x+1) (1
xeR x-2)(x+2<0 (11)

Soient S, et S, les ensembles solution des inéquations (T) et (II)
On vérifie A I'aide de tableaux que :
S;=]—= —=1JU[l;—>[etS, =] =272

-

=1

|
L

2

L’ensemble solution du systéme estdonc : S, NS, =] =2 ;- 1JU[1;2[

donc:¥VxeER (xef'B)oxe]-2;-1U[1;2]
donc: f ' ([1,4)=]1-2;:—-1U[1;2

Exerciced | Soitf :R— R
; XX —x—2
g Trouver les images réciproques par f des parties de R suivantes :
; A={0}) B=]-2,-]
Exercice 5 Soitg: R— R
= _)x + 3
X —
X+ 4

Trouver les images réciproques par f des parties de R suivantes :

(g
!

A=[-§—;2[ B =] &=; =6

mage réciproque du segment [AB] ot A (}) et B (3) par la projection

Exercice 6 i Le plan 2 étant rapporté au repére orthonormé (O, I, J) dessiner I'i
orthogonale sur la droite (A) dont une équation est : y — x =0

3) Restriction. Prolongement
On rappelle que :

. ——_

Définition

Soient E et F deux ensembles.

Soient f et g deux fonctions de E vers F d’ensembles de définition respectifs Dr €t
D,. La fonction f est égale a la fonction g si et seulement si :

e D¢ = D, et Yx €D, f(x) = g(x) _——’-"_J

’

e S - e
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Question 4 Dans ch .
-y Ru:: acun des cas suivants les fonctions considérées sont-elles égales ?
1- _{0;2}—}H €fg|.[R-—{0,2}—>R
X > kg _ 1 g T rz— 2
; £ K= — 2t
fz.[R—a[E etg,: R— RY
f.‘“"'x +2x + 1 i fib 2)P
3i[~4;4 —>R etg;:[—4:4 —R
i x> E(x)

Exercice 7 é Les fonctions f et g suivantes sont-elles égales
f:R->R g:R—>R

z* =i

Z 42

Zr Z =z -2

Exercice 8 Soient f, g et h les trois applications d’une partie A de R vers R définies

par :
VxEA f(x)=x;Vx€A gx) =[x;
vxe A - {0}

h(x) = 1eth(0) =0
Trouver A de facon que f, g et h soient €gales.

Question 5§ Soient f: R— R 2 etg:R—>R
=

x—1

* T P—x

Vérifier que f et g sont distinctes mais coincident sur R — {0 ; 1 ; 2}

e
x—2x

Plus généralement on rappelle que :

Définition

Soient f et g de
une partie de Dy

ux fonctions d’ensembles de définition respectifs D; et D,. Soit A
N D,. On ditquefetg coincident sur A si et seulement si :

Y% €A f(x) = g(x)

Dans chacun des cas suivants trouver la plus grande partie de R ol les

deux fonctions fet g coincident.
a f:R—=R g: R—R
x—4

Vx — 2

Exercice 9

K'—l‘\f;+2 X —
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b/ f et g sont définies par les représentations graphiques SUivantes .

P s 1 I ISR S Mot
. 1 ! 1 B0 i E-l—-& -
- II' 1 1 - b --_:"

1T

|l

T

1

T
I

Remarque

Soit f une fonction dune partie I de R vers R ; f est affine par intervalles si et seulement
Sl

son ensemble de définition est la réunion d’un nombre fini de singletons et d’intervalles
ouverts sur chacun desquels elle coincide avec une fonction affine.

Soit fla fonction affine par intervalles dont la représentation graphique est la suivante :

11
. S o
] I 14 IRe R panan
r t LS
t i 1
" T
2 aEats 2288 i
1 1
I 1 anm
HH B8t SEEREEEEG
- - . o * e "rw bd s &
AL BN RS 11 AT il w s SUNNL NN &
21 SR RET =g ) IR EE S =N ERREL BEA H s
HI 1 48 pepeh 4 il S EEREE R e
. + T #*
feettas B 4
|
T
1
IS 1
i :.]_.. :.:___ wEEE
i SEEEN i 1
1 1 -
H HH ] s nge
Hifian BEREN RERREEE H T T ]
Ban H A 1
i H '_;_‘_"'—: i It wH B R B - 1 |
i amh L-f: , HHH A ' -1 i
I HHEE - T ¥ 1 I
i I 1 L

f coincide sur [~1, 0] avecl\fl R—>R |
X—x+1 /
f coincide sur [0, Javect,:R—>R ‘' ~
X>]
f coincide sur [5. 6] avec f, : R — R

. Xt —x3
Hi(4) = ~Tetf(6) = 1

.
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—— -
X—x+1 | x> —x+3
On dit que g, est la restriction de fia[=1;0]
g, est la restriction de f, 3 [0;3] i
g; est la restriction de f, 3 [5:6] -
- = g}
Définition
%(;it fune fonction de E vexF, et A une partie non vide de son ensemble de définition
L'application g de A vers F qui coincide avec f sur A s’appelle la restriction de f 2
A et se note fj,.
On dit que f est UN prolongement de g a Df,
Ainsi, dans I'exemple précédent on a : &
fl-Lo0=& flo,3(=8 f[56=8
Remarques
I/ On constate qu'il n’existe qu'une seule restriction d’une fonction donnée a un en-
semble donné mais que, par contre, une fonction peut avoir plusieurs prolongements
a un méme ensemble donné. Ainsi on a vu que f et f, sont deux prolongements distincts
de g, a R. '
2/ 1l résulte de la définition précédente que la restriction d’une fonction f de E vers F,
a son ensemble de définition Dy est une application de Dy vers F que 'on veillera a
noter différemment.
Exercice 10 § Soientf:[-3;5]—= R etg:[3:4] - R
x> |x -1 + |2 — x| X+ 2x — 3
Quelle est la restriction de fa [0 ; 1] ?
L’application g est-elle la restriction de f a [3 ; 4] ?
Citer trois prolongements.de g a [1 ; 5].
4) Bijections it

a) Définition il
Soit g I'application de ]—3 ; 4] vers | -2 ;3]
dont la courbe représentative (C) dans le
repére (O, 1, J) est donnée ci-contre.

e b




J

TE_ &N i'a'-'.-'.l'!j"iﬂf'Ir!fﬂ'ﬂfff‘fﬁ'f{f’j,%
i,

e

s premiere (el L - ranwsges

satique
Mathémattq A ——

10

B
e —

ipd réel — par g c'es )
antécédents du nombre 5 par g c’est trouyer leage

Trouver ['ensem ble des

(3]
|

réciproque de 1

)

3 7
parg Ona:g” ((5H = e
e des antécédents de 2 par g est 'ensemble g™ ({2}) égal 3 (o)

]_2 : 3] et (Db) la droite d’équation y=p.
t 'ensemble des abscisses des points de Fi.

I~J

De méme I'ensemb
Plus eénéralement soit b un éliment de

L Scéde es
I'ensemble des antécédents de b par g des poin
semble (C)N(Dy,). 11 apparait grap]nqucmep{ que pour tout b de ]-2 ;3] ensemby,
(C)N(Dy,) est un singleton et donc que tout élément b de |—2 ; 3] posséde un et n seq]

antécédent par g dans |—3 ; 4].

Définition

Soient E et F deux ensembles. —
Une application f de E vers F est une bijection (ou une application bijective) si ef:

seulement si tout élément de F a un et un seul antécédent dans E.

On a donc montré graphiquement que I'application g ci-dessus est une bijection de
|-3 :4]sur]-2;3].
Une bijection de E sur E s’appelle une permutation de E.

Méthode pratique

1/ Pour montrer qu’ icati T
fion on montre (éventue uune application f de E vers F est une bijec-

11 i
tion d’inconnue x dans E t:a;ﬂfmt grap}uq'}em&m) que pour tout élément b de F I'équa-
:f(x) = b posséde une et une seule solution.

Ainsi, par exemple, montrons que I'application :

£:10,2] - J1,5]

. X x? 4
est bijective (on vérifiera que f est une applicati )1
. R on
oitb €]1 ;5] ; résolvons I"équation (¢) d’inconn
| . ue x :
(@) :x€ )02 ‘
() estEquivatentey o 10.' ]2] f(xz) =} ¢! orBh
(€) est équivalente 3 J XE o :2] xz " ik
) X*=b-1

Or, b appartient 3 I11;5]d

antf(*g}:(xE]ﬂ ;2] . J-b——___
OI:U{b_'lEJI. _—loux=_\m)

mm:ﬂ{ﬁ;:i52m~2£¢b

onc:0<b~1q

donc : vp — 1

dnc.\f'b 16]ﬂ,2]mais-v‘b-—1 %

{3;1&:_. 'ensemble des solutj : 10,2]
i ons de (%) gt
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*

On a ainsi montré que f est une bijection de 0 ; 2] vers ]1 ; 5].

2/ Pour montrer qu'une application f de E vers F n’est pas une

bI]ectton’Un exhibe au moins un élément b de F qui n’a pas d’antécédent par f ou qui
en a plusieurs.

Ainsi, par exemple, g : [-2 ;2] — [21,5]
X x“+1
nest pas bijective car 'élément 2 a deux antécédents dans [—2 ; 2] 2 savoir : 1 et —1.
Quant a I'application h - Ry — R
_ X > \x

elle n'est pas bijective car 'élément —9 n’a pas d’antécédent par h.

Question 6 St_:l_ir A={a;b;c;d}etB= {1 ;2 ; 3). Citer trois applications non
bijectives de A vers B. Existe-t-il une application bijective de A vers B ?
Plus généralement trouver une condition nécessaire pour que, E et F
étant deux ensembles finis, il existe au moins une bijection de E vers F.

b) Application réciproque d’une bijection

Soit f une bijection de E vers F. La relation de F vers E qui, & tout élément de F,

associe son unique antécédent dans E est une application appelée application réci-
proque de f et se note ; f

Ona:
VXEF Vy€EE (y=f'(x)&x=1(y))

Exercice 11 ) Trouver la plus grande partie A de I’ensemble de définition de f telle
que la restriction g de f & A soit une bijection. Trouver alors g™
) fiN>N b)) f:Z—7

X
n—n-—2 X —

AExercice 12 ¢ Montrer que les applications suivantes sont des bijections ; trouver

A

leurs applications réciproques.

a) f:RxR—=RxR b)g: RxR>RxR
(x,y) — (x+3,y-2) (x,y) = (y,x)
c) h:[[];z]—}[{);:;]

X > x°

Exercice 13 ¢ Soit f : B qﬁ -
X

o =
8x—="7

Trouver 'ensemble de définition A de f. Trouver 'ensemble image B

de A par f.

Soitg : A— B.
2x + 3

5x — 7

Montrer que g est bijective. Trouver g™,

X =

11
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! i i d’une bijection
i lication réciproque o
Propriété de I’app =
: I-fup e bijection de E vers F et f~! de F vers E son appli n
Soit f un '
sciproque on a : B
S Y beE VxEF[f!(x) = b& x = f(b)]
] - 3 d ns F ;
: ue, pour tout b de E I'équation d inconnue x ,-:t e
- momr?'(']( ]‘ b posséde une et une seule solution qui e
XEF X) =

1 ijective et que son application récij-
On a ainsi montré que f_’ est bijective (f_?)_l _ ¢
proque est précisément f, c’est-a-dire que

o

T : 1
- Sifest une application bijective de E vers F alors son application réciproque f™ est
| une bijection de F vers E. 1
L’application réciproque de f ! est f.

Théoréme

ws ]
d) Etude de la courbe représentative de Papplication réciproque d’une bijection d’une
partie de R sur une partie de R.

Question

Soit f Papplication de
=2, 3] vers [-2 : 2] dont
la représentation graphique
(C) est ci-contre. Exprimer
en fonction de x, l'image f{x) i
d'un nombre réel quel.- |
congue x de (=2 3]. Mon- &
trer que f esy bijective ¢

| ?
P
§ racer la coyrpe |
?
5
f
!
_5
5

représentatiye (C’) de i
dans [e méme repére que [

(C)

Trouver ype ransformagion i

S du plan op telle gue

S(C) = (),
(Le plan op Eltuny rapporté gy repeére orthonormeé (0, 1, J)).

Le plan o étant ra
que les courbes ¢

PPOItE au repg

epréscntatives

Prthonorme (0, 1, )

7

re
(C) et

(

jon
il est apparu dans la questio” |

a la premiere bissectrice (4) do

Plus généralemen Ona:
v M(}) e

At une équation dans Rest:y=x.

M(}) E(CJ¢=>(x €EEetye Fety = f(x))

: a
C) de fet de {1 sont symétriques parf PPo
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YM () E? M(}) €(C) © (x € E et y € Fetx =f(y))
VM () €2 M(}) €(C) & (x € E et y € Fet M'()) €(C"))
VME? MEC) s Sw(M) € (C)

ou Sy est la symétrie orthogonale par rapport 2 (A) définie par :

Say + P P
M(p) = M'(3)

Théoréme

SoiE f une bijection d'une partie E de R vers une partic F de R. Dans un méme
repére orthonormé du plan les courbes représentatives de f et de f~' sont symé-
{riques par rapport a la premiére bissectrice dont une équation est y = X.

Ainsi, par exemple la réciproque de la

bijﬁctiﬁﬂ £ [0 : 2] — [0’ 4} 1 Sric] IR EREE: ‘r.{ H : --IH-E——
! g B e R
st f [Us 41—)[{]' 2] .‘1:.:, H T FEHH 1 BISEs
X ix EEEELE
La courbe représentative (C') de ' dessi-  [igfiortia C i i g
née ci-contre, est la symétrique de lacourbe [ | fi A S
représentative (C) de f par rapport a la |3 SEHHiE 5:*;:“-','#‘7:1 H li
droite (A). R i R A R A e R e e
e

iR B it e

s e e et

BESE: EEITLREe N PR

i ’ 7 ‘;i ’ i FEH o :'zru_'_Er.:

el VAl R Ee et I fasesaa BEs iaais ix2d

ii t ‘:-;Ill” I.::Fln‘i",r 'r:_'_r_L f;.l

T

Exercice 14 | Soit f [Dapplication de

[0.1[ U {2} vers [0,2] dont e A

la représentation graphique ISR e R HE

C, dans le repére ortho- j i et S

normé (O, I, J) du plan est s ik i _ HE L T

la suivante, s B L R

Montrer que f est une bijec- i e B i

tion puis tracer la courz}e re- Hil J A i HE

présentative (C') de £ dans RS S e

! ce méme repere. R m{ EE it

RN o0 M s L R o

SRl I e B

% 1
X : LK} {2
G At R
i i R

13
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Exercice 15 | Montrer que les applications suivantes sont des bijections et trouver
leurs bijections réciproques :

o

1
f:[l_.Z]—}[E,II g:Ry— Ry
1 —

X > — X — VX
X

Le plan 2 est rapporté au repére orthonormé (O, I, J)

Soitf: P — P
M(}) = M°(G)

Exercice 16

Montrer que f est une bijection de P sur % et trouver sa bijection
réciproque.
Soit (€) le cercle de centre 0 et de rayon 3. Soit (%) le rectangle de

om0

Dessiner (€), (@), f(€), §(@), £(€) et (D).

o o e

N

5) Surjections

Question 8 | Pour chacune des applications suivantes I'ensemble image est-il égal a
( l'ensemble d’arrivée ?
ﬁ F Z— 7 fz:N—>N f;:[Rx [R—*IRIH
nea+ A n—=n+2 (x,y) = (2,y)
Q‘_“ Q fS R— [R+ fﬁ . [_212[_"{"2:_1:0:1}
¢ x = x x> x — E(x)
Définition

Une application f de E vers F est une surjection ou une application su‘rjéﬁﬁﬁé"#gt
seulementsiona : f(E) = F

Méthode pratique

1/ Pour montrer qu’une application est suri sctive

Soit f : E — F une application, comme on a f(E) C F, montrer que f est surjective
revient 2 montrer que I'on a F C f(E) c’est-a-dire que : ) -

VbeEF 3x€E f(x)=

14
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c'est-a-dire que :

Pour tout €lément b de F, I'équation d’inconnue x dans E :
XxEE,b={(x)
posséde au moins une solution.
Ainsi, par exemple, soit f : [—1 ;2] — [03;2]
X - V4 — x?

(On vérifiera que f est une application)
qutrons que f est surjective :
Soit b un élément quelconque fixé de [0 ; 2]
résolvons I'équation (€) d’inconnue x :
xE[-1:;2], V4-x=b
b € [0 :2] donc : b = 0. (¢) est donc équivalente 2 :

XE[-1;2],x*=4-1?

Il r[este a 'iroir si I'un au moins des deux nombres réels V4 — b* et — V4 — b” appartient
W =12

“ls-Vi-b=<2&6-1=<—V4-b
“l=-Vd-b<2e1=4—1
~-l=-V4-b =210 =3
—15-m52@u§5b52

(Regarder : : }

-3 0 IJilz

On a ainsi montré que, pour tout nombre réel b de [0 ; 2], le nombre réel — v4 — b?
appartient a [—1 ; 2] si et seulement si b appartient a [\E = 2]

De la méme maniére on a :
“1=W-b=260-b=2
1=W-b=204-1t =<4
~1=V-b=2&0=Dhb
-1=VW4—-p'=280=b=2

On a ainsi montré que, quelque soit le nombre réel b de [0 ; 2], le nombre réel
V4 — b® appartient a [-1 ;2]

deplus: YbE [0;2] (V4—b*=—V4-b &b =2)
En conclusion :
Si b est élément de [0 ; V3[ U {2} b posséde un et un seul antécédent : V4 — b
Si b est élément de [‘JE : 2[, b posséde deux antécédents : V4 —blet — V4 — b
L’application f est donc une surjection de [—1, 2] sur [0 ; 2]

2/ Pour montrer qu’une application n’est pas surjective :

On exhibe au moins un élément de I'ensemble d’arrivée qui ne posséde pas d’antécé-
dent par f c’est-a-dire que :

3beEF VxEE f(x) #b
E 15
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Ainsi, par exemple, soit 'application f : R— R
X > x°

f n'est pas surjective car —4 n’a pas d’antécédent par f.

Exercice 17 ¢ Les applications suivantes sont-elles surjectives ?

EN—’N N—{0;1;2;3;4}
{ n+>2" n— r ol r est le reste de la division de n par 5

Exercice 18 { Trouver la partie A de R telle que la fonction f définie par
f:[=1:;1]=> A
x vl — x°

e,

.E soit une application surjective.

Exercice 19 | Soit I'application f : R— R
{ X
{ S
: 1+x]
E Montrer que, pour tout nombre réel x, on a : If(x)| <1
3 L’application f est-elle surjective ?
Remarque

Soit f une application de E vers F. L’application qui coincide avec f sur E mais dont
I'ensemble d’arrivée est I'image directe de E par f, est une surjection de E sur f(E) que

I'on désignera également par f.

6) Injections

16

Question 9 | Pour chacune des applications suivantes trouver le nombre d’antécédents
d’'un élément quelconque de 'ensemble d’arrivée.
fi:R—>R L R—R fi: NxN—- NxN

t > x x—>2x+ 3 (x, y) = (3x, 5y)
fi - RxR—=RxR RxR—> R
(x,y) — (x, 1) (x, y) = 2x + 3y

Définition I
Une application f de E-vers Frest une injection ou,une applicationinjective si
seulement si-tout élément de I'ensemble d‘hrrivmde au .Plummﬁ».céggnl w}-\ﬁ nt
par
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e

Méthode pratique

1/ Pour montrer qu’'une application f de E vers F est injective :

On peut montrer que, pour tout élément b de F I'équation d'inconnue x dans E :
b = f(x) posséde au plus une solution (c’est-a-dire une ou zéro solution).

Ainsi, par exemple, soit f de [~2 ; 1] vers [~2 ; 1[ définie par :

Vxe[-2;0] f(x)=x
X
Vxe|0;1] f(x)=;:—1
(On vérifiera que f est une application)
Montrons que f est injective.
Soit un nombre réel b de [—2 ; 1], résolvons I’équation (€) d’inconnue x :
(©) xE[=2,1] , fx)=h
Soient f; et f; les restrictions respectives de f aux intervalles [—-2 ; 0] et ]0 ; 1]

L’ensemble (S) des solutions de (¢) est la réunion des ensembles (S,) et (S,) des solu-
tions des deux équations (€1) et (¢:) suivantes :

) xe[-2:;0],fix)=b
(&) x€10;1], fH(x)=0Db
Résolvons (¢,) : x € [-2 0], x=T

Comme b est élément de [—2, 1[ona :
S, = {b} pour tout b de [-2 ; 0]
S, = @ pour tout b de ]0 ; 1[
_ X
Résolvons (¢,) : x € 10, 1] , e b
b

(¢,) est équivalente @ : X € 10,1] ,x = s

b
1l reste donc & voir si 0 < b =lpour-2=b<l1

Pour cela résolvons le systéme d’inconnue b :

be[-2; 1] 0< E.3 et .. 1
L] ] l—b 1__b =
‘ e 2b — |
cest-a-dire : be[-2; 1, 0< = et, T 0

17
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—
d’oti les deux tableaux suivants :

b -2 0 1 b ~2 172 1
| e

b - 0 + 2b—1 0 +
T —]
1-b + + 0 1-b + 0

-1 = 0 + . 0 +

I-b 1 ) |

18

b 1
-2 —=18beE |0; —
vbe[-2;1 O<— ;D

1
On adonc : S; = @ pour tout bde [-2 ; 0] U ]-5- i |

S, = : bd 0'~1—1
3—{l_b}pourtout e ] f

En conclusion :

L’ensemble S des solutions de I'équation :
€ xe[-2;1],fx)=Db

est :

S = {b} si—-2=b=0
b 1
S={— 10<h=—
U Bi=b=sg

1
S=0 si;{b{l

L'application f est donc une injection de [-2 ; 1] vers [-2 ; 1[.

2/ Pour montrer gu’une application f de E vers F n’est pas injec-

tive :

On montre qu'il a:_v:iste_ au moins un élément de F qui a deux antécédents distincts dans
E, c'est-a-dire qu’il existe deux éléments distincts de E qui ont méme image par f.

dx€E 3Ix E€E (f(x) = f(x) et X #X’)

Ce qui revient & trouver deux éléments distincts
Ainsi, par exemple, soit I'application f : R — R

X —=x’ + 1
f n'est pas injective car f(—1) = f(1)

Remarques

On vient de voir que si f est une appﬁﬂaﬁgmdg:‘ﬁ,ﬂﬁ IS F -

(1) (f non injective) est équivalent a ;
~ donc : e

de E ayant méme image par f.
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(2) (f injective) est équivalent & : (V(x,x') EExE  f(x)=f(x) >x =x)
donc :

(3) (finjective) est équivalent a : (V(x,x') EExE  x# x> f(x) # f(x’)

d'ou :

Méthode pratique

Pour montrer qu'une application f de E vers F est injective en

utilisant la deuxieéme équivalence on se donne deux éléments quelconques x et X’ de E
d'images €gales et I'on montre qu'ils sont égaux.

Ainsi, par exemple, montrons que I'application f ci-dessous est injective
s Rq. —* R+
x—3x*+5

Soient x et X’ deux nombres réels positifs quelconques tels que f(x) = f(x’)
alorsona: 3 +5=3x2+5

done : 3(x*-x?) =0 '
donc: (x +x)(x—x") =0

donc:x=—xoux=x

donc : x = x’ car x et X’ sont de méme signe.

Remarque

La caractérisation (3) d’une application injective est d’'un emploi peu aisé sauf lorsque
f est une application strictement monotone d’un intervalle I de R vers R.
En effet, si f est strictement croissante sur I on a :

Vixx)EIxI (x<x = f(x) <(x'))
donc deux éléments quelconques distincts de I ont deux images distinctes.
Si f est strictement décroissante sur I, alorson a :

Vixx)ElxI (x <x’=f(x) > f(x")
et donc encore, deux éléments quelconques distincts de I ont deux images distinctes.
Ainsi toute application strictement monotone d’un intervalle I de R vers R est injective.
Par exemple : soit f : [1 ; 3] = R. f est injective car strictement décroissante sur [1;3].

1

Xtr—
X

Exercice 20 | Les applications suivantes sont-elles injectives ?

a/ N — N ¢ :R—-R
n— (—1)" x— (x + 1)
b/R— RxR d/ La projection orthogonale P du

x— (x + 1, 2x) plan % sur la deuxiéme bissectrice dont une
équationest :y +x =0

Exercice 21 { Soit 'application f : R_ — R
x> (x + 1)° ;
Trouver la plus grande partie A de R. telle que la restriction gde fa A
soit injective. '
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7) Nature d’une application

Etudier la nature d’une application f de E vers F c’est chercher a savoir si elle est
bijective, ou injective, ou surjective. )
1 ressort des définitions précédentes que, pour étudier la nature de f, il faut, pour un
élément quelconque b de F, évaluer le nombre d’éléments de I'ensemble §,, des solu-
tions de I'équation (¢) d’'inconnue réelle x :

(¢) xEE.f(x)=Db
En notant card (S,) (ce qui se lit cardinal de I'ensemble S;) le nombre d’éléments de
S, on obtient les trois caractérisations suivantes :
1/ (f est bijective) est équivalent a (pour tout b de F, card (S,) est égal a 11
2/ (f est surjective) est équivalent & (pour tout b de F, card (Sy) est supérieur ou égal
al).
3/ (f est injective) est équivalent a (pour tout b de F, card (S,) est inférieur ou égal a
1).
De ces trois caractérisations, on déduit qu’une application est bijective si et seulement
si elle est a la fois injective et surjective.
Si I'on dispose de la représentation graphique (C) de F dans un repére @ du plan,
chercher le nombre d’éléments de S, revient & chercher le nombre de points d’inter-
section de (C) et de la droite (D,) dont une équation est y—b=o0 dans R.
Ainsi, par exemple, étudions la nature des trois applications f, g et h dont les repré-
sentations graphiques sont données ci-dessous :

1:_;‘__'7 L rl HHH I*"T_'-:II_;:
i s
o u !
SHEHESHE f:[-1,2]—[0,2]
HEENEHE X > V4 — x°
i : f est surjective mais n’est pas injective
i
_—--a-lfc +
1 I:: El! .[-_::F

i
|
1
-
1
M
Hy ]
bR Baamy ML ua o
1

4 de ]—2, 2] vers ['U., 2[ _,g: -* :
est bijective - - e e il
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8) Composition des fonctions

T
S h de ]-2, 2] vers ]2, 2]
B h est injective mais n’est pas surjective.

On rappelle que, f étant une fonction de E vers F, g une fonction de F vers G, la

fonction notée g o f est définie par :
gof: E—>G

x = g [f(x)]
et s’appelle la composée de f par g.

Remarque

Soient idg et idg les applications définies par :
idg : E—> E idg: F— F
X — X X = X
Pour toute application f de E vers Fon a :
foidg=f et ideof=f

Exercice 22 | Soit f : [0 ; 2] — R définie par :

Vxe[0;1] fx)=x ; Vx€Nl;2] f(x)=-x+2

Soit g : [0, 1] — R définie par :

VxE[U;l] gx)=1 ; 1'4;"JEE]L 1] g(x) = x

Question 10

Tracer la murbe représentatwe (C)def dans un repére orthoncmné
(O, 1, J) du plan. Trouver ([0 ; 2]) , ([0 ; —]) et rl([-_- 1)

Pour tout nombre réel x de [0,2], exprimer g o f{x).

Soientf:R—-R , pg: R-al?erh R—-R

x—x+1 X — x> x*
X
Trouver u, v, k, et [ telles que :
u=gof v=hog
k=hou 1=vof.
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Remarque , .
Soient f une fonction de E vers F, g une fonction de F vers G et h une fonction de G
vers Hona : ho(gof) = (hog)of.

e e e
Question 11 § Soit f : R — { =R J
_ B
2
I
Montrer que f est bijective et roU ver .

- I
Trouver f~' o fet fof "

1ot iiection réciproque ! : S
Plus généralement soit f une bijection de E vers F de bijectio proq - trou

vons T lofetfof .

Soit x un élément quelconque de
Ona:x=f"(V)

or: T lof(x)=f"[f(x)]
donc: ' o f(x) =1 '(y)

donc:f 'of(x)=x

On a ainsi montre que :

Yx€E f_'uf{T:}=xd
cest-a-dire que : f' o f = idg . 5
;}ii; :;1.. e’galeq?s f~', g est une %ijection de F vers E de bijection réciproque g I égale 2
f, d’aprés ce qui précede on a :

E et y 'unique élément de F tel que y = f(x).

g._l 0g = ldF
c'est-a-dire : fof = idg

Théoreme

Soit f une bijection de E vers F de bijection réciproque { ' on a :
f'of=idget fof ' = id

KRemarques

I/ Soit f une application de E vers F. S'il existe une application g de F vers E telle qu¢
gof=idgetfog = idgalors f est une bijection et f~! = g.

20 On appelle involution toute application f d’un ensemble E vers lui-méme telle QU
fof = idg. Il en est ainsi par exemple de toute symétrie plane, ou de I'applicatio”
de " vers lui-méme qui & un nombre réel associe son inverse. Il résulte de la remarqu®
I'que toute involution est une bijection qui est égale 2 son application réciproque:

Question 12¢ Soientf:RXR—-R xR, g:RxR—-R XR

(x,y) ¥ (x, 2y) (x, y) = (x+1, y+3)
Montrer que f et g sont bijectives. . S
Trouver f' etg™!, Trouverf~ og™letg= o f!

; -—:
Trouver g o f puis montrer que g o f est bijective et trouver (§ 0 f



o

1/ Fonctions - Applications

Remarque

Sifestune bijection de E vers F, g une bijection de F vers G alors g o f est une bijection
de EversGetona :

(gof)' =f"og™

' Exercice 23 % Soient les quatre applications de R* vers R* définies pour tout réel x

non nul par :
. 1 1
i i) ="x, H®=-x fx)=— f&=-—
X X
Aprés avoir montré que o f, f, f; fy
chacune de ces quatre ap-
plications est une bijec- fy
tion, compléter la table de £
composition ci-contre 2
f5
fy
- 2 Fonctions numériques de la variable réelle \

1) Somme. Produit. Produit par un nombre réel.

Soient f et g les deux applications de [-2 ;
1] vers R dont les représentations gra-
phiques sont données ci-contre. (CH)

| Sachant que chacune de ces deux applica- TTTTEEd
tions coincident sur chacun des trois inter- {7l
valles [-2 ; —1[, [—1, O[ et [0, 1] avec une  Fi:
application affine ou une application poly-
nome de degré 2, exprimons, pour tout i
nombre réel x de [—2 ; 1] les nombres réels
f(x) et g(x).

R
ety
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Sur [-2 ; —1[ : f coincide avec 'application affine :
[f; : x> ax + b] telle que f,(—2) = — 1etf,(—1) =0
Onadonc:—-2a+b=—-let—a+b=0
donc:a=1letb=1
donc:f;:x—>x+1
Sur [~1 : 0[ : f coincide avec I'application polyndme de degré 2 :
[f; : x = ux® + ux + w] telle que :

1 1
fz("l) =0 fz(— "E‘) = -7et fg{ﬂ) =)

u-—v+ w=10
u v 1
Onadonc:{— - — 4 w= — —
4 27V 2

w=10(0

donc:u=2 v=2etw=0

donc : f, : x = 2(x* + x).
Sur [0,1] : f coincide avec I’application affine f; telle
que : f3(0) =2 et fy(1) = 1
dol :fy:x> —x 42
On procédera de méme pour g.
On résume les résultats dans le tableay ci-dessous :

X -2 = 0 1
f(x) x+1 2(x* + x) —x+2
g(x) -x +1 2 x+1
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Question 13

Question 14

Soit s [l'application de
[—2 ; 1] vers R qui, sur cha-
cun des trois intervalles [—2 ;
_I{J [_I y 0{: [0, 1]! coin-
cide avec une application
polynome de degré au plus 2
et dont la représentation gra-
phique est donnée ci-contre.
Exprimer, pour tout nom-
bre réel x de [-2, 1], le
nombre réel s(x).

Montrer que : Vx€[=2;1]
s(x) = f(x) + g(x).

Soient p et h les deux applications de [—2 ; 1] vers R dont les représen-
tations graphiques sont données ci-dessous. Sachant que p et h coincident
sur chacun des intervalles [—2 ; —1[, [—1, 0 et [0, 1] avec une fonction
affine ou une fonction polynéme de degré 2 montrer que :

Vx€E[-2;1] p)=flx)xgk)
Vx€[-2;1] h(x)=2f(x)

o e
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Définition

Soient f et g deux fonctions de R vers R et-smt k un ?D?bre.rée]'.
On appelle fonction somme des deux fonctions f et g la fonction :
f+g:R—R
x ~ f(x) + g(x) _
On appelle fonction produit des deux fonctions f et g la fonction
fxg:R—R
X — f(x) X g(XJ
On appelle fonction produit du nombre réel k par la fonction f la fonction ;
kf:R—=R
x—>kx f(X).

el —

Remarques

@ Siles ensembles de définition de f et g sont respectivement les parties D; et d,de R
I'ensemble de définition de f + g et de f X g sera D; N D,. Celui de k.f sera Dy

® [a fonction 1.f est la fonction f.

La fonction (—1).f se note —f

La fonction 0.f est la fonction qui, a tout élément x de D; associe 0.

2) Inverse d'une fonction
Soitg: R— R
X = g(x)
telle que : [V xEL8 g =x -1
VXEJe—;1]U]3 ;-] gx)=x*+1
De la méme maniére que pour la somme ou le produit de deux fonctions on définit

Iinverse de la fonction g par Ia fonction i telle que :

Xikr—
Question 15 | Montrer que i est une applic rf(x)d
lca
Soitf : R R on de R vers R.
X% —3x 42
Question 16

La foncti »
fonction de R yeys R qui a x associe L3 est-elle une application ?
On définit le quotient de |a
définie par :
g:R—>R
o 160
. g(x)
f

On note q = — 3
g

fonction f par 15 fonction g comme étant la fonction d .
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Question 17 ( Montrer que q est une application de R vers R.
Soit la fonctiont : R — R
)
f(x)

t est-elle une application ?

| Définition

| Soient f et g deux fonctions de R vers R. On appelle fonction inverse de la fonction
| fla fonction :

1
—:R—R
g

1

P
g(x)
On appelle fonction quotient de la fonction f par la fonction g la fonction :

X

f
| —:R—=R

: f(x)
X
X'—)ﬁ

Remarques

Ona:mf—=fx—1=

g
Soient Dy et D, les ensembles de définition respectifs de f et de g et X ’ensemble des

¢léments x de D, tels que g(x) # 0; l'ensemble de définition de

f
= est X, celui de —g- est D, N X.
g

3) Comparaison de deux fonctions i

el Il BBE-3 B

Soient f, et g, les deux fonctions de [—1 ;2] [ ; : E:
vers [ telle que :

i3 2 REpas babas M 4
o |
=1 s mprr e e 1
= e i H et il - 13 H
o e e sy b b bl il LRk R ol iy b

- L BT i sagdgiiiifs seae]iliil

(I
fl:x--vxz+1 _l_
g x> —x+3x -2 E""
Ll il i
HIE r r' |“ | _:;j,
I -
T P TR I sititn
Y. (IR S E (T
11 gL
T (Gey) T R i
1 diiifersslei byt rEHTE 1 i e

)
=
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Soient f, et g les deux fonctions de [-1 ;3]
vers [ telles que :

f, i x> xF— 1

g X 2x—2

3

e

i E %
)

iit :

b s
i
i

i

o

L

Question 18 { Que peut-on dire dans chacun des deux cas ci-dessus des positions rels-
| tives des représentations graphiques des deux fonctions considérées ?

Question 19 § Calculer, pour tout nombre réel x de [—1 ; 2] le nombre réel hy(x) égal
afi(x) — g (x)

Calculer, pour tout nombre réel x de [—1 ; 3] le nombre réel hy(x) égal |
4 fo(x) — gy(x) et trouver les ensembles S, et S, tels que : .
S1={xx€[~1 ;2] eth,(x) > 0)
S:={xixe (-] ;3] et hy(x) = 0}

On a ainsi montre que :

Vx € [-1;2] fi(x) > g2,(x)
et Vx € [~ 3] f(x) = £5(x)
On dit que f, est strictemen
_ t pl ¥ i
¢ meme on dit que £ est plEsu;rgrandE o i

o nde que (ou Supérieure ) g, et I'on écrit f, = 8
e el
IM

Soient f gt

£ deux fonctiong de me
F st ply, © Méme ensemple de définition D

r ¥
On dj e qTé B on erit £ g si et seulement si :
n dit que f eyt Strictemeng¢ PIus grang f(x) = g(x) e
Viep  TUegetl'on écrit f > g si et seulemen

1x) > g(x)
Rt‘marques\ _//J ’

!
® Si fest plug ;
€SUplus petite (re P. Strictemepy -

S lus . o qussi
> CS relations <ot ctement piyg peti::‘-) srande) que g on peut dire 3 g
m

. = b - < ﬁ i
riques de | variab] . ede“" relationg e fetlon ecrit g =1t (resp.- & w
e

» . 1’ .
1 d’ordre sur I’ensemble des fcmcl'-"""s :
e de définition p, :

28
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R

® Dans la suite on notera R I'ensemble des fonctions numeériques de la variable réelle
d’ensemble de définition D.

Question 20 § Soient f et g les deux applications de [-3 ; 4] vers R définies par

Vx€[-3;4]
fx)=x*=-x—-6
VXEI__S;‘H

X X
X)) = — — -
g(x) 2+2+3

Les deux représentations
graphiques de ces applica-
tions sont données ci-contre.
Ces deux applications sont-
elles comparables c’'est-a-
dire : 'une des deux est-elle
plus grande ou plus petite que
lautre ?

T : 1 -8 a0
SEERTY PRpey Pane{ [PTIY PIE] ST TTR FTIEY

Cas particuliers
Soit D C R et f appartenant a RP. Soit M un nombre réel et g 'application constante
telleque :g:D—R
x—M
Si f est plus petite que g on dit que f est majorée par M, ceci revient a dire que :
VxeD f(x) =M.
On écrit f = M et on dit que M est un majorant de f.

De méme on dit que f est minorée par le nombre réel m si f est plus grande que
I'application constante htelleque h : D— R

X+=1m

A : e
B e R B

ceci revient a dire que :
YxED m = f(x)
On écrit m = f et on dit que m est un minorant de f.

Définitions

Soit f une fonction numérique de la variable réelle d’ensemble de définition D.
On dit que f est majorée (resp. minorée) si et seulement si il existe un nombre réel
M (resp. m) tel que, pour tout élément x de Don a :
flx) =M (resp. m = f(x))
Si la fonction f est a la fois majorée et minorée on dit qu’elle est bornée.

-
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mples ci-dessous :

Considérons les exe

i

f:[-2.2]>R
x> —x + 1
Ona:f=2
2 est un majorant de f.
Et plus généralement tout nombre réel plus
grand ou égal a 1 est majorant de f.

T
i

i

.H';

E?{ 1T
!

RIS

T

[l

..:1

T ™ T a1 e :
s M fiR | S
ESIEEIEI=I Iz o :
FRISEISSEIMAAIEIIS REL S, R i
[:R=R i i)
1 R S
X —s — E-P_]i_‘i;' %;::_:__._;_:1—-1-.--. - + H_:" I
|X| B ”_‘;':::-'.l_ S T
Ona:f>0 HE S R I i
UE €St un minorant de f. £ st E
t plus gencralement tout nombre réel né- ]f i
gatif est un minorant de f. {EEE :

o

fH-—rR

Ona—1 =)<
f'est bornge, )s1
T(Jlf[ nombre rée
f;}aiﬂrant de f.
'(?UI nﬂmbr{: ré ] ' il
minorant de §. €l plus petijy que —1 egy i L
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Méthode pratique

1° Soit f un élément de R®, pour montrer que :

a/ Up nombn:: réel M donnée est un majorant de f on montre que I’ensemble des
solutions de I'inéquation : (x € D , f(x) = M) est D.

b/ Un nombre réel m donné est un minorant de f on montre que I'ensemble des
solutions de I'inéquation : (x € D , m = f(x)) est D.

c/ £ est bornée par les nombres réels m et M donnés on montre que I’ensemble des
solutions du systtme : (x ED ,m = f(x) = M) est D.

1
Montrons par exemple que 3 est un majorant de la fonction
1:R—R
1
x> +3

SaitS={xEH, = El]
x+3 3

Pour tout nombre réel x, ona : x* =0
x+3=3

X >

1
donc — e
xX*+3 3
On a ainsi montré que : S =R

. 1
c’est-a-dire que : t est majorée par =

2° Soit f un élément de R” pour montrer que :
a/ f est majorée il suffit de trouver
— soit un majorant de f
— soit une fonction g dont on connait un majorant et qui est plus grande que f.
b/ f est minorée il suffit de trouver
— soit un minorant de g
~ soit une fonction h dont on connait un minorant et qui est plus petite que f.
Soit par exemple, la fonctionk : R — [R|

sin X

x>+ 3

X —

Montrons que k est majorée .

On sait que la fonction sinus est majorce par 1 donc : pour tout nombre réel x on a :
sin X 1

s —

X +3 x*+3

¢’est-a-dire : k =t

1
Or t est majorée par 3 d’aprés ce qui précede donc : k est majorée.

3°/ Soit f un élément de B, il résulte de la définition que :

(f est majorée) est équivalenta (AIMER VYxeED f(x) =M)
donc :

(f n’est pas majorée) est équivalenta (VM ER 3IxeD f(x) > M)
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32

De la méme manicre
(f est minorée) est équivalenta (3mER VxED m={(x))

donc :
(f n’est pas minorée) est équivalenta (YmER 3IXxED m > f(x))
Soit par exemple, f : R— R

Xx—=>2x+3

Montrons que f n’est pas majorée
Soit M un nombre réel donné, il existe des nombres réels strictement plus grands que

le nombre réel - 5 soit x I'un d’entre eux, on a alors :

2x+3>M
cest-a-dire : f(x) > M
On a ainsi montré que f n’est pas majorée.

Exercice 24 ¢ Soitf :R— R
XX sin X

Les applications f| [0;1]» f' [—1; 1) et f| [—1l]+6, + 10"‘5'6']!
. sont-elles bornées ?

Exercice 25 )} Soitf :R— R
X
1+ [x|

?’Iﬂﬁtr er que f(R) C [-1, 1]. Citer des majorants et des minorants de
¢ f.

Exercice 26 { Soient f : T
{ Soientf:[1, > [>R et g:1051]> R

X F—
X

X = —
X
Montrer que f est bornée.

Montrer que g est minorée mais n’est pas majorée
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Reponses aux questions

Q1: D,=[-4;-21U]-1:7]

Q2: h(l-1;:;1)=12:4]
hi[-2:3])=[0;4]

hij<:-4) =0

Remarque : si A N D, = 0 alors on a h(A) = @
h({3: 6}) = {0}

h(R+) =[—2; 4]

Q3: h'(5:6) =0
h=' ((4:5]) = {1}
h™" ({2}) = {2}
= (}=8;1] = [-5 :7{
-
™' (R+) =[~4;-2]U)=1;3]U[6; 7]

Q4 : = Puisque, pour tout nombre réel x différent
delelde2ona

1 -2

x x-2 x-2x
et que f, et g, ont méme ensemble de départ, et
meme ensemble d'arrivée, onaf, = g,.

« Puisgue f, et g, n'ont pas méme ensemble d'arri-
vée,onaf, # g,.

= {, et g; ont méme ensemble de départ et méme
ensemble d'arrivée, et pour tout x € {—4, -3, -2,
-1,0,1, 2, 3, 4) on a fy{x) = ga(x) ; mais ceci n'est
pas verifié pour tout x de [—4 ; 4], par exemple

1y 1 1
Bl | = = etga(—z-) = 0 donc f; # ga.

On rappelle que, x étant un nombre réel donné, E(x)
est I'unique nombre entierntel qguen=x<n+1

Q5: D;=R-{0,2},D,=R - {0,1) doncfetg
sont distincts ; mais pour tout nombre réel x élément
def® - {0,1,2}ona

1
f(x) = g(x) = —
(x) = gx) =~
Q6 : Parexemplef, : A— B définie par son graphe :

{(a,1) ; (b,1) ; (c.2) ; (d,3)}
{2 : A— B de diagramme

. *
i
A B
ou f, : A— B définie par le tableau :
x | a b c d
x) | 2 2 2 2

Non car A a quatre éléments el B n'en a que trois,
donc nécessairement il y a deux éléements au moins
de A qui ont la méme image.

Pour qu'il existe une bijection de E vers F il faut que
F ait au moins autant d'éléments que E (card F =
card E) afin qu'un élément de F n'ait pas deux an-
{écédents ; de plus, en considerant la bijection ré-
ciproque, il faut aussi card E = card F, Finalement
pour qu'il existe une bijection de E vers F, il faut que
E et F aient méme cardinal.

Remarquons que card E = card F est une condition
suffisante pour I'existence d'une bijection de E vers
F (par exemple, au p*™ élément de E on associe le
p*“™ élément de F) mais ce n'est pas pour cela que
toute application de E vers F est bijective, par
exemple

E={abcd} F={1,23,4},f:E—>

X —1

n'est pas bijective.

Q7: | VxeE[-2:-1] f{x)=x

Yxe[-1;0] fix) =%+ 1
VYxe]0;1] fix) = —x
Yxe]1:3] f{x}-—-x%l-

D'aprés la figure donnée, il est clair que, pour tout b
de[—2; 2] la droite D, d'équation y = b coupe la
représentation graphique de f en un point et un seul,
donc f est une bijection de [-2 ; 3] vers [-2 ; 2]

Ybe[-2;-1],VXE[-2;-1b=x<x=0b,
doncf™'(b) =b

Ybe[-1;0,¥xE€]0;1]b=—-x<x=—b,donc
f~'(b) = —b

VbeE[0:1,VxE[-1;0lb=x+1&x=b-1,
donc ~'(b) = b—1

Vbe] 2, VxEN: 3b=
donc f~'(b) = 2b—1

s est la symétrie axiale orthogonale d'axe

la premiére bissectrice c'est-a-dire la droite D
d'équation y = x

X+ 1

X =2b-1,
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= = s
——
Q8: = Pourf,, oui T
* Pour f,, non car f.(fN) = B—{0, 1} | xER - {-2} y-—1“
* Pour f;, non car f(R x B) = {2} xR (graphique- Deplusona
ment, 'ensemble image est représenté par la droite 3-2y
dont une equation est x = 2) VyeR - {1} —}F:T_-_za 3=2

* Pour f,, non car 1,(Q) = Q.
* Pour f;, oui
= Pour f;, oui

Q89 : = Pour f, tout nombre réel strictement positif

b a deux antécédents : b et — \b

Le nombre 0 a un et un seul antécédent : 0 aucun
nombre réel strictement négatif n'a un antécédent
« Pour f;, tout b a un antécédent et un seul et c'est
BE—-3

2
= Pour f,, tout couple (u, v) tel que u soit divisible
par 3 et v soit divisible par 5, a un antécédent unique :
u v
{ - )
tout couple (u, v) tel que u ne soit pas divisible par
3 ou v ne soit pas divisible par 5, n'admet pas d'an-
técédent.
* Pour f,, tout couple (u, v) tel que v = 1 a une infinité
d'antecedents : tous les (u, y) avec y réel
Tout couple (u, v) tel que v # 1 n'admet aucun an-
tecadent. j
* Pour f;, tout nombre réel b a une infinité d’anté-
cedents : tous les couples (x, y) tels que 2x + 3y =
b (graphiguement, I'ensemble des antécédents du
nombre réel b est représenté par la droite D, dont
une éguation est 2x + 3y = b)

GlU:D,=H DBER- D‘h=|H

urR—=R D, =R-{-1) (u(x) existe si et seu-
1 lement si f(x) € D,, donc u(x)
s x4 existe si et seulement si
x+1#0)
v:iR—R D =R
1
X = F
k:R—R Dy = R—{-1}
2
xH[LJ
x+1 .
|H—}H D;=R_{_1}
1
e (x+1)°

k = | c'est-a-dire ho(gof) = (ho g of

Q11: Soity € R —~ {1} résolvons I'équation d'in-
connue x

X+3
E)xeR-{-2}),y=—

x+2
(E) est équivalente &
XER-{-2),xy-1)=3-2y
comme y # 1, (E) est équivalente a

dong, touty € R — {1} a un antécédent et un gey|
dans R — {—2}, c'est —_y—f :

f est bijective et sa bijection réciprogue f~' est déf.
nieparf' : R — {1} -—»? - {-2)

X - =
Xx—1
3—222
i wifenl f= =
Soitxe R — {-2} (' of)(x) 5
X+2
= X
donc f™' o f = idg — -y
3-2x
—u—1 +3
SoitxER - {=1} (fof™")(Xx) = ——
3-2x
——42
x—1
=X

donc fo f™ = idy _ 4

Q12 : tout couple (x,y) de R x R a un unique an-
tecédent par f qui est (x, —;—}

tout couple (x, y) de R x R a un unique antécédent
pargquiest(x — 1,y — 3)
dol f': RxR - RxR

xy) = (x, gb

etg™': RxR — RxR
L (xy) — (x—1,y-3
Flog™ :RXR - RxR

(xy) = (x—1, %3)
g'of":RxR=— RxR
(xy) = (x—1, ; -3)

(remarque : ™' o g™ g 'of™)
gof:RxR— RxR
(X,y) = (x+1, 2y + 3)

Tout couple (x,y) a un unique antécédent par o
qui est

-3
(x-1, Y—E-}. doncon a
(o) : RXR — RxR
(xy) = (x — 1, F;—a]
Ainsi (g o )~ = 1 og™
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Q13
X -2 -1 0 1
sx) 2 | 2¢+ax+2 | 3
x  |=2 -1 0 1
f(x) | X+1 2(x%+x) -X + 2
g(x) =% +1 2 %+ 1
ffx)+g{x) 2 2x%42x 42 3
Q14
X - -1 0 1
p(x) ~x?+1 at+ax | —xix+2
X -2 -1 0 1
f(x) X+ 1 2% + 2x ~X+2
gix) =X+ 1 2 X+ 1
f(x)xg(x) -X%+1 4x%+4x = x4 x+2
X -2 -1 0 1
hix) 242 | ad+dx | -2x+4
% -2 -1 0 1
{x) X+1 2x7+2x -x+2
2f(x) 2%+2 42+ 4x —2X+4
Q15: i
VxeE: 3] ix)=——
_ x—1
I est definie par 1
Vxell:i8] i) =7~
or:¥xe]1:3] x—1#0

donc pour tout x de ]1 ; 3], i(x) existe (et est unique
dans R).

et:¥Vxe]1;3 x¥*+1>0 .
donc pour tout x ¢ ]1 ; 3], i(x) existe (et est unique
dans &).

Donc i est une application de R vers R.

Q16: VXxER fx)=0x¥-3x+2=0
Sx—-1)(x-2=0

exe{1:;2)

1 2 ;
done T n'est pas une application mais une fonction
dont I'ensemble de définition est & — {1 ; 2}.

Q 17 : Puisque pour tout nombre réel x on a

fix
g(x) # 0 (cf question 15), gE{-x})
unique) pour tout nombre réel x, g est donc une
application.
Par contre t n'est pas une application car, d'aprés la
question 16, f(1) = 0 et f(2) = 0 donc t n'est définie
nien1nien?2.

existe dans R (et est

Q18 : Dans le premier cas, puisque, pour tout
nombre réel de [—1 ; 2], le point de C,, d'abscisse x
est situé strictement au-dessous du point de C;, de
méme abscisse, la courbe représentative de g, est
au-dessous de celle de f, (strictement). Dans le
deuxiéme cas, pour tout nombre réel x de [—1 ; 3]
le point de C,, d'abscisse x est situé au-dessous du
point de G, de méme abscisse.

La courbe représentative de g, est au-dessous de
celle de f, (au sens large, elles sont tangentes au
point (g).

Q19: VxE[-1;2] (0 =(*+1)—(—x*+3x—2)
=2x* - 3x + 3

VXE[=1;3] hyx) = (& - 1)—(2x — 2)

=x'—-2x+1
YXxE[-1:2] XES, &2 -3x+3>0
@2{1'—1]2+1—5]}0
4 16
d'ois S, = [-1;2]
¥Yxe[-1;3]

XES,&x*-2x+1=0
ex=-172=0
d'ol 8; = [-1, 3]

Q 20: fetg ne sont pas comparables car
g(0) > f(0) mais g(4) < f(4).

35



Mathématiques premiére C et E - Analyse

Reésultats .
ou indications des exercices

1/ 1(A) =[57];1(B) = [3,9)
f(C) = (1,5.7,9, 11} ; f(D) =[5 ; —{

2/ a) g(10.2)) = 11.5] ; 9((~1.2] = [1,5]
b) h([1.4]) = [0,3] ;: h([—2,2]) = [0,1]

4/ (A) = {—1,2);f7(B) = J=; O[U]1 ;=

27
5/ g7"(A)=[-6,-5[:g7'(B) = ]—4.—{}
7/ Non, car elles n'ont pas le méme ensemble de
définition.
8/ Aestune partiede {—1,0, 1} contenant 0
9/ a) A=R-{4) b)[-52,2(U[1,21U{-1}

10/ Utiliser le tableau suivant :

X y 1 2 o
ix = 1 1-x 0 x-=1 | x-1
2 - x 2-x | 2-x 0 x-2

f(x) 3-2x 1 1 1 2x-3

11/A = - {0, 1} A = ensemble des multiples

de 2
12/3) I7': RxR—=RxR
_xy) = (x-3,y+42)
b) g7 RxR—=RxR

(xy) = (yx)

Remargue : g est involutive
¢l h™':[0,4] — [0, 2]

X=X
13/g7" : R— {2/5) — R- {7/5)
X +3
X -
5x — 2
On vérifie que 7/5 n'a pas d'antécédent parg=',
14/177:[0,2[ U {2) — [0,1[ U {2)

x ®
telle que | I7'(x) = S si0<x<p

'(2) = 2

15/f7':[1/2,1] = [1.2] g7":R; >R,
1

X s x2

X - —

X

17/Non car 3, qui est impair, ne peut pas étre une
puissance de 2.
Oui car tout elément de {0, 1, 2, 3, 4} posséde
un antécédent qui est lui-méme.

18/B = f(A) = [0,1]

19/in'est pas surjective car 2, par exemple, n'a pas
d'antécédent par f.

20/a) Noncarf(2) =f(4) et 2 # 4
b) Noncarf(0) = f(—2) et 0 = -2
¢} Oui
d) Faire un dessin,

21/A = Je; 1]

22/ (yxe0 112] gofx) =1
VXE 12,1 gofix)=x
VXEN, 32] goflx) = —x+2
VXE32,2) gofix)=1.

23/ o f, f, fs A
f1 f1 - f2 f_g f-l-
fa f, f, fy fy
r:il fa f4 f, fz
fy fy f, f, fy

24/ Utiliser le faitque : Yx € R [f(x)| < x

25/ Utiliser 'exercice 19

26/Utiliser : x € R} (Dc:x=51@?:-311
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1/ Fonctions - Applicatio

-~

ns

Exercices

27 Trouver l'ensemble de définition des fonctions
suivantes :

f*rR—=R gﬂ—bﬂ
1 Vix — 1)®
o —e
X+ 2 — X+ 3 Xx—-1
h 7-[.'-—':!;;__ i:[-3;3]=R
W3 =2)(+1) 1
2_1. e — —
2" -3z +2 K

x — E(x)

28 Le plan étant rapporté au repére orthonormé
(O, |, J) dessiner dans % 'ensemble de définition
des fonctions suivantes :

fi@ =R g: P - R

L —x2 -
Vg [t A W PR,
y I =y v xyl =1

h:?2—=R

My =y =R =)

29 |e plan % est rapporté au repére orthonormé

(O, 1, J)
Soitf: % — R

M)~ =Yy -2 -2

Dessiner 'ensemble de définition de f.

Trouver l'image par f de la droite D dont une équa-
tionest:y+x-2=0,

30 Trouver une fonction de # vers R dont I'en-
semble de définition est l'intérieur, cbtés exclus, du
triangle (A, B, C) tel que A(}), B(3) et C(7).

31 Soitf:ZxZ—2Z ;
(xy) = (x+y) =0
Calculer f(1 ; —1), (1 ; —=3) et f(—2 ;?].
Quelle est limage directe de la partie s de Z x £
lelleque:st = {(pa)EZxZ.p+q=0}

32 Soient les fonctions t et g telles que :

f:R=R g:R—R
Ve — 1 v — 1
R — X = —
o+ X+ 1
Trouver les ensembles de définition de ces deux
fonctions.

Sont-elles égales 7 L'une d'elles est-elle la restric-
tion de |'autre a une partie de i que I'on trouvera ?

33 Trouver la restriction a l'intervalle [2 ; 3] de la
fonction

'fﬂ—:'}&
X+ |x* — 5% 4+ 6|

9 Soient
f:[-5:71 =R
A

34 Trouver la restriction aux intervalles [1 ;2] et
[2 ; 3] de la fonction
a: Ro R

X x—1]+[2-x|-|x-3|

)]35 Trouver la fonction constante g qui prolonge a
R la fonction
f:R—-R

X2 —5X+6

X > —————
x-2) @3-

36 Scientf:R— R et g:R—=R

X > sin TIx % g [x
Les deux fonctions f et g sont-elles égales ?
Que peut-on dire des restrictions a M defetde g ?

37 Quel est I'ensemble de définition de
fTR—-R
2% =1
[x—3| + |-x+2|

Trouver les images réciproques par f des parties de
R suivantes : {0}, {1:2} et{2; 3]

.""6

(x = 1)
Montrer que I'ensemble image de f est [% 2 _;[

etg:[-5:7] = R

x = Eff(x)]
Trouver g(—1,5) ; g(—3) ; g(TI) ; g(5)
En utilisant la courbe représentative de f dans le

plan % rapporté & un repére (O, it "j'). partager
f{[—5 ; 7]) en intervalles de la forme [n, n+1[ (ou n

est element de Z). En déduire la courbe représen-
tative de g.

X2 — 1

40 Soit f de I vers M qui, & tout nombre décimal,
associe le dernier chiffre non nul de son dévelop-
pement decimal. Trouver f(ID).

41 Soitf:[0;2]— R telle que
1
\fxe[ﬂ*.E] fix) =0

HxE]é-;?] fix) = x
Vxe[1;2] fx)=-x+2

Trouver f ((0;2)) ;1" ( % v ({0))
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42 Trouver une application f de ® vers R telle que
(R ={1;2;3).

43 Soitf: % —&
X =x-3y
M(}) — M'(7) tel que

y' = 3x — 8y

Le plan étant rapporté au repére (O, 1, J)

Soit (D) la droite dont une équation dans (O, |, J)
est

2% + 3y — 1 = 0. Trouver f(D). Tracer (D) et f(D)
SoitB = (M (}) € ?; 2 = x = 4}, Trouver {~'(B).
Dessiner B et f~'(B).

44 Soitg:[-3;2]—[-1;1]
2x

X —3
Quel esl I'ensemble de définition de g 7

X =

1
Trouverg™' ([0 ; E“

45 Soitf:R—R
P
guelle est I'image reciprogue par fde [2, —=[ ?

46 Soitg:BE—-R

X~ 4

x+3

quelle est l'image réciproque de 11,999 ; 2,001[ par
g?

X —

47 E étant la fonction partie entiére définie par
VkER VYnEZ (h=x<n+1&EX =n).
Déterminer les ensembles suivants

E(R), E(2), E(~6.2;3,4D ; E;E ; ;J,

; l'\"d»ﬂ Soit'ensemble E égal a {a, b, ¢} ;on considére

I'application f de 'ensemble P(E) des parties de E
dans lui-méme définie par

vxeEP(E) HX)=XU/{c}
a) Déterminer les images par f des ensembles sui-
vants :

@, {a}, {c}, {a,b}, {a,b,c}

b) Déterminer les images reciproques des en-
sembles suivants : 8, {c} , {a.c} , {ab} , {ab,c}

¢) L'application f est-elle injective ? surjective ? bi-

jective ? (justifier la réponse).

d) Soit B = f(P(E)). Trouver %

} Trouver une partie sl de %(E) telle que I'appli-
cation g de s vers 7 qui coincide avec f sur ,
soit une bijection. Trouver la bijection réciproque

deg.

%52 Soitf:R"— R

e) Citer deux prolongements de g & ?(E).

49 Soit E un ensemble. Pour toute partie X de E,
on désigne par X le complémentaire de X dans E,
Montrer que |'application ¢ de I'ensemble P(E) deg
parties de E dans lui-méme, définie par :

¥ X g P(E) c(X) = X -
est bijective. Quelle est son application réciproque ?

50 Soient (D) et (D) deux dg'uites du plan % de
directions distinctes et p la projection sur (D) paral-
lélement a (D).

1. Trouver p(#) )

2. Trouver |'image réciprogue du singleton {A} od
A est un point de (D).

3. Soit (A) une droite non paralléle & (D) ; quelle
est la nature de la restriction de p a (A).

51 Soientf: R, — R ,etg:Ri—[1,-]

x —» (x—1)2 X V% + 1

1) Montrer que f et g sont des applications
2) Montrer que f o g et g o f sont des applications i
et exprimer, pour tout nombre réel x de R, ,
fog(x)etgof(x)

3) L'application f est-elle bijective ? Pourquoi ? |
4) Montrer que g est bijective et trouver son appli-
cation réciproque.

¢ et
X

Discuter, suivant les valeurs du nombre réel b, du
nombre des solutions de I'équation d'inconnues X :

XER" f(x) =b
En déduire I'existence de deux parties E et F de R
telles que I'application g définie par :
g:E—=F
. x s f(x)
soit une bijection de E vers F.
Déterminer la bijection réciproque de la bijection g.

5 S L

%53 Soitf:[1;18] - [1 +10)

2 + 3x

X =

5
1) Montrer que f est une application. 4
2) Montrer que f est une injection. '
3) Montrer que f est une bijection et trouver sof
application réciproque f~".

54 Soitfde Z vers 7 telle que :

" ’ . n
® limage d'un nombre entier n pair as;“ = +4,

o ‘ (n=1)
limage d'un nombre entier impair estn —;

2
;nférifier que f est une application.
est-elle injective 2 f est-elle surjective ?
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55 Le plan 9 rapporté a un repére orthonormé
©. 1, J-\, on considére

§ P . \’;"

X' = 3x + 2y
M(3) = M'(§) tel que

y' = 4x + Sy

L application 1 est-elle injective ? surjective ? Bijec-
tive 7 (justifier les réponses).
Etudier de méme |'application g :

g.:;-r' .—‘:JP

) LFd '=3X—2'y
) = M'(7) tel A
M(} () tel que [y'=6x—4y

56 Soit 'application f de M vers N qui, & tout nom-
bre entier naturel, associe la somme de ses chiffres.
L application { est-elle injective 7 surjective ?

Soit la partie T de i telle que
T={neMN;3heN;n=3h)

Trouver {7'(T)

57 Montrer que I'application f définie par

f:R—=R

Xx—=(x—2)(x + 3)
n'est pas injective.

58 Soit une application d'un ensemble E vers un
ensemble F.

1) Montrer gue, s'il existe une application g de F
vers E telle que g o f = idg, alors f est injective.

2} Montrer que, s'il existe une application h de F
vers E telie que f o h = idg, alors f est surjective.

3) Montrer gue s'il existe deux applications g et h
deFversEtellequegof=id.etfoh = id-alorsf
est bijective etl'onah = q.

598 Soient { et g les deux applications de R vers R
telles que :

[¥x€E]+;3
IV x €]3;—|
[VxE]e:i1] glx)=x"+2x
IVxe)1:=[ gx)=x
Déterminer les fonctions suivantes ;

f+g,fxg,2f+3getfog.
Sont-elles des applications de R vers R ?

80 Soitf:R—R
sin x + 3 cos x
®+ 1
Trouver un majorant de f.

fix) = x*
fix) = 2x

81 Soitf:]0;1]—-R
1

X —
b 4
Montrer que f n'est pas majorée. Est-elle minorée ?

62 Soit un nombre réel b tel que 0 = b = 1. Des-
sinerla partie du plan % dans Iagualle se trouve la
courbe représentative de la fonction

f:[-1:1]—-R
X—=X+Db

63 Soitunnombreréelatelquei =a=2.
Dessiner la partie du plan dans laguelle se situe la
courbe représentative de la fonction
g:[-1;1]—-R

X ax

64 Soient a et b deux nombres réels tels que
1=a=2et0=Db = 1. Dessiner la partie du plan

dans laguelle se situe la courbe représentative de
la fonction

h:[-1;1]—=R
x—ax+b

~65 Montrerquef: R, — R

X— X sinx
n'est pas majorée.

X686 Montrerqueg:R— R
2 1
X = sin —
X
est bornée.

. 87 On considére les applications de & — {0, 1}
dans lui-méme définie par :

fy:x—=x farx

: i ﬁ- Hx—'l -
X="1 N
Lbix—m1=-x fixm .
X i
1 1 ¢

fy i — fo i ——

= X 3 1 =

Montrer que ces six applications sorﬁ bijectives.
Compléter le tableau suivant :

o f, fa fa fs fs fa
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2 Fonctions polynémeg

|. Généralités - )
Il. Division euclidienne d’une fonction polynéme par une autre

ll. Zéros d'une fonction polynéme
IV. Equations et inéquations du second degré
V. Equations et inéquations se ramenant au second degré

1 Geénéralités

Question 1 Soitg:R-R ___

(x+x*—1)* + (x=\x—=1)3 = 2
X = — —

%=
Quel est I'ensemble de définition D de g ?
Montrer, apreés avoir développé le produit (x — 1) (8x* + 8x + 2), queg

coincide sur D avec une fonction polynome f que 'on trouvera. Esci-cé
que g est une fonction polynéme ?

[

[ Définition
|
| Une fonction f de R vers R est une fon

| nombres réels ay, a;, a,... a, tels que :
— n T
XER fx)=ax"+a,_x"'4+ ... + a,x + a,.

|
Remarques ]

Toute fonction polynéme est définie sur R, c’est donc une application de R vers R.
Les (n+1) nombres réels ag, a,... a, s"appellent les « coefficients » de f. Sj le coefficient
a, est non nul on dit que f est de degré n et I'on écrit : d°f=p oy degf=n et I'on dit que
a, est le coefficient dominant de f. Une fonction polyndme de coefficient domina?
¢gal a 1 s’appelle une fonction polyndme unitaire. 1
La fonction nulle de R vers R qui a tout nombre réel x associe le réel zéro est la fonctio®
polynéme dont tous les coefficients sont égaux a zéro. Elle n’a pas de degré. i

ction polyndme si et seulement si, il existe des
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2/Fonctions polynomes
e

Exercice 1 Ecrire sous forme réduite et ordonnée le produit des deux fonctions

polynomes f et g définies pour tout nombre réel x par :

4 f(x}=x1+xw5+~€§+le:g(x)=x2+x 2 -2+ 1.
Exercice 2 Soient a et b deux réels, développer le produit (a+b)".

En déduire la forme réduite et ordonnée des fonctions polynémes f et
g définies par : f(x) = (x + 1)* , g(x)=(2x - 1)*

Exercice 3 Ecrire sous forme réduite et ordonnée le produit des deux fonctions

polynémes f et g données dans chacun des deux cas suivants :
1/ {x)=1-x gxX)=14+x+x*+.. +x""!
2/ fx)=x-2 gx)=x+2x*+4x+8

Méthode pratique

Pour identifier une fonction polynéme & une autre
Soient les deux fonctions polynémes f et g telles que :
VxER f(x)=ax"+a,-x"'+..+ax+a
VxER g(X)=bx"+b,_;x" '+ ..+bx+b,
avec a, et b, non nuls.

fet g étant deux fonctions polyndmes non nulles elles sont égales si et seulement si :
d°f = d° (c’est-a-dire n = m)

et, pourtoutide {0,1,...n}ona:a;=0b;

En particulier une fonction polynéme est égale a la fonction nulle si et seulement si

tous ses coefficients sont nuls.

Identifier une fonction polynéme g a une fonction polynéme f consiste a réduire et a

ordonner f(x) et g(x) et a traduire leur égalité.

Par exemple, montrons qu’il existe quatre nombres réels a, b, c et d tels que :

c d
ViER t'=a+bt+ . t(t—1) + - t(t—1)(t=2)
Ceci revient a identifier les deux fonctions polynomes f :
f:tmt?
c d
g:t=a+ bt+ Y t(t—1) + 6 t(t—1)(t—2)

En réduisant et ordonnant g on trouve :

e L 2 ¢ d
ViER g(t]=€t +(-—5--]t +(b—3+?]t+a
_d
. o
d'ol : & =7
(f=g) si et seulement si ﬂs_z_
& d
f}=b—5 +?
=a
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On a ainsi (f = g) si et seulement si (a=0b=1 c=6 et d=6)

Exercice 4 ) Trouver une fonction polynéme p du second
!

.

degré telle que -

p(0)=—1,p(-1)=—1letp(2) =1

ice 5 | Montrer que la fonction polyndme q : R— R
—— } q x> xt+ax® 4 1202 4 16x

+ 16

ey

{ telle que : q = r.1.

Exercice 6 ( Soitf: R—{1} — ?Eljil‘{1 SR T

x—1

X =

VxER - {1} f(x) = ax +

R

est le carré d’une fonction polyndme r que I'on trouvera, Cest-3-die

Trouver trois nombres réels a, b et ¢ tels que :

C
X -1

b +

2 Division euclidienne d’une fonction polynéme par

une autre

1) Factorisation d’une fonction polynéme

Soient les fonctions polynémes f et g telles que
VxeER f{x)=3x“—4x3-x2—4x+3
VXER  gx)=x4+x+1

que si q existe alors d°

alors a trouver trois nombres réels a, b et ¢ tels que :

YxER 3"4‘43(3‘X2—4x+3“(x2+x
. ; : = +1 2
En procédant par identification on trouve : ) (ax* + bx
XER  q(x) =3x - 7x + 3

| _'x‘—-\\\_

q = 2. Trouver q revient

i

Définition

Soient f et g deux fonctions polynémes. Onp d
g si et seulement si il existe une fonction poj

. = 8.9
cest-a-dire : Vx € R

i f X) =
On dit aussi que g divise f (x) g(x) q(x)

————
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Remarques

Si q existe alors elle est unique et on I'appelle le quotient de f par g, et, par abus de
langage, on dira que f(x) est divisible ou factorisable par g(x) et on a alors d°f=d’g+d°q.
[l en résulte que : pour que la fonction polynome f soit divisible par la fonction poly-
nome g il est nécessaire que le degré de f soit supérieur ou égal au degré de g.

Méthode pratiqu:‘

Pour trouver le quotient de f par g sachant que g divise f

lLa méthode générale consiste & procéder par identification mais lorsque les degrés de

[ et de g ne sont pas trop élevés (par exemple inférieurs a 5) on disposera, par analogie

avec la division de deux entiers naturels, les calculs de la fagon suivante :
Ona:ff:R—-R

g:R—-R
x—= 2% + 5% + 7 + Tx +3 X x>+ 2x + 1
2x' + 5 + T+ 7x + 3 X2+ 2x + 1

- q(x) g'(x) - -4 — 2% 2% +x 43

r'(x) x* + 5x% + 7x
= q5(x) g'(x) —x*—2x* — x q1(x) = 2x*

r5(x) 3x°+ 6x+ 3 q(x) =x
- @5 g(x) 3%~ 6x 3 qs(x) =3

r's(x) 0

Le monome de plus haut degré q’; du quotient de f’, par g’ est le quotient du monéme
de plus haut degré de " par le monéme de plus haut degré de g’.
q'» est le quotient du monéme de plus haut degré de r’; par le monéme de plus haut
degré de g’ ol 1’y est la fonction polynome { — q’,g’
Enfin g; est le quotient du mondme de plus haut degré de r’, par le monéme de plus
haut degré de g’ o1 ', est la fonction polynéme r'y — q’; g’
On a donc

f'=q'g avecq =q +q>+q}
On a ainsi montré que f est divisible par g’ et que le quotient est : x — 2x* + x + 3

De méme pour f : R— R etg: R—=R
x> 3 — a4’ — x>+ 4x + 3 X=X+ x+1
-4 —x*—4x+3 2+x+1
- g(x) qu(x) = 3x* = 3x" — 3’ I —Tx+3.
ry(x) —7x° — dx? — 4x
- £(x) ga(x) X + 7+ 7x qy(x) = 3%’
r,(x) 3}(:"’: +3x +3 q(x) = — 7x
— g(x) ga(x) = K=~ BX —3 qs(x) =3
ra(x) 0

f=qgavec:q=q, +q+qs
On a ainsi montré que g divise f et que le quotient est :
x—-3x*—Tx+3
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Soient f et g les deux fonctions polynomes telles que :
VxeER  f(x)=x"—2x"+ 19x - 28

VxER gx)=x—-3x+7 |
) Montrer que f est divisible par g et trouver le quotient.

Exercice 7

e T

Exercice 8 | SOItf:R—rilg,rzx3+4xg_3x+2

X — -
X*—x+1

Trouver I'ensemble de définition de f puis montrer que f est upe fon
' tion polynéme.

Exercice 9 ¢ Soient f, g et h trois fonctions polynémes et soit & un nombre rée]
| Montrer que si f et g sont divisibles par h alors f+g est divisible parh,
Montrer que si f est divisible par h alors af est divisible par h. :

2) Factorisation par (x — b) (b réel donné)
Question2 ( Soitf:-R— R

¢ Xx—=ax+a, aveca #(

; Trouver une condition portant sur les dewx réels ay et a, pour que f(.r).

{

soit divisible par (x — 2). Calculer alors f2).

Question3 | Soirg :R— R
’ X=ax'+ax+a,  aveca,# 0
) Trouver une condition portant sur les trois réels ay, a, et a, pour que g(x)
! ¢ Soit divisible par (x + 1). Calculer alors g(—1).

On rappelle :

- Théoréme
' Soit f une fonction polynéme et b un nombre réel
- f(x) est divisible par (x — b) si et seulement si : f(b) = ()

Exercice 10 { Montrer que :
) 1/ x46x°-Tx"+3x—3  est divisible par  x—1 et trouver le quotient

[ 2/ t'—4  estdivisible par  t—\2 et trouver le quotient

{ 13

;3 2z3~()zz+?2—2 est divisible par 7 — £ S et trouver le quo°
f 2 i
! tient "

$ &) ut=2u 3yl W ver
{ UW—2uw +v3u'+(1-23)u—=2  est divisible par u—2 ettrou

! le quotient

' 5/ xTH =1 est divisible par  x — 1 et trouver le quotient (oun est
§ un entier naturel)
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p———

Exercice 11 ( La fonction rationnelle g : R — R
" x? — 3x + 2

X
- (x = 1) (x = 3)
, coincide-t-elle sur R — {1 ; 3} avec une fonction polynéme ?

3) Division euclidienne par (x — b)

Questiond | Soit f et g les deux fonctions polynémes telles que :

;r ViER fl)=Ff+1t-1
E WwER gt)=1t-2
| fest-elle divisible par g ?

Soith :R—R

e f(r) — f(2)

Dites pourquoi h est divisible par g.

Trouver la fonction polynéme q telle que :
3 VIER  flt) = (t—2) q(t) + 5

Plus généralement soient f une fonction polynéme non nulle et b un nombre réel.

e Sif(b) = 0 alors f(x) est divisible par (x — b) et dong il existe une unique fonction
polynome q telle que :

vxeR f(x)=(x—Db)q(x)
On dit que g(x) est le quotient de la division euclidienne du dividende f(x) par le
diviseur (x — b).

e Sif(b) # 0 alors la fonction polyndme h définie par (Vx ER  h(x) = f(x) — f(b))

est telle que : h(b) = 0. Donc il existe une unique fonction polynéme q’ telle que :
YxeER h(x) = (x — b) q’(x)

donc: ¥x E R f(x) — f(b) = (x — b) q'(x)

donc: Vx € R f(x) = (x — b) q'(x) + f(b)

On dit que q'(x) et f(b) sont respectivement le quotient et le reste de la division eucli-

dienne de f(x) par (x — b)

Remarque

Le reste de la division euclidienne de f(x) par (x — b) est égal a.f{_b)_c’est-a-dire Lo
fonction polynome constante donc de degré égal 4 0, strictement inférieur au degré du
diviseur (x — b) a savoir 1. ;
On a ainsi montré que pour toute fonction polynome f et toute fﬂnglmn polynéme
lg : x 2 x — b] de degré égal a 1 il existe un unique couple (g, r) de fonctions polynomes
tel que :

f=gq+r1 avec 0=dr<d%
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4) Division euclidienne d’une fonction polynéme f par une fonction !-

polynéme g

On admettra le théoréme suivant :

|
Théoréme

(q. r) de fonctions polynémes tel que :
r=10

f=qg+ret [ou
O=<degr<degg

du dividende f par le diviseur g.

Soient f et g deux fonctions polyndmes non nulles. II existe un et un seul Cﬂnplei

On dit que g et r sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne

N

L
Méthode pratique
Pour effectuer la division euclidienne d’une fonction polynéme.
par une autre.

On utilise la disposition déja utilisée et 'on s'arréte lorsque le degré du reste est

strictement inférieur au degré du diviseur.
Ainsi, par exemple, soient :

f:R—=R ‘R—R
X2+ 5 - 2%+ 1 2 x—2¢—3x+1
2P+ 58 — X+ 2x + 1 2x*—3x+1 =
| —2x*+ 33— %2
i 5
8x* — 2x% + 2x e
— 8x° + 12x% — 4x
10x% — 2x + 1
— 10x* 4+ 15%x — §
13x -4
On a donc :
s Vx ER zx"+5x3-x2+2x+1=(2x2—3x+1)(x2+4x+5)+(13x—4l
: soit f=gq+r
' avecq: R— R r'R—-R
: Xx x> +4x+5 X = 13x - 4
; et dr<d’
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Exercice 12 |

| [rouver le quotient et le reste de la division euclidienne de la fonction

. polynéme f par la fonction polynéme g dans chacun des cas suivants :

U f()=x"+4x +2x—1
0 3 () =5x"-3x +x*~Tx +1

1/ T(x]=x"'+4x2+2x—l g(x):x—-l

g(x)=x"+2x—3

g(x)=x"+x—6
{4/ f(x)=5x"+2x )

)
Exercice 13 |

¢
§
{
{
{
?.

[

Exercice 14

Exercice 15

E
E
{

4 g(x)=x-1
5/ f(x)=x*+2x+1 g(x)=x"+3x?

Trouver deux nombres réels a et b tels que la fonction polynéme f
définie par (Vx € R f(x) = x* + 2x* + 3%’ + 4% + ax + b) soit
divisible par la fonction polynéme g définie par :

VxXER g(x)=x*—-5x +6.

Soient f et g les deux fonctions polynomes définies par :

VxER f(x)=x*+4x>+5x+1

VXER gx)=(x—2)°

Effectuer la division euclidienne de f par g. En déduire qu'il existe
quatre nombres réels a, b, c et d tels que :

vxeR-{2} & _ pips XHd

gx) (x = 2
Soit la fonction rationnelle définie par :
5% + 2x
VxeER - {1} f(x) = -

Montrer qu'’il existe trois nombres réels a, b et c tels que :

Vx € R — {1} f(x)=ax+b+x-i-—1
(On pourra utiliser la question 4 de I'exercice 12).

3 Zéros d’une fonction polynéme

On rappelle la définition suivante :

—

Définition

| Soient une fonction polynéme f et a un nombre réel.
~aestun zéro de f si et seulement si f(a) = 0.

Remarque

Soit f une fonction polynéme, résoudre I'équation d’inconnue x : x € R et f(x) = 0,
c’est trouver tous les zéros de f.
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Exercice 18 ¢ Trouver e no

_ﬁ
‘ T X suivantes :
Exercice 16 ) Résoudre les :;quahgn:-. d mco:ﬂllﬁ'ﬂ‘
:EI ]."er[FEl xj_ﬁx‘—F-]lx‘- o
] 3 =
{ 2/ XER, ¥—=-3x+2=0 . :
( (On vérifiera que 1 est une solution de chacune de ces deux équatmu;;

Questi | Soitf:R—R
uestion 5 Soit f f;—; B T4 £ 10— 35T fp o

Calculer f(1). En déduire qu'il existe une fonction polynéme q telle que.
| VXER ' f(x) = (x - 1) q(x) _
f: Calculer g(1). En déduire qu'il existe une fonction polynéme r telle que:
¢ VXER  f(y) = (x - 1) r(x)
i Calculer r(1). En déduire qu'il existe une fonction polynéme s telle que;
{ VXER  f(x) = (x — 1)? 5(x)
\ Calculer s(1)
§ Montrer que : ¥x € R ftx) = (x - 1) (x — 2)?

| Définition

| Soient f upe fonction polyndéme, a up nombre réel et n un entier naturel non nul,

| On dit que a est un zére de f d'ordre de multiplicité n si et seulement s f(x) est
' divisible par (x = a)" mais Pas par (x —a)" +1

N |

€ro d'ordre de multiplicité 3 et 2 un zéro d’ordre d¢

Dans I'exemple précédent | est 2
multiplicité 2 de f.

Remarques

" Soit f une fonetion Polynéme, on 4

ell LIo%, e 3 1 dE
Iéquation (E) : (xep, f(x) = 0), ror e idre te multiplicité d’une solutjon a

dre de multiplicité dy z€ro a de f.

Question 6 ,f? Df.s'cufer. Sutvant Jeg valeurs de
(

Exercice 17 lon polynéme Frxisyt o 3x* — 552 _ 13x + 6.
g:of( ;3 ;  En déduire ype factorisation de f(x).
s de f et Indiquer leur ordre de multiplicité.

mb ; le
nombre réej a do € réel k Pour que dang chacun deg cas suivants

(x - a)? nné soit yp z€ro double de f, puis factoriser f(x) paf

i v

n

(&)

.

(1

=

—

)
e

Exercice 19 g Trouver toutes les
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Question 7 Trouver, st elle existe, une fonction polynéme unitaire f de degré donné
n dans chacun des cas suivants :

Il f posséde quatre zéros simples —1, 1, 2 et 3 et n=4

2/ [ posséde deux zéros simples 1 et 3 et ces deux zéros seulement et n=4
3/ f posséde trois simples, 0, I et 2 et n=3

4/ f posséde quatre zéros simples, 0, =1, 1, 2 et n=3

e e S

Plus généralement montrons que si une fonction polynéme f admet p zéros distincts
Xp, X3 X, alors f(x) est factorisable par (x — x;) (x — xp)... (x — x;,)
x, ¢tant un zéro de f il existe une fonction polynéme q telle que :
weER f(x)=(x—x;)q(x)
X, étant un zéro de f, f(x,)=0 donc :
(X2 = %) q(x) =0

or : X, — x; # 0donc q(x,) =0
donc il existe une fonction polynéme r telle que :

VxER qx) = (x — x5) r(x)
donc:Vx€R f(x) = (x — x;) (x — x;) r(x)

En poursuivant ce raisonnement on montre qu’il existe une fonction polynéme g telle
que :

VxER f(x)=(x—xy)... (x — x;) g(x)

|
Théoréme

Soit f une fonction polynéme possédant p zéros distincts X, X,... x, alors f(x) est
divisible par (x — X;) (X = Xp)... (X — Xp).

Conséquences

Si'une fonction polynéme posséde p zéros distincts alors son degré est supérieur ou
égal a p.
Une fonction polynéme de degré n posséde au plus n zéros.

Exercice 20 ( Existe-t-il une fonction polynéme de degré deux ayant un seul zéro,
% celui-ci étant simple ?

Exercice 21 § Montrer que si une fonction polyndme de degré 3 posséde exactement
deux zéros alors un de ces deux zéros est double.

Exercice 22 | Existe-t-il une fonction polynéme de degré 4 possédant exactement

trois zéros simples 7

possédant 2 pour z€ro triple et —1 pour z€ro double.
Soit g la fonction polynéme de degré 3, de coefficient dominant 4 et
possédant 2 pour z€ro double et —1 pour zéro simple.

Exercice 23 | Soit f la fonction polynome de degré 5, de coefficient dominant 12 et
l Montrer que f est divisible par g et trouver le quotient.
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- e
Exercice 24 ﬁ Soit f une fonction polyndme de degré 6 _posséc[ant 3 comme zéro sim
—1 pour zéro double et 2 pour zéro triple. Oue:l:s sont les zérog g,
. fonction polynoéme f x f, préciser I'ordre de multiplicité de chacyp
! z6ros trouvés.

4 Equations et inéquations du second degré

1) Zero d’'un trinome du second degré

Question 8 | En écrivant éventuellement sous sa forme canonique chacune des fop
. tions polynémes f de degré deux suivantes trouver les zéros éventuels |
o [ ainsi que leurs ordres de multiplicité

{ L frx—>28" -9 4 frum i +u+l
(2. feymy =23y +3 5 frt- 32+ 16
; 1
y 3o frz— 222 =524 3 6.f:wl->n2w2—2w+¥
I ressort des exemples précédents qu’une fonction polyndme de degré 2 peut avoir (

1 ou 2 zéros.
Plus généralement soit f : R — R
x> ax’ + bx + ¢ (a # 0)

b\’ b? - dac
wer mafes 2 ¥
i |~ R+

on a4 :

d'ol : sib® — 4ac = 0 alors f posséde un zéro double €gala — %

si b’ — 4ac > 0 alors f posséde deux zéros simples :
~b+ Vb —dac —b- bl- 4ac

- 2 za 1 2a
si b — 4ac < 0 alors f ne posséde aucun zéro.,

| ——
' Théoréme

,[ Soit f : x e ax’ + bx + ¢ (a # 0) une fonetion polynéme du second degré, le réel
A égal a b° — 4ac s’appelle le discriminant de f.

51 : A = Oalors f posséde 1 zéro double égal & — 2
2a
Si A > 0 alors f posséde 2 zéros simples qui sont -

—b+ VA VA
e .
2a 2a

Si A < 0 alors f n’a pas de zéro.

-
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Remarque

Toute fonction polyndme de degré 2 dont le coefficient dominant et le coefficient

iu}n:;;nom:: constant sont de signes contraires posséde au moins un zéro (car alors

Exercice 25 Trpuver. s'ils existent, les zéros des fonctions polynémes de degré 2
suivantes -

Vx—=>x>—6x+5 . blumut+u+l

2/t 2 SO2F B+ V6 7 x> 3 - Tx + 2

3 x> 2x" — 43x + 6 8/ x—>mx* — (2+ ) x +2n
4!3-:*—-3:’(3—9 9 x—>x*—8—4

5/ z— 2 + 4 10/ m — 8m — 9m?

R

Exercice 26 | Trouver tous les fonctions polynémes unitaires de degré 2 prenant la

ve}]eur 1 en 0. Quel est le nombre de zéros d'une telle fonction poly-
nome,

o

Exercice 27 ‘-3 Po_ur tout nombre réel m, résoudre ’équation (E,,) d’inconnue réelle x
g suivante

(En) :xER,x¥*-(2m—1)x+ml—m=0

Exercice 28 | Pour tout nombre réel m, résoudre I'équation (E,) d’inconnue réelle t

,’ suivante :
{ (Ep) :tER, mt* +3t—1=0

Remarque

Pour trouver les zéros éventuels de (f : x = ax’ + bx + c) avec a # 0 on pourra poser

b = 2b’ car alors A = 4 (b’ — ac) d’ol, en posant A’ = b — ac, A et A’ sont de méme
signe ou s’annulent simultanément donc :

*

?

. b
s1 A" = 0 alors f a un zéro double : — -

st A’ > 0 alors f a deux zéros simples :
— b+ A S X
e

a a
si A" < 0 alors f n’a pas de zéros.

p

e

Exercice 29 ¢ Pour tout nombre réel m, résoudre I'équation (E,) d’inconnue réelle

X:

e T~

(E.):xER, m-1D)xX+2(m+3)x+m+6=0

2) Relations entre les zéros et les coefficients d’une fonction polynéme du
second degré

Soit f : x +» ax® + bx + ¢, avec a # 0 de discriminant A égal 4 b*> — dac
51
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—b+ VA —b— VA

Si A > 0 alors f admet les deux zéros simples = et , leur somme egy
b _ c

S avec S = — — et leur produit est P avec P = g
d

b )
Si A = 0 alors f admet le zéro double — 2— que I'on interpréte comme deux z€ros égayy
d

. b " _
qui ont encore pour somme S avecS = — e et pour produit P avec P N

Théoréme

Soit f : x— ax’ + bx + cavec a # 0 une fonction polynoéme de degré deux possédant
deux zéros (distincts ou non) alors la somme S et le produit P de ces z€ros sont tels
| que :

b ¢
S=——¢tP=—
. a a -
I
Remarque

On peut utiliser I'un de ces deux résultats pour, connaissant un zéro d’une fonction
polynome de degré 2 donnée, calculer l'autre.
Ainsi par exemple soit f : x — 3x” — I5x + I8

2 est un zéro « évident »,

18 15
L’autre zéro, noté z, est telque : 2z = ~3— ouz+ 2= ? ;

Il est donc égal a 3. Les zéros de f sont donc 2 et 3.

Résoudre dans R les inéquations d’inconnue réelle x suivantes :

ExerciceSﬂ% 1
E]fxEIR, xz—(v'3+3)x+3\f§=0
¢

2/ xER, mMi-M+1Dx+1=0

Exercice 31 5

: AR
¢ Soitf:x s x’ —ax+ 3 couaestun élément de R ; Trouver a pour

§ que 4 soit un zéro de f. Quel est alors 'autre zéro de f 9

Question 9 Connaissant Ieuf ;ignes de la somme S et du produite P de deux nombres
réels x, et x, utiliser les propriétés de la relation d’ordre pour compléter
le tableau ci-dessous : indiquer les signes respectifs de ces deux nombres

X, el x,, en précisant, dans le cas ou ils sont de signes différents, celui qui
est le plus grand en valeur absolue.
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F S
Les deux nombres + x; >0etx; >0

e sont 0
de méme signe —

+

0 0
+

. 0

Appliquons ces

S5k esultats aux zéros, quand ils existent, d’une fonction polynéme du
second degré.

Soit f : x = x* + (2m — Dx+m?-1
Che rchons pour quelles valeurs du nombre réel m, f posséde deux zéros distincts de
signes contraires et tels que le plus grand en valeur absolue soit celui qui est positif.

On a

Ap=02m =1 -4 (m* - 1)
S, = —(2m — 1)
P,=m’—1

Les conditions imposées ci-dessous reviennent a résoudre le systéeme d’inconnue m
suivant

A, >0 —4m +5>0
P,<0 clest-a-dire m’—1<0
Sm >0 - (2m-1)>0

5 i
C'est-a-dire m € ] “Sy [(1]= L X [T}y ?[

Ou encore m € ] ) | %[

[

Exercice 32 ; Soit (x — ax> + bx + c¢) une fonction polynéme de degré 2.

ﬂ Dans chacun des cas suivants, trouver les conditions portant sur les
§ nombres réels a, b et ¢ de fagon que :

. 1/ f a deux zéros opposés.

ﬁ 2/ f a deux zéros dont I'un est I'inverse de I'autre.

5_ 3/ f a un zéro nul.

E 4/ faun zéro égal a 1.

{

' 5/ faunzéro égala —1

Exercice 33 ! Sachant que chacune des fonctions polynémes de degré 2 ci-dessous
posséde deux zéros (distincts ou confondus), sans les calculer, répondre
aux questions suivantes :
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————

Quels sont leurs signes ? s’ils sont de signes contraires qQuel est cely; :
a la plus grande valeur absolue ? :

1/ f:x—>x*— 8+ 15 it 420—3
20 fizm>2" + 52+ 6 Sa’f:tv—thzTSt-—g_
3f:trs k-9 6/ f:mw—2m’ — 4 3m + ¢

P

Exercice 34 | Discuter, selon les valeurs du nombre réel m, de I'e

des solutions de I'équation d’inconnue x suivante :
(Ep):xER,(m-2)x*+2(m—-2)x—-2=0

Xistence et dy Signe

e

3) Recherche de deux nombres réels connaissant leur somme et leur
produit

Chercher s’il existe deux nombres réels de

somme § et de produit P c’est résoudre le
systeme (T).

(T) (x,y) e R, X+y=Setxy=P

Ainsi, par exemple, pour trouver deux nombres réels a et b de somme 5 et de produit
6 on résout le systéme

(a,b)ER®, a+b=5Setab=6

Question 10 ) Montrer que si a et b existent alors ils sont solutions de I'équation d'in-

connue X de R. X* — 5X + 6 = 0. En déduire I'ensemble des couples de
nombres réels (a, b) qui conviennen.
Plus généralement, résolvons le systeme (T),
Soit (a, b) une solution, s'il en existe, de (T)
b=S-a a=8—b
alors on a : et

a(S—a)=Pp b(S—b)=p

donc :aesttelque :a>—Sa + P =

etbesttelque :b> -~ Sb+ P =

En conclusion : si (a, b) est solution
solutions de I’équation d’inconnue rée
(a, b) est solution de (T) alors (b,

de (T) alors les nombres réels a et b sont le?
leX:(XER, X - sx + P = 0) et donc !
a) est aussi une solution de (T).

La réciproque étant évidente on a :

— |
Théoréme

S’il existe deux nombres réels de somme § et de
solutions de I’équation d’inconnue réelle X

XER,X*-SX+P=9

Produit P donnés alors ce sont les
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Exercice 35

Exercice 36

e

Exercice 37

Trouver, §'ils existent, deux nombres réels de somme S et de produit P
dans chacun des cas suivants -

1/S$=—=1 P==-12 3 §=3
2S=-9 p=2 4 S =12

P=4

1
P=—
2

Trouver deux nombres réels sachant que leur somme est 13 et la somme
de leurs inverses est 13/40.

Le produit de I'dge d’Aminata et de celui de son peére est 630 ;ilya
deux ans ce produit était égal 2 520. Quel est I'age d’Aminata ? Quel
est I'age de son pére ?

4) Signe de I'image d’'un nombre réel par une fonction polynéme de degré 2

Question 11 !

Dans chacun des cas suivants factoriser ou écrire sous forme canonique
les fonctions polynémes f données puis en s’aidant éventuellement d’un
tableau, trouver, pour tout nombre réel x, le signe du nombre réel fix)

I fix) =2x"+9x -5 4/ f(x) =—3x2+6x+9
2 fix) =x*+2x+ 1 5/ flx) = —x* =5
3/ f(x) = 5x* + 13

Plus généralement soit f : x — ax® + bx + ¢, avec a # 0 une fonction polynéme de

degré 2.

I/'51 A > 0 alors f posséde deux zéros distincts x, et x, avec (par exemple) x, < x, et
se factorise sous la forme : f(x) = a (x — x;) (x — x,)

d’ol le tableau suivant :

X €« Xy X, —
X-— X - 0 + +
X = X; = - 0 +
l_ (x = x;) (x — x;) + ? = ? +
f(x) signe de a (Il signe de (—a) 9 signe de a

2/ Si A = 0 alors f posséde un zéro double x, et se factorise sous la forme
f(x) = a (x — x,)%, d’ol le tableau suivant :

X

—

(x — x,)?

+

+

f(x)

signe de a

signe de a

= c;-._.j_l‘.
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3/ Si A < 0 alors f ne posséde aucun zéro et s'écrit sous la forme canonique Suivante .

(x i 2a da*

f(x) = a

A w 2
Puisque — — est strictement positif, pour tout nombre réel x, le nombre réel

da

[(\ ¥ 2a) da-

nombre réel f(x) est celui de a.
|

b ) A } est strictement positif done, pour tout nombre réel x, le signe g,

Théoréme
Soit f une fonction polynéme de degré 2. Pour tout nombre réel X qui n’est pas un i

zéro de f. le nombre réel f(x) est du signe de son coefficient dominant sauf lorsque
f posséde deux zéros distincts X, et x, (x; < X;) car f(x) est alors du signe contraire 3
celui de son coefficient dominant pour tout nombre réel x de I'intervalle [x;, x,[.

Résoudre les inéquations d’inconnue réelle x suivantes :
VxER.3x+6x—-9>0 4 x€ER,3x*—6x+33>0
x'—5x —7
A xER;~F-x—120 SzxER,—F—=<0
x“+1
¢ 3x*+3x — 18
I XER,-X+8<0 6!:(61}2,); = <
' x4+ 6x — 16

Exercice 38 ;'

H

Exercice 39 | Dans chacun des cas suivants écrire, pour tout nombre réel x, le nombre
¢ réel f(x) sans valeur absolue :

1/ fixm [x*+ 2x + 3 |

2 x> |x2+2x| + 3 5

3 fixex®+2x| + 3 !

4/ f x> X"+ [2x + 3|

Discuter suivant les valeurs du nombre réel m, du nombre de zéros d¢
la fonction polynoéme f définie par :

VxeR f(:«:)"—-Jv::‘-4~m(1-r|—6}x~1~rn2
Quand f possede deux zéros, éventuellement confondus, quelle st la
position de ces z€ros par rapport i 0,

Exercice 40

5) Interprétation graphique
Soit f : x > ax” + bx + c avec a # 0 une fonction polyndme de degré 2 et de discrimi’

nant A et (C) sa courbe représentative dans un repére (O, T _j’) du plan.
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Selon les signes de A et de a on obtient les six cas suivants -

A>=0

ey S
T
i CAbhgty Tre i rpbpEaeitade s
(C)audessus | R
de D (O, i) A i I i
A jaaes
1l i
_ (C,) au-dessous H H £
(C) coupe D _; o : 3
. - deD(O_ I) “'J|:_. <) fi=%
(0. i) en deux R Bh
points distincts A et i e :
B d’abscisses res- Hi ST T
pectives x; et x, = L
 HE
(% < %) ——
Soit (C,) la courbe
représentative de iE IR Eaees
] (C,) au-dessous 52 i
Joexy[ U= " i S
Soit (C,) la courbe de D (O, i) HHEX Jx f
représentative  de s :? i HE sl S
f (C,) au-dessous 11 12222 102001 TS Al 11 H
o] i L :
i A
de D (03 I) 3§ B
H
A=10
a=1 - — e e
i H i ﬁ::*
(C) est st IR RS A )
au-dessus sEaREiRististiy CHREORASY INS FHH
=+ tHH P ies
de D (0, 1) i :
fssisasesidanscsiasiatal {BA00 MASR SRIRI L' i
Y SR S I i
i 541 & ai A aRE T 44
(C) coupe D SHRHITH I Bl , , i
= FHEEEH e R e
(O, i) en wun iR

unigue point A
d'abscisse x,
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m—

5 Equations et inéquations se ramenant au second
degreé

Question 12 ¢ Soient f, & h et ¢ les fonctions polynémes suivantes :

Jixs X +4x 45 gitet+ 1
h:ze 2? C:urs2

Trouver fog, foh et foc.

De méme que, pour tout nombre réel u, foc(u) se note f(2) et s’obtient en remplagant
la variable x par le nombre réel 2 dans I'expression de f(x), on note f(t + 1) I'image
par fog du nombre réel t et f(z’) I'image par foh du nombre réel z.

g
§
{
{
{
5

Exercice 41 | Soit la fonction polynéme de degré 2 : f : x > 5% — dx + 8

! Trouver, pour tout nombre réel z les nombres réels suivants : f(z + 1),
é f(z*), f(cos z), f(2z — 3).

1) Equation bicarrée

Question 13 { Soitf :1— ' — 5 + 4. Trouver une fonction polynéme g de degré deux
5 relle que : -
5 VXER  g() = f(1)

{

Trouver les zéros de g ; en déduire ceux de f.

Plus généralement résolvons I'équation dite bicarrée
(E) xeER,ax*+bx*+0=0
ot aER*etbeERetceR
" Soit x, une solution de (E) ¢’est-a-dire tel que

ax,' + bx,> +¢c=10
alors on a : a(xy?)* + bxy’ + ¢ =0
ce qui montre que X, égal a x, est une solution positive de I'équation d’inconnue
réelle X : :

(E') XER, aX’+bX+c¢=0

" Réciproguement soit X;; une solution positive de I'équation (E’) c’est-a-dire telle
que :

aXy: + bX,+c=0
puisque X, est un nombre réel positif posons :

Xp = "Ixn et X’ = — VX,
alorson a :
axu" + bxuz +c=0et &X'd‘ + bx'uz +c=0
ce qui montre que VX, et —VX, sont solutions de (E)
On a ainsi montré que I'équation (E) est équivalente au systéme d'inconnue x :
x€ER,x¥*=X et aX’+bX +c=0
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Exercice 42 / Résoudre dans R les équations d’inconnue réelle x suivantes :
{ /xeER, x*-11x*+18=0
ﬁ 2xER, x*+5x*-6=0
{ 33 xER, x*+x*+1=0
{ 4 xER, x'-12x"+4=0
| 5/ xeER, 2x*+11x*+5=0

i Exercice 43 | Pour quelles valeurs du nombre réel m l’féquati'on_ suivante (E_)) d’ip.
. | connue réelle t posséde-t-elle quatre solutions distinctes ?
,a (En) t€R,t'+(m-2)'+m+1=0

Trouver une condition portant sur les nombres rfels a,zl_:l et ¢ de fagon
que la fonction polynéme de degré 4 : (x —» ax” + bx" + ¢) posséde

. deux zéros simples et un zéro double.

Exercice 44 |

En s’inspirant de la méthode de résolution d’une équation bicarrée

résoudre dans R 'équation d’inconnue réelle x suivante :
(E) x€R,x*—17x*+16=0

et indiquer I'ordre de multiplicité des solutions trouvées.

Exercice 45

i R

2) Exemples d’équations contenant des radicaux
k|
i On rappelle que : ¥ (a, b) ER x R [a = b= a’ = b?] mais que la réciproque de
cette implication (V(a.b) € R* [a” = b" = a = b]) est fausse. car. par exemple

2= (-2)et2# -2
Il résulte de cette remarque que si f et g sont dans R® toute solution de I'équation.

(E) x€R,f(x) =g(x)
est solution de I'équation :
(E) xR, [f®)] = [ex)]

dﬂnc . SE = SE'
Mais une solution de (E’) n'est pas nécessairement une solution de (E), c’est-a-dire

que I'on n’a pas nécessairement Sg: C Sg.
Premier exemple

Résolvons I'éguation :
(E)x€ER, V3-x=x-1

L’ensemble de validité V de I’équation (E) est :
V={&x€ER, 3-x=0}

cest-a-dire : V = | «, 3]

Soit a dans V une solution de (E) alors :

3-—a=(a—1)

donc:0=(a+1)(a—-2)

donc:a=—1loua=2car{-1,2} CV

d’autre part, en remplagant dans (E) on a :

f
*Sia= -1 v3—-(-1)=2et-1-1=-=2
W donc (—1) n’est pas solution de (E)
' *Gia=2 V3i-2=let2-1=1
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donc : 2 est solution de (E)

Conclusion : Pensemble des solutions de (E) est le singleton {2}.
Par contre : ¥ (a.b) € Rt x Rt
Deuxiéme exemple

Résolvons I'équation :
(EYXER , Vx'—2=1\3x — 4
L'ensemble de validité de cette équation est :

(a=bea’=b?)

. V={xeR;xX*-2=0et3x-4=0)
c'est-a-dire : V = (Je, —\2] U [\E. =[) N ([4/3, =]
cest-a-dire : V = [v2, -
Soit x un nomb;e réel. Les équations suivantes sont ici équivalentes
xEV,\-'x2—2='.3x—4
XEV,x*-2=3x-4
XEV,x*-3x+2=0
xiE V;x'e {1, 2}
doi:§ = {2} (car 1 ¢ V)
Exercice 46 . Résoudre dans R les équations d’inconnue réelle x suivantes :
U xER, V9 —x2=x~1
{2 XER, vx* — 2 = V1 — x*
3/ XER , V22 (+5x+2) = W2 + x — 2
4 XER , V2 (x + 3) — V6 — x = 'k
5/ xER , V3 —2x + 5+ x = -2

S

3) Exemples d’inéquations contenant des radicaux

On rappelle que : ¥ (a,b) ER* x R* (a>bea’>b?)

mais que, par exemple, =3 > —4 et (—3)’ <(—4)% tandis que

2>-5 et 2<(=5F

Il résulte de cette remarque que si f et g sont deux €éléments de R®, un nombre réel
a tel que f(a) = 0 et g(a) = O est solutionde (x ER \ff?x} > \/g‘(ﬁ) si et seulement
siilestsolutionde (x € R, f(x) > g(x)

Premier exemple

Résolvons I'inéquation :

HxER,VI —x>V2x — 3 _

L’ensemble de validité de cette inéquation est :
V=], 11N [372, -]

V est donc vide, de ce fait : S =0

Deuxieme exemple :

Résolvons maintenant I'inéquation d’inconnue réelle x

(I)x€ER , V5 — x> Vx— 3

L’ensemble de validité est : V = ]J«, 5] N [3, =

Cest-a-dire V= [3,5]

61



Mathématiques premiére C et E - Analyse

Les inéquations suivantes sont équivalentes :
(I)XE[S,S}.\'ﬁ—x} Vx — 3

(I xe[3,5]:5—x>%—3

(1) x €[3;,.5] <4

d'ou S = [3, 4] )
De méme si f et g sont deux éléments de R™ et V la partie de R telle que :
V={xER:f(x)=0)

I'ensemble des solutions de I'inéquation :
(I) xER . vi(x) > g(x) o ‘
est la réunion des deux ensembles solution S, et S, des inéquations :
(I;) xEV , g(x) = 0 et vf(x) > g(x)
(I.) xEV . g(x) < 0 et Vi(x) > g(x)
Soit : V' = {x€V ; g(x) = 0}

V" = {xeV ; g(x) < 0}

* (I,) est équivalente a :

(1)) xEVNV" | f(x) > [g(x)]*

(I) xEVAV™ , Vi(x) > g(x)
or. pour tout x de VAV™, vi(x) étant positif ou nul, et g(x) étant strictement négatif
ona: §=VnNV”
Troisieme exemple
Résolvons I'inéquation d’inconnue réelle x :

(DxeR.Vvx+1>5—-x
Ona:V=[_I'_}] " v‘:]q_l, 5] , V-::]S,—}[

d’ou :
VAV =[-1,5] ., VvnV' =155
Résolvons (1) :

(I) x € [-1,[N] <=, 5], (x + 1) > (5 — x)?
(IL)x€[-1,5],0>(x—3) (x—8)
(I)xE€[-1,5],x €]3.§
donc : S, = |3, 5]
Résolvons (1)
(I)x €[-1,-[N]5. =], Vx + 1> 5—x
donc : §; = |5, —|
Puisque S =S, U S,ona : S = |3, 5]U]5, >
donc : S = |3, -],
Exercice 47 ) Résoudre dans !I_% les inéquations d’inconnue réelle x suivantes
1/ xER ,Vx + 3> vx — 2
2/ xER , v2x — 3> V5§ — x
3 xER, 3 (x* - 1) <2x — 1
4/ x€ER,2 —x< x> = 5x + 4
5 x€ER , V2 (X* —x—6)> V%’ + 3x — 4
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Q1:
X* - 120
xEDe
X—1#0
orYxER [x2-1 =20 XE |, —1]|,_J[1._,,[]
dou D=l —1MU 1, =
VxER (x—1)(8x*+8x +2) =8 - gx - 2
VXxED X+ =1 P=0+32 %<1
) + 3 (= 1) + (& = 1)
=4+ AT =1 - B — w2 — 1
(x— o = 1) =%~ 3 i@ — 1
) = (-
a2 — 11— 333{ + \g_z'__1
dol 1 ¥XED  g(x) = §5_;_5"_1‘_2
geoincidesurDavecf:R— R
X+ 8x*+8x + 2
g nest pas une fonction polynéme car D # B

vxe R

= 4x°

Q2: S'll existe une fonction polynéme q telle que :
YxEE fix)=(x— 2) g(x)

alors d” g = 0, c'est-a-dire qu'il existe un nombre
reel a tel que :

VXER qlx)=a
ar identification on a alors ; {3' =8
i "lag=—2a
donc la condition est (3, = ~ 2a,), c'est-a-dire :

YXxER f(x) =ax — 2a,
onaalorst(2) = 2a, — 2a, =0

Q3: Sl existe une fonction polynéme q' telle que
YXER  g(x) = (x + 1) q'(x)

alors d g’ = 1.l existe deux nombres réels a
et biels que :
VXER Q'(x)=ax+b.
a; =a
Par identification on obtient {a: =a+b
au = b

Done. pour que g(x) soit divisible par x + 1 il faut
&, = a, + a, c'est-a-dire :
VEER  gx) =ax®+ (@, +a) X+ 8
Onaalorsg(—1) =a, — (a, + a,) + &

=0

Q4: 1(2) = 5 donc f n'est pas divisible par g.
A(2) = (2) - §(2) = 0 donc h est divisible par g.
VIER hit)=f+t-6

donch =ggavecq: R— R

l—=1+3
on a alors -

VIER it - K(2) = g(t) q(t)
C est-a-dire :
VIER () =(t-2)qlt) + 5

éponses aux questions

Q5:f(1)=1-7+19- 25+ 16 — 4 = 0 donc
f(x) est divisible par x — 1, et en effectuant la division
on trouve :

q(x) = x'— 6x* + 132 — 12x + 4

Q1) =1-6+13-12+ 4 = 0 donc qg(x) est
divisible par x — 1 &t, en posant la division on trouve ;
VXER  q(x) = (x — 1) r(x)

OU:r:xw x®— 5x2 4 gx — 4,

ce qui donne :

YXER  f(x) = (x — 1) (x = 1) r(x)

onar(l) =1 -5+ 8- 4 = 0donc r(x) est divisible
par x — 1 et le quotient est s(x) avec

s(x) =x*—4x + 4

on obtient alors en remplagant r(x) par (x = 1) s(x)
YXER  f(x) = (x — 1)°s(x)

$(1) =1 — 4 + 4 = 1, s(x) n'est pas divisible par
X — 1 mais, comme x* — 4x + 4 = (x — 2)°on a
VXER  f(x) = (x — 1)® (x — 2)°

Q 6 : Cecirevient a résoudre I'équation d'inconnue
X

XxER,ax+b=0
1% cas : a = 0 'équation est équivalente a
xER, b=20
1) sib=0alorsS =R
2) sib#0alorsS =0

2% cas :a # 0 I'équation est équivalente &
XxER ,x = ——

a
dc-nc:5=[— P—]
a

Conclusion : sia = 0 etb = 0 alors tout nombre réel
est zéro de lafonctionf:x—ax + b

sia = 0etb # 0 alors f ne posséde aucun zéro
b
sia # 0 alors f a un seul zéro ; - Fy

Q7: 1/ fix=x+1)(x=1)(x-2)(x-3)

2/ fixr—=(x=1)}(x=3)(x*+ 1) car
VXERX*+1#0

I fixrxx—1)(x—-2

4/ ce n'est pas possible car f doit &tre divisible par
[@:x=x(x+1)(x—1)(x — 2)] qui est de degré 4

Q8: 1. VXER 2¢°-9 = (v2x—3) (v2x+3)

32 312
donc les zeros de f sont ~2— et — —

, ils son
2 t

simples, - .
2. VWER y*-23y+3= (y — 3y

donc f posséde un seul zéro : \3, il est double.
3. V2zER 27°-5z2+3=(z-1)(22 - 3) donc |

, 3
posséde deux zéros simples 1 et —

1 5
4. YUER u2+u+1=(u+—-) .
2/ T4
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Q10: (T): (xy)ER?, x+y=5et xy=6
(T) : (x.y)ER? , x=5-y et (5—y)y=6
or :YyER ((5-y)y=6 < y*—5y+6=0)
De méme :
(T): (x,y)ER?, y=5-x et ngHx} =6
or :¥YxER (x(5-x) 6 < x*—5x+6=0)
Donc x et y, s'ils existent, tels que (x,y) soit solution
de (T), sont solutions de
(E) . XER , X2 -5X+6=0
or les solutions de (E) sont 2 et 3 donc I'ensemble
des solutions du systéme (T) est
{(2.3), (3.2)}

=

Qi1: 1/ f{XI=2x"'+9“‘15
A=11,x==5,%="7

2
f(x) = (x + 5)(2x — 1)

—
—
donc f ne posséde aucun zéro X — -5 1 -
3 il
(‘H'UER (u + -—) = 0) done (VuER f(u) > D) 3
2 % T —_—
X+5 - 0 + -
donc VIER 31 + 16 >0 ax= ;
f 558 ero.
ne possede aucun z 1 e f(x) + ? = ? +
6. VWER n'w’-2w+ — = (nw - —) i
n n
1 2/ f(x) = (x + 1)°
donc f posséde un zéro double : o [ f(-1) =0
wxeR — {-1} fx)>0
Q89: 3/ f(x) = 5x* + 13
VXER 5x°=0
P S donc YxER  f(x) >0
4/ f(x) = =3 [(x—1)° — 4]
Les deux nombres x,| +| x,>0etx,>0 ==3x—=3)(x+1)
et x; sont de méme = =
+ 51gne U 21—(}&1]!(2—3 x . _1 3 iy
= X% <0etx;<0 :
X+1 e 0 + +
Un des deux nom-|+| x,=0etx,>0 -3 0 +
bres est nul x, par = = - - B -
Ol eskarmale 1 0| x =0etx,=0 t
-| % =0etx,<0 (x=3)(x+1)| + O = 0 +
1 I
Les deux nombres x, | + |x,>0 et x, <0 et f(x) - l:} + 6 -
et x, sont de signes |3l <<ix, | L :
contraires (x,> 0 par
— lex) 0 [x,=>0, :2:221 5/ f(x) = — ¥ -5
bl VxeR -—-x*<0
— |%,=0 et x,<0 et donc VXxER f(x) <0
[ | <[]

Q12: VxeR fog(x) = f(x+1)
=(x+1P+4(x+1)+5
= ;(2 + 6x + 10
fog : x— x* + 6x + 10
VXER foh(x) = f(x)
=(xX})>—=4x*+5
foh:x—x*+ 452+ 5
VXER foc(x) =f(2)
=2°+42+5
foc :ixw 17

Q13: g:t—>1-5t+4

%1{1,\_= 0 donc 1 est zéro de g ; I'autre est a tel que

c.a = 4, donc a = 4. Les zéros de g sont 1 et 4.
hercher les zéros de f c'est resoudre I'équation :

(E) tER , filth =0

(E) teR %[t’} =0

(E)IER , Fe (1, 4)
oriVIER [F=1¢6te {=1,1)]
ElIVIER [P=4& 1 {-2, 2}]
Donc les zéros de fsont -2, -1, 1et2




2/Fonctions polvnomes

~ ’édltats

ou indications des exercices

1
4/ mxl=§ix2+x—3)

5/ r(x) = x>+ 2x + 4our(x) = — (x* + 2x + 4)
8/ a=3b=7,c=8
10/Les quotients sont

X+ X+ 3

B4+ V280 +2t+ 242

27 - 5z + 4

W+ 3u+1

G TR L St Sy, (g S U

11/non car x* — 3x + 2 est divisible par x—1 mais
pasparx — 3

13/a=-418,b =732
14/a=1,b=8,¢c=233d =31

17/ |05 quatre zéros 2, -3, —1-— V2
et —1+12 sont simples.

1
18!1!"(:4 2/ k=—-—6

19/k étant un nombre réel non nul
pix) = k(x —2) (x + 5)

20/Supposons qu'il existe une fonction polyndome
du second degré possédant un seul zéro a. Le
quotient g de p par x — a est une fonction po-
lyndme du 1* degré. Donc g admet un zéro ; ce
zéro b de q est aussi un zéro de p donc b est
ggal aa ; ce qui montre que a est un zéro double

ep.

22/Non, s'inspirer de 'exercice 20

23/1(x) = 12 (x — 2)° (x + 1)
glx) =4 (x —2)° (x + 1)

26/p(x) = x* + bx + 1 ol b est un nombre réel.

28/Dans le cas oU m est non nul, distinguer les cas

Mm=~9/4
m < = 9/4
etm=> - 9/4

29/ Avez-vous étudié lecasm = 1 7

32/1/ b=0etac <0
2/ c=aeth®> 4a°

3/¢c=0
4 a+b+ec=0
5 a-b+c¢c=0

34/¢ m < 0 :deux zéros distincts et négatifs
o m = 0:un zérodouble = — 1
e 0<m=2:pas de solution
e m > 2 : deux zéros de signes contraires

36/(x+y=13 ¥+ y=13
1,318 e (xy=40
X y 40

sont équivalents

42/

1/ 8 = {=8: =12 12:8)
2/ §={—1:1}
3 S=0 _
[2 le

4/ = [ ]

8 {\“ 3 \/3
5 S=0

43/ 'eguation :

TER, TP+ (mM-2)T+m+1=0

doit étre telle que son discriminant soit stricte-
ment positif ainsi que la somme et le produit de
ses solutions.

d4d4/c=0etab<0

1+~."I? 1 - ﬁ‘
1;’V=[—3:3]S={——2—,- £

2
’ 2v=40
'4E‘f3a"\f=]¢—:~2]u[1;—+[ 8={-2)
4!V=r]‘,ﬁ]3 5= {0;3}
2 S=8
47/1/ T:—bl
8
2- .
: 3'5]

3/ [1;2[U]2; 5]
4/ ;0 [Ul4 ;-

5/ J—; -4] U

65
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— Ty

Exercices

48 Les fonctions numériques suivantes dq la va-
riable réelle x sont-elles des fonctions polynémes ?
S 2 x! + 2x% + 1
1. — I X
X K® & X) x4+
x> x+3xl +1 4. x> |x2+3x+5
49 Trouver toutes les fonctions polyndmes de degré

A du plan passe par les points de coordonnées
0:=1)et(2;5)

50 Trouver pog dans chacun des cas suivants :
Vpix—2x+3 g:x—=x2+1
2ipixm=+1 g:x—=>3-x°
3pix=xT+3x+1 qix—=1-—x+3x

S1 Soit p la fonction polynéme de degré 4 telle

que :
p(0) = — 10, p(1) = — 11, p(~1) = — 7, p(2) = 56
etp(—-2)=4

Trouver p(x) pour tout nombre réel x.

52 Trouver la fonction polynéme p de degré 2 qui
coincide avec la fonction

% i1 xsurlﬂ . 1]
= N1+ Sy
2

33 Trouver le nombre réel k tel que la fonction po-
lynbme suivante :

X 4x* — 20%° + 53x% — 10kx + 7k

soit le carre d'une fonction polynéme de degré 2,

54 Calculer le produit des deux fonctions poly-
nomes p et g dans chacun des cas suivants -

px) =x*+x+3 q(x) =2x + 1

pX) =x*=x+1 qi) =% —x + 1

plx) = 5 + 4x*  q(x) = x* + 2® + By 4 2

mier degré telles que :

55 Trouver deux fonctions polynémes f et g du pre-
VxR

x*H(x) + (x — 1) g(x) = 1

X&B Soit p la fonction polynéme telle que
j VxER plx)=x+x+1
Trouver trois nombres reels a, b et ¢ tels que -
VxER p(x)=a(x—2F+b(x-2)+¢

:KST Soit p la fonction polyndme telle que ;
VxER px) =2 +3¢+2x +4
Trouver deux nombres réels a et b tels que :
vxeR p(x) = (x* + ax + b)* — x*
En déduire une factorisation de p.

X;n Reprendre |'exercice 57/ dans chacun des cas
suivants :

a/ plx) = 10x° + 29x* + 20x + 4
4 b/ p(x) = 6x° + 5x° + 12% + 4

¢/ p{x) =x*+5x* + Bx + 4

deux dont la courbe représentative dans un repéere -

™

/Aﬂ Dans chacun des cas Suivants, montrer
fonction polynéme p est divisible par |a funcuﬁf,'“ a
lyndme q : Po-
1/ pixr x'=3x’+4x*~5x+3 g

e |
2/ p: x—x*—6x*+13x—8 q: Xesx—1
A pix— X*=3x+2 q: XH[)(-”?

4/ p : x—->x'—6x°+8x—-3 g : X (x—1)
5/ p : x—=>x'—d4x>+6x2+12x+24 q : X>(x~1)2

~./60 Trouver les deux nombres réels k et k'
la fonction polynéme p :
X2 x5 —8x* + 1%+ 172 + kx + k'
soit divisible par la fonction polynéme
q:xe X¥—8x+3

tels que

3
61 _Dans chacun des cas suivants, trouver le quo-
tient et le reste de la division euclidienne de Ia fonc-
tion polynéme f par la fonction polynéme g:

Vx> +3F+1  g:ix—2x -1

2/ fixrx® -1 gix 2x* — 3 4+ 1
2

Sff:xn—zgx2+x—% g:x—>x-2

4”::*-%1:3 g:x:—r%

/62 Effectuer la division euclidienne de la fonction
polyndme (f : x ~» x* — 5x + 8) par la fonction poly-
néme (g : x = x — 2), En déduire qu'il existe trois
nombres réels a, b et ¢ que I'on trouvera tels que :

VxER - (2) E:":—]-=-eulc+I:=+:”:f2

g(x)

3 Effectuer la division euclidienne de la fonction
polynome (f : x —» 2x* — 4x2 + 5x — 7) par la fonction
polynéme (g : X - x? + 2x — 3), En déduire quil
existe quatre nombres réels a, b, cetdtels que

fix) f+d
VXER — {-3;1) 2 - e
{ }le) aau-:+l::~+x2+2x_3

64 Trouver les deux nombres réels p et g tels que
la fonction polyndme (f : x > x* + px + q) soit divi-
sible par la fonction polyname (g : x —» x? + px + G-

"85 Montrer que Ia fonction ;
polyndme p telle que
YXER  p(x) = x” - 5x° + Bxsy— 4x* — ax® + 8¢
—5x+1

&sl divisible par la fonction polynome q telle que :
VXER  q(x) = (x ~ 1)% (x + 1)

( 3-@( 3+~f5)
A= )x_ 2 ¥

86 Dans chacun des cas ci-dessous effectuer 13
division euclidienne de f parg:
11 xaxBpydy g L XA X+ 1

2E: XA 1)~ (x+ 172" g xox (x+1) (2x+1)

31 (1—x)2 g : x—x*+3x

(6

_ﬂ'—-i-"




2/ Fonctions polynomes

P

e ——

g7 Eifectuer les divisions euclidiennes succes-
sives suivantes !

{1- 1-:}": X'-LC|1{K‘." + 1y (%)

%t = [4(X) Q:;{x} + "z"--":]'

r(x) = ra(x) Ga(x) + ra(x)

En deduire qu'il existe deux fonctions polynémes u

et v lelles que ;
vxeR (1 —x)Pux) + 3 v(x) =1
. 68 Développer la fonction poiyrgﬁme
' 1
— 2 —_
X (K + '? )

En déduire que la fonction [p : x — x* + x* — 6] peut
s'ecrire i{:t: X (x" o 1)2 = E}
L - 2 4

Trouver les zéros de p et indiquer leur ordre de mul-
tiplicité.

69 Utliser la méthode employée dans 'exercice
precedent pour trouver les zéros de la fonction po-
lynéme

pix~— 12¢* + 10x% - 12

70 Soit p la fonction polynome telle que :
pit—1"—8t" + 248 — 34t + 231 — 6

Montrer que 1 est zéro triple de p. Trouver tous les
zéros de p.

71 Trouver le nombre réel k tel que 3 soit un zéro
de la fonction Eorynﬁme

[pit— -6t + (2 + 3kt — 2k].

Trouver tous les zéros de p.

72 Montrer que le nombre réel a est un zéro de la
fonction polynéme f définie par :

YzeR  f(z)=2"-2(a+1) 2°—32°+(3a—-2)z+2a
Trouver tous les zéros de f et indiquer leur ordre de
multiplicité,

73 Dans chacun des cas suivants trouver une

fscénclmn polyndme p vérifiant les conditions impo-
es

1/d’p = 3 et, 2 et — 2 sont des zéros de p

2/d°p = 5 el, 2 est zéro double, 3 zéro triple de p

3/d°p = 6 et p possede un unique zéro : 2

4/ d°p = 5 et p posséde un unique zéro : 4 qui est
simple

X74 Résoudre dans R les équations d'inconnue x
Suivantes -

1/ xER , 4x? L8y —13=0

2/ xER , 3x2 1 2x-24=0

3 XER , \3x*+(5\3+4 1)x+5=0

4 XER , 2x*+2/2x+1-0

5/ XER, 3x%4+2x—1=0

6/ XER , 2424+ x+1=0

?{ XER | 2x*+412x+18=0

8/ XER , 40x*-194x—30=0

e

75 Simplifier, dans leur ensemble de définition, les
fractions rationnelles suivantes :

5x?49x+4 4 2% %4+ A%
oy TR OO .- M.
4324+ 7x+3 ox?—2\2x—3
B6x*—2x—4 Bx—26
Ao — —_— A s
10x2-12x+2 4x*—-9x—13
18%2—3x—1 Bx“+16x
—_— W b ——
3x%+2x—1 24x7+8x
. 20%°-57%x— 9 V3x*+(5v3+ 1)x+15
—_— — — -
40x%+94x—30 %2 +25

76 Résoudre dans R les équalions d'inconnue x
suivantes

1/ xeR, x2+3x-_F2=ﬂ
2/ xR |, x2-2v3+3=0

1
3 xER , r Xe—7x+49=0

4/ XER , X*—x+5=0
5/ XER, —2%*+3x—5=0
B/ XER, 4x°+4x—3=0
7/ xER , \2x*—\Tx+1=0
8/ xER , X2~ (M+\2)x+mv2=0

77 Sachant que chacune des fonctions polynomes
p suivantes posséde un zéro évident trouver tous
les zéros de p.

1/ p(x)=x"—5x+6 5/ p(x)=x'—4x>+3x*+4x—-4

2/ p(x)=x*—15x+26 6/ p(x)=x"—2x*—2x—3

3 p)=x*—x*—2x+3 7/ pix)= X -
— (V24 2)x%+ (1 +2v2)x — V2

4/ p(x)=x*—64 8/ p(x)=x*—x*-3x*+2x

K’TB Trouver, selon les valeurs du nombre réelm, le
ombre et I'ordre de multiplicité des solutions de
chaque équation d'inconnue x suivante :

1/ xER,(2m - 1)x*+3x—-2=0
2/ xER, Mx*—2mx+m-2=0
3 XER, (M- 1P*+x-5=0
+ 5

m-—2 m
4ixEIFE‘-E-x2+(m—3:|x+ 2—=D

79 Trouver la valeur du nombre réel k telle que la
fonction polynéme p définie par :

VYXxER pX)=x"—2zkx +2k=7
posséde 2 comme zéro. Trouver alors l'autre zéro
de p.

80 Trouver les valeurs du nombre réel m telles que
la fonction polynéme p définie par :
YxeER px)=x*—(2m-3x+m?>-3m+ 2

posséde deux zéros distincts,

67




Mathématiques premiére C et E - Analyse

= e

v _ o
4‘/’ 81 Dans chacun des cas suivants trouver, s'ils

A existent, deux nombres réels de somme S et de

produit P

5 1
1/8§=— P=—
5= % 6
2.*'5:13_ F'=—S4_
3S=110 P=1+12

82 Trouver tous les couples de nombres réels dont
la somme est égale au produit.

83 Résoudre les systémes suivants

T (xYER xX*+y*=13etxy=—6
1 1 5

2/ (x, Y)ER? xy =Bet — + — = —
(%, ¥) Y e y 6

3 (x.y}Eﬁz.x—yzv':'éetxy=4
4 (X, Y)ER® % + xy + y* = 2etxy =3
S [x.y]eﬂ?z.x2+?+ Sxy = - 10etxy = -2

84 Trouver les dimensions d'un champ rectangu-
laire d'aire 9 hectares et de périmétre 1 500 m.

85 Trouver le nombre réel k tel que les fonctions
palyndmes f et g définies par :

YER fiX)=x"—kx + 1
VXER gix)=x-3x+k

aient un zéro commun.

|
Wﬂs A tout nombre réel m, on associe I'équation (£,
dinconnue réelle x suivante :
; (€n) XER , x*+ 2(m=-1)x+m-3=0
| Dans chacun des cas suivants trouver les valeurs
| dunombre reel m telles que :
| & I'équation (%,,) a deux solutions distincles
| b/ l'equation (¥,) a2 une solution double
¢/ l'equation (€,) a deux solutions de signes
| contraires,
| d/ l'equation (¥,) a deux solutions distinctes néga-
tives
| e/ l'équation (%,) a une solution double positive,
| /' le nombre réel 1 est solution de (.., trouver alors
| l'autre solution.

Waz A tou nombre réel m, on associe la fonction
olynome du second degré {,, définie par :
VxeR f.(x)=x*—(2m + 1)x + m? + 1
a/ Discuter suivant les valeurs du nombre réel m,
| du nombre et du signe des zéros de f,,
bl Trouver la valeur du nombre réel m telle que la
| fonction polynome f,, posséde deux zéros distincts
X et
| X, tels que: xi + % = 29 (Pour cela
on exprimera le nombre réel x; + xZ en fonction de
(%, + %) el de x, - x.)
¢/ Trouver la valeur du nombre réel m telle que la
fonction polynéme |, possede deux zéros distincis
X, elx; tels que |x, — x,| = 1

(51

Xaz Résoudre dans R les inéquations suivantes :

T orea

88 Etudier suivant les valeurs du nombre rgg Xle
signe du nombre reel {(x) dans chacun des cas syj.

vants :

a/ f(x)=9x*—30x+56
bi f(x)=4x*—24x+27
¢/ f(x)=—7+5x~x*
d/ f(x)=(x—1)*

e/ f(x)=3x%+3x+4
1/ f(x)=8x—3x2+35
g/ f(x)=—x*-7

h/ f(x)=3%2+13 —2,3

xlbs Résoudre les inéquations suivantes :

a x€R , ¥’ +4x-21=0
b/ xER,9x - 2x*+ 5 <0
¢/ XER, (x —3)°<0
d xER, —3x*+7x <0
e/ XER , 558 -7 +6x>0
ff XxER,9%*-1>0

X 90 Discuter suivant les valeurs du nombre réel m

du nombre des solutions de I'équation suivante

1/ x€R, +mm-86)x+m?=0
2/ XER ,x*— (4 —3m)x + 2m* - 5m + 3 =20
I XxER, M=)+ (3-2m)x+m-2=0

21 A tout nombre réel m, on associe I'équation : |

rnjl:zanlFR'(rn—1]|m:2~2(m+1)x+-flrn+1=t2i !
Dans chacun des cas suivants trouver les valeurs |
du nombre réel telles que : |

a/ I"équatiun (€) a deux solutions distinctes

b/ I'équation (%,) a deux solutions de signes
contraires

¢ I:équation (€,,) a une solution double

d/ I'équation (£,.) n'a pas de solution

&/ l'équation (€,) a deux solutions opposées

afxeﬂ.—sx2+ex-1>n |
b/ xER,4Dx2—-194x~30>ﬂ
CXER, -8 -2x+1<p
d/ xER.ExE—Ex-'§x+3<G
2—- —
efxeﬁ,f"x Qx_ 13

——
2(3x+1) 0 . |
; L
f/ XeER ’ x_ 'f'_E'iiX_‘f‘_g‘:ﬂ |
3 + 2% — 4 |
g/ xeR 4+ 10x ‘§<
2¢ + x + 1

93 Atout nombre réel m, on associe I'équation : |

Trouver dwm} ot X"~ 2mx — 5 = 0

s ans chacun des cag suivants, une valeur i
Mbre réel m pour que les solutions x, et X, de

II + ¥ =
pfﬁsgg“?“ correspondante veérifient |a relation im- .|

V(2% + 1) (2%, + 1) = 3 /

b-’h’f+x§=4

Cfxq‘-lx%.;s

d#x'_z_}"z—?:a
¥z =2 X —2
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94 On désigne par x, et x, les solutions, quand
elles existent, de I'équation :

xER,ax* +bx+c=0
ou a, b et c sont des réels.
Sans calculer %, et x,, exprimer en fonction des
nombres réels a, b el ¢ chacune des expressions
suivantes :

1 1
K.I = 3 xz = 3
X+ %
X] + X3
[ (2%, — 3) (2x; — 3)
1 " 1
oY

X

a*z ¥ = 1
KE = 1 )(. — 1

oo ®

95 Résoudre les équations suivantes :

a xER ¥ —2x*+1=0

b/ tER , t*+ 2 —6=0

¢/ zeR,z-3z+2=0

d/ ueR , E(U)® — 5E(u) + 6 =10

ou E est Ia fonction partie entiére et E{u)?le nombre
[E(u)F.

96 Reésoudre les éguations suivantes :

a xR 2x—1__ 8
'x—=3 5x-—2 ;
5t 3-1 4+
b/ teg . + =
. t—2 t 12— 2t

K?? Résoudre les équations et inéguations sui-
anles :

a/ xER ,3xF-2x| +1=10

bl xER , [x® — 4x + 3| =

¢/ IER, 4 -5 + 1 =
d/ ueER , E.:sx + 7% + 8) =

fr xef ,
g/ XER , 122x — 3x% — 3

5
0
VX2 +x+1—3

35—x—3

h xE®, xx—4x+3-\x2—6x+8
i xeR, 1—x+\x+3—2

J xeR, B3 —-x>x-—2 -

K XER, V% — 5x + 6 > V4x® + 4x + 1

98 m deésignant un nombre réel, on considére
I'équation :

(€,) : XER , X% + (m? — 3m)x + m* = 0
Trouver pour qualles valeurs du nombre reel m
I'équation (€,) posséde deux solutions telles que
I'une soit le carré de 'autre

99 Reésoudre le systéme S !

W+By+x—1=0
S: (x, y)ER?,
WV+By-y-1=0

100 Un générateur électrique (en courant continu)
fournit une puissance P de 500 Watts guand la ten-
sion U & ses bornes est de 10 volts. Quelle est I'in

tensité | du courant débité sachant que sa résistance
interne r est de 0,05 ohms

On rappelle que la puissance totale fournie par le
générateur est la somme de la puissance U.| utili-
sable dans le circuit et de la puissance perdue par
effet joule rl? dans le générateur

101 Une charge électriqgue positive Q de 4.107°
Coulomb est placée en un point A. Une charge élec-
trique positive Q' de 5.107° Coulomb est placée en
un paoint B distant de A de 10 cm. On rappelle que

le champ électrigue E enun point M créé par une
charge Q en un point A est donné par la formule :

— =

=—
4ne, AM?

—* '| —
avec u = . AM
|AMII
ol AM est exprimée en metres

1% Soient E,.~ et Ea les champs electriques crees
en un point M par les charges situées respective-
ments en A eten B.

Montrer qu'il existe un et seul point M dont on de-
terminera la position tel que :
2° Repondre au méme probléme avec la méme

charge en A etune charge Q" égale a —5.10~° Cou-
lomb en B,
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3 Tracés de courbeg

i |. COURBES REPRESENTATIVES ET TRANSFORMATIONS DU PLAN
Il. ELEMENTS DE SYMETRIES

R Dans tout ce chapitre % désigne un repére orthogonal égal & (O, i, j) du plan affip,
e - P.

1 Courbes représentatives et transformations
du plan

Soit f une fonction numérique de la variable réelle. On désigne par D; son ensemble
de definition et par (C;) sa courbe représentative dans 9,

On a: (C) :{M(;)E?}‘;xEDrety= f(x}}

On dira que I'équation a deux inconnues -
. (XY) ERXR,y—f(x) =0
est une eéquation de (Cy) dans le repére %, son ensemble de validité étant Dix[R.

Exercice 1 Représen_ter graphiquement les ensembles de points caractérises paf
les cquations suivantes dans % ; préciser pour chacun d’entre eux 81
s'agit de la courbe représentative d’une fonction de R vers .

1/ (x,y}ERXR,(2x+y—3j[x—3y+1)::{]
2/ (x.y) ERXR, x| + |y| =1

; 3/ (X-}’JERXR~}’{}’"¢+2J+5E-3+(y—2)(3+x—}')=0
A (Xy) ERXR , max (|x] , ly|) = 1

1) Etude de [f| : x — [f(x)|

Soit f I'application de [—3;2] vers [t dont
la représentation graphique (C;) dans le
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e — -

repére A est donnée ci-contre :

On va construire la représentation gra-

phique de I'application :

ifl : [-3:2] - R
x = [f(x)]
a partir de celle de f.

Soit P = {x€ [-3;2] ; f(x)=0}
N = {x€ [-3;2] ; f(x)=<0}

Ona:P=[-2;1]etN = [-3;-2]U]1,2]u{0}
1l résulte de la définition de la valeur absolue d'un nombre réel que :

VxeP f(x)] = f(x)

VxEN f(x)| = —1f(x)
Done, en désignant par (C’) la représentation graphique de la restriction de f a P et
par (C”) celle de la restrictionde fa N, ona :

(Cpy) = (CHU S0, (C7)

ou Sy j est la symétrie orthogonale d’axe

la droite D (O, _i’). En effet I'image d’un

point M(‘;) de @ par cette symétrie est le

X
it M‘( )
P ~y

Exercice 2 Construire le tableau de variation de la fonction f de I'étude précé-

j
| dente. En déduire le tableau de variation de |f].
'

- Exercice 3 | Soit f une fonction de R vers R bornée ; la fonction |f| est-elle bornée ?
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—_—
X Exercice 4 | Soitf : [~4;4] — R deéfinie par :

} V& [~41] 09 = l VX E 4] () = [x=3],

¢ Construire la courbe représentative de f.

2) Etude de g : x — f(x) + b (b nombre réel donné)

SOit fla fonCtiﬂn de [_.2;2] vers H définie TS G aae EEEE pe s § S
par : e
Vx € [-2;1] f(x)=—x-2
Vx € ]-1;1] f(x)=x*
; -
vxE2] 109 =

Soitg: [-2;2] > R
x — f(x) + 4.

Soit M(:) un point de P. i R B H L
Ona : M(;) €(C,) si et seulement si M’(}j 4) E(C).

Soit T_,j la translation de vecteur —4T
T_4} PP

Ny =)
y y—4
Ona:YMe? ME(C) e T_j(M)E(C)
donc :YMEP MEe (C)eME T (C)

car (T_“D‘-I =T RETRT

donc :

[fcg) =Ty (Cf)l

Ce qui nous permet de construire point
par point la courbe (C,) a partir de (C,).
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e —

Plus généralement :

{Théuréme

Soient f une fonction de R vers R et b un nombre réel.
- La courbe représentative (C,) de la fonction :
g:Di— R
x —=f(x)+b
est 'image de (Cy) par la translation de vecteur b;

(Cp) = Ty; (Cp)

\/ Exercice § Construire la courbe représentative de la fonctiong : R— R

+1+2x
X —
X
apartirdecelledef: R— R
x> -
X

< Exercice 6 ; Soient f une fonction de R vers R bornée et b un nombre réel donné.
§ Soit g la fonction : B — R
x—f(x)+b

Montrer que g est bornée.

_, Exercice 7 Soit f : R — R la fonction affine par intervalle définie par le tableau ci-

dessous.
X == -2 3 ] —
3
f(x) 3 + —x+ 1 -2 X — 5 0 -2

Dresser le tableau de variation de f, puisceluide g : R— R
x> f(x) + 3

Tracer (Cy) et (C,).
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3) Etude de g : x - f(x—a) (a nombre réel donné)

Soit f [-2:1] > R

X — x°

etg:xw—f(x—3)

Cherchons D, : Soit un nombre réel ‘x, g(x)

existe si et seulement si f(x—3) existe c'est- |-

a-dire si et seulement si

or: YxeR

T

[-2=x-3=<1 © 1=x<4]

donc : D, = [1;4]

HHE

HETTE

+

uestion 1 %

Montrer que : VM(:) &9 [M(}'

) €(C,) & M(

x—3

J) e

En déduire que : T3(C;) = (C,)

On en déduit la construction point par

point de (C,) a partir de (Cy).

Plus généralement :

Théoréeme

' Soient f une fonction de R vers R et a un nombre réel.

Soit D, = {x E R ;x—a € D},
La courbe représentative (CE) deg: D, —» Rest]’
X = f(x—a)

—r

de vecteur a i
{CE) = Tn:(cf)

image de (Cy) par la translation




3/Tracés de courbes
J——

Soitl: R—=> R
X% — 2%+ 3

Exercice 8

Ecrire I(x) sous sa forme canonique.

Construire (C,) en utilisant la courbe représentative (C,) de la fonction

c: R—-R
XX
- Exercice 9 Soitk: R— ZP
X
X =
x+ 2
Construire (C,) a partir de (C,) avec h : R — K
—
X

x> [x* — 2x|
Pour tout nombre réel x, exprimer le nombre réel t(x) sans le symbole
de valeur absolue.
En remarquant que : Yx € R x’—2x = (x—1)*~1, construire (C,) &
partir de (C,))olic: R—R

X > X

+ Exercice 11 | Soit f la fonction de [—5;10] vers R définie par le tableau ci-dessous :

X -5 2 3 10
f(x) 2 2 3 | —4x+11 ]| 4 x+1 5

Soit g la fonction définie par : g(x) = f(x—2). Trouver I'ensemble de
définition de g et dresser le tableau de variation de g.

.. Exercice 10 i Soit t : R-¥R

4) Etude de g : x — k f(x) (k nombre réel non nul donné)

Soient f : [0;2] = R
XX

et g:[02] = R
x — 2 f(x)

fis |
Pour tout point M(}.) de Pona:

M(:) E(C,) & [x € [0;2] et y=g(x)]
< [x € |0;2] et y=2 {(x)]
& [x € [0:2] et M(Y )E{(_)]

2
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Soit A, PP
z i
NU =g <2t)
A, s appelle I'affinité orthogonale d’axe la

droite D (O, T) et de rapport 2.
A est une bijection de % dans & de bijec-

tion réciproque :
A7V >P

()= (3]

Ona:A;'=A;s

Donc : ,
Pour tout point M(:] de P::
ME(C) & A'M) € (Q)]

Donc :

[ ©=80C) |

d’olt la construction point par point de (C,)
a partir de (Cy) : a chaque point de (Cy)
correspond le point de (C,) de méme abs-
cisse et d'ordonnée double.

Plus généralement ;
Théoréeme I

Soient f une fonction de R vers R et k un nombre réel non nul.
La courbe représentative (C,) de g : D,— R ‘

X — k f(x)
est I'image de (C) par la transformation ponctuelle A, définie par :
Ak i QP — EP

X
(3] w2
y ky
on a donc :

. (C,) = A, (C)
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P
Exercice 12 { Soientf:[14] - R et ¢c: R—R

2

-J X = 2x*—8x+6 X = x2

Construire (Cy) a partir de la courbe représentative de la restriction de
¢ a un intervalle que I'on précisera.

Exercice 13 | Construire la représentation graphiquedep: R— R

X => —3x%—6x+3
apartirdecelledec: R— R
X > x>

5) Etude de g : x — f(kx). (k nombre réel non nul donné)

Soit f : [0;m] = R
t — cost

dont la représentation graphique est don-
née ci-contre.

Soit g : x — f(2x)
Cherchons Dg. Un nombre réel x est élé-

ment de D, si et seulement si f(2x) existe
donc si et seulement si 2x est élément de

[0;m] donc :
oo

Ona :
M (:) e P [M(?) E(C) & xE [G,g] ety = cos2x]

o2
y
SoitA,,: P —P

A, s'appelle I'affinité orthogonale d'axe D (O, i) et de rapport 1/2. A, . est bijective
de bijection réciproque :
A!._ZII P —s ap
)~ #5)
y Y
ona:AS = A,
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On a ainsi : i
YyME P M E(C‘} & AL (M) E€(C)]

donc {(Cp) = A,» (C)]

d’oli la construction point par point de
(Cp) : & chaque point de (C) correspond
le point de (C;) de méme ordonnée et
d’abscisse moitié.

Plus généralement :

Théoréme
Soient f une fonction de R vers R d’ensemble et k un nombre réel non nul.
Soit D, = {x ER ; kx € Dy}.

La courbe représentative (Cy) de g : D, — R est I'image de (C;) par la transfor-
x = f(kx)

mation ponctuelle A, définie par :
Ay ! P> P

M)y

Onadonc : (Cy) = A, (C)

s Exercice 14 ; Construire la représentation graphique de g : [{],r[]t —- R (-2%)
e L

* Exercice 15 | Construire la représentation graphiquede g :  [0,n] > R
. 3 n)
} t — 3cos|2t t 3

6) Fonction périodique
Soit P I'ensemble des entiers relatifs pairs,
P={. —10,-8,-6,-4,-2;0;2:.4:6......}
11 est clair que tout nombre réel est compris entre deux entiers relatifs pairs cons
¢'est-a-dire que :
vxeR 3JkeEP ksx<k+2

geuti®
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Cet entier k €étant unique, on définit I'application f de R vers R suivante :
vkeP YxER [x€ [kik+2[ > f(x) = (x—k)*]

La restriction de f & I'intervalle [—8;4] est précisée par le tableau et la représentation
graphique ci-dessous :

% |=8 -6 -4 =2 0 2 4
f(x) | 0 |(x+8)?| 0 [(x+6)*| 0 |(x+4)*| 0 |(x+2)?| 0| x* | 0 |[(x=2)’] O

S RS ii:-}-f: pifalzcizliea ;L_:;::,,::j_:ﬂhﬁ! :fén.*‘.'l.‘ |I+ HERALNR] BEREL E

Question 2 Tracer, dans des repéres différents, les représentations graphiques des
fonctions g, : x— f(x + 2)
g x—f(x—06)
gy x> flx+8)
Que remarque-t-on ?
Plus généralement montrons que :
YVneEZ VYxeR f(x+ 2n)=f(x).
Soit un nombre réel x, il existe un unique entier relatif k pair tel que :
k=sx<k+2
d'ot k+2n<x+2n<k+2n+2
dod f(x + 2n) = [(s + 2n) — (k + 2n)]°
= (x — k)’
f(x + 2n) = f(x)
En utilisant cette égalité calculons par exemple (11 5).
Ona:11,5 =15+2x5
donc : f(11,5) = f(1,5 + 2 % 5)
f(11,5) = f(1,5) = 2,25

'Et plus généralement tout nombre réel x" de [10,12[ s’écrivant X’ = x + 2 X 5 ol
x € [0,2]
Ona : f(x") = f(x)
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80

Soit (C,) la courbe représentative de la restriction de fa [0;2[. La courbe TePrésenty,

Cs de la restriction de f & I'intervalle [10;12] est I'image de C; par la tFHHSEatign;

-
vecteur 5 X 21,

De méme la courbe représentative (Cs;) de la restriction de f a I'intervalle [106,10§
est I'image de (C;) par la translation de moteur 53 x 21 car pour tout nombre réels
de [106,108[ on a x = x* + 2x53 ot x’ € [0,2[, donc on a : f(x) = f(x").

Soit (C,) la courbe représentative de la restriction de f  I'intervalle [2n;2(n+1)[.

Il résulte de ce qui précéde que, pour construire la courbe représentative (C) de !
suffit de connaitre la courbe représentative (C,) de la restriction de f a [0,2[ ou & tou
autre intervalle d’amplitude 2. On obtient (C) en mettant bout a bout les images &
(Cy) par les translations de vecteur 2?, 4?, 6?,... ZnT et -—2?, _4_{, —GT, —8i..
—2ni car:

Vn € Z (Czn) =T

.2 (Cg)

On dit que f estlpén'odique et que 2 est sa période car toute restriction de f 2 }‘“
intervalle d’amplitude strictement plus petite que 2 ne permettrait pas de construr®
enticrement la courbe représentative de f.

r o N = ]
| Définitions

- Soit f une fonction de & vers R d’ensemble de définition D; on dit que f est périv”
- dique si et seulement $7il existe un nombre réel strictement positif o tel que :

| (P) ¥YXxED; [x+taE€D,,x—ae Dyet f(x+a) = f(x)]

Si, parmi les nombres réels strictement positifs vérifiant cette propriété, il en existe
un plus petit noté p alors on appelle la période de la fonction f. On dit alors qué |

est périodique de période p. _’/J

l
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Question 3 ) Soit fune fonction de R vers R périodique et & un nombre réel strictement

positif vérifiant (P). Démonritrer que pour tout entier relatif non nul k, le
nombre réel ka vérifie (P).

b 1
§
§
3

1 résulte de la question précédente que, si f est une fonction périodique alors il existe
des nombres réels strictement négatifs vérifiant (P).

Tout nombre réel B non nul vérifiant la propriété (P) s’appelle une période de la
fonction f.

On dira que « f admet pour période B »
ou que « [ est une période de f ».

( Méthode pratique

Pour tracer la courbe représentative d’une fonction périodique.

Si f est une fonction périodique de période p il suffit de construire la courbe rep{ésgn~
tative (C,) de la restriction de f & un quelconque intervalle d‘amphtud? p c’est-a-dire
de la forme [xy, X,+p[. Alors pour tout n de Z la représentation graphique (C,) de la
restriction de f a I'intervalle [x, + np, X, + (n+1)p[ est 'image de (C) par la translation
de vecteur n e
F (€ = T
Ainsi, par exemple, pour tracer la courbe représentative de la fonction cosinus, qui a
pour période 2, il suffit de connaitre la courbe représentative (Cp) de la restriction de
la fonction cosinus a ]—r,m] et d’appliquer les translations T, o ou n est élément

de Z.

| T 3

M

LE ki ERE LERY B pannaa s a bR AL RN RS EA BRRRT RERAT NN samaguan sRRRRRRIRY ANIALRDLY]
| ] R EEEE BEER EER P L MR H R L ] H T
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Les applications suivantes sont périodiques. Trouvez-en une Périgg,
f:R-R fH:R—>R f;: R—>R ‘
X

X > cos 4x """5]"6

Exercice 16

x > sin 3x + cos 2x

Exercice 17 ) Soit I'applicationf : R— R
x — x—E(x)

Construire la représentation graphique de la restriction de £ a Pipgg,
valle [—10,10[. En déduire graphiquement que f est périodique g g,
période 1. Vérifier par le calcul que 1 est effectivement une période g,

£
Exercice 18 § Soit f I'application de R vers R dont une période est 6 et telle que :

vx e 25 f(x)=x—2
vxE[5.8 f(x)=x-35

Tracer la représentation graphique de f. Quelle est sa période ?

5
z
E

2 Eléments de symétrie de la courbe représentative
d’une fonction numérique de la variable réelle

1) Fonction impaire
Soit f: [—4,4] - R
X — 3x
13

X =

Compléter le tableau suivant :
| x |4 3] -2]-1] o0 1] 2]3]¢

Question 4 ?’
§ | ftx) |
!

Que peut-on dire, pour fout i de {0.1,2.3.4) d ines M,(i:f(i)) €
kil {0,1,2,3,4} des points M;(i:f(
Montrons que : VX ER f(—x) = —f(x)
Soit un réel quelconque x ;ona :
(=2)" — 3 (=x)
13
-_xjj- 3x
13
(x" — 3x)
13
= (%)

f(—x) =
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B : de définition D
Soit f une fonction numérique de la variable réelle d ensemble de définition LJ.
On dit que fest impaire si et seulement 1
vwxeD [-x€D et f(—x) = —f(x)]
' :_.;_.-:_Jiﬂ: HHHHHH ﬂ'f&_:%%‘::_
§§£;::~_'_:: RasEiifedaacin 'ﬂ% H toiits e
i HHH e o R
:E L : l_:.:.' ¥ T E HH
HH ;_ﬁ_:;::_ M::. 4:;':. g5t
i p: dasiEEy R
- - i“‘, HEH T T
Se347 pas amszis HH
i
Interprétons graphiquement cette défini- SR e
1 : H SEsaauzn &aasasaaamana
o 1 i T
1288 FHHH fITEiaasiosams
. i S e
] ,,%;::;—-’.—7 SSEisasisssaiiies
: - S sEastaizinan Sist o
HHH M B PR
i e s iR

Puisque pout tout nombre réel x de D on a f(—x) = —f(x), pour tout point M(f(:;)) de

(C,) le symétrique M'(_;E;)) du point M par rapport a O est un point de (Cy).

Soit S, la symétrie centrale de centre O onadonc:
S0 (Co C (Cy)

Comme S, est involutive on en conclut que Sy(Cy) = (Cp) c’est-a-dire que (Cy) est

invariante par Sy.
Réciproquement :

Si (C,) est invariante par S, alors pour tout nombre réel x de D, le point M p ) étant ¢

f(x)

un élément de (Cy).

. A ur ¥ _x
Le symétrique M —f(x]) de M par rapport a O est un point de (C¢) donc

—f(x) = f(—x). On a ainsi montré que f est impaire.

[
‘ Théoreme
U.ne Ioncti:un*f est impaire si et seulement si sa courbe représentative est invari
‘ par la symétrie centrale de centre I'origine du repere. LIEEE
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Question 5 | Sachant quv la courbe représentative de la restrictioy i

3_
[f R e _31] a intervalle [0,4] est la suivante, construire lg Courp,

§ v

TII ] .

' T I 1

B H
B

;
] il T RER =

n N e i

1
rs

T
1

X

1
+
!
T

I

1

: '.'.'.' H
T T

R

=tb
jusna

FEE

322

s

i

2) Centre de symeétrie

Soit f: [—4:2] = R
x—x +3x -1

uestion 6 — '
Question 6 - Placer, dans le repére orthonormé (0, ?, j ) les points de (Cy) d'abs

cisses respectives —1,0,—2,1,—3,2 et —4

Vérifier que ces points sont deux a deux symétriques par rapport au P‘-"m
—1
2 )
Montrer que Sq (C) = (Cy) on Sy, est la symétrie centrale de centre {
_ i _“_._______,__...--"1

T T

Definition | !

Dp dit l.j]l.I'Uﬂl point £} est un centre de symétrie d’une courbe (C) si et seulement ||
(C) est invariante par la symétrie centrale de centre ), c’est-a-dire si et seulemen’

si S (C€) = (C). _

; ] - X . 4 i T
Par exemple, le centre d’un cercle est un centre de symétrie de ce cercle, 1€ poit
d’intersection des diagonales d'un rectungle est un centre de symétrie de ce rectangl®

Exercice 19 Fo = e
¢ Le plan est rapport€ au repere orthonormé M égala (O, i, )

Soit (12) la dronte dont une équation dans Rest : x +y + 1 0.
Soit ('€) le cercle dont une équation dans M oest : x2+ yz = 1.
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Soit AR, le repére (O,, T T) -:')1‘.1 0O, est le point de coordonnées (1,2)
dans 9.

Soit %R, le repére (O, 2?, 3?).

Trouver une équation de (D) et une équation de (‘€) dans le repére R,.

Trouver une équation de (D) dans le repére %,.
Quelle est I'image (‘€’) du translaté du cercle (‘€) par la translation de

_’
vecteur OO, 7 Montrer que le centre de symétrie de (‘€”) est le translaté
par t du centre de symétrie de (€).

Remarque :
Il est clair que la notion de centre de symétrie est indépendante du repére choisi.

Examinons maintenant le cas ou la courbe considérée est la représentation graphique
d'une fonction de R vers R.

Méthode pratique

Pour montrer gu’un point £ du plan est un centre de symétrie de
la courbe représentative (C) d’une fonction f.

Une équation de (C) dans le repére (O, T T) étant
Y)ERXR,y—f(x)=0

On utilise les formules de changement de repére pour trouver la fonction F telle que :
XY)ERXR, Y-FX)=0

s0it une équation de (C) dans le repére (€2, i, j).
On montre ensuite que F est impaire. ¥
Ainsi, par exemple, montrons que le point

— ] .
ﬂ. | )eat un centre de symétrie de la courbe
feprésentative (C) de
b [-4:2) > R

x = x> + 3x* —1
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» { est un centre de symétrie de (C).
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' Exercice 20 { Soitf: R— R
3 —2x
x+1

X —

Montrer que le point ﬂ(:é) est un centre de symétrie de la courbe (C)

représentative de f.

Exercice 21 § Soitf: R—> R
x—>x -3 +4

Montrer que le point ﬂ(;) est un centre de symétrie de la courbe (C)

représentative de f.

3) Fonction paire
Soitf: [-22] - R
x—>x'—2x2+ 5
Soit x un nombre quelconque de [—2;2], —x appartient & [—2;2] eton a :
f(—=x) = (—x)* = 2(=x)* + 5
=x*-2x*+5
donc : f(—x) = f(x)

Définition
Soit f une fonction numérique de la variable réelle d’ensemble de définition D. On
dit que f est paire si et seulement si :

YxeD [-x€D et f(—x)=f(x)]

Interprétons graphiquement cette défini-
tion :

e
il
L T
T
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ey

Puisque, pour tout nombre réel x de D on a f(—x) = f(x), pour tout point M( f(x )) de

X
(Cy) le symétrique M’( fa)) du point M par rapport & I'axe des ordonnées est un pojy
de ().

Soit S, ;) la symétrie orthogonale d’axe (O, T), on a donc :

S0, § (Cp) C(Cy)
Comme Sg_j) est involutive on en conclut que Sio, j (C) = (Cy) c’est-a-dire que (C,)
est invariante par S j)-

Réciproquement :

Si (C,) est invariante par S, j, alors pour tout nombre réel x de D le point M( f(’;})

appartient a (C;). Le symétrique de M par rapport & D (O, T)l c'est-a-dire M,([:&:))

est un élément de (Cy).
donc : f(x) = f(—x) et f est paire.

Théoréme - .
Une fonction est paire si et seulement si sa courbe représentative est invariante par

la symétrie orthogonale d’axe D (O, 7).

Question 7 | Soitf:[-22] >R
' x> xt =2+ 5
. La représentation graphique
de sa restriction a [0,2] est la

suivante, Tracer C;.
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3 Tracés de courbes

4) Axe de symetrie
Soitf:[—4:2] > R

x' +4x’ + 9% + 10x + 3

10

X >

Question 8 ) Placer les points d’abscisses —2,0, —3,1,—4,2 de la courbe représentative
) (C) def.

{ Vérifier que ces points sont deux a deux symétrigues par rapport a la

— —»

droite (4) dont une équation dans le repére orthonormé (O, i, j) est
x+1=10
Montrer que Sy(C) = C oti Sy, est la syméirie orthogonale d’axe (4).

| Deéfinition

|

- On dit que la droite (A) est un axe de symétrie d’une courbe plane (C) si et seulement

' si (C) est invariante par la symétrie orthogonale S, d’axe (A) c’est-a-dire si et
seulement si S, (C) = (C).

Par exemple, tout diamétre d’un cercle est un axe de symétrie de ce cercle ; les deux
diagonales d’un losange sont des axes de symétrie de ce losange.

Remarque :
Il est clair que la notion d’axe de symétrie est indépendante du repére orthogonal

choisi.
Examinons maintenant le cas ol la courbe considérée est la représentation graphique

d’une fonction de R vers R.

Méthode pratique

B s
Pour montrer qu'une droite (A) paralléle i la droite D (O, |) est
un axe de symétrie de la courbe représentative (C) d'une fonction f.

Une équation de (C) dans le repere (O, 1, TJ est :
x,y) ERXR, y—f(x) =0.

On choisit arbitrairement un point £} de la droite (4).
On utilise les formules de changement de repére pour trouver la fonction F telle que

X,Y)ERXR,Y-F(X) =0

soit une équation de (C) dans le repére ((), i, _j.). On montre ensuite que F est paire.
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Montrons, par exemple, que la droite (D)
d’équation x + 1 = 0 est un axe de symeé-
trie de la courbe représentative (C) de
f:[-42]—=R

Gl [x4+4x3+9x3+ 10x+3)/10

{;) un point de (D).

Soit M un point du plan de coordonnées

soit R(

x et y dans (O, T T) et de coordonnées

X et Y dans (£, T T].
Ona:

x=X-1 et y=Y

En remplacant x et y par leur valeur en fonction de X et de Y dans :
(x* + 4 + 9x* + 10x + 3)

YE[-42] xR ,.y— 0
(x,y) € [-4;2] y 10
on obtient :
4 2
XY) e[-33] xR , Y- & +f;‘ Dow

Donc (C) est, dans le repére (2, i, -_1?) la courbe représentative de la fonction
F: [-3;3]—R
X = (X*+3X%-1)10

Puisque F est paire, (A) est un axe de symétrie de (C).

. Exercice 22 ) Soitf: R— R
X—=>x>—=3x+2
Construire la courbe représentative de f.
Soitg: R—R
x> £(x]) -
En ut:hsan_t le fait que g est pairef construire la courbe représeﬂtﬂﬂ""
de g a partir de celle de f.

b Exercice 23/ Soitf: R— R
i 1

[x+3| + 1

; :
Montrer que la droite (A) dont une équation est x+3=0 est un axe
symétrie de la courbe représentative (C) de f.

X2 -



e 3/Tracés de courbes

Réponses aux questions

Qi:

Qi o
Sy = f(x—3)
= M-(I;S) & ()
STy (M) € (C)
S®MEe Ty (C)

d'ou (C;) = T4 (C)

Q2:

---I- L i t i i
X ESRnNE | t
. BT
L JI I I'_L
B I i i

T - : bat

e #

7 f H :

i P H it

—— : H 3o T

£ Co) =Ty (C) - .
e E
i R !

it Hi 1

¥ I HH
':v -'H' ﬁ ol e

_.'1:'_' 3

i: ':cﬂ} = Tg (C)

H H : ais H
i i i i
TN i

. S
P
T
-
.I'.l‘.
M

WL
N

e T R L
1 (Co) =T (C) : 1

iiicisassiii it il

ona {C‘,}={cﬂ] =(Cga)=(C)
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Q3:
Ona:
(P): ¥x € Dg (x+aEDg et x-a€Dg el
f(x+a)=f(x))
Soit x€Dg, x+aEDg. Puisque x+2a = (x+a)+a,
d'aprés la propriété (P) on a: x+2a&Dg et
fix+2a)=1(x+a).
En utilisant encore la propriété (P),ona:

f(x+2a) = f(x) -
1/ Plus généralement, pour tout k de f*, en utilisant
k fois la propriété (P), puisque
x+ka = x+ (a+...+a) (k termes)- .
on a x+kaEDg et f(x+ka)=1(x). Ainsi ka vérifie (P).
2/ On a aussi x—a€Dg. On a: f(x—a)=f(x) car
(x—a)+a=x, et il suffit d’appliquer (P). Ainsi —a vé-
rifie (P).
Soit k' un entier relatif strictement négalif, D'aprés
le 1/ puisque —k' est élément de A", —k'n vérifie
(P). D'aprés le 1/ —(—K'a), qui est égal a k'a, vérifie
(P).
On a ainsi montré que :
YxeDg VkeZ" (x+ka€Dg et f(x+ka)=f(x)).

Q4:
x |4 -8|-2|-1]o|1]2
18| —2 2| -2
_4’-13 31131%0 7
Puisque, pour toutide {0,1,2,3,4} on a f(—i)=—1(i),
les points M, et M sont symétriques par rapport 2 Q.

5 4}
z il

2
13

Q5:
En appliguant la symétrie centrale de centre O, on
obtient :

el:
x | f(x)
-1 i
0 -1
-2 3
1 3
-3 -1
2 19
-4 | —-17

{5) ee(3)

sont symeétriques i
par rapport a :l.'l( 1)

ofg)ero(3)

sont symétrigues
par rapport a {1,

2 —4 )
5(19) el F(-r?
sont symétriques
par rapport a (L.
Sﬂ o @—# @
X S
M( )-&M( ,)teiqua
y y
NOM' = —(IM c'est-a-dire
{x'= —-x—2
y'=—y+2

Pour tout point M(;) de ® 7
(X i
M( ,)esn(c,l 2 i

y i
©3IM ; €(C) M'=8n(M) i
y=fx)  EE
&3(x,y)ER? X'==xX-2 =
y'=—y+2 &
y=f(x)  EEE
«3(x,y)ER? x=—x'-2 :
Y=_'yl+2 E"':':":.l:t = .r_..‘-——J

G-y +2= f(—x'—2)
or f(-x'-2) = (-x'—2)* + 3(—x'—2)*~1
= —x'a — 3:'2 + 3
dol :
r 3
m'(;’)e@ M'(:,)esn(c,) & - y+2=—x>-3
& y'=1'3+3-?"?"1

2 W

d'oil I'6galité S(C)=(C)).
———"'-'-/
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o X | f(x)

|| suffit d'appliquer la symétrie orthogonale d'axe L

00.7) 0 | 03

-3 | 27

1 2:l.

-4 1107

2 10,7

_.2 0 -
rtala
A( 013) et E(u,a) sont symétriques par rappo

droite (A) dont une équation est x=—1.

-3 1 - :
rt
C( 27 et D(E.? sont symétriques par rapport a

(A).

-4 2 g
E( .‘ID.?) et F( 3 0.?) sont symétriques par rapport a
(A).
S,: P>
o
Y

:.) tel que le milieu de [M,M'] soit

sur (A) et ﬁﬁ? =0 {carT est un vecteur directeur
de (4))
, o X+x
c'est-a-dire =5 + 1 = 0 et y'—y=0 ce qui donne
le systéme
X' = —x-2
W=y

(X ;
VM (y.)s@- M Esm{{})aam(:)s(c} M'=8,4,(M)

y=f(x)
e3XY)ER? {x=—x-2
y'=y
y=1(x)
ﬁE{X.!)E R? X=—x'-2
Y=y

or f{—x'—-2) Y SH-x—g)

1
=0 [H'-E)‘ +4(-x'-2)* + 9 (
—X'=2)* + 10(~x'-2) + 3]

;
10 {“" +ax% + 9x? + 10x' + 3]
=1(x)

d'ot vm*(::)e@ M-(;:]Esm(cj & y'=1(x)

- ! x'
=m(s)eo
on peut donc conclure °

Sw(C) = (C)
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o m”“;r“ﬂ

e

Exercices

!

Sauf mention explicite du contraire le plan & est rapporté au repere orthogonal %t égal a (O, T, 7).

24 Soit f 1a fonction définie par sa courbe representative (C) dans le repére .

—
2
:_L

Tracer |la courbe représentative des fonctions sui-
vantes ;

x> f(x) , xe~— f{JHI} Lo f(x+m)

1 x
— —f % -
X = {x) x»—a!{n

1 1 :
X (fix) + [f(x)]) x> > (f(x) = if(x))

25 Dans le repere orthonormé (O, i, j) du plan
soit (C) la mléerbe représentative de la fonction
f: [-1;1]—
X X2+

Trouver une éguation, dans le repére N de chacune
des courbes suivantes :

(C,) = T27+Ifc.| (C2)=5,(C) (csl"S;c, I:(C:'

(C4) = Sio. HC) (Cs)=A4(C) (Cg)=A,(C)

2

Tracer chacune de ces six courbes,
Soit (C;)=54,(C) ol (A) est la droite de # dont une
équation est x—y=0. Tracer (C,). La courbe (C,)
est-elle la courbe représentative d'une fonction ?

26 Montrer que la courbe représentative (C') de la
. e 2+ f—_l
est 'image de la courbe représentative (C) de
k : R— R par une composée de iransformations
X — 1/%
planes. Construire (C').

27 Construire la courbe représentative (C”) de
g: R—R
Ix—2

x+1

{On écrira, pour tout nombre réel x de R—{1}, le

b
nombre réel g(x) sous la forme g(x) = a + m}.

28 Trouver la fonction polynéme p, de degré 2telle
que

i’xE[ﬂ;g:H] p(x)=sin x
Tracer dans un méme repére du plan les courbes
représentalives des fonctions p et sin sur [0;71].

29 Montrerqueg: R— R
il IH{-1',IEN+§J<‘-E(J‘]F

est pericdique.

30 Soit  la fonction périodique de R vers R don!

une période est 4 et telle que :
Yx € [—-1,0] f{x)=—X
Yx e |01 fix) =x
Vx €]1:2]  f(x) = —x+2
¥x € ]2:3[ f{x) =x—-2

Tracer la courbe représentative de f. Quelle estle -
période de f 7

: e
31 Aprés avoir trouvé I'ensemble de déﬂnﬂi‘:‘,’;bﬂe
chacune de ces fonctions numériques de la va

réelle, étudier si elle est paire ou impaire.

= =1 2%
— yYxE
-K x—1 xHJE& Hl—lm
X £ X 2x% — BX + 7

_——
|x*—4x+3|
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le point 5?(2) est un cent
<g2 Montrer gue e p L1 entre de sy-

meétriede la courbe représentative (C) de la fonclion
{:R—R

x*—2x+3

X7 ox-2)

=)
'33 Montrer que le point “L+9] est un centre de

symétrie de |a courbe représentative (C) de la fonc-

tion
{:R—R

1
X2 (2x+5)%(x-2)

34 Trouver une valeur du nombre réel m telle que
le point £}(—1,—16) soit un centre de symétrie de la
courbe représentative (C) de la fonction :

f:R—=R

X == (x+1+m)¥x+1—2m)

\’\35 Trouver les nombres reels a et b tels que le
point £1{—1,3) soit un centre de symétrie de la courbe
representative C de la fonction :
f:BE—=R
ax+2
R
t x+b
F 36 Soit (C) la courbe représentative de la fonction
—X¥+4x—2
ffR—=R x—» ———————
2(x2—4x+3)
d'éguation x—2=0 est un axe de symétrie de (C).

- Montrer que la droite

]{a? Soitf: R— R

X—= 2+ \x—=1| '
Montrer que la droite d'équation x—1=0 est un axe
de symétrie de la courbe représentative (C) de f.

| 38 Soit un entier r-;aturel netf, la fonction numé-

JI| ;'q{“e de la variable réelle définie par :

%= " (x_..a]ﬂ

- Montrer qu'il existe un nombre réel a que I'on déter-
minera tel que, quel que soit l'entier naturel n, la

| droite dont une équation est x—a=0 est un axe de

(—5"_‘?9*”9 de la courbe représentative de f,,.

f< 39 Soit f une application de R vers R.

:;’ﬁ””‘rar que s'il existe un point {}a,b) de @ tel

YXER f(2a-x)=2b—f(x)
3?:5 £} est un centre de symétrie de la courbe (C)

5) Montrer que s'il existe une droite (D) d'équation
*—-a=0telle que :

YxER f(2a—x) = f(x)

S

e

alors la droite (D) est un axe de symétrie de la courbe
représentative (C) de f.

¢) Etudier la réciproque de chacune des proposi-
tions demontrées en a) et b).

40 Soit f une application de & vers & et f, el f; les
deux applications de R vers R définies par :

VXeER fi{x)= ; [f()+f(—x)]

WwWeER LX) = ;[i(x}—f{—x]]

a) Montrer que les applications f, et f, sont respec-
tivement paire et impaire et calculer leur somme.
b} Trouver f, et f, dans chacun des cas suivants :

X
1/ fixrs A frxw— 3x+5

X+1
2/ f:x > X+3x+2 4/ f1xX > cOSX__

¢) Montrer que si, f étant donnée, il existe une ap-
plication paire p et une application impaire q telles
que : f=p+qalors on a p=f, et g=1,.

En déduire que toute application de K vers & est la
somme d'une application paire et d'une application
impaire.

41 Soit E I'ensemble des points M(:) de @ rap-

porté au repere orthonarmé (O, 7 T) tel que :
E= {M(: E€P ; x+y=|xy|~1)
Dessiner E.

Montrer que la droite (A) dont une égquation dans 3
est x—y=0 est un axe de symetrie de E.

42 Dessiner les sous-ensembles de P suivants :
B = (M(¥)e? : ixi+lyi=1)

= {M(:)E? ; max(/x],ly)=1)

Trouver les éléments de symétrie de B et de C.

43 Leplan estrapporé au repére (O, T, T‘,i ; soit
(C) la courbe représentative de la fonction f.
FR—R

X2 x+2 + A
X—4

Soit 1 le point de coordonnées 4 et 6 et u le vecteur
telque u =1+ |.

Soit ' le repére (12, U‘ T]. Montrer que dans le
rapére A’ Yri est une équation de (C).
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Résultats

ou indications des exercices

1/ Le premier ensemble est la réunion de deux
droites. )
Le second ensemble est le carré ABCD ou

A7) 8l5) off) o)
Le ftroisigme ensemble est le seul & étre la

courbe represeniative d'une fonction.
Le quatriéme ensemble est le carré EFGH ou

e(})./{ 7). 67t H(_U.
8/ (Cg) = T4 80,7 (C)
8/ (C) =Tz (o).
12/Soit g = Cy_, 4, (C)=ATz_;(C,).

14/ SD‘”.'[ = Siﬂ”.‘mlu] " (CU:I=A 1 {Cf:l.-
2

15/S0itf = €08, 3, . (C)=ApT A, (C).
from e

L33 a oz

17/Vx ER  E(x+1)=E(x)+1

19/Dans @, :
(D) : x+y+4=0
(C) & (x+1)*+(y+2)*=1

Dans %, :

(D) : 2x+3y+1=0
Dans @ :

(C) & (x=1)%+(y—2)*=1

5
20/Y =
Y X

21/Y = X* - 3%,
23/ . =
Une équation de (C) dans le repére (12, 1, |)

avec ) ﬁg est :

1

Y = 2 - —--:
IX|+1
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4 Suites numériques

N s

| Generalites

Il. pemonstrations par récurrence
Il Suites arithmeétiques
|v. Suites géomeétriques

1 Geénéralites

1) Definition

uestion 1 | En calculant le quotient
43177
= on trouve 0,436131313...

Quelle est I'approximation décimale d’ordre 0 par défaut de A ?
Quelle est celle d’ordre 1 ? d'ordre 2 ? d’'ordre 3 7 d'ordre 30 7

e

C}n vient ainsi de définir une application u de I'ensemble N des entiers naturels vers
I'ensemble R des nombres réels qui, a tout entier naturel n, associe I'approximation

décimale d’ordre n par défaut de A.

| Définition

 Une suite numérique est une fonction u de N vers R :
| u:fj— R
n+= u(n)

e

REH\ﬂrunﬁ

* .
) :'_“ lieu de noter u(n) I'image du naturel n par la suite u on la note u,, ce qui se lit :
indice n ». u, s’appelle le terme général de la suite u.
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* Une suite u définie sur la partie I de N peut également se "“m

n)né;. Ainsi b
T
b

exemplesil, = {a,a+ 1,a+ 2.,.:}. _01‘1 a est un entier naturel donné, est [’ERsem
de définition de la suite u alors on ecrira . l
{un}nEln ou {un)nfitﬂ ou encore (uil“ Ut ie ua-!-:?'-")

u, s"appelle alors le premier terme de la suite, u,4, le second...

Dans la plupart des cas on aura I = N ou I = N*

* On notera que la restriction a ¥ de toute fonction numérique de la variable téel
est une suite. Ainsila restrictionaNdef: R—=R_ &
x> ¥ -3
est lasuiteu : N— R, dont I'ensemble de définition estI; = {3,4, 5 ¢ )
n+—n—3
Exercice 1 | Calculer les cing premiers termes de chacune des suites suivanteg défi.
3 nie par I'expression de son terme général :
1 )
Elfn-—r— 5/ nw~ Vn* - 25
n
; 2/ n (-1)° 6/ n—=(n+35) (3 - n)
i 3 (2).en Nu,=2x3"
? it . ,
E 4/ n > cos (-E) Sf‘.m n est pair alors u, = n
: - —
{ si n est impair alors u, = —
Exercice 2

Soit u la suite du terme général (3 + 5n) et v la suite de terme général

EKPI'LITJEI Un+1s Upgay Upys PUIs Vat1: Vn+2 €t Vo4 €n fonction de n.

Quel est, en fonction de n, I'expression du terme général de la suite W

5
} 5 ou n désigne un entier naturel quelconque.
(
}i définie par :

VneN w,= Vs ~ Upgo

2) Formule de récurrence

Monsieur Kouakou place une somme de 1 000 000 CEA ala BIAO le 1° janvier 1986

Ce capital produit des intéréts A raison de 8,5 % I'an. Ces intéréts s’ajoutent chaqué

année au capital précédent. On suppose que M. Kouakou n’ajoute ni ne retire d’argent
a son placement de départ. Soien i

tC,, C,... C, le mont ial intdréts compris:
aitboutde 1.9, . - mwanmbes 1 G G, ant du capital, intéré

On a ainsi défini une suite C

qui, & tout n, de N associe | i 167 ianvier ¢¢
I'année (1986 + n). e capital C, au 1% ]

uestion 2 { Dann.f'r Cy. Trouver C, en fonction de Cy ; en déduire C,
De méme, calculer C, et C,,

Plus généralement soit n = 1. Trouvons C, en fonction de C
n=1
8,5
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('iUﬂC :¥n eN” (qu = 1.085. ("ﬂ"] {R]

Une telle égalité, vraie pour tout couple de termes d’indices consécutifs de la suite C,
s'appelle une « formule de récurrence ».

Cette formule (R) permet, connaissant le capital au 1° janvier de I'année

(1986 + (n — 1)). de calculer le capital au 1" janvier de I"année (1986 + n).

QEES.'-iﬂ‘—j i Pour calculer le capital au 01.01.1996 calculer C,, Cs, Cg, Cq, Cg, Cy et
s enfin Cy.

On peut ainsi, de proche en proche, gréice a la formule (R) obtenir n'importe quel
terme de la suite C, mais si I'indice est trop grand ce procédé sera trés « laborieux’»
qussi cherchons & exprimer directement le terme C, en fonction de n. C'est-a-dire
trouvons 'expression du terme général de la suite C. Soit un entier naturel n, en
utilisant plusieurs fois la formule (R) on a : .
C,=1.,085.C,—

Cpmy = 1,085. Cys

C,=1,085.C,
C, = 1,085. C, Multiplions membre a membre ces n égalités. On obtient :
C,.C... C, = (1,085)". G.C,.... Gy
d’ot, en simplifiant :
C, = (1,085)" Gy
On a ainsi montré que :
v,eN C,=(1,085)". G

Question4 | Calculer le capital au 01.01.1996 et au 01.01.2012.

Question 5 | Si M. Kouakou déposait non pas 1 000 000 CFA mais 2 500 000 CFA
;I quel serait son capital au 01.01.96 ?

Plus généralement la seule connaissance d’une formule de récurrence entre deux termes

consécutifs d'une suite ne suffit pas pour connaitre la suite.
Par contre la donnée d'une formule de récurrence entre deux termes consécutifs et la -

donnée du premier terme définissent une suite unique.

Exercice 3 Calculer les cing premiers termes de chacune des suites définies par la
formule de récurrence donnée et le premier terme :

1/ ug = 2 et (R) : YneEN* U, = Vi,

2/ u, = 1 et (R): YneN — {0, 1} 2u, + 3u,—y =5
3/ ug = 2 et (R) : VnElg u, = 3u,—,

4/ u, = 3 et (R) : VnEN Upgy = 3u, + 2
5/ uy = 2 et (R) : YnEN Uggy - Uy, =3

o méme la donnée d’une formule de récurrence permettant de calculer u.4, en
iﬂl}nalssam U4, et u, et la donnée des deux premiers termes définissent une suite
nique u,
Par exempleu;, =1, u,=2etla formule (R) :
défini (R) VnEN Uy =Upy T4,
issent la suite u dont les cinq premiers termes sont 1, 2,3, 5, 8.
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Trouver les cing premiers termes de chacune des suites ci-dessoyg d.
finies par la formule (R) et ses deux premiers termes :

1/ U= 3, u = 2 et fR) x ‘Vtﬂeﬁf Ugga = zun-l"! ]_ 3*1.:

Exercice 4

T

-

2/ Uy = 2, u; = —1et (R_} T VHEN* Wiy = 9

e T N T e

3/ ug=2,us=6et (R) : YnEL  (Up41)" = Uy X Upy

3) Lecture graphique des termes d’une suite définie par une formule de
récurrence

Soit u une suite définie par son premier terme et une formule de récurrence du type |
u, = f(u,—,) ot f est une fonction numérique dont on a la représentation graphique
(C) dans un repére du plan. Voyons, sur un exemple, comment utiliser (C) pour placer,
sur I'axe des abscisses, les premiers termes de cette suite u.

u est définie par :

n

uy=—-—9 et VneN u,,+]=1—%

On adoncici : YnEN  uyy, =f(u,) avecf:R—R

Xi=3 ] —
Le plan @ étant rapporté au repére orthonormé (O, i, j)lareprésentation graphique

(C) de f est la droite dont une équationest :y = | — —:—

Tracons la droite (A) dont une équation est : y = x

A.ch_aque u, on va associer le point U, de coordonnées (u,, 0) de I'axe (O, TJ
Ainsi a uj est associé le point U, ()
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e ol T

La F’“ralmc a (0. 1) passant par U coupe (C) en un point P,. Les coordonnées de P,

cont (g f(uo)) cest-a-dire (=9, u,).

sait A le projeté de Py sur (4) parallélement a (O, 1) efia A|(u')-
‘ \u,
Soit enfin U, le projeté de A, sur (O, 1), l’u.mllélunwnl a0, T} ona U, ({l;l)

Schématiquement .

projection sur (©) Projection sur (4) Projection sur (O, i)
paralielement 2 (O, j) parallglement a (O, 1) parallelement a (O, )
Ui > P, > A > L,

) b Ly, " u, 4 u

o] iujl ) 1“)

En vtilisant le méme procédé on placera le point U, (;u)

Exercice 5 = : :
reiee Utiliser la méthode précédente pour placer sur (O, 1) les cinq premiers

% termes de la suite (u,),en définie par :
E

3
w=-2 et VnEN uy=3-—u,

Exercice 6

b -
' Utiliser la méme méthode pour placer sur (O, i) les trois premiers
g termes de la suite (u,),en définie par : ;

o | _
u=1 et VnEN un+|=1+un——5—uf,

4
) Sens de variation d’une suite

Diemus Soit (u,) e la suite définie par : VnelN u,=3.2"
Calculer les dix premiers termes de la suite u ; puis, pour tout élément |
de {0, 1, 2, ... 8) comparer u; et Uyy,.
Plus généralement, pour toul entier naturel n, comparer u, et u, 4.
Enfin montrer que :

VpEN VgEN [p<q>u,<u,
101
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La question précédente nous conduit a : \
| R
| Définitions

Soit u une suite définie sur 'ensemble |, des entiers nature

| 'entier naturel donné a. Soit b un élément de 1.

- On dit que la suite u est croissante (resp. strictement croissante) i partir dy p,

' si et seulement si : ng b
VpEl, VYqEl, [p<q=>u,=uy] (resp. u, < u,)

| On dit que la suite u est décroissante (resp ﬁtnclemu}t d:.c.rmssame] a partir g,

: rang b si et seulement si :
Vpel, ¥Yq€l, [p<gq :f;ur, u,]  (resp.u,>u o)

| On dit que la suite u est constante a partir du rang b si et -%t.ulemem 8i

VpEl, u,=u,

Is Supérieurs oy 'égilu
X

Etudions maintenant une caractérisation plus commode de ces notions.
Soit u une suite définie sur I, et telle qu'il existe un entier naturel b de I, vérifiant

VnEl, [h=b=>u,<su,y] (1)
Montrons que la suite u est croissante & partir du rang b. Ceci revient & montrer que:

VpEl, VYqEl, [p<q=>u,<ug]
Soient p et q deux éléments de I,
On a, d'apreés (1) :
up = 'I.IP+;
Up+1 = Upsa

=
Ug— S

done, en utilisant la transivité de |y re

lation < £ Ugt!
Réciproquement si u est ona:u, =y

croissante sur I, alors on a évidemment ; Y€ Y
102
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Théoréme

Soit u une suite numérique définie sur I, et b un élément de I,

La suite u est croissante (resp. strictement croissante) a partir du rang b si et seu-
| lement si :

VneEN [n=b=u, <upy] (resp. u, <unty)

La suite u est décroissante (resp. strictement décroissante) a partir du rang b si et
| seulement sl :
| vneN [n=b=>u,=u,4] (resp. U, = Uygy)
' La suite u est constante a partir du rang b si et seulement Si
| VneEN [n=b>uyy =4,

| —

Si une suite est soit croissante soit décroissante soit constante (resp. strictement Crois-
sante. strictement décroissante) 2 partir du rang b on dit qu’elle est monotone (resp.

strictement monotone) a partir du rang b.

Remarques
* Une suite définie sur I, et monotone (resp. strictement monotone) a partir du rang
a est dite monotone (resp. strictement monotone). Ainsi, par exemple, la suite u
définie par u : N* — R, est strictement monotone

1

X - —
n

* 1] existe des suites qui ne sont pas monotones, a partir d’aucun rang. Il en ainsi, par
exemple, de la suite  [n— (—1)7]-

Exercice 7/ ( Au cours de I'année 1975 le —
relevé mensuel des précipi- Ll 50
tations (en mm) & Abidjan | Fgyrier 76
a permis de dresser le ta-
bleau ci-contre. Soit I I'en- | Mars 101
semble {1;2 ;... 12} :
Représenter graphique- Ay 139
ment I'application v de I vers | Mai 182
R qui, au numéro d’ordre :
d’un mois, associe la hau- Juin 710
teur en mm des précipita- ;
tions au cours de ce mois. Juille 360
Etudier le sens de variation Aofit 45
de v.
Septembre 70
Octobre 90
Novembre 130
Décembre 90

103
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i

Soit (W, ),en- la suite, qui. a un entier naturel quelconque, assocje

Exercice 8 ¢ , 1atu . :
' carré s'il est pair, I'opposé de son carre s il est impair. Trouver les 5
premiers termes de la suite w. La suite w est-elle monotone ? u
Exercice 9 Que peut-on dire du sens de variation de la suite u définie par ;
n
+ si n est pair, alors u, = >
Vo i s ni=— ]
. si n est impair, alors u, = Ty
|
Methode pratique

Pour étudier le sens des variations d’une suite (u,),~1..

On choisit un entier naturel n quelconque de I, puis on €tudie le signe nombre réel
l:Lll'l-ri'-l = un)*

S'il existe un élément bde I tel que : YnEN [n=b=> (u,4, — u,) = 0], alors la suite
u est croissante a partir du rang b.

S'il existe un élément bde Itel que : VnEN [n= b= (u,4; — u,) =< 0], alors la suite
u est décroissante a partir du rang b.

Montrons, par exemple, que la suite v définie par :

v:N—R eststrictement décroissante.

_—
2n + 1
Soit un entier naturel quelconque n. On a :
v : et . 1
= v = —
"Toan+1 "M o) +1
d’ou : v Yy = 1 l
. T 43 2n+1

- 2Zn+1-2n-3
(2n+3) (2n + 1)

2
Ou encore : Vo4 — Vp = (2n+3) (2n+1)

c'est-a-dire : Vy4; — V,

donc : VnEN vy 4 —v,<0

On a ainsi montré que la suite (v,),cx est strictement décroissante.

Exercice 10 { Montrer que la suite u : N* — [
5 3n + 2
g ne=s ————
: 2n - 1

¢ i
' est strictement décroissante
Montrer que la suite v : N — [
n+~ [n—4| + [n-7
est croissante a partir d'un certain rang que I'on précisera.

' Exercice 1]

.y
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Exercice 12 |

. Etudier le sens des variations de la suite t définie par :
¢
{

to=1 et VneEN t4,=t +3

rMéthode pratique

Dans le cas ol tous les termes d'une suite u sont strictement
positifs a partir d’un certain rang b, pour étudier le sens de variation de u, on pourra

comparer le quotient de deux termes consécutifs d'indices supérieurs & b au nombre
réel 1.

En effet, puisque : Vn€EN [n=b = u, > 0]
Ona:

u
Vnel, [upy > u,© "> 1)
u\'l-
Upi
vnel, [u4 <u,©— <1]
un
u,
VnEIb [un+! = u, = b = 1]
n
Ainsi, par exemple, étudions le sens de variation de la suite u : N — R

n+— 3"
i Ona:VnEN u,>0

u, 3n+l
et : YnEN e n S e
u, 3
u,
donc : ¥YneER u+1 =3

La suite u est strictement croissante.

Exercice 13 | Etudier le sens de variation des suites suivantes :
Vu:N=R n=(1/2)"
2/ v:N*—>R n—n+l/n
3/ t: N— Rtelle que : tp=1et ¥nEN 1t ,,=(t)*
4/ w: N — R telle que

1 1 1 1 ]
M={1'_:2;_; e B R e AT
wi(lN) , 3 3 1 i 10 .

5) Opérations et ordre sur les suites

Soient (u,),er €t (Va)ne) deux suites qui sont des fonctions numériques définies respec-
tivement sur I et sur J. La somme u + v des suites u et v est définie par :

vneln) (ut+v)=u,+v,

Question 7 Soient (U,)uep (Vi)ues dewx suites ; soit k un nombre réel. /
— Définir le produit de la suite u par la suite v, / /
— Définir le produit de la suite u par le nombre réel k.
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— Si, pour tout dlément n de 1, u, est non nul, définir l'inveyge

j de fq g
u, le quotient de la suite v par la suite u. Sty

: o o . 1 de K _ |
Soient u et v deux suites définies sur la méme Pal'tlt on dit que la syjte :
plus petite que la suite v si et seulement stona .

Vnel u, <V,

Question 8

Question 9 |

S

Exercice 14

i i

Exercice 15

T

Exercice 16

A

B

Exercice 17 ‘E

Traduire, dans le langage et les notations des suites, la définition du
majorant, d'un minorant d’une fonction, dans le cas ou P‘*”“fﬂ'nbfedf
départ de cette fonction est N.

De méme traduire la définition de fonction majorée, minorée ou borng,
En déduire une caractérisation d'une suite non majorée, d'une suite noy
minorée.

Montrer que la suite u telle que, pour entier naturel n,
A= : ; .

u, = —— , est majorée par le nombre réel 1,5. Citez cinq autres
n+1l

majorants de la suite u. La suite u est-elle bornée ?

4317
La suite des approximations décimales d’ordre n par défaut de 90000
est-elle majorée ? minorée ? bornée ?

Pour chacune des suites ci-dessous, montrer que le nombre réel k donné
est soit un majorant, soit un minorant :

1/ ¥YneEN u, = (_1)n -

2% VhEN u,=—sinn k= -2
E 4
3 VeEN gy o=2t3 o 1
5n + 6 2
4/ YnEN un=n+1 k=_1,2'¢2
5/ VneEN u, = (_1}n+1 k=—3
6/ VneEN* u, = —= s
n(n+1)

i iorée-
Montrer que la suite (u,),cp définie par : u, = n®, n'est pas major

6) Suites périodiques

-‘. Question 10

!

Ingg

Ol [ ] pisionh
Soit z la suite qui, a tout entier naturel n, associe le reste desadi -
par 5. Tracer la représe’tmfif?ﬂ grﬂphfque de z dans un rgpérf

Montrer que l'ona :YneN z .=z,
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Deéfinition

Vi s e g : i : :
- Une suite(u,), - , est périodique si et seulement si il existe un entier naturel p non
nul tel que. pour tout entier naturel n. supérieur ou €gal aa,ona : u,4, = U,

Le plus petit entier naturel vérifiant cette propriété s'appelle la période de la suite
u.

Exercice 18 } Montrer que la suite définie, pour tout entier naturel n par
u, = (—1)", est périodique et de période 2.

Exercice 19 | Soitlasuitev:N—R
n(3)
n > sin |
2
Montrer que v est périodique. Quelle est sa période ?
Exercice 20 § Soit (u,),en la suite définie par :
Uy = —2 et VneEN Uy = — U, + 2
En utilisant la méthode de lecture graphique du paragraphe 1.3, mon-

trer que cette suite est périodique,

Exercice 21 3 Une suite constante est-elle périodique ?

2 Démonstration par récurrence

Sus g Ju,+4
Soit la suite (u,),en définie par : uy=4etVnEN  y, 4, = —

Question 11

n

Calculez les dix premiers termes de cette suite.
Que pressentez-vous ?

Question 12 | A tout entier naturel n, on associe la phrase notée D(n) : « n divise 120 »
les propositions D(1), D(2), D(3), D(4), D(5) et D(6) sont-elles vraies ?
Que pressentez-vous ?
D(7) est-elle vraie ?

Question 13 | A tout entier naturel n, on associe la phrase notée P(n) : :
« (n—3)(n—11) < 0 ». Montrer que, pour tout entier naturel n compris
entre 3 et 11, P(n) est vraie,

La proposition P(26) est-elle vraie ?

Question 14 { Soient s et t les deux suites définies sur N* par :
sy=1etVnEN* s5,4;=5,+n+1

+1
ViEN* 1, = ”r’lz )

107
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' Compléter le tableau suivant :
| n I 2 3 4 5 6 7 8

T
]
]

—

y I Jed

. Que pressentez-vous ?

Plus généralement : soit P(n) une phrase dépendant de I'entier naturel n. Qp cherce
la partie A de N constituée des entiers naturels k tels que P(k) est une Propositi;
vraie.

Soit a un entier naturel fixé.

Drapres les questions 12 et 13, il est clair qu'on ne peut pas conclure que A est égali
I, (¢'est-a-dire que pour tout n supérieur ou égal i a, P(n) est vraie) simplement apris
avoir constaté que, pour quelques entiers supérieurs a a, et se suivant, les propositions
considérées sont vraies.

Reprenons la question 11 ot I'on étudie la suite u définie par :

3u, +
uy=4etVneN u,, = —‘15_4

n
On a montré que les dix premiers termes de cette suite sont égaux a 4.

Soit un entier naturel p tel que u, = 4, montrons que u,4, = 4.

) 3u, + 4
Onsait que : VneEN u,4 = —/——
uﬂ
3u, + 4
Up

comme u, est €gal a 4 on peut écrire :

3x4 + 4

Upt1 =
) 4

donc :u 4, =4
On vient ainsi de montrer que la proposition R :

R VHEM u =4 =
est VRAIE. [Un =4 s = 4]

Ceci revient a dire que, si un terme quelconque u, de la suite u est égal 2 4, alors l¢
terme suivant u, 4, est aussi égal a 4,
Or on a montre que : u, = 4 donc : u; = 4 (grice a (R))
de méme. puisque : u; = 4ona: u, = 4 (grice a (R))
de méme, puisque : u, =4ona: u;, = 4
et ainsi de suite.
On en déduit donc que : YneERN u =4
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On admet le théoréme suivant :

Théoreme (Démonstration par récurrence)

Soit P(n) une phrase dépendant de I'entier naturel n.
Soit a un entier naturel fixé. On considére la proposition
| X R:Vpel, [P(p) > P(p+l)].
Si les propositions P(a) et R sont vraies, alors, pour tout entier naturel p de I, la
proposition P(p) est vraie.

Remarque

Le fait que R soit vraie ne suffit pas pour conclure que, pour tout entier naturel p de
.. la proposition P(p) est vraie. On le constatera dans la question suivante.

; Soit la phrase dépendant de l'entier naturel n :

e P(n) : « 9 divise 10" + 1 »

' Montrer que la proposition : [Y\n€EN  [P(n) = P(n+1)]] est vraie
\ La proposition P(n) est-elle vraie pour tout entier naturel n ?

Question 15

Méthode pratique

Pour montrer que R est vraie on prouve que, pour tout entier
naturel p supérieur ou égal a a, si P(p) est vraie, alors P(p+1) I'est aussi.
(Cest-a-dire que I'on se donne un élément p de I, tel que P(p) soit vraie, et on démontre
' qu'alors P(p+1) est aussi vraie.
Ainsi par exemple, démontrons par récurrence que la somme t, des n premiers entiers

n(n+1)

naturels non nuls, est égale a T

n(n+1)
On considére la phrase P(n) : t, = 2

® P(1) est vraie car t; = 1
1 x (1+1)
et———=1

2
e soit un entier naturel p non nul tel que P(p) est vraie. c’est-d-dire que :
L, = !"L[p'?il;l . MONtrons que P(p+1) est vraie.

Ona: I.P.H = tp G 1 {P+l]

+1
d’ot @ tp4y = ifz")‘ + (pt1)
+1)(p+2)
d'ol & L4 = (]J—)Z(P
+1 +1)+1
c'est-a-dire : tp4, = (P_}_[%'.g_l ) ]

donc : P(p+1) est vraie

109
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3 Suites arithmétiques

On a ainsi montré que la proposition :

vneN  [P(n) = P(n+1)]
est vraie.
c’est-a-dire que R est vraie.
P(1) et R étant donc vraies, on en d
récurrence que, pour tout entier naturel non nul n
a-dire que :

éduit, dapres le théoréeme de démonstratiop Dar
la proposition P(n) est vraie, c'eg.

—

Théoréme ‘

n(n+1)
' vneN® I 2% o ==

Soit (u,),en la suite définie par :
uE] — Oet VHEN un..'_' — \':35 + 21].“
Montrer par récurrence que la suite u est majorée par 7.

Exercice 22

Exercice 23 E Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 'entier
¥ T
{ 3" — 2" est divisible par 7.
Exercice 24 | Montrer que pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on

a:2n > n + 1. Démontrer par récurrence que :
vnenN — {1} 2°>n.

R

1) Généralités

110

Le prix d'une course en taxi a4 Abidjan est la somme d'un forfait (Ia prise en charge)
de 100 CFA, indépendant de la distance parcourue, et d’un supplément kilométrique
égal a 30 CFA par kilométre parcouru. Chaque kilométre commencé est entieremen!
di. Soit (t,),en- a suite qui, & une course de n kilométres associe son prix

Question 16 | Calculer t,, 1y, t3, 1,, et ts

E Montrer que ts — 1, =t, — (; = b—fh=t—t
; Plus généralement, pour tout entier natyy. :
¢

: iré
de la différence t,,, — 1, ? el n non nul que peut-on d

r_Déﬁnition —"/7
Une suite (u,),e;, €st arithmétique sj ¢y
consécutifs quelconques est :
la suite u.

- seulement si la différence de deux terme®
ante eg égﬁle a un ﬂﬂmbre réﬂl r appelé raisﬂll dﬁ

— —
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-+

-_;ﬁ-thndc pratique l

1/ Pour montrer qu’une suite (u,), -, est arithmétique on cherche
un nombre réel r tel que :

tout terme d'indice strictement supérieur  a est la somme du terme précédent et der
¢'est-a-dire :

VnEl, u4;-u,=r

Ainsi, par exemple, montrons que la suite (u,),=o définie par [u, = 3n + 5] est arith-
métique -

Soit n un entier naturel quelconque.

Ona:u,=3n+ Setu,y; =3(n+1) +5

doll iUy — U, =3n+8—-3n-35

donc : U4y — U, = 3

On a ainsi montré que la suite u est arithmétique de raison égale a 3. Son premier
terme est 3.

9/ Pour montrer que la suite (u),~, n'est pas arithmétique on

montre que la proposition :

‘ (VpEL, VqEL, Upyy — Uy = Ugps — u,) est fausse
c'est-a-dire que : .

o (IpEl, ‘ 3q€L U Y, # Uy — Ug) est vraie
Ainsi, par exemple, la suite u définie par : N—
n—n’+ 1
n'est pas arithmétique car, par exemple, on a :
U.g_llg:I? et UE_'U1=3

2) Expression du terme général d’une suite arithmétique de premier terme
u, et de raison r
Il résulte de I'étude générale des suites définies par une formule de récurrence qu'une

suite arithmétique (u,),=, est définie de fagon unique par son premier terme u, et la
formule de récurrence : ¥n €I, U4y — U, = I, le nombre réel r ¢tant alors la raison

de cette suite arithmétique.
Une suite arithmétique est donc déterminée par I'un de ses termes et sa raison.

Question 17 § Soit (t,),cne la suite définie a la question 16. Montrer par récurrence
que :Yn €N* 1, = 100 + 30n.

Plus généralement, soit (u,),e, Une suite arithmétique de raison r et de premier terme

u,, montrons que :
vnEl, u,=u,+(n-—-a)r

11
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Soit la phrase P(n) : « u, = u, + (n —a)r»
P(a) est vraie car u, = u, + (2~ a)r
Soit un entier naturel p de 1, tel que P(p) est vraie ¢'est-a-dire tel que :
U, =+ (p— a)r _
La suite (u,),e, étant arithmétique de raison r on sait que -
¥nel, uwy -y, =T
ANSioN a & Uy = U, + 1
d’ou Py = [y + (p—a)r] + 1
ou encore: U4y = u, + [(p+ 1) —a]r
donc . P(p+1) est vraie.

Conclusion

® P(a) est vraie

e [VnEl, (P(n)=P(n+ 1))]est vraie
donc : Vn€l, P(n)est vraie.

|

. Théoréme N ‘
| : \

| Soit (u,),e,, une suite arithmétique de raison r et de premier terme u, on a : I
| Yngl, u,=u,+ (n—a)r. Ii

On notera qu'une suite arithmétique est la restriction & une partie de N d’une fonction
affine.

Le plus souvent on a I, = N ou I, = N*, dans chacun de ces deux cas on a alors
respectivement :

VneEN u,=u,+nr
VYneN* u,=u, + (n—1)r

Exercice 25 5

Calculer le 125 terme de la suite arithmétique (u,),=, de premier termé
g

{—1) et de raison 2.

Exercice 26 | Soient x et r deux nombres réels donnés et a un entier naturel.
On considere la suite u définie par :

i V“Ela u,=x + (na_-.a) r
Montrer que la suite u est une suite arithmétique.

Exercice 27 | Une progression arithmétique est une suite arithmétique dont I'¢”

semble de définition est de la forme {a,a + 1,a + 2, ... a + p} 0U2¢
p sont des entiers naturels.

Trouver la progression arithmétique de quatre termes dont le pl'f«'“i‘ar
est 5 et le quatriéme 14.

Exercice 28 | On désigne par a un nombre réel non nul. Soit (uy)nen la suite deéfint®
5 par son premier terme u et, YuEN u,y, = au_ + 3. .

& n "
Quelle valeur faut-il donner au nombre réel a pour que la suite ! so!

R S e
une suite arithmétique ? Calculer alors, en fonction de ug le 17¢ ter™
de la suite trouvée.
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3) Sens de variation d’une suite arithmétique

Soit u une suite arithmétique de raison r ; en utilisant le fait que, pour tout entier
naturel n de I'ensemble de définition 1, de lasuiteuona U4 — U, =T
on déduit :

' Théoréme

' Une suite arithmétique de raison r est :

| 1/ strictement croissante si et seulement sir > 0

' 2/ strictement décroissante si et seulement sit <0
E constante si et seulement sir =0

| Exercice 29/ | Trouver une suite arithmétique décroissante telle que le produit des
! neuviéme et dixiéme termes soit 4 et leur somme 2.

4) Somme des (n+1) premiers termes d'une suite arithmétique

On a montré (page 110) que :
n(n+1)

2
Cette somme S=0+1+2 + + n se note

k=n
s= > k
k=0

Question 18  Soit (U,),=q une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r
montrer, en utilisant le résultat précédent que l'on a : :

vneN 0414243+ ...+Dn=

I
ua + Hatt + Ugt2 T uﬂ-}'n = -2_ {"+I} (uﬂ+uﬂ+n1:
k=n

1
C’HSf-ti'-dirﬂ' que ! Z Uygp = E (n-i—f) (ua+ua+;|)
k=0

Cas particuliers :
Le plus souvent on a I, = N ou I, = N*, dans chacun de ces deux cas on a alors

respectivement

k=n 1

> u = o (1) (uotu)  ou
k=0 2

I‘.a—.‘n 1
Z Uy = 0 (ﬂ+1)(u|+un+:}

k=0
(Formules que I'on se gardera bien d’apprendre par cceur)

Question 19 ¢ Soif (1,)en UNE€ suite arithmétique de premier terme u et de raison r
al Montrer que : YnENYpENp <n = u, + U,—, = U, + U,
b/ En écrivant la somme S = up +uy + up + ... + u, d’une autre facon
calculer 28 puis S.

E

W
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Exercice 30 | 1/ Calculer la somme des (n+1) premiers entiers impairs
y 2/ Calculer la somme des (n+1) premiers entiers pairs.

Exercice 31 | Soit u la suite arithmétique de premier terme up, €gal a 1, et de Faisy

b

Pour tout entier naturel n, on note S, la somme uy + u; + ... 4 T
D, la différence S,;,—S,. _ ‘
Calculer S, et D, en fonction de n. Déterminer un entier nature]

D

que —f = — ; calculer alors S,,.
8, 8¢

Pt

N
P e

4 Suite géomeétrique

1) Généralités

Une bille de métal presque parfaitement élastique est laché d’une hauteur de 20 mél
rebondit sur le sol. Aprés chaque rebond on observe la hauteur jusqu’a laquelle la bille
remonte. Soit h(n) la mesure en métres de la hauteur atteinte aprés le n™ rebond,
h(0) étant la mesure de la hauteur initiale (h(0) = 10). On définit ainsi une suite h :

I
Rang du rebond |Hauteur du rebond : h(n+1) — h(n )
Accroissement relatif ; ————————
h(n) -
0 10
1 9,50
2 9,02
3 8,57
4 8,14
5 7,74
6 7,35
7 6,98
8 6.63
9 6,30
10 5,99 —
QEM Fn arrondissant a deux chiffres apreés la virgule, compléter le tableav R

dessus. En déduire que le quotient M est constant quﬂ"dﬂ

h
parcourt l'ensemble {0, 1, 2, 3, ... 9y, (n)
Montrer que :¥n € (0, 1, ... 9) h(n+1) = 0,95 h(n).
114



4/Suites numériques

pDeéfinition

Une suite est géométrique si et seulement si chaque terme, sauf le premier, est le
produit du preéccdent par un nombre réel constant appelé raison de la suite géomé-
trique.

el

—
{éthode pratique
I\ pratiq

1/ Pour montrer qu’une suite (u,),~, est géométrique on cherche
un nombre réel q tel que :
tout terme d’indice strictement supérieur & a est le produit du terme précédent par g,
c¢'est-a-dire que :

VnEl, u,+, =qu,
Dans le cas ou la suite u ne s’annule pas (c’est-a-dire que : Yn€l, u, # 0) pour
montrer que la suite u est géométrique, on montre qu'il existe un nombre réel q tel

U4y

que pour tout entier naturel n de I, le quotient est égal a q.

n
Ainsi, par exemple. montrons que la suite (u,);>0 définie par :

1 n
vneN u,=3 (?) est géométrique.

Soit un entier naturel n quelconque, ona :
1 n 1 n+1
u, =3 (—2-) etu,4; =3 (—2—)

1
donc : up4; = o Un

.1 ;
On a ainsi montré que la suite u est géométrique raison > et de premier terme 3.
En remarquant que la suite u ne s’annule pas on aurﬂipu calculer, pour un entier
1
(3)
u K 1
5 n+1 = : ==t
naturel n quelconque, le quotient : — —, égal a e qui vaut 5
3(2)

2

2/ Pour montrer qu'une suite, qui ne s’annule pas, n’est pas géo-
métrique on montre que la proposition :

[VrEI, vsel, ”'*‘=“‘+'] est FAUSSE

u, u,

c'est-a-dire que la proposition

u, u,
[BrEI, 3s€l, T*' # f] est VRAIE
r 5
Ainsi, par exemple, la suite u, définie par : N— R
n+ n’
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2) Expression du terme général

116

n’est pas géométrique car, par exemp

le,ona.

U2 _ 4ot = 1,5625

U Uy

1l résulte de I'étude générale des suites définies par unc formule de récurrence qu'upe

suite géométrique ()=, est définie de fagon unique par son Premielr terme u, et Ja
formule de récurrence : Vn€L,  Up = QUn le nombre réel q €tant alors la raison de

cette suite géométrique. Une suite géométrique et donc déterminée par son premier

terme et sa raison.

Question 21 | Soit u la suite géométrique de premier [erme Uy égal a 2, et de raison g,

\ égaleal
Calculer uy, uy, Uy et uy en fonction de uy et de q. Quelle semble étre
I'expression de u, en fonction deu,etdeq?

Montrer, par récurrence, que : ¥n eN u,=2x3"

Plus généralement, soit (i,),>, une suite géométrique de premier terme i, et de raison
g. Montrons par récurrence que 'ona :

vnel, u,=u,q" "

{1

y
)
§
Y
3
)
3

Soit la phrase P(n) : « u, =u,q" " »
P(a) est vraie car u, = u, q* .
Soit un entier naturel p de I, tel que P(p) est vraie c’est-a-dire tel que @ u, = U, g? "
La suite (u,),e;, étant géométrique de raison q on sait que :
Vn€l, u,4 =qu,
dou S Upg; = QU

c'est-a-dire : U 4 =qu, ¢° "

; _ +1)—
Ou encore : Upy; = U, gletm
donc : P(p+1) est vraie.
Conclusion

P(a) est vraie
[vn€l, P(n)= P(n+1)]est vraie
donc : Yn€l, P(n) est vraie

Théoréme

Soit (u,),eq, une suite géométrique de raison q et de premier terme u.. On a :
VHEII u" = uil qn—a a* .

Remarqgue

Le plus souvent on a I, = N ou I, = N* d
’ = ", dans
respectivement : ’ chacun de ces deux cas on a alo%™®

VHEN ul'l — uuqﬂ
vﬂEN* uﬁ L — u_l q“-'l
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Exercice 32 | Le nombre réel u, étant donné, on considére la suite u définie par :
vnel, u,=u,q""*
Montrer que la suite u est une suite géométrique.

Exercice 33 | Calculer le 9° terme de la suite géométrique (u,),=3 de premier terme
! 3 et de raison —2.

Exercice 34 | Une progression géométrique est une suite géométrique dont I’en-
. semble de définition est une partie de la forme {a ; a+1; a+2; ...
| a+p} ol a et p sont deux entiers naturels. Trouver la progression géo-
i métrique de cinq termes dont le deuxiéme est 7, le quatrieme 63 et dont
{ tous les termes sont positifs.

Exercice 35 | Soient u et v les deux suites telles que :
l1—u,
1+u,

2+u
ug =2, ¥neN u,y, = i+21:n et, YneN v,

. Démontrer que la suite u est positive. En déduire que u et v sont défi-
e nies sur . Montrer que v est une suite géométrique dont on précisera
. le premier terme et la raison. Calculer, pour tout entier naturel n, v,
¢ puis u, en fonction de n.

3) Sens de variation d’'une suite géométrique

Question 22 | Quel est le sens de variation de la suite géométrique u de premier terme
u, et de raison q dans chacun des cas suivants :
al u,=10 bl q=10 ¢ g=1

Question 23 ) Quel semble étre le sens de variation de la suite géométrique u de premier
terme u, = 2 et de raison q dans chacun des cas suivants :
al g=3 blg=13 ¢q=-2

Question 24 ! Quel semble étre le sens de variation de la suite géométrique u de premier
terme u, = — 2 et de raison q dans chacun des cas suivants :
al g=3 bl q=1/3 o g=-2

D’aprés ce qui précéde il semble que le sens de variation d'une suite géométrique
dépend du signe du premier terme u,, du signe de la raison q et de la place de q par
rapport 4 1. C'est ce que nous allons montrer maintenant :

Soit (u,),=, une suite géométrique de raison q et de premier terme u,.

Ona:V¥n€l, u,=uq""

donc : ¥n€El, u,4;—u,=1u,.q" "(q—1)

® Siu, = 0ouq = 0ougq=1,alors la suite u est constante a partir du premier ou du
deuxiéme terme.

® Siu, # 0etq# 0etq # 1, alors le signe de u,4, — u, dépend du signe de u,, du
signe de q et du signe de q — 1 ; on obtient les deux tableaux suivants :
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1*"cas i u,. >0

| 0 o
A A
- + si (n—a) est pair "
" o =1 n=a . 3
| signedeq — si (n—a) est impair +
signe deq—1 | - - 4
; — si(n—a) est pair _
signe de ugqy — Uy |, (n—a) est impair +
sens de variation non monotone décroissante Croissante
de u
2*cas:u, <0
De la méme maniére, on obtiendra les résultats suivants :
|
q — 0 1 -5
sens de variation non monotone croissante décroissante
deu
Remarque

Dans le cas ol tous les termes de la suite géométrique sont positifs c’est-a-dire lorsque
le premier terme u, est strictement positif et que la raison q I'est aussi, on applique la
seconde méthode d’étude du sens de variation d’une suite.
Cette méthode consiste & comparer a 1 le quotient de deux termes consécutifs quel-
conques : si g > 1 alors la suite est croissante

s10 < g <1 alors la suite est décroissante

sig = 1 alors la suite est constante.

Exercice 36 | Soit k un nombre réel. Montrer que la suite v définie par : v, '—'_1 o
§ VnEN v,y — v, = kv, est une suite géométrique dont on préciserd
la raison. Discuter, suivant les valeurs du nombre réel k, du sens &

variation de la suite v.

4) Somme des (n+1) premiers termes d’une suite géomeétrique

Soit (u),cry une suite géométrique de raison q et de premier terme égal a 1
SoitS=u,+u;+uy + ...+ u,

Question 25 5 Calculer S dans chacun des cas suivants :
( a/ g=10 bl g=] o g=—1

de
Question 26 | Soit S, =] +3+ 3 4 . 4+ 3 la somme des (n+1) premiers termés
la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 3.
Calculer 35S, — S,. En déduire S
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Plus généralement, soit (uy),, une suite géométrique de premier terme u, et de raison
q. Calculons. pour tout entier n de I, la somme S, :

k=n
Sp= Z Uagi
k=10

Sp= U U U ot U,
d'ot : S,=u,+uq+ uqi+...+u,q"
car : VKE{0,1.2,...n} w4 =u,q@TH=y gk
donc : S,=u,(1+q+q°+ +q")
on sait que : (1+q+q*+...4+q")(1-q)=1-q""
eg=1 ., 5,=(n+1)uy,

egq#1l , §=u

| Théoréeme

La somme des (n+1) premiers termes d’une suite géométrique de premier u, et de
raison q est :
e qn"H
S,,=ua-—1_—q—siq#l;sn= (n+1)u,siqg=1

Exercice 37 ; Calculer la somme des (n+1) premiers termes de la suite géométrique
u de premier terme u, et de raison q dans chacun des cas suivants :
1
al ug=2 = — n=7
i 2
b/ uy =3 q=-5 n=4

c/uy=-1 q=- n=35

m|»—-

dfu“=2 q=_1 n=12

Exercice 38 | Soit u une suite géométrique de premier terme u, et de raison q.
Calculer gS, — S,. En déduire S,,.
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Réponses aux questions ———

Q1:
L'approximation décimale d'ordre
0 par défaut de A est : 0
1 par défaut de A est : 0.4
2 par défaut de A est : 0,43
3 par défaut de A est : 0,436
30 par défaut de A est .
0,4361313131313131313131313131

Q2:
C,=1 000000
1 000 000
C.=1000000+ 221000000 4 oo 000
' 100
C,=C.+ 3'%5—‘ ~1,085C, d'oli C,=1177 225
C.=C,+ 23%Ce _y ngsc, dion Cy=1277 289
100
Q3:

C.=1,085C,douC, = 12385859

C. = 1,085C, d'oli C; = 1 503 657
C. = 1,085C, d'oli C, = 1 631 468
C, = 1,085C, d'ois C, = 1 770 142
Cs = 1,085C, d'ou Cg = 1 920 604

C. = 1.085C, d'od C, ~ 2 083 856
Cuo = 1.085Cs 0’0l Crg = 2 260 984

Q4:

Le capital au 01.01.1996 est C,y :
C, = (1,085)" 1 000 000
= 2,260983. 1 000 000 = 2 260 984
Le capital au 01.01.2012 est Cy; :
Cz = (1,085)* 1 000 000
= 8340137

Qs:

C, = 2 500 000, comme on a encore
¥neEl C,=(1,085)"C,

Le capital au 01.01.1986 est C,, :

C., = (1,085)™ 2 500 000

¢'est-a-dire 5 652 459,

Q6:

Uy=3832°=3 U,=32"=6 Uy < U,
U,=822=12 Uy<l;
Us;=32"=24 U, <U,
U,;=32'=48B LU;<U,
Us=32°=96 U,<U;

Ug=32°=192 U, <U,
U,=82"=384 Ug<U,
Ug=32"=768 U,<U,
Uy = 3.2 = 1536 Uy < U,

o VEN U,=32"etU,,=32""

donc VERM Upss = 2U,

YneRl Un+| - uﬂ - Un
or:v¥nelN U,>0

d'ob: ¥nel U, < U,

e Soient p et g deux entiers natys

onal, <Upsy < ..< U €ls tels

B .5 Que
demandé . Us dou Jg réﬁu‘flg
VpEN VQEN p<g3 U, < U, !
Q7:

Le produit de la suite u par |a
notée u.v definie par :

Ynelnd (Uv), =u vy
Le produit de la suite u par le nc:m"bre" rél
suite k.v définie par : k esty
Vel (ku), = ku,

uite v egy la Stifg

Siona:
Ynel u, #0
alors l'inverse de la suite u est la suite 4 définig
u
par:
1 1
¥nel —
Uiy 4

Le quotient de la suite v par la suite u est |a slite
v
notée -l-j- et définie par ;

Vn

"
vnelnd (—) ..
Uiy

Qs:

Un nombre réel M est un majorant de la suite u siel
seulementsiVnel u, =M .
Un nombre réel m est un minorant de la suite u sigl
seulement si ¥nEl m = u,

Qsg:

Une suite est majorée si et seulement si elle adme!
un majorant

Une suite est minorée si et seulement si elle admé!
un minorant )

Une suite est bornée si et seulement si elle admé
un majorant et un minorant . =
Une suite (u,).c, n'est pas majorée si et seulem
si MeR nEl u,>M . et
Une suite (u,),e, n'est pas minorée si et seu e
si meR neEl m>u,

Q1i0:

Pour tout entier naturel n il existe un en
a, et un entier naturel z, tels gue :
n=54q,+z,avecz, <5
doun+5=5(q,+ 1) + 2,

on en déduit g,45 = g, + 18t Z4s = Zn

tier natuél

4+4
syt uye ath 3444,
Ug 4
3u,+4 3u,+4
u2= . lufl"' B b
1 Uz
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3u,+4

4, U=
W= Us Uy
i ug+4
3’“% 4 4, U= = 4,
Us= g Us
' F 3u,+4
.SU_'d.-d.up—‘ ] =TH
U= y Ug

|| semble que la suite {u,).en SOt constante
nefl u,=4

Q1i2:

120 = 1.120 donc D(1) est vraie

120 = 2.60 donc D(2) est vraie

120 = 3.40 donc D(3) est vraie

120 = 4.30 donc D(4) est vraie

120 = 5.24 donc D(5) est vraie

120 = 6.20 donc D(6) est vraie

|| semble que pour tout nEM, D(n) soit vraie
Mais 120 = 7.17 + 1 donc D(7) est fausse

a13:

D'apres le cours sur les fonctions polynémes, on a :
YxeR (x—3)(x—11)=0

si et seulement si x€ [3,11]

donc YnERiN[3,11] (n=3)(n—-11)=0

cest-a-dire . pour tout entier naturel compris entre

3 et 11, ?(n) est vraie. P(26) est fausse car
{26—3)(26-11) = 345.

Q14

_nj1i2l3|l4a]|s5|6|7]|8]|9]10
S |1/3[6|10|15| 21|28 36|45 55
L |1/3|{6|10]|15]|21|28]|36]|45]|55

Il semble que : Ynery* 5n

Il
5

Q15:

Efijl M un entier naturel tel que 9 divise 10" + 1 : il
S1€ un entier naturel g tel que 10" + 1 = 9q

O™ 41 <10.10"+ 10 - 9
i =10(10"+1) -9
dDu1urr+1+1=1[ngq_L

: =9(10gq - 1)
mﬂlg =109 — 1, 0n a 10" + 1 = 9q' avec
Pn} 4 m*”ﬁﬁlw&‘.&.
ooy 2 fausse car 9 ne divise pas 11, donc P(n)
Pas vraie pour tout n de I

-‘-'"—'-—-.___

o
e

6 :

100 + 30 = 130,

100 + 30 + 30 = 160,

ty=100 + 30 + 30 + 30 = 190

t: =100 + 30 + 30 + 30 + 30 = 220,

ls = 100 + 30 + 30 + 30 + 30 + 30 = 250
-14,=30,t,-t; =30, -, =30, t, - t, =30
¥neEM® Ly, — 1, =30 (prix du (n+1)"m kilométre)

|
|

——

2

Qi7:
Soit #(n) la proposition : t, = 100 + 30 n
P(1) estvraie cart, = 130 = 100 + 30.1
Soit p un entier naturel tel que % (p) soit vraie :
E= 100 + 30p
‘apres la question 16, ona : 4, — t, = 30
donc: Ly, =tp+ 30
= 100 + 30 (p+1) : P 44, €5t vraie
D'aprés le théoréme de dgrnonstratiun par récur-
rence ona:
YnEN* t, = 100 + 30n

Q18:
ona:V¥pel u,=u,+ (p—a)r
donc:Vke {0,1,2,..n}  Uppy = U, + kr
donc :
Uy Uyt Flgen = Uyt OF HUg+Tr+...U,4+0r
= (n+1)u,+r(0+1+...4n)

= (n+1 ]u,+r@

Uy +u,+nr
= (n+ 1}[~—-2 ]

1
= ST+ Uy )

Q19:

a) soient n et p deux gntiers naturels tels que p<n
commeon a ;
VkEM U, =uy+ kr
ona: Up+ Uy—p = Ug+ pr+ u, + (n—pjr
= Uy + Uy +nr
= Uy + U,
b) S=up+u+ . +uy+ o+ Uy +u,
S=Upt Upey + iUy + .oy + 1
En additionnant, on obtient :
28 = (Ugt+Uy) + (Uy + Uy—y) + o+ (Ug+u,—y)
+ iun-—-'l T U.} + {un+un}
= (Ugtuy,) + (Ug+ug) + ...+ (Ugtu,) + ..+

25 = (n+1) (Ug+u,) (Wt tal + (L)

8= ;(n+1] {ug+u,)
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Q20:
Rang n H?-Iuleur Accroissement
(n)
-1
0 10 950— 0 = — (0,05
10
9,02-9,50
1 9,50 ———= — .05
89,50
B.57-9,02
2 9,02 —— = - 0,06
9,02
14-8.57
3 8,57 E—---——B—5-- = — 0,05
8,57
7,74-8,14
4 8,14 ———— = - 0,05
8,14
7.35-7.74
5 7.74 = — 0,
7.74 &
6,98—7,35
6 7. = -0,
35 735 05
6,63-6,98
7 6,98 ,05
6,98 9
6,30-6,63
B B, = — 0,05
o 6,63
5,99-6,30
2] 6.30 = — 0,05
6,30 ¢
10 5,99
h 1) = hin
vne {0,1,..9) 0t -hn) 0,05

h(n)
dol:¥ne {0,1,..9} h(n+1) = h(n) - 0,05 h(n)
c'est-a-dire : ¥nE {0,1,..9} h(n+1) = 0,05 h(n)

Q21:
u, = 3.2, Up = 3(3.2) = 2.3% uy = 3(2.3%) = 2.3°,
u, = 3(2.3%) =23
il semble :u, = 2.3"
soit #(n) : u, = 2,3"; #(0), ?(1), P(2), P(3) et P(4)
sont vrais. Soit p un entier naturel tel que P(p) soit
vrai tu, = 2.3°
ona:¥neN wu..,=3u,
dou : Upsr = 3 U
= 3(2.3°)
= 2.3
ce qui montre que #(p+ 1) est vraie.
On vient donc de montrer que
(YpEN  P(p) = P(p+1)) est vraie
On a ainsi monliré par récurrence que :
YneElN u,=23"

QQ:___1::::::::::::::

a) Puisque : Vnen y, = '

U, g°
etqueu; =0,0na:
VneN u, =g

donc la suite u est constante et égale 2 y

b) VnEN y, = Uo Q" orq = O'Qﬂealaswta Nullg
donc:VnER" u =0

la suite u est constante a partir du
c) VnEN u,=u,q", org=1,
donc : VnEN u,=u,

la suite u est constante et égale 4 |a suite [n-sy,)

Q23:
a} q=3.UD=2.U1 =E‘.UQ= 18.”3254
la suite u semble étre croissante

1 2 2 2
b) qzé,u(,:z,m zé'uzz"rua=§—?
la suite u semble étre décroissante
dj q=“21uu=2.l}1 = ‘—4,U2=E,u:’='-15

la suite u semble étre ni croissante, ni décroissante,
ni constante.

rang 1

Q29
a'JU.,-.=—2.q=3*u,=—6.u2=-1a,u3=—54
la suite u semble étre décroissante
1 2

= SPg= = iy = ==,
h} UD q 3U1 3
P, s
9T T o7

la suite u semble étre croissante

) Up=2,q=—2,u=4,u,=—8,u; =16

la suite u semble étre ni croissante, ni décroissante,
ni constante.

Q25:

a) VnEN' u,=u,q"=0

dolus,=ug+0+..+0= Ug

b) VneEN u, =u,q" = u,

dol:s,=uy+ ..+ Uy = (n+1) up

C) VnEN u,=u,q" = u, (—1)"

d'ol : si n est pair

alors s, = uy — uy + ... + Ug = Ug
si n est impair

alors s, =uUg—uy+ .. —-uy=0

=1+3+..8 "+
35, =3 +3%+ .., 3"+ 3
98, —8.,= 3" 9

n+i_
dol:s, = g !
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4/Suites numérigues

ésultats d

3

2“ - ,.L'J_5n_13
Wa A
?Ulzﬁ'u?_ "E.Uj—1’2.
LTl Up="%L
u.='1:J
1114

1/ décroissante
i g/ décroissante
3/ constante

4/ non menotane

{4/La suite est croissante donc minoreée par u,

| 5/1l est clair que la suite considérée est bornée

parOet1.

| 19/Lapériode est 4.

20/La période est 2.

22/0na u, <7
Soit p un entier naturel tel que :u, <7
ona:du, < 14, dou: 35 + 2u, < 49, d'ou:
135+2u, < 149
gone : Uy, < 7
On a aussi montré que : Ynem

U< 7.

23/Pournégala0,ona 3" - 2" = Q

Soil p un entier naturel tel que : 3% — 2° soil
divisible par 7.

ona:3%th _ gptt —g23% 9 op
93% — 220
=9.3% - (9-7).2°
= 9,(3%-27) + 7.2%
Cce qui montre que 3%+ — 20%1 aet divisible car
3% — 2° l'est ainsi que 7.2,

On a ainsi montré que : YnelN 3% — 2" est
divisible par 7.

[

25/Le 125° terme est u,, soit 247,
27/{5;8;11;14)
zsf{uaxu,=4_

UB+|.|9=E

30/1/ (n+1%2 2/ n(n+1)
31/p=4.
33/Le 9" terme est u,, soit 768,

34}{% 1 7:21;63;189
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Exercices = e

: ; 3 1
< 39 Calculer les cing premiers lermes de chacune g/ yg=208tF i Xr>— X+ —
des suites ci-dessous 2 2
2 X
a' yneN u,=2" 10/u,=0etf:x—>1-—-
n+1 2
b/ WnEl Uy= 3 I
. 44 Utiliser 'exercice precédent pour formy
o ¥neEN Uy, =2+(-1) ropos de chaque suite u étudiée, d e &
diug=1etVNEN  Unpyy =U,+3 Empam : q + 0€s hypotheses
e Uy =2etVNEN  Unyy =n3”“ — sur le sens de variation de u
{/ Si n est pair alors U, = — - sur I'existence d'un majorant ou d'un minorany de
J la suite u
: n+1 — sur la périodicité de la suite u.
Si n est impair alors u, = —2 = .
1 /£ . . ~1
g/ Uy = 1 BLVREN Uy =Upy 4 — | X45 Montrer que la SU|1Et11déf|nle par I
o" , (u.;. = JetVneN u, = 5 4] est décrois- |
hi¥neER® u,=— ' [
" | sante et minorée par — 6. |
40 Démontrer que la suite u, définie par |
2u, + 3 | }‘ 46 On considére la suite u definie par
{u: = =1 Et VHEM Uy = : I} |
U, Aug et YnEM  Uy4y = v2u, + 35)
est constante . a/ Soit u, = 0. Calculer les cing premiers termasdq' '
Pour guelles valeurs du nombre-réel « la suite v la suite u puis montrer que u est croissante et ma- ‘
définie par . joree par 7. /
f = _ vt 3) b/ Soit u, = B. Calculer les cing premiers termes de
\Yo=a Bt VAEN Vosy = la suite u puis montrer que u est décroissante ef
i 5 minorée par 7. |
est-elle constante ¢/ Que peut-on dire de la suite u quand u, = 7 ? l
:;1 ;r:;';:;ﬂﬁ:x suites non nulles dont la somme 47 Soit f une fonction numérique de la variable
’ réelle définie sur R et u la suite définie par son pre-
42 Trouver deux suites non nulles dont le produit ok E'_arfTB Up et la formule de recurrence
soit la suite nulle. A Un) " s :
ontrer que si la fonction f est croissante et siu,
est supérieur & u,, alors il en est de méme de [
43 Aprés avoir tracé la courbe représentative de suite u. )
. } = 2/ Trouver une fonction f telle que u soit croissante
la fonction donnée f, placer sur l'axe (O, 1) le plus sans que f le soit.
de termes possibles de la suite u définie par son 3/ Trouver une fonction périodique f sans qué la
premier terme u; et la formule de recurrence suite u le soit.
Unts = f(Ug) 4/ Trouver une suite périodique u sans que la fonc-
1 tion f le soit.
1V U= zaii;x-—hE:+4
2 u,=0etf:xrs V2% + 35 48 Montrer que la suite u définie par :
1( .8 (Uo = 20LVNEN Uy = — Uy’ + 20+ 1)
3u,=3etf:x— 73 (x - :) est périodique. Quelle est sa période ?
1 25 ; .
4/uy=tetfix——— (x + —) 49 Soient u et v deux suites géométriques: o
2 % méme raison a distincte de — 1, et vérifiant :
1 Uy + Uy =V, + Va+ Va+ Vs
5/ ug =4etf:xr X+ — Prouver que l'ona :u, = v, (1+a
— u
6/up=Tetfrxm 1 —x Trouver les valeurs de a telles que ;:” =5t
i 2
Tiup=06tfixrs — 02 +x+1 U, + U = 45 calculer, pour chaque valeur de & Ur
B/u,="tetfixr—sx+3 U, Wy, Wy, Vg BL Y,
__-——"'"'—_F——‘
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|a suite définie par .
goit (unle2
50

" _petvneN Lot
(us =

. :
| + it lg= 2 (n*+n)

. Uz el Us:
Calculer Us: 2 ., en fonction de n.

; Ga%délgz“’; QUE (UpJoen €St Une suite arithme-
En

o

figue
4 Soitv la suite définie par

5

1 \
B = VXM X XY, = 4
vy =1 el ¥nE 3r:-?4- }

auler v, Vz €1 Va.

. Qalu.‘jer v. €l Vasy €N fonction de n.
g alGurEt Fn

duire que (v.).et €81 une suite géometri-

&

5 Ende
gue
2 Etant donné une Suite {Uy)ac1, on appelle suite
des carres la suite v, définie par ©
i 'U'I'\Er"f- -\I'_ = ':Urt)\ -
, suite des allernes a suite u' definie par :
out fout entier naturel n
'sj n est pair alors U, = Up
'si n es! impair alors U’y = — Uy

Supposons que la sutte u soil geometrigue de rai-

80N g )
Quelle e8! I nature des suites vetu’ ?
Pour tout entier p, on note S, 8§, 8", les sommes

suvantes
SF:UF-'U.-" [ IJD_
s.|'= U:,-'- Us=+ ..+ UD

Se=y+vi+..+V
Pour quelsentierspa-t-on 3", =§,. 8, ?

53 Trouver les suiles geometriqgues de premier
terme non nul et de raison non nulle telles que
du; = 49 4,

54 les ©ng termes u,, Uz, Uy, Us et ug d'une pro-

J'ession geometrique sont strictement positifs. On

70l€ X I3 raison de cefte suite et a le 3° terme.

;;:.nmew dlaidede a et x les sommes S = u, + ug
= +u,

Mantrer que % = a8 + 2a2, En déduire a et x pour

Qes=34e1g = ‘5:53
2

55 Démnnlrelr par récurrence que
e ¥NEN 1 — n est divisible par 3.
{Ne autre méthode de démonstration.

6 Uémuntr.ar par récurrence que :
¥ en .fh _ Nin+1)

ey

Z¥ney Sf ke = Mn+1)2n+1)
=

g 6
YEN Y o M1
Wz g 4

\“-_'\___

37 Soit fla fonction numérique de 1a variable réelle
definie par -

¢ _
VKER fx)= St =1

1: Montrer que : YxeR [xeM = f(x) R
2/ Montrer que : ¥n £ny* fin) =Hn—1) + n

En déduire que, pour tout entier naturel n, f(n) est
egal a la somme des n premiers nombres entiers.

58 Soail g la fonction numeérique de la variable réelle
definie par :

(2x+1)° - (2x+1)

24
1/ & Montrer que :
L VXER 27 + 3% + x = x(x+1)(2x+1)
b/ Montrer que :
YNnEN®  2x7 + 3x% + x est divisible par 6
2/ Montrer que : YneN* g(n) = g(n—1) + n?
En déduire que, pour tout entier naturel n, g(n)

est égal a la somme des carrés des n premiers
nombres entiers,

YxeR g(x) =

59 Une suite u est définie par son premier terme
u, avec

1 u,
u=-— et: VYnEN" Uy = B
1/ Calculer uy, u, et u,. '

2/ Onpose u, = ;atun=wn+ 1 ; en déduire, en

n

fonction de n, I'expression de w, puis celle de u,,.
3/ Calculer 20,001 pres u—‘*.‘,
(ug)

60 Soient w un nombre réel et u la suite définie
par:
(Up=1,u,=cosw el

Yn=2 Uy = 2U4 Uy— ul‘l-”
Calculer u,, us, et ug,
Montrer que : ¥Ynel U, = cos (nw).

61 Selon des estimations de I'ONU la population
mondiale était en 1975 de 3 968 millions d'habitants
el s'accroissait de 1,9 % par an. Supposons que ce
taux de croissance reste constant. Quelle est la po-
pulation mondiale estimée en I'an 2000 ?
Déterminer, a une année preés, le temps nécessaire
pour que la population mondiale double d'effectif.

62 Trouver deux réels positifs a et b tels que (a, a
+ 2b, 2a + b) soit une progression arithmétique et
((b+1)? et ab+5, (a+1)?) soit une suite géométri-
que.

63 Trouver trois nombres réels a, b et ¢ tels que
(a, b, ¢) soit une progression arithmétique de somme
24 et (2a, 3b — 4, 4c — 4) soit une progression
géomeétrique.
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72 Soit (u,),=, 1a suite arthmetique de premjg,

64 Trouver trois nombres formant une progression

i ison —5
' i me soit 63 terme 2 et de raison i, |
géometrigue croissante lels que?leur somme e R
cette suite.

inverses .
ella somme de leurs 16 Trouver n pour que S, = 354.

65 Trouver une progression géométrique de 5
{ermes lels que la somme des termes de rangs pair

73 Dans un bouillon de culture prolifere une po.
soit 30 et celle des termes de rang impair 91.

pulation de bactéries.

On mesure toutes les heures le nombre de bactg.
ries par millilitre et on designe par N, (n=0) le nom.
bre de bactéries par millilitre ainsi observés au bout

66 Soit (u,).e la suite définie par u, et
vnelw U, =au,+bouael b sont deux nom-
bres réels.

Donner la nature de |a suite (Ug)sen dans les cas
suivants :

1) a=0 2) b=0 3) a=1

Considérant a # 1, montrer que [a suite (Vo)wen de-
finie par :

b
Ynel W, = U, + —
a-1
gst une suite géomeétrique dont on précisera le pre-
mier terme el la raison. Calculer pour tout entier
naturel n, v, en fonction de n, puis U, en fonction de
n. Trouver v, + ... + V, puis Up + ... U, €N fonction
de n.

67 Soil la suite (u,),ex 0éfinie par :
(U =31, Ug =63t VNEN  Upyp = psq — 2u.)
Etudier |a suite [v,.).zx definie par

Ynel v, =U.4;— 20,
En déduire |'expression de u.., en fonclion de u,
puis celle de u,, en fonction de n.
Maontrer que la suite (w,).en, définie par
(VneEl  w,=u, +1)
es! géometrique
Calculer wy + ... + w, en fonclion de n puis de u,
en deduire U, + ... + U, &n fonction de n.

68 Trouver une progression arithmétique de 4

termes dont la somme est 22 et la scmme de leurs
carrés 166.

69 Sachant gue U est une suile arithmétique de
raison r el de premier lerme U, = 12, calculer n tel
queu, = 308etu, + ..+ u,=16692

. 70 La suile u est arithmétique de premier lerme uy
‘et de raison 1
1) ug = 5 et us = 17. Trouver r calculer uy,
2) ug = 3etu,, = 4. Trouverr, u, et uy
3) U+ Us = 12etuy = 22. Trouver u et r

T4 Soil (V). 12 suite définie par
Va

Vy=5el YneN Vy,=—-
1+V,
Montrer que : YnEN V> 0. Calculer V,, Vy, Vs,
VetV

1
On pose pour toutnelN : U, = E-I.!.antrar que la
suite U est arithmétique en déduira- I'expression de
v, en fonction dé n.

de n heures.

On trouve Ny = 3.10°

e T .
Ny N, No—s

1) Exprimer N, en fonction de Np—

Quelle est la nature de la suite N ?

Trouver N,, N5 et N,. Exprimer N, en fonction de N,
et den.

2) Auboutde combien d'heures le nombre de bac-
téries sera-1-il supérieur a 30.10° ?

74 On se propose de choisir entre |es deux contrats
d'embauche suivant commencant le 1* janvier 1986 :
Contrat 1 le salaire mensuel est 100 000 F pen-
dant la premiére année et augmente de 15 000 Fau
1¥ janvier de chague année.

Contrat 2 - le salaire mensuel est 100 000 F pen-
dant la premiére année et augmente de 12 % au 1*

janvier de chaque annee.

a) Etablir la formule donnant la valeur du salaire

mensuel au cours de la n®™ année (n EN") soit :

M, (n) pour le contrat 1, M,(n) pour le contrat 2.

b) Que vaut le salaire mensuel en 1998 pour cha-
cun des contrats 7

75 Soit (Up)wen: 1@ suite géometrique de raison
strictement positive et de premier terme u,

1
egal a 2 et telle que : 81u,, = 16U

Trouver la raison de cette suite.

76 On prévait que le loyer annuel d'un appante:

ment augmente de 6 % chagque année ; on désigne

par 1(0) le loyer annuel payé en 1986 (1) lé loyer

ngé%bla en 1987, f(n) le loyer annuel payable &7
+ 1.

1) Exprimer f(n+1) en fonction de f(n) puis f(n) &
fonction de n et de f(0).

2) On suppose que f(0) = 300 000 CFA ; que! sér®
le loyer en 1990 7

77 a) Trois nombres a, b, ¢ sont dans cat '?"dw
Irois termes consécutifs d'une suite arithmetiau®
cependant que b, a, ¢ sont, dans ce nouvel 09’
trois termes conséculils d'une suite géométriqua-

Sachant que abc = —512, déterminer les trois nom-
bres réels distincts a, b et ¢, Donner la raison de

la suite arithmétique . Uite 9
métrique. que el la raison q de 1a §
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suite définie par

itula
b) .?Eg'ltelt: VNEN  Upyy = —2u,
Lénx Erimef u, en fonction de n. Déterminer I'entier p
| que

o

Trouver deux nombres reels a et b tels que a,
154D 5a+2b forment une progression arithmé-
a_l+ue 'ei que b+3, 3a+1, 6a+b forment une pro-
llcrle <sion géometrique. Préciser les progressions
ginsi obtenues -

79 Déterminer les nombres réels a, b et ¢, tels que

a+b4c = 1—29 et 2a, b et c—5 sont, dans cet ordre,

les termes d'une progression arithmétique dont la~

somme est 9. Vérifier que (a, b, ¢) est une progres-
sion géamétrique.

B0 Soient u et v les deux suites deéfinies par :

u, + 2v,
(et st =220
' n + 3,
(V1=12, et VHEN' Vg = _4

1) On pose : ¥nEN w, =V, — U,

Calculer les cing premiers termes de chacune des
suites u, v et w.

Démontrer que la suite w est une suite géomeétrique.
Exprimer w, en fonction de n pour tout entier naturel
n.

2) Démontrer que u est une suite croissante et v
une suite décroissante.

3) Onpose : ¥neN* t, = 3u, + 8v,.

Démontrer que t est une suite constante.
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5 Suites nume"riques

convergence - d ivergence
T

|. SUITES NUMERIQUES DE LIMITE NULLE.
Il. SUITES CONVERGENTES. SUITES DIVERGENTES.
Ill. APPROXIMATIONS DE NOMBRES REELS.

1 Suites numeriques de limite nulle

1) Exemples

Dans le plan rapporté & un repére ortho-

normé (O, i, j), soient [Ox) et [Oy) deux
demi-droites d'origine O telles que

mes (0) (Ox, Oy)=60°.

Soit Uy le point de [Ox) tel que OU,=10.

Soit U, le projeté orthogonal de Uy, sur [Oy).
Soit Us le projeté orthogonal de U, sur [Ox)...
On définit la suite (u,),ep par :

YneN u,=0U,
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M Suites numériques convergence - divergence

/ﬂace: les points U,, U,... U,

Question 2

Question 2

Question 3

\
\
\
Y
3
|
|
1
§
b
b
b
L
%

L B

g T

Pouvez-vous placer le point U, ? Pourquoi ?

Montrer que la suite ( “n)nEN est une suite géoméirique dont on indiguera
le premier terme et la raison.

Compléter le tableau suivant :

—

Mo | Wy | Wy | Uz | Uy | Us | Ug | Uy | Ug | Uy | Uy

En utilisant une calculatrice trouver Uyg. Que remarquez-vous ?

; : 1+2(=1)"
Soit (vy)n= la suite définie par : ¥n € R* v, = s
Compléter le tableau suivant : "

Vi s Vi Vy Vs Vg V7 Vg Vo Y10

Aprés avoir convenablement gradué un axe, placer tous les termes de la
suite v que 'on peut. Que remarque-t-on ?

Soit w la suite définie par :

4
Wo =~ et VYneEN* Wy =W +I1—1.

Soitg : [—1,0] —> —I 0f
X ¥ yxtl<l
Utiliser la caurbe représenmuve de g, donnée ci-dessous, pour placer sur
l'axe { O i J tous !es termes de la suite w pass:bies Que remarque-t-on ?

jis STTPU T r .|_,¢.- | o e aenns fratt faesfenieaici fn =y gl e
E' EEEE EEREE e pe n a4 B Y T o
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Question 4 Soit (2,),q la suite définie par : VrneEN Z; = ——

T

: ' de cette suite.
der les dix premiers termes
) fffc::rmr que :Yn €N (n>100= \zn[{ﬁ,ﬂf{}j ).
\ Trouver un entier naturel B tel que : ¥n € N* (n>B > Jzn!":Iﬂ"‘ﬁ
E Trouver un entier naturel C tel que : ¥Nn € N*  (n>C > |z, <1073

: entier naturel, montrons que : -
Soit p un entier n IAEN VnEN' (1>A |z < 1077)

On cherche un entier naturel A tel que :

< 107P)

(=1)°
YVneEN* (n>A>D |- 2

_1“
Or:¥n e Ny* ((—ﬁl

(1)
1'12

<10 P& 1'13}10") car

-

n
) ou tout entier naturel supérieur i A

Il suffit donc de choisir A égal A E_(_\j}_"
car:Vn€N* (n>A=>n> v10P)

et:¥Yne N (nbxﬁ’ =% ‘(_? < 107P)
n

donc: ¥ne N*  (n>A = |z, < 107P)
On a ainsi montré que :

VPEN JAeN Vn € N*

Ainsi pour p=6 (Question 4)
vante : tous les termes d’i

(n>A > |zn| <10™P)
le résultat obteny (A=10%

: + 0 s'interpréte de la fagon sui-
l_m_ﬁ;m_ﬁ[. ndice supérieur 3 1 000 appartiennent a I’intervalle
Uy —107" |
o — - .IHI ? u|“1 liu—ﬁ [']_m-
I "
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On vient ainsi de voir que tout intervalle de la forme |=107P;107"[ ou p est un entier
naturel, contient tous les z, a partir du rang A, c'est-a-dire, tous les termes sauf un
nombre fini d’entre eux. Minntmns que cette propriété est vraie pour tout intervalle
]FE;F[ ot & est un nombre réel strictement positif mais pas nécessairement de la forme
10 F.

Soit £ un nombre réel strictement positif, montrons que :

IAEN VneN (A |[T|<y
n
__1An

Ona:¥n€eRN* { 1,) =l1
n- n
_. 1 2}
et: VneN* —<eon>-
n° £

or: VYnegERN" (11} - > nl;,i)
€ £
On a ainsi montré que :
Ve cR}, JAEN VneEN' (n>A = |z,[<2)

il suffit en effet de choisir A égal a E( ~| ou tout entier naturel supérieur ou égal

aA. ¥

I
Définition

‘ Soit (u,),=, une suite numérique, on dit que la suite u converge vers z€éro ou est de
limite nulle si et seulement si pour tout nombre réel strictement positif e il existe un
entier naturel A tel que tous les termes d’indice strictement supérieur a A sont dans

‘ I'intervalle |—e;€[ et I'on écrit alors lim u=0 ou lim u,=0.

Remarques

« La suite u étant définie sur I, lim u=0 signifie que :
ve e R} JAEN VnE I, (n>A S |u <e)

+ L'inégalité |u,|<e peut s'écrire de I'une des quatre autres fagons suivantes :
d(u,,0)<e; —&<u,<e&; uE]-eels  u,EI0.e)

+ Comme pour tout nombre réel b on a : |[b/|=|b], la suite u converge vers z€ro si et

seulement si la suite |u| converge vers z€ro.

ntervalle ouvert de centre 0 et de rayon e contient tous

ombre fini d’entre eux, c¢’est-a-dire que le complémen-

]—¢e;¢[ (eERY) ne contient qu'un nombre fini de

# lim u=0 signifie que : tout |
les termes de la suite sauf un n
taire de tout intervalle de la forme

termes de la suite u :

infinité de termes
(1ous ceux d'indices supéricurs 4 A)

(Au plus (A=a+1) termes)
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re réel et u une suite. Sila suite u CONVerge Vers zéro, alorg la sy,

% Soit k un nomb
k-u converge aussi vers zero.

Méthode pratique

1/ Pour montrer qu’une suite (u,),=, converge vers zéro.

Pour tout nombre réel strictement positif € on résout le systéme d’inconnue n :
nel, , —e<u,<e
et lim u=0si et seulement si I'ensemble des solutions S, de ce systeme est de la forme :
S, = JA;—=[N],

i
Ainsi. par exemple, montrons que la suite (; converge vers z€ro.
n==1

Soit £ un nombre réel strictement positif.

—Z{E{Z

le systéme : nEN*®
n

. 1
est équivalenta :n€N* |, - <e car l(1 eR})
n n

qui est équivalent a : neN* | 1 <n
E 4

1

donc : S, = ]— i— [HN‘
£

On a ainsi montré que :

. 1
Ve € R} JAERN ¥Yn € N* (n}A=>|H":5)

Il suffit, en effet, de choisir A égal a E(I) ou tout entier naturel supérieur 3 A-
E

On retiendra le résultat suivant : _////

| Théoréme
Lasuite | :
| z » ’ alais crindin . L Y re U -
| Lasutte - appelée suite harmonique converge vers (0, ¢ est-a-dire d
[
lim =
II n /
-

2/ Pour montrer qu une suite (u,),-, ne converge pas vers z6ro.

1l faut montrer que :
Ae €Ry VAEN dnel, (n>Acet |ugl

ou encore montrer qu'il existe au moins un intervalle de centre 0 et
complémentaire contient une infinité de termes de la suite u.

gl
i: }ra}“’“ g 6"



5/Suites numériques convergence - divergence

i 1 1
Ainsi, par exemple, montrons que la suite (u,),en définie par : u, = 5 ne

converge pas vers zéro.
. 1 _ : )
En effet I'intervalle —4,4 ne contient que deux termes : ug et u, ; car les systémes ci-

dessous sont €quivalents :

I 1 1 1
neN | ——<-———-<-
4 2 n+2 4
3 1
JEN 5 e lal
4 n+2 4
3 1 1
HEN  s5—=2
4 n+2 4
neflN , g«:n+2<4
2
nefN , —g{n{2

Les seules valeurs de n qui conviennent sont : 0 et 1.

- 14 () 174

p—

T L] ¥
uy, ul u: u;

De méme, la suite (u,),=o définie par u,=2" ne converge pas vers z€ro car tous ses
termes sont supérieurs a 1.

Exercice 1 En utilisant une calculatrice, étudier si les suites ci-dessous convergent
vers z€ro !

1/ (0,2;0,04;0,008;0,0016;...... )
2 wy=2et VN EN Wopy=\W,
3 YyneN u,=3n+4

4/ ¥ne€N u,=n’

Exercice 2 Démontrer que les suites ci-dessous convergent vers z€éro.

5

1/ YneN u,,=n—+-1

1
2/ vneN un=n—2
(=1)°

3/ VneEN* u,=

6
4/ YyneN un—m

1
5/ YneEN* u="-F
Vn
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Démontrer que les suites ci-dessous ne convergent pas vers 2€rg

Exercice 3

E ]l YnE QY u":.-3n + 4

§ 2n+3

; 2/ VnE Y U,= n+l

b

{ 3 VneEN u,=(—1)" l

&

3 4/ Sinestpair:u, = n—l:]
1

¢ Si n est impair : u, = 5 +1

3 5/ Sinestpair:u,=n

"‘ ; 1

E Si n est impair : u, = -

3) Comparaison de deux suites

Questi - 1
uestion 3 Soit (u,),en- la suite définie par : ¥n € N* Ua™="32
/-
Montrer que : Yn € N* — = -
n° o on

1 >
En déduire, en utilisant le fait que lim = = 0 , que l'on a : lim ;f'q'
4

Plus généralement, soient u et v deux suites définies sur I, telles que :
[[l) VnEl [|ul<v,
(2) lim v=0
On notera que (1) impose a v d’étre une suite positive.
Montrons que : limu, = 0.

Soit un nombre réel strictement positif &, puisque lim v, =0, il existe un nombre entier
nature] A tel que :

Vnel, (n>A> I\?nl-::g)
orona:Vn€l, |u|<v,
dou: Vn€l, (n>A3 |u<e)
donc :  lim u,=0,

Théoreme
Soit (v,),e, une suite de limite nulle.

Soit (u,),er, une suite telle que :

Vr'l e l:ll Iunlﬁvﬂ

Alors la suite (u,),e, converge vers zéro. /
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3 - Wy
Pour montrer gu’une suite positive u converge vers zéro on peut,

en application du théoréme précédent, exhiber une suite v, plus grande que la suite lul
et qui converge vers z€ro.

Ainsi. par exemple, montrons que la suite u définie par
1

VneN u, =
3n+2
converge vers z€ro.
Ona:® VnEN* u>0
1
Vn € N* =- * >
e e T (car YnEN*  3n+2=n)
1
e lim —=0
n
donc : lim §+—=[}.

Il sera donc trés utile de connaitre quelques suites v positives et de limite nulle car elles
permettent de déduire. en appliquant le théoréme précédent, la convergence Vers Z€ro
de suites dont la valeur absolue est plus petite que v. De telles suites sont appelées
suites de références. nous allons en étudier quelques-unes :

- les suites des inverses des puissances !

1
(1) : (lz) R (—P) oup € N*
N/gz M pzp n*/ p=1

— les suites géométriques de la forme :

(_1,) ._(l) (la) ol k € N*—{1}
2%/ en 3 aen k" en

Question 6 ( FEn wtilisant le théoréme précédent et le fait que :
VpeEN* V¥neE N* nP=n
i
i montrer que : ¥p € N* lim E=0
Question 7 En utilisant le théoréme précédent et le faitque :N\n €N 2">n

e S

montrer : lim ?=0.

1
En déduire que : Yk EN (k=2 lim E:G)

)

On retiendra que toutes les suites ci-dessous sont positives et convergent vers z€ro :

-

1
‘ (—IF) . (1) . (_1_) : plus généralement : (-;,) ol p € N*
| V0 az M gz n*/ 4z A

n=1

1 1 ( 1 )
== o . o= u kefN—-{0;1
&0 ; (3,1]3;0 ; plus généralemen . 0 {0;1}
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Marhématiques premiere

ic >| n supérieur ou é
S tout entier nature gal
Fxercice 4 Montrer que, pour | 1 1, on,,
0 < — 3
n(n+1) n

ity ) |

_ pil ; vers z€ro

- déduire ‘ surteL converge :
En déduire que la e .

Représenter sur un méme graphique Ies sept premiers termes deggy

] _ 1) .
Ln(-n-Fﬁ)ﬂa = (1’1: n=l

Exercice 5 | Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 10, op;.

\
?; n—10 1
0= — =
d n‘—8n n
a .
! : . (n=10 .
. En déduire que la suite | —5—— converge vers z€ro.
) n"—8n/,>19

Montrer que, pour tout nombre réel x on a : 2x’—4x+4>2.
En déduire que, pour tout entier naturel n, on a :

2" < (2n*—4n+4)"

Exercice 6

1

La suite (,—
(Zn"—4n+4)"

) converge-t-elle vers zéro ? Pourquoi ?
n=0

. 2
() oy [
3 n=0) n" /pz

0,5 o
N (—3) 4/ ("—26)
0oz N~ /o=

<
L)
4
%
Exercics:7 g Montrer que chacune des suites ci-dessous converge vers z€r0.

5 .
Suites convergentes - Suijtes divergentes ___—

1) Exemples et définition

Question 8 i "

O (Ue)uen la suite définie par : yn eN u. =2+ t% . 7§t
\ M{}ﬂlrel‘ que la e n n ¢
w o

verszdr: sulte v définje par :Vn e N v, = uﬂ‘"zr co :
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J—
Question 9 |

E
:

J.‘:l'l
Xntp = 4=

2
. TJ les droites (D) et (D’)

Soit (x,)nen la suite définie par : x,=0 et VnEN
: : T
Tracer, dans un repére orthonormé (O, i
d’équations respectives :
X
y=1- Erzry—x=0. Placer les points P,...Ps de (D) d'abscisses respec-
tives Xgp; Xy... X4

Vers quel point L la « suite » des points (P,),cy semble-t-elle s’appro-
cher ?

Calculer les coordonnées de L. En déduire le nombre réel vers lequel la
suite (x,,),en semble « converger ».

2 1\"
Montrer, par récurrence, que : Vn € N xn=§ (I—(—‘—?) )

Montrer que : ¥n € N
2

définie par v, = x, — 3 , CONVeErge vers zero.

1 ;
X = E‘ < = En déduire que la suite v

Définitions

|
=

Soit (u,),, une suite numérique et | un nombre réel.

On dit que la suite (u,), , converge vers le nombre réel | ou a pour limite le nombre
réel | si et seulement si la suite (v,),ep, 00 v,=u,—| converge vers zéro et l'on ecrit
lim u=1ou lim u,=1.

On dit qu'une suite u est convergente s'il existe un nombre réel | tel que lim u=1.

On admet :

Théoreme

Si une suite est convergente et de limite | alors cette limite est unique.

Remarque

Dire que lim u=1 c’est dire que, pout tout e€ERY, lintervalle ]l—e;l+¢[ contient tous
les termes de la suite u a partir d’un certain rang. ,

Donc, si lim u=l, pour tout nombre réel strictement positif &, I'intervalle Jl—e.l1+¢[
contient une infinité de termes de la suite.

Méthode pratique

1/'Si Ia limite 1 est donnée, on montre que la suite v telle que, pour tout n € I,
n=U,—l, est convergente et de limite nulle :

v

Pour montrer gu’une suite u est convergente.
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— soit en utilisant la définition, \

— soit en utilisant une suite de référr:ncc:-. -

Ainsi, par exemple, montrons que la suite u définie par :
| 2n + 1

VheERN* u,=— -

est convergente et de limite 2.

Soit v la suite définie par : Vn EN* v, =u,—2.

1
Ona:Vnefi* vn=H-
Donc : lim v=0, donc : lim u=2.
2/ Sila limite I n’est pas donnée mais que I'on est capable par un moyen quelcongue
tel que I'utilisation d'une calculatrice ou d'une représentation graphique de pressenii
la valeur possible de |, on applique alors la méthode ci-dessus.
Ainsi, par exemple, montrons que la suite u définie par :
3

u,=0etVne N* u,=u,_, +
U, =Uy—y mr

est convergente.

Calculons les premiers termes de cette suite
Up=0 :1;=0.3 ;u,=0,33 ;u;=0,333 1uy=0,3333 ; us=0,33333.

La suite u semble donc étre convergente et de limite ]

Exprimons u, en fonction de n.

Ona:u =0
3
]ji _——
10
3
lt; =u, + —
"0
u; =u, + —3—
S
_ 3
I-l.;,-_;—u,,qz - -l-a-'l?l
u'n. _uﬂ,__-! _
10°
NS 3 3 ESB'
d'ob fu, = — + — 3 - n+1)
. 10 ¢ Tt 102 0 additionnant membres 2 membres ces ( o
lités. Ll apparait que u, est la étrid

3 Somme des n premiers termes de la suite géom
premier lerme 10 et de raison 1

10
L i,
3 ]0u+1
donc : u, =
10 ] 1 -
10
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1 1
donc 1 u, = 3 ll — l_ﬁ]

Soit v la suite définiepar :Yn €N v, =u, —

1 1
Ona:YneN vyv.= ——
30107
ce qui montre que (v,),en est majorée, en valeur absolue par la suite de référence de

1
— ;(—)
limite nulle 10"

“az=0

donc : la suite (v,),=q converge vers z€ro.

fad | -t

: B
donc : la suite (u,),=, est convergente de limite 3

Exercice 8 Montrer que chacune des suites ci-dessous est convergente et trouver

sa limite ;
6n°+5
v (%) o o)
n /= 2n"+1/ 2,
1 cos’n — 4n’
2/ (5 + —3) 6/ -3
N/ =) n n=1
3" 1+ 3(-D"
- (11}3 - 5) w( (=1)°
3o+l o, 4n n=1
B.I" ot
4-" (I'l + 3 n=4 2!‘1 n=0

Avant d’étudier comment montrer qu’une suite u n'est pas convergente, c’est-a-dire
est divergente, précisons quelques propriétés que posséde nécessairement une suite
convergente (c’est-a-dire que si une suite u ne possede pas I'une de ces propriétés alors

elle est divergente). ) e
On en a déja vu une, a savoir que si la suite u est convergente et de limite le nombre

réel 1, alors pour tout eERY lintervalle Jl—¢;1+¢[ contient une infinité de termes de

la suite.
Voyons-en une autre :

(-1)"

n 1

Question 10 Soit v la suite d‘éﬁnfe par: Vne N* v, = 2+

Montrer que la suite v est convergente.
Montrer que la suite v est majorée par 4 et minorée par 1.

Plus généralement, montrons que toute suite convergente est bornée.
Soit (u,),=, une suite convergente de limite I.
Ona:ve e R: 3AEN VneEl (n>A > l—e < u, <l+€)
Choisissons e=1, alors il existe un entier naturel B tel que :
vnel, (@>B=>l-1<uy,<I+1)
139



'Hf-l‘. 'I:

Mathématiques premiére C et E - Analyse

140

. R

Posons M=max {u,,U,-+- Up—1, Up, I+1}

alorsona: (l)vVneEl, u, < M.
De méme, posons m=min {t,, Uy4y,... Ug—y,Ug, =1}
alorsona:(2) Vn eI, m=u,

(1) et (2) nous permettent de déduire que u est bornée par m et M.,

| Théoréme ﬁ

Si une suite est convergente, alors elle est bornée. \[

Méthodes pratiques

1/ Pour montrer qu'un nombre réel | n’est pas limite de la suite.

Soient | un nombre réel et u une suite définie sur I,. On a vu que si 1 est limite de s
suite u, alors pour tout € de R} I'intervalle ]l—e;l+¢[ contient une infinité de termes

de la suite. Donc, pour montrer que 1 n’est pas limite de u, il suffit de montrer quil
existe un certain nombre réel ¢ strictement positif tel que I'intervalle JI—e;l+e[ n¢
contienne qu'un nombre fini de termes de la suite.

Alnsi. par exemple, montrons que 2 n’est pas limite de la suite u définie par :

VHEM* un.—.\.n—_f—S
n

1
Prenons e = > cherchons quels sont les termes de la suite qui sont dans intervall

b

nens 2 2*FS50
2 n 2
est équivalente & : Vn € fy* 1-=::§-::g
2 n 2
qui est équivalente & : Yn & N* E]{n{m
3 '

Donc les seuls termes de la suite dans Iintervalle Jgﬁ[ sont : uy, Us, Ug U7 U8 R

.- .5 1 1 5 ¥
Puisque I'intervall ] il 2 P 2 uité
» St 2'2+2 ne contient qu'un nombre fini de termes de las

2 n’est pas limite de la suite yu.

PEr que, quel que soit le nombre réel I, | n’est pas limite de % st

Ainsi, montrons par exemple que la syj e i
: a sulte N u.=
pas convergente. u définie par : Yn € N Ua
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On sait déja que 0 n'esl-pas limite, montrons que la suite u ne converge vers aucun
qombre réel 1, cest-a-dire que, pour tout nombre réel I, il existe un nombre réel
strictement positif € tel que le complémentaire de I'intervalle |1-¢:14 €[ contienne une

nfinité de termes de la suite u

) ) .. 1 1
e si =1, le complémentaire de 'intervalle ]l —£;1+2[ contient une infinité de termes :

3 savoir tous ceux d'indice impair (car égaux a —1).

=1 U |

+ i ks | 1 r
i I Y

. 1 1 , e
e sil=—1, le complémentaire de I'intervalle }—145;—1+E[ contient une infinité de

termes a savoir toux ceux d’indice pair (car égaux a 1).

= b 1

-

o sil#1 et 1%—1, il est clair que l'intervalle Jl—e;l+¢[ ou ge<min ([I-1], [1+1[), ne
contenant ni 1 ni —1, ne contient aucun terme de la suite, et que donc son complé-
mentaire en contient une infinité.

- 1 : r I + }
4 T -1 T

On a ainsi montré qu’aucun nombre réel n’est limite de la suite u, celle-ci est donc
divergente.

b) 1l suffit de montrer qu’elle n’est pas bornée. =
Montrons par exemple que la suite [u : n+—> 3n+5] n'est pas convergente en montrant

qu'elle n’est pas bornée. ) ; : ’
suite u est minorée par 5 (car n=0), montrons qu'elle n'est pas Tiereay o s

dire que :

e

VYMER 3IneEN uy>M

Soit un nombre réel M, on cherche un entier naturel n tel que n,>M.
or:vVne R u, >M
est équivalenta : YneN  3n+5>M
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M-S e
ce qui est équivalent & : Vn € N n>- 1

M-35
Ainsi pnsamA=E(-—1-- ona:

VneEN [n>A 2 u>M]

La suite u n'est pas majorée par M et ceci pour tout nombre réel M donc |a Suite y g

4/ Sin est pair alors u, = n

divergente.
Exercice 9 ) Démontrer que les suites ci-dessous ne Sﬂt_ltl pas convergentes ;
v 1 ((—1)"n)az0 5/ (7))
v 2 {"3“‘*‘1)@0 6/ (3+2-(—1)")nzy
¢ : nrt
3 3 (00 7/ (cos —)
3 4 n=({)
)
s

=

Si n est impair alors u, =

Exercice ll]% Trouver une suite (u,),=, divergente telle que (|u,|),=o converge
§ vers 2.

2) Operations sur les suites convergentes

Question 11

On considére les suites u et v définies par :

; (~1)" e
VYn e Ry Uy =2 + = vn € N* vn_3+n

; la
Etudier la convergence des suites u et v. Donner le terme génér a;r.dim
suite w=u-+v. Montrer que la suite w est convergente et trouver s im

—ut)
Sur cet exemple, on constate que, ayant I=lim u et I'=lim v alors en notant W=!
on a : lim w=I+I". On admettra les théorémes suivants :

y
?
F
5
i
{
{

________________.--"“

Théoréemes

. . L] i '--.l,.
Soient (u,),=, et (v,),=, deux suites convergentes telles que lim u=I et Y

1) la suite (u+v) est convergente et de limite 141'.

2) la suite (uv) est convergente et de limite 11,

3) pour tout nombre réel k, la limite (ku) est convergente et de limite kl.

|
4) sil#0el IVI‘I c 1.: u,,#U] alors la suite (;) est convergente et de limuite |
g

- v 4 = )
5) sil#0et[Vn €1, u,#0] alors la suite (—) est convergente et de Imie
u
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[ a somme de deux suites divergentes peut étre convergente : par exemple les suites
de terme général n et —n divergent alors que leur somme CONVErge vers (.

Exercice 11 )

Exercice 12 |

i

Montrer que chacune des suites ci-dessous est convergente et trouver
sa limite

1fﬂ'—)3+£ 4/ p—>1+1—|——1-+ _|__1_
n e n 5 ge teme T gn
1 1 3n + 1
anh-w(}*—)(2+—2) 5/ n>
n n n+2
T — nH}Zn+smn
n
2+ =
1'].3

Soit (u,),=o définie par : uy=1etVn € N 3u,4,=u,+4.

Soit v la suite définie par ; Yn €N v,=u,~2.

Montrer que la suite v est une suite géométrique dont on précisera le
premier terme et la raison. En déduire que la suite u est convergente

et trouver sa limite.

3) Comparaison de suites et convergence

Question 12

%
g
3
ja
i

Soient u, v et w les trois suites définies par :

Vn € N n, =2+
! (\5)"
1
vnEN vn=2+E
1
vneN wn=2+ﬁ

Montrer que les suites v et w sont eonvergenles et de limite égale a 2.

Montrer que w S u<V.
Soit & un nombre réel strictement positif. Montrer qu'il existe un entier

naturel A et un entier naturel B tels que :
VvieEN [n>ADu,<v,<2+gf

vheEN [m>N=>2-e<w,<uf

En déduire qu’il existe un entier naturel C tel que :
vhreN [n>C>2-e<u,<2+e]

En déduire que la suite u est convergente et de limite 2.

Plus généralement, soient v €L W deux suites convergentes et de méme limite |, et u

une suite telle que V<u<w. Montrons que la suite u est convergente et de limite 1.

Soit & un nombre réel strictement positif, puisque les suites v et w convergent vers |
¥

ona:

JAEN VnEN [n>A D l-e<v,<l+e]
IBeEN VneEN [n>B 3 l-e<w,<l+e]
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Soit C=max (A,B), pour tout entier naturel p tel que p>C on a\

l—e<v,<u,<sw,<l+e
donc:VpeEN [p>C= |—e<u,<l+e]
On a ainsi montré que u est convergente et de limite | ; ot le résultat -

e — — = \

Théoréeme

Soient u, v et w trois suites telles que v=u=w, si v et w sont convergentes o
méme limite 1, alors la suite u est convergente et a aussi pour limite |.

—_—

de

Question 13 § Soif u une suite géométrique définie par :
VneN u, =q"

/
ou g est un nombre réel non nul. Soit k=E('§D, montrer que :

1 1
Vn €N kD)’ |uy| prs

. — 1
Montrer que si |q| est inférieure ou égale dé alors la suite u converge vers

i,

zéro. En déduire que toute suite géométrique de raison inférieure en

i
valeur absolue a 5 5t convergente et de limite nulle.

Plus généralement, on admettra le théoréme suivant

——

J Théoréme ‘

Tol'i“e suite géomeétrique de raison q telle que |q|<1 est convergente et de limite |
' nulle,
|

L
_————-'-.-..-..

Exercice 13 ?m’em q un nombre réel de valeur absolue strictement plus petit¢ que
» @ un nombre réel et u la sujte géométrique de premier terme U €8
n

4 a et de raison q. Donner S, égal a Z u, en fonction de n
k=0 :

; a
Démontrer que la suite § est convergente et de limite — -
—q

WELBetVaeN® . =% 4
S W v G 3 n ]
h;m v la suite définie par:Vne N* 'y =y —3
ontrer que la suite v est une sy n=Uy=2.
: Suite t on pr
premier terme et la raison. | séoniéirique donf o8

et trouver sa limite.

le

chS"’“Ie

(

Exercice 14 ; Soit (u,),>, la suite définje par :
f

é n déduire que la suite u est con
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Exercice 15 - -1\"
Montrer que la suite 6 +3 T est convergente et trouver sa
- nz0

N

limite.

4) Suites divergeant vers +5 ou —x

Calculer les 10 premiers termes de chacune des suites ci-dessous :

Question 14 ;

% 1l n—5-3"

{ 2l n— - 32"

S 3 —5n+3
4 n—2n-35

5/ n— 10"

On remarque que, pour ces cing suites, les termes deviennent « trés grands » en valeur
absolue. Précisons cette notion.

Question 15 ¢ Pour chacune des suites u ci-dessous, trouver I'ensemble des entiers na-
turels n tels que |u,|>10°.
1l n—»2n-35
2l n—>-=5n+3
3 n— 107
4 n— —n’
5/ n—\n
Montrons plus généralement que la suite [u : n — 2n—35] vérifie la propriété suivante :
VvYMER, JAEN VYneN [n>A=u>M]
Soit M un nombre réel positif, on cherche un entier naturel A tel que :
vneN [n>A > u,>M]
ce qui est équivalent a

M+5]

VvneRN [n:}A:}n‘:—- 3

_ M+5
Il suffit donc de prendre A égal a E '—'2 "

On a ainsi montré que, pout tout nombre réel positif M, il existe un entier naturel A
tel que tous les termes de la suite u, d’indice strictement supérieur a A, soient stricte-
ment supérieurs a M.

On dit que la suite u « diverge vers + % » 0l le symbole « + = » se lit « plus Pinfini ».

De méme, montrons que la suite [u : n+—> —5n+3] vérifie la propriété suivante :
vmeR. 3JAEN VneEN [n>A>u,<m]
Soit m un nombre réel négatif, on cherche un entier naturel A tel que :
vneN [n>A > u,<m|]
C€ qui est équivalent a

3—m
vn e N [n}A:}n}T]
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(3—m m
I suffit donc de prendre A égal a EL— %—) car mER_ donc — S—:>0_
On a ainsi montré que, pour tout nombre réel qégatif m, il efti‘ste un entier Nature| 4
tel que tous les termes de la suite u, d’indice strictement supérieur a A, soient Stricte
ment inferieurs a m. On dit que L suite v « diverge vers — % » ot le sxmbole « < ’
s¢ lit « moins 'infini ». A

Exercice 16 | Soient u et v les deux suites définies par

1
vneN u,=-8n+3 et v,=2+ —

n
Montrer que ces deux suites sont dé_croissantes, que I'une converge et
que l'autre diverge vers —

Trouver deux suites croissantes 1'une divergente l'autre convergente.

P

Exercice 17 | Dans chacun des cas suivants trouver deux suites u et v vérifiant les

conditions imposees.

B

1/ u est convergente de limite zéro, v diverge vers + ©, uv converge
vers z€ro

2/ u est convergente de limite zéro, v diverge vers + o, uv diverge vers

—_ G

ST . u o

3/ udiverge vers — =, v diverge vers + %, — est convergente de limite
v

-1

. At A AN

u
4/ u et v convergent vers zéro, — vers + @
v

Remarque

B f
Sur une calculatrice on peut remarquer que les suites [n — 5.3"] et [n— - 3.2
examinées dans la question 14, divergent respectivement vers + ® et — %, mais 3

tuellement on ne peut pas trouver I'entier A comme ci-dessus. On démontrera, €0
classe de terminale, ce résultat plus général :

Toute suite géométriq.ufe de raison strictement plus grande que 1 diverge vers + sile
premier terme est positif, vers — o sj le premier terme est négatif.

3 Approximations de nombres réels

—"
On rapp.pelle (classe de quatriéme) que tout nombre réel posséde une écriture gécimdl®
D limitée s'l est décimal (1,31 ;213,427 ; )
— illimitée périodique s'il est rationnel (L g2 )
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— illimitée non périodique s'il n’est pas rationnel.

Il résulte de cela qu'un nombre réel non décimal ne pourra étre connu quée par une
certaine propriété le caractérisant mais non par son écriture décimale. La question s€
pose alors de trouver un encadrement décimal de ce nombre réel et pour ¢€ faire on
va utiliser des suites convergeant vers ce nombre réel.

) Développement décimal illimité périodique d’'un nombre rationnel

On a déja vu (chapitre IV. Question 1) que pour obtenir un encadrement décimal d’'un

nombre rationnel - (avec (p, q) € Z x Z*) il suffit d’effectuer la division de p pard
q ' ?

pour obtenir les suites u et v des approximations décimales d'ordre n par défaut et par

5 P
exces de —.

== i i ety telles
insi i on associe les deux suites u

que .
U = 1 Vi = 2
= 1,6 Yy = 1,7

Uy = 1,66 Vo = 1,67
uy = 1,666  v3 = 1,667
Etudions la suite (U,)nen-
Ona: uy =1 »
e g'ig*l +6.1072
o L e 107 4 6107+ 6,107

TR e

-~ =

‘ - —2 —n
u,=1+6107"+610"+ .. +6.10

1ol k]
soit 1 u, = 1+ 75 1+ 7 100
En utilisant I'expression de la somme des n premiers termes de la suite géométrique

1 ]
i ison — on obtient :
de premier terme 1 et de raison o

e 4
Ty 10°
W =2 18 el
10
6 ._-—1-—— (car |—| < 1 donc la suite gé i : 1
d’ou : limu =1+ 15" 1 1 10 € geométrique de raison —
: 10

est convergente de limite nulle)
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5
Cherchons une incertitude, associée & la valeur approchée — du terme indic,
n

5
dou:limu= ?

la suite u :
1+ 22
Es : = + — — s —
ona:u, 3 10°
d 5 _ 2 1
-::um:.3 u“"3'1[]"
donc < :
¢ == —
3 10
uesti 1
Question 16 3 Montrer que :Yn €N v, =u, + 10
i En déduire que la suite v est convergente, quelle est sa limite ?
Remarques

Les suites u et v vérifient les conditions suivantes -
1/ u est croissante et v est décroissante.
2/ VYneEN u,<=<v,.

3/ Vn €N w“—uﬂ=L

10
4/ u et v sont convergentes, de méme limite 2

On dit que les suites u et v sont adjacentes.

Exercice 18 | Trouver le développement décimal illimité périodique des nombres o
tionnels suivants :

22 4

2 W
719)2,

\EIN
oo

Exercice 19 ( Trouver les nombres rationnel
ci-dessous :
1,2419999...
0:3333..,
2,16161616...

Plus généralement on admettra que :

e
Un nombre réel est un nombre rationnel si et seulement si son écriture décimal® proF
est périodique a partir d'un certain rang,

s représentés par chacune des geritur®
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2) Existence de nombres réels non rationnels

L'application du théoréme de Pythagore a un triangle rectangle isocéle dont les cotés
de I"angle droit ont comme longueur 1 montre qu'il existe un nombre réel strictement
positif dont le carré est égal 2 2, on le note V2.

Montrons que 12 n’est pas un nombre rationnel.

Pour cela supposons que v2 est un nombre rationnel dont I'écriture sous forme de

fraction irréductible est l: (c'est-a-dire telle que (p. q) EZ4xZy et pged (p, q)=1)

Ona:\2= P
q

donc:2 = ll,

q
donc : 2q° = p’
Soit 2% (avec a€N) la plus grande puissance de 2 divisant g, donc q = 2°q’ avec q’
impair.
Soit 2" (avec bEN) la plus grande puissance de 2 divisant p, donc p = 2°p’ avec p’
impair.

L'égalité 2¢° = p’ est donc équivalente a : 2**'q? = 2*°p" et comme p’ et q’ sont
impairs il en est de méme de leur carré. Il en résulte que si A est I'entier naturel égal
a la fois 2 2°7'q? et 2°°p*? alors la plus grande puissance de 2 qui divise A est d’exposant
a la fois pair (2b) et impair (2a+1). ce qui est absurde.

On a ainsi montré que V2 ¢ @. On dit que V2 est un nombre irrationnel ; de méme
V3 et 1 sont des nombres irrationnels.

La question se pose alors de trouver un encadrement décimal de ces nombres irration-

nels.

3) Méthode par dichotomie (partage en deux)

On va définir deux suites (u,),=g €t (V,)a=0 telles que :
1. VneEN u,<v2<v,
2. La suite (v, — u,),=o est décroissante et converge vers z€ro.

On sait que deux nombres réels positifs sont dans le méme ordre que leurs carrés.
donc:1<+v2<2

Soit :uyg=1 , vp=2

Partageons I'intervalle [1 ; 2] en [1; 1,5], [1,5 ;2]

Comme 1,5 =2,250na:1 <2 <1,5

Soit :u; =1 , vy=1,5

U Vo
1 1.5 y
uy Vi
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e N __-'_—‘——-.\
Partageons l'intervalle [1 ; 1.5] en 115 1,231, [l_.25 +1.5]
Comme 1.25% = 1.5625ona: 1,25 < V2 <1,
Soit :u, =1,25 v, =13
UE Vg
1 1,25 1,5 2
Question 17 ( Compléter le tableau suivant :
“ 1 1 P -
E n iy Va | YUy i(un"'vn.} [E(un+vn}.| un+l<\f2{\f“+|
{I —
¢ 6] 4] 8 1 1,5 2,25 1<\2<15
bl el 2 | n5] 05 1,25 2,5625 1,25<\2<1,5 |
(
V12 11,25[1,5( 025
b
5 3
{
g .
-2 10
{
)

En déduire un encadrement d’amplitude 10~ de \2.
On construit ainsi deux suites (u,),= et (v,),=o telles que :

. - 4 I'_
1/ u est croissante et majorée par v2
2/ v est décroissante et minorée par v2

1
3/ ¥n eN Va < U = o
Il résulte de cela que : _
Vn EN 0= V2 = =V, —ny

o
et comme la suite (——ﬂ) est convergente de limite
n=0

on en déduit que la suite (u,),=, est convergente et de limite égale a V2.

; \ [
Question 18 { Montrer que la suite (v,) = est convergente et de limite égale d V2.
; pﬂllr Dbtanlf

Il apparait que la méthode ci-dessus n’est pas « performante » ; en effet, ke
tels qB*

un encadrement de V2 d’amplitude 107, il faut trouver les termes u, et Va
1 1

KRS T T

11 faut donc effectuer les calculs jusqu’au terme d'indice p tel que : 2° > 10°

Soit p = 10.
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—

Question 19 - 1 =
. Montrer que, pour obtenir un encadrement de \2 d'amplitude 107 il
. faut effectuer les calculs jusqu’aux termes d’indice 17.

Exercice 20 E En utilisant la méthode par dichotomie trouver un encadrement d’ordre
i 2 de chacun des nombres réels suivants :
}

} V3.2, V0,628, V51,2

Etudions maintenant une méthode plus performante.

4) Méthode de Héron

2
Une approximation par excés de V2 est v, égal A2 et, uy égal & = est une approximation
0

par défaut de V2 (en effet ug = 1)

pour :uyp =1 , Vo= 2, on a un encadrement de V2 d’amplitude 1.
1 2 _

Soitvy; = — ("’u + ~), c’est-a-direv, = 1,3
2 Vo

2
V2, et u, égal a — est une approximation par

v, est une approximation par exces de 2
I

= 4
défaut de v2 (car u = -3—)

Montrons que, pour tout nombre réel a strictement positif le nombre réel b égal a

2
1 (a + _ZF) est une approximation par exces de V2 et le nombre réel — est une
2 a b
approximation par défaut de 2. _
Etudions le signe du nombre réel (b — V2)

z)_@

— 1
Ona:b4xi2='§'(ﬂ+_a’
_ Ll @-22a+2)
d
1 [ 2
- — a—-\"2
23( )

montre que le nombre réel (b — wfi) est positif.

Ce qui
D’autre part, comme b > V2
b
on a. -J: - l
v2
d'on : -‘JE <1
b

donc : -2— < ~.E
b
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=

2 : '
: : = t respectivement une approxi i
On a ainsi montré que b et - - sont resp PProXimation par ey, o

une approximation par défaut de 2. _ N
Ces deux valeurs nous permettent alors d'obtenir un encadrement de v2,

4
FDU.T ug = 1 et Vp = y l'dmplitUdﬂ est 1. pm.ll' u1 ? et VI = 1,5 t’amplitude est .._I__‘

6
) 1 2 2
. 2 Vi vV,
17 . 24
~ ]
d’ol un encadrement de v2 d’amplitude 204"
Soient 3 ( - 2) et u 2
Va=—]1|Va Swd = —
oient v, 3 VP 3 3
o 577 g 816
T et uy = —
na:¥s= 408 37 577
d’oll un encadrement de \2 d’amplitude
= PIRNCE 23546
Portons ces résultats dans un tableau.
n u, Va
0 1 2
1 1,33 1,5
2 1,411 1,416
3 1,414211438 1,414215686
Au bout du quatriéme calcul on a donc obtenu un encadrement décimal d’ordre 5de
V2.
1 } ” e

1,41421 U Vs 1,41422

ue la méthode P

Il est donc clair que la méthode de Héron est plus performante ¢ mplity
a

dichotomie car elle permet d'obtenir plus rapidement un encadrement d
donnée.

La suite (V,),=g que nous avons construite est définie par :
1 2

Vo=2¢etvyy = — v, + —

2 Vi

Montrons que cette suite est convergente et de limite v2.
Soit n un entier naturel, on a vu que :

- 1 \f—'z
Vod) — Ve = ;.T‘J_ Vo — 2)
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v, — \2

= 1
donc : vy — V2 = — (v, = x@).
2 Vq
v, — V2 -
or : <1 car0<V2et0<yv,

Va

L 1
donc : vye — V2 < - (v, = 2)

= 1
dot:v, = V2 < 5 (Vg—y — -.*5.)

e 1
Vomp — V2 < = iy = ¥2)

1
v = 2 < EY (vg — \5}
En multipliant membre 2 membre ces n inégalités 8 membres positifs on obtient :
1
0<v, — »E-:’:-z—n(vo— \5)

' - 1
donc (v,),= est convergente et de limite V2 car lim 5= 0.
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Réponses aux questions

Q1i:

Uglle Ly

On ne peut pas placer le point L, car tous les points
L, sont, trés rapidement (aprés U,), proches de O.

Ona:

1
cos 607 = EE
et pour tout nEfR
cos ({0%), [Oy)]) = cos 60° = ozt
s %, 1, = = —
ou,
dou U, = 2— U,

La suite (u,).en @St Une suite géomélrique, sa rai-
1
son est 2 son premier terme u, égal & 10.

(oo Ju oo o] wlw|[w|w|w|uw
ol E(ElS BT E (S BTE | S
248 6| 264|825
Q2
Y J *'zf Vo | Ve [ ¥ | Yo | W | Vs |V | Vo
1] 3 1| 3 1)1 18] 1] 38
e 2|6 | 28| BR[| B 4
¥ ¥ u,ll'r. lr-f ¥y Vs ¥y
 alEn *
1 0
4 L] 16

Les v, semblent « s'approcher » de 0.

Q3:

Il semble que, plusn estgrand, plus w es|
proche de 0. n

R
! TR
.‘.:wrl -.j:._.-___.w 'E::-: w lw‘ : u
R e 1 '
i o i !
= e HH
1 . L
|I_- T e = ; I_.__.'-_-': T
j 1 Saai s
= : 1 g Sae] 13
:.' - I:II. b r
+ W i T ® i
o il I i i T i T
| s 1 " L T L
= 8 s _‘
L 1 1
g : i ! I
oest i WD I ] :1 -
1 1 i 1 i
T A T f -
Sl B e s
o aanhs baF o HHH - -
SR ne i A ]
T = :
TI p i 3
) e 1
| 3 I -.ll - 1
ine sma { ; : Jr I
| = s [T - 1 1 - 1
an ] } i - £ I
A e e R
s TTIT T i | TorT T I T [N (ks
4:
vl n a6 ||t ]|6|s]
Jefafaf ale] afs[- bt
e 9| 6| 5| % | .| 6| 6| m]

e Soit n un entier naturel stricternent supérieur &
100,0na;

1
n® > 10000 donc &;{D,mm

1
or |z, = pr d'ot |z, < 0,0001

e pourtoutndeN*, ona |z, < 10~ siet seulemer!
1
g e 107%, donc |z,| < 107° si et sgulement §

+3
n® > 10*%, pour cela il suffit de prendre N =1
Ainsi B = 10*3 est un entier naturel et vérifie
[n>B= |z, <107
-3 5 gt seulemen
+3
it suffitdé

Ynel"

¢ pourtoutndeN® ona|z,| <10
sin?>10*?;sin > V10™ alors n > 10
.Mais puisgue C doit étre un entier naturel_. i
prendre entiernaturel C égala E(v10°) quies!
C=10°<C+1.

En effet si I'entier naturel n est tel Fg__
a-diren=C + 1,alorsonan > V10?, done
sin > C alors [z,| < 107%

ue n > G, ¢
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Q5:
Soit n un élément de &* : n = 1 donc n® = n, done
1

= -
n

Fol =

3
Puisque lim e 0, pour tout nombre réel stricte-

ment positif ¢, il existe un entier naturel A tel que
pour tout n de f*,

» [1]
si n>Aalorsona | ‘qg,

1
fuﬁdmacswﬂ
1 1 ) 1
or - = ~doncsin> Aalorsona— <&
n n nz

.|
c'est-a-dire | | < £. On a ainsi montré que :

In?|
]
VeeR. 3JAEN VneN' [n>A> l?] <]
n
) 3
c'est-a-dire : lim — =0
n
Q6:
Soit p un entier naturel non nul ; notons u la suite
définie par : .
1
YneElR™ u,=—
nﬂ
ona:(1)vneEk" u,>0

i
(2) VneEN® U, = = (car YnEN® n°=n)

1
(3) lim H =0
donc lim u, = 0. On a ainsi montré gue :
1
VpeEl® Ilim—=0
np
Q7:

Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2 ; no-

tons u la suite définie par : YnEN" U, = K

ona(l)vnelN" U,<¢

1
(2) ¥nEN® u,= o0 (car ¥neN®" Kk'=2")
1
(3) lim > =0
donc lim u, = 0. On a ainsi montré que :
1
YkeEN [k ;Ea‘ilimﬁ= 0]
Q8:

Soit n un entier naturel, v, = [2 +

c~1>"+1} %

n+1

5/Suites numériques convergence - divergence

, { =4 ]11+ 1
c'est-a-direv, = —
n+1
i

BVl = —
n+1

; on a donc, pour tout n de

1
et, puisquen < n+1,0 < |v,| < e

1
La suite |v| converge vers zéro car lim T 0. La

suite v converge donc aussi vers zero.

Q9:
D st
i
i
P, if
P
i s
I
it
D} i

La suite des points (P,),en semble s'approcher du
point L tel que (D) N (D°) = {L}. Les coordonnées x
ety de L vérifient le systéme :

X
=1--ety-x=0
Y 2 y—x
2 2
Les coordonnées de L sont done 3 et 3

2
La suite (X,).en Semble donc « converger » Vers 5.

2 1\°
Pourn:ﬂnnaxo=ﬂet§ 1-(—2) =0:

la propriété est vérifiee.
Soit p un entier natgrel tel que

o )

X
nna:x,,+,=1-§"

-]
4156

2 1 pt+1
c'est-a-dire : X 4y = 5[1 - (_ E) ]

Par récurrence on a ainsi montré que

-3

c'est-a-dire : X4, =

YneR
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T V=21 que
On en deduil, puisque 3{'1}l_ 2/ | 32,,0
vneN | e
NEN [%W=3| T3

2
el, puisgue 3 < {,ona
1
al S
2

Posant, pour tout entier naturel n, ¥, = X, — 3

Yneh X =

,on

a.
Ynelk 0= v, <=

et comme la suite [2—" ] converge vers 0, la suite

‘nEN

(V.)nen CONverge aussi vers 0.

Q10:
Soit (U,).en-telgueu, =v,— 2 0na:

Ynek Uyl = —
n

donclim u = 0, et la suite v est convergente de limite

2
(=1

Pourtoutndefs* 4 -v,=2- =

1
et puisgue n = 1 ona.; = 1 donc
=1 (=1)"

—— = jet2 - =1
n

de ce fait, 4 — v, = 0 : la suite v esl majorée par 4.
De méme, pour tout n de i°

(=1

vV, — 1 =1— 5 doncv, — 1 =0; lasuite v esl

minorée par 1.

Q11:
Puisgue pour tout nombre entier naturel non nul n

1 .
onalu, - 2| = -n—.onalumuzz;

1
de méme |v, — 3| = = donclimv = 3.

Leterme général de la suite w estw, = u, + v, c'est-
a-dire

w,=5+ ———— donc

2
Ynel®  w, — 5| = =

2
Et comme la suite ( h ) converge vers zéro, la

nEN
suite w converge vers 5,

Q1i2:
\ 1
VHEN Vn—zlzz_n‘lwn_'aiag;
Comme pour toul entier naturel k > » lim 1
Kk =0

0nalimvz2¢_e_ﬂimw=2

Puisque 2 < v5 < 3, on a, pour tout en;
n, Bntfar nmurﬂ

1
==
(Vs 2

=2 1
2" < (v5)" = 3" donc 5" =

dolw, =u,=v,
Onaainsimontréw<u <y,
Puisque v converge vers 2ona :
veER, 3JAEN VneN

n=>A |y, -2/ <y
Or pour tout entier naturel n on a u, < v, de plys
lv,— 2| < ealorsv, <2+ ¢, d'oll le résultat,
De méme |'existence de B vient de la convergence
de la suite w vers 2 et du fait que si |w, - 2/ <,
alors 2—& < w,,.
En prenant pour valeur de C le plus grand des deux |

entiers naturels A et B on a, pour tout entier naturel
n sirictement supérieur a C,

U sv,<2+eet2-e<w,=u,
donc2 —e<u,<2+¢
O a ainsi montré que
Veck*y, 3JCERN VnERN
[n>C = fu, - 2| <4
c'est-a-dire : u est convergente et de limite 2.

o

13:

k=E(j—)ﬁk-‘El{k+1
[ql lal

1 . )
Uﬁfﬂl=:1doncﬂ}1afn5|ka1atona.
q
1
|

1 1
HE—{I{+1¢$——::||:|[‘-=‘E?

(o] k+1
i<l
K+1 K

Ainsi, il existe un entier naturel k (k = 1) tel que

1
vnen
A k + 1)°

gulle
Comme, pour tout entier naturel k (k = 2)la :
n déduitque 15
kn (1]

1, qué
(U.)uq cOnverge vers zéro et par conséquern
la suite (U,),=o converge vers zéro aison G aves
JST“ (V,)=s Une Suite géométrique de 0
g <1 -
Siq =0, pourtoutn >aonaVa ,—._udm:lﬂm
Siq#0,pourtoutn=aona:Va="s
VI'IE!I Vp = k qn

donc pour toutn de ™ (

1
< Jul =

1
(— converge vers zéro, on @
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Vs . : :
aveck = . D'aprés ce qui précede, la suite (q"),en Q15:
N P ' ,
est convergente et de limite | égal & 0, donc Ia suite HUUEF n E;”ETOTWEI;H.B St
v est convergente et de limite ki c'est-a-dire zéro. [2n=3| = est équivalentan > - 5
. 10°+3
2/ |-5n+3| > 10° est équivalent & n > 5
Qid: 3/ 1107 > 10° est équivalentan > 6
4/ |—n? > 10° est équivalenta n = 10°
il 53" [ =32 | —ond | An—a 10° 5/ |vnl > 10° est équivalent a n > 10”
5 -3 3 &
: 5 | -6 | -2 i : Q16
! . ¥ Par définition des approximations d'ordre n par dé-
2| 48 -12 = —1 100 faut et par excés, onav, — U, = 107"
- 1
3| 135 | —24 12 1 1000 esteire vy = Uy + 7
ala05| -48 | -7 | 3 10000 !
51215 96 | —22 o 100000 Puisque lasuite| n — I—Gﬂ]mnvergeverszémemue
6 | 3645 | —192 -27 7 1000000 5
7 10935 —384 | —32 9 10000000 la site U converge Vers . la somme v de ces deux
g |32805| —768 -37 H 100000000 5
g |ogg15| —1536 —42 13 | 1000000000 suites converge uersé,
Q17:
|__ 1 _1, + nj i u = ‘.'E << V41
n u Vi Va=—U, E (U, +Vq 2 (”n ¥ 41 n
n _____________________
0 1 2 1 1,5 2,25 J=y 2__{ 1,9
1 1,5 0,5 1,25 2,5625 1,25 < _2_-_-: 1.5
<ye=<15
2 1,25 1,5 0,25 1,375 1,890625 1,375 <\
I 2 06640625 1375 <v2< 1,4375
3 1.375 1,5 0,125 1,4375 \ ) 2
* _______————_- .
501562 1,40125 <2 < 1,4375
4 1375 1,4375 0,0625 1,40125 1,96350 L
s .________———__- Y
2.014625391 140125 <v2 < 1,41935
5| 140125 1,4375 0,03625 1,41935 b =
1,98894609 1403 < VE2< 1,41
| 140125 | 141085 | 00181 ik d
1 __________————_
2,001 729781 141083 <2< 1,414825
7| 14108 1,41935 000005 | 1414825 = :
— 25 |1,095332816|  1,4125620 < V2 < 14148 5
T ae | 1A | GO i 2=
= 21369375 | 1,098530019|  1,41369375 < 2 < 1,414825
9 | 14125625 | 1414625 [ 0.0022625 1,413 !
|
5935 | 2,00012958 | 1,41369375 < + 2 < 1,41425935
10[ 141369975 | 1414825 (000113125 | 1A [ 2
il -3 dg \2: 1414 <12<1415
On en déduit I'encadrement g'amplitude 107 de 2
de limite +2.
Q18: ) _
Puisque pour tout entier naturelnona: Q19:
v = 2 E NV~ Il faut trouver les termes u, et v, tels que
v, = ‘,5 = Uy, ona dunc 0=V = ¥n n Ve — Uy < 10—'5
. L i 1
; ' — c'est-a-dire | — < . 5.
clest-a-dire : 0 < Vo — Y2 = g0 ta-dire : o0 < o8 ou encore : 2" > 10°; le plus
. pelit entier naturel n tel que 2° > 10° est 17 car 2'°
et comme lim _1n ~ 0, la suite v gst convergente el 65536 6t 2 = 131072, .
-
157



Fimn

Marthémarigues premiére C et E - Analyse

e ——

ﬁésdltats

ou indications des exercices

| E—¢g)

| ® || suffit de choisir : 1/ A = E[. i |

|

' 1

' 2A=E|=]|

| "LE

| 1|

| S‘A:El |
s

| 3 1/ Utiliser : u, est ninoree par 4

2' Lintervalle -1, 1] ne contient aucun terme
| de la suite

4 Tous les termes d'indice impair sont en de-
I ||

hors de l'intervalle |- - <.
"2'al

| 5 Tous les termes d'indices pair non nuls sont
en dehors de l'intervalle |-2 ; 2.

6/ Utiliser : ¥xeR 2(x—17°>0el
| VKER VneEN [k=22k"=22
‘ B/ Les suites données onl respectivement pour li-

10
mite:1:5: 3 13;3:-4:0et -8,

T

9/ Les cing premiéres suites ne son

Les sixieme et septiéme sont pé
constantes.

1t pas
rodiques et ny,

10/u, = 2. (—-1)"
11/Les suites données ont respectivement pour j.

mites:ﬂ:ﬁ;g;z:aeie.

12/ Utiliser le fait que v est la suite géométrique g
premier terme —1 et de raison —1-*

17/ 1
1uﬁ_r'|_2 V,=n
1 L]

Lln=‘—F V,,=I"I=
Uuy=—n wv,=n

1 1

4, U, =— V= —

" n "ot

20/ Voir la question 17.

Exercices

21/ Soit (U,),en la suite numeérique définie par -

VneN' y = !

H{H+ i:-
Uy 81,

1% Calculer u,, Uz, Uy,
lout entier naturel n non nul calcular

2% Pour

D= Ungy — U, 8l Q= u“*!
Quel est le sens d

u,
3 Tromver 6 variation de la suite y 7

un entier naturel p 1e| que :

VREN'  [n>ply /<107

4°/ Montrer que : Ynely: lug| < !
En déduire que la suite

n
uest
est sa limite ? convergente. Quelle

158

22/Démontrer que chacune des suites ci-dessos

converge vers zéro.
2n - 1
n? + 1

1/ nes

2/ n—

n*+ 1
31'"!-9\';1+1— 'l'r!'_l
cos p
p? -
5/m = (0, 1)" + (— 0,1)
Bk —

k? — sin k

Wt‘ll—r—rl
i

4 p—

/
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5/Suites numériques convergence - divergence

I

23/ Soit x |a suite définie par

ynel x,= 0 -1— —
(2n + 1)(2n — 1)
Déterminer deux nombres réels a et b tels que
vneEN X =——4 &
_ 2n+1 2n-1
Sait T la suite définie par

VnEN T, =%+ % + ..+ X,
Calculer T, en fonction de n. Prouver que T
CONVErge Vers zéro,

24/Soit z la suite définie par

z,= 10t VneN  z,., = —2

n+1

z:\+'I 1

Montrer que : ¥Yn=10 —/— < >
Zn

En déduire que la suite z es! convergente et
trouver sa limite.

25/ Soit (u.).ex, |2 suite définie par u, et
1
Ynel U4, = = u, + 1800

a) Déterminer u, pour que la suite (u,).en SOit
constante.

b) On choisit uy = 1

e Déterminer le nombre réel b pour que la suite
(V)nen définie par tout entier naturel n par :

v, = U, + b, soit une suite géométrique.

® Justifier la convergence de la suite v et don-
ner sa limite.

® Trouver |a limite de la suite u.

26/ Soit (t.),=n une suite géomeétrique positive de
premier terme t, egal a 3 et telle que t; + ts =
15
16
Déterminer la raison de cette suite
Calculer, pour tout n de f*,
S,=1 +t,+ ... + 1. Quelie est |a limite de la
suite (S,)en- 7

27/Soit a un nombre réel non nul, u la suite définie
par son premier terme u, et
YneN u,.,=au,+3
a) Pour quelle valeur de a la suite u est arith-
metique ?
b) aétant différent de cette valeur, montrer que
U peut étre choisi de fagon que la suite u soit
constante. g
c) La suite u n'étant ni arithmétique, ni stalion-
naire, on définit la suite v par :
VnEM v, = b u, + ¢ ol b et ¢ sont deux
nombres réels non nuls. Montrer que si la suite
v est géométrique alors sa raison est a, donner
dans ce cas la valeur de c en fonction de a et
de b. Comment faut-il choisir a pour que la suite
v soit une suite géomélrique convergente ?
Montrer qu'alors |a suite u est convergente et
donner sa limite, :
Application : Montrer que la suite (u,),en définie

2
par: u; = 1 at‘u’nENuﬂ.,:—éun-ﬁ-Sest

convergente et donner sa limite.

28/Soit (u,).cn- une suite géométrique decrois-

sante de raison q telle que
125 5 .

Uy Uy Uy = 3 et (u, — 12 us Us) soit une
progression arithmétique.
Déterminer u, et g.
Calculer, pour tout n de N, la somme S, = u,
+ Uy + ... U,. Quelle est la limite de (S,).en- ?

29/8Soit (u,)en la suite géométrique positive telle
que :
d(uy+U+uU)=7
7

US + Uy + U5 == 1_5

1%/ Calculer le premier terme u, et la raison q

de la suite u.

2°/ Caleuler la somme S, des n premiers termes

de cette suite.

3°/ Trouver le plus petit entier naturel p tel que :
IS, —2]|<107*

30/0n considére une suite géométrique (U,,)en- de
3
premier terme u, égal & —48 et de 8° terme 8

Déterminer la raison de cetle suite. En déduire,
pour tout n de ™", I'expression de u, en fonction
de n. Montrer que la suite u est convergente et
trouver sa limite.

31/ Aprés avoir trace la courbe représentative de la
fonction f donnée, placer sur 'axe des abs-
cisses le plus de termes possibles de la suite u
définie par son premier terme u, et la formule
de récurrence : U4, = f(u,) puis énoncer des
hypothéses a propos de la convergence de cette
suite, dans chacun des cas suivants :

2
Xy —

Uy=3
1+x ¢

2
2ftix—s — u,= -4

1+x%
1
3)fix—= x4+ — =1
) 14x Ho
1
Pl +— Yp=1
X
1
5}f:xr-5x+4 Up =2

32/ Soit (u,),en la suite définie par u, égal & 24 et
1
HﬂEN un+1 = E I.-I,., + 1
En ulilisant la représentation graphique de

1
- i on st 3
il ]
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— e

oy énoncer une hypothése sur |la convergence de
la suite u.

3

5

Montrer que la suite (v,).cn, est une suite géo-

métrigue convergente.

En deduire la limite de la suite u.

Soit (V.J.en la suite définie par : v, = U, —

33/Soit t la suite définie par :
-1"n+3
| YnelN t,= =1
n+2

Calculer les 6 premiers termes de la suite. On
considére les suites p et g définies par :

YREN  p, =1, 0y = by

Deéemontrer que les suites p el g sont décrois-
sanies et convergentes.

Formuler des hypothéses sur le comportement
de la suite t.

34/ 56t x |a suite définie par: ¥, = V2 et

YneER" Xony =12 + X,
Déemontrer : Ynef® x, <2

2 -

2
En déduire que |a suite x converge vers 2.

YneEN" 2 — Xpeq <

35/ Soient a et b deux nombres réels.
On considere la suite u définie par son premier
terme U, et la formule de récurrence ;
Upss = U, + b.

1) Que peut-on dire de la suite u lorsque a est
égalat?
On suppose désormais que a est distinct de 1
et on pose :
k= 2

1-a
Soit v la suite définie par : YnelN v, = u, — k

2) Demontrer que la suite v est une suite géo-
métrigue.

En déduire I'expression de v, puis de u, en
fonction de n, de a, de b et de uy,

3) Utiliser les questions précédentes pour trou-
ver la limite, quand elle existe, de la suite u dans
chacun des cas suivanis :

a)uy,=2el¥nEM U,y =u, + 5.
bjup=1et¥nEN u,y, =2u,+ 3.
G:I UU= —QBI?ﬂEN 3U,-.+1 =I.Iﬂ+4.

5
d)u; = 2 et VvnEN 5u,y, = U, + 10

36/ Soit u la suite recurrente définie par -
- Uy + 4
u, + 2
1) Démontrer par récurrence que :

Ynell O<u,=2

Soit v la suite définie par :
Uy = 1

u, + 4

yy=2etvnelN u.,, =

Ynel v, =

2) Montrer que la suite v est une suite géomé.
trique. En déduire I'expression de v, puis de
en fonction de n. Trouver la limite de la suite

37/0n considere la suite f définie, pour tout entier
naturel n par

f(n) = 25 (1—;—0)"

1) Caleuler (0}, f(1), f(2) et {(3) puis la somme
S(3) égale a f(Q) + ... + (3)

2) Soit S(n) la somme des (n+1) premiers
termes de la suite f
Démontrer que :

1
Ynel (1) + ... + fln+1) = — Si(n
(1) (n+1) 100 (n)

Former la différence S(n) — ﬁ S(n)

En déduire I'expression de S(n) en fonction de
n.

3) On étudie la suite S ainsi déterminée.
Trouver sa limite.

En déduire que chacun des nombres réels
25, 252525... et 0,252525... est un nombre ra-
tionnel.

38/ Soit u la suite définie par :

4Uﬂ-—9
Uy — 2

Ug=4etvnel u.4y =

On considére la suite v définie par :
1
u, - 3
gl‘l admet que les suites u et v sont défini

Ynel vy, =

g5 Sur

1) Montrer que la suite v est une Suité a

métique.,
néral dé

2) Endéduire I'expression du terme g¢
la suite u.

3) Justifier |'existence des suites U etv.
4) La suite u est-elle convergente ?

160



g

TR SANEEY T Y Py Sy FrEola

5/8uites numériques convergence - divergence

Un pyl_ﬁne metallique esl
construit avec des entretoises
[BC], [CD), [DE], ... qui ont
méeme longueur,

Les montants dfs pylénes for-

ment un angle « avec la verti-
cale,

1) Montrer que les Bi, angles
formés par la i*™ entretoise
avec I'horizontale, ont leurs
mesures Bi qui forment une
progression arithmétique dont
on donnera la raison.

2) Soit h, la différence de hauteur entre les deux
fixations de la i*™ entretoise. Est-ce que h, est
le terme géneral d'une suite arithmétique ou
d'une suite géométrique ?

40/ Les adeptes du Tantrisme
symbolisent la notion d'infini en
repreésentant une construction
réitérée de triangles équilate-
raux A B C, /
Les sommets de A, B, G, étant
les milieux respectifs des cotés
IBI-‘1 C|—'I]l [Al-" Cl-TI

et[A_, B

Calculer la somme des aires des n premiers
triangles de ce type. Calculer la limite de cet
aire guand n tend vers l'infini.

41/

4 T Un pyléne métallique est
; construit avec des entretoises

l (BC), [CD], [DE].... 5

qui forment toutes un angle «
<. avec |'horizontale.

' La hauteur du pyléne est h, sa
grande base [AB] a une lon-
gueur égale a a, sa pelite base
[MN] a une longueur égale a
b.

L'entretoise i a une longueur |, ses fixations ont
une différence de hauteurs égale a x,.

1) Montrer que les grandeurs x, forment une
progression géométrique de raison : g telle que

q“=; , sachant que le pyldne a n entretoises.

2) Calculer x, en fonction de h et de g.

3) Montrer que les longueurs |, forment aussi
une progression geometrigue.

4) Calculer la somme |, + I, + ... + |, en fonc-
tionde a, b, h et x,.
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5 Etude locale d’une fonction

J ROITE
. COEFFICIENT DIRECTEURD UNE D _
IIL ETUDE LOCALE DE QUELQUES COURBES REPRESENTATIVES

IIl. REDUCTION DU PROBLEME

IV. LIMITES EN ZERO ,
V. APPROXIMATION AFFINE - NOMBRE DERIVE

1 Coefficient directeur d’une droite S

Soit (O. s T} un repére du plan 2.

Question 1 | 1/ Soient A et B les points de % de couples de coordonnées respecti
(—1,0)er(l, 4).

Tracer la droite (AB). Donner une équation de cette droi
le vecteur directeur de la droite (AB) dont la premiére c00

2/ Soient C et D les points de P de couples de coordonnées 1éSP
(=1, —2)et(—1,3).

Tracer la droite (CD) et en donner une équation.

Lglnvermur de premiére coordonnée 1 peut-il étre vecteur diré
(CD)?

e, Déterminé’
rdonnée &'
echifs

R

reur de

i

Plus généralement, soit (A) une droite du plan 2. |
cteur de (

- ' 1& 2 it - z o nées

élp])dl'[l-‘..l'll a drmju vectorielle de base ( ). Ainsi (A) est parallele A laxe des ordon

si el seulement si tout vecteur directeur de (A) a pour premiére mnrdunné‘-‘ . )

Si (A) n'est pas parallele & I'axe des ordonnées. alors tout vecteur directeur dﬂj a3
r v

lor* £

A) est paralléle 4 |’ . o ‘
(8) estp a I'axe des ordonnées si et seulement si tout vecteur dire

une premiére coordonnée non nulle, et il existe un et un seul vecteur directe”

(A) dont la premiére coordonnée est | i o est 8

i » la deuxi : onné
coefficient directeur de la droite (A), uxiéme coord
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6/ Etude locale d'une fonction

Méthode pratique |

Pour trouver e s
_— Pour trouver le coefficie oo e e p
I&le & T'axe des ordonnées : I fficient directeur d’une droite (3) non paral-

. . iy .
si on connait un vecteur directeur de () @ u
B/

D apres ce qui préce
5 ece ] 3 . u
P qui précéde, a est non nul ; le vecteur —u esl le vecteur directeur de (3)
x |
3

de premiére coordonnée 1, sa deuxiéme coordonnée est -
(&

Le coefficient directeur de (4) est
o

rs couples de coordonnges

e si on connait deux points distincts A et B de (A) par leu

respectifs : (x;, yy) et Xz Vo)
le coefficient

n vecteur directeur de (A) et x; est différent de Xa,

s Yaq - 'I'-'
directeur de (A) est donc "™ 23
X

Le vecteur AB est u

2 =X
mx + p(ceel est toujours possible

est donnee sous la forme v =
1
) alors (m est un vecteur d

e si I'équation de ()

lorsque (A) n'est pas pa

rallele a I'axe des ordonnées irecteur

de (A) donc m est le coefficient directeur de (A).
Trouver, '1ls existent, les coefficients directeurs des droites suivantes :

Exercice 1 :i
; 1/ La droite a pour vecteur directeur Zdi' -3
{ f
4 ) . 4
% 2/ La droite passe par les points E ( 3 ) etF (8)
! 3/ Ladroitea pour équation y = 8x = 4
! 4/ La droite a pour équation 3x — 5y+7=0
§ 5/ La droite 4 pour équation X — 3=0
é 6/ La droite @ pour équation y — 5=0.

soitf: R =K
P A
représentative (Cf) de f dans un repére orthonorme

Exercice 2

Tracer la courbe
du plan.

Soient M, €t M, les points de (Cf) d’abscisses respectives 1 et 4

Calculer le coefficient directeur de la droite (M,M,)

plus généraleme
cisses respectives X L X.

rminer le coefficient directeur de la droite (N;N,)
1Nz

nt. soient N, et N, les points distincts de (Cf) d’ab
L 'f) d'abs-

et ts
M

e i e
- =

Déte
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Soient (D) et (D) deux droites non paralleles a I'axe des ordonnées de coefy:
|CiE|-|

directeurs respectifs a et a’

5 - iy =

Les vecteurs i + aj et i + a'j sont des vecteurs directeurs de (D) et
respectivement. ils sont colinéaires si et seulement sia = a’. D’ol le résyltay -

de ()

Théoréeme '
Deux droites. non parall¢les a I'axe des ordonnées. sont paralléles si et seulcm.:m‘
si elles ont le méme coefficient directeur.
— — == —_— |

Soient (D) et (D') deux droites non paralleles 4 D(O, T}. de coeffi.

Exercice 3
cients directeurs respectifsmet m'.

Trouver une condition nécessaire et suffisante que doivent vérifier ces
nombres pour que (D) soit perpendiculaire a (D’).

B LW

Méthode pratique

Pour tracer une droite (D) dont on connait un point A etk

coefficient directeur a :

- — 1 2 - *
Puisque le vecteur u (a est un vecteur directeur de (D), il suffit d’utiliser le point B

défini par AB = U ; et on aura (D) = (AB).
Pour placer le point B : & partir du point A, on place le point C tel que AC = j pwon

se deplace d'une unité de I'axe des abscisses vers la droite ».

W : . — . o ' a
Puis. a partir du point C, on place le point B tel que CB = aj : « on se déplac¢ de
unités de Paxe des ordonnées » (penser a utiliser le signe de a).

3 - ie
Ainsi par exemple, la droite passant par A (;) et de coefficient directeur 3 es! Ja dro

(AB) ci-dessous :
. 1 o e (AB) o
La droite passant par A 5 et de coefficient directeur — 4 est la drol

dessous :



6/ Etude locale d’une fonction

De meme. la droite passant par [,, } et de coetticient directeur —4 est L drone (AB) ¢

dessous :

Exercice 4 Le plan & est rapporté au repere orthonormé (O, T T)‘
|
/ Tracer la droite (D) passant par A ( ) et de coefficient directeur

iy )

§
g 3 ! K '
2/ Soient O ( 5) et®’ lerepere (O,

Ouel est le coefficient directeur de (D) dans le repére R’ ?

| 3/ Soient U et V les vecteurs définis par :
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Exercice 5 | Le plan 2 sl rapporte au repére orthonormé (O, i, j),

Soit A le point de couple de coordonnées (5, 3).

coefficient directeur a.

%

; A tout nombre réel a, on associe la droite (Da) passant par A e
}E Tracer (Dy), (D?)- (D)), (D7), (Dyy) et (D-3).

S =

a

On note de méme (A,) la droite passant par O et de coefficient directey;
a.

Tracer (Aq), (1), (A1), (82), (Ayo) et (A—3).

-

2 Etude locale de quelques courbes représentatives

On considére la fonction f définie par :
f:[-1,=] =R __

X = yx+1

Sa courbe représentative (I') dans le repére orthonormé (O, I, J) du plan est donnée

ci-dessous : elle a été obtenue par la translation de vecteur i & partir de la courbe

représentative (C) de la fonction Ry — R ot T = E"i
X = VX
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Agrandissons deux fois de suite la courbe (') « au voisinage » du point J dont le couple
de coordonnées est (0, 1).

er ., e . ]l 5
1" agrandissement : on multiplie par,

—1
1 //
P -1
A

-1 0 |

2¢ agrandissement : on multiplie par 100

1,01

|

0,99
—0,01 i 0,01

Sur cette derniére figure, il apparait que la représentation graphique de la restriction
de fa[- 0,01 ; 0,01] ne se distingue plus de celle d’une application affine :

[t : x> ax + b].
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e

Question 2 | Déterminer a partir de ceite derniére figure, cette fon,

. ti
) Compléter, a l'aide d'une calculatrice, le tableau suivan; . on nﬁm‘
Uy | =00 |- o008]- 0.006|-0.004|- 0002 0 | 0002 | 000 005 | o
w5 | .

'l--_,____l-‘.k‘

—

b
{ arrondi
) d'ordre 6
b deffx)

[ ——
& ifx) -____J\‘
¥ | ---‘

Dans le deuxiéme agrandissement (3¢ dessin), I'échelle a été choisie de manigre
pouvoir distinguer deux points distincts de 0,001. Pour chaque valeur de x dy tabley,
de la question 2. f(x) et t(x) différent de moins de 0,00001 ; il n’est donc pas €tonnay
que I'on ne puisse distinguer les courbes représentatives de t et de f dans la bap,
considérée.

Question 3 { Placer sur le premier graphique la courbe représentative de la fonction,

Examinons maintenant, de la méme maniére, la fonction g telle que g : R— R

X V25 -y
On note (C,) la courbe représentative de g dans un repére (O, I, J) orthonormé &
plan .

Question 4
Soit M (;) un point de %P

!
5

.

; Vérifier que M appartient a (C,) si et seulement si y est positif ou nul
; x=+ }"2 = 52. l

¢ En déduire que (C,) est la partie du cercle () de centre O et de 10)7
) 5, située dans le demi-plan de bord l'axe des abscisses et contenant
§ pointJ : [(Ol), ]).

!

}

Vérifier que le point A (‘:) appartient a (C, ).
Agrandissons la partie de la courbe (C.) au voisinage du point A G)

5 ALY ; Ile]
Question 5 | A laide d'une calculatrice, compléter le tableau suivant, €t placer

points de (C, ) sur le graphique ci-dessous. P

il
£ |29 (2 |2 | 29 | o8 | 3 | dom | ow | 306 | 3] T

-_—-

arrond:
d'ordre b
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™ ™ et S e

La encore, il apparait que la représentation graphique de la restriction de g a
[2.99 : 3.01] ne se distingue plus de celle d’une application affine T.

Déterminer cette fonction affine T. Tracer dans le repére (O, 1, J) initial,
les courbes représentatives respectives (C,) et (T) des fonctions g et T.

2 - i ¥ i
{ Vérifier que leur intersection est réduite au point A et que les droites
§ (OA) et (T) sont perpendiculaires.

Qu'est la droite (T) pour lg demi-cercle (C,) 7

Puisque, dans ce deuxieme exemple, on a exhibé une droite (T) tangente a un cercle,
et que, dans le premier exemple la droite tracée a été obtenue par le méme procédé,
on dira que la droite d’équation y = t(x) est tangente ((,‘.p) au point J de couple de

coordonnées (0,1).

On a ainsi une notion graphique de tangente a une courbe en un point donné A : c’est
une droite obtenue en considérant la partie de la courbe « au voisinage » de A tracée
dans un repére avec une unité au moins 100 fois plus grande que 'unité initiale ; c’est-
a-dire la droite telle que sur une « petite partie » du plan autour du point A, la courbe
et la droite ne se distinguent pas quand on les « regarde a la loupe ».

Dans la suite de ce chapitre on va définir mathématiquement cette notion de tangente,
en un point A, i la courbe représentative d'une fonction f. Pour cela on va d’abord
ramener le probléme a I'étude d'une courbe au voisinage de l'origine.
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_ e o

Exercice 6 { .Soient f; et f, les fonctions dfifinies péir :
{ YXER fi(x) =x"+3
£0x) X +5
¢ = N A X)) =
Vx € Jl,— | 5 —

On considére la fonction f; qui coincide avec f; sur |, 2[ et avee f
[2,-]. 2507
Vérifier que f; est définie sur R.

Tracer les courbes représentatives, dans un repére (O, I, J) orthongpy
(unités : | cm). de f,. de f, puis celle de f; (on utilisera les métho{k&dﬁ
chapitre 3).

- : 2 . ,
Vérifier que le point A (7) est sur la représentation graphique ()

de {_:,

. Tracer, aprés avoir fait un tableau de valeurs grace a une calculatrie
dans un graphique ot I'unité est 100 cm avec « au centre » le point A,
la représentation graphique de la restriction de f; 4 [1,99 ; 2,01].

Existe-t-il une tangente en A a (C;) ?

3 Réduction du probléeme

Soient { une fonction de courbe représentative (C;) dans un repére orthonorme
( C' 1. J) et x, un nombre réel tel que f soit définie sur un intervalle de centre X, et g
(C;) semble admettre une tangente au point M, d’abscisse Xg-

Afin de trouver une condition pour qu’une droite (A) passant par M, soit tangente*
(C,) en M, examinons les figures suivantes :

1

hxwif—l
Xp = 2 f(xp) =1
(T):y=2x-3
(D):y=—x+3

X
D'):y==
(D) :y >
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-"'""':T:H;(_x-‘+3x3+93—19)
x =1
LT‘arﬁzq‘_:__ﬁ
() 1y=—=%
{D'I:}‘:x;j
N foxrs—3k — 1+ 2

X =1

(T):x=1

D) : _x+3

(D):y=—-x+3

¥ (a,b) € R? (b=Va& b’ =a)

Dans chacun de ces trois cas on constate, graphiquement, que les droites (D) et (D)
ne sont pas tangentes a (C;) en My mais que la droite (T) semble étre tangente a (Cy)

en M,.

Question 7 Vérifier, dans les deux premiers cas, les résultats ci-dessus en remplis-
sant, grdce a une calculatrice, un tableau donnant les images de x par les

fonctions f, t, d et d' de courbes représentatives respectives (Cy), (T), (D)
et (D') pour x dans un intervalle de centre x, et de rayon 0,01.

Pour qu’une droite (A) passant par M soit tangente .ﬁ (C;) en My, il faudrait que,'« prés
de My » « I'écart entre (A) et (C;) » soit « assez petit ».

On souhaite comparer ces écarts suivant la position de (A). Dans le cas o (A) n'est
Pas paralléle a (OJ), il semble commode d’évaluer cet €cart de la maniére suivante :
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SN F{ﬂrl?'ﬂ i{j”?{

Pour tout nm

@
en valeur absolue pour que xﬁ.‘iez Petjy
o+ h

dans Dy, on place leg Poings 1 !
d ah:t;mssc Xg + h de (4) et e (C €t M
pectivement ; ils sont Situgés SCfJ res.
parallle a (OJ). 1 tng
On considére la mesyre

algéhy
HM, calculée dans up rep geh”%e

eére

. o dE Veg.
teur OJ : ainsi on définit un
¢ qui au nombre réel h asso
bre réel HM.

€ fonctig,
cie le nom.

Dans le cas de la figure 3/, la tangente (T) étant parallele a (OJ), iln'ya pas de fonctiog
¢ associée a (T). Ce cas sera étudié ultérieurement.

Question 8

H
y
A
H
b

A partir des quatre figures de gauche ci-dessous, tracer, dans le repére
situé a droite la courbe représentative de ¢ : on procédera point par point
en reportant au compas la distance HM et en utilisant le signe de HM,

S

|
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FiEEEH] LTRSS e
Akt

A travers ces exemples, il semble que, pour une droite (A) non parallele a (OJ), il y
ait équivalence entre :

[(A) est tangente a (C;) en M)
et [la droite (OI) est tangente a la courbe représentative (Cy) de ¢ en O].
Ainsi on a déplacé le probléeme de tangence en M, a (C;) en le probléme suivant :

Etant donné un intervalle I de centre 0 et une fonction ¢ définie sur I et telle que
¢(0) = 0, a quelle condition la droite (OI) est-elle tangente en O 4 (C) ?

Question 9 | Sur six graphiques différents, tracer dans un repére (0O, 1, J) orthonormé
(unité : 2 cm) la courbe représentative de chacune des fonctions de
[—1, 1] sur R suivantes :
@, ch—h @ ih—h qcrs:h*-*hx’m

] @ ch— i @y ih— A @ h > sinh

(A part s, ces fonctions sont connues, mais on utilisera le plus possible

de points au voisinage de O).

Constater graphiquement quelles sont les @, qui vérifient la propriété (P)
suivante :

(P) : (OI) est tangente a (C,,) en O.
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i)

Pour qu'une fonction ¢ vérifie la propriété (P), il faut que « en agrandissant ,
courbe (C, ). elle soit « presque confondue au voisinage de O » avec la drojte (01)

T o
Pour un nombre réel h non nul on SESiissodtsssaranas PESsssctiistaiiiisid
I | 1 T e
considére la droite (OP) passant par O sssissssapsssactie seces -
et par le point P de (C,) d'abscisse h. SRS SEaERERI I s
_;:'l ¥ froats .| : _: bunay
H(C,) & '.'.f'-“{_hjr.;' SSsnatat L
T e A P o
S e LR
R HHoA
TR Tl TS
B e
i o SR '",::F.'::L-
S R MRS R
': ] ;_ I _:1 1
1 T EEwanNEe !
R gaaaaen st -
HHHHEHH sit H Hit

gévaluatinn du « degré de proximité » de (OP) et de (OI) donne une indicatie
oncernant le « degré de proximité » de (C,) et (OI). En effet, dans les cas ou (0l

?E;Itjangeme en O a (C,), cette derniére courbe est, pour h assez petit, entre (OP)¢

La droite (OP) doit étre « presque T : e
confondue » avec la droite (OI). Hi i
Comme elles passent toutes deuy par SN i
O, il suffit qu'elles aient presque le gsesis I

méme coefficient directeur. 3

[N EEN
IS BN

|
1
1]
I
N N
i

i

T

LiLL

ir.+ +:|1r‘?if T

IEEEEEE
T
i
T
1
1

- ' T

it

Comparons donc
ecteurs des droites (OP) et (OI) clest?

les coefficients dir

comparons les nombres ﬂ]l] : P

¢(h) — ¢(0) h ct0 (car e coefficient directeur de la droit€ (©

“_"h—_ﬁ—- c’est-a-dire ﬂﬂ]
h

)&

: otid
Plus Précisément introduisons une nouvellé .
h o

proche de 0, le ra ‘fﬂ_‘)
pport h €st proche de 0 »,
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s
| ’ "
4 Limites en zero
(i
|
’1] Limites de référence
.5
Question 10 | Donner, pour tout i de l'ensemble {I, 2, 3, 4, 5, 6}, l'expression de
! ot
E _'P.jﬁ en fonction de h.
S 1
. A l'aide d'une calculatrice (mise en mode radian) compléter le tableau
: | de valeurs suivant :
)
;"
) ¢
¢ ath) | @) | @) | o) | esth) | eh)
: 3 h h h h h h
- 0,1
[
i - 0,08
~ 0,06
; - 0,04
- 0,02
i 0,02
!
| 004
!
00
{
(| o008
g 0,1
Examinons & nouveau les courbes représentatives des fonctions ¢, ¢z, @1, ¢4, ¢s €t @5,
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i
|
Lt

I
1"
I
-4

: droite
On constate, en comparant avec le tableau de la question 10, que les cas ol la

(h)

@i ro-
(OI) est tangente en O a la courbe (C_,) sont les cas ot les nombres """h « se rapp

; W i =3
chent de 0 » lorsque h « devient proche de 0 » ; c’est le cas pouri = 2,1 = et

On écnt : (h)
fics ¢(h) ~0 ! lim ¢s(h) -0 , lim 25—1-;"-' 0
b—0 N w0 h h—0

(On lit : limite quand h tend vers zéro de %h) égale zéro ou
ey gi(h) |
limite de i cgale zéro lorsque h tend vers zéro).

des
Cette €criture exprime que le rapport ¢i(h) n 0, P‘end

h bien que non défini €

« valeurs trés proches de () » lorsque h est « proche de 0 ». roch?
Par contre, dans le tableau de |3 question '

de 0 » ‘P:fh,:' '-F-i.(h
h j, Prennentdes « valeurs trés proches de 1 ». On it

t«
10, on constate que lorsque g

. h
lim ei(h) =1 el lim eulh) =]
h—=li

ity

S R— wi(h)
(On lit : limite de s ¢gale un lorsque h tend vers 2610).
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@y(h) PR :
Pour b d’apres le tableau, les valeurs ne semblent pas proches d'un nombre réel,

quel qu'il soit. on €tudiera ce cas ultéricurement.

% . ((h _
En remplagant. pour tout i de {1, 2, 3, 5, 6}, les rapports ‘P; ) par leurs expressions

explicites, valables pour h non nul, on obtient les résultats suivants :

Limites de référence

limh =0 lim h* = 0 lim v|h| = 0
h—=0 h—0 h—0

: . sinh

lim1=1 g —— -]

h—0 10 'l'h-

i

Ces résultats traduisent le comportement au voisinage de zéro de fonctions non défi-
nies en zéro. On remarquera que, lorsque I'expression de la fonction peut étre simpli-
fice, la limite s’obtient en remplagant h par 0 dans I'expression simplifiée. '

Nous allons maintenant chercher a exprimer 4 'aide du langage des limites le compor-
tement d'autres fonctions « usuelles ».

Un cas simple est celui d'une fonction g, obtenue comme produit de I'une des fonctions

3 .Y sin h ;
précédentes (h —h,h—=h", h—=\V|h,h—=leth— —, ) parun nombre réel k ;

dans ce cas la limite est évidemment multipliée par k.

- Théoréme
Soient f une fonction définie sur un intervalle de centre 0 sauf peut-étreen 0, k et |
- deux nombres réels

- Silim f(h) = 1 alors lim kf(h) = kl
b0 =0

Rcmarquu :

On note souvent lim f = | pour I'écriture lim f(h) = 1 et on dit que f a pour limite |
i} h—={i

en () (cette définition sera précisée page 181).
Ainsi par exemple, soitg : R— R
sin X
X3 —
On sait que la fonction f définie par :
Vx € R+ #x) = 2>
X

vérifie lim f = 1.
0
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Comme on a ¢ = 3f. on peut conclure que : li{:“ g=3

Arrivé A ce stade on ne sait que prouver .q”‘”nﬂ fonction, prosﬂu?t L fﬂnctinu
référence par un nombre réel, a une limite, et donner cette limite. D autreg cas ¢
calculs peuvent se présenter.

2) Limites obtenues par majoration

Question 11 | Soit la fonction g : R* — R
: sin 3h — 3 sin h
hw— 12

1/ En écrivant sin 3h en fonction de sin h, montrer que :
sin’h

VhER*  glh) =4

]

{

{

:

{ - . . .

! 2/ A l'aide d'une calculatrice, en mode radian, compléter le tableau sui
! 4 N ,

| vant, aprés avoir vérifié que g est paire.
)

!

2

%

E

{

!

{

[}

]

h [ = 0,01 |- 0,008| - 0,006)- 0,004\ - 0,002 0,002 | 0,004 | 0,006 | 0,008 | 001

arrondi
d'ordre §
de g(h)

On constate sur le tableau de cette question que, pour |h| proche de 0, g(h) prend des
valeurs proches de 0.

Plus précisément, on a montré que :
.3

% sin"h
VheR g(hy=-4 ?‘
Or, on sait (voir géométrie chapitre 2) que :

[ @ m

Vh o =3 _] i =
=55 |sin h| < |h|
On en déduit que :

[ g 'sin h|
VhE——,Du[},—] L
. 2 (V] 2 Ih|

sin h

—

ou encore : Vh € [— 1—;, 0[u] o, g]

—y

Or on a, vu I'expression ci-dessus de g(h) :

sin h|®

Yh € R* |g(h)| = 4 |h|
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On a donc :

th’—;.ﬂlul “-;] ~ lg(h)[ < 4h|

(1 ™
Ainsi. sur I'ensemble } 5 0[u]o, 2] la fonction g prend des valeurs plus proches

de 0 que la fonction j définie par : Vh € R j(h) = 4h.
Or cette fonction J a pour limite O en 0.

Nous dirons donc encore que g a pour limite 0 en 0 c’est-a-dire que nous écrirons
lim g(h) = 0.

h—+0

Deéfinition

Soit ¢ une fonction dont 'ensemble de définition D, contient un ensemble de la
forme |—r. O[U] 0, 1] (o r est un nombre réel strictement positif). On dit que la

fonction g a pour limite 0 en 0 et on écritlim g = Oou lim g(h) = Osiet seulement |
U] h—=0

si il existe une fonction de référence j telle que lim j = 0 et un intervalle ouvert 1
0

de centre 0 et un nombre réel positif k tels que : |
Yh € 1nD, |g(h)| = klj(h)]

Remarques :
1/ La fonction j sera nécessairement I'une des fonctions h— h, h — h?, h = v|h|, ces
fonctions de référence sont définies en 0 et y prennent la valeur 0.

2/ 1l se peut que g soit définie aussi en 0, dans ce cas, si lim g = 0 alors g(0) = 0.
W]

Dans la pratique, on utilisera soit cette définition, soit le théoréme suivant, que 'on
;dmci et qui permet d'élargir le champ des fonctions que I'on peut utiliser pour ma-
Jorer |g(h)|.

Théoreme
- Soit g une fonction dont I'ensemble de définition D, contient un ensemble de la
forme |-r, 0 [U] 0, r[ (ot r est un nombre réel strictement positif). Soit f une

fonction telle que lim f = 0 et k un nombre réel positif.
0

S'il existe un intervalle ouvert de centre 0 tel que
Yh el - {0} lg(h)| = k|t(h)|

€Lsig(0) = 0 lorsque g est définie en 0 alors : lim g = 0. ~
(]

Méthode pratique

- Pour montrer qu'une fonction g a pour limﬁte Oen, il suffi1t de

Uver un nombre réel k de Ry et une fonction de référence j (h = h, h = h” ou
= vlh| A ce stade de notre étude) tels que |g| < k [j|, ceci €tant au moins vrai pour
S Testrictions de g et j sur un intervalle de centre 0, sauf en 0 si g n'y est pas définie.
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Ainsi par exemple, montrons que la fonction g définie par : Yh e p (h]

a pour limite 0 en 0. )
Pour touth de |- 1, I[ ona : v|h| <1
done : |h| vkl = |h]

Enprenantk = letj:h— h

ona:lgl =kljl

done lim g = 0 ¢'est-a-dire lim h tJhJ
0 =0

(Cette fonction : h — h \Ihl peut alors étre considérée comme une fonction de g
rence. de limite 0 en 0).

Exercice 7 | Montrer par récurrence que :
Vn € N* vhe[-1,1] |h"| =< |h|
Montrer que :

Yn € N* lim h" =
-~

e L PP i

On retiendra le résultat suivant comme fonction de référence.

| Théoréme

| Quel que soit I'entier naturel non nul n, la fonction h — h" a pour limite 0 en(.
_____.—-—"'
Exercice 8 ( On considére la fonction g, définie sur |- 1 ;0 [U] 0 : 1, qujachatqﬂ
¢ nombre réel de cet ensemble, associe le pmdun de ce nombre ¢
f premier chiffre non nul de son écriture décimale illimitée.
¢ 3 1
Calculer g (—) g (—), g (0,125)
4 2
| Vérifier que g est une fonction impaire.
Compléter le tableau suivant : e
* —
] h 0.0001 0,01 Tg o | £
0001 ( 0,0005 { 0,0009 | 0,001 | 0,005 [ 0,009 f US| 7 | 4
arrondi
de g(h)

La fonction g est-elle monotone ?
Montrer que la limite de g en 0 est 0.
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T——
Exercice 9 En utilisant 'inégalité :
m
VhE[——,—] sin h| =< |h
35| lsinbl<[n
montrer que la limite de la fonction sinus en () est 0.
On retiendra comme limite de référence

Théoréme
La limite de la fonction sinus en 0 est 0.

Question 12 | Soit la fonctiong : R— R
? x> 6+ 3

Compléter le tableau suivant :

e

h = 0,00 [~ 0,008(-0,006(-0004(-0,0021 0 | 0.002 | 0.004 | 0,006 | 0,008 | 0,01

arrondi
de g(x)
d'ordre 6

e e o o e i S d i

Montrer que lim [g(x) — 6] = 0.
0

Dans cette question, puisque lim [g(x) — 6] = 0, lorsque x est « proche de 0 »,
x—+0

g(x) — 6 prend des valeurs trés voisines de 0, donc g(x) prend des valeurs trés voisines

l de 6. On écrira lim g(x) = 6 ou encore lim g = 6.
x—=0 i

Définition

} Soient | un nombre réel et g une fonction numérique. On dit que la limite de g en
| zéro est | et on écrit E—r:: g(h) =l ou ]ilr)n g = |, si et seulement si la fonction f définie
par :

f:h~g(h) -1

a pour limite 0 en 0.

Remarques :
| 1/ La condition lim [g(h) — 1] = 0 exige évidemment que la fonction g soit définie sur
0

un ensemble de la forme |— a, a[, ou |- «, 0 [U] 0, of (avec o € RY).

t
I 18]:
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e

2/ On peut démontrer a I'aide de majorations, et nous admettrons que :

~ |sinh
11m{ e ]

=0 L h

= (). Nous retrouvons ainsi la limite de référence donnge au p
ary

~sinh
graphe 1 : im ==
=0 h

3/ Si une fonction g a une limite en 0 alors celle-ci est unique.

Méthode pratiquﬂ

e Pour montrer qu'une fonction g a pour limite | en 0 on éerit g(h
sous la forme | + j(h), puis on montre (a 'aide de la méthode précédente) que
limj = 0.

e | orsque le nombre | n'est pas indiqué par I'énoncé, on le « choj.
sit » aprés avoir examiné I'expression de g(h). ou calculé des valeurs prises par g(h)
pour h proche de (.

Ainsi. par exemple, déterminons la limite | en 0 de la fonction g définie par :
g:R* =R
2x + sin X

X —
X

Ne connaissant pas |, commengons par calculer quelques valeurs g(h) par |h| « petit ».

Puisque g est paire (on le vérifie facilement), il suffit de prendre des valeurs positives
deh :

h 1 0.5 0,1 0.01 0,001
arrondi
d’ordre 4 2.8415 2,9589 2.9983 3 3
de g(h)
"

Ce tableau incite fortement & penser que la limite cherchée est 3. Montrons-le :
Soit h un nombre réel non nul. on a :

Zh + si
s L
h
_s_.inh—h
h
sin h
=— =1
h

Or on a vu (remarque 2 ci-dessus) que ;

i
lim[ﬂ——l]ﬂ

h—+0}

Par conséquent, lim [g(h) — 3] =0
h—=l}

c¢'est-a-dire lim g = 3.

]
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Exercice 10 Calculer les limites en 0 des fonctions suivantes
1/ h—=>2+h
‘ 2/ h=cosh
SR R0
¢ h
D f(x)=x+2x 42

On retiendra lim cos h = 1
h—0

ou f est la fonction définie sur R par :

3) Opérations sur les limites

Dans les derniers exemples traités on constate qu'il serait commode, connaissant la
limite de deux fonctions en 0, de connaitre la limite de leur somme ou de leur produit.

On admet les résultats suivants :

Théoréme

Soient g, et g, deux fonctions définies toutes deux sur un intervalle I de centre 0, ou
sur I = {0}, et ], et |, deux nombres réels.

Si g, a pour limite |, en 0 et si g, a pour limite 1, en 0 alors
- * g+ g apourlimitel, + l,en 0
' * g,g, a pour ligite 1,1, en 0

—
* si, de plus, &1 est définie sur I — {0} et si |, est non nul, alors? a pour limite [—‘
g2 2 2

en ().

De méme on admet :

' Théoréme
' Soit g une fonction qui admet pour limite en 0, le nombre réel 1.
* la fonction |g| a pour limite [I| en 0

i * si la fonction \‘E est définie sur un intervalle I de centre 0, ou sur I — {0}, alors |
- €stun nombre positif ou nul et la fonction vg a pour limite vl en 0.

Ht‘l’l‘larque *
Ona: \";g est définie sur I & g est positive sur I.
Done : sj une fonction positive sur un intervalle de centre 0, admet pour limite en 0 le
Nombre réel 1, alors | est positif ou nul.
183
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Exercice 11 ! Calculer les limites en 0 des fonctions suivantes :

a

1/ he=>h*+4h*=3h + 2 6/ x F’f—ng
' sin 3x
.l l, - 7
2 x> (1 +0\x]) (3 +x%) wp_)|_ti]_|:__2_]ﬂ
14 |t
3 h—tgh ——
i Sfx'—n'(x—z)[x..g}
X
{4 x> — —~vh+1
: 1 ¥% g;hHM
h
s BY 3 2
. 5y y lg;x,_,x._tét__':_’f
) 3x* — 2x

4) Limite a droite, limite a gauche

184

Considérons la fonction g : h— vh.

Puisque g n’est pas définie sur un intervalle de centre 0, méme privé de 0, g n'a pasde
limite en ( au sens précédent.

Cependant, g coincide sur R, avec la fonction j définie par :

j:hw \m

et on sait que lim j = 0 .
0

On dira que la limite 4 droite de g en 0 est 0, comme celle de j, et on écrira :

lim vh = 0

b—0

b0

| =
| Définition l

- Si une fonction g, définie sur un intervalle de la forme Jo, r[ (ot r est un nombré
| réel strictement positif), coincide sur cet intervalle avec une fonction j de limite et
0, on dit que g admet la limite | 4 droite en 0 et on écrit :

lim g(h) =1

| b—0 i
| h>0 |
| De méme si g est définie sur un intervalle |- r, of (avec r € R et coincide surt:ﬂ
- intervalle avec une fonction de limite | en 0, on dit que g admet la limite 1 a gauch®

" en 0 et on écrit :
| lim g(h) = |

= I
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e

[ Méthode pratique

e ————

Pour étudier la limite & gauche, ou & droite d'une fonction g

en0.

On étudie une fonction j avec laquelle g coincide sur un intervalle ]— r, 0[ (respecti-
vement J0, r[) et. de la limite de j en 0, on déduit la limite de g  gauche (respectivement
3 droite) en 0.

Ainsi par exemple la fonction E, qui & un nombre réel associe sa partie entiére, coin-
cide
sur [0, 1] avec jo : x+— 0
sur [— 1, 0[ avec j; : x> =1
Comme lim j, = Oetlimj, = — 1
0 0

ona:limE(h) =0etlimEMh)=-1
h—0 h—0
hs>0 h<0

donc la fonction E n’a pas de limite en 0.
Remarques :

I/ Si une fonction admet une limite a droite (respectivement a gauche) en 0 alors celle-
¢l est unique.

2/ Soit une fonction qui admet une limite a droite et une limite a gauche en 0. Si celles-
ci sont toutes deux le méme nombre réel | alors la restriction de f 8 R* admet | pour
limite en 0. Si elles sont différentes alors la fonction f n’admet pas de limite en 0.

Exercice 12 ! Etudier la limite en 0 (éventuellement A droite, ou a gauche), des fonc-
' tions suivantes :

;U xeVx (x—1) 3/ t— E(Jt])
b 3 s Tl .
2 vh X

LADproximation affine — Nombre dérivé

. 1) .Dé\f&loppement limité a I'ordre 1

Soient f une fonction de courbe représentative (C) dans un repére (O, I, J) du plan et
Xy un nombre réel tel que f soit définie sur un intervalle de centre x.

On considére Je point M, de (C,) d’abscisse X, et (A) une droite non paralléle a (OJ)
de coefficient directeur a et passant par My,
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Pour h « assez proche » d
considéré le point M de (Cf) d On ,
x, + hetle point H de (A) dr:E:’ci“E

également Xy + h, et on a po IS5
HM. POSE o(h) «

n ! i
\ i !
0 \ \ -[

Question 13 . Donner une équation de la droite ( 4).
Calculer l'ordonnée du point H.
Vérifier que ¢(h) = f(xo + h) — f(xo) — ah.
On a vu que le cas ol (A) est tangente & (Cf) en Mg correspond au cas ol :
¢(h)

lim = 0.
=l

h ;
11 faut donc étudier la fonction j définie par : j(h) = ?, ou, plus précisément étudier

lim j.
£

Or.ona : @(h) = hj(h) pourh # 0

donc. en remplacant g(h) par 'expression trouvée a la question 13, on a :
f(x, + h) = f(x;) + ah + h j(h).

p— — _——-—--_-.-.--.-
Definition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant le nombree réel Xo:

; il
Ur_l dit que | admet un développement limité a I'ordre 1 en x, si €t seulement suuf
existe un nombre réel a et une fonction j définie sur un intervalle I de centre U (sa
peut-étre en U) tels que

e VhEl — {0} flx,+h)=1(x,) +ah + h j(h)
® lim)=0
(1]
_ ¢
Cette €criture de Ja fonction [h — f(x, + h)] comme somme d'une fonction affit
“1 — “‘x“j + ah] el d‘uﬂe funl:liﬂn lh — h ][h}l avece him ] - U est appelée é‘l‘
1]

pement limité a "ordre | de f en x,, ////
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Remargues :

I Onadmettra que stune tonction fadmet un développement limité i l'ordre 1 en x,,.
alors co developpement est unigue (¢'est-a-dire le nombre réel a et la fonction | sont
unques).

2 Lorsque [ho=1lx) + ah + h j(h)] est le développement limité a Pordre 1 de f
en X le nombre f(xy) + ah est. pour tout h élément de |. une valeur approchée de
fix, + h). Perreur commise ¢tant h j(h) ('erreur est I différence entre la valeur exacte
et la valeur approchée).

-

3 Si fadmet un développement limité a 'ordre | en x, alors

flim f(x; + h) = 1(xy). On notera que : lim f(x,+h) = lim fet_.ott, : h~ h + x,
b—ail == 1] -

Definition

Soit f une fonction définie sur un intervalle de centre x,. f est continue en x, si et
seulement si lim f(x, + h) = f(x,).
=0

Ainsi on a le résultat :

Théoreme

St une fonction admet un développement limité 4 I'ordre 1 en x,, alors cette fonction
esl continue en x,,.

Remarque :

La réciproque de ce théoréme est fausse. Par exemple la fonction
[x = |x|] est continue en zéro mais n'admet pas de développement limité a I'ordre 1.
(Voir exercice 36).

Question 14 | Soit f la fonction définie par :
) 24 2x-3

x—1

-

foixe

Vérifier a l'aide d'une calculatrice que pour des valeurs de x proches de
1, f(x) est trés proche de 4.

On dit dans ce cas que, lorsque x tend vers 1, f(x) tend vers 4 ou que la limite de f(x)

quand x tend vers 1 est 4 et on note lim f(x) = 4.
—1

D e e e g

Question 15

A partir de la fonction f de la question 14, vérifier que la fonction g
définie par

g h—f(l +h)

,a pour limite 4 en 0.

Ainsi on aura lim f(x) = 4 lorsque lim f(1 + h) = 4
e =0}

e S i
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Plus généralement on pose :

Definition
Soient x, et | deux nombres réels et f une fonction déf:me_ Sur un ensempje
forme |X; — T. Xo [U] Xo. Xp r[. ot r est un nombre réel strictement posiyjg €l

La fonction f a pour limite en X, le nombre réel I, et on note lim f(x) = |
X—*Xn

lim § = 1. si et seulement si la fonction [h = f(xo + h)] a pour limite 1 en 0,

|

Remargue
1/ Si la fonction f a une limite en X, cette limite est unique.

2/ Si f est définie en x, alors on dit que f a pour limite le nombre réel | en , g,
seulement si la restriction de t a D, — {xyi o pour limite Len x, ¢t fix,) = 1.

Ainsi. lorsqu'une fonction f est définie sur un intervalle de centre X, f a pour limite |,

nombre réel | en x, si ¢t seulement si lim f(xo + h) = letl= f(xy).
b0

(est-a-dire f est continue en X, si et seulement si f a pour limite en x; le nombre rég|
f(xg).

3/ De méme que I'on a défini la notion de limite a droite (et a gauche) en 0 d'une
fonction, on a la notion de limite a droite (et 2 gauche) en x, d’une fonction :
lim f(x) = 1 signifie que lim f(x, + h) = L.

T30 =0
LK h=0

De méme on a la notion de continuité a droite (et & gauche) d’une fonction en X :

Si f est définie sur un intervalle de la forme [x,, X, + r[, alors f est continue a droiten
X, si et seulement si la limite a droite en x, de f est f(x;).

Si une fonction f est continue a droite et & gauche en x, alors f est continue €n X

Question 16 | Utiliser la limite de la valeur absolue d’une fonction en 0 pour prowe’
que si une fonction f a pour limite le nombre réel | en xq alors la fonchot
. |fl a pour limite |l| en x,.

. En déduire que si une fonction f est continue en x, alors 1a f onction
! est continue en x.

On retiendra le résultat :

e S— — _-_.___._.———".-——.‘,F
Théoréme

Soient x, un nombre réel et f une fonction définie sur un intervalle de centr® Xor

Si f est continue en x, alors la fonction |f| est aussi continue en X;.

— ”

i odv
Plus généralement les théorémes portant sur les opérations sur les imites en
fonction sont encore vrais pour les limites en x,.
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--""-_’--—7_._'{___
Question 17 : Soit fla fonction définie par :

b WE ey f(x) =2x - 3
Yy € ]I, —f fix) =32 +4x+1

> !)I.s‘mon.'rcr que [ est continue & gauche en 1 mais pas d droite en 1. Pour
- dire que f n'est pas continue en 1, on dit que [ est discontinue en /.

T'racer la courbe représentative de f.

! La fonction f admet-elle un développement limité a l'ordre 1 en 1 ?

Exercice 13 < Etudier la continuité en Xp pour chacune des fonctions données ci-des-
{ sous :
P U x—3+5x—4 et xy=2
!
3x — 4 ’
TR (U N O —
2 x—1
? 3/ x> [x* + 5x — 6| et Xg =1
; 4/ f définie par :
[ VXE Je, =2 f(x) = 8x* — 3x
| f(—2)=—1
{ Y€ |=~2,—] f(x) =5x+9
( etxg=—2

Méthode pratique

Pour trouver I'éventuel développement limité 4 'ordre 1 de la

fonction en x,,.

On cherche a exprimer. pour tout nombre réel h assez proche de 0 (I'intervalle I sera
donné par les-calculs) le nombre réel f(x, + h) — f(x,) sous la forme ah + h j(h) ol a
est un nombre réel indépendant de h et j une fonction de limite nulle en 0.

Ainsi par exemple montrons que la fonction f définie par f(x) = x". admet un dévelop-
pement limité i I'ordre 1 en tout nombre réel X, :

Soit h un nombre réel. On a :

f(xg + h) = f(xg) = (%o + h)* — x5’
= 2x,h + h?

En prenant : I un intervalle quelconque de centre 0

a=2xﬁ
et j:h—h
Ona:vhel f(x, + h) = f(xy) + ah + h j(h)

etlimj=0
0
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Utilisons ce développemen, lim;
pour donner une valeur appfﬂchém“é
carré d'un nombre proche de | 8

D'aprés le calcul précédent, ¢y
nant X, égal a L. (1 + 1) a pour o *
approchée 1 + 2h avec une o
égale a h* (pour tout h, tel que |
« petit »).

aleu;
ITe

hi soi

Ainsi. par exemple, (1.0001)* a pour valeur approchée 1,0002 avec une erreur de 10~
(on prend h = 1079).

Quelle est la valeur affichée par la calculatrice pour (1,000 000 6) ?

Quelle est I'erreur commise par la calculatrice ?

Question 18 §
? Quel est le résultat exact ?

Question 19 | Déterminer l'ensemble des nombres réels h tels que I + ﬁZh soit une valeur
U approchée de (1 + h)’ avec une incertitude égale a 10™°.

["erreur commise en remplagant (1 + h)? par 1 + 2h est h®. Le nombre h étm]! dans
Pintervalle trouvé, l'incertitude 107° est un majorant de la valeur absolue de l'erref
commise.

Plus généralement, un nombre a est une valeur approchée d'un nomb
une incertitude égale 4 | si et seulement si I'erreur commise en remplagant X
en valeur absolue, inférieure ou égale 4 1. Autrement dit, I'incertitude I est un
de la valeur absolue de I'erreur x — a.

re réel x avet
par a esh
majoranl

2 - 2 gt domr
Exercice 14 | Calculer mentalement une valeur approchée de (1,000 002 9) et d
| ner, sous la forme 107" avec n entier naturel, I'incertitude associc®

: nt le
Donner une valeur approchée 2 10 prés (I'entier naturel I eta

Exercice 15
plus grand possible) des carrés des nombres réels suivants :

R E

1/ 0,9999 3/ 0.998
2/ 1,003 4/ 1,00076
[
Exercice 16 5 Utiliser la méme méthode pour déterminer une valeur gppmchée d
{ carrés des nombres réels suivants :
r 2 2,999? 4/ _3‘999
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) Approximation affine

Le développement limité & I'ordre 1 d'une fonction f en un nombre réel x,,, fait appa-
raitre une fonction affine : en effet dans I'égalité

f(x, + h) = f(xy) + ah + h j(h)
notons X le nombre réel x;, + h : on a alors
f(x) = f(xp) + a(x — Xo) + (x = x,) 1x — Xq)

et, d'apres ce qui précede, pour x — x, dans I, f(x) a pour valeur approchée f(x,) + a(x
— Xp). ¢'est-a-dire ax + [f(x,) — ax,].

Soit t : X — ax + [f(xy) — ax,).
Pour x proche de x,. t(x) est une valeur approchée de f(x). Cette fonction affine t,

obtenue a partir du développement limité de f en x, est appelée I’approximation affine
de f au voisinage de x,,.

Reprenons I'exemple de f : x — V1 + x.

On a vu, graphiquement, que pour x proche de 0, le nombre réel f(x) a pour valeur

& x & _ & -
approchée 1 + 5 : et la position de la courbe représentative (I') de f et de la droite

représentant la fonction affine [t x> 14+ ﬂ montre que f(x) est inférieur & t(x).

Cherchons, pour tout x élément de [— 1, —[, un majorant de t(x) — f(x).
Soit x un nombre réel supérieur ou égala — 1. On a :

t(x) - f(x) = 1 +g T+ x

Puisquex=—1,onal + - =

B |

3
2

X ;
donc 1 + 5 + v1 + x est non nul.

Ainsion a :

(1 + g)z — (V1 +x)*

t(x) — f(x) =

X ]
I+£+\-'1-i:.x

x? 1
“—‘IX %
1+§+»m

B |

X
Orona:l-l-ia

L

d'o&:1+%+w’1+x;=:
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par conséquent :

1

[} g SEESES e E 2 _--h"‘
X =
Kk = V1 +x ¥
Done s
. 1x)
’ s i g
0= t(x) - f(.ﬂ5; L __:--$':'
, |
¥ _,___I______
Pour tout x élément de [— 1, =], E |
e T
est donc un majorant de |t(x) — f(x)|. /,/ i
o ,
Autrement dit on a le résultat sui- / |
vant : ;
lorsque le nombre réel x est proche de [
. l
0,1+ iesl une valeur approchée de =3 ¢ '

2

Exercice 17 |

e e i P

Exercice 18

B

Question 20

N e i i S

Exercice 19

192

X
vl + xhsprés.

Donner une valeur approchée, grice  ce procédé et en précisant l'in-
certitude, des nombres réels suivants :

1/ v1,04 3/ v0,9998

2/ v1,0002 4/ 0,994

{
En se ramenant au procédé ci-dessus, donner une valeur aPPm‘:hée ¢
I'incertitude associée, des nombres réels suivants :

R

1/ v4.,08 2/ V9.0018 3/ V15,9998
Soitf: R* > R
1
X =
X

Trouver le développement limité a I'ordre 1 de fenl.

|
- ¥ ' == h Ej;
En déduire qu’une valeur approchée, pour h proche de 0. de 1+

1 = h avec une erreur de ;
I +h

Trouver le plus petit nombre de la forme k 107" (avec Ic = {1 1 _h
et n € ") tel que pour tout nombre réel h de |- 1072, 107

soit une valeur approchée de ll—h a k.107" prés.
-+
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Exercice 20 | Trouver le plus grand intervalle de centre 2 tel que, pour tout nombre

reel x de cet intervalle. le nombre réel 4x — 4 soit une valeur approchée
a 107" prés de x°,

Exercice 21 | Donner une valeur approchée, pour h dans un certain intervalle de
| centre 0 & préciser, du nombre réel (1 + h)’.

3) Nombre dérivé d’une fonction en un point

Deéfinition

Soit { une fonction définie sur un intervalle ouvert de centre x,. Si f admet au
voisinage de x;, le développement limité a l'ordre 1 : f(x,) + ah + h j(h). ol a est un
| nombre réel et j une fonction de limite nulle en 0. alors le nombre réel a est unique.

" on I'appelle le nombre dérivé de la fonction f en x,. et on le note f'(x,).

La fonction { est dite dérivable en x; si et seulement si f admet un nombre dérivé en
X, cest-a-dire si et seulement si f admet un développement limité a I'ordre 1 en X,

Question 21 1 Montrer que la fonction [f : x = 3x — 2] est dérivable en 1 et donner son
! nombre dérivé en 1.

Plus généralement, soit f une fonction affine :

f:x—ax+b

Puisque, pour tout nombre réel x, et pour tout nombre réel h, on a :
f(x, + h) = f(x,) + ah

on en déduit que la fonction f admet un développement limite & l'ordre 1 en x, (la
fonction j est alors la fonction nulle). Ainsi la fonction affine [x = ax + b] est dérivable
en tout x, et de nombre dérivé a.

Exercice 22 | Utiliser le développement limité pour prouver que la fonction

2
-

E 1
§ [x e 1] est dérivable en tout x, non nul et de nombre dérivé — —;
{ Xg
{

{ en xq

Soit f une fonction admettant pour développement limité a I'ordre 1 en x,, :

f(xy) + ah + h j(h)
o lim j = 0 et a est le nombre dérivé de [ en X,.
(]

On a, pour tout nombre réel h dans un certain intervalle I de centre 0
f(xq + h) — f(x,) = ah + h j(h)
¢'est-a-dire, pour h dans I et non nul
193
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f(xq + h) — f(x s
_(1[1 T :1_ (Xq) = a + j(h)

Et alors lim j = 0 se traduit par :
(1]

. f(xg + h) = f(x,)
lim — — =8
h—0 h
24 .. f(xy +h) = f(xu_) _ e
On admet que réciproguement si lim ————————— = a alors il existe un déve|,
h—=1l h p'
pement limité d’ordre un en x; pour f. (Exercice 37). On a alors :

_ —
Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle de centre X,

| f est dérivable en x, si et seulement si la fonction qui au nombre réel h associe
| f(xy + h) — f(x

\ (X, 1 —:1—{"} a pour limite un nombre réel a lorsque h tend vers 0 ; et dans ce

| . f(xp + h) = 1(x)
| cas,ona :f'(xy) = lim X
- h—0 h

Meéthode pratique

Pour trouver I'éventuel nombre dérivé d'une fonction f en un

) f(xg + h) = fi
point x,, on forme le rapport R w qu'il est nécessaire de transformer,
pour chercher sa limite quand h tend vers 0. Souvent mettre h en facteur dans e

numérateur et remplacer h par 0 dans I'expression simplifiée permettront d'obtenif le
résultat. Ainsi par exemple. montrons que la fonction

foxroxi+dx+7

est dérivable en 1 et trouvons son nombre dérivé -
soit h un nombre réel non nul

K1+ B) —00) O B+ 4L R~ +d )

h h
_ b’ + 6h
h
=h+6
f(1 + h) — f(1
d'ou : hm i+ o) (-]=tim (h + 6)
b0 h 20

=6
f est donc dérivableen 1 et f'(1) = 6.

([h = 12 + 6h + h*] est le développement limité de f a I'ordre 1).
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Exercice 23~ Montrer que la fonction [ x = x* — 3x + 4] est dérivable en tout X, de
® et trouver son nombre dérivé en x,,.

Exercice 24 Trouver le nombre dérivé en tout point x, de I'ensemble de définition

3x
defixes——r0
x —

Exercice 25 © Montrer que la fonction [x — x| est dérivable en tout nombre réel x,
~ strictement positif et trouver son nombre dérivé en x,,.

4) Nombre derive et tangente

Daprés I'étude faite au paragraphe précédent, si une fonction f est dérivable au point
x, de son ensemble de définition, et de nombre dérivé f'(x,) en x, alors f admet un
développement limité a I'ordre 1 en x;, donné par :

f(x, + h) = f(xg) + f'(x) h + h j(h), aveclim j = 0.
0

En notant x le nombre x, + h, on a obtenu :

f(x) = t(x) + (x = Xg) j(x = Xo)

ol t : x> '(Xp) (X — Xg) + £(xp)

c'est-a-dire que t est 'approximation affine de f en x,. Cette application affine t est

représentée par une droite que, graphiquement, on a appelé tangente au début du
chapitre.

Définition
- Soient x, un nombre réel, f une fonction dérivable en x; et (C;) la courbe représen-
tative de f dans un repére % du plan.

On appelle tangente a (Cy) au point d’abscisse x,, la droite représentant graphique-
i_mcm dans %, I'approximation affine de f en x,,

Remarques :

1/ Soit M, le point de (C;) d'abscisse
Xg.

La tangente (T) en M, a (C)) est la

droite passant par M, et de coefficient
directeur f'(x,).

Elle a pour équation :
¥ =1(xg) (x = x0) + f(xo).

195
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2/ A tout nombre réel h tel que x, + h soit dans I'ensemble de définitiop, d
associe le point M de (C;) dabscisse xp + h. Pour h non ny|, |, "fy
f(xg + h) = f(xo) "oy
h
de ce rapport quand h tend vers 0, et c'est le coefficient directeur de la tangenge
(C,) en M,,. Cette tangente (T) apparait donc comme la « position limite » do lasémi
(M M) lorsque le point M s’approche du point M. Cang

3/ Il n'y a pas équivalence entre [f est dérivable en x] et [(C;) admet une (4
M,]. Exemple : la fonction [x = — *vx = 1 + 2] au point d’abscisse 1 étudig
du paragraphe I11.

est le coefficient directeur de la droite (MyM). Or F'(xy) est la
Imj

€ au depy,

Exercice 25 | Tracer et donner une €équation de la tangente au point d’abscigse 5 &
| la courbe représentative de la fonction f : x — % =2,

]

5) Demi-tangentes

196

Question 22 | Tracer la représentation graphique (C,) de la fonction [f : x — x* - ||
(dans un repére orthonormé (0, 1, J) du plan.

Déterminer et tracer la tangente (T) a (Cy) en A (_U‘, )

Soit g la restriction de f a Ry. Pourquoi la fonction g n'est-elle p
derivable en 0 ?

P P i

On dit que le point A est un point d’arrét dc la courbe (C,) de g dans (O, I.J). Ls
demi-droite obtenue comme intersection v ( 1) ¢t du demi-plan [(OJ). 1) est appelé
demi-tangente a la courbe (C,) en A.

Démontrer que la fonction h de R, dans [— 1, —[ qui, a tout nﬂmﬁﬂ'
réel positif x associe g(x), égal a (x* — 1), est une bijection, et déternine!
sa bijection réciproque h™',

Question 23

une symétrie convenablement choisie. Tracer ['image de la demi -tangente

!
?
{
{
¢
{
z Tracer la représemation graphique de h™', en wtilisant la courbe (CJe
1 en Aa (C,) par cette symétrie, et la caractériser analytiquement.

Cette derniére demi-droite [A'y) est encore appelée demi-tangente & la courbe repre

sentative (C) de h™" au point A’ _Ul . Le point A’ est encore appelé point d'arré

pour (C). [
La fonction h™! n’est pas dérivable en — 1 car son ensemble de définition est [~ L=

: ; ent
Précédemment la fonction g n’¢tait pas dérivable en 0 mais f, qui était un pmiongﬂm
de g a4 R, était dérivable en 0. Le cas de la fonction h™! est différent :
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Question 24 | La courbe (C') ci-contre représente
un prolongement jde h™" a R. (C')
. admet la droite d'équation x = — 1

. comme tangente en A',

Cette fonction j est-elle dérivable en
=i

La droite, support de la demi-tangente [A'y) 4 (C) en A’, a pour équation x = — 1,
donc elle n’a pas de coefficient directeur. Soit j un prolongement de h™" a R. Si j est
dérivable en — 1 alors sa courbe (C;) admet une tangente en A’, qui a comme coeffi-
cient directeur le nombre dérivé de jen — 1.

Or, si (C,) admet une tangente en A’, cette tangente est nécessairement la droite
d’équation x = — 1.

Donc, aucun prolongement de h™' ne peut étre dérivable en — 1.
P £ p

Question 25 {  Soit f la fonction définie par :
VxER  flx)=x"+3x—4

I Vérifier que f est dérivable en tout nombre réel x, et donner le nombre
dérivé de f en x,.

-

Tracer, dans un repére orthonormé (O, 1, J) ; la courbe représentative
(Cy) de [, et les tangentes respectives (T,) et (T,) aux points de (C)
d’abscisse I et (— 4).

2/ On considére la fonction g, égale a |f].

Tracer, dans le repére (O, I, J) la courbe représentative (C,) de g.

e b e P o o e

Vérifier que g est dérivable en tout nombre réel x,de |—, — 4 [U] 1, —/.

Sur |, — 4[, g coincide avec f et comme f est dérivable en 1 et de nombre dérivé

(= 5). on dit que g est dérivable a gauche en (— 4) et le nombre dérivé a gauche en 1 de
gest(—35).

De méme, g coincide avec f sur [1, —[ et f est dérivable en 4 dont g est dérivable i
droite en 1 et le nombre dérivé a droite en 1 de gest f'(1).

Question 26 ; Vérifier que la fonction (— f) est dérivable en tout nombre réel x; et
calculer ses nombres dérivés en 1 et (— 4).

En déduire que g est dérivable a droite en (— 4) et donner son nombre
dérivé a droite en (— 4).

Montrer que g est dérivable a gauche en 1 et donner son nombre dérivé
da gauche en 1.
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Ainst ¢ cst derivable @
lJ-_'H'II\'hl." Clod \1THI1L" b S —— ;I_;‘.i!!...r;“ -

l:a L'L‘llT}\ { € " de

-.,",'.l."\' L1||.

. Analvse

¢ et & droite en 1 mais comme les Nombres g4
Tiv

4 gaucl it
ant distincts. g n'est pas dérivable en 1.

v admet au point

b 1

I'une de

deuy demi-tangenics .

oefficient directeur S ¢ [17)

cocfficient  directeur

2 T1)

|1z) est la partie de (T,) contenue dans le demi-plan [(OI), J).

[11) est la svmétrique par rapport a (OI) de la demi-droite partie de (T,) contenue dass
I'autre demi-plan de frontiére (OI). Comme ces deux demi-droites ne sont ni opposess
ni confondues. on dit que le point I est un point anguleux de (C,).

B ABSEEsSns: SEnas tsss beatlLitt SIPEPTRTE £
.%15:: EEoadiiond ES PR G faien
ESTEIE: CRaRLises: BEnleT i Fic

P

Autre exemple : soit f la fonction dé-
hine par

Vx<l f(x)=12 - x

Vx =1 1[xj=x:—2x+2

]

representee par la courbe (C,) dans le w- e
repere ci-contre. -

® | comcide — ]livee : =
sur -llnm la fonction [f, : x s (2 — x]. Cette fonction f,
cnln.-ll‘,{ilts|egu|a(_ ]) F .
5/ duest le coefficient directeur de la taﬂse“te(

T::'HI

courbe (() ) représent: ;
i ant f,. 4 . e 'vah’*'
gauche en 1. I» @l pomt d abscisse 1. On en conclut que f est dérn
® [ coincide - .
dérivable en ;Tt II{‘HJE—":;EU(-I 4 lonction [f;: x = x* — 2x + 2]. Cette fonc'wl:e&{'f:}
: — WL no e ol . .
mbre ey |e coefficient directeur de la mngeé:iﬂ"m‘

au point d'abscisse | 4 la co

s urbe (C

adroite en |. € (Ce) feprésentant f,. La fonction f est don¢

® Les deux nombres deri rest
Crivés :

donc pas dérivable en 1 S & gauche gy a droite sont différents. La fonction
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Ainsi g est dérivable a gauche et a droite en 1 mais comme les nombreg
gauche et a droite sont distincts, g n'est pas dérivable en 1.

dél'i\'és )

La courbe (C) de g admet au pomnt

l 1 2 x I »
I 0 deux demi-tangentes @ I'une de

coefficient directeur 5 : [12)
lautre de coefficient directeur
=3 :[Ith

TR 5

]

%‘:E:I"._-.IE::F' .‘lv : T

[1z) est la partie de (T,) contenue dans le demi-plan [(OI), J).

[1t) est la symétrique par rapport a (OI) de la demi-droite partie de (T,) contenue dans
I'autre demi-plan de frontiére (OI). Comme ces deux demi-droites ne sont ni opposées
ni confondues. on dit que le point I est un point anguleux de (C).

s THins
AEEE DEES B ST
i T

(c

HH
1

Autre exemple : soit f la fonction dé- THEFEED IR
finie par : i ek

-

B

e

{I 1 e
i

i
:
:

L

- -

Vx<l f(x)=+2-x

Vx=1 f(x)=x"—2x+2
représentée par la courbe (Cy) dans le
repere ci-contre.

déﬁvahiﬂ

e fcoincide sur |« 1] avecla fonction [f, : x— 2 — x]. Cette fonction f; est

o X :
en 1 et f';(1) est égal a (— 2) qui est le coefficient directeur de la tangente (T)) 2 "

. . : . i
courbe (C;) représentant f;, au point d’abscisse 1. On en conclut que f est dérivable
gauche en 1.

: [
e { coincide sur [1, —[ avec la fonction [f; i x = x2 — 2% + 2]. Cette fonction fz‘f

dérivable en 1 et {')(1) = 0. Ce nombre est le coefficient directeur de la tangeﬂti,abfc
au point d'abscisse 14 la courbe (Cy) représentant f,. La fonction f est don¢

adroite en 1.
® [es deux nombres dérivés a gauche et a droite sont différents. La fo
donc pas dérivable en 1.

' s[
petion fne
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— === - —

SRR e | . 1 5 ’ i a
e La courbe (C)) admet au point A l]] deux demi-tangentes. 'une de coefficient

directeur zéro (notée [Az)). l'autre de coefficient directeur ( - 2] (notée [At)).
[At) est la partie de (T,) contenue dans le demi-plan (P)) tel que :

(P} = ]'M l:] EPyx = |

[Az) est la partie de (T) contenue dans le demi-plan (Ps) tel que :

(Ba)= ]ll'vi [:] EPix=]

Remarque : on peut toujours caractériser les parties de ? (demi-plans ou bandes) en
se réeférant a 'ensemble de définition de la fonction étudiée. C'est-a-dire, « régionali-
ser 27 en fonction de x »,

Définition

' Soient x, un nombre réel, g une fonction définie sur un intervalle de la forme
| Ixy — 1. %] (respectivement [, Xo + r[) ol r est un nombre réel strictement positif

| et | un nombre réel.
|

' g est dérivable a gauche en x, (resp. a droite en x;) et admet pour nombre dérivé a |
' gauche en x, (resp. a droite en x;;) le nombre réel | si et seulement si le rapport

| gxg + h) = g(x;)
h

admet la limite | 4 gauche (resp. a droite) quand h tend vers 0.

j i

Remarque
Si une fonction g est dérivable a gauche et a droite en x; alors :

® siles nombres dérivés a gauche et a droite sont €gaux au méme nombre réel | alors
g est dérivable en x, et g'(%g) = L.

® siles nombres dérivés a gauche et a droite sont distincts, alors g n'est pas dérivable
en x, mais la courbe de g admet deux demi-tangentes au point A d’abscisse x, : le point
A est un point anguleux de la courbe.

Méthode pratique

Pour étudier la dérivabilité en x, d'une fonction g qui coincide
avee deux fonctions différentes f, et f> respectivement sur des intervalles Jx, — r,. Xa)
et[x,. x, + i avec f, et f, dérivables en x, (ce qui suppose donc que f,(x,) = 15(xg))

_&estdérivable 4 gauche en x, et de nombre dérivé i gauche {'(x,)
. Eestderivable a droite en x, et de nombre dérivé a droite 1'5(x,).

On examine alors si f',(x,) et f'5(xp) sont égaux ou distinets.
Dans le 1 cas, g est dérivable en x; et g'(x) = f';(x,).

9y
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Dans le 2° cas, g n'est pas dérivable en Xj.
Ne pas oublier de montrer la cnl'l'ncif.‘ir:'}ﬂm_de g avec f, gt_f% sur les interva]jeg ferme
X, ! Ainsi si fi(xg) # f(xq), inutile d’étudier la dérivabilité de g en x,, car gny es:se“
continue. Pag
Etudions par exemple la dérivabilit¢ en 2 de la fonction g définie par :
[vx € |- 3. 2] gx)=x —3x+3
lvx € J2. 4| g(x) =x — 1
On considére les fonctions f, et f, définies sur B par
fx)=x=3x+3 et fix)=x—1
Soit h un nombre réel non nul
f2+h)-f(2) @+h’-32+h)+3-(@d—-6+3)

h

h
=h+1

donc f, est dérivable en 2 et f',(2) = 1.

f, est affine donc dérivable en tout nombre réel x;, en particulier en 2, et {'5(2) = L.
La fonction g coincide avec f; sur |— 3, 2], comme f; est dérivable en 2, g est dérivable
a gauche en 2 et de nombre dérivé a gauche en 2 ; f',(2), c’est-a-dire 1.

Puisque f5(2) = 1 et g(2) = £,(2)
=1

la fc:-n_ctinn g coincide avec f, sur [2, 4], de plus f, est dérivable en 2, donc g est dérivable
a droite en 2 et de nombre dérivé a droite en 2 : f,(2), cest-a-dire 1.

Comme les nombres dérivés a gauche et a droite en 2 de g sont tous deux égaux 4 L
gest dérivableen 2 et g'(2) = 1,

Exercice 27 | Etudier la dérivabilité de f en Xy dans chacun de cas suivants :

I/ x> [x* = 6x + 9| X =3

2 fix|x—2 +4 %o =2

Jfix—>Vx—3 %=1

4ff:xHJx+1[+|x+2| 2y = =%

5/ f est définie par : Vx € Je, 1] f(x) = 3x — 4 X =1
/ VXE]I.—:-[ f(x) ==-x+1

: . [
Exercice 28 | Soient x, un nombre réel et f une fonction dérivable en X, €t s annuld”
en X

’ .o | est
Montrer que si le nombre dérivé de f en x, est 0, alors la fonction I

dérivable en x,,.
- ﬂc‘

Montrer que s Sriveé .
que si le nombre dérivé de f en x, n’est pas nul, alorséri"ahle

u:lm [f| est dérivable 4 pauche et A droite en x, mais n'est pa®
'E x.“,.
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éponses aux questions

at: Q 2 : Puisque t est affine il existe deux nombres
réels a et b tels que ;
t:x—ax+b
5 Sur la figure on constate que le coefficient directeur
1
de la droite représentant t est > en effet quand « on
4 se déplace de 1c¢m vers la droite on monte de
1 "
5 cm» donc a = > De plus la droite passe par le
point (?) donc a0+ b=1,c'est-a-direb =1,
] ) :
/AO _1"' Ainsion a
1
fix—s—x+1
2
L X - 0.0 -0008 | -0006 | -0004 | -0002
arondi
dorde 6 | 0954987 | 0995892 | 0996995 | 0997998 | 0996999
de flx]
] 0995 0,996 09497 0,998 0,993
1/ SoitM( ¥ i
oit M[ )un point de .
Y X 0 0002 | 0004 0,006 0,008 oo
M E (AB) < det (AM, AB) = 0 anond
kYT 2l q dordre | 1| 1,001000 | 1,001998 | 1,002996 | 1,003992 | 1,004988
ly 4 deff)
S4x-2y+4=0
= 2% - y+2=0 ] 1 1,000 1,002 1,003 1.004 1.005
Le vecteur AR (2! |
rAB 4) est un vecteur directeur de la
droi | 1 as
"Olle (AB). Le vecteur s AB a pour coordonnées 1

ot ’
2 el c'est yn vecteur directeur de (AB). C'est le

lea

sey| e . .
Nég é"g“:‘“”’ colinéaire a AB de premiére coordon-

-1

& — =
Me (cp) < det (CM, CD) = 0

o[x+ 170/,
y+2 5 gk
Soksit=0 i
SX+1=0 ;--l-
Pulmu | : f ”;
& | e . . }
G€ (CD) 5 oo @Ur CD, qui est un vecteur directeur T

dirggy OUr premigre coordonnée 0, tout vecteur
ey -

Pour pr;rrﬂg (CD), étant colinéaire a CD, a aussi
Premigrg m;a Coordonnée 0. Donc un vecteur de
di’“ﬁtaur de [gg;‘"é& 1 ne peut pas étre vecteur

\
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Q4: ME(C)ey =125

1* casy < 0. alorsy = +25 — x° est impossible car
\25 — x* est positif ou nul.
2*casy=0alorsona
Yy =125 - Xy =25
SxE+y =25
Ainsiona ;
ME (C) e (y=0etx +y°=25),
C'est-a-dire que g;uy est l'intersection du cercle (¥€)
d'éguation x* + y* = 25, qui a pour centre 0 et pour

rayon 5, et du demi-plan, ensemble des points d'or-
donnée positive ou nulle, autrement dit [(Ol), J).

puisque 125 — 3% = V16

=4
Iepointﬁ.(s]a artient & (C
| @ppartie o)

Q5:

X 29 2392 2984 2986 2098
amond)
dordre® | 4007481 | 4005988 | 4004493 | 4002997 | 4001499
de glx)
X 30| 3002 | 3004 | 3006 | 3008 | 30

gl 4 | 3996499 | 3906997 | 3,0054%3 | 3993987 | 3,992480

Q 6 : Cetie droite a pour coefficient directeur — 3
4
(on le constate sur le dessin ou on calcule par
3,004) — g(3
QL——]—EE—) ) donc T est de la forme

exemple

T 3:|t+l::'
i fo
4

De plus on a T(3) = 4 donc

3
= 4-3 +b=4
: : 9
cest-a-direb =4 + 3
_ 25
4
Ainsiona:
- 25

P YRR T 4
smtm(:) un point de %
et
MEC)IN(T) o 3 =i
g }rz-—4x+4
=0
y 2
s ) Y==gX¥y
y2=26—-%
ME (C,) N (T) y=0 25
y=—-,%*t7%
=4 2
(_4x 4
Yty B
o] V=it
L _3
! y=2
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Ainsi (Cg) N (T) = {A}.Ona:

— (3 =l | )
OA(J et u [__ 3_4) est vecteur directeur de (T).

OAT = 3.1 +4(—2)

=0

donc les droites (OA) et (T) sont perpendiculaires.

La droite SI' ) est la tangente au demi-cercle (C,) au
4

point A (3 .

1
ﬂ:i“’cas:f:x-—-éxz—1 ) Xo = 2

tix—2x—3
dix—=—-—x+3

d' 2
DX =
2

X 1994 | 1996 | 1898 | 2 | 2002 | 2004 | 2006

Jorde3| 0988 | 0992 | 099 | 1 1,004 | 1,008 | 1,012

ix) 0996 | 0992 | 0996 | 1 1,004 | 1,008 | 1,012

dx) 1006 | 1004 | 1002 | 1 | 0998 | 0996 | 0994

') 097 | oges | 0gee | 1 | 1001 | 1,002 | 100

?casf:x—ré{—x"+3x2+9x-—19]

X =1
x-5
tixe—
dixrs — %
d':xHx——_ 8

o | use | oses | o | 1 | vooe | 100 | 1006

amond -
g:&m ~1008| - 1.006| - 1,003] -1 |-0897|-0994| -0,
¥

tly) 1008 - 1006| - 1.008| -1 [-0g97|-0884 - 099

]

o) |-0994|-0o%6| - 08| -1 |-1.002]=1004] - 1006

0 |-1008|-1002|-1001] -1 |-099|-09% - 0997

I

Ainsi, puisque, dans les 2 tableaux les valeurs de
Ux) et ﬁxlsgont |2§ mémes a 10~° pres, (T) est1an-
gente & (C,) en M. ,

Mais, comme d(x) (respectivement d'(x) "35‘ R
une valeur approchée de f(x) & 10 pres, ( }h}Ir
Pectivement (D') n'est pas tangente a (Cy) en Me.
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)

ORI T . —
@y s hes hy it .t“_ 'EL'-r T
.Ilu.u EERESELE __h‘l IH_-
Bessad BURETRALE BHPRR s sasantt: doone
i
S
A EHEE fRunY wa
TR
..ii 1__5_ B
HHEH
L HHH
{HHHE
HHEH TR
T
mbhawsw ‘+: 2 amns i 1 T
?}..I LLLT Illu IJII }H'L‘:"
s+ b A[hf } T35s sesetserey
T 1 _+'_1 b H gt
i _t_ ___]"_I T 1 ; 3
T | S ) e
T HECfONCTHE st
|[ + i E 1 h.I:--;.I:' .} 1 T : _I—L:
asin — 1 EEi T ;“"_:
ciiii it e ’
it H g 0 FHE
Q9: ¢, est affine, ¢, est connue.
h 025|105 |06 T AR Ee e S ; T
02s|0sos |07 08|08 | 1 | | BTN
h? |o,n1s!0.125|u.21a|u.34310.512 n,?29| i 55 j§sistas sae : =
et on utilise la symétrie de centre O, spasssiiiniioce : =
e On connait la courbe de [h + h] sur &, (symeé- HHHE r it =
trique de celle de [h — h?] par rapport & la premigre - . — =
bisectrice), pour avoir celle de [h — \|h|] on compléte ' =
par sa symetrique par rapport & (QJ). ..—"-'5:
h | o2]o04 ru.a[u.a|u,?|u.a|a.a‘ 1 =
=
arrondi i
dordre 3 | 0,088 0,253 | 0,354 | 0,465 | 0,586 0,716 |0.854| 1 =
deh vih| i “"
et on utilise la symétrie de centre O car ¢, est im-
paire. T
i . : . st he>sinh
® ., est vue au chapitre trigonométrie (chapitre 2 31 ] pusaasspunns
du lome géométrie) JI H
h A E R
(radians)| 02 ' Ol | . | it eaiteiE] Has
BT = ]
arrondi TR
dordre 3| 0,247 | 0479 | 0,662 | 0,841 * i ik
de sin h HTHE i}i :
et sin est impaire. { :IL
il s
E R LB oA
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6/Etude locale d’une fonction

—
f—
e cas SiX graphiques, seules ¢;, ¢y et g, vé-
Sliij‘-1[|":';-}; st langente en O a (Cyp). ’
10 :
at 3| 4 5 | 6
BTN R I BT T
) " ;,{| i sin h
1 h? : h S
" | Yk
. il ¢h) sl #alf
h h h h
|
-0 1 -0 001 | 31622777
- 008 1 -0.08 0,0084 35355339
=006 1 =006 0,0036 4 0824629
-0 1 =04 00,0016 5
- 0,02 1 -0 £,0004 70710678
0 | 002 00004 | 7.0710678
0 1 0.04 0,0016 5
008 1 006 0,00:36 40824829
008 1 0,08 00064 | 35355330
03 1 01 0,01 3,1622177
h ws(h) gs(h)
h h
- 0.1 0,3162278 0,9983342
- 0,08 0,2828427 0,9989337
- 0,06 0,244949 0,9994001
- 0,04 0.2 0,9997334
- 0,02 0,1414214 0,9999333
0,02 0,1414214 0,9999333
0,04 0,2 0,9997334
0,06 0,244949 0,9994001
0.08 0,2828427 0,9989337
0,1 0,3162278 0,9983342

sin3h = sin (2h + h)
=8in2h cos h + cos 2h sin h
= 2sin h cos’h + (1 — 2 sin*h) sinh
=2sinh - 2sin*h + sinh — 2sin 3h
_ =3sinh - 4 sin*h
Sihest non nul on a :

g(h) = 5" 3h ~ 3 sin h

Q11: 1/ Soit h un nombre réel

h
< @sinh - 4 sin’h) - 3sinh

- _4sin’h

h

'-.____‘_-____-__-___

2f

h =001 - 10,008 - 0,006 = 0,004 -0,002
amondi
d'ordre B |- 0,0003998(- 0.0002559% - 0,00014400 - 0,000064 | - 0,000018
de gih)

h 0,002 (.004 0,006 0,008 0.0
amndi
dordre 8| - 0,000016 | - 0,000084 | - 00014400 |- 0,00025554 - 0,0003998
de gih)
Q12:

X =001 | - 0,008 | -0.006 | - 0,004 | - 0,002 ]
arondi
degiy) 60003 | 600019 | 0001 |6,000048|6000012| 6

i 0,002 0,004 0,006 0,008 o
anondi
de gl 6,000012 | 6000048 | 60001 | 600019 | 60003
pour tout nombre réel xona :
g(x) — 6 = 3x*
on sait ;
imx@=0
i
dong fim 3x* =0

=0

c'est-a-dire lim [g(x) — 6] =0
=+l

Q13 : (A) a pour coefficient directeur a donc son
equation est de la forme

y=ax+bavecbhe R
My € (4) si et seulement si f(x,) = ax, + b c'est-a-
dire b = f(x;) — ax,.
D'ou I'équation de (A) :
y = ax + f{xg) — ax,
H est le point de (A) d'abscisse x, + h donc son
ordonnee est yy tel que y, = a(x; + h) + f(x;) — ax,
= ah + f(x,)
Xo + h ) (xq +h
Mearm) e tixg)

¢(h) est la difference de I'ordonnée de M et de H
d'ol :

¢(h) = f(x; + h) — f(x) — ah

Q14:

i 1,002 | 1,004 | 1,006 | 1,008 | 0,998 | 0,996 | 0,994 | 0,992

1?;:?‘ 4,002 | 4,004 | 4006 | 4008 | 3908 | 3996 | 3904 | 2092

on remarque que :
YxeR-{1) {x)=x+3
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Q15: D= {heER;1 +h+#1}carD, =R —{1)

| Dol D, = R*. On a, pour lout nombre reel h non
\ nul ;
(1+hf+2(1+h—3
h) = -
| 9(h) (1 +h)—1

| _h:--‘ih
| = hl
| =h+4

| donclimg =4
o

|  Q16: Soitftelleque imf=1.

Notons g |a fonction définie par :
g :h~ f(x; + h)
Ona:limg=1I

o

uoncilm gl =l

Dece Tart lim 1] {
=0

c'est-a-dire lim [f| = ||

L)

+ h) = |l

Ona:
f est continue en x, & lim f = {x;).
g

D'aprés ce qui precede, sif a pour limite f(x,) en x;,
alors 'f| a pour limite [{(x,)|, c'est-a-dire [f|(x,), &n X,
autrement dit |f| est continue en X,

Q17:f(1)=21-3
==1

lim f(x) = fim (2x — 3)

—= e

PR =

=-1
donc f est continue & gauche en 1,
lim f{x) = 1rm (3x* + 4x + 1)

—=1
E=1 E=1

=3.12+41+1
=8
donc { n'est pas continue a droite a 1.

Sur J«—, 1] 1 coincide avec la fonction affine !

[%— 2% — 3]

Sur J1, —] { coincide avec la fonction polynome de
degré 2 : [x ~» 3x* + 4x + 1].

D'au le tracé de la courbe représentative de f en

ulilisant la methode du chapitre 3 et
2

1
3!2+4x+1=3(:+2) -3

i
frH e

g . 1 god 5 e
EETR HE Reishoram nasssi2Y ) [RERS TR0 0 est "1IE:JN—"P"':"

f n‘admet pas de developpement limité & I ordra 1
en 1 car f n'est pas continue en 1.

Q18 : 1,0000012 sur une calculatrice simple. La
calculatrice donne la valeur 1 + 2h pour (1 + Y)’
elle « fait une erreur » de h? c'est-a-dire (6.10”
ou encore 36.107" le résultat exact ast
1,000 001 200 000 36

Q19 : L'erreur commise en remplacant (1 + h)? par
1+ 2hasth2 etona:

<10« |hj<107°
L'ensemble cherché est donc
=107 3077

Q 20 : Soit h un nombre réel distinct de — 1 (ainsi
1+h appartlant a I'ensemble de définition R* def).
Ona:

1 1
1 +h) =)= —— - -
{ ) Y= 1i+h 1

“1+h
= h(1+h)+h

1+h
2

1+h
; h ment
Comme lim 1_h =0, on aainsile développé
+

i Fr==0
limité & l'ordre 1 defen 1 :
{1+ h)=1—h+ hijn)

A b . Ainsi pour h proche de 0,1
EBI une valeur approchée de f(1 + h), c'eﬁi-**f
L, avec une erreur de h j(h), ¢ ast-a-dire T_h 1-h

avecj‘h-—p1
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-‘____'___.--—’- §
o
. Pour tout nombre reelhona:

iy =311 + h—=21'-13-2]
3h

a2t
fi1+h) -
dou .
= 3eti(h) = 0,donclimj = 0.
aveca =3 el]l : I

Ainsi f est dérivable en 1 et son nombre dérivé en 1
est 3.

Q22: [c:x~x]ayant pour courbe représentalive
{C)ona:

(C)=T-7 (Cd)
Pour tout nombre réel hnon nul, ona :
f(0 + h) = f(0) _hz— T.= (—_1}
" h  h

=h
d'ou f est derivable en 0 et f'(0) = 0. P
Ainsi (T) a pour équation :

y =10
cest-a-dire :y = — 1

'H:[D*—a{h., R

X x? . T
%nr}lti?: Pas dérivable en 0 car son ensemble de dé-
Né contient pas un intervalle de centre 0.

“Ourbe représentay

(C) situge g ive (C,) de g est la partie de

ans le demi-plan [(OJ), 1).
Q&3: (g, —[=1,-]

h est X % — 1
el x (. 2PPlication car, quel que soit le nombre
doi xEPDBlIﬂ‘,u ona:x® =0
=1=
b C'ost-3.

]
dirg hix) & [=1, =]
Y un flombre réel, élément de [~ 1, —[.
que : F’:h:{:]'li existe un nombre réel x de [0, —[ tel

6/ Etude locale d’yne fonction
—_—

Ona: \‘

VxER y=x*-1x=y+1
Ory€&[-1,—[ dou:

y+1=0

Ainsion a :

VXER X =y+1ox=1y+1oux=— Vy+1
Donc y a un et un seul antécédent par h : le nombre

reel positif vy 3 1, L'application h est donc bijective
et sa bijection réciproque est
o[- 1, -] = [0,

X=X + 1

La courbe représentative de h est en fait (Cg) ; la
courbe représentative (C) de h™' est 'image de (Cg)
par la symétrie orthogonale par rapport & la pre-
miere bissectrice (D) (droite d’équation y = x).
Dans cette symétrie, la demi-droite [Ax), demi-tan-
gente a (C,) en A est transformeée en la demi-droite
[A'y), qui a pour support la droite d'équation

x = — 1 (image de (T) par la symétrie d'axe (D)) et

d'origine A’ _J , image de A par cette symétrie.

Ainsi [A'y) est caractérisée par :
[A'y) = {M ’; EP y=0etx=—1)

Q 24 : Non, j n'est pas dérivable en — 1 car sinon
sa courbe admettrait une tangente en A’ dont le
coefficient directeur serait j'(— 1). Or cette tangente
serait nécessairement la droite d'équation x = — 1,
qui n'a pas de coefficient directeur.

Q25: 1/ Soient X, un nombre réel et h un nombre
réel nonnul ;ona:

h
(o + h)? + 3(xo + h) — 4] — [%* + 3% — h]
- h :

2=-t4;,!"||+:E!.h+h_2
B h
=2Hu+3+h

donc f est dérivable en x, et son nombre dérive en
Xg @5t 2 X + 3.
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:\\\

H soit (C.) la courbe repré- 2/ (G,) estlareunion de la partie de (C,) sit,

: " Stluée dan,
i X X le demi-plan [(OI), J) et de l'image de Iautrg p,
o 33?513329 gg;r't}éul nom- de (C/) par la symétrie orthogonale d'axe ()" ¢

= breréelxona: Soit x, un nombre réel appartenant a
T X+ —-4=

Je= — 4 [U] 1, =, il existe un intervalle | de .
X, et inclus dans cet ensemble ; sur |, 9 Coincide
avec f donc g est dérivable en x,.

Q26 : Soit x, un nombre réel et h un nombre rgg
nonnul. Ona:
(= Nixe + h; — (= 00) _ fx + hh)I = ()
== (@ +93)

donc (- f) est dérivable en x, et

(— 1) (%) = ~ (2 + 3)

en particulier on a

(=H(1)=~5

et(—f)'(—-4)=5
F'(1) = 6 donc (T,) a pour équation : Puisque g coincide avec (- f) sur [~ 4, 1], g est
y=5(x-1) (car f(0) = 0) dérivable & droite en (~ 4) et son nombre dérivé &
de méme onaf(— 4) = g etf'(-4)=-5 droite en (— 4) est 5. de méme g est dérivable a
done (T,) a pour équation : gauche en 1 et son nombre dérivé & gauche en 1

I Y=="5x+4) est (— 5).
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6/Etude locale d’une fonction

é5u|tat5

g mm =1

Dans (O .l--_Fw' : _1‘2
Dans (0, U V) : =

16
7 Utiiser
W= s wofn] < hjt
hl=1 | ~

8/ Monirer que :

vhel-1;1- {0} |g(h)| < 9fh|
10/1/ 2
2 1:ecrirecosh - 1= _gsinzg

1
d'oll jcos h — 1|$§|h|2
3 4:voirh+ 4

Wty _siny 1

X ¥ cosy

, §in 2x 3x 2x
tha ; sin 3x 3 .

1 —(h+ 1)

- PR S . il

——— et simplifier

hlh + 1+ vh+1 ¢

10/ simplifier

12/1/ pas définie a droite
2/ pas définie a gauche, écrire S
3/ B
1]

4 1 adroite, ~ 12 gauche
1374 \

:a fcontinue a droite en — 2 mais pas a gauche

f Iim (8x* - ax) = 38
l'---.}

s —z

u indications des exercices

14/h = 29.1077 , 29 < 30,
d'ol 29° < 900 d'ou h* < 1000,10™ ",

16/1/ (2 + h)? a pour valeur approchée 4 + 4h
avec pour erreur h?
2/ (3 + h)? a pour valeur approchée 9 + 6h
3/ {— 1 + h)? a pour valeur approchée 1 — 2h
4/ (— 4 + h)? a pour valeur approchée 16 — 8h

18/4,08 = 4(1 + 0,02)
9,0018 = 9(1 + 0,0002)

107
15.9995=1E(1 " )

'lBJ'UtiIiser le résultat de la question 20 et majorer

h
—— pour touthde ]— 1072, 1079
1+ h Pe ! [

20/(2 + h)® — 4 =4h + h?
pourx=2+h
I'erreur (x — 2)° doit étre majorée par 1072
21/(1 + h)* =1+ 3h + h(3h + h?)
~h  =h{x; + h) + h?
Xo(Xg + h) X" (% + h)

22/

23/2x, — 3

(X — 2)*

1
25/ 2‘-"’”_0

26/'(3) = 6

27/1/ f(3) =0
2/ &droite et a gauche
3/ — 1 n'appartient pas a D,
4/ agauche et a droite )
5/ dérivable a gauche, non continue a droite.

24/
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Exercices

29 Ranger les droites, représentées ci-dessus, par
coefficients directeurs croissants.

¥
-

30 Soit la fonction f définie par :
fR—-R

4
IJ—--R2+2_)(
2

Représenter cette fonction dans un repére ortho-
normé. On note (€f) la courbe représentative de f.

A l'aide d'une calculatrice compléter le tableau -
o =107 (=107 ) = 107"| 107 | 1072 | g0

arrond|
d'ordre
{-3+a)

s

31 Mémes queslions que dans I'exercice Prés.
dent avec la fonction g définie par : .

g:R—=R
X

2 -x
et g(4 + a) dans le tableau de valeurs.

X =

ST

32 Soient f et g les fonctions définies par :
1
f:RﬁR,x-—rExz+2x
R— R, x s
& — " o ————
g & =)

Soit h la fonction qui coincide avec f sur R et avec
g sur Ry,

Représenter les fonctions f et g dans le repére or-
thonorme (O, 1, J). On note (f) et (%g) les courbes
représentatives respectivement de f et de g.

Construire les « tangentes au sens graphique » (T)
et (T,) respectivement aux courbes (%f) et (€g) &
l'origine du repére O aprés avoir cherché, avec la
calculatrice des valeurs de f(a) et de g(a) avec e
proche de zéro.

On note (P,) le demi-plan de frontiére (OJ) conte:
nant | et (P,) le complémentaire de (P,) dans #.

Dans le repére (O, 1, J) représenter la fonction h 14
partie de la tangente (T,) située dans le demi-plan
(P,) et la partie de la tangente (T,) située dans ¢
demi~planl (P2).

La courbe représentative (€h) de la fonction h a¢
met-elle une tangente en O ?

33 Montrer que les fonctions f, définies ci-desso%

admettent une limite nulle en O.
t; K — 33(2

Chaque couple («, {(— 3 + a)) est représents par faix s + 2x
un point de (€f). fy: X > — X
Les points A,, A, A, A’y A';, A’ correspondent 1 +3"2
respeclivement aux valeursde a : 10", 1072, 103 foys X
- 307, — 1@ et — 107 ' 4 A+ x
Vérifier que les points A,, A, A’z et A'y sont sur une fs 1 x> 1g 2x
méme droite (D) passant par A [ 3 ) dont fo - > sin 2x
ont o i
f{— a) n b s ~Sin x
donnera une équation cartésienne. 2+ 035 2x
Vérifier que les points A, et A’, sont « proches » de fo 2% = x- sin -
D), foox sin’x
Tracer (D) dans le méme repére que (¢f). y T
—— —_— //
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6/Etude locale d’une fonction

-_'________.—'——

-—"'--_-_._
34 Calculer @ limite en zero, si elle existe, pour les
fonctions |, définies ci-dessous !

g + 1

.M'I
tg 2x
1 £ v
lg 3x

feix—
¢ g 4x

cos [..é - x]
frix— - "I
fa : x = E(x)-sinx
fu::_u—; sin (g E(x})
fio: X — E('sinx))

sin 4x
fiix——
sin X

) 351 If'uur chacune des fonctions ci-dessous étudier
la limite, éventuellement a droite et a gauche en x,,
et la continuité en ce point.

X4 9

T e, sy
o+ %o

2/ fest définie par :

{Vr € R} f(x) =x + 2
VXER_f(x) = %% + 1

X =0
=
X
4 o STRC08 x "
X
5/ f est définie par -
VX E R 1) = sin ) 7

X
‘ﬂ'RE R_ Hx:} = 5|nx

- . . possede une limite au point x, considéré et si elle
3?! ioallxw.lr la fonction définie par : est éventuellement continue en ce point
| L |
2 _
Pourquoi v &sl-elle continue en 0 7 1 X €.=19 Xy =4
x—4
Pourquoi v n‘admel-elle pas de développement i- o
mite 3 l'ordre 1 9 X — 4x — 12
LI 2l N> ——— X =2
. * 4+ 4
g: Soit f une fonction définie sur un intervalle | L
m':'a"'m ¥g el telle que la fonction, qui, a tout nom- 3/ s VX + 3% — 10 =—-5
réel h, non nul et tel que X, + h soit dans |,
'(xﬁ+h}—!(xu} - 4|‘JKH|K‘—1!+|x+2| Xp =
X L____________“ucth_-,—h—ﬁ_" ait pour limite en 0 un 5/ x> sup (x + 3, 4x) X5 =1

nombre reel a.

Démontrer que [ admet un développement limité a
l'ordre 1 en x,.

38 Soil f de F vers B définie par :

A 1 ; w2+ x?
e W {— =
R Wy ot

1
etf(—1)=
(~1) 3

Veérifier que f est définie sur &.

Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0, puis
en — 1 (préciser éventuellement a droite et a
gauche).

39 Peut-on donner une valeur & f(1) pour que la
fonction f définie pour x différent de 1 par
f(x) = [ — 1] fx + 3:!

2x -2
soit continueen 1 7

40 Veérifier que la f_anctiun f définie par
x| Vx|

Yx e R"i(x) =

et f(0) = 0
est continue en 0.

41 Soitf:x~— (— 1) [x — E(x)]

1/ Montrer que f est périodique et préciser sa pério-
de. A guel intervalle | de borne inférieure 0 peut-on
réduire 'étude de f ?

2/ Montrer que f est continue en tout x n'apparte-
nant pas a Z. Etudier la continuité de f en tout entier
relatif,

3/ Donner I'expression de f{x) selon les valeurs de
x dans |,

Tracer la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé du plan.

42 Donner la valeur du nombre réel k de fagon que
la fonction f définie ci-dessous soit continue en 3.
Vx € ]+, 3] fix) =x + 4
Yx € ]38, = fix) = kx

La fonction f est-elle alors dérivable en 3 7

43 Etudier si chacune des fonctions suivantes
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7 Etude globale d’up,
fonctioy,

I. FONCTIONS DERIVABLES SUR UN INTERVALLE
Il. SENS DE VARIATION ET DERIVEE
lll. ETUDE DE FONCTIONS
IV. ETUDE DE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
V. PRIMITIVES D'UNE FONCTION

1 Fonctions dérivables sur un intervalle

1) Fonction dérivée

Question 1 | Soient a, b et ¢ trois nombres réels et f la fonction polynéme :
 f:R-R
\ X ax’ + bx + ¢,

Démontrer que f est dérivable en tout nombre réel x, et que le nombr¢
o deérivé de fen xg est 2 ax, + b.

Ainsi on peut définir une application de R vers R qui a tout x, de R associe 2 % * b,
qui est le nombre dérivé de f en x; ; cette fonction est notée f' (comme le nombre
dérivé de f en x, est noté f'(x;)) et on |‘uppe|[e la fonction dérivée de f sur R.

— =]

Deéfinition

Soient | un intervalle ouvert de R et f une fonction définie sur I. f est dérivable sur

Pintervalle ouvert [ si et sculement si elle est dérivable en tout point de 1. |

. . w - i t
I "application qui a tout nombre réel de I associe le nombre dérivé de f en €€ port ‘
est appelée fonction dérivée de fsur 1 et notée f. '

a B | 4_‘_///

{35 ]
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7/ Etude globale d'une fonction

R ,_||.EIIL"'- a

|/ On dira, par abus, qu'une fonction f est dérivable sur une réunion d'intervalles
ouverts si et seulement si f est dérivable sur chacun de ces intervalles ouverts. Sa

fonction dérivée sur cette réunion est alors déterminée par ses restrictions a chacun de
ces intervalles. Ainsi par exemple, la fonction f définie par :

[¥x € J&. 2] f(x) = 3x + 1
lvx € 2, =[ f(x) = x°
est dérivable sur |« 2 [U] 2, —[ et sa fonction dérivée est f’

b4 e 2 —¥

f'(x) 3 .5 -

2/ De méme une fonction f est continue sur un intervalle ouvert si et seulement si elle
est continue en tout point de cet intervalle.

De plus, on dit souvent qu'une fonction est continue sur un intervalle la._b[. (respecti-
vement Ja, b]) si et seulement si elle est continue sur Ja, b et a droite en a (respecti-
vement a gauche en b) ; et f est continue sur [a, b] si et seulement si elle est continue
sur |a, b[, a droite en a et 4 gauche en b,

Ainsi si f coincide sur Ja, b] avec une fonction continue sur un intervalle contenant
Ja, b] alors f est continue sur ]a, b]. (De méme pour un intervalle d’une autre forme).

Exercice 1 | Soit f la fonction de R vers R définie par :
V(X E ], = 1[ f(x) =2x"+3x — 1
Hlvxe[-1,1) f(x) =x* — 3
g Vx € ]1, 3 f(x)=2x -4
5 f(3) =2
5 Vx € ]3, - fx)=—x*+7
! Démontrer que f est dérivable sur chacun des intervalles ouverts
5 Je<, = 1[, |- 1, 1[, ]1, 3[ et ]3, —[ et donner la fonction dérivée de f
| sur chacun de ces intervalles.
E Démontrer que f est continue en — 1 et en 1.
| Etudier la dérivabilité de fen — 1, 1 et 3,

2) Functions dérivées « usuelles »

Le résultat trouvé a la question 1 permet d’affirmer que toute fonction polynéme de
degré ay plus égal & 2 est dérivable sur R,

La fonction dérivée de [x +> ax’ + bx + c] sur R est la fonction [x — 2 ax + b].

Cas particulier (vu au chapitre précédent) toute fonction affine est dérivable sur R, et
la fonction dérivée de [x — mx + p] est la fonction constante [x — m].

Dans le cas d’une fonction constante, sa fonction dérivée est la fonction constante
nulle,
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Question 2 | Démontrer que la fonction [x — \x], d'ensemble de définition [0, S
. _ ‘ ; j

est dérivable sur 0, —[ et que sa fonction deérivée est : [x —» —_
2ux)

Question 3

I . _
Démontrer que la fonction lx — | d'ensemble de définition R*, o

dérivable sur |«, 0] et sur |0, —[ et que sa fonction dérivée sur chacyy

|

de ces intervalles est | x — — ?]

P, N

Question 4 | Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels tels que ¢ soit non nul et f |,
fonction homographique :

d

d
[ et sur l-—- ) —r[ et que sa
G c

Montrer que f est dérivable sur ]i—, -

e e S e

dérivée sur chacun de ces intervalles est f :
ad — bc
(cx + d)*

'

e

Question 5 | Montrer que [x — x°] est une fonction dérivable sur R et de fonction
dérivée [x — 3 x°].

3) Opérations sur les fonctions dérivables sur un intervalle

Question 6 | Soient f et g dewx fonctions dérivables en x, et définies sur un intervalle!
. de & contenant x,,.

’ Pour tout nombre réel h non nul tel que x, + h soit dans I, calcule
{ (f+ gy + h) — (f +
( BV o T+ et et la limite de ce rapport quand h e

{ vers zéro.

- . ¢
Ainsi f + g est dérivable en x, et de nombre dérivé en x, : '(xg) + & (%0)- Pluslgé[l:k
ralement : sifet g sont dérivables sur intervalle ouvert 1 de R, alors f + g est dénvd
en tout x, de I donc f + g est dérivable sur I, et la fonction dérivée de f + g €5t

(f +g) x> 1'(x) + g'(xp)

Ainsi (f + g)' =1 + ¢ PR

| Théoreme 4o
% . : ; c
| Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I de R. L2 fon

[ somme f + g est dérivable sur I eton a :

I(f+g)’=f'+g' e

]
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Exercice 2 En u}ilisanl la dériVahiIi.{é de [x — x'] et d'upe fonction polynéme de
degré 2. donner la fonction dérivée sur R de f :

fex> X +2x°+3x— 4

Question 7 | Soient k un nombre réel et [ une fonction dérivable sur un intervalle I.
Monirer que, en tout x, de I, la fonction kf est dérivable et donner son
nombre dérivé en x,.

Ainsi kf est dérivable sur I et sa fonction dérivée est :

(kf) x>k f'(x)

Théoréme
Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert de R et k un nombre réel.

La fonction kf, produit de la fonction f par le nombre réel k, est dérivable sur I et
ona:

(ki)' = kf’
Exercice 3 | Nontrer que la fonction [x — 3V x ] est dérivable sur J0, = et donner
. sa fonction dérivée.
Exercice 4 ) 3 . 4x .
Montrer que la fonction | x — — + 7x” + 2x + — est dérivable sur
x —

e

J«<=, 0[, ]0, 2[ et ]2, —[ et donner sa fonction dérivée sur ces intervalles.

Question 8 | Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, x, un nombre
réel de I et h un nombre réel non nul, tel que x, + h soit dans I.

Vérifier que l'on a :

(fe)(xo + h) — (fe)(x0) _
h

+h) — fix (Xo + h) — gl(xy)
fa 2 B ZJCD gy + ) + fixg) BT 8
En utilisant le fait que la fonction g est continue en x, car elle y est
dérivable, calculer la limite de ce rapport quand h tend vers 0.

L_e résultat de cette question étant vrai pour tout X, de I, on a I'égalité des fonctions
Ci-dessous

e e o g i e St

Théoreme

Soient f gy g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert 1 de k. La fonction
Produit fg est dérivable sur I, et ona :

(fg)' = f'g + fg’
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Question 9 ' Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R, Oy,
- la fonction produit f-f, et f* la fonction -f.

Déterminer la fonction dérivée de £ puis celle de f* sur 1.

Vu les résultats obtenus  la question 9, il semble que I'on ait : pour tout entier Nature|
non nul n. la fonction ", égale au produit f-f ........ f est dérivable sur [ et de fonctigy

Hote fl

n facteurs
dérivée (f*)' :
(f")' = nf*"f
Notons #(n) la phrase : f" est dérivable sur Ietona : (f') = n "' f'.
P(2) et P(3) sont vérifiées d'apres la question 9.
Considérons un entier naturel p non nul tel que P(p) soit vraie.

Puisque 7% = f7f, que {7 et f sont dérivables sur I, alors fP*! est dérivable sur I et on
F:

(F*y = (fPf)’

(fF)'f + 17

Or (ff) =pfH'

dou : (™) = pfP~' 'f + fPf'
= pP ' + Pf’
=(p+1Hfff

Ainsi P(p + 1) est vraie.

Par le principe du raisonnement par récurrence (voir chapitre 4) on peut affirmer que,
pour tout entier naturel m € N — {0, 1}, 2(n) est vraie. '

Ainsi on a le résultat suivant :

Théoreme

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R et n un entier naturel
strictement supérieur a 1.

La fonction {", définie sur I par :
vxel  f(x)=[fx)]
est dérivable sur I eton a :
() =nff
[l e e e

Exercice 5 < Déterminer la fonction dérivée sur R de la fonction f définie par :
| VXER  f(x)=(x+ 1)

4
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Question 10 | Soit n un entier naturel non nul,

(n note g, la fonction définie par :

(e L 2 i
| Montrer que g, est dérivable sur R et que sa dérivée est la fonction g,’
| définie par
g, rxm>nx"!

De cette question et des théorémes sur la dérivabilité de la somme de deux fonctions
¢t du produit d'une fonction par un nombre réel, on déduit le résultat suivant :

Théoréme

Toute fonction polyndme est dérivable sur R.

Remarque :

Puisque toute fonction dérivable en un point est continue en ce point, on a : toute
fonction polynéme est continue sur R.

Etudier la dérivabilité sur R des fonctions suivantes et donner leur
fonction dérivée,

1/ x> 3x* — 4>+ 8x — 7
2/ x> (2x + 1) = 9x* + 5% + 7x
3/ f définie par :

Vx €], 1] f(x)=8x"—3x+1
VxE|l,—[ f(x)=5x"-2x+3

Exercice 6

%
5
;
}
?
.5
E
/

Question 11 | Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I qui ne s'annule
pas sur 1, c’est-a-dire telle que :

YVxel f(x)#0
et x, un nombre réel de I

1
Pourquoi la fonction ;_ est-elle définie sur 1 ?

Vérifier que, pour tout nombre réel non nul h tel que x, + h soit dans I,
ona:

/ !
A L e R . IO

h B h flxg + h) flx))

1
En déduire, en utilisant la continuité de f en x,, que — est dérivable en x,

f

e i e e P P P i s

et donner son nombre dérivé en x,.
217
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Le calcul de cette question €t

Théoréme

Soit f une fonction dérivabl

Si f ne s'annule pas sur I alors s

'j'__‘_"’
£ f

(‘1

Exercice 7

e sur un intervalle ouvert [ de R.

———

ant possible pour tout Xq de I, on a le résultat ci'de“ws

a fonction inverse ; est dérivable surIetona -

]

Démontrer que pour tout entier relatif n strictement inférieur & - 1 |

dérivée est [x = n x""'].

! fonction [x = x"] est dérivable sur ]« 0 [U] 0, —[ et que sa fonctioy

En déduire que ce résultat est vrai pour tout n €lément de Z - {0,1}.

Question 12 | Soient f et g deux fonctions dérivables sur U'intervalle ouvert 1, telles que

| g nes'annule pas sur I,

1
) produit de f et de -, montrer que
{ 8

! dérivée.

! Enécrivant que la fonction quotient -, qui est définie sur 1, s'écrit comme
' 8

}_r est dérivable sur I et donner sa fonction

g

Théoreme

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I de R.

Exercice 8

on

= fg_’
g.?

- Si g ne s’annule pas sur 1 alors la fonction quotient ! est dérivable sur I, etona’

______'__,_./

P e S P N

e S
X+ 3x — 4

R T R b
E . X 6x-—5
j 3!1’:)(-—}_5_‘;:‘_
¢ % —32
)
fi‘lﬁf:x-——r——8~ _Bx -1
{ X —3 4x

?étcfmlncf sur quels intervalles la fonction f est dérivable et
onction dérivée, pour chacune des fonctions f suivantes :
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Du theoreme precedent, du fait que toute fonction rationnelle est le quotient de deux
fonctions polynomes, et du fait que toute fonction polynédme est dérivable sur R. on

llg‘illl!] :

Theoreme

loute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle ouvert de son ensemble
{e définition.

Remarque :

Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son ensemble
de définition.

Exercice 9 Déterminer, pour chacune des fonctions f suivantes, la fonction dérivée
1" de f en précisant I'ensemble de définition de f’.
B TR T w 5
; 5x2 4+ 4x — 9 _ X" — 3x
-J S T S s ———
{ T 2x" + x — 12
( 2 f:x2 55—
5 =%+ 1
Question 13 | 1/ Soientt, la fonction [x — 3x + 2], fla fonction [x — x°] et g la fonction

i fot,.
1 Déterminer la fonction dérivée de g sur R.
E 2/ Soient a et b deux nombres réels et t la fonction affine :
i t:x—ax+b
Déterminer la fonction dérivé de fot sur R et vérifier que pour tout nom-
{ breréelxona:
i

(fot)'(x) = af(ax + b)

Question 14 | Soient a et b deux nombres réels avec a non nul et I un intervalle ouvert
( de I.

§ Montrer que I'ensemble des nombres réels x tels que ax + b appartienne
a 1 est un intervalle ouvert I de R.

On admet Ia généralisation de la question 13 sous la forme du résultat suivant.

Théﬂréme

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R, a et b, deux nombres
réels, avec a non nul, J lintervalle ouvert, ensemble des nombres réels x tels que

4X + b appartienne a I, et g la fonction définie sur I par :
VxeJ g(x) = f(ax + b)
La fonction g est dérivable sur Jetona :

™€) g =atax+b)
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Exercice 10 |

Question 15

Déterminer les intervalles de dérivabilité et la fonction dérivee i
intervalles. des fonctions suivantes : s
I/ x> x3x+ ]

v2x — 3

2 x> = = 3
3 x—= x4 1

4 x> (2x — 3)"

Soient g et f les fonctions définies par :

g rx > N3x —_?eff.'x'-*.ix -7

Donner 'ensemble de définition de g et Uintervalle I sur lequel elle o5
dérivable.

f

Vérifier que la fonction g a pour fonction dérivée sur I : EE‘

Plus généralement on admet le résultat suivant :

Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R.
Si f est positive et non nulle sur I alors la fonction vf est dérivable sur Ietona:

(Vi)' {
) = —
' A% §

Exercice 11 ¢
b

Exercice 12 |

Exercice 13

# . s ; i 1 f
Démontrer que la fonction [x — vx + 1] est dérivable sur R et précse
sa fonction dérivée.

Déterminer sur quels intervalles ouverts la fonction _
[x = x" + x — 12] est dérivable et préciser sa fonction dériveée-

‘. . . 'lan[
Etudier la dérivabilité, et donner la fonction dérivée, de 1a 07

définie par :
V" + 2% + 3
f:x—
X3 ¢
d
. ; ble 9

sur chacun des intervalles ouverts intervenant dans I'ensem
finition de f.
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-...-F._Fr.-'_._'_ [ .
Tableaux récapitulatifs
fonction fonction dérivée sur
.
xr——?{:lll[lER) :I(_h-—‘#n [R
|x*—-‘ X x—1 IR
X = S'1 X—2x R
x> ax° +bx +¢ x—=2ax + b R
(a.b.c) € R’
x—=x" neN* x+—nx! R
1 1
X X ,0[u]o0,
; = = 0[U] 0,
1
X+ VX X — 10, =
2VX
(x=x" n€Z-{-1} x—nx""! Je<,0[U]0,—]

Si {" est la fonction dérivée de fsur I, et g’ la fonction dérivée de g sur I alorson a :

fonction fonction dérivée
kf (k € R) kf
f+g A
f-g f'g + fg'
% =t :T; (si f ne s’annule pas sur 1)
of zf—\:? ; (si f est strictement positive sur I)
f (n € N*) nf"" &
f f'g — 13 (si g ne s’annule pas sur I)
lg(ax +b) ((a,b) € RY) af’ (ax + b) (surJ={xER,ax +be1})

?___E_S_ggs de variation et fonction dérivée

1) Lien entre le signe du taux de variation et le sens de variation d’une
fonction sur un intervalle
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R,
On sait que :
* f est strictement croissante sur 1 si et seulement si :
Yuel wyel u>v(u)>1f(v)

22
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* f est strictement décroissante sur [ si et seulement si:
YueEl Vv E | a>v = fu) < f(v)
D autre part le taux de variation de { entre deux nombres réels distincts u et de]t&.:
le rapport 7 défim par :

f(u) f(v)

m—Y

Amst on a les résultats suivants ;

* { st strictement croissante sur 1 si et seulement si, pour tout couple (u,v) de nombye
réels distinets de I. les nombres réels (u — v) et (f(u) — f(v)) sont de méme signe.
Cest-a-dire f est strictement croissante sur I si et seulement si, pour tout couple {U_UJ
de nombres réels distinets de I, le taux de variation de f entre u et v est strictemer
positif. .

* { est strictement décroissante sur I si et seulement si, pour tout couple (u, v) ge
nombres réels distincts de 1. le taux de variation de f entre u et v est strictement négatif,

* f est constante sur I si et seulement si, pour tout couple (u, v) de nombres réel
distincts de 1. le taux de variation de f entre u et v est nul.

Exercice 14 | Montrer que la fonction carrée [x — x°] est, sur chacun des intervalles
. R_ et Ry, strictement monotone c’est-a-dire, soit strictement crois

{ sante, soit strictement décroissante.

Xx+3

Exercice 15 ) Montrer que la fonction homographique [x - ] est strictement

; décroissante sur chacun des intervalles J«, 1[ et ]1, —[.

Soient I un intervalle de K, f une fonction définie sur I et teilt; que
I'image f(I) de I soit un intervalle J de R, et g une fonction défine sur
J.

Montrer que si f est croissante sur I et g est croissante sur J alors
est croissante sur [.

Exercice 16

gl

. Que peut-on dire du sens de variation de gof sur I.
; ® lorsque f est décroissante sur | et g est décroissante surJ 7
f

® lorsque f est croissante sur I et g est décroissante sur J ?

2) Lien entre le signe de la fonction dérivée et le sens de variation d'uné

fonction sur un intervalle

. 3 . jvee
On a vu que la fonction carrée [x — x°| est dérivable sur R et que sa fonction dén o

est [x — 2x]. cette derniere est donc négative sur J«=, 0] et positive sur 10, Hs'tric‘
d'aprés exercice 12 la fonction carrée est strictement décroissante sur < tio
tement croissante sur J0,—|. Il semble donc y avoir un lien entre le signe de 13 0 " de
dérivée d'une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et le sens de variati©
cette fonction sur 1.
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(¢ lien apparait de fagon plus évidente encore pour une fonction affine

If:x—>ax + b| car alors la fonction dérivée f' est une fonction constante : [x = a] qui
3 rout ¢lement de R associe le taux de variation de f entre deux nombres réels distincts
quelconques.

Question 16 . Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et croissante sur
I, et x, un élément de I.

Appliquer le résultat vu au chapitre 6 : si une fonction positive admet

pour limite en 0 le nombre réel |, alors | est positif ou nul, pour prouver
que [ (xy) est positif ou nul.

Ainsi en utilisant ce résultat en tout x,de Ion a :

Si une fonction f est dérivable et croissante sur I alors sa fonction dérivée f' est positive
sur [.

Question 17 | Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R. Montrer, en

utilisant la fonction (— f) et le résultat précédent, que si f est décroissante
sur I alors sa fonction dérivée f' est négative sur 1.

Remarque :

On notera que. par exemple, la fonction [x — x°] est strictement croissante sur
|=1:2[ bien que sa fonction dérivée s’annule en zéro.

Le cas des fonctions constantes ayant été étudié précédemment, on a aussi montré les
résultats suivants :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 1.

Sifest constante sur I alors sa fonction dérivée est nulle sur I.
Sifest croissante sur [ alors sa fonction dérivée est positive sur 1.
Sifest décroissante sur I alors sa fonction dérivée est négative sur I.

On admet les réciproques de ces implications et I'on retiendra le résultat suivant :

Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R.
" fest constante sur I si et seulement si sa fonction dérivée est nulle sur 1.
" fest croissante sur [ si et seulement si sa fonction dérivée est positive sur 1.

* fest décroissante sur I si et seulement si sa fonction dérivée est négative sur 1.

Remargyes

1/"En fait si Ia fonction f est dérivable sur Iintervalle ouvert I et telle que sa fonction
€rivée, en s'annulant éventuellement en un nombre fini de points de I, garde sur I un
S18Ne constant, alors f est strictement monotone sur 1.

Ainsi, par exemple, la fonction f définie par :
5 4 .3

Vxe R f(x):x X X

___._.+—
y 23 373
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est dérivable sur R et sa fonction dérivée est la fonction f' telle que :

VxER f'(x)=x'-2x"+%
c'est-a-dire
YxeR fx)=x(x-1)

—

Cette fonction f' est strictement positive en tout point de R distinct de O et 1, oy ell

s'annule. La fonction f est donc strictement croissante sur R.

2/ Silest un intervalle fermé ou semi-fermé I'hypothése de dérivabilité aux bornes g
I (4 gauche ou A droite) n'est pas nécessaire pour avoir le sens de variation de f syr|,
seule la continuité de f en ces bornes (a gauche ou a droite) est nécessaire ainsi que le

montre les deux exercices 15 et 16.

3/ Le théoréme ne s’applique pas lorsque I n’est pas un intervalle ainsi qu’on le constz

tera dans I'exercice 17.

Exercice 17 § Soitf:[1,2]—= R
x— E(x)

plan.

E-
!
; Tracer la représentation graphique de f dans un repére orthonormé du
{
)
{

Montrer que f est dérivable sur ]1, 2[ et de fonction dérivée nulle S

cet intervalle.

)
| Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 1 et en 2.
¢
{
f

Est-ce que f est constante sur [1, 2[ ? sur [1, 2] ?

Exercice 18 | Soitf : 3,—=[—= R,

XK= vx — 3

positive sur cet intervalle.
La fonction f est-elle dérivable en 3 ?

Quel est le sens de variation de f sur (3~ 2

e e

Soitf :R— R
X=X — E(x)

Exercice 19

G i ol
Montrer que f est dérivable sur ]3.—[ et de fonction dérivée strictemé

Tracer la représentation graphique de f dans un repére du Pfa.'“;a i
Montrer que, pour tout entier relatif n, f est dérivable sur I

Jn,n+ 1[.

(¥

a Z, et de nombre dérivé en ce point strictement positif.

La fonction f est-elle strictement croissante sur R ?

b

{

{

{

)

E

! 2 nan
i En déduire que f est dérivable en tout nombre réel n’apPﬂfw
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Pour €tudier le sens de variation d’une
ane partie D de R qui est réunion d’intervalles ouverts il suffit
o D en intervalles ot la fonction dérivée de f garde un signe

fonction f dérivable sur
- de réaliser une partition
un constant,

On présentera les Fésultats dans un tableau, appelé tableau de variation de la fonction
 oir figureront le signe de f'(x) pour tout nombre réel x de D et le sens de variation de
f, |
Ainsi par exemple, étudions le sens de variation de la fonction f définie par : i
(vxel= 1l f(x)=x 1
X .

ve[li—] Hx)=——F i
?V:\ (1,—=]  f(x) < — 2 |
Il résulte des théorémes généraux sur les fonctions dérivables que f est dérivable sur F
chacun des trois intervalles ouverts <, 1], ]1, 2[ et ]2, —[ car elle y coincide avec soit '

X

une fonction polynéme (x ~ x°) soit une fonction rationnelle {x — x_—_z) qui y est
définie.
Etona:

VxE€ e 1] f'(x)=2x

2
Y i . W A
x€Jl,2[U]2,—»[ f(® (x — 2)°

Puisque sur J«, 1[ f coincide avec la fonction [f:x— x’] la limite de f & gauche en 1
est fy(1) c’est-a-dire 1.

Puisque sur [1, 2[ f coincide avec la fonction [fz = ] la fonction f est continue

ddroiteen leton a :
i(1) = £,(1)
|

et lim f(x) = — 1
=]
i>]

— 1), donc f n’est pas

; 1 (car 1 # :
tinue  gauche en 1 ( fonction est dérivable

Ainsi la foncti ‘est pas con : :
a fonction f n’est p ble en 1 (on sait que s1une

continue en 1, donc f n’est pas dériva

en x inue en Xp). ;
o alors elle est continue €n Xo) que f, est dérivable en 1, f est

1, 2] et :
fg sur [ I '(1}, cﬁest_h_d“’e -2

Par ¢co i incide avec
ntre Y oincide '
tre, puisque f ¢ dérivé a droite f

dérivable 4 droite en 1 et de nombre
-2

Carf," s x o —

(x — 2)"
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——— ___-h_ﬁ.‘-\

On obtient ainsi le tableau de variation de f ci-dessous :
x e (0 1 2 __1|
— e} - ]
f{x) — @ + = _\l

1 -1
f(x) N 7 N \\'

-2
(x -2y

en utilisant le signe de 2x sur ]« 1] et le fait que pour tout x différent de 2,

est négatif.

Dans ce tableau. la double barre signifie que la fonction considérée, f ou f', n'est pas
définie au point considéré ; on a fait apparaitre I'image de 0 par {, ainsi que celle de |
par f et les limites & gauche (1) et & droite (— 1) de f en 1, et aussi le nombre dérivé 3

droite (— 2)en 1.

Exercice 20 | Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions suivantes.

| 1/ x = ax + b ol a et b sont deux nombres réels donnés. (On distin-
guera lescasa > 0,a < 0,a=0).

2 =,
X

x+Db

a F
A v ol a, b, ¢ et d sont quatre nombres réels donnés avect

{ cx +
- non nul (on distinguera 3 cas).

Do x e X,

%
{
{
; 5/ x — ax’ + bx + c ol a, b et ¢ sont trois nombres réels donnés avee
¢ anon nul (on distinguera 2 cas).

Exercice 21 (= Dresser le tableau de variation des fonctions suivantes.

‘ 1/ x=3x* +4x*+ 5 4."xn—>|x2+x—5|+lx+2] 0
¢ 2 x> [x—1] =[x+ 3] 5/ x> |x2 = x = 12| — [ — 3~ ]
E3f1'—*x3—53+6| gx._,-f'}'_}
) |x + 1]

Exercice 22 | Soitf . R— R

n"‘
: X 2%+ 3%~ §

:: Etudier les variations de f.

. En déduire les variations des fonctions g et h définies par
§ VxER g(x)=f(2x+ 1)

§ et

{

{

VxER h(x) = f(-3x + 4)
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ﬁuﬁé de fonctions

——*""LL. hut de ce paragraphe est de faire ressortir, au travers de quelques exemples de
fonctions, une méthode générale d’étude d'une fonction numérique de la variable
réelle. et de préciser, dans chaque sous-paragraphe, une notion ou une propriété de
ces fonctions ou de leurs courbes représentatives, et enfin d'exploiter les divers résul-
1ats obtenus au cours de ces €tudes pour résoudre quelques systémes de contraintes.

) Notion d’extremum - Etude de [x — x°* — 3x% + 4]

Question 18 ; Soit f : x> P =32+ 4
Pourquoi f est-elle dérivable sur R ?

i,

Déterminer sa fonction dérivée et étudier son signe selon les valeurs de
! la variable.

R

Ainsi on obtient le tableau de variation de la fonction f :

X — 0 2 —

(x) + © _ © 3
f(x) ’ @ \ © ’

Pour obtenir un meilleur tracé de la courbe représentative, précisons quelques points
grace au tableau de valeurs suivant :

SN e S N SO NS SO N
w | -1 | o | 2 1 a4 |

Tracons également les tangentes a la courbe aux points d’abscisse respectives — 1, O et
2 sachant que

fl-1)=9  f@O)=0 e f(@2)=0

En fait souvent on trace un segment
de chaque tangente et on dessine, 2
chaque extrémité de ce segment une
fleche pour signifier graphiquement
que cette droite est tangente au point
marqué de la courbe.

L’étude du comportement de f au voi-
sinage de 0 fait apparaitre I'existence
d'un intervalle de centre 0, de la forme
|- o, af avec o € R, tel que :

Vx € |- a, «f f(x) = £(0)

i

: :n"'\:
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Il suffit en effet de choisir « inférieur ou égal a 3. \

On dit que la fonction f posséde un maximum relatif (ou local) en 0, de valeyy 4
(car 4 = £(0)). '

Question 19 | Montrer qu'il existe un t'nter:vaﬂe de centre 2, de la forme
L J2 =B, 2+ B, avec B E Ry tel que :

S vxe2-Bg2+80  fix) =f2)

On dit que la fonction f posséde un minimum relatif (ou local) en 2, de valeur ()
(car 0 = £(2)).

Plus généralement, on a vu en classe de seconde la notion de maximum et de m;

_ Nimyp,
d’une fonction sur une partie de son ensemble de définition :

Soit f une fonction de R vers R

A une partie de I'ensemble de définition de f
M et m deux nombres réels.

M est le maximum de f sur A si et seulement si M = max f(A) ; et ce maximum est
atteinten asi a € A et f(a) = M.

m est le minimum de f sur A si et seulement si m = min f(A) ; et ce minimum est
atteinten Bsi € A et f(B) = m.

On dira que f admet un maximum relatif (respectivement minimum relatif) en x;siel

seulement si il existe un intervalle I de centre Xq tel que f(x;) soit le maximum (respec-

tivement le minimum) de f sur 'intersection de I'intervalle I et de I’ensemble de défi
nition de f.

Ainsi on pose :

——— = ___-_-_-_____.-I"
Définition

Soient f une fonction de R vers R et x

Df o un élément de son ensemble de définitio?

On dit que f posséde un minimum relatif en Xy (respectivement un maximum relatif
en xy) si et seulement si il existe un intervalle | de centre x, tel que :

v el bt f(x) = f(x,)
(respectivement :
VxelnDf f(x) = f(xg))

On dit que f posséde un extremum relatif en X, si et seulement si f posséde sol e
maximum soit un minimum relatif en ce point x,. La valeur de cet extremum®

| f(xg). - I _///
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pxercice 23 Donner le tableau de variation et tracer la courbe représentative de
chacune des fonctions suivantes, puis trouver les points éventuels en
lesquels chacune d'entre elles posséde un extremum relatif, en préci-

sant s'1l s’agit d’un maximum ou d’un minimum et en calculant la valeur
de cet extremum.

1/ f:[-2,3]>R 5/ f5:[-2,3] =R
? X = |x] x—x* — 2%
¢ 2 5:[-1,2]-R 6/ fs:R—R -
: x — E(x) vx?
0 3 fy:[-2,1]>R {VJ"ER*{&(K):?“"_
'i - £, (0) =1 *
ﬂ 4 f,:[-3,2]=R 7 f:R->R
E x> x+ 2] + [k + 1] fyg e Je, 1[£5(x) = — x + 3
.g Vx € 1, —[ f(x) = 2x
; f;(1) = 2

Il ressort des exemples étudiés dans I'exercice précédent qu’une fonction peut posséder
un extremum relatif en un point sans étre dérivable ni méme continue en ce point, par
contre il est évidemment nécessaire qu’elle y soit définie !

L'étude de la fonction [x — x* — 3x* + 4] montre que f posséde deux extremums : en
0 et en 2, et que la fonction dérivée de f s’annule justement en ces points.

Question 20 | Vérifier que pour la fonction fs de I'exercice 21, sa fonction dérivée s’an-
nule en tout point on fs posséde un extremum.
Plus généralement on admet le résultat :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert de centre x;. Si f posséde un
extremum relatif en x, alors sa fonction dérivée s’annule en ce point X;.

De ce fait si f est une fonction dérivable sur I'intervalle ouvert I alors les nombres réels
de I ol f posséde éventuellement un extremum relatif sont a chercher dans I'ensemble

des solutions de I’équation :
x =] ! f'(x) =0

On notera par contre, par exemple pour la fonction :f;_dt? I'exercice 21, qu'une fonction
peut étre dérivable sur un intervalle I, de nombre dérivé nul en un point de 1 sans pour

autant posséder un extremum relatif en ce point (pour fy il s'agit de 0 dans |— 2, 1).

3 2
Question 21 Xt = 20x° + 70x° + 120x

tion dérivée [ de f.
( ceux en lesquels f posséde un extremum ?

Soit [ : x> 4x’ — 15
Trouver les zéros de la fonc

Parmi ces zéros def' quels son
(Utiliser le tableau de variation de f).

{
{
{
!
{
L
{
{
¢
uestion ‘ ne fonction deri _
e i?f Tc:t'fqie t'.*.‘;F fonction dérivée de fs ‘annule en xq et y change de signe-
wx tableaux de variations possibles de f dans

de
Montrer, en dressant les dt
un intervalle de centre Xo inclus dans I, que f posséde un extremum en

Xo 229

vable sur un intervalle ouvert I et Xo un point
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N

On retiendra le résultat suvant qui regroupe celui vu apres la question 29 et ':Ell‘lid
¢

la question 21

Theéoréme ' '
Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [ et x, un élément del

La fonction { posséde un extremum en X S1 €t seulement si la fonction dériyge def
s‘annule en x, en vy changeant de signe. '

____-_-“--;
2 2
Exercice 24 ( Soitf:x = [x* —3x + 2 + |8 — 2x I
|/ Donner selon les valeurs de x, I'expression de f(x) sans le symboe
valeur absolue. Etudier la continuité de f sur R.
2/ Dans quels intervalles ouverts f est-elle dérivable ?
! Etudier la dérivabilité de f aux bornes de ces intervalles.

3/ Dresser le tableau de variation de f et préciser les extremums.

4/ Aprés avoir dressé un tableau de valeurs de f, tracer la courbe re.

présentative de f (on précisera les demi-tangentes au point d’absciss
-2, 1let2),

i

Exercice 25§ Soit f :x = [x* — x = 12| = [x* = 3x — 10|

1/ Dresser le tableau donnant I'expression de f(x), selon les valeurs de
X, sans le symbole valeur absolue.

P I e

2/ Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R.
3/ Dresser le tableau de variation de f.

4/ Tracer la courbe représentative de f en précisant les tangentes 0u e

demi-tangentes aux points dont les abscisses sont les bornes des infer
valles trouvés i la premiére question.

T W ikl

3
2) Discussion graphique - Etude de

X —

—2x* + 3 |x| + 1

. , du
On se propose de discuter graphiquement, selon les valeurs du nombre réel ™
nombre de solutions de I'équation d'inconnue réelle x -

x{
(E,.) :x €ER : |11—HXI+3

X+ 1=m

Le plan est rapporté au repere orthonormé (O, T, T].
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— !

Dl _ , |

uestion 23 | Etudier et représenter graphiquement la fonction f : '
{ : o]
i f . U;E - DQE ?\E

i 3 3
_1'5—}'3—21'2+3.r+i :

e T

Vérifier que la fonction g définie par :
3
VxeR gx)=

2+ 3 x| + 1 |

est paire et coincide avec f sur R, . £
En déduire le tableau de variation de g. !

Ainsi la courbe représentative (C) de g est la réunion de la courbe représentative de
la restriction de f & Ry et de I'image de cette courbe par la symétrie orthogonale d’axe

|
{
3

D(O. -j‘}. Dot le tracé ci-dessous de (C) :

i LT

weu)

T

i

SESYREERETECE SREEE TN

Pour tout nombre réel m on considére la droite (D,,) d'équation : y = m
231
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S P
=¥ 2:{3 +-3 13':! + L. résﬂ“dl‘e

x'|-
Puisque une équation de la courbe (C) de gesty = ‘ 3
I'équation (E,,) :
I‘.‘.I

(E):xe R =il ~ 4+ 3+l =m
231

=

[=

c'est trouver les abscisses des points d'intersection de (C) et de (D).

Doii la discussion suivante ot S, désigne I'ensemble des solutions de (E,) :

Sim< 1 alors card §,,, = 0 S =12
Sim=1 alors card §, = 3 : ;= {—3.0.3)
7
Sil<m<_ alorscdrd§,, =6
B
Sim= i alors card S, = 4 :S':= (-4 - L 1.4
£
7
St 5= alorscard S, = 2

-+

Exercice 26 ; Soitf :R— R
x—=xi—x+1
Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du
E plan.
(
'é

Discuter graphiquement, selon les valeurs du nombre réel k. du nom-
bre de solutions de I'équation (E,) :

(Ey) :x€R : flx)y=x+k

Exercice 27 { 1/ Tracer la courbe représentative (C) de la fonction f définie par

2

Vx € R f(x;=’g+§—1

dans un repére orthonormé du plan.

2/ A tout nombre réel m on associe I'ensemble des points du plan dont
les coordonnées x et vy vérifient :

(

L

(m+3)x+2(m+1)y=2

Vérifier que, pour tout nombre réel m cet ensemble est une droite (Dy

et quil existe un unique point A qui appartient a toutes les droités
(D). que I'on précisera.

s

3/ Constater graphiquement qu'il existe exactement deux droites Pi;;
sant par A et tangentes a (C) et trouver graphiquement les points

contact de ces droites avec (C), 1']
Apres avoir examiné le cas de la droite (D,,) paralléle & D(O. ! t
déterminer pour quelles valeurs du nombre réel m. la droite (Do)
tangente a (C) et caleuler les coordonnées des deux points de contd®™

: : ints
4/ Etudier selon les valeurs du nombre réel m le nombre de P?
d’intersection de la droite (D) et de la courbe (C).



3) Extension de la notion de limite ;: Etude de

_ 3x
Sointtx—
Question 24

7! Etude globale d'une fonction

X >

31—4\
xX—2
— 4

-

Déterminer 'ensemble de définition de f.

A l'aide d'une calculatrice, compléter le tableau suivant :
x | L8[ 19 192|194(1,96)1,98|202(2,04(2,06)|208| 21 |22

arrondi
d'ordre

0 de f(x)

Il semble d’apres ce tableau qu’il n’existe pas de nombre réel qui soit la limite de f en
2, par contre on constate que pour x proche de 2, la valeur absolue de f(x) est un
nombre trés grand.

Question 25 ¢

1
1/ Soitg : x— -
X

Donner 'ensemble de définition de g. Pourquoi g est-elle impaire ?
Compléter le tableau suivant :

X 0,01 | 0,005 | 0,001 | 0,0005 | 0,0001 |0,000050,00001

gx)

2/ Pour tout h dans un ensemble convenablement choisi, écrire f(2 + h)
en fonction de g(h).

i i . |
3/ Donner les ensembles de définition respectifs des fonctions ;" et _ in-
4
verses respectives des fonctions f et g, et montrer que :
1 o
lim-=0etlim-=0
2 0 8

Ainsi pour les fonctions f et g, leurs fonctions inverses ont pour limite 0 respectivement
en 2 eten 0 ; et lorsque x est proche de 2 (respectivement de 0), la valeur absolue de
f(x) (respectivement de g(x)) est un nombre trés grand.

On dit que lorsque x tend vers 2, [f(x)| tend vers plus P'infini et on note
lim |f(x)| = + o ou lim |f| = + = ol le symbole « + @ » est lu « plus I'infini ».
X—=2 2 i

De méme on dit que lorsque x tend vers 0, |g(x)| tend vers plus l'infini, et on note
lim [g(x)| = + o ou lim |g| = + .

233
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Plus généralement on a :

Délnition
" = 1

Soit f une fonction définie, ainsi que sa fonction Inverse it sur un ensemble g, l
forme Ja — r, a[U] a, a + r[ ol a est un nombre réel et run nombre réel Strictemep,
positif.

On dit que lorsque x tend vers a, valeur absolue de f(x) tend vers plus I'infinj, oy,
limite de |f| en a est plus infini et on note lim [f(x)] = + ® oulim |f] = 4 o g, |

a

—*a

: o 4 _
seulement si la fonction ¢ . pour limite 0 en a.

Dans le cas oii, pour tout x dans un ensemble E de la forme la=r,a[U]a,a+ f,

f(x) garde un signe constant on a : -

® la limite de f en a est plus P'infini, et on note lim f = + %, si et seulement s
a

lim |ff = + =et, VX EE f(x) = 0.

@

@ la limite de f en a est moins ’infini, et on note lim f = — oo, si et seulement si
da

lim |[f| = + xet, VxEE f(x) < 0.

=

Remargue :
Les symboles + % et — %, qu'on lit plus I'infini et moins I'infini ne sont pas des
nombres réels ; ils s’écrivent dans les phrases lim f = + o et lim f = — o pour signifier

i a
que lorsque x est proche de a, f(x) est un nombre trés grand (ou un nombre négatif el
de valeur absolue trés grande).

Exercice 28 | Déterminer la limite de la fonction f en a dans chacun des cas suivants -

{ 1 f:[-1,2]>R a=0
; L1

! 2

!

* ~ 1

! .

{2 fixm—— g2
, x = 2| =

Souvent, sachant que [f| a pour limite + « en a, pour préciser si f a pour lin}its "
ou — o, il est nécessaire de chercher une limite 2 gauche et une limite 2 droite e;n .
c’est-ia-dire de rechercher la limite de la restriction de f 4 un intervalle de 13 fo
Ja — r,a[ et celle de la restriction de f & un intervalle de la forme Ja, a + -
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— cemple la fonction [ : =4 —_—
Ainsi par exemple pour la fonction f : x — " on a vu 'Ilgn Ifl = + o De plus on
A
b e — e 4/3 2 4 o= ‘
e l T T
(x + ( -
- f(x) 1 H + J
donc lim f(x) = — et lim f(x) = + =
w1 x—2
%<2 x>l

1
De méme pour g : X+~ -, onalim |g| = + o, et plus précisément :
X 0

limg(x) = — o et lim g(x) = + o=,
== x—={)
<l x=0

Exercice 29 ; Etudier la limite en a de la fonction f dans chacun des cas suivants :

g Tt & =3 e
: x— 1) a=
5x* +3x - 6
.?.If:x-—r% a=3
o
2
X“—2x— 8§
3£  —— ==2
gl e :
2
X
4 frxm>— a=4
T x4y

Soient f une fonction et a un nombre réel tels que |f| ait pour limite + = en a. Le plan

& > =
Clant rapporté a un repére orthonormé (O, i, j), on note (Cy) la courbe de f dans ce
repere et (D) la droite d’équation x = a.

Soit x un élément de 'ensemble de dé-

finition de f, on note M le point de (Cy)

de coordonnées x et f(x). La distance

du point M i la droite (D) est

x — a| or lim |x — a| = 0, ainsi quand
h—a

x s'approche de a le point M « s’ap-

- - proche de la droite (D) ». On dit que

~ i la droite (D) est asymptote a la courbe
— i { (Cy).
ol o X
T i (R (D)
' x-2 nes
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Ainsi lim [fl = + = se traduira pour la courbe représentative (Cy) de fpar : | drojy
] i

d'équation x = a est asymptote a (Cy).
On a vu (chapitre 6, question 23) que la courbe représentative de la fonction

= g ;
[f:x = x + 1] admet au point A’ ( 0 ) une demi-tangente [A'y) « verticale » O

f(3 +h) —f(3) . o
on constate que le rapport Cheal.) ~, qui est ¢gale a

I , @ pour limite 4 ®
1

==

droite en (.

Plus généralement : soit f une fonction continue en X, et telle Que

|hx = 3] : ’
lim how 1) =@ = + oo, La fonction f n’est pas dérivable en x, mais la Courhe

h—=0 h !
représentative de f admet une tangente « verticale » ¢’est-a-dire parallele a Paxe de

ordonnées au point d’abscisse Xy, B

Ainsi par exemple la fonction [x = — “\x — 1 + 2], dont la courbe est tracée au déby
du paragraphe 111 du chapitre 6, n’est pas dérivable en 1 mais sa courbe admet upe
tangente « verticale » au point de coordonnées 1 et 2.

De méme pour la notion de demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées en cons;.
dérant la limite a droite (ou a gauche) du rapport.

3x -4
Question 26 | On considére 4 nouveau la fonction f : x — 2 5
x —
Compléter le tableau suivant grdce a une calculatrice :
x 10 | 10° | 10° |5.10°| 10* |5.10*| 10° | 5.10° | 1¢f

d'ordre 2 de
flx)

On constate sur ce tableau que pour des valeurs trés grandes de x, f(x) est trés proche
de 3, on dira que : lorsque x tend vers plus I'infini f(x) tend vers 3 et on notera

lim f(x) = 3, ouencore lim f = 3 qu'on lit : la limite en plus I"infini de f est 3.
Kb 4=

{
£
!
r
g arrondi
}
!
{
g

De méme, en prenant pour x des valeurs négatives mais trés grandes en valeur absolu®
on constate que f(x) est trés proche de 3, on dira que : lorsque x tend vers moins 'infi"
f(x) tend vers 3 et on notera lim f(x) = 3, ou encore lim f = 3 qu'on lit : la limite €0

X =1 S,

moins I'infini de f est 3.

4 p— 1
De méme pour la fonction lx = ~|, en prenant des valeurs de x trés grandes on
X

1 1 es
constate que — est tres proche de 0 ; on écrira lim - = 0. Et. comme en prcnaﬂtd
& x—+o X ’

p— 1 ’ ¢ 0f
valeurs de x négatives et de valeur absolue trés grande, le nombre - est trés proch
X

0, on écrira aussi lim - = 0.

x—r—0 A
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Ix — 4 ) g:RoR

i ypestion 27« Pour f 2 x = ——— on note g la fonction définie par : /
| U ' x—2 . f()

. . Donner l'ensemble de définition de g. '

Vérifier que l'on a ;

limg(x) =3 et limg(x) =3
— =
>0 <

Ainsi pour cet exemple on a :
2 ; 1 : : 1
im f(x)=hmf|{-] et lim f(x)=1limf|-
X == x=—=() X

y—t x—={
=0 x<0

Plus généralement on pose :

Definition

Soient 1 un nombre réel et f une fonction définie sur un intervalle de la forme
|la. —[ ou a est un nombre réel strictement positif, g la fonction définie par :

an={}

La fonction g est définie sur un intervalle de la forme |0, r[ oli r est un nombre réel
strictement positif.

On dit que f a pour limite | en plus Pinfini et on écrit lim f = |, ou que f(x) a pour
+ =

limite | quand x tend vers plus I'infini et on écrit lim f(x) = 1 si et seulement si la
=+

limite 4 droite en 0 de la fonction g est 1, c’est-a-dire si et seulement si

| lim f (1) = .
x==l} X

K=

De méme, on pose :
-

Définition

Soient | un nombre réel et f une fonction définie sur un intervalle de la forme
|, a| ou a est un nombre réel strictement négatif, g la fonction définie par :

g(x) = [‘(1) La fonction g est définie sur un intervalle de la forme }— r, O[ ol r est
X

un nombre réel strictement positif.
" On dit que f a pour limite | en moins Pinfini et on écrit lim f = 1, ou que f(x) a pour
- @

limite | quand x tend vers moins l'infini et on éerit lim f(x) = | si et seulement si

Kb =00

la limite a gauche en 0 de la fonction g est 1, c’est-a-dire si et seulement si

lim f(l) =1
A=) X

=
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Remarque :

Les symboles + = €

—— ilisés dans Pécriture des intervalles nop borng,

Soit b un nombre réel. on pote !
[b. + =[. 'intervalle [b. -],

£ APt i ol L ;.-], h
ensemble des nombres réels superneurs ou €¢gaux
|b. + o[, I'intervalle |b. 1. ‘

. ; s W : sab
ensemble des nombres réels strictement Superieurs &
|- . b]. I'intervalle |« bl. _ -
ensemble des nombres réels inférieurs ou €gaux
et |- =. b[. l'intervalle ], bl o -
ensemble des nombres réels strictement inférieurs a b.

Déterminer les limites en plus linfini et en moins 'infini, si elles exis.

Exercice 30 :
| tent. des fonctions suivantes.

| g i 2
: 2 x>\ ok + 3
\ ; {
2 x—»— 4 x> —
8x + 3 Vx> — 1

Soient f une fonction et | un nombre réel tels que f ait pour limite 1 en plus l'infini. Le

—
plan étant rapporté @ un repere orthonormé (O, i, j), on note (Cy) la courbe repré-

<entative de f et (D) la droite d’équation y = 1.

Soit x un élément de 'ensemble de dé-
finition de f. on note M le point de (C)

(Cp

de coordonnées x et f(x). ;

La distance du point M a la droite (D)  {®) 7 1

est f(x) —1.Orona: lim f(x)=1 4 |
x—+® j P ! P

o] 7 1!

fixe 3..’4_—4 =3
=2

Ainsi lim [f(x) — 1| = 0 (comme lorsque x tend vers un nombre réel). Le [3“:’““]"d

—t®
« s'approche d‘e la droite (D) » quand x tend vers plus I'infini. On dit que la droite (
est asymptote a la courbe (C) au voisinage de plus I’infini.

D)

Ainsi, lim f = | se traduira, pour la courbe représentative (C;) de f par : la droité

+
d'équation y = | est asymptote a (C;) au voisinage de plus I'infini.
De méme, lim f = I se traduira par : la droite d’équation y = | est asymptote 2 @*
voisinage de moins I'infini.
Ainsi par exemple la courbe d l =} (W .. 1aquatio”
e g s - X a trois asymptotes : la droité d'eqr

x = 2. la droite d’équation y = 3 au voisin ite &Y

S age de plus linfini e dro
voisinage de moins I'infini. ge de plus linfini et cette mém
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i Sans ce cas, puisque 1a méme droite (d’équation y = 3) est asymptote 4 la courbe au
Di -[.111"“ de plus I'infini et moins I'infini, on dit souvent que la courbe admet seulement
JOlalHa s . z ' 1 =
\1 n \ acymptotes :  l'une « verticale » : droite d’équation x = 2
el da)

gl i e S

I'autre « horizontale » : droite d’équation y =3 f

gxercice 31 Déterminer, si elles existent, les asymptotes horizontales et verticales '
h aux courbes représentatives, dans un repére orthonormé, des fonctions
| suivantes :
'. 3x + 2 3x +7
1/ x+— 4 x
5x — 4
5 x>+ 5x — 4 s |2x — 5|
R S
J 22— Tx + 6 x+3
1 3x + 4
{3 x> 6/ x —
¢ x—1 |x| +:1

Question 28 | Soient f, : x> X’ etfy : x — V.

Vérifier, en dressant un tableau de valeurs a I'aide de la calculatrice que,
pour des grandes valeurs de x, f(x) et f>(x) sont de trés grands nombres.
Vérifier que la limite a droite en 0 des fonctions g, et g,, définies par :

1 1
7 et g,(x) = —-}u, est (0.
A0 hl

Définition :
Soient f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja, + [ ol a est un
nombre réel strictement positif, et g la fonction définie sur cet intervalle par
1

g(x) = —.

'~
(?_ﬂ du‘ que lorsque x tend vers plus l'infini, valeur absolue de f(x) tend vers plus
Uinfini et onnote lim |f(x)| = + e, ou la limite de |f| en plus I'infini est plus Pinfini,

x>+

gi(x) =

g S S e e N

Plus généralément on pose :

. i . 1 ! !
€L on note lim |f| = + o« si et seulement si la fonction ~ a pour limite 0 en plus
* + *
I'infini,
Comme précédemment dans le cas oi, sur Ja, + %[ (ou b, + =[ avecb > a) f garde
Un signe constant :

* lalimite en plus l'infini de f est plus I'infini, et on note lim f = +  si et seulement

+ @™
SlEm fl = + wet, Vx € Ja, + ®[ f(x) >0
o
® la limite en plus Iinfini de f est moins l'infini et on note lim f = — = si et

+ =
Seulement si lim |f| = + « et, VX € |a, + | f(x) <0.

"—u-.____‘_____ +b:'
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De maniére analogue, définir :
limlfil=+cew , limf=+0o , limf=—oo
= -_— e - O

= X

Question 29

B e

i3 . i Lo -,
Exercice 32 | Déterminer les limites en plus I'infini et moins I'infini deg fﬂnnﬁ“m

b}
; suivantes :

y 1/ x> 3x~ 2

! 2 x> —2x+5

:ﬁ 3/ x> ax + b oi1 a et b sont deux nombres réels (on distinguery les cag
! a>0,a<0eta=0)

5 4/ x> x*

x 5/ x> x>

Les théorémes généraux, relatifs aux opérations sur les fonctions possédant en 0 py
limite un nombre réel, se généralisent selon les résultats présentés dans les tablegy,
ci-dessous que I'on admettra.

Il est bien entendu que si les fonctions f et g possédent les limites 1 et I (ot 1 et I sopt
des nombres réels) ou plus I'infini ou moins I'infini quand x tend vers le nombre ré|
Xy (ou vers X, a droite ou vers x, & gauche ou vers plus 'infini ou vers moins I'infini)
alors I'existence de la limite de la fonction f + g dans le premier tableau (fg dansle

f : g
et — dans le 3°) se pose quand x tend vers x; (ou vers x; & droite ou vers x, & gauche ou

vers plus I'infini ou vers moins I'infini respectivement).

si f a pour limite et si g a pour limite alors f + g a pour limite
I I 1+ 1
e —
1 + oo + @
e —]
I — oo — >
—
+ o
+ o0 o
— > — o — m__________,
——-—'_'--'_-.‘-’-
si [f| a pour limite etsi |g| a pour limite alors |fg] Tﬂ’fﬂ
t | o

(1 #0) + oo ti!_-_/
+ = + -l_'ji/
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.ultats sappliquent également au produit d'une fonction par un nombre rée] k
fil on effet de lui associer la fonction constante [x — k] et de considérer les

il suf s
\ \ieres lignes).
Eoittie, Sl

2 pren
« |fl a pour limite et si |g| a pour limite alors || a pour limite
e ——
[ r ]

l I (I" # 0) Y
e

1 0 i
| + o | + ‘

Question 30 | Dresser le tableau donnant la limite de I'inverse de la fonction quand on
connait la limite de celle-ci. ;

On aura noté que les 3 tableaux ci-dessus ne donnent pas de résultat dans chacun des

quatre cas suivants (on note a pour, soit X,, soit X, a droite, soit X, a gauche, soit + .
soit — o),

=Pt

Pour la somme : lorsque limf = + © etlimg = — =
a

Pour le produit : lorsque lim |f| = O et lim |g| = +
i a

; ; i i
Pour le quotient : lorsque lim |f| = 0 et lim [g| = 0 { A
a a
§
ou lorsque lim |f| = 4+ w0 etlim [g| = + = j
a a i
En effet dans chacun de ces quatre cas, on ne peut pas donner la limite cherchée, dans
le cas général, comme le montre I'exercice suivant.
EXEI‘C'ICESB 3 1/ Soientf : x—= X, g :X—=> —Xetg X —X + 3. ;
é Déterminer lim f, lim g,, f + g et lim (f+ g1, lim gy, £+ gy et * l
+ « + o L =
( lim (f +
i 4 m( g2) { F
s , |
é 2/ Soient f : x> x,h, :x—>0eth, E
{ Déterminer les limites en plus infini des fonctions f, hy, thy, hy, th,. >
{ .
{ 3/ Soient f:x+>x,j 1 x> 2xet jp 1 x> 3K
)
' : 5 ¥
; Déterminer les limites des fonctions £, )y, = )2, i i
; h J2 [
§ a) en 0 ‘[
) b) en + o I
!
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N

Dans chacun des quatre cas ot aucun théoréme ne permet de conclure quant 3}, lim;
de la somme. ou du produit. ou du quotient, on essayc de wouver la limite par y, au:tt
moven (souvent une autre écriture, par simplification ou factorisation). ®

Exercice 34 . Déterminer la limite en (), en + % eten — @ de :
Ix| ; X
N — et X = —
X ) |xi

uestion 31 | 1/ Soirf:x—=>x"—2x+3

Les théorémes généraux permettent-ils de trouver I'éventuelle limite g,
la fonction fen + = ?

En remarquant que l'on a :
VxER flx)=x(x—2)+3,

montrer que lim f = + «
+ o

. Déterminer la limite en — o de f.
| 2/ Soitg :x—>—xX 4+ X —x

Les théorémes généraux permettent-ils de trouver I'éventuelle limite de
la fonction g en + = ?

Peut-on conclure en remarquant que l'on a :

ViIER gx)=x(—x¥+x—-1)7?

En remarquant que l'on a :

VxeER glx) =—I3(J ~£+:I-z)
> SR -

montrer que lim g = — ®
+ o

Plus généralement, soit f une fonction polynéme de degré n (n € N*) définie par -
VxER f(x)=ax"+a,-x" '+ ... +ax+a,

ou ag, 4y, ..., a, sont des nombres réels avec a, non nul.
Pour tout nombre réel x non nul, on a ;
. dp—1 d;—a a dp.
f(x) = ax' (1 + = 4 “—._, + a4t —:r*l b — )
ax  agx a,x a x"
: do—1 . dp—2 . d
Or lim —*— =0, lim "5 =0,.., lim —— =0, lim =0
s anx —++® aI'Ix oo anx x— =+ af.lx
e Ap—)  d3—2 a
d'ou lim (1 Frm o e g, f— _“-'3_) =1
S agXx X a,X ﬂ“x"

Donc lim f = lim ax"

4+ @™  —— s

De méme lim f = lim ax"
- W —r—
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- 1 L2 ~ # . ___-—____-_-__—_-—-_—_
On o ainsit montré le résultat Suivant -

I'héoreme

Foute fonction polynéme a, en plus

Pinfini oy e ins I'infini
' 3 n moins I'inf
fonction mondme de plus haut degr nfini,

meéme limite que sa

Remargue

lim (3x* — 5x + 1) = 3 mais lim 3x% = 12

xX=+g —2

Ne pas oublier aussi qu'il n’est vraj que pour les fonctions polynémes.

Exercice 35 ‘5 Déterminer les limites en + et
P 1 x5 43 — 7

g Efx'—+10x7-6x"’+8x5—3x3~?x2+36
3 3 x> 8 + 5 [x + 2

Y x> 5lxP = 3x* + 2 |x — 4

— ¢ des fonctions suivantes

Question 32 ¢ 1/ Soitf: R— R

2° +x* - 1
X+ 2x—-2
Quel est I'ensemble de définition Dydef?

X

Les théorémes généraux permettent-ils de trouver I'éventuelle limite de f
en plus Uinfini ?

En remarquant que l'on a :
. 1 1
el R e

2.1'2—2_f’
V€D — (0}  flx) =- —

%
?
|
; x3(1+'-?-—'—2;)
{
|
|
|
5
|

X X-

montrer que lim f= + =
+ w

Déterminer la limite de f en moins Uinfini.

2/ Mémes questions pour les fonctions g et h définies par :
g:R—-R et h:R—>R
I+ 8 — 4 i 13x+f
SR T
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Plus généralement, soit f une foneti

tions polynémes ; il existe done deux entiers na
.. by, avec a, et b, non nuls tels que

8,1, +-0y Ay5 Ay, b s PR

n—1
B v :1,,\: + Ay X +_

P p—i
l‘}l.k . hp,lx + ...

. .
Pour tout nombre réel x non nul et n’annulant pa

+ diX + 4
& byx + by

a1 dg
ax" (1 ¥ —— —n)
a,x a,x
f(x) = —— ===
bxP (1 + 2+ _bi)
¥ b,x box”
p p
n=1I dg
Or lim (1 + L ST ~-;_) =
x—++ d X dgX
- b
et lim (1+l—)1’—‘+ +—”p)=
x— 42 bpx bpx
; a,x"
donc lim f = lim
+ = K= 20 bpx
. apX"
De méme lim f = lim
— ® X—b—10 bpx

On a ainsi montré le résultat :

on rationnelle, c’est-a-dire quotient de g,
turels, n et p et des nombres ¢ Iée

s le dénominateur, on a :

Théoréme

du dénominateur.

Remargque :

——

La limite d'une fonction rationnelle, en plus I'infini ou en moins I'infini, est égalei'
la limite du quotient des fonctions monomes de plus haut degré du 1'1umtﬁiratn:ul'iﬂ

_————--.-..--i

La encore ce théoréme ne peut pas s’utiliser pour la limite en un nombre réel, i pov

une fonction non rationnelle.

Déterminer les limites en + = et — » des fonctions

Exercir.eJﬁ“E
{ 7x% — 3% + 8x + 3
{ U x——
57 + 10x — 4
6x> — 5x + 2
‘F e ———
S .
2
-3
3 5 |x | + 5x
x + 1| + 4
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Enfin 0N admet le résultat suivant o, quand on note lim ceci symbolise la limite en un
a

Jombre réel X, ou a droite en X, ou a gauche en x,, ou la limite en + = ou — w et |

ost UMl onsemble respectivement de la forme Jxo — 1, Xp [U] %o, Xo + 1], ou [x,. Xo + 1,

ou Ix, — s o[ ou Jb, + =[ou - e, b[ :

Théoreme
soient f une fonction positive sur I et ayant une limite en a

e Silim f est un nombre réel | alors I est positif ou nul et lim Vf = 1]
a a

5 g =
e Silimf =+ o alors lim Vf = + =

4 a

Exercice 37 | Déterminer 'ensemble Df de définition de f, que I'on mettra sous forme
d’une réunion d’intervalles, et calculer les limites de f en chacune des
bornes de ces intervalles (on dit calculer les limites de f aux bornes de
{ Df), dans chacun des cas suivants :

5 = 8x + 7
[ fages 5K+ i Bampnemt
2x* + 3x ~ 12 v2x + 1
5x— 3
-1 : -
2 130> 4[3 T
3—x
S5x*—3x+ 1
3Jff 5{'—3"\' +K+1 ﬂf:XHT

. . 4
4) Notion d’asymptote oblique : Etude de {x X+ 3+ :_J

Soitf : R— R

4
X—=x+3+-
X

| Déterminer, sous forme de réunion d’intervalles, femembfe de défi-
X+ 3x + 4

Question 33

2/ Déterminer les limites de f aux bornes de Dy,
3/ Pourquoi f est-elle dérivable en tout point de Dy ?
Donner sa fonction dérivée [ et le signe de f"(x) selon les valeurs de x.

Ainsi on obtient le tableau de variation suivant olt, comme on le fera désormais, on a
NOLE les limites calculées, aux bornes des intervalles de Dy, c'est-a-dire ici en — oo,

+ %, 04 droite et & gauche

; nition Dy de f. Vérifier que pour tout x de Dy, on a f(x) =
¢
)
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e S
¥ » - =3 0 2 "
'1. | r ___—-“'\i
i - ) + 0 B N ?______jrﬁ_\
' f(x) .f’”ﬂ‘lk““\-’_x +°°‘*-—-._‘_1% Y

]

On notera que f', la fonction dérivée de f, s’annule et change de signe en - et
T s
donc f posséde un maximum en — 2 de valeur — 1 et un minimum en 2 de valeyr 7

Soit (0. i, T] un repére orthonormé du plan. On note (C) la courbe représentatiy,
de f dans ce repere.

Puisque lim |f| = + = la droite (OJ). d’équation x = 0, est asymptote a (C).
]

Avant de tracer (C), étudions ses branches infinies, c’est-a-dire étudions la position
des points de (C) dont I'abscisse a une valeur absolue trés grande.

uestion 35 g Compléter le tableau ci-dessous
!
4
; x 10" | —10° | -1 | 16 10 | 1
§ fx)
E x+3
i E fix) = (x +3)

I

i [T ressort de cette question que, pour x assez grand en valeur absolue, le nombre réel

!{x + 3) estune valeur approchée du nombre réel f(x). Plus précisément, montrons g¥
ona:
, f(x) — (x + 3)] = 0

et Iim [f(x) = (x+3) =0

R0

En effet, soit x un nombre réel non nul, on a

f(x) — (x + 3)| =

X

4
X

or lim

X—= 45

=0 , et lim

K=~

X
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——
d’ot le résultat cherch¢.

Interprétons graphiquement ce résyl-
tat :

Soit X un nombre réel non nul, M le
point de (C) d'abscisse x et P |o point
de méme abscisse x de Ia droite (D)
d'équationy = x + 3,

MGJ PG+J

La distance d(M, P) est égale 2

[f(x) = (x + 3)|, elle tend donc vers 0
quand x tend vers + c. On dit que la
droite (D) est asymptote a (C) au voi-
sinage de plus I'infini.

Pour les mémes raisons, (D) est aussi asymptote a (C) au voisinage de moins !'infini.
De pluson a : PM = f(x) — (x + 3)
4
e de la droite (D)
done pour x positif, M est au-dessus de P : la courbe (C) est au-dessus de la dr

dans le demi-plan {M(x) € %, x = 0} et pour x négatif, M est au-dessous de P : la
Y

X
- o M[)E@;x{m.
courbe (C) est au-dessous de la droite (D) dans le demi-plan { y

Plus généralement on pose :

Définition

1 nt |— 'DCI, xﬂ[’
Soient f une fonction définie sur un intervalle ]xg, + = (respectivement ]
4 ¢t b deux nombres réels.

On note d 1a fonction définie par :
VXEJxy, + [ d(x) = f(x) — (ax + b) +b))
s — (ax
frﬁspcctivemem Vx € |- %, x| d(x) = f(x) = ( , la droite (D) dont une
Silim [d| = ¢ (respectivement lim |d| = 0) alors on dit que
+ =

. 4 la courbe
= ax + b est asymptote .
i : BV plaey "infini ctivement de moins
’;I:i:;i:t:t?;]: {1(131-; égﬂéc{ans 9t au voisinage de plus 'infini (respecti
‘il'tﬁni}.

—

e
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Remarqgue :

Selon le signe de la fonction d on peut savoir si la courbe dc;lf'es:léiltl_léel Au-deggyg ol
au-dessous de I"asymptote « oblique » trouvée, d‘l,"ﬂ i r;gr.dm : am"P an, ensemp),
des points d'abscisse supéricure a un nombre donné, ou inférieure a un nomp

¢ donpg
Exercice 38 ;' Tracer la courbe représentative (C) de f :
[
4
f:x—ox+3+-
$ X
. & o
i Vérifier que le point {2 (3) est un centre de symétrie de (C), et que g
{
‘ll.

point est l'intersection des deux droites asymptotes 4 (C).

ll-_Mélhﬁde pratique

Pour trouver une éventuelle asymptote oblique 2 la courbe (C)
plus 'infini (on ferait de méme o

n moins I'infini).
Dans le cas ot |f| a pour limite plus I'infini en plus infini, on cherche a exprimer, pour
tout x dans un intervalle de la forme Ixo, + %[, f(x) sous la forme ax + b + g(x) ot a
€t b sont deux nombres réels, a est non nul et g une fonction de limite nulle en + .
Alors la droite d’équation - y

T ax + bestasymptote i (C) au voisinage de plus I'infini.
Ainsi par exemple la fonction f définie par

3 4+ 13x + 6
e e e S s L

de f au voisinage de

X +4
e [U] =4, + o[ eta pour limite + o« en + o, car ona
limf= fim %
= ® ek X
= bm 3x
x40
= 4+ o
Posons la division euclidienne de la fopeti
t 2
[x = x + 4] ction polyndme [x - 3x* + 13x + 6] par
= 3 - 12x
——
x + 6 3x + 1
— X -4
2

Ainsi, pour tout nombre réel x on 3 -

ALK+ 6= (x+4) (B3x 4+ 1) 4.
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1y oir. pour tout nombre réel x distinct de — 4 on a
2
f(x) = Ax <+ 1 +
L x + 4
, 2
y e hm - : ite d’équati -
Comme lim = 0, la droite d’équation y = 3x + 1 est asymptote a la courbe

representative de f au voisinage de plus I'infini.
1 a recherche des nombres réels a et b et de la fonction g se fait souvent par identifi-
cation.

Par exemple, la fonction f, définie par

f:]— =, 0—R
2% = x> - 3x + 8
X
(x —2) (x - 3)
est définie sur |— o, 0[ et on a
2 3
i f= Lt —
— o8 ——w X
= |lim 2x
x—s— 00
= — 00

Montrons I'existence de nombres réels a, b, c et d tels que :

_ cx +d
M wxel-e,0 M=abbre e

Puisque, pour tout nombre réel x distinct de2et3ona:

ex + d ax® + (b — 5)x* + (6a — 5b + ¢) x + (6b + d)
x—2)(x—3) (x — 2)(x =3)
La condition (1) est équivalente  la condition 6 & 1
(1) ¥x € |- =, 0 2 — T2 —3x + 8 =ax’ + (b — 5a) x* + (6a — 5b + )
X + (6b + d).
Or une fonction polynome de degré 3 a au plus trois zéro
systeme (S) :

ac + b +

s donc (1") est équivalente au

-~

2=a
—7=b—5a
S
®) 1 —3=6a—5b+¢c
8 =6b+d
4=z b3
(S)ies { == T+ 0 done ()€ 9. -0
d=8—6b
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Ainsiona :

vx € |- o, 0

Or hm

N i,

- 10
N = T 3 5 =
f(x) = 2x + 31 x*—5+ 0

- 10 ~ 10

= |im

e Xo + X F06 e

() Donc la droite (D) d'équation
y = 2x + 3 est asymptote i |a Courh
représentative (C) de f.

Comme, de plus,

- 10
VxE]-*,0 57—
/‘ ] [ x2+5x+6{0
> car, pour toutx <2 ona

Exercice 39

Exercice 40

e e e o e o o e e ™ 0

~

X+ 5x+6>0,
la courbe (C) est située au-dessous &

(D).

1/ Soit f 1a fonction définie par :
f:R*—=R

x-—}x+2—§
X

e 1 . ¢4
Etudier et représenter graphiquement f dans un repere orthonor™

du plan en précisant ses asymptotes.
2/ Soitg :R*—= R
x*+2x| -3
Xy ————
X

Explifguer comment la courbe représentative (G) de
peut étre déduite de celle de f.

4
g dans le ftpé[e

Tracer (G) et préciser les équations des asymptotes a (G)-
2
Soitf : x — H_KLZ::_H_E]
2x — 3
Etudier les variations de f,
def.

Préciser les asymptotes 2 la courbe représentative ©)
Tracer (C) dans un repére orthonormé du plan.
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4 Etude de fonctions trigonométriques
;}H@ﬁmre derivé en zéro des fonctions sinus et cosinus

Onavuquelona:
sin h
lim = 1
Ir==(} h
Puisque, pour tout nombre réel h non nulon a :
sinh sin(0+ h) —sin0 .
= X ycarsin 0 = 0,

h h
on en déduit que la fonction sinus est dérivable en 0 et de nombre dérivé égal a 1.
Ainsi la fonction sinus posséde un développement limité a I'ordre 1 en 0 :
sinh=sin0+ 1h+ hj(h)

aveclimj =0
0

fatj thi»———1
(El]&l] — =

Question 36 | Montrer que, pour tout nombre réel x non nul on a :
>

sin =
1l = cosx _ { 2
x* ¥ x
2
En déduire que :
. cosx —1 1
i — — =
x—0 X 2
cos x — 1
Question 37 | 1/ Vérifier que la fonction [x > _“Hx_&_] est impaire.
Compléter, a l'aide d’'une calculatrice le tableau suivant :
X 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
arrondi
d’ordre 6
de cos x
arrondi
d’ordre 6
i cos x — !
X
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|

—
Quelle semble étre la limite de ce rapport quand x tend vers () ?

2/ Vérifier que, pour tout nonibre réel h non nulon a :
cos (0 + h) —cos 0 _ 0 cos h—1
ok i

Utiliser le résultat de la question 36 pour prouver que la fonction COsings
est dérivable en 0 et de nombre dérivé 0.

On a ainsi montreé

| * -
| Théoreme

| Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables en 0 et leurs nombres dérivés ep ()
| sont respectivement : 1 et ().

Exercice 41 ¢
{
f

Exercice 42 {

O T o o e

Ecrire le développement limité a I'ordre 1 de la fonction cosinus ay
voisinage de 0.

: tgx
Utiliser une calculatrice pour constater que la fonction [x > r;:—] semble

avolr une limite 1 en (b

Démontrer que ce résultat est vrai.

Montrer que la fonction tangente est dérivable en zéro et préciser son
nombre dérivé en ce point.

Ecrire le développement limité & 'ordre 1 de la fonction tangente a
voisinage de zéro.

2) Fonctions dérivées des fonctions sinus, cosinus et tangente

Soit un nombre réel x;, montrons que la fonction sinus est dérivable en X
Soit h un nombre réel non nul.

na:

~ sinh )
Comme lim =" = 1 et que lim

=0

on en déduit que : lim

252

sin (x; + h) — sin x,

sin X, cos h + sin h cos x, — sin X,

h h
sin h co =
= CO0S KIU + sin X _Ll.
h

cosh — 1
h—0

sin (x; + h) = sin x,

= COS X,

hr—s0) h
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héoreme

{ a fonction sinus est dérivable sur [R. Sa fonction dérivée est la fonction cosinus.

Remargues :

La fonction sinus ¢tant dérivable sur B est done continue en |,

i
B B I T = e ———
il il T e W T

S gl e b

{ 2 fonction sinus posséde au voisinage de tout nombre réel x, le développement limité
d'ordre 1 swivant :

[

F_ i

sin (x, + h) = sin x, + h cos x4 + h j(h) aveclim j = 0. L |

0 | 1

.

Exercice 43 { Trouver une équation de la tangente 2 la courbe représentative de la o
¢ fonction sinus au point d’abscisse x, dans chacun des cas suivants : i

% ™ ™ . il

{ x“=0,xu=—,xn=——,xn=811,xu=1111 1

: 4 2 | ']
if
Question 38 | Soient a et b deux nombres réels. Montrer que la fonction I

[x = sin (ax + b)] est dérivable sur R et préciser sa fonction dérivée.
: "
Puisque, pour tout nombre réel x on a : T*
1
msx=sin(—-x+z) l
2

on en déduit que la fonction cosinus est dérivable sur R et que sa fonction dérivée est

= ™ "
la fonction x ~— — cos (— X+ —) c’est-a-dire :

X— —sinx

T A L et

Théoréme

La fonction cosinus est dérivable sur R. Sa fonction dérivée est la fonction opposée
de la fonction sinus.
h-‘_‘_-—-_-___

e Bt R T

Remarques :
La fonction cosinus étant dérivable sur R est donc continue sur R.

IL‘a fgnction cosinus posséde au voisinage de tout nombre réel x, le développement
'MIt€ a I'ordre 1 suivant :

mﬂ[xﬂ+h = = i +h.h
avec lim j —_)~ 0 e B i®
0

Exercice 44 Soient a et b deux nombres réels.

Montrer que la fonction [x > cos (ax + b)] est dérivable sur R et trouver
sa fonction dérivée.
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T Y
. X y 5 A T k . ¥
L'ensemble de définition de la fonction tangente est R *2 TGk €4 que I'gp

SIn X

—— on dédy;
Cos X duit Que

e : selxde Dona :tgx =
notera ici D. Puisque, pour tout nombre réel x

) - . " > dérive
la fonction tangente est dérivable en x et de nombre dé
. cos’x + sin’x
g =———
COS X

1
c'est-a-dire : tg'x = —
COS'X
ou encore :tg'x = 1 + tg'x
On retiendra le résultat suivant :
|

T —
| Théoréme

| La fonction tangente est dérivable en tout nombre réel x, de son ensemble de
| définition et de nombre dérivé en ce point égal 4 :

[ 1+ tg’x,.

Remargues :

La fonction tangente, étant dérivable sur D, est donc continue sur D.

La fonction tangente posséde au voisinage de tout nombre réel X, de D le développe-
ment limité a l'ordre 1 suivant :

tg(xy + h) = tgx, + h(1 + tgzxﬂ.) + h j(h) avec lim j=0.
0

Exercice 45 ¢ Soient a et b deux nombres réels montrer que la fonction

[x_ = g (ax + b)] est dérivable en tout point de son ensemble de défi
mton et trouver sa fonction dérivée, -

Exercice 46 { On appelle fonction cotangente la fonction de R vers R notée cotg ¢!
définie par : cotg : R — R

COs X

sin x
Montrer que la fonction ¢

. el
. v Otangente est dérivable en tout nombre ré
ou elle est définie. Trouy

er sa fonction dérivée.

3) Etude des fonctions sinus,

La fonction sinus est périodique de période 2, il suffit donc de I’étudier sur ““,in‘fg
valle de longueur 2 soit, par exemple |- =, «]. La fonction sinus étant impair®
peut limiter I'étude a lintervalle [0, 1.

cosinus et tangente
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—

o
4ion 39 er . ‘Oof 'é ] = — -
Question 5 Montrer que la droite d'équation x , €St un axe de symérie de lg

courbe représentative de la fonction sinus.

o ciie " T
- conclusion I'intervalle d’étude choisi est I'intervalle [[}, i] Sur cet intervalle la
-1

fonction sinus est dérivable, de fonction dérivée égale a la fonction cosinus : celle-ci
k !

m e . . .
jiant positive sur I'intervalle [G, ﬂ on en déduit que la fonction sinus est strictement
o ld

croissante sur cet intervalle.

On peut alors dresser le tableau de variation de la fonction sinus sur I'intervalle

b3l

5 u m m m
’ 6 4 3 2
sin’x 1 + 0
1

sin x ' ﬂ/

On ;ﬂ déduit alors la courbe représentative de la restriction de la sinus 2 l'intervalle
¥

2

MRS

TN
L
i

I
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e

. A T
En utilisant la symétrie orthogonale par ra pport & la droite d’équation x = 2 on Gh:igm

. " " 3 :
la courbe représentative de la restriction a I'intervalle [0, .

s T T R e R g
';:H;i;:.l:l O R
1 =) RIREANA R A e G
HHLHTT ‘IH.I H ir:;-t “I:n—i(:
T s e R R
| il S l:" S s e
e 3 i HH
- gk
itk [!-.:,:-: istss
SR H HHH
18 it B HE HH
R St
T
TH -
rEHT HEHH T
:IE_ { _:--— : -::::
A ——~i—‘|—h:
J|:i |-' Il |

Enfin. en utilisant la symétrie centrale de centre 0 on obtient la courbe représentative
de la restriction a I'intervalle [— =, 7).

S A L B

LEE

256
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pour ce qui est de la fonetion cosinus, en utilisant le fait que :
™% 3 w
vy € R cos X = sin (x e )
2
on en deduit que la courbe représentative de la fonction cosinus est I'image de la courbe

représentative de la fonction sinus par la translation de vecteur ¥ T
2

on obtient ainsi :

Exercice 47 | Quels sont les éléments de symétrie de la courbe représentative de la
restriction a [— w, 7] de la fonction cosinus ? Dresser le tableau de
variation de la restriction a [0 : 2—] de la fonction cosinus.

¢ de la fonction tangente, en remarquant qu’elle est périodique de

Enfin pour ce qui es
déduit qu'il suffit de I'étudier sur I'intervalle

période et qu’elle est impaire, on en

m ; ; -
[U_. [ Comme, de plus, sur cet intervalle sa fonction dérivée [x — 1 + tg’x] est

strictement positive, on peut dresser le tableau de variation suivant :

w ® 2
% ‘ 6 4 2
+

tg'x - 1

tgx / 3

- ;

; e repr

On notera que la droite d’équation X = est asymptote a la courbe rep
, el

duit alors la courbe représentative de la restriction a I'in-

L E[ en utilisant 12 symétrie cent

ésentative de

la fonction tangente. On dé
rale de centre

tervalle [0, g[ puis a I’intervalle |~ )
—

0, puis la courbe compléte en utilisant les translations de vecteurs ki on k est un

entier relatif. -
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Cos X
sin X

X —

Tracer la courbe représentative de la fonction cotg

cotg

ce 48

Xerch

E
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oremier exemple d’étude d’'une fonction trigonométrique :

f:

sin 2x
_x__.5|nx+ 2

Cette fonction est périodique de période 21 ; de plus elle est impaire, on en effectuera
donc 'étude sur I'intervalle [0 ; r].
[a fonction f est dérivable sur R et 'on a :

(fR—R
X = COS X + cos 2x

Question 40 ¢ Montrer que :Vx € R cosx + cos 2x = (2cosx — 1) (cosx + 1).

En déduire le signe du nombre réel f (x) pour tout nombre réel x de
Lintervalle [0 ; 7).

En utilisant la question précédente, on déduit le tableau de variation de fonction f sur
I'intervalle [0 ; =] :

X 0

f'(x) -

= 1 =3 | g
I
—

o
W

d'olt la courbe représentative suivante :

Une fojg encore, pour obtenir la courbe compléte on a d'abord utilisé la symétrie

“eNtrale de centre ( puis les translations de vecteur k 2w i ot k est un entier relatif.
259



Mathématiques premiére C et E - Analyse

5) Second exemple d'étude d'une fonction trigonométrique :
g : X — sin’x cos 2x S
Cette fonction est périodigque. une période est 2 de plus elle est paire, onep effectye
done I'étude sur Pintervalle [0 2 7).

e H . m
Question 41 Montrer que la drotte d'équation x = 5 est un axe de syméyip de I

courbe représentative de g.

N

™
Lintervalle d'étude choisi est donc [ﬂ. il

Question 42 | Montrer que :¥x€ER  g'(x) =sin2x (1 — 4 sin’x).
En déduire le signe du nombre réel g'(x) pour tout nombre réel y 4,

Pintervall {a '"]
ntervaiie ' 2 ¥

e S

En utilisant la question précédente on déduit le tableau de variation de la fonction g

) T
sur 'intervalle IU. 71

-

=3

|
H
I
|1 g'(x)

— - b2 | H

1
-

é |
| L/ \'D\;’

P

+
co|l— 4+ 4 ol
|

d'ou la courbe représentative suivante :

:::;:T‘i?ﬁ‘::; TR T

150
T

41568 RO ';Iii'" e
On notera qu’en fait g est périodique et de période

26()
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_ cos 2x
Exercice 49 Soitf : x+— ;n?x
I/ Déterminer I'ensemble de définition de f,
Vérifier que f est périodique de période 21,
Vérifier que f est impaire.
Le plan étant rapporté a un repere orthonormé %, vérifier que la courbe

représentative (C) de f admet la droite d’équation x = ; pour axe de

. symeétrie.

. En déduire que le domaine d’étude peut étre [{J, H

! 2/ Soit g : x> cos 5% + 5 cos x

i —

. Etudier les variations de g sur [{J ':r].

-

. En déduire que :

L Vx e [0, ﬂ g(x) =0

' 3/ Etudier les variations de f sur [U, g]

| Tracer (C) en expliquant quelles transformations ponctuelles on utilise.
Remarque :
On admet le résultat suivant.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R et de fonction dérivée £
continue sur 1.

Sif' ne s’annule pas sur I, alors ' garde un signe constant sur 1.

Ainsi lorsqu’on a déterminé tous les zéros de la fonction f' : xy, x,. ..., X, (avec x, < X,
1 . '

< ... < Xx,) il suffit d’utiliser une calculatrice pour trouver le signe de f' dans chacun

des intervalles délimités, par les x,, X, ..., X, le.s vale_urs intervenant dans | erfstamble

de définition, et I'ensemble d’étude : en effet il suffit de calculer, pour un élément

quelconque a d’un de ces intervalles, la valeur de f'(a) ou plus précisément le signe

'(a) pour avoir celui de f’ dans I'intervalle.

Penser qu'on ne change pas nécessairement de signe pour f' quand on « traverse » un

Z€ro ou une double barre.

Ainsi par exemple si ' est définie sur |- %, 1 [U] 1,3 [U] 3, + o[
par : {” ;xu—;(x—z)z{x+3)(x"5)

onaga:

X |- - 1 2 3 5 il
fm | o+ 9 - |]-- 0 - |l - ¢ +
5

R 3
Ldrf(-—4)>g f'(0)<0 , f'(i)c::t] " f(Z

)c.o , (4 <0 , f(5)>0
261
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Primitives d’une fonction

1) Geéneralites

262

- ? 1
Un taxi-brousse partant de Grand-Bassam a 7 heures, se rend a N’Douci. Sur I route
de Grand-Bassam a Port-Bouet il roule  la vitesse moyenne de 90 km/h. De poy.
Bouet a Yopougon. en raison des embouteillages d"Abidjan. sa vitesse movenne e

scend a 30 km/h. Puis. de Yopougon a N'Douci. il roule sur Fautoroute § la vilesse
movenne de 120 km/h.

Les distances de Grand-Bassam & Port-Bouet. de Port-Bouct & Yopougon. ¢t de Yy
pougon a N'Douci sont respectivement de 30 km. 20 km ¢t 120 km.

Question 43 | A quelle heure le taxi-brousse arrive-t-il @ Port-Bouet ?.a Yopougen ?
, N'Douci ?

On note v(t) la vitesse moyenne, en km/h, du taxi & 'heure 7 + t ol t est €Xprime en
heures.

Question 44 * Quel est I'ensemble de définition D de la fonction v ? Tracer la représen-

tation graphique (V) de v dans un repére orthogonal (unités : 6 cm powr
I heure, 1 em pour 10 kmih).

On note d(1) la distance, en km, parcourue par le taxi au temps 7 + t.

Question 45 |

Exprimer d(t) pour tout t de D.
Tracer la représentation

, (unités : 6 cm pour 1 h

graphique (C) de d dans le méme repére que {
eure, I cm pour 10 km).

Vérifier que d est dérivable sur]ﬂ_ ;[, ]1__ 1[ et J1, 2[ et donner, dans wt
3 L]

'

.

tableaw, les expressions

j .’ ev(t), d(1) et d' (1) pour tout t de
0.2~ 1}
{ 3
" Que constate-t-on : : i mwﬂﬁ
'Y pour les fonctions v et d' sur les in
J”' ?l Lr' fletin 22
Definition
Soient I un intervalle ouvert (ou upe réunion d’j : fﬂtFw
fonctions définies sur 1. 1 dintervalles ouverts de R),
On dit que la fonction F est une Primitive ( : : ent ¥
: el ulem
est dérivable sur I et la fonction dérivée F =i L

de Fsur 1 est la fom:tionf‘-’//




7/Etude globale d’une fonction

Kemargues

| 51 F est une primitive d'une fonction sur un intervalle I alors F est continue sur [
(car dérivable sur I).

* On admettra que toute fonction continue sur un intervalle I de & posséde au moins
une primitive sur 1.

Reprenons I'exemple du taxi-brousse et considérons un élément a de D : on note D,

la partie du plan, rapporté au repere (O, 1, J) utilisé pour le tracé de la courbe (V) de
v. telle que :

@ T{M(L),(}Et:‘éaetﬂizév(t}

c'est-d-dire que &9, est la partie du plan limitée

par les droites d’équationt =0, t = a
et z = () et la courbe (V). .

On note &(a) la mesure de I'aire du domaine plan %, . I'unité d’aire étant I'aire du
rectangle construit a partir des points O, [ et J.

1
Question 46 | Calculer .ﬂ(g), .sﬂG) A(l), ﬂe), et A(2).

Comparer ces nombres réels avec, respectivement

d@), JG), d(l), de) et d(2).

On pourra se reporter dans le chapitre 5 4 une autre facon d’évaluer une aire en
utilisant les suites : il s’agissait alors de I'aire du domaine plan limité par les droites
x=0,x=1,y=0etla courbe représentative de [x — x].

Remarque :

2) Calcul des primitives d’une fonction continue

Question 47 | Soient F et G les fonctions définies par :
e;f'"::!c'—a'x!‘--.vcz : G:t—2+5
Vérifier que F et G sont deux primitives sur R d'une méme fonction f que
l'on précisera.
Quelle est la fonction F — G ?

Plus généralement, soient F et f deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R
telles que F soit une primitive de f, et k un nombre réel.

On note G |a fonction définie par :
G:ix— F(x) + k
c'est-a-dire G = F + F, o0 F, : x = 1.
G est définie et dérivable sur I et pour ot omibeercpl y de L oy = E(;}
= X
263
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264

done G est une primitive de fsur I.

Soient, d'autre part, H une primitive de fsurl ;ona:

F'=fetH =fsurl

donc F' — H' = Fysur louFy:x— 0.

c'est-a-dire :

vxel (F-H) (x)=0

Ainsi F — H est une fonction constante sur I'intervalle 1. Autrement dit, il exigte
nombre réel k tel que -

F—H=kF,surl

¢’est-a-dire :

JkER Vxel F(x)=HEX +k

On dit que deux primitives d’'une méme fonction sur un intervalle différent d'une
constante.

On constate que si F et H sont deux primitives d'une méme fonction sur I alors la
courbe représentative de F est I'image de celle de H par une translation de vecteur

colinéaire a | (carF : 1— R

donne : Cg = 1,5 (Cy))
x— H(x) + k

Question 48 | Soirf :R— R
" x+>»2x + 3

T

Pourquoi f admet-elle des primitives sur R ?

Vérifier que [x — x* + 3x] est une primitive de f sur R.
Donner la forme générale des primitives de f sur R.

T

W
Démontrer qu'il existe une et une seule primitive F de f sur B ot
F(2) = 1, et préciser la fonction F.

, : : R,2Y
Plus généralement soient f une fonction continue sur un intervalle ouvert 14¢
élément de I et b un nombre réel. ive
. . rimt
Puisque f est continue sur 1, elle admet des primitives sur I. Notons G uf¢ P
de f sur I et ¢ I'image de a par G,

Quelle que soit la primitive F de f sur 1 il existe un nombre réel k tel queé ©

vVx el F(x) = G(x) + k

D’ou F(a) = G(a) + k

onaalors: F(a)=b& G(a) +k=b .
i=hi=e éﬁmepﬂf

Ainsi il existe une et une seule primitive F de f telle que F(a) = b, el estd

vxel Fx)=Gx)+b-c
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O ainsi montré le résultat :

Théoréme

Soient { une fonction continue sur un intervalle 1 de B, a un élément de T et b un

nombre réel.

1| existe une et une seule primitive de f sur I prenant la valeur b en a.

Connaissant les fonctions dérivées de quelques fonctions, on en déduit le tableau ci-
dessous des primitives dites usuelles.

: UNE primitive
F
onetion de la fonction e
x—a(aER) X > ax R
x!
X=X X — R
| i
| Il[l+i
| X~ x" (n € N¥) X R
' n+1
xn'H
X—x"(neZ - {-1 X 0, + o
(-1)) 2 Jo, + <[
X — COS X X sin x R
X — sin X X — COS X R
™
X eite I
=1+ tg’x X = tgx } 2,2[

aEIH*)
beR
aER")
beER

X = cos (ax + b](

stin(aerb)(

——

1
x— —sin (ax + b)
a

1
xr—r—a—lcos(aerb)

e

De plus les propriétés de la dérivation permettent de dresser le tableau suivant ol f et
E Sont deux fonctions admettant F et G comme primitives respectives sur un méme

Ntervalle |,
_‘_-_-_-_‘_-_‘—-_

" UNE primitive
Jttmn de la fonction sur 1
af + by aF + bG (a,b) € R?
G + Fg FG
Gf — gF ¥
G* G
__________ai(_ax+h) F(ax + b) aER*,beR

265




Mathématiques premiére C et E - Analyse

. - o _—--.-\
Exercice 80 { Déterminer dans chacun des cas suivants la primitive de f gy, un i
{ wvalle I (que I'on précisera), prenant la valeurbena ter.
i 1/ f:x—=>dax>—3x+5 a= 2 b=-1
3
U 2 fixe a=4¢4 b=5
b 2vX
f- :
B Y ree——— a=2 b=0
% v 2x =3
1
4/ f x> a=-—1 b=2
2
5/ 1 (2 + ﬂ) a=_ b=3
D X PP COs | X = == =
X 3 5



7l Etude globale d'une fonction

RépONSes aux questions

gajent X, un nombre réel et h un nombre réel

f:
u l:"‘i a

non nul
fix, + h) = fiXa)
h
lafx,+ N +bixe+ ) +€] — [_axt_,f'+t:u_x_q+c]
. \ h
(2a%;+bjh+h°
|'|

i = 2ax,+b+h

Ainsi 1 est derivable en x; et 1'(x,) = 2ax, + b.

Q2: Soit x, un eléement de 10, —(, la fonction

[f - x — 1x] est définie sur un intervalle de centre x,
car elle est definie sur [0, —.

Soit h un nombre réel non nul tel que x, + h soit
dans [0, —[. Ona:

'”:x: -+ h| i i f{xﬂ] ")"0 ;E — "-.xg
h - h
Xg+ h =%

" h[vkg + h 4 \xg)
| 1

"-xn+ h + ‘\Xg

. 1 1
Comme lim —— — = —, f est dérivable
=oNKy+ R+ WX, 2

en :.;'L'- ETtI{xn] = _‘1__

21Xy
:;r:sa la fonction dérivée de f sur 10, —[ est  définie

fr B --1:
24x

rj : 301“ X; un élément de ]« 0[ ou de 0, —[,
Py

" est definie sur un intervalle de centre x;.

ginah Hn nombre réel non nul, tel que X, + h € R™.

Vet h) -ty  xorh x
" e
_—h
(o "‘_h_:' Xg
: h
e [
d (o + h) X,
cofﬂma, lim -1 1
A a
"o g + )y = ™y o0t dériveble
xoﬂf'[xd

=
= w2 D'ol le résultat demandé.

\

Q4 : Soit x, un élément de ]-—. o j

ou

d
=2 —+[. Puisque f est définie sur & — [., d} il
'BXISI'B un intervalle de centre x, sur lequel f est dé-
inie.
Sait h un nombra réel non nul et tel que x, + h soit

distinct de — -'._: Ona:

axg+h) +b ax,+b
fXo + 1) — f(x))  clxo+h)+d cx, +d
h B ho -
3 _ahd - bhe ]
(’cx.;. ch+d}{cxc,+d)
ad - bc
(cxg + ch + d) (cx, + d)
Or lim (cx; + ch + d) = cx, + d
f—=Q

d'ol f est derivable en x, eton a :
f(xo) = ad —be
O (o + 9

Q5 : Soient x, un nombre réel et f la fonction défi-
nie par :

foxms @
Pour tout nombre réel non nul h un a:
fixo + h) = fxo) _ (% + h)* —
h h
comme ona :
Vab)e R* a'-b*=(a—Db)(a®+ab+b?)
on obtient
U r: o) = (X + h)* + (X + h) xg + x;2
Or lim [(xg + h)* + (X + h) X + %7 = 3x,?
=0

d'ou : f est dérivablé en x, et de nombre dérivé 3x,%.

Ainsi |a fonction dérivée sur R de [x — x7] est
[x = 3x7.

Q 6 : Notons A(h) le nombre réel
(F+ g)(xg + h) = (f + @) (x0) on
LB : g
f(xg + h) + nxo+h_) fxg) — 9lxa)

Ah) = -~ "—
_ fog + ) - (xg) g{?tg + h) - g(x)
h h
d'ol :
lim A(h) = 1'(xg) + @' (%)
=0
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Q7 : Soit h un nombre réel non nul tel que X, + h 1 1
soit dans |. On a A = f(xg + ) Hxg)
(kf)(xs + M) — (kN(x)  K[f(xo + ) — Hxo)] (h) = h
h S 10—t + )
La limite de ce rapport quand h tend vers 0 est donc hi f(xg + h) f(xg)
kf'(%,). Ainsi ki es! dérivable en x, f(x, + h) — f{x,) 1
et (kf)'(x,) = ki’ (x;) = % P
h x5 + h) f{x,)
Puisque f est dérivable en x,, elle est conti
Q8 : Notons A le nombre réel (1g)(x, + h) — (Fg)(xo). %o, '0U lim f(Xg + h) = f(xg) e
Ona it
A = f(xg + h) glxg + h) = f(xs) @lxo) - M(xg + D) —f(xo)
— f(x, + h) a{xy + h) — f(x)) gl + h) de plus : fim = = f'(x,)
4+ 1{xg) 9(xs + h) — 1(x,) 9(X,) -
= [f(xo + h) — f(x5)) gl%o + ) d'ou :

+ %) [8l%s + D) — g(Xs)]

lim A(R) = — f'(x,) %
h—0

| d'ol le résultat demandé en divisant par h. f(xq) (o)
i .l_lT gl%o + 1) = glxo) Ainsi :lf- est dérivable en x, et son nombre dérivé en
lim fixo + h) — ) = 1'(%,) (%)
it AT
o BN g) o
| dou v Qi2: 5 =fx a
iim (18X .*-r];;f’_?!_}_tia! = )l = T G dD:tl‘;;rstnlgt fé‘ﬁ?’iﬂ‘i surla dérivabilité du produit de

f 011y
— est dérivable sur | et (—) =f-+1 (-)
g g g

Q9 : En appliquant le théoréme précédent on a : . ' g
(f) =11+ Dr~(1) _ =g
. ol T ¢
(F) = (F1) o
= () f + dou: ' ,
~ o (1) =te. (=8)

i = Sﬂl g 2 92
| _fg-1g
| Q10: s Pourn=1,0na: - 9°

g, XX

g, est dérivable sur B et de fonction dérivée Q13: Ona:g = (t,)° 3l

gy s X1 Comme t, est dérivable sur R et clu?i’uﬂﬁt[""
| cest-a-dire : g’y i x—nx"""avecn = 1 Q' est derivable sur Ret g’ = 5(t,)" t's

e Pour n strictement supérieur 4 1 on a : c'est-a-dire :

g = (9.)° VXER g'(x) = 5(3x +2)*3

done, d'aprés le théoréme précédent, g, est déri- Ou encore ;

vable sur R etona: VXER g'(x)=15(3x+2)!

(g.) = nig,)" g’ 2/ fot = 5 4

c'est-a-dire, puisque @', (x> 1,8 X nx™ Comme t est dérivable sur R et t’ : X~ & 01"

't est dérivable sur R et (fot) = 5t*t'
1 . | c'est-a-dire :
Q11: tetfnes ;
11: f es! définie sur | car f y @s y annule VXER (M)'(x) = 5ax + b)*a
pas. Orona:
1 1 Yy ¥ =
| (Kot ) = 7 () e FiRfeht
Notons A(h) le rapport ——— h .Ona: Vx € R (F)*(x) = af‘(ax + b)

L e |
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| . gpil a UN nombre reel. On a : Q16 : Quel que soit le nombre réel h non nul et tel
| o4 P v+ beda—b<ax que x, + h soit dans |, le taux de variation de f antre
weR O f(xy + h) — F(x;)

X, et x, + hest

di;!'m-‘ . alofs o . . h

¢ 8 & =B Puisque f est croissante sur |, ce taux est positif ;
LeR a<8XtbexX>— donc, d'apres le résultat rappelé, la limite de ce rap-
WER port quand h tend vers 0, qui est f'(x,), est un nom-
Ga<0.alors ona . bre positif ou nul.

0 —
| _ . > + b x<
yweR a<ax+b Q17 : Puisque  est dérivable sur |, la fonction

4ns, en notant J l'ensemble des nombres réels x {= i]'qui est (— 1) f est aussi dérivable sur | et on a
‘els que ax + b appartienne a1, ona: =1y ==¥

Si| = Jo.—] Puisque, pour tout couple (u, v) de I avec u distinct
WS T=b T dev,ona:

gl s | CHM - (=DM _ 1w -fv)

w = bl u-v u-v
sia<0,alorsd = |, —— et que la fonction f est décroissante sur |, la fonc-
: g L tion (— f) est croissante sur &.

o-Slli=Jpl demame e, D'aprés le résultat précédent, Ia fonction dérivée de

P . Sall (— ) est positive sur |, donc la fonction dérivée de 1,

' ;7 al qui est l'opposée de celle de (— ), est négative sur
I
sia<0, alorsJ = ]i% —

* Sil=la, B, demémeona: ;?o:yané‘.-n:;sélgéam:mbla sur R car f est une fonction

sia>0,alorsd = ]&;b, u[ YxER f(x)=23x"— 6x
% a dou:
sia<, a|gr5J=JB _b.“'" b[ VxR f'(x) est du signe de x(x — 2) donc :
] 8 8 X |“—‘ 0 2 —»
ans tous les cas J est un intervalle ouvert de R, . -
- 7 ‘ ¥ = +
Q15: Lensemble de définition de g est {5' _.,[_ Fx) | 9 9

. 7 x Q19 : Puisque f est décroissante sur |0, 2j, ona .
Ve  est cerivanle sur ]g' "[- en effet g = *f ol e 2] fx) =12)

;D " X etfest affine ; comme t est dérivable sur Puisque f est croissante sur [2, —[, ona:
sémgl[ alors 11 est dérivable sur [intervalle J, en- vxE[2,— 1(2)=1f(x)
© 0es nombres réels x tels que 5x — 7 appar- d'ou :
llenne 4 jo e8t-a.di ]? T vx €0, 4] fx) =12
« |, Cest-a- b
pa B 1 Ainsi lintervalle |12 — B, 2 + Bl avec B = 2 répond &
De la question.
Plus, pour tout nombre réel x de ]; —al_ ona: A
E_tr} =51 (5x - 7) Q20 : Il sutfit de se reporter & son tableau de varia-
Stadire, py; ! o ! tion.Ona:
0, _1l_ﬁﬁ SQue t' est définie par : WE-2.3 1) = 4 - dx
K] donc i
; 2& Vx € |- 2, 3] f;'(x) est du signe de x (x* = 1)
= i -
) <g. 1 x |« .1 0 ‘
2u5x — 7 ¥ -1 + 0 - - 0 +
Fiisiigg % = -9 + +
Uﬂa: g‘ _ fr i 1 - N
2§ = =9 * 4§ ?

\
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—
s
' d'ou 2% cas |
X \— 2 1 0 1 3 X Xo — @ "rn Xo+ a
y - T T - T 11 + =
f{x) \ ([) + ? ? + (x) ?
f(x) N _L1 A i % _l<. 2 f(x) 7 f[!fa’l N

f.' s'annule effectivement en — 1, 0 et 1 ol f; admet
un extremum.

Q 21 : { est une fonction polyndme donc dérivable
sur B ; et quel que soit le nombre réel x, ona:
f'{x) = 20x* — B0x® — 60x® + 140x + 120

= 20(x* — 3x° — 3x® + Tx + 6)
f'(— 1) =§n{1 +3-3-7+8)
d'ol, en posant la division parx + 1,
£(x) = 20(x + 1) (x* — 4x* + x + 6)
SOtP ix—x —4x* 4+ x+ 6
ona:P(=1)=-1-4-1+6

=0

d'ol, en posant la division par x + 1,
P{x) = (x + 1) (x* — 5x + 6)
De plus, on a ;
¥ =5+ 6={(x—-2)x—3)
Ainsiona.
fiix) =20(x + 1) (x —2) (x—3)
d'ou le tableau :

X — -1 2 3 —F

(e + 1)2 + + - +

x—2 = = =+
x—3 - - - +

!
(%) + 0 + 0 - 0 +
- Ti

B fix) 2 I49 P 2?8 “u ?(11 Pl

Les zéros de f' sont — 1, 2 et 3 mais f posséde un
extremum seulement en 2 et en 3.

Q 22 : Considérons unintervalle Jx, — «, X, + o de

centre x, et inclus dans | tel que f' ne change de

signe ni sur Jxg — o, Xg[ Ni Sur % %o + af ; selon le
signe de ', deux cas se présentent :

g 1* cas .

o X Xg— o Xo Xy + a
i () - 0 4+

§ f(x) N ) A

f posséde un minimum en Xy

f posséde un maximum en Xo.

Done, lorsque f' s'annule en changeant de signe e
X,, la fonction f posséde un extremum en x,,

Q 23 : f est une fonction polynome donc définie et
dérivable sur ®.

Pour tout nombre réel xona:
fiix) =x*—4x+3

=(x—1)x-3)
d'oll le tableau de variationde f :
X C o 1 3 —
] T e
() + 9 - 9 +
! ]
f(x) el ?{3 ~N ] il

ou on a utilisé les calculs :
b
fr;1‘,|=é—2+3+1
.
3
f(3)=9—-18+9+1

De plus on a le tableau de valeurs suivants :

X -1 0 2 4

arrondi

dordre 2| — 4,33 1 1,67 233
de f(x)

d'ou la courbe représentative de f .

PR A B B e
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\

- q est pas une fonction polynéme mais
m@-hﬁre ur [, et puisgue, pour tout nombre

La fonC
elle est d
rpglx 0N a
o X =
(-2 = =¥

on & done

g[-r X = g“"]

g est donc paire. T
pour x positif ou nul, [x| = xd'ol :

X >
j=— =2k + 3K+ 1
o) = 3

= f[x)
pinsi g coincide avec f sur B, et on obtient le ta-
nleau de variation de g en utilisant celui de f et la
parite de g

X |-— -8B =1 0
t 1] T T
g{:ﬂ N1 ATRS

—

1
T

3
T
/'"7{3\ ‘I Pl

Q24:
x | 18|18 |192]|194|1.96/|1,98

arrondi

Gefly) | =7 |~ 17| 22| - 30| —47| 07

__! 202|204 206|208 21 | 22

arrondj
def(x) | 103 | 53 | 36 | 28 | 23 | 13

Q25: 1/ L'ensem i
T ble de définition de g est R*. Pour
out nombre réel non nul x, on a : ¢

I 1
. [
%onc g est impaire
s s.m"l 102 |5.m"*| 107 |.=uu*‘~'| 107 |
SRR T PY) R P e
2“

%u
G 2 &22# 2 r._mmma réelnon nul ;2 + h est différent

f{2+h}a"’.;{:.+.'_"_]_f_f
thy-2
_2+ 3h
=
=2gh) + 3

&y
Semble dg définition de : est

{"‘ER-
'1[”‘ EXxisle et
h&ﬂdnncn__ it 4] (x) #0)
13'.

m

&meg |
Qﬂa définition de % ost R*

1 X =2
Ona: X x4
1
doulim- =0
2 f
1
el - x> x
g
o]
doulim-=0
o g
Q26:
i 10 | 107 | 10° [590°] 10* |5.10*] 10° |5.10%] 108
arrondi

d'urdrgﬂ 33 (302 | 300|300 (300300300300 300
def{x)

Q 27 : L'ensemble de définition de g est
1

{xE R ;—axisteeti ;-&2}
X X

c'estdonc R — | 0, %]

]
Pour tout nombre réel x de & — [0, ‘;J ona:

1
3 -4
g(x) = 3
-—-2
X
_ 3 - 4x
Ty = x
lim g = 3 done les limites de g 4 gauche et a droite
4]
en 0 sont 3.
Q28:
% 10° 10° 108 10?
f,(x) 10* 108 10" 10"

(%) 10 102 10° 10¢

Pour tout nombre réel x non nul, g,(x) existe et on
a:

1
g(x) = £
X
= x¢
d'ou lim g,(x) = 0
=0
f =]
1
done lim |f, (-)‘ =+ @
=l X

=0
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::\\\\

\ i ) T : —— | e i
Pour tout nombre réel x strictement positif, 2/ Puisque :—|qu X = et JTN Wagn o
Gx(x) existe etona: a une forme indéterminée pour la somme.
ga(x) = 1 On a, en effet, pour tout nombre réel x,
: g(x) = x(—x* +x = 1)
VX mais comme lim —x*= — e
gt 0
=K et lim (x — 1) = + =, on aen
e _ UL ( ) COre une fﬁﬂ'na
dod limgyx) =0 ) .
| =0 indéterminée pour la somme.
R Par contre, pour tout nomobre réel x non nul on 5 -
i1\ .
| f-. = = 1 1
sane il i l~_x-:| B g(x) = - x“(! = ;:é)
' Puisque I'on cherche la limite en + =, on Peut s
Q 29 : Soit f une fonction définie sur un intervalle placer dans l'intervalle |0, + ==[ ;ona:
1 . i s
de [a forme ]— =, a] telle que - y soil aussi definie. lim — 1 =0, lim 1 =0
f e X x—ex xﬂ
1 :
lim | = + = si et seulementsi lim - =0 donc lim (T = 1 + i) =1
- = & T F o - XE
Si f garde un signe constant sur ]— =, a[, alors on etcomme lim (—x% = — =
é —rdx
| ® limf=+ = siet seulement si lim {{l =+ = etf on en déduit lim g = — =
- - + =
est positive sur |- =, a|
& |lim f= — = siet seulement si lim [fl = + = etf
est negative sur 1— =, g Q 32 : Puisque, pour tout nombre réel x,
Q30 : ¥+2x-2=(x+17-3
Sifa pour limite ajors ] a pour limite \Shssmiie.de definfion Ee fest
f R={—1-13 -1+413)
, Ona:
| {l # 0) im (2x*+x*—1)= lim 2x°
| 4= o
b—3 + o
0, et f positive + @ et lim (X*+2x—-2)= lim »®
o it
g, et f négative - = . =+ _
Mais pour le quotient on a une forme Indétaﬂnﬂf‘“'
o 0 Pour tout nombre réel x distinct de 0, — 1 = 3¢
i 0 -1*1-\\"3.|:>na:3
H 214+ % 1)
@ 31: 1/ Puisque lim x*= + = f(x) = 2% 2x
K==+
et lim — 2x = — = |gs théorémes généraux ne X2 (1 + 2_: = %)
et % bt
permettent pas de conclure : il y a « forme indéter- 4 ’
miriée » 14— - —
Quel gue soit le nombre réel x, on a : = 240 ¢ ¢
X(x—-2)+3=x"-2x+3 1422
de lim x=+=et lim (x—2)=+=e8t lim 3 X X2
g s i e +@® :
= 3, on déduit lim f= + = En considérant x € |- 1 + V3, + [, 0n@*
& = 1 1
deméme ona : JTNQ=0.£TE—E=D
lim x=—-@&, lim (x—2)=-= : 1
¥ = h—— d} " AP |1 T,
et lim 3=3dou lim f=+ o °”.ET.,(‘+E:= w) 1 Ry
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gou Im VT

mnslnl'la
e 2=+

—

fim 9 2

i 1 + -

donc fim =+

De méme en prenant x dans |- %, — 1 — \3fona:

i 1
(14 ——-—|=1
__H,T N 2% 23-:5)

2
lim |1+
i X
gl lim 2x'=— =

r——

dol limf=— =

2.
'xz_:|=1

2 Dg=R = {— 5, \5)

fim (3x* + 8x —4) = lim 3x®

o =

= +
im (x*-5)= lim x*
FeEx i—s 4=
= <4 o
Onaune forme indéterminée mais, pour tout
XER - [- 5 5,0}, ona:
' % X
o) = — -

x* {._1 -~ :2J

En prenan; x dans ]5 + =[, on obtient :
14 s 4

lirm 3x ﬂ 3x® .
i - —
1 = 5?
¥
d'ai ji "
im g3

Avec le : -
Obtign |m1§;11’§i50nnemenl dans |- =, — v5[ on

=

\\‘_——'——__

35
Dh=R~-{- =, }
2 2
lim (3x +1)= lim 3x
x—s4 o g
= 4
im (4x* — 4x — 15) = lim 4x°
s =t

= + e
On a encore une forme indéterminée.

Pour tout nombre réel x dans B — [ - g g 0},

ona:
1
1+5€
hi{x) = — x
4 1 15
B e o
X 4xf

3
et im —=0
x—++= X
dot limh=0

+ =
' 3
De méme, en travaillant dans ]— %, — 5[ et en uti-

lisant I'écriture ci-dessus de h(x), on obtient
limh=20

Q33: v/ D,=R
=]— =, 0[U]0, + =
Pour tout nombre réel x non nul, on a :
x4+ 3)x+ 4
i) = ————
X
X+ 3x + 4

X

2/ fest une fonction rationnelle d'ol :
2

limf= lim —
—m = X
= lim x
F
= — 00
gt limf= lim x
+ & e
= - o

lim (x* + 3% + 4) =4

—=0
limx =0 donc lim[fj = + =
h—=0 1]

273



Mathématiques premiére C et E - Analyse

Du fait que, pour x proche de 0, x* + 3x + 4> 0, et
connaissant le signe dexona:

lim f(x) = — = et lim f(x) = + o
*—0 k=0
x<0 x>0

3/ { est dérivable en tout point de D, car | est ration-
nelle.

Pour tout nombre réel x non nulon a :
(2% + 3) x — (x* + 3x + 4)(1)
f'{x) = 2 il A4

X —4
= _xz_

f'(x) est du signe de (x + 2)(x — 2) d'oll le tableau
de signe :

X ~¢_ -2 0

b4
sin —
1 —cosx 1 2
et comme —; ol %
2
ona:
i 1 — cos X 1
11 | oy it = Heme™
x=el) x? 2

Q 37 : Notons f la fonction definie par :
cosx — 1

fixr

f est définie sur R* et pour tout nombre réel non nul
(-x)ER" et

X%
5 —msx=25in?é

ona:

: sin h
On sait que la fonction | h = a pour limite 1
%

sin >
en0,dol lim—— = 1.
] !
2

2 —
T T ‘ f{ X:I = M _1_
DI R -~
= f(x)
Q35: : 3 car |la fonction cosinus est paire, donc f est impaire,
X f(x) x+3 ()~ (x+3) Ainsi le tableau demandé suffit pour avoir une idée
_10"|-g099907 0000004  |-9999997 | ~0,0000004 du comportement de f au voisinage de o
« arrondi d'ordre 6 arrondi d'ordre &
—10°{—99997,00004 ~59997 ~0,00004 de cos x de f(x)
_10¢|—97.04 97 ~0.04 0,02 0,999800 - 0,01
10¢(103,04 103 0,04 0,04 0,999200 - 0,02
10°|10003,0004 10003 0,0004 0,06 0,998201 — 0,02998
10°|1000003,000004 1000003 0.000004 0,08 0,996802 ~ 0,039975
Q 36 : Soit x un nombre réel non nul. 0.1 0,995004 — 0,04996
Puisque (voir chapitre 2 du tome géométrie) =

Il semble que I'on ait :

imf=0

o

2/ Soit h un nombre réel non nul, on a :

cos(0 + h) —cos0 cosh-1 _h
h " K Th

carcos0 =1

d'ol

cos(0 + h) — cos 0 cosh — 1
h =h

Puisque

LR

h—s0 h? T 5-

etlimh=0

=0

ona:

cosh — 1
oy e
b0 h? 0
c'est-a-dire
jim 230 + h) —cos0 _
b0 h
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srouve que la fonction cosinus est dérivable

~a QU 3
ce d ~ombre dérivé nul.

en 0et e
38 ; On sait que la fonction sinus est dérivable
-1 que sa fonction dérivee est la fonction co-

:r:uﬂ o1 cue st est dérivable sur | alors
Iy o frax + )] est dérivable sur ® et de fonction
Herwee [x — af'(ax + b)].

En appliquant ce résultat avec f = sin,ona .
[x— sin(ax + b)] est dérivable sur R et sa fonction
derivee esl [x—+a cos{ax + b}).

sin x esl une éguation de la courbe re-

Q3% y=

presentative (C) de la fonction sinus dans le repére
—- = : [/

©. 1. ). Considérons le point O’ [g 2) et le nou-

veau repere (0, 7, ]',I

Un point M du plan ayant pour coordonnées x ety

dans (O. 1, |), @ pour coordonnées X et Y dans

- x=X+ 5
(@, 1, ])avec
y=¥
Dol
ME(C)e Y =sin(X + 7]
2
Considérons la fonction F définie par

'FT':I

F:X~—sin|X +
2

F est définie sur R, et pour tout nombre réel X, on
a:

F(= X) = sin| - X+ :J
= cos X
&l F“’:j = gin ix + T.T']
(X + 3,
= cos X
donc F est paire, ¢'est-a-dire la courbe (C) est 8Y°
mélrique par rapport a la droite D(O, 1), autrement

dit la droite d'equation x = ; dans le repére

©.1, )
c%ﬁg: Soit x un nombre réel. On sait que :
d,{}uzl =2c08'x — 1

€05 X + cos 2x = cos x + 2 cosk — 1

O:O““=cos x, alors
X+cos2x =1+ 28 — 1

donc P est divisible par [t~ t + 1] et on obtient
P(t) = (t+ 1)(2t — 1)

d'ou

cos X + cos 2x = (2cosx — 1){cosx + 1)

Puisque f' est la fonction [x — cos x + cos 2x] pour
tout x de [O, =], F'(x) est du signe de

(2cosx — 1)(cos x + 1)

Deplusona;

[x € [0, 7], 2 cos X — 1 =U]¢>x=§
xE[0, 7], cosx+1=0]ex=mn
et

Vxe[0,n] cosx+1>0

Donc, pour tout x de [0, 7, f'(x) est du signe de
(2 cosx — 1).

Par ailleurs

[x € [0, w[,2cosx — 1> 0]

&S (XxeE[0, ], cosx>

2
oxe|D, TltI
3
d'oll le tableau ci-dessous
X 0 w3 T
T T
) t 9 - 8

Q 41 : Comme a la question 39, la fonction F sera
alors

F:stin*(X‘f g)‘m[?‘ (}H g)]

F est définie sur R, et pour tout nomore réel Xona:
F(X) = cos® X cos (2X + )
= cos® X [— cos 2 X]
—cos X[2cos* X — 1]
— 2 cos* X + cos® X
Comme la fonction cosinus est paireona:
F(— X) = FiX)

™
F est donc paire ; la droite d'équation x = > gstun

axe de symétrie de la courbe représentative de 9.
Ceci permet de partager encore lintervalle [O. 7).

o

42 : On sait que les fonctions sinus el
[%—»-ng cos 2x] sont dérivables sur R et de tonc{:)ﬁon
dérivée respective cosinus et [x — — 2sin ml ol
g est dérivable sur R at, pour tout nombre xon
a: ‘
g'(x) = (2 sinx cosx) 08 2x + sinx (- 2sin 2x)

= gin 2x [cos 2x — 2 sin®x]
= 2 ginx cOSX .

ﬁnﬁfgs plus,cos2x =1 - 2 sin®x, on obtient :

‘(x) = sin2x[1 — 4 sin’x]
gar allleurs on a:

wehg 2x € [0, 7]
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dou ;
VRE}D ﬂ‘ sin2x =0
g :

avec .
7' | T

x € .n_2|_5max—u]<:~xsss1u. 2|

7l
| done, pour tout nombre reel x de ]O. 21 ,g'(x) estdu

signe de (1 — 4 sin®x).
Ona

ix e 0, é[ .1 —4sin’x = CII]

m

&lxe _.D' 2| L sinx =

1
ousinX = - -
2

e ==
6
Et de méme :
: L b .
'xe|0_-i,1—dsm?x:»0‘
| | - J
1]

|l 1
= 10 2|, — - <sinx<
cf‘?z[ g =¥ 2]

—3 = ID. -r|
6l

dou le tableau :
x | O 8 e

T S S

Q 43 : La vitesse moyenne est le guotient de |a dis-
tance par la durée du trajet,

D'ou :
la durée du trajet de Grand-Bassam a FPori-Bouet
esl !

30 km 1
soit - h, autrement dit 20 mn ;
80 km/h 3

| Letaxiarnvera a Port-Bouet & 7 h 20.

La durée du trajet de Port-Bouet a Yopougon est :
: 20 km
| 30 km/h
| Le taxi arnvera a Yopougon & 7 h 20 mn + 40 mn
| c'esl-a-direa8h
La durée du trajet de Yopougon a N'Douci est ;

120 km

120 km/h SO 1D
Le taxi-brousse arrivera a 9 h a N'Douci.

2
soit ~ h, autrement dit 40 mn,
3

Q44 : La voilure roule de 7h a 9h donc l'en-
semble de définition de v estD : D = [0, 2]

Tracé voir figure (en noir)

T

T it

e

—

Q 45 : Pour toul t dans [0, 1/3], h

d(t) = 90t
1
Pour tout t dans 3 1:], ona:

mn=m+soﬁ—;)

= 20 + 30t
Pour touttdans [1, 2] on a :
dit) =50+ 120 (t — 1)
=—70+120¢
Le traceé est en rouge sur la figure,
Sur chacun des trois intervalles

1 11
]0‘ 3[. ]5, 1[ et ]1, 2[, d coincide avec une fonction

affine, respectivement [t — 90 t], [t — 20 + 30 ] at
[t— — 70 + 120 t] donc d y est dérivable.

On obtient le tableau suivant ;

t ] 13 1 2
vit) 90 30 120
TIEEEEEEEES
Y 90 30 120
Sur chacun des intervalles ]{J. %[* _%, 1[ et]1,2[v

et d’ coincident.

Q46: ai(é) est laire du rectangle OABC ol

113\ _[1/3\ /0 .1)1 =
h -|=— 90-'30
A(u ) B(ao )C(so)' i ‘ﬂ(a 3"

ﬂ(g) est la somme de I'aire du rectangle OABC &

de l'aire du rectangle ADEF ou

m)ﬁﬂ (m)_
D(ﬂ Eau HtFED ,d'ou

2 2 1
%J_W+Q"JXW
=40 i
s1(1) est la somme de l'aire de OABC etde!
rectangle AIGF ou G :;U) d'ou '

aire U

ﬂm=m+b—5xm=m

: AIGF @
J"‘(é) est la somme des aires de OABC, 8@

A
i

du rectangle IHKL, ol ngw
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doi a
3' =30+ 20 + ( i 1] »% 120
.-1-.2. \2
=110
4(4) est la somme des aires de OABC, de AIGF et

: 2 2 1 i
du rectangle IMNL ou M (u) N(120) o L(120)dw

4(2)=30+20+ (2— 1) x 120
=170
D'aprés le tableau de la question 450n a :

dl-| =230

3
2] 2
d -] =20+ 30--
3 3
=40
a1} =580
3 3
d=|= = —
> 70 + 12{]2
=110
g(2) =170

Ainsi pour ces cing valeurs de t, on a si(t) = d(t).

Q__?_I: F et G sont des fonctions polynémes donc
denvables sur &, et leurs fonctions dérivées sont F’
el G’ définies par :

F’ %~ 3x2 = 2x

G':t—=3P -2t

douF =G':

F et G sont deux primitives sur [ de f définie par :
fixrs 35 - 2x.

Ona:

VxER F(x)— G(x) = (x* = x¥) — (x* — x* + 5)
done :

F-G:x—-5

F — G est constante.

Q 48 : f est une fonction polynéme donc est conti-
nue sur R, de ce fait elle admet des primitives sur
R.

La fonction [x — x? + 3x] est une fonction polynéme
de fonction dérivée sur [ [x = 2x + 3] c'est-a-dire
f ; autrement dit [x — x* + 3x] est une primitive de f
sur [,

Une fonction F est une primitive de f si et seulement
si elle est la somme de la fonction [x — x* + 3x] et
d'une fonction constante ; autrement dit, si et seu-
lement si il existe un nombre réel k tel que
Fix—x?+3x+k

Alors [F(2) = 1] est équivalentd ;4 + 6+ k=1
c'est-a-direk= - 9.

Donc il existe une et une seule primitive F de f sur
K telle que F(2) = 1 c'est :

Fix—x?+3x—9

e ——

M
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a—

Resuliats—

ou indications des exercices

1/ frest pas dérivable en — 1

f'(1)=2 .
f n'est pas continue en 3

6/ 3/ f(1)=13
B8/ 1/ J— — 4[] 4, let]l,—
18:{2_— 48x
(x* + 3x — 4)?
2/ J—, 0], JU, 5 et }5, —P[
B 6
3 26

' x2  (6x — 5)°
_— 5

3 10,7 et |5, —

JD | Et} |

3

_ 5Bx+2)

‘ 20 (3% — 2)?
4 x |+_ 0 1/3 3 -

| o) T L) 11 ) 11 6o 1 tx) |

- 31x* —6x+ 9
avect, i x - m+ 3 2 i
| 4% (x — 3) f'(x) = —Pm—2 et le point de coordonnées x
| g S =1 et f(x) appartient a (D).
4x? (x — 3)°
Ontrouveme {— 2, — =
14/ Utiliser 3
VUV ER, u<veu<V 29/1/ & gauche — =, a droite + =
el _ 2/ + = adroite, — = a gauche
ViuvieR. u<veu>V 3}5
16/2x + 3 .
x~1;2+,f'1 4 + =
&1, quels que soient les nombres réels a et b de 30/1/ 83 , 83
af_uh;ﬁ.‘ ao pasdéﬁnlasm]— N.:[
' = 4/ 0,0
Huejn,n+ 11 fix)=x-n
Unu.‘ne]n,n+11 f'(x) =1 w;}'f: _'+::
RN T 1) - Va0 | pw
a=0:b , b
0lx) AH=1) N oy -~ & + @ Lt ®
& += i .
O . 22| st L X
h(x) N0 A =N . e
L-‘-'-'—-..____

23/1/ minimumen 0
2/ en tout point de |- 1, O [U] O, 1 [U] 1, 2[
f posséde a la fois un minimum et un maximum
relatif
en — 1, f posséde un minimum relatif
en 1 et 2, f posséde un maximum relatif et un
minimum
3/ Aucun extremum
4/ minimumen —2et - 1
a la fois minimum et maximum en tout point
de]—-2 -1
5/ minimumen — 1 et1
maximum en 0
6/ aucun extremumn
7/ minimumen 1

26/k <0 pas de solutions
k=0 S8={1}
k>0 deux solutions

27/VmeER (2y+x)m+ (2y +3x—2)=0]
est équivalent a
[2y + x=0et2y + 3x — 2 = 0]

2/ (D) /DO, j)e&m=—1
Trouverxetm(me R — {— 1})
tels que :
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e
e ——
39/# gcoincide avec { sur H. 48/ x 0 . -
® YxeE R aix) = — f{{—x)
d'ol l'utilisation de la symétrie de centre O ap- cotgx + A 0
pliqguee a (C,) N [(OJ), 1)
a0/ 3 49/g'(x) = — 10 sin 3x cos 2x d'ol
X =
2 - X 0 /4 w3 R
X
= — + - au voisinage de plus l'infini et de s . : d
T2 4 e g | 9 - Q-+ 0 -
moins |'infini. 1 1
6 g i A 3 “w 0
42/1g'(0) = 1 9% | e | |
.. f = 90
sin®x = 2 sin? 3x
a’ P
l- Y .'-I e [ |
; O i e N |
A - Y r— o i |
L8 ot )
= -——_________‘_'_-‘-_‘__‘__.'/.-"
=y
280
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7/ Etude globale d’une fonct

fon

Exercices

51 Etudier la dérivabilité sur R de
g 1 — x| + x4+ 2|

52 Etudier la dérivabilité sur ® de la fonction g dé-

fime par
V€ J— — 1 gx) =x+ 1
vxe]— 1.0 gx=0
vx € ]0, =] g(x) = x*

53 Soient k un nombre réel et f la fonction définie

‘par
11
Vx € ]« 1] f{:-c}|=k:x+—£-1--
2x + 3
vxe i, = fx)=-—""—
X+ 1

Trouver le nombre k de fagon que f soit dérivable
en 1. Préciser alors le nombre derivé de fen 1.

.154 Soit{la fonction définie par

f-R,— R

X=X
Quelle est I'application g notée #, définie par :
vxeR. g(x) = (f(x))

0, —=[ et donner

Verifier qgue g est dérivable sur |
dérivée. En de-

deux expressions de sa fonction
duire la fonction dérivée de f.

/55 Montrer que la fonction f définie ci-dessous est

continue sur [ :
5x =1
VxeE]—2[ fx)=_—

X =3
¥y € [2, 5] f(x) = 2x — 13
15
Yx e [5,—]

() = — —

x 3
Etudier sa dérivabilité sur [, et donner sa fonction
dérivée sur chacun des intervalles qui interviennent.
dérivabilité sur & (on

56 FEtudier la continuité et la S
) des fonctions sul-

précisera la fonction dérivée
vanies
x+ 3

W X

X5 — X 12
2f v |¥f —x+ 1|
3|‘r X v—r

x| + jx = 2|
3/ fest définie par : :

5 =

WER~- (-1,1) 0= 54

1
)=

4 xr>Vx? — 5x + 6

[ §? Soient a, b et ¢ trois nombres réels, et f la fonc-
lion définie par :

Vxe]— -3 Hx)=x*+bx+c
3
e f=2is
X+ 4
xﬂ-
¥x € [0, 5] f{x}=é—2x2+3x+2
Y15 —[ flx)=8x+a

1/ Vérifier que f est dérivable et donner sa fonction
dérivée sur chacun des intervalles ouverts

]— - 3[,]- 3,0[]0, 5[ et]5, —[.

Vérifier que f est continue en 0 et préciser sa deri-
vabilité en ce point.

2/ Trouver le nombre réel a pour que f soit continue
en 5. Est-ce que f est alors dérivable en 57 (On
précisera éventuellement a droite, a gauche).

3/ Trouver une égalité portant sur b et ¢ pour que f
soit continue en — 3. Trouver les nombres réels b
et ¢ pour que f soit dérivable en — 3.

4/ Avec les valeurs trouvées de a, b et c, etudier les
variations de f et tracer sa courbe représentative
dans un repére orthogonal du plan (preciser aux
points d'abscisse — 3, 0 et 5).

5/ Donner selon les valeurs du nombre réel m, le
nombre de solutions de I'equation :

xER Kx)=m
6/ Résoudre I'equation
xERf(x)=0

158 Dans un repére orthonorme A du plan, 'equa-
tion (x,y) € R% y = x* — 2mx + 3
dans laquelle m est un nombre reel, definit, pour
chaque valeur de m, la courbe representative (C,)
d'une fonction,
1/ Démontrer que toutes les courbes ('(;‘,m] ont un
point commun que I'on précisera.
2/ Vérifier qu'exactement deux courbes (C,), que
l'on précisera, sont tangentes a la droite des abs-
cisses. On note A et B ces points de contact.
4/ Damontrer qu'il existe exactement deux valeurs
de m pour lesquelles (C,,) a son sommet situé sur
la droite (D) dont une équation est :y = 2x + 2
Construire la courbe (C,,) qui correspond a la valeur
de m positive ainsi trouvée. Dans la suite, on appelle
(C) cette courbe et P son sommel. i
4/ (C) coupe la droite des ordonnées au point E, et
coupe la paraliéle a (D) menée par E en un deuxieme
point F. (C) coupe la droite (D) en deux points : P et
H.
Démontrer que le milieu de [EF], le milieu de [PH]
gl le point de contact de la langente a(C) menge
parallélement a (D), sont trois points alignes.
5/ Déterminer |'ensemble décrit par les sommets
des courbes (C,,). Vérifier que A, B et P sont des

sléments de cet ensemble.
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59 Soitfix— |1 —x® 4 [2x 4+ 1

1/ Exprimer pour tout nombre réel X, I(x) sans au-
cun symbole de valeur absolue. Etudier la continuité
defsur @

2/ Etudier la dérivabilité de f sur B el donner l'ex-
pression de !'(x) selon les valeurs de x, preéciser
éventuellement les nombres dérivés & droite el a
gauche en certains points

3 Etudier les variations de f et tracer sa courbe
représentative (C) dans un repére orthonorme du
plan (unités : 4 cm)

4 Soent m un nombre réel et (D) la droite dont
une eguation esty = X + m.

Discuter suivant les valeurs du nombre reel m, du
nombre des points dintersection de (C) et (Dy).
Tracer (Ds4), (Dz) et (Dga).

5 Resoudre 'eguation

xEH®. Efx)=p

dans chacun des cas suivants :
p=-1,p=0p=1etp=2

(E désigne la fonction partie entiére).

60 Dans le plan @ rapporté au repere orthonorme
(O, I, J), on considére le point A de coordonnees 1
el 1, et on nate E |'ensemble des points M de @ tels
que

MA = MH + MK

ou H et K sont |es projetés orthogonaux respectifs
de M sur les droites (O1) et (OJ) et ou MA désigne
la distance des points M et A,

1 Montrer que ia droite (A) dont une équation est
¥ = x, est un axe de symétrie de E.

2/ Montrer que :

[ (%) ‘
Ez'iw;_l'ﬁ*-'v =1-x-Y

‘ 3/ Dessiner E.

282

61 Soitf:R—R
% = 2x°

* =11

1/ Montrer que f est continue sur .

2/ Etudier la dérivabilité de f en 1. Que peut-on en
deduire pour la courbe représentative (C) de f ?

3/ Etudier les variations de f et construire (C).

62 Pour tout nombre réel m, on considére la fonc-
tion 1., définie par ;

xm_xz +2(2—m)x+ m?
On désigne par (C,,) la courbe representative de f,,

L1

dans un repere orthonormé (O, T, T} du plan.
1/ Etudier les variations de fine

2/ Soient F, les points de coordonnées m — 2 el
16 m-15

o el (D) la droite d'équation
- 1_!_:‘:-”rn = 17

Montrer que (C,) est I'ensemble, d i

m) - des points M d
Plan teis que la distance de M & F,, soii)! egale a I:
distance de M a |a droite (D).

—
3/ Soit a un nombre réel, onnote A, Ia;r;l-d\\‘\'

d'abscisse a et (T,) latangente a (C,.) en Am'a (C.)
a) Déterminer une équation de (T,). Quel est |y,
semble des nombres réels a tel que (T,) soit Pl
lale a (D) ? -_ ‘
b) On note (A, la droite d'équation y = 4 (m
Vérifier que pour a distinct de (m — 2), (T, coupe -
(D,) et (4,). On note dans ce cas K, le point diin.
tersection de (T ) €t (Dy), et I le point d'intersectign
de (T,,) et (An). _

Démontrer que le triangle A FK,, est rectange g
F
Démontrer que le triangle A Fl,, est rectangle en |
c) Démontrer que le point F'y, symétrique du painy
F,, par rapport a (T,,) appartient a la droite (D, ),

4/ Soit M un point du plan de coordonnées x, et o

dans le repére (O, i, j)

a) Donner, selon les valeurs de x; et y; le nombre
de courbes (C,,) qui contiennent le point M,,

b) Endéduire que I'ensemble des points M, tel qu'l
existe au moins une courbe (C,,) contenant M,, est
un demi-plan ferme dont on précisera la droite fron.
tiere (F). ;
¢) Montrer que, pour tout nombre réel m, la droit
(F) esttangente a (C,,) en un point dont on précisera
les coordonnées.

5/ Soait J, un point de la droite (A). Montrer que la
droite perpendiculaire en J,, a la droite (FJ,,) est tan-
gente a (C.).

Donner les coordonnées du point de contact en
fonction de I'abscisse b du point J,..

63 Soient m un nombre réel non nul et f,, la fonc-
tion définie par :
fnR—R

mx

jx — mi ;
1/ Déterminer I'ensemble de définition D,, de f, et
etudier les limites de f,, aux bornes de D,
2/ Soit (O, |, J) un repére orthonormé du plan. On
note (C,) la courbe représentative de f,, dans ce
repéere.
Etudier les variations de f;, f, et f_ , et tracer (Cq)
(C,) et (C_,). :
3/ Préciser, pour tout m, les intersections respec:
tives de (C,,) avec (Ol) et (OJ).
4/ Déterminer m pour que la tangente en O & (Cv)
coupe (C,,) au point d'abscisse 4.

Xr—=

64 Soient k un nombre réel et f la fonction définié

par : o
':!HEI:E__'__‘FH'I'” =

X-—2
Etudier les limites de f aux bornes de son ensem>
de définition (on discutera selon la valeur 0@ K
gth:ber les asymptotes a la courbe represen
al.

65 Soientk etk’ deux nombres réels et Ja fonctio”
définie par :

2k + K'x — 1
—_

f:x L
2x + 3
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.--—-'—";__.___.__ .
=
or les limites, selon les valeurs de k et k', de | 69 On considére la fonction f définie par :
E“'dgimgg de son ensemble de définition D, et pré- f:B— B
z:-i:_ los asymptotes a la courbe représentative de 2’
C i ans e cas ou k est rion nul, on déterminera les x4 x

nombres a, betc tels que :

c
f(x) =ax + b+ )

vx € D 2x + 3

66 Soient p et q deux nombres réels, f la fonction
definie par :

oyl S S (
i x—1
et g la fonction affine definie par
%+ px+ g

Daterminer |'ensemble de definition D, de f, et les
limites de f aux bornes de D,

Vérifier que la fonction f — g a pour ensemble de
gefinition D,.

Discuter selon les valeurs de p et g, les limites de
i — g aux bornes de D,, et préciser les asymptotes
4 |la courbe représentative de f.

67 Soit f la fonction définie par :

fowes [Be=1]+|x—3] +
1/ Préciser I'ensemble de définition D, de f, et don-
ner pour tout nombre réel x de D,, 'expression de
f(x) sans aucun symbole de valeur absolue.

2 Etudier les limites de f aux bornes de D,

3/ Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

4/ Déterminer les variations de f.

5' Préciser les droites asymptotes a la courbe re-
presentative (C) de f dans un repére orthonormé du
::i?n et la position de (C) par rapport a ces asymp-
Dles.

€/ Tracer la courbe (C) en précisant les points par-
liculiers intervenus, notamment, en représentant les
langentes ou demi-tangentes en ces points.

1?-'1 Etudier les intersections de (C) avec les asymp-
oles.

A

Xﬂ Soitf:®— R
[

X (x — 1)% +
Oh ddei %+ 1
d;:] signe par (C) la courbe représentative de f
¢ le plan rapporté a un repere orthonormé

(0,7, 7).
Emgf‘e{miﬂﬂr_l'eps‘emme de définition de 1.
E €r 'a continuité de f et la dérivabilité de 1.
ludier les variations de f.

onlrer que les droites (D,) et (D,) d'équations

fespectives y = x
lotes a a coyrbe (C). y % + 1 sonl asymp

Ermjner 5.“3 BH . . )
des : istent, les points d'intersections
Py Dﬁg’“pﬁm‘“..{n‘]‘ el (D) avec la courbe (C).

A fMminer l'intersection de (C) avec la droite
o0, 7).

Tracer |5 courbe (C).

0 1/ Soitlafonctionf: R— R
(x + 1)°
K

et on désigne par (C) la courbe représentative de f
dans le plan rapporté a un repére cartésien.

1/ Determiner 'ensemble de définition D de f. Ex-
primer f(x) sans valeurs absclues suivant les va-
leurs de x.

2/ Etudier la continuité de f en 2, puis sur D.
Etudier la dérivabilité de f en 2, puis sur D,

3/ Etudier les variations de f.

Montrer que la droite d'éguation v = x + 1 est
asymptote a (C). Tracer (C).

(x — 1)
On note (C) la courbe représentative de f dars le

plan rapporté a un repére orthonorme (O, 1, | ).
a) Etudier les variations de f.
b) Vérifier qu'il existe deux nombres réels a et b,
que I'on précisera, tels que :

ax + b
"U’xE[FE-—{!} f(x)=x+5+ix——1—3é
En déduire gue la droite d'équation y = x + 5 est
asymptote a (C)
c) Tracer (C).
9 Soit g la fonction |f|
a) Etudier la continuité et la dérivabilite de g en
-1,
b) Tracer la courbe représentative de g dans le re-

pere (O, 4 T] en expliqguant ce tracé.

c) Pour tout nombre réel m, on note (Em) I'equa-
tion :

(Em):xE®R, x+1F=kix - 1)° _ )
Déterminer graphiquement le nombre et le signe des
solutions de (Em) suivant les valeurs de m.

71 Soit f la fonction de ® vers K definie par :
Vx € |- =, 0]

- ——
f(x) = - X =

-5

VxeEJ0, + 2] fx)= ;2__1
1/ Etudier la continuité et la derivabilite de f.
2/ Etudier les limites de f aux bornes de son en-
semble de définition.
3/ Etudier les variations de f.
4/ Montrer que la droite d'équationy = — X + 4 ast
asymptote a la courbe représentative (C) de f dans
le plan rapporté a un repére Hh _
5/ Tracer (C) en précisant la situation au point
d'abscisse zero.

72 Soil la fonction :
f: R — R

PO .
X = — gX "

=
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Mathémariques premiére C et E - A nalyse

-

1/ Etudier les limites de { aux bomes de son en-
semble de définition.

2/ Etudier les variations de f.
3/ On note (C) la courbe représentative de { dans

-

le plan rapporté & un repére orthonormé (O, i, ).
Montrer que (C) admet deux asymptotes dont I'une
est la droite (D) d'équation : 2x +y - 1=10

4 Montrer gue le pmnul[ ?} esl centre de symelne
de la courbe (C).
5 Tracer (C).

6 Soit A e point de coordonnées — 1 el 7 dans le
repére (O, T T}.
Pour tout nombre réel m, on note (D) la droite pas-

—

sant par A et de vecteur directeur | + mj.
a) Montrer que, pour tout m différent de — 2, (Dy)
est sécante & la droite (D).

Calculer les coordonnées du point Q d'intersection
de (D,.) et (A).

b) Montrer que, pout tout m, (D) est sécante & la

droite D(O, ). |
Calculer les coordonnées du point P d'intersection

de (D) et D(O, j).

b) Soient | le milieu de [PQ] et B le symétrique de
A par rapport 2 |.

Calguler, en fonction de m, les coordonnées du point
B.

¢) Montrer que, lorsque m varie, I'ensemble des
points B est |2 courbe (C).

73 Pour chague valeur du parameétre réel m, on
considére la fonction numérigue 1, de la variable
réel définie par
mx <+ 1
1" b o B
X+ m

On appelle (C,) la représentation graphique, dans
le plan rapporté au repere orthonarme (O, |, J), de
chague fonction 1.
1/ Montrer gue, sauf pour deux valeurs de m que
l'on précisera, les courbes (C,) admettent deux
points communs dont on calculera les coordonnées.,
2/ Pour guelles valeurs de m, la restriction de
{,&]— =, — m| est-elle décroissante ?
3/ a) Trouver m, pour gue la droile d'équation :
3x — y + 2 = 0 soit tangente a (Cmy) au point de
coordonnées (— 1, — 1)
b} Etudier ia fonction 1.
4/ a) Tracer (C,) et (C_ ;) dans le repére (O, |, J).
b) Résoudre l'inéguation

2x + 1 - 3x + 1
xe R, <
X+ 2 x—4a
par le graphique puis par le calcul,
¢) Trouver limage réciproque par | 5 de l'intervalle
[- 1, 3], par le graphigue.
Verifier en résolvant :

~ 3% + 1
vl o =21 o gl
| =3

—

5/ Conslruire la représentation graphi
rapére orthonormé distinet de (O, 1, J),
[x + f, (cos x)].

que, dang
dela funnﬁ:;

74 Pour chaque valeur du nombre réel m on consi
dere la fonction f, définie par

fo:R—F
mx? — 1
X ———
¥ —-m

On appelle (C,) la courbe représentative de f_ dans
un plan rapporté a un repére orthonormé.
1/ a) Donner, selon les valeurs de m, I'ensemble
de définition de f,.

b) Montrer que, quel que soit m, f, est paire.

c) Préciser, selon les valeurs de m, sur quel en-
semble f,, est continue, puis sur quel ensemble fy
est dérivable. Calculer alors f,,'(x) pour x dans cet
ensemble.

Pour quelles valeurs de m, f,, est-elle constante sur
son ensemble de définition ?

1/ Pour m différent de 1, calculer f (1) ; en déduire
qu'il existe deux points appartenant a toutes les
courbes (C,,) sauf (C,).

2/ Tracer (C,).

3/ Etudier les variations de f_ , et tracer (C_ ).

4/ Faire I'étude compléte de f, et tracer sa courbe

représentative dans un repére orthonormé distinct
du précedent.

75 Soil f la fonction définie par :
f:R—R
X+ 2
2%

1/ a) Etudier les limites de f aux bornes de son en-
semble de définition,

b) Etudier les variations de f. o )
2/ a) Caleuler les limites en plus l'infini et moins
l'infini de la ionc..z*tion g définie par :

X
X fx) — —
g x> f(x) s

X =

b) Que peut-on en déduire quant & la position de 1
courbe représentative (C) de f par rapport & la pa

rabole, courbe représentative de la fonction

h:KHx-
X 2

c) Déterminer le plus petit nombre réel strictement
posiif A tel que, pour tout élément x de JA, + 101
a: |f(x) = hix)| <1072,

3/ Tracer (C).

76 1/ Soit g la fonction polyndme daﬂin::a par:
VXER g(x)=3x'—12x° +12¢ +

12
a) Etudier les variations de g. ) de
b) Montrer que la représentation graphique { mé
g dans le plan rapporté au repére orthon?

(©, 7, 7). admet pour axe de symétrie 12 droite

d'equation : x = 1.
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7/ Etude globale d'une fonction

2/ On considére la fonction polynéme f définie par

vxeR f(x)=—13x"+2V3x
a) Etudier rapidement f et tracer, dans (O, T T)_ la
courbe représentative (C) de f, en plagant les points
O’ et S de (C) d'abscisses respectives 2 et 1.
bl On note A le point de couple de coordonnées
. v3!

= -
-5
Soit M un point de (C) d'abscisse x. Calculer la dis-
tance AM en fonction de x.
On considére 'application d de R dans R, définie
par :
dx— AM
et on note d* l'application définie par :
YxER (d°)x) = [d(x)]
Vérifier que g = d*
c) Onadmetira que d est une fonction dérivable sur
F et on notera d’ sa fonction dérivée.
Exprimer d’ en fonction de g et d.
En déduire les variations de d.

3/ Soil M un point de (C) de couple de coordonnées
%y 2

El'ér!ll"fjier que A et M sont distincts.

Déterminer I'ensemble des points M de (C) pour les-

guels |a tangente & (C) en M est perpendiculaire a

la droite (AM).

Tracer la tangente a (C) en chacun de ces points.

77 Soit f la fonction de | vers B définie par
VYxER f(x)=sin® + cos x

1/ Montrer que f est paire et périodique de période
27

2/ Etudier les variations de f sur l'intervalle [O, =].
3/ Tracer |la courbe représentative de f, en explici-
tant les transformations ponctuelles utilisées.

4/ Discuter graphiqguement du nombre des solu-
tions de I'équation (Em) :

(Em):xe[-m =), fx)=m

selon les valeurs du nombre réel m.
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Sujets de recherche

Sup et Inf de trois fonctions (A )

Un etablissement scolaire est équipé de 3 machines A, B et C servant a la duplication
des documents. Voici quelles sont les caractéristiques de ces machines.

Machine A : Machine manuelle a alcool.

En tenant compte du prix de I'alcool, des matrices et du papier, le prix de revient des
copies est etabh par le tableau suivant :

Nombre de copies [1, 10] 110; 30] 130; 70]

Prix d'une copie 40 F 10 F 2F

Mais au-dela de 70 copies, la matrice est fichue et I'on doit en refaire une autre. Il faut
donc ajouter aux prix de revient des copies au-dela de 70 (et toutes les 70 copies) la
somme forfaitaire de 100 F. Cette somme s’ajoutant donc a partir des 71%
141% = copies.

Machine B : Photocopieuse électronique avec préchauffage.

En tenant compte du prix du papier spécial utilisé et de I'encre en poudre on a le tableau
ci-dessous :

; _ g : Au-dela
Nombre de copies [1;10] 110; 70] 170; 110] de 110 :
Prix d’une copie 20F 10/3 F 10/4 F 1 F

Mais, pour que la machine B fonctionne il faut la mettre en chauffe 1 heure avant son
fonctionnement. 1l en résulte une consommation d’¢lectricité non négligeable qui se
traduit par une majoration forfaitaire du prix de revient des copies, de 300 F.

Machine C : Ronéo électrique pour stencils i encre.

Au-dela
Nombre de copies [1;20] | ]20; 301 | 130; 1307 |]130; 210] dl; 2{;;
Prix d’une copie 20 F 10 F 6 F 52F 2F

1) Sur une méme feuille de papier millimétrique, tracer les trois courbes représentatives
des machines A, B et C donnant le prix de revient d’'un nombre quelconque de copies

inférieur a 210.

gl P e T




2) Caleuler pour chacune des Lrois machines A, B ¢t C le prix de revient de 3 COpics,

71 copies. 153 copices.

) Existe-1-il un nombre de copies tel que le prix de revient de ces copies 501t le Méme
pour les trois machines?

4) Dresser un tableau indiquant, pour un nombre quelconque de copies inférieur 4 2
guelle est la machine la plus avantageuse.

10,

5) Une secrétaire dactylographe payée 500 F de I’heure met quinze minutes
i la machine un texte d'une page. Elle a la possibilite d’utiliser 5 carbone
temps. o

Un professeur désirant 36 copies d'un texte d’une page a-t-il intérét, du point de vy
financier. de s'adresser a cette secrétaire ou bien doit-il utiliser une des machines?§j oui,
laquelle?

pour taper
S €n méme

Groupe des permutations d’un ensemble 2 trois éléments (A,)

1) E. F, G et H étant quatre ensembles, on considéere trois applications :

f:E—F
g:F— G
h:G— H.

Exprimer. pour un ¢lément quelconque x de E, [h o (g © f)]1(x), puis [(h o q) o ().
En déduire I'égalité des applications h o (g o f) et (h o g) o f (cette application sera
notée h o g o f).

2) Considérant les applications : f : E— F et g : F — G, démontrer que :
a) s1 [ et g sont injectives, alors g o f est injective
b) si [ et g sont surjectives, alors g o f est surjective

¢) en déduire que, si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

3) Considérant encore [ : E— F et g : F— G, démontrer que
a) si g o f est injective, alors f est injective
b) si g o [ est surjective, alors g est surjective.

- # . - ' . el * Sont
En déduire, dans le cas ou E = G, que, si [ o getg o f sont bijectives, alors f ety
bijectives.

. ‘ o ’ o e il existé
4) Soit [ : E— F une application donnée, déduire de ce qui Precedﬁ que,:t g son
une application g : F —» E telle que g o [ = idg et f o g = idg alors f_. =t
bijectives. Notant f ! la bijection réciproque de f, montrer alors que § = .
=k -1 Jeur
3) Solent f une bijection de E vers F et g une bijection de F vers G,f: e;}ﬁet 4), en
bijections réciproques. Déterminer f ! o g~ '. En utilisant les quesf‘““s

déduire que g o f est bijective et de bijection réciprogque f ' © 9‘__//
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6) Le plan i étant rapporté 4 un

; s ; repere orthonormé (0, :4,;) on considere les points
il R o I .
_4( ) B( l)‘ ( - ) et D( 1) Soit rla rotation de centre O et d’angle dont une

s

o 11
détermination de la mesure est 3 Compléter -

—
|

Démontrer que r est une bijection de
On note : r* = r o r. Donner les image
de 27

Mémes questions pour 13, ot 13 = y2 o » puis rY, ou r* =¥ o r,
Completer alors le tableau suivant -

[5 r rr | | et

¥ dans 7 et trouver sa bijection réciproque.
sde 0, 4, B, C et D par r2. Quelle est la nature

7) Soit E={1,2,3 }. La bijection f de E dans lui-méme définie par :

f1)=a
f[g; j? est notée (; i i)

Donner la notation de idg.

I 23 1 2 3 _123=123t
Dnconsidérc£1=(] E 2).!'1:(3 2 1= 2 1 3P "\ a2 )€

sl i2 3
31 )

Définir les bijections suivantes :
bety, Hholh Boh, Lok
& i -1
Lotyetly o, puis r et ™",

B =



____-————____ e

Completer alors le tableau cujvant :

/'-'--I:__] ]Lif ; 1 &

[llustration graphique des solutions d’une équation (A,-G)

On considére I'équation : .
(E,) xeR, (m+ )x?* —2(2m + 1)x + 1 —mp =0

ot m est un nombre réel.
1) Etudier suivant les valeurs de.m, Pexistence et le signe des solutions de (Ep).

2) Peut-on déterminer m, pour que .
a) le nombre 4 soit solution de (E,.)?

b) le nombre 2 + \/5 soit solution de (E,,)?
¢) un nombre réel x, donné soit solution de (E.)?
3) Peut-on déterminer m pour que la somme des deux solutions de (E,,), lorsqu’elles
existent, soit égale & un nombre réel s donné?
4) Peut-on déterminer m, pour que le produit des deux solutions de (E,,), lorsqu’elles
existent soit égal @ un nombre réel donne p?
5) Démontrer que, lorsque (E,,) admet deux solutions, éventuellement confondues,
alors elles vérifient une égalité indépendante de m. Retrouver les solutions doubles
éventuelles de I'équation (E,,).
6) Spiem (D) une droite munie d’un repére (O, I), M’ et M” les points de (D) dont les
abscisses respectives x’ et x” sont les solutions de (E,,), lorsque celle-ci en a deux.
a) Démontrer qu'il existe deux points fixes 4 et B de (D) tels que, quelle que soit la
valeur de m pour lesquelles deux solutions de (E,,) existent, on a :

AM’ . BM" + AM" . BM’ =0,
b) Soit € un point de (D) d’'abscisse w. Peut-on déterminer m pour que :
— les P{Ji]‘lls M’ et M” soient symétriques par rapport a Q7?
— la distance du point Q a I'origine soit moyenne proportionnelle entre les distances

des points M" et M" & l'origine? | On rappelle que ¢ est moyenne proportionnelle deaet
d si et seulem 51 2L o : ;
ent S one ct d sont des nombres réels non nuls).

i




‘___._E_'_—_

) Pour quelle valeur de m, I'abscisse du milieu de [ 4B] est-elle solution de (E,)?
O'El considére dans cette question que (E,,) a deux solutions.

4} Soient I un pointdu plann ‘appartenant pas a la droite (4 B), (4) la droite paralléle a
(BI) menée par A. M’ étant le point d’abscisse x” solution de (E,), avec M’ # A et

M’ # B.
vérifier que la droite (IM”) coupe (4) en un point N. Construire le symétrique N" de N

par rapport a A.
Montrer que la droite (IN") coupe la droite (4B) en un point M"” d’abscisse x”, I'autre

solution de (E,,).

Difféerences finies (A,)
Soit f une fonction. On note Af la fonction définie par :
) VxeR Af(x)= f(x+1)— f(x)

Af est appelée la 17 différence finie de f ou la différence finie d’ordre 1 de f. On a ainsile
tableau suivant pour f : x > 2x> — 3x* + 4x — 5,

X -3 | -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

fix) | —98| —41|—-14| =5 | =2 7 34 91 190 | 343

4f(x) | 57 27 19 3 9 21 57 99 153

De méme A*f est la fonction A(4f) c’est-a-dire :
VxeR A4%*f(x)=4f(x+1)— Af(x)

A’f est la différence finie d’ordre 2 de f.
Plufs généralement pour tout entier naturel k différent de 0 et de 1 on appelle différence
finie d’ordre k de f la fonction, notée 4*f, égale a A(4*~1f).

1) Pour f : x +—s 2x® — 3x2 + 4x — 5, compléter le tableau suivant :

x -3 | =2 -1 0 1 2 3 4 5 6

L ]

e N
A2 (x) |

4 f(x)

— B

4% f(x)

Donner pour tout nombre réel x les expressions de 4/(x), A*f(x), 4°f(x) et 4*f(x).

S
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‘ r toute fonction pnly’ﬂﬁmﬂ fde dcgré ﬂ sa dlffercn.ce'ﬁme d’m‘d‘te
21] rf f) :sttrirn?lﬁe;ni?iin polynome de degré n — 1. I?n dei_iulcri‘f: ?lu:ml:; i‘ilfz':ileﬂ*’—'ﬂs finies
successives d'une fonction polynome sont nulles a partir du ‘ g
3) Dresser les tableaux des différences finies d'ordre 1, 2, 3, 4 des fonctions polynémes
fis fas Jas fa €t f5 definies par : |

vie{1,2,3,45} fiixr— X
(on prendra pour valeurs de x : 0, 1, 2, %, 4, 35, 6).
Dresser les tableaux de f: x — x + x°
g1 x — Ix?

hiix — 2%% —3x°,

Comparer ces tableaux avec ceux des f;. .

Montrer que, quelles que soient les fonctions [ et g et le nombre réel k, ona:
A(f +g)=A4f + 44
Akf) = k(4f).

4) Completer le tableau ci-dessous qui est le tableau incomplet des différences finies
d’une fonction f.

X 0 1 2 3 4 5 6
Jix) 3
4f(x) =3
A% f(x) 2
A*f(x) 0 0 0 0 0

Alnsi 4 partir de la 1™ colonne et de la «li
4. 5et 6 par [ (et on aurait celles d
Plus généralement on va montrer on connaf i

: nnait une fonction polyna aceal
donnée des valeurs J10), 4£(0), 42 " ) s S ! gtigesle
o S0, 431(0), ... 4 JO)otnestle degré de 1. Si f est constante

VxeR f(x) — f(ﬁ}

Si f est une fonction polynéme de degré |

" +1l existe deux nombres réels a, et ay tels
VxeR f(x]==a1x+ﬂu.
Calculer f(0) et A1(0) en fonction d
¥ - ; E a
En déduire les valeurs S

oy de a, et de ag.
1] est une fonction polynéme de degré 2. il exi :
a0 &re 2, il existe trojg nombres réels a,,

al et dgy tcls
VxeR f(x)=gq x2

2 + a41x + q,,
Caleuler f(0), 4 J(0) et A2£(0) en fonction de a, ’

a, et g,




Ln

I

En déduire, en regroupant les termes de fagon adéquate, que :

¥xeR f(x) = f(0) + xAf(0) + xbe—1) A*f(0).

Si f est une fonction polynéme de degré 3, faire le méme genre de raisonnement pour

F1|';!l|1'CT' que :
wweR [0 = f0) +xaf© + XN 20 + =2 go100)

D'une maniére générale, si / est une fonction polynome de degré n, alors on a, en
notant k! (lire factorielle k) le nombre 1 x 2 x 3 x ... x k pour tout k de N* :
x(x —1) (x — )(x — 2)

vweR  f(x) = f(0) + 11' A£(0) + 2—|.;1=.,r{0)+"’ - A2£(0) + .

x(x—=1)(x=n—1) 471(0).

5) Lorsqu’'on connait les images par f des n premiers entiers naturels (c’est-a-dire f(0),
£(1), f(2), ... f(n)), on peut obtenir, grace au tableau des différences finies les valeurs de
1(0), A(0), ... 4"f(0). On peut alors obtenir I'expression de f(x) pour tout nombre
réel x en utilisant la formule ci-dessus (appelée formule de Gregory).

Appliquer ce raisonnement pour connaitre la fonction polynéme f de degreé 3 telle que :

fO=5 f)=-2 [f2)=8 et f3)=0.

Polynomes d’interpolation de Lagrange (A;)
1) Déterminer les fonctions polynémes f de degré n suivantes :

an=1 f(2J=1 et f(3)=0

byn=2 fl0O)=1, f(1)=0 et f(5 =36 : 31
C] n=>3, f{{]]=3, f[‘—“l)=2, f(Z}-—:-—l et f(§)=?.

2) Existe-t-il une fonction polynéme de degré 2 qui associe aux nombres réels1,0,2et 3

respectivement les images 3, — 2, 0 et 27
Existe-t-il une fonction polyndme de degré 2 qui associe aux nombres réels 2, — 1,,/2

et 3 respectivement les images — 15, 0, —5- Bﬁ et — 8?

3) Trouver toutes les fonctions polynomes J de degré 2 vérifiant :
f(—3)=2 e [f2=-3.

Trouver toutes les fonctions polynomes g de degré 3 verifiant :

g(l) =1, g(—1)=3 et g(vfg}:_ﬁ‘

4) Soient f:x+— ax’ +bx+c et gixr— a’x* 4+ b'x + ¢ deux fonctions
polynomes de degré 2. Soient x,, X, €l X3 trois nombres réels distincts deux a deux.

Démontrer que, si les images par f et g de chacun de ces trois nombres sont égales, alors

ona:
(@ —a)x; + xz) +(b—b)=0 et (@ — a’)x, + x3)+(b—b")=0;

en déduire que [ et g sont €gales.




——

Plus généralement prouver que deux fonctions polynomes de degre n qui coincident
pour n + 1 nombres réels distincts, sont égales (on utilisera le fait que leur différence
an + 1 zéros distincts). On déduit de ce résultat quune fonction polynome de degré n
est déterminée de fagon unique par la donnée des images Vi, ¥a» = Yasr de n + 1

nombres reels distinets Xy, Xy« Xpa 1

S) Soit { une fonction polynome de degré 1 au plus {a.fﬁ.nc] déﬁni’e par f(x,) =y,
et f(x,) =y, ou x, et x, sont deux nombres réels distincts. [ étant la fonction

[x +— ax + b],calculer aet ben fonction de x,, X3, ¥y et y2; endéduire que, pour tout
nombre réel x ona:

f(x) =y 2+ 22t
Py
6) Soit f une fonction polynome de degré 2 au plus définie par f(x;) = y1, f(x2) = y2

et f(xa) = V3 Ol Xy, X, €t X sont trois nombres réels distincts deux a deux. Vérifier que
pour tout nombre reel x on a:

oy —%2) (x4 ~ %3) j.z':-’cz—'-“l)(xz—‘xs} ~ (xs‘xl){x:.'fi’cz].

_ (x —x3)(x — X3) (x — x,)(x — X3) (x — xy)(x —x3)
f(x)=y,—— — 4y

7) Plus généralement, vérifier que I'unique fonction polynéme f de degré au plus égal a
n — 1 telle que les n nombres réels distincts deux a deux.x,, Xz, «.. Xq aient pour images
respectives les nombres réels donneés yy, ¥z, ... Ya, €5t donnée par l'expression :

: [x'_xl)'"{xrxf—l}[x_xi!-l}"'[x_xn}
P
fix) i= H (3 =) e (X — X )% — X4 3o oy — %)

dans laquelle le symbole Y que 'on lit «sigma de i égal 1a n» désigne la somme de
i=1

tous les termes que 'on calcule en remplagant successivement i par 1,2, 3, .. puis n.
Cette formule est appelée formule d'interpolation de Lagrange. Elle permet de calculer
I'image par f de n'importe quel nombre réel dés que I'on connait les images de
n nombres réels distincts (quand le degré de [ est inférieur ou égal a n — 1).
Appliquer ce résultat pour calculer 'image de — 2 par la fonction polynoéme de degré
inférieur ou égal a 3 qui, aux nombres réels — 1,0, 1,2, associe respectivement 2, — 3, 5
Appliguer ce résultat pour calculer I'image de 3 par la fonction polynéme de degré au

plus égal 44 quiadmet 2,0et — 1 pour zéros et qui prend les valeurs 1 et 3 pour 1 et —
respectivement.

Construction d’une ellipse (A ;)
Le repére ®, égal a (O, 1, j) est un repére orthonormé du plan .
1'“ partie

Soient F le point de coordonnées (15 2) dans R et (D, ) la droite dont une equationdﬂﬂs
R oest

Dy):y+1=0.

____---"""-
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[) Soit x, y" les coordonnées du point M’ projeté orthogonal du point M de
coordonnees X, y sur la droite (D). Trouver x’ et y* en fonction de x et de y.

2) Soit A 'ensemble des points M du plan tels que :

MF?* = MM"™,
Montrer que 'on a :

A=[M(;);xz—2x—6y+4=ﬂ}~

; ; i | .
3) Soit O, le point de couple de coordonnées (l; 5) dans R. Soient X, Y les

— e

coordonnees dans le repére R, égal 4 (0, i, j) d’un point M de coordonnées x et y
dans R.
Montrer que I'on a ;

Dessiner A.
2° partie
Soit G le point de couple de coordonnées [ﬁ; 0) dans R et (D,) la droite dont une
équation dans R est :
2% — /2 =0,

1) Soit x’, y’les coordonnées du point M projeté orthogonal du point M de couple de
coordonnées (x, y) sur la droite (D,. Trouver x" et y* en fonction de x et de y.

2) Soit B I'ensemble des points M du plan tels que :
MG? =2MM’2,

o [u)t-r-1)

T TN TrTY
3) Soient = — (i —j), J =—= (i +J)
2( J) 5

7

Exprimer les coordonnées x et y d’'un point M dans le repere R en fonction des
coordonnées X et Y de ce méme point dans le repére R, égal 4 (0, I, J).

Montrer que I'on a :
X 1
B"{M(Y)’H‘z}'

Montrer que I'on a :

Dessiner B.

3° partie
Soit C I'ensemble des points M de coordonnées x et y dans & tel que :

C:{M(;);x3+y2—xy—l=ﬂ}-

1) Montrer que C posséde un centre de symetrie.




——

2) Montrer que les droites d'équations dans R @y — X = Oet y + x = 0 sont des axes
de symetrie de C.

. 3 I i3 . . | =" -
3) Soent | = — (i —jyetJ= —7 (i +j)
- = B
Trouver une équation de C dans le repére R, egal a0, 1,J).
4) Tracer dans R, le cercle dont une équation est : X2 + Y? = 2; placer les points
dlintersection de C avec les axes de coordonnées de Ry
5) Soit a 'application de  dans ¢ telle que :

a: §—7

i()m )

a) Montrer que a est une bijection.

b) Quelle est I'image par a du cercle d’équation X% 4 ¥e=2
¢) Dessiner C.

Fonctions associées et changement d’origine ou de graduation (A;)

On a vu dans le cours que I'on pouvait obtenir a partir de la courbe représentative d’une
fonction donnée f dans un repére donné R, la courbe représentative (C,) d’une fonction
associée g. en faisant subir une translation ou une affinité a la courbe (C ;) donnée, mais
en conservant le repere initial R.

On va étudier maintenant une méthode pour voir la courbe représentative de g comme
&tant celle de [ mais, cette fois-ci, dans un autre repére R" que I'on va construire.

A1) Soient g : R—> R etfi:R—=R.
1—2x 1

X - X -

X x

a) Construire la courbe représentative (C,) de f; dans un repére R ¢gal a (0, i, f]
donné.

b) Soit R, le repére (0. 1, j) ou le point O, est le translaté du point O dans la
translation T; de vecteur 2j. Montrer que la courbe représentative de g, est I'ensemble

des points de coordonnées (X, Y) dans K, telles que ¥ = l in déduire que g, st

représentée par (C,) dans le repere R,.

2) Soient g, : [ 1, —[— R
1

'x"-_*x_l .‘il—’-l—

X
Tracer la courbe représentative (C) de f, dans un repére R égal & (O, i }) donné. Soit

R, le repére (05, i, j)ou 0, = Ti0). Montrer que g, est représentée par (Cz) dans le
repere M.

&t fy S [—2 s s

__--"'—'.-
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3) Seit [ une fonction de R vers R densemble de définition D, et de courbe
representative (C ) dans le repére R du plan . Soient a et b deux nombres réels donnés
et ¢ la fonction de R vers R telle que :
g:-R— R
Xr— f(x—a)+ b

a) Determiner I'ensemble de definition D, de g.

) Montrer que la fonction g est représentée par (C) dans le repere R” egal a (0", i, ]
on

0" = T_.r-»7(0).
4) Utiliser la méthode précédente pour représenter la fonction :
g:R— R
Xt x? —2x +3
et trouver graphiquement I'image réciproque de [3; 4[ par g.
(On obtient 11 — /2 01U [2; 1 + ./2[)
5) Utiliser la méthode précédente pour représenter la fonction :
g:[—1;—[— R
— 2%+ 7

X —
x—3

et trouver graphiquement I'image directe de ]1; 2[ par g.

B 1) Soit f une fonction de R vers R d’ ensemble de définition D; et de courbe
representative (C,) dans le repére R égal a (0, r J) du plan .
Soient k un nombre réel non nul et g la fonction de R vers R définie par :

VxeD, g(x)=kf(x).

Montrer que la fonction g est représentée par (C ) dans le repere R’ égal a (O, i, j*’) avec

I 3

it p j. (Ceci revient a changer la graduation sur 'axe des ordonnées.)

2) Appliquer cette méthode pour trouver graphiquement I'image réciproque de [3; 5]

par la fonction :
g:[-1;2]— R

x— 22

3) Soit f une fonction de R vers N d’ensemble de définition D, et de courbe
représentative (C ) dans le repére (0O, i, j)de &. Soient k un nombre réel non nul et gla

fonction définie par :
AR g:R— R

x — f(kx)
Déterminer I’ cnbemhie de dét’miticn D, de g et montrer que g est représentée par (Cj)

dans le repére (0, i ; ]dVEL i’ = ki (ceci revient a changer la graduation sur 'axe des
abscisses).




4) Soit g : } I:i:l—-'- R

O — 3 sin 2x

En utilisant simultanément les meéthodes précedentes, tracer la r.:m_:.rbe representative
(C,) de g Etudier graphiquement le sens de variation de la fonction g.

o = 1 =
Attention si vous avez fait le changement de graduation utilisant j° = — 5_}.
n
Calculer g(0) et g(é)
i ) . ll __._ . -
N'aurait-il pas été plus pratique d'utiliser j° = ;ij et la fonction X — — SIn x?

-
5) Soit g:[—%; 12]-—* R

m
xr—v3cos(lx+§)+1

Résoudre graphiquement I'équation :

n In
IE[—‘E,E] 3 Q{X}-—Z.

Utiliser éventuellement les résultats du sujet de recherche n® 1 du tome 2 (G1) pour lire
les nouvelles abscisses en utilisant I'ancienne graduation.

Echelles fonctionnelles (A ;)

Dans cette étude on représente la droite (D) munie du repere (I, A) comme ci-dessous :

! A M

U 1

-+
-+

X
ou le « pas» de la graduation mesure | cm.

e Soit M un point de la droite (D). On note X son abscisse dans le repére (/, A).

e Sur cette droite graduée, une échelle est construite en marquant des petits tirets €n

regard desquels on inscrit des nombres appelés : cotes de I'échelle. La cote est dési
par la lettre x.

Pour placer un point M de cote x, c'est-d-dire pour trouver I’

gnel‘-

: i abscisse X dans le repére
(1. A)du point M de cote x, on utilise une fonction numérique de la variable réelle x et
un nombre réel £ et ona: X =7 f(x).

¢ est appelé module de ['échelle : ¢'est un nombre exprimant une distance en centimétres

si on 4 pris un «pas» de un centimetre pour le repére. On a ainsi une échelle
fonctionnelle qui est caractérisée par la fonction f,

B
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Exemples :
1° Echelle des carrés ou quadratique

Ici 7 est égal @ 1 et f est définie par ;

IH-}- 'R.q.a
X — x2
I M
0 t 2 x 3

Le point de cote 2 a pour abscisse 4 dans le repére (I, A).

Le point de cote 3 a pour abscisse 9.

Le point de cote x a pour abscisse x2.

On remarque que dans cette échelle il n’y a pas de repére (les tirets ne sont pas
regulierement espaces) et qu’il n'y a pas de cotes négatives dans cette échelle.

2° Echelles fonctionnelles affines

a) Construire I'échelle fonctionnelle définie par : X = 2x — 3.
Si on fait le lien avec les changements de repéres, X correspond a I'abscisse dans I'ancien
repére et x correspond a 'abscisse dans le nouveau repere.

b) Soit (I, A’) le nouveau repére obtenu en construisant 'échelle fonctionnelle définie
par: X = ax + b.
Définir la translation transformant I en I,

Calculer /A’ en fonction de IA.

Utilisation d'une échelle quadratique

La puissance dissipée dans un conducteur de résistance R est donnée par la fonction P
L . g o . - 2

qui. 4 I'intensité I du courant associe le nombre reel RI-.

Nous avons représenté cette fonction sur la figure ci-dessous dans un repére

orthogonal, dans le cas ou le conducteur a une résistance R de 10 Q.
Dans la figure numéro 2, nous utilisons une échelle des carrés pour repérer les

intensités. Nous y repérons un point comme dans un repére orthogonal.

¢) Placer sur la figure 2, le point A correspondant a la cote 5 et ayant pour ordonnée
P(5) puis le point B correspondant 4 la cote 10 et ayant pour ordonnée P(10).
Vérifier que ces points sont alignés avec le point O. o
Montrer que la puissance est une fonction linéaire de X définie par :
R* — R”
X — 10X,

Ainsi sur les figures 1 et 2, c'est la méme fonction qui est représentée : celle qui, a
I'intensité I associe la puissance dissipee.
Le changement d’échelle a modifié la forme de la cour

anamorphose. i i
Ce changement d’échelle pour placer les valeurs de I a l'avantage de transformer une

demi-parabole en une demi-droite d’origine O ainsi la connaissance d'un seul point de
fonctionnement (1, P(I)) permet de tracer la courbe représentative.

be. On dit que I'on a fait une
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1 faudrait donc disposer d’une échelle quadratique. Nous allons voir un moyen pour

nous €n passer.

En utilisant les graduations du papier millimétré, dans le repére (0, 10i,j)1a

représente la fonction ¢

[1* — P()].

droite {AH)
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II_ f{ml trouver un moyen de passer des valeurs de I 4 celles de I correspondantes et
feciproquement, d'ou I'utilisation de la représentation de la fonction :

J:Ry— R,.

I — I?

dans le repére (& — !{l[};, 10i).
Atout point M de la droite (4B) distinct de 0, on associe son projeté orthogonal m sur
Iﬂ?r?lﬁfn ]:epén: (0, 10i). La ]ec_:urc 5:lc l‘absc;isse de m donnerait la Vﬁa]eu{; {2 aX, c’eszl-;i-
s ;ﬁ: l[ul: I Par}*adr?r'w!mn /. On fait donc une recherche d a_mec;deml de I” en
e point P défini par (C;)N(Mm) et en lisant son abscisse dans le repére
APP”L‘CI!EOI"; :

> . ;
CUTTOHVcr Fintensité I, du courant dissipant une puissance de 500 W dans un
nducteur de 10 ohms.

2D
ans y L’ ' . = ; 3 ¥
ns le cas og le courant a une intensité variant entre 4 et 9 amperes et ou la

résist; ; : ini issipé
(bla ANce est toujours de 10 Q donner les puissances maximale et minimale dissipées
& d'utilisation),
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Avantage de ['utilisation

Construction d'abaques ﬁ

de la fonetion | auxiliaire :

1 0+

Y

Figure 4

On considére maintenant que la résistance R du conducteur varie. On est amené a
considérer les fonctions :
Pp: 1+ RI* pour Re{4;6;10;20;30}.

On obtient les courbes ci-contre dans le repére (O, i, j). Cette figure est appelée un
abaque.

Utiliser cette figure pour trouver :

a) la puissance dissipée dans un conducteur de 6 Q parcouru par un courant de
8 ampéres,

b) trouver la résistance du conducteur qui dissipe 450 W quand il est parcouru par un
courant de 7 ampéres (on donnera une valeur approchée en «interpolant 4 vue»
éventuellement).

On constate que ces réponses se trouvent facilement lorsqu’on a un abaque
correspondant au probléme sinon il faut le construire. Cette longue construction €t
simplifiée en utilisant une échelle quadratique. On remplace alors la construction
cing branches de paraboles par celle de cinq demi-droites.

Construire I'abaque représentant les fonctions f en utilisant une échelle quadratiqu®
pour repérer les valeurs de 1.

Retrouver les résultats des questions (a) et (b).

On remarquera que cette derniére figure facilite la lecture et permet une

précision dans la question (b).

meilleur®




[ existe d’autres échelles fonctionnelles, Les échelles h
« branches » d’hyperboles en demi-droites,
On etudiera en classe de terminale les éche

‘ : ‘ lles logarithmiques qui sont d’usage courant
en physique et en économie.

Comparaison de deux suites geométriques (A,)

On suppose que, de 'année 1970 4 Fannée 1990, 1a hausse des prix a eté, est, et restera
constante et égale a :

dix pour cent par an dans un pays appelé A

X pour cent par an dans un pays appelé B,

On admettra que 'augmentation des prix, dans chacun des deux pays, prend effet au
1" janvier de chaque année et que le prix de chaque objet est constant, du 1*" janvier au
31 décembre de la méme année.

L'unité monétaire du pays 4 est symbolisée par a, celle du pays B par b.

En 1978, un objet M qui a suivi, suit et suivra les hausses de prix indiquées ci-dessus,
coutait 21 4364 dans le pays A.

I) Dans le pays A4, quel était le prix de I'objet M en 19777 197927

2) On désigne par p et p’ les prix de I'objet M en 1970 dans les pays 4 et B
respectivement ol p et p’ sont exprimées en unités a et b respectivement. Soit n un entier
naturel compris entre 0 et 20 inclus.

a) Exprimer, en fonction de p et de n, le prix P(n) de I'objet M pour I'année (1970 + n)
dans le pays A: puis calculer p (unité a).

b) Exprimer, en fonction de p’, net x, le prix P(n) de I'objet M pour I'année (1970 + n)
dans le pays B (unité b).

¢) Ondonne x = 4 et p" = 12 500. Sachant qu’au cours des années considerees le taux
de change des monnaies est resté le méme : on échange 15 contre 2a, 4 partir de quelle
année sera-t-il plus avantageux d’acquérir I'objet A dans le pays B que dans le pays A?

Approximation de la racine cubique d’un nombre réel par les suites (A ;)

A Soit f1a fonction définie parf : R— R
XX

Vérifier que  est strictement croissante sur K. On admet ici que [ estune a;‘)pl-lcatlon
bijective de R sur [, et on note \‘Vx I'unique antécédent du nombre réel x. Ainsion a :

VxeR VyeR }'={:’/; = x=y
Pourquo; Y1 est égal a4 17 Que vaut \’/ﬁ?

Vérifier que I'on a -
VxeR J—x= _{y;

et: VYxeR VyeR x<y4ﬂr\3/;{€/_ry.

e
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Ainsi pour connaitre la racine cubique d'un numbrf: réei qgc]'conque, il suffit de pouvoir
connaitre celle d'un nombre reel strictement pc]:il'llr et }i1fﬁ-:rent' de ]
Dans la suite du probleme, on désigne paraun nombre réel donng, strictement positif et
different de 1.
On note ug le plus petit des deux nombres a et 1

ot 1 le plus grand des deux nombres a et 1.

B On considére les deux suites (t¢,) ety € (Vi)nen définies par u, et vy et, pour tout
entier naturel n :
L |

oo fu, 0 U, + Uy
s1 ( = "] <a, alors Uper =—"5 et Uyry = U,

u, + v,

2

2

/ 3

s I “—"j) > q. alors Useq=H; € Uy =

1) @) Prouver que la suite u est plus petite que la suite v.

b) Montrer que la suite u est croissante et majorée par f'/r_z.

¢) Montrer que la suite v est décroissante et minorée par ;"/E

2) @) Vérifier que, pour tout entier naturel n, on a :

la — 1]
TR

0<Ya—u,<v,—4,<

b) En déduire que les suites u et v convergent vers E/E.

¢) Vérifier que, pour tout entier naturel n, les nombres réels u, et v, sont respectivement
des valeurs approchées par défaut et par excés de \:"/r-x et préciser I'incertitude.

3
- ; u A
3) Montrer que, s'il existe un entier naturel p tel que (—”-—;&) — a, alors la suite est
constante a partir du rang p. Qucile est sa valeur?

4) Donner un encadrement d’amplitude 10 2 de la racine cubique de a dans chacun
des cas suivanits :

1
ga=3 ba=3 a=—-2+.5 d)a=-5+2/13

g ?E_lﬂﬂ cette partie on va encore trouver deux suites pour obtenir un encadrement
e “vd.

1) a) On note o le nombre Ja, vérifier que « est strictement positif.

h}jD-‘zmomrcr que, pour tout nombre réel z strictement positif, le nombre réel
22* — 3uz* + o est positif ou nul (Factoriser).

¢) Soit z un nombre réel strictement positif, on note b le nombre réel défini par

1 a
b=- =
3(22+z2)'

__-//
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Verifier que .

r a
"‘fl’ " 3
h = /a, b est non nul et b2 < \/(_1

il
2}u+_
(J J*f)

7y On considére la suite (y,),.n définie par :

L | =

Vo=V €, Vnel y,,,=

et la suite (x,),e definie par :

VneN x,=

T ®

a) Pourquoi les suites (x,),en € (1,)0eny €Xistent-elles?
Vérifier que (x,),.n €St majoree par \%—L
Vérifier que (y,),cn €St minorée par %.
h) Montrer que. pour tout entier naturel n, on a :
32 3
- Ja)y* 2y, + Ja
(¥n \/_; (25’“ \f] (on peut poser z = y,).
Vi

En déduire gue, pour tout entier naturel n, on a :

; il
Y1 — \.-”a =

2y, — 3
}:ﬂ_‘_i_\'?}/E\{_‘_.[..y.a—\/&)_

¢) Prouver que, pour tout entier naturel n on a :
2 n
In = i/Es.(-B—) (vo = /).

3) @) Montrer que les suites (X,en €t (Vaens CONVErgent vers Ja.
b} Vérifier que, pour tout entier naturel n, les nombres réels x, et y, sont respectivement
des valeurs approchées par défaut et par exceés de \3/:_:, et préciser I'incertitude.

4) Méme question que la B 4).

0

TN

Approximation d’un zéro d'une fonction grace a la tangente : Méthode de Newton (Ag)

Soit f la fonction définie par
f[:R— R
X — x*—2
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0, I, J) du
plan. '
1) On note g la fonction [x — x°].
4) Quelle est la transformation géométrique qui permet de construire (C) 4 partir de la

Courbe représentative de g7
e




b) Tracer (C) dans un repére ot les unités sur les deux axes S{mtl;él ::zion (E) :
En examinant la courbe (C) on constate, et on admettra icl, que q :

(E) xeR, f(x)=0
a une solution et une seule a dans R.

On peut remarquer que a est I'unique nombre réel dont le cube est 2, on dit que aest la
racine cubique de 2. Dans la suite on va chercher des encadrements de ce nombre a.

-

| @) Montrer que f est strictement croissante sur R ..
h) Montrer que f est dérivable en tout x, de B.

¢) Trouver graphiquement un encadrement d’amplitude 1 du nombre a.
d) Calculer f(1), (1.5), f(2). En déduire un encadrement de a :

Uy 0K Uy

tel que : Vo — Ho = 0,5.

3) On donne ci-contre une partie de la représentation graphique (C) de f dans un
repere orthogonal (0, I, J) (unités : 4 ecm sur (QI), 2 cm sur (0J)).

On note M, le point de (C) d'abscisse u, et Ng le point de (C) d’abscisse v,.

Pour déterminer un encadrement de a, meilleur que le précédent, on va utiliser les

points dintersection de la droite (OI) avec les droites : (M, N,), la tangente (S,) 4 (C) en
M et la tangente (T;) a (C) en N,,.

a) On note u, I'abscisse du point d'intersection de (Mo N,) et de (OI).
Déterminer graphiquement la position relative des nombres réels u, et a.
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Déterminer uné équation de la droite (Mo N,).

En déduire la valeur de u, .

5 Déterminer  graphiquement la  position relative des abscisses des points
Jintersection avee (Of) des tangentes (Sp) et (Tp), ainsi que de a.

On note v, celle des deux abscisses qui permettra d'obtenir la meilleure valeur
prl'nfhéﬁ de a.

¢ Vérifier que f'(1.5) = 6,75.
En déduire une équation de la tangente (Ty).
Calculer I'abscisse v, du point d'intersection des droites (OI) et (Ty).

d) Donner I'encadrement de a ainsi obtenu par u, et v;. .
En remplagant u, et v, par leurs approximations décimales d’ordre 1 par défaut
pour u, et par excés pour vy, donner un encadrement de a d’amplitude 0,1.

4) On note M, le point de (C) d’abscisse 1,2 et N, le point de (C) d’abscisse 1,3.
A I'aide de la méthode précédente (on utilisera la tangente a (C) en N, pour obtenir
la valeur approchée v, par excés de a et (M,N,) pour la valeur approchée u, par

défaut de a), déterminer un autre encadrement de a.

Problémes d’optimisation (A-)

Beaucoup de problémes de la vie courante peuvent étre résolus grice 4 une «mise en
fonction » : une quantité étudiée est fonction des autres. L'étude des variations de ces
fonctions permet de déterminer des extrémums qui sont souvent utiles pour prendre

une decision. Ce sont les problémes d'optimisation.

I*"exemple : Construction d’un bac parallélépipédique a partir d’une tole de 100 cm de

coté. On enléve des carrés de coté de longueur x aux quatre coins de la tole.
On veut déterminer x pour que le volume obtenu en repliant les bords suivant la ligne

pointillée, donne un volume maximum.

|

] 1
I |
i
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1 N

X

‘]g_s“"l V la fonction qui 4 un nombre réel x, associe le volume du bac.
Clerminer son ensemble de définition et montrer que :
V(x) = 4x> — 400x* + 10000x.

EJ Donner le tableau de variation de cette fonction et déterminer une valeur approchée
¢ la capacité maximale du bac exprimée en litres (incertitude 0,1).

l-.________-___




2¢ exemple ; Etant donnée une toile de longueur 2L, on veut déterminer la longueur
du piquet pour que le volume de la tente soit maximum,

a) Montrer que la fonction ¥ qui & x associe le volume de la tente est définie par :

V:10,L[— R
T2 )
x— /L x4

ou / designe la largeur de la toile.

k) Etudier les variations de cette fonction pour montrer que I/ admet un maximum
pour une valeur x, que I'on déterminera.

3¢ exemple - Soient ABC un triangle, 4 un nombre réel appartenant a [0; 1], P, Q et R
trois points definis par :

AP = JAB, BQ =JBC, CR = iCA.

Montrer que les triangles APR, CRQ et BQP ont méme aire.
Calculer l'aire du triangle PQR.

Trouver la valeur de 4 pour laquelle I'aire est minimale.
Calculer ce minimum.
Exemples d’utilisation de la fonction dérivée en physique (A-)

Loi de Descartes sur la réflexion d'un rayon lumineux

On considére un rayon lumineux partant d’'un point A, se réfléchissant sur un miroir
plan et passant par B.

L
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11 Deéterminer la fonetion d qui, d la longueur x du segment [ HT], associe la longueur
du chemin : Al + IB.
Nonner I'ensemble de définition de d et calculer d(x) en fonction de a, b et D.
3 En examinant lcs trois cas :
(@a>b)y , (a=h) et (d<b)

puis en construisant les tableaux de variations correspondants, montrer que d admet
un minimun.

3) Traduire le principe de Physique suivant : La lumiére se réfléchissant sur un miroir
plan. prend le «chemin » le plus rapide, par une égalité d’angle, que I'on appelle loi de
Descartes sur la réflexion d’un rayon lumineux.

Loi de Descartes sur la réfraction d'un rayon lumineux

La lumiére se propage 4 la vitesse v; dans le milieu (D et 4 la vitesse v, dans le milieu @.
La limite de scparation des deux milieux est figurée par la droite (HK).
Ici aussi nous allons chercher le «chemin » le plus rapide.

I) xétant la longueur du segment [H1], on note ¢ la fonction donnant le temps mis par
la lumiére pour aller de A vers B en passant par le point [ (déterminé par x). L'ensemble
de definition D, de t est [O, D]. Pour tout x de D, calculer t(x) en fonctionde a, b, D, v, et

!"| *
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2) Montrer que Ja fonction dérivée de t s"annule pour toute valeur x, de I'ensemble de
définition D,, vérifiant 'égalité :
D—x

X
E(I)iu[ [a® + x2 “Uz\/bz-l-(ﬂ._xf'

On admettra que la valeur x, est unique et que la fonction ¢ admet un minimum en x;.

3 i _.f"'"i-».‘l .
3 En posant & = mes Aln et § = mes Bln', montrer que !
sino _ sin fi

vy Ua
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P i6tés géometriques de Ia courbe representative d’une fonction (A;-G,)
roprictés gé :

' i ' définie par !
On consicre 14 fonction [ @€ | |
f-R— R

.'-\.'zfl"t‘]

Xk —

. designe par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0, i, j) du

el
plan
ion D de [ et les limites de f aux bornes de D.

1) Etudier l'ensemble de definit x b
de f et dresser le tableau de variation f.

Déterminer la fonction dérivee
3} Prouver qu'il existe trois nombres réels o, f§ et y tels que :

vxeD f(x)=ax+f +x——-—i "

Preciser les deux asymptotes a la courbe (C).
Prouver que le point d'intersection I des deux asymptotes est un centre de symétrie de

(C).
Tracer (C).

3) Soient a et b deux ¢léments distincts de D et A et B les points de (C) d'abscisses
respectives a et b.

a) Montrer que la droite (AB) a pour équation :

(ab—a—b)x—(@—-a—-b+1)y+a+b—1=0.

b) Vénfier que la droite (4B) est sécante i la droite (4,) d’équation : y = x; on note M,
le point d'intersection de (AB) et (4,).

c) V("{I’ifiﬁ{_qut la d;oile (AB)est sécante 4 la droite (4,) d’équation : x = 1; on note M,
le point d'intersection de (AB) et de (4,). ,

d) Montrer que les segments [AB] et [M, M,] ont méme milieu.

¢) Endeduire une construction géométri i : .

5 _ ’ que de la courbe (C ' Rrur
d’un point donné de (C) et des droites (4,) et (4,). (R
4) Soient p un élément de D, et P le point de (C) d’abscisse p

a) Déterminer une équation de la
tangente (T) 4 (C :
b) Vérifier que (] ») @ (C) au point P.

e I,) est sécante & (4,) en un point noté N,
¢) Verfier que (T)) est sécante & (4,) en un point noté N
d) Verifier que P est le milieu de [N|N,] )
e) Calculer I'aire du tri:

utriangle N\IN, | on pourra utiliser le fait que I'aire d'un triangle

| "
N|IN, es
1N, est 5 det (IN,, sz))‘
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5) a) Vérifier que I'ensemble des points équidistants de (4,) et de {A;} est la réunion des

ux droites d :,qml,nm-,
W2-Dx+y—2=0, (24 )x—y—-. 2=0.

p) Déterminer deux vecteurs u et v, chacun vecteur directeur de I'une de ces deux

droites tels que !

det (i, @) >0, det(j, @) <0, det(i,0)>0 et det(j,?)> 0.

de

.1 Déterminer alors deux vecteurs unitaires u, et v, tels que :

i, appartient d la demi-droite vectorielle engendrée par u,

¢, appartient a Ia demi-droite vectorielle engendrée par .

J) Vérifier que (1.1, r,) est un repére orthonormé. Soit M un point du plan de
coordonnées X et Y dans le repére (I, u,, ;).

Calculer les coordonnées x et y de M dans le repére (O, i, j) en fonction de X et Y.
¢) Verifier que I'on a :

Xi }vz
Me(C) <= - =1

2422 2,/2-

{) Verifier que I'unique nombre réel strictement positif ¢ tel que :

=2 +22)+@2/2-2), est: 2yj2+3y2
2+.,/2

g On note F le point de couple de coordonnées dans (1, u,, v,) : (¢, 0).
Vérifier que I'on a :

cX
ME (C)&d (M, F) = ’2+2( - :
G ) 24+2v2
h) On note F* le symétrique de F par rapport a I.
Verifier que I'on a :
Me () &dM, F)= ‘z+2¢§ +
i ( )= 2+2~u2

En déduire que I'on a :
Me(C) < |d(M, F) — d(M, F') = 2[2 +2/2].

2 o ‘ 2+212 -
N note (D) la droite d’équation X = —c_ dans (1, u,, vy).
Verif;cr que M appartient 4 (C) si et seulement si d(M, F) est ¢gal au produit par
r T--: — de [: 1ot 5
vfz : V@ ¢ la distance de M a (D).
"'h..._____.__-__-___




C.
Application de la dérivahilité 4 la cinématique : mouvements rectilignes (A,-G,)

La cinématigue est I'étude du déplacement d’un corps en mouvement en fonction gy
temps. Dans la pratique on peut remplacer le corps en mouvement par son centre de
eravité M. on I'appellera alors mobile. Un mobile M a un mouvement rectiligne lorsqu'j]
se déplace sur une droite (D). On considére un repere (O, I) de cette droite (D). Ly
position du point M est alors repérée par la valeur de son abscisse en fonction du temps:
on définit ainsi une fonction qui, a l'instant ¢ associe I'abscisse x(t) du point M, 4 cet
instant r. dans le repére (O, 1) de (D); cette fonction [t + x(1)] est appelee la loi horaire
du mouvement. sa représentation graphique est le diagramme des espaces.

1 Unmobile 4 est animé d’un mouvement rectiligne de loi horaire: [x:t +— — 3t 1],
Tracer le diagramme des espaces.

On appelle vitesse moyenne de A entre les instants £, et t; (distincts) le rapport de la
différence x{r,) — x(t,) par la différence de temps f; — ;. (On remarquera qu’une
vitesse peut étre négative!). Calculer la vitesse moyenne de A entre les instants 2 et 5.
Quelle est la fonction dérivee de x?

On appelle vitesse instantanée, et on dit souvent vitesse, a llinstant ¢, le nombre dérivé
o(1) de la loi horaire en t; ainsi la fonction vitesse v est la fonction dérivee x” de la loi
horaire x.

La courbe représentative de la fonction vitesse est le diagramme des vitesses. De méme
'accélération 4 'instant ¢ est le nombre dérivé y(t) de la fonction vitesse en [ :
pour tout t de I'ensemble de définition de x (B, si rien n'est précisé) on a :

v(t) = x(1), y()=v')
(on dit que 7 est la fonction dérivée seconde de x, on note y = x").
2) a) Un mobile B est animé d’un mouvement rectiligne suivant la loi horaire :
xRt — R

.f.l—>2!+i
3t

Déterminer sa fonction vitesse v et sa fonction accélération 7.
Tracer le diagramme des espaces.
Calculer. pour tout t de R%, [v(1)]* que I'on note v3(t).

i ; ; 6 g
Verifier que la fonction [t — v*(t)] est décroissante sur ]{L 5 et croissante sur

-"l‘l.{].. _,'._ fJ’
3 #] I

Un mouvement rectiligne est dit accéléré lorsque la valeur absolue de sa Vites
augmente, el retardé lorsque la valeur absolue de sa vitesse diminue.

- A sleré
b) Utiliser la dérivabilit¢ de v? pour montrer que le mouvement est acce
(respectivement retardé) sur lintervalle de temps I si et seulement s1 00 a:

Viel p(t)y(t) >0 (respectivement v(t)y(f) < 0).
A quelles dates les mouvements de A et de B sont-ils retardés?

3) Un mouvement rectiligne est uniforme lorsque sa vitesse est constante.




-
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4 Vérifier qu'un mouvement est uniforme si et seulement si son accélération est nulle.
verifier qu'un mouvement est uniforme si et seulement si sa loi horaire est de la forme
(1) = vt + X OU on precisera ce que sont v et x,.

b Un cycliste € roule sur une route droite avec une vitesse constante de 30 km/h,
sachant qu'il passe la borne kilometrique 12 a 15 h, déterminer sa loi horaire, puis a
quelle heure il passera la borne 24.

¢) Unautomobiliste D roule a vitesse constante sur la méme route, en sens inverse, a
15 h il dépasse la borne 67 et a 15 h 30 il sera devant la borne 12.

A quelle heure le cycliste croise-t-il I'automobiliste (recherche graphique puis par le
calcul)?

4) Un mouvement rectiligne est uniformément varié lorsque son accélération est
constante.

a) Montrer qu'un mouvement rectiligne est uniformément varié si et seulement si sa loi
horaire est de la forme :

x(t) =£ 12 + vt + X

ol on précisera ce que sont y, vy et x;.

b) On admet que la chute verticale d’une pierre dans I'air est un mouvement dont
laccélération est de 9,8 m/s*. En considérant pour origine des temps I'instant ot on
lache la pierre, pour origine des abscisses I'endroit d’ot on la liche, et en « orientant
I'axe des abscisses vers le bas», vérifier que la loi horaire est donnée par :

x(t) = 49t* avec t en secondes et x en métres.

Si on lache la pierre au-dessus d'un puit et que b secondes aprés, elle atteind I'eau. A

quelle profondeur se situe I'eau?
Si la profondeur d’un deuxiéme puit (distance de 'eau du puit au sol) est de 44,1 m,
combien de temps mettra la pierre, lichée au ras du sol, pour atteindre I'eau, et & quelle

Vitesse rentrera-t-elle dans I'eau?

Efans I'air le son se propage uniformément a la vitesse de 340 m/s, ayant laché sans
Vitesse initiale la pierre au-dessus d’un troisiéme puit, on entend, 10 secondes apres, le
“flocy de l1a pierre atteignant I'cau. Quelle est la profondeur du puit?

5) Un mouvement rectiligne est vibratoire simple lorsque sa loi horaire est de la forme :
x(t) = a cos (wt + @) + xg
OU a, w, g et x, sont des nombres réels, avec @ et a non nuls,
4) Vérifier que le mouvement est périodique de période, notée T 2% Vérifier qué pour
périodique de p »notée T, — que p
out t on 4

x(t)e[xq — @, Xo + al;

0 1 B L] X ]
N dit que Xo est le centre du mouvement. Veérifier que 'accélération y est : — w?x.

b & " g ¥ * * - -
) Déterminer la loi horaire d’'un mouvement rectiligne vibratoire simple de période 6,

"--...._____-_-__-__
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de centre du mouvement l'origine du repére de la droite et tel que a I'instant 3 on ait

3
=

3 ,
labscisse — et la vitesse
Construire le diagramme des espaces et celui des vitesses.
¢) Verifier que la loi horaire [t +— sin® (] définit un mouvement rectiligne vibratoire
simple dont on précisera le centre et la période. Tracer les diagrammes des espaces ct

des vitesses.

d) Verifier que la loi horaire :

el . wl
[;;—-»cus;—ﬂsmi+4]

définit un mouvement vibratoire dont on précisera le centre, la période et

« 'amplitude » du mouvement.
Quelle est la position du mobile & I'instant 07

Approximation de la solution d’une équation par la méthode du point fixe (A; — A5)

A On consideére la fonction f définie par :
f:R— R

X — 2x — sin x

et on note () sa courbe représentative dans un repére orthonorme (0O, i,j) du plan
(unités : 2 cm).

1) Calculer la fonction dérivée de f et en déduire le sens de variation de f sur R.

2) Montrer que : VxeR 2x—1< f(x)<2x+ 1.

On note (D,) et (D,) les droites d'équations respectives y = 2x — l et y = 2x + L.
Déterminer les points communs a (C)eta(D,) puisa (C)et a (D,). Préciser les tangentes
a (C) en ces points.

3) Ftudier la parité de f. Par quelle transformation ponctuelle passe-t-on de la partie
de (C) représentant la restriction fiy, de f a R, 4 la partie de (C) représentant 1a
restriction fi, de fa R_?

4) Calculer, pour tout nombre réel x, f(x + 2r) en fonction de f(x)

Par qutll'c 1ransfurmali0n ponctuelle passe-t-on de la partie de (C) représentant fjj—«.x
4 la partic de (C) représentant fi ..y 2x4k.25 OU k €st un entier relatif?

5) Tracer dans (0, i, j) la partie de (C) représentant o1

Déterminer et tracer les tangentes au point Q puis au pﬂin!ﬂ:cl Sibscliee . Traset @l
(D). =

Sur un autre graphique (unités : I cm) tracer la partie de la courbe (C) représentant la
restriction f,sxde f 4 [ — 7 3n], en plagant aussi les éléments demandés ci-dessus:
6) Pour tout nombre réel m, on considére 'équation (E,) :
{Ent.’ xER: 2x — sin X =m.
Déterminer graphiquement le nombre de solutions de (E,,).
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7) On appelle (E) I'équation (E,).
Utiliser le premier graphique de la courbe (C) pour avoir une valeur approchéea 10!

pres de la solution x, de (E).
Controler le résultat par un calcul.

B Dans cette partie, on dégage une méthode pour obtenir une meilleure approxi-
mation de la solution x, de I'équation (E).

1) On considére la fonction g, définie par.:
g:BR— R
1 5
xl—hi(4+smx]

Montrer que [ f(x,) = 4] est équivalent 4 [x, = g(x,)].
Ainsi pour chercher la solution de (E), on va chercher le point fixe de g c’est-a-dire le

nombre réel x, tel que g(xy) = xp-
Tracer, a partir de la courbe représentative de la fonction sinus, la courbe

représentative (C') de ¢ dans un nouveau repére du plan (unités : 2 cm).

2) a) Démontrer que g est dérivable sur R et que I'on a :

1
an[g, rr:| ~3 < g'(u) <0.

b) On note h la fonction définie par :
h:R— R

1
X i+ g'(x)

Vérifier que h est positive sur [—g :r:|, et est la fonction dérivée de la fonction k definie

par :
k:R— R

|
xn—r;x+g{x}

; n
¢) En déduire que, quel que soient les nombres réels x, et x, de [;. n]_ ona:

1
g(x,) — glx;) < 3 (x2 — Xy).

T o
d) Déterminer le sens de variation de g sur I:E. n]; en déduire que :

I
VA‘I E[;' 'R'] szE[;, 'ﬂ] rglll} A y{xﬂl é ‘i !’(1 - .tzl.

On verra en classe de terminale € ou E une généralisation de ce résultat appelée

Megalité des valeurs intermédiaires :
Soit y une fonction dérivable sur un intervalle I de R. Si la valeur absolue de la fonction

T
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dérivée g’ de g sur I est majorée par un nombre réel strictement positif M, alors on a :

Vixy, x))el? lglxy) = glxz)l < Mix, — X3l.

T -
3) Vérifier que, pour tout nombre reel x de [5. n], g(x) est encore dans lintervalle

23 f (On pourra utiliser le sens de variation de g sur cet intervalle et les images de

aT

-

2|3

et m-

4) On définit la suite u sur N par son premier terme u et Ia formule de récurrence
YneN u,., = g,)

a) Placer, sur le graphique ot est tracée (C), le plus possible de valeurs de u,, sur I'axe
des abscisses dans le cas ol u, est égal a m.

b) Montrer que : l
Vne N |“n+1_xn|-‘-§§1“n_xn]-
¢) En déduire que : 1
Ynel |u"+1—xu|£-2“—+T|un~xnl.

d) Montrer que la suite u converge, et déterminer sa limite.
3) On prend pour ug la valeur approchée de x, @ 107" pres trouvée en A 7).

) Combien faut-il calculer de termes de la suite u pour obtenir une valeur approchée
de x, & 1072 prés? a 1072 prés?

b) Déterminer une valeur approchée de xp a 10” 2 prés.
Applications des primitives aux calculs d’aires et de volumes

A Soient f une fonction continue sur un intervalle I et représentée par la courbe
(C)) ci-contre, et a un élément de [,

/[{‘Jr}
L E L) | E—

Slxg)

Sfxp)

i KXo Xg + h
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On admet que
o la fonction S qui & tout xo de associe 'aire du domaine-plan défini par :

asx <X
0<y< f(x)

est une fonction continue sur [ et croissante sur [a, + o[

e Ftant données trois fonctions ¢, ¢; et @; définies sur un intervalle J de R vérifiant

¢ < ¢ < @5 €t, X étant un élément de J, si lim ¢, = lim ¢; = € (£ € R) alors
X0

5 X0
lim e, = £,

1) Soit x un élement de I.
Montrer que, pour tout nombre réel h non nul tel que x, + h appartient a /, on a:

h. f(xo) < S(xp+ h) — S(xp) € h. flxg + h)
En déduire que S est dérivable en x, et que le nombre dérivé de S en x, est flxg).
2) Montrer le méme résultat quand la fonction f est décroissante sur [a, + o[ N[, en
utilisant 'encadrement :

h . xf(xg + h) < S(xg + h) — S(xo) < h . fl(xo)

que I'on demontrera.
3) Montrer que la fonction S est la primitive de la fonction f, sur /, qui s’annule en a.
4). Application :
Soit la fonction f définie par :
f R— R
XH— x2=2x+3

Représentée ci-contre par (C,) |




Calculer 'aire du domaine défini par :

to

B On considére un volume 2 « bases paralleles » contenues dans des plans ortho-
gonaux a la droite (OK).

x&2
y < f(x)

Ir'\ a‘.-"\

A K
b O

Sinous coupons le volume par un plan de cote z, nous obtenons une surface dont l'air¢
S est une fonction continue de z,.

Le volume V du solide compris entre les plans de cotes respectives g et z,, €St aussi uné
fonction continue de z,.

1) En utilisant la méthode de la partie I, montrer que :
V(z0) = S(zy)

ou ¥ est la fonction dérivée de V, en montrant dans le cas ol S est une fonction
croissante de z comme dans le cas de la figure ;

h x 8(zo) € Vlzo + h) — V(zp) < h S(zo + h)




(encadrement par les volumes de deux «cylindres »).
2) Montrer que la fonction V est la primitive de la fonction S qui s’annule pour z = a.

3) Application au calcul du volume d'un céne.
Soit un céne de révolution de hauteur h et dont la base a pour rayon R. Une section de

cote z; est un cercle de rayon r.
rh
a) Montrer que : 2=}

b) Cale
) Caleuler le volume du céne.
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4) Application au calcul du volume d’une sphére de rayon R et de centre O.
a) Montrer que la section de cote z, est un cercle de rayon r avec:
/ 2

?' -— \;‘Rl = :ﬂ

b) Calculer 'aire S(z,) de cette section.
¢) Calculer le volume de la sphére.
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INDEX TERMINOLOGIQUE

Affinite orthogonale
Application reciproque
Approximation athine
Asymptote

Axe de symetrie

Bijection .

Brunche infinie

Centre de symétrie

Coefficient (d'une fonction polynome)
Coefficient directeur

Coefficient dominant

Coincidence

Demi-tangente
Développement limité
Discriminant
Dividende

Diviseur

Equation bicarrée
Erreur

Fonction bornée
Fonction continue
Fonction dérivable
Fonction dérivable a droite. a gauche
Fonction dérivable sur un intervalle
Fonction dérivée
Fonction impaire
Fonction inverse
Fonction majorée
Fonction minorée
Fonction paire
ancljnn periodique
FUHCI!()I‘I polynome
onction polynome divisible par une autre
Fonction polynome factorisable
ONction polynome unitaire
32:::32 prnjui[ {dtc Liuu_x l’un_cliunsl )
A Produrt (d’une fonction par un nombre réel)
Mhrquotiem
onction s0mme

Ormule (J¢ récurrence

Image direere
Mage reciprogue
NCertituge
Nection
an'u[iun
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. 187

29

187
193

199
212

212
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Limite & droite (a gauche) en zéro
Limites de références

Limite en moins I'infini

Limite en plus I'infini

Limite en un nombre réel

Limite en zéro

Limite nulle en zéro

Maximum relatif
Minimum relatif

Nombre dérivé
Nombre dérivé a droite (a gauche)

Ordre de multiplicité

Période
Permutation
Point anguleux
Point d’arrét
Primitive
Prolongement
Quotient

Raison (d une suite arithmétique)
Raison (d’une autre géométrie)
Reste

Restriction

Suite arithmétique

Suite constante

Suite convergente

Suite croissante

Suite décroissante

Suite de limite nulle

Suite de référence

Suite divergeant vers moins l'infini
Suite divergeant vers plus I'infini
Suite géométrique

Suite harmonique

Suite monotone

Suite numérigue

Suite périodique

Surjection

Tableau de variation
Tangente
Taux de variation

Zéro

. 184
177
237

Wi

. 188

. 181

=179

. 228
. 228

193
. 199
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