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PREFACE

Le present manuel est le résultat d'un travail collectif réalisé par les enseignants-chercheurs de
I'Institut de Recherches Mathématiques (IRMA). Il répond au souci du Ministére de I'Education
Nationale et de la Recherche Scientifique de Céte d’Ivoire de mettre i la disposition des enseignants
et des eleves un outil de travail fonctionnel et adapté au contexte socio-culturel ivoirien et africain.
Son elaboration repose sur de nombreuses expérimentations réalisées dans des classes témoins,
reparties sur I'ensemble du territoire afin de tenir compte des variantes socio-culturelles et des
modes de perception et de compréhension des concepts fondamentaux. Par ailleurs, des
comparaisons enrichissantes ont été également réalisées avec d’autres pays africains francophones
ct anglophones engagés dans des recherches similaires.

A travers son contenu, son support didactique, ses illustrations et sa présentation, ce manuel,
destiné aux classes de Premicre C et E se propose d’atteindre trois objectifs essentiels :

e Le¢ premier consiste, compte tenu de I'hétérogénéité du niveau et de la formation des éléves
accédant aux classes de Premiére Cet Ea mettre I'accent sur les notions de base indispensables pour
une bonne assimilation des programmes de matheématiques et de sciences physiques du second cycle.

e Le second vise a4 rendre moins abstrait et par conséquent plus vivant Ienseignement des
mathématiques en établissant dans la mesure du possible une relation permanente entre les
concepts, les meéthodes de démonstration et leurs applications dans le vécu quotidien des éléves.

e Lec troisieme objectif est d’offrir aux éléves et aux maitres un instrument qui permette, d’une part,
la transmission et I'acquisition graduelles du contenu du programme et, d’autre part, 1'auto-
entrainement des éleves grace a des exercices progressifs et des problémes variés capables de tester en
permanence le niveau de compréhension et de maitrise des notions fondamentales.

Nous sommes conscients que malgré 'importance de I'effort consenti par les auteurs de ce manuel,
des imperfections demeurent que nous demandons a tous les utilisateurs de nous signaler afin de
pouvoir v apporter les améliorations qui s'imposent a I'occasion des prochaines éditions.

L' TRMA est ouvert a toute contribution susceptible d’enrichir le contenu et la forme des manuels de
sa collection.

SALIOU TOURE
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REMARQUES PRELIMINAIRES

Conformément a I'esprit du nouveau
manuel, une part i
IN1Egres au cours.

Les questions, dont les réponses complétes figurent 4 la fin de chaque chapitre, visent a faire
decouvrir par I'éléve, sur des exemples simples, une nouvelle notion ou un théoréme. Une telle
question est alors suivie de la définition genérale ou de la démonstration (sauf quand le résultat est
admis) et de I’énoncé du théoréme étudié. Cette definition ou ce théoréme est éventuellement
complete par des remarques et une méthode pratique permettant a I'éléve d’utiliser efficacement
I'énonce cité. Chaque « méthode pratique » comporte un exemple entiérement traité.

Les exercices qui font partie intégrante du cours ne sont que des applications directes de la notion ou
du théoreme venant d’étre introduit. Ils permettent a I'éléve de contréler qu’il a correctement acquis
la nouvelle notion en s'aidant éventuellement des indications de solution qu'il trouvera a la fin du
chapitre.

De plus, a la fin de chaque tome, figurent des sujets de recherche. Ces problémes peuvent parfois
conduire I'éléve, non limité par le temps, a découvrir une notion prolongeant le cours mais non
explicitement au programme de la classe de Premiére.

programme nous avons tenu a réserver, tout au long de ce
nportante au travail personnel de I'éléve grice a des questions et 4 des exercices

Les auteurs.
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PROGRAMME DE 1 CE

(6 heures hebdom adaires)

ALGEBRE

\pplications

Applications injectives, surjectives, bijectives; applications réciproques; composition des
applications.

— Restriction d'une application.
— Image directe, image réciproque.

Fonctions polynémes

— Genéralités.

— Factorisation. Pratique de la division eucli
— Zeros d'une fonction polynéme.

— Signe de f(x) suivant les valeurs de x, / étant une fonction polynéme.

dienne sur des exemples.

Equations, inéquations, systémes

— Equations et inéquations du second degré.

— Equations et systémes d’équations du 1° degre dans R2.

— Problémes se ramenant 4 la résolution d’équations, d’inéquations et de systémes.

ANALYSE

Fonctions numérigues
— Comparaison de deux fonctions numériques.

— Opération sur les fonctions numériques.
— Fonctions associées a une fonction [ :

X f(x —a) x — | f(x)|
xi— f(x)+ b X — f(kx)
x — kf(x)

— Parniteé; periodicité; ensemble d’étude.

Etude locale d’une fonction numérique

— Limite et continuité d'une fonction en un point.
~ Limite a gauche, limite a droite.
- Fonction dérivable en un point, nombre dérivé, approximation par une fonction affine.

Interprétation géométrique du nombre dérivé; équation de la tangente en un point de la courbe
représentative d'une fonction.

— Nombre dérivé a gauche, nombre dérivé a droite.
Regles de dérivation de la somme, du produit, du quotient de fonctions dérivables en un point,

XIII
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Etude globale d’une fonction numerique o

— Fonction derivable sur un intervalle. Fonction dérivee. ._

eri .5 fonctions sinus et cosinus. ;
— Dérivation des fonctions sius « _ ? . |
) SN Tt . d'un produit, d'un quotient de fonctio o
_ Fonction dérivée d'une somme, d'un [ ns déyi b]eﬁ; .

fonction du type :

v — [(ax + b), f ctant dérivable.

~ Enonee du theoreme donnant le sens de variation d'une fonction f dérivable gyr Unintep, |
partir du signe de [ (x).

Etude de quelques fonctions
Fonction polynome f dont on peut déterminer le signe de f"(x).
— Fonctions homographiques (asymptotes paralléles aux axes).

x* 4+ bx +c j
— Fonctions x — miT{ avec a # 0 et d # 0 (exemples d’asymptotes obliques}
iax .

— Fonction rationnelle f dont on peut déterminer le signe de f*(x).
Primitives de fonctions usuelles

’ y | . .
— Monomes, sin, cos, x +— — avec neN — { 1} et leurs combinaisons linéaires.
X

Suites numériques

— Suites arithmétiques, suites geométriques.
— Suite definie par une formule de récurrence.
— Suites monotones; comparaison de deux suites.

— Suj tes convergentes (on admettra les théorémes sur les suites convergentes).
— Inination au raisonnement par récurrence.

ACTIVITES

— Sensibilisation aux méthodes numériques :

¢ Approximation des zéros d'une fonction numérique
e Encadrements des nombres réels,

 Calcul d’une aire par la méthode des rectangles,

STATISTIQUES, DENOMBREMENT, PROBABILITE:

= Caractenistique de dispersion d’une série statistique
— Séries statistiques a deux caractéres - corrélation ]ir;éai,-e
— Nombre d’applications d’un ensemble fini ;
. Ini dans un ens s m
permutations sur un enseignement finj. bl St srrangensnts, o0
— Introduction élémentaire aux probabilités -
I’hypothése d’équiprobabilité.

binaisons:

événements, probabilité d'un événement 8%

X1V ‘



GFOMETRIE

Geometrie plane

Angle oriente deéfini i partir d'un couple de vecteurs.

Coordonnees polaires d'un point.

Distance d'un point & une droite.

Vecteur normal a une droite.

Relations métriques dans le triangle.

Recherche de lieux geometriques.

Projections, isométries, similitudes : propriétés géométriques, expression analytique, image de
figures simples, utilisation de ces applications du plan pour la résolution de problemes de
construction ou de configuration. .

Geometrie de I’espace

Repérage d’un point dans I'espace.

Technique de représentation par projection orthogonale sur deux plans perpendiculaires

(geomeétrie descriptive) : représentation d’un point, d'une droite, d’un plan: intersection de
droites et plans; droites et plans orthogonaux.

Vecteurs de I'espace : définition, opérations, base.

Produit scalaire : définition, propriétés, bases orthogonales, bases orthonormées, expression
analytique dans une base orthonormée.

Droites et plans : caractérisations vectorielles, équations cartésiennes,
paramétrique, vecteur normal a4 un plan, distance d’un
parallélisme et de I'orthogonalité de droites et de plans.
Approche geometrique de projections, translations, homothéties,

représentation -
point & un plan, étude analytique du

ACTIVITES

Produit vectoriel dans un espace orienté.

TRIGONOMETRIE

Calculs sur les angles orientés (définis a partir de couples de vecteurs); calculs sur les mesures de
ces angles orientés,

Formules usuelles de transformations.

~ Equations dans R : sin x = a, cos x = a, tg x = a. Equations se ramenant aux cas précédents.

Equations : a cos x + b sin x + ¢ = 0. Inéquations trigonométriques.

— Etudes des fonctions sinus, cosinus, tangente et fonctions associées.

XV
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Géomeétrie plane

|. - POINTS. VECTEURS. COUPLES DE REELS
Il. PRODUIT SCALAIRE

lIl. ANGLES ORIENTES

l. Points. Vecteurs. Couples de réels

1 Ensemble U des vecteurs du plan

On rappelle que, O étant un point choisi dans le plan # I'application de § dans U qui, a tout
M de I associe I'unique vecteur # de \J dont un representant est le bipoint (0, M ) (C’est-a-
dire tel que # = OM) est une bijection de ' sur V.
On dit que 7 est le plan affine, et U est le plan vectoriel associé 4 7.
Dans I'ensemble U des vecteurs du plan on a défini I'addition de la fagon suivante -
UxUV— U
(1, 1) — 0t + v

ol si AB=1iet BS = alors i + 0 = AS.

Cette addition posséde les propriétés suivantes :

(1) VeV VoeU YWeVU a+@+w)=(@+0)+w

(2) VueVU YoeU u+iv=v+u
(3) VeV u+0=0+ii=u oi 0=AA
(4) Vied) eV N4 = 4=l

ou,siti = MN alorsu’ = NM. Le vecteur it se note — i et est appelé 'opposé du vecteur i,
On a également défini la multiplication d’un vecteur par un nombre réel

de la fagon
suivante :

R xY—
(k, ©) — ki



Mathématiques premiére C et E - Géométrie

% - - — wa = _*--H‘-‘-
ou: st =0 alors kv = 0
sit # 0 alors # possede un errLacntdnl (A, B) tel que A # B.

Il existe alors un g U
cul point M de la droite (AB) tel que AM = kAB, on a

_ AM = ki

AB=1% AM =73 A B . M
CD=¢ CN=-2__N : ¢ Db

Cette multiplication posséde les propriétés suivantes -

(5) Yue U V(a, beR* (a+ b= au + bu

(6) V(u, 0)eVU x VU YaeR ali+ ) = au + ab
(7) Yee U 1o=70

(8) Y(a, h)eR* YreVU a(bt) = abr.

Ondit quele triplet (U, +, ). ensemble U des vecteurs du plan muni de I'addition + et de
la multiplication par un nombre réel. est un espace vectoriel réel.

Question 1 ¢ Surl'ensemble R? constitué des couples de nombres réels, on defnit les lois +

el . par:
R? x R? — R? et RxR? — R2
(o ¥ (X, ¥y — (x+ x5y + ) (k, (x, ¥)) = (kx, ky).

Montrer que ces deux lois vérifient les propriétés (1) d (8).

De méme on dit que le triplet (R*, +, .) est un espace vectoriel réel. Ses éléments sont aussi
appeles des vecteurs.

Exercice 1 Soient u et ¢ deux vecteurs de U. Montrer qu'il existe un unique vecteur
de U tﬂlque u+w-u

Le vecteur w est noté ¢ — u. Soient (4, B) et (4, C) des rcpresentaniﬁ
respectifs de 0 et de u. Construire un représentant de v — w.
Démontrer les propriéteés :

VaeR YueVU a(—w)=(—au= —au
Y(a, 0)eVU x U VYaeR a(u— v) = au— av
Via, b)eR* VYueU (a— b)u= au— bi.

Exercice 2 Montrer que :
VieU VaeR (a=0ouii=0) <= aii =0.

Exercice 3 ¢ Montrer les deux propriétés suivantes :
VaeR* Y(i, 0)eV xV ai=ap =>u="0
ViieV — {0} V(a, b)eR?® aii=bi = a=b.

omb™®
Exercice 4 ¢ Soient 4, v et W trois vecteurs de U ou R*. Soient a, b et ¢ "mi, P et
réels. On appelle combinaison linéaire des vecteurs b, v et

respectivement des coefficients a, b et ¢ le vecteur Z défini par’

Z = au + bv + cw.



Géométrie plane

E{]}}n definirait de méme une combinaison linéaire de 2,4, 5 .. vecteurs de

[) Soit (4, B.C) un triangle. Construire un représentant de la
combinaison linéaire z dans chacun des cas suivants :

U= AB E::E'E ﬁ'v:f?l‘ a=h=¢=1

i=AB ©=BC a=1, b=2

L

= au + bv + cw

= au + bv.

L3 S

J') ‘ + = %

2) Dans I'espace vectoriel B2 on considére les vecteurs :
u=@2,1) v=(=23 w=(-1,1).

Trouver les combinaisons linéaires suivantes :

a) 2u+30—w  b)u—0b+w ) il — 55+ 2w

2 Vecteurs colinéaires de V. Points alignés de .
Base de U. Repére cartésien de

On rappelle que deux vecteurs u et ¢ sont colinéaires si et seulement si le vecteur u est nul ou
bien s'il existe un nombre réel k tel que : u = k.

De plus, on sait que : trois points 4, B, C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et

AC sont colinéaires. C'est cette propriété que I'on utilise le plus souvent pour savoir si trois
points sont alignes.

Question 2 ¢ Montrer que deux vecteurs u et U de U sont colinéaires si et seulement si il
existe deux nombres réels a et b non tous deux nuls (c’est-d-dire tels que

(a, b) # (0, 0) ) tels que : ati + bv = 0. En déduire une condition nécessaire et
suffisante pour que deux vecteurs ne soient pas colinéaires.

Une base de U est un couple de vecteurs non colinéaires. On rappelle que : un couple (i, j)
de vecteurs de U est une base de U si et seulement si : tout vecteur de U s’écrit de fagon

unique comme combinaison linéaire de i et de J.

Exercice 5 ¢ Soit (i, j) une base de V. Parmi les couples (i, v) de vecteurs de U, trouver
ceux qui en sont une base :
Ni=2T+3, d=—1+2 Du=2+4, i=—-i-3
Ya=i+5 b=0. Qu=3—5, b=i+]

Soit (0, I, J) un repére affine de I’ cest-d-dire un triplet de points non alignés de 4.
Soit i le vecteur de U de représentant (0, 1) : i = {E'

Soit ; le vecteur de U de représentant (0, J) 1 j = oJ.

Le couple {?, j"] est une base de U. ‘ ‘ ) .
Soit alors M un point quelconque de T, il existe un ulmque: v::cfcur v de U tel que 9 M=
tcs ettt e fgon s comme combiion it s veteus ot st

dire gu'il existe un u 5 %
OM = xi + )j.
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Ondit que le couple (x, y)est le couple de coordonnées du point M dans le repére cargeg:

(O, 1. Jr!dt, .

— — S

Deéfinition

Soit U un point de i’

| Soit (i, ,l une h(.]'\[. de U,
| Letriplet (O, i, i) sappelle le repére cartésien de ' d’origine O et associé 4 la base (i, _,}

i de V.

On dit que le plan affine # est rapporté au repére (0, i, j) et que le plan vectoriel U est

rapporte a la base (i, _,F'.].

En fait si (O, i. j) est un repére cartésien de 7 application : § — R?

Mi—(xy _

qui, a tout ﬁoim M de i associe son couple de coordonnées dans le repére (O, i, j), est une
bijection de i sur R

Elle est en effet la composée de la bijection: T — U

M OM
qui. 4 tout point M de . associe 'unique vecteur de U de représentant (0, M), et dela
hijection : VU — R? '
u— (x, ¥) L

qui @ tout vecteur i de U associe son couple (x, y) de coordonnées dans la base (i, j) defini

par u = xi + _1_',?-:
f— U — R?

Ml—rWl——-»(x,yJ

on OM = xi + ).
- ‘ . X . .
Soit (0. i, j) un repére cartésien de 7 on notera M( ) le point de couple de coordonnets
¥y
(x, y) dans le repére (O, i, j).
Solent u et v deux vecteurs de U dont les couples de coordonnées dans la

base (i, j) de “U sont respectivement (x, y)et (x’, y'). Quelles sont dans celte
meme base les coordonnées des vecteurs suivants :

Exercice 6

= = - - - e
B u‘ u + U:- 3“ + SU, U?

Exercice 7 ¢ Soit (0, i, fj un repere cartésien de & et 4 (xd), B(x") deux points de ¥
Ya B
Trouver les coordonnées du vecteur ZB' du milieu K de [AB] ot:ef

barycentre G des points pondérés (A4, 2) et (B, 4).
Exercice 8 ¢ Soit (0, i, j) un repére cartésien de ' et if = 3i — 2} etv=—1 +4
Vérifier que le couple (i, 7) est une base de .
Soit w un vecteur de coordonnées a et b dans la base @ ) i)
Trouver les coordonnées 4 et B de ce vecteur w dans la bﬂw{



Géométrie plane

Soit M un point du plan i de coordonnées x et y dans le repére (0, i, j).
Trouver les coordonnées X et Y de ce point M dans le repére (O, u, i) en
fonction de x et Y.

Soit 0" le point de § de coordonnées (1; — 3). Trouver les coordonnées X
et Y du point M dans le repere (O°, u, v) en fonction de x et y.

3 Vecteurs et droites

Soit « un vecteur de V. On note Dz 'ensemble des vecteurs colinéaires i .
Dy est non vide car 0 est élément de D;.
Si u =0 alors D; = {0},

Siu#0alors Dy = {3e%: IkeR v=ki}.

Question 3 ¢ Soit & un vecteur de V. Montrer que toute combinaison linéaire de deux
vecteurs de Dy est un vecteur de D;.

Soient O un point de ¥, u un vecteur non nul de U e

t A le point de ¥ tel que 04 = .
Puisque u est non nul, les points O et

A sont distincts et déterminent la droite (0A) :
(0A) = {MeF; teR OM =(0A)

et Papplication : D; — (0A4) ol OM = 7, est une bijection de D; sur (0 A).
v— M 2 N ;

Il en résulte que, pour tout vecteur v de D il existe un unique nombre réel k tel que

U = ku (k étant I'abscisse dans le repére (O, A) de 'unique point M de la droite (0A4) tel

C|UE OM = E}- L -

On dit que D; est la droite vectorielle engendrée par le vecteur non nul

que (u) est une base de la droite vectorielle D; et que le nombre réel k est la coordonn
du vecteur © de D; dans cette base.

u,
ée

Définition

Soit & un vecteur non nul de U. ’ o
On appelle droite vectorielle (u) Pensemble Dz des vecteurs de U colinéaires & u,

D;={$eV; keR & = kii}.

On dit que le vecteur non nul u engendre Dj.
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¢ Soit Dy la droite vectoriclle engendrée par le vecteur non nyj 3
\‘,“ = ;: ceeteur non nul de Dy de coordonnée a dans la hgge (@)
”{ Lrer ”m (r) est 'm.: hase .rh D¢ ‘est-a-dire que ;

te st o vecreur wde Dy, il existe un et un weufnﬂmbreréﬂ'k tel que

Question 4

Y uel gr

{ i LLHI r'r\ r
! Soit e vectenr de D de coordonnée k dans la base [E} el decmfdﬂﬂﬂfek' -

base (1) Exprimer k” en fonction de k.

y deins la

k,mt (i 1) une base de U, On considére I'ensemble D des vecteurs gg

coordonnées x ¢t y dans la base [r ,r} telles que 2x + 3y 0.
\  Demontrer que D est une droite vectorielle et en préciser une bage

Exercice 9

Line droite de if sera aussi 4 ‘!]'!E'léL droite affine : C'est un ensemble de pmnts alors qu'une

droite vectorielle est un ensemble de vecteurs.
Une droite (affime) (D) du plan « est déterminée par un point A et un vecteur u non ny|

(vecteur directeur de (D)) eton a .
YMed (Me(D) = FkeR AM = ku)

cest-a-dire :
VMed (Me(D) = AMeD;)
Une droite (D) du plan & est aussi déterminée par deux points distincts 4 et B. Ona:
YMed (Me(D) < keR AM = kAB)

cest-a-dire :
YMed (Me(D) <= AMeDz5

Remarques
1) On appelle demi-droite vectorielle engendrée par le vecteu
défini par :

¥ +
r non nul u I'ensemble D;

Di={beV;IkeR" v=ku).
Alors la demi-droite affine d'origine 4 et de vecteur directeur i est I’ensemble des po
du plan tels que AM appartienne 4 D,

ints M

A
B

u M

. N s - . S teur
Soit B le point du plan défini par AB = 4. La demi-droite d’origine A ¢t de V€
directeur u est la demi-droite [4AB) et on a :

YMed (Me[AB) <= IkeR* AM = kAB) A |

2) De méme. le segment [ AB] est 'ensemble des points de la droite (4B) située ”n:sd Ia
B w: autrement d” dtiﬂ& le I'Ept,‘]'t,‘ {A B}! ]'E begmﬂnt [AB] est ]gnsemble Po
droite (A8) dont I'abscisse est comprise entre O et 1. On a :

YMe§ (Me[AB] — 3ke[0,1] AM = kAB) <
.
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Egalité de deux droites vectorielles

Soientuetrd . .
CuX vecteurs non nuls de U tels que D = D, Le vecteur v, element de Dy, est

aussi ¢lément de D D.est I’ 4 il
i i Ui ensemble des vecteurs colinéaires a u . AT
Ou a ainsi MoAt - s colinéaires a u donc v est colinéaire a .

Y _in - = - i . v 4
eV - {0} View — {0} (D;=D; == uetv colinéaires)

Récip :Soient u et ¢
cciproquement Soient u et ¢ deux vecteurs de U non nuls et colinéaires, et Dzet D les
droites vectorielles de base (1) et (7) o

-

p -: u -; = L L " " - - i
uisque u et vsont non nuls et colinéaires, il existe un nombre réel k tel que v = kau. Soit w
un vecteur de Dy.

[l existe un nombre réel  tel que :

W=t
d'ou : w = t(ku)
= (tk)ii
d’ot 3 w est colinéaire a u
donc we Dj.

On a ainsi montré :
Ywel) weD; => weD;
donc: Dy < Dg.
Question 5 E Montrer, en utilisant le méme raisonnement que D; < D;.

D'ou :

Théoréme

Soient % et © deux vecteurs non nuls. -
Ies droites vectorielles de base (1) et de base (v) sont égales si et seulement si les vecteurs
u et v sont colinéaires.

Soit (D) une droite affine. Deux vecteurs directeurs de (D) sont colinéaires dong, d’apres ce
théoréme, ils engendrent la méme droite vectorielle d’ou :

Définition

Soit (D) une droite affine de . On ap pelle droite vectorielle associéed (D), I'unique droite
vectorielle 4 ayant pour base un quelconque vecteur directeur de (D).

Soient (D) et (D’) deux droites affines de vecteurs directeurs respectifs 4 et v. On sait (classe
de Seconde) que (D) et (D) sont pa ralléles si et seulement si 1 et v sont colinéaires; il résulte

done de la définition précédente que :

Théoréme
Deux droites affines sont paralléles si et seulement si les droites vectorielles qui leur
sont associées sont égales.

11
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En utilisant I'abus de langage qui consiste a dire que 1a droite vectorielje 4 » ass
droite affine (D). est la direction de (D) on formule le théoréme cj- dessug de ;aﬂefah

o

suivante :

FThéoréme

l Deux droites affines sont paralléles si et seulement si elles ont méme directiop

Exercice 10 2 Trouver lintersection de deux droites vectorielles distinctes,

Il résulte du théoréme precedent que elanl donné un point A et une droite vectorielle 4
engendrée par un vecteur non nul donné u il existe une et une seule droite aﬂlﬂeiﬂ]passam
par A4 et de direction 4 a savoir :

(D)={Me¥; AMe A}
c'est-a-dire (D)= {Me%; IkeR AM =ku}
Soit (0, i, Jr] un repere cartésien du plan . Trouver un systéme d'équations

paramétriques de la droite affine passant par A4 et de vecteur directeur i
dans chacun des cas suivants :

1) A(z) =2 +3
E}A(_]) n=i
5
3JA(_;) i
4) A(E) W= —2 + 5.
> :

Exercice 12 } Dessiner I'ensemble E des points M( ) dans le repére (0, ,’_,}danﬁ
¥

Exercice 11

Il

J

chacun des cas suivants :

'JE={MC)E@; FeR x=1+2k e y=-1+3"}

X
Z) . E = {M(y)eﬂ'; JteR x=2 et y=3+21}
X
3).E= {M(F)eﬂ'; ImeR* x=—2+3m et J’=S}

x .
4) E = {M(y)efl‘; Jae[0,1] x=3+a et y=_4+2¢:}
mtcﬁecﬁon

Exercice 13 ¢ Le plan & étant rapporté au repére cartésien (0, 1. D) trouver r

des droites (D) et (D) dans chacun des cas suivants.

1) (D) et () ont respectivement pour équations cartésiennes -
2x+3y—1=0 et 4x—3y+7=0.
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Géométrie plane

2) (D) a pour équation cartésienne : x + y — 1 = 0.
(D’) a pour représentation paramétrique :

X=241t¢ et y=3+1.

3) (D) et (D) ont respectivement pour représentations paramétriques :

X =t et y=3-1
x=14+k e y=—1+2k

4 Systémes de deux équations du premier degré dans k>

— =

Question 6 ¢ Soit (i, ) une base de U, ii =31 — 2] et 5 =1 + 3.

Montrer que le vecteur 5i + 2j est une combinaison linéaire des vecteurs i et
v dont on déterminera les coefficients.

Plus généralement montrer que tout vecteur w, égal d xi + ¥i, est une
combinaison linéaire des vecteurs u et v affectés de coefficients que 1'on

déterminera en fonction de x et de V. Quel est l'ensemble E;: des
combinaisons linéaires de u et 07

Question 7 ¢ Considérons les deux couples de R* : ti = (2; 3) et o = (— 1; — 3/2).
Tout couple de R* est-il une combinaison linéaire de il et de v?
Quel est 'ensemble E; ; des combinaisons linéaires de i et de b?

Plus généralement soient u et ¢ deux vecteurs de U (ou de R?) on note E;:l'ensemble des
combinaisons linéaires de u et v.

—

Premier cas : u=v = 0.

Ona: Ezs= {a}

Deuxiéme cas : u et v sont colinaires et non tous deux nuls. (& # 0, par exemple).
Ona: Ezs =4z

En effet soit W un vecteur de Ezy, il existe deux nombres réels a et b tels que :
w = au + bu.

Or v étant colinéaire a u, il existe un nombre réel k tel que :

v = ku
doi : W = aii + b(kii)
w = (a + bk)u
d’ou Egg < Az

1l est clair d’autre part que 4; < E; donc :
Egs=4;

13
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Troisiénie cas : u et v ne sont pas -:.uhncallrc:a,
On a E-- =0 car (i 0) est une base de V.
= “Hi - . : ;
Ainsi I'ensemble E; - est : soit le 51:1gfc'mn 10 |
soit une droite vectorielle
soit le plan vectoriel U,

Pour tout nombre réel m on considere les couples de R?2 SUivants - 5
u=(m:2) v=03,m+5)

Exercice 14

R
Y
.
g :
p Trouver Eg selon les valeurs du nombre réel m. :
QU étant rapporté a la base (i, j). soient u égal a xi + yi et v égala xi + y’j deux Vecteury |
de V. On rappelle que : !
— le déterminantdans la base (i, j) du couple de vecteurs (&, v) est le nombre réel XX
¢gal a xy" — yx’ et noté det; 7(, v). vy
— Deux vecteurs sont colincaires si et seulement si leur déterminant, dans une base
donnee, est nul.

Exercice 15 (Soient (i, j) une base de U, i = 3i — 2j et = — i + 4/, On note B la base
(i, j)et B la base (i, v). Soient w le vecteur de coordonnées (a, b) dans Bet

(4, B) dans %', et t le vecteur de coordonnées (c, d) dans B et (C, D)
dans 3. '

Montrer que detg(W, 1) = 10 dety (W, 1).

Question 8 ¢ On considére le systéme d'inconnue (x, y) de R? :
( { 2x + 3y = ?.
dx —Ty=1
Soit (i, J) une base de V posons :
U=2+4f , 5=3T—7 et w=T +].
Montrer que résoudre (T) ¢'est trouver les coefficients de la combinaiso

linéaire de u et de v, si elle existe, égale a w.

Plus généralement interprétons et résolvons le systéme (S) de deux équations du pre™
degré d'inconnue (x, y) dans R? :

{S} { alx+ b}.y = Cl
@yx+byy=c,
ou a,, a,, b‘“ by, ¢, et ¢, sont six nombres réels donnés
On note 8§ I'ensemble des couples solutions de (S)

Le plan vectoriel B* étant rapporté 3 | : nsidérons les
vecleurs suivants : . a base B égale a ((1,0), (0,1)) co

u=(ﬂj;ﬂ1} E:{bl;bz] I'T-'={C;;ﬂ;]- i
En généralisant la question 8, on déduit que : résoudre (S) c’est trouver, quand ils exist
les coefficients x et y d'une combinaison linéaire de i et égale 4 W
[ _;‘"j'
-‘It : ‘Tﬁ-'
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Le systeme (S) a au moins une solution s el seulement si le vecteur w est élément de E;z
dou les différents cas suivants

Premier cas : y = ';' — 0.
On a detg(u, ) =

-

Oet:

-- oy I W= Y — 2

Egs={0} donc: { ¥=(0 8=R
st w#(0,0) S=g.

Deuxiéme cas : u et v sont colinéaires et non tous deux nuls.

On a done : detg(u, 1) = 0 et Eﬂz 4; (par exemple si i # 0).

e Si W n'appartient pas & 4. (Cest-a-dire detq(u, w) # 0) alors § = &.

e Si r appartient a 4 (c’est-a-dire detg(u, w) = 0) alors il existe un nombre réel k tel que :
W= U,

Dautre part il existe un nombre réel k' tel que : 7 = K'ii.
On a donc :

W =Xt + y0 sietseulementsi ki = xii + k' yu
ce qui est équivalent a: x =k — k'y

donc : S={(x, yeR; x=k—k'y}

ou encore : S={(k—-KkyyeR* yeR}.

Troisiéme cas : u et © ne sont pas colinéaires.

On a detg(u, ) # 0 et Ezz = R2 (i, 0) étant une base de R? il existe un et un seul couple
(a, b) tel que :

aw + bv = w
donc: 8 {(a, b)}.
En conclusion :

L'ensemble § dépend de la nullit¢ du déterminant du couple de vecteurs (i, 7). Ce

a > . " Y
déterminant, égal 4 | ' *| s'appelle le déterminant du systéme (S) d’oti :
a; Dy

Théoréme

Un S}rstéme de deux équations du premier degré dans R* posséde une et une seule

| solution si et seulement si son déterminant est différent de zéro. Un tel systéme s"appelle
un systéme de Cramer.

Un systéme de deux équations du premier degré dont le déterminant est nul soit ne

posséde aucune solution, soit en posséde une infinité.

Parfois on ne cherche pas a résoudre un tel systéme mais on utilise le théoréme ci-dessus,
Par exemple, étant donnée une base (i, j)de U, on | considére I'application f de U dans U

qui au vecteur xi + y; associe le vecteur (4x + ﬁy}l + (2x + 3y}) et E I'image directe de 1Y
par f. ' o
Soit ¢ un vecteur de U de coordonnées (x', y'). On a :

beE si et seulement si il existe un couple (x, y) de R? tel que :

4x + 6y = x’
®) {2x+3y=y"

15
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Le déterminant de ce systéme (S) est nul, donc sort (S) n"a aucune solution, sej )2

infinité de solutions. On a: , ’
infinité de solutic i

(5) = { x'=2y'=0

don : beE <= I(x, y)eR? dx + 6y =x" et x'—2y'=0(
Or la proposition : )
I(x, y)eR* 4x 4+ 6p=x’

o+

: C X
est vraie. quel que soit le nombre réel x (par exemple, en prenant x = 7 et y =l})

Dot : veE = x' =2y

c'est-a-dire : teE <= v =y (2i +j)
Ainsi E est la droite vectorielle de base (Zf +j}.

Question 9 ¢ Le plan vectoriel U (ou R?) etan: rapporre a la base B, ega!e a {: ;), on
considére les vecteurs : it = xit + i, 0= le + yz_r,er W= x3: +y,; et
k un nombre réel.
Montrer que :
1) detg(u + v, w) = detg(ut, w) + dety(v, W)
2) detg(u, v + W) = detg(u, v) + detg(u, w)
3) dety(ku, v) = detg(u, kv) = k detg(ii, ©).

Soit (S) un systeme de Cramer, avec les notations ci-dessus 1'unique couple solution (4, b)
est défini par :

au + bt = w
dongc, en utilisant les résultats de la question 9, on obtient :
dety(au + b, v) = dety(an, v) + dety(bo, 1)
Cest-a-dire : dety(w, 0) = a detgy(n, v)
car bv est colinéaire a 0.
D’on, puisque detg(u, ©) # 0 :
_ detg(w, 1)
 dety(u, b)
de méme :
dety(u, au + bi) = dety(u, ai) + det (it, bd)
= b dety(u, 1)
d’ou, puisque dety(u, ©) # 0 :
 detg(u, w)
 dety(i, )

Exercice 16 ¢ Résoudre dans 2 les systémes suivants

x+3y=5 2x + 3y =2
S
{1){X+4y=9 {33]{ x_'}'y=i
; X—2y=5 3x_","y=l1
S . i
(3}{*-’5'*4}*'—-!0 {S‘}{_ﬁx+l4y==3 !i
16 ok
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Exercice 17 i . '
Discuter suivant la valeur du nombre réel m du nombre des solutions du

systeme (S) d’inconnue (x, y) de B? ;

( {(?’1+|}x+4}’=m+3 "
(4m — 2)x + 4my = 4m + 5.

Produit scalaire

1

Rappels sur le produit scalaire

Deéfinition

Soient & et o deux vecteurs de U, le produit scalaire des deux vecteurs u et v est le nombre
réel noté . o tel que : étant donnés un représentant (O, 4) de u et le représentant (0, B)
dev,ona:

i.0=0H x OB

ol H est le projeté orthogonal de A4 sur une droite support de (O, B).

Remarques

e Le produit scalaire de deux vecteurs u et ¢ est un nombre réel indépendant des
représentants choisis.

e Soient O un point du plan, A4 et B les deux points du plan tels que :0A =iiet OB =b.

Si i est nul ou » est nul, alors u . v =0.
Si 7 et © sont non nuls alors on a:

sur la droite (OB).

1 H est le projeté orthogonal de A .
. o sur la droite (OA).

K est le projeté orthogonal de B

B
H

A K —

e Quels que soient les vecteurs non nuls i et 7, de représentants respectifs (0, A) et (O, B),

on a:
u.v=04 % OB x cos AOB
ol 0A = d(0, A) et OB=d(O, B).

-+ & g - @ -bz
e Le carré scalaire d’un vecteur i est le nombre réel u . u note u”.

17
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—

. , Wl ) ' verifier qu'il existe une infinité {
Question 10 ¢ Le vectewr rauunrdmrml, vérifier qi 609 ifinité de vecteyrs Ete.!g :
- i . v = 2 et en construire quelques representants. Que |

A ) 3

Question 11 ¢ Soient O, A et Btrois points tels que : 04 = 0B = 1. Trﬂuverungnwsw-een

) T 3
{k' f.f{'_f:i'-f:.‘: hllf' ‘IHHL']I[:' ,"I f}B Hl:h‘..h””lr [j'u(‘.‘ OA . 'OB = %.
Propriétés du produit scalaire :
Ve W YieV u.v==0.u
_ YieVU YieU VYwelU u.(4+w=u.vtu.w
04 =i
ON =v
OM =w
0S =b+w
S
N
0 K It L A
— YueU Ve U VkeR u.(ko)=k@u.?v):
OH =7
ON = kv !
04 =i ;
N_- i
M
. 0
0 H A K
~ YueU u*=0
Exercice 18 ¢ Soient i et j deux vecteurs de tels que :
Pl =4 ;,j.=][} -;'..f=6 ’
Tt P
1) Montrer que i et j ne sont pas colinéaires. L
2) Calculer les produits scalaires suivants : % .

Gi+2).5;  (-3).9 @-5.0+3)
3) Trouver le nombre réel négatif x dans chacun des cas suivants *
DE+%).GT+5)=2 2 §4x).G+D=% 51 »
N
18 i
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2 Orthogonalité

On rappelle que deux vecteurs sont orthogonaux et on note i L 0, si et seulement si
M.t=0,

Question 12 ¢ Soient if et § dewx vecteurs non nuls. mo

seulement si tout vecte
orthogonal a tout vect

ntrer que u est orthogonal d v si et
ur de la droite vectorielle A, engendrée par u, est
eur de la droite vectorielle A; engendrée par v.

Définition

On dit que deux droites vectorielles 4 et A’ sont orthogonales et I'on note 4 L A, si et
| seulement si tout vecteur de I

une est orthogonal a tout vecteur de I'autre.

Cette définition nous permet de formuler e résultat de la question 13 sous la forme
suivante :

. Théoréme
! Deux droites vectorielles sont orthogonales si et seulement si il existe un vecteur non
nul de I'une qui est orthogonal 4 un vecteur non nul de Pautre.

On sait (classe de 3°) que deux droites affines sont

perpendiculaires si et seulement si leurs
directions sont orthogonales d’ou :

| Théoréme

Deux droites affines sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur directeur de
I'une est orthogonal a un vecteur directeur de I"autre.

Exercice 19 ¢ Soit (0, F,I) un repére cartésien du plan 7 tel que :

i*=1 j2=10 et i./=3

Soit : & = 2i — 3j, ©=24i — 7}, Caleuler & . .

Soient A et B les points du plan de coordonnées respectives (1, 2) et
(3, — 1). Tracer, dans le repére (0, i, j), la droite (D) passant par 4 et de

vecteur directeur u, la droite (D) passant par B et de vecteur directeur ».
Démontrer que (D) et (D) sont perpendiculaires.

Question 13 g Montrer que deux vecteurs non nuls et orthogonaux ne sont pas colinéaires et

constituent donc une base du plan vectoriel U,

[)
Défnition

On appelle base orthogonale du plan vectoriel U tout cou

ple de vecteurs non nuls et
orthogonaux.

l 19
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Exercice 20 ¢ Soient { et j les deux vecteurs orthogonaux Ee]s que i* =1 g fi 3
i_ Vérifier que les vecteurs ietvtelsqueu=1i +jetv=3i —j fitnegg um:

{ base orthogonale de “U. . i
:ﬁTrmnfcr les coordonnees Xet? 4d11n5 la base (4, v) d’un "Wteurﬁdc

¢ coordonnées x et y dans la base (i, J)-

Exercice 21 ¢ Soient (i, j) une base orthogonale telle que it=1letj?=4etile vecteyr
tel que u = 3 4 2j. Trouver I'ensemble des vecteurs orthogonauy 4 ;
 Plus généralement quelle est la nature de I'ensemble des vecteyr
» orthogonaux d un vecteur non nul donne?

P o L

"

3. Rappels sur la norme

20

On appelle norme du vecteur = le nombre réel noté [|u], et égal 3 e
Un vecteur de norme égale a 1 est dit vecteur unitaire ou norme.
Propriétés de la norme d’un vecteur.

— vueU |u| =0.

_ Viedd [ =0<>i=0.

_ vie vkeR |kul| = k.

_ Wiew VeV |u+ ol < lall + 19

Question 14 ¢ Soit u un vecteur non nul, montrez qu'il existe exactement deux vecteurs
unitaires et colinéaires a u.

Remarques
e Soient A et B deux points du plan. On a :

AB.AB = AB . AB
donc : |AB| = [AB| = d(4, B) = AB.

e Quels que soient les vecteurs i et T on 4 :

-

u.o=|u]l .|lv] cos 8

ot 0 est une mesure de I'angle MON avec OM = i et ON = 0. (0 ne dépend P“sdﬁ

représentants choisis pour les vecteurs u et v.)
e De la double inégalité — 1 < cos 6 < 1 on déduit I'inégalité dite
suivante :

de Cauchy-Scb¥”

VeV YoeU |u. ol <l 1ol

Exercice 22 ¢ Démontrer que, quels que soient les vecteurs ietpona:

(i + 9) . @ — 9) = ) = 1l

I — vl|? = [l@)? — 2i . 5+ 1917

I + B2 = Jid))? + 2uo + 191* p st
En ded Uzi"e que deux vecteurs i et § sont orthogonaux § et ¢ ks 3
| + 5% = u)* + (19> (o
‘4
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Exercice 23 ¢ Montrer que, quels que soient les vecteurs 1 et ¢ on a :
D) llu+ o)* — i — 52 = 43t . 3.

§
R T .
gi} w.v=2(llu+v)*— a)? - 53
$3) .5 =L (1 + 1512 — 3 — 32
3 =g el — llu — vj|*).

Exercice 24 é Soient u et v deux vecteurs de U, « et f# deux nombres réels.
Montrer que :

ladd + BoI1* = o lull® + 2ufii . & + p? 5>
Soient u et ¢ deux vecteurs de U tels que :
lul =4 3] =5 &.3=10.
Calculer la norme de chacun des vecteurs suivants :
20+ 30,4 — 0, & + D, it — 4D,
i

On rappelle qu'une base orthonormée de Y est un couple de vecteurs ( ,}"] tel que :

—

el = 1, ill=1 e i.j=0
c'est-a-dire une base orthogonale dont les vecteurs sont unitaires.

D’autre part un repére (0, i. ; )du plan T est dit orthonormé si et seulement s (3’: jr'] est une
base orthonormée de V.

Exercice 25 ¢ Soit (0, :, ;] un repere orthonormé de 7, i et © deux vecteurs de couples de

coordonnées respectifs (x, y) et (x’, y') dans la base (i, j). Calculer, en
fonction de x, y, x" et y* les nombres réels suivants

. 0, llu]l, ol et dﬂ.::’.}’)(ﬁa D).
En déduire que : pour tout couple de vecteurs (i, 7) de U2 on a -
(u . v)? + {dﬁt{;‘,ﬂ[ﬁ- a}]z = ”EHEHEHZ

Soient A et B les points de 4" de couples de coordonnées respectifs (x ,, y,)
et (xg, yg) dans (0, i, j); calculer d(A, B).

-

4. Vecteur normal a une droite

Le plan § est rapporté au repére orthonormé {D,j,j"} noté K.

Question 15 ¢ Soient (D) la droite de § dont une équation dans R est :
2x+3y—8=0.

et 1 le vecteur 2i + 3}.. Montrer que la droite vectorielle Az, engendrée par n,
est orthogonale a la direction de la droite (D).

-

2]
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| Définition
On appelle vecteur normal 4 une droite affine (D) tout vecteur non nul orth

Oggn i
vecteur directeur quelconque de (D). al 4y

Question 16 ¢ Soit u, égal d pi + qj un vecteur non nul de “U. Montrer que Vensemp,
T § vecteurs orthogonaux d u est la droite vectorielle engendrée par o y, ﬂ:w‘
tel que © = — qi + pj. En déduire qu'il existe une et une seule g *u :
vectorielle orthogonale a une droite vectorielle donnée. En dédyire qu‘;ﬁe |
donnée une droite affine (D) et un point A du plan il existe une et yne Setd:
droite affine (D') perpendiculaire a (D) et passant par A.

e AT e e e

Soit (D) la droite affine d’équation dans R :
ax + by +e¢=0

ou a, b et ¢ sont trois nombres réels avec (a, b) # (0, 0).

Le vecteur u défini paru = — bi + q?, est un vecteur directeur de (D), donc est non nul. La
droite vectorielle engendrée par le vecteur non nul n, égal a ai + bj, est l'unique droite |
vectorielle orthogonale a la direction de (D), le vecteur 1 est donc un vecteur normala (D) |
et tout autre vecteur normal a (D) est colinéaire a n.

| Théoréme
Soit (D) la droite dont une équation dans un repére orthonormé du plan est:
ax + by +¢=0.

- , 5 r
Le vecteur n de coordonnées (a, b) est un vecteur normal a (D) et tout autre vected

normal a (D) lui est colinéaire.

Exercice 26 ¢ Soit (D) la droite dont une équation est :

3 4 9 =0.
l

. # _:* ' éra i
dont on précisera les coordonnées dans la base (i, j)- PIus ) la grol®
montrer quil existe deux vecteurs unitaires et normauX
d’équation :

Montrer qu'il existe exactement deux vecteurs unitaires et 20T

ax + by + ¢ = 0.

Préciser leurs coordonnées dans la base (i, j). i

Exercice 27 ¢ Soient (D) et (') les deux droites d’équations respectives - |
‘ 1
ax +by+e¢=0 et ax+by+e -
g £ 5
Montrer que (D) et (D’) sont perpendiculaires St ¢
aa’ + bb* = 0, =m¥" |,
y= mx +P Bt;;mﬂ') i

eme?
okl

S1(D) et (D') ont pour équations respectives ent
montrer que (D)et () sont perpendiculaires si €t seulen

22 v
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Exercice 28 ¢ Soient 7, égal 4 ai + bj un vecteur de VU et A le point de couple de

coordonneées (x,, y,) dans R,

Trouver une équation de la droite passant par A et dont 11 est un vecteur

normal,

Trouver les équations des hauteurs et des médiatrices du triangle PQR

ou P, Qet Rsontles points de couples de coordonnées respectifs, (— 2; 2),

(13 = D et (3; — 1). En déduire les coordonnées de 'orthocentre H et du

centre | du cercle circonscrit au triangle POR.
Question 17 ( Soient A le point de coordonnées (— 1;2) et (D) la droite d'équation
V=x—1 Trouver une représentation paramétrique de la droite (D’)
passant par A et perpendiculaire a (D). En déduire les coordonnées du projeté
orthogonal H de A sur la droite (D). En utilisant le fait que la distance du
point A a la droite (D), notée d(A, (D)) est égale d la distance de A a son
projeté orthogonal H sur (D), calculer d(A, (D)).

Plus généralement soit (D) la droite d’équation :

ax + by +¢=0.

Soit A4 le point de coordonnées (p, g), calcuio_l:ls d{il, (D)). Soit H le projeté orthogonal
de A sur (D). Puisque le vecteur ntel quen = ai + bj,est normal a (D), il existe un nombre

reel k tel que le vecteur AH ait pour coordonnées (ka; kb). Les coordonnées de H sont
donc :

(p + ka, g + kb).

Or H est élément de (D) donc on a :

a(p + ka) + b(g + kb) + ¢ =0

ou encore ; k(a* + b*) = — (ap + bq + c).
Or : m.ﬁ=k(a2+bz}
d’oti : AH n= —(ap + bq + c).
Soit B le point tel que : . AB =,

23
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Ona: AB = Ja* + b’
or: _-‘lH'.ﬁ=z’iH . AB
dot : AH . AB = |ap + bq +
lap + bg + ¢
donc : dA, (D)) =—F5—5
J 8t * b
Théoréme

Le plan & étant rapporté a un repére orthonormé, soient (D) la droite d’équation
cartésienne ax + by + ¢ = 0 et 4 le point de coordonnees (p, g).
La distance du point 4 a la droite (D) est le nombre réel d(A, (D)) tel que:

+ bg + ¢
Ty e el o

¢

Question 18 ¢ Dans le plan rapporté au repére orthonormé R on considére les deux dates (D)
Y et (D) d'équations respectives : 3x + 4y —5=10 -

et : 4x—ﬁy+3=[}.

Montrer que |'ensemble (B) des points du plan équidistants des deux droites

(D) et (D) est la réunion de deux droites (D,) et (D,) dont on déterminera les

¢ équations. Verifier que (D,) et (D) sont perpendiculaires.

g (D,) et (D,) s'appellent les bissectrices du couple de droites sécantes
((D); (D")).

A T o WL

. 2 2
Question 19 5 Soit (D) la droite passant par le point de coordonnées (JT"’ - i;—) et dont

. e

un vecteur normal est le vecteur i + j.

Soit (D,) la droite passant par le point de coordonnées (— 1, — 1) et dont un
vecteur normal est le vecteur }-

Soit (D) la droite dont une équation est : x = — 1,

Trouver les coordonnées des points P, Q et R tels que :

{@1=D)n(Dy) {P}=(D3)n(Dy) {R}=(D)n (D)

On note (D) celle des deux bissectrices du couple de droites ((D,), (D3)) g4
coupe le segment [QR]; (D) s’appelle la bissectrice intérieure du couple de
droites ((D,), (D3)) du triangle PQR. De méme on note (Dy) et (Dg) les
bissectrices intérieures des couples de droites ((D,), (D5)) et (D) (D)
Montrer que les trois droites (D), (D) et (D ) sont concourantes en un points
dont on déterminera les coordonnées, et que ce point est le centre d un cerclé
tangent aux [rois cotés du triangle PQR. Ce cercle s’appelle le cercle i
dans le triangle POR.

Les bissectrices intérieures (Dp), (Dg) et (Dg) du triangle PQR sont en fait les
bissectrices respectives des angles géométriques QPR, POR et PRQ {JWI"

exercice 56) (on rappelle que la bissecirice d'un angle géométrique est | 8%¢
de la syméirie qui, d chaque cOté de I'angle fait correspondre l'autre coté).



Géométrie plane

Exercice 29 ( Soient les points A, B et C de coordonnées respectives (0; 2), (— 1; 1) et

3[3‘. — 1) dans un repére orthonormé R

Trouver les ¢quations des cercles inscrit et circonscrit au triangle 4BC.

5 Applications du produit scalaire aux lieux géométriques

Soient 4 et B deux points distincts du

plan I rapporté au repére orthonormé (0, 1, j) et k
un nombre reel.

a) Ensemble £, des points M du plan tels que MA* — MB* —
Pour tout point M du plan, on a :

MA? — MB? = (MA — MB).(MA + MB)
= BA . (MA + MB)
Soit I le milieu de [4B].

Question 20 ¢ Montrer que pour tout point M du plan on a :

MA + MB = 2MI,
En déduire que :

YMeg (MeEi — ﬂ‘.ﬁ?:%).

Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (4B).

On a: BA . MI = BA x HI
donc : 'ﬂﬁ:?ﬁx}’ﬁ

On a ainsi le résultat :

Théoréme

Soient A et B deux points distincts et I le milieu du segment [4B]. Pour tout point M
du plan de projeté orthogonal H sur la droite (4B) on a :

MA? — MB? = 24B x IH.

25
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—_—
S
Ona: YMed (Mfff'q ‘°="‘AB'IH=E
/ .k
ou encore : YMeTl (M ek, = IH = z;_'ﬁ
Or. il existe un unique point H de la droite (4B) tel que :
— k
er =
2AB

donc : un point M du plan est ¢lément de E, si et seulement si M se projette sur la droite

(AB) en cet unique point H. _
E, est donc la droite perpendiculaire 4 la droite (A B) et passant par ce point H.

Exercice 30 ¢ On veut retrouver cet ensemble E, par une autre méthode. Montrer qu’il
existe un point unique H de la droite (4B) appartenant iE,.
Montrer que :

YMed (MeE, « AB.HM =0)
En déduire 'ensemble E;.
Exercice 31 ¢Soient 4 et B les points de ¥ de coordonnées (2, 2) et (— 1, — 1). Trouver

une équation cartésienne et une représentation paramétrique de
I'ensemble des points M du plan tels que :

MA? — MB* =3

Exercice 32 (Soient A et B deux points distincts du plan . Trouver I'ensemble des
points M du plan tels que :

MA*> — MB* = 2AB*

b) Ensemble E, des points M du plan tels que : aMA> + BMB> =k (x € R, BER)

Question 21 ¢ Si o =0 ou ff =0 donner I'ensemble E,.
Sia + [i = 0 avec o non nul montrer que E, est I'ensemble des points M du

k
plan tels que : MA* — MB?* = = En déduire I'ensemble E,.

On suppose désormais que o« + f§ # 0.

Question 22 (Soit E, = { Me§: 3MA® + SMB = 128} ou A et B sont deux poir®

distincts de ¥ tels que AB = 8. Soit G le barycentre des points P‘mdérés
(A, 3) et (B, 5). Montrer que :

VMed 3MA* + SMB? = 8MG? + 3GA? + 5GB>.

En déduire que E, est un cercle de centre G dont on déterminera le rayo™
Dessiner E, (unité de longueur : 1 em). '

Plus généralement trouvons, lorsque o + f # 0, l'ensemble E, défini par
E;={MefT; aMA® + BMB? = k },

aa
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A

Soit G le barycentre des points pondérés (A4, «) et (B, ).
Pour tout point M de . on a -

aMA® + IMB* = 5(MG + GA) + B(MG + GB)?
ou encore ; -

*MA® + PMB? = (a + B)MG? + 2GA® + PGB® + 2MG (4G A + GB)

or : 2GA + fGB =0
donc : aMA? + BMB* = (x + HIMG? + xGA* + pGB*
dou :

. —— )
YMeqg (J\T'E E, = MG?= k_ alrA ,BGB .
o+ f

_k—aGA? — BGB?
o+ f

Posons : a

Sia <0 alors E, = ¢,
Sia=0alors E, = { G},

Sia > 0alors E, = C(G, V”E] ou C(G, \/E] désigne le cercle de centre G et de rayon \/E.

Trouver et dessiner I'ensemble E, des points M du plan tels que :

Exercice 33 ESoient A et B les points du plan de coordonnées (1, 2) et (—2, —2)
2MA* + 3MB? = 50,

que E, = { Meil; MA* + 2MB? = k) o1 A et Bsont deux points donnés

Exercice 34 gTrcuver suivant la valeur du nombre réel k la nature de 'ensemble E, tel
de 7.

Exercice 35 (Trouver I'ensemble E des points M du plan ¢ tels que :

(MA + 2MB)(MA — 2MB) = 12

ou A et B sont deux points donnés du plan § tels que d(4, B) = 3,

Etudions maintenant le cas particulier & = f = 1.
Soit E; = { Me®; MA* + MB* = k).

Question 23 (Soit | le milieu de [ AB] montrer que :
2
.YMed MA*+ MB* =2MI? + A—;.

En déduire, selon la valeur du nombre réel k, la nature de E;.

On retiendra :

Théoréme (Premier théoréme de la médiane) _
Soient A, B et M trois points du plan et / le milieu de [4B]. On a :
AB*
2

L]

MA?* + MB* = 2MI* +

27
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Exercice 36 ( En utilisant cc premier théoréme de la médiane trouver la longueyr 4,
chacune des trois médianes du triangle ABC tel que d(4, B)~

d(B.C)=13 d(A, C) =4

Exercice 37 ¢ Soit m un nombre réel. Soit E I'ensemble des points M du plan tels que -
 MA
2 MB
¢ Montrer que :

YMed (MeE <= [MA* —m*MB? =0ct M # B])

= M.

En déduire que :

é si m = 1 alors E est la médiatrice du segment [AB],
sim # 1 alors E est I'ensemble vide ou est un cercle privé éventuellement

d'un point.
¢) Ensemble E, des points M du plan tels que : MA . MB = k.
Question 24 g Soit 1 le milieu de [AB], montrer que :
AB?

YMed MA.MB=IM2-'—4—.

Dessiner, si possible, I'ensemble E; dans chacun des cas suivants :
1) AB=2 k=3

2) AB=1 k=-3

3) AB=2 k=-—1

On retiendra :

Théoréme (Deuxiéme théoréme de la médiane)
Soient A, B et M trois points du plan et I le milieu de [4B] on a :

p— . 2
MA .MB:IMZ_Af |
Dans le cas général on a :
: 2
VMed (MEE23 = IM2 =k + Af )
Donc : i
2
sik< — alors Ey = (&
2
sik=— 4 alors E; = {1}
ABI . AR?
sik>— T alors E; = ('E(I, \/;;)
[ AB? 5
ou G(I, k + —4—) est le cercle de centre I et de rayon /k + A_f ’
28 ' .
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Exercice 38 E Le plan i étant rapporté au repére orthonormé (0. i, j). on considére le

point A de coordonnées (2, — 1) et le vecteur i égal & i + 3j. Soit k un
non_1bre reel donné, on note (Dy) Fensemble des points M du plan tels que
u, AM = k.

Trouver et dessiner I'ensemble (D) dans chacun des cas suivants :

) k=0 2) k=3 3) k= -2

¢ Plus généralement soient A un point du plan ¥, i un vecteur non nul de U.
et k un nombre réel. Montrer que 'ensemble des points M du plan tels que

. AM = k est une droite dont on déterminera une équation cartésienne

et une representation paramétrique en fonction de k, des coordonnées de A4
et celles de .

6 Application du produit scalaire aux relations metriques dans le triangle

Dans tout ce paragraphe on considére un triangle ABC et on note : a, b et ¢ les distances
respectives BC. AC et AB,

A, B et C les angles géométriques respectifs BAC, ABC ot ACE.

On a déja vu deux relations métriques : les deux théorémes de la médiane,

Question 25 ¢ Montrer que BC* = BA* + AC? + EE{. AC.
En déduire que a® = b* + ¢ — 2be cos A.

Théoréme

Dans le triangle ABC on a :

a® = b? + ¢* — 2be cos A.

Remarque

De méme on démontrerait :
b* =a* +¢* —2accos B et ¢ =a?+ b* — 2ab cos C.

Exercice 39 ¢ Construire dans chacun des cas suivants un triangle ABC dont les cotés
ont pour longueur a, b et ¢, puis calculer la mesure de Pangle BAC,
)a=5./3 b=10 c=5.
2) a=5 b=4 ¢=3
JJa=28 b=6 ¢=4
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Exercice 40 ¢ Démontrer le théaréme de Pythagore.
\

Question 26 ¢Soir H le projeté orthogonal de B sur {a droite (A,C)'
- ‘{I;xpr't'nwr 'aire S du triangle ABC grace aux points A, B, C et M.

if—.’x;u-r’:m-r sin BAC grdce a ces points.
$ En déduire S en fonction du sinus de I'angle BAC.
LY

) T e —

Théoréme

L aire S d'un triangle ABC est tel que:

S =— be sin A.

k| =

Remarque :

De méme on démontrerait :
1 - 1 o
S=iahsmC et S=iacsmB.
Fxercice 41 ¢On considére trois demi-droites de méme origine [0A), [0B) et [0C) telles

que les angles AOC et BOC aient tous deux pour mesure 15 (en degrés) ¢!
que [0 A) et [OB) soient distinctes. Soient (D) une droite perpendiculaire au
support de [OC) et H le point d’intersection de la demi-droite [OB)etdela
droite (D).

Quelle doit étre la mesure de [OH] (en cm) pour que la mesure (en om’) de
I'aire du triangle défini par les demi-droites [0A), [OB) et la droiie (D)
soil 257

Question 27 ¢ Déduire du théoréme précédent que :
a sin B = b sin A.

Dans un triangle ABC peut-on avoir sin A = 0?

. . a b : ul a
Ainsi les rapports — et — sont & ¢ : 15 sont 683
pports —— et —— sont égaux. On démontre de méme qu'i

L‘ - = Ci Oﬂ
e De plus, en notant R le rayon du cercle (C) circonscrit au triangle AB

démontre (voir exercice 68) que ces rapports sont égaux a 2R.

feoen _____'_,__//
Théoréme

Soient ABC un triangle et R le rayon du cercle circonserit a ce triangle: 07 al
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Exercice 42 ¢ Soient 4 et B deuyx points du plan distants de 3 cm.
Construire les différents triangles possibles ABC tels que la mesure en cm

de [AC] soit 2, et angle ABC ait pour mesure 60 (en degrés).
Quelles sont, dans chaque cas,

— la longueur du coté [BC),
— la mesure de I'angle BAC (@ un degré prés),

— la mesure de I'angle BCA (a un degré pres).
— laire du triangle ABC?

lll. Angles orientés

1 Rappels sur I'angle orienté d’un couple de demi-droites
de méme origine

Le plan est rapporté au repére orthonormé direct ‘.

Définition

Soient [OA) et [0B) deux demi-droites de méme origine et de support distincts, on

appelle angle orienté du couple de demi-droites ([OA), [OB)), noté (m], I'ensemble
des couples de demi-droites de méme origine ([SM), [SN)) tels que :

MSN et isométrique 4 AOB
cl
(S, M, N) est de méme sens que (0, A4, B).

————— rg—

On rappelle que le sens du triplet (O, 4, B)est donné par le sens de parcours sur le cercle
circonscrit au triangle OAB pour le «trajet de O & B en passant par A ».

S ——

5 R
. [
I
Q
A

B
fl.
L »

.y (0A4, OB) = (d)
([SM), [SN))e(d), c'est un représentant de ()
g ([RP), [RQ)) (a), cest un représentant de (d).

L5
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Cas particuliers :

I'angle nul I'angle plat
s A
0
A
0 B
ﬁ S B —
(0) = (0A, OB) avec (P) = (04, OB) avec
[0A) = [0OB). [0 A) et [OB) opposees.

On appelle angle droit I'unique angle orienté noté (d) défini par (d) = (01, 0J)ou (0, 1, J)
est un repére orthonormé direct du plan.
On rappelle :

Théoréme
Soient (4) un angle orienté et [0 4) une demi-droite du plan. Il existe une demi-droite
[OB) et une seule telle que (0A, OB) = (4).

Cercle trigonométrique

Le repére orthonormé direct du plan étant le repére (0, 1, J) on rappelle que le cercle
trigonométrique est le cercle (C) de centre O et de rayon égal a 1.

A tout angle orienté (SA4, SB) on associe I'unique demi-droite [OU) telle que
(SA, SB) = (01, OU).

Soit M l'unique point d’intersection de (C) et de la demi-droite [oU); on a:
r._..___,_____ ——
(SA, SB) = (O, OM).



Géométrie plane

L_-.:tlc application qui, a tout angle orienté (%) associe I'unique point M de (C) tel que
({)I._ OM) = () est une bijection, de I'ensemble des angles orientés de couple de demi-
droites de méme origine sur le cercle trigonométrique (C).

Détermination principale de la mesure d’un angle orienté

Spit a Ilu;?plicutinn qui. 4 tout triplet de points non alignés (S, M, N) associe le nombre
reel 15i(S, M, N) est de sens direct, le nombre réel — [ si (S, M. N) est de sens indirect :

)

74 N
M
. (S, M, N) = |
0 T
P
o
R
d(R, P, Q)= — 1

On définit la détermination principale de la mesure en radians (respectivement en degrés)
de I'angle orienté (@) notée MES(#) (respectivement MES(°) (d)) par :

MES (&) =o(S. M, N) x mes MSN
MES(°) () = o(S, M, N) x mes(®) MSN
ou : (a) = {ST’v_i',__Sﬁ'].
Comme : MES () = MES(°)(d) = 0
MES(p) == et MES()(p) = 180

MES(d) == et MES()(d) = 90.

Pour tout angle orienté (&) on a :

— n <MES (#l<nm
— 180 < MES(*)(d) < 180.

Théoréme

L’application MES (respectivement MES(°)) qui 4 tout angle orienté associe la
détermination principale de sa mesure est une bijection de I'ensemble des angles
orientés sur l'intervalle ] — n; ] (respectivement ]— 180; 180]).

— ]
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Remarques
e Etant donné un nombre réel x de lintervalle 1— =, 7] (resp. 1— 180; 1801]), il existe up

unique angle orienté (4) tel que MES (d) = x (respectivement MES(°)(d) = x). Par abus de
langage on parlera parfois de I'angle orienté de x radians (resp. X degres).

* e Si (d) est égal a I'angle (SM, SN), et non plat, alors I'angle opposé de (d) est

— (&) avec: — (@) = {.S::i";f___.'h?:ff) gtona:
MES (— (4)) = — MES(3).

' Exercice 43 ¢ Dans chacun des cas suivants placer sur le cercle trigonomeétrique le point
M associé 4 I'angle orienté dont la détermination principale de la mesure

esl X

n 4 5n _31:
l}x—i 2)x=—z 3}3:-—? 4].'1:—4
5) x =120° 6) x=—30° 7) x=178 8 x=—112%

2 Angle orienté d'un couple de vecteurs non nuls, d’un couple de demi-
droites

e

Soient u et ¢ deux vecteurs non nuls.

| Question 28 ( Soient S et " deux points du plan, M et N les points du plan tels que
! SM =iiet SN =© et M" et N’ les points du plan tels que SM’' =ii
et SN’ = 0.

Vérifier que (SM, SN) = (S'M", S'N).

Ainsi quels que soient les représentants des vecteurs u et v choisis on obtient le méme angle
orienté, celui-ci ne dépend donc que des vecteurs u et v. Dot :

B

Définition

Soient u et © deux vecteurs non nuls. On appelle angle orienté du couple de vecteurs (, 1)
et I'on note (i, ©) I'angle orienté des demi-droites de méme origine [SM) et [SN) ot les
couples (S, M) et (S, N) sont respectivement des représentants de i et de v.

I

M

=k
=4
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Question 29 ¢ Soir 1, un vecreur non nul de la demi-droite vectorielle engendrée par le

-

vecteur u. Soit vy un vecteur non nul de la demi-droite vectorielle engendree

par le vecteur v. Montrer que 'angle orienté (it,, v,) est égal i l'angle orienté

(i ©).

Ainsi 'angle orienté d’un couple de demi-droite affines de meme origine est 'angle orienté
de deux vecteurs directeurs respectifs quelconques de chacune de ces deux demi-droites.
En particulier 'angle orienté d'un couple de demi-droites affines de méme origine est
angle orienté de leurs vecteurs directeurs unitaires.

Plus généralement on définit I'angle orienté d’un couple de demi-droites affines. n'ayant
pas nécessairement méme origine, comme étant I'angle orienté d’un couple de vecteurs

(1, ;) 011 i1, est un vecteur directeur de la premiére demi-droite et 1, un vecteur directeur
de la seconde.

A;

P

i

0, 0, &
A,

3 Cosinus et sinus d’'un angle orienté

J
f
\ | I

Soit (@) un angle orienté (d’un couple de vecteurs ou de demi-droites). on considére

I'unique point M du cercle trigonométrique tel que (&) = (01, OM),
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Soient P le projeté orthogonal de M sur (O1) et @ le projeté orthogonal de M sur (0J),

‘ Définition
| On appelle cosinus de Pangle oriente (a) le nombre réel OP; on le note cos (3)
On appelle sinus de I"angle orienté (d) le nombre réel OQ on le note sin (d).

Remarques
— Quel que soit I'angle orienté (&) on a :
—1<gcos (@) <1
—1<sin (%) <1
cos? (&) + sin?(d) = |

— Signes de cos (%) et de sin (g).

M appartient au 1" Quadrant M appartient au 2° Quadrant

D:;MES(:E]&% gs.:.MEsm}s;n
M Q
0
| j Jf
cos () 20, sin (%) =0 cos (4) <0, sin (@) =

On retrouve ici les signes des cos et sin des angles géométriques vus en classe de Troisicme
(cas ot la détermination principale de la mesure de (&) est dans [0, n]). Dans ces deux cas

na: e ==
® cos () = cos (TOM) et sin (g) = sin (IOM).
M appartient au 3° quadrant M apparrienr au 4° quadrant
. n
—ﬂ{MES(&}é—i < MES (a)

Y
g

cos (@) <0, sin(d) <0 cos (@) =0, sin(@) <0
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On admet que lorsque M appartient au troisiéme ou quatricme quadrant on a encore

cos (_:E) = COS§ (I—@_ﬁ) mais que, par contre, on a sin (&) = — sin (IOM).
Ainsi quel que soit 'angle orienté (&) on a :

cos (&) = cos (I0M).

Expression analytique du cosinus et du sinus d’un angle orienté.

-
.

Le plan I est rapporté au repére orthonormé direct (0, 1, j)-

Soient u et i?cl_e.uic vecteurs non nuls de couples de coordonnées respectifs (x, y) et (x’, )
dans la base (i, j).
Ona: u.o=xx+yy

et ; . o= i| x 5] cos (IOM)

ot I est le point tel que O = i et M est I'unique point du cercle trigonométrigue tel que :

(OI, OM) = (i, §).

- -

; — u.v
On obtient : cos IOM = ——
flull x o
I == u.ov
c'est-a-dire : cos (U, 1) = ———
ull x o]l
- xx" i
ou encore : cos (4, 1) = )y

JE+Y x STy

Question 30 ¢ En utilisant l'expression ci-dessus et I'égalité vue a Uexercice 25 :
(# . 0)* + [detg (@, 9)1* = u]? o]*

Montrer que l'on a :

, TEEL |d££,[;‘.ﬂl:ﬁ, o)l
i G ) ==

On remarque que u et v sont donc colinéaires si et seulement si : sin (i, §) = 0.

Question 31 ¢ Soit M un point du cercle trigonométrique. Montrer que :
= e —
sin (O, OM) = det; 7,(01, OM).

Question 32 ¢ Soient M et N deux points d’ordonnées non nulles du plan .
Montrer que les triplets (0, I, M) et (O, I, N) sont de méme sens si et
seulement si :

det i 5(0I, OM) x det ;,(01, ON) > 0.

Plus généralement on admet (on le démontre dans le chapitre : Transformations du plan)
que si (4, v) et (@', 1) sont deux représentants d'un méme angle orienté (&) alors det; 5, (i, )
et det; j, (4, 0) ont méme signe.
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En prenant #t = OI et ¢ = OM, il en résulte que :
(i, v) et det;; (01, OM)

dl:l“-‘j!

sont de méme signe.
Par ailleurs, d’aprés la question 31 :

sin {OT OM) = det“-j;,[(_J_f: OM).

On a donc : =
g detya(wv)
sin (it, 1) = —=—t——,
uell x [lel
‘ Théoréme

Soient u et © deux vecteurs non nuls de U rapporté a la base orthonormée (i, j) directe

on a:
w. o . =% detsm(u v
et sin(u, 0) = _—""""'{'!"("T“]
fluefl x [lo]l

cos I‘J.E- i e
| = T i

Le plan vectoriel ¢tant rapporté 4 la base orthonormée directe (i)

Exercice 44
calculer le cosinus et le sinus de I'angle (¢, ) dans chacun des cas suivants :

a=24+3 o=—i+7.
Nia=i+] b=-2-12
Na=i+2 b= 4i + 8
4}E=F+; b=2i — 2

4 Addition des angles orientés

On rappelle que :

Définition

Soient (%) et (ff) deux' angles orientés, ([0X), [0Y)) un représentant de I'angle (),
([O Y]: [G‘ij le représentant de {ﬁ} de coté origine [OB). La somme des angles
orientés (4) et (f}) est Pangle orienté () dont un représentant est ([0X), [0Z)). On not¢

() = (@ + (f).
_______..-J

Remarques :
1) La somme de deux angles orientés ne dépend pas des représentarts choisis.

2) Quelles que soient les demi-droites de méme origine [0X), [OY) et [0Z)ona:
(0X, OY) +(0Y, 0Z) = (0X, 0Z) (Egalité de Chasles).
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Quels que soient les vecteurs non nuls i, b et w on a :

o

\J—-——e—f’
i

Quelles que soient les demi-droites [AX), [BY) et [CZ). on a :

—

(it, ) + (3, W) = (i, W)

(AX, BY) + (BY, CZ) = (AX, C2).

b

Exercice 45 ¢ On considére les vecteurs u,, u,. iy dont les couples de coordonnées, dans

la base orthonormée {i’.j-}, sont respectivement (2; 1), (— 2, 3) et (1, — 4).

O étant un point fix¢ du plan, tracer les trois demi-droites [Ox,), [Ox,) et
[Ox;) de vecteurs directeurs u,, i, et ii,.

. . " " ¥ n T e
Trouver, en degre, les déterminations principales de la mesure de (M, u,),
(15, 13) puis de leur somme.

Exercice 46 ¢ Illustrer graphiquement les propriétes suivantes ou (d), (f) et (7) sont trois
angles orientés, et u et v deux vecteurs non nuls :

@+ (B =H+ @
(@) + (D) + () = (@) + (B + ()
(@) + (6) = (6) + (%) = (d).

(t B) + (5, &) = ().

En déduire que I'ensemble des angles orientés muni de I'addition est un
groupe commutatif,
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= ﬁ—\—"\
On note — () l'angle opposé de (2) : si (&) = (u, v) alors —(g) = (ﬁ, —n
(@) + (— (&) = (d). Verifi

-

Etant donnés deux angles orientés (&) et (/). il existe un unique angle oriente ) e ;
(@) + (X) = (B, g
et on a (X) = lﬁ] + (— (%)) ) _
On dit que (X) est la difference des angles (f) et (&) pris dans cet ordre et op n
(X) = () — (). ote
Exercice 47 ¢ Soient i. i, X et y quatre vecteurs non nuls.
Montrer que (u, f_)f (X, ¥) si et seulement si (&, X) = (1, y).
EMnmrcr que (— u, —v) = (1, ).
; f - =
En deduire que, pour tout nombre réel k non nul, on a (ku, kv) = (, 5),

Exercice 48 ( Verifier que, quel que soit I'angle (d), on a (@) + (p) = (d) — ().

Exercice 49 ¢ Soient (4) et (ff) deux angles supplémentaires c'est-a-dire de somme (j).
g Démontrer que sin () = sin (f).

On a vu en classe de Troisiéme que la somme des mesures en degrés des angles
séométriques d'un triangle est égale a 180. Etudions la somme des angles orientés et
intéricurs d'un triangle. :

Question 33 ¢ Soient A, Bet C trois points non alignés. On considére les points D et E défimis
parE=BferFE=E{
Démontrer que |'angle m est égal d l'angle m
En déduire que : QE?CE + m + (Em = (p).

0

On retiendra ;

| Thisrdme

[l = _ —— i . PP et (BE, BA)
Soit ABC un triangle. La somme des angles intérieurs (4B, AC), (CA, CB)et(BG
| est égale 4 I'angle plat.

Soit [AX) la demi-droite opposée a4 [AB).
On a:

(AB, AX) = (p)
X

c'est-a-dire :
(AB, AC) + (AC, AX) = (p)
40
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d'ou : (4B, AC) + (AC, AX) = (AB, AC) + (CA. CB) + (BC. BA)
donc : (AC, AX) = (CA, CB) + (BC, BA).

On a ainsi montré que :
(AC. BA) = (CA, CB) + (BC, BA)

g?lt (%) un angle orienté, on appelle double de I’angle (&) I'angle orienté (4) + (). On le note
i -I}

Utilisons le résultat précédent pour caractériser un triangle isocéle ABC de sommet A4
c'est-d-dire tel que les angles orientés (CA, CB) et (BC, BA) soient égaux.

. \

En effet dans ce cas I'égalité :
(AC, BA) = (CA, CB) + (BC, BA)

s'écrit :

(AC, BA) = 2(BC, BA).
Réciproquement :
Si (AC, BA) = 2(BC, BA)
puisque :
(AC. BA) = (CA, CB) + (BC, BA)
alors :

(BC, BA) + (BC, BA) = (CA, CB) + (BC, BA)

donc :

(BC. BA) = (CA, CB).
On a ainsi montré :

Théoréme

Un triangle ABC est isocéle de sommet A si et seulement si 'angle m est le
double de I'angle (BC, BA).
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Remarque
On démontre (exercice 7, ch. I1) le résultat suivant :

‘ Théoréme

| Soient (&) et (ff) deux angles orientés on a !

| 26) = 2f) = [@) =B ou @ = +(P)]

5 Angle au centre. Angle inscrit

On sait qu'étant donnés trois points non alignés 4, B, C il existe un cercle et un seul les

contenant a savoir le cercle circonscrit au triangle ABC.
Soient ABC un triangle et [(*} le cercle de centre I et circonscrit a ce tnangle On cherche

une relation entre 'angle [IB I(‘] et l'angle {AB AC] L’angle {AB AC] étant dit inserit
dans le cercle (C); I'angle (IB, IC] étant appelé angle au centre associé a la corde [BC].

Question 34 § Comparez, dl'aide d'un rapporteur, les mesures en degrés des angles {IB, IC)
et (A E:IC) dans chacun des cas de figure suivants :

1) 2)
C
A
B
8
A
G
3) 4)
B A
B
C
A
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L1

3) A, B et C sont les points de coordonnées respectives :
(B0 (1:3) er (L)

Montrons que :

(IB. IC) = 2(AB, AC).

Soit 4" le point diamétralement opposé au point A.

Le triangle [ AB étant isocéle de sommet I, on a -

(IB, I4') = 2(AB, Al) (1)
Le triangle IAC étant isocéle de sommet I, on a :

(IC, I4') = 2(AC. Al)
ou encore : (IA’, IC) = 2(Al, AC) (2)
En additionnant membre @ membre les égalités (1) et (2) on obtient :

(IB, IC) = 2(AB, AC).

On a ainsit montre ;

Théoréme
Soient A, B et C trois points non alignes,

Si I est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, alors l‘angle{fﬁ, I C)est le double
de I'angle (4B, AC).

Exercice 50 ¢Soient(C)uncercledecentre I,(D,)et(D,)deux droites sécantes en O et qui
coupent (€C) respectivement en A et B pour (D), C et D pour (D).

1) Dans le cas ou le point O est 4 l'intérieur du cercle (), on dit que 'angle
= - L4 - * {
(OB, OD) est un angle intérieur a (C).
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Démontrer alors que 'on a
(. ID) + (I4, 1C) = 2(0B, OD)

—

= 2(04, 0C).

P W W N N T

{ 7) Dans lecasoule point O esl a l'extérieur du cercle (), on dit
L-‘ ——. ] ] ‘ u :

{ (OB. OD) est un angle extérieur a (C). A€ Tangie
? Démontrer que si B appartient au segment [A0] et C appap;

) segment [DO] alors on & - flient ay
'; (T4, ID) + (IB. IC) = 2(04, OD),

1scrit a ce triangle et D un point de ©

Soient ABC un triangle. (©) le cercle cireo!l

On a:

(1B. IC) = 2(AB, AC)
el aussi :

(IB, IC) = 2(DB, DC).

Ainsi les angles orientés ﬂﬂB.F;I_(_?} et @m ont méme double.
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Ces deux angles vérifient done

(4B, AC) = (DB, DC) ou (4B, AC) = (DB, DC) + (§).

(4B, AC) = (DB, DC) + (p)
se traduit par :

On admet (classe de terminale) que si m = m ou m = M=
alors D appartient 3 (C). On a ainsi :

Théoréeme

' Soient A4, B, C et D quatre points distincts deux & deux du plan, On a :
|

A, B, C et D sont sur un méme cercle si et seulement si

(4B, AC) = (DB, DC) ou : (4B, AC) = (DB, DC) + (§).

Remarques

e Onaalors :les angles géométriques BAC et BDC sont soit €gaux soit supplémentaires.

e P ._._-_._\_‘_-_-_- # - A~
e Lesangles(AB, AC)et (DB, DC)sont cgaux lorsque les points 4 et D sont dans le méme
demi-plan de frontiére (BC).

e ——e e
e L'angle (4B, AC) est égal a la somme de (DB, DC) et de I'angle plat lorsque A et D ne
sont pas dans le méme demi-plan de frontiére (BC).

Exercice 51 ¢ Soient (C)un cercle de centre I.et M, N, P et Q quatre points distincts deux

a deux de (C) tels que N et Q ne soient pas dans le méme demi-plan de
frontiére (M P).
Montrer que :

(IM, IP) + (IN, 1Q) = 2(MN, QP).
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Réponses aux questions

a1
e Soient (x. y)eR?, (x. y)eRet (x", y')eR*;0on
S
Lx y) + (x. ¥)] + (x". ¥")

=(x4+ X+ x.y+y+y)
et :

(x. ) + [{x% ¥} + (x7 )]
=(x+X+x,v+y+Y)
la loi + est donc associative.
e Soient (x, y)eRiet (x. y)eRY;
Ky)l+xy)=K+xy+y)
={x+x, y+V)
donc : (x y) + (. ¥) = (. v) + (& y).
e Soit (x, y)eR?:
(x. ¥) + (0. 0) = (x y)
= (0. 0) + (x. ¥):
s Soit (x y)eR?:
(x.y) + (—x —y) =(0,0)
=(—x —¥)+{x¥)
ainsi : — (k. y) =(—x — ¥
# Soient a# e1 b deux nombres réels, et (x, y) un
élément de B :
(a+b)(x y)=((z+b)x (a+b)y)
{ax, ay) + (bx. by)
=alx, vy} + b(x y).

e SoientacR, (x y)eRiet (x, ¥)eR?:

al(x y) + (x, ¥)] = (ax + ax. ay + ay')
=a(x y) +a(x. y).

Il

e Soit (x, y)eR*:
1(x, y) = (x. ¥l
e Soient e R, beRet (x, y)eR*:
alb(x y)] =albx by)
(abx. aby)
=ab(x y).

[

Ainsi (R?, 4, .) est un espace vectoriel réel,

a2z
Soient & et © deux vecteurs, On a & et i colinéaires
si et seulement st !

i=0 ou kel U =kv

c'est-a-dire |
GE-I*']E::E ou Jke® 1u—kn=20

puisque 1 # 0, si i et i sont colinéaires il existe deyy
nombres réels a et b non nuls simultanément telg

que:a&+ﬁézﬂ', .
Réciproquement : s'il existe deux nombres réels 4 et

b tels que : (a, b) # (0, 0) etai + bi =0,

si a = 0, alors b est non nul, I'égalité adi + bi = 0
devient bt =0 donc v =0

si @ # 0, alors I'égalité al + by = 0 est équivalente

" [ - ;
3 u= ——r il existe donc un nombre réel k

a

On a ainsi démontré que :
(& et © sont colinéaires) === [3(a, b)eR?

(a. b) # (0,0) et au+ bv=0].
En prenant la négation de chacune de ces
propositions on a :
(& et v ne sont pas colingaires)

< [V(a, b)eR® au+bo=0
= (a, b) = (0, 0)).

{Soient P et Q deux propositions; la négation de
I'implication [P == Q] est [P et (non Q)].)
Ainsi u et v ne sont pas colinéaires si et seulement si
la seule combinaison linéaire de o et v, égale au

vecteur nul, est celle ol les deux coefficients sont
nuls.

a
a
(k = B tel que U = kb,

Q3

Soient ¢ et w deux vecteurs de D; : il existe deux
nombres réels k et k' tels que o = ki et w = KU
(S}mem a et b deux nombres réels.

na:

ai + bW = a (kil) + b(K'D)
= (ak + bK') i

ak + bk' est un nombre réel
donc ai + bw appartient a D;.

Q4
U= au avec a non nul car § est non nul; d'od
0=—p.

d

Soit w un élément de
reel £ tel que w = kij.

On en déduit que : w k(l E)
a

= il existe un unique nombre

=

-

=—p

c'est-a-dire qu'il existe un nombre rée)

k -
f(f=;) tel que w = kD,

-]
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Supposons qu'il existe deux nombres réels k) etk
tels que : .

w =K1 el

V0 = Kb
alors : Kt =k

'::-l EI

d'ot (k) — k3)v =0, et, comme =0 K, = k,.
.F_'..insi il existe un unique nombre réel &' tel que
w=Kku

D'aprés le calcul ci-dessus on a -

W a pour coordonnée k dans la base (J) si et
seulement si w a pour coordonnée k' dans la base

k
(v) avec k' = —.
a

Qs

Ona b= ki, et, comme [ est non nul, & est différent
deﬂetuna:ﬁ=%f,

Soit w un vecteur de D: : il existe un nombre réel z
tel que W = 20 d'ou W = g £, c'est-a-dire : we D

Ainsi on a montré : D; c D,

Qe
{E=3F—2,? {a=3{;—3f}—2;
¥ B ——— -
6 =i+3 f=0-3f
j&—37= 1y
e i -
Er::'—3j
.1 35— )
= — ] — i
]I" 11{'
—
X 3
=7 (30— 0)
3 - v A
SR TR T
<= .3 . 1.
A E IR E
3=5/+2
3 3 1 ..
=5(ﬁu+_1_1 ') 42(51'1 - 11 U)
13. 16.
=—y 1]
11 1
w=x;+w
3. 2, 3. 1.
B TR TR B L T
3x—y. 2x+3y.
F— (7} —_ i
1 1

Egs={weV; Ik k)eR’ w=ki+ k0]

on a £;:< U par définition. N
Daprés le calcul précédent tout vecteur w de U,
qui est donc de la forme x/ + v/, vérifie :

w = kit + k't

3x — 2
¥ e x+ 3y
11 11

avec k=

donc : we £ On a ainsi montré que U est inclus
dans £; ;.
Donc E‘;‘; =97,

Q7

Soit (x, v) un élément de B*. On cherche s'il existe
deux nombres réels a et b tels que :

(x. y) =a(2 3) + b(— 1, — E)
2
Ona:

(x. v) =a(2.3) +b(— 1. —:3—2)

== (x v) :(Za — b, 33—2.&)

Ix=2&—b
= ‘y=33—gb
3x =6z —3b
{2p‘=ﬁa-3b
Ba — 3b = 3x
{33=2y

prenons, par exemple, x =1 et y =1, |'dgalité
3x = 2y n'est pas vérifiée donc pour ce couple
(1. 1), a et b n'existent pas,

Le couple (:r. 1) n'est pas une combinaison linéaire
de v et de v. La phrase « tout couple de R? est une
combinaison linéaire de 4 et de i'» est donc fausse.
D'aprés le calcul ci-dessus, I'ensemble £ - est

I'ensemble des couples (x. y) tels que : y =g— X,
. 3
Ainsi D (X Y)eE;: <= (X, y) = (x, 3 x)

x
== (X ¥) =3 (2. 3).

Donc £; - est 'ensemble des couples colinéaires 3
(2,3)

E; ; est la droite vectorielle de R* de base i,
On trouve aussi £; ; = Dz en écrivant :

(343
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a8

Soient x et y deux nombres réels :

W= XU + yr = ?.:4-;-
x(2F +4) +y(3/ = 7))

> ?a" 4 f
= (2x + 3y)i+ (4x — Tyly

Et, comme (/, /) est une base de 17, tout vecteur a
un unique couple de coordonnées dans cette base.
Ainsi on a

T =243y
|1 =dax-Ty

W= XU+ yU =

Résoudre (7). c'est donc chercher les nombres
réels x et y tels que w = xu + yu.

asg
1) 5+;.=.;x,+x,)?+ {y +1r‘1:';‘

Xy + x; xa
YitV¥:s ¥a
= (x; + Xa)¥a — x3lyy + ¥2)
= (xy¥3 = X3¥y) + (xay3 — x3y3)
= dety (4, w) + dety (0. W).

det, (U + ¢, W)=

Xy Xy +x
i Yat ¥,
=x, 0y, + v3) — ¥y {xs + x3)

= (x,y; — ViXa) + (x,y; — ViXs)
=det, (4 1) + dety (7, w)

2)det,(a, i + w) =

kx, x,
ky, y2
=kx,¥; —kyx;

zk(x:YA_kFLXZ}
= k dety, (4, ©)

X kx,
¥i o ky;
= x,ky; — v kx,
=k(x,y; — yix3)
= k dely (4, i).

3) dety (ki 1) =

dety (4, k) =

a0

Soit O un point fixe du plan. On considére e
point M défini par OM = 4,

Pour avoir & . © = 2l faut 4 0 donc M est distinet
de O. -
Considérons le repére (0. OM) de la droite (OM),
Onposed = ON.Qnad ., i = OM . OH ol Hestle

projeté orthogonal de & sur (OM) i iy
u{nique point H, de (OM) tel que om o4
c’est le point d'abscisse 2 de cet axe. Ai-"ns.ufi
infinité de vecteurs I teis que e ﬁas-:‘g
i 08 sy

tous les vecteurs OV tels que N se Projens e 4

sur (OM) c'est-a-dire avec N sur | ite 5
perpendiculaire a (OM) en H,, W

Q11
On 2 OA . OB = 0A . 08 . cos A0B; doi, pss
que OA=1 O0B=1 &t 0'74'.659—23
cusm=%§

mes® AOE = 30.
Q12

Soit & un vecteur de 4;: il existe kR 1 &

u' = ku.
Soit & un vecteur de 4 il existe KR 1 3%
Iy =% kD, £t g dol
Si & et ¢ sont orthogonaus, alors 4 .7=0
@ . ¥ = (ki) . (KF)

= kk'(d. ©)

=0
donc &' et ' sont orthogonaux. soped i

Laréciproque est évidente, il suffit g
appartient A, et o qui appartient 8 =

Q13 ‘

is
. - - non nd
Soient & et © deux vecteurs
orthogonaux.
Si ¢ est colindaire s
existe un nombre réel k tel que ¥
nul car ¢ # 0); d'od ;
O b=k

i
B non s
3 7, puisau'ils SOR Ly otet

ona:g.o=0ddé0b. v=0
Or on sait que :

'ﬁﬁ.}
view G.i=0 =i~
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Géométrie plane

F

donc i est nul, ce qui est contraire 3 I'hypothése.
Ainst o Bl v ne sont pas colindaires, donc, par
definition, ils constituent une base de V.

Q14

i # 0 donc 4] 0.
Soit i' un vecteur unitaire et colinéaire 3 4.
Il existe un nombre réel k tel que :

0 = kir.
Ecrire | o] = 1 revient & écrire || @ = 1, ou encore
1
&l = = On a donc exactement deux valeurs de &.
ui

Il existe donc exactement deux vecteurs unitaires et
colinéaires & U, ce sont :

1 =
——u e ==
[tall

| i

—

[ier]|

On remarque que ces deux vecteurs sont opposés et
qu'il existe un unigue vecteur, c'est 7"- U, unitaire,

[ &
colinéaire a & et de méme sens.

Q1s
Puisque (D) a pour équation
2x+3y—8=0,

le vecteur U de coordonnées — 3'et 2 dans la base

(7. j). estun vecteur directeur de (D). Dire que 4;est
orthogonale a la direction de (D) c'est dire que 7
est orthogonal a . Oreon a;

A.G=(2i+3). (-3 +2)
=2(-3) +3(2)

A . 4 est nul done 7 et & sont orthogonaux,

Q16

Soit A un vecteur de U7 de coordonnées x et y dans
la base (/, j).

Ona: ) )
n est orthogonal & & si et seulement si
px 4+ qy =0,

® Sipestnonnulona:

n est orthogonal 3 ¢ si et seulement si
X = -—E ¥
q
. . - N .
c'est-d-dire: n= — i+ W
n
, : 2 P
c'est-a-dire: n=>-yp
fil

ol b= — gi + pj.

 Sip est nul, alors g est non nul car & # 0. _
On a alors : 71 est orthogonal & 4 si et seulement si
y=0

. i g, $8PY
c'est-a-dire: n= T U

car alors t = — gi,

On a ainsi démontré que :

n est orthogonal & U si et seulement si 7 est
colinéaire a v.

L'ensemble des vecteurs orthogonaux a & est donc
la droite vectorielle engendrée par ¢.

Soit 4;la droite vectorielle engendrée par i, il existe
une seule droite vectorielle orthogonale 3 Az
c'est 4z, car tout vecteur orthogonal a & est
dans A,

Soit (D) une droite affine et A un point du plan.

(D)

(D)

Soient & un vecteur directeur de (D), 4 la droite
vectorielle engendrée par 4. D'aprés ce qui précéde
il existe une unique droite vectorielle 4z ortho-

gonale a 4; (si d=pi+p/ on peut prendre
v=—gi+ pf). Donc il existe une unique droite

(D) perpendiculaire 4 (D) et passant par A :c'estla
droite passant par A et de vecteur directeur p.

Q17

i
A( 2) (D):x—y—-1=0,

(graphiquement d (A, (D)) = d(A, H)

=2ﬁ

diagonale du carré de coté de longueur 2)
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D'aprés le théoréme précédent le vecteur 7 de
couple de coordonnées (1, — 1) est normal & (D).
La droite (D) est la droite Tssam par A et de
£
X

vecteur directeur 7. Soit ML un point du plan :

Me(D) <= 3keR AM = ki
¥x=—14+k

< dkeR
N {u=2—k

Le projeté orthogonal A de A sur () vérifie :
He(D')n (D). Dol ses coordonnées x et %
vérifient

eR x=—1+k v=2—k
ety=x—1
d'ou 2—k=(=1+k-1
cest-a-dire ; k=2

1
D ¥ i -
n a ainsi H(D)
diA, (D)) =d(A, H)

=/ +1)7+ (0-2)
=2./2.

a1g

x
Soit M(V) un point du plan, On a :
MeR
== d(M. (D)) = d(M. (D))
N NN
JErE [ary /o
<= [3x+4y - 5/3,/2 ~5dx - V2y+3|
<> [9/2x +12/2y — 15 /2
=20x —6,/2y 4 15

ou 9./2x+12./2y - 152

= = 20x+5ﬁy_.15]

= {20—-9ﬁ)x-—1?ﬁy _\‘\

+ 151 +ﬁ] =0
ou (204 9/2)x+7./2y

150 -y =

?egg-::tiv(egl;an?; ﬂ(:ﬂﬂ ” ?rm% d'équa[ions
(20-9/2)x=17/2y +15(1 +3 /T =g
(20+9/2)x+ 72y +15(1 -, /2) =0,
Ona: (8) = (D,)w(D;).
De plus :
(20 — 9./2)(20 + 9./2)

+(=17/2)(7/2) =400 - 162238 - g
donc les droites (D, ) et (D) sont perpendiculaires,
L'ensemble des points équidistants de deux droites

est la réunion de leurs bissectrices (qui sont deux
droites perpendiculaires).

a19

La droite (D,) passe par le point A, de couple de
\/E ﬁ
coordonnées 5 T et a pour vecleur

normal F+,E donc un point M de couple de
coordonnées (x, y) appartient & (D)) si @
seulementsiA, M. (i +/) =0

c'est-a-dire ( - E) - (y + _-‘@) =0

2 2

(D,) a donc pour équation x + y = 0.
Le point Q appartient a (D,) et a (D) donc ses
coordonnées x et y vérifient :

x+y=0 et x=-1

Donc Q a pour couple de coordannées (—1: "

2
La droite (D,) passe par A !( 1) eta pour woctalf

- § 1.#
normal /. d’ow un point M(:) du plan appartié”

(D;) si et seulement si :

c'est-a-dire : .
(x+2).0+(y+1).1=0

(D,) a done pour équation y = — 1. onc 56
Le point P appartient a (D) et 3 (0:) @
coordonnées sont — 1 et — 1. p,) don¢ 568
Le point A appartient a (D,) et @ G
coordonnées sont 1 et — 1.
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Géométrie plane

i A
Soit M[ ) un point du plan, on a :

\¥.

d(M, (D)) =X +Y
\.ffz

d(M. (D;)) = |y + 1]
d(M. (Dy)) =[x + 1]

d'ou
d(M. (D;)) = d(M. (D,))

= (y=xouy=—x+2).
Ladroite (D,) est celle des deux droites d'équations
y=xety=—x+ 2 qui coupe le segment [QR],

donc elle a pour équations y = x (l'autre étant
paralléle a (D,)).

De méme, on a :
d(M, (D,)) =d(M. (D,))
= [x+(1-/2)y-/2=0
oux+(1+./2)y+2=0l.

De ces deux droites, (D) est celle qui coupe [PQ],
donc celle qui a un coefficient directeur négatif;
(D) a pour équation

x+(14+/2)y+/2=0.
De méme on a :
d(M, (D,)) = d(M. (D;))
= [y+(1-/2)x-/2=0
ouy+ (1 +ﬂ]x+ﬁ=0]

o
4?
\\ -
A P R
\ (D)

(Dg)
(Dg) (D)

(D) {Da]

et (D,) a pour équation :
v+ (14 /2)x+,/2=0.
On a alors |
Me (Dg) m (Dy) m (D)
= [y=xetx+ {1 +ﬁ}y+J§=0

ely+{1+vfi}x+\/2=0]
ona:
VXeR [x+ (1 +/2)x+/2=0

= x=1-/2]

Ainsi les trois bissectrices intérieures (D,), (D) et

(Dg) sont concourantes au point O de couple de
coordonnées

(1 =/2.1=/2),

Ce point O est l'unique point du plan dont les
distances a (D,), (D,) et (D,) sont égales, notons s
la valeur de ces trois distances. Soit (') le cercle de
centre O et de rayon r,
Fuisque d(0, (D)) =r.
tangente au cercle (C').
::Z}e méme (D,) et (D,) sont tangentes au cercle
).

O’ est donc le centre du cercle (C') tangent aux trois
cdlés du triangle PORA.

Les trois bissectrices intérieures d'un triangle sont

la droite (0,) est

51




Mathématigues premiére C el E - Géomeltrie

cancourantes en un point qui est le centre du cercle
inserit dans ce triangle. Le cercle inscrit est tangent
aux trois chtés du triangle.

Q 20
Soit M un point du plan. On a
WA + VB = M +1A + M +18
Or / est le milieu de [AB], d'ou
JA +18=0
Donc MA + M8 = Lﬁf
Ainst |
MA? — MB® = BA . 2MI
=284 . Ml
Donc : M est un élement de £, si et seulement si
2BA . MI =k

=

c'est-a-dire BA . Mi =

L5 R

a 21
e Sia=0, alors on a
YMed (MeE, <= IMB* = k).
Siff=0etk=0alors. £, =4

Sif=0etk=0alors: £; = .
Sifi£0, alorsona:

Yiled (Mc E, <= MB* = %)

K
5i ﬁ_{-ﬂ alors E: = z
k
Si 5= 0.alors £; = | B ).

k
Si .ITJ” = 0, alors £, est le cercle de centre 8, de
rayon /k
a -
NF

e Sifi = 0, par le méme raisonnement, on trouvera
¥, @, un singleton ou un cercle.

-

o Sia+fl=0avecx0, alors on 5.
UMET MeE; <= aMA? _ g _ |
= a(MA? - Mgy =

<> MA* - mp: K
Ainsi E, est en fait I'ensemble £, avee 5 t:ast done
la droite perpendiculaire 3 (48) au p:im H dgfy

— k
par IH = ——— ou [ est le milieu
20A8 de [48).

Q22

G est le barycentre des points pondé
(8. 5), és (4, 3) ot
se traduit par 'égalité :

3GA + 5GB = 0.

Soit M un point de T :

SMA® + 5MB? = 3(MG + GA)? +5(MG + 6B |
— 3(MG* + GA* + 2MG . GA)
+ 5(MG? + GB* + 2MG . GB)
— (3 + 5) MG? + 3GA*
+ 5GB* + 2MG . (3GA + 5GE)
— 8MG* + 3GA* + 5GB’

Considérons sur la droite (AB) un repére tel qué
AB = 8. Le point G est sur la droite (AB) etond:
{ 3GA + 5G8 =0

e

_GA + GB=AB
— 3—
d'ol GA=-—2—AB et GE=§AB
1 =3

d'oli: GA =5, GB=3.
On a done, pour tout point M du plem;

IMA? + 5MB* = BMG® + 325 +59
_gmG? +120

Ainsion a:
YMed (MeE, <= BMG’
1 =
YMed (MeE, < MG =1)

E, est donc le cercle de centre G et

_ 12812

de rayon "
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Q23
Soit M un point du plan 4. On a -
MA? + MB? = (M +14)* + (MI + I8)*

=M+ 1A* + 200 14
+ M+ 1B + 2M( . IB
=2MI* + 1A% + IB?
L 2MY {E-& .@‘J.

Or / est le milieu de [A8], d'ou :

E+ .-'_E' — E.'
et IA=IB = AZE
d'ou :
X . [(AB\' [aBY
A+ 1B = — | 4+ —
E (2) (2)
AB?
B 3
On a done, pour tout point M de 4

AB?
MA? + MB* = 2MP* + =

On en déduit que :

1 AB?
YMed MeE, ﬁMP:Z[;_-__f_J
Donc :
1
SIk{—-—aiorsz[k }{Oetr‘:’z—-@
5'5’*— = etE, = /]
. 2[ ] r ey

=0etf,

rayon

.A AEB
si k> _i_ alor 2!* —- __E J

est le cercle e centre [/ et de
1 AB?
2 200

Q24

Soit M un point du plan ¢, on a

MA . MB = (M + IA) . (MI + IB)

=MP+ 1A M +M 18 + 14 I8

=MP*+ M. (JA +1B) —Al IB

ouU les mesures algébriques sont considérées sur la
droite (AB) munie d'un repére donné. On a,
puisque / est le milieu de | [AB],

= s =  — — AB AB
A +78=0 e al.18=25 48
2 "2

_48?

4

Done

AB?
4

YMed MA . MB = IM®

ﬁ_f.di*,ﬂ?&;-:k},nna:
AB*
4

AB
1) AB=2=I&=3d'aﬂk+—a—=4ernna:

Ainsi, pour £, = | Med;

VMef (Mef, — I =

YMeT (McE, <= IM? = 4),

£, est dong le cercle de centre / et de rayon 2.
2) AB=1etk=—-3dou:
AB*? 1

Kt —— = —
4 4

ce nombre est négatif donc £, = .
3) AB=2etk= —1doon:

k+A82—0
B St
donc £, = {/).
Q25
Ona:

BC? = (BA + AC)?
=BA*+ AC? + 2BA . AC.
Or: BA.AC = A8 .AC
= —AB . AC cos BAC.

Do le résultat demandé,

Q 26
Ona:

S=-12—AC:~= BH
et:

sin SAC-z—g

dans le triangle AHB rectangle en H
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T,

1
d'ed : S—-éAC AB sin BAC

Q 28

Soit 1 la transiation de vecteur S5".0nat(S) =§"
Puisque SM=SM ona MM = ﬁ
c'est-3-dire (M) = M

§_."'F=ﬁ" on a W =.§‘§"

c'est-a-dire t(N) = N

Ainsi, puisgue [ &5t une isométrie, on a *
MSN est isométrique & MS'WV,

de plus (5 M N) est de méme sens que
(S, M. N)

donc :

e,

(SM, SN) = (SM, S'N).

Q29
Soit S un point du plan, M, N. P et Q les points de ¢

définis par SM = 4, SN =6, SP = 4, et 5Q =, .
S M p

Q27
Ona:
1
== in A 1
S 2.n!r.":slna!l et szimﬁ-‘nﬁ
d'ol :
bsinA=asin g

Onasin A = 0lorsque I'angle 4 est
les points A, B et C seraient alig::;' izﬂﬁcg .
impossible puisque ABC est un triangle QUi gy |

|
]

Ona:
(U, ) = Wet (i, u}=[w

or i, e Did'otl Pe [SM) c¢’est-a-dire [SM) = E%
De méme #,eD. d’oli [SN) = [SQ). On a "

{W} - (.'_@LSF] c'est-a-dire{u, F]=m'

Q 30

A l'exercice 25, on a vu que
vecteurs et vona:

quels que sojent 1%

Py L
(@. 5) + (detgj (@ 9)* = 1dlI* ¥l

; § - - uls
c'est-A-dire, puisque U et v sont nen n

@ 5?2 (detgpl@ D) _ 1.
lan®en® jal? iol?

Orona:;

R =1
cos? (4, o) +sin” (& ¥
S LR
et : cos? (4 v) = 7o)
- 2
o (det (@ D)
d'ol : sin (4, v) =g 7ol
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— e

c'est-a-dire :

ks |d81[,'__,][&, ;] |

(] 1! <

Isin {@. 1)
Q 31

Soit O le projeté arthogonal de M sur I'axe {e} f} on
a, par définition :

0Q = sin (0, OM).
Soient x et y les coordonnées de M dans le repére
(O.7.j). ona

y=0Q et det;;(OF OM) = ‘; %

¥
d'od :
det; 7, ol, oM) = ¥
=0Q
e Sy
= sin (0/, OM).
Q 32

Soient (x, y) et (x. ') les coordonnées respectives

de M et NV dans le repére (0, ij), avec y £ 0 et
y#0 Ona:

det;},(0/, OM) =y

et del,;.;Jl{af, oN) =y
<M,

N,
* Ju

|

]

(8] i
Klul
b
N,

(0. 1. M} et (O, [, N) sont de méme sens si et
seulement si les points M et AV sont situés dans le
méme demi-plan de frontiére (O/) ¢'est-a-dire si et
seulement si y et y’ sont de méme signe

dautrement dit ; yy =0

ou encore ;

det; (O/, OM) x det,; _;‘,(af-, ON) > 0.

Qa 33
Ona:

e —
(AC. AD) = (AC, AD)

= (AC, BC)

——

=(_a: “C_B.}

- (CA, CB)
d'od ; m=m
MH m - m
= (4B, AC) + (AC, BC) + (BC, BA)
= (AB, BA) d'aprés Chasles

= (9).
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Resultats
l ou indications des exercices

1) w=(—u) 4 .

2) Utiliser les égalités

ta—ala=00 et alu— o) =a0.
8) Uiliser les égalites ;
W= ai + bj
et w=A3—2) +B(—i+4)

Utiliser |'égalité
OM = 00" + OM.
9) Maontrer gue D est I'ensemble des vecteurs de Wy

colingaires au vecleur / — 3 i

| x=1+2t [===1
-1‘4-
L )[y-—2+3r 3}11«::
[ x=t fr=2-2
j 4 a4 .
2 | y=35 ) | ¥=38+5t

13) 2) (D) (D)= {A(D}
3) (D) (D)={B(}}

14) Ondistingueralescas:m=1, m= —6Getm
distinct de 1 el de — 6

18) On utilisera 1@ =34 —Betb= — 24 + 48,

17) On distinguera lescas: m=1, m=2 et m
distinct de 1 et de 2

1
18) 3¢ 1) x= — 0

6
ﬁ 2} X=-§.

21) L'ensemble des vecieurs orthogonaux au
vecteur ¢ est I'ensemble des vecteurs colinéaires au

3
I 3) dans

vecteur de couple de coordannées (1,
la base (i, J:J
26) G.i=xx+yy. ldl =% +y

[fu) = r.l:"—-r:f'f ? @t
dEln-._J-r U, v} =Xy — yx.

1
26) n; = ai + bj
| = \;—m—a — ( i) et
Py =———— (& ¥ B]).
JE + b /)
— 2
28) H ! .
" (—s) (3)

30) Faire la difféerence membre & membre ¢,
— k

k
—et84 . M| =
2

—

BA . HI =
31) 2x+2y—1=0,

33) E, est le cercle (C) de centre G(

rayon 2,

45
: fﬁ) et e

35) {G}qu':EA_'&

.

41) 10.

46) On rappelle qu'un groupe commutatif est un
ensemble G muni d'une loi notée +, définie paruné
application de G x G vers G, qui vérifie :

e ¥xeG YyeG ¥YzeG x+(y+1Z z) .
=(x+y) +2 (associativité]
e JecG YxelG x+e=et¥x=X
(e élément neutre)
e VxeG I¥eG x+x=xX+x=¢
(x' élément symétrique
e Vxel§ VFEG x+}r=y+x
{commur.a:ivité}.

de X)

47) Utiliser I'égalité de Chasles.

mil"lﬂﬂ!u
49) Utiliser Iécriture du sinus avec 1o 48ty

et les propriétés des déterminants
question 9,

/
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Gréométrie plane

Exercices

52. Soient a et b deux nombres réels non nuls, de
somme différente de 0, et 4 ot 8 deux points
distincts du plan. On considére |e barycentre G des
points ponderés (4, a) et (8 b)

. f A r—
1) Montrer que : GA = — — G§.

a

2) Démontrer qu'il existe un unigue point 4 du

plan (que I'on déterminera) tel que : HA - g HE si
a est différent de b &
Déterminer, en fonction de a et b, les nombres réels
x et ff pour que H soit le barycentre des points
pondérés (A, %) et (B il

3) Soient/etJ les milieux respectifs des segments
[AB] et [GH].

Montrer gue -

o /A* =/B* = |G IH
® JGP=UH = JA . JB

—_— A\ .
e JA4 = () JB,

a

4) Soit O un point du plan non situé sur la droite
(AB). La paralléle a la droite {0A) passant par B
coupe Ia_d_roite (OG) en K. Soit L le point défini par :
KL =2KB.

Vérifier que le point d’intersection des droites (QL)
et (AB) est le barycentre des points pondérés (A4, a)
et (B. — b).

83. Soient (O, /. J) un repére du plan, a et b deux
nombres réels non nuls, et o, f et » trois nombres

réels. On considére les points A ;), B(E) etP O
et R définis par .

OF =2AP, 0Q = [iBO, RE —RA.
1) Calculeren fonction de =, f et y les coordonnées
de P Qe A

2) Trouver la condition sur =, fi et 7 pour que les
points P, Q et A soient alignés.

3) Trouver la condition sur 2, ff €t 7 pour que les
droites (AQ). (BP) et (OR) soient concourantes.

B4. Soit ABC un triangle tel que les longueurs des
cOtés [AEB], [BC] et [CA] soient respectivement, en
cm, 10, 6 et 8.
Vérifier que le triangle ABC est reclangle en C.
Placer le point G, harycentre des points pondérés
A 32 - 181
B el - TE
érifier que le triangle CG,A est rectangle en G,
Placer le point G barycentre des points pondérés
(C. —2) et (G,, 10)
Soit £ I'ensemble des points M du plan 1els que :

32MA* + 18MB* — 10MC* = 108,

Vérifier que, pour tout point M du plan, on a !
32MA* + 18BMB* — 10MC?

= 8MG? + 32GA* + 18GB* — 10GC™.

En déduire I'ensemble £

55. Soient A, B, C et D quatre points du plan §.

Maontrer que -
ek e W
AB . CD = 3 [AD® + BC* —AC? — DB*].

En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que les droites (AB) et (CD) soient
perpendiculaires.

56. Soit (€) un cercle de diamétre [AA4], de
rayon A et de centre 0.

1) Soit Mun point quelconque du plan. Calculerle
produit scalaire MA . MA’ dans chacun des cas
suivants :

a) OM<AR b) OM=R ¢) OM=R.

Le nombre réel MA . MA’ s'appelle « puissance du
point M par rapport au cercle (C)n.

2) Soit M un point du plan n'appartenant pas au
cercle (C). Soient (D) et (4) deux droites sécantes
en M et sécantes & (C) :

(€)n (D) ={A 8}

(@ (d) = (C. D}
Calculer MA . MB et MC . MD. En déduire une
condition nécessaire et suffisante pour que guatre

points quelconques du plan soient situés sur un
méme cercle.

57. Soient O, A et B trois points distincts et alignés,

()

Soient (D) la perpendiculaire & la droite (A8)
passant par A, et M un point de (D).

1) Vérilier que la droite (OM) coupe le cercle de
diamétre [BM] en deux points - M et NV
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2} Trouver I'ensemble £ des points N quand M
décrit (D) i

3) Comparer les nombres réels .DA . OB ‘&l
ON . OMen uuhsa_nr le produit scalaire 08 . OM

Le nombre réel OB . OM est appelé F";"ESE";:;’FU
point O par rapport au cercle de diamétre [ ]

58. Solent ABC un triangle, &, b et ¢ les longueurs
respectives des cotés [BC), [AC] et _[AB]_ T
Montrer que 'isobarycentre G des trais points A,
et -C. vérifie ‘ ) )
. . . ar+b*+¢°
GA* + GB + GC- = 3 Y
(On pourra utiliser un théoréme de la médiane.)

§9. Soient ABC un triangle, (D) la bisse‘ctrl_{:e
nierieure du couple ((AB), (AC)) c:_'esba-due
celle des deux droites de points équidistants des
droites (AB) et (AC), qui coupe le segment [BC).

1) Tracer deux droites (4,) et (4,) respectivement
paralléles 3 (48) et (AC) coupant le segment [8C)
et situees a une méme distance o, que I'an choisira,
de (AB) et (AC) respectivement. Vérifier que le

point d'intersection D de (4,) et (4,) appartient 3
(B,). Tracer (D)

2) Soient P et O les projetés orthogonaux du
point O respectivement sur (AB) et {AC). Démon-
irer que les triangles DPA et DQA sont isométri-
ques. En déduire que les angles orientés m
€ (AD, AQ) sont égaux. En déduire que par la
symétrie orthogonale d'axe (D,) la demi-droite
[AB) a pour image la demi-droite [AC). On a ainsi
montré que {QAJ est la hissectrice de l'angle
geométrique BAC

. e S

l@j Soit 8' un point dy plan tel que (Ag, AB') seit
| arlmgm plat. Démontrer que la deuxiéme bissectrice
(0} du couple de droites ((48), (AC)) est |5

bissecirice de langle géométrique CAB’
1ia_p;_)elle la bissectrice extérieure dg I'éngolg
BAC du lnangle ARC

80. Soient ABC yn nangle, (D) |a bissectrice de
Fangle géométrique G40 et K e point o'

oint
lion de (0} et dy segment [BC) gnlrr:o:ﬂ;:la‘;sec—
les distances feSpectives BC, A eLAg, fe

1) Démontrer que -

8K _KC a
e p -
(On utilisera la form

ule donnany le sj :
supplémentaire. ) SINUS d'un ang|lg

2) Montrer que K
pondérés (B, b) et (C. e},

3) Soin (D) la bissectrice axtar: — ;
exercice 59). Xtérieurs de Bac (voir

58

_——_-'-—-______

Démontrer que si (D) coupe la drojtg (BC) 4

point d'intersection est le barycentre des 0r51g
pondérés (B, b) et (C, — ¢). Poingg
Dans quel cas (D') et (BC) sont-glles Parallyy,,

61. Soient ABC un triangle, (C) le Cercle in.. .
dans ce triangle et O le centre de (). € Insery
Vérifier que les hauteurs issues de o des tri
AOB, BOC et COB ont pour longueyr |g rayon 1,
C). _ _

I(En déduire que |'aire du tna.ngle‘AEC est égale 5,
produit pr ol p est le demi-périmatre ¢, triangle
ABC.

62. SoitABC untriangle dont les catés [4B), (g
et [AC] ont respectivement pour longueyr caelh
on note p le demi-périmétre de ce triangle.

1) Exprimer le cosinus de l'angle geométriue
BAC grace & a, b et c.

2) Montrer que :

— 2
Sin BAC = —/p(p —a) (p ~ b) (p—c).

3) Montrer que |'aire S du triangle ABC est égale §
VPlp—a)(p—b)(p—c).

63. AffGtage d'une fraise avec une meule plate :

O'J=R*

Les axes de la meule et de la fraise 5‘““";
Perpendiculaires ay plan de la coupe €

en O et O' respectivement. le (€ de
La meule est représentée par la cercle ©. oy
centre Oetde rayon R. La fraise est repré c) et (©
e cercle ¢ de centre O’ et de rayon A (

sont sécants en / et J, tangé"”

L'angle géométrique 7/ déterminé par 1es 4angl®
18s aux cercles (G?Bt (€) aupoint / “‘”F:Jm‘ﬁ "'
de dépouille. On note x la mesure de

dépouille et 2x |a distance //, _/
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1) Montrer que |
a) lesangles {@D. Ej?} et (.u _fj], sont égaux,

b) les angles {5‘0, -0-'-!'} et {?I}?) sont égaux,
En déduire que la somme des angles (/0, 10) et
(ft -J'-:'l est I'angle plat.

2} Utiliser les refations métriques dans les triangles

00 /et OHI ol H est le projeté orthogonal de / sur
(O0") pour montrer que

RR' sin x

VR + RT1 2RR cos o

) —

64. Soit ASC un triangle, on note a4, b et ¢ les

distances 8C. ACet A8, et p le demi-périmétre de
ce triangle

1) Soient (C) le cercle inscrit dans le triangle ABC,
/. J et K les points des cotés [BC]. [A8] et [AC]
respectivement ou (C) est tangent,

Montrer que :

AJ:ﬂK=p—a
B)=8] =p—§
Cf =CK=p—uc

2) Soient (Cy) le cercle tangent au coté [AClen N
el aux droites (AB) et (AC) en respectivement M
€1 L, points extérieurs au triangle A8C (on dit que
() est le cercle exinscrit au triangle ABC situé

dans le secteur angulaire [BA, BC)). On note O le
centre de (Cy) et ry son rayon.

a) Montrer que BL = BM = p.

b) Montrer que I'aire du triangle ABC est égale &
(2= b)ry )
Remarque : on démontrerait de méme que cette aire
estegalea (p —a)r,eta (p — ¢)re ol r, el r. sont
les rayons des deux autres cercles exinscrit au
triangle A58C.

65. Soient ABC un triangle non isocéle, a, b etc
lesdistances BC, AC et AB. D le point d'intersection
de |a droite (BC) et de la bissectrice intérieure de

l'angle BAC et D' le point d'intersection de (BC) et

de la bissectrice extérieure de I'angle BAC.

L'exercice 60 a montré que D est le barycentre des
points pondérés (8, b) et (C. ¢) el que D' est le
barycentre des points pondérés (8, b) et (C. — ¢).

1) Montrer que -

ab
B i
< b+i¢
Hig =2
e — B

2) Montrer, en utilisant le triangle DAC, que :
be  sin BEE

AD: —
b+ ¢ gin pac

On note « la mesure de BAC., la mesure de DAC est
x

alars —.
.

En  admettant la formule

(voir ch. G3)
sin e = 2 sin -; cos% montrer que :
AD = 8 cos :
b+c 2
3) Montrer que :
A= 2 an &
le — b 2

66. Soient, dans le plan rapporté au repére

- a —-a
orthonormé (O, /, j) les points A(O), B( 0 ) et
C(Za) ol a est un nombre réel non nul.

1) Vérifier que les points A, 8 et C sont non
alignés.

2) Donner une éguation du cercle (C) circonscrit
au triangle ABC.

3) Soit M un point de (€) distinct de A et de B.
_—r —_—e

a) Calculer cos (MA, MB) et sin (MA, ME) en

fonction de a et des coordonnées x et y de M.

b) Démontrer que M a une ordonnée de méme
signe que & si et seulement si

(MA, MB) = (CA, CB).

¢) Comparer les angles (W4, MB) et (CA, CB)
lorsque M a une ordonnée de signe contraire de 4.

67. Couple de demi-droites «paralléles ».
Soient ([AB), [AC)) et ([A'B)., [A'C)) deux
couples de demi-droites de mémes origines. On dit

que ce sont des couples de demi-droites « parallé-
les» si el seulement si :

la droite (A8) est paralléle & 1a droite (A'B") et la
droite (AC) est paralléle a la droite (A'C’).

1) Soient M. N, P et M quatre points du plan tels
que M, N et Psoient non alignés, et fune isométrie
du plan telle que f(M) = M.

Construire les images respectives A et P des
points VM et P par f dans les cas o( :

a) f est une translation

&) fest une symétrie centrale.

Vérifier que, dans chacun de ces cas, ([MN),
[MP)) et ([MN), [MP)) sont des couples de
demi-droites paralléles, Que peut-on dire des

— —
angles (MN, MP) et (MN, MP?

2) Soient ([AB), [AC)) et ([A'8'), [A'C")) deux
couples de demi-droites paralléles, on note -

i=AB, [=AC, i =AB" | -AC.
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engendrees

D7 et O} les demi-droites vectorielles
et f les drones

par i et/ respectivement, E'J et Dj .
vectonelles de bases respeclives () et fy.

a2} Démontrer que |'on a
reD;

b) On dit que les couples ( [A8), [AC) ) & ([A'B'),
[4'C")) sont de méme sens gi el seulement si ¢
reD; et feDjf

et ,r_‘ e Dy

o1 de sens contraire si el seulement st !
feD: et @05

Démontrer que, dans ces deux cas, les angles

(AB. AC) e1 (A'8", A'C’) sont égaux

On a ainsi montré que si deux angles orientés sont

détermines par des demi-droites paralléles et soitde
méme sens, soit de sens contraire, alors les angles

orientés sont egaux
c) Vérifier que dans les autres cas on a .

(AB. AC) = (AB. AC) + ().

On a ains: montré que si deux angles orientés sont
définis par des couples de demi-droites paralléles
alors, soit ils sont égaux soit 'un est égal a la samme

de I'autre et de I'angle plat

2) Sojent (48) et (4 8') deux droites paralléles, C
et C deux points du plfan non situé sur (A8) &t
(A'B’") respectivement.

g e ——

Montrer que si (A8 AC) = (4’8", A'C’) alors
([48), [AC)) et ([A'8"), [A'C") ) sont des couples
de demi-droites paralléles, soit de méme sens, soit

de sens contraire

68. Soient 8 et C deux points distingts du plan .

A) Sait (4) un angle donné. A quelle condition sur
MES (4) existe-t-il un point A tel que :

(CB. CA) = (7) et (BA BC) = (3) + ()
(Travailler sur les angles géometniques du triangle

ABC)?
Donner slars le programme dé construction du

paint A
B} Soit ABC untriangle pseudo-rectangle c’est-a-
dire tel que :

(BA, BC) = (CB, CA) + (d).
1) Onnote O le centre du cercle () circonscrit au
tnangle ABC. A' le point de () diamétralement
opposeé 8 A.

a) Veénfier que les points € et A' sont distincts.
On note O' le point d'intersection des droites (AB)

et (A'C)

b) Démontrer que les triangles ABC et A'CE sont
isomeétriques. J

¢) Démontrer que le triangle BO'C est isocéle,

) En déduire, que le triangle A0 b

¢) En déduire que les droite 'S0c,

paralleles. ® (40) weg),,

2) Soit A, leprojeté orthogonal de 4 5y, drg
its

(BC).
Montrer que la droite (AA,) est tangen;g i
Chrcls

().
3) En utilisant le point &', démontrer que: i
AB + AC? = aRr? '

ol A est le rayon du cercle (€).

4) Seient C, le projeté orthogonal de ¢ _
(48) et H I'orthocentre du triangle 4 Esé-_'”idfﬂlm
Démontrer que :

e S —
(BA,. BA) = (BC, BC,).
En déduire que :
—ee —
(CC,, CB) = (CB, CA),

Puis montrer gue :
CA =CH
et BA = BH.

5) Démontrer que :
(AB. AH) = (CB. CA).

deux points

69. Soient () un angle orienté, Aet 8
t € du plan

distincts du plan. On considére le pain
défini par :

e
(AB. AC) = (d)
Soit 4 I'ensemble des angles orientés, on V!
résoudre I"éguation .
(E): (Ret, 2(%) =(4).
e
1) On pose (%) = (AB, AD). .
Démontrer que (£,) est équivalente

‘_'_'_._F‘_-_‘-‘_' M
(E.) : [AB. AD) e+, (AB, AD) = = (AC AD)

2) Dans le cas ol (@) n'est pa "

la médiatrice du segment [BC] ¥

orthogonale d'axe (4). ) ol

Vérifier que s transforme I'angle (4 B A
_.—-—'_'_'_-_‘_‘—-

de (E,) en (AC. AD).

En déduire que D appartient a (4)- pou'd“’m

3) Dans le cas ol (&) est nul en P"’"::t“innti (4

(4) la droite (AB), vérifier que D 3P

4) Résoudre I'équation (£,)-

et AB=AC

4)
s nul, on note Img

70. Soient (€) un cercle dé W“‘LT., point °"ge
trois points distincts de (€): T Fagmi-o?
tangente a (C) en C situé dans int A
frontiére (BC) ne contenant pas

milieu de [BC].
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Comparer les angles (0/, OC). et (CB. CT) (en
utilisant I'angle (CO, CB)). Puis démontrer que :
(A8, AC) - (CB. €T,

71. Soient ABC un triangle, a, b et ¢ les longueurs
BC, AC et AB respectivement ('} le cercle
circonscrit au triangle 48C. R le rayon de (), et O
le centre de ((°) et A, le pointde (¢) diamétralement

opposé a A
1) Comparer les angles (4,C. A ,4) et (BC. BA)
En déduire que -

sin (:J._E‘. _.El_,;'l_] = sin (BC. BA),
2) Calculer sin 5;5.—,_.-& en fonction de b et R,
3) En déduire que :
b

- _-ﬁ.\ = ER

sin B
4) Soit S I'aire du triangle ABC. Montrer que I'on
a.

e
4R

72. Soient (€) un cercle de centre O et de rayon A,
et (€) un cercle de centre O et de méme rayon R
qui «roule sans glisser» sur le cercle (C) : au départ
(C') est tangent & () en /. & larrivée (') est
tangent a (C) en A, ol les points /et 4 sontillustrés
sur la figure ci-dessous :

(€7)

(©)

1) Soit M le point du cercle ('), confondu avec /
dans la position de départ. Dﬁte:q‘gi_ner I'angle

m} en fonction de I'angle (Of. OA).

2) Déterminer la position du point A pour que le
point M vérifie chacune des conditions suivantes -

a) (Ol, OM) = (6)
b) (O, O'M) = (5)

¢) (0L OM) = ()
d) (0L OM) = — (d),

73. Soient (€) et (') deux cercles sécants en A
et B, de centres respectifs O et Q' et () une
sécante a () et (') qui passe par le paint 8 sans
passer par le point 4; on note M et M' les autres
points d'intersection de (D) avec () et (C)
respectivement.

1) Montrerque les angles (MA. MB) et (OA, 00)
ont méme double (on pourra utiliser le fait que
(00} est médiatrice de [48]).

2) Montrer que fjﬂm et (A0, AD) ont
méme double (on pourra utiliser des triangles).

3) Soient (D) et (9) les disques de frontiéres
respectives () et ().
On note (,) = (€) A (D)

(43) = (€) n (D).

(+t3) I'autre arc du cercle () d’extrémités 4 et B.
() l'autre arc du cercle (') d'extrémités A et 8.
Vérifier qu’on ne peut avoir simultanément M sur
(<t,) et M sur (4,).

Dans chacun des trois cas de figures possibles
selon les positions de M et M sur les arcs,

determiner si les angles orientés (m} et

(A, 00)) d'une pan, (M'B, MA) et (00, O'A)
d’autre part, sont égaux ou que I'un est la somme de
I'autre et de I'angle plat. :
En déduire, dans chaque cas, que :

(AM, AM) = (A0, AD)

(on utilisera la somme des angles orientés d'un
triangle).

74. Une particule de masse M est introduite au
point B dans une chambre  bulles & une vitesse v,
Elle rencontre une particule de masse m immobile,
située au point A. Une photographie permet de
déterminer les trajectoires des particules M et m.
Celle, [AX), de M fait un angle orienté () avec la
demi-droite [BA) et celle, [AY), de m un angle ()
dvec cette méme demi-droite |

Avant le choc :
&
B

B

= ez

Aprés le choc :

B
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Soient i et ; les vecteurs unitaires définis par : 7 est

un vecteur directeur de la demi- droite [BA), f est tel
que le repére (8. Jr}l soil onthenormé direct. En
notant v. ., v, les normes respectives des
vecteurs v, v et v,, donner les coordonnées de ces

vecleurs dans la base (/. /).

1) Ecrire I'égalité vectorielle traduisant la conser-
valion de la quantité de mouvement.

(On rappelle que la quantité de mouvement d'un
mobile de masse m, anime d’'une vitesse v, est
égale a m, v )

En dedulre les intensités v et v, des vitesses
respectives des particules M et m aprés le choc.

2) Soient A § et T les points définis par

AR = Mv
AS = MV,
AT = mv,

Démontrer que I'on a:
[AR. AT) = [RA. RS).
Vérifier que 'on a
sin IEH. 371_} =sin {2+ &)
ol x et # sont les mesures des angles (4) et (#) (nn

m
remargque que les nombres z el o' sont dans [D. i]

donc z + o est dans [0, a]|.

En déduire les valeurs de v' et v, en utilisant une
relation métrique dans le triangle RAS.

75. Soient F, et F, deux forces appliquées au
point 4. dintensités respectives 400 Vet 450 NV, et
faisant entre elles un angle de 53 degres. Onnote 5
et C les points définis par :

AB - F, et AC =F,

1) Placer les points A, 8 et C sur une figure od
100N seront représentés par 1 cm.
Placer le point S défini par :

AS = AB + AC.

2) Onnote F larésultante des deux forces ;, et f!,
Utliser les relations métriques dans les triangles

pour calculer l'intensité de F puis la mesure
en degrés (& un degré prés) de I'angle entre les
forces F, et F.

3) Calculerle travail du systéme de forces {f-":. ,i:'z}
dans un déplacement sur la droite (AB) défini par

un vecteur AD.
Exprimer le travail de la résultante F pour ce méme
déplacement. Retrouver, connaissant l'intensité

de F, la valeur de la mesure de l'angle entre les

forces F, et F.

———

N.B. . On rappelle que le travail d'une force 7 g
un déplacement défini par le vecteur pjp s ang

F . MP.

76. Un artisan doit confectionner un abat-jo
batik. Celui-ciestun tronc de cone de hauwuf:sj,rl

bases circulaires ayant respectivemen; nuﬂs
diameétre D et d. ur

Le morceau de toile aura donc une forme de
«secteur de couronne circulaire» dessinée gi-
dessous.

1) En utilisant des triangles obtenus sur |a coupe
de |'abat-jour formé (1 figure).

a) Calculer a en fonction de D, d el h.

b) démontrer que :
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¢} donner les mesures de segments [0A4] et [0B]
en fonction de O, d et A,

2) Les valeurs en cm de O, o et A sont
respectivement : 40, 20 et 25,

@) En utilisant le fait que la longueur d'un arc de
cercle est le produit du rayon de ce cercle par la
détermination dans [0.2z[ de la mesure de I'angle

au centre associé, déterminer la mesure = de I'angle
(0A, 0F).

b) Soient (1) la médiatrice de [A£], M le milieu de
[BC]. /le point de contact de la tangente paralléle &
(BC) au cercle de centre O et passant par 8.

Trouver les dimensions de la piéce rectangulaire de
lissu nécessaire (en cm, 4 1 em prés).
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I. DETERMINATIONS DE LA MESURE D'un
ANGLE ORIENTE

II. FONCTIONS COSINUS, SINUS ET TANGENTE

. FORMULES USUELLES DE TRIGONOMETRIE

IV. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES DE LA
FORME : xcR, acosx+ bsinx+c=0

I. Déterminations de la mesure d'un angle orienté

1 Congruence

Question 1 ¢ Soient (#,) et (d,) deux angles orientés de déterminations principales de la
§ mesure respectives m, et m,. Dans chacun des cas suivants construire un

représentant ([SA), [SB]) de (d,) et le représentant ([SB), [SC)) de (&)

) coté origine [ SB) puis trouver la détermination principale m de la mesure e

degrés de 'angle (oEl} + {&2) (qui est {m}).
1) my =120 m, = 140

§2,ﬂ m=—100 m,= — 130

3) m; =80 m, = 150

%‘U my, = 70 m; = 50

3) m, =80 m; = — 20

gd,i m; =20 m, = — 130,

% Viérifier que dans chacun de ces six cas on a :

m=m, +m, ou m=m, +my+ 360
ou m=m; + my — 360.

5
- q angle
g . o n
Question 2 ¢ Reprendre la question précédente mais cette fois-ci avec €S g;,;:i de
[ e [ o 2 e - » & - 4 i € b
ortentes (o), (d,), (&), (d,) et (d45) de déterminations principales réw inafit”

la mesure en degrés ver 1d 3
egres m|| ,nz, H'IJ, ny el ms el rou i}+[a’]_

1) my = 160 m, = 120 my = 150

?
principale m de la mesure de l'angle (&,) + (d5) + (@3) T @
my = 170 ms = 180

64



o — —

Trigonométrie

2) my =60 m, = 40 my; = 165
my = 160 ms = 100

3)my=—120 m, =60 my =170
My=—80 mg=45

) my=—130 m,=— 120 my=— 170
my = — 150 ms; = — 140,

Veérifier que dans chaque cas on a
il existe un entier relatif k tel que :

Définition

Soient x et y deux nombres réels, on dit que x est congru a y modulo 360 sj et seulement
| st 1l existe un entier relatif k tel que x = y + k360,
LOn ecrit x =y [360].

Exercice 1 Dans chacun des cas suivants trouver un nombre réel de I'intervalle
1180, 180] et congru au nombre réel x donné modulo 360.

1) x =480 4) x=—12027 7) x =2280
2) x=—240 5) x=23933 8) x =200
3) x=1620 6) x=120 9) x=—420

Etudions les proprictes de la relation, appelée congruence modulo 360, définie par :
Vi, JeERxR x=y [360] < (JkeZ x= y+ k. 360).
o Cette relation est réflexive car, pour tout nombre réel x,ona:
x = x + .360.

o Cette relation est symétrique car, s'il existe un entier relatif k tel que x = y+ k. 360,
alors on a ;

v=x+(—k).360, et —keZ.
e Cetterelation est transitive car, s'il existe un entier relatif k et un entier relatif k" tels que :
x=y+k.360 et y=z+k'.360
alors : x=z+(k+k)360 et k+keZ
On a ainsi montré :

La congruence modulo 360 est une relation d’équivalence dans I'ensemble R des nombres
réels.
De plus on admet :

Théoréme

Toute classe d'équivalence pour la congruence modulo 360 posséde un unique
représentant dans ] — 180, 180].
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d'équivalence de 10 est {xeR; 3k Em

."\.mSI par exemple la classe 04
c'est-a-dire : 7
) i

fos = 3590, 5 = T — 350, 10, 370, 730, 1090, ..., 3610 |

Mathématigues premiére C el E

Plagons ces élements sur la droite réelle graduee :

L " } - ;

e I = — 350 10 370 730 ~t—

« 7 m?b?ib 5 I J \___}090\‘_;
360 360 360 360 360 360 360 .~

relation de congruence modulo 27 par :

On définit de méme la
x=y [2n] < (BkeZ x =y +k—2m),

V(x. NeR x R
C'est une relation d'équivalence dans R. La classe d’équivalence du nombre rgej "

{:«:EH; JkelZ .::=—:;- +k.2n}

cest-a-dire :

e,
|
Tad
.
e
93]
w
e
(%]
e
-

On retiendra :

Théoréeme !

| La congruence modulo 2r est une relation d’équivalence dans l'ensemble R ds

nombres réels. _
Toute classe d'équivalence pour cette relation posséde un unique représentant dams

] — m, n]. Clest-a-dire :
Pour tout nombre réel x, il existe un unique nombre réel a dans ] —% ] tel quest.
|

existe ke Z veriiant x = a + 2k=n.
_———-—-'-_-_-.—-_"J

Exercice 2 ¢ Parmi les sous-ensembles de R suivants, trouver ccux qui sont desc
d’équivalence pour la congruence modulo 360 ou 2n:
1) {..—Tn, — 3=, n, 5n, 9n, 137, ... }

2) {..=3n, —m m 3m, 5m, T, 9m, ... }

3) {..— 170, — 80, 10, 100, 190, 280, ... }.

2 Déterminations de la mesure d'un angle |
p—
n i . dtem®
Soit (0, 1, J) un repére orthonormé direct du plan. Illustron® wn;:l Bdm‘ltlﬁ
congruence modulo 2n. Imaginons pour cela que I'on dispose d'une

extremite est fixée en I au cercle trigonométrique (C).
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sens i
direct =

i
o Y,

B

sCns
indirect

In

ta |

R

Le point I correspond i Porigine de I'axe réel matérialisé par une régle graduée. Ayant
tendu la corde sur la régle, on marque sur la corde un point m correspondant au point
d’abscisse x de R. On enroule la corde sur le cercle dans le sens direct si x est positif, dans le
sens indirect si x est négatif.

On obtient ainsi un unique point M du cercle (€) correspondant au point m marqué sur la
corde. Ce point M de () définit un unique angle orienté (d) tel que (d) = m
On vient ainsi de définir une application 6 de R vers I'ensemble des angles orientés : au
nombre réel x, 6 associe I'angle orienté (3).

Question 3 (¢ L'application 0 définie ci-dessus est-elle surjective ?

Question 4 ¢ Quelles sont les points du cercle (€) associés aux angles images respectives

8n, — 13nm, l—li — 4n, Sn, — E.‘-’

; : n 9n
r t des nombres réels suivants - —, —

Il résulte de la question 4 que I'application € n'est pas injective. Précisons ce résultat

Question 5 ¢ Soient x et x' deux nombres réels. A quelle condition ces deux nombres ont-ils
meéme image par 07

Soit x un nombre réel d'image (@) par lapplication 6, L'ensemble des antécédents de (d) par
f est I'ensemble des nombres réels y tels que 0(y) = 0(x), clest-a-dire 'ensemble des
nombres réels y pour lesquels il existe un entier relatif k tel que y = x + k . 2m, c’est done
la classe d’équivalence modulo 27 de x.
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g

= I — —-———_______‘_‘-_‘

| Théoréme et définition

' 1) L'application @ est une surjection de [ sur I’ensemble des angies orientgs,
On appelle mesure en radians d’un angle oriente I'ensemble des antécédents de cet angle |

par 'application 0.

' 2) Soit (&) un angle orienté, sa mesure ¢n radians est une classe d’équivalence poyr la
coneruence modulo 27; un représentant de cette classe, c'est-a-dire un nombre réel x )

| que (x)
| (@)

= (d), est appelé une détermination de la mesure en radians de I'angle orieng

3) La mesure en radians de tout angle orienté (i) posseéde un unique représentant dans
1— #. 7] appelé la détermination principale de la mesure (en radians) de cet angle; on

la note MES (4) ou plus simplement o« s'il n'y a pas d’ambiguite.

—t

Par exemple :
e la mesure en radians de I'angle nul est :

[xeR; 3keZ x=k2m}

Cest-da-dire { .. — 6m, — 4m, — 2x, 0, 2m, 47, ... },

[

sa détermination principale en radians est : 0

— e — = (}
e la mesure en radians de (OI, OJ"), ou J”( E)’ est :

{xeﬂ%; IkeZ x=—§+k2n}

R { —13n =9t =58 —=® 3n Tn ll=n }
c'est-a-dire S, G

2 » 2 k] 2 2 2 ] '5'! ?i T.. ¥
sa détermination principale en radians est : —g

1

e la mesure en radians de 'angle orienté m, ou A(_ 1) est :

{xE!H: JkeZ x:%.,. an}

c'est-a-dire : { — 3—“ L% 19_:.-1:‘}

4 4’4" 4

sa détermination principale en radians est : ?;_n

Meéthode pratique

Pour trouver la détermination principale % de la mesure en radians do

détermination de la forme ym ou y est un nombre réel :
1) si yne ] —m, ] c'est-a-dire ye | — 1, 1], alors & = yn
2) si yn¢ | — n, ], il suffit de trouver 'entier relatif k et le nom

= nﬁ
nton C{}nﬂﬁlt u

bre réel 2 tels 9U¢

yrw=zn + k(2n) avec —np<zm<m alors o=2%
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—

C'est-a-dire trouver lentier relatif k et le nombre réel z tels que y =z + 2k avec
- l<z],

Ainsi, par exemple, cherchons la détermination principale o de la mesure dont une
: . 25n
deétermination est T .

Puisque : 25 - B+
4 4
1
=6+=
+4
1
=E+2x3 et —e]-—1,1]
25t =m
on a: i
T~ + 0

; — i n
la détermination principale est donc i

En fait I'entier relatif k tel quil existe z e B vérifiant y=z+2ket —1<z<1,esttel que
2k soit I'entier relatif pair «le plus proche » de y. Dans la plupart des cas, y est un nombre

rationnel, écrit sous sa forme irréductible g ou peZ et geN* On cherche alors le
«multiple pair» de g le plus proche de p.

- 47
Ainsi par exemple, pour yr = 5 ona:

p=41, gq=6
le «multiple pair» de 6 le plus proche de 47 est 48.

47
1 i 1 1 1 [ 1 1 i | 11
—12 0 12 24 36 48
= (48 — I)m
On écrit donc : yn = 3
T
=l D
T8
T
'on : o= ——,
d'ou : =
3n
De méme pour : ym= — EN
1 [l J‘:I i i i 1 | 1 1 i 1 L i 1
—4 -3 ~ 30 — 24 =18 =12 —6 0
i —36—1
d’ou : yR = SER T
=—6.2n—— donc o= —
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i . : . ] ’
Dans la suite du cours, pour simplifier le langage, on fera I'abus suivant -

On appellera mesure d'un angle (%), une déterminalim{ de samesureet la mesul‘edg[
la détermination principale de sa mesure : MES (4). Ainsi une mesure g, (4)
antécédent de () par l'application 6.

Remarque

&}Stra
est lin

Fxercice 1 ¢ Trouver dans chacun des cas suivants la mesure en radians de i‘aﬂgled.:,
une mesure est x. nt

-

I}.~c=% 3].1:=86—;‘T 5) x = 1986n
6l ~ 127x 1789

2 x=——" 4) x = 1 6) x= 5

. % - £ - . " lgﬂ
Soit ¥ une mesure en radians de I'angle orienté (), on dit que le nombre réel — y egy .
T
détermination de la mesure (ou plus simplement une mesure) en degrés de (). De méme|,

200 .
nombre réel — x est une mesure en grades de (d).
id

Question 6 (¢ Soient a et b deux nombres réels. Montrer que a et b sont deux mesures ey
degrés d'un méme angle orienté (i) si et seulement si a et b sont congrus
modulo 360,
En déduire que l'ensemble des mesures de (&) est une classe d’équivalence
pour la congruence modulo 360 et qu'elle admet un unique représentant dans
l'intervalle 1 — 180, 1807, que l'on appelle la détermination principale de la
mesure en degré, ou plus simplement la mesure de (x) en degré.

Question 7 ¢ Trouver la mesure en degrés des angles orientés suivants :
(01.0I). (01,0J), (0L, 00, (OI,0F), (0I,0A). (010

ou (0, 1, J) est le repére orthonormé dans lequel on a :

() o) ()« o)

Méthode pratique

s @ & ; sure
Pour trouver la mesure en degrés d'un angle orienté dont on connait unc me

On note « la mesure de 'angle,

1) si xe ] — 180, 180], alors o = x

2) six¢ ] — 180, 180], il faut trouver un entier relatif k tel que : il existe yel
vérifiant :

_ 180, 180)

x =360k + y, onaalors o=y
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En gencral on procéde de la fagon suivante |

[*" cas : x est positil : on effectue la division euclidienne de x par 360 : on obtient
X =360 . g+ ravec g dans N et 0 < r < 360.

1) Sir< 180, alors :

2) Sir > 180, alors :

x = 360q + 360 + r — 360
x = 360(g + 1) + (r — 360)
r—360e]— 180; 0[

o =r — 360.

dou :
or

donc :

Ainsi par exemple :
1) x=23715, ona:

x=1360.10+ 115 donc a=115.
2) x=2796,0on a:

x=2360.7+ 276
on écrit : x=2360.8+(—84) donc a«= — 84

2% cas : x est negatif et non multiple de — 180 (car alors, il est clair que x est égal 4 180) : on
applique la methode précédente a — x, en remarquant que :

8i: —x =360k +y avec — 180 <y < 180
alors : x=360(—Fk)+(—y) avec — 180 < y< 180.

Ainsi par exemple :
1) x=—789, 0ona:
—x=360.2+4+69 donc «= —69.
2) x=—910,0ona:
—x=1360.2 4+ 190
d’ou : —x=360.3+4+(—170) donc «=170.

Pour le cas de la mesure en grades on procédera de méme en écrivant x sous la forme
400k + y ou k est un entier relatif et y un nombre réel de ] — 200; 200].

Exercice 4 (Trouver la mesure en degrés de l'angle dont une mesure est

. respectivement :
" Tn .
1) 1515 en degres 4) 5 en radians
. In .
2) 2001 en degrés 5) — v N radians

3) — 1984 en degrés 6) — 735 en degrés.
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Ecrire l'ensemble {xeR; JkeZ :x = 4_5 + k901 comme Uniop
mesures (en degres) d'angles orientés. Puis placer les points du cery
trigonometrique associes a ces nombres réels. Quelle est |a figure rﬂ'ﬂné:

Exercice 5

par ces points”?
n 2n

Méme question avec {xeﬂ?: Jked : x= 3 % —3—} €N prenang |,

P o P i e

mesure en radians.

Tracer deux demi-droites [SA) et [SB) telles qu'une mesure de I'angle

Exercice 6
(SA4. SB) soit respectivement :
5 '
é 1) 225 en degres 4) TH en radians 7) 1986 en degrés
! 13 " 17
e 2) 320 en degrés 5) — -—{-;E en radians 8) —45 en radians
g ) 25n .
2 3) — 760 en degrés 6) 3 on radians 9) 2327 en grades

3 Mesure de la somme de deux angles orientés

Question 8

Soient () et (f§) les deux angles orientés dont 40 et — 120 sont respectivement

des mesures en degrés.
Verifier que 400, — 320 et 760 sont d'autres mesures de 'angle (). Vérifier

que — 480, 240, — 7320 sont d'autres mesures de I'angle (ff). Pour chaque
mesure x de 'angle (d) et chaque mesure y de l'angle () données ci-dessus,
calculer x + y et comparer cette somme d la mesure de l'angle somme :

(@) + (f).

Plus généralement, soient (%) et (f) deux angles orientés de mesures respectives my el Mz
soient x, et x} deux déterminations de m,, x, et x, deux déterminations de m,. Montrons
que x, + x; et x; + x5 sont deux déterminations de la mesure d’un méme angle (7}

Si la mesure est en radians alors on a :
il existe k, e Z tel que x| = x, + &, . 2n
il existe ke Z tel que x5 = x, + k, . 2n
dou:* Xy + X3 =(x; + x;3) + (k; + k;) . 2=
or k; + k; est ¢lément de Z donc :
Xp+x3=x,+x, [2n].

On admet que I'angle () dont x, + x, est une détermination de la’ mesure, st gal i1
somme des angles (4) et (f). Autrement dit :
si x et y sont deux nombres réels quelconques, alors :

Olx + y) = 0(x) + 0(y)

: § T i 5 X i i csu
ou @ est I'application qui a un nombre réel x associe I'angle orienté dont X estunem
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On traduit cette égalité ci-dessus en disant que : une mesure de la somme de deux angles
orientes est la somme des mesures de ces deux angles.

Methode pratique

Pour connaitre la somme de deux angles orientés :

Soient (d) et (ff) deux angles orientés. Pour connaitre la somme de ces deux angles, il suffit
de trouver une mesure x de (#): on aura 0(x) = (g),

trouver une mesure y de (ff); on a 0(y) = (/). faire la somme x + ¥
Ce nombre x + y est une mesure de I'angle somme (&) + (f}), ou encore O(x) + B(y).

- Si7L . 3 In  Smn
Ainsi par exemple si () et (f) ont pour mesure en radians respectivement — et —, alors

4 6
) . 3 5 . 9
(a) + U?] a4 pour mesure, en radians, %4-—5 c'est-a-dire %E-; donc la mesure de
3n
i i - —,
(@) + () est =

Exercice 7 1) Donner la mesure de la somme des angles orientés (4,) et (&,) de
déterminations respectives :

a) 183 et 234 (en degres)

27 .
b) lﬁ et Tn{en radians).

2) Soit # un nombre réel donné, résoudre I'equation :
xeR, 2x = 20 [2x].

En déduire que : deux angles orientés ont méme double si et seulement sj -
soit ils sont égaux, soit 'un est égal a la somme de 'autre et de I'angle plat.

Il Fonctions cosinus, sinus et tangente

1 Définition des fonctions cosinus et sinus

Soient # une mesure en radians de 'angle orienté (4), M le point du cercle trigonometrique
(€) tel que (4) = (O1, OM), P le projeté orthogonal du point M sur la droite (O1) et 0 le
projeté orthogonal du point M sur la droite (OJ).
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2 M
, o P o
J]
ona: cos (&) = cos [_(jj:m
= 0P
sin (d) = sin (01, OM)
=00.

Puisque a un nombre réel o, on associe un et un seul point M de (C), donc un et un &

point P du segment [1']7, la relation qui, & o associe le nombre OP est une application
R vers [ — 1, 17; cette application est appelée cosinus et notée cos; ona:

, ou cos « est I'image de & par cos.

i . ) _ , &finit @
De méme, 4 # on associe un et un seul point Q du segment [JJ], on défin
Fapplication sinus de B vers [~ 1, 1], notée sin, par :

, ou sin z est I'image de « par sin.

€08 o = cos ()
SIn o = sin (g).

On a ainsi :

Remargue :
Bien que les notations soient les mémes,

cos (cEE) désigne image de Fangle (4) par une application de I'ensemble des an
vers [— 1, 1]

cos « désigne I'image du nombre réel o ~ 1,1
Comme on a vu : cos? (%) + sin? (g) =

g]e . Emnlﬁ

par une application de [ vers [
l,ona:

VaeR cos? o + sin? o = |

ou on note cos® « le nombre réel (cos o),

¢
. v de 1w
Question 9 ¢ Donner les valeurs de ¢oy o et sin o pour tout nombre réel @

0.2 3o g E—-i."g}'
64y e T T2
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2 Etude des fonctions cosinus et sinus

T —

On a vu que les nombres réels a et ff sont deux mesures d'un méme angle oriente (01, OM)
st el seulement si o est congru & ff modulo 27.

Par définition des fonctions cosinus et sinus on a (cos o = cos f§ et sin & = sin f§) si et

seulement si « et f# sont deux mesures du méme angle orienté (01, OM). Dot :

cos 2 = cos ff
VeeR VfeR et = a=f [2r]
sin % = sin f§

De plus o = § [2x] si et seulement si il existe un entier relatif k tel que f=a + k. 2n
Ainsi on a :

VkeZ NaeR cos(a+ k. 2n)=cos «
YkeZ VYaeR sin(x+ k.27 =sin a

On dit que les fonctions cosinus et sinus sont périodiques, de période 27,

Meéthode pratique

Pour calculer le cosinus ou le sinus d'un nombre réel x, on cherche la détermination

principale « de la mesure de I'angle (x), et on a cos x ousin «, lorsque la valeur est connue.
Ainsi par exemple :

UOSE-]—E=COS48+3E

4 4

=cus(6.2n+§£)

4
) In
:LDS—I
2
Ty

Sinon on utilise la calculatrice en mode radian.

ir . 19=¢ Tn . 13n
Exercice 8 gﬁ'alcuier COs T sin —, cos T 5in =

Puisque les fonctions cosinus el sinus ont pour période 27, pour étudier ces fonctions il
suffit donc de considérer la variable dans un intervalle d’amplitude 27 : étudions cos et sin
sur [ — =, m].
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On trouve le sens de variation de ces fonctions en examinant les positions geg

et Q lorsque & décrit [ — 7, 7] : le point M décrivant alors le cercle dans le sens pl;g::;s P
passant, dans I'ordre, par les points I'.J', [,.J, I";on obtient ainsi les tableauy de Variat}::]l
suvants ;
| = =X oz
X — T 0 n X T 3 = .
l Iy
1
COS X 2 N sinx | 0 ~ \
— 1 -1 -1 0

On verra en analyse d’autres précisions sur ccs fonctions, mteressantes pour le tracé ge
leurs représentations graphiques donnees ci-dessous :

fonction cos : P b

" anl

|
=
\

fonction sin : B

N Pyt i

uestion 10 ¢ Utiliser les courbes représeniatives des fonctions cosinus et sinus pour

o discuter les équations (E,) et (E,) suivantes d'inconnue réelle x, a étant ul
f:' nombre réel donne :
6 (E,) xeR, cosx=a
g (E,) xeR,  sin x=a.
o=

Considérant a dans [ — 1, 1], il existe au moins un nombre réel « tel que €08
Résolvons I'équation d'inconnue x :

xeR, COS X = COos o.

réels ¥ tels que

Soit P le point de [1°I] tel que OP = cos o. Pour trouver tous les nombres % e
or ) de project

cos x = OP, il faut déterminer tous les points du cercle trigonométrique (C
orthogonale P sur (Of) .
on obtient deux points M et M’ de (€), symétriques par rapport a (OI).
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M
!]

I 0 !
J M’

Oﬂd(m OM") = — (01, OM). Si s est e mesure de {01, OM), alors — x est une mesure
de [OI OM’). Les seules valeurs de x telles que cos x = cos o sont des mesures de

(01, OM)ou de (01, OM’ ) cest-d-dire tous les nombres réels congrus 4 x ou a — « modulo
2m. On a ainsi :

Théoréme - -
Soit o un nombre réel. L’ensemble des solutions de I'équation :
xe R, COS X = COS o
est 'ensemble § défini par :
S={xeR: JkeZ x=oa+k.2r}u{xeR: Ik'e?Z x= —o+k.2n)
cest-a-dire, on a :
| VxeR cosx=cosa<=(x=a[22] ou x= —a [2x])

Cas particulier : xeR, cos x = 0.
Dans ce cas les points M et M’ sonten fait J et J' et I'écriture se simplifie, en effet on a alors
id

a = 5 par exemple, et la phrase :

(FH\‘EJ’ .'.‘=:+k2n ou Fk'es ,\-z_:_+k,2n)

&

peut s'écrire :

(ZlklEfk” J;=:-I-+k.3r)

(dans le 1°" cas : k, = 2k, dans le 2° cas : k, = 2k’ —
Ainsi on a : pour tout nombre réel x :

. ; i
cos x =0 siel sculement si x = S [x]

c'est-a-dire :

cos x =0 sietseulement si; Ik, e x=— + ki

k| A
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Exercice 9 ¢ Résoudre dans R les equations suivantes d'inconnue x, et Placer ¢,
cercle trigonométrique les points correspondants aux solutiong . ¢

] =2 \/3

2 )
il Gl aeee COS X — 24— =
3) cos 3 3 0

EI] COS X = —

I~

I
EZ] cos 6x — -i:ﬂ 4) coszx—a=(}.

De méme. résolvons I'équation d’inconnue x :
ye[R, sin x =sin o

Soit Q le point de [J'J] tel que 00 = sin «; il existe t_axactement dc'ux' points M et M’ g,
cercle (C) de projeté orthogonal Q sur (OJ) : ces points sont Symetriques par rappory §

(0J). On a [Ejf, O_.-';ﬂ = (Eﬁff_':qﬁﬂ’_’). donc la somme :
eers e o -
(O1. OM) + (01, OM’) est I'angle orienté plat (OI, OF).

J

M 0 M

7
De ce fait si # est une détermination de la mesure de (Of, OM) alors (n — @) €t e

détermination de la mesure de (01, OM’), On a ainsi :
—____-_______.--

Théoréme
Soit « un nombre réel. L'ensemble des solutions de I’équation :

xelR, sin x =sina

est I'ensemble S deéfini par :
S={XER; dkeZ x=u+k+2ﬂ1U{XER; IkeZ I=ﬂ’_n+k2ﬂ].

c'est-a-dire on a :
VxelR sinx=sina <= (x=2a [27] ou xEK-ﬂL‘_’/

Cas particulier : xe R, sin x = 0,
Dans ce cas les points M et M’ sont I et I' et on a pour tout nombre el %

sin x =0 si et seulement si x =0 [x]
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cest-a-dire :
$in x =0 siet seulement s; - ki eZ x=k,n.

Exercice 10 ¢ Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x et placer sur (C) les
points correspondants aux solutions :

1) siux:—\/'i

e

2) 5in3x+%=0

)2(\/5+I}sinx+4sinzx+\/§={l

4) sin x = 2 sin? x.

Question 11 ¢ /) Résoudre graphiquement I'équation :
xeR, sinx=x

2) Résoudre graphiquement linéquation :

xeR , sinx<x

. i ol @ nm
[llustrons ces résultats sur le cercle trigonometrique pour xe[~ 7 E:,'

M

/

Si xe[ﬂ, ; . x est la longueur de I'arc ™ du cercle, et sin x = 0Q, quiest égal a PM. La

f\@

distance PM est inférieure 4 la distance IM qui est elle-méme inféricure 4 la longueur x de

N

L

I'arc IM donc : sin x <

f\

4
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Si u{ -

inferieure 4 la longueur de I'arc 1M ici la distance PM, egale a la distance 09 "
] i],!

k2| =

0 ‘ la longueur de I'arc I'M est alors |x|,comme ci-dessys la dist

By

I
On a done : '

[sin x| < |x].

On remarque que, pour x dans |:D, ,;:' linégalité sin x < x Peut secrire gygs;

Isin X<y
On retiendra les resultats suivants :

- - + i = = —___——___-—\_--——_-—-_‘\
I'héoréme

Vxe[{], ] sin X < x

V.x:EI:-

Question 12 ¢ Grace aux représentations graphigues des fonctions cosinus et sins
b résoudre les inéquations suivantes -

o J-— |

,g]pmﬂguL

Y

—

l) xeR, cosx<

| =

2) xeR, sinx<—

Méthode pratique
okt

Pour résoudre le

B

S

s Inéquations de I'un des Lypes suivants :

xel, cos
xeR, cos

e

-
WA W
[ S |
(=]
o
2

0s o

i ' sel donné
xeR, sin % ou o est un nombre rée

=

xel, sin ¥

o on

in o
(et les inégalités strictes correspondantes),
On utilise

¢
i 4 ) opetcel
. .‘J(Ji!hld. rcP_rtscnfauun graphique de | fonction cosinus{respet:ti'v'ﬂme“tS’“!’s; chﬂ@ﬁ
la droijte d Cguation Y =cCos5 o (rcspcc[ivcmcnt y= 5in u{}; on est ramene éseﬂﬂ'“ﬂﬂ

Fimage réciproque d'un ntervalle par une fonction dont on connait 1a
graphique. @
pele
. rle ce blé
| la valeur o détermine deux points zu it pense™
termine quel est 'arc qui convient et on en

e Soil le cercle lrigﬂn{}mélrique .
limitant deux ares: on de
solution.
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Ainsi par exemple, soit (/) inéquation :

1
xel, cosx<-.

-

mﬁ"M*

J ?

. ; , — ] :
Soit P le point de [1'1] tel que OP, = 3 (on a par exemple o = ;) Soient M, et M}, les

. .} k] ' . . ] l“‘.ﬁ.‘\ L]
points de (C) de projeté orthogonal Py sur (OI) : ils déterminent deux arcs M My celui
contenant [ et celui contenant I’

A tout nombre réel x on associe le point M de (€) de projeté orthogonal P sur (01 tel que
OP = cos x. On a x vérifie () si et seulement si Pe[I'Py].
Donc x est une solution de I'inéquation (I) si et seulement si M est sur 'arc de cercle

dessiné en rouge (arc M M, qui contient I").

- ~ Y "’r--\,r L} £ s
Cet arc rouge est la réunion de I'arc M,I” contenant J et de l'arc | M}, contenant J’, or
b - . i §e
: 'ensemble des nombres réels x de 1— =, n] tels que M soit sur MyI" est I'intervalle

i [;, H],ﬁl I'ensemble des nombres réels x de l'intervalle ] — =, n] tels que M soit sur I'M,

3

I J ke
: "'JT,—EUL]._ .

L’ensemble des solutions de (1) dans R est I'ensemble des nombres réels x tels que :

est l'intervalle |[—n, — E] donc I'ensemble des solutions de (1) dans ]— =, n] est

3

n n
il existe un nombre réel y dans |— m, — —]u[:‘}-, H} tels que x = y [2x]

c'est-a-dire 'ensemble des nombres réels de la forme :

o-h)

y+ k2n avec keZ et ye

Cet ensemble des solutions dans ¢ de (I) est aussi 'ensemble des nombres réels X pour
lesquels il existe un entier relatif k tel que :

.re]— n+ k2n; — j: + kzn‘ o xc?r; + k2 n + k:nJ_
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Exercice 11

Résoudre les inéquations suivantes d'inconnue rée]l\

ex:

1) xeR, 2sinx—120

2) xeR, 4c052x<2cosx—\/§+2\/§cﬂsx
3

3) xe]—m,n], cos 3x ‘:.>—2—

) xe]l—m w], cos? x> -.

Exercice 12 ¢ Donner, selon les valeurs du nombre réel ¢, le signe des expressiy,
suivantes :

1) cos ¢ 3) 2082t — 1.

2) sin 1 4) 25inrcasr—\/§cos L.

Question 13 ¢ Donner un intervalle I de R tel que la restriction cos 1 de la fonction cosim
a I, soit une bijection de I sur [— 1, 1].

Donner un intervalle J de R tel que la restriction sin ; de la fonction sinusa |
soit une bijection de J sur [ — 1, 1].

La restriction de la fonction cosinus 4 'intervalle [0, n] est une bijection de [0, ] su
[ — 1, 1]: son application réciproque notée arc cos (on lit arc cosinus), est une bijectiond
[— 1. 1] sur [0, n]. Sur une calculatrice, I'image d’un nombre réel compris entre — et

par cette bijection arccos est obtenue en utilisant, selon les cas, la touche Gli les

touches el

De meme la restriction de la fonction sinus a4 I'intervalle [— E, E] est une bijection &
[ 7 j] sur [ — 1, 1]; son application réciproque notée arc sin (on lit arc sinus) est Ut

bijectionde [ — 1, 1] 5111'|: 5 2] Sur la calculatrice on utilise la touche ouk*

touches et @

On pourra utiliser ces bijections pour résoudre des équations du type :

(1): xeR, cosx=a; ou (2): xeR, sinx=a
Il faudra toutefois prendre soin de travailler en mode radian. Si I'on travaille en mod
degré, la calculatrice nous donne I'image d'un nombre réel x par la fonction notée cos, (laré

cosinus degré) définie par cos, x = cos ([BU ) Cette fonction cos, n'est pas la fonctio?

cos. De fagon analogue, la touche[cos ' |en mode degré nous donne I'image d’un nomb™

réel compris entre — 1 et 1 pour la bijection réciproque de cos,, la valeur obtenue est "
élément de [0,180].
Ceci nous permet, si 'on travaille en mode degré, de résoudre des équations du type’

(1): xeR, cos,x=a ou (2): xeR, singx=a
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Par exemple les nombres réels x tels que cos, x = 0,6 sont congrusa o« ou — z modulo 360

ou xa pour valeur approchée a un degré prés 53; ce sont donc les nombres réels d’arrondi
d'ordre () de la forme :

33+ k.3600u —52 4 k.30 oi k est un entier relatif.

Exercice 13 ¢ Résoudre, a un degré pres, les équations suivantes et placer les points

correspondants sur le cercle trigonométrique. Préciser quelle figure
forment ces points.

1) xeR, 12 sin? x — 13 sin, x + 3 = 0,
2) xeR, 50 sin, 3x = 13,
3) xeR, cos, 4x = 0,62.

On remarquera que certaines machines ne «savent » pas calculer le cosinus ou le sinus de
nombres « trop grands », d’ot I'utilité de trouver «  la main » la mesure. Si on posséde une
machine plus performante elle permet de trouver directement la mesure en utilisant

successivement les touches | cos |et [cos ' |: on trouve soit la mesure soit son opposé, il

faut alors utiliser le signe du sinus pour conclure (utiliser @} :exemple : x = 3555 en

degrés, la machine donne arc Cos, (cos, x) = 45°

or sin, x est négatif donc la mesure
associée a x est — 45 en degrés,

3 Fonction tangente

sar ve o #  Sind
En classe de Troisiéme, on a définitg 4 =

ol 4 est un angle géométrique non droit.

Y

cos
De fagon plus générale, on a :

Définition
. . — R
On appelle fonction tangente, notée tg, la fonction : —
€os x

Remarque

En fait on a plusieurs fonctions tangente selon I'unité de mesure choisie (tg en radians, tg,
en degres). L'ensemble de définition de la fonction tg est I'ensemble des nombres réels x

non congrus a % modulo 7 (voir la résolution de : xe R, cos x = 0) c’est-a-dire :
2
n
R — {xe[l!'&; dked x=5+kn }
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Question 14 ¢ Donner 'ensemble de défmition de la fonction tg,.

Remarque
On definit aussi la fonction cotangente, notée cotg, par :
cotg: R— R

COos X
sin x

b

Exercice 14 ¢ Donner les ensembles de définition des fonctions suivantes

1) cotg ) xr—1g (x + g)

2) x — tg (m — x). 4) x — tg 3x

Question 15 ¢ Compléter le tableau de valeurs suivant : (on notera || lorsque tg x n'existe

pas) :

¥ =2 |=E g |E|2 |Z[E] ]3],
6| 2| 4| 6 6 |43 |2 |33

Ig x

. # L ?r
Soit « un nombre réel non congru a 3 modulo .

Soit M le point du cercle trigonométrique tel que o soit une mesure de WJ.

J
_____ s
Q
r !
0 P
J (D)

Soient P et Q les projetés orthogonaux respectifs de M sur (OI) et (0J).
Soit (D) la droite d’¢équation x = 1 : elle est tangente au cercle (G) en 1.
Puisque M est différent de J et de J', la droite (OM) coupe la droite (D) en un unique

point T.
On a OP = cos a donc ﬁ=cos 2Ol
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Siz nest pas congru a 0 modulo 27,

les points P et M sont disti
paralléle a la droite (D). Dapres s t distinc

; : ts, et la droite (P M) est
nonce vectoriel de Paxiome d

e Thalés on a :
OM = cos OT

d’ou, puisque PM = PO + OM et 10 4+ 0T =
PM =cos «IT

(1, 0J) est un repére de la droite (D).

IT,

(P. OJ) est un repere de la droite (PM)

on a alors : PM =cosa.IT
or : PM = 0Q
= 8in o
dou : =22
COS ¢

Cest-d-dire IT = tg o

Question 16 g Vérifier que si o est congru a 0 modulo 2n la formule ci-dessus est encore
vraie.

Ainsi quel que soit le nombre réel o on a :
tga=1IT
(dans le repére (I, 0J) de la droite (D)).

Exercice 15 ¢ Démontrer que, si o appartient a I'ensemble de déﬁiision de la fonction
cotangente, alors cotg & = JT’ dans le repért‘: (J‘, ol) de: la droite (D)
d’équation y =1 (tangente 4 C enJ), ou T" est l'unique point
d'intersection de la droite (OM) et de (D’).

Question 17 ¢ En utilisant le fait que deux points M et M, associés respectivement aux
T S nombres réels x et x + m, sont diamétralement opposés sur (C), démontrer
que :
VxeR g (x+mn)=tgx

Ainsi la fonction tg est périodique et de période 7. Pour I'étudier, il suffit de considérer la
Ins1 ia 1oncts

n =R
variable dans un intervalle d’amplitude 7. Ftudions la fonction tg sur ] =35 5[.

En | n :rr‘ .
. ¢ déeri B -2 s —2 y c'est-a-
examinant la pOSilan du point T sur la droite [D} quand x decrit
oln C arc ; n 3 la fonction tg est
M décri % J' C assant par f, on observe que
- int écrit 'ar _J P
dire quand le P

strictement croissante sur :I_ 2" 2 85
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yse, d'autres précisions Sur cette fonction, intéressantes p
our le
tracs
o

On verra, en anal
sa représentation graphique donnée ci-dessous.

R 8 i 4

ur résoudré

I'équatio :
n suivante d'inc .
d'inconnue réelle x, ou a est un nombre reel donné :

Question 18 ¢ Utilis
er
cette courbe représentative de la fonction tg PO

xeR, tgx=a.

Résolvons ;
cette équatio &
n gra .
tion grace au cercle trigonométrique : soit T Punique point dels

droite (D) défini par IT = a

La droite (OT)
= coupe (C)
(01, PM ) en deux poi i -
), alors (x + 7) est une mesure g:l{%_t;’ﬁ’_;\e; M’. Soit o une mesure
, OM’).
Les solutions de I'é .
équation d'incon
nue réelle x :
xEH’ - tg X=gag
oﬂéa*‘

sont les nombres ré
cels R
modulo 2m; autremcn:::l?fbnmcs aux points M et M’. c’est-a-di -
ce sont les nombres réels cast-a-dus m“El:is aé
s congrus a o modulo ™
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M -\t!-l- m 1

Théoreme
| Soit # un nombre réel donné. L'ensemble des solutions de I'équation : xeR,tg x = tg «

est 'ensemble S défini par :
S={xeR; 3keZ x =0+ kn}

c'est-a-dire, on a :
vxeR tgx=tga <> x=u[n]

Méthode pratiqmﬂ

ations de I'un des types suivants :
xeR, tgx<tga

xeR, tgx=>tga
correspondantes).

ot  est un nombre réel donné (et les inégalités strictes
ons sin et cos, soit en utilisant la courbe représentative

On procéde, comme pour les foncti
de la fonction tg, soit en déterminant la partie du cercle trigonométrique qui convient.
Par exemple résolvons I'inéquation (/) suivante :

xeR, g x> —-ﬁ.

Pour résoudre les inéqu

On place le point T, de (D) tel que IT, = — \/3.

La droite (OT;) coupe (C) €n M, et M.

Soit T le point de (D) tel que 1g X = bl . o -

x vérifie (I) si et seulement si T estsur Ja demi-droite 17, 1); cest-a-dire, en notant M le
point de (C) associé a X,

x verifie (I) si et seulement si M est sur I'un des deux arc

tion principale de la mesu

P ]
s rouges M,J ou M,J'. La

e —— T . —
re de (01, OM,) est — Edonc les points de M, J sont

détermina
87




ST IR RS 1T TART TV R ]

Mathématiques premicre C et E - Géométrie

88

——-.____.-\
1
M,
!
’ 0
M,
P
N
s T y g s -
associés aux nombres de Jm 3 —|:. La détermination principale de la mesure de

—— n — ; e _—
(OI, OM ) est 3 'arc M,J’" est I'ensemble des points associes aux élements de

3

7 i ¥
]i, :z:l U :| -7, — % [ L'ensemble des solutions de (/) est I'ensemble des nombres réels,

2
congrus modulo 27 a un ¢élément de ] -, — g[ W) ] - g, ;[ u]iﬂ-. ?I:I-

& ) # . x s
Du fait que les arecs M, J et M,J’ sont symétriques par rapport a 0, I'ensemble des
solutions de (/) est aussi 'ensemble des nombres réels congrus modulo 7 4 un élément de

noa|
]-E'E ‘
Sy = {xc—:ﬂ; Hye:l—; ;[ x=y [x] }

Exercice 16 ¢ Résoudre les équations suivantes d'inconnue réelle x :

Sl) xel]—m, w], 1gx=—§ J) xeR, tg 4 =lE‘x"
5 3 * 4 12
§2}1E]—mn], g 2x = 1. 4) xeR, tg?x—1=0.

Exercice 17 ¢ Résoudre les inéquations ou systémes d'inéquations suivants d’incon
réelle x :
o~ 3@

9 3
2) xel-mn), l<tgx<./3 4) xeR, tg2x—3>0

1) xe]— m, n], lgx::tg% 3J) xeR, tg
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Exercice 18 gDonncr. selon les v
) suivantes -

§
1) tg t.

aleurs du nombre réel ¢, le signe des expressions

3) tg 3¢

5
32} tg (r—g)- 4}'tgzr+(1 +./3) tgt— /3.
Question 19

Déterminer les intervalles | de R tels que la restriction a I de la fonction
fangente soit une bijection de I sur R.

2’2

. § =0 ' ; non o Ton
Puisque la restriction de la fonction tangente a :, ~ 3 E[ESt une bijection de] ——— —[
sur &, elle admet une application réciproque notée arctg (on lit arc tangente). arctg est une

. T
bijection de R sur |— 33| - Sur une calculatrice on utilise la touche [tg ! |ou [tan ! l

_—

(dans ce cas tg sera exploitée par Ia touche ] ou les touches et ; il faudra la

i 3 s 5 G ELS L
cncore etre attentif au mode choisi car I'ensemble d’arrivée de arctg est |— 7 —[ si on

2
travaille en mode degré on obtient I'ensemble d’arrivée de la fonction arctg,, qui est
1—90, 90[.

On peut utiliser ces touches pour trouver une valeur approchée de :

l) x connaissant tg, x et un encadrement d’amplitude 180 de x. Exemple : tg, x = 48 et
xe]—90, 90[, on a x ~ 88,80 ce qui correspond a88°48’.

2) cos, x ou sin, x connaissant tg, x et un encadrement de x. Exemple : g, x = — 2et

xe]0, 180[. ona : cos, [aretg, (tg, x)] =~ 0,447, mais comme tg, x < 0,x€]90, 180[, on
a:cos, x = — 0,447.

lll. Formules usuelles de trigonométrie

Question 20 ¢ Soient o un nombre réel, M le point de (€) associé @ o et M’ le point de (©)
associé a — o. Préciser comment sont situés les points M et M ". En déduire

cos (—a), sin(—ua) et tg(—a) en fonction de cos % sino et rgo
respectivement.

On retiendra que :
® les fonctions sinus et tangente sont impaires,

e la fonction cosinus est paire.
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Question 21 ¢ Soient M et M’ deux points de (C) symétriques par rapport g lq Jre b!'SSeqr&,

(droite d'équation y = x). Exprimer les coordonnées de M’ ep ﬁ}"c"iﬂud

celles de M. Que peut-on dire des déterminations de la mesure de (01, 0w ¢

M)g

(01, OM')? En déduire. pour tout nombre réel o, l'écriture de cog (_’_"_ ~ &)
2 )

= i |

T g . ; ;
g i Y - netion des lignes trigo i
sin (_} = .I) ef 1g ( :x) en fonc g gonométrigues dey,

cos o, §in o et 1g o
Soient M et M’ deux points de (C) symétriques par rapport g (0., Oue
e

vérifient les déterminations de la mesure de (01, OM) et (0], 0 M) g,

déduire les lignes trigonométriques de (n — «) en fonction de celles 4, a

Exhiber la symétrie permettant de passer du point M associé a o au poin M

associé @ (7 +2). En déduire les lignes trigonométrigues &
;tn + %) en fonction de celles de o

Question 22

Question 23

m n .
Question 24 ( En utilisant l'égalité g HU=E = (— —- ot), et les questions 2] ¢ 22

2

T . " .
calculer les images de (; + cc) par les fonctions cosinus, sinus et tangene,

Dans les formules ci-dessous « est un nombre réel tel que les nombres écrits ci-dessous

=xistent.
- On saura retrouver ces formules : .

soit par le calcul
soit en faisant un dessin

/

cos (— o) = cos o

sin (— &) = — sin «
s tg(—o)=—tgua

Cos (m — a) = — cos o
sin (m — o) = sin «
™ lg(r—a)= —tga

w ]

= &
E—— e
A A

| |

=2

| Il

o w

o =]

= =
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— cos (n+ &) = — cos «
sin (7 + o) = — sin a
g(r+o)=tga

cos

+rx)=—sin-:x

ba| 3

-
NG
4

NN

= n

Sin | — 4+ o | = cos o
G+

E.Z T tga

Exercice 19 ¢ Exprimer en fonction de cos x, sin x ou tg x les nombres réels suivants :

1) sin (x — 57) 4) sin (x = -32—1':)

Iln On
2) CGS(—2-+}C) 5) tg(-—x——z—)

3) cos (x + Tn) 6) tg (%E - )

Géneéralisons ces formules, pour cela, considérons deux nombres réels x et B, et cherchons
a exprimer cos (o — ) en fonction de cos «, sin «,cos fetsin . Soient M et M’ les points
1 de (C) associes respectivement & 2 et f.

Question 25 ¢ Donner les coordonnées de M et M’ dans le repére (O, I, J) grice a a et p.

Soit y une mesure de 'angle {ﬂ_ﬂm}. Vérifier que y est congru a o — g
modulo 2n.

Donner deux expressions du produit scalaire OM . OM’ (grice aux
coordonnées, et grice d y).
En déduire la valeur de cos y en fonction de cos a, sin a, cos f et sin B.

Q.“_eﬂill.“__z_ﬁ Dans la formule trouvée a la question 25 remplacer § par — B pour donner
cos (o + i) en fonction de cos a, sin a, cos f§ et sin f.

- ] n
uestion 27 ¢ Calculer, grace aux résultats des questions 25 et 26, cos (tx + [E + ﬂ]) et

cos (a + [g- - ff]), en déduire sin (o + B) et sin (x — B) en fonction de

cos o, sin o, cos fi et sin ff.
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Théoréme \
Quels que soient les nombres réels a et B, ona: . | |
cos (o — ff) = cosa cos f§ + sin o sin B
cos (o + ff) = cosa cos fi — sin « sin
sin (z + ff) = sin a cos f§ + sin f§ cos «
sin (¢ — f) = sin & cos f# — sin B cos a. |

_ e

Remarque . ;
Ces formules permettent de retrouver celles donnant le cosinus et le sinus de +ox—y
— +

-

— o el

|

2

Question 28 ¢ Soit a un nombre réel; en écrivant 2a = a + a et en utilisant les formules ci.
dessus, calculer cos 2a et sin 2a en fonction de cos a et sin a. En déduire

cos 2a en fonction de cos a seulement, de sin a seulement ; en déduire cos* 4
puis sin® a en fonction de cos 2a.

Théoréme

Quel que soit le nombre réel a,0n a:

Ens 2a

cos® a — sin? g |

=2cos* g — |

=1-2sin2 g
. - 1 + cos 2q
. 1 —cos 2
(5 e
| 2

Exercice 20 . Soit x un nomby

e reel, Calculer
r.,f.}s 3x en fonction de cos x seulement
sin 3x en fonction de sin x seulement

—_ T
Exercice 21 ¢ En remay Tn I . sin—
= quant que Pop 5 /* _ T N —etsil
T + 3 calculer cos P 1
De méme caleyjer cos - et sin .
12 12
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Exercice 22 ¢ Résoudre l'equation d'inconnue réelle x, suivante :
§ :
E XeR, cos* x —2sin? x cos? x + sin® x =

> (on fera intervenir cos 2x).

Additionner membre ¢ membre les deux égalités exprimant cos (x — f) et
cos (& + i) en fonction de cos o, sin o, cos f§ et sin f.
E “n déduire I'écriture du produit de deux cosinus en une somme. De méme
¢ transformer en une somme les produits sin o sin f§ et sin o cos p.
On a ainsi les

—_— e

Question 29 E

résultats suivants (que Fon saura retrouver en cas de besoin).
Quels que soient les nombres réels x et fona:

COs 2 cos fi = é [cos (x + B) + cos (2 — )]
sin o sin ff = % [cos (& — fB) — cos (2 + f)]
sin o cos f§ = % [sin (& + ) + sin (x — ]

Exercice 23 ¢ Soit x un nombre réel. Transformer en somme les produits cos 3x cos 2x,
sin x sin 3x et sin 2x cos 3x.
En déduire la résolution de :

xeR , 2sin 2x cos 3x = sin 5x.

Question 30 ¢ Soient et § deux nombres réels, p=a+fetqg=0a—8.
Calculer o et § en fonction de p et g

En remplagant dans les formules précédentes, o et B par leur valeur, trouver

les formules de transformation de somme de cosinus et sinus en produit de tels
termes.

| Theoréme

Soient p et g deux nombres réels, on a :

P+4q ! .
cos p + cos g = 2 cos 5 cos 3
. . s PTd . pP—yg
casp—wsq——Zsm—z~ in 38
; 3 _pHtq P—q
i = ¥ et gd
sin p 4+ sin ¢ = 2 sin 5 Cos —

Exercice 24 ¢ Résoudre les ¢équations suivantes d'inconnue réelle x :

. n . n
1) xeR, sin (Ex + J) + sin (Rx — 3) = [

."j
2) xeR, cos (Ex “+ ;) — COos (?_x - .R.) e ﬁ
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Exercice 25 ( Résoudre le systeme d'inconnue (x, y) dans R? -

m
_\——y=€ et COS X —Cos y= — |,

Question 31 § En utilisant le fait que, pour tout nombre réel x, on q €os* x 4 gip2 s

; LT
démontrer que, pour tout nombre réel x non congru a 3 modulo 7 o, i

1 + te? x = ;
& cos® x

De méme calculer, pour x convenablement choisi sin® x en fonction de g x

y . T l—tg? x
Question 32 ¢ Soit x un nombre réel non congru d > modulo n. Calculer T gz en
Ig” x
fonction de cos x et sin x. En déduire cos 2x en fonction de tg x. De méme
calculer sin 2x en fonction de g x.

. . L
Soit « un nombre réel tel que le nombre réel t, égal d tg 3 existe. Caleuler
Cos o et sin o en fonction de t. E

n déduire, lorsque tg o existe, tg o en
Jfonction de 1.

Théoréme

§ T
Pour tout nombre réel x non congru a 5 modulo 7, on a :

1 . tg? x
cos? x = 5 sm’x:——g—T—.
1 + tg* x I 4 tg* x

z X : T
Pour tout nombre réel x tel que 5 Nesolt pas congru a 3 modulo =, on a, en posant

P 8
Cos X = =F i 2t
S e 51nx~l+!2.
___-_-_______..-‘
. S
Question 33 ¢ Soient o et  deux nombres réels tels que o, B, a + feta — fsoient Slement
de T¢ — {XEH; dkezZ «x =g+ k:n:}. Calculer tg (o + f) et 18 el

en fonction de tg o et tg fi.
Le nombre réel a érant dans un
Jfonction de ig a.

; .. 2a¢
certain ensemble d préciser, calculer 1§

Ainsi on a montré :

. N
Soit D I'ensemble des nombres réels non congrus 4 3 modulo .
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Soient o et f# deux ¢léments de D.

Si « + [f est dans D, alors tg (x + B)= M

| —tgatg
Si x — ff est dans D, alors tg (2 — ff) = . il {8
o 1 +tgatg f
Soit a element de D tel que 2a soit aussi dans D, on a :
tg 2a = -—%—!gzi.
| —tg°a
Soit x ¢lément de D tel que )2—': soit aussi dans D, en posant [ = tg Zona:
g x = =
gXx= T— 51'

. m 5n
Ex 26 ¢ C — =,
xercice E alculer tg 2 et tg B

Exercice 27 ¢ Résoudre Iéquation suivante d'inconnue réelle x :

xeR, (1+§)tg2x=1_£

T

Remarque
Toutes les formules vues dans ce paragraphe sont aussi vérifiées par les fonctions cos,, sin,
et tg,, en remplagant éventucllement 7 par 180.

Equations trigonométriques de la forme :
xeR, acosx+bsinx+¢c=0

Question 34 (¢ Vérifier que pour tout nombre réel x on a:
n
3cos x + 35I”x=2ﬁ1'05(x—g),

En déduire la résolution de 'équation d'inconnue réelle x :

xeR, 3:.'as.r+\/_3 sinx—-3=0.

{ a. b el ¢ trois nombres réels tels que a et b ne soient pas nuls
¥

Plus généralement. soien ! ; .
‘ deére I'équation d’inconnue réelle x :

simultanément. On consi .
€ xel, acosx+bsmx+c=ﬂ.

On POSE:X=cosxetY=sin X .
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!j & - . 2 2 l \

2 ;
dire que x est solution de (8), c'est dire que le couple (X, Y) de R* est solution i gy .
S) (X, Y)eR? X24+Y =1 et aX+bY+c=0 Ystém,.
(s - -

Soit (0. 1. j] un repére orthonormé du plan.

vérifient X* + Y* =12

Quel est 'ensemble E, des points du plan dont les coordonnées X v
vérifient aX + bY + ¢ =07

Traduire par une inéquation avec la notion de distance ype condiioy
permetiant de connaitre le nombre de solutions du systéme (S). En déduire yn,
condition nécessaire et suffisante sur les nombres réels a, b et ¢ poyr que
['équation (&) ait au moins une solution.

Question 35 ng-E est l'ensemble E, des points du plan dont les coordonnge Xy

Pour résoudre effectivement I'équation (), on factorise P'expression a cos x + b sin
On note: A le nombre a cos x + b sin x

i le vecteur de coordonnées a et b dans la base (i, )
v le vecteur de coordonnées cos x et sin x dans (i, j).
On a, puisque (0, i, j) est un repére orthonormé :

A=u.Dp.

-—

L’expression trigonométrique du produit scalaire, vue au chapitre précédent, perme
d'ecrire :

A = @] 3] cos (&, p).

Question 36 ¢ Calculer |ii|, IE(l. Veérifier que ||it] est différent de 0. Donner les coordonnées

du vecteur iy, égal g i u.
u

Alnsi les vecteurs i, et p SONt unitaires et on g -

- = =
Cos (u, 1) = cos (uy, v)

-

On sait que x eg une mesure de [l v),

—

Soit y une mesure de (j, ), cest-a-dire de [;", i)

Ona: i D) = (@, ) 4 (7 3
[l!l. Uj = (ulﬁ- I} + “1 E}

=@ 0 -G.a
d'ou : B { "

Cos [ﬂ..- Ejl = COs (x — y),

Ainsiona ' 4 — ﬁz_;_ﬁi €os (x — y),

grice
aux egalités -

ou le nombre réel y est connu, modulo 27
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En conclusion :

Quels que soient les nombres réels a et b non nuls simultanément, il existe un nombre

it -~ + xd b o
reel v tel que cos y = - etsin y=————_ vérifiant :
a* + b* a* + b?

VXeR acosx+ bsinx=_/a? + b2 cos (x = ).

Question 37 ¢ Factoriser, pour tout nombre réel x, l'expression cos x — ﬁ sin x. En
déduire la résolution de | équation d'inconnue réelle x :

xeR, cosx-—ﬁsinx=0.

En utilisant les notations ci-dessus on a 4

C
(6) => xeR, Cos (x — y) = — =
a* + b?
L'¢tude des équations de la forme :
XeR, cos X =k
ou k est un nombre réel donné, nous permet d'écrire -
g c B e b
1) 81| = ———=| > 1, Cest-a-dire si ¢? > a2 + b2
/.2 2
N a“ + b
alors (&) n'a aucune solution.
C . .
2) Si | — —————=| < 1, c'est-a-dire si ¢? < a? + b*
Ja* + b
—¢
alors il existe un nombre réel o tel que cos s =———etona:
/a* + b?

Y
(6) = xeR , cos(x—y)=cos

donc x est solution de (§) si et seulement si x — y est congru & o ou & — & modulo 2r.
L’ensemble des solutions de (§) est donc I'ensemble des nombres réels congrusaa + youa
— o + y modulo 2.

Remarque

Dans le cas ot a = 0 (donc b # 0) on a :

(6) = xeR , sinx= —-.

Dans le cas ou b= 0 (donca #0)ona:

&) = xeR , cosx= —-—,
ol

Ces deux cas simples ont déja été étudieés.
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Résoudre les équations suivantes d'inconnue réel]ex:\

1) xeR, cosx+ .\;’fB sinx= —1
2) xe R, &_.--"3 cos Ix+sind3x+1=0

Exercice 28

3) veR, cos2x—y/3sin2x=1.

Question 38 ¢ Soir (&) I'équation d'inconnue reelle x :
xeR, cos X —sinx+1=0,
Vérifier que les nombres réels congrus an modulo 2z ne sont pas 5o, -
€

(&), Considérons le nombre x dans R — { xeR; x =mn [2r] } ﬂforsi,,',‘,
2 i

LT X .
pas congru a - modulo © done 1g 3 existe.

. X i3
En posant t = tg - et en utilisant les formules donnant cos x et sin y 4

=

fonction de 1, transformer I'équation (8) en une équation (&) d'inconnye |
Résoudre (8'). En déduire I'ensemble solution de (&).

Plus généralement, a, b et ¢ étant trois nombres réels tels que (a, b) # (0, 0), 'équation:
(6) xeR, gecosx+hsinx+e=0

admet les nombres reels congrus 4 n modulo 2 comme solutions si et seulement s
—a + ¢ =0, cest-a-dire a = ¢.

e i X . x
Considérons x non congru a n modulo 2=, tg 3 existe; en posant { = 1g 3 ona:

[a(l — 2) + b(2t) + e(1 + 1%)].

acosx +bsinx+¢= 5
14+1t°

[Dou : la résolution de (&) se ramene a celle de (&) d'inconnue réelle ¢ :
(&) te R, (—a+c)>+2bt+a+c=0.

e Dans le cas ou a # ¢, cette équation est du second degré, son discriminant redut &

h* — (— a* + ¢*) donc :

si ¢ > a* + b* alors (8') na pas de solution, (§) non plus ) )

sl ¢* < a” + b” alors (') a deux solutions {, et t,, on en déduit ies solutions de' '5-
- i 'y e ¥

e Dans le cas ot a=¢, on a ¢ <a®+ b% Iéquation (8) est gquivalent

teR, bt+a=0:

— si b =0 alors (£") n'a pas de solutions (car a # 0) et (§) n’a pour

nombres réels congrus a n modulo 2 hrcsfé‘ls

— sibestnon nul alors (£) a une unique solution ¢, ; (§) a pour solutions les nom

congrus @ = modulo 2z et les nombres réels congrus a 2arctg t, modulo 7 "
antselon

. s
solutions 4% [

Exercice 29 s Resoudre les équations suivantes d'inconnue réelle x, en discut
valeurs du nombre réel m.

1) xelk, sin x+\/§ COS X = m.
2) xelR, (m —3)cos x — 2sin x =m— 4.
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Réponses aux questions

a1
On fait les dessins et on trouve, les mesures étant en degrés -
my l m, m my + m, égalité vérifiée
100 ~ 130 130 ~ 230 m=m; + m, + 360
80 150 —130 230 m=nm, + m, — 360
70 50 120 120 m=m; + m,
80 - 20 60 60 m=m; + m,
20 - 130 -110 - 110 m=m, +m,
Q2
my+m,+m : :
m; m, m, my ms m . _i - : = égalité vérifice
160| 120 150| 170| 180| €0 780 st
+mg+m;— 2,360
m=m, +m,+m
6 0 0 5 525 i Sl
0 40 165 16 100| 16 + My + mg —1.360
m=m,+m.+m
== = i 1 z 3
120 60| 170 80 45| 75 5 +m, + ms + 0.360
m=m, +m,4+m
. _ _ || - — 710 1 2 3
130 120 170 150 140 10 7 + M+ m +2.360
Q3 — 13n est associé au point /' (6 tours dans le sens
. indirect puis encore un demi-tour),
0 est une surjection de R sur I'ensemble des angles 11z In 1M
orientés car, quel quesoitl'angieorienté{wﬂ = dn + 5 done —5 ©st associé au point J’
un unique point M de (C) tel que (3) = (0/, OM), -
€t on peut prendre alors pour antécédent de () par 2 tours puis 2 de tour dans le sens direct |,
| de I'arc
EEMPEE o X?E.'al B igpg syt — 4n est associé au point / (2 tours dans'le sens
IM (pris dans le sens positif). indirect).
Sn est associé au point /' (2 tours puis un demi-tour
dans le sens direct),
Q4 n i
. 5 9 ~5 estassocié au pointJ' (un quart de tour dans le
n
5 &st associé au point J, —2?—' =4n + 2 donc b} est sens indirect).
aussi associé au point J, en effet, la longueur du
cercle étant 2rn, 4x correspond a 2 tours de corde as
dutour du cercle dans le sens direct, ) 2
87 =4 . 2n donc 8n est associé au paint / (4 tours On a B(x) = 0(x) 51 el seulement si x et ¥’ sont
dans le sens direct) —13n = —12n —n donc associés au méme point du cercle (C), c'est-A-dire
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si et seulement si la longueur de corde séparant les
deux nombres réels x et x’ est un certain nombre
entier de fois la longueur du celrcle (¢) (soit ;n] qu
son opposé (si le sens est indirect). On a ainsi :

{x) = U{x') si et seulement si il existe un entier
relatif k tel que x = x' + k. 2n.

Q6

Dire que 5 est une détermination de la mesure en
degrés de () c'est dire qu'il existe une détermina-
tion x de la mesure en radians de (4) telle que :
180
a=—x
b

De méme il existe une détermination y de la mesure
en radians de () telle que :

180
b= i}-‘.
n

Puisgue x et y sont deux determinations de Ia
mesure de (), il existe un entier relatif & tel que :

X =Y+ k2m
5 - 180 180 18
dod —x=—y+-—{}k2?r
T n n
Cest-3-dire: a=45+4. 360

Ainsi & et b sont congrus modulo 360.

La mesure en degrés de I'angle orienté (2) est donc
I'ensemble des nombres reels congrus A
@ modulo 360 : c'est une classe déquivalence pour
la ;:ungruam_:e modulo 360; cette classe admet un
unique représentant dans ] - 180, 180], c’est |e

1
nombre — 5 gy : inati inci
e , X Ouzestla détermination principale

de la mesure en radians de () P %] ‘68t

. 18

équivalent & ——0 e ] - 180, 18{)]).

a7z .

MES (0/. O/) = 0 donc la mesure en

VIES (C degrés o

(0L, Of) est ’ ’
{XeR; 3kez & =k, 360 )

€1 sa détermination principale

T
MES (01, 0J) = 5 donc la mesyre gn degrés de

(5.;,_0.}} st
fxe®; ke X=904 4 3601
: I
et sa détermina i
0 20, @on 188
z 290 (0 0r) =(h) et - -®=180

donc la mesure en degrés de fﬁrﬁﬁ Bét

360}
€l sa détermination Principale esy 180

MES (0, 0y — _ ™

{XeR; IkeZ x- 180 4 &

ra|

i
100 \

ety
! s 90
et = 5 s

donc la mesure en degrés de (0f 0S) g

{xcR; 3ked x=—90+k.360! et sa déterm;.
nation principale — 90.

MES (07, OA) = —

180 I
=== =l
. n ( 4) 9

A

J B
{}
L] G l'.r
J'+ A

donc la mesure en degrés de (Of, OA) est
\X€lR; JkeZ x= — 45 + k. 360 ot sa détarm:
nation principale — 45, De méme la mesure &

degrés de (O/, OB) est
{XeR; 3keZ x=45+ k. 360}

€l sa détermination principale est 45.
Qs

400 = 360 + 40,
— 320 = — 360 + 40,
760 = 2 . 360 + 40
donc 400, — 320 et 760 sont d’autres déterminé”
tions de la mesure en degrés de (4).
De méme :

~480 = — 360 — 120, 240 = 360120
et ~7320= —20.360—120

* ||'B5
donc 480, 240 er —7320 sont 4%
déterminatiuns de la mesure de (f).

| a0 | a0 | -s20| 7
¥ ]
=5 —] 543

—480 | 440 | -go | 800

—80
240 | 280 | es0 | 80

~7320 | ~7280 | —§920 | — 7640

8\

\..

\&
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(3) + (f)
MES® (S4, SC) = — 80

Chacune de ces sommes x + y est congrue a la
détermination principale — 80 de la mesure de
(@) + (/) modulo 360; en effet -
280 = 360 — 80,
— 440 = — 360 — 80,
640 =2, 360 — 80,
- B00= —2.360 - 80,
1000 =3. 360 — 80,
—7280= —20. 360 — 80,
—-6920= —19. 360 — 80,
- 7640 = — 21 . 360 — 80,
— 6560 = —18. 360 — 80.

o= |Z 1S 12| % | 2 (% _2 y_=m; 6=
6 3 | 2 4 3 | 6| 2 |72| "
| - =
cos 1 WELY A 0 | -1 .__"/_E o é _\/_E 0 = ﬁ
2 |2 |2 2 2| 2 2 2
| /5 rl,*_ 5
sin = 0 1. "‘*2 }_3_ 1 0 __2 ﬁ ._1_ _E = | _,l
2 2 2 2 2 2 2 2

Q10

Pour cela on examine I'intersection de la courbe
avec la droite d'équation y = a. Dans les deux cas
on constate que si || > 1 (c'est-d-direa < — 1 ou
8>1) la droite ne coupe pas la courbe donc
I'équation n'a pas de solution,

Silal <1 (cest-a-dire — 1 <3 < 1) ladroite coupe
I8 courbe en une infinité de points done I'équation a
une infinité de solution.

Plus précisément, dans le cas lal <1 :

® pour (£,), la courbe étant symétrique par rapport
a l'axe des ordannées, notons z une solution, alors
— = I'est aussi; la courbe étant invariante par les
Uanslations de vecteur k2ns pour tout ked, les
NOMBIes o + 42r et o + k27 sont aussi solutions.
On trouve ainsi que I'ensemble des solutions de

(£,) est I'union des classes d'équivalences de x et
de - modulo 2n

® pour (£, ), notons f# une solution, alors les autres
solutions sont congrues a f# modulo 27, ou a

T~ p modulo 2x | on constate que la courbe est

Symétrique par rapport 4 la droite d’équation
X = jl .
2

an

1} Gra

o1 Phiquement on constate que I'intersection

@ courbe de la fonction sinus et de la droite

d'équation y = x, est réduite au point O; donc
'ensemble des solutions de 'équation : xe®,
sinx=x est{0}.

Ja

2) On constate aussi sur le dessin que dans le
demi-plan ((OJ), /) fermé de frontiére (OJ) et
contenant /la partie de la droite est « au-dessus » de
celle de la courbe, donc

YxeR, sinx<x

mais dans le demi-plan ouvert de frontiére (OJ) et
ne contenant pas /, la partie de la droite est «au-
dessous » de celle de la courbe (strictement) donc :

Vxel* sinx>x

Ainsi I'ensemble des solutions de :
Xe®, sinx<x

est [, .
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1) L'ensemble solution est la réunion des int

arvalles suivantes :

E n s n b4 T
= A e P 2 e 4 aas
k'[-j- — 27, — E]J[:ir' 3 +21!] U[3+ T 3+ n]u
que I'on note .
Ul Z+h2n =2+ 2n+ k2 |.
kelX 3 3
2n T M 2n bis 2n
e =i i =1 Eial B | =
/\3 "3 o R ‘;+2H, 3+21: 3+nl
] T T | =T lr T : T : ] F
‘\lul \: . / \J |
E
3

2) On trouve alors ;

N
3

v

kel

Q13

Vu la représentation graphique d i
e la fonction
cosinus, on peut prendre pour / 'un des i
i intervalles
[=2m —n), [-= 0]

(0. 7], [m 2n],

d'une maniére générale un intervalle de la forme
[kn, (k+1)n] oi ked.

Ceci correspond dailleurs, s
Irique a considérer un des de

gar IE:SI points { et /"

our la fonction sin i i
représentation graphiqt.usé, :gi': e?‘ncs:a!‘zmam -
desln‘ew demi-cercles limités par Ir::ssl érgnt ol
t&l“.):l. .:;nJ c_-l:mufa!l_e QUE pour avoir ung bijegtci':::-nr:gsJ
fonct’i Il suffit de prendre | reslriclion d e
On sinus @ un des intervalleg Suivants : L

[_3_“-'5} b n 3n
= % 22 [ﬂ]'

ur le cercle trigonomé-
ux demi-cerclasg limités

kam, = & + .'r27{].

3

d’'une maniére générale :

[{2&-1)%. (2x+1}§]

étant

(k-1 ot 2k+1
impairs consécutifs).

Q14
Soit xeR: ona:

g, x existe si et seulement S

Or,on a:

cos, x =0 si et seulemen

est |
R— {xeR; kel X=

Remarque :
En grade on aurait :
R— {xeR; 3keiZ w1
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modulo 180 -
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Dot : 'ensemble de définition de |

oo kel

deux entie®
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Q15
B ] n n i 7 I n 2rn 3n
X L — 2T . P ki - x] oL i — — w
G 2 4 6 6 4 3 o 3 4
/3 3

Q16

Si 2 est congru @ 0 modulo 2x alors le point M est

confondu avec /. le point T aussi et on a IT = 0,
comme 1a 0 = 0 on a encore :

tga=/T.
a7

Sotent x un nombre réel, M et M les points de (¢)
associés respectivement 3 x et x + x: puisque = est
la determination principale de I'angle plat, les demi-
droites [OM) et [OM') sont opposées; les points M
et M’ sont donc diamétralement opposés sur (C):
les points T et T’ intersections de (D) et de (oA

et (OM') respectivement sont donc confondus. On
a -

IT'=IT
c'est--dire ;

tg (x +n) =1g x

M-

(D)

Q18

En considérant la droite d'équation y = a, et la
courbe représentative de la fonction tangente, on
constale gue, quel que soit a, la droite coupe la
Courbe en une infinité de points, ces points ayant
des abscisses qui différent d'un multiple de n (a
Cause de la périodicité de la fonction tangente).
Ainsi si o est une solution de I'équation :

==

xe 4, 1gx=a,

alors I'ensemble des solutions de cette équation est
la classe d'équivalence de » modulo = soit :

{xeR; 3keZ x=a+kn}

Q19

En examinant la courbe représentative de la
fonction tangente, on constate que tg est une
surjection de R sur B, pour avoir une bijection il
suffit de prendre sa restriction 4 un des intervalles :

15 e B

c'est-a-dire un intervalle de la forme :

](zxc- 1) ;, (2k + 1) g.[ ol keZ.

On retrouve ce résultat sur le cercle trigonométri-
que : le point T décrit la droite (D) lorsque M

parcourt un des deux arcs JJ c'est-a-dire lorsque x
parcourt un intervalle de la forme ci-dessus,

Q 20

o est une détermination de la mesure de m
—o est une détermination de la mesure de

(01, M)

ona: (01, OM') = — (OI, OM)
OP = 0P
o0~ 08
Q
x_p
!
e M
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les points M et M sont symétriques par rappo'rl ala
droite (0/) Les coordonnées de M Iélfmt xety.
celles de M sont donc x et —y dod, puisque
x =Ccos x et y=sin x, les résultals :

COS (= a) = COS x; sin (—a) = —sin'a
et en faisant le guotient, si cos z est non nul,
g(—x)=—19*

Q2

Soient x e1 y les coordonnées de M, ¥’ et v’ celles de
M Onax' =yely =x
Les angles (O/, OM) et (O/. OM) sont tels que :

(O1. OM) + (01, OM)) = (d)

car (OM, 0J) = E;'j;_(;ﬂ:ﬂ
Y 0P = 00
LM ST S ,_Q
T 00’ = 0P
0 M
"'. G= P F .

Donc si z est une détermination de la mesure de
LY

e n
(0 OM) aims(i - q)est une détermination de la

mesure de (O/, OM'). On a

X =COs o, ¥=s5inz x':c{;s(g_g)

. ;
et ¥ = sin (2 - :c) d'oi les formules -

n ; . fn
cos 5 - ) =Sln% el 5in (2— = 'x) =005,

En faisant le quotient, si sin & est non nul, on a

t m cosx i.d
— — % |'= . c'est-a-dire, si
g 2 ) R e, si en plus cos g

%

i 1
est non nul, - = —
st non nul. tg 2 r) 2 {ou encore colg o),

g
Q 22

Puisque M et M’ sont symétriques par rapport §
(OJ) ona:

(O, OM) = (OM, OF)
dou: (0L OM) + (O, OM) = ().

a_.ivrg___op
ﬂg'=5‘@‘

Si 2 une détermination de |a Mesure de
m] alors (= — ) est une détermination dela

mesure de (O, OM). Les abscisses des points M
et ' sont opposées tandis que leurs ordonnges
sont égales d'ol: cos (m—u) = —cosg el
sin (m —a) = sin o

En faisant le quotient, si cos z est non nul, on
obtienttg (r — «) = — tg « (les points T et 7" sont
symétriques par rapport a /).

Q23

On a (O OM) = (p) + (O, OM) clests
e

dire (OM, OM’) = (5). Les demi-droites [OM) et

[OM') sont opposées, les points M et M sont

symétriques par rapport au point O, Leurs abscisses

s0ont opposées, leurs ordonnées aussi, on a donc

cos (7 + a) = — cos «
et sin (m+a) = —sin e
J 0P’ =~ 0P
0g' =~ 00
M
X
PI

Le quotient, lorsque cos « est non nul, donne :

la
19 (n +a) =tgx (formule déja trouvée 2
Question 17),

Q24

104




d'aprés la question 21

(i) fe- )

sin =
— — —
2

d'aprés |la question 22
=C0s

On en déduit. lorsque ces nombres existent, que :

, n+ 1
ey ) ey
J 2 tg «

OP' = - 00
M 00’ = OP
P 1

On retrouve facilement les résultats sur les
fonctions cosinus et sinus en examinant les
coordonnées des points M et M’ associés respecti-

vement & x et g + i,

Q25

Lels coordonnées de M sont cos « et sin 4, celles de
Sont cos ff et sin . On a :

(Om. om) - (omr. 61y + (67, OM)

= (0, OM) — (01, OM)

dong -

7 est congru & o — ff modulo 2n.

"‘-l-________-__

d'apreés la question 21.

Trigonométrie
J r
— EDS n
= 2— —
d'aprés la question 22 : N
= — gin g o !

D_ﬁ.OM'=cu9m.cosﬁ+sinasinﬂ

car Eﬁ(c? % u) et ﬁ&'-("_“ i )
sin o« sin fi
OM . OM' = OM . OM' cos (OM, OM)

=1.1.cosy

=CO0S .
Donc : cos 7 = cos « cos f + sin « sin f.
C'est-a-dire :

cos (x — f) = cos « cos ff + sin a sin f.

Q26

cos [a— (— )]
= €0S$ 2 €0s (— fi) + sin & sin (— B)

c'est-a-dire, en utilisant :

cos(— fi) =cosf et sin(— §) = —sing,
cos (« + ) = cosa cos f — sin « sin g,

Q27

cOs (m+(§+ ﬂ))
- i . =g
= COS & COS 5 + i) = sinasin (5 + ﬁ)

c'est-a-dire :
—sin (@ + ff) = — cos « sin § — sin o cos fi
n A
car cus(5+ﬁ)=—smﬁ
] n
el sm(§+ﬂ)=cnsﬁ
¢'est-a-dire ;

sin (x + f}) = cos a sin i + sin o cos f.

De méme ;

(o3

n i o
= COS % CDS 3 ,‘I) — sin & sin (E = ﬁ)
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Mathématiques pren@re C¥1 77 7

e

rpl comme
| ;
|
|
|
|
|
|
|
|
|

cos (

L)

_ _ s —f)
5 }_lr;j__ sin (o — [

cos k; - {s‘) =gin fi

el sin L; - ,ﬁj - cos fi

on a
—sin {2 = fI) =cos asIN i —sin o cos fi

cest-a-dire ;
sin (2 — fi) =sin  cos f —sin ff cos 2.

Q28

cos 2a =cos (8 + a)

= 05 @ C0s & —Sinasna
= cbs? g —sin® 2

sin 22 =sin @ COS @ + 5iN 8 COS &
= 2 sin acos 3

or cos’ a+sinfa=1
dod : sinfa=1—cos’a
cos 2a=cos’ a — (1 —cos? a)
=2cosa—1.
De méme :

cos’a=1—sin?a
dol: cos 2a=1—-2sin"a
De cos 28 = 2 cos® @ — 1 on déduit ;

. cos 2a + 1
cos & = =R,

De cos 28 = 1 — 2 sin? &, on déduit :

1 -cos2a
2

sint g =

Q238

€05 (x — ) = cos 2 cos f + sin « sin f
€os (2 + ff) = cos o cos f — sin « sin fi

cos (a — ) + cos (x + fi) =2 cos u cos ff
dou :
cos::cos,ﬁ‘-_‘l—cos{ !
2 z—,ﬂ]+~cns(«+ﬁ}

En faisant la différence m
egalités on obtient -

€os (a — fi) — cos (« + ff)
c'est-a-dire ;

embre & membra des deux
= 2 sin « sin i

1
5|nacsm,5'-—cns(ex— i) — cos(g.&. 0.

En additionnant les de“,‘m
sin (a + f) etsin (z — B) on obtient - dunﬂirlt

sin (@ + f) +8in (@~ B) =2 gin 4 o,
d'ol : d
1

sinacos ff =-2-5il'l (o + ) +%sin{m.,,g‘-,_

Q 30

P+ . P=
cos cos
2 2

d'od :

+ -
cosp+cosg=2 cosqucos%
de méme :

P+ l‘?smﬂ 8

sin 3 2

[cos g — cos p]

NI—=

d'ol ;
p-a

o Pl
ms;:-—-cosq:—-2smpz sin ——

et:

sinp+qcosp q 1— [5|nq+SII'IP]

2 2 2

d'od :
i . o ams
s:n,p-i—si’nqrszsmE—z-—-!‘a'f-“s 7
On aura alors :
sin p — sin g = sin p + sin (— ﬂ'}+q
p
-2s|np——2—-¢°5"§"

g o=
grace a la formule précédente applid uée 3P
an

s:n X
1+98x=14+—3,

cos? x + sln’ X
___—-—-_'---
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ol + un nombre réel tel que sin x soit non nul (x Q 33
non conaru @ 0 modulo x) : _
cos® x +sin* x  [cos x\° tg (o + i) = sin (a + f)
. w=r o b s cos (x + ff)
gin. X s51IN° x SN x 3 f
' sin « cos f§ + sin ff cos «
S de plus cos x est non nul (x non congru 2 ot "
) sin o cos fi + sin fi cos «
f 1 =
- modulo :) alors —— = +1, soit: cos o cos i
) J sin“x gt x 1
[f_.}‘ N - - =
gin® = 7 ou encore : €os & cos fi — sin e sin fi
- ’ cos x cos ff
sin? X=—— .
1 + cotg?® x =“Qﬂ+193}¥m
| On remarque gue; lorsque sinx=0.onatgx=0 d'ol -
a i [g_x ! X
donc laformule sin® x = ———— est vraie pour tout tga+t
R tg e+ p)=2ot0h
SR 1—tgutg f
¥ non congru 8 — modulo x.
d En remplagant f par — f dans cette formule et en
— utilisant le fait que tg est impaire, on obtient :
tgx—tg fi
cos? x —sin? x g (x—f) =m~
1—tg%x cos® x . )
1+1g° x = 1 Soit 2 un nombre réel tel que tg a et tg 2a existent
n
cos? x non congru & 3 modulo n, et non congru &
= gos? x —sin® x. g % )
Or 606 D = 2052 = Bind x i modulo 7 ) En appliquant la formule donnant
1—1tg* x @ au cas = a et f = a, on obtient :
d'oi R 91. 1g (x + f) au cas « B ono
1%19%% 2 2tga
sin 2x = 2 sin x cos x 'g a=1—1g=a"
sin x
=2 . cos® x On retrouve, en posant & = 2a, la formule trouvée &
cosx la question 32.
=2tgx. ———
%3 +1g? x
2 Q 34
car 1 +1gf x= T
el Soit x un nombre rée|
y 2lgx
dong : sin 2x = —, L
1+19% x 2. /3cos|x- T
P T _ ? - 4 . .
osant x = 2,0n applique les formules précédentes - 2ﬁ[cus et 2 ER E]
&l on obtient :
" /3 = 1
1-1¢ , 2t =cosx(2/3 . %" ) +sinx(2,/3.
Cos a=——"1 et sina=——: 2 2
tT+8 141 ]
fincc =3cusx+ﬁsmx
L e vxeR 3cosx+./3sinx—3=0
= bid
& > 2\H3cos(x—a)=3
1+
1 : !1 ( rr) 3
== cos(x—= |=2—
148 6 2
_ & @-ccs( —ﬂ)zﬂﬂsr-
1-¢ 2
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Ainsi (8) a une ou deux so:mh

nom
| — ( 556 [2n] au moins une solution si et saulum:::':{!iim (8
. n d(0. E '
uux—%-—_-——ﬁ-[En}) 2) €1
2 cest-a-dire;:  |c] <./a% + b7
| iﬁkef x=§+k2n ou encore : ct< a4+ b2
| p——
ou
{-'_-lk‘EI x=0+&2n
L'ensemble des solutions de I'équation donnée est Q 36

i I'union de : @l = v/m
i } 31 = \/cosT x + sin® x

jl XxeR, 3kef x= %

=1 : v est unitaire
et de :
(a. b) # (0. 0) est équivalent & a* + p2 29

{xeR; Jked x=k2n}.

donc ||u] #0
L1 i
J M by = ] v donc les coordonnées de &, sont
2 et 2 et ¥, est unitaire
1 ire Car
; v+ b’ a® + b
Fid
3 ) =— ||&]-
3 ey T el
0 i
Q 37
Dans |'expression cos x — /3 sin xona:

r Cetensemble solution est associée & l'ensemble des dol: . /a* + b* =2

points / et M du dessin ci-dessus. ’
On ecrit alors :

Q35 cnsx-—ﬁsinx
E, est le cercle de centre O de rayon 1 (c'est-a-dire 1 ﬁ .
{F}} =2 EDU’SA’-—Z—'Slnx

Puisgue @ et b ne sont pas nuls simultanément, £, N\
est une droite. B - in ___)sm
Le nombre de solutions de (§) est le nombre de = 2|:G0f5(-§)cu_sx+5 ( 3
points d'intersection du cercle £, et de la droite £,.
Soit d{0. £,) la distance du point O, centre du N~ x-i-f
cercle £,, 3 la droite £,. = 3)
Sid(0, E;) <1 E,coupe E; en 2 points
distincts
(5) a deux solutions distinctes.
Sid(0.£;) =1 £, esttangente a £, en un point
(5) a une solution.
Sid(0,£:) =1 £; ne coupe pas £, M,
(&) n‘a pas de solution.
6
Or: 0 ! [
la. 0+ 5.0+ ¢
d(0; E) = ————
(0. £, s

el M,

T Je e b -
/
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dou :
cosx—\fﬁsinx=ﬂ 3c05x—sinx+1=3_311_2t+1-H!
=cm(x+f =1 1+8
h : (&) est donc équivalente a :
=x+§=5[n]. (&)teR, -2 -2t+4=0
L'ensemble solution est dong : (8) <= teR -2(t-1)(t+2)=0
_ . <=>t=1 ou t=-2
the R 3keR x= & kn } Soit § I'ensemble solution de (&). On a:

: - XeS si i
représenté par { M, M, } sur la figure ci-dessus. si et seulement si

X X
tg—=1 ou tg—=-—2
Q38 2 2

Si x est congru @ = modulo 2x, alors on a : si et seulement si

cosx==1 et sinx=0 X T X
i ou ==-035r [n
d'od 3cosx—sinx+1=-2 2 4[1{] 2 "
donc x n'est pas solution de (&). donc :
Soitxdans R — {xeR x==xn [2n]}.Ona:

.1
1-£ . o 2 S={xeR; 3keZ x=E+}c.21r}
et sinx=

cos x =
1410 1+¢ u{xeR; IeZ x=-0Tn+k .2z}
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Résultats '
‘ou indications des exercices
|
|

B 7w = n n
-—, 0

3) 6 3°2° 4 2
a) 75, —159, 178 160, —90, —15.
7) 57°, ,’ rd
91
s_ | " 2 2
= | X KEL X - 3— B T

2
iy kel IkeZ x= 3—H+R.2ﬂ}.

2) Les solutions SNt congrues modulo 27 3 I'un

dessix nombres réels sumvants : — —-H-. — i — i
18 18 1
Tt Bz Ix
18°18" 18"
3) S=1!xcRm dked X =k2m)
x.,]ll XER, ke - —%I-E+k2z}

11)

ke g X = ki),
2) R—4 xen ke "
! <N
5 tkn
3) R—{xeR; ey X = kn)
49 R-{ xem kez ﬂ_{_kn}
3

10) 1) §= {xEIH: X = —g [2m]
ou x=-2%
X= —3-[’!]}-

2) S={xeR: Jaef, x=4y [27]) oll

£ 4 137 11n 7x — B 17x
B T 18 18°'18" 18 18 [

1
3) Résoudre XeR, sinx=— 3 et

XeR, sinx = -—ﬁ

= .

4) Résoudre xe R,
xR,

sinx =0 et

an
L

sin x =,
2

Modulo r, ég modulo -g - Eep g modulo 7. 33

% mod
1 Modulo 7,

20) Soit x un nombre réel on a :
CO0s 3x = 4 cos? 1-3_‘“:5"'
Sin 3x'= 3 sin x — 4 sin” X

est équivalent®

Toud

%
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23) L'équation esl
xel, snx=0

equivalente a:

24) Les solutions de chacune des équations
proposges sont respectivement -

n b
1) Delaforme &6 1 2k 5 2vec ke Z ou congrues

Bn
— modulo 21
12

2) Congruesa — 112 modulo 7 & — f—; modulo 7.

25) Le systéme est équivalent 4 ;

% NERX R x—p=_—
¥ 3
et JkeZ x+y=n+kdn.
b o n =
27) S=4 xeR; ked R S d
) J‘ e x 24+k2}.

28) Les solutions de chacune des équations
proposées sont respectivement congrues :

— anoud rgmodulo 2z,

— R

18" 18

5
g, .;. ou — -éf modulo 2n

— &80oua mg-madulam

29) Pour la premiére équation on distinguera les
cas

m¢[—2;2], me{-2; 2]}
el me]l—2: 2[.

Pour la seconde ;

3
m{i, m.:'-

M,[ 48]
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Exercices

: " 36. Résoudre les inéquati
0. DO e suivants - Sauations g, Sps

VxeR (cos x + sin %) + (cos x— sin x)* = 2.
. { . 1) xeR, cosf{__,ﬁ
En déduire, lorsque cos x — SIN X = 7" les valeurs 2 =i
-+ 5 | ; ) po— 2{:
. de cos X + 5in X, COs X e1 Sin X 9 wel=<n. T_ji;u‘
I 31. Dans quel sous-ensemble de & faut-il lpregdre sin 2x — ﬁ
| lenombre x pour qu'il existe un nombre réel a dans 3) xeR, 4sin? x+2(./7 - )
i chacun des cas suivants ) (V2 "’/E}smx‘w@:-ﬁ.
G 4) xe]—m n]l.sinx—1<0etco ( 7
1) sing=2+-— 7 s(2¢-7
) sin & == 3 }'1.-&
2cos 2x -1
+ 1
2) t:osa:xx—P 5) xeR, 1—+2m‘—{ﬂ.
3) cosa=2x*—Bx+ 47 37. Résoudre les inéquations ou
suivants : Systémes
32. Exprimeren fonclion de cos x ou sin x chacun 1) xehR, tg 3x > 1.
des nombres réels suivants :
T T ) e L 2) xe]-mul. (1-1g3x) (/3 +1g 2 20
cos (x +da)}+sin| x ) — sin 5 - ¥ 3) xeR. — Bty
2} sin (5x —x) + cas(% = ) — tos (x = 2:.’_!). 38. Résoudre les équations suivantes :
5 : 1) xeR, cos 2x — cos 3x=0.
%) cos (x_fn)J’msG "‘") 2) xe®, sin 2x + sin 3x + sin 4x + sin bx =0
I. i i in3x=0.
—8in (37 — x) + sin (x — 39x), 3) xeR, sinx+ 2sinx + 3sin3x
i . 4) xeR, sin?3x—sin?x=0.
33. Etudier la parité des fonctions suivantes ; A esiy
1) xr—=cosx+sin®x+ 3 5 xeR, S =1.
sin® ¢t +1 ) o ) n
2) 11— 2sing 6) xc®, sin (2x+g)=5m(2x_g)+1.
3 Pt ey = ey 7) xeR, cosdx+sinfx—2=0
i 8) xeR, tg2x—1gx+1=0

4) ¥ r— ——— + 3 sin 2u.

cos® u 3
. 9) xeR, tgx——=2.
34. Calculer sin x dans chacun des cas suivants : g%

s 3
1 - by T —_— — —
) xe] 7 2] et cos x =

2 ;}E[--

35. Exprimer en fonction de tg x les nombres réels ﬁ

suivants : 3] " YA
1) tg (x — x) +1g (x — 3n) xe [—5.0|etcos 3 i
xdﬂnscham;:“ﬂﬂ‘ri

™ = Sn 40. Calculer sin_ x &t coS,
gl — . Calculer sin,
’ (2 ) e (x B -2_)' suivants, puis donner une valeur approt

¥4 ( 1 ] tg | 1 ) IJ}I'I dagfé prés. 3.
2 4] 51n +x) +1g (x 1) xe 90, |éo] et 1g, /
5

5n 13n
+IQ( _'_2_)—“;(—5—+x) 2]135]—1‘30,0]“19“31/

jvants
39. Calculer tg x dans chacun des €28 3¢

n __A
1) xe 5 n-[atcasx--—a-

LS -]

2
.0 |etcosx=_,
] 73

2 % i 4
) xE[U!. f[ etsin x=¢.
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41. Calculer en fonction de cos ¥ et sin x, les 44. Démontrer que, quels que soient les nombres
expressions suivantes : réels o et ffona:

¥ = _sin (a + )
”5'”[,’”3)' tga+tgﬁ_cnsacasﬁ
) ' sin (& — fi)
. " B .
2) cos L 2x '5)' o 'gx—tgp cos o cos fi
[ = 45. Factoriser les expressions suivantes ol x est
3) sin ( Sk un nombre réel donné :
\ 9 i 1) sin x + sin 2x + sin 3x.
4}) cnsx+cos(x+—i)+cns(x+-§). 2) cos x + cos 2x + cos 3x
2 4 3) cos 2x — cos 4x + cos 6x — cos Bx
; : n ;i n
§) sin= x <+ sin (x+—)+sm (x+—~). X
3 3 4) cos? 2x — cos? 5

46. Résoudre les équations suivantes :
1) xeR, (1 +\/§] cos x
Betriy e i
2) ueR, ﬁcosu+33inu+\/§=0.
3) xe]—m nl, cosx—./3sinx=1.
4) teR cos2t—sin2t+1 =0,
B) xel, (1 +ﬁ} cos x+sinx+1=0.
6) yeR, (2+./3) cosy—siny=1.

42. Soit x un nombre réel tel que tg % =2—,/3.

43. Soient x, y et z trois nombres réels de
R - ;1-&::,::52 tels que x + y + z = 7. Dé-

montrer les égalités suivantes ;

1) sinx+siny+sinz=4 cns% cos%cos%. 7) xel—mn nl, /3cosx—sinx=1.
X . ¥ .z 47. Discuter, suivant les valeurs du nombre réel m,
2) cos x+cosy+cosz=1+4 sin:?- sin-z- sin. du nombre des solutions de I"équatior
d'inconnue ¢ :
A ax+gy+tgz=1gxtgytg 2 te]l—m n], mcost—sint=1—m
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3  Transformations duy Plan
o —— __-‘-\\

. TRANSLATIONS. HOMOTHETIES

Il. SYMETRIES AXIALES

ll. ROTATIONS

IV. SYNTHESE SUR LES ISOMETRIES

V. SIMILITUDES

VI. APPLICATION VECTORIELLE ASSOCIEE A UNE
APPLICATION PONCTUELLE

Définitions

Une application ponctuelle duy plan § est une application de § dans 7. Une

transformation du plan est une applications ponctuelle bijective du plan 7 sur lui-
méme.

I. Translations. Homothéties

1) Propriétés géométriques de translations
On rappelle 13 définition d'une translation -

jml u un vecteur du plan, Ja translation de vecteyr 7 est I’
dArle

ed
o P aui 3 - application ponctuelle ¢
>4 qui a tout point M dy Plan associe Je point M’ d

éfini par :
MM’ =

M’ est appelé |e translaté de A par .

AB = j,
M = UM): MM <

N =(ny - NN' =3

N

M

Ni
N/
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Transformations du plan

Question 1 !

1
z

Question 3

Question 4

2) Expression

Question 5§

Vérifier que toute translation est une transformation du plan. Quelle est
Iapplication réciproque de la translation de vecteur u?
Quelle est la translation de vecteur nul?

Démontrer que, quels que soient les points M et N du plan, et la translation t,
les translatés respectifs M” et N' de M et N vérifrent :

M'N’" = MN.

En déduire que toute translation est une isométrie du plan ¢'est-a-dire une

transformation plane qui conserve la distance. Démontrer que toute
application ponctuelle f telle que :

pour tout bipoint (M, N), on ait M'N’ = MN

ou M’ est l'image de M par f
et N' est l'image de N par f,

est une translation.

Soit u un vecteur non nul. Démontrer que la translation t de vecteur it
n'admet aucun point invariant (¢ 'est-a-dire un point M tel que t(M) soit égal
aM).

Quel est I'ensemble des points invariants par la translation de vecteur nul?

Démontrer que la composée de la translation de vecteur u et de la translation
de vecteur v est la translation de vecteur v + .

Démontrer que I'ensemble G des translations muni de la composition des
applications est un groupe commutatif.

analytique d’une application ponctuelle de § dans

Soit (0, ?, J-r'—) un repére du plan 7.

On considére les vecteu:s;ﬁ et v de couples de coordonnées respectifs (2, 3) et
(5, — 4) dans la base (i, j)

t, la translation de vecteur u, et

t, la translation de vecteur v.

] 1 -3
Placer sur une figure les points A (2), B( B 2), A, translaté de A part,, A,

translaté de A, par t,, By translaté de B par t,, B, translaté de B, par t,,
Puis calculer les coordonnées de A,, A,, B, et B,.

Soit M un point de ¥ de coordonnées x et y dans (O, i, j"], on note x, et y,
les coordonnées du translaté M| de M par t,.

Traduire M, = t,(M) par une égalité vectorielle, puis par un systéme de
deux équations permettant de calculer x, et y, en fonction de x et y.

De méme donner, en fonction de x, et y,, les expressions des coordonnées x 2
et y, du translaté M, de M, par t,. En déduire x, et y, en fonction de x
el y.

En déduire une égalité vectorielle avec les points M et M,. Retrouver la
nature de t, o t, et la caractériser.
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éomerrie

= e

Défimition

Soient (0, i, f] un repére du plan et I une Epp]ication de ' dans g, On _—
E)ipI‘ESSiU'H analytiquc de f dans le repél't‘ (01 i .” la donneée des expreSSiUﬂﬁ de x-‘et E, |

en fonction de x et you x et ysont les coordonnees d'un point M quelcanqﬂcduphn |

et x" et ) les coordonnées de I'image M’ de M par f.
B A SRS

Remarques

Donner l'expression analytique de [ revient . a défl“i" Papplication g, appeys.
représentation analytique de f, appllcatlcn_dﬂ R* dans R qui, au couple (x, ) de
coordonnées d’un point M, associe le couple (x’, ¥') des coordonnées de I'image M’ de

par f : ainsi :

YM (:‘)eu w(:) ef [M' = f(M) = (x'y) = glx, y)].

On a vu qu'étant donné un repere (O, l-‘:f) du plan, I'application ¢ de § dans R? qui
4 un point associe ses coordonnées dans le repére (O, i, j), est bijective. Ainsiona:
¢ 9 ¢!

j— R — R — ¢

M (x,)) = (X, y) — M’
et f: &F— 9

MpP— M

c'est-a-dire f=¢ 'o0g o0 @ o
On définit de cette maniére une bijection qui, 4 g associe f, de Pensemble des application
de R* dans R*, sur I'ensemble des applications ponctuelles de 4.
Généralisons la question 5 :

y 3 ! 5 ; la
Soient (0, i, j) un repére du plan 4, i un élément de U de coordonnées a etb:!
translation de vecteur . el
Soit Mun point du plan de coordonnées x et y. On considére le translaté M’ de Mpat
on note x" et y’ les coordonnées de M’. On a :

MK=[(M]‘¢=>WJ=E
= (= X) +(y —y)j=ai +b

X'— %=
{ X=a

Y—y=b
ﬁ{x =x+a’
V=y+b

Ainsi I'expression analytique de |a translation de vecteur E(:) et

{f=x+a
Y=y+b



Transformations du plan

, — ) ) X =%+u
Reciproquement :soit f une application ponctuelle dex pression analytique {

, W=+ B
oz etfi sont deux nombres réels donnés

soient M (\) et M(x,). Ona:
y y

M’=I(M]¢=F{x =x+uo

y=y+8

{x'—x=a
E——

y—y=§

==X+ - =a+f
= MM’ =uai + fi

ainsi f est la translation de vecteur ai + Bi. Y

| Méthode pratique

Pour trouver I'expression analytique d’une application ponctuelle f de i, dans un repére

ok ‘ X
(0,1, j) donné, en général on se donne deux points quelconques du plan : M( ) et

M( ) on traduit, par une ou plusieurs égalités vectorielles, I'égalite /(M) = M’, puis on
\I}II L -
traduit cette (ou ces) égalité(s) vectorielle(s) sur les coordonnées des points M et M’, et on

en deduit x” et y" en fonction de x et y. Voir I'exemple de la translation traité ci-dessus.

Exercice 1 On rappelle que, étant données deux droites sécantes (D) et (D,), on
appelle projection sur la droite (D) parallélement a la droite (D,)
Fapplication p du plan § dans lui-méme, qui, 4 tout point M du plan,
associe le point M’ d'intersection de la droite (D,) et de la droite (appelée
projetante de M) parallcle & (D) et passant par M. M’ est appel¢ le projeté
de M par p :
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) '” = P[."'l” N
N’ = p(N)
L' = p(L)
" Fu' 1) &
4" = pl: / ;

d o
'{} N! M-’ i
/ /M4 i
L

Soient i un vecteur directeur de (D)
: i un vecteur directeur de (D)
0 le point d'intersection de (D,) et (D,).
Donner, dans le repére (0, i, j)Pexpression analytique resPecti'-'Ememﬂe:

!

¢ 1) la projection p sur (D) parallélement & (D,) -
{ 2) la projection p’ sur (D3) parallélement a (D).

( Une projection est-elle une transformation du plan?

Exercice 2 ¢ Sotent (0, i,j) un repére du plan, (4,) et (4,) les droites d'équations
) respectives :

I’ 2I+3_‘|.-'—4=[] et x_y+1___0

¢ ;
t et A le point de coordonnées 2 et 1.
( Placer ces éléments sur une figure.

} ‘Uer;ﬁerl que les droites (4,) et (4,) ne sont pas paralléles. On considére la
{ projection p sur (4,) parallélement 4 (4,).

; Dor_mer une representation paramétrique (on notera t le parametre) de 2
§ projetante de A.

¢ Trouver la valeur de ¢
S sur (4,).

; En (i.ec{uire les coordonnées de Iimage A" de A par p. Généraliser ®
) procedé pour trouver 'expression analytique de p.

pour que le point correspondant de cette droite soi

Donner alors une équation de I'ensemple t(D)

On a vu, en classe de seco "

par le point A est la droiﬂ:ﬁ%gu:all,;rﬁl:l?;?ﬂf;ne translation ¢ d’une droite (P) pasﬂ”r : I
S €t passant par I'image 4’ de A P% "
AA’ = g
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1;_}': r‘ncmc. s_oient A et B deux points distincts du plan d'images respectives A’ et B’ par t;
| TE%’“ du acg;r'nc(;]t [AB) (resp. de la demi-droite [ 4B)) par la translation ¢ est le segment
[A B} (resp. la demi-droite [4'B')). Ainsi pour trouver le translaté d'une droite, d’un

segment ou d'une del"m-d roite 'il suffit de connaitre le translaté de deux points distincts et
d'appliquer un des résultats ci-dessus,

(D) = t(D) ot t est la translation de vecteur u.

Meéthode pratique

Pour trouver I'image d’une partie E de & par une transformation f du plan dont on
connait I'expression analytique dans un repére donné de &, on cherche 'expression
analytique de f ' et on traduit le fait qu'un point M" du plan appartient a f(E) par
I'existence d’'un point M (unique car f, étant une transformation, est bijective) de
I'ensemble E tel que M = [~ '(M’). On traduit alors cette égalité et 'appartenance de M
a E sur les coordonnées de M".

Ainsi par exemple, pour la translation ¢ de la question 6 et la parabole (P) du plan,
ensemble des points de coordonnées x et y verifiant :

) y=2x2—3x+4.
Soient M(x) et M'(;r) deux points du plan.
y
x=x =2

Ona: M =t '(M’)si et sculement si { - :
y=y =3

Notons (P’) I'image de (P) par t. On a :
M’ e(P') = HM(;)E(P] M= f"'(M)

X=X =2
2 _ 2 __
> J(x, yeR y=2x 3Ix+4 et {}’=_}"—3
= (y-3=20x—-2"—-3(x"—2)+4
.g:-_:.-y'_—_zxdz“' le'+21

(P’) est donc la parabole d’équation y = 2x* — 11x + 2L

Soient, dans le repére (0, 1. ), (D,) la droite déquation — 3x +2y +5 =0,

t la translation de vecteur 2i + 3j et (D;) 'image de (D,) par t.
Choisir un point 4 de (D,); trouver les coordonnées de son translaté A4';
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) vérifier que A’ appartient aussi_ai (Dy). l‘:)onncl: la nature Précise 4
{ Vérifier. en cherchant une équation cfie(D-, Jquel'ona D) = D) _e [D':l
{ que la droite (D) est globalement invariante par la translatio, 1on g
Exercice 4 ¢ Trouver l'image par la translation ¢ de vecteur 2i + 3j de |5 »

; | donné et y vérif Partie () gy
 plan formée des points de coordonnées x et y vérifiant le systep. .
N '

p (x, )eR?; 1<x<5 et y=x2

.

On verra en Analyse (chapitre 3) d’autres utilisations de I'expression analytique g,
translation.

Question 7 ¢ Soient 1 la translation de vecteur 3i + 4j, et dans le repére (0, i,f} les poins
_____ o e

jf 4 ( I) et B(_ D On considére les points O°, A" et B’ translatés respectifs
! des points 0. A et B, G le barycentre des points pondérés (0, 1), (4,2)
(B, —2), et G' le translaté de G. Placer tous ces points sur une figure o
y préciser leurs coordonnées.

( Vérifier que G' est le barycentre des points pondérés (0', 1), (4',2) et
S (B, —2)

Plus généralement : soient ¢t une translation, A,, A,, .., A, n points du plan, a;, #,, .. 3,
n nombres réels de somme non nulle. On note G le barycentre des points pondéres
(Ay, o), (Ag, %o, - (Ayy %) -

Ona o,GA, +%GA, +..+u,GA, =0 (1).

Soient. pour tout i de {1, 2, .. n}, A} I'image de A, par t et G’ I'image de G par t.
On sait que, quels que soient les points M et N du plan, leurs images respectives M"et N'
par t vérifient M'N’ = MN.

En appliquant ce résultat aux points 4, et G, I'egalite (1) donne :
%G A, +94,GAy + ..+ 04,G A, =0

ce qui ftraduit le fait que G’ est le barycentre des points pondéres
(A7, 21), (A3, a3), ... (AL, o)

a ai l ; : s [ [
On a ainsi démontré que le translaté du barycentre de n points pondérés est le b?«fl’m“'::
des translatés de ces n points pondérés (affectés des mémes coefficients respectiveme”

4 y ; " - sl
Question 8 ¢ Soient R le repére (0, i, j)de, A le point de coordonnées X et Yo 4am &
R le repére (A, i, j),

e T




Transformations du plan

> Vérifier que les axes du repére R ont respectivement pour images par la

translationde vecteur O A, les axes dy repere R'. Ondit que le changement du

repére R en R’ ou seule l'origine a été changée, est un changement de repére
par translation d’axes,

Soit M un point du plan. On note x et y les coordonnées de M dans R, X et Y
les coordonnées de M dans R

Démontrer que l'on a -

_'r’=Y+}’0.

Ces formules sont appelées

Jormules de changement de repére par translation
d’axes.

On verra differentes utilisations de ce
d'axes, dans ce chapitre, mais aussi, e
recherche de centres ou axes de sym

s formules de changement de repére par translation
n Analyse, en particulier dans le chapitre 3 pour la
¢tries de la courbe représentative d’une fonction.

3) Propriétés géométriques des homothéties

On rappelle la définition d'une homothétie -

Soient £ un point du plan et k un nombre réel non nul. On appelle homothétie de centre Q

et de rapport k, 'application h de § dans lui-méme, qui, 4 tout point M, associe le
point M" défini par :

QM’ = kQM ;
M" est appelé Phomothétique de M par h.

M’ k=
” M’ = h(M)
N’ = h(N)
e
N
N’
QJ k = - 2

o 2 P’ = h(P)
# Q" = h(Q).
0

Quel que soit le point M du plan, les points © (centre de 'homothétie) M et son
homothétique M’ sont alignés. .

Ceci permet, 4 partir de deux couples distincts de points homothétiques et non tous alignés
de placer le centre de I'nomothétie (puis de trouver son rapport).

Remarque
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Cas particuliers : \

1) k = 1 : Phomothétie de centre Q et de rapport 1 est I'application idf:ﬂtiqllﬂd

idg: §— . uﬂhn._
Mp— M

M k= — 1 'homothétic de centre @ et de rapport — 1 est la symétrie centy

centre Q c'est-a-dire I'application : Qe g,

§.,: & — 7 tel que Q soit le milieu de [MM"]

M — M’
.u% M’ = §o(M)
N’ = So(N
E " a(N)

Question 9 Démontrer que toute homothétie est une transformation du plan. Quelle ey
'application réciproque de I'homothétie de centre €2 et de rapport k(keR*)

Question 10 ¢ Soit h une homothétie de rapport k (ke R*).
Démontrer que quels que soient les points M et N du plan d’homothétiques
respectifs M" et N" on a :

M'N = kMN.

Puisque le carré de la distance de deux points M et N est MN , on déduit de la question t
les résultats :

toute homothétie de rapport k multiplie les distances, par |k| et les aires par K

En utilisant une caractérisation vectorielle d*une droite, d’une demi-droite, d'un segmett
et la question 10, on obtient les résultats :

e l'image d'une droite par une homothétie est une droite paralléle;

e I'image d'une demi-droite par une homothétie est une demi-droite (d‘uﬂE'F‘
homothétique et de supports paralléles);




Transformations du plan

o ['mage d'un scgment par une homothétie est un segment (d’extrémités homothétiques,
de supports paralleles).

Soient h une homotheétie de centre 2, 4 et B deux points distinets :

h(A) = A’ h((4B)) = (A'B)
h(B) = B’ } donc  h([AB))=[A’'B)
h([AB]) = [A'B]

Ainsi. pour placer 'homothétique d’un point M de la droite (AB)il suffit de tracer la droite
(€2M). le point M" homothétique de M est alors le point d'intersection de (@M) et de la
droite (A'B’) image de (4B).
En utilisant I'¢galit¢ vectorielle définissant le barycentre de n points, et la question 10, on
obtient le résultat : I'homothétique du barycentre de n points pondérés est le barycentre
de leurs homothétiques affectés respectivement des mémes coefficients.
En utilisant le fait que, quels que soient les vecteurs i et # non nuls et le nombre réel non

nul k on a ; - o
(ku, kv) = (u, )

(voir exercice 47 du chapitre 1)

et la question 10, on obtient le résultat :

Théoréme

Toute homothétie conserve les angles orientés.

h(4) = 4’
WB)=B ona (A4'B,AC)=(AB, AC). X
h{C] =" .

(D3)

En particulier toute homothétie
conserve 'orthogonalité :

(D) L (Dy)

(D}) = h(D,)

(D3) = h(D,)

on a (D3) 1 (D3). D))
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Question 11 ¢ Soient Q un point du plan &, k un nombre réel non ny ¢; hi
westion 11 ¢ . :

'hﬂm

0t

ot de rapport k. hé””r
centre €2 et de rapy iy 1. al h

Démontrer que. si k est différent de 1, alors h a un et un Sequai"”m :

son centre $2.

b ]
L
)
~'.
N
l\ 1
I\.
%

Quel est l'ensemble des points invariants lorsque h est égal 4 19

Question 12 ) Soit f une upph’c-urflm: ponctuelle telle qu il existe un nomb
T e er del verifiant . quels que soient les points M ¢t Lim
¢ respectives par f, M" et N' on a :
: M'N’ = kMN.

LY

* Démontrer que [ est une homothétie de rapport k.

On considére quatre points 4, B, A’ et B’ distincts deux a deux tels que les droites
|4 B)soient paralléles et que les droites (4.4") et (BB’) ne soient pas paralléles.
unique homotheétie h telle que h(4) = 4’ et h(B) = B’ : cette homothétie a p
intersection des droites (AA’) et (BB)

(4B)ey

I existe yge
our centre f)

€l pour rapport k, unique nombre réel non nul tel que :

A'B" = |4

Remarquons que :
1) dans Je Cas ou les dro; '
. . les SLA'BY) g 1S}0i . - o

A€ SON1 pas parall¢les o (AB)et(4'Bysony disjointes, dire que les droites (44 s

- tiﬂ
i ombre rée] ci-dessus est différent de _I_E-n eﬂ"".
= LEUSik = | 41ors ;}é;:j?:;nﬁ’m’fg opn paraliélogramme donc A5 e
UNe unique 1, [ telle qucuu'[[j;l—j (:,(BBPJ sont paralléles. Dans ce ¢%5

jon
€l ((B)=B': ¢ est la translat
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1) Dans le cas ol les droites (AB) et (4’B’) sont confondues
i AB # A'B’ alors il existe une homothétie unique h telle que :

h(A)= 4" et h(B) =B

Q. A \B \.:.4' \3’

(D) \(D)

M

On considere un point M du plan non situé sur la droite (4B). Son image M’ par hest le
point d'intersection des images par h des droites (MA) et (MB), ces images sont
respectivement les droites (D) et (D') avec (D) paralléle a (M A) passant par A" et (D)
paralléle a (M B) et passant par B'.

Le centre 2 de'homothétie h est alors le point d’intersection des droites (AB)et(MM’); on
determine ensuite facilement le rapport k de h (qui est différent de 1).

S1 4B = A'B’ alors on retrouve la translation de vecteur AA".

Théoréeme

Soient A, B, A" et B’ quatre points distincts deux a deux tels que : les droites (4B) et

(A'B) soient paralléles et AB # A'B’. T existe une unique homotheétie h telle que
h(A) = A" et h(B) = B'.

4) Expression analytique d’une homothétie.

uestion 13 ¢ Soient (0, F, _,;") un repeére du plan et A le point de couple de coordonnées (1, 2).
On considere les homothéties hy et h, de centre A et de rapports respectifs 3
et — 2.

Soient M un point du plan de couple de coordonnées (x, y), M, l'image de M
par h, et M’ l'image de M, par hy. Calculer les coordonnées x, et y, de M,
en fonction de x et y.

Vérifier par le calcul que h, est une bijection de I sur § et donner la
représentation analytique de son application réciproque.

Caleuler les coordonnées x' et y' de M’, en fonction de x, et y,, puis en
fonction de x et y.

On a ainsi trouvé l'expression analytique de hy o hy. A partir de
celle-ci, calculer les coordonnées du vecteur AM', et vérifier que l'on a
AM’ = — 6AM. Caractériser la transformation h, o h,.

— e

Plus gnéralement : soient £ le point de coordonnées x; et y, dans le repere (0, i, j) du
]3|an, k un nombre réel non nul et A I'homothétie de centre Q el de rapport k.
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; an de coordonnées respectives (®

Soient M et M’ deux points du pl P
‘= (M) = QM = kQM *Una.

X [ x" — xo = klx — xq)
Ty - ro=ky =y
(% =kx+ (1 —kx,
Ty =k +0 =Ry

Le¢ -u,\“ me ci-dessus est IL\pI-..a\n‘Jn mm]}llquc de h dans le repere [0 ,

+J ) (f
de retenir mais que 'on saura retrouver). }(Ul‘muh‘

gqu'on se gardera bien

Exercice & Soit | I'application ponctuelle d'expression analytique dang le repére

SO, H
x'=2x—3
, y=2y+4
{ Démontrer que / admet un unique point invariant A dont on précisera Jog

) coordonnées.

Soit M un point quelconque du plan, M I'image de M par f, calculer AN
s en fonction de AM.

¢ Caractériser /.

¢ Soit f l'application ponctuelle de représentation analytique :

é y:[x,_v}r—r{—3x+5,—3)»‘_-]—8)

Exercice 6

"*' dans le repére (0, i, j) du plan.
{ Placer sur une figure les points A(;) B(- i) et leurs images A" et B

N

)
g par
Vér |ﬂer que les droites (4B) et (4"B’) sont paralléles. Quelle est la nature
¢ de J7 Préciser ses éléments caractéristiques.

5) Composée de deux homothéties

Question 14 ¢ Reprendre les données de la question 13.
En notant M, l'image de M par h, et M" l'image de My par l"lq

'expression analytique de h, o h,. Que! est la nature de hy © 12°
¢ A-t-on hy o hy = h; o hy?

trouve!

I . prls
Plus généralement : soient h; et h, deux homothéties de méme centre Q et de 1apP
respectifs k; et k.

: : by
Soient M un point guelconque du plan, M, son image par h, et M’ I'image de M, P?

On a:
QM"l = k,iﬁf ot QM = k, QM
d'ﬂ‘l} . Qﬂ-—‘f" = kzleM-
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= st M- est Timage de M par h; o h, alors QM* = kyk, QM. Donc hy o hy est
“homothetie de centre Q de rapport k, k,. De méme, on démontre, en notant M, I'image
de A1 par hy et M" Timage de M, par h,, que Pon a QM” = k,k, @M.

Done. fiy o hy est aussi I'homothétie de centre Q@ de rapport k,k, et on a:
I, o hy =hy 0 hse

On a donec le résultat :

la composée de deux I?onmthélies de méme centre Q est I'homothétie de centre Q et dont le
rapport est 1erpmdu11 c!es deux rapports; de plus, deux homothéties de méme centre
commutent. Si le produit des rapports est 1, la composée est id;.

Question 15 ¢ Le plan étant rapporté au repére (0, i, j), soient h, I'homothétie de centre

1
A ( j) de rapport 3, hy U'homothétie de centre O de rapport 2.

0

2
Placer sur une figure les points O, A, B( 3), C ( ) et les images

respectives O', A', B et C’ de ces points par hy o h,.
A partir de la figure obtenue, donner la nature probable de I'application
ponctuelle hy o hy.
Donner les expressions analytiques de hy, hy puis hy o hy.
Soient M et N deux points quelconques du plan d'images respectives :
M" et N par h
M" et N" par hyoh,.

Caleuler M"N" en fonction de MN. En déduire que hy o hy est une

homothétie dont on précisera le rapport.
Trouver graphiquement son centre Q.

Calculer OM” en fonction de O_ﬁi A
OM" en fonction de (_Jﬁ et g_i
puis OM” en fonction de DME_DA.
Trouver alors 0Q en fonction de OA en écrivant que € est invariant par
hy © hy. Donner les coordonnées de .

Plus généralement :soient h, 'homothétie de centre A, de rapport k, et h, 'homothétie de
centre A, (distinct de A4, ) de rapport k,.Soient M et N deux poinlts du plan, M, et N leurs
homothétiques par h,, M’ et N” les homothétiques de M, et N, par h,; on a:

M' =h3 OHL(M} et N)=h; Oh][N]‘.
Mth :RIMN

Puisque : '
et M'N’ =k, M,N,
ona: M'N' = kikaMN

' aussi non nul.
k, et k, étant non nuls, le nombre réel k;k, est au
1cas: kyk,=1

Puisque M’N’ = MN quels que

h, o h; est une translation.
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ona:

Par ailleurs h,(4,) = 4;, considcrons A" = ha(Ay)

_4r.—_hz D.III(Ai:'

hy o I, est donc la translation de vecteur Ay A

2°cas: kyky #1
=k, ky MN, aveck, k, digj

Puisque. quels que soient les points MetNonaM'N net e

et 1, hy oy est une homothétie de rapport ki k,, son centre Q ¢tant I'uniqye Dby
invariant par i, o h,.
Avec les notations ci-dessus. on a
M = hy(M,) == A M = ky A M,
M, = hy(M) ¢E1:@ __*
— A, M, = A A + kA M
dot ;
M =hs o h(M) = A—za'v? = kz{m, + k:m-
Appliquant ce résultat au point  pour lequel on a :
Q=h,oh(Q),
on obtient : m= kztm, + klm]
¢'est-a-dire :
A,0 = ky(A,0 + QA,) + ko ky A, 2
ou encore :
(ky — 1) A, + kylk, — )4, 2 =0
cette derniére égalité signifie que © est le barycentre des points pondérés (4, klzler;i}l;

(Ay, ka(ky, — 1)), eneffet la somme des coefficients est — 1 + k&, elle estnonni
Q2 est situé sur la droite (4, 4,).

On a ainsi montré le résultat :

la composée de deux homotheties de centres distincts est :

e une translation, si le produit des rapports des deux homothéties est 1 i
e une homothétie, si le produit des rapports est différent de 1, son rapport est le prod”
des deux rapports et son centre est aligné avec les deux centres des homothétie
Puisque une homothétie de rapport 1 est id, et aussi la translation de vecteur nul,

résumer les deux résultats sur la composée de deux homothéties de méme ¢ef re

centres distinets en :

La composée de deux homothéties est :

5 donn i

§—

Théoréme

e unc translation lorsque le produit des rapports est 1

ﬂmothc_hc lorsque j_‘-'*_Pf iduit des rapports est différent dil"///
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6 Groupe des homothéties-translations

On a vu que :

e la composee de deux translations est une translation
e la composée de deux homothéties est une translation ou une homothétie.

On cherche maintenant quelle est la composée d'une homothétie et d'une translation.

Question 16 <{Soient (0, i, j) un repére du plan, t la translation de vecteur 2i + 3j et h

["homothétie de centre A(;) et de rapport 3.

Trouver I'expression analytique de t, de h puis de t o h.

Vérifrer que t o h admet un seul point invariant § dont on précisera les
coordonnées.

Trouver une égalité vectorielle vérifiée par tout point M de T et son image
par t o h, pour donner la nature de t o h.

Quelle est I'image de A part o h? parh ot ?
Donner l'expression analytique de h o t et sa nature en précisant les éléments
géomeérriques qui interviennent.

Soient JC I'ensemble des homothéties du plan &
G I'ensemble des translations du plan ¢
% la réunion des ensembles JiC et .
On a vu quétant donnée une application f de 4 dans 4, on a :

e [ estclementde G si et seulement si quels que soient les points M et N du plan, d'images
respectives M“ et N' par fona:
. M'N’= MN
C'est-a-dire :

f€6 <= Y(M, N)e®* f(M)f(N) = MN

e [ estelement de JC si et seulement si il existe un nombre réel non nul et difféerent de 1 tel
que :

quels que soient les points M et N d’images respectives M’ et N" par [ on a :
M'N’ = kMN

c'est-a-dire :
fel <= JkeR*—[1} Y(M, N)ed* [f(M)f(N)=kMN.

On a ainsi le résultat :

Une application f de & dans ' est élément de § si et seulement si il existe un nombre réel
non nul k tel que, quels que soient les points M et N du plan on a :

f(M)f(N) = kMN.

Ainsi, soient [ et g deux éléments de G :

ilexiste deux nombres réels non nuls k, et k, tels que, quels que soient les points M et N du
plan on a :

TIMf(N) = k,MN,  g(M)g(N) = k, MN.
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e e— \
Dot quels que soient les points M el N du plan on a:
g0 f(Mgo fIN)=kkMN.
Done g ¢ [ est un ¢lément de .
On a amst monire que @
ts de 4 est un ¢lément de 6.

La composee de deux élemen : .
¢lément de JC G il appartient 2 G, Cest 'l

L application identique de i esl le seul
neutre pour la composition des applications ponctuelles.
Tout élement de & est une transformation ponctuelle et son application réciproque

st une translation, celle d’'une homothétie g "I::

Men(

dans G (la réciproque d'une translation ¢

homothetie).
Par ailleurs la composition des applications est une loi associative. On a ainsi monty le
resultat ;

Théoréme |

L'ensemble @ muni de la composition des applications est un groupe, non commutati, |
appelé le groupe des homothéties-translations.

Ftant donnés quatre points 4, B, A" et B’ distincts deux a deux tels que les droites (AB)et
(A'B’) soient paralléles, il existe un élement [ de G et un seul tel que f(A)=A’et f(B)=F.

Exercice 7 ;Soienl h une homothétie et ¢ une translation. Vérifier que h ot estum

transformation ponctuelle et donner son application réciproque.

ion de vecteur AB eth

I'homothétie de centre O et de rapport k. Déterminer I'ensemble d¢s

Exercice 8 g Soient O, A et B trois points non alignés,  la translat
' points invariants par h o t lorsque k décrit R*.

stries axi
Symétries axiales —

1

130

Propriétés géométriques des symétries

On rappelle la définition d’une symétrie orthogonale : P
axﬂ[

Soit (D) une droite du plan, on appelle symétrie orthogonale d’axe (D) ou réflexiond M
I'application s du plan  dans lui-méme qui 4 tout point M du plan associe le point
que :

esiM apparticpl a (D), alors M’ = M

e si M n'appartient pas a (D) alors (D) est la médiatrice du segment [MM’]-

L
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.I.‘,\.,"
T.w
PP’ | M’ = s(M)
- & = N’ = §(N)
P p —sp)
1M
Ly

Plus généralement :

Soient (D) et (D) deux droites non paralléles, on appelle symétrie axiale par rapport a (D)
parallelement a (D") 'application ponctuelle sde  dans i quia tout point M non situé sur
- (D) associe le point M’ de la paralléle a (D’) passant par M tel que le milieu de [MM’]
- appartienne a (D), et 4 tout M de (D) associe M lui-méme. La droite (D) est appelée,
i improprement, la direction de la symétrie axiale s. La droite (D) est appelée I'axe de s, Le
point M image de M par s est appelé le symétrique de M pars.Ona MM’ = 2MH ou H
est le projete de M sur (D) parallélement a (D’).

()
M
APl
; : /
' H (D)
| 7
’ W M’ = s(M)
N = g(N)
P = s(P)

De cette définition on déduit immédiatement :

® Une symétrie orthogonale est une symétrie axiale dont l'axe et la direction sont
perpendiculaires.

® Toute symétrie axiale s est involutive c'est-d-dire s o s = id,.

- emgyrr vy e

® On en déduit que toute symétrie axiale est une transformation du plan et son
application réciproque est elle-méme.

. Question 17 ¢ Démontrer que l'ensemble des points invariants par une symétrie axiale est
g son axe.

On rappelle les propriétés des symétries orthogonales :

® Toute symétrie orthogonale est une isométrie.
® L'image d’une droite par une symétrie orthogonale est une droite,
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Soient S,p, la symétrie orthogonale d'axe (D) et (4) une drom

3 : ‘ I
positions relatives de (D), de (4) et de son image (4°) par Sip)- ol Etl'-ﬂii%i

1" cas : (A) et (D) sont secantes.

(4)
B
\4/ (A} =)~ (D), BEMJ
- | (D) Sipy(A) = A Sp(B) = p
\H\ Siy(4) = (&)
(4)

(D). (4) et (A7) sont concourantes.

2¢ cas : (A) et (D) sont paralleles.

A B

! ! (4)

l |

I o Sim(4) = (4)
| I
P s @

(A7) est parallele a (4).

Ainsi une droite et son image par une symétrie orthogonale sont :

— soit paralléles a I'axe
— soit sécantes en un point de I'axe.

[ - B [ ite dﬁ
e Toute symétrie orthogonale conserve le parallélisme des droites et I'orthogonalit
droites.

+ - i i P Dﬁ&k
e Un couple de demi-droites de méme origine et son image par une symetri¢ orthog

sont des représentants de deux angles orientés opposés. On dira que :
toute symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son Oppose:

(S’M’, S'N') = — (SM, SN),
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=T

Cas particulier :

Soient S,p, la symétrie orthogonale d’axe (D), S et A deux points distincts de (D), et M un
point du plan n’appartenant pas a (D).

=
Sip)
S 5
D
P i (D)
M | M
On a : (W} = — m
clest-a-dire : [Sm} = 2(SM, SA)

(D) est la médiatrice de [MM] c’est-a-dire la bissectrice de 'angle géomeétrique MSM”.
Une question se pose maintenant :

une symetrie axiale est-elle une isométrie?

Soient (D) et (D) deux droites sécantes et [ la symétrie axiale par rapport a (D)
parallélement a (D). Soient A un point de (D), M un point n'appartenant pas a (D), d'image
M’ par f et de projeté H sur (D) parallélement a (D).

Ona : f(A) = A et H estle milieu de [MM"]. Dans le triangle AMM’, (AH) est la médiane
1ssue de A.

Si f est une isométrie alors AM = AM’, le triangle AMM’ est alors isocéle de sommet A.
Dou la médiane issue de A est aussi médiatrice. Ainsi (MM’) est perpendiculaire a (D).
Donc f est une symétrie orthogonale.

Théoréme

Les seules symétries axiales qui sont des isométries sont orthogonales.

Remarque
Une symétrie axiale non orthogonale ne conserve donc pas les distances.

® Elle transforme une droite (4) en une droite (4") avec :

e (4°) paralléle a (A) si (4) est paralléle a I'axe de la symétrie ou a sa direction
* (4") sécante 4 (4) en un point de I'axe si (4) est sécante a I'axe
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(DY
Elle ne conserve pas le parallélisme.
Ces résultats peuvent se démontrer par I'analytique (voir exercice n°® 56),
o Une svmétrie axiale non orthogonale ne conserve pas l'orthogonalité :

(4,) est perpendiculaire (42)
(4,) nest pas perpendiculaire @ (A45)
(4,)
/ b
/ B (D)
7 4 ()

(o)

{42)

{donc elle ne conserve pas les angles orientés).

2 Expressions analytiques de symétries

— .o dsquation

Question 18 ¢ Soient (0, i, j) un repére orthonormé du plan, (D) la firoue :ic:-‘;_sﬁ' 3
2x 4+ 3y — 4 = 0, A et Bles points de couples de caardannfesri;f’?es ;

et (— 3, — 1), S,p, la symétrie orthogonale d'axe (D), A" €f

respectives de A et B par S,p,.

Placer ces éléments sur une figure.

D)
3 F - » Eur dE (
On note @ et i les coordonnées de A’, et u un vecteur direct
Traduire :

1) les vecteurs AA" et ii sont orthogonaux
2) le miliew de [AA"] appartient a (D).
Calculer o et f3.

Soit H le projeté orthogonal de B sur la droite (D).
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Question 19

Y ~ e [ oe s r 3 - w
§ Caleuler les coordonnées de H en écrivan que le vecteur BH est normal a (D)
écf: que H appartient & (D),

? Calculer alors les coordonnées de B’ en utilisant I'égalité : BB’ = 2BH.

Avec les données de la question 18, soient M un point de coordonnées x et y, et
M son symétrique par Sipy» de coordonnées x’ et y.

Caleuler, par une des deux méthodes expliquées a la question 18, x" et y' en
Jonction de x et y.

Utiliser cette expression analytique de Sp, dans le repére (0, i, _;r"] pour
donner l'image par Sipydela droite (4) d'équation x + v =1 (ondonnera une
équation de cette image, et on la tracera).

Exercice 9 ¢ Trouver les expressions analytiques dans le repére orthonormé (0, i, _:r") de

Exercice 10

la symétrie orthogonale d’axe (D) dans chacun des cas suivants :

1) (D) a pour équation y = x.

(Comment est appelée cette droite? O1, en analyse, utilise-t-on cette
symeétrie?)

2) (D) a pour équation y = 0.

(Quelle est la droite (D)? A quel propos utilise-t-on cette symeétrie en
analyse?)

3) (D) a pour équation x = 0.

(Donner la nature exacte de (D). Ot intervient cette symétrie en analyse?)

4) (D) a pour équation y = — x.
(Comment appelle-t-on cette droite?)

5) (D) a pour équation x = a ou a est un nombre réel fixé.
(Quelle est la position de (D)? Comment traduire sur une fonction f que sa
repreésentation graphique est globalement invariante par cette symétrie?)

Soient (0, i, _f} un repére orthonormé du plan et f 'application ponctuelle
d’expression analytique dans (0, i, j) :

x’=—%(4x+3y+9}

_}J'=-;4{4_}'—3x+3).

Chercher I'ensemble (/) des points invariants par f.

x’ ) .
Soient M(x) un point du plan et M'(y,) son image par f. Démontrer
¥
que :
1) le milieu de [MM’] est un élément de (/)
2) le vecteur MM " est orthogonal 4 un vecteur & que I'on précisera.
En déduire que f est une symétrie orthogonale dont on précisera I'axe,
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Donner une équation de (C) dans le repere (0, i, j).
{ Donner une ¢quation de l'mage de (C) par f.

Tracer le cercle (C) et son image.
4

4
Soit (C) le cercle de centre A(l) el de rayon 2,

Question 20 éS”m” (0. i. _';'-I un repere du plan,(D) la droite d'équation 2x + 3y—4 6
$ on_& =04

(D) la droite d'équation y = X — | dans ce repére.
 Vérifier que (D) et (D’) ne sont pas paralléles.
2 Soir S la symétrie axiale d'axe (D) parallélement a (D),

IiSm- une figure, tracer les droites (D) et (D), placer le point A(3) o
1 on

S,

symétrique A" par S.

§ Trouver une représentation paramétrique de la droite (A) paralléle g D)e
passant par A. Calculer les coordonnées du projeté Hq de A sur la drojte (D;

parallélement a la droite (D) en écrivant que H est éIf:"E”‘ de (A) et de (D).

Donner alors les coordonnées de A" en écrivant que AA" = 2317{"0_

Uriliser ce procédé pour trouver l'expression analytique de S dans le repire

0.1,7).

Exercice 11 ¢Soient R le repere (O, i, ,}'-] du plan, (D) la droite passant par A(D de

: A R T . -3
vecteur directeur u, égal @ 2i + j. (D’) la droite passant par B( 5 )et de

vecteur directeur v, égal a i + 3j.
Démontrer que (i, t) est une base de “U et trouver les coordonnées du
point € intersection des droites (D) et (D). Soit R’ le repere (C, i, £}
Donner dans le repére R’ lexpression analytique de la symétrie axiale §
d'axe (D) parallélement a (D).
Soit M un point du plan, donner I'expression de ses coordonnées x el}
dans R en fonction de ses coordonnées X et Y dans R'.

2 Trouver alors I'expression analytique de S dans le repere K.

Exercice 12 ¢ 1) Soient (D) et (D,) les droites d’équations respectives dans le repere

orthonorme (0, i, j):
Ix—4dy+2=0 et x+2y—3=0

i ; ; Lo . i et de
Donner 'expression analytique de la symetrie axiale s d'axe (D)

direction (D,) dans le repére (O, i J)

Soit h 'homothétie de centre C‘(z) et de rapport 3.
0 - dé‘:[l.]'-l“'E
Donner I'expression analytique de h dans le repere (0. i, ) er
celle de h o s.
Quel est 'ensemble des points invariants par h o s?
h o s est-elle une homothétie?

\I\
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2) Soit 5" la symétrie orthogonale d’axe (0, i).

Donner I'expression analytique de h o 5. _
Verifier que. quels que soient les points M et N d'images respectives M” et
N'parhos,ona M'N" = SMN.

Quel est I'ensemble des points invariants par h o §'?

h o 5" est-elle une homothétic?

Exercice 13 ¢ Soit g 'application ponctuelle définie par son expression analytique dans
le repére (0, i, j):
X =

(x + 4y — 4)

yi=

(2x — y + 4).

fad | = | —

Placer quelques points de 4 et leurs images sur une figure pour avoir une
idée de la nature de g.

Quelle est I'application ponctuelle g o g2

Chercher I'ensemble (/) des points invariants par g.

Soit M un point du plan d'image M’ par g.

Vérifier que le milieu de [MM'] est un élément de (J).

Demontrer qu'il existe un vecteur i, que I'on précisera, tel que, quel que
soit M, MM’ soit colinéaire 4 .

Caractériser la transformation g.

3 Composition de symétries orthogonales

Soient (D) et (D’) deux droites du plan, Sipy €t Sip- les symétries orthogonales d’axes
respectifs (D) et (D’). On étudie S, o Sy

I*" cas : (D) est paralléle a (D’)

Fosias ¥
'S{IJ“I

()

)
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Question 21 ¢ Prouver que Sipy @ 2 sera 1,

?

‘ Y = .‘) m (8] S”y-'.

S A4=1-0n .‘a”” o Sim i i .
. de Sy © Sipy lorsque les droit ;

Ef‘r.:":'f,wr la nature de: Sypy © S q es (D) ¢ :

D
> confonducs. ] "

y repere orthonormé du plan, et v le vee

_ . y b i) ur :
Excrcice 14 (¢ Soient (O 1] Iytique de la translation ¢ de ve

: teur 97 _ .
{ Donner I'expression anad
5 - i

il
cleur danjs.la
§ repere (0. 1. il N
{ Q‘E“ 1)1a droite passant par O et de vecteur normal v, Donnpey Pexpreqc
\ - g e ' .
Y analvuique de la symetrie orlhogﬂndle s d’axe (d]'dans le repére

icati el =1 o : 'i‘l'.-
{ En déduire celles de son application reciproque s ,pumde]app[ica;iﬂnjﬁ
LY " 1
Jtelleque s’ =5 OF o ) - |
. Démontrer que s° est une symetrie orthogonale dont on d‘:tﬂﬂninm -
¢ (A o ' N
{ Verifier que I'on a ainsi décompose £ en deux symétries mh'-"sﬂnah
{ d'axes paralleles.

Question 22 ¢ Soif t un vecteur du plan. Trouver deux droites (D,) et (D,) telles —_—
) \ translation de vecteur v ..f.‘m! égale a la composée S02) © Sip,); oi 5
-l; (resp. Sip,,) est la symétrie orthogonale d’axe (D) (resp. (D,)).

2> cas ' (D) et (D') sont sécantes

Question 23 ¢ Dans le cas oti (D) er (D) sont perpendiculaires, démonn:er_que Soy 0 Soyet
§ Sip © S, Sont égales et que Sypy © Spy est la symétrie centrale S, de
! centre O point d'intersection des droites (D) et (D).
) Soit A un point fixé du plan, trouver deux droites (D) et (D,) telles que la
( symétrie centrale de centre A soit la composée des deux symétries
{ orthogonales d'axe (D) et (D).

Question 24

Soit O le point d'intersection des droites (D) et (D°).
Soient M, N et P trois points du plan.
Placer sur une figure :

%
Sy
les points M, N,, P, défmis par :
M | M,

N | N,

les points M', N', P* définis par :

e
Comparer les angles orientés (OM, OM’), (ON, ON’) et (OP, oF’).

Comparer les distances OM et OM’, ON et ON’, OP et oP.
13K
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Quel est l'ensemble des points invariants par Spy © Sipy?
Est-ce que Sy 0 S,p, est une isométrie?

Est-ce que S 0 S(p) conserve ['orientation?

A-t-on S5y © Spy = Sipy 0 Sy’

II. Rotations

Desormais on utilisera 'abus de langage qui consiste, pour désigner 'angle orienté (d), a
parler de T'angle o ol « est une détermination de la mesure de I'angle (a).

Propriétés géomeétriques des rotations

On rappelle la définition d’une rotation.

Etant donnés un point O du plan et un angle orienté (&) on appelle rotation de centre O
et d’angle orienté (@) I'application r de ' dans 7 qui au point M associe le point M tel que :
e siM=0alors M"=0

e si M # O alors OM’ = OM et (OM, OM’) = ()
ex : MES(°) (%) = 30

M

Question 25 ¢ Quelle est la rotation de centre O et d'angle nul?
Quelle est la rotation de centre O et d'angle plat?
Démontrer que si () est non nul alors la rotation de centre O et d’angle () a
un seul point invariant : son centre.

Remarque.

Pour trouver le centre O d’une rotation il suffit de connaitre deux points distincts A et B
d'images respectives 4’ et B’ tels que les droites (AA’) et (BB’) ne soient pas paralléles;
puisque OA" = OA et OB’ = OB, le point O est le point d’intersection des médiatrices de
[AA"] et [BB].
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Démontrer que toute rotation est une transformation g, plan

Question 26 :
I'application réciproque de la rotation de c;entr;; 0O et d"”'gi'e @ et do%
Démontrer qué la composee de deux rotations de Mméme cen ].
) rotation de centre 0, dont l'angle est la somme des deyy angles , ;ES: ”
F
ﬂﬂé!

Question 27 ¢ Démontrer que la composée de deux symétries orthogonges d’axeq

b 5 o
§ esl une rotation. _ écan,
> Démontrer que toute rotation est une composée de g, "

5 orthogonales d'axes sécants ou €gaux. WM,

De cette question et des propriétés des symétries orthogonales, on déduit Jeg Propric
e Toute rotation est une isométrie (car les deux symeétries sont bijectives ey m““"'”l!n?r;
distance).

e Toute rotation est un déplacement (composée de deux symetries orthﬂgﬂnalcg]_

e Toute rotation conserve les angles orientés (chacune des symétries transforme un ang
en son oppost).

Puisque I'image d'une droite par une symetrie ortl:nogoqa!e est une droite, I'image gy,
droite par une rotation est encore une droite. De meme l’m}age d’une demi-droite par un
rotation est une demi-droite. Voyons un résultat plus précis : Soient r une rotation de
centre O et d'angle (), A et B deux points distincts, A" et B’ leurs images respectives par,

L'image de la droite (AB) est la droite (A'B’). Etudions l'angle (m},

B!

ToE
p
On a:
0 0
A A
B B

Puisque r conserve les angles orientés on a :

4

(4B, 04) = (A'B, OA")

i (4B, A'B’) = (4B, OA) + (0A, A'B)
dou : (AB, A'B) = (A'B', OA’) + (0A, A'B)
= (04, A'B') + (A'B, OA))
= (04, 04")
= (a&).



Transformations du plan

Si A = Oalors (OB, OB') = (@) se traduit par (m} = (¢). Ainsi on a :

Théoreme

Soient A et B deux points distincts d'images respectives A’ et B’ par une rotation
d'angle (). On a :

(AB, A'B’) = (4).

Coordonnées polaires d'un point

Soit (O, i, j) un repére orthonormé direct du plan .

[

W e e

Soit M un point du plan, distinct du point O, de coordonnées x et V.
On sait que la distance OM est égale 4 . /x? + y*, notons p ce nombre réel strictement
positif.

Notons @ la détermination principale de la mesure de I'angle (F, OM) : elle est déterminée
par cos ! et sin . On a :

— e,
———

cos 0 = cos (i, OM) et sin @ = sin {?, OM).

On a vu au chapitre 1 I'expression du cosinus et du sinus de 'angle de deux vecteurs en
. . A e ———sf 3

fonction de leurs coordonnées dans une base orthonormée; ici on a 1(0) et OM (t)

) v
d’ou :

m s et sin (i, OM) 2
cos (i, = —— ’ =
\/-"‘-'2“"}"2 Vx4t
(ces nombres sont aussi les coordonnées du point N intersection de [OM) et du cercle
trigonométrique).
Ainsi on a :

p= 2 +y:, 0sf=—— et sin0=—
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Question 28 (¢ Soient p un nombre réel strictement positif et o -~
= {1- n n) Démontrer qu il existe un point M et yp seul Rompy, "
du pllﬂn d

SOM = pet ME S (i, OM) = O et donner les coordonnées &t tel
{ foncrion de p et 0. (M est situé sur le cercle de centre © g, ,, - Poi,
¢ demi-droite d'origine O faisant un angle 0 avec [{)”_:, yon P et %::

_ e ——

Défnition et théoréme

Le plan est muni d'un repere orthonormeé direct (O, i, j).

Quel que soit le point M du plan, distinct du point O, il existe un et up seul o
de B* x ]—m m] tel que: u
p=0M et 0=MES (i, OM).

Ce couple (p, 0) est appelé le couple des coordonnées polaires du point M dgpg le re
2o Pere |

P{a(p.ﬁ][

(O, i.f)

L application & — {0} — R%
M — (ﬂ, U}

Soit M un point du plan, ses coordonnées x et y d_?f_l.ﬂiﬁs par : W=x?+ P}Sm

x ] — m m] est une bijection. ,

appelées coordonnées cartésiennes dans le repere (O, i, j). Si M est distinct du pojp 0
alors son couple de coordonnées polaires (p, f) vérifie : '
fi = /x4 y?
g X
cos @ =—=—= x =pcos
'\J'J X + _1‘ - . |
¥ = p sin 0.
sin f = 2'} =
JXE+y

Exercice 15 2 Trouver les coordonnées polaires des points A, B et C de couples de
coordonnées cartésiennes respectifs ( — 3, \/5}, (2, 2)et(2 \/i — 2)dansk

repére orthonorme (0, i, j).
Trouver les coordonnées cartésiennes des points

coordonnées polaires soni les suivants :

r St 7 "
(3’ _Z)’ (5’ ?)’ (2* 5)* (4- —5)1 6 m. 20

< :
3 Expression analytique d’une rotation dont le centre est 'origine du repé

dont le couple des

Soit (0, t'q,j*} un repére orthonormé direct du plan.
. rchgrfﬂ
tésiennes (3, 0) che i

Question 29 ¢ Le point A ayant pour couple de coordonnées car
e O el dangley

coordonnées de son image A’ par la rotation r de cent

0
B’ par r du point B(I)l

r

Trouver de méme les coordonnées de l'image
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Transformations du plan

plus généralement, soit r la rotation de centre O et d'angle «.
Soit M un point quelconque du plan, distinct de O: on note x et y ses coordonnées
cartésiennes, p et 0 ses coordonnées polaires dans le repére orthonormé (0, 7, ); le point
V' image de M par rest distinet de O (car OM’ = OM) on note x” et ¥’ ses coordonnées
cartésiennes, p’ et 0" ses coordonnées polaires dans (0, ?r}
On a les égalités : x =pcos 0 y =psin0
X'=picostl y=p sin@.
, - OM’ =
D'autre part, M" = r(M) signifie que ; { GM__,._EH__
et MES (OM, OM’) = & [2r]
c'est-d-dire : { P ="?
et ¢ —-0=ua [2n]
car : (OM, OM") = (i, OM") — (i, OM)
MES (i, OM") = ¢’
et : MES (i, OM) = #.
Ainsi on a : p'=p et 0=0+a [2x]
did) x' = pcos (0 + o)
= y' = p sin (6 + )

Bl x' = p cos 0 cos & — p sin O sin o

' y" = p sin 0 cos o + p cos 0 sin o

et en utilisant les expressions de x et y, on obtient :

x' = X €os o — y Sin «
'y = ycos o+ xsin o

On remarque que si M est le point @ alors M’ est aussi le point O et les formules ci-dessus
sont encore vraies (si x = 0 et y = O alors x” = 0 et y* = 0). L’expression analytique de r

dans le repére (0, E_}'] est donc :

x" = (cos «)x — (sin «)y
V' = (sin a)x + (cos a)y.
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Exercice 16

L (eomdtrie

Le planétant rapporté au repére orthonormé (0, i*.f]-lrouv
( er,

: . . ex
. analvtique de la rotation r de centre O et d'angle o pr%i;..

1 termi'":ru
eq“aliﬂn X< "
Une équay,

. équation de I'mage par la rotation r de la droite
 Trouver une équation du cercle (C) de centre O et
. Déterminer I'image de (C) par r: en en cherchant

| I'expression analytique, et verifier le résultat par deg égaliteg d :;‘Eriqi
) 15t
! Faire de méme avee le cercle (C,) de centre le point 4 1 il Moy,

4 Expression analytique d' une rotation de centre quelconque
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Question 30 ¢ Soient (0, i.j) un repere orthonormé du plan, A le point de CO0rdomnge,

L er I dans ce repére. et r la rotation de centre A et d'angle _:__
ESm’: M un point du plan d'image M’ par r.
E Donner les expressions des coordonnées X, fie M dans le repére (4, ,TJ] %
?fam'f ion de ses coordonnées x, y dans (0, i, j).
E Donner les expressions des coordonnées X', Y’ tie _{W " dans le repére [A,f,}']
E en fonction de ses coordonnées x', y* dans (0, i, j). .
§ Trouver ['expression analytique de r dans le repére (A, i, j) c'est-d-din
exprimer X' et Y’ en fonction de X et Y.
En déduire l'expression analytique de r dans le repére (O, i, I )

Exercice 17 ¢ Soit f I'application ponctuelle d’expression analytique dans le reper

orthonorme (0, i j):

|x =3 /A=A
’y'=%(x+ﬁy+2\/-—5}-

1) Vérifier que f admet un et un seul point invariant 2 dont
les coordonneées.

Appliquer les formules de changement de repére par tran>< ;
pour trouver I'expression analytique de f dans le repére (41

i
2) Soit (D) la droite passant par O et €. Donner I'expression

dans le repére (0, i, /) de la symétrie orthogonale s ?‘?“lu;]'f 08
En déduire I'expression analytique de I'application s ﬂﬁahzgaﬂalasﬁ“"j
Vérifier que 'on décompose ainsi f en deux symeétries Of!

on précisera les axes.

on calcuk®

nslation due

3) Trouver la nature, et les éléments géométriques de /



. Transformations du plan

— j
. ppplication au changement de repére par rotation d’axes
g
Soient (0, 7, /) un repére orthonormé du plan, I et J les points du plan définis par : O = i
et OJ =]
: e 2= 2= = . .
Q_UEliﬂ'—ﬂ Soient : ;lz%,_k\{j - j1=-—\§§i+\§2j,

Vérifier que (0, i,, j,) est un repére orthonormé du plan.
Soient I et J, les points du plan définis par OI | = F, et Er', =f, . Vérifier
que I, et J; sont respectivement les images de I et J par la rotation de

centre O et d’angle 4E

Soit M un point du plan de couple de coordonnées (x, y) dans (0, 1, ]) et

(X1, ¥1)dans(0, i, j,). Calculer x et y en fonction de x, et yy. Exprimer x, *
et y, en fonction de x et y.

Soit A le point de coordonnées (1, 3) dans le repére (O, :,;)

Donner les coordonnées X et Y, du point M dans le repére (A, F; ,J1) en
fonction de x et y.

Plus généralement : soient a un nombre réel, r la rotation de centre O et d’angle a, I"et J’

i.' les images respectives de I et J parr, i etj'.’ les vecteurs de représentants respectifs (0, I')et
(0, J").

Question 32 ¢ Vérifier que (0, i/, f’} est un repére orthonormé du plan.
Quel est ce repére lorsque a est congru a 0 modulo 2n?

Trouver l'expression analytique de r dans le repére (O, _f:j).

Donner les coordonnées des points I” et J* dans le repére (0, i, f]. En déduire
les égalités :

=i

iI"=cosai+sinaj

#

= —gsin ai + cos qj.

iy |

Soit M un point du plan de couple de coordonnées (x, y) dans (O, i,j) et (X, Y) dans

(0,1, j).

Ona: OM =xi +yj )
gL OM = X(cos ai + sin af}+ Y(— sin ai + cos aj)
dou ; xi + yf = (X cos a— Y sin a)?+ (X sin a + Y cos aj).

On g ainsi les formules de changement de repére par rotation d’axes d’angle q :

x=Xcosa—Ysina
y=Xsina+ Y cosa

Q%HSS Trouver I'expression des coordonnées X et Y de M dans (0, 1", j°) en
g fonction de ses coordonnées x et y dans (0, 1, j).
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6 Composée de deux rotations \

Exercice 18 (Le plnn etant T’;lPPU”é au re;}c‘:rc orthonormé direct [O’ r

] I ?j}. Bn ,
3 2 s
) les points .-1(1) et B(}) ; ng

7 . H
la rotation r, de centre A et d’angle 3

o

P

. ‘ T
) la rotation r, de centre B et d’'angle 3

: Trouver l'expression analytique de r, dans (O, i f)_
{ Trouver I'expression analytique de r, dans (0, ]:j'}_
Y En déduire celle de r, o r; dans ce repére.

{ L'application r, o ry est-elle une isométrie?
{ Déterminer l'ensemble des points invariants
Sy Ory. L

P}Soii t la translation de vecteur 5i — j.

) Déterminer I'expression analytique de t o r, puis sa nature,

par r; o ryetla nat“l’ﬂdﬂ

Plus généralement soient r, et r, deux rotations de centres respectifs 4, et A, et d'angles
respectifs (4,) et (4,). Le cas A, = A, ayant déja éte vu, on considére 4, et 4, distincts, ¢
on étudie la composée r de r; suivie de r;.

Soit(D)ladroite(A4, 4,). Il existe une unique droite (D) telle que ry = §p) 0 §ip,,((D, )est

la bissectrice de E.ETB_' ou B est un point de (D) distinct de A, et B’ son image parr,)

De méme il existe une unique droite (D,) telle que ry = Sipy © Si) (D
ﬂ:ff “ou C est un point de (D) distinct de A,, et C*son image par lappli

Ainsi on a :

o eread
,)est la blsseﬂnw:ﬂ
cation récipr®d

Or §;p, est involutive donc :

r =S, © Sipy)-



Transformations du plan

ot cas s (DY) et (Dy) sont paralléles

\lors rest une translation de vecteur 2i tel que tz(D,)

=(D,) on remarque (voir exercice
n" 60) que (D) et (D,)

sont paralléles si et seulement si (4,) + (4,) = (0).

W ocas C(Dy) et (Dy) sont sécantes

A\lors r esl une rotation.

Soit @ le point d'intersection des droites (Dy) et (D,).

(2 est mvaniant par S, ,, et par Sipy donc par r : Q est le centre de la rotation r.

| "angle de la rotation est alors {m’] ol A’estles

ymétrique de A, par rapporta(D,)
(en effet §p,)(A41) = 4, et r(4,) = A").

Par ailleurs, solent M et N deux points distincts d’images respectives M, et N, par r,,
M et N7 les images respectives de M, et N, parr, on a:

(MN, M\N,)=(4,) et (M,N,, M'N’) = (d,)
dot : (MN, M’'N’) = (d,) + (d,).

S1 7 est une translation, puisque M’ = r(M) et N’ = r(N), alors on a M'N’ = MN
donc : (@) + (d) = (0).

Done si (%, ) + (d,) n'est pas nul alors r nest pas une translation. D’aprés ce qui précéde

c'est une rotation, son angle est alors (MN, M’N’) c'est-a-dire (dy) + (&5).
On a ainsi montré que :

Théoréme
La composée de deux rotations est :

— une translation si la somme des angles de ces deux rotations est nulle

— unerotation si la somme de ces angles n’est pas nulle, langle de cette rotation étant
| la somme des angles.

V. Synthése sur les isométries

* Une isométrie est une transformation du plan qui conserve la distance. L'ensemble des
1sométries du plan est noté J.

® Un déplacement est la composée de deux symétries orthogonales; c'est une isométrie
qui conserve les angles orientés (en fait un déplacement est la composée d’un nombre pair
de symétries orthogonales).

La composée de deux déplacements est un deplacement.
On note 3* I'ensemble des déplacements du plan

R TPensemble des rotations

G T'ensemble des translations.
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Cet E- Geéometrie

Ona: |
j* =RuTB et RNT= {idy }.

o deux translations, et de deux rotations ont été examings.
3

. cas de la composeée d . v
Lesuasde 2 O ¢ et d'une translation t : OYong

ici la composée d'une rotation !
¢ est soit une rotation r’, soit une translation ’,

| ainsirestla composce de cileu_x translations dong , i
translation. Comme R NG = { id, } r est donc idg c‘est-a—dlre.une rotation d’ang]
Donc si I'angle (g) de r n'est pas nul,_alprs r o t est une rotation.

De plus, soient 4 et B deux points distincts du plan :

roted’, donc ro
Sirot="ralorsr=1 0l

€ ny|

! A
[ r
A | A A | A" ona:AB' =AB et (A'B, A'B") =3
B B B | B
don : [Eﬁ'] = (d).

Donc r o t est aussi une rotation d’angle ().
On ferait de méme pourtor.
On a ainsi montré :

. Théoréme

' La composée d'une translation et d’une rotation d’angle non nul est une rotation de
| meme angle.

e Un retournement ou antidéplacement est une symétrie orthogonale ou la composée de
trois symétries orthogonales; c'est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son
opposé (en fait un antidéplacement est la composée d’'un nombre impair de symetries
orthogonales).

La composee de deux antidéplacements est un déplacement.

La composée d'un déplacement et d’un retournement est un retournement.
On note 3™ I'ensemble des antidéplacements.
Ona:

I=31"0l et ItTRIT =@
C'est-d-dire ; I‘_enscm ble des déplacements et I'ensemble des antidéplacements forment ui¢
partition dc'! ensemble des isométries du plan.
lant donnés deux segments [AB] et [A'B'] tels que A # B et AB = A'B: 1 exfEY
umque deplacement et un unique retournement qui appliquent A4 sur 4 et B sur B

Questi oient i idé i
tion 34 ¢ Soient I un antidéplacement, A et B deux points distincts de 9, 4%
reéspectives A" et B’ par i,

imen: I'le milieu de [44"] et S, la symétrie centrale de cenire .
Sr?uverr que S, 0 est un antidéplacement.
oit B" l'image de B’ par §,.

gfﬂ:ﬁ:; ) bl's.'f‘ecmce de 'angle géométrique BAB".
Sotent (Dq]uﬁlif ©1=S58.. En déduire i = S; 0 S4-

it rmfe perpendiculaire a (A) passant par I
) la droite parali¢le g (4) passant par I.



Transformations du plan

LT R W

J ) @Dy 0 Sy
Qu'est l'isométrie i dans le cas ou (A) = (4)?

Dans le cas ou (4) et (A4°) sont disjointes, montrer que i = § 0y © ;O 1 est un

fwmrre que i = 8§

vecteur a deéfinir.

Definition

Soient (D) une droite du plan, et u un vecteur directeur de (D).
On appelle symeétrie glissée d’axe (D) et de vecteur u I'isométrie Sip) © t;composée de la
translation de vecteur u suivie de la symétrie orthogonale d’axe (D).

(remarque i est non nul et S, 0 1 = 170 80)
=
Siﬂr oLz 'H'——_':
i D p
M | M . ; L = —>
N | N’ : g : I | ' (D)
P P I | N
MM'

D’aprés la question 34 on a le résultat suivant

[T_héoréme
|

Tout antidéplacement du plan est :
— soit une symétrie orthogonale,
L_ oIl une symétrie glissée.

Question 35 (Soit i la symétrie glissée d'axe (D) et de vecteur i
Soit M un point quelconque du plan d'image M’ par i et
Démontrer que :

L MIM":-I;

M, par S,,.

® le milieu de [MM’] est un point de (D).
Veérifier que :

Vérifier que i n'a aucun point invariant.
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Dans la pratique, une fois démontré qu'une application ponctuyelje

antidéplacement, pour savoir si f est une symetrie orthogonale ou une Symétrie glis;écun
cherche I'ensemble E des points mvariants par LR o
si E est une droite alors f est la symétrie orthogonale d’axe E,
si E est 'ensemble vide, alors [ est une symétrie glissee.
On a le schéma suivant :
(] R — 3
e 3+
< 1
& s

J :ensemble des isométries

: ensemble des déplacements

37 : ensemble des antidéplacements

R : ensemble des rotations

G : ensemble des translations

¢ :ensemble des symétries centrales

§ :ensemble des symétries orthogonales
¢ + ensemble des symétries glissées.

Exercice 19 ¢ Soit ABCD un parallélogramme.

s oy . . 2
S Montrer que l'antidéplacement qui applique A sur C et B sur D ¢! ud
symetrie glissée dont on précisera I'axe et le vecteur.

" - : = = r iﬂts
De cette classification des isométries, découle la suivante selon leur ensemble de PO
invariants :
® une 1sometrie ayant § comme ensemble de points invariants est idg,

e une isométriec ayant une droite (D)
symétrie orthogonale (I’

i . " esl um
comme ensemble de points invariant$

axe de cette symétrie est la droite (D)),

¢ uneisomeine ayant un unique point invariant I est une rotation d’angle non

pulet 0%
le centre est le point I,

® une 1someétrie n'ayant aucun point invariant est :
* SOit une translation de vecteur no

; il n nul (si c’est un déplacement)
e SOIL une symetrie glissée (si c'est { ¥

un retournement).

Ainsi, si une isométrie i a deux points distincts invariants A et B, alors i €st°

e soit la symétrie orthogonale ¢’ : .o onr cette
. : axe(AB)(s i i itué sur
non invariant par i), (AB)(s'il existe un point C non s

. . {8
e soit 'application identique (s'i] ex; _ - {AB]‘

z : exist i drol
invariant par i), € un point C non situé sur la
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Meéthode pratique

Pour trouver la nature d’une isométrie,

. souvent on cherche ses points invariants et on
utilise la classification ci-dessus.

o Ceci est facile lorsqu’on connait l'expression analytique de I'isométrie relative a un
repére donné.

e Ceci est facile aussi lorsquon connait d¢ja des points invariants.

On aura dailleurs souvent avantage a chercher I'ima

ge de certains points (donnés ou
choisis) pour voir la nature de I'isométrie.

Ainsi par exemple ABC étant un triangle équilatéral, la seule isométrie laissant 4, Bet C

mvariants est idg; celle, f. laissant 4 invariant et telle que f(B)=Cet f(C)= Best la
symetrie orthogonale d’axe la médiatrice de (BC).

Exercice 20 ¢ Soient A4, B et C trois points non alignes du plan, (4) la droite (4B) et t un
vecteur non colinéaire 3 AB.
Demontrer que la transformation Si4) © t; est un antidéplacement.
Construire les images 4’, B et C’ des points 4, Bet C par 84, o t;, puis les
milieux respectifs I, J et K des segments [A4A47], [BB’] et [CC’].

1) Siun’est pas orthogonal & AB, démontrer que S, o t;est une symétrie
glissée que 'on caractérisera.

2) Si i est orthogonal & AB, démontrer que S, O t; est une symétrie
orthogonale dont on précisera I'axe.

3) Examiner le cas ol u est colinéaire 2 AB; préciser la nature de S 0tz
selon que & est nul ou non.

On retiendra que la composée Sia © tzde la symétrie orthogonale 8,4 d’axe (4) et de la
translation t; de vecteur u est :

— 01t une symétrie orthogonale si # est nul ou normal i (4)

®siu= Ei, alors t; = id; e si u est normal a (4) alors
et S 0 lg= Sy S © 7= S
oun (4) = L%,—;{A]

x M’

(4)

— SOit une symétrie glissée si i est non nul et non normal 4 (4).
Soit i un vecteur directeur de (4) et j un vecteur normal a (4).
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B
. 5 i s B v veele SdCDrX = \
Il existe un unique couple (v, W) de vecteur iX Dytelquesiias, -

(4) = t-4% ()

N, M j‘i
M i
N

M,

,.r_" N "

M M!

onaS.,olz=S5u010

Exercice 21 ¢ Soient (D), (D,) et (D) trois droites distinctes concourantes en 0,
§ On note S,. S, et 5 les symeétries orthogonales d’axes respectifs (D,),(p,
let (D). et S la composée 53 0 5, 0 §;. *
» Démontrer que S est une symetrie orthogonale d’axe une droite (D,) que
0 on situera par rapport aux trois droites données.

V. Similitudes -

1 Définition

o~
Question 36 ¢ Soient O, A, B et C quatre points du plan tels que A Bet C:;g s‘:::rf'jﬁ

alignés, h l'homothétie de centre O de rapport 3,etr la rotation 4¢

, n

d'angle B ' ﬂwmgﬂiry
Placer les images O', A’, B et C’ des points O, A, B et C respee A
l'application h o r. ot
Comparer les distances O'A’, A’B’, B'C’ et A'C’ avec rgsgt?:“; W"'M
AB, BC et AC. Démontrer que le résultat obtenu 5€ généralls
(M, N) de points de .
Que peut-on dire de 'effet de r o h sur les distances’
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Définition

On appelle similitude du plan toute a

: pplication bijective de 4 sur &' qui «conserve le
rapport des distances » ¢'est-a

| -dire telle que : quels que soient les points M. N et P,
distincts deux a deux, d'images respectives M’. N’ et P’ on a -

M'N"  MN M'N° M’'P’ N'F')

IFF“—_-E—}; (OI.I cncore MN = MP = NP

Amsi une transformation f du plan est une similitude si et seulement si elle « multiplie
la distance par un nombre réel fixé k strictement positif» 3

cest-da-dire si et seulement si il existe un nombre réel k strictement positif (et unique) tel
que :

VMed YNed f(M)f(N)=kMN.

. Le nombre réel k est appelé le rapport de la similitude.

Remarque

Toute isometrie est une similitude de rapport 1.

Toute homothetie de rapport k (k est un nombre réel non nul) est une similitude de
rapport |k|.

Question 37 ¢ Démontrer que la composée d'une isométrie suivie d'une homothétie de
rapport o est une similitude de rapport |af.

Démontrer qu'il en est de méme pour la composée d'une homothétie suivie
d'une isométrie.

Question 38 ) Soient ABC un triangle, A", B’ et C' les milieux respectifs de [BC], [AC] et

[AB].
Démontrer qu'il existe trois similitudes [y, [, et f; telles que :
T Tt i
A A B B C C
C'" | B A | C B | A
B | C c | A4 A | B

que 'on déterminera.

On rappelle la définition :

Soient (F) et (F ‘) deux figures du plan .

(F) et (7°) sont dites semblables si et seulement si il existe une homothétie qui transforme
(7) en une figure isométrique a (77),

cest-d-dire il existe une homothétie h et une isométrie i telle que h(F) soit I'image de (F)
par i,

Or I'isométrie i est bijective donc I'égalite h(:7) = i(F ") est équivalente 4 ' o h(F) = (51,
Daprés la question 37, i " o h est une similitude donc si deux ligures
semblables il existe une similitude qui transforme () en (F).
Examinons le cas particulier ou (7) est un triangle.

(F) et (F') sont

153



Mathématiques premicre C et E - Géomelrie

T

On a trois critéres de cimilitude de deux triangles : soient ABC et A'B'C’ deuy i
angle
5

ABC est semblable a A'B'C’ siet ceulement si ils yerifient :
['] qu.'u ‘l_ﬂ_ — I_-rfﬁ_ — E“_‘{
' AB BC CA
i’ ot mes B = mes B
. i - A'F A
e soit mes A = mes A et TB_ = T(T

e soit mes A = mMeES

émontrer que les triangles ABC et A’ B'C’ vérifient chacun de ces critires

Exercice 22
«i et seulement si ils sont semblables.

§
Exercice 13 gS{)iL‘nI ABC et A'B'C’ les deux triangles donnés sur la figure ci-dessous,
E B

A-t

|
"

Vérifier,en
.enmesurant sur la figure, que ces deux triangles sont semblables®

preciser le nombre réel k tel que :
A’Bi’ —_ L r r
kAB,  A'C’ =kAC et B'C’ =kBC

image®
Cy AP

Soit O u i .

respgcu:l point qu;lconque du plan. Placer les points 4 B, et
es des points 4, B et C ; oii b de centre 0 ¢

rapport k. » par 'homothétie h de cen r

Que peut-on dire des triangles 4 B C et A’B'C’?

En déduire qu’il exi
- quil existe une application f telle que :

et =i - : o
J =1iohouiest une isometrie.

Veri '
rifier que i est un retournement
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2 Propriétés des similitudes

De la définition découlent, de fagon immédiate les propriétés suivantes :

e La composee de deux similitudes est une similitude dont le rapport est le produit des
rapports des deux similitudes.

e Lapplication réciproque d’une similitude de rapport k est une similitude de rapport 7

On en déduit que I'ensemble des similitudes du plan, muni de la composition des
applications, est un groupe.

Question 39 ;Snfem ABC et A'B'C’ deux triangles semblables.

Soient s, et s, deux similitudes telles que les points A, B et C aient

. respectivement pour image A’, B’ et C' 4 la fois par s, et par s,.
Soient M un point quelconque du plan, M, son image par s, et M, son image
par s,.
Démontrer que si M, et M, sont distincts alors A’, B et C’ sont sur la
médiatrice de [M, M,].
En déduire s, = s,,

|
b . Théoréme

- Etant donnés trois points non alignés 4, B et C et trois points non alignés 4", B’ et ¢’
- tels qu’il existe un nombre réel strictement positif k vérifiant :
g' A'B" = kAB, A'C'=kAC et B'C’ = kBC.

o ——

| 1P existe une similitude et une seule / (de rapport k) telle que :

| f(A) = A, f(B)=B et f(C)=C.

- Autrement dit : une similitude est déterminée de fagon unique par trois points non
| alignés et leurs images.

)i\’léth ode pratique

Pour placer I'image M' d’un point M par une similitude / qui transforme les points non
alignés A, B, C en les points non alignés, respectivement A’, B’ et C’.

‘B
On recherche la valeur du rapport k(k " AB )

On trace les trois cercles (C,), (Cs) et (C;) :

(C,) de centre A’ et de rayon kM A
(C,) de centre B’ et de rayon kMB
(Cs) de centre €’ et de rayon kMC.
Puisque M'4’ = kM A, M'B’ = kMB et M'C" = kMC le point M est I'intersection des
cercles (C;), (C,) et (C3).
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(En utilisant Thalés on peut multiplier une distance par un n\
g

quotient de deux distances.)

M

Exercice 24 ¢ Soient (0. i, /) un repére orthonormé du plan, et les points

(o o) ) 4 #(3) < <)

f
- Lt mh[ablﬂs
Vérifier, par le calcul, que les triangles ABC et A'B'C scgl:es:pecli\"’
préciser le rapport de la similitude qui transforme A, Bel
en A, B et C". (e dont ¢

: : G g isometr
Décomposer f en une homothétie de centre O ¢l une 150
donnera precisement les éléments.

; , -] %
Quelle est I'image du point D( 3) par f?
dﬂns le I'ﬁpé[{
Exercice 25 ¢ Soit f l'application ponctuelle d'expression analytique.
orthonormé direct (0, i, ;] :

Veérifier que O est invariant par f.
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Y a-t-il d’autres points invariants par f?

Soient M un point du plan et M’ son image par f, comparer OM’ et OM.
Soit h I'homothétie de centre O de rapport 2. Donner l'expression
analytique de I'applicatign ¢ égale 4 h! o I

Trouver la nature de ¢: on vérifiera par le calcul le résultat trouve
graphiquement,

En deduire la nature de f et sa décomposition en deux transformations du
plan dont on précisera les éléments caractéristiques.

Exercice 26 ¢ Soit s I'application ponctuelle d’expression analytique dans le repere
orthonormé direct (0, (I

{x’=x—\/§y
y’=ﬁx+y+\/§-

Montrer que s admet un unique point invariant 4 dont on calculera les
coordonnees dans (0, i, j).

Donner P'expression analytique de s dans le repére (A, i, j).
Déterminer la nature de s et une décomposition en précisant les éléments
caractéristiques des applications ponctuelles,

Classification des similitudes

Soit une similitude de rapport k (ou k est un nombre réel strictement positif). Etant donné
un point O fixe du plan, on considére I'homothétie i de centre O et de rapport k.

L _ 1 ; s s
L'application s o h !, composée d’une similitude, h !, de rapport P et d'une similitude, s,

de rapport k est une similitude de rapport 1 c’est-a-dire une isométrie i.
S0 h™' =iest équivalent d s =i o h.

De méme h™' o s est une isométrie i’ etonas=ho i

Ainsi on a démontré :

Théoréme

Toute similitude de rapport k est la composée d’une isométrie et d’une homothétie de
rapport k.

Remarques
Onaainsi : deux figures (F) et (F ') sont semblables si ¢t seulement si il existe une similitude
§ telle que s(7) = (7).
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e —
une symetric orthogonale d’axe (D), gu"x

Exercice 27 ¢ Soient §p, Point
S I'homothetic de centre O ¢l de rapport — 2. de (D) °,

i 2 E,
! Démontrer que i © Sip €St une similitude dont on Préciserg |
¢ Determiner une homothétic h” de centre O et de rappory pus?!- Ppon,
¢ 1sometrie | telle que il ety
'-\

4 hoSm=hat,

L

Remargin

o La décomposition d'une similitude en une isometrie suivie d’une homothéje
homothétie suivie d'une isométrie) n'est pas unique car on choisit le point
e Soient Ji, o iyeth; o iydeux décompositions de la méme similitude s en une jsop
(iy ou i;) suivie d'une homothétie (; ou h;). Comme une homothétie conserve Jes anﬂn:
orientés. en choisissant trois points non alignés A, Bet C dimages respectives 4’, p e

par s. on obtient le resultat suivant :

(ou dyp

i, €l iy sont :
o <oit toutes deux dans 3° (si les triplets (4. B, €) et (A", B, C') ont méme orientatioy)
e soit toutes deux dans 3~ (si les triplets (4, B, €) et (A°, B, C’) n'ont pas la méme
prientation).

Defnition ‘
On appelle similitude directe toute composée d'une homothétie et d'un deplacement.
On appelle similitude indirecte toute composée d'une homothétieet d’un retournement.

—t

Puisque toute homothétie ¢t tout déplacement conserve les angles orientés, et tol

antidéplacement transforme un angle orienté en son opposé, on a :
_r___-——""‘

[ Théoréme |

Toute similitude directe conserve les angles orientés. }
' Toute similitude indirecte transforme un angle orienté en SDTL""/

Etudions tout d'abord la décomposition d’une similitude directe non reduite i e
translation.

Soit s une similitude directe : il existe une homothétie h(h € JC) et un
tels que s=ho i

On a vu que : 17 = R U G; i est soil une rotation soit une translati
Si i est une translation (i€ G) alors h o i, élément de ©, n'étant pas une
homothétie. Notons i’ cette homothétie ; on a ainsi s = h’ ou encore s =
Iapplication identique du plan cest-d-dire la rotation d’angle nul.

On a ainsi décomposé s en h' o r, avec h' e IC et roe Rk d'ol :

géplacement i€’ }

on. ; o
transla“ﬂ“' ?SE a4l
*ofo oufo

|7'I'hénrému o
o . ] 0s¢e
Toute similitude directe non réduite 4 une translation € P

homothétie el d’une rotation,




Transformations du plan

uestion 40 ¢ Soient O un point du plan, h I'homothétie de centre O et de rapport k, r la
rotation de centre Q et d angle (@) et s la similitude égale a h o r.

I) Verifier que, si k est strictement positif, alors pour tout point M distinct
de O, le point M" image de M par s est lunique point du plan tel que :

(OM.OM') = (3) et OM’ = kOM.

Quelle est l'image du point O par s?

P P
r h
M | M, M, | M’
N l.'\',' : ‘N' : 'i\df ;
M,
_],; :

M

Viérifier que si () est U'angle nul et k = | alors s est | application identique.
Vérifier que si (%) n'est pas 'angle nul ou k est différent de 1, alors s admert un
point invariant et un seul : le point 0. On dit que s est la similitude divecte de
centre O, de rapport k et d'angle ().

2) Vérifier que, si k est strictement négatif, alors h est la composée (dans un

ordre quelconque) de I'homothétie h' de centre O et de rapport |k| et de la
rotation de centre O et d'angle plat. En déduire que s est la similitude de
centre O, de rapport |k| et d'angle (i) + (p).

Question 41 ¢ /) Démontrer que les seules similitudes ayant au moins deux points
invariants distincts sont des isométries,

2) Soit S une similitude dont on connait un point invariant A. Eerire S
comme composée d 'une homothétie de centre A et d'une isométrie laissani A
invariant. Donner la décomposition précise de S selon qu’elle est directe ou
indirecte.

On démontre (voir exercice n® 70) que toute similitude non réduite 4 une isomeétrie admet
un point invariant et un seul que I'on appelle son centre.,

® Soit s une similitude directe non réduite 4 une isométric. Notons O le centre, k le rapport
de cette similitude, et h homothétie de centre O ¢t de rapport k. La transformation
h™' o s est une rotation r de centre O, notons (4) 'angle de cette rotation.
Ainsionas=hor. el d'apres la question 40, s est la similitude directe de centre 0. de
rapport k et d'angle (4). En étudiant Uimage par h o r et ¥ o h d'un triplet (A, B, ') on
Constate que ces deux transformations sont égales. Dans le cas ou s est une rolation, on 1
encore s=horaveck=lels=r
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On a ainsi montré le résultat : \

| e le rapport de I'homothétie h soit le rapport k de la similitude de g

Théoreme

———

Toute similitude directe s non réduite a une translation est |
homothétic h et d'une rotation r telle que compﬂség dy
e

e /i ot r aient méme centre : le centre de la similitude s;

| De plus /ret rsont alors unigues et vérifienth o r =r o h.L'angledela rotatj
I angle de la similitude s. altm"""-‘fshclil

—__—\"--.

e Soit s unc similitude indirecte non réduite @ une isométrie. Notons 0 |
rapport de cette similitude et I I'homothétie de centre O et de rapport k
La transformation h~ ' o s est un retournement qui admet le point Olt‘:om

centre, ke

invariant (car s{Q) = Oeth 1(0) = 0). Puisque les seuls retournements ayant aum'l:.ui“t
point invariant sont les symétries orthogonales, la transformation h~! o smcﬂmstm
SU une

symétric orthogonale S, dont I'axe (D) passe par 0.
Ainsi on a s = h o s, €l cetle décomposition de s en une homothétie de centre ¢ o
rapport k et une symeétrie orthogonale, est unique. La droite (D) est appelée I'axe dtdl,:
similitude. On dit que s est la similitude indirecte de centre O de rapport k et d'axe (p
En appliquant I'axiome de Thalés, on démontre que 'on a: ho Sipy =S 0h
On a ainsi montré le résultat :

r]"héoréme
Toute similitude indirecte s non réduite a une isométrie est la composée, dans un ordre
guelconque. d'une homothétie, ayant le méme centre O et le méme rapport que s, et
d'une symétrie orthogonale unique dont I'axe passe par le point O.

Question 42 1) Vérifier que toute similitude conserve :
I'alignement des points, le parallélisme et | ‘orthogonalité.

2) Vérifier que toute similitude multiplie :

les longueurs par son rapport, et les aires par le carré de son rapport

point du plan d'image A'part

Exercice 28 ¢ Soient s une similitude de rapport k,Aun CRestle cerck

Montrer que 'image par s du cercle de centre A et derayo
de centre A’ et de rayon kR.
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e —

.r-"“"—ra_- _ . : 1 i€
| Application vectorielle associée
VI. 5 une application ponctuelle

Question 43 (Soit { une translation de vecteur u. A tout point A du plan on associe
- l'application @, de U dans U qui, a tout vecteur v, fait correspondre le

vecteur @ 4(v) défini par : M étant 'unique point du plan tel que t = AM
alors ¢ ,(0) = A'M” oit A’ et M’ sont les translatés respectifs de Aet M. On
a ainsi rpd[m) = t(A)t(M).
Soit B un point du plan, vérifier que l'application ¢ g associee a B, est égale
a @y
Quelle est la nature de l'application ¢ de U dans O qui d tout vecteur MN
associe le vecteur t(M)t(N)?
@ est appelée application vectorielle associée d t.

Question 44 ¢ Soit h une homothétie de centre A et de rapport k (k€ R*). Démontrer que,
quels que soient les points M, N, P, Q du plan, si MN = PO alors
h(MYh(N) = h(P)h(Q). )

Ceci permet de défmir I'application ¢ de °J dans U, associée a h, par : quel
que soit le représentant (M, N) du vecteur ¥, ¢(v) = h(M)h(N).
Montrer que :

VeV o) = k.

Une telle application est appelée homothétie vectorielle de rapport k.
Soient u et v deux vecteurs et o un nombre réel, calculer ¢(ii + 1) et @ (au) en
fonction de @(u), ¢(v) et o.

Exercice 28 ¢ Soit 4 un point du plan. On considére I'application :
J: §=—7
M A

Soit ¢ définie par: quel que soit v dans U, si 0= MN, alors

P(v) = W Montrer que ¢ est bien une application de U dans U
c'est-d-dire que ¢(v) ne dépend pas du représentant de v choisi. Quelle est
la nature de l'application vectorielle ¢ associée a f?

Exercice 29 Soient (D,) et (D,) deux droites sécantes en 4, de vecteurs directeurs

respectifs i et j.
Soit p la projection sur (D,) parallélement & (D,). . +
Pour tout point M du plan, calculer les coordonnées de son image M’

par p dans le repére (4, i, /) en fonction de celles de M.
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¢ Soit , Fapplication de U dans U qui au vecteur 3

b ; . 1 = — assﬁci
: pLApA) o M est le point defini par v = AM., e Jo )
> Caleuler ¢ ((F) en fonction des coordonnées de b dang la
t' Soient B un point du plan el @y I"application qui ay vect
{CI‘lf’”I‘l!\"- Montrer que ¢ 4 = Py '
{Soit @ cette application (qui ne dépend pas de Porigine choisie 4
§ . 2
¢ Notons D; et Dz les d]rm[c_s vectorielles de base respective ?an
» Démaontrer que tout vecteur i de U s'écrit de fagon unique 7, E‘] et g
( dans D-el . dans D;. Exprimer alors, avec ces notations, {p@zﬁ‘-rtcgl
? o est appelée projection vectorielle sur la droite vectorielle D; S;ij
§ droite vectorielle Dj. ang |,
! Soient i ¢t © deux vecteurs de U et o un nombre réel, calcule
E @(xu) en fonction de ¢(u), @(v) et o

bﬂse}‘:-
|Jl
Cur pr
rBNas _

TOl+ )y

Exercice 30 ¢ Avec les notations et ‘Ics E1ypo}|1éses de I'exercice 29, et s Ia Symétrig py,
S rapport 4 (D,) parallelement a (D).
¢ Soit ¢ de U dans U qui au vecteur v de rf-:l?resentant (0, M) associe |,
?\'cctcur s(0)s(M). Montrer que cette définition de y ne déepend pas ¢
S 'origine O choisie dans .
{ Calculer alors /(i) grice aux vecteurs o, et D,.
{ Y est appelée symétrie vectorielle d’axe D; et de direction Dj. Soient i,
{ deux vecteurs el z un nombre réel, calculer y(u + ) et Y (o) en fonctionde
W), @(v) et =
Dans quel cas  «conserve la norme» cest-a-dire :
VEeU (@)l = lIoI?
Dans quel cas i «conserve le produit scalaire» Cest-a-dire : -

Vi, eV Yw).p)=u.0?

Question 45 ¢ Soient (D) une droite du plan, O un point de (D), E le complémentaire de(D)
dans .
On consideére I'application g de & dans I telle que :
YMe(D) g(M)=M
YMeE  g(M)=Sy(M)
ou Sq est la symétrie centrale de centre O.

Soient A un point du plan distinct de O, @y et ¢4 les applicd
dans U définies par :

sions d¢ U

—_——.

-______.——.
si v=0 alors  @y(0) = M
si b=AN alors ¢ ,(0) = g(A)g(N)

A-t-on @g = ¢, | o
A-t-on, quels que soient les vecteurs it et © et le nombre ré. %
Polit + D) = poli) + @o0)?
Pola) = apo(t)?
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Déhnition

L'ne application ¢ de U dans U est une application linéaire de U si et seulement si elle
vérifie les deux proprietes ;

) V(i B eV? @ + D) = @) + (7).
N YuelD Vae R (p[(}(l?] = :‘I[p(b:}

Remarques. <

e Ondemontre facilement qu'une application ¢ de VU dans A7 est linéaire si et seulement

V(u, 0)eV? V(o PeR? oo + ) = ap(i) + fo (D).

e Limage du vecteur nul par une application linéaire est le vecteur nul.

Question 46 ( Soient (O, i, j) un repére orthonormé du plan et f I'application ponctuelle

d'expression analytique dans ce repére :

X' =2x+3y+3

y=5x—y—-1"
On considére 'application ¢ de J dans U qui, au vecteur v de représentant
(M, N), associe le vecteur (D) de représentant (f(M), f (N)) Vérifier que
cette définition ne dépend pas du représentant choisi pour v. Exprimer les
coordonnées X' et Y’ de l'image par ¢ du vecteur de coordonnées X et Y
dans la base {F, }").
Vérifier que ¢ est linéaire.
@ conserve-t-elle la norme?
@ conserve-t-elle le produit scalaire?

Soient ¢ une application lin¢aire de U et (F f} une base de U. On note i’ et ; les images
respecuves de i etj par o. Il existe quatre nombres réels uniques a, b, c et d tels que
i"=ai +bjetj’ =ci +dj.Soit i un vecteur de VU de coordonnées x et y dans la base (i, f).

Ona:
@(il) = o(xi + yj)
= xo(i) + yo(j)
= x(ai + bj) + ylci + dj)
= (ax + cy)i + (bx + dy)j
ainsi @ est « représentée » par l'application :
R? — R?
(x, y) — (ax + ¢y, bx + dy).

Rec:proquemant soit ¢ une application de U dans U telle qu'il existe quatre nombres
réels a, b ¢ et d vérifiant :

Y(x, y)e R? {p{x;" + yf) = (ax + cy)? +(bx + dy]f.
163



Vothematiies premicre C et Lo (Fémmetrie
=== e ————
e de U i =i+ yj et D= X'i m

Soient et - deux vecteu

ol + 1= @lix + \'II--F (v + 2]
o) el ] Db X+ dy+30))f

| T
(bx + dv)j +(ax +ey)i +(bx" +dy)j

= {{Ix l'\'” T

= @la) 4 (1.

Soit ¥ un nombre réel . .
olan) = @laxi + o))

(aox + -'.'nr_'.-']r" + (bax + daty)f

2 (ax + r_v}f— + (bx + dy}j']

ﬂlﬂ{m.

Ainst o est hnearre

I

Théoréme
dans 7 est linéaire si et seulement si, étan :
4 t dﬂnnm une hm |

LUne application ¢ de U

(i. j)de U, il existe quatre nom bres réels a. b, ¢ et d tels que, quel que soit Je =

de . de coordonnces x €L ), SON image par ¢ soit le vecteur de coordonnées ﬂ::fu '
(4

et hx + dy
" Remarque :
Une fois la base (i, j) fixée les quatre nombres réels sont uniques et définis pa:

q‘)‘{f-l = ai + bi. @lj)=ci +4dj.
On appelle matrice de I'application linéaire ¢ dans la base (E': f] le tableau (b )uu
d
la 17 colonne est formée par les coordonnées a et b de (i) dans la base [Ef],
la 2¢ colonne est formée par les coordonnées c et d de ¢(j) dans la base (;‘:f}.
p: VU — U

On a alors :
s % — ax + ¢y
¥y bx + dy/

Question 47 {Soit h ['homothétie vectorielle de rapport k (ke R*) :
hei s ki. hest linéaire d'aprés la question 44.
e bases respectives (i) et (i) tele

Qy s'écrit de fagon unias:

Sotent Dy et D deux droites vectorielles d
On considere

que (i, j) soit une base de U ; tout vecteur U de
v =10, + 0, avec 0,eD; et 1,€D;j (voir exercice 29).
symétrie vectorielle s d'axe D; et de direction D définie par -

s@) =, —, o D=0, +0, avec v, €D € v €07
1) Veérifier que s est une application linéaire.

2) L'application h o s est-elle linéaire? appfl'fﬂms

3) Vérifier que h et s sont des bijections el

réciproques h™' et s,

4) Les applications h— ' et s~ " sont-elles linéaires?

donner leurs
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Transformations du plan

Plus généralement : Soit ¢ une application linéaire et bijective de U sur U, et @' son

application réciproque,
Soient u’ et " deux ¢léments de V. Puisque ¢ est bijective, il existe :
un unique vecteur i tel que @ (i) = i’ et un unique vecteur § tel que () = 1",
On a alors :
¢ I+ ) =0 [ot) + ()]
=@ '[¢(+7)] carpestuncapplication linéaire
=u+uv
=0 i)+ (@),
Soit 2 un nombre réel, on a :
¢ Heal') = ¢~ [ag ()]
- tp__ '[o(@)]  car ¢ est une application linéaire
= o
=ag (1),
On a ainsi montre :

|
| Theoréme

Soit ¢ une application bijective de U sur U d’application réciproque ¢ . Si ¢ est
linéaire alors @ ' est une application linéaire.

De méme on demontre facilement (comme 4 la question 47) :

Théoréme

La composée de deux applications linéaires de U est une application linéaire de .

On déduit de ces théorémes que I'ensemble des applications linéaires bijectives de U muni

de la composition des applications est un groupe, appelé groupe linéaire de U, noté
GL().

. s i i Wi W " .la ¢
On montre qu'une application linéaire ¢ est bijective si et seulement si b d

|#Doﬁ

(z ;) est la matrice de ¢ dans une base donnée de U (exercice n® 70).

Exercice 31 (Soit ¢ I'application linéaire de U donnée par sa matrice dans la base (i, j)

2 1
de U : ( I 3). -
Déterminer I'image réciproque de { O } par ¢ (c’est-i-dire 'ensemble des
vecteurs de U d'image le vecteur nul).
Déterminer I'image directe de ‘U par ¢.

: 3 6
Meémes questions pour  dont la matrice est (2 4),

L]
]
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ore Cet F - Geometrie

Vathématiques prenniere -
Exercice 32 ¢ Soient (0. i. j) un repere orthonormé direct du plap, o,
y . "
{

=
‘Eccnlru 0 el d'angle “_,:I. I'o aﬁ"ndt
\ hnﬁu que la pplmdtmn vectorielle p, associée 4 )
(MN) = (M) N) est indépendante de lorigine chﬁlsle:] defme .
.1|3p||L‘|Imn lin¢aire et donner sa matrijce da: _ éﬁhh:
poppopPop | est un groupe pourla g s | e
a table). Mpog ity

'ﬁ /
qI.IL, i esl une

% Montrer que | p
& t|‘l|‘F|IL‘i1Iﬂl!H jon donnera I

Plus généralement : soit / une isometrie de . On considere :

oA — U . e
sin=AB alors @)= f(A)[(B).

[ — (r) défini par : s

e Montrons qué I'écriture ci-dessus a un sens, cest-a-dire que le vecteus o0
U ey

indépendant du representant de v choisi :
¥, & ;
Sofent (4. B) et (4;. B,) deux representants du vecteur v, A’, B, s B, les g

respectives de 4. B, 4, et By par o
ramme : le milieu I de [AB,] est celui de [BA,] Plisque [

4BB, A, est un parallélog
a pour image le point I’ qui est a la fois miliey de (4 B

une isomeétrie, le point [
et de [B'A, 1] i ainsi 133’41 est un parallélogramme : A’B’—AIB Clesteddie

7(AV(B) = f(A)[(By).
e Montrons que lapplication ¢ ainsi définie conserve la norme : un veeteur;

représentant (A, B)a pour image par o le vecteur f(A)f(B); puisque f est uneisomélricos
a - diA. B) = d(f(A), f(B)) cest-a-dire : 8]l = ll@@)].

e Montrons que 'application @ conserve le pmdmt scalaire. Soient et v deux vecteurd
A un point de &, B et C les points définis par ii= ABetb = BC, A’, B et C' leurs imags

respectives par f.

|

AB . BC = [AC? — AB* — BC?]

ey w1

AB . BC =5 [A C2— g'Bd— B'C7]
or:: AC= H'C’; AB=A’B, BC = B'C'
d'otl : AB .BC = A'B’ . BC"
c'est-d-dire : u.v= ). @)

; . : psent?
(On remarque que si une application conserve le produit scalaire alors elle ¢

norme).

e Montrons que ¢ est une application linéaire :
Soient u et v deux vecteurs, On a :

(i + ) — o) — (D)
= lGi + D) + p@I2 + llp@)]? — 200 +9) “"{ﬁ} 4+ 200 A
— 20+

e
L4 P



Transformations du plan

Dapres ce qui precede ¢ conserve la norme et le produit scalaire d’ou :
ol 4 £ — o) — q-](ﬁnl

=l =2 - - - - - o o o
= I+ 0%+l + 1812 — 25+ 5) . i — 26 + 7). 5+ 24 . §
= [[(u + v) — & — B2

= 0]
={).
el @i + 0) — (i) — ¢(F) = 0
cest-a-dire @u+ v) = p(u) + @(v).
Soit ¥ un nombre réel, en calculant @ (ott) — ap(u)]|2, on montre de méme que

a(xil) = x@(u).

On a ainsi montré que :
e l'application vectorielle associée 4 une isométrie conserve la norme et le produit scalaire

e toute application de U dans U qui conserve le produit scalaire est linéaire
et .

Théoreme
L'application vectorielle ¢ associée 4 une isométrie f, définie par :

VYMed ¥YNef @(MN)= f(M)f(N)

est une application linéaire.

Question 48 ¢ Le plan est rapporté d un repére orthonormé du plan.
Soit f l'application ponctuelle d'expression analytique :

{x’=3x—-4

dans ce repére.

2
Soit h I'homothétie de centre A( l) de rapport 3.

1) Donner I'expression analytique de h™" puis celle de I'application s égale
ah™'of.
2) Caractériser les applications s et f.

3) Déterminer les applications vectorielles ¢, et o associées
respectivement d f, h et s.

4) Quelle égalité peut-on écrire avec ¢, \y et a?
Sont-elles toutes trois linéaires?

Plus généralement : soient f et g deux applications ponctuelles dont les applications
Vectorielles ¢ et i associées sont linéaires.
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(M. N): B

Soit + un vecteur de representant

P P |
/ 4
‘M‘ Mﬂ'
N | N
On a:
[‘Iql;:} = ."l'f‘N'
d’-{l:'l_*f_'i']. . j\‘f”N "

¥ o ()= M'N"
=y o f(M)g o f(N).

g o f. et comme @ el Y sont linéaires, ¥ o ¢ l'est,

Ainsi @ © ¢ est associee d

—_—

Théoreme
ns ponctuelles f et g dont les applications vectorielles

La compaosée de deux applicatio
a pour application vectorielle associée l'application

4ssociees ¢ el | sont lineaires,

lincaire U o .

| S

Remarques
une similitude est la composée d'une homothétie et d'une isométrie, et que s

e Puisque
cices a une homothétie et 4 une isométrie sont linéaires, ona

applications vectorielles asso
le résultat suivant :

I"hsuie similitude a une application vectorielle associée linéaire. |

e On démontre alors que toute similitude a une expression analytique de la forme
N=ax+ey+k , fa ¢ o1 trice de Iapplication linéaire associée, €t kel
) ou est la matrice de Mapplication hineal 1
WV=bx+dy+{ h d PPNG
deux nombres réels.
e Si / est une application de 4 dans & ayant pour application vectoriell
ona:

¢ associée ¢, 8100

| est bijective si et sculement si ¢ est bijective.



Transformations du plan

al :
. yranslation de vecteur u. Soient M et M
ae x poinls du plan.Ona:
" Ay — W = I]

par |a translation

-~ Mest le translaté de A
%
de vecteur — i.

Ainsi [ est bijective etson application réciproque est
|a ranslation de vecteur — . _
puisaue un vecteur MM’ est nul si et seulﬂemept si
;f _ M la translation dg vecteur nul B;t I'applica-
tion identique du plan : idg: T—>9

M M.

az
Soient t |a translation de vecteur 4, M et NV deux
points du pian,

o %
1
M M
N N
Ona: MM =i et NN =0
dou ; MM = NN'

ce qui est équivalent aMN = MN.

Puisque M'N' = MN, les normes de ces vecteurs
sont égales, c'est-a-dire les distances MN et MN
sont égales; ¢ est donc une isometrie. .
Soit f de ¥ dans 4 vérifiant la E{apraété qonn ;t,
Soit A un point fixé du plan dimage A par f.
Notons ¢ le vecteur AA'._QPEI que soit le point A:."
d'image M’ par f ona A'M =AM d'od MM’ = v;
f est la translation de vecteur u.

3

oit M un point du plan. M est invariant par [ Sl el
ulement si MM = @, or & est non nul donc aucun
oint M n'est invariant par L. ;

uisque Ia translation de vecteur nul est idy, tout
oint du plan est invariant par cetle translation.

4

oient ret ¢ les translations de vecteurs raspectifs u
tvet M un point du plan, M son image par LM
Vimage de A par r. Ona: MM =uel M:M =
‘00, d'aprés I'égalité de Chasles MM" = b + U:
Insi ¢ o ¢ est la translation de vecteur v + U-

N en déduit que :

la composition des applications est une loko
“OMposition interne dans T.

£pONSEs aux questions

® cette loi o est associative et commutative car +
I'est dans U

L’élément neutre pour la loi o est id, c’est-3-dire la
translation de vecteur nul; et toute translation a
pour application réciproque une translation. Donc
(%, o) est un groupe commutatif.

as
A,

e S

Ona H, =T 3,;" d'od : les coardonnées de A,
sont 2 + 1 et 3 + 2 soit (3,5):

— - - - ‘. B
A A= 5/ —4j d'ou AJ(.-i)'

De méme :
- - -1
BB, =2 +3 d'ol H.( 1)

- 4
B,B,=5i—4 dol B:( ¥ 3)

u() m(G)

Ml srl{M} -— M_-F‘ =?
> (x, = X)i+ (¥

{x,—-x=2
=

..y]?: 2;‘:-}' 3;

h_y=3
xl=x+2
yi=v+3
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A T RE— 1)
(g, — ¥ =0
—
L ¥a =¥, 4
X=Xy
—n | %2
. [ ¥2=¥
|
On a dane
o [ (x + 2)
M, (M) = .
: [ ¥a=(y+3)
1 ¥ X + r
¥ g
Ains: on a
|2 —x=7
M.=1 [ (M) —
|y j = 1
| — "u':'-"y-'?_ ?_ /
I f.of, est donc la translation de wvecteur
| 7/ (remarque o + £=Ti —j)
|

2.1'73?

Q6
XN [ X
Soiem M| et M [ deux pointsdu plan. Ona :
M = tiM) < MM =27+ 3/
| X =x+2
—
L¥ =y+3
{ X¥= '3
e
ly=y -3
Mel(D) <= IMe(D) M =t(M)
Jx = X 2
= xyp)eR' y=y -3
\2es 854

=2 -2 +3y -3 ~4=0
‘:=;2x'73y' 17 =0

t(D) est donc Ia droite (O ) d'équation

17=0 dansle repére (O, .'._ }-}

)1 Qs W{aj:ﬁ
b (D) L'image de I'axe des absciss® -g-dna le %"
la paralléle passant par A €8S Al ) ¥
D) des abscisses : celui de rapere (A Oné& d
A’ =1(A) De méme |'image de (0. jyest
B =t(8) Chasles : -
(D) = t(p)

a7

G est défini par : 0G = 20A — 208B. Ses coordon
nées sont donc (6, — 6).
L'expression analytique de ¢ est :

X=x+3
d'ou :
7k
2 N
A | A A(1 ‘(5)
' =1 gz
oo o))
0 3
0| o a(u) 0’(4)
g
6} .
G | G G(_G) G(dz)
0G +24'G' — 2B'G'

-t (—2-H7+200-5) i
+(~2 -8 -200-2itC

—(6+8-14)i + (-8 6 14+20

= 0. o

, 9) ot (6
G’ est le barycentre de (0’ 1) (4.2
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Transformations du plan

;- dIre z -+ . =
(¥ o ot val) + UG+ YD)
wi+ ¥ y
- o formules demandees.
gov 16
a? . othétie de centre 0 et de rapport k.
5[_\‘. frl ;L';_ ] deux pﬂlnIS du plan
goient M g
Ona s
M .'J[M} —> QM = kQM.
ot ON nu! {i'OL‘J )
pr kst v
M=h ) Y =
— QM - k QMJ
MMest 'image de M par I'homo-
— 1
- 1menedecemreﬂetderapporti_-.
|
|
-« k est une bijection et son application
ib,l o est ' homothétie de méme centre Q et de
ECIRILIA L 1
aarl INVEISE -
rappu k
Q10
M = h(M) = QM = kM
et N = h(N) === QN = kQN.
De plus JWJ"J' - M’E+ ﬂ_rj'l.f
L MN' = — kQM + kQN
- k(M + QN)
= kMN.
a1
Soit M ur point du plan
M PR

SHivanant par h si et seulement si A (M) = M.
Cest-a-dire QM = kQM
U Encore (1 — &) IM= ﬁ"

=LK 251

Uifférent de 1, alors on a ¢

(1~ kOM =0 == M=0

doni g) & A

stdifférent de 1 alors A a un et un seul
iant

BoIn inyar
LB Y 15 — e
sty e 031 @ 1. alors I'équation (1 — k) M = 0
Blors i-am‘;hﬂuel que soit le point M; d'ailleurs A est
Points uwa;c.a lon id;. Dans ce cas I'ensemble des
"4Nts par h est le plan ' lui-méme.

Q13

S T
Soi Point fixe ¢ “ '
LM un Point dy pi:nplan d’'image A’ par f.

M est invariant par f si et seulement si

M= f(m)
c'est-a-dire, d'aprés la propriété de f,
A'M = kAM.
Orona:
AM = kAM <= 44 + AM = kAW

= (1 -k)AM = AA"

Fuisqua k est différent de 1, il existe un point et un
seul invariant par f : c’est le point Q défini par :

. ;
AQ = — 2
1-k AR
Soit N un point quelconque du plan, iimag_e_[f
par f. D'aprés la propriété de f ona : QN = KON

Ainsi f est I'homothétie de centre 2 et de rapport k
(on a k # 0).

Pour trouver le point Q graphiquement il suffit de
prendre l'intersection de droites (MM') et (NN')

ol M = f(M)
et N = £(N)

I'hypothése sur f se traduit par ;
(MN) JI (MN)
(A'N") [ (AN)
a13
ona: il oo
M, = h (M) == AM, = 3AM i
= (x;,—1)i+(y, —2)) )
=3[(x=-1)i+(y—2)/]
s {x. —~1=3(x—-1)
yi—2=3(y-2)

{ X =3x—2

yi=3y—4.

Soit M, (x,) un point de &, chercher I'existence
¥2

d’un point M(:) de 7 tel que M = h, (M), revient &
chercher les nombres x et y tels que
X=3x-2
{ y2 =3y -4

171




cigt B+ Géometrie

s premiere

M qthématique

me esl gquivalent a:

Or ce sysle

Xy + 2
X -
3
r } d
¥ 3
i s sur o el la
| ; » hijection de U et
donc 5, esl u::”lw[lquﬂ O i appi:catlm‘i

| représentalion

! réciprogque est .
, AP —— =

Gy D ,m.n‘)
(x ¥} I--—-*[ 3 3

s AN =—2AM,
—s (w-1)i+ly=2) .
20(%; — )i+ (s — 2]

| X -1 = '2{-":—”

= 1y-2=-2(1,-2)
[ x=—2%+3

o II yo=—2); 4 B.

’IT "!'{J.'JT::'

Do
. fx=—-203x=2+3
M =h.oh (M) = <|; v = —2(3y - 4) +6
'|' v = —6x+17
| =—Cr+1s

AM 2 pour coordonmnees X — 1 ety —2c'est-a-
dire —6x + 6 et — 6y + 12.
Or le vecteur AM a pour coordonnées X — 1 et
y—2, dou

AM = — 6AM
Ceci prouve gue h,oh, est 'homothétie de
centre A et de rapport — 6.
Remargue. —6 =3 x (—2), on a le produit des
rappors de h, et A,

Q14

£

}et M’(x) Ona:

/ ¥y

M, = hy (M) <=> AM, = — 2AM
tzpjx:-—'l- 2(x—1)

(Va=2=—-2(y—~2)

-==:-{x=_ 2x+43
VYa=~—2y+8.

Soient M[;J M.‘{J“
o WY

De méme, on a :
M'=h(M,) < AM" = 34M),

— JX” =3x, -2
i\ I"'" = 35#2 — 4,

Do :

==

=l SR {r'zai‘z,wa i
ﬁ{ "_L_-Bx.{_? \q
Yy = Ex+14

On constale que, comme dang |,
h, o h; est 'homothétie de centre 4 ;u"“fﬂn 1 ‘
- B;ona: da’anp&i

hy o hy= hy o h, car elles ont méme
analytique. expy

Q15
Cl
[ s \ o'
—,
h,
0 0,
A A
8 B,
C &
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/’_’;:a:q:;;druites -

n ll-D : ocC) sont paralléles

@) :{};.'?l sont paralléles

‘05 ; er Lﬂﬂ“; sont paralleles...

(A8) & Jonc que A; © by soit une homothétie,
17 pst alors 6 car A'B' =BAB (constats

| semble
s

a1 1APPAT
80

j-'.aa- [ :'—:‘-_::,S.-i.:hnnlvlique de h, est (voirQ 13et14) :
i Lu‘iﬂq'_:\ [*
" [x =3x—-2
ly=3y-4
Celle de B est
[ x"=2x
Ly =2y
nanc celle de fi; o Ay est:
[ x'=6x—4
% y' = 6y —8.

Saent %, e1y, les coordonnges de M
x. el y, les coordonnées de NV
ceiies de M sont Bx, — 4. By, — 8
celles de V' sont E'fj — 4, 6y, — 8
donc celles de M'N" sont 6(x, — x,), 6(y, — ¥,)

on & ainsi

f1, est donc une homothétie de rapport 6 et de
centre
[l sl le point d'intersection des droites (AA') et
(BE') (par exemple).
On a. par definition de A, :

oM’ = 20M'
par détinition de h, :

AM' = 3AM
d'ou

OM' = OA + 3(A0 + OM)
= —20A + 30M

d'oll OM" = — 404 + 6OM.
J':l'-r|5| ena:

002 = — 404 + 604
c'est-d-dirg - E’ﬂ"——% D_A-
s coordannges de {2 sont dong ;
4 8

~ et -,
-
Q16

Lexpression analylique de A est ;

{ X =3x—2
y=3y-4
(voir guestions précédentes)

S

celle de ¢ est -

X'=x+2
{W=V+3
donc cellede t o h est :
x" = 3x
{y‘“zSF—‘L

& X e : .
Le point Q(y) estinvariant par t o hsi et seulement

) x=3x
si
y=3y - 1.
Donc to h admet un seul point invariant 2 de
coordonnées 0 et 1/2.

Soit M un point du plan de coordonnées x et V.
Son image M" par t o h a pour coordonnées 3x et
3y — 1, Le vecteur QM" est :

3 1=
3xi +(3y—1 -—5);

c'est-a-dire :
" - B, i
3| xr —=1i .
(7+(r-2))
s 1)~
Or: QM=xr+(y—§);.
D'ow -

oM" = 30M
0
t o frest donc 'homothétie de centre ﬂ( 1/ 2) etde

rapport 3.
Ona h(A) =Adonc toh(A) est le point A’ tel que

AA' = 2i + 3f c'est-a-dire A’ g 4

1 A

(]

g o e e e s

e ———

t(A) = A’ donc h o t(A) est le point A" tel que
AA" = 3AA'".

AA" =6i+9] dou A"(:‘)
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A" er A" sont distincls donc hot & o h sonl

différentes. )

‘ En utilisant les expressions analytiques de h etde t
aon trouve cellede hot:

l 1 x‘s = 3{): + 2) = 2

lra=3(y+3)-4

c'est-a-dire :
fx,=3x+4
1 y:=3y+ 5.

L3 encore on a un seul point invariant 8 dont les
coordonnées verifient :

[x=3x+4
1 y=3y+5
=2
Ona E‘(_ 5,-’2)'
Soit M un point du plan d'image M, par f et M, par
hot
Ona:

MM, =2/ +3] et AM,=3AM,

= 3
de plus AR B g
2

dou

BM. = BA + A,
= BA + 3(AB + BM + MM, )
= 3BM + 248 + 3(2/ + 3))
et comme :

2AB = — 6/ -9
ona:
E_EW-?=33_W|'-

donc A o t es1 'homothétie de centre E( N : 2) et
- 9
de rapporn 3.

Q17

Soit § la symétrie axiale d'axe (o) ; :
‘ parallélement 3

{D_} (avec (D) et (D) non paralléles),

SDIF M un point du plan d'image M par S, et de

projeté H sur (D) parallélement 3 (D). On'a ;

MM’ = 2MH.

Dol M estinvariant par S si et seulement i A

: < i 1s5iM' = N\
c'est-a-dire M = H. Ainsi M est invariant par § si el
seqlempm si M appartiemt & (D). L'ensemble deg
points invariants par S est (D).

)

018

-

™

()

AA' = (2 —4)i + (f —3)].
AA’ et i sont orthogonaux si et seulement sj -
AA . G=0

1) G=—3i+2)

c'est-a-dire :
(—4)(-=3)+(f-3).2=0
c'est-3-dire :
—3x+2i=-86 (1)

2) Lemilieu/de [AA'] a pour coordonnées :‘—;—E

3+ 4

2
Ainsion a:

le(D) = 2(4?‘) + 3(3—;—‘8)-4=0

= 2a+4+3f=-9 (2)

On a alors :

(1) —Gataf=—12
{mmﬁﬂ'{ Ba+8f = —27

et

le point A’ a pour coordonnées 0 et — 3. Soient2¢!

b les coordonnées de H, 7 le vecteur 2/ + 3/ - nest
un vecteur normal & (D). On a:

BH est normal & (D) <=> BH est colinéaire 37
<> 3keR BH=kn
JkeR
= (a=2k-3
b=3k—1
H appartient 4 (D) se traduit alors par :
2(2k—3) +3(3k—1)—-4=0
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(x+3=2(—1+3)
ly+1=2(2+1)

oo x=1 et p=5

] i ‘::‘nggrﬂ-_ﬁﬂi de B' sont 1eth.
g19
1 méthode : On a
MM Lo == =3(x'—x)+2{y—-y)=0
= -3+ 2y

= —3x+ 2y (3)

et

emiliew de [MM'] appartient 3 (D) est équivalent

(x4 ¥ e ATTE
5) o) -amc

¢ est-a-qairg

20 + 3y =8 — 2x — 3y. (4)

Agsolvons le systéme formé des deux équations (3)

Li4) d'inconnues x' et y.

gy =
Una

| 322 = —3x+ 2y
{ & +3y'=8-2x—3y .
h{—ﬁx’+4y’=-—-5x+4r
6x' + 9y’ = 24 — 6x — 9y
g{13y=24—121—5y
2 =8-2x—3y—3y

.
(3)
! == -
[ (4) l _13{24_12;‘_5?).
1
V== = -
) 13(24 12x — 5y)
x FEC
‘Pression analytique de S, est :

;1
¥ =73 (16 +5x —12y)

_—
l!" =33 (24 —12x — By),

2 méap, '
I} % " X
i de : Soit H( 1) le projeté orthogonal de
Sur (o 1
). On a dong -

(5) { MH colinéaire a 5

um

R
.-’”/J________F-—-—-—-—
/Jm 13k~ 13=0 Ona;
cest-3-41 k=1 = th
e - (5) IteR MH =1tn
’_4. g=—1 et i 2x1+3y,—4=0
S nées de Hsont —1 et 2. X =2t +x
Les £ROTE .]-”Es coordonnées de B'. - r JteR{ "' 3
eSS TP 8 Yi=3t+y
75 - 28H est gquiva - \ et 2(2t+x) +3(3t+y) —4=0

fareﬂ{x, =2t + X
Yy =3t+y

——1 1
1 = — =
| ot t=—=(2x+3y—4)
2
x,=—ﬁ(2x+3y—4}+x
" 3
Vi=—g3 @x+3y—4) +v.
De plus :

M =Sy (M) <= MM’ =2MH
X —x=2(x, —x)
y=y=2(y; —y)

x- X I 2:, } 3 q
E——

6
r—v-ﬁ{k+3r—4}
L'expression analytique de S;, est donc :

1
X == (5x =12y +16)
1
Y =13 (=120~ 5y +24).

Soit M(;) un point du plan. On a :

Or on sait que Sy, est involutive donc on a :
M =55 (N) <= N = S54,(M)

dod ;
MEStm{d)
I, y)eR? x4+y=1
¥ = (Bx— 12y +16)
— 13
et 1
Y =5 (—12x =6y +24)
dou:

1
MeS(4) <= 5 (5x =12y +16)

1
+ﬁ{—12x—5r+2¢) =1.
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Ainsi S, (4) est l'ensemble des points de Les vecteurs — 3?1—2}&1 F+fs°
coordonnées x et y telles que : directeurs respectifs de (D) et (py1. O

Bx — 12y + 16 — 12% — 5y + 24 =13 vecleurs ne sont pas colinéair

Sq th
(D') ne sont pas paralléles,

©s, leg droiteg (0)
8
S;m(4) est donc la droite (4") d'équation Soit M -") un point du plan On
d a:
—Tx =17y +27=0 ¥

{1 Me(4) = mestmfinéairaaf :
Pour le tracé on utilise le point C[ X—3 t
2 <= 3keR =k

d'intersection de (D) et (1) qui gsnlqur{aml‘et un Y=1=¢
f £ . =
point £ de (4) distinct dEC‘(ICI E( Sl)d'tmage — erﬂ{x—-3+k

== y=14+%
£ par S, Ona. ) "

H, est le point d'intersection de (D) et (4) d
coordonnées x, el y, vérifient : 0nc ses
Xo=3+k
YVo=1+k%

(4) = (cE) |

/ 72/13 )
= 9_,-13)

EIRER{

dal :

c Xxg=3+k
JkeR < vo=1+k

2(3+k) +3(1 +k)—4=0

(4) ' =1
JkeR§ x, =2

¥o=0.

(2

Les coordonnées de H; sont donc 2 et 0.
i Soient a et b les coordonnées de A". Ona:

Puisgu'unesymétrie axiale transforme une droite en AA' = 2AM,

une droite, on pouvaill écrire 5,,,(4) = (CE') pour

: : . ¢'est-a-dire
connaitre une équation de (4')

{a—3=2(2"—33‘

Q 20 b—-1=2(0-1)

c'est-a-dire :
a= —1
(' { b =,
Les coordonnées de A" sont 1 et — 1.

; X i an,
Plus généralement, soient M 3 un point du P

= 5 N
H( Xy ) son projeté sur (D) parallélement a(D)

X
M( j son image par S.
¥

Ona:

MH colinéaire a7 +/ €t He (D)

dot :

D) II—-XSI
dteR o
{5"1 =% L

it gall 410///)

et .
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Transformations du plan

o ri—
—

| Soit By le Prnjeté orthogonal de P sur (D'), puisque

fxy=w+t (D) et (D) sont | paralléles, PHH'F, est un rectangle

WER Y iy = #e

.','_'-;.u-‘ ) + 3y + 1) -4 =0

el = (2x+3y—-4]
(x—x=
l ¥i== ¥ =1
Par aillleurs on a 8 e
M = S(M) <= MM =2MH
dou
X —x=2(x,—x)
M=8(M) =4 |
Y —y=2(y,—y).
Aingion a
: 2
\x = - 5—(2x+3y—4‘_ﬁ+x
2
ly' = ~F (2% 4+ 3y —4) + y.
expression analytique de S est dong :
1
‘ X =g (x—6y+8)
| r-3e-4
Y= gl—dx—y + 8).
Q21
Soent p un poi i
: point de (D) et M un t du plan
J poin
;r:j‘itei;ﬂflﬁcyw_aﬁ M et M" par S, et Sy, © g‘;,,-
©/7le projeté orthogonal de M sur ((05 ;ona:
" MM = 2HM',
N note g
sur (). Qr:eaE'UIEté orthogonal de M (ou de M)
_ MM = 200H',
Doy

MM" — 2HM + 2MH

= 2HH'
M
IH‘
i, EEEN——.
M
~H ’
P, ('

eton a HH' = PR,
D'od, pour tout M du plan, d'image M par
Sy 0 Spyona:

MM’ = 2PP,.
Aﬂinsi Sipy © Sip st |a translation de vecteur 255’:,
c'est-a-dire de vecteur 2u tel que t;(D) = (D).
On montrerait de méme que S, o S, est la
translation de vecteur 2P,P.
Donc, on a ;

Sy © Sipy = Sipy © Sy

si et seulement si ;

2PP, = 2P,P
c'est-a-dire si et seulement si B, = P ou encore si et
seulement si (D) et (D') sont confondues; dans ce
cas la composée est la translation de vecteur nul
c'est-a-dire I'application identique du plan.
Q22

Soient (D,) une droite du plan telle que v soit
normal a (D,) et A un point de (D,).

-‘ 1
C B

D
(Dy) Dy

On considére le point C du plan tel que AC = 15 i
(c’est le milieu de [AB] ot (A.8) est un
représentant de v) et (D,) la droite paralléle a (D,)
passant par C. (On a (D;) = r%,:;_.{Dl].) On a,
d'aprés la question 21, §p,, © §p,, est la translation

de vecteur 2AC c’est-a-dire ¢ car C est le projeté
orthogonal de A sur (D;).

Remarque. |l suffit de se donner le point A pour
avoir (0,) et (D;) uniques.

Q23 (D)
M ] M,
Py
1 .
a! =1 L
- (D)
M, M’
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Soient/etjdeux vecleursdirecteurs respeclivement
| de (D) et (D).
Le repére (0. /) est orthogonal. L'expression

X =X
analytique de S, est 1 2 celle de Syp, est
) L= =%
| %= —x
5 (]
L=y _
¥= —x
Donc celle de S, 0 Sp, €8t Ainsi
y'=—Y¥
S, 0 S, €5t la symétrie centrale de centre O
De méme |'expression analytique de 8, 0 Syp) €St
[ X =—X
v =—v¥
D'ou

Smr o SIIJ = 5

On a ainsi montré que S5 © Sip €t Sip, © S;p;, SONL
égales et égales & 5.

Il suffit de prendre deux droites perpendiculaires en
A et d'appliquer ce qui précede.

Q 24

A
|~ A
Sur Ja figure on conslate

(OM. OM) = (ON. ON')

= (OP. OP)
(leur mesure est 1039) :
oM = oM
onN = oN
el: 0P = OF

(vérifier au compas) (on remarque aussi que AOB a
pour mesure 51,.5° qui est la moitié de 1039},

Un point du plan est invariant par 5, © S, i et
seulement si il a méme image par S, et par S, car
Ia réciproque de S5, €51 Si..

Donc l'ensemble des points invarianis par
S5, © Sy, est lesingleton {0 }. Puisque S, 81 5y,
sont des isométries, leur composée en est une.
Puisque chague symétrie transforme un angle

orienté en son opposé, la com

I'orientation. Les transformations S Co vy
Sip © Sipy N soNt pas égales (voir n.o° Sip &
distinct de O) mais sont réciproques JP{'”' Poiny
(car une symétrie st une involutiun]‘-‘nadn Vg

Q 25

La rlutatinn ga centre O et dangle nul
I'application identique du plan (les Ul gy
[OM) et [OM) sont confnngu“ﬂz""*oila
OM = OM, ona M = M). COmMimg
Larotation de centre O etd’angle pla

centrale de centre O (les demiﬁir;i‘::;ia[me
[OM) sont opposées, et OM = OM Pl
milieu de [MM]). donc O este
Si (4) est non nul, alors quel que soit |g pe;
distinct de O, les demi-droites [OM) et l;f;}:m
distinctes donc M et M’ sont distincts; le syl ;;”'
invariant est donc le point O. o

Q 26

Quels que soient les points Met M du plan distincs
de O, ona:

(OM, O = (4) <= (OM, OM) = (i),

Donc la rotation de centre O et d’angle (&) est une
bijection de if sur i et son application réciprogueest
la rotation de méme centre O et d'angle opposé:
— ().

Quels que soient les points M, M et M" du plan,si:

(OM, OM') = ()

et
(om, om’) = (f)
alors ;
(OM, OM") = (@) + (B)
et si:

OM = OM et OM =OM
SIOFS | oM = OM".

Donc la composée (dans un ordre qUB"‘?"q}w;
I'addition des angles est t:t}mlj1i-llfﬂ't"""£,l astle
rotations de centre O et d'angles () et {-] + (B
rotation de centre O et d"angle la somme (a

Q27 0 0

% en =
o Soient (D) et (D) deux droites “ﬁﬂ';':ﬁ. point
D'aprés la question 234. Le point O est "
invariant par S, © S : u po!
Soient A et Mdeux poi n'lsdlg plan d'“":"gd_' o Sm
0. On a vu dans la question 24 QU&=
conserve les angles orientés d'0

(4 o) = (0A', OM)

oU A’ et M sont les images respectives de
Sipy © Sy

gt MP¥
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Transformations du plan

(¢ est unique, donc [0z) est unique). L'unique

pont BE—-- oint M r i i
[OM. OM) = (DA, 04"). p v épondant & la question est défini par
OM = pu.
Lesique Sy © Sy 88t une isométrie donc Puisque & est unitaire et (0, I /) est orthonormé on
g;‘f\"* Ainsi 5”]_!_.@_5,”, est la rotation de a; ( X ‘
e petdangle (OA. OAT) ol A estun point fixé % = e
cde-:;;;!.:... dqistinct de O et d'image A par S5 0 ). =008 U A} ANYA)Y
goit r une rotation de centre O et d'angle (g). d'od :
#2000 R

(71 = (4) alors r est I'application identique

! = A -omposée d une quelconque symétrie ortho- i i

orc =
d‘m;,‘. nar elle-méme. . ‘ Les coordonnées de M sont donc :
95, (71 = (0) alors on considére une droite (D) ;
ceant pat 0 etun paint A de (D) distinct de O et pcosd et psinb.
pasegit T
dimage A parr. on a {:} 2 {G}q. DA l‘ 0 29

goil (') la bissectrice dnzi'anglergé-::mn‘-;-triqu-ss:'l.ﬁ-_t:h)]?!fr
cest a-dire, puisque 04 = OA', la médiatrice de

144’1 (D) et (D) sont sécantes en O car A’ est B4 4
gistinctde A (car (4) # (0) ). D'aprés ce qui précéde n
§,, -5y esl une rotation, son centre est B3

limesection de (DY) et de (D) donc cest O.

04 -3 d'ou MES (1 0A) =2

et 0A'=04=3

d'o0 A’ a pour coordonnées polaires 3 et g: ses

coordonnées cartésiennes sont donc ¢

Puisque (D) est la médiatrice de [AA’] on a 8 13
S.u.lA) = A" c'est-a-dire 3cos= et 3 sin§

, 3
IS.ru:'::' lelll:A) =A' car AE{D)' G'BSl é dirB ;

Iangle de la rotation Sy © Spyestdone (W)

c'est-a-dire (). ¥ 2.3
Ainsi on a - 2 2
—— - = —
=Sy 0 Sy OB =2/ doi MES (i, 0B) =;
Q28

Soit [0 _ _ et comme :
. 2) la demi-droite d'origine O et de vecteur 5
ditecteur g unitaire tel que MES (j';:E} = f. MES (OB, 08') = =
ona:
o ——
MES (i, 0B') = %
et : 08 =08 =2,

. 5
Les coordonnées polaires de 8’ sontdonc 2 et Fﬂ, et

ses coordonnées cartésiennes — /3 et 1.
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s

- Stk (1' 3:?:); ainsi en notant r fOtation g,
} M ! ¥ centre O et I:i‘angla:?lr ona:
4 3 iy =1, et ") =y,
o S 1

Les formules de changement de repére par
translation d'axes sont :

[X=x-2 {X'=x'—2
Ly=y-1 =y -1,

Dans le repére (A4, i f} (voir I'exercice 16)
I'expression analytique de r est :

IX' = ‘-'22 (X=v)

Y‘—‘? (X+Y)
X ,

En remplacant X, ¥, X' et Y ' par leurs expressions

ci-dessus on a : OM =xi +yj
3 .
lx'-zz‘—z:x-z-yn} W
2 DM:XI“:I-'-FD'.I
(y—'r=%{x—2+y—1} dod :
. - 3., 3
L'expression analytique de r dans le repére (0, 1, /) Xi+yf= "‘l(‘f —F% f)
est donc : 2 2
x:\fx_\a’! y_-\_ +2 +F1(£;-£I)
2 2 . 2 2
= - _—
2 /2 /2 On a ainsi :
lF:EZ_x+E2_F'_3}2_+1 f’_ =
2 2
X = l— X| + l/_ ]h
2 2
2 2
a2 o 2
(\_2) " (g’z aon On en déduit :
2 2
- < 2
donc /, et /, sont unitaires : o T (x+9)
21 V3 2.2
W
"{(‘L' R '=1/§{ - ).
2 )72 2 Vamg =
d'ol : I B = :
s Py = Lerepére (A, /,, /,) est cll-manu‘!:narhati‘ilrﬁ“‘““’"dE
(0. i,. j;) est donc un repére orthonorme. vecteur OA a partir de (0, /,. j,) d'ou:
Les coordonnées polaires de 1, sont (1, E)_ celles Xy=x, =1
4 Yl = ‘p‘l — 3
__-—l'-"’
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plan

dong :

X:"“'\égfx"‘ﬂ'-‘i

2
ylﬁ“\/z’_—{x—y}—-&

Q32

! I

J J
La rotation r est une isométrie d'ou -
or'=0/ et OJ'=0J

- -
cest-a-dire /' et /' sont unitaires.
La rotation r conserve I'orthogonalité d'ou (0r) et

(OJ") sont perpendiculaires c'est-a-dire /' et i’
orthogonaux.
Si a est congru & 0 modulo 27, alors s est

I'application identique et les deux repéres sont
confondus.

Les coordonnées polaires de /' et J' sont
respectivement (1, a) et (1. g +a). Donc leurs
coordonnées cartésiennes ;

(cos a, sin a)

(se(e+3) s0(e+3)

|l Ainsiona:

et:

e e g =
F=cosai+sina
ff=—sinai+cosaj

On retrouve ces résultats par |'expression analyti-
que de r.

Q33
Le systéme :

X=Xcosa-—Y sina
(S}{y=Xsina+Y cos a
est équivalent A :

xsin a= Xcosasina— Y sin’a
Aq. —¥CO0Sa= —Xcosasina— Y cos’a
" dod:

xsina—ycosa= — ¥ (sin® a + cos® a)

done :
¥ = —xsina+ ycosa.
De méme (S) est équivalent a :
¥C0Sa=Xcos'a— Y sinacosa
¥sin a=Xsin® 3+ ¥ sinacos a

dong :
Xcosa+ysina=X
On a ainsi ;
X=xcosa+ysina
{‘r’= — X sina+ y cos a.
Q34

Puisque S, est un déplacement (rotation de centre /
et d'angle plat) et que / est un antidéplacement la

composée S, o/ est un antidéplacement.
Ona:;

A | a Al oA A | a
g | & g | & g | &
d'od : AB = AB"

(4) étant la bissectrice de BAB" I'image de 8 par
5.4 est le point B, de [4B") tel que AB, = ABdoun
B, =B" Deplus S,,(A) = A car Ae (4).

Ainsi les deux antidéplacements S, o/ et S
transformentA enAet Ben 8", avec A et B distincts,
donc ils sont égaux.

Puisque S, est involutive, I'égalité -
S,0i=8

(1]
est équivalente 3/ =§, ¢ Siays
Les droites (D) et (4') sont perpendiculaires en J
d'od :

S;=8,0 Siay
Donc

J‘ = S“,] =] SI’! y 2 SI-H'

Dans le cas ol (4) = (4') on a -

S0 Suy = idy
donc / est la symétrie axiale d’axe (D)
Dans le cas ol (4) # (A), la composée S0 8,
est une translation car (4) et (4') sont paralléles, le

vecteur 4 de la translation étant AA | o0 A, est le
symétrique de A par rapport 4 {47}, On a ainsi ;

" = Sl"l & E..‘-

On remarque que ¢ est un vecteur directeur de (D)
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Q 35 fos S .
& est vecteur directeur de (D) . - 5 -
- A A' ‘;l Al
1] 3 8| 1 E\l on 3 .
¢ C o c "’}*ﬂ
On constate sur le dessin que I'on 3 -
:
A’BI = 3‘43
B'C'=38C
A‘c’ = sAc"

Soient M un point du plan M, son image par 5“,1:
M. son image par Iz et M son image par /. Ona:

M = S:;s-.q'ﬂ"f:-} car 1= SU‘JIEI;'

Puisque (MM.,) est paralléie a (D), MMM M, est
un rectangle d'od

MIT”-I = MI"V?’J
ou encore }’L@, M = i c'est-3-dire
M = f.;l:M!].

Ainsi on a
Slr” o= E; (o S'ﬂ]'

Donc une symétrie glissée est la composée, dans un
ordre quelcongue. d'une symétrie axiale et d'une
translation dont le vecteur est un vecteur directedr
‘ de I'axe
| De plus le milieu / de [MM'] est le centre du
rectangle MM, MM,. donc il appartient & la
médiatrice de [MM, ] c'est-3-dire/e (D). Si le point
M est invariant par 7 alors les points M, / et M sont

confondu avec M, et on a : MM = & or 4 est non
nul donc 7/ n'admetl aucun point invariant.

Q36

———

Soient M et N deux points du plan g,
respectives M, et N, parr, M et N par p or
Puisque la rotation r est une isométrie on 5 -

M N, = MN.

Puisque / est une homothétie de rappon 3
M =h(M,) et N'=h(N,) .

ona:

MN =3M\N,.
D'ou :
Done : MN = 3MN.

L'application r o A multiplie les distances par 3.

Q37

Soient / une isométrie et /4 une homothétie de
rapport «, M et NV deux points du plan.

e 7
M | M, M, | M
NN, N, | N
Ona: M N, = MN
MN = aM N,
d'od ; MN' = o My N,
d'oi : MN' = || MN

h o i est donc une similitude de rapport o

S e
_]7‘” = T.,,’FF
N | N NG

— —

Ona; MoN, = aMN

dod ; M, N, = || MN
de plus : MN = M N,
d'od : MN = [a| MV

/© h est une similitude de rappﬂﬂ//




Transformations du plan

C

# = homothétie de centre A et de rapport 2 car
ﬁ'j;-': 24C et AC = 2AB’. De méme -

{, est 'homothétie de centre 8 et de rapport 2
£ est 'homothétie de centre C et de rapport 2.
| st

-

Q39
Supposons M, # M. On a;
f";l‘:.. ?
f »
A A A A
B | &' B B’
& E c c
M | MI M Mz
Dol
AM,  AM AM,  AM
A8 A8 % ZE " 2B
Ainsi on a
AM, =AM,

mtstré-due A' appartient a la médiatrice de
1
1 a4

De méme on démontre que &' et ¢ appartiennent a
lamédiatrice de [M, M,]. Les points A", 8'et C’ sont

done alignés ce Qui contredit le fait que A'8°C” soit
un tnarigle,

Dong - M, = M,
Alﬂsi ona:
YMeyg s (M) = s, (M)

Cest-a-dire : =8,

) e -
Q49
;LiCas Quk >0

€nt M i - ;

e M pa, tf:fi:;“r%u plan distinct de 0, M, I'image

omothétique de M, par h.
actérisés par :

OM‘“""E’:‘ (OM, OM,) - ()

%S poingg SOnt car

Puisque & est strictement positif, on a
oM = kom,

et:

(OM, OM') = (OM, OM, )
d'od ;

OM =kOM et (OM,OM) - (3).

Puisque r(0) = 0 et h(O)=0onas(0)=0:
O est invariant par s,

e 5i(d) = {ﬁ] et k = 1 alors, quel que soit le point
M distinct de 0, son image M vérifie -

(OM. OMF) = () et OM — Om
M =M

Ainsi tout point est invariant par s donc 5 = id,.

® Si(d) # (0) alors tout point M distinct de 0 3 son
image M’ qui est distincte de M car les demi-droites
[OM) et [OM') sont différentes.

® Sik #1 alors tout point M distinct de O a son
image M’ qui est distincte de M car les distances
OM et OM' sont différentes.

Ainsi si (2) # (0) ou & # 1 alors s n'a qu'un point
invariant : 0.

2) Casol k<0,
Soit M un point du plan d’image M, par A,
Ona:

dod :

OM, = kOM.
Soient h, et h, les homothéties de centre O
et de rapport respectif |k et —1. Puisque
Ikl x (—1) = &, h est la composée, dans un ordre
indifférent, de A, et h,.
h, est aussi la symétrie centrale de centre 0. ou
encore la rotation de centre O et d'angle plat.
La composée de cette rotation h, et de la rotation r
estdonc la rotation de centre O ef d'angle (%) + (5)
dol :

s=hohsor
s'écrit :

s=Mhor

ou A, estI'homothétie de centre O et de rapport || et
r la rotation de centre O et d'angle (%) + (6).

Qs

1) Soit S une similitude laissant les deux points
distincts A et 8 invariants; en notant k son rapport
on a AB = kAB d'oll k = 1 c'est-A-dire S est une
isométrie.

2) Soient k le rapport de la similitude S et h
I'homothétie de centre A et de rapport k.
L'application A 'o S est une isomeétrie / car
composée de deux similitudes de rapports inverses.
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Le point A est invariant par S et h~' donc par /. On
a
h'loS=ij<=S=Hhot

Ainst S est décomposée en une homothétie / de
centre 4 g1 une isometrie / laissant A invariant

e S § est directe, / est un déplacement laissant A
imvariant - ¢'est une rotation de centre A, d'angle
(5). § est la similitude de centre 4 de rapport k el
d'anale (i) (celui-ci est déterminé par un point 8
distinct de 4 et son image B’ par K

i (4) = (AB. AB)).

e Si S est indirecte, 7 est un antidéplacement

{aissant A invariant - ¢ 'est une symétrie orthogonale
ont I'axe (D) passe par A

{Fi?:ur détesm{ngr cette droite (D) il suffit dg

| connaitre un paint & distinct de A, et son image S

Ontrace (A8), (AE") on place |e point E, de EA._E )

tel que A8, = AB ona h{B,) =8 eti(B) =8

(D) est la médiatrice de [BB,] ou encore la
bissectrice de E}}ﬁ:ﬁ'l c'est-a-dire la bisseclrice de
BAE'

Q42

e Toute isomélrie conserve [alignement des
points, toute homothétie également, donc toute
similitude conserve I'alignement des points.

e Toute isométrie conserve le paraliélisme et
I'orthogonalité, toute homothétie aussi, donc toute

similitude conserve le parallélisme et 'orthogonali-
1€ des droites.

s Toute similitude multiplie les longueurs par son
rapport (c'est la définition), donc les aires par le

carré de son rappor car une aire est le produit de
deux longueurs.

Q43

Soit i un vecteur de représentants d’origine A e1 8
respectivement (A, M) et (8, N).

M M’

On a : AM = BN. \

Soient A', M, B' et ' les transiat
points A, M, B et N. b maﬂﬂctifguh

Ona:AM 2@:EIW=W
Dol : AM =B8N

c'est-a-dire : @, (0) = @g(5).
Donc : Pa= @y,

De plus les points ci-dessus vérifient A

= —
c'est-3-dire p(v) = n =AM
est donc I'application identique ¢
Q 44 ,
Soient M, N, P et Q quatre points d'homothas;
respectifs par h: M', N, P’ et Q. On a: étiques
MN =kMN et PQ = kpg
dong si :
MN = PQ alors MN = PO’
c'est-a-dire :
h(M)h(N) = h(P)h(Q).
L'égalitée MN = kMN se traduit par :
@ (1) = kv
@(U+7) = k(d + b)
= ki + kv
=o(D) + (@)
¢ (aid) = k(adi)
= a(kd)
= aep (U).
Q 45
B ()

=STWrO
o]

it
Supposons que A n'appartienne pas 3 (D};“%ﬁ"‘
un vecteur de représentants (A, N) et (0. par §
que Mc (D) et M # O, l'image M doM Py
est M. Les images A’ et V' fesm'w':a{)
et NV sont leurs symétriques par rapport fait Queé
point N n‘appartient pas a (D) du
AN = OM).
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AN = — AN

On 3

E-espé-i‘f"'ﬁ

2(A)a(NV) = — a(0)g(M)

onic 7o €l 14 Ne sont pas egales.

Soient et 1 deux vecteurs de représentants
) et (0. Q) respectivement tels que :

Pe(D) — {0}, Q¢(D).
0 5

ﬁﬁ ’ !
5 Q

oit S le point défini par 0S =i+¢

(S¢(D)) “g >

WD VO
wDwo

05'=S0 0Q'=Q0
OF + 0Q' = OF + Q0

_oF
‘est-a-dire .

——r

0o (8) + @o(v) = QF

ona:

0ol + ) =50

nc:

@o (G + ) # o (W) + o (D).

Soient 4 un vecteur de représentant (O, L) xun
mbre réel et K le point tel que OK = z0L .

) SiL e(D) alors Ke(D) eton a:

gt)y==L. giK)=K

‘Pu(b?) = a{ JR—
= ﬂ@u(ol{- )

) SiL ¢ (D) alors K¢ (D) et les image B
points par g sont définies par oL =—OL &

OK' = — OK d'oi

0o (OK) = — OK d'ol : z
= - Gfaf- IIEJ| = ﬂa(aul_]
=g~ -g_"t__} donc ¢ est linéaire.

Ainsi on a montré que °
Yue D VoeR - q@,(a0) = apld).

Q 46

Soient (M. NV) un représentant de o :
(x, ¥,) les coordonnées de M
{XF‘ ¥,) les coordonnées de NV
(x," ¥y) les coordonnées de f (/M)
(x4, v3) les coordonnées de 7 (N).
Ona:

{xll =2.!t‘1 +3yl +3

Fl:ﬁx]'“yl_‘r

et
{-‘G=2X;+3v1+3
Va=5x, -y, —1 .

Les coordonnées de WSON :
{XZ_#I =2(x;—x,) +3(y2—¥1)
Va— V=500 —x;)—(¥2 —¥1)

Or x;—x; et y,— ¥ sont les coordonnées du
vecteur v, donc en prenant un autre représentant
(P. Q) de 1, le vecteur f(P) f£(Q) aura les mémes
coordonnées que f(M) f (V). Doncla définition de
(7)) ne dépend pas du représentant choisi de o.

e De plus le calcul ci-dessus permet de dire que
lorsque les coordonnées de psontXetY (cest-a-
dire X =x, —x,etY =y:— Vi) alors les coordon-
nées de o (0) sont X" et Y’ avec :

X =2X+3Y
y'=6X-Y

. (X "
e Soient?, ();' ) et u;( y.) deux vecteurs d'images
: L 2

. NES (X :
respectives vy| ., et 1 v par ¢. On a.
1 2

X, + Xo = (2x, +3Y,) + (2X, + 3Y3)
¥, + Y= (BX, — Yi) + (5X; — ¥.)

d'ol les coordonnées de v}
{2{){. +X) +3(Y, +Y2)

+ 0y sont:

5{}{'. +x1} —= {FI + YJ}

dot: ) -
v + 07 = @y, + ;).
Soit & un nombre réel :
{axrl = 2{5'-)(1} + 3{':‘(:}

g{}"'l = E(EI‘.XI:’ = {CI‘.V.J
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o =XV +YY
= (2X, +3Y,)% + (BX, —V¥,)*
=29X3 +10Y ] +2X.Y,
|.|E;|:=x'f+ff.
Par exemple pour X, =0 et ¥V, =1 on a

i5, 1l = /10 et |i#,]| = 1 donc o ne conserve pas 12
norme.

e Puisque ¢ ne conserve pas la norme elle ne
conserve pas le produit scalaire (car [ul” = U/ u).

Q 47

1) Soientdet 7 deux vecteurs et 2 un nombre réel,
y H Uy et u=1u, -+ vy 3VEC u,eD; u,eD;,

= S
v, eDjet v,eDy.
Ona:
avec .
E: +§1Eﬂ,‘ el E:"f‘l-"IED:
d'od :
s +10) = (O; +0,) — (Uy + Ta)
= (i, —a;) + (v, — ;)
= s(d) + s(0).
Ona:
all = ad, + ai;
avec .
EEI Eﬂ; et ﬂﬁ: EDI
d'od ; s(odd) = ady, — ail,
= a(0, — i)
= as(&)

£ est donc linéaire.

2) Ona:
hos(d+0)=h(s(0+10)]
=his(u) + s(v)]
car s linéaire
=h[s(@)] +h[s(0)]

car h est lindaire. D'l :
bhos(U+0)=hos(d)+hos(i).

De méme :
hos(ad) = hs(zu))
= has(d))
= ah[s(d)]
=gh o s(U)

h o s est dong linéaire.

o

3) hestbijectivecark#0etona:
AV — 9y
- 1
P _3
P

s est bijective car _
s(d, + ;) =0, + U est équivalent & j, —:
— U, =1, (d'aprés I"'unicité); et on a :rll =:’ "

1

4) h ' est I'hnomothétie vectorielle de rappon

donc est linéaire
s~ ! est 5 donc est linéaire.

Q 48

_ X ;
Soit M() un point du plan d'homothétique

~ W
M'(x_) par h™t:
¥

c'est-a-dire :

x’—2=%{x-2}

1
-1 == (-1
' ¥ 3 (y—1)
I'expression analytique de s~ ' est donc

1
X’=3"{K+4}

3 .
=_(y+2)
Y=z (v
Puisque s = h~ ' o f, I'expression analytiqué de’s
esl .

x':% [(3.2—4]:?4]

e

X=x
y=-Y
2) s est donc la symétrie orthod
droite (D) passant par O el de vecteu’

s=h"oféﬂuivautﬂh°55 de 12

; ased &
donc / est la similitude indirecté cag}pd'éﬂ”’t'g:
symétrie orthogonale d'axe 18 droité (%1 e A
x=0, suivie de I'homothétie de

rapport 3.

c'ast-a-dire:

ne I8

ale d9%°
on ot i

irecté
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Transformations du plan

7 est la symétrie vectorielle d'axe O et de direction
Oj. car associée & s qui a pour axe (D) de vecteur
directeur / et pour direction Dy,
’ A X

4) Soit u :

A \Q{MT } Soit u(v) ona

J

. — (D) - 3x
o] ; u
i .i, N o 4 }(-w

3) Soit & un vecteur de coordonnées X et ¥V : le

point M tel que OM=0 a aussi pour
coordonnées X et ¥ ; I'image de O par f a pour
coordonnées — 4 et — 2; I'image de M par f a pour
coordonnées 3X — d et — 3y — 2

d'od F(0) 7 (M) a pour coordonnées -
(3¥—4)—(—4) et (—3Y —2)—(—2).
Ainsi ¢ (i) a pour coordonnées 3X et — 3V,

¥ est I'homothétie vectorielle de rapport 3 :
YOeU (7)) = 30.

- [3X
'HUJ(EF

= X
o) _y
d'od : p=yoac

¥ et o sont linéaires car respectivement homothétie
vectorielle et symétrie vectorielle.
i est linéaire car :

X +X)=3X +3x
-3(¥Y +¥)=—-3y —3y"
)
3(eX) = a(3X)
—3(a¥) =a(—3Y)
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Résultats

\ ou indications des exercices

‘ 2) Lexpression analyligue de p est:

t3x. 3y+-ﬁ'|

N

1
5
2

| 'r"Ei""'rJ'z}

| 4) Parue de la parabole d'équation
| v* _ 4x + 7 située dans la bande :
3gx<?
/514
61 Homothéiie de centre f)[ J

de rapport — 3

| 10) Parexempled = 3/ + /. Uestnormal 4 ladroite
[ (/) déquation 3x +¥ 3=0

&) [x | — )]+ Y=\

5\
11) €|
‘ |\ 4}
dans I, § a pour expression analytique .

(7x — 4y +B)

CN| —» U =a

| /-

12) h o s a pour expression analytique
X X =+ By =
[y =3x +y+ 2

(Bx— Ty +18)

/1< & apour exprassion analyuqu&

| ¥ =5x -8

L= Sy

ni hosm ko s nesont des homothéties,

13) Symélrie axiale d'axe la drone (/) d'équation
x— 2y +2 =0, parallélement & une droite de
vecteur directeur ¢, égal & —J + /.

14) L'expression analytique de s est

’ 1
[ x —'jsiﬁx-r 12y — 26)

1
i = 4q {(12x — 5y 4+ 39)

—_—

. 1
7) [ est la rotation de centre ,
) (~ 2) &t d'ang),

; Et I'axe de s’ est la droite d'équation -

(3+2./3)x+ (4+./3)y+5=p

18) r.or, est la rotation de cenye

3 (/3+1) . "
(¢ et d'angle —.
1 © -3 2
4 ¥
2
59+ J3)
t o r, est la rotation de centre C 2 el
EIH 5./3)
d'angle =
ang 5

19) On pourra utiliser le projeté orthogonal 4, deC
sur (AB), et la médiatrice de [AA,].

20) On pourra utiliser un repére orthonormé
(0. D, E) avec O et D sur la droite (d).

21) Considérer trois points A, 8 et C de {ﬂ'& ). Eﬂz}
et (D,) respectivement. (D,) est I'image de 1=

par la rotation de centre O etd'angle m -On
utilisera :

SD(.\S;QS:DSlj=idF

et les rotations S o S, et 5; 0 5.

I |ables
22) Deux triangles ABC-et A'8'C’ sont “ﬂm
si et seulement si ils vérifient I'une des P

suivantes |

1 AB B'C' AC

AB  BC AC’

2) mesA =mesA’ et mes B — mesb'
AB'

(utiliser une homothétie de rapport ]'E

; A'c‘ Afsf
3) mesA = mesA' et ._A_E!ﬁ

/

{utiliser la méme méthode).
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ou h est I'homothetie de centre O

hed

4) 2
24) s et /la rotation de centre _Q(D) d'angle

de Ilw_p.;'urt “

T voir @ sur la figure puis vérifier),
|| lLI L
=

a rotation de centre O et d'angle 5

25) q est!

=
26) A( o ) s=hor avec:

h = homothétie de centre 4 de rapport 2

r = rotation de centre A, d'angle ;.

27) i’ = symétrie orthogonale d’axe la droite (D’)
perpendiculaire & (D) en O,
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Exercices

\ 33. Soient O et  deux points distincts et k un
‘ nombre réel non nul et different de 1
| On note h et ' les deux homotheties derapp

respectivement de centre 0 et §2

ortk et

| 11 Déterminer les isométries /, et /| telles que :
H=hoi
hh=ioh
2) Déterminer les isométries 7, et /; telles que :
h=Hh ol
h=0h.
34. Soient [Ox). [Oy) et [0z) trois demi-droites

telles que
— O O ?t
(Oy. Ox) = (Ox. Oz) et MES (Oy, Ox) = 3

On considére sur ces demi-droites des repéres
d'origine 0 &1 de méme unité.

X

0 \\y

Soit (D) une droite qui cou

pe [Ox), [Oy) et [0z)
respectivement en A, P et Q d'absci -
tives x, p et q. i

Montrer que ces abscisses x, p et g vérifient

1 % .4
e
X p g
Indication : On peut lracer

passant par A, la paraligle a (0Q)

Application
RJ

- - W
R,

On sait que deux résis
to
parallél_a sont équivalantsrg j
déterminé par la formule :
l 1 = 1
R R, "R,

1 8 R, montgs
‘ g
N résistor / qui aar:

190 T e—

d'un triangle 48 C se coupent en un

%

Déterminer une valeur approchée
ol : deR dang le tag

Ri=4Q et R=24q
(incertitude 0,05 Q).
35. Le schéma ci-dessous représentg |5 —
Ug.

tionde I'image (A’ B') del'objet (4, g
une lentille convergente : ( H“"“éﬂh

OF = OF = f (distance focale)
OA' = gq.

OA=p

1) Montrer que les nombres f, p et g vérifient
I'égalité ;

1

P q
On utilisera des triangles homothétiques.
2) En utilisant la méthode de I'exercice 34

déterminer une valeur approchée (incert
0,5 cm) :

~ de g quand : p = 50 et f =20 (unité: cm)
— de f quand : p=43 et p' = 23.

1_
- =

36. Soient (D,) et (D,) deux droites sécantés: L
un point n'appartenant pas a ces droites.

1) Comment construire le segment [A/] i
tant A comme milieu sachant que :

le(D,) et Je(Dy)?

uné
(On pourra construire I'image de (D,) P
symétrie centrale.)

2) Trouver un segment [KL ] sachant que -
—  S2K
Ke(D,) et Le(D,) et AL=73 "
me
3) Généraliser en donnant le png:Tﬂzl'“’h
construction des points M de (D,) etP : al

que AP = kAM, ol k est un nombré ’
donné.

res
. e inténes
37. On rappelle que les bissectrices I gint:¥

centre du cercle inscrit dans le "ia"glah tﬂapgnlgi
(Ce cercle est tangent aux trois cot ¢ non olid
Soient trois peints distincts A, 8 !




Transformations du plan

_—'—'_.—_
-_—
v mmea de construction i .
Trouver un programme de ¢ | on donnant le plan, la représentation analytique de f soit de la
g inscrit dans le tnangle sans tracer les forme
fP rices des angles inténeurs. J‘xr = kX + @
ySEELA LSS ky 3 .
on U:._h_.-\,_-.,_\ un cercle auxiliaire et  une i Vi=ky + b
homothetig.
oU k est un nombre réel non nul, 2 et b deux

38, Soient (D,) et (2.) deux droites sécantesen
. noint N étant pas accessible sur la figure)

(D)

{cer

(D)

Par un point 4 fixé, n'appartenant pas aux droites
(D,) et (2,), construire la droite (D) passant par 0.
Onutilisera une droite sécante 3 (D, ) et (D,) etson
image par une homothétie de centre O pour placer
I'homathetique de A.

39. Erant donnés un point @ du plan, un vecteur r,
e un nombre réel & nan nul, on considére
l'application ponctuelle £, -, définie par :

D 4 —

Mi— M

ol M est défini par

1) Démontrer que f, -, est une transformation du
plan.

%J Donner Ia nature et les éléments caractéris-
bques de /,, -, dans les cas suivants

8 i=0

b) k=1

€ b=0er k- i

3) Dans cette partie. on prend © non nul et k
érent de 1.
OMEr que /,, -, admet un unique point invariant

Ini par .
— 1
o4=— 4
1 — k&
v s
brifies ue f, -, est une homothétie que I'on
térisera,

4
] Dimom,e, que l'ensemble de toutes les
fMations fa.24 €5t 'ensemble .
40. )
‘“fﬂsgfu;mmrer qu'une condition nécessaire et
un élémeE fnur Qu une transformation £ du plan soit
i Nt de G, gst que, dans un repére donné du

nombires réels

41. 1) Soientuncercle ((°) de centre 0, 4 un point
de (C) et (D) une droite. Tracer les deux droites
(D)) et (D,) paraliégles a (D) et tangentes 3 ()
Montrer qu'il existe deux cercles tangents en A au
cercle () et tangents 4 la droite (D),

On précisera les points de tangence en utilisant une
homothétie de centre A,

2) Soient un cercle (), une droite (D) et 8 un

point de (D).
Trouver les deux cercles tangents a la fois 4 (€), et 3

(D) en 8.

42. 1) Soient (D) et (4) deux droites paralléles, et
A un point du plan situé dans la bande délimitée par
cesdeux droites et non située sur une de ces droites.
Construire les deux cercles passant par A et
tangents aux deux droites (D) et (4). (Construire
un cercle tangent aux deux droites et utiliser des
transformations adéquates.)

2) Maintenant les droites (0) et (4) sont sécantes
au point O et A est un point quelconque du plan
n‘appartenant ni a (D) ni a (4).

Construire les cercles passant par 4 et tangents aux

droites (D) et (4).
3) Etudier les cas particuliers ol le point A est situé
sur une des deux droites,

43. Solent O et A deux points distincts du plan et
(€) le cercle de centre O et de rayon OA. On
considére deux points M et P du cercle (C),
__--—'_‘-—-____
distincts de A et tels que 'angle (AM. AP) ait une
mesure x donnée.
1) Construire le symétrique M du point M par
rapport a la droite (AP).
2) Trouver I'ensemble des points M quand M
décrit le cercle (€) privé de A. (On utilisera une
rotation.)

44. Soient A et £ deux points distincts du plan i, f
I'application de  dans lui-méme qui, au point M,
associe le point M’ défini par :

AM' = AB + 3AM,
et G le barycentre des points pondérés (4, — 3) et
(B.1).

Calculer GM' en fonction de GM.
En déduire la nature et les éléments caractéristiques

de f.

46. a) Démontrer que lacomposée d'une symétrie
centrale et d'une translation est une symétrie
centrale,

-'-'Fl--._____

4
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4) Soient 0. A e1 B wois points distincts deux a
deux. On note s la symétrie de centre O et ¢ la
transiation définie par le vecteur A8

Déterminer l'image O du pont O par la
wransformation ! o s puis le centre (2, de celte
symatrie centrale

¢) Etudier la transformation s o L

A-t-onsoltft=tosd ] e ———

B
46. Soient ABC un triangle équilatéral tel que le Soit un point P qui se projette o 1
triplet (4, B, C) soit direct, 5,, 5 €1 §¢ les symétries H sur [OB] et qui est défjinf parn'hﬂgummmwm
cenirales de centres respectifs A, B et C. iy s .
=k =10.

Démontrer que §, 0 §y © §¢ esl une symétrie

centrale dont on déterminera le centre 2. a) Construire l'image P, du point P dans le miw;

(M) quand il est représenté par [08), puis Vimage

2) Comparer les deux symétries centrales P, de P quand ce miroir est représenté par [0g]
5,085 08¢ €lS508 035, Vérifier que P, P, et P, sont sur un cercle qua g
précisera.

3) Résoudre ["équation :
b) Monitrer que :

(X V. Zle'A B, Cl 5,08 05 =5, 05y0 8. L A W S
(OP,, OF.) = 2(0DB. OF').

47. Socient ASCD un carré et /,, {5, /; et [, les ¢) Déterminer 'ensemble des valeurs possiblesde

milieux respectivement de [AD], [DC]). [C8] et la mesure « de I'angle {ﬁh—a?}.

:HA.: N (018 8,0 340 85 L1 JE? SrmEtr'es . Quel est I'ensemble décrit par le point 7, imagede?

eenirales reapestivement (o CBIIB ) (o [ % dans le miroir (M,) quand celui-ci tourne autour g

1) Etudier la transformation / de 1 dans & définie I'aréte commune?

par B ) ‘ ‘ ;
F2=50i0.814(0 51y O 8 49. O étant un point fixé du plan, on considée

I'ensemble R des rotations de centre 0. h_lgntrt’é
que cet ensemble muni de la loi de composition
est un groupe commutatif.

Aurions-nous obtenu le- méme résultal avec un
rectangle ABCO?

2) Etudier la wransformation g de & dans § définie Soient r,, r, et ry les rotations de centra 0 &
par T X T
4=75,,05,08,08,. respectivement d'angles -, — 7 8t Résoudre és
48. (Probléme de réflexion). équations suivantes :
i a) feRm, for,=rs:
b) geR, rpogory=rii:
’ L mm
50. Soient ABC et ABC deux ¥
T (£) isométriques. . riangles
Indiquer la condition sur les cOtés fdz::f“ ABCE
pour qu’il existe une rotation r transio
, AB'C,
P ) ' o angle (4
Un miroir plan est schématisé par la droite (D). 51. Soit r une rotation définie par 0 de . Of
L'image d'un point P, donnée par ce miroir, est alors (non nul) et I'image A' d'un I:'-“:"ndans Iiﬂﬁd’
représentée par le symétrique de P dans la symétrie cherche le centre @ de cette rotation
arthogonale d'axe (D). la figure ci-dessous :
1) Démontrer la loi de la réflexion suivante : I'angle
d’incidence (/) est égal a I'angle de réflexion (7).
2) Soient deux miroirs plans (M) et (M,)
schématisés respectivement par les segments [0A]
gl [O8] : &
0A =08 =15.
Ces deux mircirs ont une aréte commune
(schématisée par le point O).
Le miroir (M, ) estimmobile et le miroir (M,) tourne
autour de [‘aréte commune d'un angle () : il, est
alors représenté par [0B']. 4
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Transformations du plan
-"'""..F_-__
-
'-F-.-._ 5 ]
s quel demi-plan de frontiere (AA) se trouve 2) Utiliser les résultats de la partie 8 1) pour
pan: _ retrouver les résultats du A4).
D:\ note / le milieu de [AA’], 3) Dans cette partie toutes les rotations sont
( ) — rti 25 les i
Prouver aue los angles géométriques A'(Y el 024°) . ? ?
cOLIVE

complémentaires, Déterminer la position du
50?:1 ) Donner le programme de construction du
ceaIlru*.' de la rotation £
§2. Soilsune rmaliunq}é{inie_ par I?s points A et 8,
el leurs iMages fESpEc_tl\.res A '.El, B |
Quelles conditions doivent v_ér:_f:er les points A, 8,
AetB pourque rsoit déterminée de f?‘f‘»ﬂﬂ unique?
Donner le programme de la construction du centre
{ de cette rotation r. _
(On pourra utiliser I'exercice 51.)

53. Soent ABC un triangle équilatéral tel que
MES(®) (AB. AC} =60 etry, ry el re les rotations de

centres respectifs A, B et C et d'angle WE)
Déterminer la transformation f de ¥ dans ' définie
par

f=r,orgorg.

{On pourra chercher les imagesde A, Bet C))
Déterminer la transformation g de & dans 7 définie
par :

g=r; 0flcQrlg

54. Scient une droite (D), A et 8 deux points
distincts n'appartenant pas a (D). Déterminer le
point M de la droite (D) pour que la somme
AM + MEB soit minimale (on pourra utiliser une
symetrie).

55. Soit ABCD un carré tel que le triplet (4, 8. C)
soit de sens direct.

A) Soient r,, ry, r. et ry les rotations de centres
2 n
respectifs 4, 8, C et D et d'angle 7

1) Ewudierles images de A, 8, C et D pour trouver la
Aalure de la transformation f définie par :

f=ryargor:ory,.

g;, Trouvar la nature de la transformation g définie

G=r,0rgoryore

52} 1) Soient Met Pdeux points distincts du plan,

o un angle, r,, et r,, les rotations d'angle () et de
ntres respectifs M et P.

2) Dans [g cag

it . ;
Montrer qua jg U (d) est différent de I'angle plat,

centre / de la rotation ry, o rp vérifie

(PL, IM) = (2),

'-B cen 9 :
Bvuc ,?"ﬁ I' de la rotation fp 0 ry est-il confondu
b} Etud‘
lari dﬂns lﬂ cas ¥ i
MPosée 7,, o 1, ol (d) est I'angle plat, la

. n
dangle 5" Résoudre I'éguation :

(X.¥.2.T)e{A 8.C D}*
fy © Iy Oz 0ry =id;,

56. Sﬂienl_‘{D] et (D) deux droites sécantes en O

du plan ¥, / et j des vecteurs directeurs de (D) et
(D) respectivernent.

1) Donner I'expression analytigue dans le repére

(0.0 j) de la symétrie s par rapport a (D)
parallélement a (D).

2) Soit (4) une droite du plan. Démontrer que
'image (4') de (4) par s est une droite et préciser Ia
position de {4") par rapport & {(4) (on discutera
selon Ia position de (4) par rapport a (D) et (D).

3) Soient (4,) et (4,) deux droites paralléles.
Vérifier que leurs images respectives (4)) et (43)
par 5 ne sont parallgles en elles que si (4,) gt (4,)
sont paralléles, soita (D) soit 4 (D).

57. Soient (D,) et (D,) deux droites sécantes et A
un point fixé n'appartenant ni a (D,) ni a (D,). On
veut construire un carré ABCD avec 8 appartenant
a (D)) et D appartenant a (D,). En utilisant la

; - b3
rotation de centre A et d'angle 5 Ppour trouver

limage de (D,) (ou de (D,)) déterminer le
programme de la construction de ce carré.

58. Soient (D,) et (D,) deux droites sécantes et A
un point fixé n'appartenant ni a (D,) ni 3 (D,).
Construire un triangle équilatéral ABC dont le
sommet 8 appartient a (D,) et l'autre sommet C
appartient a (D).

(Comme dans I'exercice précédent on pourra
utiliser une rotation de centre A.)

59. Soient A, 8 et C trois points non alignés et / le
projeté orthogonal de 8 sur la droite (AC).
On note r la rotation de centre A et dangle

'_._._._._-_-‘_-_" 0}
(AB, AC) et t |a translation de vecteur /8.

1) Montrer qu'il existe trois droites (D,). (D,) et
(D,4) que I'on déterminera telles que :
= ‘FIDJ} Qo 5“-_.” at r= S[nﬂ o] sln".

2) Démontrer que ¢ o r est une rotation dont on
déterminera le centre et I'angle.

3) Montrer quil existe trois droites (D), (D}) et
(D4) que I'on déterminera telles que :

U= 5p,0Spy B r=S§p, 0 Spy-

4) Montrer que r ot est une rotation dont on
déterminera le centre et I'angle.

5) Est-cequetor=rolt?
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60. Soient (D). (D,) et (D,) trois droites du plgn
telles que (D) et (D,) soient sécantes en A, et (D)
el (D,) sécantes en A;. On considére dgux- points
E, et E, respectivement de (D, ) el (D) situés dans
le méme demi-plan de frontiére (D) et Fun point de

la droite (D) tel que A, appartenne au segment
[A,. F]. On note (4,) le double g?_{ALF. A E,) et
(i.) le double de I'angle (A.Ey, AF). »
Démontrer que (D)) et (D) sont paralléles si e
seulement si

(4,) + (33) = (0).

&1. Onconsidére les trois points A, B et Cgt I'anale
(4) de représentant ([Ox). [Oy)) donnes sur la
figure ci-dessous

0

t('
Onnoterlarotation de centre C etd'angle () et fla
translation de vecteur AB

1} Soient/lecentredelarotationt o r, f'l'image de
[ par la rotation r

Verifier que [/ = AB

Pourguoi le triangle C/' est-il isocele ? Utiliser I'axe
de symétne de ce triangle isocéle pour construire |e
point f

2) Chercher de méme |e programme de la
construction du point invanant J par la transforma-
fion ro [ ded dans

62. Sowenirlarotationdecentre Qetd'angle - .5la
3

symetne orthogonale par rapport a une droile [D}

donnée ne passant pas par O et (02') |la paralléle a
(D) passamt par O

1) Tracer la drone (A4) definie par :

F=3%5,9 5.::.

ou Sy BU 5,4 Sonl les symétries D'IhOQGnales
respectivement d axe (2) et (4)
Soit f la ransformation de o dans 4§ définie par

f=s0or

Montrer que f est une symétrie glissée. Donner ses
caractéristiques.

2) Tracer la droite (4') définie par ;

f =354 085p,

ol 5., est la symétrie ‘w‘\
Etudier la nature de la traﬂsfnr“ﬂnna!e d

s [ malin.n e ld
définie par : gdeg 4. )
g=ros dm‘i

Donner ses caractéristiques et COMparey f
it
'8

63. Soient (D) une droite et N
n‘appartenant pas a (D). " Point g
Soient 5, la symétrie centrale de centre o
symétrie orthogonale par rapport 3 (D) L E A
Montrer que 5., © g st une b

l'on caramérise:ra. {Décomps:@n;fm: 9"%:“ i
symétries orthogonales.) o N da,
Etudier 5, 0 S;p).

64. Soient ABC un triangle €quilatéral g

droites {(4,), (dg) et (4.) respectivem ¥
ces de [BC), [AC) et [AB]. et médiay.

On note Sq ). Sisy 81 Siag les symétries orhog,.
nales respectivement par rapport 3 (4,), (dg) ot '
(4e). i

1) Montrer QUe 54, © Si4, O Siac) 85t UNG Symétie |
orthagonale par rapport a une droite (4) qua g
déterminera.

2) Méme question avec Sy, O Sy O Sy
3) Résoudre I'équation :
((4,). (4,), (4.))€{(44). (4g), (40}

S‘M,, O Sldﬂ o S'H,, = 5“,] [a] slm D’u"
65. Soient ABCD un carré et s la similitude directe
de centre A de rapport k et d'angle a.

1) Construire I'image A'S8'C'D’ du caré ABCD
dans le cas o0 :

1 _21r
—2'- et o= 3.

2) Montrer que, pour tout nombre réel knonnulél *
pour toute valeur de o, on a:

(DD') est perpendiculaire 3 (88)

k=

n
(considérer une rotation d'angle -2—}-

i |
66. Le plan étant rapporté au repére ortho™

(0. i, j) et k étant un nombre réel, M
I'application f, de J dans lun-mémﬂl qui, ?:tp:f g
de coordonnées (x, y) associe lé PO
coordonnées (X, y') avec :

x'=k+—1-2-{-"+l")

1

i rie.
1) Démontrer que f, est une isomeét

2) Déterminer, suivant les val ¢ hy
k. I'ensemble des points invariants P2

lan
3) Donner, suivant les valeurs d:-' yfsxiquﬁ

en précisant ses éléments c‘ali//
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Transformations du plan

7. Soit f fapplication de « dans ¢ d’expression

:nal-ﬂiqu‘”- dans le repére orthonormeé (Q, J, ;'-} 4
: 1 —3x + 4y
|7 s
1 2+ 4x + 3y
y o= E 1y

1) Démontrer que fest bijective et déterminer £ °,
2) Trouver l'ensemble des points invariants par £
3) Déterminer I'ensemble des milieux des seg-
ments [M/(M)] quand M décrnt .

4) Démontrer que le vecteur M.I'{Mf appartient,
pour tout M de 1. & une droite vectorielle fixe.

5) En déduire la nature de .
68. Soil / I'application de 4 dans i d'axqrgssinn
analytigue dans |e repére orthonormeé (0, i j) :
[=—2x—yp+3
( pr=x+1
1) Démontrer que f est bijective et déterminer £,
2) Trouver I'ensemble des points invariants par £

3) Soit (D) une droite d'équation cartésienne :

ax+by+c=0.
Démontrer que I'image de (D) est une droite dont

on donnera une equation

4) Une droite du plan peut-elle étre
a) paraliéle 4 son image?

b) invaniante?

€) perpendiculaire 4 son image?

5) Soient / et J les points de coordonnées
respectives (1, 0) et (0, 1)

2) Déterminer les images O, /" et J respectivement
de 0, /et J par f

bl Démontrer que, quel que soit le point M,
d'image A1 par f, il existe deux nombres réels a et b
tels que ;

OM = a0 + bOJ,

{. @donneraet pen fonction des coordonnées de M.

elle est I3 propriété de / mise ici en évidence?

69. Soit f une application de & dans § telle que
I"application vectorielle i qui lui est associée, soit
indépendante de I'origine choisie dans . o
Démontrer que quels que soient les vecteurs & et b
de U on a:

(U +8) = p(d) + o(0)

(prendre des représentants (4, 8) et (B, C)dedeti
respectivement).

70. A) Le plan vectoriel U étant rapporté a une

base (i, /). on considére une application linéaire ¢
; . fa ¢ .

déterminée par sa matrice 5 .4 relative a la base

(V. /)-

1) Démontrer que ¢ est bijective si et seulement si

ad — be est non nul.

2) Démontrer que ¢ est injective si et seulement si
ad — be est non nul,

3) En déduire qu'une application linéaire de U
dans U est injective si et seulement si elle est
bijective.

£) Dans cette partie on démontre que toute
similitude non réduite & une isométrie admet un
point invariant et un seul (appelé son centre).
Soient s une similitude de rapport & différent de 1, f
I"application vectorielle (et linéaire) associée 4 s, g
I'application vectorielle définie par :

g =Ff—idy.
1) Veérifier que g est linéaire,
2) Soit i un vecteur de représentant (M. N).
a) Vérifier que, si g() = O alors M = .
&) En déduire que :

{6eV, g(5)=0}={0}).

¢) En déduire que g est injective, puis bijective.
3) Soit O un point fixé du plan :

a) Veérifier qu'un point M est invariant par s si et
seulement si il vérifie

g(OM) =5(0) 0.

b) Prouver que s admet un unique point invariant.

L

¥
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4 Représentations
de I'espag,

——
l. Espace ¢ et parallélismes
IIl. Projections
. Ensemble 1" des vecteurs de |'espace

IV. Etude analytique de &
V. Distance dans ¢&. Repére orthonormeé

VI. Epure d’un point
Vil. Epure d’'une droite
VIIl. Epure d'un plan

I. Espace ¢ et parallélisme

1 Axiomes d'incidence

| ‘espace & est un ensemble infini de points vérifiant les axiomes suivants :

A, : Toute droite est un ensemble infini de points, c’est une partie propre de &.

4, : Par deux points distincts de &, il passe une droite et une seule.

(D)
! (D) = (4B)

4

A, : Tout plan est un ensemble infini de points, c’est une partie propre de & plas
A, : Par trois points non alignes de &, il passe un plan et un seul. On note le
défini par les trois points A, B et C non alignés.

§ ety B Bl
o’

i 7 — (ABC).

As : Si une droite a deux points distincts qui appartiennent a un plan alors ¢

incluse dans le plan :

E] B} c(D)
/\xﬁﬁ_ﬂ@_/ }:j{c; ‘

e droie®

&
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Représentations de l'espace
R e T—

;- Tout plan i partage I'espace & en deux demi

——

-

“espaces &, et &, tels que :
6ng, =1
Ut =§

VAeb, VBe§, [AB]cg,

VAeS, VBe&, [AB]c &,

VAet; VBed, [AB]nq # & («passage des douanes »)

\ Aeg,
..D BEG;

2 Positions relatives de droites et de plans

al D rﬂi'[ES

Soient (D) et (D’) deux droites de I'espace §&.

. (D) et (D) Ig!]
| > sont disjointes
(D) et (D)
, sont
~_sont sont confondues (D)
coplanaires
(D)
(D) et (D) sont Y =T
sécanle\s 7 (D) I{D) ﬁ{ !) { } I

(D)

(D) et (D) TSR (DD =2 |
| '€ sont pas coplanaires \
‘ (1208]

e

Remarqye, Un plan est défini de fagon unique :

® Par une droijte et up point n’appartenant pas a cette droite.
On note T(4, (D)) le plan défini par le point A et la droite (D) oi A¢(D) |
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e par deux droites paralléles ct disjointes

(=T

e par deux droites secantes.

L %/

Aeqd
(D)= g

(D) =7

r

(D) =7

Dy P0@)={4]

On note 9((D), (D)) le plan défini par les deux droites (D) et (D) (sécantes, ou, paralléles

disjointes).

b) Droite et plan

()

(D) et § sont
sécants

F/

¥

-

(D) est incluse dans

(D) est parallele
ad (D) et ' sont
disjoints

1)

— w=B

¢) Plans

Soient ' et ¥, deux plans de I'espace &.

&y et sont

; confondus
¥y et T, sont

paralléles .
4, et ', sont
disjoints

:T]. et :Tz sont
secants

ol |
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Représentations de espace
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Remarque. Sideux plans distincts ont un point commun alors ils sont sécants suivant une
droite passant par ce point.

Exercice 1 éSﬂicntIlectlU']deux droites paralléles distinctes, 4 un point de (D) et Bun
{ point de & n"appartenant pas A (D).

On note ' le plan défini par les droites (D) et (D).
Montrer que ;

¥, alors les droites (AB) et (D) sont non

I) si B n'appartient pas a
coplanaires,
(4

2) si B appartient & &, alors les droites (4B) et (D’) sont sécantes.

3 Parallélisme

a) Droites

e Larelation «est paralléle 4 » est une relation d’équivalence dans 'ensemble des droites
de l'espace.

e Les classes d’cquivalence sont appelées directions de droites.

e Par un point de & on peut tracer une et une seule droite paralléle 4 une droite donnée.

(2) (D) /(D)

A Ae(D
A o (D)

® 51 deux droites sont paralléles alors tout plan sécant 4 I'une est sécant a I'autre.

/{/ ®) /()
YA A AR LR
i ¢ 4

D)nF={A"}
® Soient A4, B, C et D quatre points de I'espace & tels que trois quelconques d’entre eux ne

soient pas alignés, la réunion des segments [AB], [BC], [CD] et [DA] est le quadrilatére
ABCD. ’

Un quadrilatére ABCD de § est un parallélogramme si et seulement si les droites (AB) et
(CD) sont paralléles et les droites (AD) et (BC) sont paralléles :

L

/
/ A / d (4B)/(CD)
(AD)/(BC)

/= /e
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) Droite et plan \

e Une droite (D) est paralléle a un plan ¥ si et seulement si (D) est inclyge da
n

paralléle & une droite () elle méme incluse dans i sﬁ.ﬂum
y

Puisque () est paralléle a elle-mcme on a

’,’—’//‘!—“'
(D) g (D”f’(ﬂ’_)
o) '

(D) est paralléle a i si et seulement si (D) est paralléle a une droite inclyge d
— . . ) ns g
e Une droite (D) est paralléle d un plan ' s1 et seulement si (D) est incluse dans

= ¥ (D) g7
A
e i 9

e Siune droite (D) est paralléle a une droite incluse dans un plan et a un pojn; commy:
avec I alors (D) est incluse dans 7.

paralleéle a . "Phw

Remarques
(4) =7
A (D) (4) =T
i ) /(D)
7 (4') /| (D)
) (4) n(4)={B}
(D) n(D)={A}.

Deux droites (D) et (1) peuvent étre paralléles 4 un plan 4, sans étre paralléles entrecles
Cette notion-ci de parallélisme est en fait une relation entre deux éléments qU
n'appartiennent pas au méme ensemble. On ne parlera donc pas, par exemple, de re[a_twﬂ
symétrigue, et on dira toujours une droite est paralléle a un plan et non le contrairt

i il
Exercice 2 Soient (D) et (D) deux droites paralléles et i un plan. Démontrer quest|
est paralléle a 7 alors (D’) est paralléle a .

. A . , i A rs 'aul®
e Sideux droites sont paralléles entre elles et que 'une est paralléle a un plan alo

est parallele a ce plan.

: o (019
Montrer qu'il existe un plan et un seul qui contienne (D) € rel qu

Question 1 § Soient (D) et (D) deux droites non paralléles.
paralléle a ce plan.



Représentations de l'espace

Ainsi un plan est caracterise par un point et deux directions distinctes de droites.

Questiﬂﬁ 2 Soient if' et o, deux plans sécants. ot (D
= paralléle a ¥ ,.

Demaontrer que lintersection de &y oet

) une droite de i, telle que (D) est

¥z est une droite (D) paralléle a (D).

T, AT, = (D)
D) =1,
(D) | 7,.

AN

Ainsi : ac:ien_t 0 et deux.p&ans secants de §, une droite (D) de ' est paralléle a &, si et
seulement si (D) est paralléle a la droite d’intersection de ¥y et 7,5, 1

Qc ce fait si deux droites‘{D,] et (D,) sont paralléles, alors l'intersection de deux plans
sccants contenant respectivement (D,) et (D,), est une droite paralléle a (D,) (et a (D,)).

; : (D)) = (P,)

E (4) : (D,) = (Py)

| ! (D)) /(D)

$o | (P) n (Py) = (4).
B,//\\

A

Question 3 ¢ Soient ¥, et T, deux plans sécants et (D) une droite paralléle aux deux plans :

(D)
W INT
I (D) est paralléle a T,
| (D) est paralléle 4 §,
| 1T, = (4).
e ML A
_;ﬂixmx

Démontrer que 'intersection (A) de §, et §, est une droite paralléle (D).
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s e i ss1 paralléle & deux plans sécants alors 'j :
Ainsi, si une droite (D) est parallcle i “te?sectmn de%

ans es » droite paralléle a (D). _ 4
plans est une ¢ — - . 3
te dAnne les deux cres questions peuy A I
Les résultats trouvés dans les deux derni q peuvent étre Tesumg

Si deux plans sont sécants, il existe alors une direction de droites, et upe seule . Par.

la fois dans 'un et dans I'autre plan : c'est la direction de la droite d'intersccttia;j?g;%mﬁu

lans 5y,

plans. :
Exercice 3y Soient ABCDEFGH un parallélépipede, M un point go la ey

[ HE)n'appartenant pas au segment [ HE], et N un pnintdugegmﬂ;-drmh

distinct de D et de H. ‘[ﬂﬂ]

M

1) Soitif le plan passant par M et N et tel que la droite (AB) soit paralli;
ag.

Tracer l'intersection des plans ' et (EFG).

2) Soient P, Q et R les points d’intersection respectifs de T avec [4f]

[BF] et [CG].
Quelles sont les intersections du plan & avec chacune des faces?
Montrer que NPQR est un parallélogramme.

Exercice 4 (Soient 4, B, C, E, F et G six points tels que :
® A, Bet C sont non alignés,
¢ E, F et G sont non alignés,
e les plans (ABC) et (EFG) sont disjoints,
e les droites (BC) et (FG) ne sont pas coplanaires.

1) Dém:?mrcr que les points E, B et C ne sont pas alignés.
Tracer Pintersection (D) des plans (EBC) et (EFG).
Montrer que (D,) est sécante a (FG) en un point noté I.

2) Dc’:mqnlrcr que les points 4, F et G ne sont pas alignés.
Tracer I'intersection (D) des plans (AFG) et (ABC).
Montrer que (D,) est sécante a (CB) en un point noté J.

3) Trouver l'intersection des plans (4FG) et (EBC).

¢) Plans

Nous avons démontré en classe de seconde que : et ¥
° Sj deux' plans sont paralléles alors tout plan sécant a I'un, est sécant 4 lautr®
droites d'intersection sont paralléles - X '
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W P T, nQ=(D,)
TioQ=(D,) (D) (D,).

Question 4 Soient ¥y et \f, deux plans paralléles et (D) une droite.

§ 1) Démontrer que si (D) est paralléle g ¥y alors (D) est paralléle a 7,.

2) Démontrer que si (D) est sécante a ¥y alors (D) est sécante a 7,.

On a ainsi le résultat :

/th
{4

/ : / g, |4,
7 (D) T, ={A4)

/ ’,f_:,- / (D)nT, ={B}.
/

® Sideux plans sont paralléles alors toute droite sécante a I'un est sécante a l'autre.
Du théoréme d’Euclide, on déduit :

¢ Par tout

point de I'espace il passe un plan et un seul paralléle 4 un plan donné.

D¢l question 4, on déduit :

F- Deux Plans sont paralléles si et seulement si 'un contient deux droites paralleles a
dulre et sécante entre elles.

Exercice 5

Soient ', et &', deux plans paralléles, (D,) et (D,) deux droites distinctes,
paralleles entre elles et sécantes 4 7, et & ,. Montrer que les points
d'intersection sont les sommets d’un parallélogramme.
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1) Projection sur un plan parallélement a une droite \
Question 5 ¢ Soient ' un plan. (D) une droite non paralléle a § ¢ pg Un pojp,

Vérifier que | unique droite (4) paralléle a (D) et passan par
a ¥ st St'can!

 Définition e e

Soient i un plan et (D) une droite sécante a .

On appelle projection sur le plan o parallélement a la droite (D) I'applicatioy, deg
lui-méme qui. a tout point M de & associe le point M” d’intersection dy plan ﬂ‘gtda““
| droite paralléle a (D) passant par M. def,
' La direction de (D) est appelée direction de la projection p. L'image du poiny j
projection p est appelée le projeté du point M sur i parallélement 4 (D), parjy
La droite paralléle a (D) passant par M est appelce la projetante du point us
L'image d'une figure F par p est appelée le projeté de la figure F sur ¢ parallélemen
(D).

—_

Remarques
1) L'image de & par p est le plan .
2) L'ensemble des points invariants par p est le plan .

(P20

droite

Question 6 ¢ Soient p la projection sur le plan 3 parallélement d (D) et (4) uné y
) est

1) Montrer que si (A) est paralléle a (D) alors le projeté de (4

singleton.

. . ioté de (‘j}tﬂ
2) Montrer que si (4) n'est pas paralléle a (D) alors le projét®
l'intersection du plan ¥ et du plan contenant (4) et tel que (D) ""f S‘::I ; ﬁpgﬂﬁﬁ
Soient, dans ce cas, A et B deux points distinets de (4) de projetes
A" et B,
Vérifier que le projeté de (A) est la droite (A’B’). "
Vérifier que le projeté du segment [AB] est le segment (4B
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e ———

3y a ainsi les résultats sutvants .
LI el s h

Theoreme (

Le projete d'une droite sur un plan est soit une droite soit un singleton.
t',: projete d’un segment sur un plan est un segment eventuellement réduit 4 un
.;H;glulﬂﬂ-

—

Viéthode pratique

Pour tracer le projeté d'une droite (resp. d’un segment) sur un plan parallélement a une
droite : on projette deux points distincts A et B de la droite (respectivement les extrémites

du segment), le projeté est alors la droite passant par ces deux projetés (resp. le segment
d'extrémités ces projeteés) :

- (D)

)
______ Aﬁ\\ e D)~ = {1}

_é- \\\ 1H““mj p(A) = A’
ﬁxﬂ“hxk

p(B) = B’

le projeté de (AB) est (A'B)
celui de [AB] est [A°B].

Exercice 6 ¢ Soient ¢ un plan, (D) une droite sécante & J, p la projection sur &
parallelement a (D), (D,) et (D) deux droites n'appartenant pas i la
direction de (D), et paralléles entre elles.

Montrer que les projetés respectifs (D) et (D) de (D,) et (D,) sont deux
droites paralléles entre elles.

Montrer que les projetés de deux bipoints équipollents d’un plan @ sont
deux bipoints équipollents de &

L_mT Projection sur un plan parallélement 4 une droite (D) conserve le parallélisme de
droites non paralléles a (D),

QEEEE‘J}__'{ Soit p la projection sur un plan & parallélement a une droite (D) non paralléle

a ¥, A, Bet C trois points distincts deux a deux et alignés mais tels que la
droite (AB) ne soit pas paralléle a (D), et A’, B’ et C’ les projetés respectifs
de A, B et C par p.

Montrer que les points A, B,C, A’, B"et C’ sont situés dans un méme plan (on
dit qu'ils sony coplanaires ).

205



Mathématiques premiere C et E - Géomélrie

206

R T T AT T

Montrer que :

Ainsi on a : (Enoncé de Thalés).
Soient p la projection sur un plan & parallélement a une droite (D), 4, B et C trois poi

distincts deux a deux, de projetés respectifs 4°, B’ et C’ par p.
Si A, B et C appartiennent 4 une droite non paralléle a (D), alors on a :

B _ B
AC AC

Question 8 ¢ Démontrer que le projeté sur un plan du milieu d'un segment est le millesé
gsegmenr projeté.

Remarque. |
Soient A, A, ... A, npoints distincts deux 4 deux et tous situés sur une méme droite 00

paralléle a (D), A, A3, .., A, leurs projetés respectifs sur 4. ,
Quels que soient les nombres i, j, k et £ de { 1, 2, ..., n} distincts deux & deut, ond:
AA; A4
AA, ALAL

: ion 08
Exercice 7 (¢ Soient ABCDEFGH un parallélépipéde, I le point d'intersectio?

diagonales du parallélogramme 4ABGH.

480
1) Déterminer I'image I de I par la projection p Sur le plan {

parallélement a la droite (BE).
2) Déterminer Iimage I” de I par la projection
parallélement 4 la droite (4F).

(A
g sur le plan ¢
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e —
—
- _,r une droite parallélement a un plan
gction 5!
rol ) ‘ ‘
. g gion t, Soient i un plan, (D) une droite sécante a et M un point de §,
ol L : i :

Quen_— ¢ mm-f;ng]f LN pl.’rm ::;;g;m alléle 4 7 o1 passant par M. est-t-il sécant 4 la
S droite (D) en un point M'
§
§
4
¢ (D)
¢
4
%
5
E
b

I_Défmitinn |

| Soient ' un plan et (D) une droite sécante a 7. _

- Onappelle projection sur la droite (D) parallélement au plan ¢, 'application g de &dans '
lui-méme qui a tout point M de & associe le point M’ intersection de la droite (D)etdu |
plan parall¢le a & passant par M. ’
La direction du plan  est appelée direction de la projection g.
L'image du point M par g est appelée le projeté de M sur (D) parallélement a .

- Le plan paralléle 4 ¢ et passant par M s'appelle le plan projetant de M.
Llimage d’un ensemble F de points par g est appelée le projeté de la figure 7 sur (D)
parallélement a 7, ]

= ]

Rema rques

I} Limage de & par g est (D).

2 Yo o x § " r
<) L'ensemble des points invariants par ¢ est la droite (D).

QH&EM Soient § un plan, (D) une droite sécante a &' et q la projection sur (D)
parallélement a .
Soit (A) une droite.
1) Montrer que si(4) est paralléle d F alors le projeté de (4) est un singleton.
2) Montrer que si (A) est sécante a 3 alors son projeté est la droite (D).
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Coient @ et R trois plans paralléles et ﬂ'f.-_.jjm'n.'sdeuxd
Question 11 ¢ Soient . etk [rois plar es plans en A, B ¢t ¢ deus, (4),,
— § sécante respeciivement @ ees plan: 3 5 {DJ u

he
’ P s . ; He dr 3 drn.
:;-p,-c;m'Iﬁ‘t'mt"” acesplansen A, B et C’, avee 4 # A’ of (D) ﬂo:? %, ’?:
5(1) / ﬂra'r"él'ed
b
h
0 A
y
§
;
?;
L
§
b
}
by
§
)
?
b
5
§
)
,
?
§
¢
E
(4) (4)
T nQ=g (d) ng ={A}
T NR= (4) n@ = {B}
Q Nk =g (4 nR={C}
D)ng ={4}  (A)nT ={4')
D)n@={B} (4)na={B"}
DINR={C'} (W)AR={C"}
(4) )/ (4)
1) Soit (4') la droite paralléle a (4) menée par A'. ‘ g etC'le
Montrer que (A') est sécante g Q et R. On note respectivement

points d'intersection de (4') avee Q et R. _
2) Monirer que AA'B'B et A4'C"C somt des parallélogrammes.

3) Montrer que : g ii__{
A'C«" Arcu

—

En déduire gue . ig = '_4__‘?:
AC A!Cd‘
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Queili“_‘Ll_z : Soient i, Q et R trois plans paralléles et disjoints deux a deux, (A) une droite

= ) sceante a ces :nfmm en A, Bet M respectivement, (D) une droite sécante d ces
{ plans respectivement en A°, B’ et M, On considére le point M" de la droite
2 (D) tel que :
§ e
é A'M"  AM
l; —

3

AB°  AB

Montrer que M” est le projeté de M sur (D) paraliélement d 7,

Amst on a:

Théeoréme (de Thales)

Soit g la projection sur une droite (D) parallélement a un plan  sécant a (D), A, Bet C
trois points de projetes respectifs A”, B et C'.Si A, Bet C sont distincts deux a deux et
R P . AB A'B’
tous trois sur une droite secante a J alorsona ;| — = ——.
AC ACT

| Théoréme (réciproque du théoréme de Thalés)

Soient g la projection sur une droite (D) paralléelement a un plan &' sécant a (D), 4, B

el M trois points alignés sur une droite sécante a § avec A et B distincts, 4" et B’ les

projetes respectifs de 4 et B par ¢. Si un point M’ de la droite (D) est tel que :
AM _AM

A'B° AB

alors M’ est le projeté de M par gq.

——

Question 13 ¢ Soient A et B deux points distincts de &, et q la projection sur une droite (D)
parallélement @ un plan T sécant a (D).
1) Montrer que sila droite (AB) est paralléle a 7, alors le projeté du segment
[AB] par q est un segment réduit a un singleton.
2) Montrer que si la droite (AB) est sécante T, alors le projeté du segment
[AB] par q est le segment [A’B’], ou A" = q(A) et B" = q(B).
3) Montrer que le projeté du milieu M du segment [AB] est le milieu du
segment projeté [A'B’).

::E_‘i le projeté d’'un segment sur une droite est un segment de cette droite et, toute
Jection sur une droite « conserve les milicux ».

Remarque,

i“;‘;‘;e‘ Ay, 4, ..., A, n points distincts deux & deux et alignés, et ¢ la projection sur une
(D) paraliélement 4 un plan 7 sécant a (D). En notant, pour tout ide { 1, 2, .., n}, A
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\farhématiques premicre idhis
jue soient les nombres i, j, ket £ de {1, 2

l'image de A4; par g on 4. quels ¢ .

— ’ %

. A, Ay A A, t'ﬂn.,
decux a deux. = —
."IL '{_; .'IJ‘ -‘I[J

Exercice 8 (Soitgla projection sur une droite (D) parallélement a un plan g
(D). Secay,
( Montrer que les

projetés de deux bipoints équipollents d’un plag R
* sont aussi deux 1Parg

bipoints équipollents de la droite (D).

9 ¢ Soient ABCD un parallélogramme, (AE) une droite non située dans|e
) (ABCD), 'y un plan contenant le point B et sécant & (AE) en g Piag
{ projection sur (AE) parallélement & 7,. On note T, et & Jes ;Ji‘i;ii
? projetants respectifs de Cet D. et C’ et D’ les projetés respectifs de cﬂr;

Exercice

e e S - i

5
5
5 1) Determiner Pintersection I de (4B) et 4
Dg-lc:rm!ner I'intersection J de (CD) et &
Déterminer I'intersection K de (AB) et 5':-
2) Montrer que AD’ = B'C’ et que AB’ = D'C'.

i}ar:ﬁgi!i::r que la longueur du projeté de la diagonal® [‘::Crgjﬁ&
o catésgzﬂmrpe ABCD est égale 4 la somme des longueurs
onsecutifs [AB] et [AD] de ce parallélogramme
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il Ensemble W des vecteurs de I'espace
e

Representations de espace

1 péfinition de I'ensemble des vecteurs de I'espace :

.

Question 14 § Soient A, B, C et D quatre points de & Vérifier que si ABCD est un
parallélogramme alors ces quatre points sont coplanaires.

Ainsi lorsque quatre points A, B, C et D de I'espace sont tels que ABCD soit un
parallélogramme, dans le plan contenant ces quatre points, les bipoints (4, B) et (D, C) -
sont équipollents. D'ou :

| Deéfinition ‘
Soient 4, B, C et D quatre points de & On dit que le bipoint (4, B) est équipollent au |

. bipoint (D, C). et on note (4, B) 1 (D, C), si et seulement si les segments [AC] et [BD] ‘
| ont méme milieu. |

Remarque.
Dans le cas ot les points A, B, C et D sont tels que trois quelconques d'entre eux ne sont pas
aligneés, on a :

(A, B)T1(D, C) <= ABCD est un parallélogramme.

Question 15 ¢ Soient A, B, C, D, E et F 6 points de & tels que ABCD et ABEF sont des
parallélogrammes et C, D et E ne soient pas alignés.
Montrer que CDFE est un parallélogramme.

Celte question permet de justifier la transitivité de la relation 77 définie sue 82 (siC,Det E
sont alignés, on travaille dans le plan contenant les 6 points). Etant donnés les résultats
tonnus sur I'équipollence dans un plan, la relation 7T est évidemment une relation
d'tquivalence sur £ Comme dans le plan, on définit les vecteurs comme classes

d:f”-]uiwallc:m':r: de bipoints de &°, ”
L'ensemble des vecteurs de I'espace & est noté ‘W. Un vecteur est encore noté u.

Soient A4 et B deux points de & et u un vecteur de W. On a :
i = AB <= (A, B)ei.
Comme dans Je plan :
* V(4, Byeg? AB=0 <= A=B.
® V(4,B,C D)eg* AB =CD <> AC = BD.
® Etant donné un vecteur t de W et un point O de & I'équation :
_ Mes, OM - U
admet une solution unique.
211
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On définit ainsi l'application ¢, de & dans W qui au point M de assoc
ol .5 S50cie |,
v

c":[tur y

]

de W tel que 1 = OM. _
Cette apphcation ¢ est bijective.

2 Définition de la loi + dans 1. Translations dans §,

L addition de deux vecteurs de ‘W' est deéefinie grace a I'égalité de Chasles .
V(4. B. O)e&® AB + BC = AC.

Cette opération étant définie sur U comme I'addition dans U, on démontre i

indépendante des représentants choisis des vecteurs, et qurelle vérifie les mémes prc-eum

4 savoir : Priete;

e L'ensemble 1 muni de 'addition des vecteurs est un groupe commutatim'opmdt

AB est BA, el notée — AB).

Et on a les conséquences suivantes :

o V(i o, Wel?® i+r=w+i =u=w

e Soient u et © deux vecteurs de W, I'équation :
XeW, Xx+u=v

admet une unique solution X,, €t on a :
Xo =1+ (—u), quelon note v — u.

Ceci définit, comme dans U, la différence de deux vecteurs de W.
De méme on a :

Soit & un vecteur de W. On appelle translation de vecteur u I'application de & dans lu-
meéme, notée 1, définie par :
;: & — &

M— M

ot M’ est I'unique point tel que MM’ = 4.

M’ est appelé le translaté de M par (. I e

Méthode pratigue

Pour le translaté M’ d’'un point M de & par la translation de vec
représentunt (A, B) : .
- = - idgnlﬂ“
@ Si A=B, alors i =0 et la translation de vecteur nul est I'applicatio
de b idg: 86— &
' M M
donc M’ = M.
212 1
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Représentations de l'espace

. 4 ¢t Bsont distinets alors ils déterminent une droj v
:| :I« ‘1; = B. roite (AB). Si M et A sont confondus

Nacons-nous ¢ )
Dire 4Y° s =4 ].-3 '*".'3':' {:'r'?-_ que ABM'M est un parallélogramme. Ainsi, dans le cas
ot M mappartient pas a la droite (4 B), on trace les droites (D) : paralléle a (A B) passant
par M ¢! (D) : parallele a (AM) passant par B. Ces droites sont paralléles 4 une droite du

4 M B) et contiennent un point de ce plan donc elles sontincluses dans le plan (4 M B)

\A \ s

fans lc cas ot M et A4 sont distincts

plan|

M '\}H, (D)

(D,)

Dans ce plan (AM B) les droites (D) et (D,) paralléles 4 deux droites sécantes sont sécantes.
Le point M” est leur intersection,

Dans le cas ou M appartient a la droite (4B), on choisit un point N n'appartenant pas 2
(AB). on place comme ci-dessus le point N’ tel que ABN'N soit un parallélogramme. Puis
on place le point M" tel que NN'M’M soit un parallélogramme.

A / B
L M M

pZA v

Enfait dans le cas oti M est un point distinct de A, la figure, tracée en perspective cavaliére,
se fait comme dans le plan. On peut alors utiliser le fait que les distances MM’ et AB sont
les mémes et faire ainsi un report de distance a partir du point M, sur la droite paralléle a

(4B) passant par M en respectant «le sens» des bipoints.

Exercice 10 ¢ Soient A, B, C trois points non alignés, et D un point de & non coplanaire

avec A, Bet C.
Construire les images respectiv

translation de vecteur AD.

es A', B, et C’ des points A, Bet C par la

g—-"m—-h.!’___“‘ Soient ii un vecteur de W, M et N des points d'images respectives M’ et N’
par la translation de vecteur u.

Montrer que M'N’ = MN.

3{“ IN) ainsi, en notant (A, B) un représentant du vecteur u, la figure ci-contre.
H et {M-’, N’] sont équipo[]cntsl y

Les bipoints



Mathématiques premiére. C et E - Géometrie
_._._____-_-_-_-___ \

214

I S
Théoréme

Dans &, I'image d’un bipoint (M, N) par une translation est un bipoint équipollen i
bipoint (M, N).

—

1) Quel est 'ensemble des points invariants par une translation?
21 Maontrer qu'une translation est une application bijective de & sur lui-

) méme el préciser sa bijection réciproque.
3) Montrer que la composée de deux translations est une translation de

vecteur la somme des vecteurs des deux translations.

Question 17 ¢

- 4) Montrer que |'ensemble des translations de &, muni de la composition des

( applications est un groupe commutatif.

Exercice 11 ¢ Soient 4, B et C trois points non alignés et D un point non coplanai®

ravec A, Bet C.
Montrer qu'il existe un point unique E, que I

4B + CD + DE = BC + DA.

on construira, tel QUe:

Exercice 12 ¢ Soient A, B, C trois points de § non alignés et D un point de 6 0

> dans le plan (ABC).

4 — M — — - e
4 1) Montrer que : AB + CD = AD + CB. On note § cette som™

5 2) Construire le point § tel que CS =3
s 3) Vérifier que les segments [AS] et [BD]

4

¢ 4) Soit N le milieu du segment [AC].
) Montrer que : s = NM + NM.

ont méme milieu M.
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——

--_”“nn de la loi . sur W. Homothéties dans ¢
nafil
i :

3 N :
multiplication d'un vecteur de W par un nombre réel est définic comme dans U par :

Soient i€ Ws k€ R et A un point de & En notant Ble point de & tel que it = AB et (D) une
1roite contenant Aet B.

. est le vecteur AC ot C est le point de (D) tel que : AC = kAB.

1.4 encore 12 définition ne dépend pas du point A choisi.

(-ctie multiplication possede les propriétés suivantes :

o VieW l.u=u
L vk K)ERE VieW k. (K. ) =(kk).q
o vk k)e® VieW (k+k).u=k.u+k .

R Yo)eW? k.w@+v)=k.u+k.v

o YhelR
LeR VieW (k.i=0<>[k=0oui=0])

L I
| o= notions de combinaison linéaire de vecteurs et de colinéarité de deux vecteurs de W,
<ont exactement les mémes que dans U.

De méme On a

Définition
Soient O un point de &, k un nombre réel non nul. On appelle homothétie de centre O et
de rapport k, I'application h :
h:g—2 8
M — M’ défini par OM’ =k . oM

V" est appelé 'homothétique de M par k.

d'images respectives M' et N’ par h.
Montrer que l'on a :

¢ M'N" = kMN.

Question 18 % Soit h I'homothétie de centre O et de rapport k, M et N deux points de &

Méthode pratique I

'?[.l“f_.{}_!u(li'r f'fmage M’ d'un point M par une homothétie de centre O de rapport k :

3y . e e —_— " #

: Ysque OM” = k. OM, les points O, M et M'sont alignes. ‘ .

N considére en réalité un plan contenant les points O et M et la construction se fait dans

€ plan (et méme sur la droite (OM) quand M esl distinct de 0).
Mi

k=4

M
0 M’ = h(M)
N N’ = h(N)
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On reporte les distances au compas ou on trace les paralleles si on connait yy i
. i
image Mletsg,

M’ = h(m)
N' = h(N)

Question 19 ¢ ], Quelle est ['homothétie de centre O et de rapport 1?

( 2) La symértrie centrale de centre O est l'application de & dans & qui, a tow
; point M de & assacie le point M” défini par : O est le milieu de [MM"],
5 Montrer que la symétrie centrale de centre O est une homothétie dont on
( précisera le centre et le rapport.

¢

( 3) Quel est I'ensemble des points invariants par une homothétie?

' 4) Montrer qu'une homothétie est une application bijective de & sur lui-
. méme et préciser sa bijection réciproque.

i

’ 5) Montrer que la composée de deux homothéties de méme centre est une
> homothétie de méme centre et dont le rapport est le produit des rapports des

{ deux homothéties.

Exercice 13 ¢ Soient 4, B, C et D quatre points de & tels que A, Bet C soient non alignes
¢t D non situeé dans le plan (ABC). .
Montrer qu'il existe un point unique E, que I'on construira tel qué-

24B + AC + DE = CA.

B A L

ot @, (@) #°

¢ Sotent h, et h; deux homothéti tifs
i 3 eties de centres respec 1 oint de 6 pon

'

5 d::’ rapports respectifs k, et k, avec k, k, # 1. Soient Munp

5 aligné avec €2, et £2,, et 7 le plan (2,2, M).

§ 1) Démontrer que I'image M’ de M par h, o hy appartient @
2) On admet (voir exercice n® 74) que h, o h, est une hom
rapport k, k,. Construire le centre @ de I'homothétie hy © hy-

Exercice 14

vel
: o : 10,8
Exercice 15 ¢ Solent S, et §, deux symétries centrales de centres rcspcctlfs Q, et

2, # £2,) —
Démontrer que S, o §, est la translation de vecteur 20,42
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teurs et droites

Comme dans U on a :

Deéfinition
Soit oun vecteur non nul de W, On appelle droite vectorielle D; engendrée par u, le
sous-ensemble de W constitue des vecteurs colinéaires a i, cCest-a-dire I'ensemble des
cccleurs A ou k est un nombre réel.

;| est une base de Dg.

e e )

Remarques.
e Dans ‘W' aussi on montre que

« sideux vecleurs appartiennent a une droite vectorielle toute combinaison linéaire de ces
v vecleurs appartient a cette droite :

« tout vecteur ku avec k non nul forme une base de D..
« Deux droites vectorielles Dzet D sont égales si et seulement si i et & sont colinéaires.
« Lintersection de deux droites vectorielles distinctes est réduite au vecteur nul.

¢ Lomme dansif, trois points A, Bet C de & sont alignés si et seulement si les vecteurs 4B

'€ sont colincaires. Ainsi, étant donnés deux points distincts A et B de &, la droite (4AB)
¢ lensemble des points M de & tels que AM soit colinéaire 2 AB -
(AB)={Me§, 3teR AM =(AB)
={Me§ AMeD33}.

1 ule vecteur de ‘W de représentant (4, B), uest non nul car A et Bsont distincts, etona :

(AB) = {Me§, AMeD;).

Vit une droite est déterminée de fagon unique par un point 4 et un vecteur non nul &, on
Wle DA, u) cette droite on dit que u est un vecteur directeur de cette droite. On a :
D(A, l-::’ = {MES, AMEDIT}
={Met, IeR AM =1}

:“I i que Dy est la droite vectorielle associée & D(A, i). ’ ;
me dans le plan, étant donnés deux points distincts 4 et B, un point M de la d"“!“‘-‘
"AB) est reperé de fagon unique par son abscisse dans le repére affine (4, B) de cette droite

U1 repére cartésien (A, AB)) Clest-a-dire le nombre réel ¢ tel que :
AM = (AB.
' :b droites de & sont aussi dites droites affines, ce sont des ensembles de points alors qu'une
'l[,m“ Veclorielle est un ensemble de vecteurs. ‘ _
d-edlm donnés deux points distincts A et B de &, le segment [4B] est I'ensemble des points
4 droite (4) d’abscisse comprise entre 0 ¢t 1 dans le repére (4, B), c’est-a-dire :
[AB] = {Me8, 3te[0,1] AM = -’-H}-
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e ladroile{AB}d'abm
‘u’ﬁgd

B)est I'ensemble des points d
aﬂ”E

Mathématiques prentiére

Lademi-droite [A
repere (A, B) cest-d-dire :

[AB) = { Meb, yeR, AM =tAB).

Question 20 ( Sofent 4. B.C et D quatre points de & tels que A et B soient distineys
eCy)

§ soient distincIs.

E Montrer que les droites( AB) et (CD) sont paralléles si et seulem entsi

: i exi
L5t

‘-: un nombre reel 1 tel que CD = tAB.

vt Temactn AB et vle vecteur CD, les droites (AB) et (CD)sont parally
Clesg

Ainsi. en not
eurs 4 et ¢ sont colinearres.

er seulement s1 les vect

Theoréme
Deux droites affines de & sont paralléles si et seulement si un vecteur directeur de '
est colinéaire 4 un vecteur directeur de l'autre. i{

Exercice 16 ( Soit 1z la translation de vecteur .
’ 1) Démontrer que I'image d’une droite affine (D) par t;est une droite affin
¢ parallele a (D).
¢ 2) Déterminer les droites affines globalement invariantes par t; (on
) distinguera les cas u = 0 et u # 0). .
' 3) Soient (D,) et (D,) deux droites affines coplanaires de &, (D}) et (D)ks

-images respectives de (D,) et (D,) par ;.
¢ '\1 ontrer quessi {D ) est paralléle a (D,) alors (D7) est paralléle a (D). Ondit
| quune translation conserve le parallélisme des droites affines.

;4] Vérifier que I'image par f; d'un segment est un segment.

Exercice 17 ¢ Soie . .
xercice 17 (¢ Soient @ un pointde &, k un nombreréelnonnulethl’homcthétiedewﬂﬂ

'
) O et de rapport k,
ne droite affi®

»1) Démontrer que limage d° .
une

{ parallele. g droite affine par h est u
{2) Déterminer 1 -

E" 3 M iner les droites affines globalement invariantes par h.
¢ ) Montrer que h conserve le parallélisme des droites affines.

$ &) Vrifio s :
¢ 4) Verifier que I'image d’un segment par h est un segment.

4 Vecteurs et plans

. Définition D

- Soientuetid ' :

. Rt eux vecteurs non colinéaj 2 ; ndre

| paruetvle sous-ensemble de ‘W — res de‘W. On appelle plan vectoriel Pﬂ““sfd I
constitué de toutes les combinaisons linéair®s de¥

P.‘]‘ﬁ‘: m 3
| Ta vau+bo, aeR, beR}. On dit alors que (i, B) est unelrLd"Pﬁj;,/
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Question 21 ¢ Soit Py un plan vectoriel de base (i, p),
Question. =~

1) Démontrer que si deux vecteurs appartiennent a P alors toute
Eg-mnb:‘naison linéaire de ces vecteurs appartient a Pj ;.

2) Soient u, et v, deux vecteurs de P, non colinéaires.

5 Pourquol le plan vectoriel de base (i, v,) est-il Py ?

Deux vecteurs de W sont colinéaires si et seulement s ils appartiennent a la méme droite
vectorielle. On a de meme la notion de vecteurs coplanaires (deux vecteurs de ‘W sont

toujours situc dans un méme plan vectoriel, pour trois vecteurs ou plus, cela dépend de
leurs « positions relatives »).

Défition

Des vecteurs de ‘W sont dits coplanaires si et seulement si ils appartiennent 4 un méme
plan vectoriel.

On a immédiatement le résultat :

Théoréme

Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de W, P; ;e plan vectoriel de base (12, 0), et w
un vecteur de W.
Les vecteurs u, v et w sont coplanaires si et seulement si i appartient a P; . Ainsi on a

u, v et w sont coplanaires si et seulement si il existe deux nombres réels a et
W= au + bv (a et b sont unigues).

b tels que

Remarque.

Siles vecteurs ¢ et # sont colinéaires alors, quel que soit le vecteur w de ‘W), les vecteurs i, b
¢l w sont coplanaires.

Question 22 ¢ Soient &, & et W trois vecteurs de W,

_-_-_‘____—r
1) Montrer que s'il existe trois nombres réels o, f et y non tous les trois nuls
tels que au + v + yw = 0 alors u, v et w sont coplanaires.

2) Montrer que si u, v et w sont coplanaires alors il existe (a, B, 7) dans R?,
avec (o, B, y) # (0, 0, 0) et ot + pv + yw = 0.

Ainsi on g le résultat suivant

i i':‘““'— U, U, W trois vecteurs de W.

; > ITOis vecteurs , et w sont coplanaires si et seulement si il existe trois nombres réels
\\‘ﬁ €17 non tous les trois nuls tels que :

au + fi +yw = 0.
_\_\_-_\_-_‘_'_‘—-—-___
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si xi + fio +

Remarque. \

On en deduit immediatement que .

fi. i et w ne sont pas coplanaires si et sculement si quels que soient les nomp,

- . =4 3 £8 réﬂ]s
i = 0 alors a, ff et y sont tous les trois nuls, %Py,

Ou encore. si et seculement si :

Y(a, B, V)€ R} [ou+ fr + w=0< (287 = (0, 0, 0)].

Fxercice 18 ¢ Soient 1. t el w trois vecteurs non coplanaires de W.

1) Déterminer le nombre réel k tel que les vecteurs 4, & et 27 g

soient coplanaires. ;

7) Soient a un nombre réel et z le vecteur tel que :
Z=au+20+(a+ Hw

Déterminer a de fagon que les vecteurs u, v et z soient coplanaires,

Question 23 ¢ Soient P; et P; » deux plans vectoriels de bases respectives (i, v) et @7

Démontrer que ces plans vectoriels sont égaux si et seulement si :
W, v et u’ sont coplanaires
i, v et v sont coplanaires

On sait qu'un plan est défini par trois points non alignés de 'espace &. Soient 4, B et Ctrois
points non alignés et & le plan défini par ces trois points.

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc (4, AB, AC) est un repere @:]‘ﬁ“m“
de 4. Pour tout point M de ¥, il existe un unique couple (k, k") de nombres réels tels 4

AM = kAB + k' AC.

k et k" sont les coordonnées de M dans le repére cartésien (A, AB, AC)de 7 (ou e repét
affine (4, B, C) de ).
Ainsi on a :

IT={Me§ 3, 1)eR?* AM = tAB + :’;1?."}.
Posons i = AB, o = AC et notons P;; le plan vectoriel de base (i v). OB 2 ;

§={Me§ 3¢ t)eR> AM =tu+1D}

or ; Pie={weW, 3, 1)eR?® W=ri+rv)
d'ou : §={Meé, AMEeP; ;). gest

ussi que
On dit que le plan vectoriel P; est le plan vectoriel associé au plan T; o1 dita nscﬂlbhdc
un plan affine : c’est un ensemble de points, alors qu’un plan vectoriel est

vecteurs,



T v e
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Représentations de 'espace

Un plan affine est done determiné de fagon unique par un point
cest-d-dire par un pomt A et deux vecteurs non colinéaires u
.p]&n ‘.]” d

A et un plan vectoriel P -
ct v, on note P(A. u, 1) ce

P(A.u, t) = { Me§, AMePpP..)

W

\Meb, 3(t.1)eR> AM =i+ 1),

Question 24 ¢ Soient u. v et w trois vecteurs de W) te
-~ § pas L‘f]f”?;iﬂ”‘(’h‘. D;; la droite vectorie
base (v, w).

Is que u soit non nul et ¢ et w ne soient
lle de base () et P .- le plan vectoriel de
1) Montrer que si u, ¢t et w sont coplanaires alors D; < P ..

%) > Y . 2 - - &
2) Montrer que si D; = P i alors les vecteurs i, v et w sont coplanaires.

3) Stlf{’rif A et B deux points de & (D) la droite D(A. u), et & le plan
(P(B, v, w).

Démontrer que si (D) est paralléle T alors ii Py (c'est-a-dire Dy = Pz ).
y Démontrer que si D; = Py .- alors (D) est paralléle a .

el R T O R

On a ainsi montre que :

Théoréme

Soient (D) une droite affine de droite vectorielle associée D; de base () et § un plan
afline de plan vectoriel associé P; ;- de base (7, w).

(D) est paralléle a  si et seulement si D; c P .- c'est-a-dire :

(D) est parallcle & 7' si et seulement si &, v et w sont coplanaires.

Méthode pratique

Pour montrer, grdace aux vecteurs qu ‘une droite affine (D) est paralléle a un plan affine & :
® on choisit deux points distincts 4 et B de (D)

® on choisit trois points non alignés C, D et E du plan

- .® on montre que les vecteurs AB, CD et CE sont coplanaires.
" Ainsi

par exemple si I'on sait que, par une homothétie h, les points 4 et B sont transformés

TeSpectivement en A’ et B’ et que A’ et B’ sont dans le plan 7 alors :

A'B', CD et CE sont coplanaires donc (4B) est paralléle a 7.

g " Question 25 ¢ Soient A et B deux points de &, u, v, i’ et v’ quatre vecteurs de "W tels que i et

'S
Ll
L
..'
P
3
L
)
b
i
b
'.
i}’- « %
L
S L
B
T

ne soient pas colinéaires, et, ii'et U’ ne soient pas colinéaires. On note # le plan
affine passant par A et de plan vectoriel associé Py zde base (i, v), et #” le plan
passant par B et de plan vectoriel associé Py p de base (W', ).
Démontrer que T et §° sont paralléles si et seulement si les plans vectoriels
Py et P;. ;. sont égaux.
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En utilisant la question 23 on a donc le résultat : \
Théoréme \

Soient & un plan affine de plan vectoriel associé P; - de base (4, 0) et 47 yp, Plan g
d Ing

vectoriel associé Py » de base (i), ).
s et Py sont egaux c'est-i-dire -

de

plan
i est paralléle a 4" si et seulement si Py

u, U, et u” sont coplanai
. % L ¥ . 1 ! ) an
i est paralléle a i@ si et sculement si { - ki
u. v, et v’ sont coplanaires

o - I ___-_-_-__-_'—“\—-__‘

Meéthode pratiquej

Pour démontrer le parallélisme de deux plans ¥ et 3"
On considére trois points A, B et C non alignés de 7 et trois points A’, B et C" non aligng

de 7.
On démontre que les vecteurs AB, AC et A’B” sont coplanaires, et que les vecteurs 4§

AC et A'C’ sont aussi coplanaires.

Remarque.

Pour déemontrer qu
colinéaires: ou encore il suffit de prouver qu'il
4 47, et un point E appartenant 4 §” sans appartenir a 7.

e ' et §” sont sécants il suffit de montrer que AB, AC et A’B’ ne sont px
existe un point D appartenant ala foisfet

Exercice 19 § Soient ABCDEFGH un parallélépipede (on a . AE = BF = E@:f DH)¢
’ I le centre de symétrie du parallélogramme EFGH. On note i,jetkles

¢ vecteurs respectifs AB, AD et AE.

3
é

-

eoieNe s e Tiel
1) Calculer les vecteurs DI, AF et FC en fonction des vecteurs 1:J
Montrer que la droite (ID) est paralléle au plan (AFC).

2) Montrer que les plans (BEG) et (4FC) sont sécants.
3) Montrer que les plans (FAC) et (DEG) sont paralléles.

Soil ¢ une translation de &, de vecteur u. i
point

1) Démontrer que le translaté d’un plan & passant par o
plan 9 paralléle 4 et passant par le translaté

Exercice 20
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. 2) Soient ¥y et ', deux plans de tran
/ Demontrer que si iy est parallgle 3 g
On dit gu'une translation conserve |e

slatés respectifs
2 alors 47 est paral
parallélisme deg pl
3) Soient (D) une droite et f un plan de &, de translatés respectifs part, (D)
5 et ) e |

yeérifier que si (D) et F sont disjoints alors (D) et 9 le sont

Verifier que si (D) est incluse dans alors (D) est incluse d;tns T

En deéduire que si (D) est paralléle 4 g alors (D) est paralléle a ‘l‘

a
€ parallélisme des droites et

€L 5 par .
lele a 7.
ans.

it qu'une translati
¢ On dit qu'une translation conserve | laiis.

rcice 21 Soit h une homothétie, de centre o et de rapport k.
Exe

1) Démontrer que I'image d’un plan 7 est un plan g~
passe par I'nomothétique d'un point de 7,

2) Démontrer que les homotheti
plans paralléles entre eux.

parall¢le a 7 et que 57

ques de deux plans paralléles sont deux

3) Deémontrer que les homothéti
paralléle a i sont respectivement
paralléle a 4",

Ainsi une homothétie conserve le
plans.

ques d'un plan ¢ et d'une droite (D)
un plan §° et une droite (D’) avec (D)

parali¢lisme des plans, et des droites et

V. Etude analytique de ¢

1 Repére de ¢, Base de W

Question 26 ¢ Soient A, B, C et D quatre points non coplanaires de §.

I) Veérifier que les points A, B et C sont non alignés et que les points A et D
sont distincts.

Soient § le plan défini par les points A, B et C, (4) la droite (AD), vérifier que
(4) n'est pas paralléle a 7. ‘
On note p la projection sur § parallélement a (4).

2) Soit M un point de & de projeté m par p. |
Prouver I'existence de deux nombres réels x et y tels que :
Am = xAB + yAC.
Prouver I'existence d’un nombre réel z tel que :
mM = zAD.
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En déduire que. pour tout M de & il existe un triplet (x, y, 2)den
tel que : ”mbrm._s

m == w_i—H + }'E + 2:4_1)-..

E Vérifrer 1'unicité de ce triplet.

3) Réciproguement montrer que, pour tout triplet (x, y, z) de nomp
i1 existe un et un seul point M de & tel que : TS rég;

AM = xAB + yAC + zAD.

On obtient ainsi le résultat suivant :

Défmition et théoréme

| Quatre points non coplanaires 4, B, C et D définissent un repére affine de I'espace §.
L application qui a tout point M de & associe le triplet (x, y, z) de R tel que:

AM = xAB + yAC + zAD

| est une bijection de & sur B*,
Le nombre réel x est appelé I'abscisse du point M dans le repére (4, B, C D
Le nombre réel 1 est appelé l'ordonnée du point M dans le repére (4, B, C, D)
Le nombre réel = est appelé la cote  du point M dans le repére (A, B, C, D)

les nombres x. y et z sont appelés les coordonnées du point M dans ce repére, on noi¢

)

| On dit aussi que (A, E._ AC, Ej est un repére cartésien de &.
B—

- —

r— R
Soit M un point de & de coordonnées x. y et z dans le repére (A, AB, AC, AD).

m,

My

My
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e

.ansidére les projections 1, et . X
On considére les proj Pis P> €l py sur les plans de coordonnées parallé

; : : nnees paralle : (
droites de coordonnées parallelement aux

. projection sur (ACD) parallélement a (4B) :

0
pi(M)=m, avec ml(})

-

p

ps pm_mctiun sur (4BD) parallélement a (AC) :

X
pa(M)=m, avec mz({))

ps : projection sur (4 BC) parallélement a (AD) :

X
p3(M)=m, avec mg(y).
0

On considére aussi les projections ¢,, ¢,. €t sur les droites de coordonnées
P qy1. 42 3
parallélement aux plans de coordonnees :

g, : projection sur (4B) parallélement a(ACD):

X
g,(M) =P avec P({})
0

g, : projection sur (AC) parallélement a(ABD):

0
g,(M)=Q avec Q(y)
0

4 : projection sur (AD) parallelement a (ABC) :

0
g;(M) =R avec R(O)-

Z

est la composée de p3 et Pz

Pourquoi p; © p3 = P3 © p2?

Question 27 ¢ Montrer que ¢,

Décomposer de méme q:

Eéﬂmde pratigue

Pour placer un point M de coordonnées données X, y €L Z dans un repére (A, AB, A(;', AD)
donné en perspective cavaliére : ) L e

On place le point P de la droite (AB) défini par ill = J@_{?_

On place le point @ de la droite (AC) défini par AQ = yAC

On place le point R de la droite (AD) défini par AR = zAD. e
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On trace alors la droite paralléle i (AB) passant par @, et la droite parallgle 3 (4

par P : elles sont contenues dans le plan (ABC) el Pi"‘{i“dﬂs respectivemeny édeuxr?ssam

secantes. donc elles sont secantes €n un pomnt m; du p]an {ABC} [r@-]les
3 . v 5

dmy = X4 B4+ vA4AC) L

-

On place alors le point M tel que myM = AR, en tragant, si m, est distingy i

3 4
parallclogramme mARM, cn prenant M = R dans le cas o my = 4 (on ﬂﬁi &

~——

: 2 e o
d’ou. par Chasles. AM = xAB+ yAC + zAD).
Ainsi par exemple le point M de l'espace & de coordonneées 2, — 2 et 3 est placé sury figur
ci-dessous grice aux points P, Q et R définis par :

AP = 2AB
(on reporte au compas 2 fois la distance AB en tenant compte du sens) :
AQ = — 2AC.
(On reporte au compas 2 fois la distance AC en tenant compte du sens).
4R = 34D (on reporte 3 fois la distance AD).
I8

: et de
On place alors le point my : point d’intersection de la paralléle & (AB) pAf ¢
parallecle 4 (AC) par P. R g de
On place enfin le point M : point d'intersection de la paralléle & (Ams) PR 4R
parallele a (AD) par my (ou, sur la paralléle a (4D) par mj, on repoﬂu la dis
tenant compte du sens).

Posonsi = AH,J = AC,k = :H). Ces trois vecteurs sont non cgp]anﬂirﬁﬁ car les
B, C et D sont non coplanaires.

- L. & - = cﬂ
Soit u un vecteur de ‘W; il existe un point M et un seul de & tel que Aﬂ:{ = it DO"

o

un triplet et un seul (x, y, z) de nombres réels tels que : i = xi + y+ zk.

L .41:;-{-?.'

i 3
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péfmition et théoreme

On appelle base de W tout triplet de vecteurs non coplanaires. |

(4. 1. i. k) étant un repére cartésien de 6. (i, f, k) est appelée la base de W associée i ce |
repére d'origine A.

e

Frant donnée une base (i, j, k) de W, quel que soit le vecteur i de W il existe un et un

seul triplet (x. v, z) de nombres réels, appelés les coordonnées de i dans la base (7. j. k),
tel que : 1= xi + yj + zk.

cin Xa Xp
Question 28 ¢ Soient (O, i, j, k) un repére cartésien de §, A ( y A) et B( y,) deux points de

Z4 Zp

&.
Déterminer les coordonnées du milieu I de [AB].

Déterminer les coordonnées du vecteur AB dans la base (i. ;- E}L

Exercice 22 (¢ Soit (0, ﬁ‘, E, E‘rf} un repeére cartésien de §&.
1) Placer les points suivants :

A de coordonnées 0, 0 et 4 dans ce repére
B de coordonnées 1, 2 et 3 dans ce repére
C de coordonnées 2, 4 et 2 dans ce repére
D de coordonneées 0, 3 et 5 dans ce repére
E de coordonnées 6, 1 et 6 dans ce repére.

2) Verifier que les points A, B et C sont alignés.
Verifier que les points A, B et D ne sont pas alignés.
Verifier que les points A, B, D et E ne sont pas coplanaires.

| 1 @
Exercice 23 Solent (0, I, J, K) un repére affine de &, A(Z), E( ~ l) et (“(a: — t) ou
3 0 a
 est un nombre réel, _ '
Déterminer « pour que les points 4, B et C soient alignés.

| 1 2 k
Exercice 24 Soient (0, I.J.K}unrepéraaffmudeﬁ,A(Z).B(Q.C(l)ctD( 1 )
3 1 k—1

ou k est un nombre réel. )
Déterminer I'ensemble des nombres réels k tels que A4, B, C et D soient
coplanaires.
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2 Représentation Paramétrique d’une droite

i — m

; - re i e &,
Exercice 25 ( Soient (0. I, J. K) un repére affine de &, A i Bl o
1 !

¢ x4+ 4 I

ﬂ( y— 4 )m‘i ¥ cst un nombre réel.
N x4 |

s e N A N

¢ 1) Verifier que 4, B et C ne sont pas alignés,
2) Déterminer le nombre réel o pour que 4, B, Cet D soient ¢

: ; , Gplaﬂaiml
Exprimer alors les coordonneées de D dans le repére cartesien (4, 45 HE]
du plan (ABC).

P e N

{ 3) Pour quelles valeurs de «. (4, B, C, D) est-il un repere affine ge £

1 2 3
Soient (0, i, ,i-. k) un repere cartésien de §, A4 (2 I B(- 1), c(._ 1),:{

Exercice 26

D| —4a + I) quatre points de &, ol a est un nombre réel,
Mg

Déterminer les valeurs de ¢ pourque (A, B, C, D)soit un repére affineds &

{

S

y

)

)

4

¢

Question 29 ¢ Svient i er ¢ deux ve
colinéaires de W,
On note Pz et Py ; les plans ve

Démontrer que si P;zet P;
droite vectorielle.

cteurs non colinéaires de W et w’ et v deux vecteurs non

ctoriels de bases respectives (i, v) et (it}
i e sont pas égaux alors leur intersection estuné

Ainsi, puisque deux plans affines sont paralléles sj et
associes sont égaux, deux plans affines 7, et &

distinets, donc I'intersection de ces derniers
vectorielle associée a

; jels
seulement si leurs plans "'m"i:iﬁ
2 sécants ont leurs plans vectoriels ass

: ? 2 roite
est une droite vectorielle, qui est lad
la droite affine intersection de T, et T,

de I'espace
L'espace & est munij d'un repére (0, T,;, E}.
; 2 1 * un FO‘ ¥
Question 30 ¢ Sojen; A(l) un point de §, E(-— l) un vecteur de W, et M\ ¥
1 3 b

. r H.
de &. On note (D) la droite passant par A et de vecteur directe” o
Caractériser vectoriel|

ire
<t ement I'appartenance de M a la dro!
utilisera un nombre yee| t). grisent €

Aw t
En déduire les expressions g x, y et z en fonction de t, qui cardc
appartenance.

i
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Représentations de ['espace

X4 a
Plus sénéralement. soient A} v, | un point de §, t;(h) un vecteur de ‘W, et (D) la droite

“A

¢

X
passant par A et de vecteur directeur u. On considére un point M(y) de & On a :

Me(D) <= JteR Eﬂf= tu

&

< JteR (x —x,)i +(y— y,{}j"+ (z — z,,}ir.z tai + rhj'+ tek

Comme (i, j. k)est une base de W, 'unicité des coordonnées d'un vecteur dans une base de

W permet d'ecrire :

X—X;=1ta
Me(D) < JteR {y—yd = th

z—z, =Ic

xX=1a-+ xy
<~ JteR {}'=rb+]rd.
z=1¢+z,
On remarque que dans ce systéme on a :
X|=tla|+ |x,
yi =t/ b|+ |y
Z|=llc |+ |24
1! ] 1
coordonnées de M coordonnées coordonnées
de u de A4

—

Définition

L'espace & étant muni d'un repére cartésien (O,

S¢s coordonnées dans la base (i, ], k).
On dit

Par 4 et de vecteur directeur .
X=1la+ x‘,'

Z=IC+2’A

1 ]
C'est-d-dire - ‘

X

VM(
e z

-

i, j, k), soient A un point de &, x, v,
et 2, ses coordonnées dans le repére (O, i, j, k) i

que I'application f de R vers R, qui, 4 tout nombre réel 1, associe le triplet
(ta + x,,1b + Vastc + z,), est une représentation paramétrique de la droite (D) passanl

Le systéme (5) { y = th + y, est appelé systéme de la représentation paramétrique / de

g):' €L, par abus (S) est la représentation paramétrique de (D).
a:

X
YM (y)eﬁ [ME{D) - dteR f“) = {.\'. ¥ z]]

y)EE [Me(D) == 3teR (5)].

—

un vecteur non nul de W, a, b et ¢

229
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Remarques. \

’
1) Etant donné un point M (1) de 6.s’ilexiste t € Rtelque f(1) = (x, y,

z]alnr
Sce
Ty
"nhfl
réel 1 est unique. On a donc :

Me(D) <= (x, v, z) a un unique antécedent par f
M (D) = (X, ). z)n'a pas d'antécedent par f

2) Une droite a plusieurs représentations parametriques : il suffit de prend;

. iy s g IJII au
point B de la droite ou un autre vecteur directeur v de cette droite. I

1 - ]
Par exemple : 4 (U) et ﬁ( 2 ) définissent la droite (D). Quel que soit le pojn M(IJ

J
| 1 .
de & ona: -
x=—t+1
Me(D) <> JteR {y=2£
z=1t+ 1.

En prenant 1 = 3 on prouve que le point B de coordonnées — 2, 6 et 4 est un point e D,
Le vecteur . égal @ — 2u, donc de coordonnées 2, — 4 et — 2 est un vecteur directeur ¢
(D).

X
Ainsi, quel que soit le point M (_v) de§,ona:”

2
x=2t—2
Me(D) <= JteR {y= —4t+6
z=-—2t+4

114
Dans cet exemple le point B est obtenu pour la valeur 3 du parameétre d_ans Iaé:x
représentation et la valeur O du paramétre dans la 2° représentation : on a mi lam R
letire pour représenter le paramétre : ceci n'est pas obligatoire, c'est en fait1a variable po
I'application f, on sait que son nom n’a pas d’importance.

: ; : — . Hacun
Exercice 27 ¢ Donner une représentation paramétrique de la droite (D) dans¢
cas suivants :

2 3
1) 4(3) E(D (D) = D(A, u)
1 .
4 1
2) A‘(— !) E((Z) (D) = D(A’, &)
2



Representations de [espace

/"'-f—-_ 4

5 (0
3) H(ﬂ) v (t)) (D) = D(B, 1)
3 3
— 2
E( | ) (D) = (CE).
4

ﬂ
E
x=2t-3
Exercice 28 zsml { — 3t + 4 un systéme de représentation paramétrique d’une
z=t—2

droite (D).
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par

le point A( ) et parallele a (D).

3

Méthode pratique

Pour déterminer les positions respectives de deux droites (D) et (D’) données par une

représentation paramétrique, et connaitre leur intersection .
A partir des representatmns paramétriques respectives f et /" de (D) et (D) on détermine
des vecteurs directeurs i et i’ des droites (D) et (D) et on examine la colinéarite des vecteurs

uetu.
e siiiet i’ sont colinéaires alors les droites (D) et (D) sont paralléles. On choisit alors un

point 4 de (D) :

si Ae(D’) alors (D) = (D)

si A¢(D’) alors (D) et (D’) sont disjointes.

® siiiet i’ ne sont pas colinéaires alors les droites (D) et (D
sont soit sécantes soit non coplanaires.

') ne sont pas paralléles : elles

X
On cherche alors I'intersection des deux droites, pour cela on considére un point M( )

y
de §. On a:
Me(D) <= teR (x, 5, 2)=J(0)
et:
Me(D) <= WeR (x, ), 2)= f1t)
d’oq -

Me(D)n (D) < ([3teR (x, 3 2) =]t [reR (x 2=/ )]
' = (3, t)eR? (2= f@) et (x, y, 2) = f'(t)
oy | — 30 )R (532 =fOet )=
231
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On est donc amené a résoudre le systeme (£) de trois équations en ¢ gf v

legalite : f(1) = ['('). Quj *ra'd-lliq
« Si (X) na pas de solutions alors (D) et (D’) sont non coplanaires,
+ Si(X)aunesolution(et nécessairement une seule) (fo, Ia}aiorsm)etm, :

: : ) sont ¢
on a (D)~ (D)= | My ot M, est le point de coordonnées f{t,) (ou (), Secantgﬁ“

Ainsi par exemple, soient (D) et (D) les droites definies par les systéme
paramctrique ci-dessous :

x=3+2 Ximmae PP
(D) : {=5!~3 (D : {}‘=t'+3

z=—r+4 z=—3

s :
e re'}"’sﬂmaﬁu
]

3
ﬁ( 5 ) est un vecteur directeur de (D).

”
E’( I ) est un vecteur directeur de (D) :

a 23k
YkeR (E':kﬁ@{ I=5k)
o .

donc u et u’ ne sont pas colinéaires: les droites (D) et (D) sont soit non coplanaires soil
sécantes.

X
Soit M(_1=) un point de § :

-

[ x=3t+2
y=5t—3
MeD)A (D) = 3, t)er? { 2= —L+4
=—2t"+ 3
y=t'+3
\z = =3¢
BH+2 =—-2'+3 x=3t+2
ﬁ'[aihr’}EH’ (%) {5:—3 =t +3 et {y=5"24'
—~t+4= =730 g woeibF
3t ==2'+1
(Z)e=< I'=5t—-6
=4 + 3(5t — 6)
3t =—=2'+1
=< U'=5—6
b=l
3=13
= t=—1,
t =1
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Représentations de I'espace

A ' x=35
Ainsi ona @ M r)t—‘!f}] (D) === {p-_. 9.

5
Donc (D) et (D7) sont sécantes et leur intersection est | A} avee f“(j)
-3

Exercice 29 ¢ Déterminer les positions respective
cas suivants, ot les droites sont dor
parametrique.

X=/+4+1 X = 2ii
l}{D]:{_u—2}.+l [D’):{r:ﬂ—l

s des droites (D) et (D’) dans chacun des
INEES par un systeme de représentation

z =34+ 2 z=pu—1
X==J2
; X=2n
y=22
2}{D):{ ] {D’}:{y=—4cr+]
g='ﬁj+i Z==—3a+2
x=4i+1 =41 =3
3}ID].{J;=2/1—I (D) {y=~—32+2
z =34 z=:21 41
x=3a+2 X=6a+ 11
4}[1}]:{_v——a+4 (D']:{y-——20+1
z=2a+2 z =4a + 8.

3 H"I”és&nta‘tiﬂn paramétrique d'un plan. Equation cartésienne d’un plan
de I'espace

—

L'espace & est muni d’un repére (O, i, ; , k).

1 2 =4
Q_ﬂw Soient A (— I) un point de &, EJ( 13) el E( 2 ) deux vecteurs de W.

2 1
Vérifier que les vecteurs u et v sont non colinéaires. »
On note § le plan défini par le point A et les vecteurs u et v. On considére un

X
point M ( y) de &.
z

Caractériser vectoriellement, @ l'aide de deux nombres réels t et ',

I'appartenance de M au plan ¥. + o .
En déduire les expressions de x, y et z en fonctionde t et de t’ qui caractérisent

cette appartenance.
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et E( )

A
Plus généralement, soient zi(_lg) un point de &, H(b
e

colinéaires de W, et 7 le plan défini par A, u et b.

X
On considére le point M (1) de & On a:

Med — 3(t, 1)eR* AM =tu+1tv

d’ou :
Med « 3t )eR? (x — x,0i + (¥ — ya)i +(z — 2k
= tai + thj + tek + v'ai + '] 41
Comme {:‘if. ﬁ'-) est une base de ‘I, on a :
X—x,=ta+1t'a
Med = 3. t)eR? { y =y, =th+t'b
7=z, =1e+t'c

=ta+t'a + x,

x
— 31, 1) e R? {y =th+t'b' + y,
z=+tie+2,.

Il

Dans ce systéme on a :

=t|la
=t| b + Uy + V4
=1 ¢ + | +  |zZa
l l l }
coordonnées de M coordonnées coordonnées coordonnées
de v de A

de u
___———_---._-_-__--..-‘-I

| Défnition
¥ ' # 1] X - - . ﬂ
L’espace & ¢tant muni d’un repére cartésien (O, i, j, k), soient A un Pmmdea’x";;‘ﬂ
z,, ses coordonnées dans le repére (0, i, j, k) i et # deux vecteurs non G?_ﬁﬁé?.“ﬁ
a, b ete les caorc!unr}ées de i, et a’, b’ et ¢’ celles de © dans la base (f-_j= k{;s o ke
On dit que I'application f de R? vers R?, qui, 4 tout couple (t, ) d¢ réels
triplet :
(ta+t'a" + x4, th+ 0"+ y,, te+ ¢+ z,)

. i et
est une représentation paramétrique du plan J défini par le point A et Jes vecte

xX=ta+1ta + x, : atatio?
Le systeme (S) {}‘ =th+ b +y, est appelé systéeme de la

z=te+t'c’ +z, g
paramétrique f de 7, et par abus représentation paramétrique du P R
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Ona:

X
VM (.‘!')Eﬁ [Med < (1, t')e R2 flt, )= (x, y, 2)]

“

cest-a-dire :

X
VM(_;-‘)EE; [Med = (1. ') e B? (5)].

s

Remarque
X

1. Etant donné un point M(y) de & sl existe ¢t et ¢ réels tels que

f(t, t') = (x, y, ) alors ce couple (1, 1) est unique,

On a donc :
MeT <= (x, y, z) a un unique antécédent par [
MéT <= (x, y, z) n'a pas d’antécédent par f.

2. Un plan a plusieurs représentations paramétriques : il suffit de prendre un autre point
B du plan et un autre couple de vecteurs : (', 0') tel que P; ;= P
Ainsi par exemple :

1 1 2
A(Z), E(2) et 5(1) définissent un plan affine &, et on a :
3 2 3

% x=t+2t" +1
vM(y)Ea |:Meﬁ“ <= 3(t, t')eR? {y =2t4+t' +2 :|

z z=2+4+3t'+3

nay
[T A

Enprenantt = 1 et = 2, on prouve que le point B de coordonnées 6, 6 et 11 est un point
de 7.

Le vecteur u', égal 4 2u + v, donc de coordonnées 4, S et 7 est un vecteur du plan vectoriel
P;;.

Le vecteur ¢, égal 4 — & + 7, donc de coordonnées 1, — 1 et 1 est aussi un vecteur du plan
vectoriel P; ;; de plus ces vecteurs u’ et U’ ne sont pas colinéaires, ils forment donc une base

de ce plan vectoriel P; ;.
Ainsi B, i’ et ' définissent le méme plan affine ¥, et on a :
i x=40+f+6
b’M(y)eE [Msﬁﬁﬂ{ﬁ-ﬁlew{P=5“‘ﬁ+ﬁ:|‘
2 z=Ta+ f+11
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Exercice 30

Exercice 31

¢ Donner unce rr.prcscnlulinn parametrique du plan affine .
Ycas suivants dg n“?h._.
/1 [ 2 g,
) 4(:) .?(4) :?( 3 ) T=P(A, 5
1 5/ — 1

p = ] 2

| B( ) ( ‘i) u'(ﬂ) T= P(B, E’, ﬁ'}.
0 3

s 0 -3
3) (_‘( ) (I) E( | ) ¥ = (CDE),
1 2

x=5t4 3"+ 1

T 2 n systeme d : i it

:_'Smt { 3 r;:‘ un syste ¢ representation parametnquw
z=t—2

[ )

ﬁ_ff,.- N e

S plan .
! Donner une base du plan vectoriel associé 4 §.
Déterminer une repreésentation paramétrique du plan § passan park

¢ 4
: point A(— I) et parallele a .

2

.1

3 -2
Question 32 ¢ Soient 4( ) 3(4) et C(— 1) trois points de &.
2 5 4

1) Vérifier que A, B et C sont non afrgnes

Utiliser les vecteurs AB et AC et le point A pour déterminer
représentation paramétrique [ du plan (ABC).

2) Calculer les coordonnées du pomt M défini par :

¢
[ AM = - AB AC.

2 sdent par [ B
Vérifier que M appartient au plan (ABC) en cherchant | ‘antécéaen
triplet des coordonnées de M.

3) Soient x, y et z trois nombres réels.
Vérifier qu c!exu.te un (unique) couple (t, t') de R* tel que J6 0=
el seulement si

= (oW

10x — 13y + 15z — 53 =0.
@ﬂaﬂ(ﬂsﬂ‘w

Cette derniére égalité est appetée équation cartésienné ses %) ol
caractérise l'appartenance a ce plan, du point de coordonn ions®
Elle a été vbtenue en « éliminant les paramétres tett en
systéme » de [,

Vérifier, grace a cette équation, que le point M défin
plan (ABC).

tre les
,;l
© au 2), appr®



Représentations de |'espace

X4 a &

plus généralement. soient A y, | un point de & i b | et 7 p

deux vecteurs non

#

2= " A
aires de ‘W, et I le pl i D §
colin¢aires de ‘W, et le plan P(A, u, v). On considére un point M| y | de & On a :
z

X—Xx,=ta+t'a

i . 2 )
MeT < 3(t,tVeR*S y—y, =th+t’b
z2—2Z, =tc+tc.

£

a a
Vérifier que les vecteursu| b | et v| b" | sont non colinéaires si et seulement

4

¢ ¢
si les nombres be” — b'c, ca’ — ¢’a et ab’ — a’b ne sont pas simultanément

Question 33

nuls.

£

a a
Etant donnés les deux vecteurs u| b | et #| b’ |, on note D, le nombre bc” — b'c obtenu

+

¢ ¢
a a

comme déterminant a partir du tableau b b’ ot I'on barre la 1 ligne :

"

¢ C

b b D= =be’ — be

#

’b b’

¢ ¢

D, est obtenu en barrant la 2° ligne aprés avoir réécrit la 1™ en dessous :

a a
E E ’ B ¢ c_"
r 2 = a ﬂl'
a a =ca’ — c'a.
Et D, est obtenu en barrant la 3¢ ligne :
0 & a a
D, = A
b b b b
E-’ = Hb’ = ﬂfb-

. Laquestion 33 se traduit alors par le résultat suivant:
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F

' Théoréme %

g « ol ). on note Dy, D, et Dy les déterminan
Solent u(ﬁ et '("’) ¢ k S TCSpectif

i : 51‘
. ; F c t"]l.'
l{‘ C a o I
la a'|'|b b _ ‘ ; . b
o & sont non colinéaires si et seulement si Dy, D, et D, pe Sont pag
simultanéement. Nl
Remarque.

Avec ces notations. le résultat de la question 33 sécrit :
il et © non colinéaires = (D,. D3, D3) # (0, 0, 0)

u et ¢ colinéaires <= D,, D, et D, sont nuls

| Méthodes pratiques

Pour montrer que deux vecteurs ne sont pas colinéaires : il suffit de montrer qu'is
déterminant obtenu a partir du tableau de leurs coordonnées est non nul.

1 0
Ainsi par exemple 5(2) et E(]) ne sont pas colinéaires car :
1 3

donc D est non nul.
Pour montrer que deux vecteurs sont colinéaires - il faut montrer que les trois déterminas®

1
sont nuls ou la proportionnalité des trois coordonnées (par exemple # (2) est colinéaired
3
2 1 a
" - ) 4 :
v| 4 | ). Ainsi par exemple, a étant un nombre réel, les vecteurs u (2) et ”(q L
6 +
3

colinéaires si et seulement sj g = 2 car :

Dy =0 2a+4)—12=0
{Dz=0=r{3a—{a+4)=0
Dy =0 4—-2a=0
2a=4
'==*{2a=4
2a =4
=a=2,



Représentations de 'espace

—— e

Quesliﬂﬂ 1‘_‘ y 4 partir du systéme précédant la question 33, vérifier que l'on a :
e L] :\I -

\ | ] R —— n!{,\: = \.I] '!‘ I;.}.':{_l' .1‘-1} i I.')‘[: :‘.1} — l—].
Ainsi on &

'ln"fEJ‘ — D]_\; “1" DJ_J‘ + DJ: — fDi‘(d + f)z_’.’d + D}:A.} = []-
Cette ¢quation est de la forme :
pPX+qy+rz+s=0

avecp=D,.9=Dyr=Ds.5=—(Dyxy + Dy, + D;z,)doncles 3 nombres réels p. ¢
et r ne sont pas simultanement nuls,
Cette équation est appelée équation cartésienne du plan 1.

Théoréme

L'espace & étant muni d’un repére cartésien (O, ‘:;-, _,-f-, E), soit ' un plan affine.
Il existe quatre nombres reels p, g, r et s avec p, g et r non tous les trois nuls tels que :
un point M de & de coordonnées x, y et z appartient a ¥ si et seulement si
px+qy+rz+s=0.
L’équation :

(x. y, 2)eER?, px+qy+rz+s=0
est une équation cartésienne du plan J dans le repere (O, & J"", Ic'].

Les nombres réels p, g et r sont respectivement les déterminants Dy, D, et D; obtenus a
partir de deux vecteurs formant une base du plan vectoriel associ¢ a .

Remarque.

On dit une équation cartésienne d’un plan § car il n’y a pas unicité, en effet si px + gy + rz
+d = 0 est une équation cartésienne de 7, alors pour tout nombre réel k non nul, kpx
+ kqy + krz + kd = 0 en est une autre. .

?n a vu dans le théoréme précédent qu'une équation cartésienne d'un plan est de la
orme :

(x, y, 2) e R?, px +qy+rz+s=0 (1)

avec p, g et r non nuls simultanément.

ions maintenant I'ensemble des points M de & dont les coordonnées verifient (1).
Puisque p, g et r ne sont pas nuls simultanément supposons p non nul. L’équation (1) est
alors équivalente 4 : r
r §

(x, y, 2)ER?, x = —Ey—;z—;.

Pﬁmnﬂlq‘:zet.ﬂ;:E.
p
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On a alors {"‘:*‘Q‘f‘r:’ﬂ,f
"
. = | 30, t)eR” p
(x, 1. 2) est <olution de (1) { y = pt |
X w o h k )
| 2z =t
=T I}' —Fr
ol GLIFS T et o| 0 | sont non colingy;
qion 38 ¢ Verifier que Jes vecteurs uf P Gires
Question_J- _ 0 "

p————

| coordonnées vérifient I'équation :

§
¢
2 Verifier que le systeme
2 d'un plan affme ¥ défini par

§ précisera.
L

ci-dessus est celui d'une représentation Paramgy,
les vecteurs u et v el un certain poing 4 Que |
On

—

Theoréeme
L'espace & étant muni d'un repere (0, i, J. k), soient p, g, r €t s quatre _nombrf:s réels telg
ent pas nuls simultanément. L'ensemble des points de & dont Jes

que p. g et r ne soi

(% ¥ ZIERE’. p4 gy 4Tz + &= 0

est un plan affine.

Méthode pratique

Pour trouver une équation cartésienne d'un plan 3 de & :

1) Soit on connait une représentation paramétrique de 4. .

Dans le systéme de cette représentation paramétrique on «élimine les deux paramei®

efatrc les tr)ms eq uat:c_:ms » ¢'est-a-dire que I'on trouve les expressim‘ls des deux pombres

reels 1 et t* en fnnc:tmn_ de deux coordonnées, x et y par exemple si possible; o :::

remplacant dans la troisiéme équation, On a alors une équation en x, y et 2 4%

]cquauou cartesienne cherchée. ’

Voir I'exemple traité a Ja question 32

2) Soit on connait d et et

eux v . s qeueth®

point A de § (on se raméf]?;u,«;r > fon colinéaires du plan vectoriel associé a9 : I;:;ntﬁ L
: ; ¢ cas quand ¢ ‘terminé ites §

deux droites paralléles o distingien, est déterminé par deux dro

On calcule alors is dé
s les trois détermj :
vecteurs y et p, inants Dy, D, et D, obtenus a partir des coordo

nnées des

AIOI’E D [x —x e I
r:hv:rc:hét-:.l A+ Doy~ y a)+ Dy(z — z24) =0 est I'équation cartésienn®
Ainsi par exe : 1 1
mple, soit § |e plan définj par A( 2 ) et les vecteurs #l 3 et ol 1
2
3
3
D .
I"-—-Oz‘r_—_ﬁ, Dzr_ﬁ 2_ 1 051-
i B Bl s
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n/’/ Représentatipns de l'espace
( .\)

( M| v | de l'espace & appartient ay plan § sj o seulement sj
LA & nt si :

b(x — 1) - 2(y — 2) + lz-3)=p

woep-a-dire si et seulement si ;
ol v e

bx—2y+z2-5-9
= -onnait trois points de  par ley : E i
1 Soit on cont p s coordonnées. On écrit alors qu'une éaqar:
ariésienne de i est de la forme : ~ e squation
sl g

Px+qy+rz+s=(}

et on traduit cnsuite_ que les trois points appartiennent au plan § en écrivant que Ieﬁrs

coordonnées respectives vérifient cette €quation. On a alors un systéme de 3 équations 4
4 4 y = s .

une inconnue (p. g, r. s) dans R*. De ce systéme on tire I'expression de 3 des nombres p, ¢, r

et sen fonction du quatriéme (s par exemple, si possible) en donnant alors une valeur 4 s on

| rrouve une équation cartésienne de . D’aprés le théoréme précédent, une autre valeur de s

conduira 4 une autre équation cartésienne de ce méme plan . Ainsi par exemple, le plan &

I 2 1
: passant par A (l) B(l) et C ([}) a une équation cartésienne de la forme
. 0 0 3

px+gqy+rz+s=0

| [Aeﬂ’ p+g+s =0
E Bel <= (2p+q+s5=0
| lCEﬁT  p+3r+s=0
| i
I q:—s
-—
5
r=—=

Prenons s = — 3,
J @ pour équation cartésienne :

3y+z,_3=0-

ési hacun des cas
Exercice 32 ¢ Déterminer une équation cartésienne du plan J dans ¢

suivants :

1) A(g), 5(34), E(";] ) g = P(A, t V)
1 ¥ ’ x=3t—-t'+1

LR theas
Z

-2

o 1 :
() ) o) e
2 1 :
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’X xzza-3
r‘,".-f(_r ef Me(D)= JaeR Y y=q44
2’ 7=3

. contient 4 et B et (D) est paralléle 4 '

Méthode pratique

nne du plan ¥, deux vecteurs formant yne
ANt une by

Pour trouver, a pariir d 'une équation cartesie

du plan vectoriel associé :

ression d'un des nombres X, y, z en fonction des dey
ou des multiples) comme des paramétres, on obtien
dont on déduit les vecteurs.

n2x + y — 3z + 4 = 0. On a, pour tout poin

1) Soit on tire de I'équation I'exp

autres. et considérant ces dernieres

une représentation paramétrique du plan,

Ainsi, par exemple, le plan 'a pour équatio
/XN

.'\4(} ) deé:

Mejf — y= - 2x + 3z =4

x=1
== (1, IJ}ERI{}!=2£+3I’-—4
R

1 0 y

donc E( ~ 2) et ?(1) forment une base (ils sont non colinéaires) du plan vectoriel 25
0 !

afg.

. : &

2) Soit on trouve un point A du plan § et on écrit I'équivalence pour un poirt *

I'espace entre :

M appartient a §

et AM appartient au plan vectoriel associé P
our ¢

ponur a;nir une équation du plan vectoriel P appP
n traduit alors sur les coordonnées d'u teur ii artenance = "’
déduire une base de P. T veemn g o U SOAER :
: ,4(1)
0. Le point 7\

Ainsi par exemple, le plan ¢ a pour équation 3x 42y — 4z —1=%

appartienta Fcar3+2—-4—1=0,
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,."—""—_—___

X
Soit M(}') un point de &, les coordonnées de AM sont x — 1. y—letz—1.
g

Mel <= 3x+2y—4z—-1=0
= 3Ix—-1D+2(y—1)—4(z - 1) = 0.
goient X, Y et Z les coordonnées d’un vecteur # de W), Puisque
X x—1
M(y)eii‘ > :!_lﬁ'(y — I)EP.
z z—1
ona:

UEP <= 3X +2Y —4Z =0

& 1
ueP%X:E{—2Y+4Z]
—_ 1 - - -
> U =§(_—2Y+4Z}E+Yj+2k
- +> o Foa
-=u=?(-—2i+3j}+?{4i+3k}.

Ainsi les vecteurs — 2i + 3}" et 4i + 3k (qui sont non colinéaires) forment une base de P.
On remarque dailleurs que si un plan affine ¢ a pour équation cartésienne

ax + by + ¢z + d = 0, alors le plan vectoriel P associé est caractérisé par I'équation
aX + bY + ¢Z = 0; c'est-a-dire :

X
‘G'M(y)eﬁ [Mef = ax+by+cz+d=10]

z

X
VE(Y)E‘IU [UeP == aX + bY + ¢Z =0]

V4
Xo e
Il suffit de prendre un point A(yu) de ¥ et d’écrire u = AM |.
Zo

2
Exercice 33 ¢ Donner une équation cartésienne du plan passant par les points A(l),

{2)(1) |

1
Le point D(l) appartient-il & ce plan?
1

243



Mathématigues premicre C et E - Géaméirie

Exercice 34 ( & est rapporté au repére (0. i, J. k). \

¢ Donner une é¢quation du plan vectoriel P associé au plap 4
/1

5 - = i nt
ot .rg(]) et tel que la droite D(C, u) soit paralléle 3 4 (
Wy U'I:|

|
1/ ¢ U)
I

Cﬂﬂrdﬂ'ﬂnéﬂ 0 et 'I-":l‘ apg
L'

ffme H i

P o P

71
par .4(2)

4/

r— 3
)
ﬂ 4 - -
Donner une base (¢, w) de P telle que v a pour 1"

E 2¢ coordonnée 0, dans la base (i, j, k) de W.

B N W T WS
m
et
=1

Exercice 35

0

- v ]
Soitent (D)et (D) les droites passant respectivement par les points A( )et
' 1

5
B( - 4) et de vecteurs directeurs respectifs 2?-—}' eti+ 3_}*-q 2%k,
3

Verifier que (D) et (D') definissent un plan unique § dont on donnera une
équation cartésienne. Prouver que le plan 4’ d’équation :

2x+4y+T7z2—-10=0

B R R e e ™ T T N i

est parallele au plan 7.

Méthode pratique

Pour trouver l'intersection d'une droite et d'un plan : e
lorsqu’on a une représentation paramétrique de la droite (D) et une éguation Cﬂﬂfs’”me
du plan ¥ : il suffit, dans I'équation de I, de remplacer x, y et z par leurs exprcssmnsﬂﬂ
fonction du paramétre . P
La nature de I'ensemble § des solutions de I'équation en t obtenue permet de déterminer
position relative de (D) et de 7 :

si & est vide alors (D) est paralléle et disjointe a &
si & est egal a R alors (D) est incluse dans 9

s di . i onﬂéﬁ
si & est un singleton { ¢, }, alors (D) est sécante 4 ¥ au point dont on trouve les cnort;
en remplagant le paramétre 1 par 1, dans la représentation paramétriqueé de (D)

Ainsi par exemple, la droite (D) est caraciérisée par le systéme :
Xx=3-1
{ y=2t+4
2=t—=213
et le plan 7 a pour équation cartésienne :

2x —3y4+z4+5=0.
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Soit UL\') un point de & :
b‘-‘ |

: Me(D)nil <= FteR

> JielR
z=t—13
23t = 1) =32t +4) +(t-3)+5-0
=12
«— JteR *=3(12) — 1
y=2(12)+ 4
z=(12)-3
35
Ainsi (D) ={ A} on A(EB).
9

Exercice 36 ¢ Trouver I'intersection de la droite (D) et du plan § dans chacun des cas

suivants :

1
1) (D) = D(A, i) avec A(I), =3 —4 +k
2
T a pour équation : 5x —y +2=0.

0 1
2) (D) = (AB) avec A(l) et B(Z)
1 3

1
§ = P(C, u, 1) avec C({l), B=2+ko=i—j.
: 0
[ 1
: _ 3) (D) passe par A(D) et est paralléle a la droite (D’) de représentation
1
paramétrique [t — (x, y, z)] avec:
x=3t—-4
& {y=:+l
b z=~t+3
;" Nz
A $ = (BCD) avec s(o), c(x). 9(3).
i 3 1 1 3
ey
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e —
Remarque. \

n'est pas caracte risée par une équation du Premier oo
dutype ax + by +cz d = 0. En effet une dn:;i:= r"enx,}'

Fintersection de deux plans, maisil y a une infy e M,
tion. Par exemple, les deux équations

Une droite de | espace
mais par deux equalions
stre definie comme ctant
plans qui ont la méme miersec

1y v+z=0 et 2_\;+3}J_23+4=0

e

definissent une droite (D) caractérisee par le systeme !

L f3x—p+z=0
”’]] I+ 3y—2z244=0

(§) e | §e=Shs
' l[:"_'b.'—t-3{3)(+:-:}—;.L'E-i--fl-:'[]
(y=3x+2
- 1: =—1lx—4
x =it
~=-3:eﬁ%{y= —8t—4
z=—11t—4
0
(D) est donc la droite passant par A(— 4) et de vecteur directeur i— Ef— 11k,
—4

Question 36 ¢ Vérifier que cette droite (D) est aussi l'intersection des plans T et @
) d ‘équations respectives :

(225 —11y+10z—4=0 et 19x+y+z+8=0

V. Distance dans ¢. Repére orthonormé __—

1 Dustance dans i

Dans les classes ?récédtnlcs. on a défini une distance sur le plan g, © [gld'll'u‘ M
upphcation d de ¥ dans [ + qui, a chaque bipoint (M, N) associe le nomb
égal a la norme du vecteur MN ; d posséde les propriétés suivantes :
guels que soient les points M, N et P du plan § :

d{M, N} =0

d(M,N)=0 siet seulementsi M =N

d(M, N) = d(N, M)

d(M, N) € d(M, P) + d(P, N).
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///,d;:;plan . le theoréme de Pythagore permet d'affirmer que :

o triangle MNP est rectangle en M si et seulement s; -
L_'-“ [=

d*(M, N) + d*(M, P) = d*(N, P).

Nous admettrons ici quon peut définir, dans I'espace &, une distance d (application de &2
:jemii R, ). qui, dans chaque plan, possede les propriétés ci-dessus et on aura encore, quels
que soient les points M et N de & d(M, N) = |[MN |, noté encore MN.

Exercice 37 ¢ Sotent ¢ la translation de vecteur 4, 4 et B deux points distincts de &
d'images respectives A’ et B’ par 1.

, Verifier que le point B’ appartient 4 un plan contenant les points 4, Bet A".
Demontrer que d(A, B) = d(4’, BY).

§ Dans l'espace, comme dans le plan, toute translation conserve la distance.

Exercice 38 ¢ Soient h 'homothétie de centre O et de rapport k (ke R*), A et B deux
points de & d'images respectives 4" et B’ par h.

Verifier que les points 0, 4, B, A’ et B’ sont coplanaires.
Démontrer que d(4', B') = |k|d(A, B).

Dans I'espace, comme dans le plan, toute homothétie multiplie la distance
par la valeur absolue de son rapport.

2 Repére orthonormé de &

Un repere (0, 1, J, K) de & est dit orthogonal (ou rectangulaire) si et seulement si les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

* les droites (0I) et (0J) sont perpendiculaires dans le plan (01J)
® les droites (0J) et (OK) sont perpendiculaires dans le plan (OJK)
* les droites (OK) et (OI) sont perpendiculaires dans le plan (OIK).

ginsil Ot ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle. Puisque les faces GHEF, GFBC,
sont des rectangles

® les drojtes (GH) et (GF) sont perpendiculaires dans le plan (GHEF)
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e les droites (GF) et (GC) sont perpendiculaires dans le plan {GFBC)

e les droites (GC) et (GH) sont perpendiculaires dans le plan (Gepy,

Donc (G, H, F, C) est un repére orthogonal.
Dans le plan . un repére orthonormé est un triplet (0, I, J)de pomts{non ahgmsms

les droites (O1) et (0J) soient perpendiculaires, et que [IOI | =1et "oJ I =1, GEM

- Deéfinition
Un repére affine (0, 1, J, K) de & est orthonormé si et seulement si il est orthogonal et
|OT| = |07 | = |OK]| = 1.

Cette distance des points O et I (ou J, ou K) est I'unité de longueur choisie pour mesurerls
longueurs dans &.

Posonsi = O, j = OJ etk = OK. Le repére cartésien (O, i, j. k) est alors orthonorme;i
est associé 4 une base unique de ‘W : (i, j, k) qui est dite aussi orthonormée.

===

Definition |

le
Une base (i, j, k) de ‘WD est orthonormée si et seulement si quel que soit Ie point 0 dc&m !
repére cartésien (0, 1, J, k] de & est orthonormé c'est-a-dire : il = |l jll = Ikl = ;} -’ ;

droites D(0, i) et D(0, j) sont perpendiculaires, les droites D(O, j) et D(O
perpendiculaires, et les droites D(0, r} et D(O, k] sont perpendlcl.llall//i

i X uu?"iﬂl
Soit (0, I, J, K)un repére orthonormé de §, L’application de & dans R qui,achad

de E associe le triplet de ses coordonnées est une bijection. de coord ﬁ

On considére un point M de I'espace & n’appartenant pas a I'un des plans s;.ga
et les points P R S T U et L tels que PROLMSTU soit un parallélépi

Le(01), Re(0J) et Te(OK).
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aa

Soient X, ) €t z respectivement labscisse, I'ordonnée ¢t la cote de M dans le repere
{O.I,J,K]c-na: ;

E}E = x01
OR = vOJ
(:}_?:= :ﬁ-

La figure ci-contre est une représentation en perspective cavaliére.

PROLMSTU est un parallelepipede rectangle.
Le(OI).  Re(0J) et Te(OK).

I
[ —— ——
U T o /
i b
0 a

Question 37 ¢ /) Montrer que la distance du point O au point P est égale a la distance du

point R au point L.
Comparer, sur la figure ci-dessus en perspective cavaliére, les mesures (en cm

par exemple) des longeurs des segments [OP] et [RL].
2) Mémes questions avec les segments [PR] et [UT].

Plus généralement, dans une figure en perspective cavaliére,

® surdeux droites paralléles, deux segments de méme longueur sont représentés par deux
ségments de méme longueur.

® sur deux droites de directions différentes, ce n'est pas toujours le cas.

En conséquence un angle droit n’est en général pas représenté par un angle droit puisque
les longueurs ¢, m et n mesurées sur le dessin des trois cotés d’'un triangle rectangle ne
Vérifient généralement pas £* =m?* + n*; par exemple sur la figure ci-dessus les
droites (T'S)et (RS) du plan (0JK) sont perpendiculaires mais les droites (UM) et (MS)ne
lﬁ*-“rﬁm Pas alors que PROLMSTU est un parallélépipéde rectangle.

Ainsi |a perspective cavaliére ne conserve ni la distance de deux points ni I'orthogonalité
de deux droites situées dans un méme plan.

Pour utiliser une perspective cavaliére il faudra donc prendre certaines précautions, par
€xemple repérer les segments de méme longueur, et dessiner un petit carré en perspective
Cavaliére, en utilisant les droites perpendiculaires pour indiquer que ces droites sont
Perpendiculaires,
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a figure ci-contre représente un rectangle OLPR inclus da
§ i

Ainsi par excmple |
X

rectangle OLPR inglys dan
5X

préciser dans la légende du dessin que :
d(0, L) = d(P, R), d(0, R) =d(L, P),
(OL) L (LP), (LP) L (PR), (OR) L(PR), (OL) L (OR),
(0T)L(OR) et (OT)L(OL)
Puisque la perspective ca valiére, représentation de & employée jusqu'a présent, ne perm
pas de vérifier sur la hgure des notions simples telles que I'égalité de deux longueurs ée

I'orthogonalité de deux droites sécantes, ni méme le fait que deux droites soient sécantes,
on va utiliser une représentation nouvelle de Iespace que I'on appelle la géomeirie

descriptive.

Ces signes évitent de

vl. Epure d’un point o

Reprenons la figure ot (0, 1, J, K) est un repere orthonormé de & et PROLMSTU

un parallélépipéde rectangle avec Le(0l), Re(0J) et Te(OK):

(0, 1, J, K) est un repére orthonormé de €

T

K I
U <y /
¥
O e ———
Pl P
/ g

= l.,g:aﬂsl’
Te(0K)

| PROLMSTU est un parallélépi
Le(on, Re(0]) ©
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/’——P-—_ , _ o
Le point M est parfaitement déterminé si 'on conn
rabscisse de M est celle de P
Pordonnée de M est celle de P (et celle de )
la cote de M est celle de S.

Le point P est le projeté de M par la projection p, de &
droite (OK).

Le plan (O1J) est appelé plan horizontal et noté (),
Le point P est appel¢ projeté horizontal de M.

Le point § estle projeté de M par la projection p, de & sur le plan (OJK) parallélement a la
droite (O1).

Le plan (OJK) est appel¢ plan frontal et noté (F),

Le point § est appelée projeté frontal de M.

On considére la droite (0J) que 'on note (y'y
tourner, dans le sens de la fléche. le plan (F) :

ait les points P et 5. En effet

sur le plan (O1J) parallélement a la

) comme un axe autour duquel on fait

LGS | M

A1 L

ko B n1/=P7/
" =R
y

111 / v

On applique ainsi, par une «rotation» le plan (F) sur le plan (H).
Dans cette « rotation » le point R a pour image le point « (comme R est sur la droite (v'y)
onaa = R) et le point § a pour image le point m’ et on a d(R, S) = d(a, m’)

B

a) Description de I’épure

On note alors, pour harmoniser, m le point P et on obtient alors le schéma ci-dessous dans
le plan (H) appelé épure.

E\.

x
b~ |

=2
b —

X p

L=
L ]

|

(4]

La droite (') est appelée ligne de terre.
oite perpendiculaire 4 la ligne de terre (y'y), passant par m, est appelée ligne de rappel
™; elle contient le point m’.
droite notée (0x) représente la droite (O1).
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Tout point M de I'espace esl déterminé par un couple (m, m’) dﬁdem(\

situés sur une méme ligne de rappel. Points g, 1%

Ainsile couple (p, p') du schema précédent, ne représente pas un point de g

et p’ ne sont pas sur une méme ligne de rappel. c"“'lﬁs[.m.im_s

Le plan horizontal (H) et le plan frontal (F) partagent I'espace & en quatre téio P
ns Mo,

L. I1. I1I et IV sur la figure ci-dessous :

m

I . l
e o -“1—_“1

i
Ll 1 i
3
[ = ===
m 2= R! YV

o v

111

N

X

Dans le repére orthonormé (0, I, J, K) le point M(y) est :
z

dans la région I si et seulement si (x >0 et z > 0)

dans la région I si et seulement si (x <0 et z>0)

dans la région I11 si et seulement si (x <0 et z < 0)

dans la région IV si et seulement si (x >0 et z < 0).

b) Construction de ’épure d’un point

Le point A dont le triplet des coordonnées dans le repére (0, 1, J, K) est (2, 2, 1), va étre
représenté sur 'épure, par le couple de points : (4, @) appelé épure du point A.




= g
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L est le projeté horizontal de A.
l(]n fait un abus de langage en disant que

a’ sl le F”‘fjﬂ‘; ﬁ-nnrm‘ de A

cestiel réalite I'Er_ngc du projeté frontal a; de A par la «rotation autour de la ligne de
terre v v». Sur I'epure on convient de représenter la droite (OK) des cotes par 1a droite
(0z). Sur cette drotte on place I'image du point K par cette « rotation» que I'on note
encore, par abus, K.
2
Puisque, dans le repere (0, I, J. K)de &, ona A (Z), les coordonnées de a dans le repére
1

(0, 1, J) du plan (H) soit (2, 2). On place donc le point a(i) dans le repére (0, 1, J) de
I'épure. =

2
Les deux dernicres coordonnées du point A(Z) dans le repére (0, I, J, K) sont les

1
: 3 2
coordonnees de a, dans le repére (0, J, K) du plan (F) d’oti la construction de a’(l) dans

le repere, encore noté, improprement, (0, J, K) de I'épure.

Remarque.

Les lettres majuscules sont utilisées pour les points de 'espace (exemples : M, I, K). Les
lettres minuscules sont utilisées pour les projetés (exemples : m sur (H), m’ sur (F)).
Plus généralement un point M de I'espace de triplet de coordonnées (x, y, z) dans
(0,1, J, K), a pour épure le couple (m, m’) avec : I'abscisse et 'ordonnée de m dans le
repére (O, I, J) sont respectivement égales 4 I'abscisse x et a 'ordonnée y de M.
L'abscisse et 'ordonnée de m’ dans le repére (0, J, K) sont respectivement égales a
Pordonnée y et 4 la cote z de M.

Exercice 39 ¢ Vérifier que le point B, représenté par (b, b’) sur 'épure ci-dessus a pour
triplet de coordonnées (— 2, — 1, — 3) et que ce point est situé dans la
région IIL

— Placer les points suivants sur ["épure :

() o) O )

— Préciser la position de chacun de ces points : région ou plan particulier.
— Déterminer le milieu M du segment [CD].
— Tracer I'eépure (I, I') du point L défini par :

AL =7+ 2/ + 3k
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VII.

- ™

Epure d’une droite

1 Tracé de I'épure d'une droite

254

Soit (D) une droite de I'espace &.

Puisqu’une droite est déterminée par deux de ses points A et B, distincts tracer |';
la droite (D) revient a chercher les épures des points A et B. ’ IE"lf-‘llurede
Notons (a. a’)et (b, b') les épures respectives des points A et B. Si (D) n'est
(0K). les points a et b sont alors distincts, on note (d) la droite (ab).
De méme si (D) n'est pas paralléle a (OI), les points a’ et b" sont alors distincts eto
(d’) 1a droite (a’b’). » ¥4 O ngp,

Pas parallgy, .

a) Epure d’une droite paralléle ni a (O]) ni a (OK)
Supposons que (D) n’est paralléle ni a (OI) ni a (OK).

Question 38 ( Démontrer que la droite (d) ainsi définie est le projeté de la droite (P)

parallélement a la droite (OK) sur le plan horizontal (H).
Démontrer que la droite (d') ainsi définie est l'image, par la «
de la ligne de terre » de la droite (d,), elle-méme projeté d
parallélement a la droite (OI) sur le plan frontal (F).

rotation autour
e la drﬂife [m

A : . avee
Par exemple sur I'épure ci-dessus nous avons représenté la droite (D), €8al¢ i (45)

2 5/2
A(- 1) et B( 3 )
1 5/2

Une droite peut aussi étre déterminée par un point 4 et un vecteur direc
représentation paramétrique (d’ou I'on déduit A4 et u). —— o égal 8 i
On trace I'épure (a, a) du point A et celle (b, b’) du point B tel que AB est

teur i OV

\’-1
L
i

4
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Représentations de l'espace

.

par exemple sur I'cpure ci-dessous nous avons represente (D)

2 - 1/2
avec /1(--|) et I}( 2 )
I |

3
On calcule les coordonnées de B > 1, 2 ) et on place b et b’

inencc-rc dans le cas ol (D) n'est paralléle ni (OI) ni a (OK) (c’est-a-dire & non colinéaire
@i ou 4 k), on obtient deux droites sur I'épure : (d) = (ab) et (d') = (a'}P’).

D'aprés 1a question 38, les deux droites (d) et (d") sont uniques, on dit que (d) est le projeté
horizontal de la droite (D) et (d') est le projeté frontal de la droite (D).

On note (d, d') [et non ((d), (d'))] le couple représentant la droite (D) sur I'épure, et on
Fappelle 'épure de la droite (D).

Exercice 40 ¢ Tracer I'epure de la droite (D) dans chacun des cas suivants -

| 3
1) (D) est déterminée par les points A(2) et B(— I).
3 -1

0 1
2) (D) est déterminée par A( 0 ) et le vecteur directeur E(i)
2

3) (D) est déterminée par le systéme de représentation paramétrique
x=¢t-3
{ =—3
zZ=t—2.
) Epure d'une droite paralléle & (O1) ou & (OK)
: U:: droite (D) paralléle 4 (01) est dite droite de bout.

i i t point de (D) a pour projeté sur le plan frontal (F) parallélement & (OI), le point
Hietsection de (D) et de (F),

L
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Question 39 ( Soient Bet C deux points distincts de (D) d'f‘pum
e — f : b‘]

§ Pourquoi b’ = ¢'7 Pourquoi b et ¢ sont distincts?

! Vérifier que la droite (bc) est le projeté de la droite

) (H) paraliélement a (0K).

{ Démontrer que la droite (bc) est perpendiculaire 4 |g i
erre

‘epure ci-contre de la droite (D) formée des ensembleg .
(d) et (d) ou (d)= (be) et (d)={b)}= ('}

Ainsi on obtient 1

on note encore (d. d') I'épure de (D).

(&)

Ceq {8y o

i Q.:H:‘ : ._ i e

Une droite (4) paralléle a la droite (OK) est dite droite verticale. Sur I'épure ci-dessus 0!
tracé I'épure (4, 8') de (4) en utilisant celles (e, e’) et (f; f7) de deux points distincts Eef
de(4). Laencoreona(d) = {e} = { f} et(d"), quiest égalea (¢'f"), est perpendiculamh
ligne de terre (y'y).

Exercice 41 ¢ Représenter I'épure de la droite (D) dans chacun des cas suivants :

5 0
3 3

4 1
2) B(—- 1) 5(2) (D) = D(B, D).
2 0
2 4
- 3
4) F( 3) G( 3) (D) = (FG).
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/”;; Représenter les €pures respectives (d

o cdyet(d,, dy)de
Exerct E definies par : T 0 4)

Xo= 23
{y=3r+4

Z=1—=2

™

§
§
§
i\
§

§

, est une representation paramétrique de (D).
1

E
E (D,) passe par A4 (2) et est parallele a (D,).
é 3

Verifier que les projetés horizontaux (d,) et (d
projetes frontaux (d) et (d5) sont paralléles.

————

|- Méthode pratique
I

sdroites(D,)et(D,)

2) sont paralleles et que les

Pour trouver, connaissant un des projetés d'un point A, l'autre projeté, sachant que A

appartient d une droite (D), ni debout ni verticale et dont on connait I'épure :

Il suffit de tracer la ligne de rappel (perpendiculaire a (y’y)) passant par le projeté connu
de A par exemple a". Puisque (D) est ni debout ni verticale, cette ligne de rappel coupe le

deuxieme projete de (D), sur I'exemple (d), en un unique point a qui
(horizontal) de A, en effet A appartient 4 (D) donc a appartient a (d)

On dit qu'on a rappelé le point ¢’ en a sur la droite (d).

est 'autre projeté

Ourrappeler un point sur une droite de I'épure il faut tracer la droite perpendiculaire 4 la

ligne de lerre, passant par ce point.

Exercice 43 ¢ Soit (D) la droite définie par la représentation paramétrique suivante :

x=3t+1
{y=-—-2t+3

z=1—1.
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Tracer I'épure (d, d') de (D). \

Déterminer graphiquement
e I'abscisse et I'ordonnée du point A de (D) de cote —

‘&
%- I'ordonnée et la cote du point B de (D) d'abscisse — 9

e I'abscisse et la cote du point C de (D) d'ordonnée — 2
E\-’éril’mr ces résultats par le calcul. '

2 Trace d’'une droite. Ponctuation des projetés d'une droite

Pour une meilleure perception de I'espace &, on peut compléter la représentatiop 4
droite en distinguant les parties vues et les parties cachées par les plans (H) et (F) ;ﬂdu“'-'
UF g

observateur dans la partie I de 'espace (abscisses et cotes positives).

(D)

(d,)

Soient A et B les points d'intersection, s'ils existent, de la droite (D) avec Jes plans d¢
projection (F) et (H) respectivement. Ces points A et B sont appelés les traces de la
droite (D).

Les parties de (D) correspondant aux points d’abscisse négative ou de
«cachées » par le plan (F) ou (H) respectivement pour 'observateur situ
De ce fait les parties des projetés de (D) correspondantes sont ponctuées ¢’
en pointille comme sur la figure ci-dessous correspondant au dessin p

’,[d']

.P'"

cote négative sont
¢ dans la region
est-a-dire trd

récédent.
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¢ Dans cette question nous utilisons les schémas précédents.

s Quelle est ['épure (b, b') du point B de (D) ayant une cote nulle, ¢'est-a-dire
{ situé dans le plan horizontal (H)? On placera b’ puis b,

> Quelle est I'épure (a, a') du point A de ( D) ayant une
\ dire situé dans le plan frontal (F)?

" Question 40

abscisse nulle, ¢ 'est-d-
On placera a puis a’,

[ ¢ point A existe si et seulement si la droite (D) n’est pas paralléle a (F).
. bis ;warﬂ B existe st et seulement si la droite (D) nest pas parallele a (H).

Question 41 ¢ /) Si le point b, intersection du projeté frontal (d') de (D) avec la ligne de
— Sterre(y'y), n'existe pas, que peut-on dire alors des cotes des pointsde ladroite

.; ¢ (D)? Montrer que (D) est paralléle au plan horizontal (H). On dit que la droite
! é (D) est une horizontale,

| 2 2) Sile point a, intersection du projeté horizontal (d) de (D) avec la ligne de
| ( terre (y'y), n'existe pas, que peut-on dire alors des abscisses des points de la
! droite (D)? Montrer que (D) est paralléle au plan frontal (F). On dit que la
s droite (D) est une frontale.

ﬁ 3) Montrer que si a et b" n’existent pas alors (D) est paralléle a la ligne de
( terre (y'y).

| Une droite paralléle au plan frontal est dite frontale; si elle n'est pas paralléle a la ligne de
 lerre, alors elle n"admet qu’une trace horizontale.

Une droite paralléle au plan horizontal est dite horizontale: si elle n’est pas paralléle 4 la
ligne de terre alors elle n’admet qu’une trace frontale.

z (D) n'est pas paralléle a (y'y) :

]
(D) est horizontale (D) est frontale
Une drojte 4 la fois horizontale et frontale, est paralléle 4 la ligne de terre : elle n’admet
4cune trycq,
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—e

Méthode pratique

Pour déterminer les traces (éventuelles) d'une droite (D) dans le c%
paralléle au plan (OIK) :

Soit (d, d') 'épure de (D).

I cas : (D) est horizontale mais non par{l]léie dla Ii_gne r:'.*!e terre ( _y’y) S —— .
frontale A de (D) revient a chercher sur I'épure le point d'intersection a de (d) et de[yﬁ
puis a rappeler a en a’ sur (d).

2¢ ¢as : (D) est frontale mais non paralléle ":f la ligne d_e tet:x:e (y'y) g chercher |4 -
horizontale B de (D) revient & chercher sur I'épure le point d’intersection b’ de (@) et g,
(1'y), puis 4 rappeler b" en b sur (d).

3¢ cas : (D) n'est paralléle a aucun des trois plans de coordonnées : Pour déterminer
trace frontale A de(D)on fait comme dansle 1" cas : trouver a tel que (d) N (y'y) = {a)y
rappeler aen a’sur(d’). Pour determiner la trace horizontale B de (D) on fait comme dans
le 2¢ cas : trouver b’ tel que (d')n (y'y) = { b’} et rappeler b’ en b sur (d).

Exercice 44 ¢ Déterminer les épures de la droite (D) dans chacun des cas suivanis en
précisant les traces éventuelles et en ponctuant les projetes de (D) :

2 —1
1) A(f}) a( 2 ) et (D)= D(A, u)
3 3
-2 3
2) 3( 0 ) c(s) et (D)= (BC).
1 4

3) (D) est définie par la représentation parameétrique :
x=214+2
{ y=—~4+2
z=—1.

Etudions maintenant le cas ol (D) est paralléle au plan (OIK).
On a déja vu deux cas particuliers :

I
i
|
£ |
b #E"E
! y
= a’ __-ﬂ—""r_’
i ¥

14

— iy ——
=]
Il
-
|
=

ut
(AB) est verticale (EC) est de bo
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L

o (D) est une droite de bout cest-a-dire parallele 4 (01, (D) n’

, : oRT admet alors qu'une trace
frontale confondue avec son projeté frontal.

o (D) est une droite verticale c'est-a-dire paralléle (OK). (D) n°

: o admet alors qu'une trace
horizontale confondue avec son projeté horizontal,

Une droite (D) parallele au plan (O1K) est appelée une droite de profil. Ainsi une droite de
bout ou verticale est une droite de profil particuliére. Dans ce cas les projetés : horizontal
(d) et frontal (d) de la droite (D) sont confondus et on ne peut pas utiliser la méthode
pratique ci-dessus car la ligne de rappel serait confondue avec le projeté.

Pour « voir quelque chose » on utilise alors le plan (0IK) que nous noterons ici (G) et la
projection sur (G) parallelement a (0J).

On remarquera que ce plan (G) (comme gauche) est utilis¢ en dessin industriel pour
dessiner la « vue de coté » d’un objet aprés avoir déja la « vue de dessus » qui correspond 4
la projection sur (H) et la «vue de face» qui correspond a la projection sur (F).

Question 42 ¢ Soient A et B deux points distincts de la droite (D), a et b les projetés
respectifs de A et B sur (H) parallélement a (OK) a, et b, les projetés
respectifs de A et B sur (F) parallélement a (OI) et, a, et b, les projetés
respectifs de A et B sur (G) parallélement a (0J) (voir figure ci-dessus).
1) Montrer que les droites (AB) et (ayby) sont paralléles et que les segments
[AB] et [a,b,] ont méme longueur.

2) Soient o le projeté de a (et de b) sur (F) parallélement a (O1), o«” et " les
projetés respectifs de a et b sur (G) parallélement a [OJ].‘ .
Montrer que o. est aussi le projetéde a, et by sur (H) parallélement d (F]K ), et
que o et i’ sont aussi les projetés respectifs de a; et b, sur (H) parallélement
a (0K). :

3) Montrer que Aa = au' = a, o et que Bb = b, = b,a.

, On effectue, cette fois-ci, une «rotation autour de (O1) amenant_{G} sur (H)».
note q” et b” les images respectives de a; et b, par cette « rotanm: ». On a(.il'ﬂﬁ?! que les
Points a, o’ et ¢” sont alignés, et de méme que les points b, f” et b” sont alignés.
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Mathématiques premiére € ‘_’_‘E"_P___Wi____———— \
finie par la droite (d), égale 3

o 10 de la droite (D) dé' i i (@b), pro:
f&?ﬁ’i’fﬁ!‘??&‘iﬁ I:tplllrfi.-nilc ("), égale & (a"b"), «projeté gauche» de (D) ol
orz 3 -

(d’)
¥
- a'
0 y
i
.E ————————— b
mr
————————— o
(d)
\m‘"}

Puisque a,% = a,x c'est-a-dire a"o" = a’e, on reporte la distance "« a partir de  en
respectant le signe de la cote, pour placer le point a’. On fait de méme pour placer le
point b’ en utilisant b"f’ = b’ Le projeté frontal (d) de (D) est la droite (@'b), qui est
confondue sur I'epure avec (d).

Question 43 ¢ Etant donnée l'épure ci-contre de la droite (D) définie par
(d)=(a'b’) et (d")

déterminer les projetés horizontaux respectifs a et b des points A € B.

b.i

-

x\ () = (d)

(d")

oo mls® g PRI TRTE P ey



o

lespace
Cherchons a pJIElCET les traces de la dTOi[t‘: D) de B v Al ) N -
et du plan horizontg] (H) C‘BSl-d-dire 12 trace. pm1f'|| 'nsl':l'll-‘;]ﬂ{gt;ml d'!nlerseclim) de (D)
y c |

Rr_,m'c?‘.kum:'fJ.'r.s de

)

N

H

Onno.e ele projeté horizontal de Efe =
€’ le «projeté gauche 3 de E C’est-a-dire
parallélement 3 (0J). Le point e" est ai
en e sur la droite (d), en
terre (OI). On a ains;j

E), ¢ son Projeté front
» Puisque E appartient 4
nsi I’y ntersection de (d")

tragant g ligne de rappel perpendicy]
le point E syur épure car

al (e’ est confondu avec o),
(H), le projeté de E syr (G)
etde (01). On rappelle ¢”

aire 4 |a nouvelle ligne de
= e (I'épure de E est (e, €)).

d’l
1
|
/
z
¥ @ E ¥
0
e
/i b
lbl\.'
d” v
(@) ! ,
ﬂN
e o= E
EN
X

————

{d)

Lla trace = (D) Z, £') 'épurede L,
i - L} = (D)~ (F). Onnote (¢, !
smist Iat[r frornt.lale (!e IaF]drctlte {f )_l()e np:}i{nt i’”, « projeté gauche» dlfrl[dd’ﬁfd :;S&c:nt
d’i“tgzzctionapga ((;ej;teta : ia’ droite (.d”J« On place alors ¢ en reportant s
0 e de : = ce
" & partir de o, et en respectant le signe de la co
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On peut alors ponctuer les droites (d)et (d') (voir la figure Ci-desm

[EL] est visible donc seules les parties [ef] de (d), et [e'/'] de (d’) sony é:?::ﬂ!:s&men,
Cony
y

Exercice 45 ¢ 1) Tracer I'¢pure de la droite (4 B) : (ab, a’b’) avec -

)

Dans quelle partie de & est la droite (4B)? Est-ce une droite Partioyt:
Ponctuer (AB). Culierey
Déterminer les coordonnées du point C appartenant 4 [a droite (
d'ordonnée 2. graphiquement.

2) Trouver une détermination paramétrique de la droite (48)
Calculer les coordonnées du point C.

AB)

Exercice 46 ¢ 1) Tracer I'épure (ab, a’h’) de la droite (AB) avec :

(22) « o)

Chercher la (ou les) trace(s) de (AB).

Ponctuer cette droite (AB). .
Chercher les coordonnées du point C appartenant a (4B) dont I'ordonné
est égale a 3/2.

2) Trouver une détermination paramétrique de la droite (4B).
Calculer les coordonnées du point C.

1 2
Exercice 47 ¢ 1) Tracer 'épure (ab, a’b’) de la droite (AB) avec A(l) et B('i)
2
Ponctuer I'épure de cette droite.
Chercher les coordonnées du point € appartenant d (4
ordonnée est égale a 3. :

B) sachant ques’”

er 165
2) Trouver une détermination paramétrique de (AB) et calcul

coordonnees de C.

4 2
Exercice 48 (¢ Tracer I'épure de la droite (AB) avec A (2) et B(Z)-
5 1

Ponctuer 'épure (d, d') de cette droite. w

Chercher les coordonnées du point C de la droite (4B) %
'abscisse de C est égale a 3.

2,5
Est-ce que le point E( 2 ) appartient a (4B)?

2,5

chﬂﬂ: q
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|/I/—

g Positions relatives de deux droites en géométrie descriptive

a) Droites paralléles

Soient (D) et (4) deux droites de I'espace d'épures respectives (d, d’) et (8, &)

[ cas [D‘j et (A) sont verticales :

{d') (a%)

5

1
I
|
|
b
|
I
|
|

g o i s i . i W

(D) et (4) sont paralléles (car paralléles a (OK)) et leurs projetés frontaux (d’) et (") sont
paralléles.
2¢ cas : (D) et (4) sont de bout

I |
I I
(d)h I
| |
F I | (&)
ﬂ 1]
% | j
i
(d) ()

—

(D) et (4) sont paralléles (car parall¢les i (OD) et leurs projetés horizontaux (d) et (&) sont

paralléles.

3° cas : (D) et (4) ne sont ni verticales ni de

aralléle a(4).
plan

bout

il i

Puisque (D) et (4) ne sont pas paralléles
4 contenant (D) et tel que (OK) est

Question 44 ¢ On suppose que (D)estp
ant (4) et tel que (OK) est paralléle

4 (0K), on considére ['unique
pa(raﬂéjle a g, et'l'unique plan Q conten

a Q. -

..
»

!
= e S S5 %
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Mantrer que et € som paralléles. \

Veérifier gue ¥ (H) = (d) et que A (H) = (d),

@) =(HnQ (4 <aQ
(d)=(H)nT (D) =&
Me(D), Ne(4), (D)j(4)

Démontrer que (d) est paralléle a (9).

De méme, puisque (D) et (A) ne sont pas paralléles a (OI), on considere
{ l'unigue plan 9" contenant (D) et tel que (OI) est paralléle a ', et I'unique
plan Q" contenant (A) et tel que (OI) est paralléle a Q".
| Vérifier que §° n(F) = (d,) et que @’ n (F) = (6,).

O R N W W O S —,

d)=F)ngy D@
(6,)=(F)n@ (D)=
(D))/(4), Me(D), Ne(4)

P PN P P P P P P P

‘ ue @5
Démontrer que (d,) est paralléle a (8,). On admetird o g&;)“r{“

paralléle (&) puisque la « rotation » applique (dy) sur @) Z
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R

/’;‘:;ngsi montré que : - |
gi (D) est pur;nlh’:lc a () alors (d) est paralléle 3 (d) et (d') est paralléle & (7).

Question 45 ( Soient i, Q, 1" et Q" les plans défmis comme a la question précédente.
\' 1 . o
§ 1) Montrer que si(d) est paralléle a (8) et (d,) est paralléle a (3,) alors § est
{ paralléle a Q et ¥ est paralléle a @,
2) Montrer que les plans et 1" sont confondus si et seulement si (D) est de
E profil.
2 3) On suppose que ni (D) ni (4) sont de profil. Montrer gie : $ A5’ = (D),
5 QN Q" = (A)et que I et Q sont sécants. On note (D, ) la droite d'intersection
de " et Q.

s Montrer que (D) et (4) sont paralléles a (D), donc paralléles entre elles.

™

-

Ainsi on a le résultat suivant :

PuSE=ESS

Théoréme

‘ Soient (D) et (4) deux droites non de profil, d’épures respectives (d, d’) et (3, ). On a :
| (D)//(4) = [@)|(®) et (@)](®)].

Dans le cas ou (D) et (4) sont de profil mais ni verticales ni de bout. Elles sont projetées en
(dy) et (0,) sur (G). On note (d") et (6" les images respectives de (d,) et (8,) par la « rotation
autour de (OI) qui amene (G) sur (H)». Et on a :

(D) [/ (4) = (d") [/ (5").

7]

(d)]id)

e ——

|

I

: (d) = (d')

i
__.._.:__._._.__

1

'Q‘Lm—i-'l'i_ﬁ gSur I'épure ci-contre on définit la droite (D) par (d, d) et la droite (4) par
6, &),
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N

T Tt e o W il

{i})

B

Est-ce que (D) [/ (4)?
Soient a et a' les points de I'épure définis par :

:f fal=(d)n (@) et {a'}=(d)n()

! Les droites (D) er (4) sont-elles sécantes?

N

Plus géneralement, on a :

—

Théoréme ‘

Soient (D) et (4) deux droites de I'espace d’épures respectives (d, d’) et (d, &), Les deux
droites (D) et (4) sont sécantes si et seulement si 'intersection de (d) et (6) d’une part,de .
(d') et (') d’autre part, sont sur une méme ligne de rappel. l

=

Remarques

e (D) et (4) sont non coplanaires si et seulement si les droites (d), (d"), (9) et (@) ""é“rum'
(d)non paralléles & (d') ou () non paralléles a (&') ou les intersections de(d)et(d)d une pat
de (d') et (§') d'autre part ne sont pas sur une méme ligne de rappel.

(D) et (4) soot

e Si deux projetés sur un méme plan sont confondus alors les droites
coplanaires, on étudie alors la position des autres projeteés.

Exercice 49 ¢ & élant muni d’un repére orthonormé, soient :

2 3 0 1 ) i
() 0) ) « o) et
1 0 3

o5, (OnPeYt ét“‘iwlﬁ

1) Vérifier sur une épure si ces points sont coplanalres: (
positions relatives des droites (4B) et (CE)). s L o
défmi P2 ]ﬁtrﬂ"

2) Déterminer une équation cartésienne d’'un plan an défint par
points et vérifier si le quatriéme point appartient aup
autres.



.'-,

-

Reprey, '
Presentations g, lespace

orcice 50 ¢ & étant muni d’un repére orthon
fxe ~

o

ormé (0,

. 1 4 L1, k) soient (D) 1a droite définie
par les points A| — 3 et B| 3 '
1 6 >/ un Point (je”})d:

ordonnée g -
1 Nce egale 3 2,

L N N NN

e

1(4 un point de §,

;M
\ l) Tracer I'épure de 14 droite (1),
0 2) Déterminer le point d*% i
{ ntersection -
: ttontal (FY, T de 13 droite (1J) avec |e plan
2 3) Vérifier que (D) et | determin
; . ent un plan g Est-ce que le point
¥l = 1{ appartient a §9
0 2
:
¢ 4) Soit E un point de T te] que son abscisse et sop ordonnée sont
; respectivement égales 4 — | et a 5. Déterminer la cote de E.
5)

Résoudre analytiquement Jes questions précédentes.

Remarque

» 1a perception des objets géométriques dans I'espace. Elle donne un
SUpport concret a certai

ns problémes de géométrie dans I'espace.

WUn plan

L

racg o )
d'une ®Pure d’'un plan

ll,J,n Plan est ggta

o ) i i nne
rminé par trois points non alignés. L'épure de ces trois points do
Ure du plan.

1 3
Bxgsa i B R —1),B|4]et
Xercice g, & étant muni du repére orthonormé (0, i, j, k) soient A( 1) ( )

2 3
-2
C( 1 ) trois points de &.
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Construire I'épure de ces trois points. Pourquoi ceg Poings
\ ﬂn

¢ alignes? il
{ E | = T':n,].’

Soit M le point de & tel que : AM = 7 AB — AC
! Construire I'épure du point M.
) Vérifier que M appartient au plan (ABC).

L'épure d'un plan est obtenue par I'épure de 3 points non alignés et aysg; B |

i ¢ lirp .
— de 1 point et d'une droite ne contenant pas ce point, e
— de 2 droites secantes
— de 2 droites paralléles et distinctes.

2 Traces d'un plan

Pour une meilleure perception d'un plan § dans I'espace, on peut définir ce plan par s
traces sur le plan horizontal et sur le plan frontal : .

On appelle trace frontale de ¥, 'ensemble § N (F) c’est-a-dire I'ensemble des points g,
plan & ayant une abscisse nulle. .

On appelle trace horizontale de T, 'ensemble & n (H) c’est-a-dire I'ensemble des points d,
plan J ayant une cote nulle. .

Si 7 est secant a (F) alors sa trace frontale est une droite (xQ) avec a€(0J), Q(F). Si Test
sécant a (H) alors sa trace horizontale est une droite («P) avec ae(0J), Pe(H).

Question 48 ¢ Soit T le plan d'équation cartésienne :
—2x+2y—52+4=0
dans le repére orthonormé (0, 1, J, K) de &.
1) Montrer que la droite d'équation cartésienne dans 0,59
—x+y+2=0

représente la trace horizontale de 7.

o
Vérifier sur I"épure ci-contre que cette droite a pour épure (op 4
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¢ 2) Montrer que la droite d’équation cartésienne dans (0,J,K):
; 2y —5z+4 =0,

représente la trace frontale du plan 7.

. Vérifier sur I'"épure que cette droite est déterminée par (g, ag’).

3) Est-ce que le point d'épure (m, m’) appartient au plan §?
\ Soit A le point d'épure (a, a’) appartenant d la trace horizontale de T, défini
¢ par a. Construire a’.

¢ Soit B le point d’épure (b, b') appartenant a la trace frontale de § défini
§ par b'. Construire b.

Méthode pratique

Pour tracer I'épure des traces d'un plan :

4 Quand on connait une équation cartésienne du plan 9.

* On annule x dans cette équation et on obtient une équation cartésienne de la trace
frontale représentée par (xq’) dans le repére (0, J, K). (zg) est confondue avec (y’y). La
trace frontale est définie par (og, aq’).

®* On annyle - dans I'équation cartésienne du plan et on obtient une équation
Cartésienne de la trace horizontale représentée par (ap) dans le repere (0, 1, J). (ap) est
c"-fnf‘?nd““ avec (y'y). La trace horizontale est définie par (ap, xp").

181 par exemple cherchons la trace du plan ¥ d’équation cartésienne :

—6X+3}’+z_3=0'
® Une équation cartésienne de (ap) dans (O, I, J) est :
—6x+3y—3=0 ou —2x+y—1=0

oy (@p, ap’) sur I'épure ci-contre.
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e Une équation cartésienne de (xg’) dans le repére (0, J, K)est: 3y +2 -3 i
=0 doy

(2g, 2g") sur I'épure.
En pliant la feuille de papier millimétré autour de (y'y) (figure ci-dessus) on a une trs

bonre vision du plan J.

Fe———————

\=

b) Si on connait I'épure du plan &, on cherche les traces horizontales de deux droites &

plan 4. La droite (xp) contient ces deux points. i
On cherche ensuite les traces frontales de deux droites de 7. La droite («g’) contient o

deux points. B e
Ainsi par exemple : le plan ' est défini par trois points 4, B et C non alignés d'epV
respectives (a, @’), (b, b') et (¢, ¢’). .
On trace I'épure des droites (4B) et (BC) respectivement (ab, a’b’) et (be, b ¢’
e Recherche des traces horizontales des droites (AB) et (BC) :
La droite (a’b’) coupe (y'y) en i’ on rappelle i’ en i sur (ab),
La trace de (AB) est le point d’épure (i, ¥'). (e point
La droite (b’¢’) coupe (y’y) en j* que I'on rappelle en j sur (bc). La trace de (BO) &

X abscis®

d'épure (j, j').
On a: (xp) = (ij). On trace seulement la partie de (xp) correspondant au

positives avec o sur (yy).
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e Recherche des traces frontales des droites (AB) et (CD):
(@b)n (y'v) = { k } donne I'épure de la trace frontale de (AB) : (k, k"
(be) m(¥'y) = { ¢} donne I'épure de la trace frontale de (BC) : (¢, ¢)

et (2g") = (k’c’). On trace seulement la partie de (%q") correspondant aux ordonnées
positives.

Exercice 52 ¢ Trouver Iépure des traces du plan & d’équation cartésienne :
5 3x 4+ 2y — 2 = 0 (on remarquera que la trace frontale est une verticale).

Exercice 53 ¢ Trouver I'épure des traces du plan ' défini par les trois points non alignés

-

On pourra utiliser les traces horizontales des droites (4B) et (BC) et la trace
frontale de (4C).

Exercice 54 ; Trouver I'épure des traces du plan & dans chacun des cas suivants -

1) 7 est le plan d’équation cartésienne: z = 2. Un tel plan est dit
Shurizontal. Toutes ses droites sont des horizontales. (H) est le plan
¢ horizontal de cote nulle.

:

2)  est le plan d’équation cartésienne : x = 1. Un tel plan est dit frontal.
Toutes ses droites sont des frontales. (F) est le plan frontal d’abscisse nulle.

3) & est le plan d’équation cartesienne : y = 3. Un tel plan est dit de profil.
Toutes ses droites sont de profil. (G), égal au plan (01 K), est le plan de profil
¢ d’ordonnée nulle.
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Exercice 55 +Le plan § est déterminé par le point A d'¢pure (q, a)

et
horizontale (bp, b'p). Trouver la trace frontale de s, Par s It

Y

g
—_—

= 4

B ——

3 Horizontales et frontales d'un plan

274

Question 49 . Soient (D) et (A) deux droites de & définies sur I'épure respectivemen;
o — . h par
(d. d) et (8, &)
~ Veérifier que ces droites déterminent un plan §.

(6

-
Soient I et J deux points situés respectivement sur (4) et (D), de c0 .
representés sur I'épure par (i, i') et (j, ¥l 0
Pjerrﬁer que la droite (1J) est horizontale et qu'elle appartient au plan ﬂ;aif:
dit que (1J) est une horizontale du plan §. Montrer que (1J) est la seu led
horizontale de ¥ passant par I sontale
Tous les points de (1) ont la méme cote : 2. On dit que (1J) est Vhorizor
de T de cote 2. iré
Tracgr I'épure de I'horizontale de § de cote 1. Quelle remarquée P eut-on
au sujet des positions relatives des horizontales d'un plan?
La trace horizontale de ¢ correspond d la cote nulle. Penser d cét
pour trouver la trace horizontale d'un plan.

te remard®
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S —————

?Sﬂff. ¥ le plan déterminé par (D) et A PRATmE pN AP
¢ Tracer une droite frontale de passant par A,

» Montrer que cette droite est unigue,

. Déterminer la trace frontale de 7.

S On peut utiliser la trace frontale de (D).

-t

(d’)

ya

T N N N M W T AP A VS
e

(d)
|

, Exercice 56 (¢ Dans cet exercice 'origine O de I'épure est situé 4 au moins 3 centimétres
du bord gauche de la feuille de papier millimétré, et a au moins

1 35
7 centimeétres du bord supérieur. Soit le plan J défini par A (D) B( 5 ) et

3 3
1
c(3).
6

Construire I'épure des traces de .

(On peut montrer que (4B) est une horizontale du plan § et chercher la
trace horizontale I de (AC) puis montrer que (AC) est une frontale du
plan et chercher la trace frontale de la droite (4B).)

I‘ Im&r'a{:t' ’ . "
lon d’'une droite et d’'un plan
a) Intersection d’une droite et d’un plan vertical ou de bout

nesti | e frontale (xQ) soit une droite verticale,
Q"EEE—S_I. (Sg;iﬂ;e!;tjit:;;i;z g l::'f S: ;:‘:;;ir); d'intersection de (D) et de U, a et (d)
les projetés horizontaux respectifs de A et {12:']. On note (2P) la trace

horizontale de U, (ap, ap’) son épure et (xq, «q’) celle de (xQ).
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— -

q
{ J) "-'/:-'I

el m

y gmx\:ﬁhﬁ
7 \p

au ﬁ{H] = I:IIP)
; V A (F) = Q).

- En analysant la figure ci-dessus déterminer le point A d'épure (a, a’) (en
{ Justifianr ).

Ainsi on a déterminé I'épure du point d'intersection d’une droite avec un plan dit vertical,

Définition

Un plan est dit vertical si et seulement si sa trace frontale est verticale. !

|

Comme une droite verticale est une droite paralléle (OK), si un plan contient une

verticale alors son intersection avec (F) est une verticale. On a ainsi :

: k e — m—Y
Théoréme '

Tout plan contenant une drojte verticale est un plan vertical. J

e

Toutes les droites non verticales d’un plan vertical ont méme projeté horizontal.

Question 52 ¢ Soir B un plan tel que sq trqce horizontale (xP) soit une droite de bout. U"-M

§ ﬁ{‘_m est appelé plan de bout, Spjen, (D) une droite sécante avec B, Ale

¢ ,-ém;;:wj—lfm de lag droite (D) avee Je plan B. Déterminer, en ju.sn:fmnl
¢ ( ﬂ;; {u:j :{J;‘ :,'F.{“‘ @)du point A sur 'épyre ci-contre odi(d, d') est! ep:f
¢ T AP Uepure de (ap) o (@q, aq’) I'épure de la trace frontale

{ (') q

J"’——-—__E
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e ——

F[)éfmiﬁon

Un plan est de bout si et seulement si sa trace horizontale est de bout,

Comme une droite de ht_aul est une droite paralléle 4 (O1),si un plan contient une droite de
pout alors son intersection avec le plan horizontal (H) est une droite de bout. Ainsi on a :

Theoréme

Un plan est de bout si et seulement si il contient une droite de bout,

——

Méthode pratique

Pour déterminer ['épure (a, @) du point A, s'il existe, d'intersection d’une droite (D) :
d'épure (d, d')
avec un plan vertical U il faut : avec un plan de bout B il faut :

e determiner l'intersection ¢ de la trace | e déterminer lintersection a’ de la trace

horizontale de U avecle projeté horizontal | frontale de % avec le projeté frontal (d’) de
() de (D) (D)

e rappeler a en a” sur (d) e rappeler a’ en a sur (d)

1 2
Ainsi par exemple, cherchons l'intersection I de la droite (AB), avec A(— 1) et 3(2),

avec le plan U d’équation cartésienne : 2 3

On construit la trace («P) de U, d’épure (ap, ap’), puis la trace frontale () de VU d’épure
%3, 99') ((ep) a pour équation 3x + 2y — 6 =0 dans le repére (0, I, J), et (aq) est
Perpendiculaire 4 (y'y) car U est vertical).

Les droites (xp) et (ab) sont sécantes en i, on rappelle i en i’ (a’b’).
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Exercice 57 ¢ Soient ' un plan d'équation cartesienne y — m

- . 0,
) points de & de triplets de coordonnees respectifs (1, 2, 1) et itt B ey

) Vérifier que la droite (4B) est sécante au plan § en yp Point ;" " |
{ Tracer I'épure (f,f7) de la frontale de ' passant par J, o l'épul-e' J
' I'horizontale de & passant par I. & ul

h) Intersection d’un plan avec une droite verticale ou de bout

Question 53 Saoient (D) et (A) les deux c‘irmres d:ﬂ?l! les epures respectives (d, d) o
sont données ci-contre. Puisque ces deux droites (D) et ( A) sont séeq
déterminent un plan R.

(6,
Nies elly,

(d')

(')

¢ Soit A un point de ce plan R dont on ne connait que le projeté horizontal &
. On cherche a placer son projeté frontal a’.

. On considére une droite du plan R sécante a (D) et a(4) respectivemen
o et J (avee I et J distinets) donnée par son projeté horizontal (ij). -t
{ Déterminer le projeté frontal (i'}’) de la droite (1J). En déduire la positio"
( point a’ sur l'épure.

ten!

; G ; 5 1% s 2 P u‘ﬂé
La méthode utilisée dans la question précédente permet de déterminer le deuxiéme P;ﬂjuﬂ
d'un point A d’un plan R déterminé par deux droites sécantes, lorsqu'on conn
projeté de A4 : on dit que I'on a effectué le rappel du point 4 dans le plan &

Question 54 ¢ Soit & un plan défini par les trois points A, B et C non alignés dont les 1
respectives (a, a’), (b, b’) et (¢, ¢’) sont représentées ci-contre. c,-cﬂ“‘”
Soit (D) une droite verticale définie par (d, d’) sur la figur®
(remarquer que (d) est un singleton). " t (e €
On note E le point d'intersection de (D) et de & (s'il existe) €
épure.
Vérifier que (d) = {e}.
Déterminer ¢’ en rappelant le point E dans le plan 7.

/) 0"
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e’}
/

b

Sile plan 7 est vertical alors la droite verticale (D) est soit incluse dans 7 soit disjointe 2 4.
On le verra sur la figure car les points a et b, par exemple, sont confondus (si (AB) est
verticale) ou les droites (ab) et (ac) sont confondues (si (4B) et (AC) ne sont pas verticales)
alors on n¢ pourra pas tracer de droite (ij) comme ci-dessus.

Méthode pratique

Pour déterminer l'intersection I d'un plan § avec une droite verticale ou une droite de bout
(sicette droite est sécante a )il faut utiliser une droite auxiliaire (4) de ¥ définie sur I'épure
par (4, &°).

pour la droite verticale pour la droite de bout
® tracer (0) passant par la trace (d) de la | e tracer (§') passant par la trace (d') de la
verticale, droite de bout,
® en deéduire (6) e en deduire (9)
* lintersection de (d') avec () donne i’ e l'intersection de (d) avec (5) donne i
® iest confondu avec (d) e i’ st confondu avec (d')
2 2 0
Ainsi par exemple : soient & le plan défini par A (— 1), 3(4) et C(S), et (D) la droite
1,5 4 1
x=d
définie par 1a représentation paramétrique { y=2.
z2=2

- On place Jes épures (a, a’), (b, b') et (¢, ¢’) des points 4, B et C et I'épure (d, d') de (D).
N remarque que la droite (D) est une droite de bout. On considére une droite (4) de , par
€xemple une horizontale, qui coupe (4B) et (BC) respectivement en E et F,
Projeté frontal (6°) de (4) est paralléle & (y'y). (5") coupe (a'b) en ¢’ et (b'¢’) en f”. On -
F;ﬂpelie e’en esur(ab)et f”en f sur(bc). Le projeté horizontal (5) de (4) est doncla droite

q!‘nitcs (9) et (d) sont sécantes en i. Le point i’ est confondu avec (d').
Pépure on it donc les coordonnées du point I d'intersection de (D) et § : (1,5; 2; 2),
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¢) Intersection d’une droite et d’un plan quelconque

Pour trouver le point d'intersection M d’un plan R avec une droite (D), non parallélede:
plan, on utilise le plan auxiliaire § contenant (D) et sécant a R suivant la droite (4

(D) = (S)
(R)n (8)=(4)
(D) N (4)={M}

Dans le plan 8 on a : (D) (4) = {M }. gnlcﬂﬂ"m
Dans la pratique on utilise, pour plan 8, un plan vertical, ou un plan de bput-’;, ¢ hetd
droite (D). Et pour déterminer M, il faut déterminer la droite (4) d’intersect

. (AB) défnie”

Question 55 ( Le plan (ABC) est déterminé sur l'épure ci-contre par : (4B)
(ab, a’b’) et (AC) définie par (ac, a’c’).
La droite (D) est définie par (d, d°).

Le plan auxiliaire est le plan vectoriel 0 qui contient (D)-
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/

CX
/

R N N W N

(ef)

T i L W

f Pourquoi la trace horizontale de Y est-elle conf

' . : ondue avec (d)?

) Déterminer le point J tel que : V' ~ (4B) = { J ' : g
0 Q) (AC) = (K ). {4}, puis le point K tel que :

) Pourquoi cette droite (KJ) est-elle la droite
¢ (ABC) et V?

) Déterminer sur 'épure le point M tel que (D) (4) = {M ).

(4) d'intersection des plans

—

Méthode pratique

Pour déterminer le point d'intersection d'une droite (D) avec un plan ¢, quand il existe, il
faut :

o Unliser un plan auxiliaire 8§ vertical (ou de bout) contenant (D). Sa trace horizontale
(respectivement frontale) est confondue avec le projeté horizontal (d) (respectivement
frontal (d')) de la droite (D).

e Determiner les points d’intersection E et F de ce plan § avec deux droites'qyi
determinent le plan 4 en utilisant I'intersection de (d) (respectivement (d)) avec les projetés
de ces deux droites. La droite (EF) est I'intersection (4) de Fetde 8 : ona (&) = (¢'f") et
(6) = (d) (respectivement () = (ef) et (8") = ().

e Chercher lintersection I de (4) avec (D) :on a {i'} =|:d*)ng’))]et on rappelle i en i sur
(d) (respectivement {i} = (d) ~ (9) et on rappelle i en i’ sur (d)). 3 :
Ainsi par exemple, soient & le plan défini par ses traces (aP) et (2Q) j epurzs respectives
(2p, ap’) et (ag, ug’), et (D) la droite définie par (d, d') sur I'cpure Ci-dessous.

Le plan auxiliaire est le plan vertical U dont la trace horizontale est confondue avec (d)
(U contient (D)),

Soit Eer F les points d’intersections res

trace frontale (xQ) du plan 7. , ’ ' ‘v).
Uingeiantt: déQ()d) aw?ec (xp) donne e que Fon rappelle en ¢ sur (ap’) (qui est (¥'))

, “ sur (ag’).

e o o o e st o e
D_{l 4 ainsi l'intersection (4) de 7 et de U, d’épure (5, ) AYoS '{fﬂ
Intersection de (§') et (d’) donne i’ que 'on rappelle en I SUT LT

" @ ainsi le point I d’intersection de (D) et de 7. 281

pectifs de U avec la trace horizontale («P) et 1a
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3 4 1
Exercice 58 ¢ Soient I le plan défini par les points A(—- 1), B(l) et C(ﬁ,et (D)la
{ -1 3

4

. 1
Edmite définie par: x =4, y=2let z= 3 A + 1, Tracer I'épure de ces

P

P points et de cette droite, puis déterminer celle du point I d’intersection de
,‘T{D] et de 7.
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ail )

(D) et (D) sont sécantes, alors elles
o S.c,:rmll'-ﬁ'-:-"'""- un unigue plan & qui contient (D), et
?51) est paralléle dTecar{D)cH

gi (D) et (D) ne sont pas coplanaires, alors elles
. cont pas paralléles. Par un point A de (D) on
:::ce la droite (D) paraligle & (D). Les droites (D)
et (D) sont sécantes en A car {P) et {D_‘! ne sont
pas paralléies Ainsi (D) et (DY) détermmeu:it un
unigue plan 0 qui contient (D) et tel que (D) est
parallele a I. : .
Montrons 'unicité de ce plan : soit u un plan
contenant (0) et tel que (0') est paralléle & Q. La
droite (D) est paralléle @ (D') et passe par 4, qui
gst un point de Q I:CEIF AE(D} et (D) c ﬂ.} donc
(D7) = . Ce qui prouve que : @ = 7.

a2

(D) e1 (D) sont coplanaires car incluses dans T
¢ 5i (D) =1, alors (D) = (D).

® Si (D)~ = 7 alors, comme (D) = #,, on a:
D) (D) = ¢

Dans les deux cas les droites (D) et (D) sont
paralléles

Q3

Par un point 4 de (4) on trace la droite (D)
paraliéle & (D). Puisque (D) est paralléle & ¥, et
duﬂﬁ-appa”,em a7y, la droite (D) est incluse
8ns 7. De méme puisque (D) est paralléle 3 7, et
n;frﬁﬂparuent aid,, la droite (D) est incluse
. o L
- g:mf} =9, Ny, cest-a-dire (0') = (4).
(). (P) est paraligle a (D), () est paralléle a

04

Y (0
ou (p) Sy Preleleas, sietseulementsi (D) 1,

1 alors, pui;que T, est paralléle a 4,
a Ty suivant (D) est sécant a oy
Paraliéle 3 (D). Ainsi (D) est

il [T
4
*que ﬁ"fﬂ :;" de (D) est représentée dans 7,
Daral!éla a 7,, toute direction
1 I'est dans ¥, ainsi (D) est

gponNses aux questions

2° méthode

Supgnsons (D) sécante & T; en un point A;
considérons unedroite (4,) de ¥, passant par A, les
droites (4,) et (D) sont sécantes en A, elles
?ﬁh;‘uissant un unique plan ® sécant a 7, suivant
2 .
T, et T, sont paralléles donc R est sécant a T,
Suivant une droite (4,) paralléle & (4,)
Puisque (D) est une droite de R paralléle & T,
l'intersection (d4,) de ¥, et R est paralléle a (D).
(4,) est paralléle  (4,) et (4,) est paraliéle & (D)
donc (4,) est paralléle a (D).
Ainsi le plan &, contient une droite (4,) paralléle &
(D) : (D) est paralléle a .
Ainsi (D) est paralléle 3 Ty

2) Si (D) est paraliéle 3 7, alors daprés la
1% question, puisque 7, est paraliéle 3 T, (D) est
paralléle & 7, : ceci contredit I'hypothése (D) est

sécante 4 7, donc (D) n'est pas paralléle a1, : (D)
est'sécante & .

Qs

Supposons (4) paralléle 3 4 : il existe une droite
(D) de 7 paralléle & (4).

Puisque (4) est paralléle 3 (D), (D) est aussi
paralléle a (D).

Dire qu'il existe une droite (D) de § paralléle 4 (D)
c'est dire que (D) est paralléle a .

Or (D) n'est pas paralléle & 5 donc (4) n'est pas
paralléle & 7 : (4) est sécante 4 7.

aeé

Pourtrouver le projeté M’ d’un point quelcongque M
de (4), on trace la paralléle (D,,) & (D) passant
par M. Comme (4) est paralléle & (D) et M

appartient a (4), on a:

(4) = (D).

Ainsi, quelgue soit le point Mde (4) son projeté M
est le point d'intersection A de (4) et du plan ¥ :

p((d)) ={A}.

2) Soit R le plan contenant (4) et tel que (D) lui
soit paralléle. Puisque (D) est pa(allﬁta am, si R
était paralléle & alors (D) serait paralléle & f,
(cf. @ 4), ce qui est impossible; donc K esl sécant
a 7 en une droite (4').

i (d)cd alors p((d4)) = (d4) et
:d}S:: Sﬂ,){d) = (4') d'ot p((4)) = (&)

e Si (4) n'est pas incluse dans I alors il existe un
point A de (d4) n'appartenant pas a i, son
projeté A’ par p est distinct de A. La droite (AA')
est paralléle & (D) etcomme A € R, (AA') estincluse
dans R.

puisque
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?Deihercher le projeté de (A) sur i parallélement i Q10
revient alors a rechercher le projeté, dans le . Gt )
plan ® (qui contient (4), (4') et (A4")). de (1) suf 1) Soit-A-un:pointde-td):
(4') parallélement & (AA').
‘“““5‘—) d'aprés le cours de géométrie plane
pl(A)) = (A);etp([AB]) = [A'8 our toul B de

(4);etp([AB]) = [A'B]P / !. =

(A) de projeté B (ce résultat est encore vrai si A esl
dans &, donc sur (4') et alors on considére la W o)

paralléle a (D) passant par A au lieu de la droite /
(A4'))

Q7
A

Puisque A et 8 sont distincts et que (A8) n'est pas

paralléle 3 (D), les droites (D) et (D) paralléles 3 (4) Is

(D) passant respectivement par 4 et B sont Qa Je

paraliéles et disjointes; on a: A"} = (D,) N et D)n®={8

{B'} = (Dg) n, donc A’ # B’ Les droites (D) et fﬂ} i } {; }

(D) déterminent un unique plan R, qui, puisqu’il (D) na={A"}

contient 4 et B, contient la droite (AB) et en (4) =9

particulier le point C.

La droite (0,) paraliéle 3 (D) et passant par C est

paralléle 3 (D) et contient un point de &, donc est Notons ﬂdle pian ﬁ::a"::!].e ét; el contenant A;
contenu dans R: ainsi, puisque C' appartient a ﬁ:’:;fuq;eéar?:ét paralislew d; STAE(4) NG, (4] o
(D). € appartient 4 . Puisque ( est paralléle & 7, et (D) est sécante & 7,

Les points 4, B, C. A, B et C sont coplanaires.
En utilisant I'axiome de Thalés dans le plan R
et la projection sur la droite (A'B’) parallé-

AB  A'E

(D) est sécante a & au point A". Tous les points
de @, et en particulier ceux de (4), se projettent
par gen A" :

lerment & (D) on obtieml — = ——. =14
(D == q((4)) = {A'}.
2) » g((d)) = (D) car I'ensemble image deé
par g est (D).
o Soit M un point de (D), tous les points du plan
4y, paralléle aF et passant par M,
Qs se projettent en M. (4). est sécante &

donc aussi a T, en un unique point M et
M = g(M).

Ainsi (D) < q((d)).

Le projeté de (4) est donc la droite (D).

Soient p la projection sur un plan paralléglement &
unedroite (D) (ol (D) estsécantea ¥), AetB deux
points de & et M le milieu de [AB]. On note A', B'
et M’ les projetés respectifs de A, B et M par p.

® S'LA=B‘alursM=Aal.¢l'=B‘=M’doncM

est le milieu de [A'E']. an
| o AM 1 1) Puisque (4) est paralléle a (4) qui estsécante

e Si A et B sont distincts, alors :ﬁ =3 q {rasp.sget ﬂ]:}{d'] est aussi séca}nteéil"{fﬂsg;?g:

Grace au théoréme de Thales, on en déduit : ;‘) lu;o;:ttg’ic;f.d’e{d‘) ) (resp. )
AM _1 2) Puisque (4) et (4') sont paralléles etdisﬂgrj
A8 2 (A + A, elles déterminent un unique plan 8.

Tns=(AA"),
¢'est-a-dire que M est le milieu de [A'8"]. ans=(8"8). ites

Les plans ¢ et @ sont parallgles donc 1eu’s droi :
d’intersection  avec sont parallé16s
(AA') /f (B"B).

Q9 De plus :
les plans & et @ sont parallél (48" = (4) et (48)=(d)
puisque les plans § et A sont paralleles et que (D) doie B AR,
est sécante 3 9, (D) est sécante & ¢ e . Sl parjallarugfﬂnjj,.//
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ours Avec S mais avec les plans« et i},
{oujuti=*
méme

peme que AA'CTC estun paraliélogramme.
o™ (0 et (1) sont sécantes, en A', car
3 Le dﬁ:‘;':mﬁ pas paralléles et (4} est garaliél&
0 st“n_ : le plan dafint par (D) et (4", dans
3 () Sononl-'lgfl."rL! la projection plane f sur (4°)
equel 27 f!l'ﬂ- 3 (BB (on a B #B" car
aiiﬁiem _ 1A de meme €' # C")

@ e

A A

B B"

(o c"

' lleles car ce sont les
¢*) et (B'87) sont para
ﬁ;ég d?in[EISECtIQH de T avec les deux plans

ligles @ et I ; ;
D'aprés |'axiome de Thalés, dans G, on a:

AB AB
ae A

Puisque (question 2) AA'B"B et AA'C"C sont des
mlﬁlogramm&s ona:

AB' =AB et A'C"'=AC

(1)

Lespoinis A. £, Cd'une part, A", B”, C" d’autre part
sont dans le méme ordre sur les droites (4) et (4")
done :

AC' AC
De (1) et (2) on déduit -
A5 4B
ac ac
Q12
La figue o5t ce .
E“Melﬂ‘za'p:e de la question 11 avec

M est e Projeté de M sur (D) parallélement a J car

le point d'intersection de (D) '
et du plan
Paraligle 4 4 o, Passant par M,

la question 11 on a-

—

?*ﬂ c'est-a-dire il —Iﬂ?

M am A5 AB
1':1.: m' = Z"E{”

ol M = M.
Q13
1) Si
inmn(';:.s:' a1 paraliéle & i alors q((AB)) est le
Paraljay 'Nersection de (D) et du plan

1 98) o u‘? Passant par A; on a g(4) = A’ el

81 puisque [AB]  (4B) on a :

2) Si (AB) est sécante 3 4 alors
E / q((ABY) = (D
dﬂ_m: q([AB]) = (D). =)
Splt Mun point de [AB] : il existe j« [0. 1] tel que
A.M = +AB  d'aprés Thalés on a aussi, en notant M’
I'image de M par q:AM = ;48 done -
Me[AB] : q([AB]) = (48

H{%cipmquement. soit M un point de [A'B] : i

Existe un_nombre réel u de [0, 1] tel que

AM = A'B"

Soit M le point de (48) défini par AM = nAB
Me [AB] et d’aprés Ia réciproque du théoréme de

;haﬁs onag(M) = M, donc M est un antécédent
= -

[A'B] = q([AB]).
Ainsiona: g([AB]) = [4'8].

Q14

Puisque ABCD est un paraliélogramme, les points
A, B et C ne sont pas alignés; ils déterminent done
un unigue plan .

Or la droite (CD) est paralléle a la droite (AB);
comme cette derniére est incluse dans & (i contient
les points distincts A et B), la droite (CD) est
paralléle 3 .

De plus le point C de (CD) appartient a i donc
(CD) est incluse dans 4, Ainsi D appartient 3 i, et
les points A, B, C et D sont coplanaires.

Q15

(

Puisque ABCD est un parallélogramme, les droites
B) et (CD) soni paralléles.
g:t n!iﬂrné (AB) est paralléle & (EF) car ABEF estun
ll&logramme.

?33) estﬂ donc paralléle a (EF).

De plus C. D et E ne sont pas‘allgnés donc ces
droites sont disjointes et déterminent un plan .
Les droites (AD) et (AF) ont le point A en
commun : elles sont confondues ou sécantes en A,

\‘”“% (4} = paa),

285



; " _ Coométrie
Mathématiques premiére C el E Gf’ﬂi”_f__

i onfondues alors
e Si (AD) et (AF) C.SGE',[ ;et e eat dane

. : B. a i
les six points A, sur la géométrie

un méame plan; d’aprés le cours i
plane, CDFE est un parallé
logramme.

e Si (AD) et (AF) sont secanies alors elles

définissent un plan &, )
De plus comme (BC) est paralléle a (AD) et (Sﬂ
est paralléle  (AF). les droites (BC) et (BE) so

sécantes et déterminent un plan gJ.paraJigie | -..é.
i et @ contiennent D et A appartient 3 mais pasa?

car A. D et Fsont non alignés.
et Q sont sécants suivant la dm!le (Df’}; .
Puisque & est paralléle éu-J.ul'estseca_nta:l.suwam
la droite (CE). Donc (CE) est paralléle & (DF).
Ainsi (CD) est paralléle & (EF), et (CF) est paralléle
3 (DF), donc CDFE est un parallélogramme.

Q16
Par définition de la transiation de vecteur U, ona:

MM =i et NN' =0
doi: MM =NN'
ce qui est équivalent &:
MN = MN'

Q17
1) Soient t une translation de vecteur & et M un
pointde & Ona .

M est invariant par t == MM =0

or: YMet MM =0
donc :

e si il =0 alors I'ensemble des points invariants
est &

e siu # 0 alors I'ensemble des points invariants est
vide.

2) Puisque, quels que soient les points M et M’ de
&, ona:

MM =i <> MM=—§
etque, quel que soient le point M’ de & et le vecteur &

de W (égal & — 4) il existe un seul point M de & tel

que MM = 1, la translation de vecteur & est une
bijection de & sur lui-méme et sa bijection
réciproque est la translation de vecteur — g

“ﬁ'] = feg

3) Soient f; et t; deux translations de vecteurs
respectifs & et v, et M un point de &.

Le translaté M de M par t: est défini
par: MM’ = 4.

Le translaté M' de M par (; est défini
par: MM" =70

e ——

D’aprés Chasles on a : \

MM" = MM’ + M7
=i+

donc M" est le translaté de M par la trang.
de vecteur ¥ + v : atiop by

Lol-= [;4_6_

4) Puisque I'addition des vecteurs est Commyse.
veona: Utatj.
zoly=1l:.2

LR ]

=ol.

Ainsi la composition des applications est yne loig
composition interne commutative dans I'ansamtﬂa
T des translations de & 2
L'associativité de cette loi étant vérifie, elle I'est g,
particulier dans ©.

Puisque la translation £ de vecteur nul est id,, I
bi o admet pour élément neutre un &lément de ¢ .
i

Dn‘aprés le 2) tout élément de T a un symétrique
pour la loi o (son application réciproque) dans 7.
Ainsi (T, o) est un groupe commutatif.

Q18
Par définition de A on a:

e

ou encore MO = kMO. D'aprés Chasles, on a
MN' = MO + ON'

dot: MN — kMO + kON
— k(MO + ON)
= kMN.

Q19

1) L'homothétie h de centre O de rapport 1 :::

définie  par:  h: Mr— M

OM’ = 1.0M. Ainsi M’ = M et h =1ids:

2) Soient M et M’ deux points de & on & i
-0

—

0 est le miliew de [MM]<=O0M=
c'est-a-dire :

M est I'image de M
par la symétrie cen-

trale S, de centre O 2
ntre 0 &

e

Ainsi S, est I'homothétie de C€
rapport — 1. pa!
det ﬁé{lﬂ'

3) L'ensemble J des points invariant o
I'homothétie A de centre O etde rapport K

par :
J={Meg, _ﬂﬁ;mi]/
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. p-dite o
e Met, (1 -KOM =0},

mana'-
vaeR Vel

(a0 =0 <= [x=0o0ui=0])

doi :
o sik=1 alors 3=

sik+1 alors 1= | Met, OM = 0]
' - {0},
4) Soithy I'homothétie de centre O et de rapport k.

puisque k est non nul, quels que soient les points M
et M de fona:

- . N |-
OM' = kOM == OM -—A: onr.

" 1 s
Or, quel que soil le vecteur u (égal i P OM’) il

existe un unique point M tel que OM = d, dong h,
est bijective et sa bijection réciproque #, ' est
1

I'homothétie de centre O et de rapportk- '
(h)'= he.

5) Soient h, et A, deux homothéties de méme
centre O et de rapports respectifs kyetk., et Mun

point de &,
Limage M, de M par hy, est définie par:
O,MI:'*]'GM'
Limage M, de M, par hy, est définie par:
D”]=k_z_g-M',
D'oi : OM, = k, (k, OM)

=k1k|b_l'.|4-q

b 1 QUi & M associe M,, est I'homothétie
b, d€ centre O et de rapport k,k, :

hy, o hy, = Ais,

De cas propriétés on deduit que I'ensemble dés

Othéties de centre O est un groupe commutatif
I composition des applications,

Q20
m;‘i"ﬂ Point de ¢ défin par AB = CE.
Sint i B ol € £ £ \es drsites (AB) et (CE)
Parallglas,
On 5 dong :
(48) 1 (CD) <= (CE) jj (CD)
<= De(CE)
<> JteW CD =ICE

\k <= Jte® CD = AR,

— e

Représentations de l'espace

a2

1) Soient &, et i, deux vecteurs de P; - il existe 4
nombres réels a, b, ¢ et d tels que

Uy=ali+bi et b, =ch+db.

Soignlmet_ﬁdaux nombres réels et wle vecteur égal
aau, + fit,. On a:

w = alaii + bi) + Blcii + of)
= (xa + fic) i + (zb + pd)i
donc . IE’EP;I,.*.

2) Le plan vectoriel P; - de base (4,, B,) est
I'ensemble des combinaisons linéaires de u, et v,.
D'aprés le 1) :

P 2 & Pz,

Montrons que « et i appartiennent a P; - . ce qui
prouvera l'inclusion : P:-c P; ; d'aprés le 1),
d'oli I'égalité de ces deux plans vectoriels.
Puisque v/, et i, ne sont pas colinéaires ils sont tous
deux non nuls; &, # 0 se traduit par a5 + b £ 0,
d'ou : a ou b est non nul.

Supposons par exemple que a est non nul. On 2 -
U, = al + bt

g, B illpss ea
dol: u=- (g, —bp)
a
e =
dod : I!.‘-,=;{U1—bﬂ}+dﬁ
ou encore :

. €. ad-bc .
=—h + v (1)
a a

Par ailleurs 4, et 7, ne sont pas colinéaires donc,
quel que soit (x, f)esB> ona:
athy + fii, =0 == (x=0 et f=0).
Or, d'aprés le 1) :
ady + P, = (xa + fc) i + (ab + pd) i
comme & et ¢ ne sont pas colinéaires -
(%8 + Be)d + (xb + fd)5 =0

ad+ fec=10
=
ab + fd =0,

d'ol I'équivalence des systémes :
2 28+ fc=0
(. BleR {u.b+ﬁd=0
at:
: Ja=0
(x, fleR { §=0.
D’aprés Cramer cette dquivalence est vérifie si et
saulement si le déterminant du 1° systdme ast non
nul : ad — bec %0,
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I

e ——————

T Ainsgi de (1) on déduit

b= an, — cu
ad — be (@t L

donc e P, . on a alors :
w Vo b 5 X
U= ; (aty — cuy)

a ad — be

donc: WePg .z

Ainsi By P:-

Q22

1) Puisque z, fi et j sont non tous les trois nuls,
supposons par exemple a non nul. Ona:
= (I -
u= — i - W
a o

i appartient & un plan vectoriel contenant vetw :d,
r el w sont coplanaires.

2) & © et w étant coplanaires examinons les deux
cas selon que U et & sont ou ne sont pas colineaires.

e Si i et » sont colinéaires alors il existe deux

nombres réels a« et fi non tous les
deux nuls tels que: auU+ fir=0 en prenant
y=00na:

ag + fiv + 3w =0,
el: (z f. v)e= (0,0, 0).
e Si O et i ne sont pas colinéaires alors ils sont la
base du plan vectoriel P;z comme o, U et w sont
coplanaires, we Pz c'est-a-dire qu'il existe deux
nombres réels = et i tels que :

w = ad + B

ou encore : ::J+ﬁ1"+l:—'1}ﬁ={_).
Enprenant: 3= —1o0ona:

:E+ﬂﬁ+}-ﬁ=a et (a B, 7)#(0,00).

Q23

o SiPrs= P; ;alors toute combinaison linéaire de
u'ety’, eten particulier &' et ¢, appartiennent & Py -,
ainsi :

. v & dune part, 4 b v dautre part sont
coplanaires.

e Sil. 0, & sontcoplanaires et 4, 0 et i’ aussi, alors
uePqyet I:‘J"EP;L;.

D'aprés la question 21 puisque & et i" sont deux
vecteurs nan colinéaires de P ;, le plan vectoriel de
base (&, ') est Pz autrement dit P ; et Py » sont

épaux

Q24

1) Puisque (7, W) est une base de P; -, et que d, I
el w sont coplanaires on a : UeFPyg.

. On sait que deux plans sont paralléles si el

Donc toute combinaison |iﬁéam\

tout élément de Daf* appartient 3 E. E.Est-é_ A
Ainsi: Dpe Prg Pew. dirp

g} ‘Si D; = P;: - alors, en particulier Uep
i, © el w sont coplanaires. LA~ d“"ln

3) Soit C le point & défini par BC - g

u est non nul donc les points B et C son g;
Les droites (D) et (BC) qui ont mam di
directeur, sont paralléles. 8

e Si (D) est paralléle 3 T alors (8C
paralléle & ., ) est dussi
Comme Bel, la droite (BC) est dong incluse dg,
¢ en particulier Cef. Comme on a : ns

Ced «—> BCe P:

Stingyg,
mtahr

on en déduit : GePqg-

e Si D; = Pgy, alors d’aprés le 2) ;
c'est-a-dire Cefl,

dot: (BC)c<=i.

La droite (D) est paralléle a la droite (BC) incluse
dans 1 donc (D) est paralléle & .

vePzz

Q25

seulement si I'un contient deux droites affines
paralléles 3 'autre et sécantes entre glles.

Or, puisque & et # ne sont pas colinéaires, les droites
D (A, ) et D(A, 7) sont deux droites sécantes du
plan §. Ainsi on a : )

7 est paralléle a 0 si et seulement si les droités
D (A, &) et D(A, ©) sont paralléles 3 7"

D’aprés la question 24, on a donc : =
7 est paralléle 4 4" si et seulement si les vecteurs U et
¢ appartiennent au plan vectorteLP;,;;
Or d'aprés la question 21, si yetv
vecteurs non colinéaires de Poa
Piz=Pop- _ : o
La réciprogque de ceci étant évidente, on @ don
4 est parallle & 4" si et seulement Si:

Pas=Fes

Q26

1) Si A, 8 et C sont alignés sur une dm:;ﬂnidr:i,
alors (4,) et le point D sont situeés dani,‘it psont
plan ce qui contredit I'hypothése - A. 5
non coplanaires. —
De méme si A — D alors, comme 3 POIM> 12 gires:
sont dans un plan, les 4 points sera! ant mpan Lo
Donc A, B et C déterminent un uHIPU“{E]_
-':l ?} D déterminent une |unique,rdf§ilrt':=ﬂ iﬁ';l“}':’I
Ay n'est s paralléle s poin
Ae(d)nT, E;} sﬂ'::it incluse dans T et les P!
8, C et D coplanaires.

On a donc (4) est sécﬂntﬂi:’/
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()i =141

{A. B.C.m)cyT
De(4) (Mm)j(4)
e
] A A
M m

A et m appartiennent 3  donc Am appartient au
plan vectoriel P15 7z 8ssocié a1 : ainsi il existe deux
nombres réels x et y tels que Am = x A8 + yAC.

o De méme M et m sont sur la paralléle a (4)
» passant par M donc puisque AD est un vecteur
directeur de (4), mM appartient & la droite

vectorielle de base AD c'est-3-dire : il existe un
nombre réel z tel que :

mM = zAD,
s D'aprés Chasles :
AM = Am + mM
d'od le résultat.

o Soient (x, y, 2) et (x, ¥, Z') deux triplets de B*
tels que ;

AM = xAB + yAC + zAD

AM = XAB + yAC + ZAD
ainsi on a :
(x=x)AB + (y—y)AC

+(z—-2)AD=0. (1)
Comme (4) n'est pas paralléle 44, AD, AB et AC ne
S0nt pas coplanaires donc I'égalité (1) entraine :
x—x.y—y.z2—2)=(0,00)

Cest-3-dire que les triplets (x, v, 2) et (X, V. Z
iqntrégaux. E (.99 i

i 10N a montré que ; quel que soit le point Mdeé,

lﬁ‘:ﬁ :un unique triplet (x, y, z) de membres réels

AM = xAB + yAC + 2AD.

3 L vecteur G, 6gal & 4B + yaC + 7AD st
AW  donc il existe un unique point M tel que
"u.

""--.________

Représentations de l'espace

Q 27

Soit M un point de & de coordonnées (x y. 2).
7, (M) est le point P de coordonnées (x, 0, 0).
P (M) est le point m, de coordonnées (x, 0, 2)
Pylm;). c'est-a-dire p, o p,(M) est le point de
coordonnées (x, 0, 0) c'est donc le point P.
Ainsi py o p, (M) = g, (M),
Comme ceci est vrai pour tout M de & on a:
Pyop,=gq,.
Avec les mémes notations
P:(M) est le point m, de coordonnées (x, y, 0).
P2(m,), c'est-a-dire p, o p,(M) est le point de
ggu‘rdonnées (x. 0, 0) c'est donc encore g, (M),
ou :
P:0pP;=p;30p0;.
De méme puisque p, (m,) = Qetp,(m,)=Qona:
D=p0opPy=py0p
et, puisque p, (m,) =R et p,(m,) =R, on a:

gy=py0p; =p;0p8,.
Q 28
{ est défini parﬁ?: 18 -

Al =18 <> A0+ O/ =10 + 0B
= 0/+0/ =04+ 08

d'od ;
e 1 —— —
Ol = 2 (0A + 08)
1 - -
=3 [(xa7 + yuf + 2,4Kk)

+ (xad + Vol + 24k)]
=I4+Xs? ¥at¥e - Z..q"'st
2 3 4 g o

Ainsi les coordonnées de / dans le repére (O, E .-: Ej
sont :

xA*""uJ Ya+ Ve = ZA+ZB‘
2 2 2
Dans la base (;; IJ, puisque :
AB = AO + 0B,
ona:

AB = — (Xuf + ¥uj + 2,K) + (Xyi + vaf + 2,k)

= (xp =X+ (Vo= Y + (25 — 20K

I . e ¥
AB }"Il_}";l L}
Iy — Iy

c'est-a-dire :
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Q29

On sait {question 21 et sa réciproque) que les deux
plans vectoriels P;- et Pz sont égaux St el
seulement si & et © appartiennent @ P 2. © est-a-
dire :

p;ll.- = P-.‘.J

si et seulement si (7, " et & sont coplanaires et u.v
et i sont coplanaires).

D'ol Py z et Py - nesont pas égaux si el geulqmenl
si (&7, i* et 4 sont non coplanaires ou U i et b sont
non coplanaires). )
Supposons, par exemple, que i, i et ii soient non
coplanaires, alors, par définition. (0, ., t) estune
base de . .

Tout vecteur de ‘W, et en particulier gsl une
combinaison linéaire unique de ces trois vecteurs .
il existe un unique triplet (a. b, c) de nombres réels
tels que :

P—al + b¥ +cu.
Soit W un vecteur de lintersection des plans
vectoriels Pz-et Py 2.
Il existe donc quatre nombres réels x, y. X
et y tels que :
w=xi=ys et W=xiF+yv
dot: xU+yi=xU+yv
et en remplacant @ par ai’ + bt + ¢t on obtient :
(x + cy)d + (ay — x)u' + (by = Yy =0

or i, & et ¥ sont non coplanaires, d'o0 :

x+cy =0
ay — x'e=0

Ainsi x = — ¢y, d'ol :
W= — cyil + yv
=y(—cU+7)

Notons U, le_vecteur (— ¢l + ¢) (parfaitement

déterminé par 4. 0. & €t ') et Dy, la droite vectorielle

-

de base Ug-.
Ona:

ywew (wePiznPpp = weby)

carona:
weD; <= (JyeR W = yiiy).

Par ailleurs tout élément de |a droite vectorielle O,
est une combinaison linéaire de u et 1 done
appartient 8 Pz ;. De plus :

I'.-in -_—— cﬁ + E

= ai' + bt
d'ou, tout élément de Dy, est aussi élément de Py .
Ainsion a:
yweW (weDs = WeP;nPaz).

i

‘///’—_’_
______-__/_’_-—f—
Autrement dit : \

Pﬁ.ﬁ'h' Pr?',;' = {)-

TN

Q 30

ona: Me(D) <= (teR AM =)
Or,on a: .
AM = tii =

[(xF21f+['r'—1)}+ (z—m}‘z}

17 ] +3k)
D
= {y—-1=—t
z—1=3t
x=t+2
— 4 y=—t+1
z=3t+1
Ainsion a:
x=1+2
Me (D) <= JteR y=_:+1i|r
z=3t+1
a3l

Les vecteurs & et ©, qui sont non nuls, sont
colinéaires si et §eu!emem si il existe un nombre réel
k tel que U = kv.

==K
Or: U=kv <= {1=2.ﬁ:
-3=k
puisque que ce systéme n'a pas de solution, les
vecteurs U et i sont non colinéaires.

En notant P; : le plan vectoriel de base (&, ¢) (donc
associé ), on a:

Mef = A_:'JEFE..T
— 3{[‘_ f}ER! AM.-—rE+rE
Puisque :

AM = (x = 1)7 + (y+ i+ (2= 2k
et !
r&'+rﬁ={2r—f)?+(:+2flf =
+ (-3t + 1k

Ona:
x=1=2t-10

AM = ti + t5 <> {y+1 =t+2

x=2—t+1
= y=t+20—1

z=—-3:+t'+2-
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n
pine! © 1
mef pquive X=20—1 + 1
e | AL R {v-f'i’-" 1
Z=—3t41"¥F2.
32
a = /3
. IE(J Ag( 0 |, les coordonnées, dans
2

pase (). k). de AB et AC ne sont pas
Dp-c,ﬂignne!les donc les points 4. 8 et € ne somt

pas alig nés.
X

soit M| v | un point de &
2/

Ons:

Me (ABC)

< 3 0)eR? AM =(A8 + tAC
al:
Iﬁ=ﬁ+r'ﬁ équivaur 3
{x:Zt—3f+1
y=5r—1
z2=31+2r+2

Ainsi la représentation paramétrique 7 du plan
(ABC) est :
fo(et) — (x oy 2)
x=21 =3 41
avec | { ¥=51—-1

Z=3t+2' +2

Done 1es coordonnées de M dans le repére

0.7 % sont 5, > g 2
385

Ona;

Me(ABC) <= 3 ) eR?

33
r - - —

Représentations de l'espace

at
[2:--3r'+1=5
. 3
2.3 Bt —1=—
firty=[5
(r.t) (.2.2)*:=> 2

Ce dernier systame est équivalent 4 .

3¢ =42
1
[ =—
2
1
2= 1 _
t 2 3t
-3r=3
1
c'est-a-dire : f=
ire 2
2t = =2
y 1
ou encore : 2
t=—1.

Ainsi M est un point du plan (ABC).

3
l3f+2!“+2—§

3) Ona:
x=2t—3r +1
f(tLt)=(xy2) =4 y=5—1
Z=3+2r'+ 2
x=2r—-3r+1
et
y=5¢t-1
3f=2(y; 1)—x+1
o=
| v+
f g —
5
( 2y —5x+7
==
f—1
y+1
t =
5

Ainsi ;

[B3(t )eR* (L 1) =(x v z}]

est éguivalente 3 l'existence d'un couple (¢t r) de

i’®?* tel que :
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e —— s

i

a au moins une autre solution que
Or la proposition ) Or ceci est vérifié si et seulemen (s?'corf
o+ systémes (S,). (8,) et (S,) ci-dessoys a?ﬂ:un e
t 5 une autre solution que (0, 0) ; AU Mo,
(1. 1) eR? .
h -;' 1 1b My
l’ 2 1; b (8,) (x B)eR?, {M:gb..u
=0
est vraie quelles que soient les valeurs des nombres (1) (P eR?, %c + fe’ = @
réels x et y ) a2 + fa’' = q
Ainsi on a
xa + fig’ =
o s , ) e R* 0
(3 )eR (L) =[xy 2] Py e {ab+ﬂb'=n.
est éguivalente a: Et on sait que chacun de ces trois systémes
3y+3 4y-10x+14 moins une autre solution que (0, 0), si et sey] 3 ay
rw g —+ 2 si, son déterminant est nul. emen
8 Ainsi on a .
c'est-a-dire [d et i sont colinéaires] est équivalent 4 :
15z = 9y + 9 + 4y — 10x + 14 + 30 [bc“—b’c=ﬂ et ca—ca =0
OU encore : et ab—ab=0 !

On en déduit alors aisément le résultat demands en

10x — 13y + 152 — 53 =0.
passant a la négation.

Puisque les coordonnées de M sont 5, 5 et 5

calculons x o : Q 34
3 3 i5 3 53 On a, avec les notations données :
=10.5-=13. 0=
=g 2 ¥ 12 Meg <= 3(t £)eR?
a P .
:.—50—?’E+.§_53 X=xy=iatis
2 2 ¥=ya=th+th .
Z—2,=Ilc+fc
= =3+ o A +1Ic
2 Puisque i et & sont non colinéaires D, ou D, ou D,

est non nul, supposons par exemple que D soft
; i de O, :
Ainsi les coordonnées de # vérfient 'equation différent de O a{or’s o4
canésienne trouvée du plan (ABC) : Me{ABC). x—x,=ta+ta
r - th = lb + rb'

g o Blx—xg) = @y —ya

=0,

Q 33 -
Pour cela vérifions plutét I'équivalence entre - J et — ?
i sont colinéaires y ___a(y— ya) — b(x—x4)

be' =bc = 0 D;
e =g =9 d'od, puisque :

ab' —ab=0. » puisque : '

B(x — xa) 8ty =¥
Ona: s
Dy

[ et § sont colinéaires] est équivalent & . (e, ) eR? . ﬂ_[_l"_'_‘_l@_)__'_._r--—-—wl

[3(a, peR® (z B)e(0,0) et: wii + i = 0] D,
T est vraie quels que soient les mem
or: ad+pi=0<= { ab + fib'=0 ab,ca. b, ¢, xetyonaen reamlilfm'ﬁ""”'E“'Jmm's
we + fe' =0. la 3¢ égalité) :

Ainsi et © sont colinéaires, si et seulement si le Med équivaut a

o A (e
I-—.L’_.=

ud+ fia’ =0 Dy
bix =% ¢

(S) (z peRr’, {mwy:u a(y —ya) —BEZ=E
uc.kﬂcr:& ) ‘L’)
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(e —be')(x—x,)
+{ac’ —a'c) (y—y,)
ore, BVEC les notations utilisees .
gnC
: ¢ = D1 (X x4) + Daly = ¥4
ME. ¥ D,\{z z.{] =0

forait de meme s D,#0 ou si D,#0 en

on (et ¢ en fonction respectivement de y et z,

calcutan
ou X el

035

p O
0 p
=p1

orpestsuppose non nuldonc D, # 0; de cefait uet
7 sont non colingaires.

-

Le systéme s'écrit -
x=[qj +Ir7:'—_?}_'f + (= s))
]"=E p5r+: Gir+i0 :
z =‘__f:J_}z +p e;r' - {9_"__:

donc ¢'est une représentation parameétrigue du plan
défini par les vecteurs de coordonnées (— g. p. 0)
et(—r 0, p) (c'est-a-dire 4 et v) et le point A de
triplet de coordonnées (— s, 0. 0).

Q36

Les plans vectoriels associés respectivement a i et
@ ont pour équations dans la base (i, /, k) :

22x - 11y +10z=0
el 194+ y+2z=0.

i'sm“f“d'}"c pas égaux car ces équations ne sont
Pas équivalentes (par exemple (1, 2, 0) est solution
'8 premiére mais pas de la deuxiéme).
Plans T et @ ne sont pas paralléles. |l suffit donc
vérifier que deux points distincts de (D)
am;mﬁgﬂﬂgl a la fois a et a4 Q pour conclure
=dn

{
On i i Y
" Vérifie facilement que A( —~ 4) et B| 4
—4 7

(obtenyg Pourt = — 1) sont dans 7 et d.
Q37

Ls ;

di g::f:"!ﬂé'“ OL PR est un rectangle, les

Autre m@tz [RL_] et [OP] sont donc isométriques.

O5trecy ode : dans le plan (O/J) le triangle ROL,

6t lgﬂgla en O et comme OL = xOf, OR = yOJ
"epére (O, /, J) est orthonormé, on a:

Représentations de 'espace

Ri = V.-'x.- i h":

(de méme L P — yOJ et OL P rectangle en L, d'ol
OP = /x* + y?)

Ainsiona: OP=ARL.

Sur la figure le segment représentant [OP] est de
1.9 om, celui représentant [RL | est de 5,2 cm, ils
ne sont donc pas de méme longueur,

2) Ona: PR =LO (car OL PR rectangle).
D{e}méme . UT =L O (car UT OL est un rectan-
gle) et ;

LO=|~-xOl|
= |x|
dol: PR=UT
= |x{.

Sur le dessin les deux segments représentés ont la
méme longueur de 2,1 em.

Q 38

On sait que par une projection sur un plan &
parallélement & une droite (4), une droite non
paralléle & (4) est transformée en une droite de i’
ainsi le projeté de (D) sur (H) parallélement a (OK)
est une droite de (H) qui contient les projetés des
points de (D), en particulier a et b, ¢'est donc (d).
De méme, puisque (D) n'est pas paralléle a (O/),
son projeté sur (F) parallélement a (O/) est une
droite (d,) de (F) qui contient les projetés a, et b,
de A et 8. L'image de (d,) par la ¢ rotation » est une
droite qui contient les images de a, et b, c'est-a-
dire a’ et b', c’est donc (o).

Q 39

A et ¢ sont en fait I'image par la «rotation » du point
d’intersection de (D) et de (F).

Notons p la projection sur (A) parallélement a
(OK). Ona:

p(B)=6. p(C)=c

Puisque B et C sont distincts les droites (Dy) et
(D.) paralléles a (OK) et qui contiennent
respectivement B et C sont paralléles et distinctes.
Leurs intersections respectives avec (H) sont betc,
qui sont donc distincts, et la droite (be) est 'image
par p de (BC) c'est-a-dire de (D). De plus ces deux
droites (D) et (D¢) définissent un unique plan I,
qui, puisqu'il contient B et C contient (D).
L'intersection de i et de (H) est la droite (be).
Or ce plan ¥, qui contient les deux droites (Dy) Bl
D) sécantes en B et paralléles respectivement a
(OK) et (Of), est paralléle au plan (O/K); les
intersections avec le plan horizontal (+) de ces
deux plans & et (O/K) sont donc deux droites
paralléles, ainsi (bc) est paralléle a (O).
On en déduit que {bc) est pgrpendncu!alra a(yy)
car dans le plan (H), les droites (0f) et (OJ) sont
parp&ndiculairﬁs et (bc) est paralléle a (0/) donc
perpendiculaire & (0J); de plus (OJ) et (y'y) sont
deux notations de la méme droite.
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Q 40

Puisgue B =& cote 0. BeiH), :
b (11 () et b oest le point de (d) situe sur
la méme hane de rappel gue b

Do aimnsi

Puisque A a pour abscisse 0 A E-m
honzomal a appartient 4 | fais 3 la llg?]{;n D'“Im

(v'y) et au projeté horizontal (d) o t g
(] = (yy)n (d). © (D) g
On place alors a° | i

intersection du py
(o) de (D) et de la

: Projagg
Onab=F car B apparient 3 (M) ligne de fappel L [3 a Ir“"'Tar
= -
ﬂ."’d {d’]
/”’1
o i
e |
. |
£ i
- |
| h : | D d
|
: o =
—
—— h= B
{dl
Q 41 Q42
1) Dire que & n'exisle pas c'est dire que (d') est 1) Puisque (D) est paralléle 3 (O/K) tous
parallele et disjoinie a (y'y), aulrement dit 1ous les les points de (D) ont méme ordonnge

points de (D) ont la méme cote (égale & |'ordonnée
commune des points de (d) dans le repére
(O, J, K) de I'épure).

Soient M et N deux points distincts de (D) de
projelés horizontaux respectifs m et n, on a alors
Mm = Nn ( = valeur absolue de 13 cote commune)

® Si (D) n'est pas incluse dans (H), alors M # met
N # n, etles droites (Mm) et (Nn) sont paralléles a
(OK) donc paralléles entre elles,

Ainsi le quadnlatere MNVnm est un parallélogramme
donc (MN) es1 parallele a (mn) autrement dit : (D)
est parallele a (d)

e Si (D) est incluse dans (M) alors on a-
(D) = (d).

Ainsi (D) est paraliéle 4 (d); puisque (¢f) est incluse
dans (H), (D) est paralléle & (H),

2) On fait le méme principe : & n'existe pas revient
adire : (d) est paralléle & (y'y), ou encore - tous les
points de (D) ont méme abscisse.

Notani m, et n, les projetés respectifs de M et Nsur
(F) paraliélement & (O/), on a : Mm, = Nn, .

e Si (D) n'est pas incluse dans (F) alors les droites
(Mm,) et (Nn,) sont paralléles, e MNn,m, est un
parallélogramme donc (D) est paralléle & son
projeté (d,) sur (F) parallélement & (on.

e Si (D) est incluse dans (F) alors (D) = (d,).
De (D) est paralléle 3 (d,), on déduit que (D) est
paralléle & (F).

3) Siaet b nexistent pas alors (D) est paralléle &

(F) et & (H] donc (D) est paraliéle 3 |a droite
d’intersection de ces deux plans, qui est (yy).

donca,A = b, B (égale 4 la valeur absolue de cette
ordonnée commung),

e Si (D) est incluse dans (G) alors 4
el B = b,, le résultat est donc immédiat.

e Si (D) nest pas incluse dans (G) alors A # ay et
B # b,; les droites (Aa,) et (Bb,) sont paralléles 3
(OJ) dong paralléles entre elles et distinctes.

Le quadrilatére ABb,a, est un parallélogramme
done :

=a1

2) Le point  est I'intersection de la paralléle () a
(Of) contenant a et b, et de (F), c'est-a-dire,
puisque & et b sont dans (H), {«} = (8) 0 (¥¥)
Les droites (D) et (5) sont dans un méme plan I
paralléle & (G), et la paralléle & (OK) passant par s
estincluse dans, or elle contient a, et b, donc aas;
I(enpfﬂjﬂ‘é de a, et de b, sur (H) parallélement
K).

¢ Si (D) estincluse dans (G) alors A = 31“'8;;:
donc o est le projeté de a, sur (H) (deméme f'
projeté de b, sur (H)) parallélement 3 (OK} ) et
* Si (D) n'est pas incluse dans (G) alors (A% ol
(ax') sont paralléles & (OJ) donc entre eramm'
comme Aa, = o', Aax'a, 8st un Eam"élﬂgmant
donc o' est le projeté de a, sur (H) parall e.ur (
{Oﬂ')* De méme ﬂr est le pﬂ}j&té de bl 8

parallélement a (OH).
I résulté!

3) Laencore si (D) est incluse dans (6) m-
est immédiat, ainc:urzI on considére le P?”ﬁlaﬁm’
me Aax'a, et on obtient Aa = ;%
Bb = b,p).
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Représentations de | espace

Lt dans le plan i, de méme, sauf lecas |  Qry |
ailant . : : 1 cantient A et la droite paralléle 3

Entre oy oll A appartient a (F) ou le résultat st par A donc le poi cing) (i St Gans
| particUl€’ ) o est un parallélogramme d'og comme (o) o b e idlie dene €
| pviden 1(-! méme Bb = b;2). ret (H Al e an8leplan s
| s “ (H) somt distincts, on a :
| i
| T fH};fd)
| g De méme on montre que :

|

|

| |

I

|

|}
3 TSI -
[ o

S ('l = ()

Apartir du point O on reporte les distances xa’ et ab’
entenant comple du signe, sur la ligne de terre : on
obtient les points M et NV : en notant 2, et 2, les
coles respectives de a2’ et &', les points M et M sont

kes points de (y'y) tels que OM = z, et ON = z,, les
points &" et £" de (d") sont sur les paralléles & (Ox)
passant par M et \V

(OM=+a" et ON = fb").

Les points a et b de (df) sont sur les paralléles a (1'y)
Passant respectivement par a” et b".

Qaq

iﬂ;ﬂm Mun point de (D) de projeté horizontal m, et
( N point de (4) de projeté horizontal n. On note
) e (D,) les paralléles a (OK) menées
tivement par A et .
n) 223 définition, [m} = (Dy) 02 (H) et
Dﬂralléli ¥ N (H). Les droites (D,,) et (Dy) sont
Clugeg rd “?”‘! donc paralléles entre allgs_ el in
ces op. - PEClivement dans ¢ et @, par définition de
Le plans,
B&;Iﬁ:f contient les deux droites (D) et (Dy)
De ma, €N M car (D) n'est pas verticale.
(D, sé: e plan @ contient les deux droites (4) et
uisqy antes en .
L‘nru'géo”".(d]‘ et (Dy) /i (Dy)ona: T/Q.
p'“iﬂtr‘f-s d horizontal (d) de (D) est I'ensemble des
(0K), 4o €S points de (D) sur (H) parallélement &
Uie DOinc (d) contient m, et en considérant un
h“'itﬂntar L A de (D), (d) contient le projeté
dde 4, on a : (d) = (am).

Cll'ia

. A (H) = (5).

Ainsi (d) et (8) sont les intersections des deux
plans paralléles ' et @, avec (H):decefaitona : (d)
est parallele a (4).

En utilisant la projection sur (F) parallélement 3
(O/) et les projetantes respectives (D) et (D)) de
M et N, on montre aussi que les plans " et Q' sont
paralleles, que (d,) est incluse dans 4', puis
(di} = 1" n (F), de méme, que (4,) = Q' ~ (F).
Les droites (d,) et (4,), intersection de deux plans
paralléles avec (F), sont paralléles entre elles.

Q45

1) Avec les mémes notations que dans la question
44, les droites (D,) et (D) sont paralléles entre
elles car & (OK), et contiennent respectivement les
points m de (d) et n de (d).

Le plan & contient (d) (card n (H) = (d)) et (D)
(car Me (D) et me (d)) qui sont sécantes en m.
De méme Q contient (d) et (D) qui sont sécantes
en n.

Comme (d) est paralléle a (4) et (D) est paralléle a
(Dy). on a & est paralléle a Q.

Le parallélisme de (d,) et (9,), et de (D)) et D)
entraine, de méme, le parallélisme de 4" et 2",

2) Puisque (D) = 7 n{" les plans i et 1" sont soit
sécants soit confondus. Ces deux plans sont définis
par la droite (D) et, respectivement les droites (D)
et (D)) qui sont paralléles a (0K) et (0/)
respectivement, donc toutes deux paralléles a
(OIK). ‘ e

Ainsi 4 et ¥’ sont confondus, c’est-a-dire, ils sont
paralléles, si et seulement si (D) aussi est paralléle a
(O/K) c'est-a-dire si et seulement si (D) est de

profil. ) _
On a de méme & = Q' si et seulement si (4) est de

profil.
Puisque (D) n'est pas de profil, les plans et &
2;‘; snntqpas confondus, ils sont donc secants, or
It g dod (D) =Tni,
Ei)mime puisque (4) n'est pas de profil, les plans @
' sont sécants selon (4).
:ti:;i ?e plan ", qui est paralléle a @', est sécant a d.
i 4" et @ sont sécants suivant la droite (D). alors
o est paralléle a Q, 1" est sécant a I suivant

i §' a4 = (D) dou (D)
ite parallgle a (D)), ord" N

u;B;j;?;umTa (D,). De méme le plan A coupe les

Btans paralléles ' et @' suivants deux droites

;p)arallétes, ainsi (D,) est paralléle a (4) (car

Qan@) = (4)

Les droites (L} et (4), qui sont paralléles a (D)),
sont paralléles entre elles.
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point
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Q a6

théoréme précédent (D) nesl pas
1Y enefiel (YN eel pas ijarﬂ"é'ﬂ A {"]‘

non paralléle & (&) non plus)

———

dans (d] ~ {r.,-':' o dnnml\

dans (d') ~ (') (c'est donc 5
la méme ligne de rappel, |

2t son pye,

) alorg 5 ﬂtjg?és frﬁ”ta
. )

Sur I'épure ce dernier résulia Nt gy

el v ) 1 as
On place les points & el a sur l'épure droites (D) et (4) ne sont pag sél fauy, don,
. A ilesd o ” l:am“ L lh
S lps droites (D1 et (1) sont sécantes, alors leur insi les droites () et {A}-qu'sﬂmn 5,
point d intersection, 4, a son projeté horizontal sécantes, sont nNon coplanaires, 'Dara|[élﬁs ni |
(L}
(d)
[l
i ¥
Q 47 Ainsi la trace horizontale de ' est la droite ()
d'épure (xp, ap'). On remarque qu'en fait
1) Un point M de coordonnées (x. y.2z) de (aP) = (xp).
I'espace appartient & la trace horizontale de J si et 2) De méme on a:
seulement Si . Mesn (F)
edm
_2X+2¥—52+¢=ﬂ _2x+2y_53+4=u
z2=0 —>
x=0
ce qui est éguivalent & =0
-— 4=0
—2x+2y+4=0 e z=0 dy=Bz+a=V

OU Encore :
- X+y+2=0 & z=0

Ainsi la droite de (M) d'éguation canésienne
— x + y + 2 = 0 est |a wrace horizontale de T (car
2z = 0 est une éguation de (H) ).

Le projeté horizontal de cette trace est la droite elle-
méme, el puisque son equation dans le repére
(0.1, J) est —x+y+2=0,il sufft de placer le

, commun avec ( y'y) el un autre point

par exemple p 2 (et on rappelle p en p' sur (y'y)

c’est-a-dire en 0).

Le projeté frontal de cette trace est (y'y) car elle

n'est pas paralléle  (0/), c'esi donc (xp’) tracée sur
I'épure.

i ion dans
Ainsi la trace frontale de & a pour équation

(0. J K):
2y —6z+4=0

Q de celte
de Iﬂ'ﬂﬂm

De méme en prenant x et un autré Pﬁi“;

trace, on vérifie que (ag, aq’) est I6pul

frontale (xQ) de . paint M

3) Sur I'épure on lit les courdﬂ"““ﬁ,ﬂﬁ, 1.2

d'épure (m, m'), & savoir 3, 1 et (e

Or: 6
_Ix342x1-Bx12+4=

; appat
(ce qui est ¢ trés loin » de 0). le pmntuﬂ;}"u suffit de

pas & 4. Puisque A appartient & T liyy)).
rappeler a en &' sur (ap') (c}?tﬂjﬂﬂ do 3PP

Puisque B appartient & («Q
en b sur (ag) (c'est-a-dire (yv)-
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48 3 ; 8 o
les oints d'intersection dedol Slie) d une donc elle est paralléle a I'intersection de ces deux
Wimuetd'] ot (3) d'autre part, sont sur la méme plans qui est la trace horizontale de
4 ﬂe e, les droites (D) et (4) sont sécantes. En appliquant I'axiome d'Euclide dans le plan 4. on

- neder inent un plan, dédui i : :
figne A) déterminent un [ _ en déduit donc I'unicité de I'horizontale de
ainsi I{JE}SE: E'épure la droite (/') est paralléle & passe par /. i

Wﬁie"e 3 pour éguation z = 2dans (0, J, K)) la L'horizontale de cote 1 de 1 est la droite de projeté

(1) est paralléle au plan () c'est-a-dire frontale (h)) (paraliéle a (y'y), d'équation 2 = 1
droite ntale car contenue dans le plan d’équation dans le repére (0, J, K)) (h,) coupe (d") et (§') en
20 ui st paralléle a {H)‘. / est un éiérpem‘de I' et k' respectivement. On rappelle /" en /sur (¢}, et
1= le-méme incluse dans ' donc / appartient & <. K en k sur (8), la droite (k/) est le projeté horizontal
{J'l.wn glément de (D) elle-méme incluse dans (hy) de I'horizontale de cote 1. On remarque :
Je:cJ appartient & 7. Le plan ¥, qui contient les (hy) I (). Toutes les horizontales d'un plan sont
s ints [ et J, contient donc la droite (/J). paralléles entre elles car elles sont paralléles a la
UnehﬂTim""a'B du plan 7, est paralléle au plan (H), trace horizontale de ce plan.

(d)

A b
|

_..'!'1I_".'."‘.": ——
I~ i .

Q48 d'aprés le tracé que |'on vient de faire de son epure,
A d'ailleurs c'est l'unique droite passant par A et
".3pﬂﬂﬂiem pﬂsa D carsinon on aurait '_aE(d} pa[ﬂ."éiﬁ ala dl’oitﬂ‘ d'iﬂlﬂrsﬁcﬁﬂn de 4 et du plal'l
Ba'e(d'), ce qui n'a{st ;};as le cas. Ainsi le plan T est frontal (F), ¢'est-a-dire a la trace frontale (2Q) du
u‘:ﬁmmi"é' plan & frontale (2Q), il suffitdonc d

- ') I'épure o' i de & Pour tracer cette trace frontale (xQ), il suffitdonc de
Pui M par 4. oo deite misle: (4) tracer la paralléle  la droite 1mnglat(éi}}) passant p?r
'5que cette droite (4) est paralldle au plan un point connu de cette trace. Or (2Q) contient e
:‘* I,tousaaspnimg,;;sm)mgr:-.egbs.;igga ;.;Eupa de point 7 trace frontale de la droite (D), plagons
pargine S9N projeté horizontal (f) est la droite donc I'épure (¢, ') de ce point 7.
P lléle 3 ('y) passant par a Puisque T est le point d'intersection de (D) et du
[ droite (D) n'gst pas frontale, et les droites (d) et plan frontal, le point ¢ est donné par l'intersection
b‘mt sécantes en un point b, que I'on rappelle de (d) etde (y’y). Onrappelle alors zen ¢'sur (d'), et
dimUr (d'). Le point 8 d'épure (b, b') est le point on obtient I'épure (2g. zg’) de (xQ) en tragant
Lﬂ Pro; iOI'I. de {D} et {d} - respacti\fﬂmem |I3 93;3{“?']9‘ a { fj |:&r t E“Giﬂrst-é:d:_l'e
1eté front ‘ : i y)) etla paralléle a () passant par ¢ (le point «
wﬂ‘ PRUAE) de Ga) eat dqne/ta arohe 3!’:ntersactian de (f'q’) et (y'y) n'apparail pas sur la

wmn% de & passant par A est unique, figure : il est en-dehors de I'épure).
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{d')

Q 50
-
(d)
|
l 1]
]
|
| I
| F
l | P
\ o H qy
1 —(d)
r

Puisque (aP) = U r (H), 1ous les points de U ont
leurs projetés horizontaux sur la droite (aP); en
particulier le point a, projeté horizontal de A,
appartient & (d) m (2P) car A appartient & (D) et,
Comme on a: («P) = (2p), on place le point a

d'intersection de (d) et (2p), et on rappelle a en &'
sur (g').

Qs

" TN Al e T et |

Puisque (2Q) = B~ (F), tous les points de % ont
leurs projetés frontaux sur la droite (xQ). En
particulier le point A qui appartient & B, et 4 (D). a
son projeté frontal &',  la fois sur (xq') et (d").

On rappelle alors a’ en a sur (d)

Q 52

Les points / et j appartenant respectivement 3 (d) et
(0), on obtient /' et /' en rappelant respectivement i
sur (d') et/ sur (6'). La droite (/J) est ainsi définie
par (4. 7/'). Le point A appartient & (/J) donc &

appartient & (//'). Il suffit de rappeler a sur cette
droite,
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7 Onl utilise une droite auxiliaire (1) du
plan (4BC
053 quicoupe (D) en £ : on trace donc une dro{ita (r}f'g

car (D) est verticale donc tous ses
L eulier £, sont projetes sur la trace
o P Lm qui est confondue avec le

p! gle de ey
ﬁ?":L:111f|rl:1131tn‘ l.fﬂ de {D}
AL

# (JREN
ol
P

Qui passe par e a| sécante en /3 (ac [
eet eten/a :
Enl rappelle f an '.‘ sur (a'c’) et jen '],- sur {‘L“bfib}
uisque £ appartient 4 (/J) et (D), & est le point

d'intersection de (/7" i
e il (77} et (d") (ou bien on rappelle e

e o g

Pui
M:";ﬁ ::t un plan vertical, tous ses points ont
Iéles horizontaux sur une méme droite qui

esl sa trace horizontale. Or (D) est incluse dans U
donc ses points ont leurs projetés sur la trace
horizontale de U, c'est-a-dire : (d) est la trace
horizontale de .

Le point J, d'intersection de (48) avec U, a pour
projetés f et j' avec: j appartient a (ab) et j
appartient @ (d). On rappelle alors jen /' sur (a'b’).
Le point K appartient a (AC) et “U donc son projeté
horizontal & appartient 3 (ac) et (d). On rappelle
alors k sur (2'c’) pour obtenir le projeté frontal k' de
K. Puisque J appartient a (AB). il appartient au plan
(ABC), de méme K appartient au plan (48C) caril
est sur la droite (AC). Or ces deux points sont
distinctsetilsappartiennentlafois 3 (ABC) 2130
donc .

(4) = (KJ).

Ainsi les projetés de (4) sont () et (4') ol
(8') = (W) et (8) = (k) = (d). Le projeté frontal
m' de M est le point d'intersection de (d") et (§'); le
projeté horizontal m de M, s’obtient alors en
rappelant m’ sur (8).
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Résultats
ou indications des exercices

E 1 3) (AFG) n (EBC) = (&) ne pas

remarquer que : (EBC) # (AFG). Oublier 4,

1) Montrer que si (AB) et (D) sont coplanaires,
alors B appartient a T E5

2) Raisonnement de géométrie plane

E3

1) Montrer que I'intersection (4) de § et de (HEF)
est paralléle & (AB).

2) Pour trouver P : travailler dans le plan {AHNM).
Pour trouver O montrer que : (PQ) J (A8). Pour
trouver R travailler dans le plan (BCG).

Pour prouver que VFOR est un parallélogramme
montrer que les cotés [WVA] et [PQ] sont de meme
longueur et de supports paralléies.

Ed4

1) Montrer que (D, ) est paralléle & (BC) et passe
par E.

2) Méme raisonnement que pour la premiére
question ici : (D) # (FG).

Les droites paralléles et distinctes (p
déterminent un plan . (D)) & (D,)
Montrer que les droites T, "R et g
paralléles. ' 2R sony
E6

Utiliser les plans T, et ', contenant respective
m
(D,) et (D,) et tels que (D) leur soit paraJléfa?m

(D)) =9, ¥, (D3)=0;n7T.
E7

1) Montrer que / est le milieu de [BH). Montr
avec I'énoncé de Thalés que /' est le milieu de [Ji'(?i.r

2) Méme raisonnement avec / milieu de [4G).

E9

1) Etudier les intersections respectives des plans
(ABE) et (ABCD) avec les plans 7, ¥, et 7.

2) Utiliser les projetés de bipaints équipollents.
E12

1) Utiliser parexemple le point /tel que -Bi = CD.

E19
e Ve [ .

1) D] = F=ef b &

) gl —5lt
AF=i+k FC=j—k
N T T W
ID =~ AF — = FC.

2

5w : ntrel
2) Utiliser J, / et & non coplanaires pour ™

que : BE ¢ PiF.Fc
Par. Wappae"

/

ant
3) Choisir deux vecteurs de
pas & Pi7 fc-

300



Représentations de l'espace

/ E 39

£20 . =0 du translaté d'un bipoint, des
uiliser '€ égen;::as vectoriels et de droites CelV, Dell, Ee(F), L € (H)

'a&ll[é‘s 1 3
EéctmrelIES M(2,5), K(d),
0] 4

g2l A ‘
siser fe résultat de la question 18 (comme pour m est le milieu de [de], m' est le milieu de [d'c’].
£ 20
| E22: AC =2AB.
gig: =
: g24: S=8
E25: " O
E28
10 -1, -1

2) Droites paraliéles et distinctes.
3) Droites non coplanaires.

4) Droites confondues.
E35

Montrer que (D) et (D'), dont on déter-
| Minera une  représentation paramétrique somt

| 2
sécantes en /| — 1

1
| Equation des plans vectoriels associés.

Edp

301



-

Mathématiques premiére C et E

- Géoméirie

E a2

.

E 44

LS

b

e e e e e e e e e e e e e e e e
[ : |

id’)




-

R

eprésentations de | espace

LT

I
I
sy
/'/f :
I
¥
| !'h : ;
| |
| | Ii .r‘r
i '0:‘3 \ : 1 [
| : I = f
i i ' f I F i
.l-________.l_-—-: ‘. : y -I’F 'o !
0 \ i ' £ ¥
\ | H’l T
1I B oY S| SN ) ;! lr fid’)
1 !
| /
i !
i !
o r‘J
4
() ,’
Fhik
E 47
bl § 5/ F
~ *

3

5/3
c
4

=4,

). sur I'épure x, =17, y. =3 el
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e ————
E 48
$a’
(d’)
1 b’
W
1
l‘i
o h
b
&
3
cl 2
: 3
xa" =h'a (d)
b = W'l ce(d) donc
}’-ﬂ":h!‘_f=3.=;t % J’;=2
E49
* Les points A, B, C et E ne sont pas coplanaires
d‘aprés |'épure ci-dessous :
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E 53

=~ 0,8.

25 z

Résultats par |5 géométrie analytique :

¥r=0 y,~66 Zr

E52

A e
..”.” a. L e
i
.
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E58

x]' = ‘:2 }'r; = 2.-3 I; = 1-3-
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e
T—— =
59, 60.
i r
| / 0
. a l
]
I
]
1
F
(4) :
\ (4"
Frna=(4 TonR=(4) Tnd = (4), FrnR=4
Aank=(4" Aed Beld) ani=(4"). Aefl, Bed
cea (D) (&) = {1}, (D) n(d)={J}
Soient T, @ et R trois plans sécants deux addeux, Ole Les plans 4, @, & et les droites (4), (4'), (4") sont
point commun 3 ces trois plans, (4), (4') et (4") les définis comme dans |'exercice précédent. Soient
droites d'intersection respectivement des plans § (D) une droite incluse dans R et coupant (4') en/et
et @ des plans T et R etdes plans d et R, ABellC (4") en J, et A un point de i n'appartenant nia
trois points appartenant respectivementa T — (47), ni a(4').
(4) et@—(4). . 1) Construire sur la figure ci-dessus la droite (0)
1) Vérifier que A, B et C sont non alignés. passant par A, incluse dans 7 et coplanaire avec
On note § le plan déterminé par ces trois points. (D).
2) Déterminer les intersections du plan § avec les 2) Soit B un point de &. Pourquoi A et 8 sont-ils
plans 7, @ et R. distincts? = 3 (4) 8y
; - " : . Y i g e
3) Etudier I'existence de I'intersection de la droite Dans le cas od la droite (D) est S an  suffisante
(AC) avec le plan R. Placer ce point d'intersection point K, & quelle condition nécessair® o su:: (o)?
: f sur B, la droite (AB) est-elle co lanaire av
sur la figure ci-dessus. (AB) planalr® oy avec 8
Etudier alors I'intersection de la droite (A rion du
plan . Donner le programme de construc
point d'intersection quand il existe. ot
t
3) Dans le cas ol (D) et (AB) ““B?mgg A
coplanaires, étudier I'intersection de (A du point
Donner le programme de |2 construction
d'intersection quand il existe.
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$ad = (4); T AR=(4)

dnf = (4") Aecd

(DAY =1} (D)) n(4") = {J)
(D:) () = (K} (D3)m(4) ={L)}

wsplans 7, 0. R et les droites (4), (4"), (4"} sont
définies comme dans I'exercice 59, Soient (D,) une
dotede & sécante d (4') en/eta (4”) en., et (D,)
ime droite de I sécante 3 (4) en K et & (4')en L.

] Montrer que (D, ) n'est pas paralléle a (D,). A
Qelle condition (D,) et (D,) sont-elles sécantes?

f%jﬂim unpoint de A n'appartenant ni & (D)) nia

4D ;
] ”."; le cas oy (D) et (D.) sont coplanaires,
DEUBon lracer de droites passant par A et
{0,) et 2 (D,) selon la position du

) et (D,) ne sont pas
Sicanted (1 existe une droite (0)
Megsy | 8 eta

23] :"tEfSBctiun i pll ) (D,), alors cette

ans définis respective-
JoAes o i pective

e (o :
Nlalmeg{, Y € (D3) les drpitas passant par A et
e g Eiﬂfgjf&mam 4 (D,) et (D,).
(0 al) €1 (D,) sont sécantes ou (0%)
Qe g {BFE r‘_-:[ :sfts (D) n'existe pas.
[ Pas sécanle a (D,) et
o Qe Cunslrsnficr: Mea (D, ) alors (D) existe ;tJ est
(D) dans g cas de la figure ci-

sﬂhAB

Cogg,
G e B GH up Parallélépipade rectangle

¢
Qmm‘mgﬁ
5

I
I
|
D I A
e S
'
L
H
E \
Ne(d) Me(HE)

On note (4) la droite contenant |e segment [HD],
M le point de (HE) tel que £ est le milieu du
segment [HM] et N un point de (4). Soit 7' le plan
contenant la droite (MN) et tel que la droite (BD)
lui soit paralléle,

On note / le point tel que D soit le miliey de [H1.
Discuter selon que NV appartient & [Of), & [DH] ou
n'appartient pas & ]H/), le nombre de cétés du
polygdne obtenu comme intersection du plan &
avec les faces du parallélépipéde (noter x la
distance NH et trouver les valeurs de x pour
lesquelles on a 5 cotés).

63.
A

C

Soient ABCD un tétraédre et / un point du segment
[AB] différent de A et de B. Soit i un plan passant
par / et tel que les droites (BD) et (AC) sont
paralléles & .

1) Construire les points d'intersection J, K et L de
I avec les segments [AD], [BC] et [CD].

2) Montrer que /JL K est un parallélogramme.

64. Soient a, b et ¢ trois nombres réels tels que ni
a8+ bnia+ b+ cnesoitnul, A B el C trois points
non alignés de &, I un plan et (D) une droite sécante
a . On considére la projection p sur I parallélement
4 (D). Soient A', B' et C’ les images respectives de A,
8 e1 C par cette projection p, G, le barycentre des
points pondérés (A, a) et (8. b), G le barycentre
des points pondérés (A, a). (8. b) et (C. ¢) défini
dans le plan (ABC), G|, et G’ les images respectives
de G, et G par la projection p.

309




- EES e emdE S

Mathématiques premicre C et E - Géométrie

1) Montrer que G, est le barycentre des points
pondérés (4, a) et (B, b)

2) Montrer que : .?G'Ji.' + bG_B t CGE‘ =0,
Quelle conclusion peut-on en déduire pour le
point G'7

3) Montrer que :
0. AA'+b.BE +¢.CC =(a+b+¢)GG"

65. 1) Soient # un vecteur de W, A et B deux

points de & tels que A8 =1,  un plan et t 1a
translation de vecteur o

Montrer que |'image du plan 4 est un plan d
paralléle aif.

2) Supposons A et B distincts.

Soient R et § deux plans sécants suivant la droite
(4) tels que (4) ne soit pas paralléle a (AB).
Deéterminer I'ensemble (£7) des points de §, images
d'un élément de R par t. En déduire 'ensemble (£)
des points M de R tels qu'il existe M dans §

vérifiant MM’ = i,

66. Soient 4, [ et J trois poinis de & non alignés.

1) Quel est I'ensemble (£) des points 2 centres des
homathéties transformant / en J.

2) Quel est I'ensemble (£') des points A’ image de
A quand & décrit (£).

3) Scient 8 et C deux points de & non alignés avec
A, Déterminer I'ensemble (G) des points de & ne
pouvant éue les images des points de
[A8] U [BC) w [CA] quand @ décrit (£).

§7. Soient ABC un triangle, M un pointde & et h
une application de & dans & définie par
[h: M M] el que:

MM’ = 3MA + 2MB — MC.

Montrer que # est une homothétie dont on
déterminera le centre et le rapport. On pourra utiliser
la notion de barycentre dans le plan (A8C).

68. Soient ABC un triangle, (4) une droite de & et
M un point de & Trouver I'ensemble (£) des
points P de & quand M décrit (4) sachant que :

MP = MA + MB + MC.
(On pourra utiliser un point auxiliaire G du plan

(ABC) 1el que W=3MG}. Construire cet
ensemble (£).

69. L’espace & esl rapporté a un repére (0, i J. k).

1 1 1
50!-3"1‘4(2) un point de £, &(0) al 5(1) deux
3 2 2

vecteurs de .

Soient J un plan rapporté au repére (A, o, v) et (D)
I'ensemble des points M de I de coordonnees X et
y dans le repére (A. U, v) qui sont telles que

s

Déterminer une représentation parameéty;
At :
dans le repére (O, /, /. k). Quede (p)

70. L'espace & est rapporté au repére (0, ; ; 7,
Soient x et z deux nombres réels. On conins £)

(_ 1) 9 : Nsidérg |als
points Al 1 |, B[ 1] et C( 2)511
2 - 8 85 deuy

vecteurs de W, & et v donnés par :

On note 4 le plan de repére (A. 4, 1)

1) Calculer x et z pour que la droite (BC) soit
incluse dans .

2) Déterminer alors une équation cartésienne de la
droite (BC) dans le repére (A, U, v).

71. L'espace & est rapporté au repere (0, L.
Soient (D) et (D) deux droites définies respective-
ment par leurs représentations paramétriques :

x=A+2 x=2u-1
(D) { y=—2i+1 (D):§y=pnt]
2=231 z=u—2

On considére deux points M et M situés
respectivement sur (D) et (D') et / le milieu du
segment [AMM].

1) Montrer que le point / appartientaun plandque
I'on déterminera.

2) Vérifier que (D) et (D') sont paraliéles 37

3) Montrer que quel que soit le point A de (DL:':
quel que soit le point M’ de (D). le plan I passe
le milieu du segment [MAM'].

+ i,' :
72. L'espace & est rapporté au repére (g* ;’;;Lah
Pour tout membre réel m, on désigne parm- jet 98
affine passant par le point A, € :‘u plan
coordonnées (1, — 2, m), et paralléle
d'équation z = 2. point
On note (D) la droite affine passant Pl

8| 3 | et de vecteur directeur ¥ : '
3

1

i B[ da
droite affine passant par le point & (_.01)

vecteur directeur o’ (1) (les vecteurs sont

1
dans la base (i j, k) de W). 8!
Monitrer que, pour tout nombre ™ Gekilh
ad(D)erad (D).
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(snction de m, les coordonnées des
o " o définis par
[ points” et =T (D)
‘ Chl Tan (o).

; k) un repére affine de &,

g
P! ar les points d'intersection A et B des
1 PR L (0K respectivement, avec le plan &
;:fc\ ?:. |. e 3 - o
= Tn [ DA P
Sl er i les vecteurs Of et AB.

war aue (A, /. i) est un repére de 7.
b4 un point de i de coordonnées (X, Y ) dans

N|u 4 4}y et (x v z) dans le repére

0.6 K .

Donner les expressions de x, y et z en fonction de X
gy

| Venfer que le point C de coordonnées
(5,6, — 1)dans (0, /. J. K) estun pointdu plan .
Quelles sont ses coordonnées dans le repére
14, \'.;I" i

Donner dans ce repére une éguation cartésienne de
lz drone (BC) et dans le repére (O, /, J, K) une
represeniation paramétrique de cette méme droite,

e
£a

J 7. %) Soent k un nombre réel et fi une

ébpiication de & dans & vérifiant la propriété (p)
Slivante

WM N8t W, N'yet?
[(M = fllM) et v = AN == M'NJ=kM_N']-

2 Quelle est I'application fysi k=07
&) I'-'.‘l"--"fIEI =]

ugsi g = R
9ont on pre 1 alors £, est une translation

cisera le vecteur.

€ Cas ol keR —{0,1), vérifi ‘il
=i _ . .1}, vérifier qu'i
é‘;lirl:-?bumque point O de & tel q]ue f.(0) = 0.
dé “*Dr;ﬁnr : ors que f, est I'homothétie de centre O

2
n

t) Dang |

| Soig )
“'“hre;:r‘:: €l A" deux points de &, a et @' deux
“enires 4 of ;.10n nuls, A et i les homothéties de

) Dy ®lde rapports a et &' respectivement.
b) | ontrer que 4 o 4 = f, avec k = aa'.
] ” A
At-on fé{.j“"‘* '8 nature de &' o h selon 2 et o'
¢ "OH = b ok )
Bhtgry > 185 cas oy W
I5'I'1J|'I['.'f s0n vectey
| Dap rec
! & lgg -
E]&rmlnm lngas ou A&
Cenlre gt

o h est une translation,
aractéristique,

© h est une homothétie,
50N rapport,

ni
N |gg
f Exergi
®Pérg ﬁc::“:“ﬂui suivent & est muni d'un
%, orme (0, i, j, k).
Pre a

; I

et Cer | . :

Ser Ia régin:s POINts suivants sur I'épure et
+dans laquelle ils se trouvent.

EVF|lG | H

4 [-2| o

3 [5/2| 5 0

A

x| 311 |=1
2
0

ol & S| D
|
(%]

0 |-4|-1| -2

Vérifier que les points A, B et C ne sont pas alignés.

ZJ_Déterminar I'épure et les coordonnées du
point K (du plan (ABC)), isobarycentre des
points A, B et C. (Déterminer graphiquement les
coordonnées puis vérifier par le calcul.)

3) Déterminer le barycentre / des points pondérés
(E, —3) et (G, 2).

76. 1) Soient / et M deux points de & définis
respectivement sur I'épure par (/, /') et (m, m').
Montrer que si un point M, d'épure (m,, m,) est tel
que :

f_ﬁi-=f1m

(o0 t est un nombre réel donné) alors on a aussi les
égalités vectorielles :

imy =t.im

| L

et: rmy=t.rm.

2 4 1 1
2¢ Soient A1), B8{3), C|5] et /| —1
3 0 2 2

quatre points de & dans le repére orthonormé

(0. 4/ k). On note A,, B, et C, les images
respectives des points A, B et C par I'homothétie A

1
de centre / et de rapport 5

Construire les épures (a,, a,), (b, b)) et (c,, ¢})
respectives des points 4,, B, et C,.

77. Dans chacun des cas ci-dessous tracer |'épure
desdroites (D) et (4), étudier les positions relatives
de ces deux droites, donner éventuellement les
coordonnées des points d'intersection et vérifier
analytiquement les résultats.

2
1) (D) contient le point 4(3) 8t @ pour vecteur

1
=
directeur | 1 ).
4

(4) contient le point A &t a pour vecteur directeur
0
vl 0]
3
4

2) (D) contientle pnintA( - 1) el a pour vecteur
2
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| P
directeur ;}(2)

0/
/9 ;4
[4) = (BC) avec BL 3 ) et C( ] )
— &/ e
3) (D) est défime par
x=2t—3
]' y=-—3t+4
Lz=t=2

gt (4) = (AB) avec

(7)) o)

| I,

4) (D) est définie par .

[x-—- -t 1
Ly =2t
z=1+1

gt (4) = (AB) avec .

()

5) (D) et (4) sont respectivement définies par :

Jx:ﬁr—1 x=—2+1
=t—8 et y=t+4
LZ=I+5 z=—3i“—3.

78. Soient A le point de triplet de coordonnées
(1,2, 3) et (D) la droite de représentation

parametrnque :
t— (2t—3, - 3t+4, t-2}

On note (4) la droite passant par A et paralléle a

(D).
Déterminer les épures respectives (d. d'), (a, &) et
(6. 6') de la droite (D), du pointA et de la

droite {4)
Déterminer les traces des droites (D) et (4).
Trouver une représentation paramétrique de (4).

79, Dans chacun des ¢as suivants, déterminer les
wraces du plan 7 et éventuellement les points
d'intersection de & avec les droites des
coordonnées.

X
1) Soit M(y) un point de & :

z
Xx=t+26+1
Med <= IC)eR*{y=2t+0+2
z=21+6r+3

2) & = P(A, 4 1) avec :

0B -

2
3 )
. =1
3) 4 = P(A. U, ) avec :

- 1
(3) ) o o
—d 0 3 *
4) & = (CDE) avec .

{3) )= 17)

5)  a pour équation cartésienne :
6x+2v+z—-5=0,

1
directeurs respectifs @| 1 | et o 2 ).
2 0

6)  contient 'origine et deux droites de vectey
1

80. Soient a, b et ¢ trois nombres réels non nuls, ¢
un plan d'équation cartésienne :

X y z
—t=t=—=1,
a :‘:+c

1) Déterminer les points d'intersection de T avec
les droites de coordonnées.

2) Utiliser ce résultat pour trouver les traces du
plan § d'équation cartésienne :

2x + 3y +4z—12=0

puis celles du plan R d’équation cartésienne :
2% + 6y —3z=6.
3) Donner une méthode pour déterminer les traces
d’un plan § d'équation cartésienne :
ax+ by +cz+d=0
o sont des nombres réeis

danslecasola b, cet
nuls.

81. But de I'exercice : Etant donnés d*"":::?ﬁ
non coplanaires (D) et (4) et A un point 875,
aucune de ces deux droites, mener par A
droite sécante a (D) et 3 (4). 1
15 2 4 5] e
Soient A 1 .srz,tL‘?éﬁ- 2

1 0.5

7 ite
ja dro!

G(2 cing points de & On note (D) .

s . t par f ot &

passant par 8 et C, (4) |a droite passan pé -

, g CBS
1) Tracer les épures de ces points etd
sur une figure.
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Représentations de I'espace

ent pas & (D).

e arti
o A NEPP & par la droite (D) et le

canfier V8 1 srermin
W e pl

ament le point d'intersection K

atd .. araphiau

i 7 l f \;-Ihl;-.“:{._“ |.-1'li

wi W0 1a droite (AK) est sécante a la
M r gL

onl™ " |a droite (AK) est I'unique droite
L AUE cante & (D) et 3 (4).

Lnalytiquement ce probléme.
. lexercice : Etant données une droite
g2. But @ roites (D) et (4) non coplanaires et
£ 8l 050 4 (E), mener une droite (G) paralléle
o rl;:.- Y ianie-d (D) et (4).
L ues (D), (4) et (E) sont paralléles 3
" o alors le tracé d'une telle droite (G)

y hge possible

an suppose que (D) (4) et (E) ne sont pas
we 5 un méme plan.

o plan contenant (D) et tel que (£) est
¢101 le plan contenant (4) et tel que (£)

5B

aralléle d

pd

B a W

o« si |G) existe alors (G) est la droite
n des plans 4 et Q.
dure aue le probléme se raméne 3 la
wcherehe du point d'intersection de la droite (D) et
deplan @ ou de la droite (4) avec le plan .

3% 1 3 2i5
% Sojemt _ﬁ{ UJ Bl 4 ¥ e ? et G 5
1/ 3 0,5 5

6
quatre points de §, et E( 2 ) un vecteur de 10,
=

“nnote (0) la droite passant par A et B, (4) la
i-r.-:'.r:_uassanr par Cel G, et (£) la droite définie par

Bl L
“Uineries epures de (D), (4) et (£), et vérifier que

7/ € 14) sont non coplanaires puis qu'elles ne
M pas paralléles a (£).

. 'Epure (d,, d)) de la droite (D, ) passant par
e “lele ala droite (£) pour déterminer I'épure
Cherctn OE '2 question 2),

R 'Epure (k, k') de l'intersection K de la
Borigis o G le plan .
Veriter ¢ VEpUre de la droite (G).

HUe celle droite est sécante 4 (D).
8. By _
sy, :}ths;slézxmmce :
bas 5 ‘U]. Ir

Qe

0) p

Celpar

verifigy

, Etant donnés un plan &, une
N1 3 § et un point A n'appartenant
OUVES le projeté 8 du point A sur la
arallélement ay plan 7,

\

1) Soient le plan ¢ d'équation cartésienne :
3x-3y+22-6=0,

3 5 2
A : ,Cl 5 |eatE 3) trois points de £, et (D) la
B 1

droite passant pas C et F.

Tra-;arlas épurres (8. @') et (d, &) dupoint Aetdela
droite (D) puis les épures (xp, ap') et (xg, ag’) des
traces («F) et («Q) du plan 7.

2) Soita le plan paralléle au plan 7, passant par A,
Tracer une épure du plan @ en utilisant I'horizontale
et la frontale de Q, passant par A.

3) Chercher I'épure (b, b') de I'intersection B de la
droite (D) avec le plan Q.

84. Butde l'exercice : Trouver I'intersection (4) de
deux plans sécants T et Q.

4 1 2 3
Soient A(—S). B(— 5). C‘(—1). D(E).
3 1 2 1
1.6 1
E( 9 ) et 6(3) six points de £.
7 6

1) Tracer |'épure de ces points et des droites (A8).
(AC), (DE) et (DG).

2) Vérifier que les points A, B et C sontnon alignés.
On note T le plan défini par ces trois points. Vérifier
que les points D, € et G ne sont pas alignés. On
note Q le plan défini par ces trois points.

3) Chercher I'épure (m, m') de I'intersection M de
|a droite (DE) avec le plan & (on pourra utiliser le
plan auxiliaire vertical projetant (DE) en (de)).

4) De méme déterminer |'épure (n, n’) du point N
d'intersection de la droite (EG) et du plan ¥.

5) Préciser I'épure de (4).
85. Soient T, et &, deux plans d'équations
cartésiennes respectives :
—2x+y—-2+42=0
et Gx+2y +32-12=0.
Déterminer les  épures  (x,P,, u,p‘l}‘ at
H:‘h- a,q)) des traces (a,Py) 8t (2,Q,) de T,.

terminer les épures  (x1Pa. u,p;I] 8t
fﬂ}zqu'if ::':’1]' daes traces ‘ﬂ:-P:ll at (ﬂﬂ:] de ..l‘,,.

3) Déterminer I'épure de I'intersection des deux
plans.
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Orthogona“té
danS Illrespace
E— —

| DROITES ORTHOGONALES
i DROITES ET PLANS ORTHOGONAUX

Il PLANS PERPENDICULAIRES

V. PRODUIT SCALAIRE

V. PROJECTION DE L’ANGLE DROIT

vl. DISTANCE D'UN POINT A UN PLAN EN
ANALYTIQUE ET EN DESCRIPTIVE

vil. LIEUX GEOM ETRIQUES

I. Droites orthogonales
Question 1 ¢ Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle. Nommer les droites
) contenant les arétes de ce parallélépipéde rectangle qui sont perpendiculaires
§d (AE) (une telle droite est sécante a (AE) et dans le plan qu ‘elle forme a7
) (AE). perpendiculaire a cette droite).
¢
¢ - B
S )
!
g D i A
|
1
I
i
|
|
3 P f
H E
; : nt d¢ »
Question 2 ¢ Soient (D,) et (D;) deux droites non coplanaires, A " i
n‘appartenant a aucune de ces deux droites. )
ite
1) Par A, on trace la droite (A,) paralléle a la droite (D), €t 18 o
paralléle a la droite (D,). :



Orthogonalité dans l'espace

i les droites (4,) et (4,) déterminent un unique plan T

{d;)

(D,

(45)

(Dy)

(D,) et (D,) non coplanaires
A¢(D,)v(Dy)
(44) [/ (Dy)

(45) [/ (D3)
(4N (4;) = {4}

,i 2) Soient A’ un point de & distinct de A,(41) et (4%) les deux droites passant
Cpar A’ et paralléles respectivement a(D,) et (Dy).
; Montrer que si (4,) est perpendiculaire d (45), dans T, alors (47) est

, perpendiculaire a (A3), dans le plan déterminé par ces deux droites. (On

¢ utilisera le théoréme de Pythagore dans les plans.)

Ce résultat permet d’étendre 4 §, la notion d’orthogonalité de deux droites vue dans un
plan affine.

Définition

Fill.l]t:|11_ (D - ’

) et (D,) deux droites de I'espace 8. ; b
Ladroite (D, ) est :}rthogunale i la droite (D,) et on note(D1) L (Dy)siet seulcmenttsl;ﬂ
Paralléles respectives a (D,) et (D2) menées par un point quelconque de & sont des

. droites sécantes et perpendiculaires dans le plan qu'elles déterminent.

Remarques
oL :
Symzt“_ﬂauen d’orthogonalité L dé
- L‘_quﬁg on dit donc que deux
len évident que cette relation n'es

finie dans I'ensemble des droites de & est une relation

droites de & sont orthogonales.
t pas réflexive. .



- I
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-

e Dans un plan, deux droites sont orthogonales si et seulement g elle
5

perpendiculaires.
Dans I'espace, deux droites sontp
et sécantes, c'est-a-dire si ¢t seule

erpendiculaires siet seulement si elles sont oy,
ment si elles sont orthogonales et COPlanaim: Onglg,

Question 3 ¢ Soient (D), (4) et (D') trois droites de b.
)

| Montrer que si (D) est pm'a.‘!é!a—‘d‘ (D) et (A) est orthogonale 4 )
(A) est orthogonale a (D). _ alopy
2) Est-ce que si(D)est orthogonale a (4) et (D) est Onhﬂgaﬂﬂled{d]
é (D) est paralléle a(D')?

W WL ™

i

ﬂ’f]rs

On a ainsi montre le résultat suivant :

________—_ ___-__'---__“

Théoréme

P

Si deux droites sont paralléles alors toute droite orthogonale a I'une est orthogonale 3

I'autre. Clest-a-dire :
| Si deux droites sont orthogonales alors toute droite paralléle a I'une est orthogonale i

I'autre.

Exercice 1 Nommer toutes les droites contenant une aréte du parallelépipéde
rectangle ABCDEFGH qui sont orthogonales a (A E). Donner un exemple
de deux droites orthogonales a (AE) qui ne sont pas coplanaires.

II. Droites et plans orthogonaux

Sur un parallélépipéde rectangle ABCDEFGH on constate que les droites (AB) et (BC)
sont toutes deux perpendiculaires d (BF).

C
. B
n 1
: A
1
]
]
]
]
1
(]
(]
1
]
L ----------------- —
G AF
‘f’
H E

af
. te 07
De méme (BD) est perpendiculaire 4 (BF) et, plus généralement, toute droit®
(ABC) passant par B est perpendiculaire a (BF).
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Orthogonalité dans {'espace

mﬂwer que toute droite incluse dans le plan (ABC) est orthogonale a (BF).
Qe ———

e (BF) ost orthogonale a toute droite dy plan (4BC), on dit que (BF) est
P:"]M‘l,“‘r{ll: au plan (ABC).
prih@Ette

| peéfinition

Une droite est orthogonale d un plan si et seulement i elle est
i[ﬁ-luau dans ce plan. . .

On note (D) L& pour exprimer. que la droite (D) est orthogonale au plan .

orthogonale a toute droite

Remarque.

Onevitera de dire qu'un plan est orthogonal 4 une droite, ou qu'une droite et un plan sont
[ orthogonalix, car on m'a pas ici une relation d’'un ensemble dans luj-mame.

Question 5 ( Vérifier que si une droite (D) est orth
ad en un point.

On dit que (D) est orthogonale au plan T en ce point.

ogonale d un plan T alors (D) est sécante

Question 6 ¢ Soient (D,) et (D,) deux droites, T 1 et T deux plans de l'espace.

) Montrer que si(D,) est orthogonale a Ty et (D) est paralléle a (D, ) alors
(D) est orthogonale a .

(Dy) (Dy)

4( / A

\
\

\

(Dy)
(Dy) L9, (By)-L-Ty
(Dy) // (D) 7, /9,

2) Montrer qué si (D, ) est orthogonale a7, et ¥, est paralléle a3, alors (D)
est orthogonale a 7 ,.

‘n * aussi leg résultats suivants
Si Une
E]]'[h
g

droite (D) est orthogonale 4 un plan, alors toute droite paralléle a (D) est
YZ0nale 3 ce plan
cu ¥

Fﬂutrek Plans sont paraliéles, alors toute droite m-.thugonale a I'un est orthogonale a
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e ——————

On admet que, pour toute droite
orthogonale a .

Question 7

(D) de I'espace, il exisle au moins un plan § te] gy, (D)
oy

ot A un point de l'espace &,
o passant par A et tel que (D) soit orthog
tel que (D) soit orthogonale a i, )

11 Soient (D) une droite
Montrer qu il existe un plan
i (On wtilisera un plan ¥
2 Soient (D)et (4) deux droites secantes en un point A et F un plan Passay
par A et tel que (D) soit orthogonale a . I

¢ si (A) est incluse dans i alors (A) est perpendiculaire ¢y 4 i

Ohale 4

B W W e

L a) Vérifier qu
2 (D).

$b) Démontrer que si (4) est perpendiculaire en ‘A a (D) alors (A) est in e
{ dans . (Onutilisera le plan Q défini par les droites (D) et (4) et on montrer,
{ que les plans et Q sont sécants selon une droite qui est justement (4)),

0 3) Soient & un plan défimi par deux droites sécantes (D) et (D,) et (D) une
{ droite sécante au plan & en un point O.

¢ d :

{ On veut montrer que si (D) est orthogonale a (D) et (D;) alors (D) est
E orthogonale au plan T : on considére les deux droites (D) et (D3) paralléles
{ respectives a (D) et (D) passant par 0.

E Pourquoi (D}) et (D3) sont-elles incluses dans 7

{ On considére un plan Q passant par O et tel que (D) soit orthogonale d Q.
{ Utiliser le 2) b) pour prouver que (D) et (D) sont incluses dans Q.

§ Montrer que ¥ = Q et conclure.

On a ainsi les deux résultats suivants :

Théoréme
Soient (D) et (4) deux droites sécantes en A et § un plan contenant A et tel que (D) soit

orthogonale a 7.
| (A) est perpendiculaire 4 (D) en A si et seulement si (4) est incluse dans le plan 7.

i e

)
| Théoréme
Si une droite (D) est orthogonale 4 deux droites sécantes d’un plan ¥ alors (D) est
orthogonale au plan § (C'est-d-dire (D) est orthogonale 4 toute droite de ¥)

_________‘_,_’-""

Méthode pratique

_ e pland contenant un poi ' '/w
oint ’ donn
orthogonale : point A donné et tel qu'une droite (D)

1) Si le point A appartient 4 la droite (D) :
On considére deux plans &, et 4, sécants en (D)

Dans 7, on trace la droite (D,) iculai
: : perpendiculaire a (D) en A.
Dans T, on trace la droite (D,) perpendiculaire a [D; en A.




@)

\”wé dans l'espace

()

Les droites (D) et (D,) sont sécantes
contient deux droites orthogonales (e
orthogonale & .

€n A et définissent un plan

x : T qui contient A, et
t méme Perpendiculaires) (D) donc (D) est
) Sile point 4 n"appartient pas a la droite (D) :

Ontrace la droite (D') paralléle &
determiner un plan § contenant 4 et
Le plan if est aussi orthogonal 3 (D)

Méthode pratique .

Pour démontrer
orthogonale a un
Ansi par exemp
(D) et (D,) soien

que deux droites sont orthogonales, il suffit de montrer que I'une est
plan contenant I'autre,

€ soient (D), (D yJet(D
t perpendiculaires, e

2) trois droites concourantes ay point Oet telles que
t (D) et (D,) soient perpendiculaires en 0.

2) définissent un plan unique 7, et comme (D) est orthogonale a deux
de 7, (D) est orthogonale a ¢

€ soit la droite (

Les droites (D, ) et (D
droites sécantes
Alns;, Quelle qu
Orthogonales,

A4) incluse dans le plan 4, les droites (D) et (4) sont

(D)

(D)
(D,)

{4)

(D)~ Dy = {0}, ©) ~(B)={0}
(D) A(D;)={0}, (D)c*
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Exercice 2 ¢ Soient un plan, (4) une droite mtlmgonaff aﬂl" au'pmnt A, (D) une droi
3 ivcluse dans & ne contenant pas A. Dans le plan ¥, on note B |g

; 14 : Projets
orthogonal de A sur ladroite (D) eton considére un point C de {d)disﬁjnci
E de A.

{ Montrer que les droites (BC) et (D) sont perpendiculaires.

(d)

\

f:\

/ j Y,
T :

¢
g
§
¢
|
\ (A)ng={A}, Ce(d)—{A}

(4 Ly, D)=T
Be(D), (AB)L(D)

Question 8 ¢ Soient § un plan, (A) une droite orthogonale a ce plan au point O et (D) une
droite orthogonale a (4). On note (D’) la droite paralléle a (D) menée par 0.

Montrer que (D) est paralléle au plan T (on pourra utiliser le plan défini par
(4) et (D)).

(4) D
/ . L /
(AT ={0}
(4) Lg
(D) L (4)
On a ainsi montré que :
Théoréme T e
" . i
Si une droite est orthogonale 3 3 2 ite {D}' ¢
paralléle au plan &, dunplan §' et & une droite (D), alors la dro!

_—
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Orthogonalité dans ['espace

m oite (4) est orthogonale au plan ¢, alors toute droite orthogonale d
-1 pe

int ¢ ve 1
Iﬁ ! jant un point commun avec F est incluse dans 7,

Soit (D) une droite orthogonale a deux plans T et 1" en O et O’ respectivement.
On considére deux droites (D) et (4) sécantes en O et incluses dans 7.
Démontrer que T et ' sont paralléles.

Qucsti[‘_‘_‘_?_

(D)

:
3
:
§ S/
§
%
5
E
5

A i

(D) L4, (D)LF, (Do)<=9, O€(Do)
(M), 0€(d), (D5)//(Do)
§ 0'e(Dy), (@)/(4), 0'ed)

On 4 déja montré (question 6) la réciprogue de ce résultat, ainsi on a :

Théoréme
Deux plans sont paralléles si et seulement si toute droite orthogonale 4 I'un est
orthogonale a I'autre.

w Soient (D) une droite et A un point de &

| s0i 'il existe un
] I que (D) lui soit orthogonal. Démontrer qu 1t
= g it (D) soit orthogonale a 7.

plan et un seul § passant par A et tel que

(D)

L 1/

(D) L7,
(D)LT
Ael.

A : "‘7

L 321
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Dorénavant on dira dong :soient (D) une droite, O un pointde (D) et T le plap o
(D) en O. on

Question 11 ¢ Soient f un plan, (D) et (4) deux droites orthogonales q § respecy:

:rn Aet Bavee A et B distincts. "’E'Ingm
¢ Dans le plan ¥, on consideére la droite (D) perpendiculaire g |q d"ﬂitgu
den A B)

 Montrer que (A) est incluse dans le plan déterminé par la droire (D)
::pﬂmf B.
§ Montrer que (D) et (4) sont paralléles.

et IE

s (D) (4)

=

B R N S

"t
— . i —

T T o S

(D) L¥, (D)nF={A}
(4) L&, (4) n¥={B}
(D) =4, (D)L(AB), (D)n(AB)={A}.

On a montré (question 6) la réciproque de ce résultat, ainsi on a :

Théoréme

Deux droites sont paralléles si et seulement si elles sont orthogonales & un méme plan-

i i ] ; ite
Question 12 ¢ Soient & un plan et A un point de & On admet qu'il existe une dm{ﬂ)
orthogonale a4, démontrer qu'il existe une et une seule droité
orthogonale ¢ ' et passant par A.

()

T [E
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—

/,-qwnct‘- d'une droite orthogonale a un plan est démontrée 2 la question 28
e :

spavant on dira donc :
Doreiie

ent & un plan, O un point de i et (D) la droite orthogonale 4 § en 0:

ient o un plan, A un point de & et (D) la droite orthogonale 4 4 passant par A.

¢ Soient:J un plan, A et Bdeux points distincts de ce plan, (C) le cercle de §' de
S diametre [AB], M un point de (C) distinct de 4 et B, et (D) la droite
5nrthug0nale a i en M. '

; Démontrer que la droite (M A) est orthogonale au plan déterminé par la
¢ droite (D) et le point B.

;smt C un point de la droite (D) distinct de M.

§ Démontrer que les droites (M A) et (BC) sont orthogonales.

I".wrt'il"-' 3

prercice 4 (Soient ABCD un tétraédre tel que AC = BC et AD = BD. Utiliser le plan

(CDI) ot I est le milieu de [ AB] pour démontrer que les droites (AB) et
¢ (CD) sont orthogonales.

Onconnait la définition d’une projection sur un plan 7, parallélement 4 une droite donnée
). on dit que cette projection est orthogonale lorsque (D) est orthogonale & . Ainsi la
projection orthogonale sur le plan  est 'application de & dans lui-méme qui & un point M
de { associe le point M” intersection du plan § et de la droite orthogonale a & et passant
par M.

De méme une projection sur une droite (D) parallélement a un plan § est dite orthogonale
lorsque (D) est orthogonale 4 9. Ainsi la projection orthogonale sur la droite (D) est
"application de & dans lui-méme qui a un point M de § associe le point M” intersection de
la droite (D) et du plan orthogonal a (D) et passant par M.

1«
| -
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Soient ii. 7 et W trois vecteurs non coplanaires et 4 un poin g, A
nsidére les points B, C et D de & definis par : ;

Exercice § g
AB = 1, AC =1, AD = w.

On co

Vérifier que les points A et B sont distincts, que les points A, g ¢
non alignés, et que les points A, B et D sont aussi non aligngs,
Dans le plan (4BC) on note C" le projet¢ orthogonal de C syr (4B)
§0311s le plan (ABD) on note D’ le projeté orthogonal de D sur (4B)

C Song

Montrer que C' et D’ sont les images respectives de C et p par |
projection orthogonale de & sur la droite sk, ﬂ

{

Plans perpendiculaires

Question 13 ¢ Soient R et 8 deux plans sécants, d’intersection la droite (D), et A un point de
(D).
Déterminer le plan & orthogonal d (D) en A : pour cela on construira les
droites (4,) et (4,) intersections respectives de § avec R et S et on montrera
que (4,) et (A,) sont perpendiculaires a (D) en A.

RnS=(D) Ae(D).

Définition

Soit (D) une droite de &.

Un diédre d’aréte (D) est la réunion de deux demi plans R, et 8, de frontiére (0)

Remarque.

Deux plans sécants R et § en (D) déterminent quatre driédres : R, v 8,
et R, U 8, ou R, et R, sont les deux demi-plans, de R, de frontiéres (D), et
demi-plans, de 8, de frontiére (D).

81
R usz,:ﬂliu
311 et 82 les deut



Orthogonalité dans I'espace

R=R,vR,;
§ =8,U8;; RnS=(D)

Question 14 ¢ Prendre un carton sur lequel on trace une droite (D) et placer un point A sur

cette droite (D). Dessiner le segment [ BC] de longueur 10 cm et tel que C soit
le symétrique de B par rapport a A, placer un point E de (D) tel que la
longueur de [AE] soit 5 c¢m puis, dans le demi-plan [(D), C), des segments
[AC,],[AC,], [AC;], [AC,] non confondus et de longueur 5 cm. Percer le
carton aux points C, C,, C,, Cs et Cy et E.

Plier le carton suivant la droite (D) et le fixer dans une position déterminée.
Passer par chacun des trous effectués une tige fine rigide (brochette, rayon de
vélo...) et placer l'extrémité de cette tige en B. Mesurer ainsi dans chaque cas
(reporter sur une régle) la longueur de la tige représentant chacun des

segments [BC], [BC,], [BC,], [BC;l, [BC,] et [BE].

/

Pl

p—— i

Vérifier le résultat ci-dessous : _ i
Dmi un triangle ABM isocéle de sommel A tel que AB AM
e BM? )
cos BAM = 1-—- =0

325
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formule  powr remplir, avec les

e
MeSUres  trouyg,g

Utiliser cetie 1 |

:’xpt’rfmmrr.'.’wrwm. le tableau ci-dessous :
2 M ( 6 ) & Cq 3
R R e, o
0 BM
" T -
é cos BA M
¢ —— e — -
4 ey

mes” BAM
= I B

comprise entre mes® BAC et 90°. Peut-on avoir,

> Cyy E} s mes? BAM = 90°?

3

5
Z V érifier que, pour tout M appartenant a
§
S

Daprés cette question, de tous les planss
plans de frontiere (D), celui correspondant aM=
mesure de BAM.
Ce plan (BAC) est le plan orthogonal a (D) passant par Aca
(AB) et (AC) perpendiculaires a (D) en A et sécantes (quand
Considérons le diédre R, U 83 obtenu & partir des plans

(D). et A un point d¢ (D).
On note 7 le plan orthogonal a (D) en A.

‘J '''''''''''''''' ?
’J‘
f’:': Al]N

Liintersection du dicdre :R} u 8, avec le plan ' est la réunion de deux demi-
[Ay) (de supporls respectifs (4,) et (4,) dessinées dans la question 13).

Ainsi on obtient dans le plan 4, Pangle XAy, intersection de et du diédre R

{Cy, 3, C Ca } mes® BAM est
pour tout M de { C,C,,C,,

écants (ABM) au diédre formé par les deux demi-
C, correspond @ un extremum de la

r il contient les deux droites

le carton est plié!).
R et S sécants suivant la droite

droites [Ax) et

LIt

Question 15 ¢ Soient Bun point de [ Ax) distinct de A, C un point de [AY) distinet de Ad

un point de (D) distinct de A.

On consideére les demi-droites [A'x") et [A'Y'), intersections respec

demi-plans R, et 8, avec le plan 9 orthogonal a (D) en

gives 4¢°
A

Soient B’ le point d'i j )
nt B le point d'intersection de [ A’x’) et de la droite paraliéle 4 (gl]:::(m

P'ﬂr B} el C" ' i P ] i
efside 2ir C,e point d'intersection de [A’y’) et de la dro

ite paral

S,



‘_\\\Wnnaﬁré dans ['espace

» AA'C
En déduire que les angles
relations métrique

R N A W N W B T AE A AT A
T W W Y T e e Ve
e
—
=
S

]
oy
=

™

ot
8
=
(vs]

s dans les triangles).

Deéfinition R

On appelle rectiligne d’un diédre Ry U8, tout angle xAy ou les demi-droites [A4x) et

[4y) sont les intersections respectives de Ry et 8, avec le plan orthogonal 4 R 1N,
passant par 4, et 4 est un point de la droite RinS,.

Remarque.

D'apres la question 14 la mesure d’un quelconque rectiligne d’un diédre est une
caractéristique de ce diédre.

nmontre que si un diédre formé & partir de deux plans a pour mesure d’un rectiligne 90°
alors les trois autres diédres ont aussi méme mesure de rectiligne.

Définition

Deux plans sécants sont perpendiculaires si et seulement si 'un des diédres formeés par
ces plans est droit c'est-a-dire de mesure de rectiligne 90°.

R’E‘m,a_rque_

Cette relation, notée |, dans I'ensemble des plans de I'espace, est une relation symetrique.

et (4) une droite orthogonale a R.

Exercice 6 Soient 4 et R deux plans perpendiculaires. (D) une droite orthogonale a
% Montrer que (D) est orthogonale a (4).

droite orthogonale a R.

i ad, et (4)une
Exﬂtil:e 7 Soient T et :'H deux plans sécants, {D] une droite Orthogﬂnale afl,e ( ] un
Jet* diculaires.

§ Montrer que si (D) est orthogonale d (4) alors ' et R sont perpendicu

A un point de (4).
Question 16 s sécants en la droite (4) et A un po

ommet A de l'un des diédres formés par T et R.

Soient et R deux plan
g 327

Tracer le rectiligne de s
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et

%
z
%

R =(4)
Ae(4)

On note (D) et (D) les droites incluses respectivement dans T et §
contenant un coté du rectiligne. '
Montrer que si ¥ est perpendiculaire a R alors : ‘
e (D,) est orthogonale a R

e (D,) est orthogonale a .

Question 17 ¢ Soient § et R deux plans sécants en ladroite(A), (D) une droite de R sécantea

(4) au point A.

Montrer que si (D) est orthogonale a T alors J et R sont perpendiculaires.

(D)

(4)

A
: 0

e

Ces deux questions permettent d’exhiber une condition nécessaire et suffisante pour d

deux plans soient perpendiculaires.

TR =(4)
(D)= R
D)yng ={A}




3
Orthogongiisé dans l'espace .I T
/_’:-:/:—-—————-___________‘__

5

Théoréme

peux plans sont perpendiculaires g
orthogonale a 'autre.
|

—

—

Remarques.

o Sideux plans sont perpendiculaire
I'un est orthogonale a toute droite de
de ces deux plans n'est pas orthogo

e Par contre, si deux plans ¢
orthogonale au plan ' si et seulemen

ulaires alors une droite de R, est

, o It 81 E}lﬂ ¢st perpendiculaire 3 Pintersection (4) de g et &
comme on le démontrera 3 exercice cl-dessous,

Exercice 8 Soient ' et R deuyx

plans perpendiculaires,
droite de I'espace.

d'intersection (4), et (D) une

1) Montrer que si
En déduire que si (
alors (D)

(D) est orthogonale & 7, alors (D) est paralléle a .
D) a un point commun avec R et est orthogonale &
est incluse dans R et perpendiculaire 4 (4),

2) Montrer que si (D) est incluse dans le plan R et perpendiculaire 4 (4),

alors (D) est orthogonale 4 7 (on construira la droite (D 4) orthogonale 4 &
passant par un point 4 de (D) et on montrera (D) = (D)),

-y

On retiendra le résultat ainsi montré -

Théoréme

A L

Si deux plans sont perpendiculaires alors toute droite orthogonale 4 I

_ Sy A o e
) SR i = gl M i e
B e R TR v

A TR

un est paralléle a
lautre,
J
Exercice 9 Soient § et R deux plans perpendiculaires et (D) une droite paralléle 4 .
Est-ce que (D) est orthogonale a &7 ’ o
Soient g:l} la droite d’intersection des plans T et R et (D) une droite incluse
dans R. ‘ , .
Montrer que si (D’) est orthogonale a (4) alors (D’) est orthogonale d .F
En déduire que si (D) est orthogonale a (4) alors (D) est orthogonale 2 . ;
On retiendra le résultat ainsi montré ;
g
Théoréme A
Si

: e a1 ale a
deux plans sont perpendiculaires alors toute droite paralléle a 'un et orthogon
eur imersaction, est orthogonale a l'autre.

329
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Question 18 ( Soient ' et R deux plans paralléles et S un plan Pe?'pendfcufﬂi?‘ed T M
uesti ‘ . . 7

y est perpendiculaire a R.
§ que S est perpen il e '
f' ciproque est-elle vraie, ¢'est-a-dire, étant donngés i Plaie i
- ““!p" ; ires d 8, est-ce que 3" et R" sont parallgjes » @
o <) o, G
perpendiculaire:

Ainsi on a le résultat suivant :

| Théoréme .

' Siseatoi erpendiculaire d 'un est perpeng:.. . . ‘
Sideux plans sont paralléles alors tout plan perp perpe dlculairea
| T'autre.

|
- — .

' ] te (A), et Su e
Question 19 ¢ Soient ¥ et R deu.x plans sécants en la droite (A), et S un plan perpen diculaiy
5 ala fois a T et a R. - )
Montrer que (1) est orthogonale au plan 8 (caractériser les conditiong g L
et RLS).

(M) =FnR, 8§19, SLK

On a ainsi montré que :

—_—

Théoréme

Sideux plans sécants sont
est orthogonale 4 §.

= R -

Méthode pratique |

Pour montrer gye deux plans song

1) 1l suffit d’exhiber
dans le parallgle
(ABC).

= [ " » [10D
perpendiculaires 4 un plan § alors leur droite d’intersec

erpendiculaires -

un qui soit orthogonale a I'autre. Ain o
BCDEFGH, la droite (BF) est orthog

une droite de |’

Pipéde rectangle 4

e au pla”
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A

—_————1 -—["":

H

comme (BF) est incluse dans le plan (BFD), les plans (ABC) et (

e BF
perpendiculaires. FD) sont

2) Il suffit d’exhiber deux droites orthogonales entre elles et orthogonales respectivement
4 chacun des deux plans (sécants) :

//@ (D)

(4)

i ——— > I
/ : | m/

(A LR, (AHLD), (D)LS,
(D) g = {4},
@) [(4), Ae(d)

E;:-t ]hetam la pgra]léle a(A)menée par le point A d'intersection de(D)et de &, puisque (A1) est
;10gonale 4 (D), (4’) est aussi orthogonale a (D).
pnmisfqunhogonaie a (D), T est orthogonal a (D) donc (4”) est paralléle a &, et puisque le
De st commun a (A4°) et &, la droite (4°) est incluse dans le plan .
€ Plus (4') est paralléle a (4) qui est orthogonale a R donc (4°) est orthogonale a R.

Ainsj le_ plan § contient la droite (4°) orthogonale @ R : les plans & et R sont
Perpendiculaires,

Exercice 10 ¢ Soient & un plan, 4 un point de 9 et C un point de & distinct de A tel que la
droite (AC) soit orthogonale a 7. On considére unc droite (D) incluse
dans et ne contenant pas 4, et B le projet¢ orthogonal de A sur (D).
Vérifier que C n’appartient pas a (D). _
On note R le plan défini par le point Cetla d::o:tf: (D).
Vérifier que les points 4, B et C ne sont pas a]:gines.‘
Montrer que les plans & et (4BC) sont perpendiculaires.
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Exercice 11

Exercice 12

Exercice 13

(1)

(D)= 4§ Be(D)
Aed (AC) L.

wmwﬁqu\MN'mw

Soient ABCD un tétraédre tel que les droites (AD) et (BC) d’upe part 11

droites (AB) et (DC) d’autre part, sont orthogonales, } |e P,ru_ie::
orthogonal de D sur le plan (ABC), §¢ le pian orthogonal a la drojte (4B
passant par C et 7, le plan orthogonal a la droite (BC) passant Bird

|
|

Montrer que D appartient au plan &, puis que la droite (DH)est contenue
dans J.

Montrer de méme que (DH) est contenue dans ¥ ,.

Que représente le point H pour le triangle ABC? T

En déduire que (DB) et (AC) sont orthogonales. Un tel tétraedre dont les
trois couples d’arétes opposées sont orthogonales est dit orthocentrique

Soient ABCD un tétraédre tel que le projeté orthogonal H de D surleplan
(ABC) soit I'orthocentre du triangle ABC.

Montrer que le plan (ADH) est orthogonal 4 la droite (BC)

En déduire que les droites (4D) et (BC) sont orthogonales.

- . sonl
Montrer de méme que les droites (DC) et (A4 B), ainsi que (DB)et (4Ch
orthogonales.
Le tétraédre est dit orthocentrique.
hﬂgﬂﬂal‘ a

Soient ABC un triangle de & rectangle en A, (4) 1a c!raite 0';
plan (ABC) menée par B, et D un point de (4) distinct de -
Montrer que les triangles DBA, DBC et DAC sont rectang
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1 A, B, Cicd
(A) L g
(DNT =

D e(A)

Dég

——y

B

F——

v, Produit scalaire

--'"'---_-_—_
{ Géneéralites

Soient u et v deux vecteurs de ‘W et A un point de & On considére les points Bet C de &
définis par :

EE=E, et AC =7

Si u et © sont colinéaires alors les points A, B et
Si i et U ne sont pas colinéaires alors les

Ainsi dans ces deux cas, puisque les trois
parler

C appartiennent a une méme droite,

points A, B et C déterminent un plan unique.
points A, B et C sont dans un plan 7, on peut
du produit scalaire des vecteurs i et ¥ en les considérant dans le plan vectoriel
associé 4 . On admet (voir exercice 61) que si on change de représentants (de méme

origine) des vecteurs i et 7, on obtient dans les deux plans vectoriels associés le méme
nombre, produit scalaire de % et 3.

Définition ]

Soient u et p deux vecteurs de W, A un point quelconque de & et Bet C les points de §
définis par 4B — i, AC = b,

On appelle produit scalaire des deux vecteurs i et 7 le produit scalaire AB . AC

calculé dans Je plan vectoriel associé 4 un plan affine qui contient 4, B et C. On note
Cncore g . § ce produit scalaire.

On définit aingi 1a multiplication scalaire sur W) : application de W* dans R qui, au
“ouple (i, ), associe le nombre réel i . 5.

Rema l‘q“e

. Sl u - -+ =
“ est nul oy § est nul, alors 1 . v = 0.

: ol ' _ _ . _—
Egans le cas ol i et § sont non nuls, étant donné un point A de &, le point B défini par

5 = uest distinctde 4. Le point C défini par AC = 0 a pour projeté nrthoga‘nal, dansun
1 contenant A4, B et C, sur la droite (AB), le point H; et on a dans ¥ :
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i i B AR e
=AB. AC . cos (BAC).

Puisque le produit scalaire de deux vecteurs -d:: Ichirg:téf ;El ?et;iim' 4 partir g, -

scalaire de deux vecteurs coplanaires, toutes les pFOPtf 4 5 g pro “ét Slcalall'e da &”31
b : ues au :

Ainst on a

o Y(u, 0)eW? w.v=0v.U

o VxeR V(i p)eWw? (xi).v=x(u. v)
—u . (xv)

~3 &

Vel n.u=0 e u'=u.u

VieWw || = Ju?

View (i =0<>u=0

Y(A, B)e§? [|AB| = AB=d(A, B)

V(i ) eW? |u.7 < |ul 2] (Cauchy-Schwartz)

V(i eWw? |lal — 18] < lu+ ol < l@ll + le]  (Minkowski)
ViueW veeR |l = It lul.

Nous savons depuis la classe de seconde, que, quels que soient les vecteurs i . § ¢t §
coplanaires, on a :

u.G+wW=u.0+u.w

Etudions maintenant le cas ol i, © et w ne sont pas coplanaires. On a, de ce fait u, vet wnon
nuls.

Soit A un point de &. On note B, C et D les points définis par : AB = u, AC = vet AD
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| .n—"_'-'_'_

—

iy
V P C'le pmjetc.ur.llmgnnal de ("surladmilc{AB}(ﬁcst non nuldonc Aet B
n dTliim-!-**- par D’ le projete orthogonal de D sur (AB). On note § le point de & tel que
e . & et 8 le projeté orthogonal de S sur (4B),

0

_1.5" = |

. an il ; g
Ains! | « un parallelogramme et la projection p sur (4B) parallélement au plan

H't.\'n ::;11 i (AB) en A verifie :
orl JOgLt
P_‘s
Sl ¢ oulestlc miliou de [4S]
p | D
s |8
1|1

Question 20 ¢ Montrer que I Esife milieu de [AS’] et de [C'D’].
ZEPI déduire que AS" = AC’ + AD".

Comme on a:
i.(0+w) =AB.AS
=AB . AS’

et comme AS" = AC’ +E’, on obtient :
. (0 +w)=AB(AC’ + AD’)
= AB . AC’ + AB . AD'
=AB . AC + AB . AD
=u.v4u.w

Ainsi, on a montré le résultat suivant :
Théoréme

Quels que soient les vecteurs i, © et w de W, on a :

u.@+wW=u.0+u.w

Ih“‘—-—-—-—_ -

)
4 Prﬁd X _
Uit scalaire et orthogonalité

a - I3

) Orthogonalité de deux vecteurs de ‘W, base orthogonale de W

C i ;
iﬁtgmeudans le plan, deux vecteurs u et v de W sont orthogonaux, si et seulement si

Et 0 L
n - - - “ § -
3 4 1siles vecteurs if et § de ‘W sont orthogonaux alors tout vecteur colinéaire 4 u est
D ¥ - ¥ - N -
I gonal 4 tout vecteur colinéaire a ¥,
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—— ]

trois vecteurs non nuls. |

Question 21 ¢ Soient ii, U et W : el & .
-— =0, 0.W —Qetv.w=0,alors u,p |

Démontrer que si tl .
coplanaires.

el w son; -

Comme, dans le plan vectoriel U, une base orthogonale ¢tait un couple de Vecteurg i
on

nuls orthogonaux, on posc¢ .

Définition
Une base orthogonale de 10 est un triplet de trois vecteurs non nuls orthogonaux deuy 3

| deux.

—

r exercice 63) I'existence d'une base orthogonale de W.

On admet (voi

Exercice 14 5 Soit (i, f k) une base orthogonale de W telle que :
f2=9 j*=1 e k=3 ]

Dans chacun des cas suivants le triplet (i, v, w) est-il une base orthogonale |
de W? Sinon est-ce une base de W?

ya=20+7, b=i—4
Na=T4j—k 5=3—J, w=i+2k

) =1 +j, s=3i+k Ww=3—k |
Exercice 15 ¢ Soient (F. f, k) une base orthogonale de W telle que i? =5, }1 =6et |

k2 = 3, i et ¥ les vecteurs définis par : r
B=2+j—2k et v=j+k Ji
G - . - |
Vérifier que u est orthogonal a v.
Un vecteur de premiére coordonnée 1 et
étre orthogonal a u? av? au etav?
Quelles valeurs doit-on donner aux premi
d’un vecteur w de deuxiéme coordonnée 1 pour que

orthogonale?

de troisiéme coordonnée 2 peut-l |

ére et troisiéme coordonnées |
(i, v, W) soit une base

b) Vecteurs unitaires — base orthonormée de W

. s = . est
Comme dans le plan un vecteur est dit unitaire ou norme si et seulement si 5a normeé

égale a 1.

. o reurs

Question 22 ¢ Soit u un vecteur non nul. Démontrer qu'il existe exactement deux vec
unitaires colinéaires a u et les déterminer.

= uné
0). Comme dans qjijnsi

Un vecteur unitaire est nécessairement non nul (|| # 0 < u #
unitaires:

base orthonormée de W est une base orthogonale de ‘W formée de vecteurs

ona: it
— o — —.P _.- -—bz- _'oﬁ :
(i, ], k) est unebasearthcnorméedewﬁ[ﬁ:]J2=1,k =1,1.J ]

g
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Question 21 ( Soient M. poet w o ITois Ve

Senrs noen nuls. \

$ Démontrer que siti . 0=0. 1. W= Oetv.w=0,alors 4, ¢ =
4\ L w oy
ony o

{ l‘l‘j"h”"l”'{'.\. oy
Comme. dans le plan ve
nuls orthogonaux, on posc :

ctoriel V. une base orthogonale etail un couple de vectey

-

Deéfinition
. M es rinlet de trois vecteurs non nuls orth :
Unec base orthogonale de 10 est un triplcl OBONAUX deyy ;

deux.

On admet (voir exercice 63) I'existence d’une base orthogonale de W.

Exercice 14 ¢ Soit (i. j k) une base orthogonale de W telle que :
E i _}' =1 e k*=3.

‘,S‘ Dans chacun des cas suivants le triplet (1, , W) est-il une base orthogonae
g de W7 Sinon est-ce une base de w?
)
)

)

sk
i+ 2k

=4
Il

%

% +J, St il

=4
I

=
Il

_T4f-F 5=3-J,
=k =Pk

b2
=~
I

Lol

S
a
%

i+J,

i
i

Lad

Exercice 15 ¢ Soient (i, _; k) une base orthogonale de W telle que i2=35, j2=6 ¢
k? =3, ti et © les vecteurs définis par

- - —

G2 +j—2k et B=j+k

Vérifier que # est orthogonal & v.
Un vecteur de premiére coordonnée 1 et de troisiéme coo
étre orthogonal a 4? 4 0? A i et & v?

Quelles valeurs doit-on donner aux premiere €
d’un vecteur w de deuxiéme coordonnée 1 pour que (u,

orthogonale?

rdonnée 2 peut-il

{ troisiéme coordonnées
7. W) soit une base

b) Vecteurs unitaires — base orthonormée de W
; i o : est
Comme dans le plan un vecteur est dit unitaire ou norme si et seulement si sa normeé

égale a 1.

rs
xactement deux vectes

Question 22 ¢ Soit i un vecteur non nul. Démontrer qu'il existe €
unitaires colinéaires a u et les déterminer.

wgicry . ) . qj,unﬁ
Un vecteur unitaire est nécessairement non nul (| i # 0 <= 4 # 0). Commedans =l g

base orthonormée de ‘W est une base orthogonale de ‘W formée de vecteurs unitaires
ona: s o
e TZ_ i -'3=_-1’,i.j== H
(i, j, k) est une base orthonormée de W <= |:’ - l’*"_,_’ bk - _0 ]
Jl' k= 0 et i k=

&

B
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 Soil .-\,T‘ i, k) une base orthonormée de ),

@Eﬂl‘f—‘— ¢ [“aimh*_rr le produit Si‘ﬂfﬂf"}’? f{t’&' vecteurs et v de triplets de coordonnées
respectifs (%, , z) et (x5, ¥y 2 ) en fonction des nombres x, y, z, x', y' et ',
§ Calculer la norme du vecteur u en fonction de x, y et z.
puisque deux vecteurs de W sont coplanaires, calculer en fonction de leurs
coordonnées dans (i, j, k), le cosinus de l'angle des deux vecteurs u et U dans
le cas ol ces derniers sont non nuls.

' a les resultats :
.ﬂeﬂdrd le
On e

'—'-'-H-.- ~
Theoreme

Soient (i i k) une base orthonormée de W, u et v deux vecteurs de W de triplets de
conrdmmées respectifs (x, y, z) et (x', Jf:’ z,};

| Le produit scalaire des deux vecteurs u et v est donné par :

|

U.0=xx+ 7 + 2z,

‘ La norme du vecteur u est donnée par :

' lall = /x* + y* + 22,
(E——

¢ Droites affines orthogonales. Repére orthonormé de &

Soient (D) et (4) deux droites coplanaires de vecteurs directeurs respectifs u et ‘-": En se
placant dans un (ou le) plan affine contenant (D) et (4), on a :

(D) est perpendiculaire 4 (4) si et seulement si et v sont orthogonaux, c'est-a-dire si et
seulement si u . v = 0.

Question 24 ¢ Soient (D) et (A’') deux droites non coplanaires de vecteurs directeurs
respectifs u et v.
Montrer que les droites (D) et (A°) sont orthogonales si et seulement si les
vecteurs i et v sont orthogonaux.

Théoreme

Soient (D) et (4) deux droites de Pespace de vecteurs directeurs respectifs u et 0.

est orthogonale 4 (A4) si et seulement si u est orthogonal a v, C'est-d-dire, si et
seulement si i . 5 = 0.
_-_-_-_‘_-—-_

1 2 :
Exercice 16 ¢ Soient A(— 2) et B(I) deux points de & et (D) la droite définie par :
2 I
k — (2k, k + 1, 5k — 1). -

Montrer que les droites (4B) et (D) sont orthogonales.
n ¥oa e P .y rol
est ;:::é;e Cartésien (0, i, j, k) de & est orthogonal si et seulement si la base associée (i, j, k)
ase orthogonale de ‘W. On retrouve griace au théoréme précédent la notion déja
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sometrie

Mathématiques pren:z’:iy

caractérisce par le fa
deux.

orthogonal de b
aires deux .1
(0. i
,ormée de W.
2 norme d'un

donnée de repere
D(0, k) soient pcrpendicul
De méme, ona -un repére cartésien
associee [;". ;4 E) est une base orthot
En apptiqu.ant le résultat donnant | .
de ‘W et le fait que la distance de deux pot

Theéoreme

Soient (O, i, j- E} un rep

respectives (X Vs z,4) et (Xgs Voo .
La distance d(A, B). souvent notée AB, est ¢gale a :

w-;.{xﬂ — X .}"Alz + (zp — z4)".

ére orthonormé de 6 Aet B
.l'?lh ZH)’ .

it que les droites D(Q F}

ﬂ[ﬂJhl

i, k)de &est orthonormé si et seulcme“tsi]
¥ -

vecteur dans une base orthgy,
¥ 0 :
ats A et Bde & est la norme du vecteyr 75
+ 0p

obtient :
. _ - -___l___-___—'_E_‘_-——_'—‘—___‘

deux points de & de coordonnées

Exercice 17

1
et C(S)‘
6

JR— I\ 72
Soient, dans le repére orthonormé (0, i, j, k) de &, les Pﬂiﬂtsx"l(ﬁ),ﬁ(i)

]

2

Calculer AB . E d(A, B),d(A, C) puis déterminer une valeur approchee

en degré de 'angle BAC.

d) Droite affine orthogonale 4 un plan affine. Vecteur normal

Question 25 (1) Soient i, 0 et w trois vecteurs de W.
Monirer que si ti et © sont orthogonaux a w alors toute combin

de 1i et © est orthogonale a w.

2) Retrouver ainsi le résultat suivant :

Soient (D,) et (D,) deux droites sécantes et (D) une droit
grchagonaie a(D,) et a (D,) alors (D) est orthogonale d
incluse dans le plan déterminé par (D,) et (D).

Question 26 ¢ Soient u et 0 deux vecteurs non colinéaires de W, A un
déterminé par A, u et v.
Soient w un vecteur

ir non nul de W, B un point de & et
par B et w. ’ ’

5) ;i:f fnérer que (D) est orthogonale a ¥ si et seulemen

2 M I - - ﬂa
) Montrer que si deux vecteurs i et © non colinéaires, sont orthog?

un ve g R
cteur non nul w alors (ii, 0, w) est une base de W.

338

o de & Si (D)
oute droite @

L siv-

4 un plan affine

aison linéairé

et

point de &€t g lep”

(D) la droite dérerm™

=0

1

uxﬂ



Orthogonalité dans 'espace

g™

/umai on i -

Theoréme
o un plan affine de repére (4, u, 1) et (D) une droite
h'm::l orthogonale & ' si et seulement si i et # sont ort
lﬂ:r.;lnwnt sin.w=0etv.w=0,

affine de repére (B, w).
hogonaux a w, ¢’est-a-dire, si et

el

pxercice 18 ¢ 1) En utilisant les vecteurs retrouver les résultats suivants :

¢e Deux droites affines sont paralléles si et seulement si elles sont
é orthogonales a un méme plan.

e Deux plans affines sont paralléles si et seulement si il existe une droite
affine orthogonale a ces deux plans.

e Deux droites affines sont paralléles si et seulement si elles sont
orthogonales respectivement & deux plans affines paralléles.

e Deux plans affines sont paralléles si et seulement si il existe deux droites

affines paralléles entre elles, orthogonales respectivement a chacun de ces

5
5
3 2) Utiliser I'orthogonalité des vecteurs pour démontrer que :
m deux plans.

(B, w).
Montrer en utilisant les vecteurs que si (D) est orthogonale &  alors toute
droite (4) orthogonale a (D) est paralléle a 9.

En déduire que si (D) est orthogonale a 7, (A) orthogonale a (D) et (4)

Exercice 19 ¢ Soient 4 un plan affine de repére (4, #, 7) et (D) une droite affine de repére
i contient un point de ¢ alors (4) est incluse dans .

g_‘_‘_!‘ﬂ*ﬂ_ﬂ Soit § un plan affine de repére (A, u, v).

1) Montrer que si un vecteur w non nul de W est orthogonal a u et v a{n»r*.'»~
tout vecteur de la droite vectorielle de base w est aussi orthogonal a u et p.

1) Montrer qu'une droite (D) de & est orthogonale a ¥ si et seulement si elle a
pour vecteur directeur w.

3) Montrer qu'un vecteur X de W orthogonal @ w appartient au plan
vectoriel associé d .

lM‘flllitiltm ]

Soi -
aElem J'un plan affine et 7 un vecteur de W non nul. Le vecteur 7 est un vecteur normal
Plan § gj g seulement si toute droite affine de vecteur directeur n est orthogonale

E‘ $ 2 " o = - P . - -
= : ¢st-d-dire si et seulement si 7 est ortho gonal 4 deux vecteurs non colinéaires uet v
an vy

\ectoﬁe}_associé afd,

339
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1 si et seulement si elle a pour vecteur g;
Iteg

Remarques

e Une droite (D) est orthogonale au plan
un vecteur normal a if. teyy

e Si7 ost un vecteur normal ., alors un vecteur wappartientau plan vectorie| 5., .
Cig 4

si et seulement si . 1= 0.
e Un plan i est défini par un point A
VMe& Mefd < AM Ln

et un vecteur normal n, et on a :

Exercice 20 ( Prouver qu‘un plan affine n"admet que deux vecteurs normauyy unity;
res,

Question 28 ) /) Soient ¥ un plan affine de repére (A, u, t) et B un point de g,

Démontrer grd(‘g aux vecteurs lexistence el l'unicité de la dmi.!e a.mnf [.D]

orthogonale a et passant par B.
¢ Caractériser par deux égalités portant sur des vecteurs l'appartenance 4.
point M de & a cette droite (D). Hn
2} Soient it et © deux vecteurs non nuls et orthogonaux de W, W un vectgy,
non nul de W, A et B deux points de §.
Démontrer que (it, b, W) est une base orthogonale de W si et seulement i |,
droite D(B. W) est orthogonale au plan P(A, i, D).

-

Soient 1 et & deux plans affines de repéres respectifs (A, u, v) et (4', @, 7
et et i’ deux vecteurs normaux respectivement afet.
Montrer que T est paralléle a 3" si et seulement si n est colinéaire a n'.

Question 29

Exercice 21 ¢ Soient (0, i, f ) un repére orthonormé de &, 7 le plan défini par le point

1 1 1 l
4l 1 )etles vecteursii| 2 |et@| 0 ), et 9’ le plan défini par A'| 1 0 4)

1 3 1 1 5
—1
etv’| 2
|
1
Démontrer que le vecteur n| 1 | est un vecteur normal a 7.
— 1

B N N P N N gy
N I o o T e W e o T

Démontrer que les plans § et 4 sont paralléles.

¢) Plans perpendiculaires

Question 30 ¢ Soient I et 1" deux plans affines de repéres respectifs (A, th, U

1) Traduire sur les vecteurs u, v, u' et v le fait que T €
perpendiculaires.

5 14 bt [ ’
2) Soient n et 0’ deux vecteurs normaux respectivement d Jet I " gont
Montrer que § est perpendiculaire a §° si et seulement St 7 en
orthogonaux.



Thfﬂr(‘ me \

cojent et d” deux plansdont s et i 5o respectiye
by |

Orthogonalig dans I'espace
. n a les resultats suivants
Ainst

ment deg Vecteurs nor

T T <= 7 est colinéaire 4

maux. On a -
TLE =

grercice 22 Soient (0,

3

[) Montrer que le vecteur ﬁ( 4 ) est normal 3 ¢
-2

I 2
2) On note Q le plan défini par le point A(Z) et les vecteurs E(— 3) et

2 . 3
0)
9

Montrer que ¥ est paralléle 4 Q.

3) On note R le plan défini par A, n etu.
Montrer que ' est perpendiculaire a R.

V. Projection orthogonale de I'angle droit

Question 31 ) Soient T et 9 deux plans paralléles de &, A, Bet C !rm‘s points distincts de.r::.r-c
T Qa deux de & et tels que les droites (AB) et (AC) ne soient pas orthogonales a ¥.

0
A/
-‘-"‘-..‘-B :
: ¢
P _...--'|= [A'. B, C'l c¥
: - (4", B, C"} T
g /A
..----""""‘ll:~
A" B
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.”‘,”‘,l“-”””,l'ﬁ”ﬁ-'j' F.I‘(*”HII-'F"I" C el ke {”Ir””f,” It ; e ———
' Jos projetes orthogonaux respectifs
s pro ifs de
A, B i

¢ On note 4. B'el L | ‘
i Jos projetes orthogonaux respectifs de A "
b d 4 = . [ B et (_‘ .",‘urri

- B", et L E -
,{4»(-.-” [’r I‘JFAH(TM f}”f m_. "
B eme mesyye Sty ?

S Monfrer que les angles

(és orthogonaux d'un angle sur deux plang

our simplifier nous pouvons donc étudi Parallge

o ey

ite g,
u ch's

ontré que les proje
esure. P

RAC sur un plan pa
ant par le somm

On a ainsi m
des angles de méme m

igle ssant par A, Bou C. Dans |5 ¢

orthogonale d'un ar
et de 'angle.

- ous utiliserons un plan pass
C trois points distincts d "

t (AC) ne sont pas ortho
gon . el
tifs de B et C sur . e B g Cj?iue
b

Question 32 ¢ Soient 4 un plan, A, B et
§ Aet et que les droites (AB) e
| projetés orthogonaux respec
) Montrer que :

1. AC=AB'.AC + BB.CC

7 N

P N -

{A.,B’,C:}:ﬂ‘

, 1) O

) ,J hcon *d ‘r

¢ Sidere un pfﬂn contenant A et B

SPCIS Gﬂhoggnalfe afd. ¢ et tel que la droite [A'C] nest

¥ 0 |r I i 1

Montrer que si |’ ~
angl g
par p, est droit. gle BAC est droit alors son projeté orthogonal BAC,

2 it 4
P):; uf;::ﬂ}l{!. ur; pl'.:.m paralléle a 7.
4 droite (AB) est-elle paralléle ¢ R ?

On note p’ ;
P’ la projecti
de A, Bt C por pl'an orthogonale sur R, A’, B’ et C les projetés respecti

> VEUE question :
auxiliaire On a pris en fa;
0rthogon:le9.a "a condition (Aeé'} fa:t R tel que (4B) soit e 3 i3 Je <P
T R elle est ngce 'est pas orthe paralléle a R, et utilise ¢ o
¢ BAC ait pour proje; ssaire pour que C,i‘{;'}:ﬂ;m i § se traduit par (40" e
Jeté un angle, it distinct de A’ clest-a-dir®
e.
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ferait de méme avec le coté [4C) de
on iqllﬁ' (AB) ne soit pas orthogonale
et 1€

angle BAC e utili
a ce plan,

| Théoréme
Soient :R un plan, A, Bet C trois points dis
;_.I{'l sont non ﬂrlhugunu]cg au D|:_]n :”:
Les projetes nythngunuux respectifs 4°, g o
distinets deux a deux.

tinets deuy 3 deux tels que Jes droites (4B) et

L€ des points A, B et C sur g sont

gi anele BAC est droit et si un de ses colés a y

projete orthogonal B'A'C’ de cet angle sur

N support paralléle ay plan
R, est un angle droit.

R, alors le

—_________.J

Exercice 23 { Soient (D) et (4) deu

X droites de §& sécantes
LS

€n un point I, et § Je plan
déterminé par ces deux droites, .

e, On a représenteé (D) par (4, d’)
(4) par (5, &)
et I par (i, i*).

2 Sur I'épure ci-cont

T N

Soit (AB) une droite du plan " dont on a représenté'sur I'¢pure le projeté
frontal (a'b’). Pourquoi, d’aprés ce dessin, la droite (AB) est-elle une
horizontale du plan 47 ‘
Déterminer le projeté horizontal (ab) de cette droite [AB],}) i i
Soit (N) la droite orthogonale en I au plan ¥. On note (n, n p
droite (N), T .
]\;omfér Jque la droite (n) est perpendiculaire a la droite (ab).
Tracer (n) sur I'épure. .

lan .
Vérifier que (4 estunel'ronlaledup‘ i 3
Me;::ierqq :e[ Ii droite (n’) est perpendiculaire 4 la droite ()
Tracer (n') sur I'épure.
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§
" §
5
§

On aurait le méme résultat

i ﬂ:'
5, C, Cipy o

y s ortho;
pﬁ.\ i n@’g

Ea-(_. C pm' P

est droit alors l'angle BAC ¢, g
: Montrer qu Toit,

o si 'angle BAC, : |
clea J. On note p la projection —

§ i l'f.'” y on
03] Soit & un plan pa o A, Bet C parp’. “’E-iur-'ﬁL

Y 4. B et Cles images ¢

A, 2 A’C" est droit alors l'angle BAC
I: Montrer que si J"!”i.ﬁ'r” B'A ‘ | N dfﬂf{,

on changeant les points B et C. On a ainsi le Tésulty .

e ——

__-—————_______ ____-——_-‘—"——-..\
Théoréme o ‘ :
Soient R un planet A, B,et C trois points dlstu}cts deu).-: a’deux tels que les droites (4B) |
et | 4C) sont non orthogonales au plan R; amnst les projetes orthogonaux respectifs £
B et (‘: des points A, B et C sur R, sont distincts deux a deux, .
Si l'angle B'A'C’ est droit et si une des droites (AB) et (AC) est paralléle a R, alors |

I'angle BAC lui-méme est droit.

Exercice 24 ¢ Soient 4 un plan, (€) un cercle de 7 de diamétre [AB], C un point de(0)

distinct de A et de B, (4) la droite orthogonale a 7 en A.
Montrer que l'angle ACB est le projeté orthogonal de 'angle DCB surf

puis que l'angle ACB est droit. En déduire que I'angle DCB est droit.

(Cet exercice démontre le méme résultat que I’exercice 3 mais la méthod:
¢st totalement différente.)

\
N

{5 Bt
(d)ﬁﬂ'= {A}




. e
B
=

Orthogonalité dans | espace
e
/@;‘;]’3: Soient A, B et C trois poings de & distines
,..-———"'"_'_._'_—._._

. deux a deyx.
1) On considére un plan

T contenant 4 o tel
sont pas orthogonales a §, On note

les images respectives de B e

el que les droites (AB) et (AC) ne
e p la projection orthogonale sur T.BetC
et C par p, :
Montrer que siles angles BAC o1 B a4 . ;
ad. # Cet By AC, sont droits alors B oy C appartient
2) Soit R un plan paralléle 4 5. On note P’ la projection orthogonale sur %
A, B et C les images respectives de A BetC par p il
Mot aue si les angles BAC et BA'C sont droits alors (AB) ou (4 C) est
¢ paralléle a R. '

On a ainsi :

| Théoréeme ]

Soient R un plan et A, Bet C trois points distincts
¢t (AC) sont non orthogonales au plan R : ainsi le
B et C’ des points 4, B et C sur le plan R

Sil'angle BAC et son projeté orthogonal sur R, B’ A'C” sont tous deux droits alors I'une
au moins des droites (4B) et (AC) est paralléle 4 3.

deux a deux tels que les droites (4B)
s projetés orthogonaux respectifs 4°,
sont distincts deux a deux.

Exercice 25 ¢ Soient i et R deux plans sécants suivant la droite (4), 4 un point de (4), B
un point du plan § n’appartenant pas i (4), et (D) une droite de &
perpendiculaire 4 la droite (4B) en B.

On note B’ le projeté orthogonal de B sur le plan R et (D) le projeté
orthogonal de la droite (D) sur le plan &.

TAR=(4) (D) ¢
Ae(A) (AB)c T
Be(D)

Montrer que si B’ est confondu avec A alors le plan R est perpendiculaire

au plan 7. : ; >
: Mgl;trer dans le cas o les plans & et R ne sont pas perpendiculaires, que si

; la droite (D) est perpendiculaire a la droite (4B) alors la droite (D) est
' parallele a la droite (4). -
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Question 36 ¢ Soient J
paralléle
On considere un point B

Cet'k- Géométrie
mn plan de &, (Ay) une droite non orthogonale a ¥, et (D) une o

- 1 e
adet orthogonale @ (41)

de (D) et la droite (43) paralléle a(4,) menée par g

5
b
(
:
|
L
§ (4,)
§
E B
(..'
(N [F2 4]
(D)5 (A2) /(413 (4 =¥
(D) L (44); !B, € E}cd; (D)< J: (43)ed

On note p la projection orthogonale sur le plan &, B, (D), (47) et (43) les

images respectives par p de B, (D), (4,) et (4 2)-

Montrer que la droite (D) est perpendiculaire a la droite (A%) (on pourra

prendre des points C sur (D) et E sur (4;) pour avoir CBE droit).

En déduire que la droite (D'} est perpendiculaire a la droite (4}).

Ainsi on a:
== _______-——-'-'
Théoréme

et (A4°).

de .

Soient (D) et (4) deux droites de projetés orthogonaux respectifs sur un plan 7,

Si les droites (D) et (4) sont orthogonales et si P'une (au moins) de ces deux
paralléle au plan ¥, alors leurs projetés (D) et (4') sont des droites perpen

(&)

droites est
diculaires

—-——)"—_'—,-‘_-._‘

Question 37 ¢ Soient (D) et (4) deux droites sécantes en I qui déterminent un plan ¥ o
——————— d.

ril’ i :
[5:‘:5“ ;’f‘z?r{icjl')ftﬁmu& (D), (4) et I sont représentés respectivement par (&
¥ ;
ii;fcj- 1{:: pf{:i-u ,;fi (D) dont le projeté frontal b’ est placé sur répure:
(A) tel uz '-Je; ,o”mmm' b de B, puis l'épure (c, ¢’) du point C de ladr®
v i - ao_rmte (BC? soit une horizontale du plan 7.
% 36 bk point c{étermmé par son épure (a, a’) et (N) la droite pﬂssanfﬂ"r
gonale @ &, On note (n, n') I'épure de la droite (N).

——
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Orthogonaliz dans l'espace

Y Y N S

A

_ | | S
. Montrer que les droites (bc) et (n) sont perpendiculaires.
o Construire (n).

(\ Soit E le point de (4) tel que Iq droite (BE) soit une droite frontale dy plan 7.
¢ Placer I'épure (e, €') du point E,

s Montrer que les droites () et (b'e’) sont perpendiculaires,
» Construire (n').

Méthode pratique |

Pour construire 'épure d'une droite (N) passant par un point donné A et orthogonale 4
un plan § donné

* On trace I'épure (h, k") d’une droite horizontale du plan 7. ' ‘
La droite (N) est orthogonale & cette horizontale donc son projeté horizontal (n) est
Perpendiculaire 3 (h). Ainsi (n) est la perpendiculaire i (h) menée par a.
* On trace I'¢pyre (f, /) d’une frontale du plan ¢, . f
La droite (N) est orthogonale a cette frontale donc son projeté t'r?ntal (n') est
Perpendiculaire 4 (1), Ainsi (') est la perpendiculaire 4 (f7) il S

Insi par €xemple les points A, B et C, donnés par leurs épures (a, @), (b, b') et (¢, ¢’) sur le
dessin ci-contre définissent le pl BC

plan (4BC). . :

N veut tracer I'épure (n, n’) de l1a droite (N) orthogonale a (4BC) et passant par le point /
d'épure (i, i),
* On détermine I'épure (h, h’) de I'horizontale passant par ‘1, qui coupe {::] i::: f, e: I;
lrace | Paralléle 4 |a ligne de terre passant par a’; elle coupe (b'c’) en &', on rappe
U (be); on 4 (h) = (a’¢’) et (h) = (ae). _

trace |a Perpendiculaire 4 (h) passant par i : c'est (),

347
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e On détermine l'épure(f, f')de la frontale passant par A4 qui coupe (BC) en G : on trace
la paralléle a la ligne de terre passant par a: elle coupe (bc) en g, on rappelle g en g’ sur
(b'c’);ona:

(f)=(ag) et (f)=1(ag)

On trace la perpendiculaire a ( ) passant par i’ : c’est (n’).

Exercice 26 ¢ Soit & le plan défini par ses traces (aP) et (xQ) dont les épures respectives
(ap, ap’) et (xg, og’) sont données sur la figure ci-contre.
Tracer I'épure (3, 6') dela droite (4) orthogonale au plan T et pass

point A donné par son épure (a, a’).

ant parle




Orthogonalité dans | espace

-'—'—‘_'_'_'_._.—___-_
/ ice 27 ¢ Liespace & ctant muni du repére orthonormé (0, i, j. k). on considere les
-.\_l‘r“' k‘ .

E I I =
points A(E). H([]) el ('( | )
3 2 2

1) Placer ces points sur une epure. Vérifier
On note ¥ le plan défini par 4, B et

Soit E le point de triplet de coordonnges (2, 1, 4),
Tracer I'épure de la droite (N) orthogo

qu'ils ne sont pas alignés,

nale a & et passant par E,
2) Déterminer une équation cartésienne du plan .

Retrouver une eéquation du projeté frontal (respectivement horizontal) de
I'horizontale (respectivement la frontale) de ' tracée au 1).

Déterminer un vecteur n normal au plan ' (en écrivant #. AB = 0 et
n.AC =0).

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (N), Comparer
avec I'épure trouvée au 1).

Exercice 28 ( Soient (0, i_, }' !_:-] un repere orthonormé de &, A le point de coordonnées
(1, 4, 2) et (D) la droite définie par la représentation paramétrique :

2

Tracer I'épure (4, 6") de la droite (4) passant par A4 et perpendiculaire a (D).
(On pourra utiliser le plan défini par le point A4 et la droite (D).)

’ ; 1
J‘E."—"}[_J‘.—'[,)..,“J'.‘*"z).

VI. Distance d’un point a un plan
en analytique en descriptive

—

—. —

Dans tout le paragraphe, I'espace & est muni d’un repére orthonormé (0, i, f k).

1 Vﬂctaur nor

s mal et équation cartésienne d’un plan dans un repére ortho-
rmé

Q—'L'f__”i“ﬂ_?’_s 1) Soit § un plan d'équation ax + by + cz +d = 0 (oii a, b, ¢ et d sont des

nombres réels avec a, b et ¢ non tous les trois nuls). B
Exhiber deux vecteurs non colinéaires du plan vectoriel associé a & en
Supposant a non nul.

Vérifier que le vecteur v, égal a ai + bj + ck est un vecteur normal a .

o ' Xa
2) Soient Q un plan, n (ﬂ) un vecteur normal d Q, et A (Pa) un point de Q.
z
'}J . A

Déterminer une équmi;:m cartésienne de Q.
349



Exercice 32 ;Cummc dans I'exercice 30, on considére A (2) et B( = ﬁ), et on noté

i
]
I
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Ainsi on a :
|' ————— - ——

Théoréme

-

| - ; . e
| Dans l'espace & rapporte a un repere orthonormé (0. i. J. k).
" @ Siun plan & a pour équation cartésienne
ac + by +ecz+d=0
alors le vecteur de triplet de coordonnées (a, b, ¢) est un vecteur normal & §.

| e Si un plan & est défini par un point A de coordonnees (X, V4. Z4) €t un vectey,
normal de coordonnées (a, b, ¢) alors 4 a pour éguation cartesienne .

a(x — x4 +b(y—ya + c(z—2z,)=0.

— —_— )

Exercice 29 ¢ Soient A le point de & de coordonnées 1, 2 et 3
* le vecteur de W de coordonnées 1, — 1 et 2.
Déterminer une équation cartésienne du plan & contenant A ¢t admettant
> i comme vecteur normal.

et (4, — 6, — 2).
Déterminer une équation du plan orthogonal a la droite (AB) et passant

Exercice 30 ¢ Soient A et Bdeux points de &de triplets respectifs de coordonnees (1, 2, 0)
% par le milieu I de [4B]. Ce plan est appelé plan médiateur du segment [AB].

1 1
Exercice 31 ¢ Comme dans I'exercice 29, on considére A (2) et ﬁ(— 1)‘

3 2
Placer sur une figure I'épure (a, a’) du point A et I'épure (b, b’) du point B

On veut déterminer les traces du plan & passant par A et admettant 1
comme vecteur normal.

Tracer les épures (h, ') et (f, f7) respectives de I'horizontale et de 1a
frontale de ' contenant A.

Ponctuer ces droites : on note E le point d’intersection de Ihorizontale
avec le plan frontal et C le point d’intersection de la frontale avec le plan
horizontal. )
Construire les épures respectives (ap, ap’) et (ag, ag’) des traces (xP)et (2

¢ défini par: OB = n. .
Tracer I'épure (n, n") de la droite (N) passant par 0O et de vecteur directeur .
du plan 9.

0 -2

le plan médiateur de [AB], et I le milieu de [AB].

On veut déterminer, en descriptive, les traces du plan .

Placer les ¢pures des points A, B, puis I. I
Tracer les épures de 'horizontale et de la frontale de Pwant pe!
Ponctuer ces droites.

Construire les épures des traces («P) et (xQ) du plan 9.




. f"/' f"; :}/’#‘
4

Orthogonalité dans l'espace

.lte de fagon évidente, d'aprés le théoréme précédent, I'expression analytique du
I résy dans une base orthonormée ¢t le fai

Juit scalaire 4 tque deux plans sont pcrpcnd‘;culalrcs
lemen un est orthogonal 4 un vecteur de l"autre, le
gt SEU®

“ssultat suivant

{ si un vecteur normal de

[ Théoréme

ot deux plans et J" d’équations respectives dans un
%me ce s ax + by+ez+d=0eta'x+ h’y +ez4+d =0,
Iesmpcr.pcndicu}airc a " si et seulement si aa’ + bb' + e =P,

repere orthonormé de

I est

Eercice 33 Soient m un nombre réel et 7, le plan d’¢quation cartésienne :
m+1Dx+m—-1)y+2z2—3=0.
1) Soit (D) la droite de & de représentation paramétrique :
E— (t+3t—4,t+1).
Quel est I'ensemble des plans &, tels que (D) soit orthogonale a ,,?
2) Existe-t-il un plan &, paralléle au plan R d’équation :
X+2y—z41=0?

3) Quel est I'ensemble des plans ', perpendiculaires au plan R?

2 Projeté orthogonal d’un point sur un plan

B&lhoﬁe pratique

Pour déterminer les coordonnées du projeté orthogonal A’ d'un point A sur un plan 7.

A partir de I'équation cartésienne :
ax+by+cz+d=0

du plan § et des coordonnées de A, on détermine une représentation paramétrique de la

droite (D ,) passant par A et orthogonale a 7 : elle a pour vecteur directeur le vecteur de
coordonnées (a, b, c),

On détermine alors, analytiquement, les coordonnées de A" : point d'intersection de (D ,)
avec i,

Ainsi par exemple soient 7 le plan d’équation :
x—y+z—-3=0

€l Ale

point de coordonnées 1, 2 et 3.
La g

roite (D) orthogonale & 7, passant par A, a pour représentation paramétrique :
Ar— (A+1, —A+2,4A+3)
. 351
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—,

i
Soit .4'(1) un point de & On a:

x =4+ |
4F{-']1I'u'.|7¢—_- 1ieR {_‘.‘:—i"l'l et };'v—‘v_l_z_:i:ﬂ
z=4i43

x=d+1
== | iR {;.-:—.3.+2 el [J{+])“(—;+2)+(}+]]1

=
z=A43 0

I ex=a41 ,
— | JieR {_-,,-—-—,3_4-2 ct ).=§

L & — )- + 3
1
X = i + 1
1
1
z=—+3
\ 3
) 5 ; 45 10
Ainsi le projeté orthogonal A’ de A sur § a pour coordonnées : 53 et 7

Remarque.

Si on connait le plan &, non pas par une équation cartésienne, mais par un point Bet dew
vecteurs i et 7, alors il est inutile de chercher une équation cartésienne de {; en et 4
appartient 4 4 si et seulement si il existe deux nombres réels a et b tels ¢¥
BA' = ail + bi. .
D'ou : A" estle projeté orthogonal de 4 sur  si et seulement si il existe deux nombres &8
aetbtels que BA" =aii + bi, AA' .ti=0et AA’ .0 = 0. _ il
On est amené ainsi 4 résoudre un systéme de deux équations & une inconnue |
dans R?.

Puis, ayant a et b, on détermine les coordonnées de A’

1 3 4 g
iy - és-
Exercice 34 ¢ Vérifier que les points A(z), B(ﬂ) et C (4) ne sont pas align

3 1 2

1
On considére le point M(S).

; 0 int M
Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal / do.#=
plan (4BC), ot

Ces problémes peuvent étre traités en géométrie descriptive ©

graphiquement, une valeur approchée des coordonnées du projeté of
sur un plan.



Orthogonalité dans ['espace

.

viéthode pratique

ur évaluer les coordonnées du projeté orthogonal
j,P{:” une epure il faut determiner une horizont
]Fﬂ i
fos traces du plan ). ‘
Uhlilisef leurs épures pour tracer la droite (D )
péterminer I point d'intersection de la droite (
(vertical par exemple). .
Ainsi par exemple pour le plan i d'équation cartésienne @ x — ¥+ z—3=0etlepoint A
de coordonnées 1, 2 et 3.
On place I'épure (a, a’) du point A; puis I'épure (ap, p’) de la trace (2P) du plan & sur le
plan horizontal (H) : (xP) a Pour equation x — y — 3 = 0 dans (H); enfin I'épure (g, 2q")
de la trace (xQ) de i sur (F) qui a pour équation : — yp 4z — 3 =,

A" d'un point A sur un plan § en uti-
ale et une frontale de (on utilise souvent

passant par 4-et orthogonale 4 7.
D s et du plan &, grice a un plan auxiliaire

On construit alors Iépure (dy, d)) de la droite (D,) en sachant que (d,) est la

Perpendiculaire 4 (xp) menée par a et (d,) est la perpendiculaire a (xq’) menée par a’.
N cherche alors 3 placer I'épure (i, i’) du point I d’'intersection de (D) avec .
Plan vertical U contenant (D) sera le plan auxiliaire utilisé : sa trace horizontale a
T ﬂpure {d}h ,V'}"}-
M Nnote bet ¢ Jes points d’intersection respectifs de (d ,) avec (ap) et (xg). On rappelle bet ¢,

;n 5" et¢’ respectivement sur (ap) et (xg). La droite (BC) d'épure (be, b'c’) est I'intersection
*8 Plans ¢ ¢ qy,

su? ?t? i}iem alors le point i comme intersection des droites (b'c’) et (d);) et on rappelle i’ en i
Al

353
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On évalue alors les coordonnées du point [ ('unite sur I'epure cta\

0 oty T i M. Pincer(jy, g
de 0.05. car on lit «au demi-millimetre pres ») s
,Yr — I .3 }r[ = lpT Il' e 3-.35.

0

4
etC 4)
: - s 1 '
Constater sur 'épure que ces trois points définissent un plan, >

Tracer I'épure (h, h") de I'horizontale du plan (ABC) passant par B
Tracer I'épure (f, /) de la frontale du plan (4BC) passant par g

Exercice 35 é(‘omme dans 'exercice 34, on considere les points A (2) B( )

I
Construire I'épure (n, n’) de la droite (N) passant par le point M(3)m

0
orthogonale au plan (ABC).

Déterminer le projeté orthogonal I du point M sur le plan (4BC)et évajye
ses coordonnées.

3 Distance d'un point a un plan

Question 39 ( Soient &' un plan, A un point n'appartenant pas a'¥ et A" le projeté orthogonal
de A sur .

Montrer que :

VMed AM = AA'.

Ce résultat est-il encore vrai si A appartient a J7?

Ar

=

(AA) LS (AA)NT={A"}
Med




."r{{

L

/

.f’.},
]

/ e Orthogonalité dans l'espace

péfnition _
Soient 9 un plan.cl A un point de &, T
La distance du point A au plan &' est la distance de 4 4 4’ ou A’ est le projeté orthogonal |
de A sur .

- 00O ]

Question 40 ¢ L'espace & est muni du repére orthonormé (0, i, ; 'J";:bj
___.-—————__ * i > rE ~ . e I
Soient §' un plan affine d'équation cartésienne -

ax +by+ez+d=0

et A un point de & de coordonnées (a, f, 7). On note A’ le projeté orthogonal

de A sur T, n Ie: vecteur normal au plan¥, égal a ai + bf + ck,et (D) ladroite
orthogonale @ ¥ menée par A : (A, 1) est un repére de (D).

At

£/

(D)

DH)NT = {A'}

Donner la représentation paramétrique de (D ,) oii le paramétre est I'abscisse
du point de (D ,) dans le repére (A, n).

Déterminer la valeur t, du paramétre pour le point A’, qui est I'intersection de
(D) etd.

Pourquoi a-t-on AA" = |tol in|?

as + b +cy +d
En déduire que AA" = | A s l*

B fa® + b* + c?

Ainsi on a :
Théoréme

Soient ¢ un plan d’équation : ax + by +cz+d= 0 et A un point de triplet de
Coordonnées (a, f, y) dans un repére orthonormeé de &.
lax + bp + ¢y + d|

La distance du point A au plan  est : m

R

Exercice 36 Soient a, b et ¢ trois nombres réels non nuls et 4, Bet Cles paointsTdS’ & de
triplets de coordonnées respectifs dans un repére orthonorme (0, i, j, k) :

, 0, 0), (0, b, 0) et (0, 0, ¢).
d a ) 355
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« A. Bet C nesont pas alignés et que -

o

¥
4 =
b

2

vérifier que les point

=1

Lo T o

an (ABC).

atian du pl
st une equation & ! ce d du point 0O au plan (ABC)

L]

y s g V:' " -
Montrer qu]c la tlhz»lfm érific IEEali[é.
1 1 ]
=— + 73 + 1"
) ‘i-

“l..

hs

e W W T AT e

== |
- P H ATy rfl]Dﬂ{}rmé O, f, .q k) SU‘
Exercice 37 (L espace £ est munt du repere o ( ] ient A - un

1

o W

d'équation cartésienne :

point de &, ¥ un plan
_x+2y-32-3=0

B o o

Calculer la distance du point 4 au plan i

—

L'espace & est muni du repére orthonormé (05 i, j, k). Soient §' et §” deux
plans d'équations cartésiennes respectives :

x+y—z+1=0 et —x+2y+2z-—2=0.

Exercice 38

Montrer que l'ensemble des points équidistants de & et J” est ¢galdla
réunion de deux plans @ et Q' dont on donnera des équations cartésiennes,
Montrer que Q et Q' sont perpendiculaires.

On peut utiliser la géométrie descriptive pour avoir une valeur approchée de la distance
d'un point A a un plan . Cette méthode est parfois avantageuse quand on ne connait pas
une équation cartésienne du plan. On recherche le projeté orthogonal A’ de A surd (vor
méthode pratique page 364) et on évalue la distance A4’ comme on va le voir maintenant.

4 Distance en descriptive

356

. . 14
Question 41 ¢ Soient I un plan, A et B deux points distincts de &, et (D) une droité et

a7,
. — B, le
On note p la projection sur § parallélement d (D), A, le projeté 4¢ 4 g
projeté de B par p. IE
Montrer que si la droite (AB) est paralléle au plan & alors 41 B, = -
- . o distin
i: BS oient (a, a') et (b, b') les épures respectives des deux points dist!
ﬂﬂmm' que si la droite (AB) est frontale, alors AB = a'b'
ontrer que si la droite (AB) est horizontale, alors AB = ab-

uestion 4 ; i '
9.____2 gana fe:e question la droite (AB) est ni frontale ni horiz y .
ans 7ol > e

de &, le vecteur AB a pour coordonnées x, y et z. On consid
Cdet deﬁﬂiﬁ Pﬂl".’ﬁ:xﬁ e;EE'-= J‘[}?'



7

wgmaﬁfé dans l'espace

N R N Y
B N

Vérifier que CB = zk, que les
part. sont non alignés.

On note e et ¢ les projetés horizontaux de E et C s @y, b
Srontaux respectifs de A, B, C et E.

Pourquoi a-t-on b = ¢9 ey =a,?

Vérifier  que AE =ae. EC = ec=e ¢, =a,¢c,, BC= b,c,,
E_E=E?=a_l;, EIEE-Z-:.EE, =ba,.

Démontrer que les triangles ABC et ABE sont rectangles,
Cet E.

points A, Bet C d'une part, A, Bet E d'autre

1+ € et e les projetés

respectivement en

Mais pour déterminer AB sur I'épure lorsque (AB) est ni frontale ni horizontale, on
utilisera Je triangle rectangle ABC et les égalités AC = ab et BC = b'e¢’ (car _daps: la
“rotation » on aura bycy = b'¢’) en notant (c, ¢’) 'épure du point C; on peut aussi utiliser
le triangle rectangle ABE et les égalités : BE = b'a’ (car bya, = b'a’) et AE = ge.

Poyy dér erminer,
l‘:sl i frontale p; h

angle drojt isométrique au projeté horizontal [ab] (ou frontal [a’b ]}a.iu s.cgmt::ntl[.-i 31. i:
dpn} 12 longueys de l'autre coté de I'angle droit a pour mesure la valeur absolue
Merence des cotes de A et B (ou celle des abscisses de A et de ff')- e fangll
istance AB est alors la mesure de la longueur de ['hypﬂfteflt':{w -? :eel B Oﬁl ;néme
"tmarque que si 4 et B ont méme cote alors AB est égal a a’b" et s

rdce d une épure la distance de deux points distincts A et B lorsqu? (4B)
orizontale, il faut construire un triangle rectangle ayant un coté de

2 Vg 5 ¢ s de 4 et B.
o8¢ alors AR est égal & ab od (a, a’) et (b, b) sont les cpures * ,
Nsi par Excmplez.ai:ﬁ[ A et B les points de & de triplets de coordonnées respectifs (2,
-_.l.l}gt E,lé :
Points, On place ilors le point ¢’ sur la figure : sur la ligne de rappel de b et la paraliéle &

357

. Sur la figure on a représenté les épures (a, @°) et (b, b') de ces deux
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(v'v)para’ :a’b’c’ estrectangleen ¢’ et b'c’ est la valeur absolue de la différence des cotes ¢
Aet Betle point C d'épure (¢, ¢') avec ¢ = b, est tel que le triangle ABC est rectangleen ¢
et AC =abet BC =b'c.

On reporte alors sur une autre figure ce triangle ABC avec ces égalités et on mesure alorsla
distance de 4 4 B : ici on trouve une valeur approchée de 4B, égale 4 4.3 4 0,05 prés.
On peut aussi construire le triangle ABE rectangleen E avec BE = a’b’ et AE = geolieest
le point d'intersection de la ligne de rappel de a et de la paralléle 4 (y"y) par b : aeestla
valeur absolue de la diffcrence des abscisses de A4 et Bet le point E a pour épure (e, ¢')avec
e =a';laencore on a: AB =43

1 2
Exercice 39 ¢ Tracer I'épure de la droite (4B) définie par A(l) et B(d).

2 5
Déterminer la distance AB en utilisant 'épure.
Calculer directement la longueur AB et comparer les résultats.

2
Exercice 40 ¢ L'espace & est muni du repére orthonormé (0; i, f, E). Soient A(‘3)'

|
3 1 3
B(— 1), C(J) et M(ﬂ) quatre points de &.
3 2 3

; B,
Placer les cpures respectives (a, a’), (b, b'), (¢, ¢’) et (m, m’) des pnlll:s ‘ .
C et M, puis tracer 'épure (8, ’) de la droite (4) passant P2
orthogonale au plan (ABC). d
Déterminer le projeté orthogonal I de M sur (ABC). Evaluer 2
M au plan (ABC) (incertitude : 0,05). lan (AB Ch
Résoudre analytiquement le probléme de la distance de Maup
Comparer les résultats obtenus.

istaﬂﬂ"de

1 .
- r ¢
Exercice 41 ¢Nous reprenons I'exercice 37 ou A(— 2) et 7 a pov

1

quet”

cartésienne :

—x+4+2y—3z-3=0.
358



Orthogonalité dans l'espace

/ ( Représenter les epures des traces de -

» Déterminer le projeté orthogonal I de
¢ Evaluer la distance de A au plan ¢,
¢ Comparer avec le résultat de I'exercice 37.

(xp, ap’) et (xq, xq’).
A sur ¥,

vil. Lieux géometriques
e e

{ Ensemble des points M tels que & . OM =k

Soient O un point de &, u un vecteur de ‘W et k un nombre réel.
. On note E; 'ensemble { Me&, ui. OM =k},

, Question 43 ¢ Déterminer E, dans les cas suivants :

I) u=0 et k=0
2) i=0 et k#0
3) 5#0 et k=0

Vérifier que si u est non nul alors E, est non vide.

On suppose maintenant que # est non nul.

Question 44 d{)n Eote (D) la droite passant par O et de vecteur directeur i. Soit M un point
e E,.

i On considére le plan 0 contenant M et tel que (D) soit orthogonale a 5 et on

note H le point d'intersection de la droite (D) et du plan .

(D)
Of

. MeT (D)L {H}=(D)ng

E KJ,M-"""' NeT O0e(D)
) N .

Pourquoi a-t-on :
YNet [Ned <= u.MN =0]?
En déduire que T est égal a E,. '

Em— k -
Montrer que : OH = —=— = U.

flull
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e —————— \
Ainst on a .
Theoreme :

Soient O un point de & ¢ un vecteur non “L_]_.que oy nombre réel.
S - A

. - s ¢ tels que u . OM = k est le plan ortho 3
Lensemble des points M de & tels g . SOIR A drojg,

D(O. u) au point H defini par OH = Eﬂi 1.

s

Exercice 42 (1) Soient O un point de & et t un vecteur de W de norme 3,
S I'ensemble des points M de & tels que :
L‘

u.0OM = —6.

Délerminer

2) Soient (i, j, k) une base orthonormée de W et i le
2i +2j + k.

Calculer la norme de u.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coordonnées
d'un point M de & pour qu'il vérifie & . OM = — 6.

Comparer les deux résultats obtenus,

Vecteur égq| 4

Y At

X, yetz

2 Ensemble des points M tels que MA2 — MB2 = k

Soient A et B deux points de & et k un nombre réel.
On note F, I'ensemble des points M de & tels que : MA2 — MB? = k.

Question 45 ¢ Dans le cas o 4 — B, résoudre I'équation :

Met, MA*— MB? =,
Dans la suite on considére que 4 et B sont distincts

Question 46 ¢ Oy note O le miliey de [AB].

Montrer gue pour tout point M de & on q -

MA* — MB? — 248 oM

f
. n
- 53 L en notant § = AB, I'ensemble Fy est I€ ol
gonal & la drojte (AB) au po —— k —

) . pl}lnl If d.éfl 1 H = .
A o ni par OH TAB> AB
Soient 4 : . -
tels que :i&ig?‘ﬁgy? :ISlmcts de&et kun nombre réel. L'ensemble des win;?lg Pﬁ :
o J = K, estle plan orthogonal 4 la droite (AB) au point Hd

~24p7 4B 01 0 egt

_ le miliey de [4B],



Orthogonalité dans ['espace

gion 47 ¢ Déterminer l'ensemble F,.
pestion

Q

| ¢ resultat rrouvé a cette question est le suivant -
£

1'|1l~¢|r{‘ﬂlf
<sient A et B deux points distincts de &,
| ‘ensemble des points M de 'espace tels que MA = MB, c'est-a-dire 'ensemble des

points cquidistants de A et B, est le plan orthogonal i la droite (4B) en le milieu de
[ 4B, cest-a-dire le plan médiateur du segment [4B],

1) Soient A et B deux points de & tels que AB = 5.
Déterminer I'ensemble des points M de & tels que MA? — MB? = 20.

Exercice 43 %

s 2) & étant muni du repére orthonormé (0, r,;, E], on considére les points
1 1
() . 3(6)_
3 6
Calculer AB.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les coordonnées
d’un point M pour qu'il vérifie MA* — MB* = 20.

Exercice 44 ¢ Soient A4, B et C trois points non alignés de & ,, ¥, et ¥, les plans
g médiateurs respectifs de [AB], [BC] et [AC].
Montrer que ¥',, ¥, et ¥y sont secants suivant une droite (4).
% Montrer que (4) est orthogonale au plan (4BC).
Déterminer l'intersection de (4) avec le plan (ABC).

Exercice 45 ¢ Soient A, B, C et D quatre points non cupl_anaircs de ﬁ'.
g Montrer qu'il existe un pointet un seul équidistant des points A4, B, Cet D.

I sﬂ'hérg

‘-‘-\_-_‘_‘_\_‘_‘_‘—-—
Définitign

Soient p un point de & et R un nombre réel positif. _

gLapp"‘“B sphére de centre O, de rayon R I'ensemble des points
=R,

-‘--‘----_--____-'———

M de & tels que
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Question 48 ¢ L'espace & étant muni du repére orthonormé (0, i, j, k), soien, |
é triplet de coordonnées (a, b, ¢), R un nombre réel positif ¢ S la SPP;:HHE
%c‘emre A et de rayon R. Pe gy

Soit M un point de & de triplet de coordonnées (x, y, z).
Montrer que M appartient @ 8 si et seulement si

P4y +z22—2ax—2by—2cz4+d=0

Ainsi on a :

Théoréme

_____-__-__--"""--._
Dans un repére orthonormé de & une sphére dont le centre a pour triplet de
coordonnées (a. b, ¢) est caractérisée par une équation de la forme :

X2+ 422 —2ax —2by—2cz2+d=0

(ou d est un nombre réel) appelée équation cartésienne de la sphére.

Exercice 46 ¢ L'espace ctant rapporté 4 un repére orthonormé, déterminer une équation

1 3
cartésienne de la sphére de centre A(?.) et passant par B(I).
3 2

Question 49 ¢ Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels et, & étant muni d'un repir

orthonormé, E I'ensemble des points M de & de triplet de coordome
(x, ¥, z) tels que :

xz+yz+zl+ax+by+cz+d=0-
Démontrer que :

P22
SLa”+b* + ¢* — 4d < 0, alors E est vide

L 2 2 7 5
e ¥ bz ] c: = 4d, alors E est un singleton que 'on de:ﬂrmlnﬂa{}ﬂﬂﬂf
Sta” + b* + ¢* — 4d > 0, glors E est une sphére dont on précisera le
et le rayon.

En remarquant qu'un singleton est une sphére de rayon nul, on a:

Théoréme

L'espace étan & 3 . .
& L apporté 4 un repere orthonormé, I'ensemble :

X
{M(J’)vx“ryz+zl+ax+by+cz+d=0}

z

b, ¢ et d sont des nombres réels, est soit vide soit une sphéi//
____———-___

&

ol a,

362



———

¥ il

Exercice 4

Orthogonalité dans l'espace

7 (Dans l'espace & muni d’un repére orthonormé on considére les points

DO

{ Vérifier que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

5 Déterminer une équation cartesienne de la sphére passant par 4, B, Cet D.

e e

Exercice 48 ¢ Soient ' un plan et 8 une sphére de centre O et de rayon le nombre réel

strictement positif R.

On nntc_'H le projeté orthogonal de O sur § et k le vecteur de ‘W tel que
OH = dk ou d est la distance de 0 a .
On considere une base orthonormée (i, j) du plan vectoriel associé a 4.

— i —

Verifier que (O, i, j, k) est un repére orthonorme de §&.
Deéterminer dans ce repére les équations cartésiennes de § et .
Démontrer que :

1) si R < d, alors 8§ 0§ est vide
2) siR=d, alors Sn¥ ={H)}
3) si R > d, alors $ N est un cercle de centre H et de rayon \/R* — d*.

L'intersection d’'une sphére et d’un plan est : soit vide soit un cercle qui peut étre réduit a
un point, dans ce dernier cas on dit que le plan est tangent a la sphére.

Exercice 49 ¢ Soient 4 et B deux points de & k un nombre réel et E I'ensemble

Exercice 50

{Me§ MA . MB =k}.
1) Déterminer E lorsque A = B (discuter selon les valeurs de k).

2) On considére A et B distincts et I le milieu de [AB].
Verifier que :

; AB?
VMeé [MEE@IM =k + 7 |

En déduire la nature de E selon les valeurs de k.

Soient 4 et B deux points de & et Lk un nombre reel. Df'fterminer,
selon les valeurs du nombre réel k par 'rappmjt_ 4 AB, l'ensemble
{Met, MA? + MB? =k} (on fera intervenir le milieu de [AB]).
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Réponses aux questions%

Q1

Les droites perpendiculaires  (A£) qui contiennent
une aréte sont ;

(AB), (AD), (EF) et (EH).
a2

1) Le point A, par définition, appartient & (4,) et
(4,). donc ces deux droites sent, soit sécantes, Soit
confondues _
Si(4,) était confondue avec (4,) alors (4,) serait,
comme (4,), paralléle & (D,). Comme (D,) est
paralléle & (4,). (D.) serait aussi paralléle a (D).
Ce qui est en contradiction avec ; (D,) et (D) sont
non coplanaires.

Ainsi (4,) et (4,) sont sécantes en A, el
déterminent un unigue plan .

2) Soient B un point de (4,) distinct de A,
C un point de (4,) distinct de A.

Puisgue (4,) est perpendiculaire a (4,), d'aprés le
théoréme de Pythagore dans le plan i, on a:
AB* + AC? = BC*. Comme, ci-dessus pour (4,) et
{4,), on montre que les droites (4)) et (43%),
paralléles respectives par A” & (D,) et (D,). sont
sécantes en A’ et définissent un unique plan .
Par ailleurs, puisque (4,) et (4)) sont parallgles 4
{D,). la droite (4,) est paralléle & (4)). De méme
{A,) est parallele & {45).

e Si A appartient 3 (4,) on a (4,) alorson a:
' =d et dans ce plan le résultat demandé ast
cannu.

e SiA'nappartientnid (4,) nid (4,) alors (4,) et
(A7) sont paralléles et disjointes, de méme (4,) et
(4%) sont paralléles et disjointes. Ainsi il existe un
unique point 8 de (4)) tel que AA'8'8 soit un
parallélogramme (tracer la paralléle a (AA’) par B),
et il existe un unique point C' de (4%) tel que
AA'C'C soit un parallélogramme.

(43)

Onaalors: AB' =AB et 4'C' - AC. b
droites (88') et (CC’) sont parallgles ont © Plug |
paralieles a (AA"), et BB = CC’ g, é'“”“-tar
deux & AA'. Ainsi BCC'B’ est ayss; unga“* loyg
gramme, on en déduit ; Parallg,.

Eici = Ec_

AB* + AC* =BC* se  ‘traduit

AG? + AC? = BC, Mo gy
Comme les points A°, 8’ et C' sont trois na:
plan 4", d'aprés le théoréme de P;tshxgms dy
triangle A'B'C’ est rectangle en 4’ ¢’as % Jo

t-3-dj >
est perpendiculaire a (45). 3 dire (4,

a3
1)

//

(n

()
Soit A un point de (D) et (D,) la paralléle a (4)
passant par A.

La droite (D) est la paralléle & (D) passant par A.
Ainsi, puisque (A) est orthogonale & (D), les deux
paralléles respectives (D,) et (D) & (4) et (D)
menées par A sont sécantes et perpendiculaires :
(D,) est sécante a (D) en A, et (D,) et
perpendiculaire & (D) dans le plan P((D). (D))
De ce fait puisque (D,) est paralléle & (4), (D)
(4) sont orthogonales.

2) On peut trés bien avoir deux droites (D) et (o)
orthogonales a la méme droite (4) sans qué [5:}
et (D') soient paralléles. En effet dans le parallélép
péde rectangle ABCDEFGH on avu, i laquestich |
que (DA) et (AB) sont orthogonales (et "“m]
perpendiculaires) & (A£). Pourtant les droites

et (AB) ne sont pas paralléles.

Q4

.on
Soit (4) une droite incluse dans & plan '[Af c) B.
note (4°) la droite paralléle a (4) et Eam: incluse
D'aprés ce qui précéde, puisque M);s (4') ot
dans le plan (ABC) et passe par &
perpendiculaire & (BF). ’ ; deu®
Donc, par définition de I'orthogonalité 4

droites, (4) est orthogonale a {Bf};_'_,./
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- - I :‘ "-1 :l
b 1 gst paralléle i |
soné 4% : droite () incluse dans 4 et
ine 3

i jithogonale a () (car une
P“'.Iﬂn-._:sl A e 4 (D) passant par un point de (4)
“"“’f arallele “avec (1) et non perpendiculaire).
:erf; f“”fﬂ"dﬂi | fait que (D) est orthogonale & 1.

tre ’

ce t}“";ﬂ ' est pas paralléle  c'est-a-dire (D) est
pe (0) 1

sacante @
5 o

0 + (4,) une droite incluse dans T, .

1) 5”':2['{5 | est orthogonale & #,, (D,) est
i

gﬁggnale 4 (4,).

01 an sait QuE

(D)) et (D) L(4,)]
[{EH]!E . (Dzﬁj_[,ji]
D.) est orthogonale a toute droitg (4,) de
gm:*istf‘;-dire (D,) est orthogonale & 1.
| ; )
it (4,) une droite incluse dans ;. ‘
%Li;ﬂug i, est paralléle a 7, I! existe une droite
(4,) incluse dans ', paralléle a (4,).
Pusque (D,) est orthogonale & &, (D,) est

othogonale a (4, ).
Oron sait que :

;) (4,) et (D,)L(4,)]
== (D,) L (4,)

donc (0,) est orthogonale & toute droite (4,)

?clusedans Iy, C'est-a-dire (D, ) est orthogonale a
l—

Q7
1)

(D) L7,
¥ e,

(D) A eq

Eﬂil,g
1 un
E." “Dln-,n-ﬂ:in 16l que (D) soit orthogonale & 1, .
g; Prig g mﬁlﬂua Plan parallgle & ¥, passant par A.
( f':::ng_ " quL“t‘g}fécﬁdant. puisque ¥' et &, sont
est i
Sy ;‘;‘hﬂu onale aumqnahugnnala ad,, ladroite

8se -
Par 4 g (D) est orthogonale & 7.

2)
(D)

L w7

{4) n (D) = (A}
A ed
(D) Ly

a) Si (4) est incluse dans T alors (4) est
orthogonale 4 (D) (définition de droite orthogonale
a un plan) or (D) et (4) sont sécantes en A4 done
elles sont perpendiculaires en A.

b) Si (4) est perpendiculaire en 4 3 (D), alors les
droites (D) et (4) définissent un unique plan @ qui
contient 4 et un point 8 de (4) distinet de A, or (D)
est orthogonale 3 7 donc 8 n'appartient pasa T, or A
appartient 4 &, les plans § et @ sont donc sécants.
Notons (4') la droite d'intersection de et Q.
Ae(4') et comme (D) est orthogonale a §' et que
(4') est incluse dans ¥, (4') est orthogonale & (D)
done (4’) est perpendiculaire 3 (D) en A

Or (4') estincluse dans @: dans ce plan, les droites
(d) et {4") sont toutes deux perpendiculaires & (D)
en A; ainsi (géométrie plane) (4) et (4') sont
confondues,

(4') estincluse dans ' donc (4) est incluse dans 7.

Remargues. On a ainsi :

(4) = § === (4) perpendiculaire 3 (D) en A. De
plus {A] =(4)n (D) et A appartient & ¥ donc
{A} = (D)7

3) (D)

A Kok,

(D)yni={0}, (D))<,
(0y) =, (D)) (Dy) ={A}
(O (D). Oe(D))
(07) /(D,), Oe(D3)

: - g
isque O appartient & 4 et (D,) est paralléle &
:j,al‘;??nucluse dans ) (0)), qui est la paralléle & (D,)
par O, est incluse dans . De méme (D3) estincluse
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dans I car O appartient & et (,) est incluse dans
i

Puisque (2. ) est onthogonale 4 (D) et ('|_Il!"' t”11 sl
Ia paraligle 3 (D, ) passant pat le point O de (2). 1a
dronte (O,) es1 Irmrnpndur.u'amn“ a (Do) l-“"m"f’ﬁ“ le
2) b)Y, (D) est perpendiculaire & (D) en O avec (D)
est orthogonale 3 o) en (. donc (D)) est incluse
dans

On montre de méme que (2.) est incluse dans ()
Les deus plans J et 0 contiennent les deux droiles
secantes (D, ) et (D,) donc ils sont égaux ( (D, ) est
sécante a (0.) car leurs paralléles respectives (2,)
et (0.) le som)
Puisgue (D) est
arthogonale a 4

(D) est

orthogonale & o,

as

Puisque (2') est paralléle 3 (D) et passe par le
point O de (4). et que (D) est orthogonale & (4),
(£') est perpendiculaire a (4) en O

Les drontes (4) et (D') sont sécantesen O donc elles
définissent un plan q,

Lesplans i et @ ont le point 0 en commun mais {4)
esl incluse dans @ e non dans i donc ces deux
plans son! sécants. Soit (D) leur droite d'intersec-
won. (D7) conuent O et, puisque (4) est
orthogonale & 4. (D") est orthogonale 3 (4), et
méme perpendiculaire 3 (4) en O (D") appartient
aussi @ Q donc (D") est la droite de @
perpendiculaire 3 (4) en O,

Comme (D) est aussi la droite de @ perpendiculaire
éd(4)en0,0ns : (D) = (D"). Ainsi (D) estincluse
dans J. donc (D) est paralléle 3 o

as

Puisque (D) est orthogonale a & et que (0,) est
incluse dans ¥, (D,) est orthogonale & (D),

Soit (D) la droite paralléle 3 (Dy) passant par O
(D) est ainsi orthogonale & (D).

Or (D,) a en commun avec I le point Q' et (D) est
orthogonale a J" donc (D) est incluse dans 4",
De méme la droite (4°), paraliéle & (4) menée par
O, est incluse dans 4"

Ainsi le plan 9 contient les deux droites (Dg) et (4')
paralléles respectives aux deux droites (Dy) et (4)

sécantes et incluses dans 4. Dong § es paralléle .

Q10

Il suffit de prendre deux
suivant (4) de tracer dang
perpendiculaire & (4) passant par un point fixé

(4)- Ces deux droites sont sécantes en (?T:
perpendiculaires a (4), elles définissen; un plan ¢
qui est tel que (D) lui soit orthogonal,

Puisque (D) est orthogonale 4 Q, 1oyt plan paraligle
& Q est tel que (D) lui soit orthogonale en particulier
I'unique plan ¢ paralidle & @ passant par A est g
que (D) soit orthogonal & g,

plans @, et Q, sécants
chacun de ces plans la

7)

(4,)

M}j
!

S
[ <)

I:A} =ﬂlﬁﬂ1

(4,)=q,, (4,) L(a),
{D} = (d,) n (4)
(43) =, ':AJ:'J-';A)'

{0}= (4:) n (4)

S'il existe un autre plan §” passant par A et tel que
(D) soit orthegonale a 4, alors, d'aprés le théaréme
précédent les plans 4 et 9' seraient paralléles.
Comme A appartient & ces deux plans,ona : 7 = T
Ainsi on a I'unicité du plan passant par A et tel que
(D) lui soit orthogonal.

an
Puisque B est distinct de A et que, (D) est sécanted

T'en A, le point B n'appartient pas 3 (D). On noted
le plan déterminé par B et (D).

o

/u]

"/ (D)

i — -

Di

b
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Orthogonalité dans l'espace

e =

; () L () ={8) &
() = (D) L(AB)
. (4) est prthogonale a &, (4) est
i wlsqu;na{é a (D) qui est incluse dans 4. (D) est A
r ::::lgﬂﬂﬂh 3 ¢ donc (D) est orthogonale a (D).

D) est aussi perpendiculaire 3 (AB) qui
D&Tgfu{se dans ¢, la droite (0') est orthogonale
> deux droites (D) et (AB) sécantes et incluses
gans @£ (0') est orthogonale 3 A,

puisque (D) est orthogonale & la droite (4) quia le Puisque (D) est orthogonale a &, (D) est
point 5 en commun avec Q, (4) estincluse dans le orthog_onale a (4,) et (4,), et méme, puisque A
Bna _ appartient a ces trois droites, (D) est perpendiculai-
Les droites (D) et (4) sont deux droites du plan @, red (4,) et (4,) en A.
diculaires 3 (A8) gui est elle-méme incluse Ainsi pour déterminer & il suffit de tracer dans les
dans @ (car Bed et Ae (:"_‘J}_ (D) =@ dod Aeq), plans R et S respectivement les uniques draites {4,)
donc, d'aprés la géométrie plane (D) et (4) sont et (4,) perpendiculaires en A4 & (D).
paralléles.
s Q14
Soit ABM un triangle isocéle de sommet A, avec
(D} (4) AB = AM = 5. On sait (relations métriques dans un
triangle) que :
BM? = AB? + AM?
— 248 . AM cos BAM
d'od :
T, ——
. BM*=5"+5* -2 5 5cosBAM
]
i : c'est-a-dire ;
50 cos BAM = 50 — BM?
A dong !
sﬁlit(,_l,]. T cos BAM =1 _HEEJI;
ro :
La droite 0 ite orthogonale a 7',

) parallgle 3

orth allele 3 (4) passant par A est
Su ugnn:f: & § d'aprés le théoréme précédent.
OMthogona. 1! existe deux droites : (4,) et (4,)
Mhognm“::; et passant par A. Puisqu'elles sont
(4;) sony pam""“ méme plan, ces droites (4,) et Q1s

Boing 4 lltles entre elles. Or elles ont le ; st Girthoatrinle & at i .
g D:nac.;,.mmun done allas.sart corfendue Puisque (D) est orthogonale 4 ' et /", et que 4’ est

axi : ke 2 y distinctde A, 7 et 4" sont paralléles et disjoints. Ainsi

Ogonale 3 ;‘::“'Lca et l'unicité d'une droite leurs intersections respectives avec le plan R sont

passant par A, deux droites paralléles : or ces droites sont (A8) et

Q (A'B') (puisque 8 # A, la droite paralléle a (D) par

13 8 est distincte de (D), d'od 8 # A').

Ainsi (AB) est paralléle & (A'8'). De plus, par

déhnition, B est distinct de & car et 4" sont

disjoints, et (B&') est paralléle a (D) c'est-a-dire &
(44'). Donc AA'8'8 est un parallélogramme.

Oui, si (BA) est orthogonale a §,.

Soit |
' Tle py
5 inclugq g 0r10GONaI & (D) en A. Puisque (D)

Plang mntﬁ et que (D) est sécante a ¥, les
oS Méme | Sécants, suivant une droite (4, ).

i o i t AACC
PIL?:: {d,:._ Plans § g ¢ sont sécants suivant une g:r;ﬁgigg::rrnﬂ;:‘lém on montre que ast un
ug 5 :
;t:::"‘- les g, 50N S6cants et contiennent (D), On.a alor:
ﬂﬁtmm-m "es (4,) et (4,) sont sécantes en 4, (88') paralidgle & (AA') et (CC') paralléle & (AA’")
g Nt le plan g d'ou ! (BB') est paralléle & (CC').
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e e

De plus :
BB = AA et : CC' = AA
d'od : BB = CC".

Ainsi B8'C'C est un parallélogramme. )
Puisque AA'B'B. AAC'C et BB'CC sont des

parallélogrammes, on a
AL = A'B. AC=AC
et BC =BC
En utilisant la relation métrique :
gl = h' +¢’ — 2bc cos BAC
dans un triangle ABC oU
BC = 3. AC = & AB ==t
on en déduit que
cos BAC = cos BAC
puis : BAC iso BAC

a6

r.|ll.|_-|

il
' ]
5
T
=N
w ]

Notons xAy le rectiligne de sommet A d'un des
diédres formés par les plans § et . [Ax) estincluse
dans (D,) et [Ay) est incluse dans (D,).

On note @ le plan orthogonal a8 (D) en A:
And=(D;)et@nR = (D,). Les droites (D,) et
(D.) sont donc perpendiculaires a (4) en A,
Puisque et M sont perpendiculaires,

mes® xAy = 90, donc (D,) est perpendiculaire 4
(D,) (dans le plan &).

Ainsi (D) est perpendiculaire aux deux droites (4)
et (D,) du plan ¥, sécantes en A; donc (D,) est
orthogonale a .

De méme (D,) est perpendiculaire a (4) et (D,),
qui sont deux droites sécantes de #, donc (D)) est
orthogonale & K.

Q17

Soit (') la droite de ¥ perpendiculaire & (4) en A.
Puisque (D) est orthogonale & 4 en A, (D) ast

e
=

Derpendiculaire a(d)eta (D) an}A (car eleg

ncluses dans i et contiennent A). sont

()
X

¥ Ay wy
14 ; y
ydl i

Les droites (D) et (D') incluses respectivement
dans R et 7, et perpendiculaires a I'intersection (4)
de ces plans, sont les supports d’un rectiligne d'un
digdre formé par ces deux plans R et .

Or (D) est perpend iculaire & (£') donc ce rectiligne
est droit. Par définition les plans ¥ et R sont

perpendiculaires.

Q18

Puisque § est perpendiculaire a 7, § contient une
droite (D) orthogonale & .

Puisque & et R sont paralléles, la droite (D),
orthogonale & 7, est orthogonale a R.

Ainsi § contient une droite orthogonale 3 ®. Donc §
est perpendiculaire a .

Non, par exemple, soient 2 plans ' et R' dont un
rectiligne a une mesure de 60° qui ont pour
intersection la droite (4) (voir figure de Ia
question 19), et A un point de (4). ;
Leplan § orthogonal en A & (4) est perpendiculaire
&' car 7' contient (4) qui est orthogonale a §; de
méme & est perpendiculaire a R, . :
Pourtant 4" et ‘R’ ne sont ni perpendiculaires ™
paralléles.

Q19

Puisque 1 et § sont perpendiculaires, il exis
droite (4,) de § orthogonale a 5. o NG
Puisque R et § sont perpendiculaires. il existe
droite (4,) de R orthogonale a 8.
Les deux droites (4, ) et (4,) sontorth
donc (4,) et (4,) sont paralléles. jgaf
Le plan 4 contient donc la droite (4,) para"ﬁ,t )
(car paralldle 4 la droite (4,) de &) de c@ ot Zh4o
est paralléle a la droite (4) d'intersection d8

R 4,) &t
Puisque (4) est paralléle & (4,) et AY8 W
orthogonale a §, (4) est orthogonale a3

te une

ogonales ad
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Dza ojeté du milieu d'un segment est le

puisaue teef]rmjent projeté, /" est le milieu de [AS']
ey dY p(S) =8

Al fS:: 2 ilieu de [CD] car ACSD est un

Halsiméramme done I est le milieu de [C'D'] car
all et

o

ond-

A5 = 24"

él: S e T
AC + AD' = AC' + AC’ + C'D'

—2RC" & 2
~2(AC" + CT)
= 241"
ol AS = AC" + AD'
a2t

Soient a, i et v trois nombres réels tels que :
al + it + 9w =0 (1)

Alors

(=1

Nal+ T+ W) =5.0

=

L=

(ot + Bo + yW) = aii®

Gru.i=0etd.w=0,ainsiona:
R52=ﬂ

o est non nul d'ois 42 # 0 donc = 0,
(1) s'éerit alors :

fi+ =0 (2)
d“-""ﬁfnenna:

AP+ yw) =5.0
=0

=4

=

X (B0 + yw) = pii2
v est non py)
iy =0
@) Sberit 4 - *
W =0

W et
ﬂun Sig :"n nul donc y = 0,

'-'-ﬂnlnna,r 0.8=0ety=0donc u, v et w sont

Q22

Un vecteur ¢ de ‘Wl est colinéaire a i si et seulement
st il existe un nombre réel ¢ tel que :

=1
On a alors
8|l = |4 [1a),
Or 4 est non nul
- ol
d'od ; [t = —
[ ]
v est alors umtaire si et seulement s

el = 1.

C'est-a-dire si et seulement si i = . Ainsi il

'i
existe exactement deux vecteurs unitaires colinéai-
res 4 i ce sont les vecleurs :

1

1
(] ]

Q23
G=xi+yj+zk
B =xi+ y'f+z'£
d'ou:
‘={x?+w’+zi'1 {x;+p’;+z’k}
= xx'i? +xy’.r _, +xZi .k
- yx'{ ._-r_+ yVL )
+yzf k+zx'k i
+zy’F.f+z§E’
=xx +yy +zz.
En faisant ¢ = &, on obtient :
U* =xx +yy + 2z
fal| = /x* + y* + 2*

On a vu en géométrie plane gue :

dod :

—_— u.b
cos (U, v) =- =
|| | v
d'od
XX +yy +zz

e
cos (U, v) =

Jx*+y‘+z“\fx'*+r’+z‘"

Q24

Soit A un point de £ On note (2) et (4) les droites
passant par A el paralléles respectivement a (0') et
(4.

Ona:

(D) estorthogonale 4 (4') si et seulement si (D) est
perpendiculaire a (4).
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des vecteurs direcieurs

Comme U et [ sont aussi .
,ona, en utilisant le

respectivement de (D) et (4), on
résultat précédent la question . (D) est orthogona-

le 3 (A) si et seulement si u est orthogonal a v.

az2s
1) Soient a et b deux nombres réels :
(ad + bv) . W= gl . w4 bv. W
=0

carli. w=0ett.w= 0d'ou le résultat demandé.

2) Notons w un vecteur directeur de (D), u un
vecteur directeur de (D,) etv un vecteur directeur
de (D;). B
Dire que (D,) et (D,) sont sécantes c'estdire que i
et © ne sont pas colingaires; Ces deux vecteurs
forment donc, avec le point A d'intersection de
(D,) et (D,) un repere du plan ' déterminé par
(D) et tD:]- N
Puisque (D) est orthogonale & (D) eta(D,), west
orthogonal & U et 0.

D'apres le 1), west orthogonal a toute combinaison
lingaire de J et 1.

Or une droite (4) de & a pour vecteur directeur une
combinaison linéaire de & et ¢ car (A, 4. L) est un
repére de § donc (D) est orthogonale a (4).

Q 26

1) (D) est orthogonale & 7 si et seulement si w est
orthogonal 3 toute combinaison linéaire de getu.
Si w est orthogonal & toute combinaison linéaire de
7 et ©, alors, en particulier w est orthogonal 3 tetn.
D'aprés la question 25, on a la réciproque de cette
implication d'ol :

(D) est orthogonale & ' si et seulement si W est
orthogonal 8 g et av.

C'est-a-dire si et seulement si

i, w=0 e 7.w=0.

2) Soient %, f§ et y trois nombres réels tels que :
ai + i+ 7% =0 (1)
ﬁ.(!ﬁ+ﬁﬁ+r@]=ﬁ_a

=0
W . (b + D+ W) = aw . U+ fiw . 0+ yw?
=y
carw.u=0etw.0=0.
Ainsi on a:
=0

or west non nul d'oty = 0 (1) estalors équivalente
a:

e

ali + ft =0

qui, puisque & et U sont non colinéaires, est
équivalenie dx=0etf=0

Ainsi 4, v et ﬁ_m*nt trois vecteurs de W non
coplanaires : (&, v, w) est une base de ‘W.

——

Q 27

1) Tout vecteur de la droite vectorielle de
s'écrit tw ou ¢ est un nombre réel.
puisque w . U =0, (tw) . u= 0.

puisque w . v = 0. (tw) . & =0.

Ainsi tw est orthogonal & u et b,

baSE ﬁ

2) Donc toute droite de vecteur directeyr
orthogonale a .

Spit ¥ un vecteur directeur de (D).

On considére un vecteur u' du plan vectoriel assogi
3 i, orthogonal a . Alors (A, &, &) est un rﬂpé:e
orthogonal de J. L

Et w, qui est orthogonal a u et v, est orthogonal 4
d’aprés la question 25.

Puisque & et & sont deux vecteurs non colinaires
ot orthogonaux au vecteur non nul w, d'aprés la
question 26, (4, ¢\ w) est une base de W.

Ainsi il existe trois nombres réels a, b et ctels que:

W ey

% = au + bi + cw.

Puisque (D) est orthogonale &, X est orthogonal a

ii et i d'aprés le théoréme précedent.

Ainsi :
(EE+bE'+CI§’]:J-—=U,

Comme u .u=0 et w.u=0 on a:

aii> — 0. D'ot @ = O car & est non nul. De méme :

(ali + bd' +ew) . & =0.

Or . i/=0 et w.u'=0, dou bi*=0 donc
b = 0 car &' est non nul.

Ainsi on a : % — cw, autrement dit w est un vecteur
directeur de (D).

3) Puisque (u, &, w) est une baseé de W, il existe
trois nombres réels 4 b et ¢ tels que
X =au+ bu + cW, B
Puisque x est orthogonal a w, on @ ;
(ati + b + cw) . w=0
c'est-a-dire cw® = 0 d'od € = 0 car weel: ai"fj::
X = au + b’ donc X appartient au plan vecto
associé a 7.

Q 28

Soit P le plan vectoriel associé a - i ;‘l’“
existe Gu moins un vecteur & d8 Pzs18! 449 epdr®
orthogonal & &; ainsi (A4, & &) est N !
arthonormé de 7. gcteu't
On sait par ailleurs qu'il existe au mﬂf"s'”"“wl que
de W n'appartenant pas 3 Pii © gont

(u. &', X) soit une base de ‘W. non "
Montrons qu'il existe un Vecteu’ foombre
orthogonal a § et a i, Soient & et & 48 Jpipest
réels. Le vecteur w défini par w = X 1:;

non nul, car (% &, ') est une base 9

W est orthogonal a & si et seulement s’

(% + aii + bﬁ‘}‘_fi/
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=3
est-4-01"® ——
ces Y O+aut=0

7. u=0 .
I.',cﬂfr:'me E} st Aon rnul, ona:
Qe

40 = a=—"—;
< est orthogonal 3 2

pe méme. on obtient

w est orthogonal 8 U <= . =

Amsi le vecteur -

L F.w
= o - =3 u
u u

b
=1

, ¥
-l

estun vecteur normal a &', Notons le, pour la suite,

W,

Ladroite D (8, w) est orthogonale & ' et passe par
8.

On sait que deux droites orthogonales & un méme
plan sont paraliéles donc si deux droites sont
orthogonales @ 4 et passent par B. elles sont
confondues.

Onzaainsi montré |'existence et I'unicité de la droite
(D) orthogonale a ' et passant par B : on a :

(D) = D(B, w).
Soit M un point de &

Mappartient 4 (D) si et seulement si BM appartient
2 droite vectorielle D~ de base w.
D'aprés la question 27 on a -

EM appartient & D si et seulement si BM est
0thogonal 4 § et 7.
Insi on 3 .

Me(0) < (BM .ii=0 et BM.5=0).

Y Puisque § gy
QUE W est nop n

(G, 7, g .

seure ] €st une base orthogonale de W si et
o 5“‘ S! W est orthogonal & & et & et on a vu
D(B, > Onthogonal & & et 7 si et seulement si

- W) st f Haed_ciih Aol
tesultg dar:angréhnguﬂﬂle a P(A 4, v) dod le

U sont non nuls et orthogonaux et
ul, ona;

Q29

n e
: ";mlr?::rﬂ 8st parallgle 3 4" si et seulement si il
ute grre (2) Othtogonale a la fois 4§ et a 4.
Bur 7 ati 1B onhﬂgjﬂnale 4 ' a pour vecteur
Bur ﬁimm;’"tg droite orthogonale 2 1” a pour
ont g fj ne 9ONC I est paralléle a 4" si et
@St colinéaire a 7,

1) g
‘ﬁiatauft “:'P?ﬂdiculaim ag

. =
% roite de si et seulement si i

“say)q ¥ ortho le &4 c'est-a-dire
et m S gonale & ¥ c'est |
Ge g et i SN si il existe une combinaison linéaire

4]
"hogonale 3 |13 fois 3 i et 0,

2) Puisgue une droite (D) est orthogonale &' si et
seulement si (D) a pour vecteur directeur 7, les
plans { et 4" sont perpendiculaires si et seulement si
il existe une droite (D) incluse dans 4" et ayant pour
vecteur directeur 7.

Ainsi ' est perpendiculaire 3 4 si et seulement si 7
appartient au plan vectoriel associé 3 .

Or, n' est un vecteur normal 3 " donc ' 7 appartient
au plan vectoriel associé 4 7' si et seulement si 77 est
orthogonal a 7'. Dol le résultat demandé.

Q3

Si & = " alors le résultat est évident. On suppose
donc ' et " distincts et on note (D) ladroite passant
par A et orthogonale a2 § (donc & 4" qui lui est
paralléle),

Par définitionde A’ et A", ana A'e (D)et A"e(D).
Les plans i et 4" sont distincts donc A4’ est différent
de A" et la droite (4'A") est la droite (D).

De méme B' est distinct de B” et la droite
orthogonale & § passant par B contient & et 8",
celle-ci est paralléle & (D) donc la droite (8'8") est
paralléle 3 (D).

Puisque (AB8) n'est pas orthogonale & 7, les droites
(D) et (AB) sont sécantes en A et déterminent un
plan Q. @ contient (D) et 8 donc la droite parallgle &
(D) passant par B; il contient donc B' et 8. |l
contient aussi A" (car A" (D) ). Q est sécant & 7 et
" respectivement en (A'8') et (4"B") qui sont done
deux droites paralléles.

Ainsi A'B'B"A" est un parallélogramme.

On démontrerait de méme que A'C'C"A" est un
parallélogramme.
0On a donc :

BA'=BA" et AC' =AC"

Onendéduitque 8'C" = B*C" en faisant la somme.
On a donc :

BA =8"A" AC =A"C"at 8C' =8"C".
Les deux triangles A'B'C’' et A"B"C" ont des cotés
de méme longueur, d’aprés les relations mé%
dans un triangle, on en déduitque les angles 8°4'C’
et B'A"C” ont méme mesure.

Q 32

Puisque B' et C' sont les projetés orthogonaux

respectifs de 8 et C, les vecteurs 8'8 et C'C sont
orthogonaux 4 tout vecteur du plan vectoriel

associé & 4, en particulier 3 AB" et AC".
AB .AC = (AB' + B'B) . (AC' + C'C)
=AB'.AC'+B8'B.AC -
+A8'.C'C +B8'8.C'C
=AB'.AC'+BB.CC
d'aprés la remarque précédente,
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Q 33

1) D'aprés la question 32 on a ;
AB . AC = AB . AC,
Car ici -
pB)=8 et p(C)=C,

donc si BAC est droit, alors AB .AC =0 d'ou

AB .ECTL = 0 c'est-a-dire EA_E est droit (puisque
(AC) n'est pas orthogonale a i, 8, est distinct de
A).

2) (AB) est confenue dans le plan ¥ qui est
paralléle & ‘i donc (AB) esl paralléle a .

D'apres la question 31, puisque § est paralléle 3 R et
que (AB) et (AC) ne sont pas orthogonales 4 ¥, les

angles BAC, et B'A'C’ ont méme mesure donc ici
B'AC est droit.

Q 34
La figure est celle de la question 33.

1) La encore puisque p(B) =8 et p(C) =C,,
I'égalité de la question 32 s'écrit :

AB . AC = AB . AC,

done si BAC, est droit, alors AB .;ﬂf, est nul,
AB . AC aussi, donc BAC est droit.

2) lci encore d'aprés la question 31, puisque ¥ est
paralléle & i et que lesdroites (AB) et (AC) ne sont

pas orthogonales 4 7, les angles BAC, et BAC' ont
méme mesure donc si B'A'C estdroi, ﬂf, I'est, et

d'aprés le 1) BAC est droit aussi.
On remarque encore que (AB8), qui est incluse dans
g, est paralléle a .

Q 35

(A B, C)c¥
(A, B.C} cF

1) D’aprés la question 32 ona:
AB .AC =AB,.AC,+B,8.C,C.

Dire que BAC e%ont droits c'est dire que

AB  AC =0etAB, . AC,=0.

Dot : B;B.CiC=0

Or, par définition de la projection orthogonale les

points B et B8,, (respectivement C et C,) sont

situés sur la droite passant par B (respectivement

C) et orthogonale & .

Ces deux droites orthogonales a & sont paralléles

donc les vecteurs 8, B et C,C sont colinéaires.

Comme IeuLprnduiT. scalaireestnulona: 8,8 =0

ou C,C = 0, c'est-a-dire B appartient & § ou C

appartient a .

Donc B ou € appartient & .

2) D’aprésla question 31, puisque i est paralléle 3

R et que les droites (AB) et (AC) ne sont pas
T ¢ ALY

orthogonales a &, les angles B,AC, et BA'C ont

méme mesure,

— ——— "".‘_-—-31
Ainsi si B'A'C’ et BAC sont droits, alors 8,AC:

BAC sont droits, d'ol d'aprés le 1), B ou €
appartient a i, :

Or ¥ contient A et est paralléle 4 ® doncsi 8 Eﬁ;ﬂ
appartient 7 alors (A8) (ou (AC)) est pard
R.

Q 36

int

gment C un pointde (D) distin?g;& sgi ‘;‘ nf un s
8 (4,) distinct de B. Puisque

4 {dli et que (4,) est la paralléle  (4:) menée P2
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es (D) et (4,) sont perpendiculaires
I-Bi_d_.rE!. est droit. Comme {{I,)‘n'asi pas
4one CBE A (BE). qui est paralléle a (4,) n'est
‘:'"amnaig' a7, Comme (D) est paral léle atr, la
pas h{Bf-?'-' qui est confondue avec (D). est
grovté ; {
p.am:;’!: ¢ et £'les images respectives de C et £ par
onn

;JEQUE (8C) est paralléle & et que CBE est droit,

|'anglefﬁh est droit.

Or:

r CE[D} donc CJE(D'}
{8} =(D)n(4;)

e (8= (@) ().

onadonc: (D) est perpendiculaire a (45) en 8",
Puisqué toute projection sur un plan conserve le
paraliélisme, et que (4, ) est paralléle & (4,), leurs
projetés (4)) et (45) sont parallgles.

Les trois droites (D7), (4)) et (4%) sont incluses
dans T, donc puisque (4;) est paralléle & (4,) et
(0') est perpendiculaire a (44), (D') est perpendi-
culgire & (A4).

ey

On rappelle b en b sur (d).
Uque (BC) est une horizontale du plan «, (b'c)
a paraliéle a (y'y) et ¢’ appartient 3 (5).
"appelle ¢’ en ¢ sur (4).
On race alors (be).

Le plan i nest pas horizontal car (D) n'est pas une
horizantale. Donc la droite (V) n'est pas orthogo-
nale a (H) : (N) n'est pas verticale.

(V) est orthogonale au plan & donc elle est
orthogonale & I'horizontale (BC) qui est incluse
dans i

D’aprés le théoréme qui suit la question 36, on a
donc : le projeté orthogonal (n) de (V) sur (H). est
perpendiculaire au projeté orthogonal (be) de (BC)
sur (H).

On construit done (n) en tracant sur 'épure la
perpendiculaire a (be) qui passe par a,

De méme o n'est pas frontal car (D) n'est pas une
frontale. Donc la droite (V) n'est pas orthogonale
au plan (F) : (V) n'est pas de bout.

(V) estorthogonale &, donc (V) est orthogonale a
la frontale (BE) qui est incluse dans 4.

D'aprés le méme théoréme les projetés orthogo-

naux (n;) et (b,e,) respectifs de () et (BE) sur

(F) sont perpendiculaires, La «rotation » appligue

ces droites sur (n') et (b'¢’) qui sont encore

perpendiculaires.

On construit (n') en tracant sur I'épure la

perpendiculaire a (b'e’) qui passe par a".

Q 38
1) Une équati_og du plan vectoriel P associé a 4,
dans la base (J, /. k) est:

ax + by +cz =0,

Motons :

ef: i =bi— a,'-"*.

On voit tout de suite que ¢ et ¢ sont deux éléments
de P.

0 —a
—a 0
nul car a # 0 donc & et U ne sont pas colinéaires.
Ainsi (4, v) est une base de .
b.n=ca—ac=0
v.n=ba—ab=0

De plus D, = I = —a'donc D, est non

De plus :

le vecteur i est arthogonal a 4 et i, et non nul dongil
ast normal & .

X

2) Soit M(y) un point de &.
£

Puisque :

Medd == AM L i
ona:

Me@ <= a(x—x,)
+Bly —va) +v(z—2,) =0.

373




-y

o C of E - Gdométrie {
\fathématigues premiere C of E - Geomet

B e
374

e — :.

aa3s

Puisque (AA’) est orthogonale & i, tnuijeq‘dru:::
incluse dans & est orthogonale & {Ad }}q- -Ia
particulier quel que soit le point Mdlstmcl EA.A}
droite (A M) est perpendiculaire a la droite ( :
Dans le triangle A4"M, rectangle en A", on 8 dong .

AM = 447 + A'M?
dou
AME = AA?
ou encore
J:I.I*I.l‘f = .-:IA

Four M=A4 on a: AM=AA" donc encore ;
AM = A4 . .
Si A appartient 2 4, alors 4' = 4 dong, puisque :

YMet AM=0

la propriété annonceée est encore vraie

Q 40

X\.
Soit M(y) un point de §

Z
Mappanien_1_a‘_ (D) sietseulement si il existe tdans

R tel que AM =0 (et t est alors I'abscisse de M
dans le repére (4, i) de (D,)). Dot Ia
représentation parameétrique demandée de (D,):

X=1a 4y
y=th+§
ZT-!'{."F}*

La valeur {, associée 3 4’ 8sl caractérisée par -

a(tya + a) +b{rﬁb+m+c{r°c+y] +d=0
d'ol :

(& + b + e*)1, = —an—bfi —¢y— o
Or a, b et ¢ ne som

Y Pas simultanément
8" + b% + ¢? 85t non R e

nul. Ainsi on a -
= _-__au_zﬂ :ﬂ':_d
8° + b 4 o2
Par définition de ty.ona:
AA" = .7
dod ;

—

IAA'| = Je,1 1)
ou encore

AR = ltol /o¥ + b7 5 2

vu la valeur de t,, on en dedun\

AA':IM+M+W+°'F

+ e

Qa4

1) Si A ou B appartient & ¢ alors (A8
parallele & *.I‘,ﬂinclu_&idans T, etona
B = EdUHCA|B| =AB.SiniA
I alors les points A, A,, Bet 8,
car (AB) est paralléle & 1 et (D)
(AB) n'est pas paralléle 3 (D).
Les droites (AA,) et (BB,) sont Paralléles enye

elles car toutes deux paralléles 3 (D), et distinces
car A et 8 sont distincts,

Notons ¢ le plan défini
contient les points 4, B,
(AB) et (A,B,).
Puisque ' contient aussi (4, 8,) mais pas (AB), les
plans i et Q sont sécants suivant (A 18,). La droite
paralléle a (AB) passant par A, est incluse dans ¢
car (A5) est paralléle 3 7 et A, appartient a1, elle est
aussi incluse dans Q qui contient A BetA,, cest
donc la droite (A,B,). Ainsi AB_Q_LAi est un
parallélogramme, et on a : A,B,=AB.

2) Si (AB) est frontale alors (AB) est paralléle 3
(F). en notant a, et b, les projetés _ﬂ_ﬂbnguﬂyx de
AetBsur (F), d'aprésle 1) on a ia b, =AB d'ol
a,b, = AB, grace A la «rotation» on a &'t =a,b,
doll: AB = a'b’.

Si (AB) est horizontale alors elle est paralléle & (H)
et d'aprésle 1) on a:

ab = AB d'ou : AB = ab.

i Qui st
Ay
" 8 n'appartign, 5
N8 SONt pas aligngs
85t sécante 3 T dong

par ces deux droites - a
A, et B, dong les droites

Q42

Puisque CB = z?. les points 8%t C sont sur la
méme droite orthogonale & (H) donc ils ont mémes
projetés sur (H) : b = ¢. ) A
De méme AE est colinéaire 4 donc A et £5ont ;::ﬁ
méme droite orthogonale a (F) : ils ont mntsur
projetés frontaux : a , = &,. Puisque A et E snojm
une méme droite paralléle a (H), leurs P*

horizontaux a et e vérifient AE = aé. droite
De méme puisque £ et e sont sur une méme

paralléle & (y'y), donc & (H) et a (F), leurs POl
vérifient -

EC =8¢ =8,€,

(caf
B et C sont sur une méme paralléle a (F)
C8 = zk) d'od :

BC = b,cy.

— - - unﬂ n’;ﬂ:m
Puisque AC = xi + yi, A et C sont su; - dod
paralléle a (H) d'ou AC = ac, de plU

AC = ab, /
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.
/E-E_' g ;.f;'_ F et B sonl sur une méme
;gﬁiugﬁfa”éiﬁ Y ‘_J_E] jjunc :
BE = b€
h,a_, car &, =4,

. .-ﬂ.f:. . lx,. 4 pl.: et E.‘B;—_Zﬁ" que Kk est
L nal 3 Jetj,onaAC . CB =0: le triangle
hog®™ s points sont non alignés c'est-a-dire
#8015 & 1) =.(0.0)) est rectangle en C
I#mémeA_E. _xietEB =y + z_ﬁtf’st orthogonal
DS ;d-u.;,,q}_f'esmrthogonal a £B. Dans le cas ol
ajet lou (y. 2) #(0, 0). lespoints A, Bet £

puisa

nu L
;DB:: 2';2 alignés et ABE est un triangle rectangle
en £
n43
-‘] Eh=::ME£‘ G=D}

=£
2) E,={Meé, O=k}aveck#0dolE =@
3) E,={Mes, G.0M=0}
E,estleplan i contenant O et tel que & (qui estnon
nul) est normal a i,
Si & est non nul, alors le point K défini par:

- k=
Ok = HE u appartient a E; en effet

B OR =l
[leafl=

=k

donc £, est non vide.

Q44

F""“.""E M appartient & 4 et  est normal 3 ¥ on a
équivalence demandae.

Soit Vv y i
Ong s n point de §,

Nel = i . MN =0
<= 4. (MO +ON)=0
= G.0M=ia.ON
O G Opg .
Qa4 OM = k car M est un point de £, (d'aprés

D'uﬁ':m non vide).

Neg <= G ON =k
Aing; - — Ne&,.
ﬂ'-_—E.
{H}=(D)ng

d'ol : u.tu=k
k —
!235 {on sait g #0),

Ainsi

Q 45

Soit M un point de §. Puisque A = B, on a :
MA* —MB* =k == 0=k

donc I'ensemble solution de I'équation est :

o sik=0

e (sik#0.

Q 46

Soit M un pointde £, on a ;
MA? — MB?
= (MO + DA)? — (MO + 0B)?
= (MO? + OA* + 2MO . OA)
— (MO* + OB* + 2MO . 0O8)
=2M0 . (OA — 0B)
car 04 = 08 d'od :
MA? — MB? = 2MO . BA
— 248 . OM.

Q 47

Dans le cas ot k = 0, I'ensemble £, est I'ensemble
des points M de & tels que :

MA* — MB* =0
c'est-a-dire MA = MB. v
D'aprés le théoréme qui précéde, F, est le plan
orthogonal & (AB) en H défini par OH = —-9— AB

248*°
d'ot H=0.
Ainsi F, est le plan passant par le milieu O de [A8]
et tel que (AB) est orthogonal 4 ce plan : F; est le
plan médiateur de [A8].

Q 48

Ona:
Me§ == AM=R
== AM® = R?
= (x—a)' +(y-b)*
+(z—¢c)=R?
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— x* = 2ax+ at+ 5"1
2by + bF +2° =262

+et-R=0
s x! 4yt 428 —28K
- 2by 2cz + d= 0

ou
d=a*+b* +¢’ R*.

Q49
Notoms (1) I'équation :
(x. y. 2)eR?
x:+y?+z-‘-+ax+by+cz:0.
Puisque

er:

Ona: \
(1) = (X V. 2)eR’

2
a b\ 2
= == e c
(c+3) (r+3) +(+)
a’ + b 4 2
i . c
——
4 :
Notons A le point de tripl
a b c u ) plet de coordonnggs
2 T2 2) on e M appartient 4 £ 5
seulement si ses coordonnées vérifient (1) ¢
ol
ﬂz+bz+c1_4d

4

MecE <> AM? =

esial+b+c?—4d<0 i
o , alors E est vnflg (car
o sial+b*+c*—4d=0, alors

E={A} (car AM*=0 <= M=A)

e sia’ + b + ¢* — 4d > 0 alors £ est la sphére de
centre A et de rayon \/a: i

4
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P il
RésU'tatS _
ou indications des exercices

€2 Montrer que (DD') et (CC') sont paralléles 3 un
Vonirer que (D) est orthogonale au plan (4BC), plan orthogonal & (48).
ontrer
E3 E6
(D) Tracer par un point A de 7, la paralléle & (4).
b

5

E7
() (D)
| D’
] \\

by
A s | {A}
! (47
! i
(D) ni={M} : :
(M, A B) = (€)
(C)=d Ce(D)
g i b :ﬂ
Utiliser I'orthogonalité de (D) et T et la nature du
nangle MAS.
E4 Par un point 4 de I'intersection de et @, tracer les
droites (D) et (4') respectivement paralléles 4 (D)
A et @ (4) et montrer qu'elles sont respectivement
incluses dans R et T,
! D E9
B Utiliser I'existence d'une droite de & orthogonale a
R
- c E13
5;:1'1'“9' “NE propriété de la médiane issue du Montrer que (AC) est orthogonale a (DBA).
Met d'up riangle isocale,
Es
E18

1) (Deuxiéme partie) & étant un vecteur directeur
de la droite, démontrer que (U, i, W) est une base
de W. Exprimer ©' dans cette base et utiliser -
u . v = 0 pour montrer que i € P; ;- (idem pour w')
d'ol Py g = Py

E19

\ Méme méthode que pour I'exercice 18.
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E 23

E 26

L'horizontale est déterminée par (xp, zp’). La
frontale du plan est déterminée par (ag, ug').

¥

E 27

E 28

On a utilisé I'horizontale dépure (h -")

Eumale d'épure (f, 1) de P(A, (D)

|"-.
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E 33
VW@ 2)m=-3 3) m=1.

E 34-35
89 40 85
38 19 38
4"”‘::_':!
, i _
2 1 1, O sl
==t Al e U N
1 | D | '
RV E :
I E s 1 i ¥
1 I T i
i I H i
| o - :
i I t : 4 |
| j A I [ ?
:,l, : I { tin
4 S — L
I i I {
E ) ! i 1
t |
) -
}

- B -

£l

(V24 x4+ (/2-2y >
~(V2+ N2+ 242=0

L
(V2=1x+ (V2 +2)y

+(1 -2+ J2-2=0

Utilig,
""din.:,',_"“ Que (48) esi orthogonale au plan

x
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E 40 E 41

E43
8y+6z2—-79=0.
E 45
Utiliser les résultats de I'exercice 44.
E 47

13 39 5 39
§ L e o o Sl VR
SRy ik Ak
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_ i

Exercices

ient: un plan, ABC un triangle rectangle en
: Sol dans , (1) la droite orthogonale & 4 en A,

,uncluférlr;t de (1) différent de A.

gur:gm. wracer la droite (4') passant par 4 et

E:hagonale au plan (DBC) en H.

rquoi M n'appartient pas a (4) 7 Montrer que
;‘a}drﬂ* (BC) est orthogonale au plan (ADH).

2) Endéduire un programme de construction de la
droite (1)

52.

(D) =4
Ae(D) Beéyw
He (D)

Soient T un plan, 4 un point appartenant 3 et 8 un
point n'appartenant pas a §.

Montrer que. quelle que soit la droite (D) de i
passant par 4, le point H, projeté orthogonal de 8
sur (D) appartient & un cercle que I'on déterminera.

{C;n pourra utiliser le projeté orthogonal B’ de B sur
Hif

53. Saient (D) et (4) deux droites non coplanai-

€5, I le plan contenant (4) et tel que (D) est
paraligle 3

1) Donner un programme de construction de la

droite Passant par un point 4 donné de §, et
onhogonale 3 (D) et a (4).

2) Dnnqaf le programme de construction d'une
D:EFE“E"CME'FE a (D) et a (4) (on pourra utiliser le
PIOIEtE orthogonal (D) de (D) sur 4).

3 . ] : -
J:eut-{_m avoir une situation illusirée par le
Mé ci-dessoug?
| K
e

1 |7( (D)
= | /

J D)

(4

() 1 (uey (JL) L (LK)
(LK) 1 (1) (IK) L 1J)
(4) g O) /4

(On peut utiliser le point K projeté orthogonal de K
sur 1)

4) Montrer I'unicité de la perpendiculaire commu-
ne a deux droites non coplanaires.

54,

(AC) i

O
Omb

Soient 4 un plan, p la projection orthogonale sur .

BAC un angle droit tel que la droite (AC) et le
plan & sont disjoints et la droite (AB) est non
orthogonalea, A', B' et C' les projetés respectifs de
A. B et C parp.

1) Mantrer que A, A' et B définissent un plan et que
(AC) est orthogonale 4 ce plan.

2) En déduire que la droite (A'C") est perpendi-
culaire a la droite (A'8").

3) Montrer que, réciproquement, si les droites
(AC) et (A'C’) sont paralléles et si (4'8') et (A'c)
sont perpendiculaires alors (AB) et (AC) sont aussi
perpendiculaires.

55.

E- Y
P

A A
&8 B'
C c

Soient I un plan, p la projection orthogonale sur &,
—
B un point n'appartenant pas 4 J, BAC un angle
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Viathemaligues premiere et F

dans . Examinons le cas og A B

| i
droi el que ni fa droite (AB) ni la droite (AC) est de & n'appartenant S C" troj
aledd A8 et Cles ojetés respectifs par v app ' pas au plan (4g 'S poi
L?Il;;ﬂiﬁ:;: i‘l PPt les bipoints (A, 8’} et (4", C'?:I?:nl‘ms e
Fe i 1 G _ respectivement « et v. P E‘Sﬁnm[
1) ParA. wacer ladroite paralléle a (A'8). Montrer Solent H le projeté orthogonal de Csy
qu elle est sécante 3 (B8 ) en 8, projeté orthogonal de C" sur {A'E'} m;ul:rﬂs:l'ﬂrh
e = : rer U -
Erl A'H'.AIB’:'AHH'EE q‘

2) Supposons de plus que BA'C est droit.
étudiant les deux cas B, = B el B, # B. montrer

que la droite (A8) ou ladroite (AC) est paralléle a 62. Soient u et v deux vecteurs de W,

1) Montrer que :

56. Sowent ABCD un tétraedre tel que (A8 = CDEI T T LTI L N 15 1 -
AC = 8D). | J. K. L. Met N les milieux respectifs de lo+VIT + e = V[T = 200302 + 7y
& S‘- . .
[AB]. [BC). [CD). [DA), [AC] et [BD] 2) Soit ABCDEFGH un parailélépipéde. pg
1) Montrer que MLNJ et /JJKL sont des losanges. trer que la somme des carrés des Iongﬁgum"'
i Es
« orthogonale au diagonales [AG], [BH]. [CE] et [DF] es
21} nM?;:;r que la droite (JL) est orthog somme des carrés des langueurs d?s éi%étgédia
plan (/KM) parallélépipéde. .
3) Montrer que (/L) est orthogonale aux droites
(BC) e1 (AD) 63. Dans cet exercice on montre I'existence d'ype
_ ; base orthogonale, et par suite I'existence d'yne
§7. Soientd un plan, 4 et B deux points distincts base orthonormée de .
de ', (€') le cercle de diametre {AEJ‘;ncI;s cf;n{sh; lC Soit ¢ un vecteur non nul de A,
un point du cercle (¢} distinct de A et de 5, |/ a . —
droite orthogonale 3 i en A, D un paint de (4) 1) Soit &' un vecteur de W non colingaire 3 §
distinct de 4 (justifier l'existence). Montrer qu'il existe un
_ vecteur v non nul, de la forme &' + ai avec &
1) Momrerl que les droites (BC) et (CD) sont appartenant & |, orthogonal & & (déterminer a),
rpendiculaires L. o= gt
perpendicu 2) Pourguaoi U et v sont non colinéaires?
2) Montrer que les plans (DAC) et (DBC) sont On note P; - le plan vectoriel de base (orthogonale)

(g, v). .
On considére un vecteur v’ n'appartenant pasa f;;

(justifier I'existence de v').

perpendiculaires
3) Soit / le projeté orthogonal de A sur (DC).

Montrer que la droite (A7) est orthogonale au plan f
(BCD). 4 W g Maontrer qu'il existe deux nombres réels b et ¢ que
. : I'on déterminera tels que le vecteur v + bu+ v
4) Soit J le projeté ornthogeonal de A sur (DB). soit non nul et orthogonal 3 Detav.
Montrer que le triangle AflJ est rectangle. = e i
- . 3) On note alors w le vecteur v' + bii + v,
5) Montrer que les points B, C, / etJ appartiennent Pourquoi (4, v, w) estune base orthogonale de 7
a un méme cercle que I'on définira. ' 0
4) En déduire une base orthonormée de W
58. Soient ¢ un plan et (D) une droite non . . . (sas cOls
orthogonale 3 7, montrer qu'il existe un plan et un 64. Soit ABCD un tétragdre 'ff:l}m' (
seul contenant (D) et perpendiculaire & 7. sont de méme longeur de mesure . s
s . 1) Calculer la distance d’un sommet du 16t
§9. SoientJ et K deux plans sécants. Montrer qu'il la face opposée (hauteur) en fonction de 3.
existe un plan et un seul perpendiculaire 44 el d 5 et : ik i
2) Montrer le point G défini par -

passant par un paint donngé. L
GA +GB+GC+GD=0

yartde’d

; i uq
(isobarycentre du tétraédre) 55::';:?,:5;,@!13!1“-

60. Soientd un plan et A un point de &

1) Est-cequ'il existe un seul plan ¢ pe i i
ree aftet cgnmnam At ? G A hauteur en « partant de la b?f
3)

2) Soit (D) une droite de &.

Existe-t-il un plan @ unique perpendiculaire 4 § et
contenant |a droite (D) ?

(Discuter suivant la position de (D) parrapport a4.)

61. Soient 4 et v deux vecteurs non colinéaires de
W, A, 8 el C des points de & tels que les bipoints
(A. B) et (A. C) représentent respectivement les
vecleurs u et v.

Nous avons vu en classe de seconde que le produit
scalaire ne dépend pas des représentants choisis
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e
ot -

le de méthane CH, est constituge d'un

¥ iR B?l Dn consj
E““ﬂe';l:',“p.ne C situéen G, | lsobarvcentra du sidére, dang une h?sa orthonormée de
e = Ses sommets occupés par -
g0MC - egulier qui @ Rl W ¥ Y
o8 1 hydrogene H. Montrer que I'atome de esvecteurs il 1 e g »
ges 20T équidistant des atomes d hydrogéne. 3 1
NG = B S —H ps 5 -
card regpresante 1es laisans C par des egments 1) Est-ce ue |es VeCleurs G gt v sont
Ond = ot la figure. ) orthogonayy?
E"'D”""I"]'.;s- les angles formés par les différentes 2) Soient
Montrel ¢ > 'C. AGD. BGR mar olent x et y deyy nombres réels et i |g v,
- AGC. AGD, BGC. B 1 W le vecteur
jaisons C- H @ AGB. C. BGD et de Coordonnées 1, x ot ¥. Déterminer yne condition
:D ont méme mesure. Calculer cette mesure gn Sur x et y pour que :
gkl -
degrés &1 minutes 8) w et i soignt orthogonaux,
@ b) w et Vv soient orthogonaux.
: (D) . Ex_tgta—l—ll untel vecteyr ﬁ?orthoggnai dlafoisa jer
v

68. Soient A B Ce

M quatre points de §.
1)Montrer que -

MA .BC + MB CF + MC . AB =0,
2) Soit ABCD un tétraédre. Montrer que si fes
droites (AD) et (BC) d'une part et (AC) et (8D)
d'autre part sont orthogonales alors les droites
(AB) et (CD) sont

aussi orthogonales,
Nous avons alors un

tétragdre orthocentrigue.

69. Soient  un plan et ABCD un

carré non situa
dans un plan Perpendiculaire 3 §.

1) Trouver une condition nécessaire et suffisante
et . ] our que ABCD sze rojette orth onalement
S_cnem tunplan, (D) yne droite orthogonale & ¢ gt Euivan? un rectangle, e o8
SECaNte & ' an M. M un point de (D), A et B deux
Points de 3 d

'#lincts et différents de M. 2) Trouver une conditi
1} MCIH'['E!’ que :

on nécessaire et suffisante
pour que ABCD se

Projette orthogonaleme nt

o suivant un losange.
WA = MM™ + 174 Me. 70. Soient ABC un triangle, & un plan non
P2 ’ — : erpendiculaire au plan (48C), 4" g e C' les
i’} MDHEE'L--QUE o Tangle 4mg est droit alors :ru?atés orthogonaux de 4. B et Csur T, HetH les
"ole AME E5t obtus ou droit, orthocentres respectifs des triangle:;ABC et A‘B’C’:
3 M - Montrer que H' est le projeté de A si ot saulement si
e DmrerﬂJf si 'angle AM'B est droit alors la les plans (ABC) et 7 sont parallales.
e de A "éprésente un maximum pour la
n'IESu'E de 2‘ —

ient ABCD un tétraddre régulier (arétes de
Quand M déerit (D). 1. Soient A

méme longueur), /, J, X, L les milieux respectifs de
o segments [AB], [BC), [CD] et [AD)].
app]im'f;rt;' ! B deux points de & et f une

1) Tracer I'épure (abed, a'b'c'd ) du tétraédre
L définie par ABCD ayant sa base BCD dans o :(Laur: l.'hr;:;l!:?smda:
= t D ayant respectivemen
roaer o aMA” g éﬁg;di:nées (1.0, 0) ot (5. 0, 0).
"Dnnulies'?n!das ombres réels dont 1a somme est 2) Tracer les épures (i ), (i /). (k. k') et (. &)
: Oang | des points /, J, K et L.
M) o8 0n .,

; 5et b= 3 montrer que Montrer, en utilisant I'épure, que /JKL est un carré,
"‘ninarartnammum Paur

2 un point G que I'on
) i ui suivent I'espaca & est
Ng | > Dans les exercices q
;e[:fj o & r:ias_ Ua=3ep- _ 1. montrer que rapporté a un repére orthonormaé.
Mingry. " MUM poy, un point G' que I'on

72. Solent (D) et (4) deux droites de détermina-
Varialig

: tions paramétriques respectives.
i na',jﬁfd""“'“dﬂu’“’“- [t (t+3;3t+1; 4))
w a+b<0
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—

et.
[t {—t+2:28 11

1) Tracer les épures (d, d') et (&, 5y des droites

(D) et (4).

29 Tracer I'épure de la droite perpendit_:_ulatre a(o)
et & (4). On note A et g les points d intersection
respectifs de cette droite avec (D) et (4).

3} Soient i le plan médiateur du segment [AB] _et
M un point quelconque de 4 dépure (rf:, m').
Tracer les épures (mh, mh) et (mk, mk ) dqs
droites (MH) et (MK) ol H et K sont les projetes
orthogonaux respectits de M sur (D) et (4).

4) Montrer que : MH est égal 3 MK si et seulement
si les longueurs des segments [mh] et [mk] 5.“"'
égales. En déduire I"'épure de I'ensemble des points
équidistants de (D) et de (4).

1

73. Onconsidére le paint A (4) etladroite (D) de
1
détermination paramétrique :

1
[!I——P(!+1:i‘+2:-§!‘+3):|.

1) Construire les épures (a. a') et (d d') du
point A et de la droite (D).

2) Tracer une épure du plan I passant par A et tel
gue (D) est orthogonale a & (on tracera
I'harizontale et la frontale de & passant par A).

3) Déterminer le projeté / de A sur la droite (D)
parallélement a §.
En déduire une valeur approchée de la distance de
A & la droite (D).

4) Déterminer analytiquement le projeté orthogo-
nal / de A sur (D) et chercher la distance A/,

4
74. On considére les guatre points A(ﬂ).

-2 2 1 2
Bl —3).clo])etE|l 2)det.
0 1 1

1) Tracer une épure du plan T passant par A et tel
que la droite (8C) est orthogonale au plan ' (on
tracera |'horizontale et la frontale de ' passant par
Al

2) Tracer I'épure (g, g') du point G, projeté

sur la droite (AB) parallélement au p|§" j, de £

Eoréner une valeur approchée des coordonnées
e G.

31 g éterminer analytiquement les coordonnées
eG.

. 1 -
> lespo"
78. On considére le vecteur u(g) de W

g

75. On considére les deux points de & -4(1)
o

- 1) (2 2
gl 0 | levecteur | 2 | de W
2 1 et (D) 1a droite

passant par 8 et de vecteur directeur

1) Construire les épures (a, a) et (d g
point A et de la droite (D). Vérifier qu y-
n‘appartient pas a (D). il

2) Construire I'épure (6, 8') de la droite "
orthogonale au plan P(8, (D)) en A, )

2
3) Déterminer le projeté orthogonal £ de 5(1)
. , 1
sur P(B, (D)) en utilisant I"épure et donner une
valeur approchée des coordonnées de £,

4) Déterminer analytiquement les coordonnées de
E.

5

76. On considére le point M(E) de § et le planT
5
d'équation cartésienge :

3x +4z+3y—12=0.

1) Représenter les traces (zP) et (xQ) du plan T
d'épures respectives (xp, ap’) et (xq. 2q )-

2) Déterminer I'épure (i /) du point /. Pmﬁ“ﬁr
orthogonal de M sur T et donner uné leﬂr
approchée de ses coordonnées puis une v
approchée de la distance de M au plan ¥.

3) Résoudre analytiquement I probléme-

, i avet
77. Mémes questions que dans | exercice 76
pour équation cartésienne de ¥

2x4y—2z+3=0

. ; et 3.
et pour coordonnées du point M:1.2

i Getdlep!
par A et de vecteur directeur uel
droite (D) et le point B-hfmhmr{:;jat i thog®"
1) Déterminer I'épure (i 1) duP ;
de M sur . 585 CO
Donner une valeur approché® de

ot de la distance de M afm i
2) Traiter annlytiquanii:/

i (Z)F 1 (ﬁ) o M(B) det, (D)12 droite P )
4 . - an -::umaﬂ‘
all

384



Orthogonalité dans I'espace

ABCD un tétraédre, O, le centre du
' o circonscrit au triangle ABC et (D,) la droite

cgl:-lngOnale au plan (ABC) en 0,.

n;‘ Montrer que (0, ) estladroite d'intersection des

1

iateurs (I1,), (Hy) et (I1.) respective-
ﬁgf ;‘fﬂgmems [BC), [AC] et [AB].

1 0. le centre du cercle circonscrit au
2?33;::*536‘31 (0-) la droite orthogonale au plan
i )

n ;.
Lﬁ,ﬂ;qw’wl] et (£2,) sont sécantes en /.

Que représente le point / pour le tétraédre ABCD?

g0. Soient (D) et (4) deux droites définies
respectivement par

[ (t+1, —t+2 2t—-2)]
ol
[tF— (—t+1,2¢ t+ 2)].
1) Vérifier que (D) et (4) sont non coplanaires.

2) Déterminer les paramétres t et ' associés
respectivement aux points W situé sur (D) et W

situé sur (4) tels que (MN) soit perpendiculaire &
(D) et d(4).

3) Caleulerlalongueur MN appelée distance des
deux droites (D) et (4).

81. Soient 4, B. Cet D quatre points distincts deux
gdeux de .

;irﬁmut point M de &, on associe le point S défini

MS = MA + 2MB + 3MC.

:f;!:-ﬂn avoir S = M? Montrer que toutes les
cones (MS), pour M différent de S, ont un point
MMun G que I'on déterminera.

2 Déterminer I'ensemble des points M tels gue :
(MA +2M8 + 3MC). MD - o,

Dé‘ta:sr:::m -4 B, Cetp quatre points de £,
& l'ensemble des points M de & tels que :

(MA + MB) . (MC + MD) - 0.

8, Soig

n A
"l On note ‘;‘ &
qun:éla'minﬂr

deux points de &, et k un nombre
la distance de AaB,

Fensemble des points M de & tels

2 MA? 4 mp? - g2
h 0
Qug ; reher Fensemble des points M de & tels

\W_ MB? = k.

3) Soient« et i deux nombres réels. Chercher alors
I'ensemble des points M de £, tels que

aMA? + IMB? = §*.
4) Déterminer 'ensemble des points M de & tels
que; —_ = k2

84. Soient A et B deux points distincts de &, & un
vecteur de W) et k& un nombre réel.
Déterminer I'ensemble des points M de & tels que

MA.MB =0 et AM . =k

85. Soient A, B et Ctrois points de & et k un nombre
réel,

Déterminer les ensembles des points M de £ tels
que :

a) MA® + MB* + MC* = k
b) |MA + kMB| = (MC|
€) IMA + MB| = [MA + MC .

86. Soient 4 et B deux points de § distincts et (D)
une droite non orthogonale 3 (A8).

1) Montrer qu'il existe une unique sphére passant
par A et B et ayant son centre sur (D).

2) & étant muni du repére orthonormé (0, i J, k),

1
la droite (D) est définie par le point C(E) et par le

0
1
vecteur o :
2

Déterminer une équation de la sphére § passant par
1 0

les points A] 2 | et B| 2 | et ayant son centre

3 2
appartenant 4 (D).

87. Déterminer une équation de la sphére (8) dans
chacun des cas suivants :

a) Lecentre de (8) appartient au plan i d' équation
(z = 0), l'intersection de (S) avec : est le cercle (C)
d'eéquation dans i :

N+ +bx—2y+1=0
(') est un grand cercle de la sphére : son centre
est le centre de ().

b) Une équation de l'intersection de (8) avec le
plan (z =0) est :

Xy +2x—4y-4=0
ot le plan d'équation (z = 2) est tangent 4 (5).
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i

¢) Une équation de l'intersection de (5) avec le
plan (z = 0) est

Gy+9=0
19 =0) est

bt T
el le plan d'équation (3x — 4y
tangent a (S).

d) Le centre de la sphére a pour c-::--:}rdunnéas_{l, 1
et 2. Lasphére (&) esttangente au plan d' equation !

2x+y—22-3=0
88. Soient r et d deux nombres réels strictement

positifs, (8) une sphére de centre O et de rayon r et
un point M de & situé & une distance d de O,

'IL'A et B étant deux paoints de (8) tels que
AQ = 0B. Montrer que

Ve,

WA W - o

2) Siunedroite passant par M caupe |
en A et A" montrer gqu’alors on 3 - . Eﬁﬂhém{g}

ETA. HA", _ d’Z . rz fuiilis&r IE mﬂint .Ej

Si une droite passant par M est tangente
montrer alors que ;

MT? = d* — P,

a (8)ent,

La quantité : @* —r* est appelée puissance du
point M par rapport a la sphére (5),

3) Soit (§’) une sphére de centre O et de rayon ¢
Etudier I'ensemble (E) des points M ayant méme
puissance par rapport aux deux sphéres (5) et (5),




b Probabilités
et statistiques

.  DENOMBREMENT

Il.  PROBABILITES

lll. CARACTERISTIQUES DE DISPERSION
D'UNE SERIE STATISTIQUE

IV. AJUSTEMENT LINEAIRE

PR .

. Dénombrement

|
|
|

1 Ensembles finis .-

!
Question 1 ¢ Soient I,, I, 1, et I5 les ensembles définis par : 1
I,={1;2}, IL;={1:2;3}), I,={1;2;3;4} Z
ety Is={1:2:3: 45}
1) Pour chacun des ensembles ci-dessous, déterminer s'il ex'is_m au moins une i
bijection de l'ensemble sur un des quatre ci-dessus, en précisant lequel.

Ez{ﬂ,h,f,d,ﬁ} F={Ds|:]t&} G={C¢,ﬁ,'}’,5] !
H={%!} I ={xeN, x divise 15}
J ={A,B,C.D}.
’ i Is qu'il
2) Parmi les ensembles E, F, G, H, I, J, quels sont ceux qui sont te
e’:}dste une bijection de I'un sur l'autre? Que peut-on dire alors du nombre
d’éléments de ces ensembles? o

analyse (question 6) que, E et F étant d::ux
de E sur F si et seulement si E et F ont méme

On a déja vu au premier chapitre du tome d’
“nsembles finis il existe au moins une bijection
lombre d’éléments.

M Soient E un ensemble non vide, m et n deux entiers na:ure[stn;’:z :;I;ﬁan
Démontrer que s'il existe une bijection de Esur{1,2,.m}e ij

de E sur {1, 2, .. n} alors m =1

e ———— = 7
T —
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Ainsi 4 un ensemble fini E non vide on associe un seul entier naturel n te] que f
W :: s Vi ale " W =, S i
bijection avec { 1. 2, .. 1 | : cet entier n est le nombre d’¢lements de E ou enc 0l

de E et on le note card E. Par convention card & = 0.

ore le Cardig

oux ensembles finis de cardinaux respectifs les entiers p,
. tiers natyye

I Questinn 3 Spient Eet Fd

L n et p.
1) Vérifier qu
n+ p.

¢ si E et F sont disjoints alors E\ F est fini et de ¢qpg
na|

2) Supposons maintenant E et F non disjoints; on note E' 'ensemble 4
éléments de E qui n'appartiennent pas a F ; on écrit : B =E—F %

Montrer que !
Card E = Card E' + Card (EN F).
3) Montrer que si F est inclus dans E alors :
Card F < Card E.

4) Montrer que :
Card (Eu F)= Card E + Card F — Card (E~ F).

Ainsi on a :
" Théoréme
Soient E et F deux ensembles finis.
Ona:
Card (E u F) = Card E + Card F — Card (En F).

On a aussi, en tracant le diagramme cartésien de E x F, le résultat
RS-

Théoréme
Soient E et F deux ensembles finis.
Le produit cartésien E x F de ces deux ensembles est [ini, et on a:

Card (E x F) = Card E x Card F. //J

S

Exercice 1 ¢ Dans un club de sports, les adhérents paient leur carte du club puis ¢
cotisation pour chaque sport auxquels ils s'inscrivent. .
1) La premicre année le club propose deux sports : le football et tﬂﬂt“z]m
Le trésorier du club constate trés vite qu'il a vendu 58 cartes d'adhére”
club mais qu'il n’a que 35 cotisations au football et 25 au tennis bien
ceux-ci, 10 adhérents se sont inscrits dans les deux disciplines-

d’adhcérents n'ont pas encore cotisé ni au football ni au [enﬂls?

2) La deuxiéme année, le club dispose en plus d’une piscin®: . pall, 55
.Celte fois-ci le trésorier note 172 adhérents, 78 cotisations 8Y 10 cyc gars
au tennis et 60 4 la piscine, et remarque que 5 adhérents son
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Exercice2

Question 4

Probabilités et statistiques

o
5

s
)
k

les trois disciplines, 15 sont inscrits au tennis et 4 la piscine (et peut-étre au
football) de meme 11 font football et piscine et 12 footb

; S i all et tennis.
Combien d'adherents -

5 a) ne font que du football?

h) ne font que du tennis?
¢) ne font que de la natation?

d) ne se sont encore inscrits dans aucune discipline?

On dispose de deux sacs 4 et Beontenant des jetons portant un numéro : 1,
2.3, 4dans A, 1, 2, 3. 4 ¢t 5 dans B.

On tire un jeton du sac 4 puis un jeton du sac B, en les mettant dans cet
ordre sur la table on forme un nombre de deux chiffres.

1) Combien de nombres peut-on obtenir?

2) Combien de nombres divisibles par 11 peut-on obtenir?
3) Combien de nombres pairs peut-on obtenir?

4) Combien de nombres divisibles par 3 peut-on obtenir?

On dispose de cing boites dans lesquelles on range 4 boules.

On se propose de compter les différentes fagons de ranger ces boules dans ces
baites.

Avant de compter ou dénombrer, il faut que soient précisées les conditions de
l'expérience ( conditions données par la disposition et la taille des boites et les
boules elles-mémes). Ainsi on peut avoir des boites qui ne peuvent contenir
qu'une boule. On peut aussi travailler avec quatre boules identiques (ou
indiscernables) et ne s'intéresser qu'au nombre de boules contenues dans
chaque boite.

Parmi les schémas suivants, déterminer ceux qui se rapportent G un méme
« type de rangement » ¢ ‘est-d-dire que les conditions imposées par les objets
sont les mémes (les boites sont numérotées : by, by, by, by et bs).

a)

by bs

b)

o

c)

d)

e
@ :-"@ s
a@ 3@ 3@ o

LB BB
-‘-""@ -?l: 3@ "?@
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c)

4
p
bl
5
b
b
Yy
4
2 f)
!
y
)
G
‘E b ' j} 3 ,J 1 'ﬁ.l. h-s

h} h_a b.‘,

§
¢
%
E
%h] LO]

B L
B -
o P -

o B B

b, b b by

Y a-t-il d'autres types de rangements faisant intervenir les mémes
considérations sur les boules ou la taille des boites que celles qui ont
précédemment guidé le choix des regroupements précédents?

Dans le cas ou les boites ne sont pas discernables, on s'intéresse seulement 34
nombre de boites qui contiennent des boules et combien?

Eﬂmbim a-t-on alors de types de rangement selon les boules et les tailles dés
oites?

Dans ce paragraphe on n’étudiera que les trois cas présentés cest-a-dire que les boites sont

discernables (numerotées, chacune sa couleur ou sa lettre ou sa place bien preécise..) ¢t o
I'on distingue trois cas :

Premier cas : les boules sont discernables
Chaque boile peut contenir
mettre dans chaque boite 0,

‘ (couleurs, numéro...). o (on POVt
au moins autant de boules qu'il y en a de donnees (0

1,2, 3 ou 4 boules dans notre exemple).
Deuxiéme cas : les boules sont discernables.

Chaque boite ne peut contenir au plus qu'une boule (on peut mettre dans chaque
aucune boule soit une boule mais pas plus).

poité soit

e e e
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Troisieme cas : les boules sont indiscernables (méme couleur).
Chaque boite ne peut contenir au plus qu'une boule.

Le fait que les boules soient discernables oy pas correspond aux mathématisations
suivantes .

o Si les boules sont discernables deux a deuy
hoites est une application de I'ensemble des bo
les boules by, by dans la boite a la boule b,

alors un rangement de ces boules dans les
ules dans I'ensemble des boites, Par exemple
dans la boite b et b, dans la boite d :

(=i

e Si les boules sont indiscernables toutes identiques alors un rangement de ces boules
dans les boites est une distribution statistique c’est-a-dire une application de I'ensemble
des boites dans M.

Par exemple la boite a en contient 2, la boite b une et la boite d une :

2 Etude du

= premier cas. Nombre d’applications

un ensemble fini dans un ensemble fini

Le modéle du cas est, ici : des boules discernables a ranger dans des boites discern ables qui
Peuvent contenir au moins autant de boules qu'il y en a de données.

Question 5 ¢ on dispose de deux boules : une rouge O et une noire O, et de cing boites

marquées respectivement des lettres a, b, ¢, d et e qui chacune peuvent
contenir les deux boules.

SUUUULY
2

F
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q(!uminn 6

2
|

—_—

De combien de facon possibles peut-on ”f"gw f‘{ houle rouge dang ces bojteg
Une fois la houle rouge rangée de combien de _,fﬂf,‘f?.rl pen.r-a_n ranger |q E‘ﬂul-
noire dans ces hoites? Faire un « urhr.t’ drf' r:l'rlr:-'.tx » indiquant 14, e
possibilités trouvées en utilisant la notion intuitive de choix, Qye| ot
nombre de dispositions possibles de ces deux bmtfz-.'.*:' 'a"an.s' Ces cing boitegy
Constater qu'd chacune de ces dispositions est ussr;rtee, de fagon un ique
application de 'ensemble E formé des deux boules O et O.dans ""?HSEmbte
F formé des cing boites a, b, ¢, d et e. *
Qitﬁ’ est le nombre des applications de E dans F?

Montrer que chacune des situations suivantes conduit d résoudre le méme
Pn-;.hj{‘-”"_} ("E’Sf-{iﬂdf-rf’ ‘i- dé,[f_f?‘infnﬁr |'£' nﬂmbre d ﬂpphcatfﬂm d'h‘i‘l ens.gmbte

fini E dans un ensemble fini F; et dans chaque cas dénombrer ces application

en faisant un arbre de choix, éventuellement partiel.

/) Combien de numéros de six chiffres peut-on former sur le cadran d'y,
téléphone?

2) Combien de mots de trois lettres, ayant un sens ou non (un mot est en fait
une association de lettres dans un ordre précis ), peut-on écrire avec les six
voyelles de 'alphabet francais? (aau est un exemple ).

3) Combien de nombres a quatre chiffres un enfant peut-il écrire dés qu'il
connait les neuf chiffres de 1 a 9 du systéme décimal?

Plus genéralement, soient E, un ensemble fini de cardinal p et F, un ensemble finj de
cardinal n. On note a,, a,. .. a, les éléments de E,et by, b,, .. b, les éléments de F,,
Pour « fabriquer » une application de E, dans F,, il faut :

e choisir 'image de @, : on a n possibilités : b,, b, ... b,

e choisir alors I''mage de g, : on a, dans chaque cas encore n possibilités

e choisir dans chaque cas I'image de a, : encore n choix i chaque fois

& ¢lc,

by " b,

bj' bl...'bl hl new
/\ A\ o
h e sha

|h1

/

Quand on aura ainsi choisi les images des p &1 XD
ges des p cléments de E,, on aura obtenu n x

cas possibles, c'est-a-dire n” applications de E, dans F,.

p facteurs

e Rl
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g

On a ainsi le résultat suivant :

| Theoreme

| Soient E, un ensemble fini de cardinal p et F, un ensemble fini de cardinal n.
| Lensemble A(E,. F,) des applications de E, dans F, est fini et de cardinal n”.
On a Card A(E, F,) = Card FSurdEp

Soit E un ensemble on note #(E) I'ensemble des parties de E.
Par exemple si E = {a, b} alors §(E) = { @, {a}, {b}, {a, b} |

]‘.
Question 7 (/) Soit E; I'ensemble 1a; b, ¢}
Ecrire en extension I'ensemble T(E;) des parties de E,.
2) a) Soit Ey l'ensemble { a, b, ¢, d 1
Lcrire en extension I'ensemble T(E,) des parties de E,.
b) De combien de manieres peut-on choisir des personnes (pas, une ou
plusieurs) dans un groupe de quatre personnes?
3) Soit E, un ensemble fini de cardinal p.

Verifier que former une partie de E p Fevient a définir une application de E 5
dans {0, 1},

En déduire que l'ensemble %(E,) des parties de E, est fini et a pour
cardinal 27,

Ainsi on a :
L'ensemble des parties d’un ensemble fini de cardinal p est fini et de cardinal 27; autrement
dit :

card $(E) = 224 E

Exercice 3 Dans le systétme de numération décimale, dénombrer I'ensemble des
nombres a cing chiffres (un nombre ne pouvant commencer par zéro).
Combien existe-t-il de nombres pairs a cinq chiffres?

Exercice 4 Combien de «mots» de trois lettres peut-on former dans I'alphabet
frangais? . ‘
Combien de «mots» de trois lettres commengant et finissant par une
voyelle peut-on former?

3 - -
Ef:-:da du deuxiéme cas. Nombre d‘injections

N @nsemble fini dans un ensemble fini

Le modele dy cas est le suivant : on doit ranger des boules discernables dans des boites
discernables qui, chacune, ne peuvent contenir au plus qu'une boule.

g‘% Combien y-a-t-il de dispositions possibles s'il y a strictement plus de boules
§que de boites? s'il y a seulement une boule?
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Question 9 g

Question 10

Plus généralement, soient E, un ensemble fini de cardinal p et F, un ensembl
cardinal n. On note ay, a; ... a, les ¢léments de E, et b, b, ... b, les éléments de Fy-
Si p est strictement supérieur a n alors il n’existe aucune application injective dé E,da

B

On dispose de trois boules : une noire @ . .ne blanche O et une rouge
de quatre boites marquées respectivement des lettres a, b, c et d, gy, chag :
ne peuvent pas contenir plus d'une houle : une

De combien de facons peut-on ranger la boule @ dans une de ces boites?
Une fois la boule @ rangée, combien a-t-on de choix pour ranger la by,
O ? Une fois ces deux boules rangées. chacune dans sa boite, combien g-t-gp
de possibilités pour ranger la boule @ 7

Faire un arbre de choix ou seront indiquées toutes les possibilités do
rangement des trois boules de l'ensemble E dans les quatre boites do
I'ensemble F.

Quel est le nombre de dispositions des trois boules dans les quatre boites?
‘Constater qu'a chaque disposition des trois boules de E dans les quatre boites
de F, est associée de fagon unique, une application injective de E dans F,

Quel est le nombre d'applications injectives de E dans F?

Montrer que chacune des situations suivantes conduit a résoudre le méme
probléme, c¢'est-a-dire a dénombrer l'ensemble des applications injectives
d'un ensemble fini E dans un ensemble fini F; et dans chaque cas dénombrer
ces injections en faisant un arbre de choix, éventuellement partiel.

1) Un sac contient neuf jetons numérotés de 1 a 9.

On tire successivement cing jetons de ce sac sans remettre le jeton tiré a
chague fois, et on place ces jetons sur la table dans 'ordre dans lequel on lesa
tirés. Combien y a-1-il de nombres possibles ainsi écrits sur la table avec les
Jetons tirés?

2) Combien peut-on écrire de mots distincts de trois lettres si l'on ne dispose
que d'un seul jeu de six cartons sur chacun desquels est écrite une des voyelles
de |'alphabet frangais?

e fini de

ns

Supposons donc p < n.
Pour «fabriguer » une injection de E, dans F,, il faut :

e choisir I'image de a, : on a n possibilités : by, b, ... b,
e choisir alors dans chaque cas I'image de a, : on a alors n — 1 possibilités

car 'image de

a, est déja prise
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choisir alors I'image de a,
" s

. rdans chaque casonan — 2 possibilités (les images de a;eta,
<ont plus «disponibles »)
ne »

s clC.

I ’ h,

by ', Bl ey

W

by b _

Quand on aura ainsi
nx[n—]}x[nLZ]x.
e ——

——

choisi les images des p éléments de E,, on aura obtenu
. X (m— p + 1) cas possibles.

p facteurs
On femarquera la valeur du dernier facteur n — p + 1 :en effet le produit ci-dessus est
forme de p facteurs consécutifs « en descendant d’une unité a chaque fois » a partir de n -

le Premier est n, c'est-a-dire n — 0
le deuxi¢me est n — 1
le lroisieme est p — 2

e K est o — (k — 1)

le péme ; ; i
€ P o dernier facteur est donc n — (p—1) Cest-d-dire n — p + 1.

Dg ; . . e i )
M;’: a pratique on ecrit les p entiers naturels consécutifs décroissants a partir de n.
lon g :

-H-‘_--_-—'__——-___
Tﬁéoréme

Soient g

4 » UN ensemble fini
Perieur oy égal 4 p,

n(:me';;:”l“ I(E,, F,) des applications injectives de E, dans F, est fini et de cardinal

N(ﬂ‘pﬁ- ”'

de cardinal p et F, un ensemble fini de cardinal n avec n

395



Mathématiques premiere C el E - Géomelrte

396

Une file de sept enfants comprend trois filles et quatre gargon
De combien de manieres différentes, en tenant compte de ley, 5.
file. peut-on disposer €es sept cnfants en file indienne sa
premier et le dernier sont des filles? (On tient compte des pe
¢ sculement des sexes.)

Exercice 5

p} dce dans Ia

chant gy, e
FSONnes gy pas

A L N S

Exercice 6 ¢ Dans une classe de quarante éléves, combien y-a-t-il de fagon de o
chef de classe. un sous-chef de classe et un responsable de cahier
(dans le cas ou ces trois fonctions doivent ¢tre confiées a tro;

differents)?

GiSiI i
de texge
5 eléves

Définition
Soient 1 et p deux entiers naturels avec p < n, €l E un ensemble fini de cardinal n,

On appelle arrangement (sans repetition) d'ordre p des n élements de E, toute
" application injective d'un ensemble a p ¢léments (souvent {1,2,..p})dans E.

Le théoréme précedent s'écrit alors :

Soient n et p deux entiers naturels tels que p < n.

|.e nombre des arrangements d'ordre p des éléments d’un ensemble fini de cardinal nest
noté Af7.etona: Af=nn—1)n—2)..n—p+ 1)

Ainsi A7 est le produit de p entiers naturels consécutifs décroissant, le premier éta::l n.
On rappelle quune permutation d’'un ensemble E est une bijection de E dans lui-méme.

Question 11 ¢ Soit E un ensemble fini de n éléments.
Montrer qu'une application injective de E dans lui-méme est une p
de E. 3
Plus généralement montrer qu'un arrangement d'ordre n desn élemen
est une application bijective d'un ensemble d n éléments sur E.
Calculer A",

ermutation

tsde E

Alnsi on 4 :

_-—__-_‘___._____,-a-’

Théoréme

S g tle
Le nombre des permutations d'un ensemble fini de cardinal n (et plus Se“em]amfilf
nombre de bijection d'un ensemble fini sur un ensemble fini ayant tous €U puls
nombre d'eléements n) est égal au produit des n premiers entiers naturels non
On note ce produit n! et on lit factorielle n.
Ona:

Vnef* n!l=1x2x3x..x(m—1)xn

el, par convention, 0! = 1. l//
|- on 8

£n
Pﬂl’erp-

Question 12 ¢ Montrer que quels que soient les entiers naturels n €l

n:

A= ——
(n—p)!
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gxercice 7 -Combien peut-on former danagrammes du mot table? (Un anagramme
Ecst un mot formé avee toutes les lettres du mot donneé),

Exercice 8 ¢ De combien de fagons différentes peut-on placer six convives autour d’'une
table de six places, chaque place étant numérotée?

Autour de cette méme table, on doit placer trois couples en alternant les
sexes. Combien a-t-on de choix?

Exercice 9 ¢ De combien de fagons, vingt éléves peuvent-ils se placer en file indienne?

4 Etude du troisiéeme cas. Nombre de parties
a p éléments d'un ensemble fini

Le modéle du cas est le suivant : on doit ranger des boules indiscernables dans des boites
discernables sachant que chaque boite peut contenir au plus une boule. Ici on ne s'intéresse
done plus aux boules mais aux boites qui sont dans deux états possibles : vide ou pleine.

Question 13 ¢ Combien y-a-t-il de dispositions possibles s'il y a strictement plus de boules
gque de boites? s'il y a autant de boules que de boites?

Question 14 ¢ On dispose de trois boules identiques et de quatre boites marquées
respectivement des lettres a, b, c et d, qui, chacune, ne peuvent pas contenir
plus d’'une boule.

1) Constater qu'a toute disposition de ces trois boules dans ces quatre boites
(1 boule ou pas de boule dans chaque boite ) est associée de fagon unique une
partie de l'ensemble | a, b, ¢, d } formée de trois éléments.

2) On note E l'ensemble | a, b, ¢, d }.
Dénombrer les parties de cardinal 3 de E.
On note C3 cer entier naturel.

3) Une partie F de E a trois éléments étant choisie, déterminer le nombre
d'injections de | 1, 2, 3 } dans E ayant cette partie F pour image.

4) Déduire des deux questions précédentes une égalité avec les entiers
naturels A3 et C3.

uestion 15 ¢ Montrer que les situations suivantes conduisent @ résoudre le méme
probléme, ¢'est-a-dire d dénombrer l'ensemble des parties d p éléments d'un

ensemble E fini (ou p est un entier naturel avec p < Card E).

1) Combien d'équipes différentes de volley-ball peut-on constituer dans un
groupe de vingt personnes? (Une équipe de volley est constituée de six
Joueurs et leurs places changent).

2) Un tiroir contient quatre ceintures ngires, trois ceintures blanches, deux

ceintures bleues et une ceinture verte. o
On tire simultanément trois ceintures de ce tiroir. ‘ . .
Quel est le nombre de possibilités de tirer trois ceintures noires? Irois
ceintures blanches? trois ceintures bleues?
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Py L

Plus généralement, soient E un ensemble fini de cardinal n et p un entier n

ou egal a n. e i :
« Fabriquer » une injectionde { 1. 2, ... p | dans E revientd Cth”. l’f" partieap élémen,

E qui sera I'ensemble image. puis a faire une perm utation deces p e}crr&ems doncle n.;.ms e
d'injectionde { 1, 2. ... p | dans E estle produit du nombre de parties a p éléments degp;t

Aturel infgrig,
r

: irs sabod-dive oh
le nombre des permutations de ces p ¢léments (cest-a dire p?). ¥
Ainsi on a :
i — T _\_\_‘_—‘———_____‘_‘_1
| Théoréeme |

' Soient E un ensemble fini de cardinal n et p un entier naturel inférieur oy égal 4 »
Le nombre de parties a p élements de I'ensemble E est egal a :
| An
p!

' SE—

Exercice 10 éComhien peut-on former de sous-ensembles de 6 ¢léments dans up
S ensemble de 11 éléments?

Exercice 11 ¢ Parmi 40 professeurs et 500 ¢leves, on doit choisir des delégués pour
former une commission mixte comprenant 4 professeurs et 3 éléves,
De combien de fagons peut-on former cette commission?

Définition
Soient E un ensemble fini de cardinal n, et p un entier naturel, p < n. On appelle

combinaison (sans répétition) d’ordre p des n éléments de E, toute partie a p élémentsde

e -

Le théoréeme préceédent s'écrit alors :

Soient n et p deux entiers naturels tels que p < n.
Le nombre de combinaisons d’ordre p des éléments d’un ensemble fini de cardinal n est
noté CPetona:

= f_‘?
n p!
c'est-a-dire : cpMn—1D.(n—p+1)
" p!
|
ou encore : s ... S
plin — p)!

5 " . ite
Exercice 12 ¢ Combien un polygone convexe de n cotés a-t-il de dlagonalﬂs? (drot
passant par deux sommets non consécutifs). Quel est le nombre ¢°
d’un polygone convexe qui a vingt diagonales?

9
: ; , gs B’
Exercice 13 ¢ Combien de mots différents peut-on écrire avec p lettres A et g lettr
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Ql_@’é‘_i.‘_’.’l—lf 1) En utilisant la défmition des combinaisons d'ordre pfetn—p)den

éléments démontrer que : quels que soient les entiers naturels n et p avec
psnona:

CB=("TF,
2) Retrouver ce résultat en utilisant le caleul.
3) Calculer C!13 et C42.

4) Calculer C, C, et C oti n est un entier naturel non nul.

Question 17 ¢ 1) Soient E un ensemble non vide fini de cardinal n, a un élément de E et pun
entier inférieur ou égal a n et strictement positif,
Dénombrer les parties de E ayant p éléments en distinguant celles qui
contiennent a et celles qui ne contiennent pas a.

2) Retrouver par le calcul que :
CE=Cl"t + G .
3) Caleuler C§ puis C3; en déduire C3,.

On retiendra les formules suivantes sur les CE;

I_-_-_“_-_-—-_
Théoréme

Quels que soient les entiers naturels n et p tels que n soit non nul, et p soit non nul et
Inferieur ou égal A n,on a :

Cy=1 C=1 C=n

Ci=Cr*

Cl=Cioi+EC.j.

destion 18 Utiliser ces propriétés et la disposition suivante :

Ch{=a |Ch,=b

L
Ch =a+b

pour compléter le tableau suivant :
399
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On retiendra la fagon de remplir ce tableau pour avoir rapidement les valeurs de C?
«n petit». Mais en fait ce tableau est plus souvent schématisé comme ci-dessous

/

&\,’

0 |Cci=1 %%Z% 2,
) |icg=1|€} =|i_t:j] /4%%/
3 |c3= |ci= |G- C§=//////Q¢%/ L
4 _

|

i I |
| 1 ]
I | i
i I I

1
|
]
1

|
J
i
|

pour

ol, a la ligne i, on a les Ch avee
RELD, 1, 2. i),

Ce schéma est appelé le triangle de Pascal.

o[ 1]

1|1

IE 1 |

51l IES

4 |1 6 477'

5| 1 10 mim
R
b4 E g,

Question 19

Soient a et p deux nombyes réels,
1) Vérifier que ;
a) (a+ byt = ct
b) (@ + by < CYa?p°
) (@+ by = Cladpo

a'h® 4 Clgop
+ Cialp! + C2g0p2
+C3a®b! + C2a'p2 4+ C2a00%.
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/?j Caleuler (a + b)* et Uécrire avee les C% (ou ke {10,1,2,3,4} ). |

3) Plus généralement, calculer, pour n entier naturel strictement positif,

(@ + b)" en explicitant comment on trouve le terme a‘b"* ou '
ke{0, 1,..n}. !

Ainsi on @ -

Theoreme

Quels que soient les nombres réels a et b et 'entier naturel n non nul, on a :

@+ by =Crab®+Cra" 10! + ..+ Ctd*"b* * + ..+ C Ya' bV 4 CaF
" ou encore, en utilisant le symbole ) :

(a+b'= Y Chah" ™
=)

k

Retrouver le résultat du théoréme ci-dessus par un raisonnement par
recurrence.

Exercice 14 g
5
Exercice 15 ¢ 1) Calculer, pour tout nombre réel x, le nombre (Zx“' + F) :

] 11
2) Calculer le terme en x* dans le développement de (4;: + ;—5) "

Exercice 16 { Montrer que pour tout entier naturel n non nul on a : x

a) "= Y C,
k=0

b) Z (— 1¥Cr=0.
k=0 w

I._Probabilites

L,B‘ Fhéuric des probabilités est un modéle permettant I'étude de phénomenes dont la
*calisation est due au hasard, c'est-i-dire des phénoménes fortuits par exemple le cote
:'mbie d'une piéce lorsqu'elle retombe, le chiffre inscrit sur le dé lorsqu’il s’arréte sur la ,
able, le «tirage au sort » d'une personne d'un groupe, d'une carte d'un jeu, des billets 4
F»Daf:ams d'une loterie, etc. e . :
e S C¢ paragraphe nous chercherons & mathématiser de telles situations dans le cas o
nsemble deg résultats possibles du phénomene ou épreuves, ¢st un ensemble fini.
401
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Question 20 ¢ On dispose d'un dé cubique dont les faces sont numérotées de | 4 g *
lance ce dé sur la table. On lit, lorsqu'il est arrété, le chiffre inscrit sy }af ¥
superieure. fce
Quel est I'ensemble des résultats possibles appelé l'univers de l'épreyyes

Question 21 ¢ Onlance, dans les mémes conditions, deux fois de suite ce dé et on considere |
nombre obtenu en prenant pour chiffre des dizaines le premier chiffye Ub[.gne
et pour chiffre des unités le deuxiéme chiffre obtenu. Donner |e H-ﬂmb,-u
d’'éléments de 'univers, ¢ ‘est-a-dire le nombre de résultats possibles de CE!Iz
épreuve, appelés encore éventualités.

Question 22 (¢ Dans ['épreuve qui consiste a observer le numéro inscrit sur la face supérieyp,
du dé aprés le lancer, déterminer :

1) I'événement associé d la phrase « le chiffre marqué est pair », ¢ ‘est-d-dire
I'ensemble des résultats correspondant d cette phrase;

2) l'événement correspondant a « le chiffre marqué est divisible par 3 »;
3) I'événement correspondant a « le chiffre marqué est supérieur ou égal
al3n»;

4) I'événement correspondant a « le chiffre marque est 6 »;

5) I'événement correspondant d « le chiffre marqué est strictement supérieur
aton,

Attention au vocabulaire :
une éventualité est un résultat possible c’est-a-dire un élément de I'univers . Alors que:

un événement est un ensemble de résultats possibles cest-a-dire une partie de I'univers &,
ou encore un élément de I'ensemble #(€2) des parties de I'univers €.
Lorsqu'un événement ne contient qu'une éventualite :

I'événement est alors un singleton ou événement élémentaire.

Lensemble vide, qui est une partie de €, est appelé événement impossible : il nest pas
réalisable.

L’ensemble @, qui est une partie de €, est toujours réalis¢ on dit que Cest I'évenement
certain. L
On dit qu’un événement est réalisé lorsque le résultat de I'experience est une éventualit®
appartenant a cet événement.

Question 23 ¢ On lance trois fois de suite, une piéce non truquée (un coté fﬂ“: e un c0t¢
pile) et on note le cété visible d chaque fois : on obtient ainsi €0 .
éventualité un triplet, par exemple le résultat : « le I°* lancer fait ﬂPP"”’ll,oH

pile, le 2¢ face et le 3° face », sera représenté par le triplet (P, F. F)a¥¢

notera plus simplement PFF.

Dénombrer ['univers.

Ecrire en extension les événements suivants :
A : on a eu exactement deux fois face

B : le coté pile est sorti exactement une fois
C : le coté face est sorti en premier

[
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¢ D :on a obtenu au moins yne fois pile
§ . § ; )
¢ G : face est sorti trois fois.
2 J

:: .nt’“’r”””f'r. pour l‘.'hﬂf‘“?l dl’.’ Ces g’li'{'i‘”gn]{:”{ll;_ f‘é‘léne’ne"r (.'ﬂﬂfrﬂllre C 'gﬂ_r‘p
2de cet événement : |'événement contraire H de
et seulement si H ne l'est pas.

4 \ eve : P
QQWI est I'événement contraire de I'événement certain? de |'événement
( impossible?

N
§ dire le complémentaire dans ¢
E H est l'événement réalisé si

\_. g - L ¥ ow - Tr Ir
.;’S-r‘lif, H un événement, quel est I'événement contraire de H ou H est
S l'évenement contraire de H?

Un jeu de 32 cartes est constitué de quatre « couleurs » notées pique, carreau,
caur et tréfle représentées respectivement par les signes - @9, 4, W ¢1 o
Et chacune de ces couleurs contient 8 cartes (ainsi on en a bien 32 ) marquées
chacune d'un nombre : 7,8, 9 ou 10, ou bien d'une lettre : V pour le valet, D
pour la dame, R pour le roi et A pour 'as. Les quatre cartes de chaque

Question 24 ¢
couleur, marquées d'une lettre sont appelées « tétes» : on a ainsi 16 tétes
dans un jeu de 32 cartes.

On représente chague carte par sa « valeur » et sa couleur, par exemple la
dame de caur est D, le roi de tréfle est R *».

L'épreuve consiste d tirer une carte d'un jeu de 32 dont on ne voit pas les
signes.

Décrire les événements suivanis :

: obtenir une carte de cwur

: obtenir une dame

: obtenir un valet ou un roi

: obtenir un nombre pair

- obtenir une téte noire (pique ou tréfle).

Les événements A et B peuvent-ils étre réalisés en méme temps : déﬁ:ire
'événement « A et B». Pourquoi les événements A et E ne peuvent pas etre
réalisés simultanément? On dit que A et E sont des événements
incompatibles. L'événement A est-il incompatible avec D?

S LA
Les événements B et C sont-ils incompatibles:
Déterminer des événements incompatibles avec D.

e, B T T = - N

ntraire sont-ils incompatibles?

Exercice i un événement et son co e
17 ; Pourquo patibles sont contraires?

Est-ce que deux événements Incom

ion 'uni I'épreuve
Exercice 18 ¢ Dans chacun des cas suivants donneicn extension | un:i'.;i;s; Qdel'ép 1
les événements A et B et préciser ¢'ils sont incompa X

rouge.
A : avoir deux chiffres identiques

i i iffre pair.
B : avoir au moins un chiffre p -
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Questiun 25

Queﬁtion 26

Il sagit d’une situation d'¢équiprobabilit¢ lorsque chaque éventualité a «le mérﬂ; bil

{ 2) Mémes gestes mais on note la somme des chiffres,

§ ) _
A : avoir une somme divisible par 5
curc ou égale a 4.

 mot MATHEMATIQUE.

B - avoir ung somme infert

4 - avoir deux lettres identiques
{ B : avoir deux voyelles.
? # ] ! ] ¥ 5
§ 4y On sort en meme temps deux T-shirts d’un tiroir qui en contient {rjs
{ rouges, deux verts, 4 noirs et 1 bleu.

4

5

Q

R o~

( 3) On tire au hasard deux lettres du
5

)

4

N . A
( A : avoir deux T-shirts de méme couleur
11 B - avoir au moins un T-shirt bleu.

§ : oee : o
. §) Du méme tiroir on sort un T-shirt, on le remet dans le tiroir, et on en
sorl & nouveau un; on ne tient pas comple de I'ordre dans lequel on 4

¢ obtenu les couleurs. Méme A, et méme B.

T e

é Awa dispose d une piéce non truquée : on a « autant de chances » d'obtenir
0 face que pile dans un lancer. Par quelle fraction traduira-t-on la « probabilité
{ d'avoir pile»? « d'avoir face »?
3 On dit que toutes les éventualités sont équiprobables ou que 'on est dans une
2 situation d ‘équiprobabilité. Awa propose a Eva le jeu suivant :
1w lances deux fois la piéce, si tu obtiens deux fois face, je te donne 10 F, sinon
1w me donnes 10 F. Eva répond, alors que son jeu n'est pas équitable et
propose le suivant .

tu lances dewx fois la piéce, si tu obtiens le méme co1é aux deux fois, je I¢
donne 10 F, sinon tu me donnes 10 F.
Qui a raison?

lertres du mot

On dispose de huir cartons sur lesquels figurent les huit
tre la table) o

PREMIERE, on retourne ces cartons ( coté de la lettre con
les mélange et on en tire deux au hasard.
Combien a-1-on de « chances » de tirer deux lettres identiques -

1) si l'accent est marqué?

2) si l'accent n'est pas marqué?

nnnlh"
(it ¢

de chances » de se réaliser, dans ce cas si 'univers a n éléments, on dit Que la pro

” # - W . l
chaque événement elémentaire est —.
n [a®

Par exemple un dé cubique non pipé, c’est-a-dire parfait, est lancé sur la table

a la méme probabilité d’apparition qui est 1

:chnql.lﬂ

6
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plus genéralement le « nombre de chances » d’obtenir 1 réalisatioi d’tin Sv&ieinani dana

une epreuve se traduit toujours par une fraction : «deux chances sur trois » donnera par

sxemple, on dit alors que la probabilité de I'événement donné est 2

Plus géucrulcm'cm une probabilité est une application p, qui, a 1oul‘événemcnt associé a
[‘epreuve dmmee.‘falt correspondre un nombre compris entre O et 1 que I'on ex prirlnlc SOus
jorme de [raction irreductible ou sous forme de pourcentage. Ainsi on a p:a(2) - [0, 1]
Ft cette application verifie les propriétés suivantes : | o

e puisque I'évenement certain est toujours réalisé , sa probabilité est | : p(@2) = 1
e sideux evenements A. et B, sont incompatibles alors I'événement « A ou B » est réalisé si

et seulement si soit A4 I'est soit B I'est, c’est-a-dire si et seulement si le résultat de 'épreuve
gst une eventualite element de A ou de B. Ainsi « 4 ou B» est I'ensemble 4 w B,etona !

YAel(Q) VYBed(Q) [AnB=@ = p(Auw B)= p(4) + p(B)].

gueslion 27 ¢ Soit A un événement.

Montrer que la probabilité p[;] de son événement contraire A est égale a
1 — p(A).
En déduire la probabilité de I'événement impossible,

uestion 28 ¢ Soient A et B deux événements.
Décomposer |'événement « A ou B» en une réunion de trois événements

incompatibles deux d deux. En déduire que :
p(A U B) = p(A) + p(B) — p(An B).

Revenons au cas d’une épreuve avec équiprobabilité et dont P'univers est constitué de

n eléements,

Soit 4 un événement constitué de k éléments (0 < k < n) que I'on note a,. a; ... 4.
Ona: A={ﬂ1}u{ﬂ;:u---uiﬂk}-

Ces événements ¢lémentaires | @, | sont incompatibles deux a deux donc :

p(A) = pl{a, ) + pllazy) + + p({ ax }).

: : VU
Or il y a équiprobabilité donc pour tout i de {1, 2..kFplai)) =7

] [ I
d'oq - pA) =+t T e
. —

k termes

Cest-d-dire : pA) =

Ce résult : ;
at se traduit par : ]
ilite d’un évé otient du
Dans une situation d’équiprobabilité, Ia pmbab]hi{%?éﬁeiﬁtlcem: n:}ﬂf‘ T: t1':31'1‘:'11].1:1:112 de cas
nombre de cas favorables, c'est-d-dire le nombre i



Mathématiques premiére C et E - Géoméirie

406

— ) R, ———
possibles. cest-a-dire le nombre d'elements de I'univers Q. ‘

C'est ce résultat que Fon utilise dans le langage courant pour d'_!'ﬂ par exemple que |
cing chances sur six d’obtenir un autre chiffre que 6 sur un de;

ou que I'on a trois chances sur cing d’obtenir une boule verte en extrayant une boule d'upe
boite gu en contient une orange, unc hlanche et trois VLI’lLH ‘

Ainsi le caleul d une probabilite, dans le cas d'cquiprobabilite, se ramene a deux questions

de denombrement

0n g

Exercice 19 - On note sur 10 cartons aux dos indiscernables les lettres du moy
PROBATOIRE. on les retourne et les mélange puis on en tire un certain
nombre :

1) a) Quelle est la probabilite, lorsqu'on prend cing cartons I'un apres
"autre d'obtenir. dans l'ordre. les lettre du mot BATIR ?dumot POIRE?
by Est-ce la méme si on choisit simultanément cing cartons, que I'on peut
ranger ensuite dans l'ordre que l'on veut?

2) Quelle est la probabilité, lorsqu’on prend sept cartons d’obtenir le mot
ABRITER

4) dans I'ordre si on les tire I'un aprés ['autre?

h) si on les tire simultanément (avec possibilite de les ranger
ultérieurement)?

Exercice 20 ¢ Lejeu de pois le plus simple, en Cote d'Ivoire est le suivant :chaque joueur
- regoit un tas de graines d'une seule couleur (chacun ayant sa couleur),
" chacun donne au meneur de jeu sa mise qui se compose d'un nombre, qu'il
» choisit, de ses graines (de méme couleur). Le meneur mélange bien les mises
¢ dans un verre et renverse le tout sur la calebasse pourvue au centre d'une
4 tige sur laquelle une graine (et une seule) peut se loger (on recommence
| Popération si elle n'est pas réussie jusqua ce qu'une graine soil
¢ sélectionnée). La couleur de cette graine indique le gagnant qui empoche
Y toutes les mises de la calebasse. .z
:‘f Considérons un « mini-jeu » 4 trois joueurs, ot le nombre de graines '?lsees
; est de trois au maximum. La probabilité p d’un joueur de gagner SRpED

¢ de sa mise s et du total ¢ des mises des deux autres :icionas€ {L2 3] ‘::

¢ Le 12,3, 4,5, 6. Donner dans un tableau les différentes valeurs de psel°

)8 et {.

¢ Quelle est la meilleure stratégie pour un joueur? Pourquol le j

) eéquitable si les trois joueurs adoptent cette meilleure stratégie’

eu est-

Un lien entre les probabilités et les statistiques s
Dans ce qui précede on a étudié le lancer d’une piéee et on a supposé que chaque queﬂn
piéce jetee avait autant de chance d’apparaitre. Pourtant si on lance quatrefois la Pl.hil’igés
n'aura pas {orcé;rnent deux fois pile et deux fois face mais dans les différentes po grﬂl"d
cest celle-ci qui a le plus de chances d'étre réalisée. Par contre si on lance Ul “'ésnu’an
nombre de fois la piéce, par exemple 1 000 fois et si on note a chaque fois 1 c0t¢ obte
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shtient une serie statistique avee
L

deux valeurs possibles du caraclére - P
poul face. Chaque lancer Fepresente un individy

: de I'ensemble de 1a population des
1000 lancers. Soient n, Lt 1y les nombres dindividus possedant respectivement les
caractéres et P cest-d-dire le nombre de lancers dont le resultat est F, et P
respectivement.

pour pile et F

Question 29 ( Que vaur n, + ny?
= > Quelles sont les fréquences f

§ Si la piece est parfaite, de quelles valeurs les fréquences fi et f5 ont-elles le
) plus de chance de s‘approcher?

et f, des modalités respectives F et P?

On admet que, si le nombre de lancers est grand et que la piece est

parfaite alors f, et f,
s 1
sont voisins de >

Ainsi le modéle théorique des probabilités
On peut utiliser ce principe pour vérifier qu’
de n'est pas pipé par exempl
(lancers) : on prend un echantillon, plus cet ¢chantillon es
probants. Si pour la piéce la fréque "

vraisemblable que la piéce n'est pa

1
chaque face est proche de & alors le dé n'est pas pipé.

Prenons ici un autre exem

ple : en Afrique on utilise souvent les cauris dans les Jeux de
hasard. Si on lance un ca

uri, I'un ou l'autre des cétés ci-dessous peut se présenter.

= D

la fente. note F

Les propriétés physiques d’un cauri ne permettent p
“omme pour la piéce, d’obtenir le dos ou la fente.
our évaluer la probabilité d’obten

le dos, note b

as de savoir si on a autant de chance,

ir 'un ou I'autre des résultats F et D, on effectue une
“enquéte statistique » : on lance un certain nombre de fois (assez grand) le cauri en notant

4 chaque fois si c'est F ou D qui apparait. Souvent dans ce genre d’enquéte on prend un
échantillon de 1 000 individus, ici 1000 lancers. Et on détermine ainsi les fréquences f,
© 1> des modalités F et D du caractére face visible du cauri aprés le lancer.
La probabiljia d’obtenir F lors d’un lancer est alors voisine de /1, tandis que celle d’
D esq Voisine de f,.

insi Jorg d'une expérience réalisée par des chercheurs de 'IRMA avec quatre cauris
Umérotés 1, 2, 3 et 4, on a obtenu, pour mille lancers :

obtenir

: Nombre n, Nombre n, Eibauence Fidansncs 7
]:uugﬁg d’apparitions | d’apparitions qde o Sy qde 5 12
de la face F de la face D
h-‘_"""‘-—-———.___
1 390 610 0,39 0,61
2 430 570 0,43 0,57
3 383 617 0,383 0,617
4 422 578 0,422 0,578
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—
On peut donc, raisonnablement, estimer que, lorsqu’on lance P'un des quatre caur
probabilit¢ d'obtenir F est 0.4 et celle d'obtenir D est 0,6 : on n'est pas dans une situaf" 4
d'equiprobabilite. -
A partir de 1a on peut prévoir les chances de gagner pour quelqu’un qui participe 3 un
avec ces cauris. Mais. attention, le gain réel ne sera, €n général, voisin du gain théﬂriqiu
que si I'on fait un grand nombre de parties! .
Examinons l'exemple du Nigki : jeu pratique chez les Betés dans 'ouest de |y Céte
d'Tvoire.

Il faut étre deux joueurs et posséder guatre cauris. Chaque joueur lance, 4 son tour, les
quatre cauris.

S'il obtient deux F et deux D, il marque deux points,

s'il obtient quatre F. il marque cing points,

s'il obtient quatre D, il marque dix points,

sinon il marque zéro points.

Question 30 ¢ Sachant que lorsqu on lance un cauri la probabilité d'obtenir F est 0.4 ¢ est-

9} T ;
a-dire J et celle d'obtenir D est 0,6 (c est-a-dire 3), déterminer la
o

E

¢

§

2 probabilité pour le premier joueur de marquer 10 points, 3 points, 2 points
ou aucun point : on considérera en fait le lancer d’un cauri comme un tirage
aw hasard d'une boule d'un canari contenant 2 boules marquées F et 3 boules
marquées D, et ceci en situation d'équiprobabilité.

Caractéristiques de dispersion
d’une série statistique

408
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Question 31 ¢ Dans une classe de premicre on a fait une enquéte sur la durée mm!e;ﬂes
trajets journaliers de chacun des 30 éléves. Voici leurs réponses €n min
(on a arrondi a 5 mn prés) c¢'est-d-dire les valeurs observées :

2.‘)—6(1—4{}—9{}—75—90—60—mﬂ-#a—ﬁﬂ—-m'aﬂ":g:
60 — 110 — 70 — 80 — 30 — 50 — 70 — 20 — 65 — 90 —40 — 60~
50 — 70 — 90 — 60.

Préciser la population et le caractére de la série statistique tudice:
Quelles sont les modalités de cette série? Dresser le tableau T f‘f‘"’"s
distribution statistique, ou l'on lit les effectifs de chaque modalité.
Quelle est la fréquence de la modalité 70? Jiane:
Déterminer le mode et la moyenne de cette série. Préciser la mé
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Q_'}'_"“"i“ n 32 ¢ Dans « Perspectives décennales de

développement d'Abidjan » on trouve le
Stableau suivant

Activités 1976 1985 1990 |
Emplois sédentaires 49 730 106 440 144 930
Emplois sur les marchés 38640 83 230 113500
Emplois de la rue 25000 53850 73430
Total 113370 243520 331860

Dresser les tableaux des [fréquences des trois s
Abidjan en 76, 85 ¢ 90 Les «
sensiblement les mémes ?

éries qui donnent les emplois a
proportions » d'emplois restent-elles

Question 33 ¢ Le professeur de mathématiques compare les notes de Koffiet Ouattara aux

cing premiers devoirs de I'année. Les notes de Koffisont 9,10, 9, 11 et 8.5
celles de Quattara sont 3, 9, 18, 9 ¢1 § 5.
Déterminer pour chacun d'eux le mode, la médiane et la moyenne de leurs
notes. Est-ce que I'appréciation sera la méme sur le bulletin?

Certte série peut étre représentée graphiquement de deux facons :

® en abscisse chaque note (caractére ) et en ordonnée l'effectif

® sous forme chronologique : en abscisse le numéro du devoir, en ordonnée la
note.

Ainsi les caractéristiques de position vues en seconde (mode, médiane et moyenne) sont
insuffisantes pour décrire une distribution statistique.
Cette année, on va donc étudier d’autres

caracteristiques d'une série statistique : les
caractéristiques de dispersion.

1 Etendue

ion 34 ¢ Pour chacune des séries de la question 33 sur les notes de Koffi et Ouattara,

préciser l'amplitude de l'intervalle de variation ¢ est-g-dire la différence
entre la meilleure note et la plus mauvaise.

Plus généralement :

Définition

On appelic étendue d'une distribution statistique associée 4 un caractére quantitatif, la
iérence entre 12 plus grande et la plus petite valeur observée.

L'étendue d'yne distribution statistique est facile 4 calculer, on l'utilise pour tracer les

diagrammesg et dans les controles de fabrication mais elle ne tient compte que des valeurs

$Xlrémes, dont 'une peut étre «un accident» : elle ne décrit donc pas assez bien
i
“Iétalement » de 1 série.

409
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s premié

ervées sont concentrées autourdela Moyenne
o

s L i R -5 obs
i I'etendue est faible. alors les valeur
la serie.
Mais sl I'étend
«dispersées» -
Par exemple les notes d

9 -

onclure que les valeurs observees s
des valeurs situées entre les deux extrémes exhibg
u premier (rimestre en mathématique son - 5,

Il—-l?—-lﬂ—l{},

y as ¢
uc esl grande, ON ne peut pé

il faut faire une ¢tude
¢ N'Guessan a
{f =3 = (2 =8 =
mais a part les notes 3 et 19, les résulyy
vant l'interrogation ouilaeu3j élaj:
1 acu 19, il les avait travaillés Ja vej,

est 19 — 3c'c:+l—£1-dirc 16
ne 10.3. [1faut savoir que, &
devoir ou 1

L ¢tenduc de celic serie
sant proches de la moyen
absent, et que les deux exercices
avee son pere!

poses au

Lorsque les valeurs nécessitent un regro pement des ldrmnecs piar classe, Iﬁat.“TB]lt‘:mem »
- ‘ k 1 i v EXd
introduit I'étendue de la série pour déterminer | mppl t!lldﬁ c?es ¢ assesen dwls‘anl I'étendue
par le nombre de classes. Dans le cas d’une dlslrlb}ﬂlﬂﬂ discrete, dins un diagramme ey
{ les effectifs en ordonnee, I'étendue est le nombre

batons portant les modalités en abscisse €Lt : :
qui mesure le segment du «pied du 1*" baton atl pied du dernier».

2 Ecart moyen
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Question 35 ¢ Pour les séries de notes de Koffi et Ouattara calculer, pour chacune de ces
) séries, la différence de chaque note a la moyenne de la série.
¢ Quelles sont les moyennes de ces différences dans chaque série de notes.
¢ Puisque les différences positives et les différences négatives se compensent,
) ceci ne permet pas de comparer les dispersions des deux series.
¢ Calculer, pour chaque série, I'écart a la moyenne de chaque note, ¢ est-d-dire
¢ la distance de la note a la moyenne, autrement dit la valeur absolue de o
{ différence entre la note et la moyenne.
) Calculer, dans chaque cas, la moyenne de ces écarts.

Plus généralement, on pose :

Définition

| On appelle éc ;

| ca rac?fre quu::jllml';?&rn (ou écart absolu moyen) d’une série statistique assocl
 caratrequanial I moyenne d a e staistique oblente o TP,
L nee 4 la moyenne, I'effectif correspondant restant Je meme

Alnsi pour une série statistic ' j cal
ﬁﬁlurEITCOmpris:i:EgTd:iuquc d‘r.:-nl les éléments sont les couples (xi» ) P"“"ﬁ
etk (n;est leffectif de la modalité x;), on note N Peffecti totah

k n
E nl" el i ]H mﬂ}rgnne dt " @ z "i xf i ﬁiu
L’E“C 3 i & = [13
) serie, égale a1 alors ’écart moyen decett® s
Z nf!xl = -T€1

nombre =t
N .

i=§

!

-

L-r-:.ﬁ-. -



-
i)

————— Probabilités &1 statistigues
Exercice 21 COna releve les diametre
¢ 19852 sur un échantilio

5. enem, d'objets sortant d’une usine en 1984 et en

S pris au hasard, on a obtenu :

n de 10 objet

cen 1984 diameétre en cm 57.5 57.7 58

h nombre dobjets 3 2 5

'1 _—'_‘——-—_____________ e ]
len 1985

diamétre en em 575576 LS?.E 3579 | 58
Y —_— == ]

nombre d'objets 1 2 ‘ 3

bt

2

=

{ Verifier que ces deux séries ont méme moyenne 57,79,
> Caleuler les écarts moyens e, et e, de ces deux séries. Quelle est la série la
, plus dispersée autour de la valeur moyenne commune?

. Déterminer le nombre d’objets observés dont le diamétre est situé
s respectivement dans les intervalles -

15779 — e,, 57,59 + el ©t 157,79 — e, 57,79 4 e[
pour les séries des années 84 et 85.

L'¢cart moyen permet de com parer la dis
par rapport i
détermination n
a la main.

persion de deux séries statistiques: il a 'avantage,
'etendue, de faire intervenir tous les elements de la série mais sa

‘est pas aisée a cause des valeurs absolues, avec une calculatrice, et longue

Par ailleurs, ayant par exemple deux séries de notes du méme éléve {prcrr_lier et second
semestre) dont on connait les écarts moyens e, et €3, 0n ng pourra pas _dtreﬂﬂmem €n
déduire I'écart moyen de la serie de ses notes de l'année, alo(S que si les moyennes
respectives sont m, et m, et les effectifs (nombre de notes) respectifs n, et n,, la movenne

MmNy + myn,
n, +n - A
echantillons dans mi-:‘—: Bnqzuﬁlf: statistique. Dans le paragraphe ct-des..sogs. o v "tfl_dfcf
une nouvelle caractéristique de dispersion qui permettra de «réunir» deux séries
statistiques et d'utiliser plus efficacement la calculatrice.

sur Pannée est . Il en est de méme lorsque 'on fait la réunion de deux

riance et écart type

fi le carré de
i ; Seri v notes de Koffi et Quattara :
Uestion uler pour les séries des no Oua
Q\aﬁ ﬁ? \ l::edvpchaque valeur & la moyenne (ou le carré de la i}{emtﬁz
i | ' a sé
(valeur-moyenne) ). En déduire, pour chaque série, la moyenme
associée d ces carrés.

Définition ¥

v trie obtenue en |
On appelle variance d'une distribution statistique la m‘nlve:.:g: d:':: E:Tm i hole
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Cette caractéristique permet d’
moyenne : la variance pour Quatlara
Koffi s’écartent moins de la moyenne |  (
Souvent les modalites s'expriment dans une certainc unite [C!.'ﬂ, kg, F. ..)alor
Jkg? et F2..) ce qui n'a plus de seng! 0
on s'exprimant avec la méme unité que les mg
ar définition la variance est un p

L o e \ .
na pas la meme unite (respectivement €m
une caracteristique de dispers
prenant la racine carrée de la variance. (P

positif ou nul.)

| Définition

On appelle écart-type d’'une distribution statistique la racine carrée de sa variance et on

la note a.

apprécier la dispersion des valeurs obseryées
est plus grande que celle pour Koffy
9.5 que celles de Ouattara,

altoyy de la
: I'ﬂs Noteg de

n Gbliﬁm
dalités, o
Ombre tée]

—_—

—

Question 37 ¢ /) Donner les écarts-type des distributions des notes de Koffi et de

Ouattara.

2) Que peut-on dire des valeurs observées si l'écart-type est nul?

Soient ¥y, ¥, -

Xy. X3. .. X les k modalités :

vy les N valeurs observées d'une distribution statistique. Notons

x, a pour effectif n,, x, a pour effectif n,, ... x, a pour effectif n,. Ainsi les éléments du
N-uplet (yy, ¥5 .. vy) sont : n; éléments x,, n, éléments x,, ... n; ¢léments x,.
On note ¥ la moyenne de cette distribution, U sa variance et o (lire sigma) son ecart-type -

Ona:
. =
2 W
| ¥ ==
N
Z [.'l).'_-"';':I2
i N

S|
k
Y onx; k
% =%r—— et N=i§ln;
k
z ﬂi(xs—i)z
U =L

Pour la présentat.ian pratique du calcul de la variance et de I'écart type d'u0€
statistique donnée par ses modalités et ses effectifs :

et azﬁ

distributi”

: —
On écrit dans un tableau les colonnes : modalités (x,), effectifs (), les Pm‘{“lts . i
k
permet de calculer en dessous la moyenne en calculant ¥ n, puis “};1 mXir
k i=1
its
= ];[ nixr l s - i)g Ies Prodﬂl
TR » les différences x, — &, les carrés de ces différences (xi =/

2 m
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/’f’.,;:puis de calculer la variance U et enfin I'éc

nix; — -

«éric des notes de la classe de premiére C

art-type a. Ainsi par exemple pour la
au dernier devoir :

Note

R

Nombre deleves

6.5

3|2

819

3|3

10| 10,5 | I ‘ 12

13|14 15|18

2 I‘4JS

a3l 2]1

On obtient la moyenne : X ~ 10,25, 'écart type

1@ = 3,54 grice au tableau ci-dessous,

les notes de deux classes pour un devoir commun) ayant méme moyenne X,
d’effectifs totaux respectifs N, et N,, de variances respectives U, et U,.
Montrer que la distribution ainsi associée & la réunion des deux
' populations (les notes de I'ensemble des éléves des deux classes) a pour

variance

Question 38

o 1
2. ¥i= NZX, pour montrer que U = =
=]

N,U, + N,U,

N, + N,

N

i=1

y 2
Yy oy - &
i=1

Avec les notations ci-dessus, développer Y (y; — X)* wtiliser le fait que

413

X, n; nx; X; — X (x; — %) 1 ni(x, — x)* |
3 3 9 — 7,25 52,5625 157.6875
6 2 12 — 425 18,0625 36,1250
6,5 1 6.5 — 3,75 14,062 5 14,062 5
8 3 24 - 225 5,062 5 15,1875
9 3 27 — 125 1,562 5 46875
10 2 20 — 0,25 0,0625 0,1250
10,5 1 10,5 0,25 0,062 5 0,062 5
11 4 44 0,75 0.5625 2,2500
12 5 60 1,75 3,062 5 15,3125
13 3 39 2,75 7.562 5 22,6875
14 2 28 3,75 14,062 5 28,1250
15 2 30 * 475 22,5625 45,1250
18 1 18 1,75 60.062 5 60,062 5
32 328 401,5
_ 328 401,5
% == =1025 V=== 1255
b N = 32 J = 3-.54
e
Exercice 22 On considére deux distributions statistiques de méme nature (par exemple
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Plus généralement si les valeurs observées sont regroupees, et que la série statistique e
VX 1) (X gy 13, e (X, ) | €L Que la moyenne est x, on a .

- 3 _ 22
Q) = — H‘r-.\'l-' — X
N J'Zl

En prenant cette nouvelle écriture le caleul de V se fait plus simplement.

Méthode pratique

Pour calculer la variance, et 1'écart type d'une distribution statistique dont les valeurs
observées sont regroupées en modalités dont on connait I'effectif.
On construit un tableau de cing colonnes. On remplit les colonnes : modalites x;, effectifs

k
n.. produits n;x;. En bas des deux derniéres colonnes, on calcule N (avec N = z H.‘) et
i=1
k

K Z n; X

Y nx; respectivement, puis, en dessous X avec X = = IN . Puis on remplit les
i=1

k

colonnes x? et n,x2 en bas de laquelle on calcule ), n;x7. Il reste alors a calculer U avecla
i=1

formule ci-dessus puis ¢ avec o = /U.

Ainsi par exemple pour la série des notes de la classe de premiére C au dernier devoir, ona

le tableau ci-dessous :

X; n; nx; % nx?
3 3 9 9 27
6 2 12 36 72
6.5 1 6,5 4225 42,25
8 3 24 64 192
9 3 27 81 243
10 2 20 100 200
10,5 1 10,5 - 110,25 110,25
11 4 44 121 484
12 5 60 144 720
13 3 39 169 507
14 2 28 196 392
15 2 30 225 450
18 1 18 124 ___314_________
32 328 37635
= 328 3763,5 2
X = 5 10,25 V= 0 —(10,25)
N =32 QU ~ 12,55
g ~3,54 e
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Exercice 23 ¢ Déterminer les écarts type des dis
e¢chantillons de 10 objets dont
comparant les résultats,

tributions données a I'exercice 21 sur les
on a mesure les diamétres, et conclure en

Un inconvemient certain des formules précedentes donnant
calculer les carrés de x; — X ou des X, or lorsque |
nombres, par exemple des chiffres d'affaire d’usines ou des dettes extérieures de pays, le

calcul lui-méme a la calculatrice est infaisable. Cest pourquoi souvent on utilise le
principe du changement de variables.

On considere un nombre fixé A, que I'on prend en général
de la meédiane ou de la moyenne, méme avant de les cal
Et pour toutide {1,... k}, on Pose u; = x; — A.

On obtient ainsi une nouvelle série statistique formée des couples (i
modalites «plus simples ».

la variance est I'obligation de
es modalités sont des trés grands

«al'estime » c'est-a-dire proche
culer.

i M) avec des

Question 39 ¢ Montrer que la moyenne it de la série (1, ;) vérifie it = ¥ — A.
Montrer que la variance de la série donnée en x peut s'écrire :

P . , 3
N Y mui —a* on N=Y .
i=1 i=1

Ainsi, notant U, et U, les variances des séries en x et en u respectivement, on
a rt]x = cl]ll’"

Ainsi pour la série des notes de la classe de premiére C au dernier devoir on obtient le
lableau suivant :

Xi u=x— A n; nu; u? n?
3 =18 3| —24 64 192
6 —'5 2 | =10 25 50
6.5 — 45 1 = 45 20,25 20,25
g ~3 3| -9 9 27
9 = 3| —6 4 13
_ 2 | -2 1 2
ig,s - {1)5 1 ~ 05 025 0,23
Ao 0 4 0 0 0
12 1 5 5 1 5
13 2 3 6 4 12
14 3 2 6 9 18
15 4 2 8 16 i;
18 7 ] 7 49
2 | —24 4195
419,5 ;
U = 15 =g =GN
2 Q =~ 12,55
k =32 o ~ 3,54
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artier. les montants des loyers. En arrondissyp ;
Sant Jog

Exercice 24 ¢ Onarccense. dansunqu : : Y
bservees suivantes !

(arifs. on a eu les 25 valeurs o
158000, 215000, 352000, 198 000, 173000, 150000, 208 000, 78

2127000, 112000, 247000, 130000, 134 000, 90000, 135000, 2)s
Ejﬂﬁﬂnt}. 150000, 112000, 130000, 198 000, 112000, 208000, | 390’[]{]‘

§ 150 000,

§ .

S Dresser le tableau recensé et calculer la moyenne et |C.C£ll't—i}-']}e de cette
¢ distribution (on pourra utiliser un changement de variable JudicieuX‘ "
? prendre méme pour unité 1000 F).

Dans le cas ot les modalités sont regroupées par classe on utilise alors pour le caleul, |
modalité égale au centre de chaque classe, et on utilise une des formules précédentes,
Souvent lorsque les classes ont méme amplitude C on utilise un changement de variable,
x;—A .
en posant pour tout i u; = ———, ol x; est le centre d’une classe et 4 est un nombre fix¢
C

arbitrairement (de fagon «adéquate» pour simplifier les calculs).

Question 40 ¢ Monirer que, en notant X et it les moyennes respectives des séries (x;, n)

I . I
et (u,,m), on a:it=-(x— A) et que la variance de la distribution en
"

1 k k o
x; est donnée par: U, = CE(}]} Y muf — &3) ot N =) n;. Ainsi

i=1 i=1

I :
UV, = 3 U, avec les notations habituelles.

En utilisant un tel changement de variable, les caleuls sont simplifiés pour le calcul de 1
variance V., et de I'écart type o. Ainsi par exemple, dans la série des notes de la classe de
premiére C au dernier devoir, qui regroupe les notes par classes d’amplitude 5on obtient :

Classe [0, 5[ [S, 10[ [10, 15[ [15, 20]

Effectif 3 9 17 3

Les centres des classes sont les modalités x;, ce sont : 2,5; 7.5; 12,5 et 17,5.
Prenons A = 12,5 puisque c’est dans la classe [10, 15[ qu’il y a le plus de note
pu aussi prendre 10, ou 7,5 ... I'avantage de prendre une des valeurs x;, sera d
d&s IJ;].

s (on aurait
annuler Ul

avec ¢ = 5 (amplitude des classes).

1 4
= p2 =
On aura donc v, = ¢ (N !2 1 mut — i? | = cv,.

X
On pose : U =

416 | 1
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.—-""""___-—__ 4
Les calculs sont donnés dans le tableay ci-dessous -
Nouvelle modalité
Celire ) Effectif 3 2
des classes i A x;—125 " nu; U nu;
X; e T 5 '
2, —~2 3 —6 4 12
7.3 — 1 9 -9 1 9
12,5 0 17 0 0 0
17,5 1 3 3 1 3
32 — 12 l 24
12 24
=3 0=——=-037 =5 — — (- ? | ~
N=32a ) 0.375 v, =5 [32 0,375) :| 1523 =39

On remarque que I'écart-type (comme I'était la moyenne) n'est

pas le méme en examinant

toutes les modalités ou en regrou pant par classe et en examinant les centres des classes, De
méme, ces deux caractéristiques dépendent du choix des classes.

Exercice 25

Analyse de Johannsen sur des haricots (1973):

A partir d’un lot de graines achetées dans le com

merce et pesées au
centigramme prés, il obtient les résultats suivants -

s 20126 (31|36 (41 |46 |51 |56 |61 |66|71|76|81 86
a“"'&aaaaaaaaaaaaa
"B 125(30(35[ 40 45|50 | 55|60 |65 |70 75|80 85|90

Nombre

de graines | 4 |27[65(179|364|587(533(418|260(132| 52|34 19| »

Construire un histogramme représentant cette distribution,
Déterminer la moyenne et I'écart-type de cette distribution.
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de 450 ananas arrivant dans une conserverie; op ,

Exercice 26 ¢On a releve les masses _
ans le tableau suivant !

présenté les résultats d

—
M‘“S_tiﬁ_"ﬂs______ Nombre dananag
m (exclu) 8
2 De 1000 (inclus) a 1 250 (exclu) 52
S| De 1250 (inclus) & 1500 (exclu) w
De 1500 (inclus) 4 1750 (exclu) 04
De 1750 (inclus) 4 2000 (exclu) 82
De 2000 (inclus) & 2250 (exclu) 52
T)e 2250 (inclus) & 2500 (exclu) 35
De 2500 (inclus) & 3000 (exclu) 17

Construire un histogramme représentant cette distribution.

Calculer sa moyenne et son écart-type.
Comme on I'a vu sur les exemples le calcul des caractéristiques, essentiellement moyenne

et écart-type, conduit a des calculs importants.
La encore on utilisera la calculatrice : déja en sachant utiliser la mémoire (pour faire la

somme en méme temps que le calcul des n; x;en n;x7 par exemple) mais aussi en utilisant lﬂﬁ
touches statistiques : X pour la moyenneet, selon les marques, s ou @ pour ['écart-type (voIr
le mode d’emploi de chaque calculatrice pour 'emploi de ces touches). Cependant il faut s¢
méfier car selon les cas, la touche écart-type fournit :

T " 1N )
N7 L =% eu T ¥ (=

ot les N valeurs y; sont les valeurs observées. Il faut donc dans le premier cas

corriger €n

he de !

multipliant le résultat par (si N est «trés grand » ce nombre est trés proc

donc les résultats tres proches I'un de l'autre). S
Souvent les séries statistiques, notamment en économie et géographie, sont des e
chrongiogiques ot on donne, en fonction de'T’heure, le jour, le mois, 'année, ... 12 yaleur ¥
caractére. Dans ce cas, on peut représenter la série avec en abscisse le temps i
de temps et en ordonnée la valeur du caractére (voir en géographie les cour
température ct de pluviosité pour I'étude du climat dans une région donnée). o
Pour la partie calcul de I'étude d'une suite chronologique, les valeurs observées SO alo %
]a plupart du temps des modalités d'effectif 1, on peut 31;,,.5 calculer la moyenné Iréca

type..



7
J'?-{"}:
¢

Probabilités et stat Istiques
S,
Exercice 27 En 1981, on

| a effectué les relevés des précipitations (en mm) a Sassandra et
Dimbokro

Mois J!-'MAMJJASOND
Hauteur en mm 3 T T T
Sassandra 6 (17|32 109181278 113{29(34] 93 42 (28
—— | ] S N N o ]
Hauteur en mm 3
Dimbokro 0119]16] 99 1123]135 148178196 |153| 4 4
—-———-——_._______.-___.___L.________, -

Déterminer pour chacune de ces d eri
la moyenne, Iétendue, I'écart-mo

Exercice 28 ¢ Une marchande de légumes sur le marché vou
peut environ compter chaque mois : el]
pendant un an (en aoiit elle est retour
gagne, en mars elle était malade et 4

drait savoir sur com bien elle
€ note son bénéfice chaque mois

née au village et n'a presque rien
dii se faire remplacer) :

Mois J 2 M A M J
Béneéfice 327000 [ 171000 | 28 000 168000 | 157000 | 183000
Mois J A S O N D
Béneéfice 173000 | 10000 |192000 233000 212000 | 409 000

Calculer pour elle la moyenne de ses benéfices et I'écar

t-type, pour lui
donner «une fourchette » de bénéfice tres probable.

V. A bl
- Aju
~_TJustement linéaire

1 SEr £
e Statistique double

Jusqug Présent on a étudié des séries statistiques simples c‘est-a-.dnré q;‘n-: I'on i t;ttud‘:ea EZ
seu] “aractére, le plus souvent quantitatif, d’une population dpnnee.l n alt sm: dee : q :
Onfait upe €nquéte statistique, on obtient plusieurs mesures, il est alors nature € poser
* Questiop . Y @-t-il un lien entre les différentes mesures. i

N dit que I'on cherche s'il y a une corrélation entre les deux mesures.
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premiére oh a relevé les poids et les Lailles des

uestion 41 ¢ Dans une classe de : _ ‘ ‘
“cons o les résultats suivants ot poest le numero 4 8t
gargons, el on a ohtem o i o

gargon, X, Son poids en kg et ¥,
X s4 1 63 | 60| 58| 62| 83|86 |82 72 ¢

sa taille en cm :

W} ‘ 64
v, | 165|183 | 178 | 1 68 | 175 | 180 | 173 | 195 | 172 | 179 17
x, | 71|66 | 69 | 71 | 67 | 91 |78 |76 | 68 [
v, | 180 | 168 | 171 | 173 178 | 181 | 169 | 173 | 178

Déterminer les poids minimum et maximum

les tailles minimum et maximum,
Placer sur une figure oti on portera en abscisse les poids, et en ordonnge s
tailles ( choisir judicieusement l'unité et le point origine ) les points de couple
de coordonnées (x,, v,) pour tout p de {1, 2, ... 20 .

On a une série statistique double lorsque le caractére est a valeurs dans R c'est-a-dire qu'd
un individu on associe un couple de nombres reels, par exemple (son poids, sa taille). On
dit en fait que 'on étudie deux caractéres : x d valeurs dans { x,, ... x, }, v a valeurs dans
{ ¥1. . ¥, |. Les éléments de la série statistique double associée a ce caractére (x, y)sont les
( (x5 ¥, ng;), quion notera par abus (x;, v;, 1), ou ny; est l'effectif du couple (x;, y).
L’ensemble des couples (x;. ;) est I'ensemble des modalités de la série statistique double.
Lorsque les effectifs valent tous 1. on représente, comme dans la question précédente les
points M, du plan de coordonnees(x,. y,).couple associ¢ & I'individu p. L'ensemble de ces
points est appelé un nuage de points.

Dans le cas général on regroupe les résultats dans un tableau cartésien ou on lit 'effectif nj;
de la modalité (x,, y;.. Ainsi, par exemple, 4 une élection de miss d’une ville de Cote
d'Ivoire, deux membres du jury proposent pour chacune des 100 candidates une note
comprise entre 0 et 5 (inclus). L'ensemble des modalités du caractére x, note attribuce par
Monsieur Fadika. est {0, 1. 2, 3, 4, 5}, et I'ensemble des modalités du caractére y, note
attribuée par Monsieur Sangaré, est aussi {0, 1, 2, 3,4, 5.

Les resultats sont donnés dans le tableau ci-dessous appelé :

x Tableau de corrélation
0 1 Z 3 4 5
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Ainsi 11 candidates ont eu pour «couple de notes» (2,3) cest-a-dire que pour ces
1 candidates, M. Fadika amis 3 et M. Sangaré 2 tandis que
couple de notes (0. 5). ce qui parait normal sinon M. F
M. Sangaré I;ulrmll lrouvee tres tres belle...
On dit que 11 est Teffectif du couple (2,3)

et 0 est I'effectif du couple (0, 5).

aucune candidate n'a eu pour
adika I'aurait trouvée laide et

QL‘“_M Quel est Ueffectif de chacun des couples suivants :
(2.1),(1,4), (2,4}, (5.3). (3, 3), (2,2)?

Combien de fois M. Fadika a-1-il atiribué la note 37
Combien de fois M. Sangaré a-1-il atrribué la note 27

A partir du tableau a double entrée représentant la série statistique double on peut obtenir

la serie statistique des notes attribuées par M. Fadika. et la série statistique des notes
attribuces par M. Sangaré :

Ainsi par exemple, puisque le nombre de couples dont le premier termeest 0. est 1 + 2 + 3
cest-a-dire 6, l'effectif de la modalité 1 du caractére x est 6.

On presente ces deux séries dites marginales en complément du tableau de corrélation
comme ci-dessous :

X

r effectifs des modalités de y

0 1 2 3 0 0 0 6

._.
o

N

wn

10 | 0 0 | 21 en calculant les sommes par ligne

(pour y), par colonne (pour x)

2 0 3 12 116 | O 0 | 31

3102111 l1s| 2] 1] 3

410lolo|3|1]2]G%s

5 0 0 0 2 2 1 5

11 31 46 5 4 |<«—effectif des modalités de x

Lﬂf?qu’nn représente sur un graphique les points associés aux couples (x;, ¥;) d’une série
Slatistique double pour avoir un nuage de points, alors, dans le cas ot les effectifs sont 0 ou
On place effectivement N points ou N est I'effectif de la population, mais dans le cas o
:Tl?{mes modalités ont des effectifs strictement supérieurs a 1, alors le nuage de points
Presenté par tous les points de couple de coordonnees (x;, y;) n'est pas représentatif de la

¥etie double; ainsi dans I'exemple de I'¢lection de la miss le point| | Ja pour « poids » 1 qui

3
St Peffectif qy couple (5, 3), mais le point G) a pour «poids» 15 car I'effectif du couple

421
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==
(3, 2) est 15. Pour représenter efficacement la s-ériu double en indiquant sur la figyre le
«poids » de chaque point, on a deux possibilites

e Placer les points et indiquer prés de l.fhitl.!llf'l d'eux E‘cﬂ§c[|f dd_c'SﬂTl couple de
coordonnées : on dit que I'on fait unc représentation par points ponderes

¥ | ' L
5 | e |
' (2) (2) (1)
4
(3 (1} (2)
3
(2) (11 (15) (2) (1)
-
- i3 (12) {16)
1
{2) () (S5} (1o
0
(1) (2} (q;ﬂ "
X
0 1 2 3 4 5

e Chaque point dunuage est le centre d'un disque dont I'aire est proportionnelle a I'effectif
du couple de ses coordonnées : on dit que I'on fait une représentation par tiches.

Meéthode pratique

Pour déterminer le rayon de chaque disque de la représentation par tdches.

On choisit une longueur R pour le rayon du disque centré au point associé au mode dela
serie double c'est-d-dire dont le couple de coordonnées a I'effectif maximum : ¢.
L'aire de ce disque est tR?. Puisque les aires sont proportionnelles a I'effectif du couple? la
longueur r du rayon du disque centré au point dont le couple de coordonnées & leffectil "

t définie par 5 i
est définie par : — = —
P nR* e
2 ]
d10|:] % c n_'R_ II
e
c'est-a-dire : =q B

Ainsi sur 'exemple ci-dessus de 'élection de miss, Peffectif le plus élevé e est 16, associ¢ 8¢

. . ' . oitié
point (2). prenons comme rayon R du disque centré en ce point 0,5 cm car c'est 18 ™
de la distance entre deux points « voisins ».

r= {}‘5 _n_
On a alors 16
n _ E
4 n
422 ,
. " i I—I T _:,'. j= 35
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On obtient ainsi le tableau :

effectif du couple n | 0 l ‘ 2 3 4 5 10 11 12 15 16

e

;;-nn r du disque
centré au point
gssocié cm 0 0.1251(],!?? 0.217) 0,25 | 0,28 10,395]0.415]0,433(0,484| 0,5

Remarquec.

pour choisir la longueur du rayon du disque le plus grand (centré au point dont le couple
de coordonnée a I'effectif le plus éleve) on fait en sorte que la plupart des disques wifm
disjoints deux a deux; ici 'unité du graphique étant 1 cm, on a pris 0.5 puisque les I;Ginls
ont des coordonnees entiéres. )

On obtient alors la représentation par taches :

3 i ———i-——._._¢_
44 . v @

0 I 2 L 4 § ]

Enréalité la représentation devrait se faire dans 'espace & en plagant les points de triplet de
coordonnées (x;, y;, u;;) c’est-a-dire dont la cote est I'effectif du couple modalité.

Exercice 29 ¢ A partir des données de la question 41 dresser le tableau de corrélation de
la série statistique double dont les modalités sont regroupées en classes :

en classes d’amplitude de 5 kg pour le poids & partir de 50 kg

en classes d’amplitude de 5 cm pour la taille a partir de 165 cm.
Compléter ce tableau par une colonne et une ligne (respectivement a
gauche et au dessus) ou on indiquera le centre de chaque classe considérée.
Compléter encore ce tableau par une colonne a droite et une ligne
au-dessous ou on indiquera les séries statistiques marginales associées

respectivement aux caractéres taille et pgids. _ ’
Combien d’individus ont une taille inférieure strictement a 175 cm?

Combien de gargons pésent au moins 80 kg? .
Combien de gargons ont un poids supérieur ou égal a 80 kg pour une taille
inférieure a 175 cm? X

Tracer la représentation par tiches de |

les centres des classes.

a série en prenant pour modalités

423
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Exercice 30 ¢ On dispose du tableau suivant ou

S ——
sont donnes le nombre de Voitures

d'occasion d'un méme modéle selon le prix de vente et le kilométrag .

2 Kilometrage
v (km) | Moins de |De 20000 {De 40000 | De 60 000 Plus de

Prix de 20000 | 4 40000 | a 60000 | a 80000 | 8000
vente v (CFA
Moins de 1000000 0 0 0 3 1
De 1000000 a

2000 000 0 0 2 5 I8
De 2000000 a

3000000 0 3 8 15 9
De 3000000 a

4000000 3 10 6 1 |
Plus de

4 000 000 9 4 2 0 0

Compléter ce tableau pour obtenir les séries du kilometrage x et du prix de
vente y.

Calculer la moyenne X et j de ces séries (pour «centre » de la classe plus de
80000, on prendra 90000, et centre de la classe plus de 4000000 on

prendra 4 500 000.
Tracer la représentation par taches de la série double et placer le point G de

couple de coordonnées X et y appel¢ point moyen.

Souvent lorsque la 1 classe est intitulée « moins de ... » ou la derniere est intitulée «plus
de ... » on imagine une classe de méme amplitude que les autres et on prend le centre de ces
elasses pour les calculs,

2 Ajustement linéaire

424

Dans le cas de séries statistiques doubles, on est souvent amené  se demander glil yaun

lien entre les deux caractéres étudics.

Par exemple est-ce que le poids des éléves est proportionnel a leur taill
séries chronologiques, pour lesquelles I'un des caractéres étudiés est le temps,
est alors : quelle est la tendance du phénoméne en fonction du temps? e
Ceci permet de conjecturer de fagon empirique des résultats physiques tels que :
refroidissement d'un objet au contact d’une grande masse froide en fonction du tﬁtijﬁs "r
Iintensité du courant électrique dans un circuit selon la tension aux bornes du rgéﬂﬂ“‘:"r;
Supposons que les effectifs de chaque couple (x, y) soit au plus de un, on représent® :'gre
ces couples par un nuage de points. Graphiquement on trace une courbe auss! regult

¢? Dans le cas d¢
la questmn
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que possible. qui passe cn{rt? les Dﬂir}ls du nuage en laissant de part et d’autre a peu prés .Ie
méme nombre de points cta des «distances » i peu prés égales. La courbe (C) ainsi tracée
(de fagon pcrsnnngilc_!] sappelle la courbe d’estimation de yen x.

Jci on va SUTtOUL SINLEresser aux cas ol une droite précise est representative du nuage de

points et aux methodes pour déterminer cette droite qui passe « le plus prés possible » de
tous les points du nuage.

Question 43 5 Les « chiffres » en millions de dollars du commerce extérieur des principaux
pays en 1980, d'aprés I'ONU, sont donnés dans le tableau ci-dessous.

Impor- | Expor- Impor- | Expor-
Pays tations | tations oy tations | tations
Allemagne

féderale 192930 | 188000 || France 134912111251
Arabie Grande-

Séoudire 24462 | 63428 || Bretagne 120095 | 115 350
Belgique-

Luxembourg 60410 56 258 || Italie 77970 | 72242
Brésil 19804 | 15244 || Japon 1405241129812
Canada 58652 | 64361 || Pays-Bas 76889 | 73871
Corée du Sud 20339 15055 || Suéde 32083 | 30680
Espagne 34080 20721 || Suisse 36356 | 29634
Etats-Unis 217664 | 216497 || URSS 57744 | 64762

Tracer le nuage de points de cette série double.

Déterminer Uisobarycentre de ces points ¢ 'est-d-dire le point moyen dont les
coordonnées sont la moyenne X des importations de ces pays, et la moyenne y
de leurs exportations.
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B oW o e

¢

———————— __—‘——-—______‘_N
4 |'aide d une régle transparente, ou mieux d'un calque sur leguel ONd trges
: y

: e enotion de la droite gui semble le mi =
une droite. dérermined .f” direetic tl;-".f { leux ajuse, co
nuage de points et qui passe par it

Déterminer alors gr.—mhftfﬂt'nﬂ"”' un qurre pomt de cette drm'.'g, et en d‘;dufrg

point moyen.

une equation.

Souvent on partage le nuage de points en « deux petits nuages », dont on détermipe les

points moyens G, et G,. On prend alors pour dr

Question 44

oite d'estimation la droite (G, G,)

1) Refaire un tableau T, avec les données de la question précédente en
classant les valeurs des importations (x) par ordre de grandeur croissante
aprés avoir arrondi en millions de dollars.

2) Erablir alors un nowveau tableau Tj en remplagant deux valeurs
consécutives par leur moyenne.

Placer alors sur un graphique les 15 points obtenus et tracer la droite
d'estimation de ces poinls.

3) Etablir encore un nouveau tableau Ty oti on regroupe par trois les valeurs

consécutives du tableau T,, de la fagon suivante : pour regrouper (-ff 1 yih
(X5. Va), (x5, vs) on prend le couple (x5, y) ou x est la valeur intermédiaire X3

1
et y est lamoyenne des trois valeurs y,, y, et y3 | €'est-a-dire y = 3 (yy +12

T _VJ,}).
r la drﬂiff

d’estimation.
La méthode est dite des moyennes partielles.

iae deS
A partir du tableau de la question 41 donnant les poids et les tailles

lit
gargons de la classe, dresser le tableau en regroupant les mﬂr les ¢
classes d'amplitude 5 kg et 5 cm respectivement et en remplagan

par leur cenire :

pour les poids : 55, 60, 65, ...
pour les tailles : 165, 170, 175, ...

ike;m&ener ce tableau T, par un nuage de points et trace
zer marquer ainsi l'effectif de chaque couple dans le tableau.
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e

!" f-T.”ﬂ‘-'f ement {H?:{'rm‘v n etant pas facile sous cette forme, dresser un tableau,
d partir du précédent, on dans chague colonne on place le poids (55, 60, ...)
et, en dessous la moyenne des tailles correspondantes, par exemple en
dessous de 70, on indique 175 8. car -

P ]_70 + [I7S + 3. 18D

1758 = il 2 e v
f
Tracer alors le nuage de points (simplifié!) obtenu et faire un ajustement
linéaire.
Le procédé quion a ici utilisé est appelé lu méthode des moyennes
discontinues.

Les méthodes vues jusqu’a présent sont essenticllement graphiques, voyons maintenant
une méthode analytique pour déterminer une droite d’estimation d'un nuage de points
(pondéres ou non). Cette droite «calculée » est alors dite droite d’ajustement.

3 Méthode des moindres carrés

On considere une série statistique double dont les caractéres sont x et y, caractérisée par
les triplets (x;, y;, n;;) ou x; est une modalité du caractére x, y; une modalité du caractére yet
n,; Peffectif du couple (x;, y)).

Soit (D) une droite d’équation : y = ax + b.

On place les points M; de couple de coordonnees (x;, y;) tel que I'effectif n;; de ce couple
soit non nul.

Les distances des points M; a la droite (D) sont difficiles 4 utiliser car les calculs seraient
trop compliqués par contre les « distances verticales », distances des points M;; au point de

(D) d’abscisse x; sont facilement exploitables.

¥

. X " . :
La ' distance verticale » du PQE“I de CDOI’dUnUCﬁ'S (yj), non siue sur tD}, au [Jomt

x L]
(ax .li. b) est |y, — (ax; + b)|, elle n'est pas nulle.
I de point par (D), on utilise la somme de

Pour mesurer I'efficacité de I'ajustement du nuage ilise | '
tous les nombres n,, [y fax; + b)1?, ou (x;, ¥ est un couple de coordonnées d'un point du
Ruage, d'effectif n;. o
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e
La droite d*ajustement de y en x par la méthode des moindres carrés cst la droite (D) poyr
laquelle la somme des [y, — (ax; + b)J* est minimale.
On va démontrer ici qu'il existe effectivement une telle droite.
Avec les notations ci-dessus on appelle A;; le terme ny[y; — (ax; + ).
On cherche a et b pour que la somme, notée T A, de tous les termes A;; pour tous les n
non nuls, soit minimale.
Appelons N I'effectif total de la population étudiée cest-a-dire la somme detouslesn,;. Op
a. en développant et en ordonnant suivant les puissances décroissantes de b :

Ay = n[(y; —ax) — h]?
= n;[b* — 2b(y; — ax;)} + (y; — ax)’]
= nyb* — 2bn;;(y; — ax;) + n;(y; — ax;)’
dou :
EA,; = Nb* — 2b[Zny;(y; — ax)] + [Znyy; = axy)?]

ou encore le symbole X désigne la somme des termes avec ;; non nul. Puisque les x;, y;, ny;

sont des constantes données, prenons a comme parametre et considérons fonction f qui
au nombre réel b associe :

Nb? — 2b[Zn;(y; — ax)] + [Zn(y; — ax;)*].
Cette fonction polynome f de degré deux (car N > 0) admet un minimum pour :

22“.’}(}'} = ﬂxi]
2N

b=

- Enij[ ¥ ax;)

‘est-a-dire :
c'est=a-dire b N

On note ¥ et 7 les moyennes respectives des séries statistiques de caractéres x et ).

Enux; ai ;IT,’ = En;jyj'

O : %=
na X N N

Ainsi le minimum de f est en b tel que :

¢'est-a-dire y = ax + b.

Autrement dit pour un coefficient directeur donné, la meilleure droite est celle quiP
par le point G. .
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Pour savoir, parmi les droites passant par G, quelle est la meilleure, on cherche aprés avoir
remplacé b par ¥ — ax. le nombre réel a tel que 2 Aj; soit minimale.
Calculons A;; en ordonnant suivant les puissances décroissantes de a -
Ai; = [y — (ax; + § — ax))?
= nmyl(y; — ¥ — alx, — %>
== 2 o =42 2 = ) ¥
= anglx; — X)* — 2an;(x; — XNy =3+ ngly; — 7
d'ott :
= 2 i -y 3= - " e e -
ZA;=a"[Znylx; — X)*] - E:J[lni_,l.x,- — XNy, — ¥ + [znu[y;- — %]
Cette fonction polynome de degré deux. en @, admet un minimum pour :

:f:ffi-‘ff =)=

a= : £ , (2
Zn(x; — %)° J
Question 46 ¢ Montrer que (2) s'éerit :
ZNaX: Vs
LA A o
— %
N y
a4=— s
Ingxi
—— — X
N

On remarque que dans cette expression de a, le dénominateur est la variance de la série de
caraclére x.

Définition

Soit (x, y) un caractére double : x,, X, ... x, les valeurs prises par x,

Y15 Y2 . y, les valeurs prises par y.et { (x;, y;, n), ie{1,2—p}, je{l,2..q}}la
scrie statistique associée.

On appelle covariance de la distribution statistique double associée 4 (x, y), et par abus

de langage covariance entre les variables x et y, le nombre réel, noté cov (x, y), défini
par :

P q _
Y Y b =Xy — 1)

cov (x, y) == —— ;
Z hij
i=1 j=1
et, par abus -
_ Zny(x — XNy — )
cov (x, y) = N
o

U % et § sont les mo yennes respectives des séries de caractére x et y respectivement et N
Peffectif total de la population de la série double.

—
D'apres 1e calcul effectué dans la question précédente on a
Inxi¥; -
cov (x, ) = — —X¥
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et on a alors :

cos (x, v)
a= T
f'_‘

ou v, est la variance de la série de caraclere X,

| elle a pour coefficient directeur ——

— — —— —‘—~——__________I
Théoréme

La droite d'ajustement du nuage de points représentant la série double (x;, y;, n,)
obtenue par la méthode des moindres carres est appelée droite de régression de xen y ;
cov (x, ¥)
Uy
: %
et elle passe par le point moyen (1) du nuage.

Méthode pratique

Pour dérerminer la droite de régression de x en y d'une série double.

1) Lorsque I'effectif de chaque modalite est 1.

On présente dans un tableau les colonnes suivantes : x;, y;, X; y; et x?. En bas de chacune de
ces colonnes on calcule les sommes : Zx;, Zy;, Zx;y; et Zx7, qui, une fois divisées par N,
donnent respectivement X, j, coV (x. y) et v, on a alors :

cos (x, y)
a=—
Vs

et b=y —ax.
La droite a pour équation : y = ax + b.

Ainsi par exemple dans un concours interne on examine les notes x; (sur 100) et le nombre
d’année de travail y; de chaque candidat. On obtient le tableau suivant :

Note 28 |45 (49 |20 | 44 | 30 38 | 22 | 50|35 | 42|33

Années d'experiences 4| 7|8|1]l6|3|5(|2]|9]¢6 7

Pour déterminer les nombres réels a et b on dresse le tableau suivant :
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Probabilités et statistiques

% Vi X; Vi xi
4 28 112 16
7 45 315 49
8 49 392 64
1 20 20 I
6 44 264 36
3 30 90 9
5 38 190 25
2 22 44 4
9 50 450 81
6 35 210 36
7 42 204 49

10 53 530 100

68 456 2911 470

2911 17
N=12 0V (; =— — — >~ 27,
N =1 cov (x, y) B 3 (38) 25
. 68 17 470 17\?
) 456 2225
} Tl = 38 = ?1[]5 = 3,865
= LT
=38 — [3,363)(—‘{) ~ 16,097

La droite qui donne le meilleur ajustement du nuage de points a donc pour équation :

y=387 x+ 16,1

Cest la droite de regression de x en y de cette série.

On |

4 représente avec le nuage de points :

Qw Refaire le tableau en utilisant le changement de variables

2)

N examine |a série
N examine
N €lablif y

8 Couples
Caleule a1
mémeg

u=x-—5 e v=y—40

Retrouver I'équation de la droite de régression de x en y.

Dans un repére orthogonal en portant en abscisse le nombre d'années
d'expérience (1 an pour I ¢m) et en ordonnée la note au concours (10 ?uur
1 ¢m) placer les points (x;, y,) et tracer la droite de régression trouvée.

Lorsque Jes effectifs sont donnés : n;, pour le couple (x;, y). .
associée au caractére x et on en déduit la moyenne X et la variance v,.
la série associée au caractére y et on en déduit la moyenne j.

N tableau avec les colonnes x;, y J» Mig PUis ngxy; (on procéde par ordre : tous
de 1 terme x, d’effectif non nul, puis tous les (x,, y)) avec n,, non nul etc.). On
1S la somme de la derniére colonne et on en déduit cov (x, y), puis a, puis b avec
formules,
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Ainsi par exemple au probatoircon examine les resultats de 100 candidats

note A, les notes en mathematiques et v, les notes en physique, Eﬂctlnnc

Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous apres avoir été Tegroupés ¢ b
n
Math. Clasge
(sur 20)
Phys. 16,207
(sur 20)
[0.4( 2 5 2 0 “““[;H
[4.8] ! 2 10 A _-"[;"‘*
[8.12[ 0 3 28 12 [
[12,16[ 0 1 5 10 5]
[16.20[ |0 0 0 1 )

Comme d’habitude. pour effectuer les calculs on remplace chaque classe par son centre, on
deéfinit ainsi une nouvelle distribution statistique dont on calcule les €léments. Pour la
variable x. note en maths. les valeurs sont donc 2, 6, 10, 14 et 18. Faisons le changement
de variable : u = x — 10 pour simplifier les calculs, on a, avec les notations déja vues
% =i + 10 et v, = v,. Calculons donc @ et v, dans le tableau ci-dessous :

u, | m nu, u? n.uf

-5 3 — 24 64 192

-4 21| —84 16 336 dou X = 10,36
0| 45 0 0 0 et v = 125104
4| 26 104 16 416
8 5 40 64 320

100 | 144 — 108 1 264
_——32—036 2,6 2 5104
i=q15=0 v, = 12,64 — 00,1296 = 12,

De méme on calcule ¥ en utilisant le changement de variable : ¢ =)™ 10

L F n; h vy
—8 9 — 72
—4 26 — 104 doi p=—08

0 44 0

4 18 72 | donc =92

8 3 24

100 — RO
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Probabilités et statistiques r' |
Calcul de la covariance : }
X v, n, o |
2 2 B bl q ]
. 2 ! 12
8 2 5 60 Ii 't
6 6 12 432 1|
§ 10 3 180 g
6 14 | 84 I|
L ! 2 40 !
10 6 10 600
i 10 28 2800 _
10 14 5 700 1
s 6 3 252 |
14 10 12 1680 |
14 14 10 1960
14 8 ! 252 :
18 10 1 180 :
18 14 2 504
18 18 2 648
10392
cov (x, y) = Ell_{%% — (10,36)(9,2) = 8,608,

Autre mani

" ere de calculer la covariance, en utilisant les variables u et v et en plagant dans la
ase (i, j) |

€ nombre 1,0, (on démontre que cov (x, ¥) = cov (u, v))

433



- Géametrie

Mathématiques premiére C et E =
_ __'_-—_I-I-h-

u Sommece
de la ligne

]

N ——— =T | =8 d'otl cov (x, y) = 8,32 —(0,36)(-
el 0| 0 [0 [0 s
_ 4| 32 (192] 0 |- 48] 0 176
olojojojo]® !
s | 0 |-16] 0 |160| 64 208

g | o]0 |0 |32|128 160
1 e s
832 = Z"uuiﬂj

e —

puis on calcule a et b:

_covixy) 8O0 881~ 069
s 12,5104

b~ 92— (0.6881)(10,36) = 20713 = 2,07

434

20
18 (1) 8]
//
14 [ yﬁf (2)
/ y = 0,69x + 2,07
10 [ m/fi'zan (12) [ (1)
6 y/ (1z) |10y [t3)
2 2 s @)
2 6 10 14 1820
Exercice 31 ¢ Soit la série statistique :

3

4

5 8

10

13

14

35

40

35 | 65

65

85

90

1° Représenter le nuage de points.

2° Déterminer une équation de la droite (D) de régression

Construire (D).

105

dsxaﬂ’w

. .rl. k
.d.““h,?“_'l-_ -

Haa
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/””#—4_— .

proite de réegression de y en x
4 r

De méme que. pour ladroite d_c regression de
des points i la drone, on utihise maintenant [y «distance horizontale » pour trouver, a
priofi. une deuxiome drmlw appelée droite de régression de yenx.

Un calculanalogue i celui du paragraphe precedent, par |
nous donnerait la droite (D) définis par -

VeV on aatilise une «distance verticale »

a methode des moindres carrés

N=a'y + W
Cov (X, 1) o _
avet d = —— et h = X—umy

Uy

Ainsi celte droite (D) de régression de yen xale point moyen ( ) €n commun avec la

droite (D). )

Question 48 ( Dans I'exemple wtilisé a méthode pratique page 438 on a trouve (D) :
v=38Tx +16,1.

Montrer que (DY) a pour cquation : v = 4,12x + 14.7.

E
§
5 Représenter les deux droites (D) et (D) sur un méme graphique.

Exercice 32 E En utilisant les données de Fexercice 31 déterminer une équation de la
» droite (D) de régression de yen x.

5 Coefficient de corrélation linéaire

Dans I'exemple des notes en mal

hématiques et physiques, on a trouveé comme droites de
regression :

(D) :y=387x + 16,1
(D):y=4,12x + 14,7,

On remarque que ces deux droites n'ont

Sécantes g point moyen (r)
jll

Qw Déterminer les ordonnées des points de (D) et de (D)

les ordonnées des points de (D) et (D) d'ubscisses 15.
Donner un sens a ces caleuls.

l

pas le méme coefficient directeur : elles sont

abscisses 10,

Plyg Bénéralement

Houjours déer
el

Paryy;
droje

étant donnée une série statistique double | (x;, ), ie(l, 2, .. N)! on

: miner, et tracer, une droite de régression de v en v. Eton peut utiliser
TOIte pour faire une interpolation, ou extrapolation, qui permette de trouver, 4
d Une valeur de x, la valeur de yassociee par la fonction affine représentée par cette
ai L:e _fﬁgrcssm:?. :

4o mterpolations en extrapolations n'auront un sens que dans la mesure ot il y a
:;‘]":;;‘:]m?nl une «bonne corrélation linéaire » cest-ddire que les points de couple de
f%es (x;. y,) ne sont pas situés «trop loin» de la droite de régression,
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a droite de régression (D) (de x en y) pour tout 14
e

Soit y = ax + b une gquation de |

- - g i - h,
{1,.. N} on note y le nombre réel ax; 4

Ainsi le point (\') est un point de (D). les nombres ¥y, F2, - Yy sOnt appelées Valeyyg

estimees.

Pour quil y ait unt bonne corr
valcurs observees ;. _ )
Ainsi on est amené a ¢valuer les écarts si entre les v_a]eurs nbs‘.erv?es Vi et les valeyr
nouvelle série statistique de caractere e dont les vafey

¢lation lincaire les y, ne doivent pas etre trop différenge de
3

estimees 1, : on introduit alorsune

sont ¢; avec ¢; = ¥; — Vi

1) Calculer la moyenne € de la série statistique de caracteére c.

uestion 50 é
$ 2) Montrer quela variance de cetie série ! U, verifie, avec les notations déja
utilisées.

v, = Uy T a’v, — 2a cov (x, y)-

_i‘ J ."l-fl"f””‘{"?" q”(’ I'l_ = {‘--h_ — alul

puis que v, = Uy — Uy
En déduire que les écarts-types 0y, 0., 05 des séries en y, e et y respectivement,
vériftent :

4

2B 2
o, =0 + 0y.

N N N
L'égalite v, = v; + v; st équivalente @ > (yi— =3 - iR+ Y O -
' i=1 i=1 i=1
N

N N

Y (y;— ) estla variation totale, ¥ (f; — §)*estla variation expliquéeet . (¥i— i
i=1 N i=1 i=1
Cest-a-dire T €7, est la variation non expliquée ou résiduelle.

i=1

Le résultat de la guestion précédente nous suggeére la construction d’un triangle ABC
rectangle en B avec:

AC =0, AB=g; et BC=go..

o; = la o,
C
a]‘
G’#
A
> B

¥

- . . - le
On peut alors évaluer la dispersion des points de couple de coordonnées (xi Y ) ¥

3 ?_’. 4 - : ' —— 3 ieguXs ot
rapport = qui est le cosinus de 'angle C AB. En réalité, pour éviter les signes radic !

* » & u.
S'intéresse plutot au rapport -~ qui e o
pot s, Guiest le carré de celui-ci.

436



'\‘S‘.

Probabilités et statistiques

gestion 51 ¢ Dans l'exemple des notes en mathémat ique et physique les deux droites de
régressions sont ;

(D) 1 y=327x + 16.1
D): y=4,12x + 14.68.

BT oot ol e

{ Caleuler le quotient du coefficient directeur de (D) par celui de (D’).

: : s . ) I
Calculer, avec les notations ci-dessus, —

vy
Plus généralement soient a, b, @’ et b’ les nombres réels tels que y
¢quation de la droite (D) de régression de x en
droite (D) de régression de y en x.

cCov(x, y i cov (x, y
_# et a = ( -.")-

U, v,

= ax + b soit une
yetx =a'y+ b’ soit une équation de la

Ona:a=

A . . " ) 1
Puisque le coefficient directeur (lorsque a’ est non nul) de la droite (D’)est—, le quotient du
a

coefficient directeur de (D) par celui de (D’) est li c’est-a-dire aa’.

#

[
. [eov(x, v)1* . , . €OV (x, y
Or aa - Leov (% Y17 qui est le carré de —(—~}—]
U0, 0,0,

Définition

Soit une série statistique double dont les caractéres sont x et y.
On note g, I'écart-type de la série de caractére x

On note g, I'écart-type de la série de caractére y

On note cov (x, y) la covariance de la série double.

On appelle coefficient de corrélation linéaire entre les caractéres x et v le nombre réel »
défini par :

cov (x, y)
=
0.0,
--.--__-_-___—____
Ainsi on 2 ;2 — 4.
- nr
Uestion 52 § Montrer que r* = ~
»

La Valeur gy coefficient de corrélation permet d’apprécier le «lien » entre les deux séries

] b , ' ‘ xi‘
Cest-a-dire de savoir si on peut « raisonnablement » dire que les points (}’s) sont « presque
:l‘:ﬁflés» et utiliser la fonction affine représentant la droite de régression de x en y pour
X Dfl‘ Une valeur estimée de v, & partir de x; (ou de y en x pour avoir une valeur estimée de
s @ partir d.'e V'}_
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Question 53 { Montrer que v, = (1 —r7)u,.
;;‘LJI;mrrvr que r* < 1.

La corrélation est d’autant « mmlk-‘:ure.»_quc g, est «petit devant a,»,
habituellement le «seuil de confiance» ainsi :

On fixe

La corrélation est « bonne » lorsque les ¢; sont au moins « deux fois moins dispers,,
1 que
les y;. ¢est-a-dire lorsque : 0, < 3 a,.

2 . _ 3
Question 54 é,"&fﬂﬂ”‘{“i’ que la corrélation est honne si et seulement si r* > =

4

Ve

Ainsi la corrélation est bonne lorsque [r| = 5 c'est-a-dire |r| = 0,87, autrement gj;

puisque |r| est égal & ] qui est le cosinus de I'angle CAB, lorsque 'angle CAB a une mesure
o,

¥

inférieure ou égale a 30°.

Lorsque |r| = 1. d’aprés la question 53, v, est nul donc tous les ¢; sont nuls c’est-a-dire que
les points de couple de coordonnées (x;, ;) sont situeés sur la droite de régressiondexeny
les valeurs y, sont alors les images de x; par la fonction affine representée par cette droite.
Ainsi lorsque |r| est compris entre 0,87 et 1, les deux séries en x et en y sont dites
lineairement correllées et on utilise la fonction affine représentée par la droite de
régression pour trouver une valeur connaissant 'autre valeur du caractére (x, y)et on peul
effectivement faire des interpolations ou extrapolation.

Question 55 ¢ Soit la série statistique double en (x, y) donnée par le tableau :
x| 0 2 J 6 8 | 10 | 12

Vi 2 |22 | 34 |38 |34 | 22| 2

1) Montrer que le coefficient de corrélation linéaire est nul.
2) Représenter le nuage de points.

i w Ao lien
Nous remarquons ici que les séries en x et en y dépendent I'une de l'autre (il exis'-ﬂ_u“éaim
fonctionnel passant de x 4 y) : elles sont correllées mais la corrélation n'est pas lin 1

: : -
Question 56 ¢ Calculer le coefficient de corrélation linéaire et tracer le nuageé de point po
les deux séries ci-dessous :

1) X 0 2 3 5 6 7

¥ | E | F 7 7 7 7
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Dans le 1°" cas de cetle question les séries en x et ¥ sont indépendantes, on peut estimer y
(toujours 7) sans tenir compte des valeurs prises par x.
Ainsi lorsque r = 0, il n'y a sirement pas correlation linéaire, mais

A o les caracléres peuvent
stre indépendants ou en corrélation grace a une fonction non affi

ne.
Exercice 33 ¢ Calculer le coefficient de corrélation lin
donnée i I'exercice 31,
Y a-t-il une bonne corrélation linéaire?

¢aire de la série statistique double

Exercice 34 ¢ On a note, pour huit personnes, 'intensité du travail fourni (x;), exprimée

en kilojoules par minute, et la fréquence cardiaque (y;), c'est-a-dire le
nombre de battements par minute :

X; | 96 | 128|184 31,2368 | 472|496 | 56.8

Vi | 70 | 86 | 90 | 104 | 120 | 128 | 144 | 154

Representer le nuage de points de cette série statistique double.
Dresser un tableau pour calculer les moyennes ¥ et j et les écarts-types o,
et o, des séries en x et en y, et la covariance cov (x, y) entre x et y.
Dcterminer les droites de régression et les tracer.

Y a-t-il une bonne corrélation entre le travail et le rythme cardiaque?
Estimer la fréquence cardiaque lorque l'intensité du travail fourni est
65 kJ/mn,

Estimer I'intensité du travail fourni lorsque la fréquence cardiaque est de
100 battements par minute.

Exercice 35 ¢ Avecles données de la question 41 sur les poids et tailles des gar¢ons d'une
classe de premiére, calculer le coefficient de corrélation lincaire de cette
série double. Peut-on faire une estimation d'un poids connaissant une
taille?
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Réponses aux questions

o
i

Q1

1) e F est en bijection avec /.

* vy ¥y

F est en bijection avec /4

& est en bijection avec /,
e M est en bijection avec /.
e /=11,3.5 15, / est en bijection avec /,

e J esi en bijection avec /;

2V G /el J son! tels que deux d'entre eux sont en
bijection

lis ont tous le méme nombre d'éléments : 4.
Mais entre les autres il n'existe pas de bijection.

az

Soient f la bijection de £sur {1, 2, .m}etgla
bijection de £ sur {1.2 .. n} alors g~ ' est une
bijection de {1, 2, ... | sur E donc f og™! est
une byection de {1, 2 ... 7| sur 1,2 ..m}.

Ces deux ensembles ont donc le méme nombre
d'éléments : m = .

a3

1) Si E et F sont disjoints, E L F est formé des n
&iéments de £ et des p éléments de F, qui sont
distincts deux a deux: ainsi EUF a8 n+p
éiements : card (EWF) =n+ p.

Auwre vérification : soit f une bijection de
{1,2..njsur £ elgune bijectionde {1, 2 ... p
sur F. On note h la bijection de {n + 1, .. n +p]
dans (1, ... p| Qui 8 n + k associe k.
L'application / de {1.2..a+ p} dans EuF qui
comncide avec f sur {1,2 .. n} et avec g o h sur
{n+1 .0+ p| est une Dbijection, d'od
card (EwF) =n+p.

2) E et EnF sont disjoints car :
EF=|xekE x¢F}

at EnF={xeE xeF)}

par ailleurs £ = £ (En F) d'ou le résultat d'apreg

le 1).
3) Si F est inclus dans F alors £~ F = F

Comme card £ =0, d'aprés "égalité -
card F + card £ = card £

ona: card F < card E

4) Posons . F=F—E
Ona:F=FulEnF)
ot F at E~ F sont disjoints dol :

card F = card F' + card (En F)

donc, en utilisant aussi le 2):

card E + card F =card £ + card (EnF)
+ card F' + card (EnF)

or: EuF est la réunion des trois ensembles
disjoints deux a deux £, F' et EnF donc, en
généralisant le 1) on a:

card (EuF) =card £ + card F' + card (En~F).

Ainsi :
card E + card F = card (EuUF) + card (EnF)

d'od le résultat demandé.

a4

Tout d'abord on examine |a taille des boites : dans
les cas b - ¢ - d - h et /, elles ne peuvent contenir
qu'une boule alors que dans les autres cas on peuty
mettre les quatre si on veut.

e Danscescasb-c-d-hetion différentie les 3%
¢ et d des trois autres car les 4 boules Nr:‘.‘
identiques : on cherche en fait quelle est 18 b0
vide dans ces deux cas. les
Les cas b et isont du méme genre : les quatre bou
sont bien distinctes deux & deux. o g deux
Le cas / est tout seul de son genre car il ¥ 3 =2 .
boules identiques et les deux autres sont différan

et différentes entre elles.

; ont
e Dans lescas a - @ - f - g 6L loﬂhﬂ"l:“
différentes deux & deux et les bofes sunmlﬁ:
grandes pour pouvoir les contenif lﬂ; %

quatre : ces cas sont du méme type dé 1

Oui, il y a d'autres types de ran#ﬂj‘:"‘:’/




o petites boites (ne contenant qu‘une boule)
,:cﬂ boules identiques et la quatriéme différente -
&

QOO ®

bien . boules IdEnthues et leg 2 o
differentes mais identiques entre elles @ @ O O
o des grandes boites (pouvant contenir les 4
muqesﬁ avet
4 boules identiques O0QQ0
3 poules identiques O00O &
2 boules identiques et les autres différentes O ()

@J,

2 groupes de 2 boules identiques
COoO®®

Quand les baites sont indiscernables ;

» 5 elles sont petites et ne contiennent qu'une
boule, tous les rangements sont identiques ; une
boite vide et les autres remplies d'une boule

# si elles sont grand_es el peuvent contenir les 4
boules, alors il faut différencier les cas -

les quatre boules sont identiques

O000
vois boules sont identiques O O O &
deux baules:. sontidentiques et les autres différentes

T

%l ] éeux groupes de deux boules identiques () (O

Q5
Ls boule rouge peut étre rangée dans n'importe
laquelle  des  poires: an a donc

8¢ons possibles. On a encore 5 fagons de ranger

ule noire car les cing boi uvent |
contenic q boites pe L la

boite dans
laguelle
on runge
la boule
Touge

b'-'"l'!t_ dan
:ﬂquellc "
N rang,
la buu%:
oire

-
[

abecgde whideg hede ab ol e abede

mis dans
la case b

mis dans
la case ¢

Probabilités et statistiques

Ainsi on a en tout 25 possibilités pour ranger ces
deux boules dans les cing boites.

Faire une disposition de ces deux boules dans ces
cing boites revient & choisir dans quelle boite on
rangela boule rouge et dans quelle boite on rangela
boule noire c'est-a-dire choisir I'application de
I ensemble £ de ces deux boules dans |'ensemble £
des cing boites,

Ainsi le nombre des applications de £ dans F est 25,

Q6

1) Fcrmgr un numéro de téléphone c'est choisir
quels chiffres on met dans les 6 cases vacantes:
nnmr;_s da, g r:.J d.be et f ces six cases qu'il faut
rempliret £ = {a,b.c.d.e f}| et Fl'ensemble des
10 chiffres : {0, 1, .. 9. ;

Former un numéro de téléphone c'est faire une
application de £ dans £

chifre
mis

dans la

case a

chilfre

chiffre 0123456789 N123456789

0123456789
elc.

Pour chaque case, on a 10 choix donc il existe 10°
c'est-a-dire 1 000000 de numéros de téléphone.

2) Former un mot de trois lettres consiste & choisir
quelles lettres on met en 1°° position, 2° position et
3¢ position. Seient £ I'ensemble des trois places ol
on va mettre les lettras

E= {12 3}
et F I'ensemble des six voyallas :
F={aeio0 uy}
Former un mot de trois lettres avec les six voyelles
¢'esl choisir une application de £ dans F.
A chaque position on a le choix entre les six

voyelles : en tout on a: 6 x 6 x 6 c'est-a-dire
216 mots.
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A chaque place l'enfant a le chaix entre |

davie] e e : "
m;::uu ; chiffres donc en tout il peut Hfabris Neuf
B . 9w 9 x 0«9 cest-a-dire g4 ou &ncﬁl‘e [éuﬂfn.
- F'-‘15~11Inn s nombres de quatre chiffres. 561

T v
vovelle mise Qa7
en [n:ﬂllnn 1n ”-{E,'l} = :ﬂ ". }.. {b}, :ﬂé, {a‘ b:. !h‘ 4
I
\

i oy {a c) {a b c} card T(E,) =8 2
A by i = { ]
2) a) $(E)=1{D {a) {b) {e} {d}, {s
) ad), 15, c). (6, dY. ed) (o o
vivelie %\ { @, b,d:',{ﬂ, C‘.d}.{b. c'd:.'{'?' b"c'd'f} i
Il'-hlL" en card W (E;) = 16.
:"‘l‘kl man A

ar ”.H | ety h) Choisir des personnes dansun grnupadaqua"ﬂ

personnes appelées a, b, ¢ et d C'est choisir yng
partie de E, autrement dit choisir un élément de
i (E,) : on a donc 16 maniéres différentes.

3) Pour former une partie de £, on prend un parun
les éléments de £, et on se pose la question : est-ce
qu'on le prend? On lui associe ainsi le nombre D s |a
répanse est non, etle nombre 1 sila réponse est oui,
Ainsi on a défini une application de £, dans [ 0,1},

Par exemple £, = [a. b,c |, la partie {a, b} de £,
correspond a I'application :

3} Former un nombre A quatre chiffres c'est choisir
quels chifires on met aux places notées a, b, ¢, d par
exemple le nombre 1 494 correspond & :

e <

I
Donc former un nombre de quatre chiffres avec les On a ainsi : card 7 (£,) est le nombre dapplications
chiffres 1, 2 ... 9, ¢'est choisir une application de £ de £, dans {0,1}, comme card {0,1}=2 o0ona
dans F ou card 7 (E,) = 2",
E:-:a, .b, C.d:
et:
F=11.2 34,56, .89

Qs
dhiffee Il n'y a pas de rangement possible s'il y a plus de
Pss boules que de boites, car une fois remplies les

e boites, il restera des boules qu'on ne pourra pas
Il 234 5 6 7 8 9 ranger : les boites sont trop petites.

S'il y a une boule & ranger et que |'on dlspoﬂt:ﬂ"
chiffre boites, alors on a n choix pour ranger 1a boule.
place
en b

[2345GT7K9
chiffre a9 —
pl:ut: Pour ranger la boule noire @, onacing choix - &
e c. doue ) ue
12345678 : La boule noire @ étant rangée il ne mﬁtﬂaﬂ‘;’;: i
quatre boites disponibles donc pr?:_lurﬂﬂﬂ
chiffre blanche O, on a alors quatre choix. nG tr0iS
placé en d Il ne reste alors que trois boites llbra: do
123456789 possibilités pour ranger la boule roug
nombre @ | 494 _________..--"




place de place de

act de Ii bioule la howle

I:’I 1-||.1'I|k:

Blamche LTRSS
Arre l;

L

= —

=

——

L A, P

 —

=t

o

M A /km A I\

Ona entout 5 x 4 x 3 c'est-a-dire B0 possibilités.
Une disposition des trois boules dans les quatre
boites revient au choix des boites od on met
chacune de ces boules, sachant que deux boules

distinctes ne vont pas dans la méme boite, ainsi la
disposition -

SUNC TN ETe/iTe]

Correspond 3 I'application ;

Qui -
anim :'n: éf’*“ﬂiion de £ dans F.
dong . g © 2PPlications injectives de £ dans F est

\_

B RE I M R e S e ke e B

Probabilités et statistiques

Q10

1) Former un nombre t.'est associer 4 chacune des
CIng places sur la tahle un jeton tiré du sac; sachant
OUe, puisqu’on ne rermet pas le jeton tird, on ne peut
Pas avoir deux fois le méme 1eton 4 des places
dlffn_emnles_ on forme ainsi une application injective
del| ensemble £ des cing places (P, . P,.P.. P, P.}
dansll ensemble £ des neufjetons ' 1. 2, 3.‘;1, gﬁ 1?-',.
poud g

Exemple

7NN

1 23456 7 8 9

23456789

M

2456789

N

245789
2:5

N

789

En tout, on a: 9x8x7 x6 x5 cest-A-dire
15120 nombres ainsi formas.

2) Former un mot de trois lettres c'est choisir le
carton portant la voyelle 4 mettre en premier, puis
dans les cing cartons restant, choisir celui & metire
en deuxiéme position et enfin, parmi les quatre qui
restent, choisir celui qui occupe la troisiéme place.
On construit ainsi une application injective (pas
deux fois le méme carton) de |'ensemble £ des trois
places P,. P, at P, dans l'enseamble F des six

HEOEE T
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Q1 L 11 10

2) Les parties a trois aléments de Esony - a
(a, b d}, {acd} etibecd}
aliminer la 4° boite qui est vide)

cl=a.

3) Une injection de {1, 2, 3} dans £ ayant Fuoi
image est en fait, puisque card F = 3. une bijemim:
de (1,2 3)surF.

On a ainsi 31, ¢'est-a-dire 6, injectionsde {1, 2 3.
dans E d'image F. )
Le nombre d'arrangements d'ordre 3 des quatre

e % _ gléments de £ est A3,
|  Entoutona:6 x B x 4c'est-a-dire 120 mots ainsi A chague injection de {1, 2, 3 } dans £ on assacie

. - 0
(ceci revigny }é

| formés. une partie de £ a trois éléments : I'image de
; {1, 2, 3} par cette injection; toute partie F de £ 3
amn trois éléments est obtenue de cette maniére, mais |
| . existe 6 injections d’image F; donc le nombre
| Soit f une application injective de £ dans lui- d'injections de {1, 2, 3} dans £, qui est A3, est le
méme. L'image directe de E, f(£). est donc un produit du nombre de parties de £ a trois éléments,
| sous-ensemble de £ formé de n éléments, donc c3, par 6.
f(E) = E: ce qui prouve que f est surjective. Ainsi Par le calcul ce résultat est évident :
| f est une permutation de £. B
Méme principe, une injection f de F dans £, verifie Al=4 x3 x2
| f(F) est une partie de £ et card f(F) =card £, Cix3l=4x(3x2x1)
donc si card F=card £ alors f(F) = £ ce qui Y
| prouve gque f est une bijection de Fsur £ : d'ou A3 = C3 x 3!
Al=nx(n-=1) x.x(n—n+1) Q15

- B 1 o 1' ¥ B o T
-7 ik 1) Constituer une équipe de volley revient a choisir

A" est |e produit des n premiers entiers naturels non un groupe de six personnes dans les vingt présentes
nuls. (il n'y a aucune notion de place ou d’ordre).
2) Tirer trois ceintures noires c'est choisir une
ai2 partie de trois éléments de I'ensemble des q;ﬂ"e
ceintur i , b, ¢c et gon
AL =n(n—1)...(n—p+1) tures noires (en les notant &

retrouve le nombre 4 de la question précédente).

B ) + 1) 2% 1 Puisqu'il y a trois ceintures blanches, on les prend

(n—p)..2 21 toutes les trois : on a une seule possibilité.
al Puisqu'il N’y a que deux ceintures bleues il NV 2
e aucune possibilité d’en tirer trois. e
n—p) En général le tirage de trois ceintures de c@ mgl
revient & choisir une partie 3 trois éléments <€
Q13 I'ensemble £ des dix ceintures de ce troir.
Puisque chague boite ne peut contenir gqu’
it qu'une Q16
boule, sil
fﬁnﬁgr:aint?ni"ag:u:agapg:; Lﬁ ?:::ni?‘l’i?:?g 111"3 }131 1) Choisir une partie F a p éléments d'un gnsem? I:
e iis ey dﬁoh””‘?"'-' que de boites, chaque boite E'4 n éléments revient a choisir les éléments 4Y ©
o g ule il 'y a ainsi qu'une seule ne prend pas, ¢'est-a-dire le complémentaire £
' dans £. Comme FnF = @ et FUF = Eond:
Q14 card F=n—p
1) Choisir une disposition de ces trois boul d'ol I'égalité de
ces quatre boites revient a décider quﬂua: ::rﬂﬁ:: g mandée.
trois boites qui vont étre pleines (d'une boule) 2) OV a —
c'est-3-dire A choisir une partie 4 trois éléments de (n—p)1(n—[n—p]!
I'ensemble des quatre boites. Par exemple |a |
disposition correspond & la partie {a, b,d} de L I
{a b.c d). (n—p)ipl
=C?,
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P

/’/::T

1
119 = C:n

123.122.121.120
128: 142, 1) 120

= 1.3.2.1
122 120
—. 127,
-123.61.121 .10
- 9078630

C:}_—.C""
4 4;,45.45.44.43

=~ 5.4.3.2.1

46 45 44
=47.23.3.11.43
=1533939.

4) Cestle nombre de parties vides d'un ensemble
E de n éléments: cest 1. Par le calcul

nl
Q=m=‘1 car 0! = 1.

(! est le nombre de singletons d'un ensemble £ de
n éléments ; c’est n.
Par le caleul,

. nl n.{n=1)1

TNl (=11

=

C: est le nombre de parties & n éléments d'un
ensemble £ 3 n éléments : c'est 1 caril n'y a que E.

!
Par le calcul, €0 = ——— = 1 car 0! = 1
nl 0l '

Q17

1) Choisir une partie de £ 2 p éléments contenant a,
fevient & choisir les p — 1 autres éléments dans

E-1{a} qui a n—1 éléments : p—1
possibilitée. ents : on a donc Cf-}

pas a, revient a choisir les p éléments dans £ — {a):

on adonc C!_ | possibilités.

Entoutona: ¢y ! 4 Ch_ | parties 4 p éléments de

E . doi:

2) €l =

Cry

Comme :

et :

ona;

crolacr ___(n—1)lp+{n—p}{n—1]!

3) C5=9; Ci=

Cl=0Cr) 4 ¢r
{n — 131

1

(p
o _{n—'Hl
(p— 1)1 (n—p)!
. {(n—1)1
plin—1—p)i’

pl=p(p—1)!

(n—p)l=(n—-p)(n—-p—1)!

DI 1) = (p— 1)1

plin—p)!

_(p+n-p)(n-1)!
pl(n—p)!

_ nl
pl{n—p)!
= CP.
9 x
21
=9 x4
= 36.

o

Prenant n=10etp =2, 0na:

Clo=Cs+ C3

3 Ci=1 | eCi=3 | C3=3 [ CI=1 %//Zg{{////ﬁf///ﬁ
: Ci=1|Ci=4 [ ci=6 | Ci=4 | ct=1 féé%%ﬁgggg
\l | | ' ' ! ‘
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Q19
1 a8 C=1C= 1dol:
08" + Cla®h! =8+ b
=&+ D)

5) Cl=1.€; _2e1Ci=1dod
C‘;B:h” + (_,‘;5'{1' + [,';;.;"'h-‘ R
—a' 4 2ab+ 5= (a+b)"
¢) 5= 1.C‘,.—3.C§:3&lC;-—1d'nﬂ.
Cus'p® + Clab' + Cla'b’ + Cla"h’
_ 5% 4+ 3a°h + 3ab’ + b*
— (a + b)".
2) (a+ b)Y =(a+b)(a+ h)?
= (a° + 2ab+ b%) (a® +2ab + b*)
= a* + 2a°b + 8*b’
+28%b + 43° b + 2ab’
L bia® + 2ab* + b*
_ g* + 4a’b + 6a’b? +4ab’ + b’
=Cla*b" + ﬂ,’,a"bj + Ciah?
+Cla'h® + Cia®h*.

3) Le terme &' b"~* s'obtient, dans le produit :
g+ b)la+b) .. (a+ b,

g

n facteurs

en prenant dans chague facteur {a + b). k fois le
terme @ el n — k fois le terme b; il s'agit donc de
choisir les k facteurs, sur lesn, ol onprend lea :on
a C possibilités. Le terme a'6""* a donc comme
coefficient Ch.

Dol

(8 +b)=Clab® +... + Cia*b" " + ... + Cla’b".

Q 20
[1,2.3,4,5.6).

a1

Un résultat est en fait un élément du produit £ x £
ou F=11,23456) donc il y a en tout
36 &ventualités.

a 22

1) «Le chiffre margué est ﬁir» correspond
['‘événement | 2, 4, 6}. Rend 4

2) «le chiffre marqué est divisible par 3
révénament {3, 6. .

3) «Le chiffre marqué est supérieur ou égal & 3»
lorsque le résultat appartient a { 3, 4, 5, 2‘}

4) wlLe chiffre marqué est By corres
|'événement {6 ]. ROe

5) «Le chiffre marqué est sirictement supérie
B » n'est jamais réalisé, c'est “”ﬁ"ﬂmempg ur a

Q23
L'univers est le produit cartésien :
ExExE ou E={P F}

dong son cardinal est 2 x 2 % 2 c'est--dire 8 :
A = | FFP. FPF, PFF}
B = [ PFF, FPF, FFP}
B=A
C = | FFF, FFP, FPF, FPP
D = { PFF. FPF, FFP, PPF,
PFP. FPP. PPF}
FFF |
; _ (PP, FPP. PFP, PPF, FFF)

pPP, PPF. PFP, PFF}.

I
| =

o Bl Gy

o

C correspond & «pile est sorti n premiers :
D=6 . G=0D
Q=g ca [2=0
E =0 car tﬂg =0

ﬁ — H par définition du complémentaire de H dans
0.

Q 24
a={1,8%, 99, 109, v<. D%,

&P, AV}
(0@ 0<, 09, D)
(v, v, v, vk R®, H<>q.}

R

R}
D= (84>, 85>, 80, 8, 10@, 10,
1057, 10}

E- (VR DD ADAD VR Lo 4

«AetBrn=AnE
= {0}

car une carte est a la fois cur et damé si et
seulement si ¢'est la dame de c’ur.

A et £ ne peuvent étre réalises simultanément. &"
effet une carte ne peut étre 2 la fois c'Uf gt noire -
ANnE= m
A el D ne sont pas incompatibles @

le 8 est & la fois dans A et dans D : A" iﬂ
8 et C sont incompatibles car une carté ne peut ouF
a Ia fois une dame et, soit un valet soit U 77
BnC= (. ;
Exemples d'événements incompatibles avec D

® obtenir un nombre impair
* obtenir une téte

¢ obtenir une dame ou un as
* obtenir le roi de c'ur...

B
£

/
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! 0% ast, puisqu'on effectue deux lancers,
Llunivers gP. FF). de plus on est en situation

| (PP 5 bilité. la probabilité d'avoir deux fois

| gbquipr ba

i est donc autrement dit une chance sur 4:

| face A

| s la probabilité de perdra 1_'0 F est celle de

| glors ﬂmﬂm contraire (avoir au moins un pile) qui
[événe

: lités sont PF, FP et PP).
est alors deE (les éventualités )

iau d'Eva, la probabilité de gagner 10 F est
gﬁi}g:’enif le méme coté aux deux lancers : PP

pu FF :c'estdonc 5 et la probabilité de perdre 10 F
est celle d'obtenir des cotés différents PF ou FP. qui
1

manﬂ:m’ﬂi

Ainsi Eva araison, ¢'est vraiment le hasard qui guide
son jeu et on a autant de c_hanc?s de gagner que d_e
perdre, alors que dans le jeu d'Awa on a trois fois
plus de echances» de perdre!

Q26
1) Les cartons sont ;

PIRIEMIMERIE

Pour obtenir deux lettres identiques il faut tirer les

deux f_Fl__!ou les deux L_g] on a donc deux chances

sur... le nombre total de tirages possibles qui est €2
en effet il s'agit de «tirery une partie & deux

ents de I'ensemble des huit cartons : on a
donc, puisque

2 chances sy 2g

g;“th:snir deux len

» OU encaore 1 chance sur 14

res identiques.
Cartons sant -

BREEMIERE

fois. g . ; :
ot 0I8-Ci pour obtenir deux lettres identiques il
Ut tirer soit jgg gg

WX i i »
Baingjy 2 Eisml deux dastrms[ﬂ.un

egmen, ~* C #5t-3-dire 4 fagons de réaliser cet
On a4

Shange g, .. Chances s

ur 28, c'est-a-dire une
Bept d'obtenir

deux lettres identiques.
Q27

hhqu"*nz*ﬁuna:

P

w) +Pl'.3}

Prohabhilités et statistiques

orAuA =0 donc p(AuA) =1 done

1T =p(A) + pl4a)

c'est-a-dire
plA) =1 - p(A).
Puisque :
F=0 et p(Q)=1
ona;

P =1—-p(D)=1-1=0.

Q28
AuB = (A4 ~BYu (B —A)u(An~B)

el ces trois ensembles 4 — 8, 8 — A et A~ B sont
deux & deux disjoints donc -

(1) p(AUB) =p(A - B)
+p(B-A)+plAnB)
or :
A=(A-B)u(AnSB)
et (4 — B) et (4~ B) sont disjoints dong :
P(A) =p(A —-B) +p(AnB)
dol :
P(A —B) =p(A) —p(AnB)
de méme :
p(B—A)=p(B) - p(AnB)
En remplagant dans (1) on obtient -
P(AUB) =p(A) +p(B) - p(AnB)
(cette formule est a rapprocher de ;
card (AuB) =card A
+card B —card (A 8)

car, comme on va le voir, dans une situation
d’'équiprobabilité, on passe de la 2° égalité a la 1
en divisant les deux membres par card Q.

Q29

n, + n, est 'effectif total de la population ¢'est-a-
dire 1 000.

y
1000

ny

fi 1000°

f;=

De % toutes les deux.
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Q 30

Pour obtenir 10 points, il
chague caur le ctté O,

sur un cauri, la probabilité

faut avoir observé sur
comme |2 pmhamhlé

3
d’apparition de D est 5
3% 8
davoir 10 points esl = ¢c'est-a-dire 625
De méme la probabilité d avoir 5 pcimts est celle
d avoir gquatre fois le coté F donc & c'est-a-dire

16
625
Pour obtenir 2 points il faut faire apparaitre deux =
el deux D Mais il y aentout Ci facons d'avoir deux
F et deux D, selon le choix des deux cauris
présentant le cdté F. Ainsi la probabilite de marquer
2 points est

£ x 2% 3*
5;

Cesl- a—{hfe

Pour marguer zéro point il faut obtenir, soit un F et
trois D, soit un D et trois £

Dans les deux cas, on a C} possibilités : d'aprés le
choix du cauri présentant respectivement la face F
ou la face D

Le numero du caur donnant la face F étant fixé, la

. 2 x3
probabilité est alors 5
3
De méme pour un D (fixé) et trois £, on aura :42 :
Donc, en toul, pour marquer zéro point, la
probabilité est :
2 /3\* 3 (2\°
Ciz(z) +cizlz
4 5(5) i c‘ﬁ(s)
c'est-a-dire Sk
=#=N ———
625
Ainsi on a8 °

Nombre de points marqués | 0 | 2 5 |10

Probabilile d'avoir ce nom- 349 (946 | 16

bf,g 81

625 |625 625 |625

an

La population est formée des 30 éléves de la classe
Le caraciére est la durée des lajels dang una.
j,uurn.é& d'école.

Modalités Effectifs
20 3
30 1
40 4
50 2
60 B
65 1
70 3
75 1
80 2
a0 5

100 1
110 1
30 L effectif total

3
La fréquence de la modalité 70 est 30 {quotient de

I'effectif de la modalité par I'effectif total) c'est-a-
dire 0,1.

Le mode est 60 car I'effectif de cette modalité estle
plus grand. La moyenne se calcule grice a la
troisiéme colonne du tableau ou I'on calcule nyx; 0l
n, est I'effectif de la modalité x; :

X; n X,
20 3 60
30 1 30
40 4 160
50 2 100
60 G 360
65 1 65
70 3 210
75 1 75
80 2 160
90 5 450
100 1 100
110 1 110
30 1880 Total

12

5
La moyenne X de la série est =5 ¢

L M

=1

t-3-dire

1880

30 soit environ 63 mn.

B m a‘
La médiane est la valeur du caracter® °baa:nrwf‘
écrivant, dans |'ordre croissant 3 m
observées et en prenant la moyenne 800 i la
(le milieu) des 16° et 16° valeurs : on © :
médiane : 60, car la 15° et la 16° valeu
Dans le cas d'un effectif total impair, P& 3-dire 1
29, on aurait pris la « valeur centrale» € €% g res
16, de fagon & en avoir autant ( o
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Pour Quattara

032

18 -3 =

Fré- Fré- Fré-
' quence | quence | quence
Empl0! en 1976 | en 1985 | en 1990
o 0,439 0,437 0,437
’ademar::arch & 0.341 0.342 0.342
r:fue 0,220 0.2 0.221
de
oul jes proportions d'emplois restent sensiblement
Ul

de 'année 76 a I'année 90 avec une trés
m diminution des emplois sédentaires au profit
IMT ¢) des emplois sur le marché et dans 1a rue,
L{.:ﬂe résultat de la conjoncture ou la facilité de

emploin?
033
pour Koffi
Note 8.5 ) 10 11
p— 1 2 1 1
Le mode est 9.
Lamédiane est 9 {la 3° note dans |'ordre croissant).
Ls moyenne est ;
1.85+2.9+1.10+1. 11
5
c'est-a-dire 9,5.
Pour Quattara :
Note 3 8.5 9 18
Bt 1 1 2 1
Le mode est 9.
La médiane est 9 (3¢ note encore).
moyenne est :
1.3+1.85+2,9+18
5
Cest-3-dire 95
mq“;guamra ont, pour la série de leurs notes aux

rnonm méme mode 9, méme médiane 9,
off, lﬁ!s:nna 95, Pourtant le professeur mettra a
£0 '6 moyen, doit faire un effort»;

Uavail @ w&léve irrégulier, doit organiser son

effet feg g

Q35
La moyenne de Koffi et de Quattara est 9.5. Pour
Koffi. ona
Nate x, B.5 g 1011
Note moyenne
X—X -1 -05 |05 ]| 15
Effectif n, 1 2 1 1
La moyenne de ces différences est ;

1[ -1)+2(-05)+1(0,5) +1(1.5)

= =

¢'est-a-dire 0. .
Pour Quarttara, on a :
Note x, 3 8.5 8 18
MNote — moyenne
X —X —-B85|-1|-05| 85
Effectif n, 1 1 2 1

La moyenne de ces différences est

1({—=65)+1(—-1)+2(-0.5)+1(8.5)

5
c'est-a-dire, encore 0,
Pour Koffi
Note Effectif "
X, S [x; — X| e — &l
8.5 1 1 1
2] 2 0.5 1
10 1 0.5 0.5
11 1 1.5 1,5
5 4

es de Koffi sont «trés ramasséesn

La moyenne de ces écarls est

hl‘nn

Bitoyy
E“lﬂa:a aul:l Moyenne 9.5, alors que celles de

“Urés dispersées» puisqu'il a eu une

Uy gl
Bloco 28 NOle : 3 (la veille il n'avait pas appris

faiy ure irés bonn : isqu’i i
un ! & note : 18 puisqu’il avail
o Exercice Semblable & celui posé au devair.

P%rnuﬂ.:

\11 e =

i c'est-A-dire 0.8,

5
Pour Quattara !

N:;m Eﬂ;::nf %, — X| 1 — X|

3 1 6.5 6,5
85 1 1 )

9 2 0.5 1

18 1 8.5 8.5

[ 17
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17 Q 38

La moyenne de — c'est-a-dire 3,4. i

¥ ces écarts est —— c'est a-dire Puisque

Cette fois-ci on voit une nette différence entre Kt?ﬁ! (y,— )=y —2pxk+ %

et Quattara : la moyenne des écarts de Koffi est bien

plus faible que celle de Quattara : ses notes sont on a

plus regroupées autour de sa moyenne,

Q 36
Pour Koffi :
N::E Eﬁi?“f | ¢, =% | =22 | ntx—0)?
85 1 -1 1 1
9 2 —0.5 0,25 0,50
10 1 a5 0,25 0,25
1" 3| 1.5 2,25 2,2b
5 4

4
La moyenne est : 5 soit 0,8.

Pour Quattara :

Note | Effectif xi—% | =x%)7 | mlx—-5)?
X n;
3 1 —6,5| 4225 42,25
8,5 1 -1 1 1
. 2 |-05| 025 0,50
2 : 85 | 7225 72.25
5 116

116
La moyenne est : . soit 23.2.

Q 37

1) Pour Koffi, I'écart type est /0,8 c'est-a-dire
0.89.

Pour Ouattara, |'écart type est /23,2 c'est-a-dire
4,82 )

On retrouve encore, puisque 4,82 est «grand » face
3 0,89 que les notes de QOuattara sont bien plus
dispersées que celles de Koffi.

2) Dire que I"écart type est nul c'est dire que la
variance est nulle. Or la variance est la moyenne
d'une série dont toutes les modalités sont des
nombres positifs ou nuls (ce sont des carrés) dongc
toutes les modalités de cette série sont nulles,
autrement dit, dans la série donnée toutes les
modalités sont égales a la moyenne : toutes les
valeurs observées sont identiques.

N
Sy —%)12=Y vi=2% ) v+ NE
i=1

i=1 '

J

v — 2% (NZ) + Nz

]
[“i= 1= i1=

v — N&?

[ ]

dod :
-| w
Vo= ? — Nx?
N (‘E,l ¥i )

c'est-a-dire la formule demandée.

Q39

par définition de x.
On a, par définition de V

1 k
T A by — Y2
N & M=%

or: Xx=u;+A

et . F=u+A

dol : X, —k=u—10
il vient donc :

et, en utilisant le résultat donné aprés la quas!if-':
36, par le méme raisonnement, pour |a série t 0
obtient :

1 t z 2
V=— mu — o,
ngl i

Q4o
p . Xj-‘A d"ua'ﬂn
ourtoutide {1, .. k}ona:uy=—"7r"

¢ la
notant n, |'effectif de la classe de centré Xi et N

somme des rn; : _,/J
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De méme :

v

1 &
H ;E ni{xi o "ﬂz

ainsi ;

=
I

2

3
o
S
£

|
=

s B e b

=

2|9 2=
- B

=2

i)

|

o

Tt

¥

— mul - f.r’:’

&n uti!isam toujours la méme transformation qu’a la
question 36. Ainsi I'écart-type en x est égal au
produit de ¢ par I'écart-type en u.

as

. . Le poids maximum est 91.
= t, d i ; i
;L ?E f;* : ﬂi :e fpres’ ca' qui  précede Le poids minimum est 54.
] La taille minimum est 165,
xi—X=cl(u— o) La taille maximum est 195,
laille
195 4— +
190 4 i
Pl ol ol e
] 7 i
180 el P 1 el
+ FiE |
175 Ly |, 53
I+ % +
| % i |
170 - Iy o _:___
195 di b k
160 | R :
50 55 60 65 70 75 80 B85 9
Poids kg
0+10+16+16+3 +2
(2.4)/(5.3)[(3,3)|(2,2) c'est-a-dire 46.
0 ] 15 | 12 De méme le nombre de fois oi M' Sangaré a
attribué la note 2 est la somme des nombres de la

Pour ¢q
aMtribyg 5 21 le nombre de fois od

. ni

ans la colonne 3 -

M*' Fadika a

3 il suffiy d’additionner les effectifs

ligne 2 ;
O0+34+124+16+0+0
c'est-a-dira 31.

451



Mathématiques premiére C et E - Geomelin

Q43

cyporianons

L

100 000

200000

20000 200 T

importations
» est la somme de toutes les importations du
tableau, divisée par 16 (nombre total de pays)
c'est-a-dire environ 81613 millions de dollars,
De méme § est le quotient de la somme des
exporiations par 16 c'est-3-dire environ 79198
millions de dollars. On note G ce point moyen et
(D) la dronte qui semble le mieux ajuster le nuage.

Cette dronte (D) passe par G et par A de couple de
coordonnées (170000, 160 000)

Une équation de (D) est donc -
¥ — 160000

100000

16000079198
170000 - 81613 )

c'est-a-dire (environ)

y=0.914x + 4620,

Q44
1) x et y en milliards de dollars,

Pays X y
Brésil 20 15
Corée du Sud 20 15
Arabie Saoudite 24 63
Suéde 33 31
Espagne 34 21
Suisse 36 30
URSS 58 65
Canada 89 64
Belgique
Luxembourg 60 56
Pays-Bas 17 74
lalie 78 72
Grande- Bretagne 120 116
France 135 im
Japon 140 130
Allemagne fédérale 193 188
Etats- Unis 218 | 216

—
2} Tableau T, :
Xr + Xpa 'fp+v,+:|
2
20 1 5_—___5
22 39
28,5 47
3356 26
35 255
47 47,56
58.5 64,5
59,5 60
68.5 65
77.5 73
99 93,6
127.5 113
137.5 1205
166.5 159
205,5 202

3) x

On «voit» 13 un

caractéres.

e bonne corrélation entre les deuX
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R
/ —‘__—‘__-—‘_———__—_‘_

400, puisque v - Eny, :
o .
Poids 56|60 |65 |70 75|80 (85 |9p :, —;Eif;ﬁ’ XY~ k4 &y
== =1 Zn
~ 165 | S
4 ?6_ of1[(1]2]|0|7]|0]0 d'o0 le résulra demandé aprés avoir écrir -
..-—F”"_d__'_._._-(}_ L A L R O O i=_ _f
178 = h —Ty7
— 113 0013 Zn,(x, — %)
180 01 A
= 1{0]o0 n
185 0|0 0l0lo -2
—90 lololololololo 0 ’
) =1 Q4
“o5 olojojoflo|l1]|o]o g
— . _ | — 4 Y% U, ut
tableau est plus facile & remplir 3 partir dy = — 4 12 1
ﬁiqfam;e que du tableau des valeurs observées, 2 5 10 4
¥ 3 9 27 9
Poids |55 (|60 | 65 70 175 80 85 |90 —4 -20 B0 18
S 1 4 4
Taille |165/175(177.6(175.8175(182,5/177.51180 3 Jio % X
' 0 2 0 0
-3 -18 54 9
H ek 4 10 40 16
_ 1 = 8 -5 1
laille | 2 2 4 4
en cm fEE 5 13 65 25
180 = 8 -24 an 90
R b o o =
al Sm_—=— p= = = Z
g0 Lo 123 12
il A On démontre facilement que
VoS | psih R Cov (u. v) = Cov (x. y)
60 70 8 9p Poids N
en kg d'ol ici :
Uh remarquE . 5 2 . 311 2
oS que dans cette Situation trés simplifiée = 0
m . Y ===t
tous. o ' POINt (55; 165) et e point (80; 182,5) Covixy =33 +3
175 ° BUUES Sont sityss dans une bande : ~ 2725
din g:rb' 178 ce qui voudrait dire que la plupart gﬂ' 2\2
Quel qu?ns- on Ieurgallla dans cet intervalle, et ceci C R, I (_)
o SOit leur poigs, 1) semble donc qu'il n'y ait ? 12 \3
laillg, ~ "ONNe corrélation linéaire entre poids et ~ 7,05
27,25
Q4 =308
Puur |& d - S'BT
i Zn, ,{jﬁf”;l;'lat&ur voir le calcul sur la variance, b=y-ax 5
ca,attéxﬁ“‘“‘ #5t la variance U, de la série de =38-387. 5
re
n {*. Calculong le numérateur A de & : =161
X — % =
) E"'ukr:f -xf':_'l: ¥ ﬁ-y} d'ol, la droite a pour équation :
% -n”x‘ yJ B vk — Eﬂ“xlf-‘ + Eﬂ‘ui? y =3,87x + 16,1,
PTEEY) — p(En ) + 5§ (Eny)
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Q 48

On avait trouvé :

Cov (x, y) = 27,25,
17

x=—, ¥=238
3 y
On celcule V, en utilisant le changement
de vanable
y =y, — 40
r; v
—-12 144
LY 25
g g1 -
=20 400 | ,.0._—
4 16 dout= TR
-10 100 =
- 4 =
-18 324 |0, =7,
10 100 1382
- 5 25 =3 —k—2i
2 4 ~112
13 169 =
— 24 1392
Ainsi :
271,25
¥ =12
= 0,243
el b=k—2a¥
~ — 3867
x =0,243y — 3,67
d'ol :
* 4 35]
Y= "0.243
c'est-a-dire !

y = 4,12x + 14,68,

3

Qa9
Puisque :

(D) : y = 3,87x + 16,1
et :
(D) :y = 412x + 14,68
Les points d'abscisse 10 des droites (D) et (0) -
respectivement pour ordonnées y et y' avec:

y=387.10+ 161
= 38,7 + 16,1
=~ bb
y=412.10 + 14.68
= 41,2 + 14,68
~ 56,

De méme lorsque |'abscisse est 16 0N 8-
y = 3,86 . 16 + 16,1
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e RS——
—_—e
--""""-_-__
et: dou
y’=4,12. 15+14.BB-“:?5,5. ‘U,——‘U,+.3“U_l—232‘1)’1
=My, = @,
a 50 Puisque -
¥ x Vi=ak, + b
1} Ne = F_ {VI » Fa’} on a: IU‘}_—BI‘UI
i=m]
o dou : AT = ‘Uy - EUi;.
. . to g
= If‘] (y;—ax; — b) Comme - PU, = i'l‘:_"
- - U, =g
. b=F—=3% y =y
or: ¥ W, = o}
d'ol : I'égalité :
kil
Ne= J (vi—F~alx~x)) Uy =T, +;
=1

N N
=Ey,-—N?—a( x‘—Ni)
1

=1 P

N N
Ny=7% y et Nk =Y x
i=] f=m)

dod ; g=0,

N

) MU, =Y (e, —8)°

T e

[

=

i

N

=1
N .
L vi— 0 +at(x—%)?

L ly—-v-alx-x)

=

p —Eafh_?){xi_k)]
=Y -9+ ¥ (x,—-x)?
i=]

i=1

i=]

Or: i“"i—;‘P:wr
f’;‘l
Z (% — %)% = NV,
Bt a2
Z =9 (x— %) =N Cov (x, y)
d'og -

UV, =, 4 @V, — 2a Cov (x, y).

3) On 8ait que 4 - COV (X ¥) >

ou:
x

!cw {XJ y} : ’uu*

N
—2a 3} (vi—¥)x—3).

Probabilités et statistigues

se traduit par :

Q5

Le quotient est %ﬁ—; c’est-a-dire 0,94.

Ona: ¥i=3.87x,+ 16,1
d'od ; VU, = 387*1,
on avait trouvé -
VU, = 7,05
et: U, =112 (voir question 48)

d'ol :

‘l.'li = 3.87%. 7.05
U, 112
=~ (0,94,

On remarque que le quotient des coefficients
directeurs est égal au rapport des variancesde yet y.

Q52
_ [Cov (x. y)1?
Fac V,U,
Cov (x, y) = 8%,
(Cov (x y)]* _ 2™V}
V., VA,
a*u,
= q]j
or &*v, =V;
‘U'
‘ol ; Pt
dod : v,
Q63
On a, d'aprés la question 6O,
V, =7, - U;
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o1
L
A=Y dod V.=,
L“. ¥
Ainsi on a
W, = (1 - AV,

e Puisgue 1, et r, sont des nombres positifs, le
coefficient 1 — r® est aussi positif donc r* est
inférieur ou égal &4 1.

. i [
e Dailleurs r¥ = ﬁj} = [cos CAB)?

dot r* <1
Q54
O0<a < 1
= 4, ~ Oy
2
d'ou 1 g Vi
: a. < n [
c'est-a-dire :
€U -:1 U
r ""-4 ¥
or: V, =1 -7V,

on peut supposer U, non nul sinon |a série en y est
«constante » el présente peu d'intérét.

1
T —ris -

4

Doi:

c'est-a-dire . r* = %

10 \

0

Pt
o
=]

: X
Nettement les points (I) sont placés sur la

parabole (P) de sommet ( ;2) et passant par (g)
Donc d'équation :

y=Kk[(x —6)*+ 22]
avec :

(voir chapitre A3)
2 = k(36 + 22)
donc d'équation :

¢ 1
=— (x* — 12x+ 58).
Q 55 y=2g
C ,
Puisgue f= iv-{x ”. montrons que
o,.a
Cov (x. y) =0 ; Q 56 ?
_ n = . 1) Puisque, pour toutide {1,2,3, 4,5 61/
i) Y X =% | vi—¥ | La=X)(yi-9) on aura, puurpt‘outf. Yi—¥ =l°d'°':' Cov (x. 1) =
et par suite r = 0. : :

o a5 =8 —aa s Tous les points sont situés sur la droite d équation
2| 22| -4 0| . 0 Mg

4| 34 -2 12 - 24

6| 28 0 16 0

Bl 34 2 12 24
10 2 4 0 0
12 6 | —20 ~120
42 | 164 0

42
} T Pl
164 -
= =22 7
0
Covixy)=;=0 ______,,_...;--"
0 3 3 :”’/
456
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K’_’—’__fx — X vi— ¥ | (x

\mmumﬂmq\

I

(] = i.] d'c”-'} o r= [}.
(vi ~ )
3 0 0
2 — 1 2
2 0 0
0 1 0
1 0 0
2 1 2
4 -1 4
_ﬁ ﬁ 4 . #
g f % *
21
k=5=3 i 3 5 & £ g 3
4
7 Les points sont presque tous sur la droite
Cov (x, ¥) =0 d'équation y = 7,
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Résultats
ou indications des exercices

i

1)
|
| | Adhérenis
Foovthall Tennie 85
2)
] i Adherenis
I oatball Piscine Tennimn 172
2)

fonre les wvingt nombres dans un diagramme

cariésien ol vour !

3)
9 10, 9 0" &
4)
26°, 6 26 6
B)
3 2 6 4 3 21
6)
40 39 38
8)
6 6 21 3
1)

anadwmmrm
des AU » (NOMbIe de ChHus 066 3 Bitves Jens
{ siameniie ous H00)

12)
C:—I'n a=§8

Cra

14)
(a+b)"=(a+b)(a+b)!
at Cr=CI-{+Ch .
16)
(a+1% D+(=D)~

18)
1) 0=11.234.56}x{1,23.4586}
2y 0=(23.4.5.6,7,8910 11,12}
) N=Exko ouf={MATHELQU}
4) Q-({RR.L|R VLA NL(ARB)

;v,v:.tv.m (V.B). {N.N}. [N.8}}.
5) Q= ([RARLI{RV})(ARN)L{RBL{V.V]
(V.N) :v.s.t.in.rv;.w.s:-,{a ;E
19)
A a4
I T
b) 2 2x2

e Cio
20)

5
p==

—-

meilleure stratégie : miser le maximum 3 car p =3

pour chacun.
21)
e, =021, e, =0134
23)
En 84 - 0,221; en 85:0,164.
26)

Anention les classes n'ont pas la méme amplitude:
27)

)
Moyenne 8017 'ﬁ
Eummm 253198 53.33
Ecan-type 77.62 60,13
Uy
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i

Exercices

g6, Dans un sac se trouvent dpuze enveloppes,
quatre d’entre elles sont vides, cinqg renferment un
pillet de 500 francs, deux renferr_nant un b_illat de
1000 francs et la dernigére contient un billet de
5000 francs _

On tire au hasard simultanément deux enveloppes
du sac et on note s 1a somme totale d'argent
contenue dans les deux enveloppes tirées,

Donner toutes les valeurs possibles de s et
dererminer, pour chacune de ces valeurs, le nombre
de tirages qui donne cette somme.

37. Un groupe de n personnes participe & un vote
pour lequel chague personne doit voter soit «ouin
soit «non ¥, soit kabstention .

1) Determiner, en fonction de n, le nombre de
résultats de votes possibles.

2) Calculer ce nombre lorsque n = 5.

3) Decombien de personnes doit &tre constitué ce
groupe si le nombre de résultats possibles est 6 561

{on décomposera 6561 en produit de facteurs
premiers).

38. Ondispose de trois sacs notés S,. S, et §,. Le
sac §, contient deux cubes oranges, trois cubes
blancs et un cube vert. Le sac S, contient trois
cubes cranges et deux cubes blancs. Le sac § 1
conuent deux cubes blancs et trais cubes verts.

On tire un cube dans S, et on le remet dans S,. puis
ontireun cube dans S, et on e remet dans S,, enfin
On tire un cube dans S,. On note pour chaque

Expérience, dans |'ordre, les couleurs des trois
tubes ainsi tirés,

0 E‘.":'“"*Er la liste de tous les résultats ainsi
possibles,

Ei De corqblan de facons peut-on ainsi obtenir un
"8nge, puis un blanc puis un vert?

%) Decombien de fagons peut-on abtenir la méme
?g;"eur Pourle 1% cube tiré (de S, ) et le 3° cube tiré

54).
gi*siclhﬂque jour, pour préparer les repas, un
ci d’."“' @ le choix entre vingt menus : parmi ceux-

Dom;:::. 4 Menus comportent un fromage, huit
o '&m une patisserie et quatre comportent a la
ol o T30 €1 une patisserie.

®1 le nombre de menus :

&
b]} VBC un fromage et sans patisserie,

ay nE . :
] ©C une patisserie mais sans fromage,

dvec yp { e ,
Ment |gg dal,::]r?aga ou une patisserie (éventuelle

*ans fromage ni patisserie.

- Ung B
Yoig jun:af“““ fille dispose de cing corsages et de
Ombian de tenues %

elle au choix?

41. Dans une famille, il y a quate filles et trois
garcons.,

1) Le pére décide d'aller faire des achats en ville et
d’emmener trois de ses enfants.
De combien de facons distinctes peut-il faire san
choix s'il veut étre accompagné.

a) de deux filles et d'un gargon?
b) d’au moins une fille?

2) Le pére et les trois enfants qui I'accompagnent
prennent I"autobus. Dans cet autobus il reste neuf
places assises libres. De combien de fagons
distinctes le pére et ses trois enfants peuvent-ils
prendre place?

{Probatoire 80.)

42. Un groupe de nvoyageurs décident de prendre
tous un meéme taxi-brousse qui @ quinze places
disponibles.

1) Pour quelles valeurs de n le voyage est-il
possible? (chaque personne étant assisel)

2) Cette condition étant vérifiée, de combien de
fagons distinctes ces n voyageurs peuvent-ils
prendre place dans le taxi-brousse?

Applications numériques :

al n=10 b)) n=15.

43. Pour un match de football, un sélectionneur
peut choisir son équipe parmi n personnes.

Parmi ces n joueurs, trois (Koffi, Konan et
Kouakou) ne peuvent &tre selectionnés que pour
étre gardien de but; tandis que chacun des n — 3
autres peut étre capitaine ou simple joueur.

Le sélectionneur doit choisir neuf joueurs, un
gardien de but et un capitaine.

1) Quelle condition doit vérifier |'entier naturel n
pour que la sélection soit possible?

2) Une fois le gardien de but choisi, le
sélectionneur a-t-il plus de choix, s'il choisit :

a) les neuf joueurs d'abord puis le capitaine
b) le capitaine d'abord puis les neuf joueurs

ouc) lesdix hommes «de terrain » parmi lesquels il
choisira ensuite le capitaine?

44. Une envelopps contient huit cares: l'une
porte le numero 0, deux portent le numéro 1, deux
portent le numero 2, et trois portent le numéro 3.
On extrail au hasard deux cartes de I'enveloppe el
on note |a somme s des numéres marqués sur les
daeux carles extrailes, )

Déterminer toutes les valeurs possibles de s.
Déterminer le nombre total de tirages possibles.
Déterminer pour chaque valeur prise par s, la
probabilité d'obtenir cette valeur.
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45. Dans un sac se rouven! quatre piéces de 10
francs, trois pigces de 25 francs et une piéce de 50
francs.

1) Ontire au hasard simultanément deux pigéces du
sac.

a) Quel est le nombre de tirages possibles?

b} Quelle est la probabilité d'obtenir deux piéces
de méme valeur?

2) On tire maintenant, toujours au hasard et
simultanément, {rois piéces de ce sac.

a) Quel est le nombre de tirages possibles?

b1 Quelle est la probabilité d obienir exactement la
somme de 85 francs?

c) Quelie est la probabilité d’avoir tiré au moins
une préce de 10 francs?

46. 1) Pourpréparer leur réunion au sommel, cing
chefs d'état decident de se rencontrer deux par
deux (réunions bilatérales).

Combien doit-il y avoir de telles reunions
préparatoires?

2} Pour cette réunion au sommel, les organisateurs
disposent cing siéges. a égale distance autour
d’une table ronde.

De combien de facons différentes les cing chefs
d'état peuvent-ils occuper ces siéges?

3) Parmi les cing chets d'état on doit désigner un
président de séance, un secrétaire €t un rapporieur
pour canstituer e bureau de la réunion,

Combien y-a-t-il de bureaux possibles?

Le bureau étant choisi, les cing chefs d’état vont
choisir, au hasard, leurs siéges.

Quelie est |la probabilité pour que :

&) le secréaire soit & gauche du président?

b) le rapporeur soil & droite du président et le
secrétaire 4 sa gauche?

¢) le secrétaire et le rapporteur soient de chaque
cb1é du président?

47. Dans une salle ol un défaut d'éclairage ne
permet pas de distinguer les couleurs, se trouve une
caisse gu: contient, péle-méle, dix cubes oranges,
vingl cubes blancs €t cing cubes verls tous de
méme taille

Quelle est la probabilité de pouvoir faire ¢le
drapeau de Cole d'lvoire ».

&) En prenant simultanément trois cubes?
b) En prenant simultanement 4 cubes?

Quelle est la probabilité en prenant trois cubes I'un
aprés I'autre d obtenir, dans cet ordre, le drapeau?

48. Aminata revien! du marché avec deux ananas,
six mangues et cing oranges. Elle veut offrir a son
amie Falou un panier de cing fruits choisis parmi
ceux qu'elle vient d acheler.

Quelle est la probabilité pour que Fatou recoive
panier contenant :

a) augune mangue?

b) uniquement des mangues?

¢) deux mangues a cOté d'autres fruits?

d) au moins une mangue?

49. Huit filles et six gargons se présentent 4 yp
concours. Seuls les trois premiers sont regus, majs
on ne publie que leurs noms, sans indiquer qui a le
plus de points.

1) Combien y-a-t-il de groupes possibles consti-
tués par les trois regus?

2) Quelle est la probabilité pour que les regus
soient tous des gargons?

3) Quelle est la probabilité pour gu’un seul gargon
soit regu?

4) Quelle est la probabilité pour gue le troisiéme
recu soit un gargon?

50. Un test de mathématiques comporte trois
questions indépendantes. Chacune des questions
gst suivie de propositions de réponses parmi
lesquelles figure la bonne.

Un tel test est appelé QCM : questionnaire a choix
multiples.

Pour chacune des deux premiéres questions on
propose deux réponses, pour la troisiéme on en
propose trois.

A) Le correcteur note de la fagon suivante :

e Pour les deux premiéres questions : cing points
pour la bonne réponse, sinon zéro.

e Pour la troisidme question : dix points pour la
bonne réponse, sinon zéro.

Un éléve n'ayant jamais travaillé ses mathémati-
ques, répond a chaque question au hasard (une
seule réponse 4 chaque guestion).

1) Quelles sont les valeurs possibles pour la note
finale?
2) Quelle est la probabilité pour qu'il ait €ind
points?

3) Quelle est la probabilité pour qu'il ait 10 sur 207

B) Pour éviter de récompenser un éléve paresseux,
le correcteur change le baréme et avertit Qué -

e Pour les deux premiéres questions, il donners
encore cing points si la réponse esl justé mais
enlévera cing points si la réponse est fausse- "
s Fuur la troisiéme question, il donnera encot‘: g:x
points si la réponse est juste mais il enléver
points si la réponse est fausse. .
e Pour chaque question sans réponse, | 818ve Wik
zéro point.

Quelle est la probabilité pour I'éléve par
répond au hasard) :

1) d'avoir cing points aprés avoir ré

premiére question? ___—_/

@ssaUX (qui

pondu @ i
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dravoit €ing points aprés avoir répondu aux
2) X premiéres questions?
3 d‘aucifﬁi”qpmms aprés avoir répondu aux trois
uuestions?
4) d‘avoir une note a ce test supérieure ou égale 3
zéro?
5) d'avoir une note strictement négative a ce test?
§) si la note strictement négative est prise en
compte sur la moyenne du semestre, a-1-il intérét 3
répondre au hasard ou a ne rien répondre?

51. On dispose de quatre stylos et de quatre
capuchons tels que chacun de ces capuchons ne
¢'adapte qu'a un seul de ces stylos. Dans la suite, on
¢'intéresse aux couples formeés d'un capuchon et
d'un stylo dans cet ordre; si le capuchon s’adapte
au stylo, on dit que le couple est assorti.

1) De combien de facons peut-on former quatre
couples (assortis ou non) avec les quatre
capuchons et les quatre stylos?

2) De combien de facons peut-on former quatre
couples dont :

2) un seul soit assorti?
b) deux seulement soient assortis?
¢) trois seulermnent soient assortis?
¢) aucun ne soit assorti?
(Probatoire 83)

52. Une entreprise qui exploite un parc de taxis a
relevé pour cemt dentre eux les distances
parcourues au moment de leur vente.
Cette étude donne le résultat suivant :

Classe Distance parcourue Nombrle

C . d de Taxis
(milliers de km) m,
C, 77.5<d< 825 4
C, 825<d=<= 8715 10
Cy 876<d< 925 14
Ca 925<d< 975 17
Cs 97.5 <d <1025 25
Ce 1025 <d < 107,5 16
¢, 107.6<d <1125 7
.__Ci 1126<d <1175 7

lt]u;i]és?uels sont la population et le caractére

b) Tracer un histagramme représentant celte série
Statistique,

¢ :
}T"‘T'““f la classe modale de ceite série
Statistique.

2) Soit / = 1
i {1.2,3,4,5.6, 7,8}

lout / de /, on désigne par x, le centre de |a
Classe C, et par n, son offectif,

'--.____-_-__

Calculer la moyenne & et la variance V de la série
statistique (x,, n,).

3} On choisit 9 comme valeur approchée de
I'écart-type o de la série statistique (x,, n,).
Trouver graphiquement le nombre de taxis ayant

parcouru une distance {en milliers de km) comprise
entre X T et 7. :
iRl { Probatoire 84)

53. On a relevé le prix d'un aricle dans
200 magasins. Voici les résultats :

Prise de |'article Mormbre
{en CFA) de magasins
65000 10
65500 20
66000 i
66 500 12
67 000 14
67 500 30
68 000 20
68 500 50
69000 22
69500 B

1) Compléter le tableau ci-dessus.

2) a) Calculer le prix moyen P de l'article.

b) Déterminer le mode et la médiane de cette série.
c¢) Comparer ces trois nombres.

3) a) Calculer I'écart-type o de la distribution.
b) Combien de magasins vendent-ils I'article a un
prix comprisentre p —ac et p +a?

54, Au terme d'un concours de péche, les
250 poissons capturés ont été mesurés et leurs
tailles ont é1é regroupées dans le tableau suivant :

Classe de taille (en cm) Effectifs
(10, 20[ 16
[20, 30 26
(30, 40[ 36
[40, 50[ 52
[50, 60 38
(60, 70 30
[70, 80( 20
[80, 90( 12
[90, 100[ 10

[100,110( 6
(110,120
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1) Compléter |e tableau ci-dessus.

2) Quelle est la classe modale de cetle
distnbution?

3) Calculer la médiane, et la moyenne 7 de cette
distribution.

4) Calculer I'écart-type & de cette distribution.

5) Quel est le pourcentage de poissons dont
la taille (en cm) appartient a [lintervalle
IT —a. T +o{?

55. Une étude statistique portant sur le nombre de
kilométres parcourus par des automobiles fait
apparaitre |a répartition suivante :

_ﬁk_--“h*“‘“un
e

mﬁ:fesriedsee:m Effectifs
[0, 20] 10
[20, 401 75
[40, 60] 35
[60, BO[ 12
[80. 100[ 12
[100,120] &

1) Censtruire I'histogramme des effectifs de cette
série,

2) Déterminer la classe modale.

3) Calculer la moyenne d et la médiane de ceile
série statistique.

4) Calculer I'écart-type o de cette série statis-
tique.

B) Donner le pourcentage de véhicules ayant
parcouru une distance (en milliers de km)

appartenant a l'intervalle ]d — g, d + o],

56. En prévision d'un défilé de majoreties, le
professeur de gymnastique décide d'entrainer
75 jeunes filles de son établissement,

Il ecommence par mesurer leur taille. Les résultats
qu'il reléve sont dans le tableau ci-dessous :

On regroupe ces éléves en classes de 1ailles, de 5em
d’amplitude.

1) Tracer ['histogramme et le polygone des
effectifs correspondants.

2) Tracer la courbe cumulative de la distribution
des tailles,
Utiliser cette courbe pour :

a) déterminer graphiguement une valeur appro-
chée de la médiane. Vérifier par le calcul.

b) déterminer graphiguement une valeur appro-
chée du pourcentage des éléves qui ont une taille
comprise entre BO et 95 cm.

3) Calculer la moyenne k et I'écart-type o de cetle
distribution.

ek Elves ayant une-tile (ah o e 90 choi
X - 2q et X+ 2a. Quelle est |a pmmmnne':’lre
gléves qui défileront? B
Taille (en cm) Effectif
80 K
86 =
B8 %=
90 w =
91 2
92 s
a3 4 .
94 4
95 &
96 5
a7 6
98 4
99 3
100 5
101 4
102 3
103 3
104 3
105 3
106 3
107 2 I
108 2
109 2______&
110 _1___.___
112 1_______.#
114 i
116 R
120 ¥ e
(Probatoiré 84)
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§7. Les notes obtenues par six eléves, a4 une 6) Estimer le chiffre daffaires (en millions de
épreuve de mathematiques et d une épreyve de francs) d'une entreprise ayant eu cette année-13
physique sont indiquées dans le tableau suivant 2.6 millions de francs de frais de publicité;
AKA | BAM 59. On a noté. pour un échantillon de 31 éléves
N AMBA | COFFR) d'un collége d' Adjameé, agesde 11 412 ans le poids
= _ 4 3 X en kg et la taille y en em.
l_M_“hﬁ x' 8 Les résul_{als des mesures ainsi que les calculs
Physiqus . & 7 10 grﬂn;g:‘rﬂi::;e:s sont consignés dans le tableau
Nom DAGO | KASSI | N'DA Poids x | Taille y I % xy
Maths x; 13 12 17 250 | 1290 | 62500 | 1664100 | 322500
: 25,0 129.0 625.00 | 1664100 | 322500
Physique y, 15 " 19 %5 | 1320 702,25 | 1742400 | 349800
26,5 131.5 702,25 | 17202,25 | 348475
1e Hepr&sentgr graphiguement cette séria par un %;g ::ﬂ ;gggg }gggggg g;gggg
nuege de points dans un repére orthonorme du 280 | 1310 | 78600 | 1716100 | 368800
plan, 280 | 137.0 | 78400 | 18769.00 | 383500
2° Déterminer |'équation de chacune des droites 28.0 135.0 784,00 18225,00 3780.00
de régression. 290 135.0 84100 | 1822500 | 3915.00
3o Calculer le coefficient de corrélation linéaire. ggg :i%g g:: gg g ﬁ;gg igiggg
4° 2) Estimer la note de physique qu‘aurait un 30.0 139.0 800,00 | 19321,00 4170,00
éléve ayant eu 10 en mathématiques. 30,0 134.0 300.00 | 17956,00 | 402000
b) Estimer la note de mathématiques qu’aurait un ggg };%g ggggg fg}:;g :ﬁggg
8iéve ayant eu 10 en physique. 310 | 1920 | 95100 | 2016400 | 440700
1.0 136.0 0 .
$8. Une enquéte portant sur 12 entreprises donne §1 7 ,§§ 0 g?} 42 :: ::g Eg ﬁ}ggﬂ
G chague entreprise le montant annuel des frais 320 | 1465 | 102800 | 2148725 4668.00
xmt:gl;é etle chiffre d'affaire annuel (en millions 32.0 140.0 | 102400 | 1960000 | 448000
1 . ) 3.5 142.5 1056,25 | 2030625 4631.25
Pour Une certaine année, le tableau ci-dessous 325 1410 | 105625 | 1988100 458250
récapitule ces donneées - 32,5 1430 | 105625 | 2044900 | 464750
— 33.0 145,0 1089.00 | 2102500 4 785,00
Chiffre Frais 34.0 1410 | 115600 | 1988100 | 4 794,00
Er!lrgpnse d'affaires de puhhcité 34,0 145.0 1 156,00 21 UEE.UH 493-0.“'“
% ¥, 34.8 144.0 121104 | 20736.00 5011.20
e : 36,0 1425 | 129600 | 2030625 | 5130.00
1 53 46 . 310 | 1430 | 1369.00 | 20449.00 | 529100
2 42 3 45,0 153.0 202500 | 23409.00 6 885.00
3 40 3.2
4 39 25 957.0 | 4307,0 | 3002898 | 599 347,00 | 133513.40
5 44 3.8
6 38 2.4 1) Quel est, en kg, le «poids médian» de cet
7 a5 3.5 échantillon?
g 24 1.8 2) Calculer, pour chacune des deux variables
16 42 3 statistiques x et y, la moyenne arithmétique et Ia
1 40 3.2 variance,
12 gg 3 3) Calculer le coefficient de corrélation lindaire
antre x el y.
1) _ Un ajustement linéaire semble-1-il acceptable?
. Détermingr (o point moyen des points (x,, y,). 4) Déterminer une équation cariésienne de la
3; Déterminey (5 droite de régression de x en v. droite de ’ég"a“'“_" d"f xeny. _
®) Déterming |5 droite de régression de y en x. Eljé Quelle est4lueinr;:anon de la taille, en cm, d'un
4) Calcyler le coeffici N £ e éléve pesant 0
5 Re oetlicient de corrélation linéaire. 6) Deux éléves prasentent une différence de poids
de mipf&amer Sur un méme graphique le nuage de 4 kg. Quelle est I'estimation de la différence de
NS ot les deyy droites de régression. leur taille en cm?
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droite dg
droite syr

3) Déterminer une equation de la
rogression de x en y, el représenter cette
le graphique précedent.

4) Calculer le coefficient de corrélation linga
Un ajustement linéaire semble-1-il acceptable re,
estimer le nombre de piéces pour une famille aﬁ:z:

60. Pour des emplois analogues, cing entreprises
proposent les salaires notés x,. Xy Ny Xa Bl Xs
Dn a vu se présenter pour ces emplois, respective:
ment le nombre de candidats y,, ¥.. Vi, Ya 81 Vs
Les résultats sont consignés dans le tableau
ci-desspus

e ———— 8 enfants?
'| X ] 220000 225000 230000
| - ==t 62. Le tableau ci-dessous donne les productiong
| v l 10 13 17 vivriéres disponibles pour la consommation x;6tles
L = ; pertes au stockage y, (en tonnes) en 1978 en Cae
z Tl 1 d’lvoire.
=

! ¥, 1 235000 240 DE _ Production .
|y, \ 19 2 Produit disponibles | au stockage

. x; (en T) y {en T)
1) Représenter graphiquement cette série statis- Paddy 376000 75{);}[}_'
tique par un nuage de points. Mais-grains 208 000 40000
2) Rechercher une éguation de la droite de g‘;: oy gg ggg ;g%
régression de x en y, Représenter cette droite sur le angic:- 1850 200
graphique: precidlent: lguane (tubercules) | 1184000 | 400000
3) Calculer le coefficient de corrélation. Un Manioc (racines) 1056000 0
ajustement linéaire semble-1-il acceptable? Taro (tubercl.!les} 192500 27000
4) Estimer le nombre de candidats si on avait glaig:zgn[i:aéhge:m&sgs} ﬂqéggg 112&%
proposé un salaire de 250000 F. Arachides (coques) 42300 2500

61. Dansune population composée de 200 mena-
ges, on considére les deux caracléres statistiques x
et y dont les valeurs sont respectivement le nombre
x, d'enfants d'un ménage et le nombre y; de piéces
d'habitation d'un ménage

Le tableau ci-dessous donne pour chague couple
(x,. y,) l'effectif n; observé dans cette population.

y |
Entrées Sorties
% ] 2 S % Années en tonnes en tonnes
1955 547 594 399421
0 - 9 1 0 1960 757112 1009597
3 2 ] 0 0 1961 1057538 1320827
* 1962 1070360 1432744
9 1 3 6 0 1963 1127222 1760062
1964 1327320 %ﬁ!gg ggé
4 5 1965 1412278
3 6 6 1966 1683 241 %:g? Eg
15 15 1967 1664237
L8 = 3 1968 1968612 ZTngg;
5 10 11 19 3 1969 2003672 3135551
1970 2335100 218343
6 7 18 10 13 197 2616370 2 =q 987
1972 2965027 2991 145
7 3 9 7 3 1973 3468232 3339295
1974 3558094 308724
. T 1975 3442796 2610 129
1) Etudier séparément les deux séries statistiques 1976 4262161 34321
du nombre denfanis, du nombre de piéces 1977 4729093 3134241
d'habitation, en tragant les diagrammes en batons 1978 5480176 2850 630
at en calculant les moyennas el les médianes de ces 1979 5770338 23‘-‘3\'3“’.'lr
deux séries. o8
e entre

2) Représenter la série double par un diagramme
par taches.

1) Donnerle nuage de points de cette série double.

2) Caleuler le coefficient de corrélation linéaire. Un
ajustement linéaire est-il acceptable?

63. On considére la série statistique double dont
les caractéres x et y sont respectivement les entrées
et sorties du port d'Abidjan de 1955 2 1979
données dans le tableau ci-dessous :

Y a-t-il une bonne corrélation linéal
deux variables?

_//
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Recherche graphique de moyenne ou de nombres (G ')
1 Méthode pour trouver graphiquement la moyenne geomeétriq
réels positifs.

On appelle moyenne géométrique de deux nombres réels positifs aet b,
tel que :

ue de deux nombres

le nombre réel m

-
m=,/ab.

e Soient (C) le cercle de centre I et de rayon R, [EE"] un diamétre du cercle, M un point
du plan tel que sa distance d au point [ soit strictement supérieure a Ret C un

point de
(C) tel que la droite (MC) est tangente au cercle.

1) Montrer que : ME . ME' = MC?,
2) Onnote A et B les points d’intersection d'une droite (D) passant par M avec le cercle
(€).
Montrer que si a, b et ¢ sont les mesures des longueurs respectivement de [M A], [MB]
et [MC] alorson a :

ab = ¢

3* En déduire une méthode graphique pour déterminer la moyenne gecometrique de
deux nombres positifs.

II Méthode pour trouver graphiquement deux nombres réels et b strictement positifs
(@ > b) connaissant leur différence d et leur moyenne geomeétrique m.
On propose le programme de construction suivant :

® Construire le cercle (C) de diamétre [AB] avec : 4B = d.
® Placer le point T du plan tel que (BT) est tangente 4 (C)en B et BT = m.
® Tracer le cercle (C) concentrique 4 (C) passant par T.

Ce cercle coupe la droite (AB) en C et D.
Montrer que: a= BDet bh= BC.
P‘-‘ufquoi a-t-on aussi a = ACet b= AD?

III Méthode pour trouver graphiquement deux nombres réels a et b strictement
Positifs connaissant leur moyenne arithmétique r et leur moyenne géométrique m.
B propose le programme de construction suivant :

* Construire le cercle (¢) de diamétre [AB] avec : AB = 2r.

® Placer le point T tel que (BT) est tangente & (C) en B et BT = m.
ontrer que la droite (D) paralléle a (AB) et passant par T coupe toujours le cercle (C)
®0 deux points P et Q (éventuellement confondus).

* Projeter orthogonalement Q en H sur (AB).

Ontrer que BH et HA sont les nombres cherchés a et b.
'ﬁ_‘-—‘_—-—“__

¥ o,
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Homothétie et changement de repére (G)

Nous avons vu. dans les sujets de recherche 4 la fin du tome d'EtT_lal}'Sfis une mé!hD[ﬂE en
utilisant la courbe représentative d’unc fonction [ pour représenter une fonction g
«associee ». en changeant de repere. , )

Les problémes de changements de repére par translation d?s axes ne prese::qtcnl pas de
grosses difficultes de lecture des nouvelles coordonnées. Il n'en est pas de méme pour les
changements de repére par changement de graduation du type dit «changement de
pas ». c'est-a-dire faisant intervenir des fonctions associées a fdeﬁme.s par !:x = kf(x)]
ou [x +— f(kx)] ou k est un nombre réel non nul. Nous allons voir maintenant une
methode pour lire les nouvelles coordonnées dans les anciennes graduations,

I Soient (0. i. ) un repére du plan, I et J les points définis par OI =i et OJ =,
Rappelons le resultat vu en fin du tome d'analyse : Soient k un nombre réel non nul et f
une fonction de & vers R d’ensemble de définitionD , et de courbe représentative (Cy)

dans (0, i. fj La fonction g de R vers R, définie par : VxeD; g(x) = kf(x), est

— l -
representee par la courbe (C,) dans le repére (G; iy E"f :

Un point M de coordonnées x et y dans le repére (0, f, f) a pour coordonnées x et Y
dans le repére (D: i E'f‘) avec Y = ky.

V Y
0 M
1+J 1
{ f K X
1 -]. 0 (J |1 i _ﬁk . ”
]

bk e : =it k—1 -
Consid les d 2
G Pf-imts L( 0 )el K( 5 )du plan (dans (0, i, j)).

1) Vérifier que O est le barycentre des points pondérés (K, 1) et (L, k — 1)).

2) Soit hT'homothétie de centre L et de rapport k, montrer que I'image de la droite (0J)
par 'homothétie h est la droite D(K ) passant par K et de vecteur directeur J.

3) Soit J, le point défini par : I(Tﬂ =i
Placer I'antécedent J* de J, par 'homothétie 4 et vé

: : rifier /) est le nouveau
repére dans lequel (C,) représentera la fonctiop g. que (0, I, J') e
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4) Le point M se projette orthogonalement cn P
(01) et (0J).

Chercher I'image Q, de @ par Fhomothétie ).
Q, se projette orthogonalement sur (0J) en Q.

Montrer que : Pordonnée de Q' dans Je nouveau repere est égale 4 Pordonnée de () dans
|'ancien repere.

Ainsi. pour lire la nouvelle coordonnée en lisant dans

et Q' respectivement sur les droites

'ancienne graduation, il faut

. =] 25
e Placer le point L( 0 ) ¢l tracer la droite D(K, j) d'équation : x = k — 1.

e Placer Q. projeté orthogonal de M sur (Q.J).

e Determuner Q,. image de Q' dans I'homothétie h de

e Lire l'ordonnée de Q,
nouvelle graduation.

centre L et de rapport k.
dans I'ancienne graduation, c'est 'ordonnée de M dans la

Remarque.

Pour des commodités de constru

ction on peut donner une autre valeur de I'abscisse L
mais il faut calculer I'abscisse de

K pour que 0 soit le barycentre de (K, l)et(L, k — 1).

5) Donner la méthode pour placer le point M connaissant ses coordonnées dans le

nouveau repére.

6) Soit la fonetion f : [-1;2] — R
X b— x?

représentée par (C s) dans le repére (0, ;;] et la fonction :
g:[-1,2] — R
X — 2f(x).

Trouver graphiquement Iimage réciproque de [3; 5] par la fonction g.
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1 Etudions maintenant le cas du « changement de pas» sur 'axe des abscisses.
Rappelons le résultat : Soient f une fonction de R vers R d'ensemble de définition D, et
de courbe représentative (€ ) dans le repére (0, i, j), k un nombre réel non ny| etgla
| fonction de B vers R définie par [x +— f(kx)] d'ensemble de définition
| ixveR.kxeD,}. o
g est représentée par () dans le repere (O ki, j).
Un point M de coordonnees x et y dans (O, i, j) a pour coordonnées X et y dans le

repere (O, ki, 3] avec X = %

(k—1)

0 ' P X

1) On considere dans le repére (O, }:j-} les points L( 2 ) et K(
i -1
LK = kLO.

2) Soit h'homothétie de centre L et de rapport k, montrer que I'image de la droite (01)
par I'homothétic h est la droite D(K, {),

k 3 I)' Vérifier que

3) Deéterminer I'image I, de I par cette homothétie,

Soit I’ le point défini par O = I—(Tl.

Montrer que le repére (0, I, J) est le nouveau repére dans lequel C, représenterd -
fonction g.

4) Soient F’, Py et Q les projetés orthogonaux de M respectivement sue (OF), (K1,)et
(0J). Construire I'antécédent P de P, par 'homothétie g.

Montrer que Pabscisse de P dans le nouveau repére est égale a Pabscisse de P dans
P’ancien repére.

5) Donner une méthode pratique pour lire la nouvelle abscisse dans I'ancienn®

graduation.
__—-—""-.—_.—-‘
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g o). ROAFEE une méthode pratique pour placer le point M connaissant ses
) srdonnées dans le nouveau repére.
Wl

; . - on Tn
p) Soit la fonction g | ~ 'IE_ — R

xHBcos(Zx-%)+l.

On veut utiliser la representation (C ) de la fonction Sdéfmiepar: (1 R— R

X. — COos X,
Determiner la restriction de f dont la courbe représentative dans le repére (0, i, j)
représentera la fonction g dans un repeére (0, i”, j*)
Construire la partie correspondante de (C ).

Determiner la nouvelle origine O, le vecteur j° et graduer la nouvelle droite des
ordonnées.

Construire la droite D(K, i) et montrer que le choix des coordonnées g et — 1, dans

I'ancien repere, de L permet la lecture des nouvelles
(0:1).
Résoudre graphiquement I'équation :

7
E[—g; %] glx) = 2.

abscisses dans 'ancien repére

H-.—.-!n;"" ——y

A
LS ] i
]
| H
] N
il f o

Y A
1 a . a ¥ . § . .
nsi dans certaing problémes ne faisant intervenir qu’une seule fonction associée

aux fo : 1 ‘
netions [x +— x27 ou | x +— <o [x + sin x] on pourrait se dispenser

représenter ces fonctions.

d’éiudier et de
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1l suffirait de disposer d'une parabole representant [x +— x7], d'une hyperbole

representant

X — : 1 el d'une sinusoide représentant [x > sin x] et de papier
X

calque millimetre. - .

Aprés une ¢tude de la restriction on décalquerait la partie de la courbe convenable sur

deux feuilles de papier calque. L'une servirait a lire les nouvelles ordonnées et I'autre les

nouvelles abscisses.

Soit la fonctiong : [— 1. — [ — R

x + 1
X - :
=X
Resoudre graphiquement :
me g(x) <3
xebD,; { g(x) > 2

1 .
Puis chercher I'image de [— 1; _——?il par la fonction g.

Problémes pratiques du géomeétre (G;)

a) Un probléme classique : Comment mesurer la hauteur h d’'un immeuble.

Connaissant la distance d du point A 4 I'immeuble. Il suffit de mesurer les angles HAC
et HAD.

C désignant le bas de I'immeuble et D le sommet.

(AH) étant une droite « horizontale ». On note «, et «, les mesures respectives des
angles HAD et HAC.

Calculer h en fonction de d, a, et a,.

D
%
\
N\
b
%
b
%
LY
h \.\
k.
\
N
EJ N
HY e _ i) A
Ty
! |
o E
-— »
d 1

b) Le probléme est plus compliqué pour mesurer la hauteur d'un sommet S non situé 8
la «verticale » du pied de l'immeuble (ou pyramide ou colline).
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Montrer que la connaissance de la distance d de A a B, des mesures « et [ respectives des

: angles 0AS et OBS permet de trouver la hauteur h du sommet S par rapport a
I'horizontale (0 A) en calculant h en fonction de d. # et f

| i
—

S

=
/

i
|
|
Tl

ol e

c¢) Un autre probléme classique : calculer une distance en terrain accidenté.

On utilise un piquet [AC] de longueur ¢ connue. On mesure les angles ABh et CBh ou
(Bh) est horizontale.

I'. fi ___f'
-— II *"-I"f" "
C — == - - / &
_ - - .--""" / d
7 4 = o) 77 f
/ - .
H ;4{’- 4 - T d"f _________ #
Y 7 t
. = — —— i
® Si f, et f, sont les mesures respectives des angles CBh et ABh calculer la
longueur AB en fonction de /, fi, et f§,.

e Calculer la «dénivellation » d, c'est-a-dire la différence d’altitude entre A et B en
fonction de 7, B, et f,.

d) Un probléme qui semble plus difficile pour le géométre ne dis posant pas d'un terrain
plat pour résoudre le probléme b).

i s
i A -
A .-"""'1-.._
% - L
. -

k I M'\. -‘-;""""-- B
b ! S ,'.?&,
| i /) R S &
= e, ~ - ///
i = __L___________:’ L /.-WJ// _______ 2

' o
]

On calcule la longueur AB par la méthode du ¢). On mesure les angles 0 AS, ABhet SBh
que forment respectivement les droites (AS), (AB) et (BS) avec I'« horizontale ».

On note a, f, et B, les mesures respectives des angles OAS, SBh et ABh.
Calculer h en fonction de 4B, «, f, et Ba.

i

LR v 5 !
L ol 1 :
= .l'{* At
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¢) Mesure d'une distance 4 un point inaccessible.

e Imaginez un moyen pour mesurer AB sans traverser la riviere (infranchissable)
quand l'observateur est du coté de 4 et quand il dispose de moyens pour mesurer les
longueurs et les angles.

e Mais... le voyage sur la piste a détérioré le matériel de visee, a l'aide de piquets
judicieusement placés, d'une chaine d'arpenteur (instrument du géometre servant a
mesurer des distances au sol) ét des propriétés de 'homothétie, vous allez peut étre

pouvoir calculer AB. (On pourra matérialiser un parall¢logramme avec des piquets
pour obtenir des paralléles.)

f) Nettement plus difficile : aligner trois piquets avec deux autres qu’on ne peut pas
VOIF.
Le geométre doit trouver I'emplacement C du poteau de ligne électrique dans

'alignement des poteaux A et E. Le point C devrait étre situé entre deux batiments
‘ cachant les points 4 et E.

b

On place deux piquets fixes B et D et X
. eton i Some ;
connaissance des longueurs AB, BC el DE E:qléeﬁ; C;;;:f:?sm;tm ?tegd q::;j
respecti ; s ABC. CBD D wyhonn’s
n}:t évemer}t des angles ABC, CBD, BDC ¢t CpE lui ttent de vérifier si le
point € est bien placé. Justifier son affi ' L

rmation ep -
.Ptrar,:ant Ecs droite§ (4B) et (DE) pour consid
d’intersection de ces deux droites (dans la pra

érer le triangle AEF ou F est le point
lique (4B) et (DE) sont sécantes)
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o montriant que I'on peut caleuler AE, AC et CE en fonction des mesures données
o donnant unc propricte sur les distances qui caractérise I'alignement des points A, C
: ¥

el K

Alors. @ Iaide d'essans successils, on pourra placer le poteau €. Le géométre prétend
pOUVOIT verifier st le point € est en plus au milieu du segment [AE]. A-t-il raison?
(justifier). Avee un ordimateur on pourra faire intervenir les sept parameétres fixés par le
geometre et lui dire ou placer le poteau C, grace 4 des tests successifs que fera
l'ordinateur!

Droite et cercle d’Euler (G )

Soient A. Bet € trois points non alignés de ' et O le centre du cercle (C) circonscrit au
triangle ABC. Onnote A", B" et C" les milieux respectifs des cotés [BC],[AC] et [AB] et
G le centre de gravite du triangle ABC (isobarycentre des points A, Bet C). On désigne
par A,. By et C; les pieds des hauteurs du triangle ABC relatives respectivement aux
sommets A, Bet C, H 'orthocentre du triangle ABC ¢t 4, le point d'intersection de la
hauteur (4A4,) ¢t du cercle (C).

1) Droite d'Euler :
a) Montrer que les points A”, B” et C” sont les homothétiques respectifs des points A, B

g , 1
et C par I'homothétie hy de centre G et de rapport — 5
b) Déterminer I'image @ du point O par h,.
Déterminer I'image (') du cercle (€) par h,. Qu'est 2 pour (C')?
Vérifier que A’ appartient a (C'). En est-il de méme de B’ et C*?
Préciser, en utilisant I'image d'une hauteur, I'image par h; du point H.
¢) Démontrer que les quatre points 0. G, Q et H sont alignés, et que, ayant munie cette
) . & 5 bl GQ HQ
droite, appelée droite d’Euler, d’un repere. on a @ =—=— = — —.
GO HO

d) Préciser 'image du point O et I'image du cercle () par 'homothétie h, de centre H

1
et de rapport >

2) Points du cercle d’Euler

a) On note D le point tel que la droite (OA) coupe le cercle (C)en A et D. Montrer que
BHCD est un parallélogramme.
Quelle est la nature du triangle DHA,? (Utiliser le triangle ADA,.) En déduire que A,
est le symétrique de H par rapport a la droite (BC). (Utiliser le point A")

noncer le théoréeme établi,

b}rEn déduire que A, appartient a (7).
(C") est appelé le cercle d’Euler du triangle ABC. _
noncer le théoréme établi ici sur les pieds des hauteurs d’un triangle.
C},Sf"iﬂnt A", B" et C" les milieux respectifs des segments [AH], [BH] et [CH].
Vérifier que A” appartient a (C). ]

T
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Enoncer de fagon générale le théoréme stabli ici sur les milieux des segments joignant
I'orthocentre aux sommets du triangle. 3 ;

Ainsi dans un triangle, la droite d'Euler contient le centre du cercle circonscrit, le centre
de gravité. 'orthocentre et le centre du cercle d’Euler; le cer({le d_E_ulﬂf passe par les
trois milicux des cotés, les trois pieds des hauteurs et les trois milieux des segments
joignant I'orthocentre aux sommets.

Produit vectoriel (Gs)
| Oriematinn de I'espace _ . S .
Soient (0, i ; k) un repére de I'espace & I, J et K les points deéfinis par Of = |,

0J =] et OK = k.
Imaginons un observateur placé sur [0K), les pieds en O qui regarde la demi-
droite [O]).

La demi-droite [0J) est soit sur sa gauche, soit sur sa droite. Ceci permet de partager
I'ensemble des repéres de I'espace en deux classes. Orienter I'espace, ¢'est choisir une de
ces deux classes et convenir que les repéres de cette classe sont directs tandis que ceux de
I'autre sont indirects ou rétrogrades.

En général, on choisit pour repéres directs ceux pour lesquels 'observateur voit [0J)
sur sa gauche. Les regles du « tire-bouchon », du « bonhomme d’Ampére » ou « des trois
doigts de la main droite» sont équivalentes 4 la régle ci-dessus. '

(0, i, ], k)cumtun repere direct, donner Ie«sens»dcsreperessuwants {0’ ,E){ol'l
0’ ekb), (Ol kj]a(o J.J.k] (0, k_,r i] (0, i, —j, k]( l_.',k] ©,1,j, — k)
Unebase (¢, €2, €3)de West positive ou directe s:etseulemcmsn De{antun pomt deé,

le repére (0, e, €5, €3)estdirect;et (¢,, ¢,, €;) est négative ou indirecte si et seulement
si (0, €,, €5, €3) est un repére indirect.

Justifier les régles suivantes :

.;,,

e On change d’orientation si on permute deux vecteurs de la base.
e On change d’orientation si on remplace un vecteur par son opposé.

e On conserve 'orientation dans une permutation circulaire des vecteurs (¢ ‘est-a-dire
remplacer (é,, €,, €,) par (€5, €5, €,) ou (€3, €y, €,)).

e Quels que soient les nombres réels strictement positifs a, b et ¢, les bases (¢, €2, €3) €t
(ae,, be,, ce;) ont meéme orientation,
L'espace & étant orienté par le repére (0, I, J, K), déterminer les orientations des

I
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m}; et &’ compatibles avec celle de espace cest-d-dire déterminer un repére
(A, . v) (respectivement (A, o', ©')) du plan (respectivement 4”) de fagon que le

repére (A. 1, U, w)(respectivement (A4’, ii’, &', Ww’)) soit direct ot w et W’ sont des vecteurs
normaux respectifs a i et 4",

e o e
=
'Ql

=

Plus généralement étant donné un vecteur w normal a § et unitaire, il existe une
orientation unique de  telle que, si (A, d, v) est un repére orthonormé direct de 7 alors
(4. u, ©, W) est un repére orthonormé direct de & On dit que ¥ est orienté par le vecteur

normal w. Ainsi si 4 et # sont fixes alors v est unique tel que (A, 1, v) soit un repére
orthonorme direct de ' ainsi orientd,

IT Produit vectoriel -

1) Soient u et © deux vecteurs non colinéaires,
Associons au couple (i, 1)) I'unique nombre réel « de 10, n[ tel que « soit la mesure en
radians de I'angle A0 B ot O est un point donné de &, A et Bsont définis par 04 = fi et
OB =i,
Soit C le point défini par i + ¢ = OC. Pourquoi C appartient-il au plan (OAB) et
OACB est-il un parallélogramme? )
Vérifier que I'aire de ce parallélogramme est (OA . OB . sin «),

I note a ce nombre réel. Pourquoi est-il strictement positif?
Soit (D) la droite orthogonale au plan (OAB) en 0. Vérifier quil n'existe qu'un point E
de (D) tel que OE = a et (0, Ej‘. EE', EEJ soit un repére direct de £,
On note w = OF . Vérifier que w ne dépend que des vecteurs ii et § et
utilisé pour placer le point E.

On appelle produit vectoriel d'un vecteur ii par un vecteur ¢ le vecteur w, noté i A &
(lire & vectoriel ) défini par :

non du point O

® si i et b sont colinéaires alors & A B =0

e
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e siiiet sont non colinéaires alors O étant un point de §, les points A et B ctant définis
par OA = ii et OB = b, les vecteur & A 0 est égal @ OF ou:

+ OF est normal au plan (0AB)
* (0, A. B, E) est un repére direct de &
OE = 0A . OB sin AOB.
Autrement dit, w est orthogonal & u et v
(1. 1, w) est unc base directe de W :
Il = fall |81l sin (@, o).

gy : o g B = = b a2 .
La muluplication vectorielle est I'application qui a un couple (u, v) de W* associe le
vecteur u A 1 de W\

2) Soient u et © deux vecteurs de .

a) Montrer que it A ¢ = 0 si et seulement si u et ¢ sont colinéaires.
b} Montrer que © A &= — (it A 7). On dit que la multiplication vectorielle est
antisymeétrique.

¢) Montrer que, pour tout nombre réel k, (ku) A ¢ = k(i A v) (séparer les cas k >0,
k=0, k<0

On admet ici la propriété :
Vi, Ty, 02)eWy 0A (B +8;) =0AD +UADs
d) Déterminer, pour u,. i, et ¢ trois vecteurs et k un nombre réel, (u; + u,) A v et

u A (kv).

e) Si(i.j. k) est une base orthonormée directe, déterminer les vecteurs : i A ; k,
A S U . NI
E Al d AL N kh.i_;niLnj_fﬁk,(§i+4j)x\(i—2j+4k].

f) Soient 0. 4 et B trois points non alignés.

Déterminer I'ensemble { Me§, OA A OB =0A A OM }.
Démontrer gue pour tout point P de la droite (AB), on a :

OA A OB = OP A AB.
3) Soit (i, I E] une base orthonormee directe de W.

a) Soient i et ¥ les vecteurs définis par i = xi + yj + zk et b = xi + yj + 2’k
Démontrer que le produit vectoriel w de u par ¢ est le vecteur D, i + D,j + D;kou D,

¥ LD, = : = etiDy = . x’-

g = X X y y
b) Soit O un point de & et 4, B et C les points de & de coordonnées respectives dans
(0.7, 7. K). (1.2, 3), (3.0, 2) et (3. /3 + 2, 0).

Calculer les coordonnées de AB A AC.
Déterminer sin BAC et cos BAC.
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A
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¢) Montrer que I'aire d'un triangle 4BC est AB A FEH. En déduire celle du

1
7 |
triangle ABC de la question précédente.

4) Soient A, Bet C trois points de I’ espace & non alignes et H le projeté orthogonal de C
sur la droite (4B).

a) Montrer que pour tout M de la droite (AB)ona: CM = CH.

Ainsi CH est la plus petite distance de C 4 un point de (4B), on dit que CH est la
distance du point C i la droite (AB).

b) Montrer que CA A CB — OH A AB.
c) Prouver que, si # et ¢ sont orthogonaux alors [|ii A 0]l = ] [2].
AB

d) Montrer que CH = —""
ICA A CB]

|
e) & étant muni du repere orthonormé (0, ? }- E}, on considere les points : A(E),

3
3 2
B(— 1) et C(l),
0 2
Determiner la distance du point C 4 la droite (AB).

5) a) Soient (D) une droite de vecteur directeur F et O un pomt de & n"appartenant pas
a (D). Montrer que, pour tout M de (D) le vecteur OM A F est constant.

b) Etant donnée une force F appliquée en un point 4 del’ €space, et un point 0 de§, on

appelle moment de la force F par rapport a O le vecteur, note E{,, egal
a OA A F. On note (D) la droite définie par 4 et F (on suppose F non nulle!),
H le projeté orthogonal de O sur (D).

Montrer que : M =OH A F.

¢) On note d la distance de 0 & (D). Montrer que: [M,| = IF| .d

d) Side plus le point O 'appartient pas i (D), on note i un vecteur directeur de (O A)etj
un vecteur tel el que (4, i _,-'] soit un repére orthonormé dy pldl‘l défini par O et (D). On
décompose F _en force utile : F,,J et force inutile F,i par: F — Fi+F J

Montrer que M, = 0A F..

e) Déterminer I'ensemble des points M de § tels que ﬁ_fM = ().

J) Soit M un point quelconque de &
Montrer que : Ma = M,.,, + OM A F
EH d&dml’e qu& OM . Mn = OM 5 Mm.
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. Projections orthogonales (Gs)

1 Soient u un vecteur non nul de W, v et w deux vecteurs non colinéaires de W, D, Ia
1 droite vectorielle de base (u) et P; ;- le plan vectoriel de base (v, w).
1) Montrer que si u est orthogonal aux vecteurs v et w alors tout vecteur X de W s’écrit

- - ==y k. *r L
| demaniere unique sous laforme : X" + X" avec X’ appartenantd D et x appartenant a
Pei

2) Montrer que tout élément de D; est orthogonal a tout élément de P; & On dit que
la droite vectorielle D; est orthogonale au plan vectoriel Py

3) a) Soit 2" l'application de W dans W telle que 7’'(x) = X" avec les notations ci-dessus,
Montrer que I'image de W par =° est D;.

Lapplication 7" est appelée projection vectorielle orthogonale sur D,

b) Soit n" I'application de W dans A telle que " (X)
Montrer que I'image de ‘W par n" est P:o
L'application =" est appelée projection vectorielle orthogonale sur Pz
¢) Une application f de W

= X" avec les notations ci-dessus.

dans W est dite linéaire si et seulement si :
VX DEW SR+ §) = f(F) + £(5)
VXeW VYaeR f(ax) = af(X).

sont des applications linéaires,

1 2
4) On munit ‘W d'une base (i. ], k) orthonormée et on considére E(Z), E(# 1) et

€L

Montrer que 7’ et 2"

3 1
1
Er( 1 )tmis vecteurs de W,
=]
a) Montrer que (i, 7, W) est une base de W et que la droite vectorielle D; est
orthogonale au plan vectorie] P; .
b) Soient a, bet ¢ trois nombres réels et ¥ e v k

¢) Soient 1’ et 1" |es projections vectorie]

€5 orthogonales respectivement sur D ¢t

P Exprimer les coordonnées de 7'(X) et (%) dans la base (i, j, K)en fonction de @

et c.

II Soient 0, 0’ ¢ O lrois points de ¢,

1) Montrer que 'on définit une application p* ' (O) = O ur tout
M de & p'(M) =M’ 1el que P de & dans § par :p'(0) = 0'et, po

—

O‘M' = RJ(DM}
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Mt
et une application p” de § dans &

par p"(0) = o~ CL, pour tout M de &, (M)
que . |

= M" te]
(;;;J_HVFH = ﬂ”(bﬁ-}.

2) Demontrer qu'il existe un unique point J el que :

PUY=1 ¢t p'(l) = 1,

31 Onnote (D) la droite passant par I et de vecteur directeur g et
¢t de plan vectorie] associé P;. 3

¥ le plan passant par [
Mont

rer que p’ et p” sont les projections orthogonales respectives sur (D) et sur 4.

1 1
4) Soient (0.1, j., k) un repére orthonormé de &, on considére O’(U) et O"(I).

2 2
Soit M un point de & de tri

plet de coordonnées (x, y, 2).
Déterminer les coordonneée

s de p'(M) et p"(M).
T 1) Montrer que : n’ o 7’ = |

2) Montrer que : VzeW 71§ — '(2) = 0.
3) En déduire que : p'op =p.

4) De méme montrer que 7" o 7" = 7 et p’ o p' =p".

Perpendiculaire commune 3 deux droites non coplanaires.
Distance de deux droites non coplanaires (G,)

1) Soient (D)et (4) deux droites non coplanaires, montrer que la droite perpendiculaire

] allélea: est
commune a ces droites est orthogonale d un plan  tel que (D) est paralléle a 7 et (4)
paralléle a 7.

(1)

D)y (A)cd
A5 D)nd)={A} Be)

i mple) et tel que
2) Chois lan  contenant une de ces deux letifd {](f: l-1:»;r exemp
1580ns un e ¢ g .
4) soit ParallZIe é.pﬂ'. Soit (4°) le projete orthogona
...--_'-"'—-—_
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a) Montrer que (D) et (47) sont secantes. ! ‘ N |
On note A le point d'intersection de (D) et (4°) et B le point de (4) qui se projette

orthogonalement en A sur 1.
b) Montrer que la droite (AB) est la perpendiculaire commune a (D) et a (4),

3) Dans I'exercice G5-53. on a montré 'unicité de cette droite. Montrer que, pour toyg
point M de (D) et pour tout point N de (4), on a:

MN = AB.

On dit que AB est la distance des droites (D) et (4).

4) FEtudions le cas ot les deux droites sont paralléles a un méme plan de projection (H)
ou (F). ‘ .

Soient (D) et (4) les deux droites de représentations parametriques respectives :
[tr— 33t +2D]ett— (51, —t+6)].

a) Quelles sont les positions relatives des droites (D), (4) et (A B) par rapport aux plans
de projection?

b) Représenter les épures (d, d’) et (d, 6') des droites (D) et (4). On note (a, a) et (b, ¥)
les épures respectives des points A4 et B. Placer dans I'ordre a’, b’, ‘a et b.

¢} Determiner la distance des droites (D) et (4) (grace a 'épure).

5) Soient (D) et (4) les deux droites de représentations paramétriques respectives :
[tr—(t—3; —2t—1; =20)] et [t — (¢t — 5: —2t—1;4t+6)]

a) Soit M un point de (D), montrer qu'il existe un point N appartenant au plan vertical
contenant (4) tel que (MN) soit perpendiculaire a (D) et orthogonale a (4).
Quelle est la position relative de la droite (MN) par rapport aux plans de projection?

b) Tracer les épures respectives (d, d’) et (4, 0’) de (D) et (4). Puis épure (mn, m'n’)
d'une telle droite (M N),

¢) Montrer que pour tout point M de (D) le segment [m’'n’] a une longueur constante.

El‘} dédn._:':rr: la construction de I'épure (ab, a’b’) de la droite (AB) (d’abord [a’b’]).
Determiner le plus court chemin des deux droites (D) et (4)

6) Soient (D) et (4) 1

"

es deux droites de représentations paramétriques respectives :

[t — 2+ t; 3¢; 3¢; 3t + 4)] et [z - (g FEA—t % £ 1)}“ dépures (d, d) ¢t
(8, 67),

@) Soit M un point de (D) d’épure (m, m’). Tracer I'épure (3,, ;) de la droite (41)

Faf&llﬁle a(4) passant par M. On note ' le plan déterminé par les droites sécantes (D) ¢t
4,).

b) Déterminer la direction de

(AB) en tracant I'¢ d..d,) de la droite (D)
orthogonale & § en M. v pure (d,, dy)

)

¢) Montrer que la droite
et (D).

d) Déterminer I'épure du point B intersection de (4) et & puis celle de A. Calcu
plus court chemin des droites (D) et (4).
——-"_.-._.’-—‘

(4B) est incluse dans le plan ® défini par les droites (D1

ler le
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.-""""_--___-_-_

o=
Lignes de plus grande pente (G;)

Soient i un plan, (D) une droite sécante en A au plan ¥ et non orthogonale au plan 4.
1) Soient M et N deux points de (D) distincts de 4, M’ et N’ les projetés orthogonaux
respectifs de M et N sur .

a) Pourquoi a-t-on M’ # A, N" # A et A= Ta

On appelle «angle» de la droite (D) avec le plan 7, I'angle MAM’ ol M est un point
quelconque de (D) distinct de 4 et M’ le projeté orthogonal de M sur .

D)

M

(D)nT={A} MeD)—{A}
M'ed (MM’)Lg

Remarque.
On ne parlera pas d’angle d’une droite (D) avec le plan 4 lorsque (D) est orthogonale a
7. L'«angle» d’une droite avec un plan est un angle MAM’ aigu.

b) Calculer «I'angle » de la droite (D) de vecteur it avec le plan ' de vecteur normal 7
dans les deux cas suivants :

)= ()
)= )

Soit o la mesure de '« angle » de la droite (D) avec le plan &' on appelle pente de la droite
(D) par rapport au plan 7, le nombre réel tg o.

Quelle est 1a pente par rapport au plan i d’une droite incluse dans '? Montrer que deux
{lrﬂ?ites paralléles et non orthogonales @ un méme plan & ont méme pente par rapport
a

2! Soient § et (H) deux plans non perpendiculaires, nous allons étudier la pente des

différenteg droites du plan § par rapport au plan (H). On note p la projection
Orthogonale sur .,

‘-‘-'-"""—-—.__
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# N (H) = (D)
Aed A = p(A)
Me(D) Mye(D)

Dans le cas ou i est paralléle a (H) on dit que toutes les droites de T ont une pente nulle
par rapport a (H).

Etudions le cas ou § et (H) sont sécants suivant la droite (D).
Soit 4 un point de §, n'appartenant pas a (D). On note A" Pimage de A par p, My le
projete orthogonal de A sur (D).

Montrer que pour tout point M de (D), la pente par rapport a (H) de la droite (AM)est
inferieure ou egale a celle de la droite (AM,).

On dit que la droite (AM ) est une ligne de plus grande pente de § par rapport a (H).

Vérifier que par le point 4 il ne passe qu’une seule ligne de plus grande pente de 7 par
rapport a (H).

3) Représenter I'épure de la ligne de plus grande pente (L) passant par le point A d’un
plan § par rapport au plan horizontal (H) dans les cas suivants :
3

3 2 5
a) Soient A(I)q B(— 1) et C(~ ]), le plan 7 est défini par les points 4, Bet C.
3 2 6

b) A a pour coordonnées 3, 2 et 2 et le plan & a pour équation cartésienne:
2x —2y+z—4 =, .
Puisque toutes les lignes de plus grande pente de & par rapport 4 (H) sont paralléles,
elles ont méme pente tg « pa

rrapportd (H); ce nombre tg « est appelé la pente du plan
par rapport au plan (H).

4) RﬂFhmhﬂ d'un plan de pente donnée par rapport a (H) et contenant uné droite
donnée (D) avec (D) parallele 4 (H) :

a) Soient (D) paralléle ay pPlan (H) et « un nombre réel appartenant a rinterval
L4

[{l, EI: ainsi tg « est fixée,

Détermir}gr un plan contenant (D) etd

plan auxiliaire contenant upe ligne d

sur (H)). Combien a-t-on de l

i qarg ON
€ pente tg « par rapport a (H) {0“ u:}tlhm:lﬂ.?’n“l
¢ plus grande pente de ¢ et son projeté 0

els plans 49 ____,_——-/
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p) Soit (D) une droite de représentation parametrique :
[t —s (¢t 4 2: 2 3]

Tracer une ¢pure de chacun des plans solutions
1
lg a= -2'.

du probleme ci-dessus sachant que

5) Recherche d'un plan de pente donnée par rapport a (H) et
sécante a (H) :

Soient A un point de (D) n’appartenant pas

conlenant une droite

au plan (H), A, le projeté orthogonal de 4
sur (H), B un point de (H) et « un nombre réel appartenant a l'intervalle [U, g[ On

veut tracer un plan & contenant la droite (AB) et de pente tg « par rapport a (H).

a) Montrer que I'ensemble des points M, de (H) tels que (AM,,) ait pour pente tg o par
rapport a (H) est un cercle (C) que 'on déterminera.

b) Montrer que I’

ntersection du plan i avec le plan (H)doit contenir Bet étre tangente
au cercle (C).

¢) Donner le nombre de plans 4 répondant a la question selon la position du point B.
d) Déterminer un programme de construction pour une solution.
¢) Construire I'épure des plans cherchés s'ils existent dans chacun des cas suivants :

® Le point 4 a pour coordonnées 3.2 et 2 et le plan i’ doit contenir la droite (4B)

i 1 .
avec Bayant pour coordonnées 1. — 2 et 0,etle plan ' a pour pente S par rapport a (H).

¢ Leplan 7 doit contenir la droite (AC)avecle point C ayant pour coordonnées l,-5

1 .
et O et le plan ¢ a encore pour pente 5 par rapport a (H).

Problémes de coupe de solides (G;)

Dans cette étude les mesures des longueurs sont exprimées en centimétres.

I Soient ABCDEFGH un cube d'aréte 5, P, O et R les points situés respectivement sur
segments [AB], [AD] et [HG] tels que : AP = 3, AQ =2 et HR =4,

1) Représenter en perspective cavaliére l'intersection POSRTU du plan (PQR) avec les

du cube.
2) Sachant Que 4, B et C ont respectivement pour triplet de coordonnées (6; 0; 5),

(150, 5) ¢ C(1, 5, 5) dans un repére orthonormé (0, F.j' k) de &,
(@bedefgh, ab’c’d’e’f'g’h’) du cube ABCDEFGH, puis les épures :
* (. p), (4, q') et (r, ') des points P, Q et R

tracer I'épure

* (", ¥'t') de Ia droite (RT) (utiliser les portions relatives des droites (PQ) et (RT))
* (¢ ') du point L, intersection des droites (PQ) et (BC)
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e ————— —
| e (i, u') du point U, intersection du coté [BF]‘ avec le plan (PQR)
| e (gs q's“ldci;tdruiic{(_)Slcm'ntumu1tI'imcrscl.::tmn du plan (PQR) avaclaface(ADHE}
| (S t';‘il:;nl <ur une des arctes de la face {ADJ\:HL]}.
1) Donner les valeurs approchees (a 0,1 pres) des mesures de:II longueurs des cotés
polygone PQSRTU et construire ce polygone €n vraie grandeur.

| 11 Soient ABCD un tétraédre régulier d‘aféte 5, P, Q et R les trois points sjtyg
| respectivement sur les scgments [A4B], [AC] et [CD] tels que::

ap=2 AQ=3 e CR=4

1) Représenter en perspective cavaliére Iintersection PQRS du plan (PQR) avec les

| faces du tetraedre.

| 2) Tracer l'epure (abed, a’b’¢’d’) du tétraedre ABCD sachant que la face .(BCD} est
située dans le plan horizontal (H), que I'aréte [ AB] est frontale et que les points D et C

' ont pour triplets de coordonnées (1; 4: 0) et (6; 4; 0) dans un repére orthonormé

| (0. 1. ? k) de & (On tracera dans I'ordre (bed, b'e'd’), a et a’).
Tracer ensuite les epures :

e (p. p') du point P

e (/. /') du point L, intersection de (BC) avec la paralléle a (4B) passant par Q (on
pourra calculer la distance LC)

e (4. q') du point Q

e (r, r') du point R

e (s. 5') du point S (utiliser le point d’intersection des droites (PQ) et (BC))

e (pgrs, p'q'r's’) de la section PQRS et colorier I'intérieur de ces deux polygones.
3) Representer en vraie grandeur le polygone PQRS.

4) Representer la surface développée de la partie du tétraédre située «au-dessus?
du plan (PQR).

Verifier les valeurs approchées trouvées dans la 3¢ question pour les mesures des cotes
du polygone.

Réaliser le solide ayant la surface développée trouvée précédemment, en vraie grandeur
avec du carton. :

Le plus court chemin (G )

; S“’E“‘ (H)et (F) deux plans perpendiculaires, (D) la droite d'intersection de () ouiF
Bl. des points situés respectivement sur (F) et (H)

{:“ f‘;,h‘*gh" le plus court chemin pour aller de A 4 B en se déplagant sur les P10 %

et (H). Cest-d-dire on cherche un point M, de (D) tel que le minimum de 12 somme -

MA + MB, lorsque M décrit (D), i &

SOl atteint en M. _’//
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(D)
H

(¥ i

(F)L(H) (F)n(H)=(D)
Me(D) Ae(F) Be(H)

1) Premiére méthode : (géométrie descriptive)

a) Tracer les épures des points 4 et B. Placer I’épure d'un point M quelconque de (D).
b) Pourquoi peut-on mesurer MA + MB en vraie grandeur sur I'épure?

¢) En déduire que M, est unique et le déterminer graphiquement.

2) Deuxiéme méthode (perspective cavaliére)

N
I \\_” J (D
= f’ t
A,
(2) 3

le(D) Je(D)
A,€(H)

ﬂl Burla figure (2) en perspective cavaliére on a projeté orthogonalement 4 en [ et Ben
Sur lP} €L on a construit le triangle IMA, rectangle en I tel que : 14, = [ 4 et A,
ppartieny § (H). Pourquoi a-t-on : AM + MB = AyM + MB?

b Sur g figure (3) on a représenté dans le plan (H) le point A’ symétrique de 4, par
"@pport 4 (D),

Pourquoi a-t-on AM + MB = AM + MB?
-"'"'I-___

=l



o e T

Mathematiques premiére C et E - Géométrie

o

¢) En déduire graphiquement la position du point M.

d) Justifier alors le programme de construction suivant pour tracer le point M, sur
une figure en perspective cavaliere :

e Tracer la droite (4,.J) et la droite (BI).
e Placer le point P dlintersection des droites (BI) et (A, J).
e Projeter orthogonalement P en H, sur (D).

I1 Soient(F)et(H)deux plans perpendiculaires, (D) une droite incluse dans (H),(4) une
droite incluse dans (F).

(H) L (F), Me(F)
(D) = (H) (4) < (F)

On veut déterminer le point M de (4) et le point P de (D) tels que la droite (MP) est
perpendiculaire a (D) et 4 (4) et montrer que M P est la distance de (D) a (4) (c'est-a-dire
la plus petite distance d’un point de (D) 4 un point de (4)) : on dit que le segment [MP]
est le plus court chemin pour aller de la droite (D) a la droite (4).

()
(d)

(d)
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e
1) Soient M, et M, deux points de (4) d'épures respectives (my, my) et (
determinés sur I'eépure ci-dessous grice 4 m} etm). Représenter [épure (m

la droite (M, P,) perpendiculaire a (D) en P, puis

perpendiculaire & (4) en N, .

Faire de meme a partir de mj pour placer les epures respectives (m,, m;) (P2, p3) et
(n2, m3) de My, P, et N, avec (M, P;) perpendiculaire a (D) en P, et (P,N,)
perpendiculaire a (4) en N ,. 42

—

msy, ms)

1 P1. iy pi)de
celle (pyn,, p; ny)dela droite (P, N,)

2) A quelle condition sur N, et M; la droite (M, P))

‘ répond-elle au probléeme pose? Les
points M, et M, conviennent-ils?

3) On note pour i appartenant a {1, 2}, ¢} le point d’intersection des droites (p;n]) et
(mim;).
Montrer qu’il existe une homothétje h, dont on précisera le centre I telle que :
AT
h,
Py | P;
Py | P,
¢y | €
ny My

4) Montrer que quel que soit le point m; choisi
I'image de p, p| ¢, m, par une homothétic h; de centre I, ot (m;, m) est 'épure du point
M;de (4) fixé par m;, (p,, p;) est I'épure du point P, tel que (M, P,) soit perpendiculaire a
(D)en Py, (n;, n}) 'épure du point N, tel que (P;N;) soit perpendiculaire & (d)en N, etc;
est le point d'intersection des droites (pin;) et (mim,).

sur (8°) le quadrilatére pipicim; est

5) Endéduire la construction des epures (m, m’)et (p, p’) des points M et Pde (4)et(D)
respectivement tels que (MP) soit perpendiculaire a (4) en M et a (D)en P.

6) Montrer que [MP] est le plus court chemin pour aller de (4) a (D).

a7
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