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Baccalauréat malien : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

Exercice 1 : (5 pts)

1) Ecrire en base deux, puis en base seize, 1’entier naturel N = 6923.

2) a) Soit (1) nen la suite géométrique réelle de premier terme r, strictement positif et de raison % Exprimer le terme
général r;,, en fonction de n et de ry.

b) Soit (8,,) la suite arithmétique réelle de premier terme 6, ; 6, € [0 ; g] et de raison 2?”

Exprimer le terme général en fonction de n et 6,,.

c)V n €N ,onpose: Z, = r,e'®r. Sachant que Z,.Z;.Z, = 8, déterminer le module et un argument de chacun des
nombres complexes Z,, Z, et Z,.

3) Dans le plan complexe (P) rapporté a un repére orthonormal direct d’unité graphique 3 cm, on appelle M,, le point
d’affixe Z,, = r,e!0n.

a) Placer dans (P) les points My, M;, M, et Ms.

b) v n € N, calculer ||M,, M, || en fonction de n.

n
¢) On pose I, = Z”MkMkH” .Calculer I, en fonction de n, puis déterminer lim I,
k=0

n—»oo

4) a) Ecrire sous la forme trigonométrique ou exponentielle le nombre complexe :

= QS GeR et 0% [n]
1+tan“6 2
b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe : Z = 1_81,,3_[
1+e3
Exercice 2 : (5 pts)

1) Soit un triangle ABC du plan, I le milieu du segment [BC] et D le barycentre des points

Aa;-1; B; 2); (€; 2)

a) Exprimer 4D en fonction de Al

b) Déterminer ’ensemble (E) des points Mdu plan vérifiant I’égalité : ||~MA + 2MB + 2MC|| = ||MA + MB + MC||
Justifier que (E) contient I.

2) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (0, , v ) direct d’unité graphique 2 cm. Dans cette

question, A est le point d’affixe 1, B le point d’affixe 2i et C le point d’affixe Z.

7 \ Y, 4 Z-2i Z-2i
a) Que représente géométriquement |1_—2z| et arg(l_ZZ) ?

b) Dans la suite, on suppose que le point C d’affixe Z défini par :

2 == == N 1 .
BC—\/%XBA et (BA ; BC)—a ol a €]—m; 0] et cosa—\/T_O.Calculersma

’ Z-2i 1-3i ; . P . . \
c) Démontrer que 1_2: == L. En déduire le complexe Z et vérifier que le triangle ABC est isocéle. On fera une

figure.
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Baccalauréat malien : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

Probléme : (10 pts)
Partie A :
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur |—1 ; 1[ par : f(x) = —ln (1”)

(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal d’unité graphique 2 cm.
1) 1) Prouver que la courbe (C) admet deux asymptotes dont on donnera les équations.
2) a) Déterminer f~1,
b) Dresser le tableau de variation de f, puis tracer (C).
3) a) Par la technique de I’intégration par parties, calculer I’intégrale : J; = [ 0% f)dt
b) En déduire I’aire A de la portion du plan située dans le premier quadrant et limitée par (C), I’axe des abscisses et
la droite d’équation : x = %
I1) On considere la fonction g de R vers R définie sur I’intervalle [0 ; g] par : g(x) = f(sinx) ou f estla
fonction définie ci-dessus.
1) a) Démontrer que g est une primitive sur [O ; g[ de la fonction h de R vers R définie sur :

[0 ; [par h(x) =

b) Calculer I’intégrale J, = f 6

Cosx

12 II

dt On donnera le résultat sous la forme J, =Ina ou est réel strictement

positif.
2) On considere la suite (I,,) n € N définie par :
(sm t)2n
Io—f6 -dt et I = [s— oo dt pour n=1

Expllquer brlevement pourquoi I, 20 ; VneN

i £)27
1 _(smt) )dt

3) On pose, pour tout entier naturel n, K, = fog (4”cost -

a) Prouverque K, >0 ; VneN

b) En déduire que, pour tout entier naturel n on a:

Inb
0<I,< n—n ou b et c sont deux réels a déterminer.

c) Déterminer la limite de la suite (I,) n € N.
Partie B :
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction E, de R vers R définie sur I’intervalle [0 ; g[ par :

sin3t  sin®t sin?n1¢

E,(t) =sint+ p—)

1) soit g un réel et n =1
a) Calculer en fonctionde g et nlasomme: T, =1+q+q*+q3 + -+ q" L.

b) En utilisant le résultat précédent, déterminer pour t € [0 ; g[ une expression simplifiée de la somme :

S,(t) = 1 + sin’t + sin*t + -+ + sin®"?¢t
c) Soit E,’ la fonction dérivée de E,. Calculer E; (t).

—_oin2n
On établira que pour tout réel t de [0 ; g[ ona: Fi(t) = 1-sin”7t

d) Calculer E,(0).

cost

2) a) Exprimer P'intégrale L,, = [ F;(t) dt en fonction de J, et In. En déduire que :
E, ( ) ag ( ) + BI, ou a et 3 sont des constantes réelles a déterminer.

b) En déduire la limite de la suite (U,,) n € N définie par :

1 1 1 1
u,=-+ + + -+
n 2 " 3x23  5x25 (2n—1)x22n-1
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

Exercice 1 : (5 pts)

1) Ecrivons en base deux, puis en base seize, I’entier naturel N = 6923.

N = 1101100001011

6923 | 16
11 [432]16
0 [27 |16
11 |1 16
1[0
N =1B0B

2) a) Soit (1;,),en la suite geométrique réelle de premier terme 1, strictement positif et de raison g Exprimons le terme
général r;, en fonction de n et de ry.

™ =To 5

b) Soit (8,,) la suite arithmétique réelle de premier terme 6, ; 6, € [0 ; %] et de raison ?”
Exprimons le terme général en fonction de n et 6,.
2
%:%+§n
c)V n €N ,onpose: Z, = r,ef. Sachant que Z;.Z,.Z; = 8
Déterminons le module et un argument de chacun des nombres complexes Z,, Z; et Z,.
Zy = 1,00 . Zy=mnefr . 7, =r,el
Zy.Z21.2, =8 © 1rpelfo xr et xr,e% = 8 & r,.17.1,e!00+01%02) = gpl0
Par identification :

0 1 2

7.15.13 = 8 7’0(3) Xro(z) Xro(z) =8 [r3><(3)3=8
{(91+92+93=°+2k” (:) {90+3'(90+2?ﬂ)3+(90+%)=2kn® 300 = 2 + 2k
=3

7"03=27
6, =0 pour k=-1

Y
Hozz?n+23ﬁ avec 906[0, ;] = {

Le module r, et un argument 6,, de Z,, avecn € {0 ; 1 ; 2}
2\ 2m
rn=r0(§) et 6, =106, t5n
4 4T

=3 et 6,=0 r1=3(§)=2 et 91=2?n r2=3(§)2=§ et 0, =—
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

|Zol =19=3 et arg(Z,)=6,=0
Zil=ri=2 et argZ)=06,=7

Zl=r, =3 et arg(Z)=6,="
3) Dans le plan complexe (P) rapporté a un repére orthonormal direct d’unité graphique 3 cm, on appelle M,, le point
d’affixe Z,, = r,e'0n.
a) Placons dans (P) les points M,, M;, M, et Ms.
Zo=3e%=3 & My(3; 0)

Zl—Zes—Z(cos—+lsm3) 2(—%+ ‘/—f)=—1+1\/_ e My(-1; V3)
YT S R A
Z3 = rzetfs =§ei2” =§ & M, (g ; 0)
Ml‘ _______________ V3
| 1
L2 M3 M,
; f)' 2 . o >
-1 1 0 8 1 2 3
9
: -
Myg ] —2?

b) v n € N, calculans ||M,, M, || en fonction de n.
Mo Myt || = 1Znsr — Znl =2

tur = et =3 50D <5 (0 (e = Qe o ] -5

Zns1 — Zn = geiz?nzn —Zy =127, (2 e's — 1) =2, [2(-3 +73i) — 1] =22,(-1+V3i—3) =12,(-4 + V3i)
M| = 1Zass — Zol = [EZo(—4 +30)| = 21200 x |-4 + V3] = 1[3(2) ] xv25

s = 5 (%)”

n—-oo

¢) On pose I, Z||MkMk+1|| Calculons I, en fonction de n, puis déterminons lim I,

In = Z||MkMk+1|| = [[MoMy || + (MM || + (MM ]| + -+ + |[M3 My

- =5.(2) +5.() +5.(2) ++s()
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(O B 0 )

1 2 3 n
1+ G + G) + (g) + 4 (2) est la somme des (n + 1) termes d’une géométrique de premier terme 1 et de

. 2
raison -
1 2

=St 0 ) e )

R R

wR|®Iy

w 2 n+1
= D Wil = 15[~ (B) |
k=0
2 n+1

27'l+1
dm = (15[1-G) ])=15 e i () =0

4) a) Ecrivons sous la forme trigonométrique ou exponentielle le nombre complexe :

1+itan 6)? p-
= % ; O€ER et 0 #—[m]
1+tan®d 2
(1 it 9)2 (cos O+isin 9)2 (c0529+isin29) 20+i sin 26
— (Ititan — cos0 — cos*6 __cos26+isin _ Ay
T 1+tan®0 1 (sin 9)2 T T cos0+sin’0 (os20+sin?0 cos 260 + isin 20
cos @ cos?6
Z = cos 260 + isin26 ou 7 = ei20
.TT
A i 1-e'3
b) Déterminons le module et un argument du nombre complexe : Z = i
1+e3

i
1—e3

T, T PY [ 4 T LT[ T T
1—cos3 Lsm3_25m6 1251n6.cos6_251n6[sm6 lCOS6]

Z T sink  2c052E 4 125 cos®  2cos™ |cos +isin
1+ e'3 1+c053+zsm3 2cos6+1251n6.cos6 2cos6[cos6+lsm6]

T i (cos%+ isin%) T \3
= tan— X - = tan—(—i) = ——i
6 cos =+ isin¢ 6 3
6 6
V3 n
|Z] = = ; arg(Z2) = ~3
Exercice 2 : (5 pts)

1) Soit un triangle ABC du plan, I le milieu du segment [BC] et D le barycentre des points (4 ; —1); (B ; 2); (C ; 2)
a) Exprimons AD en fonction de A1
—DA +2DB +2DC =0 (fixons A)
~DA+ 2(DA+A4B )+ 2(DA +AC ) =0 < 3DA = —2AB — 2AC < 3DA = —2(AB + AC )
En fixant | on aura :
—3AD = —2(Al + 1B + Al +1C ) < 34D = 2(2Al +IB +1IC )
I étant le milieu du segment [BC], alors IB + IC = 0. Ainsi :
3D = 2(2A1) < AD=Al
b) Déterminons I’ensemble (E) des points Mdu plan vérifiant 1’égalité :
|-M4 + 2MB + 2MC|| = |M4 + MB + MC||
= —MA + 2MB + 2MC
% = MA + MB + MC
x 1 =—MA+2MB + 2MC Fixons D = bary{(A ; =1); (B ; 2); (C; 2)}
i =—MD — DA+ 2(MD + DB ) + 2(MD + DC )
= 3MD — DA + 2DB + 2DC
i =3MD ol —DA+2DB +2DC =0
Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 5
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

x+ ¥ =MA+ MB+ MC Fixons J isobarycentre du triangle ABC

T =Mj+JA+Mj+JB+Mj+]JC

=3Mj+JA+JB+JC
$=3MJ] ouJA+JBE+JC=0
|34 + 238 + 2WC|| = ||[fA + MB + WC|| = |3WD| = |3%j|| = WD =Mj
L’ensemble (E) des points Mdu plan vérifiant I’égalité donnée est la médiatrice du segment [D]].
Justifions que (E) contient I.

Posons M = I alors :

|—14 + 2B + 2IC|| = |[[A+TB +IC|| < ||-IA+2(IB+1C)| = |[IA+ (1B +1C)|
o ||-14] = |[l4]] & 1A=1IA vraie

L’égalité ||—I4 + 21B + 2IC|| = ||[TA + IB + IC|| est vraie. Alors (E) contient I.

2) Le plan complexe est rapporté a un repere ortho normal (0 ,u, v ) direct d’unité graphique 2 cm. Dans cette
question, A est le point d’affixe 1, B le point d’affixe 2i et C le point d’affixe Z.

. o Z-2i Z-21
- ?
a) géométriguement : |1_2i| et arg(l—zi) :
BC

== représente le rapport du coté BC et BA.

Z-2i
2 [

arg (%) = mes (ﬁ ; B_C)) représente la mesure de I’angle orienté [ﬁ ; EE]
b) Dans la suite, on suppose que le point C d’affixe Z défini par :

2 = =2 N 1 .
BC—\/;xBA et (BA ; BC) =a ol a€]-m; 0] et cosa = . Calculons sin a

2
9 3
cos*a+sinfa=1¢ (—) + sina = 1 © sin®a = — & sina = + —
V10 10 V10
a € ]—m ; 0],alors sina < 0.

q 3
sina = —

vio
. Z-2i _ 1-3i
c) Démontrons que *— = —=,
1-2i 5
2 BC 2 Z-2i 2 V10
BC:\/;XBAQEZ E<:>|1—2%|: E:\/T— 72 Jio
' = E=T[cosa+isina]
5 = Z—2i _
(BA;BC)za (:)arg( f):a
1-2i
z-2i _ V10 b\ _\/ﬁ(1 .3)_1—3i
w - [cosa + isina] = \Fmim) == CQFD
s o Z-2i _ 1-3i
Drou, 1-2i 5

Déduire le complexe Z et vérifions que le triangle ABC est isocele. On fera une figure.

Z-2i  1-3i (1-30)(1-20) . 1-2i-3i—6+10i —5+5i ,
- = &S =—— "1 2= — =—14+i
1-2i 5 5 5 5

& Z=-1+4+1i laffixedupointC
Zy=1; Zg=2 et Zo=—-1+i
AB =|Zy—Z, =12i— 1| =5
AC=Zc—Zyl=|-1+i—-1]=|-2+i|=+5

BC=|Zc—Zgl=|-1+i-2i|l=|-1-i| =2
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

AB = AC alors le triangle ABC est isocéle en A

JI B
[
(a”
C

1
0 fl ‘; 3
_9 -1 0 1 2 i

Probléme : (10 pts)

Partie A :
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur |—1 ; 1[ par : f(x) = %ln (it—z)
(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal d’unité graphique 2 cm.
1) 1) Prouvons que la courbe (C) admet deux asymptotes dont on donnera les équations.
Df=1-1; 1[

! sin(3) =510 ¢ Jim fG) =5in(57) = 3 InCre) = +

= — —_] = - = —00 = — —_—) = - o) = o0

Am, f() =3lnlz) =3 et Jim f0)=3n{gr)=3ln

lim1+ f(x) = — ladroite d'équation x = —1 est asymptote verticale a (C) en — o
xX——

lirrll_ f(x) = + ladroite d'équation x = 1 est asymptote verticale a (C) en +
X—
La courbe (€) admet donc deux asymptotes verticales d’équation x = —1 et x = 1

2) a) Déterminons f~1:

, _1f 1 1] 1 d-x+lex | _ 1
vxel-1; 1 f/0) = 2 L1+x + 1—x] T2 (1+x)(1—x)] T (1+x)(1-x)
) _ 1
Vvxel-1; 1[, f/(x) = e >0

f est continue et strictement croissante sur |—1 ; 1[. Alors, elle réalise une bijection de |—1 ; 1[ vers ]—oo ; +ool.
Sa bijection réciproque £~ définie de ]—oo ; +oo[ vers ]—1 ; 1] est telle que :
1+x 1+x

f(x)=y=)%ln(z)=y=>ln(§)=2y=>f_'—§=e2y<=>1+x=ezy—xezy<=>x(1+ez3’)=ezy—1

e?y-1

f)=yeox=

T 1+e2y

D’ou
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

fli]-oo; +o[ — ]-1; 1]

RO
b) Dressons le tableau de variation de f, puis tragons (C).
X -1 1
F'(x) + (C)n(Ox)if(x)=0=>%i=1(:)1+x=1—x(:>x=0
TR (@ n0x) ={0; 0)}
£ / (©) 0 0): F(0) = 0
= (©) n(0y) = {0 ; 0}
f(=0,5)=-0,55 et f(0,5) =0,55
-2 -1.5 1.5 2 2.5 ?

1
3) a) Par la technique de I’intégration par parties, calculons I’intégrale : J; = [2 f(t) dt

h=lf@de=f3on () de

t

Posons :
1+t , 2
u=In({—) & u =—
1-t 1-t
1
v’=5 S v==t
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

,1=[;txln(g)]§_;szt-_lm AP tz|] 1n3 4 2m (2)

3In3 3In3-4In2
_1 2 — T

=lln3 +lln3—%ln4—

3In3—-41In2

J =2
b) Déduire I’aire A de la portion du plan située dans le premier quadrant et limitée par (C), I’axe des abscisses et la
droite d’équation : x = %

1
A=f0§f(x)dX><ua=@x4cmz=0,526m2 & A=0,52cm?

A=3In3—-4In2 (cm?) Lavaleurexactt ou A =0,52cm? Une valeur approchée d’ordre 2
I1) On considere la fonction g de R vers R définie sur 'intervalle [0 ; g] par :

g(x) = f(sinx) ou f est la fonction définie ci-dessus.

1) a) Démontrons que g est une primitive sur [O ; g[ de la fonction h de R vers R définie sur :

[0 [ par : h(x) =
g est une primitive de h sur [O ; E[ Ssi pour tout x € [0 ; g[ ; g'(x) = h(x).

Cosx

g(x) = f(sinx) = —1 (1+Smx) est continue et dérivable sur [O : g[

'(x) = [ cosx cosx ] _1 [cosx—cosx.sinx+cosx+cosx.sinx] __ cosx __ cosx _ 1
2 l1+sinx = 1-sinx 2 (1+sinx)(1-sin x)

1-sin’x  cos’x  cosx

Pour tout x € [0 ; g[ g (x) = L = h(x) alors g est une primitive sur [0 ; g[ de la fonction h de

R wers R définie sur :[0 [ par : h(x) =

Cos x

12 II

b) Calculons I’intégrale J, = f6

dt On donnera le résultat sous la forme J, = Ina ou est réel strictement

posmf.
Jo = fsdt = [t ()] = Ly (”Smg) =@ =3

0 cosx 2 1-sinx/lg 2 1-sing

D'ou, J,=Ina avec a=+3>0
2) On considére la suite (I,) n € N définie par :

6 1 6 (sint)?"
Iy=| ——dt et I, = ————dt pour n=>1
o Cost o cost

Expliquons briévement pourquoi I, =0 ; V n €N

VtE[O;E[ D cost>0 & —>0 [CLDENS (smt)
2 cost cost

20 & [f———dt=20 < I,>0

Ou encore :

(sin t)

Pour tout x € [0 ; ;—t[ , ﬁ est strictement positive, I’est aussi car quotient de deux fonction strictement

_ f%(sint)z"
—Jo

positive. Alors I, o

dt est strictement positive pour n > 1.
1 (sin t)zn)
- dt

4Mcost cost

3) On pose, pour tout entier naturel n, K, = [¢& (
a) Prouvons que K,, >0 ; V n€N

T i £)21 n 2n
anfoﬁ( 1 (sint) )dt— 1 g 1 f(smt) __10 _—ln\/_—InZOpournEN

4Mcost cost 4nJ0 cost cost
b) Déduisons-en que, pour tout entier naturel nona:

Inb . e A At
0<I, < :—n ou b et c sont deux réels a déterminer.
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

D’apres2) I, 20 ; VneN

Inv3
4_71.

D’aprés 3)a) K, =0 ; V n € N. Alors: ﬁlnﬁ—InZOQInS%nln\/?(:)InS

VneN, I, >0 et Inglm/i <0<, <l"—avecb V3;c=4

4‘)1

alors:0< I, < IT/_

c) Déterminons la limite de la suite (I,,) n € N.

. In+/3
lim I, =0 car lim < an >=

n-+o n-+oo

Partie B :

Pour tout entier naturel n, on considére la fonction F,, de R vers R définie sur I’intervalle [0 ] g[ par :
sin3t | sinSt sin?"~1¢

F(t) =sint+ ——+——+ - +——

1) soit q un réel et n= 1.
a) Calculons en fonctionde g et nlasomme: T, =1+q+q*+q3+--+q* L
T,, est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de raison q.

1—gnbre de terme 1—g"
q & Tn — 171
1-q 1-q

T, = 1°" terme X

b) En utilisant le résultat précédent, déterminons pour t € [O ; g[ une expression simplifiée de la somme :
S, (t) =1+ sint + sin*t + --- + sin®""2¢

s L __1-sin 2n(p)
Dans a), posons q = sin®t. Ainsi : S, (t) = s
c) Soit E," la fonction dérivée de E,. Calculons E, (t).
sin3t  sin®t sin?"1¢
F(t)—Sll’lt-l— p A
E,(t) = cost + cost.sin’t + cost.sin*t + -+ cos t.sin®*"" %t
_cin 2N
= cost (1 + sin’t + sin*t + --- + sin®™%t) = cos t X Lz(t)
1-sin“(t)
T / 1-sin 2™(t)
Vte [0 ; —[; F,(t) = cost x —————
2 1—sin?(t)
—cinan
Etablissons que pour tout réel ¢ de [0 ; g[ ona: FI(t)=1 j;:t :
Vte [0 ; E[ E,(t) = cost X —1_Sin G cost x =50 ) _ 1osin 7O
'l in?(t) cos’t cost

2n
Vite [0 [ Fi.(t) = —1 o 0
d) Calculons E, (0).

sindt | sinSt sin?"1t
F, (t) =sint + - T
2n-1
E,(0) = sin(0) + 2@ (0) 430 (O) +o+ o0 o F(0)=0

2) a) Exprimons I’intégrale L,, = f6 E,(t) dt en fonction de J, et I,.

fﬁF(t)dt—felsm dt = [s (Cost ﬂ)d1:= IR P o Ll

cost cost 0 cost 0 cost
—]Z_In (1)

Déduisons-en que : F, (%) =ag (%) + BI, ou a et B sont des constantes réelles a déeterminer.

= feR@dt = [R) = F (D) -FO o L=F2 @

Ly=J)—Iy 1 z
{L :;(z) (;)) o FB(E)=h-L=G0-L=9%)-90-L=g(%)-h
n n 6
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Proposition de correction : Session de juillet 2000 (SET — MTI - MTGC)

Fn(g) =g(§)—1n = Fn(g) = ag(§)+ﬂ1n aveca=1et f=-1
b) Déduisons-en la limite de la suite (U,,) n € N définie par :

1 1 1 1
U. ==
no 2 + 3x23 + 5x25 teet (2n—1)x22n-1
. sin3t  sin®t sin2n—1¢
F, = sin .
n(t) = sint + 3 5 2n—1
. 3T . 5T . op—1T
T . @ sin®—  sin®= sin =
E (—) = sin— 64 6 ... 6
n\e Sy t 3 t 5 Tt 2n—1
13 15 1\2n-1
O ) N G I &
2 3 5 2n—-1
1 1 1 1
T2 + 3x23 + 5x25 ot (2n-1)x22n-1 Un
T
F (%) = Un

R0 T T

lim U, = lim (g (g) - In) =g (E) avec lim I, =0 d'apresc)de3) partie A

n—+oo n—+oo 6 n—+o

. IT
. T 1 1+smg 1 _
At =0 () =g\ ;R | =a @ =inE e fim U = ind3
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Baccalauréat Malien : Session de juillet 2001 (SET — MTI - MTGC)

Exercice 1 : (5 pts)

1) Le systeme de numération est un systéme décimal.
a) Déterminer I’entier naturel ; N = PGCD(17787 ; 689 ; 297)
b) Résoudre I’équation : {13x — 84y = 7}

axb=0

2) a) Déterminer tous les couples (a ; b) d’éléments de Z tels ue:{ .
) ) ples ( ) /127 t€ls g G_p=t

b) Résoudre dans Z/12Z ’équation : x> + 3x —4 =0
¢) Démontrer que, quel que soit I’entier naturel n, ona : 3 x 52*+1 4 23n+1 = ([17]
3)Onpose: A= [2xcos’xdx et A= [?xsin’xdx . Calculer A+B et A—BpuisA et B.

Exercice 2 : (5 pts)

1) a) Résoudre 1’équation différentielle : 4y" — 16y’ + 17y =0

b) Déterminer la solution particuliére f telle que : f (E) =e™ et f" (E) =D
2 2 4
2) Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB = 4 et AC = 6, I’'unité de longueur étant le centimétre.
a) Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés (A ; 5) ; (B ; =3) ; (C; 2).

Calculer : GA* ; GB* , CC>
; vy —\2 — ——\2 - —— 2 7 7 .z
b) Développer : (MG + GA ) ; (MG +GB) ; (MG + GC ) . Démontrer I' égalité:
SMA? — 3MB? + 2MC? = 4MG — 48
¢) Déterminer I’ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation : SMA? — 3MB? + 2MC? = 24
Prouver que A € (E).
Probléme : (10 pts)

Partie A :
Soit la fonctionf : R — R

x +— e?* —2e*

1) Vérifier que le tableau de variation de f est bien le suivant :

X —00 0 In2 400
@ - (P +i
0 E ~+o00
f(x) )
=D

2) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse — In 2.

3) Soit g la fonction de R vers R définie par: g(x) = f(x) + % (x+1n2) +%
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Baccalauréat Malien : Session de juillet 2001 (SET — MTI - MTGC)

a) Déterminer g'(x) et g''(x) pour tout réel x.

b) Du signe de g"' (x), déduire celui de g'(x) puis celui de g(x).

c) Etudier la position de (c) par rapporta (T).

4) Tracer (T) et (C) dans le plan rapporté a un repére orthonormal d’unité graphique 1 cm.
Partie B :

ex

Pour tout entier naturel n, on note f;, la fonction de R vers R définie par : f,,(x) = e

et (C,) la courbe représentative. Prouver que toutes courbes (C,) passent par un méme point fixe A dont on

déterminera les coordonnées.

Partie C :

- s . P . , - 1 1
On considére la fonction numérique h de la variable réelle x définie par : h(x) = e_—le" —X——=

On désigne par () la représentation graphique de h dans le plan rapporté a un repére orthonormal (0 ; 7; J)

d’unité graphique 2 cm.

1) a) Calculer h(0) ; h(1); h(2).

b) Dresser le tableau de variation de h.

c) Prouver que la courbe (H) admet une asymptote dont on précisera 1’équation.

d) Utiliser les variation de h pour déterminer le signe de h(x) selon les valeurs de x.

2) Tracer la courbe (H).
1 1

3) On considere la fonction numérique ¢ de la variation réelle x définie par : p(x) = e* —x — - — —.

2 e—1
On note (I")sa courbe représentation de ¢ dans le repére précedent.
a) Etudier le sens de variation de ¢ en précisant ses limites aux bornes de I’intervalle de définition.
b) Prouver que la courbe (I") admet une asymptote que 1’on précisera.
c) Etudier les positions relatives des courbe (H) et (T).

d) Tracer la courbe (T) sur le méme graphique que la courbe (H).
4) a) Etablir que, pour tout réel x : @(x) = f;“ h(t) dt.

b) Donner une interprétation géométrique de ¢(0).
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Proposition de correction : Session de juillet 2001 (SET — MTI - MTG)

Exercice 1 : (5 pts)
1) Le systeme de numération est un systéme décimal.
a) Déterminons ’entier naturel ; N = PGCD(17787 ; 689 ; 297)

17787 | 3 689 | 13 297 | 3
5929 | 7 53 | 53 99 | 3
847 | 7 1 33 |3
121 |11 11 | 11
11 |11 1
1
17787 = 3 X 7% x 112 689 = 13 x 53 297 =33 x 11

N = PGCD(17787 ; 689 ; 297) = 1 Produit de facteurs communs avec leurs plus petit exposant
b) Résolvons I’équation : {13x — 84y = 7}
Par congruence :
13x -84y =784y =13x -7 =84y =-7[13] @ 6y =6[13] @ y = 1[13] & y = 1 + 13k
Trouvons x en remplagant y par son valeur dans (E) :
(E): 13x —84y =7 & 13x —84(1 + 13k) & 13x — 84 — 1092k = 7 & 13x = 91 + 1092k
< x =74 84k

S={(7+84k ; 1+13k)} avec ke Z

, . axb=0 (1
2) a) Déeterminons tous les couples (a ; b) d’éléments de Z/1zz tels que : {a _p=t ((2))

2: a-b=5<a=5+b

Dans (1) onaura :
(5+b)><b=()=>{.b=0. ou{.b=3.ou{.b=4.
5+b=0 5+b=4

{.bzo.@{ b=.(') . ou{.bzg.@{ /.
54b=0 b=-5=7 54+4b=4 b=-1=11
bef{0; 3;4; 7; 11; 10}

Dans (2):a—b =5

Pour b = O alors a = 5 : Pour b = 4 alors a =9 : Pourb =11alors a =16 arejeter
Pour b = 3 alors a = 8 : Pour b = 7alors a =0 . Pour b = 10 alors a = 15 a rejeter
s={(5;0); B:;3; (9; 4); (0;7}

b) Résoudre dans Z/1ZZ I’équation: x? +3x —4 =0

x 0 1 2 3 | 4 5 6 | 7 8 9 10 | 11

x? 0 i 4 9 | 4 i 0 | 1 4 9 4 i

3x 0 3 6 9 | 0 3 6 | 9 0 3 6
x*+3x—4 —4 0 6 210 0 2 | 6 0 8 6

S = {1 c 4 5 c 8}

¢) Démontrons que, quel que soit I’entier naturel n, ona : 3 x 52*+1 4 23n+1 = ([17]

Démontrons par récurrence :

Soit la proposition P, : 3 x 52"*1 4 237+1 = 0[17] ou P,: 3 x 52"l 4+ 23"+l =17k ; k€T
Initialisation :

Pourn=20

Py: 3 x 520+t 4 23(00+1 =3 x5 + 2 =17 =0[17]. D’ou P, estvraiepourn=0 (1)
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Proposition de correction : Session de juillet 2001 (SET — MTI - MTG)

Pourn=1

P, : 3 x 52(F1 4 23(+13 % 53 4 24 = 391 = 0[17]. D’ou P, est vraie pour n = 1
Transmission :

Supposons que pour tout entier naturel n, P, est vraie, c'est-a-dire 3 x 52"*1 4 237+1 = ([17]

ou (3 x 527+t 4 23n+1 = 17k qvec k € Z) et montrons pour P, c’est-a-dire :

Phyq: 3 x 52D+ 4 23(n+1)+1 = o[17] ou (3 x 52+ D+1 4 23D+ — 17k gquec k' € Z
3 X 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1 =3 X 52n+3 + 23n+4

Ppyq:
=3x 52n+1+2 + 23n+1+3

= 3 x 521 x 25 4 237+l x 8
=3 x 52"l x (8 +17)+ 23"*1 x 8
=8x 3 x 521 417 x 3 x 527+l 4 g x 23n+1
= 8(3 x 521+l 4 23n+1) 4 17 x 3 x 52n+1
=8(17k) + 17 x 3 x 52n+1
= 17(8k + 3 x 52n*1)
=17k’ avec k' =8k +3 x5l eZ
Pn+1 : 3% 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1 =17k’ = 0[17]
D’ou P, 44 est vraie (2)
Conclusion :
D’apres (1) et (2) Quel que soit ’entier naturel n, on a : 3 x 52"+1 4 23741 = [17]

3)Onpose: A= [2xcos’xdx et A= [?xsin’xdx . Calculons A+ B et A—BpuisA et B.

n z 2z
A+ B = fozx (cos?x + sin®x) dx = fozx dx = [?] ry
0

11.2
A+B=—

A—B = [2x (cos’x — sin®x) dx = [2 x cos 2x dx =? (intégrons par partie)
Posons
u=xsu =1

1.
v =cos2x v :551n2x

A-B-= [x xlsian]E — [22sin2xdx = —= [2sin2x dx = —l[—lcos 2x]E = 2cosm—~cos0 = —~
2 o “02 270 2l 2 0 4 4 2
A-B=-:
2
Trouvons A et B:
T[Z
A+B:? | Tt —4 T2 —4
S 2A=——=-= S A=
1 8 2 8 16
A-B=—=
2
2_ 2_ 2
Dans(2):A—B=—2 & B=A+i=L"2 1T o p_ T4
2 2 16 2 16 16
2_ 2
Dou A=Z22 et B=T*
16
Exercice 2 : (5 pts)
1) a) Résolvons I’équation différentielle : 4y" — 16y’ + 17y =0
Soit 4r% — 167 + 17 = 0 son équation caractéristique
N=64—4(17)=—4=(Q20D)? ; n="=2-2i et n=""=2+4-i Dol
f(x) = e** (A cos G x) + Bsin (% x)) (A et B sont des constantes reelles)
b) Déterminons la solution particuliére f telle que : f (g) =e™ et f" (g) = %e"
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f(Z)=e" o em(AcosT+BsinD)=e" & Z4+2p=1 o AWZ+BVZ=2 (1)

f'(x) = 2e?* (A cos (lx) + B'sin (lx) ) + (—%A sin (%x) + %B cos (%x) ) e?*
f(x) =e** (ZA cos( ) +2B sm( ) - %A sin (%x) + %B cos (%x) )
f'(x) = 2e%* (ZA cos Gx) + 2B sin Gx) ——A sm( ) + :Bcos Gx) ) + (—A sin Gx) + B cos Gx) — %A cos (%x) —1Bsin Gx)) 2%

= (4A cos (éx) + 4B sin (éx) — Asin (; ) + B cos (ix) — Asin (ix) + B cos (ix) — iA CoS Gx) - iBsin Gx)
') = (%A cos (%x) + 17‘53 sin Gx) — 2Asin (%x) + 2B cos (%x)) e
f" (g) = %e” = (EA cos (%) + 17‘53 sin (E) — 2Asin (E) + 2B cos (%)) e™ = %e"
B2+ g 2a+VIB =1

WA+ WB_4

<=>7\/_A+23\/_=30 (2)
{x/EA+\/§B=2 —7{ V2A+\2B =2 @{—7\/24—7\/73:—14
7v2A + 23V2B = 30 7V2A + 23+/2B = 30 7v2A + 23+/2B = 30
1

16\/§B=16<:>B=\/—E=

Dans (1): AV2 + BVZ =2 & A\/§+\/§(\/—f)=2 eMNZ+1=2 = A=%_§
Vz z

Dot A=— et B=—
2 2

— p2X Q l Q 3 l
f(x)=e (2 cos (zx) + - sin (Zx))
2) Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB = 4 et AC = 6, I’'unité de longueur étant le centimétre.
a) Déterminons et construire le barycentre G des points pondérés (A ; 5) ; (B ; =3) ; (C; 2).
Le point G vérifie : 5GA — 3GB + 2GC = 0
En utilisant la relation de chasles, on a :
5GA—3(GA+AB)+2(GA+AC)=0
4GA=34B-2AC = GA= —%ﬁ+%ﬁ
B

;N

Calculons : GA%? ; GB? , GC>.

En utilisant le théoreme de Pythagore :

Dans le triangle AIG rectangleen |, ona:

GA* = AI’+1G* = (3)>+ (3)? =18

GA? =18

Dans le triangle BHG rectangle en H, on a :
GB* = BH*+ HG?* = (7)? + (3)? =58

GB? =58

Dans le triangle CIG rectangleen |, ona:

GC*=CI*+1G*=(3)>+(3)?=18

GC?> =18

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 16
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b) Développons : (MG + G4 )" ; (MG+GB)" ; (MG+GC)”.
(MG +GA)" = MG? + 2|[MG|| x |GA| + G4
(MG +GA)" = MG + 2MG.GA + MG

(MG + GEB)" = MG? + 2MG.GB + GB*
(MG +GC)" = MG? + 2MG.GC + GC?
Démontrer I’égalité : 5MA? — 3MB? + 2MC? = 4MG — 48 ?
5MA? — 3MB? + 2MC? = 5(MG + GA) — 3(MG + GB)” + 2(MG + GC)?
= 5(MG? + 2MG.GA + GA?) — 3(MG? + 2MG.GB + GB?) + 2(MG? + 2MG.GC + GC?)
= 5MG? — 3MG? + 2MG? + 2MG(2GA — 3GB + 2GC) + 5GA% — 3GB? + 2GC?
= 4MG? + 2MG?(0) + 5GA* — 3GB? + 2GC?
= 4MG? + 5(18) — 3(58) + 2(18)
= 4AMG? + 90 — 174 + 36 = 4MG% — 48 CQFD
D’ou 5MA? —3MB? + 2MC? = 4MG* — 48
¢) Déterminer I’ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation : 5MA% — 3MB? + 2MC? = 24
SMA? — 3MB? + 2MC? = 24 & 4MG? — 48 = 24 < 4MG = 72 & MG? = 18 & MG? = 18 = MG = 32
L’ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation : 5SMA* — 3MB? + 2MC? = 24 est le cercle
de centre G et de rayon R = 3+/2
Prouvons que A € (E).
(E) : 5SMA? — 3MB? + 2MC? = 24
A € (E) si et seulement si A vérifie I’équation (E).
(E) : 5AA® —3AB% 4+ 2AC? =24 PourM =A
5(0)2 —3(4)%? +2(6)% = 24

—48+ 72 =24
24 =24 \Vraie

D’ou A € (E)
Probléme : (10 pts)
Partie A :
Soit lafonctionf : R — R

x — e? —2e
1) Vérifions que le tableau de variation de f est bien le suivant :

X

X —00 0 In2 +o0o
£/ p O +)
0 : +o0
£ '
(-1)

- Domaine de définition :
Dy =]-o ; toof.
- Limite aux borne de Dy :
lim f(x)=e™® -2 =0 lim f(x)=0
X——00 X—>—00
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lim f(x)=+o —o FI

x—+00
lim f(x) = lim e?*(1 —2¢7*) = +0(1—-0) =40 < lim f(x) = +o
x—+00 x—+00 x—+00
- Sens de variation :
Vx€]—o ; +oof, f'(x)=2e? —2e* =e*(2e* —2)
VxeER, f'(x)=e*(2e*—2) lesignede f'(x) depend de 2e* — 2
Posons:2e*—2>0oe*>1ox>hleox>0<x€e[0; +of
Vx € [0 ; +oof ; f'(x) = 0. Alors f est croissante sur [0 ; +ool.
Vx € ]— ; 0] ; f'(x) < 0.Alors f est décroissante sur |—o ; 0]
(4) f(In2) = e?!m2 — 22 = gln4 _2elN2 =4 4 =0 f(In2) =0
Conclusion :
Le tableau de variation de f est bien le tableau définie en haut
2) Donnons une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse —In 2.
(M: y=f'"(—-In2)(x+1In2) + f(—1In2)
# f'(-In2) = e M2(2e7M2 —2) =~(1-2) = -

_ — p—2In2 _9,-m2 _1_ 41 __3
* f(=In2)=e 2e =;-1=—3

(T :y=—%(x+ln2)—2:_lx_1“_2_§:_lx_21n2+3

2 2 4 2 4
1 2In2+3
M: y=-tx- 2

3) Soit g la fonction de R vers R définie par : g(x) = f(x) + % (x+1n2) +Z

a) Déterminons g'(x) et g" (x) pour tout réel x.

Pour toutx € R, g'(x) = f'(x) +% =e*(2e* - 2) +%

V x €ER, g'(x) = 2e** — 2¢€* +§

Pour tout x € R, g"(x) = 4e?* — 2e*

VxeR, g'(x) =2e*(2e*—-1)

b) Du signe de g''(x), déduisons celui de g'(x) puis celui de g(x).
Pour tout x € R, le signe de g’ (x) depend de celui de 2e* — 1

Posons :
Zex—1>0<:>ex>%<:>x>ln(%)<:>x>—ln2<:>xe]—ln2 ; Foof
g"(x) >0 pour x€]—In2 ; +oof

g"(x) <0 pour x € - ; —In2[

-Tableau de variation de g'(x) :

X —» —In2 T | vxeR g'(x) =20 —2¢* +1
9" (x) _ C,) * lim g'(x) =1
1 oo | X7 2
! Xl—i>r'|1:1°0 g’(x) - xl_i)l;_nw32x 2= Ze_x + ezx =t
9 g’(—an)=2€‘21“2—Ze‘1n2+%=%—1 %:0
) g'(-In2)=0

D’aprés la variation de g'(x) :
V x € ]—00 ; +oo[, g'(x) = 0. Alors g est croissante sur ]—oo ; +ool,
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Tableau de variation de g(x) :

x —0 —In2 +o0
g'(x) +
+ oo
g(x)
—00
D’apreés le tableau de variation de g :
gx) <0 ; si x€]—» ; —In2]
gx)=0; si xe[-In2 ; +of
c) Etudions la position de (c¢) par rapport a (T).
fl)—y=7f(x) +%(x+ln2) +% = g(x)
Le signe de f(x) — y depend de celui de g(x).
X —0o —In2 +co
fG) -y - O -
- (T)/ (C)/
Position © (T

Pour tout x € R, g(x)=f(x)+%(x+lr12)+§L
lim g(x) =0—00=—00
g(=In2) =0

* V x€]—o ; —In2[, f(x) —y < 0.Alors sur
]—o0 ; —In2[la courbe (C) est en dessous de la
tangente (T).

* Vx€]—-In2 ; +oo[ ; f(x) —y > 0.Alors sur
]—=In2 ; 4+oo[ la courbe (C) est au-dessus de la
tangente (T)

* V x€{—In2},f(x) —y =0.Alors pourx = —In 2
la courbe (C) et la droite (T) sont confondues

4) Tragons (T) et (C) dans le plan rapporté a un repére orthonormal d’unité graphique 1 cm.

4

<

(€)

(D)

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 19



Proposition de correction : Session de juillet 2001 (SET — MTI - MTG)

Partie B :
Pour tout entier naturel n, on note f,, la fonction de R vers R définie par : f,,(x) =

0¥
Gc+1)m

et (C,) la courbe représentative. Prouvons que toutes courbes (C,,) passent par un méme point fixe A dont on
déterminera les coordonnées.

Toutes courbes (C,,) passent par un méme point fixe A(x ; f,(x)) s’il existe un réel x tel que f,(x) = fi41(x)
Pourn =0, ona: fy(x) =f;(x)

ex

fox) = filx) & e* =D Sefx+1l)=e*ox+1=1=x=0
fn(0) =g m =1

Toutes courbes (C,,) passent par un méme point fixe A(3)

Partie C :

On considére la fonction numérique h de la variable réelle x définie par : h(x) = e_%e" —x— e_%
On désigne par () la représentation graphique de h dans le plan rapporté a un repére orthonormal (0 ; 7; J)
d’unité graphique 2 cm.

1) a) Calculons h(0) ; h(1); h(2).

=1 go_g_1 _
h(0)=—e’-0-—=0 < h(0)=0
() =—=el-1-—=2-1=1-1=0 © h(1)=0

e—1 e—1
h(z)=f1e2—2—fl=e;__11—2=e+1—2=e—1 = h@2)=e-1

b) Dressons le tableau de variation de h.
Dp =R =]-00 ; +oof

1
lim h(x) =4+ et lim h(x) = lim x

xX——00 xX—+00 X—+00 e—1

V x €R, h’(x)=ﬁex—1

e* 1
—=1————|=40(+x) & lim h(x) =+
x x(e—1) xX—+00

hMix) =0 iex—1=0=>ex=e—1<=>x=ln(e—1)

h'(x) = 0pour x € [In(e — 1) ; +oo

h'(x) < 0pour x € ]|— ; In(e — 1)]

x —0 0 In(e — 1) 1 +0o0
Ko -0 -
+00 I : +00
e \ /
(=0,12)

—1)) = L pln(e-1) _ 1)L et D W S R 1) -1 =
h(ln(e = 1)) = —€ In(e — 1) = In(e — 1) — = 1—In(e—1) — = 0,12
c) Prouvons que la courbe (H) admet une asymptote dont on précisera I’équation.

h(yc)ziex—x—L

e—1

lim h(x) = 4o
x—>—o Il y'apossibilité d'asymptoteoblique

lirP h(x) = +oo
X—+00

" h(x) I 1 e* 1 ] N

— _ —_ | = (0e]
x—lgloo X x—1>r4¥1w e—1x x(e—1)
. h(x) : .
111+n —~ - +o0.Alors la courbe (#) admet une branche parabolique de direction (Oy).
X—+ 00
1

Posons y = —x — p—y
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1 1
i —_ = i x =
xlirpm[h(x) yl = lim (e —e )e 7 x0=0

1
lim [h(x) — y] = 0. Alors,la courbe (#) admet une asymptote d'équation y = —x — o1
X——00 —_
d) Utilisons les variation de h pour déterminer le signe de h(x) selon les valeurs de x.
D’apreés le tableau de variation de h :
h(x) >0sur |—o ; 0JU[1; +oof
h(x) < 0sur [0; 1]
2) Tracer la courbe (H).
(')
(H)
2 3 4 5 ?
(D)
,2-
(D)
_3-

1 1

3) On considere la fonction numérique ¢ de la variation réelle x définie par : p(x) = e* —x — Py

On note (I")sa courbe représentation de ¢ dans le repére précédent.

a) Etudions le sens de variation de ¢ en précisant ses limites aux bornes de I’intervalle de définition.
- Intervalle de définition : D, = R = ]—o00 ; +oo[

- limites aux bornes de I’intervalle de définition :

lim ¢ (x) = +o

xo—00
lim ¢ (x) = lim [ <i— 1 L —#ﬂ = +0(4+0) =400 < lim @(x) =+

X—+00 X—+00 x 2x  x(e—1) x—>+00

- sens de variation :

Pourtoutx € R, ¢'(x) =e* -1

Posonse* —1=0 © e*=1 & x=0
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X —00 0 00
o' () - 0+
V x €]—o ; 0] @'(x) < 0,alors ¢ est décroissante sur |—co ; 0]

Vx € [0 ; +oof,@'(x) > 0,alors ¢ est strictement croissante sur [0 ; +oo[
- Tableau de variation :

X —00 0 400

¢’ (%) : 0 +

+ oo —00

" \ (% e i 1)/

b) Prouvons que la courbe (I') admet une asymptote que I’on précisera.

1 1
ol) =ef—x—7-7

lim ¢(x) = +o
xX—=o alors, il y'apossibilité d'asymptoteoblique en + o ou en — o
lim ¢(x) =+

X—>+ 00

x 1 1
lim (p(x)= lim <e——1————>:+oo

x>+ X x>+ \ X 2x x(e—1)
Alors la courbe (I') admet une branche parabolique de direction (0]).

et (eF 1 L
xl—1>r—noo x xl—1>r—noo < X 1 2x  x(e—1) -
1 1 1 1
. el x _——— I
Jm [0 +x] = lim (e 2 e— 1) 2 e-—1
1

Alors la courbe (I') admet une asymptote oblique d’équation (D) : y = —x — % |

c) Etudions les positions relatives des courbe () et (I').
Soit (H') la représentation graphique de h dans le plan rapporté a un repére orthonormal (0 ; 7; j) et (T') celle de ¢

dans le méme repere.

hx) — o) = (e —x =) = (e¥ —x—3- 1)

e—1 2 e-1
1 1 1 1
=—e*—x———e tx+-+—
e—1 e-1 2 e-1
1 1
=—e*—e*+-
e—1 2
_ (1—e+De* 1
T e—-1 2

h(x) — p(x) ==2e* +~

—e+1
2(2-e)

h(x) —p(x) >0 @z—ie += >0=>ZTix>—l<=>(2—e)e > — (egl)@ex<

h(x) —px) >0 & x<1n(4 2)

x| m(E) +oo
h(x) — @(x) + C) _
Position /e /o
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V x € ]—oo ; In (ﬁ)[ h(x) — @(x) >. Alors la courbe (%) de h est au dessus de la courbe (T) de ¢.

V xE ]ln (41_;2";) g +oo[, h(x) — @(x) < 0. Alors la courbe (#£) de h est en dessous de la courbe (T') de ¢.

V x € {ln (ﬁ)} ,h(x) — @(x) = 0. Alors la courbe (#£) de h et la courbe (T") de ¢ sont confondues.
d) Tracer la courbe (I") sur le méme graphique que la courbe (H).

Voir 2)

4) a) Etablissons que, pour tout réel x : @(x) = [ h(t) dt.

x+1 X1 e 1
[Fra@de= [ (et -t - ) ar

x+1
—[L t_t_z_L]
= e

e—1 2 e—1ly
_ [ 1 px+1 (x+1)* x+1] 1 o x* x ]
e—1 2 e—1 e—1 2 e—1
_ 1 x4 x2+2x+1 X+l 1y x? x
=—¢€ —_— Y — — +—=—+—
e—1 2 e—1 e—1 2 e—1
_e¥tl_eX x?xZ 2x-1  x-x-1
- e—1 2 e—1
_(e-1)e*  2x+1 1
e—1 2 e—1
e Z_1_ 1
2 2 e—1
1 1
=ef—x—-——=¢[)

D'od () = [ h(t) dt

b) Donnons une interprétation géométrique de ¢(0).

@(0) = [} h(t) dt

¢(0) est la portion du plan limité par la courbe () de h, ’axe des abscisse et les droites d’équation x = 0 et x = 1

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 23



Baccalauréat Malien : Session de juillet 2002 (SET — MTI - MTGC)

Exercice 1 : (6pts)

1) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexe ci-dessous ; puis les écrire sous la forme

trigonométrique p(cos 6 + isinf) avecp e R} , 6 €R.

21,

Zy = —2(sinx + i cosx . Z,=-3e 3" . T =
1 ( + ) ' 2 ! 3 2 cos 3x—2isin 3x

—cos 2x+isin 2x

2) Déterminer les suites d’entiers rationnels de raison 6 dont le produit des 4 premiers termes est 385.

3) Un lot & usage d’habitation a la forme d’un trapéze dont les deux bases mesures respectivement 30m et 21m ; les
deux autres cotés mesurent 18m et 12m. Pour la cléture, le propriétaire a besoin des poteaux de support a égale
distance mesurée en nombre entier de métres pour un nombre minimum de poteaux, avec un poteau a chaque sommet.
a) Quelle est la distance entre deux poteau ?

b) Déterminer le nombre de poteaux nécessaire a la cléture.

Exercice 2 : (4pts)

1) Soit P le plan affine euclidien ; A, B, C et D quatre points de P deux a deux distincts.

a) Montrer que ABCD est un parallélogramme si et seulement si D est le barycentre du systéme

{4, 1); (B, —1); (C, 1)}.Déterminer ’ensemble (S) des points M et P tel que :

|MA4 — MB + MC|| = BD

b) On suppose maintenant que ABCD est un rectangle. Déterminer I’ensemble (Z) des points M de P tels que :

MA? — MB? + MC? = BD?

2) Déterminer la solution générale de 1’équation différentielle : y'* + 4y’ + 4y = 0. Trouver la solution particuliére f
dont la courbe représentative (C) admet au point A(0 ; 1) une tangente paralléle a la droite d’équation :

3x +y — 2 = 0. Quelles sont les coordonnées de I’extremum de (C)?

Probleme: (10pts)

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = xIn |1 + %|

1) Préciser I’ensemble de définition Dy de f ; étudier sa continuité et sa dérivabilité en énoncant le théoreme utise.
2) a) Etudier la dérivabilité de f’ fonction dérivée de f, et en déduire les variation de f".

b) soit F la restriction de f’ a I’intervalle I = ]—1 ; 0]. Démontrer que F est une bijection de I sur un intervalle a
préciser. En déduire que dans I I’équation f'(x) = 0 admet une solution unique notée a. On ne cherchera pas a
calculer @, mais on montrera que a > — %

c) Calculer lim f'(x) et lim f'(x).
X——00 X—+00
d) Des résultats précédents, déduire le signe de f'(x) pour x € D et les variations de f.

3) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

h(x) =f(x) si x#0
h(0) =0

a) Démontrer que h est le prolongement par continuité de f en 0.
b) Etudier la dérivabilité de h

4) Soit h la fonction de R vers R définie par : {
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Conclusion de la partie | : Donner le tableau de variation de f et construire sa courbe (c) dans le plan muni d’un

repere orthonormé (O ; 7 ; J) en précisant I’intersection de (C) avec I’axe des abscisses.
Partie 11 :
P est le plan affine euclidien muni du repére orthonormé (0 ; 7; J).

Soit (S) la symétrie orthogonale par rapport a la droite (A) d’équation x = — %

1) Soit ¢' = S(C) (image de C par S). Construire (C") dans le méme repére que (C).
Soit g la fonction admettant (C") comme courbe représentative dans le repere (0 ; 7 ; ).

Veérifier que g(x) = (x + 1) In |x7+1| et préciser D,, ensemble de définition de g.
2) Résoudre graphiquement dans R 1’équation f(x) = g(x).
Partie 111
- ) . N\ 1\
1) Justifier que Vn € N* f(n) < 1 < g(n). En déduire I’encadrement suivant de e : (1 + Z) <e< (1 + Z) )
Préciser cet encadrement si n = 1.
soit [(n) = (1 + l)n+1 — (1 +l)n Démontrer que ¥ n € N* [(n) est majoré par = et minoré par =
n) = - oy q n (n) jore par -~ par —.
2) Donner un rang a partir duquel I’encadrement ci-dessus de e permet d’obtenir une valeur approchée de e a 1073

c’est-a-dire |(1 + %)n - e| <1073,
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Exercice 1 : (6pts)
1) Déterminons le module et un argument de chacun des nombres complexe ci-dessous ; puis les écrivons sous la forme
trigonométrique p(cos 8 + isinf) avecp ERL , 0 € R.

Z, = —=2(sinx + icosx) = —2i(cosx — isinx) = —2i[cos(—x) + isin(—x)] = a x b

ol a=—-2i; b=cos(—x) + isin(—x)

[Zl=lal x|bl=2%x1=2 & |Z,|=2

arg(Z,) = arg(a) + arg(b) = —g +(—x) < arg(Z,) =-— (x + g)

Forme trigonométrique de Z, : Z; =2 [cos (—x — g) + isin (—x — E)]

21, 21,

Zy=-3e 3'=axb ol a=-3 et b=e 3"
|Z,] =lal x|b|=3x1=3 & |Z;]=3

arg(Z,) = arg(a) + arg(b) =m + (—Z?n) < arg(Z,) =§

Forme trigonométrique de Z, : Z, = 3 (cosg + isin g)

7. = —cos2x+isin2x __ —(cos2x—isin2x) _ 1 v cos(—2x)+isin(-2x) _ ax b
3 2cos3x—2isin3x 2(cos3x—isin3x) 2 cos(—3x)+isin(-3x) c
|b| 11 1
Zz|=la| X = =-X=- & |Z3| =2
;] = lal x B =1x1 o |z,] =1

arg(Z;) =arga+argh —argc=n+(—2x) - (-3x)=n—2x+3x=n+x © arg(Zz)=m+x
Forme trigonométrique de Z5 : Z3 = %[cos(x + 1) + i sin(x + m)]
2) Déterminons les suites d’entiers rationnels de raison 6 dont le produit des 4 premiers termes est 385.
Soit uy, uy , u, et us Ces quatre suites.
Ug ; U =uy+6 ; U, =ug + 12 ; uz = uy+ 18
Uy XUy XUy XUz =385 &
ug(uy + 6)(uy + 12)(uy + 18) = 385
385|5
77| 7 L’ensemble des diviseurs premiers de 386 est {—1 ; =5 ; =7 ; 11 ; 1; 5; 7 ; 11}
11111
1
Alors up€{-1;-5;-7;-11; 1; 5; 7; 11}
Pouru, = —1,0na:
—1(-1+6)(—1 4 12)(—1 + 18) = —(5)(11)(17) # 385 a rejeter
Pour u, = =5,0na:
—5(=54+6)(—=5+12)(-=5+18) = =5(1)(7)(17) # 385 arejeter
Pour u, = —7,0na:
—7(=7+6)(=7 + 12)(=7 + 18) = =7(—1)(5)(11) = 385 Vraie
Pouruy, = —11,0na:
—11(-11+6)(—11 + 12)(—11 + 18) = —11(-5)(1)(7) = 385 Vraie
Pouruy =1,0na:
1(1+6)(1+12)(1 4+ 18) = (7)(13)(18) # 385 arejeter de méme pour uy, € {5 ; 7 ; 11}
D’ou ug(ug + 6)(ug +12)(ug +18) =385 @ uyg = -7 ou uy = —11

Ainsi :

Pour ug = =7

U =uy+6=-1u =-1 ; U =uUuy+12=5u, =5 ; Uz =ug+18 =11 < uz =11
D’ou, =7 ; —1 ; 5 ; 11 sontles quatre premiers termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison

6 dont le produit est 385.
Pour uy = —11
u1=u0+6=_5 ¢>‘u1=—5 5 u2=u0+12=1<:>‘u2=1 ; U,3=uO+18=7¢>u3=7
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D’ou, —11 ; —7 ; 1 ; 7 sontles quatre premiers termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison
6 dont le produit est 385
3)
21m
C D
18m 12m
A 30m B

a) La distance entre deux poteaux :

d=PGCD@30; 21; 18; 12) =3

La distance entre deux poteaux estd = 3 m

b) Déterminons le nombre de poteaux nécessaire a la cléture.

__ bérimeétre _ 30+21+18+12 81 __
N = d - 3 3 27
Le nombre de poteaux nécessaire a la cléture est N = 27 poteaux
Exercice 2 : (4pts)

1) Soit P le plan affine euclidien ; A, B, C et D quatre points de P deux a deux distincts.
a) Montrons que ABCD est un parallélogramme si et seulement si D est le barycentre du systéme
{4, 1); (B, -1); (C, 1} .
- Suposons gue ABCD est un parallélogramme (c’est-a-dire AB = 55) et montrons que D est le barycentre du systeme
{4, n,; B, -1); (C, 1})
ABCD est un parallélogramme ssi AB = DC
AB=DC < AB—DC =0 fixons D
& AD+DB-DC =0
& -DA+DB—-DC=0
& DA-DB+DC=0< D estle barycentre du systeme {(4, 1) ; (B, —1); (C, 1}) (1)
- Supposons que D est le barycentre du systeme {(4, 1) ; (B, —1); (C, 1)} et montrons que ABCD est un
parallélogramme
(D est le barycentre du systéme {(4, 1) ; (B, —1); (C, 1)})e DA—-DBE+DC =0
DA—-DB+DC=0< —AD —DB+DC =0
& —(AD+DB)+DC =0
& -AB+DC =0
& AB = DC < ABCD est un parallélogramme  (2)
Conclusion :
D’apres (1) et (2). ABCD est un parallélogramme si et seulement si D est le barycentre du systeme
{4, 1; B, -1; (C, 1D} .
Déterminons I’ensemble (S) des points M et P tel que : ||Wf —MB + 1\76|| = BD
Posons @ = MA — MB + MC
Y a; # 0, alors fisons D = bary{(4, 1) ; (B, —1); (C, 1)} et DA—DB+DC =0
= MA — MB + MC

—_—

u
i =MD+ DA— MD —DB + MD + DC
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=W+<ﬁ—ﬁ+ﬁ)
G

i = MD

|MA — MB + MC|| = BD < |liill = BD < |MD|| = BD < MD = BD

L’ensemble (S) des points M et P tel que : ||MA — MB + MC|| = BD est le cercle de centre D et de rayon BD
b) On suppose maintenant que ABCD est un rectangle. Déterminons I’ensemble (Z) des points M de P tels que :

MA? — MB? + MC? = BD?
A B

D C
MA? — MB? + MC? = (MD + DA)? — (W+ﬁ)2 + (MD + DC)?
= (MD? + 2MD.DA + DA%) — (MD? + 2MD.DB + DB?) + (MD? + 2MD. DC + DC?)
= MD? + 2MD(AD — DB + DC) + DA? — DB? + D(?
= MD? + 2MD(0) + DA? — DB? + D(?
= MD? + DA? — DB? + DC?
MA? — MB? + MC? = BD? & MD? + DA? — DB? + DC? = BD?
& MD? = —DA? + 2DB? — DC?
& MD? = 2DB? — (DA?* + DC?)
& MD? = 2DB? — AC* car AC?> = DA? + DC? (Théoréme de pythagore)
& MD? =2DB? — DB car AC = DB (voir figure)
& MD? = DB?
< MD = DB
L’ensemble (X) des points M de P tels que : MA*> — MB? + MC? = BD? est le cercle de centre D et de rayon DB.
2) Déterminons la solution générale de 1’équation différentielle : y" + 4y’ + 4y = 0.
Equation caractéristique associée : 7* + 4r + 4 = 0
nH=r=-2
f(x) = (Ax+ B)e™®* avec A€ER et BER
Trouvons la solution particuliere f dont la courbe représentative (C) admet au point A(0 ; 1) une tangente paralléle a
la droite d’équation : 3x +y — 2 = 0.
f'(x) = Ae™%* — 2e"?*(Ax + B)
f0) =1 B=1
{f’(O):—3 < {A—ZB=—3<:>A=—
Les coordonnées de I’extremum de (C)?
VXER, f/(x) =—e 2 —2e ¥ (—x+ 1) =(—1+4+2x —2)e ?* = (2x —3)e™?*

f’(x)=0=)x=§

3V (32 -3__1,3
f(z)_( 2+1)e =3¢
Le point B (g ;= %e‘3) sont Les coordonnées de I’extremum de (C)

Probleme: (10 pts)

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = xIn |1 + ﬂ

| - Alors f(x) =(—x+1)e ?*

1) Précisons I’ensemble de définition Dy de f ; étudions sa continuité et sa dérivabilité en énoncant le théoreme utise.
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Df—{x/xE]R —;tOetx;tO}

La fonction x — In |1 + %l continue et dérivable sur R — {—1 ; 0}.

Le fonction x — x est continue et dérivables sur R.
Alors la fonction f(x) = xIn |1 + %l est continue et dérivable sur R — {—1 ; 0}car produit de deux fonctions

continues et dérivables sur R — {—1 ; 0}
2) a) Etudions la dérivabilité de f' fonction dérivée de f, et déduisons-en les variation de f”.

vxe R—{-1; O}f(x)—1n|1+ |+ 1Xx—ln|1+ |——><—><x—ln|1+ |—m

Vx e R—-{-1; O}f(X)=ln|1+; _

x+1
f'est définie continue et dérivable sur R — {—1 ; 0} car somme de deux fonctions définies continues et
dérivables sur R — {—1 ; 0}

1

" _ 1 __i X 1 _ A 1 1 :—x—1+x=_ 1
ViER— {_1 0} f (x) - (x+1)2 T x2 X x+1 t (x+1)2 x(x+1) 3 (x+1)2  x(x+1)2 x(x+1)?

VxER—{-1; 0}; f"(x) = —_x( Ty

Vx €]—oo ; —1[U]-1; O[; f"(x) > 0. Alors f' est strictement croissante sur |—co ; —1[U ]—-1 ; O[.
Vx €]0 ; +oo[ ; f"(x) < 0. Alors f' est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[

b) soit F la restriction de /' a I’intervalle I = ]—1 ; 0]. Démontrons que F est une bijection de I sur un intervalle a
préciser.

f/I—F(x)—ln|1+ |

son signe depend de —;

1
x+1

La fonction F est continue et strictement croissante sur |—1 ; 0], elle réalise donc une bijection de
]-1; O[surj=|lim f(x) ; limf@)|=]-c ; +oof
x-—-1t x—0~

En effét :

] — 1 + 1 - —
xEr_r11+F(x)—ln|1+—|— In|0 |——+——oo—oo_—oo
xll)r(r)l_F(x)zln|1+ |——0+1—+00

- Déduisons-en que dans I 1’équation f’(x) = 0 admet une solution unique notée a.
0 €] =]—o0 ; 4o, Alors I’équation f'(x) = 0 admet une solution unique a« € ]—1 ; 0f telle que f'(a) =0
- Montrera que a > —%.

f(-3)=ml1-2/-2=-2
1 o 1 Lo \ 1
f’(——)xllmf(x)<0 alorsae]—— ; 0 équivauta a > —=.
2 x—0 2 2
c) Calculons lir_n f'(x) et lim f'(x).

Vx ER—{-1; O}f(x)—1n|1+| ey
lim f'(x) = llm ff(x)=0

X—>—00

d) Des résultats précédents, déduire le signe de f'(x) pour x € D et les variations de f.

- Tableau de variation de f':
1

_——_l_oo

1+1
0+1

iy e =i+
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1
lim f'(x) =1In 1+—| = In|0~ 1|——:_oo+oo Fl
x->-1" 1+1
(x+1)1n( )—1 1
im_f'@) = lim_ —— = - == 4o
x —® -1 a +00
f"'(x) + + _
+oo +oo|| 4o

f'()

: W

T

0

D’apreés le tableau de variation de f';

Vx]—o ; —1[ U [ ; +oo[ ;

Vx€e|-1; al;

3) Déterminons les limites de f aux bornes de Dy.

foo=xm|1+3 ; Dr=R-{-1; 0}
lier f(x) = +(0) FI

X— 100

1 1
Posons 1+-=X & x=—
X X-1

Si x > 4o alors X —1

i =1im ( : Injx|) = X1 _ e
Jim f0) =lim (=gl ) =lim|y—7 ) = '@

lim f(x)=1

X—+00

xlil‘}— f(x) = —In(0*) = +o0

lim f(x) = hm

x—-0"

1
(xln |1 +;|) =0 (+w) FI
llrtr)l_f(x) =xIn|lx+ 1] —xIn|x| =0
X—

f'(x) = 0. Alors f est croissante sur |—co ; —1[ U [ ; +oo].
f'(x) < 0. Alors f est décroissante sur |—1 ; a] .

feo=xm|1+3 ; D=R-{-1; 0}
lim f(x) = —o(0) FI
X——00
Posons 1+1:X<:>x=L
X X-1

Si x > — alors X—1

i =t ( : Injx|) = X1 _ e
A S =i ) =i\ ) = D

Jlim £Go) =1
x§£r11+ f(x) = —In(0*) = +o0

li = i ( 1 |1+—|)—0 (+o0) FI
= = [00)
im f(x) im, | xIn F

lim f(x) =xIn|x+ 1] —xIn|x| =0
x—-0t

i ) = i, £ =0

4) Soit h la fonction de R vers R définie par : {

h(x) =f(x) si x#0
h(0) =0

a) Démontrons que h est le prolongement par continuité de f en 0.
La fonction f n’est pas définie en x = 0 mais elle admet une limite en ce point. Alors f admet un prolongement

par continuité au point x = 0 définie par : {

b) Etudions la dérivabilité de h
h(x) — h(0)
m ————

1
= limln(l +—) = 400
x—0 X — x—0 X

La fonction h n’est pas dérivable en 0.

h(x)=f(x) si x+0
h(0)=0
Donc h est le prolongement par continuité de f en 0.

La fonction h n’est pas dérivable en —1 car elle n’est pas continue en —1.

On en déduit que h est continue et dérivable sur |—co ; —1[U |-1 ;

Conclusion de la partie I
repere orthonormé (O ;

0[U]0 ; +oof.

: Donnons le tableau de variation de f et construire sa courbe (c) dans le plan muni d’un
; J) en précisant Iintersection de (C) avec ’axe des abscisses.
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X —oo -1 a 0 400

(%) + - o) +

+oo || +0 0 1
P / \ / /
1 f(@) 0

(G)n(0x): f(x) =0=
fG) =0 x|+ =0ex=00u |1+ =0

hi+i=0e|1+=1e1+i=10m1+i=-1
X X X X
& xt+l=xoux+1=-—x
o x=-1
2
f)=0=x=0 oux=—%

(¢;) n(0x) ={(—§ ; 0) ;o (0 0)}

(<)

! (©)

Y

0
fe)

Partie Il :
P est le plan affine euclidien muni du repere orthonormé (0 ; 7; j).

Soit () la symétrie orthogonale par rapport a la droite (A) d’équation x = — %

1) Soit ¢' = S(C) (image de C par S). Construisons (C") dans le méme repére que (C).

(voir repére)

- Soit g la fonction admettant (C") comme courbe représentative dans le repere (0 ; 7; J).
Veérifions que g(x) = (x + 1) In |xxL1| et précisons Dy, ensemble de définition de g.

Soit M(x ; y) e (C) et M'(x"; y') e (C")

I milieude [MM'] ; T €A

MM' =0 ou u(0 ; 1) estunvecteur directeur de A
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I milieude [MM'] = I (x 2+x ; yzj)

{ I eA xz-l-x:_% {xl+x:_1 {x =—1—x {X=—x’—1
- = / S ; _ = =1 Ty
MM 4=0 (x—x) (0):0 y —y=0 y =y y=y
y'-y
M()(Eby fWey =f(x-1)ey =(- x—1)ln|1+—|(:)y = —(x'+1DIn |x 1+1|

x'+1

sy =—(x +1)ln|

M(*)e() oy =gi)=(+1)n

D’oti pour tout x € Dy, g(x) = (x +1)In

|<=>y:—(x +1)ln| |<:)y—(x +1)1|

x+1|

"+1

il ou g(x) = (x+1)ln|1+%|

Dg={x/xE]R; x#0 et x—+1¢0}

Dy=R—{0; -1}=]-00; 0[U]O; —1[U]-1 ; +oo[

2) Résolvons graphiguement dans R I’équation f(x) = g(x).

@OnC): f)=g) ox=—2
1

s={-3

Partie 111

1) Justifions que Vn € N* f(n) <1< g(n).

Graphiquement :

Vx>0 ; f(x)—1<0 car(C) esten dessous de la droite d’équation y = 1, asymptote horyzontale

Vx>0 ; gx) —1>0 car(C") estau-dessus de la droite d’équation y = 1, asymptote horyzontale

Alors :

vneN" ; fmM-1<0 & f(n)<1 ()

vneN" ; gln)—1>0 & gn)>1 (U

Conclusion :

Det (II) & f(n) <1< gn)
n n+1
Déduisons-en I’encadrement suivant de e : (1 + %) <e< (1 + %) .
vneN ; f(m)<1<gh) @nln(l +%) <1< (n+1)ln(1+%)
=1n(1 +%)n <1<hn(1 +%)n+1
<:>1n(1 +%)n <Ine <1n(1 +%)n+1
PN (1 +%)n <el< (1 +%)n+1
Do (1+ %)n <e<(1+ %)nﬂ
Précisons cet encadrement si n = 1.
(1+%)1<e1 <(1+%)1+1<=>2<e<4

. 1 n+1 1 n , « . , 4 . . 2
Soit I(n) = (1 + ;) — (1 + Z) . Démontrons que ¥ n € N* [(n) est majoré par - et minoré par .

l(n)=(1+%)n+1—(1+%)n=(1+%)n(1+%—1) (141"} = 1w =%(1+%)n
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vneN; n>1e f(n) = f()
<=>nln(1+%)21n2

(=>1n(1+%)n21n2
<=>(1+%)n22
“3ae)'a:

s l(n) 2%

D’apres 1),
1 n
VnEN*;(1+Z) <el et2<e<4
n n
vneN ; (1+42) <e <t (141) <e <4
n n
1 n
(:)(1+;2 <4
1 1 4
‘:’z(“z) <a
(:)l(n)<z
vneN;Il(n) < %. Alors l(n) est majoré par %. 2

vneN; Il(n)=> % Alors I(n) est minoré par % Q)
Conclusion :

D’aprés (1) et (2),Vn e N* ; % <ln)< %.Alors, I(n) est borné (majoré par ;11 et minoré par %)

2) Donnons un rang a partir duquel 1’encadrement ci-dessus de e permet d’obtenir une valeur approchée de e a 1073

¢’est-a-dire |(1 + %)n — el <1073,

(1+%)n<e1<(1+%)n+1<=>0<e1—(1+%)n<(1+§)n+1—(1+i)n
<=>O<el—(1+%)n<l(n)
o et —(1+2) | <im)
o|(1+2) —e| <im)
1+=) —e|<103e=1I(n) <1073
(1+2)" ¢
VneN ; Z<i(m) <> et I(n) < 1073, Alors = < 1073

4 — n 1
VneN"; -<103 o ->—
n 4 10

@fz 13 & n>4x%x103 = n > 4000

Pour n = 4000, ’encadrement ci-dessus de e permet d’obtenir une valeur approchée de e & 1073 ¢’est-a-dire

|(1 + %)n - e| <1073,
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Exercice 1 : (5pts)

1) Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs (@ ; B) dans chacun des cas suivants :
a)17a — 198 =2 0,5 pt
b)17a — 196 =-2 0,5pt
2) Déterminer I’ensemble des entiers n tels que :
a)n=0[17] et n=-2[19] 05pt
byn=0[19] et n=-2[17] 0,5pt
3) En déduire I’ensemble des entiers n tels que n® + 2n soit divisible par 323. 1 pt
4) P est le plan affine euclidien muni du repére orthonormé direct (O ; 4 ; ¥) et CI’ensemble des nombres
complexes.
On considére I’application affine f : P — P ; M(x ; y) — M'(x'; y')tel que:
{x’ =x—yV3+2V3
y' =xV3+y—+/3
a) Veérifier que f est bijective. 0,5 pt
b) Déterminer I’ensemble des points invariants par f. 0,5 pt
c) On désigne par Z et Z' les affixes respectives des points M et M'. Exprimer Z’ en fonction de Z. En déduire la

nature et les éléments caractéristiques de f. 1 pt

Exercice 2 : (5pts)

On considére le systéme suivant, d'équations différentielles du 1 ordre tel que :
{y’ + 4z = 2e*

., OU Y et z désignent deux fonctions inconnues de variables réels x.

zZ'—y=e
a) Former I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x) 0,5 pt
b) Intégrer I'équation (E) et en déduire la solution générale du systéme. 0,5 pt

Préciser la solution particuliére pour laquelleona:y =1 et z=—-1pourx=0. 0,5pt

n
2) On considere la suite complexe (W;,) définieparvn € N* , W, = (1 + i) ou z est un complexe non nul tel

que z = x + yi.
n 1+2nx
a) Calculer In|W,| et montrer que In|W,,| = Eln(l + peTIN L 1pt
1+2nx
b) On pose a,, = m
— Calculer lim o, puis lim na,. 1pt
n—-+oo n—+oo
P n In(1+ay)
— Vérifier que In|WW,| = S ——- 05pt
En déduire pour z, complexe de module 1 : lirP In|W,| puis lirp [Wol . 1pt
n—-+oo n—-+oo
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Probléme : (10 pts)

Pour tout réel k strictement positif, on considére la fonction f;, définie sur [0 ; +oo[ par :

fi(x) =1In(e* + kx) — x. Soit (Cy,) la courbe représentant les variations de f;, dans le plan muni d’un repére
orthogonal, d’unité (5 cm sur ’axe des abscisses et 10 cm sur ’axe des ordonnées).

On considére la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par: g(x) =1In (1 + x) — x.

1) Etudier le sens de variation de g. 0,5 pt

2) En déduire que pour tout réel a positif ou nul, In(1 + ) < a. 0,5pt

I1) 1) Calculer £ (x) pour tout réel x appartenant a [0 ; +oo[ et en déduire le sens de variation de la fonction de f;. 1pt
2) Montrer que pour tout réel x appartenanta [0 ; +oo[, f;(x) =In (1 + eix) En déduire la limite de f; en +oo.

3) Dresser le tableau de variation de f;.

111) 1) Calculer f; (x) pour tout x appartenant a [0 ; +oo[ et en déduire le sens de variation de la fonction f.
2) Montrer que pour tout réel x appartenant a [0 ; 4+, f,(x) =1n (1 + kex—x) En déduire la limite de f, en + . 0,5 pt

3) a) Dresser le tableau de variation de f,. 0,5 pt

N | &

b) Montrer que pour tout réel x appartenanta [0 ; +oo[,ona: fi(x) < 0,5 pt
4) Déterminer une équation de la tangente T, a (Cx). 0,5 pt
5) Soit p et m deux réel strictement positifs tels que p < m. Etudier la position relative de (Cp) et (Cy). 05pt

6) Tracer les courbes (C,) et (C,) ainsi que leurs tangentes respectives T; et T, en 0 dans le repere orthogonal du plan. 1,5 pt
IV) Soit A un réel strictement positif, on note A(1) I’aire en unité d’aire, du domaine délimité par la courbe (Cj,) et

les droites d’équations x = 0 et x = A.
1) Sans calculer A(41), montrer que A(1) < fo/l kxe™* dx.(On pourra utiliser les résultats de la question préliminaire 1) 0,5 pt
2) Calculer a I’aide d’une intégration par parties 1’intégrale : foll kxe ®dx. 0,5pt

3) On admet que A(A) a une limite en + co. Monter que }\l_i)rpoo A <k

Interpréter graphiquement ce résultat. 0,5 pt
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Exercice 1 : (5pts)

1) Déterminons I’ensemble des couples d’entiers relatifs (@ ; B) dans chacun des cas suivants :

a)17a —198 =2 (E)

198 =-2+17f = 195 = —2[17] @2 = 2[17] & B = —1[17] & f = —1 + 17k aveck €Z

Remplacons g par sa valeur dans (E) :

(E): 17a—-19=2<=17a—-19(-1+17k) =2 <= 17a+19-323k =2 < a=—-1+ 19k aveck € Z
S={(—-1+19k ; —-1+17k);k e 7} 0,5pt

b) 17a — 198 = -2 (E")

170 -198= -2 (E) = 198 =17a+2 = 198 =2[17] @28 =2[17] @ B =1[17] © f = 1 + 17k aveck € Z
Remplacons S par sa valeur dans (E’) :

(E): 17a—-19=-2=17a—19(1+17k) = -2 = 17a — 19— 323k = -2 S a = 1 + 19k aveck € Z
S={(1+19k ; 1+17k) ; ke Z} 0,5pt

2) Déterminons I’ensemble des entiers n tels que :

a)n =0[17] et n=-2[19]

n=0[17] n=17u (1)
{n = —-2[19] < {n =-2+19v (2)

M=) © 17u=-2+1w © 17u-19v=-2 ©17a—19=-2< a=u=1+19% et f=v=1+17k

n=17u n=17(1+ 19k) n=17+ 323k
{n=—2+19v < {n=—2+19(1+17k N {n=17+323k

S={neZ/17 + 323k avec k€ 7} 0,5pt
byn=0[19] et n=-2[17]

n = 0[19] n=19%u (1)
{n = —2[17] i {Tl =-2+17v (2)

MH=Q)=1%uU=-2+17v ©17v—-19u=2 @v=a=—-1+19% etu==—-1+17k

aveC UE€EZ ; VEL

kezZ

aveC uU€Z ; veL

Ainsi : { n=19u { n=19(-1+17k)  _ (n=-19+323k
"lh==-2+17v n=-2+17(—1+19) n=-19 + 323k
S={ne€eZ/-19+ 323k avec ke 7} 0,5pt

3) Déduisons-en I’ensemble des entiers n tels que n? + 2n soit divisible par 323.
n+2n=0[223] @ n(n+2)=0[323] ®n(n+2)=323k avec k€L

— _ n=19 n=17k
n(n+2) =323k & n(n+2) = 19x17k<:>{n+2:17k ou {n+2 k.

@{ n = 0[19] { n=0[17]
n+2=0017] " ln+2=0[19]

n = 0[19] { n = 0[19] 3 o
{n +2=0[17] = n=-—2[17] < n=-1+323k avecke€Z D’aprésb)

n=0[17] { n=0[17] 3 o
{n+2 = 0[19] = n=—2[19] < n=17+ 323k avec k€Z D’aprésa)

—

4) P est le plan affine euclidien muni du repére orthonormé direct (0 ; u ; ¥) et CI’ensemble des nombres
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complexes. On considére ’application affine f : P — P ; M(x ; y) — M'(x"; y') tel que:
{x’ =x—yV3+2V3
Y =xV3+y—v3

a) Vérifions que f est bijective.
Une application affine f est bijective si et seulement si det(M,,) # 0

A1)

La matrice de I’application lin¢aire ¢ associée a f est M, = (

1 -3
det(M =| |=1— -3)=4=%0
M) =% T =1-c3
det(M(p) #+ 0, alors I’application affine f est bijective. 0,5pt

b) Déterminons I’ensemble des points invariants par f.

Un point M est invariant par une application affine fsi et seulement si f(M) = M.

x=x-yV3+2V3 {—y\/§+2\/§=0 y =2
y=xV3+y-v3 | w3-v3=0 =2

M(;) est le seul point invariant par f. 0,5pt

ﬂm=M®{ o M)

c) On désigne par Z et Z' les affixes respectives des points M et M'. Exprimons Z' en fonction de Z.

{x’=x—y\/§+2\/§ - {x’=x—y\/§+2\/§
i x(y=xV3+y-+3 iy’ = xiV3 +yi —V3i

x' +y'i = (x+yi) + (xi —y)V3 + 23 —/3i
x' +y'i= (x4 yi)+ilx + yi)V3+ 23 -3i
x"+y'i=(1+iV3)(x+yi)+2V3—+3i
Z' =(1+iV3)Z+2V3—+3i
Déduisons-en la nature et les éléments caractéristiques de f.

Z'=aZ+b avec a=1+ivV3 et b=2V3—-+3i

a € C" et |a| = 2. Alors f est une similitude directe

Ses éléments caractéristiques sont :

Son rapport : k = |a| = 2; 1pt
Sonangle : 6 = argazg;
) , _ b 2V3—VBi _ 2V3-V3i _ 2-i _ ]
Soncentre : @ d’affixe w = — =" —m==—"7""=""=1+2i
Exercice 2 : (4pts)

On considére le systéme suivant, d'équations différentielles du 1* ordre tel que :

{y’ +4z =2e* (1)

, 2y Ouy et z désignent deux fonctions inconnues de variables réels x.
zZ-y=e (2)

a) Formons I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x)

Dans (1) : y' +4z=2e* o 4z=2e"* -y &z :%er —%y’ & 7 =e? —%y”
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Remplagons z' par son expression dans (2)

2): z —y=e? @ezx—iy”—y=ezx @—iy”—y:Oc)y”+4y=0

L'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x) est: y" + 4y =0 0,5pt
b) Intégrons I'équation (E) et déduisons-en la solution générale du systéme.

y'+4y=0

Son equation caractéristique est :

r’+4=0=r’=—-4or=2our=-2i

y=Acos2x+Bsin2x A€R ; BeR Intégrale de I'équation (E)

y' = —2Asin 2x + 2B cos 2x

z=%e2x—%y’ =%e2x —i(—ZAsin2x+ZBc052x) = =%(ezx + A'sin 2x — B cos 2x)

S = {(A cos2x + Bsin2x ; % (e?* + Asin2x — B cos 2x)>} A€ER ; BeR Solution générale du systéme 0,5pt

Précisons la solution particuliére pour laquelleona:y =1 et z = —1pour x = 0.
C’est-a-dire: y(0) =1 et z(0) =-1

y(0) =1 Acos0+Bsin0=1<A4=1

z(0) = -1 (:bi(eo +Asin0—Bcos0)=—-1<1—-B=-2<B=3

D’ou:

S = {(cos 2x + 3sin2x %(ez" + sin2x — 3 cos Zx))} Solution générale du systéme 0,5pt

n
2) On considere la suite complexe (W;,) définieparvn € N* , W, = (1 + i) ou z est un complexe non nul tel

que z = x + yi.

a) Calculons In|W,| et montrons que In|W, | = gln (1 + %) .

Wa = (1 + %)” - (1 + n(ic_zjjriyz)n 3 (1 s n(x2x+y2) B n(x21+y2)y)n

i = |1+ s = ) | =01+ s st =i 1+ s e

- J (14 ) + (o) =21 ) + ()]

2 2
_n _x _y
In|w,| = >1n [(1 + n(x2+y2)> + (n(x2+y2)) ] 0,5pt
n 1+2nx .
Montrons que In|W; | = ~In (1 + m) :

In|W;| =71n [(1 + n(xziyZ))Z + (n<x2y+y2)>2]

_n 2x X y
lanan T2 In [1 + n(x2+y?) + n?*(x2+y2)? + nz(x2+y2)2]

_n 2x (x2+y?)
=3[+ i e

2x 1
n(2+y2) " w(xEy?)

=21n[1+
2

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 38



Proposition de correction : Session de juin 2003 (SET - MTI - MTGC)

_n 2nx+1
=3 In (1 + —nz(x2+y2)) CQFD
. _n 1+2nx
Do In|W,| = 21n (1 + —nz(x2+y2)) 0,5pt
1+2nx
b) On pose a,, = m
— Calculons rll_i)r_Poo a, puis nl_i)rlloo noy,.

I lim ( 1+ 2nx ) I 2nx — 1 ( 2x )_0 li 0 05pt
n—llnooa _n—l>+oo n?(x? + y?) n—lHloo n2(x2 + y? _n—1>I-Poo n(x? + y?) B < n—l>nc'>'oan_ P

i i 1+2nx ]_ i n+2n°x \ i 2n°x 2 li 2x 0. Spt
neolfe Mo = U "n2(x2 + y?2) = n2(x2 + y?) =2 n2(x2+y2))  x*+y? ﬁxlﬂna"_ x2 4+ y2 9P

— Vérifions que In|W, | = ~a, In(i+an)
n. InQGtan) 1+2nx \ _
S P = 2in(1 +a) = in (1 + Se) = Inlw,|
l n
D’Ofl lnlwnl — ganM O,Spt
— Déduisons — en pour z, complexe de module 1 : lirp In|W,| puis lirP (W, .
n—+o n-+oo
n In(l+a 1 In(1+a
lim In|W,| = lim <— 0p g) =— lim (nan) X lim <—( “)> %
n—-+oo n-+4oo \ 2 (0% 2 n-+ N—o+00 oy

. 2x , . ) 5
* lim (nap) =———=2x car |z| =1 cest—a— dire x* +y* =1
n-+co x“+y

In(1 +
* lim <—n( a“)> =§ FI

n—-+oo (xn

Posons a, = X si ntend vers oo alors a,, = X tend vers 0. Alors :

) In(1 + ay) - (In(1 +X)
lim | —————= | =lim|——— | =
n-+oo oy X-0 X

1 In(1 +
lim In|W,| == llm (nan) X llm (M)

n-+oo +oo (06%)
== (ZX) X (1)
lim In|w,| = x. 0,5pt
n—-+oo
lim |W,| =?
n-+oo
lim W, =x & lim |W,|=¢* < lim |W,|=e¢e* 0,5pt
n—-+oo n-+oo n-+oo
Probléme : (10 pts)

Pour tout réel k strictement positif, on considere la fonction f;, définie sur [0 ; +oo| par :

fi(x) = In(e* + kx) — x. Soit (C;) la courbe représentant les variations de f;, dans le plan muni d’un repére
orthogonal, d’unité (5 cm sur I’axe des abscisses et 10 cm sur I’axe des ordonnées).

On considére la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par: g(x) =In (1 + x) — x.

1) Etudions le sens de variation de g.

M) = L 1 = 1zizx _ =X
Pour tout x € [0 ; +oof, g'(x) = o 1= e T TS 0
Vx€[O; +of ; g'(x) <0.Alors g est décroissante sur [0 ; +oo]. 0,5pt

2) Déduisons-en que pour tout réel a positif ou nul, In(1 + @) < a.
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x |0 too g(0)=In(1+0)+0=0
g'(x) — lirp g(x) = 400 —o0 FI
X—>400
0 Levons l'indétermination
In(1 + In(1 + 1+
o \ lim g(x) = lim x[n( x)—l]Z lim x[n( x)X x—l
x—>+00 X—+00 x x—+00 1+x X

Vx€[0;4o[; gx) 0= In(l+x)—x<0<=In(1+x)<x

D'ou, Vae([0; 4+ ; In(1+a)<a

Alors, pour tout réel a positifou nul, In(1 + @) < a 0,5pt

I1) 1) Calculons f{ (x) pour tout réel x appartenant a [0 ; +oo[ déduisons en le sens de variation de la fonction de f;.
fi(x) =In(e* +kx) —x & fi(x) =In(e* +x) —x

, _e¥y1 4 e*+1-e¥-x _ 1-x

Vx €0 ; +oof ; fi(x) = eXtx 1= eX+x  e¥+x
) ) 0 _ 1-x

Vx € [0 ’ +OO[ ) fl(x) T e*+x O’Spt

Pour tout x = 0, e* + x = 0. Alors le signe de f{ (x) dépend de celui 1 — x.
l1-x=0ex=1 Vxelo; 1[; f,'(x) > 0.
Alors, f4' est strictement croissante sur [0 ; 1[.
1 too Vxell; +oo[ ; f,'(x) <0, 0,5pt
fi'(x) + Q — Alors, f,' est strictement décroissante sur |1 ; +oo[
vx € {1}; F.(x) = 0. Alors, f,' est constante sur {1}
2) Montrons que pour tout réel x appartenanta [0 ; +oo[, f;(x) =1In (1 + :—x)
Vx €[0; 4o ; fi(x) =In(e* +x) —x
= ln[ex(l—ex—x)] —X

=1nex+ln(1—ex—x)—x

o

X

=x+1n(1—ex—x)—x

= _4i8
=In (1 ex)
Pour tout réel x appartenant a [0 ; +oo[, f1(x) =1In (1 + eix)

limy 4o f,(x) = xl_igloo In(1 + xe™) = xlirpw In[1—(—x)e™*]=1n0=0

xl—ijl-noo f,x)=0. 0,5pt
3) Dressons le tableau de variation de f;.
X 0 1 +oo
f'() ¥ 0 -
In(1+e71) lim,_,o f,(x) =In (1 + e—oo) =0 0,5pt
fo | T~

0 0
I11) 1) Calculons f; (x) pour tout x appartenant a [0 ; +oo[ et en déduisons-en le sens de variation de la fonction f;.
fi(x) = In(e* + kx) — x

, eX+k eX+k—e*—kx k(1-x)
V X E [O , +OO[ ; fk(x) = eX+kx - 1 = eX+kx = eX+kx
0 k(1-x)
VX€E[O; +oof ; fr(x) = o hox 0,5pt
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pour tout x appartenant a [0 ; +oo[ et pour tout k strictement positif, le signe de f (x) est du signe de 1 — x

vx € [0 ; 1[; f . (x) > 0. Alors f} est strictement croissante sur [0 ; 1[.
Vx €]1; +oo[ ; fi.(x) < 0. Alors f; est strictement décroissante sur J1 ; +oo[ 0,5pt
vx € {1} ; fi(x) = 0. Alors f; est constante pour x = 1.
2) Montrons que pour tout réel x appartenanta [0 ; +oo[, f,(x) = In (1 + kex—x)
Vx€[0; +oo[; fi(x) =In(e* + kx) —x
kx

= ln[ex(1+e—x)] —-x

= Ine* +ln(1+:—i)—x

— kx) _

—x+ln(1+ex) X

— kex

=In(1+%)
D’ou, pour tout réel x appartenanta [0 ; +oof, fi(x) =1n (1 + keix) 0,5pt
Déduisons-en la limite de f;, en + .

I — i (1 kx)— lim In[1 - k(—xe )] =In1 =0
xirfwfk(x)_xlrfoo +ex = lim In[1 —k(—xe™¥)] =Inl=

xl_i}floo fr(x) =0. 0,5pt o
3) a) Dressons le tableau de variation de f.
X 0 1 + o0
fii' (x) Q -

In(1+ ke™?)

+
0,5pt
fie@) / \
0 0

b) Montrons que pour tout réel x appartenanta [0 ; +oo[,ona: fi(x) < S

Vx€[0; +o[; k=0; In(l+ket)>0.Alors:
Vx€[0; +o[; k=>0; fi(x) <In(1+ke™?!) < ke ! dapresI-2)
vxe[0; +ol; k20; fil) ske' o fil) <te fi) <5 CQFD

Ainsi, pour tout réel x appartenanta [0 ; +o[,ona: f,(x) < g 0,5pt
4) Déterminer une éguation de la tangente Tj, a (Cy).

fi. est continue et dérivable en x, = 0

(M:y = fx (0 = 0) + f(0) = k(x —0) + 0 = kx

(T) :y=kx 0,5pt

5) Soit p et m deux réel strictement positifs tels que p < m. Etudions la position relative de (Cp) et (Cp).
Pour tout réel x appartenant a [0 ; 4+oo[, fi(x) =1In (1 + k:—x)

fp(x) =1In (1 + pex—x) et frn(x) =1In (1 + mex—x)

Vp>0; m>0; x=0telsque: p<m<:)p;—x<m:—x

S1l+p<il+m:
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@ln(1+pex—x) < ln(1+mex—x)
@fp(x) <f,,
o f,0—f,00<0

Vx€[0; +oof[; p>0; m>0f,(x)— fn(x) <0.Alors la courbe (Cp) et f, est en-dessous de la courbe (C,,) de f,, 0,5pt

6) Tracons les courbes (C,) et (C,) ainsi que leurs tangentes respectives T; et T, en 0 dans le repere orthogonal
du plan.

@ =m(1+%) ; F@=m(1+Z%) ; @) :y=x ; @):y=2x

Tfe(x)

0.8

1,5pt

0.6
n(l+2e )¢-----f-----f----——=

0.4

nl+eV)e--tffi

0.2

\IH

-0.4 -0.2 ob 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2

IV) Soit A un réel strictement positif, on note A(1) Iaire en unité d’aire, du domaine délimité par la courbe (C}) et
les droites d’équations x = 0 et x = A

1) Sans calculer A(4), montrons que A(1) < fo’l kxe™ dx.(On pourra utiliser les résultats de la question préliminaire I)
V x€[0; +oof , ln(1+kix) Sk%(:)ln(1+kix) < kxe™™
e e e

= fo/lln (1 + k;—x) dx < fo/1 kxe™ dx

& A < [ kxe > dx CQFD
D’ou A(Q) < f; kxe *dx 0,5pt
2) Calculons a I’aide d’une intégration par parties 1’intégrale : fOA kxe™* dx.
Posons:u=kx s u' =k

vV=e*oSv=—e"*

[l lexe™ dx = [~kxe *1E — [} ke ™ = —~kae ™t + k [ e™* = —kAe™* + k[~e |} = —kAe™* + k(—e~* + 1)
[l lexe™ dx = —kae™ — ke +k = —ke A+ 1) +k
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[ kxe*dx = —k(e* (A +1) — 1) 0,5pt
3) On admet que A(A) a une limite en + co. Montrons que lim;_,,, A(A) < k.
A < [Hexe ™ dx © AQ) < —k(e™ (A +1) — 1)
o limy o AW < lim (—k(e™2(1+ 1) —1))
: < T (- B
= lim AQ) < ALnlnoo( k(01 +1) - 1))
= Alir_zl AQQ) <k CQFD
D'ou llil)}l AA) <k
Interpréter graphiquement ce résultat.
L’aire A(Q) est inférieur ou égale a k lorsque A prend des valeurs de plus en plus

0,5pt
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Exercice 1 : 4pts

Soit A et B deux points distincts du plan affine euclidien P et G le barycentre du systeme {(4, —2) ; (B, 1)}
1) Démontrer que A est le milieu du segment [GB]. 0,5pt

2) Montrer que I’ensemble (I') des points du plan P vérifiant % = /2 est le cercle de centre G et de rayon r que I’on
déterminera en fonction de AB. 1pt

3) Soit € un point de (I') et (D) ’ensemble des points M du plan tels que : —2M A% + MB? + MC? = 0
Montrer que le point C appartient a (D). 0,5pt

4) Calculer MG.CG et en déduire I’ensemble (D). 1pt

5) Démontrer que f01 Vi—x?dx =% 1pt

e

Exercice 2 : 5pts

1) a) Résoudre dans Z X Z I’équation d’inconnue (p ; q): 11p—7q =1 0,5pt
b) La division euclidienne d’un entier naturel n par 7 donne pour reste 4 ; le méme entier divisé par 11 donne pour
reste 3. Quel sera son reste dans la division par 77 ?  0,5pt
¢) Déterminer les valeurs de I’entier naturel n inférieures a 200. 0,5pt

2) a) Résoudre dans R I’équation différentielle d’inconnue f: x%f'(x) + 2xf(x) —1 =0 0,5pt

b) Soit I’équation (E) : x2f'(x) — 2xf (x) + f2(x) = 0. On pose g(x) = ﬁ

Montrer que I’équation (E) est équivalente a : x?g’(x) + 2xg(x) =1 0,5pt
Déduisez-en la résolution de I’équation (E). 0,5pt
3) Soit (U,,) une suite arithmétique croissante d’entiers naturels.
a) Sachant que U; + U, + U3 = 105 Calculer U,. 0,5pt
b) On désigne par m et d respectivement le PPCM et le PGCD de U et Us. Sachant que % = 12. Déterminer
Uy etUs. 0,75pt
¢) En déduire I’expression de U,, en fonction de n.
Calculer S,, = U; + U, + Uz + - + U, en fonction de n.

Déterminer n pour que S,, soit égale a 525.  0,75pt

Probléeme : 11pts

Les parties A et B du probléme sont indépendantes
Partie A :

La plan est muni d’un repére orthonormal (O ; u ; v ) direct. On désigne par f I’application du plan qui a tout point
M distinct de 0 et d’affixe z associe le point M" d’affixe z’ définie par z’' = S ou z est le conjugué de z.

1) Déterminer I’affixe du point A" image par f du point A d’affixe 1 + i. Vérifier que les points 0, A et A" sont
alignés.  0,5pt
2) Montrer que pour tout point M distinct de O, les points O, M et M’ sont alignés.  0,5pt
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3) Trouver I’ensemble (I') des points invariants par f. 0,5pt

4) a) Soit z = 0, montrer que si |z — (1 +i)| =2 alors |£ —Sl = |§| 0,75pt
b) En déduire que si M est un autre point autre que O du cercle (C) de centre A passant par O, alors son image M’ par
f appartient ¢ une autre droite (D) que ’on déterminera. 0,75pt
c) Montrer que tout point de (D) est I’image par f d’un point de (C) — {0} par f. 0,75pt
d) Tracer (I'), (D) et (C) dans le méme repére. 0,75pt
¢) En déduire I’'image (C) — {0} par f. 0,5pt
x-n

Partie B : n est un entier naturel non nul, on considéere la fonction f;,, définie sur [0 ; +oo[ par f;,(x) = B e ™

1) a) Etudier les variations de f; puis donner une équation de la tangente (T) a la courbe (C;) au point d’abscisse 0.  0,75pt
b) Tracer (C;) et (T) dans le méme repére (unité 3 cm) 0,5pt
¢) Exprimer en cm? I’aire du domaine plan limité par (T'), (C,) et la droite d’équation x = 1.  0,5pt
2) Montrer que f; réalise une bijection de [0 ; +oo[ vers un intervalle J que I’on précisera. Construire sur le méme
repére que (C,) la courbe (C';) de la bijection réciproque f;~*. 0,5pt

3) a) Calculer f,’(x) et donner son signe sur [0 ; +oo[. Préciser f,' (0) et lirp f, %)
X—>+400

Donner le tableau de variation de f,, .  0,5pt
b) Calculer f,, (n) quel est son signe ?  0,5pt
c) Démontrer par récurrence que, pour tout n élément de N, e™*! > 2n + 1, en déduire le signe de f, (n+ 1). 0,75pt

d) Montrer que I’équation f;, (x) = 0 admet une solution unique sur [n ; n + 1]. Cette solution est notée U,,. 0,5pt

: o Un
e) Calculer nl_l)rlloo U, puis nL‘TOOI' 0,5pt

f) En remarquant que pour tout x € [0 ; +oo[ ; % ="1— % Montrer que la valeur moyenne M,, de f,, sur

[0; U,] estégalea:1—Uin+e;:n—2(uin)ln(%+1).

En déduire lim M,. 0,5pt

n—-+oo
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Exercice 1 : 4pts

Soit A et B deux points distincts du plan affine euclidien P et G le barycentre du systeme {(4, —2) ; (B, 1)}
1) Démontrons que A est le milieu du segment [GB].

G = bary{(4, =2) ; (B, 1)} —2GA+GB =0
& GA = %TB. Alors A est le milieu du segment [GB]  0,5pt

2) Montrons que I’ensemble (I') des points du plan P vérifiant % = +/2 est le cercle de centre G et de rayon r que

I’on déterminera en fonction de AB.

M8 — V2 < MB =V2ZMA & MB? = 2MA? < MB? — 2MA?% = 0

MA
Y a; # 0. Alors il existe G = bary{(4, =2) ; (B, 1)} et —2GA+GBE =0
Fixons G :
— —\ 2 — ——\2

—2MA%? + MB? =0 & —2(MG + GA)” + (MG + GB) =0

& —2(MG? + 2MG.GA + 2GA?) + (MG? + 2MG.GB + GB*) = 0

& —MG? + 2MG(—2GA + GB ) — 2GA* + GB> = 0

& —MG? — 2GA> + GB? =0

& —MG? — 2GA%? + (2GA)> =0 Car GB = 2GA

& —MG? +2GA* =0

& —MG? = —2GA?

& MG =+2GA
Par ailleurs, —2GA + GB =0 < —2GA+ GA+AB =0 < —GA+AB =0 = GA = AB
—2MA% + MB? = 0 & MG =+2GA

& MG =+2AB
L’ensemble des points (I') des points du plan P vérifiant% = /2 est le cercle de centre G et de rayon vV2AB 1pt
3) Soit € un point de (') et (D) ’ensemble des points M du plan tels que : —2M A% + MB? + MC? = 0
Montrons que le point C appartient a (D).

C un point de (T) anrsi—j =+v2 ou CB =+/2CA ou CB? = 2CA>
C appartient a (D) si et seulement si, —2CA? + CB? + CC? =0
—2CA? + CB? + CC? = —2CA% + CB? = —2CA? + (V2CA)" = —2CA? + 2CA? = 0
—2CA?% + CB? + €C? = 0 alors C appartient a (D). 0,5pt
4) Calculons MG. CG et
—2MA® + MB? + MC? = 0 < —2(MG + GA)_ + (MG + GB)” + (MG +GC) =0
& —2(MG? + 2MG.GA + GA?) + (MG? + 2MG.GB + GB?) + (MG?* + 2MG.GC + GC?) = 0
& 2MG(—2GA + GB + GC) + (—=2GA* + GB* + GC?) = 0
& 2M—G’<—2§1’+H§+G_c’> —2GA%2 + GB*+GC*=0
5
& 2MG.GC — 2GA2 + GB* + GC* =0
D’autre part :
GA =GB < GB = 2G4 < GB? = 4GA®
C un point de (T) alors% =2 ou CG =V2GA & CG?* = 2GA?
Alors :
—2MA?% + MB? + MC? = 0 < 2MG.GC — 2GA* + GB* + GC* = 0
& 2MG.GC — 2GA? + 4GA? + 2GA* =0
& 2MG.GC + 4GA?
& MG.GC = —2GA? 0,5pt
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Déduisons-en I’ensemble (D).
—2MA? + MB? + MC? = 0 & MG.GC = —2GA? < GC.GM = 2GA?
Soit H le projeté orthogonale M sur (GC).

2
GC.GH = 2GA* & GH ===
L’ensemble (D) des points M cherchés est la droite (A) perpendiculaire a la droite (GC) au point H tel que GH = % 0,5pt

5) Démontrons que fol V1—x*dx = %
Par changement de variable :
Posons x =sinX et dx =cosXdX

Six=1alorssinX=1<=>X=%

Six=0alorssinX=0X=0

fV - X dx—f V1 —sin*Xcos X dX = f\/COSZXCOSXdX f2cos XdX = szCOSZ"
= 2—dX+f2—c052XdX [ ] [sm2x]2—% CQFD

D’ou fol V1—x*dx = % 1pt

Exercice 1 : 5pts

1) a) Résolvons dans Z X Z I’équation d’inconnue (p ; q): 11lp—7q =1 (E)
lip—-7g=1=l1llp=1+7g= 1lp=1[7leo22p=2[7lop=2[71lp=2+T7k aveck € L
Remplacons p par sa valeur dans (E) :
11p—7¢=1=112+7k) —7q=1=7q=21+77k & q =3+ 11k
S={(2+7k ; 3+11k)} aveck€eZ 0,5pt

b) La division euclidienne d’un entier naturel n par 7 donne pour reste 4 ; le méme entier divisé par 11 donne pour

reste 3 Son reste dans la division par 77 sera :

n=4+7q

{ :311 {n—3+11p
n=no4+7q=3+1lp=1lp+3q=1=p=2+7k et q=3+11k aveck€Z

{n—4+7q {n—4+7(3+11k) {n—4+21+77k {n—25+77k
n—3+11p n=3+11(2 + 7k) n=3+22+77k n=25+77k

n = 25[77].AlorsLe reste de la division euclidienne de n par 77 est 25 0,5pt
c) Déterminons les valeurs de I’entier naturel n inférieures a 200.
n<200=25+77k <200 77k <175 k<227 kef{0; 1; 2}
kef{o; 1; 2}en={25; 102 ; 179} 0,5pt
2) a) Résolvons dans R I’équation différentielle d’inconnue f: x?f'(x) + 2xf(x) —1=10
f'(x)+2xf(x) —1=0=x*f' () +2xf(x) =1l x*fx)=x+c=0 f(x) = xx—? avecc € R
0,5pt
b) Soit I’équation (E) : x%f'(x) — 2xf (x) + f2(x) = 0. On pose g(x) = m
9@ = 5o g @ =53
Montrons que I’équation (E) est équivalente a : x2 g’ (x) + 2xg(x) =1

(B): x2f'(x) — 2xf (%) + f2(x) = 0 & f2(x) [’;f—(g) 2 41]=o0

xz.}):zgc;—Z m+1—0 car f*(x)>0

& —x2g'(x) —2xg(x) +1=0

avecp€Z ; q€EL

< n = 25[77]
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e x?g'(x) +2xg(x) =1

(E) : 22f'(x) — 2xf(x) + f2(x) = 0 = x*g'(x) + 2xg(x) =1 avec g(x) = %

Alors ’équation (E) est équivalente a : x*g'(x) + 2xg(x) = 1 0,5pt
Déduisons-en la résolution de I’équation (E).

(E): x%f"(x) = 2xf(x) + f2(x) =0 = x%g'(x) + 2xg(x) =1 alors g(x) = x;c d’apreés a)
2
g(x)=xx—?<=$=%=>f(x)=i avec c € R 0,5pt

3) Soit (U,,) une suite arithmétique croissante d’entiers naturels.

a) Sachant que U, + U, + Uz = 105 Calculons U,.

Uy + Uy + Uz = 105 & (U; + Us) + U, = 105 < 2U, + U, = 105 < 3U, = 105 < U, = 35 0,5pt
b) On désigne par m et d respectivement le PPCM et le PGCD de U, et Us. Sachant que % = 12. Déterminons

U1 et U3.
U1+U2+U3:105<:>U1+U3:70
Uy XUs

de=U1XU2<:>m= d

UixUz
%:12@ =12 U x U, = 12d°
PGCD (U, ; Us;) = d alors il existe deux entiers naturels a et btelsque:U; =axd ; U, =b xd
et PGCD(a ; b)=1 ; a<b
U xU,=12d* © a.d xb.d =12d* © ax b =12
Uy+Us=70 Sa+b=2
{axb=12

ath="22 deD,,={1; 2;5;7; 10; 14 ; 35; 70} et a+ b <12 alors
d

de{7; 10; 14 ; 35; 70}

Pourd =7 Pourd = 10 Pourd = 14 Pourd = 35 Pourd =70
{axb=12 {axb=12 o {axb=12 4 {aXb=12 o {axb=12
a+b=10 a+b=7 a+b=5 a+b=2 a+b=1
(a; b)egN imp |a=3 et b=4 A< 0 imp A< 0 imp A< 0 imp
axXb=12 _ _ _ _

{a+b:7 & a=3eth=4c U; =30 et Us =40 0,75pt

¢) En déduire I’expression de U,, en fonction de n.

Calculons S,, = U; + U, + U3 + -+ U, en fonction de n.

Uy =30; U, =35 et Us =40

(U,,) est une suite arithmétique de premier terme U; = 30 et de raison r =5
Son terme généralest: U, =U; + (n+ 1)r =30+ (n—1)5 =25+ 5n
Pouttoutn €N, U, = 25+ 5n 0,25pt

Sp=Up+Up+Us+ -+ Uy =2 (Uy +U,) =2 (30 + 25 + 5n) = 2 (11 + 1)

Sn=2(11+n) 0,25pt
Déterminons n pour que S,, soit égale a 525.
S, =525 @@=525@5n2+55n= 1050 & 5n% +55n — 1050 = 0 & n? + 11x — 210 =0
Sp =525 & n?+11x — 210 = 0
A= 961
= __11_2m =21 et n= _-11+2vm =10
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Pour n =10 ; S, estégale a525 0,25pt

Probleme: 11pts
Les parties A et B du probleme sont indépendantes

Partie A :

La plan est muni d’un repére orthonormal (0 ; u ; ¥ ) direct. On désigne par f I’application du plan qui a tout point
M distinct de 0 et d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ définie par z’' = g ou z est le conjugué de z.

1) Déterminons Iaffixe du point A" image par f du point A d’affixe 1 + i.
ro=5 -5 504 5,5,

Zz  1-i 2 2 2
Le point A" image par f du point A a pour affixe : Z," = ; + ;i 0,25pt
Veérifier que les points 0, A et A’ sont alignés.
Les points 0, 4 et A’ sont alignés si et seulement si A% = g (a € R*)

ZA1—Zo

Zp—2Z9 __ 1+i —ix“l—z
=g E =T X =
2

Zar—Zo 242§ 1+ 5

% = § € R. Alors les points 0, A et A’ sont alignés. 0,25pt
A1—40

2) Montrer que pour tout point M distinct de O, les points 0, M et M’ sont alignés.
Posons zy, = x + yi

Les points 0, M et M sont alignés si et seulement si 2—% = a (a € R*)
Mr—40

ZmM—20
ZMmr—Zg

= ZZM = %zM X T = i(x2 + y%) € R*. Alors les points 0, M et M’ sont alignés. 0,5pt
M
3) Trouver I’ensemble (I') des points invariants par f.

f(M)=M=>z=§<=>sz=5=>x2+y2 =5
L’ensemble (T) des points invariants par f est le cercle de centre O et de rayon v/5 0,5pt
4) a) Soit z # 0, montrons que si |z — (1 +i)| = /2 alors |% —% = |z

Supposons que:lz— (1 -0 = \/—

z—(1+)| _ |5 |z—(1+1)] - _
-z (___) | z(1 o S= z | - | Iz . car lzl=l
_ |5l « Y2 _ |E|
zZl "2 1z
D’ou, si  |z— (1—1i)| =+/2 alors |£—§ =2 0,75pt

b) Déduisons-en que si M est un autre point autre que O du cercle (C) de centre A passant par O, alors son image M’
par f appartient a une autre droite (D) que I’on déterminera.

M@ e(@)eoAM =40 |z-— 1+ = \/‘=>——— =2 =7 | & MA =0M

A'M' = OM'. Alors I’image M’ de M par f appartient a la medlatrlce du segment [0A’] 0,75pt
Autre méthode :
@D e @AM =40 =|z-1+D =2 = |=-f = = lz,- 2=z

<=>|—+—l—x —yl|=|x + v'i|

<=>\/——x ——y) =/x"%2+y'’?

= %—Sx +x’2+7—5y’+y’2=x’2+y

12

(:)27—5x’—5y’=0
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< 10x" +10y' —25=0
lz—(1+D)|=v2 =2x'"+2y'—=5=0
AM =04 =M (3)eD):2x' +2y' —-5=0.
Alors M est un autre point autre que O du cercle (€) de centre A passant par O, alors son image M' par f
appartient a une autre droite (D):2x' + 2y’ —5=10
c) Montrons que tout point de (D) est I'image par f d’un point de (C) — {0} par f.
Pour cela, montrons que si M’ € (D) alors M € (C) — {0} par f

’ 5 5x 5y . ,( 5x Sy)
7=2=22 4+ 2 ioM ;
x2+y2 ' x2+y?

Z  x%+y? | x%+y?

M e(D): 2x"+2y'—5=0

5x 5y
c2(2E)+2(2)-5=0
x2+y2 + x2+y2
10x+10y—5x2—5y?

x*+y? =0
M eD): x*+y*—2x—2y=0 M(*)e(C) {0} par f
Alors, tout point M de (D) est I’'image par f d’un point M de (C) — {0} par f. 0,75pt

d) Tracer (I'), (D) et (C) dans le méme repére.

-3

¢) En déduire I’image (C) — {0} par f.
SiM € (D); alors M' € (C) — {0} par f D’apres b)}
SiM' € (D) alors M € (C) — {0} par f D’aprés c)

D'ou, I'image (C) — {0} par f est la droite (D), médiatrice du segment [0A’] 0,5pt

Partie B : n est un entier naturel non nul, on considere la fonction f;,, définie sur [0 ; +oo[ par f,(x) = % —e™*
1) a) Etudions les variations de f; puis donnons une équation de la tangente (T') a la courbe (C;) au point d’abscisse 0.
fil) =T —e7*
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flilx) = m&);—l(;_l)+ e™¥ = (x+21)2 +e™* >0 pourtoutx € [0 ; +ool.
Vx€[0; +oof, f',(x) > 0.Alors f; eststrictement croissante sur [0 ; +ool. 0,5pt
Tableau de variation :
X 0 400
f'1(x) + 0-1

e 0=-2

lim £, () = £,(0) =

1 0+1
fi(x) 2/ xl_i,Toofl(x) =1-0=1

Equation de la tangente :

(M : y=f,0)x—-0)+f(0)=3x—-2

(M) :y=3x-2 0,25pt

b) Tracons (C;) et (T) dans le méme repere (unité 3 cm)
f(1)=-037 ; f(3) =045 ; f(5) =066

|

-

c) Exprimons en cm? I’aire du domaine plan limité par (T), (C;) et la droite d’équation x = 1.

A= [y - f@]dx.ua
fol[y—f(x)]dx=f01[3x—2—%+e‘x]dx=fol[Bx—Z—1+xzj+e‘x]dx=f01[3x—3+xz?+e"‘]dx

=[2x* - 3x + 2mnlx + 1 —e"x](l) =((-3+2m2-e1) - (0-0+2In(1) —e™®)
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=§—3+21n2—e-1+1=—§+21n2—e-1

A= (—%+21n2 —e‘l) X 9cm?
A= (181n 2 — ; — 9e‘1) cm? Valeur exacte de A ou A = 4,6 cm? Valeur approchée de A d’ordre 1. 0,5pt

2) Montrer que f; réalise une bijection de [0 ; +oo[ vers un intervalle J que I’on précisera.

La fonction f; est continue et strictement croissante sur [0 ; +oo[. Alors, elle réalise une bijection de

[0 ; +oof vers] =[-2; —1]. 0,25pt

Construisons sur le méme repére que (C;) la courbe (C’;) de la bijection réciproque £, ~*. (Voir figure) 0,25pt

3) a) Calculons f, (x) et donnons son signe sur [0 ; +oo[. Précisons f,' (0) et lirp f, %)
X—>+ 00

— Calculons f,'(x)

fr définie sur [0 ; 4+oo[ par f,,(x) = % —e X
f'n() = x?;;;;n te o f ()= (xi_?oz + e~* pour tout x € [0 ; +oo[

— donnons son signe sur [0 ; +oo[:
f'n(x) > 0 pour toutx € [0 ; +oof.
— Précisons f, (0) et lil’_EI f, (x)
X—>400
f.'(0)=-2 et liin f,x)=1
X—+ 00

Donner le tableau de variation de f,, .

x 0 a +o0
f1 +
1
f 0,5pt
1
-2

b) Calculer f,, (n) quel est son signe ?
Pour tout n € N*
fn (n) = —e™™. Le signe de f,, (n) est négatif 0,5pt

¢) Démontrons par récurrence que, pour tout n élément de N, e"*1 > 2n +1

-Initialisation :

Pour n=0, ona: el > 1 vraie

- Transmission :

Pour tout n élément de N, supposons que e™! > 2n + 1 est vraie et montrons que e™*D+1 > 2(m 4+ 1) + 1
eMtD+L — ontl oo 5 (2n 4 1e

VneEN ;e>2o@2n+1)e>2Cn+1)>2n+1)+1

e+l —ontl o 5 2n+ De>2(n+1)+1 & ™D S 2(n+1)+1 vraie

-Conclusion :

Pour tout n élémentde N, e™*1 > 2n+1 0,5pt

Déduisons-en le signe de f,, (n + 1).

n+l-n  _(n41 1 1
nt1) =2 e o L
fn( + ) n+1+n 2n+1  ent+l
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Or pour tout n élément de N, e™*1 > 2n + 1 alors 1+1 <t - - 1+1 >0
e 2n+1 2n+1  em
1
Donc: f, (n+1) =~ +1_e”+1 >0
fn(m+ 1) > 0.D'oule signe de f, (n + 1) est positif. 0,25pt

d) Montrons que I’équation f,, (x) = 0 admet une solution unique sur [n ; n + 1]. Cette solution est notée U,,.
La fonction f;,, (x) est continue et strictement croissante sur [0 ; +oo[, elle réalise une bijection de [0 ; +oo[ vers
[-2; 1[.Or0 € [—2 ; 1] Alors I’équation f,, (x) = 0 admet une solution unique U, € [0 ; +oof.
Enplusf, M) X f, n+1)<0=U,€[n; n+1] c[0; +oof.

Conclusion :

L’équation f, (x) = 0 admet une solution unique U, sur [n ; n + 1] telle que f(U,) = 0. 0,5pt

: o Uy
e) Calculons nl_l)I_'I_loo U, puis nl_l)I_'I_loo -

n<U,<n+1

lim n= lim (n+ 1) = 4+ alors lim U, 0,25pt
n—+oo n—+oo n—+oo
n<U, <n+1(:>1<U"<n+1
n n
U n+1 U
1< lim —< lim =1  lim —=1 0,25pt
n-+ow N n-o+oo N n-+o N
f) En remarquant que pour tout x € [0 ; +oo[ ; % =1- % Montrer que la valeur moyenne M,, de f,, sur

[0; U,]estégalea: 1—Uin+e;:n —Z(Uln)ln(%+ 1).
= %f;’ fx) dx
fU"fn(x) dx ——f ( ———e" )dx :i[x—ann(x+n) +e~]"
= i[U —2nIn(U,, + n) + e~ Un] — —[ 2nin(n) + 1]
in (U, —2n(In(U, +n) —In(n) + e Vn — 1]
= Uin[Un —2nln (%) +e7Un — 1]

—1-2n(@pg)+ -1

D’oﬁM:1—i+e_""—2(1)ln(%+1). 0,5pt

Déduisons — en lim,_, o M.

_ ] 1 e7Un n U, .
lim M, = lim |1—-——+ —Z(U—)ln(7+1) =1-2In2 ¢& lim M,=1-2In2 0,5pt
n

n—-+oo n-+o Un Un n-+oo
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Exercice 1: 6pts

1) a) Déterminer sous forme algébrique les racines sixiéme de ’unité, ¢’est a dire trouver les nombres u tels que u® = 1. 1pt
b) Calculer (1 —i)® 0,5pt
c¢) En utilisant les équations a) et b) donner la forme algébrique des solutions de 1’équation d’inconnue
z:8254+i=0 1,5pt
2) a) Démontrer par récurrence que V n € N, 53" — 33" est divisible par 49. 1pt
b) En déduire que si I’entier n n’est pas multiple de 3, alors 52" + 15™ + 32" est divisible par 49.  0,5pt
3) Soient 4, B et C trois points non alignés d’un plan P et @ un nombre réel. A tout point M de P on associe par
I’application f,, le point M’ tel que : MM’ = (2 — @)MA — 4MB + (1 + 2a)MC.

Préciser, suivant les valeurs de a la nature et les éléments caractéristiques de I’application f,. 1,5pt

Exercice 2: 4pts

1) Soit (U,,) la suite numérique définie par U, = 0 et pour n > 1.
Up=1+2+-++-

2 3 n
a) Montrer que pour tout entier naturel n : ﬁ <Iln(n+1)—Inn) < % 1pt

(On pourra appliquer ’inégalité des accroissements finis a la fonction qui a x associe In x sur I'intervalle [n ; n + 1].
b) En déduire que pour tout entier naturel non nul nona: U, = In(n + 1) puis calculer la limite de (U,,) quand n
tend vers +oco. 1pt

2) Le plan affine euclidien P est muni d’un repeére orthonormé et C est le corps des nombres complexes. A tout

M(x ; y) d’affixe z I’application f associe le point M'(x"; y') d’affixe z' tel que : {;, i fc Ii: 1

Exprimer z' en fonction de z puis donner la nature et les éléments caractéristiques de f. 2pt

Probleme: 10pts
Partie A :

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par : f(x) = %[lnx —In(1 —x)] et (C) sa

courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; u ; v ) (Unité graphique 5 cm).
1) a) Déterminer I’ensemble de définition de f puis calculer les limites de f(x) aux bornes de cet ensemble. En
déduire les équations des droites asymptotes a la courbe ().  1pt

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation. 0,5pt
2) a) Montrer que le point A G ; 0) est centre de symétrie de (C).  0,5pt

b) Déterminer une équation de la tangente (D) a (C) au point A.  0,5pt
c) On pose : ¢(x) = f(x) — 2x + 1. Etudier les variations de ¢ puis déduire les positions relatives de (C) et (D). 0,5pt
3) Tracer (C) et (D) dans le repére orthonormé (0 ; u ; v). 1pt
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Partie B :

1) On considére la fonction h définie sur ]0 ; 1[ par: h(x) = f(x) — x

a) En utilisant les variation de la fonction h, démontrons que 1’équation f(x) = x admet une solution unique que 1’on
notera a dans ]0 ; 1]. 0,5pt

b) Montrer que 0,8 < a < 0,9. 0,5pt

2) On appelle S la réflexion d’axe A: y = x et (C') I'image de (C) par S.

a) Démontrer qu’un point M(x ; y) € (C") si et seulementsix € ]0 ; 1[ et 2x =1In (f_’—y)

er

e?x+41’

En déduire que (C') est la représentation graphique de la fonction g définie par : g(x) = 1pt

b) Tracer A et (C') dans le repére (O ; u ; v ) de la partie A) 1pt

c) Montrer que le réel a est I’'unique solution de 1’équation g(x) = x. 0,5pt

Partie C :

1) On appelle I I’intervalle ]0,8 ; 0,9[

a) Calculer g'(x) et g"(x). 0,5pt

b) Montrer que pour tout réel x de I, g(x) est aussi élément de / et que : 0 < g'(x) < 0,3. 0,5pt

c) En déduire que pour tout x élémentde I ona: |g(x) — a| < 0,3|x — al. 0,5pt

2) On considere la suite (U,,) d’élément de I, définie par U, = 0,8 et pour tout entier naturel n, U, = g(U,).
a) Montrer que pour tout entier naturel n, |U,, — a| < 0,1(0,3)™. 0,5pt

b) Déterminer un entier p tel que U,, soit une valeur approchée de « a 10~* prés. Donner une valeur approchée de

U, a 107 prés. 0,5pt
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Exercice 1: (6pts)
1) a) Déterminons sous forme algébrique les racines sixiéme de I’unité, c’est a dire trouver les nombres u tels que
ub = 1.
Soit z™ = u avec |u| =r etargu = 6 + 2km. Laracine niéme de z est :
Zie = Vr|cos (P25 + isin (Z22)] aveck €{0; 15 25 .. ; n—1)

6 _ _ 6 0+2km . . (0+2km km . . .

ut =117, = \/T[cos( - )+Lsm( A )] S 7 —COS(3)+lSIH(3) avec ke{0; 1; 2;; 5}

Pourk =0 ona:
ZO = 1
Pourk=1ona:

T, .. T 1 43,
Zl=cos§+lsm§<=>21=5+7l

Pourk=2o0na:

Z, —COS +151n—<=>Zz =—— —i

e

Pour k = 3 ona:
Z5 = cos(m) + isin(n) & Z3 = —1
Pourk=4ona:

Z4—cos(3)+151n(43)<=>l4——%—\/Z—gi

Pourk=5ona:
3

Z5—cos(53)+151n(53)(=>25=%—7i

b) Calculons (1 — i)®

1-0%=(1-021 -2 —i)? = (=20)(=20)(=2i) = (—-20)3 = 8i

(1-i°=8i 05pt

c) En utilisant les équations a) et b) donnons la forme algébrique des solutions de 1’équation d’inconnue
z:8z°+i=0

826 +i=0o8iz°-1=0o8iz°=11-D2°=1=[1-Dz]°=1

Posons Z = (1 — i)z, alors :

St } sont les racines sixiéme de l'unité. 1pt

Z°=1

1Zo=1o -z =12 =Sz =5+5i

*Zl——+£l<:>(1—l)Z1——+§l<=> z = (;;‘FL;)_(H‘F;)(HO 1+L+‘T EDERPR k] ‘F+1+‘F

* Zz=—5+\/2——i<:>(1—i)22———+‘/2—§l<:> 1—(21(:‘/;1) (1+\/ii)(1+i)=_1_i+fi_ﬁ<:>zzz—1+f %'
*Z3=—Zoc>z3=—zoc>z3:—%—%i

*Z4=—Z1<:>z4:_21@24:_%_1:\/?1.

*ZS=_22@ZS=_22@25=¥+_T\/§IZ

me={priis SRR SERSER0 i-di s SREESEEG BELER e

2) a) Démontrons par récurrence que V n € N, 53" — 33" est divisible par 49.
Soit la proposition P, : 53" — 33™ est divisible par 49 ou 53" — 33" = 0[49]
- Initialisation :

Pourn=0o0na:

Py: 5°—3%=1—1=0estdivisible par 49. Alors P, est vraie
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Pourn=1ona:
P, : 53 —33 =125— 27 = 98 est divisible par 49. Alors P; est vraie
- Transmission :
vV n € N, Supposons P, vraie c’est-a-dire 53 — 33" = 0[49] et montrons que P, est vraie c¢’est-a-dire :
53(n+1) _ 33(n+1) = 0[49]
53(n+1) _ 33(n+1) — 53n_ 53 _ 33n_ 33
= 125 x 53 — 27 x 33"
= (98 + 27)53" — 27 x 33"
=98 x 53" + 27 x 53" — 27 x 33%
=98 x 53" 4 27(53" — 331)
=98 x 53" — 27(49k) car 53" —33" =0[49] ou 5" —33"=49k; ke Z
= 49[2 x 53" — 49k]

53+ _ 33(n+D) = 49 avec k' =2x5%"—49k et K €L
Alors la proposition P,,,q : 53®*1 — 33(+1) et divisible par 49 est vraie
- Conclusion :

vneN, P,: 53" — 33" est divisible par 49. 0,5pt

b) Déduisons-en que si I’entier n n’est pas multiple de 3, alors 52" + 15™ + 32" est divisible par 49.

On sait que a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?). Donc

53" — 33" = (0[49] & (5™ — 3™)(52™ + 5" x 3™ + 32™) = 0[49]

Si I’entier n n’est pas multiple de 3, alors 5™ — 3™ n’est pas divisible par 49. Par conséquent :

(5™ — 3™)(52™ 4 5™ x 3™ + 327) = 0[49] & (52" + 15™ + 32") = 0[49]

D’oi si ’entier n n’est pas multiple de 3, alors 52" + 15" + 32" est divisible par 49  0,5pt

3) Soient A, B et C trois points non alignés d’un plan P et & un nombre réel. A tout point M de P on associe par

P’application £, le point M’ tel que : MM’ = (2 — «)MA — 4MB + (1 + 2a)MC.
Précisons, suivant les valeurs de « la nature et les éléments caractéristiques de I’application f,.
Si Yriai=0; cest—a—dire:2-a)—4+(1+2a)=0=a=1
MM’ = (2 — a)MA — 4MB + (1 + 2a)MC fixons A
=2 —a)MA+'(MB + 4B )+ (1 + 2a)(MC + AC)
=@Q—a—4+1+2a)MA +44AB + (1 + 2a)AC
=(-1+a)MA—4AB+ (1 +20)AC  a=1
= —44B + 3AC
MM’ =7 avec u = —4AB + 3AC
Si a =1, alors I’application f, est une translation de vecteur i = —4A4B + 3AC.
Si Yitqa; # 0c-a-da # 1, il existe un unique point G = bary{(4, 2—a) ; (B,—4) ; (C, 1+ 2a)}telque
(2 — a)GA — 4GB + (1 + 2a)GC =0
MM’ = (2 — a)MA — 4MB + (1 + 2a)MC fixons G
= (2 - @)(MG + GA) — 4(MG + GB) + (1 + 2a)(MG + GC)
= (@ — 1)MG + (2 — @)GA — 4GB + (1 + 2a)GC
=(a—1MG +0
MM’ = (a — 1)MG & MG + GM' = (a — 1)MG & GM’ = (a — 2)MG < GM' = (a — 2)GM
Sia#2; GM' = (a— 2)GM. Alors application f, est une homothétie de centre G et de rayon k = (a — 2)
Sia=2, GM' = (2 —2)GM = 0. Alors f,, est une application constante définie par : f,: M — fo(M) = G
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Conclusion :

Si a =1, alors'application f, est une translation de vecteur u = —4AB + 3AC.

Sia=2, GM' = 2- Z)W = 0. Alors f, est une application constante définie par: f,: M — f,(M) =G 1,5pt
Sia e R—{1; 2}; GM = (a —2)GM. Alors ’application f,, est une homothétie de centre G et de rayon k = (a — 2)
Exercice 2 : 4pts
1) Soit (U,,) la suite numérique définie par U, = 0 et pour n > 1.

Up=145+5++=

a) Montrons que pour tout entier naturel n : n%l <In(n+1)—1In(n) < %
Posons f(x) =lnx & f'(x) =§
Vviel; nt+l]; n<xsntle——<i<io-<f@)<s

n+1 X n n+1
En appliquer I’inégalité des accroissements finis & la fonction f(x) = In x sur I’intervalle [n ; n+ 1]. On aura:

—<fWsro—ar+D-WI<f+D-fO) < [n+D -]
@ﬁ <Iln(n+1)+Inn) S% CQFD

Alors, pour tout entier naturel n : n—il <In(n+1)—Inn) < % 1pt

b) Déduisons-en que pour tout entier naturel non nul n on a: U, = In(n + 1) puis calculons la limite de (U,) quand n
tend vers +oo.

—<In(n+1) —In(n) <
Pourn = 1,on a: %Sm) —In(1) <
Pourn =2,ona: %Slﬁ@—lﬁ@{) <
Z<h@ - Q) <
Pour n = 4,on a: %SI?T(@)—IM <3

AN

Pourn = 3,0n a:

IR WIRNIR R |R

1 1
Pour n = n,on a: mSln(n+1)—]ﬁ(n}S;

G+itielttr D) smm+D<(1+242+34+43)
2 3 4 5 n+1 2 3 4 n
Upsr <In(n+1) <U,
Alors, pour tout entier naturel nonnulnona: U, >In(n+1) 05pt

lim U, =?
n-+oo
lim In(n+ 1) = 400 alors lim U, =+ 0,5pt
n-+oo n-+oo
2) Le plan affine euclidien P est muni d’un repére orthonormé et C est le corps des nombres complexes. A tout
. . . "'=x—y-—-1
M(x ; y) d’affixe z I’application f associe le point M'(x'; y') d’affixe z' tel que : {;, B i + i _q
Exprimons z' en fonction de z puis donnons la nature et les éléments caractéristiques de f.
{x’ =x—y—1
Hy' =x+y—-1

xX+yi=x-y—-1D+ilx+y—-1)
=x+yD+xi—-y)—(1+10)
=x+y)+ilx+y)—(1+10)
=@+yD[1+i]l—-Q+10)

x+yi=+y)A+iD)-A+0)
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zZ=1A+idz—-1-1i 1pt

z =az+b oua=1+i et b=-1-—1i

acC et |al =2 +# 1. Alors l'application f est une similitude directe :

. 5 L_ -1-i  -1-i _
de centre : @ d’affine . — = ——=—=1-1 1pt
de rapportk = |la| = 2
de centre @ = arg(a) =
Probléme : 10 pts

Partie A :

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par : f(x) = %[lnx —In(1 —=x)] et (C) sa
courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; u ; ¥ ) (Unité graphique 5 cm).

1) a)

- Déterminons I’ensemble de définition de f

Df={x/x€R, x>0 et 1—x>0}

x=0etl—x=0=x=1

+ D;=10; 1] 05pt
. | 9 =

- calculons les limites de f (x) aux bornes de cet ensemble.

1

lim £ =50* ~In(1-0)] =~ & lim f(x) = —o
1

lim f(x) ==[In1—-1In(1—-1)] =+ & lim f(x) =4

x-1" 2 x-1-

Déduire les équations des droites asymptotes a la courbe (C).

lilgl+ f(x) = —. Alors la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale a (C)en — . 0,25pt
X

lil}l_ f(x) = +0. Alors la droite d'équation x = 1 est asymptote verticalea (C)en+ o 0,25pt
xX—

b) Etudions les variations de f et dressons son tableau de variation.

) = Ly ] o1 (dzxery _ 1
VxE]O ’ 1[ ’ f(x)_z x+1—x]_2(x(1—x))_2x(1—x)

1

vaelo; 1f; fi()= 2x(1-x)

vxel0; 1[; f'(x) > 0.Alors f est strictement croissante sur |0 ; 1[. 0,25pt

X 0 1
f'(x) +
+0oo 0,25pt
f(x) /
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2) a) Montrons que le point A (% ; 0) est centre de symétrie de (C).

(a ; b) est centre de symétrie de (C) si et seulement si : f(2a — x) + f(x) = 2b
Veéeifionsque: f(1—x)+f(x) =0

fA=—x)+fx) = %[ln(l —x) —In(x)] + % [Inx —In(1 — x)]

= %[ln(l —x)—In(x) +Inx —In(1 — x)]

f(1—x)+ f(x) =0.Alors le point A G ; 0) est centre de symétrie de (€). 0,5pt

b) Déterminons une équation de la tangente (D) a (C) au point A.

M) :y=£(;)(x=3)+7 ()
vxelo; 1[; f'(x) =

1 1

(Yo _1
re) =y
/(1 1 1\ 1
M) :y=£(;)(x=3)+7(5)=2(x=3)+0
(T): y=2x—1 estuneéquation de la tangente (D) a (C) au point 4 G : 0). 0,5pt
c) Onpose : ¢(x) = f(x) — 2x + 1. Etudions les variations de ¢ puis déduisons les positions relatives de (C) et (D).
px) = %[lnx —In(1-x)]-2x+1

D,=D;=10; 1[

_ 1
lim ¢(x) = [In0* —In(D)] +1 = —o
1
lim ¢(x) =5 [In1-mIn(0")] -1 = +o0
x—-1" 2
, . P 1 o _ 1l-4x+4x?
Vxelo; 10, o' =f'0) -2= 5 -2= "

4x%-4x+1 _ (2x—1)* >0

Vxe€ ]0 H 1[ ,y @ (x) = 2x(1-x) - 2x(1-x) —

Vvxelo; 1], ¢'(x) = 0.Alors ¢ est croissante sur 10 ; 1].

Tableau de variation :

1
X 0 E 1
0'(x) + Q +
+ o0
0,25pt
p(x)
—00

Positions relatives de (C) et (D) :

Vx € ]0 ; %[ ¢(x) < 0 c’est-a-dire f(x) —y < 0. Alors la courbe (C) de fest en dessous de la tangente (D).Vx €

E ; 1[,(p(x) > 0 c’est-a-dire f(x) —y > 0. Alors la courbe (C) de fest au dessus de la tangente (D). 0,25pt
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Vx € {%},(p(x) = 0 c’est-a-dire f(x) —y = 0. Alors la courbe (C) de fet la tangente (D) sont confondues au point
d’abscisse %

3) Tracgons (C) et (D) dans le repére orthonormé (0 ; o ; v ).

’

<

(€)

(A)

1pt

(C)

w

Partie B :
1) On considére la fonction h définie sur 10 ; 1[ par: h(x) = f(x) — x

a) En utilisant les variation de la fonction h, démontrons que 1’équation f(x) = x admet une solution unique que I’on
notera a dans ]0 ; 1].

Dp=D;=10; 1[ ; limh(x)=-c0 et limh(x)=+oo,
x-0% x-1"
, ’ 1 1-2x(1—x) 1-2x+2x*
vxelo; 1[; h(x)—f(x)_l—Zx(l_x)_l_ 2x(1—x%)  2x(1—x)
2x% —2x+1

vx€elo; 1[; h'(x) = o) et son signe depend du numérateur

Posons:2x2 —2x+1=0 ; A=—-4<0
alorsvxe]0o; 1[; hA'(x) >0

- Tableau de variation :

x 0 a 1
R (x) a
: +eo
h) /eea/
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La fonction h est continue et strictement croissante sur |0 ; 1], elle réalise une bijection de |0 ; 1[ vers

]—00 ; +00[ Or 0 € |—co ; +oo[. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaire, I’équation h(x) = 0 admet une
solution unique a € 10 ; 1] telle que h(a) = 0 0,5pt

Enplus:h(x) =0 f(x) —x=0< f(x) =x

Ainsi, ’équation f(x) = x admet une solution unique a dans 10 ; 1[.

b) Montrons que 0,8 < a < 0,9.

{h(0,8) =f(0,8)-08=-0,11
h(0,9) = f(09) —09=0,2

2) On appelle S la réflexion d’axe A : y = x et (C") I’image de (C) par S.

.Alors h(0,8) X h(0,9) <0 & 0,8<a<09 05pt

a) Démontrons qu’un point M(x ; y) € (C') si et seulementsix € 10 ; 1[et2x =1n (%)
(X =y
so=c={,27

M e e

f(y)=x(:>%[lny—ln(1—y)] =x(=>1ny—1n(1—y)=2x<=)2x=ln(lz—y) et xel0; 1[ 0,25pt

ziﬁf(y)=x

2x

Déduire que (C") est la représentation graphique de la fonction g définie par : g(x) = —

e?x41’
glx) =y alors:
2x
In (i—y) = 2x ‘:’1% —eoy=>0A-ye*oy+ye*=e* o (1+e¥)y=e*oy= 1ie2x CQFD
Alors (C") est la représentation graphique de la fonction g définie par : g(x) = % 0,25pt

b) Tracons A et (C') dans le repere (O ; u ; v ) de la partie A) (Voir repére) 1pt
c) Montrons que le réel « est I’'unique solution de I’équation g(x) = x.
L’équation f(x) = x admet une solution unique a dans |0 ; 1[ telle que f(a) = «a
2a
f(a) =a<=>%[lna—ln(1—a)] =a<=>§ln(£) =a<=>ln(£) =2a@£=e2“@a=;7@a=g(a)
D’ou le réel a est ’unique solution de I’équation g(x) = x  0,5pt
Partie C :
1) On appelle I ’intervalle 10,8 ; 0,9]

a) Calculer g'(x) et g"'(x).

er
glx) = T
Vx€]-oo; +oo[; g'(x) = Zezx(ezf;,liiizx(ezx) = Ze4tffz)_zze4x = (effixl)z
Vx€]—o ; +of ; g'(x) = (eff_'z_xl)z 0,25pt
2
Vi€ Jmon ; ool ;g () = eI < A e e

2X (1 _p2X
Vx€e]-o ; +oof ; g"(x) =% 0,25pt

b) Montrons que pour tout réel x de I, g(x) est aussi élément de I et que : 0 < g'(x) < 0,3.
Vx €]—o ; +0o[ ; g'(x) > 0.Alors g est strictement croissante sur 10,8 ; 0,9] € |—o0 ; +ool.
vx€]08; 09[; 08<x<09 e g(08)<g(x)<g(09)
& 0,83 < g(x) < 0,86
©0,8<0,83<g(x)<0,86<09
= gx)e]o,8; 0,9 CQFD @
D’ou pour tout réel x de I = 10,8 ; 0,9[,g(x) est aussi élémentde I.  0,25pt

Vx€]—ow; 4o ; g"(x) = % . Le signe de g’ (x) dépend de celui de (1 — e?¥)

Posons:1—e¥* =0 e¥*=1o2x=0=x=0
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Tableau de variation de g" :

X —00 0 00

9" QO -
Vx€e]0; 4+ ; g"(x) <0.Alors g’ est strictement décroissante sur 10,8 ; 0,9 < ]0 ; +oo[
vVx€e]08 ;09 ona:08<x<09< g'(09) <g'(x) <g'(0,8)
< 0,24 < g'(x) <0,28
= 0<024<g'(x)<0,28<0,3
=0<g'(x)<0,3 CQFD (2)
D’aprés (1) et (2) pour tout réel x de I, g(x) est aussi élémentde Iet : 0 < g'(x) <0,3 0,25pt
c) Déduisons-en que pour tout x élémentde I ona: |g(x) — a| < 0,3|x — «al.
Vxel=]08;09[; glx) €l et a€l 0<g'(x) <0,3
En appliquant I’inégalité des accroissement finis sur I’intervalle [@ ; x] a la fonctiongona:
lg(x) — g(a@)] <0,3|x —a| & |g(x) —al <0,3|x — a| car a est Punique solution de I’équation g(x) = x
c’est-a-dire g(a) = a. 0,5pt
2) On considere la suite (U,,) d’élément de I, définie par U, = 0,8 et pour tout entier naturel n, U, ., = g(U,).
a) Montrons que pour tout entier naturel n, |U, — a| < 0,1(0,3)™.
U, €l & g(U,) = Uy, €1 d’aprés la question précédente b)
Pour tout x élémentde T ona: |g(x) — a| < 0,3]x — af
Posonsx =U, €I; ona:lg(U,) —al <03|U, —al = |U,,; —al <0,3|U, — al
Ainsi pour tout k € N,ona: |Uy; —al < 0,3|U, — al
En variant k on obtient :

Pourk=0: [¥—al<03|U,—al
Pourk=1: [|Urgal <03[Uhcal
Pourk=2: | —alSO,SIUEiaI

Pourk =3: |D4\a|§0,3|l)’§ia|
Pourk=4: |Us<al <03|0r<al

Pourk=n—-1: |U,—al< O,3|UnNI
En multipliant membre & membre les deux termes de I’inégalité et en simplifiant, on obtient :
Donc : |U, —a| <(0,3%x0,3%x0,3%x0,3X%..%0,3)|Uy — al
n fois
U, —al < (0,3)"Uy — al
U, —al <(0,3)"0,8 — «f
a étant élément de 10,8 ; 0,9[;ona:
08<a<09 -09<—-a<-08
<08-09<08-a<08-0,8
< -01<08—-a<0
<10,8—al<0,1
Alors : |U, — a| < (0,3)"0,8 — a| < (0,3)™ x (0,1)
U, —al <£0,1(0,3)" CQFD
D’ou pour tout entier naturel n, |U, —a| < 0,1(0,3)" 0,5pt
Autre methode : démonstration par récurrence :
Soit les proposition B, : |U, — a| < 0,1(0,3)"
Pourn=0,0na:Py: |Uy—al =108 —al <0,8—0,9| =0,1=0,1(0,3)° & |Uy — a] < 0,1(0,3)° Vraie
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Pour tout entier naturel n, supposons P, vraie ¢’est-a-dire : |U,, — a| < 0,1(0,3)™ et montrons pour P,,,; est vraie
c¢’est-a-dire |Up,, — a| < 0,1(0,3)"*?
Ona:|Upy —al £03|U, —«al
|Upsr — @l <0,3%0,1(0,3)"
NUps1 — al £0,1(0,3)"*! vraie
D’ou pour tout entier natureln, |U, —a| < 0,1(0,3)™.
b) Déterminons un entier p tel que U, soit une valeur approchée de @ a 10~* prés.

—31In(10)

Pour tout p € N, |Up —a|<107* = (0, D03 <10 * = (03P <103 =p > 0= 5,7374 ...
D’ou, p = 6. Alors Ug est une valeur approchée de @ a 10~* prés  0,25pt
- Donnons une valeur approchée de U, a 10~* pres.
U —al<107* e Usg=a et 08<a<09
Or, I’équation f(x) — x = 0 admet une solution unique « dans [0,8 ; 0,9] < ]0 ; 1]
Par balayage :
Ordre 2 :
X 0,8 0,81 082 | 083 | 084 | 085 | 086 | 087 | 0,88 | 0,89 | 09
Signe de f(x) —y - - - - = + + + + + +
Alors: 0,84 < a < 0,85
Ordre 3 :
X 084 | 0,841 | 0,842 | 0,843 | 0,844 | 0,845 | 0,846 | 0,847 | 0,848 | 0,849 | 0,85
Signe de f(x) — x — — £ — + A + + + + +
Alors: 0,843 < a < 0,844
Ordre 4 :
X 0,843 | 0,8431 | 0,8432 | 0,8433 | 0,8434 | 0,8435 | 0,8436 | 0,8437 | 0,8438 | 0,8439 | 0,844
Signe de
f@-x | - - - - - - - - - ’
Alors : 0,8439 < a < 0,8440 .
0,8439 est la valeur approchée de a a 10~* prés par defaut
D’ou 0,8439 est une valeur approchée de Ug a 10~* prés. 0,25pt
Autre méthode :
U, = 0,8 et pour tout entier naturel n, U, = g(Uy).
Uy = g(Uy) U, = g(Uy) Us = g(Uy) Uy = g(Us) Us = g(Us) Us = g(Us)
_ e _ e _ e e _ e _ e
T e2(08) 41 T e2Ui41 T e2Uz241 T e2Usy T e2Uaq1 T e2Usy
U, =0,8320 U, = 0,8407 U; = 0,8431 U, = 0,8437 Us; = 0,8438 Ug =0,8439

D’ou 0,8439 est une valeur approchée de Ug a 10~ prés
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Exercice 1: 4,5pts

1) Calculer les intégrales suivantes:

0 x*-1 -1 N . ,
a) [~ 2—dx (On pourra mettre = sous la forme ax + b+ —— ol a ; b et c sont trois réels que I’on
-12x-1 2x—1 2x—1

déterminera). 0,5pt
b) f01 x3/1 + x dx (On pourra utiliser le changement de variable u = x + 1). 0,5pt
2) a) Décomposer les nombres 450 et 320 en produit de facteurs premiers. 0,5pt
b) Quel est le PGCD de 450 et de 320 ? 0,5pt
c) Une piéce rectangulaire a pour dimension 4,5m et 3,2m. On souhaite carreler cette piéce avec un nombre entier
de dalles carrées, sans aucune découpe. Quel est le plus grand c6té possible (en cm) de la dalle carrée ? 1pt
3) Dans le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé on désigne par (H) I’ellipse d’équation :
4x* + 9y®> — 8x + 36y + 4 = 0.
Donner 1I’équation réduite de (H) et préciser son centre, ses sommets et ses foyers. 1,5pt

Exercice 2 : 4pts

Dans I’ensemble € des nombres complexes on considére 1’équation :
(F):z*—223(1++v3) +222(3+2vV3 ) —4z(2+V3) +8=0

a) Démontrer que si le complexe z, est une solution de (F) alors il en est de méme pour son conjugué z,
(c’est-a-dire z, est aussi une solution de (F)). 0,5pt

b) Vérifier que le complexe z, = 1 + i est une solution de 1’équation de 1’équation (F).

En déduire une seconde solution z; de I’équation. 1pt

c) Déterminer les deux autres solutions de z, et z3 de I’équation (F). 1pt

d) Représenter dans le plan complexe les points images des quatre solution de 1’équation (F). (Le plan est rapporté a
un repeére orthonormé d’unité graphique 1 cm). 0,5pt

¢) Déterminer la nature du quadrilatére ainsi obtenu puis calculer en cm? 1’aire de sa surface. 1pt

Probléme : 11,5 pts

Partie | :

P est le plan affine euclidien rapporté au repere orthonormé (0 ; 7 ; j) direct. f et g sont les applications affines

de P qui associent a tout point M (x ; y) le point M'(x"; y') telles que f : {;ﬁ: z gf}i 1 et g: {;: z;iti
1) Pour chacune des applications f et g:

a) Déterminer I’ensemble des points invariants, préciser celles qui sont bijectives. 1pt

b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de chacune d’elles. 1pt

2) Déterminer analytiquement la réflexion d’axe A d’équation : y = x. 0,5pt

Partie Il :

e X
2(1—x)"

A) Soit f la fonction numérique a variable réelle x défine pour tout x # 1 par : f(x) =

On appelle (') sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; 7 ; j) (On ne demande pas
de représenter (T')).
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1) a) Etudier les limites de f en +co et en 1. Interpréter graphiquement ces résultats. 1pt

b

b) Vérifier que pour x # 1, f(x) peut s’écrire : f(x) = % X 2-1)

En déduire la limite de f (x) lorsque x tend vers —co. 0,75pt

xe™*
2(1-x)2'

b) Etudier les variations de f. 0,5pt

2) a) Montrer que f'(x) =

0,5pt

c) Montrer que f admet un minimum que 1’on précisera sur |—co ; 1[. 0,5pt
B) On considére I’équation différentielle (E) : y" + 2y’ +y = 0, ou y est une fonction deux fois dérivable sur R.
1) Résoudre (E). 0,5pt

2) On considere les solution de (E) dont la courbe représentative passe par le point A (0 ; %)

a) Montrer que ces solutions s’écrivent sous la forme (ax + %) e *.0nnote h,(x) = (ax + %) e™™ ol a est un réel. 0,5pt

b) Etudier le sens de variation de h, selon les valeurs de a et montrer que pour tout réel a = 0, h, admet un
extremum pour une valeur de x que I’on déterminera en fonction de a. 1,25pt

c) On note C, la courbe représentative de h, et S, le point de C, correspont a I’extremum de h,, ; vérifier que pour
tout a # 0, S, est un point de la courbe (T') de la partie A).

3) Construire das le plan muni d’un repére (O ; 7 ; j) (unité 4cm) les courbes C, pour les valeurs suivantes de

i;—Z;O;letZ. 2pts

4) Soit A un réel supérieur a —2 ; on appelle D; ’ensemble des points M du plan limite par I’axe des abscisses, la

courbe C1 et la droite d’équation x = A.
4

. A . A y . . . y s .
a) exprimer I = f_z hi(t) dt en fonction de 2 ; on pourra utiliser une intégration par parties, ou se servir de I’équation
4

différentielle (E). 0,5pt
b) Soit A(1) la mesure de I’aire de D; ; quelle est la limite de A(1) quand A tend vers co. 0,5pt
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Exercice 1 : 4.5 pts
1) calculons les intégrales suivantes :

0 x2-1
a)flle

x* -1 2x—1
—x% +1x =X +-
2 2 4
Zx—1
2
1 1
—-x+3 2_
2" T4 *ol Iy 4l 3 o25pt
O——_3— 2x—1 2 4  4(2x-1)
4
0 x2-1 0 M1 1 3 x< 1 3 v 1 1 3 3
Limde= 10 Gr+ i g de = [T +5x —ghl2x—11]_ = ~(;-3-33) =33
0 x*-1 3
_1mdx = Eln?’ 0,25pt

b) f01x3\/1+xdx
Posonsu=x+1ex=u—1 etdu=du
six=0 alorsu=1

Six =1 alors u=2

1 1 1 1
fol 3V +xdx = flz(u — 1D3udu = flz(u3 —3u?+3u—1D+Vudu= fz(u3u5 - 3u2u5 + 3uuz — uz) du

2
2 7 E 3 1 u%+1 u;+1 u§+1 _+1 ug u%
= ["(uz —3uz + 3uz —u2) du = |[+——3.5—+ 3.3 ——3 3.5 — =5
1 z . <3 = 2 i
+1 +1 +1 +1
2 2 2 2 2 11

= [Butva - Surva o+ 2un® 2] = (. 16v2 - 8.8V + ¢ 4\/'——2\/')—(———+——3)

_ (3360—-6480+4536—1260) _ 210-810+1134—-630\ 156\/—+96 _ 52+/2+32
- 945 V2 ( 945 ) T o4s T 315
VT Fxdx =222 o5,
2) a) Décomposons Ies nombres 450 et 320 en produit de facteurs premiers

450 |2 320 | 2
225 |3 160 | 2
75 |3 80 | 2
25 |5 40 | 2
515 20| 2
1 10| 2
5|5

1

450 =2 x3?°%x 5%  0,25pt et 320 =2°x5 0,25pt

b) Le PGCD de 450 et de 320 est :
PGCD(450 ; 320)=2x5=10 0,5pt
c) Une piéce rectangulaire a pour dimension 4,5m et 3,2m.

4.5
A 4, bm 8

3,2m

C
D

On souhaite carreler cette piéce avec un nombre entier de dalles carrées, sans aucune découpe. le plus grand coté
possible (en cm) de la dalle carrée est le plus grand commun diviseur des deux dimensions en cm, soit :
PGCD(450 ; 320) =10cm 5pt
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3) Dans le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé on désigne par (H) I’ellipse d’équation :
4x* 4+ 9y* —8x + 36y + 4 = 0.

Donnons I’équation réduite de (H) et préciser son centre, ses sommets et ses foyers.
4x* +9y* —8x +36y +4 =0 (4x2 —8x) + (9y?> +36y) +4 =0
S [(2x—2)2-4]+[By+6)>—-36]+4=0
= 4(x—-1)?4+9(x+2)2 =36

4(x-1)? | 9(y+2)?

= 1
36 36
(-D? | @2

9 4

L’équation réduite de (H) est : X + L 1 avec {X =x-1 0,5pt
"9 14 Y=y-2 !

de demi distance focale : ¢ = V9 — 4 =+/5
Soncentreest S(1 ; —2)  0,25pt
Ses sommetssont: A(3; 0); A'(-3; 0) ; B(0; 2) et B'(0;-=2). 0,5pt

Ses foyerssont: F(v5; 0) ; F'(—V5; 0) droitederepére (S; 1)  0,25pt
Exercice 2 : 4 pts

Dans I’ensemble C des nombres complexes on considére I’équation :

(F):z* —223(1++v3) +222(3+2V3 ) —4z(2++V3) +8=0

a) Démontrons que si le complexe z, est une solution de (F) alors il en est de méme pour son conjugué z .
Supposons que z, est une solution de (F) ; c’est-a-dire : zy* — 2z,3(1+ V3 ) + 22,2(3+2V3 ) — 4z,(2+V3) +8=10

Et montrons que Z, est une solution de (F).

Zo — 275 (1+V3) +22,°(3+2v3) — 47,(2 +V3) + 8 = zy* — 22,3(1 + V3 ) + 2202(3 + 23 ) — 4z, (2 + V3 ) + 8
=0=0 CQFD

Zo' — 275 (1++3) + 27, (3 +2V3) — 47,(2 + V3 ) + 8 = 0. Alors Zg est une solution de (F). ~ 0,5pt
b) Vérifions que le complexe z, = 1 + i est une solution de I’équation de I’équation (F).
(F) : zo"—2203(1+V3) +2202(3 +2v3 ) — 42zy(2 + 3 ) + 8
(F) : A+)*=20+D3(1+vV3)+2(01+D?*(3+2v3)—-4(1+)(2++3)+8

—4-22i-2)(1+V3)+4i(3+2v3)-41+D(2++V3) +8

—4—4i —4V3i + 4+ 43 + 12i + 8V3i — 8 — 43 — 8i — 4V/3i + 8

© (—44+4+4V3-8-4V3+8)+(—4-4V3+12+8V3-8—4V3)i
0 + 0 = 0 CQFD

(P : A+D*-20+D3(1+v3)+21+D?*(3+2V3)-4@1+D(2+V3)+8=0. Alorszo=1+1
est une solution de I’équation de I’équation (F)  0,5pt
Déduisons-en une seconde solution z; de I’équation.

Si le complexe z, = 1 + i est une solution de (F) alors il en est de méme pour son conjugué z, = 1 —i

D’ou z; = 1 —iestune solutionde (F). 0,5pt
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c) Déterminons les deux autres solutions de z, et z; de I’équation (F).

724 —223(1+V3)+222(3+2V3) —4z(2+V3)+8=(z-1-i)(z—1+i)(az’ + bz +¢)

1 —2-2V3 6+ 4V3 —-8—4v3 8
1+ 1+ —2—2V3—-2V3i | 4+4V3+4i -8

1 —1-2V3+i | 4+2V3-2V3i —4 +4i 0
1-i 1—i —24/3 + 2V/3i 4 —4i

1 ~2v3 4 0

74 —272°(1+V3) +222(3+2V3) - 4z(2+V3)+8=(z-1-D(z-1+i)(22 - 2V32z + 4)
Posons : z2 — 2V3iz+4 =0
A= b’z—ac=(—\/§)2—4=—1=i2

z=b_aW=\/§—i et 7' =+3+i

Alors z, =3 —i et z3=+/3+i sontlesdeux autres solutions de (F).  1pt
d) Représentons dans le plan complexe les points images des quatre solution de I’équation (F). (Le plan est rapporté a

un repere orthonormé d’unité graphique 1 cm).

L ol
z z
1 - 0 M 3
0,5pt

0
v v —>
-1 0 1 NG 2 3

-1 P——
z, Zy

e) Déterminer la nature du quadrilatére ainsi obtenu puis calculer en cm? 1’aire de sa surface.

z-2zy  1-i-1-i  —2i 2 mes (MOM1 ; M0M3)=arg(
Zi—2y=1—-i—-1—-i=-2i <

Z,—23=V3—i—+V3—i=-2i

Alors, le quadrilatere ainsi obtenu est un rectangle.  0,5pt

Z3-zg _ V3+i-1-i _ V3-1 _ \/§—1i
- 23—20) _r

21-%20/ 2 & MyM;M,M; est rectangle

M M, = MM,
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Soit 4 sont aire :

A=lz3—z)l X |z — 20l = |[V3+i—-1—i|x[1—i—1-i|=|V3-1| x|-2i| =2(V3 - 1)
A=1,46 cm®> 0,5pt

Probléme : 11,5pts

Partie | :

P est le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (0 ; 7 ; ) direct. f et g sont les applications affines
x’=2x+1et :{x’=x+2

y' =2y+1 y'=y-1

de P qui associent & tout point M (x ; y) le point M'(x"; y') telles que f : {

1) Pour chacune des applications f et g
a) Déterminons 1’ensemble des points invariants, précisons celles qui sont bijectives.

f.{x’=2x+1
Wy =2y+1

x=2x+1 —x=1 x=—1
" f(M)_M‘:’{y =2y +1 ‘:’{—y=1 (:’{y=—1

{(—1 ; —1)} est ’ensemble des points invariants de ’application affine f.  0,25pt
f est bijective car detM,, = |(2) (2) =4+0 0,25pt

. {x’ =x+2
y'=y-1
gM) =M< {; z ; t i = {OO_=_21 Impossible

L’application g n’admet pas de point invariant.  0,25pt
g est bijective car detM, = |(1) (1)| =1+0 0,25pt

b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de chacune d’elles.
£ {x’=2x+1 { x'=2x+1 (1)
iy =2y 41 y'i=2yi+i (2)
M+Q) e xX'+yi=2x+yD)+1+i
7' =2Z+1+i
oZ' =aZ+b avec a=2 et b=1+1i
L’application f est une homothétie de rapport k = 2 et de centre Q d’affixe 1%1 =—-1-—-1i. 0,5pt
(' =x+2 xX'=x+2 (1)
g: i{y'=y—1 {y’i=yi—i (2)
MW+@2) e x'+yi=x+yi+2—i
o 7I'=74+2-10
= 7'=Z+b avec b=2-i
L’application g est une translation de vecteur u d’affixe 2 —i.  0,5pt
2) Déterminer analytiquement la réflexion d’axe A d’équation : y = x.

x M
I
]
I
;[—] (D)
| —
:—.'- u
I
X W
Soit (1 ; 1) est le vecteur de la droite (A) : y = x.
SMY=Me] MMu=0
I milieu du segment [MM'] élément de A
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MM’.Ti=O<=>(x,:;>.(1)=0<=>(x’—x)+(y’—y)=0<=>x’—x+y’—y=0<:)x’+y’=x+y (1)

y 1
I milieu du segment [MM'] etIEA@y;y=x+x<=>y’+y=x’+x<=)x’—y’=—x+y (2)

2
{x’+y’=x+y D

X -y =—x+y (2)
MH-Qe2yy=22x=y =x

x' =
sS\M) =M< {y' _ i est ’expression analytiquet de la réflexion d’axe A d’équation : y =x  0,5pt

oM +RQ)e2x =2y=ox' =y

Partie 11 :
e—x
2(1—x)"
On appelle (') sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; 7 ; ) (On ne demande pas
de représenter (I')).
1) a) Etudions les limites de f en +o et en 1. Interprétons graphiquement ces résultats.

A) Soit f la fonction numérique a variable réelle x défine pour tout x # 1 par : f(x) =

lim f(x) = lim (ﬁe"ﬂ =0 & xl_i)zrnoof(x) =0

X—+00 X—+00

li{Ln f(x) = 0. Alors la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontalea (T) en + . 0,5pt
X—>+00

-1
lim f(x) = Gr =+ < lim f(x) =+
= o1 o La droite d'équation x = 1 est verticalea (I') en + . 0,5pt
linln+f(x) === % & lillqrf(x) = —00
x— x—

b) Vérifions que pour tout x # 1, f(x) peut s’écrire : f(x) = % X D)

X

Pour toutx # 1 par : f(x) = 75— = — == "X Z(xx—l)

Alors, pour tout x # 1, f(x) peut s’écrire : f(x) = % x 2(:_1)-

Déduisons-en la limite de f (x) lorsque x tend vers —oo.
—-X

lim f() = lim <e—
X——00 X——00

0,25pt

x—x + (1) +o < i x) =+ 0,5pt
=400 |—] = +00 = 100
2(x — 1) 2 pLIRAC 2P

—X
2) a) Montrons que f'(x) = chle__;)z-
, 1 —e~*(1-x)+e™*  (-1+x+1)e™* i
Pour tout x # 1, f'(x) =X : (1_5)2  Ja z(f—x)ze - 2(xle—x)2 CQFD
. _ xe ™
Pourtoutx # 1, f'(x) = 57—  0,5pt

b) Etudions les variations de f.

x € R — {1}, le signe de f'(x) depend de celui de x

Vx €]—o0; 0O[;f'(x) <0.Alors f strictement décroissante sur ]—co ; 0.

Vxe]0; 1[{U]l ; +oo[; f'(x) > 0. Alors f est strictement croissante sur ]0 ; 1[ U ]1 ; +oo[.
Vx e {0}; f'(x)=0.Alors f est constante sur {0}.

Tableau de variation :

x —o0 0 1 +oo
(%) - O + +
+00 +00 0
0,5pt
f)
1
5 .

c) Montrer que f admet un minimum que I’on précisera sur |—co ; 1[.
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D’apreés le tableau de variation de ci-dessus :

Vx€]-o; 1[; f(x) = % Alors, f admet un minimum sur |—oco ; 1[ atteinten f(0) = % 0,5pt

B) On considére 1’équation différentielle (E) : y'" + 2y’ +y = 0, ou y est une fonction deux fois dérivable sur R.
1) Résolvons (E).

L’équation caractéristique de (E): r*+2r+1=0

TO - —1

y(x)=(Ax+B)e ™ avec AeRet BER 0,5pt

2) On considere les solution de (E) dont la courbe représentative passe par le point A (0 ; %)

a) Montrons que ces solutions s’écrivent sous la forme (ax + %) e *.0nnote h,(x) = (ax + %) e *ouaestun
réel.
la courbe représentative des solutions de (E) passe par le point A (0 ; %) équivaut a : y(0) = %
y(0) =3 < (A(0) + B)e® = = B =3
D’ou, les solutions de (E) s’écrivent sous la forme (ax + %) e * notée h,(x) = (ax + %) e*ouaeR 0,5pt
b) Etudions le sens de variation de h, selon les valeurs de a et montrons que pour tout réel a # 0, h, admet un
extremum pour une valeur de x que 1’on déterminera en fonction de a.
Dy, =R =]-00 ; +oof

. . / — -X _ ,—X 1\ _ _ 1\
Vx€J]—ow; 4| ; h,(x) =ae e (ax+2)—(a ax Z)e
VX €]—o0; 4oo[ ; hy(x) = (—ax +a —%) e* 0,25pt

Le signe de h;, depend de celui de —ax + a —%

1 1 1
Posons:—ax+a—5=0<=>—ax=5—a<=>x=1——

2a
Poura=0:
ho(x) = —%e‘x < 0. Pour tout x réel.
Pour a = 0, h, est strictement décroissante sur R.  0,25pt
Poura > 0:
x —o0 1- i +o00
he (x) + Q _
Poura > 0:
VxE€ ]—oo ;01— i[ ; hy(x) > 0. Alors h, est strictement croissante sur ]—oo ;01— ;—a[
VxE€ ]1 — i c +oo[ ; hy(x) < 0. Alors h, est strictement decroissante sur ]1 — Zl_a c +oo[. 0,25pt
VxE€E {1 — i} ; hy(x) = 0. Alors h,(x) est constante sur {1 - i}
Poura<o0:
X —00 1- % +0oo
he (x) - Q n
Poura > 0:
VxE€ ]—oo ;01— i[ ; h,(x) < 0. Alors h, est strictement decroissante sur ]—oo ;01— i[

VxE€ ]1 — i c +oo[ ; hy(x) > 0. Alors h, est strictement croissante sur ]1 — i : +oo[. 0,25pt
Vx€E {1 — i} ; hy(x) = 0. Alors h,(x) est constante sur {1 - i}

Pour tout réel a # 0 ; h;,(x) s’annule et change de signe pour x = 1 — i Alors h, admet un extremum au

1
point d’abscisse x =1 — i tel que h, (1 — %) = ae_(1_ﬁ) 0,25pt
c) On note C, la courbe représentative de h, et S, le point de C, correspont a ’extremum de h, ; vérifions que pour
tout a # 0, S, est un point de la courbe (I') de la partie A).
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Sa<1—i ; ha(l—i»

ha(1-30) =

2a 2

S, est un point de la courbe (T) ssi f (1 - i) = ae_(

[a (1 — i) + l] e_(l_i) = ae_(l_i

Pour tout x # 1 par : f(x) = Z(e:x)
1 1
_ 1\ e 750 ()
Pour touta # 0 ; f(l _Z) = 2(1_“%1) = %

1

Pour tout a # 0 ; f(1 - i) — e

_ﬁ). Alors S, est un point de la courbe (T') de la partie A).

) Dous, (1—i ; ae‘(l—i))

1-20)

2a

0,5pt

3) Construisons das le plan muni d’un repére (0 ; 7 ; ) (unité 4cm) les courbes C, pour les valeurs suivantes de

1. 2.0:1et2
4

he(x) = (ax + %) e~ ol a est un réel.

ha(x) = Gx + %) e ™ ; h_,(x) = (—2x + %) e ;

hy(x) = (x+%)e‘x et h,(x) = (2x+%) e
Tableau de variation :
1) Pour hi(x) = (lx + 1) e *

% 4 2

ho(x) = %e"‘

2) Pour h_5(x) = (—Zx + %) e’ *

X —00 400

E +m

hi(x) +
4

h,(x) p | +

h1(x)
2

()

(c%) n(0x) ={(-2; 0} ;

1
() non ={c0 3
(CE) admet une branche barabolique de direction (0y)
4
3) Pour hy(x) = (x + %) e™”*

x —o00 % +oo
hy (%) + O —
e_%
hy(x) /( ) \
| £4 0

) n©0x) ={(-5 ; o}
)ny={0o; 3}

2

(C,) admet une branche barabolique de direction (0y)

{2 .
(C-2) n (00 ={C ; 0o}
(c-)n oy ={©; 3
(C_,) admet une branche barabolique de direction (0y)

4) Pour hy(x) = (Zx + %) e *

| =

x —o00 % +oo
hy (x) + O -
2e 4
hy (x) / ( ) \
oo 0

() n 00 ={(-3 ; o}
) n©y) ={©; 3}

2

(C,) admet une branche barabolique de direction (Oy)
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2pt

4) Soit A un réel supérieur a —2 ; on appelle D; ’ensemble des points M du plan limite par I’axe des abscisses, la

courbe C1 et la droite d’équation x = A.

4

a) exprimons I = ffz ha(t) dt en fonction de A ;
4

A _ A (1 1\ _—
I_f‘zhi(t) dt=[", (4x+2)e xdt

Posons
1 1 r_ I _ X — —-X
u—Zx+E<=>u - et v et v =—e

et (e e
S ettt
=—(3a+1+3) et +1e2

4 2 4 4

1 -
I=;[e—(@+3)e?*] 05pt

b) Soit A(2) la mesure de I’aire de D, ; la limite de A(1) quand A tend vers oo est :
AQ) =1 xua=1x16 cm? = 4[e* — (1 + 3)e™*] cn
Alir+n AQQ) = 4e? cm?  soit alilP A(2) =29,5cm* 0,5pt
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Exercice 1 : 4.5 pts

2
1) On appelle nombre triangulaire tout entier naturel qui peut s’écrire sous la forme azj avec a un entier naturel non

nul.

a) Démontrer que si n est la somme de deux nombres triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés.  1pt
b) Onpose n = 3 ; 4n + 1 est-il la somme de deux carrés d’entiers ?

Etudier la réciproque de la propriété a) 1pt

2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; T ; J), (unité graphique 4 cm) on considere la courbe (C)
d’équation y? = x2(1 — x2).

a) Préciser les éléments de symétrie de (C). 1pt

b) Construire (C) dans le plan muni du repére orthonormé (0 ; 7; j). 1,5pt

Exercice 2 : 5,5 pts

1
x'=-x+1
1) Soit f I’application affine du plan P dans lui-méme définie par son expression analytique : ) 21

y =5y—2

a) Montrer que f admet un seul point invariant /.  0,5pt
b) Montrer queﬁ = %]T/i ou M' = f(M). En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f. 1pt

c) Déterminer le centre et le rayon du cercle de €’ image de C d’équation x* + y* — 2y =0 1pt

2) On considére I’équation différentielle (E):y"" — 3y’ + 2y = 8x? — 24x.

a) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction numérique g définie par g(x) = ax* + bx + c soit solution de
I’équation (E) dans R. 1,5pt

b) Résoudre I’équation y'" — 3y’ + 2y = 0 ; puis en déduire les solutions de I’équation (E).

Probléeme : 10 pts
Partie A :

Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie sur 0 ; +oo[ par: f(x) = x* +Inx

1) a) Justifier I’existence d’un réel unique a compris entre 0,5 et 1 tel que f(a) =0 1,5pt

b) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x. 1pt

2) Soit la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = x* + (Inx)?

Calculer g’ (x) et vérifier que g'(x) = %f(x). En déduire le tableau de variation de g 1,5pt

Partie B :
1) Montrer que le réel a définie dans la partie A) 1) a) est solution de 1’équation h(x) = x, ou h est la fonction définie

sur]0 ; +oo[ par: h(x) = x —%(x2 +1Inx) 1pt

2) a) Calculer h'(x) et étudier son signe sur E ; 1]. 0,5pt

b) Prouver queh(E ; 1]) c E ; 1]. 0,5pt

c) Calculer h''(x) et étudier son signe sur E ; 1]. 0,5pt

d) En déduire que, V x € E ; 1] ona:0<h'(x)<03. 0,5pt
3) On définit la suite (U,,) par U, = 1 et, pour tout entier naturel n, U,.,; = h(U,).
a) Montrer que, pour tout entier naturel, % < U, < 1, et que la suite (U,,) est décroissante. 1pt
b) En utilisant I’inégalité des accroissements finis, montrer que I’on a :
vneN, |Uyp —al <(0,3) x |U, —al puis que |U, —a| < %(0,3) no 1pt
c) En déduire que la suite (U,,) converge vers a. 0,5pt
d) Déterminer un entier n, tel que Uy, soit une valeur approchée de a & 107> prés et indiquer la valeur de U, donnée
par la calculatrice. (Avec 5 décimales). 0,5pt
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Exercice 1 : 4.5 pts
1) On appelle nombre triangulaire tout entier naturel qui peut s’écrire sous la forme azzj avec a un entier naturel non
nul.
a) Démontrons que si n est la somme de deux nombres triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés.
Soit a;a et % deux nombres triangulaire avec a € N* ; b € N*
a’*+a | b*+b __ a*+b*+a+b
n=— o= 2
4n+1=2a*+2b*+2a+2b+1 Ou encore
=2(a?+a)+2(b*+b)+1 dn+1=2a*+2b>+2a+2b+1
2 2 — 2 2 2 2
22[(a+%) _ﬂ+2[(b+%) _ﬂ+1 =(@®*+b*)+ (@*+b*)+2(a+b)+1
2 2 =(a?+b?)+ (a+b)>—2ab+
1 1 1 1
_2(a+;) +2(b+;) —-;—5+1 2(a+b)+(12 _ )
12 12 =a—2ab+b + a+b +
—2(a+-) +2(b+z) 2(a+b)+1]
2 2
an+1= [\/E(a+1)] n [\/f(b+l)] 4n+1=(a—b)*+[(a+b) +1]°
2 2

Conclusion
Si n est la somme de deux nombres triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés. 1pt

b) Onposen =3 ; 4n+ 1 est-il la somme de deux carrés d’entiers
Pourmn=3o0na:4n+1=43)+1=13=4+9 = (2)? + (3)?
Pourn=3ona:4n+1 = (2)? + (3)%2. Alors4n + 1 est la somme de deux carrés d’entiers pour n =3  0,5pt
- Etudions la réciproque de la propriété a)
a*ta  b*+b
+
2

Pour cela, vérifions s’il existe des entiers naturels non nuls a et b tels 3 =

{4n+ 1=(a—-b)?>+[(a+b)+1]?
n+1=2%+32
Par identification :
{ a—b=2 {a —b=2
a+b+1=3 a+b=2
Si 4n + 1 est la somme de deux carrés, alors n n’est pas la somme de deux nombres triangulaires.
D’ou la réciproque est fausse. 0,5pt
2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; 7 ; j), (unité graphique 4 cm) on considere la courbe (C)
d’équation y* = x2 (1 — x2).
a) Précisons les éléments de symétrie de (C).
Y=l -x) e y=f0) =21 -2 ouy = f() = —/x? (1 —x?)
Df={x/x€R; x(1-x*)=20} =Dy =[-1; 1]
Vxe[-1; 1] et —x€[-1; 1] ; f(—x) = f(x) & (C) est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées 1pt
b) Construire (C) dans le plan muni du repére orthonormé (0 ; 7; ).
Fx) = { filx) = Vx2(1 —x2)
fo(x) = —/x2(1 — x%)
(©) = (€ v (C).
Ona: fi(x) = —f,(x). Alors (C;) et (C,) sont symétrique par rapport a I’axe des abscisses.
Construisons (C;) puis son symétrie (C,) par rapport a I’axe des abscisses.

& (a—b)? +[(a+b) +1]? =22 + 32

Sa=2 et b=0¢N*

1. Y _ x(1-2x2)
Vx €] 1,1[,f1(x)——\/m
vxe]-1; 1[; ; x2(1—x?%)> 0. alors le signe de f’(x) dépend du numérateur

Posons x(1 —2x2) =0 x =0 ou ng oux=—g

f1(x) n’est pas dérivable a droite de —1 et & gauche de 1 et admet une demi tangente verticale en ces points.
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x |[-1 _2 0 2 1
2 2
1-2x? - O 4 O -
X - - Q +
A'@ + 0O - O O -
1 1
G) G)
fi (x)
0 0 0
_
1 -
1,5pt
osd
® >
Exercice 2 : 5,5 pts
- - - - - - x’ = lx + 1
1) Soit f I’application affine du plan P dans lui-méme définie par son expression analytique : 21
y'=sy-2

Soit M (;) un point de P et M’ (;i) I’image de M par f
a) Montrons que f admet un seul point invariant J.
x =ix+1 x—sx=1 Ix=1 x =
f(M) =M< 2 = Z {2 :){ _
y=5y-2 |y—3;y=-2 Y
Alors que f admet un seul point invariant J de coordonnée (2 ; —4). 0,5pt
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—_— i X' =sx+1
b) Montrons que JM' = -JM ou M’ =f(M) <4 | 2
y =5y—2
, 1 1 1 1
— =y =(x+1)-2=-x-1=-(-2)=>(x—-x) ,_,

y -y =0Gy-2)+4=1y+2=20+9D=3(y-)
Dou: JM' =2JM ou M' = f(M) 0,5pt
Déduisons-en la nature et les éléments caractéristiques de f.
Par définition : /M’ = %W ol M’ = f(M)

Alors f est une homothétie de centre ]( _24) et de rapport k = % 0,5pt

c) Déterminons le centre et le rayon du cercle de €’ image de C d’équation x* + y* — 2y = 0

, 1
x=;x+1 {x=2(x’—1)<:>{x=2x'—2
y'=%y_2 y =2y +2) y=2y +4

+y —2y=02x' -2+ 2y ' +4)?-2Q2y' +4) =0

S 4x'? -8 +4+4y° +16y' +16 —4y' —8=10

S 4x'* +4y"" —8x' +12y' +12=0

S x?+y?2-2x"+3y'+3=0

o @W?*-2x)+@?*+3y)+3=0

o[ —1)2-1]+ [(y’+3)2—3] +3=0

2 4
2 2

o vre (3 =2
(C") est un cercle de centre (1 ; — g) et de rayon % 1pt
2) On considére I’équation différentielle (E):y"" — 3y’ + 2y = 8x? — 24x.
a) Déterminons les réels a, b et ¢ pour que la fonction numérique g définie par g(x) = ax® + bx + ¢ soit solution
de I’équation (E) dans R.
VxeER g'(x) =2ax+b et g'"(x)=2a
g(x) est solution de (E) ssi: g”"(x) —3g'(x) + 2y = 8x% — 24x
g"'(x) —3g'(x) + 2y = 8x% — 24x
(2a) —3Qax + b) + 2(ax? + bx + ¢) = 8x% — 24x
2a — 6ax — 3b + 2ax? + 2bx + 2¢ = 8x% — 24x

2ax* + (2b — 6a)x + 2a — 3b + 2¢ = 8x?% — 24x
Par identification :

2a =8 a
2b—6a=-24 <41 b=
2a—3b+2c=0 c=—4

a=4 b=0 et c=-4.Alors g(x)=4x*—4 estsolution de ’équation (E) dans R. 1,5pt

4
0

b) Résolvons 1’équation y" — 3y’ + 2y = 0; puis déduisons-en les solutions de 1’équation (E).

L’équation caractéristique de (E) : 7> —3r+2=0.Alorsr;, =1 et 1, =2

y = Ae* + Be’* avec A€ER et b€ER. Solution de I’équation y"' — 3y’ +2y =0 1pt

Les solution de I’équation (E) sont: f(x) = Ae* + Be** + 4x*—4 avec A€ER et beR. 0,5pt
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Probléme : 10pts
Partie A :

Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie sur 0 ; +oo[ par: f(x) = x* +Inx

1) a) Justifions I’existence d’un réel unique @ compris entre 0,5 et 1 tel que f(a) =0

-Domaine de définition : Dy =]0 ; +oo[

-Limite aux bornes de Dy :

lim f(x) =0+In0* = - et lim f(x) =4+ +In(+o) = +oo
x-0% x—+o00

Dérivée et sens de variation :

Vx €10 ; +oof ; f1() = 2x + - =
Vx €10 ; 4o ; f'(x) > 0. Alors f est strictement croissante sur [0 ; +ool.
-Tableau de variation :

2x%+1

X 0 a +c0
() Lt
: +00
f(x) !

D’aprés le tableau de variation, f est continue et strictement croissante sur |0 ; +oo[ ; elle réalise une bijection
de J0; +oo vers |—oo; +oo.

Or 0 € |- ; +oo[, alors ’équation f(x) = 0 admet une solution unique & € |0 ; +oo|. En plus :

1,5pt
f(0,5) = —0,44
< f(0,5) % f(1) <o.
e £(0,5) % f(1)
D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique ¢ € 10,5 ; 1[ c ]0 : +oo[ tel que

f(a) = 0.

b) Déterminons le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

D’apreés le tableau de variation ci-dessus :

Pourxe€]0; a]; f(x)<O0. 1pt

Pourx € [a ; +oof ; f(x) = 0.

2) Soit la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = x* + (Inx)?

Calculons g’ (x) et vérifions que g'(x) = %f(x).

Vx€E ]O 2 -|-oo[ ; g!(x) = 2x 42 Xilnx _ 2x+21Inx
Vx€0; +oof ; g'(x) = 2x+2Inx 0.5pt
VrEl0; el ; g'(x) = FEE = RS = 20+ ) = 2 (o)

D’ou Pour toutx € |0 ; +oo[ ; g'(x) = %f(x). 0,5pt

Déduisons-en le tableau de variation de g

Vx €]0 ; +oof ; lesigne de f' depend de celui de f(x).

)}Lrgl+g(x) =(0)2+ (In0%)? =400 et xl_i)r&)g(x) = (+0)? + (In(+))? = 400
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X 0 a 400
9@ - Ot
400 +oo
0,5pt
g(x) P
f(a)
Partie B :

1) Montrons que le réel a définie dans la partie A) 1) a) est solution de 1’équation h(x) = x, ou h est la fonction
définie sur ]0 ; 4+oo[ par: h(x) = x —i(x2 +Inx)

L’équation f(x) = 0 admet une solution @ € [0,5 ; 1] telle que f(a) = 0 d’aprés A) 1) a).

a est solution de I’équation h(x) = x si et seulement si h(a) = a.

h(x) =x =2 (% +Inx) & h(x) = x - f(x)

W) =a-sfl@=a-5;0)=a © h@)=a

Va €[0,5; 1] ; h(a) = a.Alors, réel a définie dans la partie A) 1) a) est solution de I’équation h(x) = x. 1pt
2) a) Calculons h'(x) et étudions son signe sur E ; 1].

/ _q_ 14 _ o4 1(2x®+1\ _ 4x—2x?-1 _ —2x’+4x-1
Vxelo; ool M) =1-2f(n)=1-3(E1) =22
—2x2 —

Yx€]0; +oof ; B (x) == 0,25pt
Le signe de h’ dépend de celui de —2x% + 4x — 1
Posons —2x% +4x—1=0 ; x1=2+‘/E et x2=%E

X 0 2-2 2+V2 too

2 2
R (%) _ ¢ + ¢ -
2-v2 24Vl g,

VXE]T ; T[ ; h(x)>0
Par conséquent, h'(x) > 0 sur E : 1] c ]# ; 2+2‘/§[. 0,25pt

1

b) Prouvons que h(E ; 1]) c [E ; 1].
VxE€ E ; 1] ; h'(x) > 0. Alors h est strictement croissante sur E ; 1].
xe[% ; 1]@%Sx§1

S h G) < h(x) < h(1) Car h est strictement croissante sur E ; 1]

, L) 7+41n2 < h(X) SE
16 4
el iy <075<1
2 16 !
sh@ el 1]
pou h([5: 1]) <[5 1] 0,5pt
c) Calculons h''(x) et étudions son signe sur E ; 1].
—2x2 —
Vx€]0; +oo[ ; h'(x) =%
242
vaelo; +oofs B = 025t
V2 V2

P050n5—2x2+1=0(:>x=7 oux=-=—
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2 | o
vEE] i gl M®>0
velF 1] n@<o 02500

vee{Z} n'@=0

d) Déduisons-en que, V x € E ; 1] ona:0<h'(x) <0,3.

X 1 £ 1
2 2
" (x) + Q _
(0,29)
0,25 0,25

D’apreés le tableau de variation de h':

veell; 1] 025<h(0)<0,290<0,25<h(x)<0,29<0,3

Do vxe[: ; 1]ona:0<h(x)<0,3. 0,5pt

3) On définit la suite (U,,) par U, = 1 et, pour tout entier naturel n, U, ., = h(Up,).

a) Montrons que, pour tout entier nature N, % < U, < 1, et que la suite (U,,) est décroissante.
Montrons par récurrence :

1 .
Pourn=0; Uy, =1alors: ES Uy < 1 est vraie

Pourn=1; U,; =h(U,) =h() = Z alors : %S U; <1 estvraie

Supposons que pour tout entier nature |, % < U, <1 et montrons pour lerang n + 1.
~SUp<1e3<hU,) <1 dapres2)b)
= % < Upyp <1 estvraie
D’ou pour tout entier nature I, % <U,=<1. 0,5pt
Pour tout entier naturel n ;
Unss = Un = h(Un) = Uy = [Up =2 U + 0 Up)| = Uy = =2 (UZ + nU,) < 0
Car la fonction f définie par x* + In x est strictement croissante sur E ; 1]. Donc UZ + InU, > 0 pour tout n € N.

Pour tout entier naturel n, U,,, — U, < 0. Alors la suite (U,,) décroissante. 0,5pt
b) En utilisant I’inégalité des accroissements finis, montrer que ’on a :

VnEN, |Upy —al < (0,3) x [U, —al puis que [U, —al <2(0,3)™

* MontrerquevneN, |U,;q1 —al <(0,3) x |U,, — al
VxEE;l]ona:OSh’(x)SO,B et Vae[%;l]; h(a) =«

En appliquant 1I’inégalité des accroissements finis sur [a ; x] c E ; 1] a la fonction hona:

0<h(x)<03=0x—a)<h(x)—h(a)<03(x—a)
< h(x) —al £0,3|x — al

EnposantszneE ; 1] oun€eNoOna:
0<h(x) <03 |h(x)—al <03|x—«l
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< |h(Uy) — al <0,3|U, — af

S |Upyr —al <(0,3) x |U, —al car Uyyq = h(Uy)
Alors, pour toutn € N, |U,;1 —al <(0,3) x |U,, — al.
* Montrer que pour toutneN, |U, — al < %(0,3)"

Pour toutk € N,on a: |Uyyq — al < 0,3|Uy — «af
En variant k on obtient :

Pourk=0: [ —al<03|U,—«l
Pourk =1: |U§\—Q|SO,3TU‘I\—C¥|
Pourk =2: | —alSO,3|b‘2<a|

Pourk =3: |D4\a| SO,3|U§<a|
Pourk=4: |Us<al <03|0r<al
................... R BN

Pourk=n-1: |U,—«al S()S\wn\_l—\al
En multipliant membre a membre les deux termes de 1’inégalité et en simplifiant, on obtient :
Donc : |U, —a| <(0,3x0,3%0,3%x0,3X%..%0,3)|U, —al
n fois
U, — al < (0,3)*Uy — «af
U, —al < (0,3)"1 — «af

a étant élément de E ; 1] ;ona:

Ju

1
ESaSl@—lS—aS—E

©1-1<1-a<1-3
©0<1-a<;
s |1 -a S%
Alors : |U, — a| < (0,3)"1 — a| < (0,3)" x%
U, — @] <5(0,3)" CQFD
D’ou pour tout entier naturel n, |U,, — a| < %(0, 3)" 1pt

c) Déduisons-en que la suite (U,,) converge vers a.
1 1

vneN; |U,—al <=(0,3)" et lim [—(0,3)”] =0. Aalors lim |U,—a| =0 limU, =a
2 n-+oo |2 n—-+oco n-+o

lil_P U, = a. alors lasuite (U,) converge vers a 0,5pt
n—-+o0o

d) Déterminons un entier n, tel que U, soit une valeur approchée de a a 107> preés et indiquer la valeur de Un,
donnée par la calculatrice. (Avec 5 décimales).
Un, est une valeur approchée de a a 1075 prés équivaut a : |U, — a| < 1075

|Up, —a| <1075 = %(0,3)710 <105 <= (03)™ <2x107° @ ny > % & ny > 8,98
U,, est une valeur approchée de a a 1075 prés Pour ng =9 0,25pt
h est la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par : h(x) = x —%(x2 +Inx) et pour tout entier naturel n, U,,,; = h(U,)
u; = h(uy) = h(1) =075 | u, = h(uy) = h(0,75) = 0,68129 ... us = h(u,) = 0,66119 ...
uy = h(uz) = 0,65532 ... us = h(u,) = 0,65361 ... ug = h(ug) = 0,65312 ...
u, = h(ug) = 0,65297 ... ug = h(u,) = 0,65293 ... ug = h(ug) = 0,65292 ...
D’ou 0,65292 est la valeur de Ug donnée par la calculatrice. (Avec 5 décimales). 0,25pt
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Exercice 1 : 5pts

On considére I’entier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systéme de numération de base sept.

1) Déterminer x pour que :

a) A soit divisible par six;  1pt

b) A soit divisible par cinq;  1pt

¢) En déduire qu’il existe x tel que A soit divisible par trente.  1pt

2) On donne a x la valeur zéro, déterminer I’écriture décimale de A. Dans ce cas, quel est le nombre de diviseurs

positifs de A ? Quel est I’ensemble des diviseurs positifs de A qui sont premiers avec trois ? ~ 2pts

Exercice 2 : 5pts

On considére le nombre complexe u = V2—V2—i2+v2 (@(2=-1)
1) a) Calculer u* et u*  1,5pt
b) Calculer le module et un argument de u*, en déduire le module et un argument de u.  1,5pt
2) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé. A tout point M de coordonnées (x ; y) du plan, on associe
son affixe Z = x + yi.
Déterminer 1’ensemble des points M du plan pour lesquels le module du produit u X Z égal a 8.  2pts

Probléeme : 10 pts

1) Soit P le polynome tel que P(x) = 3x3 + 2x* — 5.
Vérifier que P(x) = (x — 1)(3x% + 5x + 5), puis étudier le signe de P(x) suivant les valeurs de x.  1pt
2) Soit g la fonction de R vers R définie par g(x) = x® + x*> — 2 — 51n x. Etudier les variations de g et en déduire

le signe de g(x) suivant les valeurs de x.  1pt

3) Soit la fonction f de R vers R définie par : £(x) = x% + 2x + 200

a) Déterminer 1’ensemble de définition Dy de f et calculer les limites de f aux bornes de Dy, 1pt
b) On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; 7 ; ) avec
0,5 cm en abscisse et 5 cm sur ’axe des ordonnées. Etudier les branches infinies de (€).  1pt
c) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.  1pt
d) Montrer que I’équation f (x) = 0 admet une solution unique « dans [0,2 ; 0,5] et donner une valeur approchée a
1071 dea. 1pt
e) Tracer (C) dans I’intervalle [0 ; 2]  1pt
f) Calculer f(x) — (x? + 2x).  0,5pt
i) Calculer la limite en +o de f(x) — (x? + 2x).  0,5pt
i) Etudier le signe de f(x) — (x? + 2x).  0,5pt
iii) Donner une interprétation graphique des résultats de i) et ii)  0,5pt

g) On désigne par P la parabole d’équation y = x? + 2x. Tracer P dans le méme repére que (C).  1pt
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Exercice 1 : 5pts

On considére I’entier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systéme de numération de base sept.
1) a) Déterminons x pour que A soit divisible par six

A=1x4167=1><74+x><73+4><72+1><7+6 avec 0<x<7

=2401+4+343x +196+7+6

= 2610 + 343x
A=2610 + 343x
A=0[6] © 2610 + 343x = 0[6] © x =0[6] & x = 6k
03x<7=>056k<7<=>0sk<§<=>0sk<1,16<=>ke{o ; 1}
x=0 et x=6 1pt
b) Déterminons x pour que A soit divisible par cing ;
A=0[5] = 2610+ 343x =0[5] ©@3x=0[5] ©@x=0[5]x=0 et x=5 1pt
c) Déduisons-en qu’il existe x tel que A soit divisible par trente.
A = 0[6]
A = 0[5]
Alors A est divisoble par trente pour x = 0 1pt
2) On donne a x la valeur zéro,
- Déterminons I’écriture décimale de A.

A=Txd16 = 2610 + 343x

Pourx =0,ona: A=2610 Ecriture décimale de A. 1pt

La décomposition de A en produit de facteurs premiers nous donne : A = 2 X 32 X 5 x 29

- Le nombre de diviseurs positifs de A est nbr(D,) = (1+1)(1+2)1+1)(1+1) =24 0,5pt

L’ensemble des diviseurs positifs de A qui sont premiers avec trois ?

(2°; 2)(5°; 0)(29°; 29)=(1; 2)@; 5@ ; 299=(; 5; 2; 10)(1; 29)
=(1;5; 2; 10; 29; 145 ; 58 ; 290)

D g premiers avec3 = {1;2;5;10; 29; 58; 145 ; 290} 0,5pt

Exercice 2 : 5pts

On considére le nombre complexe u = V2—V2-i2+2 (i? =-1)
1) a) Calculons u? et u*

u2=(\/z—x/i—i\/2+\/§)2=(m)2—2i(\/2—\/§)(\/2+\/§)—( 2+\/§)2
:2—\/§—Zi\/(2—\/7)(2+\/7)—2—\/7
= —2vV2 - 2iV2

Pour x = 0, { < A =0[30]

u?=-2v2(1+i) 0,75pt
ut= W2 =[-2v2A+0]" =82 =16i < ut=16i  075pt
b) Calculons le module et un argument de u*, déduisons-en le module et un argument de u.

ut=16i < |u*l=16 et arg(u*) =7  075pt
=16 lu*=16=u=V16 < |ul=2

T T - 0,75pt
arg(u*) = sedxargw) =2 o  argw=g

2) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé. A tout point M de coordonnées (x ; y) du plan, on associe
son affixe Z = x + yi.

Déterminons 1’ensemble des points M du plan pour lesquels le module du produit u x Z égal a 8.

luxZ|=8 & |ulx|Z|=8 © 2/x2+y2=8 & x2+y2=4 & x2+y? =42

L’ensemble des points M cherchés est le cercle de centre 0(0 ; 0) etrayonr = 4 2pt
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Probléme : 10pts
1) Soit P le polyndome tel que P(x) = 3x3 + 2x* — 5.
Vérifions que P(x) = (x — 1)(3x% + 5x + 5), puis étudions le signe de P(x) suivant les valeurs de x.
(x—1)(Bx*+5x+5)=3x3>+5x>+5x —3x2 —5x—5
=3x3+2x* —5=P(x)
D’ou P(x) = (x—1)(3x>+5x+5)  05pt
Posons P(x) =0 = x—1=0 ou 3x2+5x+5=0
x—1=0&=x=1
3x2+5x+5=0
A= 25—-60 =-35
x €R, 3x3 4+ 2x*> — 5> 0, le signe de P(x) dépend de celui de x — 1

Pourx €|—o ; 1[; P(x) <0
Pourx €]1 ; +oo[ ; P(x)>0

0,5pt
Pourx € {1} ; P(x) =0

2) Soit g la fonction de R vers R définie par g(x) = x® + x* — 2 — 51n x. Etudions les variations de g et
déduisons-en le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
- Domaine de définition :
Dg = ]0 ; +OO[
- Limite aux bornes de Dy :
l - £ — him [P+ 2o 2 s
er(r)Lg(x) =t ¢ x—1>r-!¥loog(x) B x—l>r-Poo x ( + X _x2 b x? /e
- Dérivée :
5 3x3+2x2-5 P(x
Vx€]0;+00[;g’(x)=3x2+2x—;= = )

X X
- Sens de variation :

Vx €]0; +oof ; g'(x) = @. Son signe dépend de celui de P(x).

vxe€]0; 1[; g'(x) <O0.Alors g est strictement décroissante sur |0 ; 1[
Vx €]1 ; +oo[ ; g'(x) > 0. Alors g est strictement croissante sur 1 ; +oo[
vxe{1}; g'(x) =0.Alors g est constante pour x = 1.

Tableau de variation :

X 0 1 e
"(x - +
g'(x) Q 0.5t
+ 0o + o0
9(x) \ /
(0)
Signe de g(x) suivant les valeurs de x
Pour toutx €0 ; +oof ; g(x)=>0 0,5pt
14+10Inx

3) Soit la fonction f de R vers R définie par : f(x) = x* + 2x +
a) Déterminons I’ensemble de définition Dy de f et calculons les limites de f* aux bornes de D.
Df={x/x€R ; x>0et x#0} < Dp=]0; +oof 0,5pt

14+ 101In x)

lim f(x) = (xz + 2x + =—-0 & limf(x)=-o 0,25pt
x—-0% x->0%
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) ) . 14 In x .
lim f(x)=xl_1)rfoo(x +2x+7+107)=+oo & lim f(x) =4+  0,25pt

X—+00 X—+0o
b) On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal (0 ; 7 ; J) avec
0,5 cm en abscisse et 5 cm sur ’axe des ordonnées. Etudions les branches infinies de (C).

lir(}gr f(x) = —. Alors la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe (C) en — o. 0, 5pt
X—

lir_P f(x) = +oo. Ily a posibilité d"asymptote oblique.

X

i) _ 14 In x
lim —= = lim (x+2+—+ 10—) = 400,
x>+ X X—>+00 x?2 x?2
f(x)

lim — Alors (C) admet une branche parabolique de direction (0y). 0,5pt

x—+0o

c) Etudions les variations de f et dressons son tableau de variation.

- les variations de f':

f(x) =2 + 2% + 14+101n x

10
- X~14-10Inx  2x242x+10-14-10Inx

Vx €10 ; +oof ; f(x) =2x+2+=% 2x3+2x?—4-10Inx _ 2(x3+x*-2-5Inx)

2

x2 x2 x2 x

Vx €10 ; +oof ; f'(x) =222 | e signe de f'(x) est celui de g(x).

X

Vx €10 ; +oof ; f'(x) = 0. Alors f est croissante sur |0 ; +ol. 0,5pt

Tableau de variation de f :

X 0 a 400
f/(x) !+
! +00
f@) ’ 0.opt

d) Montrons que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « dans [0,2 ; 0,5]

et donnons une valeur approchée a 1071 de a.

D’aprées le tableau de variation :

f est continue et strictement croissante sur |0 ; +oo[ ; elle réalise une bijection de ]0 ; +oo[ vers]—oo ; +ool.
0 étant élément de I’intervalle |—co ; +oo[. Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a € 10 ; +oo].
En plus :

£(0,2) = —10,13
£(0,5) = 15,39

D’ou I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans [0,2 ; 0, 5].

}@f(o,z) X f(0,5) < 0. Donc a€[0,2 ; 0,5]c]0 ; +oof 0,75pt

Valeur approchée de « a 10~1 : par balayage

X 0,2 0,3 0,4 0,5
f(x) |-1013 722 |1305 1539
£(0,2) x £(0,3) < 0. Alors 02 <a <03 < a=222_025
Ainsi, 0,2 est une valeur approchée de a a 10~1 prés par defaut. 0,25pt

e) Traccons (C) dans I’intervalle [0 ; 2]
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- -

(©)

1pt

5 (P)

Az
J

f) Calculons f(x) — (x? + 2x).

flx) — (x? +2x) = (xZ + 2x + W) —(x® +2x) = 14+1xOlnx
f(x) _ (xZ + 2) — 14+101nx 0,5pt

X
i) Calculer la limite en +oo de f(x) — (x? + 2).
. (2 1 14+10InxY _ . 14 Inx) _
xl—I}POO[f(x) (x + 2)] - x1—1>r-ll:loo( X ) - xll)lllm(x y 10 X ) - 0
lim [f(x) - (x2+2)]=0 0,5pt

X—+00
i) Etudions le signe de f(x) — (x? + 2x).
14
Posons : f(x) —(x*+2x) =0 14+ 10lnx © Inx = —%@ xX=e 10

14
VXE ]0 ; e_E] s f)—(x2+2x)<0 0,25pt

14
VxE€ [e_ﬁ c +00[ ; f(x) — (x2 + Zx) > 0. 0,25pt
iii) Donnons une interprétation graphique des résultats de i) et ii)
Dei):
li{rn [f(x) — (x* + 2)] = 0.Alors la courbe de la fonction définie par x — x? + 2x est asymptoteaC  0,25pt
X—+0o
De ii):
14
f(x) — (x? + 2x) <0 sur ]0 : e'ﬁ]. Alors la courbe représentative (€) de f est en dessous de celle de la fonction
14
x — x? +2xsur]0 ; e 10].
14 0,25pt
f(x) — (x? + 2x) = 0 sur [e'ﬁ ; +oo|. Alors la courbe représentative (C) de f est au-dessus de celle de la fonction
14
x +— x% 4+ 2x sur [e'ﬁ : +00[.

g) On désigne par P la parabole d’équation y = x> + 2x. Tracgons P dans le méme repére que (C). (voir figure) 1p
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Exercice 1 : 3pts

1) z étant un nombre complexe, on considére I’équation (E) : z* = —7 + 4iv/2.

a) Vérifier que u = /2 + i est une solution de (E).  0,5pt

b) Déterminer sous forme algébrique les racines quatriémes de I’'unité. En déduire dans 1’ensemble C des nombres
complexes toutes les solutions de (E) sous forme algébrique.  1pt

2) Soit ABCD

Un carré du plan.

a) Ecrire A comme barycentre des points B, C et D (On précisera les coefficients).  0,5pt

b) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que :

MB.MC + MC.MD —MC% =0 1pt
Exercice 2 : 5,5pts

1) On considére la suite (U,,) définie par, Vv n € N : {Un+1 :UlOJn:+12n +3

a) Préciser le sens de variation de la suite (U,).  0,5pt

b) Démontrer que pour tout naturel n, U,, > n?; en déduire la limite de la suite (U,).  1pt

c) Conjecturer une expression de U,, en fonction de n puis démontrer la propriété ainsi conjecturée.  1pt

2) Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

n

n
a) (n+1)!22i! 1pt b)Zixi!=(n+1)!—1 1pt
i=1 i=1

NB : n ! désigne factorielle n.

3) Un ouvrier dispose d’une plaque de métal rectangulaire de 110 cm de longueur sur 88 cm de largeur. 11 veut
découper dans cette plaque des carrés tous identiques, les plus grands possible, de fagon a ne pas avoir de perte.
a) Déterminer la longueur du c6té du carré qui convient.  0,5pt

b) Déterminer le nombre de carrés qu’il pourra découper dans de métal.  0,5pt

Probléme : 11,5pts

Partie A :

Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie sur J0 ; +oo[ par: f(x) = e *Inx
1) Déterminer la fonction dérivée de f et vérifier que f'(x) a méme signe que g(x) = —Inx +% 0,75pt
2) a) Etudier les variations de g et montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a comprise entre

et 2 1pt

2
b) Quel est le signe de g(x) sur chacun des intervalles : 10 ; af et ]a ; +o[. 0,5pt

3) Vérifier que f(a) = % et déduire de l’inégalitéz < a < 2 enencadrement de f(a). 0,75pt

4) Achever I’étude de la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ; 7; j) 1pt
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Partie B :
1) Montrer que I’équation g(x) = 0 est équivalente a 1’équation h(x) = x ou h est la fonction définie sur ]0 ; +oo[

1
par : h(x) = ex 0,5pt
, . 3 4 2 ] 1 1
2) a) Calculer h'(x) et vérifier que vV x € [5 ; 2] ona: —-es < h'(x) < —,ez.
En déduire qu'il existeunréel k € [0 ; 1]telque:vxe [ ;2| 5 IW@ol<k 1pt

b) Prouver que pour tout couple de réels (x ; y) choisis dans E ; 2] ona:|h(x) —hy)| <klx—yl|. 05pt
3) Soit (U,,) la suite définiepar Uy =2 et Vn €N, U,y = h(Uy).
a) MontrerquevneN ; U, € E ; 2]. 0,5pt
b) En appliquant a (U,, ; «) I’inégalité établie dans 2) b), prouver que : Vn € N ; |Up4, — al < k |U, — al. 0,5pt
c¢) En déduire par un raisonnement par récurrence 1’inégalité :
vneN ; |U,—al <k™|U,— a| et montrer que la suite (U,,) est convergente. Quelle est la limite ?  0,5pt
4) Montrer en utilisant les variations de h que U,,,; —a €t U, — a sont de signe contraires. En déduire que « est
compris entre U,, et Uy,1. 1pt
Donner un encadrement de & d’amplitude 1072.  0,5pt

Partie C :

On se propose de déterminer toutes les fonctions définies et deux fois dérivables sur ]0 ; +oo[ solutions de 1’équation

X

el
X2

différentielle (E) : y” +3y' +2y =

1) a) Veérifier que la fonction f définie dans la partie A) est une solution de (E). 0,5pt

b) Résoudre I’équation différentielle (E') : y" + 3y’ + 2y =0. 0,75pt

2) a) soit g une fonction deux fois dérivable sur ]0 ; 4co[. Montrer que g une solution de (E) si et seulement si
g — f estune solution de (E').  0,75pt

b) En déduire toutes les solutions de (E). 0,5pt
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Exercice 1 : 3pts

1) z étant un nombre complexe, on considére I’équation (E) : z* = —7 + 4i/2.

a) Vérifier que u = /2 + i est une solution de (E).

U est une solution si et seulement si : u* = —7 + 4iv/2

wt=(Z+1) = (V2) +4(v2) ) + 6(v2) ()? +4(V2)()® + (i)*
=4+4+8V/3i—-12—-4iv2 +1
=—7+8iV3

u* = (W2 +i)* = -7 + 8iV3. Alors u =2 + i est une solutionde (E)  0,5pt

b) Déterminons sous forme algébrique les racines quatriémes de 1’unité.

Soit z=x+vyi telque: z* =1 [r* ; 40]=[1 ; 2kn]

k—cos( Z )+l 1n( ’;n) = zk—cos(k2)+151n(k2) avec ke{0; 1; 2; 3}
Pourk =0,o0na:

Zy = COS ((Oz)n) + lSln( 02)”

=cos(0) +isin(0) & zo=1

(§)+isin(g) = zi=1i

=cos(m) +isin(n) & z,=-1

Pourk=1,0na:

)
Zy = COS ((12)n) + Lsm( 12)71)
)=

Pourk =2,0na:

) )
7, = cos () + isin (4%
Pourk =3,ona:

L . . ()T _ 3 o (3T \. 4
Z3 —cos( )+Lsm(T) = cos(2)+Lsm(2) = zZ;=-1
Les racines quatriémes de ’unitésont : {1 ; i ; —1 ; —i} 0,5pt
- Déduisons-en dans 1’ensemble C des nombres complexes toutes les solutions de (E) sous forme algébrique.

4 4
(E): z¢=-744i2 & *=u* Z—4=1 = (E) =1 & Z*=1 avec Z=1%
u u u

D’aprésb): Z0=1 5 Z1=l 5 Z2=_1 et Z3=_l
Retour :
Z0=1<:>§:1<:>Z=u<:>z=\/§+i

leicbﬁzi@zzu.i@zz—1+\/fi
Zzz—lc»%:—l@z:—u@z:—\/f—i
Z3=—i<:>§:—i<:>z:—u.i<:>z:1—\/fi

s={V2+i; -1+V2i; —V2—-i; 1-+2i} 05pt
2) Soit ABCD Un carreé du plan.
a) Ecrivons A comme barycentre des points B, C et D (On précisera les coefficients).

ABCD Un carré si et seulement si : BC = AD
On sait que :

AC = AB + BC enfixant B
AC =AB +AD car BC = AD
AB —AC + AD =0
ABCD Un carré si et seulement si : AB — AC + AD = 0. Alors 4 est le barycentre des points B, C et D
affectés aux coefficients 1 ; —1 et 1. Autrementdit: A= bary{(B ;1) ; (C; -1) ; (D ; 1)} 0,5pt
b) Déterminons et construire I’ensemble des points M du plan tels que : MB.MC + MC.MD — MC? =0
MB.MC + MC.MD —MC? =0 < MC(MB +MD —MC ) =0 fixons A

& MC(MA+AB +MA+AD —MA+AC ) =0
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& MC(MA+AB—AC+AD)=0

& MCMA=0 car AB—-AC+AD =0
MB.MC + MC.MD — MC? =0 < MC.MA =0
Alors I’ensemble des points M cherchés est le cercle de diamétre [AC].  0,5pt

0,5pt

Exercice 2 : 5,5pts
UO = 1
U71+1 =Un+2n+3

1) On considére la suite (U,,) définie par, v n € N : {

a) Précisons le sens de variation de la suite (U,,).

Upsr1 —Up=WU,+2n+3)—U,=2n+3>0 pourtoutn € N

VvneN; U, — U, > 0. Alors lasuite (U,) est strictement croissante. ~ 0,5pt
b) Démontrons que pour tout naturel n, U,, > n?; en déduire la limite de la suite (U,,).
Démontrons par récurrence que pour tout naturel n, P, : U, > n?
Pourm=00na:Py : Uy>0*< 1>0 vraie (1)

Supposons que pour tout naturel n, P, est vraie. C’est-a-dire : U,, > n?

Et montrons pour P,,.;. C’est-a-dire : U, > (n + 1)

U1 =Up+2n+3>n*+2n+3

OrvneN, n?+2n+3=n?+2n+1+2=mn+12?+2>(n+1)>*

U1 =Up+2n+3>n*+2n+3> (n+1)2

Upi1 > (n+1)% estvraie. (2) CQFD

(1) et (2) & pour tout naturel n, U, >n?  0,5pt

Pour tout natureln ; U, > n* et lim n®=+ow alors lim U, =+ 0,5pt
n-+oo n-+oo

c) Conjecturons une expression de U,, en fonction de n puis démontrons la propriété ainsi conjecturée.
Pour tout naturel n ; U, > n®
VneN; (n+1)>ne (n+1)? =n?

U, >n*

i+ 1)?> nz} par conjecture : U, = (n+1)*>  0,5pt
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Démontrons la propriété ainsi conjecturée :
Uy =1
VkeN: {Uk+1=uk+2k+3
Pourk=0ona: ¥ =U,+3
Pourk=1ona: ¥, =H;+5
Pourk=2ona: ¥ =W+7
Pourk=3ona: 4, =45+9
Pourk =4ona: M; =D+ 11

Pourk=n—1ona: U, =Upy +2(n—1)+3

En ajouttant membre @ membre les termes des égalités, on a :
Upy=Uy+3+5+7+9+11++2n+1
U,=14+3+4+5+74+94+11+-+4+2n+1

U, est la somme des n + 1 terme consécutives d’une suite arithmétique de premier terme U, = 1 et de raison r = 2.
n+1 n+1 n+1

Up="7WUo+U)=—F11+2n+ 1D =—0n+2) =(n+1)?
D’ou U, = (n + 1)2. Expressionde U, enfonctionden  0,5pt

2) Démontrons par récurrence les propriétés suivantes :
n

a) (n+ 1)! 221’! S 1U+21+31+-+n < (n+1)!
i=1

- Initialisation :

Pourn=1,0ona:

mn+D)'=A+1)=2
1

Zi!=1!=1 @Zi!s(n+1)! vraie
i=1

i=1
- Transmision :
Supposons que pour tout entier naturel non nul P, est vraie.C'est —a — dire:
U+214+3+-+n! < (n+1)!
Et montrons pour P, . C'est —a— dire: 1!+ 2!+ 3!+ +nl+(n+ 1)< (n+2)!
U+2143+4+nl+(n+ D)<+ 1!+ (n+ 1) Parhypothese
Orn+D!'+(n+D!'=2n+D!'=2n+Dn'<(n+2)n+Dnle M+ D'+ (n+ 1! < (n+2)!
Donc :
U+214+3++nl+(n+D!<(n+ D'+ (n+ D! < (n+ 2)!
1'+2!'4+3!'+-4+nl+(n+1) <(n+2) estVraie
- Conclusion :

n

n
vneN*; 1!+2!+3!+-~-+n!s(n+1)!<:>(n+1)!zzi! 1pt
i=1

n

b) Zixi!=(n+1)!—1<=>1><1!+2><2!+3><3!+---+n><n!=(n+1)!—1
i=1

- Initialisation :

Pourn=1ona:
1

n
i [ = | =
Zle. 1x1! 1 = Zixi!=(n+1)!_1 vraie
i=1
i=1

m+1D)!-1=0Q+1)-1=1
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- Transmission :
Supposons que pour tout entier n > 1, P, est vraie. C’est-a-dire: 1 X 1! +2Xx 2! +3 X3! +-+nxnl=m+ 1) -1
et montrons pour P,q. C’est-a-dire: 1x11+2x2!/4+3%x3!+-+nxnl+(n+ 1) xn+1)!=m+2) -1
Ix1+2x214+3x31+-+nxnl+(m+Dxm+D!'=mn+ 1! -1+ (n+1) x(n+ 1)! Par hypothese
=1+n+Dn+1D!-1
=n+2)(n+1D'-1
1x1+2x2!143x3!++nxnl+(n+1)xm+1)!=m+2)(n+1)!—1 est vraie
- Conclusion :

VReEN" ; 1x1!+2x2!+3%x3!+-+nxnl=n+1)-1 < iXil=m+1)!—-1 1pt

n
i=1
3) Un ouvrier dispose d’une plaque de métal rectangulaire de 110 cm de longueur sur 88 cm de largeur.

H 110ecm |

88ecm

K J

Il veut découper dans cette plaque des carrés tous identiques, les plus grands possible, de facon a ne pas avoir de perte.
a) Déterminons la longueur du c6té du carré qui convient.

L =PGCD(110 ; 88) =?

110=2%x5x%x11 et 88=22x11 alors PGCD(110 ; 88) = 22

La longueur du cété du carré qui convientest L =22 cm  0,5pt

b) Déterminons le nombre de carrés qu’il pourra découper dans de métal.
_Aire 110 x88 20

C— 42 — 2
L 22
Le nombre de carrés qu’il pourra découper dans de métal est No = 20 0,5pt
Probléme : 11,5pts
Partie A :

Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie sur J0 ; +oo[ par: f(x) = e *Inx
1) Déterminer la fonction dérivée de f et vérifions que f'(x) a méme signe que g(x) = —Inx + %
! — —X 1 -X — 1 —-X
Vx€e]0; 4o ; f'(x) =—e 1nx+;e = (—lnx +;)e
. . 4 —(_ 1 —X —-X
Vx€E]0 ; 4+oof ; f(x)—( lnx+x)e =g(x)e 0.75pt
Vx€]0; +oof ; e ™ > 0.Alors le signe f'(x) dépend du signe de g(x) = —Ilnx +%
2) a) Etudions les variations de g et montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique a comprise entre% et 2.
gx) =—Inx +§

- Domaine de définition :
Dy =10 ; +oof

- Limite aux borne de Dy :

: 1 .
xlljggfg()() = —1In(0%) + oo +0 < xll}(?’r g(x) = +oo
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. 1 )
Jim, 900 = —n(r) + o= < lim g() =~
- Dérivée :
, 1 1 —x—1 x+1 , x+1
Vx€J0; +o[; g =-c-F5=—F—=-"—7F5 o gk)=-—7
x X x X X

- Sens de variation :

Vx€]JO; +oof ; g'(x) = —%1 < 0. Alors g est strictement décroissante sur |0 ; +ool.

Tableau de variation :

,x 0 ¢ o 0,5pt
g (x) i~
+o0 |
g(x)
—00

- Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique a comprise entre% et 2.

g est continue et strictement décroissante sur |0 ; +oo| ; elle réalise une bijection de ]0 ; +oo[ vers |—co ; +ool.
Or 0 € ]|—oo ; +ool. Alors I’équation g(x) = 0 admet une solution unique @ € 10 ; +oo[ . (1)

Enplus :
9(3)=0.26
g(2)=-0,19
(1) et (2) < Iéquation g(x) = 0 admet une solution unique a comprise entre% et 2 05pt

=g 3) x g2)<o D’aprésle théoréme des valeurs intermédiaires,on a: 3 <a<2 (2
2 2

b) Le signe de g(x) sur chacun des intervalles : 10 ; «a[ et ]a ; +ool.
* g(x)0 sur l'intervalle 10 ; af
* g(x) < 0 sur lintervalle la ; +o[ 0.5pt
3) Vérifions que f(a) = % et déduisons de l’inégalité% < a < 2 en encadrement de f(a).
D’aprés 2) a). L’équation g(x) = 0 admet une solution unique & comprise entrez et 2 tel que g(a) = 0.
g(a) =0<=>—lna+§=0<=)lna=i (€Y)

f(a)=e *lna=e* x% d’apres (1)

fl@) == ospt
3
S<a<2 o 2<-a<-2 o el<e¥<ez (I)
lca<2 & 1< )
2 2 a 3
3
NxU) < e‘Zx%<e‘“x§<e7x§

3
-2 -a -3
e e 2e 2
&S —<—L<

2 a 3

3
-2 —>
& <fl@<== 025t
4) Achevons I’étude de la fonction f et tragons sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ; 7; J)
f(x) =e*Inx définiesur J0 ; +oof
lirgl+f(x) =e%In0* = - et lirP f(x) =0 la fonction exponentielle croix plus vite que In.
xX— x>+

1 1
Vx€]0; +oo; f'(x) =—e* lnx+;e‘x = (—lnx +;)e‘x =g(x).e™
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Vx€]0; 4+ ; e7* > 0. Lesigne de f'(x) dépend de celui de g(x).
- Tableau de variation de f :

X 0 a +0o0
£(0) 0 -
f(@
f()
—0o0 0

- Points d’intersection de (Cf) avec I’axe des abscisse :
()N : f)=0e=hx=0=x=1 & (C;)n0x)={1; 0)}

- La valeur approchée de a et f(a):

%<a<2 = a=1‘52+2=1,75 et f(a)=

e—175

=01

1,75
Courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 ; 7; J):

04

LG L R R B b e L el LT

1pt

-06

-08

Partie B :
1) Montrons que 1’équation g(x) = 0 est équivalente a I’équation h(x) = x ou h est la fonction définie sur ]0 ; +oo[

1

par : h(x) = ex
1 1 1 1
g)=0&s —lnx+;= 0= Inx =;<:>x =ex & x = h(x) avec h(x) = ex pour toutx >0
D’ou I’équation g(x) = 0 est équivalente a I’équation h(x) = x. 0,5pt
, - 3 4 2 , 1 1
2) a) Calculons h'(x) et verifions que V x € [E ; 2] ona: —;ex< h'(x) < —Lez.
1

V x€]0 ; +oo[ ; h'(x) = —x—lz.eE 0,5pt

3 .3 1 1 _2 1 1 2
VxE[E;Z] ona.5<x<2(=>5<;<§<=>62<BX<e3 1)
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Vxe[é;z] ma:i<x<2 & 2<xt<4 <=>1<l2<i )
2 2 4 4 X 9

1 1 2
X{€2<€x<€3

1 1 4
_<_2<_
4 x 9
1 1 2 1 1 2 2 1
= 1 = 1 = 4 1 = = 4 = 4 = 1 =
ezX-<exX—=<eiX- & -ez<.ex<-.e3 & ——.e3<h'(x)<—-.ez
4 x 9 4 X 9 9 4

\ 3 4 2 , 1 1

D’ou pour tout x € [E p 2] ona: —-e3 <h'(x) < —2 € 0,25pt
Déduisons-en qu’il existe unréel k € [0 ; 1] telque:V x € E ; 2] ; M) <k

3 4 2 / 12 , 4 2 / 4 2
Vx€ [E ; 2] ona: —;es < h'(x) < —Lez © [ ()| < ;¢ © W ()| <k avec k =5e3€ [0; 1]

2

Alors il existe un réel k = gei €[0; 1]telque:Vxe€ E ; 2] ; IR <k 0,25pt
b) Prouvons que pour tout couple de réels (x ; y) choisis dans E ; 2] ona:|h(x) —h)| < klx—yl.
veell; 2| Iweol<k
En appliquant I’inégalité des accroissement finis sur I'intervalle [x ; y] C E ; 2] a la fonction hona:

3 '
veell; 2] IW@I<k o k) -h@I<kly-x| < | -hO)] < klix -yl
Alors pour tout couple de réels (x ; y) choisis dans B ; Z] ona: |h(x) — h(y)| < k|x — y| 0,5pt
3) Soit (U,,) la suite définiepar Uy =2 et Vn €N, U, = h(Uy).

a) Montronsquevn eN ; U, € E ; 2].

Montrons par récurrence :
- Initialisation :

Pourn=0ona: U0=ZEE ; 2] vraie

1 3 3 (1)
Pourn=1ona:U; =h(lUp) =h(2) =ez=164€ > ; 2| = v, €|} ; 2| vraie

- Transmission :

Vv n € N ; supposons B, vraie. C’est-a-dire U, € B ; 2] ; et montrons pour le rang (n + 1). C’est-a-dire U,,,; € E ; 2]
U1 =hU,)=U,€ E ; 2] . D’aprés partie B : 1)

Alors: U,,q1 € E ; 2] est vraie (2)

Conclusion :

(1) et (2) entraineque:vneN ; U, € E : 2] 0,5pt

b) En appliquant a (U, ; ) I’inégalité établie dans 2) b), prouver que : Vn € N ; |Upyq; —al < k |U, — «al.
Dans 2) b) pour tout couple de réels (x ; y) choisis dans E ; 2] ona:|h(x) —h®)| < klx—yl

Alors pour tout couple de réels (U,, ; «) choisis dans E ; 2] ona:|h(U,) — h(a)| < k|U, — «|

Oor,vneN; U, =h(U,) et h(a)=a. Alors:
|h(Un)_h(a)| < klUn—(Xl g |Un+1_a| Sklun_al
Ainsi,vneN ; |Uyq —al <k|U,—al 0,5pt

c) Déduisons-en par un raisonnement par récurrence ’inégalité : Vn € N ; |U, —a| < k™ |U, — «|
Soit la proposition B,: |U,, — a| < k™ |U, — af
- Initialisation :

Pourn=0o0na:
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Py: lUg—al <Kk |Uy—a| & |Uy—al <|Uy—al vraie (1)

- Transmission :

Pour tout entier n > 0, supposons B, vraie(C’est-a-dire |U,, — a| < k™ |U, — a|) et montrons pour P, (C’est-a-dire
|Ups1 — al < k™1 Uy — al).

|Upse1 — al <k |U, —al .D’aprésb)

|Upsr —al <k |U, —a| <k xKk"|Uy— a| parhypothése

Upi1 — al < K" Uy — a| Vraie. (2)

- Conclusion :

LD et (@@= vVneN ; |U,—al <k"|Uy—al 0,25pt

- Montrer que la suite (U,,) est convergente. Quelle est la limite ?
nl—i>IPoo|Un —al=0 car nl—i>I-|l:loo(kn |Uy — al) = 0 puisque k € [0 ; 1]

linn U, —al=0 < liin U, = a.Alors la suite (U,) est convergente et sa limiteesta. 0,25pt
n—>+oo n—>-+oo

4) Montrons en utilisant les variations de h que U,,; —a et U, — a sont de signe contraires.

1
V x€]0; +oo[ ; h'(x) = —x—12.e§ < 0. Alors h est strictement décroissante.

* Si U, —a>00na:

U,—a>0 © U, >a < h(U,) < h(a) car  h est strictement décroissante.
SUp<a car  Upy1 =h(Uy,) et h(a) =«a
S Up—a<0

U,—a>0 & U,y —a<0.AlorsU,,1 —a et U, —a sont de signe contraires

* Si U, —a<O0ona:

U,—a<0 & U, <a < h(U,) > h(a) car  h est strictement décroissante. 0,5pt
SUp>a car  Upy1 =h(Uy,) et h(a) =«a
= Up—a>0

U,—a<0 & U,y —a>0.AlorsU,,;1 —a et U, — a sont de signe contraires

- Déduisons-en que « est compris entre U,, et Uy, 1.

Pour :
U,—-a>0U,>a
Upi1—a<0s a>U,

Pour :

U,—-a<0sU,<a }
Upi1—a>0=U,.1>a
- Donnons un encadrement de a d’amplitude 1072,

} = Ui <a<lU,
0,5pt
= U, <a<U,q

D’apreés partie A : 2) a) . L’équation g(x) = 0 admet une solution unique a comprise entre% et 2

Par balayage : g(x) = —Inx +§

X 15 | 16 | 1,7 | 1,8 | 19 2
g(x) | 015 | 066 | 1,86 | —0,03] - —
g(1,7)xg(1,8)<0 & 1,6<a<1,7
x 1,71 | 1,72 [ 1,73 [ 1,74 [ 1,75 [ 1,76 | 1,77 | 1,78 | 1,79 | 1,8
g(x) | 0,05 [0,004] 003 | 002 | 001 0,002 |-0,006| - - -
g(1,76) x g(1,77) <0 © 1,76 <a<1,77

Alors, 1,76 < a < 1,77 est ’encadrement de a d’amplitude 1072, 0,5pt
Partie C :

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 97



Proposition de correction : Session de juin 2009 (SET — MTI - MTGC)

On se propose de déterminer toutes les fonctions définies et deux fois dérivables sur J0 ; +oo[ solutions de I’équation
différentielle (E) = y" + 3y’ +2y ==

1) a) Vérifions que la fonction f définie dans la partie A) est une solution de (E).

f(x) = e *Inx est solution de (E) si et seulement si : f” + 3f" + 2f = 1

e %,

—-X

e
X2

f)=e*Inx  f'(x) = (—lnx +i) e*e f"x) = (—%—x%+lnx) e ™™
f7+3f +2f = (—3—x—12+1nx)e‘x + 3(—lnx+§)e"‘ + 2¢ *Inx

X

=(— —x—12+1nx—3lnx+§+21nx)e"‘
(22 g

—2x—-1+3x —
= ()
x
x-1

[7+3f+2f = (x—z) e *. D’ou f définie dans la partie A) est une solution de (E).  0,5pt
b) Résolvons 1’équation différentielle (E') : y" + 3y’ +2y = 0.

EC:r*+3r+2r=20

b=a+c¢c & rn=-1 ou nr,=-2

Alors y=Ae*+ Be?* avec AER et BER  0,75pt

2
X
2
X

2) a) soit g une fonction deux fois dérivable sur ]0 ; +oo[. Montrons que g une solution de (E) si et seulement si
g — f est une solution de (E").

x—1

- Supposons g une solution de (E) (c’est-a-dire g" + 39" + 2g =
(E").
G-N"+3@-"+2g—-f=9"—f"+39" -3f" +29-2f

=(g" +3g9 +29)—(f"+3f" +2f)

X1 x X7l ok

=—e€ ——Ze =

X X
@g-—-HN"+3@—-f)+2(g—f)=0.Alors g — f estune solution de (E'). (1)
- Supposons que g — f est une solution de (E') (c'est —a —dire (g—f)"+3(@—f)'+2(g—f) =0) et
montrons que g une solution de (E).
@G-N"+3@-"+2g—-f)=0=g"—f"+39'-3f +29-2f=0
S (g"+39 " +29)—-(f"+3f"+2f)=0

< (9" +3g9" +29) _xx;zle_x =

e™*) et montrons que g — f est solution de

xZ

< g"+39'+2g9 = xx;zle‘x
g"'+3g +2g= xx;zle"‘. Alors g solutionde (E) (2)
(1) et (2) & g estune solution de (E) si et seulement si g — f est une solution de (E"). 0,75pt

b) Déduisons-en toutes les solutions de (E).
g—f=Ae*+Be ™ o g(x)=Ae™*+Be ? + f(x) & g(x) =Ae ™™+ Be™?* +xx;zle‘x

D’ou g(x) = Ae ™ + Be %* + xx;zle"‘ avec AER et BER  0,5pt
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Exercice 1 : 5pts

On considére I’équation d’inconnue complexe z, (E) : z* + 523 + (11 — 3i)z* + (10 — 10i)z — 8i = 0

1) Montrer que 1’équation (E) admet une solution imaginaire pure z, que I’on déterminera. 1pt

2) Montrer que 1’équation (E) admet une solution réelle que I’on déterminera. 1pt

3) Achever la résolution dans C des nombres complexe de I’équation (E).  1pt

4) En désignant par z; la solution non imaginaire pure qui a une partie imaginaire positive, par z, la solution réelle et
par z; la 4°™ solution de (E), montrer que z,, z1, Z,, et zs sont dans cet ordre les termes consécutifs d’une suite
géométrique dont on précisera la raison. 1pt

5) Donner le module et un argument de chacun des solutions de (E).  1pt

Exercice 2 : 5pts

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O ; 7 ; ). On sésigne par S la réflexion d’axe la droite (D) d’équation
y = x et par o la réflexion d’axe (0 ; 7).

1) Soit M un point du plan et M; son image par S ; on pose M' = a(M;)

a) Calculer les coordonnées x’ et y' de M’ en fonction des coordonnées x et y de M. 1,5pt

b) Caractériser la transformation qui fait passer de M a M'.  1pt

c) Au point M(x ; y) on associe maintenant le point N(X ; Y) telles que : {); a 1-'__3:

Montrer que cette transformation est une rotation dont on précisera le centre Q et I’angle 6.  1pt

2) Le point M d’écrivant la droite d’équation y = x, déterminer 1’ensemble décrit par N. Quel est I’ensemble décrit
par le milieu du bipoint M ; N)?  1,5pt

Probléme : 10pts

Partie A :

Soit g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = 2e* —x — 2.

1) Déterminer la limite de g en —oo puis en +co0.  0,5pt

2) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.  1pt
3) On admet que I’équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.

a) Vérifier que 0 en est une.  0,5pt

b) L’autre solution est appelé a. Montrer que —1,6 < a < —1,5.  0,5pt

4) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réels x.  1pt

Partie B :

Soit f la fonction numérique définie sur R, par f(x) = e** — (x + 1)e*

1) Déterminer la limite de f en —oo puis en +oo. (On pourra mettre e* en facteur pour calculer la limite en +o).  0,5pt

2) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont le méme signe (g étant la fonction définie dans la partie A).
Etudier le sens de variation de f.  1pt

2
3) Montrer que f(a) = w

En déduire un encadrement de f(a). (On rappelle que —1,6 < @ < —1,5.  1,5pt

oU «a est la solution de I’équation g(x) = 0 de la partie A.
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4) Etablir le tableau de variationde f.  0,5pt

5) Tracer la courbe (C) représentant les variations de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (unité graphique 2cm). 1pt
Partie C :

Pour tout entier naturel n, on note I, = f: e* cos(nx) dx.

1) Montrer que pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)™ et que sin(nw) = 0.  0,5pt

2) A I’aide d’une intégration par parties montrer que I, = % 1pt

e™+1
14n2’

3) Montrer que, pour tout entier naturel n, |I,,| <

En déduire lirf I,. |I,| désigne la valeur absolue del,. 0,5pt
n—.4+oo

NB : La partie C) est indépendante des parties A) et B)
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Exercice 1 : 5pts

On considére I’équation d’inconnue complexe z, (E) : z* + 523 + (11 — 3i)z* + (10 — 10i)z — 8i = 0
1) Montrons que I’équation (E) admet une solution imaginaire pure z, que 1’on déterminera.
Z, est une solution imaginaire pure de (E) si et seulement si, il existe un réel b tel que z, = bi vérifie I’équation (E).
(E) : zo* +520° + (11 — 3i)zy* + (10 — 10i)z, — 8i = 0
¢ (b)* + 5(bi)® + (11 — 30)(bi)* + (10 — 10i)(bi) —8i =0
: b* — 5b3i — 11b? 4+ 3b%i + 10bi + 10b — 8i = 0
: (b* —11b% + 10b) + (—5b% +3b?> + 10b —8)i = 0
Par identification :
b*—11b2+10b=0 (1)
{—Sb3 +3b24+10b—8=0 (2)
(D: b*—11b2+10b=0<= b(b3>—11b+10) =0 b =0 ou b3 —11b +10 =0.
1 est une solution évidente de I’équation b3 — 11b + 10 = 0. En utilisant le tableau d’Horner, on a :

1 0 -11 10
1 1 1 -10
1 1 -10 0

Alors, b3 —11b+10=0= (b —-1)B*+b—-10) =0
L’équation (1) a pour solution :
TV oy x = _1+2\/H
Seul x = 1 est solution de I’équation (2) : =5b3 + 3b%> + 10b—8 =0
Alors z, = i est une solution imaginaire pure de I’équation (E). 1pt
2) Montrons que 1’équation (E) admet une solution réelle que 1’on déterminera.
(E) admet une solution réel si et seulement si, il existe un réel a tel que z = a vérifie I’équation (E).
(E): z*+52z3+(11-3)z%+ (10 -10i)z —8i =0
: (@)*+5(@)+ (11 -3 (a)*+ (10 — 10i)(a) —8i =0
: a* +5a® + 11a® — 3a%i + 10a — 10ai — 8i = 0
: (a* +5a3 +11a*+ 10a) + (—3a? +10a —8)i =0
Par identification :
a*+5a®>+11a*+ 10a =0 (1)
{ —-3a?2-10a—-8=0 (2
(2): —3a?—-10a—-8=0
N=25-24=1 alorsa=—-2 ou a=—=

3
Vérifions a = —2 dans (1) :
(—2)* +5(-2)3+11(-2)2+10(-2) =0 = 16— 40 + 44 — 20 = 0 < 0 = 0 vraie
Alors, I’équation (E) admet une solution réelle z = -2 1pt

3) Achevons la résolution dans C des nombres complexe de 1’équation (E).
(E): z+2)(z—D(az?+bz+c)=0

x=0o0u x=1o0u x=

1 5 11-3i 10 —10i —8i
i i -1+ 5i -2+ 10i 8i
1 5+i 10 + 2§ 8 0
-2 -2 —6—2i -8
1 3+1 4 0

E): +2)E-D(EZ*+B+Dz+4)=0
Posons:z2+ (3+i)z+4=0

A= (3+1)?-4(1)4)=9+6i—1—-16=6i —8
Trouvons u = x + yi tels que : u> = —8 + 6i
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x*+y*=10 (1)
-y?=-8 (2

2xy =6 3)
MDM+R)e2x’=2ox*=1ox=+1
Dans (3) :
x=1ley=3 ; x=—1ey=-3
u=14+3i ou u=-1-3i
7, = —3—2i(—1;—3i — —42—4i = —2_72i et Z, = —3—2i(+1§+3i — —2;-21' =1 +i
S={i; -2 ; -2-2i ; —1+1i}. 1pt

4) En désignant par z; la solution non imaginaire pure qui a une partie imaginaire positive, par z, la solution réelle et
par z5 la 4™ solution de (E), montrons que z,, z;, Z,, et zs sont dans cet ordre les termes consécutifs d’une suite
géométrique dont on précisera la raison.

Z():i ; Zl=_1+i ; ZZ=_2 ; Z3:—2—2i
Zy, Z1, Z3, et zz sont dans cet ordre les termes consécutifs d’une suite géométrique si et seulement si, il existe un
ECtlque: 2=2=5 -
q Yzg zZy 7y q
z -1+ . z -2 —2(—-1-i . z —2-2i ,
At g4y 222 200D g4y, B2 g4y
Z i z; =1+ 2 Z, -2
N~ Z z z . I3 . .
D’ou, Z—l = Z—Z = Z—3 =1+1i. Alors zy, z1, z;, et z3 sont dans cet ordre les termes consécutifs d’une suite
0 1 2
géométrique de raison 1 +i. 1pt

5) Donnons le module et un argument de chacun des solutions de (E).
zo=1i alors |zo| =1 et arg(zy) :g

z;=—-1+i alors |z;|=Vv2 et arg(z)= 34—” Ipt

z, =-2 alors |z;|=2 et arg(z;)=m

z;=—-2-2i alors |z;|=2V2 et arg(z,) = —34—"

Exercice 2 : 5pts

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O ; 7 ; ). On sésigne par S la réflexion d’axe la droite (D) d’équation
y = x et par o la réflexion d’axe (0 ; 7).

1) Soit M un point du plan et M; son image par S ; on pose M' = a(M,)

a) Calculons les coordonnées x’ et y' de M’ en fonction des coordonnées x et y de M.

Soit M;(x; ; y;) et u(1 ; 1) unvecteur directeur de la droite (D) : y = x

M, =SM) et M'=o(M,)

MM,.% =0 (;1:;).(1):0@x1—x+y1—y=0
M, =S(M) & . =
I milieu du segment [MM;] et I € (D) Xitx _ Nty
2 2

C}{x1+y1=x+y €Y)
X1—y1=—x+y (2)
D+@Qe2y=2y=x =y

- & 2y =2x=y, =x

_ X1 =Yy
M=son e {7
M’=0’(M1)¢>Z'=Z¢>{)f M <=>{ x=n=y
Yy =-n y =" =-X
{y’f _:_yx sont les coordonnées x" et y’ de M' en fonction des coordonnées x et y de M. 1,5pt
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b) Caractériser la transformation qui fait passer de M a M'.

(X =y =y (1

‘{y’ =—x < {y’i =—xi (2)
M+R@)ex+yi=y—xiex+yi=-ilx+yi) =2z =—-iz

z'=az+b avec a = —i et b= 0. latransformation qui fait passer de M a M’ est une rotation.

De centre d’affixe zg = 1%“ =
1pt

D’angle arg (a) = —g
c) Au point M(x ; y) on associe maintenant le point N(X ; Y) telles que : {); f 1 -l_'z

Montrer que cette transformation est une rotation dont on précisera le centre Q et I’angle 6.
(X=1+y {X=1+y ¢y

l{y=1—x‘:’ Yi=i—xi (2)

MW+ X+Yi=—-ix+yd)+1+ieZ =—-iz+1+1i
Z'=az+b aveca=—i et b=1+1i

a € C et |a|l = 1. Alors cette transformation est une rotation

) _ e 1pt

De centre Paffixe Z, = e p
D’angle arg(a) = —g

2) Le point M d’écrivant la droite d’équation y = x, déterminons 1’ensemble décrit par N.

X=1+y {x =1-Y _

Alors :
{y =1—x y=X-1
y=xX-1=1-YeoX+Y-2=0
D’ou I’ensemble décrit par N est la droite d’équation (A) : X+Y —-2=0. 1pt
- L’ensemble décrit par le milieu du bipoint M ; N) Est
y:x@%=%@Y+y=X+x@Y+(X—1)=X+(1—Y)<:>Y+X—1=X+1—Y
eSY-1=1-Ye2Y¥=2eY=1

Le le milieu du bipoint (M ; N) d’écrit la droite d’équation Y = 1 0,5pt

Probléme : 10pts
Partie A :

Soit g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = 2e* — x — 2.

1) Déterminons la limite de g en —oo puis en +co.

lim g(x) =2(0)—(—©) —2=+40 < lim g(x)=+o 0,25pt

X—>—00 X—>—00

lirP g(x) = +o0 —o0 FI

X—+00

lirP gx) = lir+n [eX(2 —xe™* —2e™)]|=40(2—-0—-0) = +0 & lilP gx) =40 0,25pt
X—+00 X—+00 X—+00

2) Etudions le sens de variation de g puis dressons son tableau de variation.
Vx € |- ; 4o ; g'(x) =2e¥ -1

Pour g'(x) = 0,0na:

gx) =202 -12=€* Zéﬁxz—an@xE [-In2 ; 4oof

Vx € [-In2 ; +oo ; g'(x) = 0. Alors g est croissante sur [-In2 ; +oof 0.5pt
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Vx € ]—c0 ; —In2] ; g(x) < 0. Alors g est décroissante sur |—co ; —In2]

Tableau de variation :

x —00 a —In2 0 +0o0
g'(x0) - O +
+ oo 0,5pt
)
(In2-1)

g(=In2)=2e""24+In2-2=1+In2-2=Ih2-1
3) On admet que I’équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a) Vérifions que 0 en est une.
g(0)=2e"—-0-2=2-2=0
g(0) = 0. Alors 0 est une solution de I’équation g(x) =0  0,5pt
b) L’autre solution est appelé a. Montrons que —1,6 < a < —1,5.
a etant la solution de I’équation g(x) = 0sur |—In2 ; +oo[. en plus:
{ g(—1,6) =2e 19— (-1,6)—2=10,003
g(-1,5) =2e 15— (-1,5) -2 =-0,053
4) Déterminons le signe de g(x) suivant les valeurs du réels x.
D’aprées le tableau de variation :
Vx€]-o; alul0; +of; g(x) =0
Vx€ela; 0]; gx)<0
Partie B :
Soit f la fonction numérique définie sur R, par f(x) = e** — (x + 1)e*
1) Déterminons la limite de f en —oo puis en +o0. On pourra mettre e2* en facteur pour calculer la limite en +o0).
xl_i)m(ﬁf(x) = xl_i)m@(e“ —xe¥—e¥)=0 o xl—i>moo f(x)=0 0,25pt
(x + 1)6"]
er

9(—1,6) x g(—1,5) < 0. Alors —1,6 < a < —1,5 0,5pt

1pt

xlirpwf(x) = xlir+n°o e?*(1—
2) Calculons f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont le méme signe (g étant la fonction définie dans la partie A).
VxeER; f'(x) =2e** —[eX*+e*(x+1)] = 2e** — [(1+ x + De*] = 2e?* — (x + 2)e* = (2e* —x — 2)e*

VXeER; ff(x)=Re*—x—-2)e* & f'(x)=gk)e*

= lim [e*(1—(x+ 1)e*] =40(1 —0) = +o0 & xlimof(x) =40 0,25pt

X—+00

0,5pt
VxeR; e* >0 .Alorslesigne de f'(x) dépend de celui de g(x).
Etudions le sens de variation de f.
Vx€]—oo; alU[0; 4+ ; f'(x) =0. Alors f est croissante sur |—o ; alU [0 ; +oo[.
Vx€ela; 0] ; f'(x) <0. Alors f est décroissante sur [a ; 0].  05pt

2
3) Montrons que f(a) = w

{g(a)zO@Ze“—a—2=0=>e“=a—+2 (D

oU «a est la solution de I’équation g(x) = 0 de la partie A.

2
fla) =e** — (a+1e” (2)
Remplagons e® par son expression dans (2)

2): fla) = e2* — (a + 1)e% = (aTJrZ)Z —(a+ 1).1174'2 _ a2+:a+4 _ a2+za+1 _ a2+4-a+4-—42a2—6a—4 _ —a24—2a

—(a?+2a)

D’ou f(a) = 7 1pt
Déduisons-en un encadrement de f(a). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5.
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—(a*+2a) _ ~[(a+1)?

fl@) == :

-16<a<-15&-06<a+1<-05<025<(@+1)2<036< -0,75<(a+1)?*—-1<-0,64
_ 075 < —(a+1)2—1 < _ 064

-1 .
| Forme canonique

4 4 4
0,64 (a+1)?-1 _ 0,75
4 4 4

< 0,16 < f(a) < 0,1875
Alors, 0,16 < f(a) < 0,1875 ou ——<f(a) <=  05pt
4) Etablissons le tableau de variation de f.
—00 a 0 400

+ 0 — 0 +
/f (@) +oo 0,5pt
0 \ (O) /

5) Tracons la courbe (C) représentant les variations de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (unité graphique
2cm).

X
f'(x)

x e?*(1—(x+ e~ * 1 (x+1
lim & = lim ( ( ) = lim e?* [—— ( e_x] =+0(0—1x%x0) =400
X—+00 X X—+00 X X—+00 X X
x
lir+n 9 = 4. Alors la courbe (C) admet une branche parabolique de direction (0j).
X—>+00
34
(0) 1pt
| . | \
-2 2 i
o
14
Partie C :
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Pour tout entier naturel n, on note I,, = f: e* cos(nx) dx.

1) Montrons que pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)" et que sin(nr) = 0.
Démontrons par récurrence :
Soit la proposition B, : cos(nm) = (—1)"
- Initialisation :
Pourn=0o0na:
cos(0)=(-1)°=1=1 vraie (1)
Pourn=1ona:
cos(m) = (-1)! & —1 = —1 vraie
- Transmission :
pour tout entier naturel n, supposons que la proposition P, est vraie (¢’est-a-dire cos(nm) = (—1)™) et montrons que
P,, 41 est vraie( ¢’est-a-dire cos[(n + 1)r] = (—1)"*?
cos[(n + 1)7] = cos(nm + m) = cos(nm) . cos(m) — sin(nm) . sin(m)
=-D"x(-1)-0 par hypothése cos(nr) = (—1)"
— (_1)n+1
D’ou, cos[(n+ 1)m] = (—1)*! estvraie (2)
- Conclusion :
D’aprés (1) et (2) pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)" 0,25pt
Soit la proposition P, : sin(nm) = 0
- Initialisation :
Pourn=0ona:
sin(0) =0 < 0 =0 vraie (1)
Pourn=1ona:
sin(mt) =0 & 0 =0 vraie
- Transmission :
pour tout entier naturel n, supposons que la proposition P, est vraie (c’est-a-dire sin(nmr) = 0) et montrons que
Py, est vraie( ¢’est-a-dire sin[(n + 1)m] =0
sin[(n + 1)7] = sin(nw + 7) = sin(nn) . cos(n) + sin(w) . cos(nmw)
=0x(—=1)—0x(—1)™ par hypothese sin(nm) =0 et cos(nm) = (—1)"

=0
D’ou, sin[(n+ 1)m] = 0 est vraie (2)
- Conclusion :
D’aprés (1) et (2) pour tout entier naturel n, sin(nm) = 0 0,25pt
2) A I’aide d’une intégration par parties montrer que [, = %
I, = f;rex cos(nx) dx
Posons :
u=e*ou =e*
v’ = cos(nx) & %sin(nx)
1, T T 1 . s 1 .
I, = [ex,;sm(nx)]o — fo eX.;sm(nx) dx = I, = fo —ex,;sm(nx) dx
—_— —————

0
Posons :
u=e*su =e*
v = —%sin(nx) = %cos(nx)
1 T i 1
I, = [eX.Fcos(nx)]o — fo eX.ﬁcos(nx) dx
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= (e".%cos(nn) — (eo.n—lzcos(O) — n—lzf:ex. cos(nx) dx

1 1 1 1 1
I = en'ﬁ'(_l)n _E_ﬁln Sy +§In = ﬁ[(_l)nen —1]

(n2+1)I, _ (-D)"e"™-1
- 2

n2 n

o M+ DL, =D -1

o1, =221 cQFD
_ (=D"e™-1

Doi, I, = = 1pt

; T+1
3) Montrons que, pour tout entier naturel n, |I,| < i+n2.

pour tout entier naturel n :
—1<s(-D)'"<1o —-—-e"<(-D"e™ <e™
o —e"—1<(-1D)"%e"—-1<e™-1
(™) _ (=D"e"-1 _e™-1 _ e™+1

n’+1 — n*+1 — n’+1 T n’+1
(e™+1) e™+1
n?+1 — " T n?+1
e™+1
< |I,| <=5— CQFD
| nl — n’+1 Q
e™+1

D’ou pour tout entier naturel n, |I,,| < 0,25pt

1+n?’

Déduisons — en lirle I,. |I,| désigne la valeur absolue de I,.
n—+o0o

e™+1 e +1

L&t .
| < 14+ n2 et nl—lgloo(l + n?

La partie C) est indépendant des partie A et B

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques

)= 0 alors lim|I|=0 & limI,=0 0,25pt
n-+oo n—+oo

Page 107



Baccalauréat Malien : Session de juin 2011 (SET - MTI - MTGC)

Exercice 1 : 4pts

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; % ; ¥ ) ondonne le point A(12 ; 18). On désigne par B un point
de I’axe (O ; %) etC un pointde (0 ; ¥) tels que (ﬁ ; E) = —g. On appelle x I’abscisse de B et y ’ordonnée de C.

1) Démontrer que le couple (x ; y) est solution de I’équation (E) : 2x + 3y = 78 0,5pt

2) On se propose de trouver tous les couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des nombres entiers relatifs.
a) Montrer que I’on est ramené a 1’équation (E), avec x et y appartenant a I’ensemble Z des entiers relatifs. 1pt
b) A partir de la difinition de B et C trouver une solution particuliére (x, ; yo) de (E). 0,5pt

¢) Démontrer qu’un couple (x ; y) est solution de (E) si et seulementsi (x ; y) = (12 + 3k ; 18 — 2k) ou k est
un entier relatif. 1pt

d) Combien y’a-t-il de couples de points (B ; ) ayant pour coordonnées des nombres entiers relatifs, tels que :
—-6<x<21 et -—-5<y<14? 1pt

Exercice 2 : 5pts

Le plan P est rapporté au repere orthonormé (O ; 7 ; J ). On considére I’application affine f de P dans P qui a tout

, 6 8
X' =—-x+-y—-
s¥ sy =3

point M(x ; y) associe le point M'(x"; y') telles que : et C I’ensemble des nombres complexe

yetrsty-d
1) a) f est-elle bijective ? Justifiez votre réponse. 0,5pt

b) Déterminer 1’ensemble des points invariants par f. 0,5pt

¢) Quelle est ’image par f de la droite (D) d’équationy = 2x +17? 1pt
2) On désigne par M(x ; ) le point d’affixe z et par M’ le point d’affixe z' oU z et z' sont deux nombres complexes
a) Sachant que f(M) = M’, exprimer z' en fonction de z. 2pt

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f. 1pt

Problemel : 11pts

1-x

Soit la fonction numérique f définie par : f(x) = In (E

) et (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un

repere orthonormé (0 ; 7; j). Unité 2 cm

1) Déterminer I’ensemble de définition de f. 0,5pt

2) Démontrer que (C) admet deux asymptotes dont on précisera les équations. 1pt

3) Calculer f'(x) puis dresser le tableau de variation de f. 1pt

4) a) Démontrer que (C) admet un point d’inflexion I dont on déterminera les coordonnées. Donner 1’équation de la
tangente (T) a (C) au point I. 1pt
b) Etudier la position de (C) par rapport a (T). 0,5pt

5) Tracer (C) et (T) dans le méme repére (O ; 7 ; j) duplan. 1,5pt

6) a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer I’intégrale [ = flo f(x)dx 1pt
2

b) Calculer en cm? I’aire de la partie du plan limitée par (C), (T) et la droite d’équation x = — % 0,5pt
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Partie B :
Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]0 ; g] par: h(x) = %f(cos x) ou f est la fonction

définie en A)
1) Vérifier que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par g(x) = —. 0,5pt

sin x

2) Caleuler lintégrale K = [ ——dx  0,5pt
3

3) Soit (I,)ney la suite définie par : I,, = fg%
3

a) Calculer I et I;.  0,5pt

b) Calculer I'intégrale [ cos™x.sinx dx.  0,5pt

3

¢) En déduire I’expression de I, — I,,,, en fonction de n puis calculer I, , Is, I, et Is.  2pt
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Exercice 1 : 4pts
Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; % ; ¥ ) ondonne le point A(12 ; 18). On désigne par B un point
de I’axe (0 ; u) et C unpointde (0 ; ¥) telsque (AB ; AC ) = — g On appelle x I’abscisse de B et y I’ordonnée de C.

1) Démontrons que le couple (x ; y) est solution de I’équation (E) : 2x + 3y = 78
B(x; 00 C(0; y) et AB.AC=0
AB.AC =0 = (*12).(;22) =0
& —12(x—12) —18(y—18) =0
& —12x+ 144 —-18y +324 =0
& —12x — 18y = —469
< 12x + 18y = 469
<= 2x+3y=178 (en simplifiant par 6) CQFD
D’ou le couple (x ; y) est solution de I’équation (E) : 2x + 3y = 78 1pt
2) On se propose de trouver tous les couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des nombres entiers relatifs.
a) Montrons que 1’on est ramené a 1’équation (E), avec x et y appartenant a I’ensemble Z des entiers relatifs.
les couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des nombres entiers relatifs vérifie (4B ; AC ) = —gd’aprés 1)

(4B ; AC)=—Z < ABC est un triangle rectangle en A< AB? + AC* = BC?

AB=J(x—12)2+ (-18)> ; AC=(-122+(y—-18)2 ; BC=+(-0?%+ ()
AB? + AC?> = BC* & [(x — 12)2 + (—18)?] + [(—12)2 + (y — 18)?] = [(—x)? + (¥)?]
& (x% — 24x + 144 + 324) + (144 + y? — 36y + 324) = x2 + y*
& —24x —36y +936 =0
& 2x + 3y — 78 = 0 ensimplifiant par —12.
(4B ; AC)=—-><2x+3y—78=0 avec (x; y) € Z*
Alors, on est ramené a I’équation (E): 2x + 3y = 78, avec x et y appartenant a ’ensemble Z des entiers relatifs. 0,5pt
b) A partir de la difinition de B et C trouver une solution particuliére (x, ; y,) de (E).

Par définition A(12 ; 18) ; (4B ; AC)=—7< B(12; 0) et C(0; 18)car2(12) +3(18) = 78

D’on, (xg ; yo) = (12 ; 18) est une solution particuliere de (E). 0,5pt

c) Démontrons qu’un couple (x ; y) est solution de (E) si et seulement si (x ; y) = (12 + 3k ; 18 — 2k) ou k est
un entier relatif.

* supposons que le couple (x ; ) est solution de (E) et montrons que (x ; y) = (12+3k ; 18 —2k)ouk

_ 2x+3y =178

{2(12) +3(18) = 78
2(x —12) +3(y—18) = 0 & 2(x — 12) = 3(—y + 18)

3/2(x —12) et PGCD(3 ; 2) =1 alorsd'aprés Gauss 3/(x —12)

{2/3(—y +18) et PGCD(2 ; 3) =1 alorsd'apres Gauss 2/(—y + 18)

3/(x—12) = x—-12=3k = x =12+ 3k
{2/(—y+ 18) © -y +18=2k = y=18 -2k
* supposons que (x ; y) = (12 + 3k ; 18 — 2k) ou k. Et montrons que le couple (x ; y) est solution de (E)

(E): 2x+ 3y =2(12 + 3k) + 3(18 — 2k)
= 24 + 6k + 54 — 6k
=78 CQFD
(E): 2x+3y=78. (2)
D’aprés (1) et (2) le couple (x ; y) est solution de (E) si et seulementsi (x ; y) = (12+ 3k ; 18 —2k)ou k
est un entier relatif. 1pt
d) Le nombre de couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des nombres entiers relatifs, tels que :
—6<x<21 et -5<y<14
—-6<x<2le-6<12+3k<21

(x; y)=(12+3k; 18—2k)ol k. (1)
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= -6<k<3
ke{-6;-5;—-4;-3;-2;-1;0;1; 2; 3}
-5<y<14 & -5<18-2k <14
= 2<k<115
ke{2;3;4;5;6;7;8;9; 10; 11}
-6<x<121
s5<y<14 © kelZ; 3
Pourk=2ona:
(x; y)y=(018; 14)
Pourk=3ona:
(x; y)=(021; 12).
Il'y a deux couples de points (B ; €) = {((108) ; (104)) ; ((201) ; (102))} ayant pour coordonnées des
nombres entiers relatifs, telsque : =6 <x <21 et -5<y<14 1pt
Exercice 2 : 5pts

Le plan P est rapporté au repere orthonormé (O ; 7 ; ). On considére I’application affine f de P dans P qui a tout
8
5

D’oﬁ{

’ 6 8
X =—-x+z-y-—
5 57

point M(x ; y) associe le point M'(x"; y') telles que : et C I’ensemble des nombres complexe

r_8 6,_1
y—5x+5y 5

1) a) f est-elle bijective ? Justifiez votre réponse.
f est bijective si et seulement la M, # 0 ou ¢ est I'application linéaire associé a f

_& 8
—| 5 5| -_36_6& _~100_
My = 8 6|7 25 25 25 4+0
5 5
M, # 0. Alors f bijective 0,5pt

b) Déterminons I’ensemble des points invariants par f.
M est un point invariant si et seulement si f(M) = M.

f(M)=M < 55 Sadts 5 54:11"_83’___8 ox=0ety=1
=2, M5 _1 8,1y 1 8x+y=1
Y =547V T3 X 75V T 75
f aun seul point invariant M(0 ; 1) 0,5pt
c) L’image par f de la droite (D) d’équation y = 2x + 1
6 8 8 6 8 8 6 8 5x'+8
X' =—gxagy T )TERRFy =X A Jox iy =T —6x+8y =5x"+8
r — B4R, _ 1 = 8ty =y 41 s 6 _ 5y'+1 = 8x+6y=5y"+1
y 5 5y 5 5 5y y 5 EX+E}/——5
4{—6x +8y=5x"+8 PR {—24x + 32y = 20x" + 32
3(8x+6y=5y"+1 24x+ 18y = 15y' + 3
! !
50y=20x'+15y'+35@y=%
3 {—6x+8y=5x’+8 (:){—18x+24y= 15x" + 24
—4(8x+6y=5"+1 —32x — 24y = =20y’ — 4
—50x = 15x' — 20y’ +20 & x = =2
o ax'+3y'+7 . (-3x"+4y'-4
(D): y=2x+1 e BI04y
4x'+3y'+7 _ —6x'+8y’'-8+10
10 - 10

S 4x' +3y"+7=—-6x"+8y' + 2
S4x' +3y'+7+6x'—8y'—2=0

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 111



Proposition de correction : Session de juin 2011 (SET - MTI - MTGC)

< 10x'—=5y'+5=0

=2x'—y'+1=0
L’image par f de la droite (D) d’équationy = 2x+ 1est(D') : y' =2x"+1 1pt
2) On désigne par M(x ; ) le point d’affixe z et par M’ le point d’affixe z’ ou z et z' sont deux nombres complexes
a) Sachant que f(M) = M’, exprimons z' en fonction de z.

8. 8 8. 8
x'=——x+—y—— x’: —x+_y__
57 57 5 57 57 s
=
i| y =3x+8y-2 iy' = Sxi +2yi—2i
57 57 5 5 5 5

e x' +yi = gi(x —yi) — S (x —yi) — (g + i i) en ajoutant membre a membre

o tyi=(-2+2) a-y) - (E+1i)

5 5
r— (8,87 _(841;
<=>z—( 5+51)z (5+51) 2pts

b) Déduisons-en la nature et les éléments caractéristiques de f.

"= az __5,.8; _8_1;
z'=az+b avec a= ctoloet it
f est une similitude indirecte. Ses éléments caractéristiques sont : 0,25pt
Le centre Q : ¢’est le point invariant M(0; 1). 0,25pt
Le rapport k = |a| = %\/36 + 64 = 2. 0,25pt
L’axe : c’est la droite (D) : y = 2x+ 1. 0,25pt
Probléeme : 11pts

1-x

E) et (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un

Soit la fonction numérique f définie par: f(x) = ln(

repere orthonormé (0 ; 7; j). Unité 2 cm

1) Déterminons I’ensemble de définition de f.
1-x
Dy={x/xeR;E>0et 1+x%0]

Posons1—x=0=x=1 et 1+x=0=x=-1

X —0o0 -1 1 +oo
1—x + + O -
1+x A + + Df=1-1; 1] 0,5pt
1—x
_|_
14+x

2) Démontrons gue (C) admet deux asymptotes dont on précisera les équations.

. 2 .
xl_zr_riJrf(x) =In (O_+> =In(+») =+ & XL1£12+ f(x) = o0

0+
lim f(x) =1In <—> =—-00 < lim f(x) = —
x-1" 2 x-1-
D’ou (C) admet deux asymptotes verticale d’équation x = -1 et x=1. 0,5pt x 2

3) Calculons f'(x) puis dressons le tableau de variation de f.

by 11 —l-x—14x _ -2
Vx € ]_1 ! 1[ ’ f (X) T o1-x  14x  (1-x)(14x)  1-x2
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vxel-1; 1[; f'(x) =

-2
- 0,5pt

vxe]-1; 1[; f'(x).Alors f est strictement décroissante sur |—1 ; 1[.

x -1 1
f') -
400
0,5pt
fx)

4) a) Démontrons que (C) admet un point d’inflexion I dont on déterminera les coordonnées.

n —4 n
Vxe]—l;1[;f(x)=ﬁetf(x)=0<=>x=0
D’ou (€) admet un point d’inflexion 1(0 ; £(0)) = (0 ; 0) 0,5pt

Donner I’équation de la tangente (T) a (C) au point I.

(M) : y=f'(0)(x—-0)+f(0)
y=-2(x)+0

(r): y=-2x 0,5pt

b) Etudions la position de (C) par rapport a (T).

fx)—y= ln(ﬁ) + 2x

Posons f(x) —y = g(x)

- Domaine de définition :

D,=Df=]-1; 1[

- Limite aux bornes de D,

lim g(x) =40 et lim g(x) =—o
x——-1% x—1"
- Dérivée :
vxel-1; 10 5 g =F@+2=mt2= T =<0
- Tableau de variation :
X -1 0 1
g'(x) -
+o0
gx)
—o00

Surxe]-1; 0[; g(x) >0 c’est-a-dire f(x) —y > 0. Alors la courbe (C) est au-dessus de la tangente (T).

Surx €0 ; 1[; g(x) <0 c’est-a-dire f(x) —y < 0. Alors la courbe (C) est en dessous de la tangente (T).
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Surx € {0} ; g(x) = 0 c’est-a-dire f(x) — y = 0. alors la courbe (C) et (T)sont confondues au point

de coordonnées (0 ; 0) 0,5pt

-

5) Tragons (C) et (T) dans le méme repére (O ; 7 ; J) duplan.

1,5pt

W

6) a) A I’aide d’une intégration par parties, calculons I’intégrale I = f_ol f(x)dx
2

1= fCydx = [2in (1) dx

1-x , -2 2
Posonsu =In(— ) o u' =——=5—
1+x 1-x x°—1

vV=1sv=x

I = [x. In (E)]il — fo 22X dx = %ln(B) — [In|x?* — 1”23 = %ln(3) +1In (Z)

1+x — 2% -1
=%ln3+ln3—ln4 =§1n3—21n2 :w
J = 3in3-4In2 1pt
2
b) Calculons en cm? I’aire de la partie du plan limitée par (C), (T) et la droite d’équation x = — %

A= [A[f(0) - yldx.ua
[23lf @) = yldx = [Palf () + 2x] dx = [°1 f(x) dx — [*12xdx = T + [x2]°

f_O [f(x) _y] dx = 6In3-8In2-1

1
2 4

__3In3-4In2 1

2 4

N =
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6In3-8In2-1

A= [Af - yldx.ua = X 4cm? = (6In3 —8In2 — 1) cm?
2

A=(6In3-8In2—-1) cm? = 0,046 cm?>. 0,5pt
Partie B :
Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]0 ; g] par: h(x) = %f(cosx) ou f est la fonction définie en A)

1) Vérifions que h est la primitive qui s’annule en = de la fonction g définie par g(x) =

sin x

h est la primitive qui s’annule en = de la fonction g si et seulement si h'(x) = g et h (g) =

h(x) = —f(cos x) = —ln (1 COSX)

1+cosx
’ _sinx _sinx sin x+sin x.cos x+sin x—sin x.cos x 1[2sinx 1
vxelo; 2 ;h(x)=— == > === ==
2 1-cosx 1+cosx 1-cos“x 2 Lsin“x sin x

Pour tout réel x € ]0 ; 72—'] s R (x) =—= g(x) et h (g) = %f(cosg) = %f(o) = 0. Alors h est la primitive qui

sinx

s’annule en g de la fonction g définie par g(x) = siix 0,5pt

2) Calculons Pintégrale K = [ ——dx
3

- 0 = (3)-4() =03 (5533) = ~3in{() == () = s

gyl
K = fg —dx=-In3 0,5pt

3) Soit (I,,) ey la Suite définie par : I, fz OSTX iy

sin x

a) Calculons Iy et I.

Iy = fn — —ln3 =" =—ln3 0,25pt
I, = fnz COSX dx = [lnlsinxl]E =In |sin£| —In |sin£| =Ilnl- lnE = —In3+In2
1 3 sinx g 2 3 2 2
_ V3 _ -In3+2In2
11 = In 2 = 2
d
b) Calculons I’intégrale [ cos™x. sinx dx.
3
T z n+1(% n+1(% 1+t
7 cocfy i __Jeos™i@pe _ _cos™(G) eos(G) G s
fg cos™x.sinx dx = [ n+1 73_r - n+1 + n+1 0+ N+l (n+1).2n+1
T
fgz cos™x.sinxdx = m 0,5pt

c) Déduisons- en l’expression del, — L4» en fonction de n puis calculons I, , I , I, et Is.
T
cos™ x cos™ x COS " X—C0S ' "X.Co0S°X ~ [cos™x 1—COSZX
by = P e — 2 g = [ (et g (oot g
3

sinx sin x
3 3

= fn (w) dx = fn cos™x.sinx dx

Sin x 3
1
D — (2 n = —
Dou I, —I,,, = fg cos"x.sinxdx = 0. 1pt
Pourn=0ona:
1 1 1 In3-1 In3-1
10—12=2—(:>12=10— 21n3—2—= 3 I, = 5 0,25pt
Pourn=1ona:
1 1 —In3+2In2 1 —4[n 3+81In2-1 —4In3+8In2-1
h-Lh=—sol=-—-=—"""""_ - =217 & ;= TR 0,25pt
2X2 8 2 8 8 8
Pourn = 2 ona:
1 In3-1 1 12In3-13 12In3-13
-1, = =, = —_——_— = & =—
I =1y = 3% 23 Iy=1, - 24 2 24 24 I, = 24 0,25pt
Pourn=3ona:
1 1 —4in3+4+8In2-1 1 —32In3-64In2-9 —321In3-64In2-9
L—-ls=—molg=L——=—t""" — =" & =T 0,25pt
64 8 64 64 64
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Exercice 1 : 6pts
A) Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie par : f(x) = x31+_2;;2

1) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f. 0,5pt

2) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x de Dy on ait : f(x) = ax + :—x + ﬁ 1pt

3) En déduire I’ensemble des primitives de f sur Dy. 0,5pt

B) Deux commercantes, Awa et Fanta se rendent au marché pour acheter des mangues. Chaque mangue codte 5 F
I’unité. Awa dit a Fanta, je dispose d’un montant égal a m, francs et Fanta répond, moi aussi j’ai une somme égale a
m, francs.

L’entier m, s’écrit my = 1x00y2 dans le systéme de numération de base huit et m, s’écrit m, = x1y003 dans le
systéme de numération de base sept.

1) Déterminer les chiffres x et y pour que chacune des deux commercgantes puisse, avec la totalité de son argent,
acheter un nombre maximum de mangues. 1,5pt

2) Déterminer le montant que dispose chacune des commergantes. En déduire le nombre de mangues que chacune
d’elles peut acheter. 1pt

3) a) Décomposer m; et m, en produit de facteurs premiers. 0,5pt
b) En déduire le nombre de diviseurs de m; et m, puis le PGCD(m; ; m,). 0,5pt
4) Résoudre dans Z I’équation : mqyu + m,v =5 oU u et v sont deux entiers relatifs. 0,5pt
Exercice 2 : 6pts

1) On considére le complexe Z défini par Z = Zz—:l ou z=x+yi, avec (x , y) € R?

1)Onnote Z =X +Yi, (X, Y) € R? Ecrire X et Y en fonction de x et y. 1,5pt

2) Au complexe z on associe le plan M(x , y) d’un plan rapporté a un repére orthonormé (0 ; u ; ¥ ). Déterminer
I’ensemble (T') des points M du plan tels que Z soit imaginaire pur non nul. 1pt

3) Résoudre dans C I’équation z* + 2iz — 2 = 0. Montrer que les images des solutions de cette équation appartiennent
a ensemble (). 1pt

I1) 1) On designe respectivement par a et b (entiers naturels non nuls) la longueur et la largeur mesurées enmetres
d’un rectangle. Sachant que a = 72 et que le plus petit miltiple communa a et b est 216, quelles sont les valeurs
possibles de b ? 1,5pt

2) Trouver les diviseurs dans N de I’entier 240. Calculer ’entier naturel n tel que : n? — 240 est un carré parfait. 1pt

Probleme: 8pts

. . w7 _ 8
Soit f la fonction de [0 ; +oo[ vers R définie par f(x) = o po
1) a) Etudier le sens de variation de f. 1,5pt
b) Etudier la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement le résultat. 0,5pt

c) Dresser le tableau de variation de f. 0,5pt

2) On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0 ; 7; J): 1 cm sur P’axe des

abscisses et 2 cm sur 1’axe des ordonnées.

a) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse nulle. 0,5pt

b) Tracer (T) et (C). 1pt

3) En utilisant les variations de f, démontrer quevVx € [1 ; 2] , 1 < f(x) < 2. 1pt

4) a) Démontrer que pour tout réel x de [1 ; 2],ona:|f'(x)| < g 1,5pt
b) En utilisant le théoréme des inégalités des accroissements finis, montrer que pour tout x de [1 ; 2] ona:
If(x) —2| < % |x — 1|. En déduire un encadrement de f sur [1 ; 2] par deux fonctions affines que I’on précisera
sur la figure. 1,5pt
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Exercice 1 : 6pts

x342x+2
1-x?2

A) Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie par : f(x) =

1) Déterminons I’ensemble de définition Dy de f.

D ={x/x€R, 1—x*+0}

1-x2=0ox=1%1

Di=R—{-1; 1}=]-c0; —1[U]-1; 1[U]1 ; +oof

ax(1-x2)+b(1+x)+c(1-x) _ ax—ax3+b+bx+c—cx _ —ax3+(a+b—c)x+b+c

2) Déterminons les réels a, b et c tels que pour tout x de Dy onait : f(x) = ax + :—x +

fO) = ax + —+ < =

1-x  1+x 1-x2 1-x2 1-x2
x3+2x+2 _ —ax3+(a+b—c)x+b
1-x? 1-x?

par identification

—a=1 a=-1 s
{a+b—c=2 = {b—c=3 & 2b=5<b=;

b+c=2 b+c=2
b+c=2(:>c=2—§<=>c=—%
o 4 — —1 - -5 . __1 - _ B
D’ou a=-1 ; b—2 ; €=—3 et f(x) x+2(1_x) )
3) Déduisons-en I’ensemble des primitives de f sur Dy.
Pour tout xdeR—{—1 ; 1} ; F(x):—ixz—;ln|1—x|—§1n|1+x|+C ; CER
B).

L’entier m, s’écrit my = 1x00y2 dans le systéme de numération de base huit et m, s’écrit m, = x1y003 dans le
systéme de numeération de base sept.

1) Déterminons les chiffres x et y pour que chacune des deux commergantes puisse, avec la totalité de son argent,
acheter un nombre maximum de mangues.

8

m; =1x00y2 =1x8%+x.8*+y.8+2 avwec 0<x<7 et 0<y<7
= 32768 + 4096x + 8y + 2

m, = 4096x + 8y + 32770.

m2=x1y0037=x.75+1><74+y.73+3 avec 1<x<6 et 0<y<6
= 16807x + 2401 + 343y + 3
m, = 16807x + 343y + 2404 .
Par définition: m; = 0[5] et m, = 0[5]
my; = 0[5] & 4096x + 8y + 32770 = 0[5]
& x+3y=0[5] avec 0<x<7 et 0<y<7
m, = 0[5] & 16807x + 343y + 2404 = 0[5]
& 2x+3y+4=0[5] avec 1<x<6 et 0<y<6
& 2x + 3y = 1[5]
—(x+3y=0[5] —x — 3y = 0[5]
{2x+3yE 5] < {2x+3y = 1[5]
x=1[5] © x=1+5k
—2( x4+ 3y =0[5] —2x — 6y = 0[5]
{2x+3y51[5] < {2x+3y51[5L
—-3y=1[5] @ 2y=1[5] @y =3[5] © y =3+ 5k

0<x<7<0<1+45k<7 0<y<70<3+5k<7
©—-02<k<1.2 © —-06<k<08
S kef{0; 1} oke{lley=3

x=1 pourk=0 et x=6 pour k=1
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Pour gue chacune des deux commercantes puisse, avec la totalité de son argent, acheter un nombre maximum
de mangues il faut et il suffitquex =6 et y=3.
2) Déterminons le montant que dispose chacune des commercantes.
m, = 4096x + 8y + 32770

= 4096(6) + 8(3) + 32770
my =57 370 Francs.
m, = 16807x + 343y + 2404

= 16807(6) + 343(3) + 2404
m, = 104 275 Francs.
Déduisons-en le nombre de mangues que chacune d’elles peut acheter.
Awa achéte % mangues soit 11 474 mangues

Fanta achéte % mangues soit 20 855 mangues

3) a) Décomposons m, et m, en produit de facteurs premiers.

my; =57370=2 x5 x5737.

m,; = 104275 = 5% x 4171.

b) Déduisons-en le nombre de diviseurs de m; et m, puis le PGCD(m; ; m,).
Np,, = 1+1)1+1)1+1)=8

Nsz =R2+1)1+1)=6

PGCD(m, ; m,) =5

4) Résolvons dans Z I’équation : mqu + m,v =5 oU u et v sont deux entiers relatifs.

mu+myv=>5 et PGCD(m, ; m,)=5/5

mu+my,v=5 & 57370u+ 104275v =5 < 11474u+20855v =1 et PGCD(11474;20855) =1
20855 = 11474 x 14+ 9381

11474 = 9381 x 1 + 2093

9381 = 2093 x 4+ 1009

2093 = 1009 x 2+ 75

1009 =75 x 13 + 34

75=34%x2+7

34=7%X4+6

7=6x1+1

1=7-6%X1=7—(34—-7%x4)x1=7-34%x14+7%Xx4=7%x5-34x%x1
1=7%5-34%X1=(75-34%x2)x5-34%x1=75%x5-34Xx10-34x1=75%x5-34x11
1=75%x5-34%Xx11=75%x5—- (1009 —75x13)11 =75%x5—1009 x 11 + 75 x 143

1=75%148 — 1009 x 11 = (2093 — 1009 x 2)148 — 1009 x 11 = 2093 x 148 — 1009 x 296 — 1009 x 11

1 =2093 x 148 — 1009 x 307 = 2093 x 148 — (9381 — 2093 x 4) x 307 = 2093 x 148 — 9381 x 307 + 9093 x 1228

1=2093x 1376 —9381 x 307 = (11474 — 9381 x 1) x 1376 — 9381 x 307 = 11474 x 1376 — 9381 x 1376 — 9381 x 307
1 =11474 x 1376 — 9381 x 1683 = 11474 x 1376 — (20855 — 11474 x 1) x 1683 = 11474 x 1376 — 20855 X 1683 + 11474 x 1683

1 = 11474 x 3059 — 20855 X 1683 < 11474(3059) + 20855(—1683) =1
Alors le couple (3059 ; —1683) est une solution particuli¢re de I’équation 11474u + 20855v =1

{11474(3059) +20855(—1683) =1 PN {11474(3059) +20855(—1683) =1
- 11474u + 20855v =1 —11474u — 20855v = -1
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11474(3059 — u) — 20855(1683 + v) =0
11474(3059 — u) = 20855(1683 + v) D’aprés Bezout ;

20855/3059 —u <& 3059 —u = 20855k < u = 3059 — 20855k
11474/1683 +v < 1683 + v = 11474k <& v = -1683 + 11474k

D’ou S ={(3059 — 20855k ; —1683 + 11474k) k € Z}.

Exercice 2 : 6pts

1) On considére le complexe Z défini par Z = ZZ—H ol z=x+yi, avec (x , y) € R?
1)Onnote Z =X +Yi, (X, Y) € R2 Ecrivons X et Y en fonction de x et y.

78 (x+yd)® _ xP-yP+2xyi (x2=y2+2xyi)(x—(y+ D) _ x3-x2i(y+1)-y2x+y2i(y+1)+2x2yi+2xy(y+1)

z+i | x+yi+i | x+(y+1i x2+(y+1)? x2+(y+1)?

_ x3-xPyi-xi-y?x+y3i+ytivexlyi+axy?+2xy  (23+xyi+2xy)+(y3+xZy-x2+y?)
x2+(y+1)? x2+(y+1)?

x3—y2x+2xy2+2xy = y3I+xly—x2+y?

X+Yi= x2+(y+1)? x2+(y+1)?

Par identification :
_ x3+xy2+2xy
T P+ (+1)?
_ y3+x2y_x2+y2
T 2+ +1)?
2) Au complexe z on associe le plan M(x , y) d’un plan rapporté a un repére orthonormé (0 ; u ; ¥ ). Déterminons
I’ensemble (T') des points M du plan tels que Z soit imaginaire pur non nul.

Z est imaginaire si et seulement si, R,(Z) = 0
Re(Z)=O@%=O=}x3+xy2+2xy=04=>x(x2+y2+2y)=0

ox=0 ou x*+@H+1)?-1=0
+@y+1)i-1=0=x2+@+1)2=1
L’ensemble (I') des points M cherchés est le cercle de centre (0 ; —1), de rayon 1 et la droite d’équation x = 0
privée des point de coordonnées (0 ; 1) et (0 ; 0).
3) Résolvons dans C I’équation z* + 2iz — 2 = 0.

(E): z2+2iz—2=0

AN=i*+2=1 S={-1—i ; 1-i}

nn=—1—i et z,=1-i = b i .

Montrons que les images des solutions de cette équation appartiennent a I’ensemble (T').

Soit A et B le point d’affixe respective zy =—1—1 et zg=1-1i
_i_(_l_i)z__ . ’ .

Zy = Za+i | —1-iti 20 =40 ;5 ~2)

Zp =2 =00 _ 5 p(0; —2)

zp+i  1—i+i
A" € (T') si et seulement si ses coordonnées vérifient I’équation (E).
M: x2+@+1)?2-1=0
0°+(-2+1)?-1=0=1—-1=0« 0 =0 est vraie
A(0; =2) e ()
Alors les images A’ et B’ des solutions de cette équation appartiennent a ’ensemble (T)
I1) 1) On désigne respectivement par a et b (entiers naturels non nuls) la longueur et la largeur mesurées en métres d’un

rectangle. Sachant que a = 72 et que le plus petit miltiple communa a et b est 216, les valeurs possibles de b sont :

{ a=23x3?
PPCM(a ; b) =216 = 23 x 33
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a=23x3?
PPCM(a;b)=216=23x33<=>{b:33x2a avecaEN<=)33x2“<23><32(:)2“‘3<§
b<a
2“‘3<§(:>(a—3)ln2<1n(§)<=>a<_liln23+3<=>a<1,41 o aef0; 1)

b=3%=27 poura=0

b=33x2'=54 poura=1

Les valeurs possibles de b sont : 27 et 54

2) Trouvons les diviseurs dans N de I’entier 240.

240 =2*x3 x5 ila(4+ 1)(1 + 1)(1 + 1) didiseurs soit 20
Dpyo=(2°; 215 225 23 ; 2%).(3°; 31).(5°; 51

=(1;2;4;8; 16).(1; 3).(1; 5
=(1;2;4;8;16; 3; 6; 12; 24; 48)(1; 5)
=(1;2;4;8;16; 3; 6; 12; 24; 48; 5; 10; 20; 40; 80 ; 15; 30; 60 ; 120 ; 240)

Dyo={1;2;3;4;5;6;8; 10; 12; 16; 15; 20; 24 ; 30; 40; 48 ; 60 ; 80 ; 120 ; 240}
Calculons I’entier naturel n tel que : n® — 240 est un carré parfait.
n® — 240 est un carré parfait si et seulement si, il existe m € N, tel que : n* — 240 = m?

n-240=m?=n*—m?=240=2 m+m)(n—m) =240 et n>m

{"+m=120 o n=61 et m=59 < 61%— 240 = 592
n—-m=2

ou
{"+m=60 o n=32 et m=28 < 32%—240 = 282
n—-m=4
{"+m=40 o n=23 et m=17 o 232—240=17?
n—-m=~=6

ou
{"+m:30 o n=19 et m=11 <o 192—240 =112
n—m=38

ou
{"+m—24 o m=17 et m=7 < 172—240 =72
n—m=10

ou
{”+m:2° & n=16 et m=4 << 162— 240 = 42
n—m=12

nef{lé6 ; 17 ; 19 ; 23 ; 32 ; 61}
Probleme: 8pts

8

Soit f la fonction de [0 ; +oo[ vers R définie par f(x) =

x+yx%+8

1) a) Etudions le sens de variation de f.

[ ; f’(x) — _8(1+2\/%) _ —8(m+x)

-8
[ (x+\/xz+8)2 \/x2+8(x+\/x2+8)2 VxZ+8(x+Vx2+8)

< 0 pourtoutx € [0 ; +oof

Vx € [0 ; +oo[ ; f'(x) < 0. Alors f est strictement décroissante sur [0 ; +oof .
b) Etudions la limite de f en +oco.

lim f(x)= lim = lim (
xﬁ+oof() x40 x + |x|  x-+00 \x + x

)= lim (ﬁ) = lim (f)=0 e  lim f(x) =0

x—>+00 \2X x—+00 \X
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Interprétons graphiquement le résultat :

lim f(x) = 0. Alors la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontale a (C) en +

x—+00
c) Dressons le tableau de variation de f.
x 0 +oo
f'(x) -
2v2
fx)
0

2) On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0 ; 7 ; j): 1 cm sur Paxe des
abscisses et 2 cm sur I’axe des ordonnées.
a) Donnons une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse nulle.
(M) : y=f"(0)(x—0)+f(0)
=—x+2v2 avec f'(0)=—-1 et f(0)=2V2
(M): y=-x+2V2
b) Tracons (T) et (C).
1 q(@)

14 .

3) En utilisant les variations de f, démontrons quevVx € [1 ; 2] , 1 < f(x) < 2.

Vx€[l; 2lona:1<x<2 < f(2) < f(x) < f(1) car f est strictement décroissante sur [0 ; +oo[
=146 <f(x)<2 ol f(2Q)=164.. et f(1)=2
=1<146<f(x)<2

e 1<f(x)<2 CQFD

Dou Vx€E[1; 2], 1< f(x) <2.

4) a) Démontrons que pour tout réel x de [1 ; 2],ona:|f'(x)| < g

-8 1

X
Vx2+8) * VxZ+8

Vx € [0 ; +oof ; f'(x) = o

Vx€[l; 2];ona:
1<x<2e=1<x*<4
&= 9<x*+8<12

S 3<Vx2+8<2V3
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2V3 x2+8 3
3 1 1
S —< <= (1
6 x?+8 3
+{ 1<x<?2
3<Vx?+8<2V3
1 1 1
4 < Vx2 <2+2V3& <=
Sx+VXt+8s=2+ \/§ 2423 T x+Vx248 T 4
3-1 1 1
P i < <- (2
4 x+Vx2+8 T 4
E S 1 S l
X 6 Jx?*+8 3
V3-1 < 1 < 1
4 X+Vx2+8 7 4
_3><\/§—1S 1 % 1 Si<=>3_‘/§S 1 Si
6 4 Jx2+8  x+Vx248 T 12 24 VaZ+8(x+Vx2+8) ~ 12
- - -8(3-3
12 — VYxZ+8(x+VxZ+8) 24
- 3-3
PN _2 < 8 < (v3-3) < 2
3 = VxZ+8(x+VxZ+8) 3 3

o -I<f)<s
< If'(@I<; CQFD
D’ou, pour toutréel xde [1 ; 2],ona: |f'(x)| < ;
b) En utilisant le théoréme des inégalités des accroissements finis, montrons que pour tout x de [1 ; 2] ona:
fC0 —2l <5 lx -1l
Pour tout réel x de [1 ; 2],ona:|f'(x)] < g
En utilisant le théoréme des inégalités des accroissements finis sur [1 ; x] < [1 ; 2], a la fonction f on aura :
Pour tout réel x de [1 ; 2], |f'(x)] Sg S |f(x) = ()] S%Ix —1]
o If® -2 <Zlx—1| CQFD
Déduisons-en un encadrement de f sur [1 ; 2] par deux fonctions affines que I’on précisera sur la figure.
|f (x) — 2| S%Ix—ll S |f(x) = 2| Sg(x—l) car x — 1= 0 pour tout x € [1; 2]
f@ -2l <ilx-1 e -2@-D<f@)-2<(x—1)

2 2 2 2

—= << — <=y ==

= 3x+3_f(x) 2_3x 3
2 8 2 4
—= << < = -
= 3x+3_f(x)_3x+3

p(x) < f(x) < q(x) avec p(x) = —§x+§ et qlx)= %x +§
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Exercice 1 : 6pts

1) 1) Résoudre dans N? I’équation x3 — y3 = 631.  1pt

2) a) Trouvez le reste de la division euclidienne de 111 par 7 et de 10™ par 7 suivant les valeurs de I’entier naturel n. ~ 0,5pt
b) Soit ’entier naturel N = 999 888 777 666 555 444 333 222 111.

- Montrez que N peut s’écrire en fonctionde 111 0,5pt

- Quel est le reste de la division euclidienne de N par 7?  1pt

I1) Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (0 ; u ; v ). Soit T, I’application de P vers P qui a tout point

!

1
M(x ; y) associe le point M'(x’; y') telles que : * ,_ T2t _1ay ou a est un parametre réel.
y =ax—2y
1) Montrez que, pour tout a, T, est bijective et admet un unique point invariant que 1’on précisera.  1pt
2) Montrez qu’il existe une valeur unique de a pour laquelle T, est une homothétie H dont on précisera le centre et le
rapport.  1pt
3) Montrer qu’il existe 2 valeurs de a pour lesquelles T, est une isométrie. Vérifiez que ces deux isométries sont

réciproques I’une de I’autre. Onnote R et R™1.  1pt

Exercice 2 : 4pts

Une substance est injectée par voie intramusculaire. Elle passe du muscle au sang et est éliminée par les reins. Apres
étude, on constate que la quantité de substance contenue dans le sang a un instant ¢ est donnée approximativement par
la fonction g définie par : q(t) = qo(e~%°¢ —e™*) ol t > 0 est le temps exprimé en heure, q, la quantité de
substance injectée en milligramme.

1) Etablir le tableau de variation de g.  1pt

2) On désire contrdler les effets de cette substance. Pour cela il faut que la quantité de ce médicament contenue dans le
sang soit comprise entre 2 valeurs q,, et qy. 1pt

qm = 1,2 mg est le seuil d’efficacités et gy = 2,6 mg est le seuil de toxicité. Déduire du tableau de variation de g, les
valeurs qu’on peut donner a g, pour qu’a aucun moment, la quantité de substance dans le sang ne soit toxique.

3) On pose g, = 10.

a) Tracez soigneusement la courbe de g dans un repére de votre choix.  1pt

b) Déterminez graphiquement 1’intervalle de temps durant lequel le médicament est efficace. ~ 1pt

Probléeme : 10pts

Pour tout entier n strictement positif on considere la fonction f;,, définie sur 10 ; +oo[ par: f,, = D% On note (¢,

x?

la courbe représentative de f;, dans le repére orthogonal (0 ; 7 ; ) (unités graphiques : 2 cm sur I’axe des abscisses
et 10 cm sur I’axe des ordonnées).

Partie A : Etude de f,

1) Déterminez lirr& fi(x) et lir+n f,(X). Que peut — on en déduire pour (C;)?  1pt

2) Etudiez le sens de variation de f; et donnez le tableau de variationde f;.  1pt

3) Donnez une équation de la tangente au point d’abscisse 1 a (C;).  0,5pt
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4) Déterminez lirr(l) f,(x) et lirJP f5(x). Que peut — on en déduire pour C,. 1pt
X— X—+00

5) Calculez f,'(x) et donnez le tableau de variations de f,.  1pt

Partie B :

1) Etudiez le signe de f; (x) — f,(x) ; en déduire la position relative de (C;) et (C,). 1pt
2) Tracez (C;) et (C,) dans le méme repere orthogonal.  1,5pt

Partie C :

m étant un entier naturel non nul, on pose I, = ff fm () dx.

1+In x
"

1) On pose F(x) = Calculez F'(x). Endéduire I;.  1pt
2) En utilisant une intégration par parties, montrez que I, ;1 = —é +(m+ DI, 1pt

3) Calculez I, puis I’aire en cm? du domaine compris entre (C;) et (C,) et les droites d’équations x =1 et x =e.  1pt
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Exercice 1 : 6pts

1) 1) Résolvons dans N? I’équation x> — y3 = 631.
x3—y?=631< (x—vy) (x> + xy + y?) = 631
(:){xz + xy +y? = 631
x—y=1
2 = = =
- {(x —y)* + 2xy + xy = 631 PR {3xy = 630 - { xy =210 (1)
x—y=1 x—y=1 x—y=1 (2)

car 631 est premier

Dans(2): x=y+1

Dans(1): (y + D)y =210 = y2+y—-210=0

Apres résolution,ona:y =14 €N ou y=—-15¢ N 0,5pt

Poury=14; x=15

D’ou ’équation x3 — y3 = 631 a pour solution (15 ; 14) 1pt

2) a) Trouvons le reste de la division euclidienne de 111 par 7 et de 10™ par 7 suivant les valeurs de I’entier naturel n.
111 = 6[7] © 6 estle reste de la division euclidienne de 111 par 7

10° = 1[7] : 10! = 3[7] ; 10? = 2[7] ; 103 = 6[7]
10* = 4[7] ; 10° = 5[7] ; 10° = 1[7] donc 6 est période

Pour n = 6k alors, le reste de la division euclidienne de 10™ par 7 est 1.

Pour n = 6k + 1 alors, le reste de la division euclidienne de 10™ par 7 est 3.

Pour n = 6k + 2 alors, le reste de la division euclidienne de 10™ par 7 est 2.

Pour n = 6k + 3 alors, le reste de la division euclidienne de 10™ par 7 est 6. 0,5pt

Pour n = 6k + 4 alors, le reste de la division euclidienne de 10™ par 7 est 4.

Pour n = 6k + 5 alors, le reste de la division euclidienne de 10™ par 7 est 5.

b) Soit I’entier naturel N = 999 888 777 666 555 444 333 222 111.

- Montrons que N peut s’écrire en fonction de 111

N =999 888 777 666 555 444 333 222 111

N =999 x 10%* + 888 x 10%! + 777 x 108 + 666 X 10'° + 555 X 102 + 444 x 10° + 333 x 10° + 222 X 103 + 111
=9x 111X 10% +8x 111 X 10?1 + 7 x 111 X 10"® + 6 x 111 X 10'® + 5 x 111 x 10 + 4 x 111 X 10° + 3 x 111 X 10° + 2 x 111 x 10 + 111

N=111(9%x10%*+8x 10?1 + 7x 108 + 6 X 10'° + 5 x 1012 + 4 x 10° + 3 x 10° + 2 x 103 + 1).

- le reste de la division euclidienne de N par 7 est :

N=111(9 x 10?* + 8 x 10?1 + 7 x 10 + 6 X 101> + 5x 102 + 4 x 10°+ 3 x 10° + 2 x 103 + 1

N =111(9 X 1054 + 8 X 10%%3¥3 + 7 x 10*3 + 6 x 10%2+3 + 5 x 1092 + 4 x 10913 + 3 X 101 +2x 103 + 1 0,5pt
N=6(9%x1+8x6+7X1+6X6+5Xx1+4Xx6+3%x1+2x%x6+1)[7]

N = 6(145) = [7]

N = 870[7]

N = 2[7]. Alors 2 lereste de la division euclidienne de N par 7 1pt

I1) Le plan P est rapporté a un repere orthonormé (0 ; u ; v ). Soit T, ’application de P vers P qui a tout point

) ) X' =—Zx-— ay
M(x ; y) associe le point M'(x"; y') telles que : 2 ou a est un paramétre réel.

Y =ax—2y

1) Montrons que, pour tout &, T, est bijective et admet un unique point invariant que 1’on précisera.

L’application linéaire ¢ associée a T, a pour matrice M,, =

T, est bijective si et seulement si, M, + 0
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1
a 1

M, = az 1 =Z+a2¢0pourtoutocE]R
2

VaeR ; M, 0. AlorsT, est bijective, pour tout a 0,5pt

1 1 3
X =—=-x—-ay x+-x=-ay ~x+ay=0
T,(M) =M & T e 2 =12 s © x=0;y=0
y =ax—Jy ytIy= ax —ax+2y=0
Le point M(0 ; 0) est le seul point invariant 0,5pt
2) Montrons qu’il existe une valeur unique de a pour laquelle T, est une homothétie H dont on précisera le centre et le
rapport.

!

1

x=-;x—a'y1 , .1 ) 1.

o, , W+@ & X +yi=—x—ay+aix—yi

iy =ax—3y
= x’+y’i=a(—y+xi)—%(x+yi)
= x’+y’i=ai(x+yi)—%(x+yi)

<=>x’+y’i=(ai—§)(x+yi)

S z’=(—%+ai)z

Ty: z' =az+ b avec a=—%+a’i et b=0

T, est une homothétie si et seulementsi, a e R*—{—-1 ; 1} < im(a) =0< a =0 CQFD
Alors, qu’il existe une valeur unique de @ (a = 0) pour laquelle T, est une homothétie H

Son centre le point invariant M(0 ; 0) etson rapportest a = —% pour a=0 1pt
3) Montrer qu’il existe 2 valeurs de a pour lesquelles T, est une isométrie.

T, est une isométrie si et seulement si :

* M, =1 si T, estundéplacement

* M, =—1 si T, estunantideplacement

M, =1 clt+iztoa?=cqg=-L 4 o=
4 4 2 2

M,=-1 & M, =a? +% = —1 Impossible.

yn i . _v3 _\3
D’ou, il existe 2 valeurs de a pour lesquelles T, est une isométrie telles que a = -5 ou a=-—. 0,5pt
Vérifions que ces deux isométries sont réciproques 1’une de ’autre. On note R et R™1.

/ 1 V3 / 1 V3

R=T X=—5x+7y t R=Tn: =TTy

— i3 , V3 1 € I ' V3 1

2 y:—;x—zy 2 y:7x—5y
Ces deux isométries sont réciproques I’une de I’autre si et seulementsi T z0T5(M) =M ou Tjz0T zs(M)=M
2 2 2 T2
, 1., V3, / 1( 1 V3 V3 (V3 1
5 % -5 o Bty |y o (Ll ) 1B, 1)
y==3Xx73Y y =73 2 2 2\2 ¥ 732
, 1 V3 3 V3
x=1x+74/y+zx—74/y x'=x
= { , @M(i)
, 3 3 1 =
y =y 2tay VY

T 50Tz(M)=M de méme TzoT z(M)= M. Alors Ces deux isométries sont réciproques I’une de ’autre 0,5pt
2 2 2 T2
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Exercice 2 : 4pts

La quantité de substance contenue dans le sang & un instant t est donnée approximativement par la fonction g définie par :
qt) = qo(e™®%t —e™t) ou t > 0 est le temps exprimé en heure, g, la quantité de substance injectée en milligramme.

1) Etablissons le tableau de variation de q.

- Domaine de définition :

Dq = [0 ; +OO[

- Limite aux bornes de D,

limq(t) = qo(e®° —e®) =0 et lim q(t) =0

x—0 xX—+00

- Dérivée :

Pout toutt = 0, q'(t) = qo(—O,Se‘O'St +e7t)

- Sens de variation :

Posons q'(t) = 0

—0,5e7 %t + et > 0 & —0,5¢7 %5 +§ >0 —05e%t+1>0¢ 0,5t <1 et < 0—15 & 0,5t <1In2

et<2ln2e<tel0; 2In2]
q'(t)=0sur [0; 2In2] et q'(x) <O0sur [2In2 ; +oo]. 0,5pt
- Tableau de variation :

t 0 21n2 + o0
q'(t) + !
(%)
* 0,5pt
q(t)
0 0

q(2In2) = qo(e~05x2In2 _ g-2In2)

_ qo(e—lnz _ e—ln4) = 4o (%_i) = qo X%

2) On désire contrdler les effets de cette substance. Pour cela il faut que la quantité de ce médicament contenue dans le
sang soit comprise entre 2 valeurs q,, et qy.
qm = 1,2 mg est le seuil d’efficacités et gy = 2,6 mg est le seuil de toxicité. Déduisons du tableau de variation de q,
les valeurs qu’on peut donner a g, pour qu’a aucun moment, la quantité de substance dans le sang ne soit toxique.
Im < q() < qu S qm < qo(e™*% —e™) < qu

©12<qe™® " —e™) <262 12<2<26 =2 48<qy <104 = g €148 ; 104]
Les valeurs qu’on peut donner a q, sont compris entre 4,8 et 10,4 1pt
3) On pose g, = 10.
a) Tracons soigneusement la courbe de g dans un repere de votre choix.
q(t) =10(e %t —e ) ou t =0

t |0 21n2 oo
q' () + | -

q(t)
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—
0 1 2 3 4 5 6 7 8
2in2 temps(t)

b) Déterminons graphiquement I’intervalle de temps durant lequel le médicament est efficace.

I =100,3 ; 4] estlintervalle de temps durant lequel le médicament est efficace 1pt
Probleme : 10pts
Pour tout entier n strictement positif on considere la fonction f,, définie sur ]0 ; +oo[ par: f,, = 2% On note (¢,

x2
la courbe représentative de f;, dans le repére orthogonal (0 ; 7 ; ) (unités graphiques : 2 cm sur I’axe des abscisses
et 10 cm sur I’axe des ordonnées).
Partie A : Etude de f;

La fonction f; est définie sur ]0 ; +oo[ par f;(x) = lr;f
1) Déterminons limf;(x) et lim f;(x).

X—0 X—+00
i _In(0") ¢ . ) =0
m f1(x) =—p5—=- e Jim f,(x) =0.
On en déduit que (C;) admet deux asymptotes :
Une asymptote verticale d’équation x = 0 ; 1pt

Une asymptote horizontale d’équation y = 0.

2) Etudions le sens de variation de f; et donnons le tableau de variation de f;.

1
=x2-2xInx _ x—2lnx _ 1-2Inx

Vx€]0; +oof fi(x) =*%

x* x* x3

vx€]0; +oof f(x) = 1_;” ; le signe de f; dépend de celuide 1 — 2Inx

Pourl1 —2Inx>=0o0na:

1 1
1—21nx20=>21nx§1=>1nx§%=>x£e5<=xe]0; ei]
Alors :

1 1
VxE€E ]0 g ei] ; f1(x) = 0. Alors f est croissante sur ]0 : ei].
0,5pt

: 1
A [ez ; +°°[ ; f1'(x) < 0. Alors f; est décroissante sur [ei ; +oo[_
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- Tableau de variation :

X 0 ez +oo

£ + Q -

0,5pt
116) b

— 69 0

3) Donnons une équation de la tangente au point d’abscisse 1 a (C,).

M: y=ADE-D+fD)=1x-1D+0 avec filx)=1 et fi(x)=0
(T): y=x—-1. 0,5pt

4) Déterminons Li_r}r& f,(x) et Xl_i}grm00 f,(x). Que peut — on en déduire pour C,.

La fonction f; est définie sur J0 ; +oo[ par f; (x) = %
. In0*?  (—%)* .
xlggg fo(x) = oz T or Tt ngoq fa(x) = +o0
Inx Inx .
Jim 0o = tin (S2F)=0x0=0 5 lim a0 =0
On en déduit que C, admet deux asymptotes :
- Une asymptote verticale d’équation x = 0 1pt

- une asymptote horizontale d’équation y = 0

5) Calculons f,'(x) et donnons le tableau de variations de f5.

(zxilnx)xz—zx(lnx)z _ 2xInx—2x(Inx)?>  2xInx(1-Inx)

x4 - x4 - x4

Vxelo; +oof ; fo(x) =200 g5pt

Le signe de f,'(x) dépend de son numérateur.

{lnxSOsur]O;l] ¢ {1—lnx205ur]0;e]
Inx =0 sur [1; 4+oof 1—Inx <0 sur [e; 4+of

- Tableau de signe

Vx€e]0; +of ; f(x) =

X 0 1 e +o0
Inx - O + +
1—-Inx + + O _
f2(x) — + -
- Tableau de variation :
X 0 1 e +0oo
fz () — 0 + 0 -
e (e™) 0,5pt
fz (x) \
(0) 0
Partie B :
1) Etudions le signe de f; (x) — f5(x) ;
f1(x) ~f (x) = (nx)  (nx)? _ Inx(1-Inx)
f1(x) = f2(x) <0 sur]o ; 1[U]e ; +oo[.
f1(x) = f2(x) >0 sur |1 ; e[ 0,5pt

f1(x) = f2(x) =0 sur {1; e}
Déduisons-en la position relative de (C,) et (C5).

o ____________JIASeli
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-Vxe]O ; 1[U]e ; +o[ ; f1(x) — f2(x) < 0.alors (€C,) est en dessous de (C;) sur]0 ; 1[U Je ; +ool.

vxe]l; e[ ,f1(x) —f2(x) > 0. Alors (C;) est au-dessus de (C;) sur |1 ; el.

Vx€ {1 ; e} f1(x) — fa(x) = 0. Alors (€1) et (C;) sont confondues aux points d’abscisses 1 et e.

- Tragons (C;) et (C,) dans le méme repere orthogonal.

7P

0.4

(C2)

1,5pt

5 6 7
-0.2
(Ch)

-0.4
Partie C :
m étant un entier naturel non nul, on pose I,,, = fle fm(x) dx.
1) On pose F(x) = 2% calculons F’ (x).

1+1 _

P = 20 1y“=—ﬁf o F@=-2=—fi& 0.5pt

Déduisons-en I;.

I = [{ fi(x)dx = [-F(x)]§ = =F(e) + F(1) = —

1+lne 1+In1
+ 1

2) En utilisant une intégration par parties, montrons que I, 41 = —§+ (m+ DI,

e (In x) +1

a1 = [} fnea () dx = J;
Posons :

u=(nx)"! osu =(m+ 1)%(ln x)™

1 1
V=5 & v=-—=
X

Lpsq = [——(ln x)m+1] —f ——(ln )™= L (m + 1)dx

e (ln x)

= ——(ln )™t +(m+1) ] dx

= —;+(m+1)1m

=—2+1 & Lh=1-2e""  05pt
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D'0l, Iy =—3+ (m+ Dy, 1pt

3) Calculons I, puis I’aire en cm? du domaine compris entre (C;) et (C,) et les droites d’équations x = 1 et x = e.
Lpnyq = —§+(m+1)lm et pour m=1;ona:

__1 —_1 _2y__1 _A_,_5 _9_ep-1
L=-2t2n=-24+2(1-3)=-242-2=2-% o L=2-5¢ 0,5pt
A= [{1fi() ~ ()] dx.ua =
u.a =2 x 10 cm? = 20 cm?

JSTAG) = f00Tdx = [f [22 - 0 gy = [P0 gy — (PO gy = — [, = (1 - 267 — @~ 5e7)

x2

=1-2e1—2+5e1=—-1+3e!
A= fle[fl(x) — fo(0)]dx.ua = (=1 + 3e1) x 20 cm?
A=(-1+3e1)x20cm?>=2,07cm?.  05pt
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Exercice 1 : 6pts

I) On se place dans le corps C des nombres complexes, pour n € N, onpose, Vz € C , h,(z) = z"(1 — 2).
1) Pour n € N* ; résoudre I’équation h, (z) = hy(2). 1pt

h,(z) =1

2) On se propose de résoudre le systéme suivant : (1) {IZI 11—z

a) Montrez que 1’équation |z| = |1 — z| a une infinité de solution. 0,5pt

b) Soit z, I’'une de ces solutions, calculez, en fonction du module p et ’argument 8 de z, , 'argument de 1 — z, ; le

module et ’argument de 2z, (1 — z). 1,5pt
c) En déduire que le systéme (1) n’admet de solution que si n = 1[6]. 0,5pt
Quel est I’ensemble des solutions du systéme ? 0,5pt

I1) 1) On considére dans Z? I’équation (E) : 11x + 8y = 79.

a) Montrez que si (x ; y) est solution de (E) alors y = 3[11] 0,5pt

b) Résoudre alors 1’équation (E). 0,5pt

2) Le prix total de 41 pieces détachées réparties en trois lots est de 48000F

Le prix d’une piéce du 1* lot est 4800F ; le prix d’une piéce du 2°™ lot est 3600F et le prix d’une piéce du 3°™ lot est
400F. Déterminez le nombre de pieces de chaque lot. 1pt

NB : On pourra utiliser I’équation (E). Les parties I) et Il) sont indépendantes.

Exercice 2 : 4pts

1) Dans une classe de terminale, la taille moyenne des éleves est de 167 cm. La taille moyenne des filles est de 160 cm
et la taille moyenne des garcgons est de 173,5 cm.

Quelle est I’effectif de la classe sashant qu’il est compris entre 50 et 60 ? 2pt

I1) Le vieux Yara a laissé son héritage dans un coffre dont la combinaison comporte les cing chiffres x, y, z, t et h
dans cet ordre, du systéeme décimal. Il a mentionné sur son testament que sa fortune reviendrait a celui de ses héritiers
qui trouverait la combinaison a partir des données suivantes :

- Le 1% chiffre est pair ;

- La somme des deux premiers chiffres est 15 ;

- Le troisiéme est la différence des deux premiers(le 1" moins le 2°™) ;
- Le 1¥ chiffre est le produit du troisieme par le quatrieme ;
- Le nombre est divisible par 9.

Quelle est la combinaison cherchée ? 2pt
NB : Les parties 1) et 1) sont indépendantes.
Probléme : 10pts
Partie A : Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = (x2 + x + 1)e™* — 1

1) a) Déterminez les limites de ¢ en — oo puis en + oo. Interpréter graphiquement le résultat de Xl_i)rlloo o(x). 1pt
b) Calculer ¢’(x) et étudiez son signe. Dressez le tableau de variation de ¢. 1,5pt

2) Démontrez que 1’équation ¢ (x) = 0 admet deux solutions dans R, dont I’une notée « est dans [1 ; +oo[. Vérifiez
que 1,79 < a < 1,80 1pt
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3) En déduire le signe de ¢ sur R. 0,5pt

2x+1
x%4+x+1

Partie B : On donne les fonction f et g définies par f(x) = Rx + 1)e ™ et g(x) =

Leurs courbes sont respectivement notées (C;) et (C,).
1) Déterminez les domaines de définition de f et de g puis calculez leurs limites aux bornes de ces domaines de
définition. 1pt
2) Montrez que (C;) et (C,) admettent au point A0 ; 1) une tangente commune (T) donnez une équation
cartésienne de (T). 1,5pt

_ (@x+De®)

3) a) Vérifiez que pour tout x € R, f(x) — g(x) =—5———= ou ¢ est la fonction définie dans la partie A. 0,5pt

XP+x+1
b) Etudiez le signe de f(x) — g(x) pour x € R. 0,5pt
c) En déduire la position relative des courbes (C;) et (C;).  0,5pt
4) a) Déterminez une primitive G de la fonction g sur R. 0,5pt
b) Déterminez les réels a et b tels que la fonction F définie par F(x) = (ax + b)e™ soit une primitive de f sur R. 0,5pt
c) Déduire une primitive H de f — g sur R. 0,5pt
d) Calculez I’aire, en unité d’aire, de la partie du plan délimitée par les courbes (C;) et (C,) et les droites

d’équations x = —% et x=0. 0,5pt

NB : Les tracés de (C;) et (C,) ne sont pas demandés.
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Exercice 1 : 6pts

I) On se place dans le corps C des nombres complexes, pour n € N, onpose, Vz € C , h,(z) = z"(1 — 2).
1) Pour n € N* ; résolvons I’équation h,,(z) = hy(2).
Soit z = x + yi, le complexe de module r et d’argument 6 cette solution
hpa(2)=hy(z2) oz"(1-2)=2z20-2)=z2"(1-2)=1-2)= 2" =
< [r; 0]"=[1; 0+ 2km] notation polaire

"onfl=[1; 2kn] s { 7S] "
) -M - ”
St nll =11 ; n](:)n9=2kn(:)9=7n
ponc S={[1 ; ZI[} avec kefo;1;2;..;n-1 1pt
, R . . h,(z) =1
2) On se propose de résoudre le systéme suivant : (1) 2] = [1 - 2]

a) Montrons que I’équation |z| = |1 — z| a une infinité de solution.
lzl=1-zl e x+yil=|(1-x) +yil ©Jx2+y2 = /A1 —-x0)2+y2 e x? +y? =1-2x + x? + y?

=1-2x=0x= %
Alors Péquation |z| = |1 — z| a une infinité de solution § = { §+ yi } avecy € R 0,5pt
b) Soit z, I’'une de ces solutions, calculons, en fonction du module p et I’argument 6 de z, , I’argument de 1 — z; ; le
module et ’argument de z,™ (1 — z,).
Soit z, = % + yoi le complexe de module p et I’argument 6.
1 .1 . —
1-2 = 1—5—)’01 =37 Yol =2

11—zl =1zl =lzl=p & [1-2l=p

arg(l —zy) = arg(zy) = —arg(zg) =—60 &  arg(l—2zy) =—-0 0,5pt

|o™ (1 — zo)| = |z X |1 — zo| = |zg|* X [1 — 25| = p™ x p = p™*? = |zo™(1 — zp)| = p™*? 0,5pt
arg(z,"(1 — z)] = arg(zy™) + arg(1 — zy) = narg(zy) + arg(1 —zy) =nb —0 = (n—1)0

arg[zy"(1—2z9)] = (n—1)0 0,5pt

c) Déduisons-en que le systéme (1) n’admet de solution que si n = 1[6].

e {hn(z)=1 { ha(zp) =1 {Zon(l —120)=1 @{[Pnﬂ ; m—=1o]=[1 1: 0 + 2kn]
' |z =11 — 2| |zo| = |1 = 2] zo =5+ ¥ol p(cos@+isin9)=5+y0i
pitl =1 p=1 p=1
= {M-10 =2kt o cos@z% =] 0= oub=—7
pcos(9=§ (n—1)0 = 2kn (n—1)0 = 2km (3)

Pourezg,ona:
(3):(n—1)0 = 2km <:>(n—1)’3—’=2kn on-1=6kon=1+6k = n=1[6]

Pour 6 = =%, 0na:
(3):(n-18=2kn & (n—1)(-2)=2kn & -n+1=6k=>n=1-6k=n= 16
D’ou, le systéme (1) n’admet de solution que si n = 1[6] 0,5pt
L ensemble des solutions du systéme est z, de module p = 1 et d'argument 6 = ig
_f[4 . 47 _(1, B, 14,
S—{[l 2 i;+2kﬂ]} avec k€ Z ou S—{2+ Sl 575 l} 0,5pt

[1) 1) On considére dans Z? I’équation (E) : 11x + 8y = 79.
a) Montrons que si (x ; y) est solution de (E) alors y = 3[11]
Si (x ; y)estsolution de (E) alors, 11x + 8y = 79
1lx+8y =79 < 8y =79 — 11x

& 8y = 79[11]

& 8y = 2[11]
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o —3y=-9[11] Car 8= -3[11] et 2= —9[11]
sy = 3[11]
D’ou, si (x ; y) estsolution de (E) alors y = 3[11]. 0,5pt

b) Résolvons alors 1’équation (E).
y=3[11] @ y=3+11k
En remplacant y par sa valeur dans (E) ona:
(E): 11x+8y =79 11x+ 83+ 11k) =79
< 11x + 24+ 88k =79
< 11x = 55— 88k
& x=5-8k
D’ou S={(5—-8k ; 3+ 11k)} avec ke Z 0,5pt
2) Le prix total de 41 pieces détachées réparties en trois lots est de 48000F
Le prix d’une piéce du 1% lot est 4800F ; le prix d’une piéce du 2°™ lot est 3600F et le prix d’une piéce du 3°™ lot est
400F. Déterminons le nombre de pieces de chaque lot.
Soitx ; y et z les nombres de piéces respective du du 1% lot, du 2°™ lot et du 3°™ lot
x>0 ; y>0etz>0
{ x+y+z=41 { x+y+z=41 { x+y+z=41
4800x + 3600y + 400z = 48000 48x + 36y + 4z = 480 12x +9y +z =120
{ZZ_=41126 fzzj; _ (gjll) & 41—x—y=120—-12x — 9y
& —x—y+12x + 9y =120 — 41
< 11x+8y =79
x=5—-8k

y=3+11k Sx=5ety=3 avec k=0

D’aprés 1) b) {

Puis que
En remplacant x et y par leurs valeurs dans (1), on aura :
Q):iz=41-x—y

=41-(5—-(@3)
z=233
(5 ; 3 ; 33) sont respectivement les nombres de piéces du 1*" lot, 2°™ lot et 3°*™ lot. 1pt
Exercice 2 : 4pts

1) Dans une classe de terminale, la taille moyenne des éléves est de 167 cm. La taille moyenne des filles est de 160 cm et la taille
moyenne des gar¢ons est de 173,5 cm.

Quelle est I’effectif de la classe sashant qu’il est compris entre 50 et 60 ?

Soit x I’effectif des fille et y celui des gargons.

On note z I’effectif de la classe tel que 50 < z < 60

xt+ty=2z
{160x +173,5y = 167z & “2 22 = x + y & 160x + 173,5y = 167x + 167y
50 < z < 60

©7x—65y =0 70x — 65y =0 14x — 13y = 0 & 14x = 13y
13/14x PGCD(13 ; 14) =1 alors d'aprés Gauss 13/x
14/13x PGCD(14 ; 13) =1 alors d'aprés Gauss 14/y
{13/x < x =13k
14/y &y = 14k
z=x+yez=27k
50 < z< 60 & 50<27k <60
= 185< k<222
k=2
Alors z =54
L’effectif de la classe est donc 54 2pt

14x = 13y(:){
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I1) Le vieux Yara a laissé son héritage dans un coffre dont la combinaison comporte les cing chiffres x, y, z, t et h
dans cet ordre, du systéme décimal. Il a mentionné sur son testament que sa fortune reviendrait a celui de ses héritiers
qui trouverait la combinaison a partir des données suivantes :

- Le 1% chiffre est pair & x = 2k avec k un entier positif

- La somme des deux premiers chiffresest 15 & x+y=15 & y=15-2k

- Le troisiéme est la différence des deux premiers(le 1* moins e 2°™) & z=x—-y & z=-15+4k

- Le 1% chiffre est le produit du troisieme par le quatrieme < x=zxt & t =§ S t= _1;';”( =2k’
- Le nombre est divisible par 9. & xyzth = 0[9]
La combinaison cherchée est : xyzth = 0[9]
* x=2ke=Sx€ef{0; 2; 4; 6; 8}
* x-_lry=15<=>(X; ={6;9: @ N  ,_g. y=7 et z=1
¥ Z=X—YSX>Y
* x=zxt<=>t=§=§=8<=>t=8
xyzth = 0[9] & h + 10t + 100z + 1000y + 10000x = 0[9]
S h+t+z+y+x=0[9]
©h+8+1+7+8=0[9]
< h+ 24 =0[9]
< h+6=0[9]
& h = —6[9]
< h=3[9] car —6 = 3[9]
S h=34+9% < h=3 avec k=0
Donc x=8; y=7; z=1; t=8et h=3
Alors la combinaison cherchée est 87183 2pt
Probléeme : 10pts

Partie A : Soit ¢ la fonction définie sur R par p(x) = (x2 + x + e — 1
1) a) Déterminons les limites de ¢ en — oo puis en + co. Interprétons graphiquement le résultat de lir+n o(x).
X—+00

lim p(x) = (+o0)(+0)—1=+4c0 & lim @(x) = +oo 0,25pt

xX——00 xX——o00

lim p(x)=0—-1=-1 lim ¢o(x) = -1 0,25pt

X—>+ 00 xX—+00

ligrn @(x) = —1.Alors la courbe représentative de ¢ admet une asymptote horizontale d'équationy = —1 0,5pt
X—+00

b) Calculons ¢'(x) et étudions son signe.

VXER; o) =Qx+1e*—e*(x?+x+1)=0Qx+1—-x*—x—1e*=(—x?>+x)e™™

VXeER; ¢'(x) =x(1—x)e™ 0,5pt

Pour tout réel, le signe de ¢’ (x) dépend de celui de x(1 — x).

x(1—-x) =0 x=0o0ux=1

[E
+
8

X —00 0

¢'(x) — ¢ + Q -

@' (x) <0 sur |- ; 0JU[1 ; +oof

@'(x) 2 0sur [0 ; 1] 0,5pt
- Dressons le tableau de variation de ¢.
x —00 0 1

@'(x) - Q + q)

+c0 (36_1 -1
¢ (x) \ /
0)

2) Démontrons que 1’équation ¢(x) = 0 admet deux solutions dans R, dont 1’une notée « est dans [1 ; +oo].

0,5pt

-{---4=”
+
8

/

I
[UEN
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* @(0) = 0. Alors 0 est une solution de p(x) (1)
* @(x) est continue et strictement décroissante sur ]1 ; +oo[, elle réalise une bijection de ]1 ; +oo[

vers]—1 ; 3e 1 —1[.Or0 €]—1 ; 3e~! — 1], alors I’équation ¢ (x) = 0 admet une solution a € [1 ; +oo[. (2)

D’aprés (1) et (2), ’équation @(x) = 0 admet deux solutions dans R, dont ’une notée a est dans [1 ; +oo[ 0,75pt
Verifions que 1,79 < @ < 1,80

»(1,79) = 0,0007
¢(1,80) = —0,0015
Alors d’ aprés le théoréme des valeurs intermédiaire 1,79 < a < 1,80 0,25pt
3) Déduisons-en le signe de ¢ sur R.
@(x) =0 sur |-o ; al;

@o(x) <0 sur [a ; +x].

Partie B : On donne les fonction f et g définies par f(x) = 2x + 1)e ™ et g(x) =

} o ©(1,79) x ¢(1,80) < 0.

0,5pt

2x+1
x2+x+1

Leurs courbes sont respectivement notées (Cr) et (C,).
1) Déterminons les domaines de définition de f et de g puis calculons leurs limites aux bornes de ces domaines de
définition.

Df=R=]-0; 4o ; Dyg=R=]-00; +oof

lim f@)=+o ;  lim f(x)=0 -
lim g(x) =0~ ; lim g(x) =07

X——00 x—+

2) Montrons que (C;) et (C,) admettent au point A(0 ; 1) une tangente commune (T)

f(O =1 et g(0)=1

Le point A(0 ; 1) estcommuna (Cy) et (C,). Alors (C;) et (C,) admettent au point A(0 ; 1) une tangente
commune (T). 0,5pt

- Donnez une équation cartésienne de (T).

VxeER f'(x) =2e*—e™Rx+1)=Q2-2x—De™* = f'(x)=(1-2x)e™*

, _2(x%4x+1)-(x+1)(2x+1) | 2x%+2x+2-4x%—4x—1 / _ —2x%-2xF1

VxeR g'(x) = 1) = T =g Kx)= Zixi1)?
ff(0)=1 et g'(0)=1
M:y=f0O)x-0)+f0)=1x-0)+1eoy=x+1
T): y=g9g'0)x-0+9g0)=1x-0+1eoy=x+1
Alors (T) : x—y+ 1 = 0 est une équation cartésienne de (T). 1pt
3) a) Vérifions que pour toutx € R, f(x) —g(x) = % ou ¢ est la fonction définie dans la partie A.
N\ _ x 2x+1l (PP @x+De ¥ -(x+1) _ @x+D[(x%+x+1)e ] x+)e(x)
VX ER, f(x) —g(x) = (2x + e x24+x+1 x2+x+1 - x24x+1 T xPex+l
_ 2x+1)e(x)

VxeR, f(x) —glx) = T 0,5pt

b) Etudions le signe de f(x) — g(x) pour x € R.
vx € R,x% +x + 1 > 0. Alors le signe de f(x) — g(x) dépend de son numérateur

2x+Dpx)=0=2x+1=0 ou ¢kx)=0
Proposition de correction : Session de juin 2014 (T.SE)|

<=)x=—% ou x=0 et x=«a
X —o0 —% 0 a +oo
2x+1 — O + + +
@ (x) + + 0 + —
FO) -9 — + + +
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vxe|-o; —Hula; +oof ; f(x)—gx) < 0.

Vxe[—% : a] ; f(x)—glx) = 0. 0,5pt

c) Déduisons la position relative des courbes (Cr) et (C,).

VxE€ ]—oo - —%[U]a ; +oo[ ; f(x) —g(x) < 0.Alors (C;) esten dessous de (C,) sur]—oo : —%[U]a ; +oof.

25 0[ulo; al 0,5pt

VxE€E ]—% - O[U 10; al; f(x)—g(x) > 0.Alors (C;) estau-dessous de (C,) sur ]—5 :
VxE€ {—% ; 0 ; a} ; f(x) —g(x) = 0. Alors (Cf) et (Cg) sont confondues aux points d’abscisses —% ; 0 a.
4) a) Déterminons une primitive G de la fonction g sur R.

VxeR; gx) = xf:il & G(x) =In|x® +x + 1] 0,5pt

b) Déterminons les réels a et b tels que la fonction F définie par F(x) = (ax + b)e ™ soit une primitive de f sur R.
F(x) = (ax + b)e™* est une primitive de f sur R si et seulement si, Vx € R; F'(x) = f(x)
VxeER; F'(x) = f(x) ®ae™—e*(ax+b) = f(x)
S (a—ax—b)e™*=2x +1)e™™

Par identification :
{ —a=2 {a =—2

a—b=1 b=-3
F(x) = (ax + b)e ™ est une primitive de f sur R si et seulementsia = -2 et b = -3. 0,5pt
c) Déduisons une primitive H de f — g sur R.
Hx)=F(x)—-G(x) @ Hx) = —-2x+3)e*—In|x*+ x + 1] 0,5pt

d) Calculez I’aire, en unité d’aire, de la partie du plan délimitée par les courbes (C;) et (C,) et les droites
d’équations x = —% et x=0.
(Cr) estau-dessous de (C,) sur]—% ; 0[
1
A= f_ol[f(x) —g@)]dx.ua =[F(x) = G(x)]°: = [-Qx +3)e™* —In|x* + x + 1]]°. = =3 + 2e2 +In G)
2

L 1
2 2

1
A= (_3 +2ez+1In G)) cm? = 0,00976 ... cm? 0,5pt
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Exercice 1 : 5pts
Un cible est constituée de cercles concentriques de rayons respectifs 1, 2, 3, 4 déterminant 4 zones numérotées (1),
(2), (3), (4) (chaque zone est une couronne), on considére I’extérieur de la cible comme une 5°™ zone.

1) Un joueur lance une fléche. La probabilité d’atteindre I’'une des zones 1, 2, 3, 4 est proportionnelle a 1’aire de
cette zone. (Rappel : I’aire d’un disque de rayon r est A = mr?). Montrer que les probabilités P;, P,, P;, P,
d’atteindre respectivement les zones (1), (2), (3), (4) sont égales a K, 3k, 5k, 7k ou K est un nombre que I’on ne

demande pas de calculer dans cette question.  1,5pt

1

2) - Si la fleche touche la zone (1), le joueur gagne 4 000 FCFA 3

— Si la fleche touche la zone (2), le joueur gagne 3 000 FCFA
— Si la fleche touche la zone (3), le joueur gagne 2 000 FCFA
— Si la fleche touche la zone (4), le joueur gagne 1 000 FCFA
— Si la fleche touche la zone (), le joueur perd 30 000 FCFA
On suppose que I’espérance mathématique de X est nulle.
On appelle X le gain obtenu a I’issue d’une partie (lancé d’une fleéche)
a) Déterminez les probabilités P;, P,, P;, P, et la probabilité P; de manquer la cible.  1,5pt
b) Donnez sous forme de tableau la loi de probabilité de X.  1pt
I1) Trois villages désigneés par les lettres A, B et C sont disposés en triangle comme suit :
Le village A esta 4 kmde B, a 3km de C et le village B est a 5 km de C.
Ces trois villages décident de creuser un forage situé a égale distance des villages, déterminez son emplacement en

précisant la distance qui le sépare de chacun des villages. 1pt

Exercice 2 : 5pts

I) @ et B sont deux entiers naturels et N = 2% x 35 tels que le nombre de diviseurs de N2 est le triple du nombre de
diviseurs de N.

1) Prouvez que (¢ — 1)(B — 1) = 3. 1pt

2) Déduisez en les valeurs de N. 0,5pt

IT) Le plan affine est muni d’un repére orthonormé (0 ; U ; v ) et C désigne I’ensemble des nombres complexes.
Soient A, B et C trois points d’affixes respectivesa = —1+3i ; b=—-44+2i et c=1+4i.

Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui a tout points M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' définie
par:z' = (2 —2i)z + 1.

1) Déterminez la nature et les éléments caracteristiques de f. 1pt

2) Déterminez I’affixe du point B’ image de B par la transformation f. Vérifiez que les vecteurs CA et CB’' sont

orthogonaux. 0,5pt

3) Soit M(x ; y) ol x et y sont des entiers relatifs et M’ son image par f. Montrez que les vecteurs CM’ et CA sont
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orthogonaux si et seulement si x + 3y = 2. 1pt

4) Résoudre dans Z x Z I’équation x + 3y = 2 et en déduire I’ensemble des points M dont les coordonnées sont des
entiers appartenant a [—5 ; 5]. 1pt

Probléme : 10pts

Partie A : Le plan est muni d’un repére orthonormé (0 ; 7; J).

1) On désigne par M(x ; y) un point du plan, M, (x; ; y;) son image par la symétrie orthogonale d’axe la droite
d’équationy = x et M'(x’; y’) I'image de M; I'image de M, par la symétrie orthogonale d’axe (0 ; 7).

a) Exprimez x’ et y' en fonction de x et y. 1pt

b) Caractérisez I’application qui transforme M en M'. 1pt

- . . . . . P "=1
c) On désigne par r ’application qui au point M(x ; y) associe le point M"'(x""; y'") définie par :{;,, =1 ti’

Montrez que, r est une rotation dont on précisera le centre Q et d’angle 6. 1pt
2) Lorsque le point le point M décrit la droite d’équation y = x, déterminez I’ensemble décrit par le point M"" ainsi
que I’ensemble décrit par le milieu du segment [MM'']. 1,5pt

. . . e =1+3
3) Au point M(x ; y) on associe le point M, (x, ; y,) définies par {f}z —1 T 23:
,=1-
a) Quelle est la nature de I’ensemble (E) des points M, lorsque M décrit le cercle unité de centre O ? 1pt

b) Caractériser I'image de (E') par la rotation r définie en 1) c). 0,5pt
Partie B : Soit la fonction numérique f a variable réelle x définie par f(x) = (2x — 1) %1

1) Etudiez les variations de f et tracez sa courbe (Cf) dans le plan muni du repére orthonormé (O ; 7 ; J ). Précisez
les tangentes a (Cf) aux points d’abscisses —1 et — % 1,5pt

2) Soit (C'f)la courbe image de (Cy) par la symétrique orthogonale par rapporta (0 ; 7).

OnposeT' = (C;) U (C'f). Tracez T dans le méme repére que (C;).  0,5pt

3) On considere le point A(—1 ; 0) et la droite A d’équation x = —2. Soit m un parametre non nul, D la droite
d’équation y = mx et D' la droite orthogonale a D en 0(0 ; 0). Les droites (D) et (D') coupent Aen P et P’
respectivement.

Soit k le milieu du segment [PP'], la droite (AK) coupent D et D' en M et M' respectivement.

a) Déterminez les coordonnées de M et M’ en fonction de m. 1,5pt

b) On appelle T; I’ensemble des points M lorsque m € R* et I''; celui des points M’ lorsque m € R*. Trouvez une

relation entre I, et I',. 0,5pt
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Exercice 1 : 5pts
Montrons que les probabilités P;, P,, Ps;, P, d’atteindre respectivement les zones (1), (2), (3), (4) sont égales a K,
3k, 5k, 7k ou K est un nombre que I’on ne demande pas de calculer dans cette question.

Soient A,, A,, As, et A, laire respective des cercles concentriques de rayons 1, 2, 3, 4

A, =mr,* avec 1<n<4

Aj=m ; A, =4m ; A3 =9 ; A, =16rm

Soient a; , ay, a; ; a4 laire respective des couronnes (1), (2), (3), (4).

a=A =S a =1

a, =4, —A;=4n—-—n=3na, =3n

a3 =A3 —A, =9m —4n =51 < a; =57 0,5pt

a,=A,—Az=16n—-9n=7TnS a,=7n

La probabilité d’atteindre I’une des zones 1, 2, 3, 4 est proportionnelle a I’aire de cette zone si et seulement si il
n _ P _ PP

. ‘ P, P.
existeunréel atelque: 2=a avecl <n<d4eo2==2=2=2=g
an aq az as Qg

Py Py _ P3Py

a 0,5pt 4

w 3 5w 7 -

P, = aa, 3
Pourn=1ona:
Pi=aa, =a(n) & Pi=k avec k=an
Pourn=2ona:
P, =aa, = a(3n) =3ar < P, =3k avec k = an
Pourn=3ona:
P; = aa; = a(57) =5ar & P3; =5k avec k= an
Pourn=4ona:
P,=aa,=a(7n)=7an & P,=7k avec k= an
D’ou les probabilités P4, P,, P3, P4 d’atteindre respectivement les zones (1), (2), (3), (4) sont égales a
K, 3k, 5k, 7kou K = ant 0,5pt
2) - Si la fleche touche la zone (1), le joueur gagne 4 000 FCFA

— Si la fléche touche la zone (2), le joueur gagne 3 000 FCFA

— Si la fléche touche la zone (3), le joueur gagne 2 000 FCFA

— Si la fléche touche la zone (4), le joueur gagne 1 000 FCFA

— Si la fléche touche la zone (5), le joueur perd 30 000 FCFA
On suppose que I’espérance mathématique de X est nulle.
On appelle X le gain obtenu a I’issue d’une partie (lancé d’une fleéche)
La variable aléatoire Q(X) = {=30000 ; 1000 ; 2000 ; 3000 ; 4000} ={Xs; X, ; X3 ; X5 ; X}
a) Déterminons les probabilités P;, P,, P;, P, et la probabilité Ps de manquer la cible.
P(x=X,)=P(x=4000) =P, =k

P(x = X,) = P(x =3000) = P, = 3k
P(x = X3) = P(x = 2000) = P; = 5k

P(x=X,)=P(x=1000) =P, =7k
P(x = X5) = P(x = —30 000) = P; =?

i=1 P1+P2+P3+P4+P5:1
(=4
5 X1P1+X2P2+X3P3+X4P4+X5P5=0
LE(X):ZXL-PL:O
i=1
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(:){ k+3k+5k+7k+Ps=1 (:){ 16k + P5; =1
4 000k + 9 000k + 10 000k + 7 000k — 30 000P; 30000k —30000P; =0

1pt

16k + Ps = 1 Ps =k !
{k—P5=O (:){17](:1(:)P5_k_17
1 3 5 7 1
Alors P1=E 5 PZZE ; Ps3 ZE 5 P4_:E et Ps :E O,5pt
b) Donnons sous forme de tableau la loi de probabilité de X.
X 4000 | 3000 | 2000 | 1000 | —30000
1 4 1
P=x)| — | 2 | 2 | & - Lpt
17 17 17 17 17

I1) Trois villages désigneés par les lettres A, B et C sont disposés en triangle comme suit :
Le village A est a 4 kmde B, a 3 km de C et le village B est a 5 km de C. C’est-a-dire :
AB =4km ; AC=3km et BC =5km

Ces trois villages décident de creuser un forage situé a égale
distance des villages, déterminons son emplacement en précisant
la distance qui le sépare de chacun des villages.

On constate que : BC* = AB* + AC?. Alors les trois villages sont
assimilables a un triangle rectangle en A.

Le milieu E de ’hypoténuse BC détermine le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC.  0,5pt

Par conséquent le point E est ’emplacement exact de ce forage

EA=EB=EC=""=25
La distance qui separe le forage de chacun des villages est 2,5 km . 0,5pt

Exercice 2 : 5pts

I) @ et S sont deux entiers naturels et N = 2% x 37 tels que le nombre de diviseurs de N? est le triple du nombre de diviseurs de

N.

1) Prouvons que (a — 1)(B — 1) = 3.

N=2%x3F et N?=22%x32

nbr(Dy) =(a+ DB +1) et nbr(Dy:) = RQa+1)2B+1)

Le nombre de diviseurs de N2 est le triple du nombre de diviseurs de N équivaut a :

Ra+1)2+1)=3@+1D)P+1) =>4ap+2a+2+1=3af+3a+38+3
Sdaf+2a+20+1-3af—-3a—-3=3
Saf—-a—-fF+1=3
Saf-D-B-1D=3
S@-1)pB-1)=3 1pt

2) Déduisons - en les valeurs de N.

@-DE-D=3e{z 123 o {5 ;]
ot e 5

Poura =2 et B =4.Alors N = 22x 3% =324

Poura =4 et B =2 Alors N =2*x 3% =144

N ={144 ; 324} 05pt

IT) Le plan affine est muni d’un repére orthonormé (0 ; U ; v ) et C désigne I’ensemble des nombres complexes.

Soient A, B et C trois points d’affixes respectivesa = —=1+3i ; b=—4+2i et c=1+4i.
Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui a tout points M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' définie

par:z' = (2 —2i)z + 1.
1) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de f.

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 142



Proposition de correction : Session de juin 2015 (TSE)

z'=az+b aveca=2-2i et b=1

a € C et |a|l = 2v/2 # 1. Alors f est une similitude directe  0,5pt
Ses éléments caractéristique sont :

- son rapport k = |a| = 2v/2

| 5 _ b 1 _ 1(-1-2H 1 2.
Son centre @ d’affixe w = —=——-=——F—=—c—Ci 0,5pt

-sonangle 6 = arg(a) = —7

2) Déterminons I’affixe du point B’ image de B par la transformation f.
Zg=Q-20)zg+1=02—-2)(-4+2i)+1=-8+4i+8i+4+1=-3+12i
L’affixe du point B’ image de B par la transformation fest z'p = -3+ 12i. 0,25pt

Vérifions que les vecteurs CA et CB’ sont orthogonaux.
CA et CB' sont orthogonaux si et seulement si CA.CB =0

c=1+4iesCc1;4) ; a=-1+43i<A4(-1;3) ; b =-3+12i=B'(-3; 12)
—>xA—xC:—1—1:—2 s
CA & CA(-2 ; -1
Ya—Yc=3—-4=-1 ( )
—’XB,—XC:—3—1:—4

CB' & CB'(—4 ; 8)

YBr — Yc = 12—4=8
CACB =(2).(N=C2(-+(-D®) =8-8=0
CA.CB’ = 0. Alors les vecteurs CA et CB’ sont orthogonaux.  0,25pt

3) Soit M(x ; y)oux et y sontdes entiers relatifs et M’ son image par f. Montrons que les vecteurs CM' et CA
sont orthogonaux si et seulement si x + 3y = 2.
fIM)=M < z'y=0Q2-2D)zy+1
ox +yi=Q2-20)(+y)+1
ex' +yi=2x+2yi—2xi+2y+1
o x' +yi=Qx+2y+ 1)+ (—2x + 2y)i
x'=2x+2y+1
{ y' =-2x+2y
Supposons que CM' et CA sont orthogonaux. Alors :
C—M).QZO@(;C/::}}).(:? =0 —2¢'+2-y +4=0 —2x' -y +6=0
= -22x+2y+1)—(-2x+2y)+6=0
S —A4Ax—4y—-2+2x—-2y+6=0
= -2x—-6y+4=0
& —x—-3y+2=0
= —x—-3y=-2
< x+3y=2 CQFD
D’ou, les vecteurs CM' et CA sont orthogonaux si et seulement si x + 3y = 2.  0,5pt
4) Résolvons dans Z x Z I’équation x + 3y = 2
x+3y=2x=2-3yox=2[]3]ox=2+3k
x+3y=2e2+3k)+3y=23y=-3koy=—k
S={2+3k ; -—-k)} avec keZ. 0,5pt
Déduisons-en I’ensemble des points M dont les coordonnées sont des entiers appartenant a [—5 ; 5].
{—SSxSS {—5§2+3k§5@ {_2'3SkS1=>ke{—2;—1; 0 1)

Expression analytique de f.  0,5pt

—5<y=<5 -5<-k<5 —-5<k<5
Pourk =—-2,0na: Pourk =0,0na:
x=—4 et y=2 x=2 et y=0
Pourk =—-1,0na: Pourk =1,0na:
x=-1 et k=1 x=5 et y=-1
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Mx ; ={(-4;2 ; (-1;1) ; (@;0 ; (;-1)} 05pt
Probléme : 10pts

Partie A : Le plan est muni d’un repére orthonormé (0 ; 7 ; ).

1) On désigne par M(x ; y) un point du plan, M, (x; ; y;) sonimage par la symétrie orthogonale d’axe la droite
d’équation (D) : y = x.

a) Exprimons x’ et y' en fonction de x et y.

X1 =Y
Som) =My = {1

M'(x"; y") 'image de M, par la symétrie orthogonale d’axe (0 ; 7). Alors :

0,25pt

/ x' = X1
Scox)(My) = M <:>{ , 0,25pt
(Ox)( 1) y =—y, p

: X'=x =y x'=y
S M)=M <=>{, = {, 0,5pt
(Ox)( 1) y' =-y, =—x y =—x p

b) Caractérisez I’application qui transforme M en M'.

{yjf —:—yx o x+yi=y—xiex+yi=—-ix+yi)) oz =—-iz 05pt
z'=az+b avec a=—i et b=0
a € C et |a| = 1. Alors I’application qui transforme M en M’ est une rotation de centre 0(0 ; 0) et d’angle

0 = arg(a) = —g 0,5pt

- . . . . . P "=1
c) On désigne par r ’application qui au point M (x ; y) associe le point M"'(x""; y'") définie par :{;CI,, _1 ti’

Montrons que, r est une rotation dont on précisera le centre Q et d’angle 6.

xX'=1+y (1)
y'=1-x (2)

WMW+iRex"+y"i=14+y+i—xi

r(M) = M" = {

S=x"+y"i=-i(x+y))+1+i
oz'=—iz+1+i 05pt
=z'=az+b avec a=—-i et b=1+i

a € C et |al =1.Alorsr estune rotation de :

=1 5 00; 1 0,5pt

-centre Q d’affixe w = o= 1
- d’angle 6 = arg(a) = —Tz—t

2) Lorsque le point le point M décrit la droite d’équation y = x, déterminons 1’ensemble décrit par le point M'" ainsi que
I’ensemble décrit par le milieu du segment [MM"'].

o x'=1+y {y=x”—1
T(M)—M <z{yuzl_x = le_yu
Si le point M décrit la droite d’équation y = x. Alors le point M décrit: x"' —1=1-y" &x"+y"-2=0
Ainsi, ’ensemble décrit par le point M"' est la droite d’équation : x"” +y"' —2 =0. 0,75pt

I(—x+2x ; —y+2y ).L’ensemble décrit par le point | est :
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n

_x+x _ x+1l4y  x+y+1
xI_ 2 - 2 - 2 PN {x+y+1=2x1 @{ x+y=2x1_1 (1)
y _y+y"  y+l-x  —x+y+1 —x+y+1=2y, —x+y=2y;—-1 (2)
r— 2 = 2 7 2

W+@)e2y=2x+2y,—-2=2y=x+y;—1
MD-Q)e2x=2x—1-2y;+1S2x=2x,—- 2y, S x=x1—Y;

Si le point M décrit la droite d’équation y = x. Alors le point I décrit: x; +y, — 1 =x;, —y; © 2y, =1
L’ensemble décrit par le point I est : y; = % 0,75pt

x, =1+ 3y

3) Au point M(x ; y) on associe le point M, (x, ; y,) définies par : {y —1—2x
,=1—

a) Quelle est la nature de ’ensemble (E) des points M, lorsque M décrit le cercle unité de centre O ?
_ x2—1
{xz =1+3y Y=
=
y,=1-—2x x =12
2

0,25pt

M décrit le cercle unité de centre O si et seulement si : x* + y* = 1.

eyt (2 4 (52 =

(x-1)? | (y—-1)?* _ 1
9 4

=

—_1)2 _1)2
<=>(x2321) +(y2221) Z1 ospt

—1)2 —_1)2
L’ensemble (E) des points M, cherchés est une ellipse d’équation : (x2321) + o 2221) =1. 0,25pt

b) Caractériser I'image de (E') par la rotation r définie en 1) c).
. — nMI! X”=1+y {yzx”_l
Enl)c):r(M) =M @{y”=1—x = X =1y

. 1 =1+3 =1+3(x" -1
Au point M(x ; y) on associe le point M, (x, ; y,) définies par : {xz jibed {xz g )

y2 =1-2x y2=1-2(1-y")
{xz =3x" -2
y2=2y" -1

Alors :

N2 2 10132 1"_1_1)2
(B): GVl GeD?_ g, Gx 221) L& 211) —1
3 2 3 2

11_o)2 " _-\2
<:>(3x23)_|_(2yZz) —1
3 2

32(x!"—1 2 22(y! —1 2
o T 26 )
32 22

=1

S -1)2+@2-1)2%2=1
L’image de (E) par la rotation r définie en 1) c) est cercle unité de centre Q(1 ; 1) 0,5pt
Partie B : Soit la fonction numérique f a variable réelle x définie par f(x) = (2x — 1) lel

1) Etudions les variations de f et tracez sa courbe (Cf) dans le plan muni du repere orthonormé (0 ; 7; J).
- Domaine de définition :
Dy ={x/x €R; x+1=0}
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Dy =[-1; +oof

- limite aux bornes du domaine de définition :

xlirglf(x) =2(-1)-1) ’_1; ! =0 © xlillllf(x) =0 ; xl—i)l-zloof(x) =+ 0,25pt

- Dérivabilité de f en —1:

x+1 Cx—-1(x+1
f-fy  @x-D | e SN P R
—r - =1 = lim = lim = =\ —
x—>—1% x+1 x->—1t x+1 x-—1% x+1 x—>—1% x+1 2x0*
(x—1 > 2 5

fOx) - f(-1)
x—-1* x+1
tangente verticale
- Dérivée :

Vx€|l; +oof f(x)—Z\/m
r

Vx€e]l; +oof; f'(x) = ox+3 0,25pt

2

= —oo. Alors f n'est pas dérivable en — 1. (Cf) admet en ce point une démi

xX+1
( )+ (2x-1)  ax4442x-1 _ 6x+3

x+1 x+1
4 |— 4 |—
2 2 2

- sens de variarion :

Vxe[-1; 4oo[; /xzi > 0. Alors le signe de f'(x) dépend de celui de 6x + 3

1

Vxe [—1 ; —%[ ; f'(x) < 0. Alors f est strictement décroissante sur [—1 ; _E['

Vx€ ]—% ; +oo[ ; f'(x) > 0. Alors f est strictement croissante sur ]—% ; +oo[.

Vxe {— %} ; f'(x) = 0. Alors f est constante sur {—%}

- tableau de variation :

X -1 —% +00
f(0) - Qo+
0 oo 0,25pt
£ \ /
(=D

- Points d’intersection avec les axes :

(Cf)n(Ox): f(x)=0<=)x=% ou x=-1

(cHnn={C-1; 0 ; (5;0)

2
(6)n©y) : f(0) =2

(c))n oy ={0; -2}

- Branches infinies :
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f(x)

li1+n > - +00. Alors (Cf) admet une branche parabolique de direction (O ; J).
X—+00

- Tragons la courbe (Cy)

(C'y)
0,25pt

-

(Cy)

1

- Précisons les tangentes a (Cy) aux points d’abscisses —1 et — .

6x+3
x+1
4 2

f n’est pas dérivable en — 1. (Cf) admet une demi tangente verticale d'équation x = —1 0,25pt

fG) =(x=1) [ et f@)=

1

f-D=0et f(-3)=-1 et f(-D=+o et f(-1)=0

(1) =r(=H s her(-H--

(Cf) admet une demi tangente horizontale d'équation (T_ 1) ry=-1 0,25pt
2

2) Soit (C’;) la courbe image de (C; ) par la symétrique orthogonale par rapporta (0 ; 7).
OnposeI' = (C;) U (C'f). Tracez T dans le méme repére que (C;).
Voir figure dans 1) 0,5pt
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3) On considere le point A(—1 ; 0) et la droite A d’équation x = —2. Soit m un parametre non nul, D la droite

d’équation y = mx et D' la droite orthogonale a D en 0(0 ; 0). Les droites (D) et (D) coupent Aen P et P’
respectivement.

Soit k le milieu du segment [PP'], la droite (AK) coupent D et D' en M et M' respectivement.

a) Déterminons les coordonnées de M et M' en fonction de m.

Q: x=-2 ; D): y=mx ;

x (D") perpendiculaire a (D) au point 0(0 ; 0) & VM'(x'; y') e (D"); OM’ L% ol u(1 ; m) vecteur
directeur de la droite (D).

O—I\/I’)J_ﬂ(:»W.ﬁ=O<=>(;:).(;)=O<=>x’+my’=0<=>y’=—ix’

Alors (D) : y' = ——x'  025pt

PE(A)(:){xP=—2 {xp=—2

« DN ) =P} {P cor b T el o e PR 025t

! r=-=2 r==2
x (D')NA) ={P'}e {P € ) = { P 1 = {xp 2 & P (—2 : "11) 0,25pt

P' € (D) Ypr = T X Yer =5
Xy = Xp+Xpr 2
- k= y -2
* k le milieu du segment [PP'] & 2 = k( 1) 0,25pt

* La droite (AK) coupent D et D' en M et M’ respectivemente (AK) N (D) = {M} et (AK) n(D") ={M'}
SoitM(x ; y) € (AK) & AMet AK sont colinéaires, ¢’est-a-dire det(;ll\_/f ; ﬁ()) =0

. x+1 -2+1 x+1 -1 1-m?
: _ 3 —m?| = - =
det(AM ; AK) =0 y _m_l_%—O(:) 1Tm 0<=>(x+1)(m)+y 0

m2-1
S (AK) iy = T(x +1) 0,25pt

s 000 =00 = (LG = Pl e e

2. _ (12 _ — 2 _ =m2 —
= S e ) o

y = mx y:m3—m
m2-1, , 1, m?-1,,
d y' = x'+1) —=x'= x'+1)
« @)=yt S0 < m ot T
M E(D) A r_ 1
y =—% y =—,%
—x' —(m?-1Dx' =m? -1 x = 1—rzn
= N = i
y - m y’: 3

,(1-m?2 1 (1-m?
= M < -1 )) 0,25pt
b) On appelle T; I’ensemble des points M lorsque m € R* et I''; celui des points M’ lorsque m € R*. Trouvez une

relation entre I, et I',.

x=m?-1 (:){m=i\/x+1

M@m? —1 ; m3_m)(:>{y=m(m2_1) y =m(m?—-1)
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m=+vx+1 m=—JVx+1
= ou
y=xvx+1 y=—xvx+1

L’ensemble des points M cherché lorsque m € R}, resp(m € R) est ’quation (I}) : y =xvVx+ 1 resp(y = —xvx+1)

r_1-m 1 1-m 2 _
, (1-m2 1 (1-m? X = X' =— m?x' =1—m? m°=——
M — 5 —— = N & = , 1T, S
m m\ m2 y' = 1 1—m) ,__ix, y' =—x yrzlxr
m\ m2 y m m m

——x y'=-——x
LoV 1 —=—/x"+1
™M ou , 1,
y' y'=-—x
{ i=\/x+ Z= X 1
S om ou {m
y' = —x'Vx"+1 y' =x\Vx +1

L’ensemble des points M’ cherché lorsque m € R}, resp(m € R%) est ’quation (I;) : y' = —xVx'+1 resp (y' = x'Vx' + 1)
y' = —xVx + Lresp(y’ = xVx + 1)

x'=x
On a donc {y, — pour m € R*. Alors (T;) et (I;) sont symétrique par rapport a I’axe des abscisses. 0,25pt
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Exercice 1 : 6pts

—

Le plan complexe est muni d’un repére ortho normal direct (A ; U ; ¥ ), unité graphique 1 cm. On considere les
points B, D et C définis par : AB = 2%, AD = 2 tel que ABCD soit un rectangle.

1) Faire une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I’exercice. 0,5pt

2) Soit E I'image de B par la translation de vecteur DB. Détermine I’affixe Z de E. Construis E.  1pt

3) Détermine les nombres réels a et b tels que le point F d’affixe Zp = 6 — 4i soit le barycentre des points 4,
B et C affectés respectivement des coefficients a, b et 1.  1pt

4) On considere la similitude directe S qui transforme A en E et B en F.

a) Exprime Z' en fonction de Z ou Z' est ’affixe du point M’ image de M parS.  1pt

b) Détermine le centre Q, I’angle 0 et le rapport k de la similitude S. 1pt

c) Détermine les images de C et D par S.  0,5pt

d) Calcule I’aire de I’image par S du rectangle ABCD. 1pt

Exercice 2 : 4pts
I) On veut entourer avec un minimum d’arbres un champ rectangulaire ayant pour dimensions 525 m et 285 m. Les
arbres seront régulierement espacés, de plus, il y aura un arbre a chaque sommet du rectangle. Calcule :

1) La distance comprise entre deux arbres. 0,5pt

2) Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le champ. 1pt

IT) On considére I’équation (E) : 11x — 26y = 1,00 x et y désignent deux nombres entiers relatifs.

1) Vérifie que le couple (—7 ; —3) est une solution de (E).  0,5pt

2) Résous alors I’équation (E).  1pt

3) En déduis le couple d’entiers relatifs (p , ¢) solutionde (E) que: 0 <p <25. 1pt

Probléeme : 10pts
Partie A :

A Pinstant t = 0 (t est exprimé en heures), on injecte dans le sang par pigQre intraveineuse une dose de 2,5 unités
substance médicamenteuse. On suppose que la substance se répartit instantanément dans le sang et qu’elle est ensuite
progressivement éliminée.

On note Q(t) la quantité de substance présente dans le sang a ’instant t, exprimée en unités adaptées. On admet que le
processus d’élimination peut étre représenté mathématique par I’équation différentielle : Q' (t) = —B.Q(t), ou B est
un nombre qui sera déterminé expérimentalement.

1) Montre qu’on a Q(t) = 2,5e Pt,  1pt

2) Calcule la valeur de g, sachant qu’au bout d’une heure la quantité de substance présente dans le sang a diminué de
30%. On donnera d’abord la valeur exacte puis une valeur décimale approchée a 10~ prés. 1,5pt

3) Etudie le sens de variation de Q pour t > 0. Détermine sa limite en +oo, et trace la courbe représentative (I') de Q
dans leplan P.  1,5pt

4) Au bout de combien de temps la quantité de substance présente dans le sang a-t-elle été réduite de moitié ?

On donnera la valeur exacte et une valeur décimale approchée a 10~2 pres. 1pt

Partie B :

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = — g +In |x;—1

1) Détermine 1’ensemble de définition de f. 0,5pt

2) Etudie les variations de f.  1pt

3) Soait (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0 ; 7 ; j) (unité 2cm). Montre que (C) admet
une asymptote oblique dont on précisera 1’équation puis préciser la position de (C) par rapport & 1’asymptote oblique. 1,5pt

4) Montre que le point I G ;= %) est centre de symétrie pour (C).  0,75pt

5) Donne une équation de la tangenteen I a (C).  0,5pt
6) Construis (C). 0,75pt
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Exercice 1 : 6pts

—

Le plan complexe est muni d’un repére ortho normal direct (A ; U ; ¥ ), unité graphique 1 cm. On considere les
points B, D et C définis par : AB = 2%, AD = 2 tel que ABCD soit un rectangle.

A(0; 0) ; B(2; 0)d'affixe Zz =2 ; D(0 ; 2)d'affixeZp=2i ; C(2; 2)daffixe Zc =2+ 2i
1) Faisons une figure qui sera complétée au fur et a mesure de 1’exercice. 0,5pt

D c

0 B
4 3 2 1 Al 1 3 1 10 P
i =y
| 0
! -3 O,Spt
Q ------emee-- S

F

2) Soit E I’image de B par la translation de vecteur DBE. Déterminons Paffixe Zg de E. Construis E.
t;5(B) =E & BE = DB & Zy — Zy = Zg — Zp < Zy = 22 — Zp < Zp = 4 — 2i 1pt
3) Déterminons les nombres réels a et b tels que le point F d’affixe Zp = 6 — 4i soit le barycentre des points
A, B et C affectés respectivement des coefficients a, b et 1.
F=bary{(A;a); (B; b) ; (C; 1)}@aﬁ+bﬁ+ﬁ:6
aFA+bFB+FC=0=a(Zy—Zp)+b(Zy —Zp)+ (Z;—Zp) =0

S a(-6+4)+bQ2—-6+4)+R2+2i—6+4)=0

& —6a +4ai — 4b + 4bi — 4+ 6i =0

& (—6a —4b —4) + (4a + 4b 4+ 6) = 0

{—6a—4b—4=0@{3a+2b=—2 (1)
4a+4b+6=0 2a+2b=-3 (2)

MH-2)e=a=1
En remplagant a dans (1) :
3a+2h=-2 &3 +2b=-2b=—2
Doua=1 et b=—>  Ipi
4) On considére la similitude directe S qui transforme A en E et B en F.
S(A)=E et S(B)=F
a) Exprimons Z' en fonction de Z ou Z’ est ’affixe du point M’ image de M par S.
Soit Z' = az + b I’écriture complexe de cette similitude
R o R PR P A A P
Douz =1-i)Z+4-2i 1pt

b) Déterminons le centre (), I’angle O et le rapport k de la similitude S.
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Le centre @ d’affixe Zg = % = 14—_12:1' = 4:_2" = —2 — 4i . Alors le centre de cette similitude est Q(_2)

Le rapport |a| = V2
L’angle 6 = arg(a) = —%
c) Déterminons les images de C et D par S.
SO)=CeoZ2'c=0-Z+4-2i
7= -D)R24+20)+4-2i
SZ'c=2(12-i?)+4-2i
=Zc=8-2i 0,25pt
SD)=D"=2'p=0-0)Zp+4—2i
=72 p=0-0)2i+4-2i
7', =2i+2+4-2i
sZ'p=6 0,25pt
d) Calcule I’aire de I’image par S du rectangle ABCD.
SA=E ; SB=F ; S(CO=cC et SD)=D
Le rectangle ABCD est un carré. Alors sonaireest: A=C xC ou A = C?
A=EF? =7y —Z;|>=16—4i—4+2i>=12-2i>=V4+4*=8
L’aire de ’image par S du rectangle ABCD est A = 8 cm? 1pt
Exercice 2 : 4pts
I) On veut entourer avec un minimum d’arbres un champ rectangulaire ayant pour dimensions 525 m et 285 m.
L=525m et [=285m
Les arbres seront régulierement espacés, de plus, il y aura un arbre a chaque sommet du rectangle. Calculons :
1) La distance comprise entre deux arbres.
Soit d cette distance.
d = PGCD(525 ; 285) =?

525 =3x5%2x7 _ N\ B
{285=3><5><19 < PGCD(525; 285)=3x%x5=15

Alors la distance comprise entre deux arbresestd = 15 m 0,5pt

2) Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le champ.

Périmetre 2(525+285
N = Zrmere - 26254299 — 108

Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le champ est 108 arbres 1pt
IT) On considére I’équation (E) : 11x — 26y = 1,00 x et y désignent deux nombres entiers relatifs.
1) Vérifions que le couple (—7 ; —3) est une solution de (E).
Le couple (=7 ; —3) est une solution de (E) s’il vérifie I’équation (E).
(E):11x—-26y =1
111(=7)=26(-3) =1
=77+78=1
:1=1 Vraie.
Alors le couple (=7 ; —3) est une solution de (E). 0,5pt
2) Résous alors I’équation (E).
{11(—7) -26(-3)=1 (1)
11x — 26y = 1 2)
-2 11(-7-x)—-26(-3—-y)=0
= 11(=7 — x) = 26(=3 — )
& 11(7 +x) =26(3+y)

1pt
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26/11(7 + x) ; PGCD(26 ; 11) = 1. Alors d'apreés Gauss 26/(7 + x)

{11/26(3 +7v) ; PGCD(11 ; 26) = 1. Alors d'apres Gauss 11/(3 +y)

26/(7 + x) 74+ x = 26k x =-—7+4 26k

{11/(3 +y) {3 +y=11k < {y =-3+11k
S={(-7+26k ; —-3+11k)} avec ke Z 1pt
3) Déduisons-en le couple d’entiers relatifs (p , q) solutionde (E) que: 0 < p < 25.
0<p<25<=0<-74+26k<25

& 7 <26k <32

&L<k<2
26 32
=021<k<1,2
= k={1}
3 (p=-7+26(1) {p=19
Pourk—lona.{q:_3+11(1)<=> q=38
(; @9=19; 8 1pt
Probleme : 10pts

Partie A :
A D’instant t = 0 (t est exprimé en heures), on injecte dans le sang par pigdre intraveineuse une dose de 2,5 unités
substance médicamenteuse. On suppose que la substance se répartit instantanément dans le sang et qu’elle est ensuite
progressivement éliminée.
On note Q(t) la quantité de substance présente dans le sang a I’instant t, exprimée en unités adaptées. On admet que le
processus d’élimination peut étre représenté mathématique par I’équation différentielle : Q' (t) = —B.Q(t), ou B est
un nombre qui sera déterminé expérimentalement.
1) Montrons qu’on a Q(t) = 2,5eFt,
{Q’(t) =—p.Q()
Q(0) =25
Q'(t) = —=B.Q(t) & Q'(t) + pQ(t) = 0. C’est une équation différentielle du premier degré sans second membre
d’équation carctéristique i r + =0 r =—f
L’ensemble solution de cette équation Q' (t) = —B. Q(t) est de la forme : Q(t) = ke Pt avec k € R
{Q’(t) =—B.Q®) _, { Q(t) = ke Ft
Q(0) =25 Q) =25k=25
2) Calculons la valeur de B, sachant qu’au bout d’une heure la quantité de substance présente dans le sang a diminué
de 30%. On donnera d’abord la valeur exacte puis une valeur décimale approchée a 10™* pres.
Pourt =ona:

Q1) = Q(0) — Q(0) x 2> &= (1) = Q(0) (1 -2

< Q) =2,5e Pt CQFD 1pt

100 100
25078 =25(2)
e bf=L
10
10
= ﬁ =In (7)
10
B =1In (7) est la valeur exacte de 3.
B = 0,3567 estune valeur décimale approchée de 8 a2 10~* prés. 1,5pt
3) Etudions le sens de variation de Q pour t = 0.
DQ =1[0; 4oof

10
Q(x) = 2’53_1n(7)t
Vvt € [0 ; +oof ; f'(x) = —2.5Be B>
Vt=0; f'(x)<0. Alors f est strictement croissante sur [0 ; +oo]. 0,5pt
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- Déterminons sa limite en +oo, et tragons la courbe représentative (I') de Q dans le plan P.
lim f(x)=0. 0, 5pt

X—+00
La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe représentative (I') de Q en +oo.
- Tableau de variation :

X 0 +o00
Q'(x) -

2,5
0w \
0

- Tableau des valeurs

X 1 2 3 4
f(x) 1,75 1,23 0,86 0,6
- Courbe
3
0,5pt

5]

14

(r)
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

_1 -

4) Le temps au bout duquel quantité de substance présente dans le sang a été réduite de moitié :

On donnera la valeur exacte et une valeur décimale approchée a 10~2 pres.

Z,Se_ln(l_:)t = @ = 2,5€_ln(7)t _ 275

s e 1

2
—n(Z)e=m()

__In(0,5)
et= In(0,7)
t= :Zggz est lavaleur exacte et ¢ = 1,94 est une valeur décimale approchée & 10~2 prés 1pt
Partie B :
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = — g +In |xx;1
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1) Déterminons I’ensemble de définition de f.
x—1
Df—{x/xE]R, x#0 et TiO}

X

x#0 et %1¢0<=>x¢1

Df=R—{0; 1} =]-00; O[U]O; 1[U]1 ; +oof 0,5pt
2) Etudions les variations de f.

- Domaine : Dy = R—{0 ; 1}

- Limite aux bornes de Dy :

lim f(x)=—(7)+ln1=+oo & lim f(x) = 4o
X—>—00 X—>—00

lim f(x) = — (+—°°) thi=+o o lim fG)=—o

x—+00 2
_ 0 |
lim f(x) = -3 + In O—_| = In(4o0) = o0
x=0 0 1 .La droite d’'équation x = 0 est asymtote verticale a (C)en + o
leI;f)l_'_f(x) = —E +In O_+ = In(+o0) = 40
1 0~
lirrll_f(x) =3 +In T| =1In(0*) = -0
X—
1 + .La droite d’'équation x = 1 est asymtote verticale a (C)en — o
. _ - I +) —
xll_)rr11+f(x)——2+ln T =In(0%) = -
- Dérivée :
. o _ 1,11 —x(e-D+2x—2(x=1) _ —x?+x+2x-2x+2 _ —x*+x+2
VxER- {0 ’ 1} o f G = 2 + x—1 x 2x(x—1) N 2x(x—1) T 2x(x-1)
’ _ —x?+x+2
vxeR—{0; 1}; f'(x) = T 0,5pt

- Sens de variation :
Etudions le signe de f'(x).
Posons: —x?+x+2=0 & x=—-1oux=2

2x(x—1)=0x=0o0ux=1

X —00 -1 0 1 2 400
x(x—1) + + O - O + +
X x+2 — O + + + O -
£ - l - ¥ -

Vxe]—oo ; —1[U]0 ; 1[U]2 ; +oof ; f'(x) < 0. Alors f est strictement décroissante sur ]—co ; —1[U]0 ; 1[U ]2 ; +oo[
vxel-1; 0[ull; 2[; f'(x) > 0.Alors f est strictement croissante sur |—1 ; 0[U]1 ; 2[.
vx € {—1; 2}; f'(x) = 0. Alors f est constante sur {—1 ; 2}. 0,5pt

- Tableau de variation :

x —00 -1 0 1 2 +o0
£ - Q + - + Q -
+00 +oo || +oo (—=1,69)
) \ / \
(1,19) —oo || —oo —o0
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3) Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 ; 7 ; j) (unité 2cm). Montrons que (C)

admet une asymptote oblique dont on précisera I’équation puis précisons la position de (C) par rapport a I’asymptote
oblique.

f@)=—=3+In|==

x—1

Posons y = —=. Alors f(x) —y = In

X
lim [f(x) —y] = lim (ln| |)=ln1=0
x—+oo x—+oo

x
ligrn [f(x) — y] = 0.Alors (C)admet une asymptote oblique d'équationy y = — 5 en + oo, 0,75pt
x—+oo

- Position :
x—1
Posons f(x) —y = g(x) =In |T|
-Domaine de définition :
Dg=Df=]R—{O ; 1}
- Limite aux borne de Dy :
lim g(x) = lim g(x) =0 ; lim g(x) = lim g(x) =40 ; lim g(x) = lim g(x) = —o0
x——00 X—+00 x—0~ x—0% x—1" x—1t
- Dérivée

x—x+1 1
x(x-1)  x(x—1)

vxeER—-{0; 1} ; g’(x)=xlfl—§=

vxeR—{0; 1}; g'(x) = x(xl—l)' Son signe dépend du dépend du dénominateur

f est strictement croissante sur ]—oo ; 0[ U ]1 ; +oo[ et strictement décroissante sur ]J0 ; 1]
x | - 0 > 1 +00
g'(x) + - +
+oo || 400 i 0
g(x)
0 —oo || —o0

g est continue et strictement décroissante sur |0 ; 1[. Elle réalise une bijection de ]0 ; 1[ vers]—oo ; +ool.

Or 0 € |- ; +oo[. Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique dans 10 ; 1[.
f=0emnf =02 =12=1 o Z2=-1
Sx—1=x ou x—1=—x
—1=0imp ou x=%
Pour tout x € ]—c0 ; O[ U ]0 : %[ ; g(x) > 0. Alors (C) est au-dessus de (D) sur |—o ; 0[U ]0 ; %[
Pour tout x € E 0 1[ Ul1 ; +oo[; g(x) < 0. Alors (C) est en dessous de (D) sur E e l[U ]1; +oof.  0,75pt

Pour tout x € {%} ; g(x) = 0. Alors (C) et (D) sont confondues au point G ; —%)
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4) Montrons que le point [ (% ; — i) est centre de symeétrie pour (C).

Le point I G ; —i) est centre de symeétrie pour (C) si et seulement f (2% — x) + f(x) =2 (— i)

c’est-a-dire f(1 —x) + f(x) = _%

fA-x) = -2 m[E22 = Ly Ty |2
f(1—x)+f(x)=(—§+§+ln ﬁ)+(—§+ln ";—1)
-~senll <)
.
= —~+1In(1)

fA-x)+fx)=-; CQFD

Alors le point I (% ; — i) est centre de symétrie pour (C) 0,75pt
5) Donnons une équation de la tangenteen I a (C).

rQ)=-3 r=-3

6) Construis (C).
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Exercice 1 : 5pts

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0 ; u ; ¥ ), on considere les points M,, d’affixe

Z, = Gi)n (14 iv3) ol n est un entier naturel.

1) Exprime Z,,, en fonction de Z,, puis Z,, en fonctionde Z, etn.  0,5pt

2) donne Z,, Z,,Z,,Z3 et Z, sous forme algébrique et trigonométrique. 1,25pt
3) Place les points My, M, , M5 et M, (unité 4 cm) 1pt

4) Détermine la distance OM,, en fonction de n. ~ 0,5pt

V5

5) a) Montre que M,M,, 1 = o 0,5pt

n
b) On pose L, = Z MMy, (c'est—a—dire L, = MgM; + M;M; + ---+ MM ;1)
k=0
Détermine L,, en fonction de n puis la limite de L,, quand n tend vers +o.  0,5pt

6) Détermine une mesure de I’angle (OMO ; OM, ) en fonctionden?  0,5pt

7) Pour quelles valeurs de n les points 0, M, et M, sonalignés?  0,25pt

Exercice 1 : 5pts

I) Dans le plan affine, on considére le triangle ABC rectangle en A4, I le milieu du segment [AB] et J le centre de
gravité de ABC.

Pour tout réel m, différent de — § on note G, le barycentre du systeme de points pondérés :

{4; 1D; B; m ; (C; 2m)}k

Pour tout point M du plan on noté V,, = 3MA — MB — 2MC.
1) Montre que G est le milieu du segment [CI].  0,5pt

2) Montre que les points G; ; J et C sont alignés. 0,5pt
Vi

3) Montre que pour tout point M, V;,, = —(AB + 2AC ). 0,5pt

4) Montre gque pour tout réel m distinct de — 1, Aﬁ est colinéairea AG_;.  0,5pt
3

5) Montre que le triangle /BG 1 est un triangle rectangle. 0,5pt
2

I1) Dans le plan affine euclidienne rapporté au repére orthonormé, on considére ’application affine f définie par :

x' =§(—3x+4y+4)

y’=§(4x+3y—2)

1) Démontre que, f est une isométrie. 0,75pt
2) Trouve I’ensemble des points invariants par f.  0,75pt

3) Caractérise géométriquement 1’application f. 1pt
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Probléme : 10pts

Partie A :
Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = xe™2* + e~2* + 1 — x. On appelle (C) la courbe représentative de f.
1) a) Calcule la fonction dérivée de f.  0,5pt
b) Dresse le tableau de variation de f' sur [0 ; 4+oo[ puis endéduire le signe de f' sur [0 ; +oo[.  1pt
c) Dresse le tableau de variation de f sur [0 ; +o[.  0,5pt
d) Montre que (C) admet une asymptote (D) que 1’on déterminera. 0,5pt
e) Construis (C) et (D) sur un méme graphique.  1,5pt
2) a) etablis que 1’équation f(x) = 0 admet sur [0 ; +oo[ une solution et une seule notée a.  0,25pt
b) Justifie ’encadrement : 1 < a < 2. 0,25pt
Partie B :
Soit la fonction g définie sur I’intervalle ] = [1 ; +oo[ par g(x) = xe 2% + e~2* + 1.
1) Etudie les variations de g sur J puis en déduis que pour toutx € J, g(x) € J.  1,5pt
2) Montre que pour tout x € J,on a:|g'(x)| < eiz En déduis que pour toutx € J,ona: |g(x) — al < :—zlx —al. 1pt
3) Soit (uy,) la suite d’éléments de J définie par par U,, = 1 et U, = g(U,) pour tout entier n positif ou nul.

a) Montre que pour tout entier n positif ou nul, ona : |U,4q — af < :—2 |U, —al. 0,5pt
n
b) En déduis que pour tout entier n positif ou nul, ona: |U,, — a| < (:—2) . 0,5pt

c) Détermine la limite de la suite (U,).  0,5pt

d) Détermine un entier p pour lequel on est sur d’avoir |U, —a| < 1073. Calcule U, a 1073 1pt
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Exercice 1 : 5pts

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0 ; u ; ¥ ), on considere les points M,, d’affixe

1

Zy = (Ei)n (14 iv/3) ou n est un entier naturel.

1) Exprimons Z, 4 en fonction de Z,, puis Z, en fonction de Z, et n.

Zysr = (11')n+1 (1+iV3)

2

= ()" x2i(1+i3)

2
1, 1.\" ,
= Lix[(20) (14 3)]
Zyi1 =512, 0,25pt
(Z,,) est une suite géométrique de raison q = %i et de premier terme Z, = (1 +iv3 ) Alors :
1 n
Zn=Zoxq" & Zy=2Zox(3i) 0,25pt
2) donnons Z,, Z,,Z,,Z5 et Z, sous forme algébrique et trigonométrique.

Zy=(1+iVv3) Forme algébrique

T, . . T . o 0,25pt
Zy=2 (cos; + isin 5) Forme trigonométrique
1.\! . 1, V31, V3,1, .
A =ZOX(EL) =(1+z\/§)51=—7+51 & 74 =-—5 3t Forme algégrique 0,25pt
Z, = cos (5?") + isin (5?") Forme trigonométrique
2
Zzzzox(%i) :—%(1+i\/§) o ZZ:—%—‘Q—?i Forme algébrique

] b\ | 0,25pt
1Z,| = 1Z,] x |(gl) | 2 & Z,= %(cos (4?”) + isin (4?")) Forme trigonométrie

arg(Z,) = argZ, + 2arg Gl) = % + 2 (g) = 4?”
Zs=Zy X Gl )3 = —%i(l +iV3) & Z3 = ‘g—%i. Forme algébrique
0,25pt
_ LA
\Z5] = 120l (21) | 4 & Z;= %(cos (—%) + isin (— %)) Forme trigonométrie
arg(Z;) = argZ, + 3arg(§i) =§+ 3 (g) = nTﬂ = —§+ 2
Z4=ZO><GL-)4 =%(1+i\/§) = Z, =%+‘1/—§i Forme algébrique —
yasly
- 1) =2
124l = 120l x |(21) | 8 o  Z,= %(cos (g) +isin (;—')) Forme trigonométrie
arg(Z;) = argZ, + 4arg(§i) =§+ 4(2) = %ﬂ =§+ 2
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3) Plagons les points My, M, , M3 et M, (unité 4 cm)

_____________________ - Mo
1
:
1
1.5 9 |
1
1
1
1
1
1
1
:
1
14 |
1
1
:
1
| 1pt
M, : P
_ 1
L 05 :
'. :
I |
I 1
I 1
I |
I |
: o M :
| ol ' | .
15 -1 05 : o | 0.5 1 15
| -
| ¢ ™
1
:
1
& ---—-
-0.5
M,
4) Déterminons la distance O M,, en fonction de n.
G 1
oM, =1Z,] = |2, (3 )|—|Zolx|( )|_2><() = OM, = 0,5pt

5) a) Montrons que M,M,,,; =
1. 1. 1,. 1 . 1
MyMyss =Znis = Zol = [2iZy = Zy| = |G = DZa| = f (- 202, = [} x i = 20 x 12,] =2

E Vs
= oxgni—gn CQFD
Doit MyMyyq =20 0,5pt
n

b) On pose L, = z MMy, (c'est—a—dire L, = MgM; + M\;M, + -+ + M M, ;)
k=0

Déterminons L,, en fonction de n puis la limite de L,, quand n tend vers +co.

0= ) MMy = MMy + MMy + o+ My My
k=0

—£+W+W+W+ +£

=\/§(1+—+—2+2—3+---+2—n)
n+1
a2

. , o . . 1
suite géométrique de premier terme 1 et de raison —.

ou1 by + + — + et zin est la somme des (n + 1) terme consécutive d’une
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L, =5 [#{m] = L,=2V5 [1 - (%)"H] 0,25pt

1 n+1 1 n+1
lim L, = lim <2\/§ [1 - (—) D =2V5 car lim (—) =0
n-+oo n-+oo 2 no+oo \2
lim L, = 2/5. 0,25pt
n—>+oo

6) Déterminons une mesure de I’angle (OM, ; 0M,, ) en fonction de n
(0Mg; OM;,) = arg () = arg(z,) — arg(Zo) [2n]

= narg Gl) + arg(Z,) — arg(Z,) [2m]
=nx % [27]
0= nz—” [27] est une mesure de I'angle (O—M(;; M) en fonction de n 0,5pt
7) Les valeurs de n pour lesquelles les points 0, M, et M,, sont alignés :
0, My et M, sont alignés si et seulement si (0—1\/1(;; O—Mn)) =0+ 2km ou (O—M(;; M) =n+ 2kn

(0OM,y; OM,, ) =0 + 2kn -
. 7 mr © —=2kn © n=4k =2Q2k) =2k avec k' =2k €L
(0M, ; OM,,) =arg(ﬁ)=? 2

(OM, ; OM,, ) = 7 + 2kn ot
N Zn m © —=n+2kn © n=4k+2=2QR2k+1)=2k"avec k' =2k+1€Z
(OMy ; OMn)=arg(Z)=7 2

Les points 0, M, et M, sont alignés Pourn={2k} ; keZ

Ou encore

Les points O, M, et M, sont alignés si et seulement si n est pair 0,25pt

Exercice 2 : 5pts
I) Dans le plan affine, on considére le triangle ABC rectangle en A, I le milieu du segment [AB] et J le centre de
gravité de ABC.

Pour tout réel m, différent de — é on note G,, le barycentre du systeme de points pondérés :

{4; H; B; m ; (C; 2m)}k
Pour tout point M du plan on noté V,, = 3MA — MB — 2MC.
1) Montrons que, G, est le milieu du segment [CI].

G, est le milieu du segment [CI] si et seulement si : G,C = —G,1 ou CG, = %C_f
Gm=Bary{(A; 1) ; B; m) ; (C; 2m)} & GuA+mGyB +2mG,,C =0
GmA +mGyB + 2mG,,C =0 & G,A + G,B + 2G,C =0 Pourm = 1 fixons C

&6, C+CA+G,C+CB+2G,C=0

& 4G,C+CA+CB =0 Soit | milieu de [AB]

& 46,C+CI+TA+CI+IB=0

=>4ﬂc)+2?i+ﬁfirﬁ3)=6

0

@C—Gl)=%c_1)

GiA+GB+2G6,C=0 < CG, = %Ff Alors G est le milieu du segment [CI] . 0,5pt

2) Montrons que les points G, ; | et C sont alignés.
Les points G; ; J et C sont alignés si et seulement si 1’un est le barycentre des deux autres.
Soit J le centre de gravité du triangle ABC. Alors :

j=bary{(4,1); (B,1); (C,1)} = JA+JB+JC =0 FixonsC
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&S JC+CA+]JC+CBE+JC=0
& 3JC+CA+CB =0 Soitl milieu du segment [AB]
& 3JC+CI+IA+CI+1B=0
& 3JC+2CI+IA+IB=0
0

= 3]_)C = —2C1
© 3JC = -2(2C6,) Car CG; =5CI
& —3Cj +4CG, =0
& C=bary{(; -3) ; (G;; 4}
CG, = %?j Les points G, ; J et C sont alignés. 0,5pt
3) Montrons que pour tout point M, V,,, = —(4B + 24AC ).
W:= 3MA — MB — 2MC Fixons A
=3MA — (MA+ 4B ) — 2(MA+4AC)
= 3MA — MA — AB — 2MA — 2AC

= —AB — 24AC
V,.=—(AB +24C) CQFD. 0,5pt

4) Montrons que pour tout réel m distinct de — 2, AG,, est colinéaire 8 AG_,.
3

AG,, est colinéaire & AG_, si et seulement si, il existe un réel k tel que AG,, = kAG_,
Gn=Bary{(A; 1) ; B; m) ; (C; 2m)} & GnA+mG,B +2mG,C =0 Fixons A
@m+mm+mﬁ+2mm+ 2mAC =0
& (1+m+2m)GpA = —m(AB + 24C)
& 3m +1)Gp A = mV,, Avec V,, = —(4B + 24C)
D’autre par : = 7,,: = &:ln—HGm—A) (D
G.,=Bary{(A; 1) ; (B;-1) ; (C;-2)} e G,A—G_,B—2G_,C =0 Fixons A
&G, A—G,A—AB —2G_,A—2AC =0
& —2G_,A = AB + 2AC
o —26,4=-V,
SV, =26,4 (2)

3m+1

(1) =) = ™16 4 =264
m
& Gpd="20G_,A Avec m = —1
3m+1 3

2m

Pour tout réel m distinct de — % ona: G,A = ma_ﬁ . Alors AG_m) est colinéaire a AG_4 0,5pt

5) Montrons que le triangle /BG 1 est un triangle rectangle.
2

_

IBG 1 est un triangle rectangle si et seulement si BI. BG
2

BI.BG 1 =IB. (ﬁ{ + AG_E)
2 2

=0

1
2

GmA +mGyB + 2mG,,C =0 Fixons B
GmB + BA + mGyB + 2mGpyB + 2mBC =0
(3m+1) G,,B = —(BA + 2mBC)

—_ 1

BGy, = -— (BA + 2mBC)
BG 1= —2(BA—BC) Pour m = —=
2 2
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BG_1 = 2((4B + BC) = 2AC

N

Alors :
B1.BG : = BI.(24C)
2

= 2. (24C)

=BA.AC =0

= —AB.AC =0 Car ABC est triangle rectangle en A
D’ou B_I’W_l = 0. Alors le triangle IBG 1 est un triangle rectangle en B 0,5pt

2

2
IT) Dans le plan affine euclidienne rapporté au repére orthonormé, on considére I’application affine f definie par :

x' =§(—3x+4y+4)
y’=§(4x+3y—2)

1) Démontrons que, f est une isométrie.

3 4
Soit M, = 45 g la matrice de I’application linéaire ¢ associée a f.
5 5
3 4
5 5 9 16 -9-16 -25
Mo=|s 3|="% 5~ 3 ~2 1
5 5
M, = —1. Alors f est un antidéplacement. Par conséquent, f est une isométrie. 0,75pt

2) Trouvons I’ensemble des points invariants par f.

1
x=g(—3x+4y+4) 8x —4y =4 2x—y=1 y=2x—1
f) =M < 1 —ax+2y=-2T |=2x+y=-1 =2x—1
y=§(4x+3y—2) x+2y = xty= y=ex
L’ensemble des points invariants par f est la droite d’équation y = 2x — 1. 0,5pt
3) Caractérisons géométriquement 1’application f.
L’application f est une symétrie orthogonale d’axe (D) : y =2x — 1. 1pt
, I € (D) milieux du segment [MM']
f(M) = M C> —,’ - < . .
MM'.U = 0 ou U est un vecteur directeur de la droite (D)
Probléme : 10pts

Partie A :

Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo par f(x) = xe™?* + e~2* + 1 — x. On appelle (C) la courbe représentative de f.
1) a) Calculons la fonction dérivée de f.

VX€E[0; +of ; fl(x) =e ™ —2e X x—2e 2 —1=-2xe ¥ —e 2 —-1=(-2x—1)e -1
VX€E[0; +oof ; fl(x)=(-2x—1)e?* -1 0,5pt

b) Dressons le tableau de variation de f’ sur [0 ; +oo[. Puis déduisons-en le signe de f

Vx€E[0; 4o ; f'(x) =272 —2e 2%(—2x—1) = (-2 + 4x + 2)e % = 4xe~?*

Vx€[0; +oof; f'(x) =4xe ?* > 0. Alors f est croissante sur [0 ; +ool.

X 0 +0o0
f"(x) + LN ey —
| ey M@ =r@=-2
f1(x) xl_i)t;noof’(x) =-1
-2 f'(x) <0surxe[0; +oof 0,5pt
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c) Dressons le tableau de variation de f sur [0 ; +oo].
Vx€e[0; 4+ ; f'(x) <0.Alors f est strictement décroissante sur [0 ; +ool.

x 0 +o0
fx) ~ lim f () = £ (0) = 0e® +¢° +1—0 =2
2 x=
0,5pt lim f'(x) = —o
fx) A, S
—00
d) Montrons que (C) admet une asymptote (D) que I’on déterminera.
fx) =xe>*+e ¥ +1—x
—-2x 1
lim @z lim (e—ZX+e +——1> =-1l=a
x->+00 X X—+00 X X
lim [f(x) = (—x)] = lim (xe™** +e2*+1)=1=0b
xX—+ 00 X—+ 00
lif‘ [f(x) — (—x + 1)] = 0. Alors (€) admet une asymptote (D) d’équation y = —x + 1. 0,5pt
xX—+00

e) Construis (C) et (D) sur un méme graphique.
Tableau de valeur
x 0 0,5 1 1,5
f(x) 2 0,25 1,05 | —0,38

1,5pt

W

2) a) etablissons que 1’équation f(x) = 0 admet sur [0 ; +oo[ une solution et une seule notée a.
f est continue et strictement décroissante sur [0 ; +oof, elle réalise une bijection de [0 ; +oo[ vers [— ; 2. 0,25pt
Or 0 € [—x ; 2[, alors I’équation f(x) = 0 admet une solution et une seule a € [0 ; +oo[. telle que f(a) = 0.
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b) Justifie I’encadrement : 1 < a < 2.

sz%):_o(fgs} e f()Xf(2)<0.Alors f(2) <0< f(1) e f(2) < f(a) < f(1)
& 1<a<2 carf estdécroissante 0,25pt
Partie B :

Soit la fonction g définie sur I’intervalle ] = [1 ; +oo[ par g(x) = xe™2* + e™2¥ + 1.
1) Etudions les variations de g sur J .
Vx€J; gx)=e 2 —2e P x —2e " = — 2% — 2xe % = (=2x — e > = —(2x + 1)e™?* 0,5pt
Vvxe]; g'(x)<0.Alors g est strictement décroissante sur J = [1 ; +ool. 0,5pt
Déduisons-en que pour tout x € J, g(x) €]
Tableau de variation :
X 1 400
g x) - limg(x) =g(1) =2e72+1
(2e72 +1) ¥l

1

x€J=[1;40o] gx) >1 = gx) €]l ; o[ c[1; 4o
© gx) EfL; +o[ =]
Alors, pourtoutx e J, g(x) €J. 0,5pt

2) Montrons que pour tout x € J,on a:|g'(x)| < eiz
Vx€eJ; g'(x)=—[2e72* —2e7*2x+1)]= -2 —4x —2)e > = 4xe ™ ?* >0
Vx €] g'(x)=0.Alors g’ est croissante sur J.
VxejJ,ma:1<xe=g'(1) <g'(x)
& —3e7%2 < g'(x) Car g’ croissante
S |gx)'| < 3e7?
=lg@isz 05
Déduisons-en que pour tout x € J,ona: |g(x) —a| < :—2 |x — «al.
Vx€j, ona:lg'(x)l S:—z.
En utilisant I’inégalité des accroissements finis sur I(intervalle [@ ; x] c Jona:
vxe) lg@l<5 e 19l —g@l <Zlx—al
a€[0;40[c]; fla)=0=ae™®*+e 2 +1—a=0
Sae M +e M +1=q
s gla)=a
lg(x) — g(a)] < :—zlx —ale|gx) —al < e3—zlx —a| car g(a) = apourtout a €J 0,5pt
3) Soit (u,) la suite d’éléments de ] définie par par U,, = 1 et U,,; = g(U,) pour tout entier n positif ou nul.

a) Montrons que pour tout entier n positif ou nul, ona: |U,4; — a| < :—2 U, — al.
pour toutx € J,ona: |g(x) —al < :—le — «al.
Pour tout entier n positif ou nul, posons x = U,, € J, donc :
3 3 N
pour tout U, € J,0na: |g(Un) - al < e_len - 0(| = IUn+1 - 0(| = e_len - 0(| ou g(Un) = Un+1
Alors, pour tout entier n positifou nul, ona: U,y — al < e% |U,, — al 0,5pt

n
b) Déduisons-en que pour tout entier n positif ou nul, ona: |U,, — a| < (:—2) .
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, - 3\"
Démontrons par recurrence la proposition B, : |U,, — a| < (e—z)

Initialisation :
Pourn=0o0na:
0
3
Py: |Ug—al < (e_2)
|[1—al <1Vraie. (1)
Transmission :
n

Supposons que Pour tout entier n positif ou nul, P, est vraie ( ¢’est-a-dire |U, — a| < (:—2) ) et montrons pour P4

o 3 n+1
(c’est-a-dire |[Upyq — al < (e_Z) )
D’apres 3) a) :

. itif | . 3 3 (3\" h he 3\"
pour tout entier n positif ou nul, ona: |Uyy — al < e—ZIUn —a| < 8—2.(8—2) Car par hypothese, |U, — a| < (e—z)
3 (3\"
. |Un+1 - 0.’| Se_z(e_z)

3 n+1
U1 —al < (5)

3 n+1 .
D’ou Ppy1: | Upyeq — | < (e—z) est vraie (2)

Conclusion :
n
(1) et (2) & pour tout entier n positif ou nul,ona: |U, — al < (e%) 0,5pt
c) Déterminons la limite de la suite (U,,).
3 n n
—al<(=) : 1 = = ' — = i =
vneN,|U,—al < (ez) ; nl_l)rlloo (62) 0 alors nl_l)rPOO(IUn a)=0< nl_l)l}looUn (4 0,5pt

d) Déterminons un entier p pour lequel on est sur d’avoir |U, — a| < 1073. Calcule U,, a 1073
p
U, —a| < (63—2) <1073 & pln (:—2) < In(1073)
& p(ln3—-2) < -31n10

PN 3In10

p= In3-2
p = 7,66
Sp=28 0,5pt

Ug — al <1073
Uy =1 etUpy1 = 9(Un)

Up,=9gU) =xe?V1+e2Ui+1 | U;=g9U,) =xe?V2+e7 20241
U, = 1,2707 ... Us = 1,7788 ...

Uy,=9gUz)=xe 2V +e 2V +1 | Us=g(U,) =xe ?Vs +e Vs +1 | Ug=gUs) =xe Vs +e72Us +1
U, = 1,2006 ... Us = 1,1977 .. Us = 1,2003 ..

U, = g(Ug) = xe Vs + e72Us + 1 | Ug = g(U,) = xe V7 + e72U7 + 1
U, = 1,9995 ... Ug = 1,1997 ...
Ug = 1,997 a 1073 prés par défaut 0,5pt
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Exercice 1 : 6pts

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ; u ; v ) (unité graphique 1 cm).

On considére dans I’ensemble des nombres complexe, 1’équation (E) d’inconnue z suivante :

22+ (-840 +(17—-8i)z+17i =0

Partie A :

1) Montre que —i est une solution de (E).

2) Détermine les nombres réels a, b et c tels que:

23+ (-8+ )22+ (17 = 8i)z+ 17i = (z + i) (az® + bz + ¢)

3) Résous I’équation (E) dans I’ensemble des nombres complexes.

Partie B :

On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 +1i ; 4 —1i ; —i.

1) Place les points sur une figure que I’on complétera dans la suite de 1’exercice.

2) Soit r I’application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' telle que
z' =iz — 2i + 2. Le point Q est le point d’affixe 2. On appelle S I’'image de A par r. Calcule I’affixe s de S.

3) Démontre que les points B, A, S, C appartiennent a un méme cercle C dont on déterminera le centre et le rayon.
Tracer C.

4) A tout point M d’affixe z # 2, on associe le point M" d’affixe : z" = iz+zl_°2_2i

a) Détermine les affixes des points A’, B’, C' associés respectivement aux points A, B et C.

b) Vérifier que A’, B’, C' appartienne a un cercle (C") de centre P, d’affixe i. Détermine son rayon et trace (C").
c) Pour tout nombre complexe z # 2, exprime |z’ — i| en fonction de z.

d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle (C). Démontre que |z’ — 1| = 2v/5.

e) en déduis a quel ensemble appartiennent les points M’ associés aux points du cercle (C).

Exercice 2 : 4pts

I. On considére I’équation (E) : 8x + 5y = 1, 00 (x ; y) est un couples entiers relatifs.
1) a) Donne une solution particuliére de 1’équation (E).
b) Résous I’équation (E).

N=8a+1

2) Soit N un entier naturel tel qu’il existe un couple (a ; b) de nombres entiers vérifiant : { N =5Sh+2

a) Montre que le couple (a ; —b) est solution de (E).

b) Quel est le reste, dans la division de N par 40 ?
3) a) Résous I’équation 8x + 5y = 100, ou (X ; Y) est un couple de nombres entiers relatifs.
b) Au VIII ¢ siécle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 piéces de monaine dans une
auberge.
Les hommes ont dépensé 8 piéces chacun et les femmes 5 piéces chacune.
Combien pouvait il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupes ?

IT) On se propose de résoudre 1’équation différentielle : y' — 2y = — 1+:_2x (E).
1) Soit g une fonction dérivable sur R et £ la fonction définie par : f(x) = e**g(x).

Ze—ZX

1+e72%

Montre que f est une solution de (E) si, et seulement si g'(x) =
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2) En déduis toutes les solutions de (E).

Probléme : 10pts

I) On définit la fontion g sur I'intervalle |1 ; +oo[ par : g(x) = 2x — (x — 1) In(x — 1).

a) On admet le résul lil’IEl) xInx = 0. En déduis la limite de g(x)lorsque x tend vers 1.
xX—

b) Calcule g'(x) pour tout x appartenant a I’intervalle ]1 ; +oo|.

¢) Résous I’inéquation : 1 — In(x — 1) > 0, d’inconnue x appartenant a I’intervalle |1 ; +ool.

d) Etudie le sens de variation de g sur I’intervalle ]1 ; +ool.

e) Montre que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique notée a, dans I’intervalle [e + 1 ; e3 + 1], puis
étudie le signe de g(x) sur I’intervalle |1 ; +ool.

2_
I) soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle ]1 ; +oo[ par ¢ (x) = In(r )

A/ a) Détermine lin% @(x) etprouve que liI_'l_i e(x)=0
X X—>+00
b) Calcule ¢'(x) et montre que ¢'(x) est du signe de g(x?) sur I’intervalle |1 ; +ool.

¢) Montre que ¢ est croissante sur I'intervalle |1 ; +a] et décroissante sur [va ; +oo].

In(e?*-1)
ex '

B/ On définit la fonction f sur ’intervalle |0 ; +oo[ par f(x) =
1) Vérifie que, pour tout x appartenanr a ’intervalle ]0 ; +oo[, ona f(x) = @(e®).
2) En déduis :

a) la limite de f(x) lorsque x tend vers 0 ;

b) la limite de f(x) lorsque x tend vers 4o ;

c) le sens de variation de f surl’intervalle et le fait que f admet un maximum en In(va ).
3) Montre que, pour tout x de lintervalle 0 ; +oo[ ; f(x) < Z—‘E
4) Réproduis et compléte le tableau suivant en donnant des valeurs approchées a 102 prés.
X 0,1 0,5 1 1,5 2 3
fx)

Représente graphiquement f dans un repére orthogonal, d’unité 5 cm en abscisse, 10 cm en ordonnée. On prendra 10

comme valeur approchée de a.
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Exercice 1 : 6pts

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0 ; u ; v ) (unité graphique 1 cm).
On considére dans I’ensemble des nombres complexes, 1’équation (E) d’inconnue z suivante :
22+ (-8+i)z2+ (17 -8i)z+17i =0

Partie A :

1) Montrons que —i est une solution de (E).

(E): (=) 4+ (-8+D)(-D)*+(17-8)(-i)+17i=i+8—-i—17i -8+ 17i =0

(E): ()3 + (-8 + i)(—i)* + (17 — 8i)(—i) + 17i = 0. Alors —i est une solution de (E).
2) Déterminons les nombres réels a, b et c tels que:

23+ (-8+1)22+ (17 = 8i)z+ 17i = (z + i) (az® + bz + ¢)

—i étant une solution de (E). L’équation (E) est divisible par z + i.

Factorisons 1’équation (E) par la méthode D’Horner

1 -8+ 17 — 8i 17i
—i —i 8i —17i
1 -8 17 0
a=1 g b=-8 g c=17

(E) : 22+ (-8+)z*+(17-8i)z+17i= (z+i)(z* — 8z + 17)
3) Résolvons I’équation (E) dans I’ensemble des nombres complexes.
(E): 224+ (-8+)z2+(17-8i)z+17i=0= (z+i)+ (22 -82z+17) =0
©z+1=0 ou z2-8z+17=0
*» 7+1=0&z=—i
* z2—8z+17=0
A=b"—ac=(—4)?>-(1)A7) =—-1={*
_b'—JAr

X, = —4—i et =4y
a 2 a

S={-i ; 4—-i ; 4+1i}

Partie B :

On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 +i ; 4 —i ; —i.
1) Plagons les points sur une figure que 1’on complétera dans la suite de I’exercice.

”»

6

() B’
s ©)
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2) Soit r I’application du plan dans lui-méme qui, & tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' telle que
z' =iz — 2i + 2. Le point Q est le point d’affixe 2. On appelle S ’image de A par r. Calculons I’affixe s de S.
Zg=4+i ; zg=4-i ; Ze = —1
r: P—>P
M— M Telquez' =iz—2i+2
r(A) =S = zg =iz, —2i+2
=i(4+1i)—2i+2
=4i—1-2i+2
=1+2i
D’ou laffixe sde Sest s =1+ 2i
3) Démontrons que les points B, A, S, C appartiennent a un méme cercle (C) dont on déterminera le centre et le
rayon. Tracons C.

AB =|zg—zy|=4—i—4—i| =|-2i] =2
BC =|zc—zgl =|-i—4+i|l=|-4=4 AC* = AB?* + BC?
AC = |zc —z4| = |—i — 4 —i| = |—4 - 2i| =20
Alors ABC est un triangle rectangle en B. Soit AC son hypoténuse et le milieu de [AC]
z — Zatze _AHi-L_ 5

2 2

IA=|z4—z|=144+i-2|=12+i| =5

IB=|zg—z|=14—i-2|=2-i =5

IC=|z;—z]=|-i—2|=+5

Is=|zg—z|=11+2i—2|=|-1+2i| =5

IA=IB =1IC=1S =+/5.Alors les points B, A, S, C appartiennent a un méme cercle (C) de centre I((Z)) et de
rayon V5 .

. . . iz+10—2i
4) A tout point M d’affixe z # 2, on associe le point M’ d’affixe : z’ = = — .,
a) Déterminons les affixes des points A’, B’, C' associés respectivement aux points A, B et C.
iZg+10-2i izg+10—2i izc+10-2i
Z,A _ iza i Z’B _ izB i Z,C _ lzc
Zp—2 zZgp—2 Zc—2
_i(A+D)+10-20 _ 4i—1+10-20 _i(4-D)+10-2i _ 4i+1+10-2i _i(=D+10-2i _ 1+10-2i
T @+d)-2 2+i T @-D-2 2—i T (-D-2  —2-i
_(9+20)(2—0) _ 18-9i+4i+2 _ (A1420)(2+0) _ 22+11i+4i-2 _(A1-20)(—2+i) _ —22+11i+4i+2
o 5 - 5 > 5 o 5 o 5 o 5
=4 =4+3i =—4+3i

Les affixes des points A’, B’, €' associés respectivement aux points 4, B et Csont: 4—i ; 4+ 3i ; —4 + 3i.
b) Vérifions que A’, B', C' appartienne & un cercle (C") de centre P, d’affixe i. Déterminons son rayon et tracons (C').
A'B =|zp =724l =14+3i—4+il = |4i| = 4

AC =|Z¢—24l =|-4+3i—4+i| =|-8+4i| =80 ;. A'C'* = A'B'> + B'C'%. Alors A'B'C" est un triangle
B'C=|z¢—2Zg|=1-4+3i—4-3i|=|-8| =8

rectangle en B

Soit P milieu de A'C’ d’affixe Z'CJZ'Z'A = _4+3ZL+4_L =i

IrArz|ZIA_ZII|=|4_i_i|=|4_2i|=m=2\/§
I'B' =|zg—2 | =14+3i—il =14+2i| =v20 =2V5

I'c' =\z'c— 71 =|-4+3i—il = |-4+2i| =v20 = 2v/5
I'A' =I'B' =I'C’ = 2+/5 . Alors les points A’, B, C’ appartienne a un cercle (C") de centre P, d’affixe i et de
rayon r = 2v5.

c) Pour tout nombre complexe z # 2, exprimons |z" — i| en fonction de z.
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’ . iz+10-2i . iz+10-2i—zi+2i 10
|2/ —i| = B2 | = ) | 12
z—2 z—2 z-2
10
’ .
zZ —1 =
| =45

d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle (). Démontrons que |z’ — 1| = 2V/5.
M un point d’affixe z appartenant au cercle (€) < |z — 2| = /5. Alors :

;o _ 10 10 _ 10V5 _ ra
2 =il = === =2/5 & |z'—i|=2V5 CQFD
e) en déduis a quel ensemble appartiennent les points M’ associés aux points du cercle (C).
|z’ — i| = 2+/5. Alors les points M’ associés aux points du cercle (€) appartiennent au cercle (C") de centre P
d’affixe i et de rayon r = 2/5.

Exercice 2 : 4pts

I. On considére 1’équation (E) : 8x + 5y = 1, 0u (x ; y) est un couples entiers relatifs.
1) a) Donnons une solution particuliére de I’équation (E).
Le couple (2 ; —3) est une solution particuliére de I’équation (E). En effet, 8(2) + 5(-3) =1
b) Résolvons I’équation (E)
8x+5y=1 (1)
{8(2) +5(=3)=1 (2)
MH-QR)=8(x—-2)+5(+3)=0
& 8(x—2) =5(—y—3)
5/8(x —2) PGCD(5; 8) =1 alors d'aprés Gaus 5/x — 2
{8/5(—y —3) PGCD(8 ; 5) =1 alors d'aprés Gaus 8/—y —3
{S/x—Z {x—2=5k {x=2+5k
8/—y—3 —y—3=8k y =-3-8k
S={(2+5k ; -3 -8k} avec ke Z

2) Soit N un entier naturel tel qu’il existe un couple (a ; b) de nombres entiers vérifiant : {

avec k€Z

N=8a+1
N=5b+2
a) Montrons que le couple (a ; —b) est solution de (E).

N=8a+1 _ e N
(Voo i e8a+1=5b+2o81—5b=18a)+5(-b) =1
N=8a+1 B o _
{N= Sh+2 < 8(a) + 5(—b) = 1. Alors le couple (a ; —b) est solution de (E)

b) le reste, dans la division de N par 40 :
le couple (a ; —b) est solution de (E). Alors :

(a; -b)={(2+5k ; —3—8k) keZ}«:){

N=8a+1=8(2+5k)+1=17 + 40k
{N=5b+2:5(3+8k)+2 =17 + 40k
N = 17[40]. Alors le reste, dans la division de N par 40 est 17

3) a) Résolvons 1’équation 8x + 5y = 100, ou (X ; ) est un couple de nombres entiers relatifs.
8(2) +5(—=3) =1 < 8(200) + 5(—300) = 100

Alors le couple (200 ; —300) est une solution particuliére 1’équation 8x+5y=100.

Ainsi: § = {(200+ 5k ; —300—8k)} avec ke Z

b) Au VIII ¢ siécle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 piéces de monaine dans une auberge.

a=2+5k
b=3+8k

& N =174+ 40k & N = 17[40]

- Le nombre d’hommes et de femmes dans le groupes est
Soit x le nombre d’homme et y le nombre de femmes.

Les hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes 5 piéces chacune. Alors :
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8x + 5y =100

100 x =200+5k et y=-300-8k
0<x<— o 0 <200+ 5k < 12,5

100 0 < —-300—-8k <20

0<y<T

{0 <200+5k <125 { —40 <k <-37,5 - { —40 <k < —-37,5
0<—-300-8k <20 —40k < k < =375 —40k < k< -375
x =200 + 5(—39) {x=5

& ke{-39;-38}

Pourk=—39ona:{

—300 — 8(—39) y =12
B _(x = 200 + 5(—38) {x =10
Pourk——380na.{ 300 — 8(~38) y =4
Iy a5 hommes et 12 femmes ou 10 homme et 4 femmes dans ce groupe
IT) On se propose de résoudre 1’équation différentielle : y' — 2y = — 1+:_2x (E).
1) Soit g une fonction dérivable sur R et £ la fonction définie par : f(x) = e?*g(x).
—2X
Montrons que f est une solution de (E) si, et seulement si g'(x) = — 12fe—2x'
f est une solution de (E) si et seulementsi: f' —2f = _14-13;-2"
f'(x) =2e**.g(x) + g'(x).e**
vx €R; f'(x) = (g'(x) + 2g9(x))e*
/() =2/ () = i = (/@) +29(0))e? — 2629 (x) = — 1o
e (g'(0) +2g(x) —2g(x))e** = — 1+:_2x
' 2x _ _ _ 2
= g (x)e - 14+e—2%
2
) T
o g0 =22
T 2 1
9 (x) T 14e2x T e2x
' ___ 2 —2x
o g'(x) = o X e
=g =-2"_ CQFD
g\x)= 1+e~2x
2) En déduis toutes les solutions de (E).
! = — 2e72 = -2x
9 =-T-m= o9& =hll+e™

Soit (E') : y' — 2y = 0. L’équation différentielle du premier degré sans second membre.
Les solution de (E") sont de la forme ke?* avec k € R.
f étant une solution particuliére de (E).
Alors y = ke®* + e**g(x) avec k € R
y = ke** + e**.In(1 + e™?*)
y=(k+In(1+e72*))e** avec k ER est ensemble solution de (E).

Probleme : 10pts

I) On définit la fontion g sur intervalle ]1 ; +oo[ par: g(x) = 2x — (x — 1) In(x — 1).

a) On admet le résul lirr(l)x Inx = 0. Déduisons — en la limite de g(x) lorsque x tend vers 1.
X—

lim g(x) = lim [2x — (x — 1) In(x — 1)] =?
x—-1 x—-1
Posons x —1 =X

six > 1,alorsX >0 avec x =X +1
lim g(x) = lirri [2x — (x — 1) In(x — 1)] =)l(irr(1) 2X+1)—XInX]=2(0+1)-0=2
x— -

x—-1

limg(x)=2.

x-1

b) Calculons g’ (x) pour tout x appartenant a I'intervalle |1 ; +ool.
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Vx €11 ; 4o ; g'(x) =2—[ln(x—1)+ﬁ(x—1)] =2—-Inx—1)—-1=1-In(x—-1)
Vx€]l; +oo[; g(x)=1—-In(x—1)

¢) Résolvons I’inéquation : 1 — In(x — 1) > 0, d’inconnue x appartenant a I’intervalle ]1 ; +ool.
Pour tout x appartenant a I’intervalle |1 ; +oo[, ona:
l1-n(x—-1D>0ehix-1)<lox—-1<esx<e+1

DouS=]1; 1+e|

d) Etudions le sens de variation de g sur I’intervalle |1 ; +ool.

Vx€]l; 4oo[; g'(x) =1—In(x —1)

g'(x) > 0,pourtoutx € ]1 ; 1+ e[. Alors g est strictement croissante sur |1 ; 1+ e[.

g'(x) < 0, pour tout x € ]1 + e ; +o[. Alors g est strictement décroissante sur |1 + e ; +ool.
g'(x) = 0, pour tout x € {1 + e}. Alors g est constante sur {1 + e}

e) Montrons que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique notée «, dans I’intervalle [e + 1 ; e3 + 1], puis étudions le
signe de g(x) sur I’intervalle ]1 ; +ool.

Pour cela, dressons le tableau de variation de g sur ’intervalle ]1 ; +oof

x—1
lim g(x) = lim [x(2— In(x —1)| = +0(2 — 1(+00).
X 1 1+e a +o x—*+°°g() x—>+w[( x ( )_+ (E)__ )
g'( + Q - Jim () = +eo
fA+e)=2(14+e)—(1+e—1DIn(1+e—-1)
(2+e) =2+42e—elne=2+2e—e

f(d+e)=2+e.
g(x)

2 —00
g est continue et strictement décroissante sur |1 + e ; +oo; elle réalise donc une bijection de |1 + e ; +oo[ vers
]—0; 2+4+¢€[.0Or0 €]—c0 ; 2+ e[ alors I’équation g(x) = 0 admet une solution unique notée a, dans I’intervalle
11+e; +oof. (1)
fA+e)=2+e>0
fle3+1)=2-e3<0

En plus };f(1+e)><f(e3+1)<04=>f(e3+1)<0<f(e+1)

efEt+D<fl@<fle+1)
Set+l<a<ed+1
Sacele+l; e3+1] (2
(1) et (2) © l'équation g(x) = 0 admet une solution unique notée «, dans 'intervalle[e+1 ; e®+1]c]l1+e ; +o[
- Le signe de g(x) sur I’intervalle ]1 ; +oo[:
gx) =0sur |1 ; al
g(x) < sur [a; +oof

2_
I1) soit ¢ la fonction définie sur Iintervalle ]1 ; +oo[ par ¢ (x) = ln(le)
A/ a) Déterminons lirri @(x) et prouve que lirp px)=0
x— xX—+00
In(0*

lim @ (x) = ©D) =—-0 < limgpk)=-x»
x-1 1 x-1

[ (2 1y)\l

|In|x (1_x_2) | lnx2+ln(1—i2) Inx
lim ¢(x) = lim | | = lim X2l = lim [2—]=2><0=0
x—+00 x—>+oo| X x—400 X x—+00 X

S

D’ou lil_P Ppx)=0
X—+00
b) Calcule ¢'(x) et montre que ¢'(x) est du signe de g(x?) sur l’intervalle ]1 ; +ool.
2x 2x%—(x?-1) In(x?-1)

“In(x2-1 2x%—(x?-1) In(x*-1) 2 (a .
Vx€E ]1 ; +OO[ ; (pl(x) — x2—1x n(x ) — 221 _ 2x (x 1)11’1(}6 1) _ 1

2
x2 x2 x2(x2—1) = xZ(xz_l)g(x )
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viell; +o[; @' (%)= xz(xlz_l)g(xz).

Pour toutx > 1 ; x*(x? — 1) > 0. Alors le signe de ¢’ (x) dépend de celui de g(x?).

D’ou, ¢'(x) est du signe de g(x?) sur intervalle ]1 ; +oo[

c) Montre que ¢ est croissante sur I’intervalle ]1 ; \/E] et décroissante sur [\/E ; +00[.

Vx €]1; +oo ; x2€]1; +o[et g(x?) >0 < gx?) = g(a) © x? < a car g décroissante d’apres I) )
ex<Vaexel|l; Vq

Vxe]l; \/E]; g >0= ¢ (x) =0
vx€E|Va ; +o] ; gx¥) <0 @'(x) <0

sur [Va ; +oof

B/ On définit la fonction f sur I’intervalle |0 ; +oo[ par f(x) =

}, alors ¢ est croissante sur I’intervalle ]1 ; \/E] et décroissante

In(e?*-1)
ex '

1) Vérifions que, pour tout x appartenanr a I’intervalle |0 ; +oo[, ona f(x) = @(e*).
Df={x/x€R;e*#0 et e**-1>0}
e*#0 vraie et e —1>0oe¥*>192x>09x>0 x€]0 ; +of.

In(e?*-1) _ In((e¥)%-1)
e* - e*

2_
Vx€]0; +oof ; f(x)= AR

= ¢(e") ol 9(x) =
Alors , pour tout x appartenanr a intervalle |0 ; +oo[, ona f(x) = ¢@(e*)
2) Déduisons-en :

a) la limite de f(x) lorsque x tend vers 0 ;

li lim ¢(e*) = p(e®) = p(1) n@* -1 In(0%) li
= = = = —--= = —00 . = —00
Jim, f0) = lim () = pe) =g T o
b) la limite de f(x) lorsque x tend vers 4o ;
: — : XY — : — X — . 3 —
xgrpwf(x) = x1_1)r$100<p(e ) = Xl_l)rfoo<p(X) =0 avec e*=X ; xl_l)l_lgo fx)=0

c) le sens de variation de f surl’intervalle ]0 ; +oo[ et le fait que £ admet un maximum en In(vVa ).

fG) =9(e®) & f'(x) =e"¢'(e¥)

Vv x €0 ; +oo[ lesigne de f’ dépend de celui de ¢’ (e*) qui dépend de g(e?*)

ge*) >0 ge?) = gla) & e** Sa@ZxSlna(:xS%lna@xSln\/E@xE]O ; Inva]

sur o ; Inva| ; g(e?*) =0 f'(x) =0

,alors f est croissante sur |0 ; In+ve| et décroissante sur
sur [InVa ; +oof ; g(e*) <0< fl(x) < 0} / | ]
[InVa ; +oo[.elle admet donc un maximum en In(va )

3) Montrons que, pour tout x de lintervalle 0 ; +oo[ ; f(x) < oy

2Va
1

Dressons le tableau de variation de f :

x 0 InVa +00
f ) D'autrepar: g(a) =0 2a—(a—DIn(a—-1) =0
2a

+ O
(M) Slh(a—-1) = —
a1 Alors :
fx) f(ln\/a)=%ln(a—1)=%x%:2—f
oo 0| flnva)=2%

a
a-1

In(e?*-1)

Vx]0 ; oo par f(x) =

eX

2InVa_ _
Finva) = T = BED — Fn(a - 1)
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-D’aprés le tableau de variation :

vxelo; ool ; flx) <2
4) Réproduisons et compléte le tableau suivant en donnant des valeurs approchées a 10~2 pres.
x 0,1 0,5 1 1,5 2 3

f(x) | -1,36 | 0,33 0,68 0,66 0,54 0,3

Représentons graphiquement f dans un repére orthogonal, d’unité 5 cm en abscisse, 10 cm en ordonnée. On prendra

10 comme valeur approchée de a.

=10 ; m(Va)=Invi0=115 ; f(In(Va))= /(115 =222 = 4,9

1,5-1

1
1y W)
0,8

fnva) 4

0,6

0,4
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Exercice 1 : 6pts

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal direct (0 ; # ; ¥) (unité graphique 5 cm), on considére les

points A et B d’affixes respectives zy =1+1i et zp = —% +%i.

On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1.

1) Donne la forme trigonométrique de z, et celle de zg.

2) Dans la suite de I’exercice, M désigne un point de (C) d’affixe e’®, [0 ; 2m]. On considére I’application qui & tout
point M de (C), associe f(M) = MA X MB.

a) Montre, pour tout & € R, 1’égalité suivante : e?* — 1 = 2ie® sina.

b) Montre I’égalité suivante : f(M) = |ei2“ —-1- G +§i) ei“|

2
¢) En déduis I’égalité suivante : f(M) = \/i + (—% + 2sin a)
3) a) En utilisant 2). ¢), montre qu’il existe deux points M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lesquels
f (M) est minimal. Donne cette valeur minimale.
b) En utilisant 2).c), montre qu’il existe un seul point M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lequel f(M)

est maximal. Donne cette valeur maximale.

Exercice 2 : 4pts
I) Une roue d’engrenage (A) a douze dents.

a) Elle est en contact avec une roue (B) de 18 dents. Au bout de combien °

de tours de chacune d’elles seront-elles de nouveau, et pour la premiére =

fois dans la méme position ?

b) Elle est maintenant en contact avec une roue dentée (C), ayant plus de 12 dents.

Apres 10 tours de (A), les deux roux sont, de nouveau pour la premiére fois, dans

la méme position. Détermine le nombre de dents de la roue (C).

I1) On considere un triangle du plan.

1) a) Détermine et construis le point G, barycentrede {(4 ; 1) ; (B ; —1) ; (C; 1D}
b) Détermine et construis le point G’, barycentrede {(4 ; 1) ; (B ;5) ; (C; —2)}

2) a) Soit J le milieu de [AB]. Exprime GG’ et JG' en fonction de AB et AC et en déduis Iintersection des
droites (GG') et (AB).
b) Montre que le barycentre I de {(B ; 2) ; (C ; —1)} appartient a (GG").

3. Soit D un point quelconque du plan. Soient O le milieu de [CD] et K le milieu de [0A]. Détermine trois réels
a, d et ctels que K soit barycentrede {(4 ; a) ; (D ; d); (C; o)}
Probleme 1 : 10pts

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O ; 7 ; J).L’unité graphique est 4 cm sur ’axe des abscisses et 2 cm

sur I’axe des ordonnées
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Partie A :

Soit f fonction définie sur R par f(x) = (2 + cos x)el™.

On note (C) la courbe représentative de f dans le repére (0 ; 7; J).
1) Montre que, pour tout x de R, f(x) > 0.

2) a) Montrer que, pour tout x de R, /2 cos (x - %) = cosx + sinx

b) En déduis que, pour tout x de R, 2 + cosx + sinx > 0.
c) Montre que f est strictement décroissante sur R .
3) a) Montre que, pour tout x de R, e ™* < f(x) < 3e'™™*.
b) En déduis les limites de f en +o et en — oo.
c) Interpréete géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de f en +oo.
4) a) Montre que, sur 'intervalle [0 ; 7], ’équation f(x) = 3 admet une solution unique a.
b) Donne un encadrement de a d’amplitude 1072,
5) Représente la courbe C sur [0 ; w].
Partie B :
On veut calculer I’aire A, exprimée en unités d’aire, du domaine limité par la courbe C, ’axe des abscisses, ’axe des
ordonnées et la droite d’équation t = 1.
1) Montre que A = 2e — 2 + fol(el‘t cost)dt
2) Onpose I = fol(el_t cost)dt et = fol(el_t sint) dt
a) A partir de deux intégrations par parties, montreque : I = e —J —cos1 et J =1 —sinl.
b) En déduis la valeur de 1.
3) Détermine la valeur exacte de A en unité d’aire, puis donne une valeur approchée de A a 10~2 prés par défaut.
Partie C :

sin x

Soit h la fonction définie sur h(x) = —1 —

2+cosx’

1) a) Montre que la fonction h admet les primitives sur R.
b) Calcule la primitive H de la fonction h, qui prend en 0 la valeur (1 + In 3).
2) a) Détermine In(f(x)) pour tout x de R.
b) Etudie le sens de variation de la fonction H.
c) Détermine le tableau de variation de H.
3) On appelle T la courbe représentative de la fonction définie sur R par : x — 1 — x + In(2 + cos x). On ne
demande pas de représenter I'. On appelle A la droite d’équation y = —x + 1.
a) Etudie la position relative de T et de A.

b) Détermine les abscisses des points commun a T et A.
4) a) Etablie une équation de la tangente (T) aT au point d’abscisse 0.
b) Etudie la position relative de T et (T).
5) Montre que la courbe T est contenue dans une bande du plan limité par deux droites paralléles dont on donnera les
équations.
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Exercice 1 : 6pts

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormal direct (O ; # ; v ) (unité graphique 5 cm), on considére les

points A et B d’affixes respectiveszy =1+1i et zg= —% +%i.
On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1.
1) Donne la forme trigonométrique de z, et celle de zg.

V2
cosf = —
14l = (D2 + (1)2 =2 ; arg(zy) = é(:)arng=9=%
sinf = —
2
s . = I
zA—\/f(cosZ+lst)
1
_z__1,2_ _\2
. cosH—Q— SXE =
2 3

Zg = g(cos%ﬂ + isin%ﬂ)
2) Dans la suite de ’exercice, M désigne un point de (C) d’affixe e'®, [0 ; 2m]. On considére ’application qui a
tout point M de (C), associe f(M) = MA X MB.
a) Montrons, pour tout a € R, I’égalité suivante : /¥ — 1 = 2ie‘*sina.
e2® _ 1 = cos(2a) + isin(a) — 1
= (cos ?a —sin ?a) + i(2sina.cosa) — 1
= cos?a —sin 2a + 2isina.cosa — 1
= (1 —sin’a) — sin®a + 2isina.cosa — 1
=1 -—sin*a —sin?a + 2isina.cosa — 1
= —2sin ?a + 2isina.cos a
= 2isina (cosa + isina)
= 2isina.e'*
D’ou e?* —1 = 2ie'*sina
b) Montrons 1’égalité suivante : f(M) = |ei2“ —-1- G +§i) ei“|
F(M) = MA x MB
= |z4 — zy| X |25 — zy|
= |(z4 — zu) (2 — zp)|
= |24 X 25 — 24 X 20y — 2y X 25 + 75|
. 11, ~  gi 1,1\ g ;
= |(1 + 1) (_E +El) —(1+ie* - (_E +El) e™ + ez‘”|
1. o1 1. g ;
=< |5(12 =12)= (1 +i —5+El)e‘” + eZ“‘|

-1 - (1+§i) e + eZai|

22
_ pi2a _ 91 _ l E ia
f(M)=e 1 (2+Zl)e

2
c) Déduisons-en 1’égalité suivante : f(M) = J% + (— ; + 2sin a)

f(M)= i2a_1_(_ z )ela|
|2151na e'® G+§l)e‘“|

2151na———31 el®

=|( i) e|

= |—l+(251na——)l| X |ei®|
2 2
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= \/(—%)2 + (Zsina —3)2 X1

2
1 3 .
f(mM) = \/Z+ (—5+ Zsma)
3) a) En utilisant 2). ¢), montrons qu’il existe deux points M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lesquels
f (M) est minimal. Donnons cette valeur minimale.

f (M) est minimal si et seulement si : (—% + 2sin a)2 =0
(—§+Zsina)2 =0 —242sina=0
2 2
& sina = % €[—1; 1].Alorsil existe unangle 8 € [0 ; 2] tel que sin® =%

Sachant que pour tout 6 € [0 ; 2m] tel que : sin@ =%

2
Ona: cos?d + sin* = 1  cos?6 +G) =1 & cos?6 :%c} cos @ :\1—7 ou cosf = —\1—7
zZy =cosf +isins 0 & zy, =\/7t7+%i et zy, = —g+%i
Alors existe deux points M, (g ; Z) et M, (—g ; Z) de (C) pour lesquels f(M) est minimal.

Cette valeur minimale est : f(M) = \/% = %

b) En utilisant 2).c), montrons qu’il existe un seul point M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lequel
f (M) est maximal. Donnons cette valeur minimale.

f (M) est maximal si et seulement si, sina = —1 c¢’est-a-dire pour « = —g. Alors zy, = e 2" = —i.
I 3 N 3 2 [s0 _s5v2
Et f(M) = \/Z+ (—E+Zsma) = \/Z+ (—5+ 2(—1)) = |7
D’ou, il existe un seul point M( ° ) pour lequel £(M) est minimal.
Cette valeur maximale est f(M) = 52—‘/7
Exercice 2 : 4pts

1) a) Le nombre de tour Au bout duguel chacune d’elles seront de nouveau, et pour la premiere fois dans la méme
position.
Soient x le nombre de tours de la roue A et y le nombre de tours de la roue B :
On I'égquation : 12x = 18y.
12x = 18y © 2x = 3y © 2x = 0[3] & x = 0[3] & x = 3k.
Remplagons x par sa valeur dans I'équation :
3y =2(3k) @y =2k
Pour la premiére fois dans la méme position signifie que k = 1
Ona:x=3ety=2. Alors, Les deux roues 4 et B seront de nouveau, pour la premiére, dans la méme position
au 3° tours de A et 2° tours de B.
b) Déterminons le nombre de dents de la roue (C).
Soit k le nombre de dent pour (C) et x le nombre de tours de (C), tel que k > 12
Ona:kxx=12x10=kxx=120 = kxx=23%x3x5
120a(3+1) + (1 + 1) + (1 + 1) diviseurs soit 16

Dio={1;2;3;4; 5;6;8; 10;12; 15; 20; 24 ; 30; 40 ; 60 ; 120 }
kxx=1x%x120 ou kxx=2%X60 ou kXx=3X%X40 ou kXx=3X30 ou kXx =5X%X24 ou
kxx=6x%x20o0u kxx=8x%x15 ou kxx=10x12
- Si le nombre de tours de (C) est x = 1 alors le nombre de dent pour (C) est k = 120
- Si le nombre de tours de (C) est x = 2 alors le nombre de dent pour (C) est k = 60
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- Si le nombre de tours de (C) est x = 3 alors le nombre de dent pour (C) est k = 40

- Si le nombre de tours de (C) est x = 4 alors le nombre de dent pour (C) est k = 30

- Si le nombre de tours de (C) est x = 5 alors le nombre de dent pour (C) est k = 15

- Si le nombre de tours de (C) est x = 6 alors le nombre de dent pour (C) est k = 20

- Si le nombre de tours de (C) est x = 8 alors le nombre de dent pour (C) est k = 15

- Si le nombre de tours de (C) est x = 10 alors le nombre de dent pour (C) est k = 12 a rejeter car k > 12

I1) On considére un triangle du plan.

1) a) Déterminons et construis le point G, barycentrede {(A ; 1) ; (B ; —1) ; (C; 1D}

GA—-GB+GC=0 FixonsA

GA—(GA+4B) + (GA+AC) =0 = GA-AB+AC=0 = GA=4B-AC = ~AG =14 - AC
©AG=-AB+AC < AG=BA+AC = AG=BC

b) Détermine et construis le point G, barycentrede {(A ; 1) ; (B ;5) ; (C; —2)}

—

GA+5GB—2G'C=0 FixonsA

ey — ey ey

l

GA+5(GA+AB)-2(G'A+AC)=0 < 4G'A+54B —24C =0 & —4AG +5AB —24C =0
& 44G' = 5AB — 2AC < AG = 4B -AC 2)

Construction :

2) a) Exprimons GG’ et JG' en fonction de AB et AC
Soit J le milieu de [AB], alors: JA+JB =0 ou A4 = %ﬁ
ﬁ=ﬂ+m=(ﬁ—ﬁ)+(éﬁ—zﬁ) = 66 =2aB-3ac
4 4 4 2
JA+JB =0 Fixons G’
JA+JB=0= (JG'+G'A)+(JG'+G'B)=0
=2]G+GA+GE=0
& 2JG' = AG' + BG'
< 2JG' = (248 -14AC) + (3BA - 1BC)

— 1

& 2JG' =2AB —1A¢ - 4B - 1BC
4 2 4 2

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 181



Proposition de correction : Session d’aoit 2019 ( TSE-STI )

= 2G — S4B - 14C — 148 — (5 + A0)
4 2 4 2
< 2JG’ = (2AB - 148 + 24F) - (24c + 14c)
= 267 = 248 — AC
1¢' =3B - 12¢
=J6 =348 - JAC
Ou encore :
JG =TJA + AG
= —A] +AG
11— 5—2 1=
= —14B + (348 - 1ac)
j6 =345 - Lac
J& =4 2

Déduisons-en I’intersection des droites (GG') et (AB).

6 =226 -ac  (ee=3(aB-1ac) .
]GIZZAB_EAC ]GlzzAB—EAC

GG' =3]G' < LespointsG ; G’ et ] sontalignés. Par conséquent : J € (GG') (1)
D’autre part : | € (AB) voir 2) a). (2)
Alors : (1) et (2)= (GG') n (AB) = {J}
b) Montrons que le barycentre I de {(B ; 2) ; (C ; —1)} appartient a (GG").
2IB —IC = 0 Fixons B
2IB—1B—BC=0 < IB =BC
GG =3]G' (1)
GG =GA+AG = GG = —AG+A4G' & GG' = —IB +AG Car AG =BC = 1B
GG' = —IB + AG'
- Bi + (248 - 14¢)
4 2
=Bl + 248 — > (4B + BC)
4 2
=Bi+34B -2BC
4 2
=§I)+Zﬁ+%§i Avec BC =1B ou BC = —BI
=3B +34B
2 4
=~ BI +5(]B) Avec JB =-AB
3 — 3=
—E(BI+]B) =]
GG =2]6+3¢6"1
2 2
GG' =3]G +261@{200'_ 3£’+36’I €))
GG' =3JG GG = 3]G’ 2
(1) — (2) & GG’ = 3G'I <Les points G ; G' et I sont alignés. Alors I € (GG")

3. Soit D un point quelconque du plan. Soient O le milieu de [CD] et K le milieu de [0A]. Déterminons trois réels a, d et c tels
que K soit barycentrede {(4 ; a) ; (D ; d); (C; o)}

0 milieude [CD], alors:OC+0D =0 (1)
K milieu de [0A], alors : KO +KA=0 (2)
()+(Q2) <= 0C+0D+KO+KA=0

& KA+ (KO +0D) + 0C

Car JB+BI =]JI

*
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& KA+ KD + (0K +KC)
o KA+KD+KC+KA Car KO+KA=0 ou OK=KA
& 2KA+KD+KC=0
e K=bary{(A; 2); D; 1); (C; D}
Par identification :
a=2; b=1etc=1
Probleme : 10pts

Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O ; 7 ; J).L’unité graphique est 4 cm sur ’axe des abscisses et 2 cm
sur ’axe des ordonnées
Partie A :
Soit f fonction définie sur R par f(x) = (2 + cos x)el ™.
On note (C) la courbe représentative de f dans le repére (0 ; 7; J).
2) a) Montrons que, pour tout x de R, f(x) > 0.
VXER; —1<cosx<1 et el™*>0
—1<cosx<1e1<2+4+cosx<3
< 2+4+cosx >0

{2 CEBESU (2 + cosx)e!™ > 0.Alors pour tout x de R, f(x) > 0.

el=* >0
2) a) Montrer que, pour tout x de R, /2 cos (x — %) = cosx + sinx

vV x de R, V2 cos (x—g) =\/§(cosx.cos%+sinx.sin§)

2 . 2
= \/z(cosx.g + smx.\/?_)
= cosx + sinx

D’ou, V x de R, V2 cos (x —;—t) = cosx + sinx
b) Déduisons-en que, pour tout x de R, 2 4 cosx + sinx > 0.
Vx€Rona: —1 Scos(x—%) < 1<=>—\/§S\/§cos(x—§) <42

& —V/2 < cosx +sinx <2 d’aprés 2) a)

& 2-V2<2+4cosx+sinx <2++2

& 0<2-V2<24cosx+sinx <242

S 0<2+4+cosx+sinx
Alors, pour tout x de R, 2 + cosx + sinx > 0.
c) Montre que f est strictement décroissante sur R .

f(x) = (2 + cosx)el™
Vx €ER, f'(x) = —sinx.el™ —el™*(2 + cosx) = —(2 + cos x + sinx)el™
vx € R el7* > 0, le signe de f’ dépend de celui de —(2 + cos x + sinx)
D’aprés b), pour tout x de R, 2+ cosx + sinx > 0 & —(2 + cosx + sinx) < 0
D’ou, pour tout x de R, f'(x) < 0. Alors f est strictement décroissante sur R.
3) a) Montrons que, pour tout x de R, e ™ < f(x) < 3el™.
Pour tout x de R,On a :
—1<cosx<1 < 1<2+4+cosx<3
o el™ < (2+ cosx)el™ < 3el™* Car e!™* > 0 pour tout x de R
S el™ < f(x) < 3el™

Alors, pour tout x de R, el™* < f(x) < 3el™*
b) Déduisons-en les limites de f en +co0 et en — co.

f(x) <3el™ et lim 3el™ =0 alors lim f(x) =0
X—+00 X—+00
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el™ < f(x) et lim e'™ = 4o alors lim f(x) = +o

X—>—00 X—>—00
c) Interprétons géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de f en +oo.
lilP f(x) = 0. Alors (C,) admet une asymptote horizontale en + « d'équation y = 0
X—+ 00
4) a) Montrons que, sur I’intervalle [0 ; 7], I’équation f(x) = 3 admet une solution unique a.
Posons pour tout x de R, g(x) = f(x) — 3

= Limites

dim g(x) = lim (f() =3) = lim f(x) =3 = +00—3 = +o0

Jim g(o) = lim (f() =3) = lim f()—=3=0-3=-3

X—+00
* Tableau de variation : g est continue et strictement décroissante sur R = |—co ; 49|,
Vx ER, g'(x) = f'(x) <0. elle réalise donc une bijection de ]—oo ; +oo[ vers ]—3 ; +ool.
x —o0 a +o0 Or0 € |-3 ; +oo], alors I'équation g(x) = 0 admet une solution
g'(x) = unique a € |—o ; +oo[. Telle que g(a) = 0.En plus:
+0o0 i g(O)gO{)(O:)efn _23e< 03 > 0} < a €[0; m] Daprésle
9(0) théoréme des valeurs intermédiaire
En conclusion : L’équation g(x) = 0 admet une solution unique
a € [0 ; m] c R. Par conséquent, g(x) =0 & f(x) = 3.
—3 D’ou, sur l'intervalle [0 ; 7], I'équation f(x) = 3 admet une
Autre méthode : solution unique a

Vx€e[0; m]ona:0<x<m& f(r) < f(x) < f(0) carf eststrictement décroissante.
el < g(x) < 3e
S gx) Ele!™ ; 3e]
Si x €[0; 7 alors f([0; w]) =[e!™™ ; 3e].
f est continue et strictement décroissante sur [0 ; m] c R, alors elle réalise de [0 ; =] vers £([0 ; n]) = [e™ ; 3e]
Or,3 € [e!™™ ; 3e]. Alors il existe une et une seule solution a € [0 ; =] telle que f(x) =3 € [e1™™ ; 3e]
b) Donnons un encadrement de a d’amplitude 1072,
sur lintervalle [0 ; 7], I’équation f(x) = 3 admet une solution unique « telle que f(a) = 3
Par balayage :

£(0) = 3e = 8,15

£(1) = (2 + cos 1)e® = 2 54} ©3€e[f(1); f(0)] e 0<a<1.Dapres le théoréeme des valeurs intermédiaire

x 0 01 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

F(x) ~ | 329 | 29

3€[f(09); f(0,8] ©®a€0,8<a<0,9. Dapres le théoréme des valeurs intermédiaire

x 0,8 0,81 0,82 0,83 0,84 0,85 0,86 0,87 0,88 0,89 0,9

1163 301 | 297 | 294 | 29

3€[f(0,88); f(0,87)] & 0,87 < a < 0,88. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaire
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Alors, 0,87 < a < 0,88 est un encadrement de a d’amplitude 1072,
5) Représentons la courbe C sur [0 ; m].

Proposition de correction : Session d’aoit 2019 ( TSE-STI )

Tableau de valeur :

X

0

0,5

fx)

8,1

4,7

2,2

0,6

0,1

A = 39,57cm?

0.5

Partie B :

On veut calculer I’aire 4, exprimée en unités d’aire, du domaine limité par la courbe C, I’axe des abscisses, 1’axe des
ordonnées et la droite d’équation t = 1.

1) Montrons que A = 2e — 2 + fol(el‘t cost) dt

A= folf(t) dt.ua = fol(Z + cost)et*dt.ua

fol(Z + cosx)el~tdt = f01 2el™*dt + fol cost.el~tdt
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=2[—e' ]} + fol cost.el~tdt

=2(—e’+e)+ fol cost.el~tdt

=—-2+42e+ fol cost.el"tdt
D’ou A =2e—-2+ fol(el‘t cost) dt exprimée en unités d’aire
2) Onpose I = fol(el‘t cost)dt et J= fol(el‘t sint) dt
a) A partir de deux intégrations par parties, montronsque: =e —J —cos1 et ] =1 —sin1.
I = fol(el‘t cost)dt

Posons :
u=eltou =—elt u=cost & u = —sint
v' = cost < v =sint vV=elt s p=—elt
I =[sint.e' ]} —fol—sint.el‘t dx I =[—e'tcosx]} —folel‘t sint dt
= sin1—0+f01e1‘t.sinxdx I=(-cosl+e)—]e=I=e—]—cosl
[ =sinl+] < J=1-sinl

b) Déduisons-en la valeur de I.
{ J=1-sinl
I=e—]—cosl
3) Déterminons la valeur exacte de A en unité d’aire, puis donnons une valeur approchée de A a 10~2 prés par défaut.
A= (Ze -2+ fol(el_t cost) dt) ua
=2e—-2+4+Dua

=<Ze—2+%(e+sin1—cosl))ua

<:>I=e—(I—sin1)—cosl<=>21:e+sin1—cosl<:>I=§(e+sin1—cosl)

A= (% (5¢e — 4 +sin1 — cos 1)) 8cm?  avec ua =2cm X 4cm
A=4(5e—4+sin1—cos1) cm? Valeur exacte
A =39,57 Estune valeur approchée de A a 1072 pres par défaut.

Partie C :
Soit h la fonction définie sur h(x) = =1 —

sinx
2+cos x’
1) a) Montrons que la fonction h admet les primitives sur R.

h est définie, continue et dérivable sur R, alors la fonction h admet les primitives sur R.
b) Calculons la primitive H de la fonction h, qui prend en 0 la valeur (1 + In 3).

H(x)=—x+In|2+cosx|+c ,ceER et H(O)=1+1In3
HO0 =1+Ih3 -0+In|3]|+c=1+lh3e=c=1
D’ou H(x) = —x + 1+ 1In|2 + cos x| est la fonction h, qui prend en 0 la valeur (1 + In3).

2) a) Déterminons In(f (x)) pour tout x de R.
vx€R, In(f(x))=In[(2+ cosx)e'™*] =In(2 + cosx) +In(e’ ™) =In(2 + cosx) + 1 — x
Vx€ER, ln(f(x)) =In(2+cosx)+1—x
b) Etudions le sens de variation de la fonction H.
H(x) = —x+ 1+ In|2 + cos x|
Dy =R=]-00 ; +oo]
sinx _ —2-cosx—sinx 2+cos x+sin x

Vx€eER, H(x) =h(x) =—-1- = = —

2+cosx 2+cosx 2+cosx
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Le signe H' dépend de son numérateur.

D’apreés partie A : b), pourtout x de R, 2+cosx >0 et 2+ cosx +sinx >0
Donc, pour tout x de R, H'(x) < 0. Alors H est strictement décroissante sur R.
c) Déterminons le tableau de variation de H.

lim H(x) =+ et lim H(x) = —o0

X—>—00 X—+00
X —00 + oo
H'(x) -
400
H(x)
—00

3) On appelle T la courbe représentative de la fonction définie sur R par : x +— 1 — x + In(2 + cos x). On ne
demande pas de représenter I'. On appelle A la droite d’équation y = —x + 1.
a) Etudions la position relative de T et de A.
Posons : P(x) =1 —x +In(2 4+ cosx) et I sacourbe représentative
P(x)—y=1—x+In(2+cosx).+x—1=1n(2 + cosx)
P(x) —y=1In(2 +cosx) e
Vx€E€R, 24+ cosx > 0,alors In(2+cosx) =0
D’ou pour tout x de R, P(x) —y = 0. Alors (T') est au-dessus (A) sur R.
b) Déterminons les abscisses des points commun a I et A.
Mn@) : Px)=y & Px)—y=0
<= In(2+cosx) =0
& 24+cosx>1
Scosx=—-1=x=Qk+1)m avec ke€Z
x={(2k+1)m avec k € 7Z} sont les abscisses des points commun aT et A.
4) a) Etablie une équation de la tangente (T) a T au point d’abscisse 0.
(T) : y =P'(0)(x — 0) + P(0)
P(0)=1+1In3 et P'(0)=h(0)=-1
M: y=—1x—-0+1+n3<=T):y=—x+In3+1
b) Etudions la position relative de T et (T).
P(x)—yr=(0—-x+In(2+cosx))— (—x+1In3+1)
=1—x+In(2+cosx)+x—In3 -1
P(x) —yr =In(2 + cosx) —In3
VXxER; cosx <1< 2+cosx<3
< In(2 + cosx) <In3 Car Inx est croissante
<= In(2+cosx)—In3<0
S Px)—yr <0
Vx€eR,P(x)—yr <0.Alors (I) est en dessous de la tangente (T) sur R.
5) Montre que la courbe T est contenue dans une bande du plan limité par deux droites paralléles dont on donnera les
équations.
D’aprés 3) a) ; (') est au-dessus de la droite (A) d’équationy = —x + 1sur R
D’aprés 4) a) ; (') est en dessous de la tangente (T) d’équation y = —x +1In3 + 1 sur R.
En plus la droite (A) et (T) ont le méme coefficient directeur, Alors elle sont paralléles.
Par conséquent :
La courbe T est contenue dans une bande du plan limité par deux droites paralléles d’équations
A :y=—-x+1 et (T): y=—x+1In3+1.
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Exercice 1 : 5pts
On désigne par A et B les points d'affixes respectives z, = 2 — i et zz = —2i, et pour tout nombre
complexe z différent de zj , On pose Z = ~—2

—4B

1) Détermine, dans chaque cas, I'ensemble des points M (z) tel que :

a) Z soit un réel ;

b) Z soit un imaginaire pur (éventuellement nul) ;

¢) Z soit de module 1.

2) Calcule |Z — 1| x |z — zg| et en déduis que, lorsque M (z) parcourt le cercle de centre B et de rayon R,
les points d'affixes Z sont tous situés sur un méme cercle dont on précisera le centre et rayon.

Exercice 2 : 5pts

1) Démontre que pour tout entier naturel n, 23" — 2 est un multiple de 7. En déduis que 231 — 1 et
237*2 — 4 sont des multiples de 7.

2) Détermine les restes de la division par 7 des puissances de 2.

3) Pour toutp € N, on considére le nombre A, = 2P + 227 4 237,

a) Sip = 3n, quel est reste de la division de A, par 7 ?

b) Démontre que sip = 3n + 1 alors A, est divisible par 7.

¢) Etudie le cas ol p = 3n + 2.

Probléme : 10pts

Les parties A et B sont indépendantes.

A) Soit f la fonction définie [0 ; +oo[ par f(x) = In(e?* + 2e7%).

On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (0 ; 7 ; ), unité
graphique : 2cm.

1) Montre que, pour tout réel x positif : f(x) = 2x + In(1 + e~3%).

2) a) Etudie la limite de f en + oo,

b. Montre que la droite (D) d'équation y = 2x est asymptote a (C), quand x tend vers +co.
¢) Etudie la position de (C) et (D).

3) Etudie les variations de f.

4) Trace (C) et (D).

5) Montre que, pour toutréel @, « > 0: foae‘3x dx < %

6) Etablis que, pour tout réel u,u > 0 ; In(1 +u) < w.

7) En déduis que, pour tout réel a, ¢ > 0: foa In(1 4+ 2e73%) dx <

w N

8) Soit A(x) l'aire, exprimée en cmz?, du domaine limité par les droites d'équations x = 0 ;
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x =a, y=2x et lacourbe (C). En déduis des questions précédentes une majoration de A(a) par un

nombre indépendant de a.

B) 1) Etudie les variations de la fonction h définie dans l'intervalle [2 ; 4] par :

h:x— h(x) =2 —x + Inx ; en déduis que I'dquation h(x) = 0 admet une solution unique 3

2) Soit (u,,) la suite définie par u, = 2 et pour tout entier naturel n, u,,; = 2 + Inu,.

Montre que I'image de l'intervalle [2 ; 4] par la fonction g : x — 2 + Inx est incluse dans l'intervalle
[2; 4]..

3) Montre que en utilisant I'inégalité des accroissements finis que pour tout entier naturel

1
n:lun+1_a| Szlun_ﬁl

- . , . 1\"
4) En utilisant un raisonnement par récurrence, prouve que pour tout entier nature n : |lu, — B| < 2 (E) .

5) En déduis que (u,,) est convergente.

6) Détermine un entier N tel que |uy — B < 107*.
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Exercice 1 : 5pts
On désigne par A et B les points d'affixes respectives z, = 2 — i et zz = —2i, et pour tout nombre

Z—Zp

complexe z différent de zg, On pose Z =
Z—Zp

- Ecrivons Z sous forme algébrique

z-zg _ x+yi-2+i _ (x-2)+(y+1)i _ [(x-2)+(y+Di][x—-(y+2)i] _ x(x—2)—(x=2)(y+2)i+x(y+1)i+(y+1)(y+2)
T z-zg | x+yit2i | x+(y+2)i x3+(y—2)2 - x2+(y-2)*2
_ (x2-2x+y?+3y+2)+(—xy—2x+2y+4+xy+x)i
- x +(y 2)?

1) Determlnons, dans chaque cas, I'ensemble des points M(z) tel que :
a) Z soit un réel ;
Z est réel si et seulement si : Im(Z) =0
Im(Z) =0 —x+2y+4=0
Alors, I’ensemble des points M (z) tel que Z soit un réel est la droite d’équation (D) : —x+2y+4 =0
Privé de B(0 ; —2).
b) Z soit un imaginaire pur (éventuellement nul) ;
Z est un imaginaire pur si et seulement si : Re(Z) = 0
Re(Z) =0 x2+y2—-2x+3y+2=0
& x2-2x)+@*+3y)+2=0

<=>[(x—1)2—1]+[(y+§)2—§]+2=0
<:>(x—1)2+(y+§)2+(—1—3+2)=0
s (x—1)2%+ (y+ )2=

e o = (2

Alors, I’ensemble des points M(z) tel que Z soit un imaginaire pur est le cercle de centre I (1 ; — %) et

de rayonr = ? privé de B(0 ; —2).
¢) Z soit de module 1.

z=zp| _ |z=z4l

IZ| =1

=l |z—2z)| =|z—- 25| & AM = BM
|z—zp|

Alors, I’ensemble des points M(z) tel que Z soit de module 1 est la médiatrice du segment [AB].
2) Calculons |Z — 1| X |z — zg]|

Z—Zp

1Z —1| X |z —z5| =
Z—Zp

X |z —zg| = —

ZB—ZA

><|ZB —Zy

— 1| X |z —zg| =
=1 x|-2i—-2+i|=|-2—-il=+5

1Z —1| x |z— zg| =5

- Déduisons-en que, lorsque M (z) parcourt le cercle de centre B et de rayon R, les points d'affixes Z sont

tous situés sur un méme cercle dont on précisera le centre et rayon.

(M (z)parcourt le cercle de centre B et de rayonR) & |z — zg| = R
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IZ—1|><|Z—ZB|=\/§<:>|Z—1|><R=\/§<:>|Z—1|=§

Lorsque M(z) parcourt le cercle de centre B et de rayon R, alors les points d'affixes Z sont tous situés

A 5
sur un méme cercle de centre Q d’affixe 1 et rayon r = %

Exercice 2 : 5pts
1) Démontrons que pour tout entier naturel n, 23™ — 1 est un multiple de 7.

Par récurrence :

- Initialisation :

Soit pour tout entier naturel, la proposition B, : 23" — 1 est un multiple de 7(c’est-a-dire 23" — 1 = 0[7] )
Pourn=0o0na:

Pourn=0, Py: 23 —1 =0 = 0[7] vraie
{Pourn =1, P: 220 —-1=8-1=7=0[7] vraie
- Transmission :

Pour tout entier naturel, supposons P, vraie (c’est-a-dire 23" — 1 =0[7] ou 23" —1=7k ; k€ Z)
Et montrons que P, est vraie (c’est-a-dire 23+ — 1 = 0[7])
Poiq:230+0) 1 =23 %231
=23"(7x1+1)—1
=7x23m 423" 1
=7x23"+ (23" - 1)
=7x2%"+ 7k Car par hypothése, 23" — 1 =7k ; k€ Z
=7(23" + k)
=7k'=0[7] ou k' =23"+k
Poiq 230D — 1 = 0[7] vraie (2)
- Conclusion :
(1) et (2) & Pour tout entier naturel n, 23" — 1 est un multiple de 7.
-Déduisons-en que 23"*1 — 2 et 23"*2 — 4 sont des multiples de 7.
23n+1_2:23n><2_2

D)

=2(2%" - 1)
=2(7k) Car2’"—1=0[7]ou2%—-1=7k; k€L
= 14k = 0[7]

D’ou, 237+1 — 2 = 0[7]. Alors 23™*1 — 2 sont des multiples de 7.
23n+2_4:23n><22_4

=23"x4—4

= 4(23" - 1)

=4(7k) Car2’"—1=0[7] ou23"—-1=7k; k€eZ

= 28k = 0[7]
D’ou 2372 — 4 sont des multiples de 7.
2) Détermine les restes de la division par 7 des puissances de 2.
20=1[7] ; 2'=2[7] ; 22=4[7] ; 23=1[7]. Alors 3 est la période c’est-a-dire 23% = 1[7]
Donc pourtout k € N, 23k =1[7] ; 231 =2[7] et 232 =4][7].
Alors les restes de la division par 7 des puissancesde 2sont: 1 ; 2 et 4.
3) Pour toutp € N, on considére le nombre A, = 2P + 227 4 237,
a) Le reste de la divisionde A, par 7 sip = 3n

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 191



Proposition de correction : Session de septembre 2020 ( TSE-STI )

A3n — 2(3n) + 22(3n) + 23(311)

=:(23)n +_(23)2n +_(23)3n
Az, = (D™ + (12" + (1)3"7] © Az, = 3[7]
Alors, si p = 3n, le reste de la division de 4, par 7 est 3
b) Démontrons que sip = 3n + 1 alors A, est divisible par 7.
= 2(6n+1) 4 22(3n+1) 4 23(3n+1)

A3n+1
— 23n+1 + 23(2n)+2 + 23(3n+1)

— (23)11 X 2 + (23)2n x 22 4+ (23)3n+1
Azpir = (D)X 2+ (1)2 x 4 + (1)37+1[7]
Asnir = (2 +4+ DI7]
As,.q = 0[7] CQFD
D’ousip = 3n + 1 alors A, est divisible par 7
¢) Etudions le cas ot p = 3n + 2.
— 2(3n+2) 4 92(3n+2) 4 23(3n+2)
= (23)" x 22 + (23)2" x 24 + (23)3n+2
Agpir = (DX 44+ (1)2" x 16 + (1)37+2[7]
Azpiz =(4+16+1) =[7] & Azpy, = 0[7]
Alors, pour p = 3n + 2, A, est également divisible par 7.
Probleme : 10pts
Les parties A et B sont indépendantes.
A) Soit f la fonction définie [0 ; +oo[ par f(x) = In(e?* + 2e7¥).
On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (0 ; 7 ; ), unité
graphique : 2cm.
1) Montrons que, pour tout réel x positif : f(x) = 2x + In(1 + 2e73%).
Vx€[0; +oof

f(x) =In(e? +2e™*) =1In [er (1 -

A3n+2

2e™ %
02X

)] =In[e?*(1 — 2e73¥)] = Ine?® + In(1 — 2e73%)
=2x +1In(1 — 2e73%)
D’ou, pour tout réel x positif : f(x) = 2x + In(1 + 2e73%).
2) a) Etudions la limite de f en + oo,
lirp flx) = lirp [2x + In(1+ 2e73%)] = 2(+>) +In1 = +0 <& li!P f(x) =+
X—+00 X—+00 X—>+0o0
b) Montrons que la droite (D) d'équation y = 2x est asymptote a (C), quand x tend vers +oo.

Pour cela, montrons que lirp [f(x)—y]=0
X—>4+00

f(x)—y=2x+1In(1+2e73*) —2x = In(1 + 2e73%)
lirp [f(x)—y] = lir+n [In(1+2e3*)]=In1=0
—+00 X—+00

X

xl_i)le [f(x) — y] = 0.Alors,la droite (D) d’'équation y = 2x est asymptote a (C), quand x tend vers + o
¢) Etudions la position de (C) et (D).

Signede f(x) —y:

Vx €0 ; +oo[ ; posons f(x) —y>0=In(1+2e3) >0 1+2e73* >1< 2e73* > 0 vraie
Vx € [0 ; +o[ ; f(x) —y > 0.Alors (C) est au-dessus de (D) sur Pintervalle [0 ; +ool.
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3) Etudions les variations de f.

- sens de variation :

Vx€[0; 4+ f'(x)=

2e%% — 2%

262x_

2

ex

2e3% —2

2(e3* - 1)

- Tableau de variation :

e? +2¢*  e?* +2e %
Vx€[0; +oof, f'(x) = 0. Alors f est croissante sur I’intervalle [0 ; +oo.

e*(eP +2e ) e +2

X 0 40
f'(x) +
+ o0
£) f(0)=1In3
In3
4) Trace (C) et (D).
Tableau des valeurs :
X 0 0,5 1 1,5 2
f(x) 1,1 1,37 2,1 3,02 4
4
3.5 4
3 4
2.5 4
2 (C)
1.5 4
1 +
0.5 4
(D)
L L L 0 L L L L >
1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2.5 °
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5) Montrons que, pour tout réel a, « > 0: foae‘” dx sé.

foae_3x - [_

D’ou, pour tout réel @ > 0 : foa e 3*dx <

1
3

6) Etablissons que, pour tout réel u,u > 0 ; In(1 4+ u) < u.
Posons pour tout réel u,u = 0 ;r(x)(u) = In(1 + u) — u puis étudions son signe :

r(0)=0 et lim r(u)= lim
uU—+o0o

u—>+oo
Vuelo; , ! =——
u € [0 ; +oof r'(u) T
Tableau de variation :
u 0 400
' (u) —
0
r(u) \
—Q00

u(@—l)l =+0(0—-1) = -

1= <0

D’aprés le tableau de variation de la fonction r :
Pourtoutréel u >0 ;ona:r(u) <0
rw<0esh(l+uw)—u<0e=In(l+u)<u
D’ou, pour toutréel u >0 ; In(1+u) < u.

7) Déduisons-en que, pour tout réel ¢, @ > 0 : foaln(l +2e73¥) dx < g

Pour tout réel u,u >0 ; In(1+u) <u < In(1 + 2e73%) < 2e73
= foa In(1+4 2e™3*) dx < foa 273 dx

© JyIn(1+2e™3) dx < 2 [ e ™ dx < 2 x - (car [f e ar <2)

© JiIn(1+2e7)dx <2

Ainsi, pour tout réel @, @ > 0 : foa In(1+2e73%)dx < §

8) Soit A(x) l'aire, exprimée en cm?, du domaine limité par les droites d'équations x = 0 ;
x =a, y=2x et lacourbe (C). Déduisons-en des questions précédentes une majoration de A(a) par un
nombre indépendant de a.
Ala) = foa[f(x) —yldx.ua = foa In(1 + 2e73¥) dx x 4cm? < %X 4cm? < A(a) < g cm?
B) 1) Etudions les variations de la fonction h définie dans l'intervalle [2 ; 4] par :
h:x—h(x)=2—-—x+Inx

- sens de variation de h sur [2 ; 4]:

Vx€[2; 4]; h’(x):—1+§:

—-x+1

<0

Vx€[2; 4]; h'(x) < 0. Alors h est strictement décroissante sur I’intervalle [2 ; 4].

- Tableau de variation de h sur [2 ; 4]:

X 2 B 4
h'(x) -
In 2 i
h(x) I
(—2+1n4)

h(2)=In2>0 et h(4)=-2+1n4<0

- Déduisons que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique

Avec u=2e73* >0

_3x]1% 1 _ 1 _ 1 _ 1 _1 , . .
e 3"] =—ce"+—ce 3(0) = —5e73% + 2 < - Pour tout réel a strictement positif
0
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D’apres le tableau de variation :
La fonction h est continue et strictement décroissante sur [2 ; 4], elle réalise une bijectionde [2 ; 4]
vers[-2+1n4 ; In2].
Or0e[-2+1In4 ; In2], alors ’équation h(x) = 0 admet une solution unique B € [2 ; 4].
2) Soit (u,,) la suite définie par u, = 2 et pour tout entier naturel n, u,,; = 2 + Inu,.
Montrons que I'image de l'intervalle [2 ; 4] par la fonction g : x — 2 + Inx est incluse dans l'intervalle
[2; 4].
Vx€[2; 4,0mna:2<x<4<In2<Inx<In4
< 2+In2<2+Inx<2+1n4
<= 2,69<g(x) <338
< g(x)€[2,69; 3,38] c[2; 4]
& g([2; 4] =[2,69; 3,38]c[2; 4]
D’ou, I'image de I'intervalle [2 ; 4] par la fonction g : x — 2 + Inx est incluse dans I'intervalle [2 ; 4].
3) Montrons que en utilisant I'inégalité des accroissements finis que pour tout entier naturel

1
n:lun+1_a| Szlun_ﬁl-

Vxel2; 4], g(x) =1

X

x€[2; 4le2srs4e s < osgWs o<

X

En utilisant I'inégalité des accroissements finis sur le couple (u,, ; B) €[2; 4] x[2; 4];n€N,ala
fonctiong.Ona:vx € [2; 4] ; [g(x)| < % o |glu) —gB)l < %Iun — Bl

Org(u,) =2+Inu, =u,,, et d’aprés partic B) 1) I'équation h(x) = 0 admet une solution unique
B €[2; 4]telleque h(B) =0

hf)=0=2—a+has2+ha=a= gla)=a

Alors :

vx€l2; 415 19 <5 e g — gB) < ;5 lu, - B
& |upyy — Bl Sélun_ﬁl

X . 1
D’ou, pour tout entier naturel n : |u,.; — al < 3 lu, — Bl

. . . . 1\"

4) En utilisant un raisonnement par récurrence, prouvons que pour tout entier nature n : |u, — f| < 2 (E) .

Soit pour tout entier nature n la proposition P, : |u, — B| < 2 G)n
- Initialisation :

Pourn=0ona:

Py ¢ lug — Bl S2(§>0<=> lug — Bl <2 7?

Or:

BE2; 4] 2<p<4

S -4 <=2
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@uo—ll-Suo—ﬂSuo—Z

S2-4<u,—pf<2-2 ;o Up =2
©-2<uy—p =<0

& |lug — Bl < 2 vraie

N 1 0 H
D’ouPy: |lug— Bl < 2(5) est vraie.

- Transmission :

n
Pour tout entier nature n , supposons que B, est vraie (C’est —a—dire|u, — Bl <2 (%) ) et montrons que

n+1
P, estvraie (c'est —a— dire |upy; — Bl <2 G)

D’aprés 3) pour tout entier naturel n : |u, 4, — a| < % lu, — Bl

. 1 1\"
s =l <5[2(5) |
1 n+1
e — Bl 2(3)
1 n+1 .
D’ou |uyy — Bl <2 (E) est vraie (2)
- Conclusion :
1 n

D’aprés (1) et (2), pour tout entier nature n : |u,, — | < 2 (5)

5) Déduisons-en que (u,,) est convergente.

n

1 1\"
vVneN, lu, — Bl SZ(—) ; lim [2(—) l=0 alors lim (u,—p)=0< limu, =p
2 n-+o n—+oo

2 n-+oo

lilP u, = B.Alors la suite (u,) est convergente et converge vers .
n—->+0o

6) Déterminons un entier N tel que |uy — B] < 107

N
luy — I <10 & uy — gl < 2(3) <107

N N
@2(1) <10 o (l) <1x10* & NIn(0,5) < —In2 — 4In 10
2 2 2

@N2W@N21428@N=15

Pour N=15,0na: |u;s — B <10™*
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Exercice 1 : 6pts

Soit la fonction polyndéme p de I’ensemble C, des nombres complexes, dans C définie pour tout nombre complexe z
par:p(z) = z3 — (7 + 9i)z? + (=14 + 39i)z + 50.

1) Démontre que la fonction polyndme p admet une racine imaginaire pure noté z,.  1,5pt

2) Résous, dans C, I’équation p(z) = 0. On note z; et z; les solutions non imaginaire pures avec

Re(z;) < Re(z,). 2,5pt

3) Dans le plan complexe muni du repere orthonormé direct (0 ; u ; ¥ ), on désigne par A, B et C les points
d’affixe respectives zy, z; et z,.

a) Détermine Iaffixe z; du point G barycentre du systéme {(4, 1) ; (B,—1) ; (C, 1)} puis écris z; sous la forme
exponentielle.  0,5pt

b) Détermine puis construis I’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA*> — MB? + MC? = 4.  1pt

c) Quelle est la nature du quadrilatére ABCG?  0,5pt

Exercice 2 : 5pts

A) On désigne par x un entier naturel supérieur ou égal a 5.

Soient les entiers naturels N et N’ que s’écrivent respectivement 100x et x001 dans le systéme de base x + 1.
1) Ecris N et N'dans le systéme de base x.  1pt

2) Ecrire N + N’ dans le systeme de base x + 1. Déduis-en que N + N’ est un multiplede x + 1. 1pt

3) Donne, dans le systéme de base x, le quotient g de la division euclidienne de N + N’ par x + 1. 0,5pt

4) Montre qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que ab xaaa’ = q 1pt

B) Détermine tous les couples (a ; B) d’entiers naturels non nuls vérifiant :

PGCD(a ; B)+PPCM(a; B)=B+9  15pt

Probléme : 9pts

Partie A

Soit la fonction g de R vers R définiepar: g:x — g(x) =x —1 —xInx.

1) Détermine I’ensemble de définition D, de g puis calcule les limites de g aux bornes de D,.  1pt
2) g’ désigne la fonction dérivée de la fonction g.

a) Détermine puis étudie le signe de g'(x) suivant les valeurs de x.  0,5pt

b) Etudie les variations de g puis dresse son tableau de variations.  1pt

c) Déduis-en le signe de g(x) suivant les valeurs de x.  0,5pt

Partie B

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; I ; J) d’unité graphique :2 cm. (C) désigne la représentation
graphique de la fonction f de R vers R définie par :

fixm— flx)=Ix2=1+Inlx—1],six<0 et f:x— f(x) =)l%, si x> 0.

1) Dy désigne I’ensemble de définition de la fonction f.

a) Détermine Dr.  0,25pt

b) Calcule les limites de f aux bornes de Dy, 1pt
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2. Etudede fen—1:
a) Etudie la continuité et la dérivabilité de f en —1.  0,75pt

b) Donne une interprétation graphique des résultats obtenus.  0,25pt
3) Détermination de la fonction dérivée, notée f', de la fonction  0,5pt
a) Calcule f'(x) pour x < 0. 0,5pt

b) Montre que: Vx € D NR%, f'(x) = 9% _ Dbonne le sens de variation de f puis dresse son tableau de
q f + x(x—1)2

variations.  1pt

4) Construction de la représentation graphique de f :

a) Précise les branches infinies de ().  0,25pt

b) Trace (C). 0,25pt

Partie C :

1) Montre que la fonction H : x — —x + (x — 1) In|x — 1| est une primitive sur ] — oo ; 1[ de la fonction
h:xw—In|lx—1]|. 0,75pt

-1<x<0

0<y<f() OO

2) Calcule I’aire A, en cm, de la partie du plan définie par : {
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Exercice 1 :

6pts

Soit la fonction polyndéme p de I’ensemble C, des nombres complexes, dans C définie pour tout nombre complexe z

par:p(z) = z3 — (7 + 9i)z? + (=14 + 39i)z + 50.
1) Démontrons que la fonction polyndme p admet une racine imaginaire pure noté z.
Soit bi cette solution :
p(zy) =0 = zy3 — (7 +9i)zy% + (—14 + 39i)z, + 50 = 0
& (bi)? — (7 +90) (bi)* + (—14 + 39)bi + 50 = 0
& —b3i+ 7b? + 9b?i — 14bi — 39b + 50 = 0
& (7b% —39b + 50) + (—b3 + 9b%2 — 14b)i = 0

7b2 =39 +50=0 (1)
—b3+9p2—-14b=0 (2)

(1) : 7b> =39 +50=0
A= (—39)%2 — 4(7)(50) = 121 = 112

b1:391—411:§:2 et b1:391:11:§
b = 2 Vérifie I’équation (2). En effet : —(2)3 +9(2)2 — 14(2) = 0
:8+36—-24=0
:0=0 wvraie
D’ou, la fonction polyndome p admet une racine imaginaire pure zy = 2i. 1,5pt

2) Résolvons, dans C, I’équation p(z) = 0. On note z; et z; les solutions non imaginaire pures avec
Re(z,) < Re(z,).

p(2i) = 0. Alors il existe trois complexes a, b et c tels que p(z) = (z — 2i)(az? + bz + ¢)

En utilisant la méthode d’Horner, on a :

1 —7—9i | =14+ 39i 50
2i 21 —14i + 14 —50
1 -7 —=7i 251 0

Alors : p(x) = (z — 2i)(z% — (7 + 7i)z + 25i)
p(2)=0= (z—20)EZ* - (7+7i)z+ 25i) =0
©z-2i=0 ou z2—(7+7)z+25i=0
x z—=20=0 & z=2i
x z2—(7+71)z+25i=0
A= [=(7 + 7)]? = 4(1)(250)
=49 4+ 98i — 48 — 100i

= —2i
Déterminons u = x + yi tel que : u®> = A
x?+y*=|Al ¥*+y:=2 (1)
2 2 2 .2
x*—y?=Re(d) &) x*—y*=0 (2 747i-1+0 _ 6+8i .
2xy = Im(A) 2xy=-2  (3) Zy=——F = =3+4
D+ :2x* =2 x*=1x=1 ou x = —1. 7, = 7+7i2+1'i = 8;6i =443
Pourx =1,ona:dans(3):y=-1 & uyy=1-1i
Pourx =—-1,ona:dans(3):y=1 © u, =-1+1i
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Alors, les complexe u; =1—1i et u, = —1+ i sont les racines carrées de A.

D’ou zy=2i ; z; =3+4i et z, =4 + 3i sont les solutions de I’équation p(z) = 0. 2,5pt
3) Dans le plan complexe muni du repére orthonormé direct (O ; u ; ¥ ), on désigne par A, B et C les points
d’affixe respectives zy, z; et z,.
a) Déterminons I’affixe z; du point G barycentre du systeme {(4, 1) ; (B,—1); (C, 1)}
G =Bary{(4, 1) ; B,-1); (C, 1)} GA—GB+GC =0
GA—GB+GC =0 (Fixons A)
GA—(GA+AB)+(GA+AC)=0
GA-AB+AC=0
AG = —AB + AC  z; — 2o = — (21 — 20) + (22 — 2p)
S Zg—Zg=Z; — 74
S Zg =2y —Z1 + Zg
Sz =4+ 30) — (3+4i)+2i
& z5=4+30—3—4i+2i

<=>ZG:1+i

D’ou, I’affixe du point G barycentre du systeme {(4, 1) ; (B,—1) ; (C, 1)}est z;=1+1. 0,25pt
Ecris z; sous la forme exponentielle.
V2
cosf =— -
lzgl =V2 ; arg(z;) = 2 o arg(zg) =0=-
. V2 4
sing = —
2
Alors, la forme exponentielle est z; = V2 e 0,25pt

b) Déterminons puis construis I’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA*> — MB? + MC? = 4.
Yoa; # 0. Alors il existe G = bary {(4, 1) ; (B,—1); (C, 1)}tel que :GA—GB+GC=0
MA? — MB? + MC? = 4 & (MG + GA) — (MG + GB) + (MG + GC) =4
& MG? + 2MG.GA + GA* — MG% — 2MG.GB — GB + MG? + 2MG.GC + GC? = 4
@MGZ+2m<ﬁ—ﬁ+ﬁ>+cA2—032+Gcz =4
0
& MG? =4 —(GA?> — GB? + GC?)
Par ailleurs :
2
GA? = |zy—zz|P=2i—1—i|]>?=|-1+i]?={(-1)2 + (1)2 =2
2
GB? =lz5—zg|> = 13+4i—1—il>=12+3i>=/(22+ (3)? =13
2
GC? =lzc — 251> = 14+ 3i — 1—i|> = |3 + 2i|? = /(3)? + (2)?
Donc :
MG? =4 — (GA?> — GB? + GC?)

=4—-(2-13+13)
MG?2 =2 MG =2

I
—_
w
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L’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA* — MB? + MC? = 4, est le cercle de centre G(1 ; 1) et de

rayon r = /2. 0,5pt
Construction :

- -

c) Quelle est la nature du quadrilatére ABCG ?
AB =25 —2z, =3+4i—2i=3+2i
GC=zc—z;=4+3i—1—i=3+2i

Alors le quadrilatéere ABCG est un parallélogramme

Exercice 2 :

w

& 4B = GC & t3(6) = C.

0,5pt
opts

A) On désigne par x un entier naturel supérieur ou égal a 5.

Soient les entiers naturels N et N’ que s’écrivent respectivement 100x et x001 dans le systéme de base x + 1.

1) Ecrivons N et N’ dans le systéme de base x.

szx+1=1x(x+1)3+x(x+1)°
=x34+3x2+3x+1+x
=x3+3x*+4x+1
— 1341

D'ot, N = 1341 0,5pt

N’ = %001 = x(x+ 1)3 + 1(x + 1)°
=x(x3+3x>+3x+1)+1
=x*+33+3x% +x+1
— 13311

Dol, N’ = 13311 0,5pt
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2) Ecrivons N + N’ dans le systeme de base x + 1.
N+N =[1x(x+1)3+x(x+ 1D+ [x(x+ 1)+ 1(x + 1)°]
=+ D31+ x]+(x+1Dx +1]
=(x+D*+(x+1)
N +N =710010 0,5pt
Déduisons-en que N + N’ est un multiple de x + 1.
N+N =(x+D*+Cx+D=C+D[x+1D3>+1] =+ 1> +3x2+3x+2)
N+N =KX (x+1) avec k=x3+3x*+3x+2 et ke N.Alors N+ N’ est un multiple de x + 1. 0,5pt
3) Donnons, dans le systeme de base x, le quotient g de la division euclidienne de N + N’ par x + 1.

N+N'=KG+1) o2 =k=x3+3x2+3x+2=1332
D’ou, le quotient de la division euclidienne de N + N' par x + 1 est: q = 1332 ) 0,5pt

—_—X
4) Montrons qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que ab X aaa = q

Exxmx=q<=>(ax+b)(ax2 +ax+a)=gq
& a’x® +a?x? + a’x + abx? + abx + ab = q
& a’x® + (@® +ab)x? + (a®? + ab)x +ab = x3 + 3x? + 3x + 2
Par identification :
a’*=1
a*+ab=3 {
ab =2
Alors existe deux entiers naturels a = 1 et b = 2 telsque ab x @aa’ = q ou12 x 111 =1332  1pt
B) Déterminons tous les couples (a ; B) d’entiers naturels non nuls vérifiant :
PGCD(ax ; B) + PPCM(a ; B)=B+9 (1)
Posons : PGCD(a ; B) =d et PPCM(a ; B)=m
Ona:mxd=axpB (2
PGCD(a ; B) = d.Alors, il existe deux entiers a’ et B’ premiers entre eux (a’ A B’ = 1) tels que :
a=a'det p=p'd
Dans(2):m:“:—ﬁ:“'d:ﬁ'd:a’xﬁ’xd
Dans(l):d+m=Bf+9=d+a' xp' xd=p'd+9
ed+a' xB' ' xd—-p'd=9
sdl+a xp —p)=9
sdll+@ -1Dp1=9

‘:’{1+(a'—1)ﬁ'=9 ou {1+(0{’—1)[)”:1 ou {1+(a’—1),[>”=3
d=1

* PR {1+(a’—1)ﬁ’:9
1+(@ -1Dp'=9= (' —1)p’' =8
{a’—1=8 {a’—1=1 {a’—1:2 {a’—1=4
) o ou

a=1
ab=2<b=2

ﬁ,:]. ﬂlzz 3124 BIZZ
(:){al:g u {a’=2 arejetter ou {a’=3 ou {a’=5
pr=1°"1p=2" pr=4"1p =2

Si:(a@; B)={9;1) ; B;4 ; G;2=@; p)={9;1) ; B;4 ; G;2)}

d=9
*Pour S, : {1+(a’—1)ﬂ’ -1

1+@-Df =1 @ -1 =0=a' —1=0 Car §£0 (B’ #0)
sSa =1

S;: (@ B)={Q; Pl (a; B)={09; 9B}
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d=3
*Pour S5 : {1+(a’—1)ﬁ’:3
1+(@ -1Dp'=3=@-1p' =2

{a’—1=1 {a’—1=2

B =2 B =1
(:){a’=20u {a’=3
B'=2 B'=1
S3: (a@; B)={B; D}=(a; B)={09; 3)}
§=5,USus;={9;1) ; B;4 ; B;2); 9;98) ; (9;3)}BEN 1,5pt
Probléme : Opts

Partie A :

Soit la fonction g de R vers R définiepar: g:x — g(x) =x — 1 —xInx.

1) Déterminons I’ensemble de définition D, de g puis calculons les limites de g aux bornes de D,,.
- Domaine :

Dy, =10 ; +oof 1,5pt

- Limites

lim g(x)=0-1-0=-1 & limgkx)=-1 0,25pt

x—0% x-0%

lim g(x) =40 —-1—-0o FI
X—+o00

1
lim g(x) = lim [x(l ———In x] =+0(1-0—o)=—-00 & lim g(x)=—-o 0,25pt
X—+00 X—>+00 X X—>+o0

2) g’ désigne la fonction dérivée de la fonction g.
a) Déterminons puis étudions le signe de g'(x) suivant les valeurs de x.

- Dérivée
Vx€]0; +oof; g'(x) = 1—(lnx+§.x) =1-Inx—1=—Inx
Vx€e]0; +of; g'(x)=—-Inx 0,25pt

- Signe de g'(x) :

Inx<0sur]0; 1] —Inx =0 sur ]0; 1]

Inx >0 sur [1; +oo] & —Inx <0 sur[l ; +oo[

vxelo; 1]; gx) =0

Vx€e[l; +o[; g'(x)<0 0,25pt

vxef{l}; g'x)=0

b) Etudions les variations de g puis dresse son tableau de variations.

- Sens de variation :

vx€]0; 1] ; g'(x) = 0. Alors g est croissante sur ’intervalle ]0 ; 1].
Vx€[l; 4o ; g'(x)<0.Alors g est décroissante sur ’intervalle [1 ; +oo[. 0,5pt
vxe{l}; g'(x)=0.Alors g est constante sur ’ensemble {1}.

Tableau de variation :

X ‘ 0 1 400
g'(x) 4+ Q =
Q) g() =0 0,5pt
9@ / \
i e

c) Déduisons-en le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
D’apreés le tableau de variation ci-dessus :

Vx€e]0; +of; gk <o. 0,5pt

Partie B :
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Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; [ ; J) d’unité graphique :2 cm. (C) désigne la représentation graphique de la
fonction f de R vers R définie par :

fix— f(x)=|x*=-1]+In|lx—1],six <0 et f:xr—>f(x)=)l%, si x> 0.

1) Dy désigne I’ensemble de définition de la fonction f.
a) Détermine Dy.

|x2 — 1| + In|x — 1|, si x € ]—00 ; 0]
0 = g,sixe]0;+oo[
Df=]-0; 0JU]JO ; +oo[ —{1} =]—00 ; 1[U]1 ; +oof 0,25pt
b) Calculons les limites de f aux bornes de Dy,
lim f(x)= lim [|[x2=1|+In|]x—1]] =40+ 0 =400 < lim f(x) = +o 0,25pt
X——00 X——00 X—>—00
1 im () = im (M V=ox1=0 lim f(x)=0  0,25pt
dim, £ = Jim, (75) = Jim, (55 x5 =5) =0x1=0 = Jim f@=0 025
1 l (lnx> In 07 lim f(x) 0,25pt

= = = o & = (00)
fip @ =Jim () =Ty =ve = Jmpf@=te 025

y _ 1 Inx _ 1 1 . Inx _ 1
i fe = Jim () =1 et oo = fim (5) =

lim f(x) = lim f(x) =1. 0,25pt
x—>1- x—1t

2. Etude de f en —1

a) Etudions la continuité et la dérivabilité de f en —1.

- Continuité de f en —1:

Sur ]—oo ; 0], écrivons f sans le symbole de la valeur absolue :

X*—-1=0=x=1oux=-1

x —oo -1
21 + O - ///////////////////////7////////7//////%
% — 1] -1 —+1 |

Sur |- ; —1[; f(x) =x*—1+1In|x —1]|

Sur 1-1; 0]; f(x) =x>—-1+In|x—1]|

liml_f(x) = lirr&_(x2 —1+Inlx—1)=1-1+1In|-2| =1In2
x—— x-—

liml+f(x) = lirriJr(—x2 +1+Inlx—1)=-1+1+1In|-2|=1In2
xX—— x——

linll_ flx) = lin11+ f(x). Alors f est continue en — 1. 0,25pt
x-= x—>=
- Dérivabilité de f en —1:

x) — f(—1 x> =14+Inlx—1-1n2 In|]x — 1| —In2
lim f—( )~ f( )= lim < | | >: lim ((x—1)+—I | )
x—--1t x--1t x+1

x——1- x+1 x+1

7. _ . In|x—1|-In 2
> xl—}r—ri’f(x 1) + xl}g’f ( )

x+1

=(-1-1D+p'(-1) ou p(x)=Inlx—1| et p'(x) = L

x—1
_ o, _1__5
2 2
x)—f(—1
lim f—( )~ /D = —=.Alors f dérivable a droite de — 1
e x+1 2
x) —f(—1 —x?+1+Inlx—1-1In2 In|]x — 1] —In2
lim f—( )~ fED = lim | | = lim [-(x—1)+ —l |
x--1* x+1 x—>-1" x+1 x->-1" x+1
1 _ . In|x—1|-In2
- xl_&r_ri_( x+1)+ xl}r_nl_( x+1 )
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=D+ +p'(-1) ot px)=Inlx—1] et p'(x) = xi_l

—2_1_3
2 2
fO)-f(-1) o X
Jim, 1 =3 .Alors f dérivable a gauche de — 1
X 1 x)— f(—-1
lim M lim M .Alors f n'est pas dérivable en — 1. 0,5pt
x->—1" x+1 x—>—1+ x+1
b) Donnons une interprétation graphique des résultats obtenus.
X 1 x)— f(—-1
lim M lim M Alors (C)admet deux demi tangentes obliques en — 1.
x->—1" x+1 x—>—1+ x+1

d'équation (Ty) : y = %(x +1)+1In2 et (Tg) Py = —g(x +1)+1n2 0,25pt
Autrement dit, le point d’abscisse x, = —1 est un point anguleux.
3) Détermination de la fonction dérivée, notée f', de la fonction

a) Calculons f'(x) pour x < 0.

o0 ! = 1 2x°-2x+1

Vxel-oo; —1[; fl(x) =2+ =22
— 2

Vxel-1; 0[; f/(x) = —2x+— =12

f( )_Zx —2x+1 si XE]—OO ; _1[
Pour x <0, Coizet 0,5pt

fx) = x_x si x€]-1; 0[

. 1) — _9()
b) Montrons que: ¥ x € D N R}, f'(x) = =
(x—1)—lnx _ 1—§—lnx _x—1-xlnx _ g(x)
Vxe€ Df N ]R+ ) f(x) - 7 f ( ) (x-1)2 - (x—1)2 - x(x—1)2 - x(x—1)2
N @ v = L

D’ou, pour tout x € Dy N R} f'(x) = prosmLy 0,5pt

- Donnons le sens de variation de f puis dressons son tableau de variations.

2x%-2x+1

( vxel-o; ~1[; /() =

Posons : 4 VxE€E]- o ; £'(x) = “2 424l

I
i} (x)
kaE Df N R} =10; 1[U]1; +oo[ ; f3 (X) xgcxl)z

s Vx€l-oo; —1[; fl()_Zx —2x+1

Posons: 2x2 —2x+1=0 ; x—1—0<:>x:1$]—1;0[
AN=1-2(1)=-1<0

X —00

2x*—2x+1

I ///////////////////////////////////%

* Vx E] [ f2 (X) — —2x2+2x+1

Posons: —2x2+2x+1=0etx—1=0

—2x242x+1=0 x—1=0=x=1
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B =

Vx€DfNRY = ]O ; U1 ; +oof ;x(x — 1)2 > 0.Le signe de f' dépend de celui de g(x).
D’aprés partie A)c) ;V x €]0 ; +oo[ ; g(x) <0.
X 0 1 400
f3'(x) - -
- Tableau de signe de £ :

X —00 -1

@) - + O - - -

- Sens de variation :

f'(x) <0sur |- ; —1[U

1 ; O]U]O; 1[U]1 ; +oof, alors:

f est décroissante sur|—o ; —1[ U [1_2—‘/§ : 0] uljo; 1[U]1 ; 4oof.

f'(x) = 0sur ] 1; %] alors : 0.25pt
. V3
f est croissante sur ]—1 ; T]
- Tableau de variation :
x —00 -1 i 0 1 +oo
1 3
£/ R Q - - -
1,18) +00 1
\ / \ \ 0,25pt
1 1 0
f(-1)=In2 et f =1,18
4) Construction de la représentation graphique de f :
a) Précisons les branches infinies de (C).
lim f(x) = 4+0o.1ly apossibilité d'asymptoteoblique
flx )_ x*=1+Inlx—-1]\ _ . 1 In|x-1| .
Jim P2 = i (SR = i (- 2+ ) =
lim & = —oo. Alors la courbe (C)admet une branche parabolique de direction 0,25pt

X—— 00 X
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lim f(x) = 0.alors la courbe (C) admet une asymptote horizontale d' équationy = 0

X—>+00

lil(};r f(x) = +o0. alors la courbe (C) admet une asymptote verticale d'équation x = 0
x—

b) Trace (C).

W

Partie C :
1) Montrons que la fonction H : x — —x + (x — 1) In|x — 1] est une primitive sur ] — o ; 1[ de la fonction

h:xw— In|x—1|.
1r@):—1+pmx—u+;%x(x—n]=—1+mu—1y+1:mu—1|

H'(x) = In|x — 1| = h(x). Alors H est une primitive de h. 0,75pt

2) Calcule Iaire A de Ia partie du plan définie par : {2 =¥ =
) Caleule 'aire A, en cm., de la partie du plan définie par : o _ '_ ¢
0
A= [ f(x)dx.ua
Vxe[-1; 0]; f(x) =—x?+1+In|x—1|
f_olf(x) dx = f_ol(—x2 +1+Injlx—1])dx = f_ol(—x2 + 1)dx+f_011n|x— 1] dx
0
= [—§x3 +x] ) +[—x + (x — D In|x — 1]1°,
1
=-((-1)-(1-2m2)

1

=—-+2In2
3
0 6In2-1
J f) dx =—
A= f_ol f(x)dx.ua = 61“32_1 X 4 cm? = 24";2_4 Valeur exacte 0,5pt

A = 4,21 cm? Valeur approchée de A a 10~2 pres.
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Exercice 1 : 5pts
1) Démontre que pour tout entier naturel n, 36™+2 4 337+1 4 1est divisible par 13. 1pt
2) Détermine le chiffre des unités du nombre 17°7 écrit dans le systéme décimal. 1pt

aXxXb=1734

3) Détermine les entiers naturels a et b (a < b) tels que : { 1pt

anb=17
4) a) Résous, dans Z?, I’équation : 17x — 13y = 4. 1pt

b) La division euclidienne d’un entier naturel N par 13 donne pour reste 5. Le méme entier divisé par 17 donne pour

reste 1. Quel sera son reste dans la division euclidienne par 221 ? 1pt

Exercice 2 : Spts

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé (O ; u ; ¥).On appelle 4, B et C les points d’affixes

3-3i
>

respectives:zy = —1+3i ; zg=—-2 et z;=-—

Soit f P’application du plan privé de A dans le plan qui, a tout point M d’affixe z distinct de z,, associe le point M’

z+2
z4+1-3i

d’affixe z' définie par : z' =
1) Résous, dans C, I’équation : z* — 3iz — 2 = 0. 1pt

2) Détermine les affixes des points invariants par f. 1pt

3) Détermine 1’ensemble des points M tels que M’ appartienne au cercle de centre O et de rayon 1. 1pt

4) En posant z = x + iy, détermine Im (z’) en fonction de x et y. Déduis-en 1’ensemble des points M tels que

M’ appartienne a 1’axe des abscisses. 1pt
. o\ . L z¥2 742 —\_5
5) a) Montre que pour tout z # —1 + 3i, on ait I’équivalence : T e & (z+ ZC)( z+ z¢ ) = 0,5pt
b) Déduis-en I’ensemble des points M tels que M’ ait une affixe imaginaire pure. 0,5pt
Probléme : 10pts
2+cosx

I. Soit la fonction f définie sur [0; m]parf : x » f(x) = On désigne par (C) la courbe représentative de f

2—cosx '
dans le plan muni d’un repére (0 ; 7 ; J)
1) Etudie les variations de f. 2pt
2) Démontre que f est une bijection de [0; ] sur un sous-ensemble E de R que I’on précisera. 1pt
3) Construis (C). 1pt
I1) Soit 4, B, C trois points du plan P tels que AB = AC = 5 unités, BC = 6 unités.
1) Construis le triangle ABC puis calcule AB.AC.  2pt
2) Construis le barycentre G des points pondérés (4; 2), (B; 3) et (C; 3) puis calcule GA. 2pt
3) Soit h ’application de P - R
M +— h(M) = 2MB.MC + MC.MA + MA.MB.
a) Exprime h(M) en fonction de h(G) et MG. 0,5pt
b) Calcule h(A) et h(G). 0,5pt
c) Détermine puis construis I’ensemble (E) des points M tels que h(M = h(A). 0,5pt
d) E et F sont deux points distincts du plan. Détermine puis construis I’ensemble (I") des points M tel que : % = % 0,5pt
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Exercice 1 : 5pts

1) Démontrons que pour tout entier naturel n, 36™+2 + 33"+1 4 1est divisible par 13.

Par récurrence :

36m+2 4 33n+1 4 1est divisible par 13 < 367+2 4 33n+1 4 1 = 0[13] & 3%"*2 4+ 33"*1 4+ 1 =13k ; k€N
Soit la proposition P, : 36™%2 4 337+1 4 1est divisible par 13

- Initialisation :

Pourn=20,0na:

Py: 36(0+2 4 33(00+1 1 1 =32 4341 =13=0[13]

D’ou, pour n = 0, Py : 36(®+2 4 33(00+1 4 1 et divisible par 13 (1)

- Transmission :

pour tout entier naturel n, supposons P, vraie (c’est-a-dire 36"*2 4 337+1 4+ 1 = 13k ; k € N) et montrons que

P, est vraie (c’est-a-dire 36+ D+2 4 334D+ 4 1 = 13k’ ; k' €N)
Pn+1 . 36(n+1)+2 + 33(n+1)+1 +1= 36n+8 + 33n+4— +1

— 36n+2. 36 + 33n+1_ 33 +1

=729 x 36M*2 4 27 x 33n+1 4 q

= (56 X 13+ 1)3%"*2 + (2 x 134+ 1)33"*1 + 1

=56 X 13 x 36n+2 4 3642 4 9 x 13 x 33n+1 4 3341 4 q

= 13(56 x 36M+2 4 2 x 33n+1) 4 (36n+2 4 33n+1 4 1)

= 13(56 X 36"*2 +2x 33*1) 4 13k  ; k€N

= 13(56 x 36n+2 4 2 x 331+1 4 k)

=13k’ avec k' =56x3"*242x33"*1 4k telquek' €N

Poyq: 360#D¥2 4 334D+ 4 1 = 13" ;  k'€N vraie

D’ou, P, estdivisible par 13. (2)

- Conclusion :

D’aprés (1) et (2), pour tout entier naturel n, 36™+2 + 337+1 4 qest divisible par 13. 1pt

2) Déterminons le chiffre des unités du nombre 17°7 écrit dans le systéme décimal
Effectuons la division euclidienne de 17 par 10

17° =1[10] ; 17t =7[10] ; 173 =3[10] ; 17* =1[10] alors 4 est la période.
Or, 97 =24 x4+ 1 donc ;

1797 = 172441 = (17Y)2* x 171 = 1** x 7[10] < 177 = 7[10]

17%7 = 7[10]

7 est le reste de la division euclidienne de 17°7 par 10.

Alors, 7 est le chiffre des unités du nombre 1797 écrit dans le systéme décimal 1pt

axb=1734
anNb=17
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a Ab =17, alors il existe deux entiers naturels a’ et b' premiers entre eux (a’ A b’ = 1) tels que :
a=17a"et b =17b’

(1):axb=1734 & 17a' x 170’ = 1734 © 289a’ xb' = 1734 © a' xb' =~ < a' xb' =6

Puisque a < b, alors :

a’xb’=6<=>{a’=1 ou {a'=2

b'=6 b'=3
(@; b)={1; 6) ;o (25 3))
(a; b)=17a; 17b") ={(17 ; 102) ; (34 ; 51)} 1pt

4) a) Résolvons, dans Z?2, ’équation : 17x — 13y = 4.

Par congruence :
17x —13y = 4= 17x=4+13y & 17x =4[13]| @ 4x =4[13] @ x=1[13] ©x=1+13k ; k€L

17x =13y = 4 = 17(1+13k) — 13y =4
& 13y =13+ 13 x 17k
y=14+17k ; kel

s={(1+13k ; 1+ 17k)} avec ke Z 1pt

b) La division euclidienne d’un entier naturel N par 13 donne pour reste 5. Le méme entier divisé par 17 donne pour
reste 1. Quel sera son reste dans la division euclidienne par 221 ?

N = 5[13] N =5+ 13«
{N = 1[17] {N =1+178
=02 © 5413a=1+178 =17 —-13a =4

D’aprésa) f =x =1+ 13k et a=y=14+17k avec keZ
N=5+13a =5+ 13(1 +17k) = 18 + 221k
{N=1+17[3 =1+17(1 + 13k) = 18 + 221k

avec a €EZ et B EZ

& N =18+ 221k & N = 18[221]

N = 18[221]. Alors 18 est reste dans la division euclidienne de N par 221 1pt
Exercice 2 : 5pts
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (0 ; u ; v). Onappelle A, B et C les points d’affixes

. . 3-3i
respectives :zy = —-1+3i ; zg=—-2 et z;= _
Soit f I’application du plan privé de A dans le plan qui, & tout point M d’affixe z distinct de z,, associe le point M’
daffixe 7' définie par : z/ = =2,

z+1-3i

1) Résolvons, dans C, I’équation : z* — 3iz — 2 = 0.
A= (—30)%2 —4(1)(-2) = -9+ 4=-1=¢> s={i ; 2i} 1pt
le%zi et Z1=%=2i

2) Déterminons les affixes des points invariants par f.

Z

f(M)=M < z= +_23i=)Z(Z+1—3i)=Z+24=>Z2+Z—3iZ=Z+2(=)ZZ—3l'Z—2=0

Z+1
f(M)=M=>ZZ—3iZ—2=O
Sz=1i ou z=2i

Les affixes des points invariants par f sont i et 2i. 1pt
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3) Déterminons I’ensemble des points M tels que M’ appartienne au cercle de centre O et de rayon 1.

(M’ appartient au cercle de centre O etderayon 1) & (x> +y'?2 =1 ou |OM'| =1)

oM'| =1 |Z|=1e

212 | lz+2] 2= (2] 272l _ | &5 _ 1 & BM = AM
z+1-3i |z+1—3i| lz—(1+30)| |z—z4] AM

(M’ appartient au cercle de centre O et derayon 1) < (BM = AM)

Alors, ’ensemble des points M cherchés est la médiatrice du segment [AB] ou A(—1 ; 3) et B(-2 ; 0). 1pt
4) En posant z = x + iy, déterminons I'm (z’) en fonction de x et y.
p_oz+2  x+yi+2 (x4 2)+yi _ [(x+2)+yil[(x+D-(y—-3)i] _ (x+2)(x+1)—-(x+2)(y-3)i+y(x+1)i+y(y—3)
z+1-30  x+yi+1-3i  (c+D+(y-3)i (x+1)2+(y-3)? - (x+1)2+(y—3)?
_ (x?+x+2x+24y2-3y)+(—xy+3x—-2y+6+yx+y)i _ (x2+y%+3x-3y+2)+(3x—y+6)i
- (x+1)2+(y-3)? - (x+1)2+(y-3)2
3x-y+6

Alors Im (Z') = 0,5pt

(+D2+(y-3)
- Déduisons-en I’ensemble des points M tels que M’ appartienne a I’axe des abscisses.
z' € (0Ox) si et seulement si : Im(z) = 0.

Im(z)=03x—y+6=0

Alors, I’ensemble des points M tels que M’ appartienne a I’axe des abscisses est la droite d’équation 3x — y + 6 = 0 privée
de A(—1 ; 3). 0,5pt

. Ty . _zZ+2  _ Z+2 T/ \_5
5) @) Montrons que pour tout z # —1 + 3(, on ait I'équivalence : —— = -———— = (z + ze)(z+z; )= -~
Vz#—-14+3i; GRS s T PN z'imagimaire pure < Re(z') =0
z+1-31 Z+1+31
i z+2 zZ+2 2 2 _ _
DT T aan Xty +3x—-3y+2=0 (1)

D’autre part :

(= 20(7=70) = L (x-+yi+ 52) (e yie BF) =

=[G+ 0-D|(+)+ 6~
= |(x+3)+ 0= l(x+3) - -1 =3
<=>(x+3)2+(y-3)2=§

& x% +3x +-2 +y -3y +

<:>x2+y2+3x—3y+3

Nl o w; »F-Io

I
o

<:>x2+y2+3x—3y+g—
S x?+y?+3x—3y+2=0
(z—zc)(z—zc)zg(=)x2+y2+3x—3y+2=0 2

z+2 z+

z+1-3i z+1+31<:>x +y +3x-3y+2=0 Alors - 22— __Z+2 o::(z—zc)(z—zc)zE 0,5pt
5 T z+1-3i Z+1+3i 2 '
(z—z)(z—2z;)=>=x*+y*+3x-3y+2=0 B
2

b) Déduisons-en 1’ensemble des points M tels que M’ ait une affixe imaginaire pure.
2’ est imaginaire pure si z' = —z' ou Re(z’) =0

= z+2 Z+2 - 5
' = ‘:)(Z_Zc)(z_zc)zg

z+1-3i  Z+1+3i

z =-7
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- s =
Slz—z =2 Car zxzZ=x?>+y? ou zxZ=|z|?
¢ 2

V10
=)|Z—ZC|=T

L’ensemble des points M tels que M’ait une affixe imaginaire pure est le cercle de centre C d’affixe

—343ietde rayonrzﬂ 0,5pt

2 2 2
Probleme: 10pts
I. Soit la fonction f définie sur [0; ] par f : x = f(x) = z:zz On désigne par (C) la courbe représentative de f

dans le plan muni d’un repére (0 ; 7 ; J)

1) Etudions les variations de f.

- Domaine de définition :

Df={x/x€R, 2—cosx # 0}

2 —cosx =0 & cosx =2 impossiblecar 2 ¢ [-1 ; 1]
Df=R=]-00; +oof

- Parité et périodicité :

2+cos(—x) _ 2+cosx

VxeER ,—x€R; f(—x) =

= f(x)

VxeR ,—x€R; f(—x) = f(x), Alors f est paire. Donc sa courbe est symétrique par rapport I’axe des

2—cos(—x) ~ 2—cosx

ordonnées.

2+cos(x+2m) _ 2+cosx
2—cos(x+2m) 2—COoSX

VxeER ,x+2reR; f(x+2n) =

=f(x)
VxeR ,x+2meR; f(x+ 2m). Alors f est périodique de période 2. Donc on peut étudier la fonction sur

Pintervalle |—m ; 7[ ou sur l'intervalle [0; =] car f paire

- Dérivée :
—sin x(2—cos x)—sinx(2+cos x) —2sin x+sinx.cos x—2 sin x—sin x.cos x —4sinx —4sinx
VxeR ; f'(x)= = = = -
(2—cos x)? (2+cos x)? (2+cos x)2 (2+cosx)
—4sinx
Vx€eER ; "(x) =———
! f( ) (2+cos x)?

- sens de variation :

—4 sinx

vx€[0; m] ; f(x):mso car sinx > 0 pour toutx € [0 ; m]. 0,5pt
Vxe[0; m; f'(x) <0.Alors f est décroissante sur [0 ; m]. 0,5pt
- Tableau de variation :
X 0 T
f,(X) B 2 0 2+1
+cos +
3 f(o)_z—coso_a_3
2+cosT 2—1 1
) fm) = s =21~ 3
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2) Démontrons que f est une bijection de [0; 7] sur un sous-ensemble E de R que I’on précisera.

f est continue et décroissante sur I’intervalle [0; 7], alors f réalise une bijection de [0; 7] vers I’intervallej =
i 3] tpt

3) Construisons (C).

L L L T

-3 3

|
5
|
R
3
b3
El

2

I1) Soit 4, B, C trois points du plan P tels que AB = AC = 5 unités, BC = 6 unités.
1) Construis le triangle ABC puis calcule AB.AC.

A

2,25pt

—

AB.AC = ||4B||.||AC||.cos(AB ; AC) = AB x AC x cos(2a)
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En considérant le triangle ABH rectangle en H :

. BH 3
sing=—==2
BA 5
2
. 1—cos2a . . 3 18 7
smzaz—@1—c052a=25m2a<=>c052a:1—251n2a=1—2(g) =1-—_-=-
& cos2a = 7
25
Ainsi :

AB.AC = AB x AC x cos(2a)

=5x5x% % =7
D’ou AB.AC =17 1pt
2) Construisons le barycentre G des points pondérés (4; 2), (B; 3) et (C; 3) puis calcule GA.
G = Bary{(4; 2),(B; 3) et (C; 3)} & 2GA + 3GB +3GC =0
2GA +3GB +3GC =0 Fixons A.
2GA +3(GA+AB) +3(GA+AC) =
2GA +3GA + 3AB +3GA +3AC = 0
8GA + 3AB + 34C = 0
—8AG + 3AB +34C =0
AG = %ﬁ e %A_f (Voir construction)

- Calculons GA :

0

4G = S4B + 2 4C = 2 (4B + 4¢)
-8 8" 8

AG? = E(E+R}]2 = 2 (4B +4C) = 2 (AB? + 2AB.AC + AC?) = 2 (5* +2x 7 +57) = 2% = g
AG2=9 = AG=3 1pt
3) Soit h ’applicationde P - R
M +— h(M) = 2MB.MC + MC.MA + MA.MB.
a) Exprimons h(M) en fonction de h(G) et MG.
Y. a; # 0. Alors il existe G barycentre des points A, B et C
h(M) = 2MB.MC + MC.MA + MA.MB  (Fixons)
= 2(MG + GB)(MG + GC) + (MG + GC)(MG + GA) + (MG + GA)(MG + GB)
=2(MG? + MG.GC + MG.GB + GB.GC) + (MG? + MG.GA + MG.GC + GC.GA) + (MG? + MG.GB + MG.GA + GA.GB)
= 4MG? + (3MG.GC + 3MG.GB + 2MG.GA) + (2GB.GC + GC.GA + GA.GB)

= 4MG?* + MG (254’ +3GB + 3G_C’> + (2@).6_6) +GC.GA + E&f.@’)
0 h(G)
h(M) = 4MG? + h(G) 0,5pt
b) Calculons h(A) et h(G).
h(M) = 2MB.MC + MC.MA + MA.MB
PourM =Aona:
h(A) = 2AB.AC + AC.AA + AA. AB

=2x7+0+0 Car AA4=0
h(4) = 14 0,25pt
h(M) = 4MG* + h(G) © h(A) = 4AG* + h(G) Enposant M = A
& h(G) = h(4) — 4AG?
& h(G) = 14 — 4(3)?
& h(G) = —22 0,25pt
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Ou encore :
h(G) = 2GB.GC + GC.GA + GA.GB  Fixons A
= 2(GA + AB)(GA + AC) + (GA + AC)GA + GA(GA + 4B)
= 2(GA? + GA.AC + GA.AB + AB.AC) + (GA* + GA.AC) + (GA? + GA.AB)
= 4GA? + 3GA. AC + 3GA.AB + 2AB.AC
= 4GA® + 3GA(AC + AB) + 2AB.AC
= 4GA? - 3[2(AB + AC)| (AC + 4B) + 24B.AC  avec GA = —3(AB + AC)
=4GA2—§(E+TC)2+2E.TC
= 4GA? — 2 (AB? + 2AB.AC + AC?) + 2AB.AC
=4(3)2 —2(52 +2X 7 +52) +2x7
=36 —2(64) + 14

h(G) = —-22
c) Déterminons puis construis 1’ensemble (E') des points M tels que h(M) = h(A).
h(M) = h(4A) < 4MG? + h(G) = 14
& 4MG? — 22 = 14
& 4MG? =36 & MG? =9 < MG =3
L’ensemble (E) des points M tels que h(M) = h(A) est le cercle de centre G et de rayon r = 3. 0,25pt

d) E et F sont deux points distincts du plan. Déterminons puis construisons 1’ensemble (I") des points M tel que :
ME 3

MF :E'
M2 =2 = 2ME = 3MF & (2ME)? = (3MF)? & (2ME)* — (SMF)Z = 0 & (2ME + 3MF)(2ME — 3MF) = 0
Soit : et
I=bary{(E, 2); (F, 3)}<2E+3IF=0c Fi:%ﬁ
j =bary{(E, 2) ; (F,—3)} = 2JE —3JF =0 < Ej = 3EF
(2ME + 3MF)(2ME — 3MF) = 0 < [2(M] + IE) + 3(MI + IF)][2(M] + JE) — 3(M] + JF)] = 0

@<5m+2ﬁ+3ﬁ><—ﬁj+zﬁz’—3ﬁ>:o

0 3
= SW(—W) =0

0

= WW =0
L’ensemble (I') des points M tel que : % = % est le cercle de diamétre [I]] 025pt

0,25pt

Issa Mallé / 76 14 60 91 au service de I’enseignement-apprentissage des mathématiques Page 215



