


PREFACE

Cet ouvrage a été congu pour étre, durant toute l’année scolaire ,

un outil de travail complet pour les éléves des classes terminales

section mathématiques.

1l se compose de onze chapitres.
Chaque chapitre comporte : |
= Un rappel de cours (Résultats a retenir).
= Des exercices classés par difficulté croissante bien choisis.

= Les Solutions détaillées de ces exercices

Cet ouvrage, qui est conforme au nouveau programme a pour

but la préparation intensive au Baccalauréat.

Enfin , Nous tenons a remercier Mr Gafsia Salahedine qui

a mis tant de soin a l’édition de cet ouvrage.

Les auteurs

AMARI Hédi & BEN CHERIFA Brahim
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Résultats a retenir :

M e Toute fonction polyndme est continue en tout réel .

e Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son ensemble
de définition .

e Les fonctions x 72 cos x et x F sin x sont continues en tout réel .

¢ Soit / une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre
enunréeladel.

S’il existe une fonction € définie sur I , continue en a et telle que
g(x)=f(x) pourtoutx #a,alors limf (x )=g(a).
X —=a

. sinx
lim =1

x=>0  x

| o Une fonction ./ définie sur un intervalle ouvert I est continue en un
réel adel, siet seulementsi, limf (x)=limf (x)=f (a).
X —=a’

e Si lim[g—)

est infinie , alors C; admet une branche parabolique
Xt x l

de direction ((),7) au voisinage de +oo .

* Sj limf(x) =

X —=>+00 X

0 , alors C; admet une branche parabolique de

direction (O,i ) au voisinage de .

i lim /&)

X —=>+w X

S =a (acR") alors deux cas peuvent se présenter
selon lim (f (x)—ax).
Si lim (f (x)—ax)=b( b € R )alors la droite d’équation y = ax + b

est une asymptote oblique a la courbe C,au voisinage de +oo .
eSi lim (f (x)—ax) est infinie alors la droite d’équation y = ax est
X —>+o0

une direction asymptotique a la courbe C,au voisinage de +% .
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| ® Soit u et v deux fonctions . soit a , b et ¢ finis ou infinis .
| Silimu(x) =b et limv(x) =calors limv ou(x) =c
X —=a x —bh X —a

e Soit f , u et v trois fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre
enunréeladel.

Soit deux réels £ et (' .
* Si u(x) < v(x)pourtoutx #aet si limu = et limy =('

a

alors £ < (',
* Siu(x) = f(x) < v(x)pourtoutx #aet si limu =limv =¢

a o

alors limf =( .

Les résultats énoncés ci-dessous restent valables lorsque I'on
considere des limites a I’infini , a droite en a ou & gauche en a .

e Soit /' et u deux fonctions définies sur un intervalle I sauf peut étre en
| unréeladel.

*Si f(x)Zu(x) pour tout x #a et si limu = 400 , alors

X —>a
limf = +o0
\a
* Si f(x)<u(x) pour tout x #a et si limy = —oo , alors
X —da
limf =-o0
a

Ces résultats restent valables lorsque ’on considére des limites a
Pinfini, a droite en a ou a gauche en a.

| ® L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit ./ une fonction continue sur un intervalle I .
Soit a et b deux réels de I tels que a<b .

Pour tout réel k compris entre f (a) et f (b) I’équation f (x )=k
possede au moins une solution dans ’intervalle [ a, b] .

En particulier , si f (a) . f(b)< 0 alors I’équation f (x) = 0
admet au moins une solution dans ] a, b[ .
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e Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle I .
Soit a et b deux réels de 1 tel que a < b. Alors pour tout réel k
compris entre f (a) et f (b) I’équation f (x )=k admet une unique
solutiondans[a.,b].

| @ Soit /* une fonction continue sur un intervalle I .
Si la fonction / ne s’annule en aucun point de I alors elle garde un
signe constant sur I .

e L’image d’un intervalle fermé borné [ a ,b] par une fonction
continue est un intervalle fermé borné { m ,M] .
* Le réel m est le minimum de / sur[a, b].

* Lerée M est le maximum de / sur[a,b].
¢ Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a , b[ ( b fini
ou infini ) .
* Si la fonction f est croissante et majorée alors f possede une
limite finieenb .
* Si la fonction f es croissante et non majorée alors f posséde
une limite finieen b .
¢ Soit f une fonction définie sur un intervalle de type 1 a , b ]
( a fini ou infini ) . 0
* Si la fonction f est décroissante et minorée alors f posséde une
limite finieen a .
* Si la fonction f est décroissante et non minorée alors f tend
vers —o0 ena.
e [’image d’un intervalle I par une fonction continue et monotone sur
[ est un intervalle de méme nature .
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EXERCICES

Exercice 1.2

Calculer les limites

. x’+3x -4 . cos(x —1)—1
1o/ lim—— 2°/ lim———
x =l x —1 =l x4+ 2x =3
. cosx —1 .
39/ lim——— 4°/ lim x* (l—cos(
x—0 X" +x X =40
. EQ . .
59 lim ou E(x) désigne la partie entiére de x
X —+4w0 x +
. tox —1
6°/ lim &

r 2Sinx —\/5

4

7°/ lim x—z 1o x
V. 2 g

X —>—
4

I Exercice 2 :

Calculer les limites suivantes si elles existent :

Vx+3-2 Vx4+2—-42x+1

1°/ lim 2°/ lim
x>l x—1 x—l x—1
30 Jim Y 1 ZVx 4Wlhn—BLEt:%—
x—1 x—1 =2 x(x" —x— 2)
el
5°/ lim—
x—=0 x —-]x’

Exercice 3

Calculer les limites suivantes :

2x7 +x-3
1°/ lim 222277 60 geR.
X—>+00 x‘ + ax

)
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' 2
20/ limis— 39/ lim +/3x*+x—-1+x

X X P

. 2 S 1 r
4°/ lim vx” +x+1 —mx, ol m est un paramétre réel.

X>+®

| Exercice 4 :

Calculer les limites :

. [sinx . sinx+sin2x . sinx
1°/ lim 2°/ lim—————— 3°/ lim , —
=0y x x=>0sinx —sin2x X 5¢c08" x +sin” x —4cosx
3
o . x—sin’x _, . (1 o, 1. sin(ax)—sin(x*)
4°/ lim ———— 5° lim xsin| —| 6°/ lim
x—+0 2 45inx X—>+00 X x->a a—Xx

Exercice 5:

xsin(-l—) si x<0
x

Soit f(x)=4-2x" si 05x<i
T

xz(cos(l)-l) Si x4
x b
1°/ Déterminer lim /' et lim f.
—o0 +oh

2°/ Etudier ia continuité de f .

Exercice 6 :

f:R—>R
3Wax? +2x+1+2x-3 si x<0
x> x(x—z) sio<x<Z
4 4
—cosx+sinx+2 . V4
- - six>—
3x+1 4 .
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1°/a) Déterminer lim £ .

V4

b) Montrer que V xzz ; Osf(x)Sz. En déduire lim f(x).
X

X—>+00

2°/ Etudier la continuité de f en %

’ rExercicé Tioh

Soit f:R—>R
. 2
El.n(_’nx__) Si x;‘;o
X X
0 si x=0

m étant un paramétre réel non nul.

1°/ Prouver que f,, est une fonction impaire.
2°/ Prouver que f,, est continue sur R.

3°/ Calculer liglf,,, et liglfm.

Exercice 8 :

Soit meR" et £, :R—>R

2
x> mx’ —m+2x

1°/ Préciser le domaine de définitionde f, .

2°/ Calculer lim f,, et limf,,.
-0 +o0

Soitla fonction f:R— R

‘Exercice 9:

¥ 4+3x+1 six=0

X 9sinxy |
six<0

x
1°/ Déterminer le domaine de définition de f.
2°/ Calculer les limites éventuelles de f respectives en + o eten —o.

3°/ Etudier la continuité de fen 0.
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Exercice 10: |

f(0)=1
Soit la fonction f'définie par f(x)=1+\/; si x>0.
f(x)=—1-+=x si x<0

1°/ Préciser le domaine de définition de f.

2°/ Calculer lim f(x) et lim f(x).

3°/ Etudier la continuité de f en 0.

Exercice 11: - |

Soit a un paramétre réel et fla fonction définie par :

f(X)=x"+2ax+1 six>1

f(x)=ax’ +3x  six<l

1°/ Calculer lim f(x) et lim f(x).
2°/a) Calculer lim f(x) et linl1 f(x).
x—->1* x—>1-

b) Déterminer a pour que f soit continue en 1.

Exercice 12 : I
f.(x)=A~x +x +1 -mx ol m estun paramétre réel

1°/ Montrerque Df,, = R

m

2°/ Montrer que f,, est continue sur R

3°/ Calculer suivant m, la limite de f, en +00
4°/ Dans quel cas , la courbe Cf,, admet au voisinage de +0, une

asymptote horizontale
5°/ Etudier le comportement de f au voisinage de +00
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Exercice13: |

Fa)= 2x +cosx
x +1
1°/ Df
2°/ Calculer les limites de f a gauche et a droite de (-1) . Interpréter
3°/
a) Montrer que pour tout x> -lona:
2x -1 < fx) < 2x +1
x +1 x +1
b) Calculer alors lim f . Interpréter

X >+
4°/ Etudier la position de Cf parrapporta A :y=2
5°/ Calculer limf

Exercice 14 : I

f: R">R
1—-cosx
—— pourx >0
X > X
Vx?+1 -1
———pourx <0
x

1°/ Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 .

2°/Ecrire le prolongement /| de f

3°/Calculer lim f* et lim f . Interpréter géométriquement .

X —>—o0 X =+

Exercice 13 : I

P
f(x)= pour x < 0
Vx 41

Jx
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1°/ Calculer lim f . Interpréter

X =>4+

2°/ a) Montrer que pourtoutx >0 ona:

b) En déduire lim f . Interpréter

3°/ Montrer que f est continue en 0

Exercice 16 : l

f: R->R

2

ourx < 0
2x +1 P

sinx
Jx

1°/Montrer que f est continue en 0

pour x > 0

—j_j—sf(x)ﬁo

2°/a)Montrer que C f admet au voisinage de —c0 un asymptotes

oblique A

b) Etudier la position de Cf et A sur R~

3°/Calculer la limite de f en +co interpréter .
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SOLUTIONS -

| Solution1: |
1/ Ona: x*+3x—4=(x-1)(x+4)

2 _
Hmﬂi = 1imw = lim(x +4) =
x -l X ._1 x ol (x _1) x -l

2°/ Onpose X=x-1 lorsquex — 1 alorsx —0

d’ou 1imw___l :ﬁmM_ . -1 I-cosX

= lim .
=1 x 42x =3 20X (X +4) 0X +4 X

X =400

Koo 1\ 0t X2
€
4°/ Ona: E(x) £ x < E(x)+] = x—-1< E(x) £x

Pourx>0 ona: x+1>0 d’ou

x -1 - E(x) < *

x +1 x +1 x +1

. X — . X . .
lim =1 et lim =1 D’ou: lim
¥t x 4] x>+ x 4] x>+ x +1]

Solution 2 &

Jx+3-2 (w/x+ ~2)(Wx+3 3+2)_, (x+3)—4

1°/1im

1
1—cos| —
- | G
30/ hmxz(l—cos[—-jj = {im x :“ml cosX _
X

x—1 1 1
= lim = lim ———— = —
ol(x—1)-(Vx+3+2) =1 Jx+3+2 4

R R (x=1)-(Vx+3+2) H'(x—l)(\/x+3+2)

2°/ lim =
x> x—1 x| (x=D(x+2++2x+1)

Vx+2 -2x+1 _lim(4x+2—J2x+1)(Jx+2 +42x+1)

=0

1

2
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— lim (x+2)-(2x+1) i —-(x-1

S =D x+2+42x+1) :x"—z}(x—l)(\/x+2+\/2x+l)

=lim 1 i

-1 _
Dl Jx+2 +4/2x +1 _\/§+\/§_2«/§.

3 3 2 3 3 2 3 3
1o lim\/x fl—xrx :lim(Jx HA B+ )W+ X +2)

ind x—1 =l (x-DE O H 4+ +x7)

— 2 pu— —_—
. 1-x i (x—1)x+1)

oD + 1400 +x2) P =) + 1+ 127

. —(x+1) :—JE

=l \/x}Jrl+\/x3+x2 2

4°/eOna: x’ —x—2=(x+1)(x—2) et lorsque x —>2°,

]x—2|:x—2 et [x‘:x donc

lim —_‘xHx—2‘ = lim —x(x~2) = L——
x—2° x(x2 —x— 2) x—2* x(x + 1)(x — 2) -2 x+1 3

Lorsque x —» 27, x—2] =—(x—-2) et Ix‘ =x donc

lim ]xHx—2| ~ lim -x(x-2) i -1 -1
-2 (1’ —x-2) 2 x(x+1)(x-2) =2 x+l 3

ona: hm ‘x|-‘x~2‘ im ‘xHx—2[

, 5 donc la fonction
=2 x(x —x—2) 2 x(x*—x-2)

‘x’?- Ix — 2‘ n’admet pas de limite lorsque x — 2.
x(x"—x-2)
2 2
5°/ lim x +ix| = lim ¥ +|x‘ — lim }Xl(‘X| + 1) —lim ‘X' +1 ~ 1

2

Y50 x2 _’x’ =0 [x? _‘x‘ _.\'—)O[x|-qx‘—l) _-\'—>0|x‘—1 N
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Rolution 3:

o) 2 _ 2
1o/ tim 25 X3 i 2¥ s
X=—>+00 x"' + ax X—>+0 x
2 5 2 5
T A .
2°/ lim ———————= lim X X _lim——r *
x>-—» X X0 2x X—>—o 2x

=l llm—— ———
X—>-o 2X Y-

39/ lim v3x* +x—1+x= lim M 3+—1———1—+x

X—>—0 N—=>—0

= Iim—x‘/3+———+x— llm x(l /3+———2) +00 car
. 1 1 =
lim 1—‘f3+———,:1—\/;<0
Yp—on x x°
[ 2 } 1
4°/ lim Vx? +x+1—mx = lim x( /1 +— ! +— —m)
X—>+0 X+ X x“
. 1 1
or lim fl4+—+—-m=1-m
X>+0 X X ]

eSim<l: limvx?+x+1—mx=+w

X—>+w

eSim>1: lim Vx> +x+1—mx=—o

X—>+00

eSim=1:

x(1+0)

2 2
. .o X" Fx+1l-x7 )
lim vxl+x+1—x= lim “———eu—""= lim X :2

X+ x> [ 2 X+ 1 i
X +x+1+x x( ]+""+7'+l
X X

1
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Solution 4 ¢

1o/ lim /22X — 7 =1,

x—=0 X

sinx sin2x
+

. sinx+sin2x 1+2
2°/ lim— - =lim=% X__ - =
—0sinx—sin2x «-0Sinx sin2x =2

X X

. _sinax a
(car lim =—).
x=0  bx

2 .2 2 2
3°/ona: 5cos" x+sin" x—4cosx =5¢cos" x+ | —-cos” x—~4cosx

=4cos’ x—4cosx +1 =(2cosx ~1)? donc:

. sinx . sinx . T
lim = — = lim ——————=+c0 car sin—>0
% 5c0s” x+sin” x —4cosx H% (2cosx—1)° 3

3 3

et lim(2cosx—1)> =0".
n

X
3

4°/On a, d’une part VxeR,-1<sinx<] = 1<2+sinx<3 =

1

——=<1 (1)
2+sinx

1
—<
3

et d’autre part : —1<—sin’x<0=>x—-1<x-sinx<x (2).

En multipliant les 2 encadrements (1) et (2) on obtient : Vx > 1

x—1 x-—sin’x
<

1 x—sin’x
< - <
3 2 +sinx

X —
<x =>Vx>1,

< - or
2 +sinx

.ox—1 . x-—sin’x
lim —— =+o0 donc lim —— =

+00 .
Y40 3 x40 2 4+8inXx
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5°/ Posons X = l Lorsque x — +o0 alors X — 0" d’ou

X
. .1 . sinX

lim xsin—= lim =1.

X—>+o0 x X-0" X

sin(ax) — sin(x?)

. 2 .
6°/ lim ~ Jim $in(¥") —sin(ax)
X—>a a —_ x X—>a x —_ a

Posons A(x) = sin(x?)—sin(ax).Ona: h(a)=0 d’ou:

P B
sinx” —sina” _ . h(x)—h(a) _p

lim ' (a) (car h estdérivable sur R).

x—a xX—a x—a x—a

Or K (x)=2xcos(x*)—acos(ax) d’ou h'(a)= acos(a’).

sin(ax) —sin(x?)

Conclusion : lim =acos(a’).
X—>a a—Xx
Solution 5 : "'
1°/ o lim f(x)= lim x- sml lim LsinX= lim sin X =1
X—»—0 X——» x X-0" X x—0" X
(X:l ,quand x — - alors X —07).
X
1
e lim x?(cos(—)—1). On pose X ! ; quand
X-—>+0 X X
x — 40 alors X 0"
alors lim x? [cos( =) -1]= hm L(cosX—l) = lim _Cg?)i——l:_*'_l‘
X—>+00 X—0% X 2

2% x> xsin(—) est continue sur R” (produit et composée de fonctions
X

continues) alors f est continue sur ]-,0[ .

e x> —2x* est continue sur R (fonction polyndme) donc f est

continue sur ]0,—1—[ .
V4
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o x> x’ (cos(l) —1) est continue sur R” (produit et composée de
x

. . . 1
fonctions continues) donc f est continue sur ]—, + [ .
s

Continuité de fen x, =0 :

e lim f(x)= lim xsin(—l—).
x—0" x>0~ X
Ona: vx<0: —]SSin(l)Sl d’ou xstin(l)S—x
X X

Et comme lim x=0 et lim (—x)=0 alors lim f(x)=0.
x—0" x—0"

x—0"

o lim f(x)= lim -2x* =0

x—0 x>0

ona: lim f(x)= lim f(x)=f(0) donc f est continue en x, =0.
x—0" x-0"

s 1
Continuité de fen x,=— :

lim f(x)=lim -2x*=—
1 1- /4
x> x—>—
T T

lim f(x)= lim xz(cos(l)—l):_l.z_(cosﬂ._l):;%_
v 1" X T 72
r—o— X—p—
z 3

lim f(x)= lim_f(x)=f(L) donc f est continue en x; =—1—.
1 I T V4

X—>— X=>—
T n

Conclusion : f est continue sur R .

I Solution 6 :

1°/a) lim f(x)= lim 3V4x? +2x+1+2x-3
X>—00 X—>—0

. : 2
= lim 3 x2(4+3+i7)+2x—3 = lim 3|x| 4+—+—];+2x—3
X~ X x° X—o-w X x°
, 2 1 . Al 2 1 3
= lim ~3x [4+=+-— +2x-3 = lim x(-3 [4+—+— +2~=) =+
Y- X x° X—>—00 X X~ R
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b) eOna: Vxe[g—,+oo[,—135inxsl et —1<—cosx<l1
donc 2<-cosx+sinx<2 = 0<2-cosx+sinx <4

d’autre part on a : Vxe[%,+00[,3x+1>0 donc Vxe[%,+oo[, f(x)=0

2—-cosx+sinx < 4
3x+1 T 3x+1

eOna: Vxe[%,+oo[, 2-cosx+sinx<4 =

42 ZCx+D) 4 ar xe[%,+00[ d’ot Vxe[%,+oo[, ro<2.
X

3x+1 x  xBx+1)

Conclusion : Vxe[%,+oo[, 0< f(x) < -2—
X

eOna: V),e[—— +of, O<f(x)<3 et lim ——0 alors lim f(x)=0.
X

X400 X X+

2%e lim f(x)= Iim_x(x—%)zo

VA T
X= X
4 4
i 2
o lim f(v)~ lim cosx+smx+2=
P \—>Z 3x+1 3-£+]
4 g 4
f(%) =3 donc f n’est pas continue a gauche en %, et f est

L.
4

. < . V4
continue a droite en 7

Solution 7:: I

1°/ Pour tout xeR,ona: (-x)eRet £, (-x)=~f,(x) donc £, est impaire.

: 2
. sin(mx . * z
2°/ La fonction x> sin(mx”) est continue sur R comme composée et

X

. . . * . 1
produit de fonctions continues sur R" : x - sin(mx?) et xi>—.
X

: 2
. . sin(mx
e limf, (x)= llmx%——)-
x>0 x—=0 x~

limx=0 et lim =1immzm
x>0 x>0 X X—0 X

sin(mx?)
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done lim 1, (x)=0-m=0= £,(0) d’ou f,, est continue en 0.
x—0
Conclusion : f,, estcontinue surR.

3°/ vxe R, —1<sin(mx?)<1 donc pour tout x<0 ona:

lSf,,,(x)g_—l et comme lim 1 lim —]—:O alors llm Sfn(x)=0.
X X XD—N X Xx—>—0 X X—>—

o Vx>0, <fm(x)<— hm— lim —20:> ]1m fm(x) 0.

X Xx->+om X X+ X

Solution 8 :

1°/ D, ={xeRtel que x> -m=0}
(*)x*-m=0< x*=m.
o Si m >0 (*) admet deux solutions x'= Jm et x'=—Jm .

5 | —Am Jn e

x2 —m

I R
Dy, =]~c0,~m JUm,+oo[ .

eSim<0:x2-m>0 ; D, =R.

m

2°/ lim mvx®—m+2x= lim mlx] 1~—+2x
x

X—>—D X—>—D

= lim x(-m fl-ﬂ +2)
K->—00 x

—m+2 ‘ + b -
—Sim<2 = lim f,(x)=+0
Xo>—®

=Sim>2 = lim f,(x)=-ow
X-—>—00
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2 Ay g2
~Sim=2 = lim 2Vx? -2 +2x= limw

X—y—o0 X—>-0 (2 /x2 . 2X)

= lim ——-;4—:0

X—>—on ;xz -2 —x

. . 2 m . m
e lim f,(x)= lim m fx‘(l——,)+2x= lim mx ’1———,— +2x
N>+ X—>+0 x" X—>+w x'
. m
= lim x[m fl——7+2]
X—>+o2 x"
. . m
or lim x=+w ; lim m [l-—+2=m+2
X+ XD x°

m_ |- -2 400

m+2 ‘ - P +

=Si m<-2: lim f,(x)=-cw
X—>+0

=Sim>-2: lim f,(x)=+w
X—>+w

—Sim=-2: lim £,(x)= lim (-2Vx?> +2 +2x) = lim
Xt X—>+w0

4x% —4(x* +2)

. 9y
TR Ix + 240 x +2

= lim _74:0

- 2
TR X 42

| Solution 9 :

1°/e La fonction x> x* +3x+1 est définie sur R et en particulier sur

10,400

e La fonction ,,, 3M¥ est définie sur R et en particulier sur

X

]—,0[ donc D,=R.
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2% e 11m f(x)— lim x* +3x+1= lim x* = +w.

X—>+o0 X—>+o0
. * 1 3
esona: VxeR, —1<sinx<1 donc VxeR_, — __smxg—l et
X X X
.1 . 1 .
comme fim —= lim ——=0 donc lim f(x)=0.
X—>—0 X X—=>—00 X X—>—0

3%e lim f(x)= lim x* +3x+1=1.
x—=>07 x—>0"

sinx

L hm f(x)=Ilim

x—0"

=1.

donc lirrgf(x) =1= f(0) et par suite f est continue en 0.

Solution 10: I

1°/D;=R.
2°/e lim f(x)= lim —1—+-x =~

e lim f(x)= lim 1++/x =+
3°/e lim f(x)= lim 1+ Jx=1= f(0) donc festcontinue a droite en 0.
x>0 x—0"
e lim f(x)= lim—1-+—-x =-1% f(0) donc f n’est pas continue
x—0" x—0"

a gauche en 0 et par conséquent f n’est pas continue en 0.

Solution 11 : I

-  sia=0

1°/e lim f(x)= lim ax* +3x=1{+o si a>0

—o0 si a<0
. hm f(x)= lim x> +2ax+1= lim x* = +o.
-+ xX—>+0 X—>+00
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2°/a) o lim f(x)=lim x’ +2ax+1=2a+2.
x=1* x—1*
e lim f(x)=limax* +3x=a+3.
x->»1" x—=1"

b) fest continue en 1 ssi lim f(x)=lim f(x)= f(I) &
x—=17 x—1"

2a+2=a+3=a=1.

Solution 12: |
19Ona:pourtoutx € R : x¥*+x+1>0(A=1-4=-3<0)
Dou: Df, =R
2°/P(x) =X +x+ 1
P est une fonction polyndme donc P est continue sur R

et comme pour tout x € R : P(x) >0 alors VP est continue sur R

Q(x) = mx

Q est une fonction polyndme alors Q est continue sur R

Ona: f = \/—]_; -Qd’ou £ estcontinue sur R

3°/imf =1imJ;2(1+l+L,)—mx=lim[x,f1+l+%—mx]
+c0 +o0 X x° +o0 X X
=limx[ (l+l+——l7j—m}
o X X

lim x =+
Ona: 1 1
lim 1+ —+—-m=1-m
X —=>+m x x
m_ |- 1 400
l1-m ‘ + ‘0 -

Pour m<1: limf = 4o
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Pour m>1: limf = —

Pour m=1:

. . \+x +1\x\
limf =limvx*+x +1-x
e o e \/x +x +1+x

ey I W%J :

4°/Ona: limf, estfiniesim=1

D’ott pourm=1,Cf, admetau voisinage de +oo une
asymptote horizontale d’équation : y = 5
i +oo pour m < 1
5%/ lgvnfm (x) = -co pour m > 1
l our m= 1
5 p

Pour m #1 ona:

f( ) lim Vxl4x +1—mx

+V‘ +o’> X

= lim
+% }\
lim[f (x)—(1-m)x ]
= limvx +x +1—mx —x +mx

= lim\/x2+x +1-x =%

m

1
Dou: Dp:y=(l-m)x+ 5 est une asymptote aCf a

voisinage de +o0
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‘Solution 13 :

—

1°/Df =R\ {-1}

. .2
20/ hmf —_ hm M
(-1)° -1y x +1
limx +1=0"

Ona: {7
lim 2x +cosx =-2+cos(-1)<0

x—>(=1)"
D’ou: limf =+
-1y

limf = 2x +cosx
-1 r—»( 1) x +1
lim 2x +cosx =-2+cos(-1) <0
I
Ona: e
lim (x +1)=0"
x —=>(-1)*
Dou: limf =

-n*
D : x =-1 est une asymptote verticale 4 Cf
3¢/
a) Pourtoutx € ]—1,+oo[ :
-1 €cosx <1 = 2x—1 <cosx-2x < 2x + 1

Or pour tout X € ]—1,+oo[ ona: x+1>0

2x — 2x +1
<f( ) <
x +1 x +1
b)
e lim 2 o gim 2 -
,\'—>+00x+ X—)+03x
e imZ o m® o,

x>+0 x + 1 X >tw y

Et comme pour toutx>-lona:
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2x -1 2x +1

<f(x)<
x +1 x +1

Alors lim f =2

X —>+0

D : y =2 est une asymptote horizontale 8 Cf au voisinage de -+ .

s1d(x)= £ (x) -y = 2x +cosx 9
x +1
_ Cosx -2

x +1

Ona:pourtoutx eDf : cosx—-2< 0

epourx €] —o0 ,-1[: d(x) >0

d’ot Cf estaudessusde A sur]-1, 4o

epourx €]-1, +oo[: d(x)<0

=Cf estaudessousde A sur]-1,

5°/ona: 2x—1 <2x+cosx < 2x+ 1
pourx<-] ona: x+1<0

d’o: Vx <-1: 2x *+1 < fx )<
x +1
.2 .
ona: lim x +1 =2 et lim 2
o x +] x>0 x +1
d’ot limf =2

Solution 14 ;

1o/ lim L2°95% _

x->0" X

Vi+x? -1 C(+x’-1)

lim ———— = lim

=0 x S e (fax +1) +1)

_ 2x +cosx —2x -2

=0y (\/1 +x7 +1)
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x 0

= lim ———=—-=0
0 Vl+x? +1 2

Ona: hmf (x) =0 € R donc f est prolongeable par continuité en 0
fl(x) =f(x) pour x #0
Y@ =limf =0
3°/ im f (x) ?

X =40

1 €cosx £1 = 0L 1—-cosx<2

2
= Pourtoutx>0: 0<f(x)<—
x

2
0<f(x)<— pourtoutx >0
X

Ona: 5
lim —=0= limf =0
X —>+o0 ¥ X >+
x2(1+*15:)—1 e Jle
lim £ = lim X = fim Vv x*
X == X -® X X =% X
—x,/1+~12~ :
= lim| ——% _— =-1
X == X X

D) : y = 0 est une asymptote 4 C/ au voisinage de 40
D, :y=-1 est une asymptote 8 Cf au voisinage de —o0

Solution 15 :

1°/ hmf = lim __r* = lim X _(x<0 alors ]x, =-X)

X —=-® 1 X o7
x2(1+;-7—j )x’ ]+;C—,7

—X 1+-!.7 ]‘f“—z'
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Conclusion . liny =-1 donc D :y=-1 est une asymptote

’/' A LY
horizontale & ¢ /* au voisinage de -

2°/ ,
a) ()/('a: -1 £cosx <1
. =2 cosx —1
D’ou: < <0 pour x>0
Jx Jx
lim —==0
b) Ona:q{ V% alors lim £ =0

eix >0: "2 <f (x)<0 T
X

A

D’otr: D': y = 0 est ue asymptote horizontale a Cf au
voisinage de +

lim £ = fim S25271 2 nm—\/.?(-ll—c-"s—xj: 0x0 =0

x—0" x—>0" Jx x—=0* X

X 0
3°/ limf = lim —=0
x—07 x =07 /X 2 +1 \/I

Ona: _Iin;{f:‘lir%l»f:():f(O)

D’ol f est continue en 0

X

[ 2
m ——x—+l—=lim !

by * Hm_.&):i@ = i

x>0 X — x>0 X x>0 x4 ]

[ e)=f(0) _ lim SO8¥ -1 _ lim_\/x*[l—cosx

x—0* X - x>0"  x \Jx x—0"
1 .
= 0><~2— =0=71,(0)

/ﬁ (0) = £,(0) d’ot 7 n’est pas dérivable en 0

Cf admet deux demi-tangentes en 0

= =0
T]Z Y * ;Tz: Y
x <0 x =0
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Solution 16: -

°/-11m x )= lim =0
fx) x1->02 I

e lim £ (r) = lim S0 = lim V5 0 —ox1=0
x—>0" x

v 0" Jx x—=0" X

a: f(0)=0 et limf =0 alors f est continue en 0

x X
2°/a hm ~—=lm——=—oo
= e TR
S
f( ) 2x+1 = lim — 1m————l
.\'—->‘w X _\'-—)—w X x>-0 Dy +1 x> Dy 2

2 — J—
e lim f(x)—lx = lim | = -X ) = im =—1
x——m |’ 2 xo-ol 2x +1 2 x—-o dx +2 4

1 .
D:y= Ex - Z est une asymptote 4 Cf au voisinage de —0

2 2 _
b) Pourx e R™: f(x)-y= ul -(f——-l—) XL X 1_

2x +1 2 4 2x +1 4
_ A -(2x —D@x £ _ 1
4(2x +1) 4(2x +1)

1 .
Pourx € ] —© ,-5[:f (x)-y <0 donc Cf estedessousde A

1
Pour x € J- 5 0[:Cf estaudessusde A

1 sinx 1
3°/Pour x>0 :
R \/— I
Ona: lim ——==0 et lim —==0alors limf =0

X —>4m [ X >0 / X —=+®

D : y =0 estune asymptote 4 Cf au voisinage de +c0.
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Dés résultats a retenir :

{ @ Soit (u,) une suite réelle et a fini ou infini .
| limu, =a sietseulementsi, limu, =a et limu, 6 =a.

| n—>+c0 =+ n—-+o0
¢ Toute suite convergente est bornée .
« Soit une suite (U,)) convergente vers un réel a .
* S’il existe un entier Ny tel que 0 < u, pour tout n = Ny,
alors 0< a.
* §’il existe un entier Ny tel que u, < 0 pour tout n > N ,
alorsa <0.
e Soit un entier naturel Ny et une suite ( U,) ,n = 0. on suppose qu’il
existe deux réelsmetM telque m <u, <M ,n>0.
si la suite (u,) est convergente vers un réel a , alorsm < a < M .
e Soit (u,) une suite géométrique définie par u,=q",n = 0, ol q est
un réel non nul .
*Sig>1,alors lim u, =+o

X—>+®0

*Si 'q‘ <1,alors limu, =0 .

X—>+w
*Si q £ -1, alors la suite (u,) n’a pas de limite .
*Sig=1, alors la suite (u,) est constante .
e Soit /" une fonction continue sur un intervalle I et (u,) une suite
d’éléments de I .
Si (un) tend vers un réel a de I alors (f (u,)) tend vers f (a) .

¢ Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ( U,) une suite
d’éléments de | .
Si lim u, = (finiou infini ) et si lin}f (x)=L (finiou infini),
x =

X —>+m

alors lim (f (u,)) =L.

¢ Soit deux suites (u,) et (v,) convergentes respectivement vers deux
réelsaeth.
S’il existe un entier Ny tel que u, < v, pourtoutn > Nyalorsa < b.
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¢ Soit trois suites réelles (u,) , (v,) et (w,) . Soita un réel .
On suppose qu’il existe un entier Ny tel que v, <u, < w,,n = Ng.

Si imv, =limw, =a alors limu, =a .

X >+ X —>+00 X —>+on
¢ Soit deux suites réelles (u,) et (v,) .

On suppose qu’il existe un entier N tel que 0 < iunl <v,,n=N.

Si limv, =0 alors limu, =0

X >+ X >+

.| * Soit deux suites réelles (u,) et (v,) .

* S’il existe un entier Notel que u, = v,,n = Nyetsi lim u, = +o©
vt
alors limv,, = +oo.
X =+
* S’il existe un entier Ny tel que u, < v,, n = Nyetsi lim u, = —0
X =+
alors limv, = —oco.
X —>+o0

o Soit (u,) une suite définie pourn = G .
*Si la suite (u,)est croissante et majorée , alors elle converge vers
un réel a et pour toutn > 0, u, < a.
* Si la suite (u,)est décroissante et minorée , alors elle converge vers
un réel b et pourtoutn = 0, u, < b.
» Toute suite croissante et non majorée tend vers +o0 .
o Toute suite décroissante et non minorée tend vers —co .

{  Soit une suite (u,) vérifiant le relation de récurrence u,y = f (u,) ,

n > 0ol f est une fonction .
Si la suite (u,) est convergente vers un réel a et si la fonction f est

continue en a alors a= f (a)

¢ Deux suites (u,) » >0 €t (v,) >0 sont adjacentes lorsqu’elles vérifient
les conditions .
*Pourtoutn = 0,u, < v,,
* La suite (u,) est croissante et la suite ( v,) est décroissante .

* La suite ( v, - u, ) converge vers 0 .
Dans ce cas les suites (u,) et (v,) convergent vars la méme limite .
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- EXERCICES
Exercice 1: 1
Soit (Up) , i
U, =1
_ Un
24+ Un’
1°/ Montrer que pour toutn € N ona: Un>0

1
2°/a)Montrer que pour toutn € N Uy < 5 U,

1 H
b) Montrer que Vn e N: Un< [5]

3% Montrer que (U,) est convergente vers 0
4°/Soit S, = UO + U] + Uz +t Un
a) Montrer que ( S,) est croissante

a+l
b) Montrer que S, < 2(1- [%j j

¢) En déduire que (S,) est convergente vers un réel ¢ € [1,2]

Exercice 2 ;-

1
U,=-—
) 2
20
Un+1 = . 2
1+U,
1°/ Montrer que pour tout n € N ona 0<U, <1

2¢/
a) Montrer que (U,) est une suite croissante
b) Montrer que (U,) est convergente

c) Calculer lim U,

1-U,
1+U

n

3°/ V=
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a) Montrer que : Vyi = Vn2

1)
b) Montrerque: Vi e N : V,= (Ej
4°/

4
< -

a) Montrerque 0 < 1-Uy,y < 3 (1-U,)

b) Montrerque 0 < 1-U; < (%)

¢) Montrer que Pour toutn € N

1 4Y ‘
1-—=(1-1—] )< & <1
a-(3)

n

Exercice3: I

On considére la suite (U,) N tel que U, = Z[_lz‘)
p=1 p

1°/ Calculer U, et U,

2°/ Montrer que (U,) est croissante

3°/ Montrer que

1 1
a) Pourtoutp=2: ——,—<——l———

p’ p-1 p
b) En déduire que (U,) est majorée
4°/ Montrer que (U,) est convergente .

Exerciced J

On considére la suite (u,),.y définie par: u, =1 et

VneN, u,,, = u. +2.

1°/ Prouver que VneN, u, >0.

2°/ Etudier la monotonie de (u,).

3°/ On pose v, =u,.
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a) Prouver que (v,) est une suite arithmétique.
b) Calculer v, puis u, en fonction de .-

4°/ Etudier ainsi la convergence de (u,) .

Soit la suite (u,), . définie par :

=2 et VneN', u, =3-——"—.(3-u).
2 2(n+1)
1°/ Prouver que VneN", u, <3.
2°/a) Justifier que : u,,, —u, = n+2 B-u,).
2(n+1)

b) Etudier ainsi la monotonie de (u,,).
3°/ Montrer que (u,) est convergente.
4°/ Onpose v, =n(3-u,) ol neN".
a) Prouver que (v, ) est une suite géométrique.
b) Calculer v, en fonction de n.
5°/a) En déduire le terme général de (u,,) .
b) Calculer ainsi la limite de (u,) .

Exercice 6: _I

On considére les deux suites (u,) et (v,) définies par :

U, =1 3u, +v u, +3v
0 et VneN, u,, =—"—"=L,v,  =——".
Vo =2 4 4
1°/Calculer u, et v,.
2°/On pose pour tout entiern : w, =u, - v, .
a)Prouverque (w,) est une suite géométrique et déterminer sa raison.
b) En déduire que VneN, u, <v,.
3°/a) Etudier la monotonie de chacune des suites (u,) et (v,).
b) En déduire que : VneN, u,>1etv,<2.

c) Justifier que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /.
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4°/On pose VreN, a,=u,+v,.
a) Prouver que (a,) est une suite constante.

b) Calculer alors /.
5°/ Exprimer en fonction de », le terme général de (u,) et (v‘n') .

Soient les suites tels que : Uy =1 et Vy =2 et YneN,

_2U,V, o
n+l = Un +Vn
1°/ Démontrer que 0<U, <V, .

2°/ a) Démontrer que (U,) est une suite croissante et que (V,,) est une suite
décroissante.

b) Montrer que (U,) et (V,,) sont deux suites convergentes vers la méme
limite /
3°/a) Montrer que YaneN, U, -V, =2.

b) En déduire la valeur de /.

— Un +Vn .
2

U et V.

Soient les suites (U,,),n et (V,),_y définis par :

n
! 1
u, i;ﬁ eV, =U,+—

1°/ Montrer que (U,,) est une suite croissante et que (V,,) est une suite
décroissante.

2°/ Montrer que VpeN, VgeN ona: U,<Vv,.

3°/ Montrer en utilisant le 2°/ que (U,) et (V,,) sont deux suites convergentes
vers la méme limite.

Soit la suite (U,,), - définie par:

Up=1,U,=2, ¥neN, U,,, =2FL U,
n+2
!
1°/ Montrer que VneN: U,, = (2n)! 1
(n!)Z 22n

2°/Soit neNetVV, =(n+1)U, U

Montrer que (V,) est une suite constante.
3°/ Exprimer U,,.; en fonction de # .

n+l e
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n
Soit la suite (U,,),_- définie par: U, = Z T
T+

1°/ Calculer U; et U, .

2°/ Démontrer que YneN’, U, S—-.
n +1 n

3°/ Démontrer que (U,,), - converge vers 0.

1°/ Démontrer que Vx>0, Va22 ona: (1+x)" >C2x?.

2°/ Soit la suite (U,,), 5 définie par U, n2+nl .
2(n+1)

nz—n

b) Etudier ainsi la convergence de (U, ).

a) Prouver que Vn<2, U, <

3
x .
1°/ Montrer que Vx>0 ona: x —?Ssmx <x.

nt(n+1)°

n
2°/ Montrer que Vne N, Zk3 = 2

k=0

n
3°/ Soit la suite (U,, ) définie par : U, ()= Zsin(g——jk—) oll & estun
=l
paramétre réel >0.
Prouver en utilisant le 1°/ que :
a(n+l) o (n+1)~ (a)<an+l
2n 24n* 2n

Vnz2lona:

4°/ En déduire que (U, (a)) converge vers %.

n
5°/ Soit la suite V ;= Zsin3(—l-c,—) ; (n=1)
k=1 n

. L3 1. 3.
a) Etablir que Vxe Rona: sin® x = —Zsm 3x+zsmx.
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1
4
¢) Montrer alors que (V,,) est une suite convergente vers z€ro.

b) Montrer que Vn=>1 ona: V, =—U,(3)+ % U@,

‘Exercice 13 ;-

n
Soit la suite (U,,), - définie par: U, => 27
k=1
1°/ Montrer que (U,) est une suite croissante.
2°/ a) Prouver que Vk>1 ona: k!>k.

b) En déduire que Vn=1 ona U, <1 —(—;—)” .

3°/ Montrer que (U, ) est conVerg'ente vers un réel ./ e]%,l[ .

Exercice 14.;

x2

2x—1"

Soit la fonction fdéfinie par : f(x) =
1°/a) Montrer que Vx>1: f(x)>1.
b) Montrer que Vx>1: f(x)<x.

uo = 2
un+l :f(un)

2°/ On considere la suite (u,, ),y définie par : {

a) Montrer que VneN, u, >1 .
b) Etudier la monotonie de (u,,) .

c) Montrer que (u,) est convergente et trouver sa limite.

3°/ Montrer que Vrn €N, U, =

‘Exercice 15:

Un=2(—l—J Va= Uyt
ioo\k!

n.n!

1°/ Montrer que (U,) est croissante et (V,) est décroissante
2°/ Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes .

(neN)
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Exercice 16 1

Un = 2n+1 sin [2’7122 j 5 Vn = 2n+l tal’l( 2n7r+2 j

1°/Etudier le sens de variations de chacune des suites (U,) et (V,))
2°/Montrer que V> U,

3°/Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes et calculer
leur limite

Exercice 17 : I

UO = 1 VO = 2
2U"Vv" ; V Un +Vn
n+l U +V n+l T 7
1°/ Montrer que pour toutn € N
0 < U, <V,
2°/
1
a) Montrerque: V. —Uypy < E (V.=U,)

>

b) Montrerque: V,~-U, < (—;—)

3°/ Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes .
40/

a) Montrerque Ve N :U,V,=2

b) Calculer alors la limite ¢ de (U,) et (V,)

Excrcice 18 : |

I- Soit la fonction f définie sur R* par: f(x)= 1————
+X +

1) Montrerque Vx >0 ona: f(x)<x

2) Etudier les variations de / surR*
II-

{UO =1
)
11+l f(U )
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a) Montrerque VneN : U,>0
b) Montrer que (U,) est convergente et calculer sa limite
2)

a) Montrerque Vn > 1: f (l)<L

n) n+l
b) Montrerque VneN : U, < !
n+1
3)
1 1
a) Montrer que 1< -—=<1+
U n+1

n+l n
. 1 z
b) Montrer que VneN n< ——-1<n+ Zl
U, ik
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1°/ Ona: Uy=1>0
Soitn € N, supposons que U, > 0, montrons que U,,; >0

U
Ona: Uy, = n 5
2+Un
Conclusion: Pour Ve N :U,>0
2°/
1 - 1 rr 3
a) Un+1'lU =_U_n_-—Un= 2Un 2Un Un = U,,’, <0
2 2+Un* 2 212+U2) 24U

1
Do pour Ve N : U,y < > U,

b) Pourn=0,o0na: Uos(l)o
‘ 2

<1 vraie

n n+l
Soitn e N :etU, < (_l-j ; Montrons que Uy < (%)

2
1 1 n+l
Ona: < —) — U < (——j
2 2
1 s 1 n+l
Or Upg £ — D’ou: U £ (_]
2 2
Conclusion: Pour Vn e N : U, < [l)
2
1 n
0<U, s(—j
3°/ Ona: 2
lim (lj =0 (—l—e -1 1[J
R+ 2 2 ?
Dou: IlimU, =0
4°/a)Sn+1 —Sn=(U0 + Ul + Ug + ...+ Un+1 )——(U() + U] + Ug + ...+ Un)
= Up >0

D’ou : (S,) est croissante .
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b)Ona: U, < (l) '
2

D’oﬁ:S,‘S1+(lj+(lj_+....+( L
2 2 ' ,
2 ‘ n 1—'( n+l
Or 1+l+(l ot ) -2/ =2/1- (-1-)
2 2 2 1—. 2
1 n+l
Dou: S, < 2[1- (——) ]
2

n+l
¢)Ona: §, < 2~2(%) <2

(S, ) est une suite croissante i ‘ ‘
D’ou ( S,) est convergente

(S,) est majorée par 2
Onnote £ = lim S

ona: S,=Up +U;+Uy+...4+U, >Uy carU,>0
d’ou: S,>1etparsuite { > 1

ona: S,<2 dou ££2

conclusion: 1< ( £2

Solution 2: |

1
1°/ Ona: U0=5 d’ou 0<yy<1

Soitn € N , supposons que 0 < U, < 1 et montrons que 0 <U,. <1

Ona: U.,+1=—%l21"— > Q0car U, >0
.+l
Uy - 1= 2(2]n 1= 2Un_2UJ“1 _ -—(U,;—l)' <0
U, +1 Un® +1 U, +1.

Don: 0< U,,+>1<1
Conclusion: Vm e N :0<U,<]1.
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2°/
a) U,.,-U, = 2l2]‘"'_Un =w
U, +1 1+U,
Ona: 0<U, <1 dou: (1-U})>0

Et par suite: U+ -U, >0
Conclusion : (U,) est une suite croissante

(Un) est une suite croissante
{(Un) est majorée par 1
d’ou (U,) est convergente

¢) Soit {=1limU,

X =>4
D 2x
1+x?

s =/ (U,) ot f(x)=

f est continue sur R
Dou: £ =f (£) etpar suite

¢ =7 28(;2 »i don £ +0=20 signifie : £ = 0ou £ =1ou (=~1
+

1 ] i
. jUp== :
Ona: t ™0™ alors U, > % orU; <l
(U, Jest croissante

d’ou %SU,, <1 et par suite %S€<1

Conclusion: {=1=lim U,

39/
2y, ,
2) Vo= L-Usn _ T 14U? 14U2 -2Un =(1‘—UJ -V
+U,, |, 20, 1+ul+2u, \1+U,
1+U? S
1
1-U, 5.1 _(1)(20)
b) Vo= —0=25=== =
1+U, 3 3 3
2
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1 2 ) 1 (2 )
Soitn € N , supposons V, = (—5) Montrons que : Vi = L——)

' 3
Ona: V,,; = V2= [Gj(zn)} _ G)(zn)xz ) G)(ZM.)

()
Conclusion : Pour Vn e N : V., = (l)

3
4°/
a) Ona:U,,; <1 dou: 1-U,+; >0
2
1-U
]'Un+] =1__ 21]}12 =( n))
1+U, 1+U,
s Yoowuzost
1-U, 4 5-5U,-4-4U;
=(1-Up) | —%-=|=(1-Uy)
| 14U} S 51+U,)
_(-U,(-5U,-4U,)
51+U,)
Soit P(x) = -4 x* - 5x + 1
A =25+16 =41
L 5-41 54441
x = ; X' =
-8 -8
xl X" X’

P(x)

Or U,,e[l,l] doir: 1-5U,—-4U> <0
2

1
(x’<-£<])etparsuite 0< 1-Un+l<§(]-U“)
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b) Soitn=0

0
4
0L1-U, S(—S—) vraie carona: Ug=

N —

n
Soitn € N , supposonsque: 0 < 1-U, < (E) et montrons que :
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| v Sio\l_utitin,,?}”-:

p=1 p
2.( 1 1 1 5
I E R
o\ D 1 2 4
n+|1 n 1 1
2/Un+l'Un_ . =
;pz ;192 (n+1)*
D’ou (U,) est une suite croissante
39/
2 e 1 *l_ 1
p-1 p (p-Dp -
1 (1 1} 1 1 (p-H-p -1
S T T | F T~ - 2 =73
p> \p-1 p) P* @-Dp p(p-1) pP@-D
. 1 1 1
D’ou — S
p° p-1 p
1 1 1
b) Ona: — <————— pourtout p =2
p- p-1p

= (U,) est majorée par 2

(U,) est une suite croissante
4° . Alors (U,) est convergente
(U,) est majorée par 2
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[ Solution4:

1°/ Montrons par récurrence QUe VneN , u,>0.
e Pour n=0 ,ona u, =1>0 donc I’inégalité est vraie pour n=0 ;
¢ Soit » € N Supposons que u, >0 et montrons que u,,+I > 0

Onau,, 1/u +2>0

Concluswn. neN, u,>0.
2°/ neN,ona

2 2 S
[ U+ 2-u, 2
Uy ~U, =AU, +2 ~u, = - = >0.
w/u,, +2 +u, 1/u,, +2 +u,

(Car u, >0 ). D’ou la suite (u,) est croissante.

3%a) v, —v, =u’, —u’ =(u’ +2)~u’ =2 donc lasuite (v,) est"
n+l n n n h n

n n+l

une suite arithmétique de raison 2 et de 1 terme v, =u; =1 .
b)Ona: v, =v,+n-r=1+2n "~ ;° w, = v, =1+2n

4°/Ona VneN, u, =+1+2n donc lim u, =+o.

n—>+0

Conclusion : (u,) n’est pas convergente.

Solution 5 ;

1°/ Montrons par récurrence que VneN", u, <3.
e Pour n=1,0na u <3 car y <E.

e Soit 7 € N". Supposons que u, <3 et montrons que «,,, <3 .

n n l
~3=3- 3- —3=- —
un+l 3 3 2(n+1)( ‘ un) 3 2(1’I+])(3 un)

Or u,<3=>3-u,>0 d’ou - (3-u,) <0 et parsuite .. -

n
2(n+1)

U, —3<0=>u,,, <3.

Conclusion : Yne N, u, < 3

= u) u :3.—u -

2°/2) u,,, —u, =3~ ,=3-u,
2(n +D° 2An+1)
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=(3—u")[1— . )=(3—un) ne

2n+1) 2n+ly

b)Ona VreN, u, <3 = 3-u, >0cet n+2

>0 d’ou

(n+1)
VneN, u,,, —u, >0 et par suite (u,) est une suite croissante.
3°/ La suite (u,) est croissante et majorée par 3 donc (u,) est
convergente.

40/3) Vil =(n+l)(3_un+l) or u,, =3- 2(nn+ ) '(3'—11") donc
3-u,, =§—(—n—n;—ﬁ-(3—un) et par suite

n n 1
Vsl _(n+l)'z(n+l)'(3'un)_5(3_un)—5vn'

. e . 1 '
Donc (v,) est une suite géométrique de raison 5 et de 1* terme

vl=3—u,=—;-.

b) v, =v,-¢"" oll q est la raison de la suite (v,) d’ot
n-1 n
266
v, === =|=].
2\2 2
5°/a)Ona v, =n(3-u,) ,pour neN" = 3-u, =0,

n
ll”—_—3-—-Y-"—_Or v,,=(lj d’on u,,=3—l-(—l-j .
n 2 n\2

b)Ona:—l<%<l:> Iim(—l-) =0et lim —I—=0 donc lim u, =3.

n->»+aw' n—>+n p N—>+®

1+6 7
T4 2
3u,+v, wu,+3v,
4 4
2 Loyl
4 2 n n 2 n
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. o . 1
donc (w,) est une suite géométrique de raison 5 et de 1¥ terme

b)Ona w, =w,-g" ol g est la raison de (w,) donc

n

n
w :_(E) <0donc w, <0 = u,-v, <0 = u,<v,.

3u, +v v, —u
3°/a) e VneN, u,,, —u,=——2 -y, =-"1—">0car u,<v,
4 4

donc la suite (u,) est croissante.
u, +3v u
—n n _ v,
4
donc la suite (v,) est décroissante.

e VneN, v, , —

Il

n
<Ocar u, <v,

b) ® (u,) est une suite croissante donc Vne N, u, 2u, or
o =1=>u, 21.
® (v,) est une suite décroissante donc Vne N, v, < v(; or
Vo=22Dv,<2.
c)eOna: VneN, u,<v,<2=>u,<2.0na: (u,) est
croissante et majorée par 2 donc (u,) converge vers un réel /.
*Ona: VneN, u,<v, oru,21=>VneN, 1<vy,.
Ona: (v,) estdécroissante et minorée par 1 donc la suite (v,)
converge vers un réel /'. '
eOna VneN, w, .Or (w,) est une suite
géométrique de raison % :>"l_i)rl1ww,, =0 = 0=1-I'=I=1.
Conclusion : (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /.

3u +v, u,+3v,
V= Y, y + n =u,+v,=a,.

Donc VneN,ona a,, =a, ce quiprouve que la suite (a,) est

4°/a) VneN,ona:a

n+

constante et Vne N, a, =a, =u, +v, =3 donc VneN, a, =3.
b)Ona VneN, a,=u,+v, > u,+v,=3 >

limu,+ limv,=3 = 2/=3> I=%.

Nn—>r+w0 n—>+w
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1°/ Montrons par récurrence que VreN, 0<U, <V,.

ePour n=0 ona: 0<U, <V, (car Up=1 etV0:2)

. Supposons que pour un entler donne n on a: 0< U,, <V, et montrons que

0<U, 1<V,
2U,,V,, . . L s s s
U, =—2" est le quotient de réel strictement positifs d>oti U,,; >0.
n n .
U, -V 2U,V, U,+V,
n+

i = U, '+Vn )

_4UV, (U, +V) ~(U, =V, <0
2U,+V,) 2U, +V,)

doa U,,, <V,,, etparsuite 0<U, <V

n+l e
Conclusion: YneN, 0<U, <V,.

n+

20V, _UaVa=Us - Un(V,=Uy)

2°/ a) * Un+l —;Ul1 =

u,+v, " U,+V,  U,+V, _
ona: 0<U, <V, d’bl‘l U,,, —U, >0 => (U,) est une suite croissante.
.‘Vn -V, _U +V V”=U—”:\/—”
2 2.

or U ,, < V d ou (V,,) est une suite décroissante. _
b)Ona: U, <V, et V, £V, (car (V,) est une suite decrmssante) d’ou
VneN, U, <2.

h =
(U,)) est une suite croissante, majorée par 2 donc (U,) est convergente!
(V,) est une suite décroissante, minorée par 0 donc (V,,) est convergente.
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Soit /= lim U, et ['=lim V, = hm V,.

n—+m N>+

L=tV oy e ﬂ:z:z'.
2 2

Comme V,,
3°/ a) Montrons par récurrence que VneN, U, -V, =2,
epour n=0: Uy-Vy=1-2=2

® Supposons que pour un entier donné nona: U, -V, =2 et montrons que

Un+lV 1_2
20,v., U _+V
Un+lvn+1 = u, _,:_\;" : n2 L= u,v,=2.

Conclusion : YneN, U, -V, =2.
b)Ona: VrneN, U,-V, =2

comme lim U, = lim V, =/ donc /% =2 et par suite {l|—
n—r+w n—y+eo

comme />0 donc l=\/5.

n+l n n n
1 1 1 1 1 1
10U, U, =) == =) —+ 25" >0
* Ena = zk! Zk! Zk! (n+D)! &kt (n+1)!

I 1 SR
. Vn+l~v =U - _—zUnH_Un"“"m-—,—’—l!a et

T e A (eDl A
_2-n-1_ -n+l

= = <0 pour neN’.
(n+1)!  (n+D)!

Ona Vn21,V,,,~V,<0 doi (V ) estdécroissante.

neN
2°/Soit peNet geN'.
I Cas -

Si p<q = U,<U, (car (U,) est croissante)
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1 -
Or Vq=Uq+; =V, 2U, doa U,<U, <V, = U,<V,.

2™ Cas :

Sig<p = V,<V, (car (V,) est décroissante)
Etona: V,2U, dou U,<V,<V, = U,<V,.
Conclusion : VpeN geN , U, <V, .

eOna: VpeN qu', U, <V,

On choisit p=n et g=1donc U, <V, =3

(U,) est une suite croissante majorée par 3 donc elle converge.

¢ On choisit p=0 et g=n donc Uy<V,.

Or Uy =1 = V, 21 et par suite (V,;) est décroissante minorée par 1 donc

elle converge.
3°/ Soit /= lim U, et I'= lim V,

n—»+4o n—>+o0

,,=l or nizn = —l—sl = OsV"—Ung_]_ -
n n n n

\Y

n

-U

lim —1—=0 d’ott lim V,-U, =0 etparsuite /=1".

n—+wo N n—>+400

. ot
1°/ Montrons par récurrence que Vne N, U,, = Qn_)z . -12—

B () S

)
ePour n=0 , U, =1=—(£%)—l-—]—0~
oy 2
. 2m! 1
& Supposons que pour un entier donné n, U,, = ) S et montrons que
n

N/ CE3) R
2An+y T (n +])!)2 '22(n+1)

2n+1 U _2n+1 (2n)t 1

o2 VP 22 Gy

Ona: U,,,; =
A Hams 2m+2 (m)? 2%
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@n+ 1 @ne)Rer)l 1 e+ ]

=2(n+1)(n!)2 227 A+ (n+ () 2 (n+DY)? 272

1
Conclusion : YneN, U,, =_(_2_n_)2___12__
(n)- 2
Vin =(n+2)U,,,-U,,,
2°/Ona: _ ,,+1U = Vyu=n+Hhu,,,-U,, =V,
n+2 n+2 n

donc VneN, V,, =V, et par suite (V,,) est une suite constante.

3°/Ona: VreN, V,=V;=2 = U, U, =—2__
n+l
2 @t 1
= U2n 'U2n+l =;:_—l' or U2n “'(7’)7‘2_2;'
2 ' (n!)z _2211 B 22n+| '(”!)2

U = - =
207 on+l)  (2n) 240 Gn )

n n 1 N n N n 1
= =3 == ST = 3 < z 3 £) =5 =
n+n n+k n ko tn imn+k (Zn
n(n+1 n+l . n+l n+l
( deu, <™ gon vneN <U, s—
3 " 2 > 2 n 3
n’+n n n° +1 n
. n+l L] . n+l .1
3% lim = lim —=0 et lim —= lim —=0
ns+op° 41 n-o+on n—>+x nZ n—+o N

~ donc (U, ) converge vers 0.
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['Solution 11+

1°/ On a d’aprés la formule de Bindme-Newton :

(a+b)' = Cha*b"™

k=0

On chomt a=xetb=1 d’oi (]+x) -—ZC" kl”_" ZC
k=0
n _ C : o ‘ .
Ona: ZCﬁ F=Clx® 4+ Clx+CEx? +C) X 4.+ CJJ x" : c’est une somme
k=0
n
de (n+1) termes positifs (x>0) d’ou ZC’,‘, x* >C,2,x2
k=0 '
et par suite (1+x)” >C2x?,

2°/a)yOna: (1+x)" > C,, x2, on choisit x =1 on obtient :

250 dou Ll o ML 20D 2 nnzh)
"oCh 2" n-—n 2
Conclusion : U, <_2(_;7“;D_.
n°—n
2(n +1 .
b 0<U, <20 ona: tim 22D g @ou tim U, =0.
n°-—n no+e et —n n—>+%

(U,) est une suite convergente vers 0.

1°/ » Montrons que Vx>0, sinx _s;'x

Soit f(x)=sinx—x ; '
f est dérivable sur R, et VxeR,, f'(x)=cosx—1<0 car Vxe R, ,'
-1<cosx <l |

x 0 +00

11 -

o 0 —0
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N

D’aprés le tableau des variations de f, on a : 0 est un maximum absolu de f
. . ’ < TR
donc VxeR,, sinx<x.

3
x .
¢ Montrons que Vxe R,, x = <sinx.

x3
Soit g(x)=sinx +—6——1
g' estdérivable sur R. et Vxe R,, g"(x)=x—sinx=0 (car sinx<x).
cx - lo: o S )

g"(x) + |

g™ | /
0

g(x) .

0

D’aprés le tableau des variations de g, ona: Vxe R., g'(x)=>0 et parsuite

3
x .
VxeR,, x——6—£smx

3
. x .
Conclusion : Vxe R, , x——g—sSmxSx. _

’ n 2 . 2
2°/ Montrons par récurrence que VneN, Zk3 _mnrl)y
© k=0 4
0 2 2
e Pour n=0, Zk3 =O—M——
k=0 4
n 2 2 - '
e Supposons que pour un entier # donné , Zk3 = Anr ) et montrons

k=0

n+l 2 2
que Zk3 _ (n+1) jn+2)
k=0
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Lo < nz(l’l+1)2
Ona: Zk3 =Zk3 +(n~1-1)3 =———Z—+(n+l)3
k=0 k=0

2 2 2
=(n+l)2(%—+n+l)=(n+l)2(——-————n +i’“"‘)=(n+1)2———("J’:)

nz(n + l)2

n
Conclusion : Vne N, Zk3 = 2

k=0

x> ak
3°/Ona: VxeR,, x———6—$sinx$x et Vk=21, Va=0, _T?‘O
’ n

3.3
ak ak ak .ok, ak

donc pour X=— ona: —-~— 5sm(—2—)s-7:>
n n 6n n n

n 3 3 n
Z(a 2k__()z k JSU,,(a)S azk

6
o\ n 6n

_a n(n-f—l)__(_zi.nz(nﬂ)2 =a'(n+l)_a'3(n+1)2

n 2 6n° 4 2n 24n*

3 2
a(n+l) a’(n+l) sU,,(a)SanH.
2n 24n* 2n

d’olt Vn21 :

3 2
a(n+l)__a (n+1) SU,,(a)SanH
2n 24n?t 2n

3 2
et lim (a(n+l)_a (n+1) )= lim aﬁl=£
ns+0 20 24n° n>+n 20 2

4°/Ona: vnzl :

d’ott lim U, (@)=2.
n—+0 2
ix

e _e——ix 5
5°/Ona: vxeR, sinx=-—7— D@ =-1)
i

N 1 . - 1 . . . _3
= sm3x=——é—_(e”‘—e /x)3 =_§T(e3:x_3elx+3e " _ g .Ix)
7] 1]

. B L
= sm3x =__8_.(e3rx —-e 3ix __3(elx —e Lr))
]
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. . , 1, 3.
= sin3x=~§l;(2ism3x—6ismx) d’ou sm3x=—zsm3x+zsmx
i .

n n
. Y 2N 1. 3% 3. &
b) Soit =1, V, = E_ sin (?)~Z(—Zsm(7)+zsm(—n—2))

n

k 1 3
=——Zsm<—)+~2 sin(—) = =2 U,(+7 U,

c)Ona: lim U,,(a)=— = lim U,,(3)=3 et lim U,,(l)=l
n—r+oo n—>+0 2 1>+ 2

d’ot lim V, = 1><3+3><l=0
>+ 22 4 2

Conclusion : (V) est une suite convergente vers 0.

n+l

n
1e/ U,H_] -U" =22‘k! _Zzﬁk! =2—(I1+])! >0
k—.

k=1
d’on (U,,) est une suite croissante.
2°/ a) k'= k(k —1)x---x3x2x1= k(k -1)!
ona: (k—1)!>1 d’oli k(k—1)!2k et parsuite Vk21 ona: K2k .
b) Soit la suite V, =2" . |
(V,) est une suite croissante car V,, ? V >0.

K2k=> V2V, = 2"'>2" d’oir 2"‘ 2% = 22""<22"‘
k=l k=1

n
Do U, s;-(l]
2

. n n
3°/Ona: —(—;—) <0 = ]—(—;—) <l d’ou Vn21, U, <I.

(U,) est une suite croissante, majorée par 1 donc (U,,) converge vers /.
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1
Ona: U =22"‘! =—1—
k=1 2

Ona: vuzl, U,2U, d’ot v—;—_<_U,, <1 et par suite %Sld.

2 2 B 2
2_2x+1 (x-1)
1°/a x)-1= —1=2 =
) S(x)- 2x -1 2x-1 2x -1
ona: Vx=lona:2x>22 d’ou 2x—-121 d’ot Vx=1ona

f(x)-120.

Conclusion : Vx 21, f(x)21. : :
b f)-xmt oy XoxReol) oxiex xllox)

2x -1 2x -1 2x=1 7 2x=1

ona: Vx2>1,1-x<0et2x-1>0 d’ot f(x)- x<0

Conclusion : Vx2>1, f(x)<x.

2°/a) Montrons par récurrence que Ve N, u, > 1.

pour n=0,0na u0=2>1
Soit ne N, supposons que u, >1 et montrons que u,1+l >1.
Ona u, 21 donc f(u,)=1 (d’apres 1°/ a)) d’ou Uy >1
Conclusion : VneN, u, >1. '

byona~d’aprés 1°/ by~ Vx>1, f(x)<x..
On pose x =u, car u, >1 donc f(u,)<u, d’ol u,,, <u, et par
suite (u,) est une suite décroissante.

c)ona: (u,) estune suite décroissante minorée par | donc (u,)

est convergente. Soit / sa limite.
Ona:VrneN, u,21 d’ou/>1.

On a : fest continue sur R\ {%} donc fest continue en / car [/ # %

dod f(I)=1.

l2
fh=1l T

[=0oul=1. Or 121 dod [=1.
Conclusion : (u,) est-une suite convergente vers 1.

—1@12_21- o P-1= 0@1(1—1) 0 =
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3°/ Montrons par récurrence que VneN, u, = T

s pour n=0 ona: 2°=1 d’od = = 1:2=uo.
1Y 1-=
.
(2) 2
¢ Soit ne N, supposons que u, = ———J—(ﬂ et montrons que

at

1
un+l = { n+li .
(3]
2
u?_
Ona:u, = =_n
n+l f(un) 2un -1

EIRR U ] i 1
d’on — Y =u,, etparsuite VneN, u, =

2u, -1 7 T
() ~ 2
2 2

Solution 15 : |

1°/

* Ui~ U, = >0 d’ou (U,) est une suite croissante

(n+!



Suites réelles *56 4*™ Maths

* Vo= Vo= U,,+,+——'—1——— —(U"+——1—)
(n+1).(n+1)! n.n!
1 1

n+D).(n+1)! nn!
1 1 1
(n+D! (n+Dn+D! nna!

] ( 1 n+1]
= 1+ —
(n+1)! (n+l) n.

i)
= <0
(n+DH!\ n(n+1)

D’oti (V,) est une suite décroissante

=(Un+1 —Uy) +

22/ lim (Vo—U,)= lim LI

X —>+a0 X =>4+ n_n
n!'>2l1=>n.n'2n
limn =+ alors lim n.n! =+wx
X —>0 X >0

(U,) est une suite croissante

(V) est une suite décroissante  alors (U,) et (V,,) sont deux
imy,-U,)=0

X —>+40

suites adjacents

19/Upes — Uy = 2" sin 2:23 -2 sin (Eﬂ“)

= {2 sin(%)—sin%z—ﬁ?)]

= Q! 2sin(——gj—2sin( ”+3 coS 7;)
2n+ 2" 2"

= sin(zzr+3 ](1 - cos( 2:; )J
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Ona: (;SJ e [0,7]d0u sin (5’%) >0

1—cos (213J 20

Conclusion : U, — U, = 0 et par suite (U,) est une suite croissante

Vit = V= 2"2 tan[ 213 ) -2™ tan (2:{(3 )
= ! (2 tan( 213 ) —tan 2nﬂ+2 ]

2tanx
Ona: tan2x = — — car
l.tan“ x
sin2x 3 2sinx cosx _ 2sinxcosx 2tanx

tan 2x =

cos2x  cos’x —sin’ x R sinx | I-tan’x
cos" x| 1~——
cos’ x

n+3 = .
2 ~ tan? (—:[—;;) 1—tan? (5%)
Ona: 0< —”T < z
2" 4
D’ou : 0 <tan(5i—[§) <1

Et par suite Vo1 = Vo <0

Conclusion : (V) est une suite décroissante
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2°/

a) V,—U,=2""sin :rzj - tan( ﬂ;,
2 + 2" s
Co] Sm( il )(’COS('%J“IJ
=2n+l Sin( ’7:-2) ]_____1_~__ = . 20+ 2 L_ <O
2 T T
COS( 2n+2 ) COS( 2H+2 )

Car: sin(ziz] >0 et 0<cos(2nﬂ;2j<1

Quand n —> 40 alors X — 0"

Ona: lim (V,, —Un)= lim 2"+ tam(znﬂ+2 )—2”“ sin[zizj

X —r+o0 X =+

= l1m———(tanX —sz) = lim=
x=0 2 x>0 7

(U,) est une suite croissante
(V,) est une suite décroissante alors (U,) et (V,) sont adjacents

lim @/, -U,)=0
lim U, = lim ¥, =¢

Un=zn+lsm( T ) 27 X ou X = =%
2" 2X 20

lim U, = lim —
n—>+0 n0t 2 X

Conclusion: limU, = limV, =—

n=>+w n—>+o

Solution 17,1

. U, =1
1°/0 < Uy <V estvralecar:
V, =2

0
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Soit n € N , supposons que 0 < U, <V, montrons que :
0 < Upn <Viu

Ona: Uy = 2Jnva
U, +V,
+ U,=0
Vo = U, v, >0 car !
2 V,=0

UV, UV,  4UV,-(U,+V,)

o Uy -Vog = h_n n'n

U, +V, 2 2(U, +V,)
_ 4N, -0, 20, Y,V U,V
2(U, +V,) 2(U, +V,)

Don: 0< Un+] < V“+]
Conclusion: Ve N : 0<U, <V,

20/ :
a) Vior1 = Upsr — l(V,,—U,1)= M - l(Vl,—U,,)
2 20, +V)y 20
OV =(V,+UNV,+U,)  U:-2UV,+V? -V’ +U?
- 2(U, +V) B 2U, +V,)
_w,u,-v,) _U,U,-V) <0

car: 0<U,<V,
20, +V) U, +V, ‘

D’ou : Vn+] - Un+l < _;“ (Vn"Un)
b)

0
1
Ona: Vy —-U; < (5) vraie car: Uy = 1; V=2

Soit 7 € N | supposons que : V,—U, < (%J
n n+l
Ona: V= Upg < (l(Vn—Un) < -1— l < l
2 2\2 2

Conclusion : pourtout ne N : V,-U, < [%j
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3°/

e Etude de la monotonie de (Uy)

Un+) —U,, = 2UnVn -U,= UnVn —U: = Un(Vn —'U")
U, +V, U, +V, U, +V,

Ona: 0<U,<V, dou: Uy ~U,>0
Conclusion : (U,) est une suite croissante

¢ Etude de le monotonie de (V,)
Vos1 =V, = U,*V, -V,= ————U" i/ <0

D’ou : (V,) est une suite décroissante
* (U,) est une suite croissante
Ona: <* (V) est une suite décroissante
* lim(V,-U,)=0

Alors (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes
4°/ ay* UpVo=1x2=2
* Soit n € N, supposons que UV, =2
et montrons que : Uy Vy =2
Vv +
2Un n N U" Vn = Unvn = 2
U, +V, 2
Conclusion: Ve N : Uy\V,=2
b) (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes alors
Iimy,=lmV, =fe R

Nt - n—>+n
Or UV,=2 dob: (=2
Et par suite : (= V2 ou £=-2 Oru,>2 dou { 2
Conclusion: lim U, = lim V, = \/5

n—>+w n—>+a

Unrnt Vi1 =

o

I
x x —x(x>+x +1)

1°f(x)-x = 5——-x =

x2+x +1 x?+x +1
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_ 2
=7 )62 ¥ X - xz(x+1)50 car x>0
x“+x +1 x“+x +1
2°/ f est continue , dérivable sur R*
, 1d+x +x2)—x (2x +1) B 1-x?
flx)= 2 2 - 2 2
(x"+x +1) (x"+x +1)
x — 0 -1 1 + 00

O R P
1
/&) \ %
/& —1/ \0
1°/

a) Ona: Uy=1>0.
Soitn € N , supposons que U, >0
u,>0
Ona: U d’ot Up >0
Un+| = -——'H—T
1+U, +U;
Conclusion: pourtout ne N : U,>0
b) Um-U, =7 U)-U, <0 (dapresl 1)
(U, ) est une suite décroissante
(U, ) est minorée par 0
Donc (U,) est convergente
(=lmU_
U,n=fU
On a: n+t f( n)
f est continue surR*
220

donc £ = f(()
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{f(-€)=f N { ¢ PN {K=L’3+£2+f

020 vl 020
C+0P=0 Cl+1)=0
=
(>0 >0
£=0oul=-1
£20
(U,) est une suite convergente vers 0
2°/
I i
1 " " n
a) *fl— = L = n__= 3
) f(n} 1+l+~17 n+n+l ni+n+l
n n n2

« f l B 1 _ n B 1
n n+l nl+n+1 n+l
= 1 <Qcarne N

(n2+n+1)(n+1)
Dou : f(lj <!

n n+1

b) *Uo < 1 vraie

*Soit n € N , supposons que U, < ——

n+1
1
Montrons que Uy <
n+72
1
Ona: U, £ —
n+1

Or f eststrictement croissante sur [0, 1]

Doi: fO)<fU,)<f (7171)

0 < Uy = (d’apreés 2°/ a))

1
n+l

Conclusion: Vre N: U, <
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30/ , ‘
1 1 1+U, +U? 4+ U?
a) —_—_— = "+ n ——1— = U" U’"'='1+U,,
Un+1 Un Un Un Un
Ona: 05U, < 1
n+l1
D’ou: 1S1+Un31+——}——
n+1
Et parsuite 1 < ! ——1—£1+ 1‘
u,+1 U, n+l
b) Ona: pourtout k > 1
1 < L— 1 <1+ —1—
u, U, -1 k
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DERIVABILITE

— - ———

résultats a retenir : |

e Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est dérivable en un

réel a de I s’il existe un réel , noté L tel que limj—f—()—c—)i(—a2 =L,
X —a x —a

| Lestnoté {'(a).
JeSoit/ : x Fax"+...+ax+a,
Une fonction polynéme .

La fonction f est dérivable en tout réel x et £ '(x )=na,x"" +... +a, .

o Si f est dérivable en a , alors le réel f (a) + f '(a)h est une
approximation affinede f (a+h) .

¢ Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est dérivable en un
réel a de I, si et seulement si , elle est dérivable a gauche et a droite

enaetf&;(a) =f,(a).

o Dérivées des fonctions usuelles

Fonction f Intervalle f'
x > x",neN\{0,1} R x—>nx"
PN 1 neN Tout intervalle X b - 5~
x"’ inclus dans R *

x - sin(ax +b) R x > acos(ax +b)

x b cos(ax +b) R x b —asin{ax +b)
Tout intervalle

x > tan(ax +b) inclus dans x > a(l+tan*(ax +b))
I'ensemble de

définition

o Opérations sur les fonctions derivables
Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.
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Dérivabilité *65
Fonction Intervalle Fonction dérivée
f+g ] f+g
af(aeR) I af”’
fxg | f'xg+g xf
Tout intervalle inclus ,
l dans i
f {xel;f(x);tO} £z
f Tout intervalle inclus f'g-g'f
g dans {er;g(x);ﬁO} g2
f",neN I nf' ™!
1 . Tout intervalle inclus -
f—n,neN dans {x € I;f(x) 0} —nf'f

¢ Soit / une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un
réel a et g une fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant

f(a).
* Si f est dérivable en a et g est dérivable en f (a) , alors go f
estdérivableenaet(go f ) (a)=f "(a) x g(f (a)).
* Si f est dérivable sur un intervalle I et g est dérivable sur un
intervalle J contenant f (/) , alors go f est dérivable sur I et

(gof )y (x)=f"(x)xglf (x)],pourtoutxdel.

o Théoréeme de Rolle:
Soit a et b deux réels tels que a <b .
Soit f une fonction continue sur [a, b] dérivable sur Ja, b [ et telle

que f (@) =1 (b) .

Alors il existeunréelcdeJa,b[tel que f '(c) =0.

Si Cyest la représentation graphique de f dans un repére (O,ZT,;') .
alors il existe au moins une tangente a Cy paralléle a la droite des

abscisses .

o Théoreme des accroissements finis
Soit a et b deux réels tels que a <b et ' une fonction définie sur [a, b].
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Si f est continue sur [ a,b ] et dérivable sur ] a, b [ alors il existe un
réelcdeJa,bltelque f(B)-f(a)=f ") (b-a). .

Si Cyest la représentation graphique de f dans un repére (0,5,7)

A et B sont les points deé Cy d’abscisses respectives aetb .

Ja,b[.soitdeuxréelsmet M.
Sim< f '(x) £ Mpourtout xdela,b[,

alorsm(b-a)< f(b)-f(a) SM(b-a)

e Soit /* une fonction dérivable sur un intervalle et M >0 .
Si |f '(x )| < M pour toutx de 1, alors [f ®)~f (a)| < Mlb —ai i

pour toutréelsaetbdel.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .

* Sila dérivée de f est strictement positive sur 1, alors [a fonction
[ est strictement croissante sur | . ,

¢ Si la dérivée de f est strictement négative sur I , alors la
fonction f est strictement décroissante sur 1 .

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .

*Si [ est positive et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert
contenu dans I, alors f est strictement croissante .

* Si ' est négative et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert
s contenu dans I, alors f est strictement décroissante sur I .
| » Soit / une fonction définie sur un intervalle ouvert I et dérivable en

un réel a de 1 et C; sa courbe dans un repére orthogonal (0,17,}:) .
On dit que le point A (a, f (a)) est un point d’inflexion de Cr si C¢
traverse sa tangente en ce point .

Soit f une fonction deux fois dérivable surJa—h,a+h{[,(h>0)
et Cy sa représentation graphique dans un repére orthonormé .
Si la fonction dérivée seconde f " de f s’annule en a en changeant

de signe , alors le point I (a, f (a@))est un point d’inflexion de la

courbe Cs .

alors il existe au moins une tangente a C; paraliéle a la droite (AB) ot -

¢ Soit f une fonction continue sur [ a , b] (a < b ) et dérivable sur
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_EXERCICES |

Exercice1:

[ R->R

Vx?+4pourx >0

X = xz

——+2pourx <0
x 42

1°/Montrer que f est continue en 0
20/ _
a) Montrer que f est dérivable en 0
b) Interpréter géométriguement le résultat .

Exercice2: .

fRoR

Jx =1six =1
Xyt -

S pourx <1
x +1

1°/
2%/

Montrer que f est continue en |

a) Etudier la dérivabilité de f enx, =1

b) Interpréter géométriquement le résultat .

Exercice 3: -

F )= ylx|+x?
1°/Df

2°/ Etudier la dérivabilité de f en xo=0
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f(x)=x?+ax +2bpourx <0

1°/ Calculer b pour que f soit continue en 0
2°/ Calculer a pour que f soit dérivable en 0

f(x)=x>+2x -1
1°/ Montrer que f est dérivable sur R
2°/
a) Calculer f '(x) et f "(x)
b)  Montrer que Cf a un seul point d’inflexion I

3;’/ Ecrire I’équation de la tangente (T) a C/ au point 1.

‘Exercice 6: |

T xz xz
1°/ Montrer que V xe[0,—] ona: 1-=—<cosx<l1-—.
2 2 /4
/4 )C3 x3
2°/ En déduire que V xe[0,=] :x—-—<sinx<x——
2 6 kY 4

3°/ Démontrer que lim ">~ =0,

x—0 x

Exercice 7.2 . I

Utiliser le théoréme des inégalités des accroissements finis pour montrer que :

2 <tan(b)—tan(a) < 5a (O<a<b<zc—)‘
cos“ b 2

3 =

1 1
2°/ S\/a+l—\/;S a>0
2Ja+1 2Wa (a>0)

o T T
3°/ 5—2xs(cotgx)—lsz——x (xE[Z,E])-

1°/
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Soit f(x)=vx>+8—-x.
1°/ Prouver que Vxe[l,2] ona: 1< f(x)<2 et ]f'(x)lsé

2°/ Soit la suite (U,,) définie par U0 =letU,,=/fU,).
a) Montrer que VneN, 1sU, <
b) En utilisant le théoréme des megalités des accroissements finis,

212
Un+l _2‘/;

<

d U,,—zJZ .

3 3

u,-2/2
3

b) En déduire que (U,) est une suite convergente vers un réel / que
I’on calculera.

montrer que VreN,

3°/a) Montrer que VYneN, < (%)" .

Exercice9:

x? -1
Soit f(x)=—;
x

243
1°/ Etudier les variations de f .

2°/ On définit la suite (U,) par : {
n+1 f(U )

a) Montrer que Vne N, <U, <0.
—1 , 27
b) Montrer que Vx e[?,O], | f' ()] <%
3°/ On pose VneN, V, =U,, et W, =U,,,
27
Prouver que | W, -V, |_ |W,, ‘AP
4°/a) Montrer par récurrence que VneN,

27 2n
W, v1_( j |Wo V|-

b) Montrer que (V,)) et (W,)) sont deux suites convergentes vers la
méme limite /.

5°/ En déduire que (U,) est convergente vers /.
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Exercice |
2
. . P - 1
Soit £ la fonction définie par : f(x)= %i—r——
X"+

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Le plan P est rapporté & un repére orthonormé (0,7, ) .
a) Montrer que le point A(0,1) est un centre de symétrie de C;.
b) Ecrire une équation cartésienne de la tangente (T) & C,au point
A.
3°/a) Etudier la position de C,et (T).
b) Tracer C; et (T).

Exercice 11 :
Soit f:R >R
x* +2x? +3x-2
2
x“+3
A. On note (&) sa courbe représentative dans un repére orthonormé -
(0.1,)) .
1°/ Montrer que fest dérivable sur Retque : VxeR,
, (x+1)’(x* =2x+9)

x)= .
S (x” +3)°
2°/ Etudier les variations de 1.
3°/a) Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que :

VxeR, f(x)=ax+b+

x*+3° :

b) En déduire que (£') admet une asymptote oblique A.
4°/ Etudier la position de (£') et A. '
5°/a) Déterminer une équation cartésienne de la tangente (T) 4 (£)
au point d’abscisse x, =0.

b) Montrer que (T) // A .

¢) Etudier la position de (£ ) et (T) .

d) Tracer (£) .

wo=-Y

B. Soit la suite (u, ),y définie par: <et

un+l :f(un)
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R

1°/ Montrer par récurrence que Vne N, -1<uy, 0.,
2°/ Montrer que (x,) est une suite décroissante.
3°/ Montrer que(u, ) est convergente et calculer sa limite.

fxX)=vx*+4  six<0

Soit la fonction f définie sur R par : 9
f(X)=T—x si x>0
x

1°/ Montrer que fest continue sur R.
2°/a) Etudier la dérivabilité de fen 0. ‘
b) Interpréter géométriquement le résultat.
3°/a) Etudier les variations de f sur chacun des intervalles ]—co,0[ et
10,4+ oof .
b) Montrer que C; admet une asymptote oblique A.
4°/ Etudier la position de C; par rapport a A.
5°/ Tracer C; dans un plan P rapporté a un repére orthonormé

O.,i,)).

Exercice 1

1

xJx+1

On considére la fonction f définie sur R. par f(x)=x-

1°/ Etudier la dérivabilité de fa droite en x, =0.
2°/ Ecrire une équation de la tangente A a C; en A d’abscisse x;, =0.
3°/ Etudier la position de C; et A.
4°/a) Montrer que C,admet une asymptote oblique D.
b) Etudier la position de C; et D.
5°/a) Etudier les variations de f.
b) Tracer C;dans un plan # rapporté a un repére orthonormé (0.7, j) .

Exercice 14 ; |

Soitf: [0,7]>R

. 1
x> 1+—cosx
2

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Montrer que C, admet un seul point d’inflexion I.
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3°/ Tracer C,dans un plan P rapporté a un repére orthonormé
©.i,)).

Soitf: R - R

x +1 1

x2+1

1°/ Etudier les variations de f
2°/ On note (C) la courbe représentative de /* dans un repére
orthonormé (O,i—,]_'.).

a) Ecrire I’équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse

Xo=10
b) E(;udier la position de (C) et (T)
3°/ Tracer (C)
1
4°/ On considére la suite (U,) . définie par : o _5
U +] =f (Un).

a) Prouverque Vn e N ,-1<U,< 0

b) Montrer que (U,) est convergente et calculer sa limite .
5°/

2
a) Démontrerque Vn e N ,0<U,;+1 < ——£(U +1)

b) Prouverque Vn e N,0<U,+1 < %[.2?\[5——]

¢) Retrouver ainsi la limite de la suite (U,) .

]

X )
ol n est entier =1
Vx2+1

On note C, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormé

(0.7 ])

ASoitf, R >R : x>
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1/
a) Etudier la parité de f,
b) Préciser les brancjes infinies de la courbe (C,) .
2°/
a) Déterminer les points fixes de (C,)
b) Etudier la position relative ce (C,.) et (C,)
3°/ Etudier les variations de f, .
B)
Us€]0,1[et Ve N, Uy =f, (Us) ol kestun entier fixe > 1.
1°/ Prouverque Vn 2 1 ,0<U, <1

2°/Prouver que Vn 21, U, < -—1— U,

V2
3%/

a) Prouver que (U,) est une suite décroissante .
b) Prouver que (U,) est une suite convergente vers un réel que ’on
calculera .
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~ SOLUTIONS |

1 limf (x)= 1ir§\/x2+4=JZ=2
x —0" x—>0*

’7

lim f (x ) = lim

x =07 x—0" x +2

+2=2

a: li(r)nf =2=f(0) d’ou f est continue en 0.

2°/
x2
a) lmf(x) f(O) llm x‘2+2
x>0 ¥ =0 X
= lim ——=0=1,(0)
X0 X +x
2
i LSO Nx A2
x —0" x -0 x—0" X

o (2 4-4)

=0 x (Wx 2 +4+2)

x :
= lim ——=—=—=0=f,(0)
0 x?+4+2
Ona: f& (0)= £,(0) d’ott f est dérivableen O et f '(0)=0
b) Cradmet au points A(0,2) une tangente horizontale d’équation

D:y=f '(0)x +f(0)=2



Dérivabilité ’ *75 ¢ 4¢me,~ Maths * !

[Solution 2:

1°/ lirqf(x)=lirr1\/x— =0

hmf(x)—hm 2=O
st x 241
a: lllmf =f (1) d’ou f est continue en 1
2°/
a) . .
e i T D gl 1

x ol x =1 ot x =1 x>\ —i L , » .j
f est dérivable é droite en 1
, 2
i/ @O 2
ol x —1 U (x“+1D(x =1
2(x +1)

lim —
x> x T 4+1

=2

f n'est pas dérivable a gauche en 1 et /f:, hH=2

b) Cradmet a gauche en'1 , une demi tangente verticale

=2(x -1
d’équation {y ( )
x <1

: Y =
C; admet a droite en 1 , une demi tangente d’équation {

1°/ Pourtout x ¢ R
Ona: |xl+x220

D'oa Df =R

\x x| . x7+x

20/ * 1imw = lim

x 0" x =0 x—0" X x—)O’x‘/x2+x
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v i L)1 O)

i = lim = lim —=—== = —©
500 x =0 0 x =0 Jx?+x

. x(x-1

lim ——=——====-w

=0y Jx 24 x

f non dérivable en 0

Jxl+l-1_ x? 1 1

1°/ lim ————=lim —hm—~———————

x50 x° x—0" 2(\f+1+1) o0 x4l +1 2
lim f (¢) =25 =f (0)

Pour que f soit continue en 0, il faut que 2b = —;— d’ou b= i—
2¢/
— 2 —
. limf(x) f(0)=limx +ax +2b -2b
x 0" x -0 X0~ X
~1im %Y limx +a)=a
x 07 X x =07
Dot f,(0) =a
x2+1-1 1
° llmf(x) f(O) llm x2 2
x =0 X -0 x 0" X
2Jx 2 +1 (2+x )~ tim 4(xP+D)-Q+x?)?

= lim
x-50° g 263Vx 2 +1+2+x %)
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—-X ,

= lim =0=£,(0)
9 2Vx? +1424x7%] ’

Dot a=0

1°/ f est une fonction polyndme d’ou f est dérivable sur R
2°/
a) f'(x)=3x"+2 ; f"(x)=6x
b) f"x)=0=x =0
x| 0
f'w - ? +

f " s’annule en 0, en changeant de signe . d’ou C/ a un seul

point d’inflexion I( 0, -1)
3%/ T:y=f (0)x +f (0)
y=2x-1

[Solution

2
1°/ Montrons que Vxe [0,-725] , 1—% <cosx

2 2
1—7Scosx < cosx+—2—-—] 20

2

Soit f(x)=cosx+L—] s xe[O,—’i]
2 2
£ est dérivable sur [0,%] et ‘v’xe[O,%], f1(x)=—sinx+x

/" est dérivable sur [0,%] et Vxe[O,g], Sf"(x)=~cosx+120 car

-1<cosx<1.
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x |0

G T
£ |0
f(x) 0—"

D’aprés ce tableau,.0 est un minimum absolu de f sur [0,—72E 1 donc

NN

2

Vxe[O,%], f(x)=0 et par suite : Vxe[O,g-] . l—iz—SCosx.

V4 x2
e Montrons que Vxe[O,E] , cosx<l——
/4

2 2

X X
cosx<l-—&cosx+—~1<0,
T T

2
Soit g(x)=cosx+—)—c~—1, xe [0,£ ]
/4 2

g'(x)=—sinx+z'—)E ; g estdérivable sur [0,%]
7

g"(:c)=—cosx+Z
7

2? est dérivable sur [0,%] donc g®(x)=sinx

X Q A z
2

gV |0 +
0 |20 O 2

g |0 TR e O 0
—8(x) 0

d’aprés le tableau des variations de g , 0 est un maximum absolu sur

2
[0,Z7 donc vxe [0,%], cosx<1-2—.
2 2 V4
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2 2

Conclusion : Vx e [0,%],ona: l*%gcosxsl—i—.
T

3
2°/e Soit k(x)=x—f6——sinx ; k est dérivable sur (O,%].

2

Vxe [0,12!-], k‘(x)=l—§—cosx£0 (d’aprés 1°/) .

T
X 0 >

k'(x) -

k(x) O\K_,
7 x*
donc ‘v’xe[O,?], k(x)<0 = x——G—Ssinx.
3

® Soit h(x) =Sinx—x+.”f_.
KV 4

2
h est dérivable sur [0,%] , h(x) = cosx~1-2—<0 (d’aprés 1°/)
T

4
x| 0 3

h'(x) -

donc Vxe[O,'%], A(x) <0 et par suite Vxe[O,%] ,sinxSx—;—.

Vs
3 3
R b4 x . x
Conclusion : Vxe[0,—~], x——<sinx<x-—.
2 6 3r
3 3 3 o 3
b4 x . x : . X
3°/Ona: Vxel0,~], x——~<sinx<x-"— > - —<sinx—x<—-——
2 6 3z 6 _ 3r
7 x _sinx—x x ' ‘ '
Vxel[0,=], ~~S$———<-—
2 6 x 3z
sinx-x _

Ona: lim-2=lim-=-=0 donc lim 0.

x>0t 6 xo0" 37 —0"  x

2
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sinx~x

Cherchons lim >

x—-0" X

On pose t=-x.Lorsque x >0~ = r—> 0"

. sinx—-x .. sin(-f)+r . —sint+¢ . sint—¢
lim = lim ( 2) = lim 5 =— lim 5 =0
=0~ x x>0t t x>0 t -0 ¢

. sinx-x . sinx-x
Donc lim = lim >—=0.
x-»0" x 0" x
. . sinx—x
Conclusion : lim —=0.
-0 x
T

1°/Soit f . ]—5,5[—>R , X > tanx

T T
est dérivable sur}——,—[ et Vx € ]——,—[,
f 1= 251 =2l

1

cos’ x

f'(x)=1+tan’x =

T
f ' est dérivable sur ]——,—
] 2°2 [

et Vx € ]—12’-,%[ ,f "(x)=2tanx (1+tan’x)
x |0 %
S'"®p +

'y —

1

Soientaetbtelsque 0<a<b< % .
[ estdérivable sur [ab] et Vx €[ab] , f '@) <f '(x)<f'(B)

. . i 4
( car f 'est strictement croissante sur [0, —2-[ )

=

—<f'x)s—
cos“ a cos b
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Donc d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

G-ay '@<f@®)-f@<=<f'6)b-a)

= O ) - tan(a) < ® ‘2“)
cos a 0os" b

2°/Soit g(x)=~/x

g estdérivablesur R, et Vx e R, , g'(x) = 1

2Wx
-1

g ' estdérivablesur Rl est Vx e R’ , g
4yx’°

Donc g ' est strictement décroissante sur R’ .

Soit a>0,a<x Sa+1:>g'(a+1)£g'(x)$g'(a)

1
- <g' <
2J@+1) glx)= zJ“
gest dérivable sur[a,a +1]

1 1
dotl _,/ N-vas—=
Vxe10+oo[,2J——<g< <2f o T Ve ‘/£<2J5

3°/Soit 1 :[—,—],x B> cotgx
i [4 2] g

h est dérivable sur [it_’_i_r_] et Vx € [Zt-,zr-] )
4’2 4°2

h'(x)=-1-cotg’x = ,—2

sin” x

h' est dérivable sur [1,1] et Vx € [Zr—,z] ,
4°2 4 2

ho(x ) = 2sm.x CosX _ 2cosx >0

sin* x sin® x

. . T /4 /4
Donc A' est strictement croissante sur[z,i] donc —<x £<—=

2
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h'(%)sh"(x)s‘h"(%)p~2sh_'(x)§—1 i

hest dérivable sur|

4>|§

V3

5]
T

Vx e[—,=],-2<h'(x)<-1
[4 2] (x)

D’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finisona : -

Vx e [%,%] 2(x —Z-)sh(x)~(a(%)s—1.(x »—%)»

T ' T
= —-2x <cotgx -1<——x
2 gy

|Solution 8 : |

/ 2 2.
1°/e f(x)-1= x2+8—x—1=\/x2+8_(x+1)=‘x__+_8ﬂ
\/x2 +8 +x+1

7-2x

Vx? +8 +x+1

or Vxe[l,2] ona: 2<2x<4 < -4<2x<2 < 3<7-2x<5

et comme Vxe[l1,2], V¥’ +8+x+1>0 dou f(x)-1=0
et par suite f(x)=>1. '

2 2
d f(x)—2=\/x2+8—(x+2)=x +8-(x+2) _ 4 4x
Vx?+84x+2 x*+8+x+2

or 1<x<2 = 4<4x<8 = 4-4x<0 d’ou f(x)-2<0.
Conclusion : Vxe[1,2], 1< f(x)<2.
TE S Lo o MY C
\/x +8 \/x2+8 \/x2+8

= f )| Ve e

V18 Vs

or 1< f(x)<2 etcomme 1<x<2 = 1<x? <4 = 9<x2 +8<I2
1
=3

car f(x)>0

3cii18<243F = <1
23 x*+8
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N

1)

x> +8

On adonc:

3

Conclusion : ¥xe[1,2],

re)ss.

2°/a) Montrons par récurrence que Vane N, 1<U, <2.

ePour n=0, Uy=1 => 1<U;<2

e Supposons que poﬁr un entier donné », 1 <U, <2 et montrons que -
1<U,, <2. ’ '

Ona: U, €[1,2] or pourtout xe[1,2], 1< f(x)<2 =

1< f(U,)<2=>1<U,,, <2.

Conclusion : VneN, 1<U, <2,

b)ona:
f estdérivablesur[1,2]

Vx e[1,21,] /()| s% donc, d’aprés le théoréme des

vneN, U, €[1,2]

inégalités des accroissements finis :

2
f(Un)_f(z\/;)
. 2.2 2 2 2.2

U)=U,, et fQ2.|5)=.|"2-2[|==4 |22 [Z=2 /=
Orf( n) ntl € f( \/’;) 3 \/; \/g \/; \/Z
Un+]"2‘/§
3
3°/a) Montrons par récurrence que Vre N,
aff
3

e Supposons que pour un entier » donné,

u,-2%

VneN,
3

2
< =
3

2
<z

2

3

2
-2y

Conclusion : YneN, 8]

"=

-

e Pour n=0, Uy =1 = <1

U, -2.]=
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et montrons que

U

n+l

-2

2

3

o)

n n+l
Ona: U,-2 zs(-z—) = —2-U,,-2 2 s(z
3 3 3 3 3
0r a2 2|52, 22| = o 2 <(2]
n+l 3 —3 n 3 n+l 3 S 3 .

<

Conclusion : YneN,

u, -2‘f3
3
u, —2‘H
3

5
5

b)Ona: VneN,

lim U, =2‘/z.
N—>40 3

<

d’ou

1°/ f est définie, continue et dérivable sur R, Vxe R, f'(x)= (——2§f—3)—2
x°+
x -0 0 +00
£ R
& |1 !
\ /

2°/a) Montrons par récurrence que VneN, —% <U, £0.
Ona: U,=0 donc —--;—SUO <0

Supposons que —-% <U, <0 et montrons que —% <U,,; <0.

f est strictement croissante sur R _donc :

0= f(O)Sf(U,,)Sf(—%)

|
—-3—S U, =<
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1 1,2 1
or f(0)=-=, f(-)=-== d’oi -=<U,, <0
O] 3 J( 3) 7 3 +

Conclusion : VneN, —és U, <0.

b) f'(x)= 78—x37 . Etudions les variations de /" sur [—% ,01.
x”+3)°

_8(x*+3)" —8x(4x)(x’ +3) _24(1-x7)

VALE)

(x2 +3)* T (62 +3)?
x —lg 0
S (x) +
f'(x) / 0
27
o3

d’ob |/'(x)|< % .
3°/ |Wn+] - Vn+l| = IU2n+3 - U2n+2| = 'f(U2n+2 ) - f(U2n+l )I

On a: f est dérivable sur [-?1;-, 0] et Vxe [—%,O],

27
'(x)| <= donc
relsa
d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finison a :

YXe[-+,0] et YYe[-~,0]ona: if(X)—f(Y)|52[X—Y|
3 3 98

27

Donc |f(U2n+2)_f(U2n+l )| S%IUMH _U2n+l| =
27
Iwn+] - Vn+] | < QIUZIHZ - U2n+l|
27

Or |U2n+2 _U2n+l| = |f(U2n+l)"f(U2n)| s 9_8'|U2n+l - UZn

27Y
Done [Wy., - V< (Q) W, —V, .
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2n
4°/ Montrons que VrneN, [W, -V, < ( ) [Wo = V|

27Y
e pour n=0 : |W0—Vo}s[—9§) [Wo = V|

27

2n
98) {Wo —V,| et montrons que

* Supposons que |W, -V, | _(

2n+2
27 N
IWn+l n+l‘<(9sj IWO —V0|

2 2n
27 27
|Wn+1 _Vn+llg(98) lwn —an ( ) (98) lWO ~“VOl

. 27 2n+2
dol W, —V,,+l|s(—9-—§) IWo — Vo).

2n
Conclusion : WneN, |W, - V|<(27) [Wo — V.

b)Ona: —ésv,, <0
Etudions le sens des variations de la suite (V,,).

. 1, 27
Ona: V,=U;=0, V,=U, :f(U1)=fof(UO)=f(§)=—9—8~.
Ona: V>V,

Supposons que pour un entier donné n, V, >V, ; et montrons que

\%

n+l > vn+2 »

Ona: V,>V,, etfeststrictement décroissante sur [—% ,0] donc

f(vn)<f( +[)
Or SV =f(Uy,)= U2/1+1
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S V)= f(Uzp2)=Uy,,3 donc U,,,, <U,,. et par suite
SU2p1) > f(Uspys) d’0U Uy > Uy, done vV, >V, .
d’ou (V,) est une suite décroissante
* Wa=1(V,)

Wi — Wy = (Vi) = (V) or Vi <V, et fest strict¢ment
décroissante

d’ot : f(Vu) > (V) d’ou Wiy > W,

conclusion : (W),) est une suite croissante

< (2—7j W, -V,
98

2n
et lim (ﬂj =0)
N>+ 98

d’ou (V,) et (W,) sont deux suites adjacentes et par suite elles

et comme lim (V,-W,)=0 (IWn -V,

n—>+x

convergent vers la méme limite (.

imU, . =/ N

n—>+x

lim U, =/
50/ <" = lim U, =¢ (théoréme de cours)

2n+l

Solution 10 ;

1°/ VxeR, x* +1#0. fest continue, dérivable sur R
Cx+ D +D=2x(x> +x+1)

VxeR, f'(x)=
A (x2+1)2
a2 420+t 4 1-2%0 = 2% 2% ~x7 +1
f(X)-— 2 2 = 2 2
(x +1 (x+1
x ~ 0 -1 1 + 00

169 1\%/% \]
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2°/a) VxeRona: (2x0—x)=~-xeR.

2
x° -x+1
* f(-xX)=—7F"—
x°+1
2 2 - 2
02><1—f(x)=2—x +x+1:2x +2-x"—-x 1=x x+1

x*+1 xt+1 x*+1
Ona: VxeR, f(-x)=2x1-f(x).
Conclusion : A(0,1) est un centre de symétrie de C;.

O T: y=1'(O0}x-0)+f(0) or f(0)=1 et f'(0)=1d’ou
T:y=x+1.

2
XX ke
x°+1
_x2+x+1—(x3+x+x2+1)
x2+1

3°/a) Soit p(x) =f(x)—-(x+1) =

3

Ona: ¢(x)=—
x“+1
x — 0 +00

®(x) + } -

C; est au dessus de (T) sur ]-,0].
C; est au dessous de (T) sur [0,+oo[.

C; coupe (T) en un seul point d’abscisse 0.
b)

()

Y
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A.1°7a)D;=R
[ est dérivable sur R car fest une fonction rationnelle.
Gx? +4x+3)(x2 +3)—-2x(x* +2x2 +3x-2)

vxeR, f'(x)=

(x* +3)?
4 2
VXER,f'(x)zx +6.X; +1§x+9
(x2 +3)
or (x+1)2(x*-2x+9)=(x? +2x+ D(x?=2x+9) = x* + 6x> +16x+9
20,2
doi VxeR, fi(x)= D f“g)
(x% +3)
20/
X - -1 + 00
) + )] +
Fx / +00
— 0
3 2
3%/a) ax+b+ 2c _ax” +bx -2i-3ax+3b+c:f(x)
x +3 x“+3
a=1
d’ott \h=2 d’oit VxeR, f(x)=x+2- ,8 .
X +3
c=-8
-8 -8

=0

b) f(X)-(x+2)=— et lim —
X" 43 worox 43

donc la droite A : y = x + 2 est une asymptote oblique a (£ ) au
voisinage de + 0.

4 h(x)=f(x)-y=f(x)-(x+2) =

——<0 d’ou (€)estau
x“+3

dessous de A.

5°/a)T:y = f'(0)x+ f(O)or f(0)= "72 et f'(0)=1donc T: y = x~§ .

b)A:y=x+2. T et Aont méme coefficient directeur donc T // A.
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: - P A (P Yestan - -
¢) Soit k(x) = f(x)—(x 3) 3(x2+3)20 donc{:,___!(ﬁ‘)gs_t‘ag'w

dessus de (T).

&)

Ny,
>

y=x-+2 7,

B. 1°/ Pour n=0 ona: u, ::2—1 d’olt —1<u, <0.

Soit » e N, supposons que —1 <u, <0 et montrons que

-1<u,,, <0.

-1<u,<0
Ona: ) ) , donc:
et f eststrictement croissante sur R

FD < £@,) < £(0) or f(~T)=—1 et f(0)=—“§3

d’ot ~1<u,,, 3132—30.

Conclusion : VneN, -1<u, <0.
_w)+2u; +3u, -3 B AV )
! Cul+3

[¢]
2¢/ U,py — U, 2
u, +3

or -1<u,<0=>u,-1<0etu,+1>0donc VneN, u, ,~u, <0.

Conclusion : (u,) est une suite décroissante.
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3°/ (u,) est une suite décroissante, minorée par —1 donc (u,,) est

convergente.
Soit I = lim u,.

n->+o0

Ona: u,, = f(u,) etfestcontinueen I donc f(/)=1.

3 2
DA +31-2 P02 13— 2= 43 & 1=+1 or

I’ +3
-1<u,<0 = —-1</<0d’o0 /=-1.
Conclusion : (u,) est convergente et lim u, =—1.

H=>+0

Solution 12 : \ |

1°/e La fonction f;: x>+ x* +4 est continue sur R et en particulier
sur R_.

e La fonction f, x>

—x est continue sur R\ {—1} eten
x+1

particulier sur R’ .
o lim f(x)=2=(0) et lim f(x)= J4 =2 = £(0)donc fest
continue en 0.
Conclusion : fest continue sur R.
202 o lim LSO _ o VxP 44 -2

x—07 X x—0" X

= hm = lim ——————-=0

x<m+z L e

donc fest dérivable a gauche en O et f" ((0)=0.

2
x+1 —x=2 . —x>-3x

o lim LSO _ i, = lim
x-0* X x—0" X =0t x(x+1)
S T ) Rt S B
=00 x(x+1) 20" x+1
donc f'est dérivable a droite en 0 et /", (0) =-3
*Ona: f' (0)# f',(0) donc fn’est pas dérivable en 0.
b) La courbe de fadmet 2 demi tangentes ( le point d’abscisse 0 est
un point anguleux)
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x<0 x20

{y=fg'(0)x+f(0)=2 {y=fd'(0)x+f(0)=~3x+2
Ti: et Tr:<°

3%a) & Vxe]-o,0[, f(x)=Vr’+4 = F'(x)=——
x +4
= Vxe]-0,0[, '(x)<0.
x — 0 0
& -
s L T
® Vx €]0,+oof, f(x)=;7—x = f'(x)=(x+])2 -
X 0 + 0
S ) -

gl T,

d’oti le tableau des variations de fsur R :

x — 0 + 00

/') - -

%) e

=0

b)e Ona: Vxe]0,+o[, f(x)z-—z———x et comme lim
x+1 x40 x4 |

donc la droite A : y = —x est une asymptote oblique a C; au voisinage
de +.

eOna: lim f(x)=+w et
X—>—o0
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= lim —————

X—>—w X X—>—m0 X—>»—00 X—>—00

(—‘— —x‘/1+—
hmi(i) lim X2 12 +4 i = hm—"l+

et

. x?+4-x?

lim (f(x)+x) = lim vx* +4 +x = lim S—="— = lim —————

x> Ao = x? 4 —x T xP 44 —x

dongc la droite A: y =—x est une asymptote oblique & C; au
voisinage de — oo
4°/ Etudions le signe de f(x)+x:

® Vx &]0,+oof, f(x)+x=—21—>0 = C, est au dessus de A sur
X+ :

J0,+ oof .

® Vxe]-,0],
f)+x=vx’+4+x= x t4-x >0 donc C; est

Vxt+4—-x Jx+4x

au dessus de A sur ]—,0].
Conclusion : C; est au dessus de A .

=2 =-3x+2
5°/ Demi tangentes : T, : Y etT,: Y x
x<0

x>0

7

(f(x)=0c x=1)
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1°/ D;=R.
| .
x——=—+1
. f(x)=f(0) _ .. xJx+1 . X Ax+x+xvx
lim = lim = lim
=00 x—0 x—>0° X 0" x(x+/x +1)

. xx+l+4/x
= lim ——————=
=00 xx +1 J
d’ou fest dérivable a droiteen x, =0 et ', (0)=1.
2°7A: y=f'(0)x=0)+ f(0) or f(0)=-1 et f'(0)=1 d’ou

A: y=x-1.
1 —1+x/x +1
3 W(x)= f(x)-y=x——F7—-X+1=—F7m—
g xvx xVx +1

x+1

1

Vx=0: h(x)= WY >0 dob C; estaudessusde A .
xvx +1 ’
4°/a) lim (- )=0 d’ou D : y=x est une asymptote oblique

X=—>40 xvx +1
a C; au voisinage de + 0.

b) k(x)=f(x)-y=f(x)-x=
de D.

<0 d’ou C; est au dessous

xa/x +1

2%

o R 2
5 /a) Vx>0 : f(X):1+(—-x?/‘—-;+_-—l)~2>O.

VAL o+

iC7 / e y=x
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b)

\ 4

4

1°/ fest définie, continue, dérivable sur [0, 7],

Solution 14:

Vxe [0,7] : f’(x):lzlsinx
x 0 V3

S0 - )

o) T~

2°/ f* est dérivable sur [0,7] et Yxe [0,7] - f"(x)z—_ilcosx.

X |0 /2 !
RN

S s’annule une seule fois sur [0,7] en changeant de signe donc C;

admet un seul point d’inflexion I(%,f(%)) or f(—;z) =1 d’ou l(%,l)

est fe seul point d’inflexion de C;.
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3°/

N

‘Solution 15 :
°/ f est définie ,continue et dérivable sur Rcar Vx e R,x"+1>0

m_x(x +1)
JxZ+1 o 1=x

Vx eR,f'(x) = =
xRS x2+1 @ +1)"
X_{o-eo I oo
£1(x) * b -
f V2-1
/ \
-2 0
x(1+1) 1+l
o limf(x)= lim —== — X 1= lim —£—
x| 1+-— —,/1+——
1+l
. 11mf(x)—hm———x——1=0
- l+—1;
\ L2
2°/

a) T:y=f(0)x+f(0) =y=x
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b) f(x)—x=—£—}j——l—1—x=(x+1><¢x—i—+—l—1>
Ly x= @ £DA-VxZ 4] r +Dx’
Jx2+1 (+~vx 2 +1)Wx 2 +1
R | 0 +oo
f®~-x

P
®Sur]~w,-1ona: f (x)-x >0donc C, esteudessusde T .

®Sur]-1,0[ W]0,+0 [ona: f (x)-x<0donc C, estau dessous
deT.
«C, N T={0(0,0;1(-1,-1)}.

3°/

v

4°/
a) Montrons par récurrence que Vrn € N ,-1 <U, <0
i 1
L POUTH=O,U0=-E = -1<Upy<0
!
e  Supposons que pour un entier donnén , -1 <U, <0 et
montrons que -1 < U, ;<0.
Ona: -1<U,<0 etcomme f est strictement croissante
sur  [-1,0]alors
FED<fU)<fO)orf(=1)=-1etf(0)=0
d’ou -1 <Up.; <0.
Conclusion: Vn e N ,-1<U,;< 0.
Etudions le sens de variations de la suite (U,) .
Soitne N , U —-U, =f(U,)-U,

f

|
N



Dérivabilité 408 ¢ 4%™ Maths

Or fix)- x <0 pourtoutréel x €]—1,0[ et comme U, €]-1,0[
donc f (U,)-U,<0 et par suite U,;; — U, <0 d’oti (U,) est une suite
décroissante .

Conclusion : (U,) est une suite décroissante minorée par -1 donc (U,)
est convergente .

n+l f(Un) hrEl Un = l

f est continue sur R en particulieren / donc f (/)=

= [+ =14—1:>(l+1)[1*-Vlz+1]=4):>l =-1
VI7+1
dou [ =0

i ) .
Orona: U= -5 et (U,) est une suite décroissante donc

VrzeN,U,,S—l :>ZS-l dou [ =-1.
2 2

5/
U, +1

JU +1
1

1
Orona: _1<U"£_5:>Z<U <1 :>—<U +1<2

a) Un+[ +l =

(V)]

,....
ml-&k

! L |
- < — etcomme -1 <U, <
2 U,§+1 UZ+1 \/'
U, +1 2\/—

= Uy, +1>0 d’ou 0< L (Un+1)

,/U2+1
2f

Conclusion : Vn e N ,0<Up, +1 <——(U +1)

1 2 n
b)Montrons par récurrence que Vn e N ,0<U,,; < ? [ \/—]

1 1
] Pourn=00na:U0=-§ :>O<U0+135 ‘
/
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)

ona:0<Up,+1< 2_f2(Un+1):>o<U,,+,+1sﬁ.%[2 5]
5 5

n+l
= 0<Up+1< 1(2\/5} .

e Supposons que pour un entier donnén: 0 <U,+1 <

n+l
2
et montrons que 0 <Uy+1 < ) ( \5/—)

1
2

20 5

Conclusion: Vne N, 0<U,+1 < L [2\/5:} .

notx

c) Ona:-l<_2_%—5_<]:> im 1(2\5] -0

d’ot lim@U,+1)=0 th =-1.

n—>+r

I Solution 16 :

A)

19 a)Vx e R,ona: x>+ 1>0d’ou f estdéfiniesur R.
Vx e R,ona -xe R, f (—x)=(-1)"f,(x)
eSinestpair,ona: Vx e R, f (=x) =/f,(x) d’ou f, est
une fonction paire .

eSinestimpair,ona: Vx e R, f (-x)=-f,(x) d’ol
f, est une fonction impaire.

= lim ————=1
X >+
x*+1 1+ Lz
by
D’ou (C,) admet au voisinage de +o0 une asymptote horizontale
d’équation y = 1 et au voisinage de —co une asymptote horizontale
d’équationy =-1 .

b) eSin=1,lim f,(x) = lim

X —>+w
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*Sin=2,f,(x)=———=, lim f,(x)=lim X e iw

~

im 22 21 lim £ (6)-x= lim

T o —m(l+‘/1+—- /1+—

D’olt y =x est une asymptote oblique a (C,) au voisinage de +o0©

lim f,(x) =40 ; = 1im]lx~2= lim f,(x)+x =0
X =00 X~ X X —>—o0
D’ou y = - x est une asymptote a (C,) au voisinage de —0.

n-1

«Sin>3, lim £, (x) = lim J‘—T=+oo
' I+ —
\ o3
n-2
fim 2200 - 2 - i (n>3)
X —>+o0 X X >+ 1+1 .
x2

= (C,) admet au voisinage de o0 une branche infinie
parabolique de direction (O, /).
2°/

V2

a) Cin G ={0(0,0);A(1,7)}

O =0, f )= —\/—: d>ol1 (C,) admet exactement deux

2

pointsﬁxesO(0,0)etA(l,—‘)

b) dx)= /o (x) - f, () = XD

2

x°+1
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® Si n est pair :

X |- : 0 1 4o
x" + + +

x-1 - - - +

d,,(X) - - ‘) +

Sur ]—o0,1[\ {0} : Cn;l est au dessous de C,
Sur}l, 40[, Cysy est au dessus de C,
ChetC,secoupenten Oet A .

o  Sinestimpair :

X —00 0 1 +oo
x" - + +
x—1 - ~ )+
' dn(-x) + - 1) +

Sur ]—o0,0[\U 11,4+ [, Cyvy estau dessus de C,.
Sur ] 0,1[, C,.; est au dessous de C,
Co+1 et C, se coupent en O et A.

x" N n+(n-x?

(2 +D)Vx 2 +1
0
xn—l . {) +

fu(®) \ 0 /

e Sinestimpair(n #1): '
x 0
! + ) +

Aol —

oSin=1,f, (x) =
(x

3°/  Sinestpair(n 22): f, (x) =

1
2 b )x 2 +1
X —00
L™ +

Y
1
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B) |
1°/ Montrons par récurrence que Vn € N ;0 <U, <1

Pour n=0,0 <U, <1 est vraie par hypothése .

Supposons que pour un entier donné nona: 0 <U, <1 et montrons
que 0 <U, <1. :

Ona: 0<U,<1 et f, eststrictement croissante sur ]0, I [

Donc £, (0)< £, (U,) < fi () or £,(0) =0 et £, (1)= % <let

par suite 0 < U, <1.
Conclusion: Vn e N,0<U, <1

Un(Un)k—]
JU+1

U

Fra@U) <fiu() = Us. £ (Un) <Uy.f, (1) d’.oil Upsi < \/%

1

2°/Upn =f, (U,) = =U,.f,,(U) or 0<U, <1 =

3°/ a)U,. < U, <U, d’ou (U,) est une suite décroissante .

b)Ona: (U,) est une suite décroissante , minorée ‘par 0 donc (U,)
est convergente .

Ona: U< —1—-U1
2
1
U< =1,

2
Vn > 2,Un< —I—Un_]
V2

D’ou en multipliant membre & membre ces inégalités on obtient :

n-1
Vn=2,U,.Us.... U, < (1) U .Uy . Us..... Uy (car Uy > 0
2

. . . n-1
pourke{l,Z,.....,n})d’oﬁVnZ,2,0<Un<(l) U,
2

n-1 :
; 1 )
lim (—) car U =0 car -1<_1_<1 d’ou lim U,=0

n—s+wl 2 2 H—>+0
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_FONCTIONS RECIPROQUES

résultats a retenir ;|

¥ e Soit I un intervalle de R et / une fonction définie sur I .
On dit que f réalise une bijection de [ sur f (/) (ou que f estune

bijection de 1 sur f (1)) , si pour tout y de f (/) , I’équation
f (x) =y admet une unique solution dans I .

¢ Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle 1 ,
alors f réalise une bijection de I'sur f (/) .

e Soit f une bijection d’un intervalle I sur f (/). On appelle fonction
réciproque de f et on note £~ la fonction définie sur £ (/) qui 4 tout
| yde f (I) associe I’'unique solution dans I de I’équation f (x) =y.
e Soit f une bijection d’un intervalle I sur £ (1) et £~ sa fonction

réciproque .
Pour tout x de I et tout y de f (1), f (x)=y, si et seulement si,

T =x
f e f(x)=x,pourtoutxdelet f °f "'(y)=y,pourtoutyde f (/).

F| e Les courbes respectives d’une bijection f et de sa réciproque f -

| dans un repére orthonormé sont symétriques par rapport a la droite
A:y=x.

| o Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un
| intervalle 1 alors sa réciproque [ "' est continue et strictement
monotone sur ’intervalle f () et varie dans le méme sens que f .

e Soit f une fonction strictement monotone d’un intervalle 1 sur
f({), aunréeldeletb=Ff(a).

Si f est dérivableen aetsi f '(a) #0, alors f ! est dérivable en b

et (f ) (b) = '(a)
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* Soit / une bijection d’un intervalle I'sur £ (1) .
Si f est dérivable sur I et £ '(x) #0 pdur tout x de'1, alors '

dérivable sur f (/)et (f - )' (y)= pour tout y de f ) .

A
f [f »]
e Soit n un entier supérieur ou égal a2 .
La fonction x > x" réalise une bijection de R, sur R, . Elle admet

une fonction réciproque strictement croissante de R, sur R,

|eme

appelée fonction racine n

e Pour tous réels positifs x ety , y = x", si et seulement si, x = {/y .
e lim Vx =+

X >+
e Soit deux entiers n et p tels que n > 2 et p=2 et deux réels positifs
aetb. Alors:.

Ya" =a ; (a) =a ; ¥ab =3aib ; "3=£,b 0
b
Va=Xa ; (a) Ve ; (¥ =%
Pour tout entier n =2, la fonction f : x Q/X_est continue sur
1

.____.._1_2
n(nxn— )

1\5 e Soit u une fonction dérivable et positive sur un intervalle I et un entier
{ n22. ~ '

La fonction /* : x > Z/u(x ) est continue sur I et dérivable en tout
u'(x)

[0, +co[ et dérivable sur ] 0 ,+oo[. De plus, f '(x) =

pourtoutx>0.

réel x de I tel que u(x) # 0. De plus, f'(x)=

,pour tout x de | tel que u(x)> 0.
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EXERCICES

Exercicel:

Soit f:R—R
[ .
< ;\/M six#0
0 six=0

1°/ Montrer que fest continue sur R.

2°/ Etudier la dérivabilité de fen 0.

3°/ Calculer pour chaque x =0, f'(x).

4°/a) Démontrer que f est strictement monotone sur R.
b) Montrer que fadmet une fonction réciproque notée g.
¢) Montrer que Vxe R, g(x)=x- 'x' .

5°/a) Montrer que g est dérivable en 0.
b) Calculer g'(x) pour x#0.

Exercice2 i

Soit f:R—>R

xs2x—4+1
1°/ Préciser le domaine de définition D de .
2°/ Montrer que fest continue sur D.

3°/ Etudier la dérivabilité de fen x, =2 et interpréter
géométriquement le résultat obtenu.
4°/ Montrer que f admet une fonction réciproque /™' que I’on

déterminera.

p—

Exercice3:

Soit f:R—>R

XX +x+1
1°/ Montrer que f est une bijection de R sur R.
2°/ Soit g la réciproque de f(on ne demande pas le calcul de g(x) ).
a) Calculer g(1). ’
b) Préciser le domaine de continuité et de dérivabilité de g.
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¢) Calculer g'(1).
d) Ecrire une équation cartésienne de la tangente T a la courbe de
g au point d’abscisse x, =1.

Exerciced:
Soit f:R-—>R

2x
x2+1

1°/ Etudier les variations de f.
2°/a) Ecrire une équation cartésienne de la tangente T & la courbe de
au point d’abscisse 0.

b) Etudier la position de C; et T.
3°/ Soit g la restriction de f & I’intervalle [0,1].

a) Montrer que g est une bijection de [0,1 ] sur lui-méme.

Xk

b) Expliciter g™'.
¢) Calculer pour tout x €]0,1[, (g7')'(x).

Exercice5:

Soit la fonction fdéfinie sur R par: f(x)=+x" +8—x.
1°/ Montrer que fest dérivable sur R et Vx € R,on

a: f'(x)=— f(zx) .
x°+8

2°/a) Montrer que Vxe R, f(x)>0.

b) En déduire que fest strictement décroissante sur R.
3°/a) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J que ’on
précisera.

b) Expliciter f~'.

Exercice 6 : l

Soit la fonction f définie sur ]1,+ o[ par f(x) =_]_‘_\/;,
x———

1°/ Etudier les variations de fsur ]1,+ oof.
2°/a) Montrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution .
b) Montrer que 1,44 <a<2.

e e s g Lkt 4 AT A T L o
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3°/ Montrer que 1’équation f(x) = 0 est équivalente & I’équation:
1
(E):1+—==x

Jx
4°/ Soit la fonction g définie sur ]0,+ co[ par: g(x)=1 +—j=.
x

a) Vérifier que g(a)=c.

b) Montrer que g est une bijection de ]0,+ oo[ sur un intervalle J
que 1’on précisera.

c) Calculer g7'(x) pour chaque x e J.

I Exercice 7:: I

Soit g(x)=x>—x” +3x+1.
1°/a) Etudier les variations de g.
b) Montrer qu’il existe un seul réel & solution de g(x)=0.

c) Vérifier que —%< a<0.

2°/ Etudier le signe de g(x).

x? -1

2

3%/ Soit h(x) =

a) Vérifier que h(a)=a.

b) Etudier les variations de A.

[ Exercice 8 .I

Soit la fonction ¢ définie sur [0,7] par @(x)=1+4cosx.
1°/ Etudier les variations de g sur [0,7].
2°/a) Montrer que ’équation ¢(x)=0 admet une seule solution .

b) Vérifier que T o< 2n .

2 3

c) Etudier le signe de ¢(x).

3°/ Soit f:[0,7]>R
x> 2cos’ x+cosx—1
a) Montrer que fest dérivable sur [0,7] et que :
Vxe[0,z7] : f'(x)=-sinx-p(x).
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b) Calculer f().
c) Etudier les variations de f'sur [0,7].

Soit f:R, >R

X Nx +2x+1
1°/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter
géométriquement le résultat trouvé.
2°/ Etudier les variations de f.
3°/ Montrer que fest une bijection de R. sur un intervalle J que Pon
précisera.

4°/ Expliciter f'.

| Exercice 10 3

Soit f:[0,7]—>R
X+ 2cosx+3
1°/ Etudier les variations de f sur [0,7].

2°/ Montrer que f est une bijection de [0, 7] sur un intervalle J que
I’on précisera.
3°/ Soit g = f7".
a) Calculer g(5) et g(3).
b) Montrer que g est dérivable sur ]1,5[.
-1

4°/ Montrer que Vx € ]1,5[, g'(x)= .
—x?+6x-5

Exercice 111

T
Soit f:[-—,—]—R
Of[22]

sinx

2+sinx
1°/ Etudier Ies variations de f.

2°/ Montrer que f'est une bijection de [—%,%] sur un intervalle J que

I’on précisera.
3°/ Soit g la réciproque de f.
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a) Calculer g(0) et g(%).

b) Montrer que g est dérivable sur ]— 1,—;—[ .

4°/ Montrer que Vx € ]—1,%[ ona: g'(x)=

2
(1-x)W-3x2 =2x+1

Exercice 12

x+1

It +2x+2

1°/ Montrer que fest dérivable sur R et que Vx e R,
1

(X)——.
1 J(x42x+2)°

2°/a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que fest une bijection de R sur ]-1,1].

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

X

3°/a) Montrer que Vx e ]-1,1[ ona: f( - -D=x.
1-x°

b) En déduire I’expression de f~'.

Exercice 1

Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = A l
2Wxr+1 2

1°/ Etudier les variations de g.
2°/ Montrer que g est une bijection de R sur ]-1,0[.
3°/Soit f:R—>R

x|—>_7x+1+%w/x2+l

a) Montrer que fest dérivable sur Ret que VxeR, f'(x)=g(x).
b) Etudier les variations de 1.

¢) Montrer que f'est une bijection de R sur un intervalle E que I’on
précisera.

4°/ Montrer que VxeEona: s '(x)= +1-x-

!
4x~1)
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Exercice 14ﬁ]

Soit la fonction f: x> v2x—x> .

1°/ Etudier la dérivabilité de f.

2°/ Etudier les variations de f.

3°/ Résoudre dans R I’équation : f(x)=x.

4°/ Soit ¢ la restrictionde f a [0,1].

a) Montrer que @ est une bijection de [0,1] sur un intervalle J que I’on pré(g

b) Expliciter ¢ .

Exercice 15: -

Soit g(x)=x>+12x-2.

1°/ Etudier les variations de g.

2°/a) Montrer qu’il existe un seul réel o tel que g(a)=0et que 0 < <1.
b) Etudier le signe de g(x).

3
x"+1
3°/ Soit f x> .
4 x> +4
” vy X8(X)
a) Montrer que fest dérivable sur Ret que VxeR, f (x)—(—7—4—), .
x“+4)°

b) Montrer que f(&)= 3 —212a
a”+4

4°/ Etudier les variations de f.

'Exercice 16 :
Soitf:R—> R
x? -1
x2+1
1°/ Etudier les variations de f et en déduire f(R).
2°/ Soit (E) : f(x)=x.
Montrer que (E) est équivalente a g(x)=0 ol g est une fonction

X

polynéme de 3° degré.

3°/ Déterminer le nombre de solutions de I’équation (E). Interpréter
géométriquement .

4°/ Soit ¢ la restriction de f a P’intervalle R. .
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a) Prouver que ¢ est une bijection de R. sur un intervalle J que I’on
précisera.
b) Expliciter ¢.

Exercice 173

Soit a €]0,1{ et ¢,:{0,7] >R
x > acos(ax)sin x —sin(ax)cos x
1°/a) Etudier les variations de ¢, sur [0,7].
b) Montrer que Vxe[0,7],ona: ¢, (x)>0.
2°/ Soit f,:10,z[> R

sin(a x
., tas)
sinx

a) Calculer lim £, et lim £, .
o* n”

b) Etudier les variations de 7, .
2

172" Montrer que (E) a une seule

c) Vérifier que f, (x)=a+

solution dans I’intervalle ]0,x[ .

I‘ Ekércic‘e 18 . j

Soit :—z,£ R
oit f:] 3 2]—>

X > tan x
1°/a) Etudier les variations de f .
b) Donner I’équation de la tangente (A) a Cau point x, =0.

c) Etudier la position de Cset (A) .
2°/a) Montrer que f est une bijection de ]—% ,12[—[ surR.
b) On note g la réciproque de f".

Prouver que g est dérivable sur Retque: VxeR, g'(x)=

3°/a) Prouver que g est une fonction impaire.
g(x)

b) Calculer lim
x>0 x
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2
4°/a) Montrer que Vx>0 ona: 0<x~g(x)<x7.

b) Calculer alors limig(x—)_—{ .
x—>0 x2
5°/ Soit ¢:R—> R
g si x#0
X9 x
i si x=0

a) Prouver que ¢ est paire.

b) Montrer que ¢ est continue sur R.
¢) Montrer que ¢ est dérivable sur R.
d) Calculer ligwﬁ et lim¢ .

Soit f: ]o,%]—> R

Wsin 2x
>

sin x

1°/a) Montrer que f est dérivable sur ]0,%[ .

Etudier la dérivabilité de fen %
b) Etudier les variations de f .
2°/ Montrer que f'est une bijection de ]0,% ] sur un intervalle J que

’on précisera.

3°/ Soit g la réciproque de f .
a) Préciser le domaine de continuité, de dérivabilité de g .
b) Calculer g'(x) pour chaque x>0.

4°/ Soit p(x) = g(2x) + g(\g) .

a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]0,+oof .
b) Calculer ¢'(x) pour x>0. Que vaut ¢(1) ?
¢) Calculer enfin ¢(x) pour x>0.
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Exercice 20

Soit un entier n>2 et ¢, :[0,%[—>R

x> gfigx

1°/a) Etudier les variations de ¢, sur [0,%[ .

b) Montrer que ¢, est une bijection de [0,%[ sur un intervalle J a

préciser. On note v, la fonction réciproque de ¢, .
c) Déterminer le domaine E’ de dérivabilité de y, .

n xn—-l

1+ x>

d) Montrer que VxeE' ona: y,(x)=
2°/ Soit N : [o,g[—> R

x> 1+ tg2x — 2 Jtgx

a) Montrer que N est dérivable sur ]0,%[ et que I’équation

(x e]O,—Z—[ et N'(x)=0) admet une unique solution notée x;.

Calculer N (x).
b) En déduire que I’équation N (x) =0 admet deux solutions dans

[0,%[ . (On remarquera que N (%) =0).
c) Soit f:[O,%[e R

X jtgx —Xx
Etudier les variations de /. En déduire le signe de f(x).

Exercice21:

Vxl+1-1

f(x)=————pourx >0
x

X
f(x)=——— pour x <0
24x*+1
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1°/ Montrer que f est continue en 0
2°/Montrer que f est dérivable en 0 et que vaut £,

1 .
3°/ a)Montrer que D 1y = > x est la tangente 3 C / au point

d’abscisse 0 .
b) Etudier les variations de f
4°/
a) Etudier les variations de f
b) Montrer que / est une bijection de R surlJ.

[Exercice 22 ]

A. Soit la fonction / définie sur R par: h(x)=x>—3x? +3x+3.
1°/ Etudier les variations de A.
2°/a) Montrer qu’il existe un seul réel artel que h(a)=0.
b) Encadrer & & 0,1 prés.
3°/ Etudier le signe de A(x).

3
B. On considére la fonction f'définie par : f(x)= (x ]3; .
x p—
1°/ Montrer que fest dérivable sur R\ {1} etque Vx =] ona:
, h(x)
x)= .
f® =5

2°/ Etudier les variations de f.
3°/ Montrer que C,; admet un asymptote oblique A.
4°/a) Etudier la position de C; et A.
b) Tracer C;dans un plan P rapporté a un repére orthonormé (0.i. /).

| Exercice -
A) Soitlafonction f : R — R
X > 2x—sinx
1°4  Prouverque Vx e R ,2x-1 < f(x) <2x+1
2°/  On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repere

orthonormé (0,17,17) .

Soient les droites D, : y=2x- 1 et D;: y=2x+1
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Déterminer les points communs & (C) et D, d’une part, a (C) et D,
d’autre part . Préciser les tangentes a (C) a ces points.
3/
a) Etudier la parité de f .
b) Interpréter géométriquement ce résultat.
4°/
a) Calculer f ( x +27 )en fonction de f (x)
b) Par quelle transformation géométrique passe-t-on de la partie

représentant la restrictionde a [- 7 +2k7w , 7 +2k7]}?2(k € Z)

B
)1°/ Montrer que /* admet une application réciproque g .
2°/ Démontrer g(0), g(2n) et g(4km) (keZ).
3°/
a) Préciser le domaine de dérivabilité de g
b) Que vaut g'(0) et g'(27).
4°/ Montrer que I’équation 2x — sin x = m admet une solution
unique X, .

On notera « la solution de I’équation 2x —sinx =4 .
O

1
1°/ Soitd:R —> R: x I——>5(4+sinx)
a) Montrer que I’équation f (x ) = 4 est équivalnte 3 & (x) =x

b) Montrer que Vx €,

1
D'x) £ =
()] 5
2°/  Soit la suite (U,) ,_ définie par :
Ue R etVneN, Uy =3 (Uy)

a) Prouverque Vne N , U, ., —al < %]U,, ——a|

b) Montrer que (U,) . converge vers un réel que I’on précisera .
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1°/e La fonction x> ]x) est continue sur R.

>0 donc la fonction x> 1/|x] est continue sur R.

. 1 . .
e La fonction x — — est continue sur R™ donc fest continue sur R’
x

comme produit de ces fonctions continues.

. lirgl f(x)= lim x_\/|—;|= lim |x‘ =0.
x>0 x—0*

x x—0"

° 11m f(x)=lim ‘/—— lim — \/.

x—0" x—0"

d’ou lm(1)f(x) =0= f(0) doncfest continue en 0 et par suite fest

continue sur R.

2°/ lim f60 - £(0) =lim Xl\/—- =lim——= =+ doncf n’est pas

x—0 x—-0 x=0  x2 x50 |Xl

dérivable en 0.

3°/e VxeR, f(x)=x = f'(x)zL.

2/x
. N S
o VxeR’, f(x)=-V-x = f'(x) T
1

d’ot VxeR', f'(x)=——
2y

4°/a)Ona: VxeR', f'(x)= ! >0 donc fest strictement
I

croissante sur R.
b) fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur f(R)=R ce qui donne que f'admet une fonction

réciproque définie sur R.
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¢) fT:R->R
x> T (x)=y.
D=y e f(=x.
ePour x=0 ona f'(0)=0 car f(0)=0.

e Pour x#0,0na y#0 :>M\/|;|___x - (|y|\/m)2
y y

y[=

¢Six>0= fx)> 0 or fH(O)=0= f(X)>0 = y>0
:>y=x2=x-Ix’.

eSix<0 = flx)<f(0) or £ (x)<0 = y<0
:>y=—x2=x~lxl.

Conclusion : Vx € R, g(x)=x]x|.

g(x)~g(0) _ lim ==L | . llmlx[ 0 donc g est dérivable en 0
x

5°/a) 11m fim—

et g (O):O.
b) e VxeR, g(x)=x> = g'(x)=2x.
e VxeR’, g(x)=—x" = g'(x)=-2x
Donc Vx e R, g'(x)zZ]x).

Solution2 :
1°/D={xeR telque 2x-42>0 }.

2x—420 < x22 donc D=[2,+ o[-

2°/ La fonction x+>2x—4 estcontinue sur Det VxeD, 2x-420

donc la fonction x+>+/2x —4 est continue sur D comme composée
de deux fonctions continues sur D et par suite fest continue sur D
comme somme de deux fonctions continues sur D.

f@D-J@ _ . V2x-4 V2

3°/ lim = lim = 400
X—>2+ x-2 x—>2+ x—2 2 fx=2
car: lim+x-2=0".
=27

Donc f n’est pas dérivable a droite en 2 et par suite la courbe de f
admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 2.
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1

V2x-4"~
VxeR., f'(x)>0 donc fest strictement croissante sur [2,+ [ et
comme f est continue sur [2,+ o[ donc f réalise une bijection de

[2,+ o[ sur [f(2); lim f(x)[=[1,+[.

o i1+ oo > [2,+00]

4°/e fest dérivable sur ]2,+ o[ et Vxe ]2,+ o[, f'(x)=

x fx)=y
)=y fMN=x2y-4+1=x2y-4=x-1
(2y—4)=(x-—1)2<:>y=(—x:12ij——4:—;—(x—l)2+2.

Conclusion : Vxe[l,+o[, f™(x) =%(x—1)2 +2.

: S‘o:lvut'i"on» 3

1°/e fest définie, continue et dérivable sur Ret Vx e R,
Fl(x)=3x* +1>0.

e fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur ]xl_iglw f (x);xl_i:?m f)[=R.

2°/a) g()=x & f(X)=1o L+x+l=1 x(x’+1)=0 &
x=0 donc g(1)=0.

b) e fest continue sur R donc g est continue sur f(R)=R.

o fest dérivable sur Ret Vxe R, f'(x)#0 donc gest
dérivable sur f(R)=R.
, 1 1

0 &= Zrm 7o

DT: y=g'(DH(x-D+g() or g'(l)=1et g(1)=0 d’oa T:

or f'(0)=1dou g'(1)=1.

1°/ fest définie, continue et dérivable sur R et VxeR,
, 20 +1)-2x(2x)  2-2x>  2(1-x%)

f'(x)= 2 122 ST 3 N o2

(x“+1 (x*+1)° (x*+1)
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[ - l) + ¢ -

£6) “\_l 7 ! ~__

2°a) T: y= f'(0)(x—0)+ f(0) or f'(0)=2 et £(0)=0 d’on
T:y=2x.
b) e Etudions le signe de f(x)—2x.

2
F(x)=2x= 22’“ ~2x=2x( 21 ~1)=-2x(—
x“+1 x°+1 x“+1

Le signe de f(x)—-2x estceluide —x.

0

).

X —© 0 + o0

fx)—2x + { -

e Sur ]—,0[, C; est au dessus de T.
e Sur ]0,+ o[ , C; est au dessous de T.
e C; et T se coupent en O(0,0).
3°/a) g est continue et strictement croissante sur [0,1] donc g réalise
une bijection de [0,1] sur [ £(0), f(1)]=[0,1].
b) g7':[0,1] > [0,1]

x> gl (x)=y

5 _
g x)=y @ gx)=x < 2y1=x<:>2y=xy2+xc>
y+

xy? —2y+x=0.
ePour x=0ona: y=0.

2 .
e Pour xe 10,11, A'=1-x*>0 d’ou y'=-l———l—1 et
X
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1 2

y“=:—]~—i— or xel0,1] > x<1l = —}—21 et 1+v1-x =1
X x
’ 2

donc I_t——l-—x—zl et par suite la solution y'' est a rejeter car
X

y€l0,1].

si x €}0,1]

(—vi-x
Conclusion : g”'(x)=4  x
0 si x=0

c) o gestdérivable sur [0,1] et Vxe [0,1], g'(x)# 0 donc g’
est dérivable sur g([0,11)= [0,1].

{1 _ 5.2
e Pour x< ]0,1],ona g’l(x)=1——~1-——x~— donc :
x
s SN FR
~Iy 2 l—xz 1- 1—x2
(g )(x)=—2 ; e
x x’\/1~x‘

i
g’ O] 2O

ePour x=0 ona: (g7")(0)= or g'(0)=2

dbﬁ@“ﬂm=%.

1—41-x2

si x€]0,2]
2 2
Conclusion : (g7 )(x)=4 ¥ VI-x

l si x=0
2

19/ La fonction x> x° +8 est dérivable sur Ret VxR, x* +8>0

dong la fonction x> vx? +8 est dérivable sur R.
e La fonction xt+> —x est dérivable sur R donc fest dérivable sur
R comme somme de ces deux fonctions dérivables.

x~Vx?+8 f(x)

2x
1= = )
2vx% +8 vx?+8 Vx2+8

e VxeR, f'(x)=
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2°/a) VxeR,ona: x* +8>x = vx* +8 > x| or |x|2 x donc
Vx’+8>x d’olt Vx> +8 — x>0 et parsuite VxeR, f(x)>0.

b)ona VxeR, f'(x):—-[g)— et f(x)>0 donc VxeR,

Vx? +8
S'(x)<0 et par suite f est strictement décroissante sur R.
3°/a) fest continue et strictement décroissante sur R donc fréalise

une bijection de R sur 'intervalle J =] lim f(x), lim f(x)[.
o lim f(x)= tim yx* +8 —x=+o0.
x'-8-x? -8

o lim f(x)=lim Vx*+8—x= lim = lim =0
X—>+00 X —>+0 X+ \/x2—8+x X+ x/x2+8+x

done J=]0,+ oof .
b) f':10,+0o[>R

x> )=y
[T®W=y & f=x &y +8-y=x &y +8=x+y =
2
V4+8=(x+y) = Y +8=x"+) +2xy = yZS;x
X
42
donc ‘v’xe](),+oo[,f"(x)=82x .
x

1°/ fest définie, continue et dérivable sur ]1,+ o[ et Vxe ]J1,+ o[,
-1 1
(X)) = <.
7 (x-1* 2vx

X 1 +00

f'® -

J) e \A

-— 00

2°/a) fest continue et strictement décroissante sur }1,+ o[ donc f
réalise une bijection de J1,+ o] sur R et comme 0 R donc 0 admet
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un seul antécédent « € ]1,+ o[ par fet par suite ’équation f(x)=0
admet une unique solution @ € ]1,+ o[ .

1,44)- f(2)<0 et
b) On a J(:44) 1) done [ 44<a<?2.
f estcontinuesur[1,44 ;2]

X —

Jx Jx
4°/a)yOna f(a)=0 = 1+L=a = gla)=a.
Ja
b) e g est définie, continue et dérivable sur ] 0, + oo | et

Vxe]0,+o[, g'(x)=-

2x1\/; <0 donc g est strictement
décroissante sur ] 0, +o [ et comme g est continue sur ] 0, + o[
donc g réalise une bijection de ]0, + oo [ sur I’intervalle

J=] lim g(x), lim g(x)[.

or 11m g(x) 400 et hm g(x)—l donc J=]1,+ .

x—>0"

c) g :]1,+oo[—>](),+oo[
x> g (x)=y

g'M=ye gy)=x < 1+71_—:x =N ~\/L—=x—1 &
y

y
\/—_ ! = y= 1 d’ou Vxell,+o[, g7'(x)= : :
x-1 (x-1)? (x-1)*

Solution 7

1°/a) g est définie, continue et dérivable sur R et Vx eR,
g'(x)=3x>-2x+3 A’=-8<0 donc VxeR, g'(x)>0

X — o0 + o0

g +

&(x) o
/
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b) g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise un
bijection de R sur g(R)=R et comme 0 < R donc 0 admet un seul

antécédent o € R par g et par conséquent il existe un seul réel o
solution de I’équation g(x)=0.

1
g(—g)-g(0)<0 et .
c)Ona: donc ~—<a<0.

. 1
g estcontinuesur [ — 5,0 ]

2°/ D’aprés le tableau de variations de gona:

x l—oo o + 00
+ 0
8(x) - +
— 00
d’on :
x I—oo o + 0
g(x)' - f *
3°/a)ona g(a)=0 = &’ —a? +3a+1=0 = a@*+3)=a’ -1
2
= a=2 "% dou hiey=a.
a” +3

b) A est définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
2x(x’ +3)-2x(x’-1) 8

H)= (x* 13y’ T (2 +3)

h (%) - +

h (%) 1\ 1/’1
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1°/ @ est définie, continue et dérivable sur [0,7]) et Vxe [0,7],
@'(x)=-4sinx <0

X 0 T
90 ? - (
@ (x) —‘ > \_3

2°/a) @ est continue et strictement décroissante sur [0,7] donc ¢
réalise une bijection de [0,7] sur [-3,5] etcomme 0 e [-3,5]
donc 0 admet un seul antécédent e [0,7] par ¢ et par suite
P’équation @(x) =0, admet une seule solution € [0,7].

V4 2r
(0(5) : ¢(T) <0 et

2
b)ona: . T 37 donc£<a<—£.
¢ est continue sur [—2—,—2—] 2 3

¢) D’apreés le tableau des variations de ¢ ona:

x ,0 @ T
P(x)
\‘\@\‘—3

xlO 104 T

¥ f -

3°/a) La fonction x > cosx est dérivable sur R et en particulier sur
[0,7] ; et la fonction x> 2x? +x —1 est dérivable sur R donc fest
dérivable sur [0,7] comme composée de ces deux fonctions ; et
Vxe [0,7],

f'(x)=-4cosx-sinx—sinx =-sinx-(4cosx +1)=—sinx - p(x).

P (x)
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b) f(a)=2cos’a+cosa—1 or p(a)=0 => 1+4cosax =0 =
1 1, 1 9
osa=—— d’oll f(@)=2(——) ——-1=—-=.
c 2 S(a)=2( 4) 2 g

c) fest définie, continue et dérivable sur [0,7] et Vxe [0,7],
f'(x)=-sinx-@(x) orsur [0,7], sinx >0 donc le signe de f'(x)
est celui de —@(x) d’ou le tableau des variations de f:

x 0 o V3
R
S 2 \ 9 / "

: Solution 9 ;
1°/

[CfO)_ o Ne2x_ L Vx|

x—->0* X x—=0° X x—>0* /x r—)O* A X

donc f n’est pas dérivable a droite en 0, et par conséquent la courbe
de fadmet une demi tangente verticale au point d’abscisse 0.
2°/ f est déﬁnie, continue et dérivable sur R, et Vxe R,

f(x)= J—+2>0 ;() 0 - +®
X

@ /' +eo

3°/ fest continue et strictement croissante sur R, donc f réalise une
bijection de R, sur f(R,)=[1,+].

4°/ £ [l,+ o[ >R,
x> i (x)=y
=y fO)=x o \/3/—+2y+1 =X

Posons ¢ = \/_)7 = I’équation devient : 2¢* +1+1-x=0
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“1-8x=7 _ , —1+8x-7

A=8x~7 = t'=— Y77 " ety
4 4

—1++/8x—7

On a '< 0 donc cette solution est a rejeter d’ou ( = a

\/8x—7—1)2 _A4x-3-~8x-7
4 8 '

4x—-3-/8x~7
3 .

et par suite ¥ =(

Conclusion : Vxe[l,+o[, f(x)=

Solution 10:

1°/ fest définie, continue et dérivable sur [0,7] et Vxe [0,7],
f'(x)=-2sinx.0r Vxe [0,7], sinx>0 d’ou Vxe [0,7],
f1(x)<0.

X 0 V.4

WA -

fx | s |
x \]

2°/ fest continue et strictement décroissante sur [0,7] donc fréalise
une bijection de [0,7] sur f([0,7])=[1,5].

3°/a) e g(5)=x & f(x)=5 ©2cosx+3=5 < cosx=1<x=0
(car xe {0,7]) donc g(5)=0.

. g(3)=x<:>f(x)=3¢>cosx=0¢:>x=§ donc g(?»)z£

2
(car x€[0,7]).

b) fest dérivable sur 10,z[ et Vxe 10,7[, f'(x)=0 donc gest
dérivable sur f(]0,7)=]1,5[.
1 1 -1 -1

4°/ So '(x)= = = -
/ Soit x €]1,5[, g'(x) f'[f"l(x)] f'lg(x)] 2sin[g(x)] 2siny

avec y=g(x).
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Ona: y=g(x) = x=f(y) = 2cosy+3=x = cosy:x;3 =
) (x—3)2 . 9 x2—6x+9 . 2 ~x+6x-5
cos” y = =>l-smy=——=smy=—————
4 4
= Siny:b___mx‘;&-S car ye]0,7[.
LI 1 _]
Dou: g'(x)= .
—x*+6x-5

[Solution 11:

1°/ fest définie, continue et dérivable sur [—%,g] et Vxe [~ %’%l ,
_ cosx(2+sinx)—cosxsinx _ 2C0Sx Le signe de f'(x)

(2 +sinx)? B (2 +sinx)?

J'(x)

est celuide cosx.Or Vxe [~%,—72£], cosx 20

X /2 Tl2

|0 + )

f&) 1
/ 3

-1

2°/ fest continue et strictement croissante sur [—%,%] donc f réalise
. T T 1

une bijection de [-—,—] sur ——,—D={-1,-1.
jection [22]u1f([22])[ 3}

3°a) ® g(0)=x < f(x)=0 < sinx=0 < x=0 (car

Vx e [—%,g]) done g(0)=0.

inx 1 . .
og(—l_):x@f(x):—l-@ Sm.,\ =— & Ssinx=2+sinx
5 5 2+sinx 5

o sinx=r o x=" doi g(1)=2
2 6 857%
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b) fest dérivable sur ]—%,-’25[ et Vxe ]—%,%[, f'(x)#0 donc

g est dérivable sur f(]- %,%

4°/ Soit x € ]—1,-;—[ , g'(x)=

1
D=1- 1,5[ :

_

flg@)]

1 _(2+sin y)

f'(y)  2cosy
siny

Posons g(x)=y = g'(x)=

=x = siny=2x+xsiny

Orgx)=y = f)=x = ,
2+siny

. 2 .2 )
= smy:zj;:>(2+smy)“ :(1 4x)2 et cosy =4/l —sin" y

4x* \/1—2x—3x2 \/l—2x—3x2
= cosy=_|l~- — = = (car
(1-x)* |l x| 1—x
1
el-1,—
x €] 3[)
4
. 1-x)’ 2
g'(x)= (d-x) == - .
dl—2x—3x' (l~x)\/—3x -2x+1
-x

2
(1—)(,')\/—3)62 —2x+1 '

Conclusion : Vx ] - 1,%[, g'(x)=

[Solution 12 :

1°/¢Ona VxeR, x> +2x+2>0 (car A<0)donc la fonction

x> vx? +2x +2 estdérivable sur R et comme la fonction

x+> x+1 est dérivable sur R donc fest dérivable sur R comme
quotient de ces 2 fonctions.

Ve raxr2-— 280D iy

2

X 2x+2—(x+1) 1

\/(x2+2x+2)2 x4 2x+2 _\/(x2+2x+2)3 .
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2°/a) fest définie, continue et dérivable sur R et Vx e R,
1

fl(x)= >0.
VG2 +2x+2)
S +

[ /’ '

x{(1+— )
. hm f(x)= hm = hm 5 =—
—x1{l+ +— ~x1{]+ +—
x x x x

x(1+*)

o hm f(x)~ m ———f
x‘/l+ +—
x x

b) fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur f(R)=]-1,1].

X 141

“1)= vVi-x?
1242
\/(\/1_:* Y +2(———

3%a) f(\/1

~D+2

\/_

X

x

2 o) R |

1-x? |2 iy P N
1—x2 %_xz ,ﬁ_xz 1-x

byona Vxe]-1,1[, f(

V1-x?

fx)= -1.

b
Vi-x?
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1°/ g est définie, continue et dérivable sur R et Vxe R,

Vx+1 S

1 2 1 XX +1-%
2 x“+1 2 (x2+1Wx +1
S S
2 2 3
NCAE D)) . o
g +
g /0
-1

= lim — ] -

1
. hm g(x)— 11m —
X—>- 2 x—>-o ]
~2x 1+~— 21+ =
x

o lim g(x)= lim ————

X—>+0 X—>+®
2x./1 + —

2°/ g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise une
bijection de R sur g(R)=]-1,0[.

o | —
I
L

l\)]——-

3°%a)Ona: VxeR, x> +1>0 donc la fonction x l—é% x2+1 est

L. . —-X ..
dérivable sur R et comme la fonction x — —2— +1 est dérivable sur R

donc fest dérivable sur R comme somme de ces 2 fonction dérivables.

I 1 X
VxeR, X)=——4+———=g(x).
S1(x) >t - g(x)
b)Ona g(R)=]-1,0[ donc VxeR, g(x)<0 et parsuite VxeR
» J'(x)<0. x oo +00
f'® -
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o lirP f(x)=+o.

2,92
. hm f(x)— llm 14+ — (Vx +1—-x)= lim l+l—u
2% +1+x

X—> 4D

] 1 1
=liml+— ——=1.
X—>+400 2 x2 +1+x
c) fest continue et strictement décroissante sur R donc fréalise

une bijection de Rsur f(R)=]l,+oof.

4° £~ [ >R
x> fi(x)=y.

f_l(x)zy@f(y)ﬂc®—§+1+%\/y2+1=x<:>
1 Y ¥+l 2 »

Til=x—l+t > F—=x-D+x-Dy+— &

1

oy= +1-x

4(x—-1)
Conclusion : Vx€]l,+ o[, f7'(x)= ! +1—x

4(x-1)

|Sol‘u'ti0n 14:

1°/a) e La fonction x > 2x —x* est dérivable sur R et
vx€]0,2], 2x -x* >0 donc fest dérivable sur ]0,2[.

e Dérivabilité de fa droite en 0 :

f(x)-f(0) . J2x-x* . \}2x X
lim ——— = lim ————— = lim
x—0" X x—0* X x—0% x—)O*

x—0"

/2 .
= lim ,/——1=+c0 donc f n’est pas dérivable a droite en 0.
x

e Dérivabilité de fa gauche en 2 :

i 7253 _ i V2x-x’

-2 x- -2 x=2
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= lim 2x-x’ = lim

=2 (x W 2x—x2 T 2x - %P

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 2.
Conclusion : Le domaine de dérivabilité de fest ]0,2[.

2°/ fest définie et continue sur [0,2] et dérivable sur ]0,2{ et:
VXE]O,Z[, f'(x): 2——2x7 _ I—x :

2\/2x—x‘ \/2x—x~

Le signe de f'(x) estceluide 1—-x

D’ou le tableau des variations de f:

x 0 1 2
& + ’ -
1
0 0

3% f(x)=x & V2x-x"=x & 2x-x"=x © 2x’-2x=0 =
x(x-1)=0 & x=0 ou x=1=> Sg ={0,1}.
4°/a) @ est continue et strictement croissante sur [0,1] donc ¢ réalise
une bijection de [0,1] sur ¢([0,1])=[0,1].

b) ¢~ :[0,1]1[0,1]

x> 97 (x)=y

P X=y S p()=x S 2y-y =x & 2y-y'=x’ &
Yy —2y+x'=0.0na:A’=1-x* d’ol y'=l—\/r——x—2 et
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y'=1+41-x7 ,or y€[0,1] donc la solution valable est
y'=1-41-x> car y">1 donc Vxe[0,1], o' (x)=1-v1-x".

ISolvution 15:

1°/ g est définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
g'(x)=3x>+12.0na VxeR, g'(x)>0 d’ou:

x —w +o0

g +

g /+°°
— oo

2°/a) g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise une
bijection de R sur R et comme 0 e R donc 0 admet un seul
antécédent o par g ce qui prouve qu’il existe un seul réel o tel que
g(a)=0.D’autre part on a g(0)-g(1) <0 et g est continue sur {0,1]

donc 0<a<l.
b) D’apres le tableau des variations de gon a :

X i — 0 o + 0

+ + 00
gx) /6/

d’otl le tableau de signe de g(x) :

X ' — 0 (04 + o0

g (x) - 0‘ +

3°/a) fest définie sur R et fest une fonction rationnelle donc f est

dérivable sur R.
VxeR,

f'(x)=

3x2(x +4)-2x(x* +1) B x(x* +12x-2) _x-g(x)
(x? +4) R R DS
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b)Ona g(a)=0 = a®+12a0-2=0 = o’ =2-12a donc
)= &+l _2-12a+1 _3-1a

a?+4 P +4 a’+4
4°/ f est définie, continue et dérivable sur Ret VxeR,
: x-g(x)
xX)=—"=
/') (x? +4)

Le signe de f'(x) estceluide x-g(x).

x — 0 0 l04 + 0
x -~ (f + +
g(x) - - 0 +
x.g(x) + ( - ) +

D’ot le tableau de variations de f:

x ~ 0 0 a + 0
f® + 0[ - 0+
l
, Y + o0
fx) / \3_]2{1 /
- a’+4

lSolution 16 J

1°/ f est définie, continue et dérivable sur R comme étant fonction
rationnelle.

2x(x2+1)-2x(x*-1) _ 4x
(x? +1)? (x* +1)?
Le signe de f'(x) est celui de x d’ou le tableau des variations de /'

vxeR, f'(x)=
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X —o0 0 +0
7 - ¢+
fx) |1 1

e f est continue sur R donc f(R) est I’intervalle [-1,1[ .
x? -1
=X P-l=x+xe P -x*+x+1=0
x°+1

2°/ f(X)=x<

Conclusion : (E) est équivalente & g(x)=0 ol g(x)=x" —x? +x+1.
3°/ g est continue et dérivable sur R comme étant fonction polynéme,
g'x)= 3x% -2x+1.

3x? =2x+1=0, A=4-12=-8<0 = VxeR, g'(x)>0.

X —0 +00

g(x) 0

I

g est continue et strictement croissante sur R donc g est une bijection
de R sur g( R)=R et par suite 0 admet un seul antécédent o € R par g

Conclusion : (E) admet une solution « . o est I’abscisse du point
d’intersection de la courbe de f et de la droite A d'équation y=x.
4°/a) @ est continue et strictement croissante sur R, donc ¢ est une
bijection de R. sur ¢ (R:)=[-1,1].

b) ¢ [-1L1[> R,

x> (x)=y
y -1
P (N)=y @ p())=x & F—=X o y -l=xp’ +x
vy +1
= y?(1-x)=x+1
2 x+1
or x#1 donc Yy =——
[—x
x+1>0

or xel[-1,1[ donc 1
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||_x+1 R don y=
—x or yeR, d’ou —x

| x+1
Conclusion : Pour tout xe[-1,1] , @ (x)= —1——-—x .

1°/a) ¢, estdérivable sur [0,7] comme composée et somme des
fonctions dérivables sur 10,7 .

Vxe [0,7],

ga;, (x) = a[—asin(a x)sinx +cos{a x)cosx] —a cos(ar x)cosx +sin{a x)sin x
= —a? sin(er x)sin x +sin(ar x)sinx = (1 -a?)sin(a x)sin x
Or0<a<l =>1-a’>0et 0<x<7 = 0<ax<z

= sin(@x)>0 et sinx>0.

D’ou Vxe[0,7], ¢, (x)20.

X 0 /s
(p;, x) |0 + )
(ﬂa (x ) sin(ar)
0o—"

b) D’aprés le tableau des variations de ¢, , 0 est un minimum absolu
sur [0,7] donc Vxe [0,7] , ¢,(x)=0 et comme ¢,(0)=0 et ¢, est
strictement croissante sur [0,7z] donc Vxe [0,7], ¢,(x)>0.

sin{c x)
. . sin(lax )
2°/a) e lim f,(x)= lim —'(—-—22 lim —%* =g
x—-0* x—0* sinx x—0" Smx
x
. sin{a x) . sinx
car lim =g et lim =1
x—0* X -0t x

sin{ar x
sin(@x)

o lim f,(x)= lim —
x—>r" x—>z~ SInNX

car lim sin(ax)=sin(az)>0 car O<azr <z et lim sinx=0".
x> x>~

b) £, est définie, continue et dérivable sur ]0,7[ et Vxel0,7[,

fo®=

acos(a x)sinx —cosxsin(ax)  @,(x)
. 2 = 7>0
(sinx)” (sinx)”
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x 0 V4

Ja (%) +

£ ()
Ja\*T

sin(a»—£»~) sin(erz ,ﬁ.)
T N a+l _ o+l
O futys—axrl a3
@ sin(———) sin(——)
a+l a+1
sin(;z'——L ) sin( il )
- a+l _ a+l ¢

sin(——)  sin(——)
a+1 a+l
3°/ f, estcontinue et strictement croissante sur ]0,z[ donc f, est

2

une bijection de 10,z[ sur Ja,+w[ et comme o+

€la,+ o[

donc il admet un seul antécédent de ]0,7z[ par £, ce qui prouve que
(E) admet une solution dans }0,7] .

Solution 18

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur ]—%,%[

Vxe ]‘%’%[’ f(x)=1+tan’x >0

© F :

f @ +

Jx) +00
_w/

b) Aty =7"(0)x+ f(0) = A:y=x.
c¢) Etudions le signe de f(x)-x.

Soit g(x)= f(x)~-x ; g est dérivable sur ]-

)

wN
N

Vxe ]—%%[ , g'(X)=f'(x)-1=tan’x > 0.
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¥ 4 ¥4
X 2 0 2

g + 0+
g || _

D’aprés le tableau des variations de gon a:

® Vxe ]—g—,O[ : g(x)<0 = C; est au dessous de A .
® Vxe ]O,%[ : g(x)>0 = C; estau dessus de A .
e Crencontre A au point O(0, 0).
2°/a) fest continue et strictement croissante sur ]_%’Zz[—[ donc f est
bijection de _ﬁ,f sur —1,1 =R.
j =550 surf(1-2.50)

1
')

1
gi(X)=———— or y=g(x) & x=f(») < x=tan y
I+tan’y

Soit xeR, g'(x)= ol y=g(x)

& x” =tan’y et par suite Vxe R, g'(x)= ] !

xr
g)=x tan x=1
) 1 V3 JZ'[ b1 <::>x=% donc g(]):%.
€57 xe] -—, Py [
g(\3)=x tan x=1
xe]"?:a‘[ XE] 2 s 2 [

3°/ a) Montrons que Vxe R, g(—x)=g(x).

Soit A(x) = g(-x); hest dérivable sur RetVxe R

SR (x)=-g'(-x)=-g'(x).

Soit k(x)=—g(x) ; k est dérivable sur R et Vxe R, k'(x)=-g'(x) donc

VxeR, hx)=k(x).

Conclusion : Vx e R, g(—x)=-g(x) ce qui prouve que g est impaire.
b) limgx—) = limw =g'(0)=1 car g'(x)=

x>0 x . x>0 x—0 1+x?
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4°/ a) Soit A(x)=x-g(x) et x>0 . A est continue, dérivable sur [0,+oo[,

x2

Rx)=1-g'(x)=1- == 220.
T+x° 1+x
X 0 +00
H(x) |0 +
h(x)

Vx>0 ona: A(x)>0 d’o 0<x—g(x).
3

o Soit k(x)=x~ g(x)—% (x>0Q)

k est continue, dérivable sur R.
2 4

kx)=1-g@)-x =—"—s-x’ =220
1+x l+x°
x 0 +00
kx) |0 -
k(%) 0

3
d’ou Vx>0 ona: k(x)<0 d’ou x—g(x)<x?.

3 . -
b) Vx>0 ona: O<x-g(x_)<~xT d’ot —%<w<0
J

x
lim-X=0 don lim 88 =% _¢
0" 3 =07 x*
e lim g(x),‘x = lim g(‘?“ (t = —x)
x—0" x° x—0" 1°
= 1im-EY=4 g
x—0" 1
o lim EOTX iy DX i 8D ZF
x—0" x- x—=0" x2 =0 x
5°/ Soit ¢:R->R
& st x#0
X k> X
1 si x=0

D¢=R; VxeR, -xeR.
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* ¢(~0) =¢(0)
® Vx ¢0, ¢(_x) - g(_‘x) = —g(x) = g(x) — ¢(x)
—-X X

donc ¢ est une fonction paire.
b) e ¢ est continue sur R* comme étant le quotient de deux fonctions

continues. (g = £~ est continue sur R comme étant la réciprogue d’une
fonction continue).
o Continuité de pen 0 :
. o 8(x) L .
lim ¢(x) =lim=—==1=¢(0) = ¢ est continue en 0.
x—0 =0 x

Conclusion : ¢ est continue sur R.
. ¢) * ¢ est dérivable sur R* comme étant le quotient de fonctions

dérivables.
o Dérivabilité de g en 0 :
g
lim D=0 i x iy 8-

x—0 x—0 x—0 X x—0 x2

Conclusion : ¢ est dérivable sur R .

g

d)Ona: VxeR: -2 <g(x)<Z do |g(x)|= <7
2 2 2}

o lim =0 dott lim@ = lim =0

XD 2’,\5} X% X472

. ; . T
a) Les fonctions x > +/sin2x et x — sont dérivables sur ] 0,—2—[

Sinx

; 44 . . 'a
donc f est dérivable sur 10, 5[ comme produit de ces deux fonctions . |

T
S =f (’z’)z . Jsin(2x)

. lim
Vs

~3)  x Y (3] @ ‘7_2[') sinx
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~ lim /sin(;z~2x ) 2Nr-2x
' (gJ w-2x (7-2x)sinx
2
sin(z ~2x) ~1 2

T—-2x '\/n—2x'sinx

sm(n' Zx) sz -1 2
ca I ef lim ——— =0
T—2x v—>0* g Qx sinx

Donc f n’est pas dérivable en 5

cos2x
—mm—e 81N X — COSX +/Sin 2x

Vsinx
(sinx )?

_ ©08(2x ).sinx —cosx sin(2x)  sin(x —2x)

-1
sin(2x).(sinx ) - sin(2x ).(sinx )’ - \/sin(2x ).(sinx )

(on rappelle que sin a cos b —cos b sin a = sin(a-b))

= —0

vx e]oag[af'(x)_

Or sur 10, %],sinx>0 = Vx €10, %],f’(x) <0

0 r
X 2
1'% ~
J oo
— .
sm 2x
\sin2x ) \/_
= lim = +00

limf (x)= lim
x 0"

x>0 sinx x>0 Sinx .,/x
X

. . . T
2°/ f est continue et strictement décroissante sur ]0, 5] donc f est
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une bijection de 10, %] sur (10, %1) =[0,+o0[=]J
3¢/
a) e g est continue sur [ 0, +o0 [ comme réciproque d’une fonction

. V4
continue sur |0, —].

e [ est dérivable sur |0, %[ et Vx €10, %[ , f '(x) #0donc

g est dérivable sur f (J0, %[ )=10,+0f.

o Etudions la dérivabilité¢ de g a droiteen 0.

n
ﬁmg(ﬁ;g@.z lim 5= im —— g
RS A AR
7T
Y3
F&)- )
car on a : montré précédemment que lil‘?_ 2 -
X —)T X ——

2
donc g est dérivableen O et g, (0)=0

Conclusion : g est dérivable sur [ 0 ,+o[.

b) Soitx €]0,+0[, g'(x)=

g'(x)=-siny {/sin(2y)

1
7oy 8¢)

Ory=g(x)
Sn3y . ‘
of)=x ox =—S,1—nl<::> sin2y =x siny donc
sin y
g'(x)=—x sj112 y
Ona:x2=81n2y :}xz___Zcosy

sin’ y sin y



Fonctions réciproques ¢ 143 ¢ 4 4°™ Maths

4°/

. 2 s 2
Sm’y = Sm_f =—4_4:>4—-4sin2y =sin’y = i
cos’y l-smny x 4+x
—4x
doug'(x)= '
g'(x) drx’

a) Ona: g estdérivable sur[0,+o0],

2
X > V2x etx = ,[— sont
X

r..’ * r..* * r
dérivables sur R, donc @ est dérivable sur R, comme composée et

somme des fonctions dérivables

b) Vx €]0,+0f,
P'(x)=(2x)g'V2x >+[\/xz)'.g '(J%)

4%
1 4 e SR
J2x 4+4x? 2 4 x2+1 x?+1
x2 ‘-‘+4

x X

Dot Vx €]0,+0[, ¢'(x)=0: o()=2g(/2)
Cherchons le réel x € 10, %]tel que g(V2)=x :
g(\2)=

¥ o VIof () 3o Yin2 siny 1

sinx sin2x 2

T

.2
sin'x 1 anx =12y =Z~d'ou o)==

2sinx cosx
c) Ona: Vx €]0,4+0[ , ¢'(x )=0 donc ¢ est une constante

= Vx €]0,+o0[, (p(x)=¢(1)=%.
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a) @, est définie et continue sur [ 0, 5[ et dérivable sur 10, %[ et

1-n

1+tan’x Lml
———.(tanx ) "

1
Vx € ]0, %[, qo,',(x)=l(tanx)” '.(1+tan2x)=
n

1
0 —
* 2

¢.(x) +

Pn (X) / oo

0

. . . /4
b) ¢, est continue et strictement croissante sur {0, —[ donc ¢, est une
2

bijection de [0, %[ sur @, ([0, %[ )y=[0,+00[ =1 . Soit yr, ="

c)
(e V4 V4 .
e @, est dérivable sur ] 0, 5[ et Vx €10, —2—[ , @,(x)=0donc
w, est dérivable sur ¢, (J0, -’25[) =10, +ol.

¢ Etudions la dérivabilité de , a droiteen 0 :

x 0" X =00 X y=0" @, (y ) ¥y-0" nltan y
.y tamy .y -1
lim ———. = lim (tan =0
y>0*tany rltan y voou tany (tany)
y

3 |-

Car lim 22 -0

y—0 y

=1et ljrr(l)(tan y )1"
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]

Donc i, est dérivable a droite en 0 et par suite i, est dérivable sur
[0,+0[=E’. :

. 1
d) Soit x €eE'=[0,+0[; y,(x)=— olly =y, (x)

», ()
. n '
Wﬂ(x)z l-] Ory-;l//n(x) <3X=¢n(.y)
(1+tan® y )(tan y )"
n-1
< x=fftany & x"=tany d’on l//,',(x)= L " =1n+x 7
x?

A+x)x") "

n-l

T+x 2

. T
2°/ a)ex > 1+tan’ x est dérivable sur ]—5,5[

Conclusion : Vx €[0,+0o[,y =y, (x)

et en particulier sur ]O,%[
e x > —2+4/1an x est dérivable sur ]0,%[

donc N est dérivable sur ]O,%[

1+tan’x

Jtanx

5 1
=(1+tan'x)(2tanx — )
Jtanx
R

< (tanx ) =~- < (tanx)? =—
( ) 5 ( ) >

e Vx e]O,%[ ,N'(x)=2tan x ( | +tan’x) —

N'(x)=0 & 2tanx =

1
Vtanx
. T e e
Or la fonction g : ]—5,5[ —> 10,400, x > tanx est une bijection .
Eneffet, g'(x)=1+tan’x >0 = g est continue et strictement

2

. 4 . 3
croissante sur ]0,5[ et par suite le réel (5)3 admet un seul

antécédent x, € ]0,%[ par g .
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11 en résulte alors que I’équation N'(x) =0, (x, € ]O,g—[ ) admet une f

unique solution x ;.

Wit

e Ona:N(x,)=0 < tan x,= (%)

= N(xp)=1+ [(%)5} -2y’
ey credyi Aoy o 3
=14 G 260 =146 G-D =1-

b) D’apres la question précédente , N'(x ) = 0 admet une seule solution

T . T
x,dans ]0,—2—[ et comme N' est continue sur ]0,5[ donc N'(x )
garde un signe constant sur chacun des intervalles ] 0, x, [ et

T
]xo,—z—[ d’ou:

X 0 (4 Xo .75 Zt_
4 2
N'(x) = ) +
o \ / -
N(xp)

. . i VA
Soit N la restriction de N sur [0, x, ] et N, la restriction de N sur [x 0,5[ .

N, est une bijectionde ] 0, x, [ sur [ N(x),1]

3
OrN (x,)=1-—= <0.Donc 0 admet un seul antécédent
243

ae ]O,xo[ par N; . N est une bijection de [xo,%[ sur

[N (x ), +o0f donc 0 admet un seul antécédent 8 € ]xo,g{ parN, .
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Il en résulte que I’équation
N(x)=0 ”
7 admet deux solutions dont I'une est Z car N(—=)=0

x €[0,— 4 4

2

. . T
c) ef estdéfinie, continue sur [0,5[ .

o f est dérivable sur }O’%[ et non dérivable en 0, la courbe de

f présente donc une demi tangente verticale au point O(0,0) et

V4
Vx € 10,—{.
! 2[

1+ tan’ x 1—1+tan2x~2\/tanx _ N(x)

)= 2/tanx - 2tanx 2\tanx

D’aprés I’étude faite en b), il en résulte que :

Vx €[0,2 ] U[% 4o, N(x) 20 et Vx e]a,%[, N(x) <0

x 0 o

r
4
' + 6 - {; +
f f(@ +oa
0/’ \ ; /v

1-Z

Y

e f (%) =1- % >0 d’otr, d’apres le tableau des variations de f , on

a:

Vxe[O,%[ ,f(x)=0.

[ Solution 21:

—_— 2 —
19/ limy = lim YL gy Y
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x
= lim ———==0
x>0 \]x2+1+1
limf =lim ————= =0

0" x =07 2 /x +
Ona: l}){nf =l%)r_nf =1 (0)

D’ol f est continue en 0

2 —
o tim LGV © T
x=0* x -0 x—»O" x -
 m b lim-——l———-=—;—=f{,'(0)

R N I R b

[ &x)=f0) _ _1
lim =lim ————==
x~0" x -0 x—0" 2‘/x +1 2

f est dérivable a gauche en 0
Conclusion : f est dérivableen 0 et f (0) =%

3¢/
a) Latangente 2 Cf au point d’abscisse 0 et pour équation

y =f(0) (x-0)+7(0)

1 1 .
= Ex d’ou D:y= 3 x est la tangente 4 C/ au point

0
b) pourx>0
21 2Wx 2 +1-{2+x°
0= f )y -y =yl x 2 2+x7)
x 2 2x
) 4(x?+1)~(242%)
2x(2\/x2+1+2+x2)
3
d(x) = x < 0

2(2 x2+1+2+x2)

Cf estendessousde Dsur] 0, +oof
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Wrtel 2 2\/;_+—
x(l-m)_x(l_m)(nﬂ)
2x/;c2—+1 - 2\/x2+1(1+)x/x24‘-1’

Pourx <0:dx)=f(x)-y =

= X >0
2\/x2+1(1+\/;7+1)
Cf estaudessusde Dsur]- o ,0].

4°/ pourx >0:

' 211 ‘xz—(x2+1—\/’x‘2:)
LS R
i1 -1 (\/x2+1—-1)(\/x2+1—1)

1 1
Pourx<0: f'(x) = X +1 -
4(x2+1) 2(x +1) 41
Onapourtoutx e R : f'(x)> 0
x 1 +
fx) +
1

x :—)-oo - X - 1 2 - vl-lgloof - 1
2 — 2ix | 1+—
2,[x (1+x2) | e ly1+ =
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- fmf = =
x—)—oof i 2

=1
f est continue sur R
b) Ona:

f ets strictement croissante sur R
D’out: f est une bijection de R sur

s=f (R)=} fim s, lim [ = 1+

Solution 22:

A.
1°/ h est définie, continue et dérivable sur Ret Vx e R,

K(x)=3x?—6x+3=3(x>-2x+1)=3(x~-1)* 20.

X ) 1 + 0

H(x) + I +

hex) / + 00
— 0

2°/a) h est continue et strictement croissante sur R donc 4 réalise une
bijection de R sur R et comme 0 € R donc 0 admet un seul antécédent
aceRparh = Wax)=0.

h(0,6)-~(0,5)<0 et
b)Ona: = -0,6<a<-05.

h est continue sur [-0,6,— 0,51
3°/ D’aprés le tableau de variations de #on a:
X o4

h(x) & y+ o

e
— 00
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Conclusion :
x | - a + o0

Wy | - { +
B.

1°/ f étantune fonction rationnelle donc fest dérivablesur D,= R\ {1}.

) = GBx " =3)x —-1) =2(x" =3x)x —-1)

vx 21, f oD
C3(x P -D(x D -2(x 7 -3x)
B (x -1)°
_3x3—3x2’3x +3-2x%+6x

(x =1’
x* —3x? +3x+3  h(x)

d’ N : ) — —
ou: Vx#1,f'(x) GOy T

2¢/

X — o0 a 1 + o0
@' b s
hix) - + +
1) S I
d’ou :
X — 0 a I + o0
' + v - +
Slo) o0
f(x) / \ / -

2 _—
3/ ﬁx—)z—x——j’z— d’otr lim f(x)=1
X (x._l) Xt
2x? —4x

(x~1)°

fx)-x=

d’ott lim f(x)—-x=2
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D’ot la droite A d’équation y = x +2 est une asymptote oblique & C;
au voisinage de + co.

4°/a)
x® —3x x} =3x—(x+2)(x—1)° -2

—yv= - 2 = =
/9=y (x-1y° +2) (x~1)° (x—1)°

Ona: Vx=#1, f(x)—y<0 d’ou C; est au dessous de A .

b)

&

ot
v

(-0,55)° +3(0,55) _ 0.6
(-0,55—-1)* ’
( f(x)=0 & x*~3x=0 < x=0 ou x=—+/3 ou x=+/3)

Solution 23 : l

f@)~ f(-055)=

A)
1°/ Ona: Vx e R ,-1 <sinx <1 dou2x-1= f(x)<2x+1
20/

*SoitM(x,y)eCnD;.0Ona: y=f&)
y =2x -1
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f(x)=2x-1 <sinx=1 ©x=§+2kﬂ' ol ke Z
Dou: y=mx -1+4kx
CmD,={Ak(%+2k7z',7r-l+4kﬂ'),keZ}

y=f()

e SoitM(x,y) eC sz.Ona:{
y =2x +1

f(x)=2x+1Ssinx=-1 & x =227£ +2k7x

3
CmD2={Bk(7ﬂ +2km 37w +1+4km),keZ)
* Equation de la tangente a C au point A, .

y=f '(-’25+2kn)(x —%—2k7r)+f(~g—+2kﬂ)
or f '(%Jrzkﬂ):z—cos(-’zi—zkn):z

d’ou:y=2(x —%—2k7r)+7r-1 +4k7r = y=2x-1

d’oli: Dy 1y =2x -1 est I’équation de la tangente a (C) au point Ay .
¢ Equation de la tangente 4 (C) au point By :

y=f '(37”+2kﬂ)(x ——321—2kﬂ')+f(%+2k72')
or f '(37”+2k7[)=2-008(§'27£+2kﬂ')=2

y=2(x —%——2k7r)+372‘-] +4k7w = y=2x-1

d’ou D, : y =2x + 1 est I’équation de la tangente a (C) au point By
3°/a)0Ona:Vx e R,-x € R: f (—x)=-2 x sin x = -(2x — sin x)
=-f(x)
D’ou f est une fonction impaire .
b) Le point O est un centre de symétrie de (C) .
4°/
a) f(x+27)=2x+4 w-sin(x+27)=2x—-sinx+47x

=f(x)+4
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b) Soit T, la translation de vecteur 7 =2k 7z i + 4k7 j .

Soit C, la courbe représentative de f sur [-7,7].
Soit C, =T, (Cy) '

Soit M(x,y) €C; <M =T_(N) ouN eC| < NM =i

{x ~x, =2kzx
Ona: ou-7T <xy= 7
y—f(xy)=4krn
Ona:y=f(xy)+4rn=f(x-2km)+4k 7 =f(x)
-n Sxznn &&-nw+2kx < rmT+2knw
S-n+2kw £x < w+2k 1 d’ou G, est la courbe représentative
de f sur ’intervalle
[-r+2k7m , m+2kx]l(keZ).
5°/Etudions les variations de f sur [0, 7]
Vx e [0, 7] ,f'(x)=2-cosx>0
0

X T
L) +
f(x) —— 2%
0

L’équation de la tangente a (C) au point O(0,0) esty = x

B)
1°/¥Vx eR,f'(x)=2-cosx>0

lim 2x +1=-0 d’ou lim f =—oo (d’aprés A) 1°/)

lim 2x +1=+0 d’oi lim f =+
X —00 +oo
' +
S(x) e

[ est continue , strictement croissante sur R donc f* est uen bijection de
Rsur f(R)=R .

Conclusion : f admet une application réciproque g : R — R.
2°/Ona: £(0) =0 d’ou £ '(0)=0 = g(0)=0

f(m)y=2x d’ov gQRr)=n ,f Qkrx)=4krmr dou g(dkrm)=2knx
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3°/ Ona: f estdérivable sur Ret Vx € R, f '(x ) # 0 donc g est
dérivable surR .

g0 = =1 gim) = =1L
/(&) f'0) f(g@r)) fi=) 3
4°/ f étant une bijection de R sur R donc le réel m admet un seul
antécédent par f , noté x,, .
D’ou I’équation 2x — sin x = m admet une seule solution x,, .
(o)
1°/

a) f(x)=4 < 2x-sinx=4 < 2x=sinx+4

<:>%(4+sinx)=x<:> D(x)=x

b) |®'(x )’: =%lcosx|S% :

1
—CoSX
2

1

2°/ & est continue , dérivable sur R, etVx € R, |J'(x )‘ < 5

Dot Vx e R,Vy e Rona: |®(x)—®(y)|$—;—’x —y’

Onpose x=U,ety=«
D(x)=SU,)=Un , (y)=D(a)=« car f (a)=4

D’ou IU”H

~a| <0, -d
b) Ona:}Ul—alééon—a]
1, 1Y’
\Uz—alSE{U]—a{ S(Ej v, -«
1 1Y
[U3—a‘SEIU2—al S(Ej ‘Uo—a’}
1 1Y
U, —al <L, -a s@ U, -2l

Donc on constate que Vn € N,

U, - s@ U,
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Vérifions ce résultat par récurrence :

1 0
e Pourn=90, IUn —a! < [5] IUo —a, est vraie .
o Supposons que pour un entier donné nona:

IU” —-a[ < (%) IU0 —a‘ et montrons que

1 n+t
U, .2 S(E) U, ~a]

Ona: |U,, —a|< %lU" ~af (daprés 2°/ a))

U, —a| < %G) U, -a| = @ Uo-af

lim (—1—) ,Uo—a| =0 car - 1< ~1—<1
2 2

D’ot lim [U, —a| =0 etparsuite im U, =&
X ~»+00

X ~>+c0

Conclusion : (U,) est une suite convergente vers « .
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résultats a retenir:

|l ¢ Soit / et F deux fonctions définies sur un intervalle I . on dit que F est
une primitive de f sur I lorsque F est dérivable sur I et F(x) = f (x) ,

pourtoutxdel.

| o Toute fonction continue sur un intervalle [ admet au moins une primitive
surl.

§ o Soit f une fonction continue sur un intervalle 1 . Si F et G sont deux
j|  primitives de f surl, alors la fonction F — G est constante sur I .

il e Soit / une fonction continue sur un intervalle T .Soit xo un réel de I et yp
il unréel. Alors il existe une unique primitive F de f telle que F( X) = yo .
W ® Primitives des fonctions usuelles et opérations:

Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur
l'intervalle [ et a, ¢, @ et ¢ des réels .

f 1 F
X F>a R XPax+c
: n+l
x> x",neN R X +C
n+1
1 .
X > —,ne N\ 10, +o0 [ R e te
X
ou]—o0,0 _
(0.1} (ou] D n+1
2
X - Vx [0, +oo] x> TXVR FC
1
xl——>~\7_>—(— 10, +oo [ x 2% +¢
X > cos x R X bB>sinx+c
X F>sin x R X F>-cosx+c¢
1
X F>cos(Ox+ @) R x> —sin( @ x+ @ )t
w
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X sin(ox+ @) 1
R x> ——cos( W x+ @ )tc
(0]
5 T T
X 1 +tan’x ]——5,5[ X > tanx +tc¢

¢ Soit F et G deux primitives respectives de deux fonctions f et g sur un

intervalle 1.

* La fonction F + G est une primitivesurlde f +g.
* Soit A unréel . La fonction 4 F est une primitive suride 4 f .

f Condition F
u'n’", n entier naturel !
non nul —
uvtviu uy
' |
u u ne s'annule pas 0
—n,nEN\{O,]} SU]"]
u —n+1

N

u'v-v'u v ne s'annule pas u
V2 sur i v
u' u strictement 2 \/’11

positive sur |

' u positive sur | 2
u'\u 2.0
u.n/ul—n u strictement n2fu
. positive sur [
ne N \{1}
u'(w'eu) w une fonction w°u

dérivable sur u(l)
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|  EXERCICES

Exercice 1 :-

1

Vx +1

1°/Montrer que f admet sur ] -1 , +oo[ une primitive F .
2°/ Calculer F(x) tel que F(0)=0

Soit f(x)=x*—

Exercice 2: e

x2

A s

1°/ Montrer que / admet sur R* une primitive F .
2°/ Calculer F(x) tel que F(0) =1

oux =0

Exercice 3: =

3

[ une primitive de F

f(x)=tan’x +2x olx € :I~

2

NN NN
NN oy

1°/ Montrer que f admet sur :l——

2°/ Calculer F(x) tel que F(0) =2

Exercice 4:

£ (x)=sinx cos™ x

1°/ Montrer que f est continue sur R

2°/ Déterminer la primitive F de f sur R tel que F(0)=0



|
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Exercice 5:

2x* —3x° +
F=2 20 Gixego, veol
1°/ Montrer que f posséde une primitive F sur ] 0, +oo]

2
2°/ Calculer F(x) tel que F(1) = 3

Exercice 6: I

_ 3x -4
S =52y

1°/ Déterminer les réels a et b tels que pour tout x =0 ona:

a N b
Gx +2)* (3x +2)°

S &)=

2°/Déterminer la primitive F de f sur R" tels que F(0)=0

Exercice 7:

f(x)=2sinx +6sin’ x

On pose F(x) =a cos x + b cos*x

Trouver a et b tels que F soit une primitive de f

exercice: 8 :

x°=3x2+5

f=S

1°/Trouver les réels a ,b ,c tels que Vx >2ona:

C
f(x)—ax +b +(x———2)—2—

2°/ En déduire toute les primitives de f définie sur ]2, +oo[
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Exercice 9 :

1

x?+1

S x)=

1°/ Justifier ’existence et Iunicité d’une primitive F définie sur R tel que
F(0)=0

2°/ Montrer que F est une fonction impaire .

3% Soit G(x)=F (tanx) ou x € }—%,—725{

a) Montrer que G est dérivable sur }—%,%{ . Calculer G'(x)

b) En déduire G(x)
c)Calculer F(1)

4°/ Montrer que Vx >0ona: F(x)+ F(i) = %
x

Exercice 10.:

fey=1-x’

1°/ Déterminer Df ?

2°/  Prouver P’existence et I"unicité d’une primitive F définiesur [-1,1],

tel que F(0)=0

39/ Soit @(x )= F(sinx ) ot x [o,ﬂ

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [O,g} . Calculer Q'(x)

b) En déduire p(x)



Primitives *162 ¢ 4°™ Maths

Exercice 11 :

P =3x% 47

Soit la fonction définie sur ]2, +o [ par : f(x)= o)
—2)2

1°/ Déterminer 3 réels a, bet ctels que : f(x)=ax+b+

(x-2)
2°/ En déduire la primitive de f qui s'annule en 3.

Exercice 12 :

3

X
VI+x*
1°/ Montrer que fadmet au moins une primitive sur R.
2°/ Déterminer la primitive de f qui s’annule en 0.

Soit la fonction fdéfinie sur R par f(x)=

I Exercice 13 :

Soit f(x)=cos(3x)sin’ x.
1°/ Linéariser f(x).
2°/ Déterminer la primitive F de fqui s’annule en 0.
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- SOLUTIONS

—
|Solution oo I

1°/ f estcontinue sur]-1,+ oof

d’oll £ admet sur ] -1, + co[ une primitive F

3
2°/ F(x) = %——2 x +1l+c

dou c=2

{F(O) =0
or
F(0)=-2+c

3
Conclusion: F(x)= %—Z\Ix +1+42

Solution 2 :

1°/ f est continue sur R* comme étant le quotient de fonctions
continues sur R*
D’ou f admet sur R , une primitive F

3x?

2
2° f(x)=—i—F——=
3 24x 41
2F(x)=§\/x3+1+c

F(0)=1

F(0)=§+c

Conclusion : F(x) = %.\/x T

W | —
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Solution3:: J

1° f(x)=tan’ x +2x

. T . - T 7
| estcontinue sur |——,—| donc osséde une primitive F sur |——, —
272 P P 2

2%/ F(x)=? 5
S x)y=(1+tan’x )+(2x -1)
Dot F(x)=tan x +x’—x+ A

Or F(0)= A4 =2 d’ou

Pour tout x € }~—g—,%{ : F(x)=tan X+x ~x+2

Solution 4 :

1°/ f est le produit de fonctions continues sur R alors f est continue

sur R

. 2n+l
20 Fy= =5 ¥ ¢
2n+1
F(Q) = +c
Or ) 2n+1 ¢ d’ou c=21 1
F(0)=0 n
) l COS7I1+I
Conclusion : F(x) =
2n+1

Solation 5 :

1°/ f estcontinuesur]0,+ oo

D’ou f* posséde au moins une primitive F définie sur } 0, + oo
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5

2
X

2 f(x)=2x"-3+

D’ol F(x)= %x3 —3x —i+c
D X

Or F(x) = %—3—5+c =§—8+c

—22+3c
F(ly= ——— =<
M 3
OrF(1)=§:>12-2;—35=%®3c=24 doit c=8
3

Conclusion : F(x) = zx P3x ——+8
3 x

Solution 6.;. .

10/f(x):a(3x +2)jb _ 3ax +2atb
(Bx +2) (3x +2)
3a=3 a=1
D’ou o
2a+b =-4 b=-6
1 6

Conclusion : = -
nelusion = (4)= 5 57 " Gr 12y

. 13 3
=G G ray

' -n+l

. . u
Or on sait que sig= — alors G=
u

-n+1

Dol F(x)=l. 1! S+e
3°Bx +2) (3x +2)

Ona:F(0)=0 < —l+l+c=0
6 4
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-1 1 1

+ ~+
33x +2) (Bx +2)° 12

d’ont F(x)=

Solution 7 : I

Fi(x)=-asinx+3 bcos’x (-sinx)
=-asinx—3bsinx (1 -sin’x)
=-(a+3b)sinx +3bsin’ x

F étant primitivede f sur R si F'=f <

3b=6 b=2
=
—a-3b=2 |a=-8

D’ou F(x)=-8 cos x + 2 cos’ X

Solution 8: I

x*=3x2+5
f(x)=w
1°/f(x)=(ax +b)(x =2’ +¢  _ (ax +b)(x’ —4x +4)+c
(x -2)’ (x -2)’
f(x)zax3—4ax2+4ax +bx > —4bx +4b +c
(x —2)° |
_ax’ +(b—4a)x +x (4a—4b)+4b +c
h (x —2) |
Par identification :
a=
b-da=—3 |7
< 1b =1
4a—-4b =0 febdel
4b +c =5
fx)=x+1+

(x -2)*
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1
(x-2)

+c ¢ €IR

xZ
2/ F(x)= —+x —
(%) 7

Eolution 9:

1°/ f est continue sur R donc f posséde au moins une primitive F

définie sur R .

Comme F(0) =0 alors F est unique .
2°/ Soit p(x)=F(-x)+F(x)

@ est définie , dérivable sur R

-1 1
2 T3 =
x“+1 x°+1

p'(x)=-F()+FX =

D’ot p(x)=c

Or p(0)=F(0)+F(0)=0 douc=0
D’oll pourtoutx € R : ¢(x)=0

Et par suite F(-x) = -F(x)

Conclusion : F est une fonction impaire .

3°/
T T
a) G(x)=F(anx) o x € |——,—
) G(x)=F( ) }2 2[
Ona: G=Ftan

tg est dérivable sur —Zr—,z
2 2

et pour tout x € }—%,%[ :(tanx)e Df =R

et comme F est dérivable sur R



Primitives * 168 * 4*™ Maths

alors G est dérivable sur }—%,%[

G'(x)=F'(tgx) . (1 +an’x)= f (tanx) (1 + tan’x)
= +1(1+tan2x):1

b) Ona: G'(x)=1 pourtoutx € R
D’ou G(x)=x+c¢
Or G(0)=F (tan (0) )=F(0)=0
Et puisque G(0) =c alors ¢ =0
D’ou pourtoutx € R : G(x)=x

G(x)=x
©) Ona: {GExizF(tanx)

D’ou F (tan x) =x

i T /s
Pourx=— ona: F(tan(—))= — d’oi F(1)=
1 ( (4)) 2 (N

KNGS

4°/ K(x)=F(x)+F(l ) ou x>0
x

;. * . , .
K est dérivable sur R, comme étant somme et composée de fonction

dérivables .

1

2
X

1 1 1

x2+1 x? _17+1
22

Ona: Kx)=Fx)- —F '(l) =
X

1 1

2 2
x°+1 14x~
D’ott K(x)=Db ou b est une constante
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[K(l) =b
. /4
T d’ott b= —
‘ 11<(1) =2F()=7 2
Conclusion: Vx >0:F®Xx)+ F(——j = —
X 2

| t‘g)lution 10 :

17 1-X 202X <1 & x|<1e -1 <x<I

2°/ f est continue sur [-1, 1]
D’ou il existe au moins une primitive F définie sur [-1, 1]

Or F(0) = 0 alors F est unique .
3°/ a)p(x)=F (sinx)

Vx e {O,zﬂ sinx € [—1,1] =Df alors ¢ estdérivable su{O,g—]
@'(x) =F(sinx)cosx= yl-sin’x cosx =+/cos’x cosx =cos’x

p'(x) = %(cos(Zx )+1)

@ =Fosin

sin est dérivable sur {0,

(SRR

b) p'(x) = -12—(005(2x )+1)

Alors ¢(x) = Jz—(%sin(Zx )+x)+c
Or ¢(0)=F(0)=0

Dot 0+0+¢c=0 = ¢c=0
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Conclusion : pourtoutx € {0,%} Cp(x) = %Sin 2x +—)—Cz-

Solution 11 : _I

_(ax+b)Yx-2) +c :(ax+b)(x2—4x+4)+c

1°/ f(x)=
(9 (x-2)* (x-2)
_a-x’—4dax’+4a-x+bx’ —4bx +4b+c
(x-2)°
_a x’+x’(b—4a)+x(4a—4b)+4b+c
(x—-2)
a=
a=1
b-4a=-3
d’()]:l = b:
4a-4b=0
c=3
4b+c =17
3

d’olt Vx>2, f(x)=x+1+

(x-2)*
2°/ fest continue sur ]2,+ [ donc fadmet au moins une primitive F

définie sur 2,4 o[ :
2
X
F(x)=—+x-
(%) 5

+k.

orF(3)=0 = %+3—3+k:0 = k:lzg.

2
Conclusion : ‘v’x>2,F(x)=x7+x~ 3 2

x—2 2

ISolution 12: 0

19/ VxeR, x* +1>0 d’'ou D,=R.
fest continue sur R donc f admet au moins une primitive F définie sur R
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3

2°/ =X
A

f(x )_1 ”((x)) F(x)=%1/u(x)+k: “1“;"4 vk

on pose u(x)=1+x*, u'(x)=4xd’ot VxeR,

orF() =0 = k+——0 = k—~l
2 2
f 4
Conclusion : VxeR ,F(x)= 142-x %

Solution 13 :

1°/ e =cosx+isinx ; e~ =cosx—isinx .

/3x +e —i3x ) e/x __e—i.\‘
Ona: cos3x =———— et sinx =———
2 2i

doi e e e e
ou f(x)=( 5 X Y )
(@ e Y =3e" +3eT —e )
- ~16i
e/ 3015 13072 _{ 4] 30" 4 30745 _ pmibx
—16i
(/5% — g 67 Z3(e!F — g7%) 4 3(e2F — o™i
- ~16i
_ 2isin6x —3(2isin4x) + 3(2isin2x)
-16i

d’ol : f(x):——gl—sin6x+§sin4x—%sian.
-1 -1 3 —~1 3 -1
2°/ F(x)=—(—c0s86x) +—(—co0sdx) ——(—cos2x) + k
(x) 2 ( P x) 8( 1 x) 8( 3 x)

F(x)= Lcos6x ——3-cos4x + —3—cos2x +k.
48 32 16

OrF(0)=0 = L R Sy 1
48 32 16 96

Conclusion: ¥YxeR ,F(x)= Lcosz —icos4x +—3—cos2x _1 .
48 32 16 96
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INTEGRALE D'UNE FONCTION
CONTINUE

[Des résultats a retenir : ?

e Le plan étant muni d’un repére orthogonal (O,i,j), 'unité d’aire ,

notée par u.a est I"aire du rectangle de dimensions ]H\ et “;H .

Soit f une fonction continue sur un intervalle I . Si F et G
sont deux primitives de f sur I alors pour tous a et b de I ,
F(b) — F(a)=G(b) -G (a) .

Le plan est muni d’un repére orthogonal .

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [ a , b]
et F une primitive de f sur[a, b].

L’aire (en u.a)de la partie du plan limitée par la courbe de f , I’axe
des abscisses et les droites d’équations X = a et x = b est le réel
F(b) - F(a)

Le réel F(b) — F(a) est appelé intégrale de f de a & b et est

noté f’f (x)dx . |

Soit / une fonction continue sur un intervalle 1, a et b deux réels de j
I et F une primitive de f surl. '

On appelle intégrale de f entre a et b le réel , noté ff (x)dx

défini par ff (x )dx = F(b)—F(a).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a, b et ¢ des réels
del. Alors:

[fewx =0 o [feode=-[f @)
.[,f (o )elx + _rf (x )dx = ff (x)dx ( Relation de Chasles)

Le plan est muni d’un repére orthogonal .

Soit f une fonction continue sur [ a ,b].

L’aire (en u.a)de la partie du plan limitée par |’axe des abscisses ,
la courbe de f , les droites d’équations x = a et x = b est le réel

fy(x)wx.
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"l @ Soit f et g deux fonction continues sur[a,b].
Pour tous réels o et

[ (f )+ peNdr = a [ f oydx + [ g
e Soit / une fonction continue sur [ a, b] . Si f est positivesur[a,b],

alors ff(x)dx >0.

¢ Soit f/ une fonction continue sur [ a, blota<b.Si f est positive
et ne s’annule qu’en un nombre finide réels de [ a , b] , alors

ff(x)dx>o.

e Soit f , g et h trois fonctions continues sur a, b] .

Sih<f <g,alors fh(x)dx < rf(x)dx < fg(x)dx .
¢ Si £ est une fonction continue sur | a’, b] , alors

]ff(x)dx < fjf(x)ldx

e Le plan est muni d’un repére orthogonal .
Soit f et g deux fonctions continues sur [ a, b] .

L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f ,
la courbe de g et les droites d’équations x = a et x = b est le réel

[1F @)-go)ax

o Théoréme d’intégration par parties :
Soit f et g deux fonctions dérivables sur [ a, b] et telles que leurs

dérivées f 'et g' sont continues sur [ a,b]. Alors

[r g 0ar =[] - [ 1 Oz .

Soit / une fonction continue sur [ a, b] (a<b ). On appelle valeur
moyenne de f sur[a.b]leréel, noté 7 , défini par
f=_1_|f@)x.
(b-a) ™

e [nterprétation géométrique de la valeur moyenne
Le plan est muni d’un repére orthogonal .

Soit f/ une fonction continue et positive sur [ a, b] .
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L aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f , les
droites d’équations , x =a , x =b ety =0 est égale a celle du

rectangle de cotés (b —a) et 7 .

| e Inégalité de la moyenne
Soit /* une fonction continue sur [a, b](a<b). Soitm et M deux

réels .
Sipourtoutxde[a,b],m <f(x) <M,alorsm S‘/;‘ <M.
e Soit f une fonction continue sur [ a , b] (a < b ) . Il existe
| cela,b], tel que_]7=f(c).
.| @ L’espace est muni d’un repere orthonormé (O,;,;,E) .

Soit / une fonction continue et positive sur [ a, b] . Le volume V du
solide de révolution engendré par la rotation de ['arc
AB={M(x,y) telsquey= f(x)eta < x < b} autour de

Iaxe (0,?) estleréel V= irffz(x Yx
¢ Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un réel de [ .

Alors la fonction F définie sur 1 par F(x) = [f (t)dt est la

primitive de f qui s’annule en a.
¢ Soit / une fonction continue sur un intervalle 1 et a un réel de I .

Alors la fonction F: x ff (t)dt est dérivable sur 1

et F'(x)=f (x) , pourtoutréel x de 1.

| e Soit 1 une fonction continue sur un intervalle I, v une fonction

dérivable sur un intervalle I telle que u(J) <1l etaun réel de l. Alors
i{x)

la fonction F définie sur J par F(x) = £ f(t) dt est dérivable sur J

et F'(x) = f((u(x)).u'(x), pour tout x de J .
¢ Soit f une fonction continue sur un intervalle I centré en 0 et soit a
un réel de 1.

« Si f est impaire alors f f(x) =dx=0.

+ Si f est paire alors f f(x)dx=2 ff(x)dx.
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[ EXERCICES

Exercicel: |

—

Calculer I’intégrale A dans chacun des cas suivants :

1 2 1
1A = | X dx 2%/ A= [ t1-1* dt
‘[)\/H—Zx3 ‘[0
|
A= P ar @A [
-1t +1) 01+ x

5°/A = joz(l—lx—1|3)dx 6°/ A = J.(Fcosx sin®x dx

0 z
7°1 A = I”cos3x dx 8/ A = J:f (cos’ x +sin’ x) dx
3

I Exercice 2 :
_

Soit f:]—%,—;i[aR 3 x> l+igx.

1°/a) Montrer que fest une bijection.
b) Soit g = ' .Prouver que g est dérivable sur R et que Vxe R,

2°/ Soit V'intégrale 1= f——l—~—dx

x -2x+2

a) Vérifier que I = g(2)-g(1).

b) En déduire que I = %

| Exercice 3 :

{
Soit la suite (U,,), .y définiepar: U, = j x"y1-x dx.
0
1°/ Montrer que (U,) est une suite décroissante, minorée par 0.
2°/ Soit 1 un entier non nul.
a) Montrer que la fonction f,:[0,1]—- R : x> x"V1-x admet un

maximum relatif que ’on précisera.
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b) En déduire que (U,) converge vers 0.
3°/a) Calculer Uy .

b) Prouver que Vn>=1,0na: 2n+3)U,=2nU,,.
222 pl(n+ 1)

4°/ Montrer que VneN, U, =
(2n+3)!

T

Soit 1a suite (U,),.n définiepar: U, = Ecos"t dr.

1°/ Calculer Uy, U, U,.

2°/ Montrer, a ’aide d’une intégration par parties que :

n+l
Un z———Uz
+2 n+2 '
'
3°/ Montrer que : VneN, U,, = @nt ,” .
( |) 2._n+1

4°/ a) Montrer que (n+1)U,,, - U, est indépendant de n .

b) Calculer alors U,,,,, .

Soit g un réel de P’intervalle [0, % [.

asin? ¢t
0 cost

de.

Pour tout entier n>1, on pose I ,(a)=

s 2n s 2n
sm- sm - a

1°/a) Montrer que Vre[0,a], 0< < .
cost  cosa

10 20
si
b) Montrer que 0<1,(a) < ash 4@
cosa

c¢) En déduire lim I,(a).
N->+o0

Soit F(x) = I \/——1
4

1°/ Montrer que F est une fonction impaire.
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2°/ Etudier le sens des variations de F.

‘

)

3°/a) Prouverque Vi>1,ona: ! <
NTAIS B

b) En déduire que vVx>1, F(x)~F()<1.
¢) En déduire que F admet une limite finie / en +o .
On admettra que /~0,92.

4°/a) Ecrire une équation de la tangente (T) a C r au point d’abscisse
xy=0.

b) Etudier la position de Cr et (T).

¢) Donner Pallure de la courbe C dans un repére orthonormé
(O.1,)).

Exercice 7 (BAC Tunisien ) :

V4
Pour tout entier naturel non nul, on pose 1, = J“‘ (tgx)'dx.
0

. 7z .
1°/ a) Pour tout réel x de ’intervalle [O’Z ] et pour tout entier naturel # ,

calculer la dérivée de la fonction x - (tgx)""!

b) En déduire que, pour tout entier naturel nonnul »,ona:
1
n+l’

ln + I/1+2 =
2°/ a) Montrer que, pour tout entier naturel nonnul,ona: [, 20.

En déduire que I, < L .
n+l

b) Calculer alors lim 1,,.

N—>+00

Exercice8: ]

¥ +2

Soit fla fonction définie sur R par f(x) ="~ l
x°+

1°/a) Dresser le tableau de variation de fet tracer sa courbe
représentative (C ) dans un repére orthonormé (0,7, /).
b) Montrer que I’équation f(x)=x admet dans R une solution

unique « telleque: <o <%.
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2°/ On appelle g la restriction de fa R, .
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g définie dans 11,2}

b) Ecrire ’expression de g~'(x) pour x appartenant a 11,2 ].

¢) Tracer la courbe (C ') de g™ dans le repére (0,7, ).

3°/ Soit ¢ la fonction définie sur [0,%] par: ¢(x)= jotgxf(t)dt.

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0,% ] etque ¢'(x)=tg’x+2.
b) Calculer alors ¢(x).

¢) En déduire I’aire A du domaine limité par la courbe (C ) et les
droites d’équations respectives x=0 , x=1¢et y=1.

Exercice9: l

Soitn eINetU, = _Exn. 1-x dx
1

1°/a) Montrer que pourtoutn €IN:0 =U,

n+1

+

b) En déduire lim U,.
n—>+0
2°/Utiliser une intégration par parties pour montrer que pour tout n€ IN
n+1
U,
n-+4

39/ Soitx € IR et @ (1) = f’“\h —x'dx

a) Montrer que @ est dérivable sur IR.
b) Calculer @' (t).

ona: U,»=

¢) En déduire @ (t) pourt € [0, %]. Calculer alors Uj.

4°/ a) Montrer que pourtoutn € IN ona: :: i}‘ < %‘:‘ <1
b) Calculer alors lim U,
no>+0 Un
¢) Montrer que pour toutn €IN ona:
Un.Un+]: b4
2(m +1)(m +2)(n + 3)

n—>+o

d) Montrer alors que : lim n Jn U, = \/E
2
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Exercice 10 __I

2n+1
Uﬂ‘ = £ x
Vx?+1
1°/Calculer Uy .

2°/ Montrer que pourtoutn € N ona: U, >0
3°/a)Montrer que (Un) est une suite décroissante
b) Montrer que (U,) est convergente
4°/ Montrer que pour toutn € Nona:
—1_ <U < !
J20Qn+2) " " 2042

Calculer alors la limite de (U,)

Exercice 11: |

1°/ f(x)=x +sinx

Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par Cf ;(x'x); x=0et
T

X = —

2

T

2°/ a) Calculer J = f x sinxdx

b) C : la courbe représentative de / sur {O,%J

Calculer le volume du solide (S) obtenu par la rotation de C autour
’axe des abscisses .

Exercice 12: l

|
fx)=—
cos’ x
1°/ Déterminer D f

2°/ Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par Cf ; la droite D :
/4
y=1,etlesdroitesx=0etx= — .

sinx

3°/ Soit p(x ) = —
COS™ X
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a) Calculer @'(x ) et prouver que@'(x ) =3f *(x )~ 2f (x)

b) Calculer le volume du solide (S) obtenu par la rotation de [ autour

de I’axe des abscisses ou I' = {M x, )y =f(x)etd<x < %}

Exercice 13 : _|

T

A) Soit 1a fonction £ : | 5 g[ — IR ; x> tgx

et Cr sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, T , j ).
1°/a) Etudier les variations de f.

b) Soit A la tangente a Crau point d'abscisse Xo= 0. Etudier les
positions relatives de Cret A .

¢) Tracer Cy.

2°/a) Montrer que f est une bijection.

b) Montrer que f ' est dérivable sur IR.

c¢) Prouver que pour tout xe IR : f(x)= _E dt -
T+t
3°/ Calculer alors I = J; dt —.
1+t

B) Soitn € IN" et a, = .E(l—tz)"dt etag=1.

1°/ Montrer que : a4 — a, = - J:tz(l —t*)"dt.

2°/ Montrer que la suite (a,) est convergente.
3°/a) Prouver a l'aide d'une intégration par parties que pour tout
. 2n+2)a
nelN ona:ay = (——)1
3+2n
22n (n ')2

b) Montrer par récurrence que pour toutneIN : a, = ————.
2n+1)!
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n !
C) On considére : U, = Z[ P’ J ol nelN,

Ix3x5x...x(2p+1)
]—tz a+l
1-—

1+t
2°/a) On pose V= 21-U,,. Exprimer V, a l'aide d'une intégrale.

p=0

1°/ Montrer que pour tout neINona: U,=2. E

_ 420+l
b) Montrer que pour tout te [0,1]:0 < (]Ttt)z— <1.
+

¢) Calculer alors lim V,

n—+x

3¢/ Calculer alors : lim U,,.

n—+x
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" SOLUTIONS

Solution 1

-1 -1

1 = 1 =

dx= j x(1+2x%)2 dx=%j06x2(1+2x3)2 dx
0

1 2
A=[ =
O\/1+2x3
1

!
R R

6 1 C 3
2 0
1 : l
1 1 2y 1| (1-£%)2 1
2%/ A = | (V1-1? dt=-J‘2z1—z~ 2de=~— =—.
J.o 27 ( ) 2 3 3
2 0

0
ora _ (° _ @+ =3
3°/ A = -[10 )dt I2t(t +1)73de {————_2 ]l_ .

4°/A=.[0l dxzz[\/l—f,?]é:z(\/i—l).

1

Vi+x
2 ! 3 2

59/ A = [ a-|x=1[)dx= [ A= x-1dx+ [a-]x-1)dx

- J-l(l-(l—x)3)dx+ jz(l-(x—lf)dx
0 1

Lot [ eent]t 33 s
4 o 4 L 442

sin5x]% 1(«/5]5 :_9__«/3

5 2160

6°/ A = 'Ecosxsin“x dx=\: 3

0 . 0 , 0 L
79 A = jzcos xdx= !,,cosxcos'xdxz I,rcosx(l—sm”x)dx
3 B

o
0 .3 B
= cosx —cosxsin®x)dx = sinx—sm a =i\/§—
( )
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]

8/ A = J-Og(cos3x+sin3x)dx

x

B jog(cosx(l—siHZX)JrSinx(l—COSzx))dx

T
= .[6 (cosx +sin x ~ cosxsin? x —sin xcos® x)d x
0

Vi3
sin’ x . cos3x} 6 27—9\/5

=|sinx—cosx—
{ 3 24

Solution2: J

1°/a) fest définie et dérivable sur ]—%,g—[ et Vxe]—g,%[ ona:

0

1
f'(x)=—=—>0.
Cos X
fest continue et strictement croissante sur ]—%,12[—[ donc fréalise une

bijection de ]—%,%[ sur ] lim_f(x); lim_f(x)[=R .

Xy Xy
2 2

b) * fest dérivable sur ]—22[—,%[ et Vxe]—%,%[ , S (x)=0.

donc g est dérivable sur f(]——;i,%[) =R.

¥ VRN _
VxeR ona : g'(x)= @) Posons g(x)=y
1 | 5
dou g'(x)=——. Or f'(y)= =l+2g7y.
ou g'(x) ) r f ) s gty

Or gx)=y o x=f(y)Sx=l+tgy @ 1gp=x-1 1g2y=x? —2x+1
d'oll f'(y)=x*-2x+2 etparsuite VxeR ona :
1

&)= x?-2x+2
o] — dx — t = 2 = —_
202) 1= [ =2 [t = (g} = 22 -0)

b)Ona: I=_g(2)-g().
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* Calcul de g(2):
g(2)=x <:>.f(x)=2c> l+igx=2 @ 1gx=1 & x=%

T T
car xe]-—,—[. Donc 2)="—.
x €] 5 2[ 8(2) 2

* Caleul de g(1):
gl=x f=1l+gx=11gx=0& x=0
T

T
car -—,=[. Donc g(1)=0 dou I=
x €] 5 2[ g(l) 1

Soluion3: |

1°/ x> x"+1-x est continue sur ] —o,1] en particulier sur [0,1]
1
d’ou _“Ox"s/l—x d x existe.

1
U,qa-U, = Jox"xll—x(x—l) dx

Vxel0,1], x"V1-x(x—1)<0 d’o0 VreN, U,,;~U, <0 d’ol (U,)

est une suite décroissante.
Ona: Vxe[0,1], x"vI-x=0 d’ot U, 20 d’ou (U,) est une suite

minorée par 0.
2°/a) f,est continue sur [0,1]; f,est dérivable sur [0,1]

-1 2nx" 7 (1-x) - x"

Vxe[0,1], fi(x)=nx""VI-x+x" =
[ " 2J1-x 2i-x

N x"(2n-2mx - x) 3 "' 2n-Q2n+Dx)

- 241~x 241—x

x 10 2n 1
2n+1
fu(x) + 0 -

f;1 (X) /Mn \
0
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M_(Zn),,]_Zn_ 2n Y1
"oV VO 2041 \20+1) Zned

2n Y1
d’olivxe[0,1],0ona: 0< £ (x)s( ) .
! 2n+i

2n+1

Conclusion : f, admet sur [0, 1] un maximum relatif égal a

n
M = 2n 1
"o\2n+1) n+1
1
b)Ona: 0<x"VvI-x<M,= 0<U, st,,dx
0

0<U,<[M,x], = 0<U, <M,

n
IimM =lime Wl ——— =0 car:
n—+x n n—+» ’21’1 +]
1

® lim =0
n—+ 25 41
. . 2n+l ' 1
® lim nLog = lim —nLog = lim —nLog(1+—)
H—>+00 n+l n-o+w 2n B>+ 2n
_ lim;lLOg(HX) :i
X->0 2 X 2

d’ou (U,) converge vers 0.
1 _ 3

30/3) Uozj.\/l—x dx:‘:_z(l_x)Z} 22
0 3 3

' n-1

b) Z/I:xn . U =nx
€ 2

V=+l—-x VZ—:-(I—'X)‘\/I—X
3

0

!
1
U, :[_g(l—x)\ll—x-x"] +%n." -Vl -x dx
. 0 J

i
:%n.[o(x"'l\/l-—x ~x"y1-x)dx
| 1
U, =§n(J‘Ox”_1\/l—x dx~ J‘Oxﬁvl—x dx).
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3U,=2nU,,-2nU,= G+2mU, =28U,,.

n-1

222 i (n+1))

4°/ Montrons par récurrence que VneN, U, =
(2n+3)!

2 222010+ 1)

® pour 0,U
pour #=4 Yo = 3= 0043

donc la relation demandée est vraie pour n=0.

22142 (1))

* supposons que pour un entier donné nona: U, =
" (2n+3)!

224 (e D+ 2)!
(2n+5)!

et montrons que U, =

n+ 2)
2n+
(2n+2) 22"+2n.l(n +D! 2n+ )20+ 427 nl(n+ 1)

n+l T -

2n+5 (2n+3)! (2n+5)!

Ona: U, =-—->=>-U, d’aprés 3°/ b)

22+ 227l n+ D 22 e+ Din+ 2)!
- (2n+5)! - (2n+5)

2272 i (n +2)!

d’ott ¥vneN, U, =
(2n+3)!

Solution4:

1°/ Uy = .Ecosotdt: J?ldl:%

T

T
U = Iozcosl dr=[sins}} =1

i

V.4 T
U7=fzcosztdr=j2l:@i2—t~dt= L Lgna|? =
= 0 0 2 2 4

&~

VA

2% Uy = I2c05"+21 ds
0

. u'=cost =sint
Soient o, € .
v=cos"" ¢ v'=~(n+1)cos” tsin¢
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Fid
U, ., =lsinzcos” ¢} 2 +(n+1 cos"tsm rdt
n+2 0

T
s (n+1)j cos” t(1~cos2 1) dt = U,,, =(n+1) (U, ~U,.,)

n+1
= Uy =;1‘2‘Un-
° . e &
3°/ Montrons par récurrence que Vne N, U,, =-~%— o
() 27"
r (200
:0’ U =—= .
L J poul‘ n 4] 2 (O!)z 22‘0_‘_]
! 7z

® supposons que pour un entier donnénona: U,, = ——~( 0 22
n
!
montrons que U,,,, = —-——“(2n+2); 7” 3
((n+1H~ 22
2n+12n) 7

Uznea =Un 2%:“:;— m "'mwzzm
Cn+)z n+2)'\x
T2 e 27 (e )
el

d’ou Vi’IEN U2n —-WZZ"H .

4°/a)y Soit V, =(n+1)U,,,-U,
n+l - (}’I + 2)Un+2 Un+l - (’7 + 2) U Un+l

=n+hu,-U, =V, = (V,,) est une suite constante
I3

Vo =1-U, .U0=12r~ dou VneN, (n+)U,-U,,, =

T )t o
b) (2}’!+1)U2,1 'U2n+l =—5:> @ +1) (ng)z 22n+| 2n+l —5
Q@n+1)! 1 ~ ()2
5o Yz =1 = Uy St

(m)r 2%
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| Solution S : I

sin

2n

1°/a) Soit f,,(t): ;5 f, estdérivable sur [0,a] et Vte[0,4q],

in?"" lt(2ncos t+sin® t)

>0

L=

cos? 1
ce qui prouve que f,, est une fonction croissante sur [0,2] donc pour

2n s 20
n-t m- a
si < S

cost cosa

b) En intégrant entre 0 et a ces inégalités on obtient :

220 .20
asin s s a
0< de < j d¢

tout 7€ [0,a], £,(0)<f, ()< f,(a) &0t 0<

0 cost 0 cosa
2 7/1 - 2n
asin? g sin sin“" a
or j Ldr= i o =da
0 cosa cosda cos a
sin®"
lt en résulte que : 0<1,(a)<a .
cosa

SinZn
¢)Ona: vnzl, 01, (0)<a et

cosa

. sin?" .
lim a = lim
n>+0  COSA  h—o+® COSA

d’ou lim 1,(a)=0.
n—>+om

(sin*@)" =0 car —l<sin’a <]

2°/ U -HZI: ! —l+ ! + ! +~--+_~1~———
! Qk+1)2% 2 3.2% 5.2° @n-1)-22

k=0
sin3(zr—) sins(z) sinz""'(z) x
=sin—+ 6 4 6 +---+————6=F,,(-)
6 3 5 2n-—1 6
or d’apres 4°/ b) :
T
! [+sin— 1
lim F, (%)= g(7) =~ Log(———=2) =~ Log3 =Log3
H—>+00 2 T
1—smg

d’ot lim U, =g(£)= Logx/g.
>+ 6
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Solution6:

1°/ F est définie sur R car la fonction ¢~ est continue sur R.

1
NP
F est impaire si et seulement si Vxe R, F(—x)+F(x)=0
Soit K(x)=F(-x)+ F(x)

K est dérivable sur R comme somme et composée des fonctions
dérivables sur R .
YxeR, K'(x)=-F(-x)+F(x)

1 1 1
N oo e
Donc vxe R, K'(x)=0 d’out K est une fonction constante.
Or K(0)=2F(0)=0 donc Vxe R, K(x)=0=> F(-x)+F(x) =0
ce qui prouve que F est une fonction impaire.

2°/Ona: vxeR, F(x)= ! >0

Or F'(x) = d’ou K'(x)=

x* 41
d’ou F est une fonction strictement croissante sur R .

3°/a)Ona: VieR , *+12tt = i 1137 =

x 1 -1 - 1
J-—-dt= — =—+1 or pour tout x =1, 1-—<1
1 X

<F()+1

dou [ 1= )+ [ d
Lt R/
= F(x)<F()+1= F(x)-F()<1.
Conclusion : Vx>1, F(x)-FQ)<1.
c¢) F est une fonction strictement croissante
et Vxe[l,+w [, F(x)<F(1)+1 (F est majorée sur [1,+o [ par F(1)+1)
donc F admet une limite finie [ en +o .
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4°/a) La tangente (T) 4 C ¢ au point d’abscisse x;, =0 a pour équation
y=F(0)x+F(0) or F(0)=1 et F0)=0 d’oa(T): y=x.
b) g(x)=F(x)-x.

I

gestdérivablesurR.vxeR, g'(x)=F(x)-1= -1<0

x2 +1
carVxeR, vx* +121
x —00 0 +00
g'(x) - -

g(x) \&KU\)(_)

d’aprés le tableau des variations de g, on a :

x_|—o 0 +00

g(x) + 9 ~

donc : esur J-o,0[, C festau dessusde (T)
e sur ]0,+o [, C rest au dessous de (T)

e C i et (T) se rencontrent au point O(0,0).

<)

y

l / y=/

1°/ a) Soit f(x)=(tg x)5+‘ )

[ est dérivable sur [0,%] et Vxe [0,%], f'(x)=(n+1)tg"x(1+tg2x).
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n n
b) I, +1,,, = .[04 tg"x dx+ .[04 tg"xdx
z z
= ."04 (tg"x+tg™x)dx = j-o4 tg"x(1+tg’x)dx

L _“Z(n+1)tg "x(1+tg x)dx
n+1J0

z
4

LI SANVINIE W P, L .o
—n+1.[0 f(x)dx—n+][f(x)]o el SRl

or f)=tet £(0)=0 dot I,+1,,, =—
4 n+l

T

2°/ a)eVx e [0,%],ona:pourtout neN", tg"x>0 donc Litg"x dx>0

d’oil VneN", 1, >0.

s 'p =

*Ona: I, - =-1

aea O 1,520 donc ~I,,,<0

n+1

d’ou I, ——I—SO et par suite I, S—l—.
n+l n+1

« . 1 .
b)ona: VneN , 0<], S——l— et comme lim ~——=0 donc lim I, =0
n+ n—+w N+ n—>+

| Solution8:

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
, 2x(x? +1) - 2x(x% +2) -2x
X}= =
/) (2 +1)? (x2+1)?
le signe de f'(x) est celui de —x d’ou:

X |- 0
f® + [ ~
2

Sx)
1/ \ 1




Intégrales * 192 ¢ 4°™ Maths

Y

/ - \.\5 C
J '

2
b) f(x)=xe =

7+T =xo X -xt+x-2=0
2

Soit A(x)=x" -x* +x-2 , K'(x)=3x> =2x +1
Or A=-8<0 donc #'(x)>0 d’ou

x| —o0 400
H(x) +
h(x) +00

o —

h est continue et strictement croissantes sur R donc /4 réalise une
bijection de R sur R donc 0 admet un seul antécédent « par / et par
suite I’équation f(x) = x admet une solution unique o dans R .

h(l)-h(3)<0 3
Ona: 2 donec l<a<=.

h est continue sur [ 1,5 ]

2°/a) g est continue et strictement décroissante sur R, donc g réalise
une bijection de R. sur g(R,) = 11,2 ] donc g admet une fonction

réciproque g~ définie sur]1,2] .
b) g':11,2] >R :xg (X)) =y

9

g'l(x)=y<:> g(y)=x< y7+?=x<3 y‘7‘+2=xy2 +x <<
Vo +

yia-x)=x-2< y?‘:ilc_—2 (car x=1) < y:N/)lc;z (car yeR,)
—-x —-x
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¢)(C)=S,(C) ou S, est la symétrie orthogonale d’axe A:y=x.
3°/a) La fonction f est continue sur R donc la fonction

Fix> J’ov f()dt est dérivable sur R.
Vxe {o,%[ , texe[0,1]cR
Vxe [o,%[ , o(x) = F(tgx)

¢ est dérivable sur [0,—} [ comme composée de deux fonctions
dérivables.
vre [0.71,¢'()=(+tg'n)F(gx) =+’ f(g)

.tg2x+2

=(l+tg2x) | 5 =tg2x+2
+1g°x

b)Ona: ¢'(x)=tg’x+2=(+tg’x)+1=tg'x +1
= px)=tgx+x+C
or p(0)=0 d’ou C=0 et par suite p(x)=x+tgx.

C)A= I;(f(t)—l)dt (uA) car C;, est au dessus de la droite D : y =1.

1 1 1 w0l
[ro-var= [ roa- [ar= [ r0ar-1135 = 0Z -1

or p(x)=x+tgx d’ol (p(%)=%+l

d’oun A=% (uAd) .

]

1°2) 0<x< 1 0<X°<1 - 1<X<0S0<1XL 1S

0<VI-x? <1 0<x"VI-x <x"

don 0< J:x"\/]—xzdxs Lx"dx & 0<U, <[

n+l

X 1]1) donc

n-+

OSU,,S——I—
n+1
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b)Ona: lim =0 dou lim U,=0

no+2 n + | n->+x
u'=-2xv1l-x’
2°/Upap = J;x“'rz V1-x*dx  onpose: ne+l et

X
v=-—
2
2 5
== 1__x2 3/2

3( )

v,Z_(n+1)x
2
2 —x" 2 —(n+1) s
Upn = [-=(1=x?)"? P x"(1-x7)y"2dx
e e B U

d'ot Uy, = (n;rl) .Ex"(l—xz)\ll—xzdx=

] 2 2 2
___(n;— ) L(x“\/I—x“ —x"1=x")dx

| I
Un+2 = (n h 1) (Un‘ Un+2) SOit Un+2= %Un_ %Uwﬁ dlou Un+2
+n+1Un+2= n+1Un
3 3
. n+1
ainsi (n+4)U,.,~(n+1)U, donc pour tout n€ IN : U= 1 U,
n-+

3%/ Soit g(x) = V1 -x>

a) * g est continue sur [-1,1]
*0e[-1,11 , coste[-1,1] pourtoutteIR donc D (t) est définie
sur IR
b) Soit G une primitive de g sur [-1,1] alors pourtoutteIRona: @ (t)
= G(cost) — G(0) o
@ est dérivable sur IR (comme somme et composée de fonctions dérivables)

@' (t)= g(cost).(-sint)  d'oi @' ()=-+]1 —coszt'.sim=-\sin t| sint
c)te [0,%] : @' ()= -sin’t or cos2t=1-2sin’t

cos2t—1
donc -sin’t=——
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1
d'ott @' (t)=- % + —12— cos(2t) et parsuite D (1) =- ?12— t+ " sin(2t) + C

OF(D(E):O donc-£+lsin(n)+C=0 don c==
2 4 4 4

T 1 1 4
onapourtoutt €{0,—] :®P@{)=-—t+—sin(2t)+ —
a pour tou [ 2] ® 2 4sm() 2

Up = _E\/l—xzdx =® ()= %

4°/a) (U,) est une suite décroissante  donc Uy SUp U, et
comme U, >0

ona: Uiz < Uns <1 soit n+l < Uns <1
U, U, n+4 U,
1
n+l n(i+-) :
byona: lim ( )= lim 0_ = donc lim — =1
ns+r  n+4 n—+7% n(]+~~) n—+7 Un
n
c)*Uo=% et U= £X\/1—x2dx=-% E(—2x)vl—xzdx
= l [M I =l
20 3/2 3
U=t Lo T
4 3 12 200+D)(0+2)0+3)
i3
supposons que : U,.Ug = et montrons que
pposons 4 O+ D+ 2)n13) a
Un+l-Un+2: T
2(n+2)(n+3)n+4)
Un+l-Unf2: UnH 1 +1 Un
n+4
_n +1 _n +1 o _ is
n+d T na 4 2n+ D+ 2N +3) 2An+2)(n+3)n+4)

T
2n+D(n+2)n+3)

Conclusion pour tout n€IN 1 Uy Upy=
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gy U2 You 1 n s dou U]
Ui 2030+ Ha+5)a+2)
n n n
_ T 1
2(1+l)(1+—2—)(1+~3~) Yo
n n n U,
nvn U, = l ] nz 3'Ul on a: lim %’i=l
\fz(l+—)(1+~)(1+~) il A
n n n U,
. i
donc lim n\/;U,,= \/;
[Solution 10: _
1
1 Up= [ = j:—ﬁ—dx =[ x2+1] ~J2-1
Vx?+1 2Ux* +1 0
2n+l1
2°/ Vx 6[0,1] ona: 20 do0 U, 20
x2+1
2n+43 20+l

2n+l(

Y U S . W 5 Sl € Sl
R N i e e e R

D’ou (U,) est une suite décroissante .

30/ a) Un+[ -

U, =0

(U ) est une suite décroissante

b)Ona:{

D’ou (U,) est convergente
42 x €[0,1]
0<x< 1 0<K<1= 1<2+1<2 =1 <x’+1<V2

1 1 1 2n+1
< <1 > x2n+] < X < X2n+l

V2 x4 V2 Jx24l

x2n+]dx SUHS £x2n+ldx

D

ou: %ﬂ
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11 oyt

J2 2n+2 2n+2
fim L1

Ona ’7—>+w\/§2n+2 dot lmU, =
Iim =0
nesvo 2p +2

Soiutidii IT S J

f(x)=x +sinx =0 pourVx E{:O,%:‘

TR

2
1°/ A= f(x +sinx)dx = {7—cosx}

0

-
A = (—8— +1 ) unité d’aires .

20/ |
f(x)~smx:> f (x)=-cosx
gx)=x g'x)=1

n Vi3
J= [~x cosx ]g + Ecosx dx

J=[sinx]0§=
b) V=7 [f(x)d

= ﬂﬂ(x2+sin2x +2x sinx )dx

Soit K= Esm xdx = _EC—()Sz—xj—ldx

IR

-
4

Y N
—|:2 4sm(2x)}
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x|
Ona: V=7 ? +xA+27]

0

4 2
V= ﬂ—+£—+ 27 | unité de volume
24 4

Solution 12.: J

1/ Df =R\ {%+k7r oﬁkeZ}

2 A= j_]f(x) 1| dx fsm xdx:f(lﬂgzx ~1ydx

COS X

z T
=[tgx —x]5‘=1‘z

°/ a)
4 = 2 2 e 2
cos x +sin“x (3cos” x 1 sin” x
° ¢!(x)z 5 ( ) — > +3 7
cos’ x cos™ x cos’ x
1 1—cos’x
q)v(x)z . +3( - )
cos’ x cos' x
1 3 2 2
¢(X) = r 2 :3f (X)—zf(X)
cos'x  cos

b) V= nJ:f (x )dx —nf

COS x

Ona: f7(0)- 2E L @)

Dou: V =£E(¢'(x)+2f(x)) dx

=§-[¢<x>4+—[f<x>dx
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T T 1 £
Or [if (x)dv = Emdx =[tgx |i =1

T T, 2T
Dol V=2 (=) +=—
! 3 ¢(4) 3

T .,
V= —3— unité de volume

[ Solution 13 :

A) 1°/a) pour tout x e]-—72£, %[ ona:cosx =0 festdéfinie,
continue, dérivable sur - % X[,
272
ona:pourtout x e]-% L

CF ) = 14tel
2 f(x)=1+tg'x >0

f'(x) + ,,
%5
f(X) /
—0
*Ona lim tgx=-co car lim sinx=-1
x~>(—£)4r x—>(-Z ¥
2 2
et lim cosx=0" * lim f(x)=+ow.
x>(-P"

H(g)‘

b) Soit A : y = (0)(x-0)+f(0) or f(0) =0 et f (0)=1 d'ott A:y=
X .

Position de Cret A : soitd(x)=f(x)—y=tgx-x

d est une fonction dérivable sur ]- 12t— % [ :d(x)= l1+tg’x -1 = tg’x >0.

X -n/2 0 /2
d'(x) + +
o b
X -
o )
—00
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On a : pour x e]—%, 0[,d(x)<0
d'ou Crest en dessous de A sur]-% ,0[

Pourx €]-Z 0[, d(x)> 0 d'ou C; est au dessus de A sur ]-% ,0[

2 5
C¢ coupe A au point O(0,0).
c)
2°/a) f est continue, strictement croissante sur J- % , % [
alors f réalise une bijection de ]- %, % [ sur
J=10-%, Z[)=] lim f,limf[=]-0 +0 [=IR
22 P é
2 2
— E.
Ct x=5
A yEx
=R
2
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—_—
b) f est une bijection de ]-— ——[ - IR 4,
i T fyx)

et f est dérivable sur ]- L 3% [ et pour tout xe ] 22 [f'(x)# 0.
d'otr ' est dérivable sur IR.

¢)Ona(f” )(x)——— =1 ol y=f" (%)

f@y) 1+tg'y
ory=f(x) d'oui: f(y)=x et parsuite tgy = x
soit (f)(x) =
+X

ona: f 1 A _q¢ = f(f Yt = [£OF = £(x) - £710).

1+t

or f(0) = 0 d'ott f '(0)= 0 et par suite pour tout xe IR : fl(x)= f dt2 .
1+t

1= (B P -1
3 o (1) 4 car f(4) 1
B) Soit n eIN"eta,= _E(l—tz)"dt et ao# 1.
19/ 8ot — 8y = J:(l ') dt- _E(l—tz)"dt

_E[(l ) (1t} "1dt= J:(l Y (1-t -1dt = - ftz(l—tz)“dt.
2°/ On a pour tout t  [0,1] 220 et 120 dou
t?2(1-)" > 0 et par suite a, —a, <0 donc (a,) est une suite
convergente.

- u'=1l
3%a) am = [(-£)"at .., doi
v=(1-t")

=t
{v'z(n+1)(—2t)(1—t2)"

2.n+1,1

Ona: am = [tO-t)"" +2n+1) _[tz(l—tz)"dt au = (20+2)

(a,—au) (d'apres B-1°)
On aainsi au = (2n+2)a, — (2n+2)a,.
et par suite a,.;(1+20+2) = (2n+2)a,
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_ (2n+2)a,

d'ot pour toutneIN“on a: a
P € " T3 2

2x0 v 2 2x0 ' 2
270y 1 dotiag= 2 (0}
@<0+1)! 1 (2x0+1)!

2Zn(n!)l
@n+1)!

bk

b)Ona:a;=1et

Soit n e IN, supposons que : a, = et montrons que an:; =

2(n+1)(( 1)!)2
Q+1)+1)! -

@n+2)a, _ 2n+2) 2"’ _ @n+2)’ 2”@y’
3+2n 3120 @2ntl)!  (2n+3).2n+2).2n+1)!

Ona:ay =

2n+2 2(n+l)

_ 2’2" )’ _ ((n+1)(n})’ _ ((+1)1)’
2n+3)! (2n+3)! Cm+1)+1)!

_ n ¢ p! .
Ou, ;(IX3XSX'°'°X(ZP+1)j

o/ p! _ pl(2x4x6X...x2p)  _
D3x5%.. x(2p+1)  1x2x3xdxSx...x2px(2p+1)

PURDXXD)(23)eernex@xp)) _ pl2"p! _ 2°-(pY)’
2p-)! @p+1)!  2p+1)!

22" (pY)’ 1 2"pY _ 1 e
Ona :U,= —— J(1-t) dt=
§(2p+1)' Z2 P 2p+D)! p=02"oj(

o 2 1
EZLP(H Ydt = KZ(ITt)pdt
p=02 p=0
n+l 3 n+1
1-t 1-t
2 2
= E——————dt =2, _E———————dt.
1+t

1t
-5

n+i
_[1_8_}
2°/2) On pose V,=21-U, =2. [-4L 2, f
1+t
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5 n+l 2 n+1
= I. 2 dt = f dt
J 2

l1+t2 1+t2 5 1+t
b) On a pour tout te [0,1]1: 0 < 1-t* < 1 d'ott 0 < (1-£°)"'< 1
2.n+1
0<t< 1 dou 1si+f<2 dow 0s 3L
1+t
n+l n+l
c)OnaVn=2£(:+lt) dt = 1 (lt)
2 (1+t ) (1+t )
2.n+l
On a pour tout te [0,1] : 0 < Lli)z— <1 dou 0 <
1+t
2. n+1
f(l O _at< J:ldt— =
(1+t )
dou 0 <V, < Ln, d'autre part lim —ln— =0 et parsuite lim V,=
2 N>+ Y n—>+0

0
3°/Ona:V,=2I-U, = etpasuite U,=2[-V, = % -V,

lim U, = lim(% -Vp)=2 -0=§ car lim V,=0

nJ
n—>+o 2 n—+o
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FON CTION LOGARITHME
NEPERIEN

Des résultats a retenir J

¢ On appelle fonction logarithme népérien et on note In , la fonction
1
X Inx= f-—dt x>0.
!

e Soit a et b deux réels strictement positifs .
Ina>Inb,sietseulementsi,a>b.

Ina=Inb, sietseulementsi,a=b.
Ina=0, si et seulementsi,a=1.
Ina>0,sietseulementsi,a>1.
Ina<0,sietseulementsi,0<a<].

Inx Inx

| o lim Inx =400 lim Inx =-o0; lim —=0;lim =1

X >4 x =0t ? ¥ Srgeo X x>l x —1

¢ Soient a et b deux réels strictement positifs .

In(ab)=lha+mnb. In (%) =lna-Inb ln(%)= -Inb

|  Soit a un réel strictement positif

Pour tout entier p, In (a” ) =plna

1
pour tout entier p > 2, ln(([a—) =—Ina.

p
.| @ Pour tous entiers naturels non nulsn et m,
. In"x )
lim =0et limx"In"x =0
X4y n x =0

¢ Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u (x ) >0,

pour tout réel x dans I .
Alors la fonction [

u'(x)

x> In(u(x)) est dérivable sur L etf '(x ) =
u(x

, pour tout x dans [ .
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|  Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u(x) %0,
pour tout réel x dans I .
Alors la fonction

u'(x)

E f x>1In ‘u (x )‘ est dérivable surlet f '(x )= , pour tout x dans [ .
4 u(x

e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u(x) #0,
pour tout réel x dans I .
u'(x)

Alors la fonction f > x = ) admet pour primitive sur | la
u(x

fonction f/ :x > In /u (x )J + k, ot k est une constante réelle .

¢ La fonction x > x In x —x est une primitive de la fonction x +> In x
| sur R

B 3fe e o ok ok ke
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 EXERCICES

Exercice 1 : .

Calculer les limites suivantes :
x —Inx

1°/ Hm ———— 29 lim x’Inx 3%/ lim x " In’x
20" 2x + Inx x—0* x -0%
4 Tim <% InC-tLy so/lim RA*H2X)
£ =07 x =0 In(l+x)
2
6 g 0E0s ¥) o e In(vx +1) o/ i D7 41)
x>0 X x-0* X x—0 X

Exercice2::

Calculer les limites suivantes :

3
1°/ lim In(x"+1) 2°/ lim x> =In(x "’ + 4)
X >4 x X —>+0
3/ limx In ) 49 fim DUFRX)
X —>+00 x X —>+0o0 x

5°/ lim x In( 2x +1
X =>4 2x +3

) 6/ limx Ilnx —(x +1) In(x +1)

Exercice 3 :

A) 1°/ Démontrer que :
Vxe[——;—,+oo[, ona:

3 3
x* x' x! x° x

X ——+——-——=<In(l+x)<x ——+—
2 3 2 2 3

In(l+x)—x

2°/ En déduire lim >

x—0 X
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B) Soit la fonction f définie par :

Vx €]-1,0[UJ0,+ o[ :f(x)=——x— ; f(O)=1, f(-D=0.
In(1+x)

1°/ Montrer que f est continue sur [-1,+ o[ .
2°/ Etudier la dérivabilité de £ .

3°/a) Etudier le signe de u : ]-1,+o[>R: x }—>ln(1+x)—1
+X

b) Etudier les variations de .
4°/a) Soit A la tangente & 6, au point A d’abscissex, =0.
Etudier la position de G, et A .

b) Tracer B, dans un plan P rapporté & un repére orthonormé (0,7, /).

Exerciced : |

A)Soit p:R>R : x > 1-x>~Inx
1°/ Etudier les variations de ¢ .
2°/ Calculer ¢(1). En déduire le signe de o(x).

. I
B) Soit f:R, >R : x +—>—n—x——x .
X
1°/ Etudier les variations de .
2°/a) Montrer que la courbe (C) de f/ admet une asymptote oblique D.

b) Etudier la position de (C) et D.
3°/ Tracer dans un plan rapporté a un repére orthonormé (0,7, ) la
courbe (C)de f .

Exercice 5 :

ad 1—1n(x2+1).

Soit la fonction g définie sur R, par: g(x) =

2

1°/ Etudier les variations de g sur R, .

2°/ Montrer que ’équation g(x)=0 admet deux solutions : 0 et cret
que l<a<?2.

3°/ Etudier le signe de g(x).



Fonction logarithme +208 ¢ 4*™ Maths

In (x?+1)
4°/Soit R, >R : X > x
0 si x=0
a) Montrer que f est continue en 0.
b) Montrer que f est dérivable en 0.
c) Ecrire une équation de la tangente T a C,au point d’abscisse 0.
d) Montrer que V>0, In(1+7) <t eten déduire la position de C;

par rapport a T.

5°/a) Montrer que f(a)= ga .
o’ +1

b) Etudier les variations de f (on introduira la fonction g dans le
calcul de /).

c) Tracer Crdans un plan P rapporté a un repére orthonormé
(0,i,))-

Exercice 6:

1+
19/ Soit Ia fonction /1 — In(— ad

)_

2x +1
a) Etudier les variations de 7 .
b) Etudier le signe de A(x).

2°/ Soit f la fonction définie par :
£6)=x (x +DIn(>

x
SO =7(-1)=0

a) Etudier la continuité de f.
b) Etudier la dérivabilité de 1.
c) Etudier les variations de f.

) pour ]-c0,—1[U]0,+ [

Exercice 7.2

On considére la fonction g définie sur 10, +o [ par:

g )=1+x>—2x" Inx
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1°/ Etudier les variations de g . L
2°/a) Montrer que I’équation g(x)=0 admet une seule solution e,

b) Vérifier que 1,8<a <1,9.
¢) Déduire de ce qui précede le signe de g(x).

In x
l+x?

3°/ On considére la fonction f définie sur J0, +o[ par f (x )=

a) Montrer que fest dérivable sur ]0, + o[ et que :

. g(x)
Vx>0, =S
x>0, 709 x(1+x7)"
b) Vérifier que f(a)= 17 .
2a”

4°/ Etudier les variations de fet tracer sa courbe (C) dans un plan

rapporté A un repére orthonormé (O,7, /).

Exercice 8 ;

Soit f :x -—)ln} In| x | I
1°/ Etudier les variations de f.

2°/ Tracer b;.
3°/ Soit g la restriction de fa I’intervalle }1,+o[.

Montrer que g est une bijection de ]1,+ o[ sur un intervalle J que I’on

précisera.

Exercice 9 :

Soit m un paramétre réel.

Soit f,, :x —>In(x +vx*+m)

1°/ Déterminer suivant m, le domaine de définition de £, noté D,, .
2°/ Etudier les variations de f,, .
3°/ Déterminer ’image de D, par f,, .

4°/ Prouver que f,, admet une fonction réciproque.
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Exercice 10 :

=2—nx+
A) Soit neN et Iu®) . Logx

J,(0)=2
1°/ Etudier la continuité de f, a droite en x; =0.

2°/ Etudier la dérivabilité de f, a droite en x, =0.

pour x €]0,1[UTI,+ oo

3°/ Etudier les variations de f, . (distinguer n=0et n=0).
4°/ Montrer que (B,) (courbe représentative de £, ) admet deux
asymptotes (distinguer n=0¢et n=0).
5°/ Construire (B) et (6;) dans le méme repére orthonormé (0,7, ) .
B) Soit ¢, la restriction de f,a I’intervalle]1,+o[.
1°/ Montrer que ¢, est une bijection de]1,+oo[ sur un intervalle que
I’on précisera.
2°/ Montrer que pour tout entier » non nul F’équation ¢, (x) =0 admet
une seule solutiong,, .
3°/ Montrer que «,,, est I’unique solution de I’équation ¢, (x)=x.
4°/a) Montrer que la suite (a,) .- est décroissante.

b) Montrer que («,) est convergente vers un réel />1.

¢) Calculer /.

Exercice 11 :

Soitf(x)=~ln| cosx ‘

1°/ Etudier les variations de f et tracer G;.

2°/ Soit g la restriction de fa Iintervalle [O,% [.
a) Montrer que g admet une fonction réciproque.
b) Calculer g ™' (In \/5) .
¢) Etudier la dérivabilité de g~'.
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3°/ Soit la suite (U,,), définie par : {

Uy = (U, )
T
4

a) Montrer que VneN, 0<U, <

b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans ]% ,% [ une seule

solution « .

¢) Montrer que (U,,) est convergente et trouver sa limite.

lkExercikcke 127
2

1°/ Etablir que Vx>0, x —%Sln(l+x).<_x (%),

. . . 3\ k
2°/ Soit la suite (U,), _.- définie par: U, = E In(1+—).
k=l h

a) Calculer U, et U, .

n(n+1)R2u+1)

b) Montrer que VneN’, Zkz = p

k=1

¢) Utiliser (%) pour montrer que (U,,) est une suite convergente.

Exercice 13 :

1
1°/ Etablir que Vx>1, l-—<Inx <-1—(x —i)
X 2 x

2°/ Soit neN"\ {1}. Montrer que I’équation In(l+nx ) =x admet

une seule solution ¢, non nulle.
3°/a) Montrer que VneN'\ {1}, Inn <a, .

b) Montrer que &, <2Inn etque a, <In(1+2n Inn).

¢) Calculer lim
n—+o ln n
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Exercice 14:

1°/ Calculer & ’aide d’une intégration par parties, les intégrales :
2 2

A= j] Inl+x) dx et B = j] In(-x +3) d x

2°/ En déduire les intégrales :

3 et D= J‘lzan’xz —-2x —31

len

Exercice:15:

Soit U, =Y~ (neN))
p=i

1°/ Prouver que U,,—1<'[ <u, 1
n

.1
2°/a) En déduire que vreN , —+Inn <U, <l+Inn.
n

b) Calculer alors lim U, .

=>4

Exercice 16 : -

Soit # un entier >1.
1°/ Démontrer que pour tout entier k, compris entre Oet n—1,0ona:

-/(_-Fl
lln(1+5)sj'kn Inx dr< —1 (1+ﬂ)
n n I+ )

n

1 < k
2°/ Soit la suite (U,,), - définie par: U, = —Zln(l +—).
N n

: 1 2 |
a) Prouver que :vneN , U, ——In2< jl Inx dx <U, .
n

b) Montrer que (U,), .+ estune suite convergente vers une limite / .
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Exercice 17 : ]

Soit f 1a fonction numérique définie sur 10,+o [ par

1 , 1 1
X)=—x"————Inx
f &) y 13

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Soit A un réel strictement positif.

a) Calculer I(1)= J.; f(x)dx

b) Déterminer lim I(A).
A-0"

n
3°/ Pour tout entier naturel n>2, on pose S, = lz f (5) .
n

a) Démontrer que, pour tout & entier naturel tel que : 1<k <n-1,
ona:
k+1
k+1 1,k
——f(—)< IACY de;f(;)

n

b) En déduire que S, ~lf(—l—) < I(l) <S, puisque:
n n n

1Gss, <1+ L rdy
n n n n

c) En déduire lim S, .

>+

‘Exercice 18 :

n—1

k
Soit xe[0,1] et p,,(x)=2(—1)k—'."7 ol n>1
k=1

a2 n-1
1°/ a) Montrer que Vie[0,1],0na: Z( £ LD o __ 1
Py Y+1 I+t

n

b) En déduire que vxe[0,1], In(1+x) =

1471

2°/ Soit a, = joi t
+

dt (n=1).
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a) Montrer que | a, |< LN
n

b) En déduire lim (-1)""a,

H=>+00

-1 R .
3°/ Soit U, = z(—]?— . Démontrer que (U,) est une suite convergente
k=]

et donner sa limite.
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. SOLUTIONS .

Solution1:

In x (—X—-1) Y
. x-Ln x ) n x . In x
1/ llnl——*:lqu > =11rq—2———=—1
x=0"2x +Ln x  x-0 In x (__X__+D x>0 X 1
In x

2°/ 1im x ’In x—hmx(x ‘In x)=0car limx -ln x =0.

x—>0* x =0

I’l

3°/ llmx (In’ x)—hm(x Inx)’

n 2
On pose X=x2= x=X". Lorsque x—>0+ X—-0"dou:

hm(x In x) =11m(X ‘In X") —hm( Y(X-InX)*=0

x =0

car lim X-In X =0.

X—0"

4°/ hm\/—lnx(

x —>0%
ohm\/x_ln(x+1)=0
ohm\/——lnx—h,m\/_ln(x/—)~hm2x/_ InVx

= lirg(x/x— In(x +1)—vx Inx)

x>0
=lir512X- InX=0 (X=vx)dou 1in01 Jx 1n(x+1)=0.
x> X —> X
21n(1+2x)
. 1n(1+2x) . Qx
im
ot In(l+x) =0 In(l+x)
X
lm1n(l+2x)___hmln(1+X)=1 (X =2x)
x—0 2x X—0 X
. lim In(l+x) —1 d’oi lim In(1+2x) _

x>0 x x =0 ln(l +x )
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6°/ Iinél—n(c—o—sx—) ? . Soit la fonctionf (x ) = In(cosx ).
X —> x
f est derxvable enfet f(0)=0 et /'(x)= Smx.
Cosx
ln(cosx)~1 f(x) f(O) — £ (0)=0.
x—)O X x —0
7°/ lim lri(\/;—il) = lim M On pose X:J;
x -0 X x—=0" \/X— 2
- In(vx +1) _ o XD 1 InGXHD)
x—0* \/_ 2 x-»o+ X2 T xo0t X X
car lim 1o et 1imM=1.
X-0" X X~0*
2 2
£/ lim In(x “ +1) ~imx In(x )+1)
x =0 X x -0 <
limx=0 et limwzl X=x)= 1im1—n-(x—_—+—1)=0.
x>0 x>0 X x =0 X
Solution 2 : - :
Inx*(1+ ! )
3 o
1o/ lim DEHD gy x’
X —>+0 x X —>+o0 x
In(1+ ! )
3 3
= lim[0F X
x40 x X
1
In(1+—)
_lim[3 BF . X 120+0=0
X —>+00 X X

29/ lim x 2 —ln(x* +4) = 11mx —Ilnx’ (1+—)
X

X 400

=limx’~Inx"’ —ln(1+i)—11mx -3 lnx—ln(l+—4—)
X

¥ —>+o0 x X —>400
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= lim x (x — 3—)—1 I+ 4) 0
x

X >+

car lim Inx _ =0 et lim ln(l+i) 0.
x

X0 x X —>+00

39/ fim x  In(t

X D>+

)= lim x ln(1+——1—)
X >+ X

1
In(1+--)
= lim 22 iR ),
X ~>+00 _1_ X—0 X x
X
1
In(In x (1+ )
4/ tim 1n(1+lnx):lim In x
X =>400 X X >+ X
In(l+——)
_ i ) O
X >+ x x
In(l+—)
- Jim In(lnx) Inx Inx
x>+ Inx X x
o lim 20nx) o InX_ o (X=Inx); lim 2% _g
X —>+on lnx Xt ¥ X=>4o0 X
In(1+-1) |
o lim — Inx" _ = ln(1+——) 0-0=0
X >+ x X 40 x 1
don lim DA+ INT) -
X D40 x
5%/ Tim x ln(2x *1 )= lim x (232
X >+ x +3 x——>+oo 2x +3
2
. In(1— )
= lim x ln(l———z——)— x_ 2x +3

lim
X0 2x +37 xowe 2x 43 -2
2x +3
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o lim =2 -
x>+ 2x+ 3
2
In(l—- ——-) B
o lim — 243" o AX) e =2
X =>+00 -2 X0 X 2x +3
2x +3

2x +1

d’on lim x ln(

X —»+00 x +

y=-1-1=-1.
6°/ 11mx Inx ~(x +1) In(x +1)
=limx Inx -x In(x +1)~ln(x +1)

X >0

= lim x Inx ~x 1nx(1+——) In(x +1)

X —>+e0

=limx Inx-x Inx-x ln(1+—) In(x +1)

X >+®

= him —x 1n(1+—~) In(x +1)

X >+

in(i+2)
o lim—x ln(l+—)— lim : X
x
i oA+ X) (X:L),
X—>0 X X

e lim —In(x +1)=—o d’ou

X —>+o0

limx Inx —(x +1) In(x +1)=~o

X >+
2 3 4

Solution 3 : I
x

x X
A)1°/eSoit g(x)=x ——+——"—-In(1+x
) 1°/ ® Soit g(x) Tt 33 (I+x)
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e . .. |
g est définie, continue, dérivable sur [—5 ,+oo[ et

1

g'(x):l—x+x2—2x3— =(1—x+x2——1—)—2x3
T+x

T+x
_ x* _2x3=x3(—1—2x)
1+x 1+x
xry o 0 400
g' ) 0 + @ -

g(x) / J \

d’ou sz—?l,ona: g(x)<0

2 3 4

et par suite sz_—lona: X fx—+x__f_gln(1+x)
2 2 3
x2 x3
e Soit A(x )=In(l+x)—x +7_T

I . (. -1
h est définie, continue, dérivable sur [—2—,+00[

3
et h’(x):L—l+x—x2 =—
1+x

x| 3 0 +00

H(x)] 0 + -

h(x) / 1 \

d’ou sz—_z—l ona: A(x)<0

2 3

) - x° x
et par suite sz—l,ln(1+x)Sx —_—
2 2 3
2 3 4 2 3
- x° x° x x° x
Conclusion : sz—l, X ——+—-—"—<In(l+x)<x ——+—.
2 2 3 2 2 3
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2 3 4 2 3
2°/Ona: sz———l—, ——x—+x——i€—_<_ln(1+x)—x g_ic___,_f_
2 2 3 2 2 3
- 1 ? 1+x)— 1
sz—l et x£0, ~—+x——£—S——~————ln( +x7) > S—~+x—
2 2 3 2 x° 2 3
1 x x2 i . x 1
lim ——4—=———=—-——; lim ——+—=-—

x—0 x2 2

x . .

B) 1°/ x > ————— est définie, continue sur ]—1,0[U]0,+ o[
In(1+x)

comme étant le quotient des fonctions continues.

 limf (x) =1 lim—"— —lim—b —=1_1-7(0)

r—)Oln(1+x) x50 ln(l+X) 1

X
d’ou fest continue en 0.
X X-1
e lim = li =0=f(~1) (X=x+1
x - 1+f(x) x—>- 1+ ln(l+x) X—I;Ig* InX f( ) ( x+1)

d’ou fest continue en —1.
Conclusion : fest continue sur [—1,+ o[ .

2%/ x > ———x———est dérivable sur 1-1,0[U]0,+ o]

In(1+x)
X
. limf x)-f(©0) lim In(1+x) 1im® ~In(l+x)
-0 x —0 x50 X =0 x In(I+x)
_ In(l+x)-x 1 1.1
=lm-(——=—) (ln(1+x))‘2 1=3
x
car limM=1 et lim(lrilj—xz)—_x—) = L (d’aprés A) 2°/)
x>0 x x—0 X 2

d’ou fest dérivable en 0 et f'(0) = % .
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x
o lim L= ED lim nd+x) . _*
x>l x +1 -1 x +1 =1 (x +1) In(x +1)
. X-1 . _
= lim =+00 (X=x+1) car imX InX=0
x-0* X In¥X X->0*

d’ou fn’est pas dérivable a droite en —1.

Conclusion : fest dérivable sur ]-1,+ o[ .

3°/a) u est définie, continue, dérivable sur ]-1,+o[ et Vx>1,
1 1 X

u(x)=l+x—(l+x)2=(1+x)2

x| -1 4o
u'(x)] O — +
u(x) \ /

0

d’ot Vx>-1, u(x)>0.
b) fest définie, continue sur [-1,+ oo[

JSest dérivable sur ]-1,+[ et Vxe]-1,0[U]0,+o[,0na:

X
In(l+x)—-—
fv(x): n( x) l1+x — u(x)
' In(1+x) In*(1+x)
x| -1 0 +00
[(x +
S(x) —/’/—/?4-00
0
-1 X 1
lim =1i =lim ————=+ X=x+1).
():L+cof (x) Xg?oo InX Xer-lm InX InX 00) ( X+ )

4°/a) A:y=f‘(0)(x—0)+f(0)=%x+1.

Etudions le signe de d(x)= f(x)—(%x+ 1§}
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X x+2
Vxe]-1,0[U10,+[, d = -
xG] [U] + [ (x) 1n (1+X) 2
_2 =G ADnax) 2 g, 42
2 1n(1+x) X +2 2In(l+x)
) 3 N 2Ax+2)-2x 1
Soit ¢(x)— Inl+x) ; ¢'(x)= 122 l+x
4 1 4+ x)—(x+2)? ~x’
) o 1 = <0
#'(x) (x+2)% 1+x  (+x0)2+x)°  (1+0)@2+x)? -
x| -1 0 i
¢'(x | - (r —
P(x) \H)\D\ ©)
Ona: d(x)=2ENx*+2)
' 21In(l+x)
x ~1 0 +eo
x+2 + .
2Log(1+ x) - ( +
#(x) + =
d(x) - -

Vxe]-1,0[U]0,+o[, d(x)<0 et par suite (C /) est au dessous de A.

b) im —— f&) = lim =0d’ot (C,) admet au voisinage
Xt X 40 1n(1+x> ’
de +o une branche parabolique de direction ’axe (O,7).

Ary= %x+1 tangente a (C ;) au point (0,1).

¥y
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Al

S‘Oluti’on 4: ]

A) 1°/ o est définie, continue et dérivable sur R, et Vxe R,
P(x)= —2x—l <0 d’ou:
X

x10 { +0

@'(x) -

o) || T \\V\

—Q0

2°/ ¢(1)=0 donc, d’aprés le tableau des variations de ¢, on ale

tableau de signe suivant :

-+00

x|0

1
@l § -

B) 1%/ fest définie, continue et dérivable sur R :

x’-Inx _o(x)

2
x2 X

Le signe de " est celui de ¢(x) d’ou

Vx>0,f'(x)=1_

x {0 1 +00
'(x) + 0 -
F(x) Pt I

—C0 —e0
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11mf(x)- hml Inx —x =—o0 car lim —=+w et lim Inx = oa

v x 0" x x—>0*
Inx In x
llmf(x)- lim ——x =—-o0 car lim —=0.
x>+ x x40y
Inx Inx
2°/a)Ona: VxeR’, f (x)=———x . Etcomme lim — =
X X =>400 ¥

donc la droite D : y =—x est une asymptote oblique & (C) au voisinage

de +w.
b) Etudions le signe de f(x)+x :

-~ In . .
f(x)+x =2X , lesigne de f(x)+xsur R, estceluide Logx.
X

Donc :
x 10 1 +o0
Inx ” - J) +

D’ou: esur 10,1, (C) est au dessous dé D
esur |1, +ax[ ,(C)estaudessusde D

e au point d’abscisse 1, (C) et D se coupent. -
3°/

(©)

y=-x

Solution 5

1°/ g est définie, continue et dérivable sur R, et vxe R, ,

4x 2x 2x(l—x2)

’g()_( )2 4+l (2 41)?




Fonction logarithme *225 ¢ 4™ Maths

Le signe de g'(x) sur R, est celui de 1—x? :

X | -] 1
1-x? - 4} + #) —
d’ou

x 0 1 +00

gx 10 + 1) -

g(x) /1"1“2 \
0 —©

2°/eOna: g(0)=0 et Vxe]0,1], g(x)>0 (d’apres le tableau de
variations de g ) donc 0 est la seule solution de I’équation g(x)=0sur
(0,1]

e g est continue et strictement décroissante sur [ 1, +o [ donc g
réalise une bijection de [1,+w[sur] —oo , 1-In2 ] etcomme
0e ] —wo , 1-In2 ] donc 0 admet un seul antécédent
aell,+of parg.

Conclusion : 1.’équation g(x)=0 admet 2 solutions O et o >1.

3°/ On a le tableau de variations de g :
x|0 1 o +00

-2
g(x) (gﬂ/ N .

d’ou }e tableau de signe de g :
xi0 o +00

g(x)| 0 + *) -

2 2
4°/a) lim f (x) = lim G 4D _ i 1“(’2 1)
x =0 x—0* x 0" by
2
or lim BE"+D . W&X+D

x—0" X e X-50* X
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d’ou lim f(x)=0-1=0= f(0) donc f est continue a droite en 0.
x—0*

2
fFx)—f(0  lim In(x 7+1) ~ lim In(X +1) _q
X x =07 x- X->0"

b) lim

x—0*
donc fest dérivable a droite en O et f;(0)=1.
S)T:y=7i(0)x+f0)douT: y=x.
d) Soit la fonction ¢p: R. > R ; f > In(1+1)—¢
e Etudions les variations de ¢ :

@ est définie, continue et dérivable sur R, et V7eR.,
1 —
)=——1=—
o0 1+¢ T+¢
= VreR., ¢'(1)<0.
r0 +00

(0] 0 -
PO —

D’apres le tableau de variations on a 0 est un maximum absolu de ¢

= VieR,, p(t)<0 d’ott VieR,, In(1+¢£) <t .
e Etudions le signe de f(x)-x :

_1n(x2+1)_x CIn(x*+D-x?
X

vieR,, f(x)—x

Le signe de f(x)—x sur R’ est celui de Log(x? +1)—x>

Or In(x>+1)—x? =¢(x?) <0 donc C, est au dessous de T sur R, .

20 20
- = fla)=—2—.
a +1 a” +1

5°/a)Ona: g(a) =0 = In(a” +1) =

b) f/ est définie, continue et dérivable sur R. et VxeR’ ,ona:
2x

2 X 2
——x =In(x " +1) -S——In(x"+1 :
fv(x):X2+1 _ ( ):x +1 z(x ):g(JL)

X X X

=> Le signe de 7'(x) estcelui de g(x)
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x |0 a 400
f@lo + o -
f(x) 2a
/ al+1 \
0 0
Inx?(1+ ! )
. . In(x?+1) i )
e lim / (x)= lim In(x"+D _ lim ———* —
X —>+0 X o>+ X >+ X
» In(l+—) 2
Inx? 2 1 .21
= lim —% X" Or lim =X = im 22 —0 et
X —>+o x x X —>+a x X >+ x
In (1+—)
lim —&%—=0 d’ot lim f(x)=0.
X >+ x X—>+0
¢)
j
T a

Solution 6 :

19/a) Dy ={ xeR/ X0, x20 et 2x+120 }.
X

D= J-e,-1,[U]0,+f.

h est définie, continue et dérivable sur ]-o,—1,[LU10,+ ]
=

vreDy, H = ;;1 +(2xil)2 zx(xil)+(2xi1)2

X
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_ —2x+D? +2x(x+1) _-@x? +2x+1)
x(x +D2x +1)? x(x +1)2x +1)°

Le signe de #'(x) sur Dj est celui de — (2x* +2x+1)<0 (car A'<0)

X —0
H(x -
h(x)| O

b) D’aprés le tableau des variations de 4, on en déduit :

| —o -1

h(xﬁ - (’/////%0, + -

2°/a) La fonctionf x = x (x +1) In( x +1
X

) est continue sur

]-o,~1[U]0,+«[ comme produit et composée de fonctions continues
sur J~o,-1[U10,+wf.
Continuité a droite en 0 :

x +1

)

= lirgx(x +1) (In(x +1) =Inx)

lim f (x )= lim x (x +1) In(
x -0 Cx =07 X

= lirgx (x +DIn(x +D)—x (x +Dlnx
. lin01+x(x +Din(x +1)=0

) lirrogx(x +DInx =1-0=0car limx Inx =0

x 0"

d’ou lir(r)l+ f(x)=0= £(0) et par suite fest continue a droite en 0.
x>

Continuité a gauche de -1 :

fim £ ()= lim x G +DInC0) = lim x2 EHD L
x—-1" x -1 X x—>=1" X X
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Ona: lim &FD (x+1)—th X =0 (x—"_ﬂ)

x—>-1" X X-0"

e lim x*=1 d’ou lim f(x)=0=7f(-1) et par suite f et continue a
r>-1" ’

x—=1"
gauche en —].
Conclusion : fest continue sur R .

+1
b) e Lafonction x > x (x +1) ln(x ) est dérivable sur
X

1-w,-1[U]0,+ [ comme produit et composée de fonctions
dérivables.
¢ Dérivabilité de f a droite 0 :
x +1
x (x +Din(——

x —=0* x -0 x—>0* X

= lim (x + l)ln(x—ﬂ) = lim (x +Din(1 +l) =+
x —>0" X x —=0* X

car lin(r)k(x +D)=1 et lirgl In(1+ l) = Xlim In(1+X) = -Foo
x> x =0 X >t
et par suite /' n’est pas dérivable en 0.
x +1
_ x(x +Din(——)
hmf(x) f( l)—ll X

x=>=1" x+ x—=-1" x+1

= lim x ln(

x —>-1"

)+oo

et par suite fn’est pas dérivable a gauche en~1.

Conclusion : fest dérivable sur - oo, ~1[U]0,+ o et 6', admet deux

demi tangentes verticales aux points d’abscisses respectives : —1 et 0.
¢) Vre -, 1[U]0,+ o[,

f'x)=02x +1) ln( )+x(x +1)——-1—
x(x +1)
=(2x +1) ln(x+ y-1=(2x +1) [l fi____] =(2x +1) h(x)
X X 2x +



Fonction logarithme *230 ¢

4°™ Maths
X |- -1 0 +00

2x+1 — %/ T

h(x) — / +
' (x) + / +
f(x) /0 ///A / +o0

—00 0
1
1 In(1+-—)
¢ limf(x)=limx(x+1) In(l+—)= lim (x +1) ] X
X —>—0 X -0 X X o> b
x
Ona: e lim (x +1) =0
In(1+L) |
o lim — X — i 24+ X, (x=1)
X —>—o0 X-0 X X
x
d’ol lim f(x)=~o
o lim £ (x)=lim x (x +1) In(C-1D)
X —>+o0 X =400 x
1
In(l+-)
=limx(x +1) In(l+—)= lim (x +1) ——%—=+o
X —>+0 X X >+
x

1°/ g est définie, continue et dérivable sur R’ et Vxe R,

g'(x)=2x -2(2 «x lnx+x2-—1~)=—4x Inx
x

X 0 1
2'() + 0

g(x) _— 2\

+a0

T S e
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e limg(x)=lim(1+x°-2x -(x Inx))=1car limx Inx =0
x>0 x>0 x 0%
e lim g(x)=lim(I+x>(1-2 Inx))=—o0
X S X o
2°/a) D’apres le tableau de variations de gon a :
e Vxel]0,1], g(x)21=>Vxel0,1], g(x)#0
e g est continue et strictement décroissante sur [ 1, +c« [donc g
réalise une bijectionde [1, +wo [ sur ]-o,2[ et comme 0 J-,2[
donc 0 admet un seul antécédent o J1,+o[ parg.
Conclusion : 1.’équation g(x)=0 admet une seule solution « .

g(1,8)-g(1,9) <0
b)Ona: <et donc 1,.8<a <19
g est continue sur 1,8 ; 1,9]

¢)Ona:
x |0 1 a +00
1

d’ou le tableau de signe de g(x) :

g(x)

x_ |0 a 400

g o+ 0 -

3°/a) e fest dérivable sur 10, +o [ comme quotient de deux

fonctions dérivables (x = Inx et x> 1+x%).

e Vxe]0,+mof,

! 2
f'(x):x_.(]-i-x )—2x Inx :l+x2_2x2]nx B g(x)

(1+x2) x(+x2)?  x(l+x?)?

b)Ona: g@)=0 = 1+a’ ~2a* Ina=0 = 1na=1;0§
—
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1+a?
dongc f(a)z_Z_OIi_zL.
l+a?  2a?

4°/ fest définie, continue et dérivable sur R, et Vxe R,

g(x)

x(l+x2)

f'x)=

Le signe de f'(x) est celuide g(x)

X 0 o +o0
[ + 0 -
f(x) / 1
20 \
—o 0
. llmf(x)—xll_{gll_r:x2 —0
Inx |
. Inx
* hmf(x)_xllg-lwll_l:j:z :,\'li)rilv:l_:cxz :0 car Xll’r{!’ X :0
x

Solution 8 :

1/ f(x)=In | In] x ||

o fest définie si et seulement si x#0 et ln[ x | #0

In| x |=0 < |x|=1 x=-1 ou x=1 d’ou D;= R\{-1,0, 1}
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e VxeDsona: -xeDy

f(—x)= f(x) donc fest une fonction paire et par suite il suffit de faire
1I’étude sur 10,1[U J1,+ [ .
Vxe 10,1[U ]l,+oo[,f(x)=ln| Inx I

1

fest continue, dérivable sur 10,1[U 11, + o[ et f '(x)=
x

Inx
b 0 1 +00
1(x) - +
F) || o~ 7 4@
—00 —0

2°/ x=0 est une asymptote verticale & £ .
x =1 est une asymptote verticale & & .

lim %) _ iy I0lne) _ypy Innx) Inx
X

X oo X o+ x x>+ Inx x

car ¢ lim lii:o

X —=>+0 X
e lim ln_(lr_Lx_)_: lim El—X:O (X=Inx)
X D+m ln x X+ X
d’ott £, admet une branche parabolique au voisinage de +w de

direction ’axe (0,i).
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3°/ g(x)=In(Inx) ou x>1

g est définie, continue, dérivable sur ]1,+ o[, g'(x) = l >0
X nx
X 1 +00
g'(x) +
g(x) /"’ +00
—00

g est continue, strictement croissante sur ]1,+ [ donc g est une

bijection de 11,+ o[ sur g(J1,+o[})=R.

Solution 9 : I

19D, ={xeR/ x*+m20 et x+Vx> +m >0}

eSim>0 = VxeR, x> +m>0 et x> +m>x>=

Vx? +m > x|>-x= x> +m+x>0 douD, =R

eSim=0> x+\/;2‘=x+|x|20

x+|x|=0<:> |x|=—xc> xeK:>D,,,=Ri
e Sim<Oalors (x2 +m=20 & xe]-00,—-m U [V-m,+x[)

Etudions le signe de la fonction g(x)=x+vx? +m sur

-0, —y-mIU[V-m,+ o[ :

\/x2 +'m=—x<:> {’":O

g(x)=0= x+ 2+m=0 {
x<0 x<0

impossible car m <0
d’oll Vxe}-o —J—m]U —m,+of, g(x)#0 et comme g est

continue sur chacun des intervalles
]-,~/-m] et [/-m,+oo[ donc elle garde un signe constant sur

chacun de ces deux intervalles.
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Vx e]—w,—J—_rpz_] , le signe de g(x)est celui de
gl—-my=—-m <0
Vx e [m,+oo[ , le signe de g(x)est celui de g(\/——m):\/—-n7>0
d’00 D,, = [v—m,+oo].
Conclusion: ¢Sim>0=>D,=R.

Sim=0=>D,=R".

¢Sim<0=>D,,= [V-m,+o[.

2°/ I Cas . m>0. f, estdéfinie, continue et dérivable sur D, .

x
T+ —
w/x2+m_ \/x2+m+x 1

x+\/x2+m _\/x2+m (x+\/x2+m)_\/x2+m

vxeD,,, f,;;(x)z >0

X —00 +0

fn(x) +

f m (x ) // +0
—o0

e limf, (x)= lim In(x +Vx +m)= lim In( )

m
= xPemo—x

= lim InX=-0 (X= X s six— -0, X—>0")

+ 2
X-0 Vxl+m-x

e limf (x)= lim In(x +x? +m):xlim_blnX:+oo

2™ Cas: m=0. f(;(x)=l>0
X

X 0 400

fo(x) +

fO (x) —’,//'HD

—o0
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o lim f (x )= lim In(x +| X |): lim InX = —c0
x 0" x o0t X—0*
e lim £ (x)= lim In(x +\ X l)=xlim In X = +o0

1

3™ Cas: m<0. f,(x)=——=>0
x*+m :
x | o
fo®) || *
S (%) 40
n(v-m) /

3°/0 " Casm>0=>D,=]-o,+x[
f est continue sur D,, donc f,,(D,,)est I’intervalle ]— o, +o[=R.

© 2™ Casm=0=D,=10,+[ ; f,(D,)=R.

¢ 3" Casm<0=D, =[J-m,+x[ ; Fu(Dy) Z[Log(‘/j”;)’Jroo[ )
4°/ f, est continue et strictement croissante sur D,, donc f,, admet

une fonction réciproque.

Solution 10:

1
A) 19/ fim £, (x)= lim 2—nx + —— =2
x >0 x—0" Inx

d’ou lim f,(x)=f,(0) et par suite f, est continue a droite en 0.
x—0"

2 —nx +—1-—2
29/ limfn_()f)__i_@: lim nx
x —>0" X x =0 X
=lim—-»n+ =—o car limx Inx =0
x =0 x Inx x —=0"

donc f, n’est pas dérivable a droite en 0.
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3°/ f,est dérivable sur J0,1{U]L,+ o[
-1

e pour n=0af0‘(x)=m<0

x| 0 —
fo®) ~ -
P 2\ O T~

- 2
e pour n¢0>f,,'(x):—n_;a;1x—)z_

%10 1 -
12 (0) — -
o 2\ O~

4°/Ona: lim f,(x)=+w et lim f,(x)=—-o donc la droite d’équation
x->1* x-1"
x=1 est une asymptote verticale a C; .

e lim fy(x)=2 = ladroite y =2 est une asymptote horizontale a
X—>+0

C, au voisinage de +o .
Jo

1
epour n#0,ona: limf, (x)—(2-nx)= lim l——=0
X =+ X =+ l’lx

d’ou la droite D, d’équation y = 2 — nx est une asymptote 2 C, au
voisinage de +w .
5°/ » Etudions les positions relatives de G, et C, :

Si(xX)— fo(x)=—x<0
pour tout x€]0,1{U]1,+ o[ dong sur ]0,1[U]1,+w[, G estau

dessousde Gy et G NG ={ A0, 2) }.
e Etudions la positionde G etD;: y=-x+2 :

1
fix)—(—=x +2):T—— or sur 10,1[, Inx <0 etsur J1,+mo[, Logx>0
nx
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et par suite :
e sur 10,1[, G est au dessous de D,

e sur ]1,+0o[, G estau dessus de D, .

B) 1°/ ¢, est continue et strictement décroissante sur }1,+ o[, donc
@, est une bijection de]1,+ oo sur @, (] l,+x[)=1,.
Or esin=0, g (]L,+o[)=12,+0[

esi nz0, po(]1,+o[)=R.
2°/ Pour n#0, ¢, est une bijection de ]1,+ [ sur R donc 0 admet un
seul antécédent «, de ]1,+oof et par suite I’équation ¢,(x)=0 admet
une seule solution «, €} 1,+ o[ .

3% p,(x)=x & 9, (x)-x=0 2—-nx +%—x =0
nx

> 2-(mn+1) x +—1—=0<:> 0, (x)=0
Inx

or ¢,.,(x)=0 admet une unique solution «,,,, .
4°/a)yOna: vneN, a, >1

pour montrer que «,,,, <«,, il suffit de prouver que ¢,(a,,)2¢,(o,)

a2
car ¢, est décroissante sur ]1,+o[ .
Ona: @y (an+1) =pels P (an) =0
} s
Ona: a,, >0 donc ¢,(2,,)>¢,(«,) d’ol a,,, <a, et par

conséquent la suite (&, ),,, est une suite décroissante.
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b) («,) est une suite décroissante et minorée par | donc (¢, ) est

convergente vers un réel />1.

1°/ fest définiesur D={ xeR/ cosx=#0}
cosx =0 x=12[—+k7r oun keZdouD=R\ {12[—+k7z,keZ}

e VxeDona: -xeDet f(-x)= f(x) d’ou fest paire.
e VxeDona: x+reDet f(x+x)= f(x)donc fest une fonction

périodique dont la période est .

Il suffit donc de faire 1’étude sur I’intervalle [O,% [
Vx e[O,g— [, f(x)=—In(cosx)

fest définie, continue, dérivable sur [0,%[ 5 Vx e[O,% {,

sin x

f10)=""220
COSXx
X 0 -725
£6) [0 +
f(x) /__,ﬁoo
0
y

(ST
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2°/a) g:[O,—Z—[—) R: x > —In(cosx)
g est définie, continue, strictement croissante sur [O,%[ donc g est

une bijection de [0,%[ surg([O,% [=R..

b) g7'(In ﬁ)zy@g(y):ln x/§<:>ln( =In2

cos y
N cosy=—@<3 y=" car ye[0,Z[ d’ot g”'(In J2)==
2 4 2 4
¢) On a: g est dérivable sur [O,%[ et Vxe [0,12[— [,g'(x)=0donc
g " est dérivable sur g(]O,% [)=R]

Etudions la dérivabilité de g~' a droite en x, =0.

-1 -1
. g (x-g (0)= . X-0 o 1 oo
xhﬂ x—0 xlfol F(X)- £(0) XITS SX)-f(0) "
X-0
)=S0 ot
car xh—%*—_X—O =f'(0)=0

d’ott g7! n’est pas dérivable en 0.

3°/a) Montrons par récurrence que VneN, 0<U, s%

e pour n=0, 05U, SZ— est vraie
e supposons que pour un entier donné n ,ona: 0<U, SZ— et
/
montrons que 0<U,,, <—
0<U, < n Z et fest strictement croissante sur [0,54[—[ donc

fO)< f(U,)< f(f) or f(0)=-Log(cos0)=0 ;

f( )——ln(cos— =Iny2 <Z d’ou 0<U,; <

AIN

Conclusion : YneN, 0<U, s% .
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b) Etudions les variations de la fonction A(x)= f(x)-x sur

’intervalle ] [ h est définie, continue, dérivable sur ]13[— %[.
Vre 120 B = £ -1 =205 = tgx -
3°2 x
X1 3 2
h(x) +
h(x) / +00
/4
(ln 2)—3'

h est définie, continue sur ]%,%[

. . T
h est strictement croissante sur ]?,5[

donc 4 est une bijection de ]

w|§
l\)]§

[sur| In 2—%, +oo |
Oc[ In2 —%, +oo [ donc 0 admet un seul antécédent o par /

d’ou I’équation f(x)=x admet dans ]-73[—,%[ une seule solution « .
¢)Ona: U,,-U,=fU,-U,=hrU,)

or Vxe[O,%] , H(x)=tgx—1

X 0 z
4
h(x)_ — 0
oy | 0 —0u
T
1n(\/§)—z

d’ot Vx e[o,%], h(x)<0.0r U, e[o,%] donc h(U,)<0

donc VneN, U <0 et par conséquent (U, ), €st une suite

n+l T Un

décroissante minorée par 0 donc (U, ) est convergente. Soit / sa limite.
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Ona: le[O,%],fest continue en /donc f([)=/ =>hH=0= [=0.

Conclusion : (U,) est convergente vers 0.

Solution 12 ;

2
1°/ Soit f (x)=x — x? —In(1+x). fest définie, continue, dérivable

2
surR" et VxeR", f'(x)=1—x——1—:—x—S0.
I+x l+x
x 0 +00
re | b _

f | 0TTT—

2
d’oll Vx>0, f(x)<Oetparsuiteona: Vx>0, x —%sln(l+x).

¢ Soit g(x)= In(l+x)—x . gest définie, continue, dérivable sur

R+et Vx€R+, g'(x):L—I:_:{_SO
I+x I+ x

X 0 +00

g'(x) -

g(x) |0 W

d’olt Vx=0, g(x)<Oetparsuiteona: Vx>0, In(l+x)<x.
x2
Conclusion : Vx>0, Vx>0, x —7sln(]+x)3x .

1
2°/2) U, =Zln(1+1k—2): In 2
k=1
2 k ] 2
U, =Y In(l+ =)=l +=)+In(1+=
> ;n(+4) n(l+ )+ In(l+ )

= ln§+lné=ln£ = U, =ln~lj
4 16 : 8
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n(n+)(2n+1)

n
b) Montrons par récurrence que : Yne N ona: Zkz = .

k=]

1
* pour n=1, Z/ﬂ:]:ﬂ%ﬂ:
k=l

n(n+1D)2r+1)

p: et montrons que

e Supposons que Zk2 =

k=1

"Z“ ERNCEN) (5 2)(2n +3)

n+l

Zk— Zk2+(n+1) _M +(n +)

k=1

n(2n+ )+( +1) = (n+l)(2n“+7n+6)

=(n+)(— p

_ (n+D(n+2)2n+3) &
6

_n(n+D(2n+1)
6

ou VneN, Zk =

k=l

c) On prend x = —k;dans (*) on obtient :
P

ko k? k
Vkzl, —— <In(l+—) < —
n2 2n4 ( )
n k n kZ n " k
=227 ~< D In(l+—)< —
mnT o 2n - yar
:>_1_ n k_ 1 ikz U <—1— n k
2 4 =¥p="7
= 7 = n° 45
n n
or k:"_(E“L_l)’ Zkzzw
k=l 2 k=1 6
d’olt Vn>1, ”+1_(f7+1)(2n+1)sunsn+l
2n 12}’]3 2n
e lim (n+1_(;7+l)(214+1))=l_0=l
n—>+w 2p 124° ) 5

. +1 1 > . ]
o lim =2 don (U,).= est une suite convergente vers —.
n—+0 2n 2 = 2
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1/ Soitf(x)zl—l—lnx (x>1).
x

f est définie, continue, dérivable sur-]1,+ o[ et Vx>1,

1 1 1-x
"X)=———=—-<0
x |1 +00
S'(x) -

f(x) 0\@\)

\ . 1
d’ott Vx>1, f(x)<0 etparsuite Vx>1, l-——<Inx
x

o Soit g(x)=Inx —l(x —l) (x>1)
2 x
g est définie, continue, dérivable sur J1,+ o[

WSRO VR L R
_ —(x2=2x+D) _ —(x-1)?
2x? 2x?
x]1 +0
g'(x) -

gy | 0T

<0

1 1
ona: Vx>1, gix)<0=> Inx <5(x -—)
X

Conclusion : Vx>, l—l<lnx <—1—(x —l).
x

x
2°/ Soit ¢, (x)=1In (1+nx)—x . ¢, est définie, continue, dérivable sur
1 - —1-
J- vl et Vx> h g, (x) = e m1 = 2L
n n T+nmx 1+ nx
n-1 1 1
=l——>-——
n n n

$,(1)=0 & x=
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x |_1 L +© -
£ (x) + ¢ -
¢n (x) / M> 0\

M=¢n(1—l)=ln (1+n—l)—(]—l)zlnn—(l——l)>0 (d’aprés 1°/)
n n n

¢ Ona: ¢, estune bijection de ]—l , 1—-1—[ sur -, M|
n n
or 0e]-w,M[ d’ou I’équation ¢,(x)=0 admet dans I’intervalle

] —l,l 1 [ une seule solution. Comme ¢,(0)=0 et
n n

0€] ——1—_,1 1 [ donc cette solution est nulle.
n R

¢Ona: ¢, estune bijection de [1—%,+oo[ sur ]—oo,M]

0e ]-0,M] d’ou P’équation ¢,(x) =0 admet une seule solution
a, dans ’intervalle ] 1—%,+ of .

3°/a)Ona: In(l+na,)=a,

Ona: a, >1——’]; = na,>n-1=> na,+1>n

= In(l+nea,)>Inn = a,>Inn
b)Ona: ¢ 2lnn)=In(1+2n Inn)-2Inn

=In(1+2n Inn)~In n’ =ln(1+—2:2£f—)

or ln”<%(n—l):> 2n Inn+l<n’= ln(w)<0
" n

= ¢ (21Inn)<0

Ona: ]—l<lnn<2]nn
n

¢, est strictement décroissante sur [1 _ s+l 3 a, e[l 1 ,+o|.
n n
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dnnell-<, +o]; 4,2 n)<0=¢ (a,)
n

d’ou a, <2Inn = 1+na, <1+2n Inn
or In(l+na,)=a, d’oi @, <In(1+2n Inn)
Conclusion : Vn>2, nn<a, <In(1+2n Inn)

0 1< a, <ln(l+2n Inn)

Inn Inn

]

Infr Inn (2+

n Inn

fip 4 +2nlnn)
ne—>+r ln n n—+x ln n

In 2+

ln(lnn)+ n Inn

)

=} car:

=1+ lim
a—+x Inp Inn
In(lnn) . InX

[im lim —=
n—+x lll n X—o+x%

1

2+ i
. n Inn L.
et im——— =0 d’ou lim —&-=1.
=+ ln n n—>+r 11‘1 n

Solution 14 :

10 A = ["In(+x) dr

u(x)=x

{u (x)=1
Posons et
vix)=In(l+x) Px)=—

1
T+x
b
d x

Dot A =[x In(l+x)}- J121
+X

Calculons '[2

v 1+ x
2 2 _ 2

j X dx='f x+l 1dxzj ]——1—~dx
1 1+x 1 I+x i I+x

:[x—[n(1+x)]f=]+]n§
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dou A =2 In3-1In 2—1—1n-§~:3ln3—21n 2—1=lng41—].

2
eB= j] In(-x +3) dx

wiEy=1 ux)=x
Posons et -1
v(x)=In(-x +3) V'(x) =
—x+3
2 —x
B=[x In(-x +3)}2- d x
b InGx +3)] 7 - [l
Calculons r X dx :
1 -X

2 —x 2 -3
L o d x=jI (I+5—) d x =[x +31In| 3-x

17

=2-(1+3 In2)=1-3 2
D’ouB =-In2-(1-31n2)=2In2-1

x -3
x +1

2°/e C = Lz]n

2 2
I dr = [ Infr =3 dx - [ “Infx +1] dx
or pour x €[1,2], x-3<0 = ln] x —3 ]=ln(—x +3) et x+1>0 =
ln{ x +1 izln(x +1) et par suite ’intégrale C s’écrit :

C= jfln(—x +3) dr - [“Inx +1) dxr =B-A

—2m2-1-( =18
4 27

D= Lzln1/‘x2~2x—3l dx :%Lzln’xz—Ex -3 | dx

1 p2 1 ¢2 1 o2
ZEL Inj(x ~3)(x +1)| dx ZEL Injx 3| dx+5j1 Injx +1 d

1 1 27 1 ’
=— (A+B)=—(2 In2-1+lnh=—-D=-=mI(27)-1
5 ( ) 2( 2 ) 5 (27)
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2 3 n nl ot
1°/Ona: "dx _ i)£+ £j~x—+ I dx ZJ' 1
1 x I X 2 x n-l X -1 14
p+l
or Vxe[p,p+1] on —l-sl<L:>-—l—sj ldx<—1—
p+l x p p+l Jpox  p
n-1 #-1 =
pl ]
SoneS ety
= p+l el o P
:>l+l+ +ls'fnd <l ~+1+-~+—L—
n 1 x n—1
= U ‘1<I_<U _1
n
2°/a)Ona: _[——z [Inx] =hn

d’ou U"—lslnnsU”—l = lnn+—1—£U" <l+Inn
n n

b) lim lnn+i=+oo d’ou lim U, =+

n—+ n A—>+0

l+k<x<1+k——1:> ln(1+£)<lnx <ln(1+k—+—l)
n n n n

car la fonction Log est strictement croissante sur R .

En passant a ’intégrale on obtient :

J~1 " m(l-{-—) dx <I ” lnx dx<j ” ]n(]+_lf_+l) d)C

b+l k+1 . /¢+|
= ln(1+—) [x]l <[ inx it <1n(1+——) [x] s

11

d’ou iln(l+£)$."l n lnx dx <__1 (1+E_])
n n n

2°/a)Ona: VneN etpourtout 0<k<n-1:
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k+l
lln(l+£)£J.] "Inx dr <—1n(1+-ki1)
n n "

~1 k"'] n~}1 k+1

—Z]n(1+—~)<2f "Inx dx <—Zl (1+
or—Zln(]+£)=—(lnl+zm(l+—)—ln(]+£)=U “Lin2
ni n’ n = n n " n
n-l
e Montrons que —1—Zln(l +E) U,
R =0

n-1
lZln(l +-k—+—1) =—l—(ln(1 +i)+ In(l +3)+---+ na+Zy=uU,
R oo n n n n

°k2; j:;"ﬂlnx dx = | "inx dx+J.l+_"1nxdx+
J. lnx dx+J. _lnx dxz.[lzlnx dx

Conclusion : ¥neN' |, U, -lln 2< J.lzlnx dx <U, .
n
b) Ona: U, ~~in2< [‘nx dx
n i

donc U, Slln 2+j21nx dx
n 1

. * 2 1 2
d’ott VneN , L Inx dx <U,<— 2+.[1 Inx dx
n

lim l1n2+j121nx dx =O+Lzlnx dx =jl21nx dx

n-+x p

2 2
d’ou limU,,=L nx dx =[x lnx—x]l'=2 In2-1=1.

n—>+o

Conclusion : (U,) est une suite convergente vers [ =2In 21 .
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Solutiori 17 J

fest définie, continue et dérivable sur J0, +o [ ;

L_l(xz—l
2x 2 x

)

b 1 +00
/() - ¢+
AC) o \ /+OO

0

1
f(x)—"z'
0

1 Inx Inx
11m x)= llmx - Y=+ car lim —=0
f ()= fim x (o= 4) Jim =

! 1 2 ! l ) ] i
I (1):]4(?-—2—51”) de(Zx‘—Z) dx—ELlnx dx

I
1 3 _3
Y J.(..l_xz__l_)dx=l E____x =__/}_+i__1_
A4 4 4| 3 2 2 4 6
o :
e Intégrons par parties : Llnx dx .

U'(x)zl {u(x)—x
et

Posons { 1
Vi(x)=—
X

vix)=lhx
D’ou

1 1

[ nx de=[x mx]\=[1 dr=-2 ma-[x],=-2 i-1+2

I en résulte que :

A0

3 3
1(,1)__1, A1 &] - A l:_l__i+£]1]/1+_
12 4 6 2 2 2 12 4
b) lim I(/1)=l car limA Inl1=0.
i-0* 3

3°/a) fest décroissante sur 10, 1] et pourtout 1I<k<n-1ona:

[E ﬁ-l] ]01]donc%<x<k;’rl f(k—ﬂ)<f( )<f( )
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En intégrant sur [ﬁ —/ﬂ] on obtient :
n

f(ﬂﬁTd <fk+1f(x)dx<f( )jk'jldx

k 1
- ("—*—‘——)f(fil) < [ roodx< EELE r K
; n n n
l
I en résulte que —f(£+—1) < |7 f(x)dx S—l—f(ﬁ)-
n n n n

b) On a : d’aprés a) pour tout 1<k <n-1
k+l
k+1 bk
S s [ fdxs— /)

Ii

n—=1

k+l
- Zf("”><2 " fdrst Zf( LNG!
=1
1 &

S rED LG Gy sy 1y
n P n n n n n n

=—(f<1>+f<3>+f<3>+f(i)+~--+f<f>—f(i»
n n n n n n
n-1

donc —Zf(—"i‘) . Zf(%)—%f(%) =5, f(%)

n-1 k+l
« > i rwdx= J"/(\c)dr+ ”f(x)dwr 4 " rod
k=] ; n '7

En utilisant Ia relation de Chasles, on trouve que
-l _k+l

ZI n f(x)dx_f f(X)dx—l( =)

=y

n

n—1

I3 Ly G S iy 1)
n n n n n n n n

k=1

or f(%) = f(1)=0
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n-1
done L3 sy < L1y 1 G+ 1Eys 1Sy wes 1B =s,
ne=""n" n"n n n n n

SR T, ‘s 1
Les inégalités (*) sont équivalentes donc S, - 1 f (l) <I(-)<S,.
n n n

eOna:s,-LrG<Id) = s, <L Gy
n n n n n n

dou iy <s, <L rdyndy.
n n n n

¢) # On a montré que [im (1) = 1 etona:
A-0" 3

lim 1 _0" done lim I(l)=%.

n—>+0 17 n—o+0 R

e Calculons lim 1 ¥ (l)

0 1
1,1
lim -7 (1) = tim LIS MY
l1<—>r£1xnf( ) n—->+rn( 4 znn)
IR I BT LN

n—+ 4’1 4n 2 n
on a donc pour tout n>1, I, (v) <S§, < lf(l)f(l) + l(—1~)
n n h n n

et fim 1, (4= tim ~ry+1dy=1 done tim's, =+
n—+w n n—+o p n n 3 n—y+00 3

n-2
1°/a) Pour tout réel ¢ #-1, Z(—t)" est la somme des (n~1) termes
k=0

d’une suite géométrique de 1% terme 1 et de raison ~¢

n-1 n-t
donc ) (-0)f = ( t) = Z( Dt +(_2t 1

1+t

b) Pour tout x€[0,1] , on peut intégrer entre 0 et x les deux

membres de cette égalité d’ou :

f Z( 1) dt+J. - t)“ on1+tdt
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= ~p :[ln(l+t)];
k=0
n=-2 k+1 th——l
= 2 +(-D"" — d t=Wn(+x
,;( )k+1 D J'01+t ( )
n=2 xk ( 1) ( 1)I7~7 n-1 =1 x
or 3 () == Z( D
k=0
. xt”ﬂl
d’ott In(1+x)=P,(x)+(-1)"| — d ¢
@+x)=P,()+ ()™ [ —
2°/a) Pour tout réel r<f[0,1],0ona: 0<r<1= 1<1+£<2
n~-1
=g
1+¢ 1+¢

En intégrant cette inégalité entre 0 et 1 , on obtient :

lt"—l ]n~] i n-1 " 1
I dtsjt de or _.-t dt={—|=— etcomme ma, 20 onen
01 +¢ 0 0 n n

déduit : |a, [sl
n

byOna: vneN': .(—1)”" a,|=|a, ,sl et comme lim ~-=0 donc
n

H—>+0 f1

lim (-1)""a, =0.

H—>+c0
3°/ D’aprés 1°/ona:

.\"tn_]

pour tout réel x€[0,1], In(1+x) =P, (x)+(-1)"" J-o 141 de
+

en particulier pour x=1, on obtient : In2="P, (1) +(~1)""a,

()"

n-l

P, ()=(-1)""a, ~In2= Z

nl__l
Z( Y

or d’aprés 2°/ la suite de terme général (—1)""a, converge vers 0 done

-1)""a,~In2= U, =(-1)""a, ~In2

la suite (U,) converge vers —In2 .

Conclusion : La suite (U,) converge vers ln% .
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Des résultats a retenir; I
A

¢ On appelle fonction exponentielle la fonction réciproque de la

fonction logarithme népérien .
L’image d’un réel x par la fonction exponentielle est noté e* .
e N pour tout réel x et pour tout réel strictement positif y ,
y=¢ <x=lny.
* pourtoutréel x,In(e")=x.
+ pour tout réel x>0, e"*=x.
¢+ Ine=1.
e Soit deux réelsaethb.

a
- by € . 1
P,.e"=e*xe’, e = e?= —.
e

«Q

P, . pour tout entier n , €™ = (e" )" .

P; . pour tout entier naturel q > 2, e? =3e”
2,
P, . pour tout entier naturel q > 2 et tout entierp, e? =Ve’™
. .y . e’ =1
e lime* =0; lime”* =+00,lim =1.

X —>—b X >+ x>0 x

e La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa fonction

dérivée est la fonction x > e”
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R .

e La fonction exponentielle est bijective deR sur R’ et pour

toutréel x,e*>0.
eSoit m et n deux entiers naturels non nuls

nx

’ =+00;1imxmenx =0

X -0 ¥ X =D
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/1 e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I .
La fonctionh : x +>e*™)
xel.

u(x)

est dérivable sur [ et h'(x) =u'(x) ™",

e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I .
Les primitives sur I de la fonction x > '(x )e""™’ sont les

N

T

U

fonctions x> e +k, ke R.

e Soit unréel a> 0 . Pour tout réel b , on pose a° =
¢ Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et tous réels
cetd,

7

b Ina

g4 o a ay
o™=’ xa'; (2! =a"; 0™ = = et XD = (ab); =H '
a b b
e Soit un réel a > O . On appelle fonction exponentielle de
base a | fonction x> a” .
e Soit un réel a> 0 . La fonction x> a* est dérivable sur R et sa

onction dérivée est al fonction X (Ina)a”™ .

\

+ Sia>1lalors limag" =+4w; lima* =0

X >0 X >0

« Si0<a<1 alors lima® =0; lim a* =+ .

X —>+00 X —=—0

e Soit r un rationnel . On appelle fonction puissante r la fonction
x>e™m x>0.
* Sir>0 alors limx" =4w;limx" =0.

X —p+00 x -0

+ Sir<Oalors limx" =0;limx" =+0 .
X ~>+0 x 0"
e Soit r un rationnel . la fonction x> x " est dérivable sur R’,

et sa dérivée est la fonction X+ rx "

e Soit r un rationnel différent de -1 . les primitives sur R’ de la

. . 1
fonction x> x " sont les fonctions x > ——Tx ik keR .
v+

e Soit r un rationnel strictement positif .

lim 2% _ 0. lim x” Inx =0 Lm &

x40y x—0* x40y 7

= +C0
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"EXERCICES

Exercice 1 :

Calculer les limites suivantes :

e* -1 ef—2x° -

a) lim £ b) lim &% ¢) lim x(e* —1)

=0 g —1 x>+  x+4 X+
d) lim x*e™* e) llm x"e® (neN) f)li ¢ re

X—>—0 \——>+w (x+])

. In(e” +1 . C . o

g2) lim Ine_ +1 A lim Ine” +1)—x i) lim lln(e“ +e ™)

X >+ x X =+ X =>4+ x
J) lim <1+—) k) lime™In(1+e*) 1) lim In(x e*’~ —x)

Exercice 2 :

2 23
1°/ Démontrer que Vxe[0,1]lona: 1+x+%$e“‘ sl+x+%+%—.
2
L - six>0
2°/ Soit £:[0,+o[> R x4 05—
1 six=0

Montrer que fest continue, dérivable en 0.
3°/ Etudier le signe de la fonction g: [0,+0[ > R: x> e —1-xe".

4°/ Etudier les variations de f.

5°/ Tracer (C ) dans un repére orthonormé .

Exercice 3¢

X_ —-X
Soit f:R—>R : PR

e +e”
1°/ Montrer que f est définie sur Ret que Vxe R, ~1< f(x) <1
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2°/a) Montrer que f est dérivable sur Retque :Vxe R,
I'®=1-(f ).
b) En déduire le signe de f'(x) .
3°/ Etudier les variation de f .
4°/ Montrer que fest une bijection de R sur ]-1,1{. Expliciter 7.
5°/a) Ecrire une équation de la tangente (T) a C;au point O.
b) Etudier la position de C,et (T).
6°/ Tracer dans un méme repére orthonormé (0,i,)), les courbes Cs

et C' =E

A) Soit :R—>R : xt»e’ —x-1.
1°/ Etudier les variations de 4 .

2°/ En déduire que Vxe R, e* 2x+1.

e' -1
B) Soit g:R, > R : x>3 5. 02* six>0
g(0)=1

1°/ Prouver que g est continue sur R, .
2°/ Prouver que Vx>0, e < g(x).
3°/a) Calculer pour tout x>0, g'(x).
b) Prouver que Vx>0, g'(x)<—e>*.
4°/a) Calculer lim g(x).
Xorhoo
b) Former le tableau de variations de g .

5°/ Montrer que g est une bijection de R.. sur un intervalle J que I’on
précisera.

———

_._]
Soit f:R—>R : x k% €” si x>0
In(l-x) si x<0

1°/ Montrer que D;=R..
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2°/ Montrer que f est continue en 0.
3°/a) Etudier la dérivabilité de fen 0.
b) Interpréter géométriquement le résultat.
4°/a) Montrer que D : y = x—1est une asymptote & Cyau voisinage de +wo
b) Calculer lim S . Interpréter. -
x=>—n X
5°/a) Etudier les variations de f.

b) Tracer C,dans un plan rapporté & un repére orthonormé (0,7, /).

Exercice 6': -

-1

2
Ry

e .
Soitf: R—>R: x+s{— si x#0
X
0 si x=0

1°/ Montrer que fest continue sur R.
2°/ Montrer que f'est dérivable sur R!
3°/ Etudier les variations de fet tracer sa courbe représentative (B)

dans un repére orthonormé (O,i, /).
-1

4/ Soit F: [1,+o[>R: xk—>%e~‘2 .

a) Montrer en utilisant le théoréme des accroissements finis que :
Viz1: f(x+)<F(x+1)-Fx)< f(x) (%),

b) Soit la suite (U,), .- définie par: U, =—]—Zf(k).
mea

-1 ~i

(-l e -
o * € —e e’ +e .
Utiliser (* ) pour montrer que : VneN | ————— < U, s ————
2n

En déduire que (U,) est convergente.

-
neN

Exercice 7;

e.)(

Soit f:[0,1j>R: x> .
x+2

1°/a) Etudier les variations de f.
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b) Prouver que Vxe[0,1] ona: %sf'(x)sé.

2°/ Montrer que I’équation f(x)=xadmet dans [0,1]une seule

solution notée a.
1

2
Un+l = f(Un)

3°/ Soit la suite (U, ),y définie par : Yo =

S<1.

a) Prouver que VneN, 0<U

b) Démontrer que VrneN,

2
U,,+1—a|S:|U,,—a|.
J

¢) Montrer que (U,,) est convergente vers a .

d) Trouver le plus petit entier n, tel que Vn>n,, [U, -a|<107.

Exercice 8 :

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
.

On considére la fonction f, définie sur R par: f, (x)=1 +n—':-l—eﬁ .
1°/a) Etudier les variations de f,, . ‘

b) Montrer que £, admet un maximum strictement positif que I’on
calculera.
2°/a) Montrer que la courbe (B,) représentant f, admet une asymptote
oblique A, dont précisera une équation. ’ |

b) Tracer (6,).
3°/ Démontrer que sur I’intervalle ]—o0,0[, I'équation £, (x)=0admet
une racine unique que l’bn notera x,, . |
x —1

B) 1°/ Soit x>1let p(x )= 2

X

).

+ In(
cox +l

Etudier le signe de ¢(x) pour tout réel x>1.
2°/a) Montrer que f, (—2) <0(on pourra introduire ¢ ).

b) Montrer alors que x, >-2.
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3°/ Soit x>0et y(x)= 2x +1 + In( al )
2x (x +1) x +1

a) Etudier le signe de w(x).

n

b) Prouver que f,(2n In( )= 2n1(//(n).

n+l" n+

n

+1)'

b) En déduire que la suite de terme général x, admet une limite

4°/a) Montrer alors que x, <2n In(
n

finie que I’on calculera.

Soit » un entier naturel non nul.

-1
Soit la fonction £, définie par: Vx>0, f,(x)=xe™ et £,(0)=0.
1°/ Etudier les variations de f, .

2

2°/a) Montrer que V>0, 0<e™ —(l—t)s%.

1
wm’x

b) En déduire que Vx>0, 0 Sf,,(x)—(x-l) <
n

. . . 1
3°/a) Montrer que la droite D, d’équation y = x—— est une asymptote
n

oblique a la courbe (8,) représentative de £, .
b) Préciser la position de (B,) et D, .
c) Tracer (B)).
4°/a) Montrer que I’équation (%) : f, (x)=1 a une seule solution

a,dans ]0,+oof .

. 1
b) Montrer que ¢, est une solution de I’équation x Inx =—.
n

5°/a) Montrer que (2,),; €st une suite décroissante.
b) Montrer que (2,,),,, est convergente vers un réel que I’on

calculera.
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Exercice 10

: 2 3
A) 1°/ Prouver que Vi =0, 0sl—t+%~e" s%.
— _[_—
2°/ En déduire lim —¢_=" |
1—0" I
-
3°/Soitg: R > R: ¢t st1>0

1 sit=0
a) Montrer que g est continue, dérivable sur R. .
b) Prouver que V¢ >0, 1+¢<¢e’, en déduire le signe de g'(¢).
¢) Etudier ainsi les variations de g et tracer sa courbe (B,)
représentative dans un repére orthonormé (0,7, /).

l(e_x —e ) six>0
B) Soit f0,+x[> R x><x

1 six=0
1°/ Prouver que fest continue sur R, .
2°/a) Prouver que Vx>0, f(x)=2g(2x)-g(x).
b) En déduire que fest dérivable sur R, .
¢) Ecrire une équation de la tangente (T) a la courbe (B;) au point

d’abscisse x, =0.

-2

e

3°/a) Montrer que Vx>0, f'(x)= 2‘ Cx+1-(x+De")
X

b) En utilisant A) 3°/ b), prouver que Vx >0, f'(x)<0.

4°/ Etudier f et tracer (C ) dans un repére orthonormé.

Exercice 11 :

Soit/:R—>R:x —In(l+e™).
1°/ Etudier les variations de f .

2°/a) Montrer que la courbe (C) de fadmet une asymptote oblique A.

b) Etudier la position der(C Jet A.
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¢) Tracer (C) dans un repére orthonormé (0,7, ).

3°/ Montrer que f est une bijection de R sur R’ et expliciter sa
réciproque.
4°/ Soit aeR’, M et N deux points de (C ) d’abscisses respectives —a

eta.
a) Montrer que la droite (MN) garde une direction fixe que 1’on
précisera.

b) Montrer que les tangentes a (C ) en M et N se coupent sur I’axe

des ordonnées.
2

B) 1°/ Montrer que V=0, ¢ —%sln(l +1)<t.

e—2 X

2°/ En déduire que Vxe R, e - 2' <f(xy<e™.

3°/ Soit la suite (U,,),,5; définie par : U, =1 Letvnz ,
[

1
Un+l = Un (1 +—)

en+]

a) Prouver que vn>1,U, >0.

b) Prouver que (U,) est une suite croissante.

4°/a) Prouver que YneN", In(U, )= Zf (p).
p=l

n n
. 1 1
b) Calculer en fonction de » les deux sommes E — et E —_
4 2p
p=1 € p=1 €
5°/a) Montrer que (U,),,, est une suite convergente. Soit / sa limite.

b) Prouver que __2211_5 In/ s—l——.
2 -1 e—1

Exercice 12+

A)1° Soitu: R, »>R: x—>e"—x-1.

Etudier les variations de . En déduire que Vx>0, e" 2x+1.
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2°/ Montrer que Vx>0, Inx <x —1.(On étudiera une fonction
convenablement choisie).

3°/ En déduire que Vx>0, e" —Inx 22.

X
=T i 0
B) Soity la fonction définie par : oex) e’ —Inx #orz

»(0)=0
1°/ Montrer que D, = R. .
2°/ Montrer que ¢ est continue, dérivable sur R, .
3°/Soith: R, > R: x> e*(1-x)-Logx +1
a) Etudier les variations de /4 .
b) Montrer qu’il existe un seul réel & >0 solution de I’équation :
(E): h(x)=0. Vérifierque l<a <2.
¢) En déduire le signe de A(x).

4°/ Etudier ainsi les variations de ¢.

Exercice 13 : l

Soient f(x)=x’e* et g(x)=(ax® +bx+c)e™.
1°/ Déterminer a, b et ¢ pour que g soit une primitive de f.
2°/ En déduire la primitive F de f qui s'annule en 0.

Exercice 14 ; :I

e’ -2
e’ +1

1°/ Montrer qu'il existe deux réelsa et b tels que YxeR,ona:

Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=

X

FG)= a2

e’ +1

2°/ Calculer ainsi lintégrale [ = J:nzf (x )dx.

»Exerci'iéé 15: -l

Soit F définie sur R, par: F(x) = £ﬁ.e" dr

( on ne demande pas le calcul de F(x) )
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1°/ Montrer que F est dérivable sur R, et calculer F'(x).
2°/ Etudier le sens de variations de F.

3°/ a) Montrer que V¢ 20, «/?sz+%.
b) Calculer a I'aide d'une intégration par parties : £(t +%).e""dt

¢) En déduire que Vx>0, ona : F(x)sg.

Exercice 16 :

_x

" —¢
2

ds
2_1'

1°/Prouver que fest définie sur R .

Soit la fonction f(x)=

0 ¢

2°/a) Prouver que fest dérivable sur R .
b) Calculer pour chaque xR, f'(x).

3°/ En déduire f(x).
d¢
21

1
4°/ Calculer jo

[_Iﬂxercicg 17

1°/ En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

vxeR, |e" -1 ‘£|x|e|x|.

d¢
24l

2°/ Soi I T et o= [
Soit xe] 2,2[e o(x) J.o

a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]—% , %[ et calculer ¢'(x).

b) En déduire ¢(x).
e[X
2 +1
a) Montrer que F est définie sur R et calculer F(0).

de.

1
3°/ Soit xeR, F(x)= J’I

b) Montrer que Vxe[-1,17,

F(x)—%

$lx \ e In2.

¢) En déduire que F est continue en 0.
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Exercice 18 :

Soit la fonction f'définie sur R par: f(x)=|x-1.e*.

1°/ Etudier la dérivabilité de fen x, = 1 . Interpréter graphiquement. -
2°/ Etudier les variations de fet tracer sa courbe (C) dans un plan
rapporté a un repére orthonormé (0,7 , j ).

3°/ Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (C), I'axe des
abscisses et les droites : x =0etx=2.

Exercice 19 : J

Soit la fonction f définie sur R, par: f(x)= eV 4.

1°/a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter.
b) Etudier les variations de f.
2°/ Tracer la courbe (C) de f'dans un plan rapporté a un repere

orthonormé (0,7, ).
3°/a) Montrer que f est une bijection de R, sur un intervalle J que
I’on précisera.
On note g=f". Tracer la courbe (C’) de g dans le méme repére
(0,1, /).

b) Montrer que Vxe[2,+»[, g(x)=In*(x —1).

4°/a) Calculer a ’aide de deux intégrations par parties 1’intégrale
J= e+l d
= |, @z

b) Que représente géométriquement J ?
5°/ Soit A P’aire de la partie du plan limitée par (C), I’axe des
abscisses et les droites x=0 et x=1.

a) Montrerque A+1J =e+1.

b) En déduire A.
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SOLUTIONS

Solution 1 : i

2x
e ~1
Zx_l 2'—2
a) lim =lim X
=0 g5 -1 x50 ¥ -]
x
2x X _
e tim28 =1 gim28 o022 (X=2x)
x—0 2x X0
x 2x _
e im<=loi gon 1imE——1o2
=0 x x>0 g% ]
e.\‘ X
oo (52 x(5-2)
b) lim = lim X 2 = lim —% i
x>+ X+ X—>+o0 (] + _) X+ 1 + 2
x
e Jiml+—=1
X—>+00 X
X X 2
: 2 3
e lim —= lim = lim|—
X—>+o0 x"' X—>+00 x"' X —>+00; X
X x 2
= lim (=) =40 (X=F) don lim 22 — 4o
X+ 2X 2 x>+ x+4
i
i - X
—_ X —
¢) lim x(er ~1)= fim $- = fim £ =
X+ x>t 1 X-0 X
X

X
L3 . 3x2 g 3,343
d) lim x*¢™2 = lim x’¢%e? = lim &’x’(e3)°
X=>—00 X—>—n X—>-0

X
= lim e*(xe?)* = lim 2(3XeX)’ =0
X—>—0 X—>-m
x x
e) lim x"¢* = lim x"(e")" = lim (xe")"
X0 X=>—0 X—>—00

= lim (nXeX)" = lim n"(XeX)" =0 (X=2)
X—>—» X—>—» n
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eX + -X . e,\’ =X
lim

3 + lim 3
X—>+on (x+]) X—>+oo (x+]) X—>+0 (X+l)"
-x
o lim - = lim ™" =
X—>+0 (x + ]) X—>+o0 (x+ l)

X
x x 3
e lim = lim —e— lim (S2y} —!

X—>+D (x + ]) X—>+00 3(1 + ) X4 X (+ l)z
X

= 400

X

car lim (—)— lim

—(—)(‘-) =+ et lim i =1
—>+00 +00 400
X X X 3 X (+#)3
X
e* —-x
d’oti lim e __
X+ (x+])

g lim In@E"+0) _ . InE (1+e™))

X 2>+ x X >+

X

 bim Ine +1n(1+e )

x4 x

X
im X4 In(l+e™)

X—)+7:x

= lim 1+l In(l+e™)=1

X X—+=

h) lim In(e* +1)—x = lim In(e* (1+e™))~x

= lim In(¢” )+ In(l+e™)—x

X e

= lim x +In(l+e™)—x = lim In(1+e™")=0

X =+

i) lim i In(e” +e™ )= llm lln(e (+e™))

,\—>+arx

~ lim In(e’ )+ In(l+e™")

X =+ x

-2x
:“m]+ln(1+e ) 1

X X e —2x xe 2x

—2x
o fim PAEETD) AR
X =>4 e -X X0 X

.1 » :
¢ lim ——1,—=0 d’otr lim —In(e” +e™ )=1.

X—>+00 xe'x X =+ X
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. 1 . xIn(+Ly
) lim(+—)" = lim In(e )
X =+ x X >+
In(l+ 1)
Ona: limx In(l+—)= lim X
X —>+0 x X 2>+
x
i M X) x=1)
X0 X x
. xIn (1+5) . - . 1.
d’ou lime X ‘—‘lll’r]le’ =e =e (t=xIn(l+-))
X =>+% = x

= lim(l+l“ =lhe=1

X >+ X

k) Posons X =e*. Lorsque X —> +00, X =+
In(1+X
mn _—( )

donc lime™ In(l+e” )= lim M: lir

X +x X =y e X—>+=

1 1
InX(1+—) In(1+ —)
= lim X" _ fim X, X

Xt X - X—+n X X

X—

= lim lrl—X+iln(l+l):0+0-0=0
= X X X

. = . —— x2 el o
D lim In(xe* ' —x)=?; lim x(e* ' =)= lim
X >+x X400 . x>+ x2 —1 X

x? -1

x>+ y- ] X+ X X0 X x° =1

X R

d’od lim ln(xem~x)=lin?lnt:0 (t=xe* —x).

X =+

i
|
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Solution2: _]
2

1°/ « Montrons que Vx<[0,1], 1+x+x75e"
x2
Soit h(x)=ex——2——x—1
h est dérivable sur [0,1]et Vxe[0,1], A(x)=¢" —x—1
K est dérivable sur [0,1] et Vxe[0,1], A'(x)=e* 120

X 0 1
(%) +

N T —

h(x)

D’aprés le tableau des variations de g ,on a:

2
Vxe[0,1], A(x)>0 d’ob Vxe[0,1] , 1+x+x7Se*

2 3
e Montrons que Vx<[0,1], ¢ s1+x+i2—+xT
x2 x3
Pour cela considérons la fonction k(x)=¢* -1 _X_T_T
J

K(x)=e* -1-x—x? ; k"(x)=¢" -1-2x ; kD (x)=¢" =2

ona: e -220& e 22 x2>n2

x 0 In 2 1
k9 (x) — 0 +
k"(x) 0\ &) 3

K |0—=

M [0

d’aprés le tableau des variations de kon a :
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2 .3
Vxe[0,1], k(x)<0 d’ol Vxe[0,1],e" S1+x+—i—+7
3

2 2 .3

Conclusion : Vx<[0,1], 1+x+%—$ex £l+x+7+?.

<

2°/ @ Continuité de f a droite en 0 :

X

=1 car lim ¢ _1=1
-0t x

llm f(x)= lim L— lim
=0 ¥ —1 x50" ¢ —1

X
donc lim f(x)=1= f(0) et par suite fest continue a droite en 0.
x—=0"

o Dérivabilité de f a droite en 0 :

x
— 1 x
fn SOSO) L xmetel
x—0* X x—0* X x—0* x(e'r -1)
- lim —(e —7x—l) 1
10" x° e’ —1
x
X _ _ X _ _
Ona: limZ L . Calculons lim M
-0t X x—0" x~

2 2 3

D’aprés 1°/, vxe[0,1], 1+x+'—;—3ex s1+x+7+7—
J

x? x2 X x 1 e -1-x 1
S T B
2 3 3 2 x? 2
. 1 I 5, . .. —(e"—x- 1 .
lim-Z-—=-= d’oli lim j_vx—l):___ et par suite
-0 3 2 0" x° 2
o JG)=FO) 1
x—-0" X 2

Conclusion : fest dérivable a droite en 0 et £,(0) = —%.

3°/ g est dérivable sur [0,+w [ et Vxe [0,+],
gx)=e" —e'(x+)=-xe* <0
X 0 +00
g'(x)

gx) 10 7m—u__
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donc d’apreés le tableau des variationsde g, ona: Vxe [0,+o[,
g(x)<0.

4°/ fest définie, continue et dérivable sur [0,+ o[ ;

l1-xe*  g(x)

Vxe 10 ()= E=
xe€ }0,+of, f'(x) 1) @ 1)

x 0 +00

) 3
o l—

0

X

lim f(x)= lim =0 car lim S =+4w

x>+ x—+0 g¥ ] x>+ X
x X
-1
. . y=—x+I1
¢ C radmet une demi tangente T au point x5 =0, T: 2
y x>0

k

Solution 3 ::

1°/e VxeR, e +e™* >0 d’ou e +e* #0 pour tout réel donc Dy =R

X_ -X _ —.X__ —X__ X -X _ X
. —1—f(x)=—1—e e _~e e e +e” _ A2e <0
et +e ef+e™" et +e "
d’ott VxeR, —1< f(x).
X__ X .\’_ —X_ X_ —-X — —-X
Of(x)—lze e _1=e e e —e” _ 2e <0

e +e™*

d’out VxeR, f(x)<l

e +e

Conclusion : VxeR, -1< f(x)<1.
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2°/a) e x> e* —e " est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables.

® x> e" +e *est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables d’ou fest dérivable sur R comme quotient de fonctions
dérivables.

2

=1=(/(x))°

(€ +e™) ~(e" =) | (ef-e)
(e" +e™)? (" +e™)?

b)Ona: —-1< f(x)<1 = 0< i (x)<l = 1-f3(x)>0
d’ot VxeR, f'(x)>0.
3°/ fest continue, dérivable sur R et Vxe R, f'(x)=1-f*(x)>0

vxeR, f'(x )

x -X 2x
e —e . e -1
U llm f(x)— lim = lim — =-1
xs-m e et xo-m et 4]
X _e—X ]_
® lim f(x)= lim = lim ——=
x40 xotm gt o™t oo 4T
X —Q0 =400

/') +

J(x) / 1

-1

4°/ e fest continue, strictement croissante sur R donc fest une

bijection de Rsur 7(R) =] -1,1].
o STHI-LI[-R xS ()=

Y
— e —
o=y e f=x< — =X &
2
e’ +e™ e’

—l=xe +x < ¥ (l-x)=x+1 & & =;C+

N =%L (x_+1)

+1

d’oilVxe]—l,l[,f_l(x):—]—ln(x ).
2 1-x

5%7a) T: y=f'(0)-x+ £(0)
or f(0)=0 et f(0)=1-f%(0)=1 d’o0 T:y=x
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b) A(x)= f(x)-x
hest dérivable sur R ; #'(x)= f'(x)-1 =1- f2(x)-1=—f}(x)<0

x 0

A (x) — —

h(x)
(+)\0\(_)

d’ou Cyest au dessus de (T) sur -, 0]
Cyest au dessous de (T) sur [0, +o [
Cycoupe (T) en un seul point O(0, 0)

6°/

Ax=1

x=-1

y=1

y=-1

e y=1 et y=-1 sont des asymptotes horizontales a C,.

. C}] est le symétrique de C; par rapport a la premiére bissectrice

y=x.

Solution 4 :

A) 1°/ h est continue, dérivable sur R .
Vxe R, H(x)=e" -1

e (=0 e'=1>x=Inl=0
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e (x)>0 <= e >1 < x >Inl=0

x| —© 0 +00

K (x) - b+

e lim A(x)= lim ¢ —x—1=+o (car lim " =0)
X—>—0 X—>—m X—>—0

X

X
o lim A(x)= lim x(*——1- 1)t (car lim <= =+)
X+ x40 X x X400 X

x |- 0 +0
7 (x) - e
h(x) +o0 \ __— +00
0

2°/ D’aprés le tableau de variations de #on a: #(R)=R. d’oti VxeR
, h(x)=0 et par conséquent Vxe R, ¢ 2 x+1.

B) 1°/ e x> e ~1 est continue sur R

e xi= x-e°* est continue sur R

d’ou g est continue sur R, (quotient de deux fonctions continues)

lim g(x)= lim <11 —1=4(0)
x->0" x>0 e=*

d’ou g est continue en x, =0.
Conclusion : g est continue sur R, .

29/ 625 _ g(x)= e - e -1 _ e (xe? )~ (" -1) _x—e' 4l —h(x)
&)= 2% 2x - 2¢ 2x
x-e xe xe xe

or Vx>0, xe** >0 et A(x)>0 d’olt Vx>0ona: e —g(x)<0.
Conclusion : Vx>0, e <g(x).

e (xe*) - (e —1)(e** +2xe™)

(xe2x)2

3°/a) Vx>0, g'(x)=
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e (14 2x)(ef —1) ¥ [xe” —(1+2x)(e" — 1)]
x2e4x x2e4x

_xex—ex+]—2xex+2x —-xet —e* +1+2x 1+2x e*(1+x)

x262.\' x7e7\ 2\‘
b) g'(x)+e” 2 1+2x ez\(1+x)
1+ 2x—ex(1 +x)+x’eP e
- 2o
_ (x+D*—e*(x+1) _(x+Dx+1=e)  —(x+1) A(x)
- o2 - 2o - w2t

or Vx>0, x+1>0 et h(x)>0 d’ol Vx>0, g'(x)<—e >

e'(1-e™™) 1-e™*

TR lim

xe X—>+0 xe

4°/a) lim g(x)= nm
xX—>+m0 X+

or lim l—e_x =1 et lim xex = 400 d’oﬁ lim g(x): 0.
X—>+00 X400 X—>+00
b)Ona: Vx>0, g'(x)<-e* <0 (car VxeR, e >0)
x|0 +00

g'(x) -

g 1

5°/ g est continue, strictement décroissante sur R. donc g est une
bijection de R, sur g(R,)=10,1].

“Solution 5 :

1/ x<0=> ~x>20 = 1-x21
d’ou In(1—-x )est définie pour x<0.
il
¢ xe* est définie pour tout x>0 d’ou D,=
-1 -1
2% e 11m  f(x) = hm xe* =0 (car lime~* = lim X =0)

x—0* X——w

e limf(x)=IlimIn(l-x)=In1=0
X 07 x—0"
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D’ou : lim f(x)= lim f(x)=0=f(0) d’ou festcontinue en x, =0.
x>0~ x-0" .

-1
- -1

3o7a) o fim LOSQ o we

= lim e* =0
x0" x—0 =07 X x—0*
. limf(x)—f(O):li ln(l x) - lim ln(1+X):_1
x—0" x —0 x 0" X X0 —X

(Soit X =-x, lorsque x tend vers 0 , X tend vers 0" )
d’ou f n’est pas dérivable en 0 eten plus £;(0)=0 et f,(0)=-1

b) Cadmet au point O(0,0) deux demi-tangentes :
=£.(0)-(x-0 0 =-
Tl:{y f4(0)-(x=0)+ f(0) :T,-{‘y X

x<0 “lx<0

- {y=ﬁ;(0>-<x—0)+f(0) LT, {y=0

x>0 xz20

4°/a) lim f(x)=+o

. x . —
e [im M: lime* =e® =1
X+ X X—>+00

-1 -1
] hm f(x) x= hm xe* —x= lim x(e* —1) on poseX=_—1
X

X=»+00
e Gl B
X—0" X ,
d’oi D : y=x-1 est une asymptote oblique 4 C;au voisinage de +m .

b)hmf%x) fim IM=%) _ gy I0020) A22)

X —>—n X —=-x X X —>-n (] _x') x
(car lim 2= _ i I
X - 1_.x t>+x f

d’ou C; admet au voisinage de —» une branche parabolique de
direction (x'Ox ). ‘

-1 -1 -1
5°a) e Vx>0, f'(x)=e* +x- (—I—)e‘—(1+ )e‘>0
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® Vx<0, f'(x)=1—<0

—-X

x |- +00
£1(x) - I +
f(x) +w\ 7 +®
0
b)

 Solution6: - J

1
1°/e La fonction x — -

. # r
est continue sur R comme composée et
X

. . . *
quotient des fonctions continues sur R .

e Continuité de fen 0 :
1 1

-— 7 I

lim £ () = lim S = fim(C—y? = lim(=3x-(—Ly.e 3¢ )}
x—0 x—0 x3 x>0 X x—0 3x2
1
= lim(-3%)* (c)-¢ )’
x~>0 3x~

e lim(-3x)’ =0
=0

1
. ~1 35243 . X3
L 4 ———— ) X = l m x = O

~1
X=—
( 3x?

; si x—>0alors X ——w)
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d’on ling) f(x)=0= £(0) et par suite fest continue en 0.

Conclusion : fest continue sur R.
1

e"2

x3

quotient des fonctions dérivables surR.
e Dérivabilité de fen 0 :
i b
- x 4x*
fx)-1©) _ lim € - lim(4——)*
X x—0 x x—=0 X

. P * r
2°/e La fonction x — est dérivable sur R’ comme composée et

lim

1
. 1 TA2 N4
= lim(—4x)* (-——=-e )" =0
Xl_r)r(l)( x)"( e ) ,

1 B

car lim——l,—~e—ﬁ = lim (Xe*)=0 et par-suite fest dérivable en 0 et
=0 4x° X—-»

f1(0)=0.
Conclusion : fest dérivable sur R . .
3°/ On remarque que fest une fonction impaire, il suffit de faire
I’étude sur [0, + oof
i
—g;e_;fx3 - 3x2e_"—2

b
Vrel0,+o [, fix)=% _e @3

x6 x()

Le signe de f'(x) est celui de 2—3x%.

x 0 2 +00

fix) |0 + D -

f(x) M
/ \ sz(\g) |

. . e N )
e lim f(x)= lim = lim —-e ¥ =0
X~>+c0 X—>+0  x° X—>+o X
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S~

4°/a) F est dérivable sur [1,+ o]
1

Vxefl,+o [, F'(x)=;]3—-e 2 = f(x)

e Soit x21 ; F est continue sur [x,x+1] et dérivable sur Jx,x+1{
donc d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe
ce]x,x+1[ tel que:
F(x+1)—-F(x)

x+l-x
d’autre partona: x<c<x+1=> f(x+1)< f(c) < f(x) car fest

F(o)= =F(x+D-F(x) = f(c)=F(x+1)—F(x)

strictement décroissante sur {1,+o [

d’ou f(x+D<Fx+1)-F(x)< f(x)
b) Pour tout entier £ >1 on a : d’aprés (*)
S+DSFk+D)-FKk)< fk)

VneN', if(kﬂ)siF(kH)—iF(k)sif(k) ;
k=1 k=1 k=] k=l

n+)

Zf<k+1) @+ fG) e+ fn+1) = f(k)

k=1 k=2

n+l n+l

d’ou Zf(k)<ZF(k) ZF(k)<Zf(k)

n+l

Or ZF(k) ZF(k) F(n+1)+ZF(k) F(1)- ZF(k)

k=2 k=1
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Y
(N+I)2 _

—F(n+1)~F(1)="2 ¢
2
—1

n+l (n+1) —l
d’olt VneN’ Zf(k)< _Zf(k)

-1 =

« (n+1)? _ n (n+1)? -l
= vneN <Y flo= e—~—2-—e~sU,,
k=1 n . s
i
e’ —¢!
® Montrons que Vne N U, < ———~2
n
: el Y

, (1) _e!

Ona: vneN , » fli)s+—--——"—=
2 ;
=t

n (r1+l)2 -1
S0 + [l s S

k=2

-1

— VneN', Zf(k)si"—z‘—e— car f(n+1)>0

—1

= f(1>+Zf(k>< e r)

_| —l'

= }:f(k)< —Zf(k)_

k=1
-1
e"’2 +el
d’olt VneN', U, < =——"—.
2n
=i -1
(n+1)? -1 W
. " —e e’ +e

Conclusion : YyneN , —————< U
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-1

()} e 1

eOna: lim — = lim — (""" —¢)=0
n—+o 2n n—>+0 2p

-1

-1

. 7 .o
car lim " =¢% =1 et lim —=0
n—to n—+0 2n

|
" . e?—e_] N
de méme lim ————=0 d’olt lim U, =0.

n—>+w 2n N>+

Conclusion : La suite (U,) converge vers 0.

Solution

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur [0, 1]

e (x+2)-¢€" _ e (x+1) 20
(x+2)° (xr+2)?
x_ 10 1

S +

Jx) e
/ 3

b) f'es—t dérivable sur [0,1] et Vxe[0,17,

Vxe[0,1], f'(x)=

N | e

)= (x+2) e (x+2)-2(x+2)e* (x +1)
(x+2)*
N e (x* +2x+2)
(x+2)°
donc " est strictement croissante sur [0,1] et par suite
¥xel0,1], 0<x<1=> O (X< ()
2

Py
3

AE

>0 pour tout xe[0,1]

=1 et =22
SO= et f)=<

Conclusion : Vx€[0,1], %sf’(x)sé
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2°/ g(x)= f(x)—x. Etudions les variations de g .
g est dérivable sur [0,1], Vxe[0,1], g'(x)=f"(x)~1

or Vxe[0,17, f'(x)s%: f'(x)—lS—% donc
J

Vxe[0,1], g'(x)<0.
g est continue et strictement décroissante sur [0, | Jdonc g est une

‘o

bijection de [0,1] sur g([0,1])=[g(1),g0)]={ ,%] d’ou 0 admet

3
un seul antécédent a<[0,1] parg.

Conclusion : L’équation f(x)=xadmet une seule solution a€[0,1].
3°/a) Montrons par récurrence que Vne N, 0<U, <1

e pour n=0, U0=%:> 0<U, <l

e supposons que pour un entier donné n, 0< U, <1 et montrons que

0<U,,<l. Ona:0<U,<1 = f(0)<f(U,)< f(1) carfest

n+l

strictement croissante sur [0,1].
1 -
fO)=2>0 et f(U,)=U,, et f(1)=—§-<1 dou 0<U,,, <1.
Conclusion : YneN, 0<U, 1.
f est dérivablesur [0,1 ]
\ 2
flx)|s=
3
vneN,U,e[0,1]et ac[0,1]

b) {vxe[0,1],

donc d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

wneN, [f(U,)- f(a) si—tu,, ~ 4|

or f(Un):Un+l et f(a):a = ‘U/1+1 *CJIS%[U” —a1
J
2
c)Ona: |U —d SEiUO -4

2
\Uz—als—i—\Ul -a|§(§)zluo—a|
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Uy =< 2[U, ~a <) |U, - d
S 3

2
On constate alors que pour neN , |U, —d|< (3)”on ~d|
Montrons ce résultat par récurrence :
2.0
e pour n=0, [UO —a‘s(:) [Uo —a‘
2

n

® supposons que pour un entier # donné ,
pPp

—al et

montrons que [U,,,, —

2
‘S (g)”H‘UO _ a‘
2 2.2 2
Ona: |u,, —a's;’Un —a<(EXS)'|[Ug—d (5™ |Uy -4
3°3 3
D’ou vneN, |U, —a[s(—z—)”[Uo—af et comme —l<§<l alors
lim (4) "lUp —a|=0 ce qui prouve que lim U,
n—>+o >+

d)Ona: vneN, !U,, —a[S(T)"[UO —a[ S(—:)"
3 3

car fUO—af:‘-;——a

<1 (a<[0,1])donc il suffit de trouver le plus petit
. 2 i -3
entier n, tel que Yn 2 n,, (E) <10™

R . 2 N
Gy <107 = ln(%)" <In(107)= nIn(2)<In(107)
I

o 1> 09D ) <0) doi O—E('”(lg )} 1=18.
In) 3 in()

Solation 8 -

A) 1°/ a) Pour tout entier n>2, f, est définie, continue et dérivable

surR .

X
VxeR, f,(x)——l——le"
n+l &
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g e G

X

f,;(x)20©——]—z—e"<;> n_senes In( 1
n+l

b n
)2~ n In >x
n+1

n n+l n+1 n
x |- X, 0 In 0 +00
n+l
£,(%) + 0 -
fn(x) /0/ M”\O\
—00 —Q0
X ,\‘
] 11m f,,(x)— hm l+—Xten =~w car lim e” =0
X—»—00 n+1 X0
X
N x
L] 11m = lim 1+ ———e" = lim |+ (——~")=—0
fn(X) —1>Tm n+1l € x>0 n( +1 i)
n
:V_
" X
car fim Z=4o0 et lim S = lim =40 (X=2)
X=>+0 1 X-3+0D i X>+0 X n
n

b) D’aprés le tableau des variations de f,, M, =f (n ln(——’z'l)) est
n+

un maximum de f,.

n

fmnly =1+ e
n+l n+l1 n+l
Y SO U S B .
n+l n+l" n+l n+l n+l n+l
n
= +1n
+1'n n+1))

Montrons que Vnz2, ]—+ln—£—1>0.Soit h(x)=—1—+ln

n n+ X x +1
h'(x)=*L2+ L. 5 L
x? x(x+D) x“(x+1)
x__12 400
h'_{\_r) .

h(x) \

0
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d’apres le tableau des variations de A, Vx e[2,+ o[, A(x)>0

1 .
ol Vn22, —+In——>0 et par suite f (n In( i

N>0. .
n n+1 n+1

X

2°/a)Ona: lim f,(x)-( +L) = lim —e¢” =0 donc la droite
X—>—o0 n+1

X—=>—m

1 . R . . -

D,:y= 1x+ 1 est une asymptote oblique a G, au voisinage de —w .
n+

b)On a D, :y=%x+l est une asymptote oblique aC, au

voisinage de —w

%
PELCONNT N S

lim —
X—>+m X x40 X 3 X
donc la droite (yy')est une direction asymptotique a4 C, au voisinage

de +w

Le maximum de f,est f,(2 ln(%)) = % + %ln %

-
L

3°/a) f,est continue et strictement croissante sur

] =0, n In ] donc f, réalise une bijection de
] —o , 7 In—"— Jsur] o ,f,(nh—"— )
n+1 n+1
Orf, (nln ! )>0
n+1

donc 0 admet un seul antécédent x, € ] —o0 , nln ] par f,.
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Montrons que I’équation £, (x) =0 n’admet pas de solution sur

[ nln , 0.

n+1
n n
Onapourtout xe[ nln—— , 0 [, nin(—)<x <0 =
n+l1 n+l

n
n+l

J2 @) <f,(x)<f,(n In(

)) car f, est strictement décroissante sur

[ h—2— , 0 ].0r £,(0)=0 donc f,(x)>0.
n+l

Conclusion : L’équation f,(x)=0 admet une seule solution x, dans
J-,0[.
B) 1°/ ¢ est dérivable sur J1,+o[ et Vxe ]l,+o[,0na:
R T e

xt x =1 x*(x*-1

X 1 +o0
@'(x) +

d’aprés le tableau des variations de ¢, ona: Vx>1, #(x)<0.

-2

2°/a) f,-2)=221 e
n+l
- -1 =
Ona:Vn22,¢J(n)<0::>-2~+ InZ 1<0:3 nZ <——2—
n n+l n+l n
;2 t 2
=1 e P _en <0 = f,(-2)<0.
n+l n+1
b) On a d’aprés le tableau des variations de f,,
x L X, 0 +00
fn(x)l - b + b -

& x<x, etcomme f,(-2)<0 donc -2<x,.

{fn (x)<0

x<0
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2

2¢/ y"+6y=0c>y“+\/g y=0
d’ou:y=acos(\/€x)+bsin(x/6x) aeR ,beR
3% y"+2y'=0

onpose:y =7

2

ona: Z'+2Z =0 < Z'++2 2 =0

d’ol : Z=acos(\/§x)+bsin(ﬁx)

d’otr: y'=acos(ﬁx) +bsin(\/5x)

et par suite y=—a— sin(x/_Z_x) —i— cos('\/zx) +C:aeR,beR

Np N

‘Solation 12 =

1/ yo"+9y, =0+ X =X D’ou yj est solution de (E)
2°/y est solution de (E) ssi
Y'H9y=x & y'+t9=y'+9y0 S (y~-y)"+9(y-yo)=0
. < (y—Yyo estsolutionde (*):y"+9y=0
3°/y"+9y=0 < y"+3%y=0
d’otl y=acos(3x) +bsin3x) (aeR,beR)
les solutions de (E) :

¥ — Yo est solution de (*) donc y - % = acos 3x ¥ b sin 3x

x .
et par suite y = ry +acos3x+bsin3x (a,be R)

Solation 13 ;

(B):y"+4y=8e™
1°/ f, solution de (E) si et seulement si f;" + 4f, =8¢*
Ona: fy(x)=2ae™
fi'(x)=4ae™
Onobtient: 4ae” +4ae” =8e*
D’ou: 8a =8etparsuitea=1]
Conclusion: f,(x) =e*
2°/y solution de (E) ssi
Y'Hdy=8e™ o yrdy=f+4f, & ¢ -f)+4(y-f,)=0
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S (y-fo) +4(y-f)=0
& y- f, estsolutionde (*):y"+4y =0

3°/y"+4y =0 < y"+27y=0
a) y=Adcos(2x)+ fBsin(2x) A,pe R
b) y - f, estsolution de (*)
d’ot y- e = Acos2x+ [ sin (2x)
dou:y=e™ + Acos2x+ fBsin2x ot A, BeR
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Probléme 1 : _|

l+e*

2x

Soit £(x) =
l+e

1°/ a) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (0,1, /).

b) Montrer que Vx eRona: 0< f(x)<

1+\/5
2

2°/ Montrer que Vx €R; (1+e>) f'(x) +(e** - 1)/ (x) = -1

1+e

3°/ Pour tout x de R on pose : F(x) = .[' oo ar

a) Etablir que pour tout réel x ona:

T V2e*
F(x)= -[ + Log| —=——=
1'F't2 g|:1h+82x}

T & dr
b) Soitx € |-—,—| et @(x)=
) mxe] 5 2[e o(x) ‘[ e

Montrer que Vx e}—%,g{ ; p(x)=x
o Log3

c) En déduire que [ = l f(t)dt— = +;Log(——) donner une

interprétation géométrique de la valeur de /.
Log3
2 1+é

(1+e*)?

a) Montrer qu'il existe deux réels a et b telle que pour tout réel t
Log3
i be? 2 I+é

ona: =a+ TR déduire

l+e° 1+e” (1+e*)?

2f(t)
+

4°/ On donne Y'intégrale suivante : J =

b) Montrer que vr e R ; fi(1) = ] — = f )+
+

trouver alors J .
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Probleme 2 :(BAC)

A - Soit f'la fonction numérique & variable réelle définie sur R par
X

fx)= \/_IL_—7_
+e™

un repére orthonormé (0,i,7).

et soit ( ) sa courbe représentative dans un plan rapporté a

1°/ a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que la courbe () admet un point d'inflexion dont on

déterminera les coordonnées. Tracer la courbe ( ).
2°/a) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J que F'on
précisera.
b) Soit g la fonction réciproque de f et soit ( ) sa courbe représentative
dans le repere (0,7, / ).
52

Montrer que g (x) =— Log( ) ‘pour tout x élément de J et tracer ( ).

- 1°/ Soit @ la fonctlon numérique définie sur R par
¢(x)=ﬂx) - x. Etudier les variations de @ et montrer qu'il existe un réel
unique @ tel que p(ax)=0et Log2 <a <1

2
2°/ Onpose [ = il jz Log—x—,dx
2 N2 1-x*
2

a) En utilisant une intégration par parties, calculer /.
] 1
2 = +
l-x* 1-x 1+x
b) En déduire en fonction de o l'aire de la partie (K) du plan limitée par
les courbes () et { ) et les deux axes.
3°/ On définie la suite (U, ) par

on remarquera que

Uy =0
U,,=fU,) pourtoutentier naturel n
a) Montrer que pour tout entier naturel n, 0< U, <«

b) Etudier le sens de variation de la suite (U, ) . En déduire que (U, ) est
convergente et calculer sa limite.

naturel #n. Montrer que U, <V, <« pour tout entier naturel ».

n+l
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———

En déduire lim V),

[
n—+0

C - Soit F la fonction définie sur ]—1,1[ par :

x?

7LOg1_\»Z
F(x):f T f()dt six#0

F(0)=-Log(1++2)
1°/ a) Etudier la parité de F.
b) Montrer que F est dérivable sur ]0,1[ et calculer F '(x).

2
2°/ a) Calculer F( —é: ). En déduire l'expression de F(x) sur ]0,1[.

b) La fonction F est-elle continue en 0 ? Est-elle dérivable en 0 ?

c) Tracer, dans un autre repére orthonormé, ia courbe (I") représentative
de la fonction F.
3°/ Calculer F( &) et retrouver alors {'aire de la partie (K) du plan.

Probléme 3 :(BAC) I
A - Soit 'application définie sur R par :
f(x)y=1 six<l

f(x):wg SiX>1
X

1°/ a) Montrer que fest continue sur R
b) Etudier la dérivabilité de fau point 1.
2°/ a)Etudier les variations de l'application f et tracer sa courbe représentative

( ) dans un plan P rapporté a un repére orthonormé (0,7, / ).
b) Calculer l'aire du domaine limité par la courbe () et les droites
respectivesy=1,x=1letx=e.

s

3°/ Soit ¢ la fonction définie sur R par: ¢(x)= I(f(t)dt

a) Ecrire l'expression de ¢(x)en fonction de x (x € R)
b) Calculer lim ¢(x).

X—=> 40

¢) Etudier les variations de la fonction ¢ et tracer sa courbe
représentative (') dans un autre repere orthonormé du plan P.

B - Soit » un entier naturel non nul et g, la fonction définie sur R par :

T
g, (t)=1t"sint onpose [, = ftg,, (t)de

1°/ Justifier l'existence de /,, .
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2°/En intégrant par partie,calculer frcos tdt puis en déduire la valeur de 1,
3°/ Montrer que, pour tout entier naturel non nul n on a:
n+2
N
I +m+1)Yn+3), =(n+ 3)(5)

4°/ En déduire la valeur de /5.

C - Soit 4 une fonction continue sur R et i/ la fonction définie sur R

w(x) = 2 .[:‘h(t)dt six#0
X

w(0) = 1(0)
1°/ On suppose qu'il existe un réel M> 0 tel que pour tout réel x et pour tout
réel ¢ variant entre O et x, ona: ’h(t)] <M '
-[;h(t)dt

b) En déduire que, si #(0) = 0, alors la fonction y est continue en'p

par :

5 L]

2
a) Montrer que, pour tout réel x non nul, ona: <M —2—

2°/a) Expliciter, pour tout réel x la fonction y dans le cas ol /4 (£) = S,in2 f.

2x2 +1-2xsin2x —cos2x

b) Déterminer lim
x—0 4x

Probléme 4 : (BAC) -

A - 1°/ Soit Ia fonction ¢ définie sur Rpar ¢ (x)= ¢* (2-x)—2
a) Etudier les variations de ¢ .
b) Montrer que I'équation ¢ (x) = 0 admet dans R exactement deux

solutions . On notera a la solution non nulle et vérifieraque 1 <a <2.
¢) En déduire le signe de ¢ (x). ‘
2°/ Soit f'la fonction définie sur R par :

2

X .
f@=4y S*F°
0 six=0
a) Montrer que fest continue sur R
b) Montrer que fest dérivable sur R et que :
xp(x)
(e 17
¢) Montrer que f(a) = a(2-a)

Pourtoutx eR ona: f'(x)=
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d) Etudier les variations de £, construire la courbe représentative de /
dans un plan rapporté a un repére orthonormé (0,7, /) (pour la construction
on prendraa=1.6)

3°/ On considére la fonction F définie sur R, par: F(x) = ff(t)dt

a) Justifier I'existence de F{(x) pour tout réel positif x .
b) Montrer que F est continue et strictement croissant sur

l'intervalle /= [0,+oo[ .

c¢) Donner la forme de l'intervalle F (/).

4°/ On considére la fonction G définie sur R, par: G(x) = Ilze_’ dt
1.og2

a) Justifier I'existence de G(x) pour tout réel positif x .

b) A l'aide de deux intégrations par partie, calculer G(x) puis montrer
que G admet une limite en + o que 'on précisera .

¢) Montrer que : pour tout ¢ € [L0g2,+oo[ ona:f(t) =< 217!
et en déduire qu'il existe un réel positif M tel que pour tout
xeR, ,ona:F(x)< M

d) En déduire que lim F(x)< M

X—>+m0

( dans la suite de probléme en prendra L = lim F(x) )
X—>+m

B - Dans cette partie, » désigne un entier naturel non nul.
1°/ a) Montrer que pour tout réel positifx, on a :
1 _ . _ e—l‘l.\'
=e ™ +e M i, +e "+ —
ex -1 e" -1
b) Montrer que pour tout réel positifx on a :

0< .[f(t) _”’dt< a(2—a)
n

¢) x étant un réel positif, calculer 7, (x) = Lze_”’ dr

d) Montrer que [, (x) admet une limite lorsque x tend vers + 0.
2°/ a) Montrer que pour tout réel positif x on a :

Z Ip(x)=F(x)- .['f(t)e_'" dt
k=1

En déduire que la fonction H,, définie sur R, par:
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H,(x) = -['f(t)e_"’dt admet une limite /,, lorsque x tend vers +o,

vérifiant
_ 1 1
L-Z,,—2(1+2—3+3—3+ ........ +—)

b) En utilisant le résultat établi & la question B-1°/ b), montrer que la suite
{, )neNx converge vers 0.

¢) Soit (U,,) - lasuite définie par: U, = PR 3
n

Montrer que cette suite converge et a pour limite le réel L' tel que L =2L".
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SOIUﬁOI‘{\ 1:

1°/ fest définie, continue et dérivable sur Ret Vx eR
= e"(1+e”)~2e”(1+e") e*(-e’ —2e" +1)
(1+ez.\’ 2 (1+e2.\‘)2

le signe de f'(x) est celui de —e** —2e* +1

ona: —eX —2e* +1= —(e* +2e" + ) +2=2—(e" +1)°.
2"+ ) 20022 + 1) o2z +loet <42 -1
S x< Log(\/Z_ — 1) d'ou le tableau des variations de f

Log(2 - 1)
x —0 +c0
7' + D -
fx) / \/5:‘ \
1 ) 0
* lim f(x)= lim 1+€2 =1 car lim e = lim ¢ =0
X—>—0 x»>-n] 4 eF Xo-n X—>—n
It et e"(%ﬂ) —l;+l
* lim f(x)= lim = lim € = lim -£ =0
X—> 400 x>+ | 4 e2x X+ 1 ¥ PANC | .
(—+e) —+te
o

b) d'apreés le tableau des variations de fona:

1+\/5
2

29/ Vx eR; (L+ e2%) £ (x) + (e** = 1) f(x)

_ef(=e¥ —2e" +1)
- 2x

VxeR; 0< f(x)<

1+e*

+(¥ -1)

1+e 1+e*
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3 2 2 5
—e¥ 2 ref v e e ~1-eF  —e* -1

= = =_]

1+e** 1+e*

" dr 2e"
3%/ a) Soit K(x) = _[ = etg() = Log V2
1+1¢ A+ el\'
donc A(x) = F(x) - K(x) - g(x)
* F est dérivable sur R car fest continue sur R et Vx €R;

1+e”

F'(x)=f(x) =

b
1+e*

\/Eex j [1+e2.\'
Vi+e®* V2t

* gest dérivable sur R ; et Vx €R; g'(x)= (

_ V2e* Vi+e** _ 1
(e Wite™ V2e©  1+e”

dt
1+¢2

* K(x) = L(e*) ot L(x) = f

La fonction ¢+ est continue sur R donc L est dérivable sur R

1442

et la fonction x — e* est dérivable sur R donc K est

et L'(x)= >
1+x°

dérivable sur R comme composée de deux fonctions dérivables et Vx €R

X

K (x)=e"L'(e*) =

>— ce qui donne que h est dérivable sur R
l+e™*

x x ]

+ e e
eZ.\'

etVx eR;A(x) = F'(x) - K'(x) - g'(x)= : - 5% 2
1 l+e™™ l+e”

donc /4 est une fonction constante.
Or on a h(0) = F(0) - K(0) - g(0) =0 d'oti Vx €R; A(x)=0
et par suite Vx €cRona:

Fx) = f ld’ + Log(22e
- :

dt
1+¢°

b) Soit v(x) = _[
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est continue sur R et Vx € R

vy est dérivable sur R car la fonction 1~ 1
+1

1
vix) = 5
1+ x°

@(x) = v(tgx), la fonction rg est dérivable sur }— % ,-725[ donc @ est

dérivable sur —E,Z etVx € _Z’ﬁ ;
2°2 22

2

"(x) = l+tg2x)v'(t ):1+tg x:I d'on
® gx 3
1+1g7°x

T
Vxe |——,— X)=x+corona
} 5 2{ @(x) =

o(0) = ,[)lfttz =0d'ot ¢ =0 et par suite Vx € }—g,%[; Pp(x)=x

Log3

c) [= -[if(t)d —F( ) or d'aprés 3%/ a)

Log3 Lo, ‘g 23

Log3 odr 3
F( g)—f =+ Lo (% j[
1+el()3‘§

1+t -EfdtJF]L ()

__f’i dr +'[Z 1, o(g)
1+12 T2 2 78

T . 1 3
=— (=) + p(=)+—=Log(—
o( 4) @ 3 ) 5 Log ( 2)
I est la mesure en unité d'aire de l'aire de la partie du plan limité par la courbe

de f; et les droite d'équations respectives :
Log3

e, (£)

y=0;x=0etx=

1
4°/a) Vt €R; = 5 =1- - donca=1letb=-I
1+e” l+e l+e”
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‘()g\/g 21
)dt—f (1—l 2¢

21
+e

4*™ Math

Log3 Log3

fl+e” -r(l

log«/—-

{t - Log(1+e* )} = Log3 - 5 Log4 + — 5 L0g2

0

1 1 3
= Log3 —— Log2 =— Log(—
gV3 > Log2=—Log(5)

b) d'aprés2°/ona: Vi eR; (1+e?)f' (1) + (e - Df(@)=-1
u

21
= F O =g - ey - -

+ezr 21 621 I+e f(t)
1 2f( ) Log3 1 I()g,} f( )
t +e t
=— { ; dat
| +e* A e J: (1+e”) 1+e”

or on a montré que V¢ €R; f'(t)=—

f(f)

_f0)+ 2f(f)
e

l[f(t)+

. log3 ) Log3 : Log3

2 2 2
=— "(t)dt + — dt + t)dt
> ' S (@) 5 | o ’ f(@)

o1 s L 103y L
[f(t)] +2(2L0g2)+

—+ f(t)} dou

1 1+43 1,
—‘2‘(7—)— 1)+ 4 ( )+ﬁ+4L g( )
_3-3 =

+— —L
8§ 24 2 Og()
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_Sol‘ution’Z s

A-1°a) Vx €R: 1+ ¢ >0 donc fest définie, continue et dérivable sur R
2x

e Vl+e™ — —% = e’

etVx eR; f'(x)=

1+e%*
B eX(1+eZX)_e3.\’ e2X
- ER 7>0
(1+e*)2 (1+e*)2
X —0 +00
S () +

76 I
0

X

* lim f(x)= lim —————=0
X—>—0 X—>-® 1+er
. ) e’ . 1
* lim f(x)= lim ————= lim ———==1
x>+ x>+ 1 x>+ 1
e’ fl+—? 1+ =5
e” e”
b) /" est dérivable sur Ret Vx €R;
3, !
x N 2xN2 A 2% x
. e’ (I+e”) 2(1+e )2 2e"e " (1-2¢)
S (%)= 253 = 5
(1+e™) e
(I+e”")?

1 1 I
f(x)=01-2" =0 ™ :5c>2x= Log5@x=—5L0g2
S"(x) s'annule en x; = —% Log?2 en changeant de signe ce qui prouve que le
) 1 1 - .
point 1(—5 L0g2,f(—5 Log?2)) est un point d'inflexion de ( ).Or

f(—% Log2)= @ donc / (—% LogZ,?) est un point d'inflexion de ( , ).
p4 ol
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v

3°/ a) fest continue et strictement croissante sur R donc f'est une bijection de
R sur AR) = ]O,I[ =.J
b)g: ]0,1[ —> R: xa y=gx)

y

y=gx) <:>f(y)=x©——e——7—=x<:>e2y =x?(1+e*)

1+e””
e (1-x)=x"or Vxe]0)[ =1-x>#0 dou e =——
l+x°
2 1 2
=2y=Log i 5 :>y:—Log[ ad zj d'ott Vx €R;
1+x° 2 1+x
1 x?
g(x)=—Log
2 1+ x>
F=S,(0)ou S, estlasymétrie orthogonale d'axe A:y=x
B-1° @(x)= f(x)—x
@ est dérivable sur Ret Vx €R; ¢'(x) = f'(x)—1 - ¢

3
(1+e>)2
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@' est dérivable sur Ret ¢''(x)= f'(x) = E:(_1_:2e_2:)
(1+e*)2
~]—Log2
X —0 2 +0o0
@"(x) + D -
¢'(x) / a \
-1 )
| 1 1
] e—Emgz 7_2~ —E
a=¢' (- Log2)= o= l=-—5-1<0
st (F (2
2 2

dou Vx eR; ¢'(x) <0

X —00 ?‘ +00
P'(x) =
o(x) *w\\

@ est continue et strictement décroissante sur R donc ¢ est une bijection de
R sur R donc 0 admet un seul antécédent o par ¢ ce qui donne que
'équation ¢ (x) = 0 admet une seule solution &

* d'autre parton a :

2

@(Log2)=—=—-Log2>0 et (1) =
5 e o(1)

——e———-—]<0donc
Vi+e®

@(Log2).¢(1) < et @ est continue sur [Log2,1] d'oli d'aprés le théoréme
" des valeurs intérmediaires : Log2 < a <1

2
v2°/a)l=%ELog X dx e
2

1-x?
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u'(x)y=1 u(x)=x

Posons x? etd., 2
=L vi(x) =
H)=bosy T x(1-x7)

2 a
I=l xLog a 5 —l-&—z—;dx
2 l=x" |1 2 8 1-x"

+
l—x*> 1-x 1+x

2 1 1
d'ot —dx = + x
E]—xz .%(l—x l+x)d

2

2
Calculons &————dx ona: 2 =
21-x°

= [~log(1 - x)+log(l+x)]J— [ ( )LZ
2

2+«/_
2
doncl=%aLogla 2_lL (““)+L (2+‘F

2 84 5
Ty 1 Log(1++2)
-

=L0g(1-+—g)— Lo (
-«

1 a1 i
=—qalo ——Lo
> gl_a2 > g(1

—a? ——;—Log(:+Z)+ Log(1+V2)car f(a) =a = g(@)=a

2

1
= —Lo =
2 gl—af2

b) Soit 4 (x,0) ; B(ex, &) ;C(0, &) le quadrilatére OABC est un carré

d'aire dont une mesure est &> d'autre part () coupe (xx") au point

7

V2
d abscnsseT donc /= p' Log dx E g(x)dx est I'aire de la

partie du plan limitée

par (), 'axe (xx") et la droite d'équation x = & et comme S, conserve les

mesures d'aire alors a® =27 + A(k) = A(k)=a’ - 21 d'on
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A(k) = Log(t—j) ~2Log(1++2) - a?

3°/ a) Montrons par récurrence que Vn eN; 0<U, <«
*pourn=0, U;=0 = 0<U, <«

*Supposons que pour un entier donné n; 0 < U, < a et montrons que
0<U,, <«

[0V, <«
ona: ) )
f est strictement croissant sur R

donc f(0)<f(U,) < f(a)

or f(O)=~1—>O  fU)=U,, et f(a)=a dou 05U, <«
N n " n+
Conclusion : Vn eN;0<U, <«
by VneN; U,,,=U, = f(U,)-U, =(U,); dapres le tableau
des variations de ¢ (B-1°/)ona: Vx € ]—oo,a[ 2 @(x) >0 et comme
VrneN;ona 0<U, <adonc VreN; ¢(U,) >0 ce qui prouve que la
suite (U,,) est croissante.

* La suite (U,,) est croissante et majorée par & donc la suite(U,,) est

convergente vers un réel /.
D'autre part, fest continue sur R, en particulier en / donc i) =1 = (/) =0

or I'équation @(x) =0 admet & comme seule solution dot /= &

¢) Pour tout entier naturel »,

U, <x<a= f(U,) < f(x) £ f(a)car fest croissante sur R d'olt
VneN ;si x €[U,,a]alors U, < f(x)<a (car U, = f(U,) et
Aa)ya)

En intégrant sur [U,, ,Ol] on obtient :
[ Umars [ rods foar = vU,,10 < [ rear<alsl;
1, " ” n I" "

U, (@-U,)< L’ fdx<ala-U,) or ¥neN; U, <a

1
donc U, <
a-U,

Jaf(x)dx La
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Conclusion: Yn eN; U

*OnaVneN;U

<V, fa

n+l

<V,<aet lim U, = lim U, = adonc

X=>+0D X—>-+00

n+l

IimV, =«

X—>+0

1 \'2

Lo
C-1°a) Vx eR : F(-x)= f i f(t)dt—F(x)

donc Vx €R (-x) €R et F(-x) = F(x) d'oi F est une fonction paire
b) * La fonction fest continue sur R donc la fonction

G:xa -['f (1)dt est dérivable sur R et Vx €R ; G'(x) = flx)

2

1
* d'autre part la fonction g:xa g(x) = 5 Log ] ad 5 est dérivable

sur ]O,][ donc F est dérivable sur ]O,l[ comme composée de deux fonctions

dérivablescar F=Gog.

vx € J0.1[: F16) = g09)-C(x)) or g10x) = x(l—lxj

d'ou F'(x)=—1—~7—— Ffog(x)or g= f " donc fog(x)=xetpar
x(1-x7)

1
ite V 0,1 : F(x)=
suite Vx € ] [ (x) .

2

2°/ a) F(g) = ff(t)dt =0

s~ or ]? z—l—( ! + !
(1-x7) (-x7) 2 1-x l+x

onaVx e ]O,l[ F'()=

dou Vx € J0,I[ : F(x) = l(—Log(l —x)+log(1+x)) + ¢

2F(x)=%Log(1+ ]+co F(£) Odoncc——%L (2+‘/_)d'

N

Vxe]O,l[:F(x):%Log[l‘Fx) 1, (2+J5)
X

e

og -
2 "2
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2 2

2+42)?
-1 Log(r—x] - Log (—2)—— -1 Log(r—x) - Log(1+ \/5)
-x

TX _ Log(1++2)=—~Log(l1 +2)

-X

1 1
b) * lim F(x)=1lim—L
) xl—% () xl—r)rg)z Ogl

donc ling F(x)= F(0) et par suite F est continue en 0.
x—

1 1+x
_ = Log(—>)

x—0 X x>0 X
— lim 1 Log(l+x) 1 Log(l-x) =1 car

x—0 2 X 2 X

. 1 Log(1+ 1 . 1 Log(1— .
liml Logdt®) 1 1 Log(=x) 1 Logl+X) 1
x=0 2 x 2 x=0 2 x =02 X 2
donc lim MO—): 1 ce qui entraine que F est dérivable en 0

x—0 X
et F{(0)=1.
c)
x 0 1
F(x) +

= — Log(1 ++/2)

*ona F'(0)=1=Lacourbe ' de F admet une tangenté au point d'abscisse
0, d'équation y = x- Log(1 + \/5)
* d'autre part F est paire donc l'axe des ordonnées est un axe de symétrie de

(')
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1
3°/* Fla)=
(@) 5

* A(k) = f F(b)dt - E g(t)dtor f(a)=a = gla)=a
2

2

1 o
= —Lo
2 g]_

et E g(t)ydt = E log

——L (”—0’) Log(1+2)-a +2Log(

7 =adol F@)= [0

s-dx=1 . 1l enrésulte que A(k) = F(a)—1

—log(1+ \/_)

Lo (———) 2Log(1+~2)-a?

Solution 3 :

x + Logx

- . * . .
A - 1°/ a) La fonction x> est continue sur R, en particulier sur

]1,+oo[ .
* La fonction x> 1est continue sur R et en particulier sur }- oo,1]

Continuité en 1 .

“"11_ f(x)=1=f(1); 1in|1+ fx)= lin]1+ 1= f()

x+ Logx
x
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lim f(x)= lim f(x)= f(1) donc fest continue en 1.
x>l x—1*

Conclusion : fest continue sur R.

x+logx 4
x—>|+ X — x——)l+ x—1 =1 x(x = 1)
= lim lM:l.l 1 car lim 20828l oy =i
x>t x x—-1 x>t x—1

donc fest dérivable a droite en I et [, (1) =1
tim Y D=TD o o (=0 ona: £, (0= £, (1)
x—->1" x-1

donc f'n'est pas dérivable en 1.

2°/ a) fest dérivable sur R\{1}.
*Vx € |0, : fix) = 1 =f'(x) =0

a1+ l)x -x-—Logx

*Vxe]1,+oo[:f(x)=i‘li"i" = fy=—=E—
X
0 six<1
1-Lo <
[0 =52 doufir)={1-Logx .
X 2
X

Le signe de f'(x) sur ]],+oo[ estceluide 1-Logr; 1- Logx 20 <& x<e

x —0 1 e ~+00
S'(x) 0 + D -
f(x) Tt+e
— 1/ ¢ 1
lim f(x) = lim XrLogr 1+ 2%% qcar 1im 2% g

X—>+00 X X—>+00 X X+ X
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I'équation de la demi-tangente en 1 est {y;
x>

b) A= f(f(x)- e (U.A)

_r(f(x) —Ddx = J'—L%‘gx—dv = f%.Logxdx

2 ¢
_| Log’x :—1—L0g2e=—1— d'ou A=l (U.A)
2 2 2 2

3%/ 8) (x) = _rtf(t)dz

i t? ! x? -1
* tout —0,1]: = Pdt: — =
pour tout x € ] ] o(x) {2 l 5

* pour tout x € ]1,+oo[:(p(x) = .r(t + Logt)dt = _rtdt + _rLogtdt
o 2 * 2 —
N J‘; dtz{t— } _x 1
2 2
i
* Intégrons par parties : fLogtdl

w () =1 {”(f)=f

Posons et s, 1
{v(t) =Logt |V()= 7

d'ou fLogtdt = [tLogt | -t} = xLogx —x+1
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2 2
d'ou p(x) = x -1 +xLogx—x+l=xLogx+x7—x+%
x? 1

xlogx+—-x+— si x>1

Conclusion : p(x) = < 2 2
x° -1 .
si x<]
2
x? I

b) lim @(x)= lim xLogx + — —x +—
X+ X—>+00 2 2

= lim x(Logx+5—l)+—=

X—>+m

c) La fonctiont a #f(¢) estcontinue sur R donc ¢ est dérivable sur R
etVx eR: ¢'(x) = xf(x) orVx eR: f(x) > 0 donc le signe de ¢'(x) est

celui de x.

X —0 +00

@'(x) - D +

+ +00
o(x) “’\ . /’

Etude des branches infinies :

1
lim ol ) - et lim olx )— lim Log,\+——1+—=+oo
x>~ X Xe>+0 X X->+o0 2 x

ona:

donc l'axe des ordonnés est une asymptote a la courbe de ¢ au voisinage de

+0 et —oo
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B - 1°: La fonctionf a g, (f) est continue sur R donc elle admet au moins
i 4 . .
une primitive sur {O, 5] ce qui prouve que /, existe

'(t) = cost t)=sint
2°/ Posons {u() c0s :>{u() sin

v(t)=t vi{t) =1

L %3 3

T
. 7 5 7
[t cos Idt = [tsm t]o Esm tdt = 7 + [cost]0 = 5 1
I, = ‘[t sintdt faisons une intégration par parties :

{u‘(!) =sin¢ {u(z‘) =—Cost
Posons

w(i) =12 V(1) =2t

dou I, = [—t2 cost]g +2 flcostdt =l=n-2

T
3°/Soit neN; I,,, = f:"” sin tdt

u'(t)=sint u(t) = —cost
Posons a3 €LY a2
v(t)=t V(£ =(n+3)

n

T
= P)
d'ou / —[ ~t™ cost]g +(n+3) | "™ costdt

in+2

=((n+3) f 1" costdt

u'(t) = cost u(t) =sin¢
Posons n+2 et ' n+l
V() =t V() = (n+2)t

T T Vg
donc ft”” costdt = [t'”z sin tLE —(n+ 2)Et”+l sin ¢dr

n+2
=(§) —{(n+2)1, .1l en résulte que :

n+2
[y =+ 3)(%) —(n+2)n+3), dou
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Ly +(n+2)(n+3), =(n+ 3)(%) )

4°/ D'aprés la relation précédente on a :
pour n=1;

3 3 3
I, +121, =4(%J = I =%—12(7r-2)=%—127r+24

-['th(t)dt

Or Vt €[0,x]: [A(1)| < M et |t| = 1 donc Vr €[0,x]: |th(r)| < Mt

'[rh(t)dt < [Mtdt
2 2 2

or [Mtdt: M{f—} = Mx d'on ‘[;‘h(t)dt < Mx
2 o 2

2
* Pour x <0 ; pour tout réel ¢ e[x,O]: ’h(t)l <M et M =t

C-1°/a)*Pourx >0 : < ﬁth(t)ldt

En intégrant sur [0, x] on obtient :

< — | Medt

done V't €[x.,0]:th(n)| < - Mt = = ﬁh(t)dt

fzh(t)dz

2

d'ou < %—
2

J:th(t)dr

Ph(t)dt

£? ! M
or — fMtdtzM — =
) 2 o 2

fm(t)dz

2
<

. *
Conclusion: ¥Yx ¢R

2 M2
W

Mx 2
L =D —
2

b

< M|x| donc Vx € R p(x) < Mx

<

b)Ona: Vx eR’";

f}h(r)dt

—

or

f 2 n(oydr
X

)1(1_133 M1x| =0dou 1173 w(x) =10 sih(0)=0 alors 1113 w(x) = w(0)

ce qui prouve que i est continue en 0.
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2 . 2 .
o . x)y=— Yisin“ tdt six # 0
2°/a) k(1) =sin’ t = w(x) x.['

w(0)=0
1 -cos 2t
2

donc ‘Etsinz tdt = f(é— tcosZt)d[=% fla’t—% J?costdt

2
. 2 X 2
*l tdt = t_ :ZC_
2 4 4

0

ona: VieR:sin’t=

*Intégrons par parties : -[t cos2tdt
1
u'(f)=cos2t =i
() ot u(t) 5 sin 2¢ dou

Posons {
V(l)=t V'(f)zl

¥ . . . 1 ‘
_[t cos 2tdt = %[t sin 2¢]5 - % J}m 2udt = %x sin(2x) + Z[COS 2]

=lxsin(2x) + lcos,’Zx _L
2 4 4

2

on obtient alors : ftsinz tdt = r lx sin(2x) — lcos(2x) + i
4 4 8 8

| i 1
done | (9= %— Z8in(2x) ~—cos@x) 4~ s x#0
w(0)=0

b) On a : #(0) = 0 donc d'apres C - 1°/b) y est continue en 0 d'ou

2x% +1=2xsin2x - cos 2x _

limy(x)=0.1len résulte que : lim
-0 x—0 4x

0
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Solution4:

A- 1°/ a) @ est définie, continue et dérivable sur Ret Wx € R :
P (x)=e"2-x)-e" =e*(1-x)

* lim @(x)= lim 2¢" —xe* -2=-2
X—>—0 X——on

X 0 1 a
—o0 +00
@'(x) + D i
@ | O 2
) ) ©)
2 \ —00

b)* ¢ est continue et strictement croissante sur }- oo,l]donc la restriction
de ¢ sur ]— oo,l] est une bijection de ]— oo,l] sur ]— 2,e— 2] et comme
Oe ]— 2,e- 2]donc 0 admet un seul antécédent par cette bijection. En
remarquant que ¢ (0)=0 donc I'équation ¢ (x)=0 admet 0 comme unique
solution sur]— oo,l].
* De méme, ¢ est continue et strictement décroissante sur[l,+oo[ donc la
restriction de ¢ sur [1,+oo[est une bijection de [l,+oo[sur ]—00,—2] ce qui
prouve que I'équation ¢ (x)=0 admet une seule solution sur [l,+oo{ or
p()=e-2etp2)=-2 = ¢(1).¢(2)<0.
donc d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires : 1 <a<?2

¢) D'aprés le tableau des variations de pona:

*Vxe ]—@,O[u]a,+oo[; P(x)<0
*Vxe]O,a[;gp(x)>0

2

2°/ a) * La fonction x > est continue sur R” comme quotient de deux

e’ —1

fonctions continues sur R”
* Etudions la continuité de f en 0
2 X
., . X . 1 . e -
*lim f(x)= lim = lim x.— =0.1=0 car lim
x—0 =0t 1 w0 oY -0  x

1:]

X
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donc lim f'(x) = f(0) ce qui entraine que f est continue en O et par suite fest
x—0 .

continue sur R.

2
X

b) La fonction x> est dérivable sur R" comme quotient de deux

et -1
fonctions dérivables sur R’.

* Etudions la dérivabilité de f en 0

x2

— X
lim LSO iy ety i L1y
x>0 x -0 x | x>0 ¥ |

x
donc fest dérivable en 0 et £'(0) = 1 et par conséquent fest dérivable sur R.

*f,(x)=2x(ex—l)—exx2 :ihex—2—xex]: x@(x)

(ex _1)2 (e.\‘ _1)2 (e.\’ _1)2
cona: gp(a)=0= e’2-a)-2=0 = & =22
-a
a2 a>
or fla)= dot f(a)=——=0a(2-a)
e -2 2 1
2-a

d) Le signe de f'(x) est celui de x¢(x).

X o O a +00
@(x) - p * D -
X - P o+ +
P+ 0+ D

(-
£ /O'a“)\

—00 0

* lim f(x)= lim =-—o0 car lim e =0
X—>-n X=>- ot ] X->—00

S
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. . x .
* im f(x)= lim ——=lim
X+ x40 o ] xo4m of 1
7T Ty
¥ x?
X
x 2 xy)?
. e . e . e . ]
or lim —= lim|—| = lim =+ et lim —=0
X400y X—>+m| X X—>+0 X400 3~

L. | .
dou lim ———=0 donc lim f(x)=0
x>t oF 1 X+
—
PR
*Branche infinie au voisinage de - ©

. x . . ) .
lim ﬁ-—)— = lim ——— =+ donc la droite des ordonnées est une direction
X——0 X x>0 g% ]

asymptotique & . au voisinage de -

\ oA

A N
0.64 j 5

<R

i
i
i
|
~omAy
v

3°/ a) fest continue sur R et en particulier sur R. donc F est définie sur R,
b) fest continue sur R, donc F est dérivable sur R, et Vx € R, :
F'(x)=f(x)orsur R,; f(x)20 donc F est strictement croissante sur
[= [0,+oo[.
¢) F est continue et strictement croissante sur / donc F(/) est l'intervalle :

F()= [F(O),xl_if?w F(x)[ = [O,xl_i)xlqw F(x)[

{

4°/ a) La fonction 7 > 1%¢™ est continue sur R, donc G est définie sur R..

b) Intégrons par parties : J/‘[z e”'dt
Log?2



Problémes *348 ¢ 4% Math

[ ! —_ !
Posons {u 0)=e et {u(t) - d'ol

v(x) = P vi(x)=2¢t

_ 2 4 F g2 e
G(x)—[—t e },ﬁg2+2 40232 di=-x"e" +— (Log2) +2 111;2 dt

Faisons une intégration par parties pour : fte"’ dt

7082
Posons {u’ 0= e et {u(t) =—e”
v(t) =t vi()=1

dou [seta=[ae ]! [otammse v L poga-[e7],
L0g2 Log2 . Log2

0g

1 1
= —xe " +=Log2+—
2 "8

donc G(x)=-x"e™" +%(Log2)2 —2xe™" + Log2 —2e™" +1

=—e¢ (x* +2x+2)+1+ Log2 + %(Log2)2

*ona: lim—e ™ (x?+2x+2)= lim —x%e™ —2xe™ - 2¢”"

X—>+00 x>+
or lim =2¢ = lim -2¢¥ =0; lim —2xe™* = hm 2XeX =0
X+ X >~ X+ -0

2

Xy \2 ;
lim —x2e ™ = lim —xz[e 2] = lim ——4(Xe_‘\) -0 (Xz_%)

X—>+0G X—>+® X >+

donc lim —e™ (x2 + 2x + 2) =0 et par suite G(x) admet une limite en +e
X—>+00

quiest: 1+ Log2 + %(Log2)2

¢) Il suffit de montrer que Vi e [L0g2,+oo[: f@- 2t%e7 <0

2

i/ =1
¢ € ! (2-¢')dou
|

f@y=2te" =¢ (——1—-—23_') e (— 1-2)= :

e — e -

Vie|Log2,+0[ona f(r)<2t’e™
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*ona:Vie[Log2,+wf: f(t)<2%e™ donc Vx> Log2:

f(Hdt <2 FZe—’ =2G(x)

Log?2 Log2

* D'autre part en utilisant la relation de chasle sur les intégrales on obtient :
L0g2 '

F(x) = f F(0)di+ f f()di = F(Log2)+2G(x)
) log2

or G(x) admet une limite finie en +o0 donc il existe un réel & > 0 tel que

Vx € R, :2G(x) <k .l en résulte que :
*pour x<Log2; F(x)< F(Log2) (car F est croissante sur R,)

*pour x> Log2; F(x)< F(Log2)+k
Il suffit de prendre M = F(Log2) + k>0
dyonaVvxe R,: F(x)<Mdonc lim F(x)<M

X+

3x

B - 1°/a) Pour toutréel x>0leréel : e +e > +e~ "

+...t+e
est la somme de » premiers termes d'une suite géométrique de premier

termee™ " etderaison ¢ #1.

R B _ _ . 1_ eﬂL\‘ l"' e'—‘ﬂ.\'
donc e +e ™ 4o 4 L re =g —=—
1-e” e’ -1
—nx
dot ——=e +e M +e N+ e+
e’ -1 et -1

b) D'aprés le tableau des variations de fon a:
VxeR, 0L f()<a(R-a) = 0< f(H)e™ <a(2-a)e™

En intégrant sur [0, x]on obtient :

0< ff(t)e—n’ dt <a(2 - a)fe‘”’ d

- —nt x -nx —~nx
- e e -1 1-e™*
or '[e M= = =
-n | -n n

et par suite : 0 < ff(t)e"”’ dr <

<

de plus VxeR, : 1
n n

a(2 - a)
n

¢) Faisons une intégration par parties :
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~ni
' _ e
Posons {u 0= i et (U=~ P
t) =t ] _
W Vi(t) =2t
2 - 1" "
dou: I, (x)= [- ! } +2 j: re™" dt
0 n
~Hnt
' _=n e
Posons {u ()=e et (U=~ .
=1
V() V(D=1

¥ -nx
’ « (-
d'ou : fte‘”’dt={~te ] +l£e "= -2 ——,[e ”}Q
0

n n n n-
—hXx
xe | B :
= - Z (e )
n n-
2 -nx nx
x‘e 2xe” _
donc / (x)——-—————j—— (™™ 1)
n n- n°

—hx

2
=-— (nzx +2nx+2)——
n n

—nx

d)Ona: lim (W*x* +2mx +2) =
X400 gt

= lim —l—( —(*x)e™™ + 2(mx)e™™ +2¢™™)=0 car:

X—>+c0 n

-nx 2

* 13 2.2\ ~nx _ : Ty _ _ —nx

lim (n“x")e”" =lim | nxe = lim (-2Xe" ) =0 (X=—)

X—>+0 X—>+n) X400 2

* lim —2(nx)e™ = lim 2Xe” =0 dou lim /, (x)=-2T
X+ X300 X=>+0D "

2°/ a) d'aprés B- 1°/a)ona V¢ >0 ;

Lyt

1 —t
e -1 = e—l P e’ —1

—nl 2 n 2 _-nt
t

f(l) th —kt +f(t)e_'"
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Cetteégalité reste vraie pour r=0 donc Ve e R, f(1) = Z ek 4 f(He™
k=t

= F(x)= 1,(x)+ [ F()e™ dt ce qui donne que
k=1
VxeR, ona: i]k (x) = F(x)— f FO)e™ dt
k=1

n
*VYxeR, ona: H,,(x)zF(x)ﬂZIk(x) or on a montré que
k=1

X—>+00

lim F(x)=L et llm I (x)= —kz— donc H,(x)admet une limite /,, lorsque

h
2
x tend vers +oo vérifiant: [ =L - Y =
. 1 1
dou L1, =2(+—+...+—3)
2

b) D'apres B- 1°/ b) pour chaque entier n=1ona:

VxeR, 0<_[f(t)e‘"’dt<( a) o<H(x)<___"(2“’)
n n

. 2-a . u .
d'ou 0< Xl_lgl H,(x)< ﬂ(—n——) ce qui entraine que pour chaque entier »>1
o0

8279 o fim 422D g gon fim 1, =0

n n+w n N> 4o

ona: 0</, <
¢) On vient de montrer que

. 1 | 1
VneN ; L-1, =2(l+2—3+ ..... +'~13~) =U, =—2—(L—l,,) or

lim /, =0d'ol lim U, =-;—L=L’ = 1=2L.

N—>+w0 n—r+w0
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