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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Tome 2 . Suites Numiérigues

e Montrer une limite par la définition

e Monotonie d’une suite numérique

e Les suites arithmétiques

e Les suites géométriques

e Les suites récurrentes

e Les suites adjacentes

e Le raisonnement par récurrence

e Manipuler des sommes finies et infinies
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1 : Préeface

Ce livre est un support d'exercices corrigées concu en
faveur des éleves de la 2eme année Bac SM du Maroc.
J'ai y classé 101 exercices pour la lecon infitulée suites
numeériques. Les exercices proposés sont riches, variés et
contiennent tout type de questions. C'est une plate-forme
de fravail pour les éleves qui auraient besoin d'un
supplément de soutien tres partficulier. dans ce cadre,
I'éleve est invité a choisir le type d'exercices Ia ou il se
sent faible et de prendre son temps pour renforcé ses
apprentissages. Mon objectif est d'aider ces éleves a
parvenir d un niveau qui leurs permetirait de passer les
devoirs, les examens et tout type de concours d'admission
pour les écoles supérieurs avec SUCCES.

Cette série confient entre aufre un rappel de cours, les
enoncés des exercices et les réeponses détfaillées qu'on
devrait lire attentivement et en profiter au maximum les
idées de résolution. J'aiy classé encore des moyens et des
méthodes hors programme juste pour élargir son équilibre
de connaissances. Sachez que, dans les concours
d'admission et méme dans les examens, la réponse finale
compte plus que Ila méthode suivie. La vitesse de
réalisation est aussi  importante  car  vous @ serez
cerfainement serrés par le temps. D'ailleurs les concours
sont formulés sous la forme de questions a choix multiple.
Bon courage a tout le monde et a bientét ©
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2: Meéthodologie du travail

o Considérer d’abord une séance d’exercice

comme un jeu, car Apprendre par le jeu est

le meilleur moyen existant de nos jours

e Choisir _le type d’exercices voulu

e Lisez la question et essayer de trouver Ia

réponse en 10 min _en consultant de temps a

autre le rappel de cours

e Consulter ma réponse sur ce livre

e Notez les lacunes et difficultés rencontrées

e Retourner pour refaire l’exercice a nouveau

e Passer a un autre exercice
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3: Rappel de cours

Outil N°1 :

Suite majorée ou minorée :

e Si (u,), est croissante et majorée
c-a-d (u, <M) Alors (u,), est
convergente vers un leR

e Si  (u,), est décroissante et
minorée c-a-d (u, =m) Alors (u,),
est convergente vers un leR

croissante et non
limnoo (un) =+

e Si (u,), est
majorée Alors

e Si (u,), est décroissante et non

minorée Alors lim, (u,) = —

Outil N° 2 :
Monotonie d’'une suite numérique :
(vneN) ; u,yq =u, <

(vneN) ; u,y1 <u, &
(VneN) ; upy =u, <

(un)neN est 7
(un)neN est
(U, ),en €St cte

Outil N° 3 : Suite arithmétique :

S Uy =u, +r o ; reR
S u,=u,+(m—p)r ; peN

n—p+1

Su, +ortu, = (T) (up +un) ; PEN

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Outil N° 7 :

Outil N° 4 : Suite géométrique :

S U =qu, ; qeR”
S U, = U, Xq"P n=p
1— qn—p+1

<:)up+---+un=<ﬁ>up ;o n=2p

Outil N°5 :

Limite d’'une suite par définition :

lim(u,) = +o
noo

& (VA>0)@NeN)(vn=N) : u, > A

lim(u,) = —o
noo

& (VA>0)@NeN)(vn=N) : u, <-A

lim(u,) =1leR
noo

< (Ve >0)(@NeN) (Vvn=N) :|u, -1l <e

Outil N° 6 :

La suite (n%),.n ; a€eQ”

B >0 = Ilimn%) =+
noo

B a<0 = limn% =0
noo

'unicité de la limite :

La limite d’'une suite numérique, quand
elle existe, est unique.
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Outil N° 8 : convergente » bornée

lim(u,) =1leR

= (AMeR") (VneN) : |u,| <M

Outil N° 9 : limites et ordre :

u, < v,
| =

lim(u,) = +oo lim(uy) = +oo

= lim(u,) = —o

v, S U, <w, .
- {131&1(%) = lim(w,) =1 = mQu) =1

u, < v,
lim(u,) =1

lim(v,) =1

Outil N° 10 : limite de (¢™),en

m si g>1 Alors lim(q") =+»
noo
m si g=1 Alors lim(@@") =1
noo
B si —1<g<1 Alors lim(g")=0
noo

m si g <—1 Alors lim(q") = n existe pas
noo

Outil N° 11 : Lasuite u,,; = f(u,):

Upy1 = f(un) !
f continue sur I € R
fhcl; ugel
lrilg)l(un) =lel

= f()=1

Outil N° 12 :

La suite récurrente v, = f(u,) :

v, = f(u,)
fconti enl | = lim flu,) =f (1im(un))
L= lim(u,) " "

Outil N° 13 : suites adjacentes :

(u,) est 2
(v,) est N
lim(u, —v,) =0
noo

(Up)n et (v)y
sont adjacentes

(un)n et (vn)n
sont adjacentes

lim(u,) = lim(v,) =1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



4 : Série

Exercice N° 1 :

Soit (u,), la suite définie par:

4u, — 9
U1 = u—_z ; VneN
n
Uy = 5
0 ! VneN
v, = ;
npose n w, — 3 ne

1) Montrer que : VneN ; wu, >3
2) Montrer que (u,) est décroissante.
3) En déduire que : VneN; 3<u, <5
4) Montrer que (v,), est arithmétique.
5) Ecrire v, puis u, en fonctionde n
6) Calculer: § =v; + v, + -+ vy0

Exercice N° 2 :

Soit (u,), la suite définie par:

U1 =3 — ; VneN

4u,

u0=3

1) Calculer u,
2) Montrer que : VneN ; u, ¢§
3) Etudier la monotonie de (u,)nen

2
4) On pose v, =—— ; VneN
" 2u, -3
3n+6
Montrer que : VneN ; u, = I

6) Calculer en fonction de n la somme :

S, = ! + ! 4t !
" 2uy—3 2u;—3 2u, — 3

d’exercices

Exercice N° 3 :

Soit (u,), la suite définie par:

1 5
Uy = §un + 3 ; VneN
Uy = 1
5
Onpose v, =u, — 5 VneN

1) calculer les termes: u; ; vy ; vq
2) Montrer que : VneN ; wu, <§

3) Etudier la monotonie de (u,)nen

4) Montrer que (v,), est géométrique.
5) Ecrire v, puis u, en fonctionde n

6) Calculer en fonction de n les sommes :

| Sn =Uo+v1+"'+vn

mJ=utu +-+u,
7) Calculer la limite : lim(S,)
noo

Exercice N° 4 :

Soit (u,), la suite définie par:

_ 3u, +2

u =— VneN
Tl+1 un+2

uo = 1
1) Montrer que : vVneN ; 0<wu, <2

. _ (1+un)(2_un)
2) Mq P Up4r — Uy = (2+un)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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3) En déduire la monotonie de (u,),

Et que : VneN 1<u,<?2
u, +1

4) On pose v, = ; VneN
u, — 2

Montrer que (v,), est géométrique.

5) Ecrire v, en fonction de n

4n+1 -1
6) dédui VneN ; S —
) déduire ne U, 172 x4
7) Calculer en fonction de n la somme :
k=n
Sn = Uy
k=2

Exercice N°5 :

Soit (u,), la suite définie par:
Ui =+/12+u, ; VneN
Uy = 0

1) Montrer que : vneN* ; 3<u, <4
2) Mq: VneN ; (4= 1) <5 (4—u,)

; . 1 n—1
3) En déduire: YneN* ; 4 —u, < (Z)

4) Déterminer la limite de la suite (u,)

Exercice N° 6 :

Soit (u,), la suite définie par:

Tt | s vneN
Upyg =——=—+cos|— | ; Vne
T g4 2u, U,
Uy = 2T
2
T¢ m
1) Mq: VneN : =3 [2n] et u, >0

n

1
2) Mq la suite (v,) = (u—) est artithméique
n

3) En déduire u, en fonction de n
4) Déterminer lim(u,)
noo

Exercice N° 7 :

Soit (u,), la suite définie par:

{unﬂ =u,+n’-n ; VneN

u0=_2

1) Montrer que : vn>3 ; u,>n
2) En déduire la limite lim(u,)
noo

3) Ecrire u, en fonction de n
On pourra utiliser les somme suivants :

= nn+1) = , nn+1)(2n+1)
z k=S e Z K2 =
k=1 k=1

6

Exercice N° 8 :

Soit (u,), la suite définie par:
Uy =2u, +1—n ; VneN

1) soit uy, = 0, Calculer les six premiers
termes de la suite (u,).
2) conjecturer une formule donnant
I'expression de u, en fonction de n.
3) Démontrer cette formule par récurrence
4) Soit uy =1, Montrer que :

vneN ; wu,=2"+n

Exercice N° 9 :

Soit (v,), la suite définie par:
Vni1 =+/2+7v, ; VneN
170 = 1
1) Montrer que : vneN ; 0<v, <2

2) Montrer que (v,) est croissante.
3) Déterminer la limite : lim(v,)
noo

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Exercice N° 10 :

Soit (u,), la suite définie par:

tn vneN
Upyp = ; ne
n+1 un +1
Uy = 1
1
On pose v, = o ; VneN

n
1) Calculer uy ; uy, ; uz ; vg; vy ; U3
2) Montrer que (v,) est arithmétique
3) Ecrire u, et v, en fonctionde n
4) Déterminer la monotonie de (u,),
5) Calculer lrilgl(un) et lrilgl(vn)

Exercice N° 11 :

Soit (u,), la suite définie par:

8(u, — 1)
Uy = —unn+ > ; VneN
Uy = 3
1) Montrer que : VneN ; 2<u, <4

2) Etudier la monotonie de (u,) .
3) En déduire: vneN ; 3<u, <4

4
4) Mq: VneN ; (4—u,4q) S§(4—un)

4_ n
5) déduire : VneN ; 4—u, < (E)

6) Calculer la limite lim(u,)

Exercice N° 12 :

Soit (u,), la suite définie par:

1 1 <3)" meN
4 ; ne

3 n
On pose v, =u, — (Z) ; VneN

1) Montrer que (v,), est géométrique.

" /3\"
2) Déduire : VneN ; =(_) (_)
) Déduire ne Uy, 2 + 2
3) Calculer en fonction de n la somme :
5n=u0+u1+"-+un

4) Calculer la limite lim(u,)

Exercice N° 13 :

Soit (u,), la suite définie par:

3 1
Uy = Eu” - Eu”_l ; VneN

ug=1 et u =4

On pose v, =u,,1—Uu, ; VneN
1) Montrer que (v,) est géométrique
2) Donner v, en fonction de n
3) Calculer la somme suivante :
Sy =vptvi+-+v,
3
Zn—l

4) Déduire que : VneN ; u, =7 —

5) Calculer la limite lim(u,)
noo

Exercice N° 14 :

On considere la fonction numérique
définie par :

o) = 2x +7
1) Donner le tableau de variations de f
2) Soit (u,) la suite numérique définie :

{unH:f(un) ; VneN

u0=1

Montrer que : VneN ; %S u, <1
3) Etudier la monotonie de la suite (u,)

1 1 1
4) Mq : VneN ; (un+1 _E) Sg(un —§>

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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3n+1

1 /1
5) Déduire : VneN ; 0 <u, — > < (E)

6) Calculer la limite lim(u,)

Exercice N° 15 :

Soit (u,), la suite définie par:

(

1 U1 = | (Uy)? +—(n+ 12 ; VneN
kuO =1
1) Montrer que : vneN ; u, >0

2) Montrer que (u,) est croissante

k=n
1
3) Onpose vneN* ; v, = =
k=1
1
Montrer que vneN* ; v, <2-— -

4) Montrer que : VneN* :
5) Déduire : VneN ; u, <3

Et que (u,) est convergente.
6) Montrer que : Vk >3 ; 2K+1 > (k + 1)2
7) En déduire que:

1
(U41)* — (W)? = kT

8) En déduire encore que :

Vk >3 ;

179
— <lim(u,) <3
72 noo

Exercice N° 16 :

Soit (u,), la suite définie par:

2 8
un+1=§un—n—§ ; VneN
u0=2

1) On pose : v, =u, +an—1 ; Zzgg

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Déterminer la valeur du paramétre «a
pour que (v,) soit géométrique.

Pour tout ce qui suit on travaille avec
la valeur de «a retrouvée dans la 1°° Ques

2) Calculer v, et u, en fonction de n
3) Exprimer S, =vy+v+ -+,

En fonction de n
4) Calculer la limite 171{.13(5,,)

5) Exprimer T, =uy+u; + - +u,
En fonction de n

Exercice N° 17 :

Soit (u,), la suite définie par:
1 2
Uy = E(l +u,) ; VneN
Uy = 2

1) Montrer que la suite (u,) est croissante

5
2) Montrer que : VYneN ; u,,; —u, ZE
L 5n
3) Déduire que : VYneN ; u, =2 +7
4) Déterminer la suite lim(u,)
noo
Exercice N° 18 :
Soit (u,), la suite définie par:
Upyp1 = Eu,zl+1 ; VneN
uo = 2

On pose v, = (u,)* —2 ; VneN

1) Montrer que (v,) est géométrique
2) Calculer u, en fonction de n

3) On pose : S, =ud +ué+--+u?
On pose encore: T, = vy X vy X - X 1,
Calculer 8, et 7,, en fonction de n

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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4) Calculer les limites lim(u,) ; lim(7,)

Exercice N° 19 :

Soit aeN tel que a>1
Soient les suites (u,) et (v,) définies :

2u, v
Uy = — " % : vneN
u, +v,
Uy = 1
u, +v
Vpyl = % ; VneN
Vg =a
1) Montrerque : vneN ; 0<u, <v,

2) Montrer que la suite (u,) est croissante
et que (v,) est décroissante
1
3) Mg : 0< (W41 —Upyq) < E(v” —u,)
4) En déduire que :
a—1
2n
5) Montrer que: VneN ; u, v, =a
6) Montrer que: VneN ; u, <+a <,

VneN ;

0<v,—u, <

Exercice N° 20 :

Soit (u,), la suite définie par:

3
u B y——— ; VneN
n+1 ;—6 — (un)z
Uy = 0

1) Montrer que : VneN ; 0<u, <+3

2) Montrer que (u,) est strictement /2

()

3= (u,)?
Montrer que (v,) est arithmétique

4) Exprimer les termes généraux u, et v,
en fonctionde neN

5) En déduire la limite lrilgl(un)

3) On pose YneN ; v,

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 21 :

Soit (u,), la suite définie par:

( 1+ u?
! Unt = T vneN
n
L 1
u0—2
1) Montrer que: VvneN ; 0<u,<1

2
2) Mq : VneN ; (1 —1u,q) Sg(l—un)
n

1,2
3) Déduire: VneN ; (1—-u,) < E<§)

4) Déduire la limite : lim(u,)

Exercice N° 22 :

Soit (u,), la suite définie par:

y =l(u +£) . VneN
n+1 ) n u, ’ a>0
u0>0
(uy — a)?
1) Mq : VneN ; (un+1)2—a=i}T
n
et u, >+Va

2y Mg : n=21 = {

et (Uy)peny €St N
3) En déduire que lim(u,) =+Va
noo

4) uig-—a= (un+1 - \/a)(un+1 - \/E)

Utiliser cette identité pour déterminer
une majoration de (u,y; —+Va) en
fonction de (u, —+a).
5) soient u; —vVa<k et n=1.

Zn—l

k
Montrer que : u, —Vva < 2va <—)
q e

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Exercice N° 23 :

Soit (u,), la suite définie par:

_3n—2
Y an1

VneN

1) Montrer que (u,) est majorée par %

2) montrer que (u,) est minorée par —2
3) Calculer la limite lim(u,)
noo

Exercice N° 24 :

Soit (v,), la suite définie par:

v,=n>—-2n+3 ; VneN

1) Montrer que (v,) est minorée par 2
2) Montrer que (v,) n’est pas maojorée

vn
3) Calculer lim(v,) ; lim(ﬁ)

Exercice N° 25 :

Soient (v,), et (w,), les suites définies
par :

(m=a-o" 5 oy
k=n
=
k=0

1) Montrer que les suites (v,) et (w,)
Convergent et calculer leurs limites.
2) Soit (u,) la suite définie par:

vﬂ.
Uy =U, +— ; VneN

n

u0>0

Montrer que : VneN ; u, >0

3) Montrer que (u,) est strictement /2

1
vneN ; u, <ug+—
aug

5) En déduire que (u,) est convergente

4) Montrer que :

Exercice N° 26 :

Soit (u,), la suite définie par:

Uy = Eu" +1 ; VneN
Uy = 1

1) Montrer que VneN ; 1<u, <2
2) Déterminer la limite : lim(u,)
noo

Exercice N° 27 :

Soit (u,), la suite définie par:

Upy1 = 3u, +4" ; VneN
u, = 5
1) Calculer les termes : u, et u,
2) On pose : v, =4u, —u,,; ; VneN

Montrer que: VvneN ; v, =u, —4"
3) Montrer que (v,) est géométrique.
4) Exprimer v, puisu, en fonction de n
5) Calculer : lrilgl(un) et lrilgl(vn)

Exercice N° 28 :

Soit (u,), la suite définie par:

1
Uy = 1—6(1 +4u, +./1+ 24un) ; VneN

u1=1

v, =+/1+24u, ; VneN~
1) Mg : VneN' ; (041 —3) =5, —3)
2) Calculer u, en fonction de ne N*
3) Déterminer la limite lim(u,,)
noo

On pose

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
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Exercice N° 29 :

Soient (u,) ; (v,) ; (w,) Iles suites
définies ainsi :
( ! VneN
u, = ; ne
" \2+n
Y 3n+1
v, = ;. VneN\{1
\w, = nvn ; VneN
Montrer en utilisant la définition d’une

limite d’'une suite numérique que :

I{Et

lim(u,) =0

noo

Et lim(v,) =3
noo

| Et lim(w,) = +oo

Exercice N° 30 :

Calculer chacune des limites suivantes :

1) Montrer que : VneN 3<u, <4
2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
Puis en déduire qu’elle est convergente

3)Mg : vVneN ; (4—u,4q1) < %(4 —u,)

24\"
4) En déduire : VneN ; (4—u,) < (ﬁ)
Puis déterminer la limite lim(u,)
noo
u, —4
5) On pose v, = T ; VneN

Montrer que la suite (v,) est géométrique
6) Exprimer v, et u, en fonction de n
7) Déterminer lim(u,) a nouveau
noo
8) Exprimer S, =vy+vi+--+v,_1 €n
fonction de ne N~

9) En déduire la limite lim(S,,)

Exercice N° 32 :

1) Vxe€l0,1[ ; Calculer les limites

k=n
lim <z xk> ;

k=0

2) Calculer les limites suivantes :

1) lim (n® —5n% —6n+7)
" RS LRy U4+ nl
(L) (Lt
~ (3n?-5n+2 neo n! no \ (n+ 1)!
2) lim
neo 4 —n’ : . e
3) soit (u,) une suite bornée vérifiant :
vneN* ; 2u, <u, {+u et uy =u
. 3/3_—_ , n = Yn-1 n+1 1 = %o
3) lrllgl ( n'—n+4 n) Montrer que lim(u,4; —u,) =0
noo
. 2 _ _ 3
) lﬁg} (n n \/H-Fl) Exercice N° 33 :
2 -1
>) lﬁg} <n3 —ns > Soit (u,) une suite positive vérifiant
pour tout neN ; u, Szin on pose :
Exercice N° 31 :
. . s . k=n
Soit (u,), la suite définie par: vneN s =Ny,
n — k
k=
8(u, — 1) 0
Uy = T2 ; VneN
=3 Un + Montrer que la suite (S,,) est convergente
0=
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Exercice N° 34 :

Soit (8,),>1 la suite définie ainsi :

k+1 1 -1 n+1
Z LA Y G Vil
2 n
a, =§
On note vn>1 ; nT Tn
bn =$2n+1

1) Mg (a,).>1 et (b,),>1 sont adjacentes
2) Conclure sur la nature de (S,)n>1

Exercice N° 35 :

Soit (u,),>; la suite définie par :

1
—1+—+ T+ —
V2

Vn

MII

k=1

1) montrer que : VneN* ; u, >+/n
2) Préciser la limite de (U,),>

Exercice N° 36 :

=n
Soit P,(x)=—-1+ z x* 5 neN"\{1}
k=1

1) Montrer que le polynbme P,(x) admet

une racine unique a, €10,1] .

2) Etudier la monotonie de (a,),; -
(a,)n>; est-elle convergent ?

3) Donner la valeur exacte de «a, .

x"—2x +1
4)y Mg : Vx+1 ; Pn(x)— o
5) Déduire : vn =2 ; (a,)"™!' —2a, +1=0

6) Mg Vx>2; 0<2a,—1<a,
7) En déduire lim(a,)
noo

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist .
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

it’s not about intelligence it's about

Exercice N° 37 :

Soit (u,) la suite définie par:
2n+ 3
n+1

;. VneN

Un

=2+

1) Montrer que : VneN : u,

n+1
2) Montrer que la suite (u,) est bornée

3) Etudier la monotonie de (u,)
4) Calculer : lim(u,)

Exercice N° 38 :

Soit (u,) la suite définie par:
vneN* ; =Vn+1—-+vn
1) Mg (u,),.n+ €st bornée par 0 et %
2) Etudier la monotonie de (u,)n*
3) Déterminer la limite lrilgl(un)

Exercice N° 39 :

Soit (u,), la suite définie par:

Uy =4—— ; VneN
n
Uy = 6
1) Montrer que : VneN ; wu, >3

2) Montrer que (u,) est strictement \
3) En déduire que (u,) est majorée
4) Montrer que (u,) est convergente
5) Déterminer la limite : lggl(un)

Exercice N° 40 :

Soit (u,), la suite définie par:
Uy =6+ Ju, ; VneN
Uy = 4

1) Montrer que (u,) est majorée par 9
et minorée par 1/4

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
3) Montrer que lim(u,) =9
noo

Exercice N° 41 :

Soit (u,), la suite définie par:

( nu, + 1
M =Ty 0 Ve
1
U ==
L 72
1) Montrer que : vn>1 ; O0<u,<1

2) Etudier la monotonie de (u,),>
Upy1 — 1 _ n
Tn4+1

3) Mg vn=>1 ;

u, — 1
4) Calculer la limite lim(u,)
noo

Exercice N° 42 :

Soit (u,),.n+ la suite définie par:

3
Upyy = W,)?+-u, ; VneN*

4

u ==

5

1) Montrer que : VvneN* ; 0<u, <i

2) Etudier la monotonie de (u,),>
3) Déterminer la limite lim(u,)
noo

Exercice N° 43 :

Soit (u,),.y la suite définie par:

( u,)?
1 Uppq = ( g) +2 ; VneN
kuO =2

1) Montrer que : VneN ; wu, >+/3

2) Etudier la monotonie de (u,),>0
3) Déterminer la limite lim(u,)
noo

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 44 :

Soit (u,),.y la suite définie par :

Upy1 =+/2+u, ; VneN
Uy = 1
1) Montrer que : vneN ; 1<u,<?2

2) Etudier la monotonie de (u,),o

1
3) Mg VneN ; 0<2—u, SE(Z—Un)

1

4) En déduire : Sz—n

vneN ; 0<2—u,

5) Déterminer la limite lim(u,)
noo

Exercice N° 45 :

Soit (u,).n* la suite définie par:

3uZ + 2

u =— VneN~*
T3, 4+ 1
u1 == 1

3u,
- 2 —
1430, 27t

2) Montrer que : VneN* ; 0<u, <2
3u,
1+ 3u,

D Mg: 2-upyy =

3) Montrer que : VneN" ;

< 6
7
n—1

4) Déduire : VneN* ; 0< 2 —u, < (7)

5) En déduire la limite : lim(u,)

Exercice N° 46 :

Soit (u, ),y la suite définie par :

k=n
1
= E ————  ;  VneN*
- k—lk(k+1) ’ ne

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

15

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

1) calculer les termes: u;; uy; us; uy
1 1 1

kk+1) k k+1
3) Donner une expression simple de u,
4) Calculer la limite : lim(u,)

2) Vérifier que :

Exercice N° 47 :

Soit (u, ),y la suite définie par:

un=\/2n+1—2 n(n+1) ; VneN

k=n
On pose : §, = Z U, ; VneN
k=0

1) simplifier I'expression de S,
2) En déduire la limite : 1lim(S,)

3) Calculer la limite lim(u,,)

Exercice N° 48 :

Soit (u,)..n la suite définie par:
u, =—-2n*+3 ; VneN

1) Etudier la monotonie de la suite (u,)
2) Calculer la limite lim(u,,)
noo

Exercice N° 49 :

Soit (u,),.y la suite définie par:

k=
"1 1 1 )
u”:ZE:1+§+m+E ; VneN
k=1
1) Calculer les termes : u; ; u, ; us

2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
k=n

k-1
3) Mgq: VneN* ; u, =n—Z<T>
k=2
k=n
4) Mg VneN*; S, =zuk =m+1Du, —n
k=1

Exercice N° 50

Soit (u,),.y la suite définie par:

2u, VneN
u =— ; ne
{ n+1 1+ (un)z
72
1) Calculer les termes : u; ; u,
2) Montrer que : vneN ; 0<u, <1

3) Montrer que (u,),.n €st strictement ~

4) Déduire : vneN ; u, _%

5) Déterminer la limite : lim(u,)
noo

Exercice N° 51 :

Soit (u,).n+ la suite définie par:

371
=

VneN*

1) Exprimer en fonction de n

n

et 1

2) Comparer
n

Puis en déduire la monotonie de (u,),.n*
3) Montrer que : vYn>2 ; 3" >n?
4) Déterminer la limite lim(u,)

noo

Exercice N° 52 :

Soit (u,),.y la suite définie par:

{un” =2Uu,,1—Uu, ; VneN
Uy = 1 ; u, = 3
On pose Vp = Upyq — Uy

1) Montrer que (v,) est constante

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

2) En déduire que (u,),.n €St croissante
3) Calculer la limite lim(u,,)

Exercice N° 53 :

Calculer chacune des limites suivantes :

01 3n? — 6n*
) new \ 2n2 + 5
2) lim (Arctan(n +1) - Arctan(n))
3) lim (Vn+1-Vn—1)
oo 2 —8n? + 5n3

) nen 7n3 — 3
5) lim Arctan( Vn+6 )
6) lim(\/n2+n—1—n)

noo

Exercice N° 54 :

Soit (u,),.n+ la suite définie par:

cos(3n) VneN®
U, =—— ne
n \/ﬁ
1) Vérifi VneN* lu, | < !
érifier que : Vne o u,| £ —=
q n \/ﬁ
2) En déduire la limite lim(u,)
noo

Exercice N° 55 :

Calculer chacune des limites suivantes :

n () +6)

n

n

) 6

2) lim

3)

n

4 lim (g) — (2021)"

5) lim (V2" - V2")

2n+1 + 3n+1
< 32n—1 )

Exercice N° 56 :

6) lim

noo

Soit (u,),.n la suite définie par:

Vn

nr(or e

u, =3+

\/ﬁ< 3 Vn
n+1_un “n-1

2) En déduire la limite

1) Mg : Vvn>2 ;

lim(u,,)

Exercice N° 57 :

Dans chacun des cas ci-dessous,
Montrer que les suites (u,) et (v,) sont
deux suites adjacentes :

_ 2n 1
1) u"_n+2 ; vn—2+a
k=n 1
2) u, = F ; Uy, = U, +m
k=1
n—1 1 1
3) u, = kz_l—kz(k MDY ;o Uy = U, +W

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Exercice N° 58

Soit (u,),.y la suite définie par :

Upip = 7Upy; +8u, ; VneN
Uy = 0 ; Uy = 2
On pose vneN ; S, =u,, tu,

1) Montrer que (S,).n €St géométrique
puis exprimer §, en fonction de neN

2) On pose : VvVneN ; v, =(-1)"u,

Et on pose : VneN ; w, =v,,1 — 1,

Exprimer w, en fonction de §,
i=n—1

3) Calculer w; en fonction de n

i=0

4) Déduire u, et v, en fonction de n
e . . B . . uTl

5) Déterminer la limite : l%gl (2”)

Exercice N° 59 :

Soit (u, ),y la suite définie par:

U, =1+ ; VneN

1+u,

u0=1

1) Calculer les termes : u; ; uy ; us

2) Montrer que : VneN ; 1<u, g%

1
3) Mg VneN* ; |u,.1 —u,| < Zlun — Uy _q]

4) Onpose VneN ; a, =uy, et B, = Uyt

vérifier que : VYneN ; f, =1+

1+a,
5) Montrer que: VneN ; a, <pB,
6) Montrer que (a,) est croissante
et montrer que (B,) est décroissante.
7) Montrer que les suites (a,) et (B,)
Convergent vers la méme limite.

1
8) Mq : VneN ; |un+1—\/§| Sz|un—\/§|

9) En déduire la limite lim(u,,)

Exercice N° 60 :

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Soit (u,),.y la suite définie par:

3u, +5 vneN
u = ; ne
n+1 un+3
u0=—2

1) Montrer que : VneN ; u, <5

2) Montrer que (u,),s; €st croissante

3) En déduire que (u,) est convergente
Puis déterminer sa limite

Exercice N° 61 :

Soit (u,),.n+ la suite définie par:

k=n 1
u, = z w2 ; VneN”
k=1

1) Etudier la monotonie de la suite (u,)
2) veérifier que Vk>2 on ait :

11 1 11 1
kk—1) k-1 k & ¥ k-1 «k

1
3) Déduire vneN* ; O<un<2—£

4) Montrer que (u,),>; €st convergente

Exercice N° 62 :

Soit (u,),.n la suite définie par:

( 1+u,
{ Upyq = > ; VneN
\ uo € [0,1]

1) Montrer que : vneN ; 0<u, <1
2) Montrer que (u,) est convergente
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Uy =cos ; Oe¢ [O,g]

0
u, = cos (2—n>

5) En déduire la limite de la suite (u,)

3) On pose

Montrer que

Exercice N° 63 :

1) Montrer, par une méthode autre que
la définition, les limites suivantes :

I (sin1+sin2+~-'+sinn>
m lim =
noo m/n
I (cosl + cos2 + -+ cosn)
m lim =
noo nvn

2) soient (U,)nen €t (V) en deux suites

réelles strictement monotones et telles

que : VneN ; 0<u, <2 et 0<v, <3
On suppose que 13121(% ‘v,) =6

Que peut-on dire des suites (u,) et (v,) ?

3) soient (u,),.ny et (v,),ny deux suites
réelles positives telles que :

lim (u2 +u, v, +v2) =0

noo
Montrer que lim(u,) = lim(v,) =0
noo noo

Exercice N° 64 :

Soit (u,).y la suite définie par:

U
U1 = m ; VneN
1
Ug=a € ]O'Z[

1) Montrer que : VneN ; 0<u, <i

2) Montrer que (u,),.ny €st décroissante
3) En déduire que la suite (u,),.n €st
convergente et que lim(u,) =0

k=n
4) On pose : VneN ; §, = Z(—l)k Uy
k=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

onpose : VneN ; v, =38,, et w, = Sy,41
Montrer que (v,) et (w,) sont adjacentes
On pose alors lim(v,) = lim(w,) =1
noo noo
2

vneN ; u,4q S;un

6) Déduire alors le résultat suivant :

5) Montrer que :

k=2n k

vneN ; |§,—v,|<a z (—)
k=n+1

7) En déduire que lim(s,) =1

On pourra remarquer que .
|Sn - ll < |'Sn _Unl + |vn - ll

Exercice N° 65 :

Calculer chacune des limites suivantes :

3 n
1) lim (Z) -sinn

noo

1
2) lim ————
) neo. n(3 — sinn)

] n—sinn
5 (20
noo \n+sinn

4) l;g)l (n+1—-sin(2n))

5 lim (7o)

6) lim (2(=1)" + 4n% + 3)

Exercice N° 66 :

Soit (u,),.n+ la suite définie par:

=~
Il
3

VneN*

nz+k ’

=~
I
_
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<u, < "
1o St
2) En déduire la limite lim(u,,)
noo

1) Mq : VneN* ;

Exercice N° 67 :

Soit f la fonction définie sur I =[0,:| par:

f(x) = x? +%x

1) Déterminer f(I)
2) soit (u,) la suite numérique définie :

Uy = f(uw,) ; VneN
1
Uy ==
75
1
Montrer que : VneN ; 0<u, < )

3) Etudier la monotonie de la suite (u,),
4) En déduire que (u,) est convergente
5) Calculer la limite lim(u,)

noo

Exercice N° 68 :

Soit (u, ),y la suite définie par :

Upyy = U, + (W,)?> ; VneN

u0=1

1) Montrer que (u,),.y €St croissante
2) Montrer par I'absurde que la suite (u,)
n‘est pas majorée

3) Déterminer la limite : lim(u,)

noo
Exercice N° 69 :
1) Montrer que : VneN* ; 2">n+1

2) on considere les suites définies par:

k=n 1
[} u"=Zk-2k ;. VneN*
k=1

+1 1
m v, =u,+——
n "'n n-2n

;. VneN*

Montrer que les suites (u,),>1 et (V)1
convergent et ont la méme limite.

Exercice N° 70 :

Soit (u,),.n+ la suite définie par:

u, = o ;. VneN*
, , , ., . Up41
1) Déterminer la limite llm< )
noo u‘l’l
2) En déduire que:
u 3
dngeN ; Vn=ng ntl < Z
U, 4
3 n—nmo
3) Mg : VYn=n, ; unS(Z> U,
4) Déterminer la limite lTilgl(un)

Exercice N° 71 :

Pour n>=1 ; neN on pose :
k=n 1
m S, =) — mu,=2Vn-3§
n - \/E n n

k=1

B v, =2Vvn+1-3G,

1) Montrer que lim(S§,) = 4+
noo

2) Montrer que les suites (u,) et (v,)
Sont adjacentes de limite commune L >1

() (G
() (G

4) Déduire la valeur de la limite suivante

3) Calculer :

k=n
m b
1m —=
"°°\/ﬁk=1 n+k

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 72 :

SO|t (un)n21

k=n 1
u, = Z 3 ; VneN*
k=1

1) Montrer que (u,),>; est strictement ~

la suite définie par :

1
vneN* ; u,<2-—-—

n
3) En déduire que (u, ), est convergente

2) Montrer que :

Exercice N° 73 :

Soient (u,),.n et (v,),.n définies par:

k=n 1
B u, = (3—k) ;. VneN
k=0
k=n
k
[ ] vn=2(3—k) ; VneN
k=0

1) Montrer que : vneN ; 3v,.; =v, +u,
2) Montrer que: vneN ; v, <1

3) Montrer que (v,),.y €st convergente
4) Déterminer la limite : lggl(vn)

Exercice N° 74 :

Soit (u,) la suite numérique définie par :

2u, +1
Upy1 = m H VneN
1 _1++5
=3 o 477
1) Montrer que : vneN ; 1<u, <a

2) Montrer que la suite (u,) est 2
3) En déduire que (u,) est convergente
Et déterminer sa limite

Exercice N° 75 :

Soit (u,) la suite numérique définie par :

Uu 2
! Uyl = ( g) +2 VneN
Luo =2
1) Montrer que : VneN ; u, =3

2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
3) En déduire que (u,) est convergente
4) Déterminer la limite lim(u,)

noo

Exercice N° 76 :

Soit (u,) la suite numérique définie par :

,
31+ (u,)?
Uy = — 5 ; VneN
<
312
Uy = -
L 7

1) Montrer que : VneN ; wu, > %

Unp+1

u‘l’l
3) Montrer que la suite (u,) converge
7 1

vneN ; v, = §(un)3 -3

VneN ; <1

2) En déduire que :

4) On pose :

Montrer que (v,) est géométrique
5) Exprimer u, en fonction de n
6) Calculer la limite lim(u,,)
noo

Exercice N° 77 :

On considére la fonction f, définie par :

VneN*

L) =x34+nx—-1 ; VreR

1) Montrer que l'équation f,(x) =0
admet une solution unique x, €]0,1[
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2) Montrer que (x,),>; est strictement \
3) En déduire que (x,) est convergente

1
4) Montrer que : VneN* ; x, < -

5) Déterminer la limite lim(x,,)
noo

Exercice N° 78 :

Soit (u,),>; la suite définie par:

= 2u, + nt2 vn=>1
Up41 = £Uy Tl(Tl + 1) ’ n=
u = 1
1) Montrer que : VvneN* ; u, >1
2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
3) Soit v, =u, +; ; VneN”

Montrer que (v,),> €est géométrique
Exprimer u, en fonction de n

La suite (u,) converge-t-elle ?
k=n

4)

1
5) Montrer que Z u, = (2"t — ZE
k=1 k=1
6) Montrer que : VkeN* ; 2F> %
k=n
1
7) soit w, = Z( ) ; VneN”
et \Uj " Vg

Montrer que (w,),.n+ €St convergente

Exercice N° 79 :

Soit (u,),>; la suite définie par:
k=n
kz=1

1) Montrer que :

R VneN*

&=

1
vneN* ; uy, = > +u,

2) Montrer que (u,),>; est strictement
3) Montrer que lim(u,) = +
noo

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 80 :

Soit (u,),.y la suite définie par :

2 2
Uy = gun + 3 ; VneN
Uy = 1
On pose v, =2—u, ; VneN

1) Montrer que (v,) est géométrique
2) Déterminer v, et u, en fonction de n

3) Déterminer la limite lim(u )
4) On pose vneN ; Z
k=0
Exprimer §,, en fonction de n

5) Calculer la limite lim(S,,)
noo

Exercice N° 81 :

Soient (u,) et (v,) les suites définie par

i

U1 = /Uy " Uy ; VneN
[ | 4
LUy = aeRS
( u, +v
vn+1=u ; VneN
- 2
\ vy = 2a e R}
a+b
1) Mg : Va>0; vb>0 Vab <
<a+b<b
2) Mg : v(0<a<bh) a= -
a<vab<b
3) Montrer que vneN ; 0<u, <v,

4) Montrer que (u,) est 7 et (v,) est \
5) Montrer que les suites (u,) et (v,)
convergent vers la méme limite
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Exercice N° 82 :

Soit g la fonction définie sur I par :

x2—3x+6

— ;o Vxel =114

gx) =

1) Montrer que : Vxel ; g(x) =3
2) soit (u,) la suite définie par :

Up41 = g(un) ) VneN
Uy = 5
Montrer que vneN* ; u, =3

3) Montrer que (u,),.n+ €St décroissante
4) En déduire que (u,) est convergente
5) Calculer la limite lim(u,,)

noo

Exercice N° 83 :

Soit (u,),.y la suite définie par :

Uppr = 3f3u, +1-1 ; VneN
Uy = 1
1) Montrer que : VneN 0<u,<1

2) Etudier la monotonie de (u,)
3) En déduire que (u,) est convergente
4) En déduire la limite lim(u,)

noo

Exercice N° 84 :

On pose pour tout entier naturel n > 2:

k=n
1 1
u”=Z(k2_—1) et M=ttty
k=2

1) Montrer que (Uy)ps2 et (V)=
sont deux suites adjacentes

2) Que peut-on en conclure ?

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3) En remarquant que:

1 1/ 1 1
k2—1_§(k—1_k+1)
Donner une expression simplifiée de u,
4) En déduire la limite lrilgl(un)

Vk=>2 ;

Exercice N° 85 :

Soit (v,),> la suite définie par:

2+ (v,)?
Vny1 = Tnn ; VneN
Vo = 3
1) Montrer que : VneN ; v, >+2

2) Etudier la monotonie de la suite (v,)
3) déterminer la limite lim(v,)
noo

Exercice N° 86 :

Soit (u,).n la suite définie par:

7u, — 25
Uy = 2
1) Montrer que vneN ; wu, #5
1
2) Soit vneN ; v, =
) Soi ne Y-

Montrer que la suite (v,) est arithmétique
3) Exprimer v, puis u, enfonction de n
4) Calculer la somme S;p = vy + -+ vy

Exercice N° 87 :

Soit (u,),.n+ la suite définie par :

5u, — 3

u =— ;. VneN*
n+1 3un _ 1

u1=O
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1) Montrer que : VneN* ; u, #1
u, +1
2) On pose vneN* ; v, =
u, — 1

Montrer que (v,),>; est arithmétique
3) Exprimer v, puis u, en fonction de n
4) Calculer S, =v;+--+v, en fct den
5) Calculer les limites suivantes :

lim(w,) ; lim(v,) ; lim(S,)

Exercice N° 88 :

Soit (u,),.y la suite définie par:

1 1/3\"
U,41 = Zun + E(Z) ; VneN
Uy = 2
1) Calculer les termes Uy 5 U
3 n
2) On pose : v, =u, — (Z) ; VneN

Montrer que (v,) est géométrique
3) Exprimer v, puis u, en fonction de n
4) Calculer en fonctionde n la somme :
Sp=upgt+u +--+u,

5) Calculer chacune des limites suivantes :

lim(v,) ; lim(s,) ; lim(u,)
noo noo noo

Exercice N° 89 :

Soit (u, ),y la suite définie par:

un
{unﬂ = m ; VneN
-1
k Uo = 2
1) Montrer que vneN ; u, <0

2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
un

3) On pose v, ; VneN

u, —1
Montrer que (v,) est géométrique
4) Exprimer v, puis u, en fonction de n

5) Calculer en fonction de n la somme :
5n=v0+7)1+”°+vn
6) Calculer : lim(v,) ; lim(S,) ; lim(u,)
noo noo noo

Exercice N° 90 :

Soit (u, ),y la suite définie par:

l16u,
Upp1=———— ; VneN
(2 + J/u, )
Uy = 1
1) montrer que vneN ; 0<u,<4

2) Etudier la monotonie de la suite (u,)

3) on pose v,=1——— ; VneN

\/ un
Montrer que (v,) est géométrique
4) Exprimer v, et u, en fonction de n
5) Calculer lim(u,) et lim(v,)
noo noo

Exercice N° 91 :

Soit (u,),.y la suite définie par:

Upyg =2+ u, —+/3+ Ww,)? ; VneN
uy € [0,1]
1) montrer que vneN ; 0<u, <1
2) Etudier la monotonie de la suite (u,)
3) Montrer que pour tout neN on a :
0<1l-u <(V3-1)1-w,)
4) En déduire que vneN on a :
0<1-u, <(V3-1)"(1-1u)
5) Pour tout neN* on pose :
k=n—1
S, = Z 3 +u}
k=0
T, =u,+S,

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Déterminer la nature da la suite (T,),>1
6) Exprimer §, en fonction de n; uy; u,

Exercice N° 92 :

Soit (u, ),y la suite définie par:

1
Up+1 =2+—

— ; VneN
u, (u,)?

Uy = 3
1) Montrer que (u,) est minorée par 2
1
2) Montrer que : (U4 —2) < Z(un - 2)

1 n
3) Déduire : VneN ; 0<u,—2< (Z)

4) Déterminer la limite : lim(u,)
noo

Exercice N° 93 :

1) Montrer que pour tout xe]0,1] on a :

1 1
Vi—x<1l—=x<
2 V14x

2) Soit (u,),.y la suite définie par:

1
Uy = (1 — 2_") +u, 1 ; VneN*

uOZE

Exprimer u, en fonction de n

3) Calculer la limite : lim(u,)

k=n 1
4) On pose : v, :Z—k—l
=1+ ()

n

1
Montrer que : v, >n—1+ (§> ; VneN”

[y

5) En déduire : lim(v,)

Exercice N° 94 :

Soit (u,),n la suite définie par:

3 1
Upi2 = Eun+1 - Eun ; VneN

Uy =1 et u =2

1) Calculer les termes : u, ; us ; uy
2) (u,) est-elle arithmétique ou géométr
3) montrer que pour tout neN on a:
(un+1 - un)(un+2 - un+1) =0
4) En déduire la monotonie de (u,)
5) soit (v,) la suite définie par :
vneN ; v, =u,41 — U,

Montrer que (v,),.n €St géométrique
6) Exprimer v, en fonction de n
7) En déduire u, en fonction de n
8) Montrer que (u,),.n+ €st bornée.
9) Calculer la limite : lrilgl(un)

Exercice N° 95 :

Soit (u,)..n la suite définie par:

1 1
Upip = Eunﬂ + Eu” ; VneN

Uy =0 et u =1

On pose : v, =u,;1—Uu, ; VneN

1) Montrer que (v,) est géométrique

2) Ecrire v, en fonction de n

3) Onpose : S, =vy+-+v,_1; VneN"
Montrer que : VneN*" ; §, =u,

4) Ecrire u, en fonction de n

5) Calculer la limite : lrilgl(un)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Exercice N° 96 :

Soit (x,)..n la suite définie par:

1 2
Xpt1 = E(x" + —) ; VneN
n
i

(=3

1) Montrer que pour tout neN on a:

\/f(x_)

Xn+1
2x,

2) En déduire que (x,) est minorée par v2
3) Montrer que (x,) est strictement \

1Tl
vneN ; O<xn—\/§<<§)

5) En déduire la limite

4) Mq

lim(u,,)
noo

Exercice N° 97 :

Soit (x,),.n la suite définie par:

i _n +n
k:

Uy = 0

VneN

1) Calculer les termes : u; ; u; ; us
2) Calculer u,, et u,,; en fonction de n
3) En déduire que (u,) est arithmétique

Exercice N° 98

Soit (u,),>; la suite définie par:

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

; VneN*

ﬂ|

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1) Calculer les termes : u; ; u; ;

2) Etudier la monotonie de (u,),>

3) Montrer que pour peN\{0;1} on a:
1 1 1

-1 v 2nip

4) En déduire que :

Uz

2
1<u,<3-——

VneN* ;
n
Exercice N° 99 :
Soit (u, ),y la suite définie par:
( 2n + 2 .
Uy =( ™ )un ; VneN
2
U ==
L"73
un
On pose v, =— ; VneN"
1) Calculer les termes: u, ; uj

2) Montrer que la suite (v,) est géométrique
3) Exprimer v, puis u, en fonction de n
4) Calculer en fonction de n la somme :

U u,
Sp= U+ =t
n 1 2 n

5) En déduire la limite : 1lim(S,)
noo

Exercice N° 100 :

Soit (u,)n* la suite définie par:

Upy1 = (1 - \/E)un +2vV2 ; VneN*
U, = 1

1) Calculer les termes : u, ; uj

2) On pose v, =u,—2 ; VneN"

Montrer que (v,) est géométrique
3) Exprimer v, puis u, en fonction de n
4) Calculer en fonction de n la somme :
S, =utuy; +--+u,
5) Calculer la limite lrilgl(sn)
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Exercice N° 101 :

Soit (u, ),y la suite définie par:

( uz +u,

! Upyq = Pl vneN
3

-3

1) Montrer que : VneN ; u, >1
2) Etudier la monotonie de la suite (u,)

1
3) Mg : VneN ; (un+1—1)<§(un—1)
n

4) Déduire : VneN ; 0< U, — 1< <§)

5) Montrer que pour tout neN* on a:

k=n-1

1 n

n < Z uk<n+2<1—(§> >

k=0

k=n-1

6) En déduire la limite : lim Uy,
noo
k=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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5 : Corrigés des Exercices

Solution N° 1 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : u, >3

L’initialisation :

On a Uy =5>3

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que

l'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, >3

3 4u, — 9 3
| —3=—-
un+1 un _ 2
_4u, —9-3u, +6
B u, — 2
u, —3
=————>0
U, — 2
strict positi
= — P - ,f = strict positif
strict positif
= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, >3

2) Soit neN, On a :

CAu, -9 u,(u, —2)

Upyqp — Uy =

n+1 n un _ 2 un _ 2
_ —(up —6u, +9)

B u, — 2

—(u,, — 3)?
- M <0

u, — 2
= VneN ; u,q—u, <0
= VneN ; u,,1 <u,
=  (U,)en est décroissante

3) (u,),.ny est décroissante

= Uy, SUp1 S U S S U
= u,<u, ; VVneN
= VneN ; u, <5 = (1)

Or on a selon la question 1):
vneN ; u, >3 w (2)

(1) et (2) = 3<u, <5 ; VneN

4) soit neN On a :

_ 1 1
vn+1 v?’l _un+1_3 un_3
_ 1 1
B 4un_9 _u -3
(un—Z)_3 "
U, — 2 1 u, — 3

=1eR

un—3_un—3:un—3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= VneN ; v,,,=7v,+1

Donc (v,) est une suite arithmétique de
raison 1

5) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN

vpeN v, =V, + 1(n —p)

On choisit p =0 Alors

vneN ; v, =v,+ 1(n—0)
1
= VneN ; vn=§+1(n—0)
= VneN ; vn=§+n
1
On a encore v, = ;. VneN
u, — 3
s wneN _ _6n+5
nes un_vn C2n+1

6) S = V1 +U2 +"’+U2020

(2020—1+ 1

> ) (v1 + V2020)

3 4041
::(1010)(§-+—75—)::2042220

Solution N° 2 :

Ny al 99
) W =3y

2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition (P,) définie
(), #3

L’initialisation :

On a uy =3+ 3/2

Donc linstance (P,) est vraie

ainsi

L’hérédité :

Soit fixé et

I'instance (P,) soit vraie. C-a-d u, ;tg

neN on suppose que

3

m (P) est vraie = u, *

= 4u, 6

= (P,;1) est vraie

La conclusion :

{(PO) est vraie
(Pn) et (Pn+1) ) VneN

C-a-d que vneN ; wu, ;t%
Remarque : Pour montrer que u, # 0
On peut le faire par I'absurde :

Si 3neN tel que u, =0

On aurait u,,; n existe pas
9

C =3 -
ar  Up+1 u,

3) D’abord on aurait besoin de montrer

3
que : VneN ; Up > 2

1% Méthode :

(oubien u, < >
U, # E
koubien u, > >

Professeur Badr Eddine EL FATIHI 29

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

3
u0=3<§

Et c’est une contradiction claire
Donc la deuxieme alternative est retenue

3
Si u"<§ Alors

3
vneN ; u, > 5

C—a—d

2°™¢ Méthode :

On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q(n) u, > ;
L’initialisation :

3
On a Uy=5> 5

Donc l'instance Q(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que
instance Q(n) soit vraie. C-a-d u, >%
3
m Q(n) est vraie = u, >§
= 4u,>6
-1 S -1
: —_—
4u, 6
3 i >3 2
= — - —
4u, 6
3

= u > =
n+1 2

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, >%

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Revenons maintenant pour étudier la
monotonie de la suite (u,,) ey
Soit neN on a alors :

9

4u,

u un+1_un=3_ — U,

_ 12u, — 9 — 4u;
B 4u,

_ —(4u? —12u, +9)

4u,
—(2u, — 3)?
_ T =3 <0
4u,
= VvneN ; u,,;1—u, <0
= VneN ; u,,1 <u,

=  (Uy)nen €St décroissante
4) soit neN on procéde comme suit:

2 2
m —v, = —
Vntt T U = =3 2w, -3

_ 2 2
TEREREEIETEE
n
8u, 2

_ 4u, 2X%x3
- 3Qu, -3) 3(Qu, —3)

_2(2u, —3) 2

St B -}
32u, —3) 3 °©

2
= VneN ; vn+1—vn=§

2
= VneN ; vn+1=vn+§

2
= (v,) est arithmétique de raison 3
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5) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN

2
vpeN ; vn=vp+§(n—p)

On choisit p =0 Alors
2
vneN ; v, =v,+ §(n —-0)

2 2
= VneN ; vn=§+§(n—0)

2
= VneN ; vn=§(n+1)

2
Et : =—— ; VneN
comme v, 20 —3 ne
1 3
Alors : u, = Z + > ;. VneN
3 3(n+1) 3n+6
ﬁ —_—

= + =
Yo+ D) 2n+ 1) 2n+2

_1<n+1><2+2n+2>
2\ 2 3 3 3

_(n+1D(@2n+4)
B 12

B n+1)(n+2)
B 6

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 3 :

1) Calcul de quelgques termes :

1 5
Uy = u0+§=2
5 -3
Vo=l =5 =5
5 -1

Vi =Up T o=

2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi : P(n) : un<§

L’initialisation :

5
On a : u0=1<5

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, <§

, 5
m P(n) est vraie = un<§
1 5
=1 §un<g
_ 1 +5<5+5
3 T3S6 73
5
= un+1<§

= P(n+1) est vraie

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, <§

3) Soit neN on procede comme suit:

1 5
u un+1_un=§un+§_un
-2 5
BERE
-2 5
=5 (w—3) >0
= VvneN ; u,,1>u,

=  (U,)nn €St croissante

4) soit neN et on procéde comme suit:

5 1 5 5
Vpy1 [ Un+1 73 _<§un+§—7
5 5
o \mg Uy =3
1 5
_ §“n—a>
B 5
un—i
1 5
(-3 1
= 5 —36
(. -3)
= VneN ; vn+1=§vn

1
= (U )nen est géométrique de raison 3

5) comme (v,) est géométrique alors :

1\"7P
o)

On choisit p =0 Alors

VneN
Vp<n

n—0

1
vneN ; v, =v,- (§)

—-3/1
= VneN ; Uy =7<§)

On a encore

= VneN ;

-3/1\" 5
un=—(—) +=

= VneN ;
ne >

6) Sn=v0+v1+---+vn

) 1 B (%)Tl—O'i‘l )
— - 0
1-3
) 1 (%)n%—l __3
= 1 X 5

I=3

Tn=u0+u1+°°°+un

= (vo+5)+ (e )+ (v +3)
—\(Ty) T Ty n Ty

=(vo+v1+---+vn)+(n+1)-g
-9 """\ 5(n+1)
=T<_(§) )+T

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

_9 1 n+1
y o= (-0
_9 —
=—(1-0)=—
4 ( ) 4
Solution N° 4 :
1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : u,>0
L’initialisation :
On a Uuy=1>0
Donc l'instance P(0) est vraie
L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que

l'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, >0
m P(n) est vraie = u, >0
et

= 3u,+2>0 u, +2>0

3u, + 2
u, +2

= Uy >0
= P(n+ 1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, >0 w» (1)

On démontrera encore par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi Q(n) : u, <2
L’initialisation :
On a Uy =1<2

Donc linstance Q(0) est vraie
L’hérédité

Soit neN fixé et on suppose que
'instance Q(n) soit vraie. C-a-d u, <2

_3u, +2

W Unp T2 u, +2
n

Uy — 2

u, + 2

<0

= un+1 - 2 < O
= Uy < 2
= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

0n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, <2 w (2)

De (1) et (2) on déduit que :
vneN ; 0<wu, <2

_ 3u, +2

2) Upyr — Uy = 17 W
n

_ Bup +2—u,(u, +2)
B u, + 2
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Uy U, + 2
B u, +2
_—xPAx+2 B
== ; avec X =u,
-1++9
m A=9 = X=_—2={2,‘—1}

—x2+x+2_—(x—2)(x+1)

x+2 x4+ 2
2-x)(x+1) _ B
(x+2) Xt

(2 - un)(un + 1)
= Upy1 — Uy =

(u, +2)

3) comme vneN ; O0<u, <2
Et (14+u,) >0
Alors Et 2+4+u,) >0
Et (2—u,) >0

2—u)(u, +1

= VneN ; ( n) (tn )>0
(u, +2)
= VneN ; u,, >u,

=  (U,)neny €St croissante

= U, 22Uy 2 Uy_p = = U
= VneN ; u, =u
= VneN ; u,=>1
= VneN ; 1<u,<?2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

4) soit neN et on procede comme suit:

Unt1 — (un+1 + 1) x (un B 2)
v, Upyp — 2 u, +1

3u, +2

[z ! x(un—z)
3un+2_2 u, +1
u, + 2

(4un+4)x(un+2)x(un—2)
u, +2 U, — 2 u, +1

A, + Dy +2)(w, —2)

= =4
(un + 2)(un - 2)(un + 1)
= VneN ; wu,, =4y,
= (v,) est géométrique de raison 4

5) comme (v,) est géométrique alors :

VneN

) = n—p
Vp<n ;o V=, X4

On choisit p =0 Alors

vneN ; v, =y, x4"
= VneN ; v, =-2-4"
u, +1
6) On a v, = ;. VneN
u, — 2
= VneN ; v,-u,—-2v,=u,+1
= VvneN ; v,-u,—u, =1+ 2y,
= VvneN ; (v, —Du, =1+ 2v,
VneN 142y, 1-—-2-2-4"
e ' = =
mel o S T T a1
1_4n+1 4n+1_1
= VneN ; u, =

TT2-4n—1 1+42-4n
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k=n

7) Sn =2vk =v2+v3+"'+vn
k=2
1 — 4n—2+1
- (ﬁ) V2
-1
= ?(1 - 4n—1)(_32)

32
= (1—-4!
~(1-4"1)

Solution N° 5 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : u,<4
L’initialisation :
On a U =vV12<4

Donc linstance P(1) est vraie
L’hérédité :

Soit neN* fixé et on suppose que
l'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, <4

m P(n) est vraie = u, <4

= u,+12<16

= u, +12 <4
= Upy =4

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(l) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ; u, <4 w (1)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

On démontrera maintenant par récurrence
la véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q(n) : u, =3
L’initialisation :
On a u; =vV12 =3

Donc linstance Q(1) est vraie
L’hérédité :

Soit neN* fixé et on suppose que
'instance Q(n) soit vraie. C-a-d u, =3

m Q(n) est vraie = wu, =3>-3
= u, =-3

= 12+u, =9

= 12+wu, =3
= Uy =3

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(l) est vraie
Q) = Q(n+1) ; VneN"

C-a-d que vneN* ; u, =3 w (2)

De (1) et (2) on tire finalement que:

vneN" ; 3<u, <4

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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2) soit f la fonction définie ainsi :
fx) =vVx+12

Cette fonction est définie et est continue
sur lintervalle [-12,+o[ Donc on peut

appliquer le TAF sur lintervalle [u,,4]
Alors :
4, —
Jcelu,, 4l /€ i_z(u”) = f'(c)

4—u 1
= u,<c<4 et ( "+1>=2

4—uy Ve+ 12
on a Z:;§<4 c>3>-8
= ¢=>-8
= c+12=4
= JVc+12>2
= 2Vc+12>4

_ 1
2/c+12 4
= (5=

1
= (-up) <7 (@-w)

3) 1°° Méthode (la méthode descendante)
1
Oon a (4—u,yq) = 2 (4—-u,) ; VneN

Pour (n —1) e N* on aurait :

(4—u) S5 (4, )

0 tee eee eee eeeeee e
1 n

= (4 - un) < (Z) (4 - un—n)
1 n

= @-u)s(;) 4 vneN
1 n—1

= (4-u, < (Z) ; VneN’

2°M Méthode : la récurrence
(a vous de voir comment procéder)

1 n—1
4) Comme 0<4-u, < (Z)
1 n—1
Et comme 1lim0 = lim (—) =0
noo noo \4

Alors d’aprés le critere de comparaison
on en déduite que: lim(4—u,) =0

Ainsi lim(u,) = 4
noo

Solution N° 6 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
2
ainsi P(n) : H—E%[ZTL']
L’initialisation :
TL'2 T
On a Uy =2m et _nEE[Zn]

Donc l'instance P(0) est vraie

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que

2
linstance P(n) soit vraie. C-&-d — = %[27‘[]
, T’ om
m P(n) est vraie = —EE [27]

T T T
Ona —=—=[2n] = —=—=+2knm
u, 2 u, 2

2u, 4 kel
e = '
T 1+4k ' €

m+2u, 4k+5
T  1+4k

keZ

N (n + Zun) 3 (n + 4kn) (4k + 5)

s 2 1+ 4k

B nw(4k + 1)(4k + 5)
B 2(4k + 1)

s 5
:§(4k+5) =— +2km ; kel

T
=c+2k+ D (kt1DeZ

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

2
T
C—a—d vneN ; —=—[2n]

un

NIE

On démontrera maintenant par récurrence
la véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q(n) : u,>0
L’initialisation :
On a Uy =2m >0

Donc linstance Q(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
l'instance Q(n) soit vraie. C-a-d u, >0
m Q(n) est vraie = u, >0

= nu,>0 e w+2u,>0

U,
—>0
T+ 2u,

U,
—+0>0
T+ 2u,

U, m?
———+cos|—|>0
T+ 2u, U,

= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C—a—d vneN ; u, >0
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2) soit neN et procede ainsi

1 1 m+2u, 1

B Uy =V =

Unp+1 Uy Tuy Un
T+2u,—m 2
=—=—€R
TU, s
2
= VneN ; v, .1 =v,+—
s
2
=

(v,) est arithmétique de raison -

3) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN

VpeN ; Un =V +;(n_p)

On choisit p =0 Alors

2
vneN ; v, =, +;(n—0)

vneN 1, 2 _1 (4n + 1)
- : = — 4 — = —
nel s 21 27 n
VneN — om
e . = =
nel st v, 4n+1
4 lim@w) = li ( 2T ) —0
) 1100 tn) = 1100 n+1)

Solution N° 7 :

1) On démontrera maintenant par
récurrence la véracité de la proposition
P(n) définie ainsi P(n) : u,>n

L’initialisation :

On a u,=6>4
Donc linstance P(0) est vraie

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

L’hérédité :

Soit neN ; n > 3 fixé et on suppose que
I'instance P(n) soitvraie. C-a-d u, >n

m P(n) est vraie = u,>n et n>3
= u,>n et n>3 et n—-1>2
et nn—1)>6>1

= u,>n

= u,>n e nnh-1)>1

= u,>n e n*-n>1
= u,+n*—-n>n+1
= U, >n+1

= P(n) est vraie

La conclusion :

{P(4) est vraie

P(n) = P(n+1) ; vn>3
C—a—d vn>3 ; u,>n
2) comme vn>3 ; u,>n
Et comme limn = +4o0
noo

Alors d’aprés le critere de comparaison
on en déduit que: lim(u,) = 4o

3) par la méthode descendante on a:

< un_un—1=(n_1)2_(n_1)
O Uy~ Uy = (n_z)Z —(n—Z)
S u3—u2=22—2

S uz—u1=12—1

S ul—uO:OZ—O
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On additionne ces égalités cote a cote

on obtient apres des élimination
éventuelles :
k=n-1 k=n-1
Uy, — Uy = k? — k
k=0 k=0
k=n-1 k=n-1
- u, +2= Z K2 — Z k
k=0 k=0
42 nn—-1)2n—-1) nhn-1)
f—1 = —_
tn 6 2
nn-1)2n-4
= u,= ( ) ) _ 2 ; vn=>3

6 ;

Solution N° 8 :

1) calcul de quelques terme de la suite:

Uy Uuq U Usj Uy Us Ug U

0 1 2 3 4 5 6 7

2) d'aprés ce petit tableau en dessus on
peut facilement conjecturer le prédicat
suivant vneN ; u, =n a démontrer
par la machine récurrence.

3) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : u,=n

L’initialisation :

On a Uy =0
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
instance P(n) soit vraie. C-a-d u, =n

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

m P(n) est vraie = u,=n

= 2u, =2n
= 2u,+1-n=2n+1-n
= Uy =n+1

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN
C—a—d vneN ; u,=n
4) soit maintenant uy, =1
On démontrera par récurrence la

véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi eQn) : wu,=2"+n

L’initialisation :

On a uy=1=2+0
Donc l'instance Q(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
I'instance Q(n) soit vraie. C-a-d u,, = 2" +n

m Q(n) est vraie = u,=2"+n

= 2u,+1-n=2Q2"+n)+1—-n
= Uy =2"T4+n+1

= Q(n+1) est vraie
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La conclusion :

{Q(O) est vraie
Qn) = Q(n+1) ; VneN

C—-a—d vneN ; u,=2"+n

Solution N° 9 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : v,=0
L’initialisation :
On a vo=12>1

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
I'instance P(n) soit vraie. C-a-d v, =0

m P(n) est vraie = v, =0
= 24+v,22>0
= 2+v,>0
= 2+v, =20

= l7n+120
= P(n+ 1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie
P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; v, =0 w (1)
On démontrera maintenant par récurrence

la véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q) : v, <2
L’initialisation :
On a Vg =152

Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
'instance Q(n) soit vraie. C-a-d v, <2

m Q(n) est vraie = v, <2

= 2+4+v,<4
= 2+v, <2
= V41 <2
= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Qn) = Q(n+1) ; VneN

C—a—d vneN ; v, <2 w (2)
De (1) et (2) on déduit :
vneN ; 0<v, <2

2) soit neN et on procéde comme sulit:

B v, —V,=+2+v, -1,
— (\/2+Un )2_(1711)2

2+v, +v,

W)+, +2
2+v, +1,

:_(vn_z)(vn+1)20
2+v, +v,

= VneN ; v, 27,

= (v,),n €St croissante

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Unt1 = \/2 +vn =f(l7n)

Avec f(x) =2+ x continue sur R*

3) On
Et on : f(R") S R* et vy=1€eR"

La suite (v,) est convergente car
croissante et étant majorée par 2.

On a encore lim(u,) € R

Car : 0<vy,<2
Donc la limite [ =Ilimify,) vérifie
'équation f(l) =1
= V2+1=1
= 2+1=1
= [)-1-2=0
= (-2(+1D=0 ; A=9
= lef{2; -1}
= =2 car 01?2

Solution N° 10 :

1) calcul de quelque terme de la suite :

| =
W] =
| =

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

2) Soit neN et on procéde ainsi :

1 1 u,+1 1

B V1=V, =
un+1 Uy Uy Uy

Ainsi vneN ; v, =v,+1
c-a-d que (v,) est arithmétique de raison 1

3) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN

vpeN © Un=p +1(n—p)

On choisit p =0 Alors

vneN ; v, =v,+ 1(n—0)
= VneN ; v, =1+n
VneN !
= VneN ; uy,=—=
v, n+1

4) Soit neN et on procéde comme suit:

1 1

B n+2>n+1 = <
n+2 n+1

= Upyr < Uy

=  (U,)nn est décroissante

1
5) lim(w,) = Ii (—):0
) ;gnl(u) rlzgl n+1

lim(v,) = lim(1 4+ n) = 4o

Solution N° 11 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : 2<u,<4
L’initialisation :
On a uy =3€(2;4]

Donc linstance P(0) est vraie
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L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
I'instance P(n) soitvraie. C-a-d 2 <u, <4
m P(n) est vraie = 2<u,<4
{Et (u, —4) est négatif

Et (u, —2) est positif

_ 8u, -8

m Ona u —4 = —4
Tl+1 un+2

_ 8u, —8—4u, -8

u, + 2
4 —
_ A=
U, + 2
= U —4<0 = “W’(l)
0 ) 8u, — 8 5
[ ] A= 5 T
n a encore Upyq " +2

8u, —8—2u, —4
U, + 2

=6(un—2)2
u, +2

= 4220 =[G -

De (1) et (2) on déduit : 2<u,,; <4
= P(n+ 1) est vraie

0

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 2<u,<+4

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) Soit neN et on procéde comme suit:

_8u, -8

B U, — U, = —-u
n+ n un+2 n

_ Bu, —8-—wu,(u, +2)
B u, +2

_ _((un)z - 6un + 8)
B u, + 2

_ _(un - 4)(un - 2)
 +2)

>0

= VneN ; u,, =u,

=  (u,)nn est croissante

3) comme (u,),.y €st croissante Alors :

u, > U,—1 > U, = > Uy

Donc d’aprés la 1*® question on déduit :

vneN ; <4

3<u,
4) comme : VvVneN ; 3<u, <4 Alors:

{ (3 —u,) est négatif
(4 — u,) est positif

4
mOna @ (4= Upyy) —c(d—up)

8(u,—1) 4
=4 -———"  C_ _(4-
u, + 2 5( )
16 — 4u, 4
= w sz sl
4(4 —u,) 4
=T w2 W W)
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= (=) (unlfl- 2 _9

_ 4 (4 _un)(g _un) <
_EX (u, +2) -

4
= (4—un+1)_§(4_un) <0

4
= VneN ; (4 —u,4q) < < (4 —u,)
5) 1°® Méthode : la méthode descendante

4
On a vneN ; (4—u,4q) < < (4 —u,)

= U-u)<gU-u,)

4 4
— < (4 —
4 4
= (4 un)S§'§'§(4 Up_3)

= (A4-u, < (g)

2°™ Méthode : la récurrence

On démontrera par récurrence la

véracité de la proposition P(n) définie
n

ainsi : P(n) : 4—u, > (g)

L’initialisation :

On a 4—uy<(4/5)° car 4—3<1

Donc linstance P(0) est vraie

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que l'instance
n
P(n) soit vraie. C-a-d 4—u, < ()

4 n
m P(n) est vraie = 4—u, < (E)
4 4 14\
= 5@-w=5(g
4 4 n+1
— _ < =
= glrm)s (5)

= G-u)ste-u) s ()

n+1

= G-u)=(3)

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

VneN ; 4—u, < (f)n

C-a-d que -

n

4 4
6) Comme lim(g) =0 car—1<§<1

neoo

47’1
vneN ; 0S4—unS(—)

Et comme :
5
Donc lim(4 —u,)=0
noo
Ou encore

lim(u,) = 4
noo
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Solution N° 12 :

1) Soit neN et on procéde comme suit:

3 n+1

vneN ; vn+1=zvn

1
(V) )nen €St géométrique de raison I

2) comme (v,),.n €St géométrique alors :

1\"7?
)

On choisit p =0 Alors

VneN
Vp<n

n

1
vneN ; v, =v, (Z)

v -6

= e w =+ (5] = (3) + )
neN 5w, =v, +7) =3 2

n
= VneN ;

n

3) Sn=u0+u1+---+un

k=0 k=0
1 n—0+1 3 n—0+1
L 1-(3) _ 1-(3)
=1 - +1 >
1-3 1-3
4 1 Tl+1 3 n+1
(=@ )= )
_ 16 . (1)”+1 (1 N 3n+1)
3 4 3
16 /1\" /1
- _|Z n+1
3 (4) X (3 +3 )
1\" 3\"
4) lim(u,) = lim (Z +lim (Z) —040=0
IR

Solution N° 13 :

1) Soit neN et on procede comme suit:

Un+1 _ Upy2 — Upt

Un Upt1 — Uy
3 1 3 1
Eun+1 _zun _zun +zun—1
a 3 1
zun _zun—l — U,

3 1
Eun+1 - Zun + Eun—l

1
7 (un - un—l)

3(3 1 1
2 (Gt = gtn1) = 2 + gt

1
7 (un - un—l)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1 1 1
Zun _Zun—l _ Z(un - un—l) _ 1 R
=1 =1 =€
7(un - un—l) f (un - un—l)
1
= VneN ; v, = Ev”
1

= (v,) est géométrique de raison 3

2) comme (v,),.n €St géométrique alors :

vneN _ (1)"“’
2

Vp<n T

On choisit p =0 Alors

1 n
vneN ; v, =v, (—)

1 n—1-0+1
I 2
11
2
n
1-(3) 1y
=3 T =6<1—<§) > ; VneN
2
4) on procede par la meéthode
descendante on trouve les instances :
o Vo =Up — U
o VI=U; U
O VU =U3 U
& Up—2 = Up—1 —Up_
o

Up—1 = Uy —Up—1

On additionne ces égalités coOte a cote et
en prenant en  considération les
éventuelles éliminations on trouve :

n—1

5) On a d abord lim

noo

)

1
—1< =<1 Donc on trouve :

2

1 n—1
lim(u,) = lim <7 -3 (—) )
noo noo 2

Solution N° 14 :

Car

7—0=7

est
strictement

définie et
et

1) la fonction f est
continue et dérivable

. =7
croissante sur R\{?} car on a:

v % ) =50
*Fo 5 T =Gy
On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi : P(n) : ;<u, <1

L’initialisation :

1
On a ESu0S1 car uy=1

Donc linstance P(0) est vraie
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L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que l'instance
P(n) soit vraie. C-a-d %S u, <1

0 2u, +3
] - 1l=—--
na Un+1 2u, +7
=2un+3—2un—7= —4 <0
2u, +7 2u, +7

= Up+1 <1 w (1)

1 2u,+3 1
On a encore : un+1—§=m_§
n

_Au, +6-2u, -7  2u,—1 >0
 2Quy,+7)  2Qu,+7) T
1
= un+12§ > (2)

De (1) et (2) on déduit que

1
5 SUnpr < 1 = Pn+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que VneN ; <u, <1

N | =

3) Soit neN et on procéde ainsi :

2u, + 3

i e
n

Uy

_ 2u, +3 - 2u; — 7u,
B 2u, +7

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

_ —2u; —5u, +3
 2u, +7

- (un _%) (un + 3)
2u, +7 =

= VneN ; u,,1 <u,
=  (u,)nn est décroissante

4) la
dérivable sur R\{%} Donc elle est

fonction f est continue et

continue et dérivable sur tout intervalle
inclus dans ]R\{;} On peut donc

appliquer le TAF sur lintervalle E un]:

£
Ll e =1 (3) _ s

= Elce] 1
un—z

1
Upy1 — ? 8

1 - (2c + 7)2
2

= 3dJce |z, U] ;
2 w, —

1
c<§ = 2c>1 = 2c+7>8
= (2c+7)*>64

1 < 1
(2c+7)% 64

8 <1
(2c+7)% 8

1 1 1 1
= (“nﬂ‘z)sg(”n“) P U2y
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5) 1°° Méthode : La méthode descendante

1 1 1
vneN (”nﬂ - z) =3 (“n - z)

1
=1 0S<un—z)

2°™® Méthode : La récurrence

On démontrera par récurrence la

véracité de la proposition P(n) définie
1

P(n) : 0<u,— % < (—)3n+1

ainsi
2

L’initialisation :

1
1 1
On a OSuO—ES(E) car upg=1

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance

. . . 1 1\3n+1
P(n) soit vraie. C-a-d 0 <u, — e (E)

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

( 1
(u” 2) =0
P(n) est vraie =

(s -3)

1 3n+1

5

<

3(n+1)+1
=)
2 2

= P(n+1) est vraie

— 0 S (un+1 -

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

2

1
=0 car—1<§<1

C-a-d que : VneN ; <

2

o= te()
=W T5= ’

1
OSun—E

3n+1
6) comme lim

noo

Et comme VneN
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Alors d’apres le critere de comparaison
on en déduit que :

li ( 1)—0 lim( )—1
— — ] = o e
nen \Un T2 oo <Un 2

Solution N° 15 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : wu,>0
L’initialisation :
On a uy=1>0

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
I'instance P(n) soitvraie. C-a-d u, >0

m P(n) est vraie = u, >0

2

= (un)2+(ﬁ) >0

1 2
= n2+(—) >0
() n+1

= Upy1 > 0
= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie
P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que : VvneN ; u,>0

2) Soit neN et on procéde comme suit :

2

W) + () ~

u Upy1 — Uy = n+1

2

(\/(un)z +(53 1)2> - )’
\/(un)z + (5 1)2 iy
2
_ (n }— 1)
\/(”n)z + (5 1)2 Tt

= VneN ;

>0

Up+1 > Un
=  (U,),en €St strictement croissante

3) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi : P(n) : vnsz—%
L’initialisation :

k=1
0 zl 1<2 !
na: =) 5=1<2--

k:lk 1

Donc linstance P(1) est vraie

L’hérédité :
Soit neN* fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d v, <2 _%

k=n+1
(2-9)= 2 e (-9
Vn+1 n+1/) ] k2 n+1
k=n1
= JR— —_2 -
kz_i_(n+1)2 +n+1
k=1
_( 2+1)+ 1 N 1 1
—\Un n/ m+12 n+1 n

=l - -2+ el =

négatif négatif

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

1
= anr1S<2_n+1)

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{ P(1) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN*

C-a-d que : VvneN* ; v, < 2 -2

n

4) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q) : u,=1+v,

L’initialisation :
Ona : w=,\1+v,=V1i+1=1+2
Donc linstance Q(1) est vraie

L’hérédité :

Soit neN” fixé et on suppose que linstance
Q(n) soitvraie. C-a-d u, =1+ v,

m Q(n) est vraie = u, =.,/1+7v,

= (W,)?=1+v,

k=n

1

= (un)z =1+ z ﬁ
k=1

2

1 \2 1 1
2 — _
= () +<n+1> 1+kz_1k2+(n+1)
2 k

=n

= )+ 1+

k

) 1
n+1 k2
1

=

=

Up41 = Y 1+ Un+1

Q(n+ 1) est vraie

La conclusion :

{ Q(1) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que :

5) On a : VneN”

=

vneN* ; u,=.1+vy,

1
; UnSZ—;

1
v, +1<3——
n

1
O<v,+1<3—=

=%
n
1
= ,/Un+1S 3—£
— 1
Orona : —<0 = 3—-<3
n n
1
= 0<3——<3
n
1
= 3—E<\/§

’ 1
= Jr,+1< 3—ES\/§

==

vn+1S\/§
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= unS\/g; VneN*

(u,) est convergente car croissante

et majorée par V3
6) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(k) définie

ainsi : R(k) : 21> (k+ 1)?

L’initialisation :

Oon a 231> (3 +1)? car 16>16
Donc linstance R(3) est vraie

L’hérédité :
Soit k>3 ; keN fixé et on suppose que
instance R (k) soit vraie.
C-a-d 21 > (k + 1)?
m R(k) est vraie = 21> (k + 1)?
= 2-21>2(k+1)? > (k+2)?
=  2k2 > (k 4 2)2
= R(k+ 1) est vraie
2k +1)?> > (k+2)? 2

Pour quoi

Voici pourquoi :

On a : 2(k+1)*—(k+2)>
= (k> +4k+2)— (k> + 4k + 4)
=k?-2>2 car k=3
Donc 2k +1)?—-(k+2)?=>0

= 2(k+1)?>(k+2)?

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

La conclusion :

{R(S) est vraie

R(k) = R(k+1) ; Vk=3

C-a-d que : vn=>3 ; 21> (k+1)?
7) Soit k>3 ; keN et on procéde :

u (uk+1)2 - (uk)z

2

- (Jowr (k) - = )

0 < (k+1)% <2k
() =7
k+1) — 2k+1
1

(Upe1)? = (ug)* = kTl

2

Or on a

= Vk=3 ;

1

8) Ona Vk =3 ; (ups1)?— (up)? = T

Par la méthode descendante on trouve :

o (u)® -~ (W) 255

1
O ) - W)’ 25
1
S (ug)® — (us)* = 56
1
S (un—l)z - (un—z)z = Zn_l
1

o () = ()P = o

On additionne ces inégalités cote a cote
et en prenant en considération les éven
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Les éventuelles éliminations dans le co6té
de gauche on trouve alors:

oz (Y
k=4

k=3

1

On a : (u3)2=1+v3=1+2ﬁ
k=1

1 85

—1+1+1+ =
B 32 36

12 22
k=n

WK
On a encore z<§) =wy +ws + -+ w,
k=4

1 n
Avec : w, = (E) (géométrique)
= 1 n—4+1
1y 1-(3)
Donc (—) =Wy
2 L1
k=4 2

- 1 " (1)"‘3 N 85
2 — — — —_—
= g 2 36

Par passage aux limites on trouve :

1 85
im(u,) 2 \/8( 0+35

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

179
2w

i >
< lim) 2 =3

Or on a selon la question 5) :

vneN ; u, <3

Donc par passage aux limite on obtient:
lim(u,) <V3 = (2)
noo

De (1) et (2) on en déduit que:

179
—— <lim(u,) <3
72 noo

Solution N° 16 :

1) Pour que la suite (v,) soit
géométrique, il suffit qu'on ait :

Un+1
= constante € R
vn

VneN ;

Un+1 _ Upi1 + a(n + 1) -1

On a
Uy u, +an—1

2 8
Uy —n—zt+an+1) -1

u, +an—1

%un+(a—1)n+(a—%)

u, +an—1

%(un +%(a—1)n+%(a—%))

u, +an—1
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Et pour que cette derniere quantité soit
constante il suffit qu'on ait les deux
conditions suivantes :

(Et %(a—1)=a

3 11\
e 3(a-7)=-1

Et a=3
=

Et a=3

Donc pour @ =3 ona la chose suivante

2
Vpyr WU t3n—-1) 2 R
v,  (u, +3n-1) 3¢

VneN

2
< VneN ; vn+1=§vn

2
& (v,) est géométrique de raison§

5) comme (v,) est géométrique alors :

2"
= (3)

On choisit p =0 Alors

VneN _
Vp<n ’

2 n
vneN ; v, =, <§>

n

et w=1:(3) = (3)
= . — = = | —
ne 5 Uy 3 3

n

On a encore v, =Uu, +3n—1; VneN

= VvneN ; u,=v,—-3n+1

2 n
= VneN ; u, = <§> —3n+1
3) Sn=v0+v1+“‘+vn

2 n—0+1

e E(NE

1=3

2 n+1 ; L.
4) Comme (5) est géométrique

n+1

2
Et comme = e]—-1,1] Alors : lim (—)
3 noo \3

n+1
= lim(Sn)=lim3<1—(—) >=3-1=3

k=n k
5) Tn=2uk=2(vk—3k+1)
k=0 k

0

k=n k=n k=n
= 'Uk_3 k+ 1
k=0 k=0 k=0
2\"™\ 3n(n+1
=3<1—(§) >—¥+1(Tl+1)

(n+1)(2—-3n)

= (1 B ©H> " 2

Solution N° 17 :

1) Soit neN et on procéde comme suit:

1
U, — U, =§(1+un)2 —u,
1 2
=§(1+2un + (u,)*) —u,

=%((un)2+1)20

= VneN ; u,;q—u, =0

= VneN ; u,,1 =u,

=  (U,)en €St croissante

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

. 5
ainsi : P(n) : Uy —UuU, = 5
L’initialisation :
9 5_5
On a ul—u0=——2=-2—
2 272

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance

. : . 5
P(n) soit vraie. C-a-d u, 4 —u, = 5

1 1
(14 u,)* - 5 (1 +u,)?

B Uy —Upp1 = 2
1 2 2
= (1) = (L +1,))
1
= 5(1 +Upr —1— un)(l F U+ 1+ un)
1
= E(un+1 - un)(un+1 +u, + 2)

—%(unﬂ n)( +5 (un)2+2u +2)

= 2 Qs )( o, +2)>

On a vneN ; > 0 c'est trop facile
de déemontrer ce prédicat par récurrence
en remarquant que la condition d’hérédité

est triviale : wu,. = %(1 +u,)? =0

1
mu =0 = Eun(un+2)20

5 1 5
= -+-u,(u, +2) =3

2 2 -2
1 1 ( 2 155
= 5 Wns1 — ) +uu+)_§§§
25 5
= (Upgz — Upy1) 2 ) > 5
5
= (Upyz —Up41) 2 >
= P(n+1) est vraie
La conclusion :
{P(O) est vraie
P(n) = P(n+1) ; VneN
C-a-d que vneN ; u,.1 —u, 2;

1) 1% Méthode : la méthode descendante
5

m VneN ; un+1—un25

5
S wu—uUyg ==

2

oS >5
U, Uuq 5

o >5
Us u2_2
o >5
Uy U3_2

5

S U, —Uy_q ZE

On additionne ces inégalités cote a cbte
et en prenant en considération les
éventuelles éliminations on trouve ainsi :

k:

S
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2°™  Méthode : On démontrera par
récurrence la véracité de la proposition

Q(n) définie ainsi : Q(n) : wu, = 2+57n

L’initialisation :

uy=222+2
2

Donc l'instance Q(0) est vraie

On a

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
Q(n) soit vraie. C-a-d u, =2 +5?"

5n

m Q(n) est vraie = u, =2+—

5n
= un+123+7

25n?
= (u, +1)?>=>9+

+ 15n
. 1( +1)2>9+25n2+15n
g \Hn =278 2

\

Il nous reste a comparer les quantités :

(9 25n? 15n> 9 5n
Ll (—+—)

2 8 2 2 2

0 . 9+25n2+15n <9+5n>
na 27 g 2 2772

B 25n?
I

9_I_25n2 +15n S <9+5n>
: — — — —
2 8 2 2 2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

+5n>0

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1 9 5n
— 2 s (4
= 2(1+un) _(2+2)

5(n+1)
= Uy 22+——

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Qn) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; wu, =2 +57n

5n
4) comme u, =2 +7

_ 5n
Et comme lim (2 + 7) = 400

noo

Alors selon le critere de comparaison on
en déduit que:

lim(u,) = 4+
Ce qui veut dire que (u,) estdivergente

Solution N° 18 :

1) Soit neN et on procede comme suit:

1 o
Un+1 (Up41)* — 2 _2Un t1-2

Un B (un)z —2 B urzl
1
Sui—2) 1
= Z(uzn—_z) =€ R et u, #V2
n
= VneN ; e 1
v, 2
1
= VneN ; v, = Ev"

1
= (v,) est géométrique de raison 3
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2) comme (v,) est géométrique alors :

1\"7?
)

On choisit p =0 Alors

1\" 1
vneN ; v, =v, (—) =2<—>

VneN
Vp<n

2 2
1 *
On a encore v, = o1 vneN
* 1 2
= VneN* ; T (u,)=—2
i 1
= VneN" ; u,=4= o1 + 2

Mais comme u, >0 est c'est facile a la
démontrer par récurrence juste en
remarquant que la condition d’hérédité

est triviale u,.; = Eu,% +1>0 on

trouve finalement que:

(

{ u, =+ vneN

2n_1+2 ;
ku0=2
3) S, =ud+ul+-+ud

=W +2)+ W +2)+ -+ (v, +2)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

i=n

Tn=| |vi=v0><v1><172><---><vn
i=0

1 1 1 1
=2XIX§><2—2X“.X2n—1

1
=2( )
21 x 22 x 23 x ... x 201

1
=2 (21+2+3+4+---+(n—1))

1 2—n%4n
R
2 2

n—1

1
4) Ona lim(—) =0 car —1<=<1
noo \2 2

n—1

1
Donc lim(u,) = lim (E) +2=42

2—n2+n>

Et on a lim(T,,) = lim 2< z
noo noo

= exp(—o) =0t =0
On verra ceci avec beaucoup plus de

détails plus tard dans la lecon intitulée
fonctions logarithmes et exponentielles.

Solution N° 19 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : 0<u, <,
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L’initialisation :

On a uy=1 et 0<1<a=vy,
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <v,

2u, v, u,-+7v,

B Uy = Vpy1 =
u, +v, 2

Ay, v, — (U, +1,)°
20t

_ _(urzl B 2un Uy + 17,%)
B 2(u, +v,)

_ _(un - vn)z

<0
2(u, +v,)

= Upt1 — Vp41 <0

= un+1<vn+1 w> (1)

Or on a u, >0 et v,>0

2u, v,
= —
u, +v,

= Upy1 > 0 w (2)
De (1) et (2) on peut en tirer:
= P(n+ 1) est vraie

0 < un+1 < vn+1

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 0<u, <v,

2) Soit neN et on procéde comme suit:

U u _—Zunvn u
n+1 ~— Yn — - Un
u, +v,
— 2 —
2U, Vv, —U; — U, v,
U, + v,
2
_unvn—un_un(vn—un)>0
u, + v, (u, +v,) —
= Uy — U, =0 ; VneN
= Uy =U, ; VneN

= (u,),.gr €st croissante

On suit le méme procédé pour (v,),en

u, +v,
u vn+1_vn=T_vn
U, +v, — 2y, un—vn<0
2 2
= VneN ; v,y —1,<0
= VneN ; v,,1 <,
=  (U,)nen est décroissante

3) Soit neN et on procéde comme suit :

u (vn+1 - un+1) - E (vn - un)
u, +v, 2u,v, v,—u
2 u, +v, 2

(U 1) =AU, v, — (v, —u) (0, + )
2(uy + )

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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C2up —2u, v, 2u,(u, —vy,)

<0
2(u, +v,) 2(u, +v,)
1
et (vn-i—l - un+1) - E(vn - un) <0

1
= (vn+1 - un+1) < E(vn - un)

1
= 0< (vn+1 - un+1) < E(Un - un)
4) 1°* Méthode : la méthode descendante

1
u 0< (vn+1 - un+1) = E(Un - un)

11
- 0< (vn+1 - un+1) = E ) E(vn—l - un—l)

1 3
> 0< (vn-}-l - un+1) < (_) (vn—Z - un—Z)

N

4
o 0< (vn+1 - un+1) = (_) (vn—3 - un—3)

N[ =

n+1

S 0< (Wyg1 — Upyr) S (E) (vo — up)

1 n+1
S 0< (Wny1 —Uppr) < (E) (a—1)

Pour un m=n+1 ¢ N* on aurait:

1m
0<vm—umS<§) (a—1)

n

1
Ou encore : 0<v, —u, < (E) (a—1)

2°™ Méthode: On démontrera  par
récurrence la véracité de la proposition P(n)

P(n) : 0<v,—u, < a;

définie ainsi :

L’initialisation :

-1
Ona : 0<a-ls<5

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance

P(n) soit vraie. C-a-d 0<v, —u, < az_nl
1
B Ona: 0<Wqg—Up) < E(v” —u,)
la—-1
= 0<Vp4 — Uy S 5(2—”)
a—1

= 0<Vu41 — Ut SW

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN
a—1
zn

C-a-d que : vneN ; 0<v,—u, <

5 On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi Qn) : u,xXv,=a

L’initialisation :

On a Uy Xvg=1Xa=a
Donc l'instance Q(0) est vraie
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L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que
'instance Q(n) soit vraie. C-a-d u,v, =a

2u, v, u, +v,
.u"“XU"“:(u +v)x( 2 )
n n

U, X v, =a

= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Qn) = Q(n+1) ; VneN
C-a-d que vneN ; u, Xv, =a
6) On a: vneN ; 0<u, <v,

= 0xXu,<u,Xu, <u, Xy,

= 0< W)’ <u,v,
= 0<Wy)?<a
= u,<+va w» (1)
On a encore : vneN ; 0<u, <vy,

= 00Xy, <u,Xv, <v, Xy,

=  0<u,v, < W,)?
= 0<a< ()?
= Va<wv, w (2

De (1) et (2) on en déduit que:

Solution N° 20 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi Pn) : 0<u, <+3

L’initialisation :

On a uy=0 et 0<0<+3
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que l'instance
P(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <+3

On a f(x)= est continue et

3
V6 — x2
strictement croissante sur R*
= 05y, < V3

m P(n) est vraie

= f(0) < f(w,) <f(V3) car fest 7

3
= ﬁﬁun+1<\/§
3
= O<ﬁSun+1<\/§

= OSun+1<\/§

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN
vneN ; u, <Va<w,
You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just C_é_-d que VneN ; 0 <u < \/§
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about n
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.
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2) Soit neN et on procéde comme suit :

. U -, = 63_u%—un
( 6iu,%_u")< 6iu,%+u”>
( 63—u,%+u">
3 ? 2
( 6—u,%> ~ ()

Carona : 0<u,<V3<+6
= OSun<\/€
= (u,)*’<6

= 6—(u,)*>*>0
= Uy —UuU, >0 ; VneN
VneN

= un+1 > Uy ;

= (U,),n €St strictement croissante

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3) Soit neN et on procéde comme suit:

P C P ) S Y
nl n 3— (un+1)2 3 - (un)z
9
3 (6 — (un)z) ~ (w?
_ z e
(3 B 6 — (un)z) (u )

_ 9 6 — (un)z (un)z
= (6 _ (un)Z) % <18 " 3uz = 9) T3-(w,)?

-~ (r=2e) - (F25)

)

B (3 - ?un)z) - (3 Eugzi)z

_ 3 - (un)z -1

B 3 - (un)z -
= Vpy1—V,=1 ; VneN
= Vpyy1=v,+1 ; VneN

= (V)N €St arithmétique de raison 1

5) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN

VpEN ’ Un _vp +1(7’l—p)
On choisit p =0 Alors

vneN ; v, =v,+ 1(n—-0)
= VneN ; v, =n
(un)?
0 =—— ; VneN
n a encore v, 3= ) ne
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(u,)?
= =——— ; VneN
" 3 - (un)z ne
& 3n—-n(w,)?=w,)?* ; VneN
& (A+nw)*=3n ; VneN
3n
= (uy)t= T+n ; VneN
3n
= u, ==+ T+ ;o VneN
3n
< u, =+ T+ n car u, =0

] ] 3n ] 3n
) limGw) =lim 755 =tim (5= V3

Solution N° 21 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi Q(n) : u,>3

L’initialisation :

1 1
On a Up =5 et 0S5S1

Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité
Soit neN fixé et on suppose que l'instance
Q(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <1

Et u, =0
m Q(n) est vraie =
Et u, <1
1+ u?
Et = >
= 1+u,
Et (u,)?<u,

1+urzl2
1+u,

Et 0<1+ (u,)?*<u,+1

Et

( 1+ u?
Et =
1+u,

1+ (u,)?
lEt J<1
1+u,
1+ (u,)?
PERACT
1+u,

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

0n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 0<u, <1

2) Soit neN et on procéde comme suit:

T+u;  u,(1-u,)
14+u, 1+u,

D’autre part on a ceci:

u, 2 3u, —2(1+u,)
14+u, 3  3(1+u,)
S MmT2 <1<2
—3(1+un)_ car u, <
L —Eso
1+u, 3
= “n gz
1+u, 3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

un(l - un)
1+u,

IA

2
§(1 _un)

2
= (1—-uyy) < 5(1 —Uy,)
3) 1% Méthode : la méthode descendante

B O-ue) Sz0-u)

2 2
S (1 - un+1) < g ' 5(1 - un—l)

S (1= uUpqq) < (%)3 (1-u,—)

n+1

S (1—uy) < (g) (1 —up)

2 n+1 1
S (1—uyyq) < (g) <1 — E) ; VneN
o (-u)<- (2) VneN
U, =35°\3 ; ne

2°™*Méthode : On démontrera par récurrence
la véracité de la proposition P(n) définie

TR R . _ 1z\"
ainsi : P(n) : 1—-u, < > (3)
L’initialisation :

0
1 1 _1(2

Uy =- et 1——S—(—)
2 2= 2\3

Donc linstance P(0) est vraie

On a

L’hérédité
Soit neN fixé et on suppose que linstance

i i 2 1 2\"
P(n) soit vraie. C-a-d 1—u, < E(E)

2
m Ona (1—un+1)S§(1—un)

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ;

1
— < =
1—-u, >

1/2\"
4) comme 0<1—u, Sf(g)

n

Et li 1(2) =0 1 - 1
comme lim-{3] =0 car — <3<

Donc d’aprés le critere de comparaison

On en déduit que lim(1—-wu,) =0
< lim(u,) =1

Solution N° 22 :

1) Soit neN et on procede comme suit:
1 a2
B (u,)?—a= Z(un +—) —a

1 a? a
_ = 2 2 — | —
4((un) +(un)2+ u, un) a

1 a’ a
= Z((un)z N (un)z) -4

1 4-q-u?
3wy (“‘“4 rat- T)
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=4(: )? ((Wd)?-2-u2-a+a?
1
=m(urzl — a)?

2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi Pn) : u,=>+a

L’initialisation :

1 a
On a ul—\/a=—(u0+—)—\/a
2 Uy
Uy a
2+2u0 \/a
2
_u% + (\/E) — 2ugva
B 2u0
(uo —Va)”
u —
=0—a20
ZUO
= ul—\/EZO = ulzx/a

Donc linstance P(1) est vraie

L’hérédité :
Soit neN* fixé et on suppose que
linstance P(n) soit vraie. C-a-d u, >+a

(2 —a)?

>0
4u?

m Ona (uy41)? —a

= (un+1)2 =a>0

= U,y =va = Pn+1) est vraie

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

La conclusion :

{ P(1) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ; u, >+a

Pour la monotonie de la suite (u,) on

se donne un entier naturel non nul n et
on procéde comme suit:

1 a
Lt D) -,

B Uy — Uy 2
n

a—u?

_ (a - un)(a + un) <

0
2u,

2u,

= Uy — U, <0 ; VneN~

= Uy <u, ; VneN"

=  (U,)nn* est décroissante

)

La fonction f est continue sur Rt c R*

1
3) Upyq = f(u,) avec f(x)= E(x +

On a aussi f(RY) € R* et wuy,eR*
La suite (u,) est convergente car
décroissante et étant minorée par Va et
sa limite leR"™ Donc cette limite I
vérifie I'équation f(l) =1:
1 a
= E(l + T) =1
22— 1> —a 0
Lt =
21
1’ —a 0
= =
21
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o (I-Va)(l+Va)=0
Oubien l =+a
= { Oubien = —a

& l=+a car leR*

(u; —a)?

2
u —-—a=——
( n+1) 4u721

4) On a

= V) (up +a)’

(151 =) it +va) =

4u?
2 1 u, ++a 2
e = VA = (2 =) '4(un+1+x/5)'< Uy )
N 2
Up+1 — \/— (u ) 4( \/—) ( + )
= (up1 —Va) < (u, — \/_) (1 +1)?

2 1
(un_\/a) 'ﬁ

= (un+1 - \/a) =

La conclusion :

(un+1

) < 5= ~Va)

5) On a par la méthode descendante :

S (uz—ﬁ)sﬁ(ul—\/ﬁ)z
o (=) 5 5=( = V)’
1 1 2\’
v oV S g (gt @)

> (w-va) s (5= ) (s = Va)'

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

> (VD) < (= ) (uy ~ V)’

15

- @) @

(un \/_) (2\1/_>2n—1—1 . (ul B \/E)zn—1
(1, —Va) < NE(%)ZH !
et

(un —Va) < 2va (%)

Solution N° 23 :

1) Soit neN et on procede comme suit:

12n—-8—-12n-3

B 3n—2
4(4n+ 1)

3
4 4n+1

3
n u,— —Z

—-11
=— <0
4(4n+1)

3
= VneN ; un—ZSO

.y 3
= (u,) est majorée par 2

2) Soit neN et on procéde comme suit:

3(n+1)—2 3n-2
| —u, = =
I T T D+ 1 dnt 1
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3n+1 3n—2

11
In+5 4dn+1

" Gn+ D@ +5) "

= VneN ; u,,1=u,

= (u,),y est croissante
= VneN ; u, =u
= VneN ; u, =>-2

= (U ),y est minorée par — 2

n(3-3)

3) lim(w,) =i (3n—2> I
1m u,) = 1m =1mm-——-
4n+1 noon(4+%)
2
. 3—-7) _3-0_3
= lim -
no 4+% 4+0 4

Solution N° 24 :

1) Soit neN et on procede comme suit:

m v, —-2=n’-2n+3-2=n*-2n+1

=n-1)?=0
= VneN ; v,—-22=20
= VneN ; v, =2

=  (V,)en €St minorée par 2
2) 1°° Méthode :

Oon a lim(v,) = lim(n? — 2n + 3)
noo noo

=(+0)(1—-0+0) =+

= lim(v,) = 4o
noo

= (VA>0)(@3NeN)(Vvn=N) : u, >A
= ZAMeR ; VneN : v, <M

Puisque pour A= M il existe N a partir

duquel [linégalité v, <M n’est plus
valable.

2°™ Méthode : ('absurde)

On suppose que : IMeR ; VneN : v, <M

& IMeR ; n?—2n+3-M<0

S A=4M-3)<0
& M<3 et n*-2n+3-M<0;Vn
& M<3 et 3—-m<0 pourn=0
= M<3 et

m = 3 (contradiction)

Donc ce qu'on a supposé étre vrai ne
'est plus (hypothése du début a rejeter)

3) lim(v,) =lim(n? —2n+ 3) = 4+
noo noo

(1-2+3)=1

llm (:2) = lrngn 7

Solution N° 25 :

1) la suite (v,) est géométrigue de
raison (1—a) etona —-1<1l1-a<1
= lim(1-a)"=0
noo

1_(1_a)n—0+1
w, = vk=v0< 1—(1—(1) )

k=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about 3) SOit neN et on pI’OCéde comme SUit :

hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

1 1 Un Un
=—(1—(1—C¥)n+) u un+1_un=un+__un=_>0
a u, u,

= limw,) = lim~ (1 — (1 — @)"*1) = = (U, ),y €St strictement croissante
noo noo a

4) Soit neN et on a d’abord :
2) On démontrera par récurrence la

véracité de la proposition P(n) définie N v,
. Uy = U, +—
ainsi : P(n) : u,>0 n+l LT
L’initialisation : Comme (u,) est croissante Alors
On a : Ug >0 - Uy, > Uy ; VkeN
Donc linstance P(0) est vraie
! < ! VkeN
= —<— €
L’hérédité : U  Up
Soit neN fixé et on su Vk _ Vk
> et on suppose que = X % e pozo0
l'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, >0 U U
. (4%
m P(n) est vraie = u, >0 = U —U, <— ; VkeN
Up
= u_n>0 car v, >0 n—1 1n—1
n
= Z(uk+1 —u) < u_z Uk
v, k=0 0%=0
= U, +—>0
un
1
—1 U, — Uy < — Wp_1
= U >0 to
. 1 .
= P(n+1) est vraie = (u, —uy) <—lim (w,,_;)
Uy noew
La conclusion :
1 1-(1—-a)"
= (U, —yy) <—lim (———
Uy noew (04

{P(O) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN

a

C-a-d que : VvneN ; u,>0 U

1
You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just —Y un < uo + —
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about auo

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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5 la suite (u,) est une suite
convergente car croissante et étant

majorée par le nombre positif (uo +£)
0

Solution N° 26 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q(n) : 1<u, <2
L’initialisation :
On a Uug=1 et 1<1<2

Donc l'instance Q(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que l'instance
Q(n) soit vraie. C-a-d 1<wu, <2

m Q(n) est vraie = 1<u, <2

N[ =

= 1<z-u,+1<2

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 1<u, <2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) D’abord (u,) est croissante car :

Donc la suite (u,) converge car
croissante et étant majorée par 2

Oor i Upyy = f(w,) :f(x)=%x+1

La fonction f est continue sur R et on
aencore f(I)<I; VISR Donc la limite
[ = limi€u,, ) vérifie 'équation f(1) =1.

1
= El+1=l S [=2

Solution N° 27 :

1) u1=3u0+40 (=4 5=3u0+1

4
= u0=§

u2=3u1+41 (=4 u2=35+4=19

2) v, =4u, —u,41 = 4u, —3u, — 4"
=u, — 4"
n+1
Un+1 _ Up41 — 4

3) Soit neN ;
) Un u, — 4"

_ 3u, + 4" — 4"
B u, — 4"

_ By, —4"(-1+4)
B u, — 4"

3(u, — 4"
=(”—)=36]R
u, — 4"

= VneN ; v,,1 =371,

= (v,) est géométrique de raison 3
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4) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN _
vp<n Up =1, - 307P
On choisit p =0 Alors

vneN ; v, =vy-3"

1
v, ==x3"=3""1

= VneN ;
3

On a encore u, =v,+4" ; VneN

= VneN ; u,=3""1+4"
5) lim(y,) =1lim3" 1 =40 car 3>1
noo noo

lim(u,) = lim(3"! + 4") = +

Solution N° 28 :

1) Soit neN* et on procéde comme suit

v, —3 v, — 3

\/1+%(1+4un+vn)—3

v, — 3

3

\/16 + 24 + 96u, +24v,
16

v, — 3

%\/4(2411,1 +1) + 24v, +36 -3

v, — 3

%\/vﬁ+6vn+9—3

v, — 3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

N, 37 -3

v, — 3
2l +3]-3
B v, — 3
_%(vn+3)—3
B v, — 3

“\ v =3 w, -3 2°
Va1 —3 1
= VneN* ; ntl -
v, — 3 2
1
= VvneN* ; (v,41—3) = E(Un -3)

2) Soit (w,),.n+ la suite définie par :

vneN* ; w,=v,—3

1
Comme VneN* ; (v,41—3) = E(v" —3)

1

= VneN* ; Wn+1=§Wn

1

= (w,) est géométrique de raisonz

vneN* . _ (1)n_p
vw<n W

On prend p =1 on trouve :

1 n—1
= VneN* ; w,=wy (§>

n—1

1
= VvneN* ; w, =@w;—3) (E)
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n—1

1
= VvneN* ; w,=((-3) (§>

2—n

= VneN" ; w,=2

= VvneN* ; v, =w,+3=22"+3

= VvneN* ; J1+24u,=2>"+3>0

= VneN* ; 1+ 24u, = (22" +3)?
UneN- (22" +3)2 -1
= : =
ne ;o U, >4
2
3y lim@w) = li (2n1—1+3) —1
) neo i) = D0 24
_[((0+3)*-1) 1
B 24 3
Solution N° 29 :
Dans cet exercice on adoptera Ila
définition  dune limite  dune  suite
numerique :

m Soit e >0 et on procéde comme suit

1
Si |u,| <& Alors | |<e
" V2+n
0< ! <
= £
V2+n
1
= \/2+n>E
12
= 2+n><z>

132
= n><—) -2
£

2

—2|+1 € N

Soit N=E [G)

Récapitulatif : Soit €« >0 et on a:

B -] 1)

n=N = n=E

£
132
= n+2>(—>
£
1
=3 VTl+2>E
0< ! <
= £
Vn + 2
1
= | |<g
n+2
= |u,—0|<¢

La conclusion :

(Ve > 0) (EIN:E[(%)Z—2]+1 € N) :

lu, — 0| <¢

n=N =
< lim(u,) =0
noo

m Soit e >0 et on procéde comme suit

Si |v,—3|<e Alors —e<v,—3<c¢
3n+1
= —¢< —-3<¢
n—1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just [ | SOlt >0 et on procéde comme Suit

understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Si |u,|>A Alors nvn>A

4
= —e< <é¢€
n—1 . 1
= n -n2>A4
n—1 1
= > — 3
4 € = nZ>A4>0
4 2
= n>-+1 3\3 2
& = (nZ) > A3 >0
4
Soit N=E[—+1]+1 e N 2
£ = n> A3

Récapitulatif : Soit e >0 et on a:

2
Soit N=E[A§]+1 e N

4 4
>N = >E|-+1 1>—-+4+1 .
= n= [£+ ]+ >e+ Récapitulatif : Soit A >0 et on a:

4 2 2
= n>;+1 n=N = n2E[A§]+1>A§
2
= n—1>- = n>A43>0
£
3
& 3 2\2
= O<—1<4— ;o n=>2N>1 = n2>(A3)
3
= 0< <é¢& = nz>A
n—1
4 = Tl'\/ﬁ>A
= <
n—1
= w,>A
3n+1
= |n_1_3|<g La_conclusion :

2
= |n,-3l<e (VA>O)(E|N=E[A§]+16N)=

La conclusion :

4 n=N = w,>A
(Ve > 0) <E|N=E[E+1]+1EN):

n>N = |v,-3|<¢ = lggl(Wn)Z‘l'OO

< lim(v,) =3
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Solution N° 30:

1) lim (n®—-5n2—-6n+7)

_ 3 5 6 7
hmn(1——-—+—)
n n¢ nd

= (+0)(1 — 0= 0+ 0) = +oo

5, 2
. (3n*—5n+2 _ "2(3_5"‘?)
2) lim = lim
noo 4 —n3 noo 3(i—1)
n’ (=3
N(3—ntz
=1im<—) 4n L
noo n __1
3
3—0+0
= (0 x( )=
O {57
- 3_ _
3) légl( n>—n+4 n)
1
=lim (n*—n+4)3—n
noo
13\ 3
((n3—n+4)§) —nd
= lim 5 T
M -n+4)3+n (3 —n+4)3+n?
= lim — ;
<n3(1—%+%)>3+n(n3(1—%+%)) + n?
4 1
-3
: n
= lim - T
n2(1—nlz+%)3+ 2(1—%+43)3+n2
4 1
| =)
=171L££1 2 1

1 4\3 1 4\3
(1——2+—3) +( ——2+—3) +1
n n n n
You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

(0 —0) 0
3=0

2 1 -
(1-04+0)3+ (1-0+0)3+1

4) lim (n? —n—-3yn+1)

1 =5 1
(1———713 +—2)
n n

= (+0)(1 = 0—0+0) = +oo

2 -1 2 1
(nB—n3) n3——1 = 400
n3

Solution N° 31 :

= lim n?

noo

= lim

noo

lim

noo

5)

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : 3<u,<4
L’initialisation :

On a uy=3 et 3<3<4

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d 3<u, <4

m P(n) est vraie = 3<u,<4

= 5<u,+2<6

1 1 1
= =< <=
6 u,+2 5
4 < 24 <24
- _
u,+2 5
—24 —24 4
= —
5 u, + 2
8 24 8 24 <8-4
:> — — J— J—
57 u, + 2
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16 8(u, —1
_<L<4
5 u, +2

16

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 3<u, <4

2) Soit neN et on procéde comme suit :

8u, — 8

B Uy Uy, = ——— —
n+ n un+2

Un

8u, — 8 —u? —2u,
2+u,

_ —uj +6u, —8
2+u,

_(un - 4’)(un - 2) >
2+u,

0

= VneN ; u,,q>u,
=  (U,)nen €St strictement croissante

Et comme elle est majorée par 4 alors
c’est une suite convergente

8(u, — 1)
3) Ona : u,.1=—-—"=f(u,)
n+1 un+2 n
8(x —1) -1
A : =— —
vec f(x) o ;o Vx # 5

La fonction f est continue et dérivable
sur R\{%l} Donc on peut appliquer le

TAF sur tout intervalle I € R\ {_71}

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Soit lintervalle I =[u,,4] Alors on
applique le TAF on déduit que:

f(4) - fuw,)

Jceluy, 4 ; Y =f(c)

4 — un+1) 24

= 3<c<4 et ( =
4—u,

"~ (c+2)?
B c>3 = (c+2)?>25

24 < 24
(c+2)%2 25

= fO<5

(4= upsr) 24

4—-u,) 25
24
= (A—-u,)< 7 (4-u,) ; VneN

démontrer ce
machine

Remarque : On peut
résultat en utilisant la

récurrence.

4) 1°* Méthode : la méthode descendante
24
B (4—u, )< oe (4—-u,) ; VneN

24,2

S (4—u,q) < (E) (4—u,)
o G < () G-
S (4— Uy < (ﬁ)”“ (4 — up)
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n+1

24

S (G-u,) < (ﬁ)

n

24
0<(@4—-—u, < (—) ; VneN

D' ot
ou 25

E li (24)n_0 1 24 1
tcomme%glg =0 car — <£<

Alors d’aprés le critere de comparaison
On en déduit que : lim(4—u,) =0

& lim(u,) =4
noo

5) Soit neN et on procéde comme suit:

Un+1 — (un+1 - 4) % (un - 2)
Un un+1 - 2 un - 4‘

8u, — 8
_(un+2_4)x(un—2)
_(8un—8_) u, — 4

2
u, + 2
4(u, — 4 + 2 -2 2
)+ -2 2
(un+2) 6(un_2) (un_4‘) 3
2
= VneN ; vn+1=§vn

2
= (v,) est géométrique de raison 3

6) comme (v,) est géométrique alors :

3

vneN _ 2\"7P
(3)

;o V=V
Vp<n n

On choisit p =0 Alors

2\" 2
e =@ =-)

u, =4

n

= VneN ; =
U, — 2

vneN 2v, — 4
= . =
ne ;o Uy o =1
n n
2 s 2() 4
= VneN ; u, = o\ =\
-(3) -1 (3 +1
le
A lim) - 1 2(3) +4 _0+4
) lim(u,) = lim (g)"+1 T0+1
3
8) Sn=v0+v1+”'+vn_1
2n—1—0+1 2Tl
_ 1-(3) _ 1-(3)
= 7 = —
1_2 1
3 3
277,
=—3<1—(§>> ; VneN
n
9) lim(S,) =lim-3 <1 — (—) )
noo noo 3
=-3(1-0)=-3
Solution N° 32 :
1) Soit la suite (u,) définie ainsi:
vneN ; u,=x" ; 0<x<1

La suite (u,) est géométrique de raison x

=~

=n

xk=u0+u1+-"+un

1_xn—0+1 1_xn+1
-u(55)- (55

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

k=n 1— xn+1
noo noo 1—x
k=0

_(1—0)_ 1
T \1-x/ 1—-x

m Soit P,(x) la fonction définie par :

k=n

_ an+l
Vxel0l] ; Pn(x)=2xk=<11+x>

k=0

Par passage aux dérivées on trouve :

4

) k=n 1— xn+1 '
P = (Z ) = (T)

k=0
k=n 1
Zk reg _ —(@=x)(n+ D" + (1 —x")
x =
] (1—x)2
N et - —L =D D4 - xm)
X X =
] (1—x)2
k=n
L 1k —(1=x)(n+ Dx"t 4+ x — x"+2
x"© =
£ (1 —x)2
k=n
- —(1=-x)(n+ Dx™ 4+ x — x"*?
x" =
e (1-2x)2

—(1=-x)(n+ x4+ x — x"*?
)

On a limx™"2 =0 car —-1<x<1
noo
Et on a lim(n + D)x®*D = limnx™ = 0
noo noo

On doit admettre cette derniere limite
car son calcul se passe a travers des
exponentielles les voici :

limnx™ = — lim (nlnx e"'“x)
noo Inx no

=— i t =—Xx0"=0
In x (545 (tef) In x
t=nlnx
l zk —(1—x)(n+1)0+x—0
im 1= )2
= X o 0<xk1
“a-x2 T
( k=n1
Iun E
2) On pose : VneN ; { k=1
1
kvn n+a
k=n+1 k=n
1 Zl_ >0
Ynt1 ™ Un k! G
k=1 k=1

= Upy > U, ; VneN

= (u,) est strictement croissante
1 1
Uny1 = Vp = (un+1 + m) - (un + ;)

= (Upy1 —up) + (ﬁ - %)

1 11
_(n+1)!+((n+1)!_a)
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= (V)n>1 est décroissante

1
u,) = llm— 0
o n!

On a encore lim (v, —
noo

(u,) est strictement /7

(u,) est strictement \

lim (v, —u,) =0

noo

Ainsi

= (u,) et (v,) sont adjacentes

Alors ces deux suites sont convergentes
et tendent toutes les deux vers une
méme limite e R . Pour en avoir une
idée sur cette limite jintroduis le
développement suivant :

,199 S

lim

noo

(1! + 2!+ -+ n!)
e

n!

lim

noo

(1! + 2!+ -+ n!)
e

(n+ 1)!

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 33 :

1
Ona : VkeN ; 0<uy ST
n k=n k=n 1 k
= VneN ; 0< U < (E)
k=0 k=0 k=0
= VVneN ; 0§, < —21
1=3
1 n+1
= VneN ; OSSnS2<1—(E) ><2
= VneN ; 0<5§,<2
k=n+1 k=n
Or on a Sni1— S, = U, — Uy,
k=0 k=0
k=n k=n
= uk_zuk+un+1—un+120
k=0 k=0
= VneN ; 5,138,

=  (8§,)nn est croissante

Donc (§,,) est convergente car croissante
et étant majorée par 2.

Solution N° 34 :

1) Soit neN* et on procéde comme suit

m a,—a, = 52n+4 - SZn

k i'H (—1)k+1 kzzn (—1)k+1
kZZ”( 1)k+1 an*:“ (~Dk+t 1)k+1 z( 1)k+1
k=2n+1
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(_1)2n+2 (_1)2n+3 (_1)2n+4 (_1)2n+5
T 2n+1 @ 2n+2 @ 2n+3 " 2n+4
1 1 1 1

et J— + _—
2n+1 2n+2 2n+3 2n+4

1 1

Sttt ameyansn Y

= VneN* ; a,.1 >a,
= (a,),n* est strictement croissante

B by — by =843 — Sona

k=2n+3 (_1)k+1 k=2n+1 (_1)k+1
ko k
k=1 =1
k=2n+3 (—1)k+1  (=1)2n+3  (—1)2n+4
Z Kk 2n+2 ' n+3
k=2n+2
-1 1 -1

= + = <0
2n+2 2n+3 (@2n+2)2n+3)
= VneN* ; b, <b,

= (b,),>1 est strictement décroissante

W b, —a, =811,

k=2n 2
B +1( 1)k+1 B ( 1)k+1
B k k
k=1 k=1
k=2n (_1)k+1 (_1)2n+2 k=2n (_1)k+1
- Z k an+1 Z k
k=1 k=1
B (_1)2n+2 1

noo 0

n+1  2n+1

= lim (b, —a,) =0
noo

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Récapitulation :

(a,)n>1 est strictement croissante
(bp)n>1 est strictement décroissante
lim (b, —a,) =0

noo

=

(a,) et (b,) sont adjacentes

Donc ces deux limites convergent vers
une méme limite réelle [

2) Quand n tend vers linfini alors :

lim (Sn) = lim (SZn) = lim(52n+1) =1

noo noo noo
Vous aurez l'occasion de montrer que
cette limite [ n’est autre que In2 et ce

serait exactement dans le cours des
séries numeriques.

Solution N° 35 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi Qn) : u,=>+n

L’initialisation :

Ona : w=1=V1
Donc linstance Q(1) est vraie

L’hérédité :

Soit neN* fixé et on suppose que
Iinstance Q(n) soit vraie. C-a-d u, >+/n

mu,>Vn = u, + >Vn+

1
vn+1

n+1
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B n>0 = n+1>1

1
n+1

<1

—-1<0
n+1

1

= (n+1)+( )—2<n

1

+

n

1
vn+1

= (n¥i- )2 < (V)’

1

0<vn+1-
Vvn+1

=

<+n

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(l) est vraie

Q(n) = Q(n+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ;

u, >Vn

2) Comme u,=+Vn ;

VneN*
Et comme limvn = 4o
noo
Alors d'aprés le critere de comparaison
on en deéduit que lim(u,) = 4o

Cesta dire que (u,),>; est divergente

Solution N° 36 :

1) On a P,(x) est continue sur [0,1] c R
Car c’est un polyndbme et on a encore :

P,(0)=-1<0
{ = P, (0)xP(1)<0

P,(1)=n-1>0
Donc d’aprés le TVI on déduit que:
3 aye[0,1] B (a,) =0

Et P,(0)=—1+#0

Et comme : {Et P()=n—1%0

Et comme P, est strict » sur [0,1]
PO =nx"'4+n-Dx"24+-+1>0

Alors on peut en déduire que :

! a, €]0,1] B(a,) =0 ; Vn=2
2) Soit neN* et on procede comme suit :
-

m a,c]01] a, >0

= (¢)""'>0 = (g)""'+0>0

= (an)n-l-l + Pn(an) > O

k=n
= (@) -1+ Z(an)k >0
k=1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

k=n+1

= -1+ Z (a,)f >0
k=1

= Pn+1(an) >0

= Pn+1(an) > Pn+1(an+1)
0

= a, > a,41 car P,,, est une biject 7
= (a,),n* est décroissante

La suite (a,),.n €St convergente car
décroissante et étant minorée par O

3) On aurait besoin de déterminer la
valeur exacte de a, on a:

P,(x)=0 & x*+x+1=0

-1++5
& x=—m— ;5 A=5
2
~1+4+5
(=4 X =——"]T"—"—" € ]Oll[
2
o . —1++5
Voici pour quoi ———— € ]0,1[

1<5<9 = +1<+V5<+9
= 1<+vV5<3

= 0<-1+V5<?2

-1++5
= 0<———<1
2
-1++5
= — € 10,1]

k=n
B(x)=-1+ Z xk
k=1

4) On a
1—x"
= Pn(x)=—1+( )x1 |
1—x
P, (x) x—1+x—x”+1 +1
= = ;
n =TT 1—x »
2x —1—x"*1
& P(x) = . ;o x#=1
x"—2x+1
& P(x) = 1 ;o x#1

5) Soit neN*\{1} et on procede ainsi:

()"t —2a, +1

B, (a,) =0 p—

e (p)"M'=2a,+1=0 ; a,#1

e ()" =2a,+1=0 ; vn=2
x"—2x +1

x—1

6) On a : B,(x) = px#E1

5) <0

(% < Py (a,)

=~ n(d)<
)

= p1 (Pn (%)) <P Y(P(ay) ; Bt 7
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1
= §<a” = 1< 2«q,
= [0<2a,—1] = (1)
Or on a n=2 = a,<a

Car la suite (a,),s; est décroissante

-1++5
<

—1++5
a, < car o, = —————

—
2 2

= ZanS—1+\/§

20, —1 < =245 w» (2)

~1+4+5

3 ) et (—2+5)

Comparons (

3 -5
2

On a <_IT+\/§>—(—2+5)=

9>5 = V9>+V5 = 3>+/5

3-4/5

>0
2

= 3-V5>0

(—1+\/§
O I

5 )—(—2+5)>0

- (ﬂ - (3)

5 >>(—2+5)

(4)

(2) et 3) = _1—+‘/§>

Zan—1<< >

—1+\/§>

(1) et (4) =>0<205n—1<< 5

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= 0<2a,-1<a, ; Vn=2
7) On pose lim(a,) =1
noo
Oon a 0<2q,-1<a,
— 1< <a2+1
2 S ST
1 V5+1
= —<a,<
2
1
1Tl+1 \/§+1n+
= (E) <(“”)n+1<< 4 )
On remarque que :
1n+1 \/§+1n+1
im(3) =0 e ‘zm( 1 ) =0
1 V5 +1
Car—1<§<1 et —-1< 2 <1

Donc d’aprés le critere de comparaison :
lim (a,)*™ =0
noo
On a encore ()"t —2a,+1=0

Par passage aux limites on trouve :

lim((a,)"*"* — 2a, +1) =0
noo
< lim(a,)"! -2 lim(a,) +1=0
noo noo
S 0-2014+41=0

1
e =
2

1
< lim(a,) ==
noo 2
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Solution N° 37 :

1) c’est un calcul simple a réaliser :

1 _2(n+1)+1_2n+3_
n+1 n+1 _n+1_un

2) Soir neN et on procede comme suit:

mn=>0 = 2n+3>0 et n+1>0
2n+ 3
>
n+1
— >0 -~ O
BEn>0 = n+1>1
1
= <1
n+1
= 2+ <3
n+1

= - (@)
(Det (22 = 0<u,<3

= (u,) est bornée
3) Soit neN et on procéde ainsi :

2ln+1)+3 2n+3
B Uy — U, = -

n+2 n+1
_2n+5 2n+ 3
T n+2 n+1

B 2n+5n+1)—-(n+2)(2n+3)
B n+2)(n+1)

-1
HCEFCER

0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= VneN ; u,1 <u,

=  (U,)nen €St strictement décroissante

Autre Méthode :

B n=0 = n+2>n+1
1 < 1
n+2 n+1

= 24 <2+
n+?2 n+1
= Uy <u, ; VneN

=  (U,)nen €St strictement décroissante

4) dabord (u,) est convergente car
décroissante et étant minorée par 0 et
on a :

3
fim.) = lim (2n+3) _ limn(z +?)
no no \n+1 noon(l_l_ﬁ)

=lim(2+%)=i+g=
(1) T

Solution N° 38 :

1) Soit neN* et on procéde comme suit

mn>1 = |Vn=>1| » (1)

B n>1 =2 n+l1>22>1

Vyn+12>1

W

(2)
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B (D+Q) = Vn+1+Vvn=>2
Vn+1++vn~ 2

1
= 0<vVn+ —\/HSE

_ _(\/n+1—\/ﬁ)(\/n+1+\/ﬁ)
A O g N
_ 1
CVnti+n
1
= VneN* ; O<unS§

2) Soit neN* et on procede comme suit

1 1
CVn+2+Vn+1 Vn+i+vn

Upy1 — Uy

Vn+1l+vn—-Vvn+2-vn+1

=(\/n+2+\/n+1)(\/n+1+\/ﬁ)
Vn—vn+2

:(\/n+2+\/n+1)(\/n+1+\/ﬁ)<0

Car : n<n+2 = Vvn—-Vn+2<0
3) D’abord (u,) est convergente car
décroissante et étant minorée par 0 et
on a:

1}33.3?@“) = lggl (Vn +1-— \/ﬁ)

= lim

noo

1
<\/n+1+\/ﬁ>=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 39 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : u, >3

L’initialisation :

On a Uy =6>3

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité

Soit neN fixé et on suppose que

l'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, >3

m P(n) est vraie = u, >3

1<1
: R J—
u, 3
3
= —<1
un
3
= 4—- —>4-1
un

= Upyr > 3
= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; wu, >3

2) Soit neN et on procéde comme suit

3
u un+1_un=4___un
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_ _(un - 3)(un - 1)
= ”

<0

= VneN ; u,,1 <u,

= (U,),en est strictement décroissante

3) comme (u,) est décroissante Alors:

VneN ; u, <u,_1 <up_, <--<up
= VneN ; u, <uy
= VvneN ; u, <6

= (u,) est majorée par 6

4) la suite (u,) est convergente car
décroissante et étant minorée par 3.
C'est-a-dire u, > 3.

3
5) Uny1 = flwn) 5 fO)=4-—

La fonction f est continue sur Rt c R*

Et on a f(RT) S R" et wuy,=6€eR"
On a vu que (u,) est convergente vers
une limite réelle le Rt car 3<u, <6

Donc [ vérifie I'équation f(l) =1.

3
= l=4—7 ; l#0
3
= l—4+7=0 R l#0
12—-41+3
= = l#0

& (-3)U-1D=0 ; 1=+0
s le{3;1}
& =3 car 3<I1<6

< lim(u,) =3

Solution N° 40 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi Q(n) : i<un<9
L’initialisation :
T<uy=4<9

On a
Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que l'instance
Q(n) soit vraie. C-a-d i< u, <9.

1
= —-<u,<9

m Q(n) est vraie 2

1
= E<\/u—n<3

13

= 7<6+ u, <9
1 13

= Z<7<un+1<9

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; I< u, <9
4
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2) Soit neN et on procéede comme suit:
B U, —Uu,=6+,u,—u,

On pose : ¢(x)=6++Vx—x ; Vx>0
La fonction ¢ est continue et dérivable
sur R* car c'est la somme de fonctions
continues et dérivables sur R*

(p'(x)=(6+\/§—x)’ =%—1

_1-2k
B

VxeRY

1 1—2x
B x> = 1-2Vx<0 = <0

= o

= 9x) <0

1
= @ est décroissante sur [Z'-l_oo[

1
On a VneN ; Z<un<9

1
= 09 <o) <e1/4) ; ¢\ [Z,m[

= 99 <o)
= 9<6+,/u, —u,
= 0<9<6+/u,—u,

= 0<uyy1 —Uu,
VneN

= Upp <Up

=  (U,),en €St strictement croissante

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3) On a @ upyy = f(uy)

Avec f(x)=6++x ; Vx>0

La fonction f est continue sur R*
et on a f(RT) € Rt
et encore que Uy = 4 e Rt
la suite (u,) est convergente car
croissante et étant majorée par 9 et soit
[ = limifu,) alors leR* vérifie I'équation :
& 6+Vi=1
& 64+Vi-1=0

= o) =909

& | =9 car ¢ est bijective

< |lim (u,) =9
noo

Solution N° 41 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(n) définie
ainsi : R(n) : 0<u,<1

L’initialisation :

On a
Donc linstance R(1) est vraie

L’hérédité :

Soit neN” fixé et on suppose que linstance
R(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <1

m R(n) est vraie = 0<u,<1

= 0<nu,<n ; n=>1

= 1<nu,+1<n+1
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1 1

< <1
n+l nu,+1
nu,+1 nu,+1 nu,+1
= <
n+1 nu, +1 1

= 0< Uy 41 <1
= R(n+ 1) est vraie

La conclusion :

{R(l) est vraie
R(n) = RMn+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ; O0<u, <1

2) Soit neN* et on procede ainsi:

nu, +1

B Uy — U, = n+1 Uy

_nu,+1-nu, —u,
B n+1

1-u,
= >0
n+1

car u, <1

= vn=1 ; u,;q>u,
=  (U,).>1 est strictement croissante

3) Soit n>1 et on procede comme suit

1 nu, +1 nu, +1-n-1
[} —-1l=—-1=
Un n+1 n+1
nu, —n n
= = -1
n+1 (n+1)(un )
u'n+1_1 n

u, —1 n+1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

4) d'aprés cette derniere formule on a:
(uz - 1) 1
u -1/ 2
(u3 - 1) 2
u, -1/ 3

(u4—1)_3
u; — 1) 4

(un—1> n—1
o =
U1 —1 n

On multiplie ces égalités cbte a cbte on
obtient par la suite :

(u — D(uz — D(uy —1) - (u, — 1)
(u; — Dy — Duz — 1) - (g — 1)

En prenant en considération des
facteurs qui vont disparaitre par le
processus de réduction On obtient alors

u,—1 1 u,—1 1
= — = = —
u—1 n -1 n
2
1=5 ()
o —1=—(-
Un 2 \n
= =—+1
Un = o

-1
= lim(u,) = lim (— + 1) =1
noo no \2n
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Solution N° 42 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi : Q(n) : 0<u, < i

L’initialisation :

1 1
0<uy =E<Z

Donc linstance Q(1) est vraie.

On a

L’hérédité :
Soit neN* fixé et on suppose que linstance
Q(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <

1
m Q(n) est vraie = 0<un<Z
1 3 3
= 0<un<Z et Z<un+z<1
3 1
= 0<un<un+z)<1'z

3 1
= 0< (un)2 +Z(un) <Z

1
— O<un+1<Z

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{ Q(1) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ; 0<u, <§

2) Soit neN* et on procede comme suit

3
U, —u, = (u,)? g Un ~ U

1
= (u,)? + 7t

1
=u, (un — Z) <0
= VneN* ; wu,,1—u, <0

= VneN* ; wu,.1 <u,

= (u,), est strictement décroissante

3) On a vn=>1 ; u,y = f(u,)

3
Avec f(x)=x2+zx i VxeR
La fonction f est continue sur Rt c R
car cest un polynbme a coefficients
réels. On a aussi f(RY) € R* et clest

tres facile a la démontrer en remarquant
1
que: 0<u, <; et u, € RY

1
On a aussi : u1=§ER+

On a encore (u,) converge car
décroissante et étant minorée par O.

Soit | =lim(u,)

1
le R* car 0<un<Z

On a
Donc [ vérifie I' équation f(I) =1
= lz+§l—l
7=
= lz+31 =0
7 =

PN lz+1l=0
4

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

= l(l 1)—0
1) =

= {01}
€ )

< =0 car (u,) est N

Solution N° 43 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : u, >3

L’initialisation :
Oon a uy=2=>+3
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
linstance P(n) soit vraie. C-a-d u, =>+/3
U, = V3

m P(n) est vraie =

= (u,)?=>3

(uy)?
> 1
>
2
R CY P
3
u 2
= (g) +22\/§

=  Up4 >3

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que VneN ;

u, >3

2) Soit neN et on procéde comme suit:

’u 2
B U, — U, = (g) +2—-u,

= VneN ; u,.q1—u, <0

= VneN ; u,,1 <u,

= (u,),ny est décroissante

3) On a : u, =f(u,) avec

x2
—+ 2 ;

flx) = 3

VxeR
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La fonction f est continue sur R*c R
car cest une composition bien définie
de deux fonctions sur R*.

On a aussi f(RY)cS Rt facile a
démontrer car VxeR ; f(x)eR*

La suite (u,),.y €St convergente car
décroissante et étant minorée par /3 et
sa limite le Rt car u, >3 ; VneN

1
On a encore uy = ¢ R*

Donc la limite [ =Ilimifu,) Vvérifie
I'équation : f() =1
lZ
— 2 —
= 3 + l
l2
—+2=1
= 3 +
o 672
=

2
= §(3—l2):0

e B3-1)=0

& 1=+4+V3 eR?t

= lim (u,) =3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 44 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi : P(n) : 1<u,<?2

L’initialisation :
On a 1<y =1<2
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité

Soit neN fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d 1<u, <2

m P(n) est vraie = 1<u, <2

= 3<u,+2<4
= \/§S,/un+2<\/z

= 1<V3<u, ;<2
= 1<u,;1 <2

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 1<u,<?2

2) Soit neN et on procéde comme suit :
B U, — U, =+2+u, —u,
_ (./2 +u, —un)( 2+u, +un)

2+u, +u,

_ (\/2 +un )2 - (un)z

2+u, +u,

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

24w, — (u,)?
2+u, +u,

_ _(un - 2)(un + 1)
2+u, +u,

>0

= VneN ; u,,1 =u,

= (u,) est strictement croissante

3) Soit neN et on procéde comme suit :

(275 - 22T +2)

2+u, +2

(2w ) -2

2+u, +2
Uy —2
2+u, +2
= (Up41 —2)=——7 W — 2)
2+u, +2
Uy — 2 1
(n+1 ): ;un¢2
(u; —2) 2+u, +2
m J2+u, =20 = 2+u, +2=2
1 1
= @ — < -
J2+u, +2 2

2 ~“Upp1  Up4r — 2

N =

= <

2—u, u, — 2

1
= (2-u,4) < 5(2 —u,) ; VneN

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

4) 1°° Méthode : la méthode descendante

1
Oon a (Z—un)SE(Z—uO)

1 11
S (Z—UZ)SE(Z—L‘QSE'E(Z—UO)

2°™ Méthode : la récurrence

On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

Q(n) : O<2—unSG)n

ainsi

L’initialisation :
0

Donc linstance Q(0) est vraie

On a

L’hérédité

Soit neN fixé et on suppose que linstance
n

Q(n) soit vraie. C-a-d 0<u, < G)

n

1
m Q(n) est vraie = 0<2-—u, < (E)

Gl

1 1
= 0<E(2—un)S§
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n+1

= O<%(2—un)s<§)

n+1

1
= 0<2—un+1<§(2—un)S(§)

1Tl+1
= O<2—un+1S<§)

= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

vneN ; 0<2—unS(l)n

C-a-d que -

5 On a wu,y; = f(u,) avec

fx)=V2+x ; Vx=-2

Ona f estcontinue sur R* c ]—2,+o0[
Car c’est une composition bien définie
de deux fonctions continues sur R*.

On a aussi f(RY)cSRt facile a
démontrer car Vx>0 ; f(x) =0

On a aussi Uy =1e R
Et on finalement (u,) est une suite
convergente car croissante et étant
majorée par 2 et sa limite [eR*
Donc on en déduite que [ Vvérifie
I'équation : f(l) =1

S V241=1

& 2+41=12

& P-1-2=0

s (U-2)(+1)=0
s le{2; -1}
& [=2¢€eRT

< lim(u,) =2

Solution N° 45 :

1) Soit neN et on procede comme suit:

3uZ + 2
2— =21 "%
u ( un+1) 3un+1
_ 6u, +2—3u; —2
B 3u, +1

6u, — 3u?
3u, +1

( 3u,
3u, +1

)@-u,)

2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi Qn) : 0<u,<?2

L’initialisation :
On a O<uy;=1<2
Donc linstance Q(1) est vraie

L’hérédité :
Soit neN”* fixé et on suppose que l'instance
Q(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <2

=

m Q(n) est vraie O<u, <2

= u,>0 et u,<?2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

3u,

— >0
1+ 3u,

et 2—u, >0

3ul +2
—_— >
3u, +1

3ul + 2

( Sty )(2 )>0 et
—_— _
1+ 3u, tn e P

= 2—-u,1)>0 et u,.;>0

= U1 <2 et u,;1>0
= 0< Uy 41 <2
= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{ Q(1) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ; 0<wu, <2

3) Soit neN* et on procede comme suit

3u, 6 21u, —6(1+ 3u,)
| | —_—_— =
1+3u, 7 7(1 + 3u,)
_ 3u,—6 _3(un—2)<0
~7(1+3u,) 7(1+3u,)
3u, 6
= VneN* ; —————=<0
1+3u, 7
vneN® SN
— oo 2
e RN
3u
4) Ona : (2—u,q)= <Vi1) (2-u,)

3u, 6
Et on a vneN* ; @ ——<=
1+3u, 7
3u, 6
= VneN* ; — (2 — <=(2-
ne 1+3un( Uy,) 7( Uy,)

6
= VneN* ; (2—-1u,;q1) < ;(2 —u,)
Et par la méthode descendante on a:

o @-uw)<2@-w)

6 6
< (2—u3)<;-;(2—u1)

n—1

o @-u)<(l) @-w)

n—1

= VneN* ; 0<2—uns(7)

Autre Méthode : la récurrence

On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(n) définie

n—1
ainsi R(n) : 0<2—u, < (g)

L’initialisation :

0<2—u < (S)l_1

Donc linstance R(1) est vraie

On a

L’hérédité :

Soit neN* fixé et on suppose que linstance

. . R 6\ 1
R(n) soit vraie. C-a-d 0<2—u, < (;)

n—1

m R(n) est vraie = 0<2—u, < (7)
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n

= O<g(2—un)s<g>

6 6
= 0<2—un+1 <§(2—un)S<§)

n

6
=>0<2—%Hs<ﬂ

= R(n+ 1) est vraie

La conclusion :

{R(l) est vraie

R(n) = R(n+1) ; VneN*

. 6\"1
C-a-dque : VvneN* ; 0<2—-u, < (;)

6 Tl—l
5) comme : 0<(2-u,) < (;)
n—1 6
Et comme lim(—) =0 car —-1<=<1
noo \7 7
Alors : lim2—-u,)=0 & limu, =2
neoo noo

Solution N° 46 :

1) calcul de quelques termes de la suite

Uq U Us Uy
1 2 3 4
3 4 5
, 1 1 k+1-k 1
) k k+1 k(k+1) k(k+1
k=n k=n
D =) s O )
NN T AV TS
k=1 k=1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

(-3 -D+B-Ye
+(%_n10

11_n
1 n+1 n+1

= VneN*" ; u, =

n+1

. — . n — . n
Dt = () =

Solution N° 47 :

1) On peut remarquer facilement que :

m 2n+1-2ynn+1)
= (V) =2V Va1 + (VaF 1)’

= (Va—Vnt1)

k=n

ey Sn:
k=

k=n
ukzilﬁk+1—2k@+1)
k=0

o

:kf\/(@-vk—ﬂf

k=0

k=n
= ) Vk—VE+1|
k=0

k=n
= > (VEF1-VE)
k=0

=Vn+1-v0=vn+1
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= VneN ; §,=Vvn+1

2) lim(S,) =limvn+1= 4o

3) lim(u,) =lim \/Zn +1-2ynn+1)

= lrilgl\/(\/ﬁ—\/n+ 1)2
= limii/n — Vn + 1|
= limi{yn + 1 - Vn)

(VAT — V) (VAT T +VR)

- (Va+ 1 +Vn)

(AT - ()
g (Va+1++n)

..... 1
= limie =0

neo (W+\/_)

Solution N° 48 :

1) Soit neN et on procede comme suit

Uy — Uy = (—2(n +2)? +3) — (—2n% + 3)
=-2n+1)?+2n*=-4n-2<0

= VneN ; u,, <u,

=  (u,),n st strictement décroissante

2) lim (u,) = lim{—2n? + 3) = —
noo noo

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 49:

1) calcul de quelquestermes de la suite

Uy Uu; Us

3 11

1 = _
2 6

2) soit neN* et on procede comme suit

=  (U,),>1 est strictement croissante

3) soit neN* et on procede ainsi :

o2 )3 (Y
"m\273
k=1
k=n
=n-(1-3)
=N X
k=1
k=n k=n
= 1+ 1
=N k
k=1 k=1
k=n k=n
1 1
=n- n+ZE: i = U,
=1 k=1

4) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(n) définie
ainsi : R(n) (n+Du, —n

L’initialisation :
Donc linstance R(1) est vraie
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L’hérédité :
Soit neN* fixé et on suppose que linstance
R(n) soitvraie. C-a-d §,=m+1u, —n

m R(n) est vraie = §, =M+ 1Du, —n
= S, tuU, =nu, +u, —n+u,;

1

= Snﬂ=nun+un—n+un+n_|_1

1
= 5n+1=(n+2)un+n—+1—n

1—-n%2—n

= S =m+2u, + 1 w (1)

m Orona : (n+2u,;;—(+1)

%)—(n+1)

=(n+2)<un+ 1

n+ 2
= 2 _— 1
(n+ )u”+n+1 n+1)

(n+2)—(n+1)>
n+1

=Mm+2)u, +

2

+1

=M+ 2)u, + N (2)

(1) et (2) = Sn+1 = (Tl + 2)un+1 - (n + 1)
= R(Mm+ 1) est vraie

La conclusion :

{R(l) est vraie
R(n) = R(n+1) ; VneN*

C-a-d que : vneN* ; §, =+ Du,—n

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 50 :

1) calcul de quelques termes de la suite

U, Uy u,
1 4 40
2 5 41
2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : 0<u,<1

L’initialisation :

On a
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <1

m P(n) est vraie = 0<u,<1

= 2u,>0 et 1+ (u,)*>>0

2u,
—>0 1
T+ 0 ™ W
0  2u, 1_Zun—l—(un)2
T T )T T T T 1+ )
—(u, — 1)?
:—(” )<0
1+ (u,)?
2u,
1<0
1+ (u,)?
2u,
= <1 2
T+t ™ @
2u,
1) et (2 = I<—=<1
(1) et (2) 1T w)?

= 0<u,1 <1
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; O0<u, <1
3) Soit neN et on procéde comme suit:

2u,

n un+1_un=m_un
n

2
= Uy (1 T @w)? 1)
2—-1- (un)z
“( 1+ (w,)? )
_ 1 - (un)z
~ (1 n (un>2>

_ un(l - un)(l + un)
1+ (wy)?

= VneN ; u,,;1—u,>0

= VvVneN ; u,.4 >u,

= (U,)nen €St Strictement croissante

4) comme (u,) est strictement croissante

Alors vn=0 ; u,=>1u
= VneN ; u, > 5
5) On a U1 = f(u,) avec
2x
flx) = 11 2 ;. VxeR

La fonction f est continue sur R* c R
car c’est le quotient de deux fonctions

bien définies et continues sur R*. En
plus On a f(Rf)cR* facile a
démontrer car Vx>0 ; ——>0
14+x
1
On a encore uy = S € R*

Et on a la suite (u,) est convergente
car croissante et étant majorée par 1 et
sa limite le RT car 0<u, <1

Donc la limite [ vérifie : f(l) =1
= 2L =1
1+102
2= 2L [=0
14+02

(1-DA+D

1+102
o 1e{0;1; -1}
& 1e{0;1} car leR*
& 1=1 car car (u,) est 7

Solution N° 51 :

u 3n+l n 3n
1) ntl _ X(_):
Uy, n+1 3n n+1
2N 0 (3n) 1_2n—1
) Ona n+1 T n+1
0 Cvns1: T log
n remarque que : Yn=>1 ; ———
3n
= vn=>1 ; >1
n+1
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u
- vn>1 ; s
un

= vn=1 ; u,y1>u,>0

=  (U,),>1 est strictement croissante

3) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi : P(n) : 3" >n?

L’initialisation :
On a 32 > 22
Donc linstance P(2) est vraie

L’hérédité :
Soit n>2 fixé et on suppose que
I'instance P(n) soit vraie. C-a-d 3" > n?
m P(n) est vraie = 3" > n?

= 3+l > 3p2

= 3" _(m+1)?2>3n -m+1)>

= 3" _(n+1)?>3n*?-2n-1

3"+1—(n+1)2>2<n—1+2\/§><n—1_\/§>

2
1++3 1+4/3
n-— =2 —
2 2
mRn=>2 = {
1—1+/3 1—1+/3
n-— =2 —
2 2

( 1++4/3 3-43
n-— > >0

{ 2 T2
9
1—-+/3 3++3
n— 5 = 5 >0

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

(-257) (-5
= 2(n- n-— >0

2 2
= 3" _n+1)?>0
= 3"l > (n+1)2
= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{ P(2) est vraie

P(n) = Pn+1) ; vn=2
C-a-d que vneN ; 3" > n?
4) m vyn=2 ; 3">n?
3" n?
= vn=2 ; —>— ; carn>0
n- n
= vVn=2 ; u,>n
= lim(u,) =4+ car limn= 4o
noo noo

Solution N° 52 :

1) on a d’aprés la définition de la suite
numérique (u,)nen -

Upyp = 2Uyp_1 — U, ; VneN
S Uiy —Upyg = Upy1 — Uy 5 VNEN
S V=V, ; VneN

& (v,)nen €St constante

< VneN ; v, =,
< VVneN ; v,=u; —uy
& VneN ; v, =2
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2) On a vneN ; v, =2
S Upyr— U, =2 ;5 VneN
S Uy =u,+2 ; VneN

< (u,),en est arithmétique de raison 2

VneN

VpeN u, =u, +2(n—p)
S u,=uy+2n—-0) ; VneN

< u,=2n+1 ; VneN

< (Uy)qen €St strictement croissante

3) lim (u,) =Ilim(1+ 2n) =

Solution N° 53:

) l 3n? — 6nt
) o \ 2n% +5
3 3
. n4(ﬁ_6) . [ nZ 2
= lim = = lim = n
o (2e) " \2+ 5

0 —
= (3og) (+0) = (=3)(4om) =
2) l;gl (Arctan(n +1) - Arctan(n))

= lim Arctan(n + 1) — lim Arctan(n)
noo jXeol

I
NS
|
NI
I
(]

3) lggl(i/n+1—§/n—1)

= tim (0 +1)% = (n = 1)3)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

((n + 1)%)3 - ((n - 1)%)3

(n+ 1)§ + (n? - 1)3 + (n— 1)3

= llm

(n+1)—(n—1)

= llm 5
(n+1)3+ (n? - 1)3 + (n— 1)3

_ 2
= lim 5 T =10

i+ 13+ M2 -1)34+ 0 —1)3

N 2 —8n? + 5n3
) o 7n3 — 3
w(Z-8ps) (28
= lim n__n = lim | 2—2
P 3 s 3
" n3 7——3 " 7——3
n n
_0—0+5_5
7—-0 7

5) lim Arctan( Vn + 6)
1
= lim Arctan ((n + 6)3)
noo

_ s
= lim 1 Arctan(m) = o)
m=(n+6)3

6) lrllgl (w/n2+n—1—n)

(VZFn—T-n)(ViZ ¥ n—1+n)

= lim

ne (ViZtn—1+n)
(fEn=1) -

e (Vi in=1+n)
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n:+n—1-—n?

= lim
n® yn24+n-—-1+4+n
. n—1

= lim

ne YynZ4+n—14+n

1
= lim n
noo
1+——?+1

_( 1-0 )_1
T \Vixo—-0+1/ 2

Solution N° 54 :

1) Rappel : vVneR ; |cosx|<1

Soit neN* et on procede comme suit:

cos(3n) 1
m |u,|= = = |\/ﬁ| - |cos(3n)|
1_ lcos(3n)| < 1# 1
= —"]cos(3n —
n
vneN* lu, | < !
= ne ;o u, N

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) comme : VneN* ; 0<|u,|<—
\/_
Et comme 111210 =0 et lrllng 0

Alors d’aprés le critere de comparaison
on en déduit que : lim(u,) =0

Solution N° 55:

nim(3) +G) =im(F) +m(E)
) lim (= 2) T A\ m\3
=0+ (+) = 4
—5\" 2\" —5\" 2\"
2) lim (?) + (5) = lim (?) + lim (5)

= n existe pas car 3 <-1

7 (1-3%)

3 I (7" 7 5”) =lm— 3
=im () (1 - (g)n)
= (+0)(1 - 0) = +oo
4) lim ( (g)n - 2022n>
= lim 2022" <(3><—Zozz)n - 1>
= (+0)(0— 1) = -
5) lim (Y27 - V27)

= lim 23

noo

= lim

noo

(2% _ 2%) 3 (2% _ 1)
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

(@) (=) -1)

= (+00) x (0= 1) = —o0

= lim

noo

1 -2
Car 23>1 et —1<215<1

n+1

3+l ((%) + 1)

32n—1

=6 )
6 (6" )

=000+1)=0

2n+1 + 3n+1
R (3—) =

= lim

noo

= lim

noo

Solution N° 56 :

1) d’abord
Car

vneN ; -1<(-1)"<1
vneN ; (1" =+1

= n—-1<n+(-1D"<1+4+n; vn=>1

1 < 1 < 1 Vn > 2
n+l1 n+(1D)" " n-1" n=
vn vn vn s vn =2
n+1 n+(C1D""n-1" n=
vn < 3< vn vn > 2
nt1-m =n_—1 5 "=
_( Vn _( Vn
2) comme lim = lim =
no \n+1 no \n—1

Alors : lim(u, —3)=0 = limu, =3
noo noo

Bac - SM Professeur Badr Eddine El FATIHI
Remarque :
. _ Vn
] llmn T = lim 1
noo noo
n+ —)
ViV + =
I 1 1
= 11m = et
noo 1 +00 + 0
n+-—
v+ g
. _ Vn
] llmn = lim 1
noo —_ noo
nlvn——
Vi (v - =)
li 1 1 0
= 1Im = =
noo 1 400 —(
n — —
n- 7

Solution N° 57 :

1) On a (u,) est 7 et (v,) est \

2(n+1) 2n
Car I I
B 2n+1)(n+2)—-2n(n+3)
B n+2)(n+3)
= + >0
T (n+2)(n+3)
~ 1 1
Et Un+1—vn—2+m—2—a

nl-n+1)! nl—(m+1n!

n(n+1)!  nl (n+ !
n!
~ (n+1)!(1_(n+1))
—n!
ETECTE
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On a encore la chose suivante :

] L 1 2n _
lim (v, — u) _17133(2 +E_n+2) -
La conclusion : (u,) et (u,) sont adjacentes

2) on a (u,) est 7 et (v,) est \v car :

1 1 1
s =t = (L4 D)4 ey

1 1
(1+1'+ -+ )

>0

_ 1
S (n+1)!

Et on a encore:

1 1
n+1Dn+ 1) Un T hnl

VUn+1 = VUp = Upyg +

1 1
n+Dn+1! n-n!

= (un+1 - un) +

_ 1 1 1
"t D T T D) ol

nn+1) n
S hmt D+ D amt D@+ D!
(n+1)?
T nn+ D@+ D)

_n(n+1)+n—m+1)?
B nn+1n+1)!

-1

“ntDm+ 0

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

On a aussi :

n)—hm( 1 )=i=0

lim(v
noo( n nn! + oo

Donc les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes

3) ona (u,) est » et (v,) est \ car:

k=n n—1

1 1
k=1k (k+1) k=1k (k+1)

1

= >0
n?(n + 1)>2

Et encore que :

1 1

Vnt1 ™ Vn 3+ 12 " 32

=Upyq t

N 1 1
3(n+1)%2 3n?

= (un+1 - un)

_ 1 4 1 1
" n2(n+1)?% 3(n+1)2 3n?

_34n*—(n+1)?
3n2(n + 1)>2

I
C3n2(n+1)2 p V=

Et on a encore :

1
u,) = lim =0

lim(v
nOO( n noo 3n2

Donc (u,) et (v,) sont adjacentes
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Solution N° 58 :

1) Soit neN et on procede comme suit:
B Spi1 =S = Upgz T Upyg — Uppr — Uy
= TUp41 +8Uy + Uy — U1 — Uy
=T7uy4q +8u, —u,
=Tuyyq + 74,

=T7(Upq +Uy) =78,

= VvneN ; 8,1 —-8,=7S8,
= VvneN ; §,41 =8S,
= (§,) est géométrique de raison 8
VneN _
vp<n ’ Sn =8p 8P

On prend p =0 on trouve que :
vneN ; S, =38, 8"
& VneN ; §,=2-8" =23+
2) Soit neN et on procéde comme suit :
Wn = Vpgr — Uy = (D" g — (WD u,
=—=D" Uy — (D" uy
— (_1)n+1 “Uppq + (_1)n+1 ‘U,

= (_1)n+1 ) (un+1 + un)

= (_1)n+1 ) CS‘n

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

3) On a vneN ; w, =v,.1 — 1V,
S wy=v1— 1
S w=v; -1
S w,=v3— 1,
S Wp1 =V, —VUp

On effectue la somme entre ces égalités
cbte a cote et en prenant  en
considération les termes qui vont
disparaitre on trouve :
Wo+wy+:-+w, 1 =1, — 7
= W0+W1+"'+Wn_1=vn—0
= Wotwy+-t+w, 1= (_1)11 Uy

4)d'abordon a: VkeN ; w, = (=1**-s,

& VkeN ; wy, = (=1)kt1.23k+1
& VkeN ;oW = (_1)k+1 . 23k+1 . (_1)2k
wy, = (—1)3k+1. p3k+1

< VkeN ;

& VkeN ; w, = (=2)3%+

n—1 n—1
= W, = (_2)3k+1
n—1
o (DM u,=-2 ) (=8)F
. ~ 1 — (—8)n-1-0+1
s (-1) -un——2< -8 >
s (-D"-u, =-2 <1_(9—_8)n>
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-2
9

()
CEVNCEN

-2
S U= ()" -8

=

Un

Et on a aussi : v, =(—1)"u, ; VneN

—2(=1)"

— VneN ; vn=(T)((—1)"—8”)
—2

= VneN ; vn=?(1—(—1)"-8")

-2
= VneN ; v, = ?(1 - (=8)")

oy . —=2((=Dn g
2) lim (57) =lim 7( 7 _z_n>
_ lim =2 (—1)” 4
~ e 9 \\72

-2
7(0 — (+®)) = +oo

Solution N° 59 :

1) Calcul de quelques termes de la suite

Up uq u; Uz

3 7 17

1 e Z L

2 5 12
2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi P(n) : 1<u, S%

L’initialisation :

On a 1Su0=1£§

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que l'instance
P(n) soit vraie. C-a-d 1<u, g%

3
m P(n) est vraie = 1SunS§
5
= 2S1+unSE
2 1 1
= -< <=
57 1+u, 2
ft1<1+ <141
= - Z
5 - u, 2
7 3
= gSunHSE
7 3
= 1<§Sun+1S§
3
=1 1Sun+1gz

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN
C-a-d que vneN ; 1<u, S%
3) Soit neN* et on procede ainsi :
1
un+1—un_ (1+1+un_u”)
Uy —Up— 1
" " (1 t 1+ U,—1 un_l)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

_ 2 — (un)z 1+ Up—1
B ( 1+u, > % (2 — (un_l)z)

2

1
B 2_(1+1+un_1) X( 1+un_1>
Bl ; 2_(un—1)2
1+un_1

1+1+

(I4+u,—1)?>—1-2(1+u,_,)
(1+u,_1)> y ( 1+u,4 )
2(1 + un—l) +1 2 - (un—l)z

1 +un_1
(un—l)z — 2
_ (1 + un_l)z < 1+ Up—1 )
S\ 32Uy 2 = (Up-1)?
1+ U, 1
_ (un—l)z_z <1+un—1 )( 1+un—1 )
B (1 + un—l)z 3+ Zun—l 2 - (un—l)z
_ -1
34 2u, 4

4) Ona u”+1:1+1+u ; VneN
n
1
== u2n+1=1+1+u2
n
— ﬁ"=1+1+a ;. VneN
n

5) Soit neN et on procéde comme suit:

1 2_(an)2
m f,—a,=1+ —g =
bn = an 1+ a, * 1+ a,

_(Z-a)(VZ+ )

1+a,

=0

Remarque : On peut trées facilement
montrer que : VneR ; a, <2

=  VneN Pn—0a, =0
=  VneN Pn = a,

6) Apt1 — Ap = Uppyp — Upy

2< Zun_l <3 1
=l1+————-u
1+ Uzn+1 2
= 5<3+2u, ;<6
1
=1+ —u
— 1 < ! < 1 1+ (1 + H;u) !
6 3+4+2u,, 5 2n
1 1 1 1 —1 1
= —-= <-<- =1t 2+ 2uy, + 1) 2m
6 3+2u,; 5 4 (W)
SO e S PR W (Lt
n
Y |_—1 < 1 3+ ZuZn +1+ Uyy — 3u2n - Z(UZTL)Z
3+ 2u, 41 4 = 3+ 2uy,
= |un+1 - unl < Z |un - un—ll
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_ 4 — z(uZn)Z _ 4 — Z(Qn)z
" 3+2u,,  3+2a,

22— (a)?)  2(V2-a,)(V2 + )
34 2a, 3+ 2a,

>0

= VneN ; a,4—a,=0

= VneN ; a,41 =q,

= (a,).ny €St croissante

De méme :

ﬁn+1 - IBn

1
1+ An+1

1

=1+
1+a,

C(4a) - +a)
T (A4a)a+ Apy1)

— Ap — Upt1 <0
A+a,)A+a,41)

= VvneN ; L1 —F =<0
= VneN ;  Bhi1 <PB»

=  (B,)nen est décroissante

7) Soit neN* et on procéde comme suit

n |un+1 - unl < Z |un - un—ll
11
= Upy1 — unl < Z ! Z |un—1 — Up—2
1
= Upy1 — unl S |un—2 —Up_3

4 4

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

n

1
(Z) |u1 - u0|

<

= Upy1 — unl

"3
= i~ = () 1]
= VneN ; |u,4 —u,l Sl(l)n
2\4
1 /122"
= VneN ; |ug,4q — Uzl Sg(z)
1 /1\2"
= VneN ; |B, —a,l SE(Z)
1 /120
Comme lim, ., E(Z) =0 Alors :
lim |g, —an| =0 = lim(B, —ay)

Finalement on a pu montrer les assertions

{

Donc les suites (a,) et (B,)
adjacentes et ont la méme limite.

(a,) est 7 et (B,) est \
lrllgl(ﬁn - an) =0

sont

8) D’abord on peut montrer facilement
par récurrence que: VneN ; u, <2

On a : VneN

Upyr = f(un) )

Avec ;
14+x

fx) =1+ Vx = —1

La fonction f est continue et dérivable
sur n’importe quel intervalle de R\{—1}
Donc On peut appliquer le TAF a f sur

lintervalle [u,,V2]:

fw) - f(V2)
-

= 3Jcelu, V2| =f'(c
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1<u,<c<+v2

fw) - f(V2)
fO="r—x
(1<c<V2
= !f(u) V2 | |
L w, —2 (c+1)2
(1<c<V2
= ! n+1 \/—‘
L (c+1)2

1<c<V2 = 2<(c+1)<V2+1

= 4<C+1?<(VZ+1)

1 1 \2 1
=(3) <
1 < 1
(c+1)?2 " 4
un+1 \/_ |
1
=t = V2| < 5w, V2]
Remarque: On peut démontrer cette

inégalité a I'aide de la machine récurrence

1
Sz|un—\/§|

9) | |un+1 - \/E|

V2| <207l = V2

|un+1

-Mr—\
A

1 3
s = V2] < (5) fwnoz = V2]

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

n

1
i =v2| < (5) | =2
1\" |3
=212 3) [ 7
1\" 3
= VneN ; |un —\/El < (Z) E—\/E|
1\" 3
Comme lim (—) ——2|=0
no \4 2
Alors lim(u,) =2
noo
Solution N° 60 :
1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi : P(n) : u, <+5
L’initialisation :
Ona : u=-2<+5

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :
Soit fixé et on suppose que
linstance P(n) soit vraie. C-a-d u, <5

neN

m P(n) est vraie = u, <V5

= un+3<\/§+3

Lo 1
3+u, 3++5

3 —4
3++/5

4
3++5

—4
3+u,

= 3- <3
3+u,
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3u,+5 9+3V5-4
u, +3 3++5
_ <5+3\/§
u, S —
1T 3445
_ <\/§(\/§+3)
u, —_—
T 3445

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, <5

3) Soit neN et on procéde ainsi:

_ 3u, +5

B U, — U, = —u
n+ n un+3 n

_ 3u, +5— (u,)* - 3u,
B u, +3

_ _(un)z +5
 u,+3

_ (\/g—un)(\/g+un) >0

u, +3

On peut
réecurrence que:
voici comment :

facilement  montrer  par
vn=2,; u,>0 et

Soit la proposition: Q(n) : u, >0
L’initialisation :

On a u, =1>0

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que
I'instance Q(n) soit vraie. C-a-d u,, >0
m Q(n) est vraie = u, >0

= 3u,+5>0 et u,+3>0

3u, +5
u, +3

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, >0

(\/E - un)(\/§+ un) >0

u, +3

=  (U,),>2 est croissante

3) la suite (u,),s; est convergente car
croissante et étant majorée par V5

On a U1 =g,) ; VneN avec:
() = 3x+5 Wy —3
G =5¥3 x

La fonction g est continue sur R* ¢ R\{—3}
Car c’est le quotient de deux fonctions

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Continues et bien définies sur R*
On aussi : g(R*) € R*
Car : vx=0; gx)=0

On a aussi : u, =1eR*
Et (u,) convergente et sa limite [ e R*
Car : 0<u,<vV5 = 0<I1<+5

Donc on peut en déduire que [ vérifie :

3l+5
[+3

gD =1 =1

& 3l+5=1%+3l
& 2-5=0
(1-V5)(1++V5)=0
& le{—\/g;\/g}
& 1=V5 car 0<1<+V5

Solution N° 61

1) Soit neN* et on procéde comme suit

n+1 k=n
1 1 1
tn1 T =Zk——zk—‘<n+—1>z>°
k=1 k=1
= VneN ; u,4q—u,>0
= VneN ; u,, >u,

=  (U,),en €St strictement 7

2) Soit k> 2 et on procéde comme suit

1 1 k—k+1 1
" k-1 kK k-1 kk—=1

On a : k*-(k*-

k)=k>0

= k*>k*—k

= k’>k(k—-1)>0 ; Vk>2

= 1< 1 s k>2
k(k—1) '’ -

- 1< 1 1 > 7
k2 k-1 k ' -

3) Soit neN* et on procede ainsi :

k=n 1
l@—%ﬁﬂ—zﬁ
k=2

1 1 1
=2- (1+ +gt +)

4
0 ' 1< 1 1
n a encore : k2 K —1 2
—1>1 1
ﬁ — —_—— —
k2" k k-1
k=n k=n
(@)> 2. 7=3)
: — —_—— —
k2 k k-1
k=2 k=2
k=n
(1)>1 1
: J— —_— —_——
k2 n

= |u,—-2<—|w (1)

n
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1
Et comme k > 2 Alors ﬁ>0

k=n 1
= Zﬁ>0 = u, >0
k=1
De (1) et (2) on en déduit que :

1
o<u,<2-—-
n

VneN*

4) la suite (u,),>; €est convergente car
croissante et étant majorée par 2.
Voici pourquoi elle est majorée par 2:

1 1
| (2——)—2=——<0
n n

1
= U, <2—-—<2

n
= u, <2 ; vnz=1
Remarque : comme 0 <u, <2 —-—

n

Par passage aux limites on obtient :
1
0 < lim(u,) < lim (2 - —)
noo noo n
0 <lim(u,) <2
noo

Plus tard vous verrez que cette limite
7 \ 71'2
est égale exactement a "

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 62 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : 0<u,<1
L’initialisation :
On a 0<uy, <1

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <1

m P(n) est vraie = 0<u,<1

= 1<u,+1<2

u, +1
<1
> S

2 u, +1
= ’ <
2
u, +1
= OS/ >

— 0Sun+1S1

U
N -
A

IA

SE

1
1

<

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 0<u,<1

2) Soit neN et on procéde comme suit

1+u,
2

B Uy — Uy, = — Uy
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(fl-l—zun_un>< 1+2u"+un>
<1+2un un>

2
( : 2””) - (,)?

( 1-|—2un un>

B -2 (un +%) (u, — 1)

2( 1+2un un>

=_(un+%)(un_1)>0

< 1+2u”+un>

= VneN ;

Upt1 — Uy 20

= VneN ; u,,1 =u,

= (U,),en €St croissante

3) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q(n) : un=cos(£in)

L’initialisation :
On a osesg = 0<cosf<1

Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité
Soit neN fixé et on suppose que l'instance
Q(n) soit vraie. C-a-d u, = cos(e)

2n

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

, 1+u,
m Q(n) est vraie = U, i = >

1+ cos (%) 1+ cos (2%)
B 2 B 2
7]
1+ZCOSZ(W)_1 (0
= 2 =% (2n+1)
7] 7]
= |cos (2n+1) = cos (2n+1 >0

0
= U,y = COS (2n+1)
= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, = cos (i)

271

0
5) lim(u,) = lim cos (2_")

— i 0(1)n — cos (61 (1)
= lim cos > = cos im | 5

=cos(0-0)=cos0=1

= lim(u,) =1
noo

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Solution N° 63 :

1) On a : VxeR ; —1<sinx<1

= —-1<sink<1 ;

-1 sin k 1
< <
nm/n~ nvn ~ nvn

=i

- z:: < sink<
\/_k T Linn T

k=1
k=n
-1 sink
= < <
nvn 4 1n\/ﬁ nvn
k=n
-1 - sink -
= — < <
n & nvn

De la méme maniére on a :

VxeR ; —1<cosx<1

= —-1<cosk<1

1
Car : lim (—) = lim|—

Vn

noo

2)Ona: 0<u,<2 et 0<v,<3
Donc (u,) et (v,) sont bornées. Si de
plus elle sont strictement monotones
alors ells convergent et soit :

lim(u,) =1 ; lim(v,) =1
noo noo
{OSunSZ {OSunvnSZvn
0<v,<3 0 <u,v, <3u,
{un <2 {vn <3
u,v, < 3u, u,v, <2y,
lim(u,) < 2 lim(v,) < 3
noo . noo
limu,v, <3limuw,’” |lim(u,v,) < 2limuv,
noo noo noo noo

(623 {gigl

[<2 I'<3

= { et | S

= lim(u,) =2 et lim(y,) =3
noo noo

3) on a (u,) et (v,) sont deux suites
positif alors on aurait :

oubien lim(u,) = +oo et lim(v,) = +o
oubien lim(u,) = le R et lim(v,) = +
oubien lim(u,) =l e Rt et lim(v,) =1'e Rt

m Si lim(u,) =lim(v,) = 4o
noo noo

Alors lim(u2 + u,v, + v?) = 4+ (absurde)
noo

m Si lim(u,)=1eR* et lim(v,) =+
noo noo

Alors lim(u? + u,v, + v2) = +oo (absurde)
noo

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about (

hard work. It’s about the amount of work per day dudes. 0 < (un)z < 1_16
Donc le 3*™ hypothése qui reste plausible =3, ,
— < —2(u <0
| To < —20w)
= lim(uZ +u,v, + v2) =0
noo

( , 1
’ O < < -
= P24l +12=0 ()™ < 76

= 9

' _ _ 2
= Z42l +12=1U (g <17 2w) <1

= (rnr=irzo (0< @<
n

16
= [l >0]| (1) = 1 8
k1<1—2(un)2<?

P+l +12=0 © BP+12=-1l>20
(u,)? 1 8
= w (2) = <T@y 167
MDet (2 = Il =0 = Il=1=0 _ O<un+1<%<%

= lim(u,) =lim(v,) =0
e e = R(n+1) est vraie

Solution N° 64 :

La conclusion :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(n) définie

{R(O) est vraie
ainsi : R(n) : 0<un<i

R(n) = RMn+1) ; VneN

C-a-d que : VneN ; 0<u, <:
L’initialisation : 4

On a : 0<u0=a<%

2) Soit neN On procéde ainsi:
Donc linstance R(0) est vraie

e R 0 S,
L heredlte u . n+1 n 71— 2(u,)? n
Soit neN fixé et on suppose que linstance
. . N 1

R(n) soit vraie. C-a-d 0<u, < " _ (u,)? —u, (1 —2(u,)?)
1- 2(un)2

m R t e = 0< <-

(n) est vraie Un <7 ) 200, + ()% —u,

1- 2(un)2

1
0< 2 <« —
= (u,) <16
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2u,, (un — %) (u, +1)
T 1 2(w)?

0< <1 "2
—_ =
| u, .
k_<1_2(u")2<1

1
2u,, (un - 7) (u, +1)
= <0
1- Z(un)z

= VvneN ; u,y1—u, <0

= VneN ; u,,1 <y,

= (U ).y est décroissante

On a Uy = f(u,) ; VneN
2
X

A = —

vec f(x) T 202

f est continue sur Rt c R\ {‘/7 : —_‘/7}

27 2

fFRH SRt car Vx=0; f(x) =0

1
On a encore Uy =ace ]O;Z[ c R*

La suite (u,) est convergente car
décroissante et étant minorée par 0 et

. 1
sa limite >0 car 0<u, <;.

Donc [ vérifie I'équation : f(I) =1
l2
1o
o 12—1(1—212)_0
1-212

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
= Zl(l—z)(l-f'l):()
= {0-1- 1}
E !21

1 1
= le{O;E} car 0<l<-

N

& 1=0 car (u,) est N
< lim(u,) =0
noo

4) B VU= 52n+2 - CS‘Zn

2n
D DRy + (D g +
k=0
2n
HEDP2 = ) (<D
0

=Uppyr —Uppy1 <0 car (u,) est N

= VneN ; v,,1 <7,

= (v, ),y est décroissante

B Wy — W, =38m43 — Soni1

2n+1
= D DR+ (DT +
k=0

2n+1

HED? = ) (D
0

= Uypio — Uppyz3 =0 car (u,) est N

= VneN ; w,, 1 2=2w,

= (W,),eny est croissante

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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m lim (w, —v,) =lim (S3,41 — S2,)
2n+1 2n
— lim (Z (—1)w;, — Z(—l)kuk>
" \i= k=1

— i 2n+1 |
= lim (_1) " Un+1
noo
= —lim uy,;1 =0
noo

(V) )neny €St N

= (Wn)neN est 7
limlw, —v,) =0
noo

Donc (v,) et (w,) sont adjacentes et
ont par la suite la méme limite [ e R.

5) Soit neN et on procéde comme suit :

Up+1 2 Uy 2

u, 7=1—(un)2_;

_ 4(u)? + Tu, — 2
701 =2(uy)?)

~ 4(u, + 2) (un - %)

7(1 = 2(u,)?)

<0

u 2
= VneN ; —;SO

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

6) Soit neN et on procéde comme suit:

u |vn _'Sﬁl =:|52n _'Sﬁl

2n n

D DR = ) (D

k=0 k=0

2n

Z (=1 uy
ke=n+1

2n

NIV
k=n+1

2n k

<a ) (5)

k=n+1
7) On a IS, =1l =18, — v, + v, — ]

<|§, —v,| + v, =1

2TL k
2
<a z (—) +lv, -1
7
k=n+1
2—(n+1)+1
_a<—) : + v, — 1]
7 | 2
7
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(2 N R _ - —<— < —
= a (7) 5 (1 <7> >+ vn = 1] 4n ~ n(3 —sinn) ~ 2n
Ona : limly,—1]=0 — ]im[gggg;z 0
neo neo n(3 — sinn)
+1
Et encore : lim ’a. <E>n -(1 - <E>"> Car : lim (i) = lim (i) =0
no 5 7 7 noo \4n noo \2n
7a _ ) —1<sinn<1
=?.0.(1_0)=0 3) On a : VneN : {—1§—sinnS1
Donc par passage aux limites et d’aprés — {"‘1 sn+sinn=n+1
n—1<n-sinn<n+1

le critere de comparaison on en déduit :
1 1 1

lim|S,—Il|=0 < Ilim(S,) =1 < < ;o Vn=2
rllglln | rlzgl( n) — n—1"n+sinn” n+1 n
Solution N° 65 : n—1<n-sinn<n+1; vn=>2
’ ' : n—1 n-sinn n+1
1) d’abord je rappelle que : _ < nn _ vns 2
n+1 n+sinn n-—1
VxeR ; —-1<sinx<1
) n —sinn
=  lim (—_):1
= VneN ; —-1<sinn<1 neo \n + sinn
-1 1
3\" _(3\" . 3\" Car : lim(n )=lim(n+ ):1
= VneN ;_(Z> S(Z) -smnS(Z) no \n + 1 no \n — 1
n 4) Ona : VvVneN : —-1<sin2n<1

3 3
Comme lim (Z) =0 car -1 <Z< 1
" = —-1<-sin2n<1

Alors d'aprés le critere de comparaison
on en déduit que

li AR =0
im (Z) sinn | =

2) —1<sinn<1 = -—-1<-sinn<1

= n<(n+1-sin2n)<n+2

= <(n+1-sin2n)

§ (=

= lim(n+ 1 —sin2n) = 4o
noo

= 2<3-sinn<4

1 1 1
4 3 —sinn 2

==

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

5) d’abord on a —1<cosn<1

—1 cosn 1
= wSw <@
_ cosn
= lﬁgl(nz)_o
-1 1
Car : hm( 2)=lim<—2)=0
noo \Nn neo \n
1 cosn
2
n—cosn n-\=——-3
ey -5
neo \n4+2n noo n2(1+ﬁ)
1 cosn 0—0 0
= —— _
= lim n Té =1 O=I=0
e\ 144 +
n
6) lim (2(—1)" + 4n° + 3)
—-1)" 3
=11mn2< 2) 4+—2>
noo n n

= (+00)(0f+4 +07) = 4+

Solution N° 66 :

1) soit keN et 1<k <n et on procéde

1<k<n = 1+n’<k+n?<n+n?

1 1 1
=
n+n?¢" k+n2 1+n2
n n n
=
n+n?¢" k+n2 1+n2
1 n n
1+n"~ k+n2 1+n2

k=n 1 k=n n k=n n
£ (1 + n) = £ (k + nz) = ] (1 + nZ)
1 k=n k=n o , k=n
<1+n) _1S _(k+n2)s(1+n2) _1
k=1 k=1 k=1
1 = n n
= (1+n)nS k=1(k+n2) = (1+n2)
n =, n n?
(1+n) = ] (k+n2) = <1+n2>
n =, n n?
2) . (1+n) = ! (k+n2) = <1+n2>
comme l}g}g (1 -r: n) = l}g}g <1 -TIL-2n2> =1

Alors d’aprés le critere de comparaison :

llm Z
k=1

k + n2
Solution N° 67 :
3
1) On a f(x)=x2+Zx

La fonction f est strictement croissante
[O;ﬂ car elle est dérivable et sa

dérivée f'(x) = 2x +%> 0 sur [O;ﬂ
D'ott f(I) = f( [0:%] ) = [f“’) 24 G)]
“[o:3)-
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2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi P(n) : OSunsi
L’initialisation :

0<uy=:<

On a

s

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d 0 < u, gi

1

m P(n) est vraie = 0<u, <

NN

= u,e€l
= f(u)el ; car f() =1

= Uni el

e 0Sun+1S

NI,

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{

C-a-d que

P(0) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

vneN ; 0<u, <

e

3) Soit neN et on procéde comme suit:

3

U, —u, = ()% + 2

U, — Uy

1
= (un)2 - Zun

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
= U, (un - Z) <0
= VneN ; u,;q—u, <0
= VneN ; u,,1 <u,

=  (u,),n est décroissante

4) la suite (u,),.n €st convergente car
décroissante et étant minorée par O.

5) On a Uy = f(u,) ; VneN

La fonction f est continue sur [ et on
a aussi f(I)cl et u =§ el.

La suite (u,) est convergente et sa
limite [ =lim(u,) € I Donc [ vérifie :

3
fO=1 o P+7l-1=0

S =0 car (u,) est N
< lim(u,) =0
noo

Solution N° 68 :

1) Soit neN et on procéde comme suit:
B Uy — Uy = Uy + (un)z —Up

=Ww,)?=0
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= VneR ; u,;;1—u, =0
= VneR ; u,y1 =u,
=  (U,)nen €St croissante

2) On suppose que (u,) soit majorée
par un réel positif M Alors on en déduit

u, <M et u,,1<M ; VneN
U, <M
n u,zlnSMz = u,+Ww,)?* <M+ M?

= Uy <M+ M?
= M+M*<M
Car tous les termes de (u,,) vérifieu, <M
= m?<0 ; contradiction
= notre supposition est fausse
= (u,) n'est pas majorée

3) comme (u,) est croissante et non
majorée alors lim(u,) = +oo.

Solution N° 69 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : 2">n+1
L’initialisation :
On a 21 >1+1

Donc linstance P(1) est vraie

L’hérédité :
Soit neN”* fixé et on suppose que linstance
P(n) soit vraie. C-a-d 2">n+1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

m P(n) est vraie = 2">n+1
= 2:2">2(n+1)
= 2" >2n+2

= 2"l>2n+2>n+2
= 2"l>n+2

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(l) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN*

C-a-d que vneN ; 2">n+1

2) Soit neN et on procéde comme suit

k=n+1 k=n
1 1
" Ui Tl = Zk-zk_ k- 2F
k=1 k=1
= ! >0
(n+1)-2nH!
= VneN* ; u,,1—u,>0

= VneN*" ; u,.1 >u,
=  (U,)pn* €St strictement 7

B Vpp1— Uy

! 1 11
T (n+1)2nt+1 n T T2
_ ( 1 1) (1 1 )
= Qngr —tn) n+1l n + n2n  (n+ 1)2n+1
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~ 1 N 1 N 1 1
T (n+ 12" n(n+1) n2n (n+ 1)2nH!

_ 1 1
n-2" nn+1)

(n+1)-—2"
=————<0 car 2"=n+1
n(n + 1)2n
= VneN* ; v,,,—-1,<0
= VneN* ; v, <,
=  (V,)nen+ est décroissante
1 1
" limG, - ) = lim (2 - )

= lim —
noo N

1(1—(%)n>=0(1—0)=0

La conclusion :

(u,) est » et (v,) est \

lim(v, —u,) =0
noo

Donc (u,) et (v,) sont adjacentes et ont
par conséquent la méme limite.

omn
X ﬁ)
1 2
)

Solution N° 70 :
(un+1)
un
1 <n + 1>2
n

lim —
1
=—(1+ 0)2
S(1+0)

1) lim

noo

= lim

noo

<(n + 1)?

2n+1

1

1
(1

lim —

noo

no 2

2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1

2) 0
) On a >

lim

neoo

(un+1)__
Un

Donc d’aprés la définition d'une
d’'une suite on en déduit que:

limite

(Ve > 0) @NeN) (Vn > N) @ |-t

Dy
n

1

Pour £=Z on aurait

11 1

4

Up+1

(AnyeN) (Vn=ny) :

n

1

Up+1 1
—_—< =
2 4

=

(Vn = ny)
n

Un+1
= n

3
vn > -
(Vn = ng) 4

n

3) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(n) définie

3

n—no
ainsi R(n) : u, < (Z) U,

L’initialisation :

3\t0~"o
ty < (3)7 g

Donc linstance R(n,) est vraie

On a

L’hérédité :

Soit n > n, fixé et on supposeque l'instance

i i . 3 n—no
R(n) soit vraie. C-a-d u, < (Z) Uy,

n—ny

Un

3
m R(n) est vraie = u, < (—)

56
)

= R(n+1) est vraie

0

n—no

Un

3
3t =

el 0

n+l-ng

3
-Uu, <

= u <
Tl+1 4

Up,
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

La conclusion :

{R(no) est vraie
R(n) = RMn+1) ; vn=n,

N 3\"~"o
C-a-dque : Vvn=ny, ; u, < (Z) " Up,

4) Quand n - +o Alors n=ny >0

3 n—no
= 03(1) U, <0 ; Vnz=n,
3 n—nmo
comme : lrg? (Z) Up, =0-u,, =0

Alors selon le critere de comparaison on
en déduit que

lim(u,) =0

Solution N° 71 :

1) Soit 1 <k <n et on procéde ainsi :

1<k<n = 1<vk<+vn
1<1<1
= —==<-—=x
Vn VK
k=n k=n n
(F@=2(@=2
= —) < — | <
k=1\/H k=1\/E k=1
k=n n
1 1<§, < 1
= — So, =
\/ﬁk=1 k=1
n<5<
= — < =n
\/ﬁ n

= Vn<S,<n

= Vn<S, et limvn = 4o
noo

=  lim(§,) = +x

2) Uy —U, =2Vn+1—=8,,1 —2Vn+S,

=(S, —Sy11) +2vn+1-2vn

-1
Vvn+1

_ "1 2t 1-Vn)(Yr+T1+n)
S Vn+i (Va+1+n)

+2(Vn+1-+n)

-1 2
_\/n+1+(\/n+1+\/ﬁ)

_—Vn+1-vVn+2Vn+1
 Vn+1(Vn+ 1+ Vn)

_ Vn+1-+n >0
CVn+1(Wn+1+n)

= vVn=1; u,y1=u,

=  (U,).>1 est croissante

BV, —V,=2Vn+2—-85,,1—2Vvn+1+3S§,

Sy —Spr) +2(Vn+2—-Vn+1)

2((Vn+2) - (Vn+1))
(Vn+2+vn+1)

-1
+
Vvn+1

~1 2
T Vn+1 Vnt2+Vntil

_—Vn+2-vn+1-2Vn+1
- Vn+1(Vn+2+Vn+1)
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_ —(n+2+43Vn+1) <0
Vit i(Vn+2+vn+1) "

= vn=1 ; v,,—-7v, =0

= vn=1 ; v,y

= (U, ).>1 est décroissante

[ | lrillgl(vn —u,)
=lim (2Vn+1-5,) - (2Vn-5,)
= légl Z(Vn +1- \/ﬁ)

2T - (AT )

neo (Vn+1++n)
2 (Vn+1)" - (Vn))
The Vntl+vn

2
=lim|(———=|=0
neo <\/n+1+\/ﬁ>

La conclusion :

(u,) est » et (v,) est N
lim(v, —u,) =0

deux suites
conséquent la

Donc (u,) et (v,) sont
adjacentes et ont par
méme limite L.

Un _ 2 Sn

n n

3) u,=2vn-35, = { ) vn S
n n

Lo _1

\ vn Vn

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

( S, 2  u,

Et 2=—_2
! n Jn n

= S, u
Et —Z==2-—"

l Vn n

(Bt 1im (5—") = lim (i) —lim (u—")

noo \ N noo \/ﬁ no \n
—
Et i (5") lim2 — 1 (u")
mil—j)]=1m:4—1mj\|\—
t noo \/ﬁ noo noo \/ﬁ
( . (Sn
Et llm(—)=O—L><0=0
noo n
-
Et i (5") 2—0xL=2
im(—=|=2- =
L7 e \Vn
k=n k=2n
4 s ! S !
n— = = 2n=z_
k=1\/E k=1\/E
k=n k=2n
s 1 4 1
- g 3 (3
k=1 \/E k=n+1 \/E
k=n k=n
su = () + 2 (==
— = —_
' k=1 \/E k=1 Tl+k
k=n
s 5+2( ! )
— _
2n n & ,—n_l_k
k=n
S =5 = ) (=)
- — =
o e £ Vn+k
k=n
S S, 1 ( 1 )
— —_—— = —
vno o Wn nét \Wn+k
k=n
O R
2n n n & n+k
1S 1 s s
= lim— ( )=\/§1' 2 Jim %
?gl néd vn+k ’gl 2n ’igl\/ﬁ
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~ i ()
im—
nw\/ﬁkzl n+k
7 (32) -1 ()
= im (—) —lim|—
)

=v2-2-2=2(v2-1)

Remarqgue : plus tard vous verrez comment
calculer ce genre de Ilimites dites
sommes de Riemann voici un exemple :

1 1
B lim—
n n & n+k
k=n
1 1/ 1 \
= lim— —
" nkzl Tl\ 1+E/
\/ n
k=n
1 1
=11m£ =
k=1 i3
1+n
k=n
im= > F(5) 5 f00 = ==
= lim— - xX) =
noonk=1 n 1+x
= dxzj (1+x)2 dx
J()Vl-l-x 0
1 T~
:2f <(1+x)7> dx
0

~2 [(1 + x)%]:

_ z((1 17—+ 0)%)

=2(vV2-1)

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 72 :

1) Soit neN* et on procéde comme suit

n+1

1\ &1
= w-w=) (@) (@)
k=1 k=1
-t oy
T (n+1)3

= (u,) est strictement /7

2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi P(n) : ungz—%

L’initialisation :

1

On a u1=1§2—1

Donc linstance Q(1) est vraie

L’hérédité :
Soit neN* fixé et on suppose que linstance
Q(n) soit vraie. C-a-d u, <2 _%

m Q(n) est vraie = u, <2-—-—

n
PR P S -
—_— —_— —_— W *
(n+1)3~ n (n+1)3

Tl-:il-l)_(z_

1 1
n+1l (n+1)3

- un

1 1
£+ (n+ 1)3)

Or on a (2—

1
n

_(+1)° —nn+1)*-1
B n(n + 1)3

n? +2n n+2

Thmt Dt

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

119

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés 2¢me Année Bac - SM Professeur Badr Eddine El FATIHI

(o)t )

= (-2t )

1

= U b———=2-
Un (n+1)3 n+1

selon(*)

1
n+1

= un+122_

= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{Q(l) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

1

n

C-a-d que : VneN* ; u,<2-
3) Soit (v,) la suite définie par :
1
vneN* ; v, =2-—-—
n
Cette suite (v,) est décroissante car :

1 1
= = (2=725) = (2-3)

_1 1 _ 1 >0 N*
n n—-1 nn+1) » e

* .
= VneN* ; v, >,

= (V)N €St croissante

= lim(v,)>v, ; VneN*
noo
= 22>2v, ; VneN"
= 22v,2u, ; VneN”

= u,<2 ; VneN"
= (u,) est majorée par 2

= (u,) est convergente car
7 et majorée

Solution N° 73 :

1) Soit neN et on procede comme suit

- > G+ 2 =)

=
S
=

=n

k 1
(?1«) T (37) = Un U
k

k

o
o

= VneN ; 3v,,, =7, +u,

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition H(n) définie

ainsi Hn) : v, <1
L’initialisation :
On a 1, =0<1

Donc linstance H(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que
l'instance H(n) soit vraie. C-a-d u, <1

1 1\
= u= (5)=2.6)
k=0 k=0
1 n—0+1
0f1—(=
_ (}) (3)
3 1
1=3
=>(1-(= - 1-(3 1
2( (3) ><2 car (3) <
m H(n) est vraie = 1v,<1
v, 1 3
= ? < § et u,< E
v, 1 u, 1
= —<- et —<=
353 ¢ 3532
v, u, 5
= —+—<-=<1
3 + 3 6
= H(n+1) est vraie
La _conclusion :
{H(O) est vraie
Hn) = HMm+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; v,<1

3) Soit neN et on procéde comme suit:

k=n+1 k=n
k k
JECEEEDWCHEINCY
k=0 k=0
n+1
= 3nH >0 ; VneN
= VneN ; v, >,

= (V,),n est strictement /7

Et comme (v,),.n €St majorée par 1
Alors c’est une suite convergente.
Soit [ =lim(v,)
noo
4) On a

3 vn+1 =", +un

Comme (u,) et (v,) sont convergentes
Alors par passage aux limites on écrit:

lim(3v,;¢) = lim(v, + u,)

& 3lim(v,q) = lim(w,) + lim(v,)

& 3l==+1
& 2= > = = >
2 4
3
finalement lim(v,) = -
noo 4
Remarque :
_ 3 n*ty 3 3
i) =t (1-(5) ) =30-0=3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Solution N° 74 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi Q(n) : 1<u,<a
L’initialisation :
On a 1<uy= % < 12—\5

Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que linstance
Q(n) soit vraie. C-a-d 1<u, <a

m Q(n) est vraie = 1<u,<a

= 2<1+4+u,<a+1

1 1
<
a+1 1+u,

1
<=
2

-1 -1 -1
< <
2 1+u, a+1

20+ 1
a+1

= f(a)

3
= ESunHS

N w
IA

= 1< Uppr <a ; car f(a) =«

= Q(n+ 1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Qn) = Qn+1) ;
C-a-d que

vneN ; 1<u,<a

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) Soit neN et on procéde comme suit:

_2u, +1

u un+1_un_1+u Un
n

C2up+1-u,(1+w,)
B 1+u,

W) tu, +1
B 1+u,

~(, — @) (un = 1_7\/5)
= >0
1+u,

1—+/5

Car ona : u,=1>

= un—<1_2\/§>>0

On a aussi (u, —a) <0

~(u, - @) (un —1‘T£>
= >0
1+u,

= VneN ; wu,,1—u,=>0

= VvneN ; u,,1 =u,
=  (U,)nen €St croissante
Remarque : jai abusivement utiliser le

fait que: f(a) =a je vous propose de
voir la démonstration maintenant :

1++5
2 1
20 +1 < 2 )+

fla) = =
a+1 1445
( d )+1
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_ <2 +1\/§> y (3 +2\/g>

_2(2++5)(3-5)
~ (3+v5)(3-+5)

_2(6—2V5+3V5-5)
32— (v5)’

_2(1++v5) 1445
42

=a

3) comme (u,) est croissante et étant
majorée par a Alors  (u,) est
convergente. Soit [ sa limite.

Pour déterminer la limite [ on a :

2x+1
x+1

flx) =

Upt1 = f(un) ;

On peut facilement vérifier les assertions
suivantes :

*x f continue sur RT € R

* f(RT) € RT
le Rt

*
Donc on conclut que [ vérifie I'équation :

21+1_l
I+1

=

fO =1

—F+l+1_
I+1

1+\/§><l_
2

[+1

2

_<l_
- le{

1—\/§>

= =0

1+V5 1-+5
2 2

j

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

l_1+\/§
2

=

car (u,) est 7
& lim(u,) =a
noo

Solution N° 75 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(n) définie
ainsi R(n) : u, =>+3

L’initialisation :
On a uy=2=>+3
Donc linstance R(0) est vraie

L’hérédité :
Soit fixé et on suppose que
linstance R(n) soit vraie. C-a-d u, >+/3

neN

m R(n) est vraie =

2
- (u,) 1
3
2
= 2+(un) >3
3
u 2
= 2+(§)2\/§

= R+ 1) est vraie

La conclusion :

{R(O) est vraie

R(n) = Rm+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, >3
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2) Soit neR et on procéde comme suit

_5(B+u)(B-w,)

u,)?
[

= VneR ; upy1—u, <0

<0 car \/§Sun

= VneR ; u,;1 <u,
=  (Uu,)nen st décroissante

3) comme (u,) est décroissante et étant

minorée par /3 Alors (u,) est une suite
convergente et soit [ = limifu,,)

X2
— 42

4) Up+1 = f(un) ) 3

f&) =

La fonction f est continue sur R* c R
f(RYYSR et leRY car u, =3
On a aussi Uy = 2 e R*

Donc on en déduit que:

l2

=1 o |z+2=1

lZ
o —+2=1%
3+

l2
& —+2-01%2=0
3+

o (WE-D(A+)=0
& le{V3;—V3}

& 1=V3 car u,>V3

Solution N° 76 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : un>3ﬁ

L’initialisation :

32 311
On a : u0=\ﬁ>\ﬁ

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que

I'instance P(n) soitvraie. C-a-d u, > iﬁ

31
m P(n) est vraie = u, > =

1
= (un)3 > ;

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

8
= (un)3+1>§

1

(u)? +1
—>_
7

8

3/(u,)? +1
8

311

7

31

= Up+1 >

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{

C-a-d que

P(0) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

31

VneN ;
7

u, >

2) Soit neN et on procéde comme suit:

3
3 1+un+1 3
Upp1 N 8 R

U, 311+ ud 14+ ud
8
1+ ud
_ 1+ 8n_3 9+ u
S 1+ud 0 [8+8ud
9 +ul
Comparons 81813 et 1
n

9 +ul

1—
. <8+&g>

_ 8+8u; —9-u;
B 8 + 8u}

_ Tup -1

=—7=>0
8 + 8u?

<1 ;o VneN

3) Soit neN et on procéde comme suit:

Up+1
un
= (u,) est strictement \

<1 VneN

= un+1 < U,

. , 301
On a en plus (u,) est minoré par f;

Donc (u,) est convergente.

4) Soit neN et on procéde comme suit:

7 1 Z(l + ui) 1
Unt1 _ gns1)” — 3 _8\ 8 8
7 1 7 1
bn §(un)3 -3 g(un) 3
1,7 1
s(E)’ -5) 1
= =—€eR
(Z(u )3 _1)
g 8
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v 1
— vneN ; 2l1_-_
v, 8
1
= VneN ; v, = gvn

1
= (v, ),en est géométrique de raisong

5) comme (v,) est géométrique alors :

1\"P
o)

On choisit p =0 Alors

VneN
Vp<n

1 n—0
vneN ; v, =7, (g)
VneN 1(1)n
— : = —|—-
ne ;o Un s\3
1 n+1
= VneN ; vy, = <—)
8
1 n+1 7 1
N _ L 3_
= VneN ; (8) 8(u") 3
8 1 n+1 1
= e s =o)L
ne (u,) 7( 3 8)
e 5w~ () 42
- = [—=[= _
ne ;o Uy -\3 7
311/ /1\"
= VneN ; u, = ; (g) +1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

() +1)

6 lmw)=ln 3]—
3/1 3/1
- ;(O + 1) == ;

7
Solution N° 77 :

1) f,x)=x3+nx—1 ; neN*

On a f, est continue et dérivable sur R
car cest un polynbme a coefficients
réels Donc f, est continue sur ]0,1[ c R
Et on a encore :

0 £,(D =DM =-n<0
D’ou d'aprés le TVI on déduit :

dx,e[0,1] ; f,(x,)=0
Comme f,(0)#0 et f,(1)#0
Alors on peut écrire x, €]0,1[

On a de plus: f,(x) =3x%>+n; VxeR
VxeR

On remarque que: f,(x) >0 ; vneN*

Donc f,(x) est strictement croissante sur
R et continue de plus bien entendu

Alors f,, est une bijection de n’importe
quel intervalle I € R vers son image f(I)

D'ou x, est unique car 0 admet un seul
antécédent par f, dans ]0,1[

Autrement-dit : comme f, : [0,1] — [—1,n]
Est bijective Alors :
(vye[-1,n]) @A!xe[0,1]) : f,(x) =y

(pour 0 e [-1,n]) @lx, € [0,1]) : f,(x,) =0
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2) Soit mneN* et x>0 On a:

mSim<n = mx<nx ; x>0
= WCH+rmx-1D<G3+nx-1)

On en déduit l'implication suivante :

w (%)

m=<n = f,(x)=<fK)

Soit neN* et on procede comme suit:

= n+l1l>n

ne N*
= fon () > fi(x) 5 Vx>0

= fur1 () > fulx,) 5 car x, €]0,1]

= fur1(x,) >0 ; car f,(x,) =0
= fas1 () > far1 (Kngr)

0
= fn_-l-ll(fn+1(xn)) > fn_-l-ll(fn+1(xn+1))

= VneN*

Xn 2> Xnt1 ;
=  (x,)nn* €St strictement décroissante
3) la suite (x,),.n+ €St convergente car
décroissante et étant minorée par O

car . x,€]01] = x>0

4) Soit neN* et on procede comme suit

= f (Tll) > f(x,) ;5 car f(x,) =0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
= £ (fn (5)> > i (fuCe)) 5 i bij 7

1
= —>x, ; VneN"
n
1
5 On a VneN" ; 0<xn<;
Comme im0 =1lim—=0
noo noo N

Alors d’aprés le critere de comparaison
des suites on en déduit que :

lim(x,) =0
noo

Solution N° 78 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi Q(n) : u, =1
L’initialisation :
On a =11

Donc linstance Q(1) est vraie
L’hérédité

Soit neN* fixé et on suppose que
instance Q(n) soit vraie. C-a-d u, =1

m Q(n) est vraie = u, =1

n+2 n+2

= QU 24—
Un nn+1) nn+1)

n+2 >an+3n+2
nn+1) - nn+1)

= 2u, +
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2n® +3n+2

Comparons maintenant
P nn+1)

et

2n® +3n+2 _2n*+3n+2-nn+1)

nn+1) n(n+ 1)

_n2+2n+2
T n(n+1)

2n? +3n+1
nn+1)

-1>0

2n® +3n+1
n(n+ 1)

n+?2

= 2 —_ >
u”+n(n+1)

1

= Upy1 > 1
= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{

C-a-d que

Q(1) est vraie

Q(n) = Q(n+1) ; VneN*

vneN* ; u, >1

2) Soit neN* et on procéde comme suit

o + n+2
m U, — U, =2u,+——-u
n+1 n n n(n+1) n
+ nt2 >0
T T a(n+1)
C =>1 et nt2 >0
ar u, = e —
" n(n+ 1)
= VneN* ; wu,,1—u,>0
= VneN" ; u,,1>u,

=  (u,),n* est strictement croissante

3) Soit neN* et on procede comme suit

1
Ut ¥ 3T

1
un+ﬁ

Un+1 _

Un

n+ 2
nn+1)

1

2u, + P

Uy, +—

2(n+1)
nn+1)
1

U, +—
nn

2u, +

Z(un +

)

(o3

= VneN* ;

=2€eR

Un+1 _
Un

2

* = —
= VneN* ; v, =2y,
= (U, )pen+ €St géométrique de raison 2

4) comme (v,),>; estgéométrique alors :

VneN

vp<n Up =0 207F
On choisit p =1 Alors
vneN* ; v, =v, 27!
= VneN* ; vp,=2-2""1=2n
= 2'=u, +% ;. VneN”

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

VneN*

1
= unzzn__ ;
n

La suite (u,) est divergente car

1
lim(u,) = lim (2” — —) = lim 2" — lim—

n noo neo N
=400 —(0=+00
k=n k=n k=n k=n
IEENC DX
e 7 k
k=1 k=1 = k=1
1— 2n—1+1 k=n 1
= 21 - ) =
()2
k=1
k=n 1
=-2(1-2")— ) —
( ) -
k=1
k=n 1
— 21‘L+1 —2) — -
( )= ) 2
k=1
6) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(k) définie

ainsi Pk) : 2k>1 +%

L’initialisation :
21 >1 +%

On a
Donc linstance P(1) est vraie

L’hérédité :
Soit keN* fixé et on suppose que l'instance
P(k) soit vraie. C-a-d P(k) : 2k > 1+%

1
m P(k) est vraie = 2F> 1+E

1
= 2'2k22(1+E)

2
= 2k+1 > (2 + E)

2 1
Comparons (2 + —) et (1 + —)

K k+1
(2+2) (1+ 1 )—1+(2 ! )
" K k+1) " kK k+1
IS
B k(k+1)~

= (2+2)>(1+ ! )
k k+1

1
= 2Ml>14—
k+1

= P(k+ 1) est vraie

La conclusion :

{

C-a-d que

P(1) est vraie
P(k) = Pk+1) ; Vk=>1
VkeN' ; 2821+

Remarque: On peut démontrer cette
méme inégalité sans utiliser la machine
récurrence et voici comment :

1
m oy =1 et vk—uk+E;VkeN*
1
— Uk_E=uk>1
1
- vk_E21
>1+1
:> —_—
VU 2 X
= 2F>1+— ; VkeN*
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1 1
7) Ona: 2F>214- = 2F——>1
k k
1 <1
= <
2t 2
1 1 <1
—— J— -
2k 2k_1 —zk
k
1 1,/
= 1 S(E)
2+ (24— )
“s(3)
=> J—
vkuk 2
k=n 1 k=n 1 k
= D =2 6)
= VKt =1
n—1+1

n

1
= w, < 1-(5) <1
VneN*

= w, <1 ;

= (Wp)nen+ est majorée par 1

La conclusion: la suite (w,) est
convergente car croissante et eétant
majorée par 1.
Solution N° 79 :
1) Soit neN* et n+1<k<2n.
+1<k<?2 1 < 1 < 1
n = — < -
n == en 2n " kT n+1
k=2n k=2n k=2n
> 2 ES
= — < —<
2n k n+1
k=n+1 k=n+1 k=n+1

k=2n
LS 1+1)<Z1
= — —-_n — —
2n non - k
k=n+1

1
<?(27’l 7’l—1+1)

2) Soit neN* et on procede comme suit

k +
k—

= VneN* ; wu,,1—u,>0

k= n+1

Upy1 — Uy = :E:

k=1

* ]
= VneN" ; wu,,1>u,
= (U,),en* €St strictement croissante

3) Par labsurde on suppose que (u,)
converge c'est-a-dire que :

lim(u,) =1leR

On a Uz 23 +u

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

Par passage aux limites on trouve :
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
lim(u,,) = =+ lim(u
noo( 2n)—2+noo(n) zn_() Zn
= VneN* ; v =1-(—) =(—)
" 3 3
1 1 o
= [>2=-4+1 = 02== contradiction
2 2 N
= VneN* ; un=2—vn=2—(§)

Alors ce qu'on a supposé et faux

Et comme elle est strictement croissante o\ ™
Alors elle tend vers +oo 3) lrilgl(un) = 17323 <2 - (§) >

lim(u,) = +o ,
noo
=2—lim(—) =2—-0=2
3
Solution N° 80 :
k=n
1) Soit neN et on procede comme suit: 4) S, = z u, ; VneN
k=0
2 2 2
n Un+1 — 2 - Un 1 — B §un 3 k=n k
vy 2—-u, 2—u, — <2_(E)>
3
k=0
4 2
_(373% | _3@-w) _2 SRR
| 2-q, 2-u) 3° =) 2- (5)
k=0 k=0
2 —0+1
= VneN ; ntl - 3 01— (%)n
Vn =2(n—0+1)—(—)
3 2
1 [—
2 3
= VneN ; v, = §vn
2 n+1
, :2n+2—3<1—(§) )
= (U )nen €St géométrique de raison§
n
2) comme (v,),s; estgéométrique alors : =2n—-1+2 (g)
vneN _ B 2\"? _ _ o\ M
Vp<n U =0y (5) 5) 17111;1(5,1) = lrllgl 2n—1+2 (5)
On choisit p =0 Alors on trouve : o\
=2limn—-1 +21im(—)
noo noo \3
2 n—0
vneN* ; v, =v,- (—)
3 = +00—1+2X0=+00
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Solution N° 81 :

1) Soit a>0 et b>0 et on a:

a>0 2
- >
] b>0 = (a—b)“=0

= a’—-2ab+b*=>0
= a?—2ab+ b%+ 4ab > 4ab

= a’+ 2ab + b% > 4ab

a + b)?
a+b
= > 2\/@
(Et a<a<b
2272
2) m 0<a<sb =
Et a<b<b
k 27272
a+a<a+b<b+b
: —_ —_ —_ J— J— J—
2 272 272 2
a+b
= |la< > <b

Et Vva<+va<vb

m 0<a<b =

Et va<+vVb<+b
= Vax+va<vaxvb<vbxvVb
= a<Vab<bh
3) On démontrera par récurrence la

véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi : Q(n) : 0<u,<vy,

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

L’initialisation :
On a 0<ac=<a
Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité
Soit neN fixé et on suppose que linstance
Q(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <v,

m Q(n) est vraie = 0<u, <v,

= u,v, >0

= [@ns0] - O

m Q(n) est vraie = 0<u, <,

u, +v
= U, v, < % ; selon Q(2)
= unvn < 1]n+1 w> (2)

(Det (2) = 0<uUy SV
= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 0<u, <v,

4) Soit neN et on procéde comme suit:

u, +v,

m O<uy,<v, = 2

u, +v
= =< v, ; VneN
e 2
u, < Ju,v, ; VneN
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Vp1 2V, ; VneN

U, <Upy1 ; VneN
Et (v,),.n est décroissante
Et (u,),.n est croissante

5) comme (v,) est décroissante Alors:
= VneN ; v, <,

= VneN ; v, <2«

On a de plus O<u, <y,

= 0<u, <y, <2a

Donc (v,) est convergente car
décroissante et étant minorée par 0
Et encore que (u,) est
convergente car croissante et
majorée par 2a et on prend alors :

aussi
étant

lim(u,) =1 et lim(v,) =1
noo noo

B Uy = Uy = lrilglun+1=lrilgl\/unvn

u, +v,
2

= I=yJlI! = ‘=] =

u, +v,

= limv,,; =lim
noo noo

A Ry , ,
=—— = 20=1l+1 = [I'=1

z
= 2

D’ou finalement on en déduit que les
suites (u,) et (v,) ont la méme limite

Remarque : (u,)est » et (v,)est \
Jaurais pu montrer que (u,) et (v,)
sont adjacentes en rajoutant I'assertion :

lim(u, —v,) =0

Mais je n’ai pas pu le prouver ®
C’est malheureux ®

Remargue : voici une 2°™ méthode pour

démontrer la condition d’hérédité pour la
3°M® Question :

u, +v,
B Vyyg Uy = T — A\ UnVy

= () + () — 2+ - )

1 2
=5t —ym) 20
= VUpt1 —Upt =0

= Vpy1 2= Upyr

Solution N° 82 :

1) Soit x €]1,+o[ et on procéde ainsi:

x> —3x+6

m gx)—-3= o

x*—3x+6—-3(x—1) x*—6x+9

x—1 x—1
(x — 3)?
x—1
= Vxel ; gx)—-3=0
= Vxel ; gkx)=3
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2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : u, =3
L’initialisation :
On a u=4=3

Donc linstance P(1) est vraie

L’hérédité :

Soit neN* fixé et on suppose que

instance P(n) soit vraie. C-a-d u, =3

m P(n) est vraie = u,=3>1
= u,el

= g(u,) =3

== Up 41 >3

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{ P(1) est vraie
P(n) = P(n+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ; wu, =3

3) soit neN* et on procede comme suit

(u,)?*—3u, +6
B Uy — U, = -

u
u, — 1 "

~ (u)? = 3u, +6 — (u,)? +u,
u, —1

6—2un:2(3—un)<0

u, —1 u, —1

= VneN* ; w1 —u, <0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= VneN* ; u,,1 <u,
= (u,),.n* est décroissante

4) la suite (u,),.n+ €St convergente car
décroissante et étant minorée par 3

5) on a Upp1 = 9g,) ; VneN

La fonction g est continue sur I c R\{1}

On a aussi: g(I) €1 et ce parce que :
vk>1 ; glx)=3>1

On a aussi uy=5¢€l

La suite (u,) est convergente et sa

limite lel car u, >3

Donc on déduit que [ vérifie :

l2—3l+6_

[-1 l

gbh=1 o
& PP-3l+6=1?-1

& 6-—-20=0

& =3¢l

Solution N° 83 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition H(n) définie
ainsi : Hn) : 0<u,<1

L’initialisation :
On a 0<uy;=1<1
Donc linstance H(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
H(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <1
m H(n) est vraie = 0<u,<1

= 1<3u,+1<4
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Vi<3f3u, +1<Va< 8

1<33u, +1<2
1<33u,+1-1<1

= H(m+ 1) est vraie

=

=

=4

La conclusion :

{H(O) est vraie

Hn) = HMm+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 0<u, <1

2) Soit neN et on procéde comme suit :

Upyr  y3U, +1-1

U,

Uy

Gu, +1)3-1)(Gu, + D3+ Bu, + D3 + 1
(G + 15 -1) (@ + +1)

Z i
U, ((3un + 1)3 + Bu, +1)3 + 1)

Bu, +1) -1

2 1
u, ((Bun +1)3+ (Bu, +1)3 + 1)

3

- 2 1
Bu, +1)3+ Bu, +1)3+1

IA
(U

Car u, >0 = (Bu,+1)=1
2
et Bu,+1)3=>1
= 1
et Bu,+1)3=>1
et 1>1
2 1
= (Bu,+1)3+Q@u,+1)3+1=>3
1 1
= <=
3

2 1
Bu, +1)3+ Bu, +1)3+1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3
<1

= Z P
Bu, +1)3+ Bu, +1)3+1

u
n+1$1 :

Un

=

VneN

= Uy <Uu, ; VneN

= (U )nn est décroissante

3) la suite (u,),.n €St convergente car
décroissante et étant minorée par O.

4) On a U1 =9g,) ; VneN
Avec: gx)=V3x+1-1

La fonction g est continue sur D, =R

Alors g est continue sur Rt € R

Ona gRY) SR car g(x) =0 ; Vx>0

On a aussi

uy =1eR*

Et encore la suite (u, ) est convergente
et sa limite le R car 0<u, <1

Donc [ vérifie I'équation gl =1
o V3+1-1=1
& VBl+1=1+1

& 3l+1=(0U+1)3
& 3l+1=PB+31%2+31+1

= B+312+420=0
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& I(P+3l1+2)=0

s (+DA+2)=0

s lef{0; —1; -2}

< (=0 car 1=0

< lim(u,) =0

Solution N° 84 :

1) Soit n>2 et on procéde comme suit

k=n+1
" i Z k2—1 Zk2—1
_ 1 _ 1 -0
T (n+1)?2-1 n(n+2)
= vVn=2 ; u,;q—u,>0
= Vn=2 ; Uy >u,

=  (U,),>; est strictement croissante

)~ (1w +3)
n+1 tn n

B V1 =V = (un+1 +

1 1

= (U1 — Uy) + (—n 1 _E)
1 1 1
- + — =
nn+2) n+1 n

n+l+nn+2)-(n+Dn+2)
B nn+1)(n+ 2)

-1
- nn+ 1+ 2)

<0

= Vn=2 ; v,4—1,<0

=  (v,).>2 est strictement décroissante

1
m lim(v, —u,) =lim—=0
noo noo N
Ainsi (Uy)nsz €St 7 et (), est N
insi : 1}1{3(% —u) =0

Donc (u,) et (v,) sont adjacentes et ont
par conséquent la méme limite.

2) les suites convergent vers une méme
limite et Soit lim(u,) =lim(v,) =leR

3) Soit n>k>2 et n=>2 et on a:
L)=3Y ()
-1 2 k k+1

1)+(1 1)+(1 1)+
3 2 4 3 5
1 1

)

1

1
-1

MII

==
Il
N

)
n n+1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

1 2

i 3—n "z _(3—0—0)_3

Bk ard | U a+0 )4
n

Solution N° 85 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi Pn) : v, >+2

L’initialisation :
On a vo=3>12
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :
Soit suppose que
linstance P(n) soit vraie. C-a-d v, >+2

neN fixé et on

2+ (1,)°
2v,

u vn+1_\/§= _\/E

_ (1)*—2V2, +2
2v,

2
v, — V2
=—(TL ) >0 ; Uni\/z
2v,

— Un+1 > \/E
= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; v, >2

2°™ Méthode : utiliser la bijection

On a Vo = f(v,) ; VneN
2
Avec flx) = ZZ ;o xeR*

Sur lintervalle ]v2,+0| on remarque

que f est continue et strictement
croissante :

Continue car c’est le quotient de deux
fonctions bien définies et continues sur

|2, +o[ et croissante car:

x2—4=(x—\/7)(x+\/7)>0

, 2
f= (2x)? 2x2

Donc f réalise une bijection de |v2,+oo|
vers son image f(]v2,+o|) avec:

F(WV2 4o ) = |F(v2) 5 lim f()| = V2, +oo]

Donc f : V2,4 — |V2,+[ est une
bijection croissante.

Soit neN fixé tel que: v, >+2

=

v, e]\/i,+00[
= f(v)€|V2,+o|

= VUp4q € ]\/E +00[

— Vn+1 > \/E

P(0) est vraie
P(n) = P(n+1) ;

= |

VneN

v, >2

= VneN ;
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2) Soit neN* et on procede comme suit

2+ @W)?

B V1 =V = n

2v,

_ 2+ (vn)z - Z(Un)z _ 2 — (vn)z
B 2v, - 2,

_ (V2 -v,)(V2+v,) <0

2v,

= VneN ; v, —v,<0

= VneN ; v, <y,
= (v, est strictement décroissante
3) On a

Vo1 =f(v,) ; VneN

On vérifie facilement que :

e f est continue sur [V2,+wo[ € R

o f([V2 +e]) = [V2,+oo|
. 1im(vn)=le[\/§,+00[

Donc on déduit que [ vérifie I'équation

2+F—l 1 #0
21 7

fi) =1 =

2 + 2
21

=

—1l=0 ; [#0

(\/i—l)(\/7+l):0
21

e le{V2; -2}

& 1=V2 ; car =2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 86 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie
ainsi : Qn) : u, #5

L’initialisation :
On a Uy=2+5
Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que
l'instance Q(n) soit vraie. C-a-d u, # 5

7u, —25

.un+1=5 =i =5

u, —3
= 7u, —25=5u, —15

= 2u, =10

Ainsi on a pu montrer I'implication :
U1 =5 = u,=5

Par passage a la contraposée on écrit:

Non(u, =5) =

Non(u, 1, =5)

C’est a dire que:

U, #5 = U, #5
Ou encore que:
Q) = Qn+1)

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Qn) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; wu, #5
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2) Soit neN et on procéde comme suit :

B V1 =V = -

o u, —3 1
2w, -5 u,—5

u,—3-2 (u,—-5 1
= = =—cR
2(u, =5) 2,—-5) 5

1
= VneN ; vn+1=vn+§

= (v,) est arithmétique de raison1/2
3) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN

1
vpeN ¢ =B t(nmp)

On choisit p =0 Alors

1
vneN ; v, =1, +E(n—0)

-1 1
= VneN ; vn=?+§n
1
On a encore : v, = ; VneN
u, —5
VneN = 5= ! 5
= neN ; un—z+ _l _1+
2" 73
vieN 15n -4
= ; =
e
k=10
4) 510=ka=v1+v2+---+v10
k=1
10—-1+1
oy 4 (22

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

6+3 B

(1 14) (10— 1+ 1) _ 145
2 6

Solution N° 87 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition R(n) définie
ainsi : R(n) : u,#1

L’initialisation :
Ona : uy=0=%#1
Donc linstance R(1) est vraie

L’hérédité
Soit neN* fixé et on suppose que
'instance R(n) soit vraie. C-a-d u, #1

5un—3=1
3u, —1

oy, =1 =
= b5u,—3=3u,—-1
= 2u, =2
= u,=1
Ainsi on a pu montrer l'implication :
U1 =1 = uy, =1
Par passage a la contraposée on écrit :
Non(u, =1) =

Non(un+1 = 1)

C’est a dire que:

U, #1 =  u,1#1
Ou encore que:
R(n) = RMn+1)
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La conclusion :

{R(l) est vraie

R(n) = R(n+1) ; VneN*

C-a-d que vneN* ; wu, #1

2) Soit neN* et on procéde comme suit

u, +1

u'n+1_1 un_1

Up 11 +1

B Uy —Up =

_ (gzz :Lll) _ (un + 1)
(Ge=h) et

_ 8u, -4 2(u, +1)
T 2(uw,—1) 2w, -1)

8u, —4 -2, +1)

Z(un_l)
6(u, —1
=L=3ER
2(u, — 1)
= VneN* ; v, —v,=3

= VneN* ; v, =v,+3
= (V,),en+ €St arithmétique de raison 3

3) comme (v,) est arithmétique alors:

VneN

vpeN ;v =1, +3(n—p)

On choisit p=1 Alors

vneN ; v, =v;+3(n—-1)
= VvVneN ; v,=-1+4+3n-1)
= VneN ; v, =3n-—-4

U, +1
_un—l

On a aussi vneN* ; v,

= v(u,—1)=u,+1
= uv,—v,=u, +1
e u,(w,-1)=v,+1

Uy t1
v, —1

Sy, ;o vy FE1

_3n—4+1_3n—3

< MM T3 T4 -1 3n—5
k=n
4) Sn=2vk=v1+v2+v3+---+vn
k=1
n—1+1
G (R
2
n—1+1
C 1o (Y
2
_n(3n—5)
B 2
3
5 lim(e) = I (Bn—B)_l. n(3-3)
) limGe) =lim (5 —) = lim

lim(v,) = lim(3n — 4) = 4+

n(3n —5)

lim(S$,) = lim
noo noo 2

= lrilgl (;) - lrilg)l(3n —5) = (+0)(+x) = 4o

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 88 :

1) calcul de quelques termes de la suite

Uy U, Uu;

2 1 >
8

2) Soit neN et on procéde comme suit:

)n
)

n+1

'Un+1 _ un+1 - (
[N °w — (
n

B W

n+1

1 3\"
i(=-@))
= N =—cR
(w-@))
1
= VneN ; ZH ==
n
1
= VneN ; v, = Zv"

1
= (v,) est géométrique de raison 2

3) comme (v,) est géométrique alors :

1\"7P
o)

On choisit p =0 Alors

VneN _
Vp<n ’

vneN ; v, =, (—

1
= VneN ; v, = (Z)

1
4

) =1

n

3
On a encore : v, =u, — (Z) ; VneN

= VneN ;
k=n k=n

4) cS‘n = U, =
k=0 k=0

_16 1(1
3 3\4
_16 (1
3 4

n

n

o)
o)

1 1
5) lim(vn)=lim(z) =0 car _1<Z<1

) = (G)

n

*

37’1
- =0+0=0
) )=0

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

141

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

n+1

@)

16
X0+4=4%0=—

lim(s,) = 4 4(1)
aen) =M 373\,

4 4
3 3

W

Solution N° 89 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : u, <0
L’initialisation :
On a Uy = _71 <0

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité
Soit neN fixé et on suppose que
I'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, <0

m P(n) est vraie = u, <0

= u,<0 e 3—-2u,>3
= u, <0 et 3-2u,>0
u‘l’l
= <0
3 —2u,

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; u, <0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) soit neN et on procede comme suit:

Un

" T =3y
n

_ Uy —u, (3 —2u,)
B 3 —2u,

_ z(un)Z - 2un
- 3-2u,

~ 2up(u, — 1)

>0
3 —2u,

= VneN ; u,,1—u,>0

= VneN ; u,,1 >u,

= (u,),.ny est strictement croissante

3) soit neN et on procede comme suit:
- Un+1 — ( Up+1 ) % (un - 1)
Un Upyp — 1 Up

=( U, )X(B—Zun)x(un—l)
3 —2u, 3u, — 3 U,

_ un'(3_2un)'(un_1) _1 R
“GB-2u) 3 w-D-u, 3°

v 1
= VneN ; L
v, 3
1
= VneN ; v, = §vn

1
= (Vp)nen €St géométrique de raison§

4) comme (v,) est géométrique alors:

3

vneN _ (1)""’
p

;U =y
Vp<n n
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On choisit p =0 Alors

1Tl
vneN ; v, =v0-(—>

3
— . = —\|—- = | —
nel o =303 3
uTL
On a encore : v, = ;0 VneN
u, —1
= v,(u,—1)=u, ; VneN
= vu,—v,=u, ; VneN
= u,(v,—-1)=v, ; VneN
1 n+1
v __ (3
= u, = ) ; VneN
ZRENE
3
k=n
5) =) nw=vytv+-+,
k=0
1 n—0+1
_(1-()
1-3
1 n+1
==X=X[|1- (—)
(-6))
1 1 <1>1’l+1
2 3
n+1 1
6) lim(v,) = lim (—) =0 ; -1<=<1
noo noo 3 3

1'5—1'11 1”+1_11 0—1
im($,) = lim7 ‘(5) =;1-0=37

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

n+1
3
n+1

(3 -

lim(u,) = lim

= lim 1
1 1 TL+1
(3)
. 1 __1
- %{3(1—371“)_1—00_

Solution N° 90 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie
ainsi : Q(n) : 0<u,<+4

L’initialisation :
On a Q0) : 0<uy=1<+4
Donc l'instance Q(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que l'instance
P(n) soit vraie. C-a-d : 0<u, <4

m Q(n) est vraie =

= 16w, >0 et (2+\/u_n)220

= U=y 20w (1)

16u

Grym)

_ 16w, =42+, )’
(2+ )’

12u, — 16,/u, — 16
= 2
(2+./u, )
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=4(3(\/u_n)2—4\/u_n—4)
2+, )’

4 - 2) (o +3)
(2+ )

= un+1—4‘S0

<0

= Upyq1 <4 w (2)
(1) et (2) = 0 Uy S 4
= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Q(n) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 0<u, <4

2) soit neN et on procéde comme suit:

l6u,

m)

16U, — uy (4 + 4yfu, +uy)

2+m)

12u, — 4 Ju, " u, — (u,)?

2+ )

() + 4 - 12)
(2+ )

() + 4, - 12)
2+ i)

= VneN ; u,,q—u, =0

B Uy — Uy Uy

>0

= VneN ; u,;1 =>u,
=  (U,)nen €St croissante

3) Soit neN et on procéde comme suit

2fu —4\ /11
| 4w 2 Ju,
|7 =2 |= 2

1-— 1-—

= =—€cR
2
\/ un
v 1
= VneN ; ntl _ 2
vn
= VneN ; v,,1 =277,

1
= (V,)nen €St géométrique de raison 5

4) comme (v,) est géométrique alors:
vneN _ _ _(1)”"’
Vp<n o =Y

P2

On choisit p =0 Alors

11’1.
vneN ; v, =v0-<§>

n

e 1z) ==
— . = — — = — | —
ne ;o Up > >

n

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

By =1-2  vnen
== — E = _\/T—n ; ne
= 2 1+(1>n VneN
a— - ; ne
NS
= Un 1 VneN
2~ ¢ e
1+(2)
2
= \/u_n=ﬁ ; VneN
1+(2)
2
2
= u, = - ;o VneN

n

2 2
lim(u,) =lim| ——— | = (—) =4
noo noo 1+ (1)
2

Solution N° 91 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition H(n) définie
ainsi : Hn) : 0<u,<1

L’initialisation :
On a 0<uy<1 car uyel0,1]
Donc linstance H(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que l'instance
H(n) soit vraie. C-a-d 0<u, <1

m H(n) est vraie

—2<—/3+u2<-V3

2<u,+2<3

= 0<u,<1

= 0<u,+2-+34+u2<3-3

= 0 < Up+1 > (1)

Upyr —1=2+u, —3+u2
=(1+u,) —+/3+ (u,)?

L+ - (B @)R)
A +u) 3+ @w)?

_ (1 + un)z - (3 + (un)z)

A +uw) +3+ @w)?

2(u, — 1)

= _0
(1 +u,) ++/3 + (u,)? =

Or on a

= [nZl» @
(et 2 = 0<u <1

= H(m+ 1) est vraie

La conclusion :

{H(O) est vraie

Hn) = Hmnm+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; 0<u,<1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.
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2) Soit neN et on procéede comme suit:
B U, — U, =2—+3+ (u,)?
2
22— ({3+u})

2+ 3+u?
_ 1_(un)2
2+ 3+u2

_ (1_un)(1+un) =
2+ /3+uz

= VvneN ; u,;q—u,=0

= VneN ; u,.1 =y,

=  (U,)nen €St croissante

3) Soit neN et on procéde comme suit:

| un+121 = |1—un+1S0| > (1)

B (1-uy) - (V3-1)(1 —u,)
=—1—un+m—\/§+\/§un+1—un

_ 32+ (V3-2)u, -3

m 0<uy,<1

- {\/§s\/3+ugsz
(V3-2)<(V3-2)u, <0

= 2V3-2<3+uz+(V3-2)y, <2

V3-2<{3+ut+(V3-2)u,-V3<2-V3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= J3+uz+(V3-2)u,-v3<2-v3<0
= 3+u+(V3-2)u,-v3<0
= (1-up) = (V3-1)1~-u,) <0
= (1-up) < (V3-1)0-w,) = (2)
D’aprés les résultat (1) et (2) on déduit
0<1-u,py <(V3-1)1-w,)

4) Soit neN dans cette question on a le
choix d’utiliser la récurrence ou encore
de choisir la méthode descendante :

m 0<1-u,,<(V3-1)1-w,)
S 01—ty <(V3-1)" (1 —upy)

3
S 0<1-u;<(V3-1)(1—u,)

1
S 0l —up <(V3-1)" (1= upy)

1
= 0<1-uy <(V3-1)" A -up)

= [0<1-u,<(V3-1)"(1-up)

5) Soit n>1 et on procede comme suit
u Tn+1 - Tn = (un+1 + 5n+1) - (un + ‘Sn)

= (un+1 - un) + (5n+1 - 'Sn)
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=(2-3+ud)+/3+uZ =2¢R

= VneN ; T,,1=T,+2
= (T,),>1 est arithmétique de raison 2

6) comme (T,),>; estarithmétique alors :

VneN*
vp < n ; T,=T,+2(n—-p)
On choisit p=1 Alors

= VneN* ; T,=T,+2(n—-1)

= VvneN* ; T,=uy+8 +2(n—-1)

=2+u0—\/3+u§+\/3+u§+2(n—1)

=2n+ u,
= VneN* ; u,+S,=2n+uy,
= VneN* ; §,=2n-u, +uy,

Solution N° 92 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : u, =2
L’initialisation :
On a Uy=3>2

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que
I'instance P(n) soit vraie. C-a-d u, > 2

2 2+ 2 2 1 2
[ | —_ = _— — —_—
tn+1 Uy U2 U, U2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

=un—2>0

us
= U,y —2>0
= Uy > 2
= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; wu, >2
= (U,),eny €St minorée par 2

2) 1% Méthode :

Soit neN et on procéde comme suit :

On a VneN

Upt1 = f(un) )

Avec Vx #0

1 2
=24+-—-—— ;
f(x) b

La fonction f est continue sur |2, /u,] ¢ R*
La fonction f est dérivable sur |2,./u,[

Alors d'apres le TAF on écrit

f(un)_f(z) '
3 2, ; =
Uy — 2 4—c
2 : (n+ )=
= <c<u, w, —2 3
, -1 4 4-c
flO=F+53="727
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m 2<c<uy, = -u,<-c<-2

= |4-u, <4—-c<2|w (1)

m 2<c<u, = 8<cid<i
T _1_1 -
= =< =< w
ul 3 8

1) et 2) = <3

= £ (c) <%

(un+1 _2) <l
U, — 2 4

1
= (Up4q —2) < Z(u” -2)

2°M¢ Méthode :

Soit neN et on procéde comme suit :

1 2 u,—2

Uppg —2=———=
n+1 u, uz u%
) 1 1
R u,>2 = u>4 = u_2<Z
n

1 1
= u—z(un—2)<1(un—2) ;U > 2

n

1
= (U —2)< Z(u" —2) ; VneN

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

3) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi © Q) : 0<u,—2< (L)

L’initialisation :

0
Q) : 0<3-2x<(})
Donc l'instance Q(0) est vraie

On a

L’hérédité :
Soit neN fixé et on suppose que linstance

Q(n) soit vraie. C-a-d 0<u,—-2< G)

1 n
m Q(n) est vraie = 0<un—2§<Z)

0<1( 2)<1(1)"
- — — — | —
4 ~4\4

n+1

= 0< (un+1—2)<%(un—2)s<z)

n+1

= 0< (Uppp—2) < (Z)

= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Q(n) = Q(n+1) ; VneN

\ 1\"
C-a-d que : VneN ; 0<un—2S(Z)

vneN ; 0<un—23(l)n

4) comme Z

n

1
Et comme lim(z) =0 car—1<Z<1

neoo

Alors d’aprés le critere de comparaison :

lim(u, —2)=0 & lim(u,) =2
noo noo
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Solution N° 93 :

1) Soit x €]0,1] et on procéde ainsi:

m xe]0l] = 0<x<1
= —-1<-x<0
= 0<1—-x<1
= [0<V1I—-x<1| = (1)
m xe]0l] = 0<x<1
—1<—1 <0
: JR— JR—
2 =2 %
PR (2)
— _— —_— W
2 = 2%
m xel]0l] = 0<x<1

= 1<x+1<2

= 1<Vx+1<+2

1 1
= [—=< < 1| » (3)
V2 Wx+1

La conclusion: d'aprés les trois résultats
ci-dessus on en déduit que :

(et V1—x2>0

t 1 1>0
€ 2x

1
et >0

SN

C’est a dire trois quantités positives

x2
—>0

. (1_1x) _(T=x)

= (1_1x) C(I=x) >0
= (1——x) >(ﬂ)

= 1—%x>m s (4)
2 2
(=) (-3
_ 1 —(1—x+£>
C1+4x 4

_4—4(x+1)+4x(x+1)—x2(x+1)

4(x+1)
x> +3x*_ x*(3—x) 0
T 4(x+1) _4u+1)>
1 \? 1 \2
(m) ‘( “x) >0

1 1
= >1—-—=x 5
V1i+x 2 ®)
4) et (5) = V1 <1 ! < !
e —X — =X
2 J1+4x

2) Soit neN* et on procéede ainsi:

1
S u1 uo—l_ﬁ

1
© uz_ul 1_?

1
S U, —U,_1q 1—2—n
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On effectue l'addition entre ces égalités
cbte a «cOte et en prenant en
considération les termes qui s’en vont
on trouve :

"2 2 1
=3
1 1\"
o woben=(i-)
1 1\"
= un—n—§+<§) ; VneN
3) lim(w,) = li 1 (1)
) limn) =lim{n -5 +(3
. 1\t
=limn — lim=+ lim (—)
noo noo noo \2
1
=400 —=+0=+0
2
4) Soit neN* et keN* ; 1<k<n
0 vV xe€]0,1] 1 1 < !
na x € 10, ; — =X
2 V1 +x
13k 1
Pour x=(§> on aurait :
1 /1\F 1 1
_§<§> < =1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Par passage a la somme on trouve :

k=n . 1 (1)k—1 3 k=n 1
2\2 NE!
k=1 =1\ |14 (7)
k=
n 1 k
= n- (E) <,
k=1

1 n
5) Comme lim <n -1+ (i) ) = 4o
noo

Alors selon le critere de comparaison on
en déduit que:

lim(v,) = +
noo

Solution N° 94 :

1) calcul de quelques termes de la suite

Uy Uy Uy Uus

11

1 2 E -
2 4

2) la suite (u,),.y €St un suite ni

arithmétique ni géomeétrique.
3) Soit neN et on procéde ainsi:

u (un+2 - un+1)(un+1 - un)
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3 1 2 You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
=\5Un+1 — Eun — S Un+1 (un+1 - un) understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about

2 2

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1 1 _ .
— (Eu”“ _ Eu”> oy —10,) On prend p =0 on trouve :
1 nen Ay
ne ; Vph = Vgl
- Z(unﬂ = Up) (U g1 — Uyn) " o\2
1 e wn=1(3) =(3)
el . = —_ = |-
- E(un+1 - un)z >0 ne o 2 2

7) comme v, =u —u, Alors
4) comme  (Upip — Upiq)(Upyq —u,) est ) nT et T

une guantité positive alors n
nécessairement les quantites : (l> = Uy — Uy
(un+2 - un+1) et (un+1 - un)
Auraient le méme signe c'est a dire les 0
deux sont a la fois positives ou S (1) = U — U
négatives pour tout n de N. 2

1
Comme (u; —uy) =2-1)=1=0 3N (1> =u, — Uy
Alors toutes les quantités (u,,; —u,) =0 2
Cest a dire: vneN ; u,,; —u,=>0 1\2
Cest a dire: vneN ; u,,.; =>u, S (—) = U3 — Uy
Cest a dire (u,),.n €st croissante. 2

5) Soit neN et on procéde comme suit :

1 n—1
Unt1 _ (Up12 — Upiq) _ (Unt2 — Upiq) o (E) =U, —Up_q
Un (un+1 - un) (un+1 - un)
1 On additionne ces égalités cote a cobte
E(unJr1 -u,) 1 et en prenant en considération les
T (U — ) =5 €R termes qui s’en vont dans le coté de
droite on trouve :
= VneN ; vn+1=§vn k=n—1 N
2, () =mw
1 k=0
=  (V,)nen €St géométrique de raisonz
n—1-0+1
s _ 1\’ 1—(—)
6) comme (v,) est géométrique Alors : = (E) 7 =u,—1
1 J—
o 2
vneN _ B 1\"7?
vp<n T3
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= 2<1—<%>n>=un—1

& u,=3-— (E) ; VneN”

n—1

1
IO<E<1 = 0<<§> <1l; vn=1

n—1

= 2<3—(§) <3 ; vn=1

= 2<u,<3 ; vn=1

=  (u,)n> est bornée

%) Umlw) =Ip (3 - (%)H>

n—1
=3—lrilgl(§) =3—-0=3
n—1 1
= lrllgl<§) =0 car —1<§<1

Solution N° 95 :

1) Soit neN et on procede comme suit:

Un+1 _ Upy2 — Unit
Un Upt1 — Up

1
zun+1 + Zun —Up+1

Up+1 — Uy

-1

T(un+1 —u) -1 R
—_— —_— E
(un+1 - un) 2

v
= VneN ; —

-1

= VneN ; vn+1=7vn

-1
= (V,)n>0 est géométrique de raison >

2) Comme (v,) est géométrique Alors:

—1\"*7P
o= (3)

On prend p =0 on trouve alors :

VneN _
Vp<n ’

—1\"
VneN ; U, = Vg (7)

—1\" -1
= VneN ; vn=1-(7> =<—)

3) Soit neN* et on procede ainsi:
B Uy = Uy — Uy
S vy =uU — U
S v =U; — Uy

© V) =U3z — Uy

© Up—1 = Uy — Uy

En additionnant ces égalites cobte a cote
et bien entendu en prenant en
considération les termes qui s’en vont
on trouve alors :

i=n—1

Z v,=u,—u; ; VneN"
i=0

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

& S,=u,—0 ; VneN*
& S, =u, ; VneN"
4) On a S,=1u, ; VneN*
i=n—1
= Z v, = u,
i=0
i=n-1 N
= 2 (7)m
i=0
n—1-0+1
(123
- (-
2 n

2
=§(1—0)=

Solution N° 96 :

1) Soit neN et on procede comme suit :

{os2)-

)’ +2 V2(2x,)

2x, 2x,

)P -2VZ o, + (V2)

2x,

(V2

2x,

2) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi P(n) x, > 2
L’initialisation :
On a Xg = ALEN 8

2 2

Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que

linstance P(n) soit vraie. C-a-d x, >+?2

xn>\/§

m P(n) est vraie =

(xn—\/f)2>0 et 2x,>0

—(xn _ \/E)z >0

2x,

—V2>0

= Xn+1
= Xn4+1 > \/E
= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; «x, >+/2

Cest a dire que la suite (x,),.n €est

minorée par le nombre V2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

3) Soit neN et on procéde comme suit :

B Xpi — Xy = (xn+1 - \/E) - (xn - \/E)

_ (xn _\/E)z
", V)
x, — V2
= <T> (xn —V2 - an)
x, — V2
() ®
_ —(xn - \/Zfz(xn + \/7) <0
= VneN ; x,41—x,<0
= VneN ; x,41 <x,

= (x,)nn €St Strictement décroissante

4) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi : Q) : 0<x,—V2< G)n

L’initialisation :

On a

3 1\°
0<>— V2 < (E)
Donc linstance Q(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
Q(n) soit vraie. C-a-d 0<x, —V2< G)

xn+1_\/§_xn_\/§_1 1
xn—\/i an 2 \/Exn

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

mx,>V2>0 = V2:x,>0

= \/E-xn>0

= >0
V2 x,
1 )
-
V2 - x,
1 1 <1
= —— —
2 z-xn 2

= (VD) <5 (% —V2)

n

m Q(n) est vraie = (x, —V2)< (%)
= -D<3)

1 n+1

= (VD) <5~V <(5)

1 n+1

= (=2 <(35) |= @

On a encore Xpi1 —V2 >0 (2)

1 n+1

(D et (2) = O<x”+1_\/§<(§)

= Qn+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie

Qn) = Q(n+1) ; VneN

C-a-d que : VneN ; 0<x,—V2< (%)
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n

5) on a

O<xn—\/§<(%>

n

1 1
Comme lim (E) car —1< > <1 Alors:

lim (x, —V2)
Et ce d’aprés le critere de comparaison
o lim(x,) =2

Solution N° 97 :

1) calcul de quelques termes de la suite

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Uy Uq U, Uus
2 4

0 — — 2
3 3

2) Soit neN et on procéde comme suit :

nn+1)
u0+u1 +"’+un_1 +un :T
n(n—-1)
3
nn—1) nn+1)
_— _I_ un e
3 3

nn+1) n(n-1) 2n
T WETT3 T3 T3

De la méme maniere on a :

n+1Dn+2)

u0+u1+-"+un +un+1=

n(n+1) 3
3
nn+1) n+1Dn+2)
A 3
nmn+1)(n+2) nn+1) 2(n+1)
Up41 = 3 - 3 = 3

2(n+1) 2n
3) On a : un+1=—3 et un=?

2(n+1) 2n 2

B U, —U, = 3 —?—geR
2
= VneN ; u,, =u, +§

2
= (u,)nso est arithmétique de raison§

Solution N° 98 :

1) calcul de quelques termes de la suite

Uy u; Uus
2V2 +1 1 1
1| ——— —+—
242 2\/_ 3vV3

2) Soit neN et on procéde comme suit:

k=n+1 k=n

1
B Uy — Uy = z T -
k=1 kvk k=1k\/z
1
= >0
n+DVvn+1
= VneN* ; u,.q—u,>0

= VneN* ; u,. >u,
= (U, )nen* €St Strictement croissante

3) Soit p > 2 et on procéde ainsi:
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_ W --D-9'@-D-4pp-1
4p*(p — 1)

3p+1

—>0 car
4292(29—1)

R Jp—l
VPoyp-1_1
Jp—1  2p

_, Jp-yp-1 1
Jodr—1 b

- 1 1 1

=1 b 2Jp

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

4) 0 vp > 2 ! ! 1
na Vp= ; - —
Vo1 Vp 2plp
1 1 1
S —=-—>
Vi V2 2-242
1 1 1
O —=——>
V2 V3 2:3V3
1 1 1
S —=-—>
V3 VAT 2-4/4
1 1 s 1
Vn—=1 +n 2-nvn

On additionne ces inégalités cbte a cbte
en prenant en considération les termes
qui vont disparaitre dans le c6té de
gauche on trouve alors :

1

. 1
2 4 kvk

NN
N

TTM I

=

=n

= (1——) kz

= 2(1——)+1>1 sz

k=n
1
_>;m
= (3—%)>un w (1)

Or on a (u,) est strictement croissante

= VneN ; u, >u,
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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= VneN ; s (2)

2

(1) et (2) = VneN* ; Vo

1<u,<3-

Remarque : (u,) est convergente car
croissante et étant majorée par 3
Pourquoi majorée par 3 ?

2
— <3

Vn

Car u, <3-—

Et en plus et par passage aux limites
on obtient un encadrement de limi®i,, )

2
<3-—

Vn

B 1<u,

2
= 1<lim(u,) <lim (3 — —)

Vn

= 1<lim(u,) <3
noo

Solution N° 99 :

1) Calcul de quelgques termes de la limite

U, Uy Us

2 8 8
3 9 9

2) soit neN* et on procede comme suit

_ (2"32 2) U n

vn+1=un+1 i_ x

Uy, n+1l u, n+1 Uy,
_2(n+1)n_2
“3nn+1) 3°

v 2
= VneN® ; ==
v, 3
2
= VneN* ; v, = §vn

2

= (U )nen €St géométrique de raison3

3) comme (v,),.n* €St géométrique alors :

O

VneN*

Vp<n ’ %

125 p

On choisit p=1 Alors

vVneN* ;

= VneN* ;

lim(S,,) = lim 2 <1 - (g)n> =2(1-0)=2
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Solution N° 100 :

1) Calcul de quelques termes de la limite

U, Uu; Us

1 V2 +1 2vV2 -1

2) soit neN* et on procede comme suit

. vn+1=un+1—2=(1—\/§)un+2\/§—2

Uy Uy, — 2 U, — 2
) (1—\/§)<un +21‘/?—_\/§2>
B u, — 2
- (1_‘5)51‘2” 2 _(1-v2)er
= VneN ; v:l: =(1-+2)
= VneN ; v, =(1-V2)y,

(V) nen+ €St géométrique de raison 1 — /2
3) comme (v,),.n+ €St géométrique alors :

VneN* _
Vp<n ’

Up = UP ' (1 - \/E)n_p
On choisit p=1 Alors
n—1
vneN* ; v, = vl(l - \/E)

vneN* ; v, = —(1 — \/E)n_1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

VneN* ; —(1 - \/E)n_l =u, —2
vneN* ; wu,=2-— (1 - \/E)n_l
k=n k=n 1
4) S,= > w=) (2-(1-V2)
272, )
k=n k=n
=>2-)@a-v2)"
k=1 k=1
k=n k=n-1
=) 2- (1- \/E)k
k=1 k=0
~ of/1— (1 _ \/E)n—l—0+1
-an-0-92 (2 )
= 2n—ﬁ(1 —(1-v2)")

5)lim(8,,) = lim 2n — \/—%lggl (1 -(1- x/i)”)

1

V2

Solution N° 101 :

1) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition P(n) définie

ainsi : P(n) : u,>1
L’initialisation :

3
On a Uy =5 > 1

Donc linstance P(0) est vraie
L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que
instance P(n) soit vraie. C-a-d u, >1
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(u,)? + u,

S E e |
(u,)?+1

B Uy -1

_ (un)z + Uy, — (un)2 -1
- (uy)? +1

U —1 S
()2 +1

0
— un+1_1>0
- un+1>1

= P(n+1) est vraie

La conclusion :

{P(O) est vraie
P(n) = Pn+1) ; VneN

C-a-d que vneN ; wu,>1

2) Soit neN et on procéde comme suit

(u,)?* + u,
B Uy — Uy =m—un
_ (un)z + u, — (un)3 — Uy
(u,)?+1

_ (un)z(l - un)

<0
(un)? +1

= VvneN ; u,;1—u, <0

= VneN ; u,, <u,

= (u,),n st strictement décroissante

3) Soit neN et on procéde comme suit:

(u,)* + u) _q
(u,)* +1
u, —1

un+1_1_<
u, —1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

u, —1

- (m) % (unl— 1) - (un)1 +1

muy,>1 = (u)?>1

= 1+ w,)?*>2

1 1

- — <=
1+ (u,)? 2

1
= (U1 — 1< E(un —1) ; VneN

4) On démontrera par récurrence la
véracité de la proposition Q(n) définie

ainsi © Q) : O<u,—1< (%)n

L’initialisation :
0
0<u—1<(3)

Donc l'instance Q(0) est vraie

On a

L’hérédité :

Soit neN fixé et on suppose que linstance
n
Q(n) soit vraie. C-a-d 0<u,—-1< G)

n

m Q(n) est vraie = 0<u,—1< (E)

n+1

= 0<%(un—1)<(§)

n+1

1
= 0<un+1—1<§(un—1)<(§)

n+1
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= Q(n+1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Qn) = Q(n+1) ; VneN

n

& VneN O<un—1<<§)

1K
5) Soit keN* ; 0<uk—1<<§>

)

0 k=0

1 k
2

/N

— 1<uk<1+

2

k=n—1 1\"
N (1= (3)
S a0 126
k=0 1—7

n
= n< z uk<2(1—(§) >+n
k=0
k=n-1
6) Comme Z U, >n et limn= 4o
ncoo
k=0

Alors d’aprés le critere de comparaison
on en déduit que:

k=n-1

lim Z U, | = +oo
noo

k=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Tome 3 . Dérration et étude de
fonetions

e Dérivabilité en un point, sur un intervalle

e Approximation affine d’une fonction

e Théoreme de Rolle

e Théoreme des accroissements finis

e Variations d’une fonction numérique

e Branches infinies d’une courbe d’une fonction
e Concavité d’une fonction numérique

e Travailler avec la regle de IP’Hoépital
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