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PREFACE

Avec le remerciement de DIEU seul, je présente mon second 
livre (rectifié et ajouté) dans ma série ELMOUFID et qui comprend 32 
examens du Baccalauréat pour la section mathématiques.

Je suis convaincu que la révision efficace de l’élève exige qu’il 
passe en revue les examens précédents, qui, en général sont bien 
sélectionnés pour une évaluation objective de l’élève. Ils sont d’ailleurs 
préparés par un nombre respectable de professeurs compétents. Suite à 
cette conviction, j’ai vu qu’il est nécessaire de ne pas priver nos élèves de 
cet intérêt, pour lequel ils dépensent beaucoup pour ne bénéficier que d’une 
part limitée, surtout que pour beaucoup de parents, cela constitue un poids 
de dépenses très lourd causé par les heures supplémentaires. J’ai d’ailleurs 
fourni de gros efforts pour condenser dans ce livre le continu de deux et ce, 
pour plus d’intérêt.

Je ne cache pas que j’ai tiré profit en accomplissant ce travail qui 
permet, statistiquement, de donner une vue globale sur la variété des 
exercices. En autre, il motive, mes collègues et moi, à la création et à la 
recherche du nouveau dans nos examens, qui, d’ailleurs, en général, sont 
riche .variés et originaux

J’espère que j’ ai, par ce modeste travail, participé à l’édification 
de La sagesse chez nos élèves, avenir de notre cher pays la TUNISIE.

L'Auteur : Ali Zouhaïer





UNE CORRECTION MJ: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

EXERCICE 1

a
■ «

Pour tout complexe z on pose f(z)=z3 +2^- J3 + i)z2+40 - iV3”)z+8i 
1/a- Montrer que l’équation f(z) = 0 possède une racine imaginaire pure 

zo que l’on déterminera.
b- Résoudre alors f(z) = 0. On notera zi et z2 les deux autres racines, 

zi étant celle qui a une partie imaginaire négative.
2/a- Donner la forme trigonométrique de cù =

b- Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (O,ü>,'v). 
A tout nombre complexe z non nul on associe les points M, Mi et M2 
d’affixes respectives z, coz et ro2z.
Montrer que 0MMiM2 est un losange.

c

EXERCICE 2

Dans le plan orienté on considère un triangle ABC non isocèle tel que 

^AB; Ac) = -y [2n]. A tout point M de la droite (AB) on 

associe le point N de la droite (AC) tel que M et N soient dans un 
même demi-plan de bord (BC) etBM=CN.
1/ Montrer qu’il existe une unique rotation R telle que :

pour tout point M de (AB) on a : R(M) = N et R(B) = C.
Préciser une mesure de son angle et construire son centre Q.

2/ Soit O le milieu du segment [BCJ. On désigne par S(oo) la symétrie 
orthogonal d’axe (O£2) et on pose f = S(oq) 0 R.
a- Déterminer f(B) et f(Q).
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.

3/ Soit I le milieu du segment [MN],
a- Quel est l’ensemble D des points I lorsque M décrit la droite (AB)? 
b- Construire D.

PROBLEME

Soit la fonction f : 1-1; 1 [ -> IR;x >—► fx —£—— dt
J ’ L J 0 1 _ t2
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UNE CORRECTION ©U: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE 

1/a- Justifier l’existance de f.
b- Montrer qu’il existe trois réels a, p et y tels que :

VteIR\<-l;l};TJLr=a+-rl? + îlï^

c- En déduire que Vx g ]-l; l[;f(x) = yLog^y-"'^ ) ~ x

2/ Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative dans 
un repère orthonormé (O;7; j*)

3/a- Montrer que Vx s IR*,  Vk g IN*;Logx  < -r- - 1 +Logk
K

b- En déduire que Vk g IN*;  jLogxdx < Logk et par suite 
Vn g IN*;  f"+ 2Logxdx < Log(n!)

c- Mq Vn g IN*;Log(n!)  > (n + -l-).Log(n + y) - n + yLog2.

4/ Soit (un) la suite définie sur IN*  par un=Log(n!) - ^n + -^-^.Logn + n. 
1

a- Montrer que Vn g IN*;  un > 2L°g2'
b- Vérifier que Vn g IN*;u n - un+i = (2n + l)ff y

c- En déduire que (un) est convergente.
j î

H/ Soit la suite (vn) définie par vo =J (1—x) 2 dx et

Vn g IN*;v n = ( x 2 (1 - x) 2 dx
J 0

1/ Calculer vo.
2/a- Le plan étant muni du repère orthonormé ^O; i ; j déterminer 

l’ensemble des points M(x,y) tels que y2 - x(l - x) = 0.
b- En déduire que vi =

O

3/a) Montrer que (vn ) est décroissante .
b) En déduire qu’elle est convergente

4/a- Prouver, a l’aide d’une intégration par parties, que :
Vn g IN;vn+2 = n~?i'Vn.

n + 5
b- En déduire que Vn g IN; n + < 1 et lim —J!1! s |M n + 5 ~ vn vtl

5/a) Montrer par récurrence que Vn g IN; vn. vn-i i ,—rv
, (n+2)(n+3)(n+4)

b) En faisant apparaitre, dans l’expression précédente le rapport Vnl1 '
3

montrer que lim n 2 ,vn = ^27?.
n->+co

6/Montrer que Vp e IN;v2p = -y,

Vn ’

»

ELMOUFID livre ; 32 Bac?



UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

DI/ (un ) étant la suite définie dans 1/4/
1/Montrer que Vn e IN*;e Un = — e11H nn+/2
2/Exprimer e2up_U2p en fonction de p et v2p (p e IN*),
3/ Soit L la limite de la suite (un).

Déduire de ce qui précède que L= LogV2n •
(on admetra que lim u2p =lim up =L.)

p->4-co p->+oo

EXERCICE 1 |

1/a- Soit a un réel, (ia) est une solution imaginaire pure de f(z) = 0 
<=> (ia)3 + 2^-VJ + i)(ia)2 + 4(1 -i JJ )(ia) + 8i = 0

<=> -ia3 + 2a2JJ - 2ia2 + 4ia + 4^3"a + 8i = 0
<=> (2a2V3~ + 4/Ta) + i(-a3 - 2a2 + 4a + 8) = 0
f 2a2JJ + 4jJa = 0 

<=> < <=> -<
1 -a3 - 2a2 + 4a + 8 = 0

f 
a = 0 ou a = -2
-a3 - 2a2 + 4a + 8 = 0 k.

« a = -2 car seul -2 vérifie les deux équations.
Conclusion : z0 = -2i est la solution imaginaire pure de f(z) = 0.

b- zo = -2i est une racine de f(z) = 0
=> 3(a,b, c) e C3 tel que f(z) = (z - (~2i))(az2 + bz + c); Vz e C 

• f(z) = (z + 2i)(az2 + bz + c); Vz e C
<=> f(z) = az3 + bz2 + zc + 2iaz2 + 2ibz + 2ic; Vz e C

<=> f(z) = az3 + (2ia + b)z2 + (2ib + c)z + 2ic; Vz e C 
r 

a = 1
2ia + b = 2(-JJ + i')

2ib + c = 4(l-iV3 )

2ic = 8i
Par suite f(z) = (z + 2i) (z2 - 2 JJ z + 4) 
D’où f(z) = 0 <=> z + 2i = 0 ou z2 - 2 JJz + 4 — 0 

(A'=3-4 = -l =(i)2)
<=> z = -2i ou z = JJ - i ou z = JJ + i

Bilan : Les solutions de l’équation f(z) = 0 sont z0=-2i, z.\=JJ - i 
et z2 = JJ + i.

ELMOUFID_________________Page : 7 _________Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION RU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE
2/a- «zo = -2i = 2(cos(—y) + isin^-y^ =

z'=7Ti“2(J!?--i-)=2(C0<-#)+isin(-§-))=[2;-#]
T^;—— 1

Par suite œ = -p------= T1; -X + -211 = l”l; -211
[2 -^-j L ’ 6 2 J L ’ 3 J

b- • aff^OM^ = z • aff^M2Mj ) = coz - ®2z = (co - co2)z

Or® = cos(y) + isin(y) = -i- + i-y- 

“H1;fï = [1;2H=-2+,4- 
D’où co — co2 = y + i-^- - (-■1 + i^y-) = 1 

=>aff(M2MQ = 1 x z = z

Ce qui donne aff^OM^ =aff^M2M0 <=> OM = M2Mi* 

<=> 0MMiM2 est un parallélogramme. (1 )

• Rm(B) — C et Rm(M) — N

=> (bM; Cn) est l’angle de Rm

(bM;Cn) = (bM;Ba) + (bA;Ca) + (CA;CN) [2n] 

Premier cas : Me (AB)\[BA)
=> N g (AC)\[CA) car M et N sont dans le même demi-plan

* 0M=|z| * OM2=|œ2z|=|co2|. |z|= |z| car œ2 = £l;-y-J

0M=0M2 (2)
Bilan : (1) et (2) => 0MMjM2 est un losange.

EXERCICE 2

1/ Soit M un point fixe de (AB)\{B} 
et N le point associé à M.

Comme CN=BM =/= 0 car M * B
alors il existe un seul déplacement

Rm tel que •<
Rm(B) = c
Rm(M) = N

ELMOUFID Page : 8 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE 

de frontière (BC).

Dans ce cas ^BM; Cn) = n 4- ^AB; Ac) + tt[2æ] e= -y [2tt]

Donc Rm -est une rotation d’angle
Deuxième cas : Me [BA)\{B} => N e [CA)\{C}

Dans ce cas (BM; Cn) = 0 + (aB;Âc) + 0[2tt] = ^-[2tt]

Rm est indépendante de M en effet désignons par Q le centre de Rm

Rm(B) = C «
£2B = QC

(QB;QCj = [2rt]

£2 e méd[BC]

fi e au demi cercle de diamètre [BC] et tel que
£2BC est un triangle rectangle direct.

Conclusion : il existe une unique rotation R telle que pour tout point
M de (AB) on a :R(M) = N et R(B) = C.

2/a- • f(B) = (S(oo) ° R)(B) = S(oo)(C) = B car (O£2) = med[BC], 
• f(£2) = (S(on) oR)(O) = S(OQ)(n) = H.

b- f est un antidéplacement car elle est la composée d’un déplacement et 
d’un antidéplacement.
De plus f fixe £2 et B alors f est la symétrie axiale d’axe (£2B).

3/a- -(ÔM;£2n) = [2tt] carR(M) = N

et comme I=M*N  alors Ç£2M; £21J = 

• £2M = £2N car R(M) = N

et comme I=M*N alors £2MI est un triangle rectangle en I
£2MI est un triangle isocèle en £2
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UNE CORRECTION HJU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

« I = S(M).{
QI = -yQM

« f [2n]

avec S est la similitude directe de centre Q., de rapport et d’angle
Ainsi
M g (AB) <=> I g D=S((AB)) car S est une application bijective
• R(B) = C et O=B*C  => O = S(B).
• Désignons par A'=R(A) alors S(A) = A" avec A"=A*A'.
Conclusion : D=(OA")

b- Voir figure.

PROBLEME

t2I/l/a- la fonction qui à t >—»■ —1—- est continue sur 1-1; 1T 
1-t2

=> Vx e ]-l; 1[; f(x) = ——-dt existe.
t2 P °ï_t

1 - t2
t2

1-t2
P

5 -1

b-

<=>

<=>

- a + ™ + -j-q-p Vt e IR\{-1; 1}

- -«t2H-T + P)t4-a+JL+T.vt e iR\{-1;1>
1-t2

S
a = -1 
P = T 
W

= 1

« 5

Ainsi Vt e IR\{-1; 1}; ?
1-t

+2
---- = -1 +

= [-4

X X

1-t 1 +t
X X

c- Vx g ]-l; 1 [;f(x) = J*  y^dt = J*(-l  + + T^?)dt

Log(l-t) + yLog(l +t)]0=-x+ yLog(^p-) 

2/ la fonction ( x >—► 1 +x ) est dérivable et strictement positive sur J-l; 1 [ 
1 X

=> la fonction qui àx Log( + * ) est dérivable sur ]-l; 1 [

par suite f est dérivable sur ]-l; 1 [.
i GHf) _, i g -x); x2 >0 

tG4P-x2’• Vx e ]-1; 1 [;f'(x)=-l+

ELMOUFID Page : 10 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

• lim f= lim T-x+^-Log-} 1
-r x^r L 2 1 “x J

• lim f =lim T -x+4~Log } + x
i x^i- L 2 1 ~x

D’où le tableau de variation de f

3/a- Soit k e IN*,  g : IRf -*  IR;x >-»■ g(x)=Logx - (y - 1 + Logk) 

g est dérivable sur IR*  et Vx e IR*,g'(x)  = -L - y =

D’où le tableau de variation de g sur IR*

=> 0 est la valeur maximale de g par suite Vx e IR*,g(x)  < 0 
signifie que Vx e IRL Logx < y - 1 + Logk 

b- Vk e IN*  on a k - y < k + y
D’où Vx e [k - y ; k + y j; Logx < y - 1 + Logk

Par suite Logx. dx < J^2(a. - 1 + Logk)dx

<=> [k+/2Logx. dx < f — x + (Logk)xl ' = Logk 
J k->/2 L 2k Jk-'/z

rk+2/z
★Vk e IN*  on a j Logx. dx < Logk
D’où Vn e IN*;£^  J^Logx.dx < ESLoSk'

★ ES Logk = Logl + Log2 + Log3 +.... +Logn
= Logfl x 2 x 3 x... xn] = Log(nl).

* £*  L°Sxdx=C^ L°gxdx+fiS Logxdx+... +JS1 L°SX- dx

ELMOUFID________________ Page : 11_____________  Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ®U: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

c- Vn e IN*;  J”+2Logxdx
4*

<t+

= J"+ "Logx. dx a l’aide de la relation de Chasles sur les intégrales 

Ainsi Vn e IN*;  fn+2Logxdx < Log(n!).
* 14

< U’(X>1

l v(x) = Logx

= [xLogx]"'-4 - ldx = [xLogx]"« - [x]"14
= (n + |)Log(n + |) - n + |Log2.

4/a-D’abord Vn e IN*;u n - yLog2=Log(n!)-^n+y ^Logn+n-yLog2 

Or Vn e IN*;Log(n!)  > (n + y^.Log^n + y) - n + yLog2. 

donc Vn e IN*;u n - yLog2 > (n + ^-^Log^n + -T) -Lognj 

d'ou Vn e IN*;u n - yLog2 > 0 carLog(n+ y) > Logn

b- Un - un+i =
= Log (n ! ) - (n+) Logn+n-Log [ (n+1 ) ! ]+(n+ y ) Log(n+1 ) -n-1 

=Log(n! )-(n+y ^Logn-Logfn+l ]-Log(n! )+ (n+y ) Log(n+1 )-1 

= -(n + y Logn + ^n+y ^Log(n+1) - 1 

= -^y^-[Log(n + 1) - Logn] - 1 

.(în+l^LogC^J-yl-p]

2n+l 
(2n+2 \

2n+l J
-pn+l)^^-).

1C-

2n
2n+l

Conclusion : un - un+i

Vn e IN*;1  > - > 02n + 1
Vn e IN*;f(  ) > f(0) = 0 car f est strictement /*.

Vn e IN*;(2n  + l)f(y^-j-) > 0

Vn e IN*;  un - un+i > 0 <=3- (tin) est décroissante sur IN*.
De plus (un) est minorée par yLog2 donc (un) est convergente. 

-i î

<=>

^+i
n/l/v0=J*(l  - x) 2 dx=-ji(l -x)'(l - x) 2 dx=- y(l-x) 2 

2/a- Posons (C) : y2 - x(l - x) = 0.
-lo

__2_
3

ELMOUFID________________ Page : 12_______________Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

y2 - x(l - x)=0 <=> y2 - x + x2=0 <=> ^x - y) - -y- + y2=0 

« (x-|)2 + y2 = (|)2

Ainsi :(C) est le cercle de centre le point o) et de rayon -y

b- vi = J*  x 2 (1 - x) 2 dx = j’ ^x(l - x) dx

Soit h : [0; 1] —> IR;x 1—> ^x(l - x) et désignons par Ch sa courbe 
dans le repère orthonormé ^O; i ; j

D’où vi est la mesure de l’aire de la partie du plan limitée par la courbe 
Ch de h, l’axe des abscisses et les droites d’équations respectives 
x = 0 et x = 1.

f

V»
P x g [0; 1 ] 

<=> < y2 = x(l - x)

y>o

X e [0;l]

y = h(x) = 7x(l -x)

' M(x,y) g (C)

y > 0

<

<=> 5

D’où Ch est le demi-cercle de (C) se trouvant dans le demi-plan 
comptenant les points d’ordonnées positives.
Par suite vi = yAir[(C)] = y xnx (2’) = "g"- 

'----- V ,
I n+1 1 I n 1

3/a) Vn g IN*;v„+i  — vn=J0 x 2 (1-X) 2 dx - x 2 (1-x) 2 dx
! n _1__L

= JoX 2 (1 -X) 2 (x 2

1

- l)dx
i i

• 0<x<l<=>0<x2 <1 D’OÙ X 2 — 1 < 0; Vx g [0,1]
n 1

Aussi x 2 (1 - x) 2 > 0; Vx g [0,1]
n 1 __

Donc Vx g [0, l];x 2 (1 - x) 2 (x 2 - 1) < 0
i n — _l_

=> Vn+1 - Vn = fQ X 2 (1 - x) 2 (x 2 - l)dx < 0

Par suite (vn) est décroissante sur IN*
n 1

b) Vn e IN*;Vx  g [0,l];x 2 (1-x) 2 > 0

=> Vn g IN*;v n = x 2 (1 - x) 2 dx > 0
D’ou (vn) est minorée par 0
de plus (v„) est décroissante sur IN*  donc (vn) est convergente.

ELMOUFID_________________Page : 13_______________Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE
1 n+2 1 . n 1

4/a- Vn e IN; v„+2 = J x 2 (1 - x) 2 dx = Jq x 2 +1(1 - x) 2 dxr v(x) = X 2

u'(x) = (1 - x) 2

■ 41+1
2 x 2

-11

v'(x) = n X 2 

u(x)=-|(l-x)i+1 J 

f ^J^a-xp^dx

= O + .lLp.f1
3 J 0 

= ^P-fT x’
3 J0

n

+

- 0

x) 2 (1 - x)dx

dx

n n 1 n d+ 1 z -X 2 (1 - X±2- px 2 (1 - x) 2 dx-f 
3 Jo Jo

Vn+2 = 11 3 2 ~ Vn+2]

x x ( 1 t n + 2 A,. _  n + 2,, <   n + 2 ,,« + -3-JVn+2 - —Vn ^Vn+2 - -^V,

b- • Vn e IN; vn+i < vn ( car (vn ) est décroissante sur IN*  )
« Vne IN;^±L < L

* Vn e IN; Vn V_,o

Or > 1
Vn+2 —

<=> 41+2

Vn
L x Vn+2 _ n + 2 y Vn+l 

V„+2 Vn n + 5 Vn+2 

car (vn ) est décroissante sur IN 
x v»+i > n + 2 ,_y vn+i > n + 2

n + 5 Vn+2 - n+5 Vn
En conclusion Vn e IN; n +
Et comme de plus lim n + | =lim

n-*+oo  H + J n-H-00 

de limite et ordre on déduit que lim
n->+oo

5/-) ® v«. V, - f X x = JL. et —)(0 + 3)(0 + 4) 

2tt

>
n + 5

< 1

n-

Vn

1 -^-=1 alors d’après un théorème
Vn+l = i

Vn

2k 71
12

^VoV1 (0 + 2)(0 + 3)(0 + 4) 
donc la proposition est vraie pour n=0.

© Soit p e IN. Supposons que vp. vp+i = + + 3^p + 4)
2n

2n

montrons que vp+ivp+2 =

Vp+2Vp+lVp+2 = Vp+l.Vp.^-

(p + 3)(p + 4)(p + 5) '
_ ________ 2rç________  P + 2

(p + 2)(p + 3)(p + 4) ’ p + 5
2n

(p + 3)(p + 4)(p + 5)

ELMOUFID________________ Page : 14_______________Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION RU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE
2kBilan : ® et © => Vn e IN;vn.vn+i = , .(n + 2)(n + 3)(n + 4)

b) Vn e IN;
V V — 2k c.. \ 2 Vn+1  

1 (n+2)(n+3)(n+4) 1 nJ ' vn (n+2)(n + 3)(n + 4)
'v t2 = ________ 2n________  x 1
v (n + 2)(n + 3)(n + 4) Vn±L

2k________ v 1

2k 2k

vn

(n + 2)(n + 3)(n + 4) X .Yb+I

I
Or lim  ----- -------------------- —=lim

n->+«> (n + 2)(n + 3)(n + 4) n->+œ
=> lim / 2îrn3 x 1

n-H-co J (n+2)(n+3)(n+4) v»+i 
f Vn

6/ • V2xO=Vo=y et ------------- 2----------

<=> Vn

3
<=> n 2 . vn =

27tn3

27tn3

2nn3
(n + 2)(n + 3)(n + 4)

2™ =2k et lim
i n n->+oo

J-
=J2k <=> lim n 2 . vn=V27F.

n-H-co

(2° O')2 7
— car0!=l

vn

(2 x 0 + 1)(2 x 0 + 3) ' (2x0)!
= _________2_________ (2°,0!)2

V2x0 (2 x 0 + 1)(2 x 0 + 3) (2 x 0)!
D’où la proposition est vraie pour p = 0.

* Soit q e IN. Supposons que v2q- (2q+1)(2q+3) .

_____________ _ 2 (2(q+1). (q+l)!)2 
4 (q } (2q+3)(2q + 5) (2(q+l))!

2c| + 2
V2(q+l)=V2q+2 = 2q + 5 V2q

2q + 2 2 (2q.q!)2
2q + 5 (2q+l)(2q + 3)

2
(2q+3)(2q + 5)

2
(2q+3)(2q + 5)

2
(2q+3)(2q + 5)

(2q)'
22(q+l)2 (2q,g!)2

(2q+ 2)(2q+1) ’ (2q)!
(2x2‘i(q+l).q!)2 

(2q + 2)!
(2(q+I). (q+l)! )2 

(2(q+l))!

Conclusion : • et-a- = Vp e 1”^,.= (2p + + 3y.
Log(n!)-(n+-J- ).Logn+n „Log(n!) n|

111/1/Vn e IN*;  eUn=e < 2? = e n = _QL_ en
Log[n,1+i] n

Page : 15ELMOUFID Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE 

epY
y Pp+* J = p2P+i 

(2P)!  e(2p) (2P)! e(2p)

(2p)(2p)+‘^ ■ (2p)(2p>1/2 '

_ (p!)2(2p)C2P>y2F _ (p!)2(2p)2p2p5/2p

eu2p

p2p+1(2p)! p2p+1(2p)l
= Jî (2p,p!)2 (2p+l)(2p+3) _______2

VP (2p)! JÏJp (2p + l)(
(2p + l)(2p + 3) x V2p

• lim
p-H-oo V2yp

=lim 
p-H-oo

=lim
p->+co

V2 7P
3/• lim U2P =lim up =L=>lim e2U|>~u,-i’ = e2L L = eL car la fonction 

p->+oo p->+oo p->+oo

exponentielle est continue sur IR en particulier en L. 
(2p+l)(2p + 3) (2p + l)(2p + 3) .3.—-----x v2p =lim r 3 x (2p) 2 v2p

p-+œ 72yp(2p)2
(2P+l4p?P + 3) [(2P>*̂p]

x = /ïn 
4p2

= « L = Logy2ÎF.Ainsi eL
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On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 à 6. Ce dé 
est truqué de façon qu’à chaque jet la probabilité d’obtenir un nombre pair 
soit égale au double de celle d’obtenir un nombre impair et que toutes les. 
faces portant des nombres pairs sont équiprobables ainsi que les 
faces portant des nombres impairs.
1/ On lance le dé une fois et on désigne par p la probabilité d’obtenir un 

nombre impair.
a- Calculer p.
b- En déduire la probabilité d’obtenir le nombre 1 et celle d’obtenir 

le nombre 2.
2/ On lance le dé trois fois. Calculer la probabilité de chacun des 

événements suivants :
a) On obtient deux fois et deux fois seulement le nombre 2.
b) On obtient au moins deux fois le nombre 2.

__________________ fl j 
EXERCICE 2

Le plan P est rapporté à un repère orthonormé direct (O,"u;V).
1/ Soit g l’application de P dans P qui au point M d’affixe z associe le 

point M’ d’affixe z' tel que z' = 0 - i/T)z + (1 + i) J3 . 
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g.

2/ Soit, dans le plan P, l’homothélie h de centre 12(1,-1 ) et de rapport y 
On pose f=h ° g . Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

3/ Soit D la droite dont une équation est y = x.
Déterminer et construire l’image de D par l’application f.

PROBLEME |

Soit P un plan rapporté à un repère orthonormé (o, i ; j et A la droite 

d’équation y = x. -
A) Soit fia fonction numérique à variable réelle définie par f(x)=Log(’+2x)
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et (C) sa courbe représentative dans le repère ^O, i ; j ).

1/ Etudier les variations de f.
2/ On désigne par (p la fonction définie par <p(x) = f(x) - x.

a- Montrer que l’équation cp(x)=O admet deux solutions 0 et a avec 
l<a < 2.

b- Déterminer les positions relatives de (C) et A.
c- Tracer (C) et A dans le repère f O, i ; j Y

3/a- Montrer que f admet une fonction réciproque f-1 dont on tracera la 
courbe (C') dans le même repère.

b- Calculer f-1 (x) pour tout réel x.
c- Calculer, en fonction de a, l’aire du domaine limité par les courbes 

(C) et (C') et les droites d’équations respectives x = 0 et x=a.

4/ On définit la suite (un ) par : «
Un+1 = f(u„), Vn e IN

a- Montrer que Vn e IN, 1 < un < a. 
b- Montrer que (un) est strictement croissante .
c- En déduire que (un) est convergente et trouver sa limite.

B) Dans cette partie n désigne un entier naturel tel que n > 2.
Soit fn la fonction numérique à variable réelle définie par : 
fn(x) = Log(l + nx) et (Cn) sa courbe représentative dans le repère

1/Montrer que Vx e]l ;+<»[, 1 - -i- < Logx < y (x - Y)

2/ montrer que l’équation fn(x) - x=0 admet deux solutions ( on notera 
an la solution non nulle ).

3/a- Montrer que Log(n) < an < 2Logn.
b- En déduire queLog(n) < an < Logfl + 2nLogn]
c- Calculer lim —•

n->+oo Logn
4/ Soit Q l’application du plan P dans lui-même qui, a tout point M, 

associe le point M’ barycentre des points H et M affectés 
respectivement des coefficients (n - 2) et 2, où H désign le projeté 
orthogonal de M sur (o, j

a- Déterminer l’expression analytique de O. ( j’ai changé cette 
question pour qu’elle soit dans le cadre du programme actuel ). 

b- Montrer que O((C2)) = (Cn) .
c-........................ ( question éléminée car une telle fonction $

n’est pas étudiée dans le programme actuel ).

ELMOUFID________________ Page : 18_______________Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©KJ : BAC 1990 SESSION DE CONTROLEUNE CORRECTION POSSIBLE
l/a- Nommons P l’événement : obtenir un nombre impair.

=>P = {1;3;5}
Nommons Q l’événement : obtenir un nombre pair.
=> Q = <2; 4; 6}
D’après l’énoncé p(Q) = 2p(P) = 2p.
Or l’univers Q = PUQ
et comme de plus P Cl Q = 0 alors p(Q) + p(P) = p(Q) = 1

<=> 2p + p = 1 <=> p = y.

b- On a p(P) = p«l}) + p«3}) + p({5})
Comme p«l})=p({3})=p({5}) alors 3p«l})=^- « p«l})=j

. p(Q) = 2p(P) = 2±

D’autre part 2-j- = p({2}) + p({4}) + p«6})

Comme p(<2> )=p({4> )=p(<6>) alors 3p«2})=-j- <=> p({2})=^- 

2/a) Soit X la variable aléatoire qui à chaque lancer associe le nombre 
de fois ou on obtient la face portant 2.
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi
Binomiale de paramètres n = 3 ( nombre des répétitions) et p=y

( la probabilité de l’événement compté par X).
Or l’événement dont on veut calculer sa probabilité est (X = 2). 
p(X = 2) s C|(|)’(1 - |) = 3 X ± x 1 =

b) l’événement de cette question est (X > 2)
p(X > 2) = p(X=2) + p(X=3) car (X = 2) A (X = 3) = 0

- _28_+r3f 2.Yfi _ 2.Y = _28_+(2.Y = _92_
243 3k9 7 V 9 J 243 k9 J 729'

EXERCICE 2

1/ g : M(z) i—► M'(z') tel que z' = az + b avec ■<
a = 1
b = (1 + i)V3
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• K
D’où a = 2e ‘ 3 .

'a|=yî2+(-i/3)2=2et cos[arg(a)]=y

sin[arg(a)]=—
<=> arg(a) = —[2n]

b = (l+i)73 = (1 +1)^3
i-a 173

D’après un théorème : on conclut que g est la similitude directe de 
centre le point Q d’affixe (1 - i), de rapport 2 et d’angle —y

2/ h est l’homothétie de centre Cl et de rapport

=> h est la similitude directe de centre £2, de rapport y et d’angle 0.
De plus g est la similitude directe de centre Q, de rapport 2 et d’angle
- y donc f=h°g est la similitude directe de centre £2, de rapport 
2x-i- = 1 et d’angle

Par suite f = h ° g est la rotation de centre Q et d’angle -y.
3/ Les deux points 0(0) et A(1 + i) sont dans D

D’où D=(0A).
Par suite f(D) = f[(OA)j = (O'A') avec O’=f(O) et A’=f(A).
• f est la rotation de centre £2(1 - i) et d’angle -y
=> f : M(z) i—► M'(z') tel que z' = e-13 z + (1 - e 13 )(1 - i)

Ainsi 0(0) O'(zo<) avec zo< = e13 x 0 + (1 - e”13 )(] - i)

= + ;7L±
A(1 + i) A'(zA') tel que zA< = e~‘ 3 (1 + i) + 0 - e 13 J(1 - i)

= 1 — i + i + 7^” = 1 + 75"-
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PROBLEME

A)l/ Désignons par D le domaine de définition de f.
x e D « 1 + 2x > 0 « 2x > -1 <=> x > —1-.

D’oùD=] --^-;+oo[.

La fonction (x i—> l+2x) est dérivable et strictement positive sur D 
=> f : x n» Log(l + 2x) est dérivable sur D.

•Vx £] - !;+<»[; f'(x) = > 0

D’où le tableau de variation de f

lim f= lim ln(l+2x)=-co
O)'

lim f =lim Log(l+2x) = +oo
4-00 X—++oo

2/a- la fonction (p : x h-► <p(x)=f(x)-x est dérivable sur D=]--l-;+oo[ 

Vxe] -±;+o»[;<p'(x)=f(x)-l = - 1 =

D’où signe de cp'(x) est celui de (1 - 2x).
Ce qui permet de drésser le tableau de variation de cp.

• lim (p(x) = lim [f(x) - x] = -oo. 
-(4)*

. Iim = |im [ x + l°s(442
x—->+00 X—>+co

* cp est continue et strictement croissante sur ]

- 1) ] = -00.

=> cp réalise une bij. de ] - y; y] sur ] - 00; ln2 - y] qui contient 0
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1 1=> l’équation <p(x) = 0 possède une seule solution dans ]--L; -L]

Or cp(O) = Log(l + 2x0)- 0 = 0 alors cette solution est 0
* (p est continue et strictement décroissante sur [-l-;+oo[

=3- cp réalise une bijection de [y;+°o[ dans ] - oo;ln2 - 9 0

' =>l’équation cp(x) = 0 possède une seule solution a dans [-y;+°°[
Bilan : l’équation <p(x) = 0 admet deux solutions 0 et a 

® cp(l) x cp(2) = [ln3 - 1] x [In5 - 2] < 0 => 1 < a < 2.
b- f(x) - x = <p(x); Vx e] - +oo[. Or d’après le TV de cp on a :

X -1/2 C) oc +00

signe^ (x) ( ) + < ) -

D’où le tableau de position relative de (C) et A.

X -1/2 0 OC +oo

signe(f(x)-x ( ) + ( ) -

position rel %C) A/c)

c- Traçage de (C) et A
lim f = -oo => la droite

(T)’

d’équation x = —est une 

asymptote verticale à (C).
r -p + r f(x)

• lim t=+oo et lim =
+co x—*+oo

-lim l^+ \ 7-]-0
X—>+co

=> (C) admet une branche

parabolique infinie de direction (x'Ox) au voisinage de +oo. 
3/a- f est continue et strictement croissante sur D=] - y ; +oo[

1 i
=> f réalise une bijection de D=] - y ; +°o[ dans f(D)=] - oo; +oo[ 
Donc f admet une fonction réciproque f 1 de courbe (C')
• D’après le cours (C') = Sa((C))._______ ______________________
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b- Soitx e f(D) =] -oo;+oo[
f '(x) = y <=> f(y) = x <=> Log(l + 2y) = x

c- Désignons par Aa l’aire, en unité d’aire, de la partie du plan limitée 
par les courbes (C) et-(C') et les droites d’équations respectives 
x = 0 et x=a.

a = Jo (f(x) - f 1(x))dx (car (C) est au dessus de A
sur [0,a] => (C') est au dessous de A sur [0,a])

= Log(! + 2x)dx - f“(yex - y)dx

u'(x) = 1 u(x) = X

v(x) = Log(l + 2x) V’(x)=

= [xLog(l + 2x)]“ - -y^-dx - i[ex - x]“

= aLog(l + 2a) - + * ~ * dx - -y (e“ - a - 1 )
o J. “P 2

Or f(a) = a <=3> Log(l + 2a) = a alors 1 + 2a = ea

= a2 - a + yLog(l + 2a) - y (ea - a - 1) 

= a2 + yLog(l + 2a) - y ea - y a + y = a2 - a.
4/a- • uo = 1 e [1; a[ => la proposition est vraie pour n = 0.

• • Soit p g IN. Supposons que 1< up<a; montrons que 1< up+i<a. 
1 < up<a <=> f(l ) < f(up)<f(a) car f est strictement / sur D. 
Or f(l) = Log3 > 1 etf(a) = a d’après 2/a-

D’où 1 < f(up) < f(a) = a <=> 1 < up+i < a 
Conclusion : • et • • => Vn e IN, 1 < un < a.

b-Vn G IN,Un+l - Un = f(un) -Un.= <p(un) > 0
(carcp(x) > 0; Vx g [l;a[)

D’oÙVn G IN,Un+l > Un
<=> (un ) est strictement croissante sur IN.

C'

(un) est strictement / sur IN
(un ) est majorée par a

=> (un) converge.

Posons L la limite de (un).
Comme Vn e IN, 1 < un < a alors 1< L < a.
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Un+1 — f(lln ) 
f est continue en L

► => L est solution de f(x) = x

Or f(x) = x «f(x) - x = 0
<=> <p(x) = 0 x = 0 ou x = a

D’oùL=0 ou L=a
Par suite L=a car 1< L < a.

B)l/ ® la fonction \|/(x) = 1 - - Logx ; Vx e]l;+oo[
\|/ est continue et dérivable sur ] 1 ; +co[ et Vx e] 1 ; +oo[;

v'(x) = " "x = < 0

\|/ est continue et strictement décroissante sur ] 1 ; +oo[

=> v(]l;+°°D= lim \|/(x); lim \|/(x) = lim y(x);0
Jx—>+co x—»1 + L Jx—»+oo L

D’où Vx e]l;+oo[;\|/(x) < 0 <=> Vx e]l;+oo[; l--^--Logx < 0 
c=> Vx e] 1 ; +oo[; 1 - -i- < Logx 

EB Soit la fonction <|)(x) = Logx - - 4") ’ G]l;+°°[

<j) est dérivable sur ] 1 ; +co[ et Vx e] 1 ; +œ[;
t , , n 7 t -2(X - 1)(X + 4-)

< »
Donc <|> est strictement décroissante sur ] 1 ; +oo[ 
=> <|)(]l;+oo[)=l lim <|)(x); lim <j)(x) ]="] lim <f>(x);oF 

=> Vx e]l;+oo[;<|)(x) = Logx - ^(x- < 0

« Vx e]l;+oo[;Logx < y (x- -i-)

Bilan : Vx e]l;+oo[; 1 - ^ < Logx < y (x - -l-)- 

2/ Soit la fonction <pn définie par cpn(x) = fn(x) - x.
Désignons par Dn le domaine de définition de (pn.

xe Dn <=> 1 + nx > 0 « x > -4-.
D’oùDn =] - ^-;+°o[-

ipn est dérivable sur Dn=] - -35*;  +°°[ et <Pn(x)=" 1= ° 7 + ^ 

D’où le tableau de variation de cpn
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x ’( x~*(

.. / x r / Log(x) Log(n+y)
* lim (pn(x)=hm [ x(---- ------------------ x-----------1)]= -o°-

X—>+OO X—-*+00

* cpn est continue et strictement croissante sur ] - y; n ~ l-J.
=> ipn réalise une bijection de ] - y; n ~ ] sur ] - oo;lnn - ylj 

qui contient 0 car lnn - n ~ = lnn - 1 + y >0 d’après B)l/.

D’où l’équation cpn(x)=O possède une seule solution dans ] - y; ^y-J 
Or cpn(0)=Log(l+n x 0) - 0 = 0 alors cette solution n’est autre que 0.
* (pn est continue et strictement décroissante sur [ n ~ +<»[

=> y réalise une bijection de [-y-;+<»[ sur ]-co;lnn-yy] s 0 
=>l’équation cpn(x)=0 possède une seule solution an dans [yyi+M 

Bilan : l’équation <pn(x) = 0 admet deux solutions 0 et an.
3/a- • cpn(Log(n)) = Log[l + nLog(n)] - Lc^n

= Log[̂ 1 + = Log[ i + Log(n) ]

Or Vx e]l;+oo[; 1 - y < Logx <=> Vx e]l;+oo[; 1 < Logx+y 
Donc Vn e IN*\{1}  ; 1 < Logn + y
=> Vn g IN*\{1}  ; <pn(Log(n)) > 0.

• <pn(2Log(n)) = Log[l + 2nLog(n)J - 2Logn 
=Log[l + 2nLog(n)J - Log(n2_)

= Log

Or Logn < y (n - -1-) <=>

2Logn
n

Ainsi 0 < 2L°gn

p+2nLog(n)]=LoË[-j_+2LçaW]

2Logn < n - y
1 _ 2Logn j_

n2 n n2
+-V < 1 d’où <pn(2Log(n)) 

nz

< 1

< 0.
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Par suite <pn(2Log(n)) < (pn(an) < (p„(Log(n))
=> Log(n) < an < 2Log(n) car <pn est \ sur [Log(n),2Log(n)J 

b- • déjà Log(n) < an.
• an < 2Logn <=> f„(an) < fn(2Logn)

( car fn est / sur Dn puisque f„(x) = > 0 )

<=> an < Logfl +2nLogn] carfn(an) = an. 
Conclusion : Log(n) < an < Log[l + 2nLognj.

c- Vn > 2 ; Log(n) < an < Log[l + 2nLogn]

« Vn > 2 ; 1 < <
Log[l + 2nLogn]

’ Logn

Log[l + 2nLogn] 
lim ——t-------------

Logn

LognLogn

lim

=lim

Logn n->+»
Log[n] + Log[ + 2Logn J

( on pose: X=^- + 2Logn —> +œ quand n -> +oo)
Vil i

= 1 +lim x2 = l.

Vn > 2; 1 <
qn Log[l + 2nLogn] 

Logn Logn
Log[l + 2nLogn] q 

iim --------- t-------------- = iLognLogn
4/a- SoitM(x,y) un point d’imageM’(x',y') par O.

M(x,y) donc H(0,y) est le projeté orthogonal de M sur ^O, j J
M’(x',y') barycentre de H affecté de (n-2) et M(x,y) affecté de 2 
« (n - 2)HM'+ 2MÂL = O

<=> ■<
(n - 2)(x'- 0) + 2(x'- x) = 0 J x'= |x

(n-2)(y' -y) +2(y' -y) = 0 y'= y

i : î> : M(x,y) i->M’(x',y') tel que
y'=y

b- SqitM(x,y) un point d’image M’(x',y') par O.
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M’(x',y') g 0((C2)) <=> M(x,y) g (C2)
< I

X G D2

y = fz(x)
<=> 5

X.

Or <

Z*

x'

X.

= -2-x nx
= y

<=> ■<
n.x2X 

y = y'

I

Ainsi

y')

f 2X >~2
e <D((C2)) « C 1

1 y '=Log(l+2^x ')

X G Dn 

y-fn(x) X.

I 
y

X =

M’(x', o ■<

<=>M’(x',y') e (Cn). 
Conclusion : C>((C2)) = (Cn).
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On considère, dans un plan orienté, un triangle équilatéral ABC tel que 

^AB, Ac) = -j- [2n] et le cercle (@) circonscrit à ce triangle. On 

considère les cercles (<S() et ('S'') de même rayon, de centre respectifs B 
et C et tangents extérieurement l’un à l’autre.
1/ Soit M un point du cercle ( 'ë' ) et M’le point du cercle ( 'S,/ ) tel que

= -y[27t]. Montrer que la médiatrice du cegment [MM']

passe par un point fixe que l’on précisera.
2/ Le point M se projette orthogonalement en H sur (AM'); déterminer 

l’ensemble des points H lorsque M décrit ( <ë').
Construire cet ensemble.

3/ Soit D le point du cercle (<®) diamétralement opposé à A et M’l’image 
du point M’ par la rotation de centre D et d’angle dont une mesure est 

Montrer que M et M” sont deux points diamétralement opposés 

du cercle ('ë').

EXERCICE 2

Un sac contient sept jetons indiscernables au toucher et repartis comme 
suit: quatre jetons blancs numérotés 1,2,2,2 et trois jetons noirs numérotés 
1,1,2.

1/ On tire successivement et avec remise trois jetons du sac.
a- Calculer la probabilité d’avoir trois jetons blancs
b- Calculer la probabilité pour que parmi les trois jetons tirés il y en ait 

deux seulement portent le numéro 1.
2/ On remet tous les jetons du sac et on tire de nouveau et successivement 

trois jetons de la manière suivante :
- Si le jeton tiré porte le numéro 2 il est remis dans le sac.
- Si le jeton tiré porte le numéro 1 il n’est pas remis dans le sac. 
a- Calculer la probabilité d’avoir trois jetons blancs.
b- Calculer la probabilité pour que deux seulement des trois jetons 

tirés portent le numéro 1.
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N.B: Toutes les probabilités seront calculées à 0,01 près.

PROBLEME |

x+2+ 7x2+4xSoit f la fonction à variable réelle définie par f : x >—»■ Log------- -----------
A/l/a- Montrer que le domaine de définition de f est IR+.

b- Etudier les variations de f sur IR+.
c- Tracer sa courbe représentative (C) dans le plan rapporté à un 

repère orthonormé (O; i ; j ).

2/a- Soit y un réel strictement positif. Résoudre dans IR+ l’équation en x : 
ex + e_x — 2 = y.

b- Montrer que f admet sur IR+ une fonction réciproque g, et déduire de 
ce qui précède l’expression de g(x).

B-l/ Soit h une fonction numérique à variable réelle, dérivable et strictement 
monotone sur un intervalle I.
a- Montrer que h-1 admet des primitives sur un intervalle h(I).
b- Soit H une primitive de h”1 sur h(I). Démontrer que H°h est une 

primitive sur I de la fonction x > xh'(x).
c- Soit (a, P) un couple de I2. Déduire de ce qui précède que

2/a- Calculer f(0) et ).

b- En déduire l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les
(e - 1)2droites d’équations x - -—■■■■ - et y = 0.

C-l/a- Montrer que Vx e IR+, on a Log(x + 1 ) < f(x) < Log(x + 2).
b- Soit 0 la fonction définie sur IR+ par 0(x) = f(x) - yx.

Montrer que 0 est strictement décroissante sur [l;+oo[ et en déduire 
que l’équation f(x) = yx admet une solution unique y dans ] 1,4[.

2/ On considère la suite (un)ne[N définie par : 
uo = 1 et Un+i = f(2un);Vn e IN.

a) Montrer que Vn e IN;un e [1,2]
b) Montrer que Vn e IN;|un+i - yy|< -^=-|un - yy|

c) En déduire lim un.
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fl------------------------------------------------------------------------ “I

EXERCICE 1
, B888888888888888B888888888888888888888888888888888S

1/ Pour montrer que la médiatrice du cegment [MM'] passe par un point 
fixe quand M varie sur (<Sf) il suffit de montrer que M’ est l’image de 
M par une rotation bien déterminée dans ce cas le centre de cette 
rotation sera dans la méd[MM'J.

ABC est équilatéral et ^AB, Ac) = •^■pn]

{
AB = AC

(ÂB,ÂC) - [2n]

avec est la rotation de centre A et d’angle -y.

et comme de plus (‘ë') et (<5//) sont de même rayon

1’3;
Posons Mi = Rz _rç\(M).

C’TJ
•Me (‘g') ^Mi e (^').
* Mi = R(A;_^ (M) c = j:) (B)

(BM,CMÎ) = f [2n]

Signifie que fËM,CM^ + (oM,CmQ = [2n]

<=> C = R(A;f )(B).
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« y + (cM^ÔÜh) = [2n] « (cM^CmQ = 0 [2k]

Ainsi
Mi e (A')

__________Lm,=M.

(W,CMf) = 0 [2n]

Par suite Rz >(M) — M' => AM = AM' <=> A e méd[MM'].
1A;tJ

2/ Rz n \ (M) = M' <=> AMM' est un triangle équilatéral direct
<A;T J

D’où H, projeté orthogonal de M sur (AM'), est le milieu 
de du segment [AM'].

f AH = yAM

Par suite < --------------- <=> H = S(M).
1 (AM,AH) [2k]

1 
avec S est la similitude directe de centre A, de rapport — et 

d’angle y.

< H S(M) jq décrit ( Ai )=S(( W)) le cercle image de (;ë')
M décrit ( A )

Construction de (Ai).
• ( Ai ) est de centre S (B) = Bi le projeté orthogonal de B sur

(AC) car C est l’image de B par R(Ay y

• (A) et ( A') de centre respectifs B et C et tangents extérieurement 
l’un à l’autre d’où le rayon de (A') est yBC.

Donc le rayon de ( Ai ) est y x ^-BC car S est de rapport y. 

3/M”=R(d^j(M') = R(DA]oR(A;f)(M).

Or r(d -Zi.) 0 R(a —) est un déplacement d’angle y- + y = n 

D’où R(d ° R(a~) est une sYmétrie centrale .

°R(A.a.)(B)
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= r(d 22l)(C)=B car DB=DC et (üB,Dc) = prt].

Par suite B est le centre de R(d 2n ° R(a, xy

Ce qui donne M”=Sb(M) et comme de plus Me (U) alors [MM"] 
-est un diamètre de (U) qui est de centre B.

6

EXERCICE 2

1/a- Désignons par A l’événement : « Obtenir trois jetons blancs ».

pW = 75- = Tb”0-19-
b- Désignons par B l’événement : « Obtenir trois jetons dont seulement 

deux jetons portent le numéro 1 ».
p(B) = = 1^. „ o,31

( C3 compte le nombre de choix de place des deux boules portant 1) 
2/a-Soit Bi l’événement «Obtenir une boule blanche portant le numéro

i lors du tirage d’une boule ».
f.f. est l’abréviation de forme favorable

b- Soit (T) désigne

f.f. pour réaliser A probabilité

B2 puis B2 puis B2
333
777

Bi puis B2 puis B2 1 3 3
7 6 6

B2 puis B1 puis B2 3 1 3
7 7 6

B2 puis B2 puis Bi 3 3 1
7 7 7

~ 0,17235
1372

une boule portant le numéro i

Les cas favorables pour réaliser B sont :

nar suite otBl - 11 4-+_3_ 4 2 + 4 U = 214Par suite p(HJ 765 766 776 735

PROBLEME

A/l/a- Désignons par Df le domaine de définition de f.
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x2 + 4x > 0

x + 2 + 7x2 + 4x > 0
X»

X -OO -Z 0 +œ

signe(x2+4x) + ( ) - ( ) +

=> x2 + 4x > 0 <=> x < -4 ou x > 0.
♦ Pour x > 0 on a : x+2+Vx2+4x > 0 d’où Vx > Oonax e Df
• Pour x < -4 on a x + 2 < -2 par suite

.______  ( Vx2 + 4x +x+2'j (7x2 + 4x - (x + 2)'j
x + 2 + 7x2+4x=—------------------- ------------------- ------- -±-

(7x2 + 4x - (x + 2))

_ x2 + 4x - (x + 2)2 _ ________ _4________
(Vx2 + 4x - (x + 2)) (7x2 + 4x - (x + 2))

D’où pour tout x < -4 on a x £ Df.
Bilan : Df = IR+.

b- * la fonction qui à x x2 + 4x est dérivable et strictemnt positive 
sur IR*  => la fonction qui à x i—► 7x2 + 4x est dérivable sur IR*.

+4x +x+2=> la fonction qui à x —------ --------- est dérivable et strictement

positive sur IR*  => la fonction f : x i-> I og Xj~2+Vx est2
dérivable sur IR*.
® Etudions la dérivabilité de f à droite en 0.

x+7x2+4x 
Log 1 +-----------------

-

x+7x2+4x

2
X

f(x)-f(0)lim
x->0'

x

=lim
X - 0 x->0+

x+Jx2+4x
Log(l+--------- --------)

x+Vx2+4x

2___
x+Jx2+4x

Or lim L°g(1+  =—- =lim I -
x->(V x+Vx2+4x x_>0+ L

2

. -, x+7x2+4x( on pose X=------ - -----

x+7x2+4x ..
D autre part lim ------ - --------  =li

x->0+ 2X x-
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f(x) ffCO

Par suite lim —-————=+oo => f n’est pas dérivable à droite en 0. 
x->o+ x — U

® La fonction à x >—* x2 + 4x est continue et positive sur IR+ 
la fonction qui à x ^/x2 + 4x est continue sur IR+ .

a/x^ i 4x i x l=> la fonction qui à x >—>---------- --------- est continue et strictement

x+2+Vx2+4x
estpositive sur IR+ => la fonction f : x >—> Log 2

continue ur IR+ .
1+-^=

2Vx2+4x

• Vx e TR*;f'(x)= — 2
x+2+7x2+4x

2
D’où le tableau de variation de f

1... > 0
Vx2+4x

c * lim
X-H-00

X 0 +00

f(x) +

f(x)
0^

•^+00

,. r T x+2+Jx2+4x
• lnn t -lnn Log------------

x->+co

= +00.

=lim

X’-lœj

la courbe de f possède une branche parabolique infinie de 
direction l’axes des abscisses au voisinage de +<».

• lim = +oo =>■ la courbe de f possède une demi
x->0+ X - 0

tangente verticale au point 0(0,0).
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2/a- y e IRî.

<=>

( y-7y2+4y A ( y+7y2+4y A
« x=Logl 1+------ - ------ I oux=Logl 1+------ - ------  I

Tn* 1 y+7y2+4y , T (, y+7y2+4y n
•y e IR+ => 1+------ -------  > 1 <=>Logl 1+--------------- l>0

y-7y2+4y y2-y2-4y n ,, y-7y2+4y

2 2Çy+^y2+4y ) 2

I y-Jy2+4y A
D’où la quantité x=Logl 1 H-------- - ------ 1 n’est pas pas dans IR+.

Conclusion : l’équation possède une seule solution dans IR+ qui est 
x = Log(l+i&) - f(y).

b- f est continue et strictement croissante sur IR+ donc f réalise une 
bijection de IR+ sur f(IR+)=IR+
d’où f possède une fonction réciproque g:IR+ IR+.
Soit la fonction T : IR+ IR+;x >—► ex + e x - 2.
♦T(0) = e° + e~° - 2 = 0 aussi g(0) = 0 car f(0) = 0.
•Vy > 0; 'P[f(y)] = ef(y) + e 1(y) - 2=y d’après 2/a-

Aussi Vy > 0; g(f(y) ) = y car g est la réciproque de f. 
D’où g = T.
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B-l/ h est dérivable et strictement monotone sur un intervalle I
=> h(I) est un intervalle.

h est dérivable sur I => h est continue sur I
=> h-1 est continue sur h(I)

=> h-1 admet des primitives sur h(I).

b- H est une primitive de h-1 sur h(I)
=> H est dérivable sur h(I) et Vx e h(I) on a H’(x)= h-1 (x).

Ainsi: h est dérivable sur I et H est dérivable sur h(I) 
=>H°h est dérivable sur I

• Vx e I;(Ho h)'(x)=h'(x) x H'[h(x)]=h'(x) x h-1[h(x)]=xh'(x) 
Conclusion : H°h est une primitive sur I de la fonction (x xh'(x))

c- Soit (a, p) un couple de I2
• h"1 (t)dt = [H(t)]|g = H(h(|3)) - H(h(a».

• j’th'(t)dt = [H = h(t)]’ = H(h(P)) - H(h(a)).

Alors.fh.x'h l,l,dl = *'< ’)*■

2/a- -f(0) = Log(l) = 0
• f ~e~ )=f( e" ~ e6 — )=f(el ~ 2 + e"1 )=f(g(l )) = 1.

b- Nommons A l’aire, en unité d’aire, de la partie du plan limitée par la 
(e_ n2

par la courbe (C) et les droites d’équations x=-—e ' et y=0.
(e-l)2

=> A=jo e f(t)dt=j^ g-1 (t)dt car f est la réciproque de g 

= J*  tg'(t)dt = f*  t(el - e_t)dt d’après B-l/c-

( u'(t) = e1 - e~‘ u(t) = e‘ + e~l A
\v(t)=t v'(t) = l )

= [[t(e‘ + e"1)]J - J*(e l + e’^dt]

= e + e-1 - [e1 - e-1]^ = e + e4 - e + e~’ =
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<=> x < 7* 2 + 4x < x+2 <=> 2x+2 < x+2+7* 2 + 4x < 2(x+2)

<=> x + 1 < x + 2 S 7x2 + 4x
2 < x + 2.

b- 0 est dérivable sur [l;+œ[ ( somme de deux fonctions dérivables )
• Vx e [l;+oo[;0'(x) = f (x) - y = .... 1 - y

z Vx2 + 4x z
® x e [1 ; +oo[=> x2 + 4x > 4

<=> 7x2 + 4x > 2 <=> * < y
Vx2 + 4x 2

D’où 0'(x)=—- 1 -y < 0 => 0 est strictement \ sur [l;+oo[
Vx2 + 4x 2

0 est continue et strictement \ sur [1 ;4], 0(1) « 0,46>0 et 0(4) « -0,24<0 
=> l’équation 0(x)=O possède une seule solution y dans ] 1,4[.

2/a) • uo = 1 e [1,2] => la proposition est vraie pour n = 0.
* Soit pe IN. Supposition que up e [1,2]; montrons 

que Up+i e [1,2]. En effet
1 < up < 2 <=> 2 < 2up < 4

« f(2) < f(2up) < f(4) <=> f(2) < Up+i < f(4) 
Or f(2) > Log(2 + 1 ) = Log3 > 1 car 3>e.

aussi f(4) < Log6 <2 car 6 < e2.
D’où 1 < Up+i < 2 donc la supposition est vraie à l’ordre p+1.
Conclusion : • et*  => Vn e IN;un g [1,2],

b) • 1< x < 4 => x alors 5 < x2 + 4x < 32

< 7x2 + 4x < y/32
_< ___ 1___  <-1-

A

<=>

<=>

A
î

Jÿï 7x2 + 4x
i v '

D’oùVx e [1,4]; |f'(x)| <

Ainsi

{
f est dérivable sur [1,4]

Vx e [l,4];|f'(x)| < -±=-

V(x,y) g ([1,4])2;|f(x) - f(y)|< -^|x-y|

Or Vn g IN;un e [1,2] => Vn g IN;2un g [1,4]

Livre : 32 Bac.
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et aussi y e [1,4] Par suite Vn g IN; |f(2un) - f(y)|< —y=-|2un — yI
*

« Vne IN;|un+i - yïl< -^r|un - yYl-

c) Montrons par récurrence que:|un-yYl- |uo—^-y|;Vn e IN

lu« - yïl= 1- |uo - yY|> |u0 - yrl => la proposition 
est vraie à l’ordre n = 0.

® Soitp e IN; supposons que |up - yïl_ lu° _

montrons que |up+i - lu° “ 2"YI- En e^et
^I“p-Tï|S ±(-f)P|u«-Ul

Or |up+i-fy|< -^-|up-Ly| alors |up+i-fy|< ( y")'' l«o - f Yl 

Conclusion :Vn e IN;|un - yy|< |uo - yy|.

De plus lim [uo - 4-yl 1=0 carg ]-l, 1 [
n->+oo L \ *5  J 2 J V 5

D’où lim Un = -yY
n-*+oo  2
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EXERCICE 1
..... ....................

*

: ( 6 points )

Soit, dans un plan P, une droite (D) et un point F n’appartenant pas à (D). 
On considère la parabole (r) de foyer F et de directrice (D).
1/ Soit, dans le plan P, une droite (A) perpendiculaire à la droite (D). 

Construire géométriquement le point d’intersection de (A) et (r).
2/ Soit, dans le plan P, la droite (A') passant par F et parallèle à la droite 

(D). Construire géométriquement le point d’intersection de (A') et (T).
2/ Soit, dans le plan P, une droite (A") sécante à (D), passant par F et 

non perpendiculaire à la droite (D).
Construire géométriquement le point d’intersection de (A") et (r).

N.B : On fera une figure à part pour chacune des questions.
J

EXERCICE 2
q ^RES8BEBSBBS8B8S888888BS88aB8BS88aB88BBBB9nBB8a8

Hors programme

PROBLEME
: ( 10 points )

Le nombre n étant un entier naturel, on considère la famille de fonction fn 
de [0,2] dans IR définies par : fo(x) = Jx(2 - x) et fn(x) = xn^x(2-x) ; 
Vn > 1. On désigne par Cn la courbe représentative de fn dans un plan 
(P) rapporté à un repère orthonormé ^0, i, j

A-l/Etudier la continuité et la dérivabilité de fn sur [0,2],
2/ Montrer que toutes les courbes (Cn ) passent par trois points fixes que 

l’on déterminera.
3/ Etudier les variations de fn; en déduire que, pour chaque entier naturel 

n, il existe un réel un tel que fn(un) est un maximum absolu pour fn. 
fn (u„ ) sera noté vn.

4/a- Calculer la limite de un quand n tend vers l’infini.
b- Calculer la limite de Log(vn) quand n tend vers l’infini et en déduire 

celle de vn.
5/ Tracer, sur une même figure, les courbes (Co) et (Ci ).

B- Soit g l’application de ]0,2[ dans IR définie par g(x) = Log(fo(x)).
1/ Etudier les variations de g et construire sa courbe représentative (T) 

dans le plan (P).
2/ Soit h la restriction de g à ]0,l]. Démontrer que h est une bijection de 
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]0,1] sur un intervalle J que l’on précisera. 
Expliciter h-1 (x) pour tout x élément de J.

3/a- Soit a e ]0,l]. Résoudre dans l’intervalle ]0,2[ l’équation g(x)=g(a) 
b- Soit G=h_1 o g. Déterminer le domaine de définition de G.

Déterminer G(x) pour x e ]0,2[.
C- Soit l’application de [-y; y] dans IR définie par Fn (0 )=J *+Sm0 fn(x)dx 

1/a- Justifier l’existance de Fn(0).
b- Démontrer que Fn est dérivable sur J et calculer sa

fonction dérivée.
2/a-Déterminer Fo(0) etFi(0) pour 0 e y;y j.

b- Calculer l’aire A du domaine D défini par:
D={M(x,y) e (P) tels que 0 < x < 1 etfi(x) < y < fo(x) } 

3/a- Soit (Cq) la courbe d’équation y=-f0(x). Soit (C)=(C0) U (Cq).
Montrer que (C) est un cercle dont on précisera le centre et le rayon, 

b-...............................hors programme actuel.

fi
EXERCICE 1

.................J-

1/Désignons par M le point d’intersection de (A) et (T).
=> M e (A) (1)
•(A) ± (D) et M e (A)
=> le point d’intersection H de (A) 
et (D) est le projeté orthogonal de 
M sur (D) d’où d(M, (D)) = MH. 
et comme M e (T) alors MF=MH 

signifie que M 6 méd[FH] (2)
(1 ) et (2) => M est le point d’intersection de (A) et médfFHj. 
D’où la construction de M.

2/ Désignons par M un point d’intersection de (A') et (T).
=> M e (A') (3)
• Désignons par H le projeté orthogonal
de M sur (D) et par K celui de F.
=> (FK) // (MH).

D’autre part (MF>(A') // (D)=(HK)
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Ce qui donne MHKF est un parallélogramme.

ajoutant que MHK = 90° et MH=MF alors
MHKF est un carré « MF = FK
«Me @(f,fk) le cercle de centre F et

de rayon FK. (4)

(3) et (4) « Me ©(f.fk) D (A').

D’où la construction des points d’intersection

de (A') et (T).
3/ Désignons par M un point d’intersection de (A") et (T). 

«Me (A") (5).
• Désignons par H le projeté orthogonal de M sur (D) et par K 

celui de F. « (FK) // (MH).
« MHF = HFK ( secteurs alternes internes ).
D’autre part M e (T) « MH = MF

« MHF isocèle en M
=> MHF = MFH ( secteurs liés à la base )

Par suite MFH=HFK « (HF) porte 
la bissectrice de [FM, FK]

Ce qui permet de tracer H qui est 
le point d’intersection de la bissectrice 

de [FM,FK] et (D).
Par suite M appartient à la 
perpendiculaire à (D) en H (6) 
(5) et (6) perpettent de construire M.

PROBLEME

A-l/ • La fonction qui àx -+ x(2-x) est continue et positive sur [0,2]
I fo : x h-► ^x(2-x) est continue sur [0,2],

| fn : x « xn ^x(2-x) est continue sur [0,2].

• La fonction x h» x(2-x) est dérivable et strictement positive sur ]0,2[ 
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=> La fonction fo : x »->• ^x(2-x) est dérivable sur ]0,2[. 
Aussi fn : x t-» xn^x(2-x) est dérivable sur ]0,2[..

fo(x)-fo(O) 7XOX) k(2-x)
• lim — x lnn —— ------ lim —-- 7 = +00.

x^o1 x u x^o> x->o+ k^x(2-x)
=> f0 n’est pas dérivable à droite en 0.

. 1™ f»W - W2> =lim -------5122)-------  = _œ
x_2- x 2 x >2- (x _ 2) ^x(2-x)

=> f0 n’est pas dérivable à gauche en 2.
D’où fo est uniquement dérivable sur ]0,2[.

•Vn > 1; lim lim (x111 = 0.
x^0+ x u x^0+ y /

=> fn est dérivable à droite en 0.
. lin, r -I =|.m ,X^(2-X)

x->2_ L x 2 J x^2_ (x _ 2) ^x(2-x)
=> fn n’est pas dérivable à gauche en 2.

Bilan : le domaine de dérivabilité de fn est {0; 2[.
r

y. ✓*

<=> «

x g [0; 2] 

y = fi(x) 
y = fz(x)

x e [0; 2]

y=x^x(2-x)

x2^x(2-x) = x^x(2-x)
< c

x e [0;2] 

y=x^x(2-x) 

y=x2A/x(2-x) 

e [0;2]X 

y=x^x(2-x) 

x(x-1 ) ^x(2-x) =0

x = 0
y = 0N.

ou <
X.

Conclusion: Ci et C2 ont trois points d’intersections qui sont 0(0; 0) 
A(l,l) etB(2,0).
*fo(O) = 0 =>0(0; 0) g Co.
*Vn > 1; fn(0) = 0 =>O(0;0) g C
*fo(l) = 1 => A(l,l) g Co.
*Vn > 1; fn(l) = 1 => A(l, 1) e Cn.
*fo(2) = 0 => B(2,0) g Co.
*Vn > 1; f„(2) = 0 => B(2,0) g C„.

Conclusion : O,A et B sont dans toutes les courbes C„;Vn g IN

<
r f

<=> <

x = 2
y = 0

n •

ELMOUFID Page : 42 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION EU : BAC 1991 SESSION DE CONTROLE

j/*vx eM;f'oW = -^=
2v2x - x2

D’où le tableau de variation de f0.

1 -x

= xn ~(n + l)x + 2n + 1 
^2x - x2

=> sig(f„(x)) = sig(-(n + l)x + 2n + 1); Vx e ]0,2[ 
D’où le tableau de variation de fn.

D’après le tableau de variation de fn on a vn = f(un) est le maximum 
absolu de fn.
Aussi le tableau de variation de fo prouve que vi = 1 = f0 (1 ) et le

avec un= 2n+l et vn=
n + 1

f 2n+l Y L 2n+l f2n+l>2 (2n+l) 2
\ n+1 J y n+1 \ n+1 J (n+l)n+1

maximum absolu de f0.
n(2 + -jj-)

4/a- lim un =lim + - =lim —------- y— = 2.
n->+co n-H-cc H + 1 n-»+co n(l + -ff)

L+J_ Y+?’ 
n+1 J

-1
2 x (n + 1 ) 2b- limLog(vn) =lim Log (—

n-*+oo  n->+oo > H

“J™ [(n + 2)log(vTr)- 2^"+1 ’J
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• limLog(vn) = 4-00 >lim vn = 4-oo. 
n->+ûo n-ÿ+oo

= +oo.

B-l/g :]0,2[-> IR;x g(x) = Log(fo(x)) = yLog(x(2 - x)). 
x m- x(2 - x) est dérivable et strictement positive sur JO, 2[

donc g est dérivable sur J0,2[.

Vx e]0,2[,g'(x) =

D’où le tableau de variation de g

2/ h=g sur ]0,l] => h est continue et strictement croissante sur ]0,l] 
=> h est une bijection de ]0,1 ] sur J=h(]0,1]) =] - oo; 0] 

•Soitx e J =] — oo; 0] ; (x) = y «— e]0,1]
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« h(y) = x <=> yLog(y(2 - y)) = x

<=> Log(y(2 - y)) = 2x y(2 - y) = e2x
« -y2 + 2y - e2x = 0 

( A' = 1 - e2x > 0 car x < 0 => e2x < 1 )
-1 +71 -e2x 

y = --------=i--------
= 1 -71 -e2x 

car 1+71-e2x > 1

-1 -71 - e
« y = _1

<=> y = 1 + 71 - e2x ou y 
Comme y e]0,1] donc y = 1 - 71 - e2x

Par suite Vx e J =] - co;0];h_1(x) - 1 - 71 _ e2x . 
3/a- Soit a e ]0,l], g(x) = g(a)

<=> yLog(x(2-x)) = yLog(a(2-a))
<=> x(2 - x) = a(2 - a) <=> 2(x - a) + (x2 - a2) = 0 

<=> (x -a)(2 - (x + a)) = 0 <=> x = a ou x = 2-a.
Or a e ]0,1 ]<=> -1 < -a < 0 <=> 1 < 2 - a < 2. 

Conclusion les solutions dans ]0,2[ sont : a et 2 - a. 
b- G = h-1 o g

G est définie sur ]0,2[ |
h”1 est définie sur J=]-oo; 0]
Vx e]0,2[;g(x) e J=] -°o;0]

• Vx e]0,2[;G(x) = h"1(g(x)) = 1 - 71 - e2g(x)

=> G=h 1 o g est définie sur ]0,2[

= 1 _ _ eLog(x(2-x)) = ! _ -x(2-x)

= 1 - 7x2 - 2x + 1 = 1 - ^(x-l)2 = 1 - |x - 1
Si x e]0,1]; G(x) = 1 + (x - 1) = x.
Si x e]l,2[;G(x) = 1 - (x - 1) = 2 - x.

C-l/a- fn est continue sur [0,2] => fn possède des primitives sur [0,2]
Désignons par vPn la primitive de fn qui s’annule en 0 

Vx e [0,2];Tn(x) = f*f n(t)dt.

D’autre part posons u : l_> 1 +sin9.
• VO e |^-y; y J on a sin0e[-l;l] 

<=> VO e [—ona u(0) =l+sinO e [0;2],

D’où VO e ona Fn(0) = Tn(u(0)) existe.
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b- <

u est dérivable sur [-y; y ]

V° G ['f;f J;u(0) G [0;2]

Tn est dérivable sur [0; 2] 
= Tn o u est dérivable sur ]=> Fn

.V0 e [-f ;f ] ;F'(0) = u'(0)xt;[u(0)]

= cos0 x fn(l + sin0)
Sin = 0; F„(0) = cosO^Q + sin0)(2 - 1 - sin0)

= cos 0-71 - sin20 = cos0|cos0|
= cos20 car 0 e £—y y j.

Si n > 0; F„(0) = cos0. (1 + sin0)n^(l + sin0)(2 - 1 -- sin0)
= cos20.(l + sin©)".

2/a- IW0 e (0) = Cos20 etFo(-^-)=01 fo(t)dt= 0.

=> Fo est la primitive sur £—y y J de la fonction (0 cos20) 

qui s’annule en
=> V0 e [-f ;f ] ;Fo(0) = cos2tdt = 1+^os2tdt 

= ±rt+±sin2tl9j[ =4 + ^120+^.
2 L 2 J ^- 2 4 4

2
ffi V0 e [~pyj’FiC0) = cos20.(l +sin0)etF1(—0=0 

V0 g [-y; y ],Fn(0) = cos2t.(l + sint)dt

= 2L cos2tdt +J0jj_ sintcos2tdt 
“2 “2

_ 0 , sin20 . n Tl 3tl
+ + 4 “l3C0S U-f

= i. + ^ia20+ ^_ ±cos30
2 4 4 3

b- A=ji(f0(x) -fi(x))dx = |’f0(x)dx-J‘fi(x)dx 

= j;+S,nOfo(x)dx-f0n°f1(x)dx.

= F»(0)-F.(0)-f-(f-£) = |

Ainsi A= y u.a. (u.a.désigne unité d’aire)
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<=>

<=>

<=> <=>
f x e [0,2]

1 y2-(fo(x))2=O

x e [0,2]
(x-l)2+y2=l

<=> M(x,y) e au cercle de centre Q(l; 0) et de rayon 1.

•o <
X e [0,2] ■» <
y2-2x+x2=0
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| BAC 1992 SESSION PRINCIPALE |
EXERCICE 1 

lJ"L....
hors programme

-£

EXERCICE 2

Soit n un entier naturel non nul et fn la fonction numérique à variable réelle

définie par : «
fn(x) = x(Logx)n;Vx > 0

fn(0) = 0
1/ Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions fi et f2 sur [0, +oo[.
2/ Etudier les variations de fi et f2 et tracer leurs courbes représentatives 

dans le plan rapporté à un repère orthonormé (o.ï.T).

3/ On définie la suite (un) définie sur IN*  par un = j’ fn(x)dx.

a- Déterminer que la suite (un ) est décroissante.
b- Démontrer que Vn e IN*;u n > 0.
c- Démontrer que Vn e IN*;u n+i = — n + un.

p2En déduire que Vn e IN*;u n < —n + 1
d- Déterminer la limite de la suite (un) quand n tend vers +oo.

PROBLEME

Dans le plan orienté on considère un triangle équilatéral IBC tel que 

0B,Ic) = On désigne par (‘S) le cercle de centre I et de

rayon IB et par H le milieu de [BCJ. La demi-droite [HI) coupe le 
cercle ('§') au point A. Soit A’ le symétrique de A par rapport à la 
droite (CI).
1/a- Montrer que A’C=AB.

b- Soit R la rotation qui transforme B en C et A en A’. Déterminer 
son centre et une mesure de son angle.

2/ La droite (CI) recoupe le cercle ( au point D. On désigne par 
S (bd) et S (ah) les symétries orthogonales d’axes respectifs (DB) et 
(AH). On pose f = S(ah) 0 S(bd) etl' = S(bd)(I).
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a- Montrer que les droites (DB) et (AH) sont parallèles .
b- Déterminer f(B) et f(I').
c- Donner la nature de f. Caractériser f.
d- En déduire que I' appartient à ( ! A).

3/ Soit A” l’image de A’ par la translation de vecteur BC.
a- Montrer que les droites (A'B) et (AC) sont parallèles .
b- En déduire que A" appartient à (AC).
c- Montrer que EA' = AA".

4/ Soient J et K les milieux respectifs de [AA'] et [I'A"].
a- Montrer que les droites (JK) et (AI) sont parallèles .
b- Montrer qu’il existe un antidéplacement unique g tel que g(A')=A 

etg(I) = A'.
c- montrer que g(K) = J.
d- Montrer que g n’a pas de points invariants.
e- Donner la décomposition canonique de g.

5/ Soit (E) l’ellipse de foyers I et K et dont la mesure du grand axe 
est 2a = BC.
a- Montrer que le milieu M de [AI] appartient à (E) et que la 

droite (MJ) est tangente à (E) en M.
b- Déterminer les sommets de (E).
c- Tracer (E).

1/ • lim fi(x) =lim ^(Logx)1 ] = 0 = fi(0)
x->0+ x->0+

=> f i est continue à droite en 0
• La fonction qui à x ► Logx est continue sur ]0, +oo[

=> fi : x i—► xLogx est continue sur ]0,+oo [

Bilan : fi est continue sur [0,+oo[.

• La fonction qui à x Logx est dérivable sur ]0, +oo[

=> fi est dérivable sur ]0,+°o[

• lim =,*m [Logx] = -oo
x->0+ x->0+

=> fi n’est pas dérivable à droite en 0.
Bilan : le domaine de dérivabilité de fi est ]0,+oo[. 

•lim fî(x) =lim [x(Logx)2] =lim [(VxLogx)2] 
x>tr x->cr x->o+
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( X=/x ; x -> 0+; X -> 0+ )
-lim [(XLog(X2))2] =Jim [(2XLogX)2] 

x^o+ x-o+
= 0 = f2(0) =^> f2 est continue en 0.

• La fonction qui à x h-*  (Logx)2 est continue sur ]0,+oo[ 

=> f2 est continue sur ]0, +oo[

Bilan : f2 est continue sur [0, +oo[. 

f (x)• lim —— =lim [(Logx)2] - +oo => f2 n’est pas dérivable en 0. 
x->0+ x->0+

Bilan : le domaine de dérivabilité de f2 est ]0,+oo[.

2/ ★ Vx > 0; fj (x) = Logx + x-^- = Logx + 1
D’où le tableau de variation de fi

•lim fi(x) =lim [x(Logx)1] = +oo.
X->+o0 X->+OO

• lim =lim [(Logx)1 ] = +œ => Ci ( la courbe de fi)
X->+oO X-*+00

possède une branche parabolique infinie de direction l’axe des 
ordonnées au voisinage de +oo.

► Vx > 0;f2(x) = (Logx)2 +x-^-Logx = Logx[Logx + 2]

•lim f2(x) =lim [x(Logx)2] = 4-oo
X->+00 X->+OO

D’où le tableau de variation de f2.

X 0
ï2 +OO

signe(Logx) - l ) +

signe(Logx+2) I ) + +

sig[Logx(Logx+2)' + ) ) +

x 0 e’1 1 -K»

£(X) + ) - ) +

ï»(x)
oz

4é2 +oo
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• lim =üm [(Logx)2] = +œ => C2 ( la courbe de f?)
X->+co x-H-00

possède une branche parabolique infinie de direction l’axe des 
ordonnées au voisinage de +00.

f tx')* lim ■ x > =+00 => C2 admet une demi-tangente verticale en 0(0,0)
x->0-

f fx')
* lim ■ x—=-°° => Ci admet une demi-tangente verticale en 0(0,0) 

x-0+

3/a- Vn e IN*;u n+i - un = jj[x(Logx)n+1 - x(Logx)n]dx 
= [e x(Logx)n[Logx - l]dx

J 1

Pour tout x e [l;e];0 < Logx < Loge = 1
<=> Vx e [l;e];Logx - 1 < 0

De plus Vx e [l;e];x(Logx)n > 0
Ainsi Vx e [l;e];x(Logx)"(Logx - 1) < 0

D’où [e x(Logx)"[Logx - l]dx < 0.

Par suite Vn e IN*;  un+i - un < 0
<=> (un ) est décroissante sur IN* .

b-Pour tout n e IN*  on a Vx e [l;e];x(Logx)n > 0
D’où Vn e IN*;u n = px(Logx)"dx > 0

J 1

>-*

c-n e IN*;u n+i = [e x(Logx)n+1dx J 1 
A u’(x) = X

v(x) = (Logx)n+1

u(x) = |x2 

v’(x) = ^-(Logx)" 7
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<=> un+i = [yx2(Logx)n+1 -Lx2jL±-i-(Logx)ndx

<=> Un+i=-|r - n+ 1 J1 x(Logx)ndx <=> un+i=-y- - n 2 1 Un-

• D’après 3/b-, on peut dire que Vn e IN*;u n+i > 0
« Vn e IN*;  - -Qy±un > 0 

« Vne IN*;  ” +■ * un <« Vn e IN*;u n < —^—r-
2 2 2 n+1

d- Vn e IN*;  0 < un < ——j- et lim e = 0 donnent lim un = 0
n+1 n-»+°o n+1 n-*+oo

PROBLEME

1/a-
•HB = HC carH=C*B
=> H g medfBC]

Aussi I e medfBC] car IB=IC
D’où (HI) = medfBC] <=> C = S(ih)(B) => AC = AB

De plus A’=S(ic)(A) Donc CA' = AC
Enfin CA' = AB

b- Désignons par Q le centre de R.
• R(B) = C => QB = QC Q g medfBC] = (HI)
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• R(A) = A' => £2A = £2A' <=> £2 e med[AA'] = (CI)
D’où £2 e (Hl)n(CI) = {1}

Par suite £2 = 1.

•R(B) = C => (ÏB,ÎC) = [2tt] est l’angle de R.

Conclusion : R est de centre I et d’angle -y.

2/a-
f (AH) ± (BC) car (AH) = med[BC]

(BD) ± (BC) car [CD] est un diamètre du cercle ( ($)
=*  (AH)//(BD).

b-A f(B)=(S(AH) 0 S(bd))(B)=S(ah)[S(bd)(B)]=S(ah)(B) = C.
▲ f(l') = (S (AH) 0 S(BD))(IZ) = S (AH) [S (BD) (O ]

= S(ah)(I) = I carie (AH).

c- (AH)//(BD) => f = S(ah) 0 S(bd) est une translation. 
Comme f(B) = C alors BC est le vecteur de f.

d- f(I') = I <=> II' = BC Donc

Signifie que II' = BC = IB ( car BCI est équilatéral ) 
Par suite I’ e ( (&) qui est de centre I et de rayon IB

[n] car (iA',Ia) est l’angle au 

centre associé à (bA',BA^

car R(A) = A'

= -i-(ïB,ïc) [n] car 0B,ïc) est l’angle au 

centre associé à (AB, Ac)

= W = f W.
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Par suite ^BA', AC^ = —+ 0 + [n] = 0 [n]

D’où (BA') // (AC).

b- A’ g (A'B) A" = t^(A') g t^[(A'B)J
Or t^[(A'B)] est la parallèle à (A'B) passant par tg^(B)=C 

Donct-[(A'B)] = (AC)
Par suite A" g (AC).

c- • A" = tg^(A') etl = tg^(I') donnent l'A' = IA".
. (A'A" ) // (BC) car A" = t^(A')
Or (BC) ± (AI) car (AI) = méd[BC] 

D’où (A'A") JL (AI).
' (A'A")±(AI)

IA' = AA' car IAA’ est équilatéral 
(A'A") = méd[AI] IA" = A"A 
Par suite I'A' = AA".

4/a- A”=t-(A') etl’=t-.(l) A'A" = I'I
<=> IA"A'I' est un parallélogramme 
<=> A' * I = I' * A" = K.

(JK) et (AI) sont parallèles .

<=> IAA' est un triangle équilatéral direct
D’où IA'= A'A * 0

il existe un seul antidéplacement g tel que g(A')=A et g(I)=A'

c- K=I*A'  <=> g(K) = g(I) * g(A') car g conserve les milieux
<=> g(K) = A' * A
« g(K) = J.

d- Supposons que g possède un point invariant alors g est une symétrie 
axiale .Par suite g(I)=A' « g(A')=I « A=I ce qui est absurde
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D’où notre supposition est fausse
par suite g n’a pas de points invariants.

e- Désignons par A l’axe de g et par "u son vecteur 
Donc la forme réduite de g est Sa 0 t-j = t^ ° Sa

• g(A') = A => A*  A'= Je A.
g(I) = A' => I * A' = K e A.
On conclut que A = (JK).

• g(K) = J <=> (t-^ ° Sa)(K) = J
<=> t^(K) = J car K e A
<-> 1? = KJ.

Conclusion : g = S(JK) ° t^j.

5/a- H MK+MI=-i-AA' + ^-IA car M = I * A et K = I * A'

= -y IA + IA car AA’=AI puisque AA’I est équilatéral
= IA = IB car A et B sont dans ( ‘ë) de centre I.
= BC car BCI est équilatéral.

=> M appartient à l’ellipse (E).

<8> On remarque que MK=MI car MK=-^-AA' = y IA = MI 

Donc M est un sommet de l’axe non focal de (E).
M=A * I I

> => (MJ) // (IA')=(IK) qui est l’axe focale de (E) 
J=A * A' J

=> (MJ) est la tangente au sommet M de (E).

b- Désigons par O=K*I  donc O est le centre de (E).
par suite le cercle principal de (E) est de centre O et de 
rayon yBC.

Conclusion :
® les sommets de l’axe non focal de (E) sont M et son symétrique 

par rapport à (Kl).
® les sommets de l’axe focal sont les points d’intersection de (Kl) 
et le cercle principale de (E) qui est de centre O et de rayon -yBC

c- Voir figure.
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EXERCICE 1 (5 points)

1/ Soit (P) une parabole de directrice (D) et de foyer F. On désigne par 
Mi et M2 deux points distincts de (P) et par Ai et A2 les tangentes 
respectives en Mi et M2 à (P). Soit K le point d’intersection de Ai 
et A2 etl le milieu du segment [M1M2]. Les points Mi et M2 se 
projettent orthogonalement sur (D) en Hi et H2.
a- Démontrer que la médiatrice du segment [H1H2] passe par K. 
b- En déduire que la droite (Kl) est parallèle à l’axe de (P).

2/ Dans un plan, on considère deux droites Di et D2 sécantes en O et 
non perpendiculaires. Soit Ai un point de Di\{0} et A2 un point de 
Di\{0}. Soit (T) la parabole tangente à Di et D2 respectivement en 
Ai et A2.
a- Construire le foyer de la parabole (r).
b- Construire sa directrice.

(5 points)

On dispose d’une urne Ui, d’une urne U2 et d’une pièce de monnaie. 
L’urne Ui contient 3 boules blanches et 2 boules rouges.
L’urne U2 contient 4 boules blanches et 3 boules rouges.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
La pièce de monnaie est truquée de façon que lorsqu’elle est lancée, la 
probabilité d’obtenir “face” soit le double de la probabilité d’obtenir “pile 
1/ Calculer la probabilité d’obtenir “face” et la probabilité d’obtenir “pile” 
2/ On considère l’épreuve suivante : On lance la pièce de monnaie :

- Si le coté visible est “ face” alors on tire simultanément 2 boules de Ui
- Si le coté visible est “pile” alors on tire simultanément 3 boules de U2. 
a- Quelle est la probabilité d’obtenir une seule boule blanche ?
b- Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule blanche ? 
c- Quelle est la probabilité d’obtenir trois boules blanches ?

3/ On répète l’épreuve précédente quatre fois en remettant à chaque fois 
les boules tirées dans leurs urnes respectives. Soit X la variable aléatoire 
qui prend pour valeur le nombre d’épreuves qui donnent trois boules
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blanches.
a- Calculer la probabilité de l’événement (X = 1 ). 
b- Calculer l’espérance mathématique de X.

PROBLEME | (10 points)

Le plan est rapporté à un repère orthonormé R=ÇO; i ; j j.
I- Soit <p la fonction numérique définie sur [0;+oo[ par (p(x) = (x - l)ex+l. 

1/a- Etudier les variations de (p et tracer sa courbe représentative (C).
b- Préciser la position de (C) par rapport à la droite D d’équation y=x 

2/a- Montrer que (p est une bijection de [0; +co[ sur [0; +oo[.

b- Construire la courbe représentative (C') de (p-1. Préciser sa 
position par rapport à la droite D.

3/ Soit (un) la suite définie par : uo = 2 et un+i = <p_1 (un)
a- Montrer que Vn e INona u„ > 1.
b- Montrer que (un) est strictement décroissante sur IN.
c- En déduire que la suite (un) est convergente et calculer lim un.

II- Soit la fonction f définie sur [0,+oo[ par: f(0)=l et f(x)= ex~l si x >0

1/ Etudier la continuité de f sur [0,+oo[.

2/ Calculer f (x) pour x >0 et étudier son signe.
3/ On se propose dans cette question d’étudier la dérivabilité de f en 0. 

Soit h un nombre réel strictement positif et g la fonction définie sur 
[0,+oo[ par g(x) = ( e ~~~ - ex + x + 1.

a- En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer qu’il existe
un nombre réel 0 tel que : 0 < 0 < 1 et ——

b- En déduire lim I" ——-4—— 1.
wr L h J

c- Montrer alors que f est dérivable à droite en zéro.
4/ Construire la courbe représentative (T) de f.

DI- Soit la fonction F définie sur IR par F(x) = f(t)dt.
1/a- Justifier l’existence de F(x) pour tout nombre réel x.

b- Montrer que F est dérivable sur IR et calculer F’(x). Etudier les 
variations de F.

2/Déterminer lim F(x).

3/a- Montrer que V x >0 on a : F(x) > J - dt.
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b- En déduire lim F(x) et lim ■ 
x-*+co  x-»4-oo

4/................................ hors programme.
5/................................ liée avec 4/.

UNE comegtim POSSIBLE
EXERCICE 1

1/a- • Hi est le projeté orthogonal de Mi sur la directrice (D) et Ai 
la tangente enMi à (P) => Ai = médfHiF]

Or K e Ai alors KHi = KF (1)
• H2 est le projeté orthogonal de M2 sur la directrice (D) et A2 

la tangente en M2 à (P) => A2 = méd[H2F]
Or K e A2 alors KH2 = KF (2).
(1) et (2) => KHi = KH2 signifie que K e méd[HiH2J.

b- Désignons par S l’axe de (P) donc § est la perpendiculaire à (D) 
passant par F => Ô ± (D) (3).
• D’une part (MiHi) ± (D) aussi (M2H2) ± (D)

=> MiHiH2M2 est un trapèze.
• D’autre part méd[HiH2] est la perpendiculaire à (HiH2)
et passant par Hi * H2. Aussi méd[HiH2] est parallèle à (MiHi ) 
car elles sont toutes les deux perpendiculaires à (D).

Alors méd[HiH2] passe par Mi * M2 = I
D’où méd[HiH2] = (IK) par suite (IK) est perpendiculaire à 
(HiH2) = (D) (4).
(3) et (4) => (IK) Il ô l’axe de (P).

2/ Désigons par (D') la directrice de (T) et par F’ son foyer.

ELMOUFID Page : 58 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION DU : BAC 1992 SESSION DE CONTROLE

Posons J=Ai * A2.
Nommons aussi h2 le projeté orthogonal de A2 sur (D') et par h2 
celui de A2.
Donc Di, la tangente à (T) en Ai, est la médiatrice du segment [hiF'] 
Aussi D2, la tangente à (r) en A2, est la médiatrice du segment [h2F'] 
Ce qui donne F’ est le point d’intersection de la symétrique de (Aih] ) 
par rapport à Di et la symétrique de (A2h2) par rapport à D2.
Or (A2h2) et (Aihi) sont perpendiculaires à la directrice (D') de (T) 
D’autre part et à l’aide de l’étude générale faite en 1/ on comprend 
que (OJ) est parallèle à l’axe de (F) qui est lui même JL à (D') 
=> (OJ) ± (D') par suite (OJ) est parallèle à (A2h2) et (Aihi ).
D’où (Aihi) est la parallèle à (OJ) passant par Ai et (A2h2) est la 
parallèle à (OJ) passant par A2.
Etapes de la construction de F’:

• On trace di la parallèle à (OJ) passant par Ai
• On trace d2 la symétrique de di par rapport à Di.
• On trace d2 la parallèle à (OJ) passant par A2
• On trace d2 la symétrique de d2 par rapport à D2.
• F’ est donc le point d’intersection de d'2 et d2.

b- (D')=(hih2) avec hj =SD,(F')eth2 = Sd2(F').

EXERCICE 2

1/ Désignons par F l’événement «obtenir “face”» et P:«obtenir “pile”». 
On a p(F) + p(P) = 1 or p(F) = 2p(P)

D’où 3 p(P) = 1 « p(P) = -j-.
n

par suite p(F) =
2/a- Nommons A l’événement « obtenir une seule boule blanche ».
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=> a = (F n A) u (P n A).
=> p(A) = p(F n A) + p(P n A) car (F n A) n (P D A) =0 
« p(A) = p(F). p(A/F) + p(P). p(A/P).

= 2. C|xCi . 1 Cl x C32 18
3 ' C5 3 C7 35 '

b- Nommons B l’événement « obtenir au moins une boule blanche ». 
=> B l’événement « obtenir zéro boule blanche ».

p(B-) = p(F). p(B/F) +p(P).p(B7P)
_ 2 „ 1 . 1 C3 _ 8

3 10 3 C7 105
Par suite p(B) = 1 -p(B’) = 1 -

c- Nommons C l’événement « obtenir trois boules blanches »
p(C) =p(F).p(C/F) + p(P).p(C/P)

- 2. x0 +J_ XÇ1 _ _4_
_ 3 XU+ 3 x C3 - 105-

3/a- X: 4 répétitions 1—> nombre de réalisation de C.
Comme on remet les urnes à leurs états initiales alors les répétitions 
sont indépendantes.
=> X suit une loi Binomiale de paramètres n = 4 et p=p(C)=y^- 

DoùptX^D-CJ^)1^-^)4-1

_ 16 ( 101 Y _ 16484816 x.f) IV,
105 k 105 J 121550625 ~

b-E(X) = „p = 4 x = _1Æ

PROBLEME
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I-l/a- (p est dérivable sur [0;+oo[
• Vx e [0; +oo[; (p' (x) = ex + (x - 1 )ex = xex > 0
• lim (p =lim [(x - l)ex + 1] = +°o.

+00 x->+oo

• lim =lim ["(x- Q-^+y- l=+oo => (C) possède une
X->+co x->+oo L _ “* *

branche parabolique infinie de direction l’axe des ordonnées.au 
voisinage de +00. D’où le tableau de variation de (p

ordonn%25c3%25a9es.au
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b- Soit x e [0;+oo[;cp(x) - x=(x - l)ex + 1 - x = (x - l)[ex - 1] 
Or pour x > 0 on a ex > e° = 1 <=> ex - 1 >0.
D’où sig(<p(x) - x) = sig(x - 1); Vx e [0;+oo[
Ce qui permet de drésser le tableau de position relative suivant:

X 0 +œ

signe^3 (x)-x 0 - ( ) +

position relative (C) est au dessus de [ i(C) est dessous de D

2/a- (p est continue et strictement croissante sur [0;+oo[ 
=> cp est une bijection de [0;+oo[ sur cp([0;+oo[) = [0;+oo[. 

b- (C') est le symétrique de (C) par rapport D:y = x.
• Sur [0; 1] on a (C) est au dessous de D donc (C') est au dessus 

deD.
• Sur [l;+oo[ on a (C) est au dessus deD donc (C') est au 

dessous de D.
3/a- • uo = 2 > 1 => la proposition est vraie pour n = 0.

• Soit pe IN. Supposons que up > 1 ; montrons que up+i > 1. 
up > 1 <=> <p-1 (up) > cp-1 (1 )

( car (p-1 est strictement / sur [0,+oo[ puisque (p est strictement 
croissante sur [0,+co[ )

<=>up+i > 1 carcp_1(l) = 1 puisque cp(l) = 1. 
conclusion : • et * => Vn e IN on a un > 1.

b- On a (C' ) est au dessous de D:y=x sur [1 ; +oo[ d’après 2/b- 
=> Vx e ]l;+oo[;(p_1(x) < x
Or Vn e IN on a un e alors Vn e IN ;cp-1(un) < un

<=> Vn e IN;un+i < un.
Par suite (un) est strictement décroissante sur IN.

c- (un ) est strictement décroissante IN et minorée par 1 sur IN 
=> (un) est convergente.
Posons L la limite de (un).
Comme Vn e IN;un > 1 alors L=lim un > 1.
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un+i = (p ^Un); Vn e IN et (p 1 est continue sur [0,+œ[ qui 
th

contient L => L est solution de l’équation <p_1 (x) = x 
<=> L=0 ou L=1 car <p_1 (x) = x possède deux solutions 

qui sont 1 et 0.
car L= lim un > 1.

n-*+co

— = 1 = f(0) => f est continue en 0.
-s

► => f est continue sur IR*
y

<=> L = 1.

11-1/ • lim f(x) =lim
x^O ' x >0"

x i—► ex - 1 est continue sur ]0; +oo[
x 1 est continue sur ]0; +oo[ 

Bilan : f est continue sur [0,+oo[.

2/Vx > 0;f'(x) =
X xz xz

• Vx > O;cp(x) > 0 => Vx > 0;f'(x) > 0.
3/a- he IR*.  La fonction g est dérivable sur [0,+œ[

Vx e [0,+oo[;g'(x) = (2x) - ex + 1

• g est continue sur [0, h] et dérivable ]0, h[

=> il existe un réel ce ]0, h [ tel que g’(c) =
Or g(h) = ( eh ~ ~ h )h2 -eh + h+ l = Oet g(0) = 0 

D’où g’(c) = 0.
Soit la fonction <|) :]0, l[-> IR;x •—* hx.
On a (|) est dérivable sur ]0,1[ et Vx e]0,1 [;<j>'(x) = h > 0 
=> (j) est strictement / sur ]0,1[ de plus (|) est continue sur ]0,1 [ 
=> § réalise une bijection de ]0,1 [ sur <j)(]0,1 [) =] lim <|), lim <|)[

o+ 1“

Or (j)(]0,1 [)=] lim <|), lim <|)[ car <j> est cont. et strictement y sur ]0,1 [
o+ r

=]0, h[ qui contient c
=> il existe un seul réel 0 e]0,1[ tel que <|>(0) = 0h = c 

Conculsion :
Il existe un seul réel 0 g]0, 1[ tel que g’(0h) = 0.

eh - „l,rdL^(20h) - e0h + 1 = 0

eeh - 1
20h •

g-(eh) = o <=> ( h2

eh - 1 - h 
h2

b.limreï^h-|=liin e^L
h-*o + L h J !,_/)*  20h

( On pose t=0h. Quand h -> 0+ on a t=0h -> 0+ en effet
Vh > 0 il existe un réel 0 ( qui depond de h ) tel que 0 < 0 < 1 

=> 0 < 0h < h
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0 < Oh < h ' 

h -> 0+
✓

Par suite lim e ~ 1 ~ h 
h-0’ L

► => 0h -> 0+ (d’après un théo. de limite et ordre)

e1=lim [2
t->o ' L 2

c-iin.rf,h,;-;w> i=.im
iwo+ L h 0 J h_>0+ h lw0+ l 
=> f est dérivable à droite en 0 et fd’(O) = ~2~-

4/ • Comme fd’(O) = alors la demi-tangente à droite au point
d’abscisse 0 de la courbe de (T) a pour système d’équations 

f y = fd/(0)(x-0) + f(0) = 4-x + l
cartésiennes < 2

1 x > 0

• Vx > 0;f'(x) > 0 d’après 11-2/
• lim f =lim T 1 =lim T— x" 1 = +o°-

4-00 X->+<X) X-*+oO

[(if)2]

+co

* lim
X->+00

h2

,x

^11 = ± 
t J 2 '

-,im r^r] 

'------------------ V------------------ '

=lim LÇ-2-jrJ J=+°° (on pose y=-^)

=> (T) possède une branche parabolique infinie de direction l’axe 
des ordonnées au voisinage de +oo.

Ill-l/a- f est continue sur IR+ => f est intégrable sur tout intervalle de 
bornes dans IR+.

Or Vx e IR on a 0 et ex sont dans IR+
d’oùF(x) = f(t)dt existe.

b- f est continue sur IR+ => f possède des primitives sur IR+ 
Désignons par CE> la primitive de f sur IR+ qui s’annule en 0. 
Désignons par u la fonction définie sur IR qui à x 1—► ex.
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Ainsi F(x) = J’ f(t)dt = j“Wf(t)dt = Œ>[u(x)] = <!> o u(x)

+
$ est dérivable sur IR
u est dérivable sur IR > => F=<1> ° u est dérivable sur IR

Vx e IR;u(x)=ex e IR+

•Vx e IR;F'(x) = [<b o u(x)]' = u'(x) x O'[u(x)J 
= exf(u(x)) = ex eSe7 1 = efiX - 1.

•Vx g IR;ex > 0 donc Vx g IR;eeX > e° = 1
o Vx g IR;F'(x) = eeX - 1 > 0.

D’où F est strictement croissante sur IR
2/ lim F(x) =lim [O[u(x)]J = 0

X-*-CO X->—00

Car x -> -oo; u(x) = ex —* 0+ et puisque <I> est la primitive de f 
sur IR+ donc O est continue sur IR+

alors O[u(x)] -+ <b(0)=0
3/a- V x >0 on a ex > 1.

Vt g [1,exJ;f(t) - -4I- = = 'êT±-

Soit la fonction v:[l;+00[ —> IR;t * e1 — t 
v est dérivable sur [1 ; +oo[ et v'(t) = e1 - 1 >0 
=> v est strictement croissante sur [l;+oo[.
Par suite Vt g [1,ex] on a v(t) > v(l) = e - 1 >0
D’où Vt g [1, ex] on a e1 — t > 0
Ce qui donne Vt g [l,ex] on a f(t) - * ~ = e j-— > 0

<=> Vt g [l,ex] onaf(t) > 1'

D’où F(x) = ff(t)dt > j"*  1ÿJ-dt.

b- lim F(x) = ?
x-*4-oo

•J" -^J-dt = J" [1 - y]dt = [t-Logtjf = ex-x - 1.

Donc Vx > 0;F(x) > ex - x - 1.
Or lim [ex - x - 1 ] =lim [x(ex - 1 ) - 1 ] = +00

X-»+ûO X->+00

alors lim F(x) = +00.
X->+o0

• Vx > 0;F(x) > ex - x - 1 « Vx > 0; —5^- > — 1 _ "x

r x 1 1 . F(x)Ajoutant que lim ‘x--! x = +o° alors lim —— = +°o.
X-»+oo L X-*4*oo
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Hors programmeEXERCICE 1

c
EXERCICE 2

On considère, dans le plan orienté, un triangle AA] A2 tel que AA2=2AAi 
et qu’une mesure de l’angle ÇaAi; AA2) soit comprise entre 0 et n. Les 

cercles (Ci ) et (C2) passant par A et de centres respectifs Ai et A2 se 
rencontrent en B.
1/ On considère par SA la similitude directe de centre A transformant (Ci ) 

en (C2). Soit M un point de (Ci) et M’ sont image par SA.
a-Justifier la relation (Ai A; AiM) = ^A2A;A2M') [2n]

b- Démontrer que les points M, B et M’ sont alignés.
2/ On désigne par oA la similitude indirecte de centre A transformant 

(Ci)en(C2).
a- Donner le rapport de oA et montrer que oA à pour axe la droite D 

médiatrice du segment [AïK] où K est le milieu du segment [AA2].
b- Soit l’application f = oA o SA .

Déterminer la nature de f et la caractériser géométriquement. En 
déduire que les images par SA et oA de tout points M du plan sont 
symétriques par rapport à la droite (AA2).

PROBLEME

A- Soit m un nombre réel non nul et fm la fonction numérique à variable 
réelle définie par : fm(x) = mxLog|x|-x pour x * 0 et fm(0) = 0 
1/a- Etudier la continuité et la dérivabilité de fm en xo = 0.

b- Montrer que fm est impaire et étudier, suivant les valeurs de m, 
les variations de fm.

c- On note (Cm ) la courbe représentative de fm dans un plan rapporté 
à un repère orthonormé (o.T.T) et on désigne par Am et Bm les 

points de (Cm) correspondants aux extremas de fm. Donner une 
équation cartésienne de l’ensemble des points Am et Bm lorsque m 
décrit IR*.
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2/ Soit g la fonction numérique définie sur IR+\{-g-} par :
ï g(x) = 1 +~Logx P°Ur X e

\ g(0) = 0

a- Etudier la continuité et la dérivabilité de g en xo = 0.
b- Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative (T) 

dans (O,Ï,T).

B- Dans cette partie, on prend m=l et on note f la restriction de fj à IR+ 
et (C) sa courbe représentative dans un plan rapporté à un repère 
orthonormé (<d,'u,:v).
1/a- Tracer (C).

b- Montrer que la restriction cp de f à l’intervalle [0,1 ] est une 
bijection de [0,1] sur un intervalle J que l’on précisera.

c- Quel est l’ensemble de dérivabilité de (p-1 ?
d- Tracer, dans un même plan rapporté à un repère orthonormé

u', v') les courbes respectives de (p et (p-1 qu’on notera 

respectivement (C<p)et (C9-i ).
2/ Pour tout réel a e]0,1], on note I(a) = J1 [-x - <p(x)]dx.

a- Calculer I(a).
b- En déduire le calcul de la mesure S de l’aire du domaine du plan 

limité par (C<p) et (C^-i ) et la droite (D) d’équation y = -x.
3/ Soit la suite numérique (un)neIN définie par :

J uo = e
[un > 0 et un_if (un) = f(un_i) pour n > 1

Où f désigne la fonction dérivée de f.
a- Calculer un en fonction de n e IN.
b- Pour tout entier naturel k , on note Mk et Mk+i les points de la 

courbe (C) d’abscisses respectives ur et Uk+i et Sk la mesure de 
Taire du triangle ®MkMk+i.
Montrer que Sk = -7j-[uk+if(uk) - Ukf(uk+i )] et calculer Sk en 
fonction de k.

k=n-l

c- On définie la suite (Sn )n>n par Sn= Sk. Calculer lim Sn. 
” k=0 n->+œ
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--------------------------- «
EXERCICE 2

1/a- Sa((Ci )) = (C2) => l’image Ai centre de (Ci ) est A2 centre 
de (C2)
Ainsi : Sa(A) = A ;Sa(Ai ) = A2 et SA(M) = M'

=> (AiÀ; Ailvi) = (a2A;A2M') [2n] car SA est une

similitude directe donc elle conserve les mesures des angles 
orientés.

b- (bM;BM^ = (BM;BA

(AiM;Â?A

(a2A;A2M') est l’angle

s X
2

= O [n] d’après 1/a-. 
les points M, B et M’ sont alignés.

BA;BM^ [2n]

( car

2^0____ _______

AiM;AiA^ +-^-(a2A; A2M') [tt]

) est l’angle au centre associé à (bM;Ba) et 

au centre associé à ^BA;BM') )

—^AiA;AiM) + ^A2A;A2M') [tc]

2/a- • oA((Ci)) = (C2) => oa(Ai) = A2
A A 9 

D’où - 7— = 2 est le rapport de oA.

• c>A est de centre A;de rapport 2 et d’axe D
=> ga = h » Sd avec Sd la symétrie d’axe D et h l’homothétie 
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de centre A et de rapport 2.
D’où Sd = h-1 o oA avec h”1 l’homothétie de centre A et de 

rapport y.
D’autre part Sd (Ai) = (h-1 »aA)(Ai)

= h“1[oA(Ai)] __ > ___ >
= h_1[A2] = K car AK=yAA2 puisque K=A*A2

• lim fm(x)=lim
x-'0~ x->0~

=lim T -m. XL01

fm est continue en 0.

Ainsi Sd(Ai) = K <=> D est la médiatrice de [AiK]

b- Sa(Ai ) = A2 => AA2 _ 2 est le rapport de Sa
AAi

D’où Sa est une similitude directe de centre A,de rapport y

I oa est une similitude indirecte de centre A et de rapport 2

| Sâ1 est une similitude directe de centre A,et de rapport y 

=> f=OA 0 Sâ1 est une similitude indirecte de centre A et de rapport 1 
=> f est un antidélacement qui fixe A.
D’où f est une symétrie orthogonale d’axe passant par A.
D’autre part f(A2) = (oa 0 SA XA2)

= oa(Ai) carSA(Ai)=A2
= A2

=> A2 est aussi fixe par f.
Conclusion :f est la symétrie axiale S(aa2) d’axe (AA2).

Soit M un point du plan d’image Mi par SA et d’image M2 par oA 
M2 = oA(M) or Mi = Sa(M) <=> M = Sx’(Mi)

D’oùM2 =ga[SX1(Mi)]
= (oa°Sa1)(Mi)
= f(Mi) =S(aa2)(Mi)

Ainsi M2 et Mi sont symétriques par rapport à (AA2).

PROBLEME

avec X=-x; x->0 on a X -> 0+)
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★lîm fm(x) fm(0) =Hm og|x|_1]

x->0 x-0
premier cas : m > 0 alors lim

x->0

Deuxième cas : m < 0 alors lim
x->0

x-0
fm(x) fm(0) 

x-0
Conclusion : fm n’est pas dérivable en 0. 

b- ► Vx e IR ( le domaine de définition de fm).
=> (-x) g IR.

◄ fm(-0) - fm(0) = 0 = -0 = -fm(0).
▼ pour x * 0

fm(-x) = m(-x)Log|-x|-(-x)=-[mxLog|x|-x] = -fm(x) 
Ainsi
► ,◄ et ▼ => fm est une fonction impaire .
■ Etude des variations de fm

Comme fm est impaire alors il suffit de l’étudier sur IR+.
Vx g IRX,fm(x) = mxLogx-x etfm(O) = 0
fm est dérivable sur IR*(comme  produit des fonctions dérivables 
sur IRÎ ).
Vx g IR*,f^(x)  = m^Logx + x-^- J - 1 = mLogx + m - 1 

Premier cas : m > 0.

X->+00 X->+co

X->+00 X-»+cO

c- D’après le tableau de variation de fm sur IR+ on a
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Am (e"^; fm(e 'm"’ )} le point qui correspend a l’extremum de fm a 
abscisse positif. Comme fm est impaire alors l’autre point qui 
correspend à l’extremum de fm a abscisse négatif est
Bm (-e ;-fm (e.
Désignons par Ei = {Am(e^ ;fm(e^ )) quand m varie sur IR*}.  
M(x,y) e Ei <=> 3m e IR*  tel queM(x,y) = Am

f ■, x = e m
<=> 3m e IR*  / k

Z*

<=> \

V
'-.m-Or x = e m

1-mx = e m
y = mxLogx - x

<=> * = Logx <=> 1 - m = mLogx
<=> (1 + Logx)m = 1.

1-m
Soit la fonction cp : IR*  —* IR; m >—> e ™
(p est dérivable sur IR*  etVm e IR*;cp'(m)  =

— 1 l-tn
—76 m < 0 
m

D’où le tableau de variation de cp

lim (p(m) lim e ™ =e 1 car lim -Lf1- lim = -1.
m->±co m-*±oo  m->±co m->±co

D’où quand m varie sur IR*  on a : <p(m) varie sur IR*\{e  '}. 
Ainsi quand m varie sur IR*  on a : x = cp(m) varie sur IR}\{e-1}.

Par suite 1 + Logx * 0
D’oùx = e^A <=> (1 + Logx)m = 1 <=> m =

Par suite y = mxLogx - x =

1
1 + Logx ‘

-x
1 + Logx '

xLogx
1 + Logx
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f x e IROK1}.

Ainsi Ei : < -x •
I y 1 + Logx

Désignons E2 ={Bm^-eJ^ ;-fm(e )} quand m varie sur IR*}.  
M(x,y) e E2 <=> Bm e IR*  tel queM(x,y) = Bm 

f x e IRï^e'1}. 
un travail analoge au précédent mène à E2 : < _x

Y 1 + Log(-x)

car lim Logx=-oo.
x—»0+

-x

F

2/»-. HmgW^ [i+LogX J—

=> g est continue à droite en 0.
• lim 8(x)~S(0) =lim T

x—»0+ x - 0 x^o- L 1 + Logx
=> g est dérivable à droite en 0 et gj(O)=O.

b- la fonction ( x >—» 1+Logx ) est dérivable et non nulle sur IRJ\{-g-} 
=> la fonction qui a x i—> -—7------est dérivable sur IRï\{4-}.

1 + Logx 1 e 1
D’ où la fonction g est dérivable sur IR}\{-g-}.

Vx e IR;\{-L};g'(x) =
e (1+Logx) (1+Logx)

D’où le tableau de variation de g
X 0 e 1 e 1 1 +00

g'(x) 0 4- + 0 -

g(x) 0

■7 +00

-co

7 -1
-00

-^1—= -æ-
1 , Logx Q+
X _ X

= 0D’autre part lim
X—>4-00

• lim g(x) =
x—♦(e-1)- X- 1 +Logx _

( car x < e-1 o Logx < -1 <=> Logx + 1 < 0 )
• lim g(x) = lim -—------ = ~^.1- = -oo.

x^(e-i/ x—>(e_1)+ L 1 + Logx J 0+
( car x > e-1 <=> Logx > -1 <=> Logx + 1 > 0 )

r.
L 1+Logx

= lim .
x x->+oo L 1 + Logx J

> (T) possède une branche parabolique infinie de direction l’axe 
des abscisses au voisinage de +oo.
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B-l/a- D’après l’étude générale faite en A-l/b-, le tableau de variation de 
fi : IR+ —> IR;x >—> xLogx - x est le suivant :

• lim bni [Logx - 1] = +œ
X->4-00 X~>+00

=> (C) possède une branche parabolique infinie de direction l’axe 
des ordonnées au voisinage de -H».
f (x) f «n

• lim —n ' = _co (C) possède une demi-tangente
x-><r x-0
verticale en son point d’abscisse 0.
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Ainsi cp est continue et strictement décroissante sur [0,1 ]
=> cp réalise une bijection de [0,1] sur <p([0, IJ) = [-1 ;0],

c- • <p est dérivable sur ]0,1 [ et Vx e ]0,1 [; (p'(x) 0
=> ip_1 est dérivable sur <p(]0,1 [) = ]-1;0[.

• (p est dérivable à gauche enl et <pj(l ) = 0
=> la courbe de <p possède une demi-tangente horizontale au 

point A(l,-1).
=> la courbe de ip_1 possède une demi-tangente verticale au

point A’(-l, 1).
> cp-1 n’est pas dérivable à droite en -1. 

cp(x) - cp(O) _--- — —lim x-0
x—>0+ X U

=> la courbe de (p possède une demi-tangente verticale au
point 0(0,0)

=> la courbe de (p-1 possède une demi-tangente horizontale
au point 0(0,0)

=> cp”1 est dérivable à gauche en 0.
Bilan : le domaine de dérivabilité de cp"1 est ] — 1 ; 0],

d- (C<p-i ) = Sa[(C<p)] avec Sa la symétrie axiale d’axe A : y = x.

2/a-I(a) = j'[—x - (p(x)]dx

=f1[—x - (p(x)]dx = pf-xLogxJdx
J a J a
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f u'(x) = -x

b- Comme Sa[(C^-i )] = (Cç) et Sa[(D)J = (D) alors la mesure
de l’aire du domaine limité par (C<p) , (C^-i ) et (D) est égale à 
deux fois Faire du domaine limité par (C<p) et (D) qui est égale à

3/a-Vn e IN*;
Un-lf'(Un) = f(un-l ) <=> Un-lLog(un) = U„1 Log(un-1 ) “ Un-1

« Log(un) = Log(un_i) - 1 
<=> un = eLog(Un-1FI
<^> Un — e Un-1

D’où (un ) est une suite géométrique de raison e-1 et uo = e
=> Vne IN;un = uo(e-1)n = e“n+1.

b- ®(0,0),Mk(uk;f(uk)) etMk+i(uk+i;f(uk+i)).
_ œMk x Mk+iH

k 2
avec H le projeté orthogonal de Mk+i sur (œMk)

=> Mk+iH=d[Mk+i; (œMk)] la distance entre Mk+i et (o)Mk)

♦ œMk = 7(uk - O)2 + (f(uk) - O)2 = 7u2 + [f(uk)]2.
• Posons y = ax + b l’équation de la droite (œMk).

S

0 = a x 0 + b car œ(0,0) e (œMk)

f(uk) = auk + b car Mk(uk;f(uk)) e (œMk)
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f b = 0

~ 1 a=^)_

Ainsi (fflMk) : y = x <=> (®Mk) : f(uk)x- ùky = 0
Par suite Mk+iH - d[Mk.i : (®Mk)J - lf(uk)uM-ukf(uM)|

H + [ffut)]2 
x ISït^LzaSHSil)!

. mMkxMk.kH . Jui + lfMi2
P ou Sk - -------- 2----------- ------------------------- 2

= |f(Uk)Uk+l ~ Ukf(Uk+l)|
2

Or f(uk)uk+i - ukf(uk+i) = Uk+i[ukLog(uk) - Uk] - Uk[uk+iLog(uk+i) - Uk+i] 
= Uk+iUk[Log(uk) - Log(uk+i)]

= e-ke_k+1Log£ ——— J = e-2k+1Loge = e-2k+1 > 0

Enfin Sk = y[uk+if(uk) - Ukf(uk+i)].
D’après le travail précédent Sk = -le~2k+1.

P c _ Vk'n“1«, = Vk=n_1 J_p-2k+l Vk=n_1-Lefe"2JkC- 3n 2-!k=0 Sk ^Jk=0 2 6 ^-<k=0 2 CkC
1 ^-ik=n-l/ _7\k 1 1 ~' (e )

(e2) ~ y e. t _ (e.2) 
r , 1 _ (e~2)n 1

D’où lim Sn =üm 9 e -;— _< 
n-»+oo n-*+oo  | 1 ÇC ) _

( car lim (e_2)n = 0 puisque e-2 e] - 1,1[ )
n->+oo

1le -2 e' 1 - (e-2)
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Une urne contient 12 boules dont n sont noires et les autres blanches. 
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1) On suppose n = 5 et on tire, sans remise et successivement, deux 

boules de l’urne.
a- Calculer la probabilité de chacun des événement suivants : 

A:« la première boule tirée est noire et la seconde est blanche ». 
B:« les deux boules tirées sont blanches ».

b- On répète l’épreuve six fois en remettant, a l’issue de chaque 
épreuve, les deux boules tirées dans l’urne. On considère la 
variable aléatoire réelle X prenant pour valeur le nombre de 
réalisation de l’événement A. Déterminer la loi de probabilité de 
X ainsi que son espérance mathématique E(X).

2) Dans cette question, on suppose n > 2.
a- Exprimer, en fonction de n,la probabilité pn de l’événement A. 
b- Déterminer n pour que pn soit maximale.

-__________________________________ S

EXERCICE 2

Dans un plan orienté,on considère un carré ABCD de centre O tel que 

(AB,AD^ = -y [2rt], Soit M un point du côté [AB], 

La perpendiculaire à (MD) passant par A rencontre (BC) en P.
1/ Soit r la rotation qui transforme A en B et B en C.

a- Préciser son centre et donner une mesure de son angle.
b- Démontrer que les droites (OM) et (OP) sont perpendiculaire 

et que AM=BP.
2/ Soit I le milieu du segment [MP],

a- Montrer que I est l’image de M par une similitude directe que 
l’on précisera.

b- Déterminer et construire l’ensemble des points I lorsque le point 
M décrit le coté [AB] du carré.

c- La perpendiculaire à (AP) passant par B rencontre (DC) en K. 
Soient G,H et J les milieux respectifs des segments [BC], [DC] et
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[PKJ. Montrer que les points G,H et J sont alignés.

PROBLEME |

1/ Soit f : IR -► IR;x e (C) désigne la courbe de f dans un
71 +e2x

repère orthonormé ( O;repère orthonormé ÇO;

1/ Dresser le tableau de variation de f.
2/Montrer que (C) possède un point d’inflexion dont on précisera. 

Tracer la courbe(C).
3/a- Montrer que f est une bijection de IR dans un intervalle J à préciser 

b- Soit g la bijection réciproque de f et (C') sa courbe représentative 
dans le repère (o, i ; j ).

Montrer que Vx e J;g(x) = yLog

11/
1/ Soit cp : IR -> IR;x >—> <p(x)=f(x) - x. Etudier les variations de (p 

et montrer qu’il existe un réel unique a tel que cp(a) = 0 et que 
Log2 < a < 1.

a- En utilisant une intégration par parties .calculer I(on remarquera

b- En déduire en fonction de a, l’aire de la partie (K) du plan limitée 
par les courbes (C) et (C') et les deux axes de coordonnées.

3/ On définie la suite (un) par : uo = 0 et u„+i = f(un); Vn e IN.
a- Montrer que Vn e IN; 0 < un < a.
b- Etudier le sens de variations de (un). En déduire que (un) 

converge et calculer sa limite.
c- On définie la suite (vn) par vn= f f(x)dx;Vn e IN.

Montrer queun+i < vn < a;Vn e IN. En déduire lim vn.

ni/ Soit F la fonction définie sur ]—!;![ par :

1/a- Etudier la parité de F.
b- Montrer que F est dérivable sur ]0; 1 [ et calculer F'(x).

2/a- Calculer FEn déduire l’expression de F(x) sur ]0; 1 [.2/a- Calculer F
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b- La fonction F est-elle continue en 0? Est-elle dérivable en 0?. 
c- Tracer dans un autre repère orthonormé,la courbe (T) de F.

3/ Calculer F(a) et retrouver alors l’aire de la partie (K) du plan.

|| EXERCICE 1 |

1) n = 5
a- ’ P(A) = -ÇÏ x

• B se réalise quand la première boule est blanche et la deuxième
est blanche.
P(B) = -jj,- x = 22 ■

b- X: 6 répétitions le nombre de réalisations de l’événement A 
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi 
binomiale de paramètre n = 6 et p = p(A) =
D’où Vk e <0,1,2,3,4,5,6} on a

p«x = k)) = cK^)k(i-ig-)“
• E(X) = np = 6 x -^- = <.

2) a- A:« la première boule tirée est noire et la seconde est blanche ».
Pn P(A) n n2 .

b- Comme le nombre des cas possibles est réduit on pourra faire 
un tableau donnant les divers valeurs de p(A) suivant les 
variations de n

î

EXERCICE 2

Conclusion : pn est maximale si et seulement si n =

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
11 20 27 32 35 36 35 32 27 20 11Pn 132 132 132 132 132 132 132 132 132 132 132

=> <

l/a- Désignons par Q le centre de r.
Ç r(A) = B f QA = QB

QB = QC
=> Q e med[AB] A medfBC] 

=> Q=O car medfAB] A medfBC] = {0}
En conclusion : r est de centre O.
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b- <M} = (DM) n [AB] => <r(M)} = r((DM)) n r([AB])
* r((DM)) est la droite ± à (DM) et passant par r(D) = A

( Car OA=OD et (ÔD,Ôa) = -2- [2n] ) 

=> r((DM)) = (AP).
*r([AB]) = [BC]

Ainsi <r(M)} = (AP) n [BC] = {P}

par suite r(M) = P => (OM,OP^ = -2- [2rt]

Ainsi (OM) et (OP) sont perpendiculaire 
r(A) = B 1

> => AM = BP.
r(M) = P J

2/a-

r(M)=P <=>
OM = OP

(ÔM,ÔP) = -3-[27t]

p

Or I=M*P  =>
01 

OM

(ÔM,Ôl) - f [2rt]

= cos(-2-) =
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Ainsi
01 = #0M

o I=S(M) avec S la similitude directe de centre O de rapport

et d’angle

b- I = S(M) et M varie sur [AB]
=> I décrit S ([AB])

•R(A) = B => S(A) = L avec L=A*B.
•R(B) = C => S(B) = J avec J=C*B.

Conclusion: quand M varie sur [AB] alors I varie sur [LJ], 

c-. [P}=[BC] n (AP) => <r(P)} = r([BC]) nr((AP)).
* r([BC]) = [CD] car r(B) = C etr(C) - D .
* r((AP)) est la droite perpendiculaire à (AP) passant par 

r(A) = B => r((AP)) = (BK).
Par suite <r(P)} = [CD] n (BK) = {K}

r(P) = K
=> S (P) = H car H est le milieu du segment [PK],

S(P) = H
S(B) = J

S(C) = G
> => H, J et G sont alignés .

P, B et C sont alignés

PROBLEME

1/ La fonction qui à x l+e2x est dérivable et > 0 sur IR
=>la fonction qui à x >—> + e2x est dérivable et non nulle sur IR
=> la fonction oui à x > ----- 1----- est dérivable sur IR

(1 + e2x) 71 +e2x
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D’où le tableau de variation de f

X -CO +CO

f'(x) +

f(x)
0-^

1

lim f =lim
—oo x->—co

lim f =lim
+oc x-»+oo

71 + e2x 
ex

71 + e2x

ex7e"2x+l
=1

2/Vx e IR;f(x) = -----------e‘
(1 + e2x) 71 + e2x

= lim
X-*+oo

la fonction qui ax l+e2x est dérivable et strictement positif sur IR 
_3_

=>la fonction qui à x (1 + e2x) 2 est dérivable et non nul sur IR

D’ou f est deux fois dérivable sur IR.
Par suite f est dérivable sur IR.

= ex(l +e2x) 2 1 - 2e2x 
(1 + e2x)3

=> Vx e IR; signe de f"(x) est celui de (1 - 2e2x).
*1 - 2e2x > 0 <=> 2e2x <1 o e2x < y <=> x < -1-Logy.

D’où le tableau de signe de f"

X -oo
-Log2

2 +OO

signe(f’(x)) + ( ) -

Ainsi f" s’annule uniquement en -^-Logy en changeant de signe 

=> Cf possède un seul point d’inflexion qui 

estI(iLog2if(iLosi)) 
f(iLo4) = f(LogÆ) = a f

Traçage de (C) :
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Or J =

3/a- f est strictement croissante sur IR
=> f réalise une bijection de IR sur J = f(IR).

lim f; lim f car f est continue et sur IR 
J -oo +00 L

= ]O;1[.
b-VxeJ^iLog^)]^!

/FF

L x2 --- 1 
V1+ i_x2 yuu

Vx e J;f_^(x) = yLog( 1 ) = g(x).

traçage de (C') : (voir figure précédente )
(C') = Sa((C)) avec A la droite d’équation y = x.

n/
1/ Comme f est dérivable sur IR alors cp l’est aussi.

W„ . _ ex - (1 + e2x)(l + e2x) 2~

(1 +e2x) 2

1
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D’où le tableau de variation de (p

X -OO oc +00

?'(X) -

?(x)

+œ>

+ "-f -

^-œ

• lim cp =Iim
-co x->-co

• lim (p =lim
+co x->+oo

)dx.

An u(x) = x 

v'(x)’^rU j 

h T^dx 

“ + TTv)dx

+ x)]i
2

n

1
2

[f(x) - x] = 0 - (-co) = +00

[f(x) - x] = -00.

® cp est continue et strictement \ sur IR
==> (p réalise une bijection de IR dans <p(IR) = IR s 0 
=> il existe un réel unique a tel que cp(a) = 0 
O(p(Log2) = -y=r - Log2 > 0 O(p(l)=— e .... - 1 < 0

V5 Vl+e2
(p(Log2) > <p(a) > ip(l)

=> Log2 < a < 1. car cp \ sur IR. 
Z/I^fkLog^'

/ u'(x) = 1
I v(x)=Log(yZd_)

^(ïSH^G-x
= -|-aLog( 1 ~ 2’[_L°g(1 - x) + LogC1

= 2 )]k
On remarque que ^-Logf —^—7 ) = g(a) = a car f(a) = a

2 k 1 - a2 J 
puisque ip(a) = 0 <=> f(a) - a = 0.
On trouve enfin que I = a2 - -jj-Log( j + + Log(V2 + 1).

b- La partie K est la réunion de deux parties D et D' avec
D limité par Cf, A , Ai : x = 0 et A2 : x = a 
D'limitée par Cri, A , Aj : y = 0 et A2 : x = a 
De plus D' = Sa(D) => AMr(D) = <SMr(D') 
D’où ATr(K) = 2^r(D').
Soient les points A(a; 0) et B(a; a). Soit la partie D" du plan
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Jt. limitée par Cr>, Ai : y = 0, A2 : x = a et A3 : x = —.

On a .Srr(D')=<âTr(OAB) - J^r(D")=-^- - g(x)dx=-^- -1

=> dMr(K)=a2 - 2I=a2 - 2[a2 - iLog(^j)+Log(V2+1) ] 

= Log(j^) - a2 - 2Log(V2 +1).

AMr(K) est exprimé en unité d’aire.
3/a- • uo = 0 e [0; a] donc la proposition est vraie pour n = 0

* Soit p un entier supposons que 0 < up < a ; montrons 
que 0 < Up+i < a. En effet
0 < up < a <=> f(0) < f(up) < f(a) car f y sur IR

<=> < Up+i < a carf(a) = a
■v 2

d’où 0 < Up+i < a car 0 < —J=-,
72

Bilan : • et * => Vn e IN;0 < un < a.
b- Vn g IN; un( i - u„ = f(un) - u„ = <p(un)

Or un < a => <p(un ) > <p(a) = 0 car cp \ sur IR.
=> Vn e IN;un+i -un > 0
<=> (un ) est croissante sur IN.

®(u„) est croissante sur IN et majorée par a => (un) converge.
8 Posons L =lim un.

tw-l-oo

Comme u« i1 = f(un ) et f est continue sur IR par suite en L
f(L) = L <=> <p(L) = 0 <=>L = a,

( car l’équaton cp(x) = 0 possède une seule solution qui est a )
c- Vn e lN;vn=7T7T- f“ f(x)dx est la valeur movenne de f sur [un, a] U-Un J un

=> Vn e IN; f(u„) < vn < f(a)=a car f est y sur IR
« Vn e lN;u„u < vn < a.
•Vn e 1 N; u„n < vn < a et lim un+i = a

n-*+co

=>lim Vu ® a.
Il • I IX> 

m/ l/a- Vx e ]-l ; I [ ( domaine de définition de F ) on a :
•(-x) e ]-!;![
• • F(-0) « F(0)
• • • Pour x 0; F(-x)=Jo2L°8^'-<-x)2 ) f(t)dt

=Jo|Logfo) f(t)dt=F(x)

D’où F est une fonction paire.
b- Soit 'P une primitive de f sur IR. On a donc F(x)='F(g(x))-vF(0)
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g est dérivable sur JO; 1 [ et T est dérivât'ÿ sur IR qui contient 
g(]0; 1 [) => la fonction qui a x T(g(x)) est dérivable sur JO; 1 [ 
En conclusion F est dérivable sur JO; 1 [.

X
II

Vx e ]O;l[;Fz(x>g'(x)-r[g(x)j=—1 -f[g(x)]= -
x(l - X2)

2/a- f(4-) = ^(Kcr)) “ ~ - T(°) = °-

VxeJ0;l[;F'(x) = T^-r.

- Vx e ]0;l[;F(x)=J^ -^dl=± (-J-hJ-

= y [ Log(l +1) - Log(l -1) ]^2_

b- • lim F(x) = Iim ^-l-LogQ- + x ) -Log(l +

= -Log(l + 72 ) = F(0)
=> F est continue à droite en 0.

• lim F(x) =lim F(-z) avecz=-x;x —> 0_;z —> 0+.
x—>0" z—>0’

= lim F(z) = F(0) car F est paire.
z >0+

=> F est continue à gauche en 0.
Conclusion : F est continue en 0.

* lim
x >(V

1
1-x2

)dt

' F(x)-F(0) ] i ljm |~ Log(l+x)-Log(l - x) j

r Log(l+x) 1 .T Log(l_+_(-x)) 1
L J x->o~ L (. x) J

(X=-x;x O',X _> 0~)

x-0

= 1x1 + 11 = 1

=> F est dérivable à droite en 0 et F’d(0) = 1.

x->o L x o J t_0+1_ t o J
( avec t=-x;x-> 0“;t—> 0+

= - lim
t—0'

=> F est dérivable à gauche en 0 et F’g(0) = -1 
Conclusion : F n’est pas dérivable en 0 car F’d(0) *F ’g(0).

c- F est dérivable sur J0; 1 [ et Vx e ]0; 1 [;F'(x) = ——T
1-x2

D’où le tableau de variation de F sur [0; 1 [.

r F(t)-F(0) 1 
L -t-o J
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• lim F(x) =lim [^-Log(^-) -Log(l + fl)] = +œ
x-»l_ x-*l~

=> La droite d’équation x=l est une asymptote a T la courbe de F
• Fj(0)=l => la demi-tangente à droite en A(0; F(0)) à la courbe

F a pour équation :y = x - Log(l + ■fl') et x > 0
• Fg(0)=l =>la demi-tangente à gauche en A(0;F(0)) à la courbe 

T a pour équation : y = -x - Log(l + fï ) et x < 0

D’autre part F(a) = J®(a) f(t)dt = J“f(t)dt carg(a) = a 

Or Air(K) = Air(D) voir explication de II]2/b-
= 2 J [f(t) -1]dt par raison de symétrie 

= 2|“f(t)dt-|°2tdt = 2F(a) - [t2]“
= Log(|y^-) - 2Log(l + J2 ) - a2.
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EXERCICE 1 (6 points)

Dans le plan orienté; ABC est un triangle quelconque de sens direct.1 et 
J sont les milieux respectifs des cotés [BC] et [AB], r est la rotation de 
centre J et d’angle-^-. A' et C' sont les images respectives des points A 

et C par r. S est la similitude directe qui transforme I en C' et J en A'. 
On pose h=r_1 ° S.
1/a- Déterminer les images respectives des points I et J par h.

b- En déduire la nature et les éléments caractéristiques de h.
2/a- Montrer que (IJ) est perpendiculaire à (A'C') et que A'C' = 2IJ.

b- Déterminer le rapport et l’angle de la similitude S et construire son 
centre w.

c- B' étant le symétrique du point A' par rapport à J, montrer que 
(wB) x (wB')_

c

EXERCICE 2 (4points)

Une urne contient cinq boules blanches, deux boules rouges et trois 
boules vertes indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément trois boules de l’urne.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : obtenir trois boules de même couleur
B : Obtenir au moins une boule rouge.

2) On effectue maintenant un tirage successif de deux boules de la 
manière suivante : On tire une première boule;
Si elle est blanche, on la remet dans l’urne et on effectue le deuxième 
tirage. Si elle n’est pas blanche, on la garde à l’extérieur de l’urne et 
on effectue le deuxième tirage. On désigne par X la variable aléatoire 
qui, à tout résultat, associe le nombre de boules rouges. Déterminer 
la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique.

(lûpoints)PROBLEME ÿ

A- Soit fia fonction numérique à variable réelle définie par:
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f(x) = 2e”x - e“2x - x
1) Etudier les variations de f.
2) Montrer qu’il existe un réel unique a appartenant à ]Log2,l [ tel 

que f(a)=0.
3) Tracer la courbe représentative (C) de la fonction f dans le plan

rapporté à un repère orthonormé
B- Soit g une fonction numérique à variable réelle définie et dérivable sur 

un intervalle [a,b]. On suppose de plus que g’ est continue sur l’intervalle 
[a, b] et qu’elle est dérivable sur ]a, b[. On définit alors la fonction (p sur 
[a,b] par :

<p(x)=g(b)-g(x)-(b-x)g’(x)-[-^—a)g'(a)
(b-a)2

1) Ecrire l’expression de <p'(x) pour tout x élément de ]a, b[.
2) a- Vérifier que cp(a) =cp(b)=O.

b- En appliquant le théorème des accroissements finis, montrer qu’il 
existe un réel c élément de ]a, b[ tel que (p’(c)=0.

3) Déduire de ce qui précède que le réel c vérifie :

g(b)=g(a)+(b-a)g’(a)+ g”(c)
C- Soit h la restriction de la fonction f à l’intervalle [Log2,l] 

(f étant la fonction définie dans la partie A- du problème).
1) Vérifier que : Pour tout x e JLog 2, 1 [ on a h’(x) < 0 et h”(x) > 0.
2) Soit t un réel appartenant à ]log2,a[ (où a est le réel défini à la 

deuxième question de la partie A- et soit M le point de coordonnées 
(t,h(t)). La tangente en M à la courbe (C) coupe l’axe des abscisses 
en un point d’abscisse t’.

a- Montrer que t’=t-
h (t)

b- En appliquant le résultat établi à la 3ème question de la partie B, 
montrer qu’il existe un réel k appartenant à l’intervalle ]t,a[ tel que:

(a-t)2h"(k)
2h'(t)

c- Déduire de ce qui précède, que t’ appartient à l’intervalle ]Log2,a[.
3) Soit xo un réel appartenant à l’intervalle ]Log2,a[,on définit la suite

(xn) par : pour tout entier naturel n; xn+i = x„ - .
h'(xn)

a- Montrer que :Pour tout entier n, xn appartient à l’intervalle ]Log2,a[ 
b- Montrer que la suite (xn) est convergente et calculer sa limite.

„ ., „T h(a) — h(xn)
4)a-  En remarquant que vne IN on a: xn+i - a=xn-a——-

h'(xn)
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montrer que : pour tout n e IN, il existe cn e ]xn,a[ tel que : 
h"(cn) ( X2

Xn+1 - a = zrr. < (xn - a) •2h (xn)
b- En étudiant les variations des fonctions h’ et h” sur l’intervalle 

h"(Cn) 
2h'(xn)

< 1.[Log2,l], montrer pour tout n, on a

c- En déduire que : pour tout n e IN, |xn+i - a|< (xn - a)2.
5) En remarquant que |xo-a|< 31 x 10-2 ,déterminer un entier naturel 

no tel que Pour tout n > no, on a |xn-a|<10~5.

* coRinoN rosHBu

l/a- • h(I) = r_1[S(I)] = r-1(C') = C car r(C) = C'.
• h(J) = r1 [S(J)J = r~’(A') = A car r(A) = A',

b- r est la rotation de centre J et d’angle -y.
=> r1 est la rotation de centre J et d’angle -y^-.

Donc r 1 est une similitude directe 
de plus S est une similitude directe

« S est une similitude directe.

=> -yy- est le rapport de h et ^IJ, CA^ est l’angle de h

I = B*CetJ  = B*A  donnent que IJ = ‘^'^A 

=> = 2 et (Ü,Ca) = 0 [2rt]

Ainsi h est une similitude directe de rappport 2 et d’angle 0
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Donc h est une homothétie de rapport 2. 
Désignons par Q le centre de h.
h(I) = C et h(J) = A donnent que Q e (IC) A (JA) = {B}

=> Q = B.
Conclusion : h est l’homothétie de centre B et de rapport 2. 

2/a- h=r_1 ° S <=> S = r ° h
J r est une similitude directe de rapport 1 et d’angle

I h est une similitude directe de rapport 2 et d’angle 0

=> S = r o h est de rapport 2 et d’angle y.

Comme S(I)=C' et S(J)=A' alors -yp =2 et (iJ, C'A') = y[2n]

Par suite A'C' = 2. IJ et (IJ) est perpendiculaire à (A'C').
b- S est de rapport 2 et d’angle y ( voir la question précédente )

• S(I)=C' => (wI,wC') = y[2n]

=> w e au demi-cercle de diamètre [IC'] et tel que IC’w est un 
triangle direct.

• S(J) = A' => (wJ,wA') s y[2rt]

=> w e au demi-cercle de diamètre [JA'] et tel que JA’w 
est un triangle direct.

Ainsi w est l’intersection des deux demi-cercles décrits au dessus, 
c- Posons Bi = S(B).

Bi = S(B) et A' = S(J) (ÏB,A'BiJ = [2tt]

« (XjËT) + (jBr,Â'B1) = y [2n]

« + (jBt,Â'Bi) = [2rr] « (jBt,Â'Bi) = 0 [2rt]

D’oùBj e [JB') (1).
*Bj = S(B) et A' = S(J) => A'Bj = 2 JB

Signifie que A'B] = 2JA' car JA’=JB=JB’ 
« A'Bi = A'B'
<=> Bi e au cercle ‘S(a',A'b') Ie cercle de centre 

A’ et de rayon A’B’ (2)
(1) et (2) => Bi est le cercle d’intersection de ©(a'.a'b') et [JB') 

Par suite Bi = B'.
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Ce qui donne B’=S(B) => ^wB,wB') = -y [2n]

<=> (wB) x (wB').

1)

-------------------------------------s
EXERCICE 2

cas favorables réalisant A probabilité

{®@®}

{@®®}

a 
Cîo
r3C3
c3Mo

ofA) = C5 + C3 = JJ_ _ PC } C?o 120- 

• B : obtenir zéro boule rouge.
cas favorables réalisant B probabilité

C3M
C3Mo

D’où p(B) = 1 - p(B ) = 1 --pp 64
120

_8_
15

2) X. 2 boules i—> le nombre de boules rouges 
X(Q) = <0;l;2}.

cas favorables réalisant (X = 0) probabilité

(®0) 5 X 8

10 10

3 x 7

10 9

=.P(X^0) = 1LxJL + -jLx| = J|
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^p(X = l) = ^x^ + ^xf + ^x| = >

cas favorables réalisant (X = 1 ) probabilité

(©•) 5 x 2
10 10

(®®) 3 x 2
10 9

(•« 2 y 8
10 9

=> p(X = 2) =-2-x ÿ = i.

cas favorables réalisant (X = 2) probabilité

(••) _2_ x J_
10 9

D’où le tableau de loi de probabilité de X
Xi 0 1 2

Pi 19 31 1
30 90 45

E(X) = 0xj| + lx>+2x^ = -^.

PROBLEME

A-l) f est dérivable sur IR ( somme des fonctions dérivables )
•Vx e IR;f'(x) = -2e’x + 2e’2x - 1

<=>

<=>

• -2ex + 2e2x -1=0

(A' = 1 + 2 = 3 > 0)

1 + ^3
2
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Ainsi f'(x) = 2e 2x - 2e x - l=2(e x —-^■■)(e x- * )

• lim f(x) = lim [2e x - e 2x - x] = -oo.
x—*+oo X—»+co

2) f est continue et strictement décroissante sur [Log2 ; 1 ]
=> f réalise une bijection de [Log2; 1] sur f([Log2; 1])

de plus f([Log2; 1]) = [Ùe-1 - e“2 - 1; - ln2 j contient 0

D’où l’équation f(x) = 0 possède une seule solution a dans [Log2; 1]
3) • f(x) = -x + (2e_x - e“2x); Vx e IR et lim [2e_x - e“2x] = 0

x—>+co

D’où la droite D: y = -x est une asymptote oblique à (C) au 
voisinage de +oo.

. iim ®-=Iim 2e-x-e-2x-x. = Hm [^±(_2 + e-x) _ j]
X—>-00 x—>-00 X—>-CO L

= lim T-^(-2 + ex) - 11 = -oo
x—>+°o L X J

=> (C) possède une branche parabolique infinie de direction l’axe des 
ordonnées au voisinage de -oo.

'--- v--- f
<0

• e x

= ln

D’où sig(f'(x)) = sig(e x - 1 )

° =lnfeyr)-

Par suite f'(x) >0<=> x < ln| —). Nommons a=ln( —. ) 
" V 1+V3 J J

D’où le tableau de variation de f

• lim f(x) =lim [2e x - e 2x - x]
X-*—co X—>-00
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B-l) (p'(x)=-g’(x)-(-g/(x)+(b-x)g"(x))+2[ g(b)-g(aHb-a)g/(a) ](b x) 

= -(b - x)g"(x)+2[^klg^b-a^](b _ x)

2) a- ^cp(a) =g(b)-g(a)-(b-a)g’(a)-[ ë(b) ~ g(^ ^2~ a^/(a)- ](b - a)2

=g(b)-g(a)-(b-a)g’(a)-[g(b) - g(a) - (b - a)g'(a)]=0.
* <p(b) =g(b)-g(b)-(b-b)g’(b)-[ g(b)-gy-(b-a)g/(a) ](b _ b)2=0

(b - a)2
b- Comme g est continue sur [a, b] et g’ est continue sur [a, b] alors 

(p est continue sur [a, b] ( 1 )
Aussi g est dérivable sur ]a,b[ et g’ est dérivable sur ]a,b[ alors (p 
est dérivable sur ]a,b[ (2)
(1) et (2) => il existe un réel c e]a,b[ tel que <p(b)-(p(a)=(b-a)(p’(c) 

<=>il existe un réel c e]a,b[ tel que (p’(c)=O car <p(b) = <p(a)=O

3) <p-(c)=0 « -(b -- c)=o

« -g"(c) + 2 8(b) ~ 8(a) ~ (b,~ a)8'(a) = 0
(b-a)2 

2g(b)-g(a)-(b-a)g/(a) =
(b - a)2

« g(b) - g(a) - (b - a)g'(a) = g"(c).
C-l) • Pour tout x e ]Log 2, 1[ on a, h’(x)=f’(x) < 0 

•Vx g ]Log 2, 1[ on a h”(x)=f”(x)=[-2e_x + 2e_2x - 1]'
= 2e x - 4e‘2x = 2e_x(l - 2e”x) 

Log2 < x < 1 « -1 < -x < -Log2 = Log^j-

<=> e"1 < e x < y « -2 y < ”2e x < -2e“!
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<=> 0 < 1 - 2e"x < 1 - 2e"1
D’où Vx g ]Log 2, 1 [ on a h”(x)>0

2)a- désignons par T la tangente en M(t, h(t)).
=> T: y = h'(t)(x -1) + h(t).
Or l’axe des abscisses a pour équation y = 0.
Donc le point d’intersection,d’abscisse t’, de T et l’axe des abscisses 
verifi h'(t)(t' -1) + h(t) = 0 <=> h'(t)(t' -1) = -h(t)

h-(i)
b- On a h est deux fois dérivables sur tout IR et aussi h’ est continue

<=>

<=>

<=>

sur IR ce qui donne h vérifie les conditions de B- sur tout intervalle 
[t, a] avec te]ln2,l[

=> 3k g ]t, a[tel que h(a)=h(t)+(a-t)h’(t)+ h”(k)

Or h(a)=0 d’ou O=h(t)+(a-t)h’(t)+ -h”(k)

t' = a+ (a ^--h”(k)
2h (t) v 7

c- • Comme Vx G]Log2, 1[ on a, h’(x) < 0 et h ”(x) > 0 alors 
-^^-h”(k) <0 car k g ]t, a[ <=]Log2,1 [ et t G]Log2,1 [ 

« a + (a, -h”(k) < a <=>t' < a.
2h (t)

• t G]Log2, a[=> h(t) > h(a) = 0 car h est \ sur ]Log2, a[
De plus h'(t) < 0 car t G]Log2, a[c]Log2,1 [
ta, h(t) n h(t) n h(t)
d ou —y- < o <=> -7777- > 0 « t - —y- > t 

h'(t) h'(t) h'(t)
<=> t' > t qui est supérieur à Log2

D’ou t' > Log2.
Bilan : t' G]Log2, a[.

3)a- * xo G]Log2, a[ ( par hypothèse )
=> la proposition de récurrence est vraie pour n = 0.

★ Soit p g IN. Supposons que xp G]Log2, a[; montrons que 
xp+i G]Log2, a[ .En effet

xp+i = xp - G]Log2,a[ d’après C-2/c-.
h (xp)

Conclusion :*  et ★ => Vn g IN on a xn G]Log2, a[.
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b- Vn g IN; xn+i - xn = --^4 > 0

h (Xn)
carxn G]Log2,a[c]Log2,1[ donc h(xn) > Oeth'(xn) < 0
Par suite la suite (xn) est croissante sur IN.

De plus (xn) est majorée par a D’ou (xn) converge. 
® posons L=lim xn.

n->+co

Désignons par H la fonction qui à x m- x —, V xg [Log2, a] 
h (x)

Comme h' est continue et non nul sur [Log2, a] alors H êst continue 
sur [Log2, a].
® Vn g IN onaxn G]Log2,a[=> ( L =lim xn ) g [Log2,a],

X tw+oo J
D’où H est continue en L.

xn+i = H(xn) 1

(xn) converge vers L > => L est solution de l’équation H(x)=x 
H est continue en L J

TV X h(x)•H(x) = xox-r« 

« h(x) = 0 <=>x = a
Conclusion : lim xn = a.

n->+co

4)a- pour nG IN

xn G]Log2, a[ et xn+i = xn -

h(x) = 
h'(x)

= X <=>

h(xn)
h'(Xn)

=> 3cn e]xn,a[ tel que xn+i=a+ ,^Cn^ ( d’après C-2/b- )
2h (xn)

<=> 3cn e]xn,a[ tel quexn+1 - a = (xn - a)2.
2h (xn)

b- * d’après C-l/ on a Vx g ]Log2,1 [ ; h"(x) > 0
=> h' est croissante sur [Log2,1],

• Vx e ]Log2,1[ ; h"'(x) = (2e“x - 4e"2x)' = -2e_x + 8e_2x
= -2e_x(l -4e_x)

• Log2 < x < 1 <=^ -1 < -x < Log~—

<=> e-1 < e_x < -y <=> -2 < -4e_x < -4e_1
<=> -1 < 1 -4e“x < 1 -4e-1 » -0,47

Or 1 - 4e_x < 0 donc h'"(x) >0=> h" est croissante sur [Log2,1] 
•Log2 < cn < 1 => h" (Log2) < h" (cn) < h" (1)

( car h" / sur [Log2,1 ] )
« 0 = 2e_ln2 - 4e_21n2 < h" (cn) < 2e'1 -4e-2 ~ 0,19
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D’où|h"(cn)| < 2e-1 -4e"2 « 0,19
•Log2 < xn < 1 => h'(Log2) < h'(xn) < h'(l)

( car h' / sur [Log2,1 ] )
<=> —|-=-2e-ln2+2e-2ln2-l< h'(xn) <-2e_1+2e-2-l «-1,46

D’où -3 < 2h'(xn) < -4e"1 + 4e-2 - 2 « -2,92
Par suite —-,—;——— < ~zrr,—r < —

1
-4e 1 + 4e 2 - 2 2h'(xn)

1  <=> —J—
2h (xn)

D’autre part |h" (cn)| < 2e "1 - 4e-2

Ce qui mène a conclure que
2h (x 

h"(cn) ( a2 c- On a xn+i - a = ,. ' (xn - a)
2h (xn)

2h (Xn)

< 1 alors |xn+i - a| <

4e"1 - 4e"2 + 2

< 2e 1 - 4e 2 < j

(xn - a)2=
h"(cn)
2h'(xn)

(Xn -a)2.Or

Donc |xn+i - a|

h"(cn)
2h'(xn)

5) Montrons d’abord par récurrence que |xn - a|< (x0 - a)2
► |xo - a|< (xo - a)2° car 2° = 1.
▼ Soit p e IN; supposons que |xp - a|< (xo - a)2P; montrons que 

|xp+i - a|< (xo - a)2P+1 en effet
|xp+i -a|< (x0 - a)2 Or (xp-a)2 < [(x0-a)2P ]2=(x0-a)2P'2 
D’où |xp+i - a|< (xo - a)2P+1.

Conclusion : Vn e IN;|xn - a|< (xo - a)2 < (31 x 10-2)2 
car |xo-a|< 31.10-2

D’ouVn e IN;|xn-a|< (31 x ÎO’2)2".
Donc pour avoir |xn-a|<10-5 il suffit d’avoir (31 x 10-2)2 <10-5 

(31 x 10-2)2" < 10-5 <=> ln[(31 x 10-2)2"] < ln[10-5] 
<=> 2nln[31 x 10-2] < ln[10-5]

<=> 2n > car (31 x 10~2) e]0,1[
ln[31 x 10 2]

« ln(2")>ln( 1 ° nL°g2>ln( l„pi[1x°io-^ ’

ln[10-5]
. nMn(31 x 10-2y „

<=> n > ------- ----------------- * 3’297
Conclusion il suffit de prendre no = 4 pour avoir

n > no => jx„ - a|< 10~5.
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EXERCICE 1 HORS PROGRAMME

EXERCICE 2

1) Soit (p un réel de [-7t,7t] et z le nombre complexe défini par :

Déterminer, en fonction de (p, le module et un argument de z.
2) Dans cette question, (p est un réel de l’intervalle ]0, n[. Déterminer le 

module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :
z - i et (z étant le nombre complexe donné au 1) ).

3) Dans le plan muni d’un repère orthonormé direct ÇO, i, j j, on 
considère les points M et N d’affixes respectives z - i et - .
Déterminer les ensembles décrits respectivement par les points M et 
N lorsque cp varie dans l’intervalle ]0, n[. Représenter ces ensembles.

PROBLEME !

f(x)=l si x < 1
A- Soit f l’application définie sur IR par : . x + Logx ,f(x)=----- x & SI X > 1

1) a- Montrer que f est continue sur IR
b- Etudier la dérivabilité de f au point 1

2) a- Etudier les variations de l’application f et tracer sa courbe
représentative (C) dans un plan P rapporté à un repère 
orthonormé (o, i, j ).

b- Calculer l’aire du domaine limité par la courbe (C) et les droites 
d’équations respectives y =1, x=l, x=e.

3) Soit cp la fonction définie sur IR par : cp(x) = j tf(t)dt.

a- Ecrire l’expression de cp(x) en fonction de x (x e IR).
b- Calculer Lim tp(x).

c- Etudier les variations de la fonction <p et tracer sa courbe 
représentative (C’) dans un autre repère orthonormé du plan P. 

B- Soit n un entier naturel non nul et gn la fonction définie sur IR par :
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n

gn(t) = tnsint. On pose In = J02 t.gn(t)dt.

1/ Justifier l’existance de In.
K

2/ En intégrant par parties, calculer Jq2 t. cos(t)dt puis en déduire Ii.

3/Montrer que Vn e IN* *;I n+2 + (n + 2)(n + 3)In=(n + 3)(y ) 

4/ En déduire la valeur de I3.

l)z = y[ sincp + i(l -coscp)] = y[ sin(2y) +i(l -cos(2y))]

= y [2sin y cos y + i(2sin2y )]

= siny[cosy + isiny] = sinye^T-1.

• (P g [-7T,n] <=> -y < y < ~ d'où sin(-|-) g [-1; 1],

Premier car :0<cp<7t<=>0<y<y d’où sin(y ) > 0 
par suite la forme trigonométrique de z est z= [sin(y ) ; y ].

Deuxième cas : cp = 0 ou cp = n
=> z = 0 n’a pas de forme trigonométrique.

Troisième cas :-7t < cp < 0 <=> -y < y < 0 donc sin(y) < 0 
D’où z = [-sin y; 71 + y ].

2) ® z - i = y [sincp + i(l - coscp)] - i = y [sincp + i(-coscp - 1)]

= y [2 sin y COS y — i2 COS2 y ]
= COS y [sin y - icOSy]

C- Soit h une fonction continue sur IR et T la fonction définie sur IR par :

T(x) = h(t)dt si x * 0

T(0) = h(0) si x = 0
1/ On suppose qu’il existe un réel M>0 tel que pour tout réel x et pour 

tout réel t variant entre 0 et x ,on a : |h(t)|< M.
a- Montrer que ,Vx e IR*  on a |J*  t h(t)dt|< My-, 

b- En déduire que si h(0) = 0 alors T est continue en 0.
2/a- Expliciter,pour tout réel x ,1a fonction T dans le cas ou h(t)=sin2t

b-Déterminer lim 2x2 + 1 - 2x.g.i.n2x - cos2x..

EXERCICE 2
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=—ic0Sy[C0Sy + i sin y ]=COS y [C0S(y-y )+i sin(y - y)] 
• (p G ]0,7r[ <=> 0 < y < y => COS y > 0

D’oùz-i - [cosf , f-f ].

_z_ = = rteA.z-i [cos-î-.i-f] V®2’ 2-1'

3) ★ Désignons par E={M(z - i) e P tel que cp varie sur ]0, rt[}. 
•z - i = y sincp + iy (-coscp - 1).

{
x = y sincp 

y = y("cos(p- i)

cp g ]0,7t[ <=> 0 < sin<p < 1 <=> 0 < y sincp < y 

Ainsi 0 < x < y

cp g ]0,ft[ <=> -1 < -coscp < 1 <=> -2 < -coscp - 1 < 0
<=> -1 < y(-COS(p - 1) < 0

►

►
1

2 '
-1 < y < 0

► 2x = sincp
-2y - 1 = cos (p

= 1 <=> (2x)2 + (-2y - l)2 = 1 
<=>x2 + (y + -0 =

s" -i0 < x - i

Conclusion :E : < -1 < y < 0
y + G' + l/’z

Nommons A et B les points du plan de coordonnées respectives
(M) et (0, -1 ). Désignons par '©'le cercle de centre 0^0; y) 

et de rayon y. Enfin E est le demi-cercle de ‘ë'd’extrimités O et B 
et passant par A privé de O et B.

★ Désignons par F={n( z^_ j ) G ? tel que <P varie sur ]0,7t[ }

= [tel; f 1 = fef)1-
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N(x,y) g F <=> 3cp g ]0,7t[ tel que <

: UNE CORRECTION RU : BAC 1994 SESSION DE CONTROLE

x = 0 
y = tgf

• Soitf : ]O,tc[ —> IR;(p >—«■ tgy.
f est dérivable sur ]0,7t[ et Vcp g ]0, tt [; f'(<p)=-i-[1+tg2-æ-]>0

2 2

D’où f est continue et strictement 
croissante sur ]0, n [ 
=>f(]0,7t[)="|lim f(<p), lim f(<p) I”

J <p->0+ [_

= ]0;+oo[.

Enfin quand <p varie sur ]0, K [ on a 
y g ]0;+oo[.

Conclusion: F est la demi-droite des

ordonnées [Oy)\{O} d'équation <

PROBLEME

V»
g ]0;+oo[y

—lim T 1 = 0
X-.1- L x - 1 J 

x+Logx
~- 1 Min. r±

*lim —aiors f n’est 
x-r x - 1

A-l)a- • f(l)=l, lim f(x)=lim (1)=1 et lim f(x)=lim
x->l“ X->1- X->1+ x-»l +

D’où f est continue en 1.
© f est continue sur ]-oo; 1 [ (car elle est constante sur cet intervalle) 
® f est continue sur ] 1; +oo[ ( quotient de deux fonctions continues ) 

Bilan : f est continue sur IR.
.. f(x) - f(l)

b- O lim
x^i- x “ 1

□ lim

Comme lim
x-»l" X - 1

pas dérivable en 1.
2)a- • f est dérivable sur ] - oo; 1 [ et Vx g] - oo; 1 [; f'(x) = 0.

♦ f est dérivable sur ] 1 ; +oo[ et Vx g] 1 ; +œ[ on a 
f(x) = + ^)X~(X + Logx) = 1 - Logx

x^

D’où Vx g]1;+oo[, sig[f'(x)] = sig(l - Logx).
Ce qui nous permet de dresser le tableau de variation de f
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=> la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale à la 
courbe de f au voisinage +oo.

b- Soit A, en unité d’aire , l’aire de la partie considérée.
=> a = - Ddx = j;(i+- i)dx

= J'(Logx)'Logx dx =^^-(Logx)2 = -T-,

3)a- q>(x) = f*  tf(t)dt
• Si x < 1 on a Vt e [x, 1 ];f(t) = 1

Donc (p(x) = j*  tf(t)dt = j*  tdt = [yt2 = -^x2 ~ •

• Si x > 1 on a Vt e [l;x];f(t) = *+ :

Donc <p(x) = f*tf(t)dt  = ]"*(t  + Logt)dt
r 1 2V fxT ; ( u’(t)=1 u(t)=t A 

=[2,2],+l>Lo«tdt v^Logt . v’(t>4 ) 

= |x2-| + [tLogtj;-f>
= -T-x2 - 4- + xLogx - x + l=^-x2 - x + -T- + xLogx

ELMOUFID Page : 102 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U : BAC 1994 SESSION DE CONTROLE

si x < 1| <P(x) = y* 2 - -j-
Bilan;< \ 1

I <p(x) = yX2 - X + y + xLogX si X > 1

b- Lim <p(x) =Lim T -i-x2 - x + y- + xLogx 1
X—►4-00 x-H-co L Z- Z- J

c- f est continue sur IR => la fonction (x ► xf(x) ) est continue sur IR. 
Par suite la fonction (p : x i—► j tf(t)dt est la primitive sur IR de 

fonction précédente qui s’annule en 1.
=> (p est dérivable sur IR
• Vx < l;cp'(x) = x
• Vx > l;(p'(x) = xf(x)=x+Logx > 0
D’où le tableau de variation de ip

( car Vx > 1 ; Logx > 0 )

=> la courbe de cp possède une branche parabolique infinie de 
direction l’axe des ordonnées au voisinage de -oo.

• Lim =Lim l”xfy - y- + -y- + 1 = +oo.

x^+oo x x^+oo LU x 2x2 x /J
=> la courbe de (p possède une branche parabolique infinie de 

direction l’axe des ordonnées au voisinage de +<».

B-l/In = j02 t. gn(t)dt et gn(t) = tnsint.
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>->

-[-cos(t)]02

La fonction qui à t tgn (t) est continue sur IR par suite sur [0; y]
TC

=>In = j(2 t. gn(t)dt existe.

f-T z x , I u’(t)=cost2/ * | 2 t. cos(t)dt IJo v(t)=t

= [tsin(t)]02 -fo2 sint. dt=y

•Ii = f02 t. gi(t)dt

= fL2sint.dt
J0 \ vft\

= f->-

u(t) = -cost A 
v'(t) = 2t J 

= [-t2 cos(t)]02 + 2 jQ2 t. cos(t)dt = 0 + 2^y - 1) = n - 2.

3/Vn g IN*;I n+2 = JQ2 t.g„+2(t)dt = Jo2 tn+3sint.dt 

I ui (t) = sint >->
Vi(t) = tn+3

n

>->

Tl

W

n

n+2
-(n + 2)(n + 3)In

Ul(t) = -cost 
vj(t) = (n + 3)tn+2

= [-tn+3 cos(t)]02 + (n + 3) jQ2 tn+2 cost. dt

[ UjCt) = cost 
v2(t) = t"+2

=(n + 3)^[tn+2 sin(t)]02 -(n + 2)JQ2

= (n + 3)(y) 

Signifie queIn+2 + (n + 2)(n + 3)In = (n + 3)(y) 

4/13 =I1+2 = (l+3)(^)1+2-(l+2)(l +3)Ii = -y-- 12(ji - 2). 

C-l/a- Soitx g IR*.
Six > 0 alors |j*t.h(t)dt|<  J^|t.h(t)|dt = JQt|h(t)|dt. 

Or Vt g [0,x] ona|h(t)|< Md’ouVt g [O,x];t|h(t)|< Mt
“X 2

= MV-Par suite f*t|h(t)|dt  < j*Mt.  dt = M^yt2
2

En conclusion |J*  t. h(t)dt|< My (par transitivité de l’inégalité ) 

Six < 0 alors |j*t.h(t)dt|=  |j° t.h(t)dt|< J°|t.h(t)|dt =

Or Vt g [x,0] on a |th(t)|= -t|h(t)|< -tM
=> J°|t.h(t)|dt < j°-tM dt=M^-yt2]” = M-y-.
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D’où | j*  t. h(t)dt|< M^-.

Bilan : Vx e IR*,  on a ||*t.  h(t)dt|<

b- Supposons que h(0) = 0; montrons que 'F est continue en 0.
• h(0) = 0 => T(0) = 0.
• Vx e IR*,^(x)  = |-J*t.h(t)dt

=> Vx e IR*,|¥(x)|  = |-|J*t.h(t)dt|  = ^|f\h(t)dt|

Or Vx g IR*,  |f*t.h(t)dt|  <M^-

D’où Vx g IR*,^p|J\.h(t)dt|  < = M|x|.

Ainsi Vx e IR*,|T(x)|  < M|x|.
De plus lim [M|x|] = 0

x—>0

Alors lim T(x) = 0 = 'F(O) => T est continue en 0.
x—>0

2/a- h(t) = sin2t
• T(0) = h(0) = sin20 = 0
• Vx g IR*,'P(x)  = J*tsin 2tdt = t(l _cos2t)dt

 2x2 + 1 - 2xsin2x - cos2x
4x

b- lim 2x2 + 1 - 2xsin2x - cos2x =lim yj,(x)

Or h(0) = sin20 = 0 et Vx g IR;|h(x)| = (sin2t| < 1
D’où, d’après la question précédente, T est continue en 0. 

=> lim T(x) = T(0) = h(0) = 0.
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MC 1995 SESSION PRINCIMLE
f EXERCICE 1

(6 points)

Dans le plan orienté, on considère un carré ABCD de centre O tel que 
(AB; Ad) = -y [2n]. On désigne par I et J les milieux respectifs de 

[AB] et [BC],
1/a- Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B 

sur D. Caractériser f.
b- Soit g l’antidéplacement qui envoie A sur C et B sur D. 

Déterminer (g ° f)(C) et (g ° f)(D). Caractériser g ° f.
c- En déduire la forme réduite de l’antidépdacement g.

2/ Soit S la similitude directe qui envoie A sur B et D sur I.
a- Déterminer le rapport et l’angle de la similitude S. Construire le 

centre Q de S
b- Déterminer les images des droites (AC) et (CD) par S.

En déduire que le triangle OQC est rectangle.
c- Déterminer l’image du carré ABCD par la similitude S.
d- Montrer que les points A,O et J sont alignés.

EXERCICE 2
«JJUWJUWJCUWUUUUUUUUJUUW

(4 points)

On dispose de deux dés en apparence identiques dont l’un est parfait et 
l’autre truqué. Les faces de chacun d’eux sont numérotées de 1 à 6. 
Avec le dé truqué la probabilité d’obtenir la face portant le chiffre 4 lors 
d’un lancer est égale à -y.
1) a- On lance le dé parfait trois fois de suite st on désigne par X la

variable aléatoire donnant le nombre dè fois où la face portant le 
chiffre 4 apparaît. Quelle est la loi de probabilité de X ?

b- On lance le dé truqué trois fois de suite. Quelle est la probabilité 
d’obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 ?

2) On choisit au hasard l’un des deux dés, les'choix étant équiprobables, 
et on le lance trois fois de suite. On considère les événements suivants :
A : "obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 ”.
B /'choisir le dé truqué et obtenir exactement deux fois la face portant 

le chiffre 4 ”.
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C :”choisir le dé parfait et obtenir exactement deux fois la face portant 
le chiffre 4 ”,

a- Calculer la probabilité de l’événement B.
b- Calculer la probabilité de l’événement C. 
c- En déduire la probabilité de l’événement A.

(10 points)PROBLEME

Ç X* 2 3 4

A-l) Soit la fonction (p définie sur IR par ip(x) = ex(2 - x) - 2
a- Etudier les variations de (p.
b- Montrer que l’équation <p(x) = 0 admet dans IR exactement deux 

solutions. On notera a la solution non nulle et on vérifiera que l<a<2.
c- En déduire le signe de <p(x).

a- Montrer que f est continue sur IR
b- Monter que f est dérivable sur IR et que Tour tout x e IR* on a :

r(x)
(ex -1)2

c- Montrer que f(a) = a(2 - a).
d- Etudier les variations de f, puis construire la courbe représentative 

de f dans le plan rapporté à un repère orthonormé ^O, i, j ) 

( pour la construction on prendra a = 1,6).
3) On considère la fonction F définie sur IR+ par : F(x) =Jq f(t)dt

a- Justifier l’existence de F(x) pour tout réel positif x.
b- Montrer que F est continue et strictement croissante sur l’intervalle 

I = [0, +oo[.
c- Donner la forme de l’intervalle F(I).

4) On considère la fonction G définie sur IR+ par : G(x)=f t2e_tdt
7 * Log2

a- Justifier l’existence de G(x) pour tout réel positif x.
b- A l’aide de deux intégrations par parties, calculer G(x) puis montrer 

que G admet une limite en +oo que l’on précisera.
c- Montrer que : Pour tout t e [Log2,+oo[ on a f(t) < 2t2e_t.

et en déduire qu’il existe un réel positif M tel que: VxeIR+;F(x)<M 
d-En déduire que lim F(x) < M.

X->+CO

( Dans la suite du problème on posera L =lim F(x) ).
X->+oo

2) Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = < ex - 1 
l0

si x * 0

si x = 0
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B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
1) a- Montrer que pour tout réel strictement positif x, on a :

1 n z^-nxx 1 1 = e x + e 2x +... +e nx 4—f——.
ex - 1 ex - 1

b-Montrer que Vx e IR+;0 < J*  f(t)e“ntdt < —a) .

c- x étant un réel positif, calculer In(x) = J*  t2e“ntdt.

d- Montrer que In (x) admet une limite lorsque x tend vers +oo.
2) a- Montrer que Vx e IR+ on a : Ik(x)=F(x) - f*  f(t)e_n‘dt

En déduire que la fonction Hn définie sur IR+ par : 
Hn(x) = J f(t)e_ntdt admet une limite Én lorsque x tend vers +oo 
vérifiant L-fin = 2(1 + -L- + -4r +.. .+-4=-\

\ 2J 3J nj J
b- En utilisant le résultat établi à la question B-l)b-,montrer que la 

suite (fin)neIN* converge vers 0.
c- Soit (un)neIN* la suite définie par : un=l + + -p- +...

Montrer que cette suite est convergente et a pour limite le réel L’tel
■ queL=2L’.

UNE coratECn^pnSSrRTR

EXERCICE 1

1/a- AB=CD^ 0
=> il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B sur D.
C -

< C => fAB;Cü') = n [2n] est l’angle de f
f(B) = D 7

k
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D’où f est une symétrie centrale de centre A*C=O  car f(A) = C. 
Ainsi f = S o

* S(A) = B => (ÔA;Qb) = f [2tt]

« (QA;ÔB) = (ÔA;Ôb) [2n]

=> Q eau demi-cercle AOB du cercle de diamètre [AB],

* S(D) = I => (ÔD;ÔÎ) = [2k]

=> Q g au demi-cercle de diamètre [DI] et tel que QDI 
un triangle direct.

b- L’angle de S est y donc :
• S((AC)) est la droite perpendiculaire à (AC) passant

par S (A) = B =>S((AC)) = (BQ) car ABCD est un
carré de centre O.

• S((CD)) est la droite perpendiculaire à (CD) passant
par S(D) = I =>S((CD)) = (10) car (10) est ± à (CD).

b-• (g ° f)(C) = g[f(C)] = g(A) = C.
• (g ° f)(D) = g[f(D)J = g(B) = D.

g est un antidéplacement et f un déplacement
=> g o f est un antidéplacement.
De plus g o f fixe deux points C et D alors g ° f = S(Cd) la symétrie 
axiale d’axe la droite (CD).

C- g 0 f = S(CD) <=> g 0 So = S(CD) <=> g = S(CD) 0 So
<=> g — S (cd) 0 S(oj)0 S(oi) car (OJ)±(OI).
« g = t^° S(oi) car (CD)//(OJ)

Comme CB est un vecteur directeur de (10) alors t^g o Sçoi) est la 
forme réduite de g.

est le rapport de S.

(ÂD;Bi) = (aD;Âb) + (aB;Bi) [2tt] 

= -y + n [2n] = y [2n].

Ainsi S est de rapport y et d’angle y.
• Construction de Q le centre de S.
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{C}=(AC) n (CD) «{S(C)}=S((AC)) n s((cd)) 
= (bo) n (io) ={0} 

D’où S(C)=O

=> (flC; Qo) = y [2tt] => le triangle OQC est rectangle, 

c- {B}=(AB) n (BC) <=>{S(B)}=S((AB)) n S((BC))
□ S ((AB)) est la perpendiculaire à (AB) passant par S (A) = B

=^S((AB)) = (BC).
□ S((BC)) est la perpendiculaire à (BC) passant par S(C) = O

=>S((BC)) = (OJ).
D’où {S(B)}=(BC) A (OJ) ={J} =>S(B)=J.
Bilan : S(ABCD)=BJOI qui est un carré.

d- (ÔA; ÔjJ = (ÔA; ÔB J + (ÔB; Qj) [2n] 

y + y [2n] car S(A) = B et S(B) = J
= n [2n]

D’où les points A,Q et J sont alignés.
fi

EXERCICE 2

l)a-  Posons S l’événement avoir la face portant 4. 
X : 3 lancées *—► nombre de S
Comme les lancées sont indépendantes alors X suit une loi Binomiale 
de paramétrés n = 3 et p=p(S) = -|- ( car le dé est parfait )

D’où : Vk e <0; l;2;3},p(X = k) = C*(-i.) k(|)3’k

b- Posons E: avoir exactement 2 fois la face portant 4.
cas favorables de E probabilité

O,®.») 1 1 2
3 3 3

00-0)
1 2 1
3 3 3

00-0)
2 1 1
3 3 3

car on lance le dé truqué.
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=> p(E) = 3xi = |

2) Nommons : D l’événement avoir le dé parfait
D’l’événement avoir le dé truqué

a- B=D’nE => p(B) = p(D') x p(E/D'j
= J_ x 2. = J_

2 9 9
b-C=DnE =» p(c)=p(D).p(E/D)=|.[c?(|)2(|)W]

= i x 3 x _L x — - 52 X 36 X 6 " 144
c- A=(D' n E) U (D A E) = B U C

D’où p(A)=p(B) + p(C) = -±- + car BnC=0

PROBLEME

A-l)a- (p est dérivable sur IR et Vx e IR; <p'(x)=ex(2-x)-ex=(l - x)ex 
=> Vx e IR;sig(<p(x)) = sig(l - x).

D’où le tableau de variation de (p

X -OO +00

?'(x) + ( )

e-2

?(x)
-2^ ^-CO
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• lim <p(x) =lim 2ex - xex - 2 I = -2.
X->—oo L ' v z J

• lim <p(x) lim [ex(2-x)-2] = -oo.
X->+ûO x->+oo

b- • (p est continue et strictement croissante sur ] -oo;l]
=> tp réalise une bijection de ] - oo; 1] sur ] - 2; e-2] contient 0 
=> l’équation (p(x) = 0 possède une seule solution dans ] - oo; 1], 

Comme <p(0) = e°(2-0)-2 = 2- 2 = 0 alors 0 est la 
solution précédente.

• cp est continue et strictement décroissante sur ] 1 ; +oo[
=> cp réalise une bijection de ] 1 ; +oo[ sur ] - oo; e - 2] contient 0 
=> l’équation <p(x) = 0 possède une seule a solution dans ]1; +oo[. 
Bilan : l’équation cp(x) = 0 possède exactement deux solutions 

l’une est 0 et l’autre a.
c- * x < 0 => <p(x) < <p(0) = 0. car cp est sur ] - oo; 1]

• 0 < x < 1 => (p(0) = 0 < <p(x) car (p est / sur ] - oo; 1],
• 1 < x < a => (p(x) > <p(a) = 0 car cp est \ sur ]l;+oo[
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* x > a => <p(x) < ip(a) = 0 car <p est\sur ]l;+œ[ 
D’où le tableau de signe de cp(x).

X -OO 0 a + OO

signefr (x)) -
t + ( ) -

2)a- la fonction qui à x i—> x2 est continue sur IR et celle qui a x ex-l 
est continue et non nul sur IR*

X2
D’où la foction f : x h» * , est continue sur IR*.ex - 1
• lim f(x) =lim r-jÉr] =Hm -^-=i=0 = f(0)

x—*0  x—>0 L e 1 J x->0 -S--------- i- 1
X

=> f est continue en 0.
Bilan : f est contnue sur IR.

b- la fonction qui à x i—► x2 est dérivable sur IR et celle qui ax h ex-l 
est dérivable et non nul sur IR*

X2
——— est dérivable sur IR*.ex - 1

e - 1
x

x i—►D’où la foction f .

.iimM
x—>0 X - 0

=> f est dérivable en 0 et f'(0)=l.
Vx e IR*f'(x)  :2x(eX-1)-x2eX_x[eX(2~x)~2]- X(P(X)

=Iim
x—*0

Ainsi f(a) =

(ex-l)2 (ex-l)2 (ex-l)2
Or cp(a)=O <=> ea(2 - a) - 2=0 <=> ea= , 2 ■

Ç2 - a) 
a2 a2(2-a) .2_(2_—--N-2 = a< 2-a>- 

(2-a)

=^Vxe IR*;sig[f'(x)]=sig[x(p(x)J

a
a2

- 2—-T
(2-a)

d- Vx e IR*;f'(x)=  X(p^X^~
(ex-l)2

En tenant compte du signe <p(x) et de x, on obtient le tableau 
suivant de variation de f
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• lim f(x) =lim T
x->+co x->+co L v 1 -

= lim ——:— = 0 
X-+00 eL _ J_

2 2

car lim =lim =lim (2-^-) = +00.

=> la droite d’équation y = 0 est une asymptote à Cf au voisinage 
de +00.

• lim fyp =lim I" Xx l=-oo => Cf possède une branche
x-* —00 x->—co LC 1 J

parabolique infinie de direction l’axe des ordonnées au voisinage 
de -00.

3)a-  f est continue sur tout IR
=> elle est continue sur tout intervalle [0, x] avec x e IR+.

=> Vx g IR+;F(x) =|*f(t)dt  existe.

b- Vx e IR+; F(x) =[* f(t)dt => F est la primitive sur IR+ de f 

D’où F est dérivable sur IR+
=> F est continue sur IR+.

•Vx g IRî;F’(x) =f(x)= x 1 > 0 (car x > 0 <=> ex > e°=l) C “1
=> F est strictement croissante sur IR+=I=[0, +oo[.

c- F est continue et strictement croissante sur I=[0, +<*>[
â- F([0,+oo[) = (F(0), lim F(x)[= [0, lim F(x)[.

X-*+oo  X->+œ

4)a-  La fonction qui à t ► t2e_t est continue sur tout IR 
donc elle l’est sur tout intervalle de IR de bornes Log2 et x de ER+ 
=> Vx g IR+; G(x) = P t2e”‘dt existe.

V ' J Log2
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b- Vx e IR+
e-dt fulW=e"

V V,(t) = t2
_ + 2 [x te“‘dt2 J Log2

u2(t)=e-‘
v2(t)=t

'"2lln2)2 + 2[[-lelJ;rl2 + J

>->

) 

e fdt j

+ e_ln2(ln2)2 - 2xe_x + 21n2e~ln2 + 2[-e_t]
~x + -i-(ln2)2 - 2xe~x + ln2 - 2e_x + 1 

= -x^e_x - 2xe_x - 2e_x + -|-(ln2)2 + ln2 + 1. 

• lim G(x)=lim (-x2e~x - 2xe_x - 2e~x)+-^-(ln2)2 + ln2+l
x-H-oo x->+co **

( on pose X = -x; quand x -> +°o;X -► -oo ) 
= Iim [-X2ex + 2Xex - 2ex] + ^-(ln2)2 + ln2 + 1.

X-»-oo 2

= - lim (xe^") +-y(ln2)2 + ln2 + 1
X^-OG \ /Z

( car lim Xex = 0 et lim ex = 0 )
X->-oo X-*—oo

= - lim r(2yey)2"l + -^-(ln2)2 + ln2 + 1 avecy==^- 
y-*-oo L J Z Z

= i(ln2)2 + ln2+ 1.

>“>

= —x2e x + e

= —x2e_x
= -x2e
— __X

u2(t)=-e 1

v2(t) = 1
X

Log2
X 
ln2

c- Vt e [Log2,+oo[ on a :
f(t) - 2t2e- = t2[ J-j- - 2c ‘] =

♦ t > Log2 <=> -t < Logy <=>et<y<=>2et-l<0.

• t > Log2 => t2 > 0 et e1 — 1 > 0 
D’où f(t) - 2t2e_t < 0 « f(t) < 2t2e_t. 
® Soit x e [Log2, +co[ on a

Vt e [Log2, +oo[; f(t) < 2t2e~‘
=> P f(t)dt < 2 [x t2e~‘dt

JLog2 V 7 JLog2

Or F(x) - Jf(t)dt - f' "'2 f(t)dt + f(t)dt

D’où F(x) = fL°g2f(t)dt + f f(t)dt < F(Log2) + 2G(x)
J 0 J Log2
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• -x2e_x - 2xe_x - 2e_x < 0
oG(x) < i(ln2)2 + ln2 + 1

<=> F(Log2) + 2G(x) < F(Log2) + 2[-±-(ln2)2 + ln2 + 1 ]

Par suite Vx e [Log2,+oo[;F(x) < M avec
M = F(Log2) +2[i(ln2)2 + ln2 + 1 ]

® F est croissante sur IR+
=> Vx g [0;Log2] on aF(x) < F(Log2) < M

D’où Vx e [0;Log2] on a F(x) < M.
En bilan: Vx e IR+;F(x) < M.

d- On a déjà F est / et majorée donc elle possède une limite finie. 
Comme Vx e IR+;F(x) < Malors lim F(x) < M.

B-l)a- Vx g IR*
e-x + e-2x + +e-nx = g-xj-j + g-x + g-2x + +g-(n-l)x j

= e_x[l + (e_x) + (e"x)2+.. .+(e_x)(n_1)]
Comme x > 0 alors e~x < 1.

1 - te_x>)nD’où e_x + e~2x +... +e_nx=e~x—1 k _? = e x
l-ex e(e-l)

= 1 _ e~nx
ex - 1 ex - 1

1 o p-nx
Signifie que gX _ = e x + e 2x +... +e nx + ex _

1 ~ (e~x)n

-ntl"
-lo

b- Vt g IR+; 0 < f(t) < f(a)=a(2-a) car f(a) est le maximum de f 
=> Vt g IR+;0 < f(t)e_nt < a(2-a)e~nt.
=> Vxe IR+;0 < f*  f(t)e_ntdt < a(2 - a) e_ntdt.
Signifie que Vx g IR+;0 < f*f(t)e~ ntdt < a(2 - a)[—^e 

« Vx g IR+;0 < J*f(t)e _ntdt < a(2-a)[i - -±-e-nx 

D’autre part-^-e_nx < 0 <=> -^--^-e_nx <

a(2 - a)
nConclusion : Vx e IR+;0 < J*  f(t)e ntdt < 

c- x étant un réel positif
r -
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=r.±t2e-..y+if te-dt ( " ^(<)=4e’“ A

L j0 0 \ V2(t)=t ~ V2(t) = 1 J

= -lx2e- + £ [ [-^te-"1 ]*  + -J- J*  e-”‘dt]

= -~x2e_nx —^-xe“nx + -^-T——e“nt1
11 n2 n2 L 11 jo

_ ____ l_^2g-nx _ 2 „g-nx _ 2 g-nx | 2 
n n2 n3 n3

d- lim In(x) =lim [—pe^ - -^-xe~nx - + -^-1
x—»+co x—>+co L n n n J

( On pose X=-nx ; quand x +oo;X —* -oo. ) 
= lim (—±-X2ex + -^-Xex - 4-ex) + -2-

X—>—oo nj nJ nJ nJ
= —V lim (2-%-e~)2 + car lim

n x—>-oo n n
2)a- Vt e IR*;  -y3 , = e_t + e“2t +... +e nt + -f—-

e - 1 e - 1
donc Vt e IR+ ; —J-2—=t2e-t + t2e“2t +... +t2e“nt +

e — 1
D’où Vx e IR+,
[x —p—dt=[X t2e_tdt+[x t2e“2tdt+...+Jx t2e~ntdt + J
Jo el-l Jo Jo Jo Jo e‘-l

Jx f(t)dt = D(x) + I2(x) +... +In(x) + fxf(t)e-"‘dt

F(x) " Jo f(t)e_ntdt = EU !k(x)-
• Hn(x) = j; f(t)e“ntdt = F(x) - ELj

Or F(x) possède une limite en +oo et chaque Ik possède une 
limite quand x —> +oo. Alors Hn(x) possède une limite en +oo 

Hn(x) = F(x)-^1IkW
=>lim Hn(x) =Iim F(x)-lim [2Lk=1Ik(x)J

X-»+00 X-*+oO  x-»+oo
<=> fin = L - f lim IkCx)')

\X->+co /
<=> fin = L - ^}k=1 p- <=> L - £n=2^1+p- + p- +. . . +p~ )

b- Vx e IR+;0 < Jxf(t)e_ntdt <
X------ „------ /

U2(t)=e nt

-nx

-nx

t2e nt 
e1 - 1

£eddt

X
33

a(2 ~ &)- . (d’après B-l)b- )

Hn(x) de plus lim _ q
n-H-oo

=>Iim Hn(x) = 0 <^lim Cn 
n-H-oo n-H-co

e-L-^2(l+Jr + 5L+...+;

Or (Én) converge et lim un =
n-H-oo *

= 0.
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EXERCICE 1

On concidère dans un plan orienté ,un triangle équilatéral ABC de sens 
direct. On désigne par I et J les minlieux respectifs de [AB] et [AC] et 
par D le symétrique de A par rapport à C.
1/ Soit f l’antideplacement de P tel que :f(C) = A et f(A) = B

Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera l’axe et le 
vecteur

2/ Soit g la similitude directe telle que :g(B) = D et g(I) = C
Montrer que g(A)=A et déterminer les éléments caractéristiques de g

3/ Soit Q le point définie par QA + 2QI = O.
a- Justifier que f o g est une similitude indirecte.
b- Déterminer (f ° g)(I) et (f o g)(A).
c- Vérifier que QB + 2QA = O. En déduire que (f o g)(Q) = Q.

4/a) Déterminer le rapport de la similitude (f ° g)
b) Montrer que l’axe de la similitude (f o g) est la perpendiculaire en 

Qà(AB).

EXERCICE 2
*..................UUUJUUJUUWJJUU.UUUU..............

HORS PROGRAMME
n/-

PROBLEME ]
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I- Soit fia fonction définie sur [0,1 ] par : 
f(x)= ^Logx sixe]0,l] et f(0)=0

On se propose dans cette partie de faire l’étude de f et de tracer sa 
courbe (C) dans le plan rapporté à un repère orthonormé (o, i, j*) 

( on prondra 6 cm pour unité de longeur ).
1) Soit <p la fonction définie sur ]0,1 [ par cp(x) = Logx + -- + x9

1 - x* 1 2 
a- Etudier les variations de cp et préciser ses limites en 0 et en 1. 
b- Montrer que l’équation <p(x)=0 admet une solution unique a e]0,l[ 

et que y < a < y.
c- Donner le signe de <p(x) pour x e]0,1[.

2) a- Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0
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b- Calculer f(x) pour x e]0,1] et montrer que :

pour tout x elO, 1[ on a f (x) = x ~ , <p(x).
(1 + x2)2

c- Donner le tableau de variation de f et construire la courbe (C) en 
précisant les tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.

II- On se propose dans cette partie de calculer une valeur approchée de 
l’aire de la partie E du plan délimitée par la courbe (C) et l’axe (x'x). 
Pour cela on est conduit à chercher une valeur approchée de l’intégrale 
Ho f(x)dx-
1) Pour tout entier n >l,on considère la fonction gn définie sur IR+ par:

f gn(t) = -tnLogt si t > 0

L gn(0) = 0
a- Prouver que, pour tout n > 1, gn est intégrable sur [0,1],

On définiealors la suite (un)nejN» parun = Jogn(t)dt.
b- Soit Gn la fonction définie sur [0,1] par :

. J G“(,)=-vè?+ orrîÿ sitsl°’11
[ Gn(0) = 0

Montrer que Gn est une primitive de gn sur [0,1]; en déduire un 
et lim unn-*+oo

2) Soit n g IN et t un réel quelconque .
a- Montrer que pour tout réel t, on a :

= t -13 +15 +.. ,+(-i)nt2n+1 + (-i)n+177^--

b- Montrer que pour tout te [0,1] on a :
(_nn+1

f(t)=gl(t) - g3(t) + g5(t)+...+(-1 )"g2n+l(t) + 1 g2n+3(t)
( f désigne la fonction définie dans la partie I- ).

c- En déduire que I=ui-U3+u5+...+(-l)nU2n+i+(-l)n+1 f* 211+3dt
1 + t2

3) On pose Sn = ui - U3 + us +.. +(-l)nU2n+i pour n g IN.
a- Montrer que Vn g IN on a |I - Sn| < U2n+3-
b- En déduire que lim Sn = I-n-*+oo
c- Déterminer un entier no tel que |I - Sn| < 10-2.

En déduire une valeur approchée, à 10_2prés , de I et une valeur 
valeur approchée, à 10_2prés de l’aire de la partie E.
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UNE CMECIIQ^ possible

EXERCICE 1

1/ f est antidéplacement donc f soit une 
symétrie axiale soit une symétrie glissante 
Supposons que f est une symétrie axiale 
alors f°f = Idp ( l’identité du plan)

or (f o f)(C) = f(A) = B 4= C ce qui est absurde
Donc notre supposition est fausse par suite f est une symétrie glissante.
Désignons par u le vecteur de f et par A son axe .

(f o f)(C) = B donne que 2"u = CB ( car f ° f est la translation
de vecteur 2"u ).

D’où"u = -y-CB.z
f(C) = A A*C=J gA

< => 5 => A = (IJ)
f(A) = B A*B  = Ie A

k X.

Conclusion : f est d’axe (IJ) et de vecteur y CB.

2/1 = A * B <=> g(I) = g(A) * g(B) ( car g conserve les milieux ) 
<=> C = g(A) * D
<=> g(A) est le symétrique de D par rapport à C
<=> g(A) = A.

♦ g(B)=D et g(I)=C => y-y = -yj- = 2 est le rapport de g.

• g(B)=D etg(I)=C => (BI,Dc) est une mesure de l’angle de g

(bi,dc) s (bi,âi) + (âi,âc) + (âc,dc) [2k]
= n + + n [2n] = [2k]

Conclusion : g est la similitude directe de centre A, de rapport 2 
et d’angle y.

3/a- f est une similitude indirecte et g est une similitude directe
=> f o g est une similitude indirecte.
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b-• (f ° g)(I) = f[g(I)J = f(C) = A.

• (fog)(A) = f[g(A)J = f(A) = B.

c- fiA + 2fiï = 0 <=> fiB + BA + 2fiA + 2ÂI = O
« fiB + 2fiA + BA + 2AI = O'-----------•

Comme I = B * A alors BA + 2AI = O.
Ainsi fiB + 2fiA = O.
• Posons Q' = (f o g) (fi).

> => fi^B + 2fi7A = O

(car f o g conserve l’équipollence) 
« fi' est le bary. de (B, 1) et (A, 2)

Or fiB + 2fiA = O => fi est le bary. de (B; 1) et (A,2)
Par suite fi' = fi.

fi' = (fog)(fi) 
(fog)(I) = A 
(fog)(A) = B 

fiA + 2fil = O

4/a) f est de rapport 1 et g est de rapport 2 
=> (f o g) est de rapport 2x1 =2.

b) • fiB + 2fiA = O => fi g (AB).
•(f o g)(fi)=fi => fi g à l’axe de f o g ( car il est le centre de fog)
• Soit N un point de l’axe de f ° g different de fi. Désignons par 

N’=(fog)(N). ___ ,
D’où d’après la propriété caractéristique de l’axe on a fiN'=2fiN

(fiA^fiN*)  = -(fiB,fiN') [2a:] ( car f o g est une similitude 

indirecte par suite elle change les mesures des angles orientés 
en leurs opposées )
Donc (fiA,fiN) = -(fiB, 2fiN) [2n]

<=> (fiA,fiN) = -(fiB,fiA) - (fiA,2fiN) [2tt]

« (fiA,fiN) = -n - (fiA,fibl) - (fiN,2fiN) [2rt] 

«=> 2(fiA,fibl) = -7t [2tt] car (fiN,2fibj) = 0 [2rt]
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D’où l’axe (ON) de la similitude (f ° g) est la perpendiculaire 
en Q à (AB).

PROBLEME

I-l)a- cp est la somme de deux fonctions dérivables sur ]0,1[ 
donc <p est dérivables sur ]0,1[.

w m ir ( ï 1 2x(l - x2) + 2x(l + x2) ■ Vxe]0,l[;(p(x) = 2-+ -----
(1-x2)2

=± + 4x (1+x2)2
x (1-x2)2 x(-1+x)2(xh

D’où le tableau de variation de <p

lim ip=lim (Logx+ ^+x9 )
V x-+0+ Ex2

=-00

lim cp =lim (Logx+ *+x? )
1- x-r 1-X2

= +oo

b- <p est continue et strictement croissante sur ]0,1 [
=> (p réalise une bijection de ]0,1[ sur <p(]0,1[) =] - co,+co[

qui contient 0
=> l’équation (p(x) = 0 possède une seule solution a dans ]0,1[.

XiWB+Tgp-0-252 *0
•<p(f) « 0,15i >0

Ainsi <p(j) < <P(a) < <p(y) "4 < a < ’3''

car <p est strictement croissante sur JO, 1[.
c

c- • Soitx e]0, a] on a :
<p/0< x < a => <p(x) < <p(a) = 0.

• Soitx e]a, 1] on a :
a < x < 1 => 0 = <p(a) < <p(x). 

D’où le tableau de signe de <p(x).

X 0 « 1
signet (x) ( ) +
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2)a-  K lim f(x) =lim xLogX = 4 = 0 = f(0)

x-0+ x+)+ 1 + X 1

=> f est continue à droite en 0.
B lim f<*>  ~ li,„ ^22- - +<o

x-0+ x~° x->0+ 1+X2

f n’est pas dérivable à droite en 0.
fLogx + x4-\l + x2) - 2x(xLogx) 

b- Vx e]0,1[; f (x) = —>-------------- ------- —-----------------
(1+x2)

_ (Logx + 1)(1 + x2) - 2x2Logx 
(1+x2)2
+ - x2 -17 <p(x).

l-X2/ (l+X2)2^
—----4 ( Logx
(l+x2)2< ë

c- Vx e]0,1 [; f(x) = 1 <p(x)
(1 + x2)

=> Vx e]0,1[; sig[f (x)] = —sig[<p(x)] car Vx e]0, l[;x2-l<0
D’où le tableau de variation de f

demi-tangente verticale en son point 0(0,0).

II-l)a- Pour tout n> 1 on a :
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• la fonction gn est continue sur ]0; 1] car elle est le produit de 

deux fonctions continues sur ]0; 1] .
•lim gn(t)=lim [-tn_1.tLogt]=0=gn(0) carlim [tLogt] = 0. 

t-0*  t-*0 + t->0+
=> gn est continue à droite en 0.
Donc : gn est continue sur [0; 1] => gn est intégrable sur [0,1],

b- * la fonction qui à t >-*  Logt est dérivable sur ]0; 1] aussi celle qui 
à t n-» tn+1 est dérivable sur ]0; 1]

=> la fonction Gn est dérivable sur ]0; 1]
D’autre part Vt e]0; 1];

= - J-r[(n+ +

= -tnLogt = gn(t).
.iim r G.(t)-G.(o) i lim r nojt+_t_i=0_gii(0)

t-+o+ L t 0 J t_.0+ n+1 (n + 1 ) J
=> Gn est dérivable à droite en 0 et G„(0) = gn(0).

Bilan: * et • => Gn est une primitive de gn sur [0,1],
1

(n+1)2’
> lim un

n->+oo

jJg„(t)dt = Gn(l)-Gn(O) = 

=lim ----- L__ = o.
îw+oo (n+1)2

2) Soit n e IN et t un réel quelconque .
a- t -13 +15 +.. .+(-l)"t2n+1 + (-l)n+1 

= t[ 1 + (-t2) + (-t2)2 +.. ..+(-t2)"] H

t

b- Pour tout te [0,1] on a : 
_X_ = t -13 +15 +... +(-1 )nt2n+1 + v-i)n+1

« -y^=-Logt[t-t3+t5+...+(-i)nt2n+1 + (-i)n+1yyjr]

En distribuant (-Logt) sur chaque terme de la sommation 
On obtient :

(_nn+1
f(t)=gl(t)-g3(t) + gî(t)+...+(—1 )"g2n+l(t) + “ï"+t2 ’S2n+3(t)
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c- En intégrant l’égalité précédente de 0 à 1 on obtient : 
Od)*  = ■ g3(t)dt +.. j;

«s I-II, -Uj + ns +...+(-1)^1 + (-1)’*1 J' dt
J° 1 + tz

1 gZn^dt 
0 1 +t2

;2n+3Logt > 0
> 0 f1 g2nt3(p-dt > 0 

Jo 1+t2

dt = JD’OÙ |I-Sn

3)a- On a d’après II/2)c-
I = Ui - U3 + U5 +. . . +(-l)"U2n+l + 1 )"+1 fQ g^3^ dt

« I = Sn + (~l)n+1 f’ g12^3dt

« I - Sn = (-l)n+1j; -^2^-dt

/_ i xn+1 U g2n+3 (t)

1 7 Jo 1+t2
Or Vn g IN; Vt e]0,1] on ag2n+3(t) = -t:

=> Vn g IN; Vt g]0, 1] on a ^±1^2 
1+t

Par suite |I - Sn| = f1 ^2n+3^"-dt
1 1 J« 1+t2

D’autre part 1+t2 > 1; Vt g]0, 1]
» Vt g]0, 1]; ) -1— < 1 « Vt e]0, 1]; §12n^2') - g2n+3(t) 

Ce qui donne j’ g2”"-^-dt < J^g2n+3(t)dt = U2n+3.

En conclusion : |I - Sn| < U2n+3

b- |I - Sn| < U2n+3; Vn G IN et lim U2n+3 = 0
n-*+oo

lim Sn = I.
n->+oo

c- Pour que |I - Sn| < 10“2 il suffit que U2n+3 < 10“2 car on a 
déjà ]I — Sn| < U2n+3.
Ainsi U2n+3 < 10“2 <=> ----- -----=- < 10-2

(2n + 4)2
« (2n + 4)2 > 102 = 100

<=> 2n + 4 > 10 <=>n > 3
Ainsi pour no = 3 on a |I - S31 < 10~2.
• S3=ui-U3+U5-U7 » 0.199 est une valeur approchée de I

à 10~2prés.
• Ainsi air(E) = I x 36 cm2 « 0.199 x 36cm2 = 7,164 cm2
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EXERCICE 1
i™""™””

Dans la figure ci-contre, ABCD est un 
parallélogramme de centre w et les 
triangles ABOi, BCO2, CDO3 et DAO4 
sont des triangles rectangles isocèles de 
sommets principaux respectifs Oi, O2, 
O3 et O4. On suppose que le plan est 

orienté et que (OiA,OiB^ = -^-[27t],

°2

On désigne par Ri , R2 , R3 et R4 les rotations d’angle -y et de centre 

respectifs Oi, O2, O3 et O4.
1) a- Déterminer (R20R1XA); (R30R2XB) et (R40R3XC).

b- Montrer que les applications R20R1, R30R2, R40R3 sont toutes 
les trois égales à une même application que l’on déterminera et que 
l’on désigne par f.

2) a- Montrer que R3(R2(Oi))=R2(Oi) et déterminer f(Oi)
b- Montrer que f(O2)=O4-
c- Quelle est la nature du quadrilatère O1O2O3O4?

3) Soit D la médiatrice du segment [AB] et Sd la symétrie orthogonale 
d’axe D. On pose g=R2oSn-
a- Déterminer g(A) et g(Oi)
b- Montrer que g n’est pas une symétrie axiale et en déduire la nature 

de g.
c- Construire le point w’=g(w).

Déterminer les éléments caractéristiques de g.

EXERCICE 2
' |UUUWWWWWWUWW

Une urne contient quatre boules indiscernables au toucher. Deux boules 
sont blanches et portent respectivement les nombres 1 et 2, les deux 
autres boules sont noires et portent respectivement les nombres 1 et 2. 
Une épreuve consiste à tirer successivement deux boules de la manière
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suivante : on tire une première boule
• Si elle est blanche, on la remet dans l’urne et on tire la deuxième boule
• Si elle est noire, on ne la remet pas dans l’urne et on tire la deuxième 

boule.
1/ Soit X la variable aléatoire qui, à chaque épreuve, associe le nombre 

de fois où l’on obtient une boule blanche.
a- Donner la loi de probabilité de X.
b- Calculer son espérance mathématique.

2/ Soit Y la variable aléatoire qui, à chaque épreuve associe le produit 
des nombres marqués sur les deux boules obtenues.
Donner la loi de probabilité de Y.

PROBLEME
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A- Soit fia fonction définie sur ]0;+oo[ par : f(x)=Log^l+^-^ - + -j—-

1/ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C ) dans 
pn repère orthonormé (O;T; j*).

2/a- Montrer qu’il existe un réel a unique tel que : 0 < a < 1 et f(a )=0. 
b- En déduire le signe de f(x) pour x > a.

3/ Soit un réel X tel que a < X. On désigne par A(X) l’aire de la partie du 
plan limitée par la courbe (C), l’axe des abscisses et la droite 
d’équation x - X. 
a- Calculer A(X).
b- Trouver la limite de A(X) lorsque X tend vers +oo.

B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non. On se propose de 
fl ô fl déterminer la limite de la suite (un) définie par un = .

1/ Déterminer, en utilisant les variations de la fonction f, que
Log(n + 1)-Log(n) <(1)

En déduire que : (> )" < e' 4n .
1

2/ Démontrer alors que : un+i < une .
_1_ V'”* 1 * * _L

et en déduire que : un+i < uie 4 -^-,k=i k
3/ Démontrer en utilisant la relation (1 ) de la première question de la 

partie B- du problème, que : Log(n+1 ) < ÿ - 7- JXi TT 

et en déduire que : un+i < uie” 4 Log(n+1).
4/Montrer que la suite (un) est convergente et calculer sa limite lorsque 

n tend vers +°o.
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[JŒ œRREaKNrasSŒUj

l)a-• (R2oRi)(A)=R2[R1(A)J

=R2(B) car

(o7c,ôzd) - ^-[2k]

= C car O2C =
• (R3oR2)(B)=R3[R2(B)]

=R3(C)

= D car O3C =
• (R4oR3)(C)=R4[R3(C)]

=R4(D) ____ ______
= A car O4A = O4D et (o4D,O4a) s -y[2n] 

b- • Ri et R2 sont deux déplacements d’angle y
=> R2oRi est un déplacement d’angle y + — = n
D’où R2oRi est une symétrie centrale.
Comme (R2oRi)(A)=C alors le centre de R2oRi est A*C  = w. 
Ainsi R2oRi est la symétrie centrale de centre w.

® De la même manière on montre que R3oR2 est la symétrie centrale 
de centre w aussi R4oR3 est la symétrie centrale de centre w.
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Bilan : R2oRi=R3oR2=R4oR3 = f avec f est la symétrie centrale 
de centre w.

2)a- * R3 (R2 (O i ))=(R3 oR2 ) (O i )
= (R2oRi)(Oi) car R2oRi=R3oR2 
=R2[Ri(Oi)]=R2(Oi) car Oi est le centre de Ri 

*R3(R2(Oi))= R2(Oi) => R2(Oi) est un point fixe par R3 
=>R2(Oi) = 03 car R3 possède un seul point 

fixe O 3 qui est son centre.

b- f(O2)=(R4oR3)(O2)=(R3oR2)(O2) car R3oR2=R4oR3 
= R3[R2(O2)] = R3(O2)

Ainsi R4[R3(O2)] = Rs(O2) d’ouR3(O2) = 04
Par suite f(O2)=O4

c- f(O2)=O4 <=> w =02 * 04
f(0i)=03 <=> w =0i * O3

, Donc OiO2O3O4 est un parallélogramme (1 )
020i = O2O3

R2(0i) — O3 <=> < -y , yy
1 Ço2Oi,o2o3)~-

Bilan : (1) et (2) => OiO2O3O4 est un carré.

(2)

3)a-  * g(A)=R2 [Sd (A)] =R2(B) car D la médiatrice du segment [AB]
= C.

• g(0i)=R2[So(0i )] =R2(Oi) = O3. car Oi e D=méd[AB].

b- D’abord g est un antidéplacement car elle est la composée d’un 
déplacement et d’un antidéplacement.
Supposons que g est une symétrie axiale alors l’axe de g est la 
méd[AC] ( car g(A)= C ) aussi l’axe de g est la méd[OiO3] 
( car g(Oi)=O3 )
ce qui est absurde car méd[AC] * méd[OiO3].
Par suite g n’est pas une symétrie axiale.
• D’abord g est un antidéplacement car elle est la composée d’un 
déplacement et d’un antidéplacement de plus elle n’est pas une 
symétrie axiale d’où g est une symétrie glissante.

c- D’ésignons par A l’axe de g par "u son vçcteur .
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=> g = SA o t- = t- o SA.
• g(A)= C=>A*C  = weA.
• g(w) = w' <=> (t? o SA)(w) = w'

« t-(w)=w' car Sa(w)=w puis que w e A.
« "u = ww'.

Conclusion :g est de vecteur ww' et d’axe la droite passant par w 
et dérigée par ww'.g.____ fi;

EXERCICE 2

l/a-X(Q) = {0,1,2}
•(X = 0) se réalise quand la première boule est noire ainsi que 
la deuxième => p(X = 0) = -2- x

•(X=l ) se réalise quand la première boule est noire et la deuxième
est blanche ou la première est blanche et la deuxième est noire.

•(X = 2) se réalise quand la première boule est blanche ainsi que 
la deuxième
^p(X = 2) = |xi = ^

D’où le tableau de loi de probabilité de X

X. 
1 0 1 2

p 2 7 3
Ki 12 12 12

b-E(X) = 0x1I. + lx^.+2xA. = l|.

2/ Y : deux boules le produit des nombres marqués sur les deux 
boules => Y(fi) = {1,2,4}.

• (Y = 1 ) se réalise quand on obtient soit une boule blanche portant 1 
puis une boule portant 1 ou une noire portant 1 puis une deuxième 
qui porte porte 1

^p(Y = l) = |x| + ±x± = ^-.

• (Y = 2) se réalise quand on obtient soit une boule blanche portant 1 
puis une boule portant 2 ou une noire portant 1 puis une deuxième 
qui porte porte 2 ou une boule blanche portant 2 puis une boule 
portant 1 ou enfin une boule noire portant 2 puis une boule 
portant 1.
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-P(Y = 2) = |x| + |xf + ±x| + ±xf = 14

24
• (Y = 4) se réalise quand on obtient soit une boule blanche portant 2
puis une boule portant 2 ou une noire portant 2 puis une deuxième 
qui porte porte 2

=> p(Y = 4) = -^-x-2- + -i-x4- =
7 4 4 4 3 24

D’où le tableau de loi de probabilité de Y

yi 1 2 4

pi 5 14 5
24 24 24

PROBLEME

A-l/ la fonction (x ~ 1+t) est dérivable et strictement positive sur IR*  

=> la fonction (x Log^l + 4")) est dérivable sur IR*.  

Aussi la fonction (x i—> —y + -jy-) est dérivable sur IRC 

D’où f : x i—► Log(l + -y 1—est dérivable sur IRL 

û<4)' i , -Y , i
•Vx e IRî;f (x) = A-----+ -L _ + _L _

i . JL x 2x i . x2 2x
x x

= 1 + J____ 1 = x- 1
x2 + x x2 2x3 2x3(x + l)

alors sig[f'(x)] = sig(x - 1); Vx e IR*
D’où le tableau de variation de f

X 0 I +00

f'(x) ( ) +
+ OO 0

f(x)
m

avec m= ln2 - -y-4

•limf = lim [*Logf  1 + y-') - y-+ —y-1 = 0 => la droite
+oo x—>+°o L * 4xz J
(x'ox):y=0 est une asymptote horizontale à (C) au voisinage de +oo

• lim f = lim TLog(l+X)-X + -d-X2 ]
o+ X—►+<» L 4 J
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avec X=-i-
= lim Tx2f

x L \

—> +oo quand x —► 0+
Log(l+X) i . i\l

X2 ' X + 4 J J

Car ...... Log(14-X)iim ------------------------
X->+00 Æ

= lim
x^+oo

LogX 
X

= lim
X->+oo

= 4-oo.

LogX 4- Log(JL + 1)

X2

X2

=> La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale à (C).

2/a- f est continue et strictement décroissante sur ]0; 1 [
=> f réalise une bijection de ]0; 1[ dans f(]0; 1[) =] ln2 - -^-;4-oo[9 0 

l’équation f(x) = 0 possède une seule solution a dans JO; 1[.

• a < x < 1 => f(x) < f(a) = 0 car f est \ sur ]a, 1 [
• Vx e [1 ; -t-oo[; f(x) <0 car 0 est le maximum de f sur [1 ;4-oo[. 
En conclusion : f(x) < 0; Vx > a.

3/a- A(À) = £jX-f(x)dxJ u.a. avec u.a.: unité d’aire

□ ^-f(x)dx = J“[Log(l + 1) - T + ^r]dx 

= E Los(1+v)dx+J"[-f+

u'(x) = 1 >-+ u(x) = X

a
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= [xLog(l + JL) ]“ + [Log(x + 1)]“ + [-Logx -

= (a + l)Log(l + ±) - (1 + l)Log(l + ±) + ±(± - ±).

b- lim A(X)
X—>+oo

= (a + l)Log(l +

=(a+l)Log(l+4-)-lim
X—>+°o

=(a+l)Log(l+4-)-lim 

=(a+l)Log(l+4) - 1 -

i)-lim [(X+l)Log(l + f)-i(f-4)1
X-^+oo U HJ

XLog(l+f)-lim rLog(l+f)-Jj-(f-4)~|
x >-æ L'-------»-------' J

Log(l+T) _ j_ avec y=4_ o+ qd X -► +00-7- avec T=4-4a À

1 
4a ‘

B-l/ On a f(x) < 0; Vx > 1
=> Vn e IN*;f(n)  = Log(l

« Vne IN*;Log(- !1il

• <=> Vn e IN*;Log(n  +1)-Log(n) < --ly
n 4n2

* Vn e IN*;Log( J3^-) < 

<=> Vn e IN*;nLog^^-±-  

«Vne IN*;Log[(l  +-i-’

D’où Vn e IN*;  (1 + -J-)" 

(n+ l)n+1e~n~1
(n + 1)! _ (n + 1) x (n + l)ne~n~1
nne~n (n+l)xn!

Or on vient de montrer que Vn e IN*;  (1 + -jj-) 

=> Vn g IN*;  (1 + -jL)

-HsiL < e-!? Un+1 < Une
1 

uie 4xi
1 

u2e 4x2
1

U3e 4x3

W-
1 1
n 4n2

1__L
< e 4n .

(1)

/ Un+12/-“iïT-

Par suite

0

0

0

<
<
<

x nne

Un
U2
U3

U4

<
<
<

1—
< e 4n

n _i e < e 4n
1

4n ( car Un > 0 )
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1
0 < Un+i < une 4n

En multiliant ces encadrement, a termes strictement positifs, puis 
î î î __i_

en simplifiant on obtient 0 < un+i < me 4xi e 4x2 e 4x3 ...e 4n 
=> un+i < uie’^(^+^+^+'+^).

_x vn —<=> un+i < uie 4 Z^k=i t.

3/ Log(n + 1 ) - Log(n) < -J- - 

LogW-LogCn-DS-^--^ ^,

Log(n - 1 ) - Log(n -2) <

d’après (1)
1

Log(l + 1)-Log(l)<|-^L-

En sommant ces inégalités puis en simplifiant on obtient
Log(n+ l)-Log(l) < ±+-L-+...+±.^^-r + _±_+...+_l) 

<=> Log(n + 1) < EU t - T SU 17-

-iSU° ~ su i-isuà- suin
Or on vient de prouver que Log(n + 1 ) < EU ~k ~ ‘f SU 'à’-

=> Log(n+ 1) < EU f
« -|Log(n+l) >-f EU T

1 1 yn _L
<=> e“TLo8(n+1) > e 4 2uk=i k

1 ±vn X<=> uie-4 Log(n+1) > me 4 2jk=i k
Or Un+l < Uie 4 Sk=l k d’oÙUn+l < Uie” 4 Log(n+1\

4/un+i < Uie- 4 Log(n+1); Vn e IN*  => un < me’ 4 LogW 
Vn e IN*;0  < u„ < me’TLog(n) | ,

[
i -j > ->liin un =

me’4 LogWj = o I IW+°°
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a___________________«
EXERCICE 1

Js----------------- .............................
(6 points)

Soit dans le plan trois points fixes A, B et O alignés et deux à deux 
distincts. Soit (C) un cercfë variable de centre I tangent en O à la droite 
(AB). Les autres tangentes à (C) issues de A et de B se coupent en M. 
On pose OA =a, OB =b et on suppose que a > b.
Le candidat fera une figure pour chacune des trois questions suivantes.
1) .On suppose dans cette question que O appartient au segment [AB]

a- Montrer que la différence MA-MB est constante.
b- En déduire que le point M varie sur une hyperbole dont on précisera 

les foyers et les sommets.
• c- Déterminer la tangente en M à cette hyperbole.

2) On suppose dans cette question que O n’appartient pas au segment [AB], 
a- Montrer que la somme MA+MB est constante.
b- En déduire que le point M varie sur une ellipse dont on précisera les 

foyers et les sommets du grand axe.
c- Déterminer la tangente en M à cette ellipse.

3) Soit A la tangente à (C) parallèle à (AB), l’autre tangente à (C) issue 
de A coupe A en un point N. On désigne par A’ le symétrique de A 
par rapport à O et par (d) la perpendiculaire à (AB) passant par A’, 
a- Montrer que le point N varie sur une parabole dont on précisera le

foyer, le sommet et la directrice.
b- Déterminer la tangente en N à cette parabole.

fi
EXERCICE 2

X
(4 points)

1) Soit l’équation : (E) : z3 - 2(3 + i)z2 + (8 + 9i)z + 3 - 9i = 0
a- Montrer que l’équation (E) admet une racine réelle a que l’on 

déterminera et calculer les deux autres racines zi et z2 avec |zi|>|z2| 
b- On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives a, zi et z2 

dans le plan P rapporté à un repère orthonormé (Oi'ujV) 
Montrer que le quadrilatère OABC est un rectangle.

2) Soit l’application f : P^P;M(z) >-»M’(z’) avec z' = (1 + i)z - 3i
a- Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
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b- Soit O’, B’, C’ les images respectives de O, B, C par f. 

Quelle est la nature du quadrilatère O’AB’C’ ?

PROBLEME

A] Soit n un entier naturel non nul et fn la fonction définie dans IR*  par : 
f„(x) = (x - l)nLogx . Cn désigne la courbe de fn dans un repère 
orthonormé R = (o; i ; j

1/ On pose pour tout x de IR*,  <pn (x) = nLogx + 1 - 2-,
a- Etudier les variations de <pn.
b- Calculer <pn(1 ) et en déduire le signe de <p„(x) pour tout x > 0. 

2/a- Etudier les variations de fn et dresser, suivant la parité de n, son 
tableau de variation.

b- Tracer,dans le même repère R, les courbes Ci et C2 en précisant 
les positions relatives de ces deux courbes.

3/ Calculer Taire de la partie du plan limitée par les courbes Ci et C2.

B] Dans cette partie on se propose d’etudier la suite (vn)neIN définie par : 
yn H)k..

n k + 1 '
1/ On considère la suite (un)neIN* définie par un = J fn(x)dx.

2 (x l')n+l Montrer que, pour tout n de IN*,  (n + 1 )un=Log2-Ji ------ dx.

En déduire
a- la relation: 1 _ < Log2-(n+l)un < pour tout n de IN*

2(n + 2) n+2
b- la limite de (n + 1 )un lorsque n tend vers +00.

2/ On pose, pour tout entier naturel n > 1 et pour tout x > 0
S„(x) = 1 - (x - 1) +.. .+(-l)n(x - l)n

a- Montrer que Sn(x) = - (-l)n+1-^—-p—

b- En déduire, en utilisant la première question de la partie B], que 
pour n élément de IN*;Log2  - vn = (-l)n+1[Log2 - (n + l)un] 

3/ Montrer que la suite (vn)neIN est convergente et calculer sa limite 
lorsque n tend vers +00.
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EXERCICE 1

a- MA - MB = MT + TA - MT' - T'B.
* Les triangles AOI et ATI sont isométriques car IO=IT, les deux 

triangles sont rectangles et enfin ils ont un coté commun.
=> AT = OA = a.
• De la même manière on montre que :

* BIO et BIT’ sont isométriques => BT' = BO = b
* Mil et MT’I sont isométriques => MT = MT'.

Par suite MA - MB=MT + a - MT - b=a - b qui est un réel fixe.
b- MA - MB = a - b > 0 de plus AB=AO+OB=a+b>a-b

D’où M appartient à l’hyperbole ^de foyers A et B et de distance 
au sommet (a - b).
Désignons par J=A * B .Alors J est le centre de SSC
•OA - OB = a - b et O e (AB) ( l’axe focal de
=> O est un sommet de ^èt l’autre sommet O' le symétrique de O 

par rapport à J.

c- MTI et MT’I sont isométriques => TMI = IMT'
=> (MI) porte la bissectrice intérieur du secteur [MT,MT'] qui 

est le secteur [MA,MB],
th
=> (MI) est la tangente en M à Sÿl

2)
a- MA+MB=AT-MT+MT’+T’B

Or MT=MT’ ( car MTI et MT’I sont isométriques ) aussi AT=AO=a 
et BO=BT’=b. D’où MA+MB=a+b.

b- MA+MB=a+b de plus AB=AO-BO=a-b<a+b.
=> M appartient à l’ellipse (E) de foyers A et B et de distance 

au sommet a+b.
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• OA+OB=a+b => O g (E)
De plus O e (AB) qui est l’axe

focal de (E)
=> O est un sommet de (E)

Par suite l’autre sommet de (E)
est le point O’ symétrique de O

par rapport au milieu du segment
[AB],

c- MTI et MT’I sont isométriques => TMI = IMT'
=> (MI) porte la bissectrice intérieur du secteur [MT, MT'] qui 

est le secteur extérieur de [MA,MB],
th
=> (MI) est la tangente en M à (E).

a- Désignons par H le projeté orthogonal de N sur (d).
• (O'H) // (OA') et (OO')//(HA') car elles sont toutes les deux ±

à (AB). => OA'HO' est un parallélogramme
de plus O'OA'=90° donc OA'HO' est un rectangle.

* NA=NT+TA
= NO ' + AO car NO ’ =NT et TA=AO
= NO'+OA' carA’=S0(A).
- NO' + O'H car OA'HO' est un rectangle
= NH

Ainsi NA=NH et H est le projeté orthogonal de N sur (d)
=> NA=d(N, (d)) <=> N g à la parabole de foyer A et de 

directrice (d)
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b- (O'H)//(AO) de plus AO=O’H car O’H=OA' = AO
=> O'HOA est un parallélogramme 
et puisque 1=0*0'  alors I=A*H

=> IA=IH <=> I e à la médiatrice de [AH], 
Aussi N e à la médiatrice de [AH] ( car NA=NH ) 
D’où (NI) est la médiatrice du segment [AH] 
et comme H est le projeté orthogonal de N sur la directrice (d) de 
la parabole alors (NI) est la tangente en N a cette parabole.

EXERCICE 2

l)a- Soit a e JR.
a est solution réelle de (E) <=> a3-2(3 + i)a2 + (8 + 9i)a + 3-9i=0 

<=> (a3 - 6a2 + 8a + 3) + i(-2a2 + 9a - 9)=0

a3 - 6a2 + 8a + 3 =0 <=> «
-2a2 + 9a - 9 = 0

a3 - 6a2 + 8a + 3=0
a = y ou a = 3

<=> a = 3 car 3 vérifie aussi la première équation. 
★3 est une racine du polynôme P(z)=z3-2(3+i)z2 + (8+9i)z + 3-9i 
=> Il existe (a,b, c) e C3 tel que P(z)=(z-3)(az2 + bz + c); Vz e C

P(z) = (z - 3)(az2 + bz + c); Vz e C
<=>P(z) = az3 + (-3a + b)z2 + (-3b + c)z - 3c; Vz ë Cf ra = 1

-3a + b = -2(3 + i)
-3b + c = 8 + 9i
-3c = 3 - 9i

<=> <

k

a = 1
b = -3 - 2i

c = -1 + 3i
k

Donc P(z) = (z - 3)(z2 - (3 + 2i)z - 1 + 3i)
0 (E) <=> (z - 3)(z2 - (3 + 2i)z - 1 + 3i) = 0

<=> z = 3 ou z2 - (3 + 2i)z - 1 + 3i = 0 
(A = (3 + 2i)2 - 4(-l + 3i) = 9) 

<=> z = 3 ou z = + 2i - 3 ou z = 3 + 2i + 3

<=> z = 3 ou z = i ou z = 3 + i.
2

Or |3 + i| = 7TÔ et |i| = 1 alors les solutions de (E) sont : a, 
zi = 3 + i et Z2 = i.

b- • aff(Ôa) =3-0 = 3 et aff(œ) = 3 + i - i = 3

=> OA = CB <=>OABC est un parallélogramme. (1)
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OB = 13 + i - 01 = 732 + l2 = VÏÔ |
--------------- > =^OB=AC (2)

AC = |i — 31 = 7(-3)2 + 12 = JW ]

Conclusion : (1 ) et (2) donnent que O ABC est un rectangle.
2)a- f : P-^P;M(z) >—>M’(z’) avec z' = (1 + i)z - 3i

Comme z' = az + b avec a = 1 + i = v2 e1 4 et b=-3i alors f est 
une similitude directe de rapport Jï, d’angle et de centre 

d’affixe zo = 1 ~3*—- = 3 = aff(A).
1 -a l-l-i

car OABC est un parallélogramme
(3) car f conserve l’équipollence 

car OABC est un rectangle

b- ® OA = CB
=> Ô7A = C7Bt

© (OA) ± (OC)
=> (O'A) ± (O'C) (4) car f conserve l’orthogonalité.
Ainsi: (3) et (4) => O’AB’C’ est un rectangle.

PROBLEME

A] 1/a- ipn est une fonction dérivable sur IR( ( somme des fonctions
dérivables). Vx e IR*,(p„(x)  = + -y- > 0

X
D’où le tableau de variation de (pn

X 0 +00 * lim

^<x> + • lim
+00 o+

<f>n(x)
-00

(pn=Iim [nLogx+l-4-]=+°°-
X-»+CO

(pn=Iim [L(n. xLogx-l)+l]
x->0+

=-oo car lim (xLogx)=0
x-»0 +

b- (Pn(l) = nLogl + 1 - y = 0.
® Vx e]0; 1] on a q>n(x) < <pn( 1 ) 
® Vx e [l;+°o[ ona<pn(x) > <pn(

= 0 carcpn/"sur JO; 1].
1 ) = 0 car (pn / sur [1 ; +oo[.

2/a- fn est une fonction dérivable sur IR*  ( produit des fonctions dériv.) 
Vx e IR*,fn(x)  = n(x - l)n-1Logx + (x - l)n-^-

=(x- l)n_4[nLogx + (x - l)-^]=(x - l)n_1(pn(x).

• liercas :n paire => n-1 impaire => sig[(x-l)n l ]=sig[x-l ] 
Par suite sig[fn(x)J = sig[(x - 1 )(pn(x)J
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D’où le tableau de variation de fn

X 0 1 +00

sig^x- 1) 0 +

si^cpn(x)) 0 +

Sig[(x- l)(pn(x)J + 0 +

X 0 +00

fn(x) +

Mx)
-OO

+œ

lim fn=lim [(x-l)nLogx]=+oo 
+oo x-»4-oo

lim fn=lim [(x-l)nLogx]=-oo
0+ x^0+

car (0-1 )n = 1 car n pair

• 2,ercas : n impaire => n - 1 paire => (x - 1 )n 1 > 0; Vx > 0
^sig[fn(x)] = sig[<pn(x)J

D’où le tableau de variation de fn

• lim fn(x) =Iim [(x - l)nLogx] = +oo.
X-»+cO X-*+o0

• lim fn(x)=lim [(x-l)nLogx]=+œ car (-l)n=-l car n impair
x->0+ x->0+

«Ci est la courbe de fi
® On remarque que Ci 

et C2 possède la droite 
d’équation x = 0 comme 

asymptote verticale.
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« C2 est la courbe de f2

X 0 +CO

£(X) +

+00

f2(x)

-CO =+00 pour n=2 ou n=l

=> Ci et C2 possède chacune une branche parabolique infinie de 
direction l’axe des ordonnées au voisinage de +00.
B f2(x) - fi(x) = (x - l)Logx (x - 1 - l)=(x - l)(x- 2)Logx

On remarque que Vx e]0; 1] on a : x - 1 < 0 et Logx < 0 
aussi Vx e [l;+oo[ on a x - 1 > 0 et Logx>0

=> signe[f2(x) - fi(x)J = signe(x - 2) par suite
• Sur ]0; 2] on a Ci est au dessus de C2
• Sur [2, +oo[ on a Ci est au dessous de C2

3/ Désignons par A, en unité d’aire, l’aire de la partie du plan limitée par 
Ci et C2-
=> A = f*[fi(x)  -f2(x)]dx car Vx e [l;2];fi(x) > f2(x) 

= j2(x - 1 )(2 - x)Logx. dx = J2(-x2 + 3x - 2)Logx. dx 

p'(x^-3x-2 . u(x>-p + p-2x>

v(x) = Logx v’(x)=T )

= [^-yx3 + 2"x2 _ 2x^Logx^ — fi (—“3~x2 + '2X _2)dx
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........... .......... • s

= (-f + 6 - 4)Log2 - [--1-x3 + |x2 - 2x]" 
=-|Log2 +f-3+ 4+(-| + |-2) =-i-Log2+

B] 1/ un = j2fn(x)dx = j2(x - l)nLogx dx

u(x)f u'(x) = (x-l)" 

v(x) = Logx 

u- = [dü

Un

& (n+ l)u,

-'A> V

-(x-l)-«Logx]"-J^ 

,Log2_^_ filtre 
n + 1 n+lJi x

n = Log2 - J j —dx.

)

/ n T n f2 (x - 1)”+1

a- (n + 1 )un = Log2 - Ji -—-------

’ <=> Log2 - (n + 1 )un = f j (X

• Vx e [l;2]ona-l- < -1- < 1 

« Vx e [1 ; 2] on a
D'ouf;,x-ir'

dx.
n+l

---- dx.

(x~Dn+1 <
2

< (x-d-
2 (X- l)n+1

I X

<=>
1

2(n + 2)

2 dx<dx<j>-Dn+idx

^82-("+1X <

< Log2 - (n + l)un <

b-

1
Log2-(n+l)un < n^2 ’ G IN*

—-----  = 0 et lim —= 0n^+œ n + 2

----1----  <
2(n+2) “

lim
n—>+oo 2(n + 2)

=> lim [Log2 - (n + 1 )un] = 0 « lim (n+l )un = Log2. 
n-*+co  n—»+co

2/a-Sn(x) = 1 - (x - 1) +.. ,+(-l)n(x - l)n
=E^(-i)k(x- i)k = O-n(x-

Comme x > 0 alors x - 1 > -1
« (-l)(x-l) < 1

ELMOUFID : 142 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION RU : BAC 1996 SESSION DE CONTROLE

b-S.(x) =E^[(-l)(x-l)]1 = 1~(-1)"1(X xi:>"‘;Vx>0 

-- j;elk-d(x- D]kdx=f;[i - (-o"- (x~xir‘ jdx 

° EL(-i)ll>- i)ldx-j;±dx-(-i)"‘ j; (x~xir‘dx 

«Ek.0(-D L k + 1 J,

-[Lxrçwjft-ir'iLogz-Gi+nu.]
« E«(-l /-£77 = Log2 - (-1 )"*■  [Log2 - (n + 1 )u„] 

<=> vn == Log2 - (-1 )n+1 [Log2 - (n + 1 )un] 
» Log2 - vn = (-1 )n+1 [Log2 - (n + 1 )un].

3/ Log2 - Vn = (-l)n+1[Log2 - (n + l)un]; Vn e IN*
=> |Log2-vn|= |(-l)n+1[Log2 - (n + l)un]|; Vn e IN*  
<=> |Log2 - vn|= |Log2 - (n + 1 )un|; Vn e IN*
Comme lim [Log2-(n + I)un] = 0 alors lim |Log2-vn|=0

n—>4-oo n—>4-co

<=> lim vn = Log2.

ELMOUFID Page : 143 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION DU : BAC 1997 SESSION PRINCIPALE

EXERCICE 1

Soit une droite fixe D et un point fixe A n’appartenant pas à la droite 
D. On construit le cercle (‘S) de centre A et tangent à la droite D.
1) Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite D et F un point 

variable sur
a- Vérifier que le point F est le foyer d’une parabole P ayant 

pour directrice la droite D et passant par le point A.
b- Préciser le point Fo foyer de la parabole P qui admet A pour 

sommet.
2) On désigne par (P) la famille des paraboles de directrice commune 

D et passant par A. Soit P et P’ deux paraboles de la famille (P) de 
foyers respectifs F et F’.
a- Montrer que si F et F’ sont diamétralement opposés sur le cercle 

( ‘Sj alors les tangentes en A à P et P’ sont perpendiculaires.
b- Etudier la réciproque.

3) On fait varier le point F sur ( W)\{H;Fo} et on désigne par B le 
deuxième point d’intersection de la parabole P de foyer F et de 
directrice D avec la droite (FA).
a- Montrer que le point B varie sur une parabole (r) dont on 

précisera le foyer et la directrice.
b- Montrer que les paraboles P et (f) en même tangente en B.

EXERCICE 2 Cet exercice est hors programme actuel

PROBLEME |

Dans tout le problème ,P désigne un plan rapporté à un repère 
orthonormé (o, i, j ). On pose D = ]-oo;-l [ U [0,+°o[ et 

D*  = ]-oo;-l[ U ]0,+oo[.

A- Soit fia fonction définie par : f(x)=xLog^l+^-^ six e D*  et f(0)=0. 

1/a- Montrer que f est continue à droite en 0.
b- Etudier la dérivabilité de f à droite en 0.

Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
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2/a- Montrer que f est dérivable sur D*  et calculer f'(x) pour x e D*.
b- Etudier les variations de la fonction f' sur D*.  En déduire 

que f'(x) > 0 pour tout x de D*.
c- Dresser le tableau de variation de la fonction de f et tracer

sa courbe représentative (C) dans le plan P.
3/ Soit a un nombre réel vérifiant : 0 < a < 1.

a- Calculer l’aire de la région du plan délimitée par la 
courbe (C) et les droites d’équations respectives y = 0, 
x = a et x = 1.

b- Calculer lim J^(d).

B- Soit A la droite d’équation x =
1/ Tracer, dans le plan P, la courbe (C') déduite de la courbe (C)

par la symétrie orthogonale Sa d’axe A.
2/ Soit M(x,y) et M'(x',y') deux points du plan P.

a- Montrer que M' = Sa(M) si seulement si <
x' = -x - 1

y =yX,
b- Soit x e D*  et M(x,y) un point du plan P. Vérifier que

- x - 1 e D*  et montrer que M e (C') <=> y = f(-x - 1 ).
c- On désigne par g la fonction admettant (C') comme courbe 

représentative.Montrer que Vx e D*;g(x)  = (x + l)Logfl + -1-

C-l/ Justifier que pour tout n de IN*,f(n)  < 1 < g(n) 
2/ Soient (un) et (vn) les suites définies sur IN*  par :

u" = (1+ n’)I'etVn = (1+ n’)1'1-

a- Montrer que pour tout n de IN*,  u„ < e < vn.
b- Montrer que pour tout n de IN*,  vn - un <
c- Déduire des questions précédentes la limite de un puis celle

de vn lorsque n tend vers +oo.

l)a- H et F sont dans ( '©) => AH = AF 
comme de plus H est le projeté orthogonal de A sur la 
droite D Alors AF=d(A,D)
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o A appartient à la parabole de foyer 
F et de directrice D.

b- Soit Po la parabole de foyer Fo et 
de directrice D et possédant A 

comme sommet => A est le milieu de 
Fo et son projeté orthogonal sur D.

=> H, le projeté orthogonal de A sur la

droite D, est celui de Fo.
=>F0*H  = AoFoestle symétrique de H par rapport à A. 

2)a- Supposons que [FF'] est un diamètre de (c)
Montrons que T ± T avec T et T sont les tangentes en A 
à repectivement P et P'.
D’après un théorème du cours on a:
T = med[HF] et T' = med[HF']
Posons (At) = T et (At') = T'.

<=> (Ât,Âf) - -1(AF,AF') [n] o (Ât,Âf) = [n].

b- Soit Pi et P2 deux paraboles de (P) tels que Ti ± T2 
avec Ti = (Ati ) la tangente à Pi en A et T2 = (At2) la 
tangente à P2 en A. Montrons que [FiF2] est un diamètre
de ( 'S') avec F1 le foyer de Pi et F2 celui de P2.
•A e Pi « AFi = d(A,D) = AH « F, e (1)
•AeP2 « AF2 = d(A,D) = AH <=> F2 e (■©) (2)

• (Ati,At2) [n] €=> (Âh,ÂH)+(AH,Â£) - [n] 

(â£ah) - ^(AF1,AH) [kL 

(ÂH,Âh) - i(ÂH,Âïù) [k]

Donc 4r(AFi,AH) + 1-(aH,AF2) = f [n]
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o (ÂËTÆ) = n [2n] (3)

Ainsi :(1), (2) et (3) => [FiF2] est un diamètre de (<ë).
3)

a- Désignons par B' le projeté orthogonal de B sur D.
Soit D' = t-^(D) et enfin B" désigne le projeté orthogonal de 
B' surD'.
' D'//DcarD' = t^D)

(AH) ± D car H est le projeté orthogonal de A sur D
=> (AH)±D'.

Comme de plus (B'B")1D' alors (AH)//(B'B")
<B'} = D A (B'B") => {^(B')} = t^(D) n t^((B'B")) 

= D' n (B'B") = <B"} 
D’oùtxn(B') = B" =*  B'B," = AH.

* A, H et D sont fixes alors D' est aussi fixe.
* * BA = BF + FA = BB' 4- AH car B e P et aussi A e P

= BB' +B'B"
= BB" carB'e[BB"]
= d(B,D') car B" est le projeté 

orthogonal de B sur D' .
Ainsi BA = d(B,D') => B appartient à la parabole T de foyer 

A et de directrice D'.
b- • la tangente à P en B est la bissectrice intérieure de [BF,BB'j

* la tangente à T en B est la bissectrice intérieure de [BA,BB''j 
Or les secteurs [BF,BB'J et [BA,BB"J sont égaux d’où la

tangente à P en B est elle même la tangente à T en B.
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PROBLEME
£

A-l/a- lim f(x) =lim [xLogfl + 4")] =l* m [xLogf X x ]
x->0+ x-»0+ x-»0+

=lim [xLog(x + 1) - xLogx] — 0 = f(0) 
x->0+

par suite f est continue à droite en 0.
b- lim f(^ ~ ff0) =lim [Logfl + v) 1 = +o°

^<r x - 0 x_>0+ L k x y j
=> f n’est pas dérivable à droite en 0
♦ Interprétation géométrique : (C), courbe de f,possède une 

demi-tangente verticale au point 0(0,0).
2/a- la fonction (x i—► 1+-^-) est dérivable et strictement positive sur D*  

=> la fonction qui à x >—► Log(l + est dérivable sur D*  

D’oùf : x *—► xLog^l + est dérivable sur D*.

*-Vx e D*;f'(x)=Log(l+^)+x^ —^-^=Log(l+^)--^p

b- f’ est dérivable sur D*  et f"(x) = ——h -—
l + ± (x+1)2

= ~1 +___ 1___  = —=1___
x(x+l) (x+1)2 x(x+l)2

d’après le tableau de variation de f’,on voit que 0 est le minimum de f 
D’où Vx e D*  ; f (x) > 0.

c- D’après tout ce qui précède, le tableau de variation de f est le suivant
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• lim f=lim xLogfl + v') =Wm L°êÇL+ =1 (avecX=-|- )
-co x->—co X ' X->0“ *

• lim f=lim xLogf 1 + 4-^=lim + X) =j ( avec x=4" )
+CO x—>+co X A ' X->0+ x

• lim f = lim [xLogfl + i)]
-1“ x->-l“ L ' J

• lim f(x) = 1 => (C) possède la droite d’équation y = 1 
X-*±C0

comme asymptote horizontale au voisinage de ±oo.

3/a- = J*  f(x)dx = j1 xLog^l + -^-)dx

u'(x) = X -» u(x) = -i-X2

v(x) = Log(l + i) -» v'(x) =

= [xX2Log(i+i)]‘+ij;7jTdX

= lLog2 - |«=Log(l + Jf) + | x±.J--l-dx

= yLog2 - ia2Log(l + + ^-[x- Log(x + 1)]*

= y - ya2Log(l + ~ ya + yLog(a + 1 )
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=Iim [ y - y af(a) - y a + y Log(a + 1 ) J =

B-l/ (C') = Sa[(C)] avecA:x = -y. (voir figure)
2/a- A : x = —y => j*  est un vecteur directeur de A.

M' = Sa(M) <=> A = med[MM']
e A

M(x,y) etM'(x',y') deux points du plan P.

[ x x = - 4- ( abscisse de M * M') x'=-x-
«<22 <=> <<=> "S

x'=-x-l

(x' - x) x 0 + (y' - y) x 1 = 0 V Yy = y

b- • x e D*  <=> x < -1 oux > 0 <=> -x > 1 ou -x<0 
<=> -x - 1 > 1-1 = 0 ou-x-1 <0-1 = -1 
<=> (—x - 1) 6 D*.

• SoitM(x,y) tel quex e D*  d’image M'(x', y') par Sa 
M'(x',y') e (C') = SA((C)) <=> M(x,y) e (C)

Conclusion : M(x,y) g (C') <=> y = f(-x - 1) etx g D*.
x e D*

') : < d’autre part (C') : <c- (C') :
y = f(-x-l) y = g(x)k v

=> Vx e D*;g(x)  = f(-x- 1) = (-x - l)Log^l +

= “(x + 1 )Log[ 1 ]

= -(x+l)L0g[-^y] =-(x+l)L0g[y^y] 

= —(x + l)[-Log[^4J_]] = (x+ l)Log[l + ^].

C-l/ On a Vn g IN*;f(n)  < 1 car 1 est le maximum absolu de f
* Vn g IN*;  g(n) = f(-n - 1 ) 

n > 0 <=> -n - 1 < -1
=> g(n)=f(-n - 1 ) > 1 car 1 est le minimum de f sur ]-oo; -1 [ 

En conclusion : Vn e IN*;f(n)  < 1 < g(n).
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2/a- Vn 6 IN*;f(n)  < 1 < g(n)
« Vne IN*;nLog(l  + < 1 < (n + l)Log(l +

« Vne IN*;Log[(l  + -J-)"] < 1 < Log[(l + ^)(n+1)] 

<=> Vne IN*;  (1 + -j-j-)” < e1 < 0 + ^-)(n+1).

b- Vn e IN*;v n - un

Or(l + ±)"<e

Ainsi Vn e IN*;v n

doncïiràL<x
- un < -jj--

c- • D’une part Vn e IN*;  un < e.
♦ D’autre part Vn e IN*;  e < vn

=> Vn e IN*;  e - un < vn - un or on sait que vn - un < 
=> Vn e IN*;e-u n < |- « Vn e IN*;e - < un.

Ainsi Vn e IN*;  e - < un < e.
Déplus lim (e- = e alors lim un = e.

n-H-co n-»+co

★ Vn e IN*;e  < vn < + un et lim un = e.
n->+co

=>lim vn = e.
n->+co
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î® 199Î »IOJfDE CWffiHOE
EXERCICE 1 ( 6 points )

1-x
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = xe 2 et soit ( C ) sa courbe 
représentative dans un plan rapporté à un repère orthonormé (o.T.T).

1) a- Dresser le tableau de variation de f.
b- Montrer que la courbe ( C ) admet un point d’inflexion dont on 

précisera les coordonnées.
c- Tracer ( C ).
d- Montrer que, pour tout réel x de [0,1], on a : 0 < f(x) < 1.

1 r1 1_x
2) On pose, pour tout n de IN*,  In =x"e 2 dx etn!2

un = 1 + ^ + iàr + ^r+--+d2^

a- Donner la valeur de Ii et montrer que, pour tout n de IN*,  on a : 
In+1 = In--------------- 1-----------

(n+l)!2n+1 '
b- Démontrer, par récurrence, que Vn e IN*,  on a : un
c- Montrer que, pour tout n de IN*,  on a : 0 < In < —- ,, „ J.I •n(n!)2n+1 
d- En déduire la limite de un quand n tend vers +a>.

— ^/e" In.
1

EXERCICE 2 ( 4 points )

On considère une pièce de monnaie truquée de sorte que la probabilité n
d’avoir ”Face” soit égale à y.
1) On lance la pièce de monnaie deux fois de suite.

a - Calculer la probabilité d’avoir deux fois ”Pile”. 
b - Calculer la probabilité d’avoir deux fois ”Face”. 
c - Calculer la probabilité d’avoir exactement une fois ”Face”.

2) On considère trois urnes Ui, U2 et U3.
L’urne U1 contient quatre boules blanches et deux boules noires.
L’ume U2 contient trois boules blanches et trois boules noires.
L’urne U3 contient deux boules blanches et quatre boules noires. 

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On considère l’épreuve (E) suivante :
On lance la pièce de monnaie deux fois de suite.
Si on obtient deux fois ”Pile”, on tire simultanément trois boules de Ui. 
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Si on obtient ”Pile” et “Face”, on tire simultanément trois boules de U2. 
Si on obtient deux fois ”Face”, on tire simultanément trois boules U3.

a - Soit A l’événement ”Les trois boules tirees sont blanches ”. 
Calculer la probabilité de A.

b - On répète l’épreuve (E) cinq fois de suite en remettant les 
urnes dans leurs états initiales avant chaque répétition et on 
désigne par X l’aléa numérique prenant pour valeur le nombre 
d’épreuves donnant trois boules blanches. Calculer la probabilité 
de l’événement ”X=2” puis calculer l’espérance mathématique de X

PROBLEME (10points)

I - Soit m un nombre complexe.
1) On pose : P(m) = -4m2 - 4m(l - 4i) + 15 + 8i.

Montrer que P(m) = (2im + i + 4)2.
2) On considère, dans C , l’équation :

(E) : z2 - (2m + 5i)z + 2m2 + (1 + i)m - 2(5 + i) = 0 où m est 
un paramètre appartenant à l’ensemble C des nombres complexes, 
a - Déterminer les deux solutions de l’équation (E).
b - Calculer m pour que m soit lui-même solution de l’équation (E). 

Il) Dans la suite, on considère le plan complexe P muni d’un repère 
orthonormé direct (o, i, j ). Soit M un point du plan d’affîxe un 

nombre complexe m. On désigne :
- par S la similitude directe qui, au point M, associe le point Q d’affîxe 

Z = (1 + i)m + 2 + 3i.
- par S’ la similitude directe qui, au point M, associe le point Q’ d’affîxe 

Z’= (1 - i)m - 2 + 2i.
1) Donner les éléments caractéristiques de chacune des deux similitudes 

directes S et S’.
2) Montrer que S’oS est une homothétie dont on précisera le rapport et 

le centre J.
3) Montrer que l’application f qui envoie Q sur Q’ est une rotation, dont 

on précisera le centre Q et l’angle.
4) Soit I le milieu de [QQ’J. On pose I=t(M).

a - Montrer que t est une translation dont on précisera le vecteur.
b - Montrer que si Q est distinct de Q, alors les droites (OI) et (QQ’) 

sont perpendiculaires.
5) a - On donne un point M du plan. Déduire, de ce qui précède, une

méthode pour construire simplement les points Q et Q’ tels que :
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S(M)=Q et S’(M)=Q’

b - On donne un point Q du plan.
Construire les points M et Q’ tels que : S(M)=Q et S’(M)=Q’.

6) Soit M un point du plan et Q=S(M), Q’=S’(M).
a - Déterminer et construire l’ensemble des points M tels que les points 

M, Q et Q’ soient alignés.
b - En déduire, dans le cas précédent, l’ensemble des points Q et celui 

des points Q’. Construire ces deux ensembles.

ÜM COWtof ftWLE
EXERCICE 1

l)a- la fonction qui à x i-> est dérivable sur IR
1-x

=> la fonction qui à x i—>e 2 est dérivable sur IR 
1-x

D’où f :x >-> xe 2 est dérivable sur IR
® Vx e IR;f(x) =e 2 + xx-^-e 2 =e 2

D’où signe de f (x) est celui de (2 - x).
1-x

• lim f(x) = lim xe 2
X—♦— OO x—>-00

1-X
• lim f(x) = lim xe 2

X—ûO x—>+00

= -e"2 lim [Xex] = 0 avec X=Jy->-00 ; x —>
X—>-00

= —00.

H-co

ce qui nous permet de dresser le tableau de variation de f

b- f est aussi dérivable sur IR et
Vx e IR;f"(x) = -^-e + (1 - f) x

]
D’où le tableau de signe de f ’
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X -00 4 +CO

signe[f'(x)] ( ) +

=> f ’ s’annule en 4 en changeant de signe
> le point de coordonnées (4;f(4)) est le seul point d’inflexion de Cf

f(x)c- • lim - x „■ = lim e 2 = +co => Cf possède une branche
X—►-CO X—CO

parabolique infinie de direction l’axe des ordonnées au voisinage 
de -oo

• lim f(x) = 0 => la droite d’équation y=0 est une asymptote
x—>4-00

horizontale à Cf au voisinage de +co.

d- f est strictement croissante sur [0,1] d’ou
0 < x < 1 « f(0) < f(x) < f(l) <=> 0 < f(x) < 1.
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f 1-x 1-x N
I u'(x) = e 2 -» u(x) = -2e 2 j

v(x) = xn+1 -» v'(x) = (n + l)xn J

= (n+lj,2^ (['2X"“el+2(n+1) t"eŸdx)

1 / 2(n + 1) fi *~ x .
’ (n+ 1)!2“^ <_2) + (n + l)!2n+2 0 X e 2 dx
= -1_____ i 1 f1xne^25' dx=I_____ 1_____

(n +l)!2n+1 n!2n+1 J° n (n+l)!2n+1
( car (n + 1)! = (n + 1) x n!)

b- 0 UI = 1 + jyy = y.

7ê-l,-#-(4 + o+) = |.

D’où ui = Jë - Ii par suite la proposition est vraie pour n = 1.
0 Soitp e IN*supposons  que up = Jë - Ip; montrons 

que up+i = Jë - Ip+i. En effet :
„ - i + 1 . 1 , 1 , , 1 , 1

■ P+1 1!2 2!22 3!23 p!2P (p+l)!2P+1
“ Up + (p+ 1)!2P+1 ~ Vë - IP + (p+ 

= ’ _Ip " (p+ 1P2P-1 ] = ~Ip+1'

Conclusion : 0 et 0 => Vn g IN*;u n = Jë -1„.

d- remarquant d’abord que Vn g IN*;n!  > 1 
=> Vn g IN*;n(n!)2 n+1 > n2n+1 
oVnsIN’;7(^£^

Donc Vn g IN*;0  < In <

ELMOUFID Page ; 156 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION DU : BAC 1997 SESSION DE CONTROLE

Déplus lim - 1 = 0 par suite lim In = 0.
n-*+oo  L nZ J n-*+oo

Or Vn e IN*,  on a : un = Jë - In.
=>lim un =lim [Jë - In] = Jë.

n->+oo n->+oo
-_______________________ a,

EXERCICE 2
■y*"** ”"11......... .....................

l)a- Désignons par:
• F l’évenement avoire ”Face”. • P l’évenement avoir ”Pile”.
•Ei : “ avoir deux fois ”Pile” en deux lancées ”
• E2 : “ avoir deux fois ”Face” en deux lancées ”
• E3 : “ avoir exactement une fois ”Face” en deux lancées ”
D'abord p(F) +p(P) = 1 <=> y + p(P) = 1 <=> p(P) = y.

cas favorable de Ei probabilité

(P,P) 3 x 3
5 X 5

=> p(Ei) = car les deux lancées sont indépendantes.

cas favorable de E2 probabilité

(F,F) 2. x 2.
5 5

=> p(E2) = car les deux lancées sont indépendantes.

cas favorables de E2 ... ............. probabilité

(F,P).................... 2 x 3 _ 6 
-■ 5 5 ~ 25

(P, F)................... 3 y 2 _ 6
....  5 5 25

_ s nfp — 6 . 6 _ 12=> P(E3) - 25 + 25 ~ 25 '
2)a- A=(Ei C A) U (E2 D A) U (E3 D A)

Car Ei, E2 et E3 forme un système complet de l’univers de la 
première étape de l’épreuve (E) qui consiste à lancer deux fois de 
suite la pièce de monnaie truquée.
=> p(A) = p(Ei)p(A/Ei) + p(E2)p(A/E2) + p(E3)p(A/E3)

= "25’7^' + x 0 + ’25“^3’ ( car ne contient pas 

trois boules blanches ).
=

125
b- X :5 répétitions indépendantes >—► le nombre de réalisation de A
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=> X suit une loi Binamiale de paramètres n = 5 et p =

Par suite :
E(X) = np = 5 x

12
125 '

0,068

PROBLEME

1-1) (2im + i + 4)2 = (2im)2 + 2(2im)(i + 4) + (i + 4)2
= -4m2 - 4m + 16im - 1 + 8i + 16
= -4m2 - 4m(l - 4i) + 15 + 8i = P(m).

2)a- (E) : z2 - (2m + 5i)z + 2m2 + (1 + i)m - 2(5 + i) = 0 
A = [~(2m + 5i)J2 - 4[2m2 + (1 + i)m - 2(5 + i)] 

= -4m2 - 4m(l - 4i) + 15 + 8i
( après développement puis simplification ). 
= P(m) = (2im + i + 4)2.

(2m+5i) - (2im + i + 4)" »*  z 2
2(1 -i)m-4 + 4i

z _ 2
z = (1 - i)m - 2 + 2i 

m est solution de (E)
■ m = (1 - i)m - 2 + 2i
■ im = -2 + 2i
- m = -2 - 2i

(E)

<=> ou
<=> ; 

b-

<=> ou
ou

ou

(2m+5i)+(2im + i + 4)
ou z=---------------------------

2(1 + i)m + 4 + 6i
2 ' 

(1 + i)m + 2 + 3i.
z =
z =

m

11)1) ★ S : M(m) > Q(Z) tel que Z=am+b avec a=l+i et b=2+3i
S est la similitude directe centre £2i( b—),de rapport |a| et

d’angle arg(a).
• a = 1 +i = Jï (cos-2- + isin-®-).

. —b— = ,2 + 31 = -3 + 2i
1 - a 1 - 1 - i

Conclusion: S est la similitude directe de centre Qi(-3 + 2i) ;
de rapport et d’angle

• S’: M(m) i-> Q'(Z') tel que Z’= a'm+b' avec a'=l-i etb'=-2+2i 
=> S’ est la similitude directe £l( b ^,de rapport |a'| et

d’angle arg(a')
• a' = 1 - i = Jï (cos + i sin .

. b' ■ = -=2-±2l = 2 + 2i.
1 - a' l-l+i

ELMOUFID Page : 158 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION DU : BAC 1997 SESSION DE CONTROLE
Conclusion: S' est la similitude directe de centre 02(2 + 2i) ; 

de rapport Jï et d’angle --2-.
2) M(m) A Mi(zi) M’(z') => M'(z') = S' ° S(M(m)).

z' = (1 - i)zi - 2 + 2i
= (1 - i)[(l + i)m + 2 + 3i] - 2 + 2i
= 2m + 3 + 3i

Ainsi S'o S : M(m) i-» M'(z') tel que z' = 2m + 3 + 3i 
th
=> S’°S est l’homothétie de rapport 2 et de centre le J d’affixe 

le complexe = - 3i.

Exprimons Z’ en fonction de Z.
Z' = (1 -i)m-2 + 2i

3)f:Q(Z)~Q'(Z')

= -iZ - 5 + 4ifl
Ainsi Z' = e_I 2 Z - 5 + 4i par suite f est la rotation de centre Q et 

d’angle -y avec aff(O) = -fi = -y + yi. 
4)a-I-Q.Q' « affd),(l+i)°> + 2 + ~ 2 + 2i

5 .
= m + T,.

t : M(m) I(z") tel que z" = m + -|-i

t est la translation de vecteur ‘u(-|-Q.

b- Supposons que Q*  Q.
Q' est l’image de Q par la rotation f de centre Q
=> OQQ' est un triangle isocèle en fl

et comme I=Q*Q'  alors (IO) est la médiatrice de [QQ'J
=> (IO) _L (QQ').

5)a- M un point du plan .
On construit le point I image de M par la translation t de 
vecteur "u(-|-Q.

Si 1=0 alors Q=Q’=O.
Si I*  O alors :
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• fiQQ' est un triangle isocèle en Q et aussi rectangle en fi ( car 

l’angle de f est -y ).
=> fi eau cercle de diamètre [QQ'] qui est de centre I=Q*Q'  (1) 

.(Ifi)l(QQ') (2).
(1) et (2) => {Q, Q'}=( la ± à (Ifi) en fi ) A (le cercle de centre

I et passant par fi ).

En tenant compte de (fiQ; fiQ') = -y [2tt] on nommera 

correctement le point d’intersection qui correpond à Q.

b- Q étant donné.
• Q’=f(Q) = rz ttaCQ) simple à construire.

v T J
. I=Q*Q'  simple à construire.
• M=t_-jf(I). simple à construire.

6)a- Nommons D={M e P tel que M, Q et Q’ sont alignés }.
M(x,y) e D <=> M( x + iy ) e D

m
<=> M, Q et Q’ sont alignés
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«MQ//Q'Q
<=> Q = Q' ou -Jfÿ réel

• Q = Q' <=> (1 + i)m + 2 + 3i = (1 - i)m - 2 + 2i
<=> 2im = -4 - yi <=> m = -y + 2i.

Z - m _ (1 + i)m + 2 + 3i — m
Z-Z' (1 + i)m + 2 + 3i - (1 - i)m + 2 - 2i

- i(x + iy) + 2 + 3i _ (2 - y) + i(x + 3)
2i(x + iy ) + 4 + i (4 - 2y) + i(2x + 1 ) 

= [(2-y)+i(x + 3)][(4-2y)-i(2x+l)] 
(4-2y)2 + (2x + l)2 

(2-y)(4-2y)+(x+3)(2x+l)+i[-(2-y)(2x+l)+(x+3)(4-2y)] 
(4 - 2y)2 + (2x + l)2

M(x,y) e D <=> m=-y + 2i ou -(2-y)(2x+l)+(x+3)(4-2y)=0 
<=> (x,y)=(-y,2^ ou -4x-2+2xy+y+4x-2xy+12-6y=0 

« (x,y)=(-|,2) ou 10-5y=0 

« (x,y)=(-^-,2) ou y=2.

Conclusion : D est la droite d’équation y = 2.

b- Soient A(0,2) et B(l,2) deux point de D:y=2 => D = (AB).
A(2i) £ A’ tel que aff(A') = (1 + i)2i + 2 + 3i = 5i

B(1 + 2i) B’ tel que aff(B')=(l + i)(l + 2i) + 2 + 3i=l + 6i
Ainsi S(D) = S((AB)) = (A'B').
D’où quand M varie sur D on a Q=S(M) varie sur S(D)=(A'B')
Conclusion : l’ensemble des points Q=S(M) quand M varie sur 

D est la droite (A'B').
★ A(2i) A” tel que aff(A") = (1 - i)2i - 2 + 2i = 0 

B(1 + 2i) X B’ tel que aff(B")=(l - i)(l+2i) - 2 + 2i=l - i 
Par suite S’(D) = S'((AB)) - (A"B").
Conclusion : l’ensemble des points Q’=S’(M) quand M varie 

surD est la droite (A"B").
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Dans le plan orienté; ABI est un triangle équilatéral tel que

ÇAB; AI J = y [2n], Soit Q le symétrique de B par rapport à (AI).

1/ Soit R la rotation d’angle y qui transforme A en I.
a- Montrer que Q est le centre de cette rotation.
b- Soit C = R(B). Montrer que I est le milieu du segment [AC],

2/ A tout point M de [AB] distinct de A et de B, on associe le point M' 
de. [IC] tel que AM = IM' .Montrer que le triangle QMM' est 
équilatéral.

3/ Soit G le centre de gravité du triangle QMM' et S la similitude directe 
de centre Q qui transforme M en G.
a- Préciser le rapport et l’angle de cette similitude .
b- Montrer que S (B) = I et construire le point A' = S (A), 
c- Montrer que les points I, G et A' sont alignés.

EXERCICE 2

Soit u un nombre complexe et (Eu) l’équation : 
z2 - (2u - i'ü_)z - 2iuT = 0

TT étant le nombre complexe conjugué de u.
1/Résoudre, dans C des nombres complexes, l’équation (Eu). 

On désignera par z' et z" les solutions de cette équation.
2/ On rapporte le plan à un repère orthonormé direct (O,ëî,ë2) 

et on désigne par A,M,M' et M" les points d’affixes respectives 
2i, u, z' et z". Soit (SStf l’ensemble des points M tels que les points 
A,M' et M" soient alignés.
a- Trouver une équations cartésienne de (.$£)’.
b- Montrer que l’ensemble est une hyperbole dont on 

précisera le centre, les sommets, les foyers et les asymptotes.
c- Vérifier que (<S^passe par le point O et donner une équation 

cartésienne de la tangente à en O.
d- Tracer (.^F.
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PROBLEME (10 points )

Soit fia fonction numérique d’une variable réelle définie sur IR
par f(x) = Log^2x + V4x2 + 1

A-1/a- Montrer que la fonction f est impaire.
b- Montrer que f est dérivable sur IR et vérifier que f'(x)=—

74x2 + 1
2/ Soit (C) la courbe représentative de f dans un repère 

orthonormé (o.T,T).

a- Etudier les branches infinies de la courbe (C). 
b-Trouver une équation cartésienne de la tangente A à (C) en O. 
c- Préciser la position de A par rapport à (C).
d- Tracer la droite A et la courbe (C) .

3/ Soit a un réel strictement positif; calculer en fonction de a, l’aire 
de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites 
d’équations respectives x = 0, y = 0 et x = a.

B-l/a- Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g 
définie sur un domaine I que l’on précisera.

b- Construire dans le repère (o,T, j*)  la courbe (C') de g.

c- Montrer que pour tout x e I on a g(x) = -i-(ex - e~x).

2/a- Montrer que l’équation g(x) = x admet, dans IR*,  une seule
, • A

solution a et que a > ——.
b- Calculer, en fonction de a, l'aire .M’du domaine limité par les 

deux courbes (C) et (C') et situé dans le demi-plan x > 0.

C- On considère la fonction cp définie sur IR par cp(x) =
g (x)

1/a- Montrer que (p est une bijection de IR sur un intervalle J que 
l’on précisera.

b- On pose h=<p_1. Donner les expressions de h(x) et h'(x);Vx e J 
2/ On pose, pour tout x e [0,1 [ et n e IN*

o / x X2n_1
Sn(x) =x+ — + — +... + 2ÏTT-

a- Montrer que Sn(x) = h(x) - J*  t ■■-■■dt.

b- En déduire la limite, quand n tend vers +co, de la suite (un) définie 
sur IN*  par un = 4- + ——- + —L-r +... +------- 1-—7-7-.

H 3 3 x 33 5 x 3s (2n-l).32n-1

ELMOUFID________________ Page : 163_______________Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U : BAC 1998 SESSION PRINCIPALE

EXERCICE 1
• ! ' '

1/a- Q = S (ai) (B) « (AI) = méd[BQ]

=> AB = AQ et IB = K2

Or AB = IB donc AQ = IQ (1)
- Q = S (ai) (B)

(BA;Bl) s -(ÔA;ôf) [2n] 

« (ÔA;Ôl) s -(-y) M

- f [2n] (2)

(1 ) et (2) => I=r(A) avec r la rotation de centre Q et d’angle y
* r est la rotation de centre Q et d’angle y

=> r-1 est la rotation de centre Q et d’angle y
★ R et r-1 sont deux déplacements d’angles respectifs y et ÿy

=> R o r-1 est un déplacement d’angle y + (-y) ~ 0

=> R° r1 est une translation. ( noter que l’identité est une 
translation de vecteur nul ).

★Ro r’1® = R[r-J(I)] = R(A) = I
=> R o r-1 = tj = Idp par suite R= r.

Conclusion : Q est le centre de R 
b- C = R(B) etl = R(A) => IC = AB

De plus AB = AI
=> IC = AI (3)

•(ÂI;ÏC) = (ÂI;Âb) + (ÂB;ïc) [2tc]

s + ~3~ car R(A)=I et R d’angle y

(ÂI;ïc) s 0 [2tt] (4).

Conclusion : (3) et (4) => I = A * C.
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2/ Soit M un point de [AB] distinct de A et de B. Posons Mi=R(M) 
•Mi - R(M) et R(A) = I => AM = IMi

et comme AM = IM' alors IMi = IM' (5)
•M e [AB] => R(M) =Mi 6 [IC] (6)

(5); (6) etM' e [IC] => Mj = M'

Ainsi M' = R(M) <=> QM = QM' et (ÔM;ÔmQ = ^-[2n]

<=> le triangle QMM' est équilatéral direct.
3/a- *G  le centre de gravité du triangle équilatéral direct QMM'

=> ^£1M;Qg) = [2n] est l’angle de S.

•S(M) = G => k = est Ie rapport de S.
SoitI = M*M'.

G le centre de gravité de QMM' => QG = yGI.

Ainsi k = = ^-cos ^-= = _L_
3 GM 3 6 3 2 yj

Conclusion : S est de centre Q; de rapport et d’angle -7-. 
J3 6

b- R(B) = C <=> QB = QC et (ÔB;Qc) = [2n]

<=> le triangle QBC est équilatéral direct.
• R(B) - C etR(A) = I => AB = IC

et on a AB = BI car ABI équilatéral 
D’oùBI = IC => I e méd[BC],

♦ BI = 1Q carQ = S (ai) (B) <=> (AI) = méd[BQ]
=> I e méd[BQ]

I e méd[BQ]
I e méd[BC] > => I est le centre de gravité de OBC 

QBC est équilatéral J

et comme de plus R(B) = C alors S(B) - I
® Pour la construction de A' = S (A) on a R(A) = I donc A est 

le centre de gravité du triangle de GAI.
c- M, A et B sont alignés car M e [AB],

=> S(M) = G ;S(A) = A' et S(B) = I sont alignés car toute 
similitude conserve l’alignement.

------------------------------------ a

EXERCICE 2
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1/ (Eu) : z2 - (2u - iü)z - 2iu1T = 0
A = (2u - iü)2 + 8iuir = 4u2 - 4iuir - TT2 + 8iuïT 
= 4u2 + 4iulT - T2 = (2u + iü)2

D’où les solutions de (Eu) sont :
z' = 2u - iü-_2u_-_iû = _lü et z„ = 2u-i.û-pu_+iü = 2u

2 2

2/a- Soit u un élément de C tel que u = x + iy avec (x,y) e IR2.
M(u) e (^ <=> A,M' et M” alignés ÂÂC // AM"

* aff =z'-2i=-i(x - iy)-2i=-y+i(-x-2) AM

* afff AM"')=z"-2i=2x+2iy-2i=2x+i(2y-2) => AM"I

M(u) e <=> -y(2y - 2) - 2x(-x - 2) = 0
<=> 2x2 - 2y2 + 4x + 2y = 0 <=> x2 - y2 + 2x + y = 0 

Ainsi (.Sfe)' : x2 - y2 + 2x + y = 0.

b- M(x, y) e (^ <=> x2 - y2 + 2x + y = 0 <=> (x2 + 2x) - (y2 - y) = 0

Nommons R= (O, et, et).
M est un point du plan; désignons par (x,y) les coordonnées de M 
dans R et par (X, Y) ses coordonnées dans le repère R’.
Donc QM=Xêt + Yët <=> (x + 1 )ët+(y - y )ët=Xët + Yët

x + 1 = X

v - — = Yy 2
M(X,Y)r, e M(x,y) e

(x + l)2-(y-l)2-| « X2-Y2 =

Par suite est l’hyperbole équilatère de centre Q, de sommets
s(Jf~;o)R, etS’(-^;o)R , de foyers F(c;0)r, etF’(-c;0)R,
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avec c = = ^2 et d’asymptotes ® et

d’équations respectives Y=-X et Y=X dans le repère R’.
c- 0(0,0)R.

0na02 -02 + 2x0 + 0 = 0=> 0(0, Ok g (,^.
0(0,0)R » o(l,-l)R>

D’où l’équation de la tangente à (,S^ en 0^1,-y) dans R’ 

1xX-(^L)Y= <=>2X + Y = Â

d- Traçage de (^.

PROBLEME | 
—z—J

b- la fonction (x 1—► 4x2+l ) est dérivable et strictement positive sur IR 
=> la fonction qui à x 1—» 74x2 + 1 est dérivable sur IR
• la fonction qui à x 2x+ 7^x2 + 1 est dérivable et strictement
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positive sur IR
=> la fonction f: x >• Log(2x + y4x2 + 1 ) est dérivable ur IR

,______ 2 + , 8x
• Vx e IRf (x) = (2*+V 4x*  + l)' =------^ + 1 =-^2------

2x + V4x2 + 1 2x + ^4x2 + 1 V4x2 + 1

2/a- • lim f(x) = -H».
X->+oo

«lim
X->+00

Log[ x (2 + M+ ] 
=lim ( 1

X-H-co

lim (
X->+00

Log(x) . LogP + ytTJ)

=> (C) possède une branche parabolique infinie de direction 
l’axe des abscisses au voisinage de -H».

m x

X X

)

) = 0

• lim f(x) =lim f(-X) =lim [-f(X)J = -oo
x-»-°o X-»+co X->+<»

• lim r^-1 =lim (avecX = -x)
x—» L J x->+oo L xj

=lim m

x->+°o L A
=> (C) possède une branche parabolique infinie de direction 

l’axe des abscisses au voisinage de -oo.

J = 0 car f est impaire.

b-A : y = f'(0)(x - 0) + f(0)
• f'(0)= , 2 -=2 . f(0) = Logf2 x 0+V4 x 02+l ^=0

74xO2+I ' '

D’où A : y = 2x.

c- Soit k(x) =f(x) - 2x = Log^2x + 74x2 + 1 ) - 2x

On a k'(x) = f'(x) - 2 = - 2
V4x2 + 1

1 - _2 i _ 4X2 i < 0
74x2 + 1 74x2+l (1 +74x2 + 1 )

on remarque que k(0) = f(0) - 2 x 0 = 0
• x > 0 «■ k(x) < k(0) =0 ( car k \ sur IR )
• x < 0 <=> k(x) > k(0) = 0. ( car k \ sur IR )
D’où les positions relatives de (C) par rapport à A
• Sur ] - oo, 0] on a Cf est au dessus de A
• Sur [0;+oo[ on a Cf est au dessous de T

ELMOUFID Page : 168 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U : BAC 1998 SESSION PRINCIPALE

d- Tenant compte des résultats précédentes et du fait que Vx e IR; 
f'(x) = 2 > 0.

74x2 + 1

3/ Désignons par A(a) l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) 
et les droites d’équations respectives x = 0,y = 0 et x = a.

J
4 x 2x 

274x2 + 1

v(x) = f(x) n v'(x) = 2
y 74x2 + 1

- H ■ 

= aLog^2a+ 74a2 + 1 ) - y [74x2 + 1 ]0 

= aLog^2a + 74a2 + 1 ) - y 74a2 + 1 + y.

dx

B-l/a- f est continue et strictement croissante sur IR
=> f réalise une bijection de IR sur I=f(IR) = IR

b- (C') = Sd((C)) avec D:y=x. (Voir figure) 

c-Vx e I;fQ(ex-e"x)^

fQ-(eX - e“x))=Log( 2j(ex-e"x) + M^-(ex - e"x)2 + 1 )
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= Log(-^-(ex - e”x) + J~-g2x ~ 2 + e 2x + 4 )

= Log(y(ex - e_x) + y X J")

= Log[-^-(ex - e“x) + e + e— J=Logex=x = f(f_1(x)). 

f-1(x) = j(ex - e x) = g(x).

2/a- g(x) = x <=> f(g(x)) = f(x) <=> f(x) = x <=> f(x) - x = 0 
Soit T(x) = f(x) - x pour x <= IRÎ.
Vx e IR*;T'(x)  = f'(x) - 1 = 2 - 1

V4x2 + 1
2 - 74x2 + 1 2 + 74x2 + 1

= ------------- ï-------------------------x---------------- ï------------
V4x2 + 1 2 + 74x2 + 1

_ ________ 3 - 4x2________
>/4x2 + 1 + ^4x2 + 1 )

D’où le tableau de variation T

/y
=> l’équation T(x) = 0 n’a pas de solution dans ]0; [.

J3* * 'P est continue et strictement décroissante sur ; +oo[

T réalise une bijection de ;+oo[ sur ] )] a 0
/y

=> l’équation T(x)=0 possède une seule solution a dans ; +oo[

Bilan d’équation T(x)=0 possède une seule solution a dans IRJ et 
V3que a >
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=af(a) - y 74a2 + 1 + y - J“ -Jj-(ex - e x) dx

=a2 - y 74a2 + 1 + y - y[ex + e~x]“ 
=a2 - -î-74a2 + 1 + 2 “ "zf (e<* + e " ^ + 

=a2 - 74a2 + 1 - + e“a) + 1

C-l/a-<p(x) = JÉ+=
g (x) ex + e x

On a (p est dérivable sur IR et Vx e IR;
,, . (ex +e“x)2 - (ex -e“x)2

<P W =--------- TT------ -------------(ex + e x)
=> cp est strictement croissante sur IR

(p réalise une bijection de IR sur J=ip(IR)
• J = <p(IR) =] lim cp;lim cp[ car (p est continue et y sur IR 

e”x(e2x-l) e2x -1 t-------x--------=lim -------=-l 
e“x(e2x + l) x-» e2x + 1 

ex(l - e_2x) _ 
ex(l -e“2x) ~

carf(a) = a
1
2

4
(ex + e~x)2

> 0

—oo 4-oo

(P=,im S + e-^~=lim
X—>—QO TC X-* —CO

■ • px — P— X= lim * , e_xx^_» ex + e

h(x)=y « <p(y)=x « g ~ |4- = x <=> j = x

« e2y - 1 = xe2y + x <=> (1 - x)e2y = 1 + x 
<=> e2y = 1 + x <=> y = -yLog I + x ■

1-x 2 ° 1-x
Conclusion : Vx e J;h(x) = y Log j * * ■

( i + x y —2 . o
i (i-x)2

* lim
—00

=lim
X->-00 C

* lim
4-oo

Ainsi J =]
b- Soit x e J; 1

<p = lim
X-»-CO

*V*eJ;h'(x)=4  1+x

1-x
1+x
1 -x

1
1-x22

2/ On pose ,pour tout x e [0,1 [ et n e IN*
a- La fonction Sn est dérivable sur [0,1 [ ( car c’est un polynôme ) 

^Wvcrmr-d'M 1 . 3x2 . 5x4 , (2n-l)x2"-2
* et Vx e [0,IL,sn(x) - 1 + -y— + y— +... +-----2n- 1

= 1 + x2 + x4 +.... +x2n 2
= 1 + x2 + (x2)2+...+(x2)n l

Comme Vx e [0, l[;x2 + 1 alors l+x2+(x2)2+...+(x2)n~1= *
1 X

1 — n
D’où Vx e [0, l[;S„(x) = — -----5— de plus Sn(0) = 0

1 - xz
l-(x2)n

Ainsi la fonction Sn est la primitive de x h-► 2 sur [0,1 [
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v2n

1 -x2
l-(x2)n

t2n

qui s’annule en 0. (1)
* la fonction x >—► jx —i——dt est la primitive sur [0,1 [ de

( t2n \ ° 1 “t

^t H-► J 0U1 S’annUæ en 0
aussi h est dérivable sur [0,1 [ 
Donc Vx e [0,1[; (h(x) - J*  yÇydt) = h'(x) -

_ 1_______x2n _
1 - x2 1 - x2 1 - X2

D’autre part h(0) - (° ——-dt = 4~Log } + 9 -0 = 0

=> la fonction x h—► h(x) - J*  y*  y dt est la primitive sur [0,1 [ 

de (t i-> * ~ y- ) qui s’annule en 0 (2)

(1 ) et (2) => Sn(x) = h(x) - J*  -yyrdt

1

t2n

f 2n i r ---*  +2nr-yt = |Log2-j0’ yyt

1 .
1-t2

x t2"
1-t2 

L 1
t2n+i

Jo
2n+l

0 < t2 < 2- <=> 0 > -t2 > -2-

< -2. <=> f2n < —t^— <• _9_f2n

-dt < -j-t2ndt
’ Jo 8 

.--t-—dt < 9 r —1—t2n+11T
1 -t2 _ 8 L 2n+ 1 Jo
t2n dt < 9. 1 /'-L\2n+1

1 -t2 8 2n + 1 '3 )
(t)2"+1] = 0 car y e] - 1;1[

(C - »

<=> 1 <
i _

f3 t2ndt < [3
J o J o

=> r —i—t2n+ii~ < pL2n+1 Jo _Jo

< > __ 1__
2n + 1 s '

De plus lim | _ * ■,
n->+oo L 2n 4-1

D’où lim
n->+oo

En conclusion lim un = -yLog2.
n->+oo

i

< J 3Jo
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HI01998 SESSION DE CONTROLE
EXERCICE 1 ( 6 points )

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = Jx* 2 - 4x + 5 .

probabilité d’apparition de la face “Pile” est y ,calculer la probabilité
d’apparition de l’autre face.

2) On lance simultanément le dé et la pièce de monnaie et on désigne par

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté à un 
repère orthonormé j*).

1) a- Dresser le tableau de variation de la fonction f.
b- Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes obliques A et A’ 

dont on déterminera des équations cartésiennes.
c- Tracer A, A’ et (C).

2) Soit Q le point de coordonnées (2,0).
a- Trouver une équation cartésienne de (C) dans le repère (o, i, j

b- En déduire que, dans le repère (p., i, j ), la courbe (C) est la 

représentation graphique de la fonction g définie sur IR par 
g(x)=Vl + x2

2) Soit F la fonction définie sur IR par :
F(x) = J“(X)g(t)dt où u(x) = y(e~

a- Résoudre dans IR, l’équation : u(x) = 1
b- Montrer que la fonction F est dérivable sur IR et que, pour tout x 

de IR,on a :F’(x) = -l-(ex + e“x + 2).
O

c- Calculer l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les 
droites l’équations respectives x = 2,x = 3ety = 0 relativement 
au repère.

( 4 points )

l)a- On lance un dé truqué dont les faces sont respectivement numérotées

EXERCICE 2

et que les autres numéros ont la même probabilité d’apparition, 
calculer la probabilité d’apparition pour chacun des numéros de 1 à 5 

b- On lance aussi une pièce de monnaie truquée. Sachant que la
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X l’aléa numérique défini comme suit :
• Si la face ” Pile ” apparaît en même temps qu’un numéro impair du

dé alors X =0.
• Si la face ” Pile ” apparaît en même temps qu’un numéro pair du

dé alors X = l.
• Si la face ” Face ” apparaît alors X prend pour valeur le numéro

apparu sur le dé.
Déterminer la loi de probabilité de X.

3) On répète l’épreuve précédente trois fois de suite et on désigne par
Y le nombre de fois où l’on obtient X > 5.
a- Calculer P(Y = 2 ).
b- Calculer l’espérance mathématique de Y ainsi que sa variance.

PROBLEME | (10 points)

Soit dans le plan orienté, un losange ABCD tel que ÇAB, ADj = ‘^'Pn] 

et- AB > 6 (en cm). Soit R la rotation de centre D et d’angle -y.
On désigne pari, J, K etL les milieux respectifs des segments [AB], [BC], 
[AD] et [AC]. Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle BCD et 
O’ le centre du cercle circonscrit au triangle ABD.

1-1) Soit f = S(da)oR ( S(da) étant la symétrie orthogonale d’axe (DA) ). 
a- Déterminer la droite A telle que R = Sçda) o Sa- 
b- En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

2) Soitg = Ro S(bc).
a- Déterminer g(B) et g(C).
b- Montrer que g n’est pas une symétrie orthogonale.
c- Déterminer la nature de g et donner sa forme réduite.

3) On désigne par h l’homothétie de centre D et de rapport y et on pose
S = R o h. Soient (L) et ( <ëf) les cercles circonscrits respectivement aux 
triangles BCD et DKL.
Soit E le point diamétralement opposé à D dans le cercle (L).
a- Déterminer S(B), S(C) et S(E).
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S.
c- Montrer que (‘S') est le cercle de diamètre [DO’].

H- On désigne par (T) l’ellipse passant par I et de foyers D et B et par (T’) 
l’ellipse passant par I et de foyers D et A.
Soit B’ le point de la demi-droite [O’I) tel que IB’ = IB.
l)a-  Montrer que le réel DB’ est le grand axe pour chacune des ellipses
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(r)et(r’).
b- Construire les sommets de (T) et (F) et tracer ces deux courbes.

2) Montrer que si M est un point de (T) alors R(M ) est un point de (F).
3) a- Montrer que si M est un point commun à (T) et (F) alors M

appartient à la droite (DI).
b- Construire alors le deuxième point, I’, d’intersection de (T) et (F).

fi
EXERCICE 1

l)a- la fonction qui a x >—► x2 - 4x + 5 est dérivable sur IR et Vx e IR 
on a x2 - 4x + 5 > 0 
par suite la fonction f : x >-> Vx2 - 4x + 5 est dérivable sur IR.
• Vx e IR;f'(x) = —2x ~ 4 = x~2 -

2 Jx2 - 4x + 5 Vx2 - 4x + 5
• ,im f =lim /x2(l - 4 + A) = +æ.

±oo X->±oo I A ✓

D’où le tableau de variation de f

X-oo

* lim [f(x)+x] =lim (Vx‘-4x + 5+x)(^-4x4-5-x)
X->-00

= lim
X->-oo

(Vx2 - 4x + 5 - x)
x2 - 4x + 5 - x2 _ ||m _____ x(-4 +

(Vx2 - 4x + 5 - x)

Ainsi * et * donnent que la droite A' : y = -x + 2 est une asymptote 
oblique à (C) au voisinage de -oo.

ELMOUFID________________ Page : 175_______________Livre : 32 Bac»



UNE CORRECTION EU : BAC 1998 SESSION DE CONTROLE

O lim
x->+oo

f(x)
x =lim

X->+oo

’V1-4+£
x 1

[f(x) - x] =lim
x-*+co

x(-4+4)

________________ X~>-00 ________________

(Vx2 - 4x + 5~ + x)(Vx2 - 4x + 5~ - x)
(Vx2 - 4x + 5 + x)

Ainsi 0 et 0 donnent que la droite A : y = x - 2 est une asymptote 
oblique à (C) au voisinage de +oo.

2)a- Soit M un point du plan. Désignons par (x, y) les coordonnées de M 
dans le repère R=(o, i, j ) et par (X, Y) les coordonnées de M 

dans le repère R’=(q, i, jQ .

M(X,Y)r, QM = XÎ + Yj*
<=> (x - 2)T + (y - 0)T = X i + Yj

x = X + 2
(y = Y<=> < <=> s

<=> X

x-2 = X

< y = Y 
M(X,Y)r, e (C) <=> M(x,y)R e (C)

x e IR

y = f(x) = Vx2 -4x + 5k
f (X + 2) 6 IR fxelR

<-> v -------------------- <=> < ___
1 Y=V(X+2)2-4(X+2)+5 L Y=VX2+1

Conclusion : (C) : y = Vx2 + 1 dans le repère R’.
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b- On muni le plan au repère R’=Çfi, i, j j, alors la courbe de la 
fonction g : IR —> IR; x i—> 71 + x2 a pour équation 
y=g(x)=7x2 + 1 qui est l’équation de (C) dans R’=(f2,T, J*)  

=> Dans R’=^Q, i, j ) ,1a courbe (C) est la représentation 

graphique de la fonction g.
2)a- u(x) = 1 <=> e~ - e”~ = 2 <=> e~-----= 2

x \ 2 x
e 2 - 2e 2 - 1 = 0

X
X = e2

X2-2X-l=0 (A'=1+1=2)

<-> •<
_x_

X = e 2

X = 1 - 72 ou X = 1 + 72

<=> e 2 = 1 + J2, ou e 2 = 1 - < 0 impossible

b- Soit G une primitive de g sur IR ( cette primitive existe car g est 
continue sur IR ).
Ainsi F(x) = J“(x) g(t)dt = G[u(x)] - G(0).

la fonction u est dérivable sur IR et aussi G est dérivable sur IR qui 
contient u[IR] par suite, d’après le théorème de la composée de deux 
fonctions, on a la fonction qui à x >—► G[u(x)J est dérivable sur IR 
Par suite F est dérivable sur IR.
• Vx e IR;F'(x) = u'(x).G'[u(x)J

c- Désignons par A l’aire de la partie considérée.
A== J2 f(t)dt=j’ g(t)dt=J“(2L°8(1+7ï)) g(t)dt=F(2L°g(l + 72)) 

D’autre part F(0) = g(t)dt = 0 ( car u(0)=^-(e°-e“°)=0)
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et aussi Vt e IR;F'(t) = -|-(et + e?1 + 2)O
=> Vx e IR;F(x) = j*  -^-(e1 + el + 2)dt

= |[el - e_t + 2tJo = |(ex - e’x + 2x)

=> A=F(2Log(l+V2))=-l-(e2Lo8'1+^ - e^^+^MLogO+yi ))

= i((1 + 75)2-ÜTW+4Lo6(1 + 7î))
= i(4V2+4Log(l + V2)).

Enfin : A= [-i-(./2 + Log(l + Jî')') ]u.a. (u.a.: unité d’aire ).

exercice"! |

1) a- désignons par pi la probabilité d’apparition de la face portant i.
on a : a = pi = P2 = P3 = P4 = ps (par hypothèse ) 
D'autre part pi + p2 + P3 + p4 + ps + p6 = 1

<=>5a+y = l <=> a = -y-,
b- Nommons P l’événement avoir “Pile” et F l’événement avoir “face”

On a p(F) + p(P) = 1 « p(F) + y = 1 «p(F) = y •

2) X(Q) = <0;l;2;3;4;5;6}.
cas favorables pour réaliser (X=0) probabilité

P et chifre impaire du dé 2 / . n x_ 2 3 x 2 _ 45 (P1+P3+PO-5 ■ 15 25

=> P(X = 0) = A..

• Les cas favorables pour réaliser (X = 1 ) sont : « P et face 2 »
« P et face 4 »;« P et face 6 » et « F et face 1 »
3p(X=l)=lx| + i«itlzl + ix| =

• le cas favorable pour réaliser (X = 2) est « F et face 2 »
= P(X = 2)=|xi = i

• le cas favorable pour réaliser (X = 3) est « F et face 3 » 
^P(X = 3) = y xy = y.
• le cas favorable pour réaliser (X = 4) est « F et face 4 » 
-P(X = 4)yxi = i

• le cas favorable pour réaliser (X = 5) est « F et face 5 »
p(X = 5) = ■5- x ^- =

• le cas favorable pour réaliser (X = 6) est « F et face 6 »

_8_
25 •
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D’où le tableau de loi de probabilité de X

3 p(X - 6) = |xl = |

Xi 0 1 2 3 4 5 6

p(X = Xi) 4
25

8
25

2
25

2
25

2
25

2
25

5
25

3)a-  Y : 3 répétitions >—► nombre de réalisation de (X > 5) 
Comme les répétitions sont indépendantes alors Y suit une loi 
Binomiale de paramètres n=3 et p=p((X > 5))=-^-+-^|- = 

D’oùP(Y = 2) = Q(^)2(l-i), = -^.

b-E(Y)=„p = 3x^- = |l..

v(Y) = „p(i-p) = 3x£xi| = |a

—..  za
PROBLEME |
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I-l)a- • R = S(da) o Sa rotation de centre D
=> D est le point d’intersection de A et (DA) => A contient D. 
• Soit M un point de A distinct de D.

R = S (da) o Sa rotation d’angle —j-

(DM,DA) = -g- [n].

Or (DI,DA) = --3- [n] « (DA;Dl) = [n]

D’où (DM,DA) + ^DA;Dl) = —[n],

<=> (DM,Dl) = 0 [rc] <=> D,M et I sont alignés.

Conclusion : A = (DI).
b- f = S(DA) 0 R <=> f = S(DA) ° S(DA) 0 S(DI) <=> f = S(DI).

2)a- * * g(B) = R ° [S(bc)(B)] = R(B) = A

( car DB=DA et (üB, Da) =[2tt] ).

★ g(C) =Ro[S(bc)(C)] = R(C) = B

( car DB=DC et (ï)C, Db) = --5- [2n] ). 

b- Supposons que g est une symétrie axiale alors 
g(C) = B <=> g(B) = C ce qui est faux car g(B) = A
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D’où notre supposition est fausse, par suite g n’est pas une 
symétrie axiale.

c- • R est un déplacement et S(bc) est un antidéplacement
=> g = Ro S(bc) est un antidéplacement 
De plus g n’est pas une symétrie axiale 
donc g n’est qu’une symétrie glissante.

ffi Désignons par "u le vecteur de g et Di l’axe de g. 
•g°g(C)=g[g(C)]=g(B)=A et on sait que g ° g = t2-

=> 2u = CA « u = y CA=JI car I=B * A et J=B * C. 
•g(C) = B et g(B) = A donnent que J = B*CetI  = B*A  

appartiennent à Di l’axe de g.
DoncDi = (IJ).

En conclusion : la forme canonique de g est : g = t° Sqj).
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D’autre part L=D * B => R(L) = R(D) * R(B)=D * A=K. 
D’où S(B)=K.

• S(C)=R[h(C)] = R(N) avec N = D * C. 
D’autre part N=D * C => R(N)=R(D) * R(C)=D * B = L. 
alors S(C)=L.

•S(E)=R[h(E)] = R(O) car O=D*E

=0’ car D0=D0’ et (dO,DCï) = [2k],

{
R similitude directe de centre D, de rapport 1 et d’angle - -2-

h similitude directe de centre D, de rapport y et d’angle 0 

=> S=R o h est une similitude directe de centre D, de rapport y et 
d’angle -y

c- ( <ë) est le cercle passant par D,B,C et E => S(( 'ë)) est le cercle 
passant par D, S(B) = K, S(C) = L et S(E) = O' 

Par suite S((<ë)) =(<Sf).
D’autre part [DE] est un diamètre de ( R) 

donc S([DE]) = [DO'] est un diamètre de S((^)) =(‘ë’).

ll-l)a- • I e (T) <=> ID + IB = 2a le grand axe de (T)
Or IB = IB' d’où 2a = ID + IB' = DB' car I e [DB']. 
Conclusion DB’ est le grand axe (T).

• I e (T) <=> ID + IA = 2a' le grand axe de (r') 
Or IA = IB = IB' d’ou 2a' = ID + IB' = DB'. 
Conclusion DB’ est le grand axe (r').

b- Pour la construction :
□ Les sommets de (T) sont les points d’intersection de l’axe focal 

(DB) de (T) et son cercle principale de centre L = D * B et de 
rayon yDB'.

ES Les sommets de (r') sont les points d’intersection de l’axe focal 
(DA) de (T') et son cercle principale de centre K=D*B  et de 
rayon y ©B'.
El voir figure.

2) Soit M un point d’image M’ par R
Comme R(B) = A alors MD=M’D et MB=M’A.
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3)a- m e (r) n (r’) <=> <

=>
<=>
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Me(T)«MD+MB = DB'
<=> M'D+M'A = DB'

MD + MB = DB'

MD + MA = DB'
MB = MA
M e méd[AB] = (DI).

b- D’après la question précédente, I’ appartient à (DI).
Désignons par Gi et G2 les points d’intersections de (DI) et le 
cercle directeur de (T) et de (T’) en leur foyer commun D.
* La médiatrice de [GiB] coupe (DI) en un point Ij qui est dans
(T) et (T’) en effet :

• 11D +11B =11D +11G1
= DGi = DB' grand axe de (T)

=> Il e (T).
• IiD + Ii A =LD + IiB car Ii e (DI) la médiatrice de [AB],

= DB' grand axe de (U)
=>I1 e (r').

★ Aussi la médiatrice de [G2B] coupe (DI) en un point I2 qui est
dans (T) et (I”) ( on le démontre de la même manière ).
On constate que Ii et I2 ne sont que I et I’ ( suivant les 
dispositions de Gi et G2).
D’où la construction ( voir figure ).
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( 6 points )EXERCICE 1

Le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormé ( O,u,~v).
Soit A la droite d’équation x = 2 et A le point d’affixe 2.
1) Vérifier que A est l’ensemble des points M d’affixe z tels que

4 - z - z = 0
2) Soit cp l’application de P\ A dans P, qui à tout point M d’affixe z

associe le pointM d’affixe z = ~ zz_4 - z - z
a- Montrer que z’ est un nombre réel.
b- Déterminer l’ensemble (T) des points M (z ) tel que z’= k où k est 

un réel donné différent de 2.
3) a- Montrer que pour tout nombre complexe z tel que Re(z) * 2 on a :

|z' - z|= |z' - 2|
b- En déduire que pour tout point M de P\ A,le point M’ est 

l’intersection de la médiatrice de [AM] avec l’axe des abscisses.
4) Soit D la droite d’équation x = 3.

Pour tout point M de D on désigne par M’ le point cp(M) et par M’le 
symétrique de M’ par rapport à (AM).
Montrer que M” appartient à une parabole de foyer A et dont on 
précisera la directrice.

EXERCICE 2
' JÎWCCTOOOTOTOQDCOOWCCWTOWCWreCCOBOWeWTO 1

( 4 points )

Dans le plan orienté, on considère un triangle rectangle ABC tel que 

(aB,Âc) = [2tt] et AB = 2AC.

Soient D et D’ deux droites parallèles passant respectivement par B et 
C et ne contenant aucun des côtés du triangle ABC. Soit A la droite 
passant par A et perpendiculaire à D et D’.La droite A coupe les 
droites D et D’ respectivement en I et J .
1) Soit S la similitude directe qui transforme A en B et C en A .

a- Déterminer l’angle et le rapport de S .
b- Soit Q le centre de S .

Montrer que Q est le projeté orthogonal de A sur (BC).
2) a- Déterminer S(D’) et S(A)

b- En déduire S(J).
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c- Montrer que le cercle de diamètre [IJ] passe par Q.

PROBLEME (10 points )

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul. On considère 
la fonction fn définie sur [ 0 , +oo[ par : fn(x) = xne_nx.
On appelle Cn la courbe représentative de la fonction fn dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé ( O, i, j ) ( unité graphique :3cm) 

A-l)a- Dresser le tableau de variation de la fonction fn .
b- Déterminer la position relative des courbes Cn et Cn+i .

2)a- Tracer Ci et C2 en précisant les demi-tangentes à l’origine .
b- Calculer l’aire Sn du domaine limité par la courbe Ci et les droites 

d’équations respectives x - 0 et x = n .
c- Calculer lim Sn .

n->+oo

B- V x e IR+ et Vn e IN*,  on pose : Fn(x) =J*  fn(t)dt

1) Posons z = x + iy avec (x,y) e IR1 2
M(z) e A <=> x = 2 <=> — + z =2 car x = Re(z) = z +~

<=> z + z = 4

_t_
1) . Montrer que, pour tout t > 0, on a : 0 < fi (t)e 2 <1

_t_
2) a- Montrer alors que ,V t > 0 et Vn e IN*,  on a : 0 < fn(t) < e 2 

b- En déduire que , V x > 0 et Vn e IN*,on  a : 0 < Fn(x) < 2.
C - Pour tout réel u > 0 et Vn e IN*,on  pose : Gn (u) = tne_tdt

1) a- Montrer que,Vn e IN*\{l},on  a : Gn(u) = -une~u + nGn-i(u) 
b- En déduire que :Gn(u) - -n!e“u ZLp=2 + n-Gi(u)

P'
2) Montrer alors que : lim Gn(u) = n!

U-*+00

3) a- Montrer que ,Vx > 0 et Vn e IN*,on  a : G„(nx) = nnf„(x)
fn étant la fonction définie dans la partie A- .

b- Montrer alors que,Vx >0 et Vn e IN*,on  a Fn(x)=—Gn(nx)nn+i

c-En déduire lim Fn(x).
X-»+0O

EXERCICE 1
..... ‘ '11
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<=> 4 — z - z = 0.

Conclusion : A = {M(z) e P tel que 4 - z - z = 0}.
2)a-7 = O^Çy= = z' carT = z

’ __ \4-z-z7 4-2-“ 4-z-z
z' = z' => z’ est un nombre réel.

b- Posons z = x + iy avec (x,y) e IR2. Soit k e IR\{2})
M(z) e (D « / = k « 4-(x-,y)(x + iy) = R

4 - (x + iy) - (x - iy)
4 _  _  y2

<=> —=k <=> 4 - x2 - y2 = -2kx 4- 4k
<=> x2 + y2 - 2kx + 4k - 4 = 0

<=> (x-k)2 + y2 = k2-4k + 4
« (x-k)2+y2 = (k-2)2

« Me au cercle de centre O(k,0) et de rayon |k - 2|.
3)a-  Posons z = x + iy avec (x,y) e IR2 et x 2.

. \< _ _i_ i 4 - zz _ i_ i 4 - zz - 4z + z2 + zz i
4-z-z 4-z-z

_ i 4 - 4z + z2 i.. . i (z-2)2 i |z - 2|2
4-z-z 4 —z —z |4 — z — z|

|z' - 21= I 4 - zz - 21= | 4 - zz - 8 + 2z + 2z i
4 — z — z 4-z-z

_ i -zz - 4 + 2z + 2z i i ~(z ~ 2)(z - 2) .
4-z-z ■ 4-z-z

= |z-2||z-2| = Jz^21L car|2_2|=lz_2|.
|4 - z - z| |4 - z - z| 1 1 1 1

Conclusion : |z' - z|= |z' - 2|
b- Soit M e P\A.

* |z'-z|=|z' -2|o MM'=M'A » M' e médiatrice de [AM] (1)
* z’ esr un réel <=> M' e l’axe des abscisses (2)
(1) et (2) => M' est l’intersection de la médiatrice de [AM] avec 

l’axe des abscisses .
4)

•M' e médiatrice de [AM]
=> M'M = M'A. (3)
•M” = S(Am)(M') => M"M=M'MetM”A=M’A (4)
(3) et (4) => MM'AM" est un losange.

=> M"A = M"M et (AM')//(M"M)
• A et M’ sont dans l’axe des abscisses qui est perpendiculaire
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à D:x=3 ainsi (AM') ± D.

=> (M"M) ± D car (AM')//(M"M)
=> M est le projeté orthogonal de

M” sur D.
« MM" = d(M";D)

Or on a déjà M"A - M"M
D’où M"A=d(M";D)

<=> M" appartient à la parabole de foyer A et de directrice D.
fi

EXERCICE 2IL Zr

l)a-

S(A)=B

S(C)=A

le rapport de S et son

car AB = 2AC

> ->

• (ÂC,BA) = tt + (ÂC,Âb)[2tï]

= 7C + ^- [2n] = y [2n],

b- ® S(A) = B => (ÔA,£Ïb) = [2rr]

=>‘(QA)±(QB) (1)

® (ÔC, Ôb) = (ÔC, OA) + (ÔA,Ôb) [2n] 

-f + f [27C>K [2tc].
=> Q e [CB] (2)

(1) et (2) => Q est le projeté orthogonal de A sur (BC) .
2)a-  S est d’angle Alors :

* S(D’) est la droite perpendiculaire à D’ passant par S(C) = A 
=>S(D’)=(AJ) = A

* S(A) est la droite perpendiculaire à A passant par S (A) = B 
=> S(A)=D.

b- <J} = D' n A => <S(J)> = S(D') n S(A)
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« <S(J)} = A OD = {1}
D’où S(J) = I.

c- S(J) = I => (ÔJ,ÔÎ) = [2n]

=> fi eau cercle de diamètre [IJ],

PROBLEME
§

• lim fi(x) =lim xe x =lim —= 0
X-Hoo X->+0O X-*+00 —__

X

• lim fn(x) =lim xne nx =lim (xe x)n = 0 
X->+cO x~* *+oo  X-++0O

A-l)a-fn est dérivable sur IR+ ( produit de deux fonctions dérivables)
• Vx e IR+;f„(x) = nxn_1e“nx -nxne "x = nx11“1e“nx(l - x) 
=> sig(fn(x)) = sig(l -x);Vx e IR+.
Premier cas : n = 1

b- fn+i(x) - fn(x) = xn+1e”(n+1)x - xne“nx=xne~nx[xe“x - 1]
Or d’après le tableau de variation de fi on a:

Vx > 0;fi(x) < e-1 < 1 => Vx > O;xe-X - 1 < 0
Par suite Vx > 0;fn+i(x) - fn(x) = xne~nx[xe“x - 1] < 0
Ce qui donne que Cn+i est au dessous de Cn.

2)a-.f' 1(0) = 1
T f y = f'1(0)(x-0)+f1(0) = x

x > 0
est la demi-tangente à

X.

droite à la courbe Ci en son point 0(0,0).
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•f'(0) = 0 
f y = f'(0)(x-0) + f2(0) = 0 , J .

=> T2 : < est la demi-tangente a
1 x > 0

= -ne n - [e X]JJ = -ne n
Sn = (-ne n - e~n + 1 ) u.a. ( avec u.a.=9 cm2)

c- lim Sn=lim (-ne n - e n + 1) u.a.=l.u.a. car lim ne n = 0 
n->+œ n->4-oo n->+co

t __t_
B-l) Posons u(t) = fi(t)e 2 = te 2

La fonction u est dérivable sur IR+.
__L __L __LZ . __L

• Vt > 0;u'(t) = e 2 - ±-e 2 = e 2 Ç1 - -i-j = ±-e 2 (2-t). 

D’où le tableau de variation de u
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* lim u(t) =lim te 2 =lim -2TeT = 0 ( avec T = —y)
t->+oo t->+co T-»-oo **

D’après le tableau de variation de u on a :
Vt > 0; 0 < u(t) <2er < 1

_t_
=> Vt > 0;0 < fi(t)e 2 < 1.

_L
2)a-Vt > 0;0 < fj(t)e2 < 1

t_
=> Vt > O;fi(t) < e 2 .

• Montrons par récurrence que Vn e IN*  on a fn (t) < fi(t);Vt > 0
* fi (t) < fi (t); Vt > 0 ( évident )
* Soitp e IN*;  Supposons que fp(t) < fi (t); Vt > 0 ;montrons

que fp+i(t) < fi(t); Vt > 0 en effet
fp+i (t) < fP(t); Vt > 0 d’après A-l/b-
de plus fp(t) < fi (t); Vt > 0 ( par supposition de récurrence )
D’où fp+i (t) < fi (t); Vt > 0 ( par transitivité de l’inégalité ).
Conlusion : Vn e IN*  on a fn(t) < fi (t); Vt > 0

_L __t_
Or Vt > O;fi(t) < e 2 donc Vt > O;fn(t) < e 2.
o Vt > O;fn(t) = xne“nx > 0

__t_
Bilan : Vt > 0;0 < fn(t) < e 2 .

b- V x > 0 et Vn e IN*,on  a d’après la question précédente 
__L

Vt e [0;x];0 < fn(t) < e 2

0 < J*f n(t)dt < J*e  2 dt 

<=> 0 < Fn(x) < £-2e“ 2 J = “2e 2+2.

__x° _x_
D’autre part V x > 0;-2e 2 < o <=> V x > 0;2-2e 2 < 2. 
Enfin 0 < Fn(x) < 2; V x > 0 et Vn e IN*.
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D’où la proposition est vraie pour n=2.
EH q e IN*\{1}.  Supposons que Gq(u)=-q!e~u 22p=2 -^y-+q!Gi(u) 

Montrons que Gq+i(u)=-(q + 1)!e“u 22^0 + (q+ l)!Gi(u)
P p!

Gq+i(u) = -uq+1e u + (q + l)Gq(u). ( d’après la C-l)a-) 
= -uq+1e_u + (q + 1 )^ —q!e_u 2LP=2 + q!Gi(u)

= ~(q+1 )! |■ e~u-(q+1 )!e~u22^2 + (q+l)!Gi(u)

( car (q + 1) x q! - (q + 1)! ) 
= -(q + 1 )!e u Ept2 -^ + (q + l)!Gi(u) 

Conclusion : ® et EB =>Gn(u) = -n!e~u 22 V "F" + n!Gj(u) p z p!
2) Vn e IN*\{l},G n(u) = -n!e"u22"2 Tf +n!Gi(u)p—z. p î

<=> Vn e IN*\{l},G n(u) = -n! £J=2 + n!Gj(u)

• Gi (u) = te ldt = -ue u - e“u + 1 d’après A-2/b- 
‘ Ainsi Vn e IN*\{l},G n(u)=-n! 22p=2 u + n![-ue“u-e"u+l] 

•pourp e IN*\{1};  lim upe"u =Iim T-p^y-e p 1
U-»+0O U->+00 L r J

= lim [pXex]p=0 (avecX=^-)

lim upe“u
limGn(u)=-n! 22V u~>+co .------- Fn! lim -ue“u-n! lim e u+n!=n!

U->4-CO P— P- U->+o0 U-»4-CO

3) a- Gn (u) = J\ne_tdt; Vu > 0
=> Gn est la primitive de (t i—> tne“l) sur IR+ qui s’annule en 0.
=> Vu > 0; G„(u) = une~u.
Ainsi : Vx > 0 et Vn e IN*,  on a :

G„(nx) = (nx)ne“nu = nnxne"nu = nnfn(x)
b- Vx > 0 et Vn e IN*,  on a :

Vt e [0;x];G„(nt) = nnfn(t)
J*  G^ (nt)dt = nn £ fn (t)dt 

o nnFn(x) = J;-J*(nt)'Gn(nt)dt  

« nnFn(x) = i[Gn(nt)]^ = -|[ Gn(nx) - Gn(0) ] 

<=> Fn(x) = —j-Gn(nx).nn+i
c- lim Fn(x) =lim -L-Gn(nx) =lim -V-Gn(u) =

X->+CO X->+0Ci II u~»+oo II II

( en posant u=nx on a : quand x ->■ +oo on a u -> +æ )
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V «a

W
C I

a______________________ s

EXERCICE 1
..............

( 6 points )

2 t 9
Soit fia fonction définie sur IR par f(x) = x ■■■ ■ 2

x + 1
1/a- Drésser le tableau de variation de f et tracer sa courbe représentative 

Cf dans un repère orthonormé (o, i, j

b- Montrer que l’équation f(x) = x admet dans IR une solution unique 
o

a telle que : 1 < a < y.

2/ On appelle g la restriction de f à IR+.
a- Montrer que g admet une fonction réciproque g ' définie dans ] 1 ; 2] 
b- Ecrire l’expression de g* 1 (x) pour x appartenant à ] 1 ; 2], 
c- Tracer la courbe C’ de g”' dans le repère (o, i, j ).

K
Pour tout entier naturel non nul,on pose In = JQ4 (tgx)ndx.
1/a- Vx e £(); J et Vn e IN, calculer la dérivée de la 

fonction x i—> (tgx)n+1.
b- En déduire que,Vn e IN, on a : In + In+2 = n + j •

2/a- Montrer que Vn e IN, on a In > 0. En déduire que In < —L- 

b-Calculer alors lim In.
n-*+oo

3/ Soit g la fonction définie sur ^0; J par g(x) = Log(cosx).

a- Calculer g'(x) où g’ la fonction dérivée de g sur ^0; J 

b- En déduire Ii etl3.

3/ Soit (p la fonction définie sur [o; ] par <p(x) = Jq8 f(t)dt.

a- Montrer que (p est dérivable sur
b- Calculer alors <p(x).
c- En déduire l’aire A du domaine limité par la courbe Cf et les droites 

d’équations respectives x = 0,x = lety = l.
a_______________________________ fit

EXERCICE 2

Q; ~4~ ]et que ‘p'w= tg2*+

( 4 points )

1
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PROBLEME (10 points)

On donne dans le plan orienté, un triangle OAB tel que : OA=2OB et 

^OA, Ob) = -y [2n] ( On prendra log[OA] = 8 cm ).Soient J et

K les milieux respectifs des segments [OA] et [OBJ. On désigne par A’ 
le symétrique de O par rapport à B, I le symétrique de J par rapport à O 
et H le projeté orthogonal de O sur (AB).

A- Soit r la rotation de centre O et d’angle -y.

1/ Préciser r(A) et r(B)
2/ Soit G = r(H).

a- Montrer que G appartient à (IA') et que (OG) ± (IA') .
b- Construire alors le point G.

B- Soit s la similitude directe qui tronsforme O en A et B en O.
1/a- Déterminer le rapport et l’angle de s.

b- montrer que le centre de s est le point H.
c- Montrer que s(K) = J; en déduire que (HK) ± (HJ).

2/ la perpendiculaire en A à (OA) coupe la droite (HK) en C.
a- Montrer que s ((OA)) = (AC).
b- En déduire que s(J) = C.
c- Montrer alors que HC = OA = AC.

C- Soit h = s o r-1. on désigne par L le symétrique de O par rapport à I. 
1/a- Déterminer h(I) et h(O).

b- Montrer que h est une homothétie et déterminer son rapport.
c- Montrer que h a pour centre le point L .

2/a- Déterminer l’image de G par s° r"1.
b- En déduire que G est le milieu de [LH], 
c- Montrer que LHA’ est un triangle rectangle .

D- On désigne par ^èt ^les paraboles de même foyer H et de directrices 
repectives (OB) et (OA).
1/a-Montrer que les points J et K appartiennent respectivement à ^èt 

b- Montrer que (JK) est une tangente commune à ,^èt
2/a- Montrer que le point C est un point commun à .^èt

b- Soit S le sommet de Montrer que S appartient à 
Tracer ^èt

3/ Soit M un point du plan et M’ son image par s.
Montrer que M appartient à é^ài et seulement si M’ appartient à
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UNE CORRECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

1/a- f est dérivable sur IR ( fonction rationnelle définie sur IR ). 
. Vx e IKf (x) = W2 + D-2y + 2) =

(x2 + l)2 (x2 + l)2
D’où le tableau de variation de f

asymptote horizontale à Cf au voisinage de ±oo.

b- • d’après le tableau de variation de f on a Vx e IR ; 1 < f(x) < 2 
=> Vx eIR;x<0<l< f(x)
=> l’équation f(x) = x n’a pas de solution dans IR“.

★ f(x) = x « f(x) - x = 0 o h(x) = 0 avec h(x) = f(x) - x.
h est dérivable sur IR+ et Vx e IR+; h'(x)=—~^x 9 - 1 < 0

(x2 + l)
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=> h est continue et strictement décroissante sur IR+
=> h réalise une bijection de IR+ sur h([0;+œ[)

Orh([0;+co[) =] lim h;h(O)J =] -oo;2] contient 0
4-co

=> l’équation h(x) = 0 possède une seule solution a dans IR+. 
Bilan : l’équation f(x) = x possède une seule solution a dans IR. 
D’autre part h(l) x < 0 => 1 < a <

2/ g la restriction de f à IR+
D’où le tableau de variation de g

a- g est continue st strictement \ sur IR+
=> g admet une fonction réciproque g-1 définie sur g(IR+ )=] 1 ; 2] 

b-xe]l;2]; j
<=>

<=>

<=>

g \x) = y e IR+
• g(y) = x

y2 + 2 ? n ?• -----  = x <=> y2 + 2 = xy2 + x
y2 + 1
(i-*)y 2 = x-2~y2 = f5i

Or y e IR+ donc y = J *

Conclusion : Vx e]l;2];g_1(x) = ■

c- Cg-i = Sa(C8) avec A : y = x (Voir figure)
3/a- Soit v une primitive de f sur IR

Vx e [o; -2- ]; <p(x) = y(tgx) - \|/(0)

• la fonction tg est dérivable sur [û; j et

Vx e [o;-J ];tgx e [0; 1 ] 

de plus la fonction y est dérivable sur IR 
Donc, d’après le théorème de la dérivabilité d’une fonction composée, 
la fonction qui à x i—► y(tgx) est dérivable sur £o; -2- J.

Par suite <p : x >—► (p(x)=\/(tgx) - \|/(0) est dérivable sur [o; J.
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*Vx e [o; -J-];cp'(x) = [v(tgx)]'- [\|/(0)]'

= (tgx)'. \|/(tgx)=(l+tg2x) *g X + 2 =tg2x + 2. 
tg2x + 1 

b-Vt e [O; f ]; <p'(t) = tg2t + 2. et <p(0) = f‘8° f(t)dt = 0 

donc cp est la primitive de (t >—> tg2t+2) sur ^0; j qui s’annule en 0 

=> Vx e [0; ]; ip(x) = J*(tg 2t + 2)dt = J*(l  +tg2t+ 1 )dt

= [tgt + tJo = tgx + x.
c- A=Q*(f(x)  - l)dx j u.a. ( u.a.: unité d’aire )

= JÔf(x)dx-JÔdx] u-a-

= Jq8T f(x)dx - 1 ] u.a.

= f + f -1 ] ua = f ua:
EXERCICE ~2 1

1/a-Vx e etVn e IN, [(tgx)n+1 ] =(n + 1)(1 +tg2x)(tgx)n

b- Vn g IN,In +In+2 = f; (tgx)ndx +J; (tgx)n+2dx

= J04 (tgx)n(l +tg2x)dx

= 777 f04 (n+ l)(tgx)n(l +tg2x)dx

= —1—r (tgx)n+i —n + 1 13 ë J Jo n + 1 '
2/a-Vn e IN, Vx e [o; J on a (tgx)n > 0.

n

=> Vn e IN, on a In = f 4 (tgx)ndx > 0.J o
• Vn e IN, on a 0 < In+2
« Vn e IN, on a 0 + In < In+2 + In
« Vn e IN, on a In < —n+1

b- Vn s IN,0 < In < —de plus lim —J—- = 0
n+1 K n.>+œ n +1 

=>Iim In = 0.
n->+oo

3/a- Vx g [o;-j];g'(x)=[Log(cosx)]' = = ^os>F = _tSx
JL JL JL

b- * Ii = jo4 tgxdx = - jo4 -tgxdx = -[Log(cosx)]04
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* * I1+2 + Ii = i | d’après 1/b- 
«I3 = ±-I,+=±-±Log2.

PROBLEME

A-l/ • A’ est le symétrique de O par rapport à B
=> OA'= 2OB = OA => OA' = OA. (1)

* (OA,Ô/V) = (ÔA,5b) + [2n]

-f+0 [2k] (2)
Ainsi (1 ) et (2) => r(A) = A'.
* I est le symétrique de J par rapport à O

=> 01 = OJ
Or OJ = ‘2’OA = OB donc 01 = OB (3)

* (ÔB,Ôl) s (ÔB,Ôj) + (ÔJ,ÔÎ) [2k]

= + * [2k] = | [2it] . (4)

Ainsi (3) et (4) => r(B) = I.

2/a- r(A) = A' et r(B) = I => r((AB)) = (A'I)
Comme H e (AB) alors G = r(H) e (A'I). 

(0H)_l(AB) => r((OH))±r((AB)) car r conserve l’orthogonalilté 
« (OG) ± (A'I).
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(OG)±(A'I) 1

> => G est le projeté orthogonal de O sur (A I) 
G e (AT) J

b-

s est de rapport et d’angle (ÔB, Ao)

B-l/a- 
s(O) = A 1 

s(B) = O J
. OA = 2. PB = 7

PB JJ B
* (ÔB,ÂO) = 7t + (ÔB,ÔA)[27r] = 7t - -2-[2n] = [2n]

Conclusion : s est de rapport 2 et d’angle -y.

b- <H} - (OH) A (HB) <s(H)} = s((OH)) A s((HB)). 
s est d’angle -y alors :

♦ s((OH)) est la droite perpendiculaire à (OH) passant par 
s(O) = A => s((OH)) = (AH).
• s((HB)) est la droite perpendiculaire à (HB) passant par
s(B) = 0 =*  s((HB)) = (OH).

Ainsi <s(H)} = (AH) A (OH) = <H}
s(H) = H

Par suite H est le centre de s.

c- K = O * B « s(K) = s(0) * s(B) car s conseve les milieux. 
« s(K) = A * O = J.

Ainsi s(K) = J

s(K) = J => (HK,Hj) = [2tt] (HK) ± (HJ).

2/a- s((OA)) est la droite perpendiculaire à (OA) et passant par s(0) = A 
=> s((OA)) = (AC).

b- <J} = (HJ) A (OA) => <s(J)> = s((HJ)) A s((OA))
♦ s((HJ)) est la perpendiculaire à (HJ) passant par H 

s((HJ)) = (HK).
Ainsi <s(J)> = (HK) A (AC) = <C}

D’oùs(J) = C.

c- s(J) = C et s(0) = A => AC = 20J = OA car J = A * O 
Ainsi OA = AC.

• s(J) = C => HC = 2HJ.
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D’autre part OHA est un triangle rectangle en H et J = A * O 
=> JH = OJ « 2JH = 2OJ = OA
Donc HC = OA

Bilan : HC = OA = AC.

C-l/a- □ h(I) = s[r_1 (I)] = s(B) = O car r(B) = I
® h(O) = s[r~'(O)] = s(O) = A carr(O) = O.

b- r est une rotation d’angle y => r-1 est une rotation d’angle -y- 

s est une similitude directe de rapport 2 et d’angle

r-1 est une similitude directe de rapport 1 et d’angle ~-

=> h = s o r-1 est une similitude directe de rapport 2x1 et 
d’angle -y- + y = 0 [2n]

=> h est une homothétie de rapport 2.

c- Désignons par Q le centre de h.
h(I) = O <=> QO = 2.QI <=> OO = 2.00 + 201 « ÔQ = 2ÔI 

d’autre part I = L * O <=> OL = 201
Par suite OO = OL <=> Q = L.

2/a- s » r 1 (G) = s (H) car r(H)=G
= H car H est le centre de s.

b- s o r_1(G) = H « h(G) = H « LH = 2LG
LG+GH = 2LG <=> GH = LG 

o G = L * H.
c- s o r-1 = h <=> s = h « r.

s(A') =h[r(A')]..
*B=0*A ! « r(B) = r(0) * r(A')

«1 = 0*  r(A')
<=> r(A') = L car on a déjà I = O * L

Ainsi s(A') = h[r(A')J = h(L) - L

=*  (hA,ÏÎl) . [2n]

=> LHA’ est un triangle rectangle .

D-l/a- * On a déjà montrer que JH = JO (voir correction de B-2/c-) 
de plus O est le projeté orthogonal de J sur (OB) car (OJ)j_(OB)
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=> JO = d(J; (OB))
Par suite JH = d(J;(OB)) «Je
• * KH = ^-HJ ( car s(K) = J )

=> KH = y JO = ^-OB = KO ( car JO=OB et K=O * B )

> KIJ = KO
de plus O est le projeté orthogonal de K sur (OA) car (OA)±(OK)

=> KH = KO = d(K,(OA))
<=>K appartiennent à

b- KH = KO et JH = JO donnent que (KJ) = med[OH]
<=> O = S(kj)(H)

Comme de plus H est le foyer de ^èt ^et aussi O appartient au 
directrices de ^èt d’alors (KJ) est une tangente au deux paraboles 
^èt

2/a- •HC=CA (d’après B-2/c-) et A le projeté orthogonal de C sur (OA)
=« HC = d(C,(OA)) «Ce
• (CA)±(OA) et (OA')±(OA) => (CA)//(OA') (5)

CA= OA et OA = OA' =>CA= OA' (6)
(5) et (6) => OACA' est un parallélogramme
de plus CAO = -y et CA=OA donc OACA' est un carré

=> A' est le projeté orthogonal de C sur (OB)
=> CA' = d(C,(OB)).

On a aussi CH=CA et CA=CA’ donc CH=CA’=d(C, (OB))
=> C G

b- S le sommet de ^Désignons par H’ et H” les projetés orthogonaux 
de H respectivement sur (OA) et (OB) donc S=H*H'
Par suite SH = y HH' (7).
• H’ et H” les projetés orthogonaux de H respectivement sur (OA) 

et (OB) et (OA) ± (OB) donc HH"OH' est un rectangle.
=> d(S; (OB))=HH" car S e [HH'] et (OB)=(OH")

• <H"} = (OB) n (HH") => <s(H")} = s((OB)) 0 s((HH"))
* s((OB)) = (OA).
* s((HH")) est la perpendiculaire à (HH") passant par H

=> s((HH")) = (HH').
Ainsi <s(H”)} = (OA) n (HH') = {H'}

=> s(H") = H' => HH"=yHH' (8)
(7) et (8) => SH = HH" = d(S; (OB))
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S e
EH traçage de ^èt voir figure )

3/ Soit M un point du plan et M’ son image par s.
M appartient à MH = d(M; (OB))

2M'H = 2d(M';(0A))
( car M’=s(M); s((OB)) = (OA) et s est de rapport 2 )

« M'H = d(M'; (OA)) <=> M' e
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Dans le plan P orienté, on considère un rectangle ABCD tel que

(AB, AD) = -y [2rc] et AB = 2AD. On désigne par I le milieu de [AB], 
O le milieu de [BD] et par ( le cercle circonscrit au rectangle ABCD. 
Soit f la similitude directe qui transforme B en I et I en D.
1) Montrer que le rapport de f est J2 et que -y est une mesure de 

son angle.
2) Soit s la similitude directe de centre C de rapport Jï et d’angle

a) Montrer que s(B) = I.
b) Montrer que f o s 1 =idp où idp est l’application identique du plan
c) En déduire que f = s.

3) Soit A’= f(A). Montrer que D est le milieu de [ A’I ] .
Construire alors le point A’.

4) La demi-droite [CA’) recoupe ( ë) en O’.
a) Calculer CO’ et CA’ en fonction de CA.
b) En déduire que O’ est le milieu de [CA’].
c) Prouver alors que O’ = f(O).

ti
EXERCICE 2 ( 5 points )

Un sac contient deux boîtes Bi et B2 indiscernables au toucher.
La boîte Bi contient deux boules rouges et une boule noire.
La boîte B2 contient deux boules rouges et deux boules noires. Toutes 
les boules sont indiscernables au toucher.
Une épreuve consiste à tirer du sac, au hasard, l’une des deux boîtes 
puis de tirer, au hasard et simultanément, deux boules de cette boîte. 
Soit A, l’événement : « obtenir deux boules de même couleur » et 
E l’événement : « les deux boules tirées sont de Bi ».
1) a) Montrer que la probabilité de l’événement A est égale à

b) Sachant que les deux boules tirées sont de même couleur, quelle 
est la probabilité pour quelles aient été tirées de Bi?

2) On répète l’épreuve n fois, en remettant chaque fois, les deux boules 
tirées dans leur boîte et la boîte tirée dans le sac. n désigne un entier 
naturel supérieur ou égal à 2. Soit X l’aléa numérique qui prend pour 
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valeur le nombre de fois où on obtient deux boules de même couleur.
a) k étant un entier naturel inférieur ou égal à n, calculer p(X = k).
b) Calculer l’espérance mathématique et la variance de X.
c) On désigne par pn la probabilité d’obtenir, au bout des n tirages, 

au mois une fois deux boules de même couleur. Calculer pn en 
fonction n. Quelle est la limite de pn lorsque n ^+œ?

(10 points )PROBLEME

Dans tout le problème, la lettre P désigne un plan rapporté à un repère 
orthonormé ^O,T, j*).

1-1) On considère la fonction g définie sur [1 ,+oo[ par g(x)=xLogx-x+l.
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire le signe de g(x) pour x [ 1 , +oo[.

2) Soit f la fonction définie sur [ 1 , +oo [ par
C f(x) = si x e]l,+oo[

[ f(l) = 1

Montrer que f est continue en 1.
3) a ) Montrer que pour tout réel t de [ 1 ,+oo[ on a :

t- 1 - (t- I)2 < 1 - y < t- 1
b) En déduire que pour tout x de [ 1 , +oo[ on a :

(x-1)2 (x-1)3 , T (x-1)2
3—----- 3—y^— < x - 1 - Logx < -—y^~

. x-1 - Logx
c) Déterminer alors lim -------------- .’ x-u+ (x-1)2
d) En déduire que f est dérivable à droite en 1 et que f ’(l) =-y

4) a) Dresser le tableau de variation de la fonction f
b) Tracer la courbe représentative Cf de f dans le repère ^0, i, j ) 

( on précisera la nature de la branche infinie de Cf. )
Il On considère la fonction F définie sur [l,+°°[ par

/ F(x) - lx six^1;+“[
( F(l)-Log2

On désigne par C’ la courbe représentative de la fonction F dans le 
plan P.

2 2
l)a)  Montrer que pour tout x de ]l,+°o[ on a - ^(x) - Logx
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Ftxt

b) En déduire : Lim F(x) et Lim 7
X-*+00  X“*+00

• (BI,ID) = (BI.IA) + (IA,ID) [2n] 
-0-A [2n]

2) a) Montrer que pour tout x de ] 1 , +œ [ et pour tout t de [ x , x2 ]
on a • < _J_ < _jd_

tLogt - Logt - tLogf
b) En déduire que pour tout x de ]l,+°o[ on a :

xLog2 < F(x) < x2Log2
c) Montrer alors que F est continue en 1.

3) a) Montrer que Vx e]l,+oo[, F est dérivable et que F’(x) = f(x).
b) Soitx e]l,+oo[. Montrer qu’il existe un réel c de ]l,x[ tel que:

F(x) - F(l) = (x - l)F'(c).
c) En déduire que F est dérivable à droite en 1 et que F’ (1 ) = 1.

4) Dresser le tableau de variation de, F et tracer la courbe représentative 
C’ de F ( on précisera la nature de la branche infinie de C’ ).

III- Soit a un réel de ]l,+oo[ et A(a) Faire de la région du plan P délimitée 
par la courbe Cf et les droites d’équations respectives : y=0, x=l 
etx = a.

1) Montrer que pour tout x de ] 1, +oo[ on a F(x) = J f(t)dt + Log2.

2) En déduire : Lim —et Lim
a->+oo a-*+oo or

a_______________________________c

EXERCICE 1
------------------------------------------------- jrf

1)
f(B) = I 1 

f(I) = D J
ID = ID
IB AD

= 1
cos AID

est le rapport de f et (BI, ID) est l’angle de f. Lo

car IB = -y AB = AD

= —car ADI est rectangle et isocèle en A 
cos -v-4
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Ainsi : * et ★ s(B) = I.

car BIC est un triangle direct,rectangle 
et isocèle en B.
- = Æ

b) s similitude directe de centre C,de rapport -J2 et d’angle

=>s_1 similitude directe de centre C,de rapport —et d’angle -7-. 
V2 4

et comme f est une similitude directe de rapport —et d’angle
72 4

Donc f 0 s1 est une similitude directe de rapport —L- x ^2=1 et 
V2

d’angle —^+-^ = 0
f o s-1 est un déplacement d’angle 0.

EH f o s_1(I) = f[s_1 (I)] = f(B) = I =>f o s-1 fixel 
Conclusion : f o s-1 =idp.

c) f o s-1 =idp <=>f o s-1 o s=idp ° s <=> f = s
3) A’= f(A).

I = A * B o f(I) = f(A) * f(B)
c=> D = A' * I

4)a)  f(A) = A' => (cAiCÂ1) = -*■  [2k]

Or O’ e [CA’) donc (cAjCcT) = [2k]

De plus [AC] est un diamètre de ( 
=> CO'A est rectangle en O’. 
Ainsi cos^ACO'^ = .
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« CO' = cos (--A ) AC = -y-AC.

• f(A) = A' => = Jï <=> CA' = 72 AC.

b) CO' = -y-AC = y (72 AC) = ^-CA' 

de plus O’ e [CA'J
D’où O’=C * A'.

c) On a O = C * A donc f(O) = f(C) * f(A) = C * A'
et puisqu’on a montrer que O’=C * A' 

=^f(O) =O’.
_________________________________ CL

EXERCICE 2

Bi contient : 2 boules rouges et une noire
B2 contient : 2 boules rouges et deux noire
l)a)  A se réalise quand on tire soit 2 boules rouges soit 2 boules noires. 

a = (E n A) u n A) et (E n A) n (îT n A) = 0
P(A) = p(E).p(A/E) + p(Ë’).p(A/Ë’)

, 1 , 1 c22 + c^ 1,1 1
2 C32 2 C4 6 6 3 •

b) Sachant que les deux boules tirées sont de même couleur 
C’est a dire sachant A est réalisé.
Donc le démondé est de calculer la probabilité de E sachant que A 
est déjà réalisé.

X £1p(E n A) 2 x c| 1 
P(A) " L " 2-

2)a) X: n répétitions i—► nombre de réalisation de A
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi 
Binomiale de paramètres n ( nombre de répétitions ) et p=p(A)=y. 
Par suite pour k un entier naturel inférieur ou égal à n, 

p<x = k)=ct(±)k(i--i-)n"

b) E(X) = np = y.
c) Désignons par Dn : obtenir, au bout des n tirages, au mois une fois A 

=> Dn : obtenir, au bout des n tirages, zéro fois A.
Ainsi p(D7) = p(X = 0) =C2(|)°(1 - |)n’° = (|)n 

D’oùpn =p(Dn) = 1 -p(D7) = 1 - (y) .

p(E/A) =

ELMOUFID Page : 205 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ®U : BAC 2000 SESSION PRINCIPALE

• lim pn
n->4-oo

carf < 1,1[.

PROBLEME
k.

I-l)a) g est dérivable sur [ 1 , +oo[ et Vx > 1,
g'(x) = Logx + Xy - 1 = Logx > 0

D’où le tableau de variation de

• lim g =lim [x(Logx — 1 ) + 1] = +oo.
+oo x->+œ

b) 0 est le minimum de g sur [l,+oo[ (d’après le tableau de variation 
■ de g) => Vx > l,g(x) > 0.

2) lim f(x) =lim =lim = J- = 1 = f(l)
x-.r x->i+ L°ëx x-,r < Lo§x A 1

=> f est continue en 1.
3)a  ) t e [1 ; +oo[:

• t-l-(t-l)2-(l-J-) = -(t-l)--L]

= a- Dp-t2*!- 1 ] = <t-i)~(t;1)2-

Donc t-l-(t-l)2 < 1 - y- 
•(i-|)-(t-D = (t-iO-i] 

= (t-i)J^t =--^121 <0

=>i-i<t-i

Bilan : Vt s [l;4-oo[;t — 1 - (t- l)2 < 1 - y < t- 1.

< 0
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TT ri , r (x-1)2 (x-1)3 ~ „ (x-1)2

c) Vx e [l;+oo[ ; --------2< x-l-Logx < 2—
w ri , r 1 (x-1) x-1 -Logx 1» Vx g [1; +oo[ ; -L - 7 < —--------—< _L

2 3 (X-l) 2
De plus lim [X-Lxll] = X

x-1 - Logx iD ou lim --------------= —
(x-1)2 2 ’

Logx
x- 1

_J__  ) = J_ x i = J_
Logx 7 2 2 
x - 1

=> f est dérivable à droite en 1 et f\i(l ) = -y.
4)a)f  est dérivable sur ] 1 ; +oo[.

w . 1 r/z a Logx - (x - l)i
Vx > l;f (x) = ------ ---------—

(Logx)
_ xLogx - x + 1 _ g(x)

x(Logx)2
D’où le tableau de variation de f

, > 0 x(Logx)

=> Cf possède une branche parabolique infinie de direction l’axe 
des abscisses au voisinage de +oo

• la demi-tangente à droite à Cf en son point d’abscisse 1 a pour
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y = fd(l)(x-l)+f(l) = |x+|

x > 1

système d’équation T

■^-rdt < fx 4—dt
ogt J x Logx

x2 - X

D’où Lim F(x) = +co.
x->+œ

• Vx g] 1 ; +oo[; x2 ~ x
L Log(x2)

« Vx e] 1 ; +oo[; -x ~ -1— <

’ 2Logx

—~ 1- =Lim
X->+co

<F(x)<^^
~ v Logx

F(x) < x-1
x _ Logx 
i-4

—-—— = +oo 
-, Logx 
2 X

de plus Lim _T
x~>+oo 2Logx

Donc Lim = +00-x
X—*+co
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2)a)  Vx g]1;+oo[; Vt g [x;x2]
x<t<x2<=>^<l<^- 

“UF'nbr'Oïr carLogt>0

b) Vx e]l;+oo[;Vt on a

Vx jgLdt < -g^dt

2 x ±
<=> Vx g]1;+oo[;x f* * dt < F(x) < x2 [*  * dt

Jx Logt Jx Logt
<=> Vx G]l;+oo[;x[Log(Logt)]x2 < F(x) < x2[Log(Logt)]* 2

X2

[Log(Logt)]* 2 = Log(Logx2) -Log(Logx)
=Log (2Logx ) -Log (Logx )=Log ( ) =Log2

Ainsi : Vx g] 1 ;+<»[; xLog2 < F(x) < x2Log2.
j Vx e] 1 ; +oo[; xLog2 < F(x) < x2Log2.

C) | lim [xLog2] =lim [x2Log2] = Log2

=>lim F(x) = Log2 = F(l) => F est continue en 1.

3)a) Soit H une primitive sur ] 1, +oo[ de la fonction qui à t *—>

D’ou Vx g]1,+oo[,F(x) = H(x2) -H(x).
® la fonction qui a x i—► x2 est derivable sur ] 1, +oo[ et à valeur 

dans ]l,+oo[ de plus H est dérivable sur]l,+oo[ 
D’où la fonction qui a x > H(x2) est derivable sur]l,+oo[. 
Par suite F est dérivable sur ] 1, +oo[.

ffi Vx g]1,+oo[,F'(x) = 2x H'(x2) - H'(x) = 2x—- -J— 
Logx2 Logx 

= 2x_______1__  = x- 1 = ff x
2Logx Logx Logx '

b) Soit x e]l,+oo[.
J F est continue sur [1 ; x]

I F est dérivable sur ] 1 ; x [

=> Bc e]l,x[tel queF(x) -F(l) = (x- l)F'(c).
r F(x) — F( 1 ) "I

c) lim ——— v 7 =lim F'(c) d’ après la question précédente
x .i+ L x — 1 J x^r
Or c e] 1, x[ donc quand x -+ 1+ alors c-> 1+
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Par suite lim f =lim F'(~) lim f(c) = 1

x-1 J o_>1+ c_vI,
D’où F est dérivable à droite en 1 et que F'(l ) = 1.

4)
Vx e]l,4w[,F’(x)=f(x)=^^- > 0

D’où le tablau de variation de F

X 1 -t-œ

F’(x) 4-

F(x)
+CO

Log2

Lim Ffc) = +oo => C’ possède
x->+co

une branche infinie de direction l’axe des ordonnées au voisinage de +oo. 
III- Soit a un réel de ] 1,4-oo[

1) On a Vt e]l,+oo[;F'(t) = f(t) d’après la question II-3/a-
=> Vx e]l,4-oo[; j*F'(t)dt  = J*  f(t)dt. 
o Vx e]l,+oo[;F(x)-F(l) = f*f(t)dt  
o Vx e]l,4-oo[;F(x) = J*f(t)dt  4- F(1 ) = J*  f(t)dt 4- Log2.

2) A(a) = J“(f(t) - O)dt = F(a) - Log2
__ A(a) F(a) Log2

~ ô
=Lim

a->+oo

=Lim
a-»+oo

= 4-00

a->+oo Cl

a a
Ainsi : ♦ Lim

a->+oo

• Lim
a->+oo

Or Va e]l,+oo[; Lo^2

« Va e]l,+eo[;_-—< 
J 2Loga a2

i-i
——— = 0 aussi Lim 
2Loga a~>+oo

- 0 Enfin Lim
Cl2 a->+»

De plus Lim
a->+oo

D’où Lim
a-»+°o
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BAC 2000 SESSION DE CONTROLE

exercice" | ( 6 points )

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2 tt fn la fonction définie sur 
]0,+co[ par fn(x) = (Log x)n. On note (C„) la courbe représentative de fn 
dans un repère orthonormé (o, T, j*) .

1) a- Déterminer la limite de fn en +oo et calculer f„(x) pour x >0.
b- Déterminer, suivant la parité de n, le sens de variation de fn et la 

limite de fn à droite en 0.
2) a- Déterminer les positions relatives des deux courbes (C2) et (C3). 

b- Construire (C2) et (C3) dans le repère Ço, i, j

3) On pose In = |^(Log x)ndx

a) Montrer que I2 = e - 2.
b) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :In+i +(n+l)In= e
c) Calculer la mesure de l’aire de la partie du plan limitée par les deux 

courbes (C2) et (C3).
4) a) Montrer que la suite (In) est à termes positifs et qu’elle est

décroissante.
b) Déduire de la question 3) b) que : ~ "~2~ - In S
c) Déterminer alors lim nln.
-6

EXERCICE 2 ( 4 points )

On considère dans l’ensemble des nombres complexes l’équation :
(E) : z3 + 2(1 - i)z2 + (1 + m2 - 4i)z - 2i( 1 + m2) = 0 

où m est un paramètre réel .
1) a) Montrer que l’équation (E) admet une racine imaginaire pure z0 que

l’on déterminera.
b) Calculer en fonction de m les deux autres racines.

2) Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (0,7,7),
on considère les points A,B,M’ et M’ d’affixes respectives 2i, - 2 - 2i, 
-1 - im et -1 + im.
a) Montrer que AM'BM" est un parallélogramme.
b) Déterminer m pour que AM'BM" soit un rectangle.
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PROBLEME

Dans le plan orienté, ABC est un triangle tel que ÇAB; AC J s -y [2tc], 

la lettre O désigne le centre du cercle (C) circonscrit au triangle ABC 
et I est le point d’intersection des bissectrices de ce triangle. Les points 
P et Q appartiennent respectivement aux demi-droites [CA) et [BA) 
et vérifient : CP = BQ = BC.
1/a- Montrer que (CI) est la médiatrice de [PB] et que (BI) est la 

médiatrice de [CQJ.

b- Montrer que (cP; Qb) = [2n]

2/ Soit f la rotation qui transforme C en Q et P en B
a- Montrer que f a pour centre I et que est une mesure de son angle.

b- Montrer que 0B; IC) s [2n]

c- Montrer que les points I,P et Q sont alignés/ on pourra

calculer (lP;K0 ).

3/ On pose Oi = f(O) et O2 = f(Oi)
a- Montrer que f(Oî) = O
b- En déduire que le triangle OO1O2 est équilatéral et que (01) est la 

médiatrice du segment [O1O2].
4/ Soit r la rotation de centre O et d’angle -y5- et g = f ° r ° f.

a- Montrer que g est une translation.
vérifier que g(O2) = Oi. En déduire le vecteur de translation

b- Montrer que r(B) = C. En déduire que g(P) = Q.
c- Montrer alors que les droites (01) et (PQ) sont perpendiculaires.

5/ Soit s la similitude directe de centre O et qui transforme I en Oi.
a- Montrer que VT est le rapport de s et que ("g') est une mesure 

de son angle.
b- Montrer que pour tout point M du plan distinct de O, d'image M' 

par s, le triangle OMM'est isocèle de sommet M. (on pourra utiliser 
les relations d’El Kashi).

c- Construire les points B' et C' images respectives de B et C par s.
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«---------------------------- 8
EXERCICE 1

l)a- • lim fn(x) =lim [(Logx)"] = +oo.
X-»+cO X~>+00

• Vx > 0;f„(x) = n^-(Logx)n_1.
b-Vx > 0;fn(x)=n-i-(Logx)n_1 => Vx > 0;sig[f[(x)]=sig(Logx)n_1 

Premier cas : n impair => n - 1 pair
=> Vx > 0; (Logx)n_1 > 0

D’où le tableau de variation de fn
X 0 +00

^(X) + ( ) +

+00
ttx>

-OO

* lim fn(x)=lim [(Logx)n]=-œ car lim Logx=-œ et n impair.
x->0+ x-0+ x->0+

Deuxième cas : n pair => n - 1 impair
=> Vx > 0;sig[(Logx)"^J = sig[Logx]

D’où le tableau de variation de fn

* lim fn(x)=lim [(Logx)n]=+oo car lim Logx=-co et n pair.
x->0+ x->0+ x->0_r

2)a- Vx > 0;f3(x) -f2(x) = (Logx)2[Logx - 1] 
=> sig[f3(x) -f2(x)] = sig[Logx - 1]

D’où le tableau de position relative de C3 et C2.
X 0 §+00

sig[^(x)-J(x) ( ) - ( ) +

position relative C^est au dessus de C^est au dessous de

b- Pour la construction de C2 et C3.
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. Iim .lin. r-2^-1 = lim

X->+oo X-Hcc L J X-> ! —

x 
Posons X=x n <=> x = Xn; x -*  +co;X -*  -H»

=lini r^r-o
x-*+oo  L X J

=> Cn possède une branche parabolique infinie de direction
l’axe des abscisses au voisinage de +oo.

= [x(Logx)2], - 2 J® Logx dx

n

n

/ U2<X) = 1
\ V2(x) = Logx

= e(Loge)2 - 0 - 2([xLogx]j - f" dx)

— e - 2e + 2(e - 1 ) = e - 2.
b) In+i=fj(Log x)n+1dx

( u'(x) = 1 rx u(x) = x

v(x)=(Logx)n+1 v'(x)=^-(Logx)n 

In+i = [x(Logx)n+1]j - (n + 1) J"(Logx)ndx 

In+i = e - (n+ l)In.
<=> In+i + (n + l)In = e.
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c) Désignons par A la mesure de l’aire de la partie du plan limitée 
par les deux courbes (C2) et (C3)
=> A=jj[(Logx)2 - (Logx)3]dx=Jj (Logx)2dx - j^(Logx)3dx 

— I2 —13 = I2 - (e - 3I2) d’après la question précédente 
= 4I2 - e = 4(e - 2) - e = 3e - 8.

4)a) • Vx e [l,e];Logx > 0
=> Vx g [l,e];Vn e IN*\{1}  ona (Logx)n > 0

=> Vn e IN*\{1}  on a |j(Logx)ndx > 0

<=> Vn e IN*\{1}  on a In > 0.
• Vn g IN*\{1};  In+i -In=Jj(Log x)n+1dx - j'(Logx)ndx

= (Logx)n[Logx - l]dx
Comme Vx g [l,e];Logx > 0 et Logx - 1 < 0 alors 

Vx g [l,e];Vn g IN*\{1};  (Logx)n[Logx - 1] < 0
=> Vn g IN*\{l};I n+i -In = [e(Logx)"[Logx - l]dx < 0
Par suite (In) est décroissante.

b) Vn g IN*\{1}.
• In+i < In car (In) est décroissante.
<=> L+i + (n + l)In < In + (n + l)In

'------------------v------------------'

e < (n + 2)In <=> y^y < In (1).

• Vn g IN*\{1;2};  In < In-i car (In) est décroissante.
o Vn g IN*\{1;2};  nl„ < nln_,
<=> Vn g IN*\{1;2};  In + nln < I(n i)ii + ((n — 1) + l)In-i=e
« Vn g IN*\{1;2};  In < y^y (2)

Ainsi (1) et (2) donnent Vn g IN*\{1};  —< In < —^-r-' l'n + 2- n+l
C) Vn G IN*\{l};-y^y  <In < y^y
« Vn G IN*\{l};-^_  < nl„ < -^r-

n + 2 _ ” n+ 1
De plus lim =lim t3e^/ . =e aussi lim ne, =e

n->+<» n 4“ Z n-*+co  n ( 1 H- 2/n) n->+oo n 4" 1
D’où lim nln = e.

n->+oo

a_________________ C .
EXERCICE 2

l)a) Soit a un réel.
ia est une solution imaginaire pure de (E)

« (ia)3 4- 2(1 - i)(ia)2 4- (1 4- m2 - 4i)(ia) - 2i(l 4- m2) = 0
<=> -ia3 - 2a2 4- 2ia2 4- (1 4- m2)(ia) 4- 4a - 2i(1 4- m2) = 0
<=> [-2a2 4- 4a] 4- i[—a3 4- 2a2(l 4- m2)a - 2(1 4- m2)] = 0
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<=>

-2a2 + 4a = 0

-a3 + 2a2(l + m2)a - 2(1 + m2) = 0 

a = 0 ou a = 2
<

-a3 + 2a2(l + m2)a - 2(1 + m2) = 0
k

a = 2 car seul le réel 2 vérifie les deux équations.
Conclusion : zo = 2i est la solution imaginaire pure.

2)a) • aff^AM^ = -1 - im - 2i = -1 - i(m + 2)

• aff^M"B) = -2 - 21 - (-1 + im) = -1 - i(m + 2) 
----- > ----- >

=> AM' = M"B <=> AM’BM” est un parallélogramme . 
b) AM’BM” est un rectangle <=> M'M" = AB

<=> |-1 + im + 1 + im|= |-2 - 2i - 2i|
<=> |2im|= 2^1 + 4 <=> m = -JS ou m = J5

PROBLEME
s
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1/a- * CP = BC => C g med[BP] ( médiatrice du segment [BP] ) 
=> le triangle BPC est isocèle en C.

D’autre part (CI) porte la bissectrice intérieure du secteur [CB, CA] 
qui est aussi le secteur [CB, CP] ( car P g [CA) )

=> (CI) est la médiatrice de [BP],
* de la même façon, on montre que (BI) = med[CQ],

b- (cPjQB) = (CP;ÂC) + (ÂC;Âb) + (aB;Qb) [2n] 

sr + y- + 0 [2n] = -*=%-  [2n],

2/a- Désignons par O le centre de f.
f(C) = Q 
f(P) = B

QC = QQ
QP = QB

> >
j J

£2 g med[CQ] = (BI) 1 Q = T 

Q. g med[PB] = (CI) J
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et on sait que :

• (bC;BÎ) a ±(bC;Ba) [k]

car (BI) bissectrice intérieure de [BC;BA],

• (CI;CB) a ±(cA;CB) [n]

car (CI) bissectrice intérieure de [CB; CA],
D’où (ÎB;ïcJ a

(ÏB;îc) a

n-± (BC; BA) ~ 7 (cA; Cb) [n]

W<=>

<=> (Mîc) [TT]

<=>

<=>

(ïB;ïc)

(ÎB;ÏC)

i(AC;BA) [tt]

-1- 7t+(AC;ÂB)

<=>

<=>

(ÎB;ÏC)

(ïB;ïc) a [2jl] ou (ÏB;ïc) s +n [2tc]

= [2n]( impossible)

a n -

n -

= n -

Conclusion : (lB;Ic) a -^L [2n].

c- (ÏP;ÏQ) a (ÏP;ÏB) + (ffi;ïc) + (ÏC;Ïq) [2n],

Or (ÏP;Îb) a 2k [2ti] car f(P) = B et f d’angle

aussi 0C;IQ) = [2n] carf(C) = Q.

Donc (ÏP;ÏQ) s ~ + Ÿ + Ÿ °

=> les points I,P et Q sont alignés.
3/a- f est un déplacement d’angle

=> f o f o f est un déplacement d’angle = 0 [2rc]
de plus f o f o f(I) = I
Bilan :

f o f o f = Idp. ( car elle est un déplacement d’angle nul qui 
fixe un point ).
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Par suite f ° f ° f(O) = O <=> f ° f(Oi ) = O <=> f(Ü2) = O-
b- • Oi = f(O) et O2 = f(Oi) donnent O1O2 = OOi (*)

• Oi = f(O) etf(02) = O donnent OOi = OO2 (*  *)  
Ainsi : (*)  et (*  *)  => le triangle OO1O2 est équilatéral 
O OOi = OO2 => O appartient à la médiatrice de [O1O2] 
ffl 02 = f(Oi) => IOj = I02 => I e med[0i02]

Conclusion : (01) est la médiatrice du segment [O1O2].
4/a-

c 7r est un déplacement d’angle

f est un déplacement d’angle

=> g==f o r o f déplacement d’angle -^-+-^-+-7^- = 2n = 0[2n]

=> g=f o r o f est une translation ( l’identité est une translation de 
vecteur nul )

• g(02) = f ° r[f(O2)J = f o r(0) = f(0) = Oi.
D’où g(02) = Oi.

• g est une translation et g(02) = Oi
=> g = tTT-v*  la translation de vecteur O2O1. O2O1

b- • OB=OC car O est le centre du cercle (C) qui contient B et C.

. (OB;ÔC) 2(ÂB;ÂC) [2ti] = [2n]

car (oB;Ôc) est l’angle au centre associé à l’angle inscrit 

(AB;Âc).

OB = OC

(ÔB;Ôc) s [2tt]

® g(P) = f o r[f(P)J = f o r(B) = f(r(B)) = f(C) = Q 
Ainsi g(P) = Q.

c- g(P) = Q <=> PQ = O2O1
Donc (PQ) Il (020i)

Or (01) est perpendiculaire à (O2O1) ( car (0I)=med[020i] 
En conclusion : les droites (01) et (PQ) sont perpendiculaires.

5/a- s(I) = Oi => æ1- est le rapport de s.

• d’abord 0101 est isocèle en I car f(0) = Oi.
=> 2100? + ÔlCh = n
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« ïoo7 = f- -I-0107 <=> ïoo? = f -

• Nommons Ii le milieu de [OOi ]
OOi = 2, OIi
OI OI __

= 2 cos IOI i car IOIi est un triangle rectangle en Ii 
„—/T

= 2cosIOOi = 2cos-£- = 2^r- = Jï.
o Z

Ainsi le rapport de s est J3 .

* s(I) = Oi => (oi; OOi) est l’angle de s.

OIOi est isocèle enl => 2^01; 00Q + ^IOi;IO^ = n [2k] 

« (ÔI;ÔÔÎ) = - i(ïÔÎ;Î0) [k]

{oi;ÔôQ = [k]

« (OI;OO1) s [2k] ou (ôl;00i) = + n [2k]

« (ôl;00i) = [2k] ou (oi;OOi) = —|- [2k]

D’où est la mesure principale de (oi;00Q ou —g- est la 

mesure principale de (oi;OOi^.

Or ne peut pas être la mesure principale de ^OI;OoQ car 

ioo7 = 2L ±

Conclusion ^0I;00i) = —g- [2k],

Bilan : s est de rapport J3 et d’angle —

OM' = t/3OM
b- M' = s(M) « (oM;Ôm) = [2k]

MM’2=OM'2+OM2-2OM. OM' cos (ÔM; ÔÂf )

(d’après EL Kashi)
= (V3 OM)2+OM2-2OM. (yiOM) cos(—
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= 3OM2 + OM2 - 2^3 Æom2

= OM2
D’où MM=OM <=> le triangle OMM'est isocèle de sommet M. 

c- • B' = s(B) (ÔB;OB^ = -IL [2n]

=> B' e à la demi-droite [Ot)\{O} tel que (OB;Ôt) = -^-[2n]

• B'=s(B) => le triangle OBB'est isocèle de sommet principale
B (d’après 5/a-)

=> OB = BB'
« B' e Ç(b,ob) (cercle de centre B et de rayon OB ) 

Ainsi : B’ est le point d’intersection de [Ot)\{O} et Ç(b,ob)- 
De la même manière C’ est le point d’intersection de [Ot')\{O} 

et le cercle Ç(c.,oc) de centre C et rayon OC avec [Ot') la

demi-droite vérifiant -f M-
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Dans le plan complexe P muni d’un repère orthonormé direct (O;'u,’v). 
On considère les points A et B d’affixes respectives a et 1 où a e C\{1} 
Soitf :P\{B} ->P;M(z) M'(z') tel que z7 = | ~ |.
1/ Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions 

de l’équation E : z2 - 2z + a = 0.
2/a- On suppose que a = 1 + e210 où 0 g J y; Résoudre E.

b- Mettre sous forme trigonométrique chacune des solutions de E.
3/ Dans cette question on suppose a=-I. Soit M(z) gP\{B} et M7(z7)

a- Montrer que (u;Bm) + 0i;BM7) = 0 [2rr].

En déduire que la demi-droite [BA) est une bissectrice
de l’angle ^BM;BmQ.

b- Montrer que z' est un imaginaire pur si et seulement si |z| = 1.
c- En déduire la construction du point M'image d’un point M du 

cercle trigonométrique privé du point B.

JVWUWWWWWUWWWCW

EXERCICE

Soient F et H deux points distincts, A la médiatrice de [FH] et J le 
milieu de [FH]. Soit M un point de A et D la droite passant par H et 
perpendiculaire à la droite (MH). On désigne par P la parabole de 
foyer F et de directrice D.
1/a- Montrer que A est la tangente à P au point M.

b- Vérifier que les droites D et A sont parallèles si et seulement si M=J 
2/ Dans le cas où le point M est différent de J, la droite D coupe A

en I. Soit E le symétrique de H par rapport à I et A' la perpendiculaire 
à A en I.
a- Montrer que A' est tangente à la parabole P.
b- Construire le point de contact N de la parabole P et de la

droite A' et montrer que les points M,F et N sont alignés.
3/a- Soit S le sommet de la parabole P. Montrer que le point J 
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appartient à la tangente au sommet à la parabole P et déduire 
que S appartient au cercle ©de diamètre [FJ],

b- Soit R un point de ©distinct de F. Montrer que la parabole de foyer 
F et de sommet R est tangente à A en un point que l’on déterminera 
(il est conseillé de faire une figure séparée pour cette question ).

c- Déterminer alors l’ensemble des points S quand le point M varie 
sur A.

PROBLEME

I] Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = gX g_x et Cf sa courbe 
représentative dans un repère orthonormé (o, i, j ).

1/a- Etudier les variations de f. En déduire que Vx e IR on a :0<f(x) <1 
b- Tracer la courbe Cf.

2/ On considère la fonction g définie sur ]0; -j-[ par g(x) = Log(tgx).
a- Montrer que g est dérivable sur ]0; y [ et calculer g'(x); Vx g]0; y [ 
b- Montrer que g admet une fonction réciproque h définie sur IR. 

Calculer h(0).
c- Montrer que h est dérivable sur IR et que Vx g IR;2h'(x)=f(x).

En déduire Vx g IR; j*f(t)dt  = 2h(x) - -y.
II] Soitn g INetFn la fonction définie sur [0;+co[ par Fn(x)=J^fn(t)dt 

1/a- Calculer F i (x) en fonction de h(x) et montrer que lim Fi (x)=-y
X-H-00 2

b- Soit K la fonction définie sur IR par K(t)= et ~ e_t .
C 4" C

Montrer que K'(t) = f2(t)
Calculer alors F2(x) et montrer que lim F2(x) = 1.

X-*+oo

2/a- Montrer que l’image de l’intervalle [0; +oo[ par Fn est l’intervalle 
[0; lim Fn(x)[.

X->+oo

b- Vérifier que Vt g IR’ on a f(t) < 2e_t.
En déduire, en utilisant I] 1/a-, que Vx g IR+ on a Fn(x) < 2 et 
que lim Fn(x) est finie.

X->4-00

c- Vérifier que Vt g IR*  on a f(t) > e_t.
Montrer alors que Vx g IR+ on a -jf— < Fn(x)
et en déduire que lim Fn(x) est non nulle.

X~>+oo

3/ Soit la suite (un) définie sur IN*  par un =lim Fn(x).
X-*+oo

a- Donner la valeur de m et la valeur de U2.
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b- En remarquant que 4 - (e1 + e~1)2 = -(e1 - e_t)2, montrer que 

Vn g IN*  et Vt e IR*  on a fn_1(t)f'(t)K(t) = f"+2(t) - f"(t).
c- A l’aide d’une intégration par parties, montrer que Vn g IN*  et 

Vx g IR*  on a J>-1(t)f (t)K(t)dt=-^-K(x)f1,(x)-i-f^P1+2(t)dt 

d- En déduire que Vn g IN*  et Vx g IR*  on a :
(n + l)Fn+2(x) - nFn(x) = K(x)f"(x).

Montrer alors que un+2 = n Un-
4/a- Soit n un entier naturel. Déterminer, en fonction de n, les deux

termes U2n+i et u2n+2.
b- Montrer que la suite (un) est décroissante, 
c- Montrer que Vn g IN on a :

En déduire lim
n-*+oo  2n+ *

2n < U2n+2 < i
2n + 1 - U2n+1 -

d- Montrer alors que lim (
n->-co \

2x4x6 x,,,x(2n) N2 *
3 x 5 x...x(2n-l) J m]’"

EXERCICE 1 j

1/ M(z) est un point invariant de f <=> f(M) = M <=> j = z 
<=> z - a = z(z - 1 ) <=> z2 - 2z + a = 0.

<=> z est une solution de E:z2 - 2z + a=0.
2/a- On suppose que a = 1 + e2'9 où 0 g Jy ;

E:z2 - 2z + 1 + e2ie = 0
A' = 1 - 1 - e2‘e = (ie19)2 

donc E <=> z = 1 - ie,e ou z = 1 + ie19.
b- • z = 1 - ieie = 1 - ei,t/2ei6 = 1 - ei(0+‘2')

= e,(T+T> e’,(T+T) =-2isin[-|- + f ]e1( 2 + 4 \

*0 e 12L- 37lT <=> A < 9. < M
°J2’2L42 4

Donc sin[-|- 4- y] > 0
D’où z = 1 - ieie = 2sin[y + f ]ei( 2"+t+ 

= 2sin(y + f )[cos(f - f ) + isin(f - f )] 
=[2sin(-~ + y) ; f-f]
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<=> -(BM;BA) = -(BA;BM^ [2k]

« (BM;BA) = (bA;BM) [2k] 

D'où [BA) est une bissectrice de ^BN^BM').

b- z' est un imaginaire pur <=> z' = -z'
/ z + 1 \ = z+ 1 „ ~z~4- 1 _ z+ 1
kz- 1 J z- 1 T- 1 z- 1

<=> ( z + 1 ) (z - 1 ) = -(z + 1 ) (~z~ - 1 )
<=> zz - z + z - 1 = -zz + z - z - 1 
o 2zz = 2 <=> zz = 1 <=> |z|= 1

Ainsi z' est un imaginaire pur <=> |z|= 1.
c- Soit M(z) appartenant au cercle trigonométrique de centre O et 

de rayon 1
• OM = 1 <=> |z]= 1 <=> z' est un imaginaire pur
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<=> M' appartient à l’axe des oodonnées (y'oy) (1)

• [B A) est une bissectrice de ^BM;BM')

=> M' appartient à la symétrique de (BM) par rapport à (BA) (2) 
Enfin (1 ) et (2) permettent de tracer M’ connaissant un point M 
du cercle trigonométrique privé de B.

1/a-

EXERCICE 2

=> A est une tangente à P

• H est le projeté orthogonal de M sur D (diectrice de P)
MH = d(M,D)

Or MH = MF ( car M appartient à A = med[FH] ) 
D’où MF=d(M,D) « M e P.
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M e P
M e A > => A est la tangente à P en M.

A est une tangente à P. J
b- • Première étape:Montrons que : A//D => M = J en effet

A//D et (MH) ± D ( par hypothèse )
=> (MH) x A
Or (FH) 1 A alors (MH)//(FH) donc M,H et F sont alignés 

ajoutant que MH=MF ( car M e P ) 
=> M = H * F » M = J (car J = H * F )

• Deuxième étape : Montrons que : M = J => A//D. En effet 
M=J => M,H et F sont alignés.

A//D

Ainsi la première et la deuxième étapes donnent : A//D <=> M=J.
2/M J.

a-a-
A'iA

(FH)1A
> => A'//(FH)

de plus A' coupe [EH] en son milieu I
Donc A' coupe le coté [FE] en son milieu qu’on notera K. (1)
I = E*H
J = F*H

=> (IJ)//(FE)

Or de plus (IJ)xA' => A' ± (FE) (2) 
(1) et (2) => A' = méd[EF],

E e D directrice de P J 
b- ★ N e A'.

• N le point de contact de P et A' et E = SA< (F)
=> E est le projeté orthogonal de N sur D ( directrice de P ) 
=> N e à la perpendiculaire à D en E.

Ainsi : {N}=A' 0 (la 1 à D en E )
• (FM;FN) = (FM;FÎ) + (fI;Fn) [2tt]

* E = S(in)(F) car (IN) = A'
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=*  (fÎ;Fn) -(ËI;Ën) [2tt]

• J est le projeté orthogonal de F sur A.
• R e ©\{F}
® Premier cas : R=J.

A est la tangente au sommet à la parabole de foyer F et de 
sommet J=R car A ± (FJ).

® Deuxième cas: R * J.
R g WF}=> (RJ) ± (FR) ( axe focal )

=> (fÎ;F5T) = f [rc] car (El) = D ± (EN).

* H = S(im) (F) car (IM) = A qui est la médiatrice de [FH]

=*  (fM;FÎ) s -(HM;Hl) [2tt]

=> (FI;FN) = [tt] car (El) = D ± (HM).

Par suite ^Flvi;Fbî) ~ "f” + “f” W 0. [n] 

signifie que les points M,F et N sont alignés.
3/a-

A est une tangente à P
J est le projeté orthogonal du foyer F sur A

tK
=> J e à la tangente au sommet de P.
Comme S est le sommet de P alors (JS) est la tangente au sommet 
de P
De plus (SF) est l’axe focal de P
D’où (JS)±(SF) car la tangente au sommet est ± à l’axe focal en S
=> JSF = 90° <=> S e ©le cercle de diamètre [FJ],
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=> (RJ) est la tangente au sommet à la parabole de
foyer F et de sommet R.

•J est le projeté orthogonal de F sur A
’(RJ) est la tangente au sommet de la parabole T de 

foyer F et de sommet R

=> A est tangente à la parabole T.

® Désignons par Mi le point de contact de A et la parabole T 
Sa(F) = H

A tangente à T > => A" la perpendiculaire à (FR) 
(FR) axe focal de T J

passant par H est l’axe de T. 
Ainsi {Mi} = A n ( la perpendiculaire à A" en H ).

c- Désignons par S = { S sommet d’un parabole P quand M varie 
sur A }

G S £ S S e B{F}
Ainsi S c r6\{F}.

3/b-
□ VR e ^{F} => R est sommet d’une parabole passant par 

un point M de A et de directrice la _L à (MH) en H 
^{F}cS

Conclusion : S =^{F}.

PROBLEME |

• lim f = 0.
+00

D’après le tableau de variation de f ,on a 1 est le maximum de f
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I] 1/a- f est dérivable sur IR et Vx e IR; f (x) = -2—^—-—=-
(ex+e_x)I] 2

=> Vx e IR; signe(f'(x)) = -signe(ex - e~x). 
• ex — e_x > 0 <=> ex > e"x <=> x > -x <=> 2x > 0 <=> x > 0. 
D’où le tableau de variation de f
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et 0 est un minorant de f => Vx e IR on a : 0 < f(x) < 1.

• lim f = 0 => la droite d’équation y = 0 est une asymptote à la
±oo

courbe de f au voisinage de ±oo.
2/a- la fonction tg : x <—> tgx est dérivable et strictement positive sur ]0; y [ 

=> g : x >—> Log(tgx) est dérivable sur ]0; y [.

b- Vx e]0; ; g'(x) = > 0
=> g est strictement croissante sur ]0; y [
=> g réalise une bijection de ]0; y[ sur g00; yQ-

=] lim g(x); >»«*  g(x) H -°o,+c°[=iR
x 2 ' x-o+ x^-2-

car x -> 0+ on a tgx -> 0+ puis Log(tgx) -co 
et quand x y on a tgx -> +co.

® h(0) = a avecae]0;y[
<=ï> g(a) = 0 « Log(tga) = 0 <=> tga = 1 <=> a = y.

Conclusion : h(0) = y.

c- g est dérivable sur ]0; y [ et Vx g]0; y [;g'(x)= - * 0
=> h = g-1 est dérivable surg0O;~-Q = IR.

. Vx g IR;h'(x) = y-1.-- = , tg(^ 7 n •
g\h(x)) l+tg2(h(x))

OrVx g IR;g(h(x))=x o Log[tg(h(x))]=x o tg(h(x)) = ex.
D’où h'(x) = yypr = ex(e-x + ex> = e-x + ex = 2"f(x)
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Enfin 2h'(x) = f(x).
E Vx e IRjxf(t)dt=f*2h'(x)dx=2[h(x)] x

= 2h(x) - 2h(0) = 2h(x) -

II]l/a- F ](x)=J^ f1 (t)dt = 2h(x) - -j- d’après la question précédente. 
• lim Fi(x)=lim |*2h(x)  - y 1 = y car lim h(x)=-y

X-*+00  X->+00 L Z J Z X->4-00

b- Vt e IR;K'(t) = +

-e 1

(e1 + e-1)2
(e-âV feW ’ m 

□f2(x) = /;f2(t)dt = foxK'(t)dt = [kw]^ = 

® lim F2(x)=lim =lim AJ = Lx-*+oo  x-*+oo  e + c x-h-oo ex(l + e )
2/a- F„ est la primitive de P sur IR+ qui s’annule en 0

Vx e IR;F„(x) =P(x) > 0
D’où Fn est continue et strictement croissante sur IR+
Par suite Fn([0;+co[) = [Fn(0); lim Fn(x)[= [0; lim Fn(x)[.

X-*+co  X-*+00

b- Vt g IR*  on a f(t) - 2e_t = t 2 - -^r
e + e e

— ? e*  — e*  — e-t _ 9 — e-t . n
et(et + e-t) et(et + e-t)

=> Vt g IR*  on a f(t) < 2e"‘.
D’après I] 1/a- on a Vt g IR; 0 < f(t) < 1

=> Vt g IR+;0 < f(t) < 1 donc Vn g IN, Vt g IR+;p->(t) < 1 
De plus Vt g IRÎ on a f(t) < 2e~l 

Alors on peut conclure que Vt g IR“ on a f"(t) < 2e_t. 
Par suite Vx g IR+, jxp(t)dt < 2j*e _tdt.

« Vx g IR+,Fn(x) < 2[-e~t]x = 2(-e’x + 1).
D’autre par Vx g IR+,-e_x < 0 donc Vx g IR+,2(-e_x+l) < 2 
En conclusion : Vx g IR+,Fn(x) < 2.
On sait que Fn est croissante sur IR de plus elle est majorée par 2 
donc elle possède une limite finie en +00.

c- Vt g IR*  ; e_t < e1 => Vt g IR*  ; e_t + eÉ < 2e‘
<=> Vt g IRî ; 1 ■ > -Jy

e 1 + e1 2e
« Vt g IR*  ; f(t) = -t2 >

e"*  + c1
. Vt G IR*  on af(t) > e"1 Vt g IRÎ; Vn g IN*  ; P(t)>e-nt 

D’où Vx g IR^;Vn g IN*  on a j*P(t)dt  > J*e~ ntdt

+ =e-t
e1
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\n_1 -2(el - e l) (c‘-et) 
/ (et + e-‘)2 ex + e~x

[4 - (e1 + e_t)2 J

» Vxe IR*;Vn  g IN*  on aF„(x) > [~^-e~nt]^ 1 ~ne-~

• • Vx e IR*;  Vn e IN*  on a Fn(x) > 1 ”*
lim * — = -jL et lim Fn(x) existe et réel

X->+oo X->4-00

D’où lim Fn(x) > ^- > 0 par suite lim Fn(x) est non nulle.
X~>+X> X-*+oo

3/a-ui =lim Fi(x) = -y ( d’après II] 1/a-)

U2 =lim F2(x) - 1. ( d’après II] 1/b-)
X~++00

b- Vn g IN*  et Vt g IR*  on a : 
f-(t)f(t)K(t) = (^-2^ 

= 2n
(et + e“t)n+2 

= 2n+2 _ 
(et + e-t)n+2 

c- Vn g IN*;  Vx g IR*  on a : 
f u’(t) = CT’(t)f (t) ->

v(t) = K(t)
f>-W(t)K(t)dt = [l-f"(t)K(t)]^ - f>+2(t)dt

= y-fn(x)K(x) - y-j^fn+2(t)dt. 
d- (t)K(t)dt = -yfn(x)K(x) - ± J*  f"+2(t)dt.

j*(f" +2(t) -fl(t))dt = -^(xW) _ ± j>+2(t)dt.
« f>+2(t)dt- J>(t)dt = -yfn(x)K(x) _ ± J>*2 (t)dt

<=> Fn+2(x) - Fn(x) = -yfn(x)K(x) - y-Fn+2(x) 
(n + l)Fn+2(x) - nFn(x) = K(x)f"(x).<=>

• lim [(n + l)Fn+2(x) - nFn(x)] =lim [K(x)fn(x)]
X-*+OO  X-»+CO

<=> (n + 1) lim Fn+2(x) - n lim Fn(x) = 0
X-*+0O  X-CToo

Car 'h" [ e’oVe-S) * = 1 x» = 0

Par suite (n + l)un+2 - nun = 0 <=> un+2 = n yj un.

4/a- n g IN.
U3 = |U1

U5 = -|-U3
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"7 = 1",

_ 2n - 1
U2n+1----------2^-----U2n-1

En multipliant tous les termes puis en simplifiant on obtient
= i * 7 X | x......x-Ùl_L„

_1x2x3x4x5x6+.,,. x(2n - 2) x (2n - 1) x 2n 
U2n+1 2x2x4x4x6x6x.... x2n x 2n x

U2n+1 =
(2n)! ;; n

22n(n!)2 2 •

71
2

"4 - |"2

4
U6 = yU4

zr
U8 = yU6

U2n+2 = X ^;"TU2n
2n + 1

En multipliant tous les termes puis en simplifiant on obtient 
U2n+2 = X X 4 X. . . . X—2^ X U2

3 5 7 2n + 1
_ 2 x 2 x4x4 x 6 x 6 x.... x2n x 2n

2x3x4x5x....... x(2n) x (2n + 1 )
22n(n!)2

U2n+2 ~ (2n+ 1)1 •
b- Soit n e IN .

Vt e IR on a : 0 < f(t) < 1 
=> Vt e IR on a : 0 < f"(t)f(t) < 1 x f”(t) 
D’ou Vx e IR+ on a j*f" +1(t)dt < j*f n(t)dt 
» Vx e IR+ on a Fn+i (x) < F„(x).

D’où lim Fn+i(x) <lim Fn(x) <=> un+i < un.
X-*+oo  X->+00

Par suite (un) est décroissante . 
c- Vn e IN ;

• 0 < U2n+2 < U2n+1 

U2n+2 < i 
U2n+1 -

. u2n+2
U2n+1

car (u„ ) est décroissante .
caru2n+i > 0

U2n+2 x U2n _ 2n y U2n
U2n U2n+1 2n + 1 u2n+l '
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U2n >

U2n+1 ~

=> X2n + 1 
„ U2n+2 >

U2n+1

Ainsi _ 2n ,
2n + 1

1 car (un) est décroissante .
U2n > 2n

U2n+1 _ 2n + 1 
2n

2n + 1 '
< U2n±2- < j V G IN
- U2n+1 - ’

Vn g IN; y2n r < .
2n + 1 U2n+1

U2n+2 < | j

, r > >lim = 1r_2iL_i-ijm r^_2__ l-i f —
L 2n+l J n^+oo L 2 + 1/n J J

3 x 5 x... x(2n
U2n+2 _ |
U2n+1

2x4x6x...x(2n) \2
3 x 5 x... x(2n - 1) J
2 x 4 x 6 x... x(2n) \2
3 x 5 x... x(2n - 1) J

lim
n-++oo

d- Vn e IN on a :
-2- x 4- x x. • • • x- -2n

U2n+2 _ 3 5 7______ 2n + 1
U2n+1 J_ x ...........x 2n ~ 1

2 4 6 2n
_ f 2 x 4 x 6 x.. ,x(2n) A2 * 

\ 3 x 5 x... x(2n - 1) / 
Comme lim ■

n->+oo

lim |
n-»+oo \

lim (
n-++oo \

xf

2 
(2n + l)n

<=>l
n-»+oo

<=>]
n-++oo

ELMOUFID Page : 234 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION MJ : BAC 2001 SESSION DE CONTROLE

EXERCICE 1
I........... . ...............

(5 points )

Une urne contient quatre boules rouges et six boules noires .
1/ On tire successivement et sans remise trois boules de l’urne .

Calculer la probabilité de l’événement la première boule tirée est 
noire et les deux autres boules sont rouges

2/ On tire successivement et avec remise trois boules de l’urne .
Calculer la probabilité de l’événement la première boule tirée est 
noire et les deux autres boules sont rouges

3/ Soit E l’épreuve qui consiste à tirer simultanément trois boules de 
l’urne.On désigne par A l’énénement : “ obtenir une boule noire et 
deux boules rouges Q
a- Montrer que la probabilité de A est égale à -jy.
b- On répète l’épreuve E cinq fois en remettant les trois boules dans 

l’urne après chaque épreuve et on désigne par X l’aléa numérique 
qui prend pour valeur le nombre de fois où l’événement A est réalisé 
Déterminer la loi de probabilité de X.

c- Calculer la probabilité de l’événement : “ 1 < X < 3

EXERCICE 2 i (5 points )

Dans un plan orienté, on considère un triangle ABC rectangle en A et tel 

que ÇbC;Ba) s y [2rr]. Soit D le point du plan tel que AD = BC 
et soit K le symétrique de B par rapport à A. On désigne par O, I et J 
les milieux respectifs des segments [AC], [BC] et [AD],
1) Soit s la similitude directe du plan telle que s(J)=B et s(D)=K.

a) Montrer qu’une mesure de l’angle de s est y.
b) Montrer que le rapport de s est 2 (on pourra montrer que le triangle 

CBK est équilatéral ).
c) Montrer que C est le centre de la similitude s.

2) Soit A’ le symétrique de D par rapport à C et f l’antidéplacement du 
plan qui transforme D en A et A en A’.
a) Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera les 

éléments caractéristiques .
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b) Montrer que f(K)=C.

3) On pose g=f ° s.
a) Montrer que g est une similitude indirecte dont on précisera le 

rapport.
b) On désigne par A l’axe de g et par Q son centre .

Montrer que g°g est l’homothétie de centre O et et de rapport 4. 
Vérifier que g ° g(D)=B.

c) Donner une construction de l’axe A de g.

(10 points )PROBLEME

I- 1/ Etudier les variations de la fonction g : IR -»■ IR;x >—► (l-x)e“x+l et
déduire que pour tout réel x on a: g(x) > 0.

2/ Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = xe~x + x. On désigne par 
Cf la courbe de f dans un plan rapporté à un repère orthonormé 
('.<•)

a- Etudier les variations de f.
. b- Montrer que la droite A d’équation y=x est une asymptote à Cf au 

voisinage de +co. Etudier la position relative de Cf par rapport à A. 
c- Tracer la courbe Cf.

3/ Soit a un réel strictement positif. On désigne par A(a) l’aire de la 
partie du plan limitée par Cf; A et les droites d’équations respectives 
x=0 et x=a.
a- Calculer A(a).
b- Déterminer A(l) et lim A(a).

a-*+oo

II- Soit n un entier naturel non nul. On considère la fonction
Fn : [0;+oo[-> IR;x i-» j*  tne~‘dt.

1) Montrer que Fi(x) = l-(l+x)e“x.
2) a- A l’aide d’une intégration par parties, montrer que Vn > 2; on a:

Fn(x) = nFn-i(x) - xne_x
b- Démontrer par récurrence que Vn e IN*;

Fn(x)=n! £ 1- 22k=O ^Te_X ] °ù x est un réel strictement positif, 

c-En déduire lim Fn(x).
X-»+oO

_ vn+l _ , v-n+l
3) Montrer que Vn e IN*;Vx  > 0 on a —re x < Fn(x) < ——' n+1 n+1
4) Soit x un réel strictement positif.

a- Montrer que pour V n e IN tel que n > 2x,on a < y j
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—- —"n

b- En déduire que lim = 0.
n-*+oo  n.

c- Montrer que ex =lim ^2" ‘vF-
n->-J-oc K !

5) En utilisant les questions 2)b- et 3)
a- Montrer que < e < -±- + -L

b- En déduire un encadrement de e d’amplitude d < 10“2.

1/ On tire successivement et sans remise trois boules de l’urne.
Désignons par B l’événement «la première boule tirée est noire et les

deux autres sont rouges».
formes favorables de B probabilité de la forme

(©•«!) 6 x 4 3
10 9 X 8

= p(B) - -iV

2/ On tire successivement et avec remise trois boules de l’urne.
on se propose de calculer la probabilité du même événement B .
formes favorables de B probabilité de la forme

m 6 y 4 4
10 10 10

3) Soit E l’épreuve qui consiste à tirer simultanément trois boules de 
l’urne. Posons A l’événement :«obtenir une boule noire et deux

12
125 '

boules rouges».
a- le tirage est simultané => l’ordre des boules n’est pas important.

formes favorables de A probabilité de la forme

Ci xCl
C3V'IO

’ »(A> ---fr
b- On répète l’épreuve E cinq fois en remettant les trois boules dans 

l’urne après chaque épreuve => les épreuves sont indépendentes.
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X : cinq répétitions >-> nombre de réalisation de A.
Dans ses conditions X suit une loi Binomiale de paramètres n=5 
et p = p(A) =

D’où Vk e <0,l,2,....,n};

c- Désignons par H = (1 < X < 3) = (X = 2) U (X = 3)
Ainsi p(H) = P[(X = 2) U (X = 3) ]

= p(X = 2) + p(X = 3) car (X = 2) A (X = 3)=0

= 1323 , 3087 = 441
10000 10000 1000

EXERCICE~2

1) Soit s la similitude directe du plan telle que s(J)=B et s(D)=K. 
s(J)=B 
s(D)=K «x

a- ► => ÇdJ;Kb) re de l’angle de s.

(dJ;Kb) = (dJ;Da) + (dA;Dc) + (dC;Kb) [2k] 

Comme AD = BC alors ABCD est un parallélogramme 
Par suite ^DA;Dc) = ^BC;BA^[2k] = y [2k] aussi 

(dC;Kb) = (üC;Âb)[2k] = 0[2k] 

En conclusion ^DJ;KB^ = y[2K].
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b-
s(J)=B KB
s(D)=K J ► => -----est le rapport de s.

DJDJ

(AC) ± (AB)=(KB)
A=K*B

► => (AC) est la médiatrice de [KB ]

=> le triangle CBK est équilatéral 
KB=BC.

D’autre part DJ=^-DA et DA=CB ( car ABCD parallé logramme )

Conclusion :1e rapport de s est 2.
c- Posons C’=s(C).

On a CDJ est un triangle équilatéral direct
( car DC=AB=y BC=y AD=DJ 

aussi CJ=yBC ainsi DC=DJ=CJ) 
Donc C’KB est un triangle équilatéral direct 

( car C’=s(C);s(D)=K et s(J)=B )
Or CKB est un triangle équilatéral direct d’ou C’=C. 

Ainsi C=s(C) par suite C est le centre de la similitude s.
2) f l’antidéplacement du plan qui transforme D en A et A en A’, 

a- Supposons que f est une symétrie orthogonale
=> f(D)=A donne f(A)=D or f(A)=A’

=> A’=D ce qui est absurde.
Donc notre supposition est fausse par suite f est une symétrie 
glissante ( car elle est un antidéplacement differente d’une

symétrie orthogonale)
Désignons par ïi le vecteur de f et A son axe.

•< f ° f = t2tf (t27t la translation de vecteur 2"u )
f[f(D)]=f(A)=A’X

=> 2u = DA’ « u = yDA’ = DC.

Conclusion: f est une symétrie glissante de vecteur DC et
d’axe (IJ).
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b- f est une symétrie glissante de vecteur DC et d’axe (IJ).

> =» AI=y CK
B*K=A

y
Or -i-CK=y CB=IC donc AI=CI I e med[AC],

K*C=J
B*K=A *

► => AJ=y CB

Or -yCB=^-CK=JC alors AJ=CJ J e med[AC], (2)

(1) et (2) => (IJ) est la médiatrice de [AC] <=> C=S^y (a) 
Conclusion : :f(K)=C.

3)a- f est un antidéplacement du plan => f est une similitude indirecte.z*
f est une similitude indirecte de rapport 1

<
s est une similitude directe de rapport 2

=>g=f o s est une similitude indirecte de rapport 1x2=2.
b- A est l’axe de g, Q son centre et 2 son rapport 

th
=> g = h(n,2) °Sa=Sa °h(n,2) avec h(n,2) est l’homothétie de centre 

Q et de rapport 2 et Sa est la symétrie orthogonal d’axe A. 
g°g=h(£X2) °Sa °Sa °h(Q,2)=h(Q,2) °h(n,2) =h’(n,2x2) avech’^) 

est l’homothétie de centre Q et de rapport 2x2 = 4.
t j g

®C A’ B d’où f(C)=B
®D ^K^C^C^B donc g°g(D)=B.<------„------> ------ ,----- <

c- g=SA °h(n,2).
g(D)=C donc Sa [h (0,2) (D)]=C

=^> A est la médiatrice de [D’C] avec D’=h(Q>2) (d)

D’=h(fi>2)(D) <=> QD = 2.QD.

gog(D)=B <=> h’(Q,4)(D)=B <=> QB = 4.QD
<=> -3.QB = 4.BD <=> BQ = y. BD

D’où la construction de A suivant les étapes suivantes:
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• on construit Q tel que BQ = y.BD

• on construit D’tel que QD’ = 2.QD.
• on construit la médiatrice de [D’C] qui est A.

PROBLEME | (10 points )

car

lim g =lim [(1 - x)e x + 1] = (+oo)(+oo) + 1 = +oo
—oo x->—oo

lim g =lim [(1 - x)e_x + 1]= lim [ex + Xex + 1]=1
+CO X->+00 X->-00

avec X = -x quand x -*  +oo on a X -> -oo

I - 1/ g : IR ->• IR;x h-> (1 - x)e_x + 1 est dérivable sur IR
Vx e IR;g'(x) = -e~x - (1 - x)e~x = (x - 2)e“x 
D’où le tableau de variations de g

D’après le tableau de variation de g on remarque que 1 - e"I 2 est le 
minimum absolu de g
Donc Vx e IR;g(x) > 1-e'2 > 0 => Vx e IR;g(x) > 0

2/ f définie sur IR par f(x) = xe“x + x.
a-f est dérivable sur IR et Vx e IR;f (x)=l. e_x-xe~x+l=g(x) > 0.

D’où le tableau de variation de f

lim f = lim [xe x + x. ]
-oo X->—co

— —OO

lim f = lim [xe~x + x]
+00 X-*+oo

= lim 4+xU 
x^+00 L e J

=> la droite A : y = x est une asymptote a Cf au voisinage de +°o. 
f(x) - x = yj- => sig[f(x) - x] = sig(x) ;Vx 6 IR
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ffx")c- • lim x =lim [e_x + 1] = +oo Cf possède une branche
X-*-00 X-+-00

parabolique infinie de direction l’axe des ordonnées au voisinage de -<

X -OO 0 +oo
sig[f(x)-x] ( ) +

position relative Cf est au dessous deA Cf est dessus deA

(u.a. : unité d’aire )

3) Soit a un réel strictement positif.
a- A(a) l’aire de la partie du plan limitée par Cf; A et les droites 

d'équations respectives x = 0 et x = a.
comme Vx g [0;a];f(x) -x > 0
=> A(a) = J“(f(x) - x)dx u.a

«• A(a) = J“xe~xdx

l v'(x’) = e~x n
rx

v(x) = -e“x 
u'(x) = 1

a v ,
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Fi(x) = 1 - (1 + x)e“x.

-X

2)a-Vn î 2;F.(x)-rt"e-dt f " v(t)—e"1 A

0 u(t)=tn rx u'(t)=ntn_1 J

= [-e_ttnJo - j*-nt n_1e_tdt
= -xne_x + n f*t n-1e_tdt = -xne_x + nFn_i(x) 

conclusion: Fn(x) = nF„-i(x) -xne“x ;Vn > 2 
b- = 1 - <-|îVx +

= 1 - (e~x + xe-x) = 1 - (1 + x)e~x = Fi(x) 
=> la proposition est vraie pour n = 1.

◄ soitp e IN*;  supposons que Fp(x)=p!^l - 52£=O -^e_x j, 

montrons que Fp+i (x)=(p+l ) ! £ 1 - ^pe’x j. En effet

Fp+i(x) = (p + l)Fp(x) - xp+1e_x 
p xLe-x~| _ Xp+ip-x 

’k=o k! J 6 
i _ fyp xïe-x + xP+1 c~- 

k! + (p+1)!
- (P+ *)l[l

=> la proposition est vraie à l’ordre (p + 1 ) 
Ainsi : ▼ et ◄ => Vn e IN*;F n(x) = n!£ 1 - 22P=O ^fe 

v'i™ F"(x)-'±

= nl[U±2«kiH
Lilim tU]

= (P+ OP![1

= (P + D-'

4

= n! 1 -lim e x - y
. X-++00 '

( car on a une somme finie de fonction)

Pourk e IN*;  lim xke_x =lim (xe k 'j
X^+CO X->+0O V J

(On pose X = -^- quand x -> +œ; X -> +oo) 

lim xke~x =lim (kXe"x)k lim fk-^V = 0 
x->+® x-»+oo x-+oo k eA J

Conclusion Jim Fn(x) = n!.
X->+00

3) Vn e IN*;Vx  > 0 ;
te [o;x] <=> 0 < t < x <=> -x < -t < 0

X-++00
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<=> e_x < e_t < 1

<=> tne_x < tne_t < t" 
=> fxtne_xdt < fxtne ldt < [xtndt carx > 0 
« e°-xr_^T<fxtne-tdt0< [-tïL]X

Ln+lJo Ln+lJo
Yn+1 _ , „ vn+l

«• ——x < Fn(x) < ——r. n+l ~ 7 ~ n + 1
4) Soit x un réel strictement positif.

a- Pour tout entier naturel n tel que n > 2x, on a : 
xn _ 1 x"'1
n! 2 (n - 1

x"-1(n - 1)! f " 2 ]

(+rï)lii&JL]<0 Carnï2^

b- posons un = Vn e IN tel que n > no avec no est le plus 
petit entier > 2x

D’après la question précédente Vn > no;un+i < yun de plus un > 0 

On a donc: 0 < Uno+1 <

0 < Uno+2 <

. 0 < Unr>+3 <

|U“"

±1,2 uno+l

J...
Uno+2

0 < Un < yUn-l

En multipliant ces inégalités puis en simplifiant on obtient:
Vn > no;O < un < J un„

De plus lim [ (y) j = 0 car g] - 1,1[ 
n"* +o° . n

Conclusion : lim un = 0 c’est à dire lim = 0.
n-*+oo  n-H-co 11.
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• lim fex - ■■ xll+,1<,- "I = ex

n->+oo L (n 4- 1 ) ! J
Conclusion: lim = e*-

n-H-oo L K u K*  J
5) a- *Pourn  > 2; on a (n - 1) e IN*;  donc d’après 3) ona:

4'- S F-(D - 4 - 4- - (-1)1 [1-sü y
« Xe-îl-e-E-X 

« J- < e - y"’1 Xn! - X+) k!
<=> X + y

n! ...
.Pourn = l. ^=qX = X + .

Ainsi Vn e < e

★Vn > l;Fn(l) < <=>

<=> Vn

-]

6

e<=> Vn

<=> Vn G

"-1 J_ < e « yn J- < e ■k=o ki - e -X=o k! - e
—— — 9 < ê
1! -

(D
Vn g IN*'n>T 1 — yn —e_1"l < —— 

’ L ^k=ok!e J - n+1
IN*l-e -iyn — < ___ i___2uk=o k! - (n+ dj

’e -2^=0 k! + (n+1)!
IN*-e<y n 1 | 1 | 1 f e-(n+l) \ 

’ Xk=o k| ni n! k n + 1 J
Or n > 2 o n + 1 >3<=>e-(n+l)<e-3<0

a+(£-("+■)) <0 
n! \ n + 1 J

<=> yn i , i , i f e~(n + i) A v"1 i i i
2uk=o ky n! n! V n+1 J ^=0 k! n!

d’où e<X£=ox + x
★ Pourn=l. ELkr + ^T = 3>e

Conclusion Vn g IN*;e  < 2Lk„o ]"[• + ■“[•
Ainsi: (1) et (2) donnent Vn g IN*;^" =o X < e < ^=o kf + ÏÏT'

b- D’après la question précédente
yn X < e < yn J_ + -l_<=>o<e_yn J- < X ^k=0 k! - - ^=o k! n! c ^k=0 ki - n!

=> ZLk=o y- est une valeur approchée de e à X près.

CommeX = _l_< i0-2 alors ^=0 X < e < X + X

est un encadrement d’amplitude inferieur ou égal à < 10-2.
+y5 X = 163 = 2 7167 +y5 X + X = .. .109 = 2 7252uk=o ki 60 £’,lo/ *2uk=o  ki + 51 40 z’723
Enfin: 2,7167<e<2,725 est un encadrement d’amplitude 0,0083< 10-2
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EXERCICE 1

Dans un plan orienté on considère un triangle équilatéral ABC tel que
(AB; Ac) = -y [2n]. On désigne par I le milieu de [AC] et par 

K = A * B.
1/a- Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f tel que f(B)=A

et f(A) = C.
b- Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera l’axe 

et le vecteur.
c- Soit D le symétrique de B par rapport à I. Montrer que f(C) = D.
d- Soit D' = f(D). Montrer que D' est le symétrique de B par 

rapport à C.
2/ Soit g la similitude directe telle que g(A) = B et g(I) = D.

a- Déterminer le rapport et l’angle de g.
b- Soit Ç le cercle de diamètre [AB] et Ç' le cercle de diamètre [ID], 

Montrer que Ç passe par I et que et Ç,' sont sécants en un 
deuxième point Q.

c- En déduire que O est le centre de g.
3/ Soit o=f o g. Déterminer la nature de o et ses éléments caractéristiques

EXERCICE 2 |

Une urne contient une boule blanche ,une boule rouge et tois boules noires 
toutes indiscernables au toucher .
1/ On tire une boule Calculer la probabilité pi pour qu’il reste dans l’urne 

exactement deux couleurs I
2/ On tire sucessivement et sans remise deux boules .Calculer la probabilité 

p2 pour qu’il reste dans l’urne exactement deux couleurs.
3/ On tire simultanément deux boules de l’urne. On désigne par X l’aléa 

numérique qui prend pour valeur le nombre de couleurs qui restent dans 
l’urne.
a- Déterminer la loi de probabilité de X.
b- Calculer l’espérance mathématique deX.
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PROBLEME
IZ

Soit fia fonction définie sur IR^ par f(x) = x2 - 2Logx - 1. On désigne 
par Cf la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O; 7; 7) 

I]l)a- Etudier les variations de la fonction f.
b- Tracer la courbe Cf.

2) Soit A, un réel de l’intervalle ]0; 1 [ et A(À.) la mesure de l’aire de la 
partie du plan limitée par la courbe Cr et les droites d’équations 
respectives x = X, x = 1 et y = 0.
a- Calculer A(X).
b-Déduire que lim A(X) =

II] 1) Soit n un entier naturel tel que n > 2.
a-Montrer que pour tout entier naturel k tel_que 1 < k < n - 1, on a:

b-En déduire que: < a(-X) < ■frSZX’n)
2) On pose pour tout entier n > 2, Sn = n')

a-Montrer que A^i) < Sn < + A( n-)

b- En déduire que lim Sn = 4--
n-H-oo *

3)a- Montrer par récurence que, pour tout entier naturel n tel que n >
n(n - l)(2n - 1)

6on a : k2 =

b- Montrer que Sn +2Log^__1+±

c- En déduire que lim
n->4-co

(n- l)(2n- 1)
6n2

EXERCICE 1

1/a- ABC est un triangle équilatéral donc AB = AC et AB 0
=> il existe un seul antidéplacement f tel que f(B)=A et f(A)=C. 

b- f est antidéplacement => f est soit une symétrie axiale soit une 
symétrie glissante.
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Supposons que f est une symétrie axiale
donc f o f = Idp (l’identité du plan )

D’oùf°f(B)=B « f[f(B)]=B
« f[A]=B <=> C=B impossible

Donc notre supposition est fausse 
et par suite f est une symétrie glissante. 
Désignons par "u le vecteur de f et par 
A son axe.

f(B)=A 
f(A)=C

A * B=K e A
A * C=I g A

=> A = (IK).
★f ° f = tj^ or de plus f o f(B)=C => 2u = BC <=>11 = yBC 

On remarque que ^BC = IK car I = A * C et K = A * B 

Conclusion : f est une symétrie glissante d’axe A = (IK) et de 
vecteur IK.

c- D est le symétrique de B par rapport àl « I = D * B
=> ABCD est un parallélogramme ( car on a déjà I = A * C ) 

f o f(A) = tg-(A) car f o f = tg-
<=> f(C) = D car f(A)=C et BC = ÂD puisque ABCD est un 

parallélogramme.

d-

2/a-

f o f(C) = f(D) = D' => CD'= BC carfof=tg-
<=> C = D' * B

<=> D' est le symétrique de B par rapport à C.
g(A) = B et g(I) = D

{
^2- est le rapport de g

0A;Db) est une mesure de l’angle de g

. ^=2^=2tgflAlf)=2tg^-=273 car IAB est rectangle en I. 
AJ AJ \ / J

. (ÎA;DB) = (ÎA;Ïb) + (lB;DB) [2n] - y + 0 [2n]

Conclusion : g est d’angle y et de rapport 2/3.
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b- ® ABC est équilatéral et I est le milieu de [AC]
(BI) est la médiatrice de [AC]

(BI) ± (AI) => I e Ç le cercle de diamètre [AB],
© I est déjà un point commun à Ç et Ç' le cercle de diamètre [ID]

=> Ç et Ç' sont soit tangents en I soit se coupent en un deuxième point 
Comme K ( centre de Ç ) n'appartient pas (DI) alors les centres de Ç 
et de Ç' et leur point d’intersection I ne sont pas alignés ce qui prouve 
que Ç et Ç' ne sont pas tangents.
Conclusion : Ç et Ç' se coupent en I et un autre point noté Q.

c- Désignons par O, le centre de g.

* g(A) = B => (jÜA;fÜB) = [2n] -Qi e (

* g(I) = D => [2k] Q, e

D’oùQj e ÇnÇ' = <I;Q}
Comme g(I) = D I alors Qi =/= I 
par suite Oi = Q.

3/ f est un antidéplacement et g une similitude directe de rapport 2j3 
=> o = f o g est une similitude indirecte de rapport 2^3 .
- o(A) = f o g(A) = f(B) = A => A est le centre de o.
• Désignons par A l’axe de o => o=h ° Sa avec h l’homothétie de

centre A et de rapport 2^3 
=> Sa = h-1 o o.
* Sa(I) = h’1 o f o g(I) = h"1 o f(D) = h_1(D')

Posons D" = h_1(D') .Ainsi SA(I) = D"
<=> A est la médiatrice de [ID''].

Comme de plus A appartient à A
=> A est la bissectrice intérieur de [AI, AD"].

D’autre par D" = h-1 (D') alors D" e [AD')
( car le rapport de h1 est )

On conclut que A est la bissectrice intérieur de [AI, AD'].

EXERCICE 2

1/ Il ne reste que deux couleurs dans l’urne si et seulement si on tire une 
boule blanche ou une boule rouge.

d’oùp. = ÿ + i = f
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2/ Le tirage est de deux boules successivement sans remise.
L’événement démondé se réalise quand on tire :une boule rouge puis 
une noire ou une noire puis une rouge où une blanche puis une noire 
ou une noire puis une blanche.

n, - ±X3.3_X± + J_XJ_+3_XJ__ 12 _ 3
P2 5 X 4 + 5 X 4 + 5 X 4 + 5 X 4 - 20 - T' 

3/ X :deux boules >—de nombre de couleurs qui restent dans l’urne . 
a-X(Q) = {1,2,3}. i

O p(X = 1) = C| xC| - _L_ ( car (X = 1) se réalise quand

on tire une boule blanche et une rouge ).

O p(X = 2) = (car (X = 2) se

réalise quand on tire une boule blanche et une noire où une rouge 
et une noire)

C2 □Op(X = 3) = —y = -7- (car (X - 3) se réalise quand on tire 
C5 lu

deux boules noires ).
D’où le tableau de loi de probabilité de X.

Xi 1 2 3

Pi
1

10
6
10

3
10

b.E(X) = 1x^L+2z-^ + 3z-îL = JJ-.

|\ ----7
PROBLEME

= 2 x

l)a-f  est dérivable sur IR} (somme des fonctions dérivables) 
Vx e IRî;f'(x) = 2x - 2^ = 2^^- - (x~ O(x+ O

=> sig(f'(x)) = sig(x- l);Vx e IR(

D’où le tableau de variation de f lim f=Iim [x2-2Logx-l] 
0+ x->()!

=+00 car lim lnx=-oo 
x-»0+

lim f=lim [x(x-2-^-)-ll
+co x-»+oo L -J

= +00 car lim -^-=0
X-»+oo

b- * lim f=+°o => Cf possède la droite d’équation x = 0 comme asymptote.
o+
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* lim
+oo X-H-co

-]
branche parabolique infinie de 
direction l’axe des ordonnées au

voisinage de +oo.
2)a- A(À) = J*  f(x)dx

=[I(x2 - 2Logx - l)dx

= +oo => Cf possède une

1 (x2 - 1 )dx - 2 f ' Logx. dx
X * X

u’(x)=l

v(x)=Log(x)

u(x)=x

VW=T

o

n

= |x3 -x]k[[xLogx]’ -f‘dx]

= -- - 1 - + X + 2ÀLogX + 2(1 - X)= A _ ±x3 + 2XLogX - X.

b- lim A(X)=lim [ 4- ~ 4-X3+2XLogX - X. "1=-^- car lim (XLogX)=0
Â->ir î->0+ L 3 J J j x->o+

II] 1) Soit n un entier naturel tel que n > 2. 
a--l<k<n-l=>O<-X<-^-<l--X<l

•1 < k < n - 1 <=> 2 < k + 1 < n < 1
=>l<k<n-l=>^-et k j;— appartiennent à ]0; 1].
Vt e ; f(^-) < f(t) < f(4) car f est \ sur ]0; 1]

k+l k+l k+l
^k" f(^)dt < J£’ f(t)dt< k f(4)dt

n n n
k+l k+l k+L

« f(^)fx dt<k f(t)dt < f(£)f k" dt
n n n

k+l -

« --Ü-J < fi f(t)dt <
n

k+l - *

« -l-f(->+)<fi
n

b- Vk e IN tel que 1 < k < n - 1 on a
k+l

-à-fm <k wt <
n-1 . n-1 k+l n-1 z i \

^Ele)<Efk WtsEUGU
k=l k=l q k-1

ELMOUFID Page : 251 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ®U : BAC 2002 SESSION PRINCIPALE
n-1 k+1 JL _3_ Ï1

Or 22 J k f(t)dt=J î f(t)dt+j ” f(t)dt+. • +J ” _ 1 f(t)dt
k=1 n n n nZ. 3.

= J î f(t)dt + j 2 f(t)dt +... + j n-1 f(t)dt 
n n" n

= f 1 f(t)dt = A(X- ) ( relation de Chasles sur les intégrales)
n v J

Ainsi 22 - A("n) - SlTf(-r)■
k=l x z k=l

1 n_1
2) On pose pour tout entier n > 2,Sn = n 22f(‘ïï')-

k=l

a-
k=l ' k=l

k=l

* g +f(V)O ]
' Mf(n ) +f(4) + ■ <J1ïï1)] “'(<U = 0
= MfGû+fG0+O+ ■
= gn _

Ainsi Sn - Tf( n-) - A(l) S" - A(l) + Lf(L) 
Conclusion:A^^y< Sn < A^X-) + ^^(n-)

b- • lim A(-J-) = lim A(X)=-^- (on pose X,=-Jj-;n —► +°o;X=X- —► 0+) 

* lim l=lim [A(X)+Xf(X)J (on pose X=X-)
n ^+» L X / X ✓ J x_>0+

=lim A(X) +lim [X3 - 2XLogX- X]
X—>0+ X—>0 h

= + 0 car lim (XLogX) = 0

A(l) < Sn < A(-X)+|f(i);Vn 2 2

A(" )= 3

H-[A(±) + ±f(i)] = f
«_-^4-rr> I- > < v

lim Sn=4-
n-H-oo J

> =>
n—>+oo

n—++oo y

3)a-  • Vérifions la proposition pour n = 2
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12-12 i 2(2 - 1)(2 x 2 - 1) j ;

2_<k=i * ~ 1 _ 1--------------- g------------donc la proposition
est vraie pour n = 2.

EB Soit p un entier > 2. Supposons que y}?!1 k2= P^P l)(2p—O.
k—1 fi

Montrons que k2 = + ^pJ2p + . En effet

ELk2 = EL1 k2+p2 = ptp-1^-1) + p2

= P(P~ l)(2p~ l) + 6p2 = p[(p- l)(2p- 1) + 6p]
6 6

= p[2p2 + 3p- 1] p(p+ l)(2p+ 1)
6 6

Conclusion: Vn > 2; on a = ———.
k=l Q

»-S. = = lg[(#)2-2Log(|)-l]

= ^g(V-2i£L°sGr)-
_Ly f_k_\ 2_ 1 y> < 2_ n(n ~ 1 )(2n ~ 1) _ (n-1 )(2n-l ) 

n3 à 6n3 6n2

•-ïrELog(l) = ^.Log(4x|x|x....x^) 
“ = = 4^(4^)

= = 2L°s^f

A"K‘S" = (°-i^°zi).+2Lo8_g__1 + .I 

(—0(2-1) + 2Log^=
Vn!

c- lim Sn
n-H-co

* lim
n->+oo

=lim 
n->+ûo

S = — On .

* lim -
n-»+oo

D’où 4

6n2
* lim = 0

n->+co
L =Hm n2[2~^ + ~^~]

> 6n2 n-i«i 6n2
4 = 4- +2 lim Log ” _ 1 <=>üm Log
3 3 n->+co Vn! n-»+co

<>lim E. =

(n- l)(2n- 1)

1 + 4 •
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AC 2002 SESSION
ffi_____________________ a

EXERCICE 1

Soit f la fonction définie sur ] - 2; +co[ par f(x) = Log(x + 2) 
1/a- Dresser le tableau de variation de f.

b- Tracer la courbe Cf de f dans un repère orthonormé (o, i, j 

2/ Soit m un réel de l’intervalle ] — 2; —1 [ et Am la mesure de l’aire 
de la partie du plan limitée par la courbe Cf, l’axe des abscisses 
et les droites d’équations respectives x = m et x = -1.
a- Montrer que J™ — * dx = m + 1 - 2Log(m + 2).

b- Calculer Am en fonction de m.
c- Calculer lim Am.

3/ Montrer que l’équation f(x) = x admet dans l’intervalle ] - l;+°°[ 
une solution unique noté a. Vérifier que 1,1 < a < 1,2.

4/ Soit (un) la suite définie sur IN par : uo = 5 et un+i = f(un) ■
a- montrer que Vn e IN;un > a.
b- Montrer que la suite (un) est décroissante.
c- Déduire que (un) converge. Déterminer lim un.

n->+oo

EXERCICE

Dans le plan complexe P rapporté à un repère orthonormé ÇO, i, j j ; 

on considère les points A et B d’affixes respectives 1 et -1 et on désigne 
par P' le plan P privé du point A. Soit f l’application de P' dans P qui à

/ i z(z~1)tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z' tel que z'= 

1/a- Soit C le point d’affixe i. Déterminer le point f(C).
b- Soit Ç le cercle de centre O et de rayon 1. Montrer que tout point 

M de Ç\{A} on a f(M) = B.
2/ Déterminer l’ensemble des points invariants par f.
3/ Soit M un point quelconque du plan privé de la droite (AB) et de Ç 

On désigne par Mi l’image de M par la symétrie orthogonale d’axe 
(AB) et par M' l’image de M par f.
a- On désigne par Z----- > et Z-^-? les affixes respectives des vecteurs

M|M AM]
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MjM' et AMi. Montrer que —7M|M = ———
ZÂM?

--- > — —
En déduire que les vecteurs MiM' et AM] sont orthogonaux, 

b- Montrer que les vecteurs M]M' et BM' sont orthogonaux, 
c- En déduire une construction géométrique du point M'.

PROBLEME

On donne dans un plan orienté ,un cercle ( ‘ë) de centre O, de rayon R 
et un point F, distinct de O, tel que OF < R. Soit M un point de (<ë). 
On désigne par P le symétrique de M par rapport à F.

I) 1- Déterminer l’ensemble des points P lorsque M décrit le cercle (fë).

2- Soit N le point tel que MP = MN et (mP,Mn) = y [2rcJ. Soit ai

le milieu de [NP],
a) Montrer que œ est l’image de M par une rotation de centre F dont 

on précisera l’angle.
b) En déduire l’ensemble des points œ lorsque M décrit le cercle ( “ë).

3- Soit I le milieu de [MN], Montrer que I est l’image de M par une 
similitude directe de centre F dont on déterminera le rapport et l’angle.

4- a) Calculer tgMFN.
b) Soit a une mesure de l’angle (fM,Fn) tel que a e j-y ; y 

Déterminer tga et en déduire que a reste constante lorsque M varie 
sur ('ë).

c) Montrer que N est l’image de M par une similitude directe de centre 
F dont on déterminera le rapport et l’angle.

d) Déterminer l’ensemble des points N lorsque M décrit le cercle ('ë).
II) 1- Soit G le symétrique de F par rapport à la droite (MN) et F' le

symétrique de F par rapport O. Montrer que G appartient au cercle 
( 'ë) de centre F' et de rayon 2R.

2- Soit (E) l’éllipse de foyers F et F' et de cercle principal ( ‘ë).
a) Montrer que la droite (MN) reste tangente à l’éllipse (E) lorsque 

M décrit le cercle ( ‘ë).
b) Construire le point de contact T de (E) et la droite (MN).
c) Déterminer les positions du point M sur le cercle ( ‘ë) pour lesquelles 

(MN) est tangente à l’éllipse (E) en l’un de ses sommets.
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exercice"i j
, ^xmwmwjuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuC

1/a- x i—> x + 2 est dérivable et strictement positive sur ] - 2; +oo[ 
=> f : x •—► Log(x + 2) est dérivable sur ] - 2; +oo[.

* Vx e] -2;+oo[;f'(x) = — > 0.

D’où le taleau de variation de f

• lim f = -oo
2+

• lim f = +oo
+00

X->+cO

b- lim fyp =lim
x-*+co  x-*+co

Logx L°e(1+i) >_e
X “r X >

Donc la courbe de f possède une branche parabolique infinie de 
direction l’axe des abscisses au voisinage de +oo.

dxx 
x +

= [x - 2Log(x + 2)]”
= m+ 1 -2Log(m + 2).

x + 2 - 2
x + 2
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b- Am = j 1|f(x)|dx = [ 1 -f(x)dx

( car pour -2 < x < -1 on a f(x) < f(-l ) = 0 ) 
= J” Log(x + 2) dx

A u’(x) = 1 —> u(x) = x

l v(x) = Log(x + 2) _ v’(x) = -J-L-

= [xLog(x + 2)]", - f” ^dx

= mLog(m + 2) - m - 1 + 2Log(m + 2)
= (m + 2)Log(m + 2) - (m + 1 ).

c- lim Am = lim [(m + 2)Log(m + 2) - (m + 1 )]

( On pose X=m+2 ; m ->■ -2+ alors X-> 0+ ) 
=lim [XLogX - (X - 1)]

x->o+
= 1.

3/ f(x) = x <=> f(x) - x = 0.
Soit la fonction h :] - l;+oo[—> IR;x i—► h(x) = f(x) - x 
Ainsi f(x) = x <=> h(x) = 0.
h est dérivable sur ] - 1 ; +oo[ et Vx e] - 1 :.+oo[ on a 

h'«=f'M-1 = ïï72-1 = Tfr<0 
D’où le tableau de variation de h

• Lim h =Lim rLog^xfl + y-) J - x]
+CO X->+°0 L- 'S J

T. zLogx L°s(1 + Î)
=Lim x(—4--------- ------------ 1) =

X->+cG

Ainsi h est strictement décroissante sur ] - l;+°o[
=> h réalise une bijection de ] - 1 ; +°o[ dans ] - oo, 1 0
=> l'équation h(x) = 0 possède une seule solution a dans ] - 1; +°°[- 
♦h(l,l) = ln(3,1) - 1,1 « 0,031 > 0
•h(l,2) = ln(3,2) - 1,02 « -0,036 <0
=> 1,1 < a < 1,2 .

ELMOUFID Page : 257 Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ©U : BAC 2002 SESSION DE CONTROLE 

4/a- ’Uo = 5 > 1,2 > a => la proposition est vraie pour n = 0.
* Soit p un entier . Supposons que up > a ; montrons 

que Up+i > a en effet
fZ

up > a <=> f(up) > f(a) = a <=> up+i > a.
Conclusion :Vn e IN;un > a.

b- Vn e IN;un+i -un = f(un) -u„ = h(u„)
Or Vn e IN;un > a => Vn e IN;h(un) < h(a) = 0 

( car h est décroissante sur ] - 1 ; +oo[ )

Vn e IN;un+i < un
Par suite (un) est décroissante.

c-

= -1 = aff(B)
i- 1

(un) est décroissante sur IN . .
> => (un) converge

(un ) est minorée par a sur IN I 
Posons L la limite de la suite (un).

n+1 ( l => l est solution de f(x) = x ;

f est continue en L J
=> L= a ( car a est i’unique solution de f(x) = x)

t
EXERCICE 2

1/a-aff[f(C)] =
f(C) = B.

b- Soit M(z) e Ç(O;i) <=> |z|= 1 <=> z =

f(M) = B.
z(z — 1 )

2/ M(z) est un point invariant de f <=> f(M) = M <=> —z _ ] = z
o z[ - p- - lj = 0<=>z = 0ou _ y = 1

<=>z = 0ouz = z<=>zeIR
<=> M(z) appartient à l’axe des abscisses (x'ox).

X
z

q-0 = -1 = aff(B)
z — 1

3/a- A(l) etB(-l) => (AB) est l’axe des abscisses 
Ainsi Mi = S(Ab)[M(z)J <=> aff(Mi) = z
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z - 1

z - z

f Z—z-- 2=^11 -
=> J MjM' Z- 1

[ Zâm7 = ~ 1

D’où
ZÀM? z-1

e (ÜR)
zâmT |z-JJ___ lz lr

=> les vecteurs MiM' et AMi sont orthogonaux.

zz — z — zz + z_z — z 
z - 1z - 1

z — Z
(z-l)(z-l) " |Z~T7^'

 -2i Im(z)

b- Soit M(z) un point du plan privé de (AB) et de Ç(O;i) 
M'*M  carMé(AB)
M' *B  car Mé Ç(O;i)

z—r z - Z
z - 1 _ z - Z ( 1

Z-^BM' z' + 1 z- 1 z(z-1} + J
z-1

= ——y- x ——1g (ilR) car zz = Izl 
z - 1 zz — z + z—1 zz—1-------- > ------»

=> les vecteurs MiM' et BM' sont orthogonaux.

c- • MiM' et AMi sont orthogonaux
=> M' appartient à la droite perpendiculaire à (AMi ) en Mi.

• MiM' etBM' sont orthogonaux
=> M' appartient à au cercle de diamètre [MiB] 
D’où la construction de M’ pour M un point du plan.
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de centre O’=Sf(O) et de rayon R.

2-a) •
F = P *M
œ = P * N

b)

* * (FM,F®) = (fM,Mn) + (MN,Fro) [2k] 

= n + (MF,MN) [2k] s K + [2k]

= -A [2k] (2)
Ainsi (1) et (2) => co est l’image de M par la rotation de centre F 

et d’angle -y.

>• => ® varie sur ('S")=rQui est

3-

œ = r(F_i)(M)

M varie sur ( ‘S')
le cercle de centre O”=r^F (O) et de rayon R.

FI = iPN.I = M * N
F = M * P
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• (FM,Fl) = + (PM,PN) + (pN.Fl) [2k]

-0+^ + 0 [2k>--J- [2k]

* FI=VMF2 + MI2 car MFI est un triangle rectangle en M.
= V2MF2 car MF=^-MP = y MN = MI.

= J2 MF

Ainsi (FM,Fl) = —y [2k] et FI = J2 MF donnent que I est 

l’image de M par la similitude directe de centre F, de rapport J2 et 
d’angle —y.

4-a) tgMFN = = 4^- =2 car MN = MP
MF lw

b) Comme a est une mesure de l’angle ^FM, FnQ tel

que a e j-y ; £ alors a est la mesure principale de (fM,Fn)

=> a = -MFN car de [FM) vers [FN) on parcourt le sens négatif 
de l’orientation

=> tga = tg^-MFN^ = -tgMFN = -2

• la fonction tangente tg réalise une bijection de j—y; y [ sur IR 

(car tg est dérivable sur J—y; y £ et

Vx e j—y; y [; (tgx)' = 1 + tg2x > 0 => tg est strictement 

croissante sur y ; y [ )

D'où
tga = -2 « a=arctg(-2) avec arctg la bijection réciproque de tg) 
Ainsi quand M varie sur (‘ë); a=arctg(-2) qui est un réel fixe 
dans]-M[

c) ® FN = 7MF2 + MN2 = ^MF2 + (2MF)2 = ^5 MF

® (FM,FN) s a [2n]

D’où N est l’image de M par la similitude directe S de centre F, 
de rapport -J~5 et d’angle a.

d) N=S(M) et M varie sur ( ‘ë)
=> N varie sur (VA) =S((‘ë)) le cercle de centre Oi = S(O) et de 

rayon /5^R.
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n)l- G = S(mn)(F) de plus (FM) ± (MN)
=> M = F * G.

M = F*G
O = F * F'

► MO = -1-F'G

<=> F'G=2MO=2R <=> G appartient au cercle ( ‘g')
de centre F' et de rayon 2R.

2-a) (FM)j_(MN) => M est le projeté orthogonal du foyer F sur (MN) 
De plus M appartient au cercle principal ( ‘ë) de (E).

=> (MN) est une tangente à (E).
b)

• T appartient à (MN) ( c’est évident )
• F’T+TG=F'T + TF ( car Te (MN) qui est la médiatrice de [FT])

= 2R ( car Te à l’éllipse (E) qui est de grand axe 2R) 
= F'G ( d’après II-l) )

=> Te [F'G],
Bilan :T est le point d’intersection de (MN) et [F'G].

c) (MN) est une tangente au sommet de (E)
<=> (MN) // (FF') ou (MN) ± (FF')

□ (MN) // (FF') et déjà (MF) ± (MN)
=>(MF)±(FF')
signifie que M appartient à Di la perpendiculaire à (FF') en F 

Ainsi M e ('S) n Di
ffi (MN) 1 (FF') et déjà (MF) ± (MN)

=> (MF) Il (FF') <=> M e (FF').
D’où Me (‘g)n(FF').

Conclusion :
M est un point de ( <S) A (FF') ou de (‘S) A Di.
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SK ia^ ftW
EXERCICE 1

i....

Dans l’ensemble C des nombres complexes on considère l’équation 
Ea : z3 + (3 — d2)z + 2i(l + d2) = 0 où d est un nombre complexe 
donné de module 2.
1/a- Vérifier que 2i est une solution de Ed.

b- Résoudre alors l’équation Ed.
2/ Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct (O,'u,'v) 

on considère les points A,B,M,N d’affixes respectives 2i, -i; -i+d; -i-d. 
a- Calculer MN et déterminer le milieu de [MN], 
b- En déduire que lorsque d varie, les points M et N appartiennent 

à un cercle fixe que l’on précisera.
c- Dans le cas où AMN est un triangle, montrer que O est le centre 

de gravité du triangle AMN.
d- En déduire les valeurs de d pour les quelles le triangle AMN est 

isocèle de sommet principal A.

EXERCICE 2
r............ -............... .........

ABC un triangle rectangle en C tel que ÇCA, CB J = y [2k] et soit 

r une rotation de centre A et d’angle y. Soient D=r(C) et E=r"J (B). 

On désigne par I le milieu du segment [CD],
1/a- Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(A) = D et 

f(C) = A.
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.

2/ Soit g = f o r.
a- Montrer que g est une translation.
b- Soit F = g(E). Montrer que f(B) = F et en déduire la nature 

du triangle BIF.
c- Montrer que les points C,A et F sont alignés.

3/ Soit G=t^(I) où t^g désigne la translation de vecteur AD.
a- Montrer qu’il existe un unique antidéplacement cp tel que <p(C) = D 

et (p(I) = G.
b- Montrer que (p est une glissante dont on précisera le vecteur et l’axe.
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PROBLEME

1-1/ Soit h la fonction définie sur ]0,+oo[ par : h(x) = x - Logx. 
a- Etudier les varations de h.
b- En déduire que pour tout x de ]0,+oo[ on a: h(x) > 1.

2/ Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par:
f(0) = 0 et f(x) = ----- t------ si x > 0.v ' x-Logx

a- Montrer que f est continue sur [0; +oo[.
b- La fonction f est-elle dérivable à droite en 0 ?

r2x
H- Soit la fonction définie sur [0;+oo[ par : F(x) = f(t)dt.

1/a- Montrer que F est dérivable sur [0;+oo[.
b- Montrer que pour tout x de ]0; +oo[, F'(x) = ^yx)ii^x)X' 

et que F'(0) = 0.
2/ Montrer que pour tout x de ]0; +oo[, j*  -|-dt = Log2.

3/ Montrer que pour tout x de [l;+oo[;0< F(x) - Log2 < x^_°^Qg~

En déduire lim F(x).
X~*+cO

4/a- Montrer que F (y) < Log2.

b- Montrer alors qu’il existe un réel a de £y ; 1 J tel que F(a) = Log2. 

5/a- Dresser le tableau de variations de F.
b- Donner l’allure de la courbe représentative de F dans un repère

(û,ï, j*)  ( on donne F(l) 0,9 etF(2) s 1,1)

BEI- Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.
1/ Soit la suite (v„) définie sur IN*  par : vn = J± t _ ^og-dt.

a- Montrer que pour tout t de] 0,+oo[; jy < t.

b- Montrer que la suite (vn) est croissante .
c- En déduire que la suite (vn) converge et que 0 <Iim vn < -y.

n->+co **

2/ Soit la suite (wn) définie sur IN*  par : wn = ji t_y0^dt 

a- Montrer que pour tout t de [1 ; +°o[; ■ _ < 1+Logt.

En déduire que pour tout n de IN*  ; wn < nLogn.
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b- Calculer J" (1 + —)dt puis montrer que pour tout entier 

naturel n tel que n > 5, n < wn < nLogn.
c- En déduire lim wn.

n-*+oo

EXERCICE 1

1/a- (2i)3 + (3 - d2)(2i) + 2i(l + d2)
= -8i + 6i - 2id2 + 2i + 2id2

= 0 => 2i est une solution de Ea.

b- Soit le polynôme fa(z) = z3 + (3 - d2)z + 2i(l + d2)
2i est une solution de Ea <=> 2i est une solution de fa(z) = 0 

=> il existe (a, b, c) e C3 /
• fa(z) = (z - 2i)(az2 + bz + c); Vz e C
o fa(z) = az3 + bz2 + zc - 2iaz2 - 2ibz - 2ic; Vz e C
<=> fa(z) = az3 + (-2ia + b)z2 + (-2ib + c)z - 2ic; Vz e C

a = 1
-2ia + b = 0

—2ib + c = 3 - d2 
-2ic = 2i(l + d2)

Ainsi fa(z) = (z - 2i)(z2 + 2iz - 1 - d2); Vz e C.

Ea : z3 + (3 - d2)z + 2i(l + d2) = 0 <=> fa(z) = 0
<=> z - 2i=0 ou z2 + 2iz-l-d2=0 ( A'=(i)2 - (-l-d2)=d2 )

<=> z = 2i ou z = -i - d ou z = -i + d.
Conclusion : les solutions de Ea sont : 2i, -i + d et -i - d. 

2/a- MN=|~i - d + i - d|= |-2d|= 2|d|= 4 car |d|= 2.
• aff(M * N) = -1 + d +^-1 ~ d-) = -i = aff(B) 

B = M*N
b- MN=4 et B=M*N  donnent BM=BN=2

signifie que M et N sont sur le cercle de centre B et de rayon 2. 
c- Soit G le centre de gravité de AMN. On a donc

ÂG + MG + NG = O <=> aff(ÂG + MG + Ng) = aff(o)
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<=> aff(G) - 2i + aff(G) + i - d + aff(G) + i + d = 0 
« 3aff(G) = 0 « aff(G) = 0 <=>G = O 

d- AMN est isocèle de sommet principal A
<=> (AO) = médfMN] <=> OA ± MN ( car on a déjà I e (OA) ) 

■>1ï(:m?) .. . . -i-d+i-d ...
<=> ----- z. •">< 1 est imaginaire pur » ——— est un imaginaire pur

affÇOAJ 21

<=> est imaginaire pur o d est réel <=> d=2 ou d=-2 (car |d|=2) ;

EXERCICE

1/a- r(C) = D
=> AC = AD * 0

th
=> Il existe un seul déplacement f tel 

que f(A) = D et f(C) = A.
b- f(A) = D etf(C) = Adonnent

+ [2tt]
Ainsi f est une rotation d’angle -y.
• Désignons par Cl le centre de f.

f(A) = D et f(C) = A donnent Cl est dans médfAD] et méd[AC]

Or r(C) = D signifie que AC=AD et (aC,Ad) = y [2tt] 

alors ACD est un triangle rectangle en A.
et comme I=D * C alors ID = IC = IA

=> I e méd[AD] Cl méd[AC]
Par suite 1=0.
Enfin : f est la rotation de centre I et d’angle -y.

2/a- f est un déplacement d’angle -y et r un déplacement d’angle y 
donc g = f o r est un déplacement d’angle 0.

d’où g est une translation.
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b- F = g(E) <=> F = f[r(E)]
<=>F = f(B) ( car E=r_1 (B) <=^ r(E) = B )

c- (cA,Âf) s (CA,CB) + (cB;Âf) [2k]

= [2k] car f(C) = A et f(B) = F
= 0 [2k],

D’où C,A et F sont alignés.

3/a- G=t^(I) <=> GÏ — AD <=> IGDA est un parallélogramme
D’où GD=AI

Or AI=IC donc CI=DCL 0 
th . .CI=DG# 0 => il existe un seul antidéplacement (p tel que cp(C) = D 

et <p(I) = G.

b- (p est un antidéplacement donc cp est soit une symétrie axiale 
soit une symétrie glissante.
Supposons que ip est une symétrie axiale d’axe une droite D’ 
Comme <p(C) = D alors D’ est la médiatrice du segment [CD] 
et puisque I appartient à la médiatrice du [CD] donc <p(I) = I ce 
qui est impossible car <p(I) = G.
Par suite notre supposition est fausse et nécéssairement cp est une 
symétrie glissante.
Désignons par A l’axe de (p et par "u son vecteur.
Donc <p = t-j o Sa = Sa 0 t7.
• cp(C) = D=>C*D  = IeA.
• cp(I) = G <=> (t-j o Sa)(I) - G <=> t-^(I) = G car I e A

u = ÏG.
On sait que "u = IG est un veceur directeur de A et comme de plus 
elle contient I donc A = (IG).

PROBLEME I

I-l/a- h est dérivable sur ]0,+oo[ ( somme de deux fonctions dérivables) 
Vx > 0;h'(x) = 1 - = x x~
Ainsi sig(h'(x)) = sig(x - 1) pouttoutx > 0.
D’où le tableau de variation de h
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0+ x->0'
• lim h =lim (x - Logx) =lim Tx^l - —5^—1 = +°°-

+00 X->+CO X-*+00 L \ J J

b- D’après le tableau de variation de h on a 1 est le minimum absolue 
de h donc pour tout x de ]0, +oo[ on a: h(x) > 1.

2/a- • La fonction (x h-► x - Logx) est continue sur ]0, +oo[ 

de plus Vx > 0,x - Logx > 1 donc Vx > 0,x - Logx + 0 
par suite f : x ——^Q'~ est continue sur ]0,+oo[.

• lim f(x) =lim -------------- = 0 = f(0) => f est continue en 0.
x-*0 + x>0+ X-LOgX

Conclusion : f est continue sur [0; +œ[.

11
x-0

, ,, f(x)-f(0) jb- lim ———=lim —-:----- ------- r- =lim 9
x_,o+ x_0 x->0' x(x-Logx) x,ü+ x - xLogx

D’une part lim ( x2-xLogx )=0 et d’autre part Vx>0,x-Logx >1 
x^0+ X '--- »--- 'J

donc Vx > 0,x(x - Logx) > 0 par suite lim ------- —r—=+°o
X .(r x u

D’où f n’est pas dérivable à droite en 0.
n-

l/a- La fonction f est continue sur [0; +oo[ donc elle possède des 
primitives sur [0;+oo[ désignons par y une des primitives de f. 
Ainsi pour tout x de ]0; +oo[, F(x) = f(t)dt = \|/(2x) - \|/(x).

la fonction qui à x 2x est dérivable sur [0; +oo[
y est dérivable sur [0; +co[ ( car y est une primitive de f )
Vx > 0 on a 2x e [0; +oo[
la fonction qui à x y(2x) est dérivable sur [0; +œ[ 

D’où F : x y(2x) - \|/(x) est dérivable sur [0;+oo[.
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b- Pour tout x de [0;+oo[,
F'(x) = (2x)z\|/'(2x) - \|/'(x) = 2f(2x) -f(x).

Ainsi *Vx  > 0;F'(x) = 2f(2x) - f(x)
= h(2x) " hG0 f(x) = hW"

2h(x) - h(2x) _ 2x - 2Logx — 2x + Log2x 
h(2x)h(x) h(2x)h(x)

_ Log2 - Logx 
h(2x)h(x)

• F’(0)=2f(2 x 0) - f(0) = f(0) = 0.

2/ Pour tout x de ]0;+œ[, P*  -J-dt = [Logtjp = Log2x - Logx
J X t x

= Log[-^] = Log2.

3/ Pour tout x de [l;+oo[,F(x) - Log2 = j f(t)dt — J ydt

• Vx > 1 on a : 1 < x < 2x et
* Vt e [x,2x]; Log1 > 0 

L’ J t(t-Logt)

=> F(x) - Log2 =

X

> o

x±dt

L,St "Tdt - °-
t(t - Logt)

* Vt e [x,2x];h(x) < h(t) ( car h est croissante sur [l;+oo[ ) 
« _J_ < -J— 

h(t) h(x) 
aussi Vt e [x,2x];Logt < Log2x 

Logt „ Log2x
d OU , ° < —r /

h(t) h(x) 
. Logt . Log2x i par suite . ~ , x —

H th(t) h(x) t
f2x Logt f2x Log2x

ce qui donne J*  t(t - Logt) dt ~ 

«F(x)-Log2<i^LJ-dt 

« F(x)-Log2 < igW < 

d’oùF(x) -Log2 < Lh°^y~-

Conclusion : Vx > 1 on a : 0 < F(x) - Log2 <

car Log2 < 1

Log2x 
“hôô--
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comme de plus lim L°£2x
x^+oo h(x)

=lim
X->+cO

=lim
X->+co

Log2 - Logx
X_________

x - Logx
x

Log2 Logx
—S—-------L = 0

1 _ Logx 
1 X

Donc lim [F(x)-Log2]=0 signifie que lim F(x)=Log2.
X-*+00  x^+oo

4/a-

b-

Vt e [y; 1 ];Logt < 0 <=> Vt e [y; 1 j;-Logt > 0 

iï - Log2

<=> F(y) Log2.

Soit la fonction H(x) = F(x) - Log2.
H est continue sur [y; 1 j

< h(t) =f(t)-l»®2s

car F est continue sur

0 d’après II/4/a-

H(1 ) = F( 1 ) - Log2 > 0 d’après 11/3/

D’où, d’près le théorème de valeur intermédiaire, il existe un réel 
et de y; 1 j tel que H(a) = 0

Signifie qu’il existe un réel a de £y ; 1J tel que F(a) = Log2.

5/a- On a : Vx de ]0;+oo[, F'(x) =

=> Sig(F'(x)) = Sig(Log2 - Logx); Vx e ]0;+oo[ 
( car on a Vt > 0; h(t) > 1 )

De cela on peut dresser le tableau de vriation de F
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b-

® F’(0)=0 => La courbe de F 

possède une demi-tangente 

horizontale en son point 
d’abscisse 0
® F'(2)=0 => La courbe de F

possède une tangente horizontale en son point d’abscisse 2.
® lim F(x)=Log2 =>la droite d’équation y = Log2 est une asymptote 

x->+»

horizontale à la courbe de F au voisinage de +oo.
III-

1/a- Soit t e]0, +oo[ on a :
h(t) = t - Logt > 1

« ---- ?-----  < 1 <=> ---- r----- < t.t - Logt t - Logt

b-
t4-fi, 

= J'i , } dt + J " t dt = f \
J4r t-Logt t-Logt Jdr

On a : n + 1 > n <=> —< J_

DeplusV,e[ïï7T’7r];'t^4îï0

D’où fn. -—F—-dt > 0 signifie que vn+i - vn > 0 
J4r t-Logt

par suite (vn) est croissante.

t - Logt dt

c- Pour tout t de ]0,+oo[; - t et on a Vn e IN*,-jp  < 1

DoncVnelN-.^^^dtS^tdt

« Vn e IN*,v n < [ 2"t2 J i « Vn e IN*,v n < y - 

D’autre part Vn e IN*,-yy<Osignifie  que Vn e IN*,  y-yy<\

Par suite Vn e IN*,v n < y
Ce qui permet de dire que (vn) est majorée .
et comme de plus que (vn) est croissante sur IN*  alors (vn) est 
convergente .
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•Vn e IN*,  Vt e [ 4-, 11 on a -—7----- > 0

’ L n ’ J t - Logt
=>V„eIN.,v.=LTTXs-dt>0

Ainsi Vn e IN*,0  < vn < y par suite 0 <lim vn < y
** n->+oo

2/a- Pour tout t de [ 1 ; +oo[;
t _ n , T = t - (1 +Logt)(t-Logt) 

t-Logt 1 ë; t-Logt
 t -1 + Logt - tLogt + (Logt)2

t - Logt t - Logt
= LogtlJ—h(t)J < Q caryt G [l;+oo[;h(t) > 1.

t - Logt
Enfin Vt > 1; -—7----- < 1 + Logt.t-Logt

★ Vn e IN*  ; Vt e [l,n] on a : ■- < 1 + Logt

« Vn e IN*  ; w„ = J" t _ ^Qgt dt < J"(l + Logt)dt

( u’(t) = 1 u(t) = t \

I v(t)=l+Logt v’(t)=-y J

[t(l + Logt)]" - f" ldt 

n + nLogn - 1 - n 1
< nLogn.

w Vn e IN*  ; wn <
« Vn e IN*  ; wn <
« Vn e IN*  ; wn

f"(l + yLogt)dtdt =
= [t+ ^-(Logt)2]" = n + -y(Logn)2 - 1.

★Vt > 1
Logt _ t = t(t - Logt) + Logt(t - Logt) -12

+ t t - Logt t(t - Logt)
= "(Log1)2 < 0 

t(t-Logt)
D.0ÙVt>1;1+L»g.<_J—

par suite Vn e IN*;  J"(1 + ^£-)dt < J, t_Lgtdt = Wn 

« Vn e IN*;n+  -y(Logn)2,- 1 < wn

D’autre part : n > 5 <=> Logn > Log5
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« (Logn)2 > y(Log5)2

<=> y(Logn)2 - 1 > y(ln5)2 - 1 0,295

D’où y (Logn)2 - 1 > 0 <=> n + y (Logn)2 - 1 > n 

Et comme wn > n + y (Logn) - 1 donc wn > n.
Conclusion : Vn e IN tel que n > 5 on an < wn < nLogn.

c-

Vn e IN / n > 5 on a :n < wn
lim (n) = +oo
r)->+co
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BAC 2003 SESSION DE CONTOOLB
EXERCICE 1

On considère dans C l’équation (E) suivante :
(E) ; z3 4 * * * - 2(^3 + i)z2 + 4(1 + i/T)z - 8i = 0

Une urne U i contient 4 boules blanches et 2 boules noires et une urne U2 
contient 3 boules blanches et trois boules noires. Toutes les boules sont 
indiscernables au toucher. Une épreuve consiste à tirer une boules de 
l’urne Ui que l’on met dans U2 puis on tire une boule de U2 que l’on 
met dans U1. Soient A,B et C les événement suivants :
A:« à l’issue de l’épreuve la boule tirée de U1 est blanche et la deuxième 

boule tirée de U2 est blanche ».
B:« à l’issue de l’épreuve la boule tirée de Ui est noire et la deuxième 

boule tirée de U2 est noire ».
C:« à l’issue de l’épreuve les deux urnes Ui et U2 se retrouvent chacune 

avec la configuration de départ, c’est à dire que l’urne U1 contient
4 boules blanches et 2 boules noires et une urne U2contient 3 boules
blanches et trois boules noires ».

1/a- Calculer p(A) et p(B).
b- Montrer que p(C) = y.

1/a- Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure que l’on 
déterminera.

b- Résoudre (E) dans C.
c- Donner la forme exponentielle de chaque solution de (E).

2/ Soit 0 un réel et Ee l’équation :
(Ee) : z3 - 2e16(7^' + i)z2 + 4e210(l + - 8ie3,e = 0

a- Démontrer que : (ze~10) est solution de (E) si et seulement si z est 
solution de (Ee ).

b- En déduire les solutions de (En) suivante :
z3 + 2(73 +i)z2 + 4(l +i73)z + 8i = 0

3/ Représenter dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct 
(O,T?,V) les images des solutions des équations (E) et (En) et vérifier 
qu’elles sont les sommets d’un polygone régulier.

fl--------------------1EXERCICE 2
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2/ On répète l’épreuve précédente 4 fois en remettant les urnes 

dans leurs états initiales avant chaque répétition . On désigne 
par X l’aléa numérique qui prend pour valeurs :

* 0 si l’événement C n’est pas réalisé au cours des 4 épreuves 
*■ k si l’événement C est réalisé pour la première fois à la klème 

épreuve (0 < k < 4).
a- Déterminer la loi de probabilité de X.
b- Calculer l’espérance mathématique de X.

PROBLEME

Soit ABCD un carré de coté 8 cm tel que ( AB, AD ) = y- [2rt] et

soit O son centre. On désigne par I et J les milieux repectifs de [OB] et 
[BC] et par E le symétrique de O par rapport à (BC). Soit Q le point 
d’intersection des droites (AE) et (BC).

I ]l/a- Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(A) = C et 
f(O) = E.

b- Montrer que f est la rotation de centre B et d’angle (—

c- Soit K = f(I). Montrer que K est le milieu de [BE] et en déduire 
que les points O, Q et K sont alignés.

2/ Soit g l’antidéplacement tel que g(A) = C et g(O) = E.
Montrer que g est une symétrie glissante d’axe (OE) et de vecteur OE

3/ Soit h l’homothétie de centre A et de rapport et soit (p = h ° g.
a- Montrer que (p est une similitude indirecte dont on précisera le 

rapport.
b- Montrer que cp » cp est une homothétie.
c- Déterminer h(C), h(E) et montrer que (<p ° <p)(A) = I.
d- Déterminer le centre de <p ° (p.

Il] Soit H un point (dû éégihétâ [AB]') de la droite (AB) tel que H*B.
La médiatrice de [HC] coupe (BC) en N. On désigne par M le 
symétrique de N par rapport à (HC).
1/a- Montrer que le quadrilatère HMCN est un losange.

b- En déduire que lorsque H varie sur (AB)\{B), le point M varie 
sur la parabole ©"Me foyer C ec de directrice (AB).

c- Montrer que D appartient à ,^èt déterminer la tangente à ^èn D.
2/ La bissectrice intérieure de [CA, CB] coupe (AB) en L.

La perpendiculaire à (AB) en L coupe (AC) en G.
Montrer que G est un point de
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3/ On désigne par C’ et D’ les images respectives de C et D par la 
rotation f de centre B et d’angle (-y).

a- Montrer que lorsque M varie sur la parabole .'V’Son image M’ par 
la rotation f varie sur une parabole .Vjdont on précisera le foyer et 
la directrice.

b- Montrer que D’ est un point commun à .^èt à ^et que ces deux 
paraboles admettent en D’ une tangente commune qu’on précisera.

ua/ê CORRECTION PDSSæLe
EXERCICE 1

1/a- Soit a un réel.
(ia) est solution de (E)

« (ia)3 - 2(^3 + i)(ia)2 + 4(1 + i^T)(ia) - 8i = 0
<=> -ia3 + 2a2 VT + 2ia2 + 4ia - 4a/3" - 8i = 0
« - 4a-/T) + i(-a3 + 2a2 + 4a- 8) = 0

f 2a273 -4aV3 = 0

( -a3 + 2a2 + 4a - 8=0

a = 0 ou a = 2
-a3 + 2a2 + 4a - 8=0

f 2aV3 (a-2) = 0 
<=> x

1 -a3 + 2a2 + 4a - 8=0

<> < « a = 2 car seul 2
vérifie la seconde équation

Conclusion : 2i est la solution imaginaire pure de (E).
b- Soit le polynôme f(z) = z3 - 2(^3” + i)z2 + 4(1 + i^T^z - 8i 

2i est solution de f(z) = 0
<=> 3(a,b,c) e C3 tels que f(z)=(z - 2i)(az2 + bz + c); Vz g C 

Or f(z) = (z - 2i)(az2 + bz + c); Vz g C
<=>f(z) = az3 + bz2 + zc - 2iaz2 - 2ibz - 2ic; Vz g C
<=>f(z) = az3 + (-2ia + b)z2 + (-2ib + c)z - 2ic; Vz g C

k
Ainsi f(z) = (z - 2i)(z2 - ijïz. -t- 4^; Vz g C
Par suite (E) <=>f(z) = 0 <=> (z - 2i)(z2 - 1J3 z + 4) = 0

<=> z = 2i ou z2 - 2^3”z + 4 = 0
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(A' = (-TT)2 - 4 = -1 = (i)2)

<=> z = 2i ou z = 73 - i ou z = 43 + i
Conclusion : Sp ’ = {2i ; J3 - i , J3 + i }

c- ”J3 + i = 2(Xp + iy) = 2^cos-|- + isin= 2e't.

•73 - i = 73 + i = 2e_if. .2i = 2e'T,
2/a- (ze-10) est solution de (E)

« z3e~130 - 2(73" + i)z2e~2,e + 40 + i73_)ze"i0 - 8i = 0
<=> e~,30[z3 - 2e10(7T + i)z2 + 4e2i00 + i7T)z - 8ie3'0] = 0
<=> z3 - 2e10(7T + i)z2 + 4e2,0(l + i7T)z - 8ie3ie = 0
<=> z est solution de (Ee).

b- D’après la question précédente, on peut dire que :
z est solution de (E„) <=> ( z ) est solution de (E)

-1

<=> -z = 2i ou -z = j3 + i ou -z = TT - i
( car 2i, 73 + i, et 73 - i sont les solutions de (E) ) 
<=> z = -2i ou z = -(TT + i) ou z = -(TT - i) 

Conclusion : S®* ’ = {-2i ;-(7T + i) , -(TT ~ i) }

3/ Les solutions des équations (E) et (E„) sont :2i, 7T + i, TT - i, 
—2i, -(TT + i) et -(TT - i). J’appelle A,B, C,D,E et F les points 
du plan d’affixes respectives J3 + i, 2i, ~(j3 - i) , -(TT + i), -2i 
et J3 - i.
Explication de la construction de A :

aff(A) = 2e!t
J |aff(A)|= 2
1 arg(aff(A)) = -|-[27t]

<=>
A g ^(O 2) ( cercle de centre O et de rayon 2 )

A g [0ti)\{0} tel que 0i,OtQ = -g-pît]

<=> A g K(o,2) Pi [0ti)\{0}]
• Les autre points leurs construction s’explique de la même manière
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Vérifions que ABCDEF est un exagone régulier
AB=|2i-J3 -i| = |-73 +i| = J(~V3)2 + l2 = 2.

BC=|-V3 + i - 2i | = |-43 - i | = 2 
Aussi CD=DE=EF=2
D’où ABCDEF est un éxagone régulier.

e
EXERCICE 2

La deuxième étape: on tire une boule de U2 et on le met dans U1

première étape: on tire une boule de U1 et on le met dans U2

•oooo
U.

1/a- cas favorable réalisant A probabolité

boule de U1 boule de U2

4 x 4_ 8
6 7 _ 21

=> P(A) 28j •

cas favorable réalisant B probabolité

boule de U1 boule de U2

• • 2 x A - Æ
6 7 “ 21

=> P(B) -
b- C se réalise si et seulement si les deux urnes retrouvent leurs 

états initiales après l’épreuve.
Donc C se réalise si et seulement si la boule tirée de U2 est 
de même nature que celle tirée de U1.
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D’où C=AUB et comme de plus A fl B = 0 
par suite p(C) = p(A) + p(B) = ±.

2/ Désignons par Q l’univers de l’epreuve de la deuxième question 
OnaX(Q) = <0,1,2,3,4}.

cas favorable réalisant (X = 0) probabilité

odre du répétition 1 2 3 4
événement convenable C C C C 0-4)‘

p(X=0)=^

cas favorable réalisant (X = 1 ) probabilité

odre du répétition 1 2 3 4
événement convenable C • « •

p(X=l)=|

cas favorable réalisant (X = 2)

( Avec • : toute résultat est accéptable )

probabilité

odre du répétition 1 2 3 4
événement convenable C C • •

p(X=2)=l|

cas favorable réalisant (X = 3) probabilité

odre du répétition 1 2 3 4
évènement convenable C C C •

cas favorable réalisant (X = 4) probabilité

odre du répétition 1 2 3 4
événement convenable C C C C 31 x 4.

73 7

=*  P(X=4)=^_

D’où le tableau de loi de probabilité de X
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Xi 0 1

Pi
81 4
74 7

2 3 4
12
7I 2

36
73

108
74

I ] 1/a- • ABCD est un carré de centre O AO = BO. 
•E=S(bc)(O) <=> (CB) = med[EO] 

donc BO=BE
Par suite AO = BE et AO * 0
th

=> il existe un unique déplacement f tel que f(A)=C et f(O)=E

b- E(X) = 0x-|i- + lx| + 2xl| + 3x^- + 4x^-
 3736

2401 ’

PROBLEME

b- f(A)=C et f(O)=E => ( AO, CE ) est une mesure de l’angle de f

(AO,CE) = ti + (ÔA,Ce) [2tt:]

= 7t + (OA,CO) + (cctCE) [2tt]

E=S(bo(0) => (CO,CB) = -(CE,CB) [2k] 

= (CB,CE) [2tt]
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donc (CO,CE) = (CO,CB) + (CB,CE) [2k]

= 2(CO,CB) [2k] 

-2-J [2k]
( car COB est diect rectangle en O puisque ABCD 

est carré direct de centre O ).

Par suite (AO,CE) = k + 0 + y- [2k] s —[2k] 

Ce qui dcAinc que f est une rotation d’angle —et de centre 
le point B d’intersection de med[AC] = (DB) ( car f(A) = C ) 
et med[0E] = (BC) ( car f(O) = E et E=S(bc)(O) ). 
Conclusion : f est la rotation de centre B et d’angle

c- ® 1= O * B <=> f(I) = f(O) * f(B) carf conserve les milieux 
<=> K = E * B car f(O) = E et f(B) = B.

El 1= O * B => (El) est la médiane de BEO issue de E. 
J=O*E  => (JB) = (CB) est la médiane de BEO issue de B. 
D’où le point d’intersection de (El) et (CB), est le centre 

de gravité du triangle BEO.
□ E=S(bo (O) => (OE)±(BC)

aussi (AB)±(BC) donc (OE)//(AB) (1)
• ABCD carré de centre O => (AO)l(BO) 

aussi (BO)±(BE) ( car E=r^B ^)(O) ) 
donc (AO)//(BE) (2).

(1 ) et (2) => ABEO est un parallélogramme
<=> I=O*B=A*E

=> (AE) = (IE)
Donc :(EI) A (CB) = (AE) A (CB) =

Ce qui donne Q est le centre de gravité de OBE
=> Q e à la médiane (OK) issue de O

=> Q, O et K sont alignés.
2/ g antidéplacement donc g est soit une symétrie orthogonal soit une 

symétrie glissante.
Supposons que g est une symétrie orthogonal d’axe une droite A 

A = méd[AC] et aussi A = méd[OE] car g(A)=C et g(O)=E 
signifie que A = (BD) et A = (BC) ce qui est impossible

Par suite notre supposition est fausse et g n’est autre qu’une symétrie 
glissante . Désignons par "u le vecteur de g et Ai son axe.
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=> g = t- o Sa, = Sa, 01^.
•g(A)=C => O = A * C e Ai

g(O) = E <=> (t^ ° SA,)(O) = E
« tu(O) = E <=> u = OE.

Comme u = OE est un vecteur directeur de A i alors g est la 
symétrie glissante d’axe (OE) et de vecteur OE.

3/a- g est un antidéplacement
=> g est une similitude indirecte de rapport 1.

aussi h est une similitude directe de rapport y. 

=> cp = h o g est une similitude indirecte de rapport y.

b- <p est une similitude indirecte de rapport y. Désignons par £1'
sont centre et A' son axe.

c- □ O=A * C <=> AO = y AC <=> h(C) = O.
® On a déjà démontrer dans I/l/c-, que ABCD est un 

parallélogramme de centre I
=>I = A*E<=>ÂI  = yÂE <=> h(E) = I.

B (<p °<p)(A) = cp[hog(A)J
= <p[h(C)] carg(A) = C
= <p[O] = h o g(O) car h(C) = O
= h(E) = I car g(O) = E et h(E) = I

Ainsi (<p o <p)(A) = I.
d- d’après I/3b-, (p o (p est l’homothétie de centre £1' et de

rapport y de plus (<p ° (p)(A) = I donc £1'1 = y£l'A

signifie que £1'1 = y£l'l + ylA » yO'I = y IA

< > or = -Lia

« ÔT = yËÎ car I=A * E.

Or £1 est le centre de gravité du triangle BEO et I=O*B  donc
£11 = y El par suite £1'1 = £11 signifie que £1' = £1.

Conclusion : le centre de <p ° cp est le point £1.
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II] 1/a-• par hypothèse N g med[HC] donc NC=NH (3).

• par hypothèse M=S(hc)(N) alors (HC) = med[MN] 
d’oùHM=HN (4) et CM=CN (5)

Par suite (3), (4) et (5) donnent NC=NH=HM=CM 
signifie que HMCN est un losange, 

b- HMCN est un losange => (MH) Il (NC)
Or (CN) = (CB) sui est J_ à (AB)
on conclu que (MH) _L (AB) en H ( car H e (AB) ) 

d’où H est le projeté orthogonal de M sur (AB) 
par suite MH=d(M, (AB)) ( la distance entre M et (AB) ) 

D'où MC =d(M,(AB)) carMC=MH 
signifie que M g ê^la parabole de foyer C et de 

directrice (AB).

{
DA = DC

A est le projeté orthogonal de D sur 
la directrice (AB) de

=*  DC = AD = d(D, (AB))
=> De

A est le projeté orthogonal de D sur la directrice (AB) de
=> la tangente à ^èn D est la médiatrice de [AC]
<=> la tangente à ^èn D est la droite (DB).

2/ ► La perpendiculaire à (AB) en L coupe (AC) en G.
=> L est le projeté orthogonal de G sur (AB).

d(G, (AB)) = GL.
► ► (GL)±(AB) et (CB)l(AB) donnent (GL) // (BC)

=> GLC = LCB
( secteurs alternes internes )

Or LCB = LCG ( car [CL) est la biscectrice 
intérieur de [CA, CB] )

Par suite GLC = LCG d’où LCG est un triangle isocèle en G 
alors GL = CG
=> d(G, (AB)) = CG
=> G g

3/a- Soit M un point de ^donc d(M, (AB)) = MC.
Posons M’=f(M).
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M' = f(M) 
f(C) = C' 
f(B) = B 
f(A) = C

C'M' = CM
f((AB)) = (CB)

Comme f est une rotation alors f conserve les distance et
l’orthgonalité. Par suite d(M, (AB)) =d(f(M),f(AB))

'-------.------- '
« MC =d(M',(BC))
«=> C'M' =d(M',(BC))
<=> M' e à la parabole ,^de foyer C’ et de 

directrice (BC).
b- • D e D' = f(D) e D’après II/3/a 

f(D) = D'

f(C) = C' 
f(B) = B 
f(A) = C

l’image du carrée ABCD par la rotation 
f est le carré CBC’D’

U
D’C’=D’C et C’ est le projeté orthogonal 
de D’ sur (BC') <=>D’C=d(D',(BC'))

• C’=f(C) (bC,B(U) = [2n]

(BC) l(BC') 
D’autre part (BC) ± (BA) par suite (BC') // (BA) 

(BC') = (BA).
Or on vient de montre que D’C=d(D', (BC')) 

D’oùD’C=d(D',(AB)) 
alors D’ e

0 C’ est le projeté orthogonal de D’ sur (AB) la directrice de 
=> la méd[CC'J = (D'B) est la tangente à /Uen D’.

® C est le projeté orthogonal de D’ sur (BC) la directrice de 
=> la méd[CC'] = (D'B) est la tangente à .^en D’.

0 et ® => g^èt .'Uont même tangente en D’.
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>w

-____________________q
EXERCICE 1 

I--—--™————J ( 5 points )

Dans le plan orienté, on considère un rectangle OABC tel que OA=2 OC et 
(OA, Oc) = [2n]. ( pour la figure, on prendra OA = 4 cm ).

La médiatrice A du segment [OB] coupe la droite (OA) en I et la droite 
(OC) en I'. Soit J le symétrique du point O par rapport au point I et J' le 
symétrique du point O par rapport à I'.
1/a- Montrer que les triangles OBJ et OBJ' sont rectangles en B.

b- En déduire que les points B,J et J' sont alignés.
2/ Soit S la similitude directe telle que S(J) = O et S(O) = J'.

a- Déterminer une mesure de l’angle de S.
b- Montrer que le point B est le centre de la similitude S.
c- Donner le rapport de la similitude S.

3/ Soit o la similitude indirecte telle que o(J) = O et o(O) = J'.
a- Donner le rapport de o.
b- En déduire que la similitude o admet un unique point invariant que 

l’on notera £2.
c- Déterminer o ° a(J) et en déduire que le point £2 appartient à (JJ').
d- Construire le point £2 ainsi que l’axe D de la similitude o.

Soit a un nombre complexe non nul et E l’équation z2 - 2z + 1 + a2 = 0. 
1/ Résoudre dans l’ensemble C des nombres complexes l’équation E. 
2/ Le plan complexe étant rapporté à un repère orthonormé direct (O,‘u,‘v),

On considère les points A et B d’affixes respectives 1 + ia et 1 - ia.
On pose a = ai + ia2 ; ai et a2 réels.
a- Montrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement si ai = 0. 
b- Mq les vecteurs OA et OB sont orthogonaux si et seulement si |a|=l

3/ On suppose a = e’“ où a e] - -y[.
a- Vérifier que Vx e IR; l+eix=2cos(y )e‘ 2 et l-eix=-2isin(-|-)e‘ 2 

b- En déduire l’écriture sous forme exponentielle de chacun des nombres 
complexes 1 + ia et 1 - ia.

c- Déterminer a pour que les points O, A et B forment un triangle isocèle
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rectangle en O.

PROBLEME ( 10 points )

A- On considère la fonction f] définie sur [-l,+oo[ par fi(x)=Vl + x e x et on! 
désigne par Ci sa courbe représentative dans un repère orthonormé ( O, i, j'
l)a-  Etudier la dérivabilité de fi à droite en -1. i

b- Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
c- Calculer la limite de fi en +oo.
d- Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2) Dresser le tableau de variation de fi.
3) Donner l’équation de la tangente à Ci au point d’abscisse 0.
4) Montrer que l’équation fi (x) = x admet une unique solution a dans 

[-y,+œ[etquea e] ~ yOL
5) Tracer la courbe Ci.
6) a- Montrer que pour tout réel x, on a 1 + x < ex.

X

b- En déduire que pour tout réel x, on a fi (x) < e~ 2 .
7) Soit X, un réel supérieur ou égal à 1 et S(X) = J f 1 (x)dx.

a- Donner une interprétation graphique du réel S(X).
9’

b- Montrer que pour tout À, > 1, on a 0 < S<X) < —

B- Pour tout n e IN*,  on considère la fonction fn définie sur [-1, +oo[ par 
fn(x) = 71 + xeA et on désigne par Ci sa courbe représentative dans 
un repère orthonormé (o, i, j ).

1) Montrer que toutes les courbes Cn passent par deux points fixes dont on 
déterminera les coordonnées.

2) a- Montrer que pour tout n de IN*,  la courbe Cn admet une tangente
horizontale en un point Mn.

b- On désigne par an l’abscisse de Mn. Etudier la nature de la suite (an)
3) Etudier la position relative de Cn et Cn+i •
4) On pose I = J * t 71 + x dx et on désigne par (An ) la suite définie pour 

tout n de IN*  par An = fn(x)dx.
a- Calculer I.

A -1
b-Montrer que pour tout n de IN*,  on a <e" -1.

12-X, I 1
en - 1 < e n - 1.

d- Montrer que |A„ -1| <
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e- En déduire que la suite (An) est convergente et donner sa limite.

1/a- Nommons K le milieu du segment [OB].r
(•) K=O * B et 1=0 * J => (Kl) Il (BJ)
Or (Kl) ± (OB) ( car (KI)=méd[OB])

=> (BJ)-L(OB) <=> OBJ est rectangle en B
(•) K=O * B etI'=O *J'  (KI')//(BJ')

Or (Kl') ± (OB) car (KI')=méd[OB]

=> (BJ')±(OB) <=> OBJ' est rectangle en B

b- (fi®) (ËJ,Bo) + (bO,BT) [n]

~ ~2 + ~2 t71! = 0 [n] car OBJ' et OBJ sont rectangle en B. 
d’où les points B,J et J' sont alignés.

b- <B} == (BJ) n (BO) => <S(B)} = S((BJ)) n S((BO)). 
Comme l’angle de S est —— donc :
* S ((B J)) est la droite perpendiculaire à (B J) passant par O=S(J)
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=> est le rapport de S 
.dJ

car BOJ est rectangle en B

car J e [OA)

T'O est le rapport de o

= 2 est aussi le rapport de S puisque S(J)=O et S(O) = J'

» 
UNIE CORRECTION OU : BAC 2004 SESSION PRINCIPALE

=> S((BJ)) = (BO).
• S((BO)) est la droite perpendiculaire à (BO) passant par J’=S(O)

S((BO)) = (BJ').
Ainsi {S(B)} = (BO) A (BJ') = {B}
Par suite S(B) - B. alors B est le centre de S.

c- S(B) = B et S(J) = O 
® ^- = cotg^BOj) 

= cotg^BOA^ 

= AQ/= ?
BA

3/a- o(J) = O et o(O) = J' =

Or OJ
Ainsi le rapport de o est 2.

b- le rapport de o est 2 différent de 1=> o admet un unique point invariant, 
C- o(J) = g[cj(J)] = o(O) = J'.

th
• o est de rapport 2 et de centre Q => o o o = h(n>22) ( l’homothétie 

de centre £2 et de rapport 2 2 =4).
Or on vient de montrer que o ° o(J) = J' ce qui donne h(Q,4)(J) = J' 

« QJ1 = 4£2J donc Q e (JJ').
d- . or = 4£2J « £2J + JT = 4£2J <=> -3QJ = -JT

<=> J£2 = JJ' ce qui permet de construire Q.
• £2 est le centre de o qui transforme J en O
=> l’axe D de o porte la bissectrice intérieure de [£2J, £20].

fi
EXERCICE 2

1/ z2 - 2z + 1 + a2 = 0 
( A' = (-1)2 - (1 + a2) = -a2 = (ia)2 )

<=> z = 1 - ia ou z=l+ia
Conlusion : Sc = {1 - ia ; 1 + ia }.

z__ —S l+a2 A
2/a- -affÇOA J = 1 - i(ai + ia2) = 1 + a2 - iai => OAl I

• aff^OfQ = 1 + i(ai + ia2) = 1 - a2 + iai => OA^ 2 

O, A et B sont alignés <=> OA et ÔB sont colinéaires_______________
Livre : 32 Bac.

ai

ELMOUFID Page ; 288



UNE CORRECTION RU : BAC 2004 SESSION PRINCIPALE

« (l+a2)ai - (-ai)(1 - a2) = 0
« ai + aia2 + ai - aia2 = 0 
<=> ai = 0.

b- OA ± OB (l+a2)(l - a2) + (-ai )ai = 0
<=> 1 - (a2)2 - (ai)2 = 0
<=> (a2)2 + (ai)2 = 1
<=> lai = 1.

3/a- En profitant du théorème d’EULER on a :
® 2cos^)eif = = eix + eix0 = 1 + eix

©-2isin(-0e'“ =-[e1-^ -e~'‘0ei‘2' = -eix + eix0 = l-eix.

b- ■ 1 + ia = 1 + e1 f eia = 1 + ei(t,a) = 2cos(^- + 

or -y < a < y <=> -y <-^-<-2-<=i>0<-y + -^<2L 

donc 2 cos (y + y) > 0 par suite 2 cos (y + y^e'^T+y) est la 

forme exponentielle de 1 + ia.
■ 1 - ia = 1 - e‘( 2 +“) = -2isin(-^- + 40e'( 4 + 2 )

= 2sin^-~ + -^-^e_,“e,(~+“)

= 2sin(-^- + y )e'( 4 + 2 ) c’est la forme 

exponentielle de 1 - ia car 2sin^-^-+-^^>0 puisque 0<-^-+-y <

c- OAB est isocèle rectangle en O « OA = OB et OA ± OB

<=>

<=>

Il + ial = Il -ial
|a| = 1 ce qui est vrai car a = e‘“

2cos(y + y) = 2sm(y+y) d’après 3/b- 

y + y = y puisque + -0 e]0;

<=> a = 0 <=> a = e10 = 1

PROBLEME

A-l)a- lim
x>-r' 

déf

71 + x e xlim
x—r

=> fi n’est pas dérivable à droite en (-1 ).

= lim —e X = +œ 
x + 1 x__i+ V1 +x
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b- lim ——1) = +oo Ci admet une demi-tangente verticale 

dirigée vers les ordonnées positives au point de coordonnées (-1; 0).
c- lim fi(x) =Iim [(1 + x)e2x]T

= lim Tex - -yXex 12 = 0 avec X = -2x

d- lim fi(x) = 0 => la droite d’équation y = 0 est une asymptote
X->+oo 

horizontale à Ci au voisinage de +oo.

2) • la fonction (x h» 1+x) est dérivable et strictement positive sur ]-l; +oo 
=>la fonction (x i—► + x ) est dérivable sur ]-l;+°o[

par suite fi est dérivable sur ]-l; +oo[.

•Vx > -1; fi (x) = — — ■■ e x - V1 + x e x = —p — [-1 - 2x]

donc signe[fj(x)J = signe(-l -2x);Vx > -1
d’où le tableau de variation de fi :

,-x

avec

3) Désignons par T la tangente à C( au point d’abscisse 0
=> T : y = f j (0)(x - 0) + fi (0) <^=> T : y = -y x +

4) fi(x) = x <=> fi(x) - x = 0 <=> hi(x) = 0 avec hi(x) = fi(x) - x. 
hi est dérivable sur [-y,+°o[ et hi (x) = fi (x) - 1 <0 car fi (x) < 0 

D’où hi est continue et strictement décroissante sur [-y,+°o[

alors hi réalise une bijection de [-•y,+°°[ sur hi £[-y,+°o[J 

Orhi = J— oo; Æ + y j contient 0 donc 0 possède un seul

antécédent a par hi ce qui permet de dire que l’équation hi (x) = 0 admet 
une seule solution a dans [-y, +oo[.

□ hi(1) = 72 e'1 - 1 = - 0, 47974 .
hi(l) < 0 = hi(a) < hi(“2 )

=> y < a < 1 carhi est strictement décroissante sur [—y+°o[

5) = 7F - 1.J658__________________
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6)a-  la fonction u : x >—■> u(x) = 1 + x - ex est définie et dérivable sur IR 
et Vx e IR; u'(x) = 1 - ex 
d’où les variations de u

=> Vx e IR; u(x) <0 ( car 0 est le maximum absolu de u ) 
« Vx e IR;I + x < ex.

b- Vx e IR; 1+x < ex +> Jl+x. < 2
X -x

<=> 71+x e"x < e 2 e"x <=>fi(x) < e 2
7) Soit X un réel supérieur ou égal à 1 et S(X) = J f 1 (x)dx.

a- X > 1 etS(X)=J*fi(x)dx=J^|fi(x)  - 0|dx car fi(x)/ï+xe x >0 

=> S (a) est l’aire en unité d’aire de la partie du plan limitée par Ci, 
l’axe des abscisses et les droites d’équations respectives x=l et x=X.

b- Pour tout X > 1, 0 < fi(x) < e 2 => 0 < fi(x)dx < e 2 dx
+=> 0 < S(X) < 2e~2~ ] = 2e “ -2e~

Or -2e < 0 <=> 26^ - 2e< 2ed’où 0 < S(X) < -~=r
-Jë ___________

B-l) ® M(x,y) g Ci A C2 <=> y = fi (x) et y = f2(x) et x g [-1,+°o[ 
<=> x g [-l,+œ[ et y = fi(x) et fi(x)=f2(x).

________ ________ x

• fi(x)=f2(x) <=> 71 + xe x - 71 + xe' 2 =0
71 + x e x (1 — e 2 ) = 0 <=> x + 1 = 0 ou 1 - e 2 = 0

<=> x = — 1 ou x = 0
Ainsi Ci nC2 = {A(-l;0);B(0; 1)}

ffl Vn G IN*;
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* fn(-l) = /T^Te ' = 0 A(-l;0) e Cn
* fn(0) = yïTÔe“° = 1 => B(0; 1) e Cn

Conclusion : Les points A et B appartiennent à toutes les courbes Cn. 
X X

2) a- Vn g IN*:f n(x)= e~ n --j-e-jr/TT7= e~ n (n-2-2x).
2/T+5F n 2/T+ïï

Kl f„(x) = 0<=>n-2-2x = 0<=>x = -i-n - 1.

D’où Cn possède une seule tangente horizontale en son point Mn 
d’abscisse -±-n - 1.

b- an l’abscisse de Mn <=> an = yn - 1.
1 11Vn e IN*;a n+i - an=y(n + 1) - 1 - yn + 1=2 donc (an) est une 

suite aritmétique de raison y.

3) Soitn e IN*  etx e [-l,+oo[; 
fn+l (x)-fn(x)=71+x e" n+1 [l_e~

=> Signe[f„+i(x)-fn(x)] = Signejj - e n(n+1) j;Vx > -1.

X X

O r 1 - e n(n+1) > 0 <=> e n(n+1) < 1 <=ï> —< ln( 1 )=0 <=> x > 0 
Ainsi : Vx e [0;+oo[; fn+i (x) -fn(x) > 0 donc Cn+i est au dessus de Cn.

Vx e [-l;0];fn+i(x) - fn(x) < 0 donc Cn+i est au dessous de Cn.
4) a-I=f^ yï+x dx=f^(l+x)'(l+x)^dx=^^L-(l+x) +̂1 ] =-j Jî.

b-Vne IN*,  1 - - (e~ - 1) = -e~^(e~ ) - 2e~ + 1J

= -e^v(ei - l)2 < 0.

i -i
D’ou 1 - e n <en -1 

c- Soitn e IN*  etx e [-1,1];
-1<x<1«4<^<

, i _
n < e » < e n <=> e n

Xx x

n 
-I -x 1

- 1 < e n - 1 < e « - 1
- 1 donc -^e~ - 1) < e-"- - 1 < e~ - 1

I ~x I — signifie que en -1 <e« -1.
d-|An-I| = |j^fn(x)dx-j^ Vl+xdx| = 71 +x(e^r -l)dx|

==> |An -I| < j^|Vl + x (e-^ - 1) |dx = 71 +x |e~ - 1 |dx (1)

Or Vx e [-1,1]; |e”ïV - 11 < e-^ - 1 donc

71 + x je-^- - 1 |dx < 71 +x (e~ - l)dx
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1 -1

Or 1 - e n < e «
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<=> f j V1 + x |e~ - 1|dx < V1 + xdx
' _ V i

« V1 +X je~ - 1 |dx < y 1/2 - l) (2)

(l ) et (2) donnent |An -1| < y Æ(e+-l)

e-

|An -I| < (e^ - l);Vn e IN*

lim
n-*+co

lim (An -1) = 0
n-H-c£i

c

lim An = I =
rw+oo *
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Œ_________________________________a

EXERCICE 1
...........umwrf

( 6 points )

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = Log(x2 - 2x + 2)
Soit ( ‘ë1) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (o, i, j

b- Vérifier que Vx g IR; x =1 + 2~ ~~ 2

l)a-  Dresser le tableau de variation de la fonction f.
b- Montrer que la droite D d’équation x=l est un axe de symétrie de ('ë) 
c- Préciser la branche infinie de ( cë) au voisinage de +oo.
d- Tracer la courbe ( ‘ë’).

2) Soit F la fonction définie sur [0; -?£-[ par F(x) = f1+tgx ——^t-----

a- Montrer que F est dérivable sur [0; -y[ et que F'(x) = 1. 

b- En déduire queF(x) = x et que f2 ————— = -v.

3) a- A l’aide d’une intégration par parties, montrer que
f2 f(x)dx = 2Log2 - 2 [2 x - ~ - ■■ dx
Ji K & x2 - 2x + 2

x2 - 2x + 2 x2 - 2x + 2 x2 — 2x + 2 
c- Calculer, alors, Faire du domaine limité par la courbe ('ë), l’axe des 

abscisses et les droites D : x = 1 et D' ; x = 2.

1

EXERCICE 2
F--—............

( 4 points )

Une urne contient deux boules blanches numérotées 1 et 2 et trois boules 
rouges numérotées 1,2,2. Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
1/ On tire simultanément deux boules de l’urne.

a- C lculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A .< Tirer deux boules de couleurs différntes ».
B « Tirer deux boules de même numéro ».

b- Sachant que les deux boules tirées sont de couleurs différentes, calculer 
la probabilité pour qu’elles portent le même numéro.

2/ Dans cette question, l’épreuve consiste à tirer successivement et sans 
remise deux boules de l’urne. Soit X l’aléa numérique qui est égal au 
nombre des boules rouges tirées au cours de cette épreuve.
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Déterminer la loi de probabilité de X et calculer E(X).

PROBLEME |

Soit ABC un triangle rectangle et isocèle tel que (bA;BcQ s -A [2n],

( pour la figure on prendra AB = BC = 6 (en cm)).
On désigne par I, J et O les milieux respectifs de [AB], [BC] et [AC], 
Soient I' le symétrique de O par rapport (AB) et J' le symétrique de O par 
rapport à (BC). Les demi-droites [01) et [OJ) coupent le cercle de 
diamètre [AC] respectivement en A' et B'.

1-1) Soit r la rotation de centre O et d’angle Déterminer r(A) et r(B).

2) Soit h l’homothétie de centre O et de rapport

a- Montrer que : .M OA' OB' 2
b- En déduire h(A') et h(B').

3) On désigne par S la similitude directe qui transforme A en I et B en J. 
a- Montrer que S = h o r.
b- En déduire les éléments caractéristiques de S.

4) Soit P un point du plan distinct de O et soit P' = r(P). On désigne par 
Q le projeté orthogonal de P sur [OP'].
a- Montrer que le triangle OPQ est rectangle et isocèle.
b- Montrer alors que S (P) = Q.
c- Montrer que OBI'A est un carré. En déduire S(I').
d- Déterminer S (J').

H- Soit M un point de la droite (AB) tel que M * B. ( Pour la figure on 
prendra : M e [BA) et BM = 8 ( en cm ) . Soit A la médiatrice de [OM],
1) On pose S(M) = N. Montrer que {N} = A n (IJ).
2) Soit ^la parabole de foyer O et de directrice la droite (I'J').

a- Vérifier que A et C sont deux points de Wt préciser les tangentes 
à Wn ces deux points.

b- Montrer que lorsque le point M varie sur (AB)\{B}, la droite (MN) 
reste tangente à la parabole 0?

c- Construire le point de contact de (MN) et de V?’
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UNE CORRECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

l)a-  La fonction (x ► x2 - 2x + 2) est dérivable et strictement positive sur 
=> f : x n-> Log(x2 - 2x + 2) est dérivable sur IR.
• Vx e IR;f'(x) = 2x - 2

x2 - 2x + 2
=> Vx g IR;signe[f'(x)J = signe[2x-2]
D’où le tableau de variation de f

□ lim [x2 - 2x + 2] =lim [x2] = +oo
X->±cO X->±CO

=>lim f(x) =lim Logfx2 - 2x + 2] = +oo
X-+±OO X-*±CO

b- Soit x g IR ( qui est le domaine de définition de f )
* (2x 1 - x) g IR
ffi f(2 x 1 - x) = Log[(2 - x)2 - 2(2 - x) + 2]

= Log[4 - 4x + x2 - 4 + 2x + 2] = Log(x2 - 2x + 2) = f(x) 

Ainsi ★ et ES => D : x = 1 est un axe de symétrie de c&.

c- On a déjà lim f(x) = -K»
X-H-oo

de plus lim
x->+<»

=lim
X->+co

hÜLilül

X

=lira ÇLog(x). + Wi-j + jr)] = fl

X^+cO

Par suite ‘©‘possède une branche infinie parabolique de direction celle 
de l’axe des abscisses au voisinage de -H».
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2)a-  La fonction (t i—► t2 - 2t + 2) est continue et ne s’annule pas sur IR 

=> la fonction ( t —-------  ) est continue sur IR.
k t2 - 2t + 2 J 

Désignons par G une primitive sur IR de la fonction ^t 

Désignons par u la fonction définie sur [0; -y [ par u(x) = 1 + tgx 

Ainsi F(x) = G(u(x)) - G(l); Vx & [0; *-[

{
u est dérivable sur [0; -2-[

G est dérivable sur IR qui contient u^[0;

la fonction (x G(u(x))) est dérivable sur [0; y [

Par suite F est dérivable sur [0; y [.
• Vx e [0;-J[;F'(x) = [G(u(x))]' - [G(l)]' = u'(x) x G'(u(x))

= (1 + tg2x) X -------------—i-----------------
(1 +tgx) -2(1 +tgx) + 2

= (1 + tg2x) x ------1— — = 1
V b J (l+tg2x)

f F est dérivable sur [0; y [ et Vx e [0; -y-[;F'(x) = 1 

b l

=> Vx e [0; y[;F(x) = J*  ldt = [t]*

Œ, f2 dt = f1+tgf dt
J i t2 - 2t + 2 J1 t2 - 2t + 2

3)a-  f J f(x)dx = f " Log(x2 - 2x + 2)dx

< u'(x) = l

l v(x)=Log(x2 - 2x+2) ■**

M

- 2 - ' ■
----- dt— = o
t2 - 2t + 2
= x.

u(x) = 

v’(x>

X

2x - 2 
x2 - 2x+2

-w>
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= [xLog(x2 - 2x+2)J2 - f (2x 2^X dx
J1 x2 - 2x + 2

= 2Log2-2f2—x2~x- dx
Ji x2-2x + 2

b- Vx e IR;
x-1 1 _ x2 - 2x+2+x - 1 - (x2 - 2x+2)

x2 - 2x + 2 x2 - 2x + 2 x2 - 2x + 2
_ x2 - X

x2 - 2x + 2
c- Désignons par J^l’aire, en unité d’aire, de la partie du plan considérée. 

Donc â%= f2 f(x)dx = 2Log2 - 2 f2 x——dx

=2Log2 - 2 J2(l + - 2 1 -)dx .
■1 x2 - 2x + 2 x2 - 2x + 2

=2Log2 - 2 J2(l + j- 2x~2 )dx + 2 j2 - ...... , dx
J i 2 x2 - 2x + 2 J1 x2 - 2x + 2

=2Log2 - 2^x + y Log(x2 - 2x + 2) J + 2-^-

=Log2-2 + -J.
a

EXERCICE 2

1/ Le tirage est de deux boules simultanément de l’urne.
a- EJ A se réalise quand on tire une boule Manche et une boule rouge.

Cl x C| 
Cl -6_ = Â

10 5 '
Kl B se réalise quand on tire soit deux boules portant 1 soit deux

boules portant 2
doncp(B) = £| + â = ±±i = |.

, /D/a\ p(b n a)b-p(B/A) = P(Â)-

B A A se réalise quand on tire soit ( une boule blanche portant 1 avec 
une rouge portant 1 ) ou ( une boule blanche portant 2 avec une
rouge portant 2 ) 

donc p(B D A) =
c} xc; + c; xcj 

cl
p(B A A) io

par suite p(B/A) = — = ~j~

3
10

J.
2 '

2/ Le tirage est de deux boules successivement et sans remise.
X : 2 boules tirées >—► nombre de boules rouges.
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X(fi) = {0,1,2}
■P(X = 0) = a|

avec fi désigne i ^nivers de cette expérience.
= 2x 1 = 1

5x4 10'

•p(X = l)=C’x

•P(X = 2) = ^-

A[ x A3 
A?

= 3
10 '

12 6
20 10 '

D’où le tableau de loi de probabilité de X

1-1) • A' appartient au cercle de diamètre [AC] et O = A * C 
=> OA = OA' (1)
• O = A*  C etI = A*B=>OI=

OA; OaH = 05A;oQ [2n] car A' e [OI)
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S (oA;Ca) + (cA;Cb) + (CB;ÔÎ) [2tt]

= 0 + + 0 [2it] car BAC est isocèle, direct et rectangle en B

donc (oA, OA') = [2n] (2)

Ainsi ( 1 ) et (2) donnent r(A) = A'
EH De la même façon on montre que r(B) = B'.

2)a- B appartient au cercle de diamètre [AC] et O = A * C 
OA = OB

De plus I = A * B donc (01) = méd[AB],
=> OIA est rectangle en I

Ainsi = _QL = cos(a6i) = cos(f ) =

® De même OBJ est isocèle et rectangle en J
_ <>L J OB ‘ ^(SoJ) = ras(f ) = 4“

OJ _ 72
OB

Enfin: -QL
OA'

b-*  A' e [01) et

* B' e [OJ) et

qà' donnent OI=^y-OA' signifie que h(A')=I

q^î'='^~ donnent OJ=Xp-OB' signifie que h(B')=J.

3)a-

k

S et h o r sont 2 similitudes directes car h et r sont 2 similitudes directes 
(h o r)(A) = h(A') = I = S(A)

(hor)(B) = h(B') = J = S(B)

> S = h o r
b-

J2h est la similitude directe de centre O, de rapport et d’angle 0

est la similitude directe de centre O, de rapport 1 et d’angle (^)

J2S=h o r est la similitude directe de centre O, de rapport et d’angle 1

r 
k
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4)a-  Q est le projeté orthogonal de P sur [OP'J => (PQ) ± (QO) 
POQ est rectangle en Q

Or POQ=POP7=^- carP'=r(P) donne [2n]

par suite OPQ = n - (pQO + POq) = =

Ainsi POQ = OPQ donc OPQ est isocèle en Q.
Bilan : OPQ est rectangle et isocèle en Q.

b- • OPQ est rectangle et isocèle en Q => = cos -y

• (ÔP;Ôq) - (0P;Ô?j [2n] car P' e [OQ)

- [2>r] (4)

Ainsi (3) et (4) permettent de conclure que S(P) - Q.

c-1 = A * B et 1 = 0*  I' donc OBI'A est un parallélogramme 
De plus (OI)±(IA) et OB=OA ce qui donne OBI'A est un carré.

* OBI'A est un carré donc BI' = OA
=> S(B)S(I') = S(O)S(A) ( car S conserve l’équipollence ) 
« JS(I') = ÔI

* * OI = y CB = JB donc OIBJ est un parallélogramme

d’où CH = JB
De * et * * on déduit que JS(I') = JB ce qui donne S(I') = B.

d- Posons Oi=O * B=I * J car on vient de montrer que OIBJ est
un parallélograme.
Soit hj l’homothétie de centre O et de rapport 2.
On a : Oi=I * J donc hi(Oi )=hi(I) * hi(J) car hi conserve les milieux 

signifie que B = I' * J'
alors S(B)=S(I') * S(J') ( conservation des milieux ) 

équivalent à dire J = B * S(J')
Or J = B * C donc S(J') = C

II-l) ® (U) = méd[0B] car JB = JO et IB = 10
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M e (BA)\{B} donc A = méd[OM] et rnéd[OB] = (IJ) sont sécantes
Kl M c (BA) => S(M)=N g S((BA))=(JT) car S(B) - J et S(A) = I

ffl S(M) = N <=>

D’après le thérème d’ELKACHI on peut dire que :
NM2 = ON2 + OM2 - 2. ON. OM. cos(^)

= ON2 + 4ON2 - 2. ON-^ON = ON2 
2 Jï 2

D’où NM = ON ce qui donne N e A = méd[OM] 
Bilan : {N} = A A (IJ). ( d’après ®, Kl et EH )

2)a-1' est le projeté orthogonal de A sur (I'B) car OBI'A est un carré 
or on a déjà montrer que B = I' * J' donc (I'B) = (l'J') 
donc I' est le projeté orthogonal de A sur (I'J') qui est la directrice de
de plus AI' = AO car OBI'A est un carré
signifie que AO = d(A; (I'J')) signifie que A g ,^( car O est le
.^èt (I'J') sa directrice ).

• OBI'A est un carré
=> B est le projeté orthogonal de O sur (BI') = (I'J')

=> (BO) est l’axe focal de
D’autre part (BO) est la médiatrice de [AC] 
donc C = S(bo)(A)
et comme A g .^Aàlors C g ( car (BO), l’axe focal de .^fest un axe 
de symétrie de i^3)

* I' est le projeté orthogonal de A sur la directrice (I'J') de
=> la tangente à .A’èn A est la méd[OI'J = (AB).
0 (AB) est la tangente à .^èn A

donc S(bo)<(AB)> = (BC) est la tangente à .^èn S(Bo)(A) = C
( car (BO), l’axe focal de ^Test axe de symétrie de •

b- • B est le projeté orhogonal du foyer O de ■
=> méd[OB] = (IJ) est la tangente au sommet de ]

ELMOUFID Page : 302 __________ Livre ; 32 Bac. ]



UNE CORRECTION ©U : BAC 2004 SESSION DE CONTROLE

• VM e (AB)\{B}

N e A = méd[OM]

NOM = 4

ONM =

=> N est le projeté orthogonal de O sur (MN)
de plus N s (IJ) qui est la tangente au sommet de 
Ainsi le projeté orthogonal de du foyer O sur la droite (MN) 
appartient à (IJ) la tangente au sommet de
=> (MN) est une tangente à

c- Désignons par Mi le point de contact de (MN) et
Comme (MN) est une tangente à /CTI ors le symétrique H du foyer O 
de CTpar rapport (MN) est le projeté orthogonal de Mi sur la 
directrice (I'J') de
Ainsi {Mi} = (MN) A ( la perpendiculaire à (I'J') en H )
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Soit ABC un triangle rectangle en B tel que

(BC,BA) =-2- [2n], AB = 3 et BC = 4.

1) Soit f la similitude directe telle que f(A) = B et f(B) = C.
a- Déterminer l’angle et le rapport de f.
b- Soit H le projeté orthogonal de B sur (AC).

Montrer que H est le centre de f.
2) Soit D = f(C).

a- Montrer que D appartient à la droite (BH).
b- Construire la point D.

3) Soit g la similitude indirecte qui transforme A en B et B en C.
On désigne par Q le centre de g.
a- Montrer que f ° g-1 = S(bc)-
b- Soit E = g(C). Déterminer S(Bc)(E). Construire alors le point E. 
c- Préciser la nature de g ° g. Montrer que £1 appartient à la droite

(AC) ainsi qu’à la droite (BE).
d- Construire le point Q et l’axe A de la similitude g.

EXERCICE 2 (4 points)
r“UULk.......

Dans le plan complexe Rapporté à un repère orthonormé direct 
(0,'u,'v), on donne le point A d’affixe 1. Soit l’application f de 
dans .^qui à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel 
quez' = -l-±d-z+ 1 -

V2 V2
1) Déterminer la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques.
2) Soit le point Mo d’affixe 2. On pose pour tout entier naturel n, 

Mn+i=f(Mn). On désigne par zn l’affixe de Mn et par Zn l’affixe du 

vecteur AMn
a- Montrer que Zi = e1 4 .

• nTt
b- Montrer que pour tout n e IN, Zn = e1 4 .
c- En déduire l’ensemble des valeurs de n pour lesquelles les
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points A, Mo et Mn sont alignés.

PROBLEME (10 points)

Soit f : IR —* IR;x >—► f(x)=-^—— et soit ('S) sa courbe représentative 

dans le plan rapporté à un repère orthonormé (o,T, jQ.

A-l/ Dresser le tableau de variation de f.
2/a- Déterminer les branches infinies de ('S).

b- Tracer ( t@).
3/a- Montrer que f est une bijection de IR sur IR*.

b- Tracer la courbe (W) représentative de la fonction f”1 de f.
c- Calculer f_I (x) pour x > 0.

4/a- Vérifier que pour tout x on a f(x) = ex -

b- Soit X un réel strictement négatif.
Calculer du domaine limité par la courbe (<S(), Taxe des
ordonnées et les droites d’équations respectives : y = X et y = 0. 

B- Vn e IN*  et V x e IR", on pose Fn(x) = f° —-—rdt.
J x 1 + e

1/a- Calculer Fi (x) et déduire que lim Fi(x) = Log2.
X->-00

b- Calculer lim F2(x).
X->-00

2/a- Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout x de IR
i _ pnx

on a: F„+i(x) +Fn(x) = nc
b- Montrer par récurrence sur n, que Fn(x) admet une limite finie

lorsque x tend vers -oo.
Dans la suite du problème on pose Rn =lim Fn(x).

X—>—co

3/a- Vérifier que pour tout t < 0, 2e‘ < 1 + e‘ < 2.
b- Montrer que pour tout entier naturel n > 2 et V x < 0, on a:

I -enx
2n

1 _ p(n-l)x

2(n-l)
< Fn(x) <

c- En déduire un encadrement de Rn pour n 2.
4/ Pour tout réel négatif x et pour tout entier naturel non nul n on pose 

Gn(x) = (—1 )n J° entdt.

(-l)n
a- Calculer Gn(x) et montrer que lim Gn(x) = ——.

X->-CO

b- Montrer que Gi(x)+Gz(x)+G3(x)+...+Gn(x)=-Fi(x)+(-l)nFn+i(x).
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/_ | xk-1

5/ On pose, pour tout entier naturel non nul n, un = -—r—
k=l

a- Montrer que un = Log2 + (-l)n+1Rn+1.
b- Montrer que la suite (un) converge et trouver sa limite.

l)a- «f(A) = B etf(B) = C => 03A,Cb) est l’angle de f

Or (bA,Cb) = (BA,BC) + h [2k]

= -y + n [2n] = y [2n]

• f(A) = B et f(B) = C => yy = y est le rapport de f 

Conclusion : f est d’angle et de rapport y.

b- H le projeté orthogonal de B sur (AC)
=> {H} = (BH) O (AC) et (BH)±(AC)
Comme f est une similitude directe d’angle y alors :

O f((BH)) est la droite perpendiculaire à (BH) passant par f(B)=C
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=> f((BH)) = (AC).
O f((AC)) est la droite perpendiculaire à (AC) passant par f(A)=B 

f((AC)) = (BH).
{H} = (BH) n (AC) => <f(H)} = f((BH)) n f((AC))

<=> <f(H)} = (AC) n (BH) = {H}
D’où f(H) = H et comme le rapport de f est différent de 1 
par suite H est le centre de f.

2)a-
C e (AH) => f(C) = De f((AH)) = (BH)

b- - D e (BH).
• • (AB)±(BC) => f((AB))±f((BC)) car f conserve l’orthogonalité

=> (BC)±(CD)
=> D e Ai la droite perpendiculaire à (BC) en C

• • • (BH) *.  Ai puisque C e Ai et C é (BH)
Ainsi {H} = (BH) Cl. Ai

3)a-  g est la similitude indirecte qui transforme A en B et B en C. 
RC 4=> le rapport de g est -gy = -|-

Donc g est une similitude indirecte de rapport y
O 

par suite g-1 est une similitude indirecte de rapport y 

de plus f est une similitude directe de rapport y 

alors f o g-1 est une similitude indirecte de rapport y x y = 1

=> f o g 1 est un antidéplacement (1) 
.(fog-i)(B) = f(g"1(B)) = f(A) = B 
=> B est un point fixe par f ° g1 (2) 

• (f o g_1)(C) = f(g_1(C)) = f(B) = C 
=> C est un point fixe par f ° g’1 (3 ) 

Ainsi (1),(2) et (3) => f o g"1 = S(bc.)-

b- S(bo(E) = (f ° g-’)(E) = f(g_1(E)) = f(C) = D 
•S(bc)(E) = D « E = S(bo(D).

c- Désignons par A l’axe de g
donc g = _4_) 0 Sa = Sa 0 _4_) avec l’homothétie 
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de centre Q et de rapport y.

8 ” « = h(-n A) ° Sa « Sa . a) = yyy

avec hz 16 \ l’homothétie de centre Q et de rapport -77-.
k ’ 9 J 9

• (g ° g)(A) = g[g(A)J = g(B) = C
Donc h(n _i£)(A) = C <=> QC = -y-flA 

d’où fl e (AC).
.(gog)(B)=g[g(B)]=g(Q=E
Donchz j_6_x(B) = E <=> flE = -77-flB 

VQ’ 9 J 9
d’où Q e (BE).

d- I Q e (BE) et fl e (AC) et comme (AC) * (BE) car B é (AC) alors 
{Q} = (AC) n (BE).

■ fl est le centre de g et g(A) = B
=> A (l’axe de g) porte la bissectrice intérieure de [flA, flB]
En effet :
fl e A
Posons Ai = Sa(A) => A est la bissectrice intérieure de [flA,flAi] 

donc 4 \(Ai) = | o 0 Sa (A) = g(A) = B(af)<A0 = [h(af)
fÎB = 4qAi flB et flAi sont colinéaires de même sens. 

=> [£2A,£2Ai] = [fl A, flB]
Conclusion: A porte la bissectrice intérieure de [flA,flB],

EXERCICE 2

1)

f : P -> P;M(z) i-> M'(z') tel que z'=az+b

C
a = 1 + i- = —L- + i—= cos -7- + i sin -7- = e1 4

Æ 42 42 4 4

f est la rotation d’angle y et de centre le point

1 ~d’affixe y^y = jy = 1 = aff(A)

V2
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Conclusion : f est la rotation de centre A et d’angle

2)a- Mi = f(M0) donc zj = e‘~z0 + 1 - e’T = e'T + 1 car z0=2 
Par suite Zi = aff^AMi) = zi - 1 = e‘~.

b- Soit la proposition de récurrence .^définie sur les entier n par Zn=e,J4_ 
■ Zo = zo-1 =2-1 = 1 = eiot

=> la proposition P est vraie pour n = 0.
★ Soit k un entier naturel. Supposons que la proposition ^èst vraie 

jusqu’à l’ordre k; montrons qu’elle est vraie vraie à l’ordre (k + 1 ). 
En effet

Zk+i=aff^AMk+i^ = Zk+i - 1 = e1 4 Zn - e*  4 car Mk+i=f(Mk)

• Vx e IR;f'(x) =

= e1 4 (zk - 1 ) = aff^AMk) = e'~Zk

■ _2L ■ k71 ■ (k+l)K
= e1 4 e1 4 =e*  4 car on a supposé que ^èst vraie à l’ordre k

les deux étapes de travaille ■ et ★ donnent que V ne IN, Zn = e1 4 .
• nn

c- Remarquons d’abord que : V n e IN, Zn = e1 4 0
A, Mo et Mn sont alignés <=> AM0 et AMn sont colinéaires

7
<=> -=s- est un réel non nul (car Zn * 0) 

Zo
<=> arg(Zn) = 0 [n]

« n e IN et = 0 + kn avec k e Z4
<=> n = 4k avec k e IN.

PROBLEME

A-l/ • f est définie et dérivable sur IR
2e2x(l + ex) - exe2x 

(1 +ex)2
e2x(2 + ex) 

(1 + ex)2
> 0

D’où le tableau de variation de f

• lim f lim = 0
l+ex

-CO X-*-CO

car lim e1 = 0
t-»-CO

lim f =lim
+co X->+ûO

exex 
ex(e_x+l)

=+CO

2/a- ♦ lim f = 0 => la droite d’équation y = 0 est une asymptote
-co
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horizontale à ( au voisinage de (~<x>).

■ lim f = +oo et lim =lim ^=+00X A P x-|_ I+co X-»+oO v ' 1

=> ( N) admet une branche parabolique infinie de direction l’axe 
des ordonnées au voisinage de +00.

3/a- f est continue et strictement croissante sur IR
=> f réalise une bijection de IR sur f(] - 00, +oo[) =]0; +oo[.

b- (‘û') = Sa((^)) avec A : y = x (voir figure)
c- Soit x de ]0;+oo[ et posons f-1(x) = y.

f-i(x)=y <=> f(y)=x «-^2_=x

<=> (ey)2 - x(ey ) - x = 0
« Y2 - xY - x = 0 et Y = ey

«■ Y = ey =
x - 7*2 + 4x

2 ou
x + 7x2 + 4x

2
(Car le discriminant A = x2 + 4x > 0 puisque x e]0; +oo[ )

Or pour x > 0 on a: 
x2 + 4x > x2 => Vx2 + 4x > -/x2" = x

=> x - 7x2 + 4x < 0
v_+ 4x

donc ey = ----- ------------ est impossible
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Ainsi f 1 (x)

<=> y = Log

Conclusion : Vx > 0;f l(x) = Log

b- Désignons par la partie du plan limitée par : ('ë') et les droites
0 et D- : y — X.

Désignons par la partie du plan limitée par : ( iV) et les droites
(o, i ) : y = 0, (o, j ) : x = 0; et Dx : x = X.

Comme (V?) = SA((IS)), SA(Dx) =D^, SA((o,"Q) = alors

< = SA(LAi)
et comme de plus SA est une isométrie alors et ont Ie même aire 
Air(M)=Air«)
=> = J°f(x)dx = J°(ex - e,x dx car f(x) >0;Vxe IR

= [ex - Log(l + ex) = 1 - Log(2) - eÀ + Log(l + ez).

B-
1/a- Fi(x) = f° e‘ - dt = TLog(l + e1) "1° = Log2 -Log(l + ex).

J x 1 + e u -* x

• lim Fi(x) =lim [Log(2) -Log(l + ex)] = Log2 car lim ex = 0 
co X->-ûO X->-CO

b- lim F2(x) =lim y^dt
X->—co X->-oo x 1 1 C

=lim XXx) =lim [1 - Log2 - ex + Log(l + ex)J

2/a- Vn e IN* et Vx e IR on a :

la proposition est vraie pour n =1.(1) lim Fi(x) = Log2

b- Montrons par récurrence que Vn e IN*,  I lim Fn(x) ) existe et fini.
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(2) Soitp e IN*;  supposons que Qim Fp(x)) existe et fini; montrons 

que [ lim Fp+i(x) ] existe et fini.

1 - enx
2n

1 - enxet comme *—2n
1

2(n-l)'

\X->-00 J
en effet
Fp+1(x) +Fp(x) = -1^1 « Fp+1(x) = -1^1 -Fp(x)

I lim Fp(x) 1 exite et fini
\X->~co Z L lim T * peP---- Fp(x) 1 exite et fini

x-»-oo LH -J

=> 1 lim Fp+i(x) 1 existe et fini 
\x->-00 Z

Conclusion : (1) et (2) => Vn e IN*,  [lim Fn(x) ) existe et fini.
\\->-CO J

3/a- Soitt< 0.
t < 0 « e1 V e° = 1

f e‘ + 1 < 1 + 1
donc < par suite 2e < 1 + e1 < 2

I e‘ + e1 < e1 + 1

b- Soit n e IN et n > 2; Soit x e IR on a :
Vt e [x;0] on peut dire d’après la question précédente que 

2el < 1 + e‘ < 2 « 2 1 + e1
ent

2 1 + e*
et comme de plus les fonctions 0 >—>

e(n-l)t

1
2e‘ 

e(n-l)t

- < —------

^); (• " u?)et
(t e^1'1 ) Sont des fonctions continues sur ] — oo;0] 

par suite Vx < 0; ^dt < ^pdt « dt°

« Vx < »•[ i6"]’ < F-« « [ 2ôtFït
1 _ / x 1 — p(n_1)x

« Vx < 0; < F.(x) Ci

J  e(n-l)x
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4/a-Gn(x) = (-1)" jVdt = (-1 )n [l-ent ]°

Gn(x) =

lim Gn(x) = lim (_l)nl^l =
x->-co x->-00 11

car lim enx = 0.
X->-00

b- Gl(x) + G2(x) + G3(x) +.. ,+Gn(x)
= (-1 )1 J° eldt + (-1 )2e2tdt + (-1 )3 f ° e3tdt +... +(-l )n J° entdt

= j°[ (-1 )1 e1 + (-1 )2e2t + (-1 )3e3t +... +(-l )nent ]dt

= j° (-e‘ )[ 1 + (-e1) + (-e1)2 +... +(-et)n_1 ]dt

- (-e1)
- (-e1)

car l+(-et)+(-et)2+...+(_et)n ' est la somme

des n premiers termes d’une suite géométrique de raison q
e

1 + e1
e1

1 +e‘

+ (-l)2(-l)n

dt+(-l)n f
J X

T^ldt
1 +e‘ J
^-dt =-F1(x) + (-l)nFn+1(x).

5/a- On vient de prouver que Vx 0 et Vn e IN*
n

22Gk(x)=Gi(x)+G2(x)+G3(x)+...+Gn(x)=-F1(x) + (-l)nFn+i(x) 
k=i

et comme chaque fonction figurant dans cette dernière égalité admet 
une limite finie quand x tend vers (-oo) alors

n

lim VGk(x) =lim [-Fi(x) + (-l)nFn+i(x)]
X->-00 X->-00

n

<=> lim Gk(x) = - lim Fi(x) + (-l)n lim Fn+i(x)
, X-00 X->—00 X->-CO
k=l

« = ~Log2 + (—1 )nRn+i
k=l

<=> (-1k)k 1 = -Log2 - (-1 )n+1Rn+l

k=l

<=> Un = L0g2 + (~l)n+1Rn+l

b- Vn e IN*;u n = Log2 + (-l)n+1Rn+i
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« Vne IN*;u n -Log2 = (-l)n+1Rn+1
D’oùVn e IN*;  |un - Log2| = |(-l)n+1Rn+1 | = |Rn+i|
En profitant de B-3/c- on pourra dire que :

2(n + 1) <Rn+I i;Vn>2

et comme lim 1 = Oet lim -J- = 0 alors lim Rn+i = 0
n-»+co .ZÇn “F 1 y n-*+co  n->+oo

Par suite lim |un - Log2| = 0
n-*4-co

donc lim un = Log2.
n->+oc
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Une urne contient trois boules rouges numérotées 1,2,2 et trois 
boules blanches numérotées 1,1,2.
Une épreuve consiste à tirer simultanément et au hasard trois 
boules de l’urne.
1) a- Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:

A :« avoir trois boules de même couleur ».
B ;« La somme des nombres inscrit sur les boules tirées est 

égale à cinq ».
b- Soit C l’événement :« avoir au moins une boule rouge qui porte 

le numéro 2 ». Montrer que p(C) = y.

2) Soit X l’aléa numérique qui à chaque tirage associe le nombre 
de boules rouges portant le numéro 2 obtenues.
a- Déterminer la loi de probabilité de X.
b- Calculer E(X).

3) On répète l’épreuve précédente n fois (n > 1 ) de suite, en remettant 
après chaque épreuve les boules tirées dans l’urne.
a- Calculer la probabilité pn pour que l’événement C soit réalisé au 

moins une fois.
b- Déterminer le plus petit entier n tel que pn > 0,99,
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| EXERCICE 2 (5 points)

1) Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = x3e’x2
On désigne par W la courbe représentative de f dans un repère orthonormé, 
a- Montrer que lim f(x) = 0

X-»+oo

b- Dresser le tableau de variation de f.
c- Construire la courbe '(9.

*1 2
2) Soit (un) la suite définie sur IN* * par : un = J 0 xne’~x dx.

a- Calculer ui.
1 eb- Montrer que pour tout n de IN* on a : n~f Un n + j--

En déduire que (un) est convergente et trouver sa limite.___________
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3)a-  Montrer à l’aide d’une intégration par parties que pour tout 
n de IN*  on a : un+2 = ( 1 )un - y.

Soit ABC un triangle isocèle direct de sommet principal A. On pose 

(AB, Ac) = 2a [2n] où a est un réel de ]0, y [. On désigne par O le 

milieu de [BC] et par D le symétrique de A par rapport à O. Soient I et J 
les projetés orthogonaux respectifs de O et D sur (AC).

A-l) Soit f la similitude directe qui transforme O en I et D en J.
a- Montrer que f a pour angle a et pour rapport cos a. 
b- Prouver que le centre de f est le point A.

2) On désigne par E le symétrique du point O par rapport au point I. 
a- Montrer que f(B) = O et que f(C) = E.

OFb- En déduire que = cos a.
BC

3) Soit o la similitude indirecte telle que o(B) = O et o(C) = E.
a- Déterminer le rapport de o.
b- Montrer que o(O) =1.

4)a- On désigne par S(oe) la symétrie orthogonale d’axe (OE). 
Montrer que o = S (OE) 0 f.

b- Montrer que o(D) = A et o(A) = J.
5) Soit £1 le centre de o.

a- Montrer que (o ° o) (D)=J et en déduire que Q e (DJ) 
b- Montrer que £2 appartient à la droite (BI).
c- Construire le point £2.
d- Montrer que £21 = (cos2 3 * 5a). £2B. (1 )

B- Dans cette partie on suppose que OC = 1 et on munit le plan
du repère orthonormé direct (0,"?,^) tel que "u = OC.

l)a- Montrer que ( OC, 01 ) = a [2n] et que 01 - cos a. 
b- En déduire que 01 = (cos2a)'u + (cos a sin a)"v.
c- En utilisant la relation (1 ), montrer que les coordonnées (x,y)

du point £2 sont telles que x = 2cotg2a er y = cotga.

b- En déduire l’aire du domaine limité par la courbe l’axe 
des abscisses et les droites d’équations respectives x=0 et x=l.

PROBLEME (10 points)
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2) Dans cette question on suppose que les points B et C sont fixes.
Montrer que lorsque a varie dans ]0; le point Q varie sur une

parabole .^Pdont on précisera le foyer F et la directrice A.
3) Le cercle de diamètre [BF] coupe la droite (OA) en M et N.

a- Montrer que les droites (BM) et (BN) sont les tangentes à 
^Issues de B.

b- Construire les points de contact de ces deux tangentes avec

l)a-  A :« avoir trois boules de même couleur ».
donc A se réalise quand le tirage contient soit trois boules rouges 
soit trois boules blanches.

alors p(A) =

* B :« La somme des nombres inscrit sur les boules tirées est
égale à cinq ».

donc B se réalise quand le tirage contient deux boules portant 2
et une troisième portant 1.

par suite p(A) = C3 x C3 
ci

_9_
20 '

b- C :« avoir au mois une boule rouge qui porte le numéro 2 » 
=> C :« avoir zéro boule rouge portant le numéro 2 »

Pl 7 C3 20 5

=> p(C) = 1 - pfC) = 1 - y = y.

2)a-  X : 3 boules tirées 1—► le nombre de boules rouges portant le 
numéro 2 obtenues.

=^X(Q) = {0,1,2}
. (X = 0) = C => p(X = 0) = |
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• (X = 1 ) se réalise quand le tirage contient une seule boule
4.0 /V n C4XC2 12 3rouge portant 2 =>p(X = 1) = —4 = = y-

Cg 20 5
• (X = 2) se réalise quand le tirage contient une deux boules

^4-0 /V n \ C4 x C2 4 1rouges portant 2 => p(X = 2) = —4 = yy = y
C6 J

D’où le tableau de loi de probabilité de X

X
i 0 1 2

p 1 3 1
ri 5 5 5

b- E(X) = = Ox| + 1 x | + 2x 1 = 1
i=l

3)a-  Comme on remet les boules dans l’ume après chaque épreuve 
alors les répétions sont indépendentes.
Désignons par Cn :« l’événement C se réalise au moins une fois 
dans les n répétitions ».

=> "Cn :« l’événement C ne se réalise pas pendant les n répétitions » 
=> p( C n) ~ ) => Pn ~ p(Cn) = 1 ~ ^y) •

b-pn>0,99 « 1 - (-i-)" > 0,99

<=> (y) < 0,01 <=> < lnlO-2

<=> nln < ln 10“2 <=> n > -y-y— = 2. 8614 
j ln y

Conclusion: le plus petit entier n tel que pn > 0,99 est n = 3

| EXERCICE 2

" V3 Vt '= e.lim
t~*+oo e1 J

= 0 car —L--- > 0 et -Ç
Vt e‘ 

K*  il
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b- • f est dérivable sur [0; +oo[ (produit des fonctions dérivables).
• Vx > 0; f'(x)=3x2e1^x2+-x3(-2x)e1~x'2=x2e1“x2(J3 - /2x)

d’où signe[f'(x)] = signe[x2^VJ - ,/2x)]; Vx > 0
par suite le tableau de variation de f est le suivant

avec a =

f(a) = 1/FeV

c- < lim f(x) = 0 => la droite d’équation y = 0 est une asymptote
X->+oO

horizontale à (C) au voisinage de +oo.
< fj(O) = 0 => (C) possède en 0(0,0) une demi tangente horizontale
< f'(a) = 0 => (C) possède en A(a,f(a)) une demi tangente horizontale

a « 1,22 
f(a) « 1,11

b- Soient n e IN*  et x e [0,1]
0<x<l=>0<x2<l

=> -1 < -x2 0 =>0^1-x2<l
=> 1 < e1-*2 V e 
=> xn < xneI *2 < xne

et comme les fonctions (x >—► xn); (x >—>■ xne) et (x >—> xne1 x”)
sont continues sur [0,1] alors f*  xndx < xne1_x2dx < jQ xnedx

<=> f----^Xn+I 1 < Un T----7~7-Xn+1
L n+l Jo L n+l
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et puisque lim —n^+œ n + 1 
donc lim un = 0.

n-H-oo

= 0 et lim
n-H-co

< e
n + 1 n + 1 '

-^T = 0n + 1

Choisissons <

b- Nommons JÿTaire en unité d’aire de la partie du plan désignée
3ÿ= j^|f(x)|dx = J* *x 3e'~x2dx carf(x) = x3el x2 >0;Vxe [0; 1 ]

A-l)a- f(O) = I et f(D) = J => ÇOD,IJJ est une mesure de l’angle de f.

• ABC est isocèle en A et O - B * C
OAC = yBAC = a.

• ABC est un triangle direct AOC est aussi un triangle direct

et on vient de voir que OAC = a e]0, y [ 

donc a est la mesure principale de (aO, Ac) 

alors (ÂO,Âc) = a [2n],

• (01) ± (AC) et (DJ) ± (AC) =* (01) // (DJ)

= U3 = Ui+2
= (Jy- )ui - y d’après 3)a-

= -y + y e - y d’après 2)a-

Conclusion : âiF= -1 + ye.

PROBLEME I 
i
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Dans le triangle ADJ on a:
(OI) // (DJ) et (OI) coupe [AD] en son milieu O et (AJ) en I 

donc I est le milieu du segment [AJ] (d’après un théorème)

• (OD,Ïj) = (AO,Âc) +(ÂC,m) [2n] carÔD=ÂO etÏJ=ÂT
t J

-0 [2k]

= a [2n]
Conclusion : f est d’angle a.
* f(O) = I et f(D) = J => est le rapport de f.

OU

Or -Jjy = = cos OAC = cos a. car AOI est rectangle en I

b-0 = A*  D => f(O) = f(A) * f(D) ( car f conserve les milieux ) 
=> I = f(A) * J

Or I = A * J donc f(A) = A.
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comme le rapport de f est cos a différent de 1 puis que a e]0, y [

Alors A est le centre de f.
2)a-

AB = AC
BO = CO car O = B * C
[AO] est un coté commun au triangles ABO et ACO

=> Les triangles ABO et ACO sont isométriques 

=> (ÂB,Âo) = (ÂO,Âc) [2n]

= « [27tJ (1)
• ABO est un triangle rectangle en O

=> = cosBAO = cos aAB
=> AO = cos a. AB

Ainsi : (1) et (2) donnent
(2)

f(B) = O

O = B * C => f(O) = f(B) * f(C) (conservation des milieux) 
=> I = O * f(C)

Or I = O * E car E = Si(O)
donc f(C) = E

b- f(B) = Oetf(C) = E
OF77^- = cos a car f est de rapport cos a

3)a- cr(B) = O et a(C) = E 
OE
BC =C0Sa

b- O

est le rapport de o

= B * C => o(O) = o(B) * o(C) (conservation des milieux) 
q(0) = O * E = I

=>| g(O) = I

4)a-

G) S(oe) ° f est une similitude indirecte (c’est la composée d’un 

antidéplacement et d’une similitude directe)

(S(OE) ° f)(B) = S(OE)(O) = O = o(B).

@ (S(oE) » f)(C) = S(oe)(E) = E = o(C).

ELMOUFID________________ Page : 322_______________Livre : 32 Bac.



UNE CORRECTION ®U : BAC 2005 SESSION DE CONTROLE

Conclusion : o = S(oe) 0 f d’après <3 , (D et (3)

b- o(D) = (S(OE) ° f)(D) = S(OEr[f(D)] = S(OE)(J).

(OE) = (OI) ± (AC) = (AJ) = (AI)
I = A * J d’après l)a-

(OE) = méd[AJ]

Ainsi o(D) = S(oe)(J) = A.
’ = (S(oe) 0 f)(A) = S(oe)(A) = J

5)a- (o o o)(D) = o[o(D)] = o(A) = J.
• Désignons par A l’axe de o
donc o=h(Q,cosa) ° Sa=Sa 0 h(fijCOsa) avec h(Q,cosa) est l’homothétie 
de centre Q et de rapport cos a.
=> <5 0 G = hfXl’Cosa) 0 Sa 0 Sa 0 h(fi_00sa)

= h(Jl,cosa) 0 h(Q,oosa)

= h(ftcos2a) l’homothétie de centre Q et de rapport cos a. 
Donc (o o o)(D) = J équivaut à h(nco82a)(D) = J

=> fl, D et J sont alignés 
par suite O e (DJ).

b- (o o o)(B) = çj[o(B)] = o(O) = I 
h(fl,oos2a) (B)

=> fl g (BI).
c- fi g (BI) et fl g (DJ) donnent que fl g (BI) O (DJ) 

Comme I é (DJ) (puisque (DJ)±(AC) = (IJ)) 
alors (DJ) * (BI)
Ainsi (BI) et (DJ) sont sécantes en fl.

d- On vient de prouver en 5)b- que h(£2?cos2a)(B) = I

ce qui est équivalant à dire fil = (cos2a). flB. (1 )
B-

l)a- • f(B) = O et f(O) = I

=>(BO,ÔI)= a [2rc]

=>(ÔC,ÔI)= a [2rt] carBO = ÔC

• Le triangle OCI est rectangle en I
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cos COI = <=> 01 = OC. cos a

<=> 01 = cos a car OC = 1

b- ( OC, 01 ) = a [2rc] <=>( u, 01 ) = a [2n] car ~u - OC
et comme (O,!?,^) est un repère orthonormé direct alors

01 = 01. [ cos a. "u + sin a. V J = cos a[ cos a. "u + sin a. "v j 

D’où 01 = (cos2a)"u + (cosasina)'v.

2) a varie dans ]0;
fl(2cotg2a ; cotga) => xq = 2y^

d’où fl e à l’ensemble .^d’équation cartésienne y2=^-x 

Or y2=-i-x=2-^-x alors .^ést la parabole de foyer F^-|-, cQ 

et de directrice A : x = —5-.O
3) {M,N} = (OA) n ë’jpF] ( ^[bf] est le cercle de diamètre [BF])

a- y2=^-x => l’axe des ordonnées (OA) est la tangente au

sommet de
□ Me <®[bf] =* (BM) ± (MF)

=> M est le projeté orthogonal de F (foyer de sur (BM) 
Or M e (OA) (la tangente au sommet de

donc (BM) est une tangente à
□ N g ‘©'[bf] => (BN) ± (NF)

=> N est le projeté orthogonal de F (foyer de sur (BN)
Or N g (OA) (la tangente au sommet de

c- O 01 = (cos2a)'u + (cosasina)'v <=> l(cos2a ; cos a sin a)
OÔB = -0C« B(-1,O)

À—> „ „ —> cos2a - x = (cos2a)(-l - x)♦ QI = (cos2a).QB <=> v 7
I cosasina-y = (cos2a)(-y)

(cos2a - l)x = -2(cos2a)
<=> <

(cos2a- l)y = -cosasinaX.
1 cos2a
J l-cos2a
I cos a sin a
l l-cos2a

<=>
x=2cotg2a .

< car l-cosza=sin a
y = cotgak.

Conclusion : fl(2cotg2a ;cotga)

Livre : 32 Bac.ELMOUFID Page : 324



UNE CORRECTION OU : BAC 2005 SESSION DE CONTROLE

donc (BN) est une tangente à
b- Désignons par Mi le point de contact de (BM) et

Nommons Gi le point d’intersection de (BM) (tangente à et 
de A (la directrice de
â G?FM? =

=> Mi e Ai la perpendiculaire à (FGi) en F
Ainsi Mi est le point d’intersection de Ai et (BM) 

une explication analogue pour la construction du point Ni de 
contact de (BN) et .^?

ELMOUFID : 325 Livre : 32 Bac.
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