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Avertissement au lecteur

Cet ouvrage vous propose ce qu’un éléve de Terminale S doit assimiler pour
aborder dans les meilleures conditions I'examen du Baccalauréat.

Nous nous sommes attachés a clairement préciser les notions clés, de maniére a

ce que vous disposiez d’informations précises en vue de la résolution d’exercices
ou problémes.

Ce tome est consacré aux nombres complexes et  la géométrie.
Quatre chapitres concement plus particulizrement I’enseignement de spécialité.
Chacun des huit chapitres est composé :

_ d’un résumé de cours trés complet, contenant les définitions, théoremes
et formules utiles ainsi que les principales méthodes a mettre en ceuvre.

_ d’exercices résolus, regroupés par thémes, avec solutions détaillées
et commentées, largement assez nombreux pour illustrer les différents
aspects du chapitre abordé.

Les sujets sont adaptés aux programmes de 1994. Nous avons essayé de tenir
compte de la diversité des questions & aborder et de la fréquence présumee ou
constatée des sujets proposés au Baccalauréat.

Nous espérons que cet ouvrage est assez clair et complet pour vous apporter une
aide efficace tout au long de I’année.

Les Auteurs.
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Chapitre |

Nombres
complexes

Trigonométrie

I - Le Corps des nombres complexes
A. Définition

d. 1 |Ilexiste un ensemble, noté C, muni d'une addition (+) et d’une multiplication (x), et tel que:

1. C contient R.

2. Y'addition (+) et la multiplication (x) de C ont les mémes propriétés que l'addition et la multiplication de R.
3. pourtousréels X, y: X+y=x+y , XXY=XXY

4. C contient un élément, noté i, tel que i*=—1. w (nappartientpasaR.

5. Tout élément de C s’écrit a + ib o1 a et b sont des réels,

Les éléments de C sont appelés nombres complexes.

Remarques

La propriété 2. se traduit en disant que C (+, x ) est un corps.

La propriété 3. se traduit en disant que'addition 4 etla multiplication x dans C prolongent respectivement
I'addition et l]a multiplication usuelles dans R.

En conséquence, les opérations dans C sont notées + et x comme dans R.

B. Partie réelle, partie imaginaire

Théoréme ;

t.1 |Sia.a'. betb sontréels,
a+bi=0 e a=0et b=0 , at+bi=a' +bi & a=a et b=V

Définitions :

d. 2 | Pour tout nombre complexe z, il existe un couple unique (a, b} de nombres réels, tel que z = a + bi.
a estappelé la partie réellede z, notée Re(z), b estappelé la partie imaginairede z, notée Im(z).

d. 8 |Unnombre complexe est réel si et seulementsi sa partie imaginaire est nulle :

zelR < Im(z)=0
Un nombre complexe de partie réelle nulle est dit imaginaire pur. Leur ensemble est noté { |

ze iR = Relz)=10

Formulaire :

f. 1 | Partie réelle, partie imaginaire et opérationsdansC a. a’, b. b’ étant des réels :
(a+ ) +(@ +ib)=(a+a)+ilb+ V)

(a+ ib)Xa' + ') = (aa’ — bb') + ilab’ + ba')

a—ib

aE + bE

Si a et b sont non tous deux nuls; ——
a+ib
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II - Conjugué — Module ]

Définition :
d.4 |On appelle conjuguédu nombre complexe z, et on note Z, le nombre complexe Z = Re(z) — iIm{z).
Siz=a+1ib, aetbréels, alors zZ=a- ib.
Propriétés :
p-1 = 2] +23=27+2p « 2=z » Z123 =21 23
iy . d - y
el [ ! i | PR #10.
. (2) z Ppourzz0 . (22) = pour zz
P2 1 1
» Relz)= §(z +Z) » Im(z) = ﬁtz- Z)
zeCestréel sietseulementsiz=2 Il estimaginaire pur si et seulementsiz + 2z =0.
Définition :
d. 5 2 2 :
Pourtoutzel, zz= (Re{z)) + (Im(z}) est un réel positif.
Le nombre réel positif /zZ estappelé modulede z et noté |z| : |z = V2Z
Remarques
= SizeR, module de z et valeur absolue de z sont le méme nombre réel positif. Ceci justifie la notation |2,
= PourtoutzeC, |z|=|2 =|-2|=|-Z.
Propriétés :
P- 3 1 z 1
g =ﬁ2— pour tout z # 0. n |2d=1 &=p27 =2
z
p. 4 Tl % z z
= 1._’=-|?[ z20 L] |ZZ‘I=EZI’Z’| = —j=‘II?!{ Z#0

Corollaire PourtoutneZet zeC*, |z”| =|g". C*=C\ {0}.

P-5 | « [Re(@<|z| o [Im(2)|<[z & |2+Z|<]2+ |Z| (Inégalité triangulaire)
Corollaire ||z - |Z|| <|z+Z| <z +|Z|

III - Représentation _g_éométriﬂge j

Le plan 2 est rapporté au repére orthonormal (0, €1, €3), 7 est l'ensemble des vecteurs du plan.
Définitions :
d.6 |Au point M(x, y) de #, on associe z=x+iy eC, On dit

que zest l'affixede M :  z = aff(M).
Au nombre complexe z, on associe le point M(

Re(2), Im(z)). On dit que le point M est l'imagede z

d.7 |Auvecteur U(x, y) de ¥, on associe le nombre complexe z= x4

_ b : iy.
On dit que z est l'affixe du vecteur u, z=aflw) :
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Propriétés !

p.6 |Soit Met Ndeuxpointsde®, < et T des vecteurs de V.
o afflMN)=afliN) —afflM) & afftT 4 7)< af(W) + af(T).

Remarque : afflOM) = affip),

P70 z=alfD |2 =[OM]| . z=afit) |2l = |||

p. 8 |Lecerclede centre () (d"affixe zp) et de rayon r est 'ensemble des points M, {daffixe 2), tel que: |z —zn =r.

p.9 |SoitMdaffixez: w Z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport a (0, &7).
« —z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport a 0.
= =2 estlaffixe de Mg, symétrique de M par rapport & (0, &z).
Représentations graphiques

Y y
A R —— Miz)
E &
! =5 L
' e i
&
O Mol—z) T My (Z)

Soit U un vecteur de I d'affixe a.
Pour tout point M d'affixe z, 'image de M par la translation de vecteur i a pour affixe z + a.

p. 10

IV - Argument — Exponentielle complexe

[1. Argument d’un nombre complexe non nul|

Définitions :
d.8 ] On appelle plan complexe un plan & orienté, rapporté a un repere orthonormal direct (0, ej. &3).

d. 9 |Scit T un vecteur non nul d'affixe z. Une mesure de l'angle (€], W) s‘appelle argumentde z.

—

Onnote (], W)<argz

Propriéiés

—

p.- 11 U
Soit M un point du cercle trigonométrique ‘6 de centre Oet B=(e;.OM). Alors

s affiM)=cos @ +isinf = H=arg(aﬁ'(h'ﬂ)

P- 12 |Soit z = 0, d"argument 6.

» 2=|z|(cos@ +isin 8) (forme trigonométrique d'un nombre complexe).

8 Re(z) _— Im(z)
s CosbH= s BlDG= '
|zi |ZI

Remarque

—

z i = k)= T Ie= 0.
= 2 rient de (&7 . kW) = (& . u) pour
al‘g(w) argz provient dete;
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p. 13

p. 14

p- 16

p- 17

Les Cahiers du BAC | Terminale S | Algébre - Géomety,,

| g} gy

ol 2l

T il >
Un nombre complexe est imaginaire pur si il a pour argument: — ou —5" a2mprés (ou 7 a7 pres)

Un nombre complexe est réel si il a pour argument:
0 (nombre réel positif)y ou m (nombre réel négatif) a2 w prés.

n z20: arg(;):—argz

Conséquence de :
1

m =cos B —isin A= cos(— 8) + isin(— 3]

| = arglzZ)=argz+argz

Conséquence de :

(cos B +isin 8)(cos B’ +isin 6) =cos 8 cos B’ —gin 0 sin 6’ +i(cos 8 sin 0’ +sin 0 cos 6)

=cos(f + ') + isin(p + &)

» arg(z) =—arg@) w arg(—z)=m+argz w ZeQ mg(f,—):argz—argz"

c—a ——-‘-._._-'—I-
Soit a, b, ¢, des complexes d'images A, B,C telsque A#BA#C: = arg (m) = (AB,AC)

Formule de Moivre
« Pourtoutzz0etneZ, arg(z')=nargz
« PourtoutfeRetneZ, (cos® +isin8)" =cos(nB)+ isin(n ).

[2. Exponentielle d’un nomibre imaginaire pur|

Définition :

d. 10 | Pour x eR, onnote e* =cosx + isinx

Propriétés :

p. 19

P- 20

~

s Pour tout réel x, |e“| =1
» Le nombre complexe z non nul, d’argument 8, s'écrit: 2z = |2] elf

0o’ i i . i —_— i
a & Elﬁ = el(ﬁ-l-il ) . e o _ (EEB) 1o {e"“] & eﬂa_ﬂy} _ e
i

m

v ef={ 4 g"=-1 x =1 X

p. 21 i i
lFonnule de Moivre: (e”)" =™  pourtoutneZ
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p- 22

les d'Eul 1 -
Formules er = cosfb= E(elﬂ ye l“) = 8in 6= 2lil:leiiil = E—iﬂ)

E Interprétation géomeétrique de 2 o7, la| = f|

snéral z
Le cas général z — az, aveca quelcunq ue, sera étudié dans le chapitre 7 : Similitudes.
p- 23 | Soit @ un nombre complexe de module 1

i etd'argument §; g =
Pour tout point M d’affixe z, 1| gumentf: a =g,

mage de M, par la rotation de cent ! i "
) ' re Oetd’'angle 8, a pour affixe ze",
Rotation de centre A : = =
Le point A ayant pour affixe z,
affixe zg + (z — z) €.

l'image M’ de M d“affixe 2 par la rotation de centre A et d’angle 6, a pour

#

Y

M(zp + (z — zg)e')

M(z)

Alzy)

V - Equations du second degré

‘Théoréme :
t. 2 | Tout nombre complexe nonnul z admet deux racines carrées, solutions de I'équation : Z € C, Z’=2
D g
= i 2 > i= fuoe
Siz=re? avecr= |z] et 8= arg z, ses racines carreessont: = Jre? et x —TeZ.
Remarque

» Le nombre complexe 0 admet 0 pour seule racine carrée.
« En dehors du cas ot z est un réel positif, on n’utilisera jamais le symbole radical pour la notation
de I'une ou de I'autre des racines carréesde z.

Propriété

p. 24 |Si p est un nombre réel positif, ses racines carrées sont ,/p et —/p. v
Si r est un nombre réel négatif, ses racines carrées sont iv—r et —fy/—r.

Théoréme :

t.3 |Soit a, b, ¢ trois nombres réels, a # 0.

Le discriminant A = b2 — 4ac de I'équation E : z eC. az’ + bz + c=0est un nombre réel,

e VA —b+Va ; -
s A=1 Les solutions de E sont les nombres réels 7a et 9a (résultat familier).
—b—iv-A i —-b+iv—A
a

= A<O Les solutions de E sont les nombres complexes conjugués 5 5
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Propriétés :
p. 25 | Soit z) et zp les deux racines de I'équation E : zeC.az? + bz+¢=0, a b,créels, a%0,alors:
= z;_+23=—§ = 2122=§
P-26 |Avecb=2b' (etdansle casoil le nombre b’ est simple), on utilise le discriminant réduit A'= b2 — ae.
» A'=0 lesracines de E sont _b!;@ et _b!;@
« A'<0 les racines de E sont ;b';i_—&" et '_b—+:1:_£ |

Théme d'exercices — Méthode

Recherche algébrique des racines carrées d’un nombre complexe

Soitz=a+ih, aetbréels.
s Oncherche Z = x + iy, xetyréels, tel que Z2 = 2 Cela s'écrit :

(1 2y = a (parties réelles de Z° et z)
(3) 2y = b (parties imaginaires de Z* et z)
(2) X+y? = |7 (modules de 22 et 2)
1
= 5 (|2 + a)

s De(l)et(2), on déduit: Ce qui donne |x| et |y|.

# = g(l2-a)

(3) indique si x et y sont de méme signe ou de signes contraires (suivant le signe du réel b).

VI - Trigonométrie

A . Formulaires

[1. Valeurs utiles|

Formulaire :
f.2
T T T T 2m 3 5
B 0 L] 3 3 z |l T | ®T)"
, P 1, | V2 | V3 i V3 | V2 1

sin ) 5 5 - 5 3 0

1 _V/_E ﬁ 1 0 1 V2 V3

ik 2 | 7 | 3 "z |3 |z | !
V3

tan 0 0 = 1 V3 - 3 N ? 0

cotan € V3 1 _“;_5 0 _g =1 | =8

|2. Principales relations|

Notation :

n.1 | La notation 8,=63 [a] signifie que 6,=63 +ic @, o k est un entier relatif.
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Formulaires :

f.3

f.d

£5

m
Pour tout 8 ] [w], tan6=

Pour tout B2 0 ['g'"] tan b=

T .
Pour tout 8% - [wl, 1 +tan? §=

sin

nif

Pour tout 0, sin® 0 +ecos2 p=1

cos

1

cos 0 Pourtout 020 [w], cotan d= g?}f g
1
e . 1
cotann ©f colanf= o

Pourtout 8% 0 [n], 1+ cotan® 8=

sin” @

sin({— 8) = —

sin A

cos(— B) = cos B

tan{— 8)= —tan #

cotan(— #) = —cotan f

sin(f + 7)) =—

sin B

Eﬂsm + TI'.:' = — (08 B

tan(é + m)= tan #

cotan(# + )= cotan f

sinfm—08)= sin &

cos(m — 8)=—cos 6

tanfm — 6)= —tan A

cotan(m — #) = — cotan 8

. ar
sin(f +7}= cas B

cos(f +—%I] =—ginb

tan(f + g] = —cotan @l

cotan(® +-§)= —tan

sin{%— 8= cos A

ﬂ ]
CDB(?_ )= sin A

tan[g-— )= cotan B

cotan(-;— )= tan 0

[3. Formules d’addition |

Formulaires :
f.6
cos( + &') = cos 8 cos 8 — sin 0 sin 8’ | cos(B — 8') =cos 6 cos B + sin  sin €'
sin(8 + 6')=sin A cos @' + cos B sin 6’ | sin(@ — 6') =sin B cos §' — cos B sin &’
tan & +tan & tan 6 — tan #'
. Mo e tan(f — f')=——m8
Tana 4% 1—tant tan® { ) 1+tan b tan b
.7
2tan @
sin(2 8)=2sin 0 cos 0 tan(2 B)=————
1—tan™ @
cos(2 8)=cos? B — sin? 8=2cos? § —1=1 — 2sin” §

4. Equations Trigonomé’rrlqu@

Formulaires :

f.8

£.9

Etant donné a réel, les solutions de 'équation :

« xcR, sinx=sina sontlesréels
sont les réels

» xel, cosx=cos o

a+2kmetmT—a+t
o +20cm et — e +2J w, avec kel

Etant donné « réel, différent de % (], les solutions de l'équation :

xR, tanx=tana sont les réels

2 7, avec k e Z.

o +lom aveck el
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[5. Transformations usuelles|
Transformation de somme en produit

1)
Régles :
: +q._ . pP—q 3 g BTG L P
r.1 bant donné pete rdels; m3p+m5q=2cusp—2—005 7 cosp— cosq Zsin 5 Sin —
P—q p+q

w—cos-p—gg sinp—sinq=2sinTcns g

sinp +sing = 2 sin —5

20(

.2 )
= 1+cosu=2cnsz~§- 1— cosa= 28in 7

Etant donné o réel,

2) Linéarisation
Régle :
r.3 |Etant donné 0 et 8’ réels,

« sin 0 cos #'= % [sin(ﬁ + 8 +sin(e — E’}]

g : 1
= sin 0 sin f'= 3 [cn's(ﬁ — 8" —cos(@ + B’)]

s cosfcosh'= zl, [coﬂﬂ — 0') +cos(f + B".IJ

B. Tangente de ['angle moitié

Regles ¢
r.4 b ( s o i 2t
Pour toutazw (2 7) etz T m), en posant t = tan 7 n o= =
B Pour tout (2 b t=tan — sin —gm cos —fl =4
our tout a# ), en posant [ = . in o= =
P 2 1+1 1+¢

C. Thémes d’exercices — Méthodes

Utilisation de la_formule de Moivre

Objectif Exprimer cosn 8 ou sinn 6 a l'aide de cos 8 ou sin 8.
Méthode « cosn 6 estla partie réelle de cos(n 6) + isin(n B) c'est-a-dire de (cos 6 +isin 8"

de méme sin 11 6 est la partie imaginaire de (cos § +isin )"
On développe (cos 0 +isin 8)" suivant la formule du binéme de Newton.

n
. Joo e e ; ,
« Remarque:(a+b)"'=3 [ a"s""" s applique lorsque a ou b sont dans C.
k=0

Utilisation des formules d'Euler

?n?;rzt;f BExcprim?r (cas 8)" ou {sin 6)", ou leur produit, 4 I'aide des cosinus ou sinus de muf:li:'!r..
¢ 9. Cela s'utilise en pratique pour n entier nature| et s'appelle une linéarisation de prod’"”

trignnnmétriques.
0~y o |

Méthode n_f(e +e i _—ib
o (cos 6)" = ( ) . nNeZ « (sin®)"= ET::-) , nel

on

s Ondév i =iy i k- . — foann
eloppe (e + =) ou (el — e~ ®)" suivant Ia formule du binome de Nev e
’ 2 . . - ar Mk
traiter algébriquement des problemes '
|

— CTEStRemarque - Cette méthode permet de
Connaissar.lc;_- dai;nd;u;re aspect Flu calcul trigonnmétrique qui, par ailleurs, peut se traiter
s formules d’addition et de leurs cnnséquehces immeédiates.

I".e” u
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VII - Racines.n ™" d'un nombre complexe

Définition &

d. 11 |Soit zun nombre complexe et n un entier naturel, n = 2
; IBmes -
Les racines n de z sont les nombres complexes Z tels que Z"

Remarque
« 0 est la seule racine n ¥™M® 4a g,

=Z.

» Lesracines carrées de —1 sont i et —i.

Théorémes :

t.4 |ze€'.neN,n=2:zadmetexactement n racines n ™8

4 i) 3 i if &ion
Enécrivant z=|z|e™ ,lesracines n ™ gont - Ze = Ylze (n+ n) S S Ea,
Remarque

s Le symbqle ¢/ s'applique exclusivement a un nombre réel positif, et ne doit jamais étre utilisé pour une
racine n "“™* d’un complexe non réel positif.
« Lesracines4 *™*de 1sont 1,1, —1 et —i,

t. 5 {2k

Les racines n'®™® de 1 sont lesnombres e 1, 0<jc<n—1. Leurensemble est noté Un.
Leursimages, dans le plan complexe, sont les sommets d"un polygone régulier, a n cotés, inscrits dans le cercle
trigonométrique et dont un sommet est I'image de 1.
Propriétés :

p- 27 Sl
SoitZelly alors Z = Z eln.
Soit Z et Z' éléments de Uy, alors ZZ' est dans Up.

B 28 2im

Soitw=e n  alors Unp={1,w. 0% . o"" 1}

p.29 |Soitz eC et Z une racine n *™de z
On obtient toutes les racires n ™% de z en multipliant Z par chacun des éléments de Uy

Les racines n ™% de z, z # 0, ont pour images les sommets d'un polygone régulier a n cotés inscrit dans un
cercle de rayon /|z| etde centre O.

e i i ‘uni Racines cingquiémes de l'unité
! Racines cubigues de l'unite Racines quatriémes de l'unité 1
7] y
2i3 [
_f =e 3
| |
| - X
' :
r 4i T
jz =g 3

e
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Exercices résolus

i 5
Pour les applications géométriques, le plan est suppo

Forme algébrique — Corjugué — Module

é rapporté a un repére orthonormal direct (g &

EX 1 |
dz+1

DéterminerzeC\ {1} telque ——3 soit réel.

. 8z+1 3zZ+1
Szjll estréel sietseulementsi ——5 = 57"

Clest-d-dire 322—32+%2—-1=822—-3Z4+2z—1 donc z=2Z

Les solutions sont done les nombres réels autres que 1.

[ EX2]

clest-a-dire z réel

DéterminerzeC telque 2z-2Z=2L ,3-Ew' e

Onécrit z=a+ib alors z—2Z=a+itb—2(a— ib)=—a+3ib

2
donc z—-2Z=2i donne a=0, b= 3

c'est-a-dire z=

eof B2

Autre solution 5
z— 2Zestimaginairepur donc z— 2Z+(2—22)=0.

Clest-a-direz~22+2—22z=0 ou 2z+Z=0;zestdonc imaginaire pur.
Onadonc z-2zZ=3z etléquationselit 3z=92;

S 21
c'esl-a-dire z-= T

EX 3 |

(b eR xR

2i est imaginaire pur.
'

Les Cahiers du BAC / Terminale 8 [ Algébre _ G,
m@[m

B

*R2),

Résoudre zeC, z+2z=6+1
: \

I“.
1%"® solution

Soit z=x+1y, (xetyréels), d’oii z+ 2% = 3x — iy

Onadonc z+2Z=6+1 sietseulement si 3x—iy=6+i

c'est-a-dire { W =E ou encore '{x =2
-y =1 y =-1

Il y a donc une solution et une seule : 2 —
25 golution
Ona 2z+2Z=6+1 sietseulementsi Z+22=6—i
et donc si et seulement s {34-23 = Bl

Z+Z = 6-1{
En ajoutant, il vient  3(z + 2) = 12, soil i;_f -2,

etenretranchant  2—Z=-2i ouencore 22 = _1

etdone z=2-(

2+22=Z+2z, G+i=6— i

Z+Z
—5— =Re(2)
—il.—g = Im(z)



Chapitre 1: Nombres complexes Trigonométrie

[(Ex4]

[’r;lgntrerqﬂﬂ |2+ 2"+ |z— 2| =2 (|2i2+13'|2).

|

IZ"'Z,IE =(z+z":l(_.'_z+?}
= zZ+ 272 +27 +%2
= |2/% + |Z|* + 2 Re(z2)
2
De méme, on 2 IZ-Z'J =|z* + |2|® - 2Re(z7)
d'od le résultat |2+ 2| +|z-z’t2=2(|z|2+|zr|2)_

_ [EX3]

car 22 est le conjugué de 27,

Soit u et v deux nombres complexes de module ltels que up# —1

 + u el.

W+ v +0 U+ U+ uDI+ U0 — U — U~ Tuw — uud

|1-a-:ﬂ.uJ|2
U+ D+U+0—U—U—U—U

|1+1Lui2
=0
4 u+u + el
el domc m est reel.
_ ; . 3
On peut aussi noterque — =W, =0
1 1
—_'.— - —_—
u+u o v+ U+ o
etdonc Y TR ==7 el T i est réel
we]]
uu

2)Siv=1, ona l+uw=1+un=2 et u+o=u+iu=2Relu)

o UtD
d’ol m-Refu).

[ EX 6 |

U+ v -
on compare 3 et son conjugué

ear uu=1, vu=1

carégal & son conjugue

U et bayant pour module 1

en divisant par LU

car égal @ son conjugué

qui est réel

m
1)  Montrer que Za_k(z — ;) est un réel négatf pour tout 2 el.
fe=1 n n
2)  Montrer que, pourtout z €€, Y |z| < > |z — 2cl:

k=1 fe=1

Soit 21, 23, . . ., 1 une famille de n nombres complexes deux  deux distinets et tous différents de 0.

. Z
On pose ay = -lz_t[ pour 1 < k = n, ct on supposcque a1+ag+_..+an=0-

1) Avee @z — z) = Gz — Gz = Gk 2 — |2kl
n

n n rn
i 3 e 0= o(378) - 3 el =~ 2o
k=1 " Je=1 k=1

=1

Par suite, on a Za_k(z - z)<0
=1

n i n
2)0na 3 ladl =5 @tz - 2) et Y Alze— D=
k=1 le=1 k=1

n

relzye — 2)
1

Ie=

auer [n définition de Qj;
n

puisque Z a.=0
k=1

tous lvs |2y | sont strictement positifs
n

calcul précédent et Z alze — 2z)>0
k=1
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n n majoratton usuelle, inégalits mﬂ"gufa
e = f
Avec Zﬁﬂzk —-2) = Z | @tz = z)| )
k=1 k=1
L n
et jag] = 1. il vient 3 |zl < ) l2k — 2
k=1 le=1

FReprésentation géometrique
o |2+ 2P+ |z - z,i-z =-m§|'3 + iz"\E) (voir exercice 4),

Interpréter géométriquement 1" égalite

gm0
i ints d’ LZ.
zml Aet B-:ez pm:% d a:_;x: % OACB est un parallélogramme
n construit C : = : —
2+7 = affC)=aff(00) z=d = R y Clz + )
lz+2| = oc 2] = 48
|z+2 |2 +|z - z’|2 est la somme des carrés des diagonales de OACB | B(Z') /
i
2 (|zz[2 +|2 [2) est la somme des carrés des cotés. f
/
/
/
Conclusion o f
Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est égale d la
somme des carrés des cotés. Alz)
oc? + AB® = OB + BC? + CA® + AO?
o X
e[ _EX 8 | -
T A B AT N
Déterminer I'ensemble des points M de 2, d’affixe 2, tels que z_ T  Soit imaginaire pur.
3z+1 y e 3z+1 3z+1 ) _
T est imaginaire pur lorsque z# 1 et o g = =0, zeiRe 2z+2=0
c'est-d-dire 3z2Z+Z-3z—1432Z2+2-32-1=0 et toujours 2 # 1
= - - 2 1
ouencore 62Z—2z—-2Z-2=0 soit [z — g Re(2) - 3=0 2z=|2/%, z+Z=2Rel2
Cette condition s'écrit : x=Re(z). y=Im(2)
2 1 1,2
-"2"".-{2—3::—5:5 ou (——E) +y2=;_ Y

On reconnait le cercle de centre () ;—D) et de rayon g
De cet ensemble, il faut €liminer le point d'affixe |, ¢'est-a-dire I(1,0), qui

faiteffectivement partie du cercle ( , %)

En conclusion, I'ensemble demandéest ‘¢ ( Q. g) \ {1}
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2 n
Remargue Ona |z —af” = |21 _ 9 Re(az) 4 |2, lz—a® =(z—aXz-@)
Done, pour @ rzécl o =zz— (28 + aZ) +ad
|z—al” =|2/"~2aRe(z)+a? , |Z*Glz—a3=|2|2ﬁ2uRe{z)
2 ' 2
On a donc dans cet exemple |z|3 -3 Re(z) — 1 =t 4 g 2 1 1 1. .1
3 3| " g |z|—§Re{z)—§=z—§ —~ 5=
En conséquence
2 1 : 1 &
2 _ ZRe(z)— = =0 équivauri il o 1| 2
I2| 3 3 g - 3| Tg U jz-gl=4 sans avoir @ utiliser les coordonnées de M
3| 3
Ce qui permel de retrouver le cercle de centre () d'affixe % et de rayon E
- g
)-ﬂ EX 9
[ §
On considére les nombres complexes: 2z =x—4 4 il 5 5)
! ® EI all i
ol x ct ysont des nombres réels. e pelahi g e
Soit M le point d'?fﬁxa z = x + iy dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal (O, 7, & ).
1) Pourquel point M a-t-on z; = 32, ?
2)  Déterminer et représenter I'ensemble @ des points M tels que 21 — zp s0il un nombre réel.
3) Onappelle A le point d*affixe —2i. Montrer qu'il y a équivalence entre - -
= (a) 2z2zgestimaginaire pur el
= (b)) |z+2i=5.
En deéduire 'ensemble € des points M tels que 23 25 soit un imaginaire pur.
1) 23 =32 équivanta x — 4 + i(y+5) = 3x + 4} + 3i(1 - y)
: x—4 = 3lx+4)
SO { 45 = Bl car deux nombres complexes sont égaux siet seu-
_ { 2y = —16 Y I_emen_: s;'-z'fs ont méme partie réelle et méme partie
4-y = —2 LG ELaLr e,
. : ' 1 .
L'unique point tel que que 2y = 32z estdonc M( —8, _ﬁ)
2) 21 — zg estréel si et seulementsi Im(z) —23) =0 z1 —zp=—8+i(2y+4)

soit 2y+4=0 ouencore y=-2.
L'ensemble des points M tels que z; — z3 soit réel estdone ladroite @ : y= -2

3) 2125 est imaginaire pur si et senlement si Re(zy29) = 0 Or Re(zy25)

=(x—4)x+4)—(y+5)01 -1
=X -16+y* +4y-5

=x2+92+4y-21

On en déduit que z) 2, estimaginaire pur si et seulement si x*+yf +4y-21 = 0| Représentation graphique

soit e +4y+4-4-21=0
o e i y
soit VXL (y+22=5
8]
soit [x+(y+2)i| =5 o
o & X
soit |z+2i| =5 Al @:y=—2

Or, |z +2i| = |2 — (-20)| = AM _
donc z)2) est imaginaire pur si et seulement si AM = 5 ¢'est-d-dire
M est sur le cercle %€ de centre A et de rayon 5.
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20

mnérm

z+Z =2l

, ) tel que
Déterminer I'ensemble des points M, Eignicnon

]z{.—:m

x= RE{ZJ. Y= Iﬂ“z)- z+ z= X

se lit dong:

Soit
z+7Z=|2|

x;g
42 =2+

it encore { 29
s0il enc - y=0 .
1 ensemble des points M cherché est donc
xW3—-y=0 e x/3+y avecx= 0.

. U

Y y= x\/g

. =0
¢'est-i-dire {3.\:2 =y =0

{ x=0
xv3+y=0 L
la réunion des demi-droiles :

9x = |z| donne x = 0.

{x?ﬂ
(xV3 - Wev3 4+ y) =g

Ces deux demi-droites -
SONL symgt,

I .
rapport & l'axe des abseisses, e ¥

[EX 11
V2

17 Soit: = Z{]=—'r-ﬁ.—[:—1+ﬂ
Montrer que A, Mg et My sont alignés.

2)

. A MQ.M{) les po‘iht_s d’afﬁxﬁ_é 1,29+ 1% + 2.

Déterminer I"ensemble des points P d’affixe z tel que les points A(l} M(z + 1), M/(Z* + 2) soient alignés

1) AMg a pour affixe z;, AMg a pour affixe z5 + 1.

A, My. M sont alignés si et seulement si il existe A réel tel que AMy =\ AM,
2

= . I+
etdone si et sculement si le rapport

est réel,

) 1
c’est-a-dire lorsque zp + % est réel.

1
Or, =1 etdopc — =%
T, |20 etdonc o =%

1 T
2+ =R = 2 Re(zg) est bien réel, done A, My et MJ) sont alignés.

2) Lensemble € des points P(2) tel que A1), M(z + 1), M'(z* + 1) soient alignés
conlient P(zg)

La méme démarche que dans 1) montre que A, M, M’ sont alignés

y ; 1 ;
si el seulement si z + < est réel ousi z=0.

1 -
Pourz=0, z+ 5 est réel si el seulement si z +

N -

=Z+

w3l

donc si et seulementsi (z — z® -1 =0

L'ensemble € demandé est donc la réunion de la droite réelle (axe des abs
cisses) et du cercle unité centré a ['origine des axes. &

E.MQ) = aﬁIMg) — afflA)

20

|1+ =2, |¥{—-1+ﬂ

question précédente

$iz=0A= Metdonc A M M’ sontalll
propriétés let 2

z+§—‘i—%=i3*§3(l_§1§)

c'est-a-dire z réel ou z de module 1
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EX 12 |

21

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, &. %)

péterminer I'ensemble 2 des points M d'affixe 2 tels que les points A d'affixe 1, M et M’ d'affixe 2 soient alignés.

| ) Remarquons d'abord que si deux des points sont confondus alors ces points

A M, M sontalignes. Les points M correspondant 3 cette situation font donc
partie de I'ensemble cherché.

. M=A équivamid z=1

. M =A équivauta 2® = 1 cest-d-dire z = louz=jfouz=j.

. M =M équivauli 28 = z c'est-a-dire 2z% — 1) = 0 donc =1 i
z=T1ouz=-—1
Ainsi I'ensemble &£ contient les points O, A, A’, J et J' d"affixes respectives
0,1,-1j—J

2) Pour M distinct de O, A, A", J ou J', les points A, M, M’ sont deux 2 deux

z—1
2 + z+ 1estréel,
Pourz = x+igyavec x et yréels,ona: z2+z+1=x2—y2+x+1+f[2xy+y}
donc z° + z+ 1 est réel si et seulement si y2x+1)=0

distincts, et sont donc alignés si et seulement si est réel.

C'est-a-dire si et seulement s

c'est-d-dire y=0 ou x= ~g-

3) En remarquant que les points J et J' sont sur la droite 9, d'éguation
1 ; ; 2 .

x=—getque les points O, A, A" sont sur la droite @ d’équation y = 0

(c'est-a-dire le support de I'axe (0, E{} ), on conclut finalement que I'en-

semble cherché est la réunion des droites & (x = ——%) et Dy (y = 0)
Y
&1
M(z)
e
£ AlfL
NG ’
I
‘=.‘\M:(33}

Soit My. Mg, My trois points deux & deux dis-

tincts d'affixes respectives 21, 22, Z3.

ces trois points sont alignés si et seulement st
M Mg, MIMS) =0 [x]

cest-d-cire gtel seulement st

Z3 — 24 0
s — T
arg | St | = 0[n]

ol encore si et seulement si

23 — Z
S 1 est réel,

Z_g-—Z

2 _1=(z— 1) +z+1)

. TRO'S ANS QUE JE
REDOVBLE, JAMAIS

wﬁu

-u—--‘--\\
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22 ety
Module — Argument |
[ EX 13 17
1+4V3 _
Déterminer le module et I'argument de =it 5
‘1+i\/§| =1l+3=4
1+ V3 2 .42
— | = = == = 1 1:2
17
1+iv3 1 17 17
done (T-T) (v2) [#47| = 12
= 2562
2) Soit8;= arg(1 + {v/3), ona:
1
cosy = 2 m @ 2 T prés
donc B;=
V3 =3
sinf; = —-
Soit 85= arg(l —i),ona:
1
cosby = = X .
?El done 92=_I a 2w prés
sinfls = _\-’f_ﬁ
1+iv3 1'r T 7 Zz ) _ __
En conséquence arg( T ) .y = (——T) = g9 arg (Zl) =argz —argz;
17
1+1v3 7 e - A=
el danc arg[(—ﬁ) ] =17ﬁ=lﬂ-n-—ﬁ. argz = nargz
17
; 1+iv3
En conclusion : ( =7 = 256v/2 (cosl—; — i sin %)
On peut compléter le calcul avec :
™ T om\ _1+V3 . m V3-1
CUSI—Z—COS(?—E-)—W et 3]_]1-]:?:.—_ ZV/E A
[ EX 14 |
Soit JE—g tilg Calculerj‘l. P e o
1 .78
|)|Jr|2=;f+E etdonc [f|=1.
Onadonc j~! =j=—.1 - i—@,
2 B .
propriété 3
o 1A
2) Soil 8 = arg(j), c0s 8 = —75, snnﬂ:-TZ_T Oﬂadunce=g__ |
2 12 3 towjoursa 2  prés
IJ J= 4" =1
2 dm
EIEU}=2RTE'U)=T a2 prés. 9
donc aussi arg(jz) = Tl a2 mpres
o 2 . 2 3
On a donc j* = cos -3~ — tsin -5
Clest-d-dire 2 =].
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3) Ona f‘ =jxf=jx]
etja |J| =1
1, (d'affixe 1), A, (d"affixe j), B, (d"affixe 12 ou 1. sont

les sommets d’un
triangle équilatéral inscrit dans le cercle (0, 1),

EX 15 |

Calculer Ie module et I'argumentde: Sa
0 111v/3 SiaE S R
T—4iv3 SN 4
5 = i) : e TR TR
[:1'_1'; 3) : Ll
1) 2
5+110/3] = 25+363 = 388 wone |52 :
2 = : - .o
|7 — 411/51 = 493+48 = 97 7T-4iv3 arg{b+11 iv/3) a pour cosinus Vﬁ' gui n'est
pas usuel.
. ) cela s'arrange bien pour le module,
2+ 11“[3— = (5 + 1121"\.@)(7 = :Wﬁ} mais pour 'argument, on ne peut
7-4iv3 =+ Mﬁ) raisonnablement pas utiliser les
- == 97 + 97{\;"5 arguments du numérateur et du
i 3 dénominateur
= -
1 V3 2n 1
= 2 5 cos —— = —
"zt T8
= Ezl% . 2 T' _y ﬁ
S s
2,
Le module est 2 et I'argument —— 4 2 7 prés.
- —3iT , il e ) 1
2)1- i=v3e ‘4 etdonc -0} =2v2e "4 - (_I) =z (-T) TR
_(m i _ 16043 ‘l—i\fﬁ':z
el = 3 1- 1\/-':' 16e
1-iv3=2e etdonc  ( A 05( ﬂ) /3 Sin( —.1)
=0 == - = —_——
En conséquence : . 2 d z 2
a-0*  2v2e "
(1- :‘JS)I - -413
16e
(Y]
- B
T
ik -
Le module est f% et I'argument esl Iz a2 mpres.

8
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mﬂ-tr-l.r

Stermi et I'argu
T g, ke Délerminet le module o

Soit 8 un réel, 8# &
1+itan @

1) T—T{tan®
[1+t‘tanﬁ}2

1+tan” @

mentde :

|z =12l 1+itanp=g

1)Ona l-t'tauH.—-l-rEtanH z

1+itan @] _ |1+Etanﬂ|:1 |2 —

d'od  |{—igana|~ [T—itan|

1 .
: i s ' = s —isin B)

el 1+itanf = cosﬂ(casﬂﬂsm p), l—itanb= cusﬁfcu
1+itan8 . 1+itan®  cos® +ising P
+itan 2i0 1—itan® = cos® —ising = —p

e

dol T Tgme  ©

r 1+ itand i x réel, IE'-X|=1
On retrouve |3 —7erg
l+itan@ ixy _ .
el en oulre arg(m) =20 argle™)=x, (a2 mpres)
1+itan 8 (1+ itan 6)° (1 +itan 8)* b g 18

2) T ftan8 =~ (I —itan )1+ (tan ® _ 1+tan?d
Ce qui donne d’aprésle 1) :

(1 + itan §)2

=Y, | e | i
( 1+ tan® 8 )
Complément

{1+itanBJ2 _1—-tan29+ 2tan B
1+tan® 8 1+tan® 8 1+tan® g

{1+ itan 8)%

1+tan® 6

|zl =1, a=argz
Z=X+1y x yréels
X=cosa, Y=Sinog

2
1 tan® 6 2tan 6 :
Onadonc: cos20=——"0— sin2 6 = = | i A
2 T Y = b=
o o detan’n T g X1 R ML
qui expriment classiquement les cosinus et sinus d'un nombre en fonction de
la tangente de la moitié de ce nombre. aver L = tan f.

2

[EX 7]

1) Calculer le module et I'argument de (1 + 1), En déduire (1+0®
2) Caleuler(1 + 0)® au moyen de la formule dy binéme i

3) En déduire les valeurs respectives des sommes - 3 5 Eg + [ﬁ Ca 4 CB et [:1 E3 + C5 CT
8 — La 8 8~ L §— LB

4)  Vénfier ces résultats en
calc : e
ulant les coefficients Cs. 0=k =<8, au moyen du triangle de Pascal. |
' i Al
) Soitp et 6 le module et | argument demandés, , d Lénoncé. 16 roisie™
On a %= o v2 Il faut se laisser guider par i
#¢°= 2, donc p= V2, e cos e s ?. donc g = T question va toul naturellement s L ified
4 identification de parties réelles et bt

Ainsi, on peut écrire: 14 { = \,fﬁe"% done, (1 + ¢)® = (V@ 8 g
soit (1 + 1)® = 16, ) LT
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2) 0n adautre part: (1 + i = [:g.”[:;,”z Eg i

+ 1'7 C; +{8 C:

k=8
(1 +ﬂB=ZE:ik
k=0
Cetle fnn'nule 5 cml aussu

1+ "EB Es*cs“ca**[:a“(':rtrcs Ea)

ce que |"on peut écrire :

D’aprés le 1), en identifiant les parhcq réelles et lmagmalres on obtient :

CB_C3+ES_E3“'C3 16 et [:B_Eafts,[:s:u

3) Le tnangle de Pascal jusqu'a I’ordre 8 s'écrit:

4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

1
1
1
1
1
1
1
1 28 56 70 56 28 8 1

o =31 W b W

0 Z
Donc (o—(2+(a-CS+(3=1-28+70-28+1
-3+ 0o~} =8-b66+58-4

. a 2 4 G B 1 3 5 T
soit Ea—Cg"'CE‘Ea"‘Ca:lS el Ea‘CE*EB_EBEO

Equations du second degré

|E}(1B|

daprés la farmule du bindme

compie tent de i ——1 =1 I.'G"—l
erde: P =—1 C=( "=~

c'ost-a-dire plus généralement
2K = (—1)%, ot 21 = (1

vair Tome I — Chapitre 1 : Dénombrement

 ET ENGoRE,
ON EN E'STL?U'AU

Résoudre I'équation E zeC, #Z —6z+10=0.

. Lediscriminant réduitest A'=9—10=-1=(0%
Les racines de E sontdonc 3+t et 33—

= On peut aussi remarquer gue 2 —6z+10=(2-3)
L'équation se litdonc (2 — 3P=-1= i2
Onendédujt z—3=i ou z—-3=-L
soitencore z=3+t ou z=3-1L

+1

théoréme 3

[EX 19 |

Résoudre dans C les équations du second degré suivantes

1) 22 -10x+13=0 (B
2, X -2xcosh+l=0 (B 0 donné dans B

i



Les Cahiers du BAC' / Terminale S | Algébre _ Géﬁ"ne'rr,?

26
i d A 1. i du&semnd degre % eopge
1y0 i A'= 20—2!13 one A= — ; is réels 1 on calcule A (o A/

)Onaije 5 : de |'équation Ey sont donc : cients rée . ; ou 8°) puis, o Wi
En conséquence A'= l : les solutions q lisant éventue cmvnr es nombﬂﬂ COM Py, ',
5—i ; b+i détermine 8 tel que 82= A (ou 32 Ay
e L

2 4 2 . Al= —sin? 0. voir théoréme 3

2) Dans ce deuxieme exemple, &'= cos® 6 —1 soit encore 4=

Deux cas se présentent : -

e si 820 [w], alors A< 0, A'= (isin 0)% et les solutions de |'équati
(Eq) sont : i — {0

cos 8 +isin @ el cos 0 —isin 8, c'est-d-diree” €l €

= s5if8=0[n] alorsA=0. 2.0,
Pour§ =0 [2 7], E, s'éerit: x* — 2x + 1 =0, ¢'est-a-dire (x — 1)
elle admet donc 1 pour racine double. 0,
Pour 8 =w (2], Ey s'éerit: +2 + 2x + 1 = 0, c'est-a-dire (x + 1)° =
clle admet donc —1 pour racine double.

| EX 20 e

Soit & un nombre réel,

. e 1'..._. .l. .. . i P P‘.‘ 2 =
Déterminer le module et I'argument de chacune des racines de I'équation : z€C, 2 —2(e sin a)z+e® =,

Le discriminant réduit de cette équation du second degré i coefficients réels
est :
T eﬂ"(sinz o —1)

etdonc 4'=—cos® a € = (icos o €°),

Les racines de celle équalion sont donc les complexes conjugués :
e(sina +icosa) et e“(sin a —icos )

gue I'on peut écrire :

() om(5)
ool ()

t(E-n) -.‘(”-a)
ouencore e%e \2 et e%e \Z ;

Ces deux racines ont méme module e” et pour arguments

A'= (&"sin a]z -

m m
G—T Bt T

[ EX 21 ]
Soit P(z) =2 — 622 +132-10.
Calculer P(2), et résoudre I'équation

zeC, P(z)=(

s P(2)=2%-6x2%+13x2-10=0

» Oncherche a et b tels que :
2 -62°4+132-10 = (2- 2)2+ az + b)

= 2 -Q-a) - Qa—p)— 9
b=5.
P(z) = (z— 2)(2* — 4z + 5), les solutions de P(z) =

Onadonca=-4 el

0 sont done -

—
()= e
le discriminant est réel négatif,
théoréme 3

= o |I'.
P(2) est une fonction polynéme & coefficients e
qui admet la racine réelle 2.

2% 6x2%413x2—10=8—24+26
On factorise par 2 — 2.

~10

2-a=6 2b=10, b-2a=13
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zg = 2 et les valeurs d'annulation de 22 — 45 4 5

L'équation, € L 22 —4z+5 =0 a un discriminant réduit réel négatil, les
racines de cette équation du second degré sont don : ‘
24+4i et 2-1L

En conclusion, les racines complexes de P(2) sont
9 2-1 24+

|EX22i

27

Al=d4d-5=-1

théoréme 3

| Résoudre I'équation x €, a6t +25-0

2
0nax‘+sx2+25=(x2+3) +16 -

¢'est-a-dire x* + Bx” + 25 = (xﬂ +3+ 41) (xz +3— 4()

Enremarquantque 3 +4i=4+4i—1=(2+ 02,

il vient

2 +34ai= x4 @0 0 = [ 124 0) [x— €24 ) = (x— 14200+ 1-20)
el, de méme,

i3 di= 2 +@2-0% = [x+[(2-£)1 =2 0] =G 14200e—1-20
on voit que les racines de |'équation sont :

forme canonique dwne expression bicarrée,

comme pour un polyndme du second degré
A%+ B? = (A +BXA — iB)

ddemtme 3 —di=(2—0F

A% 4 B2 = (A + (BYA — iB) & nouvean

" NoMBRES CoMPLEXES ]

—1+2t, =1-2i, 1—2i et 1+2i

‘AuRAIS DU ME
MEFER. &
._--""'"

A1

Formules de Moivre ~ d’Euler ~ Linéarisation

/-

[EX 23 |

Exprimer cos38 Aal'aidede cos@.

cos3 0 = Re [{cus # +i sin 8)3]

4 5 2 ; 3
(cos 6 +isin 8)° = cos® 8 +3cos® 6 (isin 8) + 3cos 0 ({s1n f) :&Eiﬁll‘l f)
=cos® B +3icos’ 0 sin 8 —3cos B sin® # —isin® 8

D'oli cos38=cos> 8 —3cos b sin® 8,

g | 3 — .
enutilisant sin®8=1- cos® 0. on obtient cos3 6= 4cps” 6 —3cos B

De méme, on obtient  sin3 6= 3sin 0 —4 sin® 6.

{cos B +isin ) = cos3 8 +isin3 6

formule du binome
2=-1, P=-=i

Identification des parties réelles

[EX 24

Linéarniser en utjlisant
1) cos?x
2)

sin® x

a) les formules d'Euler,

b) les formules usuelles de tr gonométrie :




28
L3
i i 1 s e —ix —ixy2
1) a) cnsgx=(e_+;_)=a[(e“}2+2€e +(e™™)
1/ 24 _ 3
=1(e +2+e )
s G el T 1
=2 ) t3
1
='2"°°52x""§

b) Enserappelantque cos2x = 2cos? x — 1, on obtient:

1
2cos®x=1+cos2x ctdonc cos®x = g cos2x + 5.

x  —ix\ 3
3., _[e —e
2)a) sin xu(——m—)

=— 1[ [(ei")3 _ 3(e™)le ¥ + 3eX (e ¥) — (E'tx:"g]

=— ll. (eai"' PSS e':"x)

1 Q3ix _ p—Bix Sel‘x__e—t'x
& 21 _ i

3

S i L. i
c'est-d-dire  sin® x = — -‘I(sm 3x —3sinx)

b) Enutilisant sin3x = 3sinx — 4sin’ x,

3

; . 1 L. .
onobtienl sin” x= —E(sm 3x — 3sin x).

EX 25 |

Les Cahiers du BAC / Terminale S | Algébre - Géomén.[
i £

e™ 4 ol

formules d'Euler : cos x = 7

e*e %=1

formules d’Euler & novveau

ix —ix
. Y e’ —g
formulesd'Euler :sinx = —_—

2i

formule du bindme

formules d'Euler & nouveau

voir exercice 23

Linéariser 2(1 + sin® x) cos? x.

1°™ méthode : Formules de trigonométrie

2

: i
2 cos?® x + 2sin? xcos? x = 1 + cos 2x + §s1n22x

1—cosdx

et ensuite  sinZ 2x = ——g——

permet de conclure  2(1 + sin® x) cos? x = g +Co8 2x ~ % cosdy,

2°™ méthode : Formules d'Euler

e _—ix 2 e el
2(1 +sin® x)cos®x =2 1+(e i ) (e +e “‘-’)

2i T ———

2

(et it (2 + et 1)
[10+4(e2k+ 3—2“') - (Eﬁx +e_‘”")]

(5 +4 cos 2x — cos 4dx)

M L, T

cos 2x = 2 cog? x — 1. 2cos®x = 1+cosl

sin2x = 2sin xcos x.
: 2
sin? x :':032 = i sin® 2x

) 1 —cosd
€082t =1 — 2gin? t, sin‘(= = =2

- L -E-II - l
on développe sans oublier qiee e?*e
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[ EX 26

29

Linéariser cosxsin 2xcos3x,

be —ix _2ix —nj
: e _amEle i
cosxsinZxcos3x = ‘_%E__E____E___ &3 | o=3ix
& 73
1 : :
2 Jiv _F
=g (v e 13K (e¥ s e 3x)
1
= m(eﬁix_i_l i e‘lLt+ e-_zixn—gzb“_e“"lu_lﬁe_ﬁﬂ
Gix — B 3 .
= é e e et A o
2i 2 == __ﬁ__
1 . ]
= Z(—S'ln 2x+51n4x+5in5x)

[ EX 27 ]

-__+‘

n

- ™
Pour n e N, caleuler Sn =sin ek sin a0

o ke F
--+81n--r-1—+-v-+31n

n—1)w

n=1=

On forme Cn=cc>s% +c052—;-+,..+.3.35k_“+,,,
Ona Sp=Im(Cn+ iSn).

. T s, M lew
Cn +iSq = COS — + (i8I0 — | + - & 4:(35——+£sin£‘:-—1lr
n n n n

(n—1)= . (n=1m
+ isin

+ C08

+--- 4 €08

2 N i
T [ ke :'E n—-1
en 4 -0 4 e n R e n

On reconnait la somme des n — 1 premiers termes d’une suite géométrique
~ T i

. = 3 Flus

de raison e ™ el de premier terme e 1,

n—1
iz

1

PorLi
On en déduit ; Cn+iSn=en =
en—1
fln—1)m
iZeg n =1
done Ch+iSqy =en =
en—1
o n=1)w
= 8in
= E§ 2n _
e . ™
sin —
2n
€ B O
=Esm o
oo
sin o

m
d’oil finalement Chp =0 et S, =colan 5=

ffus e ™ ifn-11E
=eft4...4e Nt...4g n

l-l‘n- 1)

jln—1)m
2n e

_i{ﬁ—lTl'
2n

iZe —e en
=gl

o i S LS
e Zn em —e 2n
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Racines n"*™
[ EX 28 ‘
Déterminer les racings carrées de
LY ¢
2) 1+iv3
—

1T
1) ia pour module | et pour argument 5

(7 i soréme 4
Ses racines sont donc les nombres e' 1 g —ef trdoréme
2 V2 | T = sin o = v
cestddire (140 e ——(1+i). 7 i ST
On peut aussi remarquer que :
2
2 .
1+1) 1+1
(1+0?=2( etdonc (= (_E.L- = (ﬁ) , el on retrouve que
[ . . i 1+1i i 1+
csracines carréesde i sont ——= el @ ———.
) V2 V2
a0
2} 1+ iv/3 a pour module 2 et pour argument T
‘Bus E
Ses racines carrées sontdone vZ2e 6 el —/2 efﬁ théoréme 4

c’est-a-dire /2 (%ﬁ-p é) et —/2 (ﬁ + é)

[ EX 29 |

11_\/5 oo Tk
COSF—T' S].DE-‘—*?—

Déterminer et représenter les racines cubiquesde 1.

; ; 2T 4T
Les racines cubiquesde | sont 1,e” 3 ele 3,

. ZiT
On note j le nombre & 3,

™

ona E.'ﬁg :Jz =I

w i ki
J = COST+!EIHT
: 1 V3
¥ = =gy
5 1 V3
S omg-iy

Les points d'affixes respectives I, j et j% sont les
¢quilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique.

sommels d'un triangle

théoréme 5

voir exercice 14
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[EX30 |

1

Déterminer les nombres complexes z tels que P = 7 (E)

De 25 =z, 0n déduit |ZIE = ‘Z:_ C'E:Sl-il-dire IZ| (|Z|d _ 1) _ 0

Onendéduitque  z2=0,(]2[ =0), ou |2/ =1, (2" = 1)
« 0 vénhel'équation E,
« les nombres complexes de module égal 4 1 sont caractérisés par le fait
que leur conjuguc esl €gal & leur inverse.
_ B_x : 5 1 ; .
Pourlzl=1. 2" =Z ¢Equivauta 2’ = 7 cost-i-dire 2B=1

En conclusion, les solutions de (E) sont 0 ¢l les éléments de U, c'est-d-
en ,

y [) ===
dirclesnombies ¢ 3 | 0=sk=5

Leurs images sont O et les sommels Ag. Ay, Ag. Ay, Ay. Ag de I'hexagone
régulier représenté ci-contre.

propriété 3 Yy
A T A
Aq s
Ay = As

EX 31]
_ 3+ T

Déterminer les racines cubiquesde  z = BT

347 _@3+702+50 _
L == T 79 sl

Onadonc |z| =2, argz= E; 42 7 pres.

x
Une racine cubiquede zest 2 = ¥2e's
o, P

| =+= ]
Les autres sont 2y = jZ) = V2e (" d ) et 2y =j221 = \'ﬁe'(
21| = 22| = |2 = /2

%v

ol

)

11 7 5w .
argZ; = BV argZy = =gy a 2w pres
V2 =1,1245.1079 prés.

[(EX 32 ]

(2 4+50(2—50)=]2 — 51> = 29
(3 + TO(2 + 5i) = —29 + 29¢

VV2 =2

propriété 29, j=e 3

19w

T3 =273

=

5

=

5]

1} Calculer(2 + )% On donnera le résultat sous sa forme algébrigue.
2y En déduire les racines cubiques complexes du nombre 2 + 111,

e

!}{2+!‘)3=B+3x4:<[+3x2xi2+13

2+ =8+12i—-6-i
(2+ 0% =24+ 11
2) 2 + i est une racine cubique de 2 + 114, les deux autres racines sont donc :
2+ e P2+ 0

1 3 1 V3 _
¢'est-a-dire : (—2 + 1‘—2-){2+ i) el ooy = tTliz + i)
V3 1 V3 1
soit encore s (=1 — =)+ il=5 + V3) et (-1+ 51+ g(_E =3

1 3 .
Aver | = — g+ I'—Q—. les racines cubiques com-

plexes de l'unité sont : 1._}._,"2.
Etant donné un nombre complexe @ non nul, 51 b
28t une racine cubique de 0, alors les trois racines

cubiques de a sont : b, by, 1’2_!}2 -

voir propriéte 29
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J

[[EX 33 )
1 V3

On se propose de résoudre I'équation : Z = j2, zeCavecj=—g+ i35 I

1) Soit zun nombre complexctel que: Z =Jzz, Caleuler le module de 2.

2)  En déduire les solutions de ’équation proposée.

2im
On sait que j = - «J @ pour module 1 Dy,
g

1) Le module d’un produit étant égal au produit des modules, I'égalitc 2 = j#
part, pour tout nombre complexe 2, |Z| = |,

donne : |2| = (|z|]2.
Donc |2 (|z] = 1) =0 soit:|z| =0ou |2] =1

2) D'aprés le 1) si z est solution de Z = j22, alors nécessairement Tout nombre complexede module 1 s'écrire ),

z=0ouz=e" B réel défini & 2 7 prés.

Réciproguement :
« 0 est évidemment solution de I'équation.

» Pour @ réel, e esi solution .
2im B

si et seulementsie~® = ¢ 3 2%, donc sietseulementsie®® =¢e 3

; 2 o' _ i
soit encore si el seulement si il existe ke Z tel que 3 6 = __T"T + 2k m, e =€ = 8=0'a2mpris
j 2 2k b : ;
c'est-a-diretel que: A= — —9-—17 + Tﬂ L'équation a donc trois solutions de
la forme e, 4 savoir :
_ 2im din 10ix
e 9 (k=3p) e (k=3p+1) e 9 (k=3p+2) pef

Finalement I'ensemble des solutions de I'équation proposée est :
_2im 4w 10in
{0.e 9 . e9 9}

EX 34 |
Soit Alx, y) = x° — 16x*y” + 165x"y* =1, Blx.y) = 62y~ 20x° + 6:0°.
Enformant  A(x y) + iB(x, y), déterminer I’ensemble des couples de réels tels que

o Ay 1

Caleulons Z = Alx, y) + iB(x, y) : Pl Pacl =1
z =x%+ Bbcsy — 15x%° - 21’_]i.1c3_g3 + 15x2y4 + Gixy{' - ys

L+ Exs(iy) + 15x%(iy)? + 20x%( iy)s + 15.~:3Uy}" +6x(iy)® + (iy}s
On reconnaitalors  Z = (x+ 11,.-)6
Ax.y)=1 et Blxy=0 selit Z=Alxy+iBlxy) =1 donc:

Alcy =1 et Blxy =0 équivanta (x+i)f=1
clest-d-dire x+ iy EE_JE

formule du binome

Racines 6 18mes 4, ¢

1 %Hfi _1..v3
Les éléments de Ug sont 2 g tig (e
V] 1 3 ed, 0=<ks<5
=1, =5—1 - :
- g TgThy

Les couples (x, y) de réels cherchés sont dong

V3
() 6 (29 (48
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I)

2)

Applicaﬁon aux transformations planes

_ [Exss]

33

Soil A le point de coordonnées (1, 2) -

calculer 'affixe 2’ de M’ image de M par la rotation R de centre A et d' ang]c T
En déduire les coordannées x’ et y de M’ en fonction de cellesde M xety.

Déterminer une équation cartésienne de la droite g, image de @ d’équation  2x + iy 1.=0, par lasotation ®;

1) Aayant pouralfixe 1+ 2§, on sait que :

voir propridté 23

)(x+iy

iz ‘a
2’—:_+2£)=e5[z—{1+‘2:']] e'ﬁ:.‘?+§i
o 3 i V3 (3
dod & (‘z‘ 2)3+2‘T+'(§“‘f§)
Lidentification des parties réelles et imaginaires donne alors - T t3
V3 y V3 V3
f = - - w Y 2
ag 1% " TF } Ll ‘AR
b, 3
o= 5 o+ Ty 3-8

2) Un point M'(x’. y') appartient 2 @' si et seulement si son aniécédent par R,
c'est-d-dire M =R™(M') appartienti @,

—iX
Commeenl),ona z=1l+2i+e lti(zJ - (1 +2)

d’ol on tire . V"Ex, . i i ﬁ
= Tx’ v‘% 52
y = =m T TU’ % g—u’ﬁ
Ainsi M'(x', ') appartient i 9’ si et seulement si
7 V3
R IR

! EX 36
Soit A, B. €. D quatre points du plan orienté. Sur les cdiés du quadrilatere ABCD, on construit les tniangles rectangles
isoctles APB, CQB, CRD, ASD tels que :

en X,y
y V3
Lt
X V3
g7y

(%
+il g+

en fail, on a besoin, non pas des formules précé-
dentes, mais des formules inverses qui donnent X
et 1y en fonetion de X et y’

V3

T!-J

)

on peut ausst résoudre le systéme (1)

T
R~ L est la rotation de centre A ot d'angle — 5

(M) =5 . (0B.0C) =7 . (BF)=7 . (SB.54)-

Montrer que PQRS est un parallélogramme.

T
]
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On rapporte le plan & un repére orthonors,,
(0. 1. €3 ) ce qui permet de repérer toy: poing
par son affixe.

Pour que PQRS soit un paratiélogrampm,

il faut et il suffit gue les segments diagonay, PR
et (@S] aient méme miliew.

Soil a, b, ¢, d les affixes respectives de A, B, C, D.

Si p.q. 5 sont les affixes respectives 4, o
quatre pomm le milieu K de [PR] est défin, par .

20K = OP + OR

1
son affixe est done: k= 5 (p+nr
L‘afﬁxc du miliew L de [Q‘S] est de Méms

£—~(q+5}

Done PQRS est un parallélogramme si o1 50y,
mentsi P+r=g+s

. — a
Le wriangle APB est rectangleisocele avec (PB.PA) = 7 donc PB = PA.

Ainsi PA est image de PB par la rotation d'angle % ce qui se traduil par ;
— x s
aff (PA) =e'2 aﬁ(Pﬂ)
c'est-d-dire: a—p=ilb—p) ou pll—i)=a—ib

done : 2p = (a—ib)1+i) etenfin p= %[a(lﬂ)-&- b(l—i}] (1)
De méme ;

B b — = " il
» QCimage de @B par la rotation d'angle T donne : Le formute (2) s'obtient sans calcul, il suffit o
¢ffet de remplacer dans (1) ppar g, aparceb

par b

= RC irnl'dgc de RD par la m.talion d’angle 5 donne : f"\‘ m -FORMULE
r=glel+0+d1-0] 3 S'oBT i EnT SANS CALLL

« SA image de 5D par la rotation d'angle ; donne :

=g [dl+0+b1-0] @
fr

1
s=glall+D+dl-0] (4
Les relations (1), (2), (3). (4) permettent de vérifier que :

p+r=:21~ [[a+c)(1+i]+(b+d}(1—i)] et

: ;
q+s=5 [la+ell+0+(b+dll- i)

Dol p+r=gqg+s, cequiestlaconclusion sonhaitée,
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[EX 7]

35

m

o1 ] 2
On pose =€ 3, les racines cubiques de I"unité sont donc

; 1 jetf
|} Vérfierque 1+j+/%=0,
Etant donné a, b. ¢ complexes, vérifier que :
(a+ tﬁ+fj2}(ﬂ+bj2+gf}=32+b2+cg__ S, -0

Montrer que ABC est équilatéral si et seulement si
En déduire que ABC est équilatéral si et seulement si
ou encore si et seulement si

C'—-—ﬂ:—.j(h_

2
= +b2+c2—ab_h.;-_ca=g_

2)  Seit ABC un tnangle dont les sommets ont pour affixes respectives a, b, ¢

a+!3;+cf=

c—a=—j*b-a)
a+bi?+¢=0

fa) ou
0 ou

l‘ﬂjglv’ﬁ

. zi%___*_”__ .
1yDe j=¢e ==3 5 ¢l

:——2---1_2_‘

ondéduit 1+ +J'2 =1

On développe :

(a+bj+g Na+bi*+¢) = a®+ %%+ 2P+ abljs Py be( 44 catie )
(a+bj+q2}(a+bj2+g)=a2+b2+c2- ab — be — ca

2) » ABCestéquilatéral sietseulementsi CestI'image de B par la rotation

; ul s
de centre A et d’angle 5+ Ou par la rotation de centre A et d'angle — -311
¢'est-a-dire si el seulement si
jTr —im
t—a=edlb—a) ou c—a=e S(b—a)
ou encore

c—a=—jb—a) ou c—a=—jb—a)

» Les conditions précédentes s’ écrivent aussi
al—1 —j2}+jib+c=ﬂ ou a(=1—j+jb+ec=0
soil encore
aj+bj2+c=ﬂ ou cg?'+jb+c=(l
1 en résulte que ABC est équilatéral si et seulement si
a+bj+g?=0 ou a+bif+¢=0
D’aprés le 1), cette condition équivaut a
a®+b?+c? —ab—bec—ca=0

[ EX 38 ]

on peut aussi utiliser gue 1+ j '|~_j2 est la somme
des trois premiers termes d'une suite géométrique

3
1—
I+j+_]'2ﬁ1—_{i=ﬂ

=l=f=f =1=4=f

en multipliant les équations précu'demsspurjﬂ et
J respectivement

u=0ouv=0¢éuivaut & uv = 0.

réflexion d'axe (O. E{) ) et rp la rotation de centre O el d'angle .
Exprimer sy en fonction de sg et ra.

2)  Soit M d'affixe z fixé et n eN".
Pour tout entier p 1cl que

Calculer Sn=20+21+—--+2n_1

Caleuler  lim ‘_S_'ll
n—+= n

1) Etant donné @ réel, § # Tﬂ (), on note sp la réflexion d’axe By d'équation y = xtan 8, (SU désigne donc la

Etant donné M d'affixe z, calculer I"affixe 2 de M = sp(M) en fonction de z et 8.

A p
0 < p<n— 1,onnote zp I'affixe de s0,(M) ol Op= (1 i E) B

—— =

—- —

e

S S —

e = ————
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36
1 )G sait e 41055 % voir [sométries planes
Il enrésulte  spo SgosSp = rape Sy 1d
et donc Sp = rago Sp S0 S0 =
Notons M; = so(M) , onaalors affM; =2
M = s53(M) = rgp(M;) done 2 = &9 aff{My) = ez
- !(1+P-)'rr e
2) D'aprés le 1), on a, pour tout p, zp=Ze*=Ze\ 0<psn-1
n-1 ( E) n-1 i 1+E)-n P
il 1+ o " B ft AT _
Donc SI"L=EZE n =EEI' Efrl'lT e =g xen
p=0 p=0
n—1 2
5001 S,I:_EZE nr e =—1
p=0
On reconnait la somme des n premiers termes d'une suite géométrique de
R X
premier terme 1 et de raison e 1,
; P n
1 = ew" 2 (B [;r_r [E H
donc Sp=-3 = = -rr.f Eiﬂﬂz e n i en :e"r:-_l
l-en egn_1
Finalement |Sp|= 2|z [Z| =z L ﬂ
o | | |z
n
iZ i ™
L I, Pl T el .
Or e 1=cos = 1+isin = plus astucieusement, on peut éerire
2 i [Pt i —iT
par 1 - = E" ¥
done e'f — i« o™ o d +sin2—7-r- e l=eZn |g2n —p 2n
mn n
iX [ . W
o " P E"—-1=eﬁx2imn§-—
e 1l =42 —960s T = fasin? .
Or |e ri'l = 'i! =1
. i m
soit encore  |e™ — 1| = 2sin 5—
2n s - -
_— 7l donc e — 1] = 2lsin —| = 9sin —
On en déduit |Sn| = |2 sin T 2 sin i
n sin — v T
sin
2n 75 > 0
.
: w_n SMgn 5
En éerivant  nsin =TT X ,onobtient lim ngin— = | T - 0 , . sinx
m n—+i 2n = 2 | 3p tend vers et on sait que lim =1
ﬂ x—0 X
; : n| 2|z
d'oil finalement  lim | = _I__|
M= T




Chapitre |

(NouS AUEZ [Gfe
MAIS LA, MEME
LA SoluiTion M'EST

SyStémeS Qdcor.: L
linéaires ﬁ’ {

I - Généralités

A. Systeme linéaire de p équations d n inconnues

Définitions :

d. 1 |Unsysteme linéaire de p équations & n inconnues dans & est de la forme :

appxy + e + Quuxn = b (Ey)
273 E.5 B S + @gpxn = by (E,)
s ;
ApiXy + tveecr 4+ OpnXn = bp (Ep)
Lestéels ag, 1<is<p l<jsnetb,l<i<p, sont les coefficients du systéme X,
X].....Xn sontles inconnues.
Une solution de % est un élément (x,..., xn) de R™ vérifiant simultanément chacune des p équations
EpEs,....Ep

Résoudre I, c’est trouver 1‘ensemble Sy de ses solutions.

=  Sipar exemple n = 3, on évite la notation (x1. X, x3) et on lui préfére (x, y. 2).
+ Lesytéme I est complétement défini par la donnée des deux tableaux de coefficients :
a o T R in by

A= : et B=

ap) Qpz  --were apm bn

[ ap QLD crees a1
iz] [ 17 T ag; b2
M=
L ap) Qpa e Cpn b

d.2 |Le tableau 4 est appelé la matricedu systeme 2.
Le tableau B est appelé la colonnnedes seconds membres.
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= ay est le coefficient de I'inconnue Xy dans |'équation _E-':'- lh[ Es'lt“leliserizr;li:;iﬂ:f;ﬁl équation ;.
L'équation E; est complétement définie par la donnée de la 8
Li = (a1, g s vevnss ain, bi) » - : ) 0t .
Dans la pratique du calesilon pourra confondre I'équation Ei 1‘?‘ laeislgne Li de ses coefficients : on pai,,.
ainsi de transformation du systeme par manipulation sur ses [gnes.
B. Systemes équivalents
Définition :

\ A ¢ solutions, c’est-a-dire lorsque -
d.3 |Lessystémes X et X' sont équivalents lorsqu'ils ont meme ensemble de ! 9

S}: = SEJ

On note alors : PP

II - Opérations élémentaires j

On considére un systéme linéaire de p équations a n inconnues :

anxy Foee . + appn = by (Ey)
E -
ap1x] +......+ OpnXn = bp (Ep)
dont le tableau global des coefficients est :
o b, R ayp By
2 b R tan  bo
M=
L apl ...... Gpn br[ F

| 1. Permutation de deux équc:ﬁons|

Théoreme :

t. 1 | Tout systéme %1 déduit de X par permutation de deux équations E; et E; lui est équivalent.

Notation :

n. 1 |Letableau global M) associé au systéme %, se déduitde M par permutation, ou échange, des lignes Li et L;.
On symbolisera cette transformation par : ! '

Li— Iy

[2. Multiplication d'une éguation par un réel non nul|

Théoréme:

t. 2 | Toutsystéme Zg déduit de T par multiplication des deux membres d'une & ;
uation E ul
est équivalent. 9 n E¢ par un réel A non nul, 4

Notation :

n.2 |Le tableau global My associé au systéme Zg se déduit de M par iplicati il
Li par A, on dit aussi que la ligne ¢ a été multipliée par \, par multiplication de tous les éléments de Ia lig®
On symbolisera cette transformation par :
Li—\ L
Ce qui signifie que la nouvelle ligne i du tableau est I'ancienne ligne i multipli¢e par A




Chapitre 2 : Systémes linéaires 39

3. Ajouf & une ligne d'une autre igne mulfipiée par un réel]

Théoréme

t.3 |Toutsystéme g déduitde X en remplagant'équation £ par I'équation obtenue en ajoutant membre 4 membre

E; et Ej, J # {, multipliée par un réel A quelconque, est équivalenta X,

Netation :

n.3 |Letableau global Mg associé au systéme %3 se déduit de M en aioutant a la Ii lali ltipliée par A.
On symbolisera cette transformation par | joutant a la ligne Ly, la ligne L; multipliée p

Li— L+ N Iy
Ceci exprime quela nouvelle ligne L; du tableau est I'ancienne 4 laquelle on a ajouté la ligne L; multipliée par A.

[4. Transformations élémentaires |

Deéfinition.

d.4 |Une transfermation élémentaire sur un systéme 5 est une transformation de I'un ou de |'autre des types
définis dans les théorémes 1, 2 ou 3 précédents.

III - Méthode de Gauss

Appliquer la méthode de Gauss a un systéme X consiste a effectuer sur ce systéme une suite de transforma-
tons élémentaires, qui le transforme en un systéme  inconnues échelonnées, qui pourra alors se résoudre
en cascade.

Remarquons qu‘un systéme % de n équations & n inconnues est & inconnues échelonnées si, apres une
indexation correcte des inconnues, il g'écrit :

danx; + aipxp + o + QipXn = bl
‘122”3 g mreEs I a‘z nxﬂ = bl

pA
dnynXn = bl‘l

Ce qui revient a dire que la matrice A de ce systéme ne comporte que des zéros en dessous de la diagonale

ay,. a1z, ..., 2na.
-all A8 cessewnes A1

0 az

; dn—1n-1 %n-Ln
| 0 . 0 ann

Théoréme :

t.4 | Etant donné un systéme linéaire I, tout systéme 3’ quis'en deduit par la méthode de Gauss lui est équivalent.
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Exercices résolus 1
Méthode de Gauss

[EX 1 ] W

40

Résaudre dans R® le systeme :
x + 4y + bz
2: ¢ 3x + Ty — 2z |

dx + y + 38z

]
[
o

]
o
w

Z

Résolution par la méthode de Gauss.

; 4 3 ; isente pus de ticulari -
On obtient les systémes équivalents suivants: L8 SYERIE 28 JJESenIE R particularit s

plificatrice
x + 4y + Bz = 15
23 : { - 5By — 17z = -26 Ly — Lz =3l
~ By = Wz = —83 Ly «— Lg—4ly
x + 4y + bz = 16
Zp: - By - 17z = -28
{ - 10y - —88 Lg — Lg— Lo
On en déduit la solution unique : Résolution d'un systeme triangulaire en cascais
18 8 149
VETE . 25 ppe =gy

« s 149 18 B
c'est-d-dire (xy.2)=|— BT

[ EX 2 |

Résoudre dans C° le systéme :
X + W = 2z = 110
T ¥ = gEe S =
{ ic + 8ty — (Q+idz = 30

Résolution par la méthode de Gauss.
On obtient les systémes équivalents successifs :

x + iy - 2z =' 30
Zi: { - (1+idy + 21 +iz = 10 La—Ip—1

(1+30y + (-1+idz = 30-10i Ly — Lg— 4

X + iy - 2z = 10 .

2 { y = 2z = =5+ 51 ,'_,‘,‘ﬁ_,__ml‘z o
(1+30y + (=l+iDz = 30-10i 10 1001 —
e e 5i

x + Iy - 2z = 10

Z3: { y - 2z = —h+5hi
(1+70z = 50 Lg— Lg—(1+ 80y

On a ainsi un systéme triangulaire, équivalent i .
Sa solution unigue est donnée par : Résolution en cascade
z = -ISTUT—i = 1-Ti
y = 2z—-H+60L = -3-9i (1+7!](1—7[)=50
x = 10-iy+2z = 3-11i
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Résoudre dans R? le systeme

-5x + y - 3z = 2
2x 2o Y + z = 1
x = 2y = 4

Résolution par la méthode de Gauss,
On obtient les systémes équivalents suivants:

x — 2y = 4
3y + 2z = 7

— 9y = 3z = 22

x — 2y =
3y + z = =17
22
by + z = -5

Les équations Lp et Lg sont visiblement incompatibles, le systéme n’a donc
pas de solution.

I — L
Ly —Lp — 21
L@—L]_‘I*sbg

1
g — zls

on dit aussi que le systeme est impossible

Probléemes condmsmt a des systémes linéaires

[ EX 4

présentant un minimum en — 1.

Trouver les fonctions polynémes f, de degré inférieur ou égal 3 3, vérifiant  f(1)=—4, f(-D =4, [f(2)=1 et

Toute fonction polyndme f de degré inférieur ou €gal & 3 s'éerit :
i s x'—>ax3+bx2+cx+d avec a, b, ¢, d réels
Les conditions f{1) = =4, f(—1) =4 et f{2) = 1 sont alors équivalentes :

a + b + ¢ + d = -4
—a + b - ¢ + d = 4
8a + 4b + 2¢c + d = 1

D’autre part, si f présente un minimum en —1, f* s’annule en ce point.

Ainsi (@, b, ¢, d) doit &tre solution du systeéme :

a + b + ¢ + d = —4

—-a + b - c + d = 4

% 8a + 4b + 2¢ + d = 1
30 - 2B + ¢ = 0

Par opérations élémentaires sur les lignes, on transforme £ en un sysiéme
4 inconnues échelonnées. On sait que les systémes successifs obtenus sont

équivalents.

a + b + ¢ + d = -4
1 a + ¢ = -4

Ly — -5 -L) % R T - 5
g—l-4 3¢ - 2b + ¢ = 0
1 a + b + ¢ + d = -4

Ly — gzlig - Iz) 3 a + @ = =4
2 Y2 + b 3

1 =
Ly — 5y - Ly) g = B = 2

La condition ['(—1) = 0 est nécessaire mais non
suffisante pour que [ présente un extremum en

e

On notera gue les coefficients de d étant les plus
simples, on o préféré commencer par éliminer ol
dans trois des équations.
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‘a + b+ c+ d= —4
= —4
a + €
Ly —Li+lg 23'{2,1 + b = 3 s o .
= 5 La réduction a une [orme échelonnés est teyy,
- ¥ |
; 3a b + d = 0 née, ,-_-upendan.!, au moyen d'une "'m"*ﬁ?f'mar;},
. . p]
+ C = -4 suppiémenlarrs:, il est encore possibly de #,'_,nph
Ly — Ly - Ly > 2':[ _ = X fier utifement le systéme.
\ 3a = &

On déduit que 1'unique solution de 4, donc de Z, est :

5 1 171
(a.b,f.d): 3'_§'_T'§

En conséquence : si le probléme admet une solution, ce ne peut-étre que :

b 1 . 17 1
j:xl—rgxa—ﬁx‘z—?xJ-E

Pour vérifier que f est solution effective, il faut s’assurer qu'elle présente un
minimumen —1.

On Elf"(x] = Ba? = g X = *]-:;; done f{x) = (5.3.' -— 13—7) {x+ 1) On sait que — 1 est racine dr_'_f" d'ait la [aetoricy,

tion 1:1.7152_,"j (x) sans caleuls ou presque.

On est maintenant en mesure de donner le signe de f'(x) et le tableau de
variation de f.

A fﬁ;ﬁﬂsa’ﬁm
VE fiz) SANS CALy,

CHoverme £

x |—m -1

Jx) + 0 =

x| 72 0 N 0

On s’apergoit que [ présente en —1 un maximum et non un minimum comme J/‘%ﬁ
souhaité : le probléme n'a pas de solution.

[ EX5 ]

On considére les polyndmes A et B :
A=+ 1 x—1 el Blx) =% — x4 2
Montrer qu'il existe un couple unique (P Q) de polyndmes vérifiant I'é
A(x)P(x) + BL)Q(x) = 1

avec degP=1 deg@=2
(deg P désigne le degré du polynéme P.)

galité polynomiale :

En éerivant Px) =ax+b e Qx)=cx® +dx+e ones ramené i un
probléme d’identification.

Alors

AX)P(x) + B(x)Q(x) O 427 + o — I ax+ b+ (% — x + 2)ex® 4 desd)
AXIP(xX) + Blx)Qx) = {a+c)x'+(a+ b—c+d}x3+(a+b+2c.'_

d+€)x* +(—a+b+2d— &) x— b+ 2
Donc I'égalité polynomiale annoncée égquivaut i :

a : ST = iy
a + b - ¢ + 4 = 0

b3 a + b+ 2 — d + ¢ = g
—a b + 2d - ¢ 0

- b + 2 = 1
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On appligue &  la méthode de Gauss : on obtient deg systémes successifs

équivalents.
a + c =0
b — 2¢ + d “ 0
E.l b + c = d + e = 0
b 4% & & 38 =~ e = D
¥ - b + Ze 1
(a + c s B
b+ ¢ — d + e = 0
Iy b — 2¢ %+ d =
b + ¢ + 2d - e 0
{ - b + Be = 1
a + = 0
b + - d + e =0
ES 3c — 2d + g = 0
3d - 2 = 0
c — d + 3e =1
a + ¢ =
b + = d + e 0
34 9 e — d + 3Je = 1
3d - 2 = 0
\ 3c — 24 + e = 0
a + = 0
B+ ¢ — d + e = 0
15 ¢ e = d + B8 = 1
3d - 2¢ = 0
L d - 8 = -3
(78 - = 0
b + ¢ — d + e = 0
pI7 e — d + 3e =1
3d - 2e = 0
. 22e = 9
$¢ est a inconnues échelonnées et donne
9 3 1 2 1
E=E§. d=—ﬂ.c=ﬁ. b=—ﬁrﬂ=-ﬁ

D'oi I'unigue solution (P, @) du probleme :

1 2 1., 3 .9
Plx)=—55 ¥~ 17 Q) = 55 X"+ 17 X+ 73

EX &

43

Ly — Iz -1y
Ly — g -1y
Ly — Li+1h
Ly — Iy

Iz — —lg+ly
Ly — Lg—1Lp
lg— Ls+lz
Ly — Ly

Ly — Ls — 3y
Lg «— —3L5 + Ly

L espace & est rapporté au repére L (O, 1, i)

On prend les points A, B, C de coordonnées respectives (=3, —2,3), (4,0, -12)et (-1,-2,9).

1) Vérifier que (O, OA, OB, OC) estun repére R’ de .
2)  Soit M de coordonnées (x. y. ) dans 9.

Exprimer les coordonnées (¥, i/, Z) de M dans @' en fonction de x, y et z.
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1) Les vecteurs OA et OB ne sont pas colinéaires, donc (O, OA, OB, OC) est un

repére de & i et seulement si € n*appartient pas au plan (O. A, B).
C appartient au plan (0, A, B) se traduit par : :

—3x + 4p = -1
ilexiste A, . réels tels que {—2& = ~2
axn - 12p = 9
Ce systeme est équivalent i :
—8x + dp = -1
¥ o]
— 8p = 8

El on constate aisément que ce dernier n’admet pas de solution.

2) OM = ¥ DA+y/OB+Z0C selit (-3¢ + 4/ - Z =x
—2y¢ - 22 =y
3 - 12y + 97 =z

On obtient les systémes équivalents

JH + ZJ = —%
—3x’ + 4yf — z" =
3 - 12¢ + 97 = z
X # 2 = —%
-3 + 4y - Z = x
—6x + 67 = z+3x
Les équations Ly et Lg se lisent :
Wad w2 ez U 2=
22 . el donnent 474712
L = F.=
s g £ 7=3-%1*1g
et ensuite I'équation 4y =x+3x +7 X 4 =
q Ly 4y =x + donne  f =231

[ EX7 ]
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6?::}‘51+1Lﬁ3

1
Ly — —gl2
Ly — g+l
Les équations 2 et 3 donnent k=1, o
T —1, valeurs qui ne conviennent pag o
léquation 1

en exprimant OM=x1 + Uj +2k e
X OA+yOB+70C
en fonction de T. T ?

on sait qu'il existe un triplet (X', \f . ) unigu,
Lohjectif est de le calculer et pas de suuair oy
extste

1
lp— —5la  Li— Ip

Ly — Ly +3Lp

Trouver trois nombres (els que {

» le pr_e,mjar avec la moitié des autres, |
a le deuxli;me avec le tiers des autres,
= le troisieme avec 1o quart des autres,

donne le nombre 17.

1
x+ E(L.H z2)=17

Soil {x, y, 2} un systéme de troi bres tel 1
it (%, y y rois nombres tels que Ut alx+2) =17

1
. Z+4 z(x +uy =17
C’est un systeme d'inconnues (x, y, 2) successivement équivalent 3 -

2x + y + z = 34
x + 3y + z = 51

¥ + y + dz = 6B

I

y + Tz = 102

9y — 8z = -17
X + Yy + dz 68

]

Malgré les mémes seconds membres, il 0’y 0 /¥
de particularité simplificatrice apparente.

transformations lémentaires

Ll‘——-*L1+2L3
by — 1y - 1y
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y + Tz = 102
17z = 221
x + y + 4z = 68
On obtient un systéme échelonné de solution unique :
z=13
=—Tz+102 doncy=11
x=68—-y—4z doncx=5
D'on la solution (5,11, 13),

EX 8 |

45

Ly — —Lp+ 2L

équation 2
équation 1

diuation 3

Cet exercice nécessite la connaissance du logarithme népérien.

PP = 28
Trouver les systemes (x, y, z) de nombres réels tels que  { 2 = 1
x322 3y

La deuxieme équation montre que x. y ou z ne peuvent pas étre nuls. En outre,
x, y, z sont tous du méme signe. Enfin, si (x, y, 2) est solution, il en de méme
pour (—x, —y. —2).

En conelusion, il suffit de chercherles solutions (x, y. 2) formées de trois réels
strictement positifs.

Pour x, y, z strictement posilifs, le systéme se lit :

—2fnx + By + 5z =h2
hx + 4y + 3Binz =0
3x - €y + 2z =3
Ce systeme est successivement équivalent a :
1
fny + dnz = ﬁf.’nE
nx + 4y + 3z = 0
-136y — Tz = (n3
1
thy + Mz = ﬁt?nE
bax + 4y + 3fnz = 0
6bnz = §€n2+€n3

On a obtenu un systéme équivalent triangulaire,

13 1
ce qui donne {’nz=ggfn2+—gf'n3
1 7 1
puis fny=ﬁ€n2—fnz=—ggﬂ12—-gfn3
1 1
et [’nx=-4fny—3€nz=—gfn2+gf.’nﬁ
6 cod o 1§ 1
¢'est-a-dire x:(—) ., Yy=2 663 B 2=2 638
Les solutions sonl done :

1
B -1 11 [ B O | 13 1
(g) L 2788376, 25638 | o _(g) . 2786378, —2863%

yzly’ 2*) =2, yz>0
el Z2)=1, x2>0
x(x*22)=3y. ay>0

Putilisation de fn transforme le systéme proposé
en systéme linéatre d'tnconnues

fnx fny thz

transformations élémentaires

Ly — l—ii(Ll +2L,)
Ly — la — 3Lz

Ly — L3 +13L,

équation 3

equiaiton 1

équation 2

unigue solution telle que x>0,y > 0,2> 0
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N =

Le probléme des baeufs de Newton
75 beeuls broutent en 12 jours | herbe d'un pré de 60 ares.
81 baculs broutent en 15 jours I'herbe d'un pré de 72 ares.
Combien de beeufs un pré de 96 ares peut-il nourrir en 18 jours !
On suppose que :
= le nombre de rations quotidicnnes disponibles au départ p )
= le nombre de rations quotidiennes poussant chaque jour par are SRt IeTmEIne

ar are est le méme pour chaque pre,
pour chaque pre,

= (0us les beeuls ont la méme voracilé.

: 7Y est solution d'uin systéme lindaire .
Sail n le nombre de beeufs cherché, (. y. 2)e CAire de irpjy

= X le nombre de rations quotidiennes consommees par un beeul,
=y le nombre de rations quotidiennes disponibles au départ par are.
= 2z le nambre de rations quotidiennes repoussant par are el par Jour.

équations dans lequel n joue un role de Paramis.
i
O deétermine T pour que ce systéme adimat, e
I LY
solution différente e (0,0, ()

Le triplet (x, y. 2) est solution du systéme:
THx12xx — 60xy — 6B0x12xz = 0 ; ;
8lx15xx — T2xy — T2x15xz = 0 pour SAaQUS: B, OR SOtk AUE o consomerzijy
; du troupeau introduil est égale & la somme g4,
nx1Bxx — Y96x y - B6x 18xz = 0 rations disponibles au départ et des rution;

an
gendrées par la repousse de herbe pandan, |,

période considérée

Apres simplifications le systeme précédent s'écrit

1
Ly — ol
bx - y = 12z = 0 Gf
135 — 8y - 1202 = 0O Ly — gle
dnx - 16y — 288z = 0 1
s — gla
En appliquant & ce systéme la méthode de Gauss, on obtient les systemes
equivalents suivants :
15x - y — 12z = 0 .
15x — 2z = 0 ba—ta =804
(3n — 240)x - 9z = 0 be=r=1l
15x -y — 12z = 0 1
B - 8z =0 32
N - 832z = :
(n—80)x 32z 0 — g
15x -y — 12z = 0
hx = 8z = 0 LJ AT LE _ 4{'2
(n—100)x = 0

Si n = 100, ce dernier systéme admet pour unigue solution (0,0,0) : en
conséquenceon a n = 100,

n > 100 : les beeufs meurent de foim
n < 100 : ils meurent d'indigestion

w Bon ALERS ON LE 'm&;f
E PerT Boeuf !




H ~

Chapltre l” «JE SENS GUE CEST )
UNE SPEGALTE QUE ;lf VAIS

LAISSER AVA Aulees £

Barycentres

Angles (Spécialité)

s

1 - Barycentre

Dans cette section, on se place dans le plan & ou dans |'espace 6.

A. Définition

Définitions :

d.1 |Un point pondéréest un couple (A, «), ol A est un point et a est un réel.
Un systéme pondéréest une famille finie & = (Af, ai)y ==, de points pondérés.
. :

e nombre a= Z o est le poids de ce systéme pondéré.
i=1

d. 2 | Fonction vectorielle de Leibniz associée & un systeme pondéré & :

I

c’est la fonction qui, & un point M quelconque, associe le vecteur J (M) = z af MA;
i=1l

Théorémes :

On considére un systéme pondére & = (Ar, @i)j=j=n de poids o, etla fonction vectarielle [ associée.
t.1 Quels que soient les points M et P, f(M)— f(P)=aMP

52 Sia= 0, la fonction -_,F est constante.

Il existe un vecteur V tel que, pour tout point M, fm=V.

t3 Isiae 0, la fonction T est une bijection.

= Pour tout vecteur _!_-f, il existe un point M et un seul tel que e U.
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Définitions :
n ———
d- 3 3 i . o) | que : oy GAI =0
Sia# 0, le barycentredu systeme  est 'unique point criey ‘ZI:

= G est'unique point tel que JG=0.

3 o  le barycentre du systéme est appelé

Quand tous les coefficients a; sont égaux et non nuls ( G=
isobarycentre ou centre de gravité
» Lisobarycentre d‘un couple (A, B) est le milieu de [AB].

= EtantdonnéA, B, Cdes points non alignés, I'isobarycentre
du triangle ABC.

B. Propriétés

du systéme (Ai)1=i=n

de A, B, Cestle point de concours des médiane

|1._Produit des coefficients par un réel non null

p. 1 | Etant donné un réel non niul k et un systéme pondéré ¥ = (Ai, ai)i<i=n de poids oz 0,

le barycentre du systéme ¥’ = (A;, ha()y=i<n est le méme que celuide .

|2. Commutativiié]

P-2 | La fonction vectorielle associée & un systéme & ne dépend pas de I'ordre dans lequel on prend les points
pondeérés ; le barycentre, lorsqu'il existe, de ce systéme ne dépend pas non plus de cet ordre.

|3. Associativité

p-3 p
Soit un systeme ¥ de poids non nul et un entier p stricternent compris entre 1 et n ; on su ppose que Z oz (.

i=1
Alors le barycenh;)e du systeme obtenu en remplagant les p premiers points par leur barycentre partiel Gp, avec

pour coefficient E aj (et en conservant les autres points pondérés)
i=1

estle méme que celui de ¥,

|4. Repérage d’un barycentre|

Théorémes :

t.4 | Etant donné G barycentre du systéme & = (Al o)1 ren de poids ax 0

n
pour taut point O, E ai OA| =o 0G
i=1
t.5 | Affixe du barycentre

e I3
Etant donné G barycentre du systeme de poids oz 0 et = =
du plan, un repére orthonormal (O, €. £
si on note zi "affixe de Ay, pour tout k Compris entre 1 gt 1

I'affixe zg; de G est - Zpn = L -
el Z &le 2)c
k=1

= Mk'“k:'lﬁlcﬁn
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coordonnées du barycentre

t. 6
tant donné G barycentre du systéeme ¥ = : <
E‘ _ ll'y systeme ' = (Ai, ai)yei=p, de poids a= 0 et unrepeére (0, i, j )du plan,
si on note (xi . yi) les coordonnées de Aj, pour tout | compris entre 1 et n
les coordonnées (xq, sont - 4 . 1 (s
G. Ye) de G sont : X = = zul'x! ; y‘_—;:z Zﬂ{y[
=1 =1
= Dans le cas de points dans I'espace, muni du repére (O, {. J ., k), si z est la troisieme coordonnée de
& L rl
Aj, alors la troisieme coordonnée zg; de G est zg = = (Z ai gf)
x
i=1l
[5. Droifes et plans|
t.7 |Etantdonné deux points distincts A et B, 1a droite (AB) est'ensemble des barycentres des systemes (A, a), (B, B),
ot a et B sont des réels quelconques de somme non nulle,
» M appartient a (AB) si et seulementsi il existe t e[ tel que : OM = tOA + (1 — DAB
t.8 |Etant donné trois points distincts A, Bet C, le plan (ABC) est I'ensemble des barycentres des systemes

(A, ), (B, B), (C,¥), ot o, B et y sont des réels quelconques de somme non nulle.

= Me (ABC) sietseulementsi il existe t et t' réels tels que: OM = LOA + t'ﬁé +(1—1t— t')EE'

C. Lignes de niveau classiques

Etant donné un réel k et une foncton g qui, a un point M du plan ou de l'espace, associe un nambre réel,

la ligne de niveau k de la fonction g est I'ensemble des points M tels que g(M) = k.

[1. Fonction numerique de Leibniz |

On considére un systéme pondéré & = (Ai. @idi=<isn de poids .

Définition :

rigue de Leibniz associée au systeme & est la fonction ¢ définie par :

n
pour tout point M, ¢ (M) = Z o bm?
i=1

d.5 |Lafonction numé

Théorémes :
Si a= 0, il existe V tel que, pour tout point M, TM=V.

Siaz 0, le systeme admet un barycentre G.

t.9 ‘ Sia= 0, quels que soient les points M et N, ¢ (M) =g (N) +2MN. V

t. 10 | Formule de Leibniz
Si a0, quel quesoit le point M, ¢ (M) =¢ (G)+ a MG?
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[2. Lignes de niveou de la fonction de Lelbniz]

On note 'y la ligne de niveau f de la fonction ¢ &

ssociée A un systéme pondéré F = (A, o)y <i<,, de Poids
L]

en dimension 3).

= . < 1
t. 11 Si o= O et i V = E'* I}, est soit vide, soit & entier {ou % entier,

Sia=0etsi V# 0, I'est .
une droite orthogonalea V en géométrie plane

— =
: i 3.
ou un plan de vecteur normal V en dimension

t. 12 |Siaz 0, Ty estsoit ), soit {G},
soit un cercle de centre G (dans le plan)

ou une sphére de centre G (dans l'es I'espace).

MA
3. -M—B-#c:aﬂ

Soit A et B deux points distincts et I un réel strictement positif.
On note 2 la ligne de niveau k de la fonction R : M+~ IJM%
Propriéteés :
p-4 |Sik=1, 3;estla médiatrice de [AB] (dans #) ou le plan médiateur de [AB] (dans %).

Si k # 1, on considére le barycentre Gy de (A, 1), (B, k) et le barycentre Gy de (A, 1).(B, —k).
3 est le cercle de diamétre [GGy] (dans #) ou la sphere de diamétre [Gy Gy (dans %).

p.5

II - Déterminant
A. Base orthonormale directe

Deéfinition :
d.6 i ; .
Une base orthonormale ( i , j ) de I'ensemble V" des vecteurs du plan est dite directe lorsque 'angle orienté
(i, TJ admet ; pour mesure (en radians).
Théoreme :

t. 13 " = § —
Etant donné unebase( i , j ) orthonormale directe, un vecteur non nul X et

— —
cune mesure de I'angle ( i , X),

alors X = (|| X | cos u) T+ (||f || sin a) -_T
B. Déterminant de deux vecteurs

Définition :

d.7
Etant donné une base ( T, J ) de V', on considére deux vecteurs X et y de coordonn

5 ) el
(@, b) danslabase (7, 7). ées respectives (2.

Le déterminantde X et Y dans [T.T)e:;t:

S—

det . _ (X,Y)=
[ O £

Cl.:],F
b ¥

= Sil'undes vecteurs X ou Y est 0, leur déterminant est nu|

=ab - afb
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Théoremes :

t. 4

i. 15

( 1. j)désigne unebase orthonormale directe de V.

et de méme norme que X .

detTT{"}?. V=X ¥

Gi X et Y sont tous deux non nuls,

det . . (X. Y)=| X ||| Y |sin(X. ¥)

C. Angle de deux vecteurs non nuls

L'ensemble V' des vecteurs du plan est muni d’une base orthonormale directe (?. }.l

Théorémes !

t. 16 Etant donné des vecteurs non nuls E et ?,
v - det . . (X.Y)
— — x' —_— BT
cos(X,Y)= :J;_ sin(X,¥)= —tLod ) _
XY I [yl

t. 17 | Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul.

D. Interprétation géométrigue

Le plan est muni dun repére orthonarmal (0, 1, T )
Théoreme :
—_—
&18 || irest dun parallélogramme ABCD est égale a la valeur absolue de det{_‘_ ___.}{AB,AC)_
o

Draprés le théoréme 14 :

det_,_.}ffé.,?é:-ﬂ_s".ﬁé
e =

b done det _, _)(E..TB}zE-A_B’.
L.

La conclusion résulte donc de:

C

. ) e
I|AB || = || AB| sﬂ-mx.‘m-‘m AB]

- = =
Etant donné deux vecteurs X et Y - = . =5 . | .
cavec X # 0, on construit le vecteur X', directement perpendiculaired X
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t. 20 JToute projection conserve s le barycentre,
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III - Projections - Théoréme de Thalés z
A. Description

Géﬂméi”-e

1. Dans le plan|

Soit % et A deux droites du plan, non paralléles.
Définition. :

our image d'un point M le point d'intersection de g et de

d.8 |La projection py sur% parallélement @ A donne p

la droite passant par M et parallelea A.

» @ est I'ensemble des points invariants par fo

2. Dans I'espace]

Soit 9 et % une droite et un plan, non paralléles.
Définition :

d. 9 » La projection py sur% parallélement a ® donne pour image d‘un point M le point d’intersection deJ
et du plan passant par M ct parallele 3 .

= La projection py sur? parallélement 4% donne pour image d"un point M le point d’intersection de ?
et de la droite passant par M et paralléle 4 9.

» [L’ensemble des points invariants par p; est @
» L'ensemble des points invariants par ps est ®

B. Théoréme de Thalés

Les théorémes suivants sont applicables 3 toute Projection p,

qu'elle soit py, ,
Théorémes : Fo- P1ou pp

t. 19 |Socit A, Bet C des points d'images A', B et ¢ par p.

S'il existe k réel tel que AC = KAB, alors A'C = kAP

» l'équipollence.
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[IV - Points cocycliques ou alignés (Spécialité)

Mugnement de points et angles de vecteurs

Théprémes .

(.21 |Trois points A, Bet C deux a deux distincts sont alignés si et seulement si
(AB,AC) =0 & 7 prés.

t. 22 |Etant ciinnqé_drwx points A et B distincts, I'ensemble des points M tels que :
. (n_.i.j, @] =0 a2wprés estla droite (AB) privée de [AB)

. Uiﬂ.'him =ma2mprés estlesegmentouvert JAB[

« (MA MB)=0 amprés est la droite (AB) privée de A et B

t.23 | Etant donné deux points A et B distincts, la droite (AB) partage le plan en deux demi-plans.
Pour tout point M) de I'un, (JET&.M;B} e]0,m[ a2mprés,
Pour tout peint M de lautre, (MgA, MyB) €]— 7.0[ a2 prés.

My

My

B. Cercles et angles de vecteurs

dans le plan orienté, un cercle ‘G de centre 0.

On considere,

[1. Angle au cenfre ef angle inscrif|

Définition :
d. 10 |Etantdonné A, Bet M deuxa deux distincts et pris sur 6,

» langle (OA, OB) est 'angle au centre,

= l'angle (MA, MB) est un angle inscrit,
qui interceptent l‘arc AB.

‘Théoreme:

Théoréme de 'angle inscrit  Avec les notations de la definition précédente,

t. 24
(OA, OB) = 2(MA, MB), a2 7 prés
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| [2. Lignes de niveau]

t. 25

t. 26

Théorémes':

On considére deux points distincts A et B.

Etant donné oz 0 4 7 prés, I'ensemble des points M tels que
- —
(MA, MB) =« & m prés
est un cercle passant par A et B, privé de Aet B, C’est le cercle capable d’angle o construitsur A et 5,

Etant doniné as 0 & 7w pres, 'ensemble des points M tels que

(MA, MB) = & 2’ prés
est un arc de cercle passant par A et B, limité par A et B, prive de Aet B. C'est 'arc capable d'angle o construil
surAet B

Mg

t.27 |On considére quatre points A, B, C et D tels que trois d’entre eux ne soient pas alignés. Ces quatr ool

appartiennent & un méme cercle si et seulement si

(CA.CB) = (DA, DB), 4 prés
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Exercices résolus
|

Barycentre, consmictiorq
EX 1

»

meer—

On note 8 'angle BAC.

7
1) Vérifier que cos 8= g -

!

Dans le plan, étant donné un réel a > 0, on considére un triangle ABC tel que BC = 2a, AB = AC = 3a.

Soit A" le milieude [BC], H I'orthocentre de ABC et B' le projeté orthogonal de B sur (AC),

BA
2) Calculer 76 et trouver des réels « et  tels que B’ soil le barycentre de (A, a), (C, ¥).
3) Trouver trois réels x, y el z tels que H soit le barycentre de (A, x), (B, y), (C. 2).

1) Le iriangle ABC est isocéle de sommet A.

Dans le triangle rectangle ACA', on obtient singﬂ = %

. 7 3
On en déduit cos B= g By > GO

e A

2) Pour calculer B'C = AC — AB' - TEa

/

il reste & calculer AB', qui est AB' = ABeos &~ 0y

ga 7%
Par suite, AB' = puls B'C= —E-ctdan FE"5" A\
_ B'A o
Puisque B est entre A et C, le rapport == estnégatif
. . BA 7
Alnsi, e =y

et donc 2B_’FA - ‘FB_’(E = 0 el B est le barycentre de (A, 2)(C, 7).

3}01'1:11I3"H=.l.’i":"'tt;atlg1

OrB’A=% el M’:Eaﬂ

7
etdone B'H = ﬁav@

4
En outre, BB' = gmfﬁ

=1 e

Cﬂ’z%ﬂﬂ:?-a. cA =a

. a8
cos = 1 — 2sin® 5

te point B' appartient a [AC] car les trois angles
du triangle sont aigus

pour cela, on se place dans le triangle rectangle
ABB'

on connatt le signe et la valeur absolue

9B'A+TBC=10

dans le triangle rectangle AB'H

vu dans la question précédente et théoreme de
Pythagore dans le triangle rectangle ACA'

I;ame_ae.'c:_ 1
T HA 2

dans le triangle rectangle ABB' , théoréme de Py-

thugore
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== — ’
On en déduiy 2B _ BB _16

BH BH 1

el donc '?E_’E - lﬂﬁ = 0 ouecncare 7HB+9HB = 0

Etenfin, 9HB' = 2774 + THE

permel d’obtenir 2HA + THB+THC = 0 .
H est le barycentre de (A, 2), (B, T).(C, 7).

..J(-

H est entre B et B

guestion

g8 =HE - HB

B est barycentrede (A, 2),(C, T), vy gn Premi,,

[ExX 2]

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O, ]

L J

P
— —+
{

), on considére les points A0, 3), B(=1,0)et €3,0).

1)  Déterminer les coordonnées du point D tel que DA = DB = DC ) (C )
2)  Trouver les réels m et n tels que D soit le barycentre de (4, 1), (B, m), (C, ). ;

1) Le point D est le point de concours des médiatrices du triangle ABC. 1

La médiatrice de [BC] est la droite d'équation x = 1.
La médiatrice de [AC] est la droite d’équation y = x.

Le point D a done pour coordonnées (1, 1),

2} Les coordonnées du barycentre de (A, 1), (B, m), (C, n) somt
—m+3n 3 )

l+m+n‘l1+m+n
dans la mesure ol m et n vérifient 1 + m+nz0,
l+m+n=0

Lesysttme { 1+m+n=-m+3n

l+m+n=3

| e
| on

admet pour solution m= —, n =

(EXT] %
Soit A unréel, A # —% el A, B des points distincts.

On consideére I'application £, du plan dans luj-mé
1) Quelleest la nature de [, ?
2)  Quelle est la nature de f; 7
3) Montrerque,sih#—1ethz 0, alors f
4)  On prend A = 3 et on considere C tel que

]

e -5..,\

théoréme 6

l+menz0

pour que ce barycentre existe

e W, 3 un point M associe [e barycentre p’

€st une homothétie,

de(A,1),(B,\). (M. 2N

ABC s0il ispca
A=) le et rectangle en 4 Construire f3(C) (on pourra prendre

e—
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Le point M’ cstdéfini par M A+ A MB+ 2AMM=T1

1. onaMM = LAB

) Quand A = )

foq o8t donc la translation de vecteur %A_ﬁ

7) Quand A = 1, considérons le milieu I de [AB].

La relation MA+MB+2M'M =10 se lit aussi !Tﬂr’—}HpI‘M: 0
S 1_ 5

ou Encore M = 'E'W

fy est donc |"homothétie de centre I el de rapport % ;

3) On suppose A # —1
Si f, est une homothétie, son centre £ vérifie Q'=0.
etainsi, DA+ A0 B=D.

Le centre de I"homothétie fi ne peut éire que le barycenire de (A, 1), (B, A}
Considérons donc ce barycentre (.
. MA+ AMB+2xMM= 0 selitaussi:
(1+ M Q+2AMM=0

— 2N —
etdonc OO M —m—hnm

2\
Sia=0, fi est I"homothétie de centre {1 el de rapport T33 %"

4) On suppose A = 3 et AB=4.

Le centre £) est le point de [AB] tel que A =3
C

3 ‘; 1
A

On calcule ) € par le théoréme de Pythagore: Qc=>5

Le point €', image de C par fg est le point de [ €] tel que. 2 €' = 3.

[(EX 4 |

57

te poids du systemeest 1 + 3 A 20

MA-MB-2MM=T0

M’ est le milieu de [IM]

1
et bien entendu, A # — 3
le centre d'une homothétie est invariant

on cherche des informations sur cette homothétie
piresumes
A +1 # 0 dans le cas étudié

MA+NMB=(1+ )M Q

MM=M Q+OM

sih=0 0= Aet M = A une application

constante n'est pas une homothétie, qui est, par

paturs, de rapport non nul

3
[fa est une homothétie de rapport =

e —

NA+30B=10

dans le trigngle A L C

P 3__‘F

1)
2)

Etant donné trois points non alignés A, Bel C, on construit les points M et N définis par AM = 3ABet AN = g,ﬁ"_

Soit G = (BN) n (CM). Trouver des réels o, f ety lels que G soit le barycentre de (A, «), (B, B). (C. v).
En déduire des réels B’ et ¥’ tels que le point P = (AG) 1 (BC) soit le barycentre de (B, B).(C,v').
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g, mnetp des différents points.

sidérons les affixes a, b, & :
Sa les affixes de vecteurs .

| ) Pour les points M el N, en utilisant

wct.a-dire m=3b—2a —
m—a=3b-a) cesta =m-
3 1 a SRkl MEME paur fo ay,
n-a=zlc—a n=z°%3 !
R P : Is que : Gr eat barycentre de Ber N
. conh s i N), il existe des réelsxetyle et N guee o .
Puisque G appartient 4 la droite (B ; de somme non nulle " Ot

g=xb+yn , avecx+y= 1. théoréme B et propricté 1

$ ' v Sy g=xb+y Ec.{.la
I3 Il vient alors g=za+xb+ 3C ic+g
De méme, G appartenant a la droite (CM), il existe des réels A et u tels que

g=hc+ pm, avech +p=1,

c'est-i-dire g=-2pa+3pbtrc g=hc+ p (3b- 2a)

y —
I="2p (1)
| I suffit donc d'avoir 4  x=3p (2
3
Avee (1) et (3}, il vient X 46 p= 0.
; On obtient A = g et u= _% en tenant comptede A + =1
’- 2 3, 6

cequidonneg=ga—gb+ gc

el G est le barycentre de (A, ;].(B. "g).(c. g:‘-

P
‘I& . G
]
lh 1 A
_ . B M
ni
F' 2) P appartenant a la droite (AG), il existe u el v réels tels que :
, pP=ua+uvg, w+4+p=1,
| c'est-d-dire p = (§u+u a— §£b+ ﬁuc
| E z avec l'expression de g obtenue ci-dessts

P apparienant aussi 2 la droite (BC)

il existe B et 4/ )
p=p b+ ¥ e, [31 +y'=1 E Y réels tels que ;

Su+2u=0 (4)

Pour que ces deux conditions S0il vérifiées, on choisit _g v =p' )

| | gu =y' (6)
i‘ ce qui donne —§u+§u=l clduncv:E
| etdonc B'=—1let =2 ’ i
Ainsi, P est le barycentre de (B, -1),(C,2). e () rtaC

P est le symétrique de B par rappe
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EX 5 |
On considére un triangle ABC rectangle en A et on pose BC = 2a.

1) Construire le barycentre G du systeme (4, 4), (B, ~1),(C, —1),
2) Calculer 4GA? — GB? — GC® en fonction de a.

3) Etudier I'ensemble des points M tels que 4MA% — MB? — MC? = —4a®.

1) Le barycentre G du systeme (A, 4), (B, —1),(C, —1) vérifie
2AG = —AB — AC
ou encore. en utilisant le milieu I de [BC] : AG = —Al.

G est done le symétrique de I par rapport 4 A,

2) La médiane [AI] a pour longueur a, et donc GA = a.

En outre, BG? + GC2 = IB? + IC? + 2GI°
Avec GI = 2GA =2acetIB=IC=q, il vient GB® + GC? = 10a®

et enfin, 4GA® — GB? — GC? = —6a®. -
3) Notons ¢ (M) = 4MA® — MB?% — MC2. On vient de voir que ¢ (G) = —6a”.

La formule de Leibniz nous donne ¢ (M) =@ (G) + MG

Par suite ¢ (M) = —4a? équivaut i MG? = a®.
I’ensemble cherché est donc le cercle de centre G el de rayon a.

a

Ny

le poids du systéme est 2, G existe

théoreme 4, avec O = A

E+E&=2m

[AIl @ pour I&ngueur la meoitié de [hypothénuse
[BC]

sans caleuler séparément GB ou GC

notation de la définition & - -

théoréme 10

en appliguant le théoréme 12, on est en mesure de
dire que cest un cercle de centre G ; on constate
que ¢ (A) = —AB? — AC? = —4a® et que, par
sutte A appartient a ce cercle

[ EX 6

Soit a, b et ¢ des réels tous non nulsettelsquea+b+c= 0.

1) Montrer que A, B el C sont alignés.
2)

On considére des points A, Bet C tels que, pour tout point M, aMA + bMB + cMC = 0.

Montrer que, pour tout point M, aMA® + bMB® + cMC? = aAB - AC = bBA - BC = ¢CA - CB.

|

théoréme 10, avee le baryeentre [ de (B, 1), (C, 1)
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1) Puisque le poids du systéme (A, a). (B. b). (€.0

Les Cahiers du BAC / Terminale S [ Ajgep,, Gs

que [ (M) = aMA + bMB + ¢MC esl constante.

est nul, la fonction f lelle

-

le1, pour tout M, T(M] 0.

En particulier, J (A)= 0, ce quise lit: DAB +cAC= 0.

On en déduit que AB el AC sont colinéaires

et donc que A, B et C sont alignes. "
2) Posons ¢ (M) = aMA? + bMB® + cMC”.

Ainsi, quels que soient les points M et N, ¢ (M) =g (N).

La fonction ¢ est constante et, en particulier, pour lout M, ¢ (M) =g (A).

[ [
Nous avons ¢ (A) = bAB® + cAC? el AB® = ?ﬂd

Alnsi, ¢ (A) = —E(c+ bAC?

eldonc ¢ {A)=a (—- TL;A_C?) AC = aAB.AC

Par symétrie des notations, les deux autres expressions de ¢ (M) sont immé-

diates.

[ EX7

OMey

définition 2 et théoréme 2

bx0etcz0

définition D dans le contexte dy théoréme g
COréme

carict V.= 0

—

bh—
AB = — EAC_ i la question préced, nte

c? 4
p (A) = ("I:T*") AC*

h+c==-a

On considére le barycentre G de (A, a), (B, b), (C,¢), ol a, bet c vérifienta + b+ c= 0.

1 ]
Montrer que ¢ (G) = aGA® + bGB? + cGC? 2 pour valeur m{abABz + beBC® + caCA?),

Avec les notations de ce chapitre, posons ¢ (M) = aMA2 + bMB?® + eMC?

@ (M) =p (G)+ o MG* donne :
¢ (A) =¢ (G)+ o AG2

p (B} =¢ (G+ ¢ BG*

¢ (C) =0 {G)+ o CG>

En formanta ¢ (A) + b ¢ (B) + ¢ ¢ (C), on obtient :

ag(A)+be(B)+cy(C)=20u(G)

¢ (A) = bAB? 4 cAC?
¢ (B) = aBA? + ¢BC®
¢ (C) = aCA? + boB?

Avec

o 1
ilviet @ (G)= E{amsﬁ + beBC? + caCa?),

q {{A): bAB%cAc?

Cf{ﬁ].—aﬁd{ﬁ cBc?
(F (ﬂ:‘:aﬁ%bé«‘fﬁ

définition 5, dans le contexte de la formule de
Leibniz ; théoréme 10

enposantO=a+ b+ ¢

avec ¢ (G) = aGA? + bGB? + ¢GC*

@ (M) = aMA? + bMB® + eMC”

= Mﬂinm

ON PEU DE SILENCE, Novs

ARRIVONS Av CENTRE

@w rf_.f &
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donné ! _
{) a) Construire le point Gy barycentre de (A, 1), (B, 2), (¢, 1).

b) Construire le point Gy barycentre de (4, 5), (B, 2). (C, —3).
¢) Caleuler la longueur G, Gy en fonetion de d.

by Construire (Ey.) lorsque k = %d?

20ns] i :
Dans le plan, on co idere un inangle ABC rectangleen A et el que AC = 2AB = 2d, oir d est un réel strictement positif

Sterminer, suivant les & ; )
2) a) Déterminer les valeurs du réel k, 'ensemble (E}) des points M tels que MA? + 2MB? + MC* = 4k,

I

B

d

2d
A C

1) a) Quelque soit le point O, 455{ =0A +320B+ 0C,
En particulier, 4BG; = BA + BC et, en utilisant le milieu B de [AC],
— 11—
BGy = 5 BB

Gy est donc le milicu de [BB').
b) Quel que soit le point O, 40G, = 50A + 208 — 30C.
o — 1l— 33—
En particulier, AGp = 53AB — 7AC
— 1 1-— — 1 8
c) Avec AGy = iﬁBi— EAC el AGy = -gAB— EAC
il vient GyGg = —~ACetdonc GyGg =2d.
2) a) Le point G; étant le barycentre de (A, 1), (B, 21.(C. 1),
il vient MAZ + 2MB2 + MC? = 4MG2 + G14% + 2G4 B® + G1.C%.

10
Avec GiA= (1 B= d? et GiC= d—vl;—“

il vient MAZ + 2MB2 + MC? = 4MG} + 4d”.

L'ensemble (Ey) est donc I'ensemble des points M tels que MG% =k —d*
. k<d® : (B =@
. k=d? (B ={Gy)

> d? : (Ej)est le cercle de centre Gy et de rayon Ve — d?

2
b) Pour k = g—dz, on obtient le cercle de centre Gy el de rayon dT

s

En s rappelantque GyA = Gi B = dT' on voit que ce cercle contient A et

B (ainsi que B').

théorime 4

L —

1— 1—
onaausst AGy = §AB+ i c

théoréme 10

aver le thioréme de Pythagore dans le demi-carré
ABBE' et dans le triangle Gy JC, oit Jest le milieu
de [AB']

B oui, CEST Pup
VEDECOWRIR Quon
NE SAPPELLE PAS
*_g RTHAGORE!.

-,
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—_—

On considére un carré ABCD du plan. .
1) Construire le barycentre G du systén
I des points M tels que

. . !
on [ qui a toul point M associe le point M' tel g

e & = (A,2),(B —1).(C. 1). .
|23 — MB + MC|| = [| AB|| |

struire 'ensemble Tle e
2) Con - GM’:EMLMB+M_§_ |

3)  On considere I'applicali
Déterminer la nature de .

|} Le barycentre G de & = (A, 2), (B, —1),(C. D es! défini par le poids du systémeest 2
Pt _— s —= pour tout point M
2MG = 2MA — MB + MC

AR+ AC avee M = A
1 vérifie en particulier 9AG = —AB +AC

¢'est-i-dire AG = %EE‘ = %A_ﬁ G est dong le milieu de [AD).

2) L'égalité | 2MA — MB + MC|| = || AB|| selit 2| MG|| = | AB]|

I" est done le cercle de centre G passant par A.

2ﬁ=2M—HE+EiE

B

I;
G

) c
3) L'égalité GM' = 2MA — MB+MC selit:

GM' = 2MG ouencore GM' = —2GM
L'application f est done 1'homothétie de centre G et de rapport —2.

EX 10 | S

Dans le plan @, on considére un triangle ABC isocle et rectangle en A et on note AB = a.
1) Construire le barycentre G de (A, 2), (B, 1), (C, 1).

2) Montrer que —32MA + MB + MC est un vecteur V indépendant de M et construire le point D el que AD=V.
Calculer |11~5ILF3l || et || AG || en fonction de a. ;

3) Construire 'ensemble I" des points M tels que | — 2MA + MB + MC =]l 9MA + MB + MC Il

4) Construire I'ensemble & des points M tels que —2MA® + MB® + MC2 = az.

1) Le barycentre G de ¥ = (A, 2), (B, 1), (C. 1) est défini par : le poids du systéme est 4

4MG = 2MA + MB + MC
1l vérifie en particulier 4AG = AB + AC

pour tout point M

avee M = A

Introduisons le milieu I'de [BC]. 1l vient alors AB + AC = 24T,

65T LA Gu'oN
RESSENT TouTE LA
GRAVITE DU PRoBLEME!

2=,
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Chap 63
: — 1—-
On en déduit AG = §AI. G est donc le milieu de [A~].
2} FZP,{AJP,FI’IB*-MC:E"‘AC:zM uwc—m+ﬁ§=me!’_m+m=ﬁ
Le vecteur V estdonc mdéPCﬂdﬂm de M. théoréme 2 dans cette situation
Le point D tel que-AD = V' est le symétrique de A par rapport A [. AD = 2A1
On en déduit AD = av@ diggonale d'un carré de cote a
— 1—' - - 2’
Avec AG = zAD il vient AG=Q§ E=éﬁecﬁ=ém
3) Larelation || — 2MA + MB + MC|| = || 2MA + MB + MC|| se lit: 4MGC = 2MA + ME + MC
2 _2MA + MB + MC = 24l
MG:GT ot —2MA + MB + M 2
2
Lensemble I est done le cercle de centre G et de rayon a——- ee cercle passe par et par A
4) Notons ¢ la fonction définie par ¢ (M) = —2MAZ + MB® + MC2. fonetion numérigue de Leibniz assoctée ai sys-
time (A, —2).(B. 1), (C. 1) de poids 0
Nous avons ¢ (M) =¢ (A) + OMA.V théoreme 9 avee le vecteur V' rencontréd lo ques-
tian 2
Comme @ (A) = 2a?, 1a condition _omA? + MB? + MC® = a® équivauta
2MA - V = -a?
2
I T - —
c'est-d-dire AM - AD = T vV =AD
1’ensemble ¥ est donc une droite perpendiculairea la droite (AD). théoréme 11
2 ! -
ve— —— a — —
Remarquons que- AG - AD = 5~ AG = Em*’" AD=aVv2
Ainsi I'ensemble % contient G el, en conclusion, & est la droile passant par
G et perpendiculaire & (AD).
[ EX 11 l
On donne deux points A et B tels que AB = 6.
Clonstruire 'ensemble des points M tels Que g = 3
La condition imposée équivaul MA? — 3MB* = 0,et M #B. on étudie sur exemple ce qui fait 'objet de la pro-
priété B
Considérons la fonction ¢ associée au systeme (A, 1).(B, =3) définition 5 ; le poids du systéme est -2

La formule de Leibniz nous conduit A construire le barycentre Gde ce systéme. | théoréme 10

e

G est défini par AG = AB. —2MG = MA — 3MB, avec M en A

(S5




-

e

2) La formule de Leibniz nous assure que I” est un cerc]

64

=iy Y s
On a, de méme BG =— 3 BA.

3 2
2 =54,
On en déduit ¢ (G) = GA® = 3GB° = gAB 54

2
I s'ensuit que @ (M) = 54 — 2MG"™.
MA? — 3MB® =0 équivautdoncd MG = 3V3

N

L'ensemble des points M tesl que :_% = /3 est done le cercle de-centre G et

de rayon 3v/3.

[ EX 12 |

Les Cahiers du BAC / Terminale S | Algep,., i
.Om

Dans le plan @, étant donné a > D.o

n considére un triangle ABC tel que AB = AC = 3aet BC = 3av2.
S Dol S 2
Déterminer 'ensemble T des points M tels que : 4MAZ - 3MB® + oMC? = —36a°.

1) Le wiangle ABC est isocéle et rectangle en A.

Soil G le barycentre de (A,4), (B, —3),(C, 2)

Le barycentre By de (A, 4), (C, 2) appartient & [AC] el AB; = a.
G est alors le baryeentre de By, 6), (B, —3)

C'est donc le symétrique de B par rapportd By car 2GB, — GB= 0

B

S3a!

|

|

|

|

| :

r 1

|

| |

} LBl |

t i

! ]
i
i

)
]

i LY,
J = (T PO

2a G

cde -
ou D, centre G, ou (G}

Plutdt que de calculer 4GA% — 3GB? + 2GC%, cherchons un point de T
Soit By le symétrique de B par rappor. i A,
Avec BaA=3a , BB=6a el ByC=3ayv2 on oblient
4B)A* — 3B,8% + 28,02 = _3g42
et le point By appartient 4 I",

En conclusion, I' est le cercle de cenire G ef passant par B,

de poids 3
9AB;, +CBy = 0

propriété 3

théoreme 12

Rirlr.
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Chap "
—

Dans le plan comp?ax&,émntdonnéunenlicrn> 1. on conside . 2z

1) péterminer I'isobarycentre de ces n points -Dnconsidere les points Ay d'affixes zj, = Pl pour0 = k < n—1.

sorminer I . n-1
2) Déterminer I'ensemble I'y des points M tels que || 3 731 |
s = I.
le=0
: ' . n-1

3)  Détermincr I'ensemble I'y des points M tels que Z I ATM Hz =91
Lo e k=0
Les 2z sont les racines n°™ de |'unité. On Az =z \2m

k"-l-' ZD:]rZI:Eﬂ
P'isob 150
' “" a : et
1) Liaffixe de I'isobarycentre des Ay est — Y
k=0
1 n—-1 ”
pu encorc H Z 2
le=0
11—z

sontme des termes d'ine suite géométrique, avee

tagtA-dire —
¢'esl-a-dire a T
la raison 2y % 1 et le premier terme 2Zp = 1

Cette somme étant égale a 0, I"isobarycentre cherché est I'origine O durepére | 2)' =1
orthonormal {0, &1, ea) du plan.

n=1
2) Avec z AM = nOM . O barycentre du systéme de poids 1
k=0
n—1
la condition || z ApM || = néquivauta nOM = n.
k=0
L'ensemble I'y est donc le cercle de centre O et de rayon 1.
n—1 n-1
3) La formule de Leibniz nous donne 3 [| &M ||* = ) [| A0 I + nmo*
le=0 k=0
n-1
etdone Y [|AxM | =n+ nMo* OAy = |z = 1
=0
: : . : 2
Un point M appartientdonc a I’y si el seulement si n+ nOM* = 2n
¢'est-a-dire si et sculementsi OM = 1. Aingi, Ta =1y .
4) Exemple Avec n = 5, les points A, 0 < ¢ < 4 sont les sommets d’un B
pentagone régulier. . &
Le cercle circonscrit i ce pentagone est |'ensemble des points M tels que :
||M_A+ﬂTB+B_dTé+m).+ME|I=5 _____ A

C’est aussi I'ensemble des points M tels que :
ﬂfm2+MBz+MC2+MEF+MEE =10
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Projection

EX 14 | oE .
o Jes chtés du triangle.
On considére un trangle ABC et une droite A qui n'est paralléle @ aucun des cOLES CUTTIANE
Soil P =An (BC), @ =An (CA), R =An (AB). |
1) Montrer que £='g % % =
2)  Soit S, T et U des points appartenant & (BC), (CA) et (AB) resp
la droite (TU) n"étant pas pacalléle i (BC).

5B TC UA L alignés.
On suppose que SC A OB q

ectivement et distinets des sommets (Fiany|
SUEl,

Ce résultal est connu sous le nom de théoréme de Ménélails.
1) Soit IT la projection sur (BC) parallglementa 4.

Les points P, Q et R ont le méme projeté P.
B et C sont invariants par [1, Posans A’ =11 (A).

Le théoréme de Thalés nous donne : théoréme 19

oc ¢ FA_PA

GA PA' RB PB
... TPEGCRA TBRCPW ET LA SOWTiON

am —_— s e D e
PC QA RB  FC PAl PB DES JEUX,
- i

Le résultat annnoncé en découle immédiatement. ov tEST EE

2) Construisons la droite A'= (TU). Elle coupe (BC) en S'.
,ﬁ\.“wl
u 7

(¢

) P
T
La question 1) permet d'écrire S;B; T—E !’i =1
S'C TA UB A

Avec I'"hypathése s E UA =1

a3
— S'B _SB ;
il vienl sc " 50 el parsuite §' =8,

Les points S, T et U sont donc alignés.

S', Tet U le sont par construction
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e A
Points cocycliques

[EXTSI

|) Etant donné des vecteurs non nuls W et T, comparer les angles (— @, T), (T, — T et et~ T4 Langle
(.o '
- — S — ke
2) Montrer que, dans un triangle ABC, (AB,AC) + (BC, BA) + (CA, CB) =7 & un multiple entier prés de 2 .

—y

|} La relation de Chasles nousdonne (-0, 0) = (-, W)+ (&, T) 3 gt da risitita vse-es Bremiiing

Avec (=, W)= a2 mpres, on obtient (=, D) = (T, )+ . 1)

On obtient de méme :
@: (T, -T)=(T. Thn et @): (-T.-T)=(T.T) a2nprs.
23 Dans le triangle ABC, il vient alors : — .

(AB,AC) = (BA, AC)H+ m
(BC.,BA) = (CB,BA)+ C

(CA, CB) = (AC, CB)+ 7

B
En additionnant membre & membre ces trois égalités, il vient : avec la relation de Chasles
(E.E}+(E.a]+(a.c—ﬁ}=w a 2 W prés

EX 16 |

On considére un triangle ABC non rectangle et H son orthocentre.
Montrer que le symétrique de H par rapport a (BC) appartient au cercle I circanscrit au triangle ABC

Remargue
La notation [w] (resp. [2 w] ) aprés une mesure d'angle signifie qu'il s’agit
d’une mesure & un multiple entier prés de 7 (resp. 2 ).

1) Nous avons (HB, HC) = (HB, AC) + (AC, AB) + (AB, HC) ERER G
Kvee (FB.AD) = _2_11 (n] et (AB. HO) = _2"': = (HB) at (HC) sont des hautetrs
il vient: (HB, HC) = % +(AC,AB) + ; []

etdone (HB. HC) = (AC, AB) [n]
2) Soit K le symétrique de H par rapport 2 la droite (BC).
(@F E&l _ -{_@ ﬁ‘é] i une réflexton change un angle en son opposé

Nous avons alors : (KB, KC) = (AB. AC) [,

e qui montre que les points A, B, C et K appartiennentd un méme cerele. | théoreme 27
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En conclusion;

le symétrique de 1"orthocentre d'un triangle
par rapport i un cdté du triangle
appartient au cercle circonserit i ce triangle.

EX 17 | —_

al direct (O, T T), on considére les points :

Dans le plan rapporté & un repére orthonorm

A(2,0), B(1+-”;—§.1+ ‘/E_’) et C(1.+/3)

—h —_— . . o A
1) Déterminer les angles (OA, OB) et (BO, BA). En déduire (AB, AQ).
2)  Calculer (€O, CA). Qu'en déduire pour les points 0, A, Bet C? .

1) 1l est immédiatque OA =2 el OB = (1+33F§) V2 o= (1 +g J{T+ 1) eoA=2T
Avec OA.OB = 2 (1 + —?) il vient :
cos(OA, OB) = —? théoréme 16
De méme, avec det _, _. (OA.0B)=2|1+ - il vient : det . . (0OA, OB)=
(T (T.7) V3
0 1+ T
o etsact  NHE
sin(0A, OB) = 7 théoréme 16 également

En conséquence, (OA, OB) = Eﬂ [2 m].
( V3

De méme, avec BA= | 1 - T T~ (1 + —é_ﬁ) T. on obtient ;

VB e = 2 s 4

BA:T .BO-HA:E(l+v’§) d'od cus{@.ﬁﬂ]:i
V3 V3
etavec det _ __ (BO,BA)=2 1+§ _1‘_3'” -
hEd V3 V3
wlam e e =eae
/3 * .

il vient sin(BO, BA) = -

El ainsi, on obtient (BO, BA) = -;l 2 7).

Sans avoir i faire des calculs analogues, on obtient (AB A0) 5w

griced (OA,OB) +(BO, BA) + (AB, AD) =n (2 7]
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27 Pour déterminer I'angle (CO, CA), nous pouvons utiliser ;

EE‘]:—T_\/ET .a:T—V{gT
pour oblenir CO=2,CA=2 ct CO-CA=4,

etaussi CO-CA=2 , det(._[.. T}(Eﬁ.ﬁj:gﬁ

S

— — 1 . —_—
pour déterminer cos{CO, CA) = 3 sin(CO, CA) =

puis (CO, CA) = % 2 =].

11 reste & remarquer que (CO, CA) = (BO, BA)
pour assurer que les points O, A, B et C sont cocycliques.

[ EX 18]

69

méme démarche que pour les deux premiers
angles de lo question précédente

théaréme 27 ot O, A, B ne sont pas alignés
puisgue fB_O, ﬁ} 20 [7]

Déterminer I'énsemble des poinits M, d'affixe 2, tels que EIE( - ;_E—I i)

Dans le plan complexe, on considére les points A, Bet C a-gfg;%_.mpgcﬁws zqa=1 zg=1let zo=2+1

e =

. z—2—1i
1) L'argument de -1

c'est-a-dire si M est différent de B et de C.
Avec z— 2 — i=affCM et z— 1 = aff BM, arg

n'estdéfiniquesiz2letz# 2+

z—-2-1\ .. .
— — 1 | Sinterpréte
camme Etant une mesure (A 2 7 pr&s} de I'angle (MB, MC).

2) La figure laisse penser que (AB, AC) = Tﬂ (2 ml.

o Za—2—1
Pour vérifier cela, calculons arg ~a=d {3

z,q—2—:'_ —2_ . [%
= _iu1_1+;-v"§e
ce qui montre le résultat espere.

3) On sail que |'ensemble des points M tels que (MB, MC) = T;:—-e.sl un arc de
cercle limité par Bet €.

Nous avons vu que A appartient a cet ensemble, et ainsi il s’agit de I'arc du
cercle circonscrit au triangle ABC, arc qui contient A, les extrémités B et C
ctant exclues,

on ne définit pas largument de ()

théaréme 26
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CExie]

On considére deux cereles 6 el W
Une droile passant par A COUpe ‘GenMe

¢ oscantsen A et B.
@ de centres O cl o', séean

Maontrer que (OB, aﬁ') = (0'B, o'M) 2 7).

. e théoreme 24 de langle inscri
|} Dans le cercle 6, on a (E)E. OM) = 2(AB, AM). crit

De méme, dans le cercle €', on a (0'B.OM) = 2(A_lg.ﬂ.M'J.

Ainsi [aﬁ. ﬁn —-(O'B.o'M) = 2([@. AM) — {IE,AM'}) pour comparer les deux angles, on étudie leur dif
férence

2) Avec (AB,AM) — (AB, AM') = (AB, AM) + (AM . AB) = (AM', AM)
il vient (OB.OM)—(0'B.O'M) = 2(AM' . AM)
3) I reste & remarquer que {A_MF.HJJ =0 [x]

relation de Chasles

A Met M sont alignés
pour obtenir 2(AM’, AM) = 0 [2 ]

etdonc (OB, OM) = (O'B,0'M") [2 ),

,..CENTRE DE GRAVITE
£n IE EN




C hap itre [\ pEEssnete
q?ur:' LE SCALAIRE NE

|1 - Produit scalaire et orthogonalité

€ désigne I'ensemble des points de |'espace.

A. Produit scalaire de deux vecteurs

Définitions :

d-1 |g5it et T des vecteurs de l'espace : on choisit un point A et on construit les points B et C tels que:

—_— —

AB=u et AC= v
Le produit scalaire AB - AC, calculé dans un plan contenant A, B et C, ne dépend pas du choix de A dans €.

On dit que c’est le produit scalaire des vecteurs w0 et v'. On le note u - T

— =t Py : = = .2
s Sil'undesvecteurs W ou vest O,alors -7 =0. w» Lecarréscalaire @ - I senote I .

d.2 | it T un vecteur et A, B des points tels que AB=T.

« Lanormede U estlalongueurAB. « Onnote|| & | =AB

B. Regles de calcul

Propriétés :

P-1 |Quels que soient les vecteurs W, U et le réel A,

o W)-T=T-0T)=A(T D)

1Z=VaE' @ T|<IZITL NTT<IE T

TAT+W =T -T+u-w

P-2 | Quels que soient les vecteurs 0, T et W,




Les Cohiers du BAC { Terminale S Algobre - ¢ Fa‘.mu:n..

o)

C. Orthogonalité de vecteurs, de droites

Définition :

.+ ecalaire est nul.
d.3 | Deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit s¢

Propriété :

" dire acune d'elles ¢
p-3 | Deux droites sont orthogonales si el ceulement si des vecteurs directeurs de ch les ot un Produjy

scalaire nul

D. Perpendicularité de droite et plan

Propriété :
p.4 |Unedroite @, de base T, et un plan @, de base (T, ), sont F-‘_’"rf""d“uhm‘s % seuiement ot
% - T=0twW-w=0
Difinition :

d. 4 f Un vecteur est normal 3 un plan lorsque <vst un vecteur directeur d'une droite perpenchcularre & ce plan
Propriété :

p. 5 |Soit @ unplan et W unvecteur. U est un vecteur normal 3 # s et seulement s
Woestnonnul, el uoest orthogonal 3 deux vecteurs non colinéatres de

E. Surfaces de niveau de m— v an

Il existe un plan et un seul passant par un point donaé et admettant un vecteur normal donne

Théoréme :

t. 1 [Soit Aunpointet W un vecteur non nul

Le plan passant par A et de vecteur normal @ est l'ensemble des points M tels que u-AM =0

tn 2 . - —
Soit un point A et un vecteur non nul u . Les surfaces de niveay deM— u - AM sont les plans ayant T pof

vecteur normal.

—

s Siu-= U,pourmuu\fnousavonsfl' .?M:n

Ou bien k = 0, et tout point vérifie 0 - AM = 0 oy bien k = 0, et aucun point ne verifie 0 AM =k
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E— Problémes de distances

A. Distance d’'un point a une droite

G ey T s ' e
Soit % une droite, gefime par la donnée d'un point A et d'un vecteur directeur d .
Etant donné un point M, notons H son projeté orthogonal sur 9.

bl

-

Proprigéteé

p_ 6 — —
Le point H est déterminé par AH = d__*AT
Il

La distance MH de M 4 @ s‘obtient alors avec MH® = MAZ — AHZ.

—
d

B. Distance d'un point @ un plan

Soit P un plan, défini par la donnée :
« d'unpoint A

= etd’un vecteur normal n.

Etant donné un point M, notons H son prajeté orthogonal sur®.

Propriétés :
B _ o
Le point H est déterminé par MH = ———-
N
.8 =y oy
? n - MA

La distance de M a % est MH = Ty

i FAUT
SAVOIR, LASSER




Les Cahiers du BAC | Terminale S [ Algébre _ .
74 G’Eﬂniéhlfv

-

III - Produit scalaire dans un repére orthonorma]

A. Repére orthonormal

—_

L,0J=,0k=%

4 i iR 7.7 . ¥),soit],J, K les points définis par OI =
u r ! .
E‘a“td:“ﬂ t dit atthonomml lorsque les droites (on), (OJ), (OK) sont deux 2 deux PeTpendiculsire,
Ce repere es g

et que ol=0J=0K=1

Théorémes :
e G S i entsi
t.3 Un repére (0, 1. J . k]gstmthonormaljletseulem S S
p =9 = e F o = 5 = 2 Lol
ITn=Nsli=lkl=1 e £=J J
L4 | btantdonné unebase arthanormale[T.T-T‘;}des"'_ecm”rs del’espace, et des vecteurs w, v de coordonpge
respectives (x, y, 2), (', i, 2} dans cette base, :
w0 =xd sy 27,
L Etant donné une base urthonormale(?. T Tt.) des vecteurs de l'espace, et un vecteur u de coordonnées
(i, y, 2) dans cette base,
-t
|| u ||=w“.=-:§+§z + 22,
B. Applications
Propriétés :

p. 9 |Longueur d'un segment.

—_— —

L'espace étant rapporté a un repere orthonormal (O, T J . k), scit Aet Bles points de coordonnées respectives
(xa.Ya. 24), (xg. yB. 2B)

La longueur du segment [AB] est AB = /(x5 — x2)2 + (yg — ya)? + (25 — 2)°

o — . B s
Soit w et v desvecteursnon nuls et un point A ; on construit B et C tels que AB= u et AC= U
" z s == =) ——
L'angle (non orienté) des vecteurs u et v est BAC. Ceci est indépendant du choix de A.

p- 10 | Angle de deux vecteurs

Soit e
it des vecteurs non nuls 7 et T , de coordonnées (x,y,2) et (¥, . Z) dans une base orthonorm dle

L'angle 8 de ces vecteurs est déterminé par: ¢osf= xx' + yy + 27
ch2+1.;2+22\/x’2+g‘2+z"'a
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[FV;Equations cartésiennes de plans, de sphéres

A. Equations cartésiennes de plans

Théoremes -

¢ 6 |Soit? le plan passant par un point donné A et de vecteur normal .
L'espace etant rapporte a un repére orthonormal, soit (x4. ya, 24} les coordonnées de A et (a, b, ¢) celles de 7.

Un point M(x. y. z) appartienta @ siet seulementsi : alx — xa) + bly — ya) + ez — z4) = 0.

En développant a(x—xa)+b(y—ya)+c(z—z4) = 0,0n obtient ax+ by+cz+d = 0,avec d = —{ax, +byp+czy).
L'objet du théoréme suivant est d’étudier une réciproque.

t.7 |Etantdonnéa, b, c et d réels, avec a, bet ¢ non tous nuls, 'ensemble des points M(x, y, ) tels que
ax+ by+cz+d=10
est un plan de vecteur normal W (a, b, ¢).

On dit que ax + by + cz + d = 0 est une équation cartésienne du plan.
Pour tout A réel non nul, (A @)x + (A b)y + (A c)z+ A d = 0 est une autre équation du méme plan.

Propriétés :

Etantdonné a, b, ¢, d et @', b, ¢, d' réels, avec a, b, cnon tous nuls et @, &, ¢ non tous nuls,
p.11 |ax+by+cz+d=0 et a'x+by+c'z+d =0sontdeséquations de plans parallzles
si et seulement si il existe A réel nonnul telque a’' =ha , b'=hb, &' =rc
p.12 |ax+by+cz+d=0 et a'x+b'y+c'z+d =0sontdeséquations d'un méme plan

si ot seulement si il existe \ réel nonnul telque @’ =ha , b'=Ab, ¢ =hc et d'=\d.

p. 13 |Soit @ et P’ des plans d’équations respectives ax+by+cz+d=0 et a"x£+ by+dz+d =0.
% et P sont perpendiculaires  siet seulementsi aa’ + bb +cc’ = 0.

B. Distance d’un point a un plan

Soit % un plan, d'équation cartésienne ax+ by+cz+d=0.

Théoréme :

|axg + buyg + €2 + d|

t. 8
3 £ » t
La distance d'un point M{xg. Yo, 20) @ P es vVa?+b2+c

C. Equations cartésiennes de spheres

Propriété :

la sphére de centre 0 (a, b.c)etde rayon r si et seulement si
x—al+ly—bP+z—0=r"

normalede la sphére de centre [} et de rayon r.

2 il vient x2+yg+22-2:1x—2by-2cz+d=0,

P-4 | Un point M(x, y, z) appartient a

(x—a)? +(y— b)Y +(z— ¢)? = r* est |'équation

Vi 2 _
En développant (x — @)® + (y — b +{z— e ey

2 2
avec d=a3+b2+c'-f-
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Théaréme :

t.9 |Etantdonné a, b, ¢, d réels, I'ensemble d'équation x% + % + 22 — 2ax — 2by—2¢cz+d=0
« estvide lorsquea® + b* + ¢* < d,
« est{Ql(a b o) lorsquea® + b%+ 2 = 4,

= est la sphere de centre Q) (a, b, ¢) et de rayon \/a? + b2 + ¢ — d

lorsque a? + b? +6* —ds 0.

D. Intersection d'une sphére et d’'un plan

Soit une spheére &, de centre () et de rayon r, et un plan 2.

& Soit H le projeté orthogonal de (2 sur 2.
Choisissons un repére orthonormal (H, @, U, w), ou :
« (U, T)est une base orthonormale de &
1 » et 1 est un vecteur unitaire normal i P,
. Sill n'appartient pas a @, on choisit W = _1_ H .
' | H L
Dans ce repére, les coordonnées de {1 sont (0, 0, §),
L ol 8 est la distancede 1 a @,
o le plan % a pour équation z = 0),
3 - la sphére ¥ a pour équation P yz + (z— 8}2 =r?
s

Proprigteé :

P- 15 | Soit ¥ une sphére, de centre () et de rayon r, un plan @, et 5 la distance de (1 2 9. Lintersection de & et % est :
= vide lorsque 8> r,

s reduite a un point lorsque 8=r,

= uncercle lorsque 8< r, et le rayon en est \/r2— §2

* Lerayon maximum de ¥ A @ est r, valeur obtenue lorsque 8= 0.

s 5i8=0, c'est-a-dire si P passe par le centre () de &, le cercle & P est appelé un grand cerclede ¥.
Definition :

d.5 | @ est un plan tangent a la sphére ¥ lorsque leur intersection est réduite 3 un point.

Un plan % est tangent 2 une sphére ¥ lorsque la distance du centre ) de ¥ & & est égale au rayon de .

.. Bey CEREfois Si TAi
MoN BAc C'Est De

L HYF’ERBOLE.{,

Z
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Exercices résolus

il mention contraire explicite,
a

Wa[aiﬂ?. orthogonalité et angles

lles ﬁ" L)
pace & est rapporté @ un repére orthonormatl (0

S;;i-l:"l[?" _92.4), B(—=2,1,3)et C(1, 1, a).
1y Comment choisir & pour que ABC soil un triangle rectangle en A ?
Caleuler alors la mesure en degrés de I'angle ABC.

2)

35 ¢t AC ont pour coordonnées respectives: (~5.3, —1) et (-2, 3, a —4)
Leur produil scalaire est 23— o,

1)

Le riangle ABC est reclangleen A si et seulement si a= 23.
) Les coordonnées de BA et BC sont respectivement (6, —3, 1) et (3, 0, 20).
it vient alors : BA - BC = 35, BA =+/35 et BC = v/409.

— 35 . vy
On en déduit cos ABC = {/ 09" soit cos ABC = 0,2925 41074 pres.

Une caleulatrice donne alors ABC =173 41072 prés.

EX 2 |

en particulier, ni {'un ni lautre n'est nul

(=5) % (—2)+323+(=1) x{a —4)
E-E*—*U

avec u= 23

— BA-BC
CoAHC= BAX BT
en degres.

On considére trois points non alignés A, Bet C.

Déterminer 'ensemble des points M tels que ('ZM_'A — 3MB + Eb_ﬁ) : (Em —5MB+ SM_C) =0,

Soit G le barycentre de ((A.2), (B, —8),(C. 5)).
On peut écrire 2MA — 3B + 5MC = 4MG.
Avec I, barycentre de ((A, 2).(C.3)), il vient:
A — 5MB + 3MC = 5MI — 5MB = 5Bl
La condition proposée équivaul ainsi a MG - IB =0.

Lensemble cherché est donc le plan passant par G ¢t de vecteur normal IB.

la somme des coefficients ¢st non nulle

9MA + 3MC = 5MI

20MG-IB=0

théaréme 1

EX 3

Etant donné a 0, on considére les vecteurs  (—7 o Ba—
1) Délerminer I'angle (non orienté) 0 de ces vecledTs. 3
2)  Peut-on choisir & pour que ces vecleurs soient orthogonaux

3y el T4,

-3 2o

1) Le produit scalaire de & et & est —2 o (14 aZ +12 a +3).
Avep |I i H = ."113 [.12 +9 et IE o u = |u1 16 ul',- +13, il vient :
14 o +12 @ +3

113 u'z +9 16 L'12 +13
14 a? +12a +3=0.

cos = -2«

2 i e o
VLes vecteurs T et T sont orthogonaux lorsque

Celie équation n*admettant pas de racine réelle, il n'existe doncaucune valeur

de az 0 teile que les vecteurs soient orthogonaux.

théoréme 3
= et d
o= st le signe de «
[u

produit scalaire nul, et o 4]
son discrintinent rédut est 6

.wu:l."l._l;-: 0
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Produit scalaire et norme \
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Gfm?letn'e

[ EX 4 ]

Soit T et v des vectaurs non nuls.
2

vlf?

(B que

|ﬁ‘- =1

2) Dansquel casestil viaique | W+ 0 || =|[ ||+ ?

1) Dans quel(s) cas est-il vrai que

wev =T x| v

Les égalités proposées sont vraies dés qu'un des vecteurs est nul.

1)De W-0 =||o| x|| v xcos8, ondéduitque:

[T T =TT sietseulementsi feos | =1,
c'est-a-dire si el seulementsi o et T

De méme, T -
et de méme sens.

v sont colinéaires.
= || || || T sietseulementsi T et T sont colindaires

— J— Bl — . a —_— —_— —_ Z
D) @+T=T+ )T Cquivauta | T +_u'||2= (|| u |+ u||)
c’est-a-dire &, en développant et en simplifiant, @

=T =T

Ainsi, || T+70 || =|| & ||+]| T || sietseulementsi @et &
el de méme sens.

sont colinéaires

[EX5 ]

dans lz suite, on suppose U et U non nuls

0 est l'angle (non orienté) des vecteurs non nyjy
Tet T

leur angle est nul (cos f= 1)

ou plat (cos 8= —1)

cos B=1

eamparer des réels positifs équivaut & comparer
leurs carrés

g 50
1T+ T = (T +7)

2 2

=W +0 #2007

voir la question précédente

Soit U et U deux vecteurs non nuls.
1) Montrerque ||+ TP+ | T - TP =2 (| P+ 7 |12).
Interpréter cette égalité en termes de parallélogramme.
2) Montrerque || W+ 0|2 = &= 0 ||* sietseulementsi
Interpréter cette propriété en termes de parallélogramme.

U et U sontorthogonaux,

—4

1) Développans les carrés des normesde W + U etde W — 0

En ajoutant membre i mcmbr& les égalités suivantes :

IT+TPP=TE+ITI +28 T o
I T-TIP =TI+ TP -22 - T.
ilvient: || T+ TP+ T =T IP=2(T 1P+ 7).

Etant donné un point A, construisons les points B, C et D tels que :
AB=u ,AC=v et AD=u+ 0

| @+ et| T -7
gramme.

|| sont les longueurs des diagonales du parallélo-

avee | W+ T |P = (T £ T)

AD = AB+AC, ABDC estun parallélogramme
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jité abtenue s'interprete donc en disant que, dans un parallélogramme
1

79

CD=AB=u, BDO=AC= v

Tl e " 4 s N
E' Limmt des carres des diagonales est égale a la somme des carrés des cotés
HED . ey hfalanet

i Llivautii-"hl‘”:o' -

jégahle 3 ie siclsculementsi Wel o en utilisant les développements oblenus dans |
Elle €St Jonc vrag : U sont orthogonaux. question précédent § s la
s~ S(e isant que les dia T i . e
cela § ipterprete en d ant g e gonales d'un parallélogramme sont | parallélogramme ABDC dont fes cite (4
gt ey sARIEmETE L 60 pRIAEIGBS ISR AT eslajigle e, it
i b iy . 2l 2 ICHiIres
chm-quﬂlls que ces deux égalités sont vraies lorsque I'un des vecteurs T

LT el le vecteur nul.
5 .

CEx6]
» 3 o q
On considére Ja droite 2 passant par A(—1,2, 1) et de vecteur directeur w(1, 1, —1).

Soil B(2,1,—3)un point de I'espace.

péterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de B sur 9, ainsi que la distance de B  cette droite.

—_—

—

u

Le point H est défini par AH = ——
Il

ey By .
done AH=§u =2u

On en déduit les coordonnées de H :
xpy=1, yg=4. zg=-1
La distance de B a @ est BH, elle est définie par :

BH? = AB?® — AH?
Dot BH =+14

[ EX7 ]

propriété 6

AB(3.—1,—4)

xH—X_.'\=2. yH—yAr.z
2y — 2z = —2

propriété 6 . le triangle ABH est rectangle en H.

On considére un tétraédre ABCD et on note I et J les milieux respectifs de [AD) et [BCI.

Montrer que les arétes (BC) et (AD) sont orthogonales & (17) si et seulement si |

|AC||=||BD|| et | AB = || CD]

1) Exprimons || AC||2 — || BD||2 en faisant apparaitre &J :
AC - BD = (AC+BD). (ac - BD)

J
C

Avec AC = AT+ TJ + JC et BD = BJ + Ji + ID. il vient:

AC+BD = AD+ BC ¢l Ac-BD=21

Ils'cl‘lsuil que ACZ — Bp? = 21 (A_-B+ EE‘)
On vérifie de méme que AB? — CD? = 21 - (AD - BC)

pour comparer AC et BD




i

y

R

80 Les Cahiers du BAC | Termunale S | Algébre - Géomey,,.

2) La condition AC = BD el AB = CD est ainsi équivalcm.c d:
1. (AD+BC) =0 e T - (AD~BC) =0,
c’est-a-dire 1J-AD=0 et IJ-BC=0

el ceci exprime que (AD) et (BC) sont orthogonales a (1J).

[ EX 8 |

demi-somme et demi-différence deséqua;, Wi p
A
cédentes

Tétraédre orthocentrigue.

1) Montrer que (AD) et (BC) sont orthogonales.

On considére un tétraédre ABCD tel que les aréles (AB) et (AC) soient orthogonales *‘l_(DC'_'J et (DB) respectivemen,
On appelle hauteur de ABCD une droite issue d'un des sommels et perpendiculaire a la face opposée.

2)  Montrer que les quatre hauleurs sont coucourantes. Leur point commun H est Uorthocentre du tétraedre.

I') Transiormons Ie produit scalaire AD - BC i I"aide de la relation de Chasles.
" AD- BC = (AB + BD) - (BD + DC)
=AB BD+AB.DC+BD BD+ BD-DC
=AB-BD+BD - BD + BD - DC
= (AB+ BD + DC) - BD
=AC. BD
=0

2) Notons A", B', €' et D' les projetés orthogonaux respectifs de A, B, C et D
sur les faces opposdées.

Montrons tout d"abord que deux hauteurs sont sécantes,
La droite (DC) est orthogonale aux droites (AA") et (AB)

Elle est done perpendiculaire au plan (ABA),

La droite (BB') est perpendiculaire au plan (ACD) et donc orthogonale &
(DC). Ainsi, (BB') appartient au plan passant par B el perpendiculairea (CD),
c’est-a-dire (ABA").

Les droites (AA") et (BB') sont ainsi coplanaires et, bien évidemment non
paralléles. Elles sont donc sécantes.

murut!!is&r@-éﬁ:ﬂetﬁ- BD =0

—_—
AB-DC=0
factorisation apparente

relation de Chasles

denxitme hypothése

(AA") et (BB') par exemple

& (AB) par hypothése, et (AA") est orthogonale i
toute dreite du plan (BCD)

sinon les plans (BCD) et (ACD), qui leur sont
respectivement perpendiculaires, seraient paral
loles

~ALORS LA, TouT A FAIT
Dﬂm ’AVEC- CE /
VLS DISENT .
b 4
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Montrons maintenant que trois hauteurs ne son( pas coplanaires

s elles étaient coplanaires, les plans (BCD), (ACD) e1 (ABD) seraient
pgrpendicu]aires au plan % qui les contient.

Orthogonales @ ce plan @, les droites (BD) et (CD) seraient paralléles, ce qui
sl exclu.
I reste & rappeler que trois droites non coplanaires et

urantes deux a deux sécantes
sonl CONEO 5.

Equations de plans
T [&X5]

81

(AA") (BB') et (CC') par exemple

qui leur sont orthogonaix

(BD) = (BCD) m (ABD),

(CD) = (BCD) m (ACD)

Ainsi le point commun a (AA') et (BB') appar-
tient aussia (CC'Yeta (DD')

1) Vérifier que 2 et 2 ne sont pas paralléles,

On considére les plans & et & déquations respectives 2x — 4y+ 32+ 6 =0 ot x— 2y+3z— 2 0.

2) Déterminer un systéme d’équations paramétriques de leur intersection 3.
3) Former une équation cartésienneda plan % passant par A(2, -2, 0) et perpendiculaire 4 P et 4 2.

1) Les plans @ et 2 admettent pour vecteurs normaux 1 (2, —4, 3)et T(1, —2.3)
respectivement. Ces vecteurs ne sont pas colinéaires. Les plans @ et 2. ne sont
donc pas paralléles.

2) Soit @ I'intersection de P et 2.,

'd estun vecteurdirecteurde @ si et seulementsi il est non nul et orthogonal
ideld 0.
L'orthogonalité de det uetcellede d et v s'expriment par :

2a —4b+3¢c=0 et a—-2b+3c=0

Une solution non nulle est T‘f(—Z, 1,00

2x —4y+3z+5=0
Une solution de est (=7,0.3)
x—2y+3z—2=0

La droite 9 passe par le point B(-7,0,3).

La droite @ admet donc pour représentation paramétrique (=7 + 2¢, ¢, 3).

3) Le plan 9 passant par A et perpendiculaire 3 P ¢t 2 admel pour vecteur

normal le vecteur d (2, 1,0) directeur de 9.
Il a done pour équation cartésienne : 2x +y —2=0.

EX 10

fe parallélisme ou Forthogonalité de plans se dé-
cide au vu de vecteurs normowx & l'un et @ l'autre.

déterminans un tel vecteur par ses coordonndes

{a, b,c)

en cherchant une solution telle que y =0
pour acheverde déterminer @, 1l reste @ en donner

un point,

out L décrit B,

2(—2)+1 (y+2)+0-(z—0)=0

Etant donné m réel, on considére le plan #m d’équation m2x+(@2m—Dy+mz—-3=0.

Montrer qu’il existe un‘point et un seul appartenant a tous les plans Pm-

Un point Mo(xg. 4g. 2o) appartientd P si et seulement si :
m®xg + m(2yo +29) — Yo —3 =0 |
Mo(xo. yg. 25) appartient & tous les plans #m si et sculement st

x =0
2yg+20 =0
—yp—3=0

Le point My(0, —3, 6) appartient i tous les plans #m ¢t c'est le seul.

polynéme de la variable m

le systéme admet une solution et une seule
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EX 11

Etant donné m réel, on considere le plan ®p, d'équation x+ (2m— Dy+ mz -3 =0. |
Montrer qu'il existe une droite 9 el une seule, incluse dans (ous les plans P, -

Un point My(xo. yg. 29) appartient 3 Pm si ct seulement si :
m2yg+zp) +x9—yg—3=0
Mo(xp. yo. zg) appartient i tous les plans Pm siet seulement si
{ - 2yg+2z=0
Xo—Yp—3=0 _
Les points qui appartiennent i tous les plans P sont donc ceux de la droite
@, intersection des plans 2 et P d'équations :

2y+z=0 et x—y—3=0
x=1+3

Une représentation paramétrique de @ est y=1t en prenant [ = U pour paramétre

z=—=2t

Cette droite passe par A(3. 0. 0) et admet d (1, 1, —2) pour vecteur directeur.

[ EX 12 ]

Plan médiateur d'un segment. - |
Soit A et B deux points distincts.

Montrer que 1"
[AB].

Donner de ce probleme une solution analytique et une solution vectorielle.

ensemble despoints M tels que AM = BM est I plan perpendiculaire & (AB) et passant par le milieu [ d |

e S ~
I') Soit(A, i, j, k) unrepére orthonormal tel que: [ = —— autant se placer dans un repére oi les caleuls son
| AB|| allégés par rapport & ceux effectués dans un FEperi
{T. k) est alors une base orthonormale du plan perpendiculaire en A & la| moins adapté au contexte
droite (AB).
J
A . B

I3

Les coordonnées de A et B sont (0,0, 0)el (0,0, d),

ond=AB
Etant donn€ un point M(x, y, 2), ona
AM =+ 2 et BMP = (x— a4 2, 2 Jra—
On en déduit que AM = BM si etseulementsi a2 — 9y 0, AM = BM équivaut & AM? = BM>
L d
c’est-i-dire x = 5 d#0

On reconnait une équation cartésienrie du plan passant par le miliey H% 0,0)| dix — gj +0(y—0)+0(z—=0)=0
de [AB] et de vecteur normal AB(d, 0, 0).
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. e 0 2
= e ’ A (4 2
Hlau}ndmonﬂm BM se litencore: AM — BM -0 2= R, B = B

pul Eneoere (AM — TBTJ){A_AE+B_A'¢)=0 sail E'(mi_m):[}
soit I le milieu de [AB]. La condition précédente se lit aussi - AB- i =0 | AN + BV = 27w

On reconnait unc caractérisation du plan passant par 1 et perpendiculairea la | theareme 1

droite (AB)

[(EX13]

On considére les plans @ et 2 d’équations respectives -

o ‘ 3x—4y+1=0 el 6x—2y—82z+2=0
Déterminer I'ensemble des points équidistants de @ et 9.

1) Etant donné M(x, y, 2), la distance de M a P est : ol = [3x—4y+1] |3x — 4y + 1
. V3% + (42

De méme, la distance de M a4 2 est 3= |6x — 2y - 3z+2 )

7
M est équidistant de % et 2 si et seulement si :
3x—4y+1 6x—2y—3z+2 [3x —dy+1| _ |6x—2y—3z+2|
5 7 s i !
o 3x_4y+1=_6x—-2g7—32+2_

Aprés simplification, il vient :

3x+6y—5z+1=0 ou 51x—38By— 152+17=10
L'ensemble des points équidistants de @ et 2 est done la réunion de deux
plans.
Notons que ces deux plans sont perpendiculaires, en examinant des vecteurs| 3 x 51 -6 x38+5x15=0
normaux i 1'un et & 'autre, W(3,6,—5) et © (51, —38,—15).

[ EX 14

Soit ABC un triangle.

1) Déterminer I'ensemble des points M tels que || MA + 3MB|| = || MB + 3MC||.
2) Donner une solution analytique lorsque A, B et C sont de coordonnées respectives (—1,0,2), (0,1, 1) et (3, 0, 0).

1) Soit I le barycentre de ((A, 1), (B.3)). A+3B=10
el J celui de ((B. 1).(C, 3)). JB+3JC=0

Il vient | MA + 3MB || = 4|| Ml || et || MB + 3MC || = 4| MJ ||.
La condition imposée équivaut done a : MI = MJ.
L'ensemble demandé est donc le plan médiateur de [1J]. voir lexercice 12

2) Etant donné M(x. y, z), les coordonnées de AM + 3BM sont :
(dx+ 1,4y — 3,4z - b)
Celles de BM + 3CM sont (4x — 9,4y — 1,4z — 1).

T OO A ; ; mes équivaut @ comparer leurs
La condition imposée s'exprime done par : comparer les normes &g P

corres
(x4 12 4 (dy — 32 + (2 — 512 = (dx — 902 + (dy — 1P + 4z = 1",

c'est-d-dire 80x — 16y — 32z — 48=0.
Ouaussi 5x - y—-2z-3=0

en développant et rédutsant

On reconnait I'équation du plan de vecteur normal T{(5. -1, ~2)
K est te milieu de [LJ]

€l passant par K(1, % %).
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Spheres
[ EX 15 |
Soit A et B deux points dislincts dans |'espace. ¥ TR0
1) Montrer que la sphére &' de diamétre [AB] est I'ensemble des points M }815 Ciuf f}i':(‘(ﬁ;sz i 1‘)
2)  Donner une équation de cette sphére lorsque A el B ont pour coordonnées (0. 1. i -

1) Soit I le milieu de [AB]. Etant donné un point M, nous avons

MA=1IA-IM et ﬁ-_—}-ﬁ—m done :
MA-MB=IA-[B+IM —(IA +IB).IM,
Y =, -
c'est-a-dire MA-MB=IM — IA .

L'ensemble des points M tels que MA - MB = 0 est donc aussi I'ensemble
des points M tels que IM = IA,
¢’est-i-dire que ¢’est la sphére de centre I et de rayon IA.

2) Les coordonnées de AM et BM sont (x,y — 1,z — Let (x — 2,y — 2,2+ 1).

Une équation de la sphére de diamétre [AB] est donc
Lrf+ 2 - —By+1=0

[ EX 16

il est naturel de faire intervenir le centre e |,

spheére

—

A+IB=10

i B
i =M%, TA =IA®
sphére de diamétre [AB]

avec M(x, y, z)
MA -MB=x"+1yf+2°—2x-3y+1

1)

2)

cenire A el le rayon.

Montrer que |'ensemble d*équation x* + y® + 22 — 2x+4y+6z+5 =

0 estune sphére F, dont on précisera |z

Etant donné un point My(a, b, ¢) de &, [ormer une équation cartésienne du plan % tangent en My & la sphére .

1) X2+ + 2% —2x+4y+62+5 = 0 s'écritaussi (x— 12 +(y+2)% 4 (2432 = 9,

On reconnail une équation de la shere de centre A(1, —2, —3) et de rayon 3.
2) Leplantangenten My i est'ensemble des points M tels que MgM-AMp = 0
Une équation de % est donc
Jocu+yyn+zzﬂ—x+x0+2y—2yg+3z—32:;;—x§-gﬁ—zﬁ:Cl.
Avec xg+yg+% — 2xp + 4y +625 +H =0, il vient :
xx + Yy + 229 — (x +xg) + 2y + yg)+3(z + 2)) + 5= 0

[ EX 17 |

Z2x=(x—=12-1, 12 44y = (y+2/ -4
Z+6z=(2+32-9

plan passant par My et perpendiculaire & (AM,

(x = x)og — 1)+ (y — yo)lyg + 2)
+lz— Nz +3)=0

My eppartient a o

1) Onconsidére I'ensemble d'équation 24 gz T 2y+6z+5=0.
Maontrer que ¢’est une sphére &, dont on précisera le centre et le rayon.

2)  Montrer gue le plan @ d'équation 2x — y+3z2-2 =0 coupe & suivant un cercle.

3} Préciser le centre el le rayon de ce cercle.
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I}.\’2+y2+12—4.\'—2y+62+5 =0 séerit (x—2)% 4 (y - 12402432 =9,
On reconnaitune ¢quationde la sphére  de centre 2 (2,1, —

3) et de rayon 3.
zjudiSIﬂ"Wdcn““ plan @ d'équation 2x —y+32—92- esl - 8 [4-1-9-2
e e S ;14 Vad+1+9
L.'imerseclmn ¢ f el est donc un cercle ‘6. {a distance d est strictement infériewre au rayon
¢ - s de IF
3) Le centre H de ‘6 esl le projeté orthogonal de ) sur &.
JE= 4 & : 31
Le rayon de € est = d® clest-d-dire B propriété 18, le rayonde S est r =3

8
et la distance de {L a P est d = m
Ladroite (2 H) passe par £ etelle admet 7 (2, —1, 3) pour vecteur directeur.
Elle a donc pour représentation paramétrique (2 + 26, 1 — ¢, —3 + 3¢).
Le point H est le point de cette droite qui apparticnt 3 @, 22+20-(1-)+3(-3+31)-2=0

: ; . 4
c'est-i-dire celui de paramétre t = =

Les coordonnées de H sont done (% E = 9)

7¢7| 7‘1'-

[ EX 18]

On considére la sphare & d’équationxc® + y* + 22 — 2x + 4y + 42+ 5 = O et le plan @ d*équation x — 2y + 2z + 1= 0.
1) Montrer que I'intersection de & et @ est un cercle 6 dont on précisera le centre w et le rayon.
2) Etantdonné un point M(a. b, ¢} de “6, écrire, en fonction de a, b et ¢ une équation du plan [1 tangenten M a &,
3) Déterminer les coordonnées du point N, intersection de I1 et de la droite (Qlw), ot  est le centre de . Que
constate-t-on ? -

N+ +2% —Ox+4y+42+5=(x— 12+ (y+2P +(z+ 2" -4
L'équation de ¥ s’éeritdone (x — 1) + (y + 2 +(z+2)% =4
¢ est la sphére de centre 0 (1, —2,—2) et de rayon R = 2.

: 2 [1+4—-4+1
La distance de 02 2 P est 3 ~ Aot
La distance de £ & @ étant strictement inférieure au rayon de &, I'intersection | propriété 15
de f et P est un cercle G, dcmyonr=¥ 4_‘5
9
Pour déterminer le projeté orthogonal w de {2 sur P, cest le centre de “6

formons une représentation paramétrique de la droite passant par £ el de| T est un vecteur normal @ &
vecteur directeur T (1, —2, 2):

x=1+t, y==-2-2t, z=-2+2t t réel
Le point de coordonnées(1+1t, —2—2t, —2+2t) appartientd # si et seulement
: 2
sit=—g.

22 9 - =
LI:SCDDrdOnnéESIiELuSDmanC(;_—-E, -9-) 1+t—2(-2-20+2A-2+20+1=0

9
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2) Le planTl a pour équation: (a— 1)0{x—a)+(b+2y—b}+(c+20z—c) 5

1
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0

¢'est-a-dire , aprés simplification, (a—1L)x+(b+2)y+(c+2)z—a+2b+2¢+5 = 0

3) Le point N(1 + t,—2 — 2t,

si et seulement si

(a— 1)1+t +(b+2)-2-200+(c+2)X-2+21)—a+2b+2c+5=0,

—2 + 2t) de la droite (lw appartienta I1

c'est-a-dire Ha—2b+2c—1)—4=0 ouencore —2t—4=0.

Les coordonnées de N sont donc (-1, 2, —6).
On remarque alors gue tous les plans tangents 4 ¥ en un point de ‘€ ont le

point N en commun.

[(EX 19 |

JE NE REFENDPRAI S
GVEN PRESENCE De
MoN AVOCAT ...

plan passant par M et de vecteur normal
R ——

OMa-1,b+2,c+2)
Me¥:a*+b*+c?=2a—4b—dc—5
voir l'exercice 16

représentation paramétrigue utilisée en question
précédente

en tenant compte de l'appartenance de M & 7
a—2b+2c+1=0
t=-2

N ne dépend pas du point M pris sur %

Pt

d’équation

tangente 4 &

1) Montrer que la droite @, passant par A3, ~3,1) et de vecteur directeur 'd(=2,1,2) est tangente & la sphere
—x+2y—4z+3=0.

2) Caractériser les vecteurs unitaires W(a, b, ¢) tels que la droite passant par A et de vecteur directeur T soil

1) En écrivant I'équation de & sous la forme

1.2
(x— g) s+ 12 +(z—20 ==

1
on voit qu'il s'agit de la sphére de centre {2 (E'

Une représentation paramétrique de @ esl

9
4

x=3-2t
y=-3+t
z=1+2¢

—1.2) et de rayon g

L parametre réel
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Erant donne sur @, le point M de paramétre t, la distance de M 4 Q) est donnée
rﬁ":

45
aM? =912 18t+ 4 Ouencore 9(t— 1?4 % .

Le projeté orthogonal H de €1 sur 9 est donc le point de paramétre 1.

5 0 2 9
|| reste i constater que £ H” = = pour conclure que H appartient i ¥, el
donc que & est tangente a la sphére.

x=3+al
7) Ladroite A passant par A et de vecteur directeur W admet { y= —3 + bt
z=1+ct

pour représentation paramétrique.

Etant donné le point M de A, de paramétre t, la distance de 02 & M est donnée
par!

:
nM*‘=:2+(5a-4h-2c}t+4T“*
2
- 5a+4b+2c) 45 — (5a — 4b — 2¢)°
2 4 :

Le projeté orthogonal H de {1 sur A a donc pour parameétre :
—ba+4b+2¢
ts—73—

ouencore (L M2 = (r -

45 — (5a — 4b— 20)°
1 :
La droite A est tangente 2 ¥ si et seulement si H appartient a la sphére &,
c'est-a-dire si el seulement Si.z:
45 — (ba — 4b— 2¢)
4

et le carré de la distance de Q A Aest QH® =

= g— ou encore [Sa—4b—2c =6

—f 21 2 ,
Remargue : la droite 2 admet le vecteur u (_3* 3 E) pour vecteur directeur

unilaire.

2

2 1
On constate que 5 x (- E) —4xzg—-2xg=-6

l_F‘r_:vru:r.‘it:rn. de Leibniz

EX 20

87

5

5 =2

-2+
=1+2

Om
celui qui réalise le minimum de la distance d'un
point de % a £}

if est (nutile de se seruir des coordonnées

(1,-2,3)de H

5
E'l’ﬂ!

oM -2+ bt

-1+ct

:12 + hz + Cz = 1: U est unitaire

méme commentaire qu'a la question précédente

(5a — 4b — 2¢)® = 36

on vérifie la régle générale obtenue sur le cas par-
ticulier traité

——

f(M) = 2MA? + MB?,

1)  Déterminer le minimum de f.

Soit deux points A et B. On considére la fonction J qui, 3 un point M quelconque de I'espace €, associe le réel

2
_ amG2 2
1) Etant donné le barycentre G de ({A,Z).(B,l)) _montrer que f(G) = 3MG® + g AB".




1 ) Pour toul point M, ona:

&8

PR — 2 ——‘-.——o
MAZ = MG2 + GA% + 2MG - GA ¢l MB? = MG? + GB* + 2MG - GB

' 2 2, oMG - (2CGA+ Eﬁ)
Il vient alors f{M) = IMG? + 2GA” + GB* + 2MG (ZGA

etdone f(M) = 3MG* + [(G).
— — == ; —_— 1—-& —_— EA—TE-
De 2GA+GB= 0, ondéduil GA= _EA'B et GB= 3

2
Il s'ensuit : (G} = %AB2 et donc f(M) = 3MG? + g.&BE,
2) On en déduit que la fonction [ atteint son minimum en G el que ce minimum
2

FAB,

CEX 21 |

est flG)=
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1

E‘{ru‘ il
|

2

MA? =MA = (Hﬁ + EE)E
el de méme pour MB?
(M) = 2MA*® + MB® ’

R

2CGA + GB = 0 e f(G) = 2G4 + 0Bl

2caZ = gABE GB® = -;ABE

2 2.,
J(M) = Eﬂﬂzetf[MJ=§ABz L
quand 3M02 =0

Soit A et B les points de coordonnées respectives (1, —1,4) et (2, -1, —4)
et I I'ensemble des points M tels que MB-= 2MA. Py
Montrer que & est une sphére et que son centre appartient 2 la droite (AB).
Donner deux démonstrations : I'une analytique et I'autre vectorielle.

1) Etant donné M(x, y, 2), la condition MB = 2MA se lit :
(e=2P 4 (y+ 17 +(z+4P =4 ((x~ P +ly+ 1%+ (- 47),

40
ou encore x2+y2+zg—§x+2_u—?z+17=0

On reconnait une équation cartésienne de la sphére

2 20 2v8
de centre (1 (5"1"3") et de rayon v:;_s

— 1— 5 .
Comme A Q= — 3B, on peut dire que {) appartient a la droite (AB),

—Z i
2) En factorisant MB — 4MA |, la condition proposée se lit ;

(.'c"-ﬁ+2nTA) s (@— 2m) =0
c'est-a-dire Ml - MJ =0,
en utilisant [ barycentre de ((B. 1), [A.E}) el Jceluide ((B, 1), (A, _2)),
Cecl équivaul 4 (J_"vﬁ + m) : = (E’ = !‘E‘Jz
c'est-a-dire 441_1_?12 = L_J"E. en nolant {2 le milieu de [LS].

1J ; ; .
M (1= = caractérise les points de la sphére de centre £) et de rayon %
I'etJ appartenant a la droite (AB), 1l en est de méme pour leur milieu £,

[ EX 22 ]

MB® = 4MA® '
352 4+ 3y + 322 — dx + 6y — 402+ 51=10 |

260

2 2
(xﬁg) +(y+ 17+ (zﬁ%g) ==
|
E.%CI.D._B),ETz(-%.o.g)

MB = 23@1 équivant & MB® — 4MA® =0
3 3
oud MB —4MA =0

on peut, G ce stade, dire que f est la sphire &
diamétre [1J), voir lexercice 15

(mm)z_(m_m)g:m.m

propriété du barycentre de deux points distinets

On considere les points I(1,0,0), J(0, 1,0) et K(0, 0, 1). Soit f et g les fonctions réclles définies sur ¢ par : J
SO0 = M2 + MI% + MK2 et g(M) = MI% + MU2 — 2MK2.

1)
2)

Déterminer I'ensemble & des points M tels que f(M) = 3.
Déterminer I'ensemble P des points M tels que glM) = 4,

Donner, pour chacune des deux questions, deux approches de cette étude : I'une analylique et |"autre vectorielle.
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) Méthode vectorielle

grant donné un point G, MI% = GM? + GI* — 2GI - GM
w? = GM? + GJ® —2GJ - GM , MK® = GM? + GK® — 2GK - GM
par suite, [(M) = [(G) + 3GM? — 2GM . (Ei’-r GJ + ER')

Gj G est I'isobarycentre de I, J, K, on obtient f(M) = f(G) + 3GM2.

Le triangle K €tant équilatéral, GI = GJ = GK = \/g

Onen deduit [(M) = 94 SGMZ
L'ensemble & est I'ensemble des points M tels que [(M) = 3.
C'est done la sphere de centre G et de rayon ?15 . Elle passe donc par O.

Méthode analytique
Etant donné M(x, y, 2), il vient : f(M) = 3x? + 3% + 32% — 2x — 2y — 22+ 3.

L'ensemble & a pour équation : Lt #F - %x = %y = %Z

2 2 2
) 1 1 1y 1
ouencore: | x— 3| + =g Hl2eg] =g

111 1
¥ est donc la sphére de centre G | 3. 3. E) el de rayon 7

=0

1) Méthode vectorielle
Etant donné un point A, M2 = AM? + AI> — 2A1 - AM
MI2 = AM® + AJ? — 24T - AM, MK? = AM? + AK® — 2AK - AM
Par suite, g(M) = glA) — 2AM - (E} + Acf — E.AT{)

. ) A ey e
On prenant A = O, il vient : g(M) = —20M - (OI +OJ - QOK)
L'ensemble @ est donc un plan, de vecteur normal T +j =%k

Avec he R el Mo défini par OMg =k OK, on obtient: g(Mp) = 4 A

Pour avoir g(Mg) = 4, il suffit de prendre A= 1. Le plan % passe donc par K.
Méthode analytigue
Avec les expressions de MI2, MJ? et MK, déja utilisées, il vient :
g(M) = —-2x—2y+4z
L'ensemble & admet done pour équation : x +y—2z+2=10.

C'est le plan de vecteur normal (1, 1, —2) et passant par K(0, 0, 1).

[ EX 23 |

89

Mi? = Mi =(§-ﬁf)2

Gl+GJ+GK=T10

{e triangle a V2 pour coté, et GI est les deux tiers

2,
de la médiane \/ﬁ 4 -\g * 3

(G =2
aeM? =1

MR =(x— 12+ 2+ MIE= ...

O + 0J% + OK? = 3 montre que O appartient
a

G est, au vu de ses coordonnées, Uisobarycentre

de I J, K

rvﬂ2=ﬁ2=(ﬁ-m)2

glo) = 0 + 0J* - 20K* =0
théoreme 2

-0l =0K-

—2x—2y+4z=4

!

Soit &> 0 et A, B deux points tels que AB = 3a, et k un réel.

I} Déterminer, vectoriellement et analyliqucmam.l’enscm :
2)  Traiteranalytiquement ce probleme lorsque les coordonnées

ble des points M tels que MAZ + 2MB® = Ic.
de Ael Bsanl, respecrivemcm.(l,—5.2]at (—-2.1.2)
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| ) Méthode vectorielle. ‘
Soit G le barycentre des points A el B, de coefficients respectifs 1 et Z

Avec MA® = MG® + CA? 4+ 2MG - GA

et MB% = MG2 + GB® + 2MG - GB
il vient MAZ + 2MB? = 3MG? + GA? + 2GB? + 2MG - (GA + 2{;3)
et donc MAZ + 2MB® = 3MG? + GA® + 2C0B%.

De GA+2GB= 0, ondéduil GA= gﬁf‘- ct GB = EAB'

I s"ensuit que GA* = 4a” ot GB® = a?,

puis MA® + 2MB* = 3MG* + 6a®.

Ainsi MA? + 2MB? = k équivaut & MG? = %(Ic - 6a?).
a) si k< 6a?, I'ensemble cherché est vide,

b) si k= 6a”, il est réduita G,

, - k- 6a®
¢) si le>6a®, c'est la sphére de centre G et de rayon 7

2) Méthode analytique.
Etant donné M{x, y, z) :
MA? = (x — 112+[y+5)2+{z—- 2)?
el MB? = (x+ 2% + (y - 1% + (z - 2)%,
etdonc MA? + 2MB® = 3.2 + 3y2 +6x+6y+3(z — 2)° + 36,
ouencore 3(x+ 1 + 3(y+ 1%+ 3tz — 2) + 30.
Il s’ensuit que  MA? + 2MB? = It s'écrit :
x+ 124 (y+ 12+ (z— 2P = ;3—‘ ~10.
a) k<30, I'ensemble est vide,
b) Ie = 30, I'ensemble estréduit d G(—1,—1, 2),

¢} k> 30, I'ensemble est la sphére de centre G et de rayon \/ Q}EE =10;
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GA+2GB= 0
nM?:(ﬂTfE+5i)

X
MB* = (WG + GB)
puisque GA + 2GB = 0

"GTQ+2((E+.:&_B) =0

AB=| AB| =a

. g
notons que AB® = 32 + 62 swita®=5

on vérifie sans peine que G est barycentre dr.
points Aet B, affectés des coefficients 1 et 2

.. BT ALORS LA (L ME Sorr;

“METHODE ANALY TIGUE
OV VecToRIEUWE “ 7
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Produit vectoriel

[1- Orientation de I'espace

Dans.ll‘espace physique usuel %, on dispose d’un observateur noté DG ayant le sens de la droite et de la
gauche.

A. Repéres directs, indirects

i

g = =4
Soit (O, i, j . k)unrepére de %, d'axes Ox, Oy, Oz; I, J, K les points définis par :

Ol=71,00=7 ,0Kk=Tk
Suppposons l'cbservateur DG placé sur 0z, les pieds en O, la téte en K et regardant le point I.
Le plan (OIK) partage I'espace % en deux demi-espaces et deux cas se présentent :
(1) : J se trouve dans le demi-espace situé a la gauche de DG,
(2) : J se trouve dans le demi-espace situé  la droite de DG.
Ce procédé permet de partager I'ensemble 2t des reperes de % en deux sous-ensembles disjoints %ty et Hg
correspondant respectivement au cas (1) etau cas (2).

Définitions :
d. 1

—_— — —3 i e
Deux repéres (0. {. j. k) et (O, i, .K') sont dits de de méme orientation si et seulement si ils
appartiennent tous deux au méme sous-ensemble F; ou fy. Sinon, ils sonts dits d’orientations contraires.

d.2 | pour distinguer Ry et Jiz, on convient de qualifier les éléments de I'un d'eux - choisi arbitrairement - de
repéres directs, les éléments de l'autre étant alors qualifiés de repéres indirects.

Lorsqu’on a fait ce choix, on dit que I'on a orienté|’espace.

Usuellement, on convient de choisir comme repéres directs les éléments de 9, c'est-a-dire les repéres orthonor-

maux correspondants au cas (1).

zZ

@ K
D G D <

P

. o T
0 J y Y o 5
I
1 X
; . Repére indirect
Repére direct J est sur la droite de DG

J estsurla gauche de DG
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Théoréme :

L1 lsuit (7, 7. k) unebasede W et deuxpomts OetQ ded.

Le eres (3, T T Ie)et [d , k )sontde méme orientation.
s rep

Définition :

— oot 1 exi int O de € tel 1.7
d.3 7.k ) deW est dite directe(resp. indirecte) ¢'il existe un point O elque(0, ¢, 5§ ) s

Unebase( i , .
un repére direct (resp. indirect) de .
Propriétés :
Soit @ =( i , &) une base de W.
p.1 | On ne change pas 'orientation d’une base de W Jorsqu’on opére sur ses Vecteurs une permutation circylsp,
By = [T. k. 1)et ‘3&'1 = {Tc-. _I TJ sont de méme orientation que 2.
p.-2 ‘ On change Vorientation d’une base de W lorsqu’on permute deux de ses vecteurs.
Py = (?. I F}, 9{!."2 ={ 1. k. T] et By = (T;. T _i) sont d’orientation contraire de celle de ;.
p.3 l On change V'orientation d'une base de W' lorsqu’on remplace I'un de ses vecteurs par son opposé.
Ba=(=1.7. k), By=(T,~]. ket B = (i.J.— k) sont d’orientation contraire de celle de
B. Orientation d'un plan par un vecteur normal

Soit ® un plan de € etV I'ensemble des vecteurs de .
& est orienté comme on a appris a le faire en géométrie plane.

Rappelons qu‘une base orthonormale ( i, j ) de ¥ est directe si et seulement si la mesure principale de
' e 2 g T

I'angle( i, j )estégalea R

Dans W, il existe deux vecteurs unitaires normaux i ® ;ils sont opposés 1'un de I'autre.

Théoreme :

t. 2 .
Il existe un vecteur unitaire n nurmal a P et unseul tel que, quelle que soit (_[" T} base orthonormale directe
de¥, (1, j . 11 ) soit une base orthonormale dlrecte de W.

—F — —
éﬂ?ﬁ pour toute base orthonormale mdlrecte( i, i ).'de ¥, (i, i, n)estune base orthonormale indirccte
e
Définition :
d.4 Le vecteur n du théoréme 2
1 Hieoreme = permet de reconnaitre les bases orthonormales directes de V"

On dit que P est orienté par le vecteur 1 .

Remarques
* Levecteur — T définit I'orientation contraire de celle définie par 7

s (i.g ) est une base orthonormale directe de L — —
d""’-'ﬂE de W, =¥ siet Seulements,( { . J . n)est une baseorthonorma®
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El..j'oduit vectoriel
A. Etude géométrique

Théaréme

- 3 & 0 T —
i Ftant donné des vecteurs u et v de €, on leur assacie un vecteur w de la fagon suivante :

% — T x 3 = =
« s uw et v sontcolinéaires, w = 0,

» si u et v nesont pas colinéaires, soit O un point de €, @ le plan de repére (O, 1, ), Kk un vecteur
unitaire normal a @ et 8 une mesure de 'angle (u , v ) dans le plan 2 orienté par K

on pose W = (n W[l v | sin a) k.

Le vecteur w ainsi défini est indépendant du choix de O et de k ; il ne dépend que de Wet .

Définition :
d5 | e =)y =b
Le vecteur w défini dans le théoréme 3 est appelé le produit vectorielde u et v.

— —
Onlenote u A v.

Propriétés :
p. 4 1? AT est orthogonal a chacun des vecteurs W et ©.

p.5 |Si T et T sontnon nuls et si§ est J]a mesure de I'angle non orienté des vecteurs Wet U, (0e (0.7,
[TAT=] )7 sinb.
Interprétation géométrique de cette norme
Soit O, A, Beet C des points tels que OA= u, OB= 0 etOC= U + v.
B e La norme de u A v est égale au double de laire du triangle
OAB ; elle est égale & l'aire du parallélogramme OACB.
Si H est le projeté orthogonal de B sur (OA),
BH = OBsinf = || U ||sin®
O £ ; 4 _ I _|L L

Laire de OACBest OA x BH = || T |||| T || sin®

p.6 |Si i et U nesontpas colinéaires, T A T est 'inique vecteur 10 tel que:
. D est orthogonal a T eta v,
o (W=l sinb,

« (.U, 10)estunebase directe de W,

—

UAU

| .
Z oLﬁﬁf'/ 7 o<§'

. 0} est une base orthonormale directe de W

itaires et orthogonaux, (o,

BT |Si T et T sont des vecteurs un

5 ) — —
sietseulementsi = U A U
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o : e .
v ' sont colinéaires.
B uAap=0 si et seulementsi u et U

Corollaire

i < ABAAC= 0.
Trois points A, B et C de % sont alignés si et seulement si ABA AC
p.9 |Antisymétrie du produit vectoriel. L s S
—_— _— o -
Quels que soient les vecteurs i et 0, U AUu=—-U
p- 10 | Bilinéarité du produit vectoriel. In
Quels que soient les vecteurs w, U, W et le réel A, ol TR T S A
(G+TIATD=UAT+UAW li'ﬁ(l.l_:w)‘—'u-"\_bu+u,'\w
MATIAT=ATAT) WAK 0)=A (T ATD)

B. Coordonnées du produit vectoriel

Théorémes :

w5 Si(i, T I ) est une base orthonormale directe,
TAJ=%k JAhlk=

t.5 Lo ! ; g ey -

Soit ( i, j , k) une base orthonormale directe et des vecteurs u, u' de coordonnées respectives (x y, z) g

(x'.y .2 ) dans cette base. :
Und =2 -a) T+ —xd)] +(af —ux)k

Si L, M et N sont les coordonnées de u A u', on voit que L, —M et N sont les trois déterminants obtenus ey

supprimant successivement la premiére, la deuxiéme et la troisiéme colonne du tableau ( g j :J )
x

III - Produit mixte

Définition :

d.6 |Le produit mixtede trois vecteurs I, T et 0 est le nombre réel produit scalairede W A T et
Onlenote [w, v, w).
(€. 7. W =(FAD)-T
Propriétés :

p. 11 [ Le produit mixte de trois vecteurs est nul si et seulement s ces vecteurs sont coplanaires

P-12 (&, v, W) est une basede W si et seulementsi [, T, W] £ 0.

o Si[W, VU, W] >0, cette base est directe » Si[W, U, 1T] <0, cette base est indirect
‘ irecte.

p. 13 g ;
Soit A, B, C et D des points non coplanaires. Le produit mixte [AB, AC, AD
tétradédre ABCD. C’est aussi le volume du parallélépipéde admettant pou.r a

] est égal i six fois le volume &
rétes [AB], [AC] et [AD].

TAT G H " |
oit K le proj pAd
D erpe d—Plf_]?té orthogonal de D sur Ia droite passan! P'l'..'li.- |
i perpendiculaire au plan (ABQ), Le volume de ABECDFHU®
le produit de AK par l'aire du parallélogramme ABEC
Clest-a-dire que c’est le produit || AB A A¢ ||| AK || '
E On reconnait alors la valeur absolue dy, produit scalaire ¢
A iz AB A R et AD.



chapitre 5 : Produit vectoriel o5

3 14 ‘ Le produit mixte estinvariant par permutation circulaire :

(W, 7. D=7, . %) = (¥, 7. 7]

p. 16 ‘Le produit mixte est changé en SOn 0pposé si on échange deux vecteurs :
(W, 0. W] = V.7, 8] =-[¥,B. 0] =-[W, 7,

, @ - Méthodes

A. Bases

D (u, U, W)estunebasedeW sietseulementsi [T, 0, W] #0

—_— i — =3 x 1
2) u, v étant orthogonaux et unitaires, (0, . W) est une base orthonormale directe de W si et
seulementsi W =10 A TD.

B. Calculs de distances, aires et volumes

1) Distance d'un point a une droite.
A . S o aep I EAAM |
Etant donné un point M et une droite % de repére (A, ), la distance de M a % est W
u
2) Aire d'un parallélogramme ou d'un triangle.
L'aire d'un parallélogramme ABCD (AB = DC) est || ABA AD II-
1 — —_—
L'aire d'un triangle ABC est §|| AB A AC|.
3) Volume d’un tétraedre.

1 {5 =
Le volume d'un tétraédre ABCD est 3 |[AB..AC,AD]|.

C. Plans

1) Vecteur normal
Connaissant deux vecteurs non colinéaires T et 0 d'unplan®, W AU estun vecteur normal

au plan ap,

2) Equation cartésienne d'un plan
Si I et T sont des vecteurs non colinéaires, le plan passant par A et de vecteurs directeurs u,

T est I'ensemble des points M tels que [AM, u, v]=0.

3) Intersection de deux plans B
Gi 9 et ' sont des plans non paralléles de vecteurs normaux 1 et n', un vecteur directeur de leur

J—

’ == I
intersectionest n A .

D. Calcul d'un sinus

| ABAAC|
Etant donné A, B et C distincts, sin = e
| AB|l | AC||

Avec les coordonnées de A, B et C dans un repére orthonormal direct, caleuler les coordonnées de AB,
. i

AC. Elles permettront de calculer ":5:8 || et || ,"-TC.” : elles permettront aussi de calculer les coordonnées de

ABA AC, puis la norme de ce vecteur.
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Exercices résolus

Propriétés du produit vectoriel
[CEX 1]

1) Calculer Wy A Wy en fonction de x3. 3, U, Uz el Tf AT

= 5 7 =
Soil T et © desvecteursde |'espace orienlé el xy, Y1, Xz, Yz des réels. On pose Wl XU+ U el W2 XU +y, T

—

2) Onsuppose U et v non colingaires. Montrer que W, el Wg sont colinéaires si et seulement si xys — XYy =0

1) En développant (x; T +y; D) A (X T + yo U ), on obtient :
NG UAT+XpTEAT+NSa T AU+ T AT.
etdonc: Wy A Wa=0qys —xpuy) U A D
2) Les vecteurs Wy et Wy sonl colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel
est nul.

Ainsi, Wy et Wy sont colinéaires si et seulement si xjyg — xpyp = 0

par bilinéarité, propriété 10

avec l'antisymétrie, propriétés 8 et 9.

— e LY PR
uA v # 0, puisque U et U ne son! pa

colindaires.
EX 2
Montrer que, quels que soient les vecteurs Wet 0, [T A D ||2".'+ (_"‘ ,_“"‘) i- 1= 1% = |12

1) 5i u ou U estnul, la relation est vraie, les deux membres de I'égalité étant
nuls tous les deux.

2) Supposons maintenant que ni & ni © n'est 0 et notons @ la mesure de
I"angle non orienté des vecteurs W et U,

Onawl - T =T |||7T|lcosB et | _'iI=IinII|I_L"|I5in9

Ilviemalnrsuﬁh‘ﬁ’ﬂzd-(F- )‘|| P v

[EX 3 ]

Le produit scalaire et le produit vectariel sont aul
dés qu'un des vecteurs est nul. Et la norme o
veetewr nud est 0,

fe [0, ]

propriété B

sin® 0 +cos” = 1

Etant donné une base orthonormale directe ( i , T Ie Y, on considére
7 4 4 4 1 8 48 1

a1y . - 3r e T g -
les vecteurs T, 0 et T de coordonnées respectivis

'g:=5-—g-g-—g-g)elg.g.—g) Montrerque B=(W, V. ) est une base orthonormale. Est-elle directe '

On vérifie que W et T sonlt unitaires et orthogonaux,

Caleulons W A T —B-l-{? i Hle ~4i)A M4 [ - j +8k)

On obtientalors @ AT =

[ 1/ 'SY

% (~4 0 -85 + i)
De U AU = —0. on dédlljl ve (5 7 s
directe, f « V.= w) est une base orthonormale

On en déduitalors que B est unc base orthonormale indirecte

e ]
| %= 5749 + 16 + 16), et
72

LL -

]

1
ET“‘G +1+64)

1
‘8—1(28 +4 — 32)

r:'[!’aidede(? —4 _4)
4 -1 8

avee la propriété T, il n'est pas wtile dv caleule! :.‘I
normede W0, ni de vérifier son orthogono!’® an
les deux autres

proprieté 3
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EX 4
p— —_——
! Soit( i, J . k) uncbase orthonormale ditecte de I'ensemble W des vecteurs de I'e
—_ . space
|) Montrerque lesvecteurs 1= —(1 4 ¢ 4 oNoi = _ o o
; Vﬁ di % )it g %( i —2j + ) sont orthogonaux el unitaire
2)  Déterminer les coordonnées de T tel que (T, T, T5) soit une SR e sl
L
i e = -
1) On vérific aisement que =)o (TR = 1 e “+4 .
=5 M
akiibing T = (- 24 1)
; - 3v2
Ces deux vecteurs sont donc unitaires et orthogonaux
2) Le seul vecteur w tel que (i, o', T0) soit une basc orthonormale directeest | Méthodes A-2)
w=TuUAT

TAT = §7§( i+ J+kIN(i -2 + k) Lescoordonnéesde WA D

1
sont alors 3—‘72-(3.0. —3) c'est-a-dire W = 1

—[ 1= k)
v"ﬁ( i )
[ EX 5 |
On considére des vecteurs o, © el W.
1) Montrerque (WA T)IAW=(U - Wv — (o - wd.
2) Montrerque ¥ A(T AT =(T - W)0 — (T

- D).

1) L'égalité pmposée est immédiate dés que I'un des vecteurs proposés est nul

Sull( [

:xi : u=yi+zT

—_—

. Ic ) une base orthonormale directe telle que :

el Lu=at+b_; +ele,

y

/i

/

u
Onobtientalors u A v =xzlk

D'autre part, avec u

(u

Il vient alers (U « w) v — R
I"égalité demandée.

2) Notonsque u A(TD A W)=

wiu =

(T AW
On obtientalors : (T AT)A T = (0

Avec ces deux égalités, on obtient le le rés

w)A

—xzb i +xzaj

H .

TS M TR

uia{un u);‘\w——xzbi +xzuj

w=xaetv- w = ya + zb, on obticnt :

-w)u_-xaf_;l +EJ) ot (0-w)u =lya+zbxi

u)vo.

ultat propasé.

ce gqui montre

—

!l reste alors d prendre T=1A Fn

orthonormale divecte gueleonque

En remplagant W par

U dans égalité ci-dessus

On choisit [ wnitaire el colinéaire & 1, et j

unitaire tel que t, U et j solent coplonaires

Les caleuls seraient plus lourds dans une bose

en wtilisant le résultat précédent, et lantisymetrie

F. v par E; et W puor
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[ EX 6 | |

Soit( €, J 7 ) une base orthonormale directe de I'ensemble W des vecteurs de |'espace onenté &. :
Etant donné un réel A, on considére les vecteurs
—_— —_— — — —
u=sXi+j+hk, o=

o ) est-clle une base de W ?

?+KT+F E:'E-LE= [+7+hk

1) Pour quelles valeurs de A (u.
2) Dans quels cas est-elle directe ?

1} Les coordonnées de : A _u‘ sonlt

e
. S

A
¢'est-a-dire a partir du tableau ( 1

1 1| |1 X[ |» 1
A 11 1|1 Af

TAT == NT +0-NF + 02 -1k
Le produit mixte [, T, W) est donc égal & (1— \) +(1— A)+ A 0nE -1 définition 6
c'est-a-dire (1= AX2— A — A2) = (1= N3\ +2) en factorisant par (1— \)
(. 0. W) est donc une base lorsque A est un réel différent de 1 etde —2. | Méthodes A-1)

2) Lorsque A& {1,-2}, la base (U, U, W) est directe si A> —2 et indirecte si | Le signe de (1— NB— A — M%) ent calii s
A —2. (2+ \), et on utilise la proprieté 12

[ EX7 ]

o — —_— =Ty —
Soit u et v des vecteurs donnés, u # 0,
1) Montrer que s'il existe ¥ tel que T A ¥ = D, alors T et T sont orthogonaux.

- , 1 vo Ml by e
2) Onsuppose T et T orthogonaux. En utilisant 'exercice 5, montrerque Xp = —— 0 A T vérifie TAX = T.

(el
En déduire que les vecteurs X qui vérifient W A X = T sont les vecteurs X+ A I, ol A décrit 'ensemble des
réels.
1) C'est la propriété 4.
2) Nousavons W A(U A W)=(u - W)0 —(T-T)0 en utilisant l'exercice 5-2)
I] " | —_— — T 1 —_ — _— =1 —
vientalors uw A xpg = u A Wun Hl=u, car U et U sontorthogonaux
(o
L'équation w A x = U s’éeritdonc @ A X =T AXG.
Clest-a-dire u Alx —xp)= 0. par bilinéarité
Cette équation équivaut alors 3 X — X =\ U, avec \ réel, propriété 8
. = 1
Les solutions sont les vecteurs X = W? AU+ N T, o0 A estun réel.
I

Applications du produit vectoriel
EX 8 ]

Soil A, B el C des points de |'espace.

1) Déterminer I'ensemble des points M tels que (214 +MB)ABC=T
2}  Déterminer I'ensemble des points M tels que (2MA + MB) A (OMB — M_E:) =0

1} Soit G le barycentre de ((A. 2),(B, 1)), 9MA + MB = 3G
-+ =

La relation proposée équivaut alors i MG A BG = 0

Si B = C, tout point M convient,
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Si B= C. MG A BC = 0 ©st vrai si ¢l seulement si M appartient A la droite| MG est catinéaire & BC, propriété 8
passant par G et parallele a (BC),

7 Construisons en outre le point H, barycenire de ({B. 2).(C. —1}), BH = —BC
La relation proposée équivauta MG A MH = 0 B W
Lotsque G = H, tout paint M convient. Avec BG = ;a. an vdrific que G = H si e

seulement si ZEF_'A + 35_(:3 = E

Lorsque G = H. MG A MH = 0 est vrai si et seulement si M appartient 2 la| MG et MH sont colinéaires, prapriété 8
droite (GH).

[ EX 9

Déterminer 'angle des droiles @ {

X+2y=5

y+z=3 B3x—2y—2z+2=0
et @'
x=2y—z-3=0

La droite & admet pour vecteur directeur le produit vectoriel de (0, 1,1) et | Méthodes C-3)
(1. 2.0). ¢’est-a-dire (-2, 1, —=1). On peut prendre d (2, —1, 1) pour vecteur
directeur de 9.

De méme, un vecteur directeur de 9’ est (0, 2, —4) ou encore E"{G. 1,-2)
Déterminons I"angle § non orienté des vecteurs detd. L'angle non orienté des vestaurs ded
appartient a [0, ),

Si e [ﬂ, %], Vangle o de S0 et G’ gst 0.

™
8i Be ] -—-.'rr].:"a.ngi’eude*fﬁct &' estm — 0.

2
i B e | 3
Avec d -d =] d |||| d" || cos 8, nous déduisons cos 6= —{/ 5.
; 3 . b . ; —
Nous en déduisons que & est 'angle de cosinus — 10 compris entre 5 el | puisque son cosinus est négatif

.

. 3
L'angle non orienté de @ el 2‘0‘2 est donc 1 — 0, une calculatrice donne, pour | cos(m — 8) = |/ 10
valeur approchée, | rad 1077 pres.

[ EX 10

L'espace élant rapporté aun repére orthonormal direct (G,

respectives(1,1,0), (2,1, —Del {3,2,1). e
1) Caleuler les coordonnées du produit vectoriel de AB el AC.
2)  Caleuler la distance de C i la droite (AB).

i

, T Ic 1, on considére les points A, B el C de coordonnées

oy a -1 [-1 1| 1 0 es de AB et AC sont (1,0.—1) e
1) Lese Gas A AC sonl T| el Les coordonnées de et ~ ot UL, U, ef
) Les coordonnées de AB A A 11 1 2| |2 1 (B 1. 1) pespectisemnt
mt .[_"'- . _ F
Coskine (18,1 On s'aide alors du tableau (1 0 1).
2 1 1
b 1 I — i P * 11 ~ 3 fis
2) Laire du triangle ABC cst || AB A AC||. C'est-i-dire —5—. MDY
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: ] hAB
En notant h la distance de C 4 la droite (AB), cette aire est aussi égaled 5 AB.

y 11
Avec AB = /2, on obtient alors h = 7

[ EX 11

Les Cahiers du BAC | Terminale S [ Algébre - Géo'nétr[e

heest la longueur de la hauteur issue de ¢

Méthodes B-1) Le principe de cette rigle gy
icl revu sur #n exemple.

1) Monuerqueﬁﬂﬁ:ﬁnﬂ:ﬂ&@.
b oo 4@
sinf = smy'

2)  En déduire que —— =

1N o

e

On considére un triangle ABC et on pose a = BC, b= CA, ¢ = AB, o= BAC, p=

EEA et y= fl.E‘hB

1) Avec BC = AC — AB, il vient :

BCABA=ACABA— ABA BA
BCABA=ABAAC

De méme, avec CB = AB — AC, il vient : CA A CB = AB A AC.
2) En écrivant I'égalité des normes de ces trois produits vectoriels, il vient :

bcsin o= casin B= absin vy.

in o

. . sin sin
En divisant par abe, on obtient = B L.

b fad

b ¢
sin ~ sinvy

3 L/ u
Il s’ensuit =
51N o

[EX 12]]

Pour cnmpamrﬂ_ﬁ!\ ACet BCA BA on ramine
tout @ A par la relation de Chasles,

par bilindarité.
par antisymétrie : ATR A .EA =0
et ACANBA=—-BANAC=ABAAC

Par exemple :
| ABAAC|| = AB- AC sin CAB = besina

dans [z triangle ABC, abe# ()

dans le triangle ABC, avcun angle n'est nul ni
plat.

L'espace & est rapporté & un repére orthonormal (O, T T f]; On considzre le point A(1, 0, 1) et le veeteur u, 12)
1) Caleuler le carré de la distance d'un point M(x, y, 2) 4 la droite @ de repére (A, ).
2)  Endeduire une équation cariésienne du.cylindre de révolution d'axe @ et de rayon 1.

SR
| uAAM|

— 2
Il el

1) Le carré de la distance de M 4 % est

Les coordonnées de w A AM sont (z — 2y—12x-2z—1,—x+y+1)
On en déduit :
| w AAM |2
—* 2
| i
2) On en déduit que le cylindre de révolution d'axe 9 et de rayon | admet pour
€quation cariésienne :

5x3+5y2+2z2—2xy—4xz—4yz—5x+ﬁy—3=ﬂ

EX 13 ]

1
= g(5x" + 5% +22° — 2xy — dxz — dyz — 6x + 6y + 3)

Méthodes B-1)

avee la tabi’eau( 1 ! - )
x—1 y z-1

|ul*=6

Ce cylindre est l'ensemble des points M tels que Io
distance de M ¢ la droite 9 soit égale @ 1 (rayon
du eylindre)

—

L'espace € sl rapporté & un repére orthonormal direct (0. [ Ie),

On considére les points A(1,1, 1), B(2,0,-2) et C(—1, 1,5).
1) Montrer que A, B et € ne sont pas alignés. On note
1)  Calculer la distance du point D(1, =1, 1)

ek

P le plan contenant ces trois points.

au plan % 4 partir du volume du téirasdre ABCD
3) Caleuler la distance de D a & partir d'une €quation cartésienne de ce plan S |




1) De AB =

3) Le plan passant par A et de vecteurs AB et AC est I'ensemble des points

Chapitre 5 : Produit vectoriel

— —
i

—3kelAC=-21 +dk, on déduil :
ABAAC=—-41 +2 —2%

J

AB A AC n'clant pas nul, les vecteurs AB el AC ne sont pas colinéaires et les
points A, B, € ne sont pas alignés.

: L= =3
2) L'aire S du inangle ABC est §|| AB A AC||, c'est-A-dire /6.

—_—

1 et —_— 1 o s =T
Le volume V de ABCD esl g ‘[AB.AC,AD] , c'est-A-dire E(ABn AC) AD.

Ainsi, avec AD = —27, on oblient ¥V = ;
Soit H le projeté orthogonal de D sur 2 et h = DH.

; 1
Le volume de ABCD esl aussi égal 4 ghS. On en déduitque h = \/g

Mix. u, 2) tels que [AB, AC, AM] = 0.

AvecAM = (x—1) i +(y— I}T +(z— 1)k , on obtient 2x — y+z—-2=0
pour équation de 2.

On en déduit que la distance de D a 3 est \/é

EX 14 |
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i ( 1 -1 =3 )
‘\=2 0 4

propriété 8

Méthodes B-2)

Méthodes B-3)

D

A
B

Méthodes C-2)

Soit (2, —1, 1) et M(xg, yo, 2zo). La distance
1220 — Yo + 29 — 2|
[

de M a 9P est

[’espace est rapporté & un repére orthonormal direct (O, j, j , k).

sont (1, —1, 1) et (2, 3,0) respectivement.

Donner une équation cartésienne du plan @ passant par A(2, -3, 1) etde base (T, T') ol les coordonnéesde W et T

Un vecteur normal au plan@est T = U A T
; -1 1 1 1 S
‘esde et , ¢’est-a-dire :
Les coordonnées de '’ sont 3 0 | IO 9 9 3
ni—3,2.5)

Un point M(x. y, z) appartient 4 & si et seulement si n-AM=0
On obtient alors —3x + 2y + 5z + T = 0 pour équation de 2.

Méthodes C-1)
-1 1

3 0

avee le tableau ( ;

)

Methodes C-2)

[ EX 15

. § : | oarz E 7
Diéterminer |'intersection des plans @ et @ d’équations respectives 2x + 3

y—4z—1=0etx+y+2z-3=0.

Les plans @ et @' admettent T (2, 3, —4)el n' (1, 1, 1) pour vecteurs normaux
respectifs. Ces vecteurs ne sont pas colinéaires et ainsi % et @' ne sonl pas
paralléles. Leur intersection est unc droite. Notons-la %.

; — — . —F
Un vecteur direcleur d de@est n A n .

Les coordonnées de d sont (7, —6,—1)

Un point A de % est celui de coordonnées (8, —5,0).

Méthodes C-3)
avec ( 2 3 -_4)
11 1

2x+3y—4z=1
en prenant 2 = 0 dans
z=23

X+ y+
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_ . R A(B,—5,0) et de
L'inmersection de @ et @' est donc la droite passant par (

vecteur directeur d (7. —8, —1).

[ EX 16 |

Les Cahiers du BAC /| Terminale S | Algebre - Gﬁﬂme'n-,é.

L'espace est rapporté & un repére orthonormal direct (O, T, J I

Etudier leur intersection.

. = = —F—2 =1
On considére les plans @ et @' d'équations respectives 3x — 2y — z + =0 ok A=k A

3 1 a9
Les plans @ et @ admettent respectivement 71 (3, =2, -1 et ' (1, -2, —1)
pour vecleurs normaux,
T et n' n'élant pas colinéaires, les deux plans ne sonl pas paralleles.
Leur intersection est done une droite, Notons & celte intersection.
—

—_—
- 3 s Sy ¥
Un vecteur & directeur de % est colinéaire au vecleur n A v,

Les coordonnées de ce produit vectoriel sont :
-2 -1 -1 3 3 -2)
-2 y 1 -2

-1 -1 1}’
Un vecteur directeur de S est aussi T -2k,

c'est-d-dire 5 =27 —4 k.

1l reste & déterminer un point de @. On peut chercher le point de @ de
troisieme coordonnée nulle, c'est-d-dire celui dont I'abscisse et I'ordonnée

. 3x—2y=-2
sont les solutions de
x—2y=3
. : 11
On obtient le point A(— g ="t o).

EX 17 ]

il n'est pas utile de former lewr produit vectoriy |

—_—

— . H
il est orthogonalda n etan.

B

B3| =

cette droite n'étant pas paralléle au plan d'équa
tionz=10

L'espace est rapporté 4 un repére orthonormal direct (0, i , T s
Calculer I'aire du triangle ABC dans les cas suivants :

1) A2 -1.1), B0,-3,2), C(6,3. -1).
2) A2, -1.1). B(0,-3,2) , C(2,-3,4),

1) Les vecteurs AB et AC ont pour coordonnées respectives :
(-2,-2,1)e1(4,4,-2)
Is sont colinéaires et le triangle ABC a une aire nulle.

2) Les vecteurs AB et AC ont pour coordonnées respectives
(-2,-2,1)et(0,-2,3)

Les coordonnées de leur produit vectoriel sont :
( -2 1 1 -2 -2 -2
-2 3 3 0 0 -2

Ce produil vectoriel a pour norme 2+/17.

) c'est-a-dire (-4, 6, 4).

L'aire du triangle ABC est donc /17.

réservans les cateuls aus cas ot ils sont utiles !

ils ne sont pas colinéaires

cest l'aire du parallélogramme ABDC construl!

sur ABC
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Isométries planes

(Spécialité)

On note @ I’ensemble des points d’un plan. Ce plan est orienté,

I - Isométries — Rappels
A. Définitions

d. 1 ] Une application du plan dans lui-méme sera appelée une application ponctuelle.
= latransformation identité du plan se note Idsg.

d. 2 l Une application ponctuelle bijectivesera appelée une transformation ponetuelle.

d.3 | Une isométrie est une application ponctuelle qui conserve les distances.

= Soit [ une application ponctuelle, On dit qu’elle conserve les distances lorsque :
quels que soient les points M et N, d'images respectives M’ et N par f, M'N’ = M.

B. Translations, réflexions, rotations.

Propriétés .

p.-1 I Toute translation, rotation ou réflexion est une bijection de & sur lui-méme.
=  Lacomposée des translations de vecteurs w et estlatranslation de vecteur u + EF
La réciproque de la translation de vecteur U’ est la translation de vecteur — .
= Lacomposée des rotations de méme centre O, d'angles 0 et A" est la rotation de centre O et d'angle 8 + o'
La réciproque de la rotation de centre O et d'angle f§ est la rotation de centre O et d'angle — 6.
= Lacomposée de deux réflexions d'axes % et %', sécants en O, est une rotation de centre O.
s Lacomposée de deux réflexions d'axes % et @' paralléles est une translation.

Une réflexion est sa propre réciproque.

p. 2 | Toute translation, réflexion ou rotation est une isométrie.

p. 3 | Une translation de vecteur non nul n'admet aucun point invariant.
Unérotation d'angle non nul admet son centre pour unique point invariant.
L'ensemble des points invariants par une réflexion est son axe.

p.-4 | Toute translation, réflexion ou rotation conserve :

« l'orthogonalité et le parallélisme, s les distances et les aires,
» lalignement de points, = le milieu d'un segment,
« le contact entre une droite et un cercle, entre deux cercles.

P.-5 |Toute translation, réflexion ou rotation transforme :
« unedroiteen unedroite, = uncercle en un cercle de méme rayon

P.6 | Une réflexion change un angle orienté en son opposé. Une translation ou une rotation conserve les angles
urientés,
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II - Isomeétries Elanes

A. Décomposition d'une isométrie

Théorémes :

t. 1

La composée de deux isométries est une isometrie.

= e : i st iant, et d’une translation.
t.2 |Toute isométrie est la composée d'une isométrie ayant un point invanant,

Etant donné un point O, une isométrie est la composée, d'une maniére unigue d'une isométrie fixant © ot d'ung
translation, dans cet ordre. |
»  Soit [ une isométrie. 1l existe une translation ( et une isométrie u admettant au moins un point INVarip
telles gue: [ = tou

B. Isométries admettant un point invariant

- - » . d. " - - ’ r % T
t.3 | Si une isométrie admet au moins trois points non alignés invariants, c’est Idg.

t.4

t.5

t.6

Une isométrie fixant un point O du plan est Ids ou une réflexion dont 'axe passe par O ou une rotation de
centre 0.

C. Synthese

Toute isométric fest: » la camposée dune rotation r et d’une translation t: f = tor,
= 0u [a composée d'une réflexion s et d'une translation t: [ = fos.

Ce théoréme contient le cas d*une translation de vecteur nul ou d’une rotation d'angle nul.

Etant donné un point O, toute isométrie est, d'une maniére unique, la composée
= d’une rotation de centre O et d"une translation, dans cet ordre,

= ou d'uneréflexion d'axe passant par O et d'une translation, dans cet ordre.

III - Propriétés d’'une isométrie

Proprictés :

p-7 | Toute isométrie est une bijection du plan etsa reciproque est une isométrie,

p-8 | Limage d'un cercle par une isométrie est un cercle de méme rayon.

p-9

p. 10

Toute isométrie transforme :  «  unedroite en une droite,
= unedemi-droite en une demi-droite,
= unsegmenten un segment (de méme longueur).

Toute isométrie conserve :
« lalignement de points et leurs positions relatives,
= l'arthogonalité et le parallélisme,
= les angles non-orientés,

= le milieu d'un segment,
»  les ajres,

= lecontact entre cercle ot droite, ou entre cercies.

p. 1 !Toute isométrie conserve |'équipollence.

p. 12 iTnute 1sométrie conserve le barycentre.

Etant donné des réelsa et b, a + b # 0, des points

ARLE . Aet B, soit G le barycentre de (A, a) et (B, b), et A" g
G’ les images respectives de A, B, G par une

isométrie f. Alors G’ est le barycentre de (A', a) et (8. b)
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I’i_:nécomposition a l'aide de réflexions

Théoremes !

A. Décomposition d’'une translation

.7 |Toute translation, de vecteur

U non . b7 . , .
nul, est la composée de deux réflexions d'axes paralléles, dirigés par un

vecteur orthogonal a v
h'f} = S_,M’ﬂ
M= ITLMI} = 5’;’&'(“{1}

s gnl o - .
e Si% estlatransformeede‘.?rrparIatranslatmn

1 e
de vecteur 5 U

alors  t_. = sgi05g
L

B. Décomposition d’une rotation

t. 8 I Toute rotation, de centre 0 et d’angle non nul, est la composée de deux réﬂexic;ns d'axes sécanits en O.
M = SQ(M}
M' = R(O. B)(M) = sq(My)
o’ « Si9' estla transformée de @ par la rotation

de centre O et d’angle ;—3.

alors R(0,8) = 55/ 0 55

C. Composée d'une rotation et d'une translation

t.9 |Lacomposée [ = tor d'une rotation r etd’une translation t est :
»« une translation, si I'angle de la rotation r est nul,
» une rotation, si l'angle de la rotation r est non nul.

D. Synthese

t. 10 IToute isométrie plane est soit Ids, soit une réflexion, soit la composée de deux ou trois réflexions.

V - Déplacements
A. Ensemble des déplacements

La composée d‘un nombre pair de réflexions est une isométrie qui conserve les angles orientés, alors que
la composée d'un nombre impair de réflexions est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son

Oppose.
Définition

d.4 ‘ Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.
Théoréemes
gt IT"UL déplacement est Idy, une translation ou une rotation.

L2 l La composée de deux déplacements est un déplacement. La réciproque d’un déplacement est un déplacement.
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B. Angle d'un déplacement

Définition :
d. 5 \ L'angle d'un déplacement J est I'angle nul, si [ est une translation, I‘angle 0, si f est une rotation d’angle 8.

| N, M # N, d'images respectives M’ et N' par une translation (,

»  Quels que soient les points Me

(MN, M'N') est l'angle nul. _ _ |
»  Quels que soient les points M et N, M # N, d'images respectives M et N' par une rotation R d angle ,
(MN.M'N") =6
Théoréme :

1.13 |Soit f et g deux déplacements du plan, d'angles respectifs 6 et 8’.
« L‘angle du déplacement go [ est 8 + 8. U bt

C. Détermination d'un déplacement

angle du déplacement [~ 1est— 8.

Théorémes :

t. 14 | Etant donné un réel f et deux points A, A, il existe un déplacement et un seul, d’angle 8 et transformant A en

AJ'

t. 15 |Soit A, B, A’ et B' quatre points tels que AB = A'B' et AB# (.

Il existe un déplacement plan et un seul qui transforme A en AletBen B

= 5 (E.E) =0 [2 7], alors [ est la translation de vecteurzﬂ:’.

. Si(AB,A'B)Y#0[27), posons (AB, A'B') =8. Alors f est une rotation d'angle 6.
Si A, A, Bet B sontalignés, 8=, la rotation est une symétrie-point dont le centre est le milieu (commun)

de [AA"] et de [BB'].
Sinon, le centre est le point d'intersection des médiatrices de [AA'] et de [BB'].
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Exercices résolus

Réflexions et translations

“EX 1]

I J—

Montrer que [ est une réflexion qu'on caractérisera. i

Etant donné un vecteurunitaire e etun point O, on considére I"application f, du plan dans lui-méme, telle que I'image

d"un point M du plan soit le point M' défini par OM' = 2(0M - k) k = m’

| ) Un point M est invariant si et seulement si OM =(OM - k) k.
C'est donc un point de la droite % passant par O et dirigée par K.
Soit M un point de @ : il existe A réel tel que OM =\ .

Son image M’ par f vérifie alors : @ N T kI k—=X K

c'est-a-dire OM’ = A ¢ = OM. Tout point de % est donc invariant.

i L= Tk
2) Le milieu 7 de [MM'] vérifie : O = 5(OM + oM')

¢'est-a-dire OF = (OM - k) k . C’est donc un point de @.
3) MM' = OM' — OM = 2(0M - )k — 20M

=y e
| 1s'ensuit que MM' - k& =2(0M - k) k —20M- k = 0.
| : iy 1
En conclusion, pour tout point M, d'image M’ par f, le milieu de [MM']

appartient a % et MM’ est orthogonal & 9. Ains [ est la réflexion d’axe 9.

6&:2{5&-?)?—@

il reste a vérifier s'il s'agit de la droite entiére

Ko =X

A TRANSLATION
(AVA MAIS ALoRs

LA REREXion .
/__/-"/
ng :

MM’ permet dexaminer si (MM') est perpendi-

culaire @ 9
3
=1

& nouveau, I

EX 2 .
Le plan étant rapporté a un repére orthenormal (O, i, j ), on considére I'application f qui, au point M de coordonnées
1 e
. (x, y), associe le point M’ de coordonnées (x', i) tel que: Vi 1
y’ = —-T.-\. = Ey + U’fg
LMcmtrer que f est une réflexion.
3

.—%x - —\;:‘H +1 X —x

‘ ') Les coordonnées de MM’ sont : Yy -y
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Remarquons que if — y = V3 — ).

2 On en déduit que Mix, y) est invariant si ses coordonnées vérifient

_%x_qu-l:i)
/3 8
—X;"*"E‘J*‘/ﬁ:”

1 ensemble des points invariants par f est donc la droite % d'équation

x+V/3y-2=0

3) Les coordonnées (X, Y) du milicu I de [MM'] sont :
3 3 1 V3 1 3
gr= g g XUty

On constate que X + V3Y — 2 = 0, ¢’est-a-dire que I appartient a9.

Il reste & constater que, si M n’est pas invariant, la droite (MM") est dingée
par le vecteur d (1, V/3)

[ est done la réfiexion d’axe %.

L BEXE ]

ers du BAC / Terminale S | Algébre — Géométy,

Vétude de MM permet {a recherche des poingg M

inpartants : MM =0
droite de vectewr directeur d = g"ﬁ' 1)
] i
X+ X y + U
( 2 . 2 )

——;{x—x’
MM

VBlx — x)

les vecteurs O et d sontorthogonaux
puisque leur produit scalatre est nul

X = g(xi— y+2)

Dans un repére orthonormal direct (O, T j ), une application f est définie am]jf[iq_ﬁemem par :

V2
Y= T(x —y—2)
Montrer que [ est la composée d'une réflexion et d’une translation dont le vecteur dirige I'axe de la réflexion.
=
2
o . . x = 5-x+y)
1) Soit g I'application définic analyliquement par /B M(x, y) = My(x1. yy)
y1=—-x-y
et ¢ la translation de vecteur  (v2, = V2).
[ est alors la composée de get (. X =x 3y = gl e
23 Etudions
2) Ewdions g. O est manifestement invariant par g
V2 V2
S5 il i B
Les coordonnées de MMy sont Xy —x
V2 V2 T
Tx = T +1 Yy 1 y
~K)

On en déduit que M est invariant par g lorsque x; — x =0,
¢"est-a-dire lorsque (1 — V2ix+y=0.
L' ensemble des points invariants par g est donc la droite %) passant par O et

de vecteur directeur d(1,v2-1.

Lorsgue M n'est pas invariant par g, la droite MM, est dirigée par le vecteur
W (1. —{1+ ﬁ])

ot ln droite (MM, ) est alors perpendiculaire i &,

en constatant que Yy — Yy = —(1+ \/ﬁ!«"l

— { {Xl = J;':I
1
—(1+ V2)xy — x)

_&. =0
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V2 J3
—— (W2 +1 i

Le milieu J de [MM;] a pour coordonnées { 4 + Dx+ TV
V2 3

TX+ 7 W2-1y
el apparticnt done & @4,
Ainsi g est la réflexion d'axe %,
3) Expnmons le vecleur T comme somme d'un vecteur o =\ colifaaiiea

d et d’un vecteur W orthogonal 4 d .

_— et

7
| d ?

De u =h d + Tu on déduit A=

Avec u - d =2v2-2 et ||.&.”2:4—2ﬁ.on0hticnlh=§.

V2 V2
puis T j_ el w z
2
T(V@ — 1:' "':‘;2_(‘9@4- 1)

4) Considérons la droite %, image de @, par la translation de vecteur %E.

0 passe par £, image de O par cette translation.

Les coordonnées de {2 sont donc (? —ﬁfl + vﬁ)) :

La composée des réflexions g, d axe 9y, et s, d’axe %, est la translation de
vecleur w.

5) Désignons par 11 et tp les translations de vecteurs respectifs D =ndetw.
Det=tjofy el [=tog,ilvient:

f=tosegeg
ctdone f=1ljos
J est ainsi la composée de la réllexion d’axe @ et de la translation de vecteur
T colinaire @ d et qui est done un vecteur directeur de 9.
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X1+ X n+y

X|=—p— Y=g
vérifier que (1 — /2¥x; + 4y =0

pour preparer une translation de veclewr qui soit

un vecteur directeur de 9y

=3 —

U d=hd-d+w-dew-d =0
E:E—hg

on vérifie gue d-w=0

7 -
3 L est orthoganala 2y

t_ = sog théoréme 7
L

L est la translation de vectewr U

et =0 + W

lo=50yg

gog=1Tdgy

D, image de D par une translation, est parallile

PR s -

@ By et admet les mémes vecteurs directeurs que
Ly

e8!

EX 4 |

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal direct %(0, Ed T).

x =ax+by+c
le repére % par
y =bx—ay+d _
Exprimer [ comme composée de g et d'une translation €1 f = to g.
Montrer que [ est une isométrie.
A quelle condition a-t-on [ = ge t?

1) Soit a et b des réels tels que a? + b* = 1. Montrer que I"application g qui, & tout point M de coordonnées (X, Y)
dans la base ( 1 . J ), associe le point M’ de coordonnées (X', Y') telles que § est une réflexion,

2)  Avec en outre les réels e el ¢l, on considére ['application f du plan dans lui-m&me, définie analytiquement dans

X'=aX + by
Y =bX —aYy

1) Etant donné des points My (wy, vy) el Ma(ug. vg), leurs images M et M par g
ne 1ty Uy
ont pour coordannées respectives
(x) = auy + by, yy = buy — avy) el (g = aug + buy, yz = buz — avy)

MyM; a pour coordonnées (a(uz —ug )+ blvg — vy ). blug — g ) —alvy —v; })

puur comparer H M“‘l.l'v.ré (| et || My Mg ||
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2 2. a2(op—tn)*
I'Ivir:nialczlrsl'ul;}‘v:'é2 = aztug—u1}2+b2(l&—ua.)2+b (ug—uy)*+a (vz—t1
9 2
¢'est-d-dire MiM'zz = (ug — up)* + (vg = 11)” = MMy
g est donc une isométne.
Pour tout point Mlx, y) et My = g(M), les coordonnées de MM;j sont:

([a — Dx+by bx—(a+ Dy)

a—-1 b

Be b —(a+1)

— _a%+1-b? = 0, on déduit que les pointsinvariants

par g sont ceux de la droite @ d'équation bx — (a + 1)y = 0 de vecteur
direcleur

dla+1.b)

Notons que d - MM, = 0 et que le milieu J de (MM, ], de coordonnces :
({a +1x by bx (a-—1ly
% gy

e 2
g est done la réflexion d'axe @.

appartient & 5.

2) En désignant par ¢ la translation de vecteur B (e d), il vient immédiatement
que f =Llog.
Comme g et t sont des isométries, il en est de méme pour leur composée [
L'image M" de M(x, y) par g t a pour coordonnées
{ X" =alx+c)+bly+d)

Y’ = blx +¢) — aly +d)
On en déduil que o g = g t si et seulement si :
{ ac+ bd =0

be—ad=10
Cec) est réalisé si ersculementsic=d =10

EX 5

Les Cahiers du BAC / Terminale S | Algébre - Géﬂméth.e

fes termes 2ab{ug — uy v — vy) ge simplifie,,

aueca2+b2=1

g —x.y1— Y

. Jta=Dx+by=g
déterminés pai le systéme
bx —(a+1y=q

@) a aussi pour équation (@ — 1)x + by =

bx;—(a+1yy=0

x =2
y =y’

ax + by + e =alx +c)+ bly+d)

bx — ay+d=blx+c)—aly+d
en résolvant en cet d ce systéme de déterminant
\a b
b —a

M = M, cest-a-dire {

l=a2+b2=1

y 3
(x, ) associe le point M’ de coordonnées (', y') tel que
1} Quel est 'ensemble des points invanants par [ 7

3)
4)

Déterminer la composée fo [

T el sest laréflexion d’axe 9.

Le plan est rapporté i un repére orthonormal (0, 7, j ). On considére I'application | qui au point M de coordonnées
!
4 3 6
UEgks gy
2)  Montrer que [ est une isométrie. Est-ce un déplacement ou un antidéplacement ?

2 —_ : e e
Déterminer un vecleur v et une droite & dirigée par U telsque f = so t = fo 5, ot test la translation de vecteur

-

13

______'__.-r"
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o = 8 3
X A-—EI-FEH‘I'?

4 2
HFLH:HX_EU"'EJ'

” )
11 Les coordennées de MM sont :

Mix, ) est invaniant pat [ si el seulement si - Bx—4y=13
Bx - 4” =12
[ n’admet done pas de point invariant,
2) Soit Mlx, y) et Nixy, yy) des points d'images M' = [(M), N' = f(N).
3( ) 4(
S —glyg =x)+ 2y — )
Les coordonnées de M'N' sont 5% 51—y
4 3
g(.\:l —x)+ E(UI -y
s 2
On en déduit que M'N'" = MN?, et done que f est une isométrie.
3) Etant donné Mlx, y), M'(x". /) = f(M) et M"(", /') = f{M"), nous avons :

w_ 3 3 4 13} 4(4 3 &\ 13
X "5(‘3“5“?)% FXY'EYTE )Y TE

gt 3 .4 18\ 3(4 3 g\ ¢
=z g BUtTE | +E EXtEUtE |+

x'=x+2

c’est-A-dire { " i S o f est donc la wranslation de vecteur (2, 4).
Yy =y+

4) S'ilexiste v et lelsque f=tos=5s01,
nous avons nécessairement: fo [ =tosesel =lal
totétant la translationde vecteur 270, le vecteur © adonc pour coardonnées
(1.2).
De [ =tesondéduits=t"tof.

Les formules analytiquesde s : M(x, y) — My(xy, in) sont alors
3 4 .
M =-pX+pUty

4 3 4
Y1 =gxX+gi—3

L'ensemble des points invariants par s est la droite d’équation 2x -y — 2=0.

Cest donc une droite @ dirigée par v.

En conclusion. s est une isométrie ayant une droite de points invariants: ¢'est
donc une réflexion, .

s et { vérifient, par construction, [ = to s. Il reste & verifier L=l

Les formules analytiquesde so snm P
3
(x) —E[x+11+ (U+2J+r
—

y

On en déduil immédiatement que [ = so L.

111
MM = 0
MN? = (3 — )2 + (g — y)2
3 4 13
LT T i
X=—gitplf 4 g
4 3 6
s —
J_.[' = 5x’ + sd * 3
avec les notations du texte
Sas5= Id._.[p
20 = U, puisque fof est la translation de
vectetr U
t-leﬂ la trunstation de vecteur — U
{ x1=x -1
yr=y —2
e 8 +4 8
- —X=—gx+ s+
MMy = 0 e . . 2
2 4
= Y=gpk—pli=p

composée des isomctries [ e =

d'axe 5

"\ Vo

4 wSi LiSoMETRIE PLANE
%(“ 1)+ %(wﬁl - MR;NT_ENHNT Ov
vVA-T-oN, ]’ wus

L& ,DEI"MNB‘E/'/L

e —
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Rotations et réflexions

[ EX6 ]

3

Pour tout point M du plan, on pose : N = Ry(M), #"ff'
Soil D le symétrique de C par rapport i la droite

On note Ry la rotation de centre A et d'angle
= Rq{N).

1) :
2) Montrer que R est la symétrie centrale par rapport au miliet 3%
3)  Montrer que I'ensemble I des poinis M du plan tels que M, M

. (on pourra considérer I'angle (3 1, MA)) .
Montrer que I admet [AD] pour diamétre et qu'il contient:

Dans le plan orienté @, on considére un (riangle équilatéral direct ABC : (AB.

. Ry la rotation de centre B &t d’angle

{AB). Déterminer R(D) et R(B).
lieu £ de [BD).

le milien I de [AB]. Construire le cercle T",

j}ﬁ): +%T.

?B—wetR=RzoR1_

et N soient alignés est un cercle passant par A g

1) Le triangle ABC étant équilatéral direct,
3 (BC,BA) =+, (CA, TB) = +

s

™

AB =BC = CAet (AB,AC)

7

Il n'y a & meitre en ceuvre, dans un premier temps,
que la définition d'une rotation. Il y a, implicite.
ment, deux autres données d'angles, Penser a lgs
utiliser, en vérifiant, sur une figure, le sens des

On en déduit : Ry(B) = C et Ry(C) = D, d’oi : R(B) = D.

De méme, Ry(D) = Bel Ry(B) = Bdonnent: R(D} = B,

R = Rj o Ry est un déplacement d'angle -3-5 + ZT"T c'est-d-dire .
C’est donc une symétrie centrale.

Puisqu'elle transforme B en D, son centre est le milieu 0 de [BD).

2) Supposons M, M' et N alignés. N est sur la droite (MM'} qui contient le
milicu £ de [MM’]. Les points M, N et £ sont alignés el, le triangle MAN

¢ant équilatéral, (M 0, MA) = ?ﬂ [l

Réciproguement, supposons (M (), MA) = :"; [).

On en déduit alors : (NM, N Q) = 0 [«).

En conclusion, I'ensemble des points M concernés est le cercle capable
L] B

; . L ’
d’angle de droites T construit sur A et £,

angles orientés.

Face & un déplacement, une excellente inform®
tion est de trouver son angle.

—_—

M Q)

—

(NM, M 0) = (NM. MA) + (MA,



Chapitre 6 : Isométries planes (Spéeialité) 1i3

31 Comme (D £}, DA) = -31 (2 =], le point D appartient au cercle I’
circonscrit au triangle AD () rectangle en Q).
La droite (A £2) est médiane et hauteur, relative ay
¢quilatcral ABD
I" est le cercle de diamérre [AD).
Le milieu I de [AB] appartient i ce cercle.

, cercle

cote [BD], du triangle

puisgue langle (IA, ID) est drout

[ EX 7 ]
Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct (0, 1 B

On considere les points A(1,0), B(1 + /2, 0), A"(2,2) et B'(3,3),
Caractériser le déplacement [ transformant A en A’ et B en B

| ) Les coordannées de AB et A'B' sont (vZ, 0) et (1, 1) respectivement. théaréme 15

Puisqu’ils ont méme norme, /2, il existe effectivement un déplacement
transformant A en A’ et Ben B

e L - = .
De AB = A'B' on déduit que f ne peut étre qu'une rotation. n'étant pas [ds, [ ne peut étre qu'une transilation

ou wne rotation

Son angle est 6= (AB.A'B), voir la définition 5

- - L ‘A,H —"‘ = = N S
Il est caractérisé par : cos = A—B_—z et sin f= »::lm;m:;‘ﬂ;ﬁ} | AB|| = || A'E||
I AB]| | AB ||
» VB B " oy _ 0
c'esl-a-dire cos b= —5- elsin f= 5 el done fi= T i 2w pres. AB-A'B = /2, det(AB,A'B) = V2
7) La médiatrice de [AA] est I'ensemble des points M tels que MA = MA’, voir le commentaire du théoréme 15
C'est done 'ensemble des points Mix, y) tels que 2x + 4y = 7. MA? = (x=1)2+2, Mma’® = (x—2]2+(y—2}2

De méme, la médiatrice de [BB'] a pour équation :
2Av2 — 2)x — By =2v/2 — 15

L'intersection de ces deux droites est le point 0 de coordonnées : . LES @mN‘S, 'J 'Al'

1-2vV2 3++/2 '
( T3 ) L ANGLE DRoi T qui
. FaiBL ./,
En conclusion, [ est la rotation de centre {2 et d'angle Y i e
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[ EX 8 ]

Dans le plan orienté, on considére un tnangle €qu
On considére le cercle I" circonscril au tﬁangchBG. Lam
On appelle A" Ie poimfd‘inr].ersecl?nldes g;o:e;aif:ﬁ :;j;;cé-
& ue A est le symelrique - ,
]2§ gfln:lzgi[;::mr Spps Sﬂnc:::r Sea Et Sap les réflexions d’axes respectifs (BDSL (DSE A E;:AJ :tS(A.E.»‘ ).
Préciser les éléments caractéristiques des.applications poncl.uﬂllﬁﬂ Spp © Spc CA 9 SAB
Soit A la parallgle 2 (DC) passant par A, et Sy [a réflexion d'axe A.
Montrer que ; Sgp © Spe = Spe © Spa et Sea© Saz =SB ? Sa-
3) Retrouver le résultat de la question 1) en utilisant I'application t =

— — am
ilatéral ABC tel que (AB,AC) = 7
sdiatrice de [BC] coupe FenAetD.

Spp © Spc© Sca © SaB (qu’on caractérisera),

‘ Les Cahiers du BAC / Terminale S/ Algébre - Géaméf’ie

1} Examinons les angles de sommet D.
Les angles (DC, DA), (DA, DB) et (BC, BA) sont des angles inscrits intercep-

: T
tant des arcs orientés de mesures T

Les vecteurs DA’ et DB étant de directions opposées, on a:

- - m
(DA ,DC]—(DC,DA:I-—-S-

A

Af

La hauteur(DC) du triangle ADA’ relative au ¢6té (AA') est aussi la bissectrice
de I'angle (DA, DA").
Le triangle ADA’ est donc isocele et C est le milieu de [AA'].

2)) La composée de deux réflexions d’axes sécants est une rotation dont le centre

—_— ]

f -
A est bien le symétrique de A par rapporté €

i . Four un [ ; - ;
est I'intersection des deux axes. ¢ rotation donnée par la composée dedeit

L'angle de cetle rotation est le double de 1'angle des axes des réflexions.
Nous en déduisons :

d'angle 6

=
o

Sgn o Spc =R D
( ;

27
el  SppoSps= R(D, ——3—) sont égales

1<
=

T) et SCAOSA_B:R(A_?_E)
)

Spp e Spe = R D

o]
3

ScaoSan = R(A. T) el Sppo Sy = R(a‘l ?Eﬂ—) sonl égales

3) Onendéduit: € = SppeSpcoScaoSap = SpcoSpAoSpaeS, = SpeoS,. | ave Sapo Spc=Spee S
: pc = Spc e Spa

Composée de deux réflexions d’axes paralléles, f est une translation ¢t Sca 0 Sap = Spp 0 Sy

(AC) est perpendiculaire a (DC) et 3 A. Ei par suite, le vecteur ge ¢ est 240

réflexions, le plus facile est d'en donner le centre

En notant R(O, 8) la rotation de centre Q¢

A appartient & A et C appartient é (DC)
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- it le symétrique I 5 ;
On construit le sy que de A par rapport a C. It appartient, bien entendu, a la droite (AC) ; d

reste @ montrer qu'il appartient aussi a (BD)
A esl invanant par Sag el par Sga, el donc invariant par leur composée

Il vient alors HA)= SppoSpeo Sea 0 Sapla) = Sgpo SpclA).

En notant A’ le sy métrigue de A par rapport & C, il vient - SpclA) = A, puisque (AC) et (DC) sant perpendiculaires

Nous avons donc t(A) = SBD(AI:' Or [(A} = A pu|squa EAC AA
Ainsi : Sgp(A’) = A', ce qui montre que A’ appartient i (BD).

EX 9

Dans le plan orienté, on donne deux droites paralléles @, A et un point A n’appartenant a aucune de ces droites.
Construire un triangle ABC vérifiant simultanément les condilions suivantes -
= ABCestrectangleen A,

» ABCesl isocéle,
« Bestsur3 et Cest sur A,
Préciser le nombre de solutions au probléme posé.

5 2 ™ i X
1) Soit Ry et Ry les rotations de centre A et d’angles 7 et — 5 respectivement. | premisre étape, analyse ; on suppose que le pro-

Si le tnangle ABC est direct, alors Ry transforme Ben C. blzme a une solution et on cherche des propriétés
du paint C par exemple.

Si le triangle ABC est indirect, alors Ry transforme B en C.
C est donc lintersection de A et de Ry{5) ou de A et de Ro(9h).
1%y g
By | B, 9

iCa

011:

2) Construisons les images @y et By de % par Ry el Rg respec tivement. deuxiéme étape, synthése : on construit les points
C répondant aux conditions ci-dessus décrites, et

on examine 8'ils conviennent.
%1 el 95 sont perpendiculaires a A et coupent A en C; el C; respectivement.
Les antécédents By el B de Cj el Cg par Ry el Ry, respectivement, appar-

tiennent a 9. .
Les triangles AB; € et ABy Cs sont deux triangles rectanglesen A qui répon-

dent a la question,
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EX 10 |

Dans le plan rapporté i un repére orthonormal direct (O,

R

& - (1—vIx—(1+VBy=0 o
Déterminer la composée Say o S5 des réflexions d'axes & et @

), on considére les droites 9 et @' d'équations :
aq'  xv3-y+3=0

o J

1) Lintersection des droites 9 et %' est déterminge par le sysieme -

(1—V3x—(1+v3y=0
x3-y+3=0

I vi s
vientx = —5

el y= %{2— V).

Lintersection 2" est donc le point £ de coordonnées :

(%.%{z-v‘ﬁ})

2) Les droites @ et 2’ admettent respectivement d(1+y3. 1-vB)etd (1, V3

pour vecleurs directeurs.

det(d.d) 1+V3

MNous avens : sin A= — =
= o 22
a2V
d-d  ¥i-1
el cos b= == —— = 2\/@
I a |
1+v3V3-1

., 1
0 déduil 20=2 ——m—— = =
e ov2 2v2 2

2
Vv3-1 /3
el cusEB:E(T—z 5 _1=_T
[l vient: 2 8= 55711

3) En conclusion, la composée Sg o S est la rotation

de centre {) et d'angle 5—{; .

f %
suivant que D et &' sont sécantes ou paralle,, "
composée Sgy o Sg est une rotation ou une i

lation

(1 — vB)x — (1 +VB)y = 0 éguivant 4
x+(2+V3y=0

on cherche une mesure, & T pres, de langle 8§ de;

droites @ et B’ :
ol o e 1+v3 1
det(d.'.d)— 1_‘/5 '\."’E

17 (12 = 1v/BR (132 || & ||? = 144

—

d.d=2(/3-1)

la composée de deux réflexions d'axes sécants est
wne rofation

Vangle de ceite rotation est 2 B

et 8in 2 0= 2 sin 6 cos A

cos2 f=2cos® § —1

lignes trigonométriques suelles

e e———
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EX 11

Dans [e plan orienté, on considére un triangle ABC isoctle et recta ngleen A, I'angle (AB, AC) ayant %T- pour mesure,

On note R iﬂl rolation de centre A, transformant Ben C. el T |a translation de vecleur AB
1) Déterminer la nature et les éléments caracléristiquesde Fy = RoT el Fy = To R _
2) Soit M un pont, My son image par Fy, et My san image par Fy. 2 :

Quelle est la nature du quadrilatére BCM; M, ? '

| ) Toutes deux composées d'une translation et d'une rotation d'angle %T théoréme 13
7y el Fy sont des rotations d’angle %
Canslnllaonsllcs dml[-::; 21 etBg, images de D = (AC) par les translations de | pour décomposer T en praduit de réflexions, théo-
vecteurs —5AB el E AB respectivement. réme 1

Construisons également les droites Ay et Ay, images de @ par les rolations de | pour décompuoser R en produit de réflexions, théo-

. o™ ™ :
centre A et d'angles o i respeclivement, ity

< @y

De T = s5 0 55, et R = s, 0 55 , on déduit Fy = s, o 53,
Soil I I'intersection de % et As.

. " ™
La transformation Fy est la rotation d’angle 7 ©t de centre I.

Soit J I'intersection de %g el Aq. T=sg, 053¢ R=sg08s4,
: 3 ™ et Fy = 54, 0 Sy,
La transformation Fy est la rotation d’angle - ef de centre J. 2

2) La rotation Fy transforme un point M en My el que | remarque suivant la définition 5
— m
(AM, CMy) = 7
AM = CM)

| (AR, BM3) =

De méme, Fy transforme M en Mg tel que:
AM = BMj

On en déduit (CM; , BMg) = 0 4 2  prés (CMy. AM) + (AM. BMp)

CLCMy = BMy.
[1s’ensuit que CMy = BMy, ¢’ est-a-dire que BCM) My estun parallélogramme.
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[CEX 12 =

Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct (O, i, J ). '
Etant donné un réel a > 0, on note A et B les points de coordonnces

T s

Soil R la rotation de centre A et d'angle -, S la symétric de centre B,
On note F la composée R' 0 So R. 1 B
1)  Quelle est la nature de F ? En préciser les éléments caractenstiques

puis construire C = R~ (B) et I'image de Cpar F.
2)  Soil 9 la droite d'équation x + y = a el s la réflexion d'axe

Les Cahiers du BAC /| Terminale S /

respectives (a, 0) ct {a, a)

» % aT
o R la rotation de centre O et d’angle — -é“ ;

g, Déterminer la transformation se F.

Algébre - Géaméh-ig

1) Composée de trois déplacements, F est un déplacement.

L'angle de ce déplacement est .

F est donc une symétriz centrale.

Avee € = R™YB), il vient F(C) = R’ 0 S0 R(C) = R' ¢ S(B) = R'(B).
Notens €' = R'(B).

Le centre de F est donc le milieu I de [CC'], de coordonnées (% s Y=

2) Composée dune rotation et d’une réflexion, so F est un antidéplacement

Invariant par F et par s, le point I est invariant par so F.
so I est donc une réflexion dont I'axe contient 1.
La droite (CC') est invariante par F et par s.

En conclusion, so F est la réflexion d'axe (coh.

1
Eﬂ).

CERE
Sest la rotation de centre B et d'angle

_;4- mw— -%T— théaréme 13

le centre est le mitieu I de [MM'], oit M s wi
point quelconqgue, d'image M’ par F

R(C)=Bet S(B)=B

les coordonnées de C sont (2a, 0)
celles de C' sont (a, —a)

perpendiculaive & B, la droite (CC') est inva
rante par §
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Similitudes directes

(Spécialité)

I - Définition

Soit A un réel strictement pasitif.

Définition :
d. 1 |Onappelle similitude directe de rapport  une transformation quiconserve les angles orientés et qui multiplie
les distances par A,

s Idy, une rotation ou une translation sont des similitudes directes de rapport 1.
= Une homothétie de rapport k est une similitude directe de rapport ||

Propriétes :
p-1 | La composée de deux similitudes directes, de rapports A et )/, est une similitude directe de rapport h\’.

p-2

: i 1
La réciproque dune similitude directe, de rapport A, est une similitude directe de rapport T

II - Décomposition d’une similitude directe

Etant donné A réel strictement positif, on considére une similitude directe S de rapport A.

Théoreme :

L. 1 ‘ S est la composée d'un déplacement et d’une homothétie de rapport A.

« Etant donné un point O et H I'homothétie de centre O et de rapport A, il existe des déplacements D
et telsque S=HoD' = Do H.
« Dans ces décompositions, D et D' ne sont pas nécessairement les mémes.

Propriétés :

P.3 |Sconserve: =
» léquipollence w lesbarycentres = le parallélisme et I"orthogonalité

P-4 |8 transforme :

« une droite en une droite

« un cercle de rayon R en un cercle de rayon A R
une conique en une conique de méme excentricité

e ———— — ——

———
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III - Ecriture complexe d'une similitude directe ]

FPropriétes ;

, ;formé par R d'un point M d'affix,
p.5 |Etant donné une rotation R de centre £, d'affixe z, et d'angle 9, le transformé pa P = 2est

i a ¥ A q-- -
le point M' d'affixe 2" tel que: _
e pal | 7= )4 2

S i transformé par H d'un poi
p.6 |Etant donné une homathétie I de centre £, d‘affixe z, et de rapport k, [e transtorme p point M,
d'affixe z, est le point M' d'affixe 2’ tel que
2 =kz+(l - Iz

Théaréme :

ol § ) . . i il
t.2 | Etant donné des nombres complexes a # 0 et b, I'application qui,  un point M d'affixe z, associe le point i
d'affixe 2’ tel que:

Z=az+bh
| est une similitude de rapport |al.
= Sia=1,c'est une translation. » Si|a] =1, c'est un déplacement.
= Siaestreel, différent de 0 et de 1, c’est une homothétie.
Propriété :
p.-7

Etant donné les points A, A', B et B' tels que A # Bet A" # B, il existe une similitude directe et une seule qui
transforme Aen A' et Ben B'.

Théoremes :
t.3 ‘ Toute similitude directe, autre qu‘une translation, admet un point invariant et un seul.

t.4 | Toutesimilitude directe admettant Q pour pointinvariantest la composée, de maniére unique, d’'une homothétie
de rapport positif et d"une rotation de mémes centres {) et gui commutent.
= Lerapport de I'homothétie est le rapport de la similitude.
» L'angle de la rotation est aussi appelé 'angle de la similitude.

t.5 |La composce de similitudes directes est une similitude directe.

Son angle est Ja somme des angles des similitudes composantes et son rap

port est le produit de leurs rapports.

» Sielles ont le méme centre, la composée a aussi le méme centre.

IV — Descriptions d'une similitude directe

Une similitude directe est déterminée -

1)  Parladonnée d’une relation 2’ = az + b, avec q #
= Son rapport est |al.
= Sia =1, cestune translation,

0 et b complexes.

i . b
» Sla#l,soncentrea pour affixe — |

= Sonangle 8 est défini par &' = |£] :
a

2) Parla donnée de deysx points distincts el de leurs transformes.

nire, de son rapport et de son

4)  Parles formules analytiques, en re

Parla donnée de s b
3) ar la donnée de son ce angle.

pere orthonormal direct -
M =wx-By+ X
Ce qui est équive a 2 =
P iy - quiesteéquivalenta 2 =az+b

[
—
avec a sa +i [, b=xp+iyg , z=x+iy , Z =X 4
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[

Exercices résolus

Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct (0, § )

Reconnaitre une similitudew

EX 1 ]

I

respectives:

1) Z=iz+1

2y 72 =-8z+2

1) 2 =(1-ivV3)z+3

dglerminer les élé Erict] T =
Déter r les €léments caraciéristiques des similitudes f;, 5 et f3 suivantes, données par leurs écritures complexes

On est en presence de similitudes décrites par leurs écritures complexes.

. m
| ) fi est une rotation d'angle T

Le centre de cetle rotation est le point {1 d'affixe z; = L;_t :

2} [ est I"homothétie de rapport —3. L' affixe de son centre 0y est %

C'est aussi la similitude de rapport 3, d"angle 7. L'affixe 23 du centre est %

3) f est la similitude directe de rapport 2 et d'angle — —311 .

Laffixe de son centre Qg est —iv/3.

EX 2

voir la description 1) d'une similitude directe

propricté G et théoréme 2

2
|—3| =3, -'El'l‘g—a =T, Znp = m

Il—i\f.?;|=2 argl—_-,“:—v—ﬁ=—%T

Décrire |"application du plan dans Jui-méme, définic par les formules analytiques suivantes : {

X' =dx+3y—9
y ==3x+4y—-T

On reconnait les formules analytiques d'une similitude directe.

; 4 .
Son rapport est 5. Son angle  est défini par cos f= ¢ etsin b=—¢

1 ;
Son centre est le point £ d'affixe zg = 7 + gL

voir la deseription 4) d'une similitude direete

G 4 8

i lu-—-—
[4-3i] e =z -z
-89-Ti 9+ 7i

T—-@-30 30-1)

EX 3

Déterminer la forme complexe d’

une similitude directe gui transforme A en A’ el Ben B dans le cas suivant

A(1.2), B@3,-1), A'(0,—3) B'(1.1) Décrire géométriquement cette similitude directe.

Dans le cas proposé, on a bien A # BetA' # B llexiste done une similitude
directe ot une seule transformant A eh A’ ctBen B

Soit # = az + b la forme complexe d’une similitude directe.

Elle transforme A en A’ ¢t Ben B si et seulement si:

} _si=all+20+b (1)
| ‘l+f=.'_1f3—”‘+b (2)

recte

aflid) = 1 + 21, afffa’) = =3
affiB)=3—1i, afBY=1+1

propriété T et description 2) d'une similitude di-
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Ce systemc admel pour solution unique (a, b)

1+4i 10 11
. =y _— 2,=
a=g5—= ﬁ-hmielb 3i—all + 20

N {17
Le rapport de la similitude est 13

30,
ﬁl

13

10 11
o o b in = — =
L 'angle 8 est défini par cos B -—mm el &in J13VA7
—13i
L'affixe du centre est 412—51[

[ EX 4 |

— I‘I
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avee (2) — (1)

1+4i
231
Re(a) Im(a)
cos A= Tal sin B= [al
b
i-a

Mémes questions que dans 'exercice ci-dessus lorsque : A(0,1), B(O

3), A'(2,2) B’{f:i,-—_l}

Avec la méme démarche et les mEmes notations que dans I"exercice précédent,
on obtient :

a=g(—1+ﬂ el b=;(1+i)

N 2
Le rapport de la similitude est %, son angle esl T

7
Son centre a ﬁ{l +41) pour affixe.

EX 5

24+2i=ai+b
—1—{=3ai+b

module et argument de @

%(1+ i)

1 3{1 (
+§ "'-'l.:l

On considére les points A0, 4), B(2,2) et (3, 3). =
Montrer qu'il existe une similitude directe S et une seule telle que ;
Déterminer le rapport, I'angle et le centre de cette similitude.

5(-0} =B et S(A)=C.

Soit 2 = az+ b la forme complexe d’une similitude.

1) Une telle similitude transforme O en Bel A en C si el seulement si :
21+i)=5b
31l+i)=4dai+b

c'est-d-dire si et seulementsi b=2(1+1) et a= —(1 - ).

r -

Soil S la similitude directe d’écriture complexe # = é{] —Dz+24+2i

2
2) Le rapport de S est % et son angle est -TT

8
Lecentre de Sa 5{2 + 1) pour affixe.

méme démarche que dans les deux exercices pré-
cédents

afflA) = 41, affiB) = 2(1+1), aff(C) = 3(1+0

uniqgue similitude transformant Oen Bt Aen €

module et argument de a

b
l—-a




TR Y

Chapitre 7 : Similitudes directes (Spécialiic)

[:Composée de similitudes directes

[ EX 6
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‘ Edier dans quels cas deux similitudes directes commutent,

Soit fi et fo des similitudes direcies d'expressions complexes -
Z1=mz+ b el Zy = 51224'}32
La similitude fp o fy a pour éeriture complexe : 2 = agajz + aphy + by

De méme. I'écnture complexede f o o est: 2 = ayasz + ayby + by.

Onendéduitque fiefo=fhofy sictseulement si aghy + by = aybs + by,

cesi-a~dire bylag — 1) = bylay — 1)  (R).

Premierecas:ay =1, a, = 1.

La relation (R) est vraie, indépendamment de by et de by,

Deuxieme cas :ay = letag = 1.

La relation (R) est vraie si et seulement si by = 0, ¢'est-a-dire f; = Idg.

Troisiemecas:ay # letay = 1.

bl b~2
) R 1- £y T 1-
31 les deux similitudes f; et fo ont le méme centre.

Larelation (R)s'écrit

EX 7

= clelle est done vraie siel sculement
2

7 =aglayz+ b))+ by

deux translutions guelecongues commutent

une transiation ef une similitude autre qu'une
translation ne commutent que st la translation
est de vectenr nul

en particalier, deny rotations dangles non nuls
ou dewx homothitics de rapports diffirents de 1
commutent si el seulement si elles ont le méme
centre

{on choisit a tel que Im a = 0).
2)  Soit Ty el Ty les transformations d'écritures camplexes respectives

zZi=az+bh Zo=bz+a
Caraciériser géométriquement Ty et Ty.
3) Comparer Too Ty et Tyo Ty el caraclériser (Ty o Tg)".

I} Résoudre, dans C, I'équation 27° — 2z + 5 = 0 et déterminer le module et I"argument des solutions a ct b,

9
1) L'équation propeséese lit | z—5 | + 7= 0.

B3| =
|
2] L

B sORL; 6= S F DLt b
Les solutions sont a=gz+3y el b=

V10

Il vient alors |a| = [b] = —5—
1 . 3
Si on désigne par 8 I'argument de a, cos b= 70 el sin = T

b admet — B pour argument.
v 10
2) Ty est la similitude d'angle 6, de rapport —5—

Son centre admer 1 pour affixe.
v 10 , ;
Le rapport de Ty est —g— ¢t son angle est = 0.

Son centre admet 1 pour affixe, ¢'est donc le méme que celui de Ty

3) Les compostes Ty o Ty et Ty o Ty sont des similitudes dgales

les solutians de cette équation @ coefficients riéls
sont complexes conjuguees, non reelles

@ est cefle de partie unaginaire posttive

_ L . S
une calenlatrice donne = 1,254 1077 pris. en

radians

argument et module de

h
mllbﬁ!{_‘ﬂ'f-b:l

inodule et ergument de b, congugué de a
a

T—p e a+b=1

exereice précédent

composdes de similitudes de mémes centres, voir
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L'angle de Ty 0 Ty est égal & 0.

5
Son rapport est 7°

Son centre est le centre {2 commun a Ty et Ty

5] :
Ainsi, Ty o Ty est I'homothétie, de rapport s, dont le centre (1 a pour affixe I

2
(Tz 0 Ty~ ! &5t I"homothétie de centre () el de rapport e

EX 8

somme des anglesde Ty et de Ty

produit des rapports de Ty et de Ty

On considére les points A(—2(1 + ﬁ) -2), B, —i] et (0, —2'31' k

et H I"homothélie de centre A et de rapport V2.

Soit Ry la rotation de centre Bet d’angle — '2-* Ry la mtahcm de ccnlrc ﬂ etd anglﬂ

_ Déterminer la natum etles€léments cara-::ténanuf:s deS= R1 aHe Rz-'..:

Les écrirures complexes de Ry, Ry et H sont respectivement

==z 1+i+1—i(=—iz+2

Z =3§{—1+ i)z +2i)— 2i= §(—1+ )z = V2 — (2 + Vi
23 =V2z+ 21+ V) + 20— 21 + v3) - 25 = 23 + 2 + 23 — )i

L'écniture complexe de H o R, est alors :

z4=ﬁ(§f—1+i}z—ﬁ—(2+\f§)i) +2+2(v3 - 1)

clest-d-dire 24 =(—1+ )z — 4i
L'écriture complexe de S= Ry o Ho R, est alors :

Z = -—1‘((—1+i}z—41') +2
c'est-d-dire Z =(1+1i)z-2

Sest donc la similitude de rapport /2, d’angle -a-w
el son centre a pour affixe —2i.

EX 9

propriéts 6

dans l'expression de Z3, on remplace z par 7,

dans l'expression de 2, on remplace 2 par 24

Etant donné les points A(3. —1) et B(0, 2), on considare -
I"homothétie H de centre A et de rapport —+/2,
. , 3
la rotation R de centre B et d"angle —; ;
la translation T de vecteur BO.
1) Construire le point ) dont I'image par § = To Ro H estl’
2) Donner les éléments. caractéristiques de S et retrouver le

origine 0.
résultat de la premitre question.

1) Le point O admelt un antécédent unique par S.

ToRo HY = Odonne Re H()) =
Il vientalors : H() = R~ Y(B) =

Etenfin: Q= H !(p), Comme H™!

T Yo =8

V2

2
rapport ——~, Q) est caractérisé par: A (= — —AB

est I'homothélie de centre A et de

et

T, H et R étant des bijections, i en est de éme
pour S

T 1en la translation de vecteur OB

o |
Best le centre de R et donc aussi celui de R
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32
On en déduit que les coordonnées de Q2 son 2

3v2
R

2y Etant donné un point M d’affixe 2, notons
7 affixe de My = H(M)
2o I'affixe de My = R(Mp) = Ro H(M)
z3 I'affixe de M3 = T(Mp) = T o Ro H(M)

Il vient alors z; = —ﬁ(z-—ﬁ—- i)) +3—i

: V2 V2
puis zp = | -5~ + 51| (2 —20) + 2t

et zg =25 — 2i
On obtient done :

V2 V2, _
23 = ——2—+T1 (21—21}

7= (‘? + %ﬁl) [—v’ﬁ(z-(.’i— i)) +3—3i]

dotilvient: zz=(1—-Jz—2+ 4+ 3v2)i
S est done la similitude de rapport V2 et d’angle —-; :

et dont le centre a pour affixe 2z =4+ 32+ 20
I 'antécédent de O est le point Q dont I'affixe z vérifie:
(1-i)z—2+(4+3V2)i=0
_ 3v2 [3v2
ce qui nous donne z=3 + —5— — T+1 i

On retrouve ainsi le résultat de la premigre question.

Problemes divers |

+3

=1

hoemothétie, propriété 6

3T V2 V2
1

= V2,
e 4 g}

Vaffize de BO est —2i

module et argument de 1 — i

5(Q)) = Odonne 23 =0

2 — (4 +3vV2)
ey
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EX 10 |

On considére la similitude S dont

1) Déterminer I’image par S du _
Déterminer le point P dont I'image par S
2)  Déterminer les éléments caractéristiques

3)  Soit M un point di

point A2, 0),

de S.

st rectangle.

" écriture complexe est 2 =

gst 'origine O.

3'-+h/’§ 1-iv3
1 2+ —3

fférent de A el on note M’ son image par S.

Montrer que le triangle AMM' e

Au vu de son écriture complexe; S est une sim

/3 1-1V3
I') Laffixe de S(A) est -3—1‘-;-'2 +—3

= 3 .
ce qui donne E_"'_E_“/—‘E'—}g———gii ¢'est-d-dire 2.

ilitude directe.

Vaffixe de Aest 2
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st ‘eritu de S, le :
: . 3 ; tte similitude | dans Pécriture complexe ) e coefficien,
Ainsi, le point A est invariant par 5 ; c'es! done e cests Aol nest pas 1, il y a done un point invarigy,
directe. seul: théareme 3
3+iv3 1-1/B8 = Vaffixe de l'image Oest 0
Le point P d'affixe z admet O pour image si i ==
o 1-iv3 4 __zclﬁw’ﬁJ
c'est-i-dire z=— 7 3+i3 B+0/3 .
2v3 z=— :
soi, enfin: z= ——1- /31— V3
y
5
O 1 A X
V3 module de @ = ]
2) Le rapport de S est -5 BEIR
s ol e — 'V,g + 1[
onanbeestﬁ-g— m g
3) Etant donné M différent du centre A de S, son image M’ vérifie - y
6= (AD,AM ) = :
' 6
AM' = ?ﬂM
Dans le triangle AMM’, on a AM' = AMcos 8. Le triangle AMM’ est donc
rectangle en M,
5]
[ EX 11 ]

1) On suppose qu'il existe une similitude directe S

1+v5

Montrer que, alors : é= =5 (on conserve cette valeur de ¢ dans la suite),
2)  Quels sont I'angle, le rapport et le centre d'une telle similitude 7
cenire et montrer que ce centre est lintersection des droites (AC) et (EB).)
3)  Le plan est rapporté au repére (4, AF, AD). Soit G I"application du plan d

A R |
7z = 5—iz+ 5
Donner les éléments caractéristiques de cette transformation du plan.
Préciser G(A), G(B), G(C) et G(D).

P TR S D vl
On considére un cammé AFED de coté 1 et tel que (AF, AD) = %T e
Soit ¢ la longueur AB d’un rectangle ABCD
construit conformément  la figure ci-contre : |
A F B

qui transforme A, B, Cet Den, respectivement, B, C, E el F.

(On pourra utiliser So S pour déterminer le

ans lui-méme, de formule complexe:

1) Par une similitude S d = =
) o ;mhl:t;; ¢ > derapport ket lelle que S(A) = B, $(B) = ¢, définition d1
- B =
S R, O S(B) = Cet S(C) = E
Clest-d-dire : 1=k ¢ el £ -1=/k d'otion déduit €2 — ¢ _1 = 0
+v5 v5-1
T

1
Etdonc (= —g— puis k=

lautre racine de €2 — £ —1 = est négativ¢



chapitre 7 : Stmilitudes directes (Spécialité) 197

m

2 (A, B) transformé en (C, D)
Gi on désigne par () le centre de S, celui de So § esy encore 0.

5y Lngle de Scst (AB, BC), c’est-a-dire

2
Langle de So S ¢St T, el son rapport est (ﬁ___"/gz‘” 1) . VB

2 angle double de celui de Set rapport carré de celui
de S
h 44 i = i
Similitude de centre €2, d'angle 7 et de rappor 3 \/E‘ S s
I"homothetie de centre ) et de rapport 2_ 3 .
L'homothétie So S transformant A en C et B en E, son cenlre appartient aux | S(A) = Bet S(B) = C
droites (AC) et (BE},

S(B)=CetS(C)=E
s'il existe un similitude transformant Aen B, B
en C, Cen Eet Den F, son rappart, son angle et

o o i son centre sont ceux déerits ci-dessus
3) Les éléments caraciénstiques de la similitude directe G sont

VB -1

TRpPARL =+ MEWmRGE _211 module et argument de \«"32— 1:2
vB+1
et le centre a pour affixe V541420 2
5- V5 Y
2
On vénfic immeédiatement que G(A) = Bet G(D) = F. affia) =0, affiB) = \,"52_,, 1

afiiDy=1 , aff(F) =1
tw."rf_r—l\.r"{";+1+v’§+1m_ vE+1

B ayant pour affixe ) ) 5 i —g—

5+1 . vE+1
5 Son image par G a pour affixe —g— *i
cldone G(B) = C.

L'affixe de G(C)est i

5 5 5 c'esl-d-dire 1 + i.

v@—l(v’g+1+i)+v"§+1

Ainsi, G(C) = E.
En conclusion. (¢ est effectivement une similitude transformant Aen B, Ben
C,CenEetDenF.

EX 12 ]

Soit My, M; et My les points d'affixes respectives 1 * 5_!.‘ 1+i a+l —1—4i .
1) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S transformant Mg en My et My en M.
{on notera (1 son centre)

Déterminer les coordonnées de Mg = S(Mp) et ?F My = S(Miij‘
2)  Etwant donné n entier naturel non nul, on note 8™ la composée So Se .- o S.

o lermes
Quels sont la nature et les éléments caractéristiques de S™ 7

L
Pour valeurs de n gst-clle une homothétic 4 )
3)  Soit Mque—_“ess"[mnj el un =0 Ms. Calculer en lonction de rt les nombres tin el £p= tg + Uy + ...+ Un .
n

L Déterminer la limite de la suite (2n).
I') Déterminons S par son cxpression complexe Z =az+ b, et bsont & déterminer
= S{M
- l+i=a(l+5i)+b {Ml StMg)
ous avo -
" C1—i=as)+b My = S(M;)
1 .
Cestiedire d ¢ 'i':l = i) Péeritire complexe de S est
I
b=-2—t Z=5(1-0z-2-1




w .

L'angle et le rapport de S sont respectivement — - el =~

L'affixe de son centre £ est —3 + i

L'affixe z3 de My = S(My)est =3 — i.

Celle, 24 . de My = S(M3) est —4.

2) 8" est une similitude directe de centre 0, d’angle —1—“
\“,-E n
T

S™ est une homothétie si et seulement si son angle est un multiple entier de

el de rapport

TR S 3 nm
m, ¢’est-a-dire si el seulement si il existe k € 7 tel que —x 5 Ie .
Pour cela il est nécessaire et suffisant que n soit un multiple entier de 4.
3) Avec 8" = S5 8™ L il vient My, = S(Mn_1)

. 2
el par sulle, up = —E—I‘J.n_ 1-

MI&

La suite (un) est done géoméirique, de raison g =

Son premier terme ug =) My vaut 4/2,

En conséquence up =

1

- et la somme 5, d?s (r + 1) premiers termes de la suite (uq) est -

n+1
' S.= 82+ 1) 1—(?)

On en déduit que la limite de la suite (£} est 8(v/2 + 1.

-2
1_%(1—1']

1

_2.(1 —if=1-0—=2—1i

la-o-3-0-2-1

les triangles {2 MgMg et 9] My M,
sant rectangles en {}

Les points ), My et My sont alignés

théoreme B

S™(My) = s(s"“(M.;,:-)

V2
ﬂMn= —2— nMu—l

42 % (—-\';-i-)n

oy

4\,f§x————q
q—1

(\/2"

n+l
T) tend vers 0 puisque —1 <
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Chapitre V||

Coniques

(Spécialité)

I - Définition géométrique — Equation réduite

A. Définition

d. 1 |Etant donné
» unreéel estrictement positif,
= unpoint F,
» une droite 9 ne contenant pas F,
l'ensemble des points dont le rapport de la distance a F et de la distance 4 9 est égal a e est appelé la
conique de foyer F, de directrice? et d’excentricitée.

Soit ‘€ une conique, de foyer F et de directrice %.
Alors, la droite perpendiculaire 2 % passant par F est axe de symétrie de 6.
On appelle sommet d’une conique ‘6 tout point de ‘€ qui appartient & un axe de symétrie de €.

B. Equation réduite

Soit ‘6 une conique, de foyer F, de directrice @ et d’excentricite e.
On note K le projeté orthogonal de F sur @ et H celui d'un point M.

On pose 0= o et soit T le vecteur unitaire directement perpendiculairea i .
1K | -
Notons h la mesure algébrique FK. Remarquons que : h<0.

H——
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1. Cas géneéral

Nous utilisons les notations précisées ci-dessus.

Théoréme :

T ' ‘G est:
b1 |50t 6 une conique. Dans le repére orthonormal (F. £, J ) une Squitibrode e

By 2.
Fe : (1-eM?+y? 428 —e'h" =0

2. Excentricité égale & 1

Théaréme :

t.2 |Etant doriné une conique d'excentricité 1, il existe un repére orfhonormal dams lequel elle admet une équation
de la forme :

y? = 2px
Une conique d’excentricité 1 est appelée une parabole:

Définition :

d.2 | La distance p du foyer a la directrice d'une parabole est appelée le:paramétrede la parabole.

|3. Excentricité différente de 1|

Théoremes :

t.3 |Toute conique d’excentricité différente de 1 admet un centre de symétrie.
On dit qu'il sagit d"une conique d centre.

t.4 |Soit "6 une conique a centre. Alors il existe des réels strictermnent

positifs a et b et un repére orthonormal dans
lequel 6 admet pour équation : 3

2 2 2 2
Y : X Y

Si O<e<l, —5+—=1 51 e>1, —5 = — =1
a b a b*

Une conique d'excentricité strictement comprise entre 0 et 1 est appelée une

- . ellipse.
Une conique d‘excentricité strictement plus grande que 1 est appelée une

hyperbole.
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II - Etude graphique des coniques
A. Parabole

[1. Construction d'une parabole]|

Etant_dnnné une parabole P, il existe un repére orthonormal EO.T,T} du plan dans lequel # admet pour
équation y° =2px avec p>0.

7' est laréunion des courbes représentatives des fonctions x—=2px et x+»—\/2px
Représentation graphique

La droite (O, i )estaxe de symétrie de &
c'est I'axede la parabole ; O est le sommet de P

y P

]

2. Tangente en un point]

Théoreme :

L.5 |[Soit la parabole d'équation réduite y2 = 2px, dans un repére orthonormal. |
En tout point Mg(xy, yp) de P, la courbe admet une tangente.
Cette tangente a pour équation  yyg = plx + xp).

La tangente en O & P est la droite (O, TJ :on dit que c’est la tangente au sommet.

B. Ellipse

1. Construction d’une eliipse]

Etant donné une ellipse €, il existe un repére orthonormal (O, { ., J ) dans lequel € admet pour équation

2 2
% + EE =1 avecO<b<a, b*=(1-¢ea® oneest I'excentricité, (0 < e < 1).
a b

’ o - . ) . x2 xg
% est la réunion des courbes representatives des fonctions x+ by /1= — et x——by/l- -
a a

Représentation graphique
Les droites (O, { ) et(0, :l—J sont axes de symétrie : elles sont appelées axes de I'ellipse €.
O est centre de symétrie : c'est le centrede €
Les points Ala, 0), A'(—a, 0), B(0, b), B'(0. —b) sont les sommets de I'ellipse €.
s« AA' =2a estlalongueurdu grand axe.
« BB =2b estlalongueurdu petit axe.
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Yy
B
J A
Al 5 T: -

’BF

2 : ;

Soit & l'ellipse d'équation — BE = dans un repére orthonormal.
i

C. Hyperbole

|1. Construction d’une hyperbole |

. XX
1) , € admet une tangente d"équation —2‘:1 + =r
a

Yo _ 4

b

Etant donné une hyperbole %, il existe un repere orthonormal (0, 1, 7 )dans lequel ¥ admet pour équation

2P

a

_Q._Ef=1 aveca>0, b>0, bz‘--{ez—-l}a.2

ol e est 'excentricité, (e > 1).

2 2
7 est la réunion des courbes représentatives des fonctions x bn‘ f f‘i —1 et x——p ii =
a V

Représentation graphique

Les droites (O, { )et (O, T) sont axes de symeétrie : elles sont appelées axesde I'hyperbole ¢.
L'axe des abscisses est dit axe transverse, (il traverse

L'axe des ordonnées est dit axe non transverse.
O est centre de symétrie : cest le centrede I'hyperbole 3.
Les points A(a.0) et A'(—a, 0) sont les sommets de I'hyperbole J¢.

AJ’

I'hyperbole).

Y

- 4
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[2. Tangente|

2
~nl § M & IJI
Soit ¥ Vhyperbole d'équation W= 1 dans un repere orthonormal.
b5
—m = 1), H admet upe tangente d’équation f?i — y__.if‘zq - .

a

D-:.:’ 3‘:0 s:m| RM

En tout point My(xg, yp) de €, (

b

Theéoréme !
L8 Une hyperbole d'équati A 5'2 b b
YP quation = S o =1 admet les droites d'équations y= —xety=——x pour
asymptotes. el a
Définition .

d.3 I Une hyperbole équilatéreest une hyperbole dont les asymptotes sont perpendiculaires.

Theoreme :

1.7 | Une hyperbole est équilatere si et seulement si il existe un repére orthonormal dans lequel elle a pour équation

& ; :
™ = aveca> .
a a

IIT - Foyers — Directrices d'une conique a centre
A. Couples foyer — directrice

Théoréme :

t.8 [Si ‘€ est une conique a centre de foyer F, de directrice @ et d'excentricité e, (e # 1) : c’est aussi la conique a
centre, de foyer ', de directrice @' et d’excentricité e, F et @' désignant les symétriques respectifs de F et @

par rapport au centre de la conique.
Pour une conique i centre, on met ainsi en évidence l'existence de deux couples foyer - directrice.

B. Excentricité — Foyers

Théoremes :
t.9 2 if e
Soit % une ellipse d'équation réduite  —5 + f—j =1, 0 <b<a, dansunrepére orthonormal (O, i, j)
€l ol
Onpose: ¢=/aZ- b

¢
»  L'excentricité est égale a =
« La distance du centre a I'un des foyers est égale a c.

Application a la construction des foyers
On construit les sommets A, A, Bet B
Le cercle de centre B et de rayon a coupe (AA") en F et F',




134 - Les Cahiers du BAC | Terminale S [ Algébre - Géomaty,

t. 10 2 %

; =]

Soit % une hyperbole d‘équation réduite iﬁ W Ey; =1, dans un repére orthonormal (O, ©, j ).
a

Onpose: c=Va?+ b2

i €
» L'excentricité est égalea —.

La distance du centre & I'un des foyers est égale a c.
Application i la construction des foyers

On construit les sommets A, A’ et le point B d'ordonnée b sur ['axe non transverse.
Le cercle de centre O et de rayon AB coupe (AA") en F et F.

A
C. Directrices
Théoréme :
t. 11 2 ' 2
Etant donné une ellipse — + Eﬁ =1, avecO0<b<a, ouune hyperbole iﬂ,— - Ey; =1,
dans un repére orthonormal (O, T T), ?

. ] 2
les directrices ont pour équations x = = et x=- -
c A o pEr
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IV - Transformé d’'un cercle par affinité
A. Définition d'une affinité

Définition

d.4 |Soit et D’ des droites sécantes du plan et k un nombre réel non nul.
On appelle affinité de base 9, de direction 9’ ot de rapport i
I'application ponctuelle qui, a tout point M du plan, associe le point M" de méme projeté H sur 9 parallélement

a ‘EﬂIF et tel q_ue }JMI = IK_HT'I

Notation :

n. 1

On note A (‘Eﬂ @', I-:) I'affinité décrite dans la définition ci-dessus.
Cas particuliers
s Sik =1, I'affinité est idg.
» Silc=—1, laffinité est la symétrie par rapport a @ parallélement a %'
« Si% et@’ sont perpendiculaires on dit que I'affinité est orthogonale.

Proprié¢tés :
p. 1 |Toute affinité est une application bijective.

p.2 1 3 T
Larécipmquedul’affinité«‘“'(ﬂ‘-93;- k) est|'affinité A(@J.Eﬂ’, E),de méme base, de méme direction et de rapport

inverse.
Theoreme :
G ¥ o )
t. 12 Soit A (P'JJ. o, I-:) une affinité et O le point d’intersection de et D",

Soit i et j des vecteurs directeurs de D et @' respectivement,

Les formules analytiques de V'affinité dans le repére (O, L 7} sont ; {

B. Transformée d’un cercle

Théoreme :

t.13 | La transformée d’un cercle par une affinité orthogonale dont la base est un diamétre du cercle est une ellipse.
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~
0<k<l e
C. Cercle principal et cercle secondaire d'une ellipse
Définition :

d.5 |Soit € une ellipse. ! ;
Le cercle ayant pour diamétre le grand axe est appelé le cercle principalde %.
Le cercle ayant pour diamétre le petit axe est appelé le cercle secondairede €.

Propriété :

p.3 |Soit € une ellipse. Notons @ et @y les-supports du grand axe [AA'] et du petit axe [BB'] respectivement et
désignons par a et b les demi-longueurs respectives du grand axe et du petit axe.

b
% est 1a transformée du cercle principal par I'affinité orthogonale A(E'ﬁl. E) !

% est la transformée du cercle secondaire par l'affinité orthogonale A (@52 ; %) A

V - Représentations paramétriques

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O, 1.7,

Théoréemes :

t. 14
=1 admet pour représentation paramétrique x =a cost, y=b sint

t.15 W S
=5 = 1 admet pour représentation paramétrique

g *
x=-—. y=btant, te 5 [ul.

,.'r-

= ﬂyﬁ-‘fﬁ'!
b 4
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Exercices résolus

Sauf mention contraire, le plan est supposé rapporté  un repére orthonormal (0, 1, J )

Equations réduites
[ EX 1

D:étcrminer;a nature et les éléments remarquables de chacun des ensembles suivants -
1! I 2x +3g2:2 I“z . x2_2y2=2
lg ! sz-}yz::-_ﬁ ["4 . 2x2—3g2=-1

T, Y
)Ty apouréquation »* + 5\~ 1 équation réduite d'une ellipse

1
V3

On reconnait une ellipse : a=1 b= % c=
- .. 3
=  d'excentricité 5
= de foyers F(ﬁ.ﬂ), F! (—ﬁ_:i U)
3 3 i i
» de directrices associées D : x=+3, %' @ x= /3.

xz
2)I's  apour équation S y2 =1 équation réduite d'une hyperbole

On reconnait une hyperbole : a=v2, b=1, c=+/3
; ez B
« d'excentricité [ 5,
2

« de foyers F(v"ﬁ.ﬂ) : B (—v@.ﬂ).

a de directrices assocides B x= —, D x=——,
V3 V3

= d'asymptotes A y=—5—, N:yz—T

3) Pour tout (x, y) de R%, ona  2x?+ y* =0 donc 'y est vide.
2 2
X

4) Ty  apouréquation y—l e
1 5

1
. : R B | O S .
On reconnait une hyperbole : a 73 73 e 3

=1 dquation réduite d'une hyperbole

s d'excentricité 3

5 5

= de foyers F‘(O, E)' F (U.- g
\ ; - " 2 2

= dedirectrices associées D y=\{yr. P 1 U=-\/ g

2 ’ 2
» dlasymptotes A: y:x\/:a. A" y=—x 3
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[ EX2 ]

_ . y+d=0 (D)

On considére la courbe % d'équation  5x* + l_.,:2 —10x + 4y + : .

s s b il d&tﬂ;mnewlae?:;iurztﬁcﬁs el I'excentricité de cette conique.
2) Déterminer le centre, les sommets, les foyers,

= regrauper les termes en X et leg termes en Yoty

e yz AR (y+ 2] liser la forme canonique d'un po!ynﬁmdueecnnd

ouencore 5(x— 1]2 +(y+ 2}2 =5 clesl-i-dire  (x— 1]2 + 5 =1 degré afin de mettre en dvidence [ centre .

métrie de €.
Soit {1 le point de coordonnées (1, —2). -
= 2 E 2 .]!_ =

Dans le repere (€2, {, j ), lacourbe € apouréquation (2} X+ 5

On reconnait I'équation d'une ellipse de centre (0.

Les axes de symétnie sont (), T} et (f1, J), d’équalions respectives

y=-=2etx=1 I X ”
2) Puisque, dans 1'équation réduite (2), le dénominateur de Y2 est plus grand | pour placer les éléments géomé riguesde, il fuy
i commencer par préciser l'axe focal,
que celui de X2, c’est I'axe (€1, J ) qui est I'axe focal.

La longueur du demi-petitaxeesta = 1,

Attention. au role joué par le demigrand g
et celle du demi-grand axe est b = /5,

dans les expressions de la distance centre-foye,
de l'excentricité, . . . Dans les formules usuelleg, ji
2 faut savoir échanger aet bs'il y a liey |

= Les sommets de I'ellipse sont :

A(2,-2), A'(0,-2), B(1,-2+/B) et B'(1. -2 — V5).

= La distance du centre (3 i un foyereste=+/5—-1=2

les longueurs a et b des demi-axes permetient
\ erali c 2 de caleuler la distance ¢ du centre & chacun des
= L'excentricité eile=—=—
b b foyers.

= Les foyers sont situées sur 'axe (€2, T).
Ce sont les points F(1, 0) et F/(1, —4).

. '\y \.Y
» Les directrices sont perpendiculaires | axe focal,
2
La distance du centre A ces droites est bT:— ¢est-a-dire ;
Ces directrices sont les droites d’équations *
5 5 e e 1 9
y:E—Eety=—§—-2.ccSI-a—dery=§ely=—-§. 5

X

EX 8 |

On considére la courbe ¢ d’équation  »® — 4y2 +4x+8y—4=0 (1
I)  Montrer que # admet un centre de symétﬁe, noté () et que ¥t est une conique dont on déterminera la nature.
, les foyers, les directrices, excentricité et leg asymptotes de J¢.

1) L'équation (1) s'éerit (x? 4 ) — 4¢,2 _ %) — 4 =g
c'est-i-dire  (x+ 2)* - dy—-12 =4
Soit 2 le point de coordonnées (=2, 1)
Dans le repére (€2, 1", ), la courbe 3 a pour Cquation X% 4y2 _4

X
Clest-a-dire - — Yi=1 @&




Chapitre 8 : Caniques (Spécialité) 139

On reconnait I'équationréduite d'une hyperbole, de centre Q et d'axes (€, i )
el (§1. _;]

7 L'axe [ocal, ou axe transverse, est (£), i ). On détermine les dléments géométriques de I par

2 2 . ’ . ;

ificali vie : raord, s dans le repére
L'identification de (2) avec I'équation réduite Eg’ = }:2_ = 1d’une hyperbole Ieurs_qu_.-icmm ou coordonnées & p_.-

a b (2, i, J)eton revient au repere (O, 1, j)

15 donne : :
" par les formules de changement de repere -

» a=2 e b=1 & c=vVa?+b2=y5 x=X-2
« ladistance du centre & une directrice est = 4—:':6 { y=Y+1
c *,
= ['cxcentricitéest e= 2 = ﬁ
a 2
Dans (!'L._E-.T}.
« les foyers sont les points F(v/5, 0) et F'(—/5, 0) La L
» les sommets sont les points A(2,0) et A'(—2,0)
= les directrices sont les droites @ et @' d'équations Tﬂg/
X:Ilt—V’.’--EJ:-:lX=——“:w/g Z e
5 5 / o X
» les asymptotes sont les droites d’équations ¥ = %J{ ety = —%)L \
Dans le repere (O, i T)
» FIWVE-2DetF(-v6—2.1) « A0, 1)clA(-4,1)
4
e 9 x=$—2 el @ : x-—*—‘hT’E—Z

1
» asymptoles y=§x+2 el y=—gzx

[ EX 4
Soit € I’ensemble d’équation 9 + 4y2 +18x— 16y —11=10.
Montrer que ¢'est une ellipse, déterminer le centre, les foyers, les directrices et I'excentricité de 6.

L'équations'éerit 9x + 1)? + 4(y — 2)* = 36
Soitfl(-1.2), x=X'-1. y=Y' +2

Dans(Q, . j ) %apouréquation 9X'%+4y? =36

XJ2 ?..'2
c'est-a-dire S G e 1. z
2 ;
— = X ¥
Dans (€%, j . ©). €apouréquation o +— =1 X=Y.Y=X

» €cstI'ellipse de centre (2, de foyers F et F,
o - - N
de coordonnées (v/5, 0) et (—/5, 0) dans (£, j , i )etdone Lt R e UL

de coordonnées (—1. V5 + 2) et (—1, —/5 + 2) dans (O, T T).

=
1] 0 a IJ —
» L'excentricité est 5T e

R|la

= Les directrices sont les droiles d’éguation :

9 9 —_ —
s X=— g X=- dans (12, J ., )
75 ¢ 7 )

9
= y=2+79§ i | y:ﬁ—\-—/gduns(ﬂ.

Fi

i)
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[ EX5 |

A tout nombre réel m, on associe I"'ensemble “€m
mi® — dmx — (m— Dy +2=0
Etudier. suivant les valeurs de m, la nature de 6m.

des points M(x, y) dont les coord

Terminale S [ Algébre - Géﬂmén.l'e

onnées vérifient I'équation

L'équation de ‘6m dans le repére (O . )selit
mix — 2% — (m— Dy =dm-2.

Soit 01 le point de coordonnées (2. 0) dangs le repére [ﬁ.r ,i vk
‘€m a pour équation mx?2 —(m—-1Y*=4m-2 %
On peut d'abord envisager trois cas particuliers :

« m=0, EséertyY?=—2 doncGy=02

2 12 .

» m=3, %s'éeril+ =0, donc, estréduitau point £ (2, 0).
2

= m=1 €séerit X* =2, donc %y estla réunion des deux droites

d'éguation X = V2et X =—v2

o

% .
Pour me {0, 7 1}, I'équation s"écrit

2

a8 vy 2m—1 2m—-1
—u+—I3-=1 avec =2 = el B'zl—m'

La nature de ‘6 se déduil de 1'étude des signes de a et B

Enposant a=./a et b=+/- B, €m apouréquation:

. o)
PR

G est une hyperbole d’axe focal (O, i ) et de centre £ (2, 0).

1
» Lorsque Ecm-cl, ona a>0elp>0.

Enposant a=\/a et b=/f, by apouréquation:
x* o
A

€m est une ellipse de centre ) (2, 0).

D'autre part, on aalors, m>1—-m>0 et 2m—1>0 donc
2m-1 2m-1
<
m 1-
le grand axe est ({2, ?}, le petit axe est (Q, { ),

c’esl-d-dire a<h

1
« Lorsque Gcm‘:z. ona a<0ctP<0 donc Gm=@.

EX 6 |

Les formules de changement de vopiye, (trangy
fiondesaxes) sont x =X+ 2, y=y

Lar_qqug (Gm est nan Uid&, ﬂest centre de s}rmérne

cest-a-direx =2+vV2et x=2 /3

m|— = 4] % 1 + 0

o + wnll & +

g = =) M =
%m| Hyperbole | | Ellipse | Hyperbole

1) Montrer que ‘€ est la réunion d'une partie de coniqu
Déterminer pour chacune des coniques 6y et 6,

2)  Montrer, qu'en chacun des points oil les courbes 6, et ¢
3)  Dessiner la courbe € en prenant pour unité le centimétre

S0it € I'ensemble des points dont les coordennées (x y) vérifient I'équation

e %6y etd'une partie de conique 6.
la nature, le centre, les sommets

o 2 —
2 coupentla droite (0, j'), elles ont la méme tangente:

dx|x|+y® — 16x - 20 = 0,

etéventuellement les asymptoles.

1)
Soit ‘€¢; laconique d'équation 42 + ¥ — 16x — 20

et €y laconiquedéquation —4x% 4 2 _
‘6 est la réunion de T, 1 20

I
[ )

' 3
€}, intersection de ¢y avec le demi-plan x = ¢

et de €5, intersection de 6y avec |o demi-plan x < 0

_—-——-'.F‘
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I (x —2)° i y?
s ‘67 a pour cquation —5— E-E_l

On reconnait une ellipse de centre (14 (2, 0)
de sommets Ay (2. 6), A}(2. —6), By(—1.0), B{(5,0).

. L
sl 0 pour équation -'-:T ~{x+2F=1

On reconnait une hyperbole de centre Qg (—2,0),
d'asymptotes Dy : y=2x+2) et Dy : y=—2x+2),
de sommels Ap(—2, 2), Ay(—2, 2).

2 ) Gy ainsi que iy coupe "axe (O, j ) aux points I(0, 2¢/5) et I'(0, —2+/5). En;-ffn(-\h.yn}dfr la tangente a la conique T’
« En [ €, et 6y ont la méme tangente d équation  yv'b — 4x = 10 e + by + 2cx + 2dy+e =0
« Enl' ‘Gy et "Gy ont la méme tangente d’équation —yv/B — dx = 10. | a pour éguation

axxg + byyp + clx + xp) + dly+ yp) + e =0

1) Représentation graphigque La courbe *t est symétrigue par rappertalO, ),

[EX7 ]

Soit & la conique d'équation 16x” + 25y + 96x — 266 =0

- p 2 - =
el 9t la conique d'équation 16x% — 25y + 96x — 266 =0 . 1 . ' -
Déterminer la nature. le centre, les sommets (€ventuellement les asymptotes) de chacune des coniques & et 3.

Tracer & et ¢ ’ .
Représenter la courbe € d'équation  16x* + 26y [y| + 16x — 256 =0




=T

At

. 32 2 , .
€ a pour équation ;E ] + i‘_ﬁ =1, % estuneellipse.
2 2
I a pour équation %;L = :;"-E =1, 9 est une hyperbole.

 est la réunion de la partie de € située dans le demi-plan y = 0 etde la partic
de € siuée dans le demi-plan y = 0.

- -
B e e

EX 8 ]
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0 (=3, 0), centre commaun @ 6 et I,

et G(—6,0), foyers de €.

F(—3 +v41,0) et (=3 — /41, O, foyers g,
L.

G ot %', asymptotes de F€ ont pour équatiop.
Sy=4(x+3)et Sy =—4(x +3).

excentricité de df.

5

g, excentricité de &.

Directrices de 6 :
16 34

Directrices de ¥ :

B8 . o B
ettt T T VA

% 16x* + 81yt + 7232 — 12962 = 0

On considére 'ensemble % des points dont les coordonnées x et y vcnﬁcnt I‘e,qnanon

Démontrer que 6 est la réunion des deux coniques dont on donnera les équations réduites.
Préciser les éléments remarquables de ces coniques : centre, sommets, fnycrs et directrices.

L'équation ¥4 s é::nl (4x? + 92 - (36y)% =
donc aussi  (4x® + ‘.Elg,r2 36y)4x* + 9y + Bﬁy]
Alnsi, "€ apparait comme la réunion de deux courbes ‘61 at‘ﬂz
€ 4 +97 - 36u=0 Gy : 4%+ 92 +36y=0
» L'équation de 6y s'écrit aussi  4x? + 9y — 2)* = 36
Introduisons le point €2 (0, 2),

Dans le repére (0, i, J ),

x2  y2

%y a pour équation  4X?+9Y2 =36 soit T+ =1
On reconnait une ellipse :

» de centre 0,

« daxes (0 1) et (0.7

» desommets O, A(0.4), B(3.2), B(-3.2)

» defoyers F(V5,2), Fl(-/5.92),

s d'excentricité e= 7

s dedirectrices @ @ x= 9v6 9 9v5

en faisant apparaitre une différence de deux car-
rés, le premier membre se factorise aisément,

M(x Y) appartient & ‘G si et seulement si
43 + 912 — 36y = 0 oy 422 + 91 +36y=0

Les formules de changement de repére sont
x=X y=2+Y

la longueur du demi-grand axe, porté par
(0, i ) est 3,

la tongueur du demi-petit axe est 2,

a=3b=2c¢c=/9-4
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= Remarquons que M(x, y) appartient & o si et seulement si M (x. —g}

appartient a ‘6.

Gz est donc Tellipse, image de €y dans la réflexion daxe (O
Y 5, =

1A

Propriétés géométriques

[ EX 9 |

il

143

M et M' se correspondent dans la réflexion d'axe

(@, 1)

i projeté de M sur [FH] est sur la tangente au sommel

Soit @ une parabole de foyer F et de direcirice % et un point M de @.
Montrer que la tangente en M 4 % est la médiatrice de [FH] ol H désigne le projeté crthogonal de M sur 9, et que e

M ayant pour coordonnées (xg. Yg), celles de H sont (—g gr_.)

!
et celles de I, milieu de [FH], sont (0. J?u

La médiatrice de [FH] est la perpendiculaire en Ii [FH].

FH ayant pour coordonnées (—p, yg), cetle droite a pour équation :

—px+ Yo (.U— ch) =0 (1

2
; L
Soit encore Yl = px + .‘%‘l ou  yyp = plx+ xp)

On retrouve une équation de la tangenle en M a9,

D'autre part, I est alors le projeté orthogonal de M sur [FH] et se trouve sur

Oy, tangente au sommet.

rafg

Py = 2px

7
car N . pX
92 -0
Pour écrire Uéguatton (1), on note gu'un pownt
Flx, y) appartient & la médiatrice de [FH) si

et seuloment =i E E =0
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[ EX 10

. R sernant 6 en %,
Soit ¢ une ellipse de cercle prineipal 6 et # I"affinite transformant ﬁ ene
5 ; ima
Montrer que les tangentes en M i G eten M 2%, (0 < b < a), (A B
sécantes en un point situé sur 9, axe de 1" affinité.

e de M dans I'affinité o), sont, en génery

- o

—

A
M a pour coordonnées  (xp.ya) avee —F+ -3 =

M' a pour coordonnées  (xg,yy) avec g+ oy = 1
La tangente en M 2 ‘6 a pour équation @ += =1
a

La tangente en M’ & € a pour équation % + v
a

» Sixg # 0. le pointd’intersection desdeux tangentesa pour coordonnées
2

x= % et y=0 :ilestsiésurd
= Sixg =0, les deux tangentes sont parallles.

[ EX 11

Soit # une hyperbole de foyer F et de directrice associée 2.
La tangente en un point M de ¥ coupe % en P.
Montrer que le segment [MP] est vu de F sous un angle droit.

La tangente & € en M{xp, yg) a pour équation J;—x;i = =T

2

Soit F(e, O) un foyerde # el % : x = — la directrice associée,

On suppose yp # 0, la tangente en M(xg, yo) coupe alors 9 en
iﬁ_ bztxg -c)
(-3 cyp :

P

: 2 2 .2
On en déduit les coordonnées de FP (-:1 L Ld C))
o Elg

D’autre part, FM a pour coordonnées  (xg — ¢, yg)

— — c
done FP-PM=2"C(a®— Eip¥=q.

B %

L:Hitw

I
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Transformeé d'un cercle par affinité

EX 12 |

145

tangenteen M" = s(M) i I'image I de T".
1) Soit ABC un tniangle équilatéral inscrit dans un cercle ‘¢ de rayon R,

. e i - . p
Cﬂlr.ulcr_ll? rayon r du cercle €’ inscrit dans le triangle ABC.
2)  On considére les ellipses & et €' d'équations respectives :

2 2 2 a2
d Y X o

1: + = 1 L r, =
4a’®  4b* . a2 . B k.

Montrer que la droite PQ est tangente 2 €.

On admet que, dans une affinité s, si une droite % est tangente, en M, 4 une courbe T, son image, ' = #(B), est

Soit M un point de %, les Langentes &t %' issues de M recoupent € en Pet Q.

R> (0

1) Les cercles ‘6 et € ont le méme centre - il 5"agit du centre de gravité O du
triangle ABC.

O estle pointd'intersection des droites AA', BB, CC’ qui sont simultanément
bissectrices, hauteurs et médianes dans le triangle ABC.

bl

Onaalors R=0A ¢ r=0A" donc r=

— b
2) Soit # I"affinité orthogonale de base (O, i) et de rapport e

¢ et &' sont les images par o1 des cercles € et €' de centre O
et de rayons respectifs 2a el a.

M, P. @ sont respectivement images de My, P, Qo
(Mg Pg) et (MpQg) sont les tangentes a ‘€" issues de M.

On déduit du 1) que (Py@,) est tangente & €',

En conséquence, (PQ) est tangente 3 &'

le centre de gravité O est aux 3 de la médiane

)
e

Mye 6, Pye 6, Qpe ‘€

e e ot

car Vaffinité 31~ transforme une tangente a ‘&
- cpl
en une tangente a ‘6.

le rayon de ‘€' est la moitié du rayon de 6.
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Lieux géeométriques

EX 13 |

[ ___---‘_‘-‘-h‘
;i X points.
Si A el B sont deux points de %, on notera d(A, B) la d1st.j1t.1ce de cei:;l:; fd{M. #y=4 ob F désigne le poipy ,
Soit T I'ensemble des points M de @ vérifiant la conc;lllﬂl" diM, ?
4 . a5 (—1,0)
coordonnées (1, 0) de F* le point de coordonnées (-1, \ -
1} Vérfier que I contient les points A, B, C, D, E de coardonnées respect!

T

3
(=2,0), (2,0). (4.2)

2) QuelleestlanaturedeT ? o 2 : ﬁ i
Montrer qu'une équation cartésienne de I" dans le repere (O, [, _J :' est- -+ 7
3)  Représenter la courbe T et les points A, B, C, D, E (unité de longueur 3om)

Soit My un point de ? de coordonnées (xg. yo) qui n’apparbient i dla dl‘Ol.tE‘éffC::: :}nas;a f:?:;] :0?::' dirz:nré. 4
Délerminer les coordonnées du point P d'intersection des droites (DE) ﬂ[-(. i 9 ) €S du

point @ d'intersection des droites (AE) et (CMg). -

| Endéduire que le point My appartient A T si et seulementsi les points P et @ ont la méme ordonnée.

1) Les deux points A(~2, 0) et B(2, 0) sont symétriques par rapport & (O, j ).

Comme d"autre part (0, J ) est axe de symétriede I, si Aestsur I, Ble sera
également,

Ona d(A.F)=1 et d(AF)=3 doncAeletaussi Bel.

. . 3
Vénfions maintenantque € (—1. E) el:

ona d(c.rjzgctdfc.f*h \,‘4+§= %dm‘m dic, F'i+d(C, F) =4

3 —
» D (1. E) ¢st symétrique de C par rapport & (0, j ), donc Del

« E (1. —g) est symétrique de € par rapportd O: Eel

2) Etant donné M de coordonnées (x, y), la condition
d(M, F)+d(M F')=4 équivaut successivement a :

(1) \;I:x+1)2+y2=4—-.;(x—1)§+y2

@) {(x+1}2+y2 = (4~\r‘(x—1)2+y2)2
Ve < 4

@) {2w(x~1}2+92 = 4-x
X = -4

il = 2
@ {4[{:; P ei?] = -x

4—x = ) X= -4
5) 3+4t-=12

-
Ainsi T est I'ellipse d’équation )

1}
'}

TYF

ou aussi par rapport @ O,

d'aprés ce qui préeede

d'apres {a remarque initiale

ear O est centre de symétrie de |

d(M. F) = \/(x — 1)2 + 2
d(M, F') = Vi +1)2 4 2

e+ 1842 = (4 TR )

donne

4- V(X—1)2+y2=:|: [{x+ 1}24-92

sachant que /(x — 1}§ + 92 =2_ ;
la condition \/(x — 1)2 & y2 <4

donne x = —4

3x2+4y2=12 donnexz—-“éxi

elafortiori —4 = xy= 4




1) Représentation graphique

Chapitre 8 : Conigues (Spécialite)

[DE} ﬂpﬂuréquﬂtiﬂn X = l.‘ {BMO}ap(]u]‘équaliol-l y[-\'h _2:.___yn(x__2} =0

3
E_-“D

donc Pa pour coordonnées x=1 et y=

(AE) a pour équation  2y+x+2=0¢l

5 : 3
(CMp) a pour équaltion (y_ E)("‘h I, L ey 1}(y3 B %) -0

[ ) x+2y=-2
Le point Q est déterminé par le systénie { 3 / 3
x(g - _l._m) +ylxg + D)= 5% + Yo
) ) 1 2
Le déterminantde ce sysiétmeest D=| 3 =xg+2yp— 2
53— W g+ 1

il est non nul puisque par hypothése Mg n'est pas sur la droite (BC).

On a affaire & un systéme de Cramer dont la solution est :
_5xg+2yg+2 _ 3xg—2yp+6
X0 +2y0— 2 4T 20x+2yp — 2)
Les points P et Q ont donc méme ordonnée si et seulement si
Yo _ 3xp—2yp+6
2—xpg  20xg +2ug — 2)
done st el seulement si 3:% + 4y% =12

My eI'\ {B, C}

x—2#0, xp+2yp—2=0
xp—2+0 x+2yg—2=0

Ces derni¢res conditions traduisent

| EX 14

147

2 — xp = 0, puisque, par hypothése, My n'est pas
sur la tangenteen Ba I

Une équation de la droite (BC) est x+21y — 2=0

B et C sont les seuls points de I” situés sur [a
tangente en B a T, ou sur la droite (BC),

Au point M d'affixe  z = x + iy, (x et y sonl réels), on fait correspondre le point M’ d'affixe 2 = Z 42z

1) Caleuler les coordonnées (x', i) de M en fonction des coordonneées (x, y) de M.
2)  Monuerque I'ensemble 7 des points M du plan, tel que Z soit imaginaire pur, est une hyperbole dont on précisera
le centre, les sommets ct les asymplotes.
o= — 2x y 9
1) On obtient asément : {A’ X y2+ Z=x+lydnn;|ezl=x2—y2+2w
Yy o= 2xy+2y erz2+23=x‘—y2+2x+2[(xy+y}
2) % a pour équation  x% — y* +2x =0 Z imaginaire pur si et seulement si X' = 0
Cette équation s'écrit aussi  (x + B |
Done, en introduisant le point £ (—1, 0), dans le repére (€2, 1. J ), %€ a pour | Formules de changement d'axes :
équation X2 _vy2-1, {x-—1+x
y=y

On reconnait une hyperbole équilatére :
= decentre O
» de sommels
»  d'asymplotes

AX=-1Y=0)
@ : ¥Y=-X

oxX=1Y=0),
9 - ¥=X el
Dans le repére (0, 1 . )

* A pour coordonnées (—2, 0)

» Det ont pour équations respectivesy =x+ 1 ety =—X - L.




e T

—Rop

148 Les Cahiers du BAC / Terminale S | Algébre - Géomety,

[ EX 15 ]

1) Soit @ une parabole de foyer F et de directrice 2.

» le milieu I de [FH) appartient 4 la tangente au sommel,

« latangenteen M A @ est la médiatrice de [FHI. o
2) a) Déterminer le licu géométrique des foyers des paraboles 2y

droite 7 donnée,

b) Déterminer le lieu géométrique des sommets de ces paraboles.

. o trer que
Ftant donné un point M de @ et H son projeté orthogonal sur =, mon 4

une directrice & donnée et tangentes 3 yp,

R

1) On se place dans un repére orthonormal (O, T, ) dans lequel # a pour

équation y? = 2px, avecp>0.

e

M

i

Etant donné M(xy. yg) appartenanta @, les coordonnéesde H sont (—- 5 yg) i

2
et ce point appartient donc 4 la tangente au sommet.

Les coordonnées du milieu I de [FH] sont (0. @)

D autre part, FHa pour coordonnées (—p, yg) donc la médiatrice de [FH] a
pour équation :

pee{y- ) =0

c'est-a-dire  yyg = px + !;!2_0 ou encore  Yyg = plx + xp)

On reconnait la une équation de la tangente en M a @,

2) Il est clair que la droite & doit &tre supposée non perpendiculaire i 9.

a) Soit P une parabole de directrice @, de foyer F et tangentc a 7.
D’aprés le 1), I'image H de F dans la rélexion s d'axe 7 appartient 3 9.
On en déduit que F appartient a s(%), image de @ dans la méme réflexion.

s(h)

—_

{a tangente aw sommet est l'axe des ordonnges

la directrice est o droite d'équation x = _ P

P
les coordonnées du foyer sont (§ ] 0).

H projeté orthogonal de M sur 9.

1 1
x; = gxp +xm), Y = 5yr +un)
cest-i-dire ['nxe des ordonnées

un point P(x, y) appartient o cette médiairice s
et seulement si

_

- F.

B!

0

I

09| Seo

=pxgcarMe P

H = s(F) donne F = s{H)
or, H € @ donc F € s(%).
Cas particulier : T est paralléle @ D.

w |9 |
A ls@)

H M

] N T
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Réciproquement, soit -
« Funpointde s(Z), H = s(F), ¢l
« M l'intersection de T avec la perpendiculaire en H & 9. o i
Teuatt njédimﬁce i i FM=MH  etle point M appartientd | MH = d(M,7)
la parabole & de foyer F et de directrice 9.
D autre part, d'aprés le 1), la droite F est la tangente 3 ® en M

Le lieu des loyers est done 1a droite %' = s(9), image de D par la réflexion d'axe D
b) Pour toute parabole, le sommel S est image du foyer £ par I"affinité
. 1
q* G .
orthogonale d’axe 9 et de rapport 3 9 directrice

Done, le lieu des sommiets est la droite @ image de @' par celte affinité.

‘I
%
“
4

[[EX 16 |
Soit 6 la courbe d'équation x* — 3y? +8x+12y+16 =0
1) Montrer que 6 est une conique dont on précisera les €léments caractéristiques : centre, axes de symétrie, foyers,

directrices, asymptotes, excentricité.  Tracet 6.
2)  Soit@ la droite d'équation  y—3 =0, etsoit Ple point de coordonnées (—4.6).

On désigne par  d(M,D) et d(MP) lesdistancesde M 2 la droite & et au point P.
Quel est I'ensemble des points M tels que d(M, P) = 2d(M, D) ?

2 2 Y
(y—2) - (e +4) =1 Dans (00, j ., 1), 6 a pour équation

1) Dans (O, T . ), % a pour équation 7 13

2
= xr ¥
% est une hyperbole de centre £) (—4,2), d"axe transverse (@), j)etd'axe| - — 75 = 1
non transverse (2, ).
Les asymptotes ont pour équations dans (O, T, T} : a=2 b=2V3
x—y/3+4+2V3=0 el x+y/3+4-2/3=0.
c=val+b? c=4

y=3 et y=1L
(-4,-2) et (—4,6).

Les directrices sont les droites d’équations

Les foyers sont les points de coordonnées

=8 g

P, de directrice associce Del| e=

2) L'ensemble demandé est 1"hyperbole de foyer
d’excentricité 2, ¢’est donc la courbe 6.
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EX 17 |

On considére "hyperbole 3 d'équation % — 3% = =1
1) Construire % en précisantles asymptotes. e
2)  Dérerminer les points de 3 en lesquels la Langanta estp 1]
3) Etantdonné un pmm I(:q; yu}

b} a quelles: condmrms ;ettc drmte 9:1 e
milieu de (M3 Mp] 7 :
Muntmr quef ces condm'an§ som cc;uwalf

1 2) Latangente & # en Mo(xg, yo) a pour €quation :

xxg — 3yyg = 0

Elle est donc parallele 35 si et seulement si il existe A réel tel que :
By.g =k xg =\ '\f'g

En écrivant que My(xq, yo) appartient i %, on obtient :

312 ¥ V3 V3

s =1 d A= A= —
T o 7 ou m

Ainsi il y a deux pmnts de ¥ répondant 4 la

V3
w" evz) ©

quaslmn il s"agit de :

5

les asymptotes sont les droites

x x
G s @' - y=~—ﬁ

Vaxe focalest axe des abscisses, les sommetsétant

A(1,0)et A'(—1,0)

My point de 3¢

—t —= —
veeteur directeur v =3yg i +xg J

D a pour vecteur directeur u = i + \fj J

13—35%-—-1

My et M}, sont symétriques par rapport 8 0
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3ya) 9 admel pour représentation paramétrique : { X = Xp+ X
y= o+ A V3

by Les parametres Ay el Ao des éventuels points d'intersection My et My de

@; avec Jt sont les racines de :
(x0+ A)° — Blyo+ A VB2 =1

cesta-die —8A% 42\ (xp - ByovB) + ¢ — 32~ 1=0
% coupe I"hyperbole en deux points My et My si et seulement si
(xg — 3y V3 + 8¢ — -1)=0
soil, apres simplifigcation 2
9x5 + 313 — BxoygvV3 —8 =0 1)

Cette condition étant réalisée, I est le milieu de [My;M,] si et seulement si
A +Ag=0

c'est-a-dire Xy — 3ygv/3=10 (2)

En tenant compte de (2}, 1a condition (1) devient
Bxg =242 -8=0
done (1) et (2) sont équivalentes a :

m — 3yv3 = 0

: - 3y =1
c) Lelieu L des milieux des cordesde 3, paralléles 3 9, est donc I"'ensemble
des points de la droite @' d’équation x — 3yv/3 = 0 vérifiant x> — 312 = 1

Linégalité  x2 — 3y® = 1 exprime que le point M(x. y) se trouve dans la
région du plan délimitée par 3¢ ne contenant pas le point O.
Ainsi, L est la partie de la droite (MgM}) extérieure & |'intervalle JMoMj .

151

5 est l'ensemble des points M tels que
IM =k u

3+ 2\ xp+ A\ =3ug
—BygvBAr -9A% -1=0

dventuellement confondus

discriminant réduit de Véguation précédente

— 3yoV3
?L1+?\2=xu 4}}0

avee Xp = Bygv@., (1) denne

Bxg + 3y§ - Gxuyovfg
= 8@ + 27Ty} + 3u3 — 5417
= Bx} — 2415

D' n'est autre que la droite (MgMp)

xi 2

EX 18
Yy
=1

On considére I'ellipse € d’équation 3 + 774 =

1) FetF désignant les foyers de €, et M un point de &, calculer FM + F' M.
2) Montrer que % est I'ensemble des points M du plan tel que FM + F'M = 26.

1) L'axe focal est I'axe des abscisses, les foyers F et F' ont pour coordonnees
(5.0) et (=5,0).
| =13cost
Lellipse ¢ dirage: | i e
ipse admet le paramétrage : { y=12sint

Pour tout point M de €, on a:

FM

n

V(13 cost — 5)2 + (12sin 1)?

n

v/ 169 — 130 cos [ + 25 cos?

V(13 — Keos 1)

13 ~5¢cost

a=13 b=12
a?=bt+c? =25

M de paramétre t
FM = (13cost —5) { +12sin tj

169 cos® t — 130cos t + 25 + 144sin’t =
144(cos® t+8in? 0)+25—130cos (+25 cos® t

13 — Heost>0
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De méme F'M V(13 cos t + 6)2 + (12 sin )2

13 + 5cost

En conséquence: FM + F'M =26
2) Soit &' I'ensemble des points M du plan tels que FM + F'M =26
D'aprés lc 1),ona % = €',
Réciproguement, soit M(x, y) un point de %', on a successivement
Vix =52+ g2+ /{x+ 52 +y? =26

Vie+5) + 12 =26 — \/(x — 5)% +

e+ 52 + P =676 — 523/l — B+ 2 + (x — B + 1
13+/(x — 5)2 4+ y* = 169 — Hx

169 ({x ~5) +17) = (169 - 5

2
2 e
144x” + 189y° = 169 x 144, c'est-d-dire 75 + 157 =

“ “ i
On constate que alors M appartient 8 €. On a ainsi montré que &’ < %.
Finalement ¢ ="¢'

1

[ EX 19

il suffit de remplacerdans le résuliar Précadyy,
cost par —€oOSl

M = (x=5F+1°
F'M=x+52+y?

on isole les racines

pur élévation au carré
524/(x — 5)2 + y® =676 — 20x

nouvelle élévation au carré

169% — 25 x 169 = 169 x 144

& est lensemble des points M du plan tels qu,
FM + F'M = 26

Tangentes @ une coniqgue d centre

g s
1) Soit € I'ellipse d'équation —g %2!—1 U-:bca;:,",

2)  Soit # I'hyperbole d’équation ii o 1 a>EI b)ﬂ
a

On rappelle que 3 admet pour représentation paramétrique.  x =
Dans chacun des deux cas ci-dessus, résoudre les questions suivantes :

i s F{c”.")-lc.tF"{ =i 0).

:—.u.cnst. y=bsint.

etde foyers Flc, 0) et F/(—c, 0). |

cost”

a} M désignantle point de paramétre ¢, caleuler, en fonction de ¢, un vecteur directeur de ]atangcnte en M alaconique.

y=>btant avec t.-vﬁ%[‘n’]

F’
b) Calculer, toujours en fonction de ¢, le veeteur — o
liFMH III"’M"
En déduire une définition géométrique simple de la tangente en M.
I} a) Latangente en M est définie par le vecteur : Voir Courbes paramétrées — Tome 1 -
V = —a sint T + hcost T Chapitre 8
b) De FM =(a cost— e) i +bsint 7 on dédnit
|FM[|* = a®cos® t+ b®sin® t — 2ac cost+ ¢
= (b” + ?)cos® t + b sin? t — 2ac cos t + ¢ =b?+c?
= c®cos? t — 2ac cost + b% + 2
=c*cos® t - 2ac cost +
= (c cost — a)?
Donc  ||FM|| = a— ¢ cost

De méme, F'M=(a cosi+¢c)( +b sin Ly

donne
|F' M| =a+c cost
) — M F'm
En conséquence,enposanl  u = ——+ —— on obien
7™ |

Viccost —a)? =

lc cost — afet0<c<?

i suffit de remplacer ¢ par —¢
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— ﬁ::ijsr—r?+acnsr+c T b sin{ R b sin — — (ag—cz}ccslf- 2ab sint —
u=|g—ccosf a+ccosl a—ccost  a+ccost | o Bt A= Peoer
X 2b - — " s .
u=—yg—3 1 avec u =ocostl +a si

=2 — 2eost 1 sint j

On constate aisément que wy et donc u sont orthogonaux a Vv, donc u up - V=0
dinge la normale en M 4 €.

—

- o FM - _ F'Mm
Les vecteurs w = ——— cl = ——— élant unilaires, leur somme e WS ;
] 17" M|

dirige la bisseetnee intérieure de I"angle (M—F.MF').

La tangente en M est donc bissectrice exténeure de cel angle.

2)a) Latangente en M est dirigée par le vecteur

?:QETIT+ bz 'J— ?:x’{ﬂT+yJ(E)T
cos” | cos” t

donc ausst par E =asint [ + b?

. . a — =
by Onaici FM:(C—— ) i +btant j, donc

os !
sl ﬁ‘.? 2ac 2 2 2
|FM||* = — — —— +¢“ + b tan"t
cos®t  cost
-:1? 2ac
2 49 2
= —p— — +a”+ b"(1+tan”t
cos”t  Cost . . E=a?+p°
> +b:  2ac
cos™t €08t 1+ tan t= —
2]
S 2ac oo cos
cos®t  cost
2
C
=19~ Tost
nsi M d teost>0
Ainsi, ||FM| = |a— cos t (l < a<cdoncsicost>
Dza<
cos t

— c
et, pourcost> 0, |[|[PM]| = o7~ @

; T Lorsque  décrit --21. ; , M(L) décrit wne
Pour la suite, on suppose L€ [ —5 -7 |-
branche 90y de Uhyperbole.

On'a de méme, en remplagant ¢ par —¢, Lautre branche Ho est obtenue pour t décrivant
F'M= +c| @ +bhtant] ™ 3w
cost —2—, T "
—y c
g _ c
IF'M||" = la+ = * Tost

cos
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— M F :
Toujoursavet u = ——+ r on obtient
[(FMll - ||# M)

—_ - 3 j— 1 sil‘l {
e ccost a C CoOst !.J sint b j
u = C+ t cos | c+da cos {

2 sint v

=Ty _m
¢ —acos't

En conséquence, u dirige la tangente en M & 96y

Comme dans le cas de ["ellipse, m dirige la bissectrice intéricure de 'angle
(MF, MF).

La tangente en M a #y est donc celle bissectrice.

¥y et 3y sont symétrigues par rapport & O, celle propriété reste donc vraie
pour #s.

[ EX 20 |
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2
ac — ac cos f—+ 2br sing

= :
* & —a’cost i c—-uw

Un point M(x, y) du plan est repéré par son affixe 2= x+ iy,

3) Onsuppose que M décrit le cercle 6 de ce.nlre O etde rayon 2.
On écritalors zsous laforme z=2¢% (e [0.2x[
a) Exprimer « et i en fonction de t.

A toul point M d'affixe z non nulle, on associe le point M’ d’affixe 2" = E—(z+

1) Calculerles coordonnées (. y/) de M’  en fonction des coordonnées
2)  Déterminer I'ensemble E des points M tels que M’ appartienne & 1'axe réel.

b) En déduire que M’ décrit une conique I dont on déterminera Ie centre et les sommets.

B3] =

X+ 1y 2 ? E
ik 1 g
d’on Z’—m[){fﬂ*‘ﬂz‘fl)i—ly{x +y2—"1)]

\ ;
On en déduit x"*x[x +J2+1] L,"=yi',,‘c -;y2;1}
20 + %) 262 + )

2) M' appartient & |"axe réel si et seulementsi i =0

c'est-a-dire y=0 ou x2+y2—1=0.

L'ensemble E est done 14 n.untnn de 'axe réel &
(y=0), et du
centre O et de rayon I, (x® 4+ 4% — 1 = cercle 6y de

0), privée it point O.

1 x — iy

X+ E L F

par identification des parties réelles ot umogt
naires

ne pas oublier la condition z # 0
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3ja) Soil z=2¢". te 0.2 ).
alors Z =ell4Z M
4 avee cetle expression de 2,

done v =cost+ %CDSI = gcost plutot que d'utiliser les résultats du 1)

il est plus rapide, pour calculer o ot y’

yj = sint — %gin f = g cos | de revenir & ln définition de Z

5 3
=2 =
by »'=geost Y = 4 ©0st estune représentation paramétrique de
2 2
— - ; 16x 16
I"ellipse I' d'équation 224
p q 55t 5 = 1
centre O
. B
sommets

Bl'

2 2

[_EX 21
K

1) Soit % I'hyperbole d'équation  — — =1
a
Calculer la distance d’un foyer 4 une asymplote, puis la distance du centre O & I'un des points d'intersection

d'une asymptote et d une directrice de |"hyperbole.
2) Déerminer I'ensemble des foyers des hyperboles dont une directrice et une asymptote sont fixées.

1) Notons H le projeté orthogonal de F(c,0) sur 'asymplote @ d'équation

bx —ay=0___ '

Posons 0= (Ox %), dans le triangle rectangle OFH, on a

FH b a
tan 8= — et tanf= — donec OH= ¢ FH _
OH a b ya )
Or, le théoréme de Pythagore donne  OF2 = FH? + OH”, ~N
2 2.2
b%¢
done @ =pH? 1+ % |, c'est-a-dire FH? = — /
35 a”+b
¢l finalement, avec c* =a*+b* FH=bh . F
. ; : a” a® (@] X
Les directrices A et A’ ont pour équations respeclives x = Pl s
(voir le théoreéme 11)
, : . a® ab &
Le point d”intersection H' de % et & a done pour coordonnées A
4 2y a
clona "2_0 a’_? LY = = — =
OH —'c ‘f'—cf—uﬂ d'ou of‘f OH OH bFH 2]
Il en résulie que  H' = 11, vest l'unique point de la demi-droite
Dy 1 bx —ay =0, x>0 qui vérifie OH = a.
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h : L e i i
D'apres le 1), si % est unc hyperbole de directrice A et d'asymptote @, le| A et %0 sont nécessairement sécantes en yy,

oo s Painy
Sk ; : . g . . : s eontratre, if n' .
foyer F associ€ a cette directrice est sur la perpendiculaire d a @ en H, point H. Dans le eas contraire, il n'y a pag dhyp

3 trboj,
; ) Bléme.
d'intersection de A et %, avec de plus F # H. sotutioft au protiem
Réciproguement, soit F un point de la droite d, distinct de H et 3 'hyperbole : A 5
de foyer F et de directrice A, Y H ’
Choisissons un repére orthonormal (O, i, J )tel que O soit le pointd'inter- i

oy (e 0)

— orF

section de @ avee la perpendiculaire i A passant par Fel @ = |-|:Pﬁ ~10 K\ =

(@]

PosonsenfinOF =¢, HF = h et OH = a. g 3
D'aprés le théoréme de Pythagore,ona ¢ = a®+b* (OF® = OH"+ HF®)
De plus, K désignant I'intersection de A avec Ox, dans le triangle rectangle

OHF, ona )
2 2
s [ _OH" a
OK x OF = OH* d'on OK*—OFﬁ =
2 —_— —
Ansi, K a pour coordonnées (a_ ; ﬂ) il est clair que OK et OF sont de méme sens
[

2 L)
. X
On sait alors que 3 a pour équation s

etil est facile de vérifier que 9 est une asymptote. HK x OF = OH x HF donne HK = Ec_b

H a done paur coordonnées
(az ab) ( a” a.b)
—, — | By — o
C [ c [

Le lieu cherché est done la droite % privée du point H et 9 a pour équation Yy = gXouy= -—gx

. € EST PRESENTE COMME
UNE BD, GA A LA TRILE DIUNE
BD, %A A LE PRix DUNE B.D,
MAIS CE N'EST PAS
UNE B.D/.
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