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e ne peuvent faire I'objet de questions de cours,

; . €Critgg
3 I'occasion d’un probléme ou d’un exercice ¢’;

i i u §
g) Les paragraphes marqués d'un astérisq Pplica.

ili smatiques
ou orales, ni étre utilisés, en mathématiques,

; . alauréat. . : ;
fion: Fépitiou ¥ el 1 ba:e comportent un ordre d’énumération. Cet ordre exprime parfojs Une
: ogram
b) Les rubriques du pr

ourront s'inspirer, mais il ne _saurait étrg im;:nm;(iel;l :_:‘:ar szempl.e il 6st
intention dont les pmfessq”fs? sas du 1.3 concernant les nombres entiers, les 1.1 et (notions de
loisible de permuter les tl;:lsdaa['n"::r en |'|,3, une autre introduction des nombres C:}mpjexeSI. ete.
continuité et |Ele 1|m't.E]. g 'en' résentera, on mettra en évidence, sur les exemplesétudfés d§n§
c) Qhaque fois qu_a | ncrisl::;wrez de groupe, sous-groupe, an'rleau, corps, esgace vectoriel, ainsj
o d;;fsé;:::ufgzgrzzzle?;umumorphismes (noyau), automorphismes rencontres.
que

|

I. Nombres entiers naturels. Arithmétique.

1= Enoncé des propriétés attribuées a I'ensemble IN de‘s e_n'{iers naturelsl. Raisonnement par récur-
rence. Applications de IN dans un ensemble X ; notation indicielle ; exemples.

2° Anneau Z des entiers relatifs ; multiples d’un entierre !:'::Lifl: notation nZZ. Co;gruen;?strnoﬁ lé,lnni
F'anneau Z [nZ ; division euclidienne dans Z, dans N. Principe des systémes de numération ; base:
numérations décimale et binaire.

3° (a) Nombres premiers dans Z ; si p est premier, Z [pZ est un corps.
(b) Décomposition d’un entier naturel en facteurs premiers ; existence, unicité,

(¢) Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple; nombres premiers entre eux;
identité de Bezout,

(L'ordre de (a), (&), (c) est, bien entendu, laissé au choix du professeur,)

Il. Nombres réels: calcul numérique; nombres complexes.

17 Inventaire (sans démonstration) des propriétés de IR - c'est
ordonné (révision) ; toute partie non vide majorée admet un plus p
contenant plus d’un point contient un nombre rationnel.

20 Valeurs approchées d'un nombre réel; encadrement

un corps commutatif totalement
etit majorant ; toutintervalle de IR

; incertitudes absolue et relative.

L. Calcul différentiel,

1° Fonctions numériques d'une variable réelle : continuité,

Continuité_"er] un point”: : - SOmme, produit, quotient de fonctions conti-
NUES; continuité de la fonction composée de deux fonctions continues (sans démonstration)

On adr_nettra sans démonstration le théoréme suivant : “si une fonction est continue sur un inter-
valle,_l Image, par la fonction, de cetintervalle estunintervalle”, i une fonction continue
etstrictement monotone sur un intervalle : existence de la fonet

e ) ion réciproque ;: mong oni i-
nuité de cette fonction (on admettra Ia continuité), R

torisant que les « copies ou reproductions stricte

. " ment ré .
ne utilisation _collective » toute repré Servées a 'usage
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20 Fonctions numériques d'une variable réelle : limites
Limite d une fonction lorsque la variable tend X )

= : vers un nombr I -
Cas particulier des suites. e réel donné, vers I'infini. Unicité.
Limite d’'une somme, d'un produit, d'un quotient (sans démonstration)

30 Fonctions numériques d'une variable réelle : dérivation
. . ra > - - . - ’

E::l-sfgt;?airﬁﬁé?emn:i:l?aF-’rzrém'ére C: foncthn linéaire tangente en un point a une fonction don-

ro&u“ it f:;m tr.wée en ce point, Fonction dérivée; dérivée d'une somme, d'un
p it, il ctions dt_ﬁ!wables. Interprétation géométrique de la dérivée (repére
cartésien) ; équation de la tangente. Définition des dérivées successives
Dérivée en un point de la composée de deux fonctions dérivables
Dérivée en un point de la réci:_:lmque d’une fonction dérivable et strictement monotone.
onde;ct_m:ttratsans_ démonstration que, si une fonction numérique est dérivable sur un intervalle et si
sa dérivée est positive ou nulle, elle est croissante au sens large sur cetintervalle
Comparaison de deux fonctions ayant méme fonction dérivée sur un intervalle.
Etude_du sens de variation d’une fonction dérivable 2 I'aide du signe de sa dérivée. Représentation
graphique ; exercices simples de recherche d’asymptotes.

4> Fonctions vectorielles d'une variable réelle.

Application d'une partie de IR dans un espace vectoriel euclidien de dimension finie,

Cmfumuné en un point; limite d'une fonction lorsque la variable tend vers un nombre réel donné, vers
I'infini.

Dérivée en un puin_l; si I'espace vectoriel est rapporté a une base, coordonnées, dans cette base,
de la dérivée ; fonction dérivée.

Dérivée d'une somme de fonctions vectorielles dérivables, du produit d
dérivable par une fonction numérique dérivable.

Dérivée du produit scalaire de deux fonctions vectorielles dériva
tangentes ; exemples des coniques et des hélices circulaires.

'une fonction vectorielle

bles. Application & la-recherche de

5o Cinématique du point.
IR dans un espace affine puclidien. Trajectoire.

Mouvement d'un point : application d’un intervalle de
Vacteur-vitesse & un instant donné. Un repére étant choisi, coordonnées du vecteur-vitesse dans

ce repére. Norme du vecte ur-vitesse.
Vacteur-accélération a un instant donn
tion dans ce repére.

Etude des mouvements circulaires (

& Un repére étant choisi, coordonnées du vecteur-accéléra-

vitesse angulaire).

IV. Calcul intégral.

1o Définition des sommes de Riemann d’
p]. On admetira que si fest continue ou manot

intarvalle fermé, borné [a,
b
f(t) dt que les sommes de Riemann approchent arbitrairement

une fonction numérique f d’une variable réelle sur un
one par morceaux, il

existe un unigue nombre réel
a8

lorsque la largeur du plus grand intervalle

Propriétés de lingarité de I'intégrale d'une

intervalle fermé borné.
Moyenne d'une telle fonction. Lien avec la dérivation si la fonction est continue.

de subdivision est suffisamment petite.
fonction continue ou monotone par morceaux sur un

b
primitives; égalité f f(t) dt = F(b) — F(a), f étant continue sur [a, 8]

Primitives : ensemble des
Calcul de primitives; intégration par parties.

et admettant F pour primitive.




. ires dont I'existence est admise ici (addir;

i ropriétés des aires = : ditj-

ncera, sans démOPslrztlucr;.lesl il-':“;émi a |'évaluation de laire de la partie de R x R défi.
Application du

o n énﬂ 3 C
oy # étant une fonction positive monotone par morceayy Puis

ité, unité d'aire...). :
‘:iep:r: agcx<b 0Ly <flx)

BORERR IR “:3- tion négative.
jons g et a une foncti
Extensionsa b <

V. Exemples de fonctions d’une variable réelle.

nnus des éléves, pourront illustrer les chapitres précédams;

Certains résultats de ce chapitre, déja co briques de celui-ci entre plusieurs moments de I'anngg.

il sera ppportun de répartir les différentes ru
1° Fonction x — x" (n € Z); dérivée; primitives.

2° Fonction x —> x* (re @, x > 0);dérivée; primitives.

3° Suites arithmétiques et géométriques. Somme des 1 premiers termes.

4° Fonctions circulaires; dérivées (révision) ; dérivées et primitives de :
X — cos (ax + b) et x — sin (ax + b).

o > 0)
5° Logarithme népérien (notation Log) : Log x = "1 - (x s

X
Limite, quand la variable positive x tend vers l'infini, de Log x et de

- Limite, quand x tend

vers 0, de x Log x. Représentation graphique.
6° Fonction exponentielle (notation exp).

; s ex
Propriétés; dérivée; représentation graphigue; nombre e; notation e*; limite de = quand x
tend vers 4 oo,

7° Autres fonctions logarithmiques et exponentielles,

Relations entre les fonctions exponentielle et logarithmique de base a, et celles de base e.
Définition de xx ol € R : dérivée de la fonction x +——s xx.

* Notation ef+
X s piur
Re_marque i '.tu-de d’exemples de fonctions composées du type logarithmique ou exponentiel sera
strictement Iim:tee_aux ¢as oll sont en évidence les intervalles sur lesquels la dérivée garde un signe
constant et od les indéterminations 3 lever sont uniquement celles qui ont &té énumérées plus haut.

Pour désigner cos x + / sin x; « étant une constante réelle, dérivée de la fonction

8° Calcul numérique,
Usage de la regle 3 calcul,
Usage de tables; pratique ¢

e l'interpolation linéaire
Usage de machines 3 calcul

; tables de logarithmes,
erde bureay,

1% Espaces probabilisés finis (Q, 33(0) p)
Applications mesurables i o

s ou i
variable aléatoire réelle, { YRt aléatmres} ;

2° Espérance mathémati '
tique d'y 3 .
Espérance mathémati ne variable aléatoire 3 v




Avertissement

Dans ce livre nous traitons la partie du programme des classes de Terminale C ou E
qui n'a pas été traitée dans le premier tome, c’'est-a-dire I'arithmétique (chap. 1
a 3), l'analyse (chap. 4 a 11) et les probabilités (chap. 12).

Les équations différentielles, qui ne font pas partie du programme du baccalauréat,
sont traitées en appendice. Mais nous avons laissé a nos collégues physiciens le
soin d'exposer, de la fagon qu'ils jugeront la meilleure, les applications du calcul
intégral a la mécanique et a la physique. -

Nous avons utilisé les mémes conventions typographiques que dans le premier
tome

— chaque démonstration est précédée du mot « Démonstration » et suivie du
signe m qui en marque la fin,

— les exercices un peu difficiles sont précédés du signe :,

— le signe 3¢ repére les questions qui ne figurent pas au programme des classes
de Terminale E: il s'agit des chapitres 2 et 3 (p. 30 a8 79) et du paragraphe 3.3
du chapitre 11 (p. 352 & 354).

Nous enseignons ce programme dans nos classes depuis sa mise en application.
D'année en année, nous avons été amenées, pour certaines questions difficiles, a
introduire quelques innovations de vocabulaire et de présentation qui, a |'usage,
se sont révélées bénéfiques. Nous les avons donc adoptées dans ce livre. Nous
donnons ainsi pour définition de la valeur absolue d'un réel x, la borne supérieure
de x et de — x. Dans le chapitre 5, « Continuité et Limites », pour faire sentir aux
gléves |'analogie entre les différentes notions de limites sans toutefois parler de
« filtre », nous introduisons les notions de ¢ famille de départ » et de « famille d'arri-
vée ». Nous employons aussi I'expression « intervalle épointé de centre x, » — avec
un « & » privatif — qui nous parait plus correcte que |'expression habituelle « inter-
valle pointé de centre x, ». Dans le chapitre 10, ¢« Calcul intégral », nous introduisons
I'intégrale de Riemann d'une fonction de la maniére conseillée dans le B.O. du
19-7-1973. Nous commencons toutefois par étudier les fonctions en escalier sur
un segment, qui constituent une bonne approche intuitive. Pour ne pas trop alour-
dir ce début, nous renvoyons certaines démonstrations simples en exercices, ce
qui permet au professeur de mieux contrbler la compréhension du cours par les
éléves.

Enfin, presque toutes les courbes sont dessinées dans un repére orthonormé. Nous
pensons, en effet, que I'emploi des repéres non orthonormés, qui est essentiel pour
la résolution de certains problemes de géométrie affine, présente un intérét assez
restreint pour |'étude des fonctions. Nous avons cependant gardé pour quelques
courbes un repére non orthonormé afin que les éléves ne soient pas déroutés par
une telle question au baccalauréat.

Nous comptons sur les professeurs et sur les éléves pour nous faire part de leurs
commentaires, de leurs critiques et de leurs suggestions; nous les en remercions
d’avance.

[
Jean-Michel Lemaire, ancien éléve de I'Ecole Normale Supérieure, maitre de confé-
rences a I'Université de Nice, nous a aidés de ses conseils dans la rédaction du
manuscrit; il @ bien voulu participer activement a la lecture des épreuves. Nous le
remercions vivement de son précieux concours.

Les Auteurs.
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1.1

1

Entiers naturels
Numération

1. Ensembles ordonnés. -+

Nous supposons connues du lecteur les notions de relation d’ordre dans un ensemble,
de relation d'ordre total et de relation d'ordre partiel.

Dans ce paragraphe, nous considérons un ensemble E muni d’une relation d’ordre
notée =.

On dit que (E, <) est un ensemble ordonné.

Soient x et y deux éléments quelcongues de E tels que : x =X y; on dit que x est
inférieur ou égal & y et que y est supérieur ou égal ax.

Majorants. Minorants.

DEFINITIONS : Soient (E, <) un ensemble ordonné et A un sous-ensemble
de E.

On appelle majorant de A tout slément M de Etel que : (jxeA, x=<M).
On appelle minorant de A tout élément mde Etel que : (fxeA, m=<Xx).

On appelle ensemble majoré (resp. minoré) tout ensemble qui admet au moins
un majorant (resp. minorant).

Exemples.

Soient IN* I'ensemble des entiers naturels non nuls et A = {2, 5, 10} un sous-

ensemble de IN".
1. Considérons I'ensemble ordonné (N*, €) et cherchons des majorants et des

minorants de A.
Il est immédiat que les entiers 10, 11,12 sont des majorants de Aetque les seuls mino-

rants de Asont 1 et2.
2 La relation de divisibilité dans IN", notée |, est une relation d'ordre. Considérons

I'ensemble ordonné (N, |) et cherchons des majorants et des minorants de A.
1| est immédiat que les entiers 10, 20, 30 sont des majorants de A et que le seul mino-

rantde Aest1.

Ces exemples nous conduisent aux remarques suivantes.

L=
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1.3
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Remarques : 1. Si M (resp. m) est un majorant (resp. minorant
eélément de E supérieur ou égal 8 M (resp. inférieur ou égal 3 m) est
(resp. minorant) de A.

2. Un majorant (resp. minorant) de A peut &tre un élément de A ou non.
3. L'ensemble des majorants (resp. minorants) de A peut étre fini ou non,

) de A, alors tout

Plus grand élément. Plus petit élément.

DEFINITIONS : Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
On appelle plus grand élément de A I'unique élément g de A, s'i| existe,
telque : fxeA x=xug.

On appelle plus petit élément de A I'unique élément p de A, s’il existe,
tel que : fxeA p=<x

Remarque : L'unicité de g (resp. p) résulte de I'antisymétrie de la relation d'ordre <.
Supposons, en effet, qu’il existe deux éléments de A, notés getg', telsque:
(fxeA x=x<g) et (fxeA x=<g).

Onaalors: g'<g et g=<g' etparsuite: g=g'

Exemples.

1. SoientE un ensemble quelconque et & (E) I'ensemble des parties de E. Nous savons
que (¥ (E),c) estun ensemble ordonné.

¥ (E) admet un plus petit élément et un plus grand élément qui sont respeclivement @
et E.

2. Soitl'ensemble ordonné (N, <) et A I'ensemble des entiers naturels pairs.
A admet un plus petit élément 0, mais n‘admet pas de plus grand élément.

Borne supérieure. Borne inférieure.

DEFINITIONS : Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
On appelle borne supérieure de A, et on note sup A, le plus petit élément,
s’il existe, de I'ensemble des majorants de A.

On appelle borne inférieure de A, et on note inf A, le plus grand élément,
s'il existe, de I'ensemble des minorants de A.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

a=supA) < (] %SE et (fxeA x=<a)
P1 ( sup ) (!V}’EE; ((erAr x%y):—}(oﬁ-"ﬁ]’)))

La premiére ligne signifie que = est un majorant de A et la seconde que « est le
plus petit des majorants de A.

P1 ¢=inf A)-<===-(

iveE ((fxeA y<x) — (y<B))

«eE et (fxeA B=<x) ) ’

10
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1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

,r Pz &?I A admet un plus grand élément, alors cet élément est la borne supé-
rieure de A, :

| Démonstration :

F Soﬁt g le plus grand élémentde A. Onaalors: jJxeA, x=<g.

Soit y un élément quelconque de E tel que : YxeA, x=y; puisque g estun
élément de A, on a en particulier: g < y. D'aprés P, on adonc: g=supA. ®

P*" Si A admet un plus petit élément, alors cet élément est la borne infé-
rieure de A.

La démonstration est analogue 2 celle de P,.

| Remarques : 1. Les éléments sup A et inf A, s'ils existent, peuvent appartenir
ou non a A.
2. Soient (E, <) un ensemble ordonné et x et y deux éléments de E.
Si x et y sont distincts, on note, par abus de notation, respectivement sup (x, y) et
inf (x, y) la borne supérieure et la borne inférieure, si elles existent, de I'ensemble
{x, y}. Si x et y sont égaux, on emploie aussi la méme notation.
3. Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné, c’est-3-dire muni d’une relation
d’ordre total. Toute paire de E admet alors une borne supérieure et une borne

inférieure.

Exemples.
| 1. Soit E = {a, b} un ensemble & deux éléments. Considérons I'ensemble ordonné
(#(E). c).Ona: #(E) ={g, (a}, (b}, {a b}}
Soit A ={g, {a}. {b}}.
| Le seul majorant de A est {a, b};onadonc: sup A = {a, b} et (supA)= A
Le seul minorantde A est @;onadonc: infA= @& et (infA)e€A.
Soit B = {&. {a}}.
Le seul minorantde B est @;onadonc: infB= @ et (infB)eB.
Les seuls majorants de B sont {2} et {a, b}; onadonc: sup B ={a} et (sup B) e B.
2. Soient I'ensemble ordonné (IN, <) et B I'ensemble des entiers naturels impairs.

Les seuls minorants de BsontOet1;onadonc: infB =1 et (infB)€B.
D'autre part B n'admet pas de majorant; il n’admet donc pas de borne supérieure.

Relation d’ordre compatible avec une loi interne.

1.4 DEFINITION : Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne
notée * et d’une relation d'ordre notée <. La relation =< est compatible

| avec la loi * si et seulement si les deux propositions suivantes sont

vérifiées :
| o Y(x v, 2B, ((x=<y) = (xxz=<y*2);

o Jy(x.v.2)eE, ((x=<y)— (Z+x < z+Y)).

Exemples.

'I La relation < est compatible avec I'addition dans [IN.
La relation < est compatible avec la multiplication dans IN.
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Groupe ordonné.

1.5 DEFINITION : Soit (G, #) un groupe muni d’une relation d’ordre notée;-_
(G, #. <) estun groupe ordonné si et seulement si la relation < est compa.
tible avec la loi .

Exemples.

1. (Z. +, €), (0, +. €), (R, +, €) sontdes groupes ordonnés.

2. Soit E un ensemble quelcongue,

En classe de Premiére nous avons vu due (E(E}. _‘.) est un groupe commutatif:
d'autre part (4 (E), C) est un ensemble ordonné,

L'exemple suivant montre que (9(E), 4, € ) n'est pas un groupe ordonné. On a :
ACB et AAD¢BAD.

Anneau ordonné.

1.6 DEFINITION : Soient (A, 4+, X) un anneau muni d’'une relation d’ordre
notée < et 0 I'élément neutre pour I'addition dans A.
(A. +. . =) est un anneau ordonné si et seulement si les trois propriétés
suivantes sont vérifiées :
e (A +, =) est un groupe ordonné;
o f(x.yz)e AV, ((x=<y et 0=2z) s (xxz=yx2));
o f(x.y z)e A, ((x=<y et 0=2) > (Zxx<zxy)).

Exemples.

(Z.+ %x.<). (0. + x.<). (R, +. x, < ) sont des anneaux ordonnés.

ﬁ?P_EE'_E Nous rappelons que, dans les ensembles N, Z, ©, R, la relation notée <.

définie par : Y(x. y) e B2, ((x<y) <> (x#y ot x < v)) nest pas une rela-
tion d'ordre.
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1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

2. Ensemble [N des entiers naturels.

Conformément au programme, nous ne donnons aucune construction axiomatique
de I'ensemble IN. Nous nous bornons & énumérer les principales propriétés admises.

2.1 Proprietés de I'ensemble IN.

P1 N est muni de deux lois de composition interne notées + et X;
ces deux lois sont commutatives, associatives;
chacune admet un élément neutre, noté 0 pour I'addition et 1 pour la
multiplication;
la loi x est distributive par rapport a la loi +;
tout élément de IN est régulier pour la loi + et tout élément de IN" est
régulier pour la loi x.

Ces deux lois ne munissent IN d'aucune des structures algébriques déja étudiées.

Pz [N est muni d'une relation d’ordre total, notée <.
Cette relation est compatible avec les lois 4+ et X.
Elle vérifie de plus les propriétés suivantes :
e J(x x,y)eN3, (x+y<x'+y) = (x< X))
e f(x, x,y)e (N*)3 ((xy<xy) = (x < x)).

P3 N a un plus petit élément, 0, et n"a pas de plus grand élément.

P4 Toute pértie non vide de IN a un plus petit élément.
Toute partie non vide et majorée de IN a un plus grand élément.

P5 Tout élément x de IN a un successeur, c'est-a-dire qu'il existe un unique
entier naturel x' tel que: x < x' et (JyelN, ((x<y<x')— (y=x')))

Ona: x'=x+1; I'élément x’ est le plus petit des entiers naturels strictement
supérieurs a x; l'existence de x’ résulte de P, et de P..

Pf Tout élément x de IN* a un prédécesseur, c'est-a-dire qu'il existe un
unique entier x" tel que x soit le successeur de x",

Ona: x=x"4+ 1, I'élément x" est le plus grand des entiers naturels strictement
inférieurs & x; I'existence de x" résulte de P; et de P,.

PB N est un ensemble infini.

Cet énoncé signifie que IN peut étre mis en bijection avec une de ses parties propres.
Des propriétés Ps et Pg, il résulte que I'application ¢ de IN dans IN* définie par :
fxeN, @(x)=x+ 1 estune bijection.

13



2.2

2.3

S - ey

Raisonnement par récurrence.

Le raisonnement par récurrence est un procédé utile pour démontrer qu'une pro-
priété est vraie pour tout entier naturel ou pour tout entier naturel supérieyr ou éga
& un entier naturel donné.

Désignons par la notation $(n) (resp. non ¥(n)) la proposition suivante ;
la propriété T est vraie (resp. fausse) pour I'entier naturel n.

THEOREME : Soit & une propriété définie sur N telle que la proposition
suivante soit vraie : ¥(0) et (JnelN, F(n) = T(n+1)).
Alorsona : YnelN, T(n).

Démaonstration :

Soit B l'ensemble des entiers naturels pour lesquels la propriété T est fausse :
B={nelN|nonT(n)} ~evten .5 L . TLeN '
Supposons que B ne soit pas vide. Vo
Daprés Py, I'ensemble B a un plus petit élément p; on a donc : non T(p).
Puisque I'on a §(0), I'entier p n'est pas nul; il a donc un prédécesseur g. ona:
g+ 1=p.

Puisque p est le plus petit élément de B, I'entier ¢ n'appartient pas & I'ensemble B:
on a donc §'(q).

D’apres I'hypothése, on a alors 7 (g + 1), c’est-a-dire T(p), ce qui est en contra-
diction avec (p e B), c'est-a-dire avec (non T (p)).

L'ensemble B est donc vide etona: (fneN, F(n)). m

N

VARIANTE : Soient o un entier naturel non nul et § une propriété définie
sur I"'ensemble X des entiers naturels supérieurs ou égaux a n,, tels que la
proposition suivante soit vraie : $(n) et (fneX, T(n) — F(n+1)).
Onaalors: fneX, T(n).

Démonstration :

Soit B I'ensemble des éléments de X pour lesquels la propriété 7 est fausse :

B ={neX|nonT(n)}

Supposons que B ne soit pas vide.

D'aprés P4, I'ensemble B a un plus petit élément p:onadonc: (nonT(p)).
Puisque I'on a 7 (ny), I'entier p est supérieur 2 No. et par suite, admet un prédé-
cesseur g qui est supérieur ou égal & ng et qui appartient donc 3 X,

Puisque p est le plus petit élément de B, I'entier g n'appartient pas a |'ensemble B;
on a doic 7 (g).

D’aprés "'hypothése, on a alors T(g 4 1), c’est-3-dire T(p). ce qui est en contra-
diction “vec (p € B), c'est-a-dire avec (non 7 (p)).
L'ensemble B est donc vide, et l'ona: (jn e X, T(n). m

14
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2.4 COROLLAIRE : Soient ny, un entier naturel, X I'ensemble des entiers
naturels supérieurs ou égaux a n,.
Si n est un élément quelconque de X, soit |, I'ensemble des entiers natu-
relsptelsque : no<p<n.
Sm.t J une propriété définie sur X telle que la proposition suivante soit
vraie :

T(ng) et fneX Y(fpel, 'J‘(p}hz}- ‘.}‘(n+1)).
Alorsona: YfneX, T(n).

Démonstration :

Soit Q la propriété définie sur X par :

yneX (Q@) <= (fpel, T(n)).

Démontrons que I'on peut appliquer & la propriété Q le théoréme 2.2 si ng est
nul, ou la variante 2.3, si ny n'est pas nul.

e Ona: |, = {ng} et par suite Q(ny).

® Soit 7 un élément quelconque de X. Supposons que l'on ait Q(n).

Onadonc: (Ypel, F(p)), etparsuite: T(n+1).

llenrésulte : (§p el,+y, F(p)). c'est-a-dire: Q(n 4+ 1).

Dans tous les cas on a donc : (JmeX, Q(n)), ce qui équivaut a :

(fneX, T(n). =

Exemples.

1. Démontrons, par récurrence, que, pour tout entier naturel n, I'entier 107 — (— 1)
estun multiple de 11.
Appelons ¥ la propriété ainsi définie.
e Ona: 10— (—1)°=1—1=0=0x11.0nadonc: ¥(0).
» Soit n un entier naturel quelconque tel que I'on ait ¥(n). Considérons I'entier
107%1 — (= 1)n*1,
T Ong: 107+ = (= 1)t = 10(10“ — (= 1)”} +10(=1)" = (= 1)"*1
: =10(10nﬁ(—1;~)+(—1}»(1u_(_1))
=10(10" — (— 1)") + 11 (= 1)~
Puisque (107 — (— 1)7) est un multiple de 11, il en est de méme de la somme
10 (107 — (— 1)7) + 11(— 1), c'est-a-dire 1071 — (= 1)" k1
Onadonc: ynelN, (F(n) = 7(n+ 1)).
e D’aprésle théoréme 2.2,ona: fnelN, ¥(n).
2. Démontrons par récurrence, que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3,

ona: n>2n+1.
Désignons par T la propriété ainsi définie et par X I'ensemble des entiers naturels

supérieurs ou égaux a 3.
e Ona: 32=9et: 2x34+1=17.

Onadonc: (3).
e Soitn un entier naturel quelconque tel que I'on ait 4 (7). On a alors :

{n+1)2=n2+2n+1)-(2n+1)+2n+1=2{n+1}+2n>2(n+1)+1.
Onadonc: fneX (ﬁ’{n] = T(n+ 1))
e D'aprés la variante 2.3, onadonc: fneX 7{n).

15



2.5

11
g d'ordre deux égale & ({J 1).

non nul; calculons A".
An pour les premiéres valeurs de n, de fagon 3
sable de faire ensuite une démonstration pa;

3. SoitAla matrice carrée réell
Soit n un entier naturel quelcongue
Dans ce genre d’exercice, on calcu_le
avoir une idée du résultat. Il est indispen
récurrence. 2 5 e g
Calculons donc Azegt Al.Ona: Al = (G 1) = =(o 1

N n\
|| est naturel de chercherédémontrer I'égalité: A" = (0 1}

11
e Onabien: A‘=A=(0 1)-

1 n
- = .
« Soit 7 un entier naturel quelconque non nultel que : A" = (D 1)

Calculons A" 1,
1 (1 1 _1 n-!-‘l).
o AW=AHXA=(0 1)(0 1)’ 0o 1
n

1 I n+1
Onadonc: §nelN, ((A”:(ﬂ 1 =———?-(A H_(U : ))

n
« D’aprés la variante 23,onadonc: JNE€E N, Ar= (0 1)_

"

]
&

Remarques : 1. L'exemple suivant montre qu'il est nécessaire que soit vérifiée

Fune des hypothéses T(0) ou T(no)-
Soit T la propriété définie sur IN* par: la propriété T est vraie pour l'entier non
nul n si et seulement si 87 + 1 est un multiple de 4.

e 5' + 1 = 6 n'est pas multiple de 4: la propriété T n'est donc pas vraie pour
I'entier 1.

e Démontrons que la proposition suivante :
est pourtant vraie.

Soit donc n un élément quelconque de IN* tel que I'on ait 7' (n).

Ona: 5°*'4+1=56(0B"+1)—5+1=5(5+ 1) — 4.

Puisque 57 4+ 1 est un multiple de 4, il en est de méme de 5+l 4+ 1.

2 Nous étudions dans le paragraphe suivant un exemple d’application du corol-

laire 2.4.

ynelN*, (T(n) — F(n+1)

Suites. Notation indicielle.

DEFINITION : Soient | un sous

-ensembl L
conque. ble de IN et X un ensemble quel
On appelle suite définie sur |, 4 valeurs dans X, toute applicationdel dans X.

L‘image par une suite d'un entier n queiconque de | est notée u cette nota on €s
‘ r I F i

ggr'abus de nntatiop,_cn désigne la suite par le symbole (u
i I'ensemble | est fini, la suite est dite suite finie
Si I'ensemble X est égal a IR, |a suite est dite suite. réelle

16
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1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

Dans le cas d'une suite réelle (v,),e, on utilise la notation :

n
UQ+U1+...+UH=ZUI
i=0

Dans le cas d'une suite réelle finie (u,,) ,e/, la somme de tous les termes u,, de la suite

est notée par Z”ﬂ et leur produit par I l“n

neEl nel

Exemples.

1. La suite (u,), ey définie par : (YynelN, v, =27 — 1), est une suite réelle
définie sur IN.

2. Une suite peut étre définie par une relation de récurrence; la suite est alors dite
suite récurrente.

On donne par exemple soit le premier terme et une relation liant deux termes consé-
cutifs, soit les deux premiers termes et une relation liant trois termes consécutifs.

a) Lasuite (v,),eN définie par:

Up=2 et (fnelN, v,y =4uv,—1)

est une suite réelle.

Ona:

thh =4dUug—=1=4%x2-1=7,

p=4u, —1=4x7—1=27, etc.

b) De méme la suite (v,),em définie par:

up=1, Uy =cos3 et (fnelN', v, =2u0U,—U,_)

est une suite réelle.

Ona:

U, =2(cos3)(cos3) —1 =2cos23 — 1 =cos(2 x 3)

Uy = 2(cos3) cos(2X3) —cos3 =cos(3x3) +cos3 —cos3 = cos(3Ix3).

3. Soient a et b deux réels quelcongues; nous rappelons la formule du binéme :

_ n! _alpn—=1)...n=p+1)
pl(n—p)l p!

n

(a + b)" = Z Ceasbr—» avec CZ

p=0

Exercice.

Reprenons I"exemple 2.b, et démontrons par récurrence que l'ona:
fnelN, u,=cos3n.
e Onabien: cos (3 x0)=cos0=1=u.
e Soit 7 un entier naturel quelconque non nul et soit |, 'ensemble des entiers natu-
relsptelsque: 0<p=<n
Supposons que l'on ait: ypel, w,=cos3p.
D’aprés larelation de récurrence, on a alors
Unpyy = 2(cos 3) u, — U,-1 = 2(cos 3) (cos 3 n) — cos3(n — 1).
=cos(3 +3n) +cos(3n—3)—cos3(n—1)=cos3(n+1).
Onadonc: jnelN, ((W’ el, (u,=rcos3p)) = (u,;, =cos3(n+ 1}))
o D'aprésie corollaire 2.4, onadonc: YneWN, v, =cos3n.
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3. Numeération.

" Division euclidienne dans IN.

! 3.1 THEOREME : Soient a un entier naturel quelconque et 5 un entier naturel

|' quelconque non nul. ' )
Il existe un unique couple (g, r) d'entiers naturels tels que I'on ait :

' a=bg+r et 0L<r<b.
Trouver (g, r) connaissant (a, b), c’est faire la division euclidienne de a par b,
‘ Les entiers g et r sont appelés respectivement le quotient et le reste de la
| division euclidienne de a par b.

; Démonstration : |
e Ona: (a=bg+ret 0<r<b) <= (r=a—bg et bg<a<b(g+1).
Il suffit donc de trouver g pour déterminer le couple (g, 7).
.' La proposition : (bg < a < b(g + 1)) équivaut a dire que l'entier g + 1, s'il
| existe, est le plus petit des entiers naturels 2 tels que I'on ait: a < nb. )
Ceci nous conduit a étudier I'ensemble E de tels entiers :
E={nelN|a < nb}.
e Ona: a>0 et 06=0; on ne peut donc avoir: a < 0 b.
L'entier O n'est donc pas un élément de E. R R Y

e Ona:
(0< b)) = (1 £5) = (2 £ ab)
— (a<a+ b<gab+ b)
= (a< (a+ 1) b).
L'entier (a + 1) est donc un élément de E et par suite E n’est pas vide.

e Draprés la propriété P, du paragraphe 2.1, 'ensemble E a un plus petit élément p;
cet entier p est non nul, et il admet donc un prédécesseur g.
Onaalors: bg<a<b(g+1). m ™7 o o o0

\ Remarques : 1. Dire que pour tout couple (a, b) de INx IN*, I'ensemble E n’est
pas vide, équivaut a la proposition suivante :
f(a. b) e NxIN*, JkelN*, a < kb.
Cette proposition est connue sous le nom de lemme d’Archiméde,
2. Sil'entier a est supérieur ou égal 3 b, on a alors : qg=1.

5 ®

N T8 L BRI TS 1O F ' " L i )
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¥\ €& & \ K7/ y TR &N 9N O L L . |-
Exemples. N

0 et7 sontrespectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de 7 par 10.

3et0 sontrespactl.\.remenl le quotient et le reste de la division euclidienne de 21 par 7.

3et 2 sontrespectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de 17 par 5.
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3.2

1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

Systémes de numeération.

Un systéme de numération est une maniére de représenter tout entier naturel.

Une méthode consiste & choisir un entier naturel |a supérieur a 1, a définir a
symboles et a écrire tout entier naturel & ["aide de ces a symboles.

On dit que I’on a alors défini un systéme de numération de base a; les symboles
utilisés sont appelés les\chiffres de ce systéme.

Le systéme de numération utilisé dans le langage courant est le systéme de numéra-
tion de base dix, appelé systéme de numération décimale; ce systéme utilise
comme symboles les chiffres suivants, appelés|chiffres arabes :
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. o =

Dans le systéme décimal |'entier dix s'écrit 10 et I'entier x qui s'écrit 357, est égal a:
3x1024+5x 104 7.

L'expression 3 x 102 4+ 5 x 10 + 7.est appelée développement de l'entier x
suivant les puissances de dix.

Nous allons généraliser ces résultats dans le paragraphe suivant.

Développement d'un entier naturel
suivant les puissances de a.

THEOREME : Soient a un entier naturel supérieur 2 1 et x un entier
naturel quelconque non nul. ' 4 B
Il existe un unique entier naturel n tel que I'onait : a" < x < a"".

Démonstration :

Soit E I'ensemble des entiers naturels p tels que l'on ait: x < a~.

Unicité.

Supposons qu'il existe un entier naturel n tel que l'on ait: a” < x < a"*l.
L'entier n + 1 appartient donc 2 E; démontrons que n + 1 est nécessairement le
plus petit élément de E, s'il existe. . o

Supposons que le plus petit élément de E, s'il existe, soit un entier g distinctde 7 + 1
et, par suite, inférieur a n + 1.

On a alors : (g<n+1) === (g<n) = (a7 < a").

Or, par définition den,ona: (3" < x) et par définitionde g: (a7 > x).

Il y a donc contradiction.

L'entier n + 1, s'il existe, est unique et il en est de méme de |'entier n.

Existence. Y.

Il suffit de démontrer que I'ensemble E admet un plus petit élément non nul.

Dire que a est supérieur & 1 équivaut a dire que a est supérieur ou égal & 2. |l
existe donc un entier & supérieur ou égal 3 1 tel que I'on ait: a=1+ b.

On a alors, d’aprés la formule du bindme : =" .. 1.~ LA
= (14+b)y=1"+x1"1b+ ...+ b " U NE T m
Chacun des termes de cette somme est strictement positif; on a donc :
a* > xb > x x 1, et par suite : a* > Xx. X.EL > 1
L’entier x appartient & E, qui n’est donc pas vide. e T
D’autre part O n'appartient pas @ E. [0 0 0 O cbeis R ]
L'ensemble E admet donc un plus petit élément qui n'est pas nul. W

!

-y
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Remarque : Soient n un entier naturel quelconque et A, I'ensemble des entiers
naturels non nuls x tels que l'on ait: a" < x < a"*',
Le théoreme 3.2 équivaut a dlre que la famille (A,),emn est une parmion de N*,

AL \ X Fu ! ( ! o, ol
LA =N & X ll N Ay A\ ; “‘ - A
WE .'\ X \ - ) 0

3.3 THEOREME : Soit a un entier naturel strictement supérieur a 1. Pour to_LE
entier naturel non nul x, il existe un unique entier naturel n et des uniqueg

entiers naturels x;, X, ..., X, tels que |’on ait :
X = Xna" -+ x,,_1a“'1 + ... + Xqa + Xa
0<x,<a

¥ief0,...n—1}, 0<x;<a

L'expression x,a" + ... + x;@ + X, est appelée développement de I'entier x
suivant les puissances de a.

Démonstration :

Nous allons faire cette démonstration en deux étapes.

{

e Soit p un entier naturel quelconque,
Appelons E, I'ensemble {0, ..., (a — 1)}?x{1, ..., (@ — 1)}. Tout élément de E,
est donc un (p + 1)-uplet (xg, ..., X,) tel que :
(f7ie{0,...p =1}, 0 x; <a) et (1<x,<a).
Soit g, I'application de E, dans IN* définie par :
Pp E, — IN°

P
(Xoi «vur Xp) — Z x;a'

i=0
Etudions I'application o,

0 (Ep) CA,.
A, est I'ensemble défini dans la remarque du paragraphe 3.2.
Par définition de E, on a :

P P p

Zx;a" < z (a—1)a = Z (/1 — &) = ap™*1 — 1 < ap™1,
D’autre part, on a aussi :

2

Z xal > x,a° > a”.

i=0

On a donc bien pour tout élément (x, ..., x,) de E

@ < @p(Xor .. Xp) < @7, ce qui équivaut 3 : . (xo, ..., X,) € A,
%, est injective.

Soient (Xo. ..., X,) et (Xo, ... x;) deux éléments de E, qui ont la méme image
par @p.

Dire gue ¢, est injective équivaut 2 la proposition suivante :

H(xﬂl “auf Xp) € Epr V(XE'J, yiip X;_-_.) = E

((Z o= S x) > 47e(0, ... 5 = ).

i=0
Soit F, I'ensemble {0, ..., a — 1}#*1, On a : E,cF,.
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pour démontrer la proposition précédente, il suffit de démontrer la proposition
suivante
¥ (Xor -+ X,) € Fp, Y(xbr... x5) € F,,

p p
((Zx;a" = ‘_,?x:-af) —> (j7e{0,1....p} X =x§])-
i=0 i=0
On a : Y(xo Xo) € Fox Fq,  (x08° = x0a%) <—> (Xo = Xa)-
On a donc ¥ (0).
Supposons que 'on ait 7 (p).

Soient (Xov .+ Xor Xp41) €1 (Xb, ..., Xb, Xp41) deux éléments gquelconques de
a+1 p+1
F,+1 satisfaisant a : Z)r,-af = Zx,'-af.
i=0 i=0
Appelons x I'entier ainsi défini. On a :
P g
=:>_\‘X;ﬁ”+£”+1ap+1 =>X£EF+XL+1EP+“'.
—
i=0 i=0

Par définition de F,, on a comme précédemment :

P P
0< \} xa <a™l et 0L ‘} xia' < artl,
il P
i=0 i=0

B
Les entiers x, ., (resp. Xp41) et ? xa' (resp. Zx;af) sont donc respectivement
=0 i=0
le quotient et le reste de la division euclidienne de x para?*1. On a donc:
o ]
' TR
(Xp 41 = Xp4q) € (Zx,—a‘ = LX:'E'

i=0 =0
et par suite, d’aprés |’'hypothese de récurrence, on a:
yielo, ...p+ 1} X; = Xi.

Onadonc: T(p-+1).
La proposition &' est donc vraie pour tout entier naturel p.

EE(EF} == Ap'
L'ensemble E, est un ensemble fini et I'application g,
card E, = card ¢, (E,).

Cherchons le nombre d'éléments de E, = 0,.... (a—1x{l, ...a—1}
Ona: card{0,... (a—1)) =a"et card {1, .., a—1}=2a—1.

On a donc : card E, = a”(a — 1) et par suite : card ,(E,) = a°(a — 1).
Nous savons que ¢, (E,) est inclus dans I'ensemble fini A,,.

Cherchons donc le nombre d'éléments de A,.

Par définition de A, on a:

A, =f{ara+1.... artl — 1},

Onadonc: card A, =ar*t' —1— (a# — 1) = a”(a — 1).

Des propositions : @,(E,)CAs 6t (card o, (E,) = card A,), il résulte que
l'ona: 9,(E) = Ap

Tout élément de A, est donc l'image par @,

est injective. On a donc :

d’un élément unique de E,.
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3.4

D

e Soit maintenant x un entier naturel quelconque non nul. D'aprés |es résultats
du paragraphe 3.2, il existe un unique entier naturel n tel que x appartienne 3 A

. . - ae ¥ i
Dapreés |a premiére partie de la démonstration, x est donc I'image par ¢, d'un unique

n
élément (xo, ..., X,) de E,. On a donc bien: x = Zx,af'. =
i=0

Remarque : Le théoreme 3.3 affirme |'existence et |'unicité du développement
d'un entier naturel non nul suivant les puissances de a, mais la démonstratiop
donnée ne fournit pas de méthode pour la recherche pratique de ce développement.
Dans les exemples qui suivent, nous indiquons une méthode pour cette recherche.

Exemples.

1. Cherchons le développement de I'entier naturel 3 suivant les puissances de sept,
Ona: 7° < 3 <7 le développement cherché est donc : 3.

2. Soit n un entier naturel quelconque non nul. Cherchons le développement de
I'entier naturel a” suivant les puissances de a.

Ona: a" < a” <a"*'etparsuite: a" =1xa"+0x a4 .. + 0xa+0,
3. Cherchons le développement suivant les puissances de cing de I'entier nature| dont
I'écriture dans le systéme décimal est 53. ,

Ona: 52 < 53 < 5% Le développement cherché est donc de la forme :

Xa X 52 4+ x; x5+ xp. =k At Ay S
L'entier xq apparait donc comme le reste de la division euclidienne de 53 par 5.
Ona: 53 =5 x 10 4 3etparsuite: x, = 3.
Onaalors: 53 —3 =5(x25 + x,), c’est-a-dire; 10 =25 Xo 4+ Xy,
L'entier x, apparait donc comme le reste de la division euclidienne de 10 parb. Ona:
10 =5 x 2 + Qetparsuite: x;, =0 et x,=2.
On adoncfinalement: 63 =2 x 52 4 0 x 5 + 3.
Cette méthode est celle qui est le plus couramment employée.
4. Cherchons le développement suivant les puissances de douze de Ventier naturel
dont I'écriture dans le systéme décimal est 4 606. '
Ona:.: 4606 =12 x 383 + 10

383 =12 x31 + 11

MM =12x2+4+7

Onadonc: 4606 =2x123 +7x1224+11 % 12 4+ 10.

Systéme de numération de base a.

Soit a un entier naturel strictement supérieur 3 1.

Le développement suivant les puissances de a de tout entier naturel x tel que :
0 < x < aest.égal 3 x.

Sil'on prend comme chiffres les a entiers naturels : 0,1, ... a — 1, tout entier
naturel x inférieur @ a s’exprime a l'aide d’un chiffre,

Plus généralement, soit x un entier naturel dont le développement suivant les puis-
sances de a est X,a" + ... 4+ x,a + x,. Chacun des entiers x,, ..., X;, Xo st un
chiffre et x est déterminé par la donnée de ces p + 1 chiffres. On écrira x sous 12

forme @ x = Xp,X,_; ... x,x5°. Cette expression est appelée écriture de x dans
le systéme de numération de base a.
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3.5

3.6

AT -

1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

&

NG:? avinrés déja parlé du systéme de base dix, ou systéme décjmal. Un autre

sgsi a}r:e rés enjployé est |e 'svstéme de base deux, appelé systéme binaire.

cc.}:rfess::. ;ﬂistt |:féneun=l,~ ou €gale a dix, on utilise comme chiffres les chiffres arabes
ux entiers inférieurs 3 a. L'ens !

binaire est {0, 1). emble des chiffres du systéme

Si la base a est supérieure a dix, il faut introduire d'autres symiiolis, Gnutiliss

général I'alphabet grec. Par exemple I'ensemble d hite
douzeest{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, o 6. es chiffres du systéme de base

Exemples.

Reprenons les exemples du paragraphe 3.3.

1, 3 = 3 sent
2. a"=10...0"; en particulier: 8 =10"°
n zéros

3. 53 = 203 M,
4. 4 606 = 27 po 9ouze,

Comparaison de deux entiers écrits
dans le méme systéme de numération.

Dire qu'un entier x s’écrit 3 I'aide de n chiffres dans le systéme de numération
de base a équivaut a dire que cet entier satisfait aux inégalités : a" < x < an™*1,
Pour comparer deux entiers écrits en base a, on compare donc d‘abord le nombre de
leurs chiffres.

Si ces deux entiers ont un nombre différent de chiffres, celui qui a le plus grand
nombre de chiffres est le plus grand.

Si ces deux entiers ont le méme nombre de chiffres, on compare alors les chiffres
correspondant & la plus grande puissance de a, et ainsi de suite.

Exemples.
1. Comparons 10010 9% et 111 9¥%.  ona: 771 989X < 70010 98u%,
2. Comparons 4530 P! et 4521 %%P';  on a: 4521 58P ¢ 4530 P!,

Addition et multiplication d'entiers écrits
dans le méme systéme de numération. '

Pour additionner ou multiplier deux entiers écrits en numération décimale, il suffit
de connaitre la somme ou le produit de deux chiffres quelconques. Il est d'usage
d’écrire tous ces résultats dans des tables appelées traditionnellement tables

d’addition et tables de multiplication. :
On utilise la méme méthode pour additionner ou pour multiplier deux entiers écrits

dans un systéme de numération de base quelconqgue.
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Voici a titre d'exemple les tables d’addition et de multiplication en base deux et gpy
base quatre.
en base deux :

+ 0 1 X 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 10 1 0 1

en base quatre :

+ 0 1 2 3 X 0 1 2 3
o [0 f1] 2] 3 0 [0 [0 |0 0—
1 1 2 | 3|70 1 0 1 Z |3
i 2 | 2| 3|70 T1 2 |0 2 |70 | 2
3 | 3|70 11| 12 3 (o [3 |12 |7
Exemples.

1. Caloulons lasomme: 7011 98uX 4 777 deux
On éerit : '; 611
111
10 010
Onadonc: 1017 98U% 4 777 deux _ G570 deux

2. Calculons le produit: 237 Quatre . 35 quatre
On écrit : 231
X 32

1122
2013
21312

Onadonc: 237 uare y 33 quatre _ 37375 quatre
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1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

EXERCICES

Ensembles ordonnés.

1- S_Dit (U2, +) le groupe additif des vecteurs du plan. On définit une relation
binaire, notée =, dans I'ensemble U, par :

- - — *
V("'- w) €9, x U,, ((v:ﬁ w) < (]:‘.EIN', W= 1v)).
1° Montrer que cette relation est une relation d'ordre.
2° Le groupe (U, +) est-il ordonné par cette relation d'ordre ?

2 Soit (VU +) le groupe additif des vecteurs du plan et soit U un vecteur non
nul de U,. On définit une relation binaire, notée =, dans I'ensemble V' par :

V(W) eV, xv, ((PW) — (JreN, w—v=2u))

1® Montrer que cette relation est une relation d'ordre.

2° Le groupe (U +) est-il ordenné par cette relation d'ordre?

3° Montrer qu'un sous-ensemble & deux éléments de U, n'admet, en général,
ni majorant, ni minorant.

40 Déterminer tous les sous-ensembles totalement ordannés de U,.

5° Reprendre le probléme en remplacant N par R, dans la définition de la rela-

tion =.
+ 3 On considére dans ce probléme un anneau unitaire (A, +,.) qui satisfait a la
propriété suivante: [ xeA, x?=x (1)

On notera 0 I'élément neutre de V'addition de A et 1 I'élément neutre de la multipli-
cation de A.

1° Démontrer que l'on a : fx€A, x+x=0.

(Dn cansidérera (x + xP).

2= Montrer que A est un anneau commutatif.

30 On définit une relation binaire, notée =, dans I'ensemble A par :

¥ixy) €Az ((x<y) <= (xy=x)).

Montrer que cette relation est une relation d'ordre sur A.

Que peut-on dire des éléments O et 17 ¢

4° Soient x et y deux éléments quelconques de A, Montrer que |'élément xy est
la borne inférieure de I'ensemble (x, y}.

5o Démontrer: |\ (x, y) € A%, sup (x, ¥} = x+ y + xy.

En déduire que I'on a : | (x, y) € A2, sup (x,y¥) + inf (x,¥) =X+ V.

6o La relation d’ordre = est-elle compatible avec la multiplication de A? est-elle
compatible avec I'addition de A7

7¢ Soit E un ensemble non vide; on définit, sur I'ensemble ¥(E) des parties de E,
les lois de composition suivantes :

Y (A B) € $(E) x 4(E), A+ B=(AUB)— (ANB)

¥ (A, B) € 4(E) x #(E), A.B= AN B.

Montrer que (:F(E}. -+, ) est un anneau unitaire qui posséde la propriété (1).
Interpréter la relation d'ordre =< dans U'(E).
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4 Soit (G, .) un groupe; on note 1 I'élément neutre de G et g~ I'inverse dun
élément quelconque g de G.

On considére un sous-ensemble P de G qui satisfait aux conditions suivantes -

(1) 1eP.

(2) ygeP, ((geP et g-'eP) => (g=1)).

(3) Y(g.h) G2 ((geP et heP) = (gheP)).

1° Montrer que la relation binaire, notée =, définie dans G par :

f(g.h)eG2 ((g=<h) <=> (¢7'heP)) est une relation dordre.

2° Cette relation d’ordre est-elle compatible avec la loi de G? Que peut-on dire
si G est commutatif ?

3° Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la relation = soit
compatible avec la loi de G est :

(4) Y(g. h)eG ((geP) = (hgh ' eP)).

‘4> Réciproguement, soit < une relation d’ordre telle que (G, ., =) soit un groupe
ordonné.

Montrer que le sous-ensemble Q de G défini par: Q= {geG |1 = g} satisfait
aux conditions (1), (2), (3), (4).

5 Soit (G, +, <) un groupe abélien ordonné.
On note — a le symétrique d'un élément quelconque 3 de G; la relation d'ordre
n'est pas nécessairement une relation d’ordre total.
1e Démontrer que I'on a :
i (2 b) eG2 ((a<b) <= (—b< - a)).
2° Soit M une partie non vide de G. On désigne par (— M) I'ensemble défini par :
YaeG ((ae(—M) <—> (—aeM)
Montrer que M est majorée (resp. admet une borne supérieure) si et seulement
si (— M) est minorée (resp. admet une borne inférieure).
3° Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) y(a.b) G2, JceG, c=sup (g b)
(2) |f (2. b) € G2, ]deG, d=inf (a, b).
On supposera désormais que 'une de ces conditions est réalisée.
s 4° Etablir la propriété :
f(a b)eG2 a+ b—inf(a b) > sup (a b).
¥ 5° En déduire que I'on a :
Y (a, b) € G2, sup (a, b) + inf (a, b) = 2 + b.

"

6 On définit sur I'ensemble Z < Z une loi de composition interne notée + par :

Via.b)eZz2 Y(c,d)eZ2 (ab)+'(c,d)=(a+¢c b+ d)
et une relation binaire notée < par :

V (a. b) € Z2, Y (c, d) e Z22, ({{a, b) € (c,d)) === (a<c et b< f-'-"l)-

1° Montrer brievement que (Z2, +, <) est un groupe ordonné. Ce groupe est-il
totalement ordonné ?

20 Snia.ant (2, b) et (¢, d) deux éléments quelconques de Z x Z.
Déterminer sup {(a, b), (¢, d)} et inf {(a, b), (c. d)}).

_\Jérifier quel’ona:

sup {(a, b), (¢, d)} + inf {(a, b), (c, d)} = (a, b) + (c, d)

(cf. ex. no 5, Be question).

3° Généraliser cet exercice au produit G X H de deux groupes totalement ordon-
nés G et H,



1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

Ensemble N des entiers naturels.

Ay " = ;
% 7 S‘f“’“" a, b, c trois entiers naturels non nuls tels que I'on ait: ab < c. Montrer
que l'on a: a+b<e,
(Concours scolaire suédois 1965.)

87 On définit dans I'ensemble IN une loi de composition interne, notée +, par :
Y (a. b) € N2, axb=a+4 b+ ab.

o - o
1 M°;“fe" que cette loi est associative et commutative. Admet-elle un élément
neutre

2° On définit a'n) par: al'l =3 et ynelN—{0,1}, al”=al""Nxa,
Exprimer a(2), a{3), 314 en fonction de a.
Etablir I'expression générale de a!'") en fonction de n et de a.

9 Développer par la formule du bindme de Newton les expressions suivantes :
(x_|_1:,2n (x — 1)2n (x2 — 1)2n,

En déduire que la somme : 1 — (CL.)2 + (C3,)2+ ... + (— 1)2" (CZ})? est
égale a (— 1)~ C3,.

7]10 Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, l'entier rationnel
3n+3 — 44n0+2 gst divisible par 11.

11”7 Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, l'entier naturel
32n+1 L 20+2 pst divisible par 7.

12/ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1,
{‘entier naturel 3.527—1 4 23n-2 pst divisible par 17.

13 © Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n supérieur ou €gal 3 1,
I'entier naturel n(2 7 + 1) (7 n + 1) est divisible par 6.

. @ Soit n un entier naturel quelcongue. Dans les exercices suivants (n°s 14 2 18),
démontrer par récurrence les égalités indiquées :

1
1 2 38 BB

1 1
15/12+22+32+...+n==”“‘+ ’Efz”‘i’ ),

2 132
16/13+23+33+.__+n3="_':"7,‘r_}_=(1+2+...+n)2.

17/1 +34+54..+2n+1)=(n+1)%
13/1.(11)+2.(2!} +3.83)+...+nr)=(n+11—1.

Numération.
19 /Ecrire dans la base dix le nombre qui s'écrit xzza en base onze.

zo-/Dresser Iés tahles d'addition et de multiplication correspondant a la base sepl.

Effectuer en base sept les opérations :

541 x 63, 1234 + 503 + 126.
Ecrire en base dix les résultats obtenus.
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o

21" Mame exercice que le n° 20 pour la base onze.
22 /Eﬁectuer le produit : 129°™° x aw0°™*

—an an.d
23" Effectuer le produit =192 x 90«

*24 /Dans quelle base a a-t-on I'égalité : 320 x 140 =

—

TEu x 570 = 39027

N

25 Dans quelle base a a-t-on I“égalité :

26 /Existe-t-il une base dans laquelle on ait : 54 x 21 = 13142 N

I

27 !Existe-l-il une base dans laquelle on ait : 18 +

28 ’Existe-1-il une base dans laquelle on ait: 18 + 14 = 337
Calculer dans cette base : 81 + 41

81 x 11

18 x 14.

29 " Déterminer 'ensemble des nombres qui sécrivent x_yz en base cing et y_z}
en base sept.

30 .Un nombre s'écrit i-y en base neuf et yx en base onze. Trouver ce nombre.

31 Déterminer |'entier naturel qui s'écrit abca en base onze et bbac en base sept.

. 32 Trouver les nombres de deux chiffres dans la numération décimale qui s'écri-

vent ab en base dix et ba en base sept.

33 1° Soit E I'ensemble des entiers naturels dont |'expression dans le systéme
de numération décimale comporte cing chiffres tous différents, le premier n'étant
pas un zéro. Calculer le nombre d'éléments de E.

2° Soit F le sous-ensemble de E qui a pour éléments ceux des nombres de E dont
I'expression contient les deux chiffres 0 et 1. Calculer le nombre d'éléments de F.

34 " Soient x, y, Z trois entiers naturels tels que I'écriture en base x de y soit 131

et que |'écriture en base x de z soit 101.

12 Montr que I'on peut, sans connaitre x, exprimer dans le systéme de base x le

produit xyz. — 17 210 s

2° On suppose, de p!us que la somme x + y + z est égale, dans le systéme déci-

mal, a 50. _?étermme: alors, dans Ie svstéme décimal, les entiers x et xyz.

(=5 M Ry =/ 240 (Baccalauréat 1972.)

435 Soient a, b, n trois entiers naturels supérieurs a 1 Déterminer le plus petit entier

n tel que l'on ait: n = 300° = 338, B

¥36 Méme question que pour le n° 35 avec: n = 7012 = 31¢

Fia ot T



1. ENTIERS NATURELS. NUMERATION

37 Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On définit trois suites d’entiers
(¥n), (va): (e,) par les conditions suivantes :

Up=a, vo=b

YnelN, u,=2uU,;1+¢, 0<6e,<1

YnelN, v,.1=2v,

1e Montrer qu'il existe un entier N supérieur cu égal 3 1 tel que I'on ait :

uy=1 et ynelN, ((a>N) = (1, =0)}). . . . + (A ys L -V
N i et s VA = =N
2° Montrer que l'on a : Z g;v; = ab.
=0
30 Justifier le procédé suivant de calcul du produit de v, v,
deux entiers: soit, par exemple, @a = 26 et b = 12.
On dispose les nombres v, et v, sur deux colonnes, on 2 ve
barre les lignes qui correspondent 3 v, pair et on addi- =
; : — 43
tionne les v, qui restent. - 3 96
On trouve : ab=12 + 96 + 192 =300 = 25 x 12, 1 192

4° Comparer la méthode indiquée au 3° a la multiplication usuelle en base deux.

38 Soit & un entier naturel supérieur ou égal & deux.
Montrer que le nombre qui s'écrit 10 ... 01 dans le systéme de base b est divisible

2 n fois

par le nombre qui s’écrit 11 dans ce méme systéme. (On désignera par w le chiffre
qui représente 'entier & — 1 dans le systéme de base b.)

: 39 Z;nit b un entier naturel supérieur ou égal & deux.

On considére dans toute la suite le systéme de numération de base b.

1° Montrer que 10101 est divisible par 111 (on pourra calculer le produit
(b2 + b+ 1) (b2 —b+1)).

29 Montrer que 100010001 est divisible par 10101 et divise 10000000700000001.
3¢ Généraliser. -

-

R

5= 40 Soit x un entier naturel quelcongue. On désigne par p(x) le produit de ses
chiffres en numération décimale.

Résoudre I'équation : x% — 10x — 22 = p(x). (Olympiades, Moscou 1968.)
(Nous suggérons au lecteur |'approche suivante :

1e Montrer qu’il n'existe pas de solution & un chiffre.

2° Chercher toutes les solutions & deux chiffres : en utilisant des majorations, montrer
que le chiffre des dizaines est nécessairement 1.

3o En utilisant d"autres majorations, montrer qu’il n"y a pas de solution a trois chiffres

lou plus.)

41 Montrer que tout entier naturel n peut se mettre, de maniére unique, sous la
forme : n=a, (1) +a: (20 4+ ...+ a, (k1) + ... ol les &y, s ..., 3ps ot
sont des entiers, nuls & partir d'un certain rang, qui vérifient les inégalités :
yielN*, 0<a, </ (Concours scolaire suédois, 1967.)
(Indication : reprendre point par point la démonstration du thécréme 3.3. Pour le
premier point, utiliser I'exercice n® 18.)
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*Entiers rationnels

Entiers modulo n

Note : Nous adaptons la terminologie d’ " entiers rationnels " de
préférence a celle d” " entiers relatifs " utilisée par le programme. ||
n'existe, a notre avis, aucune justification sérieuse a I'emploi du
mot " relatif "} au contraire, la terminologie d’ " entier rationnel "
rentre dans le cadre d'une théorie générale; c'est d’ailleurs cette
terminologie qui est généralement utilisée par les mathématiciens.

1. Construction de I'ensemble Z
des entiers rationnels.

Dans le chapitre 1, nous avons étudié I'ensemble IN des entiers naturels. Cetensemble
est muni d’une loi de composition interne, notée -+: cette loi est commutative, asso-
ciative, admet un élément neutre 0; tout élément de IN est régulier pour cette loi,
mais seul 0 a un symétrique pour cette loi. La loi + ne munit donc pas N d'une
structure de groupe.

Dans les classes précédentes, nous avons rencontré les ensembles Z, @ et R qui
sont trois ensembles contenant IN et sur chacun desquels est définie une addition
qui prolonge celle définie sur IN et qui les munit d’une
tatif. Nous avons d'autre part: NCcZcQclR.
L'ensemble Z apparait donc comme « le plus petit » de ces ensembles

Le but de ce paragraphe est de construire Z 3 partir de IN. Cette Ccnstrll.lctiOi’l n'est
autre que 'application a IN d’une construction générale, appelée symétrisation
Nous allons expliquer, dans le cas genéral, en quoj consiste cenevsvmétrisatign:

mais conformément au programme, nous ne fer
‘ ons les démonstrati le
cas de IN. ations que dans

structure de groupe commu-
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2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

Symétrisation.

1.1 Soit E un ensemble muni d’'une loi de composition interne, notée %, commutative,
associative, qui admet un élément neutre, noté e, et telle que tout élément de E
soit régulier pour cette loi.

Symétriser E, c’est trouver un ensemble S muni d’une loi de composition interne,

notée * et une injection ¢ de E dans S, satisfaisant aux propriétés suivantes :
1. (S, ;) est un groupe commutatif.

2.  est un homomorphisme de (E, ) dans (S, *); dans ces conditions (E, *)
est isomorphe a (o (E), ;).

3. Si G est un ensemble quelconque muni d'une loi de composition interne, notée T,
et ¢ une injection de E dans G satisfaisant aux deux propriétés précédentes, alors
il existe un sous-groupe de (G, T) isomorphe & (S, ;).

On démontre que, s'il existe un tel triplet (S, %, ®), il est unique, a un isomorphisme
pres; on peut construire un tel triplet de la maniére suivante :

e S est I'ensemble-quotient de E2 par la relation d’équivalence R définie par :
f(a. b) €E2, \(a', b)) eE2, (((a b) R (a', b)) <~ (a+b' = b*a')).

e Laloi + est définie par :

2N Sl SPo e N
Y(a. b) €S, Y(c.d)eS, (a b) x (c,d) = (a*e, b+d).

e L'application ¢ de E dans S est définie par: Ja<cE ¢(3) = (2, e).

Le groupe (S, ;J est appelé le symétrisé de (E, «).

Remarque : L'introduction de la relation R peut étre motivée par les considérations
suivantes : -

Soit (S, ';'} un groupe commutatif.

Pour tout couple (s, s') de S2, I'équation s ¥x = §' a une solution et une seule
dans S.

Réciproguement, tout élément de S peut étre considéré comme |'unique solution
d’une infinité de telles équations.

Ceci nous conduit a étudier, dans E, les équations de la forme : axx = b et a
chercher @ quelle condition deux équations de cette forme ont pour ensemble
de solutions le méme singleton.

Si (a, b) est un couple quelconque de E2, une telle équation n’a pas nécessairement
de solution; toutefois, s’il existe un élément c de E tel que: b = a+*c, daprés
la régularité de la loi , I'ensemble des solutions est {c}.

Saoient maintenant (a, b) et (&', b') deux couples de E2 tels que chacune des équa-
tions: a*x=25b et a xx= b’ ait pour ensemble de solutions le singleton {c}
de E. On a alors :
(axc=0b b'xa »c=0b'+b
(i a xc = b’) =% (’ b xa'xc=05b xb'
—> (a«b' = b*a').

) = (b'*xa*xc=b*a *c)
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Fromini. o,

1.2

1.3

Définition de (Z, +).

(Z, +) apparait comme le symétrisé de (IN, +4). Nous allons donc le Constryjrg
de la maniére développée au paragraphe 1.1.

—

THEOREME ET DEFINITION : La relation R définie dans IN2 par ;
f(a. b) e N2, Y(a', b') e N?, (((a. b) R(a', b)) <—> (a+ b = b + a')) est

une relation d'équivalence.
On appelle ensemble des entiers rationnels, et on note Z, I'ensemble

quotient de IN? par !Rk.

S—
-

Nous notons (a, b) la classe du couple (a, ) de IN2.

Démonstration :
e Ona: j(a.b)elN> a+b=0>b+ a
La relation R est donc réflexive.
e Soienta, b, a', b’ des entiers naturels quelconques. On a:
(@ b) R (@ 0)) < (a+b=bb+2)<— (@+b=0b+2a)
<= ((a'. b') R (a, b)).
La relation R est donc symétrique.
e Soienta, b, &', b, a', b” des entiers naturels quelconques. On a:
((a. b) R (&', b") et (&, b)R (3" 5"))
<= (a+b=b+2a e a+b=0+3"
= (a+ b +a +b'=b+a +b +32"
=> (a+ b"'= b+ a")
<> ((a, b) R (a", b")).
La relation R est donc transitive.
La relation R est donc une relation d’équivalence dans IN2; on pose Z = IN2/R. ®

THEOREME ET DEFINITION : La relation d’équivalence f est compatible
avec la loi de composition interne, notée +, définie dans IN? par :

Y(a. b) eN2, Y(c,d) eIN2, (a, b))+ (c,d)=(a+ ¢, b+ d).

Cette propriété permet de définir dans I'ensemble Z2 une loi de compo-
sition interne, notée provisoirement +, par :

V@b eZ Y(CdeZ (3b) 1 @d)=Ga ¢, b+ d).

Démonstration :
Soient a, b, @', I, ¢, d, ¢', d’ des entiers naturels quelcon :
ques.Ona:
(5 (a.b) R (a’.b'))“::} (; a+b=b+a
| (c.d) R (¢, d") ! c+d’=d’+c’)
= (a+b'+c+d=b+a +d+c)
<= (le+c b+d)R(a+¢, b +d)). =
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2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

1.4 THEOREME : (Z, +) est un groupe commutatif.
Démonstration :

e La loi + est associative dans Z.
Soient a, b, ¢, d, e, f des entiers naturels quelconques. On a:

((ﬂ)-ﬁ(ﬁ))%(’e’h}= (a + e b+d)-{'-(§,:?)
‘{,’-‘_\ ’/__.——-.‘\\
=((@a+c)+e (B+d)+Ff)=(a+(c+e) b+ (d+#F)

e i T e e |
=(a,b)+ (c+e d+7r)= (3 b)+ ((c.d)+ (e7F).
Remarquons que cette démonstration utilise I'associativité de la loi 4+ dans IN.

e La loi + est commutative dans Z.
La démonstration est analogue a la démonstration précédente.

e Laclasse (0,_5) est élément neutre pour la loi 1L dans Z; on |'appeélle I'entier nul
de Z. . ] -

— — L] — - e _.;..
On a : Y(a.b)eZ, (ab)+ (0,0)=(a+0, b+ 0)=(ab).
La loi + est commutative dans Z; ces'égalités suffisent donc 3 démontrer le résultat.

® Tout élément (a, b) de Z admet un symétrique pour la loi +:0n I'appelle I'opposé

de(ab) /...-—I.-—-_,.\
On a: (a b)+(b a)*-(a+b b-l—a)_(o O)

L'opposé de (a b) est donc (b a), et I'opposé de (b, a) est (2, b b} g

1.6 THEOREME : Soit Z, I'ensemble des entiers rationnels de la forme
(7, 0). :
(N, 4+) estisomorphe a (Z ., +).

Démonstration : .
Soit ¢ |'application de IN dans Z . définiepar: YneIN, o(n) = (n, 0).
e De la définition de Z ., il résulte que ¢ est surjective.

e Soient n et n' deux entiers naturels quelconques. On a :

((p(n) = @(n')) <= ((n, 0) = (n', 0)) == ((n, 0) R (n, 0))
<—=> N+ 0=0+4+n") <= (n=nrn').

L'application ¢ est donc injective.

e Soient n et n' deux entiers naturels quelconques. On a :

o(n+n)=((+n,0=(n0)+ (n,0)= o+ ¢() =
On appelle entier positif tout élément de Z . 2

Soit Z_ I'ensemble des entiers rationnels de la forme {5._??).
On appelle entier négatif tout élément de Z _. Nous laissons au lecteur le soin

de démontrer que (IN, 4) est aussi isomorphe a (Z _, -3—).
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1.6 Propriétés.

P‘l Soient a, b, @', b’ des entiers naturels tels que :
On a alors les équivalences suivantes :

(2<b) = (' < b) (1)

(@220) < (@2 ¥) (2)

Démonstration :

e Démontrons I'équivalence (1). On a:
ﬁa+b'=b+a')$_( a+b'=b+a’)
(faagb a+b<g<b+b

='?'{b+3'§b+b')==}_(a,
et de méme ;

(a+b'=b+a’)=)_(i|a+b‘=b+ a*)
= (a+ b < b

a<p la+b< b +5b
T 0) = (agy)
® L'équivalence (2) se démontre de fagon analogue. m

PZ Ona: Z,nZ_={(0,0)} et Z,UZ_=7Z :‘
Démonstration :

< b)

e Soit (ﬁ} un élément quelconque de Z. On a :

(GB) €Z,0Z.) > (30 1) €N, (5 F) = (50) (@ 7).

Dautre part : {(ﬁ,_"f)) = ((}',lﬁ')) <= N+n=0+4+0) —= (n=n"=0),
On a donc : ({E,LB) eZ,NZ_) - ((5:.71) = (5,:‘@)).

® Les ensembles Z , et Z_ sont des sous-ensembles de Z.
Onadonc: Z,uZ_czZ.

Soit maintenant (a, 5) un élément quelconque de Z. |l n'y a que deux cas possibles :
ag<b ou b<a

Sil'on alinégalité : a < b, appelons n I'unique entier natureltelque: a+n=>5
Onaalors: (a, b) = (0, n).

Si l'on a l'inégalité b < a, appelons n I'unique entier naturel tel que : b+ n=2
Onaalors: (a, b) = (n, 0).

Puisque, d'aprés P, la distinction entre les deux cas est indépendante du repré-
sentant choisi, on a donc - ZCcZ UZ._.
Des propositions : Z, UZ_cz Bt ZCZ.UZ_ il résulte que lon 2
Z=Z, UZ_. m

P3 L'opposé de I'entier positif (n, 0) est I'entier négatif (

ment, I'opposé de I'entier négatif (ﬁ,_}'-:j est I'entier positif (F.-',_@)-
La somme de deux entiers positifs est un entier positif.
La somme de deux

entiers négatifs est un entier négatif. _,,/J

0, n). Réciproqué-
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1.7

1.8

2, ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

La démonstration de cette propriété résulte des théordmes 1.4 et 1.5.

Remarque : La somme d'un entier positif et d'un entier négatif peut étre soit un
entier positif, soit un entier négatif.

On 3 parexemple: ©,3) + @,0) = (2,3) = @,

L)
-

©.3)+ @0 =(&3) =0

Multiplication dans Z.

L’ensemble IN est muni d’une multiplication, notée x. Nous allons définir une multi-

plication dans Z, notée provisoirement x, telle que l"application ¢ soit un isomor-
phisme de (N, x) sur (Z,, ).

THEOREME ET DEFINITION : La relation d’équivalence R est compatible
avec la loi de composition interne, notée % , définie dans IN? par :

Y(a b) e N2, Y(c, d) e N2, (a, b) X (c, d) = (ac + bd, ad + be).

Cette propriété permet de définir dans I’ensemble Z une loi de compo-
sition interne, notée provisoirement X, par :

V@ b)eZ, u('é,'.'&)sz, (BT"E};.E {E-,:_J)=(ac+bd, ad + bc).

ﬁ

L'e'ntier rationnel (ac 4+ bd, a_d + bc) est appelé le produit de I'entier rationnel
('é,_f!;) par I'entier rationnel (E-,_E?J.
Démonstration :
Soienta, b, @, ', ¢, d, ¢', d’ des entiers naturels quelconques.
Démontrons que I'on a:
((a. b) R(a', b)) et (c d)R(c",d)) —> ((a,b) X (c,d) R (a', &) % (¢!, d"))
ce qui équivaut & démontrer :
(a+b=b+a et c+d=d+ )

== (ac + bd + 2'd’' + b'c' = ad + be + a'c’ + b'd").
Posons : A=ac+ bd+ a'd’ + b'c’ et B =ad+ bec+ a'c' + bd'.
On aalors:
A+ bc+ad+ac+bd=cla+b)+db+ a)+ a'(c+d)+ b'(c+d)

=c(b+a)+d@a+ b)+a(d+c)+ b'(d + c)

B4+ ac+ bd+ a'd+ be

I

ce qui équivautd: A=B. m

THEOREME : La bijection ¢ de IN sur Z . définie par :

fnelN, ¢(n)= (n,0) estun isomorphisme de (N, x) sur (Z,, ;().

Démonstration :
Soient n et n' deux entiers naturels quelconques. On a :
L

o (n) v, o(n') = G:T'ﬁ) X (ﬁf_ﬁl =(mxn,0)=¢nrxn) =u
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un anneau commutatif unitaire.

1.9 THEOREME : (2. x) est .
tion : . oo
Eérl;j T;:Zréme 1.4, il résulte que (Z. +) estun groupe com tatif

ssociative dans Z.

-
oi X esta
W s nature

Soienta, b, ¢, d. e f des entier

Is quelconques. Ona:
- J _.:—-
ac + bd, ad + be) X (.e, f)

(GB % G d) % @n=(
— ((ac + bd)e + (a0 + be) £, (ad + be) e + (ac + bd) f)

= (a(ce + df) + b(de + cf). b(ce + df) + a(de + cf))

L] . /"—_-\

= (a, b) X (ce + df, de + cf)

= (a,b) x ((c. ) x (&1)).
e Laloi X est commutative dans Z. - )
La démonstration est analogue a la démonstration prec
e Laloi x est distributive par rapport a la loi + dans Z.
La loi % est commutative dans Z; pour démontrer |a distributivité, il suffit donc de
démontrer la proposition suivante :
v{a" b, c, d‘ € "r) € NE' . . ® s »
@ b) % ((cd) + 1) =((a5) x (¢, d) + (2 b) x (&7).
La démonstration de cette proposition est analogue a la démonstration de |'asso-

édente.

ciativité de la lai x dans Z.

e La classe (1, 0) est élément neutre pour la loi % dans Z: on I"appelle aussi
élément unité.

Ona: Y@ B eZ (3,8) % (1.0)= (@5 =(1,0) X (25).

1.10 Propriétés.

Pl Le produ_it de deux entiers positifs est un entier positif.
Le produ:_t de deux entiers négatifs est un entier positif.
Le produit d’un entier positif et d’un entier négatif est un entier négatif.

Démonstration :
Soient n et n’ deux entiers naturels quelconques

Du théoréme 1.8, il résulte que 'ona: (7. 0) & (i _ =
D'autre part, on a: + (7.0) x (n', 0) = (nn', 0).
a-—L-H - "_.-",. ,-""-;"--\__‘ .

(0.n7) X (0, 1) = (0 + nn', 0) = (', 0)

et

(7.0 % (O,7) = 6 ' +0) = (G577, m
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2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO pn

Remarque : L'opposé du produit de deux entiers rationnels est le produit de I'un
quelconque de ces deux entiers par I'opposé de I'autre.

Pz Les seuls éléments inversibles de Z sont (1,0) et (0, 1).

Démonstration :
Cherchons séparément les éléments inversibles de Z | etde Z_.

8 .Sﬂit (n, 0) un élément quelconque de Z . Cherchons s'il admet un symétrique
(c, d) pour laloi X. On doit avoir: (m, 0) % (¢, d) = (1, 0).

L'entier rationnel (1, 0) est élément de Z,; de P, il résulte que nécessairement

(c, d) est un élément de Z., soit (7', 0).
Ona:

((.0) % (7.0) = (1,0)) <—> (7, 0) = (1, 0)) <—> ((m, 0) R (1, 0))
<= (m'=1)<== (n=n"=1).

Le seul élément inversible de Z , est donc I'élément unité (1, 0).
L]

e Soit (0, n) un élément quelconque de Z _. Cherchons s'il admet un symétrique
pour la loi X. De méme que précédemment, il résulte de P, que ce symétrique est

nécessairement un élément de Z _, soit (0, n’).
Ona:

(O % (0.7) = @.0)) <—> (@7, 0) = (1. 0)) <> (n=n'=1).

Le seul élément inversible de Z _ est donc (ﬂ). =

Notations.

1.11 |l est d’usage de noter + n |'entier positif non nul (n, 0), — n I'entier négatif non
nul (0, n) et O I'entier rationnel nul (0, 0). Lorsqu'il n'y a pas de confusion possible,

on note simplement n I'entier positif {rﬁ}, ce qui revient & identifier IN et Z.
L'opposé de I'entier rationnel + n est I'entier rationnel — n, et réciproguement,
I'opposé de I'entier rationnel — n est I'entier rationnel + n.

Les seuls éléments inversibles de Z sont I'élément unité + 1 et son opposé — 1.

Il est également d'usage de noter simplement + et X les deux lois définies sur Z
et — x I'opposé d'un entier rationnel quelconque X.

La propriété P, du paragraphe 1.10 s'écrit alors :

(+ n) x (+ n) =+ (nn)

(— n) X (+n')=— (nn')

(= n) x (= n) =+ (nn').

Cette propriété est connue sous le nom de régle des signes.
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Relation d’ordre dans Z.
i i tal, notée <.
. drune relation d'ordre total, ée
S es_t mumfd - ation d'ordre, notee provisoirement <, qui e
Nous allons munir 7 d‘une rel ‘ 40 -
celle de IN, c'est-a-dire telle que I'en ai. )
i (n, n') € IN?, ((n< n')y <= (+n=<-+ .

- La relation, notée =%, définie dansﬂ:‘j

' ME ET DEFINITION : .
.- J(HESZEZE ((x<y) <>y —XE Z,)) est une relation d’ordre tota)
X ‘ ini
' ; ' < définie dans IN.
i prolonge la relation d ordre <
dans Z, qui p S

Démonstration : '
La relation =< est une relation d‘ordre.

e La relation < est réflexive.
0 appartient 2 Z, etona: [xe Z,
Onadonc: YxeZ Xx=<X
e La relation < est antisymetrique.
Ona: f(x.y)eZ? ((x=<xy &t yXx) =—> (y—xeZ, et X—yeZ,)
<> ((y —x) e Z, et (y —x) e Z_)
«—> (y—XxeZ.NZ.) <> (y — x=0) == (y =x))

x—x=0.

e La relation =< est transitive.

On a:
Vix.y.2)eZ3 (x<yety<2z)<—(y—xeZ, et z—yeZ,)

— (2= +(r—x)eZ,) <= (2—xeZ,) ~— (x<2).

La relation < est une relation d’ordre total.

Soient x et y deux éléments quelconques de Z. De l'égalité Z = Z . UZ_, il
resulte que I'entier rationnel y — x appartient soit 8 Z , soit a Z_.

Ona dautrepart: (y—xeZ.) <—> (x<y)

et : (¥ —XeZ_ )<= (x—yeZ,) <> (y < x).

On a donc soit x < y, soit y < x.

La‘relation = prolonge la relation d’ordre < définie dans IN.
Soient n et n’ deux entiers naturels quelconques. On a :

L] L]

(Fos+a) <= ((+m) - (+neZ,) < ((7.0) + @ 5 e Z,)

< ((E’T??)E Z,) < (n<n) m

Notlat_mn : Nous noterons simplement < la relation =<X définie dans Z et nous
emploierons le vocabulaire utilisg pour I'ensemble N

1.13 Propriétés.

L'ensemble Z | est |
+ est I'ensemble : : . F
P1 3le des entiers rationnels supérieurs ou égaux

ntier nul; I'ensemble Z :
: ot - est I'ensemble i i infe-
rIEUrs ou egaux a I'entier nul, 63 entisrsrationnels; I
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2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

Démonstration :
Soit x un entier rationnel quelconque.
Ona: (xeZ,)<—> (x—0eZ,)<—> (0<x)

et: xeZ_ )<= (—xeZ,)<—> (0—xeZ,)<—> (x<0). 1
cIiie:nl;::arque : |l résulte de P, que tout élément de Z_ est inférieur a tout élément
e Z..

l Pz L'anneau (Z, +, x, <) est un anneau totalement ordonné. |

Démonstration :
e Ona: Y(xy.2)eZ3 ((x<y)<=>(y—xeZ,)

<= ((y+2)— (x+2)eZ,) <> (x+z<y+ 2)).

De plus la loi 4+ est commutative dans Z: la relation < est donc compatible avec
cette loi.
e Ona: f(xy.2)eZ? ((x<y et 0<2z)<—> (y—xeZ, et zeZ.)

— ((y —x) ze Z,) <> ((yz — x2) e Z,) <> (x2)< y2)).
F'ui.sque la loi X est commutative dans Z, les deux propositions suivantes sont
vraies :
f(x.v.2)eZ3, (x<yet0<z)— (xz2<Ky2)
Vi y,2)eZ3 (x<yet0<Kz)—=—(x<2zy) &
Remarque : Si x et y sont deux entiers rationnels quelconques, on a :
(x<y) == (—y< —x).

Valeur absolue dans Z.

1.14 DEFINITION : Soit x un entier rationnel quelconque.
On appelle valeur absolue de x, et on note | x |, 'entier sup (x, — x).

Remarques : 1.Sil’entier rationnel x est nul, ona: x= — x = 0; ilen résulte:
|0|=0.

2. La relation d’ordre < définie dans Z est une relation d’ordre total; si x est non
nul, la borne supérieure de I'ensemble {x, — x} est donc le plus grand élément de cet
ensemble.

L’ensemble {x, — x} est constitué d'un entier rationnel positif et d'un entier rationnel
négatif. La valeur absolue de I'entier rationnel x est donc I'entier rationnel positif
de I'ensemble {x, — x}.

3. Ona: {xeZ ((xeZ.,)<— (—xeZ_.) < (|x]|=x))

et: ¥xeZ, (xeZ.) <= (—xeZ,) < (|x]|=—X)).

La valeur absolue d'un entier rationnel positif x est donc x.

La valeur absolue d’un entier rationnel négatif x est donc — x.

Par exemple,ona: |[—3|=|4+3|=+4+3=3.

4. La définition donnée peut étre généralisée a un groupe muni d'une relation
d’ordre, méme si cette relation nest pas une relation d'ordre total; il suffit que toute
paire admette une borne supérieure. C'est par exemple le cas des fonctions nume-
riques d’'une variable réelle.

39



1.15 THEOREME : Les trois propositions suivantes sont vraies :

o yxez ((x|=0 === (x = 0)).

o §(xy) e Z val=leVI-
o Y(x y) e ZH |x+y|< |x|+ vl

Démonstratiun -

e Ona:

YxeZ (IX1=-'0)4#>'((5UD (x, — x)=0)
> (x=0 ou —x=0) <= (=0,

e Soient x et y deux entiers rationnels quelconques.
ona: |xy|=sup (xy,~ xy)
et: |x|ly|=sup (X~ x) X sup (¥, — ¥)
_ supfxy, (=X ¥ (=) X (- x) (= ¥)}
= sup (xy, — XV)
e Soient x et y deux entiers rationn
Ona: |x+y|=supP (x + ¥ — (x+ )
ot: |x|+|y|=sup (x —X)+SuP (y. — V)
=sup{x+y,x-—y,-—x+y,——x—y}
> sup x+y—x—Vy)-®

els quelcongues.

116 Propriétés.

P1 L'anneau (Z, +. X) est intéegre. A
x ), d’élément nul 0, est intégre équivaut a la

Rappel : Dire que ‘anneau (E, +.
proposition suivante :

y(x. y) € E% ((xy =0) = (x= 0 ou y=0)).

On appelle diviseurs de zéro de E deux élements quelconques non nuls x ety

de E tels que 'on ait: Xy = 0.
Un anneau intégre née posséde pas de diviseurs de zéro.

Démonstration :
Soient x et y deux entiers rationnels quelcongues. Des propriétés de la multipli-

cation dans IN et de la valeur absolue dans Z, il résulte que l'on a:

(xy = 0) <= (lxy|=0) <= (|x|]y| =0y <= (Ix|=0 ou ly|=0
; <« (x=0 ou y=20). N
| PZ Tout élément de Z* est régulier pour la multiplication. \
_____-_-_-__________——'_'—J

Démonstration :
Puisque la loi x est commutative dans Z, dire que tout élément de Z’ est 1ég

pour cette loi équivaut a la proposition suivante :
yxeZ' Y222 (v=x2) —ly=2)
Soient x un élément quelconque de Z* et y et z deux élé ues de Z.
De P,, il résulte que I'on a: OB AR
(xy = xz) <= (xy — Xz = 0)
e (x(y—2)=0) = (y—2=0 <= (y=2). ®

ylier
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2.

2.2

2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

2. Sous-groupes de (Z, +).

Multiples d’'un entier rationnel.

Soit @ un entier rationnel quelconque. Nous rappelons qu’un entier rationnel b
est appelé multiple de a si et seulement s’il existe un entier rationnel & tel que
l'on ait: b = ka.

Nous noterons aZ |'ensemble des multiples de I’entier rationnel a.

aZ ={xeZ|lkeZ, x=ka}

Remarques : 1. Les résultats suivants sont immédiats :
0Z={0}, 1 Z=(—1)Z=Z.
2. Si a est un entier rationnel quelconque,ona: aZ = (—a)Z =|a|Z.

THEOREME : Soit 2 un entier rationnel quelconque.
L'ensemble aZ des multiples de a est un sous-groupe de (Z, +).

Démonstration :

Utilisons le théoréme 1.5 du chapitre 1 du tome 1.

e Soient x et y deux éléments quelconquesde aZ. On a:

(iz‘;%) (gﬁ:%;; iz) — (Jk K)eZ2 x+y=(k+ k) a)
— (Jk" e Z x+ y = k'a) <= ((x + y) e aZ).

e Del'égalité 0 = 0 a, il résulte que |'entier nul O appartient @ aZ.

e Soit x un élément quelconque de aZ. On a :

(xeaZ) <—> (JkeZ x=ka) <= (JkeZ —x= — (ka)= (—k)a)

<> (JK'€eZ, — x=ka) <= (— x eadZ).
L'ensemble aZ est donc un sous-groupe de (Z, +). ®

Relation de divisibilité dans Z.

2.3 Soient a et b deux entiers rationnels quelconques. On dit que b divise a et on

note b|a si est seulement si a est un multiple de 5. On dit aussi que 6 est un
diviseur de a.

On définit ainsi une relation binaire dans Z, appelée relation de divisibilité.

Il est immédiat que cette relation est réflexive et transitive dans Z; montrons
qu’elle nest pas antisymétrique.

On a la proposition suivante :

P1 Y(a b) e Z2, ((a|b et b|a) = (a=b ou a= — b)) J

Démonstration :

Soient a et b deux entiers rationnels quelconques.

Supposons que l'onait: a|b et b|a.

Il existe alors des entiers rationnels k et k' tels que l'on ait: b= ka et a = k'b.
Remarquons d'abord que, si a est nul, alors b est aussi nul.
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Supposons maintenant a non nul. ‘

Onaalors: a= k' (ka) = (k'k) a et par suite :

(a#0 et a = (k'k) a) = (1 — k'k) <—> (k=K =1 ou k=k’-_-.__1}
La relation de divisibilité n'est pas antisymétrique dans Z; ce n‘est donc pas ':Jn.
relation d'ordre dans Z. e
Remarquons toutefois que
d‘ordre: cet ordre n'est pas un ordre total.

|p2 Y(a b) e ZX Z. ((b|a) <= (BZCbZ)) :

Démonstration :
Soient a et b deux entiers rationnels quelconques.

e Supposons : aZZcbZ.
Alors a appartient @ bZ et par suite a est un multiple de b; on a donc bien b | a,
e Supposons : b|a.
Alors il existe un entier rationnel ¢ tel que l'on ait: a = be.
Soit x un élément quelconque dea Z;ona:
(xeaZ) <= (JkeZ, x= ka) => (JkeZ, x= (kc) b)
—> (K € Z, x=k'b) <= (x e bZ).

ja restriction de cette relation & IN est une relatj,
n

On adonc bien: aZcbZ. ®
Remarque: Si a est nonnul,ona de fagon immédiate:

(bla)y = (Il < 2.

Division euclidienne dans Z.

Nous allons généraliser & Z le théoréme 3.1 du chapitre 1.

24 THEOREME : Soient 2 un entier rationnel quelconque et b un entier
naturel quelconque non nul.
Il existe un unique couple (g, r) d’entiers naturels tels que l'on ait :
a=bg+r et 0<r<hb.

Nous emploierons le méme vocabulaire que pour la division euclidienne dans IN.

Démonstration @

e Supposons : a 2 0.

Daprés le théoréme 3.1 du chapitre 1, il existe un unique couple (g, r) d'entiers

naturels tels que l'on ait: a=hbg+r et 0L r<b,

e Supposons: a < 0.

llln'v aque deux cas possibles : b divise a ou b ne divise pas a.

Si b divise a, il existe un entier rationnel g tel que I'on ait : a = bg. De plus, S!

g’ et g" sont deux entiers rationnels quelconques, ona:

(bg' = bq" et b#0) = (¢'=q").

L’entier g est donc unique et on a bien : = bg + 0

S[:éb ne dn.;se gas a, I'entier b ne divise pas non plus I'entier positif | 2 |. D'aprés ¢

théoréme 3.1 du chapitre 1, il existe un uni i ‘on ail -
; : ' que entier naturel g’ tel que 'on al

bg' < |a| < b(g" +1). Jeas
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2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

Ona: |a|= — a et, par suite, les inégalités précédentes sont équivalentes a :
b(—qg —-1)<a<b(—q).

Posons: g=—¢'—1 et r=a— bg.

Onaalors: bg<a<b(g+1) et r=a— bg,

ce qui équivauta: a=bg+r et 0<r < b

Le couple (g, r) est un couple cherché; il est unique a cause de l'unicité de ¢’. W

Exemples.

4 et 0 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de 12 par3,

— 4 et 0 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de — 12
par 3,

4 et 11 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de 111
par 25,

— 5 et 14 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de
— 111 par 25.

Caractérisation des sous-groupes de (Z, +).

Nous avons vu que l'ensemble des multiples d'un entier rationnel est un sous-
groupe de (Z, +). Nous allons démontrer que, réciproquement, tout sous-groupe
de (Z, +) est I'ensemble des multiples d’un entier rationnel.

2.5 THEOREME : Soit E un sous-groupe quelconque de (Z, +). Il existe

un unique entier naturel n tel que l'on ait : E = nZ.

On dit que I'entier naturel n engendre le sous-groupe E.
Démonstration :
Unicité.
Soient n et n' deux entiers naturels quelconques. Des propriétés de la relation de
divisibilité dans [N, il résulte que l'ona:
(nZ = n'Z) < (nZcn'Z et nZcnZ)<—> (n'|n et n|n')
=3 (n =n').

Existence.

Il n'y a que deux cas possibles : E = {0} ou E 3 {0}.
e E= {0}

Onaalors: E=0Z

e E = {0}

E admet donc au moins un élément non nul a; puisque E est un sous-groupe de
(Z, +), 'entier naturel non nul | a |, qui est égal, soit a a, soita — a, appartient donc
3 E et par suite 3 ENIN®. Le sous-ensemble ENIN" de N n’est donc pas vide; soit n
son plus petit élément. Démontrons I'égalité : nZ = E.
Soit x un élément quelcongue de nZ. |l existe donc un entier rationnel & tel que
'onait: x=kn. Onaalors: |x|=l|kn|=|kln=n+ ... +n

' Lk | Tois
Puisque E est un sous-groupe de (Z, +), I'entier | x | appartient & E et par suite,
il en est de méme de x. On adonc: nZcCE.

43



u é

lidienne de x par 77

?)u:a: x=ng+7 et OQrdf:n.'x-_nq LIS
ons r non nul. Onaalors: I'= AL

it + un sous-groupe de (Z, +) et qf ) S -

B | r appartient @ E et donc 3 EnIN*. Or, r est s.tn.ctement '"fé’ieuran

et o s t'ﬂ'émem de ENIN®. Il y a donc contradiction et par Suite r gy

ql:: egtnlz i;‘Il‘r;]:’sl:,:* l= nq et par suite, on @ également : ECnZ.

nul.

Des propasitions : nZcE et EcnZ il ésulte: E=nZ. W

3. Congruences dans Z.

Construction de I'ensemble des entiers modulo 7.

L1

31 THEOREME ET DEFINITION : Soit n un entier naturel quelconque. La

relation R définie dans Z par: Y(x y) € Z?, ((x Ry) <= (x — yenz))
est une relation d’équivalence dans Z.

On l'appelle relation de congruence modulo n. L'ensemble quotient de Z
par cette relation est appelé ensemble des entiers modulo 7.

On le note : Z/nZ.

Nous noterons x R yparx =y (n) et nous dirons: x estcongru a y modulo n.
Démonstration :

e On a:

ixeZ, x—x=0

et par suite :

fxeZ x=x (n).

La relation R est donc réflexive.

e Soient x et y deux entiers rationnels quelconques. Puisque nZ est un sous-groupe
de (Z, +).ona: '

(x=y (n) <= (x=yenZ) <= (- (x—y) enZ)

<= (y—xenZ) <= (y=x (n)).
La relation & est donc symétrique.

e Soient x, y, z des entiers rationnels quelconques. Puisque nZ est un SOU%°
groupe de (Z, +),ona:

(iZi Eﬁ;) — (jff:ﬁ'gi):}((x—yH (v — 2) enZ)

‘ = X—zenZ)<— (x=2 (m)).
La relation R est donc transitive. m

Exemples.

Ona: 5=2 (3) et —5=1 (3).
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3.3

2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

Remarques : 1. Soient x et y deux entiers rationnels quelconques. Dire que x ety

sont congrus modulo n7 équivaut a dire que x et y ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

2. Cherchons les ensembles Z/0Z et ZNZ.

Soient x et y deux entiers rationnels quelconques.

Ona: (x=y (0)) < (x—ye0Z) «—> (x—y=0) <> (x=1y)
et: (x=y (1) <> (x—ye1Z <~ (x—yeZ).

Si x est un entier rationnel quelconque sa classe d’équivalence modulo 0 est donc {x}

?t sa_class_e.d'équivalence modulo 1 est Z tout entier, L'ensemble Z/0Z peut donc
etre identifié & Z et I'ensemble Z/1Z est un singleton.

'THEOREME : Soit n un entier naturel quelconque non nul. L'ensemble

des entiers congrus modulo n est un ensemble fini 2 7 éléments et I’'on a :
Z[InZ = {6 1, s i~ T

Démonstration :
De la remarque 1 du paragraphe 3.1, il résulte que tout entier rationnel x est congru

au reste r de la division euclidienne de x par n et parsuiteon a: x=r.

Il y a donc autant de classes de congruence modulo n que de restes dans la division
euclidienne par 7.

L'ensemble des restes est I'ensemble 3 n éléments {0, 1, ..., n — 1}; I'ensemble

Z/nZ est donc I'ensemble a n éléments {0, 1,..., (n — 1)}. =

Exemples.

Ona:

o ZNZ = {0} _

o Z/2Z ={0,1} avec 0=2Z et 1 ={xeZ|JkeZ x=2k+1)

L]
0 est I'ensemble des entiers rationnels pairs et 1 est I'ensemble des entiers
rationnels impairs.

« Z/3Z = {0.1,2) )
Dansce cas,onaparexemple: 9e€0, —8e1, 26 € 2.

Structure de I'ensemble Z/n Z.

‘Désormais on supposera toujours n non nul.

THEOREME ET DEFINITION : La relation de congruence modulo n est
compatible avec I'addition et la multiplication de Z.
Cette propriété permet de définir dans Z/nZ une addition et une multi-

plication, notées respectivement + et x, par:

VX, y) e (Z/nZ)2 x+y=x+y et xXy

L
—

Xy.
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Démonstration : _ ! e
SuiI:nl x, y, X', y' des entiers rationnels quelconqu
Ona: ; |
.x{jzx' o *‘fﬁ’(l'x_xienz)ﬂ((X-'X')+U’—V)en2))
(;yEPJ (n)] ?V”YEHZ i (X+ = )
=%r((x+r)-4(x'+v)en2)~¢=y Y=X 4y ()

meéme :
.‘Dnade Hhez,x=xd+hn)

‘qux: M\ o i R
=y o) -~ g%f e 25, xy = (¢ + o) (7 + k)
—> (J(h k) e Z2 xy = x'y' 4 n (hy' + kx' + hkn))
— (JeeZ xy =Xy + ne)
> (xy=xy (n). W

Exemples.

Dans Z/5 Z,ona: &«i—i:'}=i et I x2=6=1.

3.4 THEOREME : (Z/nZ, + >'<) est un anneau commutatif et unitaire.

Démonstration :
L’addition et la multiplication dans Z/nZ se déduisent de I'addition et de la multi-

plication dans Z exactement de la méme maniére que I'addition et la multiplication
dans Z se déduisent de I'addition et de la multiplication dans IN? définies aux
paragraphes 1.3 et 1.7.

On traduit cette analogie en disant que ces lois sont définies par "passage au quo-
tient”.

Les démonstrations des différentes propriétés nécessaires 3 la structure d'anneau
commutatif unitaire sont donc analogues 2 celles des théorémes 1.4 et 1.9. L'élément

neutre de I'addition dans Z /nZ est |a classe de I'élément neutre de Z, ¢'est-a-dire 0,
et de méme I'élément neutre dela multiplication dans Z /nZ estla classe de|'élément

neutre pour la multiplication dans Z, c’est-a-dire 1. m

Exemples.

Vaici fes tables d'addition et de multiplication dans Z/3Z et dans Z/4Z

® pour Z/3Z
33|06 |1 2 6| 3 | ;3
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3.5

2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

® pour Z/4Z
Plo iz s x| 6| 1|23
S| 6| i 3]s I EERERE
il i) 5] AEEREYE
NN N AR
s a 6| i3 HEERERE

Remarques : 1. Considérons I'ensemble Z/3Z; I'élément unité 1 est son propre
inverse; de méme |'égalité 2 % 2 = 1 montre que 2 est son propre inverse.

Tout élément distinct de 0 a un inverse : I'anneau (Z/3Z, + ;:) est donc un corps
commutatif.

Il en est de m&me de I'ensemble Z/2Z.

2. Considérons maintenant |'ensemble Z/4Z. L'examen de la table de multi-

plication montre que 2 n‘a pas d‘inverse. De plus, on a 2 x 2 = 0 ce qui montre
que Z /4Z possede des diviseurs de zéro; ce n'est pas un anneau intégre. L'ensemble
Z/4Z n'est donc pas un corps.

Nous généralisons ces résultats au chapitre suivant.

Proprietés.

Les deux premiéres propriétés qui vont suivre ont été énoncées et démontrées dans
le théoréme 3.3. Nous les rappelons toutefois en raison de leur importance.

x=x" (n)

P1 ¥ (x. X', v, y') e Z%, O y=y (n)

)=“»>(X+yEx’+r' ()

P2 Vix X, y. y') € Z%, (? i = }: Eg;) = (xy =xYy" ()

P3 W(x, x') e Z2 YkeZ', (x=x" (n) — (kx=kx' (n))

La propriété P, est I'application de P, au casou y = y' = k.

Remarque : La réciproque de P, est fausse : ainsi, par exemple, on a :
2x3=2x6 (6), mais les entiers 3 et 6 ne sont pas congrus modulo 6.
On peut toutefois démontrer la propriété suivante :

P4 Soient n et d deux entiers naturels non nuls, x et x’ deux entiers rationnels
quelconques. Si i, x, X' sont des multiples de d, et si n,, x,, x] sont ies
quotients respectifs de n, de x, et de x' par d, alorson a:

(x=x' (n) = (5 =x1 (m)).




Démonstration : p
On a par hypothésef X = x."
|| en résulte les équivalences :

(n)) <> (ke Z

x!=dxa-’ n=dn1 et d# 0.

x-x'=kﬂ)

(e=x ) ez, dix —x) = dkm)

s (JkeZ X — X =kn)

s (u=x ) B 3=2x6 (6) et 3=6
Dans I'exemple de la remarque précédente,ona: 2 X 9= =0 (3).

Exercices. J
a s’exercer a résoudre les exercices du type suivant : trouver le reste

gs2 par 7.
de congruence de 1952 modulo 7,

Tl T i S i il N i g L e B b
1

Le lecteur devr
de la division euclidienne de 1
Cela revient a chercher la classe
Ona: 19=5 (7) etparsuite 1952 = 552 (7).

On étudie alors la suite des puissances de 5 modulo 7. 0n a: :

51=5 (7) s2=4 (7) =6 (7)
gr=2 (7) 55 =3 (7) ge=1 (7).
Soit 7 un entier naturel non nul; on a alors :
gén=1r=1 (V)

|
|
:
|
| gent1 =5 (7)
| gent2=52=4 (7)

e -

=

560+3 =6 (7)
genta =2 (7)

5ents =3 (7).

Effectuons la division euclidienne de 562 par 6.

Ona: 52 =8 x6+ 4 ¢t parconséquent: 1952=582=56%=2 (7).
Le reste de la division euclidienne de 1952 par 7 est donc 2.

Congruences et criteres de divisibilite.

3.6 L'étude qui suit est faite dans le systétme de numération décimale, mais elle peut
étn_e généralisée facilement au cas d'une base quelconque.
Soit p un entier naturel non nul. Donner un critére de divisibilité par p, c'est énoncer
une condition nécessaire et suffisante pour qu‘un entier naturel quelconque X
écrit en base dix, soit divisible par p, c’est-a-dire soit congru a zéro modulo p.
Dans ce paragraphe, nous considérons un entier naturel quelconque x, dont I'écri-
gjre en b?jsef dixest: x=x,...x,.

n a par définition : x = 107.x
Ceci nous conduit a étudier lesnc]];sseszg ?:::1 il [
gruence modulo p des puissances

successives de dix. On obtient des résult iculié
. ats ; 5
suivants : particuliérement simples dans les ca \

P1 L'entier naturel x est divisible

et par 2 ; : ; 7
divisible par 2 (resp. par 5), (resp. par 5) si et seulement si Xo est .
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Démonstration :

2etBSOanesdiviseursde‘rO;onadonc: 10=0 (2) et 10=0 (5)
dol : §ielN', 10'=0 (2) et 10=0 (5)

et parconséquent: x=x, (2) et x=x, (5). m

ﬁz L'entier naturel x est divisible par 3 (resp. par 9) si et seulement si la
somme de ses chiffres x, + ... 4+ x, est divisible par 3 (resp. par 9).

Démonstration :

3 et 9 sont des diviseurs de 10 — 1; onadonc: 10=1 (3) et 10=1 (9)

dot: y/ielN, 100=1 (3) et 100=1 (9)

etparconséquent: x=x,+ ...+ x (3) et x=x,4+...+x (9). =m

P L’entier naturel x est divisible par 11 si et seulement si la somme :
(— 1-}nxn + (=1)"" %+ ...+ X2 — X1 + Xo
est divisible par 11.

Démonstration ;

Ona: 10=—1 (11) etparsuite: {/eIN, 10°=(—1)/ (11);d’oulerésultat. =
Remarque : En base a, on obtient de la méme maniére des critéres analogues a
P, (resp. Py, P3) pour la divisibilité par un diviseur de @ (resp.a — 1, a + 1).

EXERCICES

Ensemble Z des entiers rationnels.

=3

Résoudre dans Z I'équation: |x + 3| =[1—2x] °

2 Résoudre dans Z I'équation: |x+ 1|+ |x—2|=3.

3 Résoudre dans Z I'équation: |2x2—9x 4+ 9|=1. ~

4 Résoudre dans Z 'équation: | x2 —4x — 3| =3.

5 Résoudre dans Z I'équation: [x —4|=—2x? 4+ 9x — 4.
6 Résoudre dans Z |'équation: |x +5|=x + x — 4.

¥7 1o Soient (G, %) et (G, L) deux groupes et p un homomorphisme de (G, )
dans (G, L). Démontrer que |'image par ¢ de tout sous-groupe de (G, *) estun
sous-groupe de (G’, L).
20 Soit (G, ) un groupe finj. Démontrer que le seul homomorphisme de (G, *)
dans (Z, +) est I'hamomc:-r;;tisme nul.
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i tatif. |
g Soit (G, x) un groupe commu ) . |
1o Soit g un élément quelconque de G. Démontrer qu il existe un unique . .

G, ») tel que : p(1)=g. .
morphisme ¢ de (Z, +) dans (G
20 En déduire tous les homomorphismes de (Z, +) dans (G, %).

Congruences dans Z. G ;

. " d z F
9 /Trouuer le reste de la division euclidienne par 5 de 8'974.

'10/Calcuter le reste de la division cuclidienne par 7 de (33)°°.

1" /Calculér le reste de la division euclidienne par 5 de (2917)%41, L

“12 /Détezminer le reste de la divi

sion euclidienne par 5 de I'entier naturel ;
4
35 (487)2°° + 42 (523)10°0 — 224, .

... 13" Déterminer le reste de la division euclidienne par 12 de \'entier naturel :
;*‘-' (1234)%57 + (89) 1011, (Concours scolaire suédois 1963))

- 1ﬁ/ﬂuel est le reste de la division cuclidienne par 7 de I'entier (1976)577 Déter-
miner I'ensemble des entiers naturels n tels que (1976)” soit congru 3 4 modulo 7.

15 /10 Enremarquant que: 999 = 27 x 37, montrer que, pour tout entier naturel n
on a: 103=1 (37).

20 En déduire le reste de la division euclidienne par 37 de |'entier naturel :
100 4+ 1022 4 10%°,

v 15/1 o Démontrer que, pour tQut entier naturel p, les entiers 37 et 36+6 ont le méme
reste dans la division euclidienne par 7. 1
20 Montrer que, quel que soit |'entier naturel n, les entiers (2103)7 et 37 ont le

. méme reste dans la division euclidienne par 7. '

Déterminer n pour que ce reste soit égal a 5..

1 /111I Trouver le reste de la division euclidienne par 5 de (7)28.

2¢ Montrer que, quel que soit 'entier naturel n, 'entier naturel 16 X 727 — 28 x 3203

est divisible par 5.

E—

418 1° A tout entier naturel n, on fait correspondre le reste u, de la division eucli-
dienne de 47 par 7.
Montrer qu'il existe un entier naturel non nul a tel que I'on ait :
(Uy = Unss) Bt (Uy# Upyr 8i 0 <K< a}.'
20 Méme question pour le reste v, de la division euclidienne de 5" par 7.
3¢ Comment faut-il choisir 7 pour que le nombre 57 — 4~ soit divisible par 71

19/ Trouver, suivant les valeurs de I'entier n, le reste de la division euclidient®
par 11 de l'entier naturel 102a+4 — 2 /107%2 + 1,

1° Déterminer, pour tout entier naturel n, le reste de la division auclidienn® |
de 27 par 3.

20 Déterminer, pour tout entier naturel n, le reste de la division euclidienn® de
(275 423)" par 3.

3¢ Déterminer |'ensemble des entiers naturels n tels que Ientier nature!
(275 423)" + (372 121)" soit divisible par 3.

-
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- — ?
421 Déterminer|’'ensemble des entiers naturels ntels que: 527 +57=0 (13). ;\.:.w-‘ti

22 Pour quelles valeurs de I'entier naturel n, I'entier 5° + 5n + 1 est-il divisible
par 67 L= G\W <l

23 Déterminer les restes de la division euclidienne par 13 des quatre premiéres
puissances de 5.

En déduire que, pour tout entier naturali n supérieur ou égal & 1, l'entier
naturel 31471 4 18¢n=1 est divisible par 13. g4n-4 Lﬁlﬂ Q

24 *1° Déterminer les entiers rationnels n tels que l'on ait: n® +1=0 (7).
20 Déterminer les entiers rationnels n tels que l'on ait : n* —1=0 (7).

3¢ Démontrer que, pour tout entier rationnel n, I'entier rationnel (0% + 1) (7* — 1)
est divisible par 42.49 Ly dun

25 1o Comment faut-il choisir I'entier naturel n pour que Ientier 27 — 1 soit
divisible par 97

20 Déterminer I'ensemble des couples (x, y) d’entiers naturels pour lesquels la
division euclidienne par 9 de I'entier 2% 117 donne 1 pour reste.

26 Démontrer la proposition suivante
ynelN, (17¢n+1 +3.920=0 (5)).

27 ’1 o Démontrer la proposition suivante :

ynelN, (321 4+2.4%+ =0 (11)).

20 Déterminer 'ensemble des entiers rationnels @ tels que 'on ait :
ynelN, (327 +a.43"*1 =0 (n). &

28 Déterminer I'ensemble des entiers naturels n tels que l'on ait :
(5n—2=0 (7) et 204+37=0 (5)).

.29 Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, 'entier n(n* + 5)
est divisible par 6.

30 Démontrer que, quel gue sait I'entier naturel n, l'entier nZ(n® — 1) est
divisible par 60.

31 Déterminer les entiers naturels o tels que I'entier 2.37 + 3 soit divisible
par 11.

. 32 Pour quelles valeurs de Ientier naturel n, I'entier 587 4 57 + 2 est-il multiple
de 77

33 Trouver I'ensemble des entiers naturels n tels que 'entier 7® — 3 n? — 2 soit
multiple de 7.

34 Démontrer que, si aucun des trois entiers naturels a, b, ¢ n"est multiple de 3,
alors I'entier a2 + b2 4 ¢2 est multiple de 3.

35 1° Démontrer la proposition suivante :

yxeZ (x=1 (2)) = (x*=1 (4)).

2¢ Démontrer la proposition suivante :

jx ez (x=1 () = (2=3y2#£0 (4).
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aturel non nul et x un entier rationnel.
_ x est un multiple de g, alors, quel que soit I'entjgr Nature)

xn — x estun multiple de p.
rs de x telles que, pour toute valeur de p, I"entje,

36 Soientpun entier n
1¢ Démontrer que, si x?
non nul n, I"entier rationnel
20 Déterminer I'ensemble des valeu

rationnel x” — X soit un multiple de 6.

mble fini 2 n éléments, F I'ensemble des parties de Eetg
On rappelle que F est fini et possede 27 éléments, Soit
suivant les valeurs de n, le reste de Ia divisign

237 Soient E un ense
I'ensemble des parties de F.
le nombre d'éléments de G. Trouver,

euclidienne par 5 de I'entier m.
(Baccalauréat 1970,

.38 Soienta et & deux entiers rationnels.
b : " ya7 4+ b7
10 Développer (a + b)7. En déduire que (a + b)” estcongru aa modulo 7.

2¢ Endéduire que (8 + bﬁzst multiple de 7 si et seulement si a” + b7 est multiple de 7.

30 Trouver tous les entiers rationnels x tels que:

f —10<x<10
| x7 + 128 est multiple de 7.

39 1° Montrer que, pour tout entier a, on a soita* =0 (16), soita* =1 (16).
2 En déduire que pour tout entier naturel & inférieur a 15, il existe une infinité d’entiers
naturels qui ne sont pas somme de k puissances quatrigmes d’entiers.

ws 40 1° Démontrer que, si trois nombres entiers rationnels x, y, z sont tels que la

somme x3 + y? 4 z3 soit divisible par 3, alors la somme x + y + z est divisible par 3,
2° Démontrer que, si la somme x? 4 y3 + 23 est divisible par 9, alors I'un au moins
des trois nombres x, v, Z est divisible par 3. d

41 Montrer qu'il n'existe pas quatre entiers rationnels x, y, z, k tels que 'on ait:

2+y2+22=8k+ 7.
(Concours scolaire suédois 1966-1967.)

Congruences et numération.

42 Déterminer le chiffre des unités, dans le systéme décimal, de I'entier naturel:
(3 548)® x (2 537)31,

v 43 : - -
; Un nombre entier nature| N s écrit xyz0 en base a et Xyz en base douze; on SUp-

POSE que x n’est pas nul. Détermi - il
: ner les entiers a, x utiliser 12
congruence modulo a — 1). . ¥, Z, N. (On pourra

44 Soi i abed

" cut_lfl I:II1 r-.jnner naturel tel que, en numération décimale, N s'écrive abed et QU
I"entier qui s"écrit beda soit divisible par 7
1¢ a) Montrerque,si 2 — 0 ou a=7
b) Montrerque 10 N — 3 5 estd :
alors a=0 oy a=7

2° On suppose quel’'ona: g = 7, b=dg
Déterminer N pour qu’il soit divisible par 3. '

4 = alors N est divisible par7.
\Visible par 7. En déduire que, si N est divisible par 7,

c=0.

(Baccalauréat 1972.)



2. ENTIERS RATIONNELS. ENTIERS MODULO n

i Un. entier naturel N s'écrit x43y dans le systdme de numération a base sept.
Déterminer x et y de maniére que ce nombre N soit divisible par 6.

46 Soient x et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux a deux. On désigne par
a(x.n)le no.rnbre qui s'écrit, dans le systéme de numération de base x, avec n chiffres
dont le premier et le dernier sont des 1 et les autres (s'il y a lieu) des 0.
1° Montrer que, quel que soit x, le nombre a(x, n) est divisible par a(x, deux) si et
seulement si 7 est pair.
2? .A quelles conditions x et n doivent-ils satisfaire pour que le nombre a(x, n) soit
divisible par trois ?

(Baccalauréat 1971.)

/ 47 Déterminer I'ensemble des couples de chiffres (x, y) tels que I'entier qui s"écrit
11x1y en base dix soit divisible par 28.

£/

-/ s 48 Déterminer les entiers x et y tels que-le nombre qui s"écrit x32y dans la base cing
soit divisible par 3 et par 4.

49 Un entier A s'écrit 13321 dans le systéme de numération de base quatre. Quel est,
en base dix, le reste de la division euclidienne de A par7?

50 On considére I"entier naturel n qui s’écrit: 342x dansle systéme de numération

de base b.

1o Si b = 6, déterminer x de facon que: n=0 (5).
70 Sih = 7, déterminer x de fagonque: n=0 (3).
30 Si b = 17, déterminer x de fagon que: n =20 (12).

51 Trouver tous les entiers naturels compris entre 100 et 200 (en base dix), divi-
sibles par 9 et qui, dans le systéme de numération de base six, s'écrivent:  x3y.

-
'f"'- 52 Pour tout entier naturel 1, on considére entier: A, = 27+ 227 4 237,
1o Démontrerquel’ona: YneMN, A,i3 = A, (7).
_» 20 Endéduire I'ensemble des entiers naturels 7 tels que A, sait divisible par 7.
30 Soient a, b, ¢ trois entiers naturels qui s"écrivent respectivement dans le systéme
de numération de base deux: 1110, 1010100, 1001001000.

Ces nombres sont-ils divisibles par 7?2

Equations dans Z/nZ.
53 Résoudre dans Z |'équation : x2—3x+4=0 (7).
M54 Résoudre dans Z/13Z I'équation:: 23 x+6=0

- - 8
55 1° Résoudre dans Z/5Z I'équation: x2 —3x+2=0.
20 Déterminer ’ensemble des entiers rationnels 7 tels que le reste de la division eucli-

dienne de n2 — 3 n par b soit égal 3 3.

53



b4

e N

« 56 Soit (p, g) un couple d'éléments de Z/3Z. Déterminer successivement toys
les couples (p, q) tels que |'équation dans Z /3 Z P Xt px+q= 6 admette :
a) la solution (.J |
b) la solution 1

L]
c) la solution 2
d) aucune solution.

57 1° Résoudre dans Z/TZ |'équation: x? + 2x — 3 = 0.
2° Trouver tous les diviseurs de zéro de Z /21Z.

3° Résoudre dans Z/21Z |'équation: x? + 2x—3 = f]
58 Résoudre I"équation x? = x:

1° dans |'ensemble Z /12Z,
2° dans |'ensemble Z/11Z.

59 Résoudre dans Z /6Z le systéme :
1'3x + iy = ‘-I

-

ix—‘iy=2

60 1° Ecrire la table de multiplication de Z /5Z.

2° Endéduire les solutions dans Z /5Z de chacune des deux €quations suivantes
§x+i=6 et :?x+'T=6.

3° En déduire les solutions dans (Z /5Z) x (Z/5Z) du systéme :

3x+4dy=1

f 2 x + éy = 5

4° Démontrer que I'équation 1 x2 -+ 1 x - [ 5 n‘a pas de solution dans Z /5Z.

61 1° Résoudre dans Z/BZ |'équation : 2x = 5
2° Résoudre dans (Z/6Z) x (Z/6Z) le systéme :

ix+iy=i-
§x+§y=§.

62 Résoudre dans (Z/4Z) x (Z/4Z) le systéme :

'.!1.’-)(+}'=§
ol x4y =1,

63 Résoudre dans (Z/6Z) x (Z/6Z) le systéme
I 2x — 4 y = 2

X - "5:-' = 5
64 1° Démontrer que Z /8Z nest pas un corps.

2° Soit | I'ensemble des éléments inversibles de Z/8Z. Démontrer que (I, x) est
un groupe isomorphe au groupe ( (Z/2Z) x (Z/2Z), x ) (groupe de Kiein).
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G.C.D. P.P.C.M.

Nombres premiers

1. pgcd et ppcm.

Les sigles pged et ppcm signifient respectivement “plus grand commun diviseur”
et “plus petit commun multiple” de deux ou plusieurs entiers. Ces expressions,
d‘usage trés courant, sont ambigués car les mots “plus grand” et “plus petit” concer-
nent a la fois la relation de divisibilité et la relation d’ordre dans IN.

Le point de vue intéressant est celui qui concerne |a relation de divisibilité.

Plus précisément, si a et b sont deux entiers naturels quelconques, nous appellerons

splus grand commun diviseur de a et de b et nous noterons pgcd (a, b) la

borne inférieure, si elle existe, du sous-ensemble {a, b} de IN pour la relation de
divisibilité dans IN. De méme nous appellerons plus petit commun multiple
de 2 et de b et nous noterons ppcm (a, b) la borne supérieure, si elle existe, du
sous-ensemble {a, b} de IN pour la relation de divisibilité dans IN.
Dans le chapitre précédent nous avons démontré I'équivalence suivante :
Wix, y) e ZxXZ, (x|y) = (YZCXZ).
Si § est un entier naturel quelconque, on a alors :
(5 = inf (a b)).(#y(isl"" ot 316 )
’ fdelN, (d]|a et d|b=> d|9)
aZcdZ et bZCSZL )
— (wde N, (aZcdZ et bZcdZ) —> (3ZcdZ)
<« (3Z = sup(aZ, bZZ))
On a donc I'équivalence suivante :
(8 = inf(a, b)) =— (BZ = sup(aZ, bZ)).
On démontre de méme I'équivalence :
(1= sup(a, b)) <—> (pZ = inf(aZ, bZ)).
Ceci nous conduit 2 étudier I'existence de borne inférieure et de borne supérieure
pour la relation d'inclusion dans I'ensemble des sous-groupes de (Z, +).

b
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1.3

Etude de I'ensemble G des sous-groupes de (Z, +)

THEOREME : Soient E et F deux sous-groupes quelconques de (Z, +),
L’'ensemble ENF est un sous-groupe de (Z, +)etona: ENF = inf (E, F).

Démonstration :
® En classe de Premiére, nous avons vu que |'intersection de deux SOUS-groupes

d'un méme groupe est encore un sous-groupe.
® On ade fagon immédiate :

ENFcE et EnFcF

§yGeS ((GCE et GCF) = (GcENF))
ce qui équivauta: ENnF=inf (E, F). m

Exemples.

Soit 2 un entier rationnel quelcongue; on a les égalités :
aZNaZ = aZ; aZN0Z = 0Z; aZN1Z = aZ.

THEOREME : Soient E et F deux sous-groupes quelconques de (Z, +).
L'ensemble E + F défini par : E+F={zeZ |J(x, ¥) eEXF, z=x+ y}
est un sous-groupe de (Z, +) etona: E+ F = sup (E F).

Démonstration :
E + F est un sous-groupe de (Z, +).
Utilisons |e théoréme 1.5 du chapitre 1 du tome 1.
e Soient z et 2’ deux éléments quelconques de E + F.
Puisque E et F sont des sous-groupes de (Z, +),on a:
([zeE+F) [J(x.y) eExXF, z=x+4y
|zZeE+F }(H(x‘,y*)eExF, z’=x’+y')

= (J(x. x, v, y) € E2XF2, z4+ 2 =x+4+x+y+ y')

—> (J(x".y") €EXF, z4+ 2 =x"+y") <> (z+ 2 eE+ F).
e De l'égalité : 0 =0 + 0, il résulte que O appartient 8 E + F.
® Soit z un élément quelconque de E + F. Puisque E et F sont des sous-groupes
de (Z, +), on a:
(zeE+ F) <= (J(x, y) e ExF, z=x+y)

<=>(J(x y)eEXF, —z=—x—y)
= (J(x, ¥) €EXF, —z=x +4y) < (—zeE+ F).
E+ F=sup (E F).
® Delaproposition: (fxeE x = x4 0),il résulte quelona: EcE+ F.
e De méme on a: FcE+ F.
e Soit G un élément quelconque de S tel que I'on ait: EcG et FcG.
Soit z un élément quelconque de E + F. Puisque G est un sous-groupe de (Z, +):
on a alors ;
(zeE+ F) =< (J(x, y) e EXF, z=x+y)
= (J(x. ) e G2 z=x+y) — (2€G).

Onadonc: E+ FcG. =

o6



3. P.G.C.D. P.P.C.M. NOMBRES FREMIERS

Exemples.

Soit a un entierrationnel quelconque; on a les égalités :
aZ + aZ = aZ;

aZ + 0Z = aZ:

aZ + 1 Z=1Z=2Z.

Remarque : Les théorémes 1.2 et 1.3 sont vrais dans I'ensemble des sous-groupes
d'un groupe commutatif quelconque.

1.4 DEFINITIONS : Soient 2 et b deux entiers rationnels quelconques.
On appelle plus grand commun diviseur de 2 et de . et on note pgcd (a, b).
I'entier naturel qui engendre |le sous-groupe aZ + bZ de (Z, +).
On appelle plus petit commun multiple de a et de b et on note ppcm (a, b).
I'entier naturel qui engendre le sous-groupe aZnbZ de (Z, +).

‘Remarques : 1. |l résulte du théoréme 2.5 du chapitre 2 que les entiers naturels
pgcd (a, b) et ppem (a, b) existent et sont uniques. '
2. Des égalités : aZ = |a|Z et bZ = | b| Z, il résuite que I'on a :
pged(a, b) = pacd(|al. b)) et ppem(a b) = ppem (| al. | & ]).
Dans toute la suite, nous ne considérons donc que des entiers na
nitions seront toutefois données dans le cas général.

turels; les défi-

Exemples.
1. Des égalités: (aZ + aZ = aZ) et (aZNaZ = aZ), il résulte que 'on a:

pged(a, 8) =|a| et ppcm(a, a) = | a|.
2. Des égalités: (aZ + 0Z = aZ) et (aZN0Z = 0Z), on déduit :

pgcd(a, 0) =|a| et ppcm (a,0) = 0.
3. Deségalités: aZ + 1Z=aZ+Z=Z et daZN1Z = aZ,

ondéduit: pged(a, 1) =1 et ppcm(a, 1) = |al.

Propriétes.

1.5 Dans ce paragraphe, nous ne considérons que des entiers naturels non nuls.

P1 e b)) (N pged (a, b) = pgcd (b, a) et ppcm (a, b) = ppem (b, a).

Cette propriété résulte des égalités :
(3Z + bZ = bZ + aZ) ¢t (aZnbZ

es entiers naturels quelconques non nuls.

= bZNnaZ).

P Soienta, b, 5, 1 d
Ona:

(pgcd (a, b) = 8) = (J(u, v) e Z? & =au+ bv)

(ppecm(a, b) = 1) = (e, V) e Z2 p=au= bv)

Cette propriété résulte immédiatement des égalités :
57 — aZ + bZ et pZ = aZNbZ.

57
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P3 L'ensemble des multiples communs a deux entiers naturels quelconques
non nuls est I'ensemble des multiples de leur ppem.
L'ensemble des diviseurs communs a deux entiers naturels quelconques
non nuls est 'ensemble des diviseurs de leur pgcd.-

Démonstration :

Soient a et b deux entiers naturels quelconques non nuls, § leur pged et @ leur
ppcm.

La premiére proposition est une traduction de |'égalité : pZ = aZ NbHZ.
Démontrons la seconde proposition. Il suffit de démontrer :

fdeN*, (d|8) <= (d|a et d|b).

Or ceci équivaut a dire que & est la borne inférieure pour la relation de divisibilita
de {a, b}. m |

Pq_ Soient a, b, k des entiers naturels quelconques non nuls,
On a: pgced(ka, kb) = k pged (a, b).

Démonstration :

Posons : &' = pgcd(ka, kb) et & = pgcd(a, b).

Démontrons que l'on a : & = k3J, c'est-a-dire, puisque les entiers 8, &', k sont
positifs, ona: 8Z = (kd)Z. .
Des définitions de &' et de §, il résulte les égalités :

SZ =aZ + bZ et 3Z = (ka)Z + (kb)Z.

8'Z c (k3)Z.
Soit x un élément quelconque de 3Z. On a:
(x e ¥Z) = (J(v. v) € Z2, x = (ka) u + (kb) v)
— (J(u, v) e Z2, x = k(au + bv)),
L'entier rationnel av + bv appartient @ aZ + bZ et par suite a 5Z.

Il existe donc un entier rationnel w tel que l'on ait : au 4+ bv = dw.
On a alors :

(xedZ) — (Qwe Z, x=kdw= (kd) w) = (x e (kd)Z).

(k) ZcdZ.

Soit x un élément quelconque de (k8)Z. On a:

(xe (kBZ) — Qwe Z, x=kdw).

D’aprés P, il existe deux entiers rationnels u et v tels que I'on ait : & = au + bv.
On a alors :

(xe(k)Z) —> (J(u, v, w) e Z3, x = kw(au + bv) = (ka) (uw) + (kb) (vw))
—> (J(v', v') e Z2, x = kau' + kbv')
= (x e (ka)Z + (kb)Z)
= (xedZ). nu

P’4 Soient a, b, k des entiers naturels quelconques non nuls. IJ

Ona: ppem(ka, kb) = k ppcm(a, b).

o8
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pémonstration :

posons | B = ppcem (ka, kb) et p = ppcm(a, b).

pémontrons que I'on a: w' = ku, c'est-a-dire, puisque les entiers @, ', k sont
positifs, que l'ona: pZ = (kp)Z.

Des définitions de p et de p', il résulte les égalités :

wZ = aZNbZ et WZ = (ka)Z n (kb)Z.

WZC (kWZ.
Soit x un élément quelconque de pw'Z. On a:
xewZ) —> (J(u.v)eZ? x=(ka)u et x= (kb) v)
= (J(u, v) e Z2, x=k(au) et x= k(bv)).
L'entier k est non nul; I'égalité : kau = kbv implique I'égalité : au = bv.
Il existe donc un entier rationnel w tel que l'on ait: auv = bv = pw.
Onaalors: (xewZ) —> (qweZ, x=kpw)—> (xe(kp) Z).

(kW) Z C WZ.
Soit x un élément quelconque de kpZ. On a:
xe(kp)Z =—> JweZ, x=kpw.
D‘aprés P, il existe deux entiers rationnels v et v tels que l'on ait : p = au = bv.
Onaalors: (xe(kwZ) — (o, v w)e Z3, x= k(au) w et x = k(bv) w)
— (J(u, v') e Z2, x=kau' et Xx= kbv')
— (xe(ka)Z n (kb)Z) —> (xep'Z). |
Remarque : Les propriétés P, et P/, s’écrivent aussi sous la forme :
k(aZ + bZ) = kaZ + kbZ et k(aZNbZ) = kaZZNkLZ.

PE Soient a et b deux entiers naturels quelcongues non nuls.
On a : pgcd(a, b) x ppem(a, b) = ab.

Démonstration :
Posons : & = pged(a, ) et p= ppcm(a, b).
Démontrons que l'ona: wd = ab, c'est-a-dire, puisque les entiers a, b, 8, . sont

positifs, que l'ona: (p8)Z = (ab) Z.

(ud)Z c (ab) Z.

Par définition de & et de p, on a:
(L) Z = w(aZ + bZ) = (ra)Z + (WO)Z = a(uZ) + b(LZ)

— a(eZNbZ) + b(aZNbLZ) = (a2ZnabZ) + (abZNbL*Z).
Or on a : ({azzn(ab)Z)c(ab)Z) et (((ab) ZnbH2Z)cC (ab)Z)
et par définition de la somme de deux sous-groupes : (pw8)Z c (ab)Z.

(8b)Z c (ud) Z.

Par définition de § et de p,ona:
(1B)Z = 8(aZNbZ) = (aDZ N (BNZ = a(aZ + bZ)n b(aZ + bZ)
= (a2Z + (ab)Z) N ((ab)Z + b2Z). .
Orona: (ab)Zca*Z + (ab)Z et (ab)ZCb?Z + (ab)Z
et par définition de l'intersection de deux sous-groupes . (ab)Z c (u3)Z. =

59



Recherche pratique du pgcd et du ppcm.

5 Nous allons indiquer une méthode pratique de recherche du pgcc_l de deux entiers
appelée algorithme d’Euclide. De la propriété Ps nous déduisons leur ppem,
Cette méthode utilise les deux prapriétés suivantes :

P1 Soient a et b deux entiers naturels quelconques non nuls.
Ona: (b|a) = (pgcd(a, b) =b et ppcm(a, b) = a).

Démonstration :

Ona: (b|a) = (aZcbZ)
—> ((aZ + bZ = HZ) et (aZNbIZ = aZ))
— (pgcd(a, b) = b et ppem(a, b) = a). m

Pz Soient @ et b deux entiers naturels quelconques non nuls et g et r le
quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.

On a: pgcd(a, b) = pgcd (b, r).

Démonstration :

De I'égalité : a = bg + r, il résulte que tout diviseur commun 2 a et 3 b est un.
diviseur commun & b et a r, et que, réciproquement, tout diviseur commun a 5 et 3 1

est un diviseur commun 2 s et a 5.

L'ensemble des diviseurs communs 3 a et 4 b est donc égal a l'ensemble des divi-

seurs communs a b et a r et, d"aprés la propriété P, du paragraphe 1.5, il résulte que
'on a: pged(a, b) = pged(h,r). =

» Le principe de |'algorithme d’Euclide est le suivant

Soient a et b deux entiers naturels non nuls distincts dont on cherche le pged.
Supposons par exemple que l'on ait : a > b. On effectue la division euclidienne
de a par b. On obtient un couple (g,, r,) d’entiers naturels tels que |'on ait :
{a=bgy +r,

(0, <b.

Si ry est nul, d'aprés la propriété P; du paragraphe 1.6, on a : pgcd(a, b) = b.
Sir; n'est pas nul, d'aprés la propriété P, du paragraphe 1.6, on a :

pgcd(a, b) = pged (b, ry).

Puisque I'on a : r, < b, la division euclidienne de b par r, détermine un couple
(g2, r2) d'entiers naturels tels que 'on ait: b = "z +r, et 0, <.

Sir, est nul, d'aprés la propriété Py du paragraphe 1.6, on a:

pgcd (a, b) = pged (b, ry) = r,.

Si r, n'est pas nul, d‘aprés la propriété P, du paragraphe 1.6, on a :

pgcd(a, b) = pged(b, r;) = pged(ry, r,).

Et ainsi de suite.

Chaque nouveau reste est inférieur au reste précédent; au bout d'un nombre fini
de telles divisions, on obtient un reste nul. D’aprés les propriétés P, et P, du para-

graphe 1.6, le pged de a et de b est done €gal au dernier reste non nul obtenu dans
les divisions successives.

Il est d'usage de présenter les calculs de la facon suivante
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Exemples.
1. Recherche de pgcd (168, 96).
q; 1 1 3

168 |96 |72 |24

n 72 | 24 0

Onadonc: pged(168, 96) = 24

ot par sults : Ppom (168,96) = 95X 96 _ e7s

. 24
2. Recherche de pged (385, 324).
1 5 3141|113

385 | 324 [ 61 [19 [4 |3 |1

61 | 19 4| 3|1 |o

Onadonc: pged(385, 324) =1
et par suite: ppcm (385, 324) = 385 x 324 = 124 740.

ged égal a 1.

Nous venons de voir que deux entiers naturels peuvent avoir un p
De tels entiers

Dans ce cas, 1 est le seul diviseur commun positif de ces deux entiers.
sont dits premiers entre eux. Nous les étudions dans le paragraphe suivant.

Entiers premiers entre eux.

deux entiers rationnels quelcongues non nuls.

DEFINITION : Soient s et b _
ers entre eux si et seulementsil'ona :

Les entiers a et b sont premi
pged (a, b) = 1.

re que a et b sont premiers entre eux équivaut a dire que l'ona:

Remarques :1. Di
2. Dire que a
communs 3 aeta bsont1et— i

ai b sont premiers entre eux équivaut a dire que les seuls diviseurs

tiers rationnels quelconques non nuls.

THEOREME : Soient a et b deux en
v)eZ2, au+bv=1).

b) = 1) > (](U,

L'égalité: au + bv= 1 est connue sous le nom d’identité de Bezout.

Démonstration :

e Supposons que I'on ait :
L application de la propriété P2 du paragraphe 1.5 au
au+ bv=1.

donne le résultat cherché. - -
osons que l‘on ait : u, v) € £ / .
%! PP q 2 § est nécessairement non nul. L'entier 1 appar-

Posons : ® = pgcd(a, b). L'entier . ar
tier?t:a aZ + pr? donc & 8 Z; or l'entier naturel 8 est le plus petit élément positif
non nul du sous-groupe 3 Z; on a donc: 8=1. 1

cas particulier ou 3 est égal a 1,
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1.9

b ne sont pas premiers entre eux, dire qu'i| ¢
.+ Gj a et ’

Xiste
: ' it : au+ bv = d n'imnli Co
%’s ationnels tels que 'on alt Mplique g, Uple
(u,v) A€

. d est alors un multiple du pged de o Que 4
: t de b. Toutefols - de p
smtlezgsp?eds::‘ 19x]—3%x2= 6 et pged(12, 3) = 3.
Par ex :

Propriétés.

Soient a et b deux entiers naturels quelconques non nuls,
P1 On a : (pgcd(a b) = 1) <—> (ppcm(a, b) = ab).

Cette propriété résulte de |'égalité : pged (a, b) X ppem(a, b) = ap,

Pz Soient a et b deux entiers naturels quelconques non nuls et § |eyy nged,
Ona: (3= pged(a b))

<~ (1@, b) eN*xIN', a=3a" et b=3b' et pged(a, b) = 1)

Les entiers a' et b’ sont les quotients respectifs de a et b par 8.
Daprés la propriété P, du paragraphe 1.5, I'égalité : pgced(a’, b') =1 est squi-
valente a I'égalité : pged(a, b) = 8.

Cette propriété est trés utile dans de nombreux exercices. Elle permet de limiter les
recherches & des entiers premiers entre eux.

P3 Soient 3, b, ¢ des entiers naturels quelconques non nuls.
Ona: (pged(a b) =1 et pged(a, ¢) = 1) —> (pged(a, be) = 1).
Démonstration :
Ona:

(Pgcd(a, b) = 1) <= (J(v, v) e Z2, a2y + bv = 1)

. 1 = (J(u, v) e Z2, acu + bev = ¢),
Soit d un diviseur commun 3 2 eta be.Ona:

(ff|a~. et d|be) — (d|a(cu) + (be) v) = (d| ¢).
L'entier d est don i

: . - 5 14,8
ntre eux, d est nécessairement égal a 1 ousd
entreeux, m

Pq Soient a, b, ¢ des enti
Ona: (c|ab

____—_-—________'—‘

€IS naturels quelconques non nuls.
et pged(a, ¢) = 1) — (c|b).

Ona:  (phed(a, ¢)

=1) = (J(v, V) e Z2 au+ cv=1)

(clab et ¢ ch) : ((1(1” V)€ Z2, abu + cby = b).

U + cbv) —s (c|b). ®
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Résolution dans Z2 d'équations du type : ax + by = C.

1.10 ggiantda. b:dc des entiers naturels quelconques non nuls
soudre 2 | T ;
ans Z2 l'équation : ax + by = ¢, c'est trouver I'ensemble S des

couples (x, y) de Z2 tels que l'on ait: a
: ax 4+ by = c.
Posons : 8 = pgcd(a, b). .

Si cn’est pas un multiple de 3, alors S est I’'ensemble vide.

?;t grgt yo)_ un élémenf de S; I'entier axo + by, appartient 38 aZ + bZ, donc a

4 . Cet entier ne peut &tre égal & ¢ que si I'entier ¢ appartient lui aussi a 8 Z.
ans toute la suite nous supposons donc que ¢ est un multiple de é.

On peut toujours supposer que a et b sont premiers entre eux.

Posons: a=d8a, b=23b, c=23dc.
Onaalors: pged(a, b')=1 et ((ax+ by = ¢) < (a'x + by = ¢')).

Dans toute la suite, nous supposons donc que l'ona: pged(a b) =1.

L'a- connaissance d’une solution permet de trouver toutes les autres a
I"aide des solutions de |'équation : ax + by = 0.

So?t (Xo. Vo) Un élément de S. On adonc: axg+ byo=~C

Soit (x, y) un élément quelconque deS.Ona:
((x, y) €S) < (ax + by = ¢) <= (ax + b

y = axo + byo)

<> (a(x — Xo) + b(y — ¥o) = 0).
Si S’ est I'ensemble des solutions dans Z2 de I'équation:  ax + by = 0,onadonc:
y — ¥o) €8').

((x, y) €S) <= ((x — Xo
Pour résoudre I'égquation : ax + by = ¢, il suffit donc de chercher une solution
particuliére (xo, Yo) de cette équation, puis de résoudre I'équation :  ax + by = 0.

ax + by = 0 avec pged(a, b) = 1.

Résolution dans 72 de I’'équation :

Cette équation est équivalente a |‘équation :

L'entier a divise by et est premier avec b; d’apres
tier rationnel k tel que I'on ait :

ax = — by.
le théoréme de Gauss, @ divise Y.

y = ka.

|l existe donc un en
Onadonc: ax= — bka et par suite : X = — kb.

L’ensemble S’ des solutions de |'éguation @ a@x + by = 0, est donc I'ensemble des
couples (— kb ka) ol k décrit Z.

tion : ax+by=c
ple (u, v) de Z? tel que I'on

tion particuliére de I'équa
| existe un cou

Recherche d’'une solu

Puisque 2 et b sont premiers entre eux, i

ait: au+ bv=1.
Une solution particuliére de I'équation :
Nous donnons dans les exemples qui suiven

couple (&, V)

ax + by = c est donc le couple (cu, cv)-
t deux méthodes de recherche d'un
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Exemples.

1. Résolvons dans Z2 I'équation : 8x 4+ 14y = 4, (1)
Ona: pged(8,14) = 2.

L'équation (1) équivautd: 4x+ 7y = 2. (2)
Cherchons un couple (u, v) telque l'onait: 4u 4+ 7v=1.

Ona: (du+7v=1) = (Tv=1 (4)) = (3v=1 (4))
= (5 ;c V= 1'}. e
D'aprés la table de multiplication dans Z/4Z, on a v = 3,
Une valeur de v estdonc 3; on en déduit la valeur correspondante de v, soit: — &,
Un couple (u. v) estdonc le couple (— 5, 3).
Une solution de (2) estdonc (— 10, 6).

D'autre partI'ensemble S’ des solutions de I'équation: 4 x + 7 y = Oestl'ensemble
des couples de la forme (— 7 &, 4 k) ol k est un entier rationnel quelconque.

L'ensemble S des solutions de I'équation : 8 x + 14 y = 4 est donc I'ensemble des
couples de laforme (— 7k — 10, 4k + 6) ou k est un entier rationnel quelconque.

La recherche d'un couple (u, v) a Vaide des congruences n‘est pratique gue si les
entiers | a | et | b | sont assez petits.

MNous donnons dans le second exemple une autre méthode plus générale.

2. Cherchons un couple (v, v) d'entiers rationnels lelsque: 364u+4+ 165y =1,

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 364 et 165 sont premiers entre eux,
Ecrivons les divisions successives de I'algorithme d'Euclide; on a:
364 = 165 x 2 + 34;

165 = 34 % 4 + 29:
34 = 29%x1+ 5
20= 5x54+ 4
5= 4x14+ 1.
En utilisant I'une aprés I
34,29,5,4,1 al'aide de
34 = 364 — 165 x 2:
165=(364-—165x2}x4+29;
364—165){2:{165:(9—3543(
=364 x5 — 165 x 11;

165 X 9 — 364 x 4 = {364x5—155x11}x5+4;
4::1655‘:54-—384)(29;

364 X 5 — 165 x 11 = (165 x 64 — 364 x 29) x 1 4 1:
1 =364 x 34 — 165 x 75,

Un couple (v, v) cherché est donc (34, — 75).

autre les égalités précédentes, exprimons les restes successifs
s entiers 364 et 165; nous obtenons les égalités:

29:165x9—364x4;
4) x1+5:

Généralisation des notions de pged et ppem.
L'intersection et |'addition son
I'ensemble G des sous-groupe

t deux lois de composition interne associatives dans
Cette remarque permet de do

s de (Z, +).
nner les définitions suivantes,

DEFINITIONS : Soient ay, ..., a, des entiers rationnels quelconques.
On appelle pged de @1....,4, €t onnote: pged (ay,

qui engendre le Sous-groupe (a,Z + ..
On appelle ppem de By iveriln,

qui engendre le Sous-groupe

..., @p), I'entier naturel
.+ a,Z) de (Z, +}.

et on note: ppcm (ay, ..., a,), I'entier naturel
a-.Zn S nanZ.
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On calcule le pged et le ppem de n entiers, de proche en proche, grace a |'asso-
ciativité de chacune des opérations + et n.

On a par exemple, si a, b, ¢ sont des entiers rationnels quelconques non nuls :
pgcd(a, b, ¢) = pgcd (pged(a, b), c).

1.12 DEFINITION : Soient a,,..., a, des entiers rationnels gquelconques non

nuls.
Les entiers a,, . . ., a, sont dits premiers entre eux dans leur ensemble si et
seulement si on a : pged (ay, ..., 8,) = 1.

Remarque : n entiers premiers entre eux dans leur ensemble ne sont pas néces-
sairement premiers entre eux deux 3 deux.

Parexemple ona: pged(2, 3, 4) = pged (pged (2, 3), 4) = pged (1, 4) = 1

et pgcd(2,4) = 2.

Les entiers 2, 3, 4, sont premiers entre eux dans leur ensemble et les entiers 2 et 4
ne sont pas premiers entre eux.

2. Nombres premiers.

Deéfinition et recherche.

Soient a un entier rationnel non nul et D, I'ensemble de ses diviseurs. L'ensemble

D, est non vide et contient toujours 1, — 1, a, — a.

Ainsi, par exemple: D, = {1, — 1}
D,={1,—1,2 —2}
Dg=1{1,—1,2,—23,—3,6 — 6}

Si a est différent de 1 et de — 1, il y a donc deux cas possibles :

soit D, est égal a {1, — 1, a, — a}

soit D, contient d’autres éléments que 1, — 1, aet — a.

2.1 DEFINITION : Soit # un entier rationnel non nul. L’entier 2 est un nombre
premier si et seulement si 2 est différent de 1 et de — 1 et si I'ensemble de
ses diviseurs est égal a{1, — 1, a, — a}.

Remarques: 1. Dans le chapitre précédent nous avons montré |I'équivalence :
V(a, d) eZ2 (d|a) < (aZcdZ).

Dire que a est un nombre premier équivaut donc a la conjonction des deux propo-
sitions suivantes :

e |e sous-groupe aZ est distinct de Z.

e tout sous-groupe de Z, distinct de Z et contenant aZ, est égal a aZ.

Si ces deux propositions sont vraies, il est d'usage de dire que aZ est un sous-
groupe propre et maximal de Z.

2. Si p est un nombre premier, — p est aussi un nombre premier.

3. Tout entier non premier a admet au moins un diviseur b telque: 1 <5 < | a |

65



2.2

2.3

2.4

THEOREME : Soit a un entier rationnel quelconque non premier et distinct
de 1 etde — 1.
L‘entier a admet au

p2<|al

Démonstration :

it D. I'ensemble des diviseurs dea. *
Ezentiear | a | est un diviseur de a: il est différent de 1: 'ensemble D, N (Z, —{0,1))

n‘est donc pas vide. Soit p son plus petit glément;ona: p > 1.

e L'entier p est premier.
Supposons que p ne soit pas pre
1< qg<p

Ona: (g|p et pla) == (q]a)
L‘entier g appartient donc a D, N (Z;
impossible.

o L'entier p estdifférentde | a |- o &

Ceci résulte du fait que a n'est pas premier.

e L'entier p satisfait a I'inégalité : p2<lal | _ .

Puisque p est différent de | 2 | et divise a. il existe un entier rationnel b différent de
1 etde — 1 tel que l'on ait: 2= pb. .

L’entier & est un diviseur de a; par définition de p, onadonc: |b| 2= p.

Par suite, on a: 1a]=lpb|=p|bi>p2. |

moins un diviseur positif p premier tel que I'on ait :

mier; il admet donc un diviseur g tel que l'on ait:

— {0, 1}) et est inférieur 3 p; ce qui est

THEOREME : L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration :

Supposons que I'ensemble P des nombres premiers soit fini. Appelons pi, P2, ... Pk
ses éléments positifs et posons P, = {py, ... P}

Considérons alors I'entier naturel n défini par: n= (p3 X ... X pi) + 1.

Ona: Yief{l, ...k} n> p;. (1)
Il n'y a que deux cas possibles : n est premier ou n n'est pas premier.

e Si n était un nombre premier, alors n appartiendrait 8 P, ce qui est impossible
d‘aprés (1).

e Sin n'est pas un nombre premier, d'aprés le théoréme 2.2, il admet au moins un
diviseur positif p. ’
L‘entier p appartient a P, et par suite il existe un élément / de {1,2, ...k} tel que
'onait: p=p;.

Par définition de n, on a: n = 1(p;) et, par définition dep,ona: n = 0(p)).
On a donc: 0= 1(p;), ce qui est impossible.

L'ensemble P n'est donc pas fini. =

Recherche des nombres premiers positifs.

D f?-prés la remarque 2 du paragraphe 2,1, nous ne considérons que des entiers
strictement supérieurs a 1.
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Trouver tous les nombres premiers inférieurs a un entier donné.
La _méthoda utilisée est appelée méthode du crible d’'Eratosthéne. Soit a un
entier naturel supérieur & 1. On écrit tous les entiers naturels inférieurs 3 a et

parmi ces entiers on barre tous ceux qui ne sont pas premiers en procédant de la
fagon suivante.

On barre O et 1 qui ne sont pas premiers.
On laisse 2 qui est premier, mais on barre tous ses multiples. Le premier entier non
barré est 3 qui est premier. On le laisse et on barre tous les multiples de 3; le premier

multiple de 3 a barrer est 32, puisque 3 x 2 a déja été barré comme multiple de 2.
Et ainsi de suite.

Exemple,

Nombres premiers positifs inférieurs 3 100 :

& 2] I3 4 B & 7 g .=
M 11 A2 13 A& 1 18 17 18 19
20%2r 27" 23 26 25 260 7 28 29
30 31 32 33 3& 3¢ 39 37 38 39
A0 41 A7 43 4 4B 4B 47 AR 49
56 5t 5% 53 b4 56 56 57 58 59
£U 61 62 B3 B4 65 68 67 68 69
N 2z 173 I4 5 786 37 I8 19
20 Bt 82 B3 B4+ B8y BB BT B8 89
S8 8Y 92 23 S84 oF 98 | 97 98 oF

Reconnaitre si un entier donné est un nombre premier.

Soit a2 un entier naturel supérieur a 1.

D’aprés le théoréme 2.2, I'entier a est premier si tous les nombres premiers positifs
dont le carré est inférieur ou égal 3 a ne sont pas des diviseurs de a.

On considére donc successivement tous les nombres premiers positifs p dont le
carré est inférieur ou égal a a.

On peut disposer les calculs de la maniére suivante, ol r est le reste de la division
euclidienne de a par p.

Exemple.
Cherchons si l'entier 313 est premier. p p? r
2 4 1
3 9 1
5 25 3
7 49 5
11 121 5
13 169 1
17 289 7
18 361

L'entier 313 est donc premier.
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Nombres premiers et divisibilite.

2.5 |l ne faut pas confondre la notion de nombre premier et de nombres premiers entre
“eux.

Dans ce paragraphe nous donnons quelques propriétés relatives & ces deux notions,

—

P1 Soient @ un entier rationnel quelconque et p un nombre premier quel-
congque.

Alors une et une seule des deux propositions suivantes est vraie :
e pla

e pgced(a, p) = 1.

Démonstration :

Il ny a que deux cas possibles : p divise 2 ou p ne divise pas a.
Si p ne divise pas a, 'ensemble des diviseurs communs 3 p et 2 a est {— 1, 1}, ce
qui équivaut 3 : pged(a, p) =1. =

Remarque : En particulier le nombre premier p est premier avec tous les entiers
naturels non nuls inférieurs 3 | p |.

Pz Soient p et p' deux nombres premiers quelconques. Alors une et une
seule des deux propositions suivantes est vraie :

® [p|=]|p']
® pged(p, p’) = 1.

Démonstration :

D’aprés la propriété P, une et une seule des deux propositions suivantes est vraie :
plp" ou pged(p, p') = 1.
D’autre part on a :
plp eD,,
( pﬁ’) e (ppeFf)
= (p=p" ou p=—p).
== (lpl=Ip']). =

P3 Soient a et b deux entiers rationnels quelconques non nuls et p un nombre
premier quelconque.

Ona: (plab) — (p|a ou p|b).

Cette propriété est une conséquence immédiate du théordme de Gauss et de la
propriété P,.

P4 Soient p, g, ¢' des nombres premiers quelconques.
Ona: (plgg) — (lp|=|g| ou |p|=|q']).

Cette propriété est une conséquence immédiate des propriétés P, et Pa.
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2.7
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Application a I'ensemble Z/» Z.

Soit n un entier naturel quelconque supérieur ou égal & 2. Dans le paragraphe 3.4

du chapitre précédent, nous avons vu que (Z/nZ, +, >'<) est un anneau commu-
tatif unitaire, et que pour certaines valeurs de n, par exemple 3, cet anneau est un

corps, c'est-a-dire que tout élément distinct de O est inversible. Cherchons donc

dans le cas général & quelle condition I'élément x de Z /nZ distinct de 0 est inver-
sible.

L’élément x est inversible si et seulement s'il existe un élément x' de Z/nZ tel que
I'on ait: x x x' = 1.
Ona: (AXeZ/nZ, xx x = Ne—(GxeZ x' =1 (n))
<> (J(x, k) e Z2, xx' =1 + kn)
<= (. k) €e Z2, xx' + (—kn)=1)

<= (pged (x, n) = 1).
Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

YXeZ/nZ, ((Ax' eZ/nZ X% x' = 1) <> (pged (x, n) = 1)).

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME : Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

(Z/nZ, :I- ;:} est un corps commutatif si et seulement si n est un nombre
premier.

Démonstration :

Supposons que 7 soit un nombre premier.
Soit x un élément quelconque de Z/nZ différent de 0.

Dire que x est différent de 0 équivaut a dire que x n'est pas un multiple de n, ou
encore que n ne divise pas x.

De la propriété P, du paragraphe 2.5, il résulte que I'on a : pgcd(x, n) = 1 et par
suite x est inversible.

Tout élément différent de O est donc inversible et par suite (Z/nZ, &, X) est un
corps commutatif.

Supposons que (Z/nZ, +, X) soit un corps commutatif.

Nous rappelons qu'un corps n'a pas de diviseurs de zéro : si (E, +, %) est un corps
commutatif d'élément nul O, il n'existe aucun couple (x, y) d’éléments de E qui
vérifie: x#0 et y#0 et xy=0.

Supposons alors que |'entier n ne soit pas premier.

Il existe donc deux entiers naturels p et g différents de 1 et de n tels que I'on ait ;

pg=n.Onaalors: p#0 et g#0 et px g=0, ce qui est impossible
d'aprés I'hypothése.
L'entier n est donc premier. =
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Décomposition en facteurs premiers.

2.8 L'objet de ce paragraphe est de donner une démonstration f:lu réfultat t::pncernam
" existence et I'unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier naturel

différent de O etdeft. _ ‘ '
Nous allons faire cette démonstration en plusieurs elapes.

Dans ce qui suit n désigne un entier naturel différent de Qetdel.

n est le produit d'un nombre fini de nombres premiers positifs.

Démonstration :
Nous allons démontrer cet énonce par récurrence.

L‘énoncé est vrai pour I'entier naturel 2. : .
Supposons que cet énoncé soit vrai pour tout entier naturel n’ tel que l'on ait :
20 <€n.

Considérons |'entier naturel n + 1.

Sin + 1 est premier, I"énoncé est vrai.

Sinon, d'aprés le théoréme 2.2, I'entier n + 1 admet au moins un diviseur premier
positif p. Soit g le quotient de n + 1 par p.

Onadonc: n+1=pg et 1<g<n+1

D’aprés I'hypothése de récurrence, g est produit d’'un nombre fini de nombres pre-
miers positifs; il en est donc de méme pour 1 + 1.

L’énoncé est donc vrai pour tout entier naturel supérieur ou égal 8 2. ®

Soit py, ..., P« une suite d’entiers premiers positifs tels que I'on ait :
= PP ... Pi
Soit {g1, ..., gn} I'ensemble des nombres premiers qui figurent dans cette suite.

Onaalors: n= q¥ ...q}" ou, pour tout/de {1, ... A}, I'entier o, est le nombre
de termes de la suite py, ..., px €gaux a q;.

L'ensemble {g, ..., g»} est égal a 'ensemble des diviseurs premiers positifs de n.

Démonstration : -

Pour tout/de {1, ..., A}, g; est un diviseur premier positif de n.

Réciproguement si p est un diviseur premier positif de n, d'aprés la propriété P4 du
paragraphe 2.5 il existe un indice ide{1, ..., h} tel que: =q; B

Les entiers q,, ..., g, sont déterminés de maniére unique.

Pour tout indice / de {1, ..., A}, I'entier «; est le plus grand des entiers naturels r
tels que g7 divise n.

Démonstration

PU'§QUE la multiplication des entiers est commutative, il suffit de faire la démons-
tration pourj =1,

Il est évident que g divise n.
Soit maintenant r un entier naturel tel que g1 divise n.

F’DSDHS on = q%z [ ’ .
: .- gy, d'aprés la propriété P, du para 2 B
prieté P du paragraphe 1.9, on a : pgcd(q;, n") =21_ Paragrephe; 2.5 &% fa peo

10
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3. P.G.C.D. P.P.C.M. NOMBRES PREMIERS

L'entier g1 divise n et est i
premier avec n'; d'aprés le théorg il divi
: : : eme de Gauss, il divi ¥
et parSL{ItE ona: g1 < gy, clest-a-dire: r<o,. ® Bis
I[:las entiers «4, ..., «;, sont déterminés de maniére unique.
ous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

29 ;I;HGEPTEME : .'E‘_:ni‘t n un entier naturel différent de 0 et de 1.
2 iste un unique sous-ensemble fini P, de I'ensemble P des nombres
premiers et une unique application « de P, dans IN® telle que I'on ait :

e N =H p=in}

PEFn
e P, est I'ensemble des diviseurs premiers positifs de n
e pour tout p de P, I'entier «(p) est le plus grand d i
] e
o e p g s entiers naturels r

Le produitl;!:p“(ﬂ est appelé la décomposition en facteurs premiers de n.

Compléments.
Soient 7 un entier naturel non nul et p un diviseur premier positif de n.

210 La démonstration du théoréme 2.9 fait intervenir I'ensemble des entiers naturels r

tels que pr divise 7.
Plus généralement, soit p un nombre premier positif quelconque et F I'ensemble des

entiers naturels r tels que p* divise 7.

e L’ensemble F est non vide.
L'entier nul appartient a cet ensemble.

e L’ensemble F est majore.
Daprés le théoreme 3.2 du chapitre 1, il existe un entier naturel s tel que n < p%;

pour tout entier naturel r supérieura s,ona: 171 < 'ps < p.

e L‘ensemble F admet donc un plus grand &lément qui est sa borne supérieure;

posons :
v, (n) = sup{reN|p"|n}
-‘{fﬁwloéf‘é“p{”ﬂ-

e On aalors: {rEEN]p"In}r—

L'entier p¥™ divise n, et par suite, pour tout r tel que: 0 <7 < vp(n), I'entier p”

divise n.
ue dans le cas oll n est strictement supérieura 1, p gst un

t seulementsiona: Vo (n) > 0. ' -
le nombre de facteurs égaux a p dans la décompaosition

(n) est toujours nul.

e Remarguons enfin g
diviseur premier de 7 sie
Plus précisément v, (n) est
de n en facteurs premiers etsinestégalal, vy

Les entiers vp (1) passédent les propriété

P‘l §(n. 1) eN* <IN, (n|n) <= (fpePs voln) < v, (1))

s suivantes.

/1



2.11

Démonstration :

Supposons :a|n’. -

Soit p un nombre premier quelconque positif.

Par définition de v,(n) et v,(n'), on a: * W

v(n) =sup{reN|p |n} et v,(n')=sup {reN]p|n}.

Puisque la relation de divisibilité est transitive, on a :

(reN|p"|njc{re N|p’|n} ,

cest-a-dire : {reN|0<r< v(n)}c{reiN|0<r < v(n)}

Ce qui équivaut 2 : v, (n) < v,(n').

Supposons : Ype P, vy(n) < v,(n').. ‘ | '
Nous avons remarqué plus haut que le nombre premier p appartient a P, si et seule-
ment siona: ve(n) > 0. Lhypothése implique donc quel'ona: P,cP,.
Soit Q le complémentaire de P, dans P,..

Ona: n' =1_[p~'a(ﬂ*l =ervpfn'l xl |p'4=(ﬂ'}

PEPN PEP, peQ

=I l pre(n) xr_pvp(n')-vn(ﬂi xI |pvpl:n'l

pEP, pEP, peQ

= .Ji )(l | p\’n{"*]—".ﬂ("} » I Ip"‘p{n'}

Onadonc: nin. m

P2 Um m) N <IN, Yp P, v, (mn) = v,(m) + v,(n).

Démonstration :
La démonstration est évidente si I'un des entiers m et nlest égal 4 1.
Supposons donc qu'ils soient chacun différent de 1.
Soit m’ (resp. n') le quotient de m(resp. n) par pv(m (resp. pre(n)),
Ona: m=p»™m' et pged(p, m') =1
n=p«mMn'" et pged(p, n') = 1.
et parsuite : mn = pw(im +w(m'n' et pged(p, m'n’) = 1.
D'apres l'unicité de la décomposition en facteurs premiers, I'entier Vo (m) 4+ v,(n)

est donc le nombre de facteurs égaux a p dans la décomposition de mn. Dol
I"'égalité cherchée. m '

Applications.

Toutes les applications qui suivent résultent de la propriété P, du paragraphe 2.10,

Recherche des diviseurs positifs d’un entier naturel.
Soit n un entier naturel quelconque différent de O et de 1.
Soit & un entier naturel différent de 0.

Ona: (d|n) <= (YpeP,, v,(d) vp(n))

(d|n) <= {d=1—[pﬁﬂ et fpeP, By < vp(n).

BEP,

12



3. P.G.C.D. P.P.C.M. NOMBRES PREMIERS

On en déduit immédiatement que le nombre de diviseurs positifs de n est :

]._.[ (vo(n) + 1).

PEPn

Exemple.

n=25x32x7.

L'entier n posséde 6 x 3 x 2 = 36 diviseurs positifs, parmi lesquels par exemple :
28 x 32 x 79,

Recherche du pged de deux entiers naturels.

Soient a et b deux entiers naturels différents de 0 et de 1.

Le pged 8 de a et de b est |la borne supérieure de I'ensemble des diviseurs communs
aaetdb.

Onadonc: | YpeP, v,(8) = inf(v,(a), v,(b)).

Exemple.

Soient: a=34%x52%7% et hb=2x3¥x75% Ona: §=33x7%

Recherche du ppem de deux entiers naturels.

Soient a et b deux entiers naturels différents de O et de 1.
Le ppcm . de a et de b est |la borne inférieure de I'ensemble des multiples communs
agetab.

Onadonc: |YpePy, v,(@) = sup(vy(a) vo(D)).

Exemple.
Soient: a=39x52x7% et b=2x3¥x75% Ona: p=2x3"x5x7/5

EXERCICES

P.G.C.D. et P.P.C.M.

4 Dans les exercices suivants (n°* 1 a 5), trouver le pged et le ppecm des couples
d’entiers rationnels indiqués:

1 (588, — 165 672).
2 (51, 438). ¢

3(n—1n+1) ol n est un entier naturel supérieur a 1.
~ 4 (n2+ 1, n(n? — 1) ol n est un entier naturel supérieur a 1.

5 (n* — 1, n® —1) ol nestunentier naturel supérieur & 1.

13



3 15), trouver tous les couples (a, b) d’entiers

i uivants (n°® 6
# Dans les oxLe 405 = : diquées (on note . le ppcm deaetdebet}

naturels qui satisfont aux conditions in
le pgcd de ces deux entiers) :

6 6 =5 et H,=B1GU
7 5=13 et p =286
8 53=4 et ab=560.

9 (8§=05) et (uw=720) et (]rEZ, r2=3).

Sy 10 w—38=77
o <1 p+118=203
‘12 p—238=22
13 a+b=70 et 8§=7.
{14 5a—2b=2357 et p=119.
15 a— b =142 et p=1053

16 Calculer en fonction du pged 8 de deux entiers naturels a et b, le pgcd des entiers
naturels a’ et b' définispar: a =132+5b et b'=5a+ 26b.

17 Méme question que pourlen®16avec: a' =4a+5b et b'=3a+4b.

x=2 (3)

i . . \ x=2 (5)

18 Soit E I'ensemble des entiers rationnels x solutions du systéme : x=2
x=2 (1)

Indiquer la forme générale des éléments de E et trouver ceux de ces éléments qui sont
compris entre (— 1 000) et (— 500). Quel est le pged de deux éléments cons écutifs
de E?

19 Trouver I'entier naturel x tel que le reste de la division euclidienne ce 9733
(resp. 6 425) par x soit égal a 73 (resp. 100).

20 Trouver les entiers naturels x tels que le reste de la division euclidienne de 11 111
(resp. 2 112) par x soit égal 3 100 (resp. 110).

21 Soit E I'ensemble des entiers naturels dont I'écriture dans le systéme décimal est
formée des cinq chiffres distincts 1, 2, 3, 4, 5.
12 Quel est le nombre d"éléments de E?
Combien d’éléments de E sont-ils divisibles par 5?2

- 2° Montrer que tout élément de E est divisible par 3 mais qu‘aucun n’est divisible par 9.
En déduire qu'aucun élément de E n'est le carré d'un entier naturel.

22 Soit N I'ensemble des entiers naturels non nuls.

1° Démontrer.que, si x et y sont deux éléments de IN* premiers entre eux, les entiers
X 4+ y et xysontde parités différentes.

2° Déterminer I'ensemble des couples (a, b) d’entiers naturels non nuls qui vérifient:
(a+b=284 et o= 352

ol (+ (resp. 3) est le ppem (resp. pged) de a et de b.
(On pourra posera = 8a’ et b = 3b').

74
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© 23 Soient a et b deux entiers naturels donnés. On se propose de résoudre dans Z le
a (9)

b (11)

1° Démontrer que toutes les solutions de ce systéme sont congrues a un méme
nombre modulo 99. (On pourra utiliser I'identité de Bezout.)

20 Déterminer toutes les solutions de ce systéme.

systéme :

i

{Baccalauréalt 1972.)
155 a5 00 o 13
24 1o Soient a et b deux entiers naturels, premiers entre eux. Trouver un entier
naturel ¢ tel que chacun des entiers a, b, ¢ divise le produit des deux autres.
29 Soient a et b deux entiers naturels et soit o leur pged. Trouver tous les entiers

naturels ¢ tels que chacun des entiers a, b, ¢ divise le produit des deux autres.
Application: a =15, b =12

“. 28 Soit n un entier naturel non nul.
1¢ Montrer que tout diviseur commun aux nombres 5n — 3 et n + 1 est un
diviseur de 8.
2° Endéduireque5n — 3 et n + 1sontpremiers entre eux si n est pair.
3¢ Déterminer |'ensemble des entiers n tels que I'on ait :
pged(bn—3, n+ 1)=8.

= 26 Soit x un nombre réel. Montrer que x est rationnel si et seulement si x7 et x72 sont
rationnels.
Est-il nécessairement vrai que x est rationnel si x* et x® le sont?
(Concours scolaire suédois, 1968.)

27 Onpose: u=2+4/3 et Vﬂz—'\/ﬁ.

1¢ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal 31, on
peut écrire 1 u” =a,+ b, \/§ et vi=a,—b, A/3,00 a, et b, sont des
entiers natureis.

Exprimer @a,.1 €t b,., en fonction de a, et de b,

20 Etablir les égalités:

a2 —3b2=1 et a,b0041 — 2041 b,=1.

En déduire que les entiers a,, et b, sont premiers entre eux, qu'il en est de méme pour
les entiers a, .1 €t d,, puis pour les entiers b, .4 etd,.

28 Soit nun entier naturel supérieur a 6.
1e Déterminer I'ensemble des entiers n pour lesquels 7 + 9 est divisible par
n — 6.
20 Déterminer I'ensemble des entiers n pour lesquels les entiers n + 9 et n — 6
sont premiers entre eux.

(d’aprés Baccalauréat 1970.)

. 29 Soit n un entier naturel quelcongue. Mémes questions que pour le n® 28 pour
les entiers naturelsn? + 3 et 7 + 2

.30 Soit nun entier rationnel différent de — 1.
Mémes questions que pour le n® 28 pour les entiers rationnels2 n — 3 et n + 1,

. nt — : ;
31 Pour quels entiers rationnels n, le nombre réel P est-il un entier

e
—5&5n+4+4
rationnel 7
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3 32 Montrer que, pour tout entier rationnel n différentde 1 et de 5, le réel ——-—_EL_

6n+5
n'appartient pas a Z°.
33 1° Trouver le pged des entiers 1 683 et 969.

20 En déduire tous les couples (x, y) d’entiers rationnels, solutions des équations
respectives suivantes :

a) 969 x — 1 683 y = 51 (on vérifiera que (7, 4) est solution). —
b) 969 x — 1 683 y = 102,
c) 968 x — 1 683 y = 84.

34 1° Déterminer les entiers naturels o et § qui ont 11 pour pged et 10 164 pour
produit.

2° Résoudre dans Z2 |'équation: 77 x — 132 y = 44,

4 Résoudre dans Z2 chacune des équations suivantes: (n°® 35 & 40)
35 7x—14y=3.
36 5x—10y =16,

37 23x+ 566y =3.

388 4x=5y+1.

39 4x—3y—-5@Ax+2y—1)=0.

40 x* — 4 y2 = 36.

41 Soit n un entier naturel supérieur 2 1.
Trouver le pged et le ppem des trois entiers n2 — 1, n® — 1, n* — 1

42 Soient n un entier naturel supérieur 3 1 et p un entier naturel inférieur 2 n.
Trouver le pged et le ppem des trois entiers naturais
Ca  Cail G

43 Calculer, en fonction du pged 3 et du ppcm w de deux entiers naturels a et b, le
pgcd et le ppem des trois entiers a2, ab, b2,

Nembres premiers,

44 On considére les entiers n qui vérifient 1a condition suivante : 7 est le produit d@

trois entiers naturels premiers a, b, ¢ (2 < b < ¢) dont I'un est la somme des deux
autres.

Par exemple 286 estun tel nombre: 286 = 2 x 11 x 13.

1° Déterminer a; encadrer b de sorte que, si N, et N, sont deux entiers naturels donnés
(Ny < N3), on ait: Ny €n<g N:.

2° Ondonne: N, =6.10* et N, = 8.104.

Déterminer les entiers naturels n correspondants. (Baccalauréat 1 973.)
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“» : Soient 2 et b' deux nombres premiers positifs donnés et soit E I'ensemble des
anuersl naturels qui n'admettent pas d'autres diviseurs premiers que a et b.

1° Soit 7 un élément de E; démontrer que, si n = a* b¥, le nombre des diviseurs de n
est (@ 4+ 1) (B + 1).

20 S-aient Ix‘et y deux éléments de E tels que le nombre des diviseurs de x soit 21 et
celui des diviseurs de y soit 10.

a) Donner toutes les formes possibles de décomposition de x et de y en produit de
facteurs premiers.

b) Le pged de x et de y est 18. Déterminer les nombres x, y, a, b.

46 Soienta, b, c, d, e cing nombres premiers, deux a deux distincts. Soient x, y, z les
entiers définispar: x = abZc, y = a%hd, Z = a?b3e.

1° On désigne par o et * les opérations qui consistent @ prendre respectivement le
pacd et le ppcm de deux entiers. Calculer :

m=yoz n==2zox p=Xoy

q Y& 2Z Fr=zZxX S=X%xy

t =ros, Uu=Xxoq, V=Xxm W= p%n.

2° Vérifierquel'ona: v=1t et w=u,

Expliquer ce résultat.

47 1° Quel estl’'ensemble des diviseurs du nombre 727

2° Soit p un entier naturel; mettre I‘entier rationnel p2 — 6 p — 63 sous la forme
d‘une différence de deux entiers naturels tels que I'un soit un carré parfait et l'autre ne
dépende pas de p.

En déduire tous les couples (p, g) d’entiers naturels, solutions de I"équation :
p2—6p— 63 =g

48 Déterminer tous les couples (x, y) dentiers naturels tels gue |'on ait:
x3 — y3 = 889, (Concours scolaire suédois, 1965.)

49 1° Montrer que, pour tout entier naturel a, I'entier a°> — a est divisible par 10.

20 Soient a et b deux entiers naturels, Montrer que, sia® — b%estdivisible par 10, alors

a2 — b2 est divisible par 20.

30 Déterminer I'ensemble des couples (a, b) d'entiers naturels solutions du systéme:
as—b5=0 (10)

k a2 — b2 = 1 940.

4c Déterminer I'ensemble des couples (a, b) d'entiers naturels solutions du systéme::
a8 —p5=0 (10)

z a2z — b2 = 720.

50 1° Soit n un entier naturel quelcongue. Montrer que I'entier n? + 4 est le produit

de deux entiers naturels qui dépendentde n.
En déduire quel'entier b estle seul nombre premier de la forme n* + 4. .
25 Démontrer que, sinn'est pasun multiple de 5, alors n* + 4 estun multiple de 5.

51 1° Soientmetn deux entiers naturels. :
Exprimer la somme n + (0 + 1+ {n 4+ 2) ... +in+ m) en fonction de metden

(cf. exercice n® 14 du chapitre 1). ‘ '
20 Déterminer toutes les suites de m + 1 entiers conséeutifs n,n +1,....0+m

dont la somme est é{_.}ale a1 000.

\ ] 77
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. 53 1° Montrer'que tout nomb

§2 1° Résoudre dans IN I'équation : x2(2x+1)= 468.

1 ieur 2 1 tel que le no o
2o Peut-on trouverun entier naturel & supérieur q mbre qui s el o

dans le systéme décimal s rive 4205 dans le systéme de numération de base 4

re premier impair est congru 21 oud —1 modulo 4

90 Soit P! 'ensemble des nombres premiers congrus 8 — 1 modulo 4 et 20ien

‘ as éléments de P'.
g:k .as'tp;atiir,snn considére le nombre 77 = Py .-+ Px + 2. Montrer que n admeg; "
diviseur dans P'. Que peut-on en conclure ? ‘ |
Adapter |'étude précédente au cas oU k.est impair.
Enconclureque I'ensemble P’ estinfini.

. 54 En s'inspirant de |'exercice n° 53, montrer qu’il existe une infinité de nombres

premiers de la forme 6n—1.

55 Théoréme de Wilson.

Soit n un entier naturel.
1 Monter que, si 1 est non premier et différent de 4, alors n divise (n — 1)1

22 On suppose désormais que n est premier et on considére le groupe ( (Z/nZ)", ;E )

Déterminer I'ensemble des éléments de ce groupe qui sont égaux a leur inverse. En
déduire que (n — 1)!estcongruan — 1 modulo n.

56 Théoréme de Fermat.

Soit p un nombre premier positif.

1° Démontrer que, pour tout entier & tel que l'on ait: 0 < kK < p, I'entier C¥ est di-
visible par p.

2¢ Seient n entiers naturels non nuls a,, ... 4, €t p un nombre premier positif.
Démontrer que l'on a:

(@ +...+a)°=a+...+af (p)

3° Soit 7 un entier naturel non nul; en écrivantn =1 + ... + 1, démontrer que I'on

n fois
a: ne=n ().

57 Solent p un nombre premier positif et v, I"application de IN* dans IN définie dans
le paragraphe 2.10.

1° Démontrer'inégalité :

tzl{mén] € IN XIN', vu(m + n) > inf (v,(m), v, (n)).
n d-éfnmt une application de IN dans IR, par:

YxelN', |x|,=p-v%Wx

0], = 0.

Montrer que cette application

c'est-a-dire :

YxeN, (x|, =0) <— (x = 0)

Pl y) €N, |xy |, =|x|,.|y|,

VXN ENZ x4y, < x|, + |yl

possede les trois propriétés d'une valeur absolue

58 Soientp un nomb .
re premie iti " S :
le paragraphe 2.10. 3 * Positif et v, I"application de IN* dans IN définié dans

Soient a et b deux entiers non n

uls. . : jers
vola), v, (b). s. Montrer que deux au moins des trois €’

v-'-"-{a + &) sont éQEIU)L




3. P.G.C.D. P.P.C.M. NOMBRES PREMIERS

% B9 Dans ce probléme, p désigne un nombre premier positif fixé.

:l " est un entier naturel quelconque, on désigne par o, (m) la somme des chiffres
@ |"écriture de m dans la numération de base p; autrement dit, si I'on a :

k
m=Zm,p‘. avec : v.*'e{ﬂ,"l.....k}, 0<m<p,
i=0

k
on pose: o,(m) = Z m;.
i=0

1° Démontrer que lI'on a :
Y(m. n) e N2, a,(m) + a,(n) —a,(m+n)=0 (p—1).
2° On pose, pour tout couple (m, n) d’entiers naturels :
5 1 7 (mﬁ(m] + a,(n) — a,(m + n)}.
Montrer que r,(m, n) est un entier positif, égal au nombre de « retenues » qu'on
effectue dans I'addition des entiers m et n écrits en base p suivant la méthode usuelle.
32 On rappelle que si » est un entier naturel non nul, v,(n) désigne |'exposant de
la plus grande puissance de p qui divise n (cf. § 2.10).
Dén'!ontrer que l'on a: YymelN, rp(m 1) =v,(m+1).
4° Etablir par récurrence, a l'aide des questions 2° et 39, la proposition suivante :
m — ay(m)

p—1
5o Montrer que l'on a : §(m, n) € N2, r,(m, n) = y i ¢ oL N
6o Etablir la proposition : Y (m, n) € N2, r,(m, n) < rp,(m, m) + t5(n, n).
(On procédera par récurrence sur le nombre des chiffres : on montrera que si l'iné-
galité est vraie pour m et n inférieurs 3 pr, elle est vraie pour m et n inférieurs a p**1.)
7o Montrer que C7 ., divise CT,. C3, quels que soient les entiers m et n.
(On utilisera le critére du paragraphe 2.10.)
Note : Au concours des Olympiades des Pays de I'Est (Cracovie, 1972) une des

questions posées était la suivante :

rD(mf ﬂ) —

ymeN, vp(ml) =

2m)l (2n)!
Démontrer la propasition @ ff(m, n) € N?, ;%Fl__}(m(-!r_i_ﬂ e N.

Le probleme 59 a été bati a partir de la seule solution de cette question connue

des auteurs.
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4.
Nombres réels

Suites

Nous rappelons quelques notations . N désigne I'ensemble des
entiers naturels. Z J'ensemble ?’es entiers rationnels, Q@ I'ensembe
des nombres rationnels et R I'ensemble de:s nombres réels; nous
rappelons aussi les inclusions suivantes : NCZCQCIR. Tous
ces nombres sont bien connus du lecteur qui sait les manipuler
depuis plusieurs années. Nous allons, dans ce chapitre, nous

intéresser aux nombres réels.

1. Inventaire des propriétés de [R.

Conformément au programme, nous ne donnons aucune introduction axiomatique
de IR: nous nous contentons d’énoncer d'abord les propriétés fondamentales,
puis de démontrer les conséquences de ces derniéres.

Structure de corps commutatif.

Nous admettons le théoréme suivant :

1.1 THEOREME : (R, 4+, x) est un corps commutatif.

0 et 1 sont les éléments neutres respectifs de I’addition et de la multiplication.

Propriétés.

g oprie [ : .
Eﬁzsprop?ztés suivantes sont' _des consequences de la structure de corps commutatit
sont donc vraies dans n'importe quel corps commutatif

P Pour tout couple (a b) de [R2, |'é .
. ' eR2 I'é o i
' unique, le réel ) quation a 4+ x = b admet une solution

Cette i :
Propriété est une conséquence de |3 structure de groupe de (IR, +)-

Pour tout co : =
P2 ° ot couple (2, 4) de R* R, Téquation ax = b admet ure S0
tion unique, le réel —
d
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P3 R n'a pas de diviseurs de zéro, c’est-a-dire :
Y(a b) eR2, ((ab=0)— (a=0 ou b=0)).

Démonstration :
Soient a et b deux réels tels que I'on ait: ab = 0.
Il n"y @ que deux cas possibles: a=0 ou a3 0.
e Sil'ona: a=0, alors la proposition est démontrée.
e Silona: a3 0, désignons alors par a’ I'inverse de a.
Ona: (ab=0) — (a'(ab) =0) — ((a'a)b=0) —> (16 =0)
—> (b=20). =

P4

Y(a b) eR2, YnelN', (a+ b)= Z CP apbn-»,

p=0

Cette formule, connue sous le nom de formule de binéme a 6té rappelée dans
I'exemple 3 du paragraphe 2.5 du chapitre 1. Sa démonstration, donnée en classe
de Premiere, fait appel uniquement a la structure d’anneau commutatif de (IR, +, x); {
cette formule est donc vraie dans n'importe quel anneau commutatif. i

“

P5 Soient a et b deux réels quelconques. Pour tout entier naturel n supérieur
ouégala2 ona:

"—br=(a—b)(a""" 4+ a""2b+ ... 4 ab""2 } pn—),

Démonstration :
Démontrons cette propriété par récurrence sur n.
e Ona:,a?— bh2=(a—b)(a+ b).
& Soit p un entier quelconque supérieur ou égal & 2; supposons que |'on ait :
a? —bP =(a—b)(a*~ "+ aP~2b 4 ...+ abP~2 4 php1)
et calculons alors a”™1 — pp*1,
aP¥l — pp1 = gpt1 — gphp 4 ghp — ppt1
= a(a® — bP) + (a — b) b*
= (@ —Db)(a(a*~" + a°~2b + ... + abP=2 4 pP~1) + bP)
=(a—b)(e® +a " b+ ...+ a2bP~2 4 abr~1 4 bP),
® La propriété est donc vraie pour tout entier n supérieurou égal 22. m

PB Soient a et b deux réels quelconques. Pour tout entier impair n, supérieur
ouégala3,ona:

a" 4+ br=(a4+ b)(a" V" —a"" b+ ... — ab""2 4 po—1),

Démonstration :
Utilisons la propriété Ps.
Puisque n est impair, ona: (— b)” = — b” et par suite :
a" + b" = a" — (— b)"
=(@—(=b) (@ " +a"2(—=b)+...4+ a(— b)" 2 4 (— b)n—1).
Les entiersn — 2 et n — 1 sont respectivement impairs et pairs.
Onadonc: a"+b"=(a+b)(a"" ' —a" " 2b+...—ab"~24 pr~1), m
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Remarques : 1. Les propriétés Ps et Pg utilisent seulement la structyre d'anneg
commutatif de (IR, +, X) et sont vraies dans n‘importe quel anneay Commutat;s
2. Le lecteur devra bien connaitre les formules qui correspondent 3 n = 3 car eiles',
sont d'un usage courant :

33—b3={a—b){a2+ab+b3)
a3+b3={a+b}{az—ab+b2)

3. ll n'y a pas de formule de ce type pour exprimer le réel a” + b dans le cas ol
est pair.

Puissances entiéres d'un réel.

1.3 Nous rappelons au lecteur que, si a est un réel non nul et 7 un entier rationnel,
la puissance ni¢me de 2 est |e réel, noté an, égal a :
a8 X ...X a sin eststrictement positif
n fois
1 si n est nul
1
a_ﬂ
Soient a et b deux réels non nuls quelconques, n et p deux entiers rationnels quel-
conques; on a les formules suivantes :

si n est strictement négatif.

a" X @b = an+r (1) T=a-r (2
(@) =aw (3
@) =awe @) (2)'=Z ()

Ces formules ont été démontrées dans les classes précédentes.

Démontrons maintenant le théoréme suivant :

1.4 THEOREME : Soit a un réel non nul.
L’ensemble A des puissances entiéres de a, défini par :
A={xeR|JneZ, x=a"}estun sous-groupe de (IR*, x).
L'application ¢ de Z dans A qui, a tout entier rationnel n, associe le réel a"
est un homomorphisme surjectif de (Z, +) dans (A, x).

Démonstration :

A est un sous-groupe de (IR*, x).

Utilisons le théoréme 1.5 du chapitre 1 du tome 1.
® |l résulte de la formule (1) du paragraphe 1.3 que la loi X est interne dans A.
e Del'égalité a® = 1, il résulte que I'élément neutre de IR* pour la loi x appartientd A,

. ) . 1 . :
® Sia” est un élément quelconque de A, son inverse Znest égal aa-" et appartient

a I'ensemble A.

¢ est un homomorphisme surjectif de (Z, -+) sur (A, x).

La formule (1) du paragraphe 1.3 traduit le fait que ¢ est un homomorphisme de
(Z, +) dans (A, x). Cet homomorphisme est surjectif par définition de A. ®
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1.5

1.6

1.7

4. NOMBRES REELS. SUITES

Structure de corps commutatif totalement ordonné.

Nous avons vu, dans les classes antérieures, que IR est muni d'une relation d’ordre
total, et nous avons admis des régles de calcul sur les inégalités, en particulier les
deux propriétés suivantes a partir desquelles on déduit toutes les autres :

Y(a.b.c) €lR3, ((a+c<b+c)—> (a< b))

Y(a, b) € IR?, ((0<aet0 g b) = (0 < ah)).

Plus généralement, soit (E, +, X) un corps commutatif dont I’élément neutre pour
la loi + est noté Og. Donc, (E, 4, x) est aussi un anneau commutatif.
Supposons E muni d’une relation d’ordre total notée <.

On dit que (E, +, X, <) est un corps commutatif totalement ordonné si
et seulement si (E, +, X, <) est un anneau commutatif totalement ordonné.

De la définition 1.6 du chapitre 1 et de la commutativité des lois + et x, il résulte :

THEOREME : (E, +, X, ) est un corps commutatif totalement ordonné si
et seulement si les deux propositions suivantes sont vérifiées :

Vx.v.2) eE3, ((x<y)= (x+2<Ly+2) (1)
Yix.v.2) e B3,  ((x<y et Oc < 2z) = (xz K y2)) (1)

Remarques : 1. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer I'équivalence :
(Y(x v 2)eE3, ((x<y et 0c < 2) —> (xz < y2)))

< (ff(a. b) €eE2, ((0c< a et Og < b) —> (0 < ab)))
2. Un corps n'admet pas de diviseurs de zéro; on a donc aussi :
f(a b) e E2, ((0c < a et O < b) = (0 < ab)).

Nous admettons le théoréme suivant :

THEOREME : (IR, +, X, <) est un corps commutatif totalement ordonné.

Propriéteés. |
Soient a, b, ¢, d des réels et n un entier naturel non nul quelconques. Les pro-
priétés suivantes sont vérifiées :

(a20)— ((—a)<0) (1)

(>0 et b<0) — (ab<g 0) (2)

(<0 et b<0) = (ab=>0) (3)

(a< b et ¢c >0) = (ac < bc) (4)
(0<a<b et 0<c<d) = (ac < bd) (B)
(0 < a< b)=> ("< b") (6)

Nous démontrons seulement, a titre d’exemple, la propriété (1).

Les autres démonstrations seront proposées en exercice.

Démonstration :

Soit 2 un réel quelconque. De la proposition () du théoréme 1.5, il résulte :

(20— ((ea+(—2a)2>—a)<— (0=>—a). N
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1.9

Y

Remarque : Reprenons I'homomorphisme surjectif ¢ du théordme 1.4 et démontrong
que cet homomorphisme est un isomorphisme de (Z, +) sur (A, x) si et seulement
si aestdifferentde 1etde —1. Ona: fneZ ¢(n) = a

Cherchons les réels non nuls a pour lesquels I'application @ n'est pas injective,

Soient n et p deux entiers rationnels quelconques; posons: r = n — p.
Ona: (a"=a") == (a7 7 =1) < (a" = 1).

Dire que ¢ n’est pas injective équivaut & dire qu'il existe un entier rationnel non
nulrtel que: ar = 1. Cherchons donc pour quelles valeurs de a un tel entier rexiste,
Soit 7 un entier rationnel non nul;ona: (ar = 1) = ((a")2 =1) —> ((a2)" = 1).

Le réel a2 est strictement positif. Il résulte de la propriété (6) du paragraphe 1.7 |es
implications :

0<a2 <)== ((a0) <17 =1);

(1<&?) = (1"=1 < (a?)7).

On adonc: ((a3)"=1)=> (a2=1)—> (a=10u 8 =—1).

D'autre part, pour tout entier non nul 7, on a bien: 17 = 1 et pour tout entier pair

non nul, (— 1) = 1.
Les seules valeurs de a pour lesquelles il existe un entier rationnel non nul r tel que

a8 = 1 sontdonc 1 et — 1.

Intervalles de R.

Soient a et b deux réels tels que I'on ait: a < b.
e Nous rappelons les notations suivantes :
[a,b] ={xeR|a < x < b} la, bl ={xelR|a < x < b}
[a,b[ = {xeR|a < x < b} Ja.b] = {xeR|a < x < b}
]J— oo, b] ={xeR|x < b} ]—oo,b[={xeR|x < b}
[a, +oo[ ={xeR|a < x} Ja. +oo[ ={xeR|a < x}

]— o0, + o[ = R.

+ oo et — oo ne sont pas des réels, mais des symboles qui ont été introduits en
classe de Premiére,

® Tous ces sous-ensembles de IR sont appelés des intervalles de R, leur borne
supérieure ou leur borne inférieure éventuelle est appelée borne de l'intervalle :
par exemple, a et b sont les bornes de I'intervalle [a, b[; le réel a est la borne infé-
rieure de l'intervalle ]a, 4+ oo,

Remarquons que l'on a : faeR, ([a.a] ={a} et Ja a[ = ).

¢ Unintervalle borné est un intervalle qui admet une borne inférieure et une borne
supérieure; les intervalles bornés de IR sont : [a, b1, Ja, b], [a, b[, 1a, B[, {a}.
e Unintervalle ouvert est un intervalle qui ne contient pas ses bornes éventuelles:
les seuls intervalles ouverts sont donc : la, b[,1— oo, B[, Ja, + o[, R, &.

® On appelle l'intervalle [a, 5] segment ou intervalle fermé borné et les inter-
valles [a, b[ et ]a, b] des intervalles semi-ouverts.

" D’une maniére générale, nous donnons la définition suivante.

DEFINITION : Un sous-ensemble quelconque | de IR est un intervalle
si et seulement si la proposition suivante est vérifiée :
V(2 b) €12, [a b]cl.

Nous admettons que tout intervalle de [R estde |'une des formes décrites ci-dessus.
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4. NOMBRES REELS. SUITES

Valeur absolue dans IR.

Nous rappelons la définition de la vale ‘un ré
: ur absolue dun réel et I i
été étudiées dans les classes précédentes. 01566 PIORHCIPS qut-aits

1.10 DEFINITION : On appelle valeur ab . ot
définie par : : IR R, solue |'application f de IR dans R,
X — sup(x, — x).

On note | x | le réel sup (x, — x) et on dit que ce réel est la valeur absolue du réel x.

Il est immédiat que I'on a : |x|=|—x]|

Propriétés.
1.11 On a les propriétés suivantes :

P1 Soit x un réel quelconque. On a:
(x > 0) = (|x|=x)
(x=0)=— (|x|=10)
(x < 0) = (|x|=—x).

Exemples.

1. Exprimons,en fonction du réel x, le réel | x2 4+ x+ 1]
Ona: yxeR, x*+x+1 >0

et par suite : jx € R, [x2 4+ x+1]|=x*+x+ 1.

2. Exprimons, en fonction du réel x, le réel | x — 3|+ |x—5 |
Le résultat est donné par le tableau suivant:

X — o0 3 5I + oo
|
| 1 —
|x — 3] 3—X EII x=3 % x—3
|x— 5| 5 — X 2 5—x 0 x=95
| i
Ix—3],+|x——5| 8—2x 2 2 2 2x-—8
Pz Soient x et y deux réels quelconques. On a:
(|x|=0)q$>~(x=0)
[xy|=|x[-v]
Ix+yl<|xl+ 1yl
- vegalite | X = X! et regatite:
Nous démontrons en exercice I'égalité v sm et |'égalité:

Ix+yl=|1xI=1vll
85



1.12

-

Distance sur IR.

Nous rappelons que I'on appelle distance sur un ensemble E toute applica

. » t'
d de E2 dans IR, qui satisfait aux trois propriétés suivantes : on
e J(xy)eE,  ((d(x y)=0) <= (x=1y))
e f(x,y)eE2,  d(x y)=d(y x).
e {(x, vy, 2)eE3, d(x z) <dxy)+dy 2).
THEOREME : L'application d de IR? dans R, définie par : O

Y(x v) elR2, d(x,y)=|x—y| estunedistance sur [R.

113

1.14

1.15

Démonstration :

Soient x, y, z des réels quelconques. On a:

e (dix,y) =0) <= (|x—y|=0) =< (x—y=0) <= (x=y),
e dx,y)=|x—y|=|y—x|=d(yx).

o dix.2)=|x—z|=|x—y+y—z|<[x—y|+|y—z|<dxy)+d(y,2). u

DEFINITION : Soient a un réel et r un réel positif quelconques.
On appelle intervalle ouvert (resp. fermé) de centre a et de rayon r I'en-
semble défini par : {xeR|d(a x) <r} (resp. {xeR|d(a x) <r}).

Avec les notations précédentes, on a :

|};erR, (dix,a) <r) <= (|x—a|<r) =< (a—r<x<a+r)‘

Nombres réels et entiers rationnels.

Nous admettons le théoréme suivant :

THEOREME : L'ensemble IN n’est pas une partie majorée de R, c'est-
a-dire : YxelR, IneN, n> x.

Or_i dit encore que IR est archimédien: on déduit de cette propriété le théoréme
suivant :

g

THEOREME ET DEFINITION : Pour tout réel x, il existe un unique entier
rationnel p tel que I'onait : p < x < p+ 1.

Cet entier rationnel est appelé la partie entiére de x et est noté E (x).
Démonstration ;

Envisageons les trois cas suivants @ x >0 x=0 x<0O.
® Si x est nul, alors on a: E(x) = 0.
® Supposons : x ],

grésghe du t?éoréme 1.14 qu'il existe un entier naturel a supérieur 3 x.
onsidérons I'ensemble E défini par: E={nelN|n< x}

Ehcor_It'tent 0 et est majors par a. Il résulte de la propriété P, du paragraphe 2.1 du
chapitre 1 que E admet un plus grand élément p qui satisfaita: p<x<p+ 1
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e Supposons: x < 0.

Posons X' = — x; le réel x' est strictement positif et il résulte de I'étude précédente
qu'il existe un entier naturel p’ tel que I'on ait: p' < x' < p' + 1.

Onadonc: —p'2—Xx'>—p —1,

c'est-a-dire: —p'—1<x< —p'.

Silona: x= —p', posons p= — p’ ona: p<x<p+1.
Silona: x<—p', posons p=—p'— 1, ona: p<x<p+1 et par

suite: pLx<p+1. nm
Remarques : 1. On démontre, de fagon analogue, le résultat suivant :
Pour tout réel x, il existe un unique entier rationnel g tel que l'on ait :

g<x<qg+1.
2. La fonction de IR dans IR qui, & x, associe E(x) est une fonction en escalier.

Nous en donnons la représentation graphique dans un repére orthonorme (0,7,7).

o
-
b
[
(3
o

Nombres réels et nombres rationnels.

L'ensemble © des nombres rationnels est un sous-ensemble de IR bien connu du

lecteur. ‘ _
Nous rappelons que, pour tout rationnel r, il existe un élément (a, b) de

ol

ZxZ* tel que l'on ait : r=
Ce couple nest d‘ailleurs pas unique.
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Propriétés.
1.16 L'ensemble @ posséde, entre autres, les cing propriétés suivantes :

P] L’ensemble @ est un sous-ensemble propre de IR. —j’

—

Démonstration :
Montrons que le réel 4/2, par exemple, nest pas un rationnel.
Supposons que 4/2 soit rationnel et que, par suite, il existe un élément (p, q)

de Zx Z*telque l'onait: /2 = g
. p? ,
On aurait alors : = et par suite : 2¢? = p2

Désignons par « (resp. B) I'entier naturel exposant de 2 dans la décomposition
de [p| (resp. | g|) en facteurs premiers. L'exposant de 2 dans la décomposition
en facteurs premiers de 2g2 est 23 + 1; cet exposant est égal a 2« dans la décom-
position en facteurs premiers de p2.

De I'égalité : 2g2 = p2, il résulte que I'on aurait: 2« 4+ 1 = 20,

L’ensemble des entiers pairs et I'ensemble des entiers impairs:sont disjoints; il y a
donc impossibilité. =

PZ L'ensemble @ est un sous-corps du corps commutatif (R, +, x). ’

Nous admettons cette propriété.

P3 Tout intervalle ouvert non vide IR contient au moins un rationnel. ’

Nous admettons aussi cette propriété. :

Pour traduire cette propriété P, nous disons que I'ensemble Q est dense dans [R.
Remarques : 1. En fait, tout intervalle ouvert non vide de IR contient une infinité
de rationnels. Soient Ja, #[ un tel intervalle et r; le rationnel qu'il contient; I'inter-
valle ]a, r, [ contient aussi au moins un rationnel r, et ainsi de suite.

2. L'ensemble Z n’est pas dense dans IR : |'intervalle ]% ;31-[, ouvert et non vide

de [R ne contient aucun entier rationnel.

P4 Soit a un réel quelconque. L'ensemble A des réels (resp. des ration-
nels) inférieurs & a n"admet pas de plus grand élément.

Démonstration :

Ona: A={xeR|x<a} (resp. {xeQ|x < a}).

Supposons que A admette un plus grand élément «. On aurait alors : « < @

De la propriété P, il résulte qu'il existerait un rationnel r tel que: « < r < a.

Le rationnel r serait donc un élément de A, supérieur 3 «, ce qui est en conira-
diction avec la définition de . m

P"4 Soit a2 un réel quelconque. L'ensemble A des réels (resp. des iio’ﬂj

nels) supérieurs 3 a2 nadmet pas de plus petit élément.

La démonstration de cette propriété est analogue a celle de P,.
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pifférence fondamentale entre Q et R.
Le théoréme suivant, que nous admettons, donne une propriété de R que Q ne
posséde pas.

1
1

117 FIIEOHEME : Toute partie non vide majorée (resp. minorée) de R admet
une borne supérieure (resp. une borne inférieure).

Exemples.

1. Considérons la partie E de IR, formée des réels positifs dont le carré est inférieur ou
égala3.Ona: E={xeR|x>0 et x*<3}

Le réel 1 appartient 4 E qui n'est donc pas vide.

D'autre part, de la proposition : (l;fxe R, (x?<3)<=—= (X < ‘Vrj))

il résulte que *\/3 est un majorant de E. L'ensemble E admet doncune borne supérieure.
Le réel \/3 appartient a E; c’est donc le plus grand élément de E et, d’aprés la pro-
priété P, du paragraphe 1.3 du chapitre 1, c’est la borne supérieure cherchée; cette

borne supérieure appartient a E.
2. Considérons la partie F de IR, formée des rationnels positifs dont le carré est supé-

rieurouégal32.Ona: F={xeQ|x>0 et x*3> 2}
L'entierrationnel 5 appartient  F qui n'est donc pas vide.
- D'autre part, de la proposition : (ij xeQ,, ((M2 > 2) =— (x - ‘\/E) )),

il résulte que ‘\/5 estun minorantde F.
L'ensemble F admet donc une borne inférieure. Appelons M le sous-ensemble de IR

formé des minorants de F; leréel '\/i appartient & M, et par suite, si l'on note:

M ={xeR|x< v/2}ona: M'eM.

Démontrons que l'on a aussi: McM’.

Soit y un réel, minorant quelconque de F. Supposons que I'on ait: ¥y > '\/E: d'aprés
la propriété P5 du paragraphe 1.16, il existe un rationnel ztelquel'onait:y > z > ‘\/5
On aurait alors: y2 > z2 > 2 et, par suite, z serait un élément de F, plus petit que v,
ce qui est en contradiction avec la définition de y.

Onadonc: M=M et v’i est le plus grand des minorants de F; c’est donc ia

borne inférieure de F; ce n'est pas un élément de F.
3. L'ensemble F de I'exemple précédent est aussi un sous-ensemble non vide de @,

o

y . 1
qui admet des minorants dans @, parexemple le rationnel 5
Cherchons si cette partie de ©@ admet, dans @, une borne inférieure. Nous savons,
d‘aprés I'étude précédente, que I'ensemble des minorants de F, considéré comme un .

sous-ensemble de [R, est I'ensemble des réels y inférieurs ou égaux a V'E. Puisque v"i
n‘est pas rationnel, 'ensemble M, des minorants de F, considéré comme un sous-

ensemble de @, est 'ensemble des rationnels strictement inférieurs a '\/E Il résulte de
la propriété P, du paragraphe 1.16 que M, n'a pas de plus grand élément. L'ensemble F

n'a donc pas de borne inférieure dans Q.

Remarques : Nous dégageons de ces exemples les remarques suivantes:
1. Il existe des parties non vides majorées (resp. minorées) de @ qui n'admettent

pas de borne supérieure (resp. pas de borne inférieure).
2. Toute partie E non vide majorée (resp. minorée) de IR, admet une borne supé-

rieure (resp. borne inférieure) qui appartient ou non a E.
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2.1

2.2

2. Suites.

Definitions.

e Nous rappelons qu'une suite réelle v est une application d’une partie | de N
dans IR. Par abus de notation, on désigne souvent par (u,),e ou méme, sl n'y a
pas de confusion possible, par (u,) la suite u.

® La suite (u,).e est une suite finie si et seulement si I'ensemble | est une
partie finie de IN.

® La suite (u,),e est une suite constante si et seulement s'il existe un rée| 5
telquel'onait: Ynel, u,=a

e Les ensembles N et IR sont totalement ordonnés; on peut donc donner, comme
pour les fonctions numériques d’une variable réelle, les définitions suivantes :

La suite (¢,).e est majorée si et seulement si la proposition suivante est vérifige :
JAelR, Ynel u,<A

La suite (v,),.e) €st minorée si et seulement si la proposition suivante est vérifiée :
jBelR, §Ynel. u,> B.

La suite (u,).e est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

La suite (u,),e est croissante (resp. strictement croissante) si et seulement
si la proposition suivante est vérifiée :

V(. p)el2 ((n<p) = (U, < 1))
(resp. {(n, p) € 12, ((n < p) = (U, < 4,))
La suite (v,),e est décroissante (resp. strictement décroissante) si et
seulement si la proposition suivante est vérifiée :

V(n p)el2 ((n<p) = (u,>u,))
(resp.Y(n. p) e 12, ((n < p) = (U, > U,))-
La suite (u,),e est monotone si et seulement si elle est croissante ou si elle est
décroissante.
Nous supposerons toujours, désormais, que | est soit I'ensemble des entiers naturels
compris entre deux entiers distincts a et b, soit I'ensemble des entiers naturels
supérieurs ou égaux a un entier naturel a.
Remarque : Pour montrer qu’une suite (¢,)qe est croissante (resp. décroissante),
il suffit de montrer que la proposition suivante est vérifiée :
Vnel, u,<u,. (resp.fnel, u, > u,.4).

Exemples.

1. La suite définie sur IN par : ynelN, v,=cos3n est majorée par 1 el
minorée par — 1.

2. LasuitedéfiniesurNpar: §neIN, wu,= 2n + 3eststrictement croissante.
Ona: YonelN, v, =2n+1)+3=2n+3+2=u,+2> u,

Opérations sur les suites.

Comme pour les fonctions numériques d'une variable réelle, on définit la somme
et le produit de deux suites ainsi que le produit d’une suite par un réel. _
Soient u et v deux suites quelconques définies sur une méme partie | de IN et soit
» un réel guelconque.
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e La suiteu + vestdéfiniepar: {nel, (u+4+v),=u,+ v,

e La suite uv est définie par : fnel (v), = unv :

e La suite A est définie par: nel, (Aw), = lnu::

Remarque : L'addition et la multiplication munissent I'ensemble des suites définies
sur | d’'une structure d’anneau commutatif unitaire.

L'élément nul est la suite constante définie par: Ynel, u,=0

L'élément unité est la suite constante définie par: §n el, u: = ‘i'.

L'addi?ion et la multiplicatign par un réel munissent I'ensemble des suites définies
sur | d’'une structure d'espace vectoriel réel.

Convergence et divergence.

Dans_les paragraphes 2.3 4 2.6, on s'intéresse 3 des suites définies sur un ensemble |
constitué de tous les entiers supérieurs ou égaux a un entier a donne.

DEFINITION : Soient (u,),e une suite réelle et / un réel.
On dit que la suite (v,),e converge vers /si et seulement si la proposition
suivante est vérifiée :

feeRL, Jpel, Ynel, ((n>p)— (|u,— I <€)).

On dit aussi que v, a pour limite / quand n tend vers + co et on note :

lim uw,=/
N4
N R
0 -
Remarques : 1. Nous attirons |‘attention du lecteur sur |'analogie entre cette

définition et la définition de la limite d’une fonction numérique f d'une variable

réelle en un point X, donnée en classe de Premiere. .
2 On démontre et nous admettons que, comme pour les fonctions numériques d'une

variable réelle, la limite d’une suite, si elle existe, est unique.

3. D’aprés les définitions, on & : ﬂllr_r:mun = 0) <~ (n“p“:ml u, | = 0).
4. De l'inégalité: || un | — 11| <1Un — /|, il résulte que I'on a :

lim un:{)_——;—} (lim |u, | = |I|)

n++@ A+ @

La réciprogque est fausse si / est non nul.
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2.4

Convention de langage : On dit qu'une propriété est vraie pour
les entiers si et seulement si elle est vraie pour tous les entiers sauf pour Un nombye
fini d'entre eux. Avec cette convention, on dit que (u,) e converge vers /

ol si et
seulement si, pour tout réel strictement positif €, presque tous les termes de la suite
appartiennent a l'intervalle de centre / et de rayon e.

Présque toyg

Exemples.

1. La suite (17) est la suite constante égale & 1. Tous ses termes sont &

gaux a 1 ef,
par suite, il est immédiat qu'elle converge vers 1. On dit aussi qu'une telle Suite ggt
stationnaire.

— 1)
2. Soit (u,) ,eN* la suite définie par: YynelN*, v, =1+ (—__} .

n
Démontrons que cette suite converge vers 1.

Soit donc e un réel strictement positif. On a ;
(—=1)° ._ (=1)"
14+—-—-=1]= =

mn

fnelN', |u,—-1|=

1
~n
etparsuite: fnelN*, (|uv, — 1 | < &) =—> (:—1-::5) < (n:>1)

E
Il suffit donc de choisir pour p I'entier E (1; + 1)-

Comme pour les fonctions numériques d'une variableré elle, on a aussi les définitions -

DEFINITIONS : Soit (Un)re; une suite réelle.

La suite (u,),e tend vers + oo quand n tend vers + oo si et seulement si
la proposition suivante est vérifiée :

VAeR, Jpel, Ynel, ((n>p) — (u, > A)).
La suite (v,),¢ tend vers — oo quand n tend vers + co sj et seulement si
la proposition suivante est vérifiée :
VAeR, Ipel, fnel, ((n>p) — (u, < A)).
On note respectivement - im v, = + mw et | lim v, =—co 1
N+ N +m
N R N R
+0
n
uﬂ
p-u
i YN
0“" _'_0
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4. NOMBRES REELS. SUITES

avec la convention de langage du paragraphe 2.3, on dit :

La suite (¢,) tend vers + co quand n tend vers + oo si et seulement si, pour tout
sel A, presque tous les termes de la suite sont supérieurs 3 A,

La suite (u,) tend vers — oo quand n tend vers 4 co si et seulement si, pour tout
réel A, presque tous les termes de la suite sont inférieurs a A,

Exemples.
1. Démontrons que la suite (2 n) tend vers + co.

Soit donc A un réel quelconque,

Ona: yneN, ((Zn}A) 4:=>(n>§)).

Il suffit donc de prendre pour p I'entier sup (1. E (% + 1))

2. Démontrons que la suite (— n + 5) tend vers — oo quand ntend vers + co.

Soit donc A un réel quelconque.

Ona: YynelN, (—n+56<A) <= (n>—-A+3)

Il suffit done de choisir pour p le plus grand des entiersE (— A + 5 + 1) et 1.

3. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que la suite (an + b) tend vers
+ oo si a est un réel strictement positif, et vers — oo si @ est un réel strictement négatif.

25 DEFINITIONS : Soit (u,).e une suite réelle.
On dit que la suite (u,),e est convergente si et seulement s’il existe un

réel / vers lequel elle converge.
On dit que la suite (u,) e est divergente si et seulement si elle n"est pas

convergente.

Remarque : Une suite divergente est donc :
® soit une suite qui tend vers + co OU VErs — ©9 quand n tend vers + oo
e soit une suite qui n'a pas de limite quand n tend vers + oo, c'est-a-dire telle que:

¥/eR, JeeRE, fpel Jnel, (n>p et |u,— 1|2 ¢).
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Exemples.

1. Toute suite stationnaire est convergente.

2. lrésulte de I'exemple 1 du paragraphe 2.4 que la suite (2 n) estdivergente.

3. Démontrons que la suite ((— 1)7) nelN est divergente.

Les termes de cette suite sont alternativement égaux 81 et @ — 1. Soit / un rgg

1 .
= 2|," | si

g=1 si /1=1.
Considérons un entier naturel quelconque p et prenons ;
n=2psi/l#1 et n=2p+1sif=1.

quelconque. Posons : z

On aalors:

pour /#1,n>p et |D‘_.,-—-”—qup—fl—l{-—1)zp—f|=t1—f|=25>€

etpour /=1, n>p et |u,—/|=|t2p41 — 1|=]—-2|=2>c¢
Complément.

Le théoréme suivant donne un critére assez commode de convergence.

2.6 THEOREME : Toute suite réelle croissante majorée (resp. décroissante
minorée) est convergente.

Nous démontrons que toute suite réelle, croissante et majorée est convergente.
Démonstration :

Soit (u,),e) une suite réelle, croissante et majorée.

L'ensemble des valeurs de la suite est une partie non vide et majorée de IR. Il résulte

du théoréme 1.17 que cet ensemble admet une borne supérieure /. Démontrons que
la suite (u,) converge vers /.

Onadabord: Ynel, u,<L/
Soit maintenant = un réel strictement positif quelconque.

On a: /—¢ </ Puisque / est le plus petit des majorants de I'ensemble des

valeurs de la suite, / — ¢ n'est pas un majorant de cet ensemble et, par suite, Il
existe un entier p de | tel que l'on ait: /—e< u,etdonc: [—e<u, </

La suite (u,) estcroissante. Onaaussi: Ynel, ((n> p) —> (u, < uj,)) et par
suite : Ynel, ((n>p) —= (I—ec<u, < u,</)).

On a donc finalement : Ynel, ((n>p) = (v, —1|<¢€)).

Remarque : On peut démontrer que ce théoréme est équivalent au théoréme A7.

Exemples.
: : 4n+5
1. Soit (u,) la suite définie sur N : = .
(u,) esurNpar: YynelN, u, T3
Ona: fnel, un=ﬂ’+_ﬁ—_.1_=2___1_‘
5 2n+3 2n+3
et par suite :
1 1
nelN, vy —t,=|2 — — —— _(...____)
v = la ( 2(n+1)+3) 2=3n+3
1 1 2

= = - o
2n+3 2n+65 t;?.n+3J(2n+5):>
Lasuite (u,) est croissante.

On a d'autre part: §nelN,

y ; c
v, < 2. Lasuite (u,) est majorée, elle est don
convergente.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer qu'elle converge vers 2.
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2. Soit (uv,) lasuite récurrente définie sur N par:
Ug = B

YynelN*, u,=4+u,_,.

Les termes de cette suite sont tous positifs. On a:

ul|=\,:‘4+l..fa=‘\/§=3, Us = 4""3="\ﬁ, U3=v4+‘\/i"
Etudions la différence de deux termes consécutifs.
Ona: Uy —ug=3—-—5=-—2,

Démontrons par récurrence que la différence de deux termes consécutifs quel-
congues est négative.

Soit p un entier naturel non nul quelconque. Supposons que I'on ait: u, —u,_4 <0.
Onaalors:
Uy — Uy_4
Upsr — U, =4 +u, — A8 +u,_; = £~ < 0.
P Vot u, +V4+ v,y
Onadonc: YynelN*, v,—u,_, <0

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0.
Elle est donc convergente. Le théoréme 2.6 ne permet pas de calculer la limite / de la
suite (u,), mais on démontre que cette limite / est la solution dans IR de I'équation

f:‘\/ﬂ—f.
Ona: (I=\/m)-¢=}(lf}0 )

j2=4+ 1

S

/>0
( =1+;/17 s 1=1—2v’17)

-<==>-(f=1—+2@)

Suites arithmeétiques.

2.7 DEEINITION : Soit r un réel. La suite réelle (v,) . est une suite (ou progres-

sion) arithmétique de raisonr si et seulementsiladifférence de deuxtermes
consécutifs quelconques de la suite est égale ar.

On a, pour tout entier n tel quenetn + 1 appartiennenta l: v,
Remarque : Sin,n+ 1,n—1 appartiennenta l, on a:

(s Un+1—un=f) (; Uy = Up 41 "f) (Un=un+1 +Un—1)
"':“ﬂ_"-“rn--*l"_"‘r ""'ra'll-=t"r-'1—‘l"I“'r 2
Chaque terme de la suite est la moyenne arithmétique des termes qui I'encadrent,

ce qui justifie la dénomination : “ suite arithmetique ".

— Un=:

Exemples.

1. Lasuite detous les entiers naturels, définie par: §yn €N, v, = n est une suite
arithmétiqgue de raisan 1.

2. Lasuite de tous les entiers naturels impairs, définie par: §ne N,
est une suite arithmétique de raison 2.

Uo=2n+1
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Propriétés.

2,8 Soit (u,),emn une suite arithmétique de raison r.
On a les propriétés suivantes !

P" VrneN, u,=ug+ nr z

Démonstration :

Démontrons cette propriété par récurrence sur n.

e La propriété est vraie pourn = 0.

e Supposons qu’elle soit vraie pour un entier p quelconque.

Onaalors: uy,,s=u,+r=us+pr+r=uy+ (p+ 1r

e La propriété estdonc vraie pourtout entiern. =

Remarques : 1. |l résulte de cette propriété qu’une suite arithmétique est déter.
minée par la donnée du premier terme v et de la raison r.

2. Cette propriété équivaut en fait a la définition. En effet, si pour tout entjer n
ona: u,=ug+nr,onaalors: U,y —U,=Uo+ (N+1)r—ug—nr=r'

——

Pz Toute suite arithmétique de raison strictement positive est croissante. '
Toute suite arithmétique de raison strictement négative est décroissanﬂ

Cette propriété est une conséquence immédiate de la définition.

P3 Soit n un entier non nul quelconque. .
La somme s, des n premiers termes de la suite est donnée par:

r
Sp=Ug+ ...+ u,_q =nuﬁ+n(n—-1)i-

Démonstration :
Ona: s,=up+ ...+ u,+ ... + U4

etaussi: s, =uUp_1 + ...+ Upp_q + ... + Up.
Par addition,on obtient :

=1

2 s, = z (Up + Up_p-1)
p=0
n-1

=Z(uo+pr+ug+(n—'p—-1)r)

p=0

n=1
=Z(2uo+ (n—1)r)
p=0

= 2_nu0 +n(n—1)r.
nin—1)r

On a donc finalement: s, = nuy + ) |
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Exemples.

1. La somme : "
W §as n Drerm.ers entiers naturels non nuls est la somme des n premiers
e 1a suite arithmétique de raison 1 et de premierterme 1. On a donc :

1+2+...+n=n.1+n(n-—1}.1i

_2n+n(r—=1) na+1)
2 S

142+...+p="20+1)
2

2. La somme des n premiers entiers naturels impairs est la somme des n prem ier
termes de la suite arithmétique de raison 2 et de premierterme 1. On & donc :
T+34+...+2n—-1)=n.1 4+ n(n —1) = n2

Parexemple: 1 4+ 3 4 ... <+ 199 = 10 000.

Hemarque_ : Nous conseillons au lecteur de ne pas retenir par cceur le résultat
de la propriété P3, mais seulement la proposition :

fneN’, 14+2+4 .. 4n="01T,
puis d'utiliser ce dernier résultat pour calculer la somme Sy =Ug+ Uy + ... + Uy
de la facon suivante : '

So=Up+ (o + )+ ... +(tg+ (n—1)r)

n{n—‘I)r

=nuo + (1 + 74 ...+ (0= 1)r)= nuo +——

Convergence.

2.9 THEOREME : Soit (v,),en une suite arithmétique de raison r.

Si r est nul, la suite est constante; elle est donc convergente.
Si r est non nul, la suite est divergente :

e silflona: r>0, alorsona: Ilim u,= 4 oo
I = 0¥

e sillona: r<0, alorsona: Ilim u,= — oo.
-+ 4w

Démanstration :

r=20 Ona: {fnelN, u,= .

La suite est constante; elle est donc convergente.

r>0 Démontrons que l'ona: Ilim u, = — oo,

-+ 00
Il résulte de la propriété P, du paragraphe 2.8 quel'ona: {nelN, u,= uy+ nr.
Soit A un réel quelconque. On a:

ﬁ.ﬁun)

fneN", {u0+nr>A}-<-=:-(nr}A—uD]<=r-(n> =

. A—u
Il suffit donc de choisir pour p |'entier sup (1, E(*,—O + 1))
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2.10

2.11

{ r< 0 | Démontrons que l'on a: lim u, = — o°.

On a, comme dans le cas précédent : Yfn € IN, u, = Ug -+ nr.
Soit A un réel quelconque. On a :

e, {Un+nf<A)<E>-(nr<A—ug)4§)-(n> -

. A — Ug
Il suffit encore de choisir pour p I'entier sup (1, E(——r—— + 1)) [ ]

Suites geometriques.

DEFINITION : Soit g un réel non nul. La suite réelle (u,),e| est une suite
(ou progression) géométrique si et seulement si chaque terme, a partir du
second est égal au produit par g de celui qui le précéde.

Pour tout entier 7 tel que n et 7 + 1 appartiennent a l,ona: U1 = qU,.
Remarque: Si n—1, n, n+1 appartiennental,ona:

Up+1
( Upe1 = qup, ) ( -

Up = QU,_1 q ) — (Uﬁ = Up_1-Up+1).
Up=0q.Up-1

Chaque terme de la suite est donc la moyenne géométrique des deux termes qui

I'encadrent, ce qui justifie la dénomination de suite géométrique.

U, =

Exemples.

1. Lasuite ((— 1)") estune suite §éométrique de raison — 1.
2. Lasuite (27) estune suite géométrigue de raison 2.

Propriétés.

Soit (u,),ep Une suite géométrique de raison q.
On a les propriétés suivantes :

P' fnelN, u,=q"u, ’/J

Démonstration :

Démontrons cette propriété par récurrence sur 7.

e La propriété est vraie pourn = 0.

e Supposons qu’elle soit vraie pour un entier p quelconque.

Onaalors: u,,1=¢q.Up, = q.qPug = q°*ug.

e La propriété est donc vraie pour tout entiern. =

Remarques: 1. Il résulte de cette propriété qu’une suite géométrique est déterm
par la donnée du premier terme u,, et de la raison g.

2. Cette propriété équivaut en fait & la définition; en effet, si pour tout entier 7. O a:
U, =q"%g, onaalors: u,,, =qg" Uy =q.q"Us = q.U
Y

née
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l—l_)z Toute suite géométrique de raison strictement positive est monotone.
Démonstration :

Soit (#,) ne Une suite géométrique de raison strictement positive g.
Soit n un entier quelconque.

Il résulte de la propriété P, que l'ona:
Upsr — Up = @"TUuy — gy = guy(g — 1).

Le réel g” est strictement positif et ug(g — 1) a un signe constant. La différence
U,+1 — U,adonc unsigne constant. W

P3 Soient n un entier naturel non nul quelconque et s, la somme des n pre-
miers termes d'une suite géométrique.

Sig=1,0na: Sp=Ug+ Uy + ... + U,_y = Nuy.

- 1’1._1
Sig#1,ona: sn=uo+u1+...+un_:=ﬂoc;ﬁ1'

Démonstration :

Distinguons les deux cas suivants: g =1 et g#1.

g=l Ona: YnelN, u, = g'uy = u, et, parsuite: fnelN, s,= nu,

‘ g #1 Soit n un entier quelconque. On a: s, = g+ Ueq + ... + Uxg" ™!

etaussi 1 gs, = Upq + ugg? + ... + uyg”.
Par soustraction, on obtient: s,(1 — @) = vy — uyq".

1 _ n
Leréel1 — gn'estpasnul; onadonc: s, = u, 7 _bq(;-

.

Exemple. N

Lasomme1 + 2 + ...+ 27-1 st la somme des n premiers termes de la suite géo-
métrigue de raison 2 et de premierterme 1. On a donc :

: 1 —2n
1+2+...+2” 1=1'1—2=2”—1.

Convergence.

Etudions d'abord la limite éventuelle de g7 quand 7 tend vers + oo,

212 LEMME : Sil'ona : |g|>1,

alorsona: lim |g|”"= + oo
n++o
Sillona: 0<|g|<1, alorsona: Ilim |g|"=0.
M=+t

Démonstration :
Distinguons lesdeux cassuivants: |[g|>1 et 0<|g| < 1.

l lg|>1 | llexistedonc un réel h strictement positif tel que l'on ait: | g | = 1 + A.
Onaalors:

VneN, |gln=0+h"=14+nh+ ...+ h"> nh.
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Soit maintenant A un réel quelconque.

Ona: YnelN ((nh}A)4=:— (n}h—A-))

et fnelN, ((nh>A) = ((1+h)">A)).

Il suffit donc de choisir pour p I'entier sup (1, E (% + 1))

Onadonc: Ilim |[g]"=+ o
N>+

1

0<|g|<1| Posons q'=a- On a alors |g'|> 1.

Soit ¢ un réel strictement positif quelconque. Il résulte du cas précédent, quil

existe un entier p tel que l'on ait: {n e N, ((n > p)— (| q'|n> 1:))

. 1 1 1
Des équivalences : (| q'|"> E) S (W > E) < (|g|” <€) il résulte
quelona: YnelN, ((n>p) = (lg|"<¢e).
On adonc: lim [g]"=0. =

N+ + @

Nous énoncons alors le théoréme suivant :

2.13 THEOREME : Soit (v,),ep une suite géométrique de raison get de premier
terme uy non nul.

Si g=1, la suite est constante et, par suite, convergente.
Si = — 1, la suite est divergente.
Si |g|>1, la suite est divergente.

Si 0<|g|<1,Ilasuite est convergente.

Démonstration :

g=1 On a: {fpelN, u,= u La suite est constante et par suite,

convergente.

g=—1 Ona: YnelN, u,=(—1)" u,.

Nous avons démontré dans I'exemple 3 du paragraphe 2.5 que la suite (— 1)" s
divergente. On démontre, de fagon analogue, que la suite (— 1)7 vy estdivergente.

| g1 Il résulte de I'égalité lim |g|" = + oo quelona:
f-+4+w
lim |u,|= + oo. La suite (u,) ne peut pas converger vers un réel /car alors

=

d'aprés la remarque 4 du paragraphe 2.3, la suite | u, | convergerait vers | /] ce
qui est impossible.

0<|g|< 1| Ilrésultedelégalitt: Ilim |g|"=0 quelona:
540
lim |u,|=0; d'aprés la remarque 3 du paragraphe 2.3, on a alors :
==+ o
lim u,=0.
M-+ -+ cD

La suite (u,) a donc pour limite O et, par suite, est convergente. W

. . » . . = 0'
Remarque : Si u, est nul, la suite géométrique est la suite nulle: YnelN. Un
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2.14 THEOREME : Soit (u,),ep une suite géométrique de raison g et de premier

terme U non nul. Soit, pour un entier n quelconque, s, la somme des n pre-
miers termes de cette suite.

Sil'lona: 0<|g|<1, alorsona: Ilim .ff,,=L
A4 1 —q
Démonstration :
Soit e un réel strictement positif. On a :
. - = UO . UD qﬂ Ug
'ﬂnfEN. S,:,‘ ‘-——*—.}_q[—‘—m =‘1_q‘|‘?[”-
Il résulte de I'égalité : nllm | g |7 = 0, qu'il existe un entier p tel que I'on ait :
-+ 0

fneN, (n>p) — (|q|ﬂ < ‘ ueo ) et par suite :

L =g

fneN, (n>p) = (‘1{f’q'lq|"<e)

Onadonc: lim s,= —20 =
ns+m 1—g
Exemple.
1
1 1 2
Ona: lim (—+—+...+-—)=_—=1_
e e T A |
2

EXERCICES

Nombres réels.

1 Soient a, b, ¢, d des réels et n un entier naturel non nul.

Démontrer, en utilisant uniguement la structure de corps commutatif totalement
ordonné de IR, les propriétés suivantes, énoncées dans le paragraphe 1.7.

1 (a> 0 et b<0)=> (ab<0).

20 (a<0 et b<g0)=> (ab=0).

30 (a< b et ¢>0) —> (ac < bo).

4o (0<a<h et 0<c<d) = (ac < bd).

5o (0 < a < b) —> (a" < b").

6° a2 > 0.
2 Soient a, b, ¢, d des réels non nuls tels que I'on ait :
c
b e =
a<bh<c<d et &=
Comparer les réels a +d et b+ c
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% 3 Soient

b c a: ﬂ" ¢ des réBtS etm, 0, P des réels I'Iﬂ.h I"|1..||5.. On suppose que
3 b, c ma"&-'nb’ + pc’ sont non nuls. Démontrer [a proposition suivante ;

v ¥ [ b + Pc e

A a  matn < _}.

(?':F {?) S (a' <ma+nb +pc €
4 Soit (@, ... @) UN n-uplet de nombres réels non tous _nuls dont la somme
est nulle. On suppose de plus qu'il existe un entier k inférieur & n tel que I'op
ait: a; <0 si 1<j<k et a>0 s k<j<n

Démontrer alors 'inégalité suivante = 285 Ao Ry > 0. :
(Concours scolaire suédois, 1966-1967,)

s dont le carré est inférieur @ 1077

5 Combien y a-t-il d'entiers positif :
(Concours scolaire suédois, 1963,)

E' Soient a et b deux réels tels que : a < b.
Démontrer qu'il existe un réel strictement positif € tel que : a4+ e<b—e

7 Démontrer les propositions suivantes, énoncées dans le paragraphe 1.11.
1o ¥ix, y) e RX R*, |2 . L=l
LS Ayl T Ty

2y ) eRe |x+v|>]|lxI=1rl|
(On pourra écrire ¥y =X +y—x et x=x+y—=Y et appliguer deux fois
I'inégalité de la propriété. P, du paragraphe 1.11.)

-~
# Dans les exercices suivants (
désigne par |(a,r) l'intervalle ouvert de centre a et.de rayon r..

nos 8 a4 11), si a est un réel et r un réel non nul, on

-

]
8 Soient a et b deux réels avec : a < b et soit r un réel strictement positil,
Démontrer que l'on a : (r > 2 ; a) = (I(a,)N1(b,r) # @).

2¢ Démontrer que l'on a g (r < b ; a) — (I(a,r}nl(b,r} = g},

35 Que peut-on dire de 1(@ ) NI(b,7) si r="= —

9 Soient a et a' deux réels et r et r' deux réels strictement positifs. On désigne paf
I(z,r) + (&, r") I'ensemble des sommes d'un élément de I(a, r) et d'un élément
de (&', r').

Démontrer I'égalité : I(a,r) + 1(a’,r') = 1(a + &', r + r').

10 1° Soient a et &' deux réels et £ un réel strictement positif.
Qémuntrer qu'il existe un couple (r, r') de réels strictement positifs tels qu
ait © I(a,r)+ (&', r')Cl{a + a', €) (cf. exercice n° 9). Le couple (£, /') est-ll
unigue?

2"_ Soient a, ', 2, %/, des réels et = un réel strictement positif. Démontrer qu'il
existe un couple (r, r') de réels strictement positifs tels que ['on ait :

fix. x')el(ar)xI(a'.r), Ax+ Nx'el(ra+ ¥a, ).

e l'on

11 1° Soient v, v, w des réels tels que l'on ait: v < v < w.

Démontrer que I'ona: | v| < sup (w, — w).

i" Scient a et’a' deux réels et e un réel strictement positif. Démontrer qu'il exi
n cn'uple (r.r') de réels strictement positifs tels que I'on ait :

Vix. x')el(a, r)xI(a,r), xx'el(ad, ¢).

ste

12 Donner, suivant le réel x, I'expression du réel inf{x?* 4+ x +1, 1, — X2 + 5}




4. NOMBRES REELS. SUITES

x—1, x+ 1)
x+1 x—1

13 Méme question que pour le n° 12 avec le réel sup(

14 Soient x et y deux réels,
19 Exprimer E(x + y) en fonction de E(x) et de E(y).
2o Exprimer E(x — y) en fonction de E(x) et de E(y).

15 Soient x un réel et n un entier naturel non nul.

Que peut-on dire des réels E(;X) et x7

Suites réelles.

¢ Dans les exercices suivants (n°* 16 & 27), | désigne I'ensemble des entiers natu-
rels supérieurs @ un entier naturel donné.

16~ Démonstration de la remarque 2 du paragraphe 2.3 qui concerne |'unicité de
la limite.

Soit (u,),e| une suite réelle qui converge vers le réel /.

Démontrer qu'il est impossible que (u,).e| converge aussi vers un réel /' distinct
de /. (On raisonnera par |"absurde et on utilisera la question n® 2 de I'exercice n® 8.)

17 Soit (v,).e) une suite convergente, de limite /,

1° Soit £ un réel strictement positif. Montrer que presque tous les termes de la
suite sont compris entre / — ¢ et /4 e (cf. paragraphe 2.3).

2° En déduire que la suite est a la fois majorée et minorée.

18 Soient (u,),.e1 et (v,),e| deux suites convergentes de limites respectives/
et /'. On suppose que l'on a: [/ </,
Utiliser I'exercice n® 6 pour démontrer la proposition suivante :

jpeN, ynel, ((n>p)=> (4 <va))

19 1° Soient (U,),e| €t (v,),e| deux suites convergentes de limites respec-
tives / et /', Démontrer la proposition suivante :

(3peN, ynel, ((n>p) = (u,< va))) = <.
(On démontrera qu'il est impossible d’avoir I" < I:on pourra utiliser I'exercice n® 18.)

2¢ Application : wu, = e et vnzé; démontrer que les suites (u,) et

nz
(v,) sont convergentes; calculer leurs limites; comparer u, et v, Que peut-on
en conclure ?
3o Sojent a un réel et (v,) ,e| une suite convergente de limite /. Démontrer la pro-
position suivante : (]p elN, fnel, (n>p) => (v, <a)) => (I<a).

20 Soient (u,)ne| et (V,).e| deux suites convergentes de limites respectives /
et /.

1° Démontrer que la suite (v, + V.)},e| est convergente et a pour limite / + /'.
20 Démontrer que, si A et A’ sont deux réels quelconques, la suite (A, + A'v,) ,e
est convergente et a pour limite X/ 4 '/,

(On pourra, pour ces deux questions, utiliser I'exercice n® 10.)

3o Soit 5 I'ensemble des suites réelles convergentes définies sur |. Quelles strue-
tures ce sous-ensemble de I’'ensemble des suites réelles définies sur | posséde-t-il?

Que peut-on dire de |'application ¢ de 8 dans IR, qui & toute suite convergente,
associe sa limite?
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21 Soient (U Yol Et (Va)ne€l deux suites convergentes de limites respectives /
rfn

et /.

1o Démontrer que

utiliser I'exercice n° 11.)

2e Que peut-on dire de

ne 207

I
la suite (UnaVn)n €l est convergente et a pour limite //'. (On pouyrry

I'ensemble S et de I'application @ définis dans I'exercjee

emble des suites réelles qui convergent vers zéro. Démontrer
groupe (S, +) (cf. exercice n® 20).

duit d’'une suite quelconque de S, et d'une suie
ser la 17® question de I'exercice n® 11)

22 1° Soit 8y I'ens
que §; est un sous-groupe du

20 pDémontrer que la suite pro g
bornée est un élément de 8- (On pourra utili

e A termes tous non nuls, convergente, de limite / non nulle

23 Soit (U,) el UNE suit

i e %
Démontrer que la suite (l) est convergente et a pour limite 7
UplneEl

e a # 0). Discuter suivant les réals
u, =an*+ bn + c.
suivant les réels a, b, ¢, d, |a limite

24 1° Soient a, b, ¢ des réels (on suppos
a, b, c la limite de la suite de terme général :

20 Soient a, b, ¢, d des réels non nuls. Discuter,
de chacune des suites de termes généraux respectifs :

_lan+b w_an2+bn+c' ; _—_____‘i__
Vo = tn+d e dn 7 bnt +cn+d

25 Soient (U,) .| UNe suite convergente de limite nulle et (v,) e une suite telle

que I'on ait, pour presque tous les entiers n, l'inégalité : | v, | & s |
Démontrer que la suite (v,),e) €st convergente et a pour limite zéro.

26 Soient (u,),e| une suite tendant vers + oo et (v,) ,epune suite telle que |'on
ait, pour presque tous les entiers n, I'inégalité : v, < Vg

Démontrer que I'on a =  lim v, = + ©o.
=+ @

27 Soient (u,),e| une suite tendant vers — oo et (v,),e|une suite telle que I'on

ait, pour presque tous les entiers n, I'inégalité : v, < U,

Démontrer gue l'on a : lim v, = —co.
-+ 0

28 Calculer la limite de la suite de terme général v, = n!

sinn

@) 12 Soit (u,),eN* la suite définie par : §n € N:, Uy = —— Démontrel
n

que cette suite est convergente et trouver sa limite. :

20 En déduire la limite de la suite dont le terme général v, est défini par:
2n 4+ cosn

Vy= ——————
4dn+4sinn

- 30 1° Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a I'inégalité :

1
n+1-— )
2% vVn < T |
2° En déduire que la somme s, = o i _ tend Vers +

Vit V2 V/n

quand n tend vers 4 oco.
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® 31 Soit (u,),emN* la suite définie par : YynelN', vu,= } +
1° Etudier la monotonie de cette suite. :
._)Zﬂ Démnntrerlque 'ona: YnelN*, u,—un> %
3° En déduire que l'on a: lim wu, = 4 oo.
ns»+wm

32 1° Démontrer que la suite (u,),eN* définie par :

1 1
e N*, -t — ., —_— ente et trouver sa
yn Un =3 XZ+2>¢3+ +n{n+1) est converg

limite. (On pourra utiliser I'égalité : -"«'(-'?—1+'Tj =%- &—l—i)
2° Démontrer que la suite (v,),ep* définie par :
fneN, v,=53+ —%2- +oee % est convergente. (On pourra utili;er I'inéga-

: 1 1 . 2
o e o
lité : e < PT—T5 et 'exercice n® 25.)
3o Spit « un entier supérieur a 2,
Démontrer que la suite (w,),epe définie par :

1 1

ynelN*, w,= T3 + 7a + ...+ ;1; est convergente. (On pourra utiliser ['exer-

cice n? 25.)

33 1° Soit {u,,},,Enqo la suite définie par :
= 1 1
HHEN, u_1+ !+§-i+---+3‘!"; <
Démontrer que cette suite est croissante. J
1

20 On définit la suite (v,),emN® par: YynelN* v, i= u,,+;?—-m—|}-
Démontrer que la suite (v,),eN* est décroissante.

3¢ Démontrer que l'on a : f(p, g)eN*xXIN° u, v,

En déduire que chacune des suites (u,) et (v,) est convergente. On appelle / et
/" leurs limites respectives.

4° Démontrer que la suite (v, — V,)neIN* convergﬂ vers zéro. En déduire |'éga-
lite : f=1.

Note : La limite commune / des suites (v,) et (v,) est le réel e défini dans le cha-
pitre 10.

% 34 Soient a et b deux réels tels que l'on ait: 0 < a < bethetyp deux réels
strictement positifs. On définit deux suites (v,),emN* et (v,).elN* Par:

. Up + Avp
U1=a, 'HHEN, Un+1=~—n?r+_l;
v

1 Comment doit-on choisir A et.iz pour que l'on ait : vy < wa < vy, < vy ?
29 On suppose que A et p sont ainsi choisis.

a) Démontrer que la suite (w,),eN* est croissante et majorée et que la suite
(vn)neN* est décroissante et minorée. En déduire que ces deux suites sont
convergentes.

b) Démontrer que les suites (v,),eN® et

(vVadnemN*® ont la m&me limite /.
Exprimer / en fonction de &, w, a, b.
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% 35 Soient A un réel et (u,),eN une suite réelle définie par :
g = A
ynelN, 4u,= 3u2—8u,+ 12.
1e Démontrer que 'on a: fn €N’ U > 0.
20 Onsuppose: A = 2. Que peut-on dire de la suite (u,)?

39 Onsuppose: A= % Que peut-on dire de la suite (us)?

2 . .
40 Démontrer que, si A est différent de 2 et de 7 la suite (v,) est croissante,

: 2 : ;
& Démontrer que, si A appartient a l'intervalle ]§ 2[, la suite (u,) est majorée

par 2. Que peut-on en conclure 7
. 2 ;
6o Démontrer que, si A n'appartient pas a I'intervalle [5 2], la suite (u,) est diver-

gente. (On pourra majorer la différence U, 41 — Un)-

s« 36 Si x est un nombre réel, on pose : [|x||=x— E(x).
Soient (X,).eN €t (V.)aelN deuxsuitesréelles telles que les suites (|| x, [),enN

et (|lvalD)nem convergent vers zéro.
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou sont-elles fausses?

(1) lim |lx,+ yall=0
nN=+a9Q
(2) lim Hxn'_y.n” =0

ns>+@

(3) lim || Xy ll=0.-

e ]
(On rappelle que, pour démantrer qu‘une assertion est fausse, il suffit de donner

un contre-exemple.)
(D'aprés concours scolaire suédois 1966-1967.)

Suites arithmétiques et géométriques.

& Dans les exercices suivants (n®s 37 & 41), on désigne par (4,),eN Une suite
arithmétique, par r la raison et par s, la somme des n premiers termes tg, Uy, -« - Yn-1
de la suite.

- 37 Onsuppose quel'ona: to= —3 et uy,= 25. Calculer r 8t 5.
38 Onsupposequel'ona: wy=2 u,.,=—15 s,=— 117. Calculer ret .
39 Onsupposequelona: w,_, =39, n=20, s,=400. Calculer tp et/

40 Onsupposequelona: wy =6, r=7, s,=41094. Calculer #et,-r

41 Onsuppose que l'ona; Up_y = — ; e % g, = — 21. Calculer n at Ug:

42 Les deux premiers termes d‘une progression arithmétique sont — 4 et 1.

Quel est le 25° terme? Quelle est la somme des 25 premiers termes?
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43 Le troisidme et le sixidme terme d'une suite arithmétique sont raspentivemaht

— 4 et — 1. Quel est le premier terme de cette suite?

| - { 1 .. el |
. e ' '

4 ) £
= LAy “"-VH-‘,-".\.HD‘: L‘]_g -~y 'f;.‘ S
44 La somme de trois réels a, b, c est 333 et la somme des carrés de ces réels est

37 205; ces trois réels sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique. Quels
sont ces réels? O =Aan- V=AMV Vo Aq

N

45 Cinq réels sont cing termes consécutifs d’une progression arithmétique; ils
ont pour somme B0 et pour produit 576 576. Quels sont ces nombres ?

46 Soit a un réel non nul. Montrer que les réels suivants sont trois termes consé-
cutifs d'une progression arithmétique :

A=(a2—2a—1)2 B=(a2+1)2 C=(a?+2a—1)2 .

- 47 MEme question que pour le n® 46 avec :
/ A=232—a+1 B 2a a1

227 —a T P 5 a

o, 48 Montrer que si les réels a, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite arithmé- .
tigue, il en est de méme des réels : / b2 + be + c*,\- ¢? + ca+ a® a? 4+ ab + b2
\ )

49 Soient a et b deux réels et (v,) ,eN une suite réelle telle que I'on ait :
YpelN, ug+uy +...+ Uy, =p(ap + b).

1 Démontrer que la suite (u,) est une suite arithmétique.
2o Calculer le premier terme et la raison de cette suite.

3¢ Applications numériques : a = 15 b= -12-

a=1, b=0

¢ Dans les exercices suivants (n°* 50 a 53), on désigne par (u,) e une suite

géométrique, par g la raison et par s, la somme des 7 premiers termes Ug, Uy, -« Up—3
de la suite.

50 On suppose que l'ona: wug=1, g=2. Calculer u; et s,

—_—

51. Onsupposequelona: Wp=4% Up_1 = Y n=6. Calculerg et s,

52 On suppose que l'ona: u,_y=954 ¢=3, n=5. Calculer ug et s,.

, 1 511
53 Onsuppose quelona: g= 35 83 = 35 Calculer vy et ug.

54 Trois réels a, b, ¢ sont trols termes consécutifs d'une suite géométrique. lls
" ont pour somme 63 et pour produit 1 728. Quels sont ces réels ?

55 Trois réels a, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite géométrique. lls
z & . a+b+ﬂ=312 iy Y
satisfont au systéme : g =302,

Quels sont ces réels?

56 Méme question que pour le n® 55, si les réels a, b, ¢ satisfont au systéme :
a+b+c=126 .
a4+ 2b+3c=068.
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b, c trois réels qui satisfont aux conditions suivantes.: . .
es d’une progression arithmétique;
d’'une progression geéomeétrique;

57 Soient a, s
o écrits dans l'ordre a, b, ¢, ce sont trois term

o &crits dans l'ordre a, €, b, ce sont trois termes

eona:; a+b+c 30.
Déterminer les réels a, b, €.

58 Soient a, b, c trois réels; peut-on trouver un réel x tels que les réels a + x,
! ! 'l -

b + x, ¢ + x, soient trois termes d'une suité géométrigue?

Application numérique : 4 = 1, = o= 31.

59 Trois réels a, b, ¢ satisfont 3 |'égalité -

(bc+ca+3b}3*‘31’9{3+b+")3 e a - :
Démontrer que ces trois réels sont trois termes consécutifs d’'une suite géométrique.

60 Soient uy, U, Ua, Ua, Us CING réels en progression géométrigue.

‘1° Montrer que I'on a : Uy . U5 = (usz)

90 Calculer ces cing réels avec les données suivantes :
uz >0
Uy .Ug = a1
U, + U + us = 39.

61 Une personne a placé une somme S. A la fin de chaque année, l'intérét de ce

placement est égal a Jditme 4o a2 somme due 2 la préteuse au début de cette méme

25
année; cette personne peut percevoir effectivement I'intérét ou bien le laisser placé
4 son tour; en fait, elle choisit cette seconde solution.

1o Quelle somme lui est-elle due a la fin de la deuxiéme année? de la troisieme
année? de la ni*me année? (n entier naturel non nul).

2° Pendant combien de temps au moins lui faudra-t-il poursuivre son placement pour
qu'il soit dd une somme supérieure @ 2 S?

i

(Baccalauréat 1972.)

62 Socient a, b, ¢ trois réels distincts qui satisfont aux propriétés suivantes :
e az0;

e a, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite géométrique;

e 3 a, 25, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique.

Calculer la raison de la suite géométrique.

(Baccalauréat 1971.)

€3 Déterminer les couples (v, g) d’entiers positifs premiers entre eux tels que

les termes de la suite géométrique ug, Uy, Us, us, de raison g, vérifient I'égalité :
Uy + 2u; = 44!.1’{-23,

L+ ] i '
64 1° Soient n un entier naturel non nul et n = aebPer sa décomposition en fac-
teurs premiers.

Mantrer que la somme s des diviseurs de nest : s :‘“H =1 BB+1 =1 or¥) =1

” it R
N - =1 b= c—1
a cular la somme das diviseurs des nombres n= 360 etn' = 504

4° Montrer que si un i
entier naturel non nul n admet k divi '
- 0 s & I EI CES
diviseurs est défini par: P2 = pk S
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65 Soit N un entier naturel dont la décomposition en facteurs premiers est : a%bfcv.
1 Démontrer que la somme o (N) des diviseurs de N est -
aN) =00 4+a+...4+a)(1 +b+...4+bB( +c+...+c7).
2° N est dit parfait si et seulement si a(N) = 2N. Démontrer que, si 2" — 1 est
premier, alors 27—1(27 — 1) est parfait. (Baccalauréat 1972,)
/ '
_~* 86 On considére la suite récurrente (u,) » €N définie par:

Ug = 3

fneN*', du,=u,_, +12.
10 Calculer uy, u,, us.

-’-

2° Onpose: fnelN, v,=u, — 4. Montrer que la suite (vnd e est une suite
géomeétrique. :

32 Calculer v, en fonction de n eten déduire lim u,.
2 -+ 4o

67 Mémes questions que pour le n® 66 avec;

i 3
M=
2
1 et fnelN, v,,=u,,-—1§-
fnelN*, v,==u, ++5

3

68 Meémes questions que pourle n® 66 avec;

et YnelN, v,

Il
=
-

|
L

YyneN', 3u,=u,_4+ 6

69 Meémes questions que pour le n® 66 avec :
Uy = 2 1

!'ﬂ‘ﬂElN, u”+1=1§un+ et ynelN, v,=u,—1.

1
2

ol 'fg 1° u, etasontdeux réels donnés. Soit (u,) ,e N la suite définie par :
fnelN*, wu,,, =-2-u,,+a.

Montrer qu‘il existe un nombre réel b telquesil’'onpose: YynelN, v, =u,—b:
la suite (v,) ,eN s0it une suite géométrique. - ;
4 Calculer s, = vy + ...+ v, et en déduire S, = u; + ... + v, en fonclion de
Uy, 8, n.
2° wg et w, sont deux réels donnés. Soit (w,) ¢ la suite définie par:

fnelN, 2w,y — 3w, +w,_, =0
]

o1 . :
Montrer que w,, ., — 3 w, est indépendant de n et donner son expression en fonc-

tion de wy et de wy. En déduire la somme w,; + ... + w, en fonction de wy, wy, n.

{0 e - b - L,

| ?‘b, Soit v une suite géométrigue de raison g el de premier terme ug.

-~

4 1
( 1o Onsupposequelona: g= — 5
1
Démontrerquel'ona: YnelN', u,,, = 5 (Un + Up=1).
2° On suppose que la suite v n'est pas constante et satisfait a la proposition suivante :
- 1 i
YynelN, Uppr = 3 (v + t,_,). Démontrerquel'onaalors: g= — 32,
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72 Soiem k un réel et v la suite réelle définie par :

¥nelN, u, . —u,= ki,

1° Démontrer que Von a :

fne N, voer =1+ k)t ug.

2° Trouver les deux valeurs k; et kz de k pour lesquelles on a :

vg =54 et u, =24

3° Etudier la monotonie et la convergence de chacune des deux suites correspondant
respectivement & k, et & k.

_ 73 Soit (v,) nem la suite réelle définie par:
| Ug =10 |
fnelN, u,.q =\V6+u,
1o Calculer iy, U5, t5.
2° Démontrer que cette suite est strictement croissante et majorée par 3, Que peut-op
en déduire ?
3% Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :
3 —Upyy < 2 Su,.,.
En déduire la limite / de la suite. U ¥

Wy

714 On considére la suite réelle définie par :

g 1
',f'/ Up = 2
( nelN, u = u, + i
\ 'ﬁ' E L = 2 n u,
1° Montrer par récurrence que cette suite est 3 termes strictement positifs.
—14u i
2“ Onpose: YynelN, w, = —— 7. N
pose: e .

Trouver une relation entre w, ., et w,. En déduire la limite de W, puis celle de v,
quand n tend vers 4+ oo.

'75 On définit la suite (v,), e par:

f.ve.=1 (z ”
tyneN, v,., =412+ v, \

1° Montrer par récurrence que I'on a :
YnelN, 0 <v, <4

2° Onpose: YnelN, w,=4 — Vs

. Démontrer qgue I'on a : fnelN, w,,, < 13 W, Y

En déduire la limite de w,,, pdis celle de vV, quand ntend vers 4 oo.

76 Soienta et b deux réels strictement positifs,

1o Etudier suivant les valeurs de a et de b la convergence de la suite (37 + 57), el

—b ,
2° Démontrer que la suite (————) est convergente et donner sa limite suivant
a" + bl eN
les valeurs du réelg

77 Soit (a,),eN |2 suite réelle définie par :

om0 (L8]

Caleuler la limite, quand n tend vers + oo, de la somme : Sh=ao +
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4. NOMBRES REELS. SUITES

# 7B Solentaetbdeuxréelstels quel'onait: 0 < a < b.

On définit deux suites v et v par:

Ug=4a et vo=20

YynelN', u,= 2Un-1Vn-1 et v, = Macn & Vi,

Upq + "'rn—-‘l 2

1° Démontrer quel'ona: fnelN, u, < v,
2° Démontrer que la suite v est croissante et que la suite v est décroissante.
3° Démontrerquel'ona: f(p, @) e IN" <X N*, u, < v,

En déduire que les suites v et v sont convergentes. On appelle / et /’ leurs limites res-
pectives.

4° Démontrer que |'on a:

1 L]
UnEN, (Vo= tn) <3 (Voo — upoy).
(On utilisera le fait que u est croissante.)
En déduire que la suite (v, —
Que peut-on dire de /et de/'?
5° Démontrerquel’ona: YnelN, w,v, = ab.
En déduire I'égalité : /= v/ab.

#6° Application: a =1, b = 3. Les suites v et v convergent vers '\/§ Combien

faut-il calculer de termes de ces suites pour obtenir un encadrement de ‘\/5 a moins
de 10~ 4% prés?

Va), e CONVErge vers zéro.

1



b.
Continuite

Limites

Ce chapitre reprend et compléte les notions de continuité et de
limite étudiées en classe de Premiére.

1. Continuité en un point.

Rappels.

.1 Nous rappelons les définitions suivantes :
e Une fonction numérique d’une variable réelle est une application d’une partie
de IR dans IR.
Dans toute la suite de ce livre, nous dirons simplement fonction.
® Soit A une partie de [R; I'ensemble F (A, R) des applications de A dans R
est_ muni d’une structure d’espace vectoriel réel et d'une structure d’anneau commu-
tatif unitaire.
® Soient xo un réel etr un réel strictement positif; on appelle intervalle de centre Xo
et de rayon r l'ensemble, noté 1xo — r, X, + [, des réels x tels que: |x—Xo| <’
e De rnf"ame, on appelle intervalle épointé de centre x, et de rayon r'ensem”
ble, noté 1Xo — 1, Xo + r[ — {xo}. des réels x tels que : 0 < |[x — xo | < I-
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§. CONTINUITE. LIMITES

Fonction continue en un point.

1.2 DEFINITION : Soient D un intervalle ouvert non vide de [R et f une appli-
cation de D dans IR ; soit x5 un point de D.

f est continue en x, si et seulement si, pour tout intervalle J de centre f(x;),
il existe un intervalle | de centre x, tel que : f(l)cJ, c'est-a-dire :

fee®i, JaelRy, YxeD, ((Ix—xo|<a) = (|f(x) = f(xo) | <€)

R R

\——J xo + ot ‘{(’tﬂ) + E
| f(x)

f(xo)

—— f(xs)— ¢

Remarques : 1. Dire que la fonction f est continue en x, implique que f est défi-
nie en xy et sur un intervalle de centre x,; la réciproque est évidemment fausse.

Si f n"est pas définie en x,, on ne se pose pas le probléme de sa continuité en ce
point.

2. Sil'on note d la distance sur IR définie par: Y (x,y) eR2, d(x. y)=|x— vyl
la définition de la continuité en x, s'écrit :

(JeeR:, JzeR:, YxeD, ((d(x xo) < &) = (d(F(x). f(xo)) < €)).

3. Nous attirons |'attention sur le fait suivant : pour montrer que f est continue
en xp, on cherche a trouver un intervalle convenable de centre xg c'est-a-dire,
en fait, le rayon de cet intervalle. Si I est un tel intervalle, de rayon «, alors tout inter-
valle | de centre x, et inclus dans |y (c'est-a-dire de rayon inférieur a «g) répond
aussi a la question. Il n'y a donc pas unicité de |, mais il suffit de trouver un
intervalle convenable pour démontrer la continuité.

Exemples.

1. Spita unréel. Lafonction constante f; x — aestcontinue en tout pointde [R.
Soit xg unréel; ona: f(xg) = aet, parsuite : F(IR) = [f(xo) |-

Soit J un intervalle quelconque de centre f(xp). On a : {f{xg)}CJ et par suite
f(IR) cJ. Pour toutintervalle | de centre xg, ona: f(I) Cf(IR) et parsuite: 7(l)c.J.
2. Lafonction identité de IR, notée ld g, est continue en tout pointde IR.

Soit xo un réel; on a ldg (X0) = Xo. Soit J un intervalle quelconque de centre f(xs).
c'est-a-dire de centre xo. Ona: ldg (J) = J.

On peut donc choisir comme intervalle de centre X, l'intervalle J lui-méme.
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3. Lafonctionf: x — | x|estcontinue entout pointde R.
Soit Xo un réel; démontrons la proposition suivante :

yeeRy, JaeRi, yxeR, ((x—x|<a) = (lx]=|x]|< ).
Il résulte du paragraphe 1.11 du chapitre 4 que l'ona:

bxeR, [Ix]|— x|l <%= xl-

Il suffit donc de choisir pour « le réel €; on a alors :

pxeR ((x—xl<e == (IxI=Ixl <lx—x|<e¢)).

On peut aussi, par exemple, choisir pour z le réel EE

-Onaalors:

yxeR, ((]x—xﬂ{%) =P(||X|—'|Xa||*§|x—xo]<%)

— (Ix1=Ixl/< o))

4. Lafonction f: x —— 2 x2 — 3 est continue en 2.
Ona: f(2) = 5;démontrons la proposition suivante :
fceRi, JzeR;, {xelR, ((lx—21<a}=>(|(2x2—3)—5|<z)),
Soient e un réel strictement positif et x un réel quelconque.
Ona: [(2x2—-3)—-5|=|2x2-8|=2|x2—4|=2|x—-2]|.|x+ 2]
Imposens la condition: « < 1.
Onaalors: ([x—2|<a) = (Jx—=2|<1) = (—1<x—-2<1)
= (1 <x<3) = B<x+2<5) = (|x+2|<5)
wilt=> (2|x—2]|x+ 2] <10|x —2]).
Pour avoir: 2|% — 2|/ x 4+ 2| < &, il suffit donc d‘avoir : 10|x — 2| < &, ce qui

i I X .,
équivauta: |x 2|<1D

On peutdonc prendre pour « le réel inf (1, ;—ﬂ)

® iy x4+ 1 ;
5. Lafonctionf: x —» - est continue en 0.

L'ensemble de définition de fest IR — {1}etona: 7(0) = — 1.
Démontrons donc la proposition suivante :

JeeRi, JxelR}, fxeR — {1}, ([:|X|{cg)==}-(it:+1|<;)).
Soient £ un réel strictement positif et x un élément quelconquede R — {1}.0na:
x+1+1‘=|x+1+x—1 - | x |
Xx—1 X —1 =10
Imposons la candition ; « < % On a alors:
(IX|<°¢)=}-(|X|<1—)=#-(—I<J(<1_=} _g 1(._-1
2 7 3 3 <¥— 3
1 3 2|
#(—{ X~ <~)—_—_;. x| 2| x| _
2
Pour avoir : Zlz] il suffi *avoi i ;
: lx—Tl<E'| suffit donc d'avoir - 4]x| < ¢, ce qui équivaut 3:
x| <z

On peut donc prendre pour « le réel inf (% f—J



5. CONTINUITE. LIMITES

Note :.Imposera priori la condition :
On obtient en effet :

X 1) = (—
fflealtfm;ossible(ai 1.‘;‘ X< = (—2<x~1<0) =s (0 <|x—1]| < 2);
nst de minorer | x — 1| par un réel strictement positif. On peut,

i .
! par contre, imposer la condition « <

@ < 1 ne permet pas de conclure.

1 —
iats i e inférieur a tout autre réel strictement
positif inférieur 3 1,

6. N ‘il aé
| L -ou.s rappe.nons qu'il a été démontré en classe de Premiére que les fonctions triga-
: metriques sin et cos sont continues en tout point de [R.

Fonction discontinue en un point.

1.3 DEFINITION : Sf:ient D un intervalle non vide de [R et f une application
de D dans R ; soit x; un point de D,
On dit que 'f est‘ di§con_tinue en Xp si et seulement si elle n’est pas conti-
nue en xp, c'est-a-dire si et seulement s’il existe un intervalle J de centre
f(xg)_tel que, pour tout intervalle | de centre x,, I'image 7(l) de | par 7 ne soit
pas incluse dans J, c’est-a-dire :
JeeRY, YaelR:, JxeD, (|x—xo|< e et |F(x) —F(xy) |> g).

R R
f(x)
Xo + L /f(x0) + ¢
X J
f(xq)
Xo
flxs) — =
| /1 (xa) £
Y, \XQ il - 4

Exemples.
1. L'application de IR dans R qui, a tout réel x, associe sa partie entiére E(x) est

discontinue en tout point entier.
Démontrons par exemple que cette fonction est discontinue en 1.

Ona: Yxe[0,1[, E(x) =0 et Yxe[1, 2[. E(x)=1 etparsuite:
f([0.1[) = {0} et F([1.20)={1}

¥ oow
Choisissons pour J l'intervalle de centre E(1) = 1 et de rayon 5 L'intervalle J ne

L
contient donc pas zéro.
Soit maintenant | un intervalle quelconque de centre 1; soit « son rayon; il n'y a

que deux cas possibles : <1 ou «> 1.

Si « est inférieur ou égal & 1, prenons x=1 — ;: on a alors : 0<x<1

et par suite E(x) = 0.

Si « est supérieur 3 1, prenons x = 0; on a alors E(x) = 0.

Dans les deux cas, le réel x appartient a | et son image n'appartient pas a J.
L’application est donc discontinue en 1. Nous laissons au lecteur le soin de démon-

trer que cette application est continue en tout point non entier.
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2. Soit f 'application de IR dans R définie par :
s f{0) = 0
1

| Uxe R £(x) =

Démontrons que f est discontinue en 0.
Ona: f(J0,1D =11, 4+ co[ et f(1—1,0[) =]— o0, —1[
et,parsuite: f(]— 1.1 =1— oo, — 1[U{O}U]1, + ool

1
Chuoisissons pour J l'intervalle de centre f(0) = 0 et de rayon 7

Ona: J= ]_ 15 15[ Soit maintenant | un intervalle quelconque de centrg

soit « son rayon; il n'y a que deux cas possibles: <1 ou o > 1.

2
Si @ est inférieur ou égal 3 1, prenons x = ;; ona: f(x)= = = 2.

Si o est supérieur 4 1, prenons x = 1; on a f(x) = 1.

Dans les deux cas, le réel x appartient & | et son image n'appartient pas a J.
L'application f est donc discontinue en 0.

Fonction continue a droite ou a gauche en un point

1.4 DEFINITION : Soient D un intervalle non vide de IR et f une application
de D dans [R; soit x, un point de D.

On dit que f est continue a droite (resp. a gauche ) en x;, si et seulement si
la proposition suivante est vérifiée :

VeeRy, JeelRy, YxeD, ((0<x— xo<a) = (|f(x)— f(xo) | <))
(resp.

YeeR:, JaeRy, §xeD, ((—a<x—x<0) = (|F(x) — F(x0) | <9))).

R R R R
4 7{¥a) + € 7 f(xg) * ¢
F(x) J
f(xo) f(xo)
Xg
X I f(x)
) B — »
e s S
continuité a droite

continuité a gauche

Remarques : 1. Si f est continue & droite (resp. a gauche) en x,, alors  est définie
en x, et sur un intervalle de la forme ]xo, xo + «[ (resp. Jxo — o Xol)-

2. 1l est immédiat, d’aprés les définitions 1.1 et 1.4, que f est continue €n Xo
et seulement si f est continue a droite et @ gauche en x,.
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5. CONTINUITE. LIMITES

Exemples.

t‘lr;mFt:;;rL:aen?::lstl appllf.:ati‘on étudiée dans I'exemple 1 du paragraphe 1.3 et démon-
- e application est continue & droite en 1.

Soit donc = un réel strictement positif. On a: Yxe[1,2[, E(x)=1
etparsuite: Yxe[1,2[, |E(x) —E(1)|=0<c.

On peut donc prendre pour « le réel 1.

De fagon générale, cette application est continue a droite en tout point entier, mais
elle n'est continue & gauche en aucun de ces points.

2. Soit f I'application de IR dans R définie par :

Yx€]l—00,0], f(X)=x+4+2

Yx€]0, + cof, f(x)=

Démontrons que f est continue a gauche en 0.
Soit donc £ un réel strictement positif.

Ona: f(0)=2 et 'g'xE]—ooD] [f(x)—f(0)|=|x+2——2|—|x[-—-x
Si x est négatif ou nul, pour aveir | f(x) —#(0) | < e, il suffit d'avoir — x < €, ce
qui équivaut a: — e < x <0, On peut donc prendre pour « le réel e

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que f n’est pas continue a droite en 0.

Opérations sur les fonctions continues en un point.

1.5 THEOREME : Soient x, et A deux réels, f et g deux fonctions continues

en xg.
e Les fonctions f + g, fg. Afsont continues en Xo.

: . . f
e Side plus, g(xo) est non nul, [a fonction g et par suite la fonction G sont

continues en X;,.

La démonstration de ce théoréme n’est pas au programme. Nous démantrons seu-

lement que la fonction f+ g est continue en Xg.
Les autres démonstrations sont proposées en exercice.
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1.6 COROLLAIRE

kel 1Sy R |

Démonstration :
Soit D un intervalle de centre x, sur lequel 7 et g sont toutes deuy définies,
Démontrons la proposition suivante :
yeeRi, JaelR], yxeD,
(Ux =%l <a) => (1t +9)(x) = (* + g) (x0) | < )
Soient e un réel strictement positif et x un élément quelconque de D, '
Ona: [(f+ 9)(x) = (F + ) (xo) | = |(F(x) — F(x0)) +7(g(x) ~ 0(x0))|
< (%) = F(x0) | + | g(x) -
Pour avoir [(f4 g)(x) — (F+ g)(x0) | < &, il suffit d’avoir - ‘ .

|f(X)—f(Xn)|<% et [g{x)-—g(xo”{:%.

g(xo)|.

L'application f est continue en xg; il existe donc un réel strictement POSItif ¢, tg
que l'on ait :

ixeD, ({|x — Xo| < &y) ==> ([f(x) — f(xq) | <;-;-))

L'application g est continue en xg: il existe donc un réel strictement pos;

Hf 0:2 tE
que l'on ait :

x €D, ({|x—xo|<a;) —p (Ig(x}-—y(xd]{%)).

On peut donc prendre pour a le réel inf (xq, ®2)
On a alors :

(Ix=x|<a) = (Ix—xo| € % €t |x— x| < xp)
= (110 1) <3 et 1900 — g0 | <3
= ((+9(x) - (f+a)(x) | <e). m

Remarque : L'application nulle et I'application identique de IR sont continues
en tout point; I'ensemble des applications de D dans IR qui sont continues en X
est un sous-espace vectoriel (resp. un sous-anneau) de l'espace vectoriel (resp.
de I'anneau) des applications de D dans [R.

Exemples.

1. Il résulte de la continuité en tout pointdesfonctions x —» sinx et x — &

g s5In X " i
que la fonction ¥ — == est continue en tout point non nul.

2. Il résulte de la continuité en tout point réel des fonctions sin et cos que la fonc-
tion x — 1g x est continue en tout point ol elle est définie.

: Toute fonction polynéme est continue en tout point
Toute fonction fraction rationnelle est continue en tout point de sof
ensemble de définition.

—

Démonstration :

® Toute fonction polynéme est la somme d’un nombre fini de fonctions du tyP®
X — 8,X” ol p est un entier naturel et a, un réel non nul.

Il résulte du théoréme 1.5 que, pour tout entier naturel p. la fonction x — x* &

: X 2 5 ion
continue en tout point réel et que, par suite, pour tout réel non nul a, la fonctio
X ——> d,X” est continue en tout point.
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e Toute fonction fraction rationnelle est le quotient de deux fonctions polyndmes
qui sont, chacune, continues en tout point. Il résulte du théoréme 1.5 que toute
fonction fraction rationnelle est continue pour toute valeur de x qui n‘annule pas
son dénominateur, c'est-a-dire pour tout élément de son ensemble de définition. ®

Exemples. »

1. La fonction x —— 4x3 4 2x + 1 est continue en tout point.
4x3 4 2x +1

2. La fonction x —»
x—1

ast continue en tout point différent de 1.

Composition des fonctions continues en un point.

1.7 THEOREME : Soient x, un réel, f une fonction continue en X, et g une
fonction continue en f(xy). Alors gof est continue en x,.

Démonstration :
34 R

N —

glf(xq)]

1l
J

Démontrons que, pour tout intervalle K de centre (gef) (xg), il existe un inter-

valle | de centre x tel que I'on ait : (gof)(l)cK

Soit donc K un intervalle de centre (gof)(xo) = g [f(x0)].
Puisque g est continue en f(xg), il existe un intervalle J de centre f(xo) tel que

l'on ait : g(J)cK
Puisque f est continue en X, il existe un intervalle | de centre xp tel que : f(l)cJ.

On a donc : (gof)(l) = g [f()]cg(J)cK. =

Exemples.
1. La fonction f:x — sin 2x est la composée de la fonctiong : X — 2x
et de la fonction A : x —> sinx. |l résulte de la continuité en tout point des

fonctions g et i que la fonction f est continue en tout point réel.

2
2. Lafonction f: x+——> %ﬂ_x gst la composée de la fonction g: X —— sin X

14 %2, . . .
et de la fonction h: X —> 3 : la fonction g est continue en tout point et

la fonction A en tout point différent de 2. . ‘
Ona,d’autrepart: fx €R, sinx # 2; lafonction f estdonc continue en tout point.
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2. Continuité sur un intervalle.

Définitions.

2.1 DEFINITION : Soient | un intervalle de IR qui contient au moins une paire
de réels distincts et f une fonction dont I'ensemble de définition contient |
f est continue sur | si et seulement si elle est continue en tout point de |
qui n‘est pas une borne, et si, de plus, le cas échéant, elle est continue 3
droite (resp. a gauche) en le plus petit (resp. le plus grand) élément de |,

Exemples.

1. L'application de IR dans R définie par : x ——> x" + 1 est continue sur R,
2. Reprenons I'exemple de la fonction x i—» E(x) traité dans les exemples d‘as
paragraphes 1.3 et 1.4. Cette fonction est continue en tout point non entier et continue
i droite en tout point entier. Elle est donc continue sur [0, 1[, sur [1, 2[ et, de fagon
générale, si n est un entier rationnel quelconque, sur [, n+ 1L
Ona: f([n.n+10) = {n} = [n n).L'image par f de lintervalle [n, n+1[
est donc un intervalle de R.
D'autre part, f n'est pas continue sur [n, n + 1] et I'image par f de cet intervalle
est I'ensemble {n, n + 1) qui n'est pas un intervalle de R.

2
x4+ 1
L'ensemble de définition D,de fest: R—{—1}=]— o0, —1[U]— 1, + =0
Il résulte du corollaire 1.6 que f est continue en tout point de D ; elle est donc continue
sur chacun des intervalles ]— oo, — 1[ et ]— 1, + oo et, a fortiori, sur tout inter-
valle inclus dans ceux-ci, par exemple sur [0, 1].
Calculons #([0,1]) Soit x un élément quelconque de [0, 1]

On a alors : (Déx£1)-(=r-(1£x+1€2)<=%v(%£xi1€2)

2
(1 “{‘x+1$2)'

3. Soit la fonction f: X —

et par suite : f([0,1]) = [1,2].
Nous remarquons encore que l'image par f d’un intervalle sur lequel £ est continue

est un intervalle.

Image d’'un intervalle par une fonction continue.

Conformément au programme, nous admettons le théoréme suivant :

—
paire de

2 2 THEOREME : Soient | unintervalle de IR qui contient au moins une
réels distincts et fune fonction continue sur |. Alors I'image de | par festun

intervalle. )
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Exemples.

1. Soient | =]1—3, —2[ et - x:——:-—-;+1.

La fcnc.tiun fest continue sur IR ; a fortiori elle est continue sur 1.
Déterminons 7(1),

Soit x un élément quelconque de I, on a :
(xel) == (-3 <x< -2
X 5
4&}(2 < -—§+1 <‘i) < (f(x) 6]2. gD
On a donc : #(l) = ]2-25-[

Nous remarquons que I'image par f de l'intervalle ouvert 1= 3. — 2[ est un inter-
valle ouvert.

SE— Nl
: 2.5
! r 2\
A
~ - /
=y =3 o F
- ~

2. Soient 1=172,4[ et f: x+— (x—23)24+ 2.

La fonction f est continue sur [R; a fortiori, elle est continue sur I.
Déterminons f(I).
Soit x un élément quelconque de |; on a :
(xel) =—> (2<x<84)=—> (—1<x—-3<L1)
<« (0< (x —3)2 < 1) <= (f(x) € [2,3[).

On a donc: #(I) = [2, 3[. _ )
Nous remarquons que I'image par  de I'intervalle ouvert 12, 4[ est un intervalle semi-

ouvert.

w3 s ' :
2
?_ﬂ
/ -~ -
o) . 2 4
! - ~
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Remarques : 1. Le théoréme précédent donne une condition suffisante poyr qu
I'image d’un intervalle par une fonction soit un intervalle. Montrons que Celt:

condition n‘est pas nécessaire.
Prenons, par exemple | = [2, 4[ et f: x — x— E(x) + %
Ona: fxe[2 3] f(x)=x~— % et, par suite : f({2, 3[) = [% g[

. 3
¥xel3 4L f(x)=x— % et par suite : F([3, 4[) = [i' g[
On a donc £([2, 4[) = [gg .
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que f n’est pas continue en 3.

\ 7
2,5
\ F 4
1,5
- &
J
”
0 ) I

2. Les exemples précédents montrent que, si | est un intervalle ouvert, la nature
de lintervalle £(l) n'est pas déterminée a priori.
Lorsque | est un segment, nous admettons le résultat suivant :

2.3 THEOREME : Soient | un segment et f une fonction continue sur |.
Alors I'image de | par f est un segment.

Wil
/ 1
%\ o
m
'y |
S Ly )
0 }':ﬂ b
~ /

Remarques : 1. La fonction continue f admet donc sur le segment | un minimum
et un maximum absolus; ce sont les deux bornes du segment (). i
2. Le théoréme précédent donne une condition suffisante pour que 'imag® f;st
une fonction d'un segment soit un segment. Montrons que cette condition 1

pas nécessaire.
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5. CONTINUITE. LIMITES

prenons, par exemple : | = [2, 4] et |a fonctio ini -

,"xe[Z, A, FOE fxm T ] n f définie par :

[yxe13, 4], f(x) = (x — 3)2 4 2,

ona: f[2,31=1[1,2] et £(]3 4]) =12 3].

onadonc: £([2,4]) = [1,2]u]2, 3] = [1, 3].

Nouas laissons au lecteur le soin de démontrer que la fonction £ n'est pas continue
en 3.

La courbe représentative de f dans un repére orthonormé (

0, /,/) est la réuni
de deux arcs de parabole, /) union

3
f A ) ] =
2 >/
vy
!-l
J " A
O - ]
J 2\ 3 ‘_4

Exemples.
Reprenons les exemples du paragraphe 2.2.

1. Soit f: x —> _g+1.

Onaalors: f([—3, —2])= [2* ;]

2. Soit f: x+— (x—3)242.
On a alors: £([2, 4]) = [2, 3].

24 COROLLAIRE : Soient | un segment et f une fonction continue sur |.
Alors il existe au moins un couple (c, d) de | x| tel que I'on ait :

Fxel, f(c) < f(x) < f(d).

Démonstration :

Il résulte du théoréme 2.3 que f(l) est un segment [m, M].

On a donc : “xel, m< f(x) < M. D’autre part, m et M appartiennent a
£(1). Il existe donc au moins un couple (¢, d) de Ix| tel que l'on ait: m = f(c)
et M = #(d).

Onaalors: fxel, f(e) <f(x)<f(d). ™

Exemples.

Reprenons les exemples des paragraphes 2,2 et 2.3,

X
1. Soitf: x —> —§+1-

5
Onaf([—3, —2])= [2, 5] et :
yxe[—3, —2], f(—2)< Fix) < f(— 3).
2. Soitf: x +——> (x —3)2+ 2.
Ona: f([2.4])=[2 3]et:
fxel2 4], rf8)<f(x) < f(4).
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2.5

3.1

Remarque : Sifn'est pas injective sur |, le couple [r:', d) n'est pas nécessairemem
unique. Dans l'exemple 2 traité ci-dessus, la fonction f: x — (— 3)2 45
n'est pas injective. On a aussi: {x e [2,4], £(3) < f(x) < f(2).

COROLLAIRE : Soient a et b deux réels distincts et f une fonction continye
sur [a, b], telle que I'on ait : f(a).f(b) -::‘0. .

Alors il existe un réel ¢ de ]a, 5[ tel que I'on ait : f(c) = 0.

Démonstration : ’

Il résulte du théoréme 2.3 que 7([a, b]) est un segment [m, M]. Les réels f(a)
et f(b), qui sont de signes contraires, appartiennent 3 cet intervalle. On a done

neécessairement : m< 0 et M > 0. Le réel 0 appartient a
et par suite, il existe un réel ¢ de [a, b] tel que I'on ait : f(

et f(b) sont non nuls par hypothese. Le point ¢ est donc d
appartient a ]a, b[. m

[m, M] = f([a, b1)
¢) = 0. Les réels f(a)
istinct de a et de b; il

Exemple.

Résolvans dans R I'équation : x2 + x +1=0. (1)
L'étude du sens de variation de la fonction F: x —s x3 4 x + 1 permet de
démontrer que |'équation (1) admet une solution unique. Cherchons une valeur
approchée @ 102 prés de cette solution x,.

Ona: f[—1)=—=1<0 et f(0)=1>0et, par suite =1 €x:<0
43 184 o
f(— 0,?}=—1—6§—6<0 et f{—-(},ﬁ)_i—mﬁ}l}et,par Suite: — 0,7 <xg < =086

f(— 0,69) = :#305_951 <0 et f(—068)= 515;8 et, par suite :

— 0,69 < x5 < — a.e?‘

3. Limites,

Notion de limite.
Cette notion généralise Ia notion de continuits.

Définition.

DEFINITION : Soient Xo et / deux réels et f une fonction dont I'ensemble
de définition D, contie

nt un intervalle épointé de centre x,. |
On dit que f admet pour limite en x, le réel / (ou encore que 7(x) tend vers
quand x tend vers Xo) si et seulement si, pour tout intervalle J de centre /.

il existe un intervalle épointé | de centre x, tel que I'on ait : 7(l)c J, c’est
a-dire :

VeeR:, JaeR:, YxeDy ((0<[x— x5 <t) = (1f(x) —11< ).
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X N

e

anote: | B -1 Tim £(x) =
0 l |:11f !] ou [’lim f(x) u-:f'_l

LY J"l'l-

as si f est délime ou non en Xg

Remarque : Cette définition ne précise p
la valeur de f(xq).

Si f est défini : i
Si 7 est définie en X, la valeur de la limite ne dépend pas de

Exemples. .
1. Soit 7 l'application de R dans IR délinio par:
= X2 '
tl;‘xEIR. f(x)-]—x-I] et (!(0}:1)_ 1
Démontrons que l'on a - lim f = 0, c'est-d-diro
0
yeeRi, joeeRL fxe R, ({0 < | x| < @) => (110 ] < ¢))-
Soient £ un réel strictement positif et x un (6ol quelconque non nul, '_
x2 | x|? '
Ona: |[f(x)I= =Lt =]X]
e 1= oeg| = g = 1!
Pour avoir : |f() ] <& il suffit davoir 1 0 < | x| < e
On peut donc prendre pour « le réel e i
Remarguons que la limite de fen 0 n'est pas ggale & 1(0).
\

2x+1)x+3),

2. Soit la fonction fi X —> —x + 9
L'ensemble de définition D¢ de fest: Dr= R — {— 3}
Démontrons que I'on @ : Iin:;n f=—5 c'ost-d-dire :
yee R}, jee Ry, YX€ p, (©O<Ix+3 | <) == (|00 F 5] < ¢))
Soient € un réel strictement positif et x un rdel quelcanque différent do — 3. On
2%+ 1 6t par suite : |£(x) + g|=|2x+1%+ 5= 2|x+ 3]
2| x+ 3| <cece qui éauivaut A

aalors : f(x) = :
| suffit d'avoir 0 <

Pour avoir | ()
o<|x+31<3
prendre pour & ie

e la fonction & dé
st continué an

+5|<e!

réel §E
finie par : yx e R, g(x)
_ 3 ot satisfait A

= 2 x 4 1 coincido
gl—3)=—5
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: : 1
3. Soit la fonction f: x —— sin =

L'ensemble de définition D, de f est R",

Démontrons que cette fonction n'a pas de limite en zéro.

Démontrons donc que, pour tout réel /, il existe un intervalle J de centre / tel que,
pour tout intervalle épointé | de centre 0, I'image f(I) de | par f ne soit pas incluse
dans J.

Envisageons lestroiscas: |/| > 1, |/| <1, |/|=1 et remarquons que I'on a :
f(R*) = [-1,1].

e |/]|>1.
Il existe alors un intervalle J de centre / tel que l'on ait : Jn[—1,1] = &
par exemple, l'intervalle de rayon l__.”’z" 1.

Pour tout intervalle épointé | de centre 0, on a alors :
f(hc[—1,1] et parsuite 7(1)gJ.

[ . ) i S [
“1'\ 0 +1) J‘—J-\G—”' L
e |/| <.

Il existe alors un intervalle J de centre / qui ne contient pas 1, par exemple, |'inter-
1—|7 ¢ ; :
valle de rayon ——# Soit alors | un intervalle épointé quelconque de centre 0

- - . # . . 1
soit « son rayon. Il existe un entier naturel n tel que 'on ait : E +2nn> =

Posons x = 1:1— Le réel x satisfait @ : 0 < x < o et appartient donc & I.
3 +2n=

On ad'autre part: f(x) = sin % = sin (g + 2 mr) =1

Limage par fde x n'appartient pas a2 J et on a donc : £(l) ¢£J.

) 1 3 = Af (
=) ]

e |/|=1.
Il existe un intervalle J de centre / qui ne contient pas 0, par exemple, I'intervalle

1 . . ) .
de rayon 3 Soit alors | un intervalle épointé quelconque de centre O; soit o 507

5 ¥ " _ 1
rayon. Il existe un entier naturel n tel que l'on ait: 2nwn> =
1
Posons x = 50—
2nw

Le réel x satisfait 3 ;: 0 < x < = et appartient donc a .
¥ r i t
On a d'autre part : F(x) = sin 1; = sin (2 n w) = 0; l'image par fdexn appartien

pas a J et on a donc : f(I)¢J.
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Propriétés.

3.2 Dans ce paragraphe‘,*nous désignons par x, un réel et par f une fonction dont
I'ensemble de définition D, contient un intervalle épointé de centre xo.

fP] Si f admet une limite en x,, alors cette limite est unique.

Nous proposons la démonstration de cette propriété en exercice.

Ifz Si f est continue en xg, alorson a: lim f = f(x,).
Xg

Démonstration :

Si f est continue en xg, on a :

feeR: JeelRE YxeD, ((1x—xo|<a) = (|F(x) — F(xo) | < ¢))

et par suite :

feelR}, JxelR:i, YxeD, ((0< | x — x| < &) = (|F(x) — F(x0) | < a})
ce qui équivaut a : limfFf= f(x,). =

Remarque : La propriété P, permet de calculer les limites en un point de toutes
les fonctions continues en ce point.

Par exemple, on a, de facon immédiate :

Iirr}(x2+x+1]=22+2+1=7.

X

P3 Si f est définie en x, et admet f(xp) pour limite en ce point, alors 7 est
continue en Xg.

Démonstration :

Dire que : lim f = f(xp) équivauta:
Xo

e Ri, HGEETRT-; Y x €Dy ((D<|X—Xoi<:a)———}-‘rﬂf{X}—-f(xgH{ E))
On a de plus : |f(xo) — f(xo) | =0 < &, et par suite :

VfeeRi, JeeRE, YxeDy ((1x = Xo| < @) == (| £(x) — f(x0) | < €)).

ce qui équivaut a dire que £ est continue en xo. H

P4 Si f admet pour limite en xg le réel non nul /, alors il existe un intervalle
épointé | de centre x, tel que l'on ait Vxel 7(x)./>0.

Démonstration : o
Soit J Fintervalle de centre / et de rayon le réel strictement positif - Il existe

donc un intervalle épointé | de centre Xq tel que l'on ait : f(l)cJ.
On a, d’autre part :

/
(f(hcd) —— (fxel, f(x)e J) == (Ijx el, |f(x)—1|< Lz—l)
-€=b-(HXE|, f—%”<f(x]<;+.|%i).
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3.3

Il n'y a que deux cas possibles: />0 ou /<0

e /> 0.
/
Ona: l—;_,le—-—éetparsuite:
/ ' / 31/
(]j.\'el, —l—%{f(x:l{f-!-l—zt){:;-('ﬁ‘xel, ._'!<f(x}<i)'

Pour tout x de |, le réel 7(x) est donc positif et on a : f(x)./ > 0.
e /0.

Ona: %—l= —%etparsuite:

/ < ¥ /
(uxel, f— % < fX) < 1+ '—2—|) — ('dxal, % < f(x) <§)-
Pour tout x de |, le réel f(x) est donc négatif etona: f(x)./>0. m

Prolongement par continuité.

Nous rappelons la définition suivante : Soient A et B deux parties de R telles que
l'on ait : AcB. Soient f une application de A dans [R et g une application de B
dans [R.

Onditque g est un prolongement de fsur B si et seulement si g coincide avec f
sur A, c'est-a-dire si et seulementsiona: YxeA, g(x) = f(x).

THEOREME ET DEFINITION : Soient x, et / deux réels, D un intervalle
épointé de centre x, et f une fonction définie sur D et qui admet pour
limite en x, le réel /.

Alors le prolongement gde fsur DU {xo} tel quel’on ait: ¢ (xg) = /est'unique
prolongement de f sur DuU{xo} qui soit une fonction continue en X

On dit que g est le prolongement par continuité de f en Xo.

Démonstration :

Pour déterminer un prolongement g de f sur DU{xg}, il suffit de déterminer la valeur
de g(x,).

e Soit g un prolongement de 7 sur D U{xo} qui soit une fonction continue en Xg
Il résulte de la propriété P, du paragraphe 3.2 que I'on a - lim g = g9(xo).
X,

D’autre part, f et g coincident sur D; il résulte de la définition de la limite en Xo
que l'on a : limf= limg.

Xg Ay

On a donc, nécessairement : g(xo) = lim f = |.
Xo

Il résulte de I'unicité de la limite, que la valeur de g(xo) est unique. Il y a donc un
seul prolongement de f sur DU{x,} qui soit une fonction continue en Xo:
® D'autre part, il est immédiat que la fonction g définie par :

(fxeD, gix)= f(x)) et (g(xo) =1/)) est un prolongement de f sur DU{Xd)

tel que l'on ait: lim g = /, c'est-a-dire, d'aprés la propriété P, du paragraphe 32,
Xo

qui soit une fonction continue en Xo- ®
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5. CONTINUITE. LIMITES

Exemples.

Reprenons les exemples 1 et 2 du paragraphe 3.1.
. ¥ - . 2
1. Soit g I'application de R* dans IR définie par : fxeR", g(x)= Iix—l

x2
| x|
gement de g sur [R. Ce prolongement n'est pas le prolongement de g par continuité
puisque 'on a démontré, dans le paragraphe 3.1, I'égalité : lim f = 0.

0

La fﬂnCtiﬂn .f. définie par : (Vx e IR., f(x) P~ et f({.'l) = 1) est un prDlon‘

On a d'autre part : Ii‘g\ g= Ii|r311 f = 0 et, par suite, le prolongement par continuité
2
de g sur IR est la fonction A définie par : (l;x eR*, h(x) = Ix_l et A(0) = 0)'
| A
c'est-a-dire: (Yxe R, h(x) =|x]|).

2. Soit f I'application de R — {— 3} dans IR définie par :

wll w _ 2x41)(x+ 3)
fxelR {=3}, flx)= Y13 :
L'application g de IR dans IR définie par : §xelR, g(x)=2x+ 1 coincide
avec f sur IR — {— 3} et est continue en — 3.
C'est donc le prolongement par continuité de f sur IR. Remarquons que l'on a
bien : Iin; f=g(— 3).

On a aussi le théoréme suivant :

3.4 THEOREME : Soient x, et / deux réels, D un intervalle épointé de
centre xg; et f une fonction définie sur D.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes
1. fadmet pour limite en x; le réel /.
2. f admet un prolongement par continuité g en x, et I'on a : g(x,) = /.

Démonstration :

(1) == (2). Cette implication est démontrée dans le théoréme 3.3.

(2) — (1). Soit g le prolongement par continuité de 7 en x; la fonction g est

définie sur DU {x,} et continue en xo.

Il résulte de la propriété P, du paragraphe 3.2 les égalités : lim g = g(x,) = /.
Xg

Les fonctions £ et g coincident sur D; de la définition de la limite en xg, il résulte
I'égalité : lim f= lim g.

Xg Xg
Onadonc: limf=/ =
Xo

Remarque : Ce théoreme permet dans certains cas de trouver, de facon trés
simple, la limite en un point x, de toute fonction fraction rationnelle dont le numé-
rateur et le dénominateur s’annulent en xg. Par simplification, on obtient un prolon-
gement par continuité de f et la limite de F en X est la valeur numérique de ce
Prolongement en x,.

2 -1 ok = 1)(x+ 1) .
Par T il = lim
exemple, ona: il:r} e ilf;l — 1 bl (x+ 1)
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3.5

Limite & droite. Limite a gauche.

Nous avons introduit la notion de continuité é' droite (r_esp. a gauche); d'une facon
analogue, nous introduisons la notion de limite a droite (resp. & gauche),

: Soi X, et / deux réels, r un réel strictement positif et
EE:IT:;I;.t:in Sd?;::ti':nsembie de définition D, contient I'intervalle
s = I, X S

]-X%f\nd_tl_trq[u(;?"s:dr%'l?t pourol[i)rnita a droite en xg I? réel / si et seulement si,
pour tout intervalle J de centre /, il existe un intervalle | de la forme
1Xo0. Xo + «[ tel que I'on ait : f(l)cJ, c'est-a-dire :

e e R, JeelRI, YxeD, ((0<x—xy <o) => (]f(x.— /I < ¢€)).

e On dit que f admet pour limite a gauche en x; le réel / si et seulement si,
pour tout intervalle J de centre /, il existe un ipterva[la | de la forme

1xo — o, Xo[ tel que I'on ait : 7(l)cJ, c’est-a-dire :

YeeR:, JeeR:, YxeDy ((—a<x—x<0)= (|f(x)—/|<¢)).

R R

R IR
Xp + @

Xﬂr

limite a droite limite a gauche

On dit aussi que f(x) tend vers / quand x tend vers Xg & droite (resp. @

gauche).

Nous notons :  lim £(x) =/ (resp. lim f(x) = .’)
Py xex,

ou encore: lim

Foe= (resp. limf = !)
-

x3
On trouve aussi la notation suivani?e .
lim f(x) = r (resp. lim f(x) = !]

XX K=dg
et I'expression suivante :

f(x) tend vers / quand x tend VErs Xo par valeurs supérieures (resp. inférieures).

Remarques : 1. || résulte de fagon immédiate des définitions que I'on a :
lim f(x) = ' = - =
(MU (y=1 et I e !) <= (lim f(x) = 1)
X iy =3
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2. De fagon ana!ogua aux paragraphes 3.3 et 3.4, on introduit la notion de prolon-
gement par continuité a droite (resp. & gauche) en un point et on démontre qu’une
fonction admet pour limite 2 droite (resp. 2 gauche) en x; le réel /si et seulement si

elle admet en X, un prolongement par continuité ¢ 3 droite (resp. & gauche) en
Xp tel que l'on ait: g(x,) = /.

Exemples.

1. Soit la fonction f: x — 1 4 |x — 3|,
L'ensemble de définition D, de f est R.
yx€l—o00,3[ FX)=1—x+3=4—%
Ona: f(3) =1
Yx€l]3, + oo, f(X)=14+x—3=x-—2

Bl /
(73]
(=2

Cherchons la limite a droite et la limite & gauche de f en 3.
La fonction g définie par :
g: ]—00,3] — R

X — 4 —x
coincide avec f sur ]— oo, 3[ et est continue & gauche en 3.
Onadonc: limf(x)=g(3)=4—3=1.

<3
La fonction h définie par:
h: [3,4 e[ — R.

Xt — x—2
coincide avec f sur 13, 4+ oo[ et est continue & droite en 3.
Onadaonc: Iimf(x)=h(3)=3 —-2=1.

X3
x>=3
Remarquons que l'on a : lim f(x) = Iirr3|. f(x) = 1 et, par suite lim f(x) = 1.
X+ X-» X3
x<3 =3

On aurait pu démontrer ce dernier résultat directement.

2. Soitlafonctionf: x —— !..‘;.!

L'ensemble de définition D, de fest: D, = R*
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—x
Ona: | §yxe€]l— oo, 0[, f(-‘f)-‘:—x_'="‘1

Yx €10, + ool F(x) =§=1.

fm]
|
—

Cherchons la limite 2 gauche et la limite a droite de / en 0.
La fonction constante g égale & — 1, définie sur ]— o0, 0] est le prolongement

par continuité a gauche de fen O; on a donc: Iimnfr:x} =g(0)=—1,
<0
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer de fagon analogue que l'on a -
lim f(x) = 1.
x>0
x=0

Remarquons que la limite & droite et la limite & gauche de f en 0 sont différentes;
f n‘admet donc pas de limite en 0.

Extensions de la notion de limite.

3.6 Soient x, et / deux réels et f une fonction dont I'ensemble de définition contient

un intervalle épointé de centre x,.
Pour démontrer que / est la limite de f en xg, on s'intéresse, pour I'ensemble d'arri-
vée de f, a la famille des intervalles de centre /, et, pour I'ensemble de départ de /,

a la famille des intervalles épointés de centre x,. Nous appellerons ces familles
respectivement famille d'arrivée et famille de départ.

Dire que ” f(x) tend vers / quand x tend vers x, " signifie :

® que |'on a choisi pour famille d'arrivée la famille des intervalles de centre /,
e que |'on a choisi pour famille de départ la famille des intervalles épointés de
centre Xxg,

® et que, pour tout élément J de la famille d’amrivée, il existe un élément | de 12
famille de départ tel que I'on ait: #(1) cJ.

Il est commode de dire que / est la limite de f suivant la famille des intervalles
épointés de centre x,.

De méme, si 'on a: limf=/ (resp. lim f = !), on dit que / est la limite de f
) ' ) x X3

suivant la famille des intervalles de la forme ]x,, Xo + o[ (resp. 1xo — o Xol)-
Nous allons étendre Ia notion de limite en considérant d'autres familles de dépar
et d'arrivée et en gardant la méme formulation.

Nous donnons dans les tableaux suivants les différentes familles et les cas aux”
quelles elles correspondent.
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5. CONTINUITE. LIMITES

| familles d"arrivée formulations r TREsa
] V—cel+ €[ f(x) tend vers / |
|
Ja, + oo[ f(x) tend vers 4 oo [
|
‘ ]— oo, a[ f(x) tend vers — co |
; |'
l
|
| Tabl I
{ < au
i familles de départ formulations e
1x0 — o, xg[U]xo, Xo + o x tend vers x,
|
| Ixg — o, xo[ x tend vers x, a gauche
_ 1xo, X0 + o[ : x tend vers x, a droite
i
16, 4+ oof x tend vers 4+ oo
; ]— oo, B[ x tend vers — co
| .
|
i
|
i On a alors les quinze possibilités suivantes. Tableau Il
it arrivée Vi, f & T8, 400 Tiei00; 4]
| Ixo — o, X[ UIXg, Xo + o[ limf=/ limf= + oo limf= — oo
Xo Xa Xp
Ixo — o, Xp[ limf=/ limf= + oo limf=— oo
X5 Xo X
Ixo. o + «[ limf=1/ limf= + oo imf= — oo
J'; xg* X;
16, + oo[ limf=1 limf= 4+ oo limf= — oo
+m + +@
1= o0, B[ limf=/ limf=+4+o | limf=— o
—oo -@ —m J
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Si f est une fonction dont I'ensemble de définition D, contient un intervalle de la

forme ]a, + oo[, dire que l'on a : IJirm f = I signifie :

e que I'on a choisi pour famille d'arrivée la fami['le des i_ntervailes de centre |
e que l'on a choisi pour famille de départ la famille des intervalles de la forme
]a' + m[' & 0 W a W

e et que, pour tout intervalle J de la famille d'arrivée, il existe un intervalle | de
la famille de départ tel que I'on ait : f(l)c J,

ce qui équivaut a :

VeeR: JaeR, YxeD, ((x>a) = (|f(x)—1/|< <))

On dit souvent que f admet une limite finie en + oco.

De méme, si I'on a par exemple : lim f = + oo, on dit que f admet une limite

Xo
infinie en un point fini. _ _
De méme, si I'on a par exemple : lim f = 4 oo, on dit que f admet une limite

infinie en — oo.
Enfin, si F est I'une quelconque des cing familles de départ, nous notons la limite

de f, suivant cette famille, si elle existe : lim f

Remarques : 1. Les tableaux | et Il ne donnent pas une définition des expressions
telles que : “'f(x) tend vers /" ou “x tend vers + oo "'; ils permettent seulement de
comprendre plus facilement le sens des expressions telles que "f(x) tend vers /
quand x tend vers 4 oo,

2. Le choix d'une famille de départ donnée n'est admissible que si I'ensemble de
définition de la fonction £ considérée contient un intervalle de cette famille.

Exemples.
: .1
1. Démontrons que l'on a : lim - = — eo,
x+0X
x<=0

: 1 N
La fonction x +—» = est définie sur [R*, La famille d’arrivée est celle des intervalles

de la forme ]—
]— e, O[

YDémuntrons donc que, pour tout intervalle J de la forme ]— oo, a[, il existe un

fae R, j=eRi, fYxelR*, ((—u.«q:x{t}} =-_).(1_<a))-
X
Soit donc a un réel.

0, a[ et la famille de départ est celle des intervalles de la forme

* Si 3 est positif ou nul, on a, pour tout réel x strictement négatif : 1 <0<£a
X

ﬂnsl_:eut donc prendre pour « n'importe quel réel strictement positif.
® 91 a est strictement négatif, on a, pour tout réel x strictement négatif :

1
- - 1
X i a) (ax < 1) <= (" > ;);Oﬂ peut donc prendre pour « le réel = 7
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2. Démontrons que l'on a : lim X2 = 4 oo,
X —0

La fonction x — X2 est définie sur IR. Démontrons que, pour tout intervalle J

de la forme ]a, 4 oo, il existe un intervalle | de la forme ]— oo, b[ tel que I'on ait :

f(Dcd, cest-a-dire : JaeR, JbeR, YxeR, ((x<b) —> (x2>a)).

Soit donec 2 un réel.

e Si a est négatif ou nul, on a, pour tout réel x non nul : x2> 0> a. On peut
donc prendre pour b n‘imparte quel réel.

» Si a estpositif, on a pour tout x réel: (x2> g) <—x (Ix] > 4/a) &t pour tout x

réel strictement négatif : (| x| > ‘\/E) <> (—x> \/3) <~ (x< - Va).
On peut donc prendre pour b le réel — /3,

3. Démontrons que l'on a : lim
X»+w X =

= 1.

; X 0
La fonction x —-o x — 7 ©st définie sur R — {1}. Démontrons que, pour tout

intervalle J de centre 1, il existe un intervalle | de la forme ]b, + oof tel que I'on
ait : f(l)cJ, c'est-a-dire :

YeeR: JbeR, yxeR - (1), (("7’1” =**(xi1"’"“))'

Soient donc e un réel strictement positif et x un réel quelconque, différent de 1.

X 1 1
Gnas x—1 ‘" x=1|" [x=1]
et aussi : (——1— {e)-(:)—(ix—ﬂ}l)-
|x—1] £
Supposons que l'on ait: x> 1. On a alors : [¥—1]=x—1 et, par suite :

(|x—1l>:—)<=}(x>1+%)-

1 ; 1
On peut donc prendre pour b le réel sup {1, 1+ E) c'est-a-dire : 1 4+ =

s 1
4. Démontrons que l'on a: lim ——— = + oco.

x+2 (x—2)2

La fonction x —— est définie sur R — {2}.

1
(x — 2)2
Démontrons que, pour tout intervalle J de la forme Ja, + oo, il existe un intervalle
épointé | de centre 2 que tel I'on ait ; f{l)cJ, c'est-a-dire :

1
VQEIR, 1C!EH+, UXEIR—{E}, ({D{lx—2|<ﬁ) %(m}ﬂ)).
1
“—“_(x- 7)2 > 0.
e Si 2 est négatif ou nul, on a donc :

1
HXER—{z}, m}ﬂ}ﬂ.
On peut donc prendre pour = n‘importe quel réel strictement positif.
e Si 2 est strictement positif, on a :

YxeR — {2}, (((x 1 575 > a) ((x — 22 < %)

— o<}

1
On peut donc prendre pour « le réel 7;-

Ona: fxeR — {2},
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Propriétés.
3.7 On a les propriétés suivantes :

[Pf Soit 7 un réel: la fonction constante x — A a pour limite A suivam}

n‘importe laquelle des familles de départ possibles.

Démonstration : _
Soit la fonction £, :  x —» A. Soit J un intervalle de centre A

Pour tout intervalle | de n'importe quelle famille de départ,ona: f(l) = {(\Ncd. m

Pz L'intersection de deux intervalles quelconques d’'une méme famille de
départ est un intervalle de cette famille.

Démonstration :
Considérons successivement les cing familles de départ possibles. On a :
o Y(o B) e R:2 (Ixo — o Xo[UlXo, Xo + «[) N (1x0 — B, Xa[U X0, X0 + BI)
= Jxo — inf(e, B), o[ U lXo, Xg + inf(a, B)[
o Y(x ) eR32, Ixo — « xo[N]Xo — B, Xo[ = X0 — inf(a, B), xo[
o §(2 B) e R32%, 1xo Xo + alNlxo Xo + B[ = X0, Xo + inf(a, B)[
e {(a b)eR2, la, + oco[Nn]b, + oo = Jsup(a, b), + oof
e Y(a, b)eR2, ]— oo a[N]— o0 b[ =]— oo, inf(a, b)[. W

Remarque : L'intersection de deux intervalles quelconques d'une méme famille
d'arrivée est aussi un intervalle de cette famille.

P3 Soit f une fonction qui admet une limite non nulle suivant une famille
de départ donnée. |l existe un intervalle | de cette famille telle que l'on
ait: Yxel, F£(x)==0.

Démanstration :

Il n’y a que trois cas possibles :

f a pour limite le réel non nul /; fa pour limite + oo; £ a pour limite — co.

e f a pour limite le réel non nul /.

On démontre, de facon analogue a la propriété P, du paragraphe 3.2, qu'il existe
un intervalle | de la famille de départ considérée tel que : Vxel, f(x)./>0.
Onaalors: {xel, f(x)#0.

e fa pourlimite + oo,

Considérons lintervalle J = ]0, 4 oo[. Il existe alors un intervalle | de la famille
de départ consigérée tel que l'on ait: Yxel, £(x)ed.

Onaalors: Yxel, f(x)#0.

e f a pour limite — co,

Considérons l'intervalle J = ]— oo, O[. |l existe alors un intervalle | de la famille
de départ considérée tel que l'on ait: Yxel, F(x)eJ.

Onaalors: Yxel, f(x)#0. m

Remarque : La démonstration précédente montre en outre qu'il existe un intervalle
de la famille de départ sur lequel la fonction f garde un signe constant.
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Opérations sur les limites.

i 3.8 Nous rappelons ici des résultats donnés en classe de Premiére; nous les admettons

i tous; nous proposons néanmoins la démonstration de certains d’entre eux en exercice.
Dans ce paragraphe et dans les paragraphes suivants (n°s 3.8 a 3.12), nous dési-
gnons par f et par g deux fonctions qui admettent des limites suivant la méme famille
de départ, supposée fixée. Nous notons simplement lim 7 (resp. lim g) la limite de f
(resp. g) suivant cette famille.
Il résuite de la remarque 2 du paragraphe 3.6 que I'existence de lim 7 (resp. lim g)
entraine I'existence d'un intervalle |, (resp. 1) de la famille de départ, sur lequel f
(resp. g) est définie. Les fonctions f et g sont donc toutes deux définies sur I'inter-

valle | = |, nl,. D'aprés la propriété P, du paragraphe 3.7, l'intervalle | appartient
aussi a la famille de départ. Les fonctions f + g et fg sont donc aussi définies
sur |.

D’autre part, s'il existe un intervalle J de la famille de départ tel que I'on ait :
ixed, g(x)= 0, la fonction g est aussi définie sur InJ qui est encore un inter-

valle de la famille de départ.

Premiers résultats.

3.9 Les trois tableaux suivants correspondent a tous les cas ol I'existence de lim f

; : ! ;o
et de lim g entraine I'existence soit de lim (f + g), soit de lim fg, soit de lim 7

Somme Produit Quotient
lim £ |lim g |lim (f + @) lim# |lim g | limfg — - ﬁmé
J/ I+ 7 / I Lt
/
I's#0 7
/| |+ oo + o0 4+ o0 |+ oo
/>0
— 0
+ oo|4+ 00| + oo 00 | =08 &
1<0 ’
— 0 |— ©O -i-oc:
+ oo |+ 00|+ 00 I'<0|—eo
—— —_— 0
+ o0 |—o0 =00 I'<0 +°‘:
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Remarques : 1. Si A est un réel quelconque, on obtient dE_!s résultats sur lim Ag
en remarquant que la fonction A g est le produit de la fonction x +—u 3 ot de |5
fonction g et en utilisant le tableau |l

2. Dans le tableau Ill, la limite de g suivant la famille de départ considérée N'est
jamais nulle. |l résulte de la propriété P, du paragraphe 3.7 qu’il existe un intervalle

i o T
de la famille de départ tel que I'on ait: YxeJ, g(x) ## 0. La fonction 5 ®stdonc
définie sur un intervalle de la famille de départ considérée.

Exemples.

1. 1l résulte du tableau Il que I'on a, pour tout entier naturel non nul p -

lm x" = 4+ oo
X++m

; | + oo sin est pair
lim x" = : ¥ )
N = | — eo sin estimpair.
2. Il résulte du tableau Il que I'on a, pour tout entier naturel non nul n :

2 1 : 1
lim —=0 et lim — =0.
X +m X x+—c X

3. Calculons lim |[—3x? — 4 4 2).

X — @ F
Ona: lim x2=+4 oo etparsuite: lim —3x2= — oo
Xt =— @ X = m
lim —4=—4
X b — 00 . . 2
et par suite; lim —4 4 S=-—4
lim — = D X+ —@ X
X3 —@ X:’
Onadonc: Ilim —3x2—4 +%= — 00,
X+ =@ X
2
4. Calculons lim ﬂx—l
x+0 l X|
2 2
Ona: yxeR", uﬂ: —x—-+1.
[ x| [x]
Dautre part, on a : lim 1 =1 et, d'aprés I'exemple 1 du paragraphe 3.1,
x+0

L. & . x2
on a aussi lim — = 0. On a donc: ||mﬁ_.|_x_|=0+'[=1
x>0 | % x+0 ||

Applications.

3.10 Les propriétés suivantes sont des conséquences du paragraphe 3.9.

PI Soit | un intervalle d‘une famille de départ donnée.
L'ensemble C(I, IR) des applications de | dans R qui admettent une
limite finie suivant la famille de départ considérée est un sous-espace
vectoriel et un sous-anneau commutatif unitaire de F (I, R).
L'application qui, 3 toute fonction de £(l, R), associe sa limite est un
homomorphisme d’espace vectoriel et un homomorphisme d'anneau.

Cette propriété résulte de la premisre ligne des tableaux | et || et de la remarqué !
du paragraphe 3.9,
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8. CONTINUITE. LIMITES

P ::: ;p;;cglizrvalle d'une famille de départ donnée; I'ensemble &(I, R)
o oG ns de | dans IR qui admettent une limite nulle suivant la
! part _conmdérée est un sous-espace vectoriel et un sous-
nneau commutatif de L (I, R); on a, de plus :
§retf(lL.R), Yoeb&(l,R), foeé&(l, R).

Cette propriété résulte aussi de la premiére li
iére
du paragraphe 3.9, P ligne des tableaux | et Il et de la remarque 1

Hemarlt_:qu'e 4 anneau <‘:‘_(f, [R) n'est pas unitaire car la fonction constante égale & 1
a pour limite 1 suivant n'importe quelle famille de départ.

P3 Soit x —— P(x) une fonction polyndme de degré n; soit a,x" le terme de
plus haut degré de P (x).

‘ lim P(x) = lim a,x"

Alors, ona: ("% TS
l lim P(x) = lim a,x".

Xe =00 X-w — D

Démonstration :
D‘aprés la définition du terme de plus haut degré, le réel a, est non nul et on a :

FxeR, P(x)=ax"+ a,-x"""+ ...+ ax' + ...+ ao.

. - == an-.—1 1_ &',- 1 au_l
On a alors : HXEIR, P(X)—anx”(1+ = x+”'+anF+m+§:X”)

; a 1

. ; [ 1 : “i -

etaussi: Y§/ie{0. 1, ...n—1} :.lli“m e

implique: lim (1422214 a2l
ce qui impligue : x.l.me (‘I + 2. X + + 2.0 = 1.
Onadonc: lim P(x)= lim a,x".

X-»+ 0 X4+

On démontre de facon analogue la deuxieéme égalité. =

P4 Soit f:x — P{x) une fonction fraction rationnelle guotient d'un

Q(x)
polynéme de degré n par un polyndme de degré p. .
Soient a,x” et b,x? les termes de plus haut degré respectifs de P(x) et de

Q(x).

im PO jim 22

AT TR~ e DX

Alors on a: ; PX) _ im 22X

o, Q) k- DX
Démonstration : nuls eton a:
Soit D, 'ensemble de définition de f. Les réels a, et b, sont non '

P(x) _anX"+ ... T g v zﬂ'

fxeDn f) =QG " bpFF - FINF T, 4wl
0} P (x) g " 8 W :n ‘T'
s: WxeD,—{0F @M~ BXP by R
On a alor ¥ ! Q(x) P"‘1+---+E;p—:;+' +b,xﬂ
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2 1 1) -
Onﬂ‘. Iim (1+"'+-’a—‘:;i?‘::+..g+_a_nxn) 1
s+
im b 1 .%1),1
I LA T
P(x apXx"

. apX_
li

.o (x) _
etdonc: HM Fx)~ xotw b
On démontre de fagon analogue

la deuxiéme égalité. ®

Exemples.
1. Ona: lim (—x3+;:+-1) lim —x3=+ oo
X»=—2 X-» —@
x4+ x x? ,
k = lim —= lim x= -+ oo.
2 K ETm x—3 x+4on X X+ @
5x? 4+ 4x+1 . 5 x7 : 5 5
i i QX TV = M = lim ===
= Dna-x—!-le 3x7 + x5+ 3 yotm SXT kad 9
; x*+x+2 .oxt ) 1
: X2 72" = lim == im -=0.
v ol e IBT@ x5 +3x—1 x-:-w X8 ya=w X

Lim g dans le cas ot lim g = 0.

On suppose dans ce paragraphe que lim f est non nulle et que lim g est nulle. Il
est alors nécessaire d'avoir des hypothéses supplémentaires pour conclure a |'exis-

. f :
tence de lim — comme le montrent les deux exemples suivants :

. 1 i ! ;
e La fonction x — 3 est définie sur un intervalle épointé de centre 0.0na:

im1=1 et limx2=0 et |im1—2—+c¢
x+0 x+0 x>0 X
: 1
e La fonction x — — est définie sur un intervalle épointé de centre 0. On 2

E"L.i =1 et Iimox = D mais cette fonction n'a pas de limite en 0.
-+ X

L1 oo i)
|—+oc lim== + o0; lim== — o0.

x-bn x.,,ﬂx

x>0 x<0

Dans le cas général, on a les résultats suivants :

lim g lim £ nm|

/1#0 4+ o0

il existe un intervalle | de
0 la famille de départ considérée tel que : + oo -+ oo
fxel g(x)#0

— oo + oo
I

Tableau |
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It F
lim x hee O
img lim 7 Ilmg

1>0 + oo
il existe un intervalle | de /<0 — oo

la famille de départ considérée tel que :
Ixel, g(x)>0 1 oo + oo
— oo — oo

0

{>0 — oo
il existe un intervalle | de /<0 + oo

la famille de départ considérée tel que :
Yxel g(x)<O0 + oo — oo
— o + co

Tableau I

- r -3 r - L f - - -
Remarques : 1. Si I'hypothése du tableau | n'est pas vérifiée, 5 n’est définie sur

aucun intervalle de la famille de départ considérée et n'a donc pas de limite suivant
cette famille.

2. L'hypothése supplémentaire du tableau |l entraine celle du tableau |, mais il arrive
souvent que |I'hypothése du tableau | soit vérifiée sans que celle du tableau |l
le soit.

. f . . L. :
Alors la fonction §| a pour limite 4+ co et la fonction = n'a pas de limite suivant

la famille de départ considérée.

Cela arrive assez souvent lorsque |la famille de départ est celle des intervalles époin-
tés de centre xg.

3. L'hypothése supplémentaire du tableau |l est assez souvent vérifiée lorsque la
famille de départ est celle des intervalles de la forme Jxo — @, xo[ ou 1xg, Xo + «f.

Exemples.
1. Il résulte des propositions: (fxe Ry, 2x3>0) et (fxeRL, 2x3 <0)

g 5 _— . ,
que la fonction x —— 5— n'a pas de limite en O, mais que l'on a:

2x3
lim - = 4+ oo et Iimi——m
x+0 2 x3 x+0 2 x3
x=0 x<0
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2. Cherchons la limite éventuelle de x — H en 2.

Ona: lim 2x2—9)=8-9=-1<0

x+2
et: lim (x —2)2=0.
x-»2
D’autre part, sur tout intervalle épointé de centre 2, le rdel (x — 2)? est strictemeny
wid : . 2 x%—
positif. On a donc, d'aprés la seconde ligne du tableau Il : lim .-.x—-—g =)
X2 (X - 2)
" x2 —5
3. Cherchens la limite &ventuelle de X ——> ———7-—— N 1.
x—1)(x—2)
Ona: lim (x2—5) =1 —5=—4<0
x=1
gt: lim(x—1)(x—2)=0.
x+1

Le réel x — 2 est négatif sur tout intervalle épointé de centre 1 et de rayon stricte-
ment inférieur & 1 mais le bindme x — 1 s‘annule en 1 en changeant de signe; il
n'existe donc pas dintervalle épointé de centre 1 sur lequel (x — 1)(x — 2) ait un
signe constant et par suite la fonction considérée n'a pas de limite en 1.

Toutefois, posons |y = ]1 - 15 1[-
Onaalors: Yxel, (x— 1){(x—2)>0
et par suite :  lim et = —
"1 X—1)(x—2)
x<1

De méme, posons lz = ]1,1 + 32.[
Onaalors: yxelz (x— 1)(x—2) <0

et par suite :  lim £ = +4 oo
Tt X—1(x—2)
x>1
4. Cherchons la limite éventuelle de F: x —> -—1—{ en 0.
X sin ;

Ona: lm1=1
x+0

D'autre part, il résulte de la proposition : ('g‘xEIR',

pour tout intervalle J de centre O, il existe un intervalle épointé | de centre 0 tel que

g|x]) que,

3
X sin -
X

.
l'on ait: f(l)cJ; on a donc : lim xsin — = 0.
X0 X

Nous allons démontrer qu'il n’existe pas d'intervalle épointé |’ de centre O tel qua
X E = 0k

l'on ait: Yxel’ xsin— 0.

Soitdonc I unintervalle épointé quelcongque de centre 0; soit « son rayon.

Onadonc: fxel, 0<|x|[<e ce qui équivauta:

1
A s
o

vXE |', }

: 1
Soit k un entier naturel tel que I'on ait: 2kn > =

1 : ) ; 1 1 -’
Le réel T appartiental’etona: f(m) = 5 kn sin 2 kn = 0.

Sur toutintervalle épointé de centre 0, il existe au moins un réel dont ['i
nulle. La fonction £ n’admet donc pas de limite en 0.

mage par f &'
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Formes indéterminées.

312 Dans ce paragraphe, nous donnons la liste de tous les cas qui n‘ont pas encore €té

:tucgﬁz ;:Ir:;i'les D'aragraphes 3.8 34 3.10. Ces cas correspondent & ce que I'on
mF’F:“a. . é'ﬂﬂn? lement des formes indéterminées. Les hypothéses supplé-
entaires nécessaires pour conclure a I'existence soit de lim(f + g), soit de lim 7g,

soit de lim £ dépendent de la f ici
- e la forme explicite des fonctions f et g.

:r?:‘;sc:rtl?::l;s :::ile ces fqnctions, on arrive 3 démontrer |'existence des limites cher-
]’indéterml' e de teEhnrquss plu_s ou moins classiques. On dit alors qu'on a " levé
ination ”. Les exercices proposés en Terminale sont presque toujours

de cette sorte.

lim 7 lim g _ on ne peut conclure
directement a |'existence de
+ oo — 0 lim (f + g)
0 + oo
lim fg
0 — 00
0 0
+ oo -+ oo
g
+ o 0
— o + co

Nous attirons I'attention du lecteur sur les quatre types essentiels de formes indéter-

minées :
e différence de deux fonctions qui admettent chacune pour limite + oo;
e produit d'une fonction qui admet une limite infinie et d’'une fonction qui admet

une limite nulle;
e quotient de deux fonctions qui admettent chacune une limite nulle;
e quotient de deux fonctions qui admettent chacune une limite infinie.

Remarque : Les propriétés P et P, du paragraphe 3.9 sont en partie des résultats

sur des formes indéterminées :

Par exemple, on ne peut calculer directement, d‘aprés la premiére ligne du tableau,
, . ; : o X3 =1

lim x® 4+ x2 ni, d’aprés la derniére ligne du tableau, lim ———s-

tr—o X + 2

F ]
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x2 — 4
x3 —8

1. Cherchons la limite éventuelleen2def: x ——

Ona: lim(x* —4) =0 et lim(x*—8)=0.
x+2 x>2

On a donc une forme indéterminée.

On ad’autre part:

JXeR, (@—8=(x-2(x+2) et x*—8=(x—2(+2x+4)
. X 4=2

etparsuite: JxeR — (2}, f(x) = e |

) : x4+ 2 242
Onsdonc: fimibd=lm e Fa " T 444

1
&
2. Cherchons la limite éventuelleen1def: x — (x — 1)(3 — {_x_1_‘|_ﬁ)

1
Ona: lim(x—1)=0 et Iim(3———-—]=-—oo.
xl—ﬂ( ) x+1 [" . 1)2

On a donc une forme indéterminée.
On a d'autre part :
(x—1(B(x—12-1) _3x*—6x+2

ﬂxel‘ﬁ—ﬁ}, f(X)= (X—1)2 (X—1:I
Ona: lim (3x2 —6x + 2) = — 1 et,d’aprés le tableau |l du paragraphe 3.11 -
x-=1
lim fl:.l’} = — 00
x»1
x=1
et lim f(x) = 4+ oo.
X1
x<1

Il en résulte que la fonction f n'a pas de limite en 1.

Nous verrons d’autres exemples de formes indéterminées dans les chapitres sui-
vants.

Limite d'une fonction composée.

3.13 Dans ce paragraphe, nous donnons quelques résultats utiles qui généralisent ¢
théoréme 1.7. Nous désignons par f et par g deux fonctions.

P-l Soient / un réel et 7 une famille de départ. Si f admet pour limite /suivant F
et si g est continue en /, alors gof admet pour limite g (/) suivant J.

Démonstration :

Démontrons que, pour tout intervalle K de centre g(/), il existe un interva
tel que l'on ait :  (gof)(l) cK.

Soit K un intervalle quelconque de centre g(/). Puisque g est continue en
un intervalle J, de centre /, tel que I'on ait : g(J)cK. oo it
Puisque f admet pour limite / suivant F, il existe un intervalle | de & tel que ron=
f(l)cd.

On aalors : (gef)(l) = g[f()lcg(J)cK. m

fle!de ¥

. il existé
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=
Pz Soient/unréel et & une famille de départ.

Sif adrr-net pour limite / suivant F et satisfait, de plus, a la propriété suivante:
Iloe 7, (Yxelo, F(x) 5 I (resp. F(x) > 1, f(x) <)),
si, enfin, g admet une limite en / (resp. limite & droite en /, limite & gauche

en/),
alors gof admet cette limite suivant 7.

e

Démonstration :
Désignons par F" la famille d'arrivée qui correspond a la limite de g et démontrons

que, pour tout intervalle K de &, il existe un intervalle | de F tel que I'on ait :

(gof) (1) CK.
Soit donc K un intervalle quelconque de 5.

Il existe un intervalle J = 1/ — o, /[UL, I + «[(resp.]), / + o[, ) — « I])

tel que l'on ait: g(J)cK.
Posons : J' = 1/ — «, I + «[. Il existe alors un intervalle |; de & tel que I'on ait:

flil) e

Posons | = lon|y; de la propriété P, du paragraphe 3.7, il
un intervalle de 3, On a:

(Icl) —> (F()cf(l})) = (f(DcJ)

(lcly) = (fx el F(x) #/(resp. f(x) >/, f(x) < n)

et par suite : f(I)cJ.
On a alors : (gof) () = g[f(N] cg(J)cK. m

résulte que | est encore

suivant F et si g admet une limite en + oo (resp. — o), alors gof admet
cette limite suivant F.

ITJ3 Soit 7 une famille de départ. Si f admet pour limite + oo (resp. — co)

Démonstration :
par ' la

Désignons par 5" la famille d‘arrivée qui correspond 3 la limite de g et
famille des intervalles de la forme Ja, + oo[ (resp. ]— oo, a[)-
Démontrons que, pour tout intervalle K de 3, il existe un intervalle | de J tel que

I'on ait: (gof)(l)cK
Soit donc K un intervalle quelconqué de F".
Il existe un intervalle J de 7 tel que l'on ait:

que l'on ait: f(I)cd.
Onaalors: (gef)(l) =9 [f(N1cglJ) c K.

trations du théoreme 1.7 et des propri

g(J)cKetun intervalle | de F tel

Remarque : Les démons étés ci-dessus sont
essentiellement les mémes.
L'hypothése supplémentaire qui

pour assurer que geof est définie. B
Nous verrons des exemples d'utilisation de ces propriétés dans le paragraphe 3.14

et dans les chapitres suivants.

-

figure dans la propriété P est toutefois nécessaire
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Limites faisant intervenir des fonctions trigonométriques

314 Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats obtenus en classe de Premiay,
e Les fonctions sin, cos, tg n‘ont de limite ni en + oo ni eén — oo,

e Soit (a, b) un couple de R*x [R; il résulte de la coptinuité sur IR de |a fOnclan
affine x —» ax + b et du théoréme 1.7 que les fonctions

X — sin(ax + b), x —> cos(ax +b), x —>1g(ax + b)

sont continues en tout point ol elles sont défmles:

o 1l résulte de la définition de la fonction sin que l'on a :

e On a, de facon plus générale, pour tout cauple (3, b) de R* X R :

Y. sin(ax 4+ b) -1
hmb T

X =

Démonstration : .

Désignons respectivement par f et par g les fonctions suivantes :
sin x

f: x—ax+b g: e R n

Ona: lin;fzo et limg=1.

s 0
a

. b
D'autre part, pour tout intervalle épointé | de centrg — —, on a:
Ixel f£(x)#0.
Il résulte donc de la propriété P, du paragraphe 3.13 que l'ona : limgef=1,

c'est-a-dire: lim M=1. ]

b ax+ b
X-b-;
Exemples.
1. lim sin(2x E)= i (2 it (g L -
bl +2 sin 'rr-l-z 5|n2 1.

2. Cherchons la limite éventuelle en 0 de la fonction X —s - 5

sin 5x
Ona: lRSin2x=sin(2x0}=D et lim sin 5x = sin(5 x 0) = 0.

x>0
On a donc une forme indéterminée.
D’autre part,ona:

VXE'R‘, Siﬂ21=5fn2xx._"._£ 5x 2 sin 2 x 1
sin 5 x 2x Ex " sinbx" 8% T2x *snbx
bx
ex. . 1. SIN2X i
Des égalités : lim =1 et lim SN DX o 1, il résulte queTon a:
. +* X0
lim $N2x 2
g__osmﬁx 5
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i o X — COS X
3. Chearchons la limite éventuelle en E de la fonction ¥ — L—

TE
X34
Ona:
Iim{sinx—cosx]=sin3~cosﬁ=ﬁ_ﬁ=u et lim x—E)=0
¥ 4 4 2 2 e 4
""E ?.‘-i-‘—‘

On a donc une forme indéterminéa.
D'autre part,ona:

€R, sinx-— = sin x — sin (5 — x| = 2 sin (x — ) cos =
Vx sin X — cos x = sin x sun(2 ) Zsm(x 4}0054
. kg
=‘\,/§5II'I(X—E)

T sin X — cos x = Ein( '_E)

etparsuite: fxeR — !—i ol o Sy S | M 8
4 L i

X— 3 =%

§in X — COS X

Onadonc: lim 2 x1=1+/2

[
b19

Xp= X — =
e a

EXERCICES

""'I-' % J*}F“:"T- »
™~

Continuité en un point.

1 Démontrer, en revenant 3 la définition, que la fonction :

x+3
x—2

f: x— est continue en xg = 1.

2 Méme question que pour le n°® 1 avec; i
fi X— x34+2x—3 et xg=2

3 Meéme question que pour le n® 1 avec:

| 2
' — = 0.

if, xb_b(x_'.‘]}I et xq

|

4 Maéame guestion que pour le n® 1 avec:
' 24+ x4+1

f?x: e et xp =2

147



148

5 Méme question que pour le n° 1 avec :
f: x—s (x=1)(x4+5) et x=1.

6 Méme question que pourlen®1 avec: : =
fi xpr— 14 x et Xo=2. w4 Zl

7 Méme question que pour le n°1 avec:
F: x.——r-*\/xz-!-‘t ‘et x5 =0. !

8 Démontrer, en revenant & la définition, que la fonction f définie par:
yxe R — {2}, flx) =|x—2| =
f(2) =1
est discontinue en x, = 2; la fonction £ est-glle continue a droite en x5 7 Est-gllg
continue a gauche en x5 ¢

9 Mémes questions que pour le n® 8 avec fdéfinie par:

f(x) = x2 si x>0
fx)=—x+1 si x<0
et: xp=0.

10 Mémes questions que pour le n° 8 avec / définie par:
f)=2x+2 si x>1

f(x)=2x—2 si x<1

f1)= 20

et xg=1.

11  Mémes questions que pour le n° 8 avec fdéfinie par:
flx)y=x+3 si x>-—1
f(x) =x siox<—1

et xg=-—1.

/
12 7 1° Soit f I'application de IR dans IR définie par :
2
yxeR", 1(x)= 3x+7—x"-|
f(0)=2
Etudier la continuité de f en 0; donner une représentation graphique de f dans un
repére orthonormé,
2° Mémes questions que pour le 1° avec I‘application g de R dans IR, définie par:

. |2 x|
xeR", gx)=3x4+-7
v ) x|
g(0) =2
13 1° Soit la fonction f: X —— —-x+11x.

a) Démontrer qu'il existe un réel strictement positif & tel que |'on ait:
1 1
\‘xe]—:‘ifi[- |--.:t:+1 —x—1 < k| x|
b) En déduire, enrevenantala définition, que fest continue en 0.
1
I —x|
Déterminer 'ensemble des réels x, pour lesquels g est continue.

2¢ Soit la fonction g : xr——rl—xl‘l"
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14 1° Soit £, la fonction définie par :
YxeR — (1}, f1(x}=x1-—”—/f{%)f
H{1)=2

Etudier la continuité de fi en 1 ettracer la courbe représentative de f; dans un repére
orthonormé.

2° Mémes questions que pour le 1° avec la fonetion £, définie par :

YxeR = (1), A =r_ YE=17.

x—1|
f2(1) = U.
~ 15 Soit fla fonction définie par :
x4 — B x2
foy=Y .. T

T x=202 1)
1(2) = ¢

Etudier la continuité de fen 2 et en — 2.

4 16 Soit la fonction F: x —s (— 1)EW) (x — E(x)) ot E(x) désigne la partie
entiére de x.
1° Etudier la continuité de fen chaque point de son ensemble de définition.
2° Tracer, dans un repére orthonormé, la restriction & lintervalle [— 3, 3] de Ia
courbe représentative de £, 3,24

17 Mémes questions que pourlen® 16 avec: f: xi+—> — % .
1+ E(x)
18 Mémes questions que pourlen®16 avec: f: x —s E(x) + E(— x).

19 Mémes questions que pour le n® 16 avec: F: x —s E(x) + E{2x).
20 Mémes questions que pour le n° 16 avee: f: x —> E(x) + E(g) {

21 Meémes questions que pour len® 16 avec: 7: x — E(x2).

22 Soit la fonction f: x —— E(x) + (x - Efx})“.
Etudier la continuité de f en chaque point de son ensemble de définition.

# 23 Démontrer que la fonction 7 définie par:
f(x)=1 si xestrationnel
f(x) =0 si xn'estpas rationnel
est discontinue en chaque point de son ensemble de définition.

' % 24 Soit 7 I'application de [— 1, 1] dans IR définie par:
f(0)=0
1 o1 1
f(x]=§ si 55 <x<2""

frneN, f(%) =0

yxel—1.11, f(— x)=F(x).
1¢ Esquisser la courbe représentative de / dans un repere orthonormé.
2° La fonction f est-slle continue en 07
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# 26 Soit f'application de IR dans R définie par :
jxeR*, f(x)= xEG)

f(0)=1.
1° Soit p un entier rationnel non nul; étudier la continuité & droite et la continuitg

gauchedefen ;-I,-

2¢ Démontrer que f est continue en 0.

26 Soient x, un réel et Fet g deux fonctions continues en Xo.

1o Démontrer que la fonction fg est continue en Xo. (On pourra utiliser I'exercice e 1 1
du chapitre 4.)

2° Démontrer que, si A est un réel quelconque, la fonction A fest continue en x,,

27 Soient xo un réel et f et g deux fonctions continues en Xo; ON SUPPOSE, en outre,
quel'ona: g(xg)#0.

.1 .
19 Démontrerque lafonction - gslcontinue en Xg.

A { .
20 Utiliser I'exercice n® 26 pour démontrer gue la fonction 5 estcontinue en x,.

Continuité sur un intervalle.

28 Soit fI'application de [— 3, 3] dans R définie par:

fxel—3,3], f(x)=x

1= Démontrer la proposition suivante :

Wix x)e[—3,3]x[—3,3], |[f(x)—Ff(xX)|<27|x—=x]

20 En déduire, en revenant & la définition, que fest continue sur [— 3, 3].

29 Soit fla fonction définie par ;

Jx=nEx+1)]
=g —meesrin > ¥

iy =1.

-

1o Etudier la continuité de fenxo =1 eten xp= — 5
2@ Trouver lesintervalles de IR surlesquels fest continue.

30 Mémes questions que pour le n® 29 avec :

_ _lx=1]lx]|
f(x)"x(2x2+x_3)

£(0) = %

etavec x5 =0 et x;=1.

31 Meémes questions que pour le n® 29 avec :
x4+ 2
f(x) = ————
W)=
f(—2)=0
etavec: xo=0 et xp=2.

si x#—2
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32 Mémes Questions que pour
w

n
[_. 3+ E] dans IR, définie par:

3 Flx) = - (€952 x — cos

le n® 29, dang le cas ol £ est I'application de

2cos?x —Jcosx 47 S X#O
F(0) =
etavec: x, = 0.

33 Mémes questions que pour le n° 29 avec :

fix—s v/ x=1)2 2
v )+x+1

et xnﬂ1,

34 -Snient @ et b deux réels tels que l'on air *
continue sur [a, &].

1° On suppose que l'on a ; Yxea b], 71(x)> 0.

Démontrer qu'il existe un réel strictement positif m tel que l'on ait :
Ixelab], f(x)>m>o0.

2° On suppose que l'on a : Vxela b) f(x)<o.

Démontrer qu'il existe un réel strictement positif m tel que |'on ait :
Yxela bl fx)< —m < 0.

8 <b et funefonction définie et

35. Soient a et b deux réels tels quelonait: a < b et funefonction définie et
strictement croissante sur [a, b]. On suppose que l'on a: f([a, b)) = [f(a), f(b)].
Démontrer que f est alors continue sur [a, B].

36 Soient | un intervalle de IR et f une fonction définie sur |.

On dit que f est uniformément continue sur | si et seulement si la proposition
suivante est vérifiée :

feeR:, JzeRL. f(xx)elz ((|x — X | <o) = (|f(x)—=Ff(x)]| < e)).
1¢ Démontrer que toute fonction uniformément continue sur un intervalle | est
continue sur |.

2° Démontrer que la fonction f: x —— x2 est uniformément continue sur
[0, 1].

32 Démontrer que la fonction f: x —— x2? n’est pas uniformément continue sur
[0, + oo]. Cette fonction est-elle continue sur [0, + cof?

:: 37 Soientaethdeuxréelstelsquel’onait: a < b; atoutentiernaturel n, on associe

une application f,, de [a, b] dans IR, croissante sur [a, b]. On suppose que, pour

tout élément x de (a, b], la suite (f,., {x)} converge vers 1.

1° Ecrire la définition de cette limite.

20 Soit £ un réel strictement positif. .
a) Démontrer qu'il existe un entier naturel p tel que Ion ait :

fneN, ((n>p) = ([fala) —1|<e et |7a(6) = 1| <))
b) En déduire que I'on 8 aussi:

fxefab), yneN, ((n>p = (| £.(x) = 1] < g)).
Quelle amélioration cette proposition présente-t-elle parrapport a la définition 7

1 1 _ o
3° Application : a =z b= 3 (fx € [a bl fulx)=1+x")

a) Vérifier que les fonctions 7, satisfont aux hypothéses du probléme. i
b) On donne ¢ = 104 Déterminer un entier naturel p tel que la proposition de la

question 2° b) soit vérifiée.
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¢ Dans les oxercices suivants (n®* 38 240), on utilisera le corollaire 2.6 du coyyg.

38 Déterminer une valeur approchée & 1077 prés de I'unique solution rége i

I'équation : —213—?x+4=0.

39 Déterminer une valeur approchée a 1072 prés de l'unique solution réglle g,

I'équation : 2 X3 +3x2+6x+ 6 = 0.

40 Déterminer une valeur approchée 3 10-3 prés de I'unique solution réelle g

I'équation: x* + 2x+4=0.

&1 Soit f une application de [0, 1] dans [0, 1], continue sur [0, 1]. A tout engjg,
on associe la fonction g, & X —~ f(x) — xn.

naturel non nul 7, :
pour tout entier naturel non nul n, la fonction g, est définje

1e Démontrer que,
continue sur [0, 1].
20 Calculer g,(0) et ga(1
ait: g.(a,) =0.

30 On suppose, dans cette question, g
a) Démontrer qu'il en est de méme, que
b) Démontrer la proposition suivante :
y(n p) eN"xN*, Yxe[0 1] ((n>p) => (9200 > 9,(x)).
¢) Déduire de a) et de b) que la suite (a,,) est strictement croissante.
o) Démontrer que la suite (a,) converge Vers 1.

4o Application au cas ol I'application f est définie par :

yxe[0.1]. f(x) = —x2 4+ 1.

Calculer a,, ;. 4. Donnerun encadrement de as.

) et en déduire qu'il existe un réel a, de [0, 1] tel que I'op

ue f est strictement décroissante sur [0, 1],
| que soit n, pour la fonction g,,.

Limites.

# Dans les exercices suivants (n°s 42 3 45), démontrer, en revenant 3 la définition,
la proposition suivante :

2 =
42 lim g L = 2,
1 X 1
43 lim(x—1+|x—=2])=1.
x+0
44 Ilim(x—2)(x—3)=6.
x=0
as gim X1—=2_1
Xp=2 x2 — 4 4
46 Démonstration de la propriété du paragraphe 3.2 qui concerne I'unicité de @
limite.
Soient Xp et / deux réels et f une fonction qui admet pour limite en Xo lé réel /. DEMOT”
trer qu il est impossible que f admette aussi pour limite en Xo un autre réel I'-
On raisonnera par 'absurde et on utilisera la question no 2 de I'exercicé n° 8
chapitre 4.
47 Déterminer un prolongement par continuité en Xo = 1 de I3 fanctio”
ol e x*+x—2 : :
! —F=A et en déduire la limite de f en xg.
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48 Mémes questions que pour le n® 47 avec :

Xo=—3 et F: x o Xl =3
X2 4 3x
49 Meémes questions que pour le n° 47 avec:
1
Xo=7 et i xn——;—aﬂ.
x—|x—1]

L 4 lf:flns les exercices suivants (n°s 50 & 53), démontrer, en revenant a la définition,
quel'ona:

50 limy/x—1=0

X1
x=1

X5

51 -
[x+1]|+1

lim
x+=1X—

x<=1

- 1.

»*+8

——

52 =
+ 2|

lim 12,
x> —2 I X
x>-2

x3+8

2T T Y e
|x + 2]

53 lim
X>—2
x<—2

X —> admet-elle un prolongement par continuité

. x X
54 La fonction f: —t |X|

a droite (resp. a gauche) en 07 Que peut-on en déduire pour |'éventuelle limite &
droite (resp.a gauche) de fen 0?7

4 Dans les exercices suivants (n°s 55 a 62), démontrer, en revenant a la définition
quel'ona:

; 2
55 lim —— = + o9.
x+1x"1
x>1
-2
56 lim ———= = —
x-1 (N 1)2
: x+1
§7 |lim +2 = 0.
N+ @ X
. xE—=1
b8 lim ——2-—'—=1.
x> =@ X + 1
2
59 Iim = + co.
X++u:lx'_2
i — = oo,
o Imasm= "
81 lim = = 4 oo.
x+1 X~
x<1
 —4x 41
62 lim 25T~ =+ 0.
x-+0 X
x>0
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# 63 Démontrer que la fonction x — sin x n'a pas de limite en + oo,

% 64 Soitfune application de R dans IR, continue sur R et telle qu’il existe deux réels

let! satisfaisanta: limf=/ et limf=/.
+@ -@

Démantrer que f est bornée sur R.

65 Soient F I'une des cing familles de départ définies dans le paragraphe 3.6 et f
une fonction dont I'ensemble de définition contient un intervalle de 7.
1° Soit/un réel. Démontrerquel'ona: (lim/=/) = (Ii;n | £]=|1]).

2° Peut-on déterminer / pour que les propositions précédentes soient équivalentes?

86 Soient F I'une des cing familles de départ définies dans le paragraphe 3.6 et
f, g. i trois fonctions telles gu'il existe un intervalle | de & qui satisfait aux deux pro-

priétés suivantes !
| lestinclusdans lesensembles de définition respectifsdef, g, f1;

Yxel f(x) < g(x) < h(x).

Démontrer que, s'il existe un réel /qui satisfaita: limf=/ et limh =/ alorsan
F F

aaussi: limg =/ (On pourra utiliser I'exercice n® 11 du chapitre 4.)
o

& Dans les exercices suivants (n°= 67 a 70), on désigne par F I'une des cing familles
de départ définies dans le paragraphe 3.6 et par f et g deux fonctions dont les ensem-
bles de définition contiennent un intervalle de &.

67 Soient/et/' deuxréels.
Démontrer, de facon analogue & la démonstration donnée dans le paragraphe 1.5

quelona: (limf=/ et limg=1/) = (lim(f+g)=/+1').
] ¥ F

68 Démontrer la proposition suivante :
(limf= — oo et limg = — co) == (lim (f + g) = — o0).
F F iF

69 Soit/un réel strictement positif.
Démontrer la proposition suivante :
(limf=/et limg= 4 oco) == (limfg = 4 oo).
F F 7
On pourra commencer par montrer qu'il existe un intervalle de F sur lequel f et g
sant positives.

70 Démontrer la proposition suivante ;
(limf= + oo et limg = — c0) = (limfg = — o).
] F F

On pourra commencer par montrer qu’il existe un intervalle de F sur lequel f est
positive et g est négative.

ke

sin? x

71 Déterminerlalimite éventuglle en 0 de lafonction x —

72 Déterminer les limites éventuelles respectives en 0, en 4, en + oo, en — oo de [8
x— 4 _
x3 —12x2 4 48x — 64

fonction : x

154 -



5. CONTINUITE. LIMITES

73 Déterminer les limites éventuelles respectives en 2, en — 6, en + ¢, en — oo de

la fonction : X —> M
—_—a ) —
316 +ax 2

74 Déterminer les limites éventuelles respectivesen 1,en — 1, en + oo, en — oo de
x4+ 1

la fonction : X ——- .
x3 —bx2 4+ 8x—4

75 _Soita un réel. Déterminer, suivant les valeurs de g, les limites éventuelles respec-
ax2 4+ (a2 +1)x+ 2
x—05

tivesen — 1,en + co,en — oo, en 5delafanction: x ——>

Cette fonction admet-elle un prolongement par continuité en 57

76 Soit a un réel. Déterminer, suivant les valeurs de a, les limites éventuelles respec-
tives en 0,en 1, en 2, en + oo, en — oo de la fonction ;
axd+(@a—Nx2+(@a—2)x+(a - 3)
x(x — 1) (x — 2) )

77 Soient a et b deux réels. Déterminer les limites éventuelles respectives en 0,

en — 1, en + oo, en — oo de la fonction :
oy =) (x—b) i
x(x+ 1)
n0?en—17 I

Cette fonction admet-elle un prolongement par continuité e

/8 Soient a et b deux réels. Déterminer, suivant les réels a et b, les limites éven- A

tuelles respectives en 0, en 1,en + oo,en — ©9, de la fonction :

2
e IXE D (ax+ )
Cette fonction admet-ell

X1 —>
e un prolongement par continuité en 17 i
d

79 /Détermfnar la limite éventuelle en 0 de la fonction :

sin x + sin 2x

Xp——+-—_————.—__
sin x — sin 2x

1 — cOs X

80 ~Déterminer la limite éventuelle en 0 de la fonction & X =% — oz

E = "
81 Déterminerla limite éventuelle en — 3 de la fonction :

s‘rnx+\/§cosx
X —>r =
_ sin2x 4+ V/3cos2x

™ ; :
82 Déterminer la limite éventuelle en 3 de la fonction :

sin x — cos X
.__————'-___-.‘

X —r ry
sin 4 x

82 Déterminer la limite gventuelle en 0 de la fonction :
tg2 4 x

X —>r ————— e s
sin? 3 x
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84 Déterminer la limite &ventuelle en g de la fonction :

sin 6 x

X —. .
2cosx — /3

™ -
85 Déterminer la limite éventuelle en 3 de la fonction :

tg x )
sin2x —1

86 Déterminer la limite éventuelle en 0 de la fonction :
tgx + tg 2x.
T tgx —tg2x

87 Déterminer la limite éventuelle en g de la fonction :

sin x
5 cos? x + sin? x — 4 cos x

X —>

88 Déterminer la limite éventuelle en g de la fonction :
t ( + “]
g|x 3

% $iNn2x—=24 2sinx — 2 cos x

89 Déterminer la limite éventuelle en 0 de la fonction :
(cos x + 1)2

* (cos x — 1)2

90 Déterminer la limite éventuelle en Ti— de la fonction :

sin (2x — w)
192 (2x — =)

Problédme.

91 Dans ce probléme, nous introduisons la
cette notion fournit un cadre trag général pour |'étude des limites,

l. Soit E un ensemble, On appelle filtre sur E, tout sous-ensemble ¥ non vide de
T (E) qui posseéde les trois propriétés suivantes :

s ¢ n'appartient pas 3 7.

* Lintersection de deux ¢éléments quelconques de & est un élément de F,
¢ Tout sous-ensemble de E

qui contient un élément de F est lui-méme un élément
de F,

notion de filtre, due & Henri Cartan:

1@ Ecrire ces trois propriétés en langage symbolique.
2° Soit X un nombre réel, On appelle voisina
tout sous-ensemble de IR qui contient un intervalle (resp. un intervalle épointé) de
centre x,. Les sous-ensembles suivants de R sont-ils des voisinages de 57

1- 1.4[U]5, 4+ oo, ]1,E[U]3,10{, 14, 6],

On note

ge (resp. voisinage épointé) de Xo.

L]
U (xo) (resp. U (%)) I'ensemble des voisinages (resp. voisinages épointés)
de xq. Démontrer que U (x,) et J (xo) sont deux filtres sur IR,



g g el T

-

5. CONTINUITE. LIMITES

3o On appelle voisinage de + co (resp. de — oo) tout sous-ensemble de R qui

contient un intervalle de la forme Ja, + oo[ (resp. ]— oo, a[) ol a est un nombre
réel. On note U (+ oo) (resp. ‘U (— oo)) I'ensemble des voisinages de 4+ oo
(resp. — ©0). Démontrer que U (+ o) et U (— oo) sont deux filtres sur R.

4¢° On appelle veisinage dans IN de + oo tout sous-ensemble de IN qui contient
I'ensemble des entiers supérieurs & un entier 2. On note @ I'ensemble de ces voisi-
nages. Démontrer que & est un filtre sur IN.

Il. Soient E et F deux ensembles, f une applicat
On appelle filtre image de F par feton notef(F),'ensemble des élém

qui contiennent I'image par fd'un élément V de F.
f(7)={Wed(F) |JVeT, f(V)cWw}.

1o Dé&montrer que f(F) est un filtre sur F.

g0 Exemple : E=F=MR, F=(0), F'= J(0) et f:

définie comme suit : f(0)=0
f(x) =1 si x<0

flx)=—1 si x>0
Expliciter F(F) et f(F').

ion de E dans F et F un filtre sur E.
ents de ' (F)

R — R

11l. SoientE un ensemble, 7 et ' deux filtres sur E. On dit que F est plus fin que F'

si et seulementon a: FcF,
1o Démontrer que cetle définition est &

yves, JVer veV.
29 Démontrer que B (xg) est plus fin que U (xg).
40 Spient f une application de R dans IR et xp

quivalente a la définition suivante :

un réel. Démontrer les propositions

suivantes :
a) fest continue en Xg si et seulement si le filtre image par f de U (xg) est plus fin
que VU (f(x0))-

filtre image par f de U (x0)

b) fadmet pour limite en X le réel /si et seulement si le

est plus fin que U (/).

¢) fadmetpour limite —
est plus fin queVU(— oo).
4¢ Soit v une suite réelle.
le réel /si et seulement si le fil

oo en + oo si etseulement si le filtre image parfde U (+ o)
u est convergente et a pour limite

Démontrer que la suite
@ est plus fin que ().

tre image par u de
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1.1

o —

Fonction réciproque
d'une fonction continue
strictement monotone

1. Fonction x —— x~.

Soit 7 un entier rationnel. Nous allons étudier la fonction f,: x —— xn.
Il n"y a que trois cas possibles: n=0, >0 ou n < 0.

Si n est nul, on-pose : IxelR* Ff(x)=1.

La fonction 7, est donc une fonction constante sur [R*.

Cas ou n est positif.

® La fonction £, est alors appelée fonction puissance pitme

La fonction 7, est définie et continue sur IR: elle est paire (resp. impaire) si n est
pair (resp. impair). L'ensemble d’étude est donc [0, + oof.

e Etudions le sens de variation de £, sur [0, + ool.

Soient x; et x, deux réels positifs distincts: supposons que l'on ait : x; < xz et
étudions la différence x7 — x3.

On a: x{ —x2=(x — x2) (X7~ + x7=2x, + ... + x5-1).

Les réels x; et x> sont positifs; le réel X7~ 4 x0-2 Xz + ...+ x5~ est donc
strictement positif.

Il résulte de l'inégalité : x; < x, que I'on a : x7 < x35. La fonction £, est donc
strictement croissante sur [0, + oo,

e On a le tableau de variation suivant :

X 0 + oo

oo | —"7
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6. FONCTION REciPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

o Tragons. dans un repére orthonorme (O, i,7). les courbes représentatives des

tonctions fy, f2. f3. Nous rappelons que £, et f3 sont des fonctions impaires et que /,
o5t une fonction paire.

\ /

\x:———-:-xi

1) dans

; 1
Remarques : 1. Toutes les courbes passent par le point de coordonnées (

le repére (O, Z;)

2. Soient n et p deux entiers positifs. On a :
¥xefo, 1[, ((x7 < xP) <= (n > p)).
¥xel1, + oo, ((x" < xP) — (n < p)).

Cas oii n est négatif. 1

1‘ % 1} e
2 o Posons n=—npn avec n'>0. On a alors : jxelR" i

La fonction £, est donc définie et continue sur IR"; elle est paire (resp. impaire)
§i n est pair (resp. impair). L'ensemble d’'étude est donc ]0, + ool.
® Etudions le sens de variation de f, sur 10, 4 ool.

Oient x, et x, deux réels distincts strictement positifs; supposons que I'on ait :

1 < x; et étudions la différence x7 — x3.
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11 _xg =X
one: M-M=g T A
|| résulte de I'étude faite pour les expo:sants pO!fttlfS que | lné'g'allté X; < X, eNMraln,
I'inégalité x7 < x3'; les réels x7 et xz §0nt stnctemen:c positifs et par syijte on
xi — x3 > 0; la fonction 7, est donc strictement décroissante sur ]0, + oo,

e On ale tableau de variation suivant :

+ oo
f_,.,(X} \ 0

e Tracons, dans un repére orthonormé (O, i.f), les courbes représentatives deg
fonctions f_;, f_5. f_3. Nous rappelons que f_, et f_; sont des fonctions impaires

et que f_, est une fonction impaire.

1 ’
X — — -

\\
\‘_'—————Xl-—-_;._
| v
||
1

Remarques

: 1. 1
Toutes les courbes passent par le point de coordonnées (1)

dans le repre (0, 7, /).
2. Soient n et p deux e
xe]O 1L,

Fxell, + oof,

. ntiers négatifs. On a -
"< X) <= (n > p)
(%" < xP) s, (n < p).
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¢ FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

2 Fonction réciproque d’'une fonction continue
gt strictement monotone.

Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle.

WME : Soient | un intervalle de R contenant au moins une paire de
(3T sux réels distincts, et f une fonction définie, continue et strictement
! croissante (resp. décroissante) sur |,

| Les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

. Limage /() de | par fest un intervalle de IR et f est une bijection de | sur
FAL

. L'application réciproque /~' est une bijection continue et strictement
croissante (resp. décroissante) de /(1) sur |.

L]

Démonstration :

o Lapplication f est continue sur l'intervalle |; il résulte du théoréme 2.2 du cha-

pitre 5 que I'image (1) de | par f est un intervalle.

L'zpplication f est une surjection de | sur £(l).

Démontrons que f est aussi injective sur |. Soient donc X, et x; deux éléments

distincts de |. Quitte & changer la numérotation, on peut supposer que l'on a :

x; < Xz

Puisque f est strictement croissante (resp. décroissante) sur |, ona: f(xy) < f(x2)

(resp. F{x,) > f(x2). et, par suite : F(x;) # f(x2)).

L'application surjective f est aussi injective; c’est donc une bijection de | sur 7(l).

e Soit /=" la bijection réciproque de f sur |; par définition, cette application est une

bijection de 7(1) sur .

Confonnément au programme, nous admettons que f=1 est continue sur f(1).

Etudions maintenant le sens de variation de 7= sur f(1).

Soient y, et y, deux éléments quelconques de (1) distincts; supposons que I'on ait :

¥: < y2 et appelons x, (resp. x,) |'antécédent de y, (resp. y2).

Ona: y, = f(x,) et y,=F(x,)etparsuite: x; =7F""(y1) et X2= f=1(y2)-

Si f est strictement croissante, il est impossible d'avoir : x, = X, car on aurait

slors : f(x,) > f(x,), cest-3-dire : y; > y2. On a donc : f=1(yy) < 771 (v2)

gt. = est strictement croissante sur f(1). ]

a;-" est strictement décroissante, il est impossible d'avoir © X,
O - f(xy) > f(x,), c'est-a-dire : y; 2> ¥z On a donc :

e f- . :
f7 est strictement décroissante sur f(1). ®
r la nature de l'intervalle (1) suivant celle

< x, car on aurait
f=1(ys) > ' (y2)

R .
-&:".l_“E_r_q_qg_s__; 1. 1l est possible de précise

M], d'aprés le théoréme

are
Sil est un segment [a, b], alors f(1) est un segment [m,
[£(2). £(6)] (resp

E??b‘;“fcﬁapim? 5. De plus, il est clair que.l'on a: [m M]=

B 0' ('a)l) si f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b]. -

fl) :S:’em{_’”"e et nous admettons que, si | est un intervalle ouvert non vide, alors
un intervalle ouvert non vide.
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2. Notons que | peut 8tre b

——;

orné sans que f(1) le soit. Par exemple, la fﬂ'ﬂciian

scroissantede 10, 1[sur ]1, + oof,

X —» . est une bijection strictementd
X

itC gsenta
3. Soit C la courbe repr ’
celle de f~1 dans le méme repere. Si

données G) dans (0, i

On a alors :

(MeC) <—> (xea b] et y= f(x)) <=> (v € [m, M] et x = f~1(y})

< (M; €Cy).

y .
f) notons M, le point de coordonnées (x) dans (0. f-f)*

tive de £ dans un repére orthonormé (0.7/) et soit ¢,
i M est un point quelconque du plan, de cqq,.

L ints M et M, sont symétriques |'un de "autre par rapport a la droite d'équatigp,
es poli i

¢ i/ des équivalences précédentes que € gt e,
= x dans le repere (0, r.;). Il résulte ' : ‘
:ont .:v(:nétriQuespl'une de l'autre par-rapport a cette droite que I'on appelle parfoig,

de fagon incorrecte, la « premiére » bissectrice des axes du repere (o, i J).

X —>r X

Exemples.
1. Soitfl'application définie par:
f: R, — R

X — x2
La restriction f,
Elle admet donc une application récj
f1(10,1]) = [0, 1] sur [0,1].
L'application £, 1
verrons, dans le paragraphe 2.3

définie par:
g: R, — R
X — V/x

2. Soit f I'application définie par :
fr IR — R

X —» 1

X

La restriction fy

162

de 72 [0, 1] est continue et strictement croissante sur (0. 1. i
Proque f7' qui est une bijection de l'interv?

i ous
est, de plus, continue et strictement croissante sur [0, j[]» an i
- que £ est la restriction a [0, 1] de I'applicat!®

de f3 [1.2] est continue et strictement décroissante sur [1: 2

y




- - - " - - 1
Elle admet une application réciproque/; ' qui est une bijection de £, ([1, 2]) = [—2» 1]
sur [1, 2): I'application £ ' est, de plus, continue et strictement décroissante sur %- 1]-

Il résulte de la proposition: Yxe[1,2], yye [15 1]. ({y = 1;) < (x = ;))
_ o 1 ' '
que f; ' estlarestrictionde f2a [f 1] et que, par suite, si C est la courbe représentative

de f dans un repére orthonormé (0. ij ). 1a portion de cette courbe qui correspond
sux points dont I'abscisse est comprise entre 1 et 2 est la symétrique par rapport a la
* premiére " bissectrice des axes de la portion de la courbe qui correspond aux points

- . 1
dont 'abscisse est comprise entre 5 ett.

{
|
Fonction x —> 4/ X. ’

2.2 Soit n un entier naturel non nul. Il résulte de I'étude faite dans le paragraphe 1.1
que la fonction f : x ——» x7 est continue et strictement croissante sur [0, + ool.
D'aprés le théoréme 2.1, la fonction £ est une bijection de [0, + oo sur l'intervalle
f([0, + o=[), et sa bijection réciproque f-1 est continue et strictement croissante
sur cet intervalle.

Démontrons que I'ona: £([0, + =) = [0, + =o[.

(f(0)=0"=0

I {x€]0, + oo, x"€]0, + oo

et par suite : £([0, + oo[) c [0, + o=l

D'autre part, soit y un élément quelconque de [0, + ool

De la proposition : lim x” = + oo, i

: f(la, + o) Cly.
Strictement positif x tel que: x” > V-
On a alors :
Puisque #([0, 4 oo[) est un intervalle de IR, on a:
[0, + eo[c £([0, + o). -
Des propositions : ([0, + co[) [0, + o[, et [0+ co[C ([0, + oof). il
ésulte :  £([0, + oo[) = [0. + ooL.

6. FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

| résulte qu'il existe un intervalle ]Ja, + oo

X+ +@m

4 oo[, et par suite, gu’il existe au moins un réel

t x"ef[0, + oo et O0<y <X g
prach - ol I y € £([0, + oo[), et par suite,
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2.3

Ce résultat nous ~onduit a énoncer la définition suivante :

aturel non nul. On appelle fonction racine

INITION : Soit nun entier n ‘ :
e éciproque de la bijection de R, sur R

pitme @t on note {,’f"— la bijection r
définie par @ x —> X"

indice.

Le symbole 4/ est le radical et I'entier n I’
ection de R, sur R, continue et

La fonction x —> 4/x est donc une bij
strictement croissante sufr R, etona:

U(x' y) € R,xR,, ((Y = ‘\7;) —> (x= yn))
Des égalités : fof™1 = f-1 0 f = Idp,+w il résulte que l'ona:

| Y x € [0, + o[, (/%) = /x" = x I

Si n est égal a 2, on note simplement \/x et on appelle racine carrée de x le réel

positif dont le carré est égal a x. .

Si n est 6gal & 1, la fonction racine n'®me est I'identité de IR.. On n'emploie pas le
.

symbole v/ .

Voici les courbes représentatives dans un repére orthonormé (O, f') des fonctions

racines nitmes pour n égal a 1, 2, 3.

Remarque : On peut dé
o e émontrer, de manie
résultat suivant ; niere an

Soit f une application de IR dans R
telle que I'on ait ; :

alogue au paragraphe 2.2, I

continue et strictement croissante sur R et

fim# = — coetlimf = 4 oo

Alors f est une bijection d +@
e IR sur R et I'applicati o o
gni? an sutr IR continue et strictement croisj::n:eagﬁ:i nt:cnprgquf, £-1 est une bijection
est impair, la i ] ;
fonction x — x» satisfait les hypothases de ce théoréme;

on peut donc définir

sur R,. Pour éviter ?ans e¢ cas, sa fonction réciproque sur IR et non uniquemen"
AN r les confusi 3

positif. usions, on réserve le symbole 47/x au cas o X &'
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6. FONCTION REC) i
PROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

RadicauX.

Résolution dans R de I'équation : x" = g

> n enti
2.4 Soient s un entier naturel non nul et a un réel non nul. Résolvons dans IR I'équation :

i ) . U‘Iutlﬂ i l

n est pair

: pour tout réel x, le réel x” est positif ou nul.
e Si a est strictement négatif, onadonc: S = g
e Si a est strictement positif, il résulte de la proposition :

jxeR., (" =a) <= (x=/a))

P
que le réel 4/ a est la seule solution positive de I'équation; son opposé est donc la
seule solution négative et on a: S ={v/a, — v/a}.

, n est impair

_Pour tout réel x, le réel x” est du signe de x et, par suite, tout réel solution de I'équation

est du signe de a.
e Sile réel a est strictement positif, I'ensemble S est inclus dans IR} et il résulte

de la proposition : jx e R, ((xﬂ = g) —— (x= «{,’/5))

que le réel 1/ est la seule solution de I'équation; on a : s = {+/a}.

e Si a est strictement négatif, I'ensemble S des solutions est inclus dans IRZ.
D’'autre part, si x est un réel strictement négatif, on a :

xn = (—1)7a) = ((—x)"=~— a).

on de I'équatlon : x7 = a équivaut a
(—x)"=—a.

(xn = a) =< ((— 1)"
Dire que le réel strictement négatif x est soluti
dire que le réel strictement positif — x est solution de I'équation :
Il résulte du cas ou a est strictement positif, que I'on & :

((—x)7 = — &) <> (—x= \/—a). Onadonc: g={= ¥=a}

Nous résumons ces résultats dans le tableau suivant :

n pair n impair

a>0 | §={a—Va} s = {V/a}

a<0 S= g s={- -3}

|
| Remarque : Si a est nul, pour tout entier naturel 7 non nul, ona : S = {0}

Exemples.
1. L'ensemble S des solutions de I',équat-iun x‘: i 1:"15 :sstl._ S j {~2,2)
2 L'ensemble S des solutions de |'équation : X" = . = g

3. L'ensemble S des solutions de I'équation : X: j 8 " ::f g i {{2]-2}
4. L'ensemble S des sol x4 = : §= ‘

utions de |'équation :
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Formules. _
eux réels positifs et n et p deux entiers naturels non nuls. On a

2.6 Soient a el b de

¥ — —— —_T_ — o

Va=Var (1) | Va) = /2 (4)

A/~ n/a {7;

\_ p ol 2 (2) si b est non nul, e b (5)
vavb=+vab (3)

L
Démonstration : B . ' '
Pour démontrer ces formules, nous utilisons la proposition suivante qui exprime

I'injectivité sur R, de la fonction puussance n'bme ;
¥ (x. y}EI'R xlm, (0 = y7) <==> (x=V)).

1. Ona: ((\ 2)’)" = e = (a°)"”".

On adonc: \f'a = \;aﬂ

2 ona: (W) =((VTa)) =(§ar=a=(¥a)"

On a donc : vV a="%a |
3. Ona: (Vax+vb) =(va) x (¥ 'p)" = ab = (/ab) ¢
Onadonc: vax\ b=+ ab. |
4. Appiiquons p — 1 fois la formule (3). On obtient :
(v/a) = v a X {'-‘"5 X..XVa=vax..xa=4/a

pfms p fois

5. Si b est non nul, il en est de méme de v/b.

Ona: (Ef)'-—(li)_._#—(\/- on a donc : “n/i \/g = |
vl (VB Vb
Exemples.
1. Simplifions: A= V1024 x Y 4 - “ il
V18 x ‘\/»./25 |

Ona:
1024 = 210 et par suite : ;{/ 1/ 2—23:‘:\/5
64 = 82 et par suite: 4/4/6 4=‘vrB-=2‘\/_.
7 776 = 6% et par suite : 1,5,"??7 =~,E,"65=5, |
18 = 2 x 32 et par suite : '\/1B=3\/i.
256 = 28 et par suite : ‘\/%/5'5_6=9\,f2_5=51/2& % W=2x Vf
3 3
Onadonc: A=2 X 2)6.2‘\/5::2::3___24:1&

3 x ﬁxe 3\'/5

2. Simplifions /22 + 124/2 — V22 — 12 /2.

Ona: 2241242 =4+18+12v2=224+(34/2)* +2x34/2% 2
= (2+3v2)?

etdeméme: 22 —124/2 = (2 -34/2)2
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6. FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

Onadonc:
Va2 k1273 -V 12V : ;
V2-V22-12V2 = |2+34/2]|-]|2~34/2|
= (2+3v2) - (3v/2-2) =4

pemarque : La formule (4) est encore vraie si p est un entier négatif ou nul et
gi @ n'est pas nul.

sipestnulona: (v/a)°=1 et /a0 =4/T=1.

gj p est strictement négatif, posons p' = — p. L'entier p’ est alors strictement positif
n,=\p - =\ =pf R n e i
etona: (‘\:"'a) =(x78)p= __11_ ;=_1.,= _1_='\r‘/5_p’={'/a”
p V=] p! .
(v/a) a’ ’
On a donc :

} yaeRL, Yre IN*, YpeZ, (v/2)” = v/a»

Continuité et limite de fonctions contenant des radicaux.
2.6 Soient f une fonction et D, son ensemble de définition: soit » un entier naturel

non nul. On note v/f la fonction définie par : VE: x — VEX).

L'ensemble de définition de cette fonction est I'ensemble {x € D/|f(x) > 0}.
Comme dans le paragraphe 3.8 du chapitre 5, nous supposons que f admet une
limite suivant une famille de départ donnée; nous notons lim f cette limite et nous

cherchons la limite éventuelle de \7;‘ suivant la méme famille de départ.
Nous avons les résultats donnés dans le tableau suivant :

imf | limA/F
’> 0 m}
too | too

Démonstration :

= -
Désignons par g la fonction x — A/x; ona: _'\/{'= gof. .
e La premiere ligne du tableau résulte de la continuité de g en tout réel stricte-

ment positif et de la propriété Py du paragrap
e Ladeuxiéme ligne résulte de [a propriété :
du paragraphe 3.13 du chapitre 5. ®

ue en Xo et si I'on a1 f(xo) > 0, il

Remarque : Soit xo un réel: si f est contin g ¢
tésulte de la premiére ligne du tableau aue on a : lim VF(x) = V(xo),

he 3.13 du chapitre 5.
lim 4/x = + ocoetde la propriété Ps

X+ + 00

c'est-a-dire que 4/ est continue en Xo.

Cette propriété résulte aussi du théoréme 1.7 du chapitre 5.
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Exemples.

1 Lafonction x ~ —» x2 + 1 est continue sur IR; elle satisfait &:
"IER. x24+1>0

La fonction x —» f._ x? + 1 est donc aussi continue sur R,

2. Cherchons si la fonction f: X —> ?;,-"xz — 9 admet une limite au point 6.
Ona: lim (x2 —9) =36 —9=27.
x=8

4 B — k|
llenrésulteque lim7 existeet que l'ona : lim \fﬂ -9 =14/27=3.
6

x+06

3. Cherchons si la fonction f:  x +—-> {'x‘ + x* — 3 admet une limite en 4 oo,
Ona: lim (x5 4 x*—3) = 4 oo.
X+ + @

. I i —
Il en résulte que lim f existeetquelona : lim -\-”xf' 4+ x4 —3 = 4 o0,
+@ X 40

4. Cherchons si la fonction f : x — \"x_=+ x — 1 —4/x* — 3 x admet une
limite en — oo.

Ona: lim (x4 x—1) = + coetparsuite: lim 4/x2+x—1 = + oo,

X% —@D X — D
etaussi: lim (x2 —3x) = + coetparsuite : lim 1/x2 = 3 x = + co.
X — @ X-» = 0

On ne peut donc pas conclure directement & I'existence d’'une limite de f.
Les fonctions polyndémes x —— x2 4+ x — 1
nulles en méme temps. On adonc:

2 e v 2 = /%2 —
yxeD, f(x)= W+ x—1-vV-3) (V2 +x—1+1x—3x)
V@4 x—14+4x2—-3x

et x —— x2 — 3 x ne sont pas

c'est-a-dire :

'J"EDf, f{X)= (x2+x_1)_{xz_3XJ 4 x —1

Vx4 x—14+ \z’xz—ax—\/x2+x-1 i ‘\r‘x’—axl
Onaalors: lim (4x—1)=— o0
X =D

et Iim (V@ +x—14+4/x-3x)=+ oo.

X — D

On ne peut encore conclure a l'existence d'une limite de f,

-5
x|4 — =
Mais,ona: fxeD, f(x)= X

1 1 / 3)

Soit | un intervalle de la famille de départ considérée, c'est-a-dire un intervalle de la
forme ]— oo, a[; supposons de plus a < 0.
Onaalors: fxe€l, |x|= — x et,parsuite:

a1

X
1 1 3
B\VARE LS TRVARH

" 1
Ona: Ilim (4—;)=4

fxel, f(x)=

X>—

: 1 1 3 -
ﬁtxlle(\/"+;+F+\/1—;)=\/T+'\/1=2
Onadonc: lim f(x}=iz= - 2.

AXe =@ -
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3.2

6. FONCTION RECIP ’
'ROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

3. Puissances rationnelles
d'un reel strictement positif.

péfinition.

Soit a un réel strictement positif; si n est un entier rationnel T —

4éfini, dans le paragraphe 1.3 du chapitre 4, le 1é insi défini
gk oo g sl L réel a”. Nous avons ainsi défini

Ta . Z — IR:
n— a"
qui satisfait aux propriétés suivantes :
j(n,n) e Z? (a")" = a
j(n n') €Z2, a"xa" = antn’
aﬂ
j(n n') e Z2, _m=a"""

et, si b est aussi un réel strictement positif :
yneZ, a"b" = (ab)"

an a\”
yneZ, E=(E)'

Nous voulons maintenant définir un prolongement de ¢, a @, c’est-a-dire, définir,
si r est un nombre rationnel quelconque, le réel a” de telle sorte que, si r appartient
3 Z. on retrouve la définition donnée dans le chapitre 4.

THEOREME : Soient 2 un réel strictement positif et ¢, I'application définie
par : ¢,: Z — R}
n— a".

L'application f de @ dans R} qui, a tout rationnel r dont un représentant
ast’-g (avec g strictement positif). associe le réel a7 = \/a?, est I'unique

prolongement de ¢, a @ qui satisfait a la proposition suivante :
'(fr r') e Q?, (ar)r* = g,

Démonstration :
Unicité.

e Soit ¢ un entier naturel non nul.
On a nécessairement :

l\e 3 ol
(a") = a% — a1 = 3 et par suite: a7 = Va.
® Soit (p, g) un élément de ZxZ:.

140 -— - i
On a nécessairement : a% - (a‘&) _ (/a)’, et, d'aprés la remarque du paragra
p
Dhe 25! a.lf.' — ‘\q’{f;';' .
® Tout rationnel r admet au moins un représentant (p, q) de Z X Z:.
e g
0." a donc nécessairement : @ = @ = v/ a". cois
U'application cherchée, si elle existe, est donc unique:
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e L'application f est bienl o et (0 q) et (0 @) deux éléments Se ZxZ;
- | quelc _n . P —
Soienty- U FIGRAS A a \q/af’ etaussi: a8 = a? = ‘r{/am.

- gfh = aE =
qui le représentent. On a ci_’clmc.

analits + B == quel'ona:
Il résulte de I'égalite : a-q q p

—r s | ;—qpi'__ .CFP’__—:aﬂ'
Wy =y = (VF) = )
Y g'r—yeet ((q:‘;;-;)qf)p LB (an_.)p o app:.
et aussi: (Va)" = il A/ . \{,/__;‘_{,/;
donc : ({:',r;p)pa’ - ({,-ap')ﬂa et par suite : g° = . ) o |

O"Sa ':;‘1: n{aintenant r et r' deux rationnels quelconques de representants respectifs
e Soi

les couples (p, g) et (p'. q') deé f XZ;. 'y o |
Y/ —\p! T | — 209! = grr'. |
ona: (@) =V(Way =VVieyr ="V =2ar=2 |
L'application ainsi définie répond donc 3 la questlon.. [ | _ - ‘
Hémarqua: Si 2 est nul, on ne peut définir a” que si r est strictement positif; pour

pg’ = p'q et par suite :

&viter les confusions, on ne considére pas le cas ou @ = 0.
Exemples.
2
1. Ona: B3=i,fa_2=%/'4_3=4,
_% 4= w3 ST S (R 1 .. 1_.
2. Ona: 16 *=4/16"3= ﬁﬁ*{/ﬁ;‘a_zﬁ_s

Formules.

Nt_)us allt_:ms démontrer que le prolongement obtenu dans le paragraphe 3.2 satis-
fa:t. aussi aux autres propriétés rappelées dans le paragraphe 3.1.
Soient a et b deux réels strictement positifs et 7 et /* deux nombres rationnels de

? e P . p .
representants I'ESpECTIfS E et ?' avec q et q’ strictement positifs. On a les formules
suivantes :

(a)" =ar (1) 3. {

ar x g = grt+r (2) (ﬂ ) —— arbr (4)

a’ E r _ ar

;‘; = gr—r (3) (.b) = E (5) i
Démonstration ==

1. Cette Propriété a été démontrée dans |

2.0na: arx g € paragraphe 3.2.

= ¥ =D i Fjm— e
S VR X YE = Yz Y
= V(@) @7 = 94 o

I
aﬂ—q'-"—":-ri p,.p!
— q i = Ty
=87 9 = grtg
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& FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

& ‘: ;; {.' ._Nr" a0 :;;,
3 m‘ ;‘ efﬁ“n;‘;“':ﬂ ____-T'
| \ ¥ \ a0 a*
 ———— Hr_ ¥
-‘{ w.-r*-.;—;ﬁ-.s*%-."rr
a Ona:  (a0) =\ (ad)° = V& b
' — a 2
=V X NP = x =2l
N ] P - g S g =
& I oA\ » \__f o
Exemples.
: .2
2°x8
Simphfions A-.__.._T._.
: =
-3 . _1s
Ona: 83=(2) =2 ¥ =27°
4 7 14 1
A=) =2 T =2
i (-2)
etparsuite: A=27x2"%*x2 ]

= 2';"'; -2

EXERCICES

mermwm.

| de
1 Démontrer que la fonction f: x—e X2 +2x—3 est une bijection
[0, 2] sur [— 3. 5). Préciseria biection réciproque.

i icati 2.+mldnnlﬂdéﬁmepu
k\! Soit f I'application de ] Sxed
yrel2 +oof, R =2x= 573

Montrer que / admet une application récipe

oque que 'on peécisara

3 Soit / 'application de [2. 6] dans R définwe par
—2x +3x+2
f(x) = = |
i - :mntic&plm!“diﬁnhmrummthqmlm
— thf"mJ?PmmuuduJ.dﬁmnm.an

Maontrér que / admet une ‘
précisera. Que! est le sens de variation
' fonction de x, e réelf ' (x).

| )




x4+1
onction f: X'~ 7x—5
inition D, de f?
bijection de Dy

4 Soit la f
1o Quelestl’
20 Démontrer que fe

déterminera.
30 Expliciter/ ™"

ensemble de déf
st une

sur un sous-ensemble de IR g, .
210
n

% B Soientd at b deuX réels tels qu.e I'on ?it : t} <a<h et fune r— .
[a, b] dans IR qui posséde la propriété suwan;te ] ! ,
jkeR%L, y(x x) e [a, b] < [a. b]. (x;-éx. — | F(x) —f("”"-klxa..x;al
1o Démontrer qué f est uniformément continue sur [a, b] (cf. exercice pe 3 d|_;

_chapitre B).
20 Soit ¢ la fonction = X — F(x) — kX2
Démontrer que @ est continue et strictement monotone sur [a, b].
el'ona: Yxe€ [a bl ka® < f(x) < kb3. |

3¢ On suppose, de plus, qu , .
Démontrer qu'il existe un unique réel « de [a, b] tel que l'onait: o(«) =0,

A
x — Va2 —|x|—x |

6 Soit la fonction fis
&finition D,de F? . .

1o Quel est I'ensemble de d
20 Résoudre dans IR I'équation: f(x)=0.

. 7 Soit fla fonction définie sur IR par:
yrere, 16 = a/ix
f(0) = 0.
1o Quelle est la limite de fen 07

20 Démontrer que f est continue sur R.
39 Démontrer que f est strictement monotone sur R.

49 Vérifier que la fonction réciproque de fest la fonction x —> | x| x. ,

% 8 1° Soitlafonction fdéfinie par:
f(0)=0

yxeR;, f(x)=1+4/x

yxeR:, fx)=—1—4/—x
a) [?émontrer que f est strictement croissante sur [R.
b) Etudier la continuité de fen 0. i
¢) Démontrer qu'il existe une unique application g de R dans IR, continue et ¢ro%
sante sur IR, telle que I'on ait: gof = Idp
A-t-on: feg=IdR?
d) Construire, dans un repére orthonormé (o, ??) les courbes mprésematiws

respectives de f etde g. i
20 De facon aénérale, soit f une application de R dans IR, strict
et bornée sur IR,

Démontrer qu'il existe une unigue application g de IR dans R, €0
sur R, telle que l'on ait: gof = ldr.

ement croissan®®

. cante
ntinue et croissa"

b) Donner une condition suffisante pour que I'on aitaussi : fod = ldRr:
9 1° Résoudre dans IR I'inéquation : 1 — X < 1 ;
2 A1 4x ;
1+ négamé :

E s
n diilmre que, pour tout réel x strictement positif, on a la double i
X—= =< X
< X
2 " Vi+x &
172 |
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& FONCTION RECIPR ;
OQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

2¢ Détermi
erminer le réel b tel que la fonction x »— » V14 x— (1 4 bx)
I:

- - . a-
limite finie ¢ en 0; calculer ¢ o

En déduire qu’il existe un i
e fonctio ini [ |
il ; i n e définie Sur un intervalle épmmé | de centre O

‘lima=-0
! 0

I"xel. V1+x=1 + bx + cx? 4+ x7 ¢(x).

Radicaux.
10 Simplifier: 2+/6561 — 54/27 — 31/36.

11 Simplifier: /7 +44/3 + V7 -44/3.
. VB+2410

12 Simplifier: ———
24/5 —2

13 Simplifier : V3 +v/2

T A344/2-1

14 Résoudre dans R chacune des deux équations suivantes !

(1) x*+27=0.
(2) x* —4x3 +27x2—108 =0.

15 Résoudre dans R I'équation :
(x2 — 8) (x? +125) _ 0
x3 —16 1/5

16 Résoudredans R I'équation :
X5 4+ 5x4 +10x3 +10x2 +5x= 31.

17 Résoudre dans R I'équation’ :
(vE—3)* =[x Vi3]

# 18 Résoudre dans IR I'équation :

(x—17) =(2x+(V3-2

Vi) x—VE)

19 Résoudre dans IR I'équation :

1 -3\’

oYX} +126=0

=

20 Résoudre dans R le systéme :

(,Wrg_“/'g’)‘:(zx+3v)’
Ad=(y—-17% &
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g Scitflato ction définie pat

( yrelld + ool Flx) =% ::_:.4_,__——
2 F‘;"I’\ |.-'—91'+ 14.

AE ] o0, £ .
La fonction f admet-alle un prolongement par continuité en 2?7

; Vi 4 3x — VXl +ax+oa
otf, la fonction: X — e .

22 Soient a un réei

1o Quel est 'ensemble de définition de £, 7
25 Pour quelles valeurs de a. la fonction f, admet-elle un prolongement par conti

nuitéen 27
, \x=+16—\’4x=+2x

23 Soit la fonction f X »:-—» ) ;

1o Quel estI'ensemble de définition de F?

2o Déterminer les limites éve ntuelles respective

sdefen + co,en0,en 2.

24 Déterminer la limite éventuelle en 0 de la fonction :

::;3—2:——\?2134-:.-

X

X >

25 Déterminer la limite éventuelle en 3 de la fonction :
\vVx3—=5x+6-—1 12-21'—3.
\ —x—6—\Vxi—4x+3

x >

26 Déterminer la limite &ventuelle en 2 de la fonction :
VI +7x—4 -y +4x+6
x—2

X —

27 Déterminer la limite éventuelle en + co de la fonction :
x—> \Vx2—=Tx+5—14 3x24+x—1.

28 Déterminer les limites éventuelles respectives en + oo, en — 1 dela fonction :

N *\3"2134-514-7—{7'-’3334.7,;2..4
x+1

X ¢

29 Soit m un réel. Déterminer, suivant le réel m, les limites éventuelles respectives
en + oo, en 0 de lafonction :
X Ve+x+1—=vVmix2+x+2m?

X .

X ¢

30 Soit m un réel. Déterminer, suivant le réel m, les limites éventuelles respectives
en + oo, en 0 de |a fonction :

\/xz+mx+2m_.\/xzﬂ,mx+m+5.
Vxt+m—5

X ——p

31 Soient a et b deux réels. Déterminer, suivant les réels a et b, les limites
éventuelles respectives :
1° en + oo de la fonction : x —> \,/x‘+ax2+b_'\/x4+(3:_b_]—;;-ﬁ

B

2% on 0. detafonction: x s Y T8+ —Vxt+(a+b)x*+8
X

-
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& PONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE STRICTEMENT MONOTONE

32 Solent a et b deux réels. Détorminer, suivant les réels @ et b, les limites
dvantuslles respectivas en 4 oo, en — 1 de la fonction :

,Tﬁ""+"+1—‘v"bx‘+23+b
VX —x+2-V2R 4 TIx+ 7

N e

Puissances rationnelles.

Vo x W)

33 Simplifier : An A A
(a?)2 x V/a? x \/a?
e e
. 3
34 Simplifier : 27 :ﬂ ):15‘.
(V/243)
35 Simplifier:

(27%' — 2{5);) (271: + 4(400)5) (2012 + 3%) (3(9}% B 3[5}%)

& Dans les exarcices suivants (n°* 36 & 39), mettre A sous forme d'un quotient
dont le dénominateur est rationnel.

a4
102 x 8 3
36 A= ——
5x4 3

1
37 A=——
V5 -1

3“;—'__
a8 A= 2—1

vVZ+1

3
39 A= .
14+4/3+V0

40 Démontrer, pour tout &lément (a, b) de [R2, |'égalité suivante :

ot am + ViV = (Ve + v

41 1o Développer (2 +4/5)%
3
20 Simplifier: 38 + 17415 —

/38 —17V/5.

42 Soientaeth deux réels.

1o Exprimer @ en fonction de b pour que I'on ait:

B 2
a‘-zbﬂiﬁ-}-b‘sﬂ.

20 Simplifier:

s 4 2
o5 — 3a5b2 + 3a%h* — b°

B Z
a® — 2 b2a® + b*
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43 HRésoudre dans R? le systéme .

| ¥ —y? =0
1

{x.:"-“32y2= .

44 Résoudre dans IR? le systéme :
f : 1

¥ —-3y3=0

4 2

X5 — yd =4,
45 Résoudre dans [R2 le systéme :
' 1
X2 4 3xtlyt = — x4

2
3x2 — xiyd = 2x4,

46 Soitr un nombre rationnel non nul.
Démontrer que la fonction : x — x7 admet une limite en + oo, égale 2 0 s 7 est
négatif, eta + oo sirest positif.

47 Déterminer les limites éventuelles respectives en + oo, en 1 de la fonction -

AN T 2 e S8
x , Vx xX—1/x 7x+ 6
(x—1)

48 Déterminer la limite éventuelle en + oo de la fonction :

3c,,*’nc“+x~"+2--§|»,f’.u:1+1-'£.u'_
x3—x245

X —

49 Déterminer la limite éventuelle en + oo de la fonction :
3 z 5
xZ — x5 + xz

X — L

E
x'.!

50 Déterminer la limite éventuelle en + oo de la fonction :

51 Soient a, b, m trois réels. Déterminer, suivant les valeurs de a, de b, de m, la
limite éventuelle en + oo de la fonction ;

X!——n-‘\,/x3+ax2+bx+1—mxvm
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1.
Derivation

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et propriétés vues
en classe de Premiére et

nous donnons quelques compléments.

1. Fonction dérivable en un point.

Le but de cette étude est I"approximation au voisinage d'un réel x, de fonctions
numériques f définies sur un intervalle de centre x, par des fonctions affines
x — ax + b telles que axg + b = f(xp).

Definitions.

Soient x, un réel et « un réel strictement positif; nous désignons par &, 'ensem-
ble des fonctions f définies sur l'intervalle de centre x, et de rayon « telles que :

limf= 0.

Xo

Différentiabilité et dérivabilité.

DEFINITION : Soient x, un réel et f une fonction définie sur un intervalle D

auquel appartient X;. — 3 .
On dit qu‘;':' est différentiable en X, si et seulements il existe un intervalle |

de centre Xo et de rayon «, inclus dans D, un réel metun éléme&t} @ de &x,.«
tels que I'on ait : fxe I, f(x) = f(xo) + m(x — xo) + (x — Xo) 9 (X)-
La fonction qui, & tout réel X, associe le réel mx + f(xo) — mxo est appelée la

fonctio ine tangente a f au point Xo. -
o t?o:f;l:i?é to%t réel x, associe le réel mx est appelée fonction linéaire

tangente a f au point X, ou encore différentiPlla cclla 1; e: :o et est notée dfy,.
Le réel m est appejé coafficiant dela différentlﬂlle ere o-

i ié a R
pangie & Dkt po il gﬁlne 35509:5 3 |'application affine
Eman_x —» mx est alors I'endomophisme associ pp

X —s"mx + f(xo) — MXo.

7




mples. olits
Exemp . D3 ot Xo un el quelcongue

1. Saientla fonction y i 2 Xo + J) = 2 Xa)
— f(Xg) = &X ¥
Ona: fxeR, f(x) )

- - )
. . = f(x) = f(xo) + 2(x 20
it f vtxdh-ar:l:‘diiftsnunu.rhiu an toul point x, de IR el le coellicient dg {4 it
La fonction f es gi=

' ald2.
férentiells de fen pedring i - t dillérentiable en tou
D'une manidre générale, toute fonction affine es point x,

de R. ror
2. Soitlafonctiong: x +—> X | I, :
Cherchons si cette fonction est différentiable en 3.

: =7 ite !
:l)::ﬁgw)g{x} Et;?;;li—l- px—12=(x—3)x+4) = (x=3)(x 473,

Onadonc: §xeR, g(x)= g(3) + 7(x = 3) + (x r.3){x - 3).
Lafonction x —» x — 3 estdéfinie surRetona: xhg (x = 3) =0,

X

La fonction g est donc différentiable en 3 et le coefficient de la différentiolle do g op, 4
estégala’.

1.2 DEFINITION : Soient x, un réel et f une fonction définie sur un intervalle D

auquel appartient x,.
- - = - f(X) — f(XD)
f est dérivable en x, si et seulement si la fonction x —» — — x.  @aune
= Xo

limite finie / au point xg.

Le réel / est appelé nombre dérivé de f au point x,,.

Remarque : De cette définition il résulte qu’une fonction f n'est pas dérivable en x,
f(x) — f(xo)

si la fonction x —— n‘a pas de limite en x,, ou bien si elle a une limite

X — Xo
infinie en x,.
Exemples.
Reprenons les exemples du paragraphe 1.1.
1. Ona:
FxeR — {x;}, (¥ —f(X0) _2x+43— (2x, + 3) _2(x—=X) _,
X — Xg X — Xp T X=Xy
et par suite :  lim M =32,

X-*Xg X — XD
La fonction £ est donc dérivable en tout point x, de IR et de nombre dérivé 2 en toU!

point x, de IR.
D! *
: ugr; :]-amére générale, toute fonction affine est dérivable en tout point Xo de R.
IxeR - (3), gi(?“-—_;gi:il;f.i_“‘_:_@_ (x=3)(x+8) _, 44
N x—3 x—3
el par suite :  lim M’:ﬁﬂ e
X+3 x—3 =7,

Laf : .
onction g estdone dérivable au point 3 etde nombre dérivé 6gal b 7.

Plus généralement, On ale théoreme suivant :
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' 3 ITHMEOREME  Soient Ao un réel

14

U

r BERIvationN

ot/
suquel appartient v, Soit / un réel une fonction définie sur un intervalle

Les deux propositions sui
van i
11 ; e :::Tfl“m. 5o e d't'.‘:m.?::: :qéuiw: :'-ntu |
(2) 7 est diftérenti v it
able en x; et le coefficient de sa différentielle est /

—

Damonstration

(2 » (1) N existe un int
de b, tols que : nervelle | de centre x, et de rayon « et un élément 5
yxel F(x) = Fxo) + Ix — xo) + (x = x5) ¢ (x)
0 ’

On aalors : Yxel — {x f(x) — f(x,)

Wofp ————=
et par suite :  lim f(x) = 7(xo) = ||

e xy X — Xy ‘lf‘:‘ U + ?(I)) = [4 lim q;{x] = J
(1) == (2) Soienta un réel et 3 la fonction définie oar:
xeD —{x), otx) = LX) =F{Xo) |

l' iXo v(x) X — X0 l) et ¢(x) = a.

Onaalors: JxeD, F(x)=/F(x;) + /(x = xo) + (X — Xo) 9(x)
et lim () = tim ({L=1X) _ ) _y_y-0

Nw i, N Ny K"—XO

Si | est un intervalle de centre x, contenu dans D, on a alors, a fortiori:
(Yxel F(x)=Ff(xo) + H{x = X0) + (x = Xo) (x)) et limg= 0. m
. X
quurquc : Suivant les problémes, il est plus commode d'uti?iser I'une de ces défi-
nitions plutdt que |'autre. |
I

Dérivabilité & droite. Dérivabilité a gauche.
1

un réel et = un réel strictement positif.
xo + «[ (resp. Jxo — = Xo]). On dit que
si et seulement si la fonction

DEFINITION : Soient x,
Soit 7 une fonction définie sur [Xo,
f est dérivable a droite (resp. a gauche) en Xo

- f_———(‘? - ;(x“) a une limite finie a droite (resp. a gauche) en Xo. ‘
- A0

X —

elle est dérivable 2 droite et

Remarque : Si une fonction £ est dérivable en Xo

dérivable & gauche en Xg.

Exemples.

1. Soit la fonction 2 X
Erudions la dérivabilité de fenO.

Ona: (yxeR.. f(x) = x) et

f(x) =10 _ jmZ=1

lim
x+0 x—0 "nx
x>0 a»g

(yxeR-. fx)=~- x). et par suite :

- X
o0 X—0 x-g " .
xe@ 4 i . mais elle est dénvable
P dérivable en 0; mais elle e
i absolue n'est donc pas :
La fonction valeur kv dérivable 8 gauche de nombre dérivé — 1

droite de nombre
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1.5

1.6

1 | !
. . |1
onction /- X

sait la f 1
2 Soll [l \!:!““I"" i N

t yxe ]~ oo, 1], f(x -
Etudions . ljllml + oal. f(x) = X i J v :' = (x3 il
o ':t] | =1 x= 04 x4 D _ ’
ot par sulte Fx) !|(l'i - —— - X =1 X7 4 Mg
i "\1l !
yrell !{\; [ (x? 11)~ ~ (x4 1y,
yxal—eo 1l P ) = (1)
i =T w3 o e = |
On a donc: * lim X = 1

xwl |
. - - 6“\.‘able a
!x ".I pas dérivable en 1; mais elle est d dic
sl pos
La fonction £ ne

vé — 3,
§ 3 ot dérivable & gauche de nombre dériv
dénvé 3 «

x=1

ite dB numblt

Dérivabilité et continuité.

¥ % . e —
: f une fonction définie sur un Intervalle
: t X, un réel et
THEOREME : Soien

| appartient x,. ' |
;??::t d:zvabla en X, alors f est continue en x,

S—

I[l) i:};r:g:t;g?e&a||a | de centre x, et de rayon «, un réalxn; e;xt;n élément ¢ de 6, ,
Ona: 1!::30 (x — Xo) = 0 et par suite : lim ‘ | ]
Mais la réciproque est fausse; une fonction continue en un point Xo N eslteE?sa tr:s ocI:e.
sairement dérivable en ce point. Considérons, par exemple, la fonctlor_l va e
Nous avons démontré dans I'exemple 3 du paragraphe 1.2 du chapitre 5 q

i ‘elle n'est
continue en 0, puis, dans I'exemple 1 du paragraphe 1.4 du chapitre 7, qu'e
pas dérivable en 0.

Interprétation géométrigue.

Nous rappelons les définiti

ons et résultats suivants.
Soient P yn plan affine réel

et (0, ; ; ) un repére cartésien de P.

Position limite d’une droite. tre ho O1¢
Soient M, un Point de P et Ao Un réel. Soient | un intervalle épointé de cen

une fonction définie sur |, coefficien
Ppur tout réel A, noys désignons Par D, la droite passant par M, et de

directeyr c(2).

: si la fon¢”
?“ dit q:*‘ la droite D, 5 UNe position limite p quand ) tend vers Ao

10N ¢ admet une limite en 3 fini

Sila limite de ¢ o =9l g,

Mo
. . ant par

g €N Ao est finie et g ale ite D est la droite pass

de coefficien directeyr gale a m, la droite octel!
Sila limite de o e

® 8N 2, est infinie, |3 droit
directeur /.

etd
e D est la droite passant par Mo
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Tangente an un point A une courbe.

17 S un el Sotent fune fonction définie et continue s

ot " la Cowrbe représentative de f dans
Soit M, fe pont de € d'abscisse Xy
o

urun intervalle | de centre x,
le plan P rapporté au repére (0, .f". f)

Soient x un élémentde | — {Xo} et M le point de C d’abscisse x.

Les coordonnées de M, (resp. M) sont (f()::;)) ('ESP' (f(:)))'

Considérons la droite D, déterminée par les deux points distincts M et M. Le coef-
ficient directeur de D, est égal & ﬂ%;;ufl)
- — Ap

La courbe C admet une tangente en My, si et seulement si la droite D, a une position
. limite D quand x tend vers Xo. La droite D est appelée tangente a C en M,,.

Des définitions précédentes nous déduisons :

si la fonction f est dérivable en Xg. de nombre dérivé m, la courbe C admet une

tangente en M, d’équation: y — F(xo) = m(x — Xo),

si la limite de ﬁ%——i{—@ quand x tend vers X, est infinie, la courbe C admet une

=g

tangente en M, d’équation: x = xo, appelée tangente verticale par abus de langage.

Exemples. .

1. Soitlafonctionf: x —» x2 4+ x — 5. > ‘
Nous avons démontré dans le paragraphe 1.2 que cette fonction est dérivable au

point 3, de nombre dérivé égal a 7. .
Soit M le point de la courbe représentative de f d'abscisse 3. Les coordonnées de M

sont (3) La courbe C admet au point M une tangente d'équation: y — 7 = T(x = 3),

c'est-a-dire: y=T7Tx — 14,
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2 Kolt fla fan tion datinia pat

¢ )= oo, 1], fx)= V1 —X
" f(1) =0

lv\nﬂ fooal r[“"’\-"'1 '
La fonatipn £ est datinie sul R @1 nous laissons au lecteur le soin de démontrer qu’elle

pal continte sl IR, . |
Frudions si la courbe raprésantative de f admet une tangente au point M d'abscisse 1,

1
Los coordonnoos doe M sont (0]

f(x) — (1) o .
Cherchons s la tonction X > ( J)( - -{——- admet une limite au point 1.

Il taut distinguer deux cas: X € ]— o0, 1] et X€ 11, 4 ool.
10 R 0 S A BT .

Ona: yxel=oo [ - — — =71=-=x

; f) =1y Vx=1_ 1

ot: 'ﬁNE]1.+oﬂ[4 oy e ___—‘\/x———!

Par suite on o : |in1&);.‘”_1)=+m et Iimf_(i)___@=+m.
x-»1 X =1 P | x =1
X1 x=1

Onadonc: IimM=+m_

xx1 x -1

La courbe représentative de fadmet donc au point M unetangente d'équation: x=1.

Remarque : Dans le cas ol f est dérivable en x, de nombre dérivé m, désignons
par D 1a tangente & C en Mo, Soit M’ le point de D de méme abscisse x que le point M.

Les coordonnées de M’ sont donc ( vl )
f(xo) + m(x — xo)
Onaalors: M'M = f(x) — (f(xo) + m(x — xp))
' o= f(x) — f(xo) — m(x — xg).
Puisque la fonction f est différentiable en xo, il existe un élément ¢ de &x « tel que:
Y xel f(x)=7Flx)+ m(x — xo) + (x — Xo) ¢(x). :
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7. OFRIVATION

. 4
/ |
— —"-h-—‘. |
(0] ;' Xo

Onadonc: M'M = (x — x,) o(x).

L'étude du signe de (x — x;) (x) permet alors de déterminer Ia position de € par
rapport a la tangente a C en M,

Demi-tangente a droite (resp. a gauche)
en un point d’une courbe.

Reprenons les mémes notations qu‘au paragraphe 1.7.

On dit que la courbe C admet une demi-tangente & droite (resp. 3 gauche)

en Mg si et seulement si la droite D, a une position limite quand x tend vers

Xy a droite (resp. a gauche).

e Sila fonction f est dérivable a droite (resp. & gauche) en x,, de nombre dérivé m,

la courbe C admet au point My une demi-tangente 2 droite (resp. a gauche); c'est la

demi-droite définie par :

) ¥ — F(xo) = m(x — xo) (¥ —f(x) = m(x — x.;,))'

I x> x, resP- ) x < xo

® Silalimite de 7(x) — f(Xo) ‘;(x“) quand x tend vers x; a droite (resp. a gauche) est + oo,
X — Xp

la courbe C admet au point M, une demi-tangente a droite (resp. 4 gauche); c'est la

g (res : A )

y 3 Fxo)\"SP |y < F(xo)

¢ Silalimite de 1(X) —#0x) quand x tend vers x, a droite (resp. a gauche) est — co,
X

— Xp ] i
la courbe © admet au point My une demi-tangente a droite (resp. a gauche); c’est la

; = X XNy ,
demi-droite définie par: g :é fE’XD)(resP. y > f(xo))

Dans Jes deux derniers cas, on dit parfois que la courbe C admet une demi-tangente

‘erticale & droite (resp. & gauche) en Mo. . ‘ _
ans le cas ou la courbe C admet en Mg une demi-tangente a droite et une demi-

langente 3 gauche de supports distincts, on dit que Mg est un point anguleux.

demi-droite définie par:
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"m|"‘.“. 3
y du paragraphe 1.4. La fonction : X \—* | X3 — 1| est

wans axemple < :
A te (resp 2@ uche) en 1.de nombre dérivé 3 (resp. = 3).
cncatyle A droite (resp) 8 wars . -
de cette fonction admet donc au point M d'abscisse 1 une

« i
courhe rpprésontative

jomi-tangente A droite et une demi tangente & gauche.

La demi-tangente & droite est définie par : y=3(x—1) et x > 1; la demi-
tangente & gauche estdéfiniepar: y= — 3(x — 1) et x< 1.

Le point de coordonnées (10) est un point anguleux.

2. Soit la fonction f: x —> v’;. Cette fonction est définie sur [0, + oo
Cherchons si la courbe représentative admet une tangente 2 droite en 0.

) . Vx o ]
Ona: lim =— = lim — = lim = 4 oo; de plus, pour x > 0, ona:
x»0 X x+0 X x0 '\/; P P

x>0 x=0 x=0
A/ x > 0. La courbe représentative de f admet donc en O une demi-tangente 3 droite
définiepar: x=0 et y>0.

2. Fonction dérivee.

Definitions.

—

21 DEFINITI_ON - Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert non vide |-
f'BSt d_érl\fabla sur | si et seulement si f est dérivable en tout point de |-
L'application de | dans R, qui, a tout élément x de |, associe le nombré

dérivé de f en x, est appelée fonction dérivée de la fonction f et est
notée 1.

L
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) 7. DERIVATION
Le |1|l|!1bre dénué dﬂ fﬂn un pUiﬂt

D'u m;zn::i: l;il‘:nalszgru[e‘; s:]it f une fonction définje sur un intervalle fermé [a, b]

fast + O] St et seulem i \ il k
vantes : ent sif possade les trois propriétés sui-
o olle est dérivable sur ], b[;

o elle est dérivable a droite en &

o elle est dérivable a gauche en p.

On appelle fonction dérivée de # sur [a
(3, b] dans R définie de la facon suivant[a b], et on note encore £, I'application de

si x est élément de ]a, b[, alors ' (x) est | '

ot et et & droitg 219 . e: r:mbre dérivé de fen x;

f'(b) est le nombre dérivé & gauche de f e[:| b.
On a des définitions analogues pour les fo
— oo, 3] ou [a, + oo[).

Xo de | est noté f' (xo)

nctions dérivées sur les intervalles

Remarques : 1. |l importe ' fr
Rom ;‘.., S __pp'R de ne pas confondre ', ' (x,) et df,..
X —> XF(XD}.
2. L'équation de la tangente a la courbe représentative de fau point Mg, d'abscisse x,
est: y— f(xo) = F(xg) (x — xo).
3. Sifestdifférentiable en x,, alors il existe un intervalle |, de centre x, et de rayon «,
etun élément ¢ de &4, tels que l'on ait :
fxel f(x) = f(xo) + (x — Xxo) F'(x0) + (x — xo) @(x).

Exemples.

1. Soitlafonction f: x —— x, définie sur [R.
Soit x un réel quelconque.
F(x) = Fixo) _ X — %o _

1, et, par suite :
X — Xp X — Xg

Ona: fxeR — {x},

Xx>Xg X — Xo
La fonction f est donc dérivable sur R, etl'ona: fx€RR, fix)=1.
2. Considérons la fonction cos définie sur R,
Soit x, un élément quelconque de R.

. X — Xy . X+ X
sin 9 sin g

2
COS X —COSXo _ _ 2
Ona: §yxeR —{x} —F—x— = 2 X — Xg

, X — Xp

SN—— i

= — sin .
X — Xp 2
2

De I'étude faite dans le paragraphe 3.14 du chapitre 5, il résulte la propriété :
lim SOSX —COSXo _ _ gin x,.
X X, X — Xo . . ' = — sin,
La ;unction cos est donc dérivable sur R et 'on a: (cos)

. . ; x | définie sur R.
3. Considérons la fonction f: X r———*" ré'lsulle O eat déeivable sur ] o5, 0], de

i he 1.4, )
:::\clf:enc‘lg:'?v;ed: firigrip1 et quielle est dérivable sur [0, + o[, de fonction
I n ¥
dérivée x — 1.
Mais elle n'est pas dérivable sur R.
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Propriétés (rappels).

2.2 Nous rappelons les propriétés suivantes, démontrées en classe de Premiére.
Désignons par 7 I'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle définig
sur un intervalle ouvert non vide ]a, b[, par ‘D I'ensemble des fonctions dérivables
sur Ja, bf.

P1 9 est un sous-espace vectoriel de F.

——

Pz L'application qui, a tout élément f de 1), associe sa fonction dérivée ' est
une application linéaire de 4) dans F.

Onadonc: Y(f g)e D3 (F+g)=Ff+4g,
freR, YfeD, (nf) = rf. ~

P3 - 'Drest un sous-anneau de F.
Onadonc: Y(f,g)e D2, (fg) =Fg+fg.

P4 Les éléments inversibles de 1'anneaw‘.§5 sont les fonctions qui ne s’annulent
pas sur ]a, b[. Fa

Si g est un élément inversible de D, on a: (13) - _gf

Il résulte des propriétés P et P4 que, si fest un élément de D et g un élément inversible

deD,ona: (Zfr) e fyg_—g@‘_

Exemples

1. Nous avons démontré dans I'exemple 1 du paragraphe 2.1 que la fonction Id[R
est dérivable sur IR.

Il résulte de la propriété P; que la fonction qui, & tout réel x, associe le réel x2 est
dérivable sur IR.

Sa fonction dérivée est définie par: x — 1.x 4+ x.1,
c'est-a-dire par : x —> 2 x.

! 2. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que pour tout entier naturel n la
fonction x ——— x” est dérivable sur IR et de fonction dérivée x — nx" 1.
) De la propriété P, il résulte que toute fonction polyndme est dérivable sur IR.

1
3. Lafonction x +— x est dérivable sur IR et s’annule en O; la fonction x —> "

1
est donc dérivable sur ]— oo, O[ et sur ]O, 4 oo[, de fonction dérivée x —> — =

Fonctions dérivées des fonctions usuelles (rappels).

2.3 Nous rassemblons les résultats démontrés en classe de Premiére dans le tableau su'”
vant : nous désignons par D, I'ensemble de définition de la fonction £, par Dy celul
de la fonction dérivée f' de £, par a un réel et par 77 un entier naturel non nul.
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7. DERIVATION

—
f D, r 1 o
x,___-—ba R ir_—‘ i H_H_H_._-_J
X" R et | o~
Xr—* X v nxn=\ R
1 R* 1 |
X—r 5
X x - ----"2 R'
oyt =P R* |
X *» — nx=-2-" R' !
-
xr-—'—""x Rf X r—as -—l—-- [ =4
2 Vx
x—_-ig:: : X~ — 8inx R
x — Si X r—s COS X
e tgx |R=1>+knkeZ! | "‘R
] J

Composition de fonctions dérivables.

24 THEOREME : Soient / une fonction dérivable sur un intervalle ouvert

non vide K, et g une fonction dérivable en tout point de /(K)
Alors, g-f est dérivable sur K, et 'on a :

yxo € K, (gof) (x0) = g'(f(x0)) -1 (x0)-

VX e K, d(gof)e = dgy.,, - 0l

Démonstration :
La fonction f est dérivable sur K; elle est donc continue sur K. ot par suite f(K) est

un intervalle non vide.
Soit x, un élément quelconque de K. La fonction f est dénvable en x, i existe

donc un intervalle | de centre X, et de rayon , et un #lément 5 de L., tels que
Yxel, f(x) = f(xo) + F'(Xo) (x — Xo) + (X — Xo) % (X)
La fonction g est dérivable en /(xo). il existe donc un intervalle J de centre flxg) &t
de rayon { et un élément o de bris).s tels que
Vred, gly) = g(f(xo)) + ¢'(f(xa))ly = Fixe)) + (v — flxa)) % (y)
Soit ¢, la fonction définie par :
Iy ed = (o)), 4 () = $10) et (/i) =0
Lafonction ¢, est donc continue en f(Xo), etona |
IL:lJ, gly) = F(”-‘o)) + g(f{xa))(y - f(.la}) + (:ﬂ—‘ f(xg) ¥ (¥))
foncti : |e est dONC continue en Xo
De mc::i:i::‘ ?g'::u:h::l:;.ﬁl il résulte qu'il existe un intervalie |, de centre xg
Hqu': ﬂl'l]CJ.
let |, sont deux intervalles de centre Xo.
% centre x,. Onaalors: (fx « Nl f0) €J) etparsuite |
Wxeint, g(f(x)) = g(fixo)) + (g(f(x)) + L (1)) (F(x) = F(xo))
- glf(x0)) + (g'(f(x0)) + L (Fx))) (F (x0) + % (x}) (x = Xo)
m glf(x0)) + 9 (1)) f (xa) (¥ = Xo)
+ (x — Xo) (@ (1xa) #(X) + 7

jfeur intersection In!, est donc un intervalle

(F()) (F (x0) + #(0))).
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2.5

Désignons par @ la fonction définie parl:
fxeinl, @) =g(f(x)) 5 (x) + i (f(x)
Par définition,ona: lim g(x) = 0.

D'autre part, il résult;-&: la continuité de Ia_fonction $1 en f(xc.)- et de celle de Ia
fonction fen x, que la fonction ¢, =f est continué en Xo:; onadonc:

jim (41 26) (x) = (%1 9F) (X0) = 91 (f(xa)) = O

Parsuiteona: lim ®(x) = 0.

XXy

On obtient finalement :
¥xelnl, g(f(x) = g(f(xo)) + g'(f(x0)) F'(x0) (x — xo) + (x — x5)®(x)

avec lim @ = 0.

X , ,
Lafonction g - festdonc dérivableen xpetl'ona:  (gof)'(Xo) = ¢ (f(x0)).f'(x0). m

) (F (x0) + @ (x)).

Applications.

e Soient a et b deux réels. . '
La fonction f définie par : YxeR, f(x)=ax + b est différentiable sur R; il

en est de méme pour les fonctions sin et cos.
Les fonctions x — cos (ax + #) et x — sin (ax + b) sont donc dérivables

sur IR et leurs fonctions dérivées sont respectivement définies par :

fxeR, (coscf) (x)=(cos) (f(x))f'(x)=—sin(ax+b)xa=—a sin (ax + b)
¥xeR, (sinof)’ (x) = (sin)’ (f(x)) f'(x) = cos (ax + b) X @ = a cos (ax + b).
e Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert non vide K et telle que :

fxeK f(x)>0.

Supposons fdérivable sur K. La fonction xf est dérivable sur IR%.

La fonction A/f est donc dérivable en tout point de K ou f ne s'annule pas, et
ona:

yxeK—F1((0), (VA (x)= 5‘«?71’?("77 X f'(x) = 2—2%%

e Soient fune fonction dérivable sur K et 7 un entier naturel différent de 0.

La fonction x —+ x” est dérivable sur R; la fonction x —» (f(x))” est donc
dérivable sur K, de fonction dérivée x — n(f(x))"~" F (x).

De méme la fonction x ~—» (f(x)) " est dérivable en tout point de K ol f ne
s'annule pas.

Pflous résumons ces résultats dans le tableau suivant; nous utilisons les mémes nota-
tions que dans le tableau du paragraphe 2.3.

X cf’s(" + b) R X ——» — asin(ax 4 b) R
X —» sin(ax 4 b) R X ——» 3 cos(ax + b) R
Vi D.; =t D;— f-* ({0))
. 2 \/f
7(n e IN*) D, nfr=1f Dy
f~7(neIN*") D, — -1 ({0}) — nf-n=1p D, — f-1({0})
—
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7. DERIVATION

i semples.
! Soitiafoncuons: x, V1= x2
Pour qua cette fonction soit définie | . i
nie, i i iti

Oandons: Dyofiet ot e, il faut et il suffit que 1 — x? soit positif ou nul.
De I'étude précédente, il résulte ' i i
<k que la fonction £ est dérivable sur 1—1,1[ et que
VAEl=LAL PafmRE |

241 —x2 V1= x?

2. Soitlafonctionf;: x —, Sin(2 x + 3)3
Soientlesfonctionsfy: X +—» 2x43 et £: x, X3

b 3 —r .
Onaalors: f= (sin)of,of,.

Les fonctions sin, f;, f, sont dérivables sur IR: la fonction f est donc dérivable sur IR

etlona: f'=((sin)' ofy0f,) x (fr0f,)' = coso (f201,) x (fhofy) X F]
c'est-a-dire :
yxeR, f(x)=cos(2x+3)3.3(2x + 3)2.2

= 6(2 x + 3)2 cos(2 x + 3)2.

Fonction réciproque d'une fonction dérivable
strictement monotone.

26 THEOREME : Soit f une fonction dérivable, strictement croissante (resp.

décroissante ) sur un intervalle ouvert non vide | et telle que la fonction

dérivée f' ne s’annule pas sur |. . -
Alors /-1 est une application bijective de 7(I) sur|; la fonction f~' est

dérivable sur (1) et I'on a, pour tout réel xo de f(I) :
(1), = (df,,) . )
1
f=1y = ——
{ ) (xﬂ} f;(f...1 (XG))
(1) =

= For

—

Démonstration - 1

Nous faisons la démonstration dans le cas ou

La fonction £ est dérivable sur |, donc continue sur |-

Il tésulte du théoreme 2.1 du chapitre 6 que la fonct

Croissante sur I, est une bijection de | sur I'intervalle o

"éciproque £~ est une bijection continue de (1) sur l.

Soit X, un &lément de £(1).

tudions Ia dérivabilité de £~ en Xo-.

La fonction £ est bijective; il existe donc u
5"_0) = X,

Soit x un glément quelconque de f(l) — {xol:

®laue: f(y) = x.

f est strictement croissante sur 1.

ion f, continue et strictement
uvert £(1), et que I'application

n unique élément yo de | tel que:

désignons par y |'unique élément de |

f—*1{x)-—-f"()fo}= ¥— Yo .
On 4 alors - fxef(l) — {Xcl}' ﬂh___ f(y) — f(vo)
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2.7

fﬂ‘_“” - =1 (x;)

. y fonction x .
Cherchons la hmite sventuelle en x, de la 1o X — Xg

) = ) oot 1a composée de la fonction £ et

La fonction X X — Xp
y—V¥Yo

de la fonction y " Fy) = f(vo) —_— -1

La fonction £~ ' est continue en X elle admet donc en x”..une.“rn.lte Saee 8 xs).

c est-a-dire A yo. D'autre part, la fonction f-‘.est une bijection; on a d?:\c :

¥ x e A1) — {xol F~1(x) # £~ (Xo), C'est-d-dire: Y x & F(l) = {Xo), 1) # yo

La fonction £ est denivable sur | et sa fonction dérivee ne S annule pas sur |;

: hm__y__ﬁ_=lim"———1——“-=f1 §
on adonc: v FY) =T (Yo) yays F(¥) — flve) F(Yo)
Yy — Yo

De la propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte que l'on a:

) =F"(x) _ 1
lim F (v}

Naxy X — Xp - fr{yﬂ)'

. e o V)~ 1 g
c'est-a-dire : m X — Xq ~ (' (%))
Applications.

e Nous avons démontré dans le chapitre 6 que pour tout entier naturel n différent
de 0, la fonction x — x~ est une application f bijective de R, sur IR, strictement
croissante surR:.

D’autre part cette fonction f est dérivable sur IR ;, et sa fonction dérivée ' ne s'annule
passurRY.

Elle admet donc une fonction réciproque, définie sur IR , et dérivable surR% etona:

xR (F) (0= ) ‘ 1

FIET) a0 n(/x)
c'est-a-dire : jx e R, (r=7)y{x) = :—}x%_1- (1)

e Soientr un nombre rationnel non nul et la fonction f:  x —» x.
Soit (p. q) un élémentde Z* x Z". quireprésente .
Pardéfinition,ona: jxeR:, x = +/x.

Soient /, la fonction: x ——» x?etf, lafonction: x > 7 x.

Ona alurs':. f = f,of,. Les fonctions f, et £, sont dérivables sur R:; la fonction f
estdonc dérivable sur R etona: 7 = £,(f,) x f1 c'est-a-dire :

B9

x9
c'est-a-dire : fxelR:, £ (x) = rxr-1, (2)
Remarquons que Ia proposition (1) se déduit de la proposition (2) dans le cas oU

fona: r= 1—

n

Nous invitons donc le lecteur 3 re
r non nul :

1
VxeR:, fx) =,‘,1,(Jﬂ")?"7"1 x pxp-1 = P yg=P+p-1

[—
—

QIv

tenir le résultat suivant, pour tout nombre rationne!

?f: X — xr EDr=Rt | 4.

X ——n pyr=1 D/.= IR
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7. DERIVATION

Dérivées successives,

saent f une fonction dérivable
28 Soren sur 1a, B[ et 7' la fonction deri i
8, bl fonction dérivée de 7, définie sur
supposons que la fonction £ sgiy elle-mé :
une fonction dérivée, appelée foncti 5 o 12, b[; elle admet donc

. on déri i
fonction f est dite deux fois dérivahlas,_':;ir?[éa seconde de f et notée /'. La

si la fonction rjiénvée geconde est dérivable sur ]a b[, la fonction dérivée de 7"
appelée fonction dérivée troisieme de £ oy fo;'nctinn dérivée d’ I1wde ‘; v
notée /. La fonction £ est dite trois fois dérivable sur a b[ SR
Plus géneralement, sila fonction  est n fois dérivable su 2, b
dérivée d'ordre nde f, notée .

Si, pour tout entier naturel non nul 1, |a fonction £ est n foi i :
: 2 o ! ois dérivable, on dit
fonction f est indéfiniment dérivable. que la

r]a, b[, on définit la fonction

Exemples.

1 ﬂaus avons démontré dans 'exemple 2 du paragraphe 2.1 que la fonction cos est
dérivable sur IR, de fonction dérivée — sin.

La fonction sin est dérivable sur IR, de fonction dérivée cos.

La fonction cos est donc deux fois dérivable sur IR, de dérivée seconde égale a — cos.
Onadonc: Yxe R, (cos)'(x) = —sinx et (cos)’(x)= — cosx,

2
Démontrons, par récurrence, que, pour tout entier naturel n, la fonction cos est n fois
dérivable sur IR, de fonction dérivée d’ordre n définie par :

ou encore : fxe€lR, (cos) (x)=cos (x + 1—:] et (cos)”(x) = cos(x + =).

YxeR, (cos)”(x)=cos (x + n%)

Cette propriété est vraie pourn = 1.
Supposons qu'elle soit vraie pour n. La fonction (cos) (" définie par :

fxeR, (cos)(x)= cns(x +n2)- est dérivable sur R, de fonction dérivée

, ] 14 m 7
définie par : 'x e R' ({GUS] ln]) {X:l = — §In (x 4+ n E) = COS(X b 2 ni +- E

Fi
c'est-a-dire: Yx€R, (cos)l"*1(x)= cos(x +(n+1) §)°

La propriété est vraie pour 1, et, si elle est vraie pour 1, elle est vraie pourn + 1: elle

est donc vraie pour tout entier naturel supérieur a 1.

La fonction cos est donc indéfiniment dérivable sur IR.

2. Soit la fonction polynéme f: x —> 2 x> + 5 x2 4 7 x + 19.

La fonction f est dérivable sur IR, de fonction dérivée f' définie par:

fxeR, f(x)=6x*+10x+ 7.

La fonction 7' est dérivable sur IR, de fo

fxeR, f(x)=12x+ 10.

La fonction £ est dérivable sur

IxeR, f3(x)=12

La fonction () est dérivab
x = .

Efecn:-tiu: ;(::l-;m;c quatre fois dérivable sur IR, de fonction dérivée d’ordre 4

égale a la fonction nulle. . |
La fonction f est indéfiniment dérivable sur Retona:

yneN* — {1,2,3}, yxeR, fim(x) = 0.

nction dérivée " définie par
R, de fonction dérivée F13) définie par :

le sur IR, de fonction dérivée f4) définie par :

191
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3.2

3. Deérivée et Sens de variation.

n connait le sens de variation.

Dérivee d'une fonction dont 0
n connait le sens de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | etdont o
sur |. Soit ' la fonction dérivée de fsurl.
On a les propriétés suivantes .

Si la fonction f est croissante (resp. décroissante) sur |, alorson a:

PI yxel, f(x) > 0 (resp. f(x) < 0).

Démonstration :
Nous faisons la démonstration

Soit X, un élément de |. La fonc

. f(x) — f(xo)
= === f'(xp)-
;!LTQ X — Xo (Xo)

D’autre part, la fonction £ est croissante sur |; on a alors :

. flx)—f
frocl, Yrel—fx) =150
De la propriété P, du paragraphe 3.2 du chapitre 5
f(x) — f(xo)

X'—‘XD

dans le cas ol f est croissante sur l.
tion f est dérivable en xo; on a donc :

il résulte que la limite quand x

tend vers xp de est positive ou nulle. W

Pz Si la fonction f est constante sur |, alors la fonction dérivée ' est nulle
surl:ona: fxel, f(x)=0.

Cette propriété est une conséquence des propriétés du paragraphe 2.3.

P Si la fonction 7 est strictement croissante (resp. strictement décroissante)
sur |, alors on a : Yxel, £(x)>0 (resp. f'(x) <0), et I'ensemble
des réels x tels que : ' (x) = 0 ne contient aucun intervalle ouvert non

vide.

Démonstration :

Nous faisons la démonstration dans le cas ol la fonction £ est strictement croissanté

sur |; de la propriété P, il résultequel'ona: Yxel, F(x) 2 0.

Supposons qu'il existe un intervalle ouvert non vide |, inclus dans | et tel qué

fxel;, F(x)=0.De la propriété P,, il résulterait que la fonction f serait cons-

;?;:tle su; l,, ce qui est impossible puisque f est strictement croissante sur |, don¢
.-

Sens de variation d'une fonction dont la dérivée
a un signe connu sur un intervalle non vide.

Soit f i . )
une fonction dérivable sur un intervalle |, de fonction dérivée £, telle que, POY’

:;Jut él:dment x de |, le réel f(x) ait un signe constant.
ous admettons la propriété suivante -

192



7. DERivariON

silona . ¥xel, f'(x) > 0 (reen 7
P‘ crolssante (resp dacruissnnte) E—.u; :D = < 0)' VBTN Tt f ;;;1

s los propridtés suivantes -

s
‘hl L

| PZ Silona: Yx E‘_'_._i'(x] = 0, la fonction f est constante sur |.

{I_‘_ll?ml.ll‘l.*-'ihllllll'l :

ona: (Yxel F(x)=0) = (yxel, f(x)> 0)

o (Yxel F()=0) = (fxel, £(x)<o0).

De la propriété Py il résulte que la fonction £ est 4 Ia fois croissante et décroissante

sur |.

onadonc: Y(x x) el ((x <x) = (f(x) < f(x') et f(x)> f(x)))
cost-d-dire: Y(x x) €2, ((x < X) = (f(x) = f(x)).
La fonction festdonc constantesurl. m

——

P3 Silon a: Yxel, Ff(x)> 0 (resp. f/(x) < 0) et si I'ensemble des
réels x de | tels que : f'(x) = 0 ne contient aucun intervalle ouvert non
vide, alors la fonction f est strictement croissante (resp. strictement

décroissante) sur |.

Démonstration :
Nous faisons la démonstration dans lecasou l'ona: Yxel, f(x) 2 0.

De la propriété P,, il résulte que la fonction f est croissante sur I
Supposons qu'il existe deux éléments x et x" de | telsque: x < x' et f(x)=f(x).
La fonction £ est croissante sur |; on a donc:

fyelx x[, f(x) < fly) < f(x).

De I'égalité, f(x) = f(x'), nous déduisons alors :

fyelx x[, f(x)=f(y) = f(x).

La fonction £ est donc constante sur 1x, x'[. ¥ Al

De la propriété P, il résulte que I'ona: yelx x [ fy)=0

Cette propriété est incompatible avec I'hypothése.

La fonction fest donc strictement croissante sur . A

- f=4g.
P4 Soient f et g deux fonctions dérivables srulr | telles que f' = g
Alors la fonction f — g est cons_:ﬂt_ef_l_l__;_r
Démonstration - | -
ation : (f.—g)'=f"9'-0'

nf — gestdérivablesurle -
g surl.
O a proprigts P, il résulte que f — g €st constant
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EXERCICES
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Dérivabilité en un point. interprétation géométrique.
uivants (n°* 1 & 5), on considére une fonction f

Dans chacun des exercices s . .
: la courbe représentative de f dans un plan affine

et un réel xo. On désigne par C

" i i "
réel rapporté a un repére cartésien (0. I j) et par M le !:mlnt de Cfi‘absmsse x.-e. _
Déterminer 'ensemble de définition de f; puis déterminer, en utilisant la définition,

le nombre dérivé de f en xp, s'il existe, et I'équation de la tangente D & C en M, si
elle existe. Etudier la position de C par rapport 2 la droite D.

2
1 7: x-——-a-—%+3x-—1 Xo = 1.
x4+ 2
i = Xo =5,
2 r: Xr——+_x+? )
3 F: x+—> 3x5—40x3 + 21 Xo=— 2.
™
4 f: x — cotgx Xo =3
5 f: x — E(x) Xo=1.

6 Soitaun élémentde R — E*"‘“’ keZ):

Etudier la limite, quand x tend vers a, de la fonction
tgx —sinx + sina —tga -
X—sinx+4+sina—a

X ¢ >

7 /Suit f une fonction dérivable en xg.
1° Déterminer la limite éventuelle, quand x tend vers X,, de la fonction
xf(xo) — -“'a“-"]l

X —>
X - xO
2 i COS X
X% — a% 273
29 Calculer : lim ——— et lim 3
x>z X— 2@ . T
-= =
3 3

Dérivabilité & droite. Dérivabilité & gauche. Interprétation géométrique. '

# Dans chacun des exercices suivants (n°= 8 4 12), on considére une fonction
f et un réel xo. On désigne par C la courbe représentative de f dans un plan affine

r >
réel rapPortd a un repére (D, IJ ) et par Mg, le point de C d'abscisse xo.
D.éterm'"ef I'ensemble de définition de f. Etudier la dérivabilité de f en X, et déter-
miner les équations des demi-tangentes éventuelles 3 C en Mo.

8 f: x—/|x=-2| Xo = 2.
9 1 t20x=1] =1,

10 f: x— x4+1/84 -2 2
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7. DERIVATION

Nl /@FTI=I gm-3
2 7/ € e | x(3 = x)| g = 3,

13 Soit /application de R dans R définie par :

'4x* —16x + 162

xe€R — {2}, f(x)= Y& )
v k0 =2 (= +7)

1* La fonction f est-elle continue en Q7

29 La fonction f est

ot f(2) = — g

Est-elle continue en 27
-elle dérivable en 07 Est-elle dérivable en 27

14 Soit 7 'application de IR dans R définie par :
x4 250 + x2 1
ER - {—1), f(x) = YX'+2x ) —1) = L
(VreR— (=1}, sy T ;) ot =)= ]
-elle continue en — 17 Est-elle continue en 07
-elle dérivable en — 17 Est-elle dérivable en 07

1® La fonction f est
2® La fonction f est

Fonction dérivée. B

# Dans chacun des exercices suivants (n°* 15 & 38), on considére une fonction f
Déterminer I'ensemble de définition de f. Déterminer lo sous-ensemble de IR
dans lequel  est dérivable et déterminer Ia fonction dérivée f' de f.

3
'.);: B X +x=+3'
x
) 2x2 —5x 4+ 4
| 16 7/: «x =3
' 3Ix2 —4x
17 F: x: a0 —x
) X? 4+ 4x3 4 x-2
18 F: «x x+ 12
(x2 —1)2
19 7: x I rEYID
| - x*+3x+6
| Iy ey
| 2
| 21 f; xr—;-z.lf-i'T—W
! 22 f: X — x4+ 34/ x2—1.
|I 23 X— (x—1)v/2x
! 24 f: X—— A/x24+2x—1.
|
| L
| :5 f X — ; 4xz

2—x
26 r: XHXVZ-FX‘

| 2V F: xe—s x ol a est un réel non nul.

X
2a—x
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) 3(x+1)
28 f: X —» X ——-——-—-—1_3x
J—'-‘12
29 f: Xi—k‘ux;x—i'—)'
r
30 f: x > 2/x .
X\/x—{—1
31 f: x+—» cos2x— 2cosnx
1 2x+1
32 f: x i 7 COs T X.

cos? x
33 f. X — mEH—x‘
. sin (2 x* 4 5) _
W 2% 1 —cos (6x + 3)

35 f: x—> 4/2(1 —cosx). i
36 71 x+—> /2 +cos?(2x2+ 1) —4/3sin? (252 + 1).
37 /: x — 1g° ('."l:‘\,/.vc2 + 'I).

38 f: x+——> xsinx—cosx.

39 Soitlafonctionf: x +— (x —E(x)) (E(x) +1 — x).
1° La fonction f est-elle continue et dérivable sur [0,1]?
2° Déterminer I'ensemble o f est continue et I'ensemble ot Fest dérivable.

40 Soitlafonctionf: x — x(x— E(x).

Sur quels intervalles la fonction f est-elle continue ? Sur quels intervalles f est-elle
dérivable ? Déterminer alors la fonction dérivée £,

41 Soit la fonction f: x —- i_—‘l-

| x|+ 1

1° Etudier la continuité de fen 0.

2° Sur quels intervalles la fonction £ est-elle dérivable ?

Déterminer la fonction dérivée f' sur chacun de ces intervalles.

42 Soit fla fonction définie par :
fxel—oo, —1[, f(x)=4/—x—1
Yxe[—1,1]. f(x) =x2—1
fxell, + oof, f(x) = 2sin (x — 1).

1° Etudier la continuité de f.

2° On désigne par f'la fonction dérivée de . si elle existe,
Déterminer la fonction ' et étudier sa continuité.

43 Soit f la fonction définie par ;
fx€l—o00,—1], f(X)=x+1

peel-11L  f=—21 _
1 -}-192-2—
(x=1)2 ((x= 12 +1)
¥ - f = .
Ux€&ll. + oof (x) A3
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7. DERIVATION

1o Cette funct?on est-elle continue en tout point réel ?
20 Cette fonction est-elle dérivable en tout point réel ?

44 Soitlafonction f: x —s M = 1
X x

1° Quel est I'ensemble de définition de £?

2° Démontrer que la fonction £ admet en 0 un pralongement par continuité g.
3° Démontrer que g est dérivable en 0.

4° Déterminer la fonction dérivée g’ de g.

45 1° Montrer que la fonction #: x —— sin x admet une fonction réciproque
™
sur [0. i]' Déterminer I'ensemble de définition de £~ 1.

2° Démontrer que /=" est dérivable sur ]0, 1[ et que sa fonction dérivée (f=')’

est définie par :  (F~1) (x) = —m.

\/1 — x?
La fonction £~ est-elle dérivable en 0 ? Est-elle dérivable en 17
3° Préciser I'ensemble de définition de la fonction x —— (f~')(cos? x) et

déterminer la fonction dérivée si elle existe.

(D‘aprés Baccalauréat 1972.)

Théoréme de Rolle.
Gient a et b deux réels tels que I'on ait: a < b et f une application de [a, 5]

dans IR, continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[ et qui satisfaita: f(a) = 7(b).

1° On suppose que f est constante sur [a, b].

Démontrer qu'il existe un réel ¢ de ]a, b tel que I'onait: f'(c) =0.

2° On suppose que f n’est pas constante et on désigne par [m, M] le segment image

par f du segment [a, b] et par c un réel dont I'image par f est égale @ m.

Démontrer que-c-appactiontdjardiet-que Lon-a: f'{c) = 0Yon écrira la définition
def’(c)).

3° Trouver u
théoréme de Rolle. En tracer la courbe représe

n exemple de fonction non constante qui satisfait aux hypothéses du
ntative dans un repére orthonormé.

Théordme des accroissements finis. . -
] a < b et fune application de [a, b]

lent a et b deux réels tels que I'on ait :
dans IR, continue sur [a, b] et dérivable sur .1§, bl
1o Soit ¢ 'application de [a, b] dans IR définie par :
f(b) — f(a)
yxels bl o0 =fl0) — ~g—g (x—a)

Vérifier que g satisfait aux hypotheses du théoréme de Rolle (cf. exercice n° 46 ).

. . f(b) —f(a) _ £(c)
En déduire qu'il existe un réel ¢ de ]a, b[ tel que I'on ait : e 2

2¢ Donner une interprétation géométrique de ce résultat.
ul net lafonction f: x —> (x + 2)".

48 Soient un entier naturel nonn '
Newton pour donner une autre expression de

1o Utiliser la formule du bindme de
f(x).

2= La fonction f est
Si oui, déterminer deux
Cl4+2C3+...4+pCh+..

.elle dérivable sur R? ‘
axpressions de f'(x) et en déduire la valeur de la somme :

.+ (n— 1) C7" + nCE
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Dérivées successives.

49 Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, la fonction sin est n fais déri-

. ™
vablesurRetque lona: fxeR, sin!n) (x) = sin (x +n f]'

50 Soit n un entier naturel non nul. Soit f la fonction polynéme
X —> @X" F @p 1 X0V aX + a,, avec a, # 0.
Démontrer que la fonction f est indéfiniment dérivable sur IR et que l'on a :

yxeR, (f"(x)=(nNha, et YpeN, fintel (x) = 0).

1
x—1

Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f est n fois dérivable
sur IR — {1} et déterminer en fonction de n et de x une expression de f'7)(x) pour
toutxde R — {1}.

51 Soitlafonctionf : x ——

1
2x—3
1° Sur quels intervalles de R la fonction f est-elle dérivable ?
Déterminer la fonction dérivée f'de f.
2° Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f est 7 fois dérivable
sur D, et déterminer une expression de £ (x) pour tout x de D .

52 Soit la fonction f: x ——

53 Soient A un réel et f une application de IR dans IR, dérivable sur IR ettelle que I'on
ait: yxelR, f'(x) =f(Ax).
Démontrer que, pour tout entier p supérieur a 1, f(2) existe et satisfait a la proposition
suivante :

pip=1)

fxeR, fe(x)=x 2 f(dx).

§4 A l'aide du théoréme des accroissements finis (cf. exercice n° 47), démontrer
la propriété P, du paragraphe 3.2 qui a été admise.

Fonction dérivée et sens de variation.

55 Soit f la fonction qui, 2 tout réel x de I'intervalle | = [0, 1], associe le nombre

2 x
réelx2+1-

1° Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque =1 sur |. Quel est I'en-
sémble de définitionde F~17?

2° La fonction 71 est-elle dérivable sur | ? Si oui, déterminer sa fonction dérivée
(F=)"

56 Soit 7 la fonction définie par : Yxe€[0, =], f(x) =cos?x—3cosx+ 2.
l:é:_"‘ﬂntfﬁr que f est une bijection de lintervalle | = [0, 7] sur un intervalle J3
Iser.

v .foncﬁc’“ réciproque f=1 est-elle dérivable sur J? (On ne cherchera P23 8
déterminer la fonction dérivée de f-1.)



i 7. DERIVATION

87 Soit £ la restriction A ]— ’—2\: + g[ de la fonction x —» tgx — x.

Démontrer que 7 est une bijection de ]— ; + ;[ sur IR,

s
-

it 58 Soit fla fonction définie par: Yxe [0, g} f(x) = x sin x.

10 Etudier la dérivabilité de f et déterminer la fonction dérivée de £, si elle existe.
2° Démontrer que la fonction f admet une fonction réciprogue 1.

3% Etudiet la dérivabilité de 7~ 1 et déterminer la fonction dérivée de f~1, si elle existe.
(D’aprés Baccalauréat 1972,)

59 On considére une fonction nu méri
yxe€[0, 1], f(x)e[o0, 1].

Soit alors g la fonction numérique définie par: Yxe[0,1], @(x)=7(x)— x.

1° En appliquant & ¢ le théordme des valeurs intermédiaires, démontrer qu'il existe
un réel a de [0, 1] vérifiant f(a) = a,

2° On suppose de plus que  est dérivable sur 10, 1[ et que sa fonction dérivée
vérifie, pour tout x de ]0, 1 [, la condition £/ (x) < 1.
Démontrer alors que a est unique.

Construire un exemple et un contre-exemple simples.
(D’aprés Baccalauréat 1973.)

que f continue sur [0, 1] et telle que :

A
o

60 Soient a et b deux réels tels que l'on ait : a2 < b et f une application de
[a, b] dans R, continue sur [a, b], dérivable sur [a, b[ et dont la dérivée f' est stricte-
ment croissante sur [a, b[.

| 1° Soit x un élément de ]a, 5]. Démontrer, a I'aide du théoréme des accroissements
finis (cf. exercice n° 47) qu'il existe un unique réel ¢ de Ja, x[ tel que I'on ait :

f(x) — f(a) = (x — a) f'(¢).

2° Soit g I'application de ]a, b] dans IR, définie par:

g: t—— f-——-—-(t} — f[a]-

t—a

|

[ a) Démontrer que g est continue sur Ja, b] et qu'elle admet un prolongement par
i continuité en a.
|
i

b) Démontrer que g est dérivable sur Ja, b]. Calculer g’ (t) pourtout t de ]a, b].

¢) Démontrer que g est strictement croissante sur Ja, 4]. (On pourra étudier le signe

de g'.)

3° Soit ¢ I'application de [a, b] dans IR définie comme suit :

' ela)=a

’ | Pour tout x de ]a, b], ¢(x) est I'unique réel ¢ défini au 19,

- a) Démontrer que ¢ est strictement croissante sur [a, b].

| b) Soit y un élément de [a, @(b)]. Démontrer qu'il existe un unique réel x de [, b]
tel que l'on ait: g(x) = ' (y).

I ¢) DémontrerI'égalité: o ([a, b]) = [a, p(b)].

- d) Démontrer que ¢ est continue sur [a, b]. (On pourra utiliser I'exercice n° 35 du

i chapitre 5.) )
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8.
Pratique de l'étude

d'une fonction

En classe de Premiére, nous avons étudié et tracé les courbes représentatives de
certaines fonctions simples, par exemple les fonctions polyndmes, les fonctions
homographiques.

Dans ce chapitre nous revoyons et approfondissons les différentes étapes de I'étude
d’une fonction. Nous désignons par P un plan affine réel euclidien, par (O, ;;) un
repeére cartésien de P et par Ox (resp. Oy) la droite passant par le point O et de

vecteur directeur / (resp. } ) Ces droites sont traditionnellement appelées les axes
du repére (0, ;;)

Toutes les coordonnées (resp. les composantes) sont données dans le repére
(0.7 J ) (resp. la base (? f )) Toutes les courbes représentatives des fonctions

sont tracées dans le repere (O, ;;) Dans la plupart des cas, ce repére est ortho-
norme.

1. Recherche de I'ensemble d'étude.

Dans ce paragraphe, nous considérons une fonction f; nous désignons par D, son
ensemble de définition et par C sa courbe représentative.

L'ensemble d'étude de 7, que nous notons E,, est le sous-ensemble de IR sur
lequel il suffit d’étudier  pour pouvoir tracer C. On a toujours : E,cD,.

En général, E, est égal a D,, mais dans certains cas, E, est strictement inclus dans D.
L'objet de ce paragraphe est de déterminer I'ensemble E,.

Tout d'abord, il faut s‘assurer que, pour tout réel x de Dy, le réel f(x) est mis S0US
la forme la plus simple possible, comme le montrent les deux exemples suivants :

Exemples.

1. Soitlafonctionf: x —s 4/ (x* + )2,

Ona: D,=R et (fxeR, x*+5>0). On 3
! - eut donc écrire :
VxeR, f(x)=x*+5. ) P onc écrire
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8. PRATIQUE DE LETUDE D'UNE FONCTION

2 Soltlatonotion £ 1 2l —— '["‘a_f_' 1_”_" + 3)
X x =08
6= (x4 3)(x = 2)). etparsuite: D, =R ~ [~ 3, + 2}

On a done (\'x €D, r(x) =t
x=2Z|

Ona: (YxelR, y2 4y

Pour déterminer E,, on étudie la périodicits éventuelle de / et les symétries éventuelles
de C.

Périodicite.

Définitions.

Soit fune application d'un sous-ensemble D de R dans IR,

e Soit £ un réel; désignons par D, I'image de D par la translation x —» x + ¢
deR;ona: YxelR, (xeD <> x4 teD,).

Ondit que t est une période de la fonction £ si et seulement si les deux propriétés
suivantes sont vaérifides :

{D,=D

[§xeD, Fx+ &)= f(x).

Le réel O est une période de toute fonction .

On dit que £ est périodique si et seulement si elle admet une période non nulle ¢;
on dit alors que f est périodique de période .

e L'ensemble G des périodes de f est un sous-groupe de (R, +).

Soient t et ¢’ deux périodesde . Ona: D,,,= (D) =D, =D et

fxeD, (x+teD et f(x+t+1t)=F((x+1)+1)=Fx+1)=F(x)

par suite t 4 t' est une période de .

L'élément neutre O est une période de /.

Soit t une période de /. Ona: D = D,etpar suite: D_,= (D)= D;_,=D.
Onaaussi: fxeD, (x—teD et flx-— t)=f(x —t+t)=f(x)). Parsuite

le réel — ¢ est une période de f. .
Il résulte alors du théoréme 1.5 du chapitre 1 du tome 1 que G est un sous-groupe

de (IR, +). 3 ; :
Remarquons, que, si f est périodique, le groupe G de ses périodes n'est pas réduit

a I'élément neutre. iti
* Si G admet un plus petit élément strictement positif T, on démontre et nous

admettons que I'ona: G = {xeR|]neZ x=nTjonditqueTestlapériode

de la fonction 7, :
On démontre que toute fonction périodique, continue sur IR et dont le groupe des

Périodes n'a pas de plus petit élément strictement positi_f est copst.:ante sur IR
Il en résulte que le groupe des périodes de toute fonction périodique, continue et
non constante sur IR admet un plus petit élément strictement positif, qui est la

Période de la fonction considérée.
E—'-'-"-‘EL‘J_E“__E L'image de IR par to

démontrer que le réel ¢ est une pério
de démontrer quelona: fxelR, flx+ ) ==1(x).

ute translation de IR est égale a8 R; pour
de d'une application f de R dans IR, il suffit
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Exemplas.

1. Las tonchons x » CORB X Bt X = 8N x sont des apphontiong de
R dans R: en classe de Promigre, nous avons démontié que ces lonctions m
pénodigues ot que la pénode est dgale & 2 x.

<. La fonction «x i = 1gx est une application de R — :; + k. k @ Ii dang

IR: en classe de Premigre, nous avons démontré que cette fonction ast pitiodlﬁuu ot
que la période ast dgale A =.

3. La fonction f: x ~——» sin 3x est une application de R dans IR,

Ona: YxelR, sin(3x+ 2x) =sinIx,

c'est-d-dire: Yx €W, sin (3(: i g %’:)) = sin 3 x.

La fonction f est donc périodique de période 33:

De plus on a :
VeeR, yxeR ((sin 3(x + 1) = sin 3x) <> (JkeZ 31=2kx))

-
e

Le réel T est donc la plus petite péniode strictement positive de /. c’est donc |a
période de f.

4. Lafonction f: x » cos? X + 1g x est une application de I'ensemble
D=R—:g+k-. kez:dansR.Ona: Dr=D

et §yxeD cos? (x+ =) +1g (x+ =) =cos? (—x) +1g x=cos? x + tg x.
La fonction f est donc périodique de période =; I'étude du sens de variation de f per-
met de démontrer que = est la période de /.

Conséquence pratique.

1.2 Supposons que la fonction f soit périodique de période t. Soit x un élément quel-
conque de D,. Désignons par M et M’ les points de C d'abscisses respectives x et

X + t. Les coordonnées de M (resp. M’) sont donc (f(’:f)) (resp. (x x t)) e

composantes du vecteur MM’ sont (t)

f(x)

0

Désignons par & le vecteur de composantes (S) onaalors: M = ts(M).
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1.3

8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

SO0 (o un &l .
- :ﬂk: e ik (:':a?t de D/ et k un entier rationnel. Soient I, lintervalle
b Y )] et C; I'ensemble des points M de C dont I'abscisse

appartient @ I,. On a donc : ¢ = Ue*
A . . ke Z
D'autre part, pour tout point M de C,, le point t; (M) appartient & C, . , et pour tout

point M"de G.* e d'?bscisse x, il existe un unigue point M de G, d’abscisse x — ¢,
tel que l'on ait: M’ =1,(M). Onadonc: G,,, = £ (Cy).

On étudie alors f seglemem sur l'intervalle |,; on construit la courbe C, et on com-
pléte par les translations convenables pour obtenir la courbe C.
Dans la pratique, on prend pour ¢ la plus petite période strictement positive de f
que I'on peut trouver; si la courbe G, n‘est pas elle-méme la réunion d’un nombre
fini n de courbes images les unes des autres par ¢, c'est que le réel ¢ choisi est
effectivement |la période T de 7; sinon,ona: T = L
n
Le choix du réel x, est souvent déterminé par les éventuelles symétries de C, de
facon & réduire encore I'ensemble d'étude.

Symeétries.

Fonction paire.

e On dit que la fonction f est paire si et seulement si les deux propriétés suivantes
sont vérifiées :

D, est globalement invariant par la symétriede R: x — — X

ixeD, (= x) = F(x). |

e Supposons que la fonction £ soit paire et désignons par s la symétrie par rapport
3 I'axe Oy, du plan P. L'image par s d’'un point M quelconque de P, de coordon-

— X
nees (x) est le point de P de coordonnées ( " ) Démontrons que la courbe C
y r
est globalement invariante par s-

X .
Soit M un point quelconque de C, de coordonnées (f(x))' son image par s a pour

— < — X 1 i =
x): c'est-a-dire (f(_ x)) et, par suite, appartienta C. Ona donc

coordonnées ( F(x

s(C)cC. '
On l alors: s(s(C)) cs(C); de I'égalité sos = lfip. il féSU“E’qUE |‘0I'I a(;i f:—;&'(@)-
Des propositions : s(C)cC et Ccs(C), il résulte que l'ona: s( ::*-;se:rnble
Il suffit donc d'étudier fsur I'ensemble Dy = DN [0 + oo[ et df trgce_r CE ey
C, des points M de C dont I'abscisse appartient & D;. Onaalors: © = £ US(E4).
On dit que la courbe C est symétrique par rapporta Oy.

Exemple.

_ X2+ 1 __ o4t une fonction paire, définie sur R.
La fonction x — *+ 2x2+3

i ‘tudier sur [0, + o[- ,
jl_l:::l:tb?r:‘; :;:alnlﬂ tive de cette fonction est symétrique par rapport a Oy.
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1.5

Fonction impaire.
e On dit que la fonction 7 est impaire si et seulement si les deux propriétés syi.

vantes sont venhees

\ D, est globalement invariant par la symétriede R : x +—» — x

[Yyxe D, F(— x)= — f(x).

e Supposons que la fonction f soit impaire et désignons par sg la symétrie par
rapport & O, du plan P. L'image par s d'un point M quelconque de P, de coordon-

nées (:) est le point de P de coordonnées (: :) Démontrons que la courbe C st

globalement invariante par sp.

. . ; X y
Soit M un point quelconque de C, de coordonnées (f(x)); son image M’ par sq a

pour coordonnées {___;,&)) c'est-a-dire (”: ‘:}) et, par suite, M’ appartient 3 C,
On adonc: so(C)cC.

Ona: so(s0(C))cso(C): de I'égalité : sgosp = Idp il résulte : Ccso(C).
Des propositions : so(C)cC et Ccsg(C), il résulte que l'on a: s(C) = C,
Il suffit donc d'étudier f sur I'ensemble D, = D,n [0, + oo[ et de tracer I'ensemble

C, des points M de C dont I'abscisse appartient 3 D,. On a alors: C = C, Us,(C,).
On dit que la courbe C est symétrique par rapport a O.

Lafonction x —— x3 — 7 xest définie surRetona:

JxelR, (=x)PP—-T7(—x)=—=x34+Tx=—(x*=7x).

Cette fonction est une fonction impaire. Il suffit donc de I'étudier sur [0, + oo
La courbe représentative de cette fonction est symétrique par rapport a O.

Généralisation.

Courbe symétrique par rapport & une droite paralléle a Oy.

Supposons qu'il existe un réel a tel que les deux propriétés suivantes soient vérifiées:
| Dy est globalement invariant par la symétriede IR: x — 2a — x

|YxeD, f(2a— x)=f(x).

Désignons par s, la symétrie de P par rapport 3 la droite A d‘équation : X = &

L'image par s, d'un point M quelconque de P, de coordonnées (i) est le point

2a — -
de P de coordonnées ( : g x). Démontrons que la courbe représentative C def

est globalement invariante par s,.

Soit M un point quelconque de C, de coordonnées ( f;; }) : son image par 5a 8 pour

2a —x 2a — x _
coordonné tact A di _ {3C
nnées £(x) ) c'est-a-dire ( f(2a — J"{)) et, par suite, appartien

On a donc : s,(C)cC.
On a alors : s54(s4(C)) cs5(C); de I'égalité sp0ss = Idp il résulte : ccsa(©):
Des propositions :  s5(C)cC et Ccsa(C), il résulte que 'ona: sa(C) =&
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8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION
(| suftitdone d'étudier £ sur I'ensemp)e - D
(', des points M de € dont I"absci '
Onaalors: C = (, Usa(C,).

On dit que U est symétrique par rapport a la droite A

1 = D¢n [a, + oo etde tracer I'ensemble
SS€ appartient 3 Ds.

A
M
B MY
=g
4
;
| I —-

Remarques : 1. Si a est nul, on retrouve le cas des fonctions paires.

2. Supposons qu'il existe deux réels a et a' (avec a < a') tels que C soit globa-
lement invariante par chacune des symétries s, et s,, de P par rapport aux droites
A et A’ d'équations respectives : x =a et x = a'. Il résulte de I'étude des

2(a" — a))

symétries de P, que l'application sai 05, est la translation de vecteur ( 0

et que la composée de la symétrie de R: x —— 2a — x et de |a symétrie de R:
X ——> 23" — x est la translationde [R: x —— x + 2(a’ — 3). L'ensemble D, est
donc globalement invariant par la translation x — x + 2 (2’ — a)

et on a:

ixeD, (2a—xeD, et

Flx+ 2(a' —a)) = (24 — (22— x) =F(2a — x) = F(x)).

La fonction £ est donc périodique de période 2 (a" — a).

2 x + sin xest définie sur[Retona: .
v . = CcOS§ (2=r—2x:l+sinx=-:052x+smx.

n est donc symétrique par rapport a la droite

Lafonction x —> :
fxelR, cos2(w— x) + sin (7 — x)'
La courbe représentative de cette fonctio

TE
d'équation: x = 5

g etri rapport a un point de Ox. | )
oy deux propriétés suivantes soient veri-

fides -
- Stri X +—> 28 — X,
) D, est globalement invariant par la symétrie de R

ixe D, f(2a —x)=— f(x).
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Désignons par A le point de Ox de coordonnées (;) et par s, la symétrig

de P de centre A. Limage par so d'un point M quelconque de P, de coor.
(X 1 28 —x

données (y} est le point de P de coordonnées ( —y ) Démontrons que (4

courbe représentative (" de f est globalement invariante par s,,

: . . X\, ;
Soit M un point quelconque de C, de coordonnées (f(x})' son image par s, a pour

coordonnées (28 = x) c'est-a-dire : ( - ) et par suite ' ]
— f(x))’ © \f(2a — x)) + appartient a C,

On adonc: sa(C)cC.

On a alors : sa(sa(C))csa(C). De I'égalité : sposa = Idp il résulte que I'on a -

CCSA(G).

Des propositions : sa(C)cC et Ccsa(C), il résulte que l'on a : s5,(C) = ¢,

Il suffit donc d'étudier f sur I'ensemble D, = D;n [a, + o=[ et de tracer |'ensemble

C, des points M de C dont I'abscisse appartient a D;. On a alors : C = C,Us,(C,).

On dit que C est symétrique par rapport au point A.

M.ﬁ

Remarques : 1. Si a est nul, on retrouve le cas des fonctions impaires.

2. 1l se peut aussi qu'il existe un point Q de coordonnées (g) (avec b # 0) tel que

la courbe C soit globalement invariante par la symétrie de centre (2. On démontre.
comme dans le paragraphe ci-dessus, que c’est le cas si et seulement si les deux
propriétés suivantes sont vérifiées :

| D, est globalement invariant par la symétriede R: x —— 22 — X,

| YyxeD, f(2a— x)=2b— f(x). o
On utilise rarement cette propriété pour déterminer E,, car I'existence du point
n'est pas, en général, évidente a priori. _ ot
3. Supposons qu'il existe deux réels a et a’ (avec a < a') tels que C soit global?m
invariante par chacune des symétries de P notées sa et s, de centres les points

a a'
et A’ de coordonnées respectives (0) et (0)
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8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

W siesite ce lzﬁl','c.lf :;!)s Symétries de P, que I'application 5,05, est la translation

de vecteur ( 0 et que la composée de |a symétriede R: x — 2a — x
etdelasymétriede R: x s 2 50 _ est
de R. Lensemble D, est donc global
x—> X+ 2(a"— a)etona:

yxe Dy, (2a — xe D, et

f(x + 2(a' — 2)) = (22 — (24 — x !
| = X)) = — f(2a — x) = f(x)).
La fonction £ est donc périodique de période 2(a' — a). ) (2a — x) = f(x))

la translation x — x 4+ 2(a' — a)
ement invariant par la translation

Exemples.

1. La fonction x —» cos x + tg x est définie sur D, = R — E+ kr, kezi

etona: YxeD, cos (F=x)+tg(m—x)=—cosx—tgx=— (cos x + tg x).
La courbe représentative de cette fonction est donc symétrique par rapport au point

1
de coordonnées (5)
0
x2—4
X—1
L’ensemble de définition de fest: D, = R — {1}.

2. Soit la fonction f: x —»

. 1
Démontrons que le point () de coordonnées (2) est un centre de symétrie de la courbe

représentativedef. Ona: xeD,2 —xeD, et
(2—x)2—4 x2—4—-4x+4 x2— 4
2 = i) = = ——
SRSy T—x x—1 +4
cest-a-dire : §xe€Dn. (2—xeD, et (2 —x)=4—F(x).

La courbe représentative de 7 est donc symétrique par rapport au point £ de coordon-

nées G) Il suffit donc d’étudier f sur ]1, 4 oo[.

Exemples de recherche de I'ensemble d‘étude.

1.7 e Soit la fonction f: x —> x — E(x -+ g), qui est définie sur [R.

Remarquons d'abord que l'on a : §JyeR, E(v+1)=E({y) + 1.
Par suite on a :

3 3
IxeR, f(x+1}=x+1-E(x+1 +§)=x+1«—(E(x+§)+1)=f(x)_

La fonction £ est donc périodique de période 1.
On étudie £ sur un intervalle de la forme [xo, Xo + 1[.
Prenons par exemple I'intervalle [0, 1[. '

3 3
Nousavonsaiors: (xe[0, 1)) == (0<x< 1) < (§£x+§<§)'

1 1
Nous devons donc distinguer deux intervalles : [0, 'f[ et [j’ 1 [
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1.8

1-9

1[« fix)=x—1 et 'L'XE[%'1[' f(x)=x— 2.

Ona: Yxe lo-i
On remarque alors qu'il est plus judicieux de prendre pour xo un réel de la forme
1

;_ + k, ol k est un entier rationnel quelconque. Prenons par exemple : xo = — 5
11
On a alors : fx¢€ [— ﬁ'f[’ flx)=x—1.
i ion f: N, I'ensemble de définition de f est IR.
e Soit la fonction f: X —— 57— oea -
La fonction f est périodique de période 2 7.
On étudie donc £ sur un intervalle de la forme [Xo, Xo + 27]. _
sin (—x) sinx
D'autrepartona: YxelR, f(—x)=35_ 7 —x) - Z—cosx_ f(x).

Le point O est donc un centre de symétrie de la courbe représentative C de f.

On étudie donc la fonction f sur [0, =].
. sin (7 — x) sin x
Enfin on a: yxeR, flr—X) =35 _—coam—x) ~ 2—coszx X

La droite d’équation: x = g est donc un axe de symétrie de la courbe C.
On étudie alors f seulement sur [0, g], puis on compléte par les symétries convenables.

e Soient la fonction f: x —— x 4 tg x; I'ensemble de définition D; de f est
R— 15+ k~, kEZ%*

Ona: YxeD, f(—x)=—x+1tg(— x) = — f(x).

La courbe représentative C de la fonction f est donc symétrique par rapport 4 O.
On étudie £ sur [0, 4+ co[ND;.

On_a deplus: fxeD; flx+7)=x+ 4+ tg(x + ) = f(x) + .

Soient x un réel quelconque de D, et M et M’ les points de C d’abscisses respectives
xetx 4+ m

Le point M (resp. M’) a donc pour donné ( X ) ( X+ ™\,
pour coordonnées F(x) resp. %) +

Fx) + m M’
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8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

Le vocteur MM a DDUI' cﬂmmsantes (n]_
ki
T

T). Onadonc: M = (M),

Sort v le vecteur de composantes (

soient k un fzntier rationnel et C, I'ensemble des points M de C dont I'abscisse
sppartient @ [k= (kK +1)=]. Onaalors: YhkeZ C,.,=t-(C).
v

; - b
On étudie la fonction £ sur [0, i[’l on compléte par la symétrie de centre O, puis par

les translations convenables.

: 1
1.10 o Soit la fonction f : x — 5 cos 4x + 2sin3x + -;— tg (4x +- g) L’ensemble

de définition de fest : D;=IR — 35_‘& +kZ keZ

La fonction x — cos x est périodique de période 2= : la fonction x —» cos 4 x

est donc périodique de période : T, = %r
La fonction x — sin x est périodique de période 2= ; la fonction x —> sin 3x

est donc périodique de période : T, = 3333

La fonction x — tg x est périodique de période = ; la fonction x — tg (4x + ;—t)

est donc périodique de période : T; = g
Des égalités : 4Ty = 3T, = 8T;3; = 2w, il résulte que 27 est une période de 1.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que 27 est la période de f.

2. Points particuliers.

Dans ce paragraphe, nous considérons une fonction 7. Soient D, I'ensemble de
définition de f et x, un élément de D;.

Extrema.

2.1 Nous rappelons les définitions et résultats suivants :
® La fonction £ admet un minimum relatif en x, (resp. un maximum relatif
en x,) si et seulement s'il existe un intervalle | de centre xo tel que ['on ait :
IxelnD, £(x)> f(xo) (resp. fxeInDy F0O) < f(xo)).
® La fonction £ admet un minimum absolu en xo (resp. un maximum absolu
N Xo) si et seulement si l'on a :
¥xeD,, f(x) > f(xo) (resp. {x €Dy f(x) < #(x0)).
* Lafonction f admet un extremum en Xo si et seulement si elle admet un maximum
U un minimum en x,.
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Exemple.

1 »
Soit g une fonction définie surun intervalle [a, b]. Soit € la courbe représentative de g

La fonction g admet des minima relatifs en x, eten Xa, et des maxima relatifs en x, et

en Xa.
Elle admet un maximum absolu en x, et un minimum absolu en x,.

2.2 THEOREME : Si la fonction fadmet un extremum relatif en x, et si elle est
dérivable en x,, alors la fonction dérivée f' s'annuig en Xg.

Démonstration : ‘
Nous faisons la démonstration dans le cas ol I'extremum est un minimum_relatl_f.
Supposons que la fonction £ admette un minimum relatif en xo et gu’elle soit déri-
vable en xo, de nombre dérivé égal & f'(xo).

Il existe donc un intervalle de centre x; et de rayon o, contenu dans D, tel que l'on
ait : Yxelxg—a xo+ «f, f(x) > f(xp).

On a alors : Yxe€lxg — & Xol (%) — I¥o) £0

X — xu
— f
et Y x € Ixo. Xo + o[, W}O_
On a donc: lim f(x) — f(xo) >0 et lim f(x) — f(xo) < 0.
X—+Xg X — Xg X—=+Xg X — Xg
X Xg x<Xg

Puisque la fonction f est dérivable en x5, on a:
lim f(x) — f(xo) = lim f(x) — f(xp) = f'(Xo).

X—+Xg X — Xo X—sXq X — Xop
X>Xo X<Xg

et parsuite: f'(x) =20 et f(x;) €0.
On adonc: fl(xg) =0. m

Réciproquement on a le théoréme suivant :

e —
2.3 THEOREME: Si la fonction f est dérivable sur un intervalle | de centré *

et si la fonction dérivée /' de f s’annule en x, en changeant de signe. alors

la fonction f admet un extremum relatif en Xg- —
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8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

lmm.uu-'l'mlmn
Sout i Mg — &, Xg + G‘.[_
pe la proprété Py du paragraphe 3.2 dy chapitre 7, il résulte qu'il n'y a que deux

ableaux de vanation possibles pour f

PR 1
X Xg— o Xo Xo+ o X | Xo—u Xo Xo+ «
" I
' r |
o W o | .
f(x} . » f(XQ) \\\ f(x) \ ‘_,/7
_ M flxo) =

Dans les deux cas la fonction f admet un extremum relatif en x,. ®

Remarques : 1. Le théoréme précédent donne une condition suffisante, mais
non nécessaire pour qu'une fonction f admette un extremum relatif en xo.
En effet, soit f la fonction définie par :

jxe]—o0, 0], f(x)=—x+1 et YxelO + ool f(x)=x2+1.
Ona: Ein; flx)=1=1£0)= Iirrs f(x). La fonction f est donc continue en 0.

X—» X

x=0 x=0
La fonction f est dérivable sur ]— oo, O[, de fonction dérivée f’ définie par :
fxe] —oo,Of, f(x)=—1. La fonction F est donc strictement décroissante
sur ]— oo, O[.

définie par :

La fonction f est dérivable sur 10, + oo[, de fonction dérivée f*
fxe]0, 4+ oof, f(x)=2x. De la proposition: Yxe]0, + o[, F
résulte que la fonction £ est strictement croissante sur ]0, + oo[.

La fonction f admet donc un minimum absolu en Q.

Etudions la dérivabilité de fen 0.

f(x) — £(0) _ jim X _ limx=0.

(x) >0, i

Ona: lim
X—-0 — -0 X x—=0
x>0 x>0 x>0
. == ; — X
et: |ImM=hm__—=-—T.
x-0 x—0 x0 X

x<0 x<0
La fonction £ n'est pas dérivable en 0. ‘
2. Il est nécessaire que la fonction dérivée change de signe en Xo pour que f
admette un extremum relatif en Xo.
En effet soit la fonction f: X — X° ++1.
;3 fonction est dérivable sur IR, de fonction d
xEIR' f"(X}=5x4_ ’
i : ' . ans changer de signe. '
Lafonmmn dérivée ' de f s'annule ©n i fiix) >0, il résulte que la fonction f

D' H™ . 153 'R...r .
Dot de ln proposi St b n'admet donc pas d'extremum relatif en 0.

®t strictement croissante sur [R. Elle Gxtrey
i H e 4

3. Soient C |a courbe représentative de €t M, le point c:\:bzgfsar:ﬁae P

De I'égalits : 7/ (x,) = 0, il résulte que la tangente @ Cen Nig estp e

ar abus de langage, on dit parfois qué ¢ admet en M, une tangente hor .
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Exemple.
\ 5 x4 — 2 x® 4 2.

sfinie et dénvable sur R. Sa fonction dérivée /' est définie par :

Soit ta fonction £
La fonction f ast R
yreR Fx)= ax(xd = 1)

On a ke tableau de vanation suivant :

| | 1 +GO
| X ] g

=]
-

|
0 +

0 +
| ' (x) =

| |
| \ - /
1

La fonction fadmeten — 1 eten 1 des minima absolus et en 0 un maximum relatif.

e -
|

o
e

Points d'inflexion.

2.4 Supposons que la fonction £ soit dérivable en Xo. Soit D la tangente a la courbe
représentative C de £ au point M, d'abscisse Xo.
ta drqite D partage le plan P en deux demi-plans.
uz ?r::;u:; :].fllz :i:; :: t:lzu:unt d’inflexion pour la courbe C si et seulement s'il existe
s ‘ e centre x, et de rayon o tel que tous les points de C dont
Ppartient a ]x, — a, Xo[ appartiennent & I'un des demi-plans déterminé

par la droite D et tous les poi
: points de C - - :
dppartiennent a I'autre demi-plan. dont I'abscisse appartient 3 ]xo, Xo + %[

On dit que la courbe @ traverse la tangente D en M,
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8. PRATIQUE DE L'ETUDF D uns FONCTION

(&
Mg

| D

/ 4
/

1 —___-_-____——__
0_ b — 5

I I

25 THEOREME :Sila fO_nction-f est deux fois dérivable sur un intervalle | de
centre Xo etsila fDncFl on dérivée seconde /' de fs’annule en Xo en changeant
de signe, alors le point M, de C d’abscisse Xo est un point d’inflexion.

Démonstration :

Soit | = ]xg — o, xg + a«[. .

L'éql{ﬂﬁ“" de la tangente D 3 C en Mo est 1 y — F(xo) = (x — xo) £ (o).

Soit x un élément de |. Désignons par M le point de C d‘abscisse x et par H le point
de D de méme abscisse x.

|

b

2t X

0 i

A X
Les coordonnées du point M (resp. du point H) sont (f(x))

X
("‘S"'(f(xu) 4 (x—xo0) F' (xﬂ)))
Onaalors: AM = f(x) — (f(x0) + (x — Xo) f' (X0)).
Etudions Ia fonction A définie par :
Ixel, h(x) =AM = F(x) — f(xo) —
Cette fonction est définie sur I. La fonction
h est donc deux fois dérivable sur | et I'on a:
Uxel, (h(x)=rf(x) —Fx) et h'(x)=1"()
D'autre part on a: h(xp) =0 et A'(x)=0.

(x — xo) ' (Xo0)- _
f est deux fois dérivable sur I; la fonction
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La tonction # s annule en x, en changeant de signe. il n'y a donc que deux tablegysy
de vanation possibles pour A

— S——

X Xp— X Xg Iﬂ.-}*l | X EXU—U' Xo IO+'1|
1 [T I —
h™(x) - {1) - i L hT(x) + ? L
| - 0- —

| il e b (x) |
\ h'(x) 1 >4 ~ B
1 1 ¢ '
i | } x — |
| __o—% ! F 0
tmx} -—""’? - 1(x) i

Dans les deux cas la fonction A s'annule en x, en changeant de signe. Le point M,
est donc un point d'inflexion pour C. m

Remarque : Le théoréme précédent donne une condition suffisante, mais non
nécessaire pour qu'un point soit un point d'inflexion pour une courbe.

En effet, considérons la fonction £ définie par :

Yxel—00,0], f(x)=—x2 et Yxe]O + oo, f(x)=x2

La fonction f est dérivable sur ]— oo, O[ etsur ]0, + oo[, de fonction dérivée [’

définie par: jxe]l — o0, O[ f(x)=—2x et Yxe]O + oo, f(x)=2x
D'autre part on a :

tim A0 =Ry B 0 et bim =) _ jim =2 0.
:dg x=—0 x=0 X 0 Xx—20 X
™

x--0
=0 x<0 x-0

La fonction f est donc dérivable en 0, de nombre dérivé £/ (0) = 0.
Cherchons si la fonction f* est dérivable en 0.

Ona: lim T =FO) _ oo 2x_ 5 o im O —FO) _ . —2x_ _ o
x—0 x—0 x—0 X %0 x—0 x—0
=0 x=0 x<0 x<=D
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8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

L fonction f n‘est pas deux fois dérivable en 0,

Mais, au point O, la courbe représentative C de f traverse | . '
: 7 atan
Le point O est donc un point d'inflexion pour €. gente qui est |'axe Ox,

Exemple.

Soitlafonclion f: x —» xb — .
La fonction fest deux fois dérivable sur IR et on a *
Exe R, F(x)=56xt—1 et VxeR, /"(x)=20x?
a fonction /" s’annule en 0 en chan i poi
a . geant de signe; le point O est d i
d'inflexion pour la courbe représentative de . ’ s i gy

3. Branches infinies.

nous considérons une fonction f; nous désignons par D,

Dans ce paragraphe,
be représentative de f.

I'ensemble de définition de f et par C la cour
3.1 Ondit que la courbe C a une branche infinie dans chacun des trois cas suivants:

I'ensemble D, contient un intervalle de la forme 1B, + oo,
l'ensemble D, contient un intervalle de la forme ]— o, BL

la fonction £ a une limite infinie en un point fini. o
En classe de Premiére, nous avons déja étudié certains exemples de branches infi-

nies; nous rappelons les définitions et résultats suivants.

Asymptote paralléle aux axes.

Asymptote paralléle a Oy.
est asymptote a la courbe Csiet

3.2 .
On dit que la droite d’équation : X = Xo €SI 2 :
Seulement si a fonction f satisfait & I'une au moins des propositions suivantes :

lim f(x) = + 0o, lim F(x) = — ©°
e s

: Yook f(x) = + oo, lim f(x) = — oo
I l"_;.‘: X—+Xo
X Xg
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n A 'asymplote est déterminée par la natiyre
limites Nous donnons les résultat

aurbe C par rappo

La position e la i :
' ot des familles d arrivibe des

den tamilles do déparl

dany le tableau silivant

——

fomille

d armvoo ]— oo, 8
famille
da dépan

1%, X0 + a| :

/
i - /
Xo D, ". |

Jxo0 = & Xo * ; Xo
;
Xg 0 ;.'-' \
Exemple.
; - y 1
Soit la fonction f: x —— T 1).

L'ensemble de définition de fest: R — {— 1, 1}.
Etudions la limite de fen 1.

. 1 1

Des propositions : lim . = 4 o0
x»1X—1
x>

et lim
x+1 Xx—1

x«1
l'ona: 7

lim f(x)=+0c0 et limf(x) = — oo,
x+1 Xx+1 0
x=>1 x<1

On démontre de méme que I'ona:

= — oo, il résulte que

=4

-

lim f(x)=—o00 et lim f(x) =+ co.
Xa=1 P |
o =1 X =1

Les droites d'équations respectives : / \ |

X=1 et x=— 1sont asymptotes
a la courbe représentative de .
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AIY"'P““B paralléle & Ox.

on dit que la droite d'équation : y = b est asymptote a la courbe C si et
33 _ylement si la fonction / satisfait & I'une au moins des propositions suivantes :
m fx) = b lim f(x)=b.

,,,.m
La position de la courbe € par rapport & I'asymptote est déterminée par la nature
a famille de départ et par le signe du réel f(x) — b, s'il existe un intervalle de la

8. PRATIQUF DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

de s
amille de départ sur lequel ce réel garde un signe constant. On a le tableau suivant :
il existe un intervalle
| de F tel que
Fxelf(x)—-b>0 fxel f(x) —b<O0
famille
de départ .~
| |
'bln =S bl
r —
B, + oof . f
f
ol ;¥ |7 ol 7
A r
’ ] f
— B e -
] g, | { 0 ‘!' D! "."
— I
b — bl
Exemples.
: g X
1. Soit la fonction f: x — e
L'ensemble de définition D, de fest R — {— 1}.
Ona: Iim f(x) = lim X—=1 etdeméme: Ilm f(x)=1.
X++@ x++@ X Xb—m
La droite d'équation : y = 1 est donc asymptote a la courbe représentative de f.
g . : B x +x—(x+1)_—-1,
tudions lesigne de f(x) —1.0na: YxeDy, x+1 = xF1 =xF1
et parsuite: yxe]—oco, —1[, f(x)—1>0
fxel—1, +ool. f(x)—1<0.
On a donc les branches infinies suivantes :
o —
/
o 7
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2 Soit ln fonction f: x .

La fenction f est définie sur IR”

Ona: fxeR, —1 <sinx< 1.
: 0 1 _ sinx < 1
y oo —_— - —
ot par suite : Y x € )0, + oo, TN %
1 . 1
On a: Iim —=-=0 et lim ==0.
X-s 40 X Km0
De I'exercice n® 66 du chapitre 5, il résulte que I'on a :
. sin x
lim — =0,
x>+ X

L'axe Ox est donc asymptote 4 la courbe représentative de /.
e , i
Mais il n'existe aucun intervalle de la forme {1, 4 ool sur lequel le réel wix garde
x

un signe constant,

Remarques : 1. Supposons que l'on ait: lim 7(x) = b.

X-=1 @

Soient x un élément quelconque de ]0, + co[N D, et M le point de C d’abscisse .

Soit H le point de coordonnées (;)

Onaalors: HM = f(x) — p,

Quand x tend v : . _
ers + oo, la fonction qui A x associe le réel HM a une limite nulle.

geTaez;;;i.rq:- le fzit intuitif que la courbe © se rapproche de son asymptote
. inition donnée d : i .
vante : ans le paragraphe 3.3 est €quivalente a la définition SUl”

W on: y=5 est as 5
satistait & F'une a0 moine dog ymptote & ¢

hm (f(x) - ﬁ) = 0'

)

L ¢ si et seulement si la fonction f
propositions suivantes

lim (#(x) — b) = 0,

X — 0

Nous allons général; :
gencraliser la notion d'asymptote  I'aide de cette derniére définitio™
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ptote oblique.

droite d'équation : y = ax + h est asymptote a la courbe C si

8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

Asym

n dit que a , SOl
ol goulement s! la toncluon / satisfait & I'une au moins des propositions suivantes :
| wn (= (@x+2))=0Q  tm (fx)—{ax+a)) =0
' Hamﬂf_f_[ﬂ?_?i—:- 1. Siaestégal a0,0onaalors: lim f(x) =56 ou lim f(x)=5
—_— Xow + @0 Xeow — 00 '

ainsi le cas étudié dans le paragraphe 3.3.
paragraphe, nous supposons donc que l'ona : 3 # 0.

lim (ax + b) = + oo si a est positif;

on retrouve
pans la suite du
2 Nous avons :

X+
lim (ax + h) = — oo si a est négatif; lim (f(x) — (ax + b)) = 0,
‘_,..m ;o ) ) ‘x-sa.-uu
tions il résulte que la limite de f en + oo est égale soitd + oo si @

De ces propos!
positif, soit a8 — o0 si @ est négatif.

gst
On démontre, de méme, que, sil'ona: lim (f(x) — (ax + b)) = 0, la limite de f
X+ =0
en — oo est infinie.
que a est différent de 0. la droite d’équation : y = ax + b n’est pas paral-

3. Puis
lale aux axes du repére; on dit que c'est

La position de |a courbe C par rapport a |'asymptote est
ls famille de départ et par le signe du réel f(x) — (ax +
de la famille de départ sur lequel ce réel garde un signe co

une asymptote oblique.

déterminée par la nature de
b), s'il existe un intervalle
nstant. On a le tableau :

Il existe un
_ intervalle yx el, F(x) — (ax + b) > 0|yx el f(x)— (ax + ) <0
famille | de 7
de départ 5
16 + oof
\ i
J= o0, B Lk
T 0 t
e ——

Exemple.

‘ X2 — 2x + 2
Soit Ia fonction f: X —> — x —1
Usnsemble de définition de 7 est R — {1}. Montrons que la droite d'équation :

¥ = x — 1 est asymptote & la courbe représentative de /.
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¥t — 2x 4+ 2

onas yxeR = (1) flx) = (x—1) = g (x = 1)
W=2x4+2-(x=1) 1
- x — 1 e
: = 0
et par suite . ;I.“:‘m (r[:)-—(:—-”) =.:!‘|.r:1n;_-.. = 0.
On ade méme: lim (l'{XJ-—‘(x—-H)-_-.Q

X =0
Dautrepartona: fx€]l, + cof, ()= (x=1)> 0
"XE]FO:‘.'![. f(x) = (x—1) <0
La position de la courbe par rapport A son asymptote est donnée dans la figure sui-
vante. Dans cet exemple 'asymptote D est donnée; mais dans la pratique il faut

souvent déterminer la droite D.

-




8. PRATIQUE DE L'ETUDE O'UNE FONCTION

— =
THEOREME  Soient (a. 5) un élément de IR x R
Les deux Propositions suivantes sont tquivnlentes- :

1. La fonction x . f(;(() )— (@x + b) a pour limite 0 suivant J .

X

x @ Ppour limite a suivant 7 et la fonction
¢+ f(x) = ax a pour limite b suivant 7

2. La fonction x .

E);:'I:Uﬂﬁll.’iltion ;
o (1) == (2).

puisque la fonction x > f(x) — (ax + b) a pour limite 0 suivant 7, il existe
un intervalle |, ne contenant pas 0, de 7 et une fonction ¢ tels que l'on ait :
yxel f(x)— (ax + b) = g(x) et limgy = 0.

Onaalors: x €l f(x) —ax = b + g(x)et, parsuite, lafonction x ———» £(x) — ax
a pour limite b + 0 = b suivant 7.

f(x)

' f(x) b o (x
On a aussi : fxe€l, N Dt [’ii—] et, par suite, la fonction x —»

a pour limite @ + 0 + 0 = a suivant 7,

o (2) == (1).
Si la fonction x —» f(x) —ax a pour limite b suivant 7, la fonction
x — f(x) — (ax + b) a pour limite O suivant 7. m
Ce théoréme justifie la méthode pratique suivante :

. 4 ) f .
On cherche d’abord la limite éventuelle suivant 7 de la fonction x —— (Tx); si

cette limite existe et est égale a un réel non nul a, on cherche ensuite la limite
éventuelle suivant F de la fonction x — f(x) — ax; si cette limite existe et est
égale & un réel b, alors la droite d'équation: = ax + b est asymptote 3 la courbe
représentative de f; on étudie enfin le signe de f(x) — (ax + b) pour trouver la
position de la courbe par rapport a cette asymptote.

Remarques : 1. Dans certains cas, il est facile de trouver directement un élément
W IR et une fonction ¢ qui satisfont aux deux propriétés suivantes :

| lim ¢ =0

il existe un intervalle | de ¥ tel que l'on ait: fxel f(x)=ax+ b+ ¢(x).
La droite d'équation y = ax + b est alors asymptote a |a courbe représentative de f
et I'étude du signe de @ (x) donne la position de la courbe par rapport 38 cette asym-
tote.

2. Silafonction fadmet une limite infinie en + coeten — oo, il faut faire deux recher-
thes d'asymptote oblique; dans certains cas, on aboutit a une méme droite.

Exemples.

2x2 —3x+5
1. Soitlafonctionf: x —> x '

L'ensemble de définition de fest IR".
D'autre part, on a :

2 -
lim f(x)= Ilim 2X° _ |im 2x= +oo et lim f(x) = — oo.
X+ + 0 xstem X X + 00 X —m -
Etudions si la courbe représentative C de f admet une asymptote oblique.
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. B g . . . §

Pour cela, nous remarquons que lon & Yre R {x) = 2% — 3 4 =
1
. b - L3 :
Des propositions : | lim - 0] et | tm A 0). il résulte que la drowe D
s =X A= a
d équation : y = 2x — 3 est asvmptote & la courbe ¢
5 . 5

Des propositions :  (fx €)0. + oo s>0) et (yrel-o0 0L = <o)

X
Il résulte que. pour x positif. la courbe est au-dessus de D ot que. pow » négatf 1a
courbe est au-dessous de D

2 —4x 47

2. Soitla fonction F: x —=

X — 3
L'ensemble de définition de fest R — |3\
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer gue Fon a
YxeR = (3}, f(x)=2(x+ 1)+ :_:33-
et que la droite D d'équation ¥ = 2(x + 1) est asymptote a la courbe représan.
tative C de f.
Nous lui laissons aussi le soin de placer |a courbe par rapport 3 la droite D
Remarquons que la droite d equation . x = 3 est aussi asymptote 3 C.
3. Soitlafonction f: x — \ x2 + 4x + 3.
De la proposition: Jx€R, x* +4x+3 = (x+ N(x+ 3)
il résulte quel'ona: D, = ]1— oo, — 3lul—1. + eo[.

D'autre partona: Iim (x* +4x + 3) = 4 oo,
X-» 400
et. parsuite:  lim Y'x2 4+ 4x 4+ 3 = + oo,
. K= =0
Etudions si la courbe représentative C de £ admet une asymptote.
Ona:
Yxel=1, + ool x2+4x+3=[x+2}?__1={x+23:(1 L_,_1__:]
(x4 2)2
On & alors ;
] 1 1
e[—1, ~ = 2 —_— | = —_ ~
Vxel—1. 4ol f(x) \/(k+2) (1 (x+2]2) 1x+2|v‘1 TEIE
1
_ =&+ \/‘ TGE
et par suite :
' 1
XeE[—=1.4+ oo, flx)— M= 2(\/._____)
¥ L=+ D=t (V1= g -
1
L e P, |
]
i —T )
(x+2}2+1 (x+2}(\/1 {x+2}2+
o . 1 .
Des propositions : im (x+2)=+ 1 i - = u), il résulte
(X-l-'rm( ) m) ¥ ngu (X+ 2)2

quelona: Iim (f(x)— (x4 2)) = 0.
X+ 40

La droite D d'équation : y = x + 2 est donc asymptote 4 C. Des propositions

; 1 0
xe€[—1, +oof, 2>0 = "'___*+1?)
w [ [. x+ >0) et (VKE[ 1.'}—06{,“1 {X+2}-
il résulte que la courbe € est au-dessous de D.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer, en étudiant I'autre branche infinie av

la droite B’ d'équation : y = — x — 2 est aussi asymptote & C et que la courbe 85
au-dessous de D',




8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONLTION

- et e
4 Sout &a tonchion f X vy —mmae o,

VX% 4+ 1

- . =3 1. > 0; j'eﬂSEmhIE de déflﬂlllon de fes] donc R.
Cherchons s la fonctlion 7 admet une limite an + oo '

gna. YxeER

Ona:
x2 43 X2(1+~—3:_’ x?(‘].i_g.) 1+_3_
yx€]0, + oo = \ X _ x3) o
Vx<+1 | I\/1 1 1—-x—-—_1
X =
+ﬁ_ XV'[.*.X_I \/1+§
etparsuite: lim f(x) = 4 so.
Not 485

. f(x
tudions alors la hmite de —(——}. guand x tend vers + oo
x i

1+-§ 1+3
Ona: yxeR., f{—xl=x X 1: x?
X \/1 1% 1
E RV
; f(x)
el par suite im — =1,

X-= = & X
Etudions enfin la imite de f(x) — x quand xtend vers + co.

Ona:
yXERy, 7o) —xm-X T2 _; X EI—XV +1
Vat4d Vid 1
_ (x2 4+ 3)2 —x2 (x2 4+ 1) _ 5x2 49
24+ 1(x243 F] P
VX< + (x-r +x \vx +1) \,-x2+1(x2+3+x2\/1+%)
9
5+;
T (1 e
VXt 4+ +x_2+ +;§
et par suite:  lim [f(xj—x]=0.

K=o = @
La courbe représentative € de f admet donc la droite D d'équation : y = x pour
asympltote.
De la proposition : (vx eR;, f(x)—x> 0). il résulte que C est au-dessus de D,
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer, en étudiant 'autre branche infinie,
que la droite D' d'équation : y = — x est aussi asymptote a la courbe C et que
C est au-dessus de D’

Autres cas,

Dans e paragraphes 3.4 et 3.5 nous avons étudié les branches infinies de la courbe

"!Présentative © d'une fonction f qui posséde en particulier les deux propriétés

] . T ke ke
'@ fonction f admet une limite infinie en + oo (resp. — o)

* 1z fonction x f—b ﬁ:—) a une limite finie non nulle en + oo (resp. — oo).
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3.6

3.7

Dans les paragraphes suivants (n* 3.6 a8 3 8), nous étudrmm; les hranch-eg _mr.
mes de la courbe représentative €' d'une fm_u:nen f dont I'ensemble de L:lef:ruu'm,
D, contient un intervalle de la forme 1P, -+ ""_’[ . de la forme ] — oo, B[ mais qui ne
posséde pas nécessairement les deux proprietes précédentes.

Direction asymptotique.

Soit a un réel. L . )
On dit que la courbe € admet une direction asymptotique de coefficient

directeur 2 si et seulement si la fonction £ satisfait a Fune au moins des propositions

. [(x
suivantes : lim fx) _ a, lim f(x)
¥+t X Xoemm

direction asymptotique celle de la droite déquation : y = ax.

= a. On dit aussi que C admet poyr

Remarques : 1. Sila courbe C admet une asymptote d'équation: y = ax + b,
elle admet une direction asymptotique de coefficient directeur a. Mais une courbe
peut admettre une direction asymptotique sans avoir d'asymptote; cest le cas si |a
fonction x — f(x) — ax admet une limite infinie en 4+ co OU en — oo, ou si
elle n'admet de limite ni en + oo, ni en — oo (cf. exercice n® 58).

2. 1l n’est pas nécessaire que la fonction f admette une limite infinie en 4+ oo ou
en — oo pour que la courbe représentative admette une direction asymptotique.
Par exemple la fonction x — sin x satisfait a :  |im PNX = Jim 20X = 0;

x—rdam X X——=m X

sa courbe représentative admet donc pour direction asymptotique la direction de
Ox: mais la fonction x —— sin x n’a pas de limite, ni en + oo, ni en — co.

Branche parabolique.

e Soit a un réel.

On dit que la courbe C admet une branche parabolique de coefficient
directeur a si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

. f
la fonction x — % a pour limite a en + co (resp. en — o) (1
la fonction x — f(x) — ax a une limite infinie en + oo (resp. en — o). (2)

Remarques : 1. Si la courbe C admet une branche parabolique de coefficient
directeur a, elle admet une direction asymptotique de coefficient directeur a.

2. Si a est nul, on dit aussi que la courbe C admet une branche parabolique de
direction Ox. Remarquons que nous avons alors : fxeD,, f(x)— ax = f(x):
la fonction 7 a donc nécessairement une limite infinie en + oo (resp. en — o).

3. Si a n'est pas nul, les propriétés (1) et (2) impliquent que f a une limite infinie
en + oo (resp. en — co) : désignons par F |a famille de départ considérée; il résulté
de (2) qu'il existe un intervalle |, qui ne contient pas 0, de 7 et une fonction % tels
que |'on ait : Ixel F(x)—ax=o(x)et que 7 ait une limite infinie suivant F.
On a alors : xel f(—xl_;,.:M.

b X

. ©(x) .
Il résulte de (1) que la fonction x —» — @ pour limite 0 suivant 7.
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8. PRATIQUE DE L'ETube D'UNE FONCTION

gdautre part © Wxel f(x)= ?(x )), .
Oon (%) = x|a + 22X » les fonctions £ et x . ax
ont donc 18 méme limite suivant 7.

1. Soit la fonction f: X—s x—-2vx—2

L’'ensemble de définition de fest (2, + cof.

Ona: Ilim Ff(x
s (x) = + oo. D'autre part on a :
f(x) x—=2+/x—-2
eD y T R e—— % 2 -2
'x f X x '_1_"—\——_—:—21_.2 1__3.
vV x? \’ x x?

gt par suite:  lim {{—” =1

X 4+ m X
Onaalors: lim (Ff(x)— x im (= ¥ — ) —

'“D( } t-l+n:|( 2 \Vx 2)——:‘:0*
La courbe représentative de f admet donc une branche parabolique de coefficient
directeur 1.

-
)

0 *

2. Soit la fonction £: x —» Vx—2.
L'ensemble de d éfinition de fest [2, + ool.

On a : lim f(x)=
X+
f(x) 1’*'—2 \/-"_
et yxeD, — \/—;2_
. f(x
Parsuiteona: lim _(_}:
Xy +@

La courbe représentative de fadmetdonc une branche parabolique de direction Ox.




3.8 e On dit que la courbe C admet une branche parabolique de direction Oy g

f(x)

. : : ., M) 4 une limite infinie en + oo (resp. en — o),
et seulement si la fonction x . — o)

Exemple.
xﬂ-
Soit la fonction £: x —> o
L'ensemble de définition D,de fest R — {— 2}.
3 +
Ona: lim f(x)= lim == lim x2=+co,etdeméme: lim f(x)=+ co,
X-r 0 X+ X X0 Xy — ot

f(x) x2 o
D'autre partona: fxeD,— {0} — = mo et par suite :

X
fim 1) A P
x++m X P

= lim x=+4+o00, Jlim —— = — co.
X-r—00
La courbe représentative de f admet donc une branche parabolique de direction Oy.

3.9 e Nous donnons dans le schéma suivant les différentes branches infinies gue l'on
rencontre dans la pratique pour la courbe représentative d'une fonction 7 qui admet
une limite en + oo ou en — oo; nous désignons par F la famille de départ considérée.

v

f a une limite finie

| asymptote d'équation :
b suivant J

y==»b

f a une limite infinie
suivant 3

f(x) e o S
| | x— — aune limite infinie

. branche paraboligue
suivant & de direction Oy

X
| X! x @ pour limite O branche parabolique
T ——————— . F
suivant J de direction Ox
f(x

| X +—> == @ une limite finie

non nulle a suivant 5

| X I—"-!"f(‘x]‘ — ax a une limite branche paraboligué
infinie suivant 7 e

de coefficient directeur 2

L| % = F(x) — ax a une limite asymptote d'équation :
finie b suivant F =S

}f-—-BX+b
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4.1

4.2

8. PRATIQUE DE LETUDE D UNE FORCTiON

4. Récapitulation. Exemples.

Plan d'étude d'une fonction.

Soient / une fonction et € sa courbe représentative
Pour étudier la fonction £, on adopte '

o simplifier I'expression du réel £
o déterminer I'ensemble d'étude
symétries éventuelles de C;
e étudier la continuité de f;
o étudier la dérivabilité de f et déterminer sa fonction dérivée 7'

® Cl‘]EFCth les limites éVf.'nt'uelIes de f aux bornes des intervalles qui figurent dans E,
o faire le tableau de variation:

e étudier les branches infinies:

e étudier les points remarquables (points d'inflexion, points d'intersection avec
les axes, ...);

e dessiner la courbe représentative de £.

Nous donnons quelques exemples d'étude de fonctions.

généralement le plan suivant :
(x) et déterl_rniner I'ensemble de définition D, de f:
E. en étudiant Ia périodicité éventuelle de f et les

3
Etude de la fonction F : x — x%.

e De |'étude faite dans les chapitres 6 et 7, il résulte que l'on a :
D,= R, = [0, + oo[, que la fonction f est dérivable sur IR}, et, que, par suite,
elle est continue sur IR%.
Etudions la continuité de fen 0. On a: iing f(x) = 0 = K0).
x>0
La fonction £ est donc continue & droite en 0.
Etudions |a dérivabilité de f en O.

3
2 1
a . -
Ona: ||mf{x)_f(0)=|lm£5“mx 4= <4 o0,
x—0 x—0 x—0 X x—0
x>0 x>0 x>0

La fonction n‘est donc pas dérivable a droite en 0: mais C admet en O une demi-
tangente verticale.

! 3 -3
* Soit f' |a fonction dérivée de £. Ona: Yx¢€ Ry, F'(x) = ax “.
3
*Ona: |im f(x) = lim x4 = + oo.
K+ + oo x>+ , —
* On a donc le tableau de variation : ¢ 0 + co
£ (x) + oo +
+ oo
f(XJ /
0
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i ranche infinie en + ©o.
e Etudionslab !

. X8 , =
) lim f{X) = |lim = = Iim Xx = 0.
On s K+ @ X X+ +108 X > @

La courbe C admet donc une branche parabolique de direction Ox.
e D'oul la courbe représentative Cdel

2x2 — 3
Etude de la fonction  : x .——>X4+ x;f :

4.3 e L'ensemble de définition D,estR".
e Ona: YxeR", f(— x)=f(x).

La fonction f est paire; sa courbe représentative C admet donc I'axe Oy comme
axe de symétrie.

Nous étudions la fonction £ sur 10, 4+ co[.

e La fonction f est le quotient de deux fonctions polyndmes: elle est donc dérivable.
et par suite continue, sur 10, 4+ ocol.

Soit f' la fonction dérivée de f. On a :
Yxel0 + oo, Ffix)= (4 x% 4+ 4x) x? — 2x(x* 4+ 2x2 — 3)

x4
_2x% +6x _ 2x(x* + 3)
x4 o x4

et parsuite . fxe ]0O, + oo, F(x) > 0.

e Cherchons si la fonction f admet une limite en 0.
Des propositions -
hm (x* 4+ 2x2 - 3) = — 3,

o :i:\; =0 (jxeR*. x2>0),
i résulte que I'on 3 - im f(x) = — oo.

s ]
Cherchons de méme si la fonction f admet une limite en + oo.
On a: lim f(x) = lim X+ 2x2 -3 x

e et x4 =:ET¢:;§ =

lim x2 = 4 oo
M 4+ 0
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o On adonc le tableau de variation suivant

X 0 + oo
f'(x) +
+ oo |
f(x) —
- m//

o Etudions la branche infinie en 4 co.

im £(X) . XV 4 2x2 — 3 4

a: lim == = lim = m X¥_ 5 _

- grie X Awitm x? x-lalrpn Jf_" h I-'r";nm X . o,

La courbe C admet donc une branche parabolique de direction Oy.

e Cherchons s'il existe d_es points d’inflexion pour la courbe C. La fonction f* est le
quotient de deux fonctions polynémes; elle est donc dérivable sur ]0, + eof.

Soit £ la fonction dérivée seconde de £. On a :

Ykl 0, + oof, fix) =10+ O X — 307 (227 + On) /
X
_2x% —18x" _ 2(x* —9) ?f
N XB = x-‘

et par suite : i
WEmAwﬁ,(Wuﬁ=mﬂl#uﬁ=m¢;;&h=ﬂ4-}h=xmn

Le point A de coordonnées ( V3 ) c'est-a-dire (\/3) est donc un point d'inflexion

f(1/3) 4
pour la courbe C.
e Cherchons les points d'intersection de C et de I'axe Ox.

Ona: Yxe]0,+ oo, ((x"+2x2—3=0) <> ((x2 —1)(x2 + 3) = 0)

D'l la courbe représentative de f.

—~ /3
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2x3 4 27
Etude de la fonction F : x — > —-_2.3.“? el

4.4 ¢ L ensemble de définition D, de Fest R”.
e Il n'y a pas de symétrie évidente; on étudie donc £ sur IR*
e Lafonction f est le quotient de deux fonctions polyntmes,; elle est donc dérivabl,
et par suite continue, sur ]— oo, O[ et sur ]O, 4 col.
Soit f' la fonction dérivée def. On a : K 0
2 2 3 4 27 x4 —4.27x
UxeR", F(x)= 6x2.2x 44;;{2): + 27) =t
_Ax(x® — 27)
I 4 x4 '
De la proposition : fxeR, ((x® — 27 > 0) <= (x> 3)), il résulte que s
a le méme signe que la fonction x +—» x(x — 3).
\Yxe]— o0 O[U]3, + oo, ' (x)>0
| §yxe10,3[ f(x)<O.

e Cherchons si la fonction f admet une limite en 0.
Des propositions : (IiT; (2x3 + 27) = 27), (Iin’gZx? =0), (yxeR", x2>0),

On a donc :

il resulte que 'ona : lim f(x) = + oo.
x-0

Cherchons si la fonction f admet une limite en + oo,

3
Ona: lim f(x)= Ilim ?"___"'2_7= lim L8 - lim x = 4 oo.
X—»+ 0 X-—»+@ 2X2 K-+ oo 2X2 X-=+@
Demémeona: lim f(x) = — oo.
X+ —g0

® On a donc le tableau de variation suivant :

X — oo 0 3 + oo

' (x) + - 0 4

£(x) /

+ o || 4+ oo

e Etudions les branches infinies.
De la propaosition : lign f= + oo, il résulte que I'axe Oy est asymptote 3 la courbe
représentative C de f.

D’autre part on a : ' o242 27
partona: YxelR* F£(x) 532 _x.|_i_x_2.
o 1 . iy BF e &7 : [
€5 propaositions : xll.TmF =0 et kamﬁ= 0, il résulte que la droite

d'équation : y = x est asymptote a la courbe représentative C de f.

' . 27
D'autre part on a: yxeR", 2x2 > 0; la courbe C est donc au-dessus 4@
I'asymptote,
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[ o Cherchons les points d'intersection de C et de I'axe Ox.

| 3

onas WeR (@80 42720« (0= F) <o (5= - T}

3
Une valeur approchée de — 3 a 10-2 prés est — 2.38.

Doil la courbe représentative de / :

’L__.

Etude de la fonction F: x — > x + tgx.

-
ik

45 L'ensemble de définition D, de f est IR — :2 + kw, ke Z

® Nous avons démontré dans le paragraphe 1.9 que f est impaire et que |'ensemble
I d'étude est [0‘ :_';[
. _La fonction £ est la somme des fonctions |dgr et 1g; elle est donc dérnivable, et par
Suite continue, sur D,
Soit #' Ia fonction dérivée de f. On a :

fxe Dr. Fix)=14+1+ tgix = 2 + 1g°x. el par suite :
¥xeD,, f(x) > 0.

-

¢ Ch&lchons si la fonction f admet une limite 3 gauche en ‘r!

On a Ii"]x"—-; et limtg x = + oo, et par suite . lim f(x) = + oo,

'Hi ¥

f L

—

walz ol
pi N
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e On a donc le tableau de variation suivant

T o %
r 0 5
I e ——— ..l...__._
f'(x) +
_»+ oo
f{x} e =l
0~

e Le coefficient directeur de la tangente au point O a la courbe représentative ¢
de f est égal a f/(0) = 2.

e Etudions si la courbe C admet un point d'inflexion.

La fonction F' est dérivable sur D,. Soit f" la fonction dérivée de £

Ona: fxeD,f(x) =2tgx(1 + 1g? x).

Il enrésulte : Yxe [Ug[ ((f'(x) = 0) =<=> (tgx =0) == (x= 0)),

La fonction 7’ s’annule en 0 en changeant de signe. Le point O est donc un point
d'inflexion de C.

e D’ou la courbe représentative de f.

|

I

|
]
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8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNFE FONCTION

2
x + 1

grude de la fonction £: x — +/(x —1)2 +

ag On o Yxe R, (x = 1)? 3 0: par suite I'ensemble de définition D, de f est

R — |— ). Nous étudions £ sur D,.

e La fonction x +——» (x — 1)? est continue sur [R; par suite la fonctign :

X Y (x — 1)2 est continue sur [R.

La fonction x ——» est continue sur |— oo, — 1[ et sur ]— 1, 4 cof.

x—1
La fonction f est donc continue sur ] — oo, — 1[ etsur ]— 1, 4 ool.

2
e La fonction X —» - T est dérivable sur ]— oo, — 1[ et sur ]— 1, + oo[.

D'autre part, de I'étude de la fonction y ~, il résulte que la fonction x +—» vV (x—1)2
est dérivable sur J1, + co[ etsur ]J— o0, 1[.
La fonction f est donc dérivable sur ]— oo, — 1[, sur ]— 1, 1[, et sur ]1, 4 oo[,
de fonction dérivée ' définie par :

. 2
'IE]1,+DO[. f{x)— 1 - m

. 2

HIE]—W,"— 1[U]— 1.1[, f(X}= -1 —m

Etudions la dérivabilité de f en 1 a droite.

Ona:
2
—14 g1 2 — (x+1)
f(x) —F(1) _* x+1 (x +
xell, + oo, ——7— = e =1+ =D+ n
1
=‘I—M+1
e F) = F() _ 4 im =1
et par suite : :ll:r;l—:-_ 1 x'—-:x+1 2
X>

x=>1

—

La fonction £ est donc dérivable 2 droite en 1, de nombre dérivé égal 3 5

Etudions de méme la dérivabilité de f en 1 & gauche.
Ona:

2
— f(1 x + - 1
rejop, M=) TET IR oy
et par suite : |im F0) = (1) — —%
J.'-a:‘l x_1

x<1

. 3
La fonction £ est donc dérivable & gauche en 1, de nombre dérivé égal a — 5

. 1
La courbe représentative C de f admet donc au point A de coordonnées (fU ))

C'est-a-dire (1] deux demi-tangentes de supports distincts; le point A est un

Point anguleux,
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e Euichone s e tanction £ admet une Limite an —
] % - e

e HEOPH i NS

-l
TN

e ‘r hl'l‘l = = 4+ 0O,
g ) ' T O 1

&
-1

5
5

hm y |

il résulte que on a |
fim f(x) = + oo @l lim f(x) = — oo
Nl ==}

. |
: L] A 1

Etudions si la fonction £ admet une limite en 4 oo.
On a: iim@ (x —1)2 =+ o0 &t .I:r:nu e = 0.

et par suite - lim f(x) = + eo.
e b 02

De méme on a . lim f(x) = + oo

X-o =2

e Ona: 'fxelam,—‘l[t.i]—1.1[‘ Fix)<0
(x+1)2—2
D'autre part on a: §xe J1. + ool f(x) = T T

Pour tout x de ]1, + oo[. le réel f (x) est du méme signe que le réel (x + 1)2 — 2,
Ona: (x>1)=—>(x+1>2) e (X 4 1)2> 4) == ((x + 1)2 — 2> 2),
el par suite : 'x£]1,+m{, fix)>0.

e On a alors le tableau de variation suivant.

P 1 1 + oo
| 3|1

f'(x) - L —afls . T

X ~ (]

HN“%._ ool \ 1
e Etudions les branches infinies, ,
Des propositions : |il;ﬂ f=+ o0 et lim f= — oo, il résulte que la droite
a4 i
d'équation : = — 1 est asymptote 4 |la courbe C.
On a: Yxell, + o0, Fix)=x—1 _i : =0. L8
yxe ] b =N gy W B o3

droite d'équation : y = x — 1 est donc asymptote 3 la courbe représentativé
C de f.

De la proposition :  (fx €1, + oo, x+ 1> 0), il résulte que C est au-dessus
de cette asymptote.
De méme on a :

2

Yxel—oo, —1[, flx)=—x+1 . -
; B il = e

La droite d'équation : y = — x + 1 est donc asymptote a C.

De la propesition - (xe]— oo, — 1 ; > gst AU-
dessous de cetle aa"ffﬂ:lom. ! [ x+1<0), il résulte que C
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o Frudions les points d'intersection de C et de I'axe Ox.
Ona.

',eﬂ.+m{- {(f(x)-—o) <> (x—1+x_$_1=0) <> (X2 4+ 1 =0})

o Yxel=oo —TLUI= 1AL ((f0 = 0) <= (1 - 2

D'oul la courbe représentative C de £.

(AR

~

- 21 =1 ]

.
M.
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EXERCICES

Soient P un plan affine réel euclidien et (0, i,J ) un repére orthonormé de P.

Etude de fonctions.

4 Dans les exercices suivants (n°* 1 & 40), on considére une fonction 7, Et';'diar
la fonction et tracer sa courbe représentative C dans le repére orthonormé (0.7 ;)
1y xr—> —xt+2x2+ 1.

2 f: x —> 4x3 —3x+ 1.

x4+ 2x2 -1
3 f: x+— = :

2x(x2 — 2)
4 f Xl-—’ﬁ'.__xz—?'——

x2—2x

: x—1
4x—2 /
'8‘*3 f: X r+— X

x+ 202+ 1)

& -4
7 f XI—-—h-xtx
x2 -1
x2
8 fF X|_’X2—21+2
3
9 f: x (X+21)
b'¢
x3 —9x
10 £: I -
g 3(x2—1)
x(x+ 1) (x + 2)._
e N
12 f: x L _.44—,.
— X 2+{x—-1)2
1 .1
13 f: x . i
—_— X x+x2
14 f: x+—> x 1 — X
T .
3 1 = 9x
15 f: x !
+—-x+2+x2_9

16 f: XI——hL_VE‘

7. F: xr—» \/T
¢ +0.

18 7. x,___,_x\/a—_-;‘
236




— (x = 1)V2x.
— X —4/| x|
— 1+ 24/62 =1,

— VX% = 2x.

— 3+ VR4,

— X+ 416 — x2.

X
— ———
Vixd =1

V6Bx2—=12x+9

X
—x]
—
x4+ 1
—_ 3—(1.'.1}3
27
2x—1
p— —
2'\/’32—11-2
X+4+£o/x2+4_

— 4/ (2x — 2)(6 — X).

{: x +—» cos? xsin2x /

19 /. x
2 f: x
21 f: x
22 f: x
23 f: x
24 f: x
”__(f: X
286 1 x
27 f: x
28 f: x
29 f: x
30 F: x
31 7 x
32

33 f: x
34 f: x
35 F: x
38 7. «x
37 r: x
38 r: x
3 7 x
40 r: x

4
f:

42 Soit la fonction f: xr—* X -
1o Etudier la fonction f et tracer la C
20 Préciser les tangentes & la courbe

Reprendre |'exercice ne 6 du chapitr

Vixz=1|.
ourbe représentative C de f dans P.
¢ aux points A, B, C d'abscisses respectives

-101.

—3 CO8 2Xx — 2 COS X,
——s 8in? o
2

sin x
ey ——————"
1 —cosX

cos X .

—_—
1 —=cosX

——» c0s? x -+ sin x COS X.

r——*‘\/2+cosx+'\/§sinx.

— Stln"x+cas4x-1. .

.-—-33in2x+2co;31—-3.

x.-—-Vxﬂ—-|x]—x.

-

8. PRATIQUE DE L'ETUDE D'UNE FONCTION

e 6 et étudier la fonction
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| = X% - 1/2.: =)
Soit 1o fonction fi X 1= — A/ =% |
ﬁ Erudier la fonction f et tracer sa courbe représentative ¢ dans P.
20 Démontrer queé ¢ admet un centre de symétrie.

sin X
: ¥ - e ——— 8
44 Soit la fonction fi Xxr—> o x + sin X

1o Démontrer qué f est périodique de période .
w 3mn
20 Etudier la fonction f sur Dy ﬂ[— Yy T]

30 Tracer la courbe représentative de f dans P.

[ —
X3 —x2+x ;
45 Soient la fonction f : x —* \/._—;I-—T et la fonction

u: x —> -42x3+4x2--2x+1.
1o Etudier la fonction u et tracer sa courbe représentative I' dans P.
25 Déterminer I'ensemble de définition D de f. Démontrer que, si la fonction f est
dérivable en un point x de Dy, le nombre dérivé f' (x) de fen x estégala:
' u(x)
=376 (1 — x2
30 Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans P.

46 Soit (a, b) un élément de R"x R.

Soit la fonction polynéme Q1 X +—> ax3 + bx2 + bx + a.

16 Déterminer la fonction polyndme R si elle existe telle que :

yxeR, Qx)= (x 4+ 1) R(x).

20 Déterminer b en fonction de 2 pour qu'il existe un réel e tel que:
fxeR, R(x) = a(x — x)2

On trouve ainsi deux fonctions polyndmes R, et R, avec Ra(— 1) # 0-

30 Etudier la fonction i x —> 22 Eﬂ ot tracer sa courbe représentative dans P.
1

47 Soitlafonctionf: x —> Vx? — 2x + b
1o Etudier la fonction £ et tracer sa courbe représentative dans P.
29 En déduire la résolution dans IR de l'inéguation :

\/x2—2x+5>5;x

48 Soitlafonctionf: x —— x3 =3 x4+ 1.

19 Etudier la fonction fettracer sa courbe représentative dans P.
2° En déduire que Téquation :
et trois seulement.

Encadrer chacune de ces trois solutions.

x3 — 3x + 1 = 0 admet dans IR trois solutions

49 _ §uiam xety daulx réels strictement positifs et £ I'application de RY dans R
définie par: f(z) = z% — 3 xyz + x? + y2.

‘e Etudier la fonction £. D§ ; ini-
. Demontrer, en particulier, qu i dmet un min
mum dont on déterminera le signe. e L fenctioh £8

2s Di:?‘lre du 1° |a proposition suivante :
yxeRy, YyeRy, jzeRL, ¥+ y3+23 >3 xyz
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&§. PRATIQUE DE L'ETUDE DUNE FONCTION

§0 Soitlafonctionf: x — o+ x/2 - x + 1
11 E{ud:!}'; I:? h:m}ction fettracer sa courbe représentative dans P

; " ;
2¢ En deduire I'étude et la courbe représentative de la fonction

g: x—> @-x)Vx+1.

) [x2 —1]
. ) 2
1° Etudier la fonction 7 et tracer la courbe représentative C de f dans P.

% B1 Soit la fonction f; x

2° En déduire I'ensemble I" des points M de P dont les coordonnées ‘x] satisfont a :
¥

4y =|x2—1]|.
-,

52 Soit la fonction f qui, & tout nombre réel x de l'intervalle ]— 1, 0], associe le

nombre réel \/M
x +1

1 Etudier la fonction .
Tracer la courbe représentative C de f dans P. (On précisera la tangente acau

point 0.)
20 Déduire du 1° la courbe I" d'équation :

y2(1 4+ x)+ x(x* +1) = 0.

: 3
53 Soit la fonction f: x ——> ':-"_‘:;'_],

10 Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans P.
28 Déduire du 1° I'étude et la courbe représentative 1" de la fonetion :

1
g: Kl——hxl-:l \/1-]—1.

: : x2 4+ 4x—3
_+ 54 Soit la fonction f: xr—> = el

1¢ Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans P

2° Soit k un nombre réel.
Discuter, suivant le réel k, le nom
d'équation : y = k-
Dans le cas o il ny a qu
I'isobarycentre de O, Ay, By
Quel est I'ensemble des point

bre de points d'intersection de € et de la droite

e deux points d'intersection A, et B, on désigne par G,

s G, de P lorsque kdécritR?

Famille de fonctions.

55 Soit m un nombre réel. .4
mx? + (m—B)X T ! o4 |5 courbe représentative

L mx — 2

Soient la fonction i :

C,def, dansP.
1o Déterminer m de maniére que fa
20 Soit m, le réel obtenu dans le 1e.

admette des extrema relatifsen 1 eten 3.
Etudier Ia fonction /i, ettracer G-
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56 Soientaetbdeux nambrasréa_ls. 2
Soit s Tenction fos: X 2Tl . sw‘l T i i R et déterminer les fo
10 Démontrer que f,p €St deux fois dérivable sur X @ nctiong

] M
fz? Q::||:ﬂ:;t parmi les fonctions données, celle dont [a courbe représentative ¢
i1y
passe par le point A de coordonnées (i et admet au point d'abscisse O une tan.
0

gente paralléle a la droite d'équation : ¥ = x?

On appelle cette fonction f. %
3¢ Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans P.

57 Soient b et ¢ deux nombres réels.
J x4+ bx+cC
Soit la fonction f: X —> x__—_—z o T §
19 Déterminer les réels b et ¢ pour que Ia fonction f admette en O un extremum égal
ao.
Dans la suite du probl@me, on considére les réels b et ¢ ainsi trouvés.
20 Etudier alors la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans P.
30 Sait /m un nombre réel, Déterminer le nombre de points d'intersection de C et
de la droite D d'équation: y = m.

58 Soit a un nombre réel non nul.

Soient la fonction f, : x —> x + a cos x et C, sa courbe représentative.

1 Démontrer que C, admet une direction asymptotique; ¢, admet-elle une asymp-
tote ?

2¢ Etudier la fonction f, et tracer C;.

3¢ Etudier la fonction 7_, ettracer C_,.

40 Que peut-on dire des courbes C, et C_, 7

59 Soit ¢ un élémentde 0, n[.
(x* —1)cos ¢ + 2xsin ¢
x2 41
Etudier la fonction £ et tracer sa courbe représentative C dans P.

Soitla fonction f: x —>

60 Soit a un nombre réel non nul.

b §
28 —x
1o Déterminer, suivant le réel a, 'ensemble de définition de f,.
2° Etudier, suivant le réel a, la fonction £, et tracer sa courbe représentative C, dans P.

3¢ Déduire du 2° la courbe €] d'équation: y= — x i.t_
\f a—x

4¢ En déduire I'ensemble 1" des points M de P dont les coordonnées (:) satisfont 8:
X(x% + y2) = 2 ay2. y

Soitlafonctionf,: x — x

61 Soit 8 un nombre réel.

Soient la fonction f,: X —» ax 4+ 24/1 — x2 et €, sa courbe représentative:
1° Etudier, suivant le réel a, la fonction f,.

2° Tracer les courbes Gy, G, C_,.

B




8 PRATIQUE DE L'EBTUDE D'UNE FPONGTION

62 Solem
ent a ot b deux nombres réels strictement positifs
Soit la fonction POl X3 - ax + 8
i X = bx + b
1° Etudier, suivant las réels a et b, la fonction f
2° Tracer la courbe représentative ¢ de £, e
B 3«

3° Tracer la courbe représentative ¢’ de :‘:5

22

63 Soita un nombre réel non nul,

i i . a
Soient la fonction £, : x — \/a sl €, sa courbe représentative.

1o Etudier, suivant le réel a, la fonction fas
2° Tracer les courbes G, et C_,.

64 Soient a et b deux nombres réels non nuls,

Soient la fonction f£,,, : x —> a(x + ‘t_’) at
X

1° Etudier, suivant les réels a et b, la fonction fosan
2° Tracer les courbes C,, , Cy, 1 C_y.4 C_,

C,.» 88 courbe représentative,

65 Soit @ un nombre réel non nul. Soient la fonction f, ; X —» X \/:—I:
et C, la courbe représentative de /, dans P,
1¢ Etudier, suivant le réel a, la fonction f,.

2° Tracer les courbes C, /5 Coy/i Gy.

. X—a

66 Mémes questions que pour le n° 65 avec la fonction f.: X +—> X \/x e
67 Soit 2 un nombre réel strictement positif.
2x3 + a°

5%3 et C, sa courbe représentative.

Soient la fonction f; : X —>

1e Etudier la fonction £,.

2° Tracer la courbe C,.
39 Dé&montrer qu'il existe une homothétie A, de centre O et dont on déterminera le

i it la courbe C,,
rapport, telle que I'image de C, par h, soit \ a
4°ppDétarmin:r I'ensemble des points des courbes G, ol €, admet une tangente de

52 # *
vecteur directeur / lorsque a décrit R%.

68 Soit ) un nombre réel non nul.

— x4+ 4x2+ A ot C, sa courbe représentative.
Soit la fonction f @ X +—7* X2

1o Etudier, suivant le réel 3, 12 fonction_&:
20 Démontrer que deux courbes @, distin
30 Tracer les courbes C; etC-a.
4¢ Déterminer I'ensemble Eq des fn:unta
paralléle 3 Ox, lorsque A décrit R".

ctes n‘ont aucun point commun.

M des courbes G, ol €, admet une tangente

x
i rbes G, de coordonnées ( )
o Déterminer 'ensemble Ez des points M des cou A .

a décrit R". .
‘;JB 3? : :i(:;:;:'::r::::itda E, par une transformation géométrique simple.
mon 2

24

e



89 Soit 3} un nombre réel.

x? — AX

: — 3. la eourbe repr
Soient la fonction A1 x — =3 o Cilacourbe représentative de f,
dans P . |
1° Déterminer I'ensemble des réels X tels que la fonction £, admette un maximum
relatit M et un minimum relatif m. . ‘
Calculer le produit Mm et démontrer qu'il s’exprime d'une fagon simple en fonction .
de L
2¢ La fonction £

der?
3° TracerlescourbesC, €, €C_, €,

peut-elle admettre un seul extremum ? Si oui, pour quelles valgyrg

70 Soit m un nombre réel.

mx —1)(2 — x)
Soient la fonction £, : x - ( - }—{x - et €, la courbe représenta.

tive de f., dans P.

1° Démontrer que, pour tout réel m. la courbe C,, passe par un point dont les
coordonnées sont indépendantes de m. (9)

v

2° Ewudier, suivant le réel m. la fonction i 4
3° Tracer les courbes € _, ¢y, €,

7 Soit r un nombre rationnel.

Soient la fonction £ : x ., X : 4 et la fonction g,: x —» * —2.\' .
Soit C, (resp. T',) Ia courbe représentative de la foncti

on f, (resp. g,) dans P.
1° Déterminer, suivant r. F'ensembl

e de définition des fonctions f.etg,.
2° Tracer les courbes G ¢ Iy Iy

3¢ Déterminer I'ensemble des rationnels tels que la fonction £, (resp. g,) soit
monotone sur son ensemble de définition.

4° Quand €, (resp. I',) passe par le point O, déterminer la tangente & C, (resp. I',)
en Q.

5° Démontrer que, si s est strictement négatif, il existe une droite qui passe par O
et qui est asymptote 3 C,etarl,
6 Tracerc , ¢, ¢, T,

2 3 2 2

72 "Soitla fonction £

1

1+ x

Saient n un entier naturel non nul et la fonction A
1° Démontrer que I'on 3 :
FxeR - {—1), (£ (x)
2° Etudier la fonetion foe
admet-elle un ce
3° Etudier,

X —

x!‘l
X 1+x

=1=1(x) et f(x) = x — 1+ f(x)).

t tracer sa courbe représentative C, dans P. La courbe €
ntre de symétrie ?

suivant |'entier naturel n, Ia fonction 7,

73 Soitaun élément de 10,

=[.
Soient |3 fonction Ko

Xx2c s -
Xy x:iﬂzx c2:( + cos & et €, la courbe repré
Sentative de 7, dang p. W+

= N N

1° Etudier |5 fonction fr et tracer Ia courbe €,
x x
a
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& PRATIOUE OF L ETUDE O'UNE FONCTION

| i beng due lon a

yoe il yreln (L4120 0 ~/(x)+130),
ol par suite Yoo )0 nl yreD,. —1C7x0<1
Las rdwle 1 ot 1 sont ils atieints par 1,7 Si ou pour quels réels x7

Que peul on en conclure pour lintersection des courbes €, ?
e Bt fong q
3% Frudier la fonction 7, Donner le tableau de variation On ne demande pas de

construire la courbe U, mais on pourra, en quelques mots, comparer son allure &
ool de la courba (¢,
i

4% a) Sownt B, le point d'intersection de €, et de I'axe Oy et D, la tangente & €
enB, ‘
Démontrer que lintersection de €', et de D, a deux éléments : le point B, et un autre
point, appelé M,

Déterminer, en fonction de 2. les coordonndes do M,

&) Quel est [ ensemble des points M, lorsque # déarit I'intervalle ]0, =[ ? Le dessiner
dans P

¢) Détermuner lensemble des points du plan P par lesquels il passe une seule droite

D,. Le dessiner dans P
(D"aprés Baccalauréat 1971.)

74 A chagque entier naturel n non nul. on associe la fonction f, qui, & tout nombre

réel stnctemen! posstif x assocw le nombre réel '; :,-j Soit €, la courbe représen-

tative de 7. dans P

1° Etudier les fonctions £, et /; et tracer les courbes C, et C;.

2° Pour n strictement supérieur b 2. étudier la fonction /, et en particulier : sa conti-
nuité: son sens de vanation (on désignera par x, le réel pour lequel /, 8 un minimum);
les limites éventuelles de 7, en + oo et A droite en O; I'existence, suivant I'entier n,

d'asymptotes & la courbe C .

Tracer C,.
3¢ Erudier l'intersection des courbes C_ et C,, pour deux entiers distincts n et n’.

En déduire que toutes les courbes C, passent par un méme point B dont on précisera

les coordonnées.

On suppose que l'on a:
tif x, lesréels 7.(x) et [, (x).

En déduire la position relative des courbes C, 6t Cy,.

n < n'; comparer, pour tout nombre réel strictement posi-

(Baccalauréat 1972, partiel).
L]



1.1

9. _
Fonction vectorielle

d'une variable reelle

Dans ce chapitre, nous étudions une généralisation des fonction
numériques d'une variable réelle, puis nous appliquons les résultagg

obtenus & I'étude de la cinématique.

1. Fonction vectorielle d’'une variable réelle.

Dans ce paragraphe, nous désignons par E un espace vectoriel réel euclidien de
dimension finie n. Si u et v sont deux vecteurs quelconques de E, nous notons

- - - -
u.v le produit scalaire de v et de v et " u " la norme de wu.

Définitions.

DEFINITION : Soit D un sous-ensemble de [R. On appelle fonction vecto-
rielle d’une variable réelle, définie sur D et & valeurs dans E, toute applica-

tion f de D dans E.

Lorsqu'il n’y a pas de confusion possible, on dit simplement fonction vec
Ona:

torielle.

f: D—E
t — F(1)
L'ensemble D est I’ensemble de définition de 7.
Soit B = (E,, ;,.,) une base orthonormée de E et, pour tout réel ¢ de D,
(ft (f} ns nuMEriqués
fa(2)
fy. ..., T, sont les fonctions composantes de f dans la base $. On a:

soient

) les composantes du vecteur f (t) dans la base B. Les n fonctio

yzeD. 7= fie
i=1
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1.2 Soient D un sous-ensemble de IR

9. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLE

Exemples.
1 Soit v un vecteur non nul de E; I'application f définie par :
f: R —» E

& L 2
v — (P4 3)v
ast une fonction vectorielle définie sur IR.
ay
Sorent (a ) les composantes de v dans une base orthonormée & de E. Les n fonc-
-
tions composantes de f dans B sont les n fonctions numériques :

t _" (r2+3)31

t — (82 + 3)a,.

2 Supposons que E soit de dimension 3 et considérons une base orthonormée

- e

@ =(ij k) deE

. - 1 = -
La fonction f : £ r——> 2/ + (t — 1)/ + t3k est une fonction vectorielle définie

sur IR*. Ses trois fonctions composantes f,, f,, f3 dans 3 sont:

f| y { — -
t

.f;l: ft —» t— 1

fa: t+—> 13

Nous remarguons gue I'ensemble de défini

de définition respectifs de ses fonctions composan

tion de f est l'intersection des ensembles
tes dans la base 3.

jons vectorielles.

Opérations sur les fonct
mble des fonctions vectorielles définies

et F lI'ense

sur D.

e 7 est muni d'une addition : si f et 5 sont deux éléments quelconques de F,

leur somme? S 5 est définie par :

F'f'at D— E
t— F(t)+ g(0)

® F est muni d'une multiplication par un réel 1 sif estun élément quelcongque de &

et si ) est un réel quelconque, le produit 3 f est défini par:

-

t — A (1)

hacune des propriétés de I'addi-

* Il résulte de la définition de ces deux lois que € o e
I'addition et la multipli-

Yon et de la multiplication externe de E est vérifiée aussi par
Cation externe de F. On a donc le résultat suivant:
e
DL'ensemble des fonctions vectorielles définies
“ Te R est muni d'une structuré d'espace vect
ultiplicati
_'plication externe.

sur un méme sous-ensemble
oriel réel par |'addition et la
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o I st commode, dans certains cas, d'introduire la fonction numérique f'.a défin;
Ia

par :

75 D—R
t s F(). g(t)

n

_ ; = ,
" (51) et ( ‘) sont les fonctions composantes respectives de f et daE dang
fa

une base orthonormeée (51, e,,) deE, ona:

jeen, (1.9 =D £0g/
i=1

ATTENTION : L'application qui, a tout couple (? ﬁ) de F x F, associe ?‘En'est

pas un produit scalaire car ?.E est une fonction numérique et non un réel,

Exemple.

Supposons que E soit de dimension 3 et considérons une base orthanormée (J. /. )

de E et deux fonczmns vectorielles f et g définies respectivement par :
t+ 1+

F: t —
> 1
g:tu——r(t+1];+-——i-;+tk

L‘intersection des ensembles de définition de l' et de ; est: — {0, 1}. On a donc:

jreR—{0.1} (f+g)(r]—((r—1)r+'+1) ({t+1)r+——+1f+tk
Z—t+1> 24+t4+1+
=207 +° =g R—g
yre R — {0}, (EF)(:}=3(::—1}E’+‘_+_1E)
=30 —1) +3. —+12
> > = 1
jteR—{0.1), (f-y)(t}=(t—1)(r+1)+o,_r_’_1+.l.|.’__";__,;
=12—1+t+1
=124t
Continuité.

Boule de centre u et de rayon r.

1.3 Soient z un vecteur de E et r un réel strictement positif. s
Nous appelons boule de centre & et de rayon r 'ensemble des vecteurs vdeE!

que l'on ait : “v— u||<:r.
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®. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLE

Example.

Supposons que E soit un plan veoton

de ce plan vectoriel, el ot considérans une base orthonormée (F- J?)
- ..' =
Posons v = 2/ 4+ / et appelons J la boule de centre r: ot do rayon 1

Soit v un vecleur qualcuana de E d
» Q8 compo
posantes ( ) dEI'IS la base (a‘,f} Ona:

(ved) == (lv-d] <1) < (I /
=> (ltx = 27 + (v = 1)f]| < 1)
<> (V=273 =172 <1) <= ((x= 22 + (r= 112 <1).

Par exemple, pour le vectam.ﬁ_ I . (5 2
. 4 2’+"°““- (5—2) +(1-—-1)2_}-

pour le vecteur 4/ + i}: ona: (4—2) 4 (1 _1): 16

2 — -El

; Er &
. ’ r > 1+
Nous en déduisons : 5/ +jed et 4/ 4 ij zJ.

Soient P un plan affine associé & E et O un point de P. Appelons U le point de P

défini par: OU = wu ! les coordonnées de U, dans le repére (O, ff) sont : (12)

L'ensemble des points M dont les coordonnées (‘:’) dans le repére (O, ?f) satisfont

a: (x—2)2 4+ (y — 1)2 < 1estledisque ouvertde centre U et de rayon 1.
La boule J est donc I'ensemble des vecteurs de E tels que les extrémités des bipoints,
d'origine O, qui représentent ces vecteurs, appartiennent au disque ouvert de centre

U et de rayon 1.

uverts de [R; elle

n d'intervalles 0
con analogue &

vectorielle de fa

de E généralise la notio
e fonction

Cette notion de boules ’
permet de définir la continuité d'un
celle d’'une fonction numérigue.

Continuité en un point.
inter-

jielle définie sur un

rs dans E etlo un élément de D .
poule J de centre f(to).

F(1) cJ, c'est-a-dire :
H) — ol <€)

[

1' =
Y DEFINITION : Soient 7 un
'.""' ouvert non vide D de IR,

f est continue en o si et seuleme
W existe un intervalle | de centre fo

t:_ﬁl, jaeR:, YteD. (qe—to

e fonction vector

A valeu
nt si, pour toute
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1.5

.

Enemple.

Repronons lexemple 1 du paragrophe 1.1 ot dédmaonirons que f est Contingg en 1

Ona  yYrelR f.{f] w (14 .!Il; el par suite .0"{1] Ay

Le voctaur v n'est pas nul, on a asussi |v “ # 0
Déamontrons alors la proposition suivante ;

VeeR; JueR: yreR, ((Jr=1]<a) = (|| (2 4+ Hv=a7v]l<,))
Sowent done ¢ un réel strictement positif et f un réel quelconque. On a -

Iz 43y —av]l =l =il =je=1 o)l =11 lle+ 1|7,
Imposons la condition: a < 1. 0n a slors ;

(Jt=1]<1) =t (1<t =1<1) =p (1 <t+1<3

=3 (|t+1]|<3)

= (=L ertfflvll<ape—1 | vf).
Pour avoir |t =1 |.| ¢ + 1 i";“ < e. Il suffit done d’avair 3";“ lt=1]< i
ce qui équivaut & [t — 1| < - ---‘,- -
el
On peut donc prendre pour a le réel inf (1, -—‘T—)-

aflvll

Remarques : 1. Toute fonction vectorielle continue en un
un intervalle de centre ¢,.
2. On peut définir, de facon analogue a ce qui a été fait pour les fonctions numé-

riques, la notion de continuité A droite (resp. & gauche) en un point pour une fone-
tion vectorielle.

point f, est définie syr

Le théoréme suivant permet de ramener I'étude de la continuité d'une fonction

vectorielle a celle de la continuité de ses fonctions composantes, Nous |'admettons
ici, mais nous en proposons une démonstration en exercice.

THEOREME : Soit f une fonction vectorielle et soient fi, .... f, ses n fone-
tions composantes dans une base orthonormée de E. Soit 7, un réel de
I'ensemble de définition de
équivalentes :

1. f est continue en ¢,.

2. Les n fonctions numériques £,

f. Les deux propositions suivantes sont

... f, sont continues en ¢,

Exemple.

Reprenons I'exemple 2 du paragraphe 1.1 et démontrons que f est continue en
tout point de R*.

1+ » -
Ona: yteR", ?{:1=;:+ (t— 1)/ + 2k

Les trois fonctions composantes /y, f,, f; de 7 sont respectivement définies par:
1
iy dtr—s o fz.' t—s =1 fa'f"‘—btau

Chacune de ces fonctions numériques est continue en tout point de IR" et par svite:
il €n est de méme daf
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FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REFLLE

rmpﬁé‘tés .

ales propriétés suivantes :
——— e

1.6 0"

Saient Iy un réel et ;’ et 5 deux
PI soit A un reel.

N

fonctions vectorielles continues en to;

Alors les fonctions vectorielles 7 + g et 27 sont continues en ¢,
s en 1,

cette propriété est une conséquence immédiate du

du théoréme 1.5 du chapitre 5. théoréme 1.5 de ce chapitre et

P Soient fo un réel, ¢ une fonction numérique continue en to et f une fonc-

tion vectorielle continue en o (¢,).
Alors la fonction vectorielle f ¢ ¢ est continue en fy

Cette propriété est une conséquence immédiate du théoréme 1.5 de ce chapitre
et du théoréme 1.7 du chapitre 5.

. > -
P3 Soient o un réel et fet g deux fonctions vectorielles continues en .
Alors la fonction numérique 7. g est continue en fo.

Cette propriété est une conséquence immédiate du paragraphe 1.2 de ce chapitre
et du théoréme 1.5. du chapitre 5.

Limites.

Dans ce paragraphe, nous généralisons I'étude faite dans le paragraphe 3.6 du

chapitre 5.
Soit f une fonction vectorielle définie sur un sous-ensemble D delR, 3 valeursdans E

et soit / un vecteur de E.

Nous considérons, pour I'ensemble d
tuelles :

o celle des intervalles épointés de centre un réel fo de D;
s celle des intervalles de la forme 1to — . &o[ ol Zo appartient abD;
o celle des intervalles de la forme 1tg, to + @[ ol to appartient aD;
¢ celle des intervalles de la forme ]b, + oo[:

® celle des intervalles de la forme ]— oo, 8[. -
Soit ¥ I'une de ces familles. Si D contient un intervalle de J, on peutddc:nn;r .
Seéns & I'expression f a pour limite 7 suivant la famille de départ F * de la fag

Suivante -

e départ de 7. les cing familles de départ habi-

—

"7 ey s g f ' ctorielle définie sur un so
NI : fonction ve
merlmsmpsa i oit 7 une famille de départ telle que D

us-ensem-

ble D de IR et / un vecteur de E; soit
Contienne un intervalle de cette famille:

o dit que fa pour limite f suivant la f ?
:ﬂem’ pour toute boule J de E, de centre /,
amj o

—ille 7 tel que : f(I)cJ.

amille de départ J siet si seule-
il existe un intervalle | de la

I—
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Si F n'est pas désignée explicitement, nous notons, de fagon analogue au pag,.
graphe 3.6 du chapitre 5 : lim 7 = / ou méme, sl n'y a pas de confusion possip|g
lim 7 = 1. . .

Si § est désignée explicitement, on emploiera des notations analogues & celleg

utilisées pour les fonctions numériques. .
Ainsi, si £, est un point de D tel que D contienne un intervalle épointé de centre to

on obtient la définition suivante :
f a pour limite/ent, ou f(t) tend vers/ quand ¢ tend vers{, si et seulement s

pour toute boule J de E, de centre /. il existe un intervalle épointé | de centre ¢, te|
que l'on ait : ?(I) cJ, c'est-a-dire :
yeeR:, JueR3, yeeD, (0<|t—tol<a) = (7 =7l <))

On note alors @ lim f=1 ouencore limf(t) =/
lo t-»lg

Exemples.
1. Reprenons I'exemple 1 du paragraphe 1.1 et démontrons que Fona: limf = v,
0

c'est-a-dire :

yeeR;, jaeR], yeeR ((0< |t <) = (l 2 +3)v =37 < o).
Soient donc < un réel strictement positif etz un réel quelconque.

On a: H (r!+3)3—35[l='|]r23]|=12||5|| et par Sliiti.:

(2| vl <o) «— (f“‘”_zn) "‘=_"_(“|< \/llzll)

On peut donc prendre pour « le réel —:——
(K

2. Supposons que E soit de dimension 3 et considérons une base orthonormée
> = > — >
(.-L I k) de E. La fonction Fit—s £—272 f+ t—-—:—1 ; est une fonction vecto-

.

rielle définie sur IR*. Démontrons que 'ona: lim f=t+ f c'est-a-dire
+ o

VEE'RL-!bERerﬂ'-((wb) :( ’;ZF+'T1F—£—E <‘))

Soient.donc ¢ un réel strictement positif et t un réel quelconque non nul. Ona:,

t—2> t+1= i t—2—1t+ t+1—1t=»
e vog Lot =” 2t T/
1> 1= 1/ = 117 =71
= i——:+?f =|;(;‘—-:) ;|||z""’|

Le vecteur / — 7 estnon nul; il en est donc de méme de sa norme et par suite, on 8
> *
(Hl"i—-?"{:)qzr(ll < ,E+) =D (|:|>||_f:.’_“)
17 =7l .

t
On peut donc prendre pour b le réel ]_lf- :"
E .

Les trois fonctions composantes £, f2, 5 de f dans la base (? ; H sont !

hy ts it . t+1
1 T, fz.tr—-—h‘-ﬂ-t— fa: t—»0
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9. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLE

. 1
o Imf = = i e .
etona -:m 1 =3 -i::f'""' 2,:,3=0’

Nous remarquons que le vecteur : / = .

3 T/ limite de f en + oo a pour compo-

santes les limites respectives en + co des fonctions composantes de 7.

pe fagon générale, nous admettons le théoréme suivant -

— Z - .
8 THEOHEME : Soient f une fonction vectorielle définie sur un SOus-

ansemble D de R at’f un vecteur de E soient /... 7, les n fonctions
|

composantes de f et (! ) les composantes de /, dans une base orthonormée

n

de E. Soit 7 une famille de départ telle que D contienne un intervalle de
cette famille.
Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Ii:"l'li:i
(2) 'EGH, n]. |i.;'l'l ;=1

Exemple.
Supposons que E soit de dimension 2 et considérons une base orthonormée (:. ;)

de E. La fonction f : t+— |+l;+ (2¢2 - 1)/ est une fonction vectorielle

définie sur IR* ot ses fonctions composantes, /, et f;, dans la base (7., ) sont ;
t: fr-—r]—:—[ et f: tr—r 212 -1,

Ona:

limf, =1 ot lim/f; = —1

0 o+

limf, = —1 ot lim/f;=—1

0 0 : i
. _ -_"_'__'.' lul'ﬂi‘-"‘—-,'

ot, par suite : lll:ﬂ =y

/, nen a
La fonction vectorielle / n'a pas de limite en 0 car la fonction numériqus

pas.

> f
Remarques : 1. Il résulte du théoréme 1 B, &5 T‘ua SUiv
de /. soit admet une limite infinie, soit n‘admet pas de HMie.

g tamille.
% dépan donnée, alors / n'admet pas de limite suw;mu?t:f::t un réel de l'en-
2 Il ésulte aussi du théoréme 1.8 et du théoréme 1.5 Gue

vantes sont équivalentes .
ble de détinition de 7, les deux propositions suivan

:;l f est continue en [,
“) h:‘ f=f(t,)

onctions composantes
ant une famille

fonctions vectonelles, tous les

Lo théoréme 1.8 permet de transposer. pou:'::. dans les paragraphes 38 a
Wultats syr o opérations sur les limites nu

124u chapitre 5.
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Dérivée.

Dans ce paragraphe, nous généralisons 'étude faite dans le paragraphe 1.2 qy
ans ¢© .
chapitre 7.

——

1.9 DEFINITION : Soit 7 une fonction vectorielle définie sur un intervalle
" ouvert non vide D de R.

Soient {, un pointde D et/ un vecteur de E. L
On dit que f est dérivable en t;, de vecteur dérivé / si et seulement sj |5

, o PO = o) _ g
proposition suivante est vérifiée : ‘I“I:t:: f—t, .

Exemple.
Reprenons |'exemple 1 du paragraphe 1.1 et démontrons que la fonction
Fo:otr— (124 3);' est dérivable en 0, de vecteur dérivé le vecteur nul 0 de E,
Cherchons pour cela la limite éventuelle en 0 de la fonction vectorielle
f(1) — 7(0)

z .
Soit donc t un réel quelconque non nul.

i) —F(0) (2 +3)v—3v

Ona: : = :

o

>
=tv.

vy )
Soient ( ) les composantes de v dans une base orthonormée & de E. Les fonctions
‘"n

f(t) — F(0)
t

t | e t'l"-|
composantes de : ’

sont donc :
t— 1v,
5 * *
De la proposition: (i€ {1,....n}, limty, =0), ilrésulte que'ona: limtv =0,
t+0

=0
ce qui démontre le résultat.

E 2

Remarquons encore que, chacune des fonctions composantes £, ... 7, de f dans
.

B est dérivable en 0, de nombre dérivé égal 3 0 et que le vecteur dérivé de f en 0

»>
a pour composantes le nombre dérivé en 0 des fonctions composantes de f.

De fagon générale, on a le théoréme suivant :

1.10 THEOREME : Soient 7 une fonction vectorielle définie sur un sous-ensem-

ble D de IR et / un vecteur de E; soient f,, ..., f, les n fonctions composantes

- ’1
de f et L ) les composantes de / dans une base orthonormée de E.

n

Soit t{; unréel de D,
Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) La fonction vectorielle f est dérivable en to, de vecteur dérivé /.

(2) Pour tout / de {1, ..., n}, la fonction numérique f; est dérivable en or
de nombre dérivé /,.

—
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pemo nstration

j est dérivable en &,, de vecteuyr dérivé / g

. r v S e‘t se .
0 =) _ 7 ulement sj on 4 ;
Hﬂ: T '
I.I [\]

Soit t un réel quelconque de D — {to}.

ourtoutentieride {1, ... nl |5 jém . )
P . N}, la jéme COmposante dy vecteurf(_{)_:_ﬂﬁ:_)

f,.' f) = fi'(rf)) -  — o
est -—(—;r‘}— et celle de / est /. 0
Il résulte donc du théoréme 1.8 que l'on a :
f(t) — (to) )
——3 =1] < |yi () — £
Tt (UJE{'I,...,H},ET;\_I_(_)F___:;_(_@}-:’!)‘ .
9 — tp

Remarques : 1. Des théorémes 1.5 et 1.10 ge ce ch
chapitre 7, il résulte que toute fonction vectorielle dériv
en ce point; mais la réciproque est fausse,

2. Sif est dérivable en tout point de D, on défini i y B
! ' nitla fonction dérivée 7
de fagon analogue & ce qui a été fait pour les fonctions numéric;ﬁese ey

Il résulte du théoréme 1.10 que, si 7, ..., f, sont les fonctions composantes de £
dans une base orthonormée (e,, ..., &,) de E, on a :

apitre et du théoréme 1.5 du
able en un point est continue

jteD, (1) = Zf;(r] 2

i=1

3. On définit aussi, comme pour les fonctions numériques, la fonction dérivée
nme, notée £»), de f sur D.
Si fin) existe, on dit que 7 est n fois dérivable sur D.

Exemples.

> >
Supposons que E soit de dimension 3 et considérons une base (:{ k) df. E.
1. Soit la fonction vectorielle F s t— (t—=1)74+ (22 +1)j+ Ok
La fonction F est définie et dérivable en tout pointde R eton a:

WeeR, 7()=1+ 4t + 3tk

On a aussi : R
fteR, 7() =0+ 4]+ 6tk=4/+6tk
yteR, 7i(t) =0+ 6k=6k b *
I'HEN—-[O,1,2*3}, H!EIR, fim [t)=0.. R
2. Soit la fonction vectorielle f: t—> (sin 21]{ +d <oyl
est définie sur IR et indéfiniment dérivable en tc::ut point de

Ve R, ?’(t)=(2005211?+i—-ZSiﬂ?l«')I o
=2sin(2t+§)i+2¢os(2t+2)f , N
et: ynelN*, YyreR fim (1) = 27 sin(2£+n1—;)i +2"cos(2t+n§).r-

¥

(cuszr}}: La fonction f
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Propriétés.
roprigtés suivantes :
un réel et f et g deux fonctions vectorielles dérivables en to:

P1 Soient o
soit  un réel.
Alors les fonctions vectorielles
(F + 5) (to) = F'(to) + &' (t0)
(F) (to) = A (to)
Cette propriété est une conséquence immédiate du théoréme 1.10 de ce Cha—l;i?é
et de la propriété P, du paragraphe 2.2 du chapitre 7.

i

f+ get a f sont dérivables en £, et I'on a -

——

P Soient t, un réel, f une fonction vectorielle et ® une fonction numérique,

dérivables en {o.

Alors la fonction vectorielle cp?: t — (1) ?(r) est dérivable en ¢,
etton a: (¢7) (to) = @' (to) F(to) + @ (to) 7 (to).

Cette propriété est une consequence immédiate du théoréeme 1.10 de ce chapi_t,_e
et de la propriété P; du paragraphe 2.2 du chapitre 7.

P3 Soient t, un réel, @ une fonction numérique dérivable en Z, et f une fonc-
tion vectorielle dérivable en ¢ (fo).

Alors la fonction vectorielle ?otp est dérivable en fy et 'on a :
(Fo) (to) = ¢'(t) F' (9 (t0)).

Cette propriété est une conséquence immédiate du théoréme 1.10 de ce chapitre
et du théoréme 2.4 du chapitre 7.

P Soient ¢y un réel et f et §r deux fonctions vectorielles dérivables en fo.
Alors la fonction numérique ?.E est dérivable en iy etl'ona:
L oY - - - -
(.9) (to) = F(to) .9 (to) + (t0) .G (o).

Cette propriété est une conséquence immédiate du paragraphe 1.2 de ce chapitre
et de la propriété P; du paragraphe 2.2 du chapitre 7.

Application a la recherche de tangentes.

Dans les paragraphes suivants (n°s 1.12 & 1.18), nous supposons que I'espace

Eecm"‘e' E est de dimension 2 ou 3 et qu'il est orienté; nous désignons par 5 une

r:::r:'f(ﬂgte Ege EI' par & un espace affine associé a E, par O un point de & et par R e

(e, . B). Toutes les coordonnées (resp. les composantes) des points de
P- des vecteurs de E) sont données dans ce repére (resp. cette base).

Soit f u - . .
ne fonction vectorielle définie sur un sous-ensemble D de R. Appelons

C I'ensemble des points M — g
de D parf. de & tels que le vecteur OM appartienne 2 I'image 7 (D)
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¢=Meb|JteD OM =7 ()

L

L ensemble U est appelé I'indicatrice de 15 fonction vectorielle 7

c st de dimensi 50i orielle f r i

gi £ estde dimension 3, soientf,, £,, f, les fonctions composantes de  d B'Tt“’e 5
e f dans la base 3.

Soit alors M un point quelconque de §, de coordonnée (‘)
" S y L

Ona: “
X=Ff(t
(M € C) < (]te D, (y= f;Ef;)
Z = f3(t)

On dit que l'on a une représentation ;

a paramétrique de I'indicatri
repére R; le réel Z est le paramétre et le point M est le point de aralr':::f i
on donne une définition analogue si E est de dimension 2 . &
Remarque : Dans les exemples que nous r T
Remarque : S 105 exe encontrerons, I'ensemble C
en général & la notion intuitive de courbe du plan ou de I'espace i

Exemples.

1. Supposons que E soit de dimension 3.
Soient a, b, ¢ trois réels. L'ensemble € dont une représentation paramétrique est:

X=a a
y = b est réduit au point de coordonnées (b)
¢

=&
2. Supposons que E soit de dimension 2,
L’ensemble C dont une représentation paramétrique, de paramétre f, est :

[— X )
i _ ;2 est I'ensemble des points de & dont les coordonnées (y) satisfont a :
y = x2, cet ensemble est une parabole.

Remarquons que : = :':2 est une autre représentation paramétrique, de para-
y — |

métre ¢ de la méme courbe.
dimension 2.

3. Supposons que E soit de ) )
L'ensemble € dont une représen[ati{)n paramétrique, de paramétre f est :

X
= i i a:
s mble des points de & dont les coordonnées (y) satisfont

est 'ense
O et de rayon 1.

y=sint
x2 4 y2=1; cet ensemble est le cercle de centre

On a aussi la définition suivante :
ielle définie sur un sous-ensem-

1, - -
. DEFINITION : Soient# une fonction vector Sy ot =f(t}}'

ble D de R et C I'ensemble défini par - C= {M et | ] ;
ne soit pas égal au vecteur

Soit ¢, un point de D tel queF(Io} ex;itr: :t
; i F 5 m ' >
ul de E; soit M, le point de C de para ? directeur F'(fo). est

cteur
:Jan dit que la droite D, passant par Mo ok des
Ngente en M, a C.

—
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1.14

Soientz un réel de D, distinctdefo et M le pointde C de Paramatre
as : 1 >0I _

nm'_'_rQU..-;-- dérivable en t, et par suite, elle est continue en . Les coordgy,.
n f est denv 0

s celles de My quand ¢ tend vers t,. D'autre part,
MM = F(t) — f le vecteur 1) ="{to) est
i résulte de I'égalité : MM = f(1) — f(to) que le ve t— 1y un
I
| directeur de la droite (MgM). Les coordonnées de ce vecteur tendent Vers
vecteur air

f i de la tangente en Mo a e, quand ¢ tend
es du vecte rf' g ]. vecteur dlr&cteur :
cell ol || f‘Sl:h: du( ;aragrap e 16 du Chapltfe que la tallgﬂnte en Moa G est
Vers o~ e h ?

Ls.
la position limite de la sécante “1,M quand ¢ tend vers to

La fonctio
nées du point M tendent donc ver

2. Supposons que E soit de dimension 2. Dans le paragraphe 1.7 du chapitre_?,
nous avons introduit la tangente 3 une courbe d'équation y = f(x) en un point
M, d'abscisse x;, tel que f* (xo) existe. Une telle courbe peut étre considérée comme

. " x = x
I'ensemble C dont une représentation paramétrique, de paramétre X, est: y = F(x),
> *
fonction vectoriellsﬁ: X— xi+ f(x)/.
il en est de méme de get on a- g(Xo) =7 +F(x)] Le
vecteur g'(xg) est donc non nul; I'ensemble G
point My, qui est la droite passant par M, et de v

la droi . PO X — Xg 1 - . . ;
a droite d'équation : V=Y  Flxg) | = 0, ce qui équivaut a-

¥'="Yo + (x — xo) f'(x,). On retrouve donc I'équation de la tangente obtenue dans
le chapitre 7. Nous allons étudier avec plus de Précision, trois exemples.

c’est-3-dire I'indicatrice C de la
Si f est dérivable en Xo,

admet, par suite, une tangente au
ecteur directeur g’ (x,), c'est-a-dire

Cercle.

Supposons que E soit de dimension 2.

® Soit R un réel strictement positif. L'ensemble ¢ des points de & dont une représen-

X=Rcost

tation Paramétrique, de paramatr .
' e 1, est : s s points
Y = R sin ¢ ©St I'ensemble des p

de € dont les Coordonnées
centre O et de rayon R.
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8. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLE

o S ¢ estun reel quelconque et g M est le

point de € de Paramétre ¢, on a alors -

angle (1. OM) = ¢ (27). Le réel ¢ oSt appelé I'angle polaire de M. de péle O

* Soit la fonction vectorielle de IR dans E, définie par
trique de C, On a :

teR,  £(t) = (Rcost)/+ (Rsint) ]
et: JtelR, 7 () =(chs(:+g))}‘+(ﬂsin (r+g))f=?(z+%‘)
et: YreR, ||F(r) ||=R\/cosz(r+§)+sin2(r+§)=n

€1, par suite : ViR, F{r) # 0.

En chacun de ses points M, le cercle C admet une tangente qui est la droite pas-
Sant par M et perpendiculaire 2 la droite (OM).

la représentation paramé-

1 Ellipse,
:

¥ Suppusun . . - 2
S que E soit de dimension 2. e
Oient a et b deux réels strictement positifs. L'ensemble C des points

UNe représentation paramétrique, de paramétre Z, est:
o ot I ble des points
V= b sip ¢ est I'ensem

degd"“‘ les coordonnées (;) satisfonta:
X2

- y2

ki b2 = 1; c’est donc, d'aprés le para-

E;Ephe 1.2 du chapitre 11 du tome 1, une

© centre O.
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1.16

e Soit/ la fonction vectonelle de IR dans E, définie par la représentation paramg.
mquede ¢ Ona: Yre R, F[!] = (acost)i+ (bsint)/

et yreR f ()= (—asint)/+ (b cost) /.

y sint=0
| cost=0
n est pas nul. Nous énongons :

" En chacun de ses points M, I'ellipse C admet une tangente qui est la droite pas-
|[ sant par M et de vecteur directeur f’(t}.

Le systame n‘a pas de solution dans R et par suite, le vecteur ﬁ(;)

' . _|x—acost —asint -0 _
e L'équation de cette tangente est: y — bsint beost| =% € est-a-dire -

(x—acosr}bcost+(y—bsinr)asinr=xbcosr—yasint—ab:u,

: . . Xxcost y sint __xacost ybsint__ _
ce qui équivaut a: T to=—0s + =5z 1=0,
; xacost b sin t
L’équation de la tangente est donc : 22 L = 1=0.

' _ . aco
On retrouve I'équation de la tangente au point M de coordonnées (b gi: i) d

2 2
I'ellipse d'équation : 33 + % — 1 = 0, (paragraphe 1.4, chapitre 11, tome 1).

Hélice circulaire droite.
Supposons que E soit de dimension 3.

Définition.

e Soient R un réel strictement positif et /# un réel non nul. L'ensemble € des points
x = Rcost

de &, dont une représentation paramétrique, de paramétre ¢, est : = R sin ¢
r=ht

est appelé une hélice circulaire droite, d'axe Oz.
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ent £ un réel, M i
e Soi le point de C de parametre ¢ et m Ia projection orthogonale

R cos t

| v 20
de M sur le plan (O. l / ). Les coordonnées de m sont (H sin r) et, par suite, le point

m appartient au cercle de centre O

m spperdiont et de rayon R du plan (0, ; f) et satisfait a :
angle (7, Om) =t (2x).

Ona: OM = Om+ mM et donc: "ﬁﬂﬁ=b?ﬁ+m}|

¢ Soit maintenant M’ le point de C, de !
. ‘ parametre t + 2. L
pectives de M et de M’ sont : + 2. Les coordonnées res

Rcost R cost
M(H sin t) M'(hH sin t )
ht (t + 27)

Nous avons donc I'égalité : MM’ = 2nhk.
La distgnce MM’, égale @ 2 |h|, ne dépend pas du paramétre ¢t du point M.
Cette distance est appelée le pas de I'hélice. Si I'on désigne ce pas par p, on a

l'égalité: | p= 2= |h|

Si h est posit_if, on dit que I'hélice a le pas a droite; si h est négatif, on dit que
I'hélice a le pas a gauche.

Déplacements qui laissent une hélice globalement invariante.

e |l résulte de I'égalité : MM’ = 2nhk que le point M’ est I'image du point M
par la translation de vecteur 2w hk. L'hélice est globalement invariante par cette
translation : I'image d’un point quelconque de C, de paramétre ¢, par cette transla-

tion, est le point de C de paramétre t + 2. _ '
e Plus généralement, soient o un réel quelconque, 7, la rotation d'axe

par le vecteur k, d'angle «  (27) et la translation de vecteur a A k.
Soit £, le vissage égal a rxola
Remarquons que £, est la translation de vecteur

fo est I'identité de &. 1 | s
Soient M un point quelconque de G, de paramétre t et M, son image par 7. oit
m, la projection orthogonale de M, sur le plan P, passant par M et perpendiculaire
3 'axe Oz et soit | I'intersection de ce plan avec I'axe Oz.

Oz orienté

Znhi étudiée ci-dessus et que

/\l
M '| m

b 4
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Le point m, est I'image de M par la rotation de centre | et d'angle o dang Is
plan P onenté par le vecteur k de I'axe Oz

R cost

Les coordonnées de M sont : (R sin r) el par suite, celles de m, sont :
ht

(R cos(f + «)

R sin (t + a)). On a, enfin : m,,Ni,. — « hk. Les coordonnées du point M, sont
ht

R cos(t + a)
alors : (H sin(t + o) )
ht + ha
Le point M, est donc le point de ¢ de paramétre t + o.
L'hélice est globalement invariante par tous les déplacements tels que f,.

C'est une des raisons pour lesquelles ces déplacements ont été appelés déplace-
ments hélicoidaux.

Tangentes & une hélice.

1.18 e Soit f la fonction vectorielle de IR dans E définie par la représentation paramé-
triquede C.Ona:

YteR, 7()= (Rcost)i+ (Rsint)j + htk
YteR, #(t)=(— Rsint)/+ (Rcost)f+ hk

et: YteR, |[[F(t)]|=+RZsinzt+ RZcos2t + A2 = \/RZ + A2
et par suite :

YteR, Jﬁ(t) ¥ 0. Nous pouvons donc énoncer :

En chacun de ses points M, I'hélice C admet une tangente qui est la droitj

passant par M et de vecteur directeur f (2).

Remarque : La projection orthogonale, sur le plan (O. ;f). de la tangente a I'hélice

en un point M de paramétre ¢ est la droite qui passe par le point m de coordonnees
(Ft cost

R sin r) et dont un vecteur directeur est le vecteur — R sint/ + Rcost/:
ox
c’est-a-dire la tangente en m au cercle de centre O et de rayon R du plan (O, if)

e Soient « un réel non nu] et f, le déplacement hélicoidal défini dans le
paragraphe 1.17.

Désignons par ¢, |'application linéaire associée A f,, par M un point quelconqué
de I'hélice, de paramétre ¢t et par D, la tangente en M 2 I'hélice.

L'image de D, par £, est la droite passant par le point 7, (M) et de vecteur directeur

92(F (£)). Il résulte du paragraphe 1.17 que le point £, (M) est le point M, de I'nélic®
de paramétre t + a.

L'application linéaire ¢, est la rotation vectorielle d'axe la demi-droite vecto-
rielle engendrée par k et dangle @ (27); on a donc:
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9. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE SEELLE

\ (k)= &
(,) = cos a/ + sina/
‘ .”(f} = — SiN a/ + COS m;.'
atpﬂ[ﬁl}lte:
olf (0)=—-R 5_'" t (cos 0!:' + sinaf) + R cos t (— sin a/ + cos aj) + hk.
= —Rsin(t+a)i+ Rcos (t + o)/ + hk
= f (f+ Cl).

L'image de D{ par f, est donc la tangente D, , , en M, a I'hélice

Dautlre Fg:t 'r:: )est immédiat que I'a:_xe Oz est invariant par f,. Lorsque ¢ varie, le
couple ; l, reste dorlac isométrique a lui-méme. On exprime cette propriété
en disant que lorsque ¢ varie la tangente D, fait  un angle constant “ avec |'axe Oz.

2. Cinématique.

Définitions.

La cinématique est |'étude " des points matériels en mouvement dans le temps .

une droite affine réelle, munie d’un repére. Si t est
le point de la droite affine d‘abscisse t dans le
e de la droite affine.

e Le temps est représenté par

un réel, I'instant ou la date ? est
repére choisi. Un intervalle de temps | est un intervall

e Un point matériel M est représenté par un point d‘un espace affine euclidien &, de
vectoriel réel orienté E; I'espace vectoriel E

dimension 1, 2 ou 3, associé a un espace
est muni d’une base orthonormée directe B et I'espace affine, du repére R constitué
d'un point O de & et de la base 3. Toutes les composantes (resp. les coordonnées)

e &) sont données, sauf

de tous les vecteurs de E (resp. de tous les points d
mention expresse, dans cette base (resp. ce repére).
du point matériel M pendant

e temps. Le mouvement 3
plication f de | dans E, deux fois

¢ Soit | un intervalle d
Iintervalle de temps | est représenté par une ap
dérivable sur |.
es intervalles de temps de la forme [to, + o[ oU

ls. L'instant fo est Iinstant initial et l'instant f,

® Nous ne considérerons que d
la durée du mouvement.

[t" t,] od t, et t; sont deux rée
I'instant final du mouvement; le réel t; — to €st
® Sit est un instant quelcongue de |, le point M, de &, défini par: OM, = f(t)
est la position de M a I'instant L - e
Le point M, est la position initiale et le point M,, la position finale de M.

nte sur |, le point M est fixe pendant

I.'- Si la fonction vecturielle? est constd
Intervalle de temps .
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e Si la fonction vectorielle f n'est pas constante sur.!. la trajectoire T de M egt
I'ensemble des positions de M pour tout instant de l'intervalle de temps |.

G={Peb | ]Jtel P= M.} _

e Le point M a un mouvement rectiligne si et seulement si sa trajectoire est
incluse dans une droite de &.

e Le point M a un mouvement circulaire si et seulement si sa trajectoire est
incluse dans un cercle de &.

Exemple.

Supposons que & soit de dimension 2 et considérons un point matériel M en moy.
vement dont la position, & toutinstant t de I'intervalle de temps [0, 1] est donnée par -
\ x =3t

| y=6t—2.

0 s
La position initiale de M est le point M, de coordonnées (_ 2) et sa position finale

est le point M; de coordonnées (i)

La trajectoire de M est incluse dans la droite d'équation: y = 2x — 2 cette droite
passe par les points M, et M, et tout point du segment [My, M,] est atteint par le
point M & un instant de [0, 1]. ’

Le mouvement de M est donc rectiligne et sa trajectoire est le segment [Mg, M, ].

Vecteur-vitesse.

——

2.2 DEFINITION : Soit M un point matériel dont le mouvement, pendant

un intervalle de temps |, est représenté par la f i rielle
Soit t un instant quelconque de |. P onction vecto

On appelle vecteur-vitesse de M & I'instant 1, et on note ﬁ(,) le vecteur (1)
i e

La vitesse arithmétique de M & I'instant ¢ est le réel || V(z) ||
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9. FONCTION VECYORIELLE D'UNE VARIABLE REFLLE

Remarque : Il résulte du paragraphe 1.13 que, si pour un instant ¢ de |, le vec-

teur 'f(f} n‘est pas nul, ce vecteur est un vecteur directeur de la tangente 2 la tra-
jectoire de M au point M, position de M a I'instant ¢.

Exemples.

1. Supposons que & sc.wi‘l de dimension 2 et considérons un point matériel M en
mouvement, dont la position, & tout instant ¢ de l'intervalle de temps [0, 9] ast donnée

par:
x=1
i3

3
Soit ¢ un instant guelconque de [0, 9]. Le vecteur-vitesse \7(:) de M & cet instant

; § (e
a pour composantes ( 2); il n'est pas nul et c'est donc un vecteur directeur de la

tangente 2 la trajectoire de M au point M,, position de M 2 lNinstant L.

La vitesse arithmétique de M & cet instant est égale a \/1 + t*. Remarquons que |a
xJ

trajectoire de M est incluse dans la courbe d'équation : 3
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! Supposons que & soit de dimension 3 ot considérons un point matérigl m an

mouvement. dont la positon, & tout instant [ de l'intervalle de temps | = (0, + o
asl donnde par

'l\-'.‘[f*i-'l}
y = [ + 1
'::_!_1

2.
Sait u le vectour de composantes ( 1)‘
-1
Onaalors: Ytel, f(t) = OM, = (t + 1) u
et Vel G‘{r]:f'{r}=u.
Pour tout instant t de |, le vecteur-vitesse de M est un vecteur fixe non nul,
La vitesse arithmétique de M est constante sur | et égale & “ u “ =1/8.
La trajectoire de M est incluse dans la droite D d'équations : x = 2y = —2;
c’est-a-dire la droite qui passe par O et dont un vecteur directeur est ::.

2
La position initiale de M est le point M, de coordonnées ( 1)‘. ce point appartient
-1

4 D; d'autre part. tout point de la demi-droite d'origine My et qui contient le point M,
4

de coo:dorméas( 2
-2

de M est donc cette demi-droite. On retrouve qu'en tout point de la trajectoire
rectiligne, la tangente existe et est confondue avec la trajectoire.

V/
Mo

)est atteint par le point M & un instant de |. La trajectoire

Vecteur-acceélération.

m—

2.3 DEFINITION : Soit M un point matériel dont le mouvement, pendant un

- -
intervalle de temps |, est représenté par la fonction vectorielle 7. Soit !
un instant quelconque de |.

On appelle vecteur-accélération de M a Iinstant ¢, et on note L'(t). 1e
vecteur f” (£).

——

On a aussi : tel f‘(t):\?‘(r). 1 (:.,)
Soit S un paint de £. On appelle hodographe du mouvement relatif a S I'ense
ble des points de & défini par: {me&|Jrel, Sm= V(n)).

' ; i v le
On exprime souvent I'égalité (1) par : “le vecteur-accélération a l'instant t est
vecteur-vitesse au méme instant sur I'hodographe ”.

Dans la pratique, on considére I'hadographe par rapport a I'origine O du repére-
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5. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REFILLE

fnamplos.

Hapronons los axemples 1 ot 2 du paragraphe 2.2,

1 A Linatant £ le veotaur accdlération de M a powr composantas (;‘r). on a donc .

yrel It{l’]--'.'f;.
L hodographa relatit & O est l'ensemble des points de b, de goordonnées (x) telles
14

qu il existe un réel r de | pour loqual on a

| X o=

AT o

L'hodographe est donc inclus dans la droite d'équation = x = 1.
2 Alinstant £, le vecteur accélération est nul L'hodographea relauf &

des points m de b tels que l'on ait . Om = 4. I'hodographe est donc un singleton.

O est I'ensemble

Remarque : Cherchons la dérivée, si elle existe, de la fonction numérique

gtV | Ona: yeel |V [| = VV@©.V@.
Des paragraphes 2.3 et 2.4 du chapitre 7 et de la propriété P, du paragraphe 1.11

do ce chapitre, il résulte que, pour tout réel ¢ de | tel que ll V() || soit non nul, la

fonction g est dérivable et que l'on a:
V(). I'(e)

] ' L . _1 — W =TT .
0 =200 T 3501 7 el

Allure d'un mouvement.

24 DEFINITION : Soit M un point matériel en mouvement penda"n} un“inter-
i ériquet — || V(D) |l

valle de temps |, Désignons par g la fonction num ; .

* Maun m‘::uvnmont uniforme sur | si et seulement si la fonction g est

constante sur |. . i i

o M & un moivenent accéléré sur | si et seulement si la fonction g est

atri sur | . :
ctement croissante dé sur | si et seulement si la fonction g est

® M a un mouvement retar
strictement décroissante sur I

Do la remarque du paragraphe 2 3, il résulte que la sens de variation de la fonction :
de \"{t) ; l"m. D'ou le résultat :

t o || V() || est donné par le sign®

. il i = e ———— ey
| ® M a un mouvement uniforme sur | si et sgulement sion a .
Yret, V(). I'(t) = 0.
® M a un mouvement accéléré
Viel, V(o). (1) > 0.
* M a un mouvement retar

LR TGN N O RS —

e

e

sur | si et soulement siona:

lement st on a:

dé sur | si ot seu
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Exemples.

Reprenons les exemples 1 et 2 des paragraphes 2.2 et 2.3.
1 A un instant t quelconque de |, le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération de M

ont pour coordonnées respectives !

> 1) » 0

Vo (z) T (2‘]

Onadonc: yrel0,9], V(n.T(n=2>0.

M a donc un mouvement accéléré sur |.

2. A un instant t quelconque de |, le vecteur-accélération de M est nul. On a ;

yeel, V(o.T@ =0.
M a donc un mouvement uniforme sur |.

Mouvements projetés.

2.5 Soit & un sous-espace affine de & de direction un sous-espace vectoriel E’ de E;
soient p la projection orthogonale sur & et = la projection vectorielle associée a p.
Nous supposons ici que I'on a choisi pour origine O du repére de & un point de §'.
Soit M un point matériel en mouvement pendant un intervalle de temps |.

e On appelle mouvement projeté de M sur &', le mouvement d'un point mate-
riel M, dont la position M,, & tout instant ¢ de | est la projection sur &' de la position
M, de M a cet instant.

V(D)

E'.' M1I

Si le mouvement de M est représenté par une fonction vectorielle  définie sur | eta

valeurs dans E, celui de M, est représenté par la fonction vectorielle g = 7of
| — E — F

t — f(t) — n(F(1)).
e Pour tout instant ¢ de |, soient V(t) et I'(¢) le vecteur vitesse et le vecteur accélé-

ration de M 2 I'instant ¢ et soient V, (¢) et I" :
i t) ceux d ant.
Par définition on a : 1(8) 1(t) c e M, au méme inst

V() =F (1) Vi(t)=g'
) - Ih=g®.
Cherchons a exprimer V, (¢) (resp. T, (¢)) en fonction de V (¢) (resp. T (2)).
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a c
b d

linéaire = dans |a base (7. /) etf, et £, (resp. g, et g,) les fonctions composantes de f

gupposons que & soit de dimension 2 et notons ( ) la matrice de |'application

(resp. ¢) dans cette base. Ona:

*

ga(t) d

(rof= g) <—> (vfe L (91 (t)) _ (z c) (f, (r)) _ (afi(t) + cfg(r)))

£(0) = \of, (6) + dia (0)

et par suite :

' (t f’ ’ A i A
et (gho) = (o + ain) = G 3) (26)
e (1) - (50 50) - (0 2) (3

Onadonc: g = mof' et g’ = mof
et par suite: | yrel, V,() = =(V(e)) et T @) ==(I'(@)

Remarques : 1. La démonstration est analogue losqu’on a : dim &§ = 3.
2 Le fait que I'application linéaire = soit une projection vectorielle n’intervient pas
dans la démonstration précédente. On a donc, pour toute application linéaire p de E

dans E et pour toute fonction vectorielle f de | dans E, deux fois dérivable sur | :
(qlo?) = q?OIT' et (qu)" = q:o)ﬁ.

Exemple.
de dimension 2 et considérons un point matériel M en mou-

Supposons que & soit
rvalle de temps [0, 2 ], est donnée

vement, dont la position, & tout instant ¢ de l'inte
x = Rcost
y=Rsint
Le point matériel M a un mouv
I'axe des x est le mouvement d'un point matériel M,

de [0, 2 =] est donnée par @ X = Rcost _
M, a un mouvement rectiligne et sa trajectoire est le segment limité par les points

d'abscisses respectives — R et R.
Ona: Ytel f’,(z] = — Rsinti et

par :

ement circulaire; le mouvement projeté de M sur
dont la position, a tout instant ¢

_f, (t) = — Rcos ti.

Mouvement donné par une loi horaire.

® Dans certains problémes, la trajectoire d'un point maté:riel en mouvement pendant
un intervalle de temps | est imposée : cetté trajectoire est incluse dans un ensemble C

de points, souvent défini a I'aide d‘une fonction vectorielle F a valeurs dans E : le
Point P de C de paramétre le réel /» est le point de & tel que I'on ?it: OP‘= F(h}.
Le mouvement est alors parfaitement déterminé par la donnée d’une application ¢ de |

dans IR qui, a tout instant  de |, associe une valeur du paramétre 5.
Lapplication ¢ est appelée la l0i horaire du mouvement et, par abus de langage,

'égalité : p = o(t) est appelée |’équation horaire du mouvement.
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2.7

T

e Soit r un instant quelconque de | La position M, de M & l'instant ¢ est donnée oa
r

I'application f = |5..¢F de |l dans Eeton a: [ (jl'u..ﬂ;r = [E(rp (1))

L 3pphc¢umnf doit 8tre deux fois dérivable sur I; il suffit pour cela que % 50it doy,

fois dérivable sur | et F deux fois dérivable sur ¢(l). Nous supposons toujoyrg
qu'il en est ainsi.
Des propriétés P, et P, du paragraphe 1.11, il résulte que l'on a :

Weel, () =¢'(0) Fle() )
Yeel, £(t)=o"(t) Fe) + ¢'2(t) F'((0).
e Soit maintenant P un point quelconque de C, de paramétre h. Si le vecteyr

F (h) n'est pas nul, I'ensemble C admet au point P une tangente qui est |a droite
passant par P et de vecteur directeur F' (h). Nous supposons toujours que, pour toute
valeur de h, le vecteur F (h) n’est pas nul.

»_ Fi(h)
=T h
| ) |l

Le vecteur = est 'un des vecteurs directeurs unitaires de la tangente a Cen P,

Posons alors :

Orientons cette tangente par le vecteur . Nous disons que la tangente est
orientée dans le sens des h croissants.

Soient ¢ un instant quelconque de | et h le réel égal a ¢(t). La position M, de M 2
I'instant ¢t est donc le point P de C de paramétre 4. On a alors :

V) =g () F (o)) = (O F ) =@ || F(h) |7 = o0 | Fla) ||~
Le réel v(t) = ¢'(t) Hf‘(q:(t)) H est la vitesse algébrique de M a Iinstant £.

Nous avons alors I'égalité : ?(:) = v(t);

Nous remarquons que la valeur absolue de la vitesse algébrique de M a l'instant {

est égale a || V(r) || c'est-a-dire a la vitesse arithmétique de M au méme instant.
Si v(t) est positif (resp. négatif), le point M se déplace, a l'instant t, dans le sens
des A croissants (resp. décroissants),

Nous verrons des exemples de mouvements donnés par une loi horaire dans les
paragraphes suivants.

Mouvements rectilignes.

Dans les paragraphes suivants (n°s 2.7 4 2.11), nous considérons une droite D ¢ )
" 5 -3 % e

de direction D. Nous supposons que I'on a choisi pour origine du repére (0: ’“’)

& un point O de D et pour vecteur /7 un vecteur directeur unitaire « de D.

de &

Généralités.

' : l.
Un point matériel M se déplace sur la droite D pendant un intervalle de temp
Pour tout point P de D, il existe un réel / tel que I'on ait: OP = hu = F(h)-
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jaion horatre . Hh = »
| aguat ' v (1) permet alors de déterminer, & tout instant ¢ de I, la

sastion M, de M. Le vecteur u ne dé
on nuM@nque § est deux fois dériv
On a donc. pour tout instant ¢ de | :

pend pas de t et nous supposons que la fonc-
able sur |.

oM, =D |t=8a
Vi) =% (0w | v() =g (1)
fo=90u | VO.F0 =900
;40115 NOTONS. POUr tout instant ¢ de |, par x(¢) le réel (1)

Si | est un intervalle de temps [¢,,

x(t,) — x(tp)

le réel — "

Nous allons étudier, dans les paragraphes suivants, trois cas particuliers de mouve-
ments rectilignes.

et par v (¢) le réel o"(t).
t,], on appelle vitesse moyenne entre tgett,,

Mouvements rectilignes uniformes.

Soit | un intervalle de temps

Cherchons les équations horaires qui correspondent & un mouvement uniforme sur |.
Des paragraphes 2 4 et 2.7, il résulte qu’il suffit de chercher les applications ¢ de |
dans R, non constantes sur |, deux fois dérivables sur | et telles que la fonction
t ——= | g'(f) | soit constante sur |.

e Soit ¢ une telle application, s'il en existe.

La fonction ¢ n’est pas constante sur |. Des équivalences .

(Jeel |5(e) | = 0) <> (Jrel 5(0)=0) <= (JkeR, (jrel 9(t) = k),
il résulte que la valeur constante de | 3'(t) | n'est pas nulle.

Soit donc « le réel strictement positif tel que I'on ait: Ytel, |¢'(t) | ==
Onaalors: Ytel, (3'(t)==2ou g'(f)=— 2), ce qui équivauta: - ¢ () c{—a, a}.
Nous allons démontrer par I"absurde que I'on a, soit ¢’ (1) = {a}, soit ¢’ (1) = {— aj.
Pour cela, supposons qu’il existe deux r?eiz t, et ¢, de | (avec t, < t;) tels que I'on
ait, par C ()= —= et () =2
La fﬁc‘:?:r:n :’ leest Jéii\;;ble sur | et, par suite, continue sur |; elle est donc, en par-
ticulier, continue sur [f,. 2].

D'aprés le théoréme 2.3 du chapitre 5, I'image ¢'([t
intervalle fermé borné. On aurait alors : ' J
(= 2eq([t, t5]) et zeg ([t 1)) = ([— ’;;J'E"" (It D e ()

et . [ — a, ), ce qui est Impo : ,

I BT;:ud?n;: uEa ré:I r:incLul a, é;al soit 2, soita — x tel que: el ¢'t) = a

e Gar 3t . t) = at + b.
e, par suite, il existe un réel b tel que: Y€ ol = - ,
* Soient maint:nant (a, b) un &lément de R* X R et ¢ l'application définie par:

v t——-u-R

t,]) de [t,, t;] par ¢’ est un

. n'est donc pas constante sur |. D'autre part,

yrel o' () |=1al

¥ st deux fois dérivable sur | eton a. bléme posé. Nous pouvons donc énoncer le

2 fonction 5 est donc solution du pro
suivant. '
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2.9

o_m;emem rectiligne d'un point matériel M est uniforme s.m un intervalj
eulement s'il existe un élément (a, b) de R* xR tel que |5
| soit la fonction t —» at + b.

Le m :
de temps | s et S
loi horaire du mouvement sur

Mouvements rectilignes uniformément variés.

e Soit (a, b, ¢) un élément de IR*> R X R. Etudions le mouvement rectiligng
dont la loi horaire sur un intervalle de temps | est donnée par la fonction :

: t—> a2+ bt+cC o
Appliquons les résultats du paragraphe 2.7 a ce cas particulier.

Nous obtenons :

m,=(at2+br+c)a T=u
V(1) = (2at + b)u v(t) = 2at + b
V(t).T'(t) = 4a%t + 2ab

I'(t) = 2au

e Soit ¢ un instant quelconque de .
Ona:

((‘Tf{f)-f"(f)= 0) <—> (t= —%)) et ((\?(r).f(t)‘;»o) p— (g;.__zb_a)).

Sur In]- oo, — %[ le mouvement de M est retardé et sur In] — 2_b§’ + m[,
il est accéléré,

Si le réel — % appartient a |, a l'instant { = — 2%' la vitesse algébrique de M

s'annule en changeant de signe. Le point matériel M change donc de sens de
parcours & cet instant.

e Remarquons enfin que le vecteur-accélération de M est constant sur .

On dit que M a un mouvement uniformément varié sur | : uniformément

retardé sur | n] — o0, — 2%] et uniformément accéléré sur In [— Eb._a‘ + oo[.

Exemple.

Etudions le cas ol | est I'intervalle de temps [0, 3] et ou @ est donnée par :
t—s — 2124 8t—85.

La pn.sition initiale de M est le point M, d'abscisse — 5 dans le repére (0- ;) d‘ ;
et la vitesse algébrique initiale de M est v(0) = 8. Le point M se déplace donc initi3-
lement dans le sens positif.

La vitesse algébrique s‘annule 3 I'instant t = -_—g = 2: le point M coincide alors

avec le point M, d'abscisse : — 2.4 4+ 8.2 — 5 = 3. A cet instant, M chang® de
sens de parcours. Il se déplace donc dans le sens négatif jusqu’a sa position finale
qui est le point M; d’abscisse: — 2.9 4+ 8.3 — 5 — 1: sa vitesse algébrique finale

estégaled —4.3+8=—4.

‘;: ‘;:Ctaur-accélératian de M est constant sur [0, 3], égal & — 4u: le mouvemen*
el iTIm uniformément retardé sur [0, 2] et uniformément accéléré sur (2. 3] .
ustrons ces résultats par le tableau, le schéma et les diagrammes suivants -
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§. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLF

-
r 0 " :
3
B \
v(t) 3
\b i 4
allure du mouvement uniformément retardé uniformément accéléré
Y e
e -: Mz
' L
4 0 u /3
(1]

-~
b
~

diagramme
des accélérations

"diagramme des vitesses

Mw'ements vibratoires simples.
i horaire est [ — A coswl.

ositifs. Etudions le mouvement rectiligne
de temps |, est donnée par la fonction :

2 Mouvements rectilignes dont la lo
% Soient A et « deux réels strictement P
ont la loi horaire, pendant un intervalle

X t— Acos wt

Appliquons T 2.7 a ce cas particulier.
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Nous obtenons

= — -
-

OM, = (Acos wi)u — |

V(t) = (— Aw sin ;.-.t;:; vif) = — Aw sin wt
| - - = Al
i I'(t) = (— Aw? cos wt)u . V{t).i(t]=?u3 sin 2 w!
- |
® Les fonctions ¢t — cosw? et ¢ —. Sin wi sont définies sur R et pério-

- : 2%

diques, de période T = 2? Pour tout instant t de |, tel que le réel ¢ - ~— appar-
- . in Y] v 2= - PP 2%
tienne 3 |, on a : M, =M,. 2 V{z)=v(z+—J] l{t)—l(r+—£u—)-

2% e 2
Aux instants fett + — le point M a la méme position, le méme vecteur-vitesse et
le méme vecteur-accélération.

On dit que le mouvement de M est périodique, de période T = 2%

De I'étude du mouvement sur un intervalle de temps de durée T, on déduit aisément
I"étude du mouvement sur tout intervalle de temps |. Quitte a changer |'origine des
temps, nous supposons que I'instant initial est l'instant zéro et nous étudions le
mouvement sur l'intervalle de temps [0, T].

® Le tableau, le schéma et les diagrammes suivants décrivent le mouvement
pendant I'intervalle de temps [0, T).

T
!

T i § 3T
wl 0 72_2 T % 2=

A
x(t) = A cos &t \ //

v(t) = — Awsin et

Aw?
v(t) = — Aw? cos &t o/ \

s Al \\\:Amz
- 2
V(t)-f(!)=%—msin2mr 0 + 0 - 0 + o - 0
____._...--l
[altura du mouvement accéléré retardé accéléré retardé
__-—-"'"‘
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nt 0. le point matériel M a pour position le point M, d'abscisse A et sa

,h : '"h[ﬂ
e algébrique est nulle.
LS '
L

Entre les INStants 0 et 4 il se déplace de M, a8 O d'un mouvement accéléré.

P
entre les instants 7z et 5 Il se déplace de O au point My d’abscisse — A, d’'un mou-
yament retardé; sa vitesse algébrique s’annule 2 'instant %

T.. 31 .
Entre les instants 3 et = il se déplace de M, a O d’un mouvement accéléré.

; 3T .
Entre les instants -~ et T, il se déplace de O & M, d’un mouvement retardé.

0

_—n—n————_——‘- =in

'
Mo

9
1
P
..ﬂt( 7 Y
=i —.l—l—-———.-———l—-"

Le point O s'appelle le centre du mouvement, le réel strictement positif A

'amplitude et le réel strictement positif «s la pulsation.
Ondit que M a un mouvement vibratoire simple.

e Soit t un instant quelconque de |.

Des égalités : OM, = (A cos wt) u et 'f‘(r) = (— Aw?cos ul) u,

il tésulte que l'ona: | T'(f) = — w? OM;
, x (t : v(t) . : )
Des égalités : cos wtl = —‘-g—)- et sin wt= — KE) il résulte que l'on a :
g x ()2 , v()? _ g 5
cos?2 wt + sinZ wt = Az + y Crre i 1, ce qui équivaut a:
x(1)2w2 4 v (t)2 = A2
t du centre du mouvement

Remarque : La donnée de la droite, des réels Aetwe
déterminent parfaitement ce dernier.

Exemple.

Etudions le cas ol 4] et ol @ est définie par:

| est l'intervalle de temps [1.

™
t —» s=1.
4 co 5

T :
= donc :
du mouvement est 4 et sa pulsation 5 la période est don

L’amplitude
T = 2_1? — 4.

=

2

i = — 2mnsin 7]
Ona: |tel x(t)=4cosit et v(f) = 3
A I'instant initial, le point matériel M a pour position le point M, d'abscisse 0, c'est-a-
Igébrique est v(0)=—2m

dire I'origine O, et sa vitesse @
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2.11

nt maténel M se déplace de M, su poing . a
tant 2, sa vitesse algébrique em ﬂulle:_ itn,..‘
M., & M, d'un mouvement aCChlérg

au point M, d’abscisse 4 b
L 00 ] 5

g1 2, le poi
. alins
3,1l se déplace de

2 el
se déplace de M,

3 et 4, il
]géb”qug ﬂu"ﬁ.

Entre les instants

Entre les instants

avec une vitesse 2

_*_—_ld

_—-—
1

re est t — acoswl+ bsinut+c

Soient a, b, ¢, w des réels tels que 'on ait : |a|+|b|#0 et w>0. Etudons
ent rectiligne dont la loi horaire, pendant un intervalle de temps |, est
{ —> acoswt+ bsinat+c.

u’il existe au moins un élément (A, z)
A cos (wt — x): le réel A

Mouvements dont la loi horai

le mouvem
donné par la fonction ¢ !
En classe de Premiére, nous avons VU Q
de R. xR tel que l'on ait : acos wl + bsinwt=

est égal 3 \/a2 + b2 et « est I'un des réels définis par:
c051=§,782—a_}'§ et sina=782—b_—:—b—2-

Pour tout instant ¢ de |, la position M, de M est le point dont I'a
(0, 7) de Ia droite Dest: x(f) = Acos (ut — ) + ¢,
Soit C le point de D d'abscisse ¢ dans le repére (0, &); I'abscisse Xi (1) du
point M, dans le repére (C, 5). satisfait a:
x,(t)=CM,=0M, — OC=Acos (wt—a)+c—c¢

=Accs(mt—-ct)=Ac05m(t_ E)
L))

bscisse dans le repere

A E c’est-3-dire prenons comme nouvelle origine des temps
I'instant E- Pour tout instant ¢, de |, la position M, de M est le point d'abscis®
;::.g:\:l):at:ri:smmghdans lo repére _(C: u). |l résulte du paragraphe 2-10,'1"1}":
tude A et de p_uisatio: z‘ouvemem vibratoire simple, de centre le point c, dam

Nous énongons le résultat : _,/

Fgoiant
Tout meva, - 368 réels tels que: [a|+ 5[ 0etw >0
rectiligne dont la loi horaire est la fonction

e

un mouve: . x .
o aplilaida \/"_________‘ez“lvll:ll’atmre simple de centre le point C tel qué -
@ + b2 et de pulsation ¢, /
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B FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REPLLE

¢ namplos
1 Erudions le cas ol | est lintervalle de temps [0, + co[ ot ol ¢ est définie par ;

i "
f -~1ln4f+mn4f+1

Le mouvemenl st donc un mouvemant vibratoire simple d'amplitude \E de pul-

sation w = 2 ot de centre le point C tel que : OC = u: la péniode T du mouve-

T N -
mant esl T-T-amona yrel g(:]-\,2cm1ir-;,+1,

]
Pranons comme nouveau repére. lo ropdre (C :}) A tout instant [ de |, I'abscisse
x, (). dans ce repére, de la position M, do M est . x(l) = \a"i cos {;t = -E]
Erudions le mouvement sur lintervalle de temps [0. B). de durée une période.
La position initiale du point matériel M ost lo point M, d'abscisse x, (0) = 1 et sa

vitesse algébngue nitiale est v(0) = — 4 i;nn(r ;) - 2; on a aussi :
-

¥(0) = = w 'y (0) = — 6

mouvement est donc retardé 3 cet instant;

Le produit v(0) v(0) est négatil. le
donc lieu dans le sens positif, & cet instant.

| le réel v(0) est positil. le mouvement a

| Ona: yre(0.8l. ((v()=0) <—> (sin (3¢~ g)-o)
<o (JheZ. 2(:-1)-“)
e (JREZ, t=1 +4k)).

La vitesse algébrigque s annule sur [0, 8] aux instants 1 et 5; & ces instants, M a pour
= F

position les points d'abscisses respectives X, (1) =2 et x(5)=—-V2Z

Le mouvement de M est décrit par le schéma suivant

-—-—————_—-—"— ———
u &
c Mo M,
M5 D ‘J
__...-—-——.r—-

2. Déterminons la loi horaire du mouvement vibratoire simple d’un pu:int m.ntéliei M.,
pendant I'intervalle de temps [0, + ool On donne [a PIZII-HiItIﬂn.u. I'abscisse Xp dll.l
point My, position initiale de M et la vitesse algébrique initiale vo; on suppose que (e
centre du mouvement est le point O. | .
La loi horaire cherchée est donc une fonction & t—r ac;:us wt+ bsin wt
oil 2 et b sont deux réels, non tous les deux nuls, qu’il faut déterminer.

Ona: Xu:?{o)-' et vn=tp'(0]='b“-
v
Onadonc : & =x; el b--‘f-

Vo .
La loi horaire cherchée ne peut étre que { »——» XoCOS WI + :lll‘l wl

On vérifie aisément qu'elle répond bien & lo question.

215




T—

212

Mouvements circulaires.

Dans les paragraphes suivants (nes 2.12, 2.13), nous supposons que & est de dimep,.
sion 2 et nous considérons un cercle C de rayon R; nous choisissons pour origing 0

du repére (O,f, I) de & le centre du cercle C.

Généralités.
e Un point matériel M se déplace sur le cercle C pendant un intervalle de temps |,

X\ e s .
' nnées ( ) il existe au moins un réel « tel :
Pour tout point P de C, de coordo v que :

x = R cos o

y=Rsina
e SiF est la fonction vectorielle de [R dans E qui donne la représentation paramé-
triquede C,ona: jxelR, _ﬁ(m} = ((cos )/ + (sin oc);')

et par suite : JaelR, F(x) = R((— sin«) 7 + (cos a) /).

. le réel o est I'angle polaire de P, de pdle O (cf. paragraphe 1.14),

Posons: U = @-— et I_f: = —E:—{a)—'-
I | Fle) |l
Ona: |[F(x) ﬂ =R = Hf’{m) || d'autre part, les vecteurs u et u; sont unitaires
; CoS o — sin
et leurs composantes respectives sont : (sin m) ( )

COos o

La famille (u, u,) est donc une base orthonorm

est u i
tnujo:r;zc:fur directeur de la tangente au cercle au point P: nous orienterons
ette tangente par ce vecteur, c’est-3-dire, dans le sens des « croissants:

F () _ = R{(cos «) 7 + (sin a) f)
e L'a H - " i B
Quation horaire, couramment dési i
i ¢ gnée par : - miner,
3 tout instant ¢ de I, la position Ve pel ol @ = 6(t) permet de déter

. 3 mé-
rique 6 est deux fois dérivable sur | PRosonsique la fonction A2
Sitestun ins '

ée directe de E: le vecteur v €St

Enﬁn, ona:

-
— u,

tant quelconque de | et si « est le réel 0(t).ona:
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8. PONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REFLLE

. _ F(0(0) = F(«) = Ru.

oM, 4 .
i = o) F (0(1) = 0°(2) F(a) = RO(t) .
) = (0 FO0) + 020 F(0@)

_ o) P+ 02(0) F(a)

_ RO &y — RO2(D) .
ous résumons ces résultats dans le tableau suivant :

N
Ohi; = H[} R ':' = l:f'
v(r) = RO(Du, v(t) = RO'(2)

02(0)u + RO(Day | V(o). I'(0) = R20/(1)0°(2)

fe)=—R

est la vitesse angulaire de M a l'instant £.
RO"(¢) est I'accélération tangentielle de M a l'instant L.

R02(t) est I'accélération normale de M 2 l'instant £.

Le réel 6'(2)
Leréel 1 yr(f) =
Le réel : yn(t) =

On adonc : FTU) = R ﬂl"(i‘ et yn(t) = RO2(t) = "'_Zh(_f_’

Exemple.
Etudions le cas od | est lintervalle de temps [0, + oo[ et od 0 est la fonction

un instant quelconque de |, on a les égalités :

t —> :—:F - gt. Si t est
2

o) =3¢ — 3¢ v)) =R3(t=1) it =R —1)

- -* 2

o =30—1 yr(t) =R3 V(). T(0) =R 5t = 1),

M est le point Mo, d’angle polaire 0; la vitesse algébrique

La position initiale de

v(0) = — R 125; le point M se déplace donc 3 l'instant initial dans

initiale de M est

le sens négatif. : _ o
La vitesse algébrique s'annule a linstant t = 1: le point matériel M coincide alors
_ T A cet instant, M change de sens de

avec le point M, d'angle polaire 6(1) =

pour £ =1 le mouvement de M est

parcours.
llustrons ces résultats par le

V(t).T'(¢) s'annule en changeant de signe
retardé sur [0, 1] et accéléré sur [1, +°°
tableau, et le schéma suivants :

6(r)

[. Nous i

v(t) "

allure du mouvement retardé
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Mouvements circulaires uniformes.

2.13 Soit | un intervalle de temps. Cherchons les équations horaires qui correspondent
4 un mouvement circulaire uniforme sur |
Des paragraphes 2.4 et 2.7, il résulte qu'il suffit de chercher les applications 6 del
dans R, non constantes sur |, deux fois dérivables sur | et telles que la fonction
t — | 0°(t) | soit constante sur |.
Dans le paragraphe 2.8, nous avons montré que les seules fonctions qui satisfont
A ces conditions sont les fonctions telles qu'il existe un élément (w, wy) de R* xR
tel quelonait: Ytel 0(f) = wt+ wy Nous énongons :

Le mouvement circulaire d’'un point matériel M est uniforme sur un intervalle !
de temps | si et seulement s'il existe un élément (w, w,) de R* x IR tel que la |
|

loi horaire du mouvement sur | soit la fonction ¢ —» @t + . N

On a alors pour tout instant ¢ de | :

[ 0() = wt +wg | 1r(t) =0
0{t) = w Yn(t) = Rw? = E‘:%)—J
L:r(_!] = Rw .[-'{[) = — (u? b’ﬂi,

Il f‘ﬂl"ld.llpﬂ)muiﬂﬂ < 'f €l Ohi' = R (cos (wt + "“D,; + sin (wt + WO] ;)a

que le mouvement deM est périodique, de période IZE
. - m l
‘I:__gir_:-.:mgug_. Le mouvement projeté de M sur Ox est un mouvement rectiligne dort
' horaire est la fonction r .+ —+ R cos (Wt + ) Silona: « < 0.00

“ ! -
nme : cos (l‘-af + t-lo] = CO0S t—- Wil — “*{.l) . on peut donc tﬂ’l-liouu su

@ > 0 Ce mouvement est d
onc un : . ion
de centre O et djamplitude R. mouvement vibratoire simple, de pulsation
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8. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE RESLLE

Fonctions vectorielles d'une variable réelle.

1 Soient E un plan vectoriel réel euclidien et (:;) une base orthonormée de E.
Démontrer. en revenant & la définition, que la fonction vectorielle -

t—> [t=1]i+]|e2 ~1]|/ estcontinueen1.

2 Soient E un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3 et (;.;E) une base
orthonormée de E. Démontrer, en revenant a Ia définition, que la fonction vectorielle :

r (>, > »
L (a+;) + t?2 k est continue en 0.

3 Démonstration du théoréme 1.5; les notations sont les mémes que dans le cours.

On désigne. de plus. par D I'ensemble de définition de f et par (;1,.... ;,,) la

base orthonormée de E dont il est question dans le cours.
1= On suppose que les n fonctions numériques f;, ..., f, sont continues en t,.
&) Démontrer, en utilisant la définition des fonctions composantes et les propriétés

de la norme euclidienne, la proposition suivante :

yeeo. [l70 —fiea || < E | £,(6) = 7,(t0) |-
i=1

b) Démontrer que. pour tout réel ¢ strictement positif, il existe un réel « strictement
positif tel que I'on ait :

5 £
yie{l,...n). yteD, ((Jr— to] < ) —> [lf,-m —1i(to) | <5)]'

c) En déduire que f est continue en to.

2° On suppose que 7 est continue en fo.

a) Démontrer la proposition suivante :

Yie Q. .n). yred, [£()—£w)|=]| (0 - i) . -

b) En déduire, 3 I'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz que, pour tout entier / de

{1,....n}, la fonction numérique f; est continue en f.

4 Procéder comme dans 'exercice n® 3 pour démontrer le théoréme 1.8.

® Dans les exercices suivants (n°* 5 3 9), on désigne par E un plan vectoriel réel

euclidien et par (; f) une base orthonormée de E. Toutes les composantes des vec-

teurs de E sont données dans cette base.
5 Démontrer, en revenant & la définition, que la fonction vectorielle :
- -
h—n I-LI (i’— 2;) a pour limite a gauche en O le vecteur 2f— 1
f
e
la fonction vectorielle f qui, atout réel t,

8 Etudier la continuité et la dérivabilité de
eEdanglet (2m).

associe image du vecteur / — 3/ par la rotation vectorielle ¢
7 Mémes questions que pour le n® 6 dans le cas ot f est la fonction vectorielle qui,
2 tout réel 1, associe I'image du vecteur / + / par

la projection vectorielle orthogonale
de E sur la droite vectorielle engendrée par le vecteur de composantes ( 1 ]
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3 5 C . iﬂ '\’i‘t':‘tt\n mtm

i " ; o b d.:ll'l!lr I!? L% as \"ﬂ f I#ﬂl " :
llOﬁS QU!} p\ Lt h!

B Mémes Ques n

A tout réel L. associe image du vecteur
1 3 la droit® vectorielle engendrée par

] = (t+ H;. wrIawm#trwvwlwwuuoum_

gonale de E par rappol
3, D" las droites vedto! ielles engendrées re :
9 Pourtout réel ¢, on designe par D et U, .

omposant ‘ ) et 3)
santes ( -
tivement par les ve claurs dec 2t 1 -

1o Déterminer le sous-ensemble E, de IR tel que, pour tout réel ¢ de E,. les droites

D, et fﬁ soient distinclas. | | )
2¢ Pour tout réel t de E,. on désigne par G la symétne vectorielle par rappart & D,

de direction D | . (.)
Erudier la continuité et a dérivabilité de la fonction vectorielle & ~— a\7 ).

& Dansles exercices suivants (ne* 10 2 12), on désigna. |;:ar & un plan affine réel
euclidien orient8 associd 3 un espace vectoriel E et par (0, Iy ) un repare orthonormd
direct de &.

10 L'ensemble C des points de & dont une représentation paramétrique. de para-
meétre f, est :

\xa-cost
S sin?t
y-2+sinr

admet-il une tangente en chacun de ses points ?

11 M@éme question que pour len® 10 avec:
2 -1
t
_ t
Y=i+ 1

X =

12 1° Soit a un réel strictement positif. Méme question que pour le n® 10 avec :
1 x = a(t — sin i)

y=a(1 —cost?)
20 Que peut-on dire, pour tout réel t, des points de paramétres respectifs tett + 2%7
En déduire qu'il suffit de déterminer la partie €, de C qui correspond aux points dont o
paramétre t appartient a [0, 2 x].

30 Déterminer les intersections de C, avec l'axe Ox; &tudier le sens de variation stf
[0, 2 =] de chacune des fonctions numériques :

t —» a(t—sint) et t —> a(l — cost). En déduire I'allure de G-

4 Sot ¢ un réel différent de k=(k € Z); on désigne par I, J, Q les points 9 °
d'abscisse at et d’ordonnées respectives 0, 2 a, a. Démantrer que le point M de C.
de paramétre t, appartient au cercle de diamétre |J, et que la tangente en M aCest 3

droite MJ. Trouver une détermination de la mesure de I'angle des vectaursﬁlﬁ et Q1.

# Dans les exercices suivants (n°s 13 & 19), on désigne par & un espace affine rﬁfl

euclidien orienté de dimension 3 associé 3 un ( f; k}
espace vectoriel E et par 0,5
un repére orthonormé direct de &. . Jw ’

13 Soit la fonction vectorielle

F:l;__,l‘-' 2t > t \2»
”+f—1f+ t—1) k.




8. FONCTION vECTORIELLE D

1 Quel est [ensemble de definition D da 77 Pgmony
ontr

et déterminer f'. Calculer F(%) et ;,(1) er que f est dérivable sur p
=)

Déterminer une équation cartésienne : y — ¢, (x) de €, dans le repire (0, /)
A f ) et

Z = f,(y) de C, dans le repére (0.}: E). En déduire les
natures respectives des courbes C, et C,.

une équation cartésienne ;

Soient A le point de € de paramétre :Ii et A,

et A, ses projections orthogonales respectives sur les deux plans considérés. Que
peut-on dire de la tangente a €, (resp. 2 C,) au point A, (resp. A,) ?

14 Démontrer que I'ensemble € des points de & dont une représentation paramé-
trique, de parametre ¢, est :

x=14+cost+sint
y=cost—sint
' z=2t
est une hélice circulaire droite dont on détetminera I"axe, le rayon et le pas.

15 Mémes questions que pour le n® 14 avec :
X = cos!+\/§sint

y=sint—4,/§cost
Z=L

16 Mémes questions que pour le n° 14 avec :
x=sintcost

1
y=c052r—-2-
zZ= —1,

de £ qui n'appartient pas 3 D. Déterminer

- ite de & et A un point
17 Soient D une droite de ssent par A.

les hélices circulaires droites, d'axe D, qui pa

18 1° Soient A et B les points de coordonnées respectives :

Q) ()

Déterminer les hélices circ e
20 Soient D une droite de & et Ale
distance non nulle de D. _ ) ont par A' et par
Déterminer les hélices, s’il en B!.’li‘!ﬂ.;‘l::l passent pa

les positions respectives de ces POINT:

0z qui passent par A et par B.

ulires droltes e nts distincts de &, situés 3 une méme

B' deux poi
B’. On discutera suivant

= o
is poi & deux & deux distincts, situ
trois points de _ :
||E'It dﬁL : g ‘étudiar I'existence et le nombre des hélices @
g de D.

% 19 Soient D une droite de & . - w
On discuterd guivant les positions respectives de
n

3 une méme distance non nu
passent par A, par B et par C.
points.
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Cinématique.

¢ Dans les exercices suivants (n°* 20 & 35), on désigne par & un plan affing |

- réel |
euchdien orienté, associé & un espace vectoriel E et par (0- i,J) un repére orthy 7
normé direct de &.

20 Soit M un point matériel en mouvement, dont la position, & tout

instant ¢ gq l
g : |
l'intervalle detemps | = [0, ], estle point de & dont les coordonnées (X) satisfont 3 . |
| x = \’E sin t i
1
= - L
y = 5 cos 2
1° Donner une équation cartésienne de la trajectoire de M et construire Cette tra.

jectoire dans le repére (0. ;f)

-
2° Calculer les coordonnédes du vecteur-vitesse V(t) et celles du vecteur-accéléra.
-

tion I'(t) de M atoutinstanttdel.

3° Al'aide du signe de la fonction ¢ ——» 1_'»;i:r) A f‘(t), étudier I'allure du mouvement
de M sur I.

21 Meémes questions que pour le n° 20 avec |
{ x=5—8sin?t _
ly=1+2sn22 °t !=1[0=]

22 Mémes questions que pour le n® 20 avec :
| x =24 2cos? ¢ _
| y=4sintcost ot I=[0=]

23 Mémes questions que pour le n° 20 avec :
x=2(1<4+sint
;r=1 f'_:;” ) et 1=r0.2n.

24 Mémes questions que pour le n° 20 avec :
\ x=sint _
ly=—2—c|:|52t et | = [0, 2 x].

25 Meémes questions que pour le n® 20 avec :

§ 2 et | = [2, + ocol.
i’=§+?

26 1° Soit d un réel strictement positif. Mémes questions que pour le n° 20:6VwE:

x=d\fi

sin ¢
2 n

; et 1=1[0,2x]. !
y=§(1+ cost)

2° Déterminer I'hodographe du mouvement parrapport a O,

. o - tede
27 Soit M un point matériel en mouvement, dont la position, & tout instan

X t:
H son
Vintervalle de temps | = [0, + oo| est le point de & dont les coordonnées (],.)
\Xx=cost
ly=cos3¢ -1,
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». FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REFLLE

1= Donn .

Donner une équation cartésienne de la trajectoire de M et construire cetis

rrajectoire dans le repére (0. H ;)

30 A quelles dates - -

2 a le m::hale_paSsa-tfll pour la premiére fois aux points M, et My
1

d abscisses respectives — }_3 PRI T
s 2

gnstruire, pour :
C pour chacun de ces deux points, le vecteur-vitesse et le vecteur-accélé-

fation.

z; uz?ipz,:ih.: u;.t réal_strictarnent positif et M un point matériel en mouvement dont
p .- atoutinstanttde | = [0, + oo[ est le point de & dont les coordonnées

(x) satisfont a .

1
cos t

Xa=p 1 —cost
__ sint
¥ =1 —cost
10 Quelle est la trajectoire de M ?
20 Pour tout instant t de |, on désigne par N, le point M, ; . Démontrer gue, pour tout

irfstan! ¢t de |, les points O, M,, N, sont alignés. Quelle est la trajectoire, pendant
Fintervalle de temps |, d'un point matériel dont la position, pour tout instant z de |,
est le milieu de (M,, N) ?
29 Un mobile se déplace dans le plan &. Sa position M,, & I'instant £, est définie par
=1/2
ses coordonnées : } x(t) = V2 cos !
{ y(t)=1+sint.

1¢ Quelle est la trajectoire du mobile 7
20 A quelles dates le vecteur-vitesse et le vecteur-accélération du mobile sont-ils

orthogonaux ?

3% Soit O’ le point de & de coordonnées (?) Que peut-on dire du vecteur M,0’?

4o Déterminer I'hodographe du mouvement relatif 8 O.
position, 3 tout instant ¢ de

30 Soit M un point matériel en
x=1-=3¢1

[0, + oo est donnée par . =Bt P,

ectoire de M admet une tangente en chacun de ses points.

tes du vecteur-accélération de M & tout instant t de L.

uvement de M sur l.

40 Soit M, un point de & de coordonnées (
lequel la position de M est le point Mo? On discutera suivant les réels xg et Yo

31 Soient R un réel strictement positif et M un mobile dont la
x(t) = R(t—sin t)

mouvement, dont la

l'intervalle de temps | =

1o Démontrer que la traj
2¢ Calculer les compasan

3o Indiguer I'allure du mo
x“)- Existe-t-il un instant t de | pour
Yo

position, a I'instant i,

est donnée par ses coordonnées : V() = R(1 = cos 0. . y
1o Que peut-on dire des vecteurs-vitesse et des vecteurs-accélération de M a deux
du mouvement de M et pour

dates ¢, et 1, telles que - _
; i n déduire pour I'étude remer .
demande de faire ni cette étude ni

Quelle simplification peut-on € i
la construction de la trajectoire de M? Onn
cette construction. —
2¢ Soit M’ un mobile dont la position M, a I'instant ¢ est telle que le vecteur OM;
soit égal ct vitesse ﬁm du mobile M a l'instant L. Quelle est la trajectoire de
al au vecteur- .

; me.

M’ ? Montrer que M’ est animé d'un mouvement uniforme

e —

—

—

e

.

P
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¢

. rdel strictement positif

ij.mbll::}:'::: n;:*l“:'np se déplacent pendant un méme |ntnrval?a de temps I; poy,

rout instant ¢ de |, lours positions respectives M,. N,. P, sontles points de & définig py, .
acost

« M, a pour coordonnédes la o ‘)-

acos 2t )

— asin 2t B

« P, est lo barycentre des points M, et N, affectés des coefficients 2 et1.

1o Déterminer les trajectoires respectives de M etde N. N ‘

2° A quelles dates, les mobiles M et N ont-ils la méme position ? 0G le mobile p

se trouve-t-il alors?

30 Pourtoutinstanttde |, soit V(f) le vecteur-vitesse de P.

e N, a pour coordonnées (

Démontrer que ce vecteur est orthogonal au vecteur M;N,. Construire, pour un instant
»
tdonné, les points M,, N,. P, et le vecteur V(t).

33 Soit M un point matériel en mouvement pendant Iintervalle de temps
| = [0, + co[. On désigne, pour tout instant t de |, par M, la position, par ﬁ[t] le

vecteur-vitesse, par f‘(:] le vecteur-accélération de M a l'instant ¢. On suppose que

lon a:

(ytel, I()=(—12cos2t)i — (8sin20)/ (1)
V() =4/ (2)
OM, = B1. (3)

1° Démontrer qu'il existe deux réels a et b tels que l'on ait :

ytel, V(e)=(—6sin21)/ + (4 cos 2t)/ + a/ + b

Déterminer a et b & l'aide de (2).

2° Démontrer qu'il existe deux réels c et d tels que I'on ait :

yeel, OM, = (3cos2t)/ + (2sin2t)/ + ¢/ + d.

Déterminer ¢ et d 3 I'aide de (3).

3° Démontrer que le mouvement de M est périodique et que la trajectoire de M est

incluse dans une courbe I" dont I'équation estde laforme: y2 = ax2+ Bx+ v €
dont on précisera la nature.

34 Soit C une ellipse de & dont la représentation paramétrique, de paramétre , est
donnée par; | X = 2cosu
| y =sinu,

Un point matériel M se déplace sur C pendant un intervalle de temps | avec la loi
horaire ©: ¢ — (¢t + 1)2. Déterminer:

a) le m.acteur-vitasse V(t) etle vecteur-accélération 'f(r) de M a toutinstantzde |/
b) la vitesse algébrique v (1) de M 2 tout instant t de [;
¢) On suppose que I'ona | = [0. 4+ oo[; donner I

allure du mouvement de M sur k
35 Mémes questions que pour le n°

pendant l'intervalle de tem
horaire o :

34 lorsque le point matériel M se déplac®:

Ps | sur la courbe G de § d'équation y = 1/:_( avec la 10}
t— 20+ 1.

D : . .
'ans les exercices suivants (n°*36 2 44), on désigne par & un espace affine réel aucli-
dien orienté de dimen

' i ; ret re
Orthonormeé direot de :on 3. associé & un espace vectoriel E et par (O. ¥ k) un rep?

e -



9. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLE {

B 2mﬂfmlﬂﬂl la trajectoire C d'un point matériel M en mouvement dont la .
position, & tout instanttde | = [0, + oo est le point de & de coordonnées : {

¢ =1+ sin2t
i y = Slr‘! I
[ 2= 3¢ :
| © 2 |
@ B la siti i 5 i i
20 Soil position de M a l'instant 3 Déterminer les éguations de la tangente en
J

g8 & la trajectoire C,
3¢ Pour tout instant t de [0. 2 =], déterminer le vecteur-vitesse V(1) et le vecteur-

accéléra‘tion I'(t) de M. Etudier le signe sur [0, 2 x] du produit scalaire ﬁm_“fm:
en déduire I'allure du mouvement de M sur [0, 2 =], puis sur [0, + oo[.

37 Le mouvement d’un point matériel M pendant un intervalle de temps | est donné

par:
x=V2Z_sint

4 |

y=12cost '-

zZ= l_g + sin L.
4
1° Montrer que la trajectoire C de M est incluse dans un plan P de & et gu’elle est
tracée sur une sphére § de centre 0. Danner les équations de P et de 8.

Quelle est la nature de c?
-

2¢ Déterminer, 3 tout instant { de |, le vecteur-vitesse V(t) etle vecteur-accélération

T'(t) de M. En déduire I'allure du mouvement de M sur l'intervalle 1. i

38 Le mouvement d'un point matériel M, pendant un intervalle de temps |, est

donné par : [ |
x=4— - d cost I
- 2 I I
y=4+4+ S ‘;@ cost
|
z=4 4 3sintl. ; o _ .
1° Montrer que la trajectoire de M estincluse dans le plan P d'équation: X il s 8. {
au point 2 i

Calculer la distance de la position M, de M, & un instant t quelconque de .
de M.

4 :
de coordonnées (4) En déduire 1a nature de la trajectoire |

4
2° Démontrer que le mouve

ment de M est uniforme sur l'intervalle I. |
riel en mouvement, dont

. s un oint l'l"lﬂté
tif. Soit M un p ordonnées

39 i ictement posi 5
Soit « un réel stricte P s | est le point de & de c0

la position a tout instant de Iintervalle de temp
x = cos (wt?)
y = sin (w t?)

= i w r2+
i _elle i et
1° Dans quelle courbe de £ la trajectoire de M est elle mclu.s -~ f S
2° Déterminer, pour tout instant t de | le PrOdI_J“ ?‘33]5"9 V(o). (:'nent g i
vitesse et du v;ctour-accéldraﬁon de M. En déduire [‘allure du mouve |

I'intervalle .
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salent = un réel strictement positif, A, p. g trois réels queiconques. Soit A s
&40 Sower : x
| y == . ,
: 2 etDladroitede Ed équations carg.
¥ A'dai , ennes:
droite de & d'équations cartésier f %% B
1y =2x
siennes lz=h

bile 11 se déplace sur A; sa position y, a I'instant £ est Ylﬂ point de A ﬂ'!l_}scim ;
U(r;]mo e 'Un mobile M se déplace sur D; sa position M, & I'instant ¢ est le Point de p
X =

2
d'abscisse - x(t)=psint + gcost + 3 at.

1° Démontrer que le vecteur-accélération de M a l'instant ¢ est la projection vecto.
rielle orthogonale du vecteur M, sur la direction D de D. - |

2° Déterminer les réels p et ¢ pour que, & l'instant t = 0, la position de M soit Jo
point d'intersection de D et de Oz et que le vecteur-vitesse de M soit le vecteur nyl;:
décrire alors le mouvement de M.

41 Soit M un point matériel en mouvement pendant lintervalle de temps
I = [0, + oo[. On désigne. pour tout instant ¢ de |, par M, la position, par V(1) Je

vecteur-vitesse, par f(r) le vecteur-accélération de M a I'instant ¢
On suppose que I'on a :

yeel, T =2/ @)
V(O) =7 —k (2
OMe=/ (3

De facon analogue 3 I'exercice ne

V(t) et le point M,. Démontrer que
mouvement sur l'intervalle |.

33. déterminer, pour tout instant ¢ de |, le vecteur
M se déplace dans un plan et donner I'allure de son

42 Soit M un point matériel en Mouvement. dont la position, 3 tout instant ¢ d'un

X=191-1
intervalle de temps |, est le pointde & de coordonnées:: y=(t—2)3
_ Z=—2¢t—2,
Etudier le mouvement projeté de M -
a) surleplan & de Sd'équation: — 2y +z=0;
b) surle plan §" de & d'équation : x 4 > — 0.
43 Méme question que pour lg no 42 avec :
t
x = —_
r+1 . .
y=t—1q © la droite &' de & d'équations - ¥+ 1=2z=x
Z=1¢

est donnée par :

X=acosy

Y =asiny

Z= hy
Un point Matériel M ¢ -

e dépl i
horaire ¢ . , — qa{:)‘? ace sur C pendant un Intervalle de temps | avec la loi
1° Déter
o ; miner, pof:rtuutmstanttda L. le vecteur-vitesse V(). le vectour-accélé-
5 fug;:; lal\ntassa algébrique v(t) de M 3 Finstant ¢
nalogue ay

PoUr leseuan. - agun x paragrapha:s 28et213



9. FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLF

# Dans les exercices suivants (n°* 45 & 52), on désigne par D une droite d un espace
sffine réel euclidien orienté et par (0, &) un repére orthonormé direct de D
46 Un point matériel M se déplace sur D pendant un intervalle de temps | = (1. 1)

d'un mouvement ur?iformdmem varié. Pour tout instant f de |, on désigne par x (1)
rabscisse de |a position de M 2 Finstant t et par v(t) [a vitesse aigébrique de M 3

finstant [.
1 Démontrer gue la donnée des réels ;. t,, v(ty). x(ty). “h ; h' panmst.

tous les cas, de déterminer la loi horawre du mouvement

2“ Wanoﬂ . rﬂ = o' r' = 2- v(,ﬂ} — 0_ '{r‘} on ‘o, 'f!{f ¥ r‘j - E -

Déterminer la loi horaire du mouvement. En dédurre les réels x(f;) et vif).

48 Soient o, I, I, trois réels tels que 'on ait: &, < t; < f;. Un mobile M se dépilace
sur D d’'un mouvement uniformément accéléré sur lintervalle (£, t,] et urdormément
retardé sur lintervalle [1,. 1;]. On suppose que Iz vitesse algébrique de M aux instants
t, et I, est nulle et que x(t3) — x(l;) est égale & un réel strictement positif &

1¢ On suppose, de plus, que sur l'intervalle [f;. 1,] F'accéiération de M est égale b
un réel strictement positif -, que sur I'intervalle [f,.1,], elle est égale & un réel stncte-
ment négatif ', et que sur l'intervalle [, 2], la witesse aigébrigue est une fonction
continue. Déterminer, en fonction de d. . . lp. les réels 1, et [

2¢ Etudier le cas particulier od l'ona: o' = — 1.

&7 Soient 1, ty, [, trois réels tels que 'on ait . 0 <1, <t; <ty Un posnt matdciel
M se déplace sur D, pendant l'intervalle de temps [0, r5]. de la fagon suivants .
e 4 linstant 0, le point M est 4 I'origine O et sa vilesse algébrique est nulle .
e entre les instants O et f,, le point M a un mouvement uniformément sccélérd,

d’accélération constante v

e entre les instants f, ett,, le point M a un mouve
constante v,

o entre les instants £, et ty, le point M a un mouvement uniformément retardé, d'accé-

lération constante v’
e & linstant f5, sa vitesse algébrique st nulle et sa position a pour abscisse le réel d.

« entre les instants O et ty, |8 vitesse algébrique est une fonction cantinue.

1* Discuter suivant le signe de d les signes respeciifs de v, v. 7
/1, les équations du mouvement de M s

2¢ Déterminer en fonction de v, Y. 7

chacun des trais intervalles de temps consdérés, ainsi que les réels ¢, et [

3° Application : v =34, v = 1, Yy=-3. ¢d=10¢ Déterrmnar [, et [y
A dlinstantf = O etatteint un point B deux hsures

ment uniforme de vitasse algébrnque

48 Une voiture M part d’'un point
voir parcouru 160 kilométres

plus tard, & linstant ¢ = 2. aprés a

On désigne par f la fonction qui associe & tout instant 1 de (0. 2]. la distance .
expnmée en kilométres, parcourue par M sur la route. entre les instants O at ¢ Le
mouvement de M n'est pas nécesssirement uniforme, OR SUPPOSE seulement que /
et contin , 2]

is D;nm::;u:zi‘:l ﬂillt. sur la route suivie par M, au mains un couple (A", "'}'
de points distants de B0 kilométres (A’ pouvant éventusliement 8tre en A. ou B
éventuellement en B) et tols que la voiture mette exactement une heure pour aller

de A" 4 B'. . |

On considérera pour cela la fonction &. définie sur [0, 1] par .

s £+ 1) — 1) _ ‘
anction g le théoréme des valeurs intermédiaires en posant -

et I'on appliquera b cette |
fﬂ)-au-ndininmwnthummmms; a=80 , s <80 , 2>80
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20 Montror que, 8i lo mouvemant est uniformae, ln Imu.:mu' P o uno propriet rgmg,
quable et qu'il existe alors uno infinité de couplos (A", B'). Plus généralemens o
o f(t) = 801+ p(t), caracténsor les fonctions p telles que ln fonclon
Ezrmspnndunm posséda la propriétd précédonte. (Bace, 1972, sérig E.)

49 Soit M un mobile animé, pendant un intervalle do tamps 1, d'un Mouvemeny
rectiligne de support la droite D et défini par la loi horaire :

[ » cos3t+V3sin3tL _
10 Déterminer trois réels a, w, ¢ tels que l'an ait :

ytel, cos3t+ \/§ gin 3¢ = a cos(wl 4+ @)

w>0 al —n<p<m | .
20 Déterminer la période du mouvement; étudier, sur une période, le mouvemaont dy
point M (allure et diagrammes des abscisses, des vitesses, des accélérations),

50 Mémes questions que pour le n® 49 avec la loi horaire :
t —» cos 2t + sin 2t + 2. On pourra faire un changement de repére.

51 Etudier le mouvement rectiligne dont la loi horaire est ¢ »—» 17 4 21 4 3,
On donnera l'allure du mouvement sur [0, 4+ oo et on tracera les diagrammes
respectifs des abscisses, des vitesses et des accélérations.

t
t+1
On donnera l'allure du mouvement sur [0, 4+ oo[, on tracera les diagrammes des
abscisses, des vitesses et des accélérations et on précisera les limites de la trajectoire.

52 Ftudier le mouvement rectiligne dont la loi horaire est { +—»

4 Dans les exercices suivants (n°* 53 & 56), on désigne par C un cercle d'un plan
affine réel euclidien orienté &, par O le centre de ce cercle, par R son rayon et par

(D, ?n un repére orthonormé direct de &.

53 Un mobile M se déplace sur C pendant l'intervalle de temps [0, 4 co[ avec la
loi horaire 0 : ¢t +—» 2¢2 4+ 3¢ 4 1.

1° Pour quelles valeurs de ¢, la vitesse algébrique v(t) de M est-elle nulle ?

2° Pour quelles valeurs de f, I'accélération tangentielle -,r.l.[r] de M est-elle nulle ?

3¢ Soit A la position de M & I'instant 0. A quel instant, le mobile M repasse-t-il

pour la premiére fois en A ? Quelles sont alors sa vitesse angulaire et son accélération
normale ?

54 Soit M un point matériel qui se déplace sur C pendant Iintervalle de temps

| = EG'.+ ca[, avec la loi horaire 0: ¢ —» 0(¢t). On suppose :

*quelona: 0'(0)>0 et yrel, 0'(t) =2

* que le vecteur-vitesse ﬁ(ﬂ) de M a l'instant 0 est égal & ;

® que lerayon R du cercle C est égala 1,

;: gultho la position de M 2 I'instant O; déterminer le vecteur Wu-

¥ ; EGonr analogue a I'exercice n® 33, déterminer, pour tout instant f de |, le
(). puis le réel 6(t). Erudier I"allure du mouvement de M sur 1.

65 i ; : ;

B0 :JU“ M un point mat-érlel qui se déplace sur € d'un mouvement uniforme.

norma:;posa que la période T du mouvement est égale & 4 et que I'accélération
YN est égale 3 B. Déterminer le rayon R du cercle C et la vitesse angulaire ¢

56 Soi : .
L Dmt M un point matériel qui se déplace sur € d'un mouvement uniforme.
un i it
e droite de &, passant par Q. On désigne par & un vecteur unitaire de D et

Par « y inati [
il l:.‘- di;itarmmatmn de la mesure en radians de I'angle du vecteur / et dU e
- Eludier le mouvement projeté de M sur la droite D,

§F
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5.
Calcul intégral

1. Intégrale de Riemann.

11 Considérons un point maténel M animé d'un mouvement rectiligne pendant un
intervalle de temps borné | = [t ¢,].
Si 'on connait I'équation horaire du mouvement pendant l'intervalle |, c’est-a-dire
si l'on connalt I'abscisse x(r) de la position de M a tout instant ¢ de I, on sait
trouver la vitesse v(¢) & tout instant tde | :
ftel, v(t) = x'(1).
Etudions le probléme réciproque suivant : on connait la vitesse v(f) a tout instant
de |; que peut-on en déduire pour I'abscisse x(t) de la position de M a tout instant ¢
de l?
Si la fonction t — v(t) est constante sur |, il existe un réel v, égal a v(L) tel
We: Yrel, v(f) = v(t,) = Vo Du paragraphe 2.8 du chapitre 9, nous déduisons
lexistence d'un réel b tel que l'on ait: Y€ l, x{r) = vyl + b. La connaissance
de la fonction ¢ s v(t) ne permet pas de déterminer b. - i
On atoutgfgjs; x(t,) — x(tg) = (Vols + b) — (volo + b)d-'n:oé: cas.ode -

connaissance de la fonction t —» v(t) permet donc, da

réel x(¢,)
Al i st une
!0 est de méme,ozie fagon plus générale, Iorsque la fonction ¢ r—r;; r:é;)u: b
Onction en escalier sur |, appalée aussi fonction constante pa

v(t)|
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1.2

1.3

- y [ I est la réunion de n intervalles [r, 4, *,] lorsqu

:\l | H'Tr‘l\-l“" I [ oSl 1 F,. Ll { l 1 ] m @/ W!trl.a dn 1 . ,
aver ln @1 T, t, et si lon @

TR nl, Jv,eR, (Yre v\ ul v(t) = v,), ona alors :

n i

x(ty) — x(ty) = % (x(z) — x(~ ) = l‘-":(f. - Tj=1)

—_—

1 T
Ces considérations nous conduisent aux définitions et propriétés suivantes

Fonctions en escalier sur un segment.

Dans les paragraphes suivants (n°* 1.2 4 1.13), nous désignons par a et ey
réels tels que: a < b.

Subdivisions de [a, b].

e On appelle subdivision de [a, 5] toute partie finie de [a, b] qui comprend et 5.
Si S est une subdivision de [a, ] qui posséde (n 4+ 1) points, nous ordonnons
ces points par la relation < sur R et nous notons © S = (X, Xy, .. ., X,,) avec :

| Xo = @

X,=b

Vie{l,2,...0h X4 <X

e L'ensemble S des subdivisions de [a, b] est inclus dans ¥ ([a, b]); il est donc
ordonné par l'inclusion. Si S et S’ sont deux subdivisions de [a, b], la réunion Sy S’
est encore une subdivision de [a, b] : c’est la borne supérieure de {S, S} pour
la relation d'inclusion.

e On appelle pas de la subdivision (xg, x,, ... x,) le plus grand des n réels
strictement positifs x;, — xo. . . .. X, — X,_;.

Exemple.

(0,3.5) et (0, 1. g 5) sont deux subdivisions de [0, 5] de pas respectifs 3 et g*

Fonctions en escalier sur [a, b].

® Soient une subdivision S = (xo, ... x,) de [a, ] et une fonction f définie
sur [a, b]. Nous disons que f est étagée sur S si et seulement si f est constante
sur chacun des n intervalles ]xg, x[, . . ., 1x,_q, X,[, c’est-a-dire

Viell.,...n} IneR (Yxelx_.x[ f(lx)= N).

® Nous disons que la fonction f définie sur [a, b] est une fonction en escalier
sur [a, b] si et seulement s'il existe une subdivision S de [a, b) telle que f SOl
étagée sur S.

® Si f est une fonction en escalier sur [a, b), 'ensemble des subdivisions de [2. b)
sur lesquelles f est étagée, admet un plus petit élément qui est la subdivision S
dont les points sont, outre a et b, les réels de Ja, b[ pour lesquels f est discontinu®
Nous disons que S est la subdivision associée a f. La fonction f est alors ét29%
sur toute subdivision S’ qui contient S.

® Si f est une fonction en escalier sur [a, b]. nous appelons pas de la fonction h
le pas de la subdivision de [a, 5] qui lui est associée.
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10. CALEUL INTEGARAL
b snomplos

booLba fondtion £ délinie pag
p s'\rnlu .'{'.)-;
(1) - 1

Yne 11. 3], Ff{x) = 2
Yro Jd Bl f(x)=0
F(1) = 2

aut une fonction en escalier sur [0, 6.

Nous donnons la courbe roprésantative de f dans un rapire orthonormé :

i
l

L'ensemble des points de 10, 5[ pour lesquels £ est discontinue est {1, 3}. La subdi-
vision de [0, 5] associée & festdonc: S = (0,1, 3, 5); le pas de fest égal a 2.

2. Toute fonction constante sur ]a, b[ est une fonction en escalier sur [a, £]; la
subdivision de [a, b] assocife A une telle fonction ne contient que les points a
el b; le pas d'une telle fonction est donc égal 8 b — a.

Ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

1.4 THEOREME : L'ensemble & des fonctions en escalier sur [a, b] est un sous-
espace vectoriel de I'espace vectoriel réel des applications de [a, b]
dans R.

Démonstration :

Utilisons le théoréme 3.3 du chapitre 1 du tome 1.

* Il résulte de I'exemple 2 du paragraphe 1.3 que & n’est pas vide.

* Soient « un réel quelconque, f une fonction en escalier quelconque sur [a, b]
¢t S la subdivision de [a, 6] associée  f. La fonction f est donc étagée sur S.

De Proposition : | x € [a, b], (af) (x) = af(x), il résulte que la fonction of
®St, elle aussi, étagée sur S; elle appartient donc a E.

* Soient f et g deux fonctions en escalier quelconques sur [a, b] et S, et S; les sub-
divisions de [a, b] qui leur sont respectivement associées. On a : S$;cS,uUS,
% 8.cs, US.. Les fonctions f et g qui sont respectivement étagées sur S, et

. SUr'S, sont toutes deux étagées sur S;USz = (Xo. X1, . - - X). Désignons alors

Par 3, %2 ... A, (resp. Lys W2s - - o W) les valeurs respectives de f (resp. g) sur

¢ ;
hacun des intervalles ]xo, X1 [, 11, X2[o - « -+ 1Xn—1. Xal.
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1.5

De la proposition -
el 2 n, Yxelx . xl (F+g)(x)=1Hx)+gx)=2 + yu,

| resulte que la fonction f + g est elle aussi étagée sur S,US.: elle a -

donc & t. W pparnti

Intégrale d’'une fonction en escalier sur un segment.

S ——

DEFINITION : Soient f une fonction en escalier sur [a, b] etS = (x,, . _ x.)
la subdivision de [a, b] qui lui est associée. Soient 7,, ... }, les valeyrs
respectives de f sur chacun des n intervalles ]xg, x,[, .. ., 1x,_q, x,[.

n

\:-‘ }'.'(xi = x;—‘l)'

P
Led
i=1

On appelle intégrale de f sur [a, b] le réel

b
On note cette intégrale : [ f(x)dx eton lit: somme de a & b de f(x)dx. Dans "

. ]

cette notation conventionnelle, la lettre x joue le méme rdle que dans |'expression -
soit la fonction f: x —— f(x).

Remarque : L'intégrale de f sur [a, b] ne dépend pas des valeurs de f aux
points Xg, X1, - - .0 Xp.

Exemples.
Reprenons les exemples du paragraphe 1.3.
1. 0na: $=(0,1,3,5) et \}yxel0,1[ f(x)=%

Vxell.3[, f(x)=—2
¥x€]3.5[ f(x)=0

et par suite : J:f(x) dx = -32-.{1 —0)+(—2)(3—-1)+0.(5-3)
5

Ml

2. Soit 2 la valeur constante de f sur ]a. b[.
b
Ona: J‘ F(x) dx = %(b — a).

1.6 On a la propriété suivante :

§oient f une fonction en escalier sur [, b] et S' = (yo, ... ¥, une subdivi-
sion de [a, b] sur laquelle f est étagée. Soient A - .., A, les valeurs respectives
de f sur chacun des n intervalles o vali <+ I¥n—1. ¥al.
n
b
Alors on a : Lf(x) dx = Zl,—{yf— ¥i-1)- ()
L =1 i

Démonstration -

IS’OH S la subdivision de [a, b] associée & f: on a : ScS'.
OSONS: p = card (§' — S) = card S’ — card S et raisonnons par récurrence SU'#

® Sip est nul, § est alors éqale & , ; : i Iinté-
grale de f sur [a, b). gale a S et I'égalité (1) traduit la définitio
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1.7

T0. CALCUL INTEGRAL

e Soit k un entier quelconque Sup ! i
. : posons que 'égalit i i
subdivision §° contenant S et telle Que : card (8" E Slé—“k) PR R
Considérons maintenant une subdivision : §= ) co
sy el iy : (Yor - - . ¥,) contenant S et telle que :

Il existe alors au moins un point v,

sur I'Ir’hl 1 yu‘jl e‘ sur qu. }", +1 [ s

imf=2, e limf=)

" ¥e©

De la définition de S, il résulte que f est continue en Yaona: A, = Agsq = F(V,)
r L] —_— q.}. . q .

Posons alors 8" = (Yo, .. . ¥ 1. Vours ... v.): la subdivisi 3 .
satisfait 3 : card (S§* — S) =ak. a1 o Ya)i ivision S" contient S et

i canstaPte de fsur ]y, 1. vgy+[ est égale 2 A,. On a alors :
q—

de S’ qui q'appaniEnt pas a S; les valeurs de f
ont respectivement Ageth,,,etona:
g4

sh —t n
'f{x) dx = : }"1'(?: - y_.'-1} -+ ?'-q(yql-l - }“0_1) + \," ;\..,'(y.,' == y"_.-|).
' = jeq+2
Ona dautre part: Aq(Vos1 = Va-1) = Al (Vas1 = ¥a) + (Vg = Va-1))
lft+1(yﬂ+1 = Vn} +lq(}"q — ya'-!}

[

N 22
et, par suite : I f(x) dx = N (Y = ¥iaa).
=1
e L'égalité (1) est donc vraie pour toute subdivision de [a, b] contenant S, c’est-a-
dire pour toute subdivision de [a, &] sur laquelle f est étagée. B
Remarque : L'intégrale de la fonction f en escalier sur [a, b] est donc indépendante
du choix de la subdivision de [a, &] sur laquelle f est étagée.

Propriétés.
Nous admettons les propriétés suivantes et nous en proposons la démonstration
en exercices.

P1 Soit & l'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

L'application J définie par:
J: § — R

For j:f{x)dx

est une forme linéaire sur I'espace vectoriel réel &.

Pz Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a, b]. .
Sil'ona: (fx e [a bl f(x)> 0), alorsona: f. f(x)dx >0

Silona: (fxelablf(x)2 g(x)), , .
alors on a : J. f(x) dx 2 Lg(x) dx.

a, b].

. : lier sur [
P3 Soit f une fonction en esca [a, bl etona:

| | est aussi une fonction en escalier sur

jjf<x}dx|gj':|fux)dx-
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Fonctions intégrables au sens de Riemann.’

8 Soit une fonction £ définie sur [ 5] Cherchons & étendre & £ la définition 1.5
Soit une : ' , N

Y Supposons par exemple que £ sOit continue sut [d, b} ot ess
- LA b " e

ayons d'approxime 4
par des fonctions en escaher sur (& b)

]
= % } ‘ | : { ¢
0 -3 X

Xg =
, &4 X; A Xy X, Xg b

Une méthode consiste & se donner une subdivision: 8§ = (X0, .. ., x,)) de [a. b],
a choisir, pour tout entier / de V.o L n) unréel E| de

1x, 1. x,[ et considérer une
fonction en escalier ¢, étagée sur S, dont la valeur sur tout intervalle 1% —1. x,[ est
egale a £(%)); les réels ?(Xo0). .. .. %(x,) sont arbitraires.

Ces considérations nous conduisent aux définitions suivantes -

1.9 Soit f une application de (a. b] dans R.

® Nous appelons fonction de Riemann relative a /, toute fonction P en escalier
sur [a, ] telle que, si S = (Xo. . . .. x,,) est la subdivision associée agpetsik,... ki
sont les valeurs respectives de 7 sur chacun des » intervalles 1o X0 [ oo 1%0 oy X[

onait: {ie{l,...,n Qi elx . x[ 2= £(&)).
® Nous appelons somme de Riemann relative a 7 I'intégrale sur [a, b] d’une
fonction de Riemann relative 3 £,

Avec les notations précédentes, si s est I'intégrale sur [, bldeg,ona:

" X
s = Ja-:p(x) dx = __\_ F(Z) (x, — X;-4).

omme de Riemann relatjve a f, le pas de la fonction

én escalier sur [a, b] dont cette somme est I'intégrale.

Exemple.

Considérans la fonction f:

X ——=» x, définie sur [0, 3].
S=(01,2, 3) est une subdi

vision de [0, 3] et la fon

ction ¢ définie par :
fxe(o 1], fp(x):f(% =%
Yxelt, 2], (x) = !'(g) = g
Vxej2 3, :;a{x}=f(—g)_-_g

* Riemann -

——"'""'-.
céldbre matheématicign allamang (1826-1866),
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10 CALCWE INVEGRAL

i/t une fonc s Wi .
1 ang II\}I: de Riemann relative & £, de pas 1. La summe de Riemann correspon

dante 5 est 5 {x) dx = _1_ ' !d 1 B
¥ 0 2 4"3

_ 53

— 2

3|

g+

-j !

ra) = &M

On a alors la définition suivante :

1.10 DEFINITION : Soit f une application de [a, b] dans R,
f est intégrable au sens de Riemann sur [a b] si et seulement s'il existe
un unigue réel | (f) qui satisfait & la proposition suivante :
pour tout réel strictement positif <, il existe un réel strictement positif «
tel que, pour toute fonction de Riemann relative a /. de pas strictement
inférieur & =, la somme de Riemann correspondante différe de | () de moins

de =.

Comme pour la limite d’une fonction, I'unicité du réel | (f) est déduite de I'existence

de ce réel. _
Ondit que |(f) est I'intégrale au sens de Riemann de fsur [a, b

ment, I'intégrale de f sur [a, b]. ; ,
Cette définition sera justifiée si, dans le cas ol f est une fonction en escalier sur [a, b].

Iintégrale au sens de Riemann de f sur [a, b] est le réel défini dans le paragraphe 1.5.
Cette propriété est I'objet du théoréme suivant :

], ou simple-

111 THEOREME : Toute fonction f en escalier sur [a, b] est intégrable au sens

b
de Riemann sur [a, b] etl'ona : 1(f) = Jaf(x) dx.

—

Démonstration :

Y]
Soit f une fonction en escalier sur [a, b). démontrons que le réel J . f(x) dx satisfait

finition 1.10. L
:;;:;;éo::u:; S i e i Hn) la subdivision associée & [ par Ay, ..., A, les

valeurs respectives de / sur chacun des n intervalles 1xo. Xi [, ... IXaoq X[ et

par M la borne supérieure de I'ensemble fini :
U loens [Ra ] 160D [ -oco XD 1}
Ona: yxe(a bl 1£(x) | < M.
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Considdrons maintanant une fonction de Riemann g relative & / et désignong
o o

v.) la subdivision de |a, b) associée & ¢ ot par d le pas de §'.

S Vi

La T.u:u-'nnn f — g ost une fonction en escalier sur [a, b]. Soit fun entier quelcongy,
deo {1 _m}: dtudions Nimage de Jy, vy parf — .

Ona: yxely, vl [f(x) ] <« M et |g(x)]| < M et par suite |

yxelv vl =M= =-ex|<[/N]+]s00]<2m,
D'autre part, si lintervalle Jy, . v, [ ne contignt aucun des points de discontinyig

de f sur )a, [, il existe un entier ide {1....n) telque: ly, . ylC]x, _,, « Lok
on a donc : yxe€ly,_v¥L f(x) —g(x)=2—2% =0 .
Soit J le sous-ensemble de {1.....m} constitué des entiers j pour lesquels
I'intervalle y, . v,[ contient au moins un point de discontinuité de f sur Ja, b[;
le nombre d'éléments de J est inférieur ou égala (n — 1), nombre des points g
discontinuité de f sur a, b[. On a alors :

- ) dx | <

b
| £ — o | (x)dx

b b
| | fx) dx — | % (x) dx

=S 1= a0 s D 2MO, =y < 2M(0 = 1) < 2Mng
e ! i€l
Soit alors £ un réel strictement positif quelconque.

"0

g (x) dx | < &, il suffit d’avoir : 2Mnd < = ce qui

Pour avoir : ‘ [ f(x)dx —

E E
i . L | I
équivaut 3 : d < TMn On peut donc prendre pour « le réel M m

Notation : Si f est une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, b], on note

b
aussi [ f(x) dx l'intégrale de f sur [a, b].

Conformément au programme, nous admettons le théoréme suivant :

1.12 THEOREME : Toutes les fonctions continues ou monotones par intervalles
sur [a, b] sont intégrables au sens de Riemann sur [a, b].

Propriétés.

1.13 Les propriétés suivantes généralisent celles du-paragraphe 1.7: nous admettons
les quatre premiéres de ces propriétés; nous proposons en exercice une démons-
tration de P, pour les fonctions en escalier.

P1

* ' = ___--—--.l
L'ensemble J des fonctions intégrables sur [a, b] est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel réel des applications de [a, b] dans R g
I"application | de J dans IR définie par :

est une forme linéaire sur J.

l: J— R
b
f-——»ff(x)dx

___-_—________,_.-P"'

Hﬂm?"‘lua : Du théoréme 1.11, il résulte que I'ensemble & des fonctions "
escalier sur [a, b] est inclus dans J et que I'application J définie dans 13 pro-
priété P, du paragraphe 1.7 est la restriction de | 3 &
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10. CALCUL INTEGRAL

=@ Soientfetgd '

Pz g deux fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a, b].
Silona: (§xel[a 6], f(x) > 0), alorsona :fb f(x)dx >0
Silona: (Yxela 5], f(x) 2 g(x)). alorsona a:

- fb Fix) dx > f jg(x) dx.

P3 Soit # une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, b].
|£] est une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, 5] et I'on a :

f:f{x)dx‘ﬁj:unx) i,

P4 Soient £ une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, ] et ¢ un
point de Ja, b[.

Alors f est intégrable au sens de Riemann sur [a, ¢] et sur [¢, b] etl'on a:

F f(x) dx = fc f(x) dx + JZ f(x) dx.

b a
Conventions : Si a est supérieur 3 b, on pose : f f(x) dx = — f f(x) dx.
a b

On pos2 aussi : J f(x) dx = 0.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que, pour tout triplet (a, b, ¢) de R3 et
pour toute fonction 7 intégrable au sens de Riemann sur [inf {a, b, c}, sup{a, b, c}],

c b b
ona: f f(x) dx + f f(x) dx = J f(x) dx.
Cette propriété est connue sous le nom de relation de Chasles.

| P Soit £ une fonction intégrable au sens de Riemann et bornée sur [a, b].
Soient m et M les deux réels tels que I'onait: (Yxela b], m< f(x) < M).

Ona: m(h—8)< f:f(x) dx < M(b — a).

Démonstration : ‘ : o ;
Soient g et A les fonctions en escalier sur [a, b] définies par :

g: X ——>m h: xn—-—PM.b
Ona: J.bg(x]dx=m(b—-a} et Lh(x)dx:M[b—a)

b b »
et, d'aprés la propriété P, : fag(x) dx < fﬂf{x) ax < Jah(X) dx. |

1 b

On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le réel =3 L f(x) dx.

Soit £ une fonction en escalier étagée Sur la SUbdiV;SiD” S = (Xor - .. X,) de
et soient Ay, ... A, l€S

[2, b] définie par: §/e{0.1,...m Xi=?2 %

valeurs respectives de f sur chacun des n intervalles 1o, X1[, - . o 1X5-1, Xal.
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Ona:

n iy

n
. 1 ‘. b—a ,

-:3 \ ;'-,{x- ] I)ﬂ .l.J_“_- al }'f -r.n - \ i;
P i i

La valeur moyenne de f sur [a. b] est, dans ce cas, la moyenne arithmétitu dog
valeurs de 7 sur chacun des intervalles Jxo, Xi[. - .. 1%y -1, X, [.

E j d " f[.x‘] gx = f-J

PB Soit f une fonction continue sur [a, £].

— — -

—

. 1
Il existe un réel ¢ de [a, b] tel que l'on ait : e F(x) dx = 1(c).

—eee

Démonstration : .
Il résulte du théoreme 1.12 que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] ¢
du théoréeme 2.3 du chapitre 5 qu'il existe deux réels m et M tels que I'on ajt -
f([a, b]) = [m, M]. .

Onaalors: Yxe([a b], m<7f(x)< M et par suite, d'aprés la propriété P, :

2 _ 1 b
m(b — a) < 'r:f(x)dxgwl(b—a} ce qui équivauta: m < p—— Lf(deX(M.

W

Le réel

b
5 1 = f(x) dx appartient a [m, M), c’est-a-dire a f([a, b]). Il existe donc

b
un réel ¢ de [a, b] tel que l'on ait : ﬁ f f(x)dx = Ff(c). m

P Soit f une fanction intégrable au sens de Riemann et bornée sur [a, b].
Soit A un réel tel que l'on ait : Yxe[a b], |f(x)| <A

Ona: |'b £(x) dx} < A(b — a).

Démonstration :
Ona: Yxefa b], —ALFX)KA,

b
Par suite, d'aprés la propriété Ps, ona: — A(b — a) < J. f(x)dx < A(b — a),

ce qui équivaut a :

[ b £(x) dx

<Ab—a) m

Ps Soient f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, b] et (Sn)
la suite réelle définie par :

freN*, n=£—’%§(f(a}+f(a+#%§)+ ..+f(8+(ﬂ— ”'b';:j).}

b
La suite (s,) converge versf f(x) dx.

__-—l—'—"'-'—-.‘
Démonstration :

Soient n un entier strictement positif et S =(x,, ..., x,) la subdivision de (2, D]

définie par : Yie{0,1,...,n), x =a+4 ;22
n
On a alors : 'fE{‘l‘,,,"n}, _xj_.xj_.l-_—b_a.
n
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10. CALCUL INTEGRAL
b—a

n

.+ N}, posons £, = X;~1; on a alors,

@) = 10-1) = fla + (1= 1) =1l

Le pas de S est donc

pour tout entier / de {1, ,

Le réel s, est donc une somme de Riemann relative 3 £, de pas b—a

pémontrons que l'on a : |im 5 = r f(x) dx
a

N+ m

c'est-a-dire :

feeRh 1P e, Ynel', ((0>p) — (o0 = [[r0 x| <))

Sﬂift do‘nc 5 un-réei §tricternent positif quelconque; il résulte de la définition 1.10
qu'il existe un réel strictement positif « tel que, pour toutes les fonctions de Riemann
relatives a f, de pas strictement inférieur 4 «, la somme de Riemann correspondante

b
differe de f £t dic e moinside s
a

i 1 ¥ ® .b —
Soit alors p un entier naturel tel que I'on ait ; . < o,

g ¢ . " b—a _b—a
Pour tout entier n strictement superieur a p, on a alors : 5 < F: <

et, par suite :

Sy ==

b
Fo0) el | ce B

Nous verrons, dans la suite de ce chapitre, des exemples d'utilisation de cette
propriété.

2. Primitives.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques méthodes pour calculer I'intégrale
de certaines fonctions intégrables sur un segment.

21 THEOREMIE : Soient K un intervalle non vide et non réduit a un point de R

et f une fonction continue sur K; soit a un point de K. Alors, la fonction

F: x — J"‘ f(t) dt est dérivable sur K et sa fonction dérivée est égaleaf.
a

Démonstration :

F est définie sur K.

® Ona: J-a £(z) dt = O et, par suite, F(a) = 0.
a

isti dea Silona: x>a (resp. x < a),
i naue de K, distinct : : :
I' Db FX a]) est inclus dans K; la fonction f est donc (;onn:;::
sife[gme]n‘t [ x%x(l:]sflgt p,ar suite intégrable sur [a, x] (resp. [x, a]). La fonc
a, x] (resp. [x.

F est donc définie en tout point X de K.
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F est dérivable sur K de fonction dérivée égale a 7.

" - int: il suffit donc de démontrer que F
wrsorvalle K n'est pas réduit & un point; i werq adme
:r:nttoa; point x de K qui n‘est pas une borne un nombre_dérwé a droite et u:;
nombre dérivé & gauche égaux a f(x), eten ii_l borne supérieure (resp. infériau,e)
de K, un nombre dérivé a gauche (resp. a droite) égal a la valeur de £ en ce POint,

e Soit xo un point de K distinct de la borne supérieure de K. démontrons que

P = Flxa) _ gy
X — Xg

'on a: lim
X-»Xg
XXy

Soit J un intervalle quelconque de centre f(xo): puisque‘xu n"est pas la borne sypg.
rieure de K, la fonction f est continue a droite en X il existe donc un intervalle
I' = [xo, Xo + «[ inclus dans K et tel que l'on ait : f(I')cJ.

Posons : | = I' — {xo} et considérons un réel quelconque x de |,
Fo0 — Foxg _ L TO% =], 1O
Onaalors: g9(x) = X — Xo - X — Xo =""X-::J=c, f(t) ar.

La fonction f est continue sur [a, b] et donc, en particulier, sur [xo. x]. De la pro-
priété P, du paragraphe 1.13, il résulte qu’il existe un réel x, tel que l'on ait :

t " ft) de = f(x
o< <x et — | f) (x1) |
Des inégalités : xo € X, < x < Xg + #, il résulte que x, appartient a |' et que,
par suite, le réel ¢(x) égal a f(x,) appartient 2 J

On a donc bien : ¢ (l)cJ et par suite : IIm 2(x) = flx;).
x>
e Soit x, un point de K distinct de la borne 1 i K Démontrons que F est
dérivable 4 gauche en x,, de nombre dérivé & o ), c'est-a-dire que l'on a:
. F(x) = F(xo)
im ———— = f Xn).
o ow iy X — xt} { O)
I
Soit J un intervalle quelconque de centre f(x.). Puisque x, n'est pas la borne infé-
rieure de K, la fonction f est continue 3 gauche en x. Il existe donc un intervalle
I = ]x, — @, Xo] inclus dans K tel que I'on ait : F(I')cJ.
Posons | = |I' — {x,} et considérons un réel quelconque x de |. On a alors :
oy ae— |

?(x] = '_F_{x_)_____i‘:_x_ﬂ_} = "‘ ( ) -" f“} df

X — xl.‘l X — x-;‘\

1 sy et 1 x 1 “x,

= X — 1_0 J" f(t) dt = — X-L-, ! f(f)df = — = l f(t) dt.

li;a fonction / est continue sur K et donc, en particulier, sur [x, x,]. De la propriétt
o du paragraphe 1.13, il résulte quil existe un réel x, tel que l'on ait :

1 :
XX € x5 et xg—x,l, f(t) dt = f(x,)

Des inégalités x, — « < x < x ' paf
- 1 & X, il résulte qu i A I’ et qué
suite, le réel « (x) égal & f(x,) apmniznt Y que x, appartient

On a donc bien (1) ¢ J et par suite - lim 5 (x) = f(x,).
Xy

A= Xy
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22 DEFINITION : Soient et F deux fo

23

10. CALCUL INTEGRAL

Primitives.

. : nctions do s
contiennent un méme intervalle | de [R. ntles ensembles de définition

Fest une primitive de fsur | sj et
pour fonction dérivée sur |, Ia fo

i

seulement si F est dérivable sur | et admet,
nction £,

LafonctionF: x —s 2x 4+ 1es

tune primitive sur R de la fonction f:
Remarquons que la fonction G : onction f: x —> 2,

X —— 2x — 3 estaussi une primitive de 7 sur IR.

Propriétés.

Soient f un.e fonction et | un intervalle de IR contenu dans I'ensemble de définition
de.la fonction £.

On a les propriétés suivantes :

Si f admet une primitive F sur I, alors I'ensemble des primitives de £
sur | est I'ensemble des fonctions G, définies sur |, qui satisfont a la pro-
priété suivante :

JKelR, (Jxel, G(x)= F(x) + K).

Démonstration :

Si F est une primitive de 7 sur | 1| résulte de la définition 2.2 que F est dérivable sur
| et admet £ pour fonction dérivés zur |, !
¢ De la propriété P, du paragizobs 3.1 du chapitre 7, et du calcul de la dérivée
d’'une somme de fonctions dérivables, il résulte gue toute fonction G définie par : |
JKeR, (Yxel, G(x) = F(x) - K) est dérivable sur | et admet pour fonction

dérivée sur I, la fonction égale 2 la somme de la fonction f et de la fonction nulle,
c'est-a-dire égale a la fonction 7.

® Soit G une primitive queiconque de f sur |. La fonction G — F est dérivable sur
l, de fonction dérivée sur | la fonction f— # c’est-a-dire la fonction nulle. De la
propriété P, du paragraphe 3.2 du chapitre 7, il résulte que G — F est constante
sur I. 1l existe donc un réel K tel que 'on ait: Yxel, G(x) —F(x)=K =

Soient x, un élément de | et yo un ree[. - .
Si I'ensemble des primitives de 7 sur | n‘est pas vide, il existe un unique

élément de cet ensemble qui prend la valeur yo au point Xo.

Démonstration - g
Soit F une primitive de 7 sur |. Toute primitive G de 7 sur | satisfait a:

1Ke R, (fxel, G(x)=F(x)+ K).

On a alors : (G (xo) = ¥o) <= (F(xo) + K= I-’u)_ <~ (K= Yo — F(xo)).
La seule primitive de f sur | qui prend la valeur y, au point X, est la fonction

¥— F(X) + yo — F(xo0). ®
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Si | posséde au moins deux points distincts, et si f est com
P3 I'ensemble des primitives de  sur | n'est pas vide : L

K
si 2 est un point de |, la fonction X — L f(t) dt est la primitive gq f

sur | qui s'annule en a.

—
Démonstration :
Il résulte du théoréme 2.1 que la fonction F: x — L f(t)dt est une primitiye

de fsur | et I'on a bien :
F(a)=rf(r) dt=0. m

P Si | est un segment [a, b] et si f est continue sur [a, 5], pour toute
primitive G de fsur |, alorson a:

G(b) — G(a) = r #(t) dt.

Démonstration :

X
e |l résulte de P; que la fonction F: x — f f(t) dt est la primitive de fsur |

qui s'annule en a.
J b a &
On a: F(b) — F(a) = f f(t) dt — f f(t) dt = {ﬁf{t} dt.

e Soit G une primitive quelconque de 7 sur | e soit ¥ |= réel tel que I'on ait :
xel, G(x)=F(x)+ K

On a:
G(b6) — Gla) = (F(B) + K) — (F(a) + K) = F(b) — F(2) = [ f( k. m

Remarques : 1. Si F est une primitive de # sur | et si I' est un intervalle de R
inclus dans |, alors la restriction de F 4 |" est une primitive de f sur I'.

2. Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est la réunion de deux inté’
valles disjoints |, et |, de IR et qui admet des primitives sur |, et sur ls.
Nous appelons simplement primitive de f toute fonction F dont la restriction ah
(resp. I3) est une primitive F, (resp. F,) de f sur Iy (resp. 15). t
L'ensemble des primitives de f est |'ensemble des fonctions G, définies sur U l2: 8
qui satisfont a la propriété suivante :

1K € R, (fxely, G(x)=F,(x) + K1)

]KE € IR, (HX € |2r G(X) = Fi(x} <4 Kz)
O'n Peut faire une remarque analogue si I'ensemble de définition de fest 12 !
d'un nombre fini quelcongue d'intervalles de IR disjoints.
Dans ce cas, nous appelons simplement primitive de £ toute fonction F
restriction a chacun de ces intervalles est une primitive de £ sur cet intef

sunion

dont 12
valle-
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calcul de primitives.

primitives des fonctions usuelles

jent n un entier n
4 es:tlier bl ert ?ture)l n?‘n r;:l r un nombre rationnel différent de — 1, kK un
o r a, b) un élément de R*xIR. Le cal
. cul des dérivées des

fonctions usuelles permet d‘établir | ,
primitive de 7 sur |, e tableau suivant dans lequel F est une

B s
f I
o F
x._——>0 R X r— b
X +—> @ R X —> ax
x — X" R x'__'xﬂ""l
n+1
e i RY x»——:-LH"
r+1
1
x —> cos (ax + b) R x —> —sin (ax + b)
, —1
X > sin {3x+b) R X —> —a—CDS (ax+b)
P -5+ kw5 =
— 1
X sinZ x lkm, © + k=n[ X —> cotg X

Remarque : Si le rationnel 7 appartient a I'ensemble Z — {— 1}, la fonction
X —— x’ admet une primitive sur chacun des intervalles disjoints IR® et RY, la

X0
Fay

fonction x —

Exempies.
X3

1. Une primitive de x —> x2sur IR est X +—> 3

-2 -
gst x —> —— La primitive de x —— —
X x*

3 1 .

2. Une primitive de X —> 73 sur R
i -2

nnule en 1 est définie par x —— =3

sur IR% qui s'a + Kavec —2+ K=0;

1
c'est donc la fonction X —* 2 (— 7 + 1)~

1 * H — ] g
3. Une primitive de x —> 53 S RL est aussi X —> —3~ La primitive de
. =2 =
X —> ;quui s'annule en — 2 ast définie par x —= >z + Kavec L +K=0;
3 2 1 : : 2
c'est donc la fonction X ——> 7532 +3 La fonction F: x+—> — -5 est
-15 ainsi que la fonction G définie sur R* par :

une primitive sur R*de x —* %

5 - 1
{ﬂxEIR'_',,, G{x}=F{x}+2) et (lijrR_, G(x)_F(x)+§).
pasderéell(te1que: xeR" G(X)=F{x)+l(.
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™
4. La primitive de : X —> coS 7 X qui est égale & 1 en 2 est définie par

4 7 4 =
x|—+_’—tsmzx+lcavac ESI"E+K=1'
4

Y i — i sin Tx +1—--
C'est donc la fonction x = 3 =

Remarque : Le calcul des dérivées ne permet pas de trouver une primitive de la

fonction définie sur R par x — —

1
X

L'étude d'une telle primitive fera I'objet du chapitre 11.

Opérations sur les primitives.

2.5 Les résultats suivants sont des conséquences des propriétés données dans |g
paragraphe 2.2 du chapitre 7.
Soient f et g deux fonctions dont les ensembles de définition contiennent un méme
intervalle | de IR et qui sont dérivables sur |, de dérivées respectives f' et g'. Sojent
A un réel et r un rationnel différent de — 1. On a alors les propriétés suivantes :

f + g est une primitive sur 1 de ' + g’ (1)

A est une primitive sur | de Af' (2)

fg est une primitive sur | de f'g + fg’ (3)

Si r est définie sur |, alors gest une primitive sur | de %-i,ﬁ (4)
r+1

Si f est définie sur 1, alors rf+ . est une primitive sur | de 777 (5)

304

Exemples.

1. Cherchons une primitive de f: x+—— 2x3 - 4x> - 5x—1.
L'ensemble de définition de f est [R.

Il résulte du paragraphe 2.4 et des résultats (1) et (2) qu'une primitive de f sur IR est
X4 X3 2

X — 2, T + 4-—3- - 5% — X; cette primitive est celle qui s'annule en 0.

2. Cherchons une primitive de h : x — sinx + x cosx.

L'ensemble de définition de A est IR,

Désignons par £ la fonction x —— x et par g la fonction x —» sinx.
Onaalors : Yxe R, sinx -+ xcosx = f'(x) g(x) + F(x) g’ (x).

Une primitive de h est donc lafonction: x —> f(x) g(x), c’est-a-dire la fonction :
X —> X sinx,

3. Cherchons une primitive de A : x s = COSX 2_ sin x.

X
L'ensemble de définition de / est R*. Désignons par  la fonction x ——> SinX &
par g la fonction x ——» x,

On aalors : yxeR®, XCOSX —sinx _ f(x)g(x) — F(x) g'(x),

x2 B (g(x))?2

e . f(x
Une primitive de A sur IR}, ou sur R est donc la fonction x —> E%;%‘

c’est-3-dire la fonction x —» 10X

X



2.6 Il résulte de la propriété

10. CALCUL INTEORAL

4. Cherchons une primitive de A : X F—b —
;2 + sin x

L'ensemble de définition de 5 est IR,
Désignons par f la fonction X ——» 2 + sinx. On a alors :

cOS X ' (x) 1
X € R, 3 - = f 3 .
¥ ey £'(x).[f(x)]” 2. Une primitive de A sur IR est donc
1

. f(x)]17
la fonction X —» !_{T)-]_ c'est-a-dire la fonction x — 24/ 2 + sin x.

2
5. Cherchons une primitive de f: x +——» cos? X.

L'ensemble de définition de fest R.

Ona: fxeR, cns’x=j—ificﬂf=l+%0052x-

ka

- . 1 4
Une primitive sur R de f est donc la fonction X —» 3 X+ %srn 2 x.

s sm—

Calcul d'intégrales.

P, du paragraphe 2.3 que, si f est continue sur [a, 5]

fa, b],ona: (b f(t) dt = F(b) — F(a).

ur

et si F est une primitive de fs

b
On écrit : | F(t) adt = [F(!)L
On utilise les résultats des £<:r_1'graphes 2.4 et 2.5 pour calculer une primitive de f
sur [a, b], comme le montrent \us exemples suivants :
Exemples.
r
1. Calculons J (x — 2)* dx.
o
Ona: , , i ,
l i e e 4x] =———2+ 4=z
r(x-—Z}de=j (x2—4x+4)dx—[3 4.2+ . =3 3
o
S o
2. Calculons J‘ sin x cos? x dx.
g T
335 3 in x) cos3x dx
i = —sin X A
Ona: JO sin xcos3 xdx=— fo sin x cos3 x dx L (
%t 0 Tr] : cos? X
i 3 Clestx —>—7
Une primitive de X —~ (— sin X) €os XSU’[ 3 4
On a donc : <
I sinxcosﬂx:ﬂrs[-——r]n i 3
T
5 16
(L o1)= -5
4\16
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3
3. Calculons I cos? x dx.
0

2 4
1 .1 1+ cos 4x
—E+50052x+—§—
3 1 1
—§+-2-c052x+§cas4x
= ul
t uite : ' ¢ xd —[§x+1sin2x+—1-sln4x3
et par suite : Lcosxx— 8 3 5 ]u
3 1. 2™ 1 . 4=
=§§+ESIHT+3—25IH?
T V3 1’;5_5 743
=87t 8 &8 et
3 x+3
4, Calculons ‘1( +”3d.
. [* x+3 3 x4 1 2
ona: ) erm ‘(x+1>3 o+ | wr
‘ + J(x+‘l)3
1 3 1 1 1 7
P ] ['(_“"1“"'] R

Intégration par parties.

2.7 THEOREME : Soient 7 et g deux fonctions dérivables sur le segment

[a, b] et soient f' et g’ leurs fonctions dérivées respectives sur [a, b].
La propriété suivante est vérifiée :

ixela bl [ r@awa=[roeo]| - [rrgwa

Démonstration :

Du paragraphe 2.5, il résulte que la fonction ¢ — > f(t) g(t) est une primitive

de la fonction t+— f'(t) g(f) + £(t) g'(t) sur [a, b] et en particulier sur tout
segment [a, x] inclus dans [a, b].

Onadonc: Yxel[a, b], f [F(8) g(t) + F(O) g' ()] ot = [f(t)g{t}]:
et parsuite: Yx € [a, b], f £1(t) g(t) ot + f (1) g' (t) dt = [f(r)sr{t)]:'

On a, en particulier :

“: fi(t) g(t) dt = [f(t)g(t)] ff(r)g(r) dt (1)

b i
On dit que I'on fait une intégration par parties lorsque, pour calculer f’ (0) g%

on applique (1) et on cherche une primitive de la fonction t — f(ﬂg (f]')
au lieu de chercher directement une primitive de la fonction ¢ — f'(8) 9
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10. CALCUL INTEGRAL

cette méthode est profitable lorsque les primitives de la fonction £ — £(£) g'(f)
sont plus faciles a trouver que celles de la fonction ¢ — /() g(t).

Exemples.

1. Calculons, pout tout réel strictement positif x, le réel A(x) = f fcostdt
_ _ S

Désignons par fla fonctiont —sint et parg la fonction t —— ¢
Nous avons alors: fJtelR}, f'(t) =cost et g'(t) = 1.
Par suite, nous avons :

A X
fxeRL, A(x) = [!‘sin !] - , 1.sinrﬂ‘r=xsinx—[ﬁ cost]
¥} v o

= xsinx +cosx — 1.

x

0

.'l pt
2. Calculons [ xA\1 — x dx. 1
0

Ry

1 —x 5 .
Désignons par £ la fonction x +—> — ( 3 ) et par ¢ la fonction x —> X. , !

2 it
On aalors : ffxe[0,1] fix)=v1T—x et gx)=1. ik
3 |
— 2 x(1 —x)'z]r - Jﬂ —2(1—-x)2
3 0

-1

Par suite nous avons: | <y 1 — X dx =

o
&
2[R 2.2, 4
=300 2 2

|

| |

“q 1 — 3 :'7 gy = |

i,_, i 6 . 15 | H

Application a la recherche de limites. 1
28 |l résulte de la propriété Pg du paragraphe 1.13 que, si f est une fonction intégrable sur

b; (f(aJ+ +f(a+(n—1) a)) | b

[a, b], la suite de terme général : 5, = 1
fb f(x) dx. Voici deux exemples de telles suites.

est convergente et a pour limite

Exemples.

1 L2 .
X — =5 calculons la limite de la suite de terme |

--) 1. A I'aide de la fonction f: > |

1 1 1 - - -'__‘-______l
général 5, = — i_2+ 12+' +1+n—1)2]

B (1+5) >
— 2. 0naalors:

2 o~
—-dx-—[ ]=_§+ =9

Posons a=1 et b

lim s,,*—f f(x]ﬂ'xr—-_"

1

— ite de terme
"? 2. A f: in x, calculons la limite de la suite
l'aide de la fonctlon X S ‘ 1 .
én = I = ._._2 sin .___————: l
général : s, = SIn + sin F i

Posons a=0 et b — . On aalors:

lim s,,--f f(x)dx-*f sinx dx =

A+ +o

[ cosx]“=1+1=2.
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3. Calculs d'aires.

g r'd

Dans ce paragraphe, nou$ démgnons par 5 o

un repére orthonormé de' ce plan; paro RO 2,
données des points sont données dans‘_l S
Nous savons déja calculer I'aire de certdins Sepg<% ;
cercle. Nous donnons ici une méthode m

Notion d'aire. :
Nous admettons qu'il existe un mh&m@h@awcﬁe I'ensemble 7T (P) das

parties de P, noté Q, appelé ensepible lﬁﬁ “guarrables de P et yne
application 4 de Q dans R, qui, 3 tout e&ﬂﬂﬁ arrable E de P, associe son
aire /(E). '

L'ensemble Q et I'application .t satisfont, en particulier. aux prnpr:etes Suivantes ;
® Y(E;, E5) eQxQ, (E;UE;eQ et E;nE,cQ ot £y —EeQ)
® §(E. E2) e OxQ, ((E;nE;= @) —> (4(E, UE,) = A(E)) + #(Ef)}) -
(propriété d'additivits). e 2

® Soit f une isométrie de P, R
fEeQ, (f(E)eQ et &(F(E)) = #(E)). A #
e Pourtoutcouple (A, B)de Px P, le segment [A, B] &t | ’mwembi

noté JA, B[, sont quarrables et d'aire nu lle. e
® Soient a et b deux réels strictement positifs,

L'ensemble E des points M de P dont les coordonnées i
estquarrable et 'ona: #A(E) = ab,

|
|
be

X
E_En_igmgg_: 1. Soit E' I'ensemble des points M de P dont les coordonnées (}.2
satisfont3: (0<x<a ot 0 < ¥ < b). Désignons par A, B, C les points e

de coordonnées respectives (g) (g) (Z) L'ensemble E est alors la réunio”

es
de l'ensemble E' et des ensembles [0,A], 10,B[, ]A c[, [B,C].Ce sont ¢
sous-ensembles deux 3 deyx disjoints de P.
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32 THEOREME : Soient @ et © deux |

on & el -
)= A(E) + A([0. A]) + A(]0, B[) + #(]A, C[) + 4([B. C]).

A(E ;
Les quatre derniers termes sont nuls; on a donc : #(E) = A(E').

@ n'est pas égal & b, on appelle t_raditionnell&mant I'ensemble E un rectangle

» longueur sup (a, b) et de largeur inf (a, b) et I'ensemble E' un rectangle dont
jes cO16s sont exclus.

Gi a est égal B b, on appelle traditionnellement I'ensemble E un carré de longueur

y coté a et I'ensemble E' un carré dont les cétés sont exclus.

‘aire du rectangle (resp. du carré) dont les bords sont exclus est égale a I"aire du
rectangle (resp- du carré) dont les bords sont inclus. Il en est de méme si seuls
certains cotés sont exclus.

2. On démontre, a 'I'alde des propriétés énoncées ci-dessus, que laire d'un triangle
<t égale au produit de la longueur d'un cdté par la longueur de la hauteur issue

du sommet Oppose au cOté considéré.

Utilisation de l'intégrale de Riemann
pour les calculs d'aires.

nt

Nous admettons le théoreme suiva

-sols tels que I’on ait : a < b et fune fone-
tive sur [a, b)].

tion intégrable sur [a, 5] et pos
X ¥
¢ les coordonnées (v) satisfont a :

L'ensemble E des points

b
i’!gzizﬁ'{” est quarrable et i ona . #A(E) = L f(x) dx.

o —

S
—

)

Remarques : 1. Des hypothéses : (2 < b et fxe [f' b], f(x) > f_i) et_ de la
Propriété P, du paragraphe 1.13, il résulte que le réel L f(x) dx appartient a R%.
2. On a aussi la propriété suivante : l'aire de I'ensemble E' des pELintS M de P dont
| a<x<b

®s coordonnées (ﬁ) satisfont a : 0<y< £(x) est égale a Ju f(x) dx.
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pPPOSONS f soit une fonction en u(.:ulilr sur (2, b] et désignong -
: Sul “ ,TT, subdivision de [a, b] associée & fet par hy, .. ., 3, leg vy
= flp T

respoctives de f sur chacun des n intervalles 1% X1Lo« o0 JXnov, X[, La fonction ¢
est positive sur [a, b);, on adonc: Y/ [ v n}, x>0

X ' a
L'ensemble E des points M dont les coordonnées ( y] satisfonta: ) S ¥ < b

3 F ! g S Y < f(x)
éunion d'un nombre fini de segments et des / rectangies E, d'élémeng
i " i y X < X < X;

X . .
les points M dont les coordonnées (V) satisfonta : 0<y< ),

Ces sous-ensembles sont deux a deux disjoints; on a :
yieil.... n), A4(E) =% (x, — X ”,)

" . b
stparsuite: A(E)= > A(E)= > & (x—x-4) =] f(x)ax.
=" 7l
Nous avons donc démontré le théoréme 3.2 dans ce cas particulier,

P
)—-—-u—-(
E, i
IL E‘
M l i
0 . X & N,

Exemples.

w
1. Calculons l'aire de I'ensemble E des points M de P dont les coordonnées (}‘)

: 0 xg1
satisfonta: |
|0y € X2,
I résulte du théoréme 3.2 que I'on a : A(E) = ‘*1 X2dx = [x_a]. _ 1
Jo 3, 3

310



r L i i i
=
'
&
]

10. CALCUL INTEGRA!L

., Calc ; :
2 ulons 'aire :a la partie E du plan P limitée par Iaxe Ox, I'axe Oy, la droite
d'éguation : x = - .

q 3 et la courbe représentative de la fonction x — sin x.

Il résulte du théoréme 3.2 que I'on a ;

kL

#(E) = fj sinxdx = [— cos ,1:];_E = 1. ‘/

1
j

NIHY

On a aussi le théoréme suivant :
I}
s que l'on ait - g < b etfune fonc- |

33 THEOREME : Soient a et b deux réels tel
tégrable sur [a, O] et négative sur [a, b].

tion in
L'ensemble E des points Vl de P dont les coordonnées (i) satisfont a :
b
?(S 2?2 0 est quarrable et I'on a : #(E) = — J- f(x) dx.

Démanstration :

Soit 5 la symétrie axiale de P mage de E par 5.

d’axe Ox; cherchons I'i
« son image par § a pour

. XU
Soit M, un point quelconque de E, de coordonnées (}’o)

Coordonnées ( x; )

= e a< X< b |

Des inégalités : ; ?(f)x&f:s; ol ‘ésulte les inégalités | | g & — yo < — £(Xo)- |
0] |

3




TR
‘a

_. 2 i

=3

X
Appelons E I'ensemble des points M de P dont les coordonnées (y) satisfont 3 .

| & £x<b 1),
ogy<—TX .
If.e point s(Mo) appartient a8 E; on a donc :

1] X1 & y
un point quelconque de E', de coordonnées (}"1)' le point M,

$(E) CE'.
Soit maintenant M,

; X1 ).
est I'image par s du point M de coordonnées (___ y1)

¢ e aﬁxiﬁb : i lités : aSX &b
Des inégalités | | 5 2\ < — F(x,), il résulte les inégalités FX1) < — yy < 0;

le point M, appartient a E: on a donc : E'cs(E). ’
Des inclusions : s(E)cE' et E'cs(E), il résulte que l'on a : s(E) = F,

L‘application s est une isométrie de P; on a donc : #A(E) = A(s(E)) = A(F).
La fonction (— f) est positive sur [a, b].

Du théoréme 3.2, il résulte alors que I'ona: JA(E') = f (= ) (x) dx

et par suite : A(E) = — [ f(x)dx. m

w &
Exemples.

1. Calculons l'aire de I'ensemble E des points M de P dont les coordonnées (:)
—2Lxg -1

1

aSsY <0

Du théaréme 3.3, il résulte que I'on a:

satisfont a:

-1 1 - Jf 2
1 3
_2_§=§'

oy

-
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10. CALCUL INTEGRAL

2. Calculons I'aire E de Ia partie du plan P limitée par I'axe Ox, les droites d’ équations

respectives: x = -~ s
5 etx ™ et la courbe représentative de la fonction X —» — sinZx.

Du théoréme 3.3, il résulte que l'on a :

£l
#(E) =—fﬂ~sin2xdx=fﬂsjnzxdx= i) —t;ostdx
TC

z

L 1 . T ™ 1
._[zx anan_=E—E(sinZn-—sinr:)=E.
2
N
/
=
2 T
0 >
)
E
-1

ﬂgma_rq__m: Dans certains problémes, notamment au baccalauréat, on suppose

ol >y R
que les vecteurs 7 et/ du repére (O, AT, ) sont orthogonaux et on indique les normes
de chacun de ces vecteurs, exprimées par exemple en centimétres. On demande

alors d'exprimer |'aire en centimétres-carrés.
Si 'om a par exemple : ” FH =acm et ”,f “ = b cm, l'unité daire est égale
éab cm2,

Exemples.

1. Reprenons I'exemple 1 ci-dessus.

Supposons que I'on ait : || i “ = 2 cm, ”,t " = 3 cm et que les vecteurs 7et]

soient orthogonaux.

3 " 3 ¥
Nous avons obtenu : #(E) = 5+ L'unité d'aire est 6 cm2

- 3 # - b 2
Exprimée en cm?, |'aire calculée est égale a 5 X 6, c'est a dire 9 cm2.

2. Reprenons I'exemple 2 ci-dessus.
Supposons que l'on ait : || ?” = “; ” = 2 cm et que les vecteurs r et; soient

orthogonaux.

k14 r . .= 2
Nous avons obtenu : #(E) = 7- L unité daire est 4 cm?.

Exprimée en cm2, I'aire calculée est donc égale a 7.

313
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34 0 Soit E un sous-en

Appllcations.

semble de P ggal a la différence de dgux sous-ensembleg
et E, de P, dont on sait calculer les aires l:espectwes #(E,) et 4(E,),
L mble E est2 la ré;nion des deuX ensembles disjoints E et E, et il résulte de
‘ense 1

a propr 4 icati HJECILIEFOI"IEI:

prop iété d'ﬂddltl‘-‘lté de | applicatlp

i‘ﬁ(E ) —--—-II J'E(E) + JE(E-;) et, par suite . ﬁ:(E) = .;FE(E-|) = ﬁ:(Ez),
1

e Soient f une fonction intégrable sur un segment [a, 1_!7] di R 8: El_a Eﬂl’tle du plan
limitée par I'axe OX, les droites d’équations respectives: f:i EI g et x 'jé ’Ec';’l& courbe
représentative de £ |l résulte des théoremes 3.2 et 3-3_9t ie fa propri _tée ac!dmwté
de I'application # que I'on peut calculer #4(E) si f satisfait a la propriété suivante :
® iete une subdivision S = (Xa. -+ » Xa) de [a b] telle que, pour tout entier j
de {1, ... n}, la fonction f garde un signe cons:tant sur 1x;—1. ?f;[: Dqlfr tOu_t entier /
de {1, ... n) la partie E, du plan limitée par I'axe OX, les droites d équations res-
pectives X = X;—1 eLX = X; et la courbe représentative de f est quarrable et I'on a;

quarrables E

A(E) = & r f(x) dx avec g = 4+ 1 (resp. i = — 1) si f est positive (resp.

Xi_

négative) sur ]1X;—1 X; L

n

n - X
L'ensemble E' = U E; est quarrable et I'on a ° #A(E) = Z g L_ f(x) dx.
i=1 i=1 =2
L’ensemble E est la réunion de E’ et d'un nombre fini de segments. Ces ensembles
sont deux a deux disjoints; on a donc : A(E) = #£(E').

el
Le réel #(E) est alors, en général, différent du réel f f(x) dx.

rb
On appelle aire algébrique de E le réel J f(x) dx et, pour &viter les confusions,
d

aire géométrique de E, le réel #A(E). On appelle aussi parfois, a tort, aire arithme-
tique de E, le réel s(E). L'aire arithmétique n'est pas alors en général égale ala
valeur absolue de |'aire algébrique.

Lorsqu‘aucune précision n’est donnée, il s'agit toujours de l'aire géomeéetrique.

® Soient f et :

g deux fonctions continu i

- es su m i ne
gardent pas un signe constant sur r un segment [a, b] de R et a¥

ait: {xe(a b  ce segment. Supposons, par exemple, du® o
da |'e£sem|gie f%[a T]? 2 g(x); désignons par m un minoranf(strictement négatif
+01)Ug([a, b]) et par E I'ensemble des points M de P dont L
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goordonnées (;) satisfont 3 : { ag<x<g<h

‘ 9(x) <y < f(x).
Soient I la translatlon. de vecteur — m}: et E' l'image de E par¢,
L'ensemble E’ est la différence de I'ensemble E, etde l'ensembie E., définis par :

nees :

aQXQb agxgb
0Ly <FX)—m (rESD' Uféy%g(x)—m)

b
On a : .-A:(E1)=f& (f(x) — m) dx et 0'1’-(52}=fb (9(x) — m) dx

b
uite: A(E') = f - = - 3
etpar‘t% _ (E') l. ((f(ff) m) — (g(x) — m)) dx = L (f(x) — g(x)) dx.
L'application £ est une isométrie de P; I'ensemble E est donc quarrable et I'on a :

b
#®) = | (700 — 90)) ax

Tm
Les exemples suivants illustrent les résultats ci-dessus.

Exemples.

1. Soit ) un réel supérieur a 3. Cal

droites d'équations respectives : ¥ b
2x° + ‘asvmptote oblique de cette courbe.

la fonction F: x —> -—E-;z——' et par I'asymp ' "

a fonction f a été tracee dans le paragraphe 4.4 du

t la droite d'équation: Yy = X. Soit Eqy, (resp. Eay)

les coordonnées (':) satisfont a:

culons I'aire de la partie E; du plan P limitée par les
x=73 et x=2X parla courbe représentative de

La courbe représentative de |
chapitre 8; I'asymptote oblique es

I'ensemble des points M de P dont
3<x<A LN 1).

2x3 + 27 (resp. < x
0<y< —5m— o<y
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L'snsemble Ex ost égale & la diftérence de J'ensemble E, et de I'ensembls E,,

240 + 27 _
Ona: A(EmJ*J’—-ﬁa“ﬂl ot A(Ea) Lxdx

A 2xd + 27 A -.P( 27
ol par suite : A(E:J-L 3 %3 dx-—Lxdx ,x+2,:"‘!dx

A 27 27 '_—__11\#2_7__1 1
_J x:——--lx A 2 +].
27

2x2 2 ,

: 211 1-=-—x1-§.
On a aussi : lllTﬂ A(E) = lim —f(ﬁ—i 5 X3=3

Aw 4 @

3e
|
_l
i
e . 2
o * : 53

-

. ’ 2
2. Soient les fonctions 7: x —> 5 et g X i—> =X+ 3.

Désignons par A (resp. A') le point d'intersection d’abscisse positive (resp. négative)
de la courbe représentative de g et de I'axe Ox, et par B’  C', C. B les points d'inter-
section, rangés par ordre d’abscisses croissantes, des courbes représentatives de f

et de g. Cherchons |'aire de la partie du plan représentée en grisé sur la figure
ci-dessous.
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del i ;
::l;?zgoi:l : 2:::::{53 fonctions fet g que I'ensemble E est laréunion de deuxensem-
jui de ces ens ;I]quas Paf.rappgn 4 I'axe Oy et d’un segment. Désignons par E’
ce embles constitué des points d’abscisses positiva.s. Onga aiorg i

#(E) = 2 A (E’). Cherchons les abscisses des points A, B, C
f—x24+3=0,

L'abscisse xa de A estsolution du systéme :
=1 x>0 ;onadonc: xp=13

2

x>0

#—x4+3x2_z=g)

Les abscisses xg et xc de B etde C sontsolutions du systéme:
o |
) I x>0
[ (x2—1)(x2—2) =0)

Ona: (
e (J x>0

et par suite : xc=\/§ et xp=1.0naalors:
1 vz 2 VE]
e — x2 3
aE) = [ (= x F 3o+ [ G+ [12 (a4 3
V3

x3 ' 21v2 x3
=|—= 3x - e
[ 3t ]c+[ x] +[ 3*3"]1,;

1

=(—;-+3)+ (—;/g—i+2)+(—§——f+3\/§+g—3@—3x/§)

14 10 -
__._3_1/54-2«3:%(7_-51/54-3%)

ﬁcs)=§(7~5x/§+3\/§).

Une valeur approchée 310~ dprésds £ (E) est 6,833.
3. Soit la fonction f+ X ~—» G0 2X —COS 4 x.
dy plan limitée par [‘axe Ox, 'zxe Uy. 3 dioite d’équatio
tative de £.

Nous laissons au lectzur

0 et  est celle dessinée dans

et par suite :
Calculons I'aire de Ia partie E
nx = metlacourbe représen-

- yérifier que la courbe représentative C de fentre

12 fintire ci-0essouUs.

— 2
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Les points d'intersection de C et de Ox ont pour abscisses respectives, 0, .g %{r
;‘ r o
= et les trois extrema ont POUT coordonnées respectives | g |’ ( 22)- g 2
2 8
1

W i 1
ol « est le réel compris entre 0 et-i qui satisfaita: cos« =7

L : 2T »
La fonction f est donc positive suf [0, :-3-]' négative sur [5. —3-] et positive sur

[-2-33 :r]- On a alors ©
27

4(E) = [: £(x)dx — j i F(x)dx + J‘; £(x)dx.
3 3

1 . y 17 y
La fonction F: x+—> ism 2x '~ 7 &M 4x est une primitive de 7 sur [0, =].

On a donc :

o= 1) - (o) + =)

3 A3 43 (\/ﬁ 4/3)
_0—2(——4—-——3— +2| X 3]—0
=4(ﬁ+_«/_§)_3\/5

4 g8~ 2
Une valeur approchée de A (E) est 2,698.

L'aire algébrique de E est égale 2 : r (cos 2x — cos 4 x)dx c'est-a-dire @ !
4]

F(wx) — F(0) = 0.

4, Soient les fonctions f: x — sinx et g° « » COSX.

Calculons I'aire de I'ensemble E des points M de P dont les coordonnées (ﬁ') o
y

[l 5w
Eﬁx{T
glx) <y < f(x).

font & :

318




T i e B e T T TR SRS i e e e Tt S
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. mbn |
Ona: jxe [a-.- —4-]: g(x) <f(x) et par suite ; 4-

5rn

: 2 = F i
A(E) = Lr (F(x) — g(x))dx = f (sinx — cos x)dx = [— cosx — sin x]
x = i
a

s il

B e I

Une valeur approchée de 4 (E) est 2,828, '

EXERCICES |

Intégrale de Riemann.

# Dans les exercices suivants (n°*1 2 5¢et8 3 11), on désigne par a et b deux réels
tels que l'on ait: a2 < 4.

1 Démonstration de la propriété P, du paragraphe 1.7. .
12 Soient « un réel quelconque et / une fonction en escalier quelconque sur [a, b]. 1
Démontrer que si S = (xg, ..., x,) est la subdivision de [a, b] associée 3 f (cf. i
paragraphe 1.3), alors S est aussi la subdivision de [a, b] associée 3 af,

vl &
En déduire Iégalité : f () (x) dx = f £(x) dx.

a o

|
2° Soient f et g deux fonctions quelconques en escalier sur [a, b]. lr
Démontrer qu'il existe une subdivision S de [a, #] sur laquelle f et g sont étagées |
(cf. paragraphe 1.3). Utiliser le résultat du paragraphe 1.6 pour démontrer I'égalité : |

r (f+ g) (x) dx = fﬁ f(x) dx + E g(x) dx.

2 Démonstration de la propriété P, du paragraphe 1.7,

1° Soit f une fonction en escalier sur [a, b] qui satisfait, de plus, a la propriété sui-
vante : Yx e [a b], f(x) = 0. Soient S = (X, ..., X,) la subdivision de [a, b]
associée a f et Ay, ..., A, les valeurs respectives de f sur chacun des intervalles

]xﬂi x'l [: - ]xn-h Xn [
b
Démontrer que I'on a : f f(x) dx 2 0.

2° Utiliser la premiére question pour démontrer que, si f et g sont deux fonctions
en escalier sur [a, b] telles que l'on ait: Yx € [a £], f(x) = g(x),

b b
alors on a : j F(x) dx > f g(x) dx.
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1

3 Démonstration de la propriété P3 du paragraphe 1.7. SFi.t f une fonction escaljg, i
wur [a, b]; nous désignons par s = (Xo. x,) la subdivision de [a, b] assagig
3§ et par Aq, - M jes valeurs respectives de f sur chacun des interva“es

x;x[r"*]x -"xn‘[' " [ L} .
]100 D;montrerﬂque | £] est une fonction en escalier sur [a, b] qui satisfait & :

r | F](x) dx 3 O.

70 Démontrer que — | f| est une fonction en escalier sur [a, b] et que 'on a:

yxela bl —Ifi)<f <] X

Utiliser I'exercice n® 2 pour démontrer I'inégalité suivante :

| [* ro ax| < filfl(ﬂ dx.

4 Démonstration de la propriété P, du paragraphe 1.13 pour une fonction en
escalier sur [a, b]. _

Soient f une fonction en escalier sur [a, b] et c un point de la, b[.

10 Démontrer que f est une fonction en escalier sur [a, ¢] etsur [c, b].

2¢ Soit S la subdivision de [a, b] associée a £ (cf. paragraphe 1.3).

Posons: S = Su{c} = (Xo: ... Xp); SOIt P I‘entier de {0, ..., n} tel que I'on ait:
X, = C.

Démantrer que f est étagée sur (Xo, ... Xp) €L SUF (X5 + - %5) (Ch paragraphe 1.3).

b [+ h
En déduire I'égalité suivante : j F(x) dx = J £(x) dx +J £(x) dx.

5 Démonstration de la propriété Ps du paragraphe

1.13 pour une fonction en
escalier.

Soit f une fonction en escalier, bornée sur [2, 5] et saient m et M deux réels tels que
Fonait: Yxel[a b]l. m<Ff(x) <M

Désignons par g et/ lesfonctionsrespectives: g :
Utiliser I'exercice n° 2 pour démontrer que l'on & :

r g(x) dx < r f0x) dx < r h(x) dx

v —>m et h: x—> M

ot parsute s mith —a) < r f(x) dx < M(b — a).

s

1° Donner un exemple de fonction en escalier f paire sur [— 3, 3].
+3 3
Calculer : j f(x)dx et J f(x) dx.
-3 o

Vérifier I'égalité : J‘” Fx) dx = 2 ja £(x) dx.
bt | ]

2° Soit @ un réel strictement positif.

Dfr:wmrer que si f;est une fonction paire, en escalier sur [— a, + @l alors on 8-
I f(x)dx =2 J' f(x) dx.
- "

7 1¢ Donner un eximple de fonction en escalier f impaire sur [— 3. 3.
s 3
Vérifier I'égalité - J' £(x) dx = 0.
-3

2° Soit a un réel strictement positif.
Démontrer que, si f est une

£ . a
it fonction impaire en escalier sur [— a, + 8], 219" of
j. f(x) dx =0,

-
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% B 1° Soit f une fonction continue sur [a, 5], distincte de la fonction nulle sur
[a, b] ettelle que I'on ajt -

ixela £]. f(x)> 0,

a) Démontrer qu'il existe un segment le, @], inclus dans [a, 5 ‘on ai
! . v l L
¥xele dl. f(x)> o0, [2. b] tel que I'on ait

b) Soit m la borne inféricure de £ suy Le, 41; démontrer que I'on a :
& g
f f(x)dx > m(d — ¢)

b
et par suite : j f(x)dx > 0. >
a

20 Soient f et g deux fonetions distinctes, continues sur [a, b] et telles que I'on ait :
Yxela b], f(x)> g(x).
Utiliser la premiére question Pour démontrer I'inégalité :
b b
f f(x) dx}J‘ g(x) dx. (1)

3° Trouver un exemple simple de fonctions f et g qui satisfont aux hypothéses de Ia
deuxiéme question. Calculer leurs intégrales et vérifier (1).

9 Soit CI'espace vectoriel réel des fonctions continues sur [a, B].
1° Soit ¢ I'application de € x € dans IR définie par ; -
p: EXC — R |

b
(£, 9) —> f £0) g(t) dt.

Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur C. .

(On pourra utiliser I'exercice ne 8.) i
2° Démontrer I'inégalité :

& 2 & &
U 1) g(t) a'r) < ([ £2(8) c#) (f a2 (1) dr). |

¥ 10 Cetexercice utilise les résultats des exercices 8 et 9.
Soit 7 I'ensemble des fonctions continues sur [a, £] telles que I'on ait :
Viela 6], f(t) > 0.
1° La fonction nulle O sur [a, 5] appartient-elle a 97
J est-il un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel C des fonctions continues sur
[a, b]7
2° Soient f et g deux éléments de 7.
Démontrer |'équivalence suivante :

(fh £(2) g (1) dt = o) <> (fg = 0).
3': On suppose que C est muni du produit scalaire défini dans I'exercice n® 9.
a) Soit fune fonction de 7 telle que l'on ait: Yte[a b], f(t) > 0. _
Démontrer que le seul élément de C orthogonal & f est .!a fonction nulle 0.
b) Soit fune fonction de T qui satisfait aux propriétés suivantes :

jcela b, fle)=0

Ytela b]— {c}, f(t)> 0. . N
Démontrer que le seul élément de € orthogonal a f est la fonction nulle O.

¢) Soit f une fonction de & qui satisfait a la propriété suiv:ante 5
il existe un segment [c, d] inclus dans [a, 5] tel que I'on ait : !ﬂ‘ €[e. d]. f(r)=0.
Donner une condition suffisante pour qu'une fonction g de C soit orthogonale & f.

d) Trouver un exemple simple pour illustrer la question 3 ¢).
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11 soient f et g deux fonctions continuas; sur [fa, b].

On suppose, de plus, que g posséde la propriété suivante :

(yx€la bl, g(x)>0) et (Ix€la bl g(x) 0).

On désigne par m et M la borne inférieure et |a borne supérieure de fsur [, b].
1¢ Démontrer les inégalités :

Yxela, b, mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x). o

20 En déduire qu'il existe un réel ¢ de [a, b] tel que l'on ait :

b b
_[ f(x)g{x)dx=ﬁc}_[ a(x) dx.
Primitives. Calculs d'intégrales.

; L 1
12 1° Trouverun réel ¢ de [0, 1] tel que I'on ait: ju (x - i) X =c— ]

 Leréel c est-il unique ?

1 1 2 1\2
2° Mémes questions avec I'égalité : J. ( — 5) dx = (c - 5) .
Q

# Dans les exercices suivants (n°s 13 a 19), déterminer les intervalles de [R sur

lesquels la fonction f admet des primitives et donner une primitive de f sur chacyp
des intervalles déterminés.

/

T SO | S
V1 + 2

A
' @+ 2)2

/ sin2 x

__-_?15 fi x —s

2

14

cos* x

/. 3x%sin x — (x* 4 1) cos x
16 r: —_— .
"';? * - sin? x

X2cos X — i
17/f: . 2xsin x

x«ﬂ.
JONANNN =
7

jt—2]

L ] —
19 £ r—s 0T
t+ 1)

Lo ]

# Dans les exertices suivants (nos 20 a 29), déterminer la primitive, sur Fintervalle!
de la fonction f, qui prend la valeur Yo au point xg de |, )

2077 xH’iﬁ;ﬂ, 1,

| =10, +col, ¥o=0 %%

X
L X3 —3x2 4+ 3x—1 =0
21/:’. X ——» i i |=—]-—Dﬂ,1[, ru=1, Xo
. 22 f: X+ 2 "
7 : X3 4 2x% | =10, + oo, Yo=1: %
23" f. =0
i X 3202+ 1)+ 2x(8 +1), 1=]= o0, + oo, Yo=0 ¥




10. CALCUL INTEGRAL

sin x — x cos X
sin? x

Xoﬂz'

~
5
o
-
X
I
| -
o
Nl
e
>
]
—

_ _ Xxsin x4 cos x
- =

o

[
| =]— o0, 0L Yo=—1 Xo=—3

]
w

]
=
&

|

(=]

't 0 — o =z
227/:': X (xzzix2t21]4' T e (O B
zs/f: X —> COS X sin* X, |=]—o00,+ [, ya=0, Xg = T:
e i x —s S0X, =]o.3 oty dam

@ Dans les exercices suivants (n°s 30 a 41), calculer I'intégrale I.
30 4 = f o S,
T Je(241)2

31/ J‘* t dt

e ETOE

_ (7 2sintdt
320 = [

3
o
)
.8 ]
=
— r———

Vi
/ v 2 2xdx
ol '=J ; COsZ X2 |
/ Z
2
36 |=J- cos x sin? x dx.
o | '
‘/ " . X _,LMM : ! '
’ in2 = dx.
37 I=Jucnsax51n 3 X
/ |
/ i ) .8
38 I=j4(0054x+25inix}dx- S meana 3
a

7T

(cas? x + sin? X) dx.

mdﬁ.'

(1 —|x—11%)dx

J
___#7 40 ‘l/= ju (B cost x + 7 sin? x — ]iq) dx.
J
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42 1 Calculer les intdgrales .

= n E
15 15 J .
| - | sin* x dx, J = | cos*xdx, K = f CO8* X 8in? x ofx.
0 <0 «Q

2o Vérifier les égalitds : | = J ot | 4 K = ‘2’

u‘&fmt A un rdel strictement positif.
o A 2xdx

1° Calculer : I(}) = Jn AT
2o Caleuler la imite éventuelle de 1)) quand & tend vers + oo,

44 /Mémes questions que pour le n® 43 avec

. 1(x) = |l._“! —E:i‘ dy

VXN 2
43/

Soit la !onrm';r‘., f: t - j [d gint x — ; tfx.

Résoudre. dans R*, I'équation finy=0

® Dans les exercices suivants (n* 46 & 54)

caleuler, au moyen d'une intégration
par parties. lN'intégrale |

46 | = | xsinxdx
47 1= | xcosxdx
48 | = | x%sinxdx

al it

9 I=| (x+1)2sin2xdx.

r}
-

50 |=J x cos 3 x dr.
o

-

/75 81 1= | . x cos? x dx.

"3
52 |=J x2sin 2 x dyx.
(4]

3
53 |=_[ X cos 2 x dx.
0

Donner une valeyr apprachée de | 3 0,001

pras,

B
#* 54 |=f X sin x
06053)(

Donner yne valeur approchée de | 4 0,001 prés

dx.
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10. CALCUL INT#GRAL
B8 SolentletJles intégrales suivantes :

m™
—_— 2 = i
| In Xcos‘xdx ot J= J.u X 8in? x dx.

Calculer | + Jet| — J: en déduire | et J,

™
- - T3 5
/;T 56 Soientn un entier naturel et |, I'intégrale égaled: [ co” Lt
1o Calculer Ig. 1y, 1. i’
2° Démontrer la proposition suivante :
1
neN, l,,,="1%

' + o n + 2 lﬂ {1 J
(On pourra utiliser une intégration par parties, ¢duite du calcul de la dérivée de la

fonction: ¢ s cos” ¢ sin 1)
3° En déduire que lon a:

yoeN, i, = 20! =

-
-’ i

‘gnﬂ_‘: 23 %1
4° Montrer & laide de (1), que rour tout entier naturel n le réel (0 + 1) 1,4 1,
est indépendant de n,

Calculor ce nombie réel et an déduire, pour tout entier naturel n, une expression
de l..., enfonction de n,

a 2
\) 67 Soitlafonction f: x —= i +:2i—§-
7

1° Déterminer la primitive F de . sur ]0. 4 oo[,quis’annule en 2.

2 Démontrer on 4noncant avec précision le théoréme utilisé, que la restriction de Fa
1. 3] est une biection de [1, 3] sur un intervalle de R que l'on précisera. Vérifier
que cer ntervalle ~ontient 0. On note G la bijection réciproque de F. Déterminer
I'image de O par G =insi aue le nombre dérivé en O de G, dont on justifiera I'existence.

. ;5:3 Soit ia fopction f: x —> x(x— E(x)).
1° Tracer |z courbe représentative de f sur [0, 3[ dans un repére orthonormé
(0.7 7).
k41
2a Soit k un entier naturel; calculer: u; = J. f(x) dx.
K

Calculer u, ., — u,; en déduire que la suite finie {Ug, ..., Up—1) €5t une suite
arithmétique dont on donnera la raison et le premier terme.

3o Calculer J'n f(x) dx, pour tout entier naturel n. (Baccalauréat 1972.)
0

. T u =
/59 1= Montrer que la fonction f: X —> (x — E(x) sin 5 X est périadique de

%5
période 4.

5 :
20 Calculerj f(x) dx.
0

60 1° Soit f I'application de [0, 2 =] dans IR, définie par:
f: [0,27] — R

z x
x —> sin? 5

Tracer la courbe représentative de fdans un tephte oithonarmé (0'.i' ).
Démontrer que la droite d’équation ;X =T BELUN S He AN,

Lo Y o GA YT Y

L, SR - SRR A S |
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\) 63 Méme question que pour le n® 62qvec :

2¢ Soit la fonction F: [0,27] —> FHl
i

t— J f(x) dx.
[+

Tracer la courbe représentative de F dans le repére (0, :‘,f).

™
Démotrer que le point de coordannées (E) est un centre de symétrie.
2

61 Démontar que, pour tout entier naturel n, on a :

1 l xndx 1 !
2(n+1) "oV x2S 41
62 A laide de la foncion f: x 1 » ———. calculer la limite de Ia site de

VT4 x

i 1
terme générﬂl: ., ‘—'1 ——-'.+ --———-—1__—--_— T L —
nly/2 1 \/2+n-—1
“+ n

™ = n—1)r
f: x — cos2x at s"=5(c05?ﬁ+...+cosz(—-n—))-

1

“s 64 a) Méme question que pour le n° 62 avec :
7

-

v

>

1 1 1 1
e o .s'”-n(ﬁ—i-—-—tn+1ﬁ+...+—-—-—(2n+”2).

b) Méme question que pour le n°® 62 avec -

f: x —s

1 1 1 1
. S = 2 s s T RS i
Rdand = R et L F

, 1
¢) Plusgénéralement, méme question que pourlen® 62 avec : x —> m

r
ol p est un entier naturel supérieur 3 1 et

s—np-i(l_‘_.__T_.__.i. + 1 :
. el nt 1) T @a= 1)

65 1° Soient fune application de IR dans IR, continue sur IR et 4 et v deux appli-

cations de IR dans IR, dérivables sur IR. Soit g I'application de IR dans IR définie par:
vix)

fxeR, g(x)= f F(t) dt.

wilx)

Démontrer que g est dérivable sur IR et que l'ona:

VxeR. o'(x) = v'(x) £(v(x) — o' (x) F(u(x).

2x ot

X ‘\/1 + t2

a) Les hypothéses de la premigre question sont-elles satisfaites ?
b) Calculer g’ (x) pour tout x réel.

¢) Déterminer le sens de variation de g a I'aide du signe de g'.

2° Application: g: x —» J

- 66 Soit fI'application de 1= 1, + oo, définie par:

dt
RE=
12 Caleuler f/(x) pour tout x de 1= 1, 4 ool.
Déterminer le sens de variation de fsur]— 1, 4 oo[, a I'aide du signe de f".

Vxel—1. 4+ oo, f(x)=

2¢ Soit (Un) nemN. la suite définie par : freN, u,= Y ﬁ'_!Ta
0



10. CALCUL INTEGRAL

a) Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b) Démontrer les inégalités suivantes: uy <1 et Jm A < r -ﬂl!
T+ &

En déduire que la suite (u,,) est majorée et, par suite, convergente.

=67 1o Calculer pour tout réel x positif | (x) = f V1 -2t
o

2° Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel positif x, on pose :
= R —

In(x) = j /1 — 2 at.
o

a) Trouver une relation de récurrence entre |,,(x) etl,_2 (x).
b) Que devient cette relation pour x = 1? En déduire |5, (1) etlzeq (1).

% 68 1° Soit P un réel non nul. Soit f une application de IR dans [R, périodique de
période P et dérivable sur [R. Démontrer que f' est périodique de période P.
2e Soit f une application de IR dans IR continue sur [R. Démontrer que la fonction

x+P
Aile—> J-x f(t) dt est une fonction constante sur R si et seulement si f est

périodique de période P.

3¢ Soit f une application de R dans IR, périodigue de période P et continue sur R.
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que les primitives de £ sur R
soient périodiques de période P.

4c Les fonctions x ——> sin x et x — sin? x sont périodigues et continues
sur IR. Que peut-on dire de leurs primitives sur [R ?

5 63) Soient a et b deux réels tals que 'on ait: a2 < b.
Soient g une fonction continue sur [a, b] et f une fonclion croissante et a dérivée

continue f'sur [a, b].
- ‘-; g(t) dt.

- &

1e Soitlafonction G: x
Démontrer I'égalité suivante :
F F(x) g(x) dx = F(b) G(b) — ]'b G(x) 7 (x) dx.

2: Démontrer, a I'aide de I'exerc.icne ne 11, qu'il existe un réel ¢ de [a, b] tel que 'on
ait I’'égalité :

fb G () (%) dx = G (&) (F(b) — F(2)-

3o En déduire la proposition suivante :

Joela sl | 100 g dx=1() [ o) dx+1®) ["atax
4o Donner un ;xemple simple de fonctions fetgqui satrsfnnt aux hypothéses de ce
probléme et écrire |2 farmule obtenue.

.70 Soijentp et g deux entiers naturels.

Onpose p,q—j tr(1 — )9 dt.

19 Calculer, pour tout entier naturel g,
20 Démontrer la proposition suivante : p

l'intégrale 1, 0.

q
v(ﬂp q) € IN > N, Ip-d = ;J_‘F_'I_ [p+'|-u’—1'
#3° Calculer, a I'aide des deux premiéres questions, pour tout couple (p, g) de IN2,

I'intégrale |, 4
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71 1° Soit A un réel non nul et soit g une fonction qui est continue sur [0, Al ot
qui posséde la propriété suivante :

il existe une fonction ¢, définie sur [0, A[ etayant pour limite 0 en 0, un réel a non
et un entier naturel n tel que l'on ait : Yx &[0, A[, g(x) = ax" 4+ xne(x).

X
On pose, pour tout xde [0,A[: G(x) = j g(t) dt.
o

Démontrer qu'il existe une fonction ¢y, définie sur [0, 1[ et ayant une limite nulle en 0,
un réel b non nul et un entier naturel p tel que 'on ait :

Vxe[0, A, G(x) = bx? + xPeq(X).

(On pourra utiliser I'exercice n° 11.)

2° Soit f une fonction continue sur [0, 4 cof et strictement positive sur cet inter-
valle,

L1
[ er(e) o
Sait la fonction ¢: x — 22—
J £(t) dt
4]
a) Démontrer que @ est définie sur [0, + oo et satisiait 2 :
¥Yxel0, + oo, p(x)<x
b) Démantrer que o est dérivable sur ]J0, + oo[ et croissante sur cet intervalle.
c) Démontrer qu'il existe une fonction F, définie sur [0, + oa[, deux fois dérivable
sur [0, + oof, a dérivée seconde /" continue sur [0, + oo[ ettelle que I'on ait:
F'=f et F(0)=F'(0)=0.
Montrer que F est unique et que l'on a:
xF (x) — F(x)
¥Yxel0, 4+ cof, g(x)= —Fm
d) Soit @ un réel non nul et n un entier naturel.
Onpose: Yxe[0, + oo, f(x)= ax". Déterminer g.
e) Soit a un réel non nul, n un entier naturel et = une fonction définie sur [0, + oo
telle que I'on ait : IiBn e=0. Onpose: Yxe[0, + cof, f(x)=ax"+ x"e(x).
Déterminer g.

Calculs d'aires.

4 Dans les exercices suivants (n°s 72 & 83), on désigne par P un plan affine réel

euclidien et par (D, i,,-") un repére orthonormé de P. Toutes les coordonnées des
points, toutes les équations des droites et des courbes sont données dans ce repére.

2 _ =
72 Soit la fonction f: x —o» X_ﬁ___::}
g (x —T)2
1o Etudier f et construire sa courbe représentative C.

20 Calculer I'aire de la partie du plan limitée par I'axe Qx, la courbe C et les droites
d’équations respectives: x =3 et x =5,

73 Soitla fonction f: x +—>» 3sinx —2 sin3 x,
1° Etudier f et construire sa courbe représentative C.
2° Trouver deux réels a et b tels que la fonction X +—> g cos x + b cos? x soit
une primitive de F sur [0, =],

- & ’ x
3¢ En déduire I'aire de I'ensemble des points du plan dont les coordonnées (],]

satisfont 4 - O<x<w
1 0 < y < F(x).

.
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Soit la fonction f: x —— cos? xsin 2x,
1o Etudier f et construire la partie C de sa courbe représentative dont les points ont

une abscisse qui appartienta | = [0, T-Zr]
20 Calculer Vaire de la partie du plan limitée par I'axe Ox, la courbe C et les droites

d'équations respeciives: x=0 ot x = 4
2

75 Soitlafonction f: x — x4/3 — x.
1¢ Etudier f et construire sa courbe représentative C.

20 Vérifier que la fonction x —— (%xz — g-,x — %) \/3 — x estune primitive de f
sur son ensemble de définition. |
30 Calculer 'aire de la partie du plan limitée par I'axe Ox, la courbe C et les droites

d'équations respectives : x =0 et x=3.

76 Soitla fonction f: x —— V2x + 2.

1¢ Etudier f et construire sa courbe représentative C.

2¢ Soit A un réel strictement positif; calculer l'aire S()) de la partie du plan limitée
par Ox, la courbe C, I'axe Oy et la droite d’équation : x = A

Déterminer la limite éventuelle de S(2) quand A tend vers + o9.

x
X b—>»r ——

A/x2 —1
1o Etudier f et constiuire sa courbe représentative 3

> | =

On prendra ” i H = ||J “ = 2 cm.
70 Soit A un réel strictement supérieur 2 1. Calculer l'aire S(n) de la partie du plan
limitée par I'axe Ox. la courbe G et les droites d'équations respectives :

77 Soit la fonction f:

x=2A et x=2x+1.
Déterminer la limite éventuelle de S(3) quand »tend vers + o©2.

2x-=1
78 Soit la fonction [: X —> 7=y

b .
15 Etudier f et construire sa courbe représentative C.

On prendra " TH = “;H = 2 cm.
90 Spit a un réel strictement supérieur @ 3.

Calculer en cm? la mesure de I'aite S(a) de la partie du plan limitée par la courbe C,

la droite d'équation : y =1 et les droites d'équations respectives :

x=3 et x=a

Déterminer la limite éventuelle de S(a) quand a tend vers + oo.

79 Soitlafonction f: x —> (X = 3) /%
10 Trouver 'ensemble de définition D, de f. '
20 Etudier f et construire sa courbe représentative C.

30 La droite D d'équation © ¥ = -1-x coupe Cen O etenun point A. Calculer I'aire

de la partie du plan limitée par |'arc de courbe OAde Cetla corde [0, Al.

 x3—2x241
80 Soitlafonction f: X +—7> ——

eprésentative C.

qe Etudier f et tracer sa courbe 1 . .
plan limitée par C et les droites d’équations respec-

20 Calculer I'aire de 13 partie du
tives: x=1, x=23 y=x—2
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g1 Soitlafonction f: x ——> COSX— cos? x.
10 Etudier fettracer sa courbe représentative €sur [0, =].

20 Soit A le point de coordonnées (E“) Calculer I'aire de la partie dy plan |j
0 Imitge

par l'arc OA de C et la corde [O. Al.

F x3 + xﬂ + 3
82 Soit la fonction f: x —* = 3

1o Etudier f et construire sa courbe représentative C.

20 Préciser la position de C par rapport 4 la parabole ¥ d’'équation :
y=—x*+x

30 Soit a un réel strictement supérieur a 1. Calculer I'aire S(a) de la pantie dy "
limitée par la courbe C, la parabole ¥ et les droites d'équations respectives i
x=1 et x=a.

4° Déterminer 2 0,01 prés le réel a pour que 'on ait: S(a) = g

83 Reprendre I'exercice n® 56 du chapitre 8.

=
Dans la 3® question, prendre H I " = 2 cm.
Calculer ensuite, en cm?, la mesure de |'aire de la partie du plan limitée par Iz

courbe G, I'axe Ox et par les droites d'éqguations respectives: x = — 7 ¢ x= by
2
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Fonctions logarithmiques

Fonctions exponentielles
s

: TN - () \
\\ AU L cx,l'u*f-‘t- “i Xy, = L.Bo©

L4
; , f
o’ i L

1. Fonctions logarithmiques.

De I'étude faite dans le chapitre 10, il résulte que nous connaissons, pour tout réel k _
et pour tout rationnel r différent de — 1, les primitives de la fonction x —— kx'.

A . k ; :
Soit k un réel non nul. La fonction x — = est continue sur tout intervalle [a, 4]

gui ne contient pas 0. Du théorédme 1.12 du chapitre 10, il résulte que la fonc-

tion X —> = est intégrable sur [a, b] et par suite admet, sur cet intervalle, des
primitives dont |'étude est | objet de ce paragraphe.

Définition.

11 DEFINITION : Soit & un réel non nul.

. k
La primitive sur 10, + o=, qui s‘annule en 1, de la fonction x — 5 est
appelée fonction logarithmique.

Cette fonction, que nous notons provisoirement fy, est donc I'application de ]0, + oo

dans IR définie par: fe: 10, + o[ — R .
X —r J1 E-d!
Propriétés.

1.2 Soit & un réel non nul. La fonction logarithmique 7, posséde les propriétés suivantes :

k
valle la fonction x —— -

P1‘ f, est dérivable sur ]O, + oo[ et a pour fonction dérivée sur cet inter-
X

Cette propriété résulte du théoreme 2.1 du chapitre 10.

Pz f. est un homomorphisme de (R31, x) dans (IR, +), cest-a-dire :
Y(x v) e Rt xRE, Filxy) = () + fily).
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tion : +. Considérons la fonctiong:
Joemnis lconque de R+. &or i /s
e ih:rmaes:tlaquceumposée de la fonction y —> Xy, dérivable sur R ¢
La fonctio

:n f. dérivable sur 10, + oo[; elle est donc dérivable sur ]0, + oo
n
fsz':f ;?Ia Ifonction dérivée de g sur ]0, + oo[.

k
Onaalors: {ye]0 + oo, g'(y)= xfr (xy) = xx_y e

(xy),
de 3

X
y

o0 : k
imiti + de fonction x 5
La fonction g est donc une primitive sur 10, [ —> Dol

ropriété P, du paragraphe 2.3 du chapitre 10, il résulte qu'il existe un rge| g tel
p 1
que l'on ait : "

. gy) = fillxy) = fi(y) + K.
HDZEa]gh-;::iE:ulgf : g(1k) = fi(x) = (1) + K. |l résultfa de la définition de f,
quel'ona: f(1) =0.0nadonc: = f,(x) et par suite :
¥y €10, + oo, filxy) = fily) + fi(x). ™

Conséquences : 1. L'égalité £, (1) = 0 traduit le fait que l'image par £, de I'¢/s.
ment neutre du groupe (R2, x) est I'élément neutre du groupe (IR, +). ,

2. De méme soit x un élément quelconque de R, L'image par f; du symétrique
pour la loi X de x est le symétrique pour la loi + de 7. (x}. On adonc:

fxelO + oo, £ (1;] = — fi(x)

3. Il résulte de I'associativité de la loi X dans IR e cc calle de la loi -+ dans [R que

Fonaaussi: Y(xi, ... x,) e (R21)?, filx;. ... %) =75 (x1) + ... + fi(x,)
P3 vy er:xR:, e (5) = 0 — 7 () J

Démonstration :
Ona:

Vixy) e R xRt £ (g) = f,,(x-%) = 1 (%) + ¥, G) = fi(x) = fi(y). W

LP4 VaeR:, Ynez, fk(@”) = nf.(a) :,

Démonstration -
Soient 2 un réel strictem
Il n"y a gue trois cas pos:

ot , , .
ent positif quelconque et n un entier rationnel quelconay
sibles N = 0, n> 0‘ n< 0.

n=0| Ona: fk{a°)=fk(1)=0=0.fk(a}.

n>0 Dna: fk(a”}sz(a a} )
oo @) = fi(a) + ... + £ (a) = nf(a).
n fois n fois

n<o | Soit n' le symétrique de p pour la loj +.

L an’) = — fi(an').
‘entier rationnel n' egt positif: o

. : -Onadonc: £ (an') =
et parsuite: £ (a") = _ n'f(a) = nf (s) ;(3 ) = n'f(a)
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11. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

[@aelﬂi. Vre@, fi(an) = rf,(a)

pémonstration :
Soient & un réel strictement positif quelconque

Soit (p. @) un élément de Z < IN* tel que: r = 2.

q
s 169 =08 = ()
De la propriété Py il résulte que l'on a: £, (a") = pf, (alrr).

Calculons fy (a%).
1

Ona: f(a)= fk((a;)q) = qfk(a%), et par suite : f, (a:‘;) L

On a finalement : £, (a") = gfk (a) = rfi(a). m

et r un élément quelconque de ©.

fi(a).

Remarque : Cette propriété est une généralisation de la propriété P,.

Fonction logarithme népérien.

1.3 DEFINITION : On appeile fonction logarithme népérien *, et on note
Log la fonction logarithmigue 7, c’est-a-dire I’application de [R% dans IR

définie par : tog © R — R
%
X f—b J' ? dt.

|

—

On emploie aussi quelgqu=io
Pour tout réel strictement posili
A

dexetona: Logx= | 7 di
v E

¥

1.4 Les propriétés du paragraphe 1.2 s‘écrivent alors :

log1 =0
§(a b) € (R%)2  Log (ab) = Loga + Log b

a
(a b) e (R})2, Logy = Loga — Log b
faeR:, Yjre@. Log ar=rloga

Exemples.

27 .62 o — LioH 38
1. Ona: Log 38 = Log (27:5%) og

— Log 27 + Log 52 — Log 34

=7L092+2L095—4Log3.

- iz symbele In  aulieu du symbole Log.
«itif x, |2 réel Log x est appelé le logarithme népérien

I e——
cOS58is [1550-1617). 1l a publ
legarithmes.

* John Neper, ou Napier, mathématicien &
le nombre e comme base de son systéme de

s son ouvrage principal en 1614, od il choisil
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1.5

2. Considérons la fonction x — Log (x — 2) — Log (2x + 1) + Log (x 4 3)
Cette fonction est définie pour tout réel x tel que I'on ait : ;

x=2>0 x>21
2x+1 >0, c'est-a-dire: X > =5
x+3>0 x> —=3

L'ensemble de définition de f est ]2, + oo[.

x—2
On aalors : §x€]2, + oo, f(x) = Log (m—1) + Log (x + 3)
(x = 2)(x + 3) X+ x—8
=L =
og T x + 1 Log T
; X2 4+ x—6 3
Remarguons que la fonction x —— Log X F T est définie pour tout rée| X

(x —2)(x + 3)
2x+1

1
]— g = E[u] 3 el

tel que l'on ait : > 0, c'est-d-dire pour tout réel x de

. 3
3. Considérons la fonction 7: x +——» Log :';i 12;}4 X

Cette fonction est définie pour tout réel x tel que I'on ait :
B (x + 2)3

(x—n=0 e 5 > ).

cest-a-dire: (x#1 et x4+ 2> 0).

L'ensemble de définition de fest D = ]— 2. 1[u]1, + ==].

3
Onaalors: YxebD, Lnggtf}]-_—Lth—J—ZJ — Log (x — 1)4.
Puisque 'ona: YxeD, x4+ 2> 0, ona. Log(r+ 2)* =3 Log(x + 2).
De la proposition : fxeD, ({x—"lj"‘—_ {x=—1[* et |x—11>0). il
résultequel'ona: WYxeD, Log (x — 1)* =4 Loale—1]
(x 4 2)2

Onadonc: YxeD, Log

= = 3 L¢ X - 4L x=1)
=1} 0g ) og | I

Etude de la fonction Log.

® |l résulte de la définition 1.3 que I'ensemble de définition de la fonction Log

est R3. Il n'y a pas de réduction apparente de I'ensemble d’étude; nous étudions
donc cette fonction sur ]0, + ool.

® De la propriété P, du paragraphe 1.2 il résulte que la fonction Log est dérivable
et par suite continue sur 0, + ca[, et qu'elle a pour fonction dérivée sur cet inter-

. 1
valle la fonction x +—» =

De la proposition : Yxe]O + oof, ;E} 0, il résulte que la fonction Log o
strictement croissante sur 10, + oo,

® Démontrons que la fonction Log admet une limite en + oo égale 3 + oo, €€
a-dire:

yaeR, JbeR, fxel0 + oo, ((x>b) —> (Logx > a)).
Soit donc 2 un réel; cherchons le réel 4 sous la forme 2n.
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La fonction Log est str_ictement croissante sur 10, + oo[. Pour tout entier rationnel n
ot pour tout réel x strictement positif, on a :

(x> 27) = (Log X > Log 27), c'est-a-dire :
(x> 2n) = (Log x > n Log 2).
Pour avoir Log x > a, il suffit donc d'avoir: n Log 2 > a.

p'autre part, il résulte de la croissance stricte de la fonction Log et de I'égalité :
Log1 =0, que 'ona: Log2>0.

pouravoir: nLog 2 > a, il suffit donc daveir: n > e

Log 2
Soient g I'entier rationnel égal 3 E (ﬁi 4 1) et b le réel égal & 2",

Onaalors: {xe]0, + oo, ((x>b) => (Logx > ngLog 2) —> (Log x > a))

s lim Logx = + oo
et par suite : | 1M 09

e Cherchons si la fonction Log admet une limite a droite en 0.

On a: eriR‘_‘-r, Logx=_|_c,g1}. -
. 8 # . : 1
Cherchons donc si !a fonction x —— Log ]}? composée de la fonction x — — '

et de la fonction Log, aamet une limite a droite en 0.

La fonction x — — admet une limite a droite en 0, égale a + oo.
X

La fonction Log admet une limite en + oo, égale a + oo.
De la propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que la fonction

x — Log % admet une limite & droite en 0, égale a Ilrg Log.

) ! : 1
Onadonc: lim Log L. + oo etparsuite: lim Logx = — lim Log — = — oo.
x—0 X x—0 x-+0 X
x=0 x>0 x>0

® On a donc le tableau de variation suivant :

X 0 1 + oo

(Log)’ (x) +

+ oo
Log x o/

e ———

® Etudions les branches infinies de la courbe représentative C de la fonction Log.
e la proposition: lim Log x = — oo, il résulte que la droite d’équation :

- =0
=0 est asymptote 2 la courbe C.

y ) Log x
D'autre part, cherchons si la fonction x —

admet une limite en + oo.
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De la proposition : ('n” €lly+oeelz< 1) st de la propriété P; du paragrapy,

1.13 du chapitre 10, il résulte que I'on a : Yxe]1, + oof, f1 %dtgj‘ i
c'est-dire 1 §xe]1, + co[, Logx < x — 1. !
On a donc a fortiori : Y x e ]1, + oo[, Log x < x.

Soit x un élément quelconque de 11, + oo[; le réel 4/x appartient a 11, 4 oof.
Onadonc: Logv/x<+/x.

On a alors les équivalences suivantes :

(Logv/x</x) <—> (%Logxéx/;)

<—> (Logx<24/x) <—> (Lﬂfxgzl/x).

. 7 .. = ; L
Puisque x est strictement positif, ona: x = (1/x)? et par suite : —9X 2

_T g E.
D’autre part, puisque x est strictement supérieur 3 1, on a: Logx > 0.
On a donc finalement : Yxe 1, + oo, 0 < <09 X < 2
X -\/x

De la proposition :  lim % = 0 et de I'exercice n° 66 du chapitre 5, il résulte

X—=+ 00 X

que l'ona: lim 29X _ o
X—>4 o0 X

La courbe C admet donc une branche parabolique de direction Ox.

® La courbe C admet une tangente au point de coordonnées

(:J) de coefficient
directeur (Log)'(1) = 1.

Voici la courbe représentative C de la fonction Log :
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1. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Limites ol intervient la fonction Log.

L Dans_lB paragraphe _1.5 nous avons démontré les résultats suivants

" lim Log x = + oo
yet®
lim Log x = — co
,-0
x -0
Log x _ o,
X

lim
y» ko
. ———

o Cherchons si la fonction x — x Log x admet une limite  droite en O.

Log = 1

ona: §xeR: xlogx=— 3 2
X |

1 | "

. Log ;_- 1 ill

La fonction X —» —— est la composée de la fonction x —» ~ et de la fonc- !
X

_ Log x i
tion X —» —— |

La fonction x

1
» L aune limite & droite en 0, égale & + oo,

Leg x

La fonction x a une limite en + oo, égale a 0.

>

De la propriété P du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que la fonction

d
1 | |
Log ~ 1
Ki— —3 admet une limite & droite en O, égale a 0. :
X ||
1 1
Log —
On adonc; lim !
20 1 -0 :
x}D ; - x=0 I

® La fonction Log est dérivable en 1, de nombre dérivé égal a 1.

{

X=D.e1parsuite: ’mei_ogx=0 ’
|

1

On a donc : lim logx — Lag1 _ 1, c’est-a-dire : lim ch-_g L
x+1 x— 1 x> 1
Log (1 + X). cette fonction est la composée de la

Considérons la fonction x — =% #

¢ ) i Log x [
onction x ——» x 4+ 1 et de la fonction x —— -—¢~

La fonction x —» x + 1 admet une limite en 0, égale & 1 et il existe un inter-

1 1
valle épointé | de centre 0, par exemp|e]— 3 U[U]{J' E['te’ que: xel x+1#1.

La fonction x — :‘_o_g f admet une limite en 1, égale a 1.
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De la propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que 1a foney,
io

14+ x
o _l__'qg_{_* + ) admet une limite en 0, égale a 1.

— —

X0 X
Exemples.
1. Cherchans si la fonction ¥ » X" Log x admet une limite a droite en 0

L'ensemble de définition de cette fonction ost IR
Ona: xeRI, x7 Logx x x Log x.

Des propositions © hm «x 0 et bhm x Log x 0. il résulte que I'on a -
X0 N -af) :
x=0 X0
lim x? Log x = Q.
X0
x=Q
2 . : i ' 1 .
2. Cherchons si la fonction X + x Log |1 I =] admet une limite en 4 e
X ;
L'ensemble de définition de cette fonction est D = | = o0, —1[ U0, + cof.
i
. Log (1 + ~)
Ona: yxeD. xLlog(t + -) — —
A
-
. 1) : : 1
La fonction x —— x Log |1 + —| est danc la composée de la fonction x — 3
X
LECI (1 + x)

etde |z fonction x ——
X

1
La fonction x — % admet une limite en + oo, égale 8 0 etona:

Yx€]0. 4+ ool > 0.

La fonction x _ Log (l + x)

admet une limite a droite en 0, égale 3 1.
De |2 propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte alors que la fonction

: , 1
x — x Log (1 + ;) admet une limite en + oo égale 3 1.

Log x
Vx

L'ensemble de définition de cette fonction est IR,
Ona: yxeR:, Logx 2 Lug\/;_

Vx o A/x
La fonction x —» 1/x admet une limite en + oo, égale 3 + oo,
Log x
X

3. Cherchons si la fonction X — admet une limite en <+ oo,

La fonction x —

admet une limite en 4 oo, égale a 0.
ction
De la propriété P, du paragraphe 3.13 du chapitre 5, il résulte que la fon

Log x
X o =08 admet une limite en 4+ oo égale a 0.
Vx
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1.7

gase d'une fonction logarithmique.

|| résulte du paragraphe 1.5 que la fonction Log est une application continue et
strictement croissante de ]O, + oco[ dans ]— co, + ool qui satisfait aux deux
propositions suivantes : ILm Log = — oo et limLog = + ce.

+m
on démontre, comme dans le paragraphe 2.2 du chapitre 6 que la fonction Log est
une bijection de JO, + oo[ sur ]— oo, + ool

Dautre part, pour tout réel £ non nul, la fonction logarithmique £, satisfait 3 la

1.8

proposition suivante :
_ [k [ dt
yxe10, + ool fiulx)= | Sdt=k [ =
« 1 g1 L
Onadonc : f, = k.Log et par suite f, est aussi une bijection de ]0, + oof sur
]— oo, + oo[.
Nous énoncons le résultat suivant :

= k Log x.

Pour tout réel &k non nul, la fonction logarithmique /. est une bijection de !

10, + oo[ sur ]— oo, + oof.

Définitions.

e Soit ¥ un réel non nul.

On appelie base de la fonction logarithmique 7, et on note 2 l'unique réel
strictement positif dont l'image par [, est égale a4 1.

De I'égalité: 1. (1) = 0 et de la bijectivité de 7,, il résulte que l'ona: a # 1

On a d'autre part : f,(a) = k Log 2 = 1 et par suite :

1 1
Log @ = et fp = (!_ 56 ”'| Log

® Soit @ un réel strictement positif, différent de 1

On appelle fonction logarithme de base 4 et on note log, la fonction loga-

" ) I

nthmigue f, avec @ &
Log a

_ Log "1
Ona: ﬂxa 10, + oo[, log, (X) = o0 i

® La base de la fonction logarithme népérien est le réel e tel que l'on ant :

’E': 1 |: une valeur approchée, 4 107% prés, de e est © 271828

* La fonction logarithme de base 10 est utilisée pour les calculs numénques. On

emploie souvent la notation log au lieu de log,,

Log x
On adonc: yx e 0, + oo, log x = Log 10

Pour tout x de 10, 4+ oof, le réel log x est appelé le logarithme décimal de x.
1
Une valeur approchée, & 107% prés, du réel M = [ 5g 70 St 0.43429
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logs 277
1. Soit A = 1082V/8 X logs

log, VE—&-

Ona: log,v/8 = ;Iong —%tsgg =1§II'_°T%2~;=§
logy 277 =2 gy 2] =2 ""09;; 'L"Dgg:’: -6
o - - 58 i

et parsuite: A= g-ﬁ =9,

2. A tout couple (x, y) de l'ensemble E = (IR} — {1})2, associons le rée|
B = log,y.log,x.

L{)gy LOgX
i 1 & L “1loax Loay
Onaalors: {(x,y) €E, B Log x Logy

On a donc : Ii’(x, y) €E, logy.log,x =1

3. A tout triplet (x, y, z) de I'ensemble F = (IR} — {1})2, associons le réel
C= log,y. log,z.

logy Logz Logz
; , F. C= ' %
On a alors : {(x vy, 2) e Log « Logy Logx

On a dong : Vix.y.2)e F, log,y.log,z = log,z

?.'F

= log,z.

Fonction logarithme de hase &

1.9 Soit a un réel strictement positif différent de 1.

Etudions la fonction log,.
Du paragraphe précédent, il résulte que cette fonction est le produit de la fonction

1 .
Log par le réel e et par suite :

e L'ensemble de définition de la fonction log, est 10, + ool.
e La fonction log, est dérivable, et par suite continue, sur ]0, + oo[.

1 1
Ona: {xe]O, + oof, (log,) (x) = Loga x x L;g a

e la fonction Log est bijective et strictement croissante: on a donc :
((Loga < 0) <—> (0<a<1)) et ((Loga>0) <> (a>1)) _
Sil'ona: a>1 (resp. 0 < a< 1), la fonction log, est strictement Crols”

sante (resp. strictement décroissante) sur ]0, + co[ et satisfait aux deux propo-
sitions suivantes :

lim log, = + oo lim log, = — oo
+ o (-]

lim log, = — oo €SP- ) lim log, = + oo
o+ o+
e On a donc les deux tableaux de variation suivants :
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l?' 0<ec
r—’:— 0 ! + oo X
e 0 1 + oo
(x) +

(toga) { (log.)" (x) e
paes= »+ oo

m" 0 - | +ﬁu\

d u @
A Ba X o,\_‘

- i

o Etudions les branches infinies de la courbe représentative (*, de la fonction log
si fon a: @>1(resp. 0 <a<1), do la proposition : lim log, = + oo
. P " »
(1esp- |gp log., oo). il résulte que la droite d équation: x = 0 est asymp-
tote & la courbe .
Log x

l
. , 1 Logx
tre part hm = 0 ot parsuite | _ __Logx
Ona dautre pa sesm N pe mu..l?:. Loga x 0. h
|

La courbe C, admet donc une branche parabolique de direction Ox.

1 "
o La courbe C, admet au point de coordonnées [0) une tangente de coefficient

1

directeur (log,) (1) Al
e On a donc les courbes représentatives suivantes (, et Satsn A . 4
3
{
nomé (0. 7.7 ).

-

R SRR SRR WSS Y
e
—
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1.10

le cas ol a est égal a e, on retrouve la courbe rep;-¢§s,3ntatmE
1. Dans

Remarques :
de la fonction Log.

iti iffé HVE.' 58 — est auSEi
| |' I" dl EIEI"!I de " son i I l
i éEi St I(‘;tement pOSI ” I
2. Sl d e-st un

1 .
ctement positif différent de 1. De I'égalité - Log Z=— Log a il résulte g,
stricte - Logx——LOgX=—|ogax_
X)=——3=—Tor7
l'ona: YxelO, + oo, 109% Log% Log

Les courbes représentatives respectives C, et C, de log, et de log, sont ggp,
es

a a

symétriques par rapport a l'axe Ox.

Caracteérisation des fonctions logarithmigues.

Nous avons démontré dans les propriétés P, et ?2 du paragr:'aphe 1.2 que toute
fonction logarithmique est un homomorphisme dérivable de (IR, x) dans. (R, 4).
d'autre part nous avons démontré, dans le paragraphe 1.7 gue toute fo_nr:tlon loga-
rithmique est une bijection de R: sur R. |l en résulte que toute fonction logarith-
mique est un isomorphisme dérivable de (R:, x) sur (IR, +). .

Démontrons que cette propriété caractérise les fonctions logarithmiques.

THEOREME : L’ensemble des fonctions logarithmi

ques est I'ensemble des
isomorphismes dérivables de (Ri., x) sur (R, +)

Démonstration :
On vient de démontrer que toute fonction logarit!
dérivable de (IR}, x) sur (IR, +). Il suffit donc d
phisme dérivable de (IR?, X) sur (IR, +) est une
Soit f un isomorphisme dérivable de (IR
f est en particulier un homomarphisme de
U(x. v) € (R3)2, Fixy) = £(x) + 7(y).

Soit x un rée| strictement positif qu

ymigue est un Isomorphisme
¢ damontrer que tout isomor-
fanction logarithmique.

. X) sur (IR + ).

(RZ, x) dans (IR, -+); on a donc :

. elconque. La fonction g: y — f(xy) définie
Ty X3 est égale a la fonction : y —, f(x) + 7(y). définie sur IRY. La fonc-
tion £ est dérivable sur IR* - | €N est donc de méme des fonctions gethetlona:
IveRL g'(y) = xf(xy), et:

fvelR?, h(y) =0 + f(y).
Nous en déduisons - HyeRS

¢ fl =7
Il en réﬁUll‘e: xf'(XJ =f’(1)‘ Xi (XY) f {y}.

La fonction f satisfait donc 3 |a

Si le réel (1) était
fonction 7 serait une

le réel £(1) n'est donc pas nul. R+ Orfest une bijection de IR} sur R;
POSQnS ok = fr

(1): la fonet; fonige
: § ) ction £ est alors une Primitive sur 10, 4+ oo[ de la fonc-
on X —-5 .
X
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part puisque f est un homomor

autré P ; phism *
I(JR- +), limage par f de I'élément neutre ;edijgr?“pe (R, X) dans le groupe
R 400 adonc: (1) = 0. +, X) est I'élément neutre de

La fonction f est la primitive de la fonction X ;

k.
A ~ qui s'annul ;3
on logarithmique f,. m X e en 1; c'est donc

Fﬁ fol"ll:ti

9. Fonctions exponentielles.

— P‘ﬂm?mphe 1.?: nous avons démontré que toute fonction logarithmique
ost LNE lbuectu:_m de R: sur [R. Par suite toute fonction logarithmique admet une
application réciproque, qui est une bijection de IR sur R},

,1 DEFINITION : Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
on appelle fon_ction exponentielle de base a I'application réciproque de la
fonction logarithme de base a.

Nous notons provisoirement exp, |‘application réciproque de la fonction log,.
On a donc @ YxelR, YfyeRI, ((v=exp.x) <=> (x=log.y)).
Le théoréme suivant permet de poursuivre |'étude des fonctions exponentielles.

une loi de composition interne,

. 22 THEOREME : Soient E un ensemble muni d’
notée L.

notée +, et F un ensemble muni d'une loi de composition interne,

Soit f un isomorphisme de (E, x) sur (F, L}
Alors la bijection réciproque -1 de f est un isomorphisme de (E. L)

sur (E, *).

Démonstration :
Il suffit de démontrer la proposition suivante :

iyi. y2) e F2, F=1(yy L v2) :f_"’(lﬁj*f"'(}’z)- _
Soient donc y, et y, deux éléments quelconques de F et soient x; et x; les éléments

de E dont ils sont les images respectives par f.

Puisque £ est un isomorphisme de (E, *) sur (F, L), ona:
g % x3) = F(xy) L F(x2) = yi L V2
otpar suite :  x, %xo = £~ (f(x1 *X2)
Onadonc: £-1(y,) *f=1(y2) = X1 *X2

)==f“1(y1 J-}'Z)-'
=f-1(yy Ly2) H

Propriétes.

23 g , .
Soit a un réel strictement positif et diffé

Propriétés sui s
suivantes : /”mﬂ"" dérivée sur R

La fonction exp, est dérivable suf R
la fonction x —> (Log @) €XPa X.

rent de 1. La fonction €XPa posséde les
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émonstration . ,
. I rcagraphe 1.9, nous avons démontré que la fonction log, est Une l:ufu-t
paragrap ' : . ey
Dan_s :W croissante si a > 1 (resp. strictement décrofnssanmj 60 <y, 1,' '
;;r:-LtPIrLR dérivable sur IR*, de fonction dérivée (log,)’ définie par e
. Su . ’

¥x e RL, (log,)' (x) = S 16573

. 6 du chapitre 7, il
. H"E'R“xLoga#O* Du théoréeme 2.6 du chapitr lfﬁlUIladancqu‘

la fonction exp, est une bijection strictement crgissanta sia>1 (resp. ricts.
ment décroissante si 0 < @ < 1) de IR sur IRZ, dérivable sur IR, de fo

1 m"t:c‘“ Oérivey
(exp,)’ définie par: fxeR, (exp,) (x) = (log 3)’ (exp, %) = ___.__4_1__ ‘
m)?ﬁ: %
c'est-a-dire: §xelR, (exp,) (x)= (Loga)exp,x =

P2 La fontion exp, est un isomorphisme de (IR, +) sur (IR?, x]___—““"
On a donc: Y(x. y) € R?, exp, (x + y) = exp, x.exp, y. ;

e |
Démonstration

log, est un isomorphisme de (R}, x) sur (IR, +); du théoréme 2.2, il résulte que
sa bijection réciproque exp, est un isomorphisme de (R, +) sur (R?, ).

Conséquences : 1. L'image par exp, de I'élément neutre de (IR, +) est |'élément
neutre de (R, x), c'est-a-dire : | exp, 0 = 1

2. L'image par exp, du symétrique pour la loi + de tout élément x de R est le
symétrique pour la loi x de exp, X, c'est-3-dire :

1
fxeR, exp,(—x) = xXp. X
exp, X
P3 V(x. y) eR2, exp, (x —y) = ;;%_—y J
Démonstration -
Ona:

V(x.y) eR2 exp, (x — y) = exp, (x+ (= y)

1
= (exp, x) .exp,(— y) = (exp, X}'Gﬁfﬂ' 2

——“""!
P4 VreQ, exp,r=a. -
Démaonstration :

Soit r un nombre rationnel quelconque.

Ona: log, (a") = rlog, a = r

et par suite :

exp, (log, (@) = exp, r, c'est-a-dire : gr = exp, r. M
Notations : 1

. . r 6xps
: - Il est dong légitime de noter Par convention a* l'imageé p;p,i
d'un réel quelcon . la définition de exp, et s P’



11. FONCTION.
S LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONEN
TIELLES

//75“.' T
P"R' freR: (V=29 <= (x=1og, ).
¥ eR , log, (&%) = x
yx € R, . #%* m=x :
j(x: y) € R%  giid = a%.a"
ax |
2 K = 3
ju e &7 =g il |
Wombr& rationnel r, on a: 1r=1. Il est d B | !.'3'
par convention : YxeR, 1*=1. . onc légitime de poser, | ||
P5 HXEIR, g% = gxloga | ,:i
pémonstration :
goit x un réel quelconque. p
Log a*

ona: x=109s @ = 757
nentielle de base e est la bijection réciproque de la fonction logarithme népéri

On a donc : gxloga = gloga* = a* W g épérien.
Cette propriété est également vraie si @ = 1.

| Pﬁ H(X, y) € R2, (&%) = a~

Démonstration :

Soient x et y deux réels quelconques.
Le réel a* est strictemernt! positif.

Ona: (8% = evloss” = gwtoo® el:
Onadonc: (a¥)r=2a¥. B

Remarque : On démontie de facon analogue que,

|

|

et par suite: x Log 2 = Log a*. La fonction expo- l
|

|

|

4

"“— e—

g~ = exloga,

si a et b sont deux réels stric-

a\* a*
@by =abr ot (3) =5
ssances rationnelles obtenues

T S

tement positifs et si x est Ui réel quelconque, on a:

Ces formules généralisent les formules sur les pui
dans le chapitre 6.

S
— =

Fonction exponentielle de base €

crivent alors :

sl e e o o

24 Les propriétés du paragraphe 2.3 s'é
IxeR, yyeR% ((y = &) = (x = Log ¥)) ~J
ixeR, Loge*=
IxeRY, eloox=

i(x y) e R2, extr = e%e’
eﬂ

R
Exemples. 1 1)
—Logx) = Log (x + 'J-—Oi;‘) = Log |x + ¥

Log (Log e* + ¢

1.0n a: §x€ R:.
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2.5

2 Résolvons dans R dguation ' Beri? o Bo" o (4]
Owih: Frem, oraet —Bana — 8ot ma(lts — Ba.pe e g
" fxeR, e be et Ge? = (o' + @) (e" - baj,

On a dung

(e?**! —Be'*? —6e*=0) <= (6* — 50 0°=-6 o7 0)

A
Y

(te’ + e)ler - 6g) w 0)
< - (a% = FJ{'_]
- = (.-v = Log f‘iﬂ])
< > (x = 1 + Lf)ij ‘)j.

3. Résclvans dans IR I"'équation et — Jpir 4 DI =

Ona: fxelR., e —3e’ + 2= (e2* — 1) (o2 — 2),

On a dane :

(94;_33214_2:{)}-: > (e** —1 =0 ou ;3“-2-_—[]}
< (fe"_l" -1=0 ovu ()2 -2 = 0)
<==> (e =1 ou e =1/2)
<> (r=0 ouv x= Log v"i).

L'ensemble des solutions dans R de I'éguation - e4r — 362 4 2 = @ o doa
3 3

{0. Log v/2} ou encore a :D, % Log 2:-

Etude de la fonction x —— e

E La fonction exponentielle de base e est Iapplication réciproque de 1a fonction
0g.

De I'étude de la fonction Log, il résulte que I'on a le tableau de variation suivant :

X | — oo 0 + oo
. _»+ oo
e+ P,
0

On a donc : lim e = 4+ co et limer = Q

X-=+ B j Ep—r=Y

;é De 1a propriéts P, du‘Pafﬂgfﬂphe 2.3, il résulte que la fonction x — €' &
rivable sur IR, de fonction dérivée x — (Log e)e”, c’est-a-dire x — €"

La fonction exponentielle de : nction
dérivee x P base ¢ est dérivable sur IR, de fo

;OHZ:F;E‘UE la Tonction exponentielle de base e est la fonction réciproque €
N L0g. la courbe représentative C de : e de base
et celle de la fonction L la fonction exponentielle

0g sont symétriques pa e d'équation -
y = x dans le méme repére, Ques par rapport a la droite

On a donc la courbe représentative suivante -
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11. FONCT
IONS Lo
GARITHMIQUES, FONCTIONS X
PONENTIELLES

'DeElléldions les branches infinies de la courbe C.
oroposition : lim e* = 0, il résulte que la droite d’équation: y'= 0 est

asymptote a la coxt-ﬁ';;; e

D'autre part, cherchons si la fonction X = %' admet une limite en + ©o.

Ona: §xelR, x=Lloge:;la fonction x — e—;est donc la composée de |a

fonction x — e* et de la fonction X — =
Log x

La foncti
ctiom x ——» e* admet une limite en + @ égale a + co.

Log x - ;
admet une limite en + oo égale @ Qetona:

La fonction x +—>
X .
_~ . admet une limite

Log x o |a foncti
SUH:E a 1onc ion X —* LUQX

Ixe11, + oof,
X

a propriété P, du para

> 0. Par

e 5, il résulte alors que la fonction

graphe 3,13 du chapitr

X, &
% admet une limite en -+ 9 égale & +

Ona: jim & = 4 oo
La 66 X+t X '
urbe G admet donc une branche parabolique de

direction Oy.
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2.6

Limites oG intervient la fonction » . . &

o Dans le paragraphe 2.8, nous avons d6montié Jes rsultang BUivany

hm & = 4 o5 e f lim #°

i a - ’-H«fh"t,
e Cherchions si la fonction x * xe’ admet une himite sn - ., ¥
La fonction » » xe’ o8l |3 compouée de la fonction « T ‘.
- . Flog Wi,
La fonction x » 2% admet une himite en “ Gyale 5 () e on g
yxe R, e = 0.
La fonction x -—» x Log x admet une limite & droite on 0 bgale 4 0,
De la proposition P. du paragraphe 313 dy chapitre 6, il résuite alors 58 L 1
tion x ——» xe* admet une limite en — o tgale 4 O i

Ona: | limxe =0 |
F A |

® La fonction exponentielle de base o est dérvable sur R, done érivable o ¢
de nombre dérivé égal 2 0 &

Onadonc: |im & —¢ 1, cest-a-dire : | jim &= : =1 |
20} K = U P, X _J
Exemple,

Cherchons & la fonction < « . * x0* admet une lirmnne en 0
Lensemble de définition de cette fonction est R*; nous dstinguony o

GG deur i
¥<0 et x50

1
Lafonction: x —0o» < admet une hmite & gauchs en ¢ bgale & — o

Lafonction : » 4 g7 admem conc une limite & gauche en () bgale 4 0
Des bgainés . imxz=0 o1 fim o = 0, il taulte © lien iet = ()
sl x+0 x+9
i< =0 x=4

- &
Si » 81 positif, nous remsquons quefona: Yxe R, s = T

x
1
Lafonction x — = admet une limite 3 droite en 0, égale 8 + =0

La fonction x — = somet une Emite en + oo bgale & + oo

& :
La fonction x 8 7 30met donc une limite 3 drone en 0 égale 38 + oo
>

On a b 28’ = 4 co.
F S
XA

' 3

Mous avons donc - Bm x8* = 0O ot bm xe* = 4 o5,
P | xwly
£=0 50

W en réstte que s fonction x ., x0° '3 pas de fimite en 0,
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1l. FONCTIONS LoGARITHMIQUES.

Autres fonctions exponentielles,

g7 Soft & un réel strictement positif différent de 1.

e LO

100G,
On a donc les deux tableaux de variati

a> 1

FONCTIONS EXPONENTIELLES

fonction exponentielle de base a est application réciproque de Ia fonction

Oon suivants :
0<ac1

X — 00 0 + oo

vt o

o ) 1\0

e De la propriété P, du paragraphe 2.3,
dérivable sur IR, de fonction dérivée x .

X — 00 0 + oo

il résulte que la fonction x —» ax est
» &' Log a.

e Puisque la fonction exponentielle de base a est la fonction réciproque de la
fonction log, la courbe représentative ", de la fonction exponentielle de base a

et celle de la fonction log, sont symétrniques par rapport a la droite d’'équation :
¥y = x dans un méme repére orthonormeé.

e Etudions les branches infinies de Ia
courbe C,.

Silona: a> 1(resp 0 < a < 1), de la
proposition: lima* = O (resp. lima* = 0),

X - = L=

il résulte que la droite d’équation :
¥y = 0 est asymptote a ..

D'autre part, silona: 2> 1, 0na:

at gxloga

lim — = lim Loga. = —— = +
Xptm X s == X LOQ&
Btsilona: 0<a<1, ona:
. al N EXLDEE
lim = = |im Loga.=— = — co.
Xs—gn X i — x Loga

La courbe €, admet donc une branche
Parabolique de direction Qy.

La figure ci-contre représente les courbes
el et Eg. l
3
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3.1

E

Caractérisation des fonctions exponentielles,
De méme que pour les fonctions logarithmiques, on a e théoréme SUivan

2.8 THEOREME : L'ensemble des fonctions exponentielles est lw
‘ isomorphismes dérivables de (IR, +) sur (R}, x). © dgg

Démonstration : \

Il résulte de la définition 2.1 et des propriétés P, ekt P, du Paragraphe 2 3 Que g
fonction exponenticlle est un isomorphisme dérivable de (IR, +) sur (R.DU!@
Il suffit donc de démontrer que tout isomorphisme dérivable de (IR, +) sur (ﬂ"{" x]\_
est une fonction exponentielle. te X)
Soient donc f un isomorphisme dérivable quelconque de (R, +) sur R )
f=1 la bijection réciproque de f. Du théoréme 2.2, il résulte que £~ est 4 isﬂm(}fl
phisme de (R}, x) sur (R, +).

Démontrons que f=" est dérivable en tout point de R }: pour cela j| suffit de démon.
trer que la fonction dérivée 7' de £ sur IR ne s'annule en aucun point de R

Soit x un réel quelconque. La fonction g: y f(x + y). définie syr R eg
egale & la fonction h: y —» f(x) f(y). La fonction f est dérivable syr R; il en
est donc de méme des fonctions geth.Ona:

VWveR g()=F(x+y) et

fveR A'(y) = (x).F(y).

Nous en déduisons : Yy elR, #(x + y) = f(x) F(y).

Ilenrésulte: YxeR, £ (x)= f(x).f(0).

Si le réel £ (0) était nul, 1a fonction 7' serait égale a la fonction nulle, et, par suite,
la fonction f serait une fonction constante sur R,

Or f est une bijection de IR sur IR *. le réel f'(0) n’est donc pas nul.
D'autre parton a :

fxelR, f(x) >0, onadone: FxelR, f(x)#0.
La fonction F-' est donc un isomorphisme dérivable de (IRY, X ) sur (R, +). Du

théoréme 1.10, il résulte que f-1 est une fonction logarithmique; la fonction f est
donc une fonction exponentielle. m

3. Applications.

Calcul de primitives.

: ; - o X
. SO.It f une fonction définie SUr un sous-ensemble D de IR et satisfaisant &
Proprietés suivantes -

V¥xeD, f(x)=0

tf es_t dérivable syr tout intervalle contenu dans D.
Considérons |3 fonction g -

i Log~
; X —» Log | f(x) |. que nous notons aussi
La fonction g est définie syr ol

_ D. Etudions Ia dérivabilité de g.
Soit D, (resp. D,) I'ensemble défini par :

D1“'={XED“(K)>0;- (resp. 'Dz::{xeo|f{x}<0}). )
Onaalors: yxe Di. g(x) = Log 7(x) et fxeD, g(x)=Log(- F(x)):

i
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1. FONCTION
'S LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

La fonction f est dérivable sur tout inte
contenu dans D;; la . rvalle contenu dans D :
WI"T: dérivable sur tm.:t int.n.mnmmrII Log est dérivable sur TR'*dOan il
don rvalle contenu dans D,, de fnncti;' daé g S
! n dérivée g’ définie

-
I
3
€
¥

i Wt o

i . e Dy, ! = f! __1____1'”
, par ¥ x 1 g'(x) (x) o) = Tf_((xﬁ)l

De méme la fonction — 7 est dérivable s :
intervalle con ; UF tout intervalle cont
;gutc;ﬂte dérivabltenu i D?, la fonction Log est dérivable :uﬂ'-l[éi?ng D, donlc i
est donc e sur tout intervalle contenu dans D, de ;On k La Lc;nctmng
o ) 2 ction déri f
définie par : Yx € D2, g'(x) = — F(x)- 1 f(x) vee o
* : - ", —f(x) — flx)
.' Finalement la fonction g est dérivable sur tout intervrjlle contenu soit dans D
1r
F(x)
flx)

soit dans D jde fonction dérivée g’ définie par: fx e D, g¢'(x)
& ’ X)) =

| G'est-él-dirﬂ = vx S D, (Lﬂgnl fl )i(x) e -’;i_{gi}!
X

Cette propriété permet de déterminer les primitives de certaines fonctions

Flamarqt.le : La fonction g est en fait dérivable sur tout intervalle conten.u d D l il

car tout intervalle contenu dans D est contenu soit dans Dy, soit dans D E".15 il [

existait un intervalle | inclus dans D qui contienne un point x4 :.:Ie D, etun p;iﬁti ‘

de D5, on au_rait, f(x;) >0 et f(x;) <0; lafonction f est dérivable sur | eli;

_ es? donc continue sur | et par suite, d'aprés le théoreme des valeurs intermédiai;es, il
existerait un point y de | tel que f(y) = O ce qui est contraire a I'hypothése faite sur

la fonction £. !
| By

Exemples.

' 1, La fonction 7 : x-#— = l 3 est définie sur R — {— 1}. Cette fonction est
i

1— 1, + =L glle est donc intégrable sur cha-

continue sur ]— oo, — 1[ etsur

:l cun de ces intervallss.
! Une primitive sur chacur
¥ — Log|x+1 Idéfin[esurrﬁ —{=1}

1 des intervalles précédents de la fonction f est la fonction it
L

esurlﬁ-—‘ig—t—}:n. REIE- |

__

2. La fonction tg : X r——> tg x est défini

Soit k un entier rationnel guelconque.
et par suite intégrable

——

—— s ————

7t ) )4
La fonction tg est continue sur ]—- 5 + kT, 3 + kn[.

4 b3 sinx _ (cos)' (x). 1l
s vxe]"_ﬁ+kﬂ'§+kﬂ[’ 19X = cosx cos X ]|
T ™ |
i i = est donc la il
Une primitive de la fonction X —> tgxsur] 3 + kT, 5 +»‘<T=[ | |
|

fonction x ——> — Log | cos X |-
2x+1 |

3. Soit la fonction f: X7 2(x2 + x+ 3) :
R, x2+x+3> 0), il résulte queé la fonction F est

t continue sur R :
o dérivée de [a fonction X =~ 2+x+3,

ction f sur R est donc la fonction

x — Log m
351
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De la proposition : (fx€
définie sur IR. Cette fonction es$ ;
Lafonction x — 2x +1 est la fonctio
dérivable sur IR. Une primitive de la fon

;— Log (x* + X + 3), c'est-a-dire s g

g: X yr—r




B e

3.2 e Soit 7 une fonction définie sur une réunion D d'intervalles disjoints ge R ¢
dérivable sur tout intervalle contenu dans D.
Considérons la fonction g: x —— ef®), notée encore exp, of.
La fonction g est définie sur D. Etudions la dérivabilité de g.
La fonction exp, est dérivable sur IR et la fonction f est dérivable SUr tout interygy,
contenu dans D. ;
La fonction g est donc dérivable sur tout intervalle contenu dans D, de fonctl-ﬁn
dérivée g' définie par: fxe D, g'(x) = F(x) e'®™,

c'est-a-dire : [ Yxe D, (expyof) (x) = F'(x) e™®

Cette propriété permet de déterminer les primitives de certaines fonctions.

Exemples.
1. Soit la fonction x —— xe*?, définie et continue sur R,

1
Ona: YyxeR, xe= 5 (2 xex?).
Une primitive de la fonction x — > xe*? sur IR est donc la fonction x — len_
2. Soit la fonction x —» (2x — 1)e**-x+1, définie et continue sur R,

La fonction x s+ x2 — x + 1 est dérivable sur R, de fonction dérivée
Xbr—3 2x — 1.

Une primitive sur IR de la fonction x —» (2x — 1)e**=%+1 sur R est done la
fonction x ——» gx2-x41

3. Soit la fonction x — X2 272 _définie et continue sur [R.
2| x3log2
Ona: yxelR, x22% = x2ex’logz — 3X*Log2e .
3lLog2
» x2 2% sur IR est donc la fonction

Une primitive de la fonction x

1 L
XHWZ

3 Etude de la fonction x — X<,

3.3 Dans le chapitre 6 nous avons étudié, pour tout nombre rationnel r, la fonction
X — xZ cette fonction est définie sur 10, 4 cof.
Plus généralement, soit o un réel quelconque. Etudions la f
Sia=0, 0na: IxeR", x*=1, etsi o = T.ona: yxeR, x*=x Nous
Supposons désormais que |'on 3 - «#0 et o1,
® Dela propriété Ps du paragraphe 2.3, il résulte que l'on a :
IxeRI={1}, fauelR, x— e*Loax. D'autre part, on a - yxeR, 12=1
L'ensemble de définition de la fonction f« est donc 0, + co[.

® La fonction x —s Log x est dérivable sur ]0, + oo[, de fonction dérivée

Xi———pl-
X

La fonction X —— e* est dérivable sur R, de
La fonction f, est donc dérivable, et par suijte

onction £, : x —> X%,

fonction dérivée x —— e, -
continue, sur 10, + oo, de fonctio

dérivée f, définie par : ¥x €10, + cof, (x) = =

o

— p¥logx — =4 ,
) ] X X
Cest-a-dire : yxe o, 4 cof, fu(x) = axa-1,

392



. ro
NCTIONS LoGaRITHMIQUSS. FONCTIONS EXPONENTIELLES

si i i
riat:;; de la fun?uon dérivée que pour « rationnel
n de 7, il faut donc distinguer deyx cas y o

On retrouve la méme expres
pour étudier le sens de yq
ot &< 0.

siona: x>0 on a algrs :
donc stnctemantoc roissante sur )0, + oof : la fonction £, est

jona: «<0, on g3 : :
Si o -l alors ; ¥x €10, + oof, £{x) < 0; .
donc strictement décroissante s 10, + oof a : la fonction f, est

>0
Uxe]0, + cof, fa(x) >0

e Cherchons si la fonction £, admet une [imi

. Imite en
La fonction X »— Log x admet une limite en :m"
Si « est positif, on a: yxe]1, 4 ool ©o, égale 3 + oo,
Si « est négatif, on a : ixell, + o[
La fonction X —— e* admet une [im;
" 0 égaled 0, 'Mite en + oo, égale & + oo et une limite en
La fonction X —— exLoax admet done une limite

- e i

positif, égale 3 O si « est négatif N + oo, égale & + oo si o est
e Cherchons si la fonction £, admet une limite 3 droite en 0.
La fonction x ——= Log x admet une limite & droite en 0, égale 34 — co,
Si « est positif, ona: fxe]0,1[, « Log x < 0.
Si « est négatif, ona: Yxe]0, 1[, xLogx > 0.
La fonction x ——» e* admet une limite en — oo, égale a 0 et une limite en + co,
égale a + co.
La fonction x —— e3tcor admet donc une limite 3 droite en 0, égale 3 0 si « est
positif, égale & + oo si = est négatif.

e On a donc les deux 1ableaux de variation suivants :

«a>0 (1) a <0
X 0 : 4+ oo X 0 + o0
f(x) + Fa(x) -
<+ o0 \
Al " fu(x) 5
[l 0

* Supposons que I'on ait 12 >0 (z#1).

Considérons la fonction g. définie par :
¥x €10, + oo, ga (x) =7 (X)

g« (0) = 0.
La fonction g, est donc définie sur [0, + oof. st un prolongement par
De la proposition : lim £, (x) = 0, il résuite que e

. x+0

x>0
Continuité en O de £..

353




Etudions la dérivabilité de g, en 0.

() — a0} _TalX) X e
On a : Yxe]0 + ool sli)T-_—_"D_m-__" X o

0, il résulte gue l'on a:
Yoeell + oo, limx=-1=0.
x-+0
x>0 'x:>o
La courbe représentative de g, admet donc en O une demi-tangente, portée par Oy
si « est élément de 10, 1[, portée par Ox si « est élément de ]1, + oo[.
_xll

et pour cela cherchons si la fonction x —, X
X

De I'6tude de la limite de 7, @ droite en
yoel0 1L Iir'rg),wﬁ‘--1l = 4+ oo et
X

Etudions la branche infinie,

admet une limite en + co.

o

X
Ona: fxel0 +ool. = X1,
De I'étude de la limite de f, en + oo, il résulte que l'on a:

Yo 10, 1L, lim x*1 =0
X<+ 0 -

Yoeell, + oo, lim x*=1 = 4+ co,
X+ 00

La courbe représentative de f, admet donc une branche parabolique de direction
Oxsiona: oe]0,1[ (resp. de direction Oysiona: « & ]1, + oo[).

e Supposons que I'on ait : = < 0.
Des propositions : lim £,(x) = + o0 et [im f.(x) = 0, il résulte que les droites

x>0 e
d’équations respectives : x = 0 et y = 0 sont asymptotes a la courbe représen-
tative de f,.
e On a donc les courbes représentatives suivantes dans un repére orthonormé :
2 3 1
pour a=z a=35 et a=—3

394




r 1. FONCTION
'S LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELL
£8

Calcul numérique.

Ggénéralités.

des propriétés P
sa résulte prietes P, et Py du para
graphe 1.7 que toute fonction Iogarithngir:E: .

ransforme les produits en somm
; : es et les éldvati
hniquement, il T vations a i z
Tm:: nnil) u‘un e PI“.S chue d’effectuer une :;m-::lcliti.;,un|a puissance en produits.
ratio qu‘une multiplication (resp. une élévation 2 n (res;:!. un produit par un
L'usage tc‘.lies Iogant.hrnes simplifie donc le calcul nunr:é,- une puissance).
: S ique.
|l existe deux applications principales des logarithmes a?: - I i
les tables dt:al Ioginthmes et les régles et cercles 3 calcul calcul numérique :
aque table, ¢ . i ;
Chaq chaque fégle @ sa notice d'utilisation propre: :
lecteur de les lire attentivement. ; nous conseillons au
Dans les paragraphes suivants nous indi
i 5 us indiquons so i el
|'usage d'une table de logarithmes et d'une régle 2 ca:‘;malrement '8 [Biinsipe: <8

2 et de I'étude faj
ety aite dans le para-
est une bijection de IRY sur Ilg t;zi

Usage des tables de logarithmes.

3.5 Il exisFe des tables qui donnent les logarithmes népériens, mais, pour le calcul
numérique, on utilise en général les logarithmes décimaux.
Soit x un nombre réel strictement positif.
e On appelle caractéristique de log x, |'entier rationnel E(log x); on appelle

mantisse de log x e réel log x — E(log x).

Des inégalités : Ellog x) € log x < E(log x) + 1, il résulte que l'on a :

0 < log x — E(log x} < 1.

Par suite, la mantizse 5'écrit, dans le systeme décimal, sous la forme O, ...

e Pour déterm ner la caractéristiquen de log x, on fait 'observation suivante :

puisque la fonction 107 €=t strictement croissante, on a |'équivalence :

(nLlogx < n+ 1) < (107 < x < 10°%1).

Par suite, si x est supérieur a 1, I"entier rationnel n est égal au nombre de chiffres,
le systéme décimal; si x est

diminué de 1, de la partie entiere du réel x écrit dans
inférieur 3 1, I'entier rationnel n est négatif et sa valeur absolue est égale au rang du
dans I'écriture décimale de x.

premier chiffre non nul qui figure apres la virgule

e Pour déterminer la mantisse de log x, on remarque d‘abord que, si. x ety
sont deux réels strictement positifs et §'il existe un entier rationnel m qui satisfait & :
logy=m+ log X

y=107x, onaalors: | g(jogy)=m+ E(log x)

et par suite :

logy — E (log y) = (m + log x) — (m+ E (}gg x)) = log X2 - (]tog i uissance

Les logarithmes de deux réels <trictement positifs dont le rapport est une

de 10 ont donc la méme mantisse. B . :

Les tables donnent en général les cind .premieres démmglg;;eslef:ﬂ;:ls:ﬁfhg:

logarithmes des entiers naturels succesglfs ‘de 10E0 é ' ¢ ’
; onnus a 5107 pres. )

de ces entiers sont alors € 10 par un tel entier, 0

Si x est le produit d'une puissance de
log x par simple lecturé de la table.
355

n obtient la mantisse de

— = =
P S T

FP—— - ——

o TS ——

——




Si x n'est pas le produit d’'une puissance de 10 par un tel entier, il existe un ens
rationnel m et un entier x, compris entre 1 000 et 9 999 te| que l'on ajt - Sitiey
X <10m x < x; + 1.

Posons y = 10™x; les réels x et y ont la méme mantisse et il résulte de I3 ¢
de la fonction log que I'on a: log x; < log y < log (x; + 1).

On démontre et nous admettons que l'erreur commise en déterminant log

Oissancg

Y par
interpolation linéaire (voir cours de Premiére) est inférieure 3 M-ml-l--ﬁ'
11X
; A 3 3
Ona: M = 5 70 < 05 x;210% (X +1)>10

Par suite I'erreur commise est inférieure 3 0,5.10-6 = 5.10-7.
On obtient donc bien par interpolation linéaire les cing premidres décimales e la
mantisse de log y et par suite celles de log x.

® |l est commode d’introduire le cologarithme de x. .
On appelle cologarithme de x et on note colog x le réel log = égal & — |og y,

Soient respectivement ¢ et m la caractéristique et la mantisse de log x.
Ona: cologx=—c—m,et: —1< — m < 0, et par suite :
colog x=(—c—1)+(1—m) et 0<1—m<1.

La mantisse de colog x est donc 1 — m et sa caractéristique est — ¢ — 1.

e Dans le cas ol la caractéristique n de log x est négative, si 0,abcde est
la mantisse de log x, et si n’ est la valeur absolue de 7, on a °

n=—mn, n>0 et logx=—n'+ 0,abede. On note alors :

log x = n',abede pour indiquer que le signe — ne porte que sur la caractéristique.

e Soientx, y, z, t quatre réels strictement positifs et r, r’ deux rationnels strictement

s

i - X
positifs. Pour calculer le réel A = = t]:’

Ona: logA=Ilogx+rlogy + colog z + r' colog £
On dispose en général les calculs de la maniére suivante -

+ il est souvent commode de calculer log A.

calculs auxiliaires calculs définitifs
logy = log x =
logz = rlogy =
logt = cologz =
colog t = r' colog t =
calcul de A. log A =
A =

® Nous donnons quelques exemples de recherche de logarithmes et de ?3"5“'5
numériques faits a I'aide des logarithmes: nous avons utilisé la table de logarithmes
a cing décimales Bouvart et Ratinet. Pour plus de détails, nous conseillons U
lecteur de lire la notice de cette table.

Exemples.

1. Caloulons le logarithme décimal de x = 0,0008417 et celui de y = 8417,

La caractéristique de log x (resp. log y) est 4 (resp. 3). On it la partie décimale
la mantisse dans Ia table.

Onadonc: logx = 3,92516 et log y = 3,92518,

de
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11. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

; 2. Dét_erminons le logarithme décimal de x = 32,305
| J Nous lisons dans la table le logarithme décimal de 32,30 et celui de 32.31. Nous

. utilisons alors la méthode d'int A
‘ erpolation i : , -
| calculs de la maniére suivante ; néaire. Il est d'usage de disposer les

log 32,30 = 1,50920
log 32,305 = 1,50927.

3, Déterminons une valeur approchée du réel x tel que : Jog x = 3,50420. P '
lecture de la table, nous avons : log 3,193 = 0,50420 N;Jus avor; d' B
meilleure précision permise par la table : x = 0,0031 93;0! a10-7 prés S
4. Déterminons une valeur approchée du réel x dont le Io;;arithme est -224175
Par lecture de la table, nous avons : log 174,4 = 2,24155. - .
Nous utilisons alors la méthode d'interpolation linéaire; il est d'usage de disposer les

t
calculs de la maniére suivante : i %
log 1744 = 2,24155 L
D=25 8 20 |
log 174,48 = 2,24175. |
Nous avons donc, avec la meilleure précision permise par la table : x = 174.48, :
310-2 prés. !
T
=3 241 |

5. Déterminons une valeur approchée & 10-° prés du réel A = —=55—

Calculs auxifiaires Calculs définitifs
log 241 = 2,38202 log = = 049715
log 327 = 2.51455 % log 241 = 0.79400 (

colog 327 = 3.48545

log A = 2,77660
A = 005978
du rdel A 2 1077 prés est donc A = 0.05978. La meilleure

14 (able donne A = 0,059787. ‘

log 0,05978 = 271656 D=7

B wegpepa

Une valeur approcheos
précision permist [Eaf

Usage des régles & calcul. |
3.6 Enclasse de Premiére, nous avons décritune régle a calculs et nous en avons expliqué

I'utilisation.

Dans ce paragraphe, nous indiquon
régle a calculs : les échelles qui ¥
On construit une échelle logarithmique de |
affine réelle munie d'un repére (0. /), a tout nombre réel 5:rigtement positif x nr:
associe le point d’'abscisse log x; 0N marque ce point sur la droite et le réel x auque

il est associé. On a donc la représentation suivante :

quel est construite une |
lles logarithmiques.
sur une droite

s le principe a partir du
figurent sont des éche
la maniére suivanté :

s 3 __ L}
i, L
7 8 9 10

O ——

- i 1 } }
: 5 3 4 5
Multiplier (resp. diviser) deux nombres réels strictement positifs revient _an.rs 2
additionner (resp. soustraire) deux longueurs de segments. Nous avons indiqu
les différentes méthodes dans le chapitre 31 du tome 2 de Premiére.

357




EXERCICES

38

Fonctions logarithmiques.
& Dans les exercices suivants (n°s 1 3 9), résoudre dans R |'équation -

1 2Logx = Log (6 +4/3) + Log(3 +V/3 +1/3) + Log(3 —*\/EI"Q‘;)‘
2 Log(x + 3)+ Log(x + 2) = Log(x + 11).
3 Llog(x2+ 5x 4 6) = Log(x + 11).

--X—11)'

4 Lng{—x—E):Lng( X+ 3

5 Log(x + 2) = Log(— x — 11) — Log(x + 3).

6 %ch 2x = Log(3 — x) — Log V/x + 1.

e 1
7 Logy, 2x—3=Log(5—'—x]—§Lugx.

8 Log(x—1)+ Log(x — 2) = Log |4 — x|.

logz(x + 1) + logs x =").
10 /Soit @ un nombre réel strictement positif et différent de 1.
Résoudre dans IR l'inéquation : log, x > lvg.s (3 x — 2).

1 ‘{tésoudre dans [R2 le systéme suivant :
) 2log, y +2log, x=—5
| xy =e. (Baccalauréat 1973)

12 Résoudre dans IR2 |e systéme suivant :

xy = 256
i 7(log, y + log, x) = 50.

13 Soit 7 un entier rationnel, Soient « un nombre réel strictement positif etk un
nombre réel strictement positif différent de 1.

ko
Soit A le réel j X dx.
[ 4

1° Déterminer n de facon que A soit indépendant de =,

it
2° On donne & 7 la valeur déterminée dans le 1°, Déterminer k de fagon que A s
égal a 4.

3 ] b
14 On considére un plan affine réel euclidien P muni d'un repére orthoner

> : ;
(0, i,j ). Soit € la courbe représentative de la fonction Log dans P.
Montrer que la courbe représentative de la fonction x — Log 3x 8€
de € par une transformation géométrigue simple.

dédult
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17. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

D 15 Smer:t un nombre réel a et la fonction £ définie par :
vaETR. f(x)=x2Log |x| =1
: f(0) = a.
-] i i=i
12.: gf’rr;zr;t;:;qua I_on peut choisir 2 de fagon que f soit continue sur IR
e a ainsi choisi; démontrer que | i i -
fonction dérivée f' continue sur IR. I R

@ 16 * Soit la fonction f définie sur IR par:
vxE]—-m,—‘l[, fx)=1—x2
fxel—1.1] f(x) = Log(2 — x?)

: yx€ll, + oof, f{x)=\/:;]|_

10 lf.tudiar la continuité de la fonction £.
20 Etudier la dérivabilité de la fonction f, en particulier aux points — 1 et 1. i

Y -
S ——

T

% 17 Soienta et b deux ffombres réels et f la fonction définie sur IR par:

- yxele? +ool. flX)= Log x .
- yxel— oo, e[, f(x)=ax+ b 1
b} 10 Peut-on déterminer les réels a et b tels que la fonction f soit continue et dérivable i
i surR? :

20 On donne a a et & b les valeurs trouvées précédemment. Etudier la fonction £ et * f

tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé. ~
: (Baccalauréat 1973.)

L,

res réels a et b tels que la fonction : ‘

?' 18 1° Déterminer les nomb
10, + co[ de la fonction :

F: x — x(alogx+5) soit une primitive sdf
f: x——s — Logx
20 Soit £ un élément de J7. L

un repére orthanormé. Détermineg
d'équations respeclives :

——

Soit ¢ la courbe représentative de la fonction f dans
r I'aire S(t) de la partie du plan limitée par I'axe Ox,
x=1 et x=1L |

.

la courbe € et lgs droiies
! La fonction ¢ +—* 5(1y admet-elle une limite & droite en 07 Si oui, calculer 11
| |
{ cette limite.
y !
‘ |
20 Soit nun entier naturel non nul.
P ; Log x
| 10 Déterminer la limite en + oo de la fonction X —> —a—
; f
! 2o Déterminer la limite & droite en 0 de la fonction X — x" Log X. I
3 Log x
g 3¢ Déterminer a limite en + oo de la fonction X —> —7  °
xn
? ) - Log (1 + x)_ ! |
40 Déterminer la limite en 0 de la fonction X —> = |

—

21 Soit la fonction f: X /> Log(x?)-
- ourbe représentative ¢ dans un repére ortho-

1o Etudier la fonction f et tracer sa €
]
H |

normé (0, 7 7). S
20 Déterminer I'équation de 12 tangente D & € au point dabscisse &. |
2 x est une primitive de ia 18

30 Vérifier que la fonction F: x —> X -0g (‘x’} -
fonction f sur chacun des intervalles ou f est définie. J |
4° Calouler I'aire de la partie du plan limitée par I'axe Ox, la courbe Cetlatangente D. 1
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(& 22 1° Soit la fonction f définie par :

¥x€10, + oo, #(x)=xLogx
£(0) = 0.

Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative € dans un repére Ul'thc-nurmé

(0, E }‘] On déterminera en particulier les points d'intersection de € et de Ox.
2° Soit la fonction g définie par:
x2
Yx€]0, + oo, g(x)=x2Logx— 5
g(0)=0.

La fonction g est-elle dérivable ? Si oul, sur quel intervalle ? Déterminer sg foﬂctinn
dérivée g'.
3° Soit la fonction A définie par : YxelR, h(x)=|f(x)|. Soit ¢ | Courbe

L
représentative de la fonction A dans le repére orthonormé (0,77). Calculer ['ajre
de la boucle déterminée par les courbes C et €',

»
23 Soit la fonction £ définie sur R par :

§x€10, + oo F(x)=1/x Log x2
£(0) = 0.

[

Lag

X

1° Démontrer que l'on a : Yxe]0, 4+ oo, F(x)= —4

1

Vx
Etudier la continuité de .
2° Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé,

24 Soit la fonction Ff: x —s Log X4 3 |

x—11
1 Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
2° Soit & un nombre réel. Résoudre dans IR I'équation : f(x) = a.

5 (Baccalauréat 1973.)

’
25 Soit la fonction f définie sur IR par:

fxeR*  f(x)=xLog|x|
f(0) = 0.
1° La fonction f est-elle continue au point 07 Est-elle dérivable en ce point?
2° Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans un repére ortho-
normé (D, :;)
3° En utilisant une intégration par parties, déterminer une primitive de la fonction /.

Calculer I'aire de la partie du plan limitée par C, par I'axe Ox et par les droites d'équa-
tions respectives : x =0 et x=1,

26 Soit la fonction £ définie sur R, par:

¥ x€]0, + oo, f(x) = x| Log x|

f(0)= 0.

1o Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction 7.
2° Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative € dans un repére ortho-
normé (0, E;}
3° Soit t un réel de I'intervalle 10, 1].
Calculer, en effectuant une intégration par parties, I'aire A(t) de la partie dU pr
comprise entre C, I'axe Ox et les droites d'équations respectives: x =1 et X=©
Déterminer Ia fimite eventuelle 3 droite en 0 de la fonction ¢t — A(f).




11. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

X+ 2

‘A" 27 Etudierlafonction : x —> x+ 1 4 Log
X +1

et tracer sa courbe repré-

sentative € dans un repére orthonormé (D, :;)

~ 'é
s - (| 28 "Soitlafonction f: x .1+ Logx !

. L X
-— : 19 Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans un repére ortho- F'

+ =
normé (U, ijl.
- T |

2*: On désigne par M, le point d’intersection de C et de I'Emwg le point de C

‘ ol la tangente a G pa?-se pa.r O, par M; le point de C ol la tangente est paralléle 3
Ox, par M, le point d'inflexion de C. Soient xy, X3, Xa, X4 les abscisses respectives
dES pOII‘IES M-]; Mg. Ms, M4<
Que peut-on dire de la suite x,, Xz, X3, X4 7

(\¥ 29 Soit la fonction f: x —> Log | Log x|.
Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé

(0,7.7).

¥ 30 Soitlafonction L,: x — Logx.
Spient # un entier naturel strictement supérieur 2 1 et la fonction l
L,: x — Log(L,,_..{x)).
La fonction L., par exemple, est donc la fonction x —» Log (Log x). .
1o Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions Ly, Lz, Ly et plus '

généralement de L., pour tout entier a. P
' 20 Erudier la dérivabilité de la fonction L, et déterminer, si elle existe, sa fonction
J |

dérivée L.
20 Démonirer la progosition suivante :

art . 1
vkEN.—- 1% 0 < Lalk+ |}—L1{k}<m
s finis & la fonction Ly (cf.

On pourra appliquer Is théaréme des accroissement A B
exercice n° 47 du chapitre 7). ji‘
1 1 1
= L —— = —— P — e W 14
4o On pose : jn €N I1}. Sp 2Log2+3Lag3+ +nLogn '1‘;

Utiliser le 3° pour démontrer que la suite (S,) N admet pour limite + oo. il
|

31 Soit la fonction Fdéfinie sur IR par ! |
yxeR%, F(x) = x° Log | x| . |
|

f(0)= 0.
t la dérivabilité en 0. Tracer sa

1¢ Etudier la fonction £, en particulier la continuité e

* *
courbe représentative C dans un repére orthonormé {D, i) .
20 Calculer l'aire de la partie du plan limitée par I'axe OX, la courbe C et les droites
1

d'équations respectives : X = 5 st x=2.

30 Soit la fonction g définie sur R par:
b

1
- 3 e
fxe R g(x)=x Logxz Il

g(0)=0. _
Déduire de ce qui précéde |'étude de g et tracer sa courbe représentative dans le

> ¥
repére orthonormé (0,74 )
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x2
X (@32 Soit la fonction f: X " [5q x3

Etudier la fonction F
-'k E
(0.7.7).

Fonctions exponentielles.

Dans les exercices suivants (n°s 33 & 42), résoudre dans IR I'équation -
¢ Dansle
33 g2r=1 — alx+2 29'3 = 0.

34 2 e2:+1 4 grl = ¢! +Logz

0 %
35 2'+§— .

36 4r — 3,2x+2 _ 28 = (.

37 BeSr+2 — T4/ eBrts | g3x+2 = (),
38 (x2 — 1) elogtx=2) = | og (er+1).

[y

dx42 __ —_——
39 & gdx+2

&2 — 1.
40 42 15e-* =19

4 i
@ 75 5= 275 4 )

42 22:-1 434413 _ g2t _ g

43 Résoudre dans IR? le systéme -
4% BY — H2xi1
12x 9y = Bar+1,

44 1° Soit m un nombre réel.
Déterminer, suivant le réel m, le nombre

de solutions de I'équation :
(m—1)ex+ me-x=2m.

2° Résoudre cette équation dans le cas : m =

L}
4

45 1° Méme question que pour le ne
ez‘+4me'-2m+2——-0.

2° Résoudre cette équation dans le cas ;

44 avec I'équation :

m=—1.
* 46 Soit a un nombre réel,
Résoudre dans R2 le systame ;. ki =1 F
xy =1,
(Baccalauréat 1973)
47 Mame question que pour le n° 46, avec - g%y = g2
xy =1.
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-

ﬂ "
@’ld ‘Etudlar le sens de variation de la fonction x —» e*
uire la proposition suivante : §xeR, e*> x - i

20 Démontrer, par ré
A currence sur I'enti i
- tier naturel non nul 7, que l'on a:
‘X E er el } = | |
nl I
3° Dé i |
Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, la fonction x — 2 |
X7 |

admet en + oo une limite égale & + oo.
|

1
. 49 ' Soit f la fonction définie sur IR par : jxeR', f(x)=e = |
f(ﬂ} =0. |

1o Démontrer que f est continue sur R.
20 Démontrer que f est dérivable en tout point x non nul. Calculer f‘{{)'. l
11

30 A l'aide de la définition, démontrer que f est dérivable en 0.

4o Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére ortho-
(Baccalauréat 1973.)

norme.
E

Q

a

50 Soit la fonction f définie sur IR de |a maniére suivante :
1

—

g1,
]

pour | x| <1 £(x)
f(x)

pour |x|2 1. (x :
1¢ Démontrer gue £ est continue en tout poi
20 Démontrer que ¢ est dérivable sur [R. On étudiera la

|
—1en revenanta & définition. [
> >
mé {0, ifl- 1‘
f
|

I

nt de R.
dérivabilité aux points 1 et

[ Qe i : rthonor
g0 Tracer la couris représentative de f dans un repere o
| (Baccalauréat 1973.) *

i nct : e e .
f: Etsuuc:l:;flﬁzciﬁ.’z:t :ét :acar sa courbe rEprésantative C dans un repére orthonormé
(0' : ?)‘ i i imi I'axe O
2e Sc;fient m un réel positif et s(m) l'aire d_e la partie du pi;nn htm:fi I:r )Y, 1
|a courbe C et les droites d’équations respectives: y=Xx- e = m. t

Calculer S(m).

La fonction m § (m) admet-

| 8
%8 rthonnrmé.

sentative € dans un repére ©

elle une il'miteen+ao? l'
n F: xv— (1 -
i

52 Soit |a fonctio
Etudier 13 fonction
|

: i f:
8 Soitl oy urbe s un repére orthonormeé.
racer s& €0

a fonction fett

Etudier |
i AR It
% 54 /Soit la fonction f. x—~ grt;; rsmés:antative dans un repére orthonorme. | l
Etudier 1a fonction £ et tracer 53 cour ”
5 Soitla fonction T: ;urba "eprésamative dans un repére orthonorme- 11F |
]

363




364

L

f 2
56 Soit la fonction f: x +—» y/er — g2x,
1¢ Quel est I'ensemble de définition de #?
2° La fonction x +—» f(x) admet-elle une limite & droite enQ?
X

3° Etudier la fonction fet tracer sa courbe représentative

Cdans un repgy, Orthong,
(0. ?f) Quelle est latangente 4 Cen 0?7

(Baccalauréat 1973 )

57 Soitlafonction f: x —» xels+1l,
Etudier la fonction f et construire sa courbe représe ntative dansun mpé'“”hﬂncrm

: B8 Soitlafonction f: x ——s gCOSX

1e Déterminerl’'ensemble de définition et I"'ensemble d'étude de 7.
2° Etudier la fonction £ et tracer sa courbe représentative C dans un repére orthg.

narmé (O, E;). La courbe € admet-gelle une tangente au point AG g)?

f(f + h)
2 i .
On pourra étudiersi la fonction A ——» Log ——— admet une limite 3 droite en 0,

(Baccalauréat 1973

59 Soitlafonction f: x — | 824 — g1 | — 2,

1° La fonction f est-elle continue, dérivable en 07

2° Etudier la fonction fet tracer sa courbe représentative C dans un repére orthonormé
(0.77).

3° Soit Ale pointdintersection de C etde Oy. Soit % un réel négatif. .
Déterminer I'aire de Ia partie du plan limitée par les droites d’égquations respectives
X=1) et x=0,parlacourbe Cet par la droite passant par A et paralléle 3 Ox.

60 1° Soientnun entierrationnel et la fonction g: x — e*(x—n)

La fonction g est-elle dérivable ? Si oui, déterminer sa fonction dérivée. i
2° Soit la fonction £: x —o e*(x — E(x)). (Nous rappelons que £ (x) .d d{;s
la partie entiére du réel x). Etudier la fonction 7 et tracer sa courbe représentalive

un repére orthonormé (0. f ;)

&

k
3° Soit k un entier naturel non nul. Calculer J f(x) dx.
o

. : fa courb®
61 Soit X un réel non nul. Soient

la fonction £: x —» xe~*retCi
représenta'liva de fy dansun repére orthonormé (0. }:;)

"alles
. t qu Ei
1° Démontrer que toutes les courbes €} ont un point commun uniquée @
y admettent la méme tangente.

2¢ Etudier la fonction f1 et tracer la courbe €,.
3° Etudier la fonction f_, ettracer la courbe C_ yu
4° Soit = un nombre réel strictement positif.

: 1 (2
A l'aide d'une intégration par parties, calculer le réol [ " f, (x)dx, que I'on n°
< 0 :
La fonction & +—s S(x) admet-elle une limiteen + oo ? auréat 1973}
(Bacca

2
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11. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

62 Soit n un entier naturel supérieur ou égal 3 1.

Soient la fonction £, : x — xnex et C, la courbe représentative de la fonction £,
dans un repére orthonormé (0, ?D

1o Démontrer que la fonction f, admet en — oo une limite égale a 0.

On pourra calculer Log (7, (x)).

20 Etudier la fonction £,.

30 Tracer les courbes C, et C,.

40 Soit X un nombre réel. Calculer J(X) = fx £ (x)dx.
o

La fonction X —— J(X) admet-elle une limite en — co?  (Baccalauréat 1973.)

Calcul de primitives. : : '
_] IL‘ | {

a4 'ia &
t 4 &

{83 Soit la fonction f: x.-—;-x+——1-- 1
10 Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans un repére orthonormé,

20 Déterminer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe € et les droites d'équa-

tions respectives: y=2, x=¢e x=1

-, - ) 2%
" g4 Soitla fonction Ff: X —r 25T

1e Etudier |2 fonction f ettracer sa courbe représentative Cdans unrepére orthonormé

*+
(0,77
22 Calculer l'aire

de la partie du plan limitée par la courbe C, I'axe Ox et la droite i
d'équation: x = 1. JI
i

65 Soit la fonction [ x+——-—x+1+|——'_x_1|' , ‘
|

acer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1° Etudier la fonction fettr _
n asymptote oblique { ‘!i-

20 Calculer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe C, so

et les droites d'équations respectives : X = 14e ot x=1+¢€% |
4

a b c
¥xeDn FXI=S+i5 T ixE2
20 Déterminer la primitive F de f qui s'annule en 1.
La fonction F admet-elle une limite en + ool

g . . , 1 |
66 Soient la fonction f: x+— T NEFD et D, son ensemble de ;
définition. |

|
1o Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que lI'on ait: ‘i
|
I
\

sin X e
i i ) _ sin* et D, lensemble de éfin
67 Soient la fonction f: X ——> =" dinx F définition

de £.
10 Démontrer qu'il exi

ste deux réels AetB tels que l'on ait: l

— sinx -+ cos X .
Mx) = - ' )
YxeD, x)—A-{"B{cs & ) |

En déduire les primitives de la fonction £,

3
20 Calculerf f(x)dx.
1]

365




1

1 2
68 Soient la fonction F: X —> T etlafonction g: x — ____1___
X+7
1o Etudier les fonctions f et g et tracer leurs courbes représentatives eSpeg
Fo Veg
¢, et C, dans un repére orthonormé (0,7.7). ' '
20 Soit A un nombre réel supérieur & 2, Déterminer l'aire CL(2) de la part

. ~ . 2] dl.l
limitée par la courbe €, la courbe G, et les droites d'équations respectiveg plan

Vo X=
gt x =X\ B 2
La fonction A —> €L(A) admet-elle une limite en + oo ?

69 1° Démontrer qu'il existe deux nombres réels a et b tels que |'on ait:

2x b
yxeR—{=1) S =2+ 57

20 Sgit t un nombre réel supérieur a 4. Calculer les intégrales suivantes :

t dx ¢ 2X
_ = dix.
1 (6) Lx‘— 5 et L= g

3o Lafonction t — l,(t) admet-elle une limite en + co?

Log x
X
1¢ Etudier la fonction £ et construire sa courbe représentative € dans un repére ortho-

70 Scit la fonction f: x —

5
normeé (D, LHi).
2° Déterminer les primitives de la fonction /.
3o Calculer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe G, I'axe Ox et les droites
d'équations respectives : x =1 et x = &2,

71 1° Soient les fonctions g: x —— I elh: X —» fﬂ ot .
, tlogi 5 tlogt
Les fonctions ¢ et A sont-elles dérivables ? & oui, sur quel intervalle? Déterminer
leurs fonctions dérivées g’ et ',

2° Que peut-on en déduire pour la fonction 7 définie sur 11, + oo, par:

X2 dt
f = ?
(x) J.,, tlogf’

L

Xz

3° Calculerl'intégrale f pourtout réel x supérieura 1.

dt
« tlogt

72 Soit n un entier naturel. Calculer, 3 I'aide d'une intégration par parties, l'intégralé

I x" Log x dx.
1

73 Soit n un entier naturel non nul. Soit £, la fonction définie par :
yx €10, + oof, £,(x) = fx t(Log #) dt.
1

1e Spii X un élément quelconque de 10, 4+ oo[.
Etablir une relation de récurrence entre 7, (x) et fo_1(x).

2: En dédufra une expression du réel £, (x) pour tout x de ]0, + ool.
3¢ La fonction £, admet-elle une limite & droite en 07

74 1° Calculer _r 2t e+ gy,
1
2° En déduire le calcul,
!
J' 21%2+1 gy,
1

grale
73.)

3 l'aide d'une intégration par parties, de I'inté

(Baccalauréat 19
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11. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. FONCTIONS EXPONENTIELLES

78 A laide d'intégrations par parties successives, calculer : f‘ xaa“i dx §is
3 .

(Baccalauréat 1973.)

# 76 On considére les deux intégrales : |
™ I |
T

z 4]
. 2
A=J e=*sin x dx et B = = N
o Oe % cos x dx.

Déterminerlesréels A et B; on pourracalculer A 48 ot B <A |

77 Soit x un nombre réel.
Calculer l'intégrale J.

X

&

1 . i ;
% et sin t dt, a |'aide d'intégrations par parties.

78 1° Soient a et b deux nombres réels.

Démontrer qu'il existe deux réels A et B tels que la fonction x —> (Ax 4 B)er
soit une primitive de la fonction x — (ax + b)ex,

En déduire les primitives des fonctions :

X —> (x—1)ex et x —— (2x— 3)e~,

2° Soient a, b, ¢ trois nombres réels. Démontrer qu’il existe trois nombres réels A,

B, Ctels que la fonction x +—— (Ax2 4 Bx + C)e* soit une primitive de la fonction |

' x — (ax2 + bx + c)e~. {1l
En déduire les primitives des fonctions : |

X — x%< et x — (x2 + 2x —1)e~ |

|

79 1° Sopient 2 £, 4, 1t quatre nombres réels.

Soit la fonction 7 : x — e** (a cos p x + b sin px). !

La fonction 7 esi-2lie dérivable sur IR ? Si oul,déterminer sa fonction dérivée. -

2o Spit la fonction - < —— e—*(sin 2x — 5 cos 2 x). Utiliser le résultat duie ' 45

pour déterminer iz orimitive de g qui prend la valeur 3 en 0.

Etude de fonctions. {

80 Soitla fonction f: x —> Log (ex —1). .| !
1o Etudier la fonction 7 ettracer sa courbe représentative Cdansunrepére orthonormé. . ;

2o La fonction £ admet-elle une application réciproque ? Si oui, définir cette applica- i ‘
tion réciproque et tracer sa courbe représentative dans le mé&me repére orthonormeé. L] !

81 Soit la fonction f: x —> x + Log (2 — ﬁ’f)- |
1° Etudier la fonction fettracer sa courbe représentative Cdans un repére orthonorme.

X :
20 Déterminer I'ensemble des points du plan dont les coordonnées (y) sont solutions

de l'inéquation : eY—* + e* > 2. {

> 82 Soientla fonction f: x — Log|ex —1]etlafonction :

g: x —> Log (ex + 1). )
1 Etudier la fonction fettracer sa courbe représentative Cdans un repére orthonormeé.

25 Etudier la fonetion g et tracer sa courbe représentative C' dans le méme repére.
3° Démontrer que les courbes C et C’ sont symétriques par rapport a |a droite d'équa-
s

tion: y=ux || .
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83 Etudier la fonction x ——» e—* Log x et tracer sa courbe représentatiye d

repére orthonormé (Dr;) (Eaccalauréat1g7a
)

1
84 Soit la fonction f: x —> x — 5 Log |2ex=1].

1° Etudier la fonction f.
1
On pourra écrire : 2e*x — 1 = 2e* (1 —3 e**)-
20 Tracer la courbe représentative de la fonction 7 dans un repére orthonormg

85 Soitlafonction?: x ——> e~* Log (1 + e2%). .
1¢ Soit la fonction ¢ définie par:

2t
vtE [0, 4+ oo, q}l:f) = T_H —_— LDg (1 + f).

Démontrer qu'il existe un seul nombre réel a supérieur a 1 tel que I'on ait : e(a) =0,
20 Etudierles variations de lafonction £: on établira une relation entre f' (x) et o (e21),
3¢ Déterminer, si elles existent, les limites de la fonction fen + co eten — oo,

4° Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé,

86 Socientiunnombreréeletf lafonctionx —— XW2-% 4 2%,

1° Etudier la fonction £, suivant le réel A.
2° Tracer, dans un méme repére orthonormé. les courbes représentatives respectives

C_; Gy Cdesfonctions?_y fy fi.
3¢ Calculer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe C_,, la courbe G, et les

droites d"équations respectives : =0 et x=1

87 Reprendre I'exercice n° 74 du chapitre 8.
On veut encadrer le nombre réel x, pour tout entier naturel n supérieur a 2.

1o Comparer les nombres réels x,, et 1.

2° Démontrer que la différence x, — ;: a le méme signe que la différence x; — 7

3° Soit la fonction ¢ : x —— 2x+1 — x L+ 2
Etudier la fonction @ et démontrer que I'on a : fxe]O + oo, 9(x)>0.
4° Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur 3 4, le réel x, appartient a

1
I'i — 1] -
intervalle ]2 1[

1

= 88 Soitlafonctionf: x —— |x |1,

1o La fonction £ est-elle continue ? Si oui, sur quels intervalles ?

2¢ Lafonction fadmet-elle une limite en 0 ? Si oui, calculer cette limite.

3¢ La fonction f admet-elle une limite en 1 ? Démontrer qu'il existe un Dfﬁlﬂngemgnt
par continuité de f sur [R*. Soit F ce prolongement par continuité.

4° Etudier les limites éventuelles de fen + oo eten — oo. -
5° La fonction F est-elle dérivable? sur quels intervalles? Déterminer sa fonction
dérivée F'.

6° Etudier la fonction 7; on sera conduit & considérer la fonction :

x |—>x—;—1»~Log]xl.

&
7° Tracer la courbe représentative de F dans un repére orthonormé (0; :,)')-



17.
FOoNcTIONS | OGARITHMIQUES

Calcul numérique. FONCTIONS EXPONENTIELLES

~

. 89 Résoudre dans [R | .
6(log x)2 — 19 log x — gq:agc‘" suivante :
On déterminera chaque solutic;n avec |a

me

logarithmes utili W '
g s utilisée. eure précision permise par la table de

L.ap Méme question
que po
(| Jz : p lur le n° 89 avec ;

~~ 91 Meéme question que pour le n° 89 avec -

1_ 1

ZVE

92 Méme question que pour le n® 89 avec ;
er—375e*x—175=0. .

V3,
cos? (Log x) + =5~ sin (Log x2) —

93 Méme question que pour le n® 89 avec:

55inx+_i.=3

Bsin x

94 Soit s un nombre réel.

10 Déterminar les nombres réels x tels que ['on ait :

2° On suppose gue § = 3. Déterminer x avec la meilleure précision permise par la

table utilisée.
30 Méme quesiicn que pour e 20 avec s = — 2.

ex—e %= 25

95 Sopientxei [ deix nombres réels positifs.
Xy = o

1° Résoudredans RZle systéme: E - 1)
90 On suppose : «= 2,1514 @t A = 0,513. ‘
Donner des encadrements 3 10~3 prés de chacune des solutions du systéme (1)
(Baccalauréat 1972.)
i i ' > g—%sin X
96 Soit la fonction f: X B

déterminer sa fo

quation : f'(x) =
progression @

jvable sur IR et

jutions de I'é
mages par f sont en

0 sont en pmgressi{:-n

10 Démontrer que fest dér
gométrique de

20 Démontrer que les SO
arithmétique et que Jeurs |

raison — e~ 7. : : i récision
30 Calculer la raison de cette progression géomé;tnque, avec la meilleure p
: o cimales.
o5 de logarithmes 8 ¢ind dé (Baccalauréat 1 973.)

permise par les tabl

1. 1 ot tracer sa courbe repré-
97 1o Etudier la fonction 1 % — x 51 x+3
> r
] i; !
sentative G dans un repéré orthofnormé (0,01 -
: éel positif. ) 'axe Ox et les droites
g"étSmtlm U;:' '.-j‘:""'ff’:;l: pF;rtiB du plan [imitée par 12 courbe G, I'a
ermi air _
rminer artle et x=m

gale 3 ‘\/-é

d’équations respectives

3° Déterminer m pour que cette aire soit ’
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98 Calculer avec la meilleure précision permise par les tables I'intégraj .

o
a1 — i 1) ox-
fﬂ (m sin (ZX -+ 3))

99 Soient p et g deux entiers naturels non nuls.
1o Calculer en fonction de p et de g l'intégrale :

=)

a/ 1 X X2 ) .
L(x+1+x2+1+x3+1 '
20 Calculer, & 2.10—4 prés, la valeur numérique du réel

1
Log (p + ) +12Lm:|(.lu2 +¢%)+ zLlog(p® + ¢°)— 3 Log g

pour p=3 et g=4
3° Déduire des deux premiéres questions une valeur approchée de I'intégrale :

3
a1 x x2
L(x+1 +x2+?+x3+1)dx'

100 1° On considére les deux intégrales :
z i
|=J‘3 cos X i & J=J‘3 sin x‘
o €0S X 4 sin x 0 €08 X + sin X
Calculer | +J et | — J. En déduire les valeurs respectives de | et de J.
2° Déterminer des valeurs approchées respectives 2 10-2 prés de | et de J.

(Baccalauréat 1973))

101 Soit @ un nombre réel strictement posifif.
- 3

Onpose: | (x) = J cos (Log x) dx.
1

o BT 1 H i 1
1¢ Calculer | («) a I'aide de deux intégrations gz parties successives.

(] T - &
2° Déterminer une valeur approchée de I{e™) avec la meilleure précision permise

par les tables de logarithmes utilisées.
(Baccalauréat 1973

k.



12.
Probabilités

sur un ensemble fini

En classe de Premiére, nous avons introduit la notion d'espace probabilisé
(Q, 7(€), P) ot Q est un ensemble fini non vide, appelé univers, ol 7 (£2) est 'en-
semble des parties de Q et ou P est une application particuliére de T({2) dans
10,11, appelée probabilité sur (Q, F(Q)). Un tel espace probabilisé fini permet
d'étudier des expériences qui comportent un nombre fini de résultats possibles : L2
est alors I'ensemble de ces résultats et 7 (Q) est I'ensemble des événements que l'on

peut considérer.
Il existe aussi des expériences gqui comportent une infinité de résultats possibles. |
On choisit alors encore pour {2 i‘ensemble des résultats, mais, dans ce cas, on est ﬁ
conduit 3 introduire la naoticr. de probabilité sur des couples (2, $), ou B est un '
sous-ensemble de J(£2) aui posséde certaines propriétés bien précises. (
Le programme de la ciassc 9& Terminale comporte I'étude de ces sous-ensembles I
de 7(Q), mais uniquemsnt dans le cas ol Q est un ensemble fini. |

i e ko e o

. Espaces probabilisés finis. |

nous désignons par O un ensemble fini non vide. Soit A un

Dans ce paragraphe,
par A le complémentaire de A dans Q.

sous-ensemble quelconque de () : désignons

Espace probabilisable fini.

semble de T(Q). _
e e de Boole de parties de Q) si et seu- 2

es sont vérifiées : (] 4‘

1.1 DEFINITION : Soit $ un sous-
3 est une tribu sur £ (ou une algébr
lement si les trois conditions suivant
* By
® HA e B, Ae D I
* (A B)e B2, AUBED. |

ace probabilisabla fini. I

3 i

Le CUILIpIe (Q, B) est appelé esP



1.2

Propriétés.
Soit B une tribu sur Q. On a les propriétés suivantes :

,T:rl QeP) et (FeB) i

Démonstration : _
B est non vide: il existe donc au moins un élément A de $.

Onaalors: (AcB —> Ae®), etparsuite: AUAe B, cest-d-dire: Qeg
Puisque Q est élément de B, son complémentaire est aussi élément de B, gt p,,

suiteona: ZeB. M

P2 Y(A B)e B2, AnBe®H et A—Beh j

Démonstration :
Soient A et B deux éléments quelconques de 5.

eOna: (AeBd —> AcB) e (Beh — Bed).
Onadonc: AUBe®.
De I'égalité : AUB = AnB, il résulte que I'on a : ANB e B.

Le complémentaire de An B, c’est-a-dire AnB, est donc aussi un élément de %

etparsuiteona: AnNBed.
e Des propositions: Ae B et B e B, il résulte que I'on a: ANB e B, c'est-3-

dire: A—Be®. =

P3 VA, .. A)e®, (AU..UA,eB et An..nA,eB). J
Nous laissons au lecteur le soin de démentrer cetie propriété par récurrence sur /.

Exemples.
1. L'ensemble {&, (2} est une tribu sur {2, eppelée tribu grossiére; c’estla plus

petite tribu, au sens de I'inclusicn.
2. L’ensemble ¥(£2) est une tribu sur (); c’est la plus grande tribu, au sens de l'inclu-

sion,. On retrouve alors le cas étudié en classe de Premiére.

3. Supposons que I'ensemble €2 ait au moins deux éléments. Soit A un sous-ensemble
propre de £).

L'ensemble { &, A, A, Q} est une tribu sur ©, quelquefois appelée tribu de Bernouill
ou tribu engendrée par A. :

4. Plus généralement soit {A,, ..., A,} une partition de Q.

L'ensemble constitué des réunions finies d'éléments de cette partition et de I'ensemble
vide est une tribu sur £}, appelée tribu engendrée par la partition (A, Pl
En particulier, I'ensemble des singletons de (2 est une partition de . La tribu engen-
drée par cette partition est I'ensemble T(Q).

Remarque : Réciproquement, si Q est fini, on démontre que toute tribu % sur Q
est la tribu engendrée par une partition { A,, .., A } de Q. On peut alors identifier
BetT ({A,...A). # :
Dans' Iﬁr cas ol l'univers est fini, on peut done se passer de la notion de tribu, €& qui
e:at d all_leu_rs le point de vue adopté en classe de Premiere. Toutefois, cette notion
s'avere indispensable dans le développement ultérieur de la théorie des probabilités:
c’est pourquoi, conformément au programme, nous |'utilisons dés maintenant.
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12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINI

soit (Q, $B) un espace Probabilisable fini

e
Langage probabiliste L
| — angage ensembliste
énement
i élément de %
.
svénement élémentaire )
singl
| . gletonde Q
svénement certain Q
e
gvénement impossible &
=
gvénement contraire de A A
svénements incompatibles AetB | éléments Aet Bde Btelsque: AnB = @

Espace probabilisé fini.
DEFINITION : Soient (L), ) un espace probabilisable fini et P une appli-

cation de B dans [0. 1]

P est une probabilité sur (0, B) si et seulement si les deux conditions sui-
vantes sont vérifiées :

e P(Q) = y (5

o (A B)eB2 ((AnB=g) = (PAU B) = P(A) + P(B))).

space probabilisé fini.
vent appelée « axiome

Le triplet (€2, B, P) est appelé e
La deuxieme condition &st SOU
on dit aussi que I'application P est additive. _ 5 l
Remarque : On peut toujours supposer, quitte a restreindre Iulmvers, que la
probabilité de tout gvénement élémentaire est non nulle; dans la suite, nous nous

placons toujours dans ce Cas.

des probabilités totales »;

Propriétés. P
Soit (2, B, P) un espace probabilisé fini. On a les propriétés suivantes -
[P1 jacn P =1-F&

Démonstration :
Soit A un élément quelcon
Le complémentaire A de A dan
De la proposition : ANA = . (A)
C‘EStL-' . = A"l‘PA'

3-dire : P(Q) = P(A) 1 —P(A). ®

Par suite on a : P(A) = P(Q) — P(A) =
373

que de 5B.
¢si un élément de .EB; ~
e p(AUA) = P(A) + P(A),

i| résulte que l'ona:




équence. — — ‘est-A-dirs -
i?rg:osn:?uA _ (. Onaalors: P(Q2) =1~ P{Q) = Q./c'est-a-dirs;

P(@)=0|
s L

: - ‘B deux a deux disjoints.
Soient 1 éléments Ay, . . A, de
l Pz P(A;U.. .UA,) = P(A;) + ... + P(A,).

Ona:

stration : ' _
" ésulte que la propriété est vraie pour n = 2.

e De la définition 1.4, il r ‘ ' . |
e Supposons que la propriété soit vraie pour un entier naturel n supérigyr i

égal a 2. . L
Considérons alors n + 1 éléments A, . . ., A, ., de B deux a deux disjoints,
De la propriété P, du paragraphe 1 2, il résulte que AjU. . .UA, . est un élémey

de B.

On a : (AjU...UA)NA,; = (ANA)U...U (A NALL).
Les ensembles A,, ..., A, sont disjoints deux a deux.

On a donc : (A,U...UA,)NA,;y = &,

et parsuite: P((A,U...UA,))UA, ;) = P(A;U...UA,) + P(A,+1).
De I'hypothése faite, il résulte que l'on a:

P(A,U...UA,) = P(A,) + ... + P(A,). et par suite :

P(A;U...UA,.,) = P(A;) + ... + P(A,41).
e La propriété est donc vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a3 2. m

P3 V(A B) e 92 ((AcB) — (P(A) < P(B))).

Démonstration :
Soient A et B deux éléments quelconques de 5.

De la propriété P, du paragraphe 1.2, il résulte que AnB et B — A sont des
éléments de 3.

Des propositions: (B — A)U(AnB) =B et (B— A)n(AnB) = @&, il résulte
que l'ona: P(B) = P(B — A) + P(AnB).
D'autre part, on a : (AcB) — (AnB = A).
?n_ a dcril:c : P(B) = P(B — A) + P(A).

uisque P est une application v : ;
I £ o P{A};.]p. de B dans [0,1], ona: P(B — A) > 0, et pa

' P4 vaB)es2 P +pPEB)= P(AUB) + P(AnB) j

Démonstration :

iment A et B deux éléments quelcongues de B.

suuivgzgs‘d? ::éasmm;]»s(tg)ﬁon If{e.-Bla propriété P,;, nous avons obtenu la pmpriété
‘ ‘ = Fle—A) £ P ¢

Gn'adonc: P(A) = P(A - B) + P(ANB) (AN B).

:tt‘ ar sui ?(E) = P(B — A) + P(AnB),

Lespens::ﬂ:;eg APiAé*;E{BB’:_PAA — B) + P(AnB) + P(B — A) + P(A_H‘Bé:

ot dont la réunion est dcale a Py sont des éléments de B deux 2 deux disjoil

De la propriété P, il résulte quelona: P(A) + P(B) = P(AUB) + P(AHB)- [ ]
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12, PROBABILITES SUR
un
Exemples. ENSEMBLE FINI

1. Considérons la tribu grossiare {2, 0Q)surQ
Il n‘existe qu'une seule probabilj f :
ilité it
P(@)=0 et P(Q)=1. sur (€, {&, Q}): c'est I'application P définie par :

2. Soient A un sous-ensemble

Seitp un Slémentde]0, 1. propre de Q et 3 la tribu de Bernouilli {@, A, A, Q)-
Considérons lI'application P de 3 dans [0, 1], définie par:

P(8)=0. P =p, P(R)=1-p, P(@)=1.

Cette application est une probabilité sur (Q, B) '

Unitabl.l?t:ppllcatlun est d'éterminée par la donnée de p; il existe donc une infinité de
probabi | S sur {'El, $); c’est I'expérience qui nous guidera dans le choix de p
3. Considérons I'espace probabilisable fini (Q, (). |

. q
Soit A= {w,... mq} un élément quelconque de T(£}). Ona alors: A= U {;}:
i=1

Les singletons de & sont deux 3 deux disjoints. De la propriété Py, il résulte que 'on a:
q
P(A) = P({w,;}). Pour déterminer une probabilité sur (Q. #(€)). il suffit donc
i=1
de connaitre pour tout élément « de £ le réel P({w)}), c'est-a-dire de connaitre la
probabilité de tout événement élémentaire.

fvénements équiprobables.
16 DEFINITION : Soit (<2 %, P) un espace pro
éléments de 3&.
A et B sont des événsn
P(A) = P(B).

babilisé fini. Soient A et B deux

ents équiprobables si et seulement si on @ :

i ' @ — §(0), et que tous les single-
Supposons que l'on ait: L2 = 1@ e w,} et B=7T() etd

tons de Q soient équiprobables.
P({w}) = P ({})-
n

Onadonc: Y (ij)e{l - ni?,
0 : =P = P{{mi}} = nP({m;})-
naalors: P(£}) (U {o }) ;

f=1 1
- n

g : : caer T2 P( y )
De I'égalité : P(2) =1, 1l résulte que l'on @ yieils } {0}
e T(Q), de cardinal ',

Soit A un élément quelcongue d
P({w)) = n'P @)
A

On a alors : P(A) = P(U {"’f}) =
w,E
m,EA Eﬂg__f\__
t-a-dire: P(A) = gard 2

ini tel que toUS |

nl’
et par suite : P(A) = - €€S
| B es singletons de Q

p;obﬂbi“ﬁé f

Soit (Q, 7(Q), P) un espace
Soj ;
ient équiprobables. -

Ona: yAef(Q), P(A) =cad©




—

e oo
-

On utilise par exemple ce résultat dans tous les cas oy o

ue ne :
%1 tirer au hasard “, ou toute autre expression analogue, Mhloig
Exemples.

376

1. Considérons un dé cubique non pipé. |
On lance ce dé, on attend qu'il s'immabilise et on observe le chiffre Marqué g, .
r

face supérieure. On adonc: (1= {1, 2.3, 4. 5. 6}.
Les six événements élémentaires sont équiprobables.

T
Onadonc: YieQ, P({i}) =g

Soit A I'événement " le chiffre marqué est au plus 2.
On adonc: A= {1,2},

1
ot par suite : P(A) = z = 3.

L=z 1% ]

2. Considérons deux piéces de monnaie discernables et non truguées,
On lance ces deux piéces, on attend qu'elles retombent et on observe le coté visible
de chacune des piéces.
Désignons par = le c6té pile et par F le coté face.
Ona: Q= {(x. =) (x F). (F. =), (F. F)}.
Les guatre événements élémentaires sont équiprobables.
: 1
Onadonc: Juwell P(lw)= 3
Soit A I'événement " il y a au moins un coH1é face "
Onadonc: A= {(x F), (F, =), (F.F)}

et par suite : P(A) = g

3. On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes.
L'ensemble {1 est donc I'ensemble des cartes du jeu.
Les 32 événements élémentaires sont équiprobables.

Onadonc: Jwel) P({w))= %?
Soit A I'événement " la carte tirée est I'as de pique ".
L'ensemble A a un seul élément : I'as de pique; on adonc: P(A) = 515

Soit B I'événement " |a carte tirde est un rai “.

. 4 _1
L'ensemble B a quatre éléments : les quatre rois du jeu;cnadonc: P(B) =338
Soit C I'événement * |a carte tirge est un cceur “. 1

. ] B i
L'ensemble C a huit éléments : les huit cceurs du jeu; on a donc: P(C) =33~ 4

4. On tire au hasard et simultanément deux cartes dans un jeu de 32 cartes.

L'ensemble () est donc I'ensemble des paires de I'ensemble des cartes du jet-
Ona: cardQ =g

et par suite . jow e (), P({w}) = L

Soit A I'événement * les de c’:’ 3%
. ux cart
L’ensemble A a do es tirées sont des rois *

nc pour éfémants les paires de I ensembla des quatre rois; 0

c = 4 = & P A = ee— =

b
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12. PROBABILITES Sum UN ENSEMBLE FINI

9, Variables aléatoires reelles.

qs ce paragraphe, nous désignons par Q ini
D P une probabilité définie sur (0, ), o T Par S une tribu sur

pefinition.
fn classe de Premiére, nous avons ap

wute application de Q dans R.

pans ce chapitre nous avons introduit la notion de tribu; n
variable aléatoire réelle de la maniére suivante :

pelé variable aléatoire réelle définie sur Q

ous définissons alors une

DEFINITION : Soit X une application de Q) dans [R.
X est une variable aléatoire réelle définie sur (Q, %) (ou un aléa numérique

défini sur (Q, B)) si et seulement si elle satisfait a la proposition suivante :
fxeR, {weQ|X (0) =x} eb.

Remarques : 1. L'ensemble {«w e Q| X (@) = x} est I'image réciproque X~ ({x})
par X du singleton {x!.

2. Dans le cas ou la tribu B est égale a 7 (£2), de la proposition :

jxeR, (foeQ|X (0) =« cQ = {weQ|X(w) =x}eT(Q)),

il résulte que toute application def) dans IR est une variable aléatoire réelle définie
sur(Q, 7(Q)). On retrouvs ainsi la définition donnée en classe de Premiére.

3. Contrairement sux définitions 1.1 et 1.4, la définition d’une variable aléatoire
réelle donnée dans ce paragraphe n'est plus valable si I'ensemble € est infini.
Convention d’écriture

Les probabilistes ont I'habitude d'écrire : '

{X=x} pour désigner I'ensemble {& eQ|X(w) = x} c'est-a-dire X~1 ({x}) et de
méme : {X < x} pour désigner I'ensemble {w eQ | X(w) < x}.

Exemples.

. i ication de Q dans [R.
1. Considérons la tribu grossiére {&, £} sur Q. Soit IK uneappitlc.:a.tlon EQ e
Cherchons 3 quelle condition X estune variable aléatoire rée{h!e c{efmle sur (Q.{&.£3)).
On doit donc avoir : X € R, {(X=x}€ {2, Q) c ERtR-OIE !
UXE[R, ({x=x}___._‘@‘ ou {x=X}=£l)
Soit x un réel quelcongue; , &
silona: {X=x}= g, alorsilnex
- par X le réel x; : X le réel x.
% Fan : Tee{;: x} = Q, alors tous les éléments de () ont pour m;:ﬂlarZ:; xgatel o
Puisque X est une application de 2 dans R, I i unnEta :lr::rs: X=x}=42
lonait: {X = xo} = € pour tout réel x, d:stmc:ide ::;I:bfes - \éatoires définies sur
7 i sont des
Les seules applications de ( dans IR, qui-89 dans R.
(Q, {@, Q)), sontdonc les applications c?qstanﬁf&i{irengélément de
2. Soit (Q, B) un espace pmbabilisabie fini. So
et de . )
Soit g la fonction caractéristi
définie par : jo €A, fPA(ﬂ’) =1
jogA, oale) =0

ste pas d'élément de Q qui ait pour image

o, différent de &

icati R
que de A, c'est-a-dire I'application de Q dans
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& 51 pa est une variable aléatoire réolle définie sur (L), @),
jxeR = {01} jwe ] pa(w) = x] = &
(€] galw) =1] = A
10 €| palw) = 0) = A
La tribu B contient 7 et A, at par suite A, _
2a est donc une variable aléatoire réelle définie sur (L1, B).
3. Considérons deux dés discernables D, et D,. o |
On jette ces deux dés simultanément, on attend qu'ils s'immobilisant o1 on obgyyy,
les chiffres marqués sur les faces supéricures,
L'ensemble £} a 36 éléments: un évépement élémentaire est * obteni lis Chiffre ;
sur D, ot le chiffre y sur D; °; nous le notons  {w,, ]
Considérons I'application X de L dans R définie par :
X: & — R
y; —b [
L'applit‘;alion X est une variable aléatoire réelle définie sur (1.!. 'J'(ﬂ)]_

Propriétés.

2.2 On a les propriétés suivantes :

P1 L'ensemble des variables aléatoires réelles définies sur (€2, B) est un

sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel des applications de
() dans R.

Démonstration :

Utilisons le théoréme 3.3 du chapitre 1 du tome 1.

e Soit 0 I'application nulle de Q dans IR.

Ona: (jxeR', 0=x]=0) et ((0=0=0)

et par suite : fxelR. :El = x} e B.

L'application 0 est donc une variable aléatoire réelle définie sur (€2, B); I'ensemble
des variables aléatoires réelles définie sur (€2, B) est non vide.

® Soient X et Y deux variables aléatoires réelles quelconques définies sur (£, B).

Soient X(Q) = {x;, ... x;} et YE) = {y1. ...y} les images respectives de (]
par X et par Y.

On_a alors: (X +Y) (Q) = {xe R|Jie{1, ... kY. 3ie{1, ..., gl x=x+y
Soient x un réel quelconque et K I'ensemble fini des couples (/) de
{1_, o kix{1, ..., q) tels que I'on ait : x — X+ y;.

SiK=g,ona: {u eQ (X +Y)(w) = X} = & Cet ensemble appartient & 3.

S B ona o X+ == | ] (X = xjniy = v,

(i./) e K

= X} et {Y =y} sontdes éléments
tde %; il en est donc de méme de la

Pour tout couple (/, /) de K, les ensembles X
de B; leur intersection est encore un élémen

réunion finie U (X = x}n{y = vil).
. ti/)ek
Par suite, X + Y est une variable aléatoire réelle définie sur (€, B)
W ; = r " g i
e eonque et X une variable aléatoire réelle quelcongue définie

Sik=00na: ix= 0. C'est une variable aléatoire réelle définie sur (Q B)-
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ga# 0o
| 5
Jpar SUIte yxeR, (AX=x}= X=;:.

G Iy _ X
roposition . IxeR, X=3>ed,ilre :
e Eéfinie sur (. B). m A resulte que 2X est une variable aléatoire
gelle :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Q, B)

Pz L'application XY de Q dans IR est : .
s (0, P). une variable aléatoire réelle définie

| Démonstraticn:
| gient X(@) =i X et Y(Q) ={y,, ..y,
on a alors ¢ (XY)(Q) = xeR|Jie{l, ... kL 3je{l, ... qhx=xy)
Soient X un réel quelconque et K I'ensemble fini des cn'uples '(; :r') de
s Kpx{1, .. g} tels que l'on ait : x = x;y;. '
GK= g ona: few eQ |(XY) (w) = x} = . Cet ensemble appartient & 3.

- sik#gona: {weQ|(XY)(w) =xp= U (X = xjn{Y = y;})-
(,J) € K
pour tout couple (/,j) de K, les ensembles X = x;} et [Y =y, appartiennent
3 3; leur intersection est donc un élément de B et il en est de méme de la réunion

finie U (X = x}n{Y = y;5)
ti))eK

Par suite XY est une variable aléatoire réelle définie sur (QB). =

loi de probabilité d'uae variable aléatoire réelle.
2 1. On peut étre conduit A poser des questions

13 Reprenons I'exemple 3 du paragraphe
d'obtenir le nombre 87 » ou « Quelle est la

' dutype : ¢ Quelle est la probabilité
probabilité d’obtenir au moins e nombre 107 ». i
On ne s'intéresse donc plus directement aux sléments de £, mais a ceux de (£2)
¢t on cherche une probabilité sur (X(£2), F(X(D)). |
Dans le cas général, soient ({2, B, P) un espace probabilisé fini et X une variable
dléatoire réelle défi : .

: inie sur (£2, B). bili-
Uensemble X (02) est fini et par suite (X(£2)- F(X(©2))) est un espace probad:
Sable fini. Soit A —= {Xy, .. . Xp} un sous-ensemble de X(£2).

h

On g . = x.}
na: x—r(A) = [tu E£2|X("‘) e Al = U {X = X,
=1 , :
J' P::"Squa X est une variable aléatoire réelle G“Himi_ﬂl e (n-rﬁ‘ﬂ)' i
E“--..h}, (X = x,} e B, et par suite : X (A) € B )
’ () dans (011 ¢

On
Péut donc définir une application de T(X (0. 1]

gx(@Q) — B e

A =

la maniére suivante :
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On a alors le théoréme suivant |

REME : Solent (£, 8, P) un espace probabilisé finj g¢ xm”.\bh
= mf:nn réelle définie sur (€, N).

L'application P, de '(X({2)) dans [0, 1] définie par :
YACTOE). Pi0) = POCIR) )
est une probabilité sur (X(Q), ¥(X(£2))).

o
Eég:'}zlr;:lc?pno:sition Do Q] X(0) @ X(E)} = L2, il résulte que 'on g -
4 (St(ii]:t);e}:{;]}deu: éléments quelconques de (X (L2)) disjoints,
Bn a: {weld|X(w)e AUB} = {0 eQ|X(w)e AlUlw el) | X(0) 6 B)
ot: {0 €Q|X(w) e Aln{w Q| X(w)e B} = g,
On a donc :
Py (AUB) = P(jow €| X(w) e AUB))
= P(lo € Q| X(w) e AJu{w €Q | X(w) e B))
= P(lw eQ[X(w) € A}) + P({o €Q | X(w) e B))
= P,(A) + P, (B).
L'application P, est donc une probabilité sur (X(€), T(X(2)). m

2.5 DEFINITION : Soient (L2, B, P) un espace probabiliséa fini et X une variable
aléatoire réelle définie sur (€, B).

On appelle loi de probabilité de X ou prob

cation de #'(X((2)) dans (0. 1] définie par :
TX(Q)) — [0, 1]

A s P(X1 (A)),

Pour définir 1a loi de probabilité de X,

x de X(Q) le rée| P(lw eQ | X (c
simplement - P(X = x).

On dit que P({X = x)

abilite image de P par X I'appli-

il suffit donc de connaitre pour tout élémil:st
") = x}), noté aussi P({X = x}), ou encore p

) est la probabilité Pour que X prenne la valeur x.

Exemples,

ilisé finl
1. HEDTEHDHS |'EKEI'I"IPIE'.2 du DEngraphe 1_5' c'est-a-dire t*espace pr{}hﬂbl"s&
(Q (2, A, 7& ) p). '

Soit py la fonction caractarisi

riable aldatojre réelle définie syr (0, {@.A R Q}).Ona: oa(Q) = {0, 1}
La loi de Probabilité de %

| Plioa = 0}) = P(A) =1 —
P“‘F‘A = 1}] = P(A} = p.
On extrait une boule ¢

i les
3 rois bou
Une urne qui contient deux boules noires et t
blanches et on regarde |a ¢

he
le blan€
auleur de la boule tirde. Désignons par b une boule %

2 b‘{)::'"
®t par n une boyle noire. On a alors : () — {n. b}, P({n}) =g PURETR
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26 DEFINITION : Soient (£, B, P)

12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FiNI

* o vanable aléatoire réelle définie par : X(b) = 0, X(n)=1.

L i Chi |I|'-!I'I.'|'"l1|¢ de X ost “l[]fﬂ dﬁtﬂl’rnin&ﬁ par

. . 1 3
\I'| » 0 Pl::b,] T\E
f p((X = 1)) = P({n)) = %

3 Reprenons lexemple 3 du paragraphe 2.1. On a: X{{)) = {2,3,4, ..., 11,12}

LA o]l e r][(:lbﬂ'l.."htﬁ dﬁ x {:Sl détﬂrmlnéﬂ pa[ Id cUnna|ssanca des 'é&lﬂ P ({x - x})
i tout élément x de X(L21). On a par exemple :

'_'h’u
P({X = 2]) = Pl{wyy ) = _16

2 1
P({X = 3]} = P([tagg thny}) = —= = —
( ) (ltaqz. way}) 36 18

P{:x - Blr} o P“'-"ig.. g4, Wyg. Wya, gy ::| = 555

4. Reprenons I'exemple 2 du paragraphe 1.6 : jet de deux piéces non truquées et

discernables.
Soit X l'application de {} dans R qui 3 tout élément de () associe le nombre de cotés

pile obtenus.
On adonc: X(i1) = 10,1, 2}
La loi de probabilité de X est déterminée par :

1
P({X=0))=P({(F.F)1) =3

Ml -

P({X = 1)) = P({(F. ). (=. F)}) = :f: =

1
P({X =2)) = P({(=. 7)}) = Y

Fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle.

un espace probabilisé fini et X une variable

aléatoire réelle définie sur (L2, B).
On appelle fonction de répartition

cation F de IR dans [0, 1] définie par :
F: R » [Ur 1]
x — P{X <X}

P(X < x).
eQ | X(w) < X})-

de la variable aléatoire réelle X I‘appli-

——

On trouve aussi la notation suivante :
Onadonc: P((X < x}) =P(X<X)= P({e

Exemples.
1. Soit (L), $, T) un espace probabilisé fini. ‘ :
Solent a( un nmil"lbre réel et X I'applicatinn constante de ( dans R définie par

Juel X(w)=2a . y
La loi de probabilité de X est danc déterminée par:

\yxeR — {a}, P(X=x)= P(@)=0
/ p(X =a)) =P =1
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tion de répartition F de X est définie par: !
L;T;ﬂ]‘j oo, a], F(x)= P({X<x})=P(g) =0
1 + ool FO)=P(X<x)=P({X=a))=1.

jx€la
La courbe représentative de F dans un plan rapporté a un repére Orthonomg (0
)

est donc la suivante :

Y

"'||-+

- ;

l?.. Reprenons I'exemple 1 du paragraphe 2.5,
Soit F la fonction de répartition de la varizhle aléatoire réelle ga. Ona:

jx€l—o0,0], F(x)=P({za<x})=P(g)=0 ~

| F(x) = P({pa < x}) = P{{pa = 0}) = P(A) =1-p
{pa=1})

= P(AUA) = P(Q) =1.

*

yx€10, 1],
fxell. + oo, F(x)=P({pa < x}) = Pliga=0}U

r
La courbe représentative de F dans un plan rapporté & un repére orthonormé (0.7)

est donc la suivante :

3. .Hepranc:-ns I'exemple 4 du paragraphe 2.5.
Soit F la fonction de répartition de la variable aléatoire réelle X. Ona:

fx€l=100,0], F(x) =P(g@)=0
¥x€]0,1], F(x)=P({X = 0} = %

VX¥€11.2], F(x)=P({X=0}u{X=1)).

Les ensembles (X = 0} et {X =1} sont disjoints; on a donc:

¥x€11.2], F(x) = P({X =0}) + P{X=1})

_ 1 1 3
—4+§_I

Enfinon a:
¥xe]l2 + oo, F(x) = P({X = OJu{iX=1JuX=2) = P(ﬂ) =1-
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est donc la suivante - F dans un plan fapPPOrté A un repare orthonormé (O F;
- I
|
=t >
)
Propriétés.

27 Soient (Q, B, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle définie
sur (. B) et F la fonction de répartition de X.
Soit X(©) = {X1, X2, ... X} I'image de Q par X; nous supposons ici que I'on a :
K1 <Xz<. P {Xk.
On a alors les propriétés suivantes :

e

P1 La fonction F est définie par:
' fxel—o0 x], Flx)=0

-
|
-

ML

Hfte{zr T k_!r br}‘ E ]x.-'-l.r Xf]' F{x) = Pux = x!});

=

L

¥x € 1 + ool Fl)=1.

Démonstration :

e Soit x un réel quelcongie de ]J— oo x;]. Ona: (X< x} = @, et par suite :

F(x) = 0.
e Soient/ un entier guelcongue de (2,3,...k}etx u}n réel quelconque de ]x, 1. X;].
]
: :f 1 ell )( (x E‘X,.x;_...‘.x._”
Ona: X< x}= o | X(w) €%y i )

) + P{t){:x;}} + ...

et par suite F(x) = P({X = X
oco[. On @

e Soit x un réel quelconque de JXx T
Fix) =1. m B
mz La fonction F est croissante sur R.

e d - ' 616 P,
Cette propriété résulte de fagon immédiate de la proprt :

e

ws 'ﬂxeﬁ, PUX 2 Xx1) =
Démonstration : .
Ona: yxeR, P({(X>x) _p(x<x)="1 — P({X < x})

NI ERE s v e

P4 o) <R (( <p) — (Pa<X<2) Fo) - F@). |
ap)eRe (@<® =7 ——
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(X < x} =1 et par suite :
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NS

s

Démonstration : !
Soient a et b deux réels quelconques tels que : 5 < b,
Ona: X<bl={X<aufa<X<hb} et X < a}ng

Par suite, on a : P({X < b)) = P((X < a}) + p(fs ;;(ﬁ(x o bs

F(b) = Fla) + Pla < X < b)). m ). ey .

Cette derniére propriété permet de déterminer la loi de Probabiljtg tite .

de répartition de X est donnée. de X 'afunq'
lﬂn

Exemple.

Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un es
et F la fonction de répartition de X définie par ;

pace Probabijisg fini (g)
=
fxe]l—o0,—2], F(x)=0;

Py

fxel— 2 0], F(x}=%;
¥x €10, 1], F(x)=-g;

Yxell, + oo, F(x)=1.
Onadonc: X(Q)= {— 2,0, 1}. Déterminons la loi de probabilité de x_q,,
; a;

PX=—2) =P{{-3<X<—1})=F(=1)—F(=3)= 1.
P({X=0}]=P(1—1{X<%D=F(%)-—F[-—1}=g—l-i

3
P({X=1})=F(=%€K<2E)=F(Z)—FG)=1—3=.§.

3. Couple de variables aléatoires réelles.

Definitions.
3.1 Soit (Q, B, P) un espace probabilisé fini.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Q, B).

Soient X(Q) = {1, ... X} et Y(Q) = {y,, ..., Vo) les images respectives pal
X et par Y de ().

® On appelle loi conjointe du couple (X, Y) I'’application de W(X(Q)XY(Q”
dans [0, 1], qui, & tout élément A de F(X(Q) < Y(Q)), associe le reel
P({m eQ | (X(w), Y(w)) e A}) |
Pour définir la loi conjointe du couple (X, Y), il suffit donc de connaitre PO

élément (x;, y;) de X(Q) x Y(Q) le réel P({m e Q| (X(w), Y(w)) = (i ?})}).
Ona:

r tout

= j}]
P([m e Q| (X(w), Y(w)) = (x, yf)}) =P({weQ|X(w)=x}n{e eQ|Y(©) Y

= P({X = x}n{Y = y;}).
Nous notons : | p;, = P({X = xpn{Y =y, })
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12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINI

k g
arquons que, par définiti v N
Rgﬂ'lm on,ona: & zpﬁ=‘|.

¢ On appelle loi marginale en X (resp. en v
probabilité de la variable aléatoire rgejle X (respr:‘. Y)

¢ Soit / un élément de {1, 2, .

.

) du couple (X, Y) la loi de

-« k}; considérons I'ensemble : {X = x)}.

q
On a: {m EQlX(m) = X;} = U {m ell |(K(m), Y(m)) = (x, y‘,)}
j=1
Les sous-ensembles de Q qui figurent dans cette réunion finie sont deux 3 deux
disjoints.

q
onadonc: P({X=x)) = > P(lo € Q|(X(0), Y(0)) = (x, v ).

Par suite, on a : e
[ = 1
pie{l,2 ...kl P(X=x)=>p,
=1
De méme on a :
k
Vie(1.2....q}, P({(Y=y}) = Epﬁ y
F=1

Notations : Nous notons :

q k
ZPI; = pj- et z Pii = P | i
i=1

j=1 | ‘
® On rassemble souvent les résultats sur les lois conjointes et marginales dans un . -
tableau construit de la maniére suivante : . 1}
Loi marginale
o Tl / S an X
X1 By e B oo P 1q P ({X = X 1}) = Pi-
| ! i : ;
X Dy s g flig P{X =x)) = p,.
i : ; oo
Xk Py = P ey P({X= x}) = ps- 4
vy |
Loi lt |
marginale | P({Y = y1}) PI{Y =y} P{Y = ya}) 1 |
'EnY _—_p_,F =p,‘. =p.q '_4
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Exemple.

Une bolte contient huit jetons :

deux de forme rectangulaire et de couleur rouge,

un de forme rectangulaire et de couleur verte,

cing de forme ronde et de couleur rouge.

On tire simultanément, et au hasard, deux jetons de la boite. On admet Iréq“imoha
bilité de sortie pour toutes les paires de jetons possibles. . .
L'ensemble Q a donc C3 éléments, ¢’est-a-dire 28 éléments.

On appelle X la variable aléatoire réelle qui, 8 chaque tirage, associe le nombre 4

jetons ronds obtenus et Y celle qui, 3 chaque tirage, associe le nombre dg J'Etun:
verts obtenus.

On adonc: X(Q)={0,1.2} et Y(Q) = {0.1}.

Déterminons la loi conjointe du couple (X, Y).

Calculons  P({w € Q[ (X{w), Y(w)) = (0, 0)}).

Le nombre de paires de jetons qui ne sont nironds, ni verts est égal 2 1. On a done :

1
P({o e |(X(w), Y() = (O 0)) = 75

Calculons de méme @ P({we Q]| (X(w), Y(w)) = (1,0)}).
Le nombre de paires de jetons qui contiennent un jeton rond, mais aucun jeton vert

et égal 3 CL x CL. Onadonc: P({e e Q] (X(o), Y(w)) = (1.0)}) = 12_{;

On a donc le tableau suivant:

v 0 1 loi mariinalc
X en
]
: 1 2 3 |
5 |
1 — T |
10 |
2 78 0 |
L —]
loi marginale | 21 v 4 ‘ '
en Y 28 28

Variables aléatoires réelles independantes.

Soi_t (Q, B, P) un espace probabilisé fini.
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles définies sur (2, $).
Reprenons les mémes notations que dans le paragraphe 3.1.

e

3.2 DEFINITION : Les variables aléatoires réelles X et Y sont indépendante> r

et seulement si la loi conjointe du couple (X, Y) est le produit de
marginales en X et en Y, c’est-a-dire :

¥ (x. y) e X(Q)xY(Q), p,=p- % p __——

s lois




12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINT

La pﬂ;.ptr.iitit:t;!1 précédente s'écrit aussi :

y vi) :i%ﬂ; : ;('Eg) pi; = P({{X = x}).P{Y = y;}). ou encore :

y O v €2 . ). ‘:({X_= xipnfY = y;}) = P({(X = x}.P{Y = y}}).
mm.rque . L'expression " variables aléatoires réelles indépendantes ”, consacrée

ar 'usage, est impropre; en réalité ce sont les lois de probabilité respecti
- - s
variables qui sont indépendantes. peckingiihites

Exemples.

Heprenu.ns I'exemple du paragraphe 3.1 et cherchons si les variables aléatoires
X et Y sontindépendantes.

B p{{){:ﬂ}}.P[{Y=G})=§3x§%=4:28

et P({X:D}n{Y:D}}=i1—B ! I’

Les variables aléatoires réelles X et Y ne sont donc pas indépendantes.

2. Soit (Q. B, P) un espace probabilisé fini. Soient X et Y deux variables aléatoires

réelles définies sur (£, B). On suppose queé la loi conjointe du couple (X, Y) est .
|

donnée par le tableau suivant:

Y 0 1
X
2 1
0 | 3 5
| Z 1‘"
! ) 9 |
| |
1 ex=1=3 i
Parsuite on 2 T N7 Chi=3 P({X = }).._3 L
2 - L ; |
y=0p=g FE=10"3 {
Cherchons si 125 variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes. _‘
On a les égalités : '2
p(ox = 0)).PUY =073 I
] I
P(X=1N-PAY=01=3 i
1
p(x=0n.PUY="D73
2
pex=1)-PAY=11773
On a aussi les ggalités - !
F{{J(-_-t}} n {Y={J}] =3
4
p(Xx=1:0 (y=0}) =73
1
p({X=0}0 {Y=1})=§ |
2
e e \ } X ont donc indépendantes.

Les variables aléatoires réalles XetYs




Cas particulier

3.3 Soit (12, B, P) un espace probabilisé fini.
Soient A et B deux éléments de B et ga el s les fonctions caractéristiques respecti-
ves de A etde B.
Nous avons démontré dans I'exemple 2 du paragraphe 2.1 que pa et pg sont des
variables aléatoires réelles définies sur (2, B).
Ona: 9a(Q) ={01} et 0s(Q) = {01}

e Supposons que les variables aléatoires réelles ¢a et ¢a soient indépendantes
et démontrons que les &vénements A et B sont indépendants.

Nous avons - '

H(x, v) € 01} P({oa = x}Nigs = vl = P({ea = 1) P({en = ¥}).

L'ensemble {0,1}2 a 4 éléments. On a donc :

P({oa = O}n{pe = 0}) = PUiza= 0}). P({oe = 0))

P({oa = 1}n{ps = 0}) = Pllea = 1}). P({es = O})

P({ea = O}n{iga = 1)) = P({oa = 0}). P{ps = )

P(loa = 1}n{ps = 1)) = Pllea= 1}). P({ps = 1})-
Les variables aléatoires réelles pa et ¢s sont indépendantes si et seulement si les
quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

P(AnB) = P(A). P(B)

P(AnB) = P(A). P(B)

P(AnB) = P(A).P(B)

" P(AnB) = P(A). P(B).
Or, en classe de Premiére, nous avons donné la définition suivante :
Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si l'on a :
P(ANB) = P(A). P(B).
Si |es variables aléatoires réelles a et ¢s sont indépendantes, les événements AetB
sont donc indépendants. N

e Supposons que les svénements A et B soient indépendants et démontrons
que les variables aléatoires réelles gp et g sont indépendantes.
Il suffit de démontrer les trois propositions suivantes:
P(AnB) = P(A). P(B)
P(AnB) = P(A). P(B)
P(AnB) = P(A). P(B)
Nous démontrons la premiére et nous laissons au lecteur le soin de démontrer de la
méme maniére les deux autres. ‘
On a: B=(AnB)U(AnB) et (AnB)n(AnB) = 2.
et par suite : P(B) = P(ANB) + P(ANB).
On a donc : P(AnB) = P(B) — P(AnB) = P(B) — P(A) P(B)
— P(B) (1 — P(A)) = P(B) P(A).

Nous énoncons la propriété suivante !

E:Jeux événements A et B sont indépendants si et seulement si leurs fonc-
tions caractérjstiques sont des variables aléatoires réelles indépendantes.
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4. Espérance mathématique. Variance

Ecart-type.

Espérance d'une variable aléatoire réelle

4

X(Q) = (X1, - X} V'image

DEFINITION : Soi i
DEFI Soient X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, B) et

de () par X.

on appelle espérance mathémati :
réel, noté E(X), défini par : que de la variable aléatoire réelle X le

k
E(X).= E x, P({X = x}).

i=1

Siona:

—_

Remarque : On & :

I'espace affine IR des & réels Xy, .
e valeur moyenne de X.

P({X = x,}); c'est un

Exemples

1. Reprencns !
Ona: E(X

2. Reprenons |
Ona: E(zal
3. Reprenans

Ona: E(X)

I a

Propriétés.

4.2 On a les propriétés suivantes -

L application qui, @
rance mathématiqu
réel des variables @

P1

=z P( ¥ =gz))=aP(})=a
sxemple 1 du paragraphe 2.5.

= 0.P(lop =0} +1.P(ira=
. rarmiple 4 du paragraphe 2.5.
0.P(X=0)+ 1.P({X=

Pl =

E(X) =0, cmidit que la variable aléatoire réelle X est centrée.

N B
P({X = x,}) = 1; le réel E(X) est donc le barycentre dans

. x, affectés des ceefficients P({X = X1})s <o

mple 1 du paragraphe 2.6.

1} = P(A) =P
1)) + 2.P((X =2))

=1,

Pl =

4+ 2

atoire réelle X, associe son espé-
éaire sur |'espace vectoriel

(Q, B).

toute variable alé
est une forme lin

e E(X)
s réelles définies sur

|6atoire

elcongues définies sur (Q, B).

Démonstration : _
e Soient X et Y deux variables gléatoires réelles qu _ :
Soient X(Q) = {X1, .« xe) et Y(Q) = W1e - Vo les images respectives de

Q par X et par Y.

Y est une vari
Q) = {X elR

nie sur (2, B).
-A-;Q}-XSKI‘}"VI}'
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De la prupnété P, du paragraphe 2.2, il résulte que I'on a

EX+Y) = Z Z (x4 y;) PX = xpn{Y = Vi) = Z z (X + y;) Py

i=1 j=
f-.l fz‘l k q q q k
=zzxfpu+zzyjpu z(xfzp‘f)+2(yfzp!f)
i=1 j=1 i=1 =1 /=1 i=1

Des propositions:: (Hr &l conilth Z py=P{X= Xr}))
j=1

k
(H;‘E £1: i @h Zp” =P{Y = y,-})), il résulte que l'on a :

k

B+ Y) = D x P(X=xD + 7% PAY = V).

i=1

c'est-a-dire : E(X+Y) = E(X) -1- E(Y).

e Soient A un réel quelconque et X une variable aléatoire réelle quelconque définie
sur (@, $). Soit X(Q) = {xi, .. .. X«} 'image de () par X.

Sir=00na: X=0. Onaalors: E(X) = E(0) = 0 = 0.E(X) = LE(X)
Sias0, on a: (WX (Q) = {(ax, )x.xz, .. ., AXc}. On a dong :

EOX) = Z;\x POX = ax)) = }.Lx P({X = x}) = 2E(X). m
Remarque : |l résulte de cette propriété P, et de I'exempie 1 du paragraphe 4.1

les égalités : E(X — E(X)) = E(X) — E(X) = 0.
La variable aléatoire X — E(X) est donc centrée.

Pz Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (£2, 3).
Si X et Y sont des variables aléatoires réelles indépendantes, alors
ona: E(XY)=E(X) E(Y).

Démonstration :

Soient X(Q) = {x1,.... x} et Y(Q) ={yy, ... y,} les images respectives de
Q par X et par Y.

Ona: (XY)(Q) ={xe|f|]fe{1,...,fc},ye{1,..., gl x = x;¥;}
q

On a donc : E(XY) = z Zx;yj PUX = x}n{Y = vil.

i=1 j=1
Les variables aléatoires réelles X et Y sont
indépendantes; on a donc :
VO.Ne{l, .. x{1,.., q} F’({X = x}n{Y = y;}) = P({X = x}) P ({Y = i)

et par suite : E(XY) = Z zx,}’,- PUX =x}) P{Y = vi}).

i=1 j=‘|
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4.4 Heprenons les mémes

12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FIN/

onadonc: E(XY) = Z X/ P({X = x}) Z i PUY = v

i=1

cest-d-dire 1 E(XY) = E(X) E(Y). m

Variance et écart-type d'une variable aléatoire réelle.

DEFINITIONS : Soient X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, B)

et X(Q) = {x = X} I'image de Q par X,
On appelle variance de X le nombre réel, noté V(X), défini par :
> . :

VO = EX— E))P = > (x — E(X))? P(X = x}).

i=1

On appelle écart-type de X le nombre réel, noté o (X), défini par :
c(X) = VV(X).

Ce réel V(X) est aussi appelé moment centré d’ordre 2 de la variable

Remarque :
aléatoire réelle X.

Exemples.

Reprenons les exemples du paragraphe 4.1.
1. Ona: V(X) = (@a—a)?P({X= aj)=20
2 Ona: V(pa) = (@—p)2P({ea=0D+ (1 —p)* P({pa=1]

=p2P(R)+ (1 —=p)2P(A)
= p2(1 —p)+ (1 =p)2p =p( — ).

(0 _1)zp({Xx=0N+ (0 -1 P((X =1} + (2— D2 P{{X=2})

otations que dans la définition 4.3. On a !

V(X) = Z(x — EQO)? PUX = x})

r=1
- E (x2 — 2 x; EQQ) + (E00)7) PAX =)
x, PX = x) + (EX0)° 2 P (X = xJ).

_Zx, PUX = x;}) — 2E ”‘IZ

Par définition, on a :

Z PUX=x}) =1 ona donc :

V(X) = E(X2) — 2 E(X) E()() + (EX))*
[V(X) — E(x?) — (EX)*

On a finalement :
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Inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.

4.5 THEOREME : Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, m,r"“"-

On a la proposition suivante :

V(X)
jteRy, P{IX—EX) > <
Cette propriété est appelée inégalité de Bienaymé-Tchebicheff, ——

Démonstration : '
Soit X(Q) = {x;, ... X} I'image ;:le Q par X.

Par définition, on a : V(X) = Z (x, — E(Q))? PX = x3).

i=1

Soit ¢t un élément de RL. o
Soit alors K le sous-ensemble de {1, . . ., k} défini par:

K={ie{l,...k}||x,—EX)|> t} et Klecomplémentaire de Kdans {1, ..., 4,
On a alors : P({IX—E() |>8) = > PX=x})
ek
ot: VOO = > (= EG)? PEX = x}) + > (x— E0Q)* P(X = x)).
iek iek

Des propositions : (Jie K, (x; — E(X))* > 0) et (fieK P({X=x})e[01]),
il résulte que l'on a : Z(x,- —EX))?*P{{X=x}) >0.

iek
On a donc : V(X) > Z (x, — E(X))? P({X = x).

fek
De la proposition : YieK, |x; — E(X) | > ¢, il résulte que 'on a:
VX) > 2 > P(X = x}),

=1

cest-a-dire: V(X) > L2P({[X—EX)|>1}). =

a(X)' 12 t
L'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff s'écrit alors :

yreR:, P X — E(X) | > 26X < }%

; ) 1
Remarques : 1. Soit A = o on a donc : ¥ == (G(x)) =337

2. L'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff donne une majoration de la pmbabrlﬂé
pour que la valeur absolue de la différence de X avec sa valeur moyenne soit 5”_pé'
rieure a un réel donné . Cette majoration n'est intéressante que si ¢ est supérieV’
a ¢ (X); sinon, on obtient comme majorant un nombre réel supérieura 1.

1 a.
3. On démontre, de facon analogue 4 la démonstration du théoréme 4.5, que Io"

Ve R PAX - EX) | > ) < L.

D'autre part, on a I'égalité : {|X — E(X) | < t}={X—-EX)[>1}
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nenrésutte:  PUIX —EX) | <) =1 p(x v (X)

—EX) 2 >1 - s
1= PAX=E) | > >1 - L,

12 ,

doméme, ona: PIX —EX)|< ) =

l[:ans I'énoncé ci-dessous, nous consid
ngage que X est une variable aléatoire

autoroute. On a observé
i que le nom ‘
la variance de X est: V(X) = 100 DO‘;"B moyen de voitures est : E(X) = 3500 et que

Cherchons un minoran
tde la probabilité de I
i@ . e l'événement: (3
: probabilité de cet événement est égale a: P ({|X {3 000 < X < 4000}
D'apreés la troisigme remarque, on a: — E(X) | < 500}). .
I

érerons, selon la tradition, et par abus de

P({IX — E(X) | < 500}) > 1 — LX) 4
. . 5002
c'est-a-dire : £
P({IX—E(X) | <500) 31— o=t —20=2

: 255

La p Ubabt!ité dﬂ |'é‘\.-‘én& ent {3 ﬁﬁ
T < x < 000 i
; i .; | m (4] 4 } est supérleure ou égﬂ]ﬁéu;s.

. Loi binomiale. | {
|

Nous rappelons les résuitats =uivants démontrés en classe de Premiere.
|

Soit 7 un élément de N~ — 1}

La loi binomiale est la loi d& nrobabilité d'une variable aléatoire réelle associée a
une suite d'épreuves reépetees, appelée aussi suite d’épreuves de Bernouilli,
qui satisfait aux conditions suivantes :

onne lieu qu'a deux éven

tualités exclusives, I'une appelée

e chaque épreuve ne d p R
succds, de probabilité égale a p, I'autre appelee échec, de probabilité égale 2 18

1—p=gq
e les épreuves répétées s unes
e la variable aléatoire réelle considérée X est |‘applica
épreuves, associe le nombre de succés obtenus. _ ‘
’ () a deux sléments, ['un qul correspond au succes,

Pour chaque épreuve |"'univers
' i . I'échec, noté E:ona: O = {S, E.
noté S, |'autre gui correspond 2 i € P,

La variable aléatoire réelle X est alors une appl'catlﬂ; ljle lication de Q7 dans IR
Soient 7 un élément quelcongue de 1, - -~ g} et Xe TEPRYC ‘
définie de la maniére suivante : : .
e oyt Glgrment 6 e Q7 tel que jeme glément du n-uplet w soit E, on pose:

ndantes les unes des autres;

ont indépe _ 5 _
tion qui, & toute suite de n

le
t o soit S, on pose .

Xi(w) = 0; . '
pour tout élément w de " tel que le i*™ glément du n-uple
Xi(w) = 1.
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5.2

Cette application est une variable aléatoire réelle définie sur (Qn, 7 (Qm).
La loi de probabilité de X; est définie par :

erlR—{O, 1}, P{X;=x}) =0

P({X; = 0%) =4q.

La variable aléatoire réelle X est alors égale & lasomme X; + X5 +. . + X, défine
sur (Qn, T(Qn)); il résulte de Iindépendance des épreuves que les variableg aléa.
toires réelles X, X,, . . . X, sont indépendantes deux éndeux_ |
Désignons par A I'ensemble {0, 1,.. ., Ay ona: X(Q7) = A, et par suite -
fxeR—A P{X=x})=0 .
Soient k un élément de A et » un élément deQ”.
X (w) est égal 3 k si et seulement sl existe une partie B de A telle que :
VieB, X(w)=1 et YielaB, Xi(w)=0.
Il y a C¥ telles parties de A. .
Soit{)’ le sous-ensemble de Q défini par :
Q={weQ|}ieB X(o)=1 et {ie faB, X;(o)= 0}.‘ )
De l'indépendance des n variables aléatoires X;, Xz, . . ., X,, il résulte que I'on a :

P(QY) :HP({X, =1)). IE—IBP({X,- = 0)) = p*.gn~*,
i€B i€ fa
Onadonc: P({X=k}) = Ckp*q~~.

La loi de probabilité de X, appelée loi binomiale, est définie par :
fxeR—-{0,1,...n, P{X=x})=0
Vke{0.1,...n}, P{X=k}) = Ckprgn—+

Nous rappelons au lecteur que cette loi est appe!ze [0 binomiale car les réels

P({X = k}) sont les termes du développement de (o + g)” par la formule du
bindme.

Exemple.

On jette cing fois de suite une pigce non truquce et on observe le c6té visible : pile
ou face.

Soit k un élément de {0,1,...,5); cherchons Iz probabilité que I'on obtienne k
résultats ” face " au cours de ces cing jets. Soit X la variable aléatoire réelle qui, 3
toute suite de cing jets, associe le nombre de faces obtenues.

Avec les mémes notations qu’au paragraphe 1.6, on a :

Q = {r, F}, P({rr}}:% P({F) =%.

On a donc ; Yke{0,1,...,5} P({X = k)) = ck (%)a (%)5—1('
1

Cest-d-dire: Yke({0,1,...,6), P({X=k})= Cs

25

Détermi ; .
éterminons I'espérance mathématique de la variable aléatoire réelle X.

D L . - _ *

ré:u:tégamé J X=Xy 4. 4 X, et de la propriété P, du paragraphe 4.2 il
€ que l'on a ; E(X) = E(X,) + + E(X,) _

Par dé‘ﬁn.ltion' ona: e nls

Wiell,..n EX)=0P(x =0 X = 1) =P
et par suite : @I (X = 0p) + 1.P(x, =1}
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5.3 De méme déterminons la varian - :
ona: V(X) = E(X?) — (E(X))C?e de la variable aléatoire réelle X.

calculons E(X2). De I'égalité :
X = x i
X2 =X} + oo X2+ 2 (XX + ... +1x-:-x..). + X,. il résulte que I'on a :

+ (XaX3 + ..+ XoXo) + oo+ (Xomy X)),

72. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINI

et par suite :
_ 2
E(X?) = E(X?) + ... + EOC) + 2((E(XiXp) + ... + E(X;X,))
+ (E(GX3) + ... 4+ E(X X "
o ¥ i
Smt; un élément de {1, ..., n}. Ona: X2(Q) = {0, 1} 2et ::;,}ar o + E(Xq-1X,)).
E(xf)=0-P|({X;=0})+1.P({x,r=1})=p ' %
D’autre part les n variables aléatoires réelles X [
\ yassy M 8
a deux. De la propriété P, du paragraphe 4.2, il ;ésuite qu:ﬂl?;nlr:i:ependantes = i
Jisllaadl Whast i (G # /) = (E(XX) = E(X) E(X)))): |
Dr‘o.n a: Yie{l,...n}, E(X)=p, etparsuite: '
VG ells ..o mz (G #7) = (E(XX)=p?)). '
3

Niya (n—1D+nm—2)+ ...+ 1, c'est-a-dire '—ﬁ;—u termes de la forme

E(X/X;,) avec /# /.
On a donc finalement :  E(X?) = np + 5N 2— D e

Parsuiteona: V(X)=ap + nin — 1) p2 — (np)?
=np{l + (n -1 p —np)=np(l —pP) 1

c'est-a-dire : | V(X} .—ﬁ_rrr_ ’ q i

6. Loi faible des grands nombres. 1 |
|

(Q, B, P) un espace probabilisé fini. |

Dans ce paragraphe, nous désignons par

de variables aléatoires réelles

re réelle définie sur (Q2, B). L
té vers X si et seulement !

6.1 DEFINITION : Soient (X,),en: Une suite
définies sur ({), ) et X une variable aléatol el
On dit que la suite (X)) eN’ converge en probabili
silona: fteRy, [lim P (X, — X|>) =0
F

) -4 0

On a le théoréme suivant :
... X, définies sur

6.2 THEOREME : Soient 7 variables aléatoires réelles Xys 3
(Q, B), deux a deux indépendantes, de méme loi de probabilité, donc de

méme espérance mathématique 2 ot de méme écart-type o.
+...+ X% converge en probabilité vers la

La variable aléatoire réelle =
constante égale a a. y

variable aléatoire réelle
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Ce théordme est connu sous le nom de loi faible des grands nombres. Aveg
mémes hypothéses, on peut donc écrire : o

freR:, .imp()|x1+-5-+xn_a|ﬂ;)=ol

n—+w

ou encore :
Vte R, YeeRE, InoeNT fnelN,

—— (P(gl)ﬂ+.£’.+Xn_al>ri)<5)+

Démonstration :

) O S .
Soit Y, la variable aléatoire réelle égale a ! - T 20 définie sur (Q, ).

De la Pfﬂpfiété P, du paragraphe 4.2, il résulte que l'on a:
. 1
E(Y,) == (E(Xﬂ + ...+ E(X,)), et par suite : E(Y,) = - na,

c'est-a- dlre E(Y,) = a.
Calculons V(Y,).
Ona: V(Y,) = E(Y?) — (E(Yn)? = E(Y2) — a2

Calculons donc E(Y7).
De la propnéte P, du paragraphe 4.2, 1l résulte que l'ona:

E(VG = (E(le bt E(X2) 4 2(E(XiX2) + o+ E(XX0))

+ 2(E(XoXa) 41o0 + E(X2X0) + -0 + ZE(Xpos Xa)).

Les variables aléatoires réelles X, .. . X, sont mdenewantes deux a deux. De

la propriété P du paragraphe 4.2, il resulte que |'ona:

yiell, cn Vieflconh ((#)) = (EXX)= E(X,) E(X)))).
Nya (n—1+0—=2)... + 1, c’est-a-dire ._____1_] termes de la forme
E(X;X;) avec j#jetona: {ie {1;0vai}e E) = a._On adonc:

£(v2) = o (EOD) + ... + EO) + 2. 205 o)

- F {E(xz) + ... + E(X®) + n(n — 1) a3).

Onaenfin: Yie{ n} E(X?) = V(X) + (E(X))? = o* + &

et par suite : E(Yz} =— {n(qz + a2) + n(n — 1)a?) = %E + a2

Onaalors: V(Y,) = — + 32 — 32 = %2

Appliquons l'inégalité de Bienaymé- Tchebncheﬁ A la variable aléatoire réelle Yo
Ona: YtelRY, P({[\r—.s.-|>~r})e::_m2

Soient et = deux réels strictement positifs. Pour que P({ | Y, — a | > t 1) soit infé-
2

52
rieur 4 £, il suffit que I'on ait: — . L2
q it 2 <&c ‘est-a-dire : N>

396




&

12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINI

Soit flo 1@ plus petit entier naturel supéri &
périeur a ) On a alors :

vwsn\l'r ((n>na) = (n>51:—2) — (P({]Y,,—-a[:.r}){s))_ =

Exemples.

1. Considérons une série d'é

; preuves d illi
SR s ol & ; 5El;rrmuﬂn, et reprenons les mémes nota-
On adonc: vr = {1_. e ﬂ}, E(x‘.) =p et "q'(}{r} = pg.
Y=h+m+&“ .

n = =i c'est une variable aléatoire définie sur(Q, 7(Q")),

Alors Y, converge en probabilité vers la variable aléataire réelle constante égale 3 p. ;
|
-+ 4+ m

J X4+ ...+ X, .
Kb iy s |
Y, est souvent appelée la fréquence d’apparition.

2. Dans une grande ville, lors d'une consultation électorale, 256 9, des personnes

consultées ont émis un vote négatif.
Cherchons un nombre de bulletins de vote a partir duquel on peut affirmer, avec un

Posons:

—p|>e

Ona: feelR], Ilim F’(

risque d'erreur inférieur & 0,1, que la fréquence d'apparition d'un vote négatif sera 1
camprise entre 1106 et .1.‘30%
Considérons la suite d'épreuves de Bernouilli, qui consiste a dépouiller n bulletins.
L'ensemble (), associé 3 chaque épreuve, a deux éléments, I'un, noté VN, qui corres-
pond & un vote négatif, 'autre, noté VP, qui correspond & un vote positif. On a: o
A _ 35 _ 75
0= {VN, VP} P({VN}) = 00 P({VP}) = 00 1
Soit 7 un éiément de {1, .... A} :
Soit X, la variable aléatoire réelle définie sur (Qf‘, ii‘(ﬂ"}) de la maniére suivante : E
pour tout giémenti w de 017 tel que le /&me bulletin dépouillé corresponde & un vote ’
négatif, on pose : X w)=1; . ‘ 3
pour tout élément @ de 0~ tel que le jéme bulletin dépouillé corresponde a un vote :
positif, on pose . X, (w)=0. { 1
25 0 = ..?_E—n' I
Ona: P({X =1} =150 P({X; = 0)) = I5p° |
25 — ?5 .2_5.. [ —- 1—83E- |
E(X)) = iﬁ-ﬁ: V(X)) = 100 X 100 104
) Xy + Xa .- Xp . .
La fréquence d‘apparition d’un vote négatif est égale a ~ et lona:
26 X1+XZ+-..+XH__2£| _l_t.
’%ém_}.—:if—” ﬁﬁf=3 . 5| < 700
Le probléme posé revient donc & rechercher un entier naturel Mg tel gue :
p(] Xi +Xat oot Xa 2 g, 1 )<o,1).
fnelN, (7> o) = |} n 100 |~ 100
5 tion du théordme 6.2; on @ : '
Appliguons les résultats obtenus dans !azdemonstra on o
&_t_ﬁz_i’;;i}—”_-i‘;-rt){—ﬁ- T
yteR;, P . 100 n ok u.
o

a2 A g bbb
: . 9% ~ __ clest-a-dire: 1 P
[I suffit de choisir 77 tel que : 3 < 10 c e,

1875 ot t= ?;_0: il en résulte : n > 18750.

62 = 7o7

Nous avons ici :
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Espaces probabilisés finis.

1 Soit (Q, $B) un espace probabilisable fini.
1° Soient P et P’ deux probabilités définies sur (Q, $); soient X et 1 deux nombreg
réelstelsque: A -+ p # 0. _
On définit une application P" de 3 dans IR de la maniére suivante :
i o A | 1
YAe®B, P'(A)= 7\+[J-P(A)+7L_+I-IP(A}'
Démontrer que P” est une probabilité sur (L2, B).
2° Généralisation : Soient n probabilités P,, ..., P, définies sur (£, B). Soient p
réels Ay, ..., A telsque: X +...4 24,0,
Soit P I'application de 3 dans [R définie par:

JAes, P(A) =_’+_1, (AP (A) + ... + A,Pa(A)).

¥ e
Démontrer que P est une probabilité sur (£2, 3).

2 Soit (Q, B, P) un espace probabilisé fini. Soient A, B, C, D quatre événements.
Démontrer que l'ona:
P(AUBUCUD)
= P(A) + P(B) + P(C) + P(D)
— P(ANB) — P(ANC) — P(AND) — P(BNC) — P(BND) — P(CND)
+ P(ANBNC) + P(ANBND) 4+ P(AnCND) + P(BNCND)
— P(ANBNCAD).

3 1° Soient (Q,, T(), Py} et (2, T(Q2), P,) deux espaces probabilisés finis.
Soit £ I'ensemble €2, x Q.

On définit une application P de |2 manierz suvante |

Y(a. b) e Q, P({(a, b:}}) = Py{({3}}.Fa{id}).

Démontrer que P est une probabilitg sur '=space probabilisable fini (ﬂ. 7(Q)).
20 Généralisation :

Soient n espaces probabilisés finis {2, 7{£2,). P1). . o1 (R T(Qn). P,).
Soit O I'ensemble ;% ... x Q.

On définit une application P de la maniére suivante .

(o1 @) €Q P({(@) ... 0a)}) = Pr({e]): o Pl{ea)):

Démontrer que P est une probabilité sur 'espace probabilisable fini (Q. ().

‘4 Une cage contient huit canaris méles et six canaris femelles. On prend au hasard

deux canaris dans la cage. ) g ;
1° Quelle est la probabilité pour que les deux canaris soient de méme sexe

20 Quelle est la probabilité pour que les deux canaris soient de sexes différents ?
On donnera les résultats @ 103 prés.

5 Dans un lycée mixte, les éléves doivent choisir deux responsables du foyer du
lycée: ces responsables peuvent étre indifféremment fille ou gargon.

Parmi les éldves, huit sont candidats & un poste de responsabilité; il y a t_iiﬂ
dontdeux sont en classe terminale ettrois garcons dont un est en classe terminale. ;
On suppose que les chances de chacun de ces huit candidats sont égales a prior

g filles’




1° Quelle estla -
probabil
différents ? ilité pour que les postessoient occupés par deux éléves de sex
2° Quelle est la ili A
probabilité pour que les postes soient occupés par deux éldves d |
e I

ta”“illnlﬂ i
3 QLIG'"G st lﬂ i
p uhﬂblllté pour que IES postes SOiEI‘It Dccupés par daux élé |
o r ves dﬂ

e
erminale ou par deux éléves de sexes différents?

12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINI

6 Un jury est com

_ posé de cing memb ;

dix hommes et sept femmes. fes pris au hasard dans une liste comportant

1° Quelle est ili |

20 Digatie e:t II: F'-‘I‘D;lab.ll.tté pour que le jury ne comprenne aucune femme? ‘

3c Quelleestla 3 babl'hté pour que le jury comprenne trois hommes et deux
probabilité pour que le jury comprenne au moins une femme ?

femmes? i
]

7 On considé i
re un jeu de trente-deux cartes. On tire au hasard et simultanément

* huit cartes de ce jeu.
10 Quelle est la proba
aucun as ? au meins deux as’
2¢ Quelle est la probabilité pour que,

bilité pour que, parmi ces huit cartes, figure un as et un seul?

parmi ces huit cartes, figurent cing ceeurs ?

au moins cing ceeurs ?
30 Quelle est la probabili i
té pour que, parmi ces huit cartes, fi i
J s, figurent un roi etu
et un as et un seul? . g i i
i
x cartes

8 On considére 'ensemble E des douze figures d'un jeu de trente-deu

(quatre valets, quatre dames, guatre rois).
On tire au hasard trois cartes parmi ces douze. Soit Q2 I'ensemble des résultats possi-
bles. On suppase Ces -&sultats équiprobables.
Déterminer |2 probats ¢4 des événements suivanis: ‘
10 les trois figures 4t de mems sexe, :
: dg chague type (un valet, une dame, un roi),
les deux dans le tirage. i

70 j| y a un 2P dsaniant ¢
3o |adamed et izroide trafle ne sont pas tous

rtes, dont vingt et une
On tire simultanément
équipro-

s, ilya soixams—dix-huit cé
appelées atouts.
admet gue les tirages sont

cartes de tarot

g Dans unjeu ds
articuliéres €t sont

représentent des figures p

deux cartes parmi ces spixanie _dix-huit cartes. On

bables. . !

10 SoitA |'événement : [e5 deux cartes tirées sont des atouts. Quelle est la prababilité |
|

de A? _ .

2¢ Soit B ['événement : il n'y a aucun atout parmi les deux cartes tirées. Quelle est

la pmbabilité deB? _

AetB sont-ils complémentaires ?

30 Les gvénements
gt départements, 8 une Assemblée Nationale formée
de cing par département.

res, choisis parmi le
eles commissions gu'il estp

10 Un pays. formé de quatre-vin
de quatre cents députés, 8 raison
Une commission de quatre-vin

rétude 8 |'étrang

vue d’un voyage d
de constituer sont équiprobables. o
Quelle est |2 probahilité pour que, dans cette commission,
partement sera considéré comme représent
]

soit représenté? Un dé nt
de ses députés sigge ala commission:

s députés, est formée en
4.

gts memb
ossible

er; on admetqu

un département donné
& si un au moins




.
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| 1 Calculer la probabilité P4

. 14 On dispose de trois dés non pipes A, B,C.

11 Un électricien a rassemblé dans son atelier un ensemble de trente petits moyq :
électriques; il sait, sans qu'il puisse les distinguer, que neuf d’entre eux sont démﬁom
etvingt et un en bon état, rés
Il retire du lot simultanément quatre de ces moteurs, pris au hasard,

1° Quelle est la probabilité pour que les neuf moteurs détériorés soient parm; lia

vingt-six restants ?
2e Quelle est la pr
quatre extraits ?

3¢ || recommence la méme o
la probabilité pour qu’au cours des deux opérations il ait tiré

détérioré ?

obabilité pour qu'il y ait au plus deux moteurs détériorés parmij |eg

pération avec les vingt-six moteurs restants. Quelle es
au moins un mateyy

12 Une urne contient une boule blanche et 71 boules rouges (n = 2).
(n) de tirer une boule rouge dans un tirage d'une boule

au hasard. La suite définie par P; (n) est-elle monotone ?
90 Calculer la probabilité P2 (n) de tirer deux boules rouges dans un tirage simultané

de deux boules au hasard.

30 Déterminer I'ensemble des entiers n pour lesquels on a ! P,(n) — Pa(n) < ;T

s : n objets sont noirs, les autres sont blancs. On extrait

13 Un sac contient dix objet
on suppose les tirages équiprobables.

simultanément deux objets du sac;
10 Déterminer les probabilités respectives d'obtenir :
a) deux objets de couleurs différenies;

b) deux objets noirs;

¢) deux objets blancs.

20 Déterminer n pour que cette derniere probabilité soit égale a TE

Le dé A porte sur une face le chiffre 3, sur trois faces le chiffre 4, sur deux faces le

chiffre 5.
Le dé B porte sur deux faces le chiffre 4 et sur quatre faces le chiffre 5.

Le dé C porte sur cing faces le chiffre 4 et sur une face le chiffre 2.

On lance simultanément les trois dés. Déterminer les probabilités respectives

d’obtenir:

a) trois chiffres égaux;

b) l'ensemble {3, 4, 2};

¢) lI'ensemble {4, 2, 5}.

(On pourra utiliser I'exercice n® 3.)

acun desquels

15 On adonné a Alice un alphabet constitué de vingt-six cubes sur ch
lettres de cet

est dessinée une lettre. Alice tire successivement et sans remise cing

alphabet.
1¢ Déterminer le nombre d‘applications injectives de I'ensemble {1,..-

{AB, C..ov Vi E)
2¢ Déterminer les probabilités pour que, dans l'ordre du tirage, |

5} dans

e mot ainsi canstituéi

a) commence par un A;

b) soitson prénom.
3° Déterminer la probabilité pour qu‘Alice ait tiré les cing lettres de son prénom.



12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE }rnr

e
¥

18 Doux perso
n
ahithesa; & nim ‘:::;:;; ?- écrivent chacune, au hasard, un nombre entler de deux
par B. Tous les couples E‘:‘::?- Saltxile nombes Sarlt par A Bt ¥ lp niomixe eers
ars
:antsuppmgs squiprobabiss (m,n), avec10 € m < 99 ot 107 £ 99,
nd autres tarmes s
des couples d':n'tit:::u;:wé; o I'espace probabilisé (2, 7(Q), p) od Qest I'ensemble
A . n) tels que 10
probabilité q <m<99 et 10
10 Quelle :::”";I::::It;_toutaslas parties & un élément ont la mam::pl:u:az:::l;t u
....ﬂ‘{a:mes, catouler s pah:littﬁ _l:lour qlfa A et B écrivent le m&me nombre 7 En d.'autras
T [ prpbabiiié de I'ensemble A des couples (m, n) de {1 tels que

—

= T .

éﬂ - n. "‘t‘ 1| o
1 2 Soit E I'ensemble des ¢
0
£ Calculer p (E). uples (m, n) de Qtelsque 10 < m < 50et 10 < 7 < 50.
0 3¢ Soit Fl'ensemble desco
slouléi pTF): uples (m, n) de Qtelsque 10 & m < 500u10 < n < 50.
4n S i "o |
oit G (resp. G') 'ensemble des couples (m, n) de (2 tels quem < n (resp.m > n). i
(Baccalauréat 1973.)

Calculer p(G) et p(G).

Variables aléatoires réelles. Espérance. Variance.

llet gagne un lot de 1 000 F,

1? Uf\e loterie comporte cent billets parmi lesquels un bi
cinq billets gagnent chacun un lot de 300 F et 10 billets gagnent chacun un lot de

trois billets gagne exactement

100 F.
1° Quelle est s probabilité pour qu'un acheteur de
300 F?
20 Quelle est la probabilité pour qu'un acheteur de trois billets gagne au moins 1
200 F?
x dames. i

cartes a jouer comprend cing as, trois rois et deu
g 2 points et celui d’'une dame
&

%
1= 5 points, celui d’un roi rapport

18 Un paquet 0g &

Le tirage d'un as rappd

colte 1 point

Du paquet on extrait simultanément deux cartes et on désigne par X la variable

aléatoire réelle qu!. 3 toutfirage associeiemlaldes points margués. On suppose que les ‘ :

tirages sont équiprobable

10 Quelle est la loi de P sbabilitd de la variable aléatoire réelle X7

.thématigue, 13 variance et ['‘écart-type de X.

(Baccafauréat 1973.)

20 Calculer [‘aspérancs ma

nw =

3 5. Ontire simultanément deux

e lgs tirages ainsi effectués sont équiprcbables.
1és par les deux boules;

grand des nombres por
¥ dont I'ensemble des valeursest {2,3, 4,5}
N

i3 fonction de répartition de X.
de X.

ontient €ing koules numérotées de 1
.e: on suppose qu

socie le plus

19 Uneurnec
boules de cette url

A chague tirage on as
on définitainst une variable aléatoire reelle

1o Déterminer la loi de probahililé de X &t
2e Calculer 'espérance mathématique E(X)
30 Calculer la variance V(X) de X-

ns numérotés det1al
X I'appiicatinn quiac

ois jetons tirés.
?

n tire au hasard et simultané-
5

0.0
¢ lg plus grand

jent dix jeto !
haque tirage associ

sac. Soit

t gur les tr
riable aléatoire réelle

20 Un sac cont
ment trois jetons du
des numeros figuran
1e X est-elle uneé va

sa fonction de répartition. '
2¢ Calculer |'espérance mathématique E(X

Déterminer la loi de prchﬂhiﬂté de X et

), ainsi que la variance V (X) de X.
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21 Un sac contient cing jetons identiques numérotés de 1 & 5. On extrait au hasarg
successivementtrois jetons en remettant chaque fois le jeton tiré. Tous les jetons ontla
méme probabilité d'étre tirés.

On désigne par X la variable aléatoire réelle, qui, a chaque tirage de trois jetons aing;
défini, associe le nombre de jetons qui portent un chiffre impair.

1o Déterminer la loi de probabilité de X et la fonction de répartition de X.

20 Calculer I'espérance mathématique et I'écart-type de X.

22 On désigne par A (resp. B, C) I'ensemble des lettres du mot Sylvie (resp. Claudie.
Maurice).
Dans une premiére urne, on place six jetons représentant chacun un élément de A
Dans une deuxiéme urne, on place sept jetons représentant chacun un élément de B,
Dans une troisiéme urne, on place sept jetons représentant chacun un élément de C,
On tire un jeton de chague urne. Le résultat de cette expérience est caractérisé par
un élément de A x B x C; on dit alors que cet événement est * sorti . On suppose
que la probabilité de sortie de chague &lément de A x B x C est la méme.

1° Quelle est la probabilité de sortir une voyelle et une seule ?

20 Quelle est la probabilité de sortir au moins une vayelle ?
3¢ Soit X la variable aléatoire qui, & chaque tirage. associe le nombre de voyelles

sorties.
Quel est I'ensemble X (A x B x C) 7 Déterminer Iz lo) ds probabilité de X.

23 Soit @ un nombre réel.

On considére le jeu suivant. Une urme conbent frois boules vertes, deux boules

blanches et une boule rouge. Un jousur e au hasard of simultanément trois boules

de l'urne. On suppose que le gain algeonicus ur ast égal & 4 1 si le tirage est
bicolore, & + a si le tirage est tricolore et a — tirage est unicolore.
éoyu pour que I'espérance mathé-

Déterminer a pour que le jeu 50 +.
matique de la variable aléatoir: reall Jul @ wgue trage associe le gain corres:
pondant, soit nulle.

24 Soit 7 un entiar naturel supdne Un sac contient deux boules
blanches et n boules notres

On tire simultanément, et au hasard, deu
de tirage pour toutes les paires de boules puss
1° On appelle X la variable aléatoune réelle qui
de boules blanches obtenues

Déterminer la lo) de probabilné de X. Calcule
2¢ Onintroduit la régle du jeu suivanie .

si los deux boules tirées sont blanches. le jousur marque (+ B).

si 'une des boules tirdes est blanche et I'autre noire, le joueur marque (+ 3):

. du sac. On admet I'équiprobabilité

5 chaque tirage, associe le nombre

r espérance mathématique E(X) de X

si les deux boules tirées sont noires, le joueur marque (— 2)

On appelle Y la vanable aléatoite qui, & chaque tirage, associe le nombre marqué

par la jousur
Quelle est I'espérance mathématique E(Y) de Y ? Existe-t-il un entier 7 tel que cetté

espérance soit nulle 7

iffdrentes.

25 On jette simultanément deux dés cubiques. non pipés, de couleurs d l
rits sur 1d

dont las faces sont numérotées de 1 4 6, et I'on observe les nombres insc

faca supérieute de chacun des dés.
1° Donner, sous forme de tableau carré, 'ensemble (1 des événemenlts 6lémentaires

Qualle est la probabilité d'un de ces événements élémentaires 7



i s deux
a no
b) im]t 7 Un élément de Iy*, Dr:r'“_ﬂblenus.
) Caleuler l'espérance maqp, erminer P({X = p}),

¢) Calculer la probabilitg ge ématique de X

X > 6} (D’
Bprés Bmml
973)

ar
marquées 6. Quée 2. deux faces sont marquées 4, trois ¢
* aces sont

On jette simultanément les deyy

associe la somm eUx dés. Soit X I'applicati
s e des deux chiffres obtenus. Pplication qui, 3 chaque événement,

Déterminer la loi d
e probabilité d
o . eXets : ,
2° Calculer I'espérance mathématique et i'é:af:'lcllondde répartition
-type de X.

27 Un sac contient si
nt six boules rou
ges numéroté 2
numérotées de 1 3 Gy otéesde 1 4 6 et tro
- ik Or ikt I':. Qn enra.lt‘ simultanément deux boules qui p{l;z‘:?s blanches
10 Quell quiprebabilité de sortie de toutes les paives & es nunjifm
uelle est la probabilité pour que I'on ait: 2 = 67 es de boules possit

2¢ Quelle e ili

oriies? st la probabilité pour que les deux boules tirées soient de couleurs diffé-
3.° On considére la variable aléatoire réelle X définie de la manidre s :

Sf les deux boules sont blanches, X prend la valeur s + b, e

si les deux boules sont rouges, X prend la valeur |2 — b r

si les deux boules sont de couleurs différentes, X prend la valeur 0

Déterminer I'ensemble des valeurs que peut prendre X. déterminer la loi de proba-

bilité de X.
4o Calculer la probabilité de chacun des événements (X < 1] et (2 € X < 4],

28 Deux joueurs Aet B lancent simultanément chacun un dé. Les six faces de chague
dé portent respectivement les chiffres 1, 2, 3, 4. 5, 6. On désigne par a le chilfre
ipugur A et par b le chiffre obtanu par le jousur B. Tous las couples

obtenu par lo

(a, b) ont la méme probabilité d’apparaitre

La régle du jeu eat 13 suivanie .

qor gas ; si @ = b, alors A &t B ni ne gagnent, ni ne perdent,

24 cas i @ > 0, ulors A gagne (a — b) Irancs, que perd B,

37 cas 18 4 - alars B gagne 3 francs que perd A dansce cas, on convient d écnre

- 3.

sldatoire réelle X qui 3 chaque épreuve. assacie Iz gain algé-

que le gain do A el
On définit ung wark bie
brigue de A, exprimé en rancs,

10 Déterminer la lol de probabiliné de la variab
20 Calculer 'espérance mathématique E(X).

2 '8 - n(X).
30 Calculer la vanance V(X) et en déduire I'écart-type 5(A)

jo aléatoire réelle X

indépendantes.

elles. Variables aléatoires

Couple de variables aléatoires ré

s et un jaune) et six

trois males (deux blan
ément, et au hasard,

f papillons - :
tneuh ot ). On prend simultan

Une cage contien .
i hes et deux jaunes

femelles (quatre blanc

deux papillons.
Soit X la variable all
méales que I'on @ Pris:

satoire réelle qui, & chaque tirage, associe le nombre de papillons
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Soit Y |a variable aléatoire réelle qui, a chaque tirage, associe le nombre de papiljyy,
jaunes que I'on a pris.

Déterminer les lois de probabilité respectives de X, de Y, du couple (X,Y), g
variables aléatoires réelles X et Y sont-elles indépendantes?

30 On considare une urne contenant trois boules blanches et cing boules nojreg
On effectue successivement deux tirages avec remise. On désigne par X le ngmbr;
de boules blanches tirées, par Y celui de boules noires.

1o Déterminer les lois de probabilité respectives de X, de Y, du couple (X, Y),

20 Déterminerl'espérance mathématique et la variance respectives de XetdeY.

31 Un sac contient sept jetons dont quatre portent le numéro 1 et les trois autres

le numéro 0.

On tire au hasard et simultanément deux jetons.

1o a) Soit X la somme des nombres inscrits sur les deux jetons tirés. Quelle est la loj
de probabilité de la variable aléatoire réelle X7

b) Soit Y la variable aléatoire réelle qui prend la valeur O si les deux jetons tirés ont
des numéros différents, et la valeur 1 si les deux jetons tirés ont le méme numéro,
Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire Y ? .

20 Quelle est la loi de probabilité du couple (X, Y) ? Ce couple est-il un couple de
variables aléatoires réelles indépendantes?

32 On dispose de deux dés cubiques : un bleu et un rouge dont les faces portent
les chiffres 1, 2, 3. 4, 5, 6. On considére I'ensemble des trente-six éventualités, qui
peuvent résulter d’'un jet des deux dés. Ces éventualités sont supposées équipro-
bables. On jette les deux dés. On désigne par X (resp. Y) I'application qui, 8 chaque
jet, associe le chiffre marqué par le dé bleu (resp. la somme des chiffres marqués
par les deux dés).

1 Etudierla loi conjointe du couple (X, Y). Déterminer les lois marginales.

20 Les variables aléatoires réelles X et Y sont-elles indépendantes?

3¢ Soit Z la variable aléatoire X — Y.

a) Déterminer la loi de probabilité de Z.

b) Définirla fonction de répartition de Z et construire s& courbe représentative.

33 On place trois boules distinctes a, b, ¢ dans trois urnes numérotées 1.2 3
chaque urne peut contenir jusqu’a trois boules.

1o Définir I'univers des éventualités.

On suppose une répartition équiprobable des &vénements possibles (boules placées
au hasard). X est la variable aléatoire réelle représentant le nombre d'urnes vides et
Y est la variable aléatoire réelle représentant le nombre de boules dans l'urne 1.

29 Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y), puis les lais marginales de X et deY.
Ces variables aléatoires réelles sont-elles indépendantes ?

30 Calculer les espérances mathématiques respectives des variables aléatoires
X, Y et XY.

Trouver une relation entre ces trois nombres, Peut-on en tirer une conclusion ?
(Baccalauréat 1973.)

34 - On considére quinze boules numérotées de 1 & 15. L'expérience consiste 2 tire
une boule parmi les quinze et 3 relever son numéro N. On suppose qué les tirages
sont tous équiprobables

Soit X (resp. Y) la variable aléatoire réelle qui, a chaque tirage, associe e f
division de N par 3 (resp. le reste de la division de N par 2.) .
1“. Donner, sous forme de tableau, la loi conjointe du couple (X, Y). En déduire 1
loi marginale de X et celle de Y.

este de 12
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12. PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FIN/

i:n: ::: l:!m I'espérance mathématique de X et celle de Y. Calculer la variance de X et

3° Les variables aléatoires réelles X et Y sont-elles indépendantes ?

35 Soient X et Y deux variables aléatoires qui peuvent prendre chacune les valeurs

Qetl. Scu'tp un nombre réel; la loi conjointe du couple (X, Y) est donnée dans le
tableau suivant :

X 1 0
Y
1
1 i
P 3 o
1 1
0 3P 1P

1e A quel intervalle le réel p doit-il appartenir pour que ces données soient
acceptables ? Déterminer les lois marginales respectives de X etde Y.
20 Calculer les espérances mathématiques et les écarts-types respectifs de X etde i 2%

3° Déterminer p de facon que les variables aléatoires X et Y soient indépendantes.
(Baccalauréat 1973.)

36 Deux variables aléatoires X, et X, prennent les valeurs 0. 1, 2. Comment doit-on
choisir le nombre réel p pour que le tableau suivant donne une loi conjointe du couple

(X1, X2)?

X4 0 1 2
Xz )
1 1
0 [ iiﬂ aP
1 2P P 5P
2 ap 2p p

Quelles sont alors les lois marginales ? ; ?
i i tes

Les variables X, et X; sont-elles indépendante

Soit Y = XX calculer I'espérance mathématique de Y. (Baccalauréat 1973.)

abilisé fini. Soient A, B, C trois événements deux

habilités respectives de A, B, C.
vénements suivants

37 Soit (Q, B, P) un espace prob
deux indépendants et a, b, ¢ les pro
Déterminer la probabilité de chacun des é

1o (AuB)n(AUB):

2¢ (AUB)N(AUC);

30 AUBUC; .
4o An(BUC).
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88 Une urne contient dix boules numérotées de 1 & 10. On extrait au hasard sans
remise quatre boules. Soit X I'application qui, & chaque extraction, associe le pro-
duit des numéros inscrits sur les boules extraites.

X est-elle une variable aléatoire réelle ?

Quelle est la probabilité pour que X ait une valeur paire?

On pourra désigner par A I'événement : la premiére boule extraite porte un numéro
pair, par B I'événement : la deuxiéme boule extraite porte un numéro pair, etc. et

utiliser I'exercice n® 2.

39 On rappelle qu’un tétraédre régulier est un solide dont les quatre faces sont des
triangles équilatéraux. Lorsqu’on lance un tel tétraédre considéré comme un dé,

I'une des faces est cachée, les trois autres sont visibles.
On considére deux dés tétraédriques; chaque face de chacun d’'eux a la méme pro-

babilité d'étre cachée.

Sur le premier dé T,, trois faces sont peintes en ve
deuxidme dé T,, deux faces sont peintes en bleu, une en vert et la quatriéme en rouge.
1 On lance T, et on considére la variable aléatoire réelle X, qui, & chague jet, associe
le nombre de couleurs visibles. Déterminer la loi de probabilité de X;, son espérance
mathématique et son écart-type.
25 Onlance T, et on considére la variable aléatoire réelle X» qui, & chaque jet, associe
le nombre de couleurs visibles. Déterminer la loi de probabilité de Xz, son espérance
mathématique et son écart-type.
30 On lance simultanément T; et T, de fagon indépendante. Soit X la variable
aléatoire réelle qui, & chaque jet, associe le nombre de couleurs visibles sur I'ensemble
des deux dés. Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance mathématique

et son écart-type.

rt, la quatriégme en noir. Sur le

Loi binomiale. Loi faible des grands nombres.

40 Un dé truqué est tel que la probabilité d’obtenir le chiffre 1 & chaque jet soit
égale a 0,8. Les cing autres évantualitss (chiffres 2, 3, 4, 5, 6) ontla méme probabilité
d’apparition.

15 On jette une fois ce dé. Quelle ast la probabilité d’obtenir un nombre impair ?

2¢ On jette ce dé quatre fois. Guelle est la probabilité d'obtenir exactement trois fois
un nombre impair ? On calculera catte probabilité 3 1074 prés,

41 On considére un dé 2 six faces : deux faces sont marquées O, quatre faces sont
marquées 1,

Les probabilités d'apparition de chaque face sont égales.

On lance ce dé trois fois de suite (les lancers sont indépendants) et on note a chaque
fois le numéro figurant sur la face supérieure du dé. Soit X la variable algatoire réelle
qui, 3 chaque épreuve, associe la somme des trois résultats obtenus.

1¢ Déterminer la loi de probabilité de X.

20 Déterminer espérance mathématique et la variance de X,

42 QOn dispose d’un lot de trente-deux pidces usinées et I'on sait que huit de ces
pidces sont défectueuses.

D'un tel lot on extrait au hasard une piéce que l'on examine et que I'on remet
aussitét dans le lot, On effectue ainsi successivement quatre tirages, les probabilités
de sortie de chaque pidce sont egales.

Soit X la variable aléatoire réelle dont la valeur numérique est le nombre de pigces
défectueuses observées aprés ces quatre lirages.



. : “1‘”?'5.\4\.«- ..
1 Quelle ost la loi de probabilité de X7
12:, ;uu?lh est la probabilité d’extraire au moins une pidce défectueuse en guatre
r s

= .
;ar‘;m;ncz:s;li;fn candidat une question en lui proposant trois réponses (dont
Le candidat, qui ignore la bonne réponse, donne au hasard |'une des trois réponses
proposées. Quelle est la probabilité pour qu'il donne la réponse correcte 7
2¢ Un test se compose de quatre questions posdes dans les conditions ci-dessus.
Quelle est la probabilité pour que le candidat donne les réponses exactes 3 trois
questions ? a quatre questions ?

44 Une urne contient trois boules rouges et sept boules blanches indiscernables

au toucher.
10 On tire simultanément trois boules de I'urne. Déterminer la probabilité de chacun
des événements A, B, C suivants :

A : on obtient au plus une boule blanche;

B : on obtient une boule blanche exactement;

C : on obtient au moins une boule blanche.

20 On tire trois boules, une a une, sans les remettre dans
de chacun des événements A", B, C’ suivants :

A’ - on obtient trois boules rouges:

B': on obtient deux boules blanches aux deux premiers tirages e

I'urne. Calculer la probabilité

t une boule rouge

au dernier;

C': on obtient au mains une boule rouge.

2’ On tire une boule de l'urne, on note sa couleur,
On effectue ainsi trois urages successifs de une boule.
Soit 0 I'ensemble des résultats possibles et X I'application de {dans IR gui, a tout

glément w de £, associe le nombre de tirages d'une boule rouge.

a) Déterminer |'ensembie image X (1) de Q par X.
b) Soit k un élement ge X (£). Calculer P({X = k})-
Tracer la couibe ranrésentative de la fonction de répartition de la var

réelle X.

puis on la remet dans I‘'urne.

iable aléatoire

. 1irages effectués sont équiprobables.

=1

45 On suppose que tous ke
1o On tire une carte Azns Ui jeu de trente-deux cartes. Quelle est la probabilité
pour que la carte gbtenus SCit Un rol ou une dame?
20 On tire une carte du [su 02 rente-deux cartes; en la regarde et on la remet dans
le jeu. On effectue ainsi cing tirages successifs. On appelle X la variable aléatoire
dont la valeur pour cing iragas successifs est le nombre de fois o ['on a obtenu un

roi ou une dame.
Quel est 'ensemble des
Déterminer la loi de probabi

variance.
Les résultats seront d

valeurs prises par X ?

lité de X et calculer son espérance mathématique et sa

ar les tables de logarithmes.

onnés avec la précision permise p
(Baccalauréat 1973.)

mmeuble sont désignés de la maniére suivante : niveau 1.

4, niveau 5.
un ascenseur et I'an a

t glémentaire qui a une

46 Les étages d'un |
niveau 2, niveau 3, niveau
Ces étages sont desservis par
3 un niveau est un événemen
numéro du niveau.

1e Quelle est la probabilité

dmet que I'appel de I'ascenseur
probabilité proportionnelle au

pour que l'ascenseur soit appelé au niveau 47
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3¢ On suppose qu un appel ne dépend pas de I'appel précédent. L ascenseur
sppelé quatre fois de suite; quelle est la probabilité pour que I'sscenseur soi ."::
a) une fois ot une seule au niveau 4,

b) deux fois. au plus, su nNiveau -

€) au moins deux fois au niveau 2.

47 Un magasin vand deux produits différents A et B. D’aprés une enquéte effectude
dans ce magasin, la probabilité pour qu'un client, pris au hasard, achdte le produit A
(resp. B) est 0.6 (resp. 0.3).

1* Quelle est la probabilité pour que neul clients, pris au hasard, achétent tous le
produit A ?

2¢ Quelle est la probabilité pour que sur dix clients, pris au hasard, neuf achétent le
produit A?

qe Quello est la probatulité pour que sul vingt clients, pris au hasard, dix achétent le

produit B ?
On donnera pour chacune de ces probabilités des valeurs approchées & 102 prés,

48 On dispose d un disque mobile autour d'un axe; ce disque ost diviséd en quatre
quadrants peints respectivement en rouge, bleu. vert. noir. Le joueur lance le disque
et. & l'dquilibre. F'un des quadrants ¢ arrdte devant un repdre; le jousur tire donc
rouge R bleu B, vert V ou nowr N
Le disque n'est pas parfatement dquilibré. On a établi expérimantalement les dgalités
suivanies
P((N}) = 4P({B)). 2P((B)) = P(IR] P((V]) = 3P([B})
deux points lorsqu'il tire R, il marque un point:
nt sau'il tire N, il perd un point.

o représentant le gain du joueur. Quelle est

Lorsque le joueur tire B, 1l marque
lorsqu il e ¥ W e margue al
1* On désigne par X la vanable aleat

la loi de probabilité de X7 Quelle ast son pérance mathématique ?
2° On lance deux fors le disque les deux épreuves sonlt considérées comme indé-
pendantes. On désigne par 7 ia vatizble aléatoire représentant le gain du jousur

aprés ces deux épreuves

Quelle est la loi de probabilité de Z7? (Baccalauréat 1973.)

49 1° Soit X, une variable sléatowe réalle définie sur l'espace probabilisé fini

(Q. 5(2). P).

La loi de probabilité de X, est définie par :

P(X, =1)=p: PUX, =~— 1=gq: P({X=0)=1—-P—¢

Soient deux variables aléatoires réelles X, et X, définies sur le méme espace proba-
bilisé, de méme loi de probabilité que X, On suppose les trois variables aléatoires
réelles X, , X;. X5 indépendantes.

Soit S la variable aléatoire réelle égale d X, + Xa + Xa.

a) Quelle est 'espérance mathématique de S 7 Quelle est la variance de S7
Démontrer que fon a : S(Q) = {—3.— 2. —1.0,1,2, 3} Quelle est la loi de
probabilité de S ?

b) Calculer P({S>0}); P(S= 0}):; P({S <O}
2° Deux joueurs A et B jouent trois parties successives d'un méme jeu; & chaque

partie. le joueur A a une probabilité de 0.5 de gagner. le joueur B a une probabilité de
0.4 de gagner et il y a une probabilité de 0.1 pour qu'il y ait match nul. Le vainqueu’
est celui qui a gagné le plus de parties.

Calculer les probabilités respectives des événements suivants :

A est vainqueur: B est vainqueur; il n'y a pas de vainqueur. (Baccalauréat 1973)

Paalel .
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g0 1° ?ndéécrh au hasard une suite de n chiffres; on suppose que les chiffres succes.
sifs salnt In p;nd.a.nrs et que les dix chiffres possibles sont équiprobables.
g:lr;jg:;r;iifr :'btlhlté pou'r que, parmi ces n chiffres, figure trois fois le chiffre 5.
el que la fréquence d'apparition du chiffre 7 soi
soit comprise entre
5 % et 15 % avec uns probabilité supérieure & 0,9. o

::J ég:hr::j:e J:E::?? I'expérience " tirer une carte d'un jeu de trente-deux cartes ”
r experience on remet la carte tirée dans le jeu et on i
nouveau. ] mélange le jeu &
1= Calculer, en f'-"."'miﬂﬂ de n, la probabilité p(n) d’'obtenir au moins un as dans la
liste des n cartes tirées.

20 Dé‘e’:"""'-’f’ ntel que lafréquence d"apparition d’un roi ou d'une dame soit comprise
entre 20 % et 30 %, avec une probabilité supérieure a 0,8.

52 Un joueur lance plusieurs fois une piéce de monnaie dont la probabilité de
retomber sur " face " est p.
On admet que les lancers sont indépendants.
10 Le joueur lance trois fois la piéce. Soit X la variable aléatoire définie par: X prend
la valeur k si la pigce est retombée & fois sur ” face ”.
Déterminer la loi de probabilité de X.

; 2 ;
On suppose que l'on a: p= 3 Construire la courbe représentative de la fonction
de répartition de X et calculer E(X).

20 Le joueur lance n fois la piéce. On suppose que l'on a: = 174 Déterminer 2

tel que la fréquence d’apparition du coté ” pile ” soit comprise entre 70 % et 80 %
avec une probabilité supérieure a 0,95.

Problémes.

53 Une agence loue des voitures 3 la journée. Son parc de m voitures lui coiite
chaque jour 30 m francs. Chaque voiture louée rapporte par jour un bénefice net
de 20 F. Si un clisnt se présente lorsque le parc est vide, |'agence, pour ne pas perdre
le client, lui love une voiture empruntée a un canfrére et enregistre alors une perte
nette de 10 francs. Onpose: 0 < m <9

On considére la variabls aléatoire N qui prend comme valeurs le nombre n de clients

se présentant en un jour pour louer une voiture pour la journée; on admettra que N

prend exclusivement les valeurs entigéres 0, 1, ..., 9.

Soient P la probabilité associée a N et B le bénéfice aléatoire associé a N.

1° Calculer, en fonction de n et de m. le bénéfice quotidien b(n, m) réalisé par
I'agence, en considérant m fixé & chacune des valeurs entiéres de 0 @ 9. On pourra
présenter les calculs numérigues dans un tableau & double entrée.

20 On suppose que P est uniforme. Calculer I'espérance mathématique et la variance
de N. (HEC 1973, partiel.)

ntient trois boules noires et deux boules blanches. Une urne B

54 Unpe urne A co
¢. Dans chaque urne, chacune des

contient guatre boules noires et une boule blanch

boules a la méme probabilité d'8tre tirée.
1° On tire une boule de A et une boule de B; quelle est la probabilité pour que, a

I'issue de ces opérations, les deux urnes aient la m&@me composition ?
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sition donnée au début de I'exercice. On tire une oy

de A que I'on place dans B, puis on tire une bﬁoule de B. Quelle est alors la 9'°bahiii1:
pour que B ne contienne que des boules noires?

30 Les urnes ont & nouveau la composition donnée au début de I'exercice. Qn yjy,
simultanément trois boules de A: ces boules sont ensuite placées dans B; sait x |
variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de boules noires contenues dans B

3 l'issue de ces opérations.

a) Déterminer la loi de probabilité de X. '

b) Tracer la courbe représentative de la fonction de répartition de X.
(Baccalauréat 1973

20 Les urnes ont la compo

§5 Soit X une variable aléatoire qui prend les valeurs — 2, — 1, 3. 4 avec les proba-
bilités 0,10 0,66 0,15 010

12 Calculer I'espérance mathématique de X et son écart-type o.

2o Déterminer, suivant le réel positif h, 2 probabilité P(h) del'événement {|X| > 4},
30 Tracer dans un méme repére orthanormé les courbes raprésentatives des fonctions

2 r_",:'
h—» P(h) et h—> :? Comparer P(h) et =y

(Baccalauréat 1973

56 Une banque a ouvert un guichel automatigue qui distribue des billets de banque
de 100 F.

Les clients, qui possédent une carte magnétigus, se sont vus attribuer un numéro N
compris entre 0000 inclus et 9999 inclus; ce numéro est un code secret.

Le client qui se présente au guichel automatiqus (RITGGUIE 5a carte. puis il compose
le numéro de code; si le numéro composé ¢ nent le code N. le client peut
retirer des billets; dans le cas contraire la carte est rejetéde. 4 V'issue de trois essais

infructueux, le guichet conserve la carte. D'autre part an suppose que le client ne
recommence pas deux fois le mime nums

1o Le client A se prédsente au guichet alors qu ouvient plus si son numéro N
est 1112, 1121, 1211 ou 2117, Quelle vsi pour que A compose san
code N au premier essal ? Lo probabubite o s il rhussisse au deuxiéme essai ?
Quelle est la probabilité p’, pour quil reuss i plus tard au deuxiémae essal f

79 Lp client B se présonte au guichet alors gu i . souvient plus du tout de son
code N. Quelle est la probabilité P, pour que B composs son code N au pmmmraiml?

Quelle est la probabilité P, pour que B réussisse su deuxieme assol 7 Quelle est la
probabilité P, pour que B réussisse au trosiéme essai 7 Quelle est la probabilité P
pour que B réussisse a retirer de l'argent ?

3¢ On estime & 1/10000 la proportion des persannes susceptibles de tenter leuf
chance auprés du guichet automatique avec une carte trouvée ne leur appartenant
pas; quelle est la probabilité P’ pour que le client C, qui a perdu sa carte, voit son
caompte débité contre son gré ?

67 Quatre jetons sont placés dans une urne d'od ils sont tirés, avec équ,pmbabilité.
334
5565
Ces nombres réels. dans I'ordre od ils sont tirds, sont appelés a. b, ¢, d

successivemnent et sans rermisa. Ils portent les indications = i
5
Soiant E un espace voectonel euchdien de dimension 2 et (; ;) une base de E.
{ (i) =ai+¢/
/ f(]} = b:-i- d;":
1o Caleuler la probabilité pour que f soit une rotation.
29 Calculer la probabilité pour que le déterminant de f soit différent de 1 et de =

Soit f 'endomorphisme de E défini par :

1
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12, PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FIN/ #

3¢ SoitX la vari . ;

A v:nable aléatoire qui, & chaque endomorphisme, associe son déterminant

As OF i ;n rance _mathématique et la variance de X. .

prObabiIitZ zsapt fois |_'°-"l?érience : on obtient donc sept déterminants; quelle est la
pour que trois d’entre eux soient égaux soit a 1 soita — 17

::mtl’Jr:f’FUg':eoiﬂtri\:;Etr:t il:lt;ugc jatons‘.; sur I:un est inscrit le nombre 2 et sur l'autre le

el gt ai s ois de suite un jeton de I'urne en le remettant dans celle-ci

i i ; : oir noté le nnrnl:-lra qui y est inscrit. Si a, b, ¢ désignent les

enus dans cet ordre, au triplet (a, b, ¢), on assocle I'équation dans le

corps € des nombres complexes : az2 + bz +c =0 (1)

:Jun Euppasa que tous Iea.r.'triplets ont la méme probabilité d'étre aobtenus.

. suielie est la prﬂbﬂbllltl.é pour que !‘équation (1) admette deux solutions réelles ?
oit X (resp. Y) la variable aléatoire réelle, qui, a tout triplet obtenu, associe la

somme (resp. le produit) des solutions dans € de I'équation (1).

Déterminer les lois de probabilité de X et de Y.

Calculer les espérances mathématiques respectives de X et

30 Quelle est la loi conjointe du couple (X, Y)?

de Y,

g9 A. Soit la fonction F: X —> (x+3)(x +8),

(x + 5)?
n f et tracer sa courbe représentative C dan
;;) On déterminera en particulier les
Oy et avec |'asymptotle paralléle a Ox.
(1 + x) boules rouges, (3 + x)

Etudier la fonctio s un plan affine réel
pére orthonormé (D,
avec les axes Ox et
I. On place dans une urne

euclidien muni d'un re
points d'intersection de C
B. Soit x un entier nature
boules blanches et six boules noires.

ira une boule de l'urne; on sSupp
| tire une bo
t effectue un nouvea
| a gagné; sinon il a perdu.

ose tous les tirages gquiprobables.

ule blanche, il 2 gagné; s'il tire une

Un jousur t
u tirage toujours

S‘il tire une boule rouge, il a perdu; i
tte boule dans l'urne &

boule noirg, || remsi ce
blanche, i

avec éqmpr:.‘:an:ﬁté. 5'il tire alors une boule
: i . 1

1o Démontrer que le probabilltép(x) que ce joueur @ de gagner la partie est 5 f(x)-
robabhilité soit maximale; déterminer alors

que cette p
a fonction X —* px)

90 Déterminer 'entiar X pour
limite sventuelle de |

cette probabilite. pDéterminer la
en + 9.
C. Dans une autre urne, on p!

rouges (x est toujours un entier naturel).

Un joueur tire une uvelle urne; €
d'étre tirée.

S'il tire une boule
1o Quelle est 1a pro
20 Tracer dans [e m

ace (10 + x) boules blanches et (5 + 2Xx) boules

haque boule a la méme probabilité

boule de cette no

blanche, il a gagné; sinon il a perdu.
babilité g (x) qu'a ce joueur de gagn
gme plan que dans A, la courbe repré

er a ce nouveal jeu?
sentative de la fonction

n déterminera, tel gue pour X > Xo

g: Xxv+—* 2 q(x). . '
3o En déduire qu'il existe un entier Xo, Queé l'o ne : ‘ :
oins autantde chances de gagner au premier jeu quau deuxiéme jeu.

le joueur aitau m
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~ ANNEXE

13

1.2

Equations différentielles

La théorie des équations différentielles est un sujet trés vaste; conformément au

programme, nous n étudions ici que les deux équations différentielles du type sui-
vant: y'=ay et y 4+ w?y = 0.

1. Equation:y' = ay.

Soit 2 un nombre réel. Cherchons |'ensemble des fonctions £, définies et dérivables
sur [R, dont la fonction dérivée ' satistaita . £ = af (1), c'est-a-dire telles que:
IxelR, f(x) = af(x)

De telles fonctions se présentent trés fréquemment dans |'étude de problémes
concrets; nous en verrons quelques exemples plus loin.

Il est traditionnel de noter y = 7(x) I'image par f du réel x, ainsi que y' = f'(x) le
nombre dérivé de f en x.

La condition (1) estdonc équivalentea: YxelR, y' =ay. (2)

Par un abus de langage universellement adopté, résoudre I'équation différen-
tielle : y = ay, c'est chercher I'ensemble des fonctions f, dérivables sur R,
qui satisfont la condition (1). Nous désignons cet ensemble par S.

Soit D, I'ensemble des fonctions définies et dérivables sur [R. Nous avons vu dar'.ts
le chapitre 7, que D, est un sous-espace vectoriel de |'espace vectoriel réel des appli-
cations de IR dans IR. Le théoréme suivant exprime la propriété essentielle de 8.

THEOREME : L'ensemble S est un sous-espace vectoriel de .

Démonstration :

Utilisons le théoréme 3.3 du chapitre 1 du tome 1. id
e Lafonction nulle définie sur IR appartient 3 §; cet ensemble § est donc non vide
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1.3

1.4

"4

. Sl';ieg;sf:;aﬂtg: o (él'l'é-lrrI BI‘;ts quelcongues de 8. La fonction f + ¢ est dérivable
ol ités: (f+g) =F+g =af +ag = -

fonction appartient & §. g + ag = a(f + g), il résulte que cette
e Soient A un réel quellconque et fun élément quelconque de 8.

La fonction Af est dérivable sur IR; des égalités : (Af)" = A = A(af) = a(Af), il
résulte que cette fonction appartienta §. =

Elqgi_ons d'abord le cas ou a est nul.

_'ensemble 8 e.st-alo'rs: I'ensemble des applications f de IR dans IR, dérivables sur IR
et dont la fonction dérivée ' satisfaita: §xeR, 7(x) =0.

De la prqpr|eté P, du paragraphe 3.2 du chapitre 7, il résulte que S est I'ensemble
des fonctions constantes sur [R. Nous énongons donc: :

| Si g = 0, I'ensemble 8 est I'ensemble des fonctions constantes sur R.

Remarquons gue, _dans ce cas, 8§ est un espace vectoriel réel de dimension 1, dont
une base est constituée, par exemple, par la fonction constante X —— 1.

Etudions maintenant le cas ou a est non nul.
Nous allons démontrer que S est encore un espace vectarie

l P‘l Lafonctionf; : x —— e* appartient a S.

| réel de dimension 1.

Démonstration :
La fonction 7 est la composé
toutes deux dérivables sur R. La fonction £

ona: fxeR, fi(x)=a.e"= a fi (x).
La fonction 7, appartient donc a 5. ®

PZ L'espace vectoriel 8 est de dimension 1 et la fonction f; : X —> &%
en constitue une base.

e de la fonction x —— ax etde la fonction x —> &%
est donc elle aussi dérivable sur R et

Démonstration :
1| suffit de démoentrer que & est
e Puisque fy appartient 4 S, la droite vectori

dans §.
« Soit maintenant f un slément quelcongue de §. Démontrons que f appartient a
la droite vectorielle de 9 engendrée par fq, c'est-a-dire, qu'il existe un réel i tel

quel'onait: f= Ay

Nous avons vu dans le chapitre 11 que l'ona: yxeR, Ff(x)=ex> 0.

La fonction g : X —* :(;:3) est donc définie et dérivable sur R et sa fonction
1

égal & la droite vectorielle de D, engendrée par f;.
elle de D, engendrée par fy estincluse

£ () (x) — £(x)f5
dérivée ¢’ satisfait 8 : YX € R, g'(x)= (x) 1[(?‘: (x))(:} 1(x)

Les fonctions fetf; appartiennenta ;ona done:
af(x)f (x) — af (x)f; (%)
- ________-—————__'__. = -
fxeR, o'(0="""[7(oT i
du paragraphe 3.2 du chapitre 7, il résulte qu'il existe un réel X

De la propriété P2
(x) =% et par suite, on a bien :

tel que l'on ait: Yx € R, 9
jxeR, f(x)=»2(x)- W
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15 Reécapitulation: Si a n'est pas nul, I'ensemble S est I'ensemble des foney
| sati i6té sui : I eR, YxelR, f(x) = rea ons ¢
Qui satisfont  la propriété suivante : ] . , F(X) = nea,
D'autre part, ce résultat reste valable si @ est nul; on a alors ;
yxe R, f(x)= el = .0 = A,
Nous énoncons donc :

THEOREME : Soit a un réel. L'ensemble & des solutions de I'équation
différentielle : y' = ay, est I'ensemble des fonctions f qui possédent la
propriété suivante : JreR, (fxeR, F(x) = 2e*).

Exemples.

1. Considérons un point matériel M animé d'un mouvement rectiligne pendant
Iintervalle de temps | = [0, 4+ oo[; soient D la droite support de sa trajectoire, 0 up

- . e
point D et / un vecteur directeur de D. A tout instantt de |, la position M, de M est

-

le point de D d'abscisse x(t) dans le repére (O. i )

Déterminons la loi horaire du mouvement, c’est-a-dire la fonction ¢ +— x(p),
sachant que ce mouvement satisfait les conditions suivantes :

jrel x(t)=-— x(t)
x(0) = 1.
La fonction # — x(t) est donc une solution de I'équation différentielle :
e

Du théoréme 1.5, il résulte qu‘il existe un réel A tel que l'on ait: jeel, x(f)=2xre™
D'autre part,ona: x(0) = xe® = ). il en résulte A = 1.
La loi horaire du mouvement est donc la fonction § +—— 7%

Soit A le point défini par : OA = 1. Lorsoue ¢ déerit | = [0, + oo[, le point M
parcourt le segment [0, A] de A vers O, sans jamals atteindre le point O : on 3, en
effet: yre[0, + oo, €77 > 0.

On peut toutefois exprimer le fait que l'on ait :  lim e~*=0en disant que le
e o ]
point O est atteint « au bout d'un temps infini ».

2. Soit X(t) la mesure en grammes de la masse de radium contenue dans un échan-
tillon de matiére radioactive & l'instant ¢ de lintervalle de temps | = [0, + o[
Cette masse décroit avecle temps;onadonc: |¢el, X'(¢) < 0.0n appelle activité
de I'échantillon la fonction ¢ — | X'(t)| c’est-a-dire la fonction ¢ —> — X'(1);
on vérifie expérimentalement que l'activité d’'une substance est proportionnelle ala
masse de radium qu‘elle contient; il existe donc un réel strictement positif 2 tel que
lon ait : Ytel, — X'(t) = aX(t) cest-a-dire : yrel, X ()= —aX({®):
Onadonc: Ytel X(f) = X(0)e =,

Cherchons au bout de combien de temps, la masse de radium contenue dans I'échan-
tillon, aura diminué de moitié : il suffit pour cela de déterminer le réel T tel que I'on ait:

X(T) -——% X(0).
: 1
Ona: (X{T) =3 X(0) <==—= X(0)e~*T = % X(O)).

Par hypothése,ona: X(0) £ 0;on adonc: e—*T =

L

ce qui équivauta: T = I:ﬂ’.?.
a

Le nombre T est appellé |a période du radium.
Ona: a~~ 14 %101 g/setparsuite: T a 1600 ans.
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9. Equation:y’ + w2y = 0.

it  un nombr. iti
o ts'glt:lf:aticm différl'f:lgi'{;sl:gf.ouum'”' De fagon analogue au paragraphe 1.1, résoudre
tions f définies et deux foi ; ; .+ w?y = 0, c'est chercher I'ensemble S des fonc-
f+ 0?f = 0, c'est-a-di Its Il érivables sur IR qui satisfont la condition suivante :
= U, -d-qaire te esqu&: UXE"R frr(x) .
-1 o ’ + w2 f(x) = 0.
ce langage est d’ailleurs utilisé pour toutes les équations dif—fér(egtje”gsl

2.2 %olzgzangisEr:zle des fonctions définies et deux fois dérivables sur IR. L'ensemble
rdeans Sk ous-espace vec:cor:el de |'espace vectoriel réel des applications de
. encore la propriété fondamentale suivante :

THEOREME : L'ensemble $ est un sous-espace vectoriel de D,.

La démonstration est analogue a celle du théoréme 1.2.

2.3 Etudions d'abord le cas ol © est nul.
L'ensemble 8 est l'eps.emhle des applications de R dans R, deux fois dérivables
sur R et dont la dérivée seconde f’ satisfait & : fxelR, f'(x)=0.
Soit f un slément de S. Il existe donc un réel Atel que I'onait: fxelR, f(x) =2
et par suite, un réel p tel que l'onait: fxelR, f(x) = Ax + p. La fonction £ est
donc une fonction affine sur R.
D'autre part, toute fonction affine f sur R satisfait bien a: jx € R, f'(x)=0e¢et
par suite, appartient a S.
Nous énongons dong :

Si w = 0, 'ensemble S est I'ensemble des fonctions affines sur R. J

Remarquons que, ¢ans oe £as, $ est un espace vectoriel reel de dimension 2.

24 Etudions maintenant le cas ol » est non nul.

S est encore un espace vectoriel de dimension 2.

P1 Si o n'est pas nui, les fonctions g4 © X —> sinwx et
x forment une famille libre de 8.

ga . x —= CO5 &

.Démonstration :

e Démontrons d’abord que g et g, appartiennent as.

Ona: ix e R, gh(x) = wcos wX
et fxelR, g;(x) = — w? sin wx = — w? gy (x).
De méme, on a: JxelR, gh(x) = —wsinoX

et YxelR, g5(x) = w2 cos mx = — w2ga(X).
e Démontrons maintenant que |a famille (g, g2) est libre.

Soient deux réels « et 5 tels que |'on ait :

yxeR, 2g () + 89200 =0
On a alors, en particulier : @ (0) + Bg,(0) =0 et

T
g (?%-) + Bg2 (‘2-(:‘,) =0
|| en résulte : o« = 0 et p=0 =
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Pz L'espace vectoriel 8 est de dimension 2 et les fonctions
g

17 X—>sinwx et g: X +—> COSwXEn constituent une base

Nous admettons que S est de dimension 2; la famille (g1, g2) qui est une famille
libre de 8 en est alors une base.

Nous énoncons donc le théoréme suivant :

THEOREME : Soient » un réel positif ou nul et S 'ensemble des solutions
de I'équation différentielle y' + w2y = 0.

e Si w est nul, $ est I'ensemble des fonctions affines sur R.

e Si » n'est pas nul, S est I'ensemble des fonctions f qui possédent la

propriété suivante : J(A p) eR% (fxeR, f(x)=»Arcoswx + w sin wx),

Exemple.

Considérons I"équation différentielle y" = — 4. (1)
Soient a et b deux réels. Démontrons gu’il existe une et une seule solution £ de cette

équation différentielle telle que I'on ait: f(0)=a et f'(0)=ao.
Du théoréme 2.5, il résulte qu'il existe deux réels 2 et p. tels que l'on ait :

fxelR, f(x)=hcos 2x + psin 2x.

Onadoncaussi: YxeR, f'(x)= — 2khsin2x+ 211008 2x.

D'autre part, on a: f(0) =% et f'(0) = 2y et, par suite, on a: f(0) =a et
b

f/(0) = b si et seulementsiona: X} =24 el u =5

; b . \ .
La fonction x — acos 2x -+ 3 sin 2x est donc la seule solution f de (1) qui

satisfait aux conditions : f(0) =a et [ {0) = b.

miére et rappelé dans le para-

Remarque : Un résultat établi en classe de Pre
suivante de I'ensemble 3,

graphe 2.11 du chapitre 9, nous fournit la description
dans le cas oll @ n'est pas nul.
Si w # 0, 'ensemble S est I'ensemble des fonctions f qui possédent la propriété

suivante :
il existe deux réels Aetgtelsque: Yxe IR, f(x) = Acos (sx+ ).

résultat en disant que l'ensemble §* des fonctions non nulles
horaires des mouvements rectilignes vibratoires

On peut interpréter ce
de S est I'ensemble des lois
simples de centre I‘origine et de pulsation w.
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PROBLEMES DE REVISION Q W

'5( Dans les problémes du ba
rédaction du texte P
d'accord avec celle-ci.

ccalauréat, nous avons scrupuleusement

tespecté la
roposé aux éléves, méme si nous n'étions pas

entidrement

1 1° On considare I application £, de IR dans IR définie par

fo(x) = me‘-* (n entier naturel non nul).

4l
a) Calculer la limite de Log E?] quand x tend vers + oo,

n
En déduire la limite de % quand x tend vers + co,

b) Donner le tableau de variations de f, en distinguant les deux cas sujvants :
n est pair et 1 estimpair.

e s

c) Tracer, dans un repére orthonormé (0, iJ ) les courbes représentatives des fonc- )
tions f; et 3 on précisera la position relative de ces courbes.
d) Enrevenant au cas général, montrer que, si 0 < x < 1,

1
alorsona: 0<Lf.(x) £ 3

. X r.l'l

2e Soit I, = J e gl =r g,

o - -
a) Quelle estla dérivée de I'anplication de IR dans IR qui d ¢ associe ' -7 En déduire
a l'aide d'une intégration par parties, la valeur de |;. ﬁ
b) De méme, en intégrant |, par parties, vérifier la relation de récurrence :

x.".‘

-— e e @l

l."l === In—l — nl e i

3 X XN
¢) Démontrer que l'on & . |, =€ — 31—:(1 —i-_-1— + ...+ _).

! nl
n
c'est-a-dire: l,=e—e'~* [Z ET]
p=0

Quelle est la limite, pour n fixé, de |, quand xtendvers 4+ co?

3¢ Dans toute cette question, on donne & x la valeur 1 et l'on pose :

1 T
n__.J. E_e'f"’dt.
o nl

a) Démontrer : 0<Jn < —

En déduire, en utilisant le calcul de |,

A i< [Zp!]é— ot [Z ]{eé[zpl] +op ;

p=0
d Z il
b) Quelle est |a limite, quand n tend vers + oo, de = 4
l ?_Z- ] i calcul, du
i ncadrement, permis par ce :
¢) En calculant E]- donner le meulle:-.:r e |
o = Série C, Dijon, juin 1972 |
nombre eé.
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5 A) Soit la fonction numérique f suivante, définie sur IR :
X

x-——+f(x}=x+1 —;f-_l:'—.l"

dont la courbe représantative dans un repére ©
10 g) Etudier les variations de 1.
b) Montrer que fest bijective.

20 a) Montrer queé (C) admet lec
) dans le repére orthonorm
est le centimetre. [On ne cher
(C) avec l'axe x'0x.]
dmet pour primitive, F, d

ot In X désigne le logarithme népérien de X,

rthonormeé est appelée (C).

entre de symétrie 1(0, 1) et une asymptote,

e i ,
b) Représenter (C ¢ (0, 7 [) daxes x'Ox et y'Oy ol
Iunité de longueur chera pas a calculer I'abscisse du
point d'intersection de

30 a) Montrer que fa

Fo) = 5 2+ 10 \/xT‘ﬁ

b) Caleuler, 3 10-2 prés par exces,

asymptote et les droites d'équations resp

0,693 < In 2 < 0,694

4° Soit le point M (t) dont les coordonnées x ety
x = tgf,

y=1+

&finie par :

’

portion de plan limitée par (C), son

'aire de Ia ©
x=0 et x= ‘\/3. sachant que

pectives:

dans le repére (O, 1;) sontdonnées
sin3t ol te]— g’ + g[
cost

en fonction du temps t par :

Montrer que (C) est le support de la trajectoire du point M. La courbe (C) est-elle

entidrement décrite par M ?

B) OnposeZ=2z+1— FET oil z est un nombre complexe de module 1.

Le nombre complexe conjugué de z sera noté z. Onpose x =2z + 2

1 ' !
1 Montrerque Z=2z+ 1 — 2 —. En déduire la partie réelle X de Z en fonction
z4+ 2
de x.
20 Représenter la fonction, ¢, de R dans IR, définie par :

1
X — ¢{x}=%+1-—}»

par une courbe (I') dans un repére orthonormé (D. u. :) d'axes x’'Ox et X'OX.
Montrer que (I') admet un centre de symétrie, qui sera noté o,

30 Soit n le vecteur unitaire, d'abscisse positive, apparienant 3 la droite vectorielle
+ >
engendrée par 2u + v.

Ecrire I'équation de (T') dans le repére (m, n, E) Reconnaitre la nature de (I).
4o Montrer que la courbe représentant X, fonction de x obtenue au B, 1°, est uné
partie de ('), que l'on définira. Série E, Reims, juin 1972

3 1o i
On partage l'intervalle [— 1, -+ 1] au moyen des réels distincts ordonnés

do=—71, @y +os s +s Bp_qs 8=+ 1;
on définit [—1 B
.sur [— 1, + 1], lafonction fpar: f -
par: f(x)= = > | x = .
k=0

Sur [a,, a i i
le sei:dek:e:r]i;tfoiszl:nfe fn”E:!IOI'I affine, (x) = Agx + B,; calculer A;. EN daduke
sur [— 1, 4+ 1]; détermi i . =i
ﬁu '.ES valeurs, de x rendant f minimale. LR o
n'est demandé au 1° aucun autre calcul.
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2° A un entiar n fixé : .
ol . M > 2, on associe la partition P, de [— 1, 4 1] définie par

b -“1
’ ' b11' tow Bre v Baoy. by =+ 1 qui satisfont A :
btwl-bﬁ-i(bx"‘b._ﬂ,), .I.'-‘Ilz'_”' n-—1, '

g::u:’r”i: :, = by, puis calculer b,.

sl ntier 7, n » 2, on définit, alors sur [— 1. + 1], la fonction, f,. per
fa(x) = % : | X = byl

k=0
21;::::;!&;?:;::::::::% f5(x) et de f5(x), o0 figurent respectivementtrois et quatre

3° On se I:?urne ici aux partitions P,, ol n est pair : n = 2p. Démontrer que la valeur
¢, de x qui rend £, minimale et la valeur correspondante de f;, sont
2 — 1 1 2047 B
— e — e —————
27 +1 p 2 41
Démontrer I'égalité, vraie pour tout p, £, (c,) = g(e,), avec:
& b
g(x) = L_of_“.‘i.‘:.”. 1+x,
¥ 4 th') 1 — Jf'

le symbole Log désigne le logarithme népérien.

u(x) = 3x+ 1, v(x) = Log

4° Etudier sur l'intervalle 10. 1 seulement, la variation de g.

A cet effet, on constatera d'abord que, 4" et v' étant les dérivées de v et v,
w = vu' — uv' a une dérivée stnictement négative sur]0, 1[; onen déduira le sens de
variation et le signe constant de w suf 10,1[.

Construire avec soin la représentation araphique (I") de g dans un repére orthonormé, {

I'unité de longueur étant 5 cm; préeciser sur (I') plusieurs points de coordonnées ,

rationnelles.
gix

Pour étudier | au voisinage de X = 1, on pourra poser X = 1—X
X = |

N. B. — Le candidat utilisera 5ans démonstration :
. [?—ﬂ'}(1+¢+-u+ﬁf“'1)=1-¢"- |

a) au 2°etau 32, 'égalité
(x), telle qu'elle est donnée au 3°.

b) au 4°, I'expression de g \

(Série E. centres du Bassin méditerranéen et de |'Afrique Noire, juin 1972.) {L

i

|

i

4 Soit la fonction f, de IR dans IR, définie par : 1

f,(x) =ax + 1 + Log (ax). . . + :

(a est un paramétre réel et Log désigne la fonction logarithme népérien.) 1|
A) 1° 'f‘ existe-t-elle quel que soit a? (Dans toute la suite a est supposé tel que ’

de définition de f, ? a

!

existe.) Quel est le domaine
e f, en repére orthonormé. Montrer que (C.)

20 Soit (C,) la courbe représentative d )
admet-elle une asymptote oblique ? l

admet une direction asymptotique; (Cs)

30 Montrer que, pour tout @ # 0 et pour tout x tel que f,(x) soit défini, on a : |
1

f,{x} ==f_~,(-— -x)- ) . i |
Par quelle transformation géométrique simple (C_,) se déduit-elle de (C,) 7 ;

4o Etudier la fonction f, et tracer (C,) et (C_2). ' :
Montrer & cette occasion que |'équation : f2(x) =0 admet une racine comprise

1
— et =
entre de e 78
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B) Soit E 'ensemble des courbes (C,) quand a parcourt R — 0} = R,
On définit dans E une loi de composition (notée ) par (C,) % (C,) = (C.n).
1° Montrer que (E, %) possdde une structure de groupe abélien.

2° Montrer que (E, ) estisomorphe a (R*, x).

3° Peut-on définir, dans E, une loi de composition (notée L) par :
(Ca) L(Cs) = (Cay) ?

4° Déterminer tous les couples (a, b), d'entiers relatifs, tels que

(C.) % (Cy) = (Cuyn)-

C) Soit Ty la transformation du plan dans lui-méme, qui, 3 tout point M de Coordop-
nées (x, y) associe le point M’ de coordonnées (x', y') dans un repére orthonormg
(D. ?;) défini par: x' = %x et yy=y, AeR"

1° Reconnaitre la transformation Ty,

Montrer que I'ensemble, T, des transformations Ty(: € R*), muni de |a loi de
composition des applications, posséde une structure de groupe abélien isomorphe
a (R, x).

2° Quelle est la transformée par Ty d’'une courbe (C,)?

32 Monter que T; est une bijection de E dans E.
E estI'ensemble des courbes (C,).

4o A-t-on I'égalité : Ty(C, + C,) = T5(C,) Ty (C,)?
Si a4+ b0 a-t-onlégalité: T,(C, L Cp) = T(C,).L T5(C;)?
5% Montrer que (T, o) et (E, +) sont isomorphes

N.-B. — On donne pour valeurs décimales approchées des nombres e et Log 2 les
nombres 2,7 et 0,7.

(sérias C et E, Togo, juin 1972)

® L'entier naturel n étant au moins égal 2 1, on natz g, la fonction qui,  tout réel x

strictement supérieur 3 n, associe Ga(X) = (x—n) Logx — x Log (x — n), ol
Log désigne le logarithme népérien.

1° Résoudre, dans IR, 'inéquation (x + 1)? < 2 x2. En déduire & I'aide d'un raison-
nement par récurrence que l'inégalité p2 < 2# est vérifide pour toute valeur de I'entier
naturel p supérieur ou égale a 5.

Déterminer les signes de g,(n + 1) etde g.(n + 2) selon les valeurs de n.

2° Calculer les dérivées premiére et seconde, g} (x) et gl(x), de g,(x) par rappo’t
a la variable x. .
En déduire le sens de variation de g/, et le signe de g} (x), puis le sens de varie-
tion de g,,.

32 Trouver les limites de g, (x) lorsque x tend vers n et lorsque x tend vers + %%

Il pourra étre commode d'écrire : 9,(x) = — n Log x — x Log (1 —

n .
)
Tracer la courbe représentative de la fonction g, dans un repére orthonormé.
4° Démontrer que I'équation g,(x) = 0 a une racine, et une seule, notée Xx &t qiuz
X, — n tend vers 1, lorsque I'entier n tend vers + oo. Quelle est la limite dans :
mémes conditions de Xpgq — Xp?

52 Calculer l'intégrale : F(a) = jx

2 ; limité
g2(x)dx, pour a e 12, x,], et trouver la
a8
de F(a), lorsque a tend vers 2,

. I irﬂa
(Série C, centre du bassin méditerrannéen et de I'Afriaue Mo,

session de remplacement



6 tl‘Jn rapp}alla que I'ensemble des applications de IR vers IR, noté F, muni
e d'une loi de composition interne (addition des fonctions numériques)
WfeF) (JgeF) (xeR) [(F+ ) (0 =F(x) + g()];

e d'une loi de composition externe (multiplication par un réel'} £

(§feF) (YreR) (fxeR) [(M)(x) = AF(x)], '
est un espace vectoriel sur [R. e
On désigne par E I'ensemble des applications ¢ de IR vers [R définies par : |
e(x) = (ax 4 b)e~*, a et b décrivant IR,

Un élément de E est donc déterminé par la donnée d'un couple (a, &) de réels, On
note g, |'application correspondant au couple (1, 0) et g, celle correspondant au
couple (0, 1).

:Ijﬂ g] Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F et que (g4, 92) est une base
e C.
by Démontrer que la partie A de E formée des fonctions ¢ monotones (au sens
large) sur [R est un sous-espace vectoriel de E dont on indiquera une base. { :
Montrer que toute application ¢, non nulle, de A posséde une application réciproque, .
o 1. Expliciter =1 et préciser son ensemble de définition.
2o A toute fonction o de E, on fait correspondre /(¢) = ¢ + ¢’ (' étant la fonction
dérivée de g).
. a) Démontrer que / est une application linéaire de E vers E. Quel est I'espace vecto-
riel /(E), image de E, par cette application ? Donner la matrice L de / dans la base
(P4, P2).
b) Déterminer le noyau de /et 'ensemble des éléments de E invariants par /.
3° a) Onsuppose a et brationnels.
Calculer une primitive de la fonction g définie par: p(x) = (ax + b)e™*

PROBLEMES DE REVISION

A

0 |
et déterminer =3 rationnels a et b tels que : J (ax + ble*dx = — 1. !
=) i
b) Etudisr la fonslion o, dafinie sur IR par @4 (x) = xe—* Tracer la courbe représen- {
tative (C) de o, cansun systeme d'axes orthonormé (x'Ox, y'Oy)- Calculer la moyenne -
de oy sur Fintervaile fermé [— 1, 0]. .
Détermingr |zire comprise entre la courbe (C), la droite (x'x), la droite (y'y) et la

droite d'équation : X = f, h &tant une constante positive. Quelle est la limite de

cette aire quand A tend vers + ©0 7 .
(Série C, Orléans-Tours, juin 1972)

i
T o - L x—1 L ..
7 Soient 7 la fonction de IR vers R définie par : 7(x) = Log — (Log : loga-
rithme népérien), et (C) sa courbe représentative dans le plan affine euclidien
rapporté au repére orthonormé (o, i)
A. 1° Etudier cette fonction. _ |
20 Montrer que (C) admet un centre de symétrie w. , .
3¢ Tracer (C). {On construira, en particulier, les points d'abscisses-iet 3, ainsi
ue les tangentes en ces points). _ uh .
g 1= A 1'a?da d‘une intégration par parties, déterminer les primitives de la fonction u !
u: x — Log (x +2) (a: réel donné)
(On remarquera que u(x) = 1.Log (x + a)). .
20 Utiliser le résultat précédent pour calculer: S(X) = L fidx (1 <i<2) l
30 Calculer lim S(»). Interprétation graphique. l
A1t .
i
423 :
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C. Soit g la restriction de la fonction £ 3 l'intervalle ]1, + oo,

1¢ Montrer que g admet une fonction réciproque g~ et tracer, sur le graphique
précédent, la courbe (I') représentative de la fonction: x —— g=1(x).

2° Soit (C,) I'ensemble des points de (C) d'abscisses négatives. Montrer que (1)
st la transformée de (C,) par un antidéplacement ¢t composé d’'une symétrie ortho.
gonale par rapport & une droite et d'une translation.

(Série E, Antilles-Martinique juin 1973)

8 |. On considére la fonction ¢ de R, dans IR, déterminée par:

p(t) = %t — Log (1 + 1) (Log : logarithme népérien).

10 Etudier cette fonction : sens de variation, limites, tangentes aux points remar-
quables, branche infinie et tracer sa courbe représentative, dans un repére orthonormé
(0. E ;) d’axes t'0t, 2’0z (unité choisie 2 cm).

2° L'étude précédente montre qu'il existe un réel a supérieur a 1 et un seul, tel que
@(a) = 0. A l'aide d’'une table numérique, placer les points d'abscisses 2, 3, 4 et
déterminer les valeurs approchées par défaut et par excés de a, @ un dixiéme prés.

3o Ecrire la fraction rationnelle

: sous la forme b 4 ‘IL-!-E b et ¢ étant deux

constantes réelles. Au moyen d'une intégration par parties, ramener le calcul de I'inté-

]
grale: j Log (1 + t) dtau calcul de l'intégrale d'une fraction rationnelle. En déduire
o
x
la valeur de J‘ o(t) dt.
Q

4o Montrer que I'aire S de la partie du plan, ensemble dz< puints dont les coordon-

é s g X 0t a
nées (f,z) vérifientles inégalités :

(t.2) g 0<2< ()
afa—3)

td é . = —,——.
estdonnée par: S =
Donner un encadrement de S a partir des valeurs approchézs abtenues pour a.
Il. On considére la fonction f définie sur IR par: #(x) = e=* Log (1 + &2%).
1= Montrer que f'(x) a le méme signe que 5 ({e2*).
En déduire le sens de variation de |a fonction £,

2° Exprimer f(x) en fonction de & = e2* seul. En déduire la limite de la fonction f
lorsque x tend vers — oo,

32 En utilisant I'égalité : 1 4 e2x = g2x (1 + —;—I], trouver la limite de la fonctionf
e
larsque x tend vers + co,

4° Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé
oy . ’ s
(0, i f ) d’axes x'Ox, y'Oy (unité : 2 em).

Déterminer la valeur de x pour laquelle 7 présente un maximum, ainsi que la valeur d8
ce maximum; en donner un encadrement en utilisant les valeurs approchées de &-

(Série E, Bordeaux, juin 1973)

9 Soit E un plan affine rapporté & un repére cartésien (0, })f)
A) A tout réel non nul A, on associe la courbe (C;) qui représente dans le reperé

> > .
(0, i ;} les variations de la fonction gy, déterminée par : g3 (x) = x Log ;
(Le symbole Log désigne le logarithme népérien),




PROBLEMES DE REVISION

a) Etudier, i - -

}Im s ; gi?:; A str:i:tema:; pgsmf, les variations de la fonction h; déterminée par:

A3 (0) = 0.

On montrera que f; est continue sur [0, + ool.
Est-elle dérivable au pointx = 07
b) Démontrer que toute courbe (C;) est transformée de (C,) par une homothétie
de centre O dont on précisera le rapport.
¢) Construire sur une méme figure les courbes (C,). (C_s) et (C.). (on désigne
par e la base des logarithmes népériens).
d) Soit M le point de (C;) ol la tangente est parallgle 3 I'axe des abscisses. Quel est
I'ensemble des points M; lorsque » décrit 'ensemble des réels non nuls ?
B) Soit 2 un nombre réel strictement positif donné. A tout nombre réel [. on associe
I'application de E dans E notée /, qui, a tout point M de coordonnées (x, y) associe
le point M’ de coordonnées (x’, y') définies par : -
( x'=a'x |
| y' = ta'x + a'y.
a) Montrer que, pour [ donné, f, est une application affine bijective.
b) On munit I'ensemble F, des applications £, lorsque tdécrit R, de la lo) de composi-

-

tion des applications, notée .

Montrer que (F,, o) est un groupe isomorphe au groupe (R. +)

¢) Soit A la relation binaire définie dans E par: MR M si et ssulemaent si il existe
une application /, appartenant 3 7, telleque: £4(M)= M
Démontrer gua I sst une relation déquivalence La classe d'équivalence d'un point
donné M sera appuiée arbite de M. On remarguera que 'orbite de M est | snsemble
éléments du groupe F,

des transformés de M par 1ous les
d) Dans le cas partl ylier ou @ = 1, quelle est lorbite du point My de coordonndes ‘
(x0: Yo)! Discuter suivant s position de Mg
C) Dans touli la suite du preblome on se restrgintaucas . 4 = &
dos (0. u). Quelle ast I'orbite de A 7

a) SoitA le point de coardon
b) Soit B le point de < pordonndes (A
de B et la courbe (L

c) Démontrer que ToUL courbe () et globalement invarianta par tout gldment du
groupe Y i

d) Démontrer que

ule. Comment est rdalisée la p
inttoduite & la question B. ¢!

0) oo ) est un réel non nul. Camparer I'arbite

passé une courbe (C;) et ‘

int d’abscisseé non nulle
lence, relative-

par tout po
artition de E &n classas o dquivia

uni s¢

4 la relation R
mefit v {Série C. Dyon, juin 1973)

10 Log x désigne le logarithme népérien du nombre réel strictement positil X, log x
son logarithme décimal. 1
i | ) L] L] a f . —

On considére la fonction /, de R — |— 1) dans R, définie par | f(x) = 37—
= 1] dans R.

que entier naturel non nul o, la fonction f, de R —

A

et, pour cha

définie par: f.(x) = TR |

1= a) Prouver que, pour tout réel x distinct de — 1.

— f(x).
fo(x) =1 —1(x) ot f(x)=x—=1+
r:;{ Erudier les variations de la fonction /3 et construire sa courbe représgniative (Cz)

|l 4
H
ki
dans un repére orthonormé d'axes x'Ox et y Oy Préciser les nsvrpptotal oe::n;on- I j
trer que le point £2 de coordonnées (— 1, — 2) est centre de symétrie pour (Cz2)- H
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¢) Calculer I'aire du domaine plan intérieu

I'axe dos abscisses et la droite d'iqunlionr: ll; T';’";:r:rnr;mi{ Gsarciind pw. (p

rhuéut démontréen a). on pourra utilige, Ur:

20 Etant donné un réel x, on considére la som

suite géométrique de raison (— x) et de pramizza?;'f:!l .d“ 7 remiers tormes o la

#) Montrer que, pour x ¥ — 1,00 2 I'égalité : S, (x) = f(x)— (= 1)f

b) Montrer que, pour | x| < 1,8,(x) admet une limite lorsque n tend il

En est-il de méme pour x =17 vers Vinfin

90 Soit x un réel positif ou nul. On pose :

ﬂﬂ(x}px_x_?.*.f._x_‘..*. +{_”n-|x_ﬂ.
2 3 4 n

a) Montrer, sans calculer I'intégrale, que :

a,(x)+ (= 1) I { (1) dt — Log (1 + x) estune constante.
0
En déduire que, pour tout x réel positif ou nul,
Log (1 + x) = aa(x) + (= 1" [ fatt) e
« 0

b) Montrer que:
si n esl paif, on a a.(x) € Log (1 + x),
et sinestimpair,ona o,(x) 2 Log (1 + x).
Donner, en fonction de n et de x, un majorant de |a valeur absolue de |'erreur commise

an remplacant Log (1 + x) par a,(x). On pourra remarquer que 11 <1
x r

si x» 0.
c) Application numérique : Calculer une valeur approchée & 1078 prés, par défaut,

1

de Log 0

- 11 ) ) . 1 _
Vérifier, en calculant Log 0 A partir du lngarithme décimal log ::_0. 3 |'aide d'une table

de logarithmes.
d) Etant donné un nombre réel x de lintervalle [0, 1], prouverque Log (1 + x) estla
limite de 5, (x) lorsque 1 tend vers linfint.

1 1 1 1
En déduire la limite de 5, = - 3 +g=3" 4 (= 1)1 < lorsque n tend

vers l'infini. N
(Séris E, Aix-en-Provence, Juin 1972)

g—nr
11 1° Soitf, la fonction numérique définie par : (0 = 7=
(n entier positif oU nul)
a) Etudierla variation de la fonction fo. R (unité: 4cm)

Tracer la courbe Co représentative de f, dans un repére orthonormé
Démontrar que G, admet un centre de symétrie.

b) Comparer f(x) et fo(— x).

. i “
Tracet la courbe Cy mprésentﬂtivu de la fonction fy dans lo repére R précéden

' .
uo = [

srme général ¢, gst donné par: P

2¢ On considére la guite dont le

7' (x)

a) Mettre f;(x) s0US la forme —y” avec 2’ (x) = &

Calculer up et uy. Vérifier que : o+ h =1



PROBLEMES DE REVISION

b) Démontrer que, pour n > 1, Uy + Up_q = Lﬁf-
_ n—1
En déduire successivement :

e le calcul de u; et I'inégalité v, < 1;
. :a 1l'im‘i:e :izle la somme v, + u,_; quand n tend vers l'infini;
+ lalimite de u, quand n tend vers I'infini i i i
e v s s i 5 st
par :

G(x) = « 4+ Be~* + ye~2x ol «, @, y sont desnombres réels.
a) Démontrer que E est un espace vectoriel sur IR, dont une base $ est formée des
trois fonctions A, k, [ définies respectivementpar: h(x) =1, k(x)=e~* I(x) = e~2,
b) Atoute fonction G de E, de coordonnées «, 3, i relativement a la base 3, on associe
1G(t 4+ x)
i dt
Démontrer que la fonction G, appartient & E et qu’elle est I'image de G par une appli-
cation linéaire ¢ de E dans E.
c) Onpose: ¢2=ogogp, @*=qog? ... @"=gog" .
Trouver en fonction de 5 et des coordonnées «, f, ¥ de G (dans la base 3) les coor-
données &, B, ¥n de 27 (G).
Ces coordonnées ,, ,, Y, tendent-elies vers une limite lorsque n tend vers l'infini ?

(Série E, Paris, juin 1973.)

la fonction numérique G, définie par : G, (x)= f

12 1. —1° Etudierles variations de la fonction numérique g définie par - g(x) = xe2*
Tracer la courbe I représentative de g dans un repére orthonormé R (unité 5 cm).
20 Soit p un paraméeire iéel Eiudier les variations de la fonction g, définie par:
gu(X) = (x + e
Montrer que, polir (£ # 1, 2 couibe I', représentative de g, dans le repére :ﬁ‘. se
déduit de Ja courhe I’ par une wransformation, composée de deux transformations
géamétriques simples. (On ne demande pas de tracer I'y). *

3¢ Sopient A et | deux paramétras réels. On considére 'ensemble E des fonctions

i . définies par @ HLu(x) = (X + w) g2,

'r::;,ﬁ:::us:@?}‘;|auuem.:nl aux npi’:ratiuns usuelles d'addition des loncti.c-ns et de
multiplication des fonctions par un nombre réel, E est un espace \-'Bctonellsm R,
qui contient les fonctions g, définies précédemment. L'ensemble des fonctions gy

t-il un sous-espace vectorigl de E? - _
:"Isonltrer que les fonctions f,o(A=1T 1= 0) et fo (A= O;E = ?1; constituent
une base B de E. Quelles sont les coc—rdonnée_s de f;,udansocettedéa?e i &

I| — On se propose de construire une suite de fonctions rwaf es L
Gr, Gy, Ga, vv s G,, ... appartenant toutes a Iesplace ve-:torluel E défini en 1-3. e
te?lles ::;ue 2: Go =g et G, = G,, _1 pour tout gntier n supérieur ou égala 1.

(G!, désigne la fonction dérivée de G,). I

A cet effet, on pose, pour n>0: G, (x_) = % }:nd :

1¢ Pourn 2 1, exprimer X, el o €0 foncuo'n df’ ho -1 et e‘;:’_il_‘es T
Déduire de ce résultat qu'il existe une application linéaire e I'esp

i T = d’{G _|J
dans lui-méme telle que : G, i , N -
Ecrire la matrice M de @ relativement a la base 4 de E définie en |-3.
i ica: P = | ! 0) ol a est un nombre réel donné.
20 On considére la matrice : 3l 1

n= -1
p3. Calculer ensuite pr (on rappelle que P” = Px P ).

matrice M”.
3. et de i1, al'aide des coordonnées %o et 1o de Gg.
n

donner enfin I'expression de G, (x).

421

Calculer P2 et
Ecrire alors I'expression de la

En déduire les expressions de :
Compte tenu des valeurs numériques de 2o el {o.

|
(
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30 Démontrer que : G,(x) = J-n G, 1 (2) dt.
: 2

X
Vérifier cette formule eh calculant l'intégrale : jﬂ G,_1(t) dt
2

L U 1 i tl|I S.
a T'aide d'une intégration par partie (Série C, Paris, juin 1973.)

13 Soit 7 l'ensemble des fonctions numériques f définies pour tout x réel par :
f(x) = a cos 2x + b sin 2x+coﬁa,betcdécriuentlﬁ. '

A. 1° a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des
fonctions numériques définies sur [R. |

b) Soient f,, f2, f5 les trois éléments de F définis par:

fi(x) =cos2x; fa(x) = sin 2x; fa(x) =1,

Montrer que {f,, f>, f1} constitue une base de F, notée B.

2° a) Montrer que tout élément f de F est intégrable sur [0, =]

Calculer [“ f;(x) f;(x) dx pour i € {1, 2; 3} et je{1:2 3}
« 0

b) Soientfetgdeux éléments de 7 de composantes respecti
dans la base B.

On considére I'application | de ¥ x & dans R définie par :

() =2 [T o900 ax.

ves (a, b, c) et (&, 0. ¢")

Exprimer | (£, g) puis 1(f, f) en fonction des composantes de f et de g dans la base B
¢) Déduire des résultats précédents que l'application | définit sur & un produit sca-
laire (c'est-a-dire une forme bilinéaire symétrique positive).

Montrer que B est une base orthogonale de F. Est-=ile orthonormée ?

B. 1° Montrer par récurrence que, quel que soif n éiément de [N, tout élément fde F
posséde une dérivée d'ordre n, notée 17, qui appartient aussi a 5; (par convention
o) = f),

Montrer que l'application qui a tout élément f de &
phisme de F.

Est-ce un automorphisme de 5 ?

associe 17 gst un endomor-

2° 5 muni du produit scalaire | est un espace vectoriel euclidien.

Soit 7 le plan vectoriel engendré par £, et f, qui en constituent une base orthonor-
mée B’.

On considére 'endomorphisme ¢ de 5 défini par :
?(f) = F2) =",

Montrer que ¢ est la composée d’une homothétie vectorielle et d’une projection vec-
torielle orthogonale sur F'.

C. Soit 9, 'endomorphisme de F' défini par galf) = %;f'").
On pose ® = {4, 91, @2, @3},
1° Montrer que g, est un automorphisme de F' pourn=0,1,2 ou 3.

20 Ecrire Ia?s matrices respectives de go, 91, @2, @3 dans la base B. Reconnaitre ces
automorphismes.

3= Montrer que ® muni de la composition des applications est un sous-groupe du
groupe des automorphismes de F, isomorphe 3 Z/4Z muni de I'addition.

(Série C, Orléans, Tours, juin 1973.)




PROBLEMES DE REVISION

14 On sait que I'ensemble F des applications de R dans R peut étre muni d'une

struc . i e st
tructure d'espace vectoriel sur IR. L'application constante d'image é: |'application
2

cosinus et I'applicati i :
et I'application sinus sont notées respectivement e,, e;, €,; le sous-espace

::ctoriel de F engendré pare;, e, etegestnoté E
insi, E g icati : i
i, E est 'ensemble des applications £ pour lesquelles il existe un triplet (@1, 82, 33)

de nombres réels tel que : f = a,eq + 8282 + 3383

|
1
|
l

ou encore, quel que soit ¢, f(t) = a; ,\r}; 4+ a;cost 4+ azsint.
2
1 Une application de E2 dans IR est notée et définie par :

g i—s FLg =11sz" £(1) g(0) dt.
tJo
a) Démontrer que, lorsque 7 et j prennent respectivement toutes les valeurs 1,2 et3
ona: e; Le;=0 pour i #]
2 Le =1
b) Si f=aey + aze, +aze3 et g= bieq
de E (ay, a2. @3, by, b2, by sont donc des nom

ment & l'aide des six nombres ay, a2, 3, b1, b2, bs.
¢) En déduire que I'application (f,g) —> fL g estun produit scalaire sur E

et que, pour ce produit scalaire, (e, 82, €3) est une base orthonormeée.

Désormais E est rapporté a cette base.
20 3) L'application dérivée de f est notée f'.
est de méme de £’ etexprimer les coordonnéesdef’

+ b,e, + baes sont deux éléments
bres réels), exprimer f L g unigue-

Démontrer que, si f appartient aE, ilen
3 I'aide des coordonnées (a1, 82, d3)

de .
b) x étant un élément de R et g un élément de F, un nouvel élément de F est noté gx
et défini par: {L g, (i) = glx — 1).

il en est de méme de g, et exprimer les coordon-

Démontrer gue, si g appartient a E,
nées de g, dans la base (e,,q, 85) A 'aide
30 f et g étant éléments de E, un nouvel élément

de celles de g, (b7, bz, b3). €t 4 l'aide de x.
de F est noté fx g et défini par:

gx (Frg)(x) =719~ |
a) Démontrer que f# g appartient 3 E et exprimer ses coordonnées a I'aide de celles
de fetde g.
b) L'application (f. g) — f+g est donc une loi de composition interne de E.
Démontrer que cetle loi est commutative.
¢) Démontrer que, pour cette loi, E possede un élément neutre noté 3 dont on cal- 1
culera les coordonnées. )
d) Trouver les éléments 7 de E qui ont un symétrique / pour la loi % et exprimer les
coordonnées de f a l'aide de celles de 1. .
| existe un élément d de E tel que, pour tout fde E, dxf=1f"et

e) Démontrer qu'i

calculer ses coordonnges.

40  étant un nombre réelnon nul, f étant un élément de E, on se propose de recher- .

cher les fonctions ¥ de E vérifiant y' — wy= fou y" désigne la dérivée seconde de y
démontrer que cette équation

En utilisant les résultats de la question précédente,
est équivalente 4 une équation du type AxY = f, expliciter les coordonnées de A.

Montrer, sans calculer les coordonnées de y, que I'équation proposée admet une

i t une seule.
solution & : (Série C, Toulouse, juin 1873.) L
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Table n° 1 : Nombres premiers de 2 a 10000.

241
251
257
263
269
271
277
281
283
293
307
311
313
317
331
337
347
349
353
359
367
373
379
383
389
397
401
409
419
421
431
433
439
443
449
457
461
463
467
479
487
491
499
503
509
521
523
541
547
557
563
569

Ty —
571 919 | 1289 | 1663 | 2081 | 2467 | 2879 | 3329 | 3733 | 4159
577 | 929 | 1291 | 1667 | 2083 | 2473 | 2887 | 3331 | 3739 | 4177
587 | 937 | 1297 | 1669 | 2087 | 2477 | 2897 | 3343 | 3761 | 4201
593 [ 941 | 1301 | 1693 | 2089 | 2503 | 2903 | 3347 | 3767 | 4211
599 | 947 | 1303 | 1697 | 2099 | 2521 | 2909 | 3359 | 3769 | 4217
601 953 | 1307 | 1699 | 2111 | 2631 | 2917 | 3361 | 3779 | 4219
607 | 967 | 1319 | 1709 | 2113 | 25639 | 2927 | 3371 | 3793 | 4229
613 | 971 | 1321 | 1721 | 2129 | 2543 | 2939 | 3373 | 3797 | 4231
617 | 977 | 1327 | 1723 | 2131 | 2549 | 2953 | 3389 | 3803 | 4241
619 | 983 | 1361 | 1733 | 2137 | 2551 | 2957 | 3391 | 3821 | 4243
631 991 | 1367 | 1741 | 2141 | 2557 | 2963 | 3407 | 3823 | 4253
641 997 | 1373 | 1747 | 2143 | 2579 | 2969 | 3413 | 3833 | 4259
643 | 1009 | 1381 | 17563 | 2153 | 2591 | 2971 | 3433 | 3847 | 4261
647 | 1013 | 1399 | 1759 | 2161 | 2593 | 2999 | 3449 | 3851 | 4271
653 | 1019 | 1409 | 1777 | 2179 | 2609 | 3001 | 3457 | 3853 | 4273
659 | 1021 | 1423 | 1783 | 2203 | 2617 | 3011 | 3461 | 3863 | 4283
661 | 1031 | 1427 | 1787 | 2207 | 2621 | 3019 | 3463 | 3877 | 4289
673 | 1033 | 1429 | 1789 | 2213 | 2633 | 3023 | 3467 | 3881 | 4297
677 | 1039 | 1433 | 1801 | 2221 | 2647 | 3037 | 3469 | 3889 | 4327
683 | 1049 | 1439 | 1811 | 2237 | 2657 | 3041 | 3491 | 3907 | 4337
691 | 1051 | 1447 | 1823 | 2239 | 2659 | 3049 | 3499 | 3911 | 4339
701 | 1061 | 1451 | 1831 | 2243 | 2663 | 3061 | 3511 | 3917 | 4349
709 | 1063 | 1453 | 1847 | 2251 | 2671 | 3067 | 3517 | 3919 | 4357
719 | 1069 | 1459 | 1861 | 2267 | 2677 | 3079 | 3527 | 3923 | 4363
727 | 1087 | 1471 | 1867 | 2269 | 2683 | 3083 | 3529 | 3929 | 4373
733 | 1091 | 1481 | 1871 | 2273 | 2687 | 3089 | 3533 | 3931 | 4391
739 | 1093 | 1483 | 1873 | 2281 | 2689 | 3109 | 3539 | 3943 | 4397
743 | 1097 | 1487 | 1877 | 2287 | 2693 | 3112 | 3541 | 3947 | 4409
7561 | 1103 | 1489 | 1879 | 2293 | 2699 | 3121 | 3547 | 3967 | 4421
757 | 1109 | 1493 | 1889 | 2297 | 2707 | 3137 | 35567 | 3989 | 4423
761 | 1117 | 1499 | 1901 | 2309 | 2711 | 3163 | 3559 | 4001 | 4441
769 | 1123 | 1511 | 1907 | 2311 | 2713 | 2167 | 3571 | 4003 | 4447
773 | 1129 | 1523 | 1913 | 2333 | 2719 | 3169 | 3581 | 4007 | 4451
787 | 1151 | 15631 | 1931 | 2339 | 2729 | 3181 | 3583 | 4013 | 4457
797 | 1163 | 1543 | 1933 | 2341 | 2731 | 3187 | 3593 | 4019 | 4463
809 | 1163 | 1549 | 1949 | 2347 | 2741 | 3191 | 3607 | 4021 | 4481
811 | 1171 | 1653 | 1951 | 2351 | 2749 | 3203 | 3613 | 4027 | 4483
821 | 1181 | 16569 | 1973 | 2357 | 2753 | 3209 | 3617 | 4049 | 4493
823 | 1187 | 1567 | 1979 | 2371 | 2767 | 3217 | 3623 | 4051 | 4507
827 | 1193 | 1671 | 1987 | 2377 | 2777 | 3221 | 3631 | 4057 | 4513
829 | 1201 | 1579 | 1993 | 2381 | 2789 | 3229 | 3637 | 4073 | 4517
839 | 1213 | 1683 | 1997 | 2383 | 2791 | 3251 | 3843 | 4079 | 4519
853 | 1217 | 1597 | 1999 | 2389 | 2797 | 3253 3659 | 4091 | 4523
857 | 1223 | 1601 | 2003 | 2393 | 2801 | 3257 | 3671 | 4093 | 4547
863 | 1229 | 1607 | 2011 | 2399 | 2803 | 3259 | 3673 | 4099 | 4549
863 | 1231 | 1609 | 2017 | 2411 | 2819 | 3271 | 3677 | 4111 | 4561
877 | 1237 | 1613 | 2027 | 2417 | 2833 | 3299 | 3691 | 4127 | 4567
881 | 1249 | 1619 | 2029 | 2423 | 2837 | 3301 | 3697 | 4129 | 4583
883 | 1258 | 1621 | 2039 | 2437 | 2843 | 3307 | 3701 | 4133 | 4591
887 | 1277 | 1627 | 2053 | 2441 | 2851 | 3313 | 3709 | 4139 | 4597
807 | 1279 | 1637 | 2063 | 2447 | 2857 | 3319 | 3719 4153 | 4603
911 | 1283 | 1657 | 2069 | 2459 | 2861 | 3323 | 3727 | 4157 | 4621
e




Table n° 1 (suite) : Nombres premiers de 2 a 10 000.

9697
9719
9721
9733
9739
9743
9749
9767
9769
9781

9787
9791

9803
9811

9817
9829
9833
9839
9851

9857
9859
9871

9883
9887
9901

9907
9923
9929
9931

9941

9949
9967
9973

ey
4637 gggg 5519 | 5953 | 6389 | 6871 | 7351 | 7823 | 8293 | 8761 | 9239
4639 5521 | 5981 | 6397 | 6883 | 7369 | 7829 | 8297 | 8779 | 9241
4643 | 5081 | 6527 | 5987 | 6421 | 6899 | 7393 | 7841 | 8311 | 8783 | 9257
4649 | 5087 | 5531 | 6007 | 6427 | 6907 | 7411 | 7853 | 8317 | BBO3 | 9277
4651 | 5099 | 5557 | 6011 | 6449 | 6911 | 7417 | 7867 | 8329 | 8807 | 9281
4657 | 5101 | 5563 | 6029 | 6451 | 6917 | 7433 | 7873 | 8353 | 8819 | 9283
1563 | 5107 | 5569 | 6037 | 6469 | 6947 | 7451 | 7877 | 8363 | 8821 | 9293
4573 | 5113 | 5573 | 6043 | 6473 | 6949 | 7457 | 7879 | 8369 | 8831 9311
4679 | 5119 | 5581 | 6047 | 6481 | 6959 | 7469 | 7883 | 8377 | 8837 9319
4691 | 5147 | 5591 | 6053 | 6491 | 6961 | 7477 | 7901 | 8387 | 8839 9323
4703 | 5153 | 5623 | 6067 | 6521 | 6967 | 7481 | 7907 | B389 | 8843 9337
4721 | 5167 | 5639 | 6073 | €529 | 6971 | 7487 | 7919 | 8419 | 8861 9341
4723 | 5171 | 5641 | 6079 | €547 | 6977 | 7489 | 7927 | 8423 8863 | 9343
4720 | 5179 | 5647 | 6089 | 6551 | 6983 | 7499 | 7933 | 8429 8867 | 9349
4733 | 5189 | 5651 | 6091 | 6553 | 6991 | 7507 | 7937 | 8431 8887 | 9371
4751 | 5197 | 5653 | 6101 | 6563 | 6997 [ 7517 | 7949 | B443 8893 | 9377
4759 | 5209 | 5657 | 6113 | 6569 | 7001 [ 7523 | 7951 8447 | 8923 | 9391
4783 | 5227 | 5659 | 6121 | 6571 | 7013 | 7529 | 7963 8461 | 8929 | 9397
4787 | 5231 | 5669 | 6131 | 6577 | 7019 | 7537 | 7993 8467 | 8933 | 9403
1789 | 5233 | 5683 | 6133 | 6581 | 7027 | 7541 | B0O3 8501 | 8941 | 9413
4793 | 6237 | 5689 | 6143 | 6599 | 7039 | 7547 8011 | 8513 | 8951 | 9419
4709 | 5261 | 5693 | 6151 | 6607 | 7043 | 7549 8017 | 8521 | 8963 | 9421
4801 | 5273 | 5701 | 6163 | €619 | 7057 | 7559 8039 | 8527 | 8969 | 9431
4813 | 5279 | 5711 | 6173 | 6637 | 7069 | 7561 8053 | 8537 | 8971 | 9433
4817 | 5281 | 5717 | 6197 | 6663 | 7079 | 7573 5059 | 8539 | 8999 | 9437
4831 | 5297 | 5737 | 6199 | 6659 | 7103 2577 | 8069 | 8543 | 9001 | 9439
4861 | 6303 | 5741 | 5203 | 6661 | 7103 7583 | 8081 | 8563 | 9007 | 9461
4871 | 5309 | 5743 |52:1' 6673 | 7121 | 7589 | BO8Y g573 | 9011 | 9463
4877 | 8323 | 5749 | 6217 | 6679 | 7127 o591 | gog9 | 8581 | 9013 | 9467
4889 | 5333 | 5779 | 5221 | 6689 | 7129 2603 | 8093 | 8597 | 9029 | 9473
4903 | 5347 | 5783 | 6229 | 6891 7151 | 7607 | 8101 | 8599 9041 | 9473
o7 | e701 | 7159 | 7621 | 8111 ( 8609 9043 | 9491
a919 | 53g1 | 5801 | 6257 | 6703 [ 7177 7639 | 8117 | 8623 | 9 949
4931 | 5387 | 5807 | 6263 | 6709 7187 | 7643 | 8123 | 8627 9059 | 9511
4933 | 5393 | 5813 | 6269 | 6719 | 7193 7649 | 8147 | 8629 | 9067 | 9521
4937 | 5399 | 5821 | 6271 | 6783 [ 7207 7669 | 8161 | 8641 | 9091 | 9533
6277 | 6737 | 7211 | 7673 8167 | 8647 | 9103 | 9539
4943 | 5407 | 5827 e63 | 9109 | 9547
287 | 6761 | 7213 | 7681 8171 | 8
4951 | 5413 | 5839 | 6 8669 | 9127 | 9551
g | 6763 | 7219 7687 | 8178
4957 | 5417 | 6843 | 629 8677 | 9133 | 9587
1 | 6779 | 7229 | 7681 8191
iﬁg; iﬁ;? 332? 23?1 6781 | 7237 | 7699 | 8209 g681 | 9137 | 9601
19 | 8689 | 9151 | 9613
4973 | 5437 | 5857 | 6317 | 870 ?243 ;;?3 :gzx 8693 | 9157 | 9619
4987 | 5441 | 5861 | 6323 | 6793 724 0999 | et | o2z
eg03 | 7253 | 7723 | 8231
4993 | 5443 | 5867 | 6329 3 | g707 | 9173 | 9629
eg23 | 7283 | 7727 | 823
4999 | 5449 | 5869 | 6337 7283 | T7a1 | 8237 | 8713 9181 | 9631
5003 | 5471 | 5879 | 6343 | 6827 43 | 8719 | 9187 | 9643
6829 | 7307 | 7753 8
eg33 | 7309 | 7757 | 8263
5011 | 5479 | 5897 6359 321 | 7759 8269 | 8737 9203 | 9661
5021 | 5483 | 5903 | 6361 | 6841 | 7 1| 175 | 5273 | 8741 | 9209 i
5023 | 5501 | 5923 | 6367 | 8857 | 7330 | 3795 | m287 | 8747 | 9221 | 9679
5039 | 5503 | 5927 | 6373 | 6863 | 7395 | Jo07 | o0t | 8753 | 9227 | 9689
5051 | 5507 | 5939 | 6379 | 6869 7343

433




434

N D N D N D N D N D N b
169 |13 | 1219 | 23| 1957 |19 | 26 69 | 17 | 33 41 | 13 | 40 31 | 29
221 (1311241 |17 | 1961 |37 | 2701 | 37 | 3349 | 17 | 4033 | 37
247 |13 11247 | 29 | 1963 | 13 | 27 43 | 13 | 3379 | 31 | 40 43 | 13
289 |17 | 1261 | 13| 2021 | 43| 2747 | 41 | 3383 | 17 | 40 61 | 31
299 |13 | 1271 | 31 | 2033 | 19| 2759 | 31| 3397 | 43| 4083 17
323|117 112731192041 [ 132771 |17 | 3401 | 19 | 40 69 | 13
361 |19 | 1313 |13 | 2047 | 23|27 73 | 47 ( 34 03 | 41 | 40 87 | @1
377|113 | 1333 |31 | 2059 | 29 | 2809 |53 | 3419 | 13| 4097 | 17
391 (171339 |13 | 2071 |19 | 2813 | 29| 3427 | 23| 4117 | 23
403|131 1343 |17 (2077 |31 |2831 19| 3431 | 47 | 41 21| 13
437 |19 | 1349 |19 | 2117 | 29 | 28 39 | 17 | 34 39 | 19 | 41 41 | 41
48 |13 |1357 | 23| 2119 |13 | 2867 | 47 | 34 73 | 23 | 41 63 | 23
493 |17 | 1363 | 29| 2147 |19 | 2869 | 19| 3481 | 89 | 41 71 | 43
527 |17 | 1369 | 37| 2159 | 17| 28 73 | 13| 34 97 | 13 [ 41 81 | 37
5290 |23 | 1387 |19 | 21 71 | 13| 28 81 | 43 | 3503 | 31 | 41 83 | 47
533 |13 | 1391 | 13| 2173 |41 | 2899 |13 (3523 | 13| 41 87 | 53
551 |19 | 1403 | 23| 2183 |37 | 2911 | 4 | 35561 | 53 | 41 83 | 59
559 |13 | 1411 |17 | 2197 [ 13| 2921 | 23 | 3569 | 43 | 41 99 | 13
589 (19| 1417 | 13| 2201 | 31 [ 2923 |37 | 3587 | 17 | 4223 | &1
611113 | 1457 |31 | 2200 | 47 | 2929 |29 | 3589 | 37| 4237 |19
629 | 17 | 1469 | 13 | 2227 | 17 | 29 41 | 17 | 35 99 | 59 | 42 47 | 31
667 | 2311501 | 19| 2231 | 23| 2951 |13 | 3601 | 13| 426717
689 |13 | 1513 |17 | 2249 | 13| 2977 | 13 [ 36 11 | 23 ) 43 03 | 13
697 | 17| 1517 | 37 | 2257 | 37 | 2983 | 19| 36 29 | 19 | 43 07 | &9
203 |19 | 1537 | 29 | 2263 | 31 | 29 87 | 29 | 36 49 | 41 [ 43 09 | 31
713 | 23| 1541 | 23| 2279 |43 | 2993 | 41| 3653 | 13| 4313 19
731171577 | 19| 2291 | 25 {3007 | 31 | 3667 | 19 (43 21 | 29
767 | 13| 1591 | 37|23 23|23 [ 3012 | 23| 3679|1343 31 Eg
779 | 19 | 1633 | 23 | 23 27 | 13 | 30 20 | 13 | 36 83 | 29 | 43 4? e
793 |13 | 1643 | 31 | 2329 |17 [ 3042 | 17|37 13|47 |43 gg :
799 |17 [ 1649 | 17 [ 23 53 | 13 | 3¢ 51, 43 ) 3 21 | 81 ig a1z
817 | 19 | 16 51 | 13 | 23 83 | 17 | 20 71 | 37 | 37 37 | 37 2|4
gal | 29 | 16 79 | 23 | 23 69 | 23 | 30 77 | i7 | 37 43 ;9 R G
851 | 23 | 16 81 | 41 [ 24 07 | 29 | 30 €7 | 19 | 37 49 3 oAl
g71 |13 | 1691 | 19 [ 2413 | 19 | 31 03 ;| 26 | 87 57 13 HeE
HEE AR A kA
17 11 | 29 | 24 7 | 53 _
g g? fg 1717 | 17 | 24 61 [ 23 | 31 31 | 31 | 37 91 | 17 ii gg ;g
923 |13 | 1739 | 37 | 2479 |37 |31 33|13 3799 29 g
943 |23 | 1751 |17 | 248 | 13|31 39|43 | 3809 13 43 | 2
I AR R AP E AR+ ar 1St
961 [31 | 1769 | 29| 2 e 1
1781 | 13 | 2501 | 41 | 3161 | 29 | 3841 | 23 | 4
13 gg ﬁ 1807 | 13| 2507 | 23 | 31 73 | 19 | 38 59 | 17 ig ;: ;3
1007 | 19| 1817 | 23 [ 25 09 | 13 | 31 83 | 31 | 38 69 ?g o p il
1027 | 13 [ 1819 [ 17 | 2533 | 17 | 31 97 | 23 | 38 &7 13 | 42 27 [ 48
AR B AR AR A SRR E SR I
10 73 | 29 | 18 43 | 1 LA A1
1079 | 13 | 1849 | 43 | 2667 | 17 [ 3239 | 41 | 3 s
1853 |17 | 2573 | 31 [ 3247 | 17| 39583 |5 o
1? g: ?g 18 91 | 31 | 25 81 | 29 | 32 63 | 13 | 39 33 ?; jg ;; it
AR R A F A A A E S AR R S 1
11 47 [ 31 | 19 19 T 2 G a
1157 | 13 | 19 21 [ 17 | 26 03 | 19 | 32 87 23 | 46 07 | 17
927 | 41| 2623 |43 | 3293 (373979 31
H gg ;:g 19 37 | 13 | 26 27 | 37 | 33 17 | 31 | 39 &1 ;193 ig ;g e
1207117 | 1943 | 29 | 26 41 | 19 [ 33 37 | 47 [ 40 03 1270




02:Enti s divi
Tablen tiers N dontle plus petit diviseur D est supérieur ou €gala1s.

D
3 N D N D N D N D N

46 61 B9 52 63 19 59 17
13 5 61 64 99
ig g:,l'!' 3 Sg g; 12% 53 21 N 65 09 gg ;10 ?? 13?3 ;7 15
8 L s 52 93 &7 29 33 17 65 11 17 | 71 23 | 17 7; %g 319
46 4 = e . 9 41 13 65 27 81 71 4 37 | 77 47 | 61
4 o = L 1% 29 47 19 65 33 47 | 71 53 | 23 | 77 51 23
2 o 23 21 e 53 gg 59 65 39 13 | 71 57 17 | 77 69 | 17
b ea 5% il 25 5:3 67 65 41 31 71 63 13 77 71 19
AR EARE a7 | Go o7 | 79| 71 68| 67 ) 7T 5 | &
4% | 47| 5353 |53 598331 65093 7 87
EACAE LIS 55 | o0 13 g | 7181 43| 7187 | 28
47 M 13 53 71 41 60 01 17 ﬁg 12; 13% ;% : - 3;
77 17 53 77 19 60 19 13 66 31 19 72 41

47
48 11 | 17 gigg 17 | 6023 | 19 | 66 41 | 29 | 72 61 | 53 78 31 | M
61 | 6031 | 37 | 66 47 | 17 | 72 67 | 13 78 37 | 17
49 | 47

48 41 | 47 54 47
48 43 | 29 54 59 | b3
48 47 | 37 54 61 | 43 | 60
48 49 | 13 54 73 | 13 | 60 77
53 | 23 | b4 91 17 | 61 03 | 17
59 | 43 | 54 97 | 23 | 61 07 | 3 67 31

31 | 55 13 | 37 g1 09 | 41 | 67 39 23 | 7319 | 13 | 72 21 | 89

48 83 | 19 55 39 | 29 | 61 19 | 209 | 67 49 | 17
55 43 | 23 | 61 37 | 17 | 67 51 43 | 73 39 | 41 79 43 | 13

48 97 | 59 | 65 43 | 3
49 01 | 13 | 95 &1 57 | 61 61 | 61 | 67 B7 67 | 73

49 13 | 17 | 55 67 19 67 | 53 [ 79 67 | 31
49 27 | 13 | 55 87 | 37 | 61

49 79 | 13 | 55 87 E- 51 87 | 23 | 68 17 17 | 73 79

49 81 | 17 | 56 03 | g3 | 79 81 | 23
49 97 | 19 | 56 O |
6047 |29 56 11 |
50 29 | 47 | 56 17
5041 | 71 | 56 27
50 53 | 31 | 96 29 !

R
Y
—t
~d
[{o]
@
0o

gac‘:mmmm & O
Y i

3
50 57 | 13 | 96 32 43 83 | %0 | 68 o
50 63 | 61 | 56 71 63
HEE R
9
a | ! 13| 747 |31

5143 | 37 | 5759 | 13| 6403 | 19
51 49 | 19 | 57 67

03| 4|87 | B

2o | 6407 | 83| 1009 | 43| 7897 | T

s 83| 71| 57 77 | 53
191 |29 | 58093
7o | 6439 [ 47| Jo 6 |23 [ 2830 )03




Table nv 3: Carrés, cubes, inverses et racines carrées (1 < n < 100)
B 1 ' I iy
1 3 i 2 3 I
n n n = vn n n n = e
e ———
1 1 1.1 1 1 51 | 2601 132 661 | 0,0196 | 7,14
2 4 8 | 05000 | 1,414 | 52 | 2704 [ 140608 | 0,0192 | 71y
3 9 27 | 0,3333 | 1,732 || 53| 2809 148 877 | 0,0189 | 7'2g9
q 186 64 | 0,2500 | 2,000 || 654 | 2916 157 464 | 0,0185 | 7344
5 25 125 | 0,2000 | 2,236 || 55 | 3026 166 375 | 0,0182 | 741
6 36 216 | 0,1667 | 2,449 | 56 | 3136 176616 | 0,0179 | 7.483
7 49 343 | 0,1429 | 2,646 || 57 | 3249 185193 [ 0,0175 | 7550
8 64 512 | 0,1250 | 2,828 || 58 | 3364 195112 | 0,0172 | 7515
9 81 729 | 0,111 | 3,000 || 59 | 3 481 205 379 | 0,0169 | 7681
10 100 1000 [ 0,000 | 3,162 || 60 [ 3600 216 000 | 0,0167 | 7.748
11 121 1331 | 00909 | 3317 || 61 | 3721 226 981 | 0,0164 | 7.810
12 144 1728 | 0,0833 | 3464 | 62 | 3844 238328 | 0,0161 | 7.874
13 169 2197 | 00769 | 3,606 | 63 | 3969 250 047 | 0,0159 | 7.937
14 196 2744 | 0,0714 | 3742 || 64 | 4096 262144 | 0,0156 | 8,000
15 225 3375 | 0,0667 | 3873 || 65| 4225 274 625 | 0,0154 | 8,062
16 256 4096 | 0,0625 | 4000 || 66 | 4356 287 496 | 0,0152 | 8124
17 289 4913 | 00588 | 4123 || 67 | 4489 300 763 | 0,0149 | 8,185
18 324 5832 | 0,0556 | 4243 | 68| 4624 314 432 | 0,0147 | 8,246
19 361 6859 | 00526 | 4359 || 69 | 4 761 328 509 | 0,0145 | 8,307
20 400 8000 | 0,0500 | 4472 || 70 | 4900 343 000 | 0,0143 | 8,367
21 441 9261 | 00476 | 4583 | 71 | 5041 357 911 | 0,0141 | 8,426
22 484 | 10648 | 00455 | 4690 || 72 | 5184 373248 | 0,0139 | 8,485
23 529 | 12167 | 0,0435 | 4,796 || 73 | 5329 389017 | 0,0137 | 8,544
24 576 | 13824 | 00417 | 4899 || 74 | 5476 405 224 | 0,0135 | 8,602
25 625 | 15625 | 0,0400 | 5000| 75! 5625 421 875 | 0,0133 | 8,660
26 676 | 17576 | 00385 | 5099 | 76 | 5776 | 438976 | 0,0132 | 8718
27 729 | 19683 | 0,0370 | 5,196 || 77 | 5929 456 533 | 0,0130 | 8,775
28 784 | 21952 | 0,0357 | 5292 | 78| 6084 474 552 | 0,0128 | 8,832
29 841 24389 | 0,0345 | 5385 || 79 | 6241 493 039 | 0,0127 | 8,888
30 900 | 27000 | 00333 | 5477 || 80| 6400 512 000 | 0,0125 | 8,944
31 961 29791 | 0,0323 | 5568 || 81 | 6561 531 441 | 0,0123 | 9,000
32 | 1024 32768 | 0,0313 | 5,657 B2 | 6724 551 368 | 0,0122 | 9,065
33 | 1089 35937 | 0,0303 | 5,745 83 6 889 571 787 | 0,0120 | 9,110
34 | 1156 | 39304 | 0,0294 | 5831 | 84| 7056 592 704 | 0,019 | 9,165
35 | 1225 | 42875 | 0,0286 | 5916 || 85 | 7225 614125 | 0,0118 | 9,220
36 | 1206 | 46656 | 0,0278 | 6,000 || 86 | 7396 636 056 | 0,0116 | 9,274
37 | 1369 | 50653 | 0,0270 | 6,083 || 87 | 7569 658 503 | 0,0115 | 9,327
38 | 1444 | 54872 | 00263 | 6,164 | 88 | 7744 681 472 | 0,0114 | 9,381
39 | 1521 59319 | 0,0256 | 6,245 || 89 | 7921 704 969 | 0,0112 | 9434
40 | 1600 | 64000 | 0,0250 | 6325 || 90 | 8100 729 000 | 0,0111 | 9,487
41 | 1681 | g8921 | 0,0244 | 6,403 || 91 | 8281 753571 | 0,0110 | 9,639
42 | 1764 | 74088 | 0,0238 | 6481 || 92| 8464 | 778688 | 00109 | 9,592
43 | 1849 | 79507 | 0,0233 | 6557 | 93 | 8649 804 357 | 0,0108 | 9,644
44 | 1936 | 85184 | 0,0227 | 6,633 || 94 | 8836 | 830584 | 0,0106 | 9,695
45 | 2025 | 91125 | 00222 | 6,708 || 95| 9025 | 857375 | 00105 | 9747
46 | 2116 | 97336 | 0,0217 | 6,782 || 96| 9216 | 884736 | 0,0104 | 9,798
47 | 2209 | 103823 | 00213 | 856 || 97 | 9409 912 673 | 0,0103 9.543
48 | 2304 | 110592 | 00208 | 6028 | 98 | 9604 | 941192 | 0,0102 [ 9899
49 | 2401 | 117649 | 0,0204 | 7000 || 99 | 9801 970 299 | 0,0101 9*950
50 | 2500 | 125000 | 0,0200 | 7,071 || 100 | 10 000 | 1 000 000 | 0,0100 | 10,00
| I——
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121

126
127
128
129
130

131

rable n° 3: Carrés, cubes, inverses et racines carrées (101 < 7 < 200)

"2

3|

Vn

"2

n3

i

v/n

10 201
10 404
10 608
10 816
11 025

11 236
11 449
11 664
11 881
12100

12 321
12 544
12 763
12 996
13 225

13 456
13 689
13 924
14 161
14 400

14 641
14 884
15129
16 376
15 625

15 876
16129
16 384
16 641
16 900

17 161
17 424
17 689
17 956
18 225

18 496
18 769
19 044
19 321
19 600

19 881
20 164
20 4439
20 736
21 025

21 316
21 609
21 804
22 201
22 500

1 030 301
1 061 208
1092 727
1124 864
1157 625

1191 016
1 225 043
1259712
1 295 029
1 331 000

1 367 631
1 404 928
1 442 897
1 481 544
1 520 875

1 560 896
1 601613
1 643 032
1 685 159
1 728 000

1 771 561
1 815 848
1 860 867
1 906 624
1853125

2 000 376
2 048 383
2 097 152
2 146 689
2 197 000

2 248 091
2 299 968
2 352 637
2 406 104
2 460 375

2 515 456
2 571 353
2 628 072
2 685 619
2 744 000

2 803 221
2 863 288
2 924 207
2 985 984
3 048 625

10,0499
10,0995
10,1489
10,1980
10,2470

10,2956
10,3441
10,3923
10,4403
10,4881

10,6357
10,5830
10,6301
10,6771
10,7238

10,7703
10,8167
10,8628
10,9087
10,9545

11,0000
11,0454
11,0905
11,1355
11,1803

11,2250
11,2694
11,3137
11,3578
11,4018

11,4455
11,4891
11,5326
11,6758
11,6190

11,6619
11,7047
11,7473
11,7898
11,8322

11,8743
11,9164
11,9583
12,0000
12,0416

12,0830
12.1 244
12,1655
12,2066
12,2474

151
152
163
154
155

156
157
158
159
160

161
162
163
164
165

166
167
168
169
170

171
172
173
174
175

176
177
178
179
180

181
182
183
184
185

186
187
188
189
190

191
192
193
194
195

196
197
198
199
200

22 801
23104
23 409
23 716
24 025

24 336
24 649
24 964
25 281
25 600

25 921
26 244
26 569
26 896
27 225

27 556
27 889
28 224
28 561
28 900

29 241
29 584
29 929
30 276
30 625

30976
31 329
31 684
32 041
32 400

32 761
33 124
33 489
33 856
34 225

34 596
34 969
35 344
35 721
36 100

36 481
36 864
37 249
37 636
38 025

ag 416
38 809
39 204
39 601
40 000

4 096 000

4173 281
4 251 528
4 330 747
4 410 944
4 492125

4 574 296
4 657 463
4 741 632
4 826 809
4 913 000

5 000 211
5 088 448
5177 717
5 268 024
5 359 375

5 451 776
5 545 233
5 539 752
5 735 339
5 832 000

5 929 741
6 028 568
6 128 487
6 229 504
6 331 625

6 434 856
6 539 203
6 644 672
6 751 269
6 859 000

6 967 871
7 077 888
7 189 057
7 301 384
7 414 875

7 529 636
7 645 373
7 762 392
7 880 599

0,0066
0,0066
0,0065
0,0065
0,0065

0,0064
0,0064
0,0063
0,0063
0,0063

0,0062
0,0062
0,0061
0,0061
0,0061

0,0060
0,0060
0,0060
0,0059
0,0059

0,0058
0.0058
0,0058
0,0057
0,0057

0,0057
0,0057
0,0056
0,0056
0,0056.

0,0055
0,0055
0,0055
0,0054
0,0054

0,0054
0,0053
0,0053
0,0053
0,0053

0,0052
0,0052
0,0052
0,0052
0,00561

0,0051
0,0051
0,0051
0,0050
0,0050

g 000 000

12,2882
12,3288
12,3693
12,4097
12,4499

12,4900
12,5300
12,5698
12,6095
12,6491

12,6886
12,7279
12,7671
12,8062
12,8452

12,8841
12,9228
12,9615
13,0000
13,0384

13,0767
13,1149
13,1529
13,1909
13,2288

13,2665
13,3041
13,3417
13,3791
13,4164

13,4536
13,4907
13,5277
13,5647
13,6015

13,6382
13,6748
13,7113
13,7477
13,7840

13,8203
13,8564
13,8924
13,9284
13,9642

14,0000
14,0357
14,0712
14,1067
14,1421
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51761
5,231 1

5,283 2

53327
53799
54250

5,468 1

5,509 4

55491

5,587 2
5.624 0
5,659 5
5,693 7

5726 8
5,758 8

5,790 0
5,820 1
5,849 3
5,877 7
5,905 4

§,932 2
5,958 4
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B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6,214 66,216 66,218 66,220 66,222 6|6,224 66,22
6234 4| 6,236 4|6,238 3|6,240 36,242 2| 6,244 2 6:34315 gigigg gﬁggg 2132123
6,253 8| 6,255 86,257 76,259 66,261 56,263 46,265 3 6267 26,269 1(6,271 0
6272 96,274 86,276 66,278 5|6,280 46,282 36,284 1 6.286 0 6,287 96,289 7 |
6291 66,293 4 (6,295 3| 6,297 16,298 96,300 86,302 6 6.304 4 | 6,306 3 | 6,308 1 T
6309 9(6,311 7(6,3135(6,315 46,317 2/6,319 016,320 8 6.322 6 | 6,324 4 (6,326 1 i
6327 (6,329 7(6,331 5/6,333 36,335 1(6,336 816,338 6 6.340 4 |6,342 16,343 9 i
6,345 66,347 4 |6,349 16,350 96,352 66,354 4 6.356 1 |6.357 86,359 66,361 3
6.363 0| 6,364 8|6,366 56,368 2|6,369 96,371 6 6.373 3|6,375 06,376 76,378 4
6.380 1|6.,381 8(6,383 5(6,385 2|6,386 9| 6,388 6 6390 2|6.391 9|6,393 66,3953
6,396 9| 6,398 6 | 6,400 3| 6,401 96,403 66,405 2 6,406 9|6,408 5|6,4102|6,411 8
6413 5|64151|6,416 7(6,418 46,420 016,421 6 6.423 26,424 96,426 56,428 1
6429 7| 6,431 3| 6,432 9|6,434 56,436 216437 8 65439 4 |6.440 9|6,442 56,444 1
6.445 76,447 36,448 96,450 56,452 016,453 & 6455 2 |6.456 8 | 6,458 36,459 9
6.461 5(6.463 06,464 66,466 16,467 7 6.469 3|6.470 8|6,472 36,473 9 6.475 4 |
6477 0|6,478 5|6,480 0| 6,481 6|6,483 116,484 6 6486 2| 6,487 76,489 26,490 7
6.492 26,493 8| 6,495 3| 6,496 86,498 3| 6,499 2|6501 3|6,502 8 | 6,504 36,5058 1
6507 36,508 8(6,510 3| 6,511 7|6,513 2 6,514 7|6,516 2{6,517 7(6,519 1 6,520 B |
6522 16,523 6|6,625 0(6,526 56,528 0 6529 46,530 96,532 36,533 8 6.535 2
6536 76,538 1 (6,539 6(6,541 0/6,5425 6543 9| 6,545 3| 6,546 8 | 6,548 2| 6.549 7
6,561 16,552 56,553 96,555 4(6,556 8 6.558 26,559 66,561 0| 6,562 4 6,563 9
6,565 3 |6.566 76,568 16,569 56,570 9 6572 3|6,573 7(6.5751/6.576 5 6577 9
6579 3| 6,580 66,582 06,583 46,584 8 6,686 2|6.587 66,588 9 /6,590 3| 6.591 7 |
6.593 0|6,594 46,695 8| 6,697 16,698 5 6599 36,601 26,602 6 (6,603 9 6,605 3 g
6,606 716,608 0 6,609 2 6,610 7 66120 66134 66147 65,6161 6617 4 6618 7 q
6620 16,621 4|6,622 76,624 16,6254 6626 76,628 0(6,629 4 6,630 76,6320
6633 3| 6,634 66,625 3|6,637 3|6,6385 6639 96,641 2|6.6425(6.643 8 6.645 1
6.646 4 |6.647 7|6.649 06,850 316,651 O 6.652 96,654 26,655 4 | 6.656 7 6.658 0
6,659 3 6,660 6 G661 9 66631 6,664 4 6,665 7 6,667 0 6,668 2 6,669 & 6,670 8
6.672 0|6.673 36,674 6|6,6758|6.677 1 6678 3|6.679 66,6809 6,682 16,683 4
6,684 66,685 96,687 1|6,688 4 6.689 66,690 8|6,6921(6,693 36694 6 6,695 B '
6,697 O 6,698 3|6,6995 68,7007 65,702 0 6,703 2|6,704 416705 5| B6.706 96,708 1
6709 3|6,710 5/6.711 7|6.7130 8774 2|67154(6.7166(6.717B|6.719 0 6,720 2
6721 4|6,722 66,723 86,725 06,720 5|6727 4|6.728 66,729 86,731 06,732 2
6733 46,734 66,735 86,737 06,738 516739 3|6.740 56,741 76,742 916,744 1
6745 2| 6,746 46,747 66,748 8 6749 9|6.751 16,752 36,753 46,754 6 6.755 8
6756 9| 6.758 16,759 3| 6,760 4| 6,761 c|6762 76,763 9|6.765 0 |6.766 2 | 6,767 3 {
6.768 56,769 66,770 8|6.771 3 67731 6,774 2|6.7754/6.776 5|6.777 6 6778 8
6779 9|6,781 1|6,782 2| 6,783 3 6784 56,785 6(6.786 7|6,787 86,783 0 6.790 1
6791 2|6,792 3| 6,793 5| 6,794 6 ¢ 795 7|6.796 8|6.797 96,799 1 | 6,800 2 6.801 3
6,802 4| 6,803 56,804 66,805 7| 6,606 8 6,807 96,809 0|6,8101(6,811 2168123
681346814 5(6.8156(681676817 86818 9|68200|6,821 16,822 26,8233
6,824 4|6.825 56,826 5| 6,827 616,828 7 5829 8| 6,830 9|6,832 0| 6,833 06,834 1
6,835 2 | 6,836 3| 6,837 3| 6,838 416.839 5|6 8405|6841 6(6,842 76843768448
6.845 9| 6.846 9| 6,848 06,849 116,850 1 6851 2|6.852 26,853 3|6,854 46,855 4
6.856 5| 6.857 5| 6,858 6 | 6,859 66.860 7 6861 7|6.862 8|6.863 8 6,864 8 | 6,865
6.866 9| 6.868 0| 6,869 0|6,870 1|6,871 1 6721|6873 2|6.874 26,8752 6,876 3
6.877 3|6.878 3| 6,879 46,880 46,881 4 6882 4 | 6,883 5|6.884 56,885 5 | 6,886 5
6887 6|6.888 6 | 6,889 6|6,890 66,891 6 6.892 66,893 76,894 76,895 7 | 6,896 7
6897 7 |6.808 76,899 76,900 7| 6.901 7 6902 7|6.903 7|6.904 8 | 6,905 8 | 6,906 8
439




T —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0 755
12 | 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1108
131139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732
15| 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2176 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2 765
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2 989
20| 3100 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201
21| 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3598
23| 3617 | 3636 | 3656 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 3862
25 | 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4 298
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4 609
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757
30| 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 56132 | 5145 | 5159 | 5172
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302
314 | 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428
35 | 5447 | 5453 | 5465 | 5478 | 5480 | 5502 | 5514 | 5527 | 5539 [ 5551
36 | 5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5511 | 5623 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5729 | 6740 | 5752 | 5763 | 5775 [ 5786
38 | 5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5643 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 [ 5898
39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5956 | 5965 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010
a0 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 65085 | 6096 | 6107 | 6117
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 61180 | 6181 | 6201 | 6212 6 222
42 | 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6254 | 6294 | 6304 | 6314 | 6 325
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6385 | G395 [ 6405 | 6415 | 6 425
43 | 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6 522
45 | 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 6 618
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 6712
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 6 803
28 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 6866 | 6875 | 6 884 | 6893
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 | 6946 | 6955 | 6964 | 6972 6 981




6 990
7 076
7 160
7 243
7 324
7 404
7 482
7 559
7 634
7 709

7 782
7 853
7 924
7 993
8 062
8129
8 195
8 261
8 325
8 388

8 451
8 513
8 573
8 633
8 692
8 751
8 808
8 865
8 921
8 976

9 031
9 085
9138
9191
9 243
9 294
9 345
9 395
9 445
g 494

9 542
9 590
9 638
9 685
9 731
9777
9823
9 868
9912
9 956

9917

9 974

6998 | 7007 | 7016
2084 | 7003 | 7101 S 03 7042 | 7050 | 7059 | 7 067
7O | 7377 | 7185 | 7193 | 7202 7126 | 7135 | 7143 | 71562
267 | 727
2332 | 7340 | 7348 | 7 352 ; §§4 7292 | 7300 | 7308 | 7316
7412 | 7419 | 7427 | 7436 | 7 443 ; 3;12 ; 323 ; igg ; 336
7490 | 7497 | 7505 | 7513 | 752 *
o| 7528 | 7536 | 7543 | 7
7566 | 7574 551
*ea2 | 7649 ; ggg ; ggi 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627
1642 | 7048 | 1931 | 7738 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701
38 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 [ 7774
7789 | 779 | 7803 | 7810 | 7 5e5 | 7800 1832 | 780 | 7917
3| 7910 | 7917
2931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7968 7973 | 7980 | 7987
g ggg g ogv go14 | 8021 | 8028 [ 8035 | 8041 | B 048 | 8 055
075 | 8082 | 8089 | 8096 | 8102 | 8109 g116 | 8122
8136 | 8142 | 8149 [ 8156 | 8162 8169 | 8176 | 8182 [ 8189
8202 | 8209 | 8215 | 8222 | 8228 g 235 | 8241 | 8248 | 8254
g 267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8 593 | 8299 | 8306 | 8312 | 8313
8331 | 8338 | 8344 | 8351 | 8357 8363 | 8370 | 8376 | B382
5395 | 8401 | 8407 | 8414 |8 250 | 8 a26 | 8432 | 8439 | B 445
8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8 482 | 84ase | 8494 | 8500 | 8 506
5519 | 5525 | 8531 | 8537 | B £43 | 8549 | 8555 | 8561 | 8 567
g579 | 8585 | 8591 | 8 297 | 8603 | 8609 | 8615 | 8 621 | 8627
8639 | 8645 | 8651 | 8657 8 663 | 8669 | 8675 | 868! 8 686
g6os | 8704 | 8710 | 8718 8722 | 8727 | 8733 | 8739 8 745
5766 | 8762 | 8768 | 8774 5770 | 8785 | 8791 | 879 8 802
3814 | 8820 | 8825 | 8831 5837 | 88se2 | 8848 | 8BS 8 859
gg71 | 8876 | 8882 5 a7 | 8893 | 8899 | 8908 8910 | 8915
927 | 8922 | 8938 | 8 543 | 8949 | 8954 | 8960 g 965 | 8 971
go82 | 80oa7 | 8993 |8 593 | 9004 | 9009 | 9015 9020 | 9025
oa2 | @047 | 9053 | 9 os8 | 9063 | 9069 | 9074 9 079
B0l o 101 | 9106 | 9112 9117 | 9122 | 9128 | 9133
5090 | 9096 | 9101
159 | 9165 | 9170 | 9175 9180 | 9186
9143 | 9149 | 9154 | 9
212 | 9217 | 9222 | 9 227 | 9232 | 9238
9196 | 9201 | 9206 | 3
9248 | 9253 | 9258 9263 | 9269 | 9274 | 3 570 | 9284 | 9289
3 299 | 9304 | 9309 9315 | 9320 | 9325 | 9 330 | 9335 | 9340
9350 | 9355 | 9360 9365 | 9370 | 9375 9380 | 9385 | 9390
9415 | 9420 | 9428 9430 | 9435 | 9440
9400 | 9405 | o i;g 9 465 | 9469 | 9474 o479 | 9484 | 9489
9
9450 | 9455 | 3450 | 513 | 9518 9523 | 9528 | 9533 | 9 538
g 499 | 9504
o571 | 9576 | 9581 | 9 586
oo |52 357|358 | 355 3 42 2
9671 | 967
27 | 9es2 | 9657 | 2 661 | 9666
3 ‘é‘ég 3 294 9699 | 9703 |9 208 | 9713 | 2717 9 723 g ;g‘;
750 | 9 754 | 9 769 | 9 763 | 976
g741 | 9745 | 9
9 736 5795 | 9800 | 9 a05 | 9809 | 9814 | 9 818
9782 | 9786 | 9730 | gga1 | 9845 | 3 o0 | agse | 9859 | 9863
9827 | 9 89}% agg | 9886 | 2 go0 | 9894 | 9899 9903 | 9908
gg72 | 98 ! | ge30 | 9934 |2 2% | 9943 | 9948 | 9952
9921 | 992 9932 | 93 | 9987 | 9991 | 9 996

9961 | 9965 9 969
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Table n° 6: Fonction exponentielle (| x | < 2)

A K x -x - )
x e e X e e b 4 e’ e X ex g1
0,00 1 1 0.50 | 1,649 | 0,607 |1,00| 2,718 | 0,368 | 1,60 | 4.4
001 | 1,010 | 0,890 | 051 | 1665 | 0,601 | 1.01 | 2,746 | 0,364 | 1,51 i85 | o288
0.02| 1,020 | 0980 |0,52| 1,682 | 0,595 [1.02| 2,773 | 0,361 | 1.52| 4,572 0219
003! 1031 | 0970 | 0,563 | 1,699 | 0,589 | 1,03 | 2,801 | 0.357 1,53 | 4,618 | 0217
0.04| 1,041 | 0,961 | 0,54 | 1,716 | 0,583 |1,04 | 2,829 | 0,354 | 1,54 | 4,665 0,214
0.05| 1,061 | 0,951 | 0,55 | 1,733 | 0,577 |1,05| 2,858 0,350 [ 1.55]| 4,712
006 | 1062 | 0942 | 0,56 | 1,751 | 0,571 | 1.06 [ 2,886 | 0,347 156 | 4,759 E’%}ﬁ
0.07| 1073 | 0932 |0.57| 1,768 | 0,566 |1,07 | 2,915 | 0.343 1,57 | 4,807 | 0,208
0.08| 1083 | 0,923 | 0,58 | 1,786 | 0,560 | 1,08 | 2,945 | 0,340 1,58 | 4,855 | 0.206
0.09| 1094 | 0914 | 0,59 1,804 | 0,554 |1,09| 2,974 0.336 1,69 | 4,904 | 0,204
0,10 | 1,105 | 0,905 | 0,60 | 1,822 | 0,549 (1,10 3,004 0,333 | 1,60 | 4,953
011 | 1116 | 0,896 | 0,61 | 1,840 | 0,543 [1.11 3,034 0,330 | 1,61 5,003 3’%85
012| 1128 | 0,887 |0.62| 1,859 | 0,538 | 1,12 3,065 0.326 |1.62| 3,053 | 0,198
013| 1139 | 0,878 |0,63| 1,878 | 0633 | 1,13 3,096 0,323 | 1,63 5104 | 0,196
014 | 1150 | 0,869 |0.64 | 1,897 | 0,527 | 1.14| 3,127 | 0320 1,64 | 5,155 | 0,194
015! 1162 | 0,861 0,65 1,916 | 0522 |1,15| 3,168 | 0317 1,65 | 5,207 | 0,192
016 | 1174 | 0,852 [ 0,66 | 1,935 | 0,516 (1,16 3,190 0.314 | 1.66 | 5,260 | 0,190
017 | 1185 | 0,844 | 0,67 | 1,954 | 0,512 | 117 | 3,222 0,310 | 1,67 | 5312 | 0,188
018 | 1197 | 0,835 | 0,68 | 1.974 | 0,507 | 1,18 3,254 0307 |1.68 | 5366 | 0,186
019 | 1,209 | 0,827 | 0,69 | 1,994 | 0,502 | 1,19 3,287 0.304 | 1,69 | 5420 | 0,185
0,20| 1,221 | 0,819 0,70 | 2,014 | 0,497 | 1,20 3,320 | 0,301 |1,70| 5474 | 0,183
021| 1234 | 0,811 | 0,71 | 2,034 | 0,492 | 1,21 ] 3,354 0,298 [1.71| 5529 | 0,181
0.22| 1246 | 0,803 | 0,72 | 2,054 | 0,487 |1,22| 3.387 0.285 1,72 | 5,585 | 0,179
0.23| 1259 | 0,795 | 0,73 | 2,075 | 0,482 | 1.23| 3,421 | 0292 |1,73| 5,640 | 0,177
0.2a| 1271 | 0,787 | 0,74 | 2,096 | 0,477 | 1.24 | 3.456 0.289 | 1,74 | 5,697 | 0,175
0.25| 1,284 | 0,779 | 0,75| 2,117 | 0,472 11,25 | 3.450 0287 |1,75| 5,755 | 0174
026| 1297 | 0,771 |0.76 | 2,138 | 0,468 | 1,26 | 3,525 0.284 | 1,76 | 5812 | 0,172
0.27| 1,310 | 0,763 | 0,77 | 2,160 | 0,463 | 1,27 | 3,551 o281 |1,77| 5871 | 0,170
028 | 1323 | 0,756 | 0,78 | 2,182 | 0,458 | 1,28 | 3,557 | 0,278 | 1,78 | 5930 | 0,168
0.29 | 1,336 | 0,748 0,79 | 2,203 | 0,454 | 1,23 3633 | 0.275 | 1,79 5990 | 0,167
0.30 | 1,350 | 0,741 | 0,80 | 2,226 | 0,449 | 1,30 3,609 0,273 | 1,80 | 6,050 | 0,165
0.31 | 1363 | 0,733 | 0,81 | 2,248 | 0,445 |1.31 3,706 0.270 | 1,81 | 6,110 | 0,164
0.32| 1.377 | 0,726 | 0.82 | 2,271 | 0,440 |1.32 3743 | 0,267 |1,82| 6,172 | 0,162
0.33| 1391 | 0,719 | 0,83 | 2,293 | 0,436 | 1,33 3,781 0265 |1.83| 6,234 | 0,160
0.34| 1406 | 0,712 | 0,84 | 2,316 | 0,432 |1.34 | 3819 0.262 |1.84 | 6,297 | 0,159
0.35| 1,419 | 0,705 | 0,85 | 2,340 | 0,427 | 1,35 3.857 | 0,259 |1.85| 6,360 | 0,157
0.36| 1433 | 0,698 |0,86 | 2,363 | 0,423 | 1,36 3,836 0257 | 1,86 | 6424 | 0,156
037| 1448 | 0,691 |0,87 | 2,387 | 0,419 1,37 3,936 0254 |1,87| 6,488 | 0,154
0.38| 1,462 | 0,684 (0,88 | 2,410 | 0415 | 1,38 3,975 | 0,252 | 1,88 6,554 0,153
039 | 1,477 | 0,677 (0,89 | 2,435 | 0411 1,39 4016 | 0,249 (1,89 6,619 | 0151
0,40 | 1,492 | 0,670 | 0,90 | 2,460 | 0,407 1,40 4,055 | 0,247 |1.90 6,686 0,150
0.41 | 1507 | 0,664 (0,91 | 2,484 | 0403 |1.41 4096 | 0,244 [ 1,91 6,763 0,148
0.42| 1,522 | 0,657 | 0,92 | 2,509 0399 |1.42| 4,137 | 0,242 (1,92 6821 0,147
0.43| 1537 | 0,651 | 0,93 | 2,635 0395 [1.43| 4,179 | 0,239 (1,93 | 6,890 0,145
0.44 | 1,553 | 0,644 | 0,94 | 2,560 0391 |1.44 | 4,220 | 0,237 | 1,94 | 6950 0,144
0.45 | 1,668 | 0,638 | 0,95 | 2,586 0,387 [1.45| 4,263 | 0,235 |1,95| 7,022 0,142
0.46 | 1584 | 0,631 |0,96| 2612 0383 |1.,46 | 4,306 | 0,232 1,96 | 7,093 0,141
0.47| 1,600 | 0,625 0,97 | 2,638 0.379 |1,47| 4,349 | 0,230 | 1,97 | 7.171 0,139
048| 1616 | 0619 |0,98 | 2,665 | 0,375 1.48| 4,393 | 0,228 [1,98 7,243 0,138
0.49| 1632 | 0,613 0,99 2,691 0372 | 1.49| 4,437 | 0,225 | 1,99 7316 | 0.137
_______..--J
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Table n° B (8uite) : Fonction exponentielle (2 < | x| < 4)

* -2
e a ar |- X a* P ~ o -

7,389 | 0,135 12k ;

7,463 | 0,134 1 2'3:)% g,ggﬁ 301 20,086 | 0,060 | 3,60 | 33,115 | 0,030
7638 | 0,133 A | My 01 | 20287 | 0,049 | 3,61 | 33,448 | 0,030

12,429 | 0,080 | 3,02 . 3.1 3

7,614 | 0131 12,654 | 0, ’ 20,491 | 0,049 | 3,62 | 33,784 | 0,030
7,691 | 0,130 10os | B0 | Ae | 2unel | O Red 3,63 | 34,124 | 0,029
7768 | 0. 680 | 0,079 | 3,04 | 20,905 | 0,048 | 3,64 | 34,467 | 0,029

# ,12 o - - . .

7,846 012? 1‘22'91% 3’”}'?" 3,06 | 21,115 | 0,047 | 3,55 | 34,813 | 0,029
7,925 | 0,126 " 077 | 3,06 | 21,328 | 0,047 | 386 | 35,163 | 0,028

; * 13,066 | 0,077 | 3,07 | 21,542 | 0,046 | 3,67 | 35,617 | 0,028
8,004 | 0,125 13,197 | 0,076 | 3,08 | 21,758 0/046 | 388 | 35.:674 | 0028
8.085:1Q 124 13,330 | 0,075 | 3,08 | 21977 | 0,045 | 3,69 | 36,234 | 0,028
a108| 0122 | 260 1200 | o0ne | 310 | 2105 | 00te | 280 | 20588 | 007

; : =D : 7 2421 | 0,045 | 3,61 | 36,966 | 0,027
8,331 | 0,120 13736 | 0072 | 312 | 22,646 | 0,044 | 3.62 | 37.338 | 0.027
8415 | 0119 | 263 | 13874 | 0,072 | 3,13 | 22,874 | 0,044 | 3,63 | 37,713 | 0.028
£,499 0118 | 2,64 14,013 | 0,01 314 | 23,104 | 0,043 3,64 | 38.092 0.026
g-g?? ?,-}”* 2,656: 14.154 | 0,070 | 3.15 | 23,336 | 0,043 | 3,65 | 38,475 | 0,026

671 | 0115 | 2,66 | 14,296 | 0,070 | 316 | 23,571 | 0,043 | 3,66 | 38,861 | 0.025
8758 | 0114 | 2,67 | 14.440 | 0,069 | 317 | 23,807 | 0,042 | 3,67 | 39,252 0.025
8,846 | 0,113 | 2,68 | 14,585 0,069 | 3,18 | 24,047 | 0,042 3,68 | 39,646 | 0,025
5935 | 0112 | 2,69 | 14,732 | 0,068 | 3.19 | 24,288 | 0,041 | 3,69 | 40,045 0,025
9.025 | 0110 | 2,70 | 14.880 | 0,067 | 3,20 | 24,533 | 0,041 } 3,70 40,447 | 0,025
59116 | 0410 | 271 | 15,029 | 0,067 | 3.21 | 24,779 | 0,040 | 3,13 40,854 | 0,024
2,20/ °~"'J'-"I‘?-»7?|1fi"’*50 0066 | 3.22 | 25,028 | 0,040 | 3,72 | 41,264 | 0,024
9'300 | 0,108 | 2,73 | 15,333 | 0,085 | 3.23 | 25.280 | 0,040 | 3,73 41,679 | 0,024
9393 | 0106 | 274 | 15,427 | 0.065 | 3,24 | 26,534 | 0,039 374 | 42,098 | 0,024
0,488 | 0,105 | 2.75 | 15643 | 0,064 | 3,25 26,790 | 0,029 | 3,75 | 42,521 | 0,023
o683 | 0104 | 2,76 | 15,800 | 0,063 | 3.26 | 26.050 0,048 | 3.76 | 42,948 | 0,023
9679 | 0103 | 2.77 | 15959 | 0,063 | 3,27 56311 | 0,038 | 3.77 | 43,380 | 0,023
9777 | 0102 | 2,78 | 16119 | 0,062 | 3.28 56576 | 0.038 | 3.78 | 43,816 | 0,023
9’875 | 0101 | 2,79 | 16,281 | 0,061 | 3.29 26,843 | 0,037 | 3,79 | 44,256 | 0.023

o | 2.80 | 16,445 | 0,061 | 3.30| 27,113 | 0037 3,80 | 44,701 | 0,022
13'3?.'1 3'}'135 281 16610 | 0,060 | 3,31 | 27.385 | 0.037 381 | 45150 | 0,022

j * 81 136777 | 0060 | 3:32 | 27,660 | 0,036 | 3.82 45,604 | 0,022

10176 | 0.098 | 2,82 | 16,
10278 | 0,097 | 2,83 | 16,945 | 0,059 3733 | 27,938 | 0,036 | 3,83 | 46,063 | 0,022
10381 | 0,096 | 2,84 | 17,116 | 0,058 3734 | 28,219 | 0,035 | 3,84 | 46,625 | 0,021
10.486 | 0,095 | 2,85 | 17,288 | 0.058 3,35 | 28,503 3,035 g,gg 33‘322 3'331
: ! ' 462 : 9| 0,035 j ,
0’054 | 2,86 | 17,462 | 0,057 | 3.38 28,789 | 0, :
toss | coos | 288 | 177 | S | 337 2072 G031 | e | G524 | B
5| 009228817 ; ;38 | 29,3 : , : ;
13'3?5 g'ggﬁ 2'89 | 17,993 | 0,056 | 3.39 50666 | 0,034 | 3.89 | 48,911 | 0,020
| 2 40| 29,964 | 0,033 | 3.00 | 49,402 | 0,020
11,023 | 0,091 | 250 18"1;!; 332:1 g'?n 20265 | 0,033 | 3.91 | 49,899 | 0,020
11,134 | 0,090 | 291 | 183051 (04 | 3,42 | 30569 | 0,035 3.92 | 50,400 | 0,020
11,246 | 0,089 | 2,92 | 18528 | (/o0s | 3143 | 30,877 | 0,032 393 | 50,907 | 0,020
11:359 | 0,088 | 293 | 18,700 ¢ : 167 | 0,032 | 3.94 | 51,419 | 0,019
11473 | 0,087 | 2,94 | 18.916 0,063 | 3.44 | 31,

: ‘ 0.052 | 3,45 | 31,500 | 0.031 3,95 | 61,935 | 0,019
11,588 | 0,086 | 2.95 | 191081 (/o5 | 3a6 | 31817 | 0,03 396 | 52,457 | 0,019
11705 | 0,085 | 2,96 | 19298 0 | 347 | 32137 | 0434 3'97 | 52,986 | 0,019
11822 | 0,085 | 2,97 | 19492 | 000, | 37ag | 32,460 | 0,093 398 | 53517 | 0,018
11,841 | 0008 5'33 :llg'ggg 0050 | 3,49 | 32,786 | 0,030 3,99 | 54,055 | 0,018
12,061 | 0,083 | 2, 9, ; B

: _.___-_-_._-____—-'-_-__-———_'

Bl liati® uges S
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Table n° 7: Puissances de 2, de 3 etde 5.

15,688 457 268 1

Exposants | Puissances de 2 Puissances de 3 Puissances de 5
1 2 3 5
2 4 9 25
3 8 27 125
<4 16 81 625
5 32 243 3125
6 64 729 16 625
7 128 2187 78126
8 256 6 H61 390 625
9 512 19 683 1853125
10 1024 59 049 9765625
1 2048 177147 48 B28 125
12 4 096 631 441 244 140 625
13 g192 1 594 323 1220703125
14 16 384 4 782 969 6103516 625
15 32 768 14 348 907 30517578125
16 65 536 43 046 721 152 587 B90 625
17 131072 129140 163 7629394531256
18 262 144 387 420 489 3 814 697 265 6256
19 524 288 1162 261 467 19073486 32B125
20 1 G458 578 3 486 784 401 95 367 43640 625
21 21087 152 10 460 353 203 | 476837158 203125
22 4184 304 31 381 069 609 | 2384185791 015625
23 8 388 608 94143178 B27 11 920928 9550781256
24 16 777 216 2B2 423 536 481 | 59604 644 775 390 625
25 33554 432 857 288 609 443 | 298 023 223876 953125
26 67 108 664 2 541 865 828 329 1490116119384 765 625
27 134 217 728 7 625 537 484 987 | 7 450 580 596 923 B25125
28 268 435 456 22 876 792 454 981 ; 37 252 902 984 619140 625
29 536 870312 686G30377364883 | 186264514923095703126
30 1073741824 205891 132 094 648 ‘ 931 322574615478 515625
Multiples de 1/2, de 4/3 et de 1/5.
n ny/2 n4/3 nA/5
1 1,414 213 562 4 1,732 050 807 6 2,236 067 977 6
Z 2,828 4271247 3.464 101 6151 4,4721359550
3 4,242 640 687 1 5196 152 4227 6,708 203 932 5
4 5,656 854 249 5 6,928 203 230 3 8,944 271 9100
5 7.071 067 811 9 8,660 254 037 8 11,180 339 887 5
6 8,485 281 374 2 10,392 304 845 4 13,416 407 865 0
7 9,899 494 936 6 12,124 355 653 0 15,652 476 842 6
8 11.313 708 499 0 13.856 406 460 6 17,888 543 820 0
2 12,727 922 061 4

20,124 611 797 5
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accélération (vecteur) -
accélération normale -
accélération tangentielle L
acceléré (mouvement) #

— e

264
277
277
265

accéléré (mouvement uniformément) - 270

addition (tables d’),
aire »

aire algébrigue

aire arithmétique

aire géométrique
anguleux (point)”
Archiméde (lemme d’)
archimédien
asymptote

hase d'une fonction exponentielle
base d’une fonction logarithmique
base d'un systéme de numeration

Bernouilli (épreuves de)
Bezout (identité de) -
Bienaymé-Tchebiche’
binaire (systéme)
binéme (formule du)
binémiale (loi)

borne d’un intervalle
borne inférieure ™
borne supérieure =
bornée (suite) ~
boule

branche infinie ~
branche parabolique

caractéristique
centre d’'un mouvement Vi

chiffre

circulaire (mouvement)
circulaire uniforme (mouve
cologarithme

compatible (relation d’ordre

composantes (fonctions... d'une

vectorielle)
congruence (relation de)
continue (fonction)
continue a droite {functiaﬂ)
continue 3 gauche (fon
convergente (suite)
croissante (suite)

#f (inégalité de )

d‘un logarithme
bratoire s

centrée (variable aléatoire réelle)

ment)

ction)

23
308
314
314
314
183

18

86

215, 217, 219

343
339
22
393
61
392
23
81
393
84
10
10
90
246
215

224,226

355

imple 273

389
19
262
278
356
11

fonction

a4
113
116
116
93
a0

décimal (systeme)

décomposition en facteurs premiers

décroissante (suite)
demi-tangente
dense (ensemble)
dérivable (fonction)

dérivable (fonction indéfini ment)

dérivable a droite (fonction)
dérivable 4 gauche (fonction)
dérivé (nombre...en un point)
dérivée (fonction)

développement d’un entier naturel

différentiable (fonction)
différentielle

direction asymptotique
discontinue (fonction)
distance

divergentie {suite)
diviseur d'un entier naturel
diviseur de zéro

divisibilité (relation de...)
division euclidienne

geart-type
entiers moludo 7 (ensemble

des...)
épointé (intervalle)
gquation différentielle
équiprobables (événements)
Eratosthéne (crible d°)
escalier (fonction en)
espérance mathématique
stagée (fonction)
Euclide (algorithme d’)
exponentielle (fonction)
exponentielle
extremum

famille d'arrivée
famille de départ
fréquence d‘apparition
Gauss (théoréme de)
hélice circulaire droite

hodographe .
horaire (éguation. loi)

ZinZ

(fonction... de base &)

23

90
183
88
178
191
179
179
178
184
20
177
177
224
115
86

93

41
40

41
18, 42

391

112
412
375

67
290
389
290

60
343
345
208

132
132
397

62
258

264
267

445

-

i - P

.!"'—n.- <



446

355 -

impaire (fonction) 204
indépendantes (variables aléatoires
réelles) 386
- indéterminée (forme) 143
indicatrice 255
indicielle (notation) 14
inflexion (pointd’) 212
intégrable (fonction.. au sens de
Riemann) 295
intégrale d'une fonction sur un segment 295
intégration par parties 306
intégre 40
intervalle B4
limite d'une fonction 124
limite d’une suite 91, 92
limite a droite d'une fonction 130
limite & gauche d'une fonction 130
limite suivant une famille 132
logarithme décimal 339
logarithme népérien 333
logarithmique (échelle) 367
logarithmigue (fonction) a3
loi conjointe d'un couple 384
loi faible des grands nombres 395
loi marginale 385
majorant d'un ensemble 9
majoré (ensemble) g
majorée (suite) a0
mantisse d'un logarithme
maximum absolu, relatif 209
minimum absolu, relatif 209
minorant d‘un ensemble g
minoré (ensemble) 9
minorée (suite) 90
monotone (suite) 90
mouvement d'un point matériel 261
mouvement projeté 266
moyenne (valeur... d'une fonction sur
un segment) 297
multiples d‘un entier rationnel 41
multiplication (tables de) 23
naturels (ensemble N des entiers) 13
numération (systéme de) 19

Hom Gne Tk K

PLEG - Mathémati
CN lere Dg:‘?'iqm

ordonné (anneau, groupe) 12
paire (fonction) 203
paramétre 255
paramétrique (représentation) 255
partie entiére 86
pas d'une fonction en escalier 290
pas d'une hélice 259
pas d’'une subdivision 290
période 201
périodique (fonction) 201
périodique (mouvement) 272,278
plus grand commun diviseur 55, 64
plus grand élément 10
plus petit commun multiple 55,64
plus petit £iément 10
point matériel 261
pulaire {angle) 257
uaole 257
position dun point matériel 261
position limite d'une droite 180
premiers (nombres) 65
premicrs enire eux (nombres) 61, 65
primiives 299
rrobabilisable (ensemble... fini) 3N
probabilisé (ensemble... fini) 373
probabilité 373
nrobabilité (loi de) 380
probabilité image 380
progression arithmétique 95
progression géométrique 98
prolongement par continuité 128
puissance niéme d’un réel 158
puissance rationnelle d'un réel stricte-
ment positif 168
pulsation d'un mouvement vibratoire
simple 2:'3_
308

quarrable (partie) .
quotient d'une division euclidienne 18, 42

racine carrée 13:
racine ni¢me et
radical - -
raison d'une progression 98

rationnels (ensemble Z des entiers)

k2

Kipn




récurrence (raisonnement par) 14
récurrente (suite) 17
rectiligne (mouvement) 262
rectiligne uniforme (mouvement) 269
réels (ensemble IR des nombres) 80
relatifs (ensemble Z des entiers) 32
répartition (fonction de) 381
reste d'une division euclidienne 18, 42
retardé (mouvement) 265
retardé (mouvement uniformément) 270
Riemann (fonction de) 294
Riemann (somme de) 294
segment 84
signes (régles des) 37
stationnaire 92
subdivision associée & une fonction en
escalier 280
subdivision d’'un segment 290
suite 16
suite arithmétique 85
suite constante BO
suite finie 18
suite gdométrigue 98
suite réelle 16, BO

symétrique (courbe... par rapport a un
point) 204,206
symétrique (courbe... par rapport a une

droite) 203, 205
symétrisation 30
symétrisé AN
tangente (fonction affine) 177
tangente (fonction linéaire) 177
tangente & une courbe 181
trajectoire 262
tribu 371
uniforme (mouvement) 265
valeur absolue 39,85
variable aléatoire réelle 377
variance 3N
varié (mouvement uniformément) 270
vectorielle (fonction) 244
vibiatoire simple (mouvement) 271
vitesse (vecteur) 262
vilesse angulaire 277
vitosse arithmétique 262
viteses moyenne 269
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