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Programme (B.O. du 24.6.1971 et du 19.7.1973).

Préambule.

a) Les paragraphes marqués d'un astérisque ne peuvent faire I'objet de ques:lions de Icaur:f., écr'itas
ou orales, ni &tre utilisés, en mathématiques, & I'occasion d'un probléme ou d'un exercice d applica-
tion a I'écrit ou 3 I'oral du baccalauréat.

b) Les rubriques du programme comportent un ordre d'lénumératipn_. Cel_ ordre l;-l-J(prlmE parfo:g Une
intention dont les professeurs pourront s'inspirer, mais il ne saurait et(e imposé ; par exemp!e il est
loisible de permuter les trois alinéas du 1.3 concernant les nombres entiers, les |11.1 et 2 (notions de
continuité et de limite), de donner, en 11.3, une autre introduction des nombres complexes, etc.

¢) Chaque fois que I'occasion s'en présentera, on mettra en évidence, sur les exemples étuci_iés dans
les différents chapitres. les structures de groupe, sous-groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ainsi
que les isomorphismes et homomorphismes (noyau), automorphismes rencontrés.

Il. Nombres réels; calcul numérique; nombres complexes.

3o

L'addition et la multiplication des matrices 2 X 2 munissent I'ensemble € des matrices 3 coef-

—b . o ; T .
ficients réels de la forme ('; a] d'une structure de corps commutatif. Identification de IR a un

y G a 0 3l . ! ;
sous-corps de € par |'application 7 1—» ({] a),' C est un espace vectoriel de dimension deux

sur IR. Notation a + bi:
complexe.

4° Homomorphisme 8 de IR sur le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 (rappel

de Premigre); forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul : r(cos x + /sin x) avec
r>0 et xeR;argument d'un tel ar abus de langage, 'un

nombre complexe ; nombres complexes conjugués : module d'un nombre

nombre (classe des nombres X ou, p
d'eux).

VI. Eléments de géométrie affine et euclidienne.

N. B. : Dans ce Paragraphe, le corps de base estRet|
" transformation d’un ensemble E " o

a dimension n esttoujours égale a 2 ou 3. Une
lui-méme est une involution sifo

st une bijection de E sur lui-méme ; une application #de E dans
festl'identité :c'estune transformation de E.
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1° Somme directe de deux sous-espaces vectoriels; sous-espaces vectoriels supplémentaires.
Application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F : image et noyau. Addition
et composition des applications lindaires.

Groupe linéaire. Homothéties vectorielles.

2° Barycentre dans un espace affine. Variété affine. Repére affine. Réduction, dans le cas euclidien,
de f(M)=aMA2 + BMB- + cMC=,

3o Application affine d'un espace affine E dans lui-méme, application linéaire associée.

Exemples : projection paralléle sur un sous-espace affine; involutions affines, leurs paints fixes;
translations et homothéties.

4° Applications linéaires d'un espace vectoriel euclidien dans lui-méme conservant la norme;
transformations orthogonales (isométries vectorielles), groupe orthogonal.

Dans le plan vectoriel et dans I'espace vectoriel de dimension trois, éléments fixes des transforma-
tions orthogonales involutives (symétries). Orientation du plan vectoriel euclidien (rappel de la
classe de Premiére).

Etude des rotations vectorielles de |'espace vectoriel euclidien de dimension trois (par définition,
une telle rotation est, soit l'identité. soit une transformation orthogonale qui a pour seuls éléments
fixes ceux d'une droite vectorielle) ; groupe des rotations vectorielles ; orientation de I'espace.

* Produit vectoriel, dans I'espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois.

5o Définition d'une isométrie de I'espace affine euclidien. Toute isométrie est une bijection affine.
Groupe des isométries ; sous-groupe des déplacements.

Dans le plan affine euclidien. symétries, translations, rotations, tout déplacement est de I'un de ces
deux derniers types.

Dans I'espace affine euclidien de dimension trois, symétries, translations, rotations, vissages; tout
déplacement est de I'un de ces trois derniers types.

Exemples simples de groupes d’isométries laissant invariant un ensemble donné.

Vii. Compléments de géométrie euclidienne plane.

1° Angle d’'un couple de demi-droites vectorielles (rappel de Premiére) ; groupe €L des angles de
demi-droites.

Angle d'un couple de droites vectarielles (ensemble des deux rotations vectoneiles transformant
la premiére en la seconde) ; groupe (L' des angles de droites. Homomorphisme canonique U — €L;

son noyau. Isomorphisme 1’ —— €L déduit de 'homomorphisme &« —— o + o de (U sur CL.

Condition, en termes d'angles de droites, pour que quatre points soient cocycliques.

2¢ Similitudes planes (c'est-a-dire applications du plan dans lui-méme conservant les rapports de

distances). Représentation par les formules z' = az + b ou 2’ = az 4 b lorsque I'on a identifié
le plan a € grace au choix d‘un repére orthonormé. Points fixes des similitudes. Groupe des simi-
litudes du plan et sous-groupes remarquables.

3¢ Etude des courbes regrésentées, dans un repére orthonormé, par des équations de la forme
axz+by2+2cx+2daﬂ =0 (la]|+|b]|#0).

Différentes formes de ces courbes; existence d'axes ou de centres de symétrie, d'asymptotes;
équations réduites ; existence de la tangente. Ellipse, hyperbole, parabole définies par les propriétés
de leurs points qui font intervenir les foyers et directrices (les propriétés des tangentes aux coniques
sont hors du programme).

Equation de I'hyperbole rapportée 3 ses asymptotes.
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Avertissement

Ce livre est le premier des deux tomes d'un cours de mathématiques
pour les classes de Terminales C et E. Dans ce tome, sont traités la
géomeétrie et les nombres complexes; dans le second tome, sont traités

I'arithmétique, I'analyse aprés un rappel des propriétés de R, et les
probabilités.

Ce découpage différe de ceux qui sont habituellement adoptés. Nous
pensons, pour en avoir fait 'expérience dans nos classes de Termi-
nales C au cours des années scolaires 1971-1972 et 1972-1973, qu'il
est trés profitable de traiter les nombres complexes en début d’année,
tout de suite apres un chapitre de révision sur les structures algébriques :
la définition de I'’Argument et de la forme trigonométrique d’'un nombre
complexe est, en effet, I'occasion d’une révision des angles de vecteurs
introduits en classe de Premiére, et d’'une utilisation de ces angles de
vecteurs, dans un contexte totalement nouveau pour les éléves. Cette
définition permet enfin de faire trés t6t un grand nombre de ces

« calculs de trigonométrie » dont le besoin se fait tant sentir en phy-
sique.

Bien entendu, chaque professeur reste seul juge de I'organisation de
son cours; les deux tomes permettent, soit de traiter de front un

chapitre du tome 1 et un chapitre du tome 2, soit de ne traiter qu’un
seul chapitre a la fois.

Les programmes des Terminales C et E sont identiques sauf en quatre
endroits repérés par le signe 4% Les éléves de Terminale E peuvent
admettre les résultats du paragraphe 4.3 du chapitre 7 (p. 190 a 193)
et ceux du paragraphe 4.1 du chapitre 9 (p. 266 et 267). D'autre part,
le paragraphe 2 du chapitre 11 (p. 323 a 334) n'est pas au pro-

gramme de Terminale E; enfin, le chapitre 12 (p. 348 a 364) n'est
pas au programme de Terminale C.

Nous traitons, dans le chapitre 8, le produit vectoriel, bien gu’il fasse

partie des allegements pour I'année 1973-1974. Les autres allégements
sont traités en appendice, a la fin du tome 2.

Nous avons voulu que ce cours soit aisément utilisable par un éléve
du niveau de nos classes. Nous avons choisi de demeurer dans les
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ier. nous n‘avons pas introduit les
slaves risquent d'dtiliser de facon
itable compréhension. Nous avons

essayé de leur faire « sentir » un peu l'esprit des‘lmatheme;'tl’ques
contemporaines : ainsi, nous avons établi un parallele entre l'etude
des angles et celle des espaces affines. Il -nest pas question, a ce
niveau, d'introduire la notion d'espace homogene, mais il nous a paru
intéressant de la mettre en évidence dans deux contextes en apparence
tres différents.

limites du programme. En particul
déterminants d'ordre 3 que nos
mécanique au détriment d'une ver

Nous donnons beaucoup d'exemples : des exemples triviaux et d’autres
plus compliqués, que nous avons traités a fond et qui sont, en fait,
des exercices résolus. Tous ces exemples sont imprimés en petits
caracteres, ce qui les différencie du reste du texte. On trouvera aussi,
imprimées en petits caractéres, certaines démonstrations délicates qui
peuvent étre laissées de cOté en premidre lecture. -

Chaque démonstration est précédée du mot « Démonstration » et

suivie du signe m qui tend de plus en plus & remplacer le traditionnel
mais démodé « C.Q.F.D. ». P P tionnel,

Chaque chapitre est suivi d'un recueil important d’exercices souvent

Itgisrg::n? exs_a{c:cefs proFosés au baccalauréat. Nous en avons volon-
. varie ia tormulation. Le signe = préce :
difficiles. g precede les exercices un peu

Nous eSp‘érons que ce cours donnera
seurs et a Iegr_s eléves. Nous serons
des autres, critiques et suggestions qu

satisfaction a la fois aux profes-
heureux de recevoir, des uns et
I nous permettront de I'améliorer.

Jean-Michel Lemaire, ancien éléve d
maitre de conférences 3 3
ses conseils dans la rédacti
activement 2 la lecture des
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ersite de Nice, nous a aidés de
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1.1-

1.2

1
Structures algebriques

8 e c_hapftre est un rappel des principales structures déja rencontrées
ains: que des morphismes de ces structures. Pour chacune de

ces structures nous énoncons les propriétés essentielles, sans
) rappeler les démonstrations.

1. Groupes - Anneaux - Corps.

b!

Groupe.

DEFINITION : Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne,
notée .

(E, x) est un groupe si et seulement si les trois conditions suivantes sont
vérifiées :

e la loi » est associative dans E:

e la loi * admet un élément neutre e dans E;
® tout élément de E a un symétrique pour la loi .

On dit aussi que la loi * munit E d'une structure de groupe. Si, de plus, la loi * est

commutative dans E, on dit que (E, +) est un groupe commutatif (ou abélien).
Notation : On notera E* I'ensemble E — {e}.

Anneau.

DEFINITION : Soit E un ensemble muni de deux lois de composition
interne, notées et L.

(E, », 1) est un anneau si et seulement si les trois conditions suivantes
sont vérifiées :

e (E, +) est un groupe commutatif;
e la loi L est associative dans E;

e laloi 1 est distributive par rapport a la loi « dans E.

Si, de plus, la loi L est commutative dans E (resp. admet un élément neutre dans E),
on dit que (E, », 1) est un anneau commutatif (resp. unitaire).



1.3

1.4

1.5

1.6

Cnrps. o muni de deux lois de compositiop
ensem

DEFINITION : Soit E un | |
' i [ an
e poi J-" t seulement si les trois conditions suivantes sont
si e

(E, », 1) est un corps

vérifices : -
e (E, «) est un groupe commutatif;
e (E*, 1) est un groupe;

i 3 i » dans E.
e laloi L est distributive par rapport a lalo

i i E, », L) est un corps
Si, de plus, la loi L est commutative dans E, on dit que ( ) p
commutatif. . .
Remarque : Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout ei’err}z?t distinct
de I'élément neutre de la premiére loi a un symétrique pour la seconde lol.

Sous-groupe.

DEFINITION : Soient (E, +) un groupe et E' un sous-ensemble de E

(E’, ) est un sous-groupe de (E, +) si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

e £’ est stable pour la loi «:

e larestrictionaE'delaloi +, notée également +, munit E' d'une structure
de groupe.

Au lieu de dire que (E', +) est un Sous-groupe de (E, ), souvent, on dit simple-
ment que E’ est un sous-groupe de (E, +).

1. (E, +) est un Sous-groupe de (E, «).

Les trois conditions Suivantes sont vérifiées -
pour tout couple (x, y) de E’2, x + alé :
) ; s yest un élém b
I"'élément neutre de E pour Ia sk

: loi + est un &la -
le symétrique, pour la Joj *, d élément de £ :

est un élément de FE'.

Exemples.
(Z, +) est un Sous-groupe

de (IR,

et (R1, x) est Unsaus-groupede (IR*, x).

Sous-anneay.

DEFINITION Soient (E
y . " 1.'* _L) u" a
(B’ *, 1) est un sous-an MNeau et £/ yp ¢
tions suivantes sont vérri‘::é:sd? (E, «, 1) siet SEuleme:tu:i 'I!:::mble ded:E.
® E’est stable pour | : eux condi-

® les restrictions 3 g
EJ

a loi + et
des lois
nNeau.

Pour |3 |gj L
d’une structure d'an

*et |,
Notées également . et L, munissent

10




1. S?RUCTUIES AI.G.FHRIUUFS
Exemple.

(Z. +, x) est un SOus-anneau de (IR, +, x).

Sous-corps.

1.7 DEFINITION : Soient (E. *, L) un corps et E' un sous-ensemble de L

(-E', *, L) est un Sous-corps de (E, &, 1) si et seulement si les deux condi-
tions suivantes sont vérifiées :

® E'eststable pourla loi « et pour la loj it

® les restrictions a E’ des lois » et |, notées également &

et L, munissent
E’ d’une structure de corps.

Exemple.
(Q, +, x) est un SOus-corps de (IR, +, x).

Remarque : Les définitions 1.4, 1.6, 1.7 Présentent une analogie évidente, d'ailleurs
intentionnelle. Le lecteur curieux pourra chercher 3 I'approfondir.

2. Hnmomnrphismes.

Définition générale.

2.1 DEFINITION : Soient E un ensemble muni d'une loi de composition
interne, notée +, et F un ensemble muni d'une loi de composition interne,
notée L. Soit f une application de E dans F.

f est un homomorphisme de (E. +) dans (F, L) si et seulement si la condi-
tion suivante est vérifiée : V(x.y) e E2, Ffxxy)= f(x) L f(y).

Remarque : Soit  I'application de E x E dans F x F définie par :
¥(x y)eE2 F(x, y) = (f(x). F(y)). 1

Considérons le diagramme suivant : Ex E— E

rL (& | f

Fx<F —» F
Dire que f est un homomorphisme de (E, ) dans (F, L) équivau_tvé dire que ce
diagramme est commutatif, c’est-a-dire que I'on a : fox = Lof

1



Autres deéfinitions.

2.2 Soit £ un homomorphisme de
Si, de plus, I'application f est

Z"Jr!’{F' Jr;1)lz;le E est égal A I'ensemble F et si la loi  est égale 4 la loi L, on dit que
i 'ense

i de (EJ- *}'
i isme est un .cmdt:rnc:rpl"nsnﬂmj : _
ls?cl}':r?d";?-r:‘;rr‘;asﬁsme de (E, ) est bijectif, on dit que cet endomorphisme est un

automorphisme. . _ o, |
Nous rappelons cette terminologie dans le tableau suiva

ns Fr J‘)' 2 .
éﬁ;;i}usaon (dit que f est un isomorphisme de (E, «)

F#E F=Eets =1
' ndomorphisme
f quelconque homomorphisme e
! de (E, ) dans (F, 1) de (E, *)
f bijective isomorphisme automorphisme
de (E, *) sur (F, L) de (E, «)

Exemples.

1. Soit f I'application de Z dans Z définie par :
f: Z — Z
x 1— 2x.  festunendomorphisme de (Z, +).
2. Soit g |'application de ©@ dans @ définie par
g: Q@ —0Q
X —> 2 x. g est un automorphisme de (Q, +).
De nombreux autres exemples apparaitront dans les chapitres suivants.

Proprietes.

2.3 THEOREME : Si (E, +) est un groupe et s’il existe un isomorphisme de
(E, *) sur (F, 1), alors (F, L) est aussi un groupe.

Remarques: 1. Soit f une bijection d'un ensemble E sur un ensemble F. La donnée
d'une loi de composition interne, notée «, sur E permet de construire sur F une loi
c(ig cz;nposition interne, notée L, telle que f soit un isomorphisme de (E, *) sur
En effet, soient y et y’ deux éléments quelconques de F, et x (resp. x') l'unique
élément de E tel que : y = f(x) (resp. y' = F(x).

Pour définir L, il suffit de poser : y Ly = fxex').

Si, de plus, (E, «) est un groupe, alors, d'aprés le théoréme précédent (F, L) est
aussi un groupe, et f est un isomorphisme de groupes. A

2. On peu} énoncer des théorémes analogues au théoréme 2.3, concernant la
structure d'anneau et la structure de corps. On peut aussi. d'

définir des isomorphismes d'anneau et des isomorphismes d

12

une facon analogue,
e corps.




1. STRUCTURES ALGEBRIOQUES

24 THEOREME : Soient f un homomorphisme de (E, +) dans (F, L) et g un
homomorphisme de (F, 1) dans (G, T).

Alors gof est un homomorphisme de (E, x) dans (G, T).

Extension a une loi de composition externe.

2.5 DEFINITION : Soient(), E et F trois ensembles tels que E et F soient chacun
munis d'une loi de composition externe a opérateurs dans {2, notées res-
pectivement » et «=. Soit f une application de E dans F.

f est un homomorphisme de E muni de « dans F muni de e« si et seulement
si la condition suivante est vérifiée :
Yk x) € xE, f(hex) = hesf(x),

Remarques : 1. Soit 7 I'application de Q x E dans Q x F définie par :
YO x)eQxE, F(h x)=(h F(x)).

Considérons le diagramme suivant : QxE —» E
fl Vf
QNE — F
Dire que f est un homorphisme de (E, ») dans (F, es) équivaut a dire que ce dia-

gramme est commutatif, c’est-a-dire que lI'on a : foe=ssof

2. Nous verrons des exemples de tels homomorphismes dans |'étude des espaces
vectoriels.

3. Espaces vectoriels.

Deéfinitions.

3.1 DEFINITION : Soit (K, 4+, x) un corps commutatif dont les éléments
neutres sont O pour la loi + et 1 pour la loi X ; soit E un ensemble l:nuni
d'une loi de composition interne notée [i] et d‘une loi de composition
externe a opérateurs dans K, notée ». Sy db K-eN .

(E, [£], ») est un espace vectoriel sur (K, +, X )}su et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

e (E [1]) est un groupe commutatif; o

e Les quatre propositions suivantes sont verifiées :
fxe E, Tex=x,; )

¥ (e B x) € KX K< E, oe(Pex)=(xXp)ex; )
Wlo Bx) e K KxE, (o + Blox = (xex) [ (Bex);
§(x x, y) e Kx EXE aelx[{y) = (wex) [+ (@ey).

13



3.2

3.3

de K, scalaires.

ur simplifier I'écriture, on la note 4.
t neutre de laddition dans E. |,
I‘élément 2 e x de E est notg

cteurs et ceux
n dans E et, DU
te O I'élément N
r un scalaire;

Les éléments de E sont appelés- u_e
La loi [ 1] de E est appelée addltloo
letonn
On appelle vecteur nul et Off 1
loi « de E est appelée multiplication pa

simplement AX.

s es, on dit : E est un espace
S’il ne peut y avoir

e confusion pour les lois utilisé
iy K-?SPIEICE 1.’:' :zzralf_e:st un espace vectoriel réel.

Si K est égal & IR, on dit egalemen > k! , |
Hemarquge' Nous avons donné la définition générale d'un espace vectorie| sur
un corps commutatif quelconque K mais, dans la suite du cours, NOUS supposerons

en général : K= IR.

Exemples.

1. IR, [R2, [R? et plus généralement [R” sont des espaces vectoriels su,jr R.

2. Soit A une partie non vide de IR. L'ensemble F (A, IR) des applications de A
dans IR peut étre muni d'une structure d’espace vectoriel sur IR :

— la somme /4 g de deux éléments quelconques f et gde F(A IR) est
définie par : YxeA, (f+ g)(x)=f(x)+ g(x);

— le produit X f du réel quelconque X par un élément quelconque fde 7 (A, IR) est
défini par : YxeA, (rf)(x)=2rf(x).

Sous-espace vectoriel.

DEFINITION : Soient E un espace vectoriel sur. un corps commutatif K
et E' un sous-ensemble de E.

E' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

¢ L' est stable pour I'addition dans E et la multiplication par un scalaire
dans E;

e les restrictions a E' de ces deux lois munissent E' d'une structure
d'espace vectoriel sur K. -

THEOREME : Soient E un es
et E' un sous-ensemble de E.
valentes : '

1. E’ est un Sous-espace vectoriel de E.
2. Les trois conditions suivante
e E' est non vide : E' =« &
e E’ est stable pour I"addition dans E :
e E’ est stable pour la multiplicati :
tion
f(r x)eKxE', AxekFE' =

pace vectoriel sur un corps commutatif K
Les deux propositions suivantes-sont équi-

S sont vérifiées :

Vix.y)eE2 x4 yeE:
F un scalaire dans F :

Exemples.

A
;. }FﬂiE:l '{agt} “::“;—';}'Eﬁpﬂce vectoriel de tout espace vectoriel E
- . = R sont des sq Sl
. us- :
3. L'ensemble des fonctions affines de I'I; Ezizﬂﬁ: Vectoriels de [Rz.
est u

F (IR, R) ; nous le désignerons par 4 N sous-espace vectoriel de

14



3.4

3.5

Combinaison linéaire des vecteurs
d'une famille finje.

RAPPEL : Soit E un espace vectoriel sur [R.

On appelle famille (ou systeme) de p vecteurs x,, x,

. -« X, distincts ou
non de E, le p-uplet (x4, x5, ..., . ’

DI':‘F.INITION : Soient E un espace vectoriel sur IR et (x,, x5, ..., x,) une
famille de' p vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire de ces vec-

teurs, le vecteur x = ), Xy + haxy + ...+ A, x, ol (M g, .. 2,) est un
p-uplet quelconque de [R®.

o

On note x sous la forme condensée Suivante : x = \ nx;, les 3, sont appelés
2y

=14
les coefficients de la combinaison linéaire.

THEOREME et DEFINITION : Soient E un espace vectoriel sur IR et

(x4, ..., x,) une famille de p vecteurs de E. L’'ensemble des combinaisons
linéaires de ces vecteurs est un sous-espace vectoriel de E.
On l'appelle le sous-espace vectoriel engendré par les p vecteurs x,, ..., x,.

{:‘-’x‘r\w}\fvif}")\'(%)> _(_-___-* E

Exemples.

1. Cherchons le sous-espace vectoriel de IR? engendré par les vecteurs
xp=(1,2,0) et x,=(1, —1, 1),

Ce sous-espace est I'ensemble des combinaisons linéaires de x, et de x,, c'est-a-
dire I'ensemble des vecteurs

X=Xy + haXxz =R (1, 2,00 + 2201, =1, 1) = (A + X2y 227 — 33, 23)

ol (k. 2z) estun élément quelconque de IR.?‘-.

2. Rx {0} estle sous-espace vectoriel de IR2 engendré par le vecteur (1, 0). On
peut remarquer gue c'est aussi le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur
(19, 0) et plus généralement par n'importe quel vecteur (a, 0) ol & est un réel

non nul.

Remarques: 1. Le sous-espace vectoriel engendré par p vecteurs est le plus petit
(au sens de l'inclusion) des sous-espaces vectoriels contenant ces p vecteurs.

2. Soit (X4, ... X,) une famille de p vecteurs d'un espace vectoriel E sur [R.
Considérons I'application f de IR? dans E définie par :
i : £z R — E
£
I, W, g esses 2 A X;.
=1
1 B
Le sous-espace vectoriel engendré par les p vecteurs Xy, ..., X, est I'image f(IR*)

de IRP par f.

15
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Famille génératrice. B
., X,) une famille de p vecteurs

ON :rgmtl_et:r.f;is propositions suivantes sont

3.6 THEOREME et DEFINITI
d'un espace vectoriel E sur

équivalentes : cteurs X, ... Xy

on linéaire des ve

1. Tout vecteur de E est combinais
b
e i
uXEE, ](}\.1,..., }\p)EIRp; X = ,L/._J}\IXV
et )
J est égal a E.
2. Le sous-espace vectoriel engendré par Xi, ..o Xp g
3. L'application fde R” dans E, .
définie par : i RP —> ;
S ax surjective.
B s ) = A X est |

=1

x,) est génératrice si et seulement si I'une de ces trois
i X

La famille (x,, ..
propositions est vraie.

Exemples.

et e,, respectivement définies

1. Soient les deux fonctions affines de IR dans IR, ép

par :
o : R — R
x — 1
La famille (eq, &1
2. Soit le vecteur
génératrice de R? . par exemple, le vecteur (2,

e, R — R
X i—> X

) est une famille génératrice de |'espace vectoriel #.
x=(1,2 3) de [R*. La famille x n’est pas une famille
4, 5) n'est pas une combinaison

linéaire de x.

Famille libre.

3.7 THEOREME et DEFINITION : Soit (x,, ..., X,) une famille de p vecteurs
d'un espace vectoriel E sur [R. Les deux propositions suivantes sont

équivalentes :

1. La seule combinaison linéaire des vecteurs x,, ... X, qui soit égale
au vecteur nul de E est la combinaison linéaire a coefficients tous nuls :
> ;
'd{}n-l, aay }"p} e [R”7, (Z }\,-X,' = OE) —_— (}\1 e )"p = 0)
=1
2. L'application f de [R” dans E
définie par : £y R ——> E
P
(Aqecin hg) —> Z Ai X est injective.

La famille (x, X,) est libre si e
< sy Xip re si et seulement si I’
sitions est vraie. , une de ces deux propo-

16
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Une famille non libre est appelée famille liée.
Si la famille (x4, ..., x,) est libre (resp. liée), on dit que les vecteurs x,, .. X,
sont linéairement indépendants (resp. linéairement dépendants).

Exemples,

1. Reprenons I'exemple 1 du paragraphe 3.6.

La famille (ey e,) est une famille libre de .

2. Soient les vecteurs x, = (1,2,3) et x,=(—3, —6, —9) delR3
Ona: 3x; 4 x,=1(0,00); lafamille (x;, x5) est donc liée.

Remarque : Toute famille dont les vecteurs ne sont pas deux 3 deux distincts
est necessairement liée. Par suite, les vecteurs de toute famille libre sont deux 2
deux distincts; de méme, toute famille dont un vecteur est le vecteur nul est liée.

¢ - - », e e
3 v BE i & T . | ~ ’ .
Y4+ 0Ly ' SL\;\ Y A0 = o
.
7 3 { _ 1\ DD " o a
A (D: Oy < 5 “L ) = "I ©,0,0 ¢ YO )

Base et dimension.

THEOREME et DEFINITION : Soit (x,, ..., x,) une famille de p vecteurs
d'un espace vectoriel E sur [R. Les trois propositions suivantes sont

équivalentes :
1. Tout vecteur x de E est une combinaison linéaire, d'une maniére unique,

des vecteurs X, .., X,.
2. La famille (x,,... x,) est libre et génératrice.
-3. L'application 7 de [R” dans E

définie par : £ - R —> E

RO & [ Z AX; est bijective.

La famille (x,, ..., x,) est une base si et seulement si 'une de ces trois
propositions est vraije.

Chaque vecteur x de E est I'image par f d’'un unique p-uplet (A, ... 2y) de IRP,
Les scalaires A, ..., %, sont les composantes du vecteur x dans la base

: 3 \,
(X1.....X,). On les écrit sous forme d‘une matrice unicolonne - ( )
)"D

1. Reprenons I'exemple 1 des paragraphes 3.6 et 3.7.
(eo. e1) est une base de I'ensemble 4 des fonctions affines de IR dans [R.
Soit 7 une fonction de # définiepar : f: IR —s [R
X — ax 4+ b,
Nous avons f = bey + ae,. :

Les composantes de fdans la base (eg, &;) sont donc - (b); lafamille (eq, e,) est
a

appelée _Ia base canonique de A.
2. Labase canonique de IR? est : ((1,0,0), (0,1, 0), (0, 0, 1)).

17



—(20,-2 e xa=(131)de
3. Soient les vecteurs X, —(1,1,0), x=1(20

de [R3.
Cherchons si ces vecteurs forment une I:nas:;:E iy
Soit x = (a, b, ) un vecteur quelconquel =
Cherchons les triplets (A, A2 ,:(3(} ;e:) rq?“I [1. o ])
<> ((a, b, Cc)= iy I
(X =2 Xy + 22Xz + haXa)

X = hy Xy + haXa + :""BK’J-

a = :‘.1 "'i‘ 2 ?L? + 7‘.3 ‘ a8 — b == 2 j\; . 2 :\3
‘ bh=N + 3)\.3 -~ = ' Cc = -— }.2 __.I__ 13
= ‘ c = —_— 2:’&; + :’\3 b — 'h'l + 3 "i":'l

‘ hy = b—a—g¢
—> | ha=T1/2(b—a — 2¢)
}\]:_‘Zb-l'sa"l"aﬂ
On obtient la derniére équivalence en résolvant le systeme f;rrrie par les deux pre-
: . % ion de Aa.

miéres équations et en exprimant ensuite A, fen fnnct@ whh Ax T
Nous avons trouvé un triplet unique qui répona a la question; (x;, Xz, X3 e
une base de [R3. - 3-
Nous avons ainsi mis en évidence deux bases distinctes de IR?; nous remarquons
que chacune d’elles est formée de trois vecteurs.

3.9 THEOREME et DEFINITION : Soit E un espace vectoriel sur [R, non réduit

au singleton {Og}. Si E posséde une base de p vecteurs, alors toute base
de E a également p vecteurs.

L’entier naturel non nul p est appelé la dimension de E et on dit que E
est de dimension finie.

On note : p = dim E.

Exemples.

1. La dimension de IR est 1. celle de Rz
est n.

2. L'exemple 1 du paragraphe 3.8 nous permet d’affirmer que 4 est de dimension 2.
3. Cherchons la dimension du Sous-espace vectoriel {Og} d'un espace vecto-
riel E sur IR, Le vecteur O figure dans toute famille; toute famille est donc lige,

et cet espace vectoriel ne posséde pas de base au sens ol nous avons défini
celle-ci,

est 2 et, plus généralement, celle de [R"

On convient de dire que la dimension de {0g} est égale a 0,
4. Considérons I'espace vectoriel F(R, R). On démontre qu'il ‘n'existe pas de
famille finie formant une base de cet

€space vectoriel. On convient de dire que
F(R, R) est de dimension infinie,

Remarque : Nous admettrons le résul
espace vectoriel de dimension p syr
distincts. Pour que cette
geénératrice).

Considérons, par exemple, la famille (x4,
X;=10(1,2) et x,= (1, 3)

tat complémentaire suivant : soient E un

' ur R et (x,, ..., X,) une famille de p vecteurs
famille soit une base de E, i| suffit qu’elle soit libre (resp.

X2) de IR? définie par :

On sait que cette famille est |ibre car le déterminant I12 13‘ est non nul. Cette
famille est donc une base de [R2. |

18



4.1

4. Applications linéaires et matrices

Application lingaire d'un espace vectoriel dans un autre,

DEFINITION : Soient Eet F deux espaces vectoriels sur R et f une appli-
cation de E dans E

f est une application linéaire si et seulement si les deux conditions suij-
vantes sont vérifiges :

e fest un homomorphisme de
Vx, x') e E2, F(x + x') = f(x) + f(x');

® f est un homomorphisme de E muni de « dans F muni de «
V(% x) e R x<E, F(Ax) = 7f(x).

(E, +) dans (F, +) 3

On dit aussi que £ est un

Si, de plus I"application £
paces vectoriels.

homomorphisme d’espaces vectoriels,

est bijective, on dit que f est un isomorphisme d'es-

Remarque :
Seargue
Sulvante :

V(2 w) e R2,

Les deux conditions précédentes sont équivalentes 3 la condition

VO x') e E2, f(rx + LX) = M(x) + wf(x').
Exemples.

1. Soient E un espace vectoriel sur IR et « un nombre réel non nul.
L'application A, de E dans E définie par :
hat E — % E
X l— o x
est une application linéaire de E dans E: on dit que c’est un endomorphisme de
I'espace vectoriel E; on I"appelle I'homothétie vectorielle
2. Soit f I'application de IR? dans [R2 définie par :
f: R —s [R2
(a. b, &) —> (a2, b + )
Pour cette application £, nous avons :
FI(1.0.0)+ (1,0, 0)] = (2,0, 0)=1(4,0);
f(1,0,0)4+£(1,0,0) = (1,0) + (1, 0) = (2, 0).
Nous avens donc : £[(1,0,0) + (1,0, 0)] # (1,0, 0) +-£(1. 0, 0).
L'application f n'est pas linéaire.
3. Soient E; un espace vectoriel de dimension 2 sur IR, E5 un espace vectariel de
dimension 3 sur IR, B = (e;, &5) une base de E, et B’ = (e}, €5, e}) une base de E,.
Soit f I'application de E, dans E; qui, au vecteur x de E;, de composantes (i, ha)
dans B, associe le vecteur y de E; de composantes (2 Ay — kg, 314, A3) dans B,
Onadonc: y="f(x)=Ff(h e, + re,)= (2% —ag) el + 3% €5 + el
On vérifie sans peine que f est une application lindaire de E, dans E,.
De l'égalité :x =%, e, + hye; nousdéduisons : F(x) =%, £(&;) + s fles).
Pour connaitre |'image f(x) d'un vecteur x quelconque de E, il suffit donc de con-
naitre ‘Ies images f(e;) etf(e;) des vecteurs de la base % de E.,
qu résultat est général ; nous énongons le théoréme suivant.

de rapport «.

19

1. STRUCTURES AtGEamauss



es
4.2 THEOREME : Soient E et F deux espac

vectoriels sur IR, de bases res-
linéaire de E dans F.

: ication .
pectives ( et $' et soit f une appicn osantes, dans la base %', des

m
f est déterminée par la donnée de: qc}o P
images par f des vecteurs de la base .b.

Exemple.

fle et f(ez).
Reprenons |'exemple 3 du paragraphe 4.1 erl calculD;sdE '(921 lom i o 9,
Les composantes respectives dans la base cli"i d:!{?) 1 b calbinde Eo
] tes de 1 AR PRSP
Done, dans la base B/, les composan
= - erminent donc f.
Les hl::ases o et B sont fixées: les triplets (2,3, 0) et (—1,0, 1) déter

4.3 THEOREME : Soient E et E’' deux espaces vectoriels de méme dimen-

4.4

, . '
sion p sur R, $= (e, ..., &,) une base de Eet ' = (e, .. E e;} U:jn'-;'ai‘:'::t;
L'application f de E dans E' qui, a tout uecteu}r x de e e ompusantes
(4. ... %,) dans B, associe le vecteur x' de E', de rf!emelf fjditi‘:::m i
(M, ... %) dans B', est un isomorphisme de E muni de I'ad

la multiplication par un scalaire sur E' muni des mémes lois.

f est définie par : It E— E'

On peut aussi démontrer que, si deux espaces vectoriels sont iIsomorphes, ils ont
la méme dimension.

Matrice d'une application linéaire.

DEFINITION : Soient E et F deux espaces vectoriels de mé&me dimension 2
sur [R, de bases respectives $ — (61, e2) et B' = (e, e,); soient f une
N o : C I
application linéaire de E dans F, (b) et (d) les col"npostantes respec-
e f{ea)- ! :ICII l':." el 2 JIL 23 -;."- ) ‘ :

, LR =R ARy
On appelle matrice de f dans les bases B et ﬂigklé tableau carreé (a C).
b d

tives dans la base %' de fle,) etd

Ce tableau est une matrice ¢

A arrée réelle d’ordre deux,
colonnes. Les réels a, b, ¢, o

sont appelés les coefficient
Soit x un vecteur quelconque de E, de composantes

a deux lignes et 3 deux
s de la matrice.

A

(;\_’) dans B ; son image f(x)
akh + ca u
a pour composantes ( : 2

b + d.mz) dans %,

20



4.5

4.6

s 1.
On écrit ce résultat sous Ia for STRUCTURES ALGEBAIGyEs

(a A+ c)\z) _(a ¢\ [, me matricielle suivante :
b)'ﬂ + d}\z = (b d‘) (12)'

i Exemples.

Le len.teur devra s'exe.rcer a résoudre
1. SoitfI'application de
est ( Ve
-1 0

;]UI;”E? est I:imaqe den vecteur quelconque (a, b) de IR2 par 7
u.x Eol;t?q; I"application de # dans qui, a la fonction f définie par:
b lic:ﬂ{{x}-— ax—+ b ] assFmie la fonction affine ' définie par: IxeR, f'(x)=a.

.f. p ion q: est-elle linéaire ? Si oui, donnez sa matrice dans la base (ey, e,) de A
définie dans I'exemple 1 du paragraphe 3.6. o

ol - sans hésitation les exercices-types suivants -
ans [R2 dont la matrice par rapport a la base canonique

::rErgFt .;Ei:q Ea;j:tfnt E et F deux-es;:act_as vectoriels de méme dimension 2
e d' esp:ectwas 33 et 5’ fixées. A toute application linéaire
f; 'tans _F,. on associe sa matrice dans les bases B et &',

I._ appllcatlon ainsi définie est une bijection de I'ensemble des applications
g:ﬁilres de E dans F sur I'ensemble des matrices carrées réelles d‘ordre

Notation: Nous noterons : —— :
L (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F; h
£(E) [I'ensemble des applications linéaires de E dans E; I
Mo I'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre deux.

Structures de L(E).

Comme on I'a fait pour I'ensemble 7 (R, IR), on définit une addition dans L(E),
notée +, et une multiplication par un réel dans L(E), notée e, de la facon suivante :

e la somme f + g de deux éléments quelconques f et g de C(E) est définie par :
xeE (f+g)(x)= f(x)+ g(x);

e le produit Aef d'un élément quelconque f de E par un réel qu
souvent A7, est défini par: YxeE (M)(x) = Af(x).

On démontre les résultats suivants :

elconque 2, noté

THEOREME : |
1. (£(E), +, =) est un espace vectoriel sur R.

2. (C(E). +. o) est un anneau unitaire en général non commutatif.

identique de E dans E sont des

L'application nulle de E dans E et I'application . : ;
ur la loi + ; l'applica-

éléments de C(E). L'application nulle est l'élél:nent neutre po
tion identique est I’élément neutre pour la loi o.

Remarque: L'ensemble £(E, F) peut &tre muni
mais il ne peut étre muni de la structure d'annea

deux applications de E dans F que si E = F.

Ty 21

de la structure d'espace vectoriel ;
u. En effet, on ne peut cCOmpOSer



4.7

suivant : -
t oriel E dans un espace vectoriel F

n peut seulement dém " P ce vect ;
On p linéaire d'un BSF‘Z e F dans un espace vectoriel G sur [R,

Si fest une application _ linéai
; inealr
j g est une appilcallgn : G
b piicatian linéaire de E dans

alors gof est une ap

C'est une conséquence du théoreme 2.4.

Structures de G2

] 5 a
On définit des lois sur b2 de maniére ?U'E lgn
soit un isomorphisme pour les deux lois

sur £(E).

bijection définie dans le théoréme 4.5
la loi externe définies

ternes et pour

Addition des matrices.
ques de Atz; soient f et g les applications

Soient A et A" deux matrices quelcon ! ,

linéaires de E dans E qui ont pour matrices respectives A et A d.ans !a .b.ase B.

Par définition, la somme A + A’ est la matrice dans 5 de | application linéaire 7 + g.
at+a c¢-+ c')

' )
SlA:(Z ;) B'tSiAr=(Z, d,), 3I0r5A+A=(b+br d'_l_d.u

Multiplication d'une matrice par un réel.

% un réel quelconque ; soit f I'applica-

A dans la base B.
dans B de I'application linéaire AL

Soient A une matrice quelconque de A, et
tion linéaire de E dans E qui a pour matrice
Par définition, le produit AA est la matrice

; a ¢ rd Ac
Snﬂ\=(£J d)' alors}.A=(lb ld)'

Multiplication des matrices.

Soient A et A’ deux matrices quelconques de AL, ; soient f et g les applications
linéaires de E dans E qui ont pour matrices respectives A et A' dans la base B.
Par définition, le produit A x A’ est la matrice dans B de I'application linéaire fog.
SiA = (z ;) ot si A’ = (z ;) alors A x A’ = (""a' £ Cd')
Soit (/, /) un élé d ' i e

: /) un élément de {1, 2} {1, 2}. Pour obtenir le coefficient situé a I'intersec-
tion de la /4™ ligne et de la /%™ colonne, on utilise les éléments de la jéme ligne
de A et de la j/¢#m¢ colonne de A'.

On démontre alors les résultats suivants :

¢ [

THEOREME :
;. (ﬁz, +,) estun espace vectoriel de dimension 4 sur R
. (M3 +, X) est un anneau unitaire non commutatif |

0)'
L'élément neutre pour la loi 10
pour la lol X, appelé matrice unité, est la matrice (1 0)_
0 1

L"élément neutre pour la loi +, appelé matrice nulle, est la matrice (0

22
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Les quatre matrices suivantes forment une base de My :

oo G o) (oo o3

Déterminant d'une matrice.

4.8 DEFINITION : Soit A = (g ;) une matrice de JG,.

On appelle déterminant de A le réel ‘; z, = gd '~ bp:
On note: dét A = Z ; = add'= B

4.9 THEOREME : L'application de M., dans IR qui, a toute matrice de M, asso-
cie son déterminant est un homomorphisme de (A, x) dans (R} x).

Si A et B sont deux matrices quelconques de M., on a donc :
dét (A x B) = (dét A) x (dét B).

Déterminant d'une application linéaire.

Nous admettons le théoréme suivant :

4.10 THEOREME et DEFINITION : Soient E un espace vectoriel réel de dimen-
sion 2 et f un endomorphisme de E. Soient & une base de E et M, la
matrice de f dans cette base.

Alors le déterminant de M, est indépendant du choix de la base 3.
On I'appelle le déterminant de I'application linéaire f et on le note dét f.

Nous avons les propriétés suivantes :

P1 Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel réel E de dimen-

sion 2. On a :
dét (gof) = dét (fog) = détf X dét g.

Cette propriété résulte de la définition du produit de deux matrices et du théo-
reme 4.9.

Pz Soit £ un endomorphisme d'un espace vectoriel réel E de dimension 2.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
e f est bijective,
e dét f est différent de O.

Démonstration :
Soit M, = (z ;) la matrice de f dans une base B de E.

23




L'application f est bijective si et seuleme

B, est I'image d'un unique vecteur de E, de composa

ax + C!-’=":
bx +dy=vy

dans

dire si et seulement si le systéme en (x.y) :

est non nul. m

g &
que, c'est-a-dire si et seulement si le déterminant b d

EXERCICES

Groupes. Anneaux. Corps. Homomorphismes.

’ 1 On considére I'ensemble Z2 muni de I'addition définie par :
\ \ V(a, b)e Z2, Y@, b'YeZ? (ab)+ (' b)=(a+a, b+ 0b).
\\u 1° Montrer que (Z2, +) est un groupe commutatif.,

Y 2° Démontrer que les projections canoniques p, et p, définies par :

P Zz —» Z Pa: Zz: —» &

(a. b) —> a (a, b) —> b

sont des homomorphismes de (Z2, +) dans (Z, +).

A 1 f ':"UIE::-’ 2) 4+ [qﬂ 15‘:} i P g @,

A

A A ) s

2 Soit (G, *) un groupe non commutatif.

nt si tout vecteur de E, de composantes (

X
v'}

ntes (;) dans B, c'est-a-

A l;)qf qJ \. b o T | C

i

a une solution uni-

On appelle centre de G I'ensemble H des éléments a de G qui vérifient la propriété

suivante © Yx e G, a#x = x*a, \

Montrer que H est un sous-groupe de (G, +). !+ & . eer o 9 '

'.: f Ly » ' - Qx| by '(:‘ = M r¥ * -I"‘\,' - (ar "4.\‘( e = W x|
H—."H‘_"I b I - Ctea) ™t -(a % w2 =

‘ e M LA™ A A = |
+ 3 Soient (G, *) un groupe et H un sSous-en
quelconque de G et x' le symétrique de x pour la loi %.

Démontrer que les propositions

12 H est un Sous-groupe de (G,

2° (Hs# &) et (y(x,y)eHz,
-l 4 = 1

i = 5 -
y

4 Soi3n1E=
de EsurE. S,=)3vd: (al ) |

1° Montrer que (S, o) est un groupe. Trouver

2° Soit s la bijection de E sur E
Montrer que {s, 2
3@ Soitt, la bijection de E syr E,
de méme ¢, et (.. Démantrer -

S3 est-il commutatif? Quel est le

-

i 3 i
a__'r Va2 i_::rr-‘) Y Yoz (ad)

24

{a, {:-,_;:} un ensemble 2 trois &lém

définie par -
. $3} est un Sous-groupe co

VX€E sot,05-1 =
Centre de S;7 (cf, exe

. t::'L.L-'J?;\ } '..ll

suivantes sont équivalentes -
*)o A=) 2} U

xxy' e H). ."':"‘__

i 1 >

b

¢ A
L51 oy =t

\ N Y oy - -A I
xS ‘lr N T N L
¥ .

.!(‘J‘_—,,} -.‘_‘l-":)_”|m("‘| N
g F - 3

le nombre de ses éléments, .
S(@=b, s(b)=c, s(c)=a.
mmutatif de S,. AH 5% o3

distincte de lidentite, qui lais

se a invariant. Soient
e Pahadungr |
Tcice ne 2), =

] RA LN F

semble de G. Soient x un élément
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1. STRUCTURES ALGE&B!&UEE

5 Soit E I'intervalle 7_
alle ]— 1, + 1[ de R. on considére I"application, notée &, (g

3¢ _x__‘i_"__}f_

EXE da i
ns R qui, 3 toyt couple (x, y), associd |a réel x + y égal
1 4+ xy

Montrer ql}Je (E, %) est

L un groupe abélien,
= A - b --|l,1.'.'r_" oy 'I -‘.'1',': F-""
1 i _'-..,-. : - I ' : 1 "
T [«eslalt i Ua\ -3

¢ ¥

t? Soit E = Z 5 Q le produit carté
! ensemble des nombres rationnelg
interne Suivantes, notées r

sien de I'ensemble des entiers relatifs Z et de
Q. On définit sur E les

: deux lois de com osition
espectivement # ot T par ; N L5 i P_

V(@ o)k Yo p)eE (5 )% (b, B) — | {4 &) e nd g (ol ag)
" ] ¥ = +b* i 3 1., (9 o “.‘:-.
V(@ «)eE, y(b, BYEE (a, a)T (b, B)=(:b,a‘3]m+ﬂ) I_f;:x‘ul.‘-.;“_ﬂw_:\ o

. Lo o
1° (E, %) (respectivement (E. T)) est-il un gr )T () Ly Mo alave

f
= # g
S -

'
Oupe Gﬂ{ﬂ- mutat
2° De quel i i
I q ?l?:.s}fur:tur_f" ces deux lois munissent-elles I'errselri%e E Sl e .
= ‘\ \ r A pm Lt 4'“'-\;'--:3.'_)_.“' " - ."-'.'_M .{_r ..r;‘t"‘ X L8 | [;“l:’! G r-_.& l:’ .l"l r
i i U T P g

7 On définit sur I'ensemble E = R* xR une loi de composition interne, notée «
par @ {(a b)eE, U(a' . b")eE, (s b)x(a', b') = (aa’, ab' + b). r

1° (E, %) est-il un groupe commutatif?
2° Soit F = R* x {0}. Que peut-on dire de (F, %) ?

3¢ Soit h I'application de F dans IR* definie par : Y(a,0)eF, 4 ((2.0)) =a
Montrer que A est un iscgorphisme de (F, %) sur (R*, x ).

™

ok D A [ Hamewen A She A Y 2w -3 Ny L;\.-'L-.H'
3\ edading Lagpy D 0 B
/8 On définit sur I'ensemble E — Z x Z une loi de composition interne, notée +,
par : Y(a.b)e€E Vy(a', b')eE, (a. b)Y (a', b') = (aa’, ab’ + ba').
1° La loi » est-slle commutative ? Est-elle associative ? Existe-il un élément neutre ?
Si oui, le calculer,
2° Soient (a, ) un élément de E et £,,» I'application de E dans E définie par:
Vix.YI€E fio(xy)= (a b)*(x y).
Montrer que, si a est non nul, alors 7,5 est injective.
Montrer que 7., est surjective si et seulement si a est égald +1oud — 1.

9 On définit dans IR une loi de composition interne, notée %, par : el . |
V(a. b)eR2, axb=ab— 2(a+ b)+ 6. miy

1° La loi * est-elle commutative ? associative ? "T.ﬁ’l'i'rﬁ"l"'w
2° Montrer qu’il existe un élément « de IR tel que : YaeR, axa=a%a = a.

3° Montrer qu'il existe un élément neutre e pour la loi .

4° Quels sont les réels qui ont un symétrique pour la loi + ?

Quels sont les réels qui sont égaux & leur symétrique pour la loi * ?

10 Soient (G, ) un groupe non commutatif, d'élément neutre e et @ un &lément
quelconque de G; on note a~ ' I'§lément symétrique de a pour la loi *.
1° On considére I'application 7, de G dans G définie par : :

f.: G— G — =, = LM

Xi—> axxhag |, -

Montrer que £, est un automorphisme de (G, +). Que peut-on dire de 7, ?
2° Soit Aut (G) I'ensemble des automorphismes de (G, ).
Montrer que Aut(G), muni de la composition des applications, notée o, est un groupe.
30 Soit ¢ I'application de G dans Aut (G) définie par : Yae G, g¢(a)="/,.

Montrer que ¢ est un homomorphisme de (G, %) dans (Aut (G), n).

Ul 1\ Nt {gn )
AL o1 ANAY 25
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% 11 Soit (G, ) un groupe, @ un glément queirsnnquetlde G et.f,i -l appllc.a'uun de G

dans G définie par : yx€ G, £ (x) 53:”""':' e N _{
7 : L T g 'y Il - L ) -
1o L'application f, est-elle bijective? S < o o
20 Soit F l'Ensem;:-l-e des applications f, lorsque a décrit G et ¢ !appiltcatlcn ¢a G.
et COlaabl= fqo¥y s O
dans F définie par : Ja € G ¢(a) =1 V&, 00 " = taste ]
Montrer que @ est un isomorphisme de (G. %) sur (F, o) (Bacca -y )

\ )
by -

: ¢ | i \ r
ad | 2 i i ™ A ek A /
'-.t L= o+ | 3 = > ™ = ¥ 3 -’\‘.f.“ ' Al A N | ¥ | 4 3 " an}

12 Soient (A, 4, x) un anneau unitaire, d'unité 1a et d'élément nul Op et (K, +, x)

un corps d'unité 1k et d'élément nul Ok. 1
Soit f un homomorphisme de (K, +, x) dans (A, +. x) tel que F(1k) = 14

1o Démontrer la proposition : 'J.':'”E‘l'{‘._ ((f(l) = D_A) = (z:= OK}) L“L‘th e Lot ,| it
2° En déduire que f est injective. SV 1 © ® b IJ:' - i e - : AneNL, o,
AAE SNy Z‘i.'.-L i Aol r- (- |\ [T y \ (- bﬂ — Op =9 Y-\ Oa £y - o
13 On définit sur 'ensemble IR2 une addition et une multiplication par : it

Y(x ) eR2 Y(x.y)eRZ, (xy)+ (x.y)=(x+x'y+¥)

Vix ) e R, y(x'.y)e R (x.y) x (x'.y') = (xx' xy' + yx').

1= Montrer que (R2, 4+, X) est un anneau commutatif unitaire.

Nous noterons D I'ensemble IR2 munide ces deux lois et nous appellerons nombres
duaux les éléments de D.

2° Notons D, I'ensemble R < {0} et Dy I'ensemybla 0)x R.

a) D, et D, sont-ils des sous-anneaux de D ? &4

b) (D, +. x) est-il un corps? rngn

¢) Montrer que I'application f de IR dans D, définie par : fYxelR. f(x)=(x 0)
est un isomorphisme d’anneaux.

3¢ Soit = le nombre dual égal a (0, 1).

a) En identifiant D, & IR par l'isomorphisme f précédent, démontrer que. pour tout
nombre dual z, il existe deux réels x et y tels que : z = x + =y.

b) Etudier les puissances =° de =, pour p entier naturel non nul.

¢) Calculer z7 pour n entier naturel non nul.

d) Quels sont les éléments inversibles de D? (Baccalauréat 1971, partiel.) 9

Espaces vectoriels. Sous-espaces vectoriels.
o~ \ {I.J '\.-‘\ SRS
o . IAO‘ \'\-'-Ql I

" 14 Soit (r‘, i k} la base canonique de R3, A 77! 3

x > - o, : Prea
Soient e,,.€,, e; trois vecteurs de IR? définis par leurs composantes dans la base

0 2 5 -, R\
. Tk > * . < '
canonigque : 91( 1) 2 (3 es (o A A el
- | 1 1 '\___41:.3 VP x5

f
N A P " "IL. 5 -
1° Montrer que (e,, ea, Es) est une base de IR3. =5
A S YA 2 e T
u :
7° Soit v le vecteur de composantes (1) dans la base (E,, ;2, ;3). Lo
: _ .

Quelles sont ses composantes dans la base (? I E) ?

-1
S

\ 1
30 Soit v le vecteur de composantes (1) dans la base (T ; I)
1

s A
Quelles sont ses composantes dans la base (e.,, ey, 83)?
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b 1 -1 2
,
-1 15 Méme exercice que pour le n® 14 avec : e, (3) éz ( 2) éa (1)
1\ 4 1 5§

416 Soit i/, le sous-ensemble de 'ensemble F (IR, IR) des applications de R dans
R, défini par :

Wy = lfe F(R,R)|3(a b, c)elR3, ('o‘erR. f(x)=ax? + bx+c}}.

1° Montrer que 'y est un espace vectoriel réel,

' 2° Soient ey, ey, €, les trois éléments de 'y définis par : | 3

k YxeR, (ea(x) =1 et e (x) =x et e,(x) = x2), {INz gdy Hely + € 6

Démontrer que la famille (eq. ey, 5) est une base de if';; cette base est appelée la
base canonique de 'y ; en déduire la dimension de if's. T}_,,. o f", ¢

or ]

Nous convenans de dire, dans la suite, que i, est I'ensemble des fonctions trinBmes ou
méme, par abus de langage, I'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2.

17 Soit i, 'espace vectoriel défini & 'exercice n® 16 et (eg, &,. £;) sa base canoni-
que. Soient £, g h les trois éléments de ., définis par .

Pxel T =0 12 41 = agy ARy Al

YxelR, g(x)=2x*+ 209 4 32,

vXEIH hix) = — x? — x4+ 2.« -J\\‘J—AP"?‘ ;)l j? c ﬁ r,a,-;.l .r;ih.:.l:';-’,_.
10 Démnntrar que la famllle (f.g h) est une base de ‘T QunQasd 5 B ) il %)
| X o ) el A AN 4 VN \../;.J 174 ¢ 5
'\ 2° Soit p le vecteur de ¥, dont les cmnpusantes dans la base (f, g, #) sont ( 2)-
\ II 1
%l

\ \ Quelles sont les composantes de p dans la base canonique ?

3° Soit g I'élément de ', défini par . YxeR. q(x)=3x* +x+6. = 3(?2 +at,1 Qf‘ﬂa
Quelles sont les composantes de g dans la base (/. g. h)?

18 Soit o, I'ensemble des fonctions polynames de degré inférieur ou égal @ trais,
défini de facon analogue & l'ensemble /3 de I'exercice n” 16.
1= Montrer que ', est un espace vectoriel réel de dimension 4.
2o Soient fu, 1, f>. 15 les quatre éléments de ', définis par :
yxeR, fx)=
VK elR, hHix)=
fxeR, fH(x)=x(x+1)
fxeR, /filx)= x(x 4+ 1)(x = 1).
Démontrer gue la famille (f.. 7,. f,. f3) est une base de i ,.
. 3o Quelles sont les composantes dans cette base de I'élément £ de o

4 detini par :
fxelR, f(x)= 2x — Tx3 4+ 9x—17

19 Saiept x, y, 2, trois vecteurs de R? définis par : R
x=(2.1), y=16,3), 2z=1{1,3). il ol 3
1o Que peut-on dire des familles (x, y). (y.2z), (x z) et (x, y 2)? LE R e el
2o Soit t le vecteur de R? défini par = 1= {7 11). — . v 3

>
Le vecteur ¢ appartient-il au sous-espace vectoriel engendré par xetz? .-_-g-\.«." !
3e Quel est Ie sous- es;ﬁce vectoriel engendré par x et y?

e P -uu‘

: Sy LM A= WD

“ # 1 G - r"
* > -
20 Soit E I'espace vectoriel des vecteurs de I'espace rapporté 3 une base (.". i k).

¥ & - - »-
| Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par les trois vecteurs vy, uz, Ua
-

définis par © wy =37 4+ + 2k us = — /:

ﬁazrzi-af—qf
1,\ Quelle est la dimension de F? r_{,.f,., f- ".L

21




28

21 Soient x, y, z trois vecteurs de R? définis par :

= = af3) 5
B s
1° Que peut-on dire des familles (x, y). (. 2). (x.z) et (x,y.2)7 .
206 Quels sont les sous-espaces vectoriels engendrés par chacune de ces familles?
3o Le vecteur t de [R? défini par : t= (10,10, 0) appartient-il au sous-espace
vectoriel engendré par la famille (x, y, z) ?

22 Soit i, I'espace vectoriel des fonctions trinémes et soit & = (eo, €;, €;) la base
canonique de '3 (cf. ex. n® 16). Soient 1, f3, f3, fa quatre vecteurs de 7'; donnés
par leurs composantes respectives sur la base canonigue :

) <) <) )

1® Soit x un réel quelconque. Calculer : (57, + 2£;) (x).

20 Spient F le sous-espace vectoriel engendré par f, et f, et F' le sous-espace
vectoriel engendré par fy et f,. Quelles sont les dimensions respectives de F et
de F'? Donner une base pour chacun d'eux.

23 Soit ¥5 I'espace vectoriel des fonctions trindmes et soit (eg, €,, ;) sa base
canonique (cf. ex. n® 16). Soit m un réel quelconque.

On considére les éléments f,, et g, de ', respectivement définis par :

fxelR, /,{x}=(m —1)x24+ (m —6)x + 20

. m
fxe R, gn()=(m+1)x2 =3 x+m.
1¢ Determiner m pour gue le sous-espace vectoriel engendré par la famille (f,,, g,,)

soit de dimension 2. . ;
20 IDjétgrminefl m pour que ce sous-espace vectoriel soit de dimension Ta

~

2 . g o
. LY

24 Soit E I'ensemble des applications de IR dans IR deux fois dérivables.
1° Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel 7 (IR, IR)
des applications de IR dans R.

2° Soit w un réel quelconque non nul et soit F I'ensemble des éléments f de E tels
que : YxelR, f(x)+ 0?2f(x)=0. ~ . . - )

Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
3° Soient f, et f; les éléments de E définis respectivement par :
fxelR, f (x)=coswx et f2(x) = sin wx.

Montrer que £, et f, sont deux éléments de F. Que peut-on dire de la famille (f, f)?
Que peut-on en déduire sur la dimension de F?

# 28 Soit ¥; I'espace vectoriel des fonctions trindm

: es et (eq, e,, r
nigue de ¥, (cf. ex. n® 16), PR
1 Soit F le sous-ensemble de ' défini par :

F={lfev,]|](a b) e R2, f=1(a+b)e, + be, + (a — b) ey}

Montrer que F estun sous-espace vectori {}
‘ toriel de '3, En donner une i i
2° Soit G le sous-ensemble de ' défini par : i

S -
G = feds|i(a. b)eR?, yxeR, f(x)=(3a-12b;x2+(g_2b)x+a—4b’-

Démontrer que G est un sous : |
-espace vectoriel i
dimension. ‘ el de T3. En donner une base et la
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26 Soit 7 (IR, ﬁ}. I'espace vectoriel des applications de IR dans R. Soit 2 un réel
quelconque et F I'ensemble des éléments de F(R, R) qui s'annulent en a. Que
peut-on dire de F? kv 1R : . '

& 27 Soit K un ensemble & deux éléments notés 0 et 1. On définit sur K deux lois

de composition interne par les tables de Pythagare suivantes :

[ L - . _(f
= 0 1 X 0 1 — =T =Xz
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

1° Montrer que (K, +, x) est un corps commutatif.

2° On pose E = K2. On définit sur E une addition de la facon suivante :

(a. b)€E, V(c.d)eE (a.b)+ (c.d)=(a+c b+ d)
Construire1_{&_._.5_&_1ﬂble~d¥'-l"¢t!‘la'gdf& ide cette loi. Montrer gue (E. 4) est un groupe

commutatif.
3° On définit une multiplication externe dans E & opérateurs dans K de la facon

suivante : Y(a, b) €E, 0.(ab)=(0.0) et 1.(a b)=(a. b).
Montrer que (E. 4, .) est un espace vectoriel sur K.
4o Trouver une base de E. En déduire sa dimension. Trouver toutes les bases de E.

5° Trouver tous les sous-espaces vectoriels de dimension 1 de E.
6° Trouver toutes les applications linéaires bijectives de E sur E.
Remarque : Pour traiter les questions 2 3 6 il est commode de désigner les éléments

de E par une lettre unique, par exemple :
w=(0.0), 2=(1.0). B=(0.1). +=(1.1).

Applications linéaires et matrices.

28 Soit la matrice carrée réelle d'ordre deux : A = (? - 1)‘

Calculer A2, A3, A%, el plus généralement A” pour tout entier nature! non nul n.
i - L \

L & =N - "\l " T - A e |
Y o R==T, (AT CA(C
A ) ) ~2)" = L-a-Af
29 Trouver toutes les matrices carrées M reelles d'ordre deux telles que :
- 11 9
2 — ;
w* = (— 15 — 14)

30 On considére I'ensemble M des matrices carrées réelles d'ordre 2 de la forme

b

1¢ M est-il un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel .M, des matrices carrées
réelles d'ordre deux? . 9
2° Trouver une base de M et en déduire sa dimension. .
3° M est-il stable pour la multiplication des matrices ? En déduire que (M, +, X)

est un sous-anneau de (s, 4, Xx).
4o A guelle condition une matrice de M est-elle inversible (c'est-&-dire admet-elle

un symétrique pour la loi x) ? Trouver la matrice inverse quand elle existe.

(a b) ol @ et b sont deux réels guelcongues.

D_.\:"q i 1

29
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=—TF

qo 30 en prenant pour M I'ensemble des matrices réelles
e

\ |f 31 Reprendre |'exercic ey itk e e
\ | dordre deux de la forme : (b a)
32 Soit M2 I'ensemble des matrices carrées. réelle.s d’orf.tle :ieux.
1o Soit 1 'ensemble des matrices de «it2 Qul sont I}lnver-sl es. e )
commutatif. = L rf A2/s s/l

un groupe

s éléments A de L, définis par

Montrer que (3, %) est
20 Soit E I'ensemble de

p a)
jpeR, JgeR lpl#lal et 'A‘={q p)

a) Montrer que E est un sous-groupe commutatif de

b) Montrer par récurrence Sur I'entier naturel 77 I'égalité : o .
n =t n A\
1{(p+aqr+(—a° (p+q"— (P tﬂ), p e
An=‘( o (p—gln (p @t e—a A
3\p + @) —(p—a" (P AA_ AL A

» v e

33 Soient P un plan vectoriel réel de base (r‘. ,f') et ¢ un endomorphisme de P, de
a ¢ >

matrice ( ) dans la base (;. i)

b d o

ans la base (1‘, /

- - =F =
1o Sopient V. v1. W, W les vecteurs de coordonnées respectives d

I It )

Déterminer a, b, ¢, d pour que I'on ait :
20 Maontrer gue I'endomorphisme @ $
-1 dans la base

=~ > -+ »
'-“’-“'=?(V). Wi = qi(v‘!)-
atisfaisant aux conditions précédentes est

> >
bijectif et calculer la matrice de ¢ (.f,,r'). (Bacc. 72, partiel.)

des applications dérivables de IR dans R eta un réel quel-

34 Soient E 'ensemble
s Mg qui, 3 tout élément fde E, associe la matrice

conque. Soit g I'application de E dan
carrée réelle d’ordre deux définie par :
fla) © )
fl = :
(N (f’ (2) f()
1o Démontrer que E est un sous-espac
des applications de IR dans IR et un sous-anneau de F (IR, IR).

20 Démontrer que I'application ¢ est linéaire,
3° Démontrer gue ¢ estun homomorphisme d’anneaux de (E, +, x ) dans (2, +. ).

e vectoriel de I'espace vectoriel F (R, R)

35 Soit M une matrice carrée réelle d'ordre deux satisfaisant 3: M2 4+ M = 6U

oli U désigne la matrice unité (10 ?) —Lg

B

On suppose de plus que M est distincte des matrices 2U et — 3 U
" 1 On pose M = i S, écrire les relati i |
& ations liant les quatre réels a, b, ¢, d.

20 Montrer que le sous-espace vectoriel E de I’
e I'espac i
| et U est de dimensicn deux. bR i SRS
| 30 r;‘inntrer que E est un sous-anneau commutatif unitaire de M
5 i u .
| :msh:r!:dher dans E les matrices égales a leur carré. On lmuverazen plus des solu-
\ videntes 0 et U, deux autres matrices A et B qu'on expri i
Metds U, xprimera en fonction de
5o Montrer que les produits AB
et BA so 3 i i
A et B sont-elles inversibles ? % ¥ Vay R R L g
LI



1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

36 On considére I'espace vectoriel R? sur IR, et on note e; = (1,0) el
€2 = (0. 1) les vecteurs de la base canonique. Soient x et y deux réels quel-
conques; on appelle T, , I'endomorphisme de [R? dont la matrice par rapport & la

base canonique est: M,, = (; - V].
Y X ;
- 1° a) Préciser les endomorphismes To et Tyo. s o~ 0 4 VA 1e
| pi

b) Déterminer les endomarphismes T,,, pour lesquels on a: T,,(&y) = e Q.9
| c) Déterminer les réels x, y pour lesquels I'endomorphisme T,,; est inversible, * LN ¥0

d) DanslecasouT,, estunendomorphisme inversible, quelle estla matrice de I'endo-
morphisme inverse par rapport a la base (e;, &2) ?

e) Déterminer les réels x et y pour lesquels T,, est involutif. ﬂ-;m X Hm! < I.’.{ !
29 Soit M. l'ensemble des matrices M,,, lorsque le couple (x, y) décrit IR,

On pose : | = M{f{flet J= Mas.- {*;,.”;‘) My T + I < ]
' a) Montrer que .K. est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel sur R des J .
matrices carrées d'ordre deux. Montrer que (I, J) est une base de JL. - T 1 :j L.l_ LH
' b) Montrer que L est stable pour la multiplication des matrices.
' c) Montrer que &, muni de 'addition et de la multiplication des matrices, est un

corps commutatif.

% 37 Soit E un espace vectoriel de dimension deux sur IR ; soit  un élément de L{E)
tel qu'il existe trois vecteurs V,, V,, V; de E vérifiant les conditions suivantes :
a) V2%V, et ViV, '
b) f(Vy)=Va F(V)=Vs f(Va)=V,

! ¢) V4.V V3 engendrent E.

1° Montrer que V, n'est pas le vecteur nul de E.

20 Calculer : F3(V,), F3(Va), F3(Va) En déduire I'égalité: 2 = |dg.

3¢ Démontrer que f et f2 sont différentes de Idg. { [ | ¥

4 Montrer que V5 est distinct de V,. Sa ook o oy

50 Démontrer que V, et V. constituent une famille libre de E.

g° Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est de la forme

) = 5 - 4 -f (I
) (? :) ol a, b sont deux réels que 'on déterminera. (™ - YO 6-Td = ¢
7o Démontrer la relation: f2=b.f+ a.ldg. =i G- Td)( o %1 -1L 11}
v -AvO\— -1

% 38 19 Soit V un espace vectoriel réel. On désigne par H (V) I'ensemble des appli-
cations linéaires de [R” dans V, ol n est un entier naturel non nul.
Montrer que H (V) peut étre muni d’'une structure d'espace vectoriel sur [R.
90 Soient V et V' deux espaces vectoriels réels, H (V) (resp. H(V)) I'ensemble des
applications linéaires de IR" dans V (resp. V). Soit f une application linéaire de Vv
dans V'. On désigne par ¢ l'application de H (V) dans H (V') définie par :
@i H(V) —> H{V")

yi— fou.

)
o —

a) Montrer que ¢ est linéaire.
b) Montrer que, si f est injective, alors ¢ est injective. (-
¢) Montrer que, si f est surjective, alors g est surjective.

N , % 39 Soient E et F deux espaces vectoriels réels et L(E, F) 'ensemble des applica-
'\ tions linéaires de E dans F. Soit (fy, ..., f,) une famille de n éléments de C(E, F).
; ] 10 Montrer que la famille (fy, ..., f,) est libre si on peut trouver un vecteur x de E
2 \ 1ol que la famille (# (X}, f200). ..o f,(x)) soit une famille libre de F.
20 Etudier la réciprogue. = o

w0

|
£ 3 ¥




1.1

2.
Les nombres complexes

1. Ensemble C des matrices a coefficients réels
a - b)

de la forme ( b .

Les matrices de cette forme, qui satisfont de plus a la condition : a? + b* = 1,
ont déja été partiellement étudiées en classe de Premiére.

Soit G, I'ensemble des matrices carrées, a coefficients réels, d’ordre 2.
Nous savons que (A6, +,x) est un anneau unitaire non commutatif et que

(A, +, #) est un espace vectoriel sur IR.

. : a
L'ensemble © des matrices de la forme (b
Cherchons si les structures précédentes admettent une restriction a C.

b
a) est un sous-ensemble de ;.

Corps commutatif (C, +, X).

THEOREME : (C, +, x) est un corps commutatif.

Démaonstration

Notons M,, , la matrice (Z n g) de C.

(C, +) est un sous-groupe de (A(, +). Soient M,,, et M., ,» deux matrices

quelconques de ©; on a :
a —b) (3 —b\_(at+ta —(b+Db))_
Marb -+ Ma"’-b' == (b : a) +( b’ af) R (b 315 a4+ a' ) e Ma+a'-b+b"

C est donc stable pour I'addition de ;.
0 0 !
La matrice nulle (0 O) de A, est égale & My, o; elle est donc un élément de C.

Le symétrique pour la loi + d'une matrice quelconque M,,, de € est la matrice :

(— Z B g) = M_,, _», c'est donc un élément de C.
Du théoréme 1.5 du chapitre 1, il résulte que (C, +) est un sous-groupe de

(*-H"Ei +)
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2. LES NOMBRES COMPLEXES

(C._+. X ) est un sous-anneau commutatif unitaire de I'anneau unitaire
(Mo, +, X). Soient M, , et M, ,» deux matrices quelconques de € ; on a
M s 58 W = G = b) (a'J ——b’)=(aa'—bb' - (ab’+ba’))

al\b a' ba'+ab' — bb'+ aa’
C est donc stable pour la multiplication dans JC..
De l'égalite :

/

M.a'—bb! abl4+bal-

M. o X Myt = M,a_spr ant+a, NOUS déduisons 1'égalite
M, o X”Ma.f:f M.ia_pis aipenra. |l en résulte, pour deux matrices quelconques
de C, Iega'llte : Ma.b X Ma-‘.b’ = Ma-".b‘ x Ma.b-

La loi x est cpmmutative dans I'ensemble ©. (Nous rappelons que cette loi n'est
pas commutative dans ;)
La loi x est associative dans .5, et C

. est un sous-ensemble de AL, ; la loi X es
donc associative dans €. [ Gan &l afilile Ao & o ionn skl 0%
De méme, la loi x est distributive par

butive par rapport a la loi 4+ dans C.

eI,
¥

rapport 4 loi + dans Jl,; elle est donc distri-

: .. 1 0
La matrice unite (0 1) de 10, est égale 3 M, ; elle est donc un élément de C.

Tout élément de C' a un symétrique dans C" pour la loi x. Soit M,
une matrice quelconque de C*; le couple (a, b) est donc distinct du couple (0, 0)
Pour qu'il existe dans €~ un symétrique de M, .. il suffit qu'il existe deux réels
xetytelsque: M,,x M, =M, X M,,= M. 0

La loi % est commutative dans € ; il suffit donc qu'il existe deux réels x et y tels que :
M,., X M,, = M, o C'est-a-dire:

a —b\(x —vy 10  (ax — by —ay—bx\y _ (1 0O
(b a)(y x) L (0 1)' gl (bx +ay — by+ ax) = (0 1)‘
| ax — by =1,

| bx + ay = 0.
Le déterminant du systéme est égal a a2 + b2: le couple (a, b) est distinct du couple
(0, 0) ; donc a2 + bZ n'est pas nul.
Ce systéme a une solution unigue:

1 —b a 1

\0 a a b 0 —b

X="Z3Tp7 —aZ b2 YT a+b aZ+bh
Le symétrique de M, existe donc dans C*; il est égala M,

Cette égalité est équivalente au systeme :

—b -
a?+b? a?+b?
On I'appelle la matrice inverse de M, 5.

Nous avons démontré que (T, +. x ) est un corps commutatif. =

»
. a b
2 aZz + b2 a% + b2,
Remarque: La matrice inverse de M, , est la matrice _ b : ;
3'2 + bz az + bz

: ) 1 a b\ _ 1 M
c'est donc le produit 553\ _ p a) 22 . D2 ras=b:
Nous avons donc ['égalité : M.s X 32 1 52 M, -5 = M; o Ou encore.

Ma-b b4 Ma‘_b — (&2 + bZ) MhO'
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Espace vectoriel (C, +, ¢) sur [R.

1.2 THEOREME : (C, +, ») est un espace vectoriel sur R de dimension deux,

1.3

dont une base est (M, 5, Mg ;).

Démonstration :
Soit M, , une matrice quelcongque de C. On a:

M,,,b=(a _b)=a(1 ?)+b(1° _;)=3M1_o+bMD,1.

b a 0
C est donc I'ensemble des combinaisons linéaires de M, ; et My ;; c'est un sous-
espace vectoriel de .AG,, engendré par la famille (M, o, Mg ). . #7 :
On a, de plus : Lo '

(@My.0 + BMg, ; = Mo o) <= (M,,, = Mg,o) <<= (2 =0 et b =0).
Donc la famille (M;, o Mg ,) est libre; c’est une base de C.
©C est donc un espace vectoriel sur [R, de dimension deux. m

Isomorphisme de (IR, +, x) U’ '
sur un sous-corps de (C, +, X).

THEOREME : L'ensemble des matrices M, , de C est un sous-corps de
C, et l'application qui, a tout réel a, associe la matrice M. o estun isomor-
phisme de corps.

Démonstration :
Soit E I'ensemble des matrices M, .

E est un sous-corps de C. Soient M, , et M,.. o deux éléments quelconques
deE. Ona :

M..o + Maro = Mayaro (1)

Moo X Murg = Msasr o (2).

Donc E est stable pour les lois + et x de C.

La matrice nulle My, ; et la matrice unité M, , sont des éléments de E.

La matrice opposée de M, , est M _..0: si @ # 0, la matrice inverse de M, , est
erc_; ces matrices sont donc des éléments de E.

a

La loi + est associative et commutative dans C : elle est donc associative et commu-
tative dans E.

La loi x est associative, commutative et distributive par rapport a la loi + dans C;
elle est donc associative, commutative et distributive par rapport a la loi + dans E.
L'application s de IR dans E définie par: {a<IR, ¢(a) = M, , est un iso-
morphisme de corps. Une matrice quelconque M, , de E est I'image par - de
I'unique réel a. Donc o est une bijection de IR sur E,

Il résulte des égalités (1) et (2) que I'on a - P

f(a, 2') eIR% a(a)+ s(a’) = o(a + a')
V(a. a') e IR2, o(a)a(a’) = g(aa’).

o est donc un isomorphisme du corps (R, +, x) sur le corps (C,+,x). m

.
L)
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1.4 Par I’

X=A H(ta':"uttenﬂl'.'mn: la partie imaginaire d'un nombre complexe est un réel et le nombre

imaginaire pur jb a pour partie imaginaire le réel 5.

2. LES NOMBRES COMPLEXES

Définitions et notations,

Isomorphisme «, on identifie IR et E; on convient alors de noter simplement a

la matrice M,.,. La matrice nulle est alors identifiée au réel 0 et la matrice unité
au reel 1.

De plus, on convient de poser : = My, .

Toute matrice M, , est alors identifiée 3 a1 + bi, que nous notons indifféremment
a+ bi ou a+ /b. Le couple (1, i) est appelé base canonique de C.
Le corps C est appelé corps des nombres complexes.

La forme M, , est la forme matricielle d'un nombre complexe et la forme a + b/
en est la forme algébrique.

C'est cette derniére forme que nous utiliserons généralement.

Si z est un nombre complexe de la forme a + /b, on dit que 2 est la partie réelle
de z, et b la partie imaginaire de z.

On note : a=:R(z) et b = i(z).

Tout nombre complexe de partie imaginaire nulle est un réel ; tout nombre complexe

de partie réelle nulle est appelé nombre imaginaire pur; on I'écrit /6. On note /IR
I'ensemble des nombres imaginaires purs.

2. Forme aigébrique des nombres complexes.

Calculs dans C.

21 Soientz=a <+ /betz = a' + jb' deux nombres complexes quelconques donnés

sous forme algébrique.

Les résultats obtenus a I'aide de la forme matricielle sont traduits par les propriétés
suivantes :

(z=2')<—> (a=2a et b=10b")
(z=0) <= (a=10 et b= 0)

z+zZ =(a+a)+ilb+ b))

zz' = (aa’' — bb') + i(ab' 4 ba")
: — ib
si z#0, =;3ﬁ

Utilisons la quatrieme propriété énoncée ci-dessus pour calculer le carré de i

- fes [-==
J —;".\II_‘_ E
- |

: 1 [ Oy —al
2= =1 | At A

NS \_. (‘.r'\ A

- o

nous obtenons

=

Remarques: 1. Le carré de / est uné

eel négatif. Historiquement, ¢'est la recherche
de “nombres ” dont le carré soit égal a — 1 qui a conduit 3 la découverte progressive

de C par des Italiens au XVI® siécle; une théorie compléte n'a été mise au point

qu'au XIXe siécle.
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» pour calculer le produit de deux nombres complexes, on utilise le plus souvent |eg

rdgles de calcul dans un corps commutatif, en tenantcompte de l'égalité: /2= — 1

le: (3+4i)(5—2/)=15+20/—6i—8/%
Exemple : ( — 15— (= By (20 — 6)i

— 234 T4,

Nombres complexes conjugués.

L'expression de l'inverse du nombre complexe non nul a + ib fait apparaitre |e
nombre complexe a — /b.

DEFINITION : Soit z = a + /b un nombre complexe. On appelle nombre
complexe conjugué de z, et on note z, le nombre complexe a — /b.

Le nombre complexe conjugué de z, noté Z est: a— i(—b)=a+ ib=z
On dit que z et z sont des nombres complexes conjugués.

Propriéteés.

Soient z=a+ /b et z' = a' + jb' deux nombres complexes quelconques.
Calculons : z+ 2/, zz', zz, z+z et z— z
z+zZ=(@a+a)—ib+b)=(@—ib)+ (@ —ib)=2z47;

zz' = (aa’ — bb') — i(ab' + ba') = (a — ib) (@' — ib') = zZ';

zz = (a + ib) (a — ib) = a2 + b?;

z+2z =(@a+ib)+ (a—ib)=2a=2R(2):

z—z =(a+ib)— (a—ib)=2ib=2i3(z).

Résumons toutes les propriétés obtenues dans le tableau suivant :

2=z (1) 1
z+z =247 (2) R(z) =5(z+2) (5)
zz' =27 (3) 1 -
27 = 82 + b2 () @) =5:(z=-2) (6)

Des trois premiéres propriétés, nous déduisons le théoréme suivant

THEOREME : L'application f de C dans € définie par :
f: C —C

ZJ—-)-E

est un automorphisme involutif du corps (C 4, x)l,

4]

N S
— L

Démonstration :
f est involutive, c'est-a-dire f satisfait 3 I'égalité : Fof — ide

('qu l]:';..-:z) <> (HZEC, flf(2)] =Z) <= (fof= idg).
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25

28

—_q

2. LES NOMBRES COMPLEXES
f est bijective. (fof=idg) == (f=F"").
f est un endomorphisme de (C, +).
(f(z.2)eC2z+2 =2+ 7) < (J(z.2) e C2 f(z+ 2') = f(2) + £(2')).
f est un endomorphisme de (C, x).
(Y(z.2) e €2 22 = 27') <> (\j'(-z; Z)VeC? f(zz') = f(z) F(z'). m

Des propriétés (5) et (6), nous déduisons le théoréme suivant

THEOREME : Soit z un nombre complexe quelconque; on a les deux équi-
valences suivantes : (z€R) <—> (z=172),

(ze/R) =—— (z=—§).

Démonstration :

(zeR) =— (3(2)=0) —=—— (%(z—i):ﬂ) «— (2=12).

(ze/R) <= (JR(Z)ZO){:%:»(%(Z-!-E)=0) <~ (z=—-2). =

Applications pratiques.

Calcul de l'inverse d'un nombre complexe non nul. L'inverse d'un nombre

1 a— b z

Z a2+ b2 a4 b?

complexe non nul z=a -+ ib est:

Exemple.
c 1
alcul de ?m
On a:
—34+4i=—=3—=4i
Donc:
1 —3—4i 3 4

—3+4i (—372+4° 25 B

5 z 2
Calcul d'un quotient. Soit (z, z') un élément de ©xC"; on a : 7 =;_;
Exemple.
Calcul de &= 3(:_
141
Ona:
2_3"_(2‘3"}“—”_.2“3“"”_2_3}
1T+i  (1+h(0 -0 141
_—1=8/i__1_8,
R R e
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2.8

2.9

=

Module d'un nombre complexe.

L'expression du produit d'un nombre complexe a + /b par son nombre complexe |
conjugué fait apparaitre le nombre réel positif a? + b2

DEFINITION : Soit z un nombre complexe.

On appelle module de z, et on note | z|, le nombre réel positif vV zz.

Remarque: Si z est un nombre réel a, son module est égal a \/a* c'est-a-dire

Siz=a-+ibona: |z|=+a+ b2 |

Exemples.
lo|=0, [1]=1, lil=1 [3]|=3 [=3]=3 [1=3i|=+70.

3 |a valeur absolue de a; nous avons déja noté : Va?=|al
La notion de module dans € généralise celle de valeur absolue dans R.

Propriétés.

Soient z=a+ib et z'=a + b’ deux nombres complexes quelconques.,
Les propriétés suivantes sont verifiees : Ve
|z| =z (1) Rz) < |z| /@
(|z]=0) === (z=0) (2) Iz) < |z| 7 (5)
|2z' | = |z]| | Z'| (3) lz+ 2| < |z|+ | 2| (6 |

I |

Démonstration :

1. yzeC, |z| =Vzz=Vizz=|2z|;
2. jze €, (|z|=0)<— (24 b2 =0) =—> (a=0 et b=0) < (z=0); |
3 Y(zz)eC? |zz'|= \i{zz’)(E) = V22727 =V 2zV 27 = |z| | Z'];

4. §ze €, RK(z)=a< Va2 < vat+br=|z|;

5. jzeC, i(z) =b< VP2 Vi +b2=121

6. Les deux membres de cette inégalité sont positifs ; il suffit donc de démontrer © #
242 P< (12| + ]2 )2 |
Calculons : |z 4+ z' |-

lz+2' 2= (z+ Z'}(E+E’l=zz+z?+z‘2+z’?=|z|1 +(zZ7 + z2)+ |2 ]2

Or: 2z +zz' =27 + zz = 2R(z7).

D'aprés (4),onadonc : zz + 22K 2|zZ' |=2|z||Z'|=2|z| |2 | 3
Onadonc: |z+2 < |zP+2|z[|z |+ |2 = (z|+|z )% =

De la propriété (3), nous déduisons le théoréme suivant :

THEOREME : L'application f de C* dans [R% définie par :
f: C° — R
z — |z
est un homomorphisme du groupe (C*, x ) dans le groupe (IR%, x ).
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2.10

2.11

2. LES NOMBRES COMPLEXES

Démaonstration |
(Yz.2)e @2 |2z’ |=|z||2'|) == (J(z 2)eC"? [f(zz) = f(z) f(z')). m

Remarque : Tout réel positif est égal 3 son module, donc f est surjective.
1 et / ont pour module 1, donc f n'est pas injective.

Nous démontrons aussi le théoréme suivant :

THEOREME : Soient z et z' deux nombres complexes non réels. Les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) 2=12". — o
(2) zetz' ont méme partie réelle, méme module et des parties imaginaires

de méme signe.

Démonstration :

Soient z—a+ ib et z' =a' + /b’ deux nombres complexes non réels; on a
donc: b#0 e 6'#0 Ona:

|z|= Va2 + b2 et |2'|= a2+ b2,
R(z) = a et R(z')=a";
Iz) = b et J(z)=0b';
(@ =4’ ! a=a'

(2) — s Va2 + b2 = \‘m) <> ( b? = b'z)

bb" > 0 !bb' >0

— a’

b

{:’(r?m ,)<=;-{1). o

Interprétation du module d'un nombre complexe.

Espace vectoriel euclidien (rappels).

Nous rappelons (n°s 2.11 & 2.13) des définitions et des théorémes étudiés en classe
de Premiere.

Définitions.

Soit E un espace vectoriel sur [R.

e Une application ¥ de Ex E dans R est une forme bilinéaire symétrique
si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

— Y(x y) e E2 f(x, y) = fly, x);

— Y(x x'. y) e E3, fix+x,y)=1Ffxy)+ f(x',y);

— Y(hx, y)e RxExE  f(Ax y) = M(x y).

e Si, de plus, les deux conditions suivantes sont vérifiées

— fxeE f(x.x)>0;

— fxeE  ((f(x. x) = 0) <= (x = 0g))

I'application f est appelée produit scalaire sur E et le réel f(x, y) est appelé
produit scalaire des vecteurs xety de E et on le note souvent: x.y.

Le couple (E, f) est alors appelé espace vectoriel euclidien sur [R.
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e Une application g de E dans IR, est une norme sur E si et seulement si les trojs

conditions suivantes sont vérifiées : "
jx €E, (g(x) = 0) == (x = O¢)

_jyumeRxE ghx)=[2gX

— Y(x y) € E% g(x+y) < gx)+ g(y).
Le réel g(x) est appelé norme du vecteur x et est noté le plus souvent : | x|.
Propriétés.

212 Soit (E. f) un espace vectoriel euclidien sur [R.

| P1 H(x y) € B2 [F(x y)]2 < Flx X). £y, ) |

Cette propriété est connue SouS le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pz L’application g de E dans R, définie par :
yxeE g = Vi x)
est une norme sur E et on a |'égalité suivante :
¥ y) eE2 [gx+¥)? = [g(x)]12 + 2£(x, y) + [g(y)]?

On dit que g est la norme associée au produit scalaire f.

Cas d'un espace vectoriel de dimension finie.

213 Soient (E, f) un espace vectoriel euclidien de dimension p sur IR et g la norme

associée a .
e Une base (xi, ... x,) de E est une base orthonormée de E si et seulement si

les deux conditions suivantes sont vérifiées :

— chaque vecteur de la base est unitaire : {/e{l, ... pL gl) =1

— deux vecteurs quelconques distincts x; et X; de la base sont orthogonaux :
fix;, x;) = 0.

e Si xety_ sont deux vecteurs quelconques de E, de composantes respectives

A By
()\ ) et (: ) dans une base orthonormée quelconque de E, on a !
Jel

Hp
L P
fx. y) = Z M | et | g(x) = > A2
i=1 ‘-'/_—';

C espace vectoriel euclidien sur R

2.14 THEOREME : L'application g de C dans IR, définie par :
g: C —» R+
Z— | 7
est une norme sur le [R-espace vectoriell CF.
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2. LES NOMBRES COMPLEXES
Démonstration -

Soit (A z 2") un triplet quelconque de RxCxC.Ona :
® (9(2)=0) == (|z|=0)<—> (z=0);

e glhz) = |rz|=|A||z|=|Ar]|g(2):

¢ 9(z+2)=|z4+2Z|<|z|+ |2 |=g(2)+g(z). =

215 Cherchons a construire un produit scalaire sur ©, noté f, tel que :

zeC, fz2)=g(2)2=|z P
D'aprés la propriété P, du paragraphe 2.12, si f existe, on a nécessairement :

Vz. 2Ve €2 flz.2)= % gz + 2')2 — g(z)2 — g(2')?], et par suite:

V(z.2)eC?, f(z 2') =;'_[(-z+ VNz+4+7) - zz—2'7] = %(z;mk zz'),

THEOREME : L'application f de C2 dans R
définiepar: f: CxC — R

tz, ') —a %(z? + zz') est un produit scalaire sur C.

Démonstration :

f est une forme bilinéaire symétrique sur C. Soit
plet quelconquede RXCxCxC.

(h, 2z, 2',2") un quadru-
] 1 f SRR 1 e g

flz.2') = i(zz’ +zZ') = i(z'z + 2'z) =f(z, 2);

flhz, 2') = %(?\z? + 2zz') = %(lz? + nzz') = wf(z, z');

fz+2,2')= 1i[(z + 2V 4 (ZF 2)2'] = ?—g(z? +zz'+ 2’7 + 7'2")
= f(z, z") + f(z', 2").
f est un produit scalaire sur C. Yze ©, f(z,2) :%(zg-k 7z)=zz= |z |2.
Onadonc : JzeC, f(z,z) > 0;
fze©, ((f(z2)=0) <= (|z]2=0) <= (z=0)). n

216 THEOREME : (1,/) est une base orthonormée de C.

Démanstration :
. . Y foe . = e
1T l=1%; ji]l=1% ‘et f(1,f)=§(1.1+1.r)=1§{—1+1}=0. =

Remarque : Soient z et z' deux nombres complexes quelconques de composantes
; a a’ .
respectives (b) (b’) dans la base (1, /).

Ona: flz,z') = ;—z[z; + z2'] = -12-[(.3 + ib)(a' — ib') + (a — ib) (a' + ib")]

= 33" + bb'.
On retrouve I'expression du produit scalaire dans une base orthonormée.
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3.1

3. Représentation géométrique.

Nous rappelons quelques résultats connus que nous reprendrons en détail au cha-

pitre 4 de ce livre.
Soit P un plan géomeétrique. L'ensemble des vecteurs de ce plan est un espace

vectoriel de dimension 2 sur IR, appelé planivectoriel et noté généralement P. || 3
. i 'est-a-dire un espace affi
été vu en classe de Premiére que P est un plan affine, c’e £gpace affine

-

associé au plan vectoriel P. -
Comme il est d'usage, nous noterons u, v etc. les vecteurs de P et A B, etc
les points de P. * ‘

Soit O un point quelconque de P; I'application de P dans P qui, a tout point M de P,
associe la classe du bipoint (O, M), notée OM, est une bijection. Cette bijection

permet de représenter les vecteurs de P par des pointsf de P. "

C est un espace vectoriel de dimension 2 sur R ; d'apres le théoréme 4.3 du cha-
pitre 1, il existe une bijection de C sur le plan vectoriel P.

On peut donc représenter un nombre complexe par un vecteur de P ou par un point
de P. = % B

——

Représentation d'un nombre complexe
dans un plan vectoriel euclidien.

Dans le paragraphe précedent nous avons démontré que € est un espace vectoriel
euclidien sur IR ; nous choisissons donc un plan vectoriel P muni d'une structure

. J . o . .
d'espace vectoriel euclidien; nous notons w.v le produit scalaire des vecteurs
- > e - -
uetvdePet H u H la norme du vecteur u.

_ ¢
Soit une base orthonormée (uo, vo) de P. Considérons |'application f de © dans

d

P qui, a tout nombre complexe z de composantes (b) dans la base (1, /), associe

2 'la‘ - +
le vecteur v de composantes (b) dans la base (uo, vo).

D'apré.s le théoréme 4.3 du chapitre 1, I'application £ est un isomorphisme d'espace
vectoriel. On a la représentation géométrique ci-contre -

z est appelé I'affixe de U et le vecteur
u est appelé le vecteur image de 7, b_l

Remarques : 1. ug a pour affixe 1 et v,
a pour affixe /.

=
2. Les vecteurs images de z et de — 2 Vo i
sont opposés. —
k=
3. Le module de 7 est égal 4 la norme de . i

son vecteur image,
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3.2

3.3

2. LES NOMBRES COMPLEXE S

Représentation d’'un nombre complexe
dans un plan affine euclidien.

Rappels.

® Le plan affine P associé au plan vectoriel P est un plan affine euclidien si

st seulement si P est un espace vectoriel euclidien.
e Les coordonnées d’un point M quelconque de P dans le repére (0, /, /) sont

les composantes du vecteur OM dans la base (; ,;) de P.
e Le repére (O. ;;‘) de P est un repére orthonormé si et seulement si (f’, / ) est

une base orthonormée de P.

e L'application d de P x P dans R, définiepar: d: PxP — R,

(A, B) — | AB |

satisfait aux trois propriétés suivantes :
V(A B)e P2, (d(A B)=0) <—> (A =B),

¥(A B) e P2, d(A B)= d(B, A),

(A, B, C)e P3, d(A, B) < d(A, C) + d(C, B).

On dit que d est une distance sur P et on note AB la distance de A 3 B.

e Soient A et B deux points quelconques de P de coordonnées respectives
x\ (x' o

(y)* (V) dans un repére orthonormé (0, :’,f) de P.

On a I'égalité suivante :

AB =1y (X' —x)2+ (y' — y)%

Représentation d'un nombre complexe.

Soit (O. i}o, i;o) un repére orthonormé de P.

w
L'application f de € dans P qui, a tout nombre complexe z de composantes (b)
ad

dans la base (1, /) de C, associe le point M de coordonnées (b) dans le repere

(o, [;g, '.:g) de P, est une bijection. a8 imaginaire s
On a donc la représentation géométrique

ci-contre :

z est appelé I'affixe de M et M est appelé b )fM

le point image de z.
La droite (OU,) est I'ensemble des points

images des nombres réels; on I'appelle

l'axe réel.
La droite (OV;) est I'ensemble des points
images des nombres imaginaires purs; Vof
on l'appelle I'axe imaginaire pur. v I
On appelle souvent P plan complexe ou of = U
Ly 0 a

plan de Cauchy.
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4.1

4.2

Remarques : 1.Les nombres complexes 1 et / ont pour points images respecyf,
aem 5 . .

J, ot V. :
;‘ Lee[s |:L::0ints images de z et de — 2 sont symétriques par rappo'rt a O
3. Les points images de z et de z sont symétriques par.rap_port a l'axe réel.
4: Le module de z est égal a la distance de O & son point image.

Soient deux points quelconques M et M’ de P, d'affixes respectives z et 2’.
Les vecteurs OM et OM’ ont donc aussi pour affixes respectives z et 2z,
Le vecteur MM est égal & OM’ — OM: son affixe est donc z' — z, c'est-a-dire

la différence entre I'affixe de M’ et I'affixe de M.
On a donc la propriété suivante

L'affixe du vecteur MM’ est égale a la différence entre I'affixe de M’ et '

I"affixe de M.
Dans les problémes, on considére souvent les deux représentations d’'un nombre
complexe, et selon la nature des questions posées, on choisit I'une d'elles plutot

que l'autre.

4. Equations du second degré dans C.

Equations : 22 = Z.

Soit Z un nombre complexe non nul.

Cherchons s'il existe des nombres complexes dont le carré est égal a Z. S'il en existe,
chacun de ces nombres complexes est appelé une racine carrée de Z. La détermina-
tion de I'ensemble de ces nombres complexes est la résolution dans © de I'équa-
tion :z2=2Z '

Dans certains cas, nous connaissons des racines de cette equation.

® Si Z est un réel strictement positif, nous savons qu'il existe deux réels, notés
V/Z et — 4/Z, dont le carré est égal a Z.

Par exemple, si Z = 3, nous avons : (1/3)® = 3, et (— 1/3)% = 3,

e SiZestégala — 1 le nombre complexe / et, par suite, le nombre complexe — /,
sont des nombres dont le carré est égal a — 1.

Nous avons @ /2= —1et (—i)2= — 1.

® SiZest un réel strictement négatif, et sinous posons: 7 — — &, nous savons que
a est un réel strictement positif; nous connaissons les deux nombres complexes
iA/a et — i4/a dont le carré est egal a Z,

Par exemple, si Z = — 7, nous avons: (i /7)% = — 7 ¢ (_; VTP =—=1.

D’une facon générale, nous allons démontrer le théoréme suivant

THEOREME : Quel que soit le nombre complexe non nul Z, il existe deux
nombres complexes opposés dont le carré est égal a Z, .
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2. LES NOMBRES COMPLEXES

Démonstration :
Soit Z un nombre complexe non nul donné sous la forme X + /Y.
Cherchons, sous la forme x + /iy, les nombres complexes z tels que : z? = Z.

Nous avons les équivalences suivantes:
: " . 2 _ypy2 =X \ ; r;:
(22 = Z) ——= ((K+1V)2=X+IY) -— (?;xv y _v m) V—; J\,\\P’:f\f'-{\ N

1¢rcas: Y=0.0na :
s [ = = | (y=0
I — (a 2xy = 0 )4:—3-_ () " ou HX2=X)'

On a donc les deux cas suivants :

e X>0: (I)-«:.—_=—J,»(-J‘y==0x) «:}(2:—{—\/?&'[2:—*\/)_():
| X =0 s o o -

— ji — = - — X .
y2=_x)<=>(z iv/— X etz i /= X)
2¢ cas : Y # 0. On peut résoudre le systéme (1) directement, mais les calculs sont
plus simples si I'on utilise le théoréme 2.10. Ona :

R(22) = R(2) (x2—y2=X
|22 |=|Z| = [{x24y2=/X2+Y2
J(z2)3(Z2) > 0 2xyY > 0

(x2=1i(x+x/}('_—__2+\’2)

\ 2xyY >0

On a alors les deux cas suivants : \
e Y >0 Ona: .

x2=%(x+\/x2+vz)

(l) L y2 = % (_ X + _v,*x' 2 YZ)

°« X<O0: (i)«-.%—-—a»(

(22=Z}-{=:=-(

xy >0 1
x=+\/%(x+x/><2+‘f’-) x=—\/§(x+«/x2+w)

o= et 1 =
y=+\/%(—x+«/x-’-+\'2) y=—\/§(—x+vx2+vﬂ)

gs pour Z.

On obtient donc deux valeurs opposé
e YO Ona:

X2 = % (X + /X2 + Y?)

() == {{y2= 7 (- X+ VEFY)

xy <0 1
x=+\/1§(X+\/X2+Y2) x=—\/i()(+\/}(2-l—‘:"2)

- . et 7 . :
y=-— \/%(—X+x/><2+¥'-’-) y=+\/§(—~><+-\/x2+v)

On obtient encore deux valeurs opposées pour Z. ]
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gémontré que, Pou’ toul ‘complex 4 none|TeU'{; | existe g,
Nous avons donc :c dont le carré est égal & Z; on app €S Nombreg |
nombres complexes 0PRSS " jera bien de confondre les deux racines carg,
racines carrées de Z. On .:ilgavec |a racine carrée (po'sltwe) d'un réel positif, g,
d'un nc;'mh;re 3?nn;zlleex:/“_llgewa atre exclusivement réservé a cette derniére,
particulier le -

nous parait pas judicieux d'appren_dre s s resultatg
EEE%LME: : Feecas général ; il est préférable de retenir la méthode de résolutigp,
précédents dans

cice.
et de refaire les calculs dans chaque exer

Exemples. |
1. Cherchons les racines carrées du nombre complexe 2 + 37,

~ - 24 3. 0na:
Soit z= x+ fy une racmg;zarléifi 2-|- e’ T |
_ 2 =1/4+ 9] <> |] x2+y2=-\,-'13)
fxy:- 0

N et v= = Y22 4/5

\
Les deux racines carrées cherchées sont donc :

(3¢ ———— =
Z; =1‘-’2—2[\/2+ \a'13+fv’—2+~,/’13]
et 32=“‘%z[‘\/’2+ \..-’1_3:+;"\/—2+1/'1§].

2 Cherchons les racines carrées du nombre complexe 4 — L
Des calculs analogues donnent les deux racines carrées sujvantes :

— e

/2 . /2 .
7 =%{3—:} et z, = —% (3 —1).

Equations du second degré a coefficients complexes.

4.3 Soientaun r]pmh_»re complexe non nul, b et ¢ deux nombres complexes quelcongues.
Cherchons s'il existe des nombres complexes z qui satisfont a : az2 + bz + ¢ = 0.

S'il en existe, chacun de ces nombres

en existe, complexes est a ; i ns ©
de I'equation du second degré : az2 + pz +¢c=0 RjHLa dite Solsitan B2 (1)
La détermination de I'ensemble S des solutions :
de lI'équation (1).
Pour tout complexe z, nous avons les égalités :

332+bz+0=3[22+%+f] =a[(z+ b)z b2 — 4ac

a - —_—

Le nomb : 28 2 ] '

nomore comp!ex: a:ESt non nul; il en résulte que a:Ea i et

T —_— (z n __) _ b2 — 440 + bz 4+ ¢ est nul sl

' 23 4a2 — estnul,

L'ensemble S des solutions dans C de I'é4q
uation

est appelée la résolution dans €

(1) est donc I'ensemble des

nombres complexes pour les
quels on 3 : (z+ia?_)2=b2_4ac (2)
a 432
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2. LES NOMBRES COMPLEXES
p dét ! S. il ffi . . “—4ac
our determiner S, il suffit donc de déterminer les racines carrées de ~ge

Posons : A = b2 — 4ac, et envisageons les deux cas suivants :

A=0, Az=0

e A=0.

L'ensemble S est I'ensemble des nombres complexes pour lesquels on a :

) A2

(Z -+ 2—3) =0

, b\2 b
Nous avons : ((z+ 2—5) = {}) - ( s E)'
Si b? — 4;!-‘ = 0, I'équation (1) a une seule solution dans ©; nous avons :
oy i

=)l

e A#0.

Soient 8 et — 3 les deux racines carrées de b2 — 4 ac.

Nous avons :

b\2 _b?®—4dac b 3 b 3
() 258 (o iy s == )
( _—b+3 —b— 3)
= |Z=—5_— OU 7= 2a ’

Sib? — 4ac ;é 0, I'équation (1) a deux solutions dans € ; nous avons :
- \— b+8 —bHb-—3 _
i | 2a  2a

N O ‘\I i =

\(| A'=5"—ac.

TR Soient 8’ et — &' les deux racines carrées de A",
: :«’Nrj Nous avons : S = [=f bl =uf = {3
& ‘||1-.‘. ¥ !‘ a a !

¥ i -y |
U Mgt eaat

/N -Remarque : |l est parfois commode de poser : b = 254'; on pose alors :

Cas particulier : a, b, c sont des réels.

4.4 Supposons que a soit un réel non nul, et que b et ¢ soient deux réels quelconques;

il en résulte que A est un réel.
| b

e Si A est nul, on retrouve le résultat ;: S = T 73l

e Si A est positif, les deux racines carrées de A sont les réels VA et —4/A |
L'ensemble S des solutions dans © de I'équation (1) est : |

e Si A est négatif, les deux racines carrées de A sont les nombres imaginaires

purs: iv/—A et —iv/—A.
L'ensemble S des solutions dans € de |ECIU3T|0"1 (1) est :
N-—b—{-.r\, ﬂ\-—b—.“\/ Al

8= 2a 2a
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S N

Remarque : Dans le cas d'une équation a coefficients réels, si A est positif o
nul. cette équation admet dans IR et dans € le méme ensemble de solutions. g;
A e'sl négatif, cette équation a deux solutions dans C; elle n'a pas de solution

dans R.

Exemples :

1. Résolvons dans € l'équation : 224241 =0.

Calculons &4 : A=1—-4=—23. _ ~ |

Les deux racines carrées de A sont /4/3 et — i 4/3; I'équation a done deux soly.
, —1+iv3  —1-iV3

tions : 5 g 5

2. Résolvons dans © I'équation : (1 +7) 22+ 2(24+ /) z + 4.= 0.

Calculons A' : A'=(24+/)2—-4(1+i)=34+4i—4—4i= —1.

Les racines carrées de A’ sont / et — /; I'égquation a donc deux solutions :

_ @4+ =@+
“TTaxs T T4/
Mettons z, et z, sous forme algébrique; nous avons :
5o 2 __2(1_"}=_1+;,

B A I
_—2—2."__—2{1+f')=_2
REHET T A+ '

5. Forme trigonometrique
des nombres complexes.

Etude de I'ensemble U des nombres complexes de module 1.

Le module de 0 est 0; donc tout nombre complexe de module 1 est non nul. UL est
donc inclus dans C*, -, ~ PR ™ ' :

AUV [ R zAY <] [ ‘1""-. . '
Structure. Y A =A T
THEOREME : (L, x) est un sous-groupe de (C*, x).
Démonstration
Soient z et z' deux éléments quelconques de QL.
. L'z:zéj =|z|[2|=1; donc =z est un élément de AL,
® 1el menTt neutre dans C* pour x est égal 8 1; c’est un élément de °LL.
. 1

.. e = —— = L oy

= IZ] 1 donc 7 estun élément de U, m
Remarque : Soit z un élément quelconque de 9L, On a:
-===_"_=17 Donc l'iny =g
el ®Ise 2 d'un nombre complexe z de module 1 est

€gal @ son nombre complexe conjugué z,
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2. LES NOMBRES COMPLEXES

Représentation géométrique.

5.2 Soient P un plan affine euclidien associé au plan vectoriel P et (O, JU, i?o) un repére
orthonormé de P.

Le point image de tout nombre complexe z de module 1 est un point M de P qui
satisfaita : OM = 1.

L'ensemble des points images des éléments de W est donc le cercle de centre O
et de rayon 1 dans P.

Vo

1

Si le plan vectoriel P est orienté de fagon que la base ('z'}ﬂ, ;{,) soit une base ortho-

normée directe (ou positive), le repére (o, o, 30) de P est un repére orthonormé
direct (ou positif). Le cercle de centre O et de rayon 1 est alors appelé cercle
trigonométrique et noté U. Il existe donc une bijection entre I'ensemble ‘L des
nombres complexes de module 1, et I'ensemble des points du cercle trigonomeé-
trique U.

En classe de Premiére, nous avons vu qu'a tout point M du cercle trigonométrique
on peut associer une infinité de réels, tels que la différence de deux quelconques
d’entre eux soit un multiple de 2.

Considérons la relation i dans IR définie par :

W(x.y) elR2 ((xRy) == (QkeZ x—y= k2m)).

Cette relation est une relation d'équivalence dans IR; on l'appelle relation de
congruence modulo 27; on écrit : x =y (27) et on note x la classe d’équi-
valence de x.

A tout point M du cercle trigonométrique est donc associée une classe d'équi-

valence x pour cette relation; la classe x est appelée la mesure en radians de

I'angle des vecteurs 0oU, et OM.

Un élément quelconque y de X est appelé une détermination de la mesure en

radians de I'angle (ﬁio,. b—ﬁ‘_ﬁ)

Si y est une détermination de la mesure en radians de I'angle ("61’30, O—M) le point
sin

Les fonctions cosinus et sinus sont des fonctions périodiques de période 2 =; les

coordonnées du point M ne dépendent donc que de .

. (cos . ..
M a pour coordonnées ( ;':) dans le repére (0O, o, Vo),
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5.3

5.4

Argument d'un nombre complexe.

n nombre complexe de module 1.

Argument d'u

bre complexe de module 1 m
n

- Soient Z S
DEFINITIONS | trigonumetrlcwe.

point image sur le cercle
images respectifs de ODetdel.

On appelle Argument de z, et on note Arg Zo
OM,.

On appelle argume
de la mesure en radians de Arg Zo.

I'angle des vecteurs Q] 5
0

nt de z,, et on note arg Zp, Une détermination quelcongy,

—

Remarques : 1. Un nombre complexe zo de module 1 a une infinité d'argumenys

et on a la proposition suivante ,
(x, x')eR2 (x =arg Zo et o = arg zg) <—> (x =X (27)). |
2. Si le réel x est un argument du nombre complexe zo de module 1, le point image

2 COS X
M, de z, sur le cercle trigonométrique U a pour coordonnees (sin x) dans le repére

et par suite z, est égal acos x + /sin x.
3. Tout nombre complexe z, de module 1 est donc déterminé par la donnée de ['un
de ses arguments. Nous emploierons la notation [T, x] pour désigner le nombre
complexe de module 1 et d’argument X. On a I'équivalence suivante :

orthanormé direct (O, E;o, ;fo)

(zo = [1,x]) === (2o = cos x + /sin x)

Exemples.

1=010  —1=[1n] r‘=[1.f]r VTZ+;L2=[1,§]-

Argument d'un nombre complexe non nul.

THEPREME : Soit zun nombre complexe non nul.
Il existe un unique nombre complexe z, de module 1 tel que :z=|2z|2

Démanstration :
Le nombre complexe z n’est pas nul : donc son module

F4 | z | n'est pas nul. Il en résulte:
(z=|2|2) == (z.:, - m) Calculons

A
lz]|
Nous avons : ‘il=|2|_1

|z | lz|—

Il existe donc un seul nombre complexe z,
(0]

de module 1 qui satisfait a I'égalité :

o - u té

z=|z|2; cest le nombre complexe 2 .. qui satisfait a I'égali

; z |

Remarque : Si z a pour forme algébrique 4 & i
I r

a b
A+ i ints |
B g g 7] Les points Images dans un plan de

données proporti -
onnelles; ils s
anes ave
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5.5 DEFINITION : Soit z un nombre complexe non nul; soit z, le nombre
complexe de module 1 tel que : z= |z |z,
On appelle Argument de z, et on note Arg z, I’Argument de z.
On appelle argument de z, et on note arg z, un argument de 2.

Remarques: 1. Le nombre complexe non nul z a une infinité d'arguments. Si
M, Mo, Ug sont les points images respectifs dans un plan de Cauchy de z, z, et 1,
ona: Argz=Arg z, = angle (OUo, OM,) = angle (OU,, OM). Donc I'Argu-
ment de z est I'angle (OU,, OM). ,

2. Tout nombre complexe z non nul est déterminé par la donnée de son module r
et de I'un de ses arguments x. Nous désignerons z par [r, x] et nous dirons que z
est mis sous forme trigonomeétrique.

Ona: z=|z|zyg=r[1, x] = r(cos x + 7 sin x).

On a donc |'éguivalence suivante :

(z=1[r, x]) <= (z=r(cos x + isin x)).

3. Le point image d'un nombre complexe z non nul, de module r et d'argument X,

a pour coordonnées r'cos X
P rsin x

4. On a: YzoeW, 0=|0]z, Avec les définitions précédentes,_l'Argument
du nombre complexe nul 0 n'est pas déterminé. C'est pour cette raison que la
définition des arguments ne s'applique pas a 0.

-+ *
) dans le repére orthonormé direct (O, Up, Vu)-

Exemples.

Mettons sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants: 7, — 5/, 1—4i

e 7 =17 0]
o —5i= 5(—f}=5(cos%+;sin3§)=[s,§il‘-
_ . N
e |1—i|=v2 1—r=\/2('¥—;\’Tz)_x/z(cos(—ﬁ)-k:sm(——}}
ey

Relations entre la forme algébrique
et la forme trigonométrique.

5.6 Soit z un nombre complexe non nul, de forme algébrique a + /b et de forme tri-
gonométrique [r, x]. On a les équivalences suivantes :

(@a+ib=1[r, x]) <> (a=rcos xetb=rsin x)
r=1+/a2+ b2
a
(@ +ib=[r, X]) <> Va? + b2
, ol b
sin X—W

b1




4

imaginaire pur. z est non nul. Des égalités -

; b
), il résulte queé l'ona: tgx=—

Remarque: Siz n'est pas un

a+ib=[r x]=r(cosx+1'5in X
_b ne permet pas de trouver un argument du nombre Complexg

erminer X modulo et non modulo 2 7.

L'égalité : tg X
a + ib, car elle permet dé dét

Propriétes.
Soientz = [r, x] et ' = [r', x'] deux nombres complexes quelcongues non pyjg

suivantes sont vérifiées :

Les propriétés

([r,x]= [7, x'])-q:—;:r(r:r’ et x = X' (27T)) (1)
(z=[.r,x])<;>—(§=[f.-x]) (2)
(z=[r,x])-¢==—:-(——z=[f'rx+ﬂ]) (3)
72z = [nx]x[r, X']= [rr', x + X'] (4)
z_ Xl _ [ gt

e O [r’ i’ x] (5)

Démonstration :
e conséquence immédiate de la définition de la forme

1. Cette équivalence est un
trigonomeétrique d'un nombre complexe.

2 Ona: |z|=|z|=r Cherchons I'argument de Z

(z = [r, x]) <= (z=r(cos x + /sin x)) <—> (z = r(cos
< (z = r(cos (— x) + isin (= x)))<=—=(z=1[r,—x])

3. Ona: |—2z|=|z|=r Cherchons I'argument de — Z :

(z=[r x]) <> (z=r(cos x + /isinx)) <~ (—z=r(—cosx+i(— sinx)))
<« (—z=r(cos (x+ ) + i sin(x+m)))
<~ (—z=[rx+ 7).

4, Ona: |zz'|=|z| |z | =t Cherchons I'argument de zz' :

zz' = [, x] [r', x'] = r(cos x+ i sin x) r'(cos x' + /sin x'),
= rr' [cos X cos X' — sin x sin x' + /(cos x sin x' 4+ sin x cos x)],

= ' [cos (x + x') + 7 sin(x + x')]= [rr', x + x'].

x — 7sin x))

z lz| r '
5_ s s — | e ¥ z
On a_ 7| =77 =7 Cherchons I'argument de 7"
z zz2 [nx][r,—x] [, x—x"] n'(cos(x —x') + isin (x — x'))
z“F — |Z" P e r'2 r'2 - 2
r

| =

—_—

f

(cos (x — X') + i sin (x — x')) = [;,x_ Xf]. »
r

~

Exemple.

Mettons sous forme trigonométrique 1+ f\/-é.
1—i

ona: [1+iv3|=vi+a=2

02
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Donc : 14 /4/3=35(1 V38 n
2(5 F I—z—) = [2, 5].

De méme, d’ ¢
aprés I'exemple du paragraphe 5.5,ona : 1 — /= [‘r’fi - E]

T
Donc : —T—g!r_§=___i__=|:i E_( ﬁ]- s Tn
T I FERE O

Ve T 4

\ 4]

D’autre part, on a : 1 f\f:3 = (1 + ."'\,2’5){1 +/ 1= '\5 + ;'(1 + \/5)
LS, 2 = 2 '

Nous en déduisons : /2 In_1- V3 = 7% 1+4/3
V2cos 5= -— et st,nﬁz_%_.

ou encore : cos .F — ﬂ it LT e T “v/é-,

5.8 THEOREME : L'application f de IR dans ‘U définie par :

59 THEOREME : xR, Y{neZ,

fi R— U
) X +—> COS X 4 /sin x
est un homomorphisme de (IR, +) dans (L, x).

Démonstration :

[I suffit de démontrer la proposition suivante :

fix. x)eR2,  f(x+ x') =F(x) F(x').

Soient x et x’ deux réels quelconques. On a :

f(x + x') = cos (x + x') + /sin(x + x') =[1, x + x],
= [1, x][1, x'] = (cos x + isin x) (cos x" + jsin x'),
= f(x) f(x'). =

Remarque : L'application f est surjective, mais non injective.

Formule de Moivre.

(cos x + i sin x)” = cos nx + i sin nx.

" Démonstration : )
Soient x un réel quelconque et 7 Un entier relatif quelconque.

e n=0 (cosx+:‘sinx)°=1=cuso+isin0.
e neZ' Nous avons : (cos x + /sin x)r = [f(x)]";
or f est un homomorphisme de (R, +) dans (‘1.@, X ); donc :
[f(x)]? =Flx+ ... + x) = f(nx) = cos nx + /sin nx.
‘L-._’.’I_‘i-{f;'i';-"”
e neZ* Posons : n'=—1. n' est alors un é€lément de Z% et nous avons :
* 1 1

. = —=1 ]
(cosx + 1sinX)™" = Teog x + isinx)™ ~ cos n'x + /sin n'x

(cosx + isinx)? =
= _1._1_—] = [1, = n'x] = [1, nx] = cos nx +/isinnx. W
[1, n'x

53




6.1

" Pour trouver tous les nombres complexes z, il suffit donc

6. Racines n-iemes d'un nombre complexe,

Résolution dans C de I'équation : Z” = Z.

ntier naturel supérieur ou égal 3 7
o I'équation 27 = Z, c'est-a-dire cherchons I'ensep,.

ble S des nombres complexes Z dont la p_uE;issanf:e n-iemsrsog;‘lgallsxae 2::5', |
Il est facile de calculer la puissance n-ieme d'un nombre plexe, si ce dermig

est donné sous forme trigonométrique. Nous Supposons dﬂl:c CIU:? Z' est F'Onné
par son module r et I'un de ses arguments x et Nous cherchons a déterminer |g
module p et I'un des arguments ¢ de chacun des nombres complexes z.

Nous avons : )

(27 = Z) = ([p. 0]" = [ x]) == ([p7, na] = [, x])

<~ (p"=retna= x (27)) <> (p" = ot (Jk e Zr'n:‘(- =¥ + k.27)).

Considérons d'abord |'équation g” = 1, ou p et rsont deux rt_aels strictement positifs,
2 que cette équation admet une solution

Nous démontrons au chapitre 5 du tome
. o
racine n-ieme de r et notée \/7.
ennent 3 I'ensemble S ont donc le méme

e
Soient Z un nombre complexe non nul et n uUN

Cherchons a résoudre dans

unique dans IR}, appelée
Tous les nombres complexes qui apparti

module /7.
D'autre part, de I'égalité : na = x + k.27, nous déduisons : o = % + k—;?-

Si k et k' sont deux entiers relatifs dont la différence est un multiple de n, les réels
g + kfﬂ et;:- + A différent d'un multiple de 2=; ils représentent donc deux
arguments d’un méme nombre complexe. '

: de considérer n valeurs
consécutives de |'entier k, par exemple : 0,1,2,...n —1.

I ) - = x 21—:
L'ensemble S est donc formé des n nombres complexes [{/r > + k. =

appartient & 'ensemble {0, 1, ..., n — 1}; ces nombres complexes sont appelés les
racines n-iémes du nombre complexe non nul Z.

]uﬁk

THEOREME : Soient Z un nombre complexe non nul égal a [r, x] et n un

entier naturel supérieur ou égal a 2. '
Z admet 7 racines n-iémes, z,, z,, ..., z,_; qui sont définies par :

pkel0 1 =1 z=|Vn%+k2T]

Exemples.

1. Recherchons les racines quatrigmes de \/5 + i
Mettons 1/3 + / sous forme trigonométrique :

ey

04



6.2

Les racines Quatriemes de v /3 + 7/ sont d
one :

125 1 %3+

| ) |8 % EJ' ["‘/2'“ = "]’ [’75 i ?ﬂl'

<. Recherct ' * :
echerchons les racines

cubiques (troisiemes de 1.
Ona: =[1,0] et V1 =1, }

Les trois racines cubiques de 1 sont done - i1, 0) [ 21:] [1 4T¢]
# ¥ o ’ ? i

NDUS remarqumls ue n m (] —_—
q IE Ombre X m
Cco 1E m
P 1,. 3 ast |E carré 'dU ne brE co prKE

T
1,—]- Il est d' A
[ 3 usage de noter ce dernier par /. Les trois racines cubiques du

réel 1 sont donc 1..E /2. 0n a aussi / = cos g_ + /sin _2_-:: = — 1 + JJ\—E-
. ¥ ~ 3 3 2 2
= cog — 2.2 : V3 _ -
3 + /7 sin 3 ui*hz_*"' et, parsuite : 1 4/ 4+ /2=

La représentation géométrique des nombres complexes 1, /, /2 est donnée par la
figure suivante.

Remarques : 1. Dans un plan de Cauchy, les points images des 77 racines n1-iémes
d'un nombre complexe non nul Z de module r appartiennent au cercle de centre O

et de rayon 1/r. Si n est supérieur ou égal 3 3, ces points sont situés aux sommets

d‘un polygone régulier de n cotés inscrit dans ce cercle.
2. Dans le cas particulier ol n est égal 3 2, nous avons donné une autre méthode

pour calculer les deux racines carrées d'un nombre complexe. On sera amené,
suivant les cas, a préférer une méthode a l'autre.

Racines n-iemes du réel 1.

Appliquons le théoréme 6.1 au cas ol Z est égal a 1.
Les n racines n-iémes de 1, appelées traditionnellement racines n-iémes de I’ unite,

.y 2Kk7 e o
sontdonc @ coOS 2—;:— + /sin ——ou k appartient a {0, 1,...n— 1}

Considérons un nombre complexe non nul Z et supposons que I'on connaisse déja
une racine n-iéme de Z: soit u cette racine. Cherchons & exprimer une racine n-iéme

quelconque z de Z en fonction de u.

il
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Le nombre complexe Z n'est pas nul; le nombre complexe v n‘est donc pas nul

Nous avo 2);1 A 1
s: (=) =5=5=1
ous avon 7 =7
z ; a oy .
Le nombre complexe - est donc une racine n-iéme de l'unité et par suite z est lg

produit de v par une racine n-ieme de l'unité.

racines n-iémes d'un nombre complexe

THEOREME: On obtient les 7
Iconque d’entre elles par les n racines

non nul en multipliant I'une que
n-iémes de l'unité.

Exemple.

Recherchons les racines cubiques de 27.
Le réel 3 est une racine cubique de 27 ; les trois rac

3, 3/, 3/%

ines cubiques de 27 sont done -

7. Applications a la trigonomeétrie.

Expression de cos nx et sin nx sous forme
de polynémes en cos x et sin X.

En classe de Premiére, le calcul trigonométrique a mis en évidence les

formules suivantes :

cos 2 x = cos? x — sin? x,

sin 2x = 2 sin x COS X.

La formule de Moivre permet
sin nx, lorsque n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Ona : cosnx+ isinnx = (cosx + i sin x)".
Le réel cos nx est donc la partie réelle de (cos x + /sin x)”, et le réel sin nx enest la

de retrouver ces formules et de calculer cos nx et

partie imaginaire. .
En classe de Premiére, nous

toute expression de la forme (a + b)"
‘.’1-- ey f E " _

anneau commutatif. SV ik DX, b =
Nous avons donc : '

avons appris @ développer par la formule du binéme
lorsque a et b sont deux éléments d'un
Yy [ Vo

Y

n

(cos x + i sin x)" = Z Ck (cos™™* x) i sink x.

k=0

n

? CK(cos"—* x) i sink x| ;
S '

k=0

n
sin nx =1J $ C% (cosm=k x) ik sin® x|.
k=0

On obtient alors : cos nx = .'R(

56
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Exemple.

Exprimons cos5x et sin5x sous forme d'un polynéme en cos x et sin x.
Nous avons :

cos 5x + isin 5x = (cos x + i sin x)5
= c0os® x + 5/ cos* xsinx + 10/2 cos? xsin? x
) 4+ 10/3 cos? x sin? x + 5/4 cos x sin® x + /% sin® x
Orona: 2=—1, 3=—j =1, 5=/
On obtient donc :
cos 5x = cos® x — 10 cos® x sin? x 4+ 5 cos x sin® x,
sin 5x = 5 cos* xsin x — 10 cos? x sin? x 4 sin% x.

Linéarisation.

7.2 Dans certains problémes, il peut étre intéressant de transformer un polynéme en
cos x et sin x en une somme de cosinus et de sinus des multiples de x. On dit alors
que l'on a linéarisé le polynéme initial.

En classe de Premiére, nous avons par exemple linéarisé les polynémes cos? x
et sin? x : :
o . _ 14 cos2x ., 1 —cos2x
CO§2 X = ————8¢€tsin“x=—735——

2 2
L'utilisation des nombres complexes permet dans certains cas de simplifier cette
linéarisation.

Exemple.
Linéarisons cos? x.
Appelons z le nombre complexe égal a cos x + i sin x.

z4 2z
On aalors : cosx = 7

1 &
Il en résulte : cos’ x = 57 (z+ 2}7.
Calculons (z + z)” en utilisant la formule du bindme :
(z + z) =27 4+ 725z 4+ 21 2522 4 352°2°% + 352324 + 212275 4 7228 + 727,

Le produit zz est égal @ 1, on a donc :

(z+2) =27 +725+ 2122+ 362+ 35z + 2123 + 725+ 27

=27+ 2+ 7(28 + 29) + 21(2 + 2) + 35(z + 2).
Or, pour tout entier naturel n non nul,ona :

27 = (cos x + i sin x)7 = cos nx + isin nx, et z" = cos nx — i sin nx.

Il en résulte ; z7 + z" = 2 coS NX.

Nous en déduisons : (z+ )" =2cos7x + 14 cos 5x + 42 cos 3x + 70 cos x,

puis : cos? x= Z‘I—E_{cos 7x 4+ 7cos5x+ 51 cos 3x + 35 cos x).

&l
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3 Déterminer I'ensembl

N

ﬁ

|

"' Dans le plan complexs, déterminer I'ensemble

\

| / § Soita un nombre complexe donné. Déte

EXERCICES

F algébrique Module. Hepl’és""taﬁ“" géométrique.
orme y

n des nombres complexes suivants :

1 Mettre sous forme algébriqlue chacn; e
2 44 1 144

2+ 31 (=1 el = = 4f' > 1;2.;

(1 4+ 20 (—=2+57) (1 +f]‘(4+3la‘), 2- 2]

TFan=12+0 E—N@E+ ‘

r 2—z+2=0.

\ f |'éguation :
y ssoudre dans rensemble © : %
\/2 Réso , )4 (2% )=

N
¢ des points M du plan com
e dans le plan complexe.

ey T HAAYY &

plexe dont l'affixe z satisfait 3

la relation: z + z=|z| Représenter cet ensembl

4 Déterminer, dans le plan complexe, I'ensemble des points M, d'affixe z, tels que e

f soit un nombre réel.

nombre complexe Z - 5

J
rminer, dans le plan complexe, I'ensemble

(z—a)(z —7) =4aa.

’

L__" 1) Il. |‘. PR =

des points M, d'affixe z, tels que l'on ait:

-

6 Dans le plan complexe, déterminer et représenrerl'ensembfe des points M, d'affixe

2 tels que l'on ait : zz+ 3 (z42) =7.

des points M, d'affixe z, tels que les

points images des nombres complexes 1, zet 1 + z2 soient alignés.

8 Dans le plan complexe, déterminer I'ensemble des points M, d‘affixe z, tels gue
les points images des nombres complexes /, z et /z soient alignés.

¢ Dans les exercices suivants (n°¢ 9 et 10), 6n écrira qu'un triangle est équilatéral

si et sEu!ern_gntls'il a ses trois cotés isométriques. On verra dans le chapitre 10 une
méthode plus simple pour traiter ce genre d'exercices.

9 Détermi

e de;r;,e,;,,l,?m?{:g:e? cum.plexes.z tE:.'IS que dans le plan complexe les points
. plexes /, z et iz soient les sommets d’un triangle équilatéral.

10 Soit 8 un nembre complexe donné. Détermi

qu.e. dans le plan complexe, les . a

soient les sommets d'un triang

er les nombres complexes z tels

points images de m

s nombres complexes az2, a2 ?
: z?, a’zetz
le équilatéral. d )

puints M tels que 7 s0i
points M tels que
du plan Complexe

3° Déterminer I'ensemble 1" des

: tun non W—"
avec le point O, origine du repére "R e A TAale Y

les poi
Roints M et M’ sojent alignés

- =
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12 Soi
2 Solent z un nombre complexe et M le point image de z dans le plan complexe
-2

[+]
1° Déterminer |’ ensemble des points M, d'affixe z, tels que le nombre Z égal aZ TEd

soit un nombre rée),
2¢ Déterminer I'ensemble des points M, d'affixe z, tels que le nombre Z égal glo=e e

soit un nombre imaginaire pur, {

- 13 Soient P un plan affine euclidien et (0,7 /) un repére orthonormé de P. A tout

. x .
point M de coordonnées (y) dans lerepére (G, ;;) on associe son affixe: z=Xx+1/y.

° Déterminer I'ensemble E, des points M de P tels que le produit (z — 2i)(z — 1)
soit un nombre imaginaire pur.
2° Déterminer I'ensemble E, des points M de P tels que le produit (z — 2/){(z — 1)

soit un nombre réel,
3° Construire ces deux ensembles E, et E,.

14 Soient P un plan affine euclidien er(o. f, ;?) un repére orthonormé de P. Soient

A, B, C les points de P d'affixes respectives 1, — 1 et — /.
Soit f'application qui, & tout point M de P d‘affixe z, distinct de C, associe le point M’

iz 4+ 1
i

de P d'affixe 2’ égal & :

1o Déterminer f(A), f(B) et 7(0D).
29 Démontrer que, si M est distinct des points A et B, alors le point f(M) est distinct

des points A et B,

3° Démontrer qu'il existe un nombre complexe &, tel que I'on ait
L2124 L B

fze€© —{1,—1, -/}, z,_1—kz_1 M k e

.

'.Iu J= i.L"- ) ?-_ ._I-" h g4 ot —

—

complexe Z = U <+ /V. BRI :
Démontrer I'équivalence suivante :  ~ - g
(|Z[2=U2+V2) <—> ((2=0) ou (UEIR ot UEIR))

I~ = N v
- -~ \ \ v NG o, —) |

= | r "
iy R : | =
/) 2) o PAK 5
I - |

Equations du second degré. '

16 Déterminer les racines carrées du nombre complexe z= — 5 — 12/

72 =10 — 47/ \/6.

17 Résoudre dans I'ensemble € I'équation en 2
18 1° Déterminer, sous leur forme algébrique, les racines carrées du nombre

complexe — 5 + 124.
0.

2+4N22—-@B+2)z+1~-

Nl

70 Résoudre dans € I'éguation :

19 Résoudre ‘dans I’fnssmble des nombres complexes |'équation :
224 (10/=7)z— (11 + 41/)= 0.
t W
20 Résoudre dans I'ensemble € ['équation : 2—-(5+3Nz2+7i+4=0.

21 Résoudre dans C I'équation: 22— 4(6 +/)z + 3(63 + 16/) = 0.

59

{1,.4

15 Soient U et V deux nombres complexes quelconques. Oﬂ considere le nc:mgre

A



60

?2 Résoludre dans le corps des nombres complexes I'équation :
2 4 (8 —B)z 47 —8=0 A

23 1o Dans le plan complexe, construire les points d’affixes respectives les nomb
res

complexes : a=2—1 b=-3—:', oc=— 24 6/

Calculer les nombres complexes Eet € ot construire les points images
7 a ges correspondants,

20 Résoudre dans le corps des nombres complexes I'équation :
(2_,.')12_.{3 -l—.")z—'2+5u"=0.
Construire, dans e plan complexe, les points images des solutions de cette équation

24 Résoudre dans le COTps des nombres complexes |'équation : 4 4+72241=0

oudre dans 'ensemble © |'équation : (z—2) (22— 3iz+ 4) = 0. '
es dans le plan complexe des solutions de |'équa- '

gle (A B, C) estun triangle rectangle.

25 1° Rés
90 Soient A, B, C les points imagd

tion précédente. pémontrer que le trian
nsemble C des nombres complexes I'équation suivante (E) : :
+

+ 19i) — 26(1 + 1) = 0.
uation admet une solution réelle et une seule ; déterminer

26 On considére dansl'e
23 — z2(6 +.30)+ z(21
Démontrer que cette €4

cette solution réelle. = —
Résoudre ensuite |"'équation (E) dans I'ensemble C.

27 Résoudre, dans I'ensemble C des nombres complexes, |'équation :

(L:iu(z:i)u(z:_f)ﬂfg
z 4+ z 4+ 741 -

considére, dans C, I"éguation (E) :

28 Soient 4 et b deux nombres réels. On
za+azz+6{1 ——f)z+b=0.

10 Déterminerd et b de telle sorte que |'équati jution le nombre

on (E) admette pour so
complexe 1 + /. < -
90 Démontrer qué |'équation
|'une est: 22 4iz + 5(1 —/

ainsi obtenue s décompose en deux équations dont
y=0. Résoudre dans € cette derniére'équatiun.

29 Soit f(z) = y3-feig 2=t bz + cC.

10 Déterminer les trois nombres complexes 4. b, ¢ tels gue |'on ait !

f(—iH=0 f(i)=— g(1+1) et f(1)y=—"5 2

20 On donne aux trois nombres complexes 4. b, c les valeurs trouvées dans la
premiére question. Résoudre dans I'ensemble © |'équation : f(z) = 0.

30 Soit f(z)=2"+ az2 + bz + €.

1e Déterminer les trois nombres complexes &, b, c tels que |'on ait:
F(1)y=18+ 167, f(—1)=16— g;i et (=0

20 0On considére les trois nombres complexes 2. b, ¢ trouves
tion. Résoudre dans I'ensemble © |'6quation : f(z)=0.

dans la premiére ques-

31 Soient a et b deux nombres complexes. On considére dans € ['équation :

(1 Z’—-(b+112+a=0.
10 A quelle condition I'équation (1) a-t-elle deux solutions distinctes ?

20 Résoudre I'équation (1) dans lecas ot : a=i—1 ¢t p=2i
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<35 Soient p un nombre complexe, a la partie réelle de p et b sa partie imagin

2. LES NOMBRES COMPLEXES

‘_& .

32 Soit  un nombre réel compris entre — et 4+ m.

Résoudre dans le corps € des nombres complexes I'équatign suivapte :

24 —2cospz24+1=0. U ,[i_" AQLRY ) 2 AN
i L P

t ) o

33 Soit 2 un nombre réel.
1o Résoudre dans I'ensemble © I'équation: z2 +rz+ 1 =0
2° Quel est, dans le plan complexe, I'ensemble des peints image

cette équation lorsque A varie?

34 Soit v un nombre complexe.
On considére I'équationdans © : z2 — (2 4+ /w)z+iw +2— o= 0. (1)
1o Démontrer qu'il existe un nombre complexe w, pour lequel I'équation (1)
admet deux solutions complexes conjuguées. ¥ 4 e ) eb I-(
2o Calculer alors ces solutions. Wt

aire.

1o Résoudre dans l'ensemble © I'équation : (1) 22 — 2pz + p- = 0.
On sera amené a distinguer plusieurs cas suivant le signe du produit ab.
20 Déterminer les nombres complexes p pour lesquels I'‘équation (1) a au mains

une solution réelle,

36 Soit 8 un nombre réel.

Résoudre dans € I'équation suivante : 22 — (3 cos 6+ /isinf)z+2=0.

Forme trigonométrique et racines n-iémes.

37 Soit z le nombre complexe égal a 1 + i1 3.
1o Mettre le nombre complexe Z sOUS forme trigonométrigue.

2¢ En déduire la forme algébrique du nombre complexe (1 + ."1/5)10.

(1 +1v2)+i

38 Soit 7 le nombre complexe égal & =
o (1 +4/2) =i

1e Déterminer le module et un argument de z.
20 Calculer : 229, 2z%', z?% 223 et z34

39 Soient x un nombre réel et z le nombre complexe égal a :

i o i v
= (x — s — 4+ /sin=| o e LS
z fx.2?(co4+ ] < Tk
1o Déterminer le module et un argument du nombre complexe z.
20 pémontrer gue z'?78 est un nombre réel ; préciser le signe de 27978,

40 1°© Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes

Z1ﬂ—1—'." et Zz=——1+f‘\,/§,

Z
Z1. Déterminer la partie réelle et la partie imagi-

70 Soit Z le nombre complexe égal & =
. = z

k —

naire de Z.
3 En déduire le cosinus et [e sinus de ?I‘_Ti:

61

s des solutions de
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41 Soient a et b deux nombres can‘;pjf?“zre ligs pour que |
ils a pro
10 par quelle relation @ et b dowen \ Proposition suivant
z , |L1L‘LE : ‘ITL"; _,’i"-‘l--_"'
,0‘3 cC, I aZ| = ! Wi | 3 |-L-;| ,u'n.|'h\“
1

soit vraie : _
on aet? dawent-ils étre liés pour que la profosition suivan,
B

20 Par quelle relati

. - — ar —-? P VT s IR W
<oit vraie : §z€C arg (az) = g e __ ,1..5 L a,

i s az et ? lorsque ces de i
30 Que peut-on dire des nombres complexe % OO UX propositiong

T ek T sewnk des O ppe
sont vraies simultanément ! we ‘

\\ 4o Application : soit a égal @ 14/ péterminer b pour que_les deux propositiong

— i 4 Y - A

\ 5 Ly - /

ci-dessus soient vraies. 1\ 2\ - 7\ (A ] SO e
81 .\-._.1:_5' ]"\[-""""“] I

/V On considére le nombre

mbre complexe non nul de module g et d'argument f,

Tr—l-' inﬂ z
:Z-—-(COSE /5 3)

dule et un argument de Zen fonction de p et de B.

A2 Soit zun no

complexe Z
e |

Détermmer le mo L, ¥ -1 Y 1 ‘
- l‘| ) _: : - i_ AN -; I 1% . Y b - ’ LA F ",
e : - - T ™
43 Soient et @ deux nombres réels tels que : 0< i< 3 et 3 < g <m
On considére les nombres complexes Zi et 2z, de module 1 et darguments
respectifs 20 et 20
1o Calculer le module et un argument de .chacun des nombres complexes
{1 — ) et (1 4 22) A 1 A 2 .:‘._:\ " ' w.\\ » . u:' e r 1 ¥ - 0 il
<A K/ \ —_Z =
duire le module et un argument du nombre complexe L %
1422 [ L2
& .

20 End

44 Soitql I'ensemble des nombres complexes de module égal a 1.
1 3
nombres complexes 3 et 27 °

10 Soit z un élément de L. Que peut-on dire des

20 Spient z; et Z, deux éléments de U tels que l'on ait: 21227 — y

1 z z
Démontrer que le nombre complexe Z égal & 3 '+'+; ; est un nombre réel.
2

o=t

30 Spient 0, et 0, des arguments respectifs de z; et Za.
Exprimer le nombre Z en fonction de D, et 2. Vel -

45 Soit 2 un réel tel que l'on ait: Yke Z, rz;ég-i—km

-] = i —_—
10 Déterminer le module et un argument du nombre complexe !
14+ 7tg

2° Méme guestion que pour le 1° avec le nombre complexe —-—l——-
3° Méme questio ‘ __—1 5
n que pour le 1° avec le nombre complexe ?
f+1g e

45 Résoudre dans la
cor
o ol A e ps © des nombres complexes |'éguation :

Mettr sous form mé
e sous forme trlguno étrigue les solutions trouvé
€es.

47 Résoudre dans I'ensemble © |'équ
2Z2—1+4+2Hz+3(014+4) =0, qat:on
Déeermmer le module et un argument de ch
aque solution




2. LES NOMBRES COMPLEXES

48 Résoudre dans le corps © des nombres complexes |'équation :

24+ (i—1(V3-3)x—12i=0.
Mettre sous forme trigonométrique chaque solution.

@49 1° Déterminer les nombres complexes z, et 23 solutions de I'équation :
242242=0 7,4z -AtA , “A-a e, 20 :
2° Soit n un entier positif. Calculer : 2] et 23. 7 :

Donner une expression simple de: S, =27 + 23. [,/ 1/~ 2
32 Trouver une relation indépendante de n entre S, et S,, &

50 On considére dans le corps © des nombres complexes |'égquation :
224 (1 —iv3)z—(1 +/4/3)=0. (1)
1° Résoudre cette équation et exprimer les selutions 2z’ et z" de cette équation en
fonction des nombres complexes a et b définis par :
- A3+ —1+iV3

a=——— et PSR A L S

: 2 b 2
2° Mettre les nombres a et b sous forme trigonométrique et représenter leurs points
images A et B dans le plan complexe. En déduire une canstruction simple des points
¥ images des solutions de I'équation (1). Mettre ces solutions sous forme trigono-

metrigue
: o 5n Erm
3° Déduire de ce qui précéde les valeurs respectives de cos 3 etde sin 33

51 Soit « un nombre complexe de module r et d’argument 0. Résoudre dans
I'ensemble © I'équation : x2 — a(a + /) x + /o’ = 0.
Mettre les solutions sous forme trigonométrique.

52 Soit v un nombre réel compris entre - et -+ m Soit dans I'ensemble
C I'équation : x? + 4xcos +L_2 + 4 cos 2u)= 0,
10 Déterminer I'ensemble des réels v pour lesquels les deux solutions de cette

équation sont des nombres réels ?
20 Pour les valeurs de v trouvées précédemment, déterminer le module et un argu-

ment de chaque solution.

53 Soit v un nambre réel de I'intervalle ]— =, + ==[.

Résoudre dans le corps © des nombres complexes !équatmn
-—2(1+cusu)z+2{1+cosu)—0 Ay

Détermmer le module et un argument de chacune des solutmns lruuvées

2z [ [ U] 5 R, =100 -4 ]
/\. 54 Soit v un n{:mbre réel de I mtervalfa ]— = + =L
‘  Résoudre dans le corps € des nombres complexes I'éguation :
1. 72 — 2z(cos u + isinu) + 2/sinu(cos v + /sinu) = 0.
Déterminer le module et un argument de chacune des solutions trouvées.

E5 Soit z le nombre complexe égal 3 — /. ,}
‘ 1o Mettre le nombre complexe z sous forme trigonométrique.
20 Calculer les racines cubigues de z et construire leurs images dans le plan complexe.

. !
56 Mémes questions que pour le n° 85 avec: z=1 +f‘\/3.

57 Résoudre dans I'ensemble © l'éguation : 2% = — \/5 =L jv’ﬁ.

63




64

' 59 Calculer le modul

94/3 -
xe Z= —5— (1 —iv/3).

58 On considére le nombre comple
10 Mettre le nombre complexe Z SOUS forme trigonométrigue.
70 En déduire les racines cinquiémes de Z.
e et un argument du nombre complexe _1_=+_’_ r
V3 —i

ns I'ensemble © de I'équation : 28 = 14
_—Tree——

En déduire toutes les solutions da

g0 1° Résoudre dans le corps © des nombres complexes |'équation :
(1)

23 =1
Mettre les solutions de ) sous forme trigonométrique.

920 Spit p un entier nat

I'équation (1
urel différent de 0.
Résoudre dans le corps C des nombres complexes |'égquation : 2F = v’i_ (1 +4) 2)

5 ’
orme triganométrigue.

de I'équation (2) sous f
voir des solutions communes ?

Mettre les solutions
) et (2) peuvent-e[les a

30 Les équations (1

61 Résoudre dans ensemble € des nombres complexes I'équation : =
4 (5—N22+4—4i=0

Donner les solutions SOUS forme trigonométrique.

62 Résoudre dans le corps € des nombres complexes |'équation :

A= (1 —i)z8—i=0
63 Résoudre dans le corps des nombres complexes I'équation :
26 4+ (1 — 22— 2/i=0.

64 Résoudre dans |le carps € des nombres complexes |"équation :
(1 +0z8 — (2 )z —i=0

C I'équation : 2° — i=0.
de chacune des solutions trouvées. L'une des
trouver la somme et le produit des deux

65 1° Résoudre dans |'ensemble
Donner le module et un argument
solutions est un nombre imaginaire pur;

autres solutions.
20 Résoudre dans rensemble © [I'éguation : 3 _j=6(z+1)
66 1¢ Déterminer, sous leur forme trigonométrique, les nombres complexes Z tels
que l'on ait: z3 = ——1 _!-_h
. vz

2¢ Démontrer que, pour l'un deux, ona: z* + z=0 '
) ‘ -
30 Réciproquement, trouver tous les nombres complexes tels que:

67 i "
10 Soit & un nombre complexe, différent de — 1, de module 1 et d'argument 0.

Calculer le module et un argument du nombre complexe L=
En déduire le mod e
module et un argumentdu nombre complexe z tel que : —2—-'—-—5 = U
2 — iz e

2° Résoudre dans le ¢
_ orps des no . .
(2 + iz)5 = (2 — iz)8. nombres complexes I'équation :

#B3+2z=0



2. LES NOMBRES COMPLEXES

# 6 i i
(: Soit la Sulte des n nombres complexes : u, u u, défini :
1=1—7/) et Wreif23, ... nY, u,=ju j‘ e S
P p_J ’
avec f egal au nombre complexe cos 2——“ + 7 sin es
3 &
1¢ Démontrer que I'on a : Uy + Us 4+ w3 =0
2° Démontrer que I'on a : Yrei{4 s n} -u =y
3° En dédui i ‘enti aleur de I somme 8, -
uire, suivant I'entier n, la valeur de la somme Sp=us+u+ ... 4+ u,

n=1
n=1
Calculer: g, = T ™ , T 0 7
T, ECUS( 4+2p§) et c‘"-_—.>5m (_E+2p§)
p=0 =0
70 Soient les nombres complexes j = — % + % et k= — 1 = ,-lf.g
) 2 2

/1° Démontrer que les solutions dans I'ensemble © de I'éguation: xF—1 =0

i[r" sont 1, j et k.
I Démontrer que l'on a: &k =/2 et J= k2,
| 2° Démontrer que I'ensemble E = {1,/ k} est un sous-groupe du groupe multi-

plicatif (C*, x).

A
71 Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Démontrer que |'ensemble des
'racines m-iémes de l'unité est un sous-groupe du groupe multiplicatif des nombres

complexes de module 1.

72 Soient, dans le plan complexe, A, B, M les points d’affixes respectives a, b, z.

. —a .
Déterminer I'ensemble des points M tels que T3 ait pour module 1.

/73 Soit zle nombre complexe égal 31 +7 -\/3.

1¢ Déterminer le module et un argument de 2.
20 Démontrer que, dans le plan complexe, les points images des nombres complexes .

z, — 2,22 :::1.'g appartiennent a un méme cercle.

. ' T * -.r)
/%" 74 Soient P un plan affine euclidien et (D, £,/ ) un rep
’ Soient z un nombre complexe différent de 1, et M son point image dans le plan P.

ére orthonormé direct de P.

z—27
/ - Onpose: Z= ]
10 Soient x et y les parties réelle et imaginaire de z; calculer, en fonction de x et y.

lle et imaginaire de Z. .
ble E des points M tels que Z soit :}n nombre réel. Préciser

les parties rée
Z>20.

20 Déterminer I'ensem : , i
le sous-ensemble de E formé par les points tels que ['on ait :

T
"1 30 Déterminer I'ensemble F des points M tels que Z ait pour argument 7 modulo 2.
4c Déterminer I'ensemble G des points M tels que l'on ait : | ﬁé\%\

65



/15 1° Soit le nombre complexe u = 3(-— \/2 —~ ALY i \/E“:—Tﬂ
Calculer u? et u. En déduire le module et un argument de v, V 2),
20 Spient 0 un nombre réel de l'intervalle [0, 2n[ et Z un nomby,e .
module ¢ et d'argument 0. OMplgy, ;
a) Déterminer 'ensemble des nombres complexes Z tels que |e broicc
un nombre réel. Quel est I'ensemble des images de Z dans le plan compley it "
b) Déterminer I'ensemble des nombres complexes Z tels que le progyj, ‘1;
nombre imaginaire pur. Quel est 'ensemble des images de Z dans le plan ¢ Git
¢) Déterminer I'ensemble des nombres complexes Z tels que le prodyij uszle’“‘?
module 18. Quel est 'ensemble des images de Z dans le plan complexe 7 Bt oy,

g

76 Dans le plan complexe, on associe au point m d'affixe z = x + j,
z—2

z+ 27

On suppose que le nombre complexe z est différent de — 2i,

1o Exprimer les parties réelle et imaginaire X et Y de Z a l'aide des partiesg téelle
imaginaire x et y de Z. “
20 Soient A le point d'affixe 2 et B le point d'affixe — 2/.

Donner une interprétation du module et de I'argument de Z a I"aide des points ;
A et B.

30 En déduire 'ensemble des points m tels que le nombre complexe Z soit réef ¢
Iensemble des points m tels que le nombre complexe Z soit imaginaire pur,
(On pourra donner deux méthodes de recherche de ces ensembles.)

le Point M

d'affixe Z égal a

N salh | o) R VP
77 Soit ¢ un nombre réel. -\ : v 2 Y

1 3 R
\ 1 Déterminer le module et un argument du nombre complexe 1 + cos 9 + ising, |

20 En déduire I'expression de (1 + cos @ -+ /sin ¢)7 pour tout entier naturel |
n différent de 0. | 4 + | A . = 0. /

| . iy !
78 Soient x un nombre réel et z le nombre complexe de madule 1 et d'argument 2,
1o Calculer, en fonction de «, le module et un argument du nombre complexe
Z=1+2z+ z=

2° Soient 2 un nombre réel et z' le nombre complexe de module 1 et d'argument {.
On suppose que le produit 2z’ est différent de — 1. Calculer le module et un argument

z+ 2
du nombre complexe T Que peut-on en conclure ?

' /79 Soit O un nombre réel. Exprimer en fonction linéaire des sinus et cosinus de’
| et de 30 le nombre complexe cos® i + 7 sin? f.

. [ 80 Soit x un nombre réel. Linéariser sin“ x, puis sin® x et co0s® X. .

Problémes.

81 A) Deux ;
nombres complexes non ' respectifs
8 et 0'. Démontrer nuls z et z' ont pour arguments

» que les propositions suivantes sont toujours yraies
* —estréelsiets il ;

> eulementsil'ona: # —

z na: b H=U(m0dﬂ);

* — est imaginair :
z 9 € pur si et seulement si I'on g - 9 — = (mod 7)-
2

66
—-_#
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B) A tout nombre complexe z on associe, lorsque cela est possible, le nombre

' =1 2h G
S 7 soit réel et que < soit imaginaire pur.

On désigne par M et par M’ les paints d’affixes respectives z et z' dans le plan
complexe et par A le point d‘affixe 1.
1° On suppose que M’ existe. Démontrer gue les propositions suivantes sont toujours

vraies ;
i

v = 1 est réel si et seulement si les points A, M et M’ sont alignés.

s est imaginaire pur si et seulement si les droites (OM) et (OM’') sont perpendi-

complexe z' tel que

culaires.

2° On suppose que M est choisi de fagon que M’ existe. Que peut-on dire des
points A, M et M’ et des deux droites (OM) et (OM’)? En déduire une construction
géométrigue du point M’ lorsque le point M est donné ; on précisera I'ensemble E des

. points M tels que M’ existe.

f

C) On pose: z=x+4iy et z'=x'"+Jy. Calculer z' en fonction de =z
Retrouver par le calcul les résultats obtenus en B).

i

82 1° Soit 0 un nombre réel de lintervalle ]— e + g[ On considére dans

I'ensemble © I'égquation en z :

(1) (16tg28) 22— 4(1 + 2itg0)z— (tg 0 — /)2 = 0.

a) Chercher les solutions réelles de cette équation ; discuter. Démontrer que dans
tous les cas, il y en a une et une seule, notée r,.

b) Chercher toutes les solutions de ['équation (1). Discuter.

20 Soit z, = x + iy la solution, lorsqu’elle existe, complexe non réelle de I'équa-

tion (1).
Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z, dans |le plan complexe, pour toutes

les valeurs de 6.de l'intervalle ]— g. 5 ;[

83 On définitdans le plan complexe une application £ de la fagon suivante :au point
M d'affixe z on associe le point M’ d'affixe 2’ égale a 22

On désigne par p et 0 (resp. ¢’ et #') le module et un argument de z (resp.z’). On
notera x et y (resp. x' et y') les parties réelle et imaginaire de z (resp. 2').

1° Exprimer p’ et 6’ en fonction de p et de 6, puis x'ety’ en fonction de x et de y.
L application fest-elle une injection ? Déterminer |'ensemble des points invariants.
20 Déterminer I'ensemble des points M’ lorsque I'ensemble des points M est :

« une demi-droite passant par [‘origine

e une droite passant par |'origine

e« I'ensemble des points tels que I'on ait : |y|—|x|=0

¢ deux droites perpendiculaires passant par l'origine.

3o Déterminer I'ensemble des points M’ lorsque |'ensemble des points M est :

"~ » la droite d'équation ! x = a

A

e la droite d'équation ; y = b,

84 Soient P Un plan affine euclidien et (D, u,v) un repére orthonormé de P.
Soit £ I'application qui & tout point M de P d'affixe z associe le point M’ de P

d'affixe (z)2.
Soit © le cercle de centre O et de rayon 1.

67/
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A) 1¢ Caleuler le module et un argument de (5)?' en fonction du module '
argument de 2, -

29 Quels sont |

es points invariants par f? Démontrer que I'application f n'est
injective. : Pas

B) Soient 0 un nombre réel, M le point du cercle € dont I'affixe a pour argument ()
modulo 2 et M' le point f(M).

Si M n'est pas un point invariant par f, on appelle Dg la droite (MM'),

Si M est un point invariant par f, on appelle Dg la tangente en M au cercle (C).
1o Déterminer 0 pour que Dg soit paralléle & la droite passant par O et de vecteyr
directeur .

25 Déterminer § pour que Dy soit paralléle a la droite passant par O et de vecteyr
-
directeur v.

3° Déterminer 6 pour que Dy passe par le point O.

C) Déterminer I'image par 'application f d'une droite passant par O, distincte des
axes du repére.

_ . .

85 Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormé direct (0. u, v) noté R,
On considére I'application £ qui, 4 tout point m du plan, fait correspondre le point M
tel que les affixes respectives z et Z de m et M vérifient la relation : Z = 22 — 2.

A) 1° Quels sont les points invariants par f?

29 Quels sont les points ayant pour image le point A" d'affixe 27

3¢ Quels sont les points ayant pour image le point B d'affixe — 1 + /7

4° Lapplication f est-elle injective? est-elle surjective?

5° Etudier la disposition de deux points m, et m, qui ont la méme image par f.
Quels sont les points de P qui ne sont I'image par f que d'un seul point?

B) 1° Calculer les coordonnées (ﬁ) de M dans @& en fonction des coordonnées

(';) de m dans R.

2° Quelle est I'image de la droite d’équation : y =07

3% Quelle est I'image réciproque de la droite d'éguation: y = 0? .

4° Quelle est I'image de la droite d’équation : x = 0? Représenter cette image.
5° Quelle est I'image de la droite d'équation: y = x?

86 Soient p et ¢ deux éléments de Z ; on désigne par petpar g’ les solutions
dans C de I'équation : (1) 22 — pz + g = 0.

Dans tout le probléme, on supposera que les entiers rationnels p et g sont tels que
les solutions ¢ et p* de I'équation (1) n‘appartiennent pas a I'ensemble @ des nom-
bres rationnels. (Le lecteur qui a déja étudié I'arithmétique pourra démontrer qu'il
faut et il suffit pour cela que I'entier rationnel p2 — 4 g ne soit pas un carre dans Z.)
Soit {1 le sous-ensemble de © défini par :

Q= lweC|](x, VeZ2 w=x+4 eyl

A) 1° Démantrer la Propriété -

Yix. y)eZ2, (X +py=10) < (x=0.et y=0)

Démontrer que la somme ot le produit dans © d : : ts de Q) sont des élé-
ments de € et que les opgm ns € de dnj:u.x éléments gt o e
sl Catatate internes ainsi définies donnent a £1 une struc

2° Pour tout élément :

o =x !
Démontrer que " est y +e¥, on pose:

n élément de Q). el s 3
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3° Pour tout élément non nul @ de 2 on pose : N(w) = aw® = f(x y).

a) Démontrer que l'on a: f(x, y) = x2 + pxy + qy2

En déduire que N(w) est un entier relatif,

b) Démontrer que, pour tout couple (w4, w;) d'éléments de (2, on a I'égalité ;
':mﬂ'-lz)' = m; 3.

En déduire que lI'on a: N(wiwz) = N(w;) N(ws).

¢) Démantrer que I'on a ; (N(w)=0) <=—> (0 =0).

4 Soit w un élément de (). Démontrer que le nombre complexe w™1 est un élément
de € si et seulement si N(w) est égal & 1 ou a — 1.

Soit () le sous-ensemble de Q défini par: Q' = {we Q| N(e)=1}
Montrer que (€)', x) est un groupe commutatif.

B) Soienta, b, ¢, d, quatre entiers relatifs,

Soit T I'application de Z2 dans Z2 définie par :

V(x. y)e Z2, T(x, y)= (ax + by, cx + dy) = (X, Y).

On se propose de rechercher a, b, ¢, d de fagon que pour |'application T correspon-
dante on ait: (2) W(x,y)e Z2 NX+pY)=N(x+ py).

1o Calculer N(X 4 g Y) en fonctionde x, y, a, b, c, d, p et g.

On considére les nombres «, «*, p et 8* définis par:

a=a+pe PB=b+4+pd a"'=a+p'c P'=b+p"0d

Démontrer que l'ona: N(X +p¥Y) = aa"x2 + ("B + «f") xy + BE" y2
Trouver entre «, B, x*, B*, p, ¢ un ensemble de relations nécessaire et suffisant pour
que la condition (2) soit réalisée.

Démontrer que «* 3 et xf3* sont alors les solutions de 'équation (1).

3° Dans le cas ou la condition (2) est vérifiée etol I'ona: «fi* = p, calculerbetd
en fonction de a, ¢, p, g sous forme de polynémes du premier degré par rapport &
chacune des variables qu'ils contiennent. Calculer (b, d).
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3. |
Sous-espaces vectoriels
d'un espace vectoriel reel

1.

Intersection et réunion de sous-espaces
vectoriels d'un méme espace vectoriel reel.

Nous allons traiter le cas des espaces vectoriels de dimension 2 et 3.

Rappels.

1.1 THEOREME : Soient E un espace vectoriel réel et E' et E' deux sous-
espaces vectoriels de E. L'intersection E'NE" des sous-espaces vecto-

£l

riels E' et E" est un sous-espace vectoriel de E. y
¢ 2 |
' ne)l R XEFUSTIBAMRAS TN {,avg—m o a

T
W

b =
-

Remarque : En général, la réunion E'UE" des sous-espaces vectoriels E' et E'
n‘est pas un sous-espace vectoriel de E.

10

Exemples.

;o C‘ansidémns les sous-espaces vectoriels IR x {0} et {0} x IR de [R? et étudions
leur intersection et leur réunion.

Ona: (Rx{0})n ({0} xR) = {(0,0)} = {OR2}).

Posons : ;
Ao (IR'>< {0H U ([0} xIR) = Ey. Uensemble E, est inclus dans IR2; mon-
que ce n'est pas un Sous-espace vectoriel de [R2.

Le couple (1. 0 . .

tent 3 (0} ¢ T orientd R < {0} il appartient donc & E, ; e couple (0, 1) appar-

estle cauple (1 1 )‘?Epa“'em donc a E;. La somme des deux couples (0, 1) et (1, 0)

donc pas 2 E,. 'L’e;s:r:t;:pée ! _appﬂftieng niaRx {0}nia{0) xIR: il n"appartient
n e '

Pas un Sous-espace vectorie;da ?;tz Pas stable pour I'addition de [R2; ce n'est donc



1.2

1.3

el

:.".'a-,- £
L —'?"

R

3. SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE VECTORIEL REEL

NOI:JS laissons au lecteur |e soin de démontrer les propriétés suivantes :
® B estun sous-espace vectoriel de 7 (R, R);

] I.'ensemble LN B est le sous-espace vectoriel de JF (IR, IR), engendré par I"appli-
cation de IR dans [R, qui, 4 tout rée| X, associe le réel x — 1 ;

® I'ensemble «tU % n’est pas un sous-espace vectoriel de ¥ (IR, IR).

DEFINITIONS : Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. On appelle
sous-espace vectoriel propre de E tout sous-espace vectoriel de E, distinct
de [O¢} et de E, c’est-a-dire tout sous-espace vectoriel de E, de dimension p
strictement comprise entre O et n (0 < p < n).

On appelle droite vectorielle de E tout sous-espace vectoriel de E, de
dimension 1,

On appelle plan vectoriel de E tout sous-espace vectoriel de E, de dimen-
sion 2. ' -

Eﬂé-‘méme. on appelle plan vectoriel (resp. droite vectorielle) tout espace vectoriel
'de dimension 2 (resp. 1).

Intersection de deux sous-espaces vectoriels
d'un espace vectoriel réel.

Cas ou I'un des sous-espaces vectorie!s est une droite
vectorielle.

THEOREME : Soient E’ une droite vectorielle et £ un sous-espace vecto-
riel propre d'un méme espace vectoriel rée
L'intersection E'NE" de E’ et de E" est soit la

sous-espace vectoriel |O¢} de E.

e a
| E.
droite vectorielle E’, soit le

Démonstration : ; _
Soit e’ un vecteur non nul de E'. Il n'y a que deux cas possibles : e’ appartient a E”
ou e’ n'appartient pas a E". :

w4 —Si e' appartient au sous-espace vectoriel E”, toute combinaison linéaire de e’ appar-

tient @ E” et, par suite, la droite vectorielle E' est-incluse dans E”. On a alors :
E'fE" = B,

Si e’ n'appartient pas au sous-espace vectoriel E', le raisonnement précédent
maontre qu'aucune combinaison linéaire non nulle de e’ n'appartient a3 E”, Le seul
vecteur commun a E' et a E" est donc Oe. On a alors : E'NE" = [Og). m

Du théoréme précédent nous déduisons les résultats suivants :

® L'intersection de deux droites vectorielles distinctes d‘un espace
vectoriel réel E de dimension 2 ou 3 est le sous-espace vectoriel {0} de E.
e L'intersection d'une droite vectorielle et d'un plan vectoriel d’un
espace vectoriel réel E de dimension 3 est soit la droite vectorielle, soit

. le sous-espace vectoriel [0;] de E.

n




[R3, engendré par le vecteur (1, 1, 1) et |

i ' de :
droite vectorlellf;par les deux vecteurs (0, 5,4) et (— 2,3,0). Ery.
[R3, engendr

Exemple.

Considérons la ¢
plan vectoriel E ‘ de i
dions l'intersectian E
Cherchons si le vecteur
(1,1, 1) e E" =—> (3

e (](?u i."'} € IRZ'

ne" 4 lan vectoriel E". On a :
artient au p
(A, 1) - —2¢ 1=86%43p 1=43)

1 1
Db

1 =

p !J- q t -

: ienta E"etona
vecteur non nul de E' n"appartien

i vectoriels
Intersection de deux plans t ] '
d'un espace vectoriel réel de dimension 3

1.4 THEOREME : Soient E' et E' deux plans vectoriels distjinct”s d'un méme
' espace vectoriel réel E de dimension 3. L'intersection E'NE" de ces deux

plans vectoriels est une droite vectorielle de E.

" Démonstration : ) _
Considérons une base (eq, e3) (resp. (e}, e5)) de E' (resp. E”). Soient x un

7

A B " p ey
vecteur quelconque de E'nE’, (l1) ses composantes dans lz base (ef, e3) et ({_Lz)
2
ses composantes dans la base (e}, %). On a :
X=Mhei+he; et x=p ef+ uyes;
doll : Aief + hyes — py e — pwoeh = Op

Considérons les deux familles (e1, e, €7) et (e, es es) “c vecteurs non nuls
de E, et démontrons, d"abord, que I'une au moins de ces families n'est pas lige.
Si chacune de ces familles était lige, chacun des vecteurs nen nuls e} et e% serait

une combinaison linéaire des vecteurs e; et e;. Tout vecteur de E” serait donc
une combinaison linéaire des vecteurs e et ey, et il appartiendrait au plan vectoriel E'.
Le plan vectoriel E” serait donc inclus dans le plan vectoriel E', et par suite E” serait
égal a E' ce qui est impossible puisque nous avons supposé E' distinct de E".
Il_!éenSrésultna- que l'une au moins des familles (e1, ez e1) ou (e!, ez ,e5) n'est pas
rl e. uppos::sn.s.fpar exemple, que la famille (e, €3, e7) ne soit pas liée. Puisque
spac ' | ' f

espace vectoriel E est de dimension 3, Ia famille (e, e2, €7) est une base de E.

o
Soient [ B ] les COmposantes de e} dans cette base. On a alors -

‘r‘ '

’ ! "

(Meg + 285 — K1 €1 — el = Og)

<3 (7‘\] ell1 + }Lze:? — M4 E:; — P‘_z(txe.‘; + Eeé + "I’ei-i} =3 DE)

| d g
' U
— 7'~2‘~P'-'2§3=0 <= Ry = Pzﬁ

- Ky = Ray =0 % g

On a donc : x = y,(xe, + Per) = y,(— Yel + eb).

12



J. SOUS-ESPACE VECTORIEL D'UN ESPACE VECTORIEL REEL

Il en résulte que les vecteurs a e} + pe; ot — e + e} sont égaux. i
Posons : e = axe) + fe,) = — ve; + eb. {
Le vecteur e est une combinaison linéaire des vecteurs de la famille libre (e}, e5);

I'un des coefficients de cette combinaison linéaire est égal 4 1, le vecteur e est g
donc non nul.

L'intersection E'NE" est donc la droite vectorielle engendrée par e. W
Exemple. | |

Considérons l'espace vectoriel réel 0. de dimension 3, des fonctions trindmes de IR |
dans R (cf. exercice n® 16 du chapitre 1) -li

» L L |
Soit & 'ensembie défin par i
G = {feT| Yo ) e R? YrelR, f(x}=ax® 4 (a 4 b)x+ 2 b} |
Soit & 'ensemble défini par |

-

b= geh | e R, VyeR. g(x) = ex? + 2ex + d) I'.H
Nous laissons au lecteur lo soin de démontrer que 6 et 0" sont deux plans vectoriels B
distincts de T Lewr intersection est done une droite vectorielle de .
Une tonction tindme appartenant A 'intetsection satisfait 3 :

Ja b c deR YxeR, (ax? + (0 + b)x + 2b = cx? + 2¢x + d), {

CE Qui egquivaut 3

JabcNeR*. (a=c ot a4+ b=2c et 2b=d).

\ ¢ = ad=4c
Le svsiéme 2 b ¢ dquivaut A b=

J 2b =4 rd =2
Donc toute fonction trindme f appartenant &4 &' NG est définie par :

R + IR
ix? 4+ 2ax + 23, ':

QU 3 €5
L'intersectior © oone veclonelle engendrée par la fonction tri-
nome qu!, 3 1oul e SO0 gl x2 = DD

2. Somme de deux scus-espaces vectoriels
d'un méme espace vectoriel reel.

Soit E un espace vectoriel réel. L'ensemble des sous-espaces vectoriels de cet
espace vectoriel est ordonné par la relation d'inclusion. L'intersection E‘'NE’ de
deux sous-espaces vectoriels E' et E" de E est un sous-espace vectoriel contenu '
dans E' et dans E'; cette intersection est méme le plus grand (pour I'inclusion)

des sous-espaces vectoriels contenus dans E’’et dans E'. On dit que E'nE" est

la borne inférieure de E' et de E" pour la relation d'inclusion.

Cherchons si E' et E" ont une borne supérieure pour cette relation. |l s’agit donc de

trouver le plus petit des sous-espaces vectoriels de E contenant E’ et E". La réu-

nion E'UE” est le plus petit des sous-ensembles contenant E' et E”; mais, d'aprés

la remarque du paragraphe 1.1, cette réunion n'est pas, en général, un sous-espace

vectoriel de E.

13



2.1

2.2

avons vu que la somme d'un é’émmru

he 1.1, nous R n'est pas un élém
: ce paragrap | de {O}xR n ent
Dans IszmT::: {?}? = E’un glément non Q:mme est un élément de tout sgq.
non nul de

tte .
, alors que ce R, si un tel SOUS-espace

& “R}‘:{O}]l:l{l{oci;:< Eg contenant R x (0} et {0}
espace vectorie
existe, .
Pour rechercher le plus' petltt o)
nous conduit 2 considerer iense
de E' et d'un vecteur de E".

ectoriel contenant E' et EY, cet exemple

V r
us-espace qui sont la somme d'un vectey

mble des vecteurs

————

el, E' et E' deux sous-espacesg

iel ré
DEFINITION : Soient E un espace vectoriel

vectoriels de E. |
On appelle somme de E :
teurs de E qui sont somme d’un vecteur

t de E’, et on note E' + E’, I'ensemble des vec.
) ' de E' et d’un vecteur de E’.

On a donc : ) | ” i )
Yx€E, (xeE +E)<— (J(x'. x)eE'xE, X = '
Montrons que E' + E’ est bien la solution du probléeme pose.

THEOREME : Soient E un espace vectoriel réel, E'et E' deux sous-espaces
vectoriels de E. 7

La somme E' + E" est le plus petit (pour l'inclusion) sous-espace vecto-
riel de E contenant E' et E".

Démonstration :

E' + E’ est un sous-espace vectoriel de E. Utilisons le théoreme 3.3 du cha-
pitre 1.

De I'égalité Oz = O¢ + Oy, il résulte que le vecteur Og appartient 2
ble E' 4+ E" n’est donc pas vide.

Soient A un réel quelconque et x et y deux vecteurs queicongues de E' + E".
Il existe donc deux vecteurs x' et y' de E' et deux vecteurs x” et v" de E" tels que
Fon ait : x = x' 4+ x" et y=y' 4y |

On. a alors: xj-l- s X'+ x4+ (y' + y) = (X' 4+ ¥') + (X" + y);

et: Ax=x(x'+ x") = (x) + (nx").

E' et E" sont’ deux Sous-espaces vectoriels de E:

(resp. x" + y" et Ax") appartiennent donc aE’
vecteurs x + y et 2

E'+ E" est le plus petit sous-

_ -+ E": I'ensem-

les vecteurs x' + y' et Ax’
(resp. E). Il en résulte que les

Pace vectoriel E' + E" conti
‘ n e s ) : ent cha . 5
vectoriels E' et E". (p ~ . . : 7 PN .cu'n des sous-espace

23:: gT E?us-e-spime ectorie! quelconque de E contenan.t E et E'. Démontrons
est inclus dans F, c'est-3-di )
iF dire que tout vecteur de E' 4 E” appartient
Soit x un vecteur
quelconque de E' + g it ! 4 ,
(resp. E') tel que : x — y 45 Stisolt x' (resp. ") un vecteur de E

Le vecteur x’ (r " e
€SP. X) est un élément de E' ( s |
Puisque F ; "esp. E"); il est donc un &l F.
y que  est un sous-espace vectoriel de E, la somme x' 4 4 Gt o
en resulte que x appartient 3 F, g X" est un vecteur de F

14



3. SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE VECTORIEL REFL h

Exempleos.

1. Considérons ('espace vectoriel réol R4,

Sait £ le plan vectariel engendré par les vecteurs (1,1,1,1) et (1,1,1,0) de R*:
soit B le plan vectoriel engendré par les vectours (0, 0,0,2) et (1,2, 0,0) de IR*,
L'égaliteé : 2(1,1.1, 1) = 2(1. 1,1, 0) = (0, 0, 0, 2) démantre que ['intersection
de ces deux plans vectonels contient la dioite veclonelle engendrée par le vecteur
(0. 0. 0, 2). Cette intersection n'est done pas reduite au vecteur nul de R Le lec-

teur pourra. s'il le désire. démontrer que I'intersection est égale A la dioite vectonelle
précédente

Cherchons & déterminer la somme € 4 E

Soit x un vecteur quelconque de € 4 € 1l existe donc quatre réels 2. 2, 1y, 112 tels
que l'on ait

om (L L LD 0.0 110+ 4, (0.0.0.2) 4 p(1.2.0,0)

Remplacons le vecteur (0.0 0 2) par le vecteur 2(1, 1.1, 1) = 2(1, 1,1, 0), nous
abtenons

Xxom (o 4+ 2u, (0.0, 114D a1, 1, 0+ wse(1, 2. 0.0).

La famulle [.._' LD (L0 (1,20 m) engendre donc le sous-espace
vectorel E 4+ E

Montrons que cette famille ast libre

Soit a(. Y. 1. 1)« 1L 1014 vt 2 0 0) une combinaison lindaire. égale au
vecteur nul de IR* des vectmirs de cotte famille
On a
(1.', 1 " " i 4 % % M i & : ( 0 = :.'100[):')

‘ . 0

. b 0

- ~ - = (x=H8=v=0)
\ ) '

= _I
La famille consdérde estdonc une basade E" + E atlasommeE’ 4 E” est up sous-
espace vecionel da dimension 3 de R
2. Reprenons "exemple du paragrapl 4 gl caloulens lzasomme G + & .
Soit f un dlément guelcongue de catle summe ;| existe donc quatreréels a, b, ¢, d tels

que | on &1

'ueﬁr Figl= (ax® + (@ = blx + 28) + {cx? 4+ 2ex 4 o)

= g{x? + x)+ six+ 2+ e{x? + 2x)+ d.
Désignons par f,, [, fy, {4 les toncbons t mdimes respectivement déhnies par
t,: R— R f R — R
X —e X- + X X - x b 2
fs R— R (# R » R
X — x2 4+ 2x X —» 1.

La famille (f,. f-. f5. £,) est une famille génératrice de L + T . De pluson a :
fa=f, + f» — 2f;. ta famille (f,, £ /3, 1:) nest donc pas libre.

La famille (f,, f-. f:), est aussi une famille génératrice de ' + T . Nous laissons au
lecteur le soin de démaontrer qu'elle est libre. La famille (f,, £, /,) est donc une base
de lasomme & + [+ - puisgue [ esl un espace vectoriel de dimension 3, lafamille
libre f,, £, [, est aussi une base de G. [l en résulte ' & = ST B

Remarque : Considérons |'application () de E'x< E' dans E, définie par :

0: E'xE" — E
(x', x") — x" + x".

L'ensemble E' + E est I'image par | de E'xE".

15
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3.1

3.2

3. Somme directe. Sous-espaces vectoriels

supplémentaires.

ous intéresser & des sOUS-espaces vectorig|
n

Dans ce paragraphe nous allonsdom I'intersection est réduite au vecteur ny,

d'un méme espace vectoriel réel,

Définitions.

—————

DEFINITION : Soient E un espace vectoriel réel, E’' et E deux sous-espaceg
'AE” |

vectoriels de E tels que: E'NE" = {0} . R

La somme E' + E des sous-espaces vectoriels E' et E' est alors appelge

somme directe de E' et de E ; elle est notée E' (p E".

Par exemple, la somme (IR x{0!) + ({0} < IR) est une somme directe,
Nous écrirons donc @ (IR x{0)) @ (|0) X R).

THEOREME : Soient E un espace vectoriel réel, £' ot £ deux sous-espaces
vectoriels de E. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. E'nE" = {0g)

2. tout vecteur de E' + E est, de maniére unique, |a somme d‘un vecteur
de E' et d'un vecteur de £ c'est-a-dire :

V{X-F')EE‘:. HU‘,Y)EE:, l:x + X =y 4y

=y et x' =y,
Démonstration -
(1) = (2) Soit x un vecteur quelconque de E' + £ | ~rnia un couple (x', x)
de E'x E" tel que I'on ait -

’ X =x'+ x". Supposons ou'il . <ste un autre couple
(v’ ¥') de E'xE" tel que I'on ajt egalement : x = -

Nous avons alors - | ’
(X' + X =y +y) —s (x' — yo=y"—u",

Le vecteur x' — y' (resp. y' — X") est un vecteur de F’ (resp. E"):
donc a l'intersection E'nE".

Il en résulte : x' — Vrmy — o
et par suite : x' = y' et xM=ym

(2) = (1) Soit x un vecteur quelconque de E'nE" 1
et a E' et, par suite, 3 E' + E". On peut écrire : ' -

X =X -+ Og o0l x est un vecteur de E' et 0
X =0+ x ou O est un vecteur de E'

D’aprés I'unicité de |a décomposition,
E'NE" = 10} m

il appartient

Er

appartient donc 3 E’

E UN vecteur de E", et:
8l X un vecteur de E".

on a donc ;: x — Oe; dob -

- dans Ia remarque du he 2.2.
' y . : paragrap

ere que la somme E + E" est directe équivaut 3 dire Que 6 est injective. L'applica-

tion 0 est alors une bijection de E'> E" sur E’ . W A

@ E"
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3.3

3.4

3. SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE REEL

DEFINITION : Soient E un espace vectoriel réel, E' et E’ deux sous-
espaces vectoriels de E.

Les sous-espaces vectoriels E’ et E' sont appelés sous-espaces supplé-
mentaires de E si et seulement si 'ona: E'® E"=E, ce qui équivaut a:
(E=FE + E" et E'NE" = {0e}.)

On dit aussi que E’ (resp. E") est un sous-espace vectoriel supplémentaire
de E” (resp. E') dans E.

Du théoreme 3.2, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire : Soit E un espace vectoriel réel. Deux sous-espaces vectoriels
E' et E' de E sont supplémentaires si et seulement si tout vecteur de E est,
de maniére unique, la somme d’un vecteur de E’ et d’un vecteur de E".

Démonstration :

Soient E' et E' deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, c’est-a-dire
deux sous-espaces vectoriels tels que

E'+ E"'=E et EENE" = {0g.

Du théoréme 3.2, il résulte que la proposition: E'NE" = (0} équivaut a la propo-
sition suivante : tout vecteur de E' 4 E" est, de maniére unique, la somme d'un

vecteur de E' et d'un vecteur de E".

La proposition: E'® E =E &quivaut donc a la proposition suivante : tout
vecteur de E est, de mani# = unique, la somme d'un vecteur de E’ et d'un vecteur
de E'. =

Remarque : Si £ et T sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un

espace vectoriel réz! \ ~o D définie dans la remarque du paragraphe 2.2

est une bijection de = =

Exempies.

1. On a de fscon évidents : R? = (Rx {0}) @ ({0} =< IR).

5. Considérons |'espace vectoriel réel IR2. Soit E'|a droite vectorielle de [R? engendrée
par le vecteur a2 = (1, 1. 1): soit £” le plan vectoriel de IR® engendré par les vecteurs
b=(1,02) e c=(0— 1, 0).

Cherchons si ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

En utilisant une combinaison linéaire des vecteurs a, b, ¢ égale au vecteur nul de IR3,
le lecteur démontrera que la famille (a, b, c) est libre, et que, par suite, elle est une
base de IR3. Le vecteur a n"appartient donc pas au plan vectoriel E", et, du théoréme
1.3, il résulte : E'NE" = {OR}. '

D’autre part, tout vecteur de IR? est, de maniére unique, une combinaison linéaire
des vecteurs a, b, c. Il est donc, de maniére unique, la somme d‘un vecteur de E'
et d’un vecteur de E".

D’aprés le théoréme 3.4, les deux sous-espaces vectoriels E' et E” sont donc supplé-
mentaires.

Remarquons que tout plan vectoriel de IR?, engendré par deux vecteurs d et e tels
que la famille (a, d, e) soit une base de IR3, est aussi un sous-espace vectoriel sup-

plémentaire de E’ dans IR3.
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3.5 THEOREME : Soient E un es

(o w& 50°
AT

Cas d'un espace vectoriel de dimension finie.

pace vectoriel réel de dimension finig 1
oriels propres de E. de dimensions respeg,.

" . s vect ’
' et E' deux sous-espace ). Soit B' (resp. B") une base de ¢

tives petg (0<p<n et o<g<n

resp. E"). ) N
éi E'p et Ig” sont des sous-espaces supplémenta.lresﬁde E: alors B'y 3" egt
une base de E et on a la relation : dim E' + dim E' = dim E.
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Démonstration : . — 7 _ .
Le,) et B = (e], .., y) et étudions l'intersection ' n &,

Posons : B'= (e}, .- : |
Les sous-espaces vectoriels E' et E” sont supplémentaires, on a donc : E\Tf.‘.—\ ol
: 2 0
O —

fxeE ((xednd)—> (xeENE)=> (x=0g)) :
B et B" sont des bases: leurs vecteurs sont donc tous non nuls; des implications
précédentes, nous déduisons que l'intersection $'nB" est vide; IEl_ réunion B'u P
“adonc (6 + g) éléments. _anLevied BUBY - Cand A ind el - Lasd giag/s j;,
De plus, la famille (e5, ... €. el ..., el) est évidemment une famille génératrice
de E. Cherchons si cette famille est libre. =
Soit Aej + ... + Aep + wiet + ... + paeq une combinaison linéaire quelcon-
que, égale au vecteur nul de E, des vecteurs de cette famillz. Le vecteur O est, de
maniére unique, la somme du vecteur Og de E' et du vecteur Oc de E”; on a donc :
£ 2 £, ¥ ;
(Onver+ Dwes =0 = (Snei =0 et > el =0c)
o £ s Lt

/!
=1

L.

Des propriétés des bases B’ et J’, nous déduisons alors :

P
(zl,-e,’- = OE) = (M=...=x,=0), et:
i=1

2
(ZMEIF = Os) = (1 = ... =y = 0).
=1

La famille %’y %" est donc libre et, par suite, cette famille est une base de E. Le
nombre de ses vecteurs est donc égal a la dimensionde Eet'ona: n=p+ ¢ B

Remarque : Les deux ensembles E et {O:} sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E; leurs dimensions vérifient I'égalité :

dim E 4 dim {Og} = dim E. y
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Nous rappelons le théoréme suivant, dit ”“de la base incompléte”. Ce théoréme 3
été démontré en classe de Premiére pour les dimensions 1, 2, 3 et nous I'admettrons
dans le cas général. '

-
J

. Théoréme de la base incomplate : Soit E un espace vectoriel réel de dimen-

,Sion finien et soit (ey; ..., ;) une famille libre de p vecteurs de E(0 < p <"

fqﬁlou:s, on peut trouver (n — p) vecteurs de £ : ¢ e -tels que 18
famille (ey, ... e, €,.1, ..., €;) soit une base de E RSP
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3. SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE VECTORIEL REEL

Nous allons utiliser ce théoréme dans la démonstration du corollaire suivant :

COROLLAIRE : Soit E' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
réel £ de dimension finie n. Alors E' admet au moins un sous-espace
vgctor_lel supplémentaire dans E et tout sous-espace vectoriel supplé-
mentaire de E' dans E a pour dimension: dim E — dim E’.

Démonstration :

P o | 1 : t "
E' = {0g. 01_1 a ainrs’dlm E' = 0 et I'ensemble E est I'unique sous-espace vectoriel
5upplémen.talre de E’ dans E; la dimension de E est donc égale 2 :
dim E — dim E'".

E' = E. {Og¢} est l'unique sous-espace vectoriel supplémentaire de E' dans E;
la dimension de {O¢} est égale 4 : dim E — dim E".

E' est un sous-espace vectoriel propre de E. Soit p la dimension de E'
(0< p<n) et soit B =(e, ...e,) une base de E'. La famille %' est libre.
D'aprés le théoréme de la base incompléte, nous pouvons trouver une base de E
comprenant les vecteurs e, ..., €, '

2T

Soit (€}, ..., €5 €h. 1, ..., €.) une telle base de E; d'aprés le théoréeme 3.5, le sous-
espace vectoriel engendré par les vecteurs €,, 4, ..., €, est un sous-espace vectoriel
supplémentaire de E dans E

La famille (€,.,.... €,) est une base de ce sous-espace vectoriel qui est donc
de dimension n — p. =

Remarques : 1. Deux sous-espace: veclonels propres d'un espace vectoriel
réel de dimension deux son: supulémentares dans E si et seulement si ce sont
deux droites vectorielles dsine

2. Deux sous-espaces vaciorieis oo ‘'un sspace vectoriel réel de dimension
trois sont supplémentaires dans S o, 2t soulzment si l'un est un plan vectoriel et
I'autre une droite vectorielle non lise dand e plan vectoriel.

Exemple.
Soit E' le plan vectoriel de [R? gngendré par les vecteurs (1,0,0) et (0,1,0). Il
est dvident que la droite vectoriclie £! de IR? engendrée par le vecteur (0, 0, 1) est

un sous-espace vectoriel supplémentaire de E'.
Considérons maintenant la droite vectorielle E5 engendrée par le vecteur (1, —1,3).

Le lecteur vérifiera que la famille ((1.0.0). (0. 1,0), (1, —1. 3)) est une base
de IR2: la droite vectorielle Ej est donc aussi un sous-espace vectoriel supplé-

mentaire de E'.
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EXERCICES

sous-espaces vectoriels

ection et yéunion de

Inters . vactoriel;

d’un méme espac

ace vectoriel du plan vectoriel réel IR? engendré par le vectey,
1 SoientF le sous-esp ‘ G )
(5, 0) et G e sous-espace vectoriel de IR? défini par

. e . “ |
s ey g } toriel FN G et en donner une base, s'il y a liay,

1o Déterminer le sous-espace VEC vectoriel de [R22 A
20 L'ensemble FUG est-il un sous-espace = A o (e

l. i .-. 1% §
1 dans le cas ot F est engendré par le vecteyr

2 Meémes guestions gque pour le n®
x,y)eR2|5x 4+ 4y =0}

(2, 3) et ol G est défini par: G = i

3 Mémes questions que pour le n® 1 dans le cas ol F est engendré par le vecteur
(—1,7) et ot G est définipar: G = {(x.y)€R?|7x 4 y = 0}.

4 Meémes questions que pour le n® 1 dans le cas ol F et G sont définis par:
F={(xneR2|(1 +v3)x+13y=0}
G ={(xy)eR?2|2x+ (3 —4/3)y = 0}.

Mé&mes questions que pour le n® 1 dans le cas ou F et G sont définis par :
(xeR|(5+/2)x+(5—/2)y = 0}
(eneR?| (5= v2)x+ (5 +v/32)y = o).

5
F
G =
6 Soient F le sous-espace vectoriel de |'espace vectorjel réel [R? engendré par le
vecteur (1,2, 0) et G le sous-ensemble de IR? défini par - ;

G={(x,yerEfR3H}’=2x et z=3x)) P

1¢ Démontrer que G
dimension.

est - i
" Sous-espace vectoriel de IR ; en donner une base et la
-ilun s NG eten donner une base, s'il y a lieu.
Ous-espace vectorig| de JR37? no i
__ ALS

[ e

7 Mémes questions que poyr e
engendré par le vecteur

ne g,

le n° 6 dans |e cas oy F

-8 _ est le sous-e vectoriel
(=8, — 19, — 15) et ou G est space

défini comme dans I'exercice

ctoriel de [R3 etigondrs p:";&;endré par le vecteyr (1, —1,0) et
difﬂensiuns r ; rles vecteurs (2 3,0 —1.4)
g8 eSpectives de F et de G? (2,3, ) et (5, :

3° L'ensemble Fug estsbace Vectorje| FNG et

-il un SOUS-espace en donner upe base, s'il y a lieV

Vectorie| de [R3?



3 .
SOUS-ESPACES VECTORIELS D'UN ESPACE VECTORIEL REE!

9 Mémes questionsg que pour le pe

(5. — 2, 8) et G par les vecteyrs (1 "4 o 525 00 F est engendreé par e vecteur

—1.4) et (- 3,0, 2).

10 Mémes questions que pour le ne

8 dans|i ¥ :
(2, 3.5) et (1, =1, ) ot & o | e cas ou F est engendré par les vecteurs

es vecteurs (3,2, 0) et (7,0, 1).

11 Soient x et y les deux vecteurs de [R? définis par -
x=0(1,2,0) ot y=(1,0,3 |

et F It'a SOus-espace vectoriel de [R3 erngendré par ces vecteurs
1e Démontrer que F est un plan vectoriel de |R3 .
29 Soient m un rédel st G .
Zp =(m, m4+1, m + 2).
Déterminer I'ensemble des réels
incluse dans le plan vectorie| F,

m la droite vectorielle de IR3 engendrée par le vecteur

m pour lesquels la droite vectorielle G, est

12 Mémes questions que pour le n° 11 avec :
x=(—=1,4,1), y=(3,0, 1), Z,=(m=2,m m+1).

13 Soient F et G les deux sous-ensembles de IR? définis par:
F=ixrv.2)eR3|x+y+2=00et 2x—y=0)
CG={(xy.2)eR3|x+y+2z=0 et 3x—y=0)

1 Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de [R?; donner, pour
chacun d'eux, une base et la dimension.

2° Déterminer le sous-espace vectoriel F G et en donner une base, s'il y alieu.

3% L'ensemble FU G est-il un sous-espace vectoriel de IR3 7

14 Meémes questions que pour le n® 13 avec :
F={xy2)eR3|x—y—z=0¢et —x+ 3y + z=0}
G={(xv.2)eR¥|2x+y+2=0¢et x—2y —z=0L

15 Mémes gquestions que pour le n® 13 avec :
F={(xy2z)eRe|x—2z=0 0ot 5x+3y+ 22z= 20}
G={(xy,2)eR3|4x+3y+3z=0 et 6x+3y+2z=0}

16 Mémes questions que pour le n® 13 avec ;
F={(xyv.2)eR3|2x+y—2z=0 et z+ y =0}
G={(xy2)eR3|4x+y—2z=0}

17 Mémes questions que pour le n® 13 avec :
F=I(xy2z)eR¥|B6x+y+z=0]}
G={(xy2)eR3|x—3y+5z=0}

18 Soit 7, I'espace vectoriel réel des fonctions polyndmes de degré inférieur ou égal
3 2 (cf. exercice n® 16 du chapitre 1).

Mémes questions que dans |'exercice n® 13 avec les deux sous-ensembles F et G
de ¥ définis par:

F=[Pef;|]JeaeR YxelR, P(x)=ax?+ 2ax — 4a}
G=(Ped;|J0weR2 fxeR, P(x)=(+ p)x? + dpx— p),

19 Mémes questions que pour le n® 18 avec :

F={Ped,|laeR, YxeR, P(x)=4ax*>—3ax + 2a}
G = lPe-.l',i]{b,c}eﬁﬂ. yxeR, P(xX)=6(b—e)x2+ (b—c)x— b+ c!.
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Y 20 Soient Fet G les

e U5 définis par :

= ax? + bx}

= Ax2—2px + AL

es vectoriels de i3 ; donner, POUF chy.

deux sous-ensembles d
eR? fxeR. P(x)
yxe€ R, P(x)
{ des sous-espac

F ={Peu‘3|]{a,b} ,
G = (Pefy|IN u) € IR?,
10 Démontrer que F et Gson

! ’ u E basg t Ia d“” : ) |

30 Soit P’ la fonction dérivée d’une fonction poiyn&mﬂ que!conque P- de 7. Sojy
- F['“atinﬂ de . dans 5 qui, a tout slément P de &5, associe la fonction POlyName
applic V3 ' ‘

Q définie par: yxeR, Q()= P(x)+ (x— 1) ze(::l-”m ;
Montrer que f est un endomorphisme de l'espace 3

Somme: somme directe; sous-espaces vectoriels supplémentaires,
)

21 a 40 Reprendre les sous-espaces vectoriels F et G définis dans chacun des

exercices 1 3 20 et répondre aux questions suivantes : .
1o Déterminer le sous-espace vectoriel F + G ; donner sa dimension et une base,

2 La somme F + G est-elle directe?
3° Les sous-espaces vectoriels Fet G sont-ils supplémentaires ?
40 Dans le cas ol F et G ne sont pas supplémentaires, trouver Un souUs-espace vec-

toriel supplémentaire de F et un sous-espace vectoriel supplémentaire de G.

41 Soient E un espace vectoriel réel et fun endomorphisme de E. On dit qu’un sous-
espace vectoriel F de E est stable par fsi et seulementsiona: f(F)cF.
Démontrer que, si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, stables par £, alors

FNG el F 4+ G sont stables par 1.

42 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un méme espace vectoriel réel E
de dimension finie, tels que l'on ait: FNG # {0g).

Démontrer que I'on a : dim F + dim G = dim (FN G) + dim (F + G).

On considérera une base de FN G et on utilisera le " théoréme de[la base incomplate *
pour obtenir des bases appropriées de F, de G et de F + G.

43 Soit (IR, R) I'espace vectoriel réel des applications de IR dans IR. Soient F,
Je_ sous-ensemble des applications paires et F, celui des applications impaires.
Si 7 est un élément quelconque de 7 (IR, IR), on a les équivalences suivantes :
(feFy) <= (fxeR, f(x)=f(- x))
(feFa) <==> (§JxeR, f(x)=—F(— x)),
1‘? Démontrer que F, et F, sont deux Sous-espaces vectoriels de* 7 (IR, IR) et déter-
miner F, N Fa. !
2° Soient f une application de R dans [R. et £ icati

: etf; le R
Pl R ) 2 les deux applications de

IxeR, f(x)= % (f{x} +f(—x))

x€e R, fi(x)= %(f{xl — f(— X))

Démontrer que f; est une application paire et que f; est une application impaire.

| 3° Démontrer que les sous-espaces vectoriels Fi et F, sont supplémentaires.

A L _E_ | L &?
1 i \ A £ A Y
4 | A €



3. -

f) une base de E et f |' endomorphisme de E
dont la matrice dans |

a base (.t ;) est (1 2).
10

Soit hu ¥
!t(: . n réel On appelle g, | en‘sembla des vecteurs v de E tels que I'on ait :
u =5 \ .

. | . ; J o N 1 \
o némonlrer que E; estun g . Jhs

|
ous espa{:e uecznrlal de E,
29 Démontrer que, si ) est un réel

distinet de — 1 ot de 2 I'espace vectoriel E; est
réduit au vecteur nul de E. ‘ = }.
3° Déterminer .
: Mner £, et E;. On donnera, pour chacun de ces sous-espaces vectoriels,
sa dimension et une base.

4° Démontrer que E,etE

-1 30Nt supplémentaires dans E, En déduire une nouvelle
base de E. Quelle est |

a matrice de f dans cette base ?

45 Soient E un espace vectoriel 1
phisme involutif de E (c'est-)-dire un
ait

I de dimension supérieure & 1 et f un automor-
e application lindaire de E dans E telle que I'on

o f = Idg). On dit qu'un vecteur non nul u de E est un vecteur propre pour

- g f
I'endormorphisme f si et seuloment s'il oxiste un réel htel que I'on ait: /(o) = e,

On dit alors que X est valeur propre et que u esl vecteur propre associé & la valeur
propre . On note E; l'ensemble (unslllué des vecteurs propres associés a la valeur

propre ) et du vecteur nul O de E. \ }
=

Montrer que les valeurs propres. si elles existent, ne peuvent étre que 1 et — 1.
Trouver les valeurs propres. si elles existent, et les ensembles E; associés, dans les
deux cas suivants: /= Idg et f= — Idg
* On suppose qu'il existe un aummorphisme invulutiffdiﬁérent de Idg et de — Idg.
En déduire qu'il existe un vecteur v et un vecteur w de E tels que l'on ait:
..+f(}:¢0 et w-—f(w)# f 1) ADY =

Calculer alors : f(v-i-f(v}) et f(w—f( )
En déduire que E, et E _, contiennent des vecteurs non nuls et sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de E. 1 {

.
T " ! |
A N A

% 46 Soient E un espace vectoriel réel de dimension flnlen non nulle et 2 un vecteur
non nul de E. - g -
On suppose qu'il existe un endnmnrphlsme f de E tel que l'on ait: fo f = — Idg.
1° Démontrer que la famille (a, f(a)) est libre. En déduire que E n‘est pas une droite
vectorielle. = i - "
2° On suppose que E est un plan vectonel Démontrer que la famille (a. !{a)) est
une base de E et écrire la matrice de f dans cette base.
39 Dans le cas général, soit F, le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
a et f(a). Montrer que F, est stable par /, c’est-a-dire que l'on a: #(F,)cF,, et
que F, est le plus petit sous-espace vectoriel de E, stable par / et contenant a.

a
4° Soijt b un vecteur non nul de E. o .
3) Démontrer que les sous-espaces vectoriels F,NF, et F, + F, sont stables
par f. .
b) Démontrer les deux équivalences suivantes :
(beF,) — (F.=Fp) el ¥T,<%
(b & F,) <> (F,NF, = {Og})
5° En déduire que n n'est pas égal & 3.
On peut démontrer, plus génﬁraiament par rﬁcurrence que n est pair.
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'n de ce chapie consiste en des rappels de notjong
Une partie c
étudides en classe de Premiere.

1. Espace affine associé a un espace vectoriel.

Définitions.

1.1 DEFINITION : Soient & un ensemble non vide et E un espace vectoriel
sur un corps commutatif K.
6 est un espace affine associé a I'espace vectoriel E si et seulement sl
il existe une application ¢ de §x§& dans E qui satisfait aux deux pro-
priétés suivantes:
e pour tout élément A de & et pour tout vecteur x de E, il existe un unique
élément B de ¢ tel que: ¢(A, B) = x;
® [{(A. B.C)et ¢(A B)+ ¢(B,C)= w(A, C).

—

On dit que ¢ munit & d’une structure d’espace affine associé a E. La deuxiéme
propriété de ¢ est appelée relation de Chasles,
Is.aiesreesrs;rzms cie ?:Isr.ént a;;pelés points et les éléments de &2 bipoints.
vectoriel E est i ion fini ' ; i imen-

s & dimension finie n, I'espace affine § est dit de dimen
Un espace affi ' ' 5
Un esEace aaf;;l;d;ed;rinrﬁgs,?n ! est appelé droite affine (ou simplement droite).
Deux bipoints qui ont la mgsmn‘ - et "hPelé plan affine st R Sl pla”)'

; Me Image par ¢ sont appelés bipoints équipollents:
s l'-‘.:lnf:lat'non de vecteur x I'application de
+ associe I'unique point M’ tel que o(M, M) =X



4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES

Propriétes.

1.2 ?oli;n; Ensug ezl?ace alffine associé a un espace vectoriel E et o |'application de
t>bdans E qui munit & de cette structure d'espace affine
Les propriétés suivantes sont vérifiges .

E1 (A B) €&, (¢(A B) = 0)) < (A =B)

Démonstration
Démontrons d'abord la proposition suivante :

A ) _ A€k ¢(A A) =0
Soit un point quelconque de &, Appliquons la relation de Chasles au triplet
(A, A, A) de t3. Nous avons : (A, A) + e(A, A) = (A, A).

PU|.=:que, t‘:lans E, tout élément est régulier pour I'addition, I'égalité précédente
équivaut a : (A, A) = O¢.

Hécipzoquem.ent, soit (A, B) un couple quelconque de &2 tel que ¢(A, B) = O
D'aprés le raisonnement précédent, nous avons : ¢ (A, A) = Og. Nous déduisons
alors, de la premiére propriété de ¢, que Aestégal 3B. =

P2 Y(A B) €62, o(A, B) = — (B, A)

Démonstration :

Soit (A, B) un couple quelcongue de &2. Appligquons la relation de Chasles au
triplet (A, B, A). Nous avons :

w(A, B) + ¢(B, A) = @(A, A) = O, et, parsuite : ¢(A, B) = — ¢(B,A). =

P3 V(A B C D)eé, (a(A B) = 4(C, D)) <= (2(A C) = ¢(B, D))

Démonstration :
Soit (A, B, C, D) un quadruplet quelconque de &4. Nous avons :
(%(A, B) = 9(C, D)) <= (¢(A, B) + ¢(B, C) = ¢(C, D) + »(B, C))
<> (¢(A C) = ¢(B,D)). m
JF‘l La relation d'équipollence R est une relation d'équivalence dans 62
et I'application de &2/& dans E qui, a toute classe de bipoints équipol-
lents, associe |'image commune de ces bipoints par @ est une bijection.

Démaonstration : ; ; 'Rl
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que la relation (i est une relation d équi-

valence dans 2. Nous désignons par (ﬁ) la classe d'équivalence du bipoint (A, B).
Etudions maintenant I'application f de &2/ dans E définie par :
f: 62k —> E

(A, B) — (A B).
Soit x un vecteur quelconque de E. Pour tout point A de &, il gxiste un u_nique
point B de & tel que o(A, B) = x. llya donc une infinité de bipoints dont I'image
par o est égale a x. .
Si (A, B) et (C, D) sont deux tels bipoints, ona : ¢(A, B) = ¢(C, D) et, par suite
(A, B) et (C, D) sont équipollents. Il existe donc un unique elément de &2/ dont
I'image par f est égale & x. L'application f est bijective. M
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est ridentité de &; toute translation ¢q

; teur nul g S
PR le translation de vece bijection de & SUr § qui n‘a pas de point invarian,
vecteur non nul est i ation de vecteur opposé.

et la bijection réciproque €

3 tout point M de &, associg |g

Démonstration : T -
. lication gul,
ul est lapp M: — M. La traHSIEtion .de

La translation de vecteur n p s P on B
point M’ tel que ¢ (M, M’]_ = 0g; d'apres T
vecteur nul est donc l'identité de &. o i
Soit x un vecteur non nul de E et soit M’ unp

points M de & tels que p(M, M) = X. M) = — Xx).
D'aprés PZ: on a: (@(M, Mf] = X) < (tPI(M ' ) ) ?d | Ipé .
que le point M est unique ; de plus, I'egalité -

De la premiére propriété de @, il résulte A , ;
cP?f‘«"l'pl‘-i'l) = —pxi?équiuaut au fait que M est I'image de M' par la translation de

vecteur — x. B

quelconque de &. Cherchons [eg

Exemples.
1. En classe de Seconde, a partir d'un plan géométrique P, on a construit un plan

vectoriel F de la maniére suivante :
On a défini dans P2 une relation d'équivalence
on a posé: P= (Px P)/R; ona muni P d'une structure d’espace vectoriel réel de

dimension 2 et on a noté AB, et appelé vecteur, la classe d'équivalence d'un couple

quelconque (A, B) de P2

R, appelée relation d’équipollence;

Vérifions que P est un plan affine associé a £ considérons pour cela |'application

o de P2 dans P définie par :

(o3 pE ey P

(A, B) —— AB.
Elle satisfait de facon évidente aux deux propriétés énoncées au 1.1. Le vocabulaire
employé dans cet exemple a été conservé dans la théorie générale. Pour la méme rai-

son, nous noterons désormais AB I'image par ¢ du bipoint (A, B) dans un

espace affine quelconque &.
Des considérations analogues s'appliquent & une droite géométrique et & un espace
géométrique & trois dimensions.
2. Tout espace vectoriel réel E peut étre muni d’une structure d’espace affine associc
3 E. Les éléments de E seront considérés soit comme des points, soit comme des
vecteurs.
Considérons I'application ¢ de E x E dans E définie par :
g: EXE — E
o (X, y) —> y — x.
L'application ¢ possede les deux propriétés de la définition 1.1
On a en effet : (N
t.: pour .tout point x de E et pour tout vecteur z de E, il existe un unique point ¥ d¢ E
el que : ¥y — X= z; cet élément est égal 3 z + x.
® J(xyv2)EE, (y—x}+(z—y)=(z— x)
Remarquons que |'application y )
; LS ¢ n'est pas uni - ifier 4u®
Fapeisation s B E R R g que; le lecteur pourra vérifier
Vi ExE — E

v K > (x: !r‘:l I — y
munit aussi E d'une structure d’espace affine sesocié & B
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1.4

1.5

1.6

4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES
Nous venons de démontrer qu’un espace vec
d'espace affine. Etudions le probléme inverse

THEOREME : Soit § un espace affine associé a un espace vectoriel réel E.

Soit O un [;?Dirlt quelconque de &. L'application 9o de & dans E
définiepar : ¢, : &

toriel peut étre muni d'une structure
On a le résultat suivant :

__l,E

M —s OM est une bijection.

Démonstration ;
Soit x un vecteur quelconque de E. Daprés la définition d’'un espace affine, nous

savons _qu'i‘l existe un unique point M de & tel que OM = x. L'application ¢ est
donc bijective. =

Nous dirons que nous avons choisi dans § le point O pour origine et nous noterons

(& O) I'ensemble & muni de I'origine 0. La bijection ¢g' permet de munir (&, O)
d'une structure d'espace vectoriel isomorphe 3 E.

DEFINITION : Soient O un point de & et % une base de E. Le couple (O, &)
est appelé repére cartésien d’origine O de I'espace affine &.

A tout point M de & correspond un vecteur unique x par la bijection ©o et récipro-
quement. Les composantes de x dans la base $ sont appelées les coordonnées
de M dans le repére cartésien (0, B).

Nous avons aussi le théoréme suivant ;

THEOREME : Soient § et &' deux espaces affines respectivement associés
aux espaces vectoriels réels E et E' de m&@me dimension. Soient O un point
quelconque de & et O’ un point quelconque de &'.

Alors les espaces vectoriels (§, 0) et (£’, O') sont isomorphes.

Démonstration :
Puisque E et E’ ont la méme dimension, il existe un isomorphisme d'espaces vec-
toriels f de E sur E’. On a le diagramme suivant :
(6, 0) (&0
70 | L @'
E -—f:- E'

L'application (w'q:)~'ofoppo est un isomorphisme d'espaces vectoriels de (&, O)
sur (6,0, m

Remarques : 1. Nous savons représenter, par des dessins, des points et des sous-
ensembles d'une droite géométrique, d'un plan géométrique ou d'un espace géo-
métrigue 3 trois dimensions. L'isomorphisme précédent permet donc de représenter,
par les mémes dessins, des points et des sous-ensembles de tout espace affine de
dimension 1, 2 ou 3 associé a un espace vectoriel réel.
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_ dimension 1, 2 oy 3
espace vectoriel r-éiel deemple du paragraphe ‘lSml n
2 Soit maintenant E un € d'aprés le deuxieme ffi 3 nogg
nace affine associé 3 E; dap pace affine; cet espace atine st noj, vi
espac

: tel es 6.
‘il existe au moins un 2 de représenter tout v
ol 4 ewg "+ La bijection o' permet “leur gg
soit O un poin

E par un point de b
' M
0/

' j metrique ¢
Nous ferons les dessins dans la droite, le plan ou I'espace géo que correspop.
ous feron

.

- r
: .. les vecteurs du
dant. Nous noterons désormais, sauf exception, ¢, ¥, . le N espace
ant.

vectoriel réel E et 0 le vecteur O¢

2. Sous-espaces affines d'un espace affine.

Definitions.

2.1 DEFINITION : Soient & un espace affine associé a un espace vecto?el E et
7 l'application de 6x¢& dans E qui munit § de cette structure d’espace
affine. Soit & une partie non vide de &.

&' est un sous-espace affine (ou encore une variété affine) si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

® 9(t'x&') est un sous-espace vectoriel de E; nous le notons E’;
e &' est un espace affine associé a I'espace vectoriel E'.

Si le sous-espace vectoriel E' de E est de dimension finie n, le s'ous~espace affine
6' de & est dit de dimension 5.

E’ est la direction de &' et

r &S vecleurs de toute base de E' sont appelés vscteufj
directeurs de &'. Nous dirons ayssi. par convention, que I'ensemble vide &
un sous-espace affine de &; sa directio

N n'est pas déterminée.
Exemple.

_ H
:\rec ::s} notations Précédentes, considérons un point quelconque A de £ et pas®
Démontrons que &' est

. vec:
. un sous-espace affine de £ de direction le sous-espace
Loriel {{}} de E,

L'ensemble &' w g/ a un sg

a :
= le couple (A, A): d'autre part P
2(A, A)=0. On a done :

ot &%) = {3
Soit o' |a restriction de 23 f;'q;[ g;rx ! {D}

ul' élément,

7' est une application ¢

; e bwp
pPropriéiés énoncées da o

s deu’
{0} qui varis idente 165
ns la définition, e deton
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4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES

Le théoréme ci-dessous donne un autre exemple de sous-espace affine.

2.2 TH:EDH%ME_ : Soient & un espace affine associé a un espace vectoriel E et
Qf;appllcatmn de §x& dans E qui munit & de cette structure d’espace
affine.

Soient A un point de & et E' un sous-espace vectoriel de E.
L'ensemble & r;les points M de & tels que le vecteur (A, M), noté AM,
appartienne a E’ est un sous-espace affine de &, de direction E'. :

g

pémonstration :

e Le vecteur O est un élément de E' et I'on a : AA = 0: le point A appartient donc
3 &', qui n'est pas vide. . .
e Montrons que (&' &') est égal a E,

. Soit (M, N) Li_n__tfl_lémenliquelconque de &' % &'. D'aprés la relation de Chasles, ona :
o (M, N) = MN = AN — Al\ﬁ; par définition de &', les vecteurs AN et AM appar-
dennent  E* il en est donc de méme du vecteur MN.

Réciproquement, tout vecteur u de E' est I'image par @a d'un uhique point M ; par
définition de &', ce point M appartient a &'. On a donc w(A M) = v

e Montrons que la restriction ¢’ de ¢ & &'x &' posséde les deux propriétés de la
définition 1.1.

La relation de Chasles est vérifiée pour tout tiiplet de &3; elle I'est donc, en parti-
culier, pour tout triplet de &'3,

Soient maintenant v un vecteur quelconque de E' et M un point quelconque de 6.
Nous savons qu'il existe un unique point N de & tel que MN = u. Démontrons que
N appartient a &'

Ona: MN=AN— AM = u et par suite ; AN = AM + @.

Le vecteur AN est un élément de E'; le point N est donc un élément def’. m

Nous noterons U (A, E’) I'ensemble & et nous I'appellerons le sous-espace affine
(ou encore variété affine) de direction E’ passant par le point A.
Démontrons maintenant que tout sous-espace affine est de ce type.

23 THEOREME : Soient & un espace affine associé a un espace vectoriel E
et o I'application de &% & dans E qui munit & de cette structure d'espace
affine. Soient &’ un sous-espace affine non vide de &, de direction le sous-
espace vectoriel E' de E, et Aun point de &'.

Le sous-espace affine &’ est le sous-espace affine de direction E' passant

par le point A, c'est-a-dire ‘U(A, E’).

Démonstration :
Puisque le point A est un élément de &' on a les équivalences logiques suivantes :

(Med) =<—= (WEE’) <> (MeV(A E)). =
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2.4

gmes notations que dans le théoréme 2.3, gt ; - .
m

. i te :
INAERS - . logique suivan=e - ,
élément de b, on a t;qmgi{e:cz')) <> (V(A E) = V(B, E)).
e ;

(M E‘U {A EI)) _.:-__.:,?— (AMj = EJ) - (EB + _B‘_M‘. g E‘)t
(MEWM&E1}¢;¢(BMEE0_

Remarque : Avec les

En effeton a:
et :
Il en résulte : o e , - |
(‘UT;A E') = U(B E)) <=—> (UM € b, (AB + BMEeE ) (BM €E ))
| i (s B)
<> (B e V(A E')).

Sous-espaces affines d'un espace affine
de dimension 1, 2 ou 3.

Cas d"une droite affine.

Soit & une droite affine associée & une droite vectorielle réelle E.

Les seuls sous-espaces vectoriels de E sont {0} et E.

La droite & a donc trois types de sous-espaces affines : I'ensemble vide, les sous-

espaces affines de dimension O et les sous-espaces affines de dimension 1. Il y
a une infinité de sous-espaces affines de dimension 0 : ce sont les singletons; il y
a un seul sous-espace affine de dimension 1 . c'est la droite affine &,

Cas d'un plan affine.

Soit & un plan affine associé 3 un plan vectoriel rée| E.

L'espace vectoriel E a trois ty ' 0

: pes de sous-espaces vectoriels - i cto-
o p ectoriels ; {0} les droites ve

Le plan & a donc quatre ty

singletons (de dimension 0),

. I'ensemble vide, les
dimension 2).

affines (de dimension 1), le plan & (de

Cas d'un espace affine de dimension 3
Sait §

; “ESpaces affi C : in-
: : sion 0), les droites aff; “tines : I'ensemble vide, les S
dimension 2), 'espace £ (de dlmensio;f?)‘es (de dimensign 1), les plans affines (9°
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4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES

Intersection de sous-espaces affines d'un méme espace affine.

THEOREME : Soient & un : -
25 cgel, & et & deux s eéspace affine associé 3 un espace vectoriel

ous- .
espectives E' et E", L' 7 ﬁspac_es affines non vides de &, de directions
g + - Intersection §'N&’ est un sous-espace affine de &.

§i ce sous-espace affine n'est pas vide, sa direction est E'N E'.

Démonstration :
Envisageons les deux cas suivants : &'n&" = ¢, §'nE" -

e 6'N&" = @. Lintersection est donc bien un sous-espace affine de &.

[ E'nh"" ‘_"-é g‘. " existe donc au moins un point A commun 3 & et 3 &: on a
alors : &' =‘U(A, E') et & = V(A, E).

Soit M un point quelconque de §'N&". On a :

(Met'nt) <= (MeV(A E)etMeU(A E') <> (AM e E' et AM € E')
o <> (AM € E'NE") <—> (MeU(A, E'nEY),

§'né" est donc le sous-espace affine passant par A, de direction E'nE". ®

2.6 DEFINITION : Deux sous-espaces affines non vides d’'un méme espace

affine associé & un espace vectoriel réel sont paraliéles si et seulement
s'ils ont la méme direction.

La relation de parallélisme est notée /.

Remarquons que deux sous-espaces affines paralléles sont nécessairement de
méme dimension.

Rappelons les résultats suivants obtenus en classe de Premiére :

e La relation de parallélisme est une relation d'équivalence dans I'ensemble
des sous-espaces affines de méme dimension d'un espace affine associé a un
gspace vectoriel réel.

e Deux sous-espaces affines paralleles d'un méme espace affine sont
égaux ou disjoints.

s Soit &' un sous-espace affine non vide d'un espace affine & associé a un espace
vecioriel réel. Par tout point de &, il passe un unique sous-espace affine
paralléle 3 &'. Ce résultat apparait ici comme un théoréme; dans le point de vue
adopté en classe de Seconde, c’est un axiome : I'axiome d’Euclide.

Cas d’un plan affine.

2.7 Soit P un plan affine associé & un plan vectoriel réel P.. '
Etudions l'intersection de deux droites affines de P. Soient D et D' ces deux droites,

D et D leurs directions respectives. .
Il n'y a que deux cas possibles : D=D' ou DnD'= 10}.
e SiD =D, les droites D et D' sont paralléles; onaalors: D=D' ou DND'= &.
Les droites D et D' sont égales ou disjointes.

® SiDnD’ = {0}, démontrons que D et D' ont un seul point commun ; nous dirons
alors qu’elles sont sécantes. D’aprés le théoréme 2.5, il suffit de démontrer que

I'intersection DN D' n'est pas vide.
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péres cartésiens respectifs des droites D et D',

Soient (A, u) et (A", u') des re
) est une base de P: soient (;) les

Puisque I'on a : DnD' = {0}, la famille (g, v’
ns cette base.
tout point M
(30’ e R, A'M = M'u').

m-[:' -+ 1'3{,}“ = AU — A

composantes du vecteur AA” da -
de DnD’ S&tlean ala proposition

Si D et D’ ne sont pas disjointes,
suivante : (]2 e R, AM = hu) et
On a: AA' = AM o+ MA’: et, par suite !
équivaut 3 : (A= xetA = — B). - _
Il existe donc un point M et un seul répondant 3 la question.

Nous employons une conven-

Nous résumons ces résultats dans le tableau suivant.
tion utilisée en technologie pour figurer les circuits électriques @ ON marque en

gras les points communs aux droites figurées.

u'; ce quj

pnbd' =2 DND' # &

=1}
I
<)

DI‘

Cas d’un espace affine de dimension 3.

2 oit & i : - .

8 fllclntns é‘tf;;izﬂf:t:e laffme d(—:} dlmeqs:on 3 associé a un espace vectoriel réel E. Nous

r les intersections suivantes : intersection de deux plans aﬂines' inter-
¥

section de deux droites affines de &, intersection d'une droite et d'un plan affine
e Soi ; ; '
ent P et P’ deux plans affines de €, de directions respectives P et P, Il n'y @

ue deux ¢ ' . P=F PAP' =D
q ux cas possibles : P =P’ ou PnP’ = D avec D droite vectorielle de E.

Si P = P, les plans P et P’ sont
‘ paralléles ; on . = ,
plans P et P' sont égaux ou disjoints. aalors: P=PouPnP = g. Les

Si PnP' = D, on démontre, de f

* = j I R acon analogue au paragra '

n'est pas vide. D'aprés le théoréme 2.5, I'intersection F'n?" z:tedil que zn'l:e
nc une drol

affine D de direction D: nous di
; isons alors que les
plans P et P’ so
nt sécants.
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9. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES

Nous résumons ces résultats dans |e tableau suivant -

PP =
nF=go PNP %= &

S
|5

Oy
|
oy
Il
w®

e Soient D et D' deux droites affines de &, de directions respectives Det D' Ilny
a que deux cas possibles : D=D" ou DnD' = {5}

SiD= 57 les deux droites D et D' sont paralléles,onaalorsD =D’ ou DnD’'= 3.
Les droites D et D’ sont égales ou disjointes.

Si DnD’ = {0}, ou bien, d'aprés le théoréme 2.5, les deux droites D et D’ ont un
point commun et un seul, ou bien les deux droites n‘ont pas de point commun :
on dit alors qu'elles sont non coplanaires.

Remarquons que, dans ce cas, 'hypothése DnD’ = {0} n'implique pas:

DnD’ # &. ,
Nous résumans ces résultats dans le tableau suivant :

DND' =g DND' # &
D
D=0D'
5-0 N
D D
Dn’
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ion D ine de &, de direct;
e Soient D une droite affine de &, de direction D et P un plan affi iGn

; . BaP = {0} ou DcP.
P. Il 'y a que deux cas possibles : DNP i ragraphe 2.7, que DN P n'ggt
Si DnP = {0}, on démontre, de facon analogue au ga s?donc réduite & un point.
pas vide D'apr:és le théoréme 2.5, l'intersection DNF e :
X : 5 S.
SO it ok :eca‘:tdisjﬂints ou bien ils ont au moing
— — . n " :

i ien la droite D et le plan P so : ; roite D. D
ﬁ:m Et;?ni:’cg:n:-:ﬁn et, d'aprés le théoreme 2.5, leur intersection ;S;;?aﬁé?e Sl d 2;::
ces deux derniers cas, il y a au moins une droite du Dl-’-ll"' PPqU' g
D. On dit alors que la droite D est paralléle ol
Nous résumons ces résultats dans le tableau suivant :

DNP =& DAP & &

Oy
n
Oy
J
e
o

ralement, définissons la relation « ét
affines d'un méme espace affine §
espace affine &' est paralléle au Sous-espace affine &” sj et seulement si la direction
de &' est incluse dans celle de &".

Cette relation généralise Ia relation de parallélisme du paragraphe 2.6, mais elle n'est
pas symétrique ; ce n'est donc pas un i i

Résultats analytiques.

Nous rappelons ici des résultats obtenus
Lorsque nous écrirons des ra
Suivante : si le dénominateyr
numeérateur est aussi égal 3 0.

€n classe de Premiére.
PRorts, nous emploierons toujours la convention
du rapport est nul,

NOUs conviendrons que son
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4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES
- ¥ =
proites d'un plan affine,

2.9 5,0"9”5 P;“Tpla” affine associé a un plan vectoriel réel P et (0, /, /) un repére carté-
sien de P. Toutes les coordonnées (resp. les composantes) des points de P (resp.

des vecteurs de P) sont données dans le repere (O, 7, /) (resp. dans la base (/, ;))
Représentation paramétrique d'une droite.

Soient A un pointde P et v un vecteur non nul de P. Notons D(A* ) la droite passant

par A et de vecteur directeur u; appelons (;ﬂ) les coordonnées de A et (a) les
o

g

composantes de «. Soit M un point de coordonnées (x)

RM eD(A ) < (‘;l:« eR, X=Xt M)

| ¥ =VYo+ AP
Le systéme formé par les deux équations est une représentation paramétrique de
D (A, u) de parametre J.

Equation cartésienne d’une droite.

e On a aussi :

(MeD(A 0)) < (" — %o _ V;Br_o) v \

Cette équation est une équation cartésienne de D (A, u).

Remarquons que, si I'on donne deux points distincts A et B de D, le vecteur AB est
un vecteur directeur de D. _ _ »
Remarquons aussi que, d'aprés la convention faite, si o par exemple est nul, I'équa-
tion cartésienne de D est : x — Xg = 0.

¢ Réciproquement, on a :

Soient a et b deux réels non tous deux nuls et h un réel. Toute équation de
la forme : ax + by + h = 0 estune équation cartésienne d'une droite dont un

vecteur directeur est le vecteur de composantes ( a)'

Droites paralléles.

e Soient D et D’ deux droites de P, d'équations cartésiennes respectives :
ax + by + h=0 et ax+ by+h =0. On a:
| 2 b 2 _ b)
a b =-0) B (a‘ b

La deuxiéme équivalence est vraie sans restriction sur a’ et &’ grace a la conven-
tion faite.

(D#7D") === (
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e On a aussile résu

te d'équation car
un vecteur direct

Soit D une droi

(F‘) est

composantes
i
P

Démonstration :

Soit A CD) un point quelconay
0/

4 est un vecteur directeur

.

[tat suivant B

tésienne:
eur de D si et seulement si l'on a :

aatri*bfﬁ:

edeD;ona: axo

de D si et seulement
Xo T m)_ Le point B appartient donc a D sj gt

T
ax + by + h = 0. Le vecteur "-;dB

0.

+ bb"g ‘l' h = U (1} Le VECIBUI

i le point B défini par AB = U appar.

tient a D. Les coordonnées de B sont {,, 4 3
seulement si 'ona : a(xo T a) + b(vo + ) h=0 (2).
.+ résulte que le point B appartient & D si et seulement si

Des égalités (1) et (2),
l'oﬂa:ax+b;$=0. n
Exemple.

Soit. dans le plan P

cariésienne .

une éguation ca ridésienne

fapporté a un repére cartésien (0. i

2w+v~4=0, Soit A

de la droite D’ passant

;‘), la droite D d’équation

le point de coordonnées (i) Cherchons

par A et paralléle 3 D.

— O]

Toute droite parallgle 3
eaDau i
bt i ne équation cartési
B ; rtésienne de la forme :
+y+h=00 ermine £ en écrivant que le point A appartient aun

droite.Ona @ 2x24 24 Hh=0

L'éguation cherchée est danc

o telle

2x+l"‘—ﬁ=0
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4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES

Plans dans un espace affine de dimension 3.

2.10 Soient & un espace affine de dimension 3 associé 4 un espace vectoriel réel E et

- = =

(0,7, j. k) un repére cartésien de &, Toutes les coordonnées (resp. les composantes)

-

des points de & (resp. des vecteurs de E) sont données dans le repére (0, 7, /, k) (resp,
dans la base (/, /, k))

Représentation paramétrique d'un plan.

Soient A un point de & et (v, u") une famille libre de E.
Notons P (A. u, u‘) le plan affine de ¢ passant par A et de vecteurs directeurs vetu';

Xo o o
appelons (Yo) les coordonnées de Aet |[2] et [’ |les composantes respectives
Zo Y Y
des vecteurs U et u,
[
Soit M un point de & de coordonnées |y ]|.Ona :
;
! X = X+ re + po’
} (MeP(A 0, 0)) <~ (](1. w eR2 {y=yo+ A + pp’
z=17z5 + ¥ + py’

Le systeme formé par les trois équations est une représentation paramétrique
de P, de paramétres 7 et (i

Equation cartésienne d'un plan.

e En éliminant A et u entre ces trois équations, on obtient une relation entre X, y

et z appelée équation cartésienne de P. Nous en verrons plus loin des exemples.

Remarquons aussi que, si I'on donne trois points non alignés A, B, C de P,
chacune des familles (AB, AC) ou (BA, BC), par exemple, est une famille de

vecteurs directeurs de P.

e Réciproquement, on a :

| Soi trois réels non tous trois nuls et A un réel. - '
iy ax + by +cz+ h= 0 est une équation carte-

T tion de la forme: A
oute Gqua e de vecteurs directeurs est, par exemple, la

| sienne d'un plan dont une famill i :
ives 0] et ¢
famille dont les vecteurs ont pour composantes respect . s

T
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Plans paralléles.

4 i cartésiennes respectives
' ; de & d equations S !
Soient P et P’ deux plans artines Lelz+ h = 0. Ona:

[ ] X
ax + by + cz+ h=0 et ax+ by ==
a b b €| _ c} ,‘=0)a¢=}(?=b—;=2)

(P#P') === ( 3 b =lp c ¢ @8 c

a', b', ¢’ gréce a la conven.-

La deuxiéme équivalenc

g est vraie sans restriction sur

B aniére que dans le paragraphe 2.9 le résultat suivant .

On démontre de la méme m
ax+ by +cz+ h=0,

Soit P un plan affine de & d'équation cartésienne :

o
Le vecteur v de composantes ([5

-

l
mentsilona: ax+ 6B +cy=0
—

) est un vecteur directeur de P si et seule-

Exemples.

Soit & un espace affine de dimension trois

rapporté 3 un repére cartésien (0, i f, k).

1. Cherchonsd'abord une équation carté-
sienne du plan P passant par les points
A, B, C de coordonnées respectives

L3 6 L3

Choisissons comme famille de vecteurs
directeurs de P la famille (E& B_E}

\

1 |
Ona: BA( 2) et BC 1)_ X

Soit M un point quelconque, de coor-

X
données (y]

Z

— %= 33 (1
(MEP(B; BaA, BC))-{:—.:._-} (J(A' |J~)EIR2, Iyzz}\_*‘t ). (2}
Eliminons et 1 entre les trois éauatiuns. PSR ®
Les équations (1) et (2) sont équivalentes 5 : (:’\ _ dy — x o i, 2x — }’)_
en remplacant A et i par leurs valeur: AL

s dans (3 = !
i 5 (3), nous obtenons -
Y x]"§(2x—y), ie

ce qui équivaut 3 - Tx+ 9y +5z_ 29 0
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4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES
z. £ : i : -
herchons ensuite une équation canésienne du plan Q' passant par le point D

-5
de coardonnées ( 0) et paralléle au plan Q d'équation cartésienne ;
1

2x+3y—z41=0.

Tout plan paraliéle 2 Q a une équation cartésienne de la forme :
2x+3y—z 4+ h=0.

On détermine /1 en écrivant que le point D appartient a un tel plan.
Ona: 2(—5)4+3x0—1+4+h=0,

L'équation cherchée estdonc : | 2x + 3y — z + 11 = 0

Droites dans un espace affine de dimension 3.

2.11 Soient & un espace affine de dimension 3 associé a un espace vectoriel réel E et

(0,77, k) un repére cartésien de &. Toutes les coordonnées (resp. les compo-
santes) des points de & (resp. des vecteurs de E) sont données dans le repére

(O, ;; E) (resp. dans la base (r ; k))

Représentation paramétrique d‘une droite.

Soient A un point de & et v un vecteur non nul de E. Notons D(A. 5) la droite
passant par A et de vecteur directeur 0.

Xg s oy
Appelons (}'o) les coordonnées de A et ({3) les composantes de u,
Zg Y

Soit M un point de & de coordonnées (:) On a:
£

X=Xu+lm

(MED(A,E)) > [12eR, (¥=Yo+ 24P
zZ = 2Zp+ Ay

Le systéme formé par les trois équations est une représentation paramétrique
de D, de paramétre A.

Equations cartésiennes d’une droite.

En éliminant A entre ces trois équations, on obtient deux relations entre X, y et z
appelées des équations cartésiennes de D._ Hemalr*quons que chacune. des
équations cartésiennes de D est I'équation cartésienne d'un plan de &. La droite D
est donc définie comme l'intersection de deux plans de &; aucun de ces deux plans

n‘est d‘ailleurs déterminé de fagon unique.

- X — X =Yoo  E—%y
(MeD(A‘u))H( mﬂ: [io_ = )
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Intersection de deux plans.

Réciproquement, on a E | . .
p s d'équations respectives

; ! sécant
nt P et P’ deux plans ; : , S
Smi Rt Mo ax+.b f +'Cz+ ': n de ces deux plans, est le
E“Ic : vecteur directeur de la droite D, intersec 10
Alors un i
bf CJ'
¢ a
vecteur de composantes - O
a b
ai bl

Démonstration : | ‘ 5
Soit Q (resp. Q') le plan paralléle a P (resp. F’") qui passe par U.
Les plans Q et Q' ont pour équations respeoctwes :

cz=0 et ax+by+cz=0. ‘
f_};:pf:l};:(l et Q' sont sécants suivant une droite D’ qui est paralléle @ D. Tout
vecteur directeur de D' est donc un vecteur directeur de D.
\ax + by +cz =0
la'x+ b'y+ c'z=0.
Puisque les plans Q et Q' sont sécants, I'un au moins des trois déterminants
a b b ¢ i c
a b _[b' 'l ‘C;

Considérons le systéme :

est non nul.

¥

soit non nul.

a b
Supposons, par exemple, que ‘ 2 b

Ona:
—cz b a — ¢z
(\ax+b}’=—ﬂzb:_: iz U t mil_=0
la'x+ by=—cz = "Ta b S ¥Y=E"Ta b
ar bi al bi‘
b c c a
by & c' a'
— |Xx=12z =Zr—F
a b B y==2 a b
rpe ¥ a: b’ a! b:
En utilisant la convention faite au début de cette étude, ces égalités sont équiva-
lentes 3 -
e B e W &
c c a a ' '
b ¢ c a' a' b
La droite D' est i
donc la droite pz:xbssant par O et dont un vecteur directeur est le
c
b' ¢
vecteur de composantes : €. [ |
c a
a b
al‘ bi
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Exemples.

Soit & un espace affine de dimen

: sion 3, rapporté a un repére cartésien (O, -: .-"'. aé)
1. Considérons le plan P g’ % (

équation cartésienne : 3x+ 5y —4z+2=0 et
—1

le vecteur c: de composantes ( 3).
3

une droite D dont un vecteur directeur est

Vérifions que D est une droite paralléle au plan P.

4 (0]
Les vecteurs de composantes (0) et (4) forment une famille de vecteurs direc-

3 \5
teurs du plan P.

Pour démontrer que D est paralléle & P, il suffit de démontrer que u appartient au plan

vectoriel engendré par ces deux vecteurs. Il suffit donc de trouver deux reels /. et |
'II —1=4)+40p
tels que I'on ait - 3=0r+4p
3 = 3 }\ + 5[.‘-.
1

3
Lesréels ). = — ry et o= i répondent a la question.

|3x—2y+4z=10
lx+y—z+5=0
1
et la droite D' passant par le point A de coordonnées (1) et dont un vecteur
0

2. Considérons la droite D d'équations cartésiennes

— 4
—
directeur est le vecteur ¢’ de composantes ( 14)r

10
Etudions |'intersection de ces deux droites.

T =1 I
—2. 4]
- -1 1
Un vecteur directeur de D est le vecteur ¢ de composantes a 3
1 1 ‘
3 =2
2 " .
c'est-a-dire |[— 7). 0Ona : u =—2uw
— B

Les droites D et D' sont donc paralléles. .
Puisque le point A n’appartient pas a la droite D, ces droites ne sont pas confondues

elles sant disjointes. |
Déterminons donc une équation’ cartésienne du plan Q contenant les droites Det D.

Cherchons une famille de vecteurs directeurs du plan Q.
— 2

Le point B de coordonnées (-— 3| appartient & la droite D. Les vecteurs u et AB
0
forment donc une famille de vecteurs directeurs de Q.

- X
Soit M un paoint de & de coordonnées (y) On a:

z; .
(M e Q) <—> (J0. p) eR2, AM = v + LAB
x—1= 2h—3p
< (]().. u) € R2, y—1=— 7% — 45),)
| z = — b

Une équation cartésienne du plan Q est donc :
20x — 15y + 292 —5=0
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3.1

3. Barycentre.

Fonction vectorielle de Leibniz.

espace vectoriel réel E; soient 71 points

-y i socié a un ' i
Soit & un espace affine as Nous supposons & de dimension non

A ... A, de & et nreels a, ... dn
nulle. . o .
Considérons I'application 7 de & dans E définie par :
f: &§ — E
i
Mi— > a, MA,

i=1 )
L'application f est appelée fonction vectorielle de Leibniz associee aux points
A, ..., A,etauxréels ay, ..., 3, _ o _
Remarquons que la fonction vectorielle de Leibniz associee a un point .O jde 8
et au réel — 1 est I'application  définie au paragraphe 1.4. Ceci nous incite a
chercher si f est bijective. Commencons par chercher si f est injective.
Soient M et M’ deux points de & On a

n

FIM) — F(MY = > a, MA — > a, M'A
. v

= ; (a; MM?) = (ia;) MM’

i=1 =1
Il faut donc envisager les deux cas suivants °

n
Premier cas : E a;, = 0. On a alors : Y (M, M) € 82, F(M) = F(M").
i=1
L'application f est donc constante ; par suite
Elle n'est donc pas bijective.
n

Deuxiéme cas : T a; # 0,

e
=1

Onaalors : y(M, M) e g2, (
L"application f est donc injectiv

elle n'est pas injective.

(M= M) — (£(M)  £(M'))).
eetlona :

(M. MY etz (£(M) = feme (% ) M
(_ (M) + éa") ).
Cherc'hons si f est surjective. N
Soit v un vecteyr quelcon

i que de E: ¢ gy :
M) = 5 , herchons s'il existe un point M de &, tel que
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4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES
Soit O un point quelconque de &: on g -

n

(1) = @) <= (7©) + (D a) MO = &) <— (GM = ' (#(0) - &)

— f

=1 —
> a
Loy
!{-:1

Il existe donc un unique point M de & tel que : f(M) = «: par suite f est sur-
jective.

n
- i \\.1 ] " . F & M = ]
Nous concluons : Si ™ a, £ 0, I'application f est injective et surjective; elle
=

1
est donc bijective. D'ou le théoréme -

THEOREN‘I!E : Soit & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E;
soientn points A,, ..., A, de {etnréels a,, ... a, etsoit f la fonction vecto-
rielle de Leibniz associée aux points A,, ..., A, et aux réels a,, ..., a,.

n

Si le réel }‘ a; est nul, 'application f est constante.

Faa
i=1

n

Si le réel S a, n'est pas nul, |'application f est une bijection de & sur E.
i
f'=1

Exemples.

Soient trois points A, B, C distincts non alignés d’un plan affine P.

1. Ewudions la fonction vectorielle de Leibniz f associée aux peints A, B, C et aux réels
2. —1, —1.

La somme 2 + (— 1) 4+ (— 1) est nulle; I'application f est donc constante. Cher-

*
chons le représentant d’origine A du vecteur v image par f de tous les points du

plan. ,
Ona - ;=J(A}=2A£~AE—AC=—- (AB+AC}=—M5=-E‘-E
E C
u
B B
A
D
C

2 Etudions la fonction vectorielle de Leibniz g associée aux points A, B, C el aux

rée|52.+1r“1 " o .
Ls somme 2 + 1 — 1 est égale & 2; elle est donc non nulle et I'application g est

bijective. Cherchons 'image par g d'un point M de P.
Ona : g(A) =2AA 4+ AB — AC = CB, o
puis - g(M) = g(A) + 2MA = CB + 2MA = ME + MD = MF.
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3.2

3.3

Barycentre de £ points.

- - _—-'-\.
n espace affine qesucic @ Un aspace VECtarig)

DEFINITION : Soient & uA de S et nréels a, .- an de somme non nyjjg,
réel E, n points Ay, Az, - Pn points et a ces réels,

Soit f la fonction de Lei A, affectés des coefficiens
On appelle barycentre n o

S s A
F(G)y= > a GA, = 0. |

=1

bniz associée @ C€es
des points Aq, ..

-

a,. ... a, l'unique point G de & tel que :

——'--_-.

Si les coefficients sont tous égaux a 1, le point G est appelé l'isobarycentre (ou

I'éguibarycentre) des points A, ... Ay
Exemple.
Reprenons | exemple 2 du paragraphe 3.1, i |
Le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients 2,1, — 1 est le point g
. > " - ) —re 1 ——
défini par . g(G) = CB + 2GA = 0, ce qui equivaut a: AG = 3 CB.

Propriétés.

Soit & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E. Soient n points A,,
As ..., A, de &etnréelsa,, as ... a,desomme non nulle.

Désignons par G le barycentre de ces points affectés de ces réels et par f la fonction
vectorielle de Leibniz associée & ces points et 3 ces réels.

Les propriétés suivantes sont vérifides -
; : |
fMes, Na MA = (\ af) MG

—
P1
| _""_{ =1 J

Démonstration -

'-[\U/ﬁ:

Ona: yMet, | a,)r\_flé-—.f(M}—f{GJ=f(M). =

-

Si b ' : g
P2 S ¢ estde dimension 3, si i est un fepere cartésien de &, si, pour tout

f de 1'2,'_. n' x X
Z;,
etsi Gap d 7
Qur coordonnées (y) d
ans ce repére, 3 ;
5 pere, alors on a -
.j’\. n -
r al'xa \,\ \'
ey _,_/_'_faﬂyi a,z
XN= — =1 A-I i
A y=—_ i=1
oy s am
) a, N
rd a-
S oo Z > a,
T F=1 E—,
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pémonstration :

f o
Na
—
. =1
Des résultats analogues peuvent étre démontrés pour une droite et un plan affine.

Remarque : L'isobarycentre de deux points A et B est le milieu de (A, B). L'isoba-

rycentre de trois points A, B, C non alignés est le centre de gravité (ou d'inertie)
du triangle (A, B, C).

Soit O I'origine du repére :R. D'aprés Py, ona : OG = ' (\_: a ﬁs) W
=

i

P3 Le barycentre de n points ne dépend pas de I'ordre dans lequel on consi-
dére ces points.

Cette propriété résulte de la commutativitd de |'addition dans E. 115

7]
P4 Soit » un réel non nul.
Le barycentre des points A,, ..., A, affectés des coefficients a,, ..., a,
est egal au barycentre des points A,, ..., A, affectés des coefficients

hay, ... Aa,.

- |

Démonstration
n

n

Ona: jreR", (T a,-GA:- = 6) <> (T\ {}I.B;)G_A:r = 6) [ |
i=1 i=1

Remarquons que l'isobarycentre de n points est aussi le barycentre de ces points

affectés de coefficients non nuls tous égaux.

P5 Supposons 1 supérieurou égal a 3;soientkunentiertelque: 1 < k < n
k ¢
et N a, # 0. Si G’ est le barycentre des points A,, ..., A, affectés des
coefficients a,, ..., a, alors G est le barycentre des points G', A, ., ...,
k
A, affectés des coefficients (> ol Bpnqye i By
=1

L. —

Démonstration :
Remarquons d’abord que I'on peut toujours trouver au moins un entier k inférieur
k

a n tel que l'on ait : i a;, # 0.

On a alors - (\1a GA, = 5) <> (:ajéaﬂ:; + : a,GA; = f))
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3.4

3.5

PR e R AN x . s 0
centre de gravité G de trois points distincts N

ar exemple, de construire simplemen; "
n alignés A, B, C d’un plan affine p.
lieu de (B, C). le point G est le barycentre des poings A

Remarque: Cette propriété permetf, P

D'aprés Pg, si A" est le n.ﬁ .
et A' affectés des coefficients 1 el < 5
3

On adone . GA+ 2GA" =0, ce quiequivauta:
A

Barycentres et sous-espaces affines.

Cas d'une droite affine.

Soit D une droite affine associée a une
droite vectorielle réelle D.

Soient (A. f.-} un repére cartésien de D i U |
et B le point de D tel que : AB = w. P A

Puisque v n'est pas nul, les points A
et B sont distincts.
Soit M un pointde D. On a

(MeD(A AB)) <== (32.€ R, AM = 1AB)
<= (JneR, — MA = 2(MB — MA))
<> (JreR, (1 — 2) MA + 2.MB = 0)
<> (J(@ B eR2 2+f=1 et 2MA + 3ME = 0)

_ <—> (1@ b)eR: a+b#0 et aMA + bMB = 0).
La drglte D est donc I'ensemble des barycentres des points A et B.
On dit que le couple (A, B) est un repére affine de D.

m]
=

Cas général.

DEFINITION : Soit &' un sous-as : > ou
; ) -espace affine i i i ou

égale a 0, de direction E' d'un Sison affi:e l“c_llmensncm p supérieure

toriel réel. ot

associé a un espace Vet
Soientfo + 1 points A;, .., A, de &',
La famille des (p + 1) points (Aq, A,

o0 AY) est ; . e &' s
et seulement si la famille (AD& o) un repére affine d

-+ AgA,) est une base de E'.

______-#
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Si (Ao, -+ Ap) est un repére affine de ¢ Al —— iy ‘
H »  ; Qr
cartésien de &', S (Aﬂr AcAy,s ..., AQAp)Est un repére

Exemples.

i b i i s i
S'_ ,ESt une droite affine, tout repere affine de &' lest constitué de deux points
distincts.
5;_1- t?sl un plan affine, tout repére affine de &' est constitué de trois points non
alignés,

Si &' est u:j €space affine de dimension 3, tout repére affine de &' est constitué de
quatre points non coplanaires.

3.6 THEOREME : Soient &' un SOous-espace affine de dimension p supérieure

ou égale a 1 d'un espace affine & associé a un espace vectoriel réel et
(Ag. --.. Ay) un repére affine de &’

Alors &' est I'ensemble des barycentres des points A, ..., A,.

Démanstration

Soit S le sous-ensemble de IR**' des (p + 1)-uplets (aq. a;.
la somme ay + ... + a, soit non nulle,

Considérons I'application f de S dans & qui, & tout (p + 1)-uplet (ag, ..., a,) de S,
associe le point G de &, barycentre des points Ag, .

... 8p) tels que

... A, affectés des coefficients
p

3, .. 8, Onadonc :|(ay, ..., a,) eS8, (flag ... a,) =G) <—> (> a; GA; = 6)

e ]
i=0

D'aprés la définition de S, le point G existe toujours et est unique.
D'aprés la propriété P, du paragraphe 3.3, on a :

YreR", f(rag, ... Aa8,)=f(ag ..., a,). .
L'application f n'est donc pas injective. Cherchons a déterminer I'ensemble 7(S). - 5
D’aprés la propriété P,,ona : —~

-

P P T — — nu‘ .
(\a) AG = O 8,Adk; = 30Agho + .. + 8, AA, = la,,ADA,.
=0 =0 i=1

P . 1 ._[.I‘ _;;_;‘a
Posons : > a; = a, nousavons : A,G = F 23,-A0Af B L,‘EJA”A’
i=0 i=1 i=1
Le point G appartient 4 &'; on a donc : f@)c &', (1)
Soit maintenant M un point quelconque de &'. Ona :
P
iy \‘ ———
(M € &) <—> (](11, LA ER? AGM = _.f:u,-ADA,-)
=1
p LY
> (300 A e RE, Ao = > (AN + viA)))
i=1

p

s (](11,___,%)51&&, (1 —lm,-)ﬁ”ﬁh M_A’.+..‘+1pﬁp:b).
. e

e
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{‘ 5 4 + b, €5 égale o 1, le point M 681 e
Y B TRt

Puisque la somme {1 p

f=1

N

| 1= D%l
; -oefficients ( i Frh
, afectes des ¢ ]

—_—

ints LA
barycentre des points Ag, -«

(2)
On a donc : & cf(8). L8y =4, =

' ‘égalite
Des propositions (1) et (2). I résulte I'éga

iques, dans le repére affine
s barycentriques,
e de coordonnée 7 dg, - 3,) de
?;T appele]szit:rgoim M de &, l'un des (p -+ 1) uplets (o 2 S tels
[ TR B

que : f(ag ... a,) = M. f ot @ a.) sont deux systémes de coordonnges

UE, s’ i? o a:.} s ‘.. N _I A ue' UU #

E:rr:ca:;ﬁ;]r?:jegd'un n&é:ne point M, alors il existe un réel . non nul tel que. pourtout,
de 0.1, ..p} onait: a =5a

EXERCICES

Espaces affines. Sous-espaces affines,

1 Démontrer la propriéié suivante qui a été admise dans |e paragraphe 2.8 : Soient

& un espace aifine de dimension 3, p et P' deux plans affines de & de directions
: - —1-F o T -

respeclives Pet P'. Si PO P’ est une droite vec

; : _ torielle, alors I'intersection PNP
nest pas vide, et cetie i

niersection est une droite affine de &.

Soient A et A' deux points de

i 1 > ! Is GE
I'on ait: dimF = 1q et dimF < 2 Pl
Soient D |a draite de & Passant par A, de direction

de direction F'.

F.et P le plan de & passant par A-
Démontrer I'équivalence Suivante - (DEP) weuws (Fcp t AA' e F')
: e E :
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# Dans les exercices suivants (n® 32a10), &

est un espace affine associé a un espace
vectariel réel E de dimension 2 et

i est un repére cartésien (0, 7 ;) de t.
. a \ 2 e
3 Soient A le point de coordonnées (_ 1) dans @ et v le vecteur de composantes

1 o
(__ 2) dans la base {.", ,-'} de E.

<] . 3
1 Donmir une représentation parameétrique de |a droite D, passant par A et de vecteur
directeur v,

2° Déterminer une équation cartésienne de D.

4 Soient A et B deux points de & de coordonnées respectives (_ :II] et ( ?)
dans R. .

1'-“DEIerminer une représentation paramétrique de la droite D déterminée par les
points A et B.

2° Déterminer une équation cartésienne de D.

5 Mémes questions que dans le n° 4 pour les points A et B de coordonnées
. 5 5
respectives ( 1 et 5 dans .

6 Soient D et D' deux droites affines de & d'équations cartésiennes respectives :
2x+y—3=0 et x—4y+3 =0 dans le repére M,
Déterminer I'intersection des droites D et D',

7 Soient A et B deux points de & de coordonnées respectives (1) el (_ :

M=o
e —

N -
dans i, et « et v deux vecteurs de E de composantes respectives ( et

5
e
dans |a base (.'. ¥t

Déterminer Vintersection de la droite passant par A et de vecteur directeur .':r et de la

-
droite passant par B et de vecteur directeur v.

8 Méme question que dans le n” 7, pour les points A et B de mémes coordonnées
et pour les vecteurs ;f et .:, de composantes respectives (3) et (3\"3 - 9).
V2 -3,
9 9 Soitmunnombre réel. Soient D et D’ les deux droites de & d'équations cartésiennes
respectives dans it :
2mx +(m2—1N)y+m*—=11=0 et (M +8x+8my+2m4+1 =0
Déterminer 'ensemble des réels m pour lesquels les droites D et D' sont parallles.

) X
° 10 Soient M un point de & de coordonnées (y) dans @R, et & un réel non nul.

On considére les droites A et A’ passant par O et de vecteurs directeurs respectifsf
o= - i
et /. Soit D la droite passant par M et dont les intersections respectives A et B avec

A et A vérifient I'égalité : MA = kMB. - '
Déterminer les coordonnées dans J des points A et B et une équation cartésienne de
la droite (AB).

T

-
.
Ta
]
1

109



10

}\11 Soient A, B, C. D les point

os 11 3 25), bestun espace affine associé & un egp,,,

: jvants(n >

| s exercices suivan . Ty :

e E de dimension 3 et il estun repére cartésien (D' bt k) de. &,
p al

vectoriel réel
s de & de coordonnées respectives dans @ -

F3 9B

10 Déterminer une gquation cartés‘ienne
20 Déterminer une équation cartésienne

du plan P déterminé par les points A, B, ¢
du plan passant par D et paralléle au plan p

12 Mames questions que dans le n° 11, pour les points A, B, C, D de coordop.

¢ 1 0 1 5
nées respectives : | — 2y (1) (3)- 11
1 2 4 3

13 Soient A, B et C trois points de & de coordonnées respectives dans i :
1

2 -1 /3 o n
(1). ( 1)’ (0) et soil u le vecteur de composantes | — 2) dans la base (i, /. ,r;].

1 a3l A3 2 _
1o Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par les points A et B

=

et dont la direction contient le vecteur v.
2¢ Déterminet une représentation paramétrique du plan Q passant par C et paraliéle

au plan P.

& 14 Soent P et P les plans de & d'équations cartésiennes respectives dans A :
x+2y—2z+1=0 et 3x+4y—-2z+b=0.
1° Déterminer une représentation paramétrique de I'intersection D des deux plans
PetP.
20 Déterminer les équations cartésiennes de la droite D' passant par le point A de
1
coordonnées (— 2) el parallgle & la droite D.
2

1.5 Mémes questions que dans le n® 14, pour les plans P et P’ d'équations carté-
siennes respectives: 2x —3y+2z—5=0 et x+4y—-2z+3=0

[ 2
et le point A de coordonnées ( 1) dans H.
—3

16 i J ; .
(I Soient A et A’ deux points de & de coordonnées respectives dans R :

‘T 4 so= 2
2 i ey o
( 0) et ( 10) Soientu, v, u', v' les vecteurs de E de composantes respec-
tives dans la b (G.7 k 1 =1 0 0
3 0 1 2

(resp. P') le plan passant par A (resp. A’

-

par les vecteurs u et v (resp. o’ et v)
1° Déterminer les équations :
27 Déterminer

) et de direction le plan vectoriel engend

une mprésem;ﬂﬂésmnnas dans & de I'intersection de P et de P.
lon paramétrique de la droite paralléle 3 P et 3 P

et passant par |e point B de coordonnées dans & ( 2)
i =2}

=~
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1
17 Soit A le point de t de coordonnées dans R : (— 2)- Soit v le vecteur de E

2

3
de compasantes dans la base (rf F:*) : (2)
1

1o Déterminer une représentation paramétrique de la droite D passant par A et de
e
vecteur directeur w.

2° Déterminer les intersections respectives de la droite D avec les plans :
> > - P
P(0:7/). Po(0:/ k), P(0:k 7).

18 Soient A, B, C les trois points de & de coordonnées respectives dans R :

(0
-2 1) 1
1° Détdrminer une représentation paramétrigue de la droite D passant par le point C

et paralléle a la droite (AB).
2° Déterminer les intersections respectives de la droite D avec les plans

P‘(O;Ef}, P:(D :f. I:), P;.,(O;E. fh).

19 Soient A et B deux points de ¢ de coordonnées respectives dans H :
2 3

(5) et L— 1)- Soient v et v les vecteurs de E de composantes respectives dans
3 4

L R ) 1 6l
la base (:‘.j. k) : ( 0) et (1)
— 1, 0,

1o Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par le milieu | de (A, B)

-

-
el dont la direction contient les vecteurs u et v,

x =24 %
Zc Spit D la droite de & dont une représentation paramétrigue est : g y=56—4%n
Z=3—06B%h

Déterminer l'intersectian de P et de D.

20 Soit P le plan de & d'équation cartésienne dans Ml : 2x —y + 2z — 5= 0.

Sgit D la droite de & d’'équations cartésiennes dans R : ) X=y+ 5o Blrei§

| 4x —3y—6z—4=0.
Déterminer I'intersection de P et de D.

21 Soient A, B, C trois points de & de coordonnées respectives dans R :

& G (3

10 Déterminer une équation cartésienne dans M du plan P déterminé par les points
A, B, C.

2¢ Spit m un nombre réel. Soient D et F les points de § de coordonnées respectives

4 m
dans i : (3) et (5)
6, 3)

Déterminer I'intersection du plan P et de |a droite passant par les points D et F.

m

L]

I
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22 Soit % un nombre réel. Soient A, B: C, F, My les points de & de ¢qq,

0 -1 1 1 2
respectives dans M : (0 . O)a (—— T)r (— 2). (3)
1 -1 0 3 A

Déterminer l'intersection du plan P déterminé parles points A, B, C et de |5 drs

dcnnéﬂs

» ite py
passant par F et de vecteur directeur OM;.

1
; 1
23 Soient Aet B les points de & de coordonnées respectives dans R : (g) (.ﬁ 1
2
1 L
Soit v le vecteur de E de composantes 1) dans la base (1’,;‘, k),
1

1° Déterminer une représentation paramétrique de la droite D passant par A et de
vecteur directeur u.

2° Déterminer |'équation cartésienne dans $R du plan passant par le point g et
contenant la droite D.

24 SoientDladroitede & d'équations cartésiennes dans R . : i _T" : t 1U= 0

: ; , _ . x—y=0
et D' ladroite de £ d'équations cartésiennes dans M : : 4

f3x—z—2=0,
Déterminer une équation cartésienne dans R du plan P contenant la droite D gt
paraliéle 3 la droite D",

25 Soient D et D' les droites de & de représentations paramétriques respectives

x=5—-2t !x=4+2!
dans R : =—24+3t et y=24t
z=1 I'z=t.
N . 1
Soit ¢ le vecteur de E de camposantes( 2) dans la base (.T,TI')
— 4

1 Déterminer uné équation cartésienne du plan P contenant la droite D et dont
>

la direction contient le vecteur u.

2¢ Déterminer l'intersection du plan P et de la droite D'.

Barycentre.

26 On considére, dans un espace affine & de dimension 3, deux tétraédres ABCD
et A'B'C'D".

1o Démontrer que, si les tétraédres ABCD et A'B'C
on a: AA + BB + CC' + DD = 0.
2o Etudier le probléme réciproque. '

D' ont le méme isobarycentre,

27 Soit, dans un espace affine & de dimension 3, un tétraédre ABCD. Soient |, Jy
K, L, M. N les milieux respectifs des bipoints (A, B), (A, C), (A, D), (B, C). (C. D).
(D, B). Soit G l'isobarycentre des points A, B, C, D.

e Dé'mor:hfr que les droites (IM), (JN), (KL) sont concourantes en G.

2° Soit A_.l isobarycentre du triangle (B, C, D). Déterminer une relation entre [
vecteurs GA et GA'. Que peut-on en conclure ?



4. ESPACES AFFINES, SOUS-ESPACES AFFINES

w» 28 Soient dans un plan affine L trois point :
quelconque de &. R e ek o

1c =1 .
b En U_I_Il._lsanl Ia_n_anon cf, barycentre, donner une expression plus simple du vecteur:
u=T7TMA +5MEB + 4 M,

B " g = S o g 3 ; ) _ AR
2 Que Peut-on dire du vecteur :.- = 2 MA = WB = MC? - AL 4 = -
-»3° D i ' 1 . o 0P o D
3 étarmmer I'ensemble des points M de & tels que les vecteurs v et v soient lindaire-
ment dépendants. .

29 Soit, dans un plan affine &
quelconque de &,

1° Que peut-on dire du vecteur 3MA + MB — 2 MG — 2 MB 2

20_ I_J.éterminer ensemble des points M du plan & tels que les vecteurs
3MA + MB — 2MC — 2MD et
dépendants.

un parallelogramme (A, B, C, D). Soit M un point
MA + MB + MC -+ MD soient linéairement

30 Soient. dans un espace affine & de dimension 3, guatre points A, B, C. D. Soit G
le barycentre des points A et B affectés respectivement des coefficients 1 et 4,
Soit G’ le barycentre des points C et D affectés respectivement des coefficients 2 et 3.
Soient O le milieu de (G, G') et M un point quelconque de 'espace.

1° Que peut-on dire du vecteur MA + 4MB — 2MC — 3MD?
2°  Soit v un vecteur de E. Déterminer I'ensemble des points P de & tels que l'on ait ¢
PA + 4PB + 2PC + 3PD = .

31 Soient & un espace affine de dimension 3 et (O. 53 E) un repére cartésien A
de &. Soient A, B. C, D quatre points de & de coordonnées respectives dans i -

3 (o) G G

1= Déterminer le barycentre des points A, B, C. D affectés des coefficients respec-

1
tifs 1, 3, -2-¢ T

29 Soient | le milisu de (A, D) et J le point de & tel que l'on ait: JC = — 6JB.

Déterminer une relation entre les vecteurs OJ et Ol.

.;L32 Soit & un plan affine rapporté a un repére cartésien (0, /, f).

(2 - 5
Soit A le point de & de coordannées (U) Soient % un nombre réel et M un point

- ]
quelconque de & de coordonnées (y) dans M.

On appelle M’ le barycentre, s'il existe, des points O, A, M affectés des coefficients

1 1
= ==2 A
2 2 )

1° Exprimer le vecteur OM’ en fonction de 2., de OA et de OM.
2° Existe-t-il un point M de & tel que les points M et M’ soient confondus 7

13



33 On désigne par K I'ensemble des triplets (a, b, ¢) de nombres réels q; sati

font & la condition: a=0 et b#0 et c¢#0 et ab+bc+ ca=q i

Soit (a, b, ¢) un élément de K; on considére dans un espace affine rgg g d
-

> »
dimension 3, rapporté a un repére (0.7, /. k). les paints A, B, C de coordonngeg

a 0 0
respectives : (0) (b ' (0 .
0 0 c

1° Démontrer que, pour tout triplet (a, b, ¢) élément deK.ona: a+ b4y 0
On pourra calculer (a + b + ¢)% ;
2° En déduire que les points A, B, C affectés des coefficients respectifs 4 ,

¢ + a, a + b, admettent un barycentre G, ,, . dont on donnera les coordonngeg
dans le repére (D. :: ,T ;)

3¢ Calculer la somme des trois coordonnées de G, p, ¢

Montrer que I'ensemble 1" défini par: I'=[Meéd |J(a. b.c)eK, M =6
est un plan privé de trois droites que I'on déterminera.

aibic)

34 Soit & un plan affine. Soient A, B, C trois points de & deux a deux distincts et
non alignés et x et § deux nombres réels tels que I'on ait: w4 =0

Soit C' (resp. B') le barycentre des points A et B (resp. C et A) affectés des coeffi-
cients x et 3.

1° Exprimer les vecteurs AC' et AB" en fonction de . B, AB et AC.

Soit G le centre d'inertie du triangle (A, B', C'); exprimer le vecteur AG en fonction
de =, {2, EB et A_é

29 On considére les points B, et C; de & définis par :

1 — —r 1 —=
AB, == AB et AC, = = AC.
'3 '3
Démontrer que I'ensemble des points G, lorsque « et 2 varient de fagon que 'on ait :
=+ & =1, est la droite (B,C,).

35 Soient, dans un plan affine &, quatre points O, A, B, C tels que les points 0, A, B

ne soient pas alignés et tels que l'on ait ; O_E = DA — 20B. Soient z et : deux
nombres réels.
On définit les points G, G, G par les relations suivantes :

g.za£+(1 —a:)Eé:ﬁ
(. 1GG1 + (1 — A) GGz =

. v — o —_— e &
1¢ Exprimer les vecteurs 0G, et OGz en fonction de z, OA et OB. Les points
G, et G, peuvent-ils étre confondus?

oFr O

20 Exprimer le vecteur 0G en fonction des vecteurs OA et 5!5 et des nombres

réels « et A

3¢ Quelles sont les coordonnées du point G dans le repére cartésien (O. af’: OB}?
On suppose que X décrit I'ensemble R et que « est égal a un réel donné 1 que!
est I'ensemble des points G?7

On suppose ensuite que « décrit I'ensemble R et que & est égal 3 un réel donné
7 ; quel est I'ensemble des points G ?
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36 Socient, dans un p

lan affine &, trois points A, B, C non alignés. Soient a, b, ¢ trois
nombres réels tels que: 4 +b+ec=0 5 +b#0, b+c#0, c+axo0
Soit A’ le barycentre des points B et C affectés des coefficients b et ¢ : soit B’ le
barycentre des points C et A affectés des coefficients ¢ et a ; soit C’ le barycentre
des points A et B affectés

des coefficients et p.
Démoantrer que les droites (AA"), (BB') et (CC') sont paralléles.

. On considére, dans & un point O, trois points P, Q. R
+ B, C, distincts et non alignés.

A tout point M dy plan &, on associe |e couple de nombres réels (x, y) défini par
Il‘vi = xAé i }-';EE

1¢ Sait fl'application de & dans & Qui, & tout point M, associe le point M’ défini par :
'RTM;*={1 -—x—-}f}DI5+thi+y0ﬁ

Soient A, B', C’ les images respectives de A, B, C par f.

Etablir les relations : QA’ — Oop + 0A, OB = O_d + 0B, 0OC' = OR + OC.
2° De quels coefficients faut-il affecter les points A, B, C pour que leur barycentre

soit le point M ? Démontrer qu’alors M’ est le barycentre des points A’, B’, C’ affectés
des mémes coefficients.

3¢ Quelle condition les milieux des bipoints (A, P), (B, Q) et (C. R) doivent-ils
vérifier pour que I'application f soit bijective ?
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1.2

5. - ¥ b
Applications linéaires

icati inéal ’ ace vectoriel dans un espace
ons linéaires d'un esp ! o
Lo aril ont dté introduites en classe de Premiére; nous en avons

ctoriel ont €te , :
r;ppe.’é la définition au chapitre 1. Nous aflons faire une clude

plus approfondie de cés applications.

1. Image et noyau.

DEFINITIONS : Soit / une application linéaire d'un espace vectoriel

réel E dans un espace vectoriel réel F.

On appelle image de f, et on note Im/, I'image 7(E) de E par /.

On appelle noyau de 7, et on note Ker/, I’ensemble des vecteurs x de E tels
que : f(x) = 0f

La notation Ker 7 vient du mot allemand " Kern” qui signifie noyau.

THEOREME : Soit f une application linéaire d'un espace vectoriel réel E
dans un espace vectoriel réel F,

L'ensemble Imf est un sous-espace vectoriel de F et I'ensemble Kerf
est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration :

Im7 est un sous-espace vectorielde F. Ona: Imf={yeF|JxeE y="7(x)}
Le vecteur Or est I'image par f du vecteur O et par suite Im f n'est ]as 'd* ok
Soient y et y' deux eléments quelconques de Im7. I| existe d ; dvI " sléments
xetx' de E tels que © y=f(x) et y' = f(x") SRR
Onaalors © y+ y' =FX) + F(x') = f(x + x') .

Il en résulte que y 4 y’ est un élément de Im f .

Soient y un élément quelconque de |
mf&t }l. L!n 5 H -
élément x de E tel que : y = f(x). ol Queleongue. || sxiste:dons U

On aalors : 2wy = af(x)=f(Ax). Il en ré

: LA - e DA N resulte que ) 5
L'ensemble ‘Imf e'est non vide; il est stable pour I‘agiditioir’t k) élement_ d'e |r}'lf-
par un scalaire ; c'est donc un sous-espace vectoriel de £ S5 Toauit I TR0

16



gﬂ! F:;.;tli:lén .SO;.IS-BSDHCB Vectorielde E. Ona : Kerf= IxeE | F(x) = O
e |'ége © F(0g) = 0, i résulte que Ker f n'est pas vidé o

Soient x et x' deux éléments quelconques de Ker f

Ona: fx + x') = F(x) + f(x') = 0 4 0. = 0.

ge‘uefteur X ;[—.x' appartient donc 3 Ker f. F i
olent x un élément quelc

On a: f(hx) = }.f(:?) = Tg:uz gf e

L'ensemble Ker f est non vide :

par un scalaire; c'est donc un

quelconque.

. Le vecteur % x appartient donc a Ker f.

il est stable pour I'addition et pour la multiplication
Sous-espace vectoriel de E, m

Exemples.

1. Soient E et F deux espaces vectoriels réels et 0 I'application de E dans F définie

e

par: 0: E —» F

X +— O,

Cette application, notée aussi 0, est appelée l'application nulle de E dans F;
le lecteur vérifiera quelle est linéaire.

De la proposition :  (Yx € E 0(x) = O), il résulte : Im G = (Of) et Ker® = E.
2. Soient E un espace vectoriel réel et Ide I'application identique de E. De la pro-
position :  (§x€E Ide(x) =x), il résulte : ImIdg =E et Kerldg = {Og}.

3. Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 rapporté & une base & — (:I ).

X
Soit 7 I'application de E dans E qui, a tout vecteur ; de composantes (y) dans 0,
Z.
x.’
associe le vecteur _J: de composantes (y’) dans B telles gue :
-
i X==2x4+y+=z
iy =x—2y+ 2z
f =x+4+y—2z f
Par définition, f est une applicatiaﬁ linéaire de E dans E.
Cherchaons Ker £.
> x)
Ker f est I'ensemble des vecteurs v de E dont les composantes (y) dans B sont
Z

;-—2x+y+2=0
x-—2y+Z=’D
fx+y—22=ﬁ.

Ce systéme est équivalentd : x =y =2z
* * >
Ker 7 est donc I"ensemble des vecteurs de la forme x(." +7 + k) ol x est un réel

R - -
quelconque. Ker f est la droite vectorielle de E engendrée par le vecteur / + / + k.
Cherchons Im f.

solution du systeme :

o
Soit o un vecteur quelconque de E de composantes (F,) dans B. On a :
Zz
X =—2x+y+2z

(Ereirnf) e ](x.y,z}isﬁ, y=x—2y+4+z )=,-'u-[x‘+y’+z'=0)‘
{z'=x+y-2z

1/

5. APPLICATIONS LINEAIRES

e — ]

P — 1

o




Le lecteur démontrera que I'ensemble des vecteurs ¢ de E dont les composanteg

¥

v+ 2! = 0 est le plan vectoriel P de g,

X
(y’) dans B vérifient la relation : %'+
z'

engendré par les vecteurs F—k et ;— k. Des implications précédentes, il résulie

que I'ensemble Im f est inclus dans P

t uP' un vecteur quelconqgue de
xl

Réciproquement, soi P.

Ses composantes dans B sont dunc( y' ) Démontrons qu'il existe trois
—x' =y

|‘ y=—2Xx+y+12
réels x, y et z tels que : i y'=x—2y+2
N—— xr

—y=x+y- 2z
—2x' =y +3z

X =
‘x'=+—2x+y+z 5 ' 3‘
Dna:( 'f=x—2y+ 2 )-:-::— ly__-—x-2y+31
. 3

|4
i—x'—y'=x+v—21
—X"—‘}’JZX"I‘}'—EZ

—2x' —y 4+ 3z
4 3 -
= - 2y 332
Jo= 3

Il

— -
Si z est un réel quelconque, le vecteur u' est donc l'image par f du vecteur u de

—2x' —y' 4+ 3z
3 -
composantes | — x' — 2y’ + 3z | dans #. Onadonc : Pclmf
3
zZ
Des propositions : Im fc_ﬁ et Eclm £ ilrésulte : Imf= P,

Nous rappelons le résultat suivant, établi en classe de Premiére :

1.3 THEOREME : Soit f une application linéaire d’un espace vectoriel réel E
dans un espace vectoriel réel F.
L'application 7 est surjective si et seulementsi : Imf=F.
L’application fest injective si et seulement si : Kerf= {0}

J—

D’autre part, lorsque E est de dimension finie, on a

— ]

1.4 THEOREME : Soit 7 une application linéaire d’un espace vectoriel réel
E de dimension finie dans un espace vectoriel réel F.
On a alors : dim Kerf+ dim Imf = dim E.

Démonstration :
Ker f est un sous-espace vectoriel de E, on a donc : 0 < dim Ker f < dim E.
Soit n la dimension de E.
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Premier cas : dim Kerf — dim E
On a : (dim Kerf = dim B) o = (

Kerf = E)

. E <= (Imf =
On a donc : dim Ker f + dim Imfz( dim E 1%

Deuxiéme cas : dim Ker f — 0.

<= (fxeE f(x) =0¢)
<—=> (dim Imf = 0).

Cette hypothése équivaut 3: Kerf— (0 oD L 1& o
Soit N = (Ei,ez,,“'e”} une base de E. ‘ \ &S - J K
Demontrons que la famille ¢ — (Fley), £
| == J E Fove oy f En
Soient y un vecteur quelconque 1 2) (e,)) estune base de Im f.

de Im f et x un vecteur de E tel que: y = f(x)

hy
Soient (: ) les composantes dans & du vecteur x.

lw
Ona : y=#Ff(x)= f(\q l,-é,-) —_ A f(e;).

) = =1 r=1
La famille {' est donc une famille génératrice de Im f.

n

[ o '\_‘ . - . . =
D'autre part, soit 2 u;f(e,) une combinaison linéaire, égale au vecteur nul de F
F=1
des vecteurs de la famille B’ On a -

il g}

(E wifle,) = GF) <= (f(i E‘Lfer'1) = OFlJ <> (i w;e; € Ker f)
i=1 i=1 )

="

. 7o {\ :"LJ'E.I:OE) <= (M =t=...=u,=0).
=1

La derniére équivalence résulte du fait que % est une famille libre de E.

La famille B’ est donc une famille libre de Im £. Onadonc : dimImf=n et, par

suite : dim Ker f 4+ dim Im f = dim E.

Troisieme cas : 0 < dim Ker < dim E.
Soient p la dimension de Ker fet $ = (e;, ..., e,) une base de Ker 7.
D'aprés le théoréme de la base incompléte, on peut trouver n — p vecteurs de E:
€y11, ..., 8, tels que la famille B’ = (ey, ..., €, €511, ..., €,) s0Oit une base de E.
Montrons que la famille 3" = (f(ey41), .- F(e,)) est une base de Im f, c’est-a-dire
que B’ est une famille génératrice et libre.
Soient y un vecteur quelconque de Im f et x un vecteur de E tel que: y = f(x).
>
Soient ( ) les composantes de x dans B'. On a :
An

n

n n
=100 = £( D ne) = D nfle) = > Mile).
VA e o
F=1 =1 i=p+1
La famille & est donc une famille génératrice de Im £.

L
D'autre part, soit T w;f(e;) une combinaison linéaire, égale au vecteur nul
—

i=pt1 ,
de F, des vecteurs de la famille 3"
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1.5

1.6

1.7

( E e < Ker f)

AN W) = OF) e
On as ( .”L: H!f( '} / i=p+1
f=p41 ”_‘ =
=R (Mmf o ) € TRP, > Hi€; = \.w P—;e.\
i e — . -
. (H{EJ‘“ o [—Ln) eR", 1€ --- + Ly €n Hp+1Cpin o, = OE]

La famille ' est une base de E, donc les réels @y, ... g sonttous nuls, La fam}lle,;

P est donc une famille libre de Im 7.

Onadonc : dimlmf=n—p, et: dim Ker f + dim Im /= dim E. u

COROLLAIRE : Soit f une application linéaire d’un espace vectorie| f_é;ré

dans un espace vectoriel réel F. N '
Si E et F sont de méme dimension finie, les propositions suivantes sont

équivalentes :

e f est injective.
e f est surjective.
e f est bijective.

Démonstration :
On a: (Kerf= {0f]) <= (dim Ker f = 0) <==> (dim Im f = dim E)

<= (dim Im f = dim F) <= (Imf = F).
Dire que f est injective équivaut donc a dire que f est surjective, donc que f est
bijective. =

Image d'un sous-espace vectoriel
par une application linéaire.

T_HEO.H EME : Soient E et F deux espaces vectoriels réels et f une applica-
tion linéaire de E dans F.

L'image par / de tout sous-espace vectoriel de E est un sous-espace
vectoriel de F.

—

La démonstration de ce théoréme est

: : analogue 3 la T: ' gémons-
tration du théoréme 1.2. g premiére partie de la d

m—

COROLLAIRE: Soient E et F deux espaces vectoriels réels et f une applic@

tion linéaire de E dans F.
Soit E' un sous-espace vectorje|
Alors f(E') est un sous-es
égale a p. Si f est injectiv

de dimension pdeE.
pace vectoriel de F de dimension inférieure o
e, la dimension de f(E') est égale a p.

- __H
Démonstration

e Soit B = (e;, ... €,) une base de E'; démon

t ; e,)
est une famille génératrice de f(E'), 1oNs que la famille (fles). .- £
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1.8

5. APPLICATIONS LINEAIRES
Soient y un vecteur quelcon

A

Soient (l ) les composantes dans % dy vecteur x
D

que de f(E') et x un vecteur de E' tel que : y = f(x).

On a: V=f(x)=f(i}qef)_$\ﬁ

) . =1 J‘:'l
La dimension de f(E‘) est donc inférieure ou égale a celle de E'.
e Supposons que f soit injective.

Considérons une combinaison linéaire, égale au vecteur nul de

< F, des vecteurs de la
famille (f(eq), ..., f(e,)).

= p
Nous avons : (:: A fle) = oF) i (f (> }*.,-e,-) L OF)
f=1 .': '
7 'ﬂ_.\
< (D ney=0¢) == (1 =...=7,=0).

f=1
La famille (f(e), ..., f(e,)) est donc libre: c’est une base de f(E'). La dimension
def(E') estdoncp. m

Sous-espace vectoriel des vecteurs invariants
par un endomorphisme.

THEOREME : Soient E un espace vectoriel réel et fun endomorphisme de E.
L'ensemble des vecteurs invariants par f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

Appelons E’ I'ensemble des vecteurs invariants par f.

Nous avons : E' = {x e E|f(x) = x} ' _

De I'égalité : F(0g) = Ok il résulte que E' n'est pas vide.

Soient 7 un réel quelconque et x et y deux vecteurs quelcongues de E’. On a :
fix+y)=Ffx)+Ffly)=x+V

f(rx) = A f(x) = Ax. '

L'ensemble E’ est donc un sous-espace vectoriel de E. ®

2. Groupe linéaire.

Dans le chapitre 1 nous avons rappelé des résultats concernant I'ensemble L(E) des
app]icationsp linéaires d'un espace vectoriel réel E dans lui-méme, c’est-a-dire

I'ensemble des endomorphismes de l'espace vectoriel réel E ; en particulier :
(L(E), +, ») est un espace vectoriel réel.

' itai sral non commutatif.
(“(E), +, <) est un anneau unitaire €n géné

. {
Nous allons étudier certains sous-ensembles de ! (E).
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i ace vectoriel réel et g
NITION : Soient E -un e.sp el et GL[E)
bijectives de E sur E.

21 THEOREME ET DEFI b
s linéaires
utatif en général, appelé groy,,

I'ensemble des application
(GL(E), o) est un groupe
linéaire de E ou groupe

—

Démonstration : . |
GL(E) est un sous-ensemble de ¢ (E). Puisque (C(E). + o) est un anneau unitairg
interne dans GL(E), que I'élément unitg o,

i i : ue la loi o est _
il suffit de demontrer 4 s GL(E) aun symétrique pour o dans GL ()

appartient a GL(E) etque tout élément d o ,
Ces trois propriétés sont vérifiees : en effet, nous savons gue la composée de deyy

bijections de E sur E est une bijection de E sur E, que |'_id9f]mé ffe E‘ESI une bijection
de E sur E et que la bijection réciproque d'une application linéaire bijective de E

sur E est linéaire. MW
5, nous déduisons ! Si E est de dimension finie, toute

Remarque : Du corollaire 1 ) .
si et seulement si son noyau est

application linéaire de E dans E appartient 3 GL(E)
réduit au vecteur nul de E.

2.2 THEOREME : Soient E un espace vectoriel réel et JC I'ensemble des homo-

.théties vectorielles de E.
JC est un sous-groupe commutatif de (GL (E), o); ce groupe est isomorphe

au groupe (IR", X).

Soit = un réel non nul; nous rappelons que I'homothétie vectorielle de E, de rapport
», notée h,, est I'application linéaire de E dans E définie par :
f],x : B —— E
X —> X
Démonstration :
e JC est un sous-ensemble de GL(E).
Par définition, JC est un sous-ensemble de C(E); il suffit donc de démontrer qué
tout élément de .JC est une bijection,
goient x et y deux vecteurs quelconques de E et « un réel quelconque non nul.
na:

(v = halx) <> (y = 2x) <= (x = 2y) === (x = 1, ).

L'application /1, est donc bijective et sa bijection réciproque est A;.
Z

e La loi o dans JC est interne et commutative.

Soient = et [2 deux réels non nuls et x un vecteur quelconque de E. On a -

(hyohg) (X) = ‘:;m[?f:){x}] = h,(Bx) = «(fx) = af(x) = B(ax) = (haoha) (x)
= o X). ‘

On a donc : “hyohy = hgoh, = hy,.

e L’élément neutre de GL(E) est un éléme
‘o nt de IC et t de J€aun
SVmEt”que pour o dans JC, CrESl ré|ément h_l_ out élément h, e

u

Ona 1d5=h1 et h-,_"—"hi-_—"h1.
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¢ Le groupe (I, o) estisomor

: : he ;
1 suffit de considérer Fapplication - rouPe (R*, x).

iGn f.P de JE dans I'Rq d. e '
i "
o I : elinle par :

h:f_l-——b. of .

2.3 DEFWIT‘:::N : Soit E un espace vectorie| réel

appelle aut i : - |

;)nE dpapns : Véri:_rmor{:hls nvolutlf de E toute application linéaire f
e lan__s k1 m‘i"fﬁ?ﬂt'v‘ 7o - S 2 i 1

(1) fof = lde; A e s DT OPOSH ‘équivalentes suivantes :
(2) fest bijectiveetlona: f1 ¢

Remarqgues : 1. D'une maniére AN é i
mation involutive de 21323:?::5 < TSt i i o s
ea :
b F e i pplication f de E dans E telle que :
2: ILE composé de dEI..lx automorphismes involutifs d'un méme espace vectoriel
réel Eestun automorph'lsme de E, qui, en général, n'est pas involutif.
3 Su_pposons que E soit dﬁe‘ d_lmension 2 et considérons une base 5 de E. Dans le
cha?ltre 1 nnus' avons defini la multiplication dans I'ensemble M., des matrices
carrées réelles d'ordre 2 de facon que la bijection qui, & tout élément f de L (E)
associe sa matrice M, dans la base B, soit un isomorphisme de (£ (E). <) sur
(M, x). Il en résulte la proposition suivante :

YFeC(E), (Fof =Idg) <> ('M, & Wl (g} ?))

Exemple.

Soit E un espace vectoriel réel. Cherchons les homothéties vectorielles de E qui
sont involutives. Soit = un réel quelconque non nul. On a :

(hzoh, = |dg) <> (hya = ) =—> (a2 =1) <= (e=1 ou a=~—1).
Les homothéties vectorielles involutives de E sont A, et h_, c'est-a-dire Idg et — Idg.

3. Projections vectorielles. (.- <

3.1 DEFINITION : Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. On
appelle projecteur de E tout endomorphisme f de E tel que: Fof =/

Pour des raisons analogues a la 3¢ remarque du § 2.3, nous avons la proposition
suivante : Y feC(E), (fof =) === (M, x My = M;).

Exemples.
t I'application nulle de E sont des projecteurs de E.

1. L'application identigue & f )
a une base (f’,;’) et f 'endomorphisme de P

2. Soient P un plan vectoriel rapporté

>+
dont la matrice dans la base (r,,f ) est 1 M;=

fal = Rl =
[ N
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e |

Nous avans : M, x M, = M,; l'application fest donc un projecteur de E.
 Déterminons Ker fet Im f£.

X > ¥
Soit ; un vecteur quelconque de E, de composantes (y) dans la base (:.; ]

1
Ona : GEKerf)-q:t-(f(c:)=a) < 12
2

P = P =

> (x4 y=0) «—> (0 =xi—xj).

L - -
Ker f est donc la droite vectorielle de P engendrée par le vecteur / — /.

Du théoréme 1.4, il résulte que Im f est une droite vectorielle de P.

Ona: f(:} = %(?+;) Le wecteur ;-l-; est non nul et il appartient 3 Im £

- B E
... L'ensemble Im 7 est donc la droite vectorielle de P engendrée par / + /.
Les droites vectorielles distinctes Ker f et Im f sont deux sous-espaces vectoriels

—

supplémentaires de P,
. o ¥ - X! > >
D’autre part, soit v un vecteur de P, de composantes (y) dans la base (.',,r

- —— -
Décomposons v en la somme d'un vecteur ¢’ de Im f et d’un vecteur v’ de Ker 7

Ona :::x;'-+ ?';——-x—-g—z(.}--k,;)-kx_v(;—;}:

2
et, par suite : :'ﬁx;y(}+f) et U-'h’=x_2‘y7—.}')-
D'autre parton a . f(;]z(x;y]?+(x;y)f=ﬁ_

On a donc le résultat suivant .
- - - —
Si u est un vecteur quelconque de P de décomposition u' + v sur les sous-espaces

—=

vectoriels supplémentaires Im f et Ker /. son image par f est le vecteur v,

fe

Plus généralement on a le théoréme suivant :

3.2 THEOREME : Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f
un endomorphisme de E.
Si fest un projecteur de E, on aalors: Imf @ Kerf = E.
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Démonstration :
e Im/nKerf = |0,
Soit x un vecteur quelconque de |m fnKerf. Ona :
(xeIlmfnKerf) <> (xeImf et x e Kerf)
<> ((QyeE x=f(y)) et fix)= Og).
On a alors = f(x) = f(f(y)) = f2(y) = f(y) = x, et, parsuite : x = O
e E=Imf+ Kerf

Soit x un vecteur quelconque de E. On a  x — flx) + (x — f(x))
Le vecteur f(x) appartient & Im £ ‘

D'autre part, des égalités - f(x — f(x)) = f(x) — f2(x) = 0g il résulte que
x — f(x) est un vecteur de Ker f m

A tou} proje_cteur f de E est donc associé un couple de sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E : (Kerf Im f).

Etudions le probléme réciproque. Nous avons le résultat suivant

T-I-IEDR“EME : Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et
E et_ E" deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Il existe un unique projecteur fde E tel que: Imf=E' et Kerf= E"

Démonstration :

Dans cette démonstration, si x (resp. y) est un vecteur de E, nous noterons tou-
Jours X" + x" (resp. y' + y') la décomposition de x (resp. y) sur E' @ E".

Existence. Soit f I'application de E dans E qui, a tout vecteur x de E, associe le
vecteur x' de sa décomposition.

e Démantrons d'abord que f est un endomorphisme.

Soient 7 un réel quelconque et x et y deux vecteurs quelconques de E
Ona: fix+y)=FfxX'+x"+y +y)=Ffx"+y +x"+ y).

Le vecteur x' 4+ y' appartient a E' et le vecteur x" + y” @ E"; d'aprés l'unicité
de la décomposition, (x" + y') + (x" + y") est donc la décomposition du vecteur
x+ ysurE"@E. Onadonc: fix+y)=x"+y =/F(x)+fly).

De méme, on a : f(rx)=f(Ax' + AX") = Ax' = AFf(x).

L'application f est donc un endomorphisme.

Par définition de f, ona : Imf=E' et Kerf=F"

e Démontrons ensuite que I'ona : fof=F

Soit x un vecteur quelconque de E; ona : (fof)(x) = Ff[f(x)] = F(x').

La décomposition de x’ sur E' @ E” est x’ + Og; on a donc : f(x') = x'; il en
résulte : (fof) (x) = x' = f(x).

Unicité. Soient f et £ deux projecteurs de E tels que :

Imf= Imf = E et Kerf=Kerf =FE"

Soit x un vecteur quelconque de E.

On a alors : f(x) = f(x' + x") = f(x') + f(x) = F(x).

Le vecteur x' est un élément de Im7; il est donc |'image par f d'un vecteur y de E.
On a : f(x)=f(x")=Fflf(y)]=Ffly) = x
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saalité @ (X)) = x'.
Par un raisonnement analogue, ’on déemontre I'ég
On a donc : Yx€E f(x)="1 ({f)- .
Les projecteuts f et [ sont donc €gaux. - | |
et 3.3, il résulte que la donnee d'un projecteur de E équivay

Des théorémes 3.2 ces vectoriels supplémentaires de E.

3 la donnée d'un couple de sous-espa
D'ou la définition::

DEFINITION : Soit E un espace vectoriel réel dé dimension finie, E' et p'

g |émentaires de E.
deux sous-espaces vectoriels suppi€™ j s . .
On appelle projection vectorielle sur E' de direction E” le projecteur de E

associé au couple (E', E").

——

direction E’ est donc I'application qui, @ tout

La projection vectorielle sur E’ de _ ;
associe le vecteur x-.

vecteur x de décomposition x' + x" sur ' @ EY,
Remarque : Soitfle projecteur de E associé au couple (E', E").

Cherchons le projecteur £ de E associé au couple (E" E') ‘

D'aprés le théoreme 3.3, le projecteur ' est I'application qul, 3 tout vecteur x de
décomposition x* + X sur E' @ E, associe le vecteur x".

Des égalités : x =X -+ x' = x' + x', il résulte que x' est I'image de x par [,
On a donc : f(x)=Xx =X— x' = x — f(x) = (lde — f)(x).

Le projecteur cherché est donc ldg — f.

Le lecteur pourra démontrer directement, en utilisant les propriétés de l'anneau

(£(E), +, o), que Idg — f est un projecteur de E.

Cas d'un espace vectoriel réel de dimension 1, 2 ou 3.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 1, 2 ou 3. Déterminons tous les Po-
jecteurs de E.

dimE=1. Les seuis‘ sous-espaces vectoriels supplémentaires de E sont Eet {6}
Il y a donc deux projecteurs de E :

e la projection vectorielle sur E de direction {0}, c'est-a-dire I'identité de E;

e la projection vectorielle sur 0 racti : .y G g
de E. 10} de direction E, c'est-a-dire I'application nulle

dim E= 2. Si E’ et E' sont deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de E

distincts de E et de {0}, alors E' et E*
sont deux droites vectorielles distinctes
Il y a donc trois sortes de projecteurs de E :

e lidentité de E;

e la projection vectorielle sur une droite
vectorielle D', de direction une droite
vectorielle D" distincte de D';

e |'application nulle de E.
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5. APPLICATIONS LINEAIRES
dim E = 3. Si E' et E" sont deux s

distincts de E et {D} alorsE' et E OUS-espaces vectoriels supplémentaires de E,
g sont un pl : a ;
incluse dans le plan. Plan vectoriel et une droite vectorielle non

Il y a donc quatre sortes de Projecteurs de E -
e lidentité de E; '

a projection v
e la proj ectorielle sur un plan vectoriel P de direction une droite vecto-
rielle D non incluse dans P
e la projection vectorielle sur une droite vectorielle D’ de
riel P’ ne contenant pas D'
e l'application nulle de E.

direction un plan vecto-

—

D

]
/[%Aﬁ/

4. Symétries vectorielles.

Dans ce paragraphe nous allons étudier les automorphismes involutifs d'un espace
vectoriel réel E de dimension finie.

De méme que pour les projecteurs, nous allons associer a tout automorphisme
involutif de E un unique couple de sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Nous allons pour cela démontrer les deux propriétés suivantes.

Propriétés.
Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, f un automorphisme involutif

1
de E, et p I'application définie par : = (Ide + f).

LP" L'application p est un projecteur de E.

Démaonstration :

1 .
Ona s pop= [%(ldi -|-f)]n[§(ldg +f)] = 5 (Ide + 2f 4 fof)

1
Z%(1d.;+2f+ Ide) = 5 (Ide + f) = p. =
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4.2

4.3

—

LPE C_);w_a'.es lf_‘g.alitt‘esx:*E E () = = x) et Imp= {x€E | f(x) = x)

Ker p = | RS —— ]

——

—

Démonstration : ‘
e Cherchons Ker p. Soit

(x e Kerp) < (p(x) = {}E} &>

+ un vecteur quelconque de Eiiana s

("i;udg+f)()r)=0£)
pp—re (x—{-f{X):OE) == (f(x)=-x)

1
On a donc : I(erp=1er1f(X)= — Xj.

: de E; on a :
e De mame, cherchons Im p. Soit'Y un vecteur quelconque a

1
(yelmp) <= (x€E y=px)) < > (HXEE- V=‘;;_(”+ffx)))

L
— (]x eE fly)= %[f(x‘p + (foh) ()] = 5 [F() + X]) = (f(y) =y),

Désignans par E I'ensemble des vecleurs de E inyarianils par f:c_,
On a alors : (yelmp) =—> (V€ E') el par suile 3 mpc‘ .f -
Réciproguement, soit y un vecteur quelconque de E', on a: (y)=y. et, par

1
suite : p(y) = l{f[v} +y) =5y +y)=y Doncy estun vecteur de Im p et

'ona: E'clmp. o ) |
Des propositions : ImpcE et E'clmp, il résulte que l'on a : Imp = E'.
Les ensembles |x € E|f(x) = x} et \XE E|f(x) = — x| sont donc respective-
ment I'image et le noyau d'un projecteur de E. =

THEOREME : Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et fun
automorphisme involutif de E.

Soient E' I'ensemble des vecteurs x de E pour lesquels on a : f(x)=x,

et E' I'ensemble des vecteurs x de E pour lesquels on a: f(x) = — Xx.
Les deux propriétés suivantes sont vérifiées:
i il

Les ensembles E' et E' sont des sous-espaces vectoriels supplémen-
taires de E.

2. Si x est un vecteur quelconque de E de décomposition x' -+ x' sur
E'@E" onaalors: f(x)=x" —x".

—

Démonstration :

e La premiere propriété résulte du théoréme 3.2 et des'propriétés 4.7

® Soit x un vecteur quelconque de E, de décomposition x' + x* sur E' @ E"
Ona: FX)=Fflx'4+x)=Ffx)V+f(x)=x' — x". m

A tout e;utomor;:fhtsme _mvoiutif.de E est donc assacié un couple de sous-espace®
vectoriels supplémentaires. Réciprogquement, on a le résultat suivant :

THEOREME : Soient E un e -
i ' Space vectoriel i : nis ot E
et £’ deux sous-espaces vectoriels s réel de dimension finie

_ . upplémentaires d

+ ; _ es de E.

: existe un unique automorphisme involutif f de E tel que E' soit I'ensembl®
es vecteurs x de E pour lesquels e

0 4 == l r
vecteurs x de E pour lesquels on a - ;l(xa) 3 f(x}}(— x et E' I'ensemble des

e
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4.4

pémonstration :

Existence. Soit f I'application de
fion x' + X" sur E' @ E', associe |
ona: (f(x) =r X) <> (X' — x" = X' 4+ x") e—s (%" = Q) <—= (x e E’).
Onadonc : E ={er|f(x):x}.

De méme, on a :

(1= = X) <> (x' —x' = — (
On a donc @ E'={xeE|f(x)=
Soient A un réel quelconque et x et
positions respectives x' 4+ x' et Y'+y" sur E'@ E.

Ona: FX+V)=Ff(X"+x"+y' 4y = f(x' 4 V+X'+y)=x'+y — (x'+y")

= (X' — X"V 4 (y — y') = f(x) + f(y),
et 1 FOAX)=FOX' + Ax") = Ax' — 3" — Ax! — x") = A f(x).

L'application 7 est donc un endomorphisme de E.

On a enfin :

fxeE (fof)(x)=f(x — x') = ) — oy = xf = (— )=t =%

On a donc : fof = |dg et, Par suite, f est un automorphisme involutif de E.
Unicité. Soit f (resp. f') un automorphisme involutif de E tel que E’ soit I'ensemble
des vecteurs x de E pour lesquelson a : f(x) = x(resp. f' (x) = X) et E" I'ensemble
des vecteurs x de E pour lesquels on a : f(x) = — x (resp. f'(x) = — X).

Soit x un vecteur quelconque de E de décomposition x' + x" sur E' @ E",

Ona: f(x)=Ff(x"+ x") = f(x') + FxX)=x"4+(—x")=x"— x",

et FxX)=FfxX"+x)=Fx)+F(x)=x + (—x")=x"— x".

Les applications f et ' sont donc égales. ®

E dans E qui, 3 tout vecteur x de décomposi-
vecteur x' — x"

X'+ X)) <= (x' = Of) <= (xeE).

Des théorémes 4.2 et 4.3 il résulte que la donnée de deux sous-espaces vectoriels

supplémentaires de E équivaut a la donnée d'un automorphisme involutif de E.
Dol la définition :

DEFINITION : Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et E'
et E' deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

On appelle symétrie vectorielle par rapport a E' de direction E” I"auto-
Morphisme involutif de E qui, a tout vecteur x de Ede décomposition x' + x”
sur E' @ E, associe le vecteur x' — x".

Exemple.

* &
Soient P un plan vectoriel rapporté a une base (:’, j) et fI’endomorphisme de P dont
1) = 2 1\
la matrice dans la base (M’ oSk ==y 2

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer, en calculant M, x M, que £ est un
automorphisme involutif de P.

- - 4 = Ly A 7
Cherchons I'ensemble des vecteurs v de P tels que I'on ait : o) =u ¢ est-a-

: X .
- i iant f. Soient ( ) les composantes d'un
dire I'ensemble des vecteurs invariants par ¥ p

> - (':' '.*)
vecteur quelconque v de P dans la base {7,/ ).
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i -0
' G )"":}"“x—zfray:u
Dnﬂ: (I(&)ﬁu) - (a ,3){—-2]’: J »* > (" " [N
= (.:;:,n'—x;)-<-—:-- L":—.x(l,__f-}).

= 0] -
< ) ' ’ ée par le ve -
a droite vectorielle D engendrée p cteur  — |

L'ensemble cherché est donc |

* i X
omposantes i 4
des vecteurs u de P de comp (l") dans |3

De méme, cherchons |'ensemble

base (:;} tels que lI'on ait : f(u) — — 4. 0Ona: (ax 4 = O
e (b saeren by =—x ) e (|35 752 )
(H@) = ~8) <= (| Zax—2r ==

» 3 ¥ > »
> (Bx+y=0)=> (u=x-' — 3Xx/ =x(-‘—3;))_

r -
vectorielle D engendrée par le vecteur / — 3/

L‘ensemble cherché est la droite
donc la symétrie vectlorielle

i =
h Ay par rapport @ D’ de direction D,
L'endomaorphisme

Cas d'un espace vectoriel réel de dimension 1, 2 ou 3.

4.5 Soit E un espace vectoriel réel de dimension 1, 2 ou 3. Cherchons toutes les symé-
tries vectorielles de E.

dimE = 1.

Les seuls sous-espaces vectoriels supplémentaires de E sont E et {5}
Il y a donc deux symélries vectorielles -

® la symétrie vectorielle par rapport 3 E de direction {0}
e la symétrie vectorielle par rapport 3
dim E = 2.

Si E' et E" sont deux sous-
E et de {0}, alors E' et £

(= , c'est-3-dire : |de;
{0} de direction E, c'est-a-dire : — ld&

espa i S
paces vectoriels supplémentaires de E, différents de
sont deux droites vectorielles distinctes.
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5. APPLICATIONS LINEAIRES

Il y a donc trois sortes de Symétries vectorielles :
e ldg;

e la symétrie ver:ic:netle Par rapport a une droite vectorielle D', de direction une
droite vectorielle D" distincte de D'-

T

dim E = 3. )
Si E’ et E” sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, différents

de E et de {D} alors E' et E” sont un plan vectoriel et une droite vectorielle non
incluse dans le plan.

Il y @ donc quatre sortes de symétries vectorielles :
e IdE;

e la symétrie vectorielle par rapport a un plan vectoriel P, de direction une droite
vectorielle D non incluse dans P;
e la symétrie vectorielle par rapport a une droite vectorielle D', de direction un

plan vectoriel P’ ne contenant pas D’;
» — IdE

o
R
< ¥
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Exemple. -
parlé 3 une base (7, /, k). Soit B

f+ 2)‘ = k Soit P le D1an
k’== f-% 2ﬁ2

A ion 3 rap
Soit E un espace vectoriel réel de dimens >

e vecleur
s droite vectorielle de E engendrée par |

= .' -+- k et
vectoriel de E de yvecteurs directeurs ,r

D de direction F’

ui
Déterminons la matrice de f dans la base (L:’ k) p
soin de vérifier que P et D sont deux sous-espaces

' métrie par rapport a
ol i 5 dans la base (.' il

Nous laissons au lecteur le

vectoriels supplémentaires de E v _ .
Pour trouver la matrice de f dans la base (i /. k), il suffit de connaitre les compo-

ns cette base des vecteurs f( } f(;’) et f(k)
k en fonction des v&cteursr ; et k‘ dont

santes da

Exprimons successivement les vecteurs H ;
nous connaissons les images par £

T
g . ,"-'-‘E(*"E—J'F
On a (;=;+1‘: G k:—‘z‘(k'—j)
=] 4 2k P bk
T=}U+3F—29)
|l -10-p
E=:—1(F?+1"+2F)
(7)) =7
Nous avons : 'l(j)zaj
\ (?c) -
pod : | #(7) = (:—3;+2w)==—%?+}+%£
1 - x
1(j) =5 (7 +7) = Fh i %K
1 - E. -
fG)=3(*:—w —2#)=-—%Lﬂ;—%k
=3 § =i
La matrice de f d 7Y = 2
ans la base (I-J.k) est donc égale a : 1 1 =1
1 3
3V 73

Pour trouver la matrice de f d Ry ff m
ans |a base (i* ) i i
santes dans cefte base d i !-1. ) ! su‘ it sheicarmating lompofee
e des vecleurs f(f). f(,i’) at f(k‘)

1
Cette matrice est donc égale 3 - (0 ? G)
: - ol

0 0 —1
On remarque que la matri &
rice de f est trés simple dans la base (11" f’ ?’)
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5. APPLICATIONS LINEAIRES

EXERCICES

Noyau. Image.

1 Soient E un plan vectoriel réel et o I'endomorphisme de E dont la matrice M par
rapport 2 une base (7 /) de Eest : M = (_ 5, - 3]-
10 6
Déterminer le noyau E, et I'image E, de o.
Démontrer que E, et E, sont deux sous-espaces supplémentaires de E.
(Baccalauréat 1972)

2 Mémes questions que pourle n° 1 avec: M = (jq = :'
1+v2 1443 )

3 Mémes questions que pourle n® 1 avec: M = ( - —
3 4+24/2 7+ 24/6

4 Soient E un plan vectoriel réel et (: ;) une base de E. Si m est un réel quel-
conque, on appelle 7., I'endomorphisme de E dont la matrice A, par rapport a la
1

By

10 Déterminer les réels m pour lesquels I'endomarphisme £, est un automorphisme.
Trouver le noyau et I'image de chacun des endomorphismes f,, qui ne sont pas des
automorphismes.

20 Déterminer les réels m pour lesquels 'endomorphisme £, est un automorphisme
involutif. (Baccalauréat 1972)

base (7, 7) est: A, = (f]”

-1 3
5 Mémes questions que pour le n® 4 avec: A, = (m 0 o 5)-

(m2 + m Zm)_

6 Maémes questions que pour le n® 4 avec: A, = 1 i

» ¥ "
7 SoitHh = (u, v) une base d'un plan vectoriel réel E.
A tout réel m, on associe I'application linéaire f,, de E dans E définie par :

(£ (@) =00 +mu—v
LE (V) =30+ (1 —m)v.
Déterminer les réels m pour lesquels f, n'est pas bijective.

Déterminer, pour chacune des applications linéaires correspondant a ces reels,

le noyau et I'image de 7. (Baccalauréat 1972)

- (f(3)=(2m~2);+m;
8 Méme tions que peur le n® 7 avec: 7 Sl
mes questions q !fm(v)={m+”(u+v)

9 Soient E;(resp. E;) un espace vectoriel réel de dimension 3 (resp. 2) et

e

B o= (.*'. /. k) (resp. D= (.T’ ,?’)) une base de E;(resp. Ea).
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¢ u de E; de composanes (I’)

ui, a toul vecteld
£

E, dans Es 4

I

Sait / 1'app|ication de x

U am
cie le yecteur f(u) dont les €

dans la base i, assa

sont définies par:
¥=2x—=Y~ z
= 2y + 2
ylom —XF ) s
Déterminer le noyau et |ma-e de l.
de ces gous-espaces vectoriels.

Jonners, s'il y a lieu, une base pour chagyp,

t=d4x—Y

- %
|
S
a4
=<
4
L]

§
que pour le n® 9 avec - |

10 Méme question
e
11 Méame question que pour le n® 9 avec: |

) un espace vectoriel réel de dimension 2 (resp. 3) et

12 Soient E; (resp. E;
a=(7 /) (resp. ' = (" [, %)) une base de E, (resp. Es)-

X‘u
plication de E, dans E; qu de composantes (I'J

£
i, & tout vecteur u de Ez

I

Soit f l'ap

X
; e \d F
dans la base . associe le vecteur f(u) dont les composantes 32.'! ans la base [
x'=4x 1Y
sontdéfiniespar @ y=x—=¥
2 =2x+4 3y
de f. On donnera, ¢'il y alieu, une base pour chacun

Déterminer le noyau etl'image
de ces sous-espaces vectoriels.

xX'=2x—Y
13 Méme guestion gue pour le n® 12 avec: yh=8x=—=3Y
27 =—=2x+V

14 On définit E, Ea, B et $' comme dans |'exercice n® 12

.
ns E5 qui, a tout vecteur u de compo-

i

Soient m un réel et f,, I'application de E; da

} 4
x -
santes (y} dans la base M, associe le vecteur fm(u) dont les composantes (}")
!

Z
X'=mx—y
dans la base 3’ sont définies par : y¥=2x — Z Vv
2
z'=mx —vy.

Déterminer, suivant les réels m, le noyau et I'image de f,,. On donnera, sily @ liev,

une base pour chacun de ces sous-espaces vectoriels.

15 Soient E un espace vectoriel réel de dimension 3 et (T} E) une base de E
F(7) = —7 + 2k
Soit f l'endomorphisme de E défini par: ( #(F) =] 4 2%

o f(}) = 3 ¥
1¢ Démontrer que le noyau de fest une droite \.ectoﬂz‘;l’le"lé 2{;:. E
1 de E.




5. APPLICATIONS LINEAIRES

2° Donner une base (;1) de E,.
39 Démontrer que I'image de f est un plan vectoriel EsdeE
ge ‘

Déterminer une base (;1.

> £
ez, Es) de E telle que (g, & ¢
5° Que peut-on dire des sou 9 ( 2 Es) SOit une base de E.,

S-éspaces vectoriels E, et E,?

¥

16

-

> *
| +3/+ 6k
Mémes questions gue pour le no ;
!

(i) =

18avec: { (7)) =»

(PR =<7 4742k
17 Soient E un espace vectoriel rée| de dimension 3 et B = (7.7 &) une base de E.

. , i o X
Soit £ | endomorphisme de E qui, a tout vecteur;de composantes (y) dans la base D,

4

X

. b
associe le vecteur f (u) dont les composantes (y‘

'

)dans la base & sont définies par :
Z

5x'= — Xt Y-z

YV =x—y+z

‘_z'=2x—2y+22.

Déterminer le noyau et l'image de /. On donnera, s

iy a lieu, une base pour chacun
de ces sous-espaces vectoriels,

18 Soient E un espace vectoriel réel de dimension 3 et § = U; E’) une base de E.
Soient /7 un réel et £, 'endomorphisme de E défini par :

- r ¥
s (r) =mi+j
> > *
to(7) = (m+6)7 + (m + 2)]
- »>
£ (k) = mk.
Déterminer, suivant les réels m, le noyau et I'image de f,. On donnera, sl y
a lieu, une base pour chacun de ces sous-espaces vectoriels.

>
19 Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif K et 0 le vecteur nul de E.
Soient f un endomorphisme de E et N le noyau de /.

12 Traduire, a 'aide de N, la relation binaire W définie dans E par :
- > &> E = =
h‘(u.;) € E? (uiﬂ v <= f(u—~ v) = 0)*
2 Montrer alors que R est une relation d'équivalence dans E. Quelle est la classe

de 07 (Baccalauréat 1972)

20 Soient E un plan vectoriel réel et f un endomorphisme de E tel que I'on ait:
Im f = Ker £.

1o Que peut-on en déduire sur les dimensions respectives de Im fet de Ker /7

2° Soit i un vecteur non nul de -Ker f. Démontrer qu'il existe un vecteur}' non nul tel
gue l'on ait: f (n =:

3° Démontrer que la famille (:;) st une base de E.

Quelle est la matrice de f dans 1a base (7.7} 7
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H dE E, C'E'Si—é- | a
40 Démontrer qué

* v |

“L > (fi’f}(”) =q'::e peut-on dire d'un endomorphisme f de E (g i N
i t

Ko Réciproquement. e

I'endomorphisme nul de E?

de dimension 3 et f un endomorphisy,

iel réel _ ed
21 Soient E un espace vectol de E (cf. ex. n® 20, 4* question), e

tel que fof soit l'em:l::-rm:nr[:lF'llsmfegl.:{ilBr !
1¢ Démontrer que l'on a: Im e

20 On pose / = dim Imf‘ et kK= e
Démontrer que l'on a: / é k et can‘: o

En déduire que l'on a soit / = 0, soit = r.f
30 Dans le cas ol 7 est égal @ 0, déterminer 1.

+
N i : it w un vecteur non nul de Im f.
4o Dans le cas ot / est égal @ 1, EOIlbU ' e (+ .,,) |
p— de Ker / tel que la famille (v, v) soit ype },
a) Démontrer qu'il existe un ve::teu: v 7 (}_) g -
de Ker f et un vecteur non nul w tel que l'onait: flw) = u.

* * =
} m |1E W e -

¢) Trouver la matrice de f dans la base (u, v, w).

22 Soient E un espace vectoriel réel et / et g deux endomorphismes distincts de E
tels que l'on ait: fog = gol.

Démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f (resp. Ker g et Im g) sont
stables par g (resp. par ).

23 Soient E el F deux espaces vectoriels réels, f une application linéaire de E dans F
et F' un sous-espace vectoriel de F.

On appelle image réciproque de F' par f, et on note =1 (F), I'ensemble des vec-

-
teurs v de E dont I'image par f appartient 3 F'.

On a dong : 113 € E, (; EfTT(F) = f(;) € F’).
Démontrer que £~ (F') est un sous-espace vectoriel de E.

24 Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f et g deux endomar-
phismes de E.

12 Soient E! un SOus-espace vectori
par £, définie dans I'exercice ne 2
a) Démontrer que I'on a:
b) En déduire I'inégalité
2° Démontrer I'égalité -

Iinégalité

el de E et E” I'image réciproque F~1(E') def’
3. Soitf'la restriction de £ 3 E".

Ker F'= Kerf et Imf = (ImfynE.

dim =1 (E') < dim Ker f + dim E'. ,

; Ker (gof) = £~1 (Ker g) et déduire de la premiére question
dim Ker (gof) < dim Ker 7 + dim Ker g.

% 25 Soient ¢ un réel et y,

|'ﬂPD|icatiun linéaire de IR? dans IR2 dont la matrice par
1aPPOTt 4 1a base canonique est (r“ g

4+ 1)
1° Détermines le n 1
o
Soit J le Sous-enSEm;?:d? ;Rdte lut i Préciser sa dimension suivant les valeurs de !
el que |" .
Que peut-on dire de Uy orsque r‘;p‘;;r‘:i‘;:;t‘. Vted, N; = {(0,0)}.
2¢ Soient D la droite Vectorielle de 1Rz aJ?

. —
réciprogue de D par u

engendré ;Imagﬂ
¢ (cf. ex, ne 23) € par le vecteur (0, 1) el E, !
@) Démontrer que E .

e
t st un SOus-espace Vectoriel dg JR2



5. APPLICATIONS LINEAIRES
b) Démontrer que, si ¢ a
Donner une base de E.

c¢) Déterminer E, lorsque ¢ n'appartient pas a J.

3° Soient A un réel et F i

3 e S0us-espace vectoriel de [R2 e

Dy 1) i6E 0,55 deifiE ngendré par les vecteurs
Trouver le sous-ensemble K de [R tel que l'on ait ; V2eK F =[R2

Déterminer F; lorsque n'appartient pas a K, On
une base.

Ppartient @ J, alors E, est une droite vectorielle de R2,

donnera la dimension de F; et

4° Pour tout couple (t. %) de IR?
espace vectoriel v, (F;) de IR2,
a) Démontrer que I'on a : V(£ 2) edxK o 3) =2

b) Déterminer les couples (¢. %) pour lesquels on a: w(t, ) =17
c¢) Peut-on avoir: oft, 3) = 0?

» ON désigne par o (t, 3) la dimension du sous-

d) Faire un diagramme cartésien des sous-ensembles A st B de [RZ définis respecti-
vementpar: A= {(LAeR2|q(t, ) =1}; B=((t21)elR? | @(¢, 2) = 0}.

Groupe linéaire.

26 Soient E un espace vectaoriel réel et fun endamarphisme de E, distinctde |'hamo-
morphisme nul 0 de E (cf. ex. n° 20) et tel que I'on ait f2 = 0.

Soient m un réel et £, 'endomorphisme de E défini par : 7,, = Idg + mf.

Soit F I'ensemble des applications f,, larsque m décrit IR.

Démontrer que F est un sous-groupe de (GL{E}, c) isomorphe a (IR, +).

# 27 Meéme question que pour le n® 26 dans le cas suivant: f est un endomorphisme
de E, distinct de 0 et tel que: f2=0 et f, estdéfini par:

2
f. = Idg + mf + msz‘

28 Démontrer gue toute homothétie vectoriglle d'un espace vectoriel réel E com-
mute avec tout endomorphisme de E.

29 Soient E un plan vectoriel et (?;) une base de E, Soit fl'endomoarphisme de E

1 _ V3
. o Tl o Z 2
dont la matrice par rapport a la base (.',f) est égale a : 1/5 ;
2 2
Démontrer que l'ensemble F = {ldg, £, F2, f3, f% f%} est un sous-groupe de

(GL(E), o).

s 30 Soient (&, &2, e1) la base canonique de IR? définie par:
e,=(1,0,0), e;=(0.1,0), &3 =(001)
uley)=e, +e;
et v I'endomorphisme de IR3 défini par : ules) = e + 2e,
ule;) = e, —e;
10 Soit F le sous-espace vectoriel image de u. Montrer que &, et e; appartiennent a F
et que la famille (e, ez) est une base de F. Trouver une base du noyau G de v.
Montrer que les sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans IR3,

r

2¢ Soit v la restriction de v @ F. Démontrer que u appartient au groupe linéaire du
plan vectoriel F. Quelle est la matrice de u par rapport a la base (e, e;) de F?
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hisme réciproque de u. |
de v par rapport @ la base (e, e,) dg
de IR? et un seul tel que I'on aijy .

soit égal a G. Calculer Vie,).

3° On désigne par v I'automorp

v atrice
Calculer v(,) et v(e2). En déduire IaI\r n;lsme :
4o Montrer qu'il existe un endomorp

au
vie,) = v(e) et vies) = V(es) etdont le noy

Projections et symétries vectorielles.

) une base de E.

toriel réel et (-’»
an vec E engendrées respectivement par les vec.

31 Soient Eun pl
Soient E' et E” les droites vectorielles de

- + ¥
teurs / + 2_,' et |/ _E’ZE}} _—
1o Vérifier que l'ona: =& > > o
2o Déterminer les matrices respectives, par rapport b la base (7, f)-”de |3‘W01{ecngn
torielle sur E’ de direction E" et de la prDJBEtlﬂn vectorielle sur E" de direction F’.
vec

30 Déterminer les images des vecteurs 7 et/ par la symétrie vectorielle par rapport

3 E' de direction EY

. 3 ]
32 Memes questions que pour le n°® 31 dans le cas suivant : E' est engendrée par

le vecteur i et E’ par le vecteur 2r -+ 4;

33 Soient E un espace vectoriel réel de dimension 3 et (f' 1 k) une base de E.

Soient E' la droite vectorielle de E engendrée par le vecteur H +; + k et E
X

I'ensemble des vecteurs v de E dont les composantes |y | dans la base (r‘, i k)
4

satisfonta: x+y+2z=0.

19 Vérifierquel'ona: E' @ E" = E

20 Déterminer les images des vecteurs 1, ,r et k par la prolectlon vectorielle 5ur E
de direction E'.

i

X
3o Déterminer les composantes y’) dans la base (T ; I:) de I'image d'un vecteur
Zr
X
quelconque de E, de composantes |y | dans la base (; }: E), par la 's\,rmétrie
z

vectorielle par rapport 3 E' de direction E”

5 ue aur 0 ® ! t i s e

> X

vecteurs ¢ de E de composantes y | dans la base (T }‘ I.) telles que :
5 3 x + Vi 2= =

'! 2x 4+ z = 0

et E”

est le sous esp i
ace vectoriel b 8 X
de E engendré par les vecteurs .T +/ et ; k.

35 Mémes qQuestions que pour |e ne

33 dans le cas ot E' et E" sont les gnsembles

des vecteurs u d
e E do i
nt les composantes dans la base (: ; I) satisfor
respectiv - ;
ement 3 2z — x _ g et 3 | 2% — ym g
2 y—z = 0.
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36 Soient E un plan vectoriel réel et (7. /) une base de E. Soit f I'endomorphisme
de E dont la matrice M dans la base (T ,T)' est égale 3 : (‘15 g} Trouver la nature

de f et détermi :
erminer les deux sous-espaces vectoriels E' et E” qui le caractérisent.

|

il = Lal Ko

37 Mémes questions que pour le n° 36 dans le cas ol l'on a :

Wik Ll &

38 MéEmes questions que pour le n° 36 dans le cas ot 'ona: M

Il
—
—
(=]

|

- O
e

39 Mémes questions que pour le n® 36 dans le cas ol 'ona: M =

Wil Wil

40 Soient E un espace vectoriel réel de dimension 3 et (; ; E) une base de E.

t() ==

Soit f I'endophormisme de E défini par: f(_f) =y +}.
F(k) = — k.

Trouver la nature de f et déterminer les deux sous-espaces vectoriels E' et E' de E
qui le caractérisent.

41 Mémes questions que pour le n® 40 dans le cas ol f est 'endomorphisme qui

x
2 o ¢ :
3 tout vecteur u de E de composantes (}") dans la base (I, /, k), associe le

z

Ix'r
- > > -

vecteur u' dont les composantes | y' | dans la base (7. J. k) sont définies par :
Z.l'

s xX'=x— 8y

Ly =—y

‘ a1

42 Mémes questions que pour le n° 40 dans le cas o0 f est 'endomorphisme de E

f(;) =E

> > >

définipar: { F(7) =47 +/
f(k) = 0.

43 Mémes questions que pour le n° 40 dans le cas ou fest I'endomorphisme de E
[ > * >
o f(i)=%(f+f+k)
aetini par: {1 (=7

f(E)xj—.,_(?—f+E)-
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140

" un en
44 Soient E un espace vectoriel réel et &

1
i Idg).
f 2{§+ E)

1o Calculer fof. phisme involutif de E si et seulement si f est up

r
20 Démontrer que g est un automo!
projecteur de E.
‘acteurs de E.
i t g deux projec -
i ace vectoriel el fe ; = M_— |
¢ Msmem : :ﬂ j:ixemp[e quel + 9 n'est pas en général un proj
12 Montrer, sur .
T [ soit un proje
g" :f;?r‘:runi ctngcrlitif:m nécessaire et suffisante pour que f+ g projecteur,
n

réel et fun endomorphisme de E.

i vectoriel ,
46 Soient E un espace V€ S i ot seulement s (Ide — ey

1o Démontrer que f est un projec
jecteur de E.

- Jin il — £
20 i f est un projecteur de Ker f (Ide

E, démontrer I'égalité :

. - T
47 Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et E' et E” deux s_ou?-esp?ces
oit § la symétrie vectorielle par rapport a E' de direc-

vectoriels supplémentaires de E. S : . " ' iecti
lle sur E' de direction E" etp la projection vecto-

tion E” : soient p la projection vectorie
rialle sur E” de direction E'.

1e Démontrer I'égalité: s =p — p'.

9a Spient x un réel non nul et fy I'endomorphisme de Edéfinipar: fo=p + «p'.

Soit .7 I'ensemble des applications fy lorsque o décrit R™.
Démontrer que F est un sous-groupe de (GL(E), o) isomorphe & (IR*, X ).

48 Soient E un espace vectoriel réel et f et g deux projecteurs de E, distincts de
I'endomaorphisme nul 0 de E (cf. ex. n® 20) et tels que ['on ait : f+ g = Idg
Démontrer que l'on a: fog = gof= 0.

% 49 Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, O I'endomorphisme nul

de E (cf. ex. n° 20) et / et g deux endomorphismes de E tels que : gof=0.
12 Que peut-on dire des sous-espaces vectoriels Im f et Kerg?

2° On pose: n=dimE, p=dimKerf g=dimKerg et r=dimImf
Montrer que 'ona: p+ g = n.

3> On suppose, de plus. que l'on a: KerfnKerg = {Og}

Démontrer que les sous-espaces vectori
E toriels Ker fet Ker g sont suppl - dans E.
4 Soit h un automorphisme involutif de E. g pplémentaires da

Démontrer que h satisfait &:  (h + Idg)o(h — Idg) = O

2:":::;?;: Lalget dfzs c;uestian.s p.récédentes, le théoré;ne 4.1 du cours.

s oreme analogue au théoréme 4.1 dans le cas d'un
¢ E tel que l'on ait: afz 4 pf 4 ¢ ldg = 0.

50 Soient E un e :

de E (cf. ex. n° Esﬂp)ac: \;ec;urfttrég de dimension finie, 0 I'endomorphisme nul
i ’ i I’DIS L] e

hogof=0, endomorphismes de E tels que l'on ait:

Démontrer que l'on a: clinl|
8 : Ker f 4 di :
el e nud;; Ker g + dim Ker 4 = dim E, On pourrd
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b.
Applications affines

Dans a'e' chapitre 5, nous avons étudié des applications particu-
hgres d un espace vectoriel dans un espace vectoriel : les applica-
tions linéaires,

T‘?‘{f espace alfine est associé a un espace vectoriel; nous allons
définir et étudier des applications particuliéres d'un espace affine
dans lui-méme, qui seront associées a des applications linéaires.

1. Definition et propriéteés.

Définition. !

1.1 DEFINITION : Soient & un espace affine associé a un espace vectoriel l‘j
réel E et f une application de & dans &. |
f est une application affine de & dans & si et seulement s’il existe un

endomorphisme ¢ de I'espace vectoriel E tel que I'on ait : “
§(M, N) e 82, o(MN) = #(M) F(N) (1) |
|
Unicité de ¢ : Supposons qu'il existe deux tels endomorphismes ¢ et ¢ de E. :‘
|

On 2 alors : (M, N) €82, o(MN) = 7(M) 7(N) = ¢'(MN).

Soit v un vecteur quelconque de E. Nous savons que, pour tout point M de &. il
existe un unique point N de & tel que l'on ait : u= MN.

On a donc : o(4) = ¢(MN) = o' (MN) = o' (u).

Et, par suite, les applications ¢ et ¢’ sont égales.

Si f est une application affine de & dans &, il existe donc un endomorphisme o de E
et un seul satisfaisant  la proposition (1) ; cet endomorphisme ¢ est appelé I'endo-

morphisme associé a I’application affine /.

Exemples.

1. Soient & un espace affine associé a4 un espace vectoriel réel E et A un point de &,
Soit f I'application de & dans & qui, a tout point M de &, associe le point A.

On a : §(M N)e& f(M) f(N)=AA =0.
L'endomorphisme nul de E satisfait donc a la proposition (1) ; et par suite I'applica-

tion £ est une application affine de & dans & dont I'endomorphisme associé est 'endo-

morphisme nul de E.
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1.2

e affine associé a un espace vectoriel réel E et f I'identjg o

f(m}f(_ﬁ'j= EN = Idg .(.MN _.éd -
L'identité de E satisfait donc @ 18 proposition (1)1 'd?:m t Ic? +est donc une appic,.
tion affine de & dans & dont |'endomorphisme ass?;rtime:sém EE.
i ié 2 ec .
3. Soit & un espace 2ffine associé & un espace v )
Eetfla (ranslation de vecteur t. ‘ .
lconques de &, et M’ et N' leurs images respectiyeg

2. Soient & un espac

On a : Y{(M, N) e &2,

Soient u un vecteur de
Soient M et N deux paints qué
MM' = F\I_N" — y, el par suite :

par f. On a : =, ot par P .
f_(Mﬁf(N)=I';‘!Tl\r'--I‘u_'I’M+MN+NN'=—u+MN+u,—_MN_

La translation de vecteur % st donc une application affine de & dans & dont I'endo.

morphisme associé est I'identité de E.

Détermination d’'une application affine.

Les exemples précédents montrent que deux applications affines distinctes peuvent
avoir le méme endomorphisme associé. La donnée d’'un endomorphisme de E ne

suffit donc pas a déterminer une application affine de & dans &.

THEOREME: Soit & un espace affine associé a un espace vectoriel
réel E: soient A et A’ deux points de & et ¢ un endomorphisme de E.

Il existe une unique application affine fde & dans & dont I’endomorphisme
associé soit o et telle que A ait pour image A’ par 1.

Démonstration

Unicité. Supposons qu'il existe deux telles applications affines £ et 7'.

Soit M un point quelconque de 6. On a :

AF(M) = F(A) F(M) = o(AM) = 7 (A) (M) = A'f' (M)

et par suite : (M) = f'(M).

Les applications f et f' sont donc égales.

Existence. Considérons |'application 7 de & dans & qui, & tout point M de &, associé
I'unique point M’ défini par : A'M' = o(AM).

Cherchons E”mage de A par f. C'est I'unique point M’ défini par :

AN = tP_(AA) = ¢(0) = 0, c'est-a-dire le point A,

Soient maintenant M et N deux points quelconques de E. On a :

7(M) f(N) = AT(N) — AT(M) = #(AN) — ¢ (AM) = o (AN — AM) = @(Wi)-
L'application 7 est donc bien I'application affine cherchée. m

Remarques: 1. Si f est I'application affine déterminge par I'endomorphismé ?

et le couple (A, A’) de 62, I'égalité : A'M" = « (AN . M
’ . #. i . = A ’ e
par £ d’'un point M quelconque de &. +(AN) permet de trouver I'imag

2. Supposons que l'espace affine & soi ' P :
| s que l'espac € & soit de dimension finie n ; considérons un 1ePé™®
cartésien (D, (: - P en) de &.
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1.3

Toute application affine £ de & dans &
minée par la donnée de l'image 0’ de

-

de €y, .... €, par g,
3. Supposons que l'espace affine & soit - : - -
~spte TS (Rgy AJde b de dimension finie n; considérons un

ND'”E; Savons T!uetﬁle repere (Acul AdA,, .., AgA,) est un repére cartésien de &
Soit 7 une application affine de & dans §, d’endomorphisme associé @. Soit 7 un élé-
ment de “I: 1 of ny. S? donner f(A,) ot cp(Ko_ﬁi,-) équivaut a se donner f(A,) et F(A;).
Toute application aff_lne de & dans & est donc déterminée par la donnée des images
parfdes (n + 1) points du repere affine - Ao, Ay, .., A,

d’endomorphisme associé %, est donc déter-

O par f et des images respectives D@

Exemple.

Soient P un plan affine associé a un plan vectoriel réel P et (0, :’:n un repére car-

§o_w . * . >
tésien de P. Soient ¢ | endomorphisme de P dont la matrice dans la base (:;) est

1T =1
(3 2) et A et A’ deux points de P dont les coordonnées dans le repére

( - r) E 1 -1
0, /,j ) sont respectivement o © 1)

Soit f I'application affine déterminée par w et (A, A'). Cherchons les coordannées
(:,) dans le repére (D, E;‘P) de l'image M' du point M de coordonnées (ﬁ) dans ce

repére. On a

(= (AT e GE)=6 ~2057)

v o1 3 P y

X +1  [(x=1-—y ) {1XI=X*—V"2 )
“=”“(y’+1)_(3x—3+2y) ' =3x+ 2y —4

Image par une application affine
d'un sous-espace affine.

Nous savons que Iimage d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire
est un sous-espace vectoriel. D'autre part, tout sous-espace affine non vide est
dbtorliod: par ladenniés SR point de I'espace affine et d'un sous-espace vectoriel

de I'espace vectoriel associé. _ o
Nous 2”0[‘!5 montrer que l'image d'un sous-espace affine par une application

affine est un sous-espace 3ffi_”e‘

THEOREME : Soient & un espace affine associé a un espace vectoriel
réel E ot f une application affine de & dans & d’endomorphisme apticte &

Soient A un point de & et E' un sous-espace vectoriel de E. L'image par /

du sous-espace affine U (A, E') est le sous-espace affine V(f(A). ¢(E)).
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1.4

ﬁ"\

il

Démonstration : iel de E; d'autre part, appelons A

vector
Nous savons que @ (E') estun sous-espace

I'image de A par 7. . n.Ona:
e Soit M un point quelt:O_ﬂ_ijE de V(A E zﬂl\:’i) . qD(EJ)) > (E'I\T’IF € q)(E;})
(M E(‘U{A' E')) g (AM (= E’) = LP (M; E‘-’U(Ar' tP{E.«J})

Onadonc : (VA E))cU(A, @(E'))'. i,
» Soit M’ un point quelconque de (A, ¢(E))

ks e A = o).

i YL E' e au (= ; A ©

(MJ E‘U(A’f CP(E ))) (A M ECP( ,)) . n( uniqLIB pOint M de g -[el quE

D'aprés la définition d'un espace affine, il existe Ul ot A

P it AM — U puisque U appartient 3 E’, le point E_abppartlen ba + E".

On adonc : M'eU(A", o(E")) = (] M e U (A, E"), AM" = ‘P(AM))

et: (IMeV(A E), AN = o(AM)) <—> (IM e V(A E'), f\ M = A f(:M))
e (qMEeU(A E), M = 1(M)) <= (M" f(U(A E)).

Par suite : (M’ & U (A", 9(E))) = (M" e /(U (A, E")).

On a donc : V(A’, ¢(E))c f(V(A E)) | ,

Des propositions :  F(V (A, E))cU(A, ¢(E)) et V(A o(E)) cf(V(A E)),

il résulte @ F(V(A, E))= V(A" @(E)). =

Conséquences.

e Les images par une application affine de deux sous-espaces affines
paralléles sont deux sous-espaces affines paralléles.

Deux sous-espaces affines paralléles ont la méme direction; il en est donc de méme
de leurs images.

e L'image 7(f') par une application affine 7 d'un sous-espace affine &
de dimension p est un sous-espace affine de dimension inférieure ou
égale a p; si f est injective, f(¢') est de dimension égale 3 p.

Ce resultat est une conséquence immédiate du corollaire 1.7 du chapitre 5.

e En particulier, I'image par une application affine d’une droite affine est soit une

dfgite affine, so_it un p_oint. L'image par une application affine d'un plan affine est
soit un plan affine, soit une droite affine, soit un point.

Exemple.

Soit £ I'applicati i 3
application de P dans P qui, 3 tout point M de coordonnées (x) dans &,
associe le point M' de cordonnées ('f)
]

{x'=14+x+ 2y
Y =—=14x+ 2y

Appelons O le poi L
point de coordonnées - 1) dans R.

dans R définies par :
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par le couple (0, 0') et par Fendomorphisme ¢ de P de matrice dans la base (//):

; nous lui lai i i .
(1 2] lui laissons aussi le soin de démontrer que le noyau de ¢ est la droite

vectorielle de ;’ engendrée par le

*

vecteur — 2? + /.
Soient D, la droite affine passant
par O de direction Ker g et D, la
droite affine passant par O et de

] ¥
vecteur directeur /. Cherchons les

images par f de D, et de D,
On a :

f(Dy) = U(£(0), o (Ker &)
= (0", 1{3}) = (0}

v(1(0), 5(7))

=o(0’,7 +/).

f(D3)

Application affine et barycentre.

1.5 THEOREME : Soient & un espace affine associé & un espace vectoriel

réel E et f une application affine de ¢ dans &.
Soient n points A,, ..., A,de € et nréels a,, ..., a, de somme non nulle. _
L'image par f du barycentre G des points Ay, ..., A, affectés des coeffi-

cients a,, ..., 8, est le barycentre des points f(A,), ..., f(A,) affectés des
coefficients ay, ..., a,.

Démonstration , p— e £ O ’
Soit « I'endomorphisme associé & l'application affine £ On a :

n n 9 .
?6‘;@;:6 — q2(> a,GAh,a)=0 r— ZEE(P(GA:)zo

i=1 F=1 !

: : A, affectés des coefficients a4, ..., a,
Si G est le barycentre des points Ay, ... Ay . s
alors 7(G) est lev barycentre des points F(Aq), ... f(A,) affectés des coefficients
a'l: s ap an. .

Remarques: 1. En particulier I'image par une application affine du .m!',meu | g

¢ 1 : ' :
deux points A poinis A et B est le milieu |’ des images A' et B’ de ces points. Si I'on a
A= B’ aaussi: I'=A"=B" ; igna-
2. Nous r?il:ons que toute application affine « conserve le barycentre »; nous 5?:23
|c;ns que I'on démontre que toute application qui « conserve le barycentre » es
application affine.
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Exemple. . | ‘
an vectoriel céel P et A, B, C rais paints non

f(A) = B, £(B) =C. F(C)=an
plication f est donc parfailemen‘r

Soient P un plan affine associé & un P!

alignés de P.
Soit fl'applicatio
Les points A, B, C forment
déterminee. |
= (A. AB, .EE) est un repereé cartésien de

{0 1) (0)
s respectives dans ce repére (0) 0 1

définie par -

n affine de P dans P , :
(e affine; I'ap

un repé

P et les points A, B, C ont

Le repére R
pour coordonnée
|'endomorphisme de P associé a /. On_fl : .
) — B& = AC— AB et o(AC) = BA = — AB. o
(A_}?;. EE) est donc égale a : ( 1 0).

Soit ¢
o(aB

La matrice de g dans la base
X
coordonnées (y) dans & et M' son image

Soient M un point quelconque de P de

x'
par fde coordonnges (y) dans K. QOna :

ot - ) <= (") =73 7ol

X=1—=%x—
Dol : Sl 5
|y = X.
Considérons les points |, J, K
— T4

0@ ()

Appelons G I'isobarycentre
est I'isobarycentre des images |,

de coordonnées respectives dans i B

des points |, J, K et vérifions que I'image G' de G par/
J'. K' par f des points 1, J, K.
2

Les coordannges de G dans # sont © (3)
1

Les coordonnées dans # des points I’, J', K’, G’ sont respectivement :

S

<=1
D‘autre pari les coordonnées dans R de |'isobarycentre des points I, J', K’ sont :
¥ ’ ¥

; elles sont bien égales aux coordonnées de G’ dans R

Wik Wik

Points invariants par une application affine

—

1.6 THEOREME : Soient &
. . un espace affine . :

[?::lsEe::bj; une application affine de & dans aasz?:.ﬁ. a un espace vectr:mel
de &; si cetdes points de & invariants par f est :’"Drphlane 6550019 ¢-
vectori lde ensemble est non vide, il a pour di n sous-espace affine

el des vecteurs de E invariants par b irection le sous-espace
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pDémonstration :

Appelons &' I'ensemble des points de & invariants par 7.

on a: yMed, (Met) <— (Ff(M) = M)

Envisageons les deux cas suivants : &' = g, et §' .

e Si &' est égal a I'ensemble vide, &' est un sous-espace affine de &.

e Supposons : &' 7 g Il existe donc au moins un point A de &'.

On aalors : YM e &, o(AM) = 7(A) F (M} = AM, ce qui équivaut & dire que

pour tout point M de _3', le vecteur AM appartient au sous-espace vectoriel E'
des vecteurs de E invariants par o.

&' est donc le sous-espace affine de § passant par A et de direction E. =
Exemple.

Reprenons I'exemple du paragraphe 1.5 et cherchons les points de P invariants

X
par f. Les coordonnées (y] dans M d'un tel point sont la solution du systéme :
|\ X=1—X—y
= X.

il y a donc un unique point invariant qui est le point D de coordonnées dans R.

Y = O =

L'ensemble des points invariants par f est le singleton {D}. Sa direction est {5}

5

On vérifie facilement que le sous-espace vectoriel des vecteurs de P invariants
)

par o est {D}

Cumposition des applications affines.

1.7 THEOREME : Soit & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E.

Soient :t I'ensemble des applications affines de & dans & et L(E) I'ensemble
des endomorphismes de E.

La composition des applications est une loi de composition interne
dans +# et |'application qui, a toute application affine de & dans &, associe
son endomorphisme associé est un homomorphisme de (:t, o) dans

(£(E), o).

Démonstration : - : _
Soient 7 et f' deux applications affines de & dans & d’endomorphismes associés
respectifs ¢ et ¢'. : A
Soient M et N deux points quelconques de &§ M' et N' leurs images respectives

par f et M” et N” les images respectives de M’ et de N' par T

g._f—;-ﬁ — &

M i—> M! —s M"

N — N — N".
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2.1

2.2

i 7] = (2 (MN))

= (9’ o ¢) (MN),
& dont 'endomor-

|

}
2
=

I
re-.
=

Ona: MN"=F(M)F(N) =¥

_ion affine de & dans

L'application f' o f est donc une application @ |
| cié est ¢’ 9. W : 1.7 est que, si f est une
:]:E:ff- Une ;Ponséquence immédiate du thémememms S umbiee
bijection affi;"re de & dans & d'endlomorp
affine de & dans & d’endomorphisme @

hisme assoCié ¢
ssocié ¢~ -

2. Homothéties - Translations.

Translations.

Nous rappelons la définition d'une translation.

DEFINITION : Soient § un espace affine associé a un espace vectoriel

réel E et o un vecteur de E.
On appelle translation de &, de vecteur u, et on note > [‘application de &

dans € qui, 3 tout point M de &, associe le point M’ de & défini par: MM' = u,

Propriétés.

Soit & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E. Les propriétés sui-
vantes sont veérifiées :

P1 Toute translation de & est une bijection affine dont I'endomorphisme

associé est |de. Si cette translation n’est pas I'identité de &, elle n"admet
pas de point invariant,

Démonstration :

e D'aprés I'exemple 3 du paragraphe 1.1, t . —
. > ; .1, toute translati n
affine dont I'endomorphisme associé est Ide. A S die ppiene

e De la proposition :

Yk Y M) e, (MW = 5) <o (Wb < — 3))
|I_ résulte que toute translation est bijective et a pour bijecti g3
tion de vecteur opposé, Jection réciproque la transla-

® La translation de vecteur

] nul est l'identita de & ;
YueE YMet, ((&(M)= Wiy

M) @(W=3)%(’5=5))_ "



5. APPLICATIONS AFFINES

—————

; (P Toute application affine de & dans & dont I'endomorphisme associe esj

Ide est une translation de &.

Démonstration :
Cette propriété résulte de la proposition :

¥ (M, M’, N, N') e &4, ((WNT = MN) <~ ([‘Tﬂﬂﬂ’; = NI\F)} )
P3 Soit G I'ensemble des translations de &. |
. (G, o) est un groupe commutatif isomorphe a (E, +).
Démonstration :

Il est immédiat que I'application qui, & toute translation de &, associe le vecteur
de cette translation est une bijection de T sur E.

D’autre part, soient u et v deux vecteurs quelconques de E; soient M un point quel-
conque de & M’ l'image de M par > et M" I'image de M’ par ;.

[ 1 £

(1]

& —s & — 6
M R M! PR M”

On a: MM’ = u et MM’ = v et par suite : rTnM*‘*='&+Tf.
Il en résulte |'égalité : trotr = I .

w+v |i

La bijection de T sur E est donc un isomorphisme de (T, ¢) sur (E, +). Puisque 1 *\"

(E, +) est un groupe commutatif, (G, o) est un groupe commutatif isomorphe 'i
43(E+) = (
P4 Toute translation de & est déterminée par la donnée d'un point et de '.

x son image. [ |

Démonstration :
Soient A et A’ deux points quelconques de &.

Il existe une unigue translation de & l
:c'est la translation de vecteur AA', H

telle que I'image de A soit A’

¥ P5 Supposons & de dimension 3 et considérons un repére cartésien

R = (0, B) de &
‘a

b) dans N, et M et M’ deux

Soient ¢ un vecteur de E de composantes(
c

X X
points de & de coordonnées respectives (y) et (y:) dans .

Z zZ
x'=x+a
On a :(M’=I+(M)) G y‘,—_-y.j—b .
u = 7@

Démonstration :
Cette équivalence est U

(M = t-(M)) <= (ﬂﬂf\_ﬂ" =u) ®

ne conséquence immédiate de I'équivalence suivante :
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2.3

2.4

Homothéties.

ié 2 e vectoriel réel .
DEFINITION : Soit 6§ un espace affine associé a un espac E

ul.
i intde etz un réel nonn ., et on note A (K, «),
g?:z:‘[::::lrenhpou:othétie de & de centre K et de rapport « )

i ssocie le point M’ de §
I'application de & dans & qui, a tout point M de &, a

———

défini par : KM' = aKM.

R rques: 1. Les vecteurs KM et KM’ sont linéairement dépendants; les points
ema = 1.

K, M et M’ sont donc alignés.
2. 0Ona: YKe§& h(K, 1) = lds

Propriétés.

Soit & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

P1 Toute homothétie de & est une bijection affine dont I'endomorphisme
associé est 'homothétie vectorielle de méme rapport. |
Si 'homothétie de & n'est pas l'identité de &, elle admet un seul point

invariant, le centre de |"homothétie.

Démonstration :

Soit A (K, «) une homothétie de &.

e Soient M et N deux points quelcongues de &, et M’ et N’ leurs images par A (K, «).
On a: M'N' = KN — KM’ = KN — KM = o MN.

A (K, «) est donc une application affine de & dans & dont I'endomorphisme associé
est 'homothétie vectorielle de rapport .

e De la proposition :

foeelR*, Y(K. M, M)e &3, ((W = mm) <= (W = 1—EW))
o

il r'é'.sulte que toute homothétie est bijective et a pour bijection réciproque I'homo-
thétie de méme centre et de rapport inverse.

e De la proposition :
Pooe R Y(K M etz ((A(K «)(M)= M) < (KM = oK)

3 ; [ I - e . . - ¥
Invariant : le centre de I'homothétie. .'3 est différent de 1, il n y a qu’'un seul point

\_ﬁ_ﬂﬂ



. 6. APPLICATIONS AFFINES
pémonstration :

Soit o un réel non nul et différent de 1.
Soit £ une application affine de § dans : i
thétie vectorielle A,. & dont I'endomorphisme associé est I'homo-

Soient A un point de & et A’ son image par f,
Ona: fMe -5._ A'f(M) = hx(m) = o AM.
Cherchons les points de & invariants parf.Ona :

yM €§, ((F(M) = M) <—s (A'M = % AM)
La somme (o — 1) n'est pas nulle ;
barycentre K des points A et A’ affec

i < («MA — WA = B)),
Il.v a donc un unique point invariant qui est le
tes des coefficients respectifs o et — 1.

Onaalors : YMe§, (KJ_‘(MS = h,(m) = mml
L'application 7 est donc I'homothétie de centre K et de rapport «. ®

P3 Soient K un point de & et JCx 'ensemble des homothéties de & de centre K.
(JC o) est un groupe commutatif isomorphe a (IR*, ).

Démonstration :

Il est immeédiat que I"application qui, & toute homothétie de & de centre K, associe
le rapport de cette homothétie est une bijection de JCx sur R *.
D'autre part, soient o et 3 deux réels quelconques non nuls, M un point quelcongue
de &, soient M’ son image par 4 (K, o) et M" I'image de M’ par A (K, 5).

hK, a) A{ER)

— —

Mi—s M'1— M".
Ona: KM’ = aoKM et KM"= BKM', et par suite : KM™ = «f KM.
Il en résulte I'égalité : h(K, B)oh(K, o) = A(K, «fb).
La bijection de J¢k sur IR* est donc un isomorphisme de (JCg, o) sur (R*, X).
Puisque (IR*, x) est un groupe commutatif, (ICk, ) est un groupe commutatif
isomorphe a (R*, X). ®

qu Supposons & de dimension 3 et considérons un repére cartésien R de &.
Xo

Soient K un point de & de coordonnées (yg) dans R, et w unréel non nul;
Zg

soient M et M’ deux points quelconques de &, de coordonnées res-

X X"
pectives dans R : (y) et (yi)

Z rd

y' = yo + a(y — ¥o)

' x' = Xy + EX(X"XQ])
72 =2y + alz — 2g)

Ona: (M’=h(|{. ) (M)) < (

Démonstration : ¢ 2 ki HE ) ivante :
Cette équivalence est une conségquence immédiate de I'équivalence suivante:

(M’ = h(K, o) (M)) <—> (KM' = aKM). ®
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2.5

2.6

Homothéties - Translatinns.
io] réel E.
composée de deux homothg.

ffine associé a
re. Nous allons nous intéres.

Spit & un espace a
De la pmpriété P;
{ies de méme centre &
sericiala composée de

5 un espace vectoriel réel

ne associé
I'ensemble des translations

es de & et (¢

{, un espace affi

THEOREME : Soit
le des homothéti

Soient JC I'ensemb
de &.

Soit f une application affine de b dans &
Les propositions suivan
1. fest un élément de JCU T.

2. pestune homothétie vectorielle de rapport non nul.

Démonstration :

(1) = (2). Soit f un élément de JCu G.
De la propriété P, du paragraphe 2.4, il résulte que, si f appartient a JC, alors g estune

homothétie vectorielle de rapport non nul.
De la propriété P, du paragraphe 2.2, il résulte que, si f appartient @ G, alors o est

I'identité de E, c'est-a-dire I'homothétie vectorielle de rapport I3
(2) = (1). Soitfune application affine dont I'endomorphisme associé ¢ est uné

homothétie vectorielle de rapport & non nul
De la jeté i rés
propriété P, du paragraphe 2.4, il résulte que, si = est différent de 1, alors f

est une homothétie de & de rapport «
De la propriéte
propriété P, du paragraphe 2.2, il résulte que, si = est égal a 1, alors f est une

translationde ¢&. ®

—

THEOREME : Soit &
- . » UN espacE aff —
Soient IC I'ensembl ine associé a un es :
s ac
de &. e des homothéties de tet T I'ensempbl::::i:;;zesfl;f?;ni

.A.I.O 5 (' U )

Démonstration :

e Soient fet f' d i
: eux élé
E?pem'fs ¢ et ol ments quelconques de JCU G d'endo hi iés
aprés le théoréme 2.5 morphismes assocl
2, NOUS sav
ons que o (resp. o') est une homothét il
ie vec

de E de rap
port o (resp. o'
vectorielle de E dera - ') non nul, L’ SRS
PPOrt o' non - L'application o' .
nul, ¢'oq est donc |'homothétié

D’aprés le théoré
s oréme 1.7, Fappli
d'aprés le théore | 2PPlication £
0 nf
La loi o est dogimjni.?, elle est donc un Oéféa Pour endomorphisme associé ¢'° 9’
e L'identité de & peutméﬁe composition in:r::t c:le Kut. ¢
e consi € da CUT
; | Sidérée comme ns JCUT.
e KuT. onque et g la translation de vecteur nul



N 6. APPLICATIONS AFFINES
e Toute homothétie (

'eSp. toute translati iiecti i
réciprogue une homothétie (resp. une traér:tsl:ijaur:ijcnne)St e ot m o et

Tout Blement de JCU'T a donc un symetrique dans ¢ g pour l foi «

e (ICUT, ¢) est donc un groy
s Pe et les exem i v
ey utativité de la lo < darneine grouepeple: suivants mettront en évidence

Exemples.

1. Soit P un plan affine associé a un plan vectoriel rée| P.

Soit ¢ un vecteur non nul de F'

i soient | un poin '
Déterminons f — . - hlle) pointde P et « un réel différent de O et de 1.
u L}

et g=~nh(l, o La.

D’apré - "
apres les théorémes 2.5 et 2.6, | application £ (resp. g} est une application affine

cll endomorghisme associé Idechy (resp. h,oldg): le réel « est différent de 1;
es applications f et g sont donc des homothéties de & de rapport %
Appelons J (resp. K) le centre de f (resp. g).

J est I'unique point de P invariant par f. Appelons J' I'image de J par hll, =z).

Bl 2 te

On a donc : 8 —a F —s ¢

F e g ]
el par suite :

(=) <= (ques (T =210 e J0=0))
<> (JJ'Ef;, (=2l et J-10= u)}

< (- all=0) < ((1 = 0 = 1)
o est différent de 1 ; nous avons donc :

(4 =7(1) == (i =; L)

— L

x T . | -
Le point J est donc I'image du point | par la translation de vecteur 3 u.
i~
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer, de facon analogue. que le point K

u.

est I'image du point | par la translation de vecteur —

Les points J et K sont donc distincts et par suite f n'est pas égale a g.
2. Soit P un plan affine associé a un plan vectoriel réel P.
Soient | et J deux points distincts de P et « et 2 deux réels différents de O et de 1.
Déterminons f = h{l,«)oh(J, ) et g= h{J, B)oh(l, ).
D‘aprés les théorémes 2.5 et 2.6, les applications / et ¢ sont des applications affines
d’endomorphisme associé : hyohy = hgoh, = hyp
Il y a donc deux cas & considérer : off =1 et =3 # 1.
e «L=1 )
f et g sont deux translations. Soient u et v les vecteurs respectifs des translations
fetag. . i
Déterminons le vecteurv. Ona : §MeP, M/(M) = uv.
Il est commode dans ce cas de prendre : M = J.
(]
On a alors : F(J) = (A, 2)oh(d, B)) (N =hll. () =J"
et par suite : L=H=I_J-'—i_.]=ocIJ--IJ=(a'.—1)IJ.
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer I'égalité = v = (& — 1) JI.
® of #1 r . -
f et g sont donc deux homothéties de rapport «. Soient K et L les centres respectifs

de [ et de g.
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pelons K'I'image de K par i (J. B).

K est I'unique point invariant de f. Ap
hid, gy b=
On a donc g — b — b

K 1—> K

On a : (K:f(K:}).q:—_-—_—b.(]K'E!;* K :
(jres (K = 5K et

(ii == Jtl—j + ::!iJIE)
<> (IIE.—: a1+ of (II( - IJ)).

Le réel xf est différent de 1: nous avons donec -

. alt =)o
(k= 1K) <> (K= - )

Le point K est donc I'image du poi

(K = K et IK=2 k)
g I-I'E=:ti:l+»:cIKI"})
-

<>

nt J par ['hamothétie de centre | et de rapport

x(1 — B)
1 —ap r
op 3{1 — =)
I'égalité : JL = i }JI.

u lecteur le soin de démantrer T 2B

Nous laissons a

3. Projections.

3.1 DEFINITION : Soit { un espace affine
On appelle projecteur de & toute appli

fof=F.

associé a un espace vectoriel réel E.
cation affine f de § dans 6 telle que :

164

Exemples.

1. Lidentité de & et toute application constante de & dans & sont des projecteurs
de b.

9. Soient P un plan affine associé a8 un plan vectoriel réel Pet % =I(0 F,;") un
repére cartésien de P. Soit f1'application de P dans P qui, & tout point M de coordon-

X
B o R 2% 3
nées {y] dans R, associe le point M’ de coordonnées dans M
X ¥ ’
Nous lai i ] g + :
aissons au lecteur le soin de démontrer que f est une application affine dont
1 1
I"endomorphisme associé o a pour matrice dans la base U;} D A= 2 Z).
I . o 1 1
Les coordonnées du point £2(M) dans R sont ; 22
AR |
3 2+2+5 "
2 2 — 3 +%
" N — v cest-a-dire 2 .
2 2+§+§ S+ 5
2 2 2
L'.applicalion f est danc un projecteur de P
Da.utre part, on a I'égalité : A2 = A - E‘. ”
projecteur de P, » 'endomorphisme associé p est donc o



5. APPLICATIONS AFFINES

Propriéteés.

3.2 Soient & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E j
d'endomorphisme associé o, Rl EIsha

¥ P1 ¢ est un projecteur de E; c'est la projection vectorielle sur Im ¢ de direc-
tion Ker o,

Démonstration :

D'aprés le théoréme 1.7, I'endomorphisme associé & fof est gow. On a donc
po¢ =10 W |
Remarque : La réciproque est fausse. Il existe des applications affines de & dans &
dont I'endomorphisme associé est un projecteur de E et qui ne sont pas des pro-
jecteurs de &. Un exemple de telles applications est étudié dans |'exercice n° 24.

P2 iMed, MF(M)eKerop

Démonstration :
yMes,  o(MF(M)) = F(M)72(M) = F(M)F(M) = 0. m

[Ps L'image & de & par f est un sous-espace affine de & de direction Im 5.

Démonstration :

Soit A un point de &. L'espace affine & peut &tre considéré comme le sous-espace
affine passant par A et de direction E; ona: &= "U(A, E).

D‘aprés le théoréme 1.3, on a alors :

£(6) = V(F(A), o(E)) = V(f(A), Im ®).

f(&) est donc un sous-espace affine de &, de direction Im 4. ®H

P L'ensemble des points de & invariants par f est égal a 'image &' de &
par .

Démanstration :

e Tout point M’ de &' est invariant par f.

(M'e§') <<= (IM e b, M' = FIM)) — (AM e &, (M) = (M) = £(M))
— (F(M") = M').

e Tout point M invariant par f appartient a &'.

(M =f(M) et F(M)e8)— (Met). =

P5 yM e, (M)} =F(E) NV (M, Ker ¢)

Démo tion : ,

Par d;?.:r‘l?i,o?-. de 7(&), le point (M) appartien_t af(&); ‘d'aprés P, le point £f(M)
appartient a U (M, Ker ). Le paint (M) appartient donc a £(&) NV (M, Ker ).
D'autre part, f(&) et U (M, Ker @) ont pour directions respectives Im g et Ker g.
D‘aprés le théoréme 3.2 du chapitre 5, Im % e‘t Ker % sont deux sous-espaces vec-
toriels supplémentaires de E. L'intersection £(&) NV (M, Ker ¢) est donc un single-

fon. H

155



3.3

f de & sont donc associés deux i,
t Im o de E, et le sous-espace affine f(gfp;%s
eg

out projecteur

Remarque : A 1 _
s ST taires Ker @ €

vectoriels supplémen
de direction Im @.

roque Nous conduit au théoréme suivant :

L’étude de la récip

e affine associé a un espace Vecm
e

=AREME : Soit & un espac _ .
;ﬁ;ﬁf E!’Wﬂ E’ deux SOus-espaces vectoriels supplémentaires gg ¢ etl E,
#fine de & de direction E'. &

un sous-espace a : )
: : i de &, d'endomorphisme a 3
|| existe un uniqué projecteur f P Ssocié % qui

vérifie les deux propriétés sui\r&:ntes :
¢ I'image de & par fest égale a &';

 est la projection vectorielle sur E' de direction E”.

@
—_—
Démonstration : .
Unicité. Si f et g sont deux tels projecteurs, alors les deux applications f et g oy e
méme endomorphisme associé ¢.
: YMeé,

D’aprés la propriété Ps du paragraphe 3.2, on a : .
(Ff(M)} = (&) NV(M, Kerg) = &' NV(M, E") = g(6)NU(M, Kere) = {Q(M]};

dol :yMe&, f(M) = g(M).

Existence. Les sous-espaces vectoriels E’ et E' sont supplémentaires dans E;
bour tout point M de §, l'intersection §'n°U'(M, E”) est donc un singleton. Consi-
dérons I'application f de & dans & qui, a tout point M, associe le point d'intersection
de &' et de U (M, E").

e Démontrons d'abord I'égalité 7(8) = &'

De la définition de 7, il résulte que I'on a : f(€) c&".

Soit M un point quelconque de &'. On a :

(Meé') = (UM, E")n& = {M}) = (f(M) = M) = (M e{(§)).
Onadonc : &'c/(§).

Des propositions : f(§)cé&’ et &cf(E), il résulte : & = F(8).

® Démopuo_ns ensuite que fest une application affine dont I'endomorphisme associé
est la projection vectorielle sur E' de direction E”.

Sf_i?”t M et N deux points quelconques de §. Nous avons :

MN = MF(MJ + F(M) £(N) -+ F(N)N.

.De”ia définition de 7, il résulte que les vecteurs W{_Mi et W appartiennent
a B et que '9_%Lﬂjm)f(NJ appartient & E’,
Posons v’ = f(M) f(N) et o' = M7 (M) + F(N)N = MF(M) — NF(N).

—

Ona: v'eE, /'eE' o MN=10 + o

Le vecteur v est donc I'i —
onc l'image du T G 5 !
de direction E", - vecteur MN par la projection vectorielle ¢ sur E

=

On a donc : o' = o(MN), c'est-3.di

2 U= o(MN), cest-a-dire : FIMVA(NS — o (VI

; F}emontrons enfin que l'ona : fof=f PR Q(MN)‘

(;;:aztgr}-‘l un point quelconque de & et M’ son image par £. O :
MY} = EnVM, E) = (M) = W) o

= ((fef) (M) = £(M)). =
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6. APPLICATIONS AFFINES

“FINITION : Soit &
A DEF! : ' Un espace affine associé a un espace vectoriel réel E.

goient E et E deux sous-espaces vectoriels supplé i '
: ém
un sous-espace affine de ¢ de direction E'. D

on a\ppf-'"‘-' projection affine sur &' de direction E' I'unique projecteur de
qui, a tout point M de &, associe le point d‘intersection de &’ et de U (M, E").

———

Exemples.

1. L'identité de & est une application affine associée a I'identité de E, c’est-3-dire
a la projection vectorielle sur E de direction {6}

L'identité de & est donc la projection affine sur &, de direction 10 }.

2. So'ient A u_n point de & et f l'application de & dans & qui, & tout point M de &,
associe le point A. L'application 7 est la projection affine sur Al de direction E.

3. L'application / étudiée dans
'exemple 2 du paragraphe 3.1
page 154 est la projection affine
sur f(P), de direction Ker 9. Nous
laissons au lecteur le soin de
démontrer les propriétés suivantes :
f(P) est la droite passant par O et

de vecteur directeur 7/ + j:
Ker o est la droite vectorielle

engendrée par le vecteur i — J.

Cas d'un espace affine de dimension 1, 2 ou 3.

3.5 Soit & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E, de dimension 1, 2 ou 3.
Déterminons tous les projecteurs de &. Pour cela, utilisons les résultats du para-
graphe 3.5 du chapitre 5.

Iy a deux types de projecteurs de & : > |

e la projection affine sur &, de direction {O} c'est-a-dire l'identité -:je.!:: |
® les projections affines sur un singleton, de direction E, c'est-a-dire les applica-
tions constantes de & dans & of

dim § = 2. M

Iy a trois types de projecteurs de & :

¢ |identité de &;

® les projections affines sur une droite

affine D', de direction une droite vecto-

fielle D” supplémentaire de D’; | D’ O/ ()

® les applications constantes de & dans &.
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dim & = 3.

Iy a quatre types de project
e lidentité de &;

e les projections affines sur un

pursde b :

olan affine P, de direction une droite vectorielle p?
supplémentaire de P';

: : ' irection un plan v ie] pi
e les projections affines sur une droite affine D', de directio PR vectojig| p

supplémentaire de D”; ;
e les applications constantes de & dans o.

—

D.r

Exemple.

Soient & un espace affine associé 3 un espace vectoriel réel E de dimension 3 et
R= {D. f*j‘ .‘r) un repére cartésien de &,

Soient P le plan d'équation 2x + y— z=0 et D la droite vectorielle engendrée par
le vecteur / + ;‘: Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les sous-espaces

vectoriels D et P sont supplémenlaires dans E.

X
Soit fla projection affine sur P de direction D. Déterminons les coordonnées (i'")
\Z')

X
de I'image M’ par f d'un point M de coordonnées (y) dans K.
z

EM’EP
Ona: (M=fM)) <— ( et )

| Wi e
2x' +y' —2'=p
~ e et )
!}:’.E rR, (x'—x:},.y'-y:},,z'—zr-ﬂ).

S (12040t 0+ —z=0 )
!3Aelﬁ,(x’=}.+x,y'=).+y,z*=i-‘)

()z_zx_i’-l-z
e NS
]}‘ER-(X":}.-FJ:',N:},+y’z'-.=2']

‘d——;.b.(xi=i.:_3}:__-l'__z. y,=—2x+2y+z,‘ zfﬁz].

3
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6. APPLICATIONS AFFINES

4. Symetries.

4.1 DEFINITION : Soit & un espace affine asso

On appelle involution affine de ¢ toute application affine involutive de

f‘;[:‘anslj’ ¢'est-a-dire toute application affine f de & dans ¢ satisfaisant a :
of = .

cié a un espace vectoriel réel E.

Remarque : Toute involution affine de & est donc une bijection de & sur &.
l Qe =T el APaa b - o' S o i I{-“ b L -r_.f =% @ - _.-! p i'."i

. . g X ; 5 ¥ A i’ 3 ) ¥ -
Exemples. - 2

L

1. Lidentité de & est une involution affine de &.

2. Soient P un plan affine associé 3 un plan vectoriel réel Petf = (0- /N fh) un repére
cartésien de P.

= . " L X
Soit f I'application de P dans P qui, 3 tout point M de coordonnées (y) dans R,

14+ 2x+y
—3—-—3x—-2y
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que f est une application affine dont

associe le point M’ de coordonnées( )dans N

e 2 1
I'endomorphisme associé ¢ a pour matrice dans la base (r,f) i (_ 3 - 2)'

Les coordennées dans M du peint F?(M) sont :

14+2(1+2x+y)+ (—=3—3x—2¥)
—3—=3(1+2x+y)—2(—3—3x—2y)
f est donc une involution affine de P; d'aprés I'exemple du paragraphe 4.4 du cha-

X
) c'est-a-dire ( )
¥

&
pitre 5, I'endomorphisme associé 5 est un automorphisme involutif de P,

Propriétes.

4.2 Soient & un espace affine associé a un espace vectoriel réel E et f une involution
affine de &, d’endomorphisme associé .

‘ P1 o est un automorphisme involutif de E.

Démonstration : _ : . :
D'aprés le théoréme 1.7, 'endomorphisme associé a fofest g 4. L'endomorphisme

associé 4 Ids est Idg. Onadonc : ¢e @ = Ide. ™

Remarques : 1. La réciproque est fausse. Il existe c_ies agplicalipns affines d'e & dans
& dont I'endomorphisme associé est un auton.mrpmsme mvolurtlf de E et qui ne :ont
pas des involutions. Un exemple de telles applications estdonné dans | exercicen 25j
2. D'aprés le paragraphe 4 du chapitre 5, Tnous, savons que ¢ est [._a syfnetrle vec-
torielle par rapport au sous-espace vectoriel E' des vecteurs invariants par rp: de
direction le sous-espace vectoriel E" des vecteurs changés en leur opposé par 7.
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P2

Nous conserveron
r/’” (mes, MM EE \J

Démonstration : g L ot g

§M e & fp(Mf(Mi):f(M)ﬂ{M)=f(M)M~ F(M).
P3 N poin.t d‘e Y M st invariant par I 1
Le milieu du bipoint (M, £ )) e o

Démonstration :
Soit | le milieu d
du paragraphe 1.5, il résulte que f(l)

dire du bipoint (f(M), M), On a donc :

‘P L'ensemble &' des points de & invariants pa

u bipoint (M, F(M)), L'application f est affine; de la remarque 1
est le milieu du bipoint (7(M), f2(M)), c'est-3-

fy=1 =

r f est un sous-espac:‘

affine de &, de direction E'.

Démonstration !
De la propriété P, il résulte que &' n'est pas vide.
Soient donc | un point de & et M un point quelconque de & Ona:

(M e &) <> (f(M)=M) <= (IF(M) = IM) <= (FO) /(M) = IM)
‘> (q;(l_l‘ui) = ﬁﬁ) —>(IMe E) <> (MeU(l E)). W

Soient &' I'ensemble des points de & invariants par f et p la projection
affine sur &' de direction E". Ona : YME€ G, MF(M) = 2 Mp(M). t

IR

Démonstration :
Par définition de p, on a : {p(M)] = &'NU(M, E)
Soait | le milieu du bipoint (M f(m)) Des 2 .

v . ropriétés P 2 i
ient 2 U (M, E") et 3 &' prop , et Py, il résulte que | appar
Onadonc : | = p(M) et, par suite, MF(M) = 2 Mp(M). ®

Rem I [ ' i '
arque : A toute involution affine de & sont donc associés deux SOUS”

espaces vectoriels supplémentaires E' 2
s et E' de E, et le sous-espace affine &' de 6 de

L'étude de la réciproque nous conduit au théoréme suivant :

4.3 THEOREME : Soit & i
it & un espace affine associé a un espace vectoriem

Soient E' et E' deux
un sous-espace affine de § d:direm\:ectgnels supplémentaires de E et &
r Dn I'

I e_xr?te une unique involution affi

qui vérifie les deux propriétés s Lt
e &' est I'ensemble des points dun.rant
e 1 est la symeétrie vectorielle paer

e‘-‘- & d’endomorphisme associé ¥
$ i

& invariants par 7:
rapport a E', de direction E'.

"
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. 6. APPLICATIONS AFFINES
pémonstration :

Soit p la projection affine sur &', de direction E

Unicité. Si fet f" sont deux telles inyolysj .
#_—__;ésulte que I'on a : ons affines de ¢, alors, de la propriété Pg, il

— 3

yM €& MF(M) = 2 Mo (M} = MF (i3,
Onadonc : f={,

Existancs, ConSidémrErapplicatiU“ fde & dans & qui, 2 tout point M, associe
point M’ défini par : MM’ = 2 ‘MF{-W ’

.

e Démontrons d'abord que &' est I'ensemble

le

* Vensembl des points de & invariants par f. On a:
yMe s (FM) = M) <= (MAM) = 0) < (Mp(V} = 6)

- <> (M= p(M)) <= (Met),
¢ Demontrons ensuite que 7 est une application affine d'endomorphisme associé
la symétrie vectorielle ¢ par rapport A E', de direction E.

Soient M et N deux points quelconques de § On a °

FIMYF(N) = F(M)M + MN + NF(N) = 2p(M)M +(2MN — MN) + 2Np(N)
L | = 2p(M) p(Nj — MN.
Soit ¥ la projection vectorielle sur E’, de direction E". On a alors :

FIMYA(N) = 20(MN) — MN = (24 — Idg) (MN).

D'aprés le paragraphe 4 du chapitre 5, nous savons que 2¢ — Ide est la symétrie

vectorielle par rapport a E', de direction E". L
e Démontrons enfin que f est involutive.

Soient M un point quelconque de & et M’ son image par f. Par définition de 7, le |

point p(M) est le milieu de (M, M’). o
Déterminons f2(M), c’est-a-dire f(M'). On a :

M (M) =2M p(M’). l
De la définition de p, il résulte que I'on a :

(p(M)} = &' AV(M’, E') = &nV(M, E') = {p(M)]. ',

On a donc : MF(M') = ZWW; le point p(M) est donc le milieu du bipoint Al
1 |
(M’, f(M"). On adonc : f(M)=M. ® 'l

4.4 DEFINITION : Soit & un espace affine associé a un espace *{ecw;ielEriﬁluEr;
Soient E' et E’ deux sous-espaces vectoriels supplér.r\enjcasresff_ee 'sur o
sous-espace affine de & de direction E', et p la projection atiin

de direction E'.

On appelle symétrie affine pa
involution affine de & qui, a tou
soit le milieu du bipoint (M, M),

3 & direction E’, 'unique
r rapport a &, de : ’
t po?nt M, associe le point M tel que p (M)

d‘énoncer le théoreme:
Les résultats des paragraphes précédents nous permettent

i ‘ensemble des
45 THEOREME : L'ensemble des :nvolutions affines de & est I'en

symétries affines de &.

—
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Exemples.

e 4.1.
Reprenons les exemples du paragraph

i 51T
1. L'identité de § est la syme : !
2. Cherchons les points de P invariants

=y < (423175~

{ 1+2xty=x
42""(.;“_3—3::-—2}‘:3’

<> (X+}’=-1)'

L'ensemble des points de P invariapls
par f est donc la droite D' d'équation
cartésienne x+y+ 1=0

D’autre part, dans le paragraphe 4.4 du
chapitre 5, nous avons vu que l'ensem-

ble des vecteurs de P changés en leur

—_—
opposé par o est la droite vectorielle D"
engendrée par le vecteur  — 3/
L'application f est donc la symétrie affine
par rapport & D', de direction D".

|

s affine par rapport 3 &, de direction {6}
par . On a :
X

y

Cas d'un espace affine de dimension 1, 2 ou 3.

4.6 Soit & un espace affine associé 3 un espace vectoriel réel E, de dimension 1, 2 ou 3.
Déterminons toutes les involutions affines de §. Pour cela, utilisons les résultats

du paragraphe 4.5 du chapitre 5,
dimé=1.

Il'y a deux types d'involutions affines de & :

e la symétrie affine par rapport 3 §, de direction {5} c'est-a-dire l'identité de &;

e les symétries affines par rapport 3 un

singleton, de direction £, appelées symeé- M
tries par rapport 3 un point, ou encore A
symétries centrales.

MJ
dim & = 2.
Il y a trois types d'involutions affines
de 6 :
e l'identité de &:
e les symétries affines par rapport a une
droite affine D’, de direction une droite b* 0

vectorielle D" supplémentaire de D’ :

® les symétries par rapport A un point, ou
symeétries centrales.
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6. APPLICATIONS AFFINES
dimé = 3.

Il'y a quatre types d'involutions affines de § -
o l'identité de &; '

e les symétries affines par rapport a un plan affine P’, de direction une droite vec-
torielle D supplémentaire de F"'

o les symétries affines par 'apport a une droite affine D', de direction un plan
D”

vectoriel P’ supplémentaire de D
o les symétries par rapport § un polnt Ou symeétries centrales.
%.
of  son
P! ! !
HM;L D’ /W’?
(M)

Exemple.

Reprenons |'exemple du paragraphe 3.5. Soit g la symétrie affine parrapport au plan P

d'équation 2x + y — z=0, de direction la droite vectorielle D engendrée par
XJF
le vecteur f+ ,E Déterminons les coordonnées (y") de I'image M " par g d’'un point
ZH.
x
M de coordonnées (y) dans :R.
z

Nous savons que le point M image de M par la projection affine £ sur P de direction D
est le milieu du bipoint (M, M").

xl
Les coordonnées (y’) de M’ sont respectivement égales 3 :

zi’

x—y+z jo —2x42y 4z -
=_'__-'3_i' y = 3 ' z Z,
On a donc ;
xuléx -y
" x'=2x' —x
" Yoy ; W ad
(M"=g(M)) <= g o | L =2y
i fz"—?_'z’—z
z+4z s b
g — =
—x—2 2z w —=Adx4y+2:z "
-:“:-—_-;-(x"ﬁ X 3.'1"'!' : " =___Tll'___ 2 =2).
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5.1

9.2

5. Affinites.

Dans ce paragraphe, nous définissons des applications affines qui généralis

: en
symétries affines. Nous en donnerons seulement quelques propriétés simpl tleg

€s,

DEFINITION : Soit & un espace affine associé a un espace Vec‘tOri;ﬁ"é:‘l"‘“
Soient E' et E' deux sous-espaces vectoriels supplémentaires ge E, & uE‘
sous-espace affine de & de direction E', « un réel et p la Projection affinn
sur &' de direction E". €
On appelle affinité par rapport a &', de direction E’ et de rapport ,, I'appli.
cation de & dans & qui, & tout point M, associe le point M’ définj par -
M'p(M) = o Mp (M).

Remarques:

1. Toute affinité de rapport 1 est l'identité de &.

2. L'affinité par rapport a &', de direction E' et de rapport — 1 est Ia symeétrie affine
par rapport a &' de direction E. -

[
/ p (M)
Propriéteés.

Soit & un espace affine associé 3 un espace vectoriel réel E; soient E' et E' deux
SOus-espaces vectoriels supplémentaires de E, &' un sous-espace affine de & de

%re?tio'n E'et a uf"‘réel. Soient p la projection affine sur & de direction E” et f
I'affinité par rapport 3 &', de direction E” et de rapport .

P‘I fest une application affine de § dans & ;]

Démonstration -

Soient M et N deux points quelc as
onques de &, i i . ective
parf.On a : et M’ et N' leurs images resp

M'N" = M'p (M) + P(M) p(N) + p(N) N
aggﬂﬂw) + PN)N) + p(M) p (N
« MN+Mp(M)+p(N)N+W)+p(M '
— T Matd)4 ) p(N
o (MN — p(M)p(N)) + p (M) p(N). ™

Il

Il
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&. APPLICATIONS AFFINES
Soit = I'endomorphisme de E associs 3 p.Ona:

i‘,,o:[’N' = m(ldE(HN) = W(W)) -+ T:(M—N)E (EC Ide 4+ (1 — @) “) (m)
L'application f a donc pour endomorphisme associé « Idz + (1 — «) =. =

P aSlaa:. est différent de 1, I'ensemble des points de & invariants par f est égal
Démonstration :

Soit M un point quelconque de §. On a :
(M = £(M)) <= (Mp (M} = o« Mp (M) <— ((1 — «) Mp(M} = §)
<= (Mp(Mj = 0) < (M =p(M)) <> (Me&). m

EXERCICES

Dans les exercices de ce chapitre, on désigne par E un espace vectoriel réel, par &
-un espace affine associé a E. De méme on désigne par E, (resp. E5) un espace vecto-
rizl réel de dimension 2 (resp. 3) et par &, (resp. ;) un espace affine associé 4 E;

> = -

. = - e o
(resp. E5). On désigne par (:, j) (resp. L J k)) une base de E; (resp. E5) et par

> = » :
(D, i ,:') (resp_ (O, i [ k)) un repére cartésien de &; (resp. £3). Toutes les
composantes (resp. coordonnées) serant données dans cette base (resp. ce repére).

Généralités sur les applications affines.

1 Soit f une application affine de & dans & d'endomorphisme associé .

1o Démontrer que f est bijective si et seulement si ¢ est un automorphisme de E.
20 Démontrer que 'ensemble des applications affines bijectives de & dans & est un
groupe pour la composition des applications.

2 Soient A, B, C trois points de t, de coordonnées respectives :

1 0 - 1)
(— 1)' (2) (-— 2
et A', B', C' trois points de &, de coordonnées respectives:
4 -1 1
[— 3)' (~ 1)' (— ﬁ)'
Déterminer I'application affine f de &; dans & telle que I'on ait !
f(A)=A', f(B)=B' f(C)=C.

1P Ty -adtby ke
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3 SIJIGT‘II " . ’

BaBy.,
EARNEAE) R

f : it :
Déterminer I'application affine f d:e tia t[;alle_qg? I'on ai
f(A) = A", f[B}—.zB', ."{C}:-C, f(D)= 101"

< de £y de coordonnées respectives :

dans 6. qui, 8 tout point M de coordonnées (x)

x définies par : | X' =y+1
associe le point M’ de coordonnées (V'] in par : |y =dx+2 |
application affine bijective. Quelle est la matrice de

4 Onconsidére |'application fde b2

1° Démontrer que f est une
I‘endomorphisme associé ar?

. 20 Existe-1-il des points invariants par f?

3¢ Spit D la droile d'équation . 8x — 5y +1=0.
Déterminer |'image de ia droite D par .
4o Démontrer qu'il existe deux droites
donner pour chacune de ces droites une

D, et D, globalement invariantes par f et
gquation cartésienne.

W 1 2 » x i
5 Soit f 'application de &, dans &; qui. a tout point M de coordonnées (y) associe

_ _ . [x - .
le point M’ de coordonnées (y) definies par: y'=2x—y. ' =i

1o Démontrer que f est une bijection affine. Admet-elle des points invariants?
2¢ Soit s la symétrie de centre O ; on note £~ |'application réciproque de f. -
Démantrer que l'on a: f~!' = fos = sof. ' y

30 On pose: f2=fof f3=Faf? 4= For3.

Démontrer que l'ensemble constitué par f, f2, f2 et f* est un groupe commutatif
pour la composition des applications. Donner |a table de cette loi.

4 Etudier I'image par / d’'une droite D d'équation cartésienne : ax + by + ¢ = 0.
Existe-1-il des droites de &, qui sont paralléles & leur image par f? '

6 Soit (% ) un élément de IR x IR*. On considére I'application T;., de &, dans &2

qui, 8 tout M de coordonnées (x)' associe le point M' de coordonnées (X:] definies
\ x'=x ' '

Ly '=0x+ uy.

A) 1¢ Démontrer que T,,, est une bijection affine de &5 sur &5

g: :e‘m-un .chnisir ). et u de facon que Ty soit invalutive 7
xiste-1-il des points de &, invariants parT;,?

par .

4° Déterminerl'ensemble Fdéfinipar: F={Met,|JaeR, 0T, (M)= 2 OM}.
On distinguera les deux cas Siiivants « i 213 , o € =

B) On considére I'ensemble G de =1%o, L
de RxR".

1e Démontrer que (G, o) est un groupe
2% Démontrer que ce groupe n'est ;
donnée T

toutes les applications T;,, pour (%, &) &lément

Pas commutati . . ieation
nu. ON peut associer une infinité o' . n_f' mais qu'a une applicallt !
Thwd T = T o Toy,  Déterminer la rel applications T;,, telles que I'on ﬂlt'-
L ¥ re a‘iun qui || CUT

e alors les réels 7. W, Ao

xr=x—y p— L -p{l‘.ll-':

!

v

|

N

e
|



6. APPLICATIONS AFFINES

7 Soit 4k
un nombre réel. On désigne par £, Iapplication de &, dans &, qui, & tout

point M de coordo X
nnées y]: 3ssocie le point M' de coordonnées ( ) définies par :

V22X = (1 + k) x + (1 —K)y
L2y =0 —K)x+ (1 +4k)y
1° L'application f,

est-elle une bijection affine de ¢, g
déflnlr son applicati iialslaasarinee

1on réciproque £,
o Déterminer les points de &y invariants par f,. Discuter.

gé Soit F I'ensemble des applications f, lorsque k décrit I'ensemble de réels [R".
montrer que (F, o) est un groupe commutatif isomorphe au groupe (R*, x).

" # - - - x
8 Soit f I'application de t; dans &, qui. a tout point M de coordonnées (y) associe

x
x's |x’=x-k2y+32 b :
}") définies par: 'y ' =x+42z & 57°
Z' =2y + 2z ¢
1° Démontrer que f est une application affine de 63 dans !11 L’ appllcanon f est-elle
bijective ? Déterminer |'ensemble f(85). image de &, par /. “

2 Soit M’ un point de &,. Déterminer, si elle existe, I'image réciproque £~1(M") du
point M’ par 7.

3° Existe-t-il des points M tels que les trois points O, M et M’ soient alignés ? Si
oui définir les sous-ensembles de &, ainsi trouvés.

le point M’ de coordonnées (

X
8 Soit f I'application de & dans &5 qui, 3 tout point M de coordonnées (y) associe

Z
'3 X'=—y+5
le point M’ de coordonnées (y) définies par: ¢y =x—5
z') ’z'=—x+}f+z+5-

1° Démontrer que f est une application affine. Est-elle bijective?

2¢ Déterminer I'ensemble des points invariants par .|~

3° Soit P un plan de &5 d’équation cartésienne : ux + vy + wz + h =0
Déterminer I'image par £ du plan P; on en donnera une détermination analytigue.

4e Existe-1-il des plans P qui soient confondus avec leur image f(P) ? Déterminer
une équation cartésienne de tels plans.

10 Soient A, B, C trois pﬁints ron alignés de &3 et J le milieu du bipoint (A, B).
On désigne par F I'ensemble des applications affines de &; telles que l'on ait :
f(A)=B, f(B)=A, f(C)=C.

1o (&, o) est-il un groupe ?

2o Soit fun élément de 7. Démontrer que la droite (J CJ estinvariante point par point
par f et que la droite (AB) est globalement invariante par f.

32 On pose : u=JA et v=JC.Soit (4, a, v, f.-}) un repére cartésien de &g,
Déterminer analytiquement dans ce repére un élément quelcongue { de F

11 Soit f une application affine de & dans &. Smt ‘R la relation définie dans & par:
f(A B)e 2, ((AR B) <—> (f(A) = f{B}))L

1o Démontrer que R est une relation d'équivalence dans &.
- 26 Démontrer que chaque classe d'équivalence est un sous-espace affine de &,
Quelle est |a direction de ce sous-espace affine ? En déduire que toutes les classes
d'équivalence ont la méme dimensian et sont paralléles.

v Yia ! . -4 L r 'J

w
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- 12 llaéte démontré que tout

+ 15 On suppose que &estun pspace af

. ion affine de & dans &7 conserve g
e applicatl bary.

ation de & dans L qui “ conserve le baryceny -
{fine de & dans (s

centre ",
Réciproquem
Démuontrer que f est une ap

ent, soit fune applic
plication a

Ensemble (U T des homothéties-transIations.

eux demi-droites de b

13 Soient Ax et By d
des centres des homoth

Déterminer I'ensemble
par f soil By.

sties / de G telles que I'image de Ay

(C. D] deux segments de .

14 Soient [A.B] et ; > .
des homothéties f de & telles que I'image de

Déterminet 'ensemble des centres
[A. B] par f soit [C. D]. Discuter

fine de dimension finie n supérieure ou égale

3 2. Soit f une application affine de & dans b.

Démontrer que f est une homothétie ou une translation si et seulement si toute

droite de & a pour image par ¢ une droite paralléle.

16 Soient A, 8 C trois points de &, non alignés et A' B’, C' trois points de &, tels
que les droites (AB) et (A BY (IESD. (BC) et (B'C'), (CA) et (C’A')) soient paral-
|ales. Démontrer qu'il existe un unique élément f de JCU T tel que I'on ait
fia)=A f(B)=8" f(()= gl

17 Socient P un plan de &y, et A, B. € trois points non alignés de t; tels qu'aucun
n"appartienne au plan P etqu'aucune des droites (BC), (CA), (AB) ne soit paralléle au
plan P. Soient alors M, (resp. Mz, M) le point d’intersection de la droite (AB)

(resp. (BC) (CA)) avec le plan P et 2, (resp. Az, As) le nombre réel tel que l'on ait

M A = 3 VLB (resp. MaB = 2 MG, MGG = A3 MaA).
Démontrer que l'on a: alzhy = 1.

1'8 Soient A un point de 'espace affine & et i un vecteur non nul de E. Soit & un
réel non nul. On désigne par A 'homothétie de centre A et de rapport A et par tla

S >
translation de vecteur wu.

I”. & |I . . I I

2¢ Détermmer la nature de I'application t~'ohot

19 Soient A i ! i
'k u|.1 peint de I'espace affine & et f.- un vecteur non nul de I'espace ver-
So;:z EQOH cfémgne par B le point de & défini par: AB = v

nt & et k' deux réels non nuls tels que I'on ait : kk' #= 1 |

On dési - i
ésigne par Tu latranslation de & de vecteur L par H (A fc)(resp H[B 1) H (B.k'])
) i 'k

1
resp — k')
{ pk*)
es par ;

'homothétie de centre A (resp. B) et de rapport &
’ Ppo

Déterminer la nature des applications et g défini
i

1
T
y: oTuuH(A. k): g= H(B.k‘]uT+cH{A k)

Préciser les éléments qui servent 2 las défini
Ir.




6. APPLICATIONS AFFINES

20 5.o|ent A, B, C, D quatre points de & tels que (A, ?B AC A_ﬁ) soit un repére
c_a.r-tésle_n de &. A tout point M de s, on associe le point S dé'ﬁni par : :
MS = MA + MB + M¢ + MB.
1 Démontrer que Ia droite (MS) passe par I'isobarycentre G des points A, B, C, D.
Exprimer le vectaur GS en fonction du vecteur GM.

2% Quel est I'ensemble P’ décrit par le point S lorsque le point M décrit un plan

P de £, ?
. ) i
Soit F le point de coordonnées (1) danslerepére (A, AB, AC, AD). On suppose que
2

P est le plan de &, paraligle au plan (BCD) et passant par F.
Donner une équation cartésienne de chacun des plans P et P'.

21 Soient A et B les points de &, de coordonnées respectives (;) et (_ g))

Soient k, et k. deux nombres réels non nuls.
Soit M un point quelconque de &,, On désigne par M, I'image de M par I'homothétie
de centre A et de rapport &,, par M, I'image de M par I'homothétie de centre B et de

rapport k. enfin par M' I'image de O par la translation de vecteur M, M;.

Soit fI'application de &, dans &, qui, a tout point M, associe le point M'.

1° L'application f admet-elle des points invariants ?

2° Démontrer que, si k, est différent de k., I'application f est soit une translation soit
une homothétie, dont on précisera les éléments.

Etudier le cas particulier: &, = k..

22 Soient deux points distincts A et B de I'espace affine & A tout couple (z, B)
de nombres réels est associée une application T de & dans & définie de la maniére
suivante : 3 tout point M de &, on associe le point M’ défini par :

MM’ = 2 MA + 4 MB.

On désigne par T’ 'application associée au couple (2, B).

1 Spit M un point de £ qui n'appartient pas a la droite {AB). Démontrer que, si
(x, ) et (2, 3') sont des couples distincts, les images par les applications T et T'
du point M sont distinctes. En déduire que le couple (=, ) est caractéristique de
I'application T.

2° A quelle condition I'application T est-elle bijective ? Etudier le cas ol « + 5 est

égal a 1.
30 Existe-1-il des applications T involutives? Si oui, quels sont les couples (z, )

qui les définissent?
Dans les guestions 4, 5 et 6 on suppose gue l'ona: o+ [#1.
4o Existe-t-il des points invariants par T ? A quelle condition y en a-t-il un et un seul ?
5° Dans le cas ol il y a un seul pointinvariant J, exprimer JM’ en fonction de JM.
Quelle est la nature de T7 Est-il possible que T soit une symétrie centrale ?

———
6° Dans le cas ol il n'y a pas de point invariant, que peut-on dire du vecteur MM'?
Quelle est la nature de T?

23 Soient ([, o) le groupe des translations de &, et (LU &, o) le groupe des homo-

théties-translations de ba. | ‘ ‘
15 Soit f un élément de . Montrer qu'un élément ¢ de iCU T appartient 3 T (resp.

3 JC) si et seulement si I'élément fotof~' appartient 3 G (resp. a JC). |
2° Supposons que g soit |'homothétie de centre A et de rapport non nul k. Preciser
le centre et le rapport de |'homothétie fagaf™!.
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ections. symétries.

Proj
mentaires de E, et &’ un sous-

s vectoriels supplé
4 un vecteur non nul de E'.

ction E" etparfy la translation de vecteur b
e de & dans & dont

24 Soient E' et E" deux SOUS- espaﬂe

espace Jffine de & de
On désigne par flaprol

10 Démontrer que I'ap

I'endomorphisme associé est un p
2¢ Démontrer que t=cfn ‘st pas un pro

jection sur &' de dire
une apphcauun affin

plication {, !-of esl
mjecleur de Ea détermrner B
jecteur de b .1 vie=] - (-

: X
25 Soit ¢ I'application de t, dans b2 qui, & toul point M de coordonnées [V}
XN e _ l,x*=2x—y+1
coordonnées (y] définies par . |y =3x— 2y — 5.
Quelle est la matrice dans

application affine de & dans &

associe le point M’ de

1= Démontrer que f est une

= - r )
a base (.-'.,r') de son endomorphisme associé ¢?
90 Démontrer que 3 Sl une involution de E,, mais
affine de b= , 04 ,:}(

que [ n'est pas une involution

n —
s U, la droite D @’ gquation cartésaenne . x—y+ 3=0, et sal D'
F=2f ki |
r s la symétrie par rappurt

26 Soil, dan
orielle de Ez engendrée par le vecteur

la droite vect
projection sur D de direction D et pa

On désigne par p la

5 D de direction D
1o Ces définitions sont-elles legltlmes?

20 Déterminer les coordonnées x' et y' du peint M’ image par I'application p d'un
point M de b, de coordonnées [;)
90 Déterminer les coordonnées x” el y" du point M" image par I'application § d'un

paint M de &, de coordonnées (x)
¥

27 Soit f I'application de &, dans f, qui 4 tout point M de coordonnées (i)

associe le point M’ de coordonnées (x:) définies par : | X' =—3x+6y— 2
4 ' n'v'-=—2x-|—4y—1

Quelle gst la nature de f? On donnera les éléments qui la définissent.

28 Meéme question que pour le n° 27 avec f défini o ’
inie par ! ay,___ir 2y +3
29 Méme question :
quE T ! =5
pour le n® 27 avec f définie par : ’ #=gu K
' y'=2x—1
e R
30 Méme questio = e Ktg
N que pour le n® 27 avec f définie par : ) s
2 5
r = \
= _— X -
v=gxt gy



6. APPLICATIONS AFFINES

31 Méme question que pour le n° 27 avec f définie par - V10X =9x 4+ 3y — 1

10y =3x+y+ 3

32 Soit, dans &, le plan P d'éguation cartésienne : 2x+y+3z—1=0

oo z : , pi B
et soit D' la droite Vectorielle de E:’ Engendrée par le vecleur / +f + k. Soient P

droite passant par O, de direction D
On désigne par p, (resp. P2) la projection sur P (resp. D') de direction D' (resp. P)

et par s4 {rf!sp. §3) la symétrie par rapport 3 P (resp. D') de direction D’ (FESD- ﬁ)
1° Ces définitions sont-elles légitimes ?

la direction du plan P et D' |13

f

"
29 Déterminer les coordonnées (y') du paint M' image par p, d'un point M de &3,

Zz
X

de coordonnées (y) Meéme question pour p.,
Z

"
3° Déterminer les coordonnées (y) du point M" image par s, du point M de f, de

l?JJ

(X
coordonnées (y) Méme question pour s,.
Z
X
33 Soit fl'application de &5 dans b5 qui, a tout point M de coordonnées (}") associe
2|

%! 3x' =x+y+z
le point M’ de coordonnées (y’) définies par: Iy =x+y+ 2z
z 3z =x+y+ 2z

Quelle est la nature de f? On donnera les éléments qui la définissent.

34 Méme question gue pour le n® 33, avec [ définie par:
3 =2x—y+z—1
a3y’=—2‘w+w+22—2

2 =7

35 M@éme question que pour le n® 33, avec f définie par:
X=—=x—2y+22z—6

‘y’ —x+z—3

'z’=—2x-—2r+32—5.

Ii

36 Maéme question que pour le n® 33, avec f définie par :
5 == y—2+1

y=—2x—y—2z+2
‘z“=x+y+22-—1.

37 Méme question que pour le n° 33, avec f définie par :
Xye==g94—3 2
3 1 1
et v k
yi=gksgh 2

7= —3x—3y+z—3
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. a
. 39 Soient M et M’ deux points distincts de &; de coordonnées respectives (b) et (b

38 Soient A un nombre réel et f 'application de & dans &z qui, a tout point m ¢
oien

données (x) P T —
goordonnees (x) associe le point M de coordonnees |, par :
¥

y X=x+G-="1)¥
{Y=2x+(l—2]y.

1o Déterminer les réels A pour
20 Déterminer, quand elle existe,

donner les coordonnées de /M en fo

it involutive ?
pour lesquelles f, soit invo . - »
30 Déterminer |'ensemble des points de b invariants par fj. | -
40 Quelle est la nature géométrique de f, 7 (on donnera les éléments qui la définis.

sent). -

5° Dans cette question on studie 7. o | |
Déterminer 'ensemble des points M de &, noté A, tels qu'il existe au moins un point
m de &, qui vérifie 1 fo(m) = M. Soit M un point de &,. Déterminer I'ensemble

des points m tels que l'on ait . fo(m)= M,. . * -
Démontrer que 7, est la composée d'une projection et d'une homothétie que I'on

%

lesquels f) est une bijection.
I'application réciproque f;1 de £, (on pourra
nction de celles de M). Existe-t-il des valeurs de ),

déterminera.

a')
On désigne par P et P’ (resp. Q et Q') les images respectives des points M et W'
- * . . * ?
par la projection sur la droite (0. -") (TESD- (0- / )) de direction / (r%p' 1 }
1 3) On suppose que les vecteurs PQ’ et P'Q sont non nuls.
Donner. en fonction de a, &. b, b'. des équations cartésiennes des trois droites
(PQY, (P'Q) et (MM'). Démontrer que ces trois droites sont soit paralléles
soil concourantes:
b) Dans le cas ou le vecteur PQ' est nul, quelle est la position relative des deux
droites (P'Q) et (MM')? Examiner aussi le cas ol le vecteur P'Q est nul.
+ Y > >

2= Soit « un réel non nul et £ le vecteur de E, défini par: ¢ +7 = aj.
Donner une condition nécessaire et suffisante entre a, a’, b, b’, x pour que les
trois vecteurs PQ’, P'Q et MM’ soient colinéaires a E
Démontrer que la condition précédente définit une application f, de 8§, dans &, telle
que: f(0)=0 et (fMet,— (0} £ (M)= M),
Démontrer que f, est une involution affine de &,.
Démm_‘strer que f, est une symétrie, dont on précisera les éléments.
3° Soit 9, I'endomorphisme de E, associé a f,.
Ecrire la matrice de o, dans la base (_T ;)
gz;l fIt! rle:sen;ble des applications 4, telles que « appartienne a IR".

ent et v deux féelsi'lon nuls. Calculer les matrices respectives de g0 9y et d€

- © g dans 1 B y
;t.m&éssu" rée:ﬂngase f’:ﬂ!_) Dans quel cas ces deux matrices sont-elles égales’?
n nul. Demontrer que g5 gyo g5 appartient a .

Plus généralement démontrer par récurrence

; ue | ' re impair
d'éléments de @ est un élément de O, gue le composé d'un nomb

(Baccalauréat 1972)

40 Soient g et c deux nombres réels. On désigne par

gui, & tout point M de coord " i x'
rdonnées y| 2ssocie le point M’ de coordonnées (j-"

f,.. I'application de & dans b2

définies par ; : :=X—y+c
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6. APPLICATIONS AFFINES

19 Démontrer que 7, . e icati
: T a.c €St Une application affine. Pour quelles val
appiie cin. ;. 5 e q valeurs de a et de ¢

2° Déterminer i
o « Suivant les valeurs de 7 et de ¢, I'ensemble des points invariants
T b

2'; Eé;fr?;n? la nature géométrique de I'application £, .of, . suivant les valeurs
4° On étudie I'application f &
) X=x—=y—=2

(¥ =—y—4

a) Démontrer que f est involutive et la caractériser géométriquement.

b) Q':'EHE est l'image d'une droite de &, par £? Existe-t-il des droites de &, globale-
ment invariantes par f?

gale a fy, 5, c'est-a-dire définie par :

Affinités.

41 Soient E' et E" deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et &' un sous-
espace affine de € de direction E'. Soient « un nombre réel et F I'ensemble des affi-
nités par rapport a &', de direction E" et de rapport «, lorsque « décrit I'ensemble IR".
Démontrer que (F, o) est un groupe commutatif isomorphe au groupe (R*, x).

42 Soient E' et E" deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et & et 8"
deux sous-espaces affines de & de directions respectives E' et E”. On désigne par A
le point d'intersection de &' et de &". Soit « un nombre réel.

On désigne par f (resp. g) I'affinité par rapport a &' (resp. §”), de direction E” (resp. E')
et de rapport =.

Démontrer que gof est une homothétie dont on déterminera le centre et le rapport.
Déterminer fog.

43 Démontrer que toute homothétie de I'espace affine & est la composée d'une
infinité de maniéres de deux affinités de &.

. X 1
- 44 Soit f I'application de &; dans & qui, & tout point M de coordonnées (y) associe

[ xl=

|y =3y—1

1¢ Démontrer que f est une bijection affine de &, sur 6.

20 Déterminer l'ensemble des points invariants par f.

3o Démontrer que f est une affinité de §,, dont on déterminera la direction, le
rapport et la droite des points invariants.

. (X " .
le point M' de coordonnees (y') définies par :

o , (X =3x—-2y
45 Méme question que pour le n® 44 avec fdéfiniepar: ., _ , 5

46 Soit f, (resp. fa) I'application de &, dans t, qui, a tout point M de coordonnées

b & x5 - .
(':) associe le point M} (resp. M3) de coordonnées (y’] (fESP» (y’ définies par :

] 2
ilx4=x '|X5¥2X+1}-
lyy=2y+1 [yza=¥
Déterminer la nature des applications f, et f,,ainsi que la nature de I"application f30 fy.

(resp.
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6. APPLICATIONS AFFINES

174

X

2 ; ; . = 1out point M de coordonnées | v |, asso
47 Soit /I'application de 4, dans 3 qui. @ v i
x' !x’=5x+2y_23+2
ini Ly =—4x—y+2z-2
i : t| définies par : y
le point M’ de coordonnées (;) ', b riiadew,

es points de &3 invariants par f.

1o Déterminer |'ensemble P d i |
droite vectorielle D telle gue, pour tout point M de

20 Démontrer qu’il existe une

transformé M’ par £, le vecteur V¥ =
e Déterminer la nature de I'application f.

i\ﬁﬂ'ﬁ appartienne aD.

2, %) un élément de R R". Soit T, I'application de &, dans &, quj

48 Soit ( y
X ! ; .
4 tout point m de coordonneées (y) associe le point M de coordonnées (Y) définies

W\ X=x+2a
par : LY =2y
On désigne par T I'ensemble des applications Tg, )

10 Quelle est I'application U, égale a T f

Démontrer que 'ensemble . des applications U, est un
la lai .

20 Quelle est I'application V), égale @ Tion ?
Démontrer que I'ensemble ‘U des applications

groupe commutatif pour

V, est un groupe commutatif pour

la loi o.
3 Démontraer que (T o) est un groupe commutatif.
4¢ Démontrer que tout élément de T peul étre considéré comme le composé d'un

glément de 9L et d'un élément de U. Ce composé dépend-il de I'ordre des facteurs?

49 Soit T I'application de &, dans &, qui, & tout point M de coordonnées (x)
¥

’ . a3

associe le point M' de coordonnées (x,)définies par : !‘ 5 l V2
Y [y =x\v2—y.

19 Démentrer que T est une application bijective de &, sur &,.

Existe-t-il un point de &, invariant par T?

2° On se propose de démontrer que T est la composée de deux affinités de rap-
port — 1.

Soit M un point quelconque de &- de coordonnées (x)
4

Déterminer les coordonnées x,; et y; du point M, image du point M par I'affinité
. ; . /2
d’axe la droite d : e i ion /
é e d'égquation : y = Tx. de direction j et de rapport — 1.
Démontrer ensuite que M’ est I'image d
e M ini =
f e g 1 par une affinité de rapport — 1 @

3o Existe-t-il des droites de &, qui soient paralléles & leur image par T2
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1.

Transformations orthogonales
d'un espace

vectoriel reel euclidien

La structure d'espace vectoriel réel euclidien a été étudiée en
classe de Premiére; nous en avons rappelé les principales défini-
tions et propriétés dans les paragraphes 2.11 & 2.13 du chapitre 2.
Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel réel euclidien
de dimension finie n; dans les exemples, nous supposerons tou-
fours que n est égal a 2 ou & 3.

Si x et y sont deux vecteurs quelconques de E, nous noterons X.y
leur produit scalaire et || x || /a norme de x

1. Orthogonalité dans un espace vectoriel
réel euclidien.

Sous-espaces vectoriels orthogonaux.

DEFINITION : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Le sous-
espace vectoriel F est orthogonal au sous-espace vectoriel G si et seulement
si tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G, c'est-a-dire si et

seulement si: Y{(x, y) € FxG, x.y=0.

Du fait de la symétrie du produit scalaire, si F est orthogonal & G, alors G est ortho-
gonal a F. Nous dirons que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux.

Exemples.

1. De la proposition : Yx € E, x.0g = 0, il résulte que le sous-espace vectariel
{{.]F_:, est orthogonal & tout sous-espace vectoriel de E et, enparticulier, 8 E lui-méme.

A
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1.2

t de dimension 2 et considérons une base Orthon gy,
B

2. Supposons que E soi -
) la droite vectorielle engendrée par le vecley, H

e : - { 5'_- .
(r',j) de E. Soit D \resp. e
(resp. 2}' +[ :l . ) o Unales.

Démontrons que ces droites vectorielles son.’ rthog _ﬁ)
un vecteur quelconque de D (resp. D'},

Sait u (resp. u') : A
5 et ' tels que I'on ait

|| existe donc deux réels )
o 3 . ?I' -

L.:':}.(;—Qj) et u'=r.(2: -f—,r) ._

- —* > »

Les composantes des vecleurs y et u' dansla base orthonaormée (;,; ) SOnt respec.

tivement( }'2 ) et (2" ] Onadonc : w.u' =21 =20 =0,
— 20 !

Propriéteés.

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

P1 F et G sont orthogonaux si et seulement s'il existe une base B de F et
une base B de G telles que tout vecteur de b soit orthogonal a tout vec-

teur de B ‘

Démonstration :

e De la définition 1.1, il résulte que, si F et G sont orthogonaux, tout vecteur de
toute base de F est orthogonal 3 tout vecteur de toute base de G.

e Réciproquement, soit B (resp. $B') une base de F (resp. G) telle que tout vecteur
de B soit orthogonal 2 tout vecteur de $'. Supposons, par exemple, que l'on ait :
B = (ey,....e,) et B = (e}, ... e,). Soit x (resp. y) un vecteur quelconque de F

Ay’ 1
(resp. G) de composantes (; ) resp. ( ) dans la base B (resp. B').

gl | g
Calculons le produit scalaire x.y. On a :
Fe ] g g
(N e N N
xX.y= (L?\,-e,)-(/_,#u,e, = l :\ hiwile;.ef).

i=1 j=1 =1 f=1
Par hypothése, ona : {ief{1, ...p}, Yje{1,...q) e .e/=0
On adonc bien x.y=0. m o
Dans I'exemple 2 du paragraphe 1.1, le vecteur (: - 2}') (rgsp, (2; + ,]) gst une
base de D(resp. D) et I'on a : (7= 2;)_(2}*4_}') -0

PZ Si F et G sont orthogonaux : JJT
g calorsona 1 FNG = {0g).

Démonstration :

. i
P |

Ona: Joek, ((eF6) = (k.x=0) — (v = 0J),

Remarque : Dans le chapitre 3, nous



1.3

7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

Il résulte de P, que, si F et G sont orthogonaux, alorson a -
Deux droites vectorielles d'un espace vectorie| de dimensi
étre orthogonales ainsi qu'une drojte vectorielle et un pl
vectoriel de dimension 3, En revanche, deux plans vectg
de dimension 3 ne peuvent pas &tre orthogonaux.

dimF 4+ dimG < dimE.
on 2 ou 3 peuvent donc
an vectoriel d'un espace
riels d'un espace vectoriel

Orthogonal d'un sous-espace vectoriel.

Nous rappelons le théoréme suivant, démontré en classe de Premiére, pour un espace
vectoriel réel euclidien de dimension 2 ou 3, et que nous admettons pour un espace
vectoriel réel euclidien de dimension n quelconque :

Soit E un espace vectoriel réel euclidien de dimension n. Soient F un sous-
espace vectoriel de E, de dimensionpet (e,, .., e,) une base orthonormée de
F. Alors on peut trouver n — p vecteurse,, 1, ..., e, de E, tels que (e, ..., e,)
soit une base orthonormée de E.

Nous allons utiliser le théoréme précédent dans la démonstration du théoréme
suivant :

THEOREME et DEFINITION : Soit F un sous-espace vectoriel de E. L’'ensem-
ble des vecteurs de E orthogonaux a tout vecteur de F est un sous-espace
vectoriel de E, supplémentaire de F dans E.

On appelle ce sous-espace vectoriel |"orthogonal de F et on le note FL.

Démonstration :

Soit F+ I'ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tout vecteur de F.

F+ est un sous-espace vectoriel de E. Le vecteur O appartient 3 F+; cet
ensemble n’est donc pas vide,

Soient x et x' deux vecteurs quelconques de FL et A un réel quelconque. De la
bilinéarité du produit scalaire, il résulte que l'on a :

fyveF, (x+x)y=xy+x'.y=04+0=0, et:

fyeF, (kx).y=2i(x.y)=2r0=0.

Les vecteurs x + x' et 2x appartiennent donc aussi a FL,

F @ F* = E. Par définition, les sous-espaces vectoriels F et FL sont orthogonaux.
On a donc, d’aprés la propriété P, du paragraphe 1.2 : FnFt = {O¢}. Démontrons
que I'on a : F 4 F+ = E. Il suffit pour cela de démontrer que tout vecteur de E

est somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de F-.
Supposons que F soit de dimension p et considérons une base orthonormée

(€y,...,e,) de F. Soient n — p vecteurs e,.4,..., &, de E tels que la famflle
(e,,....e,) soit une base orthonormée de E. Chacun des vecteurs de la famille
(€y.1. ... e,) appartient donc a FL.

"}~1.
Soit maintenant x un vecteur quelconque de E, de composantes (: ) dans la base

An!
n o il
(é1,. ., e,). Ona: x= > Ng = ;‘"fef‘}" A A8y
i=1 i=1 =p+1

Le vecteur x est donc la somme d'un vecteur de F et d'un vecteur deFL m
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cteur de E. On a ;
Remarques : 1. Soient R e,) une pase de F et X un ve -
e FD) — | X.€ =

= .' y . . * - ) -
éx ELFL) St i :nEn:;'t;rrs‘:uswespace vectoriel sup[::ola-mer::t:fntr"?::3 za{tlcgher de F
; rait co e oient o
danFs Ea%?:stli'”nique 5upp|émentaire G de F dans E tel gue rthogo-
naux. Il en résulte immédiatement que l'on @ -

n ¥ o t F]. L = F_ , i )
gile;+ i!:W eI:Ja—ced::chriZl di: d:i'mensi.cn 2. I'orthogonal d’'une droite vectoriellg
. Dans

est une droite vectorielle; dans un espace vectoriel de dimension 3, l'orthogonal

d’'une droite vectorielle est un plan vectoriel.

Exemples.

1. Ona: {0g}t = E il

2. Soient E un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3 et (7. /. k) une base

= " ]

e de E. Soit D la droite vectorielle engen
1 *

e nous noterons P. Seit ¢ un vecteur

e * -
orthonormeé drée par le vecteur/ —/ + k.

Cherchons DL. C'est un plan vectoriel de E, qu
X

e -b i
quelconque de E, de composanies (y) dans la base (f, I k). Ona:
z

(:reﬁ) -c———ﬁ:r(;:.(?-fﬁ-;:) =G)~<$:=-(x-— y+z= 0).

On a donc : P = {;EE | 3(x y)elR%E:x}r-{— yf +(y — x) E].

Le plan vectoriel P ast donc engendré, par exemple, par les vecteurs rr - E et ,?+ E.
3. Avec les mémes notations, soit G le plan vectoriel de E, engendré par les vecteurs
i12]—k et 3745k

— - } -
Cherchons QL. C'est une droite vectorielle que nous noterons .

X
Soit v un vecteur quelconque de E, de composantes (y) dans la base (:f E) .Ona:
Z
) Et:,(f:i-E,‘:k)mO [x+2y—z=0
(0.(37 +5k) =0 |3x+52=0
o
B 4:';
e
z=-.3.
4}’

A esidnnc la droite vectorielle engendrée, par exemple, par le vecteur
- 5f 4+ 4/ + 3k

Complément. Soient P et P’
p nt P et P’ deux plans vectoriels d’un espace vectoriel éel

euclidien de dimension 3 et D et D’
' et D’ le “ .
pectifs. urs sous-espaces vectoriels orthogonaux res-

Par abus de | i
e langage, on dit que les plans vectoriels P et P’ sont orthogo-

naux si et seulement si les droite i
S v D et B
(au sens de la définition 1.1), wesanilee Dieed® gai Onhagonﬂ|95
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2.1

7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

2. Endomorphismes orthogonaux d'un espace
vectoriel réel euclidien.

péfinition et propriétes.

THEOREME : Soit f une application de E dans E. Les deux propositions

suivantes sont équivalentes :
1. L'application f conserve le produit scalaire, c’est-a-dire :
y(x, v) € B2 F(x)F(y) = x.v.

2. L'application f est linéaire et conserve la norme, c’est-a-dire :

yxekE Gl = lIxIl

Démonstration :
Nous rappelons la proposition :
yix.v) e lix+ylP=I[xI2+ly[*+ 2x.y

(2) = ().
Soient x et y deux vecteurs quelconques de E. On a :

10077 = 3 (1 FO) + £ 112 = 1) [ = 11 £(3) 1)

= U FOc+ ) 112 = 1 F60 112 = 11400 11P)

1
=slx+yIP=IxI2=1yI

= x.y.
(1) = (2).
e fconserve la norme.
Soit x un vecteur quelconque de E.Ona: || x| = Vx.x = VFx).f(x) = || F0) .

e festlinéaire.
Soient x et y deux vecteurs quelconques de E et A un réel quelconque.

Démontrer les égalités : F(x 4+ y) = f(x) + fly) et f(ax)= Af(x)

équivaut 3 démontrer les égalités :
1 f(x + y) — Flx) — FY) 12 =0 et [[F(rx) — M) [[2 = 0.

Ona:
1£(x + y) — Fx) — Fv) |2 = [| Flx + ) = (F) + £(0) |2

= |1 £(x + y) |2 + 1| £00) + £p) 12 = 2F 0+ 9).(F0) + (1)

= lFx+ y) |12+ [ FOOI2 + | F) [P+ 20 (x). Fy) = Flx + y).F(x) = f(x+y).f(y)]
=llx+ylP+xl2+NylE+2(xy—(x+y)x—x+ ¥).y)
={x+ylz+ (Ix]I2+ IyI2+2xp) = 2+ y)x+y)
=llx+ylp+Illx+ylP=2lx+y[*=0

De méme, on a :

10 %) — 2F(x) |2 = || Fx) 12 4+ [ AF00) [P = 27 000). (0 ()
= || F(ax) ||2 + 22 || F(x) ||2 — 21 F(rx).f(x)

= [2x |2 + 22 || x ||2 = 2K (Ax).X

=32 ||x|2+ 22| x|?—2x3(x.x)=0 ®u
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—

— de E dans E. . .
:10;; de E (ou encore une isométrie de E)

des deux propositions équivalentes

2.2 DEFINITION : Soit f une applicﬂt
f est un endomorphisme !:rrth_DQ_IC:, .
si et seulement si elle satisfaita l'un

du théorgame 2.1.

(/) de E. 1 1/_3
z 2 > r
i dans la base (7, ) Démon-
Soit f I'endomorphisme de E de matrice \/5 1
T 2

trans que f est un endomorphisme orthogonal de E. I suffit de démontrer que f

X
it e de E, de composantes ( )dans
conserve la norme. Soit & un vecteur guelconqu i »

> - 1 /3 )\ 1/_5 T ) »
Iabase(.ﬁ;‘).Dna: f(u)-——(ix-iu—z—y)r'ﬁ-(z X 2y /.
La base (.-L,?) est orthonormée ; on a donc :

loll=vEF 7 e 1|.f(;)|1=\/(‘1§x+%§y)z+(\/Tgx_% )

1 32 §Z 12
=\/E"2+E" g ek gy

= /x4y

Propriétés.

2.3 Soit fune application de E dans E.

P1 Si f est un endomorphisme orthogonal de E, alors f est bijective.

Démonstration :

f est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie ; 7 est donc bijec-
tjve si et seulement si son noyau est réduit au vecteur nul de E.

Etudions le noyau de /. Soit x un vecteur quelconque de E. On a :

(x € Ker f) <= (f(x) = 0g) <= (|| /(x) || = 0) <= (|| x|| = 0) <= (x=0¢).
On a donc : Ker f= (0. m

PZ Si f est un endomorphisme orthogonal de E, alors f transforme toute base
orthonormée de E en une base orthonormée.

Cette propricté résulte de fagon immédiate du fait que f est un automorphisme de E
qui conserve la norme et le produit scalaire.

P3 Seit / un endomorphisme de E. Sil existe une base orthonormée
(€1,....e,) de E telle que la famille (f(e,).,..., f (e,)) soit une base
orthonormée de E, alors fest un endomorphisme orthogonal de E
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. 7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES
pDémonstration

Il suffit de démontrer que f conserve la norme, Soit x un vecteur quelconque de E

Ay
omposantes | © | d
de comp ()\n) ans la base (eq, ..., e.). Ona:

" n
0r=1(Sne) = Sarc,
F=1 ' =1
Les bases (&1, ..., e,) et (f(e,), ... f(e,)) sont orthonormées: on a done :

N c
[|xq|=\/, A et || F(x) ||=\/ 2, m
- 2

i=1

Pa Séit O(E) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.
O (E) est un sous-groupe de (GL(E), o),

Le groupe O(E) est appelé le groupe orthogonal de E. Tout endomorphisme

orthogonal de E est encore appelé transformation orthogonale de E,
Démonstration : .

Utilisons le théoréme 1.5 du chapitre 1. T el Al A AR S |

e Soient f et g deux éléments quelconques de O (E).

gof est un automorphisme de E; démontrons que gof conserve la norme.
Ona: YxeE | (gef)X)Il=glf)Ill=1Ff0)II=1x].

gof appartient donc a O (E).

e |d; appartient a O (E).

e Soit f un élément quelconque de O(E). Puisque f est un automorphisme, il
existe une application réciproque f~7 qui est un automorphisme de E; démontrons
que f~' conserve la norme.

Ona: YxekE |[£10) (=101 =1IxIl.

f~1 appartient donc a O(E). =

Transformations orthogonales involutives.

Nous allons étudier les transformations orthogonales involutives. de E_. _

Soit f une telle transformation. f est en particulier un at{tommph'ime Vol de E.:
il existe donc deux sous-espaces vectoriels supplémentaires E' et E* de E tels que fsoit
la symétrie vectorielle par rapport a E’, de direc?tlon E% L apphcr_;mc')n f est donc une
transformation orthogonale involutive de E si et seulement si ces:i_u.ne Isymetrée
vectorielle de E qui conserve la norme. C}hercﬁ‘mns donc & quelle condition la symé-
trie vectorielle f par rapport 3 E’ de direction E conserw? !a nornl';e. ) -
Soit x un vecteur quelconque de E de déciumposmon- x‘ 4+ x" sur @k
On a alors © x=x' + x* et f(x)= x' — x" et parsuite :

Ulx )l = [L£0) 1) == (I x |12 = [1F&) 117)

s (% |2+ X"+ 2x".x" = = 112 4 || ¥ |2 — 2x".x%)
- (X' %"= 0) <> (E" = E'L).
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2.5

2.6

Existence. Soient G la droite v

o

Ceci nous conduit a la définition et au théoréme suivants :

i iel de E.
DEFINITION : Soit F un sous-espace vectorie _
On appelle symétrie vectorielle orthogonale par rapport a F la symétrie
vectorielle par rapport a F de direction FL.

THEOREME : L'ensemble des transformations orthogonales involutives
de E est I'ensemble des symétries vectorielles orthogonales de E.

Propriétés.

On a les propriétés suivantes :

P1 Soient F un sous-espace vectoriel de E et f la symétrie vectorielle o_rthn-
gonale par rapport & F. Le sous-espace vectoriel de E des vecteurs inva-
riants par f est le sous-espace vectoriel F.

Cette propriété résulte de facon immédiate de la définition de 7.

PZ Soit E un espace vectoriel réel euclidien de dimension 2 ou 3.

Soient v et v deux vecteurs de E, non nuls, distincts et de méme norme.
Si E est de dimension 2 (resp. 3). il existe une unique symétrie vecto-
rielle orthogonale ¢ par rapport 3 une droite vectorielle de E (resp.

un plan vectoriel de E) telle que I'on ait : r;(b) = v.

—

Démonstration :

Unicité. Soit 5 une telle symeétrie, s'il en existe, Appelons F le sous-espace vectoriel
de E des vecteurs invariants par o. Si E est de dimension 2 (resp. 3), F est une droite

vectorielle de E (resp. un plan vectoriel de E). Soit w le vecteur non nul v — v. Par
définition de o, on a : G(Lo—;') = n‘(a) — 0’(;‘) = u(ﬁ) — 0'2(;'.:')_ =Vv—l=— w.
Le vecteur w est changé par 6 en son opposé. Il appartient done aF4, qui est, dans
les deux cas, une droite vectorielle de E; cette droite vectorielle FL est la droite

vectorielle engendrée

+ -
par le vecteur v — v; elle est unique. |l en est donc de méme
de F et par suite de .

ectorielle de E engendrée par le vecteur u — v
et F le sous-espace vectoriel orthogonal de G. Si E est de dimension 2 (resp. 3),

F est une droite vectorielle de E (resp. un plan vectorie| de E). Soit ¢ la symétrie vec-
torielle orthogonale par rapport a F. Démontrons que l'on a : G(E) =v

Delégalite | gl = |7 I il résulte que les vecteurs ¥ + v et & — v sont ortho-
—- -
gonaux ; le vecteur ¢y — v appartient 3 G ;

On a d'autre part I'égalité suivante, qui
-> - 1 - == 1 -+ -
U= §(u + v) + E(U _.v).

le vecteur -+ v appartient donc a F.
donne la décomposition de & sur F ®G:

Par définition de o, on a donc ;

fiak 1"‘ - -+ - >
“(”)=§(”+V)"?‘2(U—*V)=v. 2
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7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES
Cas ou E est de dimension 2 ou 3.

2.7 Nous allons donner la liste de toutes es symétries v
nous les classons d'aprés la dimension g
invariants.

ectorielles orthogonales de E:
U sous-espace vectoriel F des vecteurs

dimE =2
e dimF=2 identité deE : |

e dmF =1 symetries vectorielles orthogonales par rapport & une droite
vectorielle
D"l
u
5
#(a)
0"
1|
- it
e dmF=0 homothétie uectqrielle de rapport — 1 : — Idg. L _ {
' 4 v e O = Az X () - - o I
£ S~ - o i ‘

e dmF=3 Ide. i'

@ dmF = 2 symétries vectorielles orthogonales par rapport a un plan vectoriel. ;|
e dimF =1 symétries vectorielles orthogonales par rapport a une droite

vectorielle.

e dmF=20 — IdE.

O

<




3.1 Remarquons qu'une droite vectori

3.2

3. Transformations orthogonales d'un pig,
vectoriel réel euclidien.

elle réelle euclidienne E na que deux basg

| P d ara ra h 2 A 5 orthﬂu
normeées : il résulte alors des propriétés P, et Py du paragraphe 2.3 que |'g
g \

' Ide} NSemblq
O (E) est la paire {lde, — 1Qgj- '
Dans toute la suite du paragraphe 3, nous désignerons par E; un plan vectoril i
euclidien. B
Etudions le groupe (O (E;), o). En classe de Premiere, nous avons vu que tou
élément de © (E,) est caractérisé par sa matrice dans une base mr‘ch-:mn::lrm\.—:h.3 quel.

congue de E,. Il n'y a que deux types de telles matrices : r ! Q.

a —b : =15
e les matrices de la forme (b a] avec a2+ b =1 : 1 ~ba

b
® les matrices de la forme (Z B a) avec a2+ b2=1.

Nous avons appelé rotations vectorielles de E; les transformations orthogonales
dont toutes les matrices dans des bases orthonormées quelconques de E. sont de
la premiére forme et symétries vectorielles de E; les autres. /-1 4 A4 /2"

Nous avons remarqué que I'ensemble des transformations orthogonales de—E'2 de
déterminant égal 3 + 1 est I'ensemble des rotations vectorielles de E, et que
'ensemble des transformations orthogonales de E, de déterminant égal & — 1 est
I'ensemble des symétries vectorielles de E,.

Nous noterons O, (E,;) I'ensemble des rotations vectorielles de E, (on dit aussi
isométries vectorielles positives de E;) et O_(E;) I'ensemble des symétries

vectorielles de E, (on dit aussi isométries vectorielles négatives de E,).
Nous avons les égalités -

Oy (E2)u ) (Ey) = O (E;) et O (E))nY_(E) = &.

Ensemble O, (E,)des rotations vectorielles de E..

Cet ensemble posséde [es Propriétés suivantes -

P1 Q. (E,) est un S0US-groupe commutatif de (O(Ez), o). ‘

Cette propriété a été démontrée en classe de Premigre

Nous rappelons que si £ est une rotation vectoriel|

€ de matrice (a = b), avec

b al

a2 b2 — ¢
+ 1 dans une base orthonormée @, alors £-1 ggt |a rotation vectorielle

. b
de matrice ( ;3 ) .
il @ dans la base 48 et que, la seule rotation vectorielle pour laquellé

a est égal a 1 est I'identité de E d . 1 0
2. A& matrc
de E,. ¢ ( T) dans toute base n::rtht:ur"fﬂ'f”"ée
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P2 Soit f une rotation vectorielle de Ez, distincte de Idg,.
Le sous-espace vectoriel de E,

des vecteurs invariants par f est {0}

pémonstration !

. ¢ a — b
soient H une base orthonormée de E, et (b a)' avec a? 4+ bh2 =1, la

matrice de f dans la base 3.

Soit v un vecteur quelconque de E;, de composantes X) dans la base B. On a :

o A a —b\ (x\ _ (x (@a—1)x —by=0
(#(v) Q) <— ((b a] (v) - (F)) : (}bx % (3 =1y = 0)
Le déterminant du systéme obtenu est :

a—1 — b
D=1{p a—1

=(@—1)24+b62=201 - a).

La rotation vectorielle 7 est distincte de Ide,; on a donc : 2 1 et, par suite : '
D # 0. b
Le systéme obtenu a donc une solution unique égale 3 (0, 0) eton a :

(r’(a) = u) <= (Z' = 5) -

I P3 Les seuls élements involutifs de O, (E;) sont Ide, et — Ide,. '_
U
Démonstration : o
. . (a — b A

Soient B une base orthonormeée de E; et fun élément de O , (E;) de matrice (b )- f

a I
/ !
avec a2 + b2 = 1, dans la base B. On a:

(a ——b) (a —b) n (1 0) ot
(fof = Ide,)) =< [\ a/\b &/~ \0 1 ¢ f
32+b2=1 A

gt —iptim | az =1 il't

e ((—2a8b=0 {:}(b—o) i f

a = 1 a = — 1)
(1320 ® o= o _—
On obtient donc comme matrice de 7, dans la base 3, I'une des deux matrices sui-
1 0 -1 0
vantes : (0 1) ou ( o —1/)
Ces deux matrices sont indépendantes de la base 3 choisie et sont les matrices de
|de, et de — Ide,. ®

Ensemble ©_(E,) des symétries vectorielles de E..

3.3 ‘Hi_EOREME . Un automorphisme orthogonal de E, appartient a O_(E;)
si et seuleme.nt si cet automorphisme est une symétrie vectorielle ortho-

9onale par rapport a une droite vectorielle de E.
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3.4

Démonstration - 0 _ (E2)-
o Soit # un élément de U " (a

b)
¢ une base orthonormee de E; & =8 1

Iy
Soient

i la base B. )
matrice de f dans 1a b) (a b) — ((1) ?) il résulte que 7 est involutive.

a
'‘égalite — & i [ ’
De I'éga (b' quealdgb ot — Ide, sont des rotations vectorielles de E,, I'applj
D’autre part, puis :

i i , disti
tion f est une transformation orthogonale involutive de E; ncte de Idg, g
cation

-

ge N ldEraphe 2.7, il résulte donc que f est une symétrie vectorielle orthogong|g
u paragr 4s

par rapport @ une droite vectorielle de E..

e Considérons une symétrie vectorielle orthogonale f par rapport a une droite

vectorielle de Es.

L'application f est un élément d
de Idg, et de — Ide,. - . . -
De la propriété P;du paragraphe 3.2, il résulte que f n'appartient pas a 0, (E;).

C’est donc un élément de O _(E;). W

e O (E,). Cette application est involutive et distincte

Propriétés.

L'ensemble O _(E.) posséde les propriétés suivantes :

P1 Soit £ un élément de O_ (E,).
Alors f est involutive et le sous-espace vectoriel de E, des vecteurs
invariants par f est une droite vectorielle de E..

Cette propriété résulte de facon immédiate du théoréeme précédent.

P2 Scient fet g deux éléments de O_(E,). LA
Alors fog et gof sont deux &léments de © . (E

’ 5), symétriques I'un de
I'autre pour la loi . Y

Démonstration :
Daprés le paragraphe 3.1, 0na : dét f — dét g = — 1

el, par suite, des égalités; dét (f = A&
il résulte que l'on a : (fog) = dét f x dét g = dét (gof),

dét (fog) = dét (gof) = 1.
Les applications fog et

gof appartie : in
(fug)ﬂtgﬂﬂ = fc{gog)cf = fof = [F;Ez r;l;lEfnt FiO_!':\C a O,+ (Ez,) f Ona oo

(gof)o(fog) = go(fof)og = 950=1d: m FON= g 6D

P3 Soient 7 un élément de ©

-(E
fog et gof sont des é’ément(s T:I}e St in 'i'” élément de O, (E;). Alors
- 2/

il

a celle de |3 Propriété P,

La démonstration est analogue
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e ——e

DA Soient fun élément de © (E
. et A1 : T
P4 une unique symétrie vec:on 2) 83 un élément de 0. (E2). Alors il existe

elle orthogonale '
vectorielle orthogonale & gonale o
a . "

pDémonstration :
On a les équivalences :

nce et l'unicité de o' et de o”. De la propriété

P, il résulte alors que o' et ¢” appartiennent bien 3 © (E,)

4. Transformations orthogonales d'un espace
vectoriel réel euclidien de dimension 3.

Dans ce paragraphe 4, nous désignerons par E; un espace vectoriel réel euclidien
de dimension 3.

Comme nous l'avons fait pour E,, nous allons réaliser une partition de O (E3) en
deux sous-ensembles O, (E;) et O_(E;) qui possédent des propriétés ana-
logues & celles de O, (E,) et O_(E,).

Les matrices et les déterminants d'ordre 3 ne figurent pas au programme des classes
terminales. Nous allons donc¢ utiliser une autre méthode, qui consiste & classer les
élements de O (Ea) suivant la dimension du sous-espace vectoriel de leurs vecteurs
invariants.

Auparavant, nous donnons quelques résultats généraux qui serviront par la suite.

Décomposition d'une transformation orthogonale.

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel réel euclidien de dimension
finie, f désigne un élément de O (E) et F désigne le sous-espace vectoriel de E des
vecteurs invariants par . ¢ . ' _
Soit E un sous-espace vectoriel de F: appelons E" le sous-espace vectoriel
orthogonal de E’ dans E. , I

Nous avons : E‘'@ E'=E et yx' €k, f(x)=x.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

ﬁ1 Le sous-espace vectoriel E” de E est globalement invariant par f, c'est-a-
I a_dire : f{EJF) f— EHII

Démonstration : ! §
. ' o : - ‘e E",- f(x")eE"

Il suffit de démontrer la proposition suivante : _W" €Ly : ;

Soit x" un élément quelconque de E'. L'application  conserve le produit e

et tout vecteur de E' est invariant par f. On a donc : ’ ’ )
[X“EE") <= (ﬂx'eE'f X’.X”=U‘)=—'}" (HX'EE, f{x)f(x)-—ﬂ) “ ”
s (¥ £, K F(X)=0) = (fx)eE). =
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P Ua restriction 7 de f 3 E" est une transformation orthogonale de 'espace
a res

vectoriel E".

= " de f a E" est I'application définie par :
Nous rappelons que la restnctlﬂ';'f: g — E
x” f—— f{x”}

Démonstration : :
Utilisons la proposition (1)
De la propriété P, il résulte que
maintenant que " conserve le
Ona: Y(x".y)e E'2, f'(x").
Notation : Soit x un vecteur de E de décomposition x’' 4+ x” sur E' @ E". Qp .

alors : fx)=flx)+ f(x)=x"+1(x')= lde: (x7) + £ (x").

du théoréme 2.1. ‘
#" est une application de E" dans E". Démontrong

produit scalaire.
Friy)y=fx")fly)=x".y. m

i .
Nous conviendrons d'écrire 7 sous la forme : | f= Idg @ f' [ etnous dirons que

Ide: @ £ est la décomposition de fsur E' @ E‘L, .
Le lecteur remarquera que ldg. est aussi une transformation orthogonale de I'espace

vectoriel E'.

Exemples.

1. Avec les notations précédentes,on a : Idg = Idgs @ IdedL.

2. Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel réel euclidien E, de dimen-
sion 3, et soit & la symétrie vectorielle orthogonale par rapport & F. La restriction de
gaF; est: —IdeL. Onadone : o= (Idg) @ (— Idf1).

|

P3 Soient fet g deux éléments de O (E) qui admettent les décompositions
respectives suivantes sur E' @ E'L :
o f= rdEr @ et g = ldE: @ g".
Alors I'élément gof de O(E) admet la décomposition suivante sur
E'@EL: gof=Ide @ g’of".

Démanstration :

Dir - s

o 13 At s dcomposiors s € 4 mpls s Fons
Soit x un vecteur quelconque de E, de décompasition x’ + x” sur E' @ E4L Ona:
g07) () = glf(0] = g[x’ + "(x')] = g(x') + g[F"(x*)] |

Le vecteur x’ appartient 3 E' et le vecteur f*(x*) appartient & E'L. On a don :

(gof) (X) =x'"+g [F(x")] = (]dE-‘)(J\"} + (g"of“) e .Unadonc .
etparsuite : gof=Idp @ g'of". g )

Nous allons utiliser ces proprigiés pour |'étude de O (Eq)
3 .

Soient f un él
ément de O(E;) et F |e SOUs-espace vectoriel de E, des vecteur

invariants par £. On a - 0 < dimF s : i
dimF =3, dimF=2, dimF= 1< ;5; "d?vaa_d%nc que quatre cas possibles *

Il est évident que si dim F = 3, alors f Id

Nous allons étudi : ‘R = Idg,.

068 dilte er les trois autres Cas. Ngug obti:leﬂd e i or-
rentes et nous dégagerq o lais résultr:tr]s des prﬁpr:etes dimp
S essentiels.
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Cas ou la dimension de F ggt égale a 2.

42 Ona les propriétés suivantes -

P1 Soit fun élément de O (E

e 3) tel que F soit un plan v
est la symétrie vectorielle plan vectoriel de E;. Alors f

orthogonale par rapport a F.

Démonstration :

Soit Ids @ £ |aﬂdécnmposition de fsur F @ FL. De la propriété P, du paragraphe 4.1.
il résulte el f* est une transformation orthogonale de la droite vectorielle F£. On a
donc soit f' = IdeL, soit ' = — |dps,

Supposons que I‘on ait "= IdeL. On aurait alors : 7= (Idg) @ (IdeL) = Ide, ce
qui. par hypotheése, est impossible. On a donc : ' = — IdeL et par suite

f= (Ideg) @ (— IdeL) ce qui signifie que £ est la symétrie vectorielle orthogonale
par rapport a F. m

Conformément a l'usage anglo-saxen, nous appellerons réflexion vectorielle
une symetrie vectorielle orthogonale par rapport a un plan vectoriel.
Reciproquement, toute réflexion vectorielle est un élément de O (E;) tel que
le sous-espace vectoriel de E; des vecteurs invariants soit de dimension 2.

Pz Soient D et A deux droites vectorielles orthogonales; soient P le plan
vectoriel qu’elles déterminent et Q le plan vectoriel orthogonal de D.
Soient g la réflexion vectorielle par rapport a P et oy la symétrie vecto-

rielle orthogonale par rapport 3 A du plan vectoriel Q. On a alors :
ﬁlF; = [d-E [:-B GE*

Démonstration :
La droite vectorielle D est un sous-espace

—
vectoriel de I'espace vectoriel P des vec-
teurs invariants par oj. L'application o3

Qi

a4

admet donc une décomposition surD @ D4,
C'est-a-dire sur D @ Q b

Soit Idx @ f" cette deeomposmon L'ap- _
phcatson f" est une transformation ortho- A

gonale du plan vectoriel Q. Cherchons le
Sous- ESpace vectoriel de ses vecteurs inva-

O

riants. Soit u" un vecteur guelconque de Q.

u €Q ot T - . F
(f..(uﬂ)_ 7 ) o (S ,. dﬂ:fﬁ) - (u EP]“]O) <> (U E_".)
°p

L'application #” est donc égale a o3 ]
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de F est égﬂlﬂ al

Cas ou la dimension

vantes :

4.3 On a les pmpriétés suli

que F soit une droite vectorielle de
3

elément de O (Es) tel : .
tion vectorielle du plan vectorjg|

Soit f U !
P1 Alors la restriction de fa F+estune rota

FL, distincte de IdEL.

Démonstration :

Soit /" la restriction de f a F-.

Ona: f=Ildg@®F" et f* e O(F).
Cherchons le sous-espace des vecteurs
invariants par . Soit 4" un vecteur quel-
conque de F+. On a:

(&) = &) <= (:?(UE)F; ‘?)

<> (L_.f: e Fn FJ-)

o—s (7 =10). £

L'application 7" est donc une rotation vectorielle de FL, distincte de IdrL. ®

On appelle rotati i f
. soﬁf-espacet?.:;n _vectorleile d a-xe F toute transformation orthogonale dont
oriel des vecteurs invariants est |a droite vectorielle F

Exemple.

Soit D une droite v i
ec : .
torielle de E5; la symétrie vectorielle orthogonale par rapport

EJ admet _Ef" co
mme sous-es £
pace de vecteurs invariants ; ¢’est donc une rotation vec-

torielle d'axe D, L icti D1
« La restriction 3 DL est — |d—» On a ! p
ol ppelle cette symétrie le demi-

tD I t L)

—

—_—
axeDet P =
t P un plan vectoriel contenant D.

pian vectori —
riel P’ .
o3 et un unj

Pz Soient f une rotation vectorielle d°

Alors il existe un unique

tels que, sj |’
. Sl l'on 1 P
note o3 que plan vectoriel P

) o ' .
respecti i pr 185 réflex .
PeCtivement 3 P, p7, P" I'on ol # lons vectorielles par rapport

Démonstration - FiO%F ot f=opooy
_____—-f-‘

Unicité. Si P’ gt p7
—nieite. S p '
o et P| sont deux plan

PATP T OB1°0¢ 0N a alorg - S Vectoriels telg

Que l'on ait :

P = 0:>00+0gs S g .
p1 03005 ce qui équivautd -



M Notons Q le plan vectoriel
DL. Les plans vectoriels P et O sont
orthogonaux; ils sont donc distincts.
Soient A leur intersection et o la symétrie

-+

vectorielle orthogonale par rapport & A
du plan Q. De la propriété P, du para-_
graphe 4.2, il résulte que l'on a :

D‘autre part, soit Id= @ " la décompo-
sition de fsur D @ Q. Dela propriété P,,
il résulte que " est une rotation vecto-
rielle de Q distincte de Id;. D'apres la
propriété P, du paragraphe 3.4, il existe
donc une droite vectorielle A’ de Q telle

que l'on ait : f'=ag o0z,

24

Soit P’ le plan vectoriel déterminé par les
droites vectorielles orthogonales A et D.
Onaalors : oz = Ild3 @ oy ol
et d'aprés la propriété P; du paragraphe 4.1 : \
oz 005 = Idy @ og00% = Idy ® " = f.

On démontre de méme l'existence de P". B

Etudions le probléme réciproque.

P3 Soient _ﬁ et P’ deux plans vectoriels quelconques de E; et o3 (resp. “F'T} i

- ]
la réflexion vectorielle par rapport apP (resp. F-”). Alors o700y est une '
transformation vectorielle de Ej; dont le sous-espace vectoriel des vec- 1

teurs invariants est de dimension 3 ou 1.

s |

Démonstration :

Envisageons les deux cas suivants : P = P et PP

P =P Onaalors : agoop =ogo0p = ldes

P % P’ Soient D la droite vectorielle d'intersection de P et de P’, et Q le plan vecto-

s

riel arthogonal a D. Les plans P et a (resp. P’ et fi) sont orthogonaux. Posons:
K=FnG et A'=PnG

On a: g-ﬁ:]d—ﬁ@(jj et gﬁ:ldﬁ@aaﬁ et 3?5—’_? et,parsuite:

6z o6y = lds @ (o300%)

- = - - " - A
L'application ¢y;00% est une rotation vectorielle de Q, distincte de l'identite.
Elle n'a donc pas d'autre vecteur invariant que le vecteur nul,
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* de E., de décomposition .’ i
Soit maintenant ¢ un vecteur quelconque 3 Wi "
p@Q Ona: o W ;
((G-'—ogr)([}) = ;) <= (U' + (G:_‘:’ Qd:)(u )' u +u d )
- ()= ) < F=0) < (i)

- = ( ('7]'}"3“5.)

7= og> @st donc une rotation vectorielle d'axe D. =
proop | |
elle de E, toute transformation vectorielle quj admer

rotation vectori _ : . ; ‘
On appelle | de vecteurs invariants soit Es, 50it une droite yeg,.

comme Sous-espace vectorie
rielle de Ea.

P Soient s et p' deux rotations vectorielles de Es. Alors o'nz et 571 g4p,
des rotations vectorielles de Es.

Démonstration : _ , . ' i3
La démonstration est immeédiate si 'une des rotations vectorielles s ou ¢’ est I'idenite

de E,. Supposons donc que p et 2’ soient deux rotations vectorielles de E, d'axes

respectifs D et D', toutes les deux distinctes de Ide,.
e :'op est une rotation vectorielle de E;.

Soit P un plan vectoriel contenant D et D’ (c:e plan n’est pas unique si D et D
b . . == ="
sont égales). D'aprés la propriété P, il existe des plans vectoriels Q et Q' tels que

¥ it: =2 =ag-o0g> 2 = g=>o0G*
I'on ait : > opooy et | T 0 Ok
Onaalors: g'op= (sg00p)e(og00) = o003,

De la propriéte Py, il résulte que ' o 5 est une rotation vectorielle de E-.
® 7' est une rotation vectorielle de E,.

& > - = " - . . » * W
Soit P un plan vectoriel contenant D. D’aprés la proprieté P, il existe un plan vecto-
riel Qtelque l'onait : p =g

l';DG'O“.
. -1 ] = " . -
On aalors : p=' = 9§ °G9; =adgoa; et de la propriété P, il résulte que ;7'

est une rotation vectorielle de E,. m

Remarque : La composée de deux rotations vectorielles de méme axe D est une

rotation vectorielle d’'axe D oy I'identité de E;

P5 La composée d'un nombre

: . pair de réflexions vectorielles est une rota- l
tion vectorielle de E. e

=l

Cette propriété résulte de facon immédiate des propriétés P, et P,

La composée d'y .
E ; N nombre impair : . ' as
une rotation vectorielle de E, Pair de réflexions vectorielles n'est P

Démonstration :

P'anrés la propriété P, il suffit de démontr
rielle et d'une réflexion vectorielle N'est pa
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4.4

7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

Soient donc ¢ une rotation vectorielle et ¢ une réflexion vectorielle. Nous allons faire

un rfaisanneme._nt pa'r I'absurde. Supposons donc que l'application pos soit une
rotation vectorielle o' de E..

On aurait © (poo = p') <—=» (p'""opos = Idg,)
<=> ((p'Top)eson = 6) <> (e Top=a),

De la proprieté Py, il résulte que ¢'"Top serait une rotation vectorielle de E, et,

d'aprés les définitions, il est impossible que cette rotation soit égale a la symé-
trie 5. W

Cas ou la dimension de F est égale a 0.

Dire que dim F = O équivaut a dire que F = {6}
On a la propriété suivante :

P1 Soit f un élément de O (E;) qui admet pour seul vecteur invariant le vec-
teur nul de E3. Alors £ est la composée de trois réflexions vectorielles.

Démonstration :

Il résulte des définitions que f n'est ni une rotation vectorielle ni une réflexion vecto-
rielle.

Soient u un vecteur non nul de E, et f(i}) son image par f. Par hypothése, les vec-
teurs u et f(a) sont distincts et de méme norme. De la propriété P, du paragraphe 2.6,
Il résulte I'existence d'une réflexion vectorielle ¢ pour laquelle on a : n(i;) = f(cj).
On a donc aussi : (cof) (3) = u ce qui signifie que la transformation orthogo-

nale oo f de E; admet le vecteur 1z comme vecteur invariant. La dimension du sous-
espace vectoriel F de E; des vecteurs invariants par oof est donc supérieure ou
égalea 1.

Supposons que l'on ait : dim F = 3.

On aurait alors : oof = ldg, et, par suite, f = o, ce qui est impossible.
Supposons que l'on ait : dimF= 2.

L'application o o f serait donc une réflexion vectorielle a’. On aurait alors : cof = o’
et par suite f = soq’; |'application f serait alors une rotation vectorielle, ce qui est
impossible.

On a donc nécessairement : dim F = 1; I'application ocof est donc une rota-
tion vectorielle d’axe F: de la propriété P, du paragraphe 4.3, il résulte qu'il existe
deux réflexions vectorielles, o, et a», telles que l'on ait : sof = 5,07,.

On a donc : f=go0,06;, W

Exemples.

1. — Idg, est une transformation orthogonale de E; qui admet pour seul vecteur

_ T
invariant le vecteur nul. Soient (;, /i k) une base orthonormée de E; et gy, o1, 0, les
réflexions vectorielles par rapport aux plans vectoriels engendrés respectivement

- - = 1' ? T
par les vecteurs j et k, les vecteurs k et / et les vecteurs / et /.
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— |(;|E3 = (50020201

Démontrons |'égalité - )

e E; de composantes (}‘) dans la base (j; .’;)

=
i yelconque d
Soit ¢ un vecteur 9 4

Ona .
uF x.' + y,: + zk
m(;)‘--xr-+(Ff'F2k) o
(62004) (u):(ﬁx.' +zk)—w = —xi —y] + 2k
(csouiou.}(u) =(- xi —vi) - k= —u.
2. Soient (.-. /, k) une base orthanormée de E; et f I'endomorphisme de E, défini
par :

(1) =G 482+

1) = = (v27 =7)

v3
f(;)=—L=(ﬁf—\§j.+3E) -

243
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que f est un élément de O (Eq) (il suffi,

par exemple, de démontrer que |a famllle(f( ) f(f) f(k)) est une base urthunur-

mée de E,). Etudions I'ensemble des vecteurs de E4 invariants par f. Soit u un vec-

X
teur quelcongue de E;, de composantes (y) dans la base (;: f, E) Ona:
Z

(f(-!:') = ;) <= (xf(.r) + yf(jr) - zf(;) == Ac:r + ”r R zI:')

=
V2 1
_x+‘__.y— —7 =X
2_ V3T /3
= ﬁx__; - 12_,_2=y
. V3 203
1
§x+—:§j‘:z=z
\ 2v'3
_1 . V2 ' o
’\/_2 V3 24/3 -
-— 2 _
Tr= (5o 2he=0
1 V3 24/3
\ 2 (2\/3 )z

~xV3+ /2y —2=¢
< x\/E-—z(1_|_ \/i)y"'\"izza
x+(1"')§"2)2=0

([ =xVa+2viy— 2=
<= x(\f3—3)—2(3+1. 3)=0
"+(\/3_z)z
;-*x’\/3+2\/2y_z____0
A'+{2+ V3)z =0

x+(’t 3_.2)2_0




7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES
Des deux derniéres &
¥y=0.

Le systéme a poyr solution unique le i
Par suite, on 3 - (f(ﬂ) =

L'application £ admet donc
compaosée de trois réflexion

Quations nous déduisons - x = 0 et 7z = 0:1 en résulte

plet (0, 0, 0),
6) <> (o= )

Pour seul vecteur invariant le vecteur nul: c’est donc la
5 vectlonelles,

Sous-ensembles O4+(E3) et O_(E,) de 0 (Ej3).

4.5 Des propriétés énoncées
les résultats et les définiti
e On appelle O, (E

dans les paragraphes 4.2, 4.3 et 4.4, nous dégageons
ons suivantes :

a) I'ensemble des rotations vectorielles de E; et ©_(E,) I'ensem-
!::Ie O(E3) — 0, (E3). On dit aussi que 0, (E3) (resp. O_(E;)) est I'ensemble des
iIsométries vectorielles positives (resp. négatives) de E..

e L'ensemble 0, (E3) est I'ensemble des transformations orthogonales de © (E,)
dont le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants est de dimension 1 ou 3;
c’est aussi l'ensemble des transformations orthogonales qui sont Ia composée d'un
nombre pair de réflexions vectorielles.

® De méme, I'ensemble O _ (E3) est 'ensemble des transformations orthogonales
de E; dont le Sous-espace vectoriel des vecteurs invariants est de dimension 0 ou 2;
c’est aussi I'ensemble des transformations orthogonales de E, qui sont la composée
d'un nombre impair de réflexions vectorielles.

® On a les propriétés suivantes :

P1 0, (E3) est un sous-groupe de (O (E3), o)

Cette propriété est une conséquence immeédiate de la propriété P, du paragraphe 4.3,

PZ Soient f un élément de O, (E3) et g un élément de O_(E;). Alors gof
et fo g sont des éléments de O _ (E,).

P3 Soient f et g deux éléments de ©)_(E,). Alors gof est un élément de
0, (Ez).

Les deux propriétés précédentes sont des consequences immeédiates des pro-
priétés P; et Pg du paragraphe 4.3.

|

P4 Tout élément de () (E3) est la composée d'au plus trois réflexions vec-
torielles.

Cette propriété résulte de la propriété P, du paragraphe 4.2, de la propriété P, du
paragraphe 4.3 et de la propriété P, du paragraphe 4.4.

Remarques.

1. Dans le plan vectoriel réel euclidien E,, nous avons obienu le résultat analogue :
Tout élément de ) (E,) est la composée d'au plus deux symétries vectorielles ortho-
gonales par rapport a une droite vectorielle.
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4.6

p. et P, de la fagon suivante : on peut myp;,
zupe abélien en prenant comme loi de com.
s ». Cette loi est d'ailleurs la restrictign

istés Py,
. les propriet
2. On peul interpréter ture de ro

(=1, 4+ 1} d'ung StUC

la paire | R
= p' emne, la lot X dite « régle d
position interne, : e
— 1| +1 | =1
'— 1,4+ 1) dela multiplication dans IR, 1 LR
a -1, | ‘I" 1 — ] 4 1
" 1;.“{??11 CIL.I| 3
| A e ©(Ea) gROS, ) ' qui, & 1oy
i tenant 'applicalion : . A
;onmdér:};s F:’i(aéf‘.jea‘:s‘.—’l‘li-’ 4+ 1 si f est un élément de O, (E3) et— 1dens fe ay
ément e L), as e
contraire arait alors comme un homomaorphisme du groupe (r) (Es), u) i

L'application X app

[ 1:_ Xj
le groupe (i— 1. + con une application D de © (Ez) dans {— 1, + 1}. Cette

On peut définir de la méme fa :
application D associe a tout élément f de O (E;) son déterminant det f.On démontrera,

dans des classes uliérieures, que I'application A définie Gi=RERkHS. Acs0ein suay 3

tout élément 7 de ' (E,) son déterminant.

Forme réduite de la composée
de trois réflexions vectorielles.

THEOREME : Soit f un élément de O _(E;) qui admette pour seul vecteur
invariant le vecteur nul et qui soit distinct de — Idg,. Alors il existe une

unique droite vectorielle D et une unique rotation vectorielle ¢ d'axe D,
telles que, si I'on note ¢ la réflexion vectorielle par rapport au plan

vectoriel DY, I'on ait ;| f= po0 = g0y,

b

W) | oW

On dit alors que I'on a mis f sous forme .

est longue et délicate ; elle Peut étre laissée d
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€ cOté en Premiére lecture.

SRS



7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

Démonstration

On a_l‘égaiité tpun=op, Soit & un vecteur quelconque de E, de décomposi-
tion v' + u" sur D @ DL.

ona : (poa)(5) = ol 7+ F] = — 7 4 o) |
et : (oop)(0) = o[’ + ()] = = & + o[e(d)]. i
L'application p est une rotation vectorielle d’axe D et le vecteur ' appartient a Di; |
le vecteur p(c?') appartient donc a DL et par suite, on a : G[p(f}.;)] = p(uﬁ) |3
On a donc @ (sop)(u) = —;._;"+p(:_.-7’)=(poa}(;), ;

L'application f2 n'est pas l'identité de E,. Il suffit de démontrer que f n'est pas
une application involutive de O (E,). D'aprés le paragraphe 2.7, nous savons que les
applications involutives de © (E,) sont : Idg,, les réflexions vectorielles, les syme-
tries vectorielles orthogonales par rapport @ une droite vectorielle et — Idg;.

La seule de ces applications qui admette pour seul vecteur invariant le vecteur nul
est — |dg, et, par hypothése, f n'est pas égale a8 — Idg,.

Unicité. Soient D une droite vectorielle de E; et g une rotation vectorielle d’axe D,
s'il en existe, telles que l'on ait : f=poo et parsuite, f=gcop.
Nous venons de démontrer que 72 n'est pas égale a Idg,; d’autre part, puisque f

est un &lément de O_ (E,), I'application f2 est un élément de O, (E,); des égalités "
f2 = (gog)o(oogp) = g2 et de la remarque du paragraphe 4.3, il résulte que 72 est !,I
une rotation vectorielle d'axe 3 ‘

o
La droite vectorielle D est donc I'axe de la rotation vectorielle /2 ; elle est donc unigue.

Par suite, le plan vectoriel DL et la symétrie o sont uniques. Enfin, de I'égalité

¢ = fo g, il résulte que p est unique. 1'

5 .
Existence. Nous venons de voir que la droite vectorielle D est nécessairement i
I'axe de la rotation vectorielle 2, distincte de IdE,. )

Solent ::* un vecteur non nul de l_f et g la réflexion vectorielle par rapport 8 un plan
vectoriel P telle que |'on ait : c(;’) = J‘(;)

Considérons la rotation vectorielle fog.On a: foo # Idg, et (fo a) (f;) = ,FE(;:-):
I'application f2 est une rotation vectarielle d’axe D: on a donc finalement
(fos)(4) = @.

Le vecteur ; est un vecteur invariant de fo o qui est donc une rotation vectorielle
d'axe D. On a d'autre part : (foo) (1'(.::)) = (foa) [a(:r)] = f(;)

Le vecteur non nul f(;‘) appartient donc a 3 et, par suite, il en est de méme du vec-
teur nan nul ; — f( ;‘) Or, par définition de o, le vecteur i a(.':) appartient a la
droite vectarielle F_'E-

De [|'égalité G(E) = f(;) il résulte que |'on a: D =PL ce qui équivaut 3
P = DL

L'application o est donc la réflexion vectorielle par rapport au plan vectoriel DL;

si 'on pose p = fom, ON & bien : f=goc et parsuite, f=oacp W
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Tableau rcapitulatif des e:ragsformatmns
orthogonales E, E n

bleau, E désigne un gspace vectoriel egc,hzl:eré rgel de dimeﬂsiun
4,7 Dans ce ;a 63)' atnF désigne le sous-espace vectoriel de E, des vecteyrs inva.
n(n = 1, ou

| sidérées.
: les transformations orthogonales c?n . |- 1
riants par 1€ re parentheses S il ya lieu, les tra”3f0rmatgﬂn5

Nous indiquons €n gras, et ent
orthogonales involutives.
@ dim F 0, (En) O_(E,)
| e =

1 IdE,

U — Idg,

2 Ide,
symétries vectorielles

9 1 orthogonales par rapport

a une droite vectorielle

0 rotations vectorielles

(— Idg,)

3 Ide,

2 réflexions vectorielles

] rotations vectorielles d'axe

une droite vectorielle
(demi-tours)
0 composée de trois .
réflexions vectorielles
— ____.__.—-—f'_'d-ﬂ
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5.1

5.2

7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

5. Orientation d'un espace .
euclidien de dim Enslzon th?:tg."e' réel

Nous allons définir I'orientation d'un espace vectoriel réel euclid
sion 1, 2 ou 3; ceci permettra de rappeler
dans le cas ol la dimension est 1 ou 2 e
dimension est 3.

ien de dimen-
les résultats obtenus en classe de Premiére
t de généraliser ces résultats au cas ou la

Definition.

Désignons par E, un espace vectoriel réel euclidien de dimension n (n =1, 2 ou 3)
et par B, I'ensemble des bases orthonormées de E,.

Si f est un automorphisme de E, et si B =(e,, ..., €,) est une base de E, nous
notons, par abus de langage, /(B) la famille (f(e,), ..., f(e,)).

THEOREME : Soient B et B’ deux éléments de B,. Alors il existe une
unique transformation orthogonale 7 de E, telle que I’on ait: B’ = 7(B).

Démonstration :

Supposons que l'on ait : B = (e, ....e,) et B' = (ey, ... e,).

L'application f est nécessairement I'endomorphisme de E, défini par :

V/ie{1,2, ...n} f(e)=e.

D‘autre part, de la propriété P; du paragraphe 2.3, il résulte que f est bien un élément
de O(E.). =

Exemple.

Supposons n = 2 et considérons les bases orthonormées suivantes : B = {.-‘,f).
8 =(; —7) et B =(—=1 —/). Uunique élément f de © (E;) tel que /(B) = B’
est la-symétrie vectorielle orthogonale par rapport a la droite vectorielle engendrée
par ; c'est un élément de O _ (Ez).

L'unique élément g de O (E;) tel que g(B) = B" est — Idg,; c’est un élément de
O, (Ez).

THEOREME : Soit R la relation définie dans J, par:

i(B.B)e B2, ((B R B') <= (1/€0.(E,), F(B)= B")).

La relation R est une relation d'équivalence dans $, et 'ensemble quo-
tient $,/R a deux éléments.

Démonstration :
y : . [
‘R est une relation d’équivalence dans 1.

e R est réflexive.
Ide, est un élément de ©, (E,) etl'ona: yBe®, B = (lde)(B).
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5.3

e R est symétrique.

B..0na:
Soient B et B’ deux éléments quelconques de B,. O

o ) > if <0 (En). ((B)= ) = (QIEDa(Eal, B=1=1qpy;
L'ensemble U, (E,) €st un groupe pour la loi o. L'application £~ appartient done
50, (E,)etlona: (BRB) = (B' R B).

e R est transitive. f ‘
Soient B, B et B" trois éléments quelconques de B,. Ona :

| 1f €9, (En) f (B) ==B*)

B # B : )
Uswnw)*;’(ugeﬂdam g(8) =B -
' ot I'application gof appartient a & (B,

On a donc : (gef)(B) =B e
On a donc : (B#®B' et B’ B") —> (B BY).
Nous rappelons que, Sl B est une base orthonormge

$,/R a deux éléments.
de E, et si f est un élément de O (E,), alors f(B) est une base orthonormée de E,

e B,/ a au moins deux éléments. '
Soient B un élément de #,, et fun élement de I'ensemble non vide O_(E,). Posons

B' = f(B); I'application f est donc |'élément de O (E,) qui transforme la base B

en la base B'; f n'appartient pas a 0, (E,); les bases B et B' ne sont donc pas

équivalentes et, par suite, n'appartiennent pas 3 la méme classe.

e B,/R aau plus deux gléments.
Soient B et B' deux éléments non équivalents de $, et B” un élément de 3,
Soient f et g les uniques élements de O (E,) tels que : f(B) = B” et g(B") =B

On a alors : (geof)(B) = B".
Les bases B et B' ne sont pas équivalentes; go f appartient donc @ O_ (E,) et par

suite, d’aprés I'étude des composées d'éléments de O, (E,) et de O_(E;). ona:
(Fe0.(E,) et gel_ (E,)) ou (feO_(E,) et g€ 0. (E.))

ce qui implique : B R B" ou B' R B”.

La base B” appartient donc soit 3 la classe de B, soit a ce

lledeB'. H

DEFINITION : Orienter E, c’est choisir I'un des deux éléments de B, R

pour classe des bases orthonormées directes (ou positives); I'autre
classe est alors appelée classe des bases orthonormées indirectes (ou
négatives).
e —
méme

Deux bases orthonormées qui appartiennent a la méme classe sont dites de
sens; deux bases orta’jnnnrmees qui n'appartiennent pas 2 la méme classe
dites de sens contraires.

sont

Remarques : 1. On peut orienter le
méme espace vectoriel de deux facons
différentes et deux seulement.

2. Dans lecas olunestégal a1,iln'ya
que deux bases orthonormées; orienter > ¥
E,, c'est choisir I'une de ces bases pour B=(i/)
base orthonormée directe; l'autre est ‘
alors une base orthonormée indirecte. !
3. Il est d’'usage de dessiner une base ~
orthonormée directe de E; et de E, |
comme nous l'indiquons ci-contre.

~y
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7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

Cas d'un plan vectorie| reel euclidien.

5.4 Soient E; un plan vectoriel rge|

euclidien orienté et
directe de E;. On a les propristés

Suivantes -

P" Les bases (/, — /), (=i</)

N i et (=/.7) sont orthonormées directes et |
:2;2:595 (7)) G =i (—/ - i) et (= 7./ ) sont orthonormées indi-

(.f’, ;') une base orthonormée

Démonstration -

Considérons par exemple la base (/, — /). |a matrice, dans la base (/, /), de la trans-

formation orthogonale qui transforme (/ Fhan (s < 2Yase (é $)

e E; et, par suite, les bases (/ /) et
éme pour les autres bases. ®

C'est la matrice d'une symetrie vectorielle d
(4, — /) sont de sens contraires. On fait de m

Pz Soit v un vecteur unitaire de E;, de composantes (;) dans la base

e = ) P
(.',,v ) Alors le vecteur v de composantes ( a) est I'unique vecteur de

E, tel que la base (u ,}) soit orthonormée directe,

Démonstration :
Soit / I'automorphisme de E, défini par : f(f) =y et f(;) = v. La matrice de f
dans la base (.' ;) est : (Z N 2) avec a? + b? = 1. C'est la matrice d'une rota-

tion vectorielle de E, et, par suite, les bases (f, f) et (u 6) sont de méme sens. La
base (v, q}) est donc orthonormée directe.

D'autre part, il existe seulement deux bases orthonormées de premier vecteur v.
Puisque (E;, ff) est I'une d'elles, 'autre est (5:', — 1:')‘ Il résulte, alors, de la pro-
prieté P,, que (?J. - 'n:*) est une base orthonormée indirecte. m

Cas d'un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3.

b : . % 8
Soient E; un espace vectoriel réel euclidien orienté de dimension 3 et (/] k)
une base orthonormeée directe de Es.

Propriétés.

9.5 Nous allons donner quelques exemples de bases de méme sens ou de sens contraires

‘ P1 Les bases (/. /, k), (/& /) et (k //)sontde méme sens. j
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5.6

Démonstration :

Considérons, par exemple Ia ba.se. ("' k: ,f.(r) =] (/) =k e fk)=7
itfI tUmOrphiSmE de E3 déflﬂ' par. ; (': idérons pour ¢ | .
ﬁmt ﬁ'tazile démontrer que f appartient 3 O (E,). Consi p ela le soys.

suffi

invari ar f.
espace vectoriel F de E3 des vecteurs invariants p

¥ ¥

X

de composantes (}’) dans la base (/, k).

. .y E )
Spit u un vecteur quelconque de E; .

ona: (#(a)=10) < )+ v (i) + zfgfz) = xi +yi + zk)
s (] + vk + 2l =xi +yi+2k)

L= (}:’Zz) R= {le":z}-
z=X

F est donc la droite vectorielle engendrée par N+ + kK I'application £ est donc
une rotation vectorielle d'axe F- elle appartient 2 O, (E,).

Démonstration analogue pour (k, i/ ) [ |

= > > =

P Les bases (/. / k) et (7 k /) sont de sens contraires les bases (/. /. k)
et (/. j}— k) sont de sens contraires.

Démonstration analogue 2 celle de la propriété P,.

P3 Soient 5 et v deux vecteurs unitaires et orthogonaux de Ej. Alors il existe

un unique vecteur w de Ej tel que la famille (u, v, w) soit une base ortho-
normée directe de Ej,

Démonstration :

Soit P le plan vectoriel engendré par v et v. Le vecteur w, s'il existe, est un vecteur
FEg . ] . — . ¥

unitaire de la droite vectorielle P+; cette droite vectorielle admet deux vecteurs

unitaires opposes wy et — w,. Les familles (i}, 1; E) et (E -:* - 1..?,) sont des
bases orthonormées de Ej et il résulte de la propriété P, qu’elles sont de sens

-contraires. Il y en a donc une et une seule qui est directe. =

Orientation d'un plan vectoriel de E;.

- - -
Soient P un plan vectoriel de E; et D la droite vectorielle PL Le sous-espace vecto-

riel P (resp. D) de E, est un es iel ré
P pace vectoriel réel euclidien i i 1)
on peut l'orienter de deux facons différentes. S Himenston 2w

Su = Bl smee o % B
pposons P et D orientés: soient (r,; ) une base orthonaormée directe de P etk
une base orthonormée directe de D.

Nous dirons que les orientations de P etd
si la famille (.", /i k) est une base orthonormé

202

e D sont compatibles si et seulement
e directe de E,.
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On démontre et no
| us admettons que, si la famille (7.7 P
directe de E;, alors, pour toute base orth +/» k) est une base orthonormée
b % 7 ! onormée di AT
(7.7 k) est aussi une base orthonormée directe d ée directe (7, /) de P, la famille
o ede E
Soit n I'un des deux B &
iy o B vecteurs unitaires de D. || résulte de cette propriété
S :”"éme“ (f”f ) de P telles que la famille (ff 5) soit une base
e de E; sont de mé = o
me sens dans P. Choisi
bases orthono . . . Choisir ces bases comme
L saur rmées directes de P, c'est orienter P par la donnée du vecteur 7
e vecteur 1 es . !
c'est-a-dire {u Et :pre:{l VECte‘:Ir nor‘mal a P et la demi-droite engendrée par 7,
3112 €Ry, u = an] est appelée demi-normale positive de P.

A
L5 |

EXERCICES

Orthogonalité dans un espace vectoriel euclidien.

1 On désigne par E I'espace vectoriel réel R2 et par o I'application de E? dans R

définie par: y((a b). (a', b)) eE2. ¢((a. b). (a'.b')) = aa' + 5bb".

L'application ¢ est-elle un produit scalaire sur E? .
Dans |'affirmative, donnez une base orth-:::'r\mrmée de E pour ce produit scalaire.
. r NP Ay A

ARO[ =)

ec E = IR? et p définie par :

s # T
- \ b A J

2 Mémes questions que pour len® 1 av
b’

¥((a. b). (2" b)) e B2 o((a b) (2" b)) =aa' +ab' + ba' — b
'i::'dur' le n® 1 dans le cas suivant

et ¢ est définie par .
(xp) OU Xo €St UN nombre réel donné.

3 Mémes questions que . E est |'espace
vectoriel des fonctions affines
y(f g) e E2 (. g) =1f(x) 9
ue pour le n° 1 dans le cas.suivant : E est l'espace
vectoriel des fonctions affines et ¢ est I'application de E? dans [R définie de la
facon suivante : si f et g sont deux applications quelcongues de EZ définies par :

f: R—> R g: R— R F
X ,,ax..'...b XJ-———-Pa'x+b

fg)=4aa + ab' + _ba" +'.bbr' Lsrvan

4 Mémes questions g

alors on a: &l :
§ Mémes questions que pour le n® 1 avec E = [R3 et ¢ définie par :

a b o) (8.0, ¢')) e E2, |
'0'(( c".l) =aa’+6bb’+5cc'-4(¢-c'+cb)

o((a, b, ¢), (&' 0"
203
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.o
gl euclidien et h = (f-f ) une base orthonormée gu ¢
L3 .

plan vectoriel ré
e E enggndré par le

N 6 SoientEun

Soit E' le sous-€s

pace vectoriel d
7 E'. e TR V21 Y . g %
pace vectorie de ' s a ¢ )

le sous-es | orthogond! 5 =1\
ns le cas ou E'est I'ensemble des vecteyrs

que pour le n° 6 da

7 Meéme question
‘x) dans b satisiont‘é i

x—y=0
de E dont les composantes

\
Lt

8 Soient E un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3 et B = (7. /. &) una
base orthonormée de E.

Soit E' le sous-espace vect
\E(F-f) el P +0v3+ V3K ‘
ace vectoriel orthogonal de E [

oriel de E engendré par les vecteurs :

Déterminer le sous-esp

a Méme question que poul le n® 8 dans le cas ol E' est I'ensemble des vecteurs
o

de E dont les composantes (v] dans b satisfont 3 : 5x — 2y —2z=0.
z

ne 8 dans le cas ot E' esl le sous-espace vectoriel

de E engendré par le vecteur - i +(1 -\ 5} ;] — k. : ]
L= Plaas MEX

-

10 Mame question que paur le

1

11 Méme guestion que pour le n® 8 dans le cas ol E' est I'ensemble des vacteurs

X

— =0
de E dont les composantes | v | dans  satisfont @ : $ 2X _ V't z

4 | x —2y—2=0

* &
t W= (.-',j) une base orthonormée

« 12 Soient E un plan vectoriel réel euclidien e
E engendré par le vecteur:

de E. Soient m un réel, E,, le sous-espace vectoriel de
-

m2i +/ et E! celui engendré par le vecteur: (2m + 4); + (5m + 3)/

Déterminer I'ensemble des réels m pour lesquels les sous-espaces
et E! sont orthogonaux. \ :

13 Méme question que pour le n® 12 dans le cas suivant : E est un espace

i 5 o . : *
vectoriel réel euclidien de dimension 3, B = (;,;': E) est une base Orthonn[még

> X
! (] &
de E et E/ (resp. E.) est I'ensemble des vecteurs de E dont les composanies (b’)

Zi

V(M =2)x+y+2=0

dans B satisfonta: —x+y+2=20 (;esp. )
| —x+my+(1—3mz=0

14 Méme question que pour le n® 12 dans le cas sujvant ; E est un espace veclo-

riel réel euclidien de dimension 3, % = (7, /, k) est une base orthonormée de E €t
f i . X
E/, (resp. E) ) est I'ensemble des vecteurs de E dont les composantes (y) dans P
z
V(m=4)x+d4y—(4+mz= 0).

satisfonta: x+ 2y +2=20 (resp. | 2
mx —my +5z=20

: g
vecteur 2/ + 3/. Détermjng,

|
| #

'
|

vectoriels E,,
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= VY TR

15 Soi )
olent E un espace vectoriel réel euclidien de dimension finie et V et W deux

s
VDUIS lelaacis vectoriels supplémentaires de E. Démontrer que les sous-espaces
ec ariels VL gt Wl sont SUDH|ément_alres dans E. ot ED W ot

16 . , . . , : = I :
Sojent E un espace vectoriel rée| euclidien de dimension fifie et V et W deux
Sous-espaces vectoriels de E.

Dét‘nomrer que fona: (V4 wL— VanJ. el an)J. = VL 4+ Wi

L H ! - ™ & \I.
.It h LA ‘. ’( LR SR ',._, { ; ’ 3 ,J‘ fe€ ‘lJ
o (v g ) L 3 ' ¥ “.‘ L e g LNy gu Supporand b £ Ut
Prne ti ) NI EV W =3 Vo gy
! l 'r‘ ons Dl't.hogunales et endomorphismes orthogonaux. o
._\ \ ' s |I_ ". \ & ||,-.- TRL L . A M ’ .
-.\1_--._ A A .' '-._ TR "L
€ -
17 Smem Eun ESPace vectoriel réel cuclidien de dimension finie, & un sous-espace v
vectoriel de E et E” le sous- "€space vectoriel orthogonalde E'. - '@ ' 2wt woway

E+Jn agpel!_e p"““‘i“'“"iﬂffhﬂganale sur E' la projection vectorielle sur E' de direr:.-
tion E". P.tlwN= % ' bk

Démo“l_f?f Que cette application n'est pas un endomorphlsme orthogonal de E.
WUy V= WU e i = W \

18 Soient E un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3 et P et O deux plans

vectoriels distincts de E. Soient p et g les projections orthogonales respectives

sur P et sur Q (cf. exercice n= 17).

L A

12 Montrer que I'on peut trouver trois vecteurs unitaires 7, /, u tels que :
® / soit une base de Fnﬁ.

> * - - —
e (r.;) et (;, u) soient des bases orthonormées respectives de P et de Q.

> > * > * >
2° On pose: a = J,u. Calculer : p(; ) p(u), q(;) et q(u).
- +

3° Calculer: (pog) (,r) et (gop) (;) En déduire une condition nécessaire
pour que l'on ait: pog = gop.
4° Montrer que la condition trouvée est aussi suffisante.

5% On suppose que l'on a: pog = qop, Préciser alors la nature de I'endomar-
phisme pog. Que peut-on dire de 'endomorphisme p + qg—pog?

- ; =i r
19 Soient P un plan vectaoriel réel euclidien et B = (I.j) une base orthonormée

de P. Soient ¢ un nombre réel de l'intervalle [0, 2=[ et f I'application de P dans P

* X B . =
qui, a tout vecteur v de composantes (y) dans %, associe le vecteur v dont les 3

(x'=xcos?g+ysinpcosg ~ “ -
I y' = xsin gcosp + ys:n2 P
1 Calculer fo f. Quelle est la nature de £? L - -'

xl’
composantes [y’) dans A sont:

25 Soit a le vecteur égald: i cosg+/sing Calculer v.a et v.a
> ¥
30 Soit b un vecteur tel que la famille (a. b) 50it une base orthonormée de E.

—

Calculer u.b et v.b Que peut-on en déduire pour f?
v A 0 W

=

20 Soient E un plan vectoriel réel suclidien et B = fi, ;} une base orthonarmée

4 a :
de E. Soient f un endomorphisme de Eet M = (b ;) la matrice de f dans .
1¢ Démontrer gu'il existe u@“;g;m';endomorphisme de E, noté *, tel que I'on ait :

v(r:r {,} € E2, f(;) ; = :}.f' (;) Dn_ pourra déterminer f(:) et f‘(?).
On dit que " est I'endomorphismeadjoint de 7 et on note M * la matrice de /* dans 5
Calculer M*, Donner une méthods simple pour calculer M* 4 partir de M.
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# 21 Soient E un plan vectoriel réel euclidien et V et W deux SOus-es

. —

~ 2° Démontrer que l'on a: F** =:’ et d(IdE) Et—ll'il; . Oiseiabis & o v
3¢ Soient f et g deux endnmprﬁphtsmes g f i
Démontrer que l'on a les égahtes.. |
(gef)* =f'og’ i
(fr+g)=Ff+g" ) (V) A o Linyes
(?\f:l . — lf‘l A # [:)L] I!'P.I. \ I'| =" ) o AN = A AV = g
4° On suppose, de plus, que f est bijectif. ‘ | (r
Démontrer que f est un automorphisme orthogonal de E si et seulemeny —
fr=fF1 O \ . | . .

-+
1

Ty 1(._ 14

1..- 'l.:|r
'.1 4

Paces vectorig)
supplémentaires de E. Soient p la projection vectoriette.sur V de direction W et p*
I'endomorphisme adjoint de p défini comme dans I'exercice ne 20,

1° Démontrer que p* est un projecteur de E. (On pourra utiliser les résultats de
I'exercice n° 20.)

2° Soit g la projection vectorielle sur WL de direction VL,

Soit & un vecteur quelconque de E, de décomposition v + surVaw

e A

= - >
rerquelona: Yrvek u.q(v):u’.v.
En déduire que I'on a - g=p"
3° Démontrer que p est une projection orthogonale (cf. ex. no
siona: p=p"

Démaon-

17) si et seulement

22 Soient V et W deux sous-espaces vectoriels d'un e
dien, de dimension finie, E et soient p et g
respectivement (cf. ex. no 17).

space vectoriel réel eycli.
les projections nnhogqnaias surVetW .

Soit 0 I'endomorphisme nul de E. On suppose que 'ona ! pog = gop = 0.
12 Montrer que I"application r égale 3 p + g est un projecteur de E,
2° Montrer que I'on a: VAW = {0g}

3° Onpose Y = Im ¢, Montrer que I'on a : U=Voaw

42 Montrer que l'on a Ker r = Ker pn Ker g = UL En déduire la nature du pro-
jecteur r, &N H i . '

23 Trouver les homothéties vectorielles d'un espace vectoriel réel euclidien E qui
sont des transformations orthogonales de E. il = WA

a1 et soit x un Vecleur non nul de E

1 Soit F le sous-ensemble de O (E) défini par: 5 — e O(B)| F(x) = x!.
Démontrer que 7 est un sous-groupe de (v (E), 6). 1" € :
2° Méme question que pour le 1¢ aveg |e Sous-ensemble ¢ de o (E) défini par :
= {fev(g) f(x) = — x3. - .

25 Soit E un espace vectorie| ragl
12 Soient f un endomorphisme ort
Trouver tous les réels 3 tels que f

euclidien,
hogonal de E.

.. Soit un endomorphisme orthogonal de E.'
2° Soit y un vecteur non nul de E. Troy

H » ” " > II ” * x ” VEr lous les vectaurs ; de E tels que I'on ait :
Yh=1llvil=luv+v].

Utiliser le résultat obteny Pour démontrer que |4 somme de deux endomorphismes
orthogonaux de E n'gst Pas en général yn endomorphisme orthogonal de E
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Endomorphi
Phismes orthogonaux d'un plan vectoriel réel euclidien

26 Soit 8 = (7 /) une b
ase orthunormée de E. Soient m un nombre réel o1 f
'endomorphisme de E dont la matrice A, dans % est: -y
1 F ¢
A,,,z_f( 2 1 —m+ (24 v2)
V5 [m~(1+x2)] L ; p

Déterminer I'ensemble des réels

m pour lesquels I'endomorphisme f : g L
Préciser alors la [‘alure de £, ] rph 4 T_Eﬂ orlth_ogolnal

\ J,-l N ' o\l i -. .-'“l' \ ; 1 A - 1
27 Méme i v S
\ Emes questions que pour le n® 26 avec - A = 5 -

: . ” m ? 1

m+ 3 —m e a

28 it 8= (7 F 7
Soit B (:.,r) une base orthonormée de E. Soient m un nombre réel et :.- et;‘

les deux vecteurs de E définis par - v = 37 + 4;’ Bl = 27 + m.fr-

1° Déterminer les réels m pour lesquels on a : ” ,}” = ” a "

2° Dans chacun des cas ot l'on a : " u “ = ” v || trouver l'unique svmétrie vecm-

rielle qui échange v et v et I'unique rotation vectorielle qui lransforme o en v Dn
donnera Ies ma:rlcas dans B de ces applications. - £, s~ QA T

A

29 Mémes queslions Qu‘e pour le n® 28 avec !

U= E.ﬂr+2; et ;=(m—13(5+;}-

30 Soient = (.".j ) une base orthonormée de E et E' la droite vectorielle engendrée
par le vecteur 57 — 3; de E.

Ecrire la matrice dans 7 de Ia symetrle vectorielle orthogonale par rapport a la droite
vectorielle E'.

31 Méme questian que pour le n° 30 dans le cas o0 E’ est 'ensemble des vecteurs

de E dont les composantes (;) dans & satisfont a: \'5x + y=0. -

32 Méme question que pour le n® 30 dans le cas ou E' est le sous-espace vectoriel
arthogonal du sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par la symétrie vecto-

1 \ 3
. . 2 2
rielle dont la matrice, dans %, est égale a : 5 :
\
2 2
33 Soith = (.T ;) une base orthonormée de E. Soient f la rotation vectorielle dont
\ 2 B '.,'E
. . 2 2 o ;
la matrice dans f est égale a : = ~ | et ola symétrie vectorielle ortho-
A% 2 vV 2
2 2

gonale par rapport a la droite vectorielle engendrée par le vecteur P+ jdeF.
Trouver les deux svmétrles vectorrelles orthogonales o' et ¢” telles que l'on ait :
f=dooc =g0d"

On donnera, pour chacuma deFIes la matrice dans A et la droite vectorielle des
vecteurs invariants,

%
\
\
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34 Méme question que pour le n° 33 dans le cas ol fet o sont les B"damﬂfph:sme
de E dont les matrices respectives dans 3 sont :

1 24/2 1 g_ﬁ
3 T8 i3
_ et = :
24/2 1 : 2vE 2
3 3 3 4

35 Soitd = (/, ;) une base orthonormée de E. *
_ N | .
1° Soit o lasymétrie vectorielle orthogonale de E définie par: o ( ) :

Trouver toutes les rotations vectorielles f qui commutent avec o, c'est-3 dil’E telles
que l'on ait: foo = aof.

2° Méme question que pour le 1° dans le cas oU & est une symétrie vectorielle
orthogonale quelconque de E.

! oGNS
36 Déterminer, par le calcul matriciel, 'ensemble F des rotations vectonellesf
de Etelles que l'on ait : 2 = Idg. Que peut-on dire de [u 0)? Nig): |

37 Soient h = (: ;) une base orthonormée de E et f I'endomorphisme de E don

1 V3
| ice d B gst égale 2 2 z o
a matrice dans & es alea: = .
g _ 3 1
2 2

10 Quelle est la nature de 7?

2° Démontrer qu'il existe deux droi!es vectorielles de E globalement invariantes par f.

> 1 \’/3 >
- 3% Démantrer que le vecteur u = 5/ = ——2-—; est un vecteur unitaire de I'une de
ces droites.

4° Trouver un vecteur unitaire o' de |'autre droite vectorielle tel que I'on ait
:’: > 0.
x = . :
5° Démontrer que la famille (u, u') est une base orthonormée de E et trouver la
matrice de f dans cette base,

38 Soient B = (-‘ .‘) une base orthonormée de E et £ I'endomorphisme de E dont

13 V3
la matrice dans 5 est égale 3 : 4 = 4
_V3 15

4 s
Démontrer qu'il existe une rotation vectorielie ; ey un endomorphisme g de E dont
la matrice dans @ est de la forme (

0
ﬂ) avec « > f tels que I'on ait
f=r" 1139:“'.

Déterminer «, § et la matrice de 7 dans 5,

39 Soient B = (r f) une base orthcnurmée de E et « un réel positif, On pose :
vu=13i +7 et v= V2T + o

12 Comment faut-il choisir le réel o

Pour qu'il existe une rotation vectorielle r telle
que l'on ait r(u) =v? Déterminer alors la matrice de , dans &5

P

208



7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES
2¢ On pose w = — | 1 i : :
3 & ! + 3. Montrer qu'il existe une isométrie vectorielle néga-
—
W= (sor)
=NV =Y3A4c o

tive, s, et une seule telle que -

[

(u). Déterminer la matrice de s dans .
{ | ! .- l- |

. A /
AT ' B Tl R

40 Reprendre I'exercice ne

Démontrer que

ensembles.

24 dans le cas ol Ee

A : st de dimension 2.
7 814 sont finis et donner tous le

s éléments de chacun de ces deux

Endt::morp!nsmes espace vectoriel réel euclidien E
de dimension 3.« | clolc L\ = e ? Ehnat E L)
~4 1 i - ] : ) . ' = .

% .
Jut (v -

Lo b )} |

orthogonaux d'un

41 Reprendre |'exercice n® 24 dans'le cas o0 E est de dimension 3.~
1o Démontrer que 7 n'est pas fini. Trouver
les isométries vectorielles négatives de .

Les rotations vectorielles de 7

toutes les rotations vectorielles et toutes
Quels sont les éléments involutifs de F ?

forment-elles un sous-groupe de (F. o) %
q 2° Mémes questions que pour le 1° avec |'ensemble 4.

42 Soient / un endomorphisme orthogonal de E e
par : E'={LEE|1‘(&)_—_—:}}.- ' i
1° Démontrer que E' est un sous-espace vectoriel de E.

2° Déterminer la nature de f suivant la dimension de E'. On étudiera successivement
les quatre cas suivants: dimE =0, dimE' =1, dimE =2, dimE = 3.

L E' le sous-ensemble de E défipi

—
-

o ==

= - i —
43 Soient D une droite vectorielle de E et P le plan vectoriel de E, orthogonal a D.

— — -
——

Soient f le demi-tour d’'axe D et g la réflexion vectorielle par rapport a P.
1e Calculer feg et geof.

2° Démontrer que le plus petit sous-groupe de (O (E), o) qui contient f et g est

egal & {ldg. — Idg. £, g}. En donner la table de Pythagore. J 1
44 Soient Dy, Da, Ds trois droites vectorielles de E, deux a deux orthogonales '
et fy, fy, fy les demi-tours d’axes respectifs D, Da, Da. 1 _
Démontrer que {ldg. f;, f2, f3} est un sous-groupe de (9 (E;), o). Donner sa table |
de Pythagore. | l
- » L n ‘ [l
45 Soient Py, P2, Ps trois plans vectoriels de E, deux & deux orthogonaux et |

|
-

fi. fa, f4 les réflexions vectorielles respectives par rapport @ Py, Pa, Pa.

Trouver le plus petit sous-groupe de (ﬂ[E], :.) qui contient f,, f, et f3. Donner sa l
table de Pythagore. |

46 Soient I = (.r.; J:) une base orthonormeée de E et f la symétrie vectorielle par
= = * 3 > |
rapporl au plan vectoriel P engendré par les vecteurs 7 4+ 27 4+ k et k.

Calculer f (;) f(;) et f(i})

& ' o cas od P est I’ mble d ,
47 Méme question que pour le n® 4€ dans |e ou P est I'ense es vecteurs |
X
de E dont les composantes | y | dans B satisfonta: x — y 4+ z= 0.
2
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e ne 46 dans le cas oti / est le demi-tourd'axe |5 drojy,
: ur
stion que Pa P

yeclell I

L

48 Méme que

rle
vectorielle engendrée p3

s le casoufestle demi-tour d’axe |a droitg

o 46 dan
49 Meéme question que pourlen .
les composantes )
> 'ensemble des vecteurs de E dom y) dons 2
vectorielle égale @ I'en 4
; x—y=0
satisfont a° L 0.

Soient ('_fj? k) une base orthonarmée de E el f et g les deux endomaor-
50 Soient B = \// * _
phismes de E définis respectivement par .

* >

= glp)i=1

"m=l§'2(} ) e sg(f) = k

A= fely N
10 Démontrer que f est une r
est une réflexion vectorielle par rap
70 Déterminer les images respectives des vecleurs /,j, k par chacune des deux
réflexions vectorielles g’ et g telles que I'on ait : f=g'eg=g0og".

otation vectorielle de E dont on donnera I'axe et que g

>
port a3 un plan vectoriel P que I'on déterminera,

L

- o

51 Soient % = (J./. k) une base arthonormée de E et f 'endomorphisme de E qui,
-

a toul vecteur de E, de composantes (y) dans #, associe le vecteur dont les compo-
Z
/x' x'=—1z
santes (y) dans # satisfonta:  y' = x
z' z = 1.

e Démontrer que f appartient & O (E).

2" Trouver le sous-espace vectoriel des vecteurs invariants par f. En déduire la
nature de /.

3¢ Calculer (70/) (i), (#o1) (7) et (fof) (k). On sait (cf. no 4.6) que Fof est

une rotation vectorielle de E ; déterminer |I'axe I_5 de fof.

40 Déterminer le plan vectoriel P orthogonal a D,
5¢ En déduire la forme réduite de f.

Orientation d'un espace vectoriel réel euclidien

P

52 Soie ial pd -
P! E un espace vectariel réel euclidien orienté, de dimension 3 et % = (7, k

une base orthonormée directe de E

ot

1 * —_
=5 (/= v3))
;

On pose : RO (1] W~ ST —_
v=gz (VBi+4 2/ —2v2k)
1

w=z Wi+ 3] v 2430



7. TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES

P L
1e Démontrer gue la famille (u, v, w) est une base orthonormée de E.
2° Cette base est-elle de sens direct ou de sens indirect ?

53 Méme question que pour le n° 52 dans le cas od I'on a les égalités:
= ¢cos ¢/ + sin 0 sin rp}r + cos B sin cpI
= cos UF — sin 0k

L~ o =F

— * -
\ w = sin ¢/ — sin 0 cos -:pf———cns(]cos ok
dans lesquelles 0 et ¢ sont deux réels de I'intervalle [0, 2x[.

e A
54 Soient E un espace vectoriel réel euclidien orienté, de dimension 3 et B = (f,,*'. k)
une base orthonormeée directe de E.

R T \,:"1_52 \_r
On pose: u = 5 i+ 5 nTk.

5
Trouver une base orthonormée directe de E, de premier vecteur v.

55 Soient E un espace vectoriel réel euclidien orienté, de dimension 3 et & = (;' i k)
une base orthonormée directe de E.

On pose: L=%f’-+%f+§; et 1}=—v—2‘2?
<=1 ot &.0=0.

— > o = N o L
2° Trouver le vecteur w tel que la famille (u, V. w} soit une base orthonormée indi-
recte de E.

‘\f" -
L

=
1° Vérifier que l'on a: " u
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8.
Angles. Produit vectoriel

1. Angle d’un couple de demi-droites vectorielles,

Dans ce paragraphe, nous rappelons d'abord des définitions et des propriétés
étudiées en classe de Premiére, puis nous donnons quelques compléments.
Nous désignerons par E, un plan vectoriel réel euclidien orienté.

Ensemble £ des angles de couples de
demi-droites vectorielles.

Rappels.

Sait 1 un vecteur non nul de E,. On appelle demi-droite vectorielle engendrée
par U le sous-ensemble d de E, défini par : d= {;'E E. | 1reR,, v = 15}.

- . - —% - . = o
La demi-droite vectorielle d posséde donc un seul vecteur unitaire. Nous dési-
gnerons par D I'ensemble des demi-droites vectorielles de E.

THEOREME : Pour tout couple (ﬁ d') de DxD, il existe une unique
rotation vectorielle f de E. telle que I'on ait: 7(d) = d".

On a les propriétés suivantes .

P1 La relation R définie dans ‘D x D par :
y(d, d) e wxD, y(dy, d})eDxD,

(@ @) R (4, ) < (170, (E), {H(d) = & et #(3,) = o))
est une relation d’équivalence dans 9 x D,

_
L’'ensemble quotient (D x D)/R est appelé ensemble t des angles de couples
de demi-droites vectorielles.

On appelle angle de d et de d’, et on note angle (3, 3’*)‘ la classe d’équivalence
par R du couple (d‘, d').
Soient U et u' deux vecteurs non nuls de E,. On appelle angle de 1 et de J et

on note angle (u, u’), 'angle de la demi-droite vectorielle engendrée par u et de
celle engendrée par u'.

Remarque : La notion d'angle ne dépend pas de |'orientation de E..
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8. ANGLES. PRODUIT VECTORIEL

Pz Soit « un angle dont un représentant est le couple (e_i 5‘7).
L'unique rotation vectorielle 7 de E
pendante du représentant de o.
L'application de <t dans O, (E

2 telle que I'on ait f(d) = o est indé-

y b ’+ (Ez) qui, & tout angle «, associe la rotation
vectorielle 7 définie précédemment est une bijection. Elle permet de

munir | e"%Bl‘ﬂble 7t d'une loi de composition interne, notée +, telle Ca
(<t +) soit un groupe isomorphe 2 (94 (Ep), 9).

On dit que « est I"angle de la rotation vectorielle f ou encore que f est la rota-
tion vectorielle d’angle o; nous noterons : « = angle /.

Si u et u’ sont deux vecteurs quelconques non nuls de E,, on a I'équivalence
suivante :

(E: = f(z')) = (” u || = “ v “ et angle (c:' J‘) = angle f) \

Analogie entre la notion d’angle et la notion de vecteur.

Soient & un espace affine associé 3 un espace vectoriel réel E et T 'ensemble des
translations de &. Nous rappelons le résultat suivant du chapitre 6. Pour tout élément
(A, A") de & &, il existe une unique translation ¢ de T telle que I'on ait: t(A) = A"
Ce résultat est analogue au théoréme 1.1 rappelé ci-dessus. Nous illustrons cette
analogie par le tableau de la page 214 dans lequel nous disposons cote a cote les
notions et les propriétés qui se correspondent dans chacun des deux contextes.
L'examen de ce tableau souligne I'analogie entre les notions d'angle et de vecteur
et permet de sentir la structure commune sous-jacente.

Angles particuliers.

e On appelle angle nul, et on note o, I'élément neutre du groupe (st, 4 ). C'est
I'angle de la rotation vectorielle Ide,. Tout représentant de cet angle est un couple
de demi-droites vectorielles égales.

e On appelle angle plat, et on note p, I'angle de la rotation vectorielle — Idg,.
Tout représentant de cet angle est un couple de demi-droites vectorielles opposées,
c’est-a-dire engendrées par deux vecteurs unitaires opposes.

® On appelle angle droit tout angle dont un représentant est un couple de demi-
droites vectorielles orthogonales, c'est-a-dire engendrées par deux vecteurs ortho-

ganaux. || existe deux angles droits, notés respectivement 3. et 5_. Si u et u' sont
deux vecteurs unitaires orthogonaux de E,, l'angle de u et de v’ est égal 3

d, (resp. 5_) si et seulement si la famille (&, @’) est une base orthonormée directe
(resp. indirecte) de E,.

® On a les égalités suivantes :
M=m, p=—p, S,+d,=p Od_+3_=p, 3+=“—5—=3_+p‘
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groupe commutatif (04 (Ez2), o)

ensemble 1) des demi-droites vectorielles

B
ensemble ‘D x
tes vectorielles

) des couples de demi-droi-

e s

relation R dans DD

groupe commutatif (T, o)

ensemble & des points

ensemble & & des bipoints

relation d'équipollence dans § s ¢

angle (07 E")
(classe d'équivalence pour ‘X du couple

(d, )

e —

AA’

(classe d’équivalence du bipgint
(A, A’") pour la relation d’équi-
pollence)

groupe commutatif (L, +)

groupe commutatif (E, +)

angle nul : @

vecteur nul : O

ua?e ‘), angle (d d) = it

A €&, ﬁ=0

i(d, ) e Dx D,
angle (07 3") = — angle (37, CF)

W(A, A) e Ex &,

w(d, o', d") e Dx Dx D,

angle (d, d’) + angle (5':, d:) = angle (3 d_:)
(relation de Chasles)

W(A A, A") e Ex Ex &, B
AA" + AA" = AA’
(relation de Chasles)

pour tout élément d de ' et pour tout élé-
ment « de -t, il existe un unique élément o"
de ‘) tel que I'on ait : angle (d, d') = «

pour tout point A de & et pour

tout vecteur u de E, il existe ,un
unique point A’ de & tel que I'on

ait : AA = u

rotation f d'angle «

translation t de vecteur ¥

(1 = angIB f)
S— (vﬁ?E D, angle (d, f(E?)] = «:r.)

V{7, 9) € (9, (E2))2

(t=15) .
<« (jA e b AL(A) = i)

‘I(E ;) € EZ2,

angle gof = angle f 4 angle g {rof> = (h4V
v . i

V€0 (E;). anglef™" = — angle ¢ VueE, (1)1 =1
_________-___ u -—u_—____/‘
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8. ANGLES. PRODUIT VECTORIEL

Endomorphisme surjectif de RS

1.4 THEOREME : L'application ¢ de . dans .l définie par:

15

. Yaed o(a)=a+ a
est un endomorphisme surjectif de (<t, +).

Démonstration :

L'application ¢ est un endomorphisme de («t, +). On a :
y(a 3) € 42 '
pla+8) = (x+ B+ (a4 B) = (a4 o) + (B+ 2) = p(x) + 9(B).
L'appl:catlo'n' 2 est surjective. Soit 8 un élément quelconque de -t. Cherchons
siliaxiste Ln elem_ent xde-ttel quel'on ait : (x) = B, c'est-a-dire : o+ o= &
Soient g la rotation vectorielle d'angle # et f la rotation vectorielle d’angle «, si
x existe. On a @ (B = x+ o) <= (g = fof).

a )
Appelons (b a) la matrice de g dans une base orthonormée directe quelcongue

x a—
de E; et (y i) celle de f dans la méme base.

Trouver o équivaut a trouver un couple (x, y) de [R2 tel que l'on ait :

A T ]

X2+ y2=1
ce qui équivaut au systéeme :  x2 —y?=a aveca?+ b?=1.
(2xy = b.

Nous avons déja résolu un tel systéme lorsque nous avons cherché les racines
carrées d’'un nombre complexe de module 1. Ce systéme admet toujours deux
solutions opposées. |l y a toujours deux rotations vectorielles qui répondent a la
question. Si I'une de ces rotations vectorielles est la rotation vectorielle f d’angle «,
l'autre est la rotation vectorielle (— Idg,)cf, d'angle o« 4+ p. L'image réciprogue
de “ par o est donc I'ensemble {x, = + p}.

L'application ¢ est donc surjective mais non injective. ®

Remarque : 4, et 3_ sont les deux éléments de -t tels que l'on ait :

™

8+ -I" 8.,, :E_ l")_ = p.

Angles et transformations orthogonales.
Soient (E?, d") un couple de demi-droites vectorielles de E- et / une transformation

orthogonale de E.. ) . R
Comparons I'angle de d et de d’ et I'angle de £(d) et de 7(d").

On a les propriétés suivantes !

‘ P‘I Soit £ un élément quelcongue de O, (E;).Ona : ‘
| i(d, @) e Dx D, angle (#(a). #(d")) = angle (d, d").
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1.6

1.7

Démonstration : | - )
Soit g I'unique rotation vectorielle de E, telle que I'on ait : o = g(d)‘

On a alors : £(d') = f(g(ﬁ)) = (fog) (d).
Le groupe (¢, (Ez), v) est commutatif. On a donc :

f(d") = (gof) (J} = g[f(d)] et, par iuit?:
angle g = angle (d g(cf)) = angle (d, d’) ; -
angle g = angle (1’(07), g[f(&)}) = angle (r’(b'). f(d')). ]

P2 Soit 7 un élément quelconque de ¢} (E;). Ona : ﬁ

i(d, &) enxn, angle (H(d). f(d)) = — angle (d, o).
Démonstration :
d'= g(&?).

Soit g l'unique rotation vectorielle de E, telle que l'on ait :

On a alors : f(d}'} = f[g(d}] = ng)(c:"),
Les applications f et /o g sont des éléments de ¢)_(E5). On adonc :

fog = (fog) ' =g 'of~" = g~'of et, par suite :

Hd') = (g1 on(d) = g7 [#(d)].

On a alors : angle g = angle (0, @) et angleg~' = angle (f(g) f(B‘T)).
De I'égalité : angle g~' = — angle g. il résulte que I'on a :

angle (f(d) f(:_f-')) = — angle (07 5’7). =

Angle d’une rotation vectorielle de E,.

Soiem E; un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3 et £ une rotation vecto-
rielle de E;. Il n'y a que deux cas possibles : f est I'identité de E; ou £ est une rota-

tipn vectorielle dont I'axe est une droite vectorielle D de Es.

Si fest I'identité de E5, on dit que  est la rotation vectorielle de E; d'angle nul.
Si f est une rotation vectorielle d'axe D, la restriction de f au plan vectoriel DI est
une rotation vectorielle de ce plan vectoriel, distincte de ld—i. Soit « I'angle de
cette rotation vectorielle de DI. (Ona: =3 ), On dit qune f est la rotation
vectorielle de E; d'axe D et d'angle =,

Cosinus et Sinus d'une rotation vectorielle de E..

Nous rappelons les résultats sujvants

® Soit f une rotation vectorielle de E.. Al , a —b
2. Alors £ a la + avec
: méme matrice b g

@2 + b? =1, dans toute base orthonormée directe de E,. On appelle Cosinus dé f
eton note Cos /, le réel a; on appelle Sinus de f et on note Sin 7, le réel b.

La rotation vectorielle f a donc pour matrice, dans toute base orthonormée direct®

. (Cosf — Sin f
de E,, la matrice (Sin f Cos ',) avec Cos?f 4 Sin2f=1.
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. ) 8. ANGLES. PRODUIT VECTORIEL
e Soit o« un élément de +t. Op app

: elle Cosinus
Cos « (resp. Sin «), le Cosinys ok

— (resp. Sinus) de Ia
e Soient v et v’ deux vecteurs non nuls de E,,

On appelle Cosinus de I'angle de ; et
de '), eton note Cos (4, ") (resp. sin (.
rotation vectorielle f telle que I'on ait -

(resp. Sinus de «), et on note
rotation vectorielle d'angle .

f u' (resp. Sinus de I'angle de ¢ et
u')), le Cosinus (resp. Sinus) de I'unique
angle f = angle (v, v’). On a :

L Cos (u, ") = Cos (4", 4) et sin (g, &) = = sin (& J

U

Remarque : On a donc défini deux a

] pplications de + dans [R, notées r ive-
ment Cos et Sin. R, es respective

e Soient (r'. ;') une base orthonormée directe de E, ot & et T dely vacteurs nonh

nuls de E;, de composantes respectives (;) et (i,) dans la base (f ;) Ona:

Cos (5, 55’) = sl 4 = u.d'
Ve VETE R Al 7

M

e (i Xy' — yx' y ¥
Sin \u, u') = — = — o
W)= T v el 7]

L

sin (u, o).

[l est donc indépendant du choix de la base orthonormée directe de E,. On I'appelle

est égal a HE H || u

Remarques: 1. Le réel

déterminant des vecteurs v et v et on le note dét (u, u’).

— . g X 4‘. ':
2. En particulier, si v est un vecteur unitaire de composantes (y) dans la base (f, / )

ona: Cos(ia)=x et Sin(ia)=y

« Mesure » d'un angle.

En classe de Premiére, nous avons admis l'existence d'un homomorphisme sur-
jectif 0 de (IR, +) sur (<, +) tel que I'application, notée sin, de IR dan's R et définie
par : sin = Sina0 soit dérivable et de dérivée égale a 1'au point zéro.

L'image réciproque de I'angle nul par 0, notée O~ (w), est égale a I'ensemble 2= Z,
C'est-a-dire {x e R |Jk € Z, x = 2k “}: . .
Dans le chapitre 2, nous avons introduit la relatj?n Fle congruence modulo 27;
l'ensemble 2+ Z défini ci-dessus est la classe d'équivalence de O pour cette rela-
tion. On note IR/2~ Z I'ensemble qu?tiem de [R par cette relation. Lappllfatlcfn 0
de R/2r Z dans # définie par : yx € R/2x Z, ((x) = 0(x) est une bijection.

R R/2r Z
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i de z, et on note o, ||
sure » en radians A ng N'ima
1 angle. On appelle « mé . =
Soit =z un ang  crast-deif I'élément x de R2r Z te_l que (J(x) %,
proque de = par U ( mesure » en radians de « un représe

ination de la ¢ 2
On appelle déterminaltion ©= ©© . je 2. Nous écrirons, par abus de no

ge rég;.

Mtant

quelconque X de la « mesure » en atign .

@ = X 21‘1 U 5 . s &£ 3 . .

;emarq(ue :) La définition de I'application Sin de & dans R dépend de I'otientayjg,
isie dans Ez. ; , .

;::?tl 2 é!émzent de -£: si, pour une orientation de E;, on a : Sin « = p, alors,

[ [ : Si = — b.
pour l'autre orientation de E,,ona: Sina

' X i de z dans une orientati
Il en résulte que, si x est la « mesure » en radians tion de E,
alors (— x) est la « mesure » en radians de « dans l'autre orientation de E,,

Exemples.
1.0 =0 (27 e p=rn(2%)
~ —_ ) Y
i P — 2 —_ = = 277 U
a+_2{2..} et &_ 2( )
v2 _ V2
, . 2 2
2. Soient / la rotation vectarielle de E> de matrice P ,— | dans une base
v 2 V2
2 2
orthonormée directe de E; et « I'angle de /.
% = : 7x).
Ona a = (2=)
Par abus de langage, nous dirons que f est la rotation vectorielle de E;
d angle E
3. Soit g la rotation vectorielle de E, orienté, d’axe D et d'angle =. Appelons netn
les deux vecteurs unitaires de D. Ona : n = — n.

Nous avons vu, au paragraphe 5.6 du chapitre 7, que le plan vectoriel D1 est orienté

par le choix de ; ou de F
De la remarque précédente, il résulte que la « mesure » en radians de l'angle
dépend du choix de E ou de n'.
Soit x (resp. — x) une détermination de la « mesure » en radians de o pour |'orienta-

—

tion de D1 par le choix de n (resp. n'
Par abus de langage, nous dirons que p est la rotation vectorielle de E; d’axe

la demi-droite vectorielle engendrée par n et d’angle x (2 %) ou la rotation

vectorielle de E; d'axe la demi-droite vectorielle engendrée par n’ et d'angle
— x (27).

La définition de I'homomorphisme 0 fait intervenir I'application sin de R dans R.
On définit de méme I'application cos de IR dans IR. Ces deux fonctions, appelées
fonctions trigonométriques, ont été étudiges en classe de Fremiérfe et nous
les avons utilisées dans le chapitre 2 sur les nombres complexes

Nous rappelons au lecteur que I'on peut aussi définir une « mesure » en degrés
et une « mesure » en grades d'un angle.
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. 8. ANGLES. PRODUIT VECTORIEL
2. Produit vectorig dans E,

Désignons par E i

g Par B3 un espace Vectoriel réel euclidien orienté de dimension 3
Définitions.
Nous allons définir une application de E
associe un vecteur appelé produit vect
u vectoriel v).
Nous allons donner de cette applicar: i ini

_ Pplication trois définiti equi

sons les notations suivantes - ons equivalentes. Nous utili

Soit (o, ;) une famille libre de vec
Nous désignons par :

dans Ex qui, & tout couple(ﬁ, 'T-').

@ e - e -
oriel de u par v et noté o A v(on lit :

teurs de E,.

— -
e D (resp. 0") la djmte vectorielle (resp. demi-droite vectorielle) engendrée par
le vecteur non nul w.

o Ple plan vectoriel engendré par les vecteurs v et v.

e Qle plan vectoriel orthogonal de D.

e p la projection vectarielle orthogonale sur 6, c'est-a-dire la projection vectorielle

sur Q de direction D.

e h I'homothétie vectorielle de E; de rapport ” u \l ‘1 l
e rla rotation vectorielle de E; d'axe d et

1
iy

d'angle 5 (2 7).

o k I"'unique vecteur unitaire de E; tel

k
A E s ) | ]
la famill - ———— k| soit 6
que la famille (Ilull Hp(v) “ p(v) 4]
une base orthonormée directe de Ej; ce /\/
vecteur k appartient a la droite vecto-

. ey y E
rielle PL,

DEFINITION : Soient u et v deux vecteuars cie ES;
Si Ia famille (4, v) est liée, on pose: UAv= 0.+ e
Si la famille (f}, 3) est libre, on pose : UAV = H ull.lplv .

FaE = ie sfinition.
Nous donnons du produit vectoriel 4 A v une deuxiéme définitio

- > E .

*

- Soient i D =i
Sila famille (0, v) est liée, onpose : SATT 0 oy
Si la famille (&, v) est libre, on pose: Y77~




]

i

1)

2.3

s sont équivalentes. Il suffit de démgy,_

éfinition y "

trermque pour toute famille libre (u, V) de E, les vecteurs “ u ””P(V) k e
aflo v : ux. 2 1

(rahop) (v) sont égaux onque de E;. Le vecteurjiu N o (¥) || £ est .

it (u, v ille i uelc

Soit (u. v) une famille libre v ;
- L4 r

vecteur de la demi-droite vectorielle engendree par k dont la norme est égale 3

“””HP(‘}) ' ;qhnp)(‘;‘)“= “ (hop)(:’) H: ”p(l:') ’

On a d'autre part : Il ¢ I S . o
Démontrons enfin que le vecteur W (rﬂhoﬁ?)_(:‘) appartient & la demi-droite

*
i

—_—
=

w »
vectorielle engendrée par k. ce qui équivaut a : WII = k.

u (h*’p)(‘;) _"1:'-—) est une base orth
PSR T : e T = 0-
Par définition de r, la famille (“ . H H {hup)(v)

| w

normée directe de E. Par définition de A, on a :
hopy () _ lallo) _ »()

Trom 1~ Tal oG~ TeM1

La famille (I—U— —ﬁ(—d— —w-) est donc une base orthonormée directe de E;. De
Tl ToGT T )
la propriété P; du paragraphe 5.5 du chapitre 7, il résulte que I'on a: k = “—g—“ [ ]

3 - . " - +* *
Voici une troisiéme définition du produit vectoriel v A v.

DEFINITION : Soient u et v deux vecteurs de Ej.

Si la famille (7, v) est liée, on pose : A v = 0.

Si la famille (u 5) est libre, on oriente P de facon arbitraire et on appelle 5
le vecteur unitaire de la demi-normale positive de P. On pose alors :

Le lecteur remarquera que, suivant |'orientation choisie pour P, on a soit h =k
soit h = — k. D’autre part, si I'on change |'orientation de _ﬁ, le vecteur 5 et le réel

Sin (u, v) sont changés en leur opposé ; la définition donnée est donc indépendante
de |'orientation choisie pour P.

Démontrons que cette définition est équivalente aux deux précédentes.

I ~suﬂ‘it de} déTontrer que, pour toute famille libre (i, v) de E, les vecteurs
el lo(e) 1k et flall.llv ] sin (@ v) 7 sont égaux.

Soit (&, v) une famille libre quelconque de Es. Supposons, par exemple, que P soit
orienté de telle sorte que l'on ait : h = k. , e
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Démo.mrons donc l'égalité H u || H.D({') “ = ‘ u |||| v || sin (& v)
D'aprés la premié_r‘e remarque du paragraphe 1.8, le réel || .
égal au réel dét (4, v) qui s’exprime en fonction des com .

-

v

Sin (u, v) est

v dans une b h ; posantes des vecteurs u
et v ase orthonormee directe quelconque de P. Le choix de I'orientation

- o

B est tel que la famille (-4, 2{v)
e TS Hus 1a il ( U ”p(‘r) ”) est une base orthonormée directe de

=

u
0 l) par définition de p, celles

P. Les composantes de v dans cette base sont ! (

de v sont : (” p&') ”)

Onaalors = dét (0, v) =

lall g .
0 “p({;) " lU “ﬁ('ﬂ') H [ |

Remarque L'application de E; x E; dans E, que nous venons de définir est une
loi de composition interne dans E5. Nous verrons, en exercice, que cette loi ne pré-
sente aucune des propriétés usuelles des lois de composition rencontrées jusqu’ici.
(En particulier, cette loi n'est pas associative).

Propriétés.

On & les propriétés suivantes :

- - - > -»> .
Soient v et v deux vecteurs de E5. On a : u A v = 0 si et seulement si
la famille (o, v) est liée.

Pz Soient v et v deux vecteurs de E;. Alors le vecteur U A v est orthogonal

au vecteur v et au vecteur v.

Ces propriétés résultent des définitions.
P3 (@ V) e By, anv=—(Vaid)

Cette propriété est une conséguence immeédiate de la définition 2.3.

l P4 L'application 7 de E3 X E, dans Ej; définie par :
| ﬂ(}:' f:) € E; X E3, f(l;, 17) — U A v est une application bilinéaire.

Soient les applications /- et g; de Es dans E, respectivement définies par :

(FI;EES, f;(ﬁ):i}h;) et (\fErEEB, g;(a):a)\u).

Dire que f est une application bilinéaire signifie que, pour tout vecleur U de E,
I'application f» est linéaire, et que, pour tout vecteur v de E;, I'application g- est
w

linéaire.
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Démonstration :

D'aprés la propriété P,

/> est linéaire. Utilisons la déflnltlon 2.2 - (
| et si la famille (v, v

Nous remarquons que, Si u n'est pas nu ) est e o

(rohep) (v) = 0. La définition 2.2 est donc équivalente a la déﬂmnm SUlvam
Soient v et v deux vecteurs de E;. Si ¢ est nul, on pose : u AV = 0: si r ﬂes;
pas nul, on pose : AV = (rohop) (v).

Si 1 est nul, f+ est donc I'application nulle de E5; si v n'est pas nul, > et dong

I'application rbhop Dans les deux cas, /> est linéaire. m
On résume les propriétés P et P, en disant que / est une application bilingairg

antisymétrique de E; X E; dans Ej;.

i suffit de démontrer que, pour tout vectey g,

(PS Soient v et v deux vecteurs unitaires orthogonaux de E; et w un vecteyr
unitaire de E;.
La famille (, v. w) est une base orthonormée directe de E, si et seulement

sil'ona : = U AV

Démonstration :
Utilisons la définition 2.1.

La famille (u v) est libre etl'ona: ” u ” = 1, p(v) =v
oV ) ¥ v % g
et, par suite ST =V et k= :
To@)1 ™ TV ]

¥ —¥

De la propriété P; du paragraphe 5.5 du chapitre 7, il résulte que (3 v, w) est une
base orthanurmée directe de E3 si et seulement si w est égal a !c c’est-a-dire si et
seulement si w est égaldupv. m

Exemple.

L e 8

S::-{:t (/. J k) une base orthonormée directe de E,. De la propriété précédente et des
propriétés P, et P, du paragraphe 5.5 du chapitre 7, il résulte que l'on a :

fﬁ!-*(M:)—k ;Ak——(k.”)h; kM:-(mk)=fr-
e —

Soient et vd
PE eux vecteurs de E,, dont les composantes respectives dans

xf
une base orthonormée directe (/ ; E) de E; sont : (:) et (yr)'
z Z

'eUr u A v dans la base (J, /. k) sont :

Les composantes dy vec
’ y vy
z

z 2z
X x'

X X
y y
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pémonstration

ona: unv =0+ yj+ 2k) A (x4 yf+ 27)
D'autre part, on a : .r',qf:,«"ﬁf: ,QA;} =0

D aprés la propriété P4, on a donc - '

0AV = xy’(i ,U')—{—_xz‘(i A fc)+ yx:(fn i+)+ yz’(f;\!;)—i— zx'(!’c A ;)"i- ZY"U‘ ,Ur)
=y’ =2y} + (¥ — x2') [+ (xy' — yx') k. m

Remarque: Soit P le plan vectoriel engendré par deux vecteurs ¢ et v de Ej:
alors le vecteur u A v est un vecteur non nul de la droite vectorielle PL.

3 4
dans une base orthonormée directe de E,, alors le vecteur ¢ A v a pour composantes
5

dans cette base (— 4): la droite vectorielle PL est donc la droite vectorielle
1

| o 1 0
Par exemple, si les vecteurs v et v ont pour composantes respectives (2) et (1)

5
engendrée par le vecteur de composantes (— 4) dans la base considérée.
1

3. Angle d'un couple de droites vectorielles.

Nous désignons par E, un plan vectoriel réel euclidien orienté, par “) I'ensemble
des demi-droites vectorielles de E, et par ' I'ensemble des droites vectorielles
de E,.

Ensemble /' des angles de couples de droites vectorielles.

avons fait pour les demi-droites vectorielles, nous allons

De méme que nous | i transforment une droite vectorielle

chercher les rotations vectorielles dE'Ez qu
donnée en une droite vectorielle donnee.

THEOREME : Soient D et D' deux droites vectorielles de E;. Il existe deux

—_ =
" ! i [ r
rotations vectorielles de E; qul transforment D en D’. Si 'une a pou

angle «, alors I'autre a pour angle » + 2.
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3.2

Démonstration . __1) £ runi
o Soient u (resp. u') un vecteur unitaire de D (resp. D') et I'unique rotation vecto.

rielle de E, telle que I'on ait : {(U) = b 5
elconque de D de composante A dans la base u. On a ajor :

Soit v un vecteur gu o

(V) = f(n0) = af(0) = sy et parsuite: #(D)cD". -

Soit v/ un vecteur quelconque de D' de composante 2" dans la base ¢". On a aloys .
D’ cf(ﬁ). Onadonc : D' = f(ﬁ)

vi= Ny = }'\’f(i:') = f(¥ u) et, par suite .

enant g une rotation vectorielle de Ez telle gue l'onait : g(D)=Dp"
On a alors : f(ﬁ) = g(ﬁ) et, par suite (g 'of) (I_D) = D.
Posons p = g~ 'of. Dire que p(ﬁ) — D équivaut a dire gue la famille (,f}, ?(a)]

- E
est liée et que, par suite, I'on a: deét (u, p(u)) = 0.
a —b )
mée directe de E» et (b a)’ avec a2+ b2=1 |3

e Soit maint

Soient A une base orthonor

matrice de p dans B.

. X -
Soient ( ) les composantes du vecteur unitaire v dans la base $. On a alors :

. R x ax — by _
(‘Q(D):: D) e ( , bx + ay =0) <> (b(x2+y2]=0)
On a donc finalement ! (;(5) = [5) <~ (¢ € {Ide, — Idg,}) et par suite

(g~ 1of €{lde, — Idg,}) <> (g=Ff ou g= (— lde,) of). Il y a donc deux

rotations vectorielles : 7 et (— Idg,)of qui transforment DenD.Sifestla
rotation vectorielle d'angle z, la rotation vectorielle (— Idg,)of a pour angle

a+p N

Remarques: 1.
7 et B. On a alors :

(g-'of € lde,, — Ide}) <= (2 — B €{w,p}).
9 Des égalités p +p=wv et p=—p il résulte que {w, p; est un sous-

groupe du groupe (<t, +).

Soient 7 et g deux rotations vectorielles de E., d’angles respectifs

Les deux remarques précédentes nous incitent a considérer la relation S, définie

dans & par : Y(e f) €% (S P) === (o — P €{o, p}).

THEOREME ET DEFINITION : La relation § définie dans -t par :
§(z ) € A2 («8f) <> (2 — f e{w, p}) est une relation d'équivalence
On appelle ensemble des angles de couples de droites vectorielles, et O"
note +t, I'ensemble quotient de .t par 8.

e

. —x — pr —r

Soient D et D' deux droites vectorielles de E;. On appelle angle de D et de D"

et on note angle (D, D), la classe d’équivalence =« par S de I'angle o de ['Un® des

rotations vectorielles qui transforment B en D, clest-a-dire I'ensemble {w, « T pl
el

des angles des deux rotations vectorielles qui transforment BenD’
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3.3

8. ANGLES. PRODUIT vECTORIEL
Démonstration

e Una: ja fl == w, onc réflexive,

e Soient x et § deux éléments . L'ensemble {u, p} est un sous.
groupe .de (4. 4+).Ona d?nc t (e—fe LT, | Yy (F— aelw, pl.)

La relation S est donc Ssymétrique,

e Soient o, 3, v trois éléments
groupe de (+t, +). On a donc -
(=81 elop) et (@) o)

la relation $ est d
Quelconques de

quelconques de . L'ensemble {«, p} est un sous-

= (2= 8) + (B — v)efo, o))
= ({2 — V) e{w, ’
La relation § est donc transitive. m (( () €lo, p})

Exemples.

Soient D et D' deux droites vectorielles de E,.

1. Ona : anpgle (E 3) =

Réciproquement, si I'on a :

o = {w, pt. |
angle (D, f}ﬁ) = &, on a alors D = (1de.)(D) = B.

2. SiDetD' sont orthogonales, on a alors angle (5, 57) = EL = {8,.8_}

Réciproquement, silon 3 - angle (5. 57) = 5;- par définition de 3. et de 4_, les
droites D et D’ sont orthogonales.

On a donc les équivalences suivantes :

(B = B) w=s (angle (6.5 = o, .0})
(B = Bl) = (angle (8, 0") = (8, 3_1})

Propriétes.

On a les propriétés suivantes :

P1 L'addition dans -t est compatible avec la relation S.

- L ! - L] .-—'2'—-\...; A o
L'addition dans -t' définie par : {(x £) e 42, 5 + B = o+ 5 munit 4
d’une structure de groupe commutatif.

|
Démonstration : _ R
L'addition de -t est compatible avec la relation 8. Soient «, {8, o', 2’ quatre
eléments quelconques de -t L'ensemble {cs, p} est un sous-groupe de {:FE, +). On |
a donc: (a8f et o'SE) <—— ((a— el p} et (x — L) e o, p})
' f P @ 5
% — ! — EIKIJ, ,Ul < - (y_ + @ b [ El’(lhp[ = .
L ((9' B)+ (e L) el l) ez ([cr.-l-m’)&{li-{—,i:l)_

On peut donc définir une addition dar{s = L
(-t', +) est un groupe commutatif.

% " 8 4 ] — l\"]- n B
* Soient =, 3, v trois éléments quelconques de . On a

o IR e D A ey W]
it (At mat ErN=at @+ =(c+0+71=G+p+]
= (& + B) + .
La loi + est donc associative dans .t
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est commutative dans A",

| +
on démontré de é.m . T Fe) =
oy, at @ nt neutre.
¢ R d Hsg.t admet donc © pour é|érne
La|0i+ o ,.-'— O .—_.-(;.
. H&E:F: a+{,_¢}-r=0¢+( ) ioe e
Pt jconque = dé 4' admet donc un symetrrqu'e (— =) pour1a loi 4.
Un élément quE: o s o .t dans -t qui, @ tout ‘elemem‘ de associe
. L'app - homomorphlsme surjectif de (4, +) sur (4 -Ha

Remargué -

' u
classe d'équivalence est donc

e 93, angle (5 —D*) + angle (Ij: 5’7) = angle (b [—}‘) }

ion de Chasles.
Cette propriété est connue sous le nom de relation
Démonstration : ,
Soient D, D', D" trois éléments quelconquesi:le 2
Posons z = angle (Ij 57) et = angle (D', D"). .

—r —F —: —'—;‘t L : _ _--"'"_"'E

On a alors : aﬂgle(D, D') + angle (D , D )= a4+ L =a+ 0
Soit / (resp. g) la rotation vectorielle de E, d’angle o (resp. 3).
o siriition, oiid : f(D)=D° e g(D’)= D"
L"application g o f est la rotation vectorielle de Ez d'ar.'lgle o+ Fetona:

(gef) (E) = D" Onadonc : angle (l_] 5) = (x+ ). ®

P3 Soient D une droite vectorielle de E, et « un élément de ~'. Alors il existe

une unigue droite vectorielle D’ telle que I'on ait : angle (Ii 57) —

Démonstration :
Soit v I'un des deux vecteurs unitaires de D. Du paragraphe 1.2, il résulte qu'il existe

un unique vecteur unitaire u' tel que I'on ait - angle (v, ') = «
La droite vectorielle D ' F |
engendr ! ‘uni i '
one D" engendrée par v’ est donc I'unique droite vectorielle telle
que I'on ait :angle (D, D7) = 0. m

Soient (D, D’} et (D. D!
P4 Féduivalance SuivantEg :1- 1) deux couples de droitef vectorielles. On a

(angle (B, D7) = angle (D,, D}))
<~ (gfe O, (E), (A(D) = B et #(D,) = Eﬂ))
=

Démonstration :

Posons : o = angle ([j 5") . G o

. Y} = angle (D,, D] _
d.angle . On. a: (& = angle (D, 5-,))( 1_. 1()1(?;)‘339'-‘_3:3 f la rotation vectorielle
(v. = angle (Dh 5:)) < (f(D'J - E) - - D) et
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3.5

8. ANGLES. PRODUIT VECTORIEL

On a enfin le théoréme suivant :

THEOREME : L'application v de -t' dans -t définie par :

' _ Yo, L];{c]:):of.-i—a
est un isomorphisme du groupe (+t', +) sur le groupe (€ +).

Démonstration :

L'application y est définie. Considérons I'application w de st dans 4 du théo-
reme 1.4. Nous avons démontré la proposition suivante -

foret, o(e) = 9(a 4+ p) = « 2.

L'angle « 4+ = ne dépend donc pas du représentant choisi dans .

L'application } est un homomorphisme de (.t/, +) dans (-, +). On a :

Yz ) €42 Y(a+ B) = Y(x + B) = (x+ £) + (x + B)

' o = (a+ o) + (B + B) = $(a) + $(B).
L'application | est bijective. Considérons I'application {’ de +t dans /' définie
par :

o —s ot
Br— 97 (B).
Posons ¢~ (B) = |2, « + p} et démontrons que ' est I'application réciprogue

de 4. On a :

Yeet (Lou)(®) = Ylo " (B)] = Yo %+ ) = o + 2=
et .

H;-:E:(.', {;)’a'.:,){;;) =d(at+a2)=9¢9 "V (a+ o) = {0, e+ p}= “ W

Remarque : On a: $(3,)=3, + 3. =p et Y(0) =0+ 0 = o.

« Mesure » en radians de l'angle d'un couple
de droites vectorielles.

Soient § I'homomorphisme surjectif de (IR, +) sur (s, 4+) défini dans le para-
graphe 1.9 et s I'homomorphisme surjectif de (st, +) sur (-t', +) défini dans la
remarque du paragraphe 3.3.

L'application s 6, notée 0, est un homomorphisme surjectif de (IR, +) sur (', +).
Cherchons I'image réciproque de I'élément neutre o de ' par cette application.
Soit x un réel quelconque. On a :

(0'(x) = &) <= (s [6()] = &) <—> (0(x) e{v, p})

<> (xe 07 (w) ou xe07' (p))

<~ ((Qk'eZ, x=2k'r) ou (JK'e€eZ x=mn+ 2k'%))

<> (Jke Z, x = k).
Notons = Z I'ensemble défini par : n Z = [xeR|(Jke Z, x = k=)}.
On adonc : 0~ (w) == Z.
Considérons la relation de congruence modulo =; I'ensemble = Z est la classe
d’équivalence de 0 pour cette relation et on note IR/x Z I'ensemble quotient de R
par cette relation.
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3.6

:I { ] : " Z I ! by i

est une bijection. R R/=Z

A

. .
Soit « un élément de t". ON appelle " mesurée “en radtansl. de a:'etnoar:tn?g}?(z; Ir_na;f::;e
réciproque de % par (', c'est-a-dire I'élément xct:e R/= Z_te quz or " ,re rése;ta_r_“
On appelle détermination de la “mesure” en r‘ad.lans e o . p At
quelconque x de la " mesure " en radians de «. Nous ecrirons, par abus de notation :

a=x (x)

Exemples.

Soient D et D' deux droites vectorielles orthogonales de Eo. Ona .

—,

"'h"-h > —a; T
angle (5 D) =0 (=) et angle (D. ) = :—,; {r).

Applications.

Composée de deux symétries vectorielles de E..

THEOREME : Soient D et D' deux droites vectorielles de E; et o et o' les
symétries vectorielles orthogonales par rapport aux droites vectorielles

respectives DetD.

Si o est I"'angle de D et de D, alors o' o 5 est la rotation vectorielle de E;
d’angle « + «.

Démonstration :
Nous savons que o'ons est une rotation

vectorielle p de E,; soit f# I'angle de cette o' (4)
rotation vectorielle. On a de plus :

'di:' € E,, angle (I:, p(ff)) = [

Soit  (resp. E.f") un vecteur unitaire de D
(resp. D*). u
On a donc : angle (E' p(a)) =0 et
o(u) = (5'06) (&) = 5(4). \
Dautre part, on a : 2
angle (o, o' (¢)) = angle (4, ) + angle (I_I'", G(E))

= angle (&, ¢') + angle (o (&"). o (d)).

<4
o
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D'aprés la propriété P, du paragraphe 1.5, on a :
angle (o' ("), o' (4)) = — angle (¢, &) = angle (o, u').
Df‘l a t‘:lonc finalement : 3 = angle (f}, ?) + angle(ﬂ, L_J';) et angle (u u7) € o
Daprés le théoréme 3.4, onadonc : =2+ o =
- =" =

Remarque :Sil'ona : angle (D, D') = x (m),on a alors :

____.--—-——.____
anglec’'ooc = 2x (2%).

Bissectrices d'un couple de droites vectorielles de E:.

THEOREME ET DEFINITION : Soient D et D’ deux droites vectorielles de
E,. Alors il existe deux droites vectorielles orthogonales D, et D, de E,

telles que I'on ait : Yie|1,2), angle(D, D,) = angle (D, D’).

E.es dr}oites vectorielles D, et D, sont appelées les bissectrices du couple
D, D).

Démonstration :

L'égalité : angle (D, D,) = angle (D, D") équivaut a [Iégalité :

angle (ﬁ 5,—) + angle (E 5,) = angle (EJ [_)?)

Appelons & I'angle de D et de D’

La recherche des droites vectorielles & N
D, et D, équivaut donc a la recherche L J
des elements v de -t' tels que l'on ait :
0c+o'-'ﬂ—“‘ &+ p}.

Du théoreme 3.4, il résulte qu'il existe N
un unique élément «, de +t et un unique D,
élément Er.z de t' tels que l'on ait :

Y(a) = oy + 2 =5
et Y(ag) =2+ %=0+p

On a donc : Y/ie{l, 2, o+ 2= {ﬂ
Appelons 5, (resp. [52) I'unique droite
vectorielle de E, telle que l'on ait :
angle (D 51) = &1 (resp. angle ([5, 52) = ;".g). Les droites vectorielles D, et 'ng
sont donc les seules qui repondent a la question.

D'autre part, Iapp!lcatlan v du theoreme 3.4 est un |sornorph|sme de (+t',
(-, +) El'es egalltés L(:f )= [ TJ(or;a) =L+ pet 1;{:\ ) = p, il résulte que I'on
a: J.gza, + m Dnadonc :

angle (Dh D,) = angle (D, D )~ angle (D, D,) = 2, — %y = B

Les droites D, et D2 sont donc orthogonales. =

O+
=

+) sur
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4.1

4. Applications a la r_echerche
d’ensembles de points.

n associé a un plan vectoriel réel euclidien

Désignons par & un plan affine euclidie : | A5 .
orien%é E Si M, A, B sont trois points de & deux & deux distincts, pour simplifier

['écriture, nous notons (ViA, MB) I'angle du vecteur MA et du vecteur MB et
(MA, MB) l'angle de la droite vectorielle engendrée par MA et de la droite vectorielle
engendrée par‘nﬁﬁr Rappelons que (AB) désigne la droite qui passe par A et par B.

Ensemble des points M de & tels que : (MA, MB) = .

Soient A et B deux points distincts de & et » un élément de +U’. Appelons C I'ensemble
¢ = {Me&|(MA, MB) = «f. De la définition de (MA, MB), il

défini par :
s A et B n'appartiennent pas a C. Soient M un point quelcongue

résulte que les point
de &, distinct de Aet de BetD (resp. 57) la droite vectorielle engendrée par le vec-
teur non nul MA (resp. MB). Envisageons les deux cas suivants: =0 6t x#o.

Ona: ((MA MB)= 0) <—> (D = D’) = (M e (AB)).

o =

On a donc : C= (AB) — [A, B,

esw | Ona:
((MA, MB) = a) <> ((MA MB) = « ou (MA, MB) = o + p)
<> (VA WMB) — «=w ou (WA MB)— «=p)
<> (Sin ((MA, MB) — %) = 0)
<« (Cos « Sin (MA, MB) — Sin « Cos (MA, MB) = 0).
La derniére équivalence résulte des “formules de transformations ” étudiées en

classe de Premiére.
Soit O le milieu du bipoint (A, B) ; soient

/ le vecteur unitaire de la demi-droite

vectorielle engendrée par AB et/ 'unique
vecteur de E tel que la base (f;) soit une
base orthonormée directe de E. Consi-

dérons le repére (0, ff) Soient (—Oa)

a
et (G] les coordonnées respectives de A

et B dans ce repére et (i) celles de M.
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Les vecteurs MA et MB ont pour composantes respectives dans la base (/,/): .

—a8—xX a— X
) o ()

. =¥ — ¥
Onadonc :
CDS(MA, MB) == MA MB_ s (2% — ¥2) + y2
ImA [ [mB |~ [[MA].[TmE ||
et :
sin (VA MB) = det{MA, MB) _ _ 2ay
I mA |l mB [ [ mA].] mé |

Les vecteurs MA et MB sont non nuls. On a donc: ” MA ” H MB H # 0 et, par
suite :

((MA, MB) = %) < > (2ay Cos « — (x2 4+ y2 — a2) Sin & = 0).

L'angle > est différent de  : on a donc Sin =« # 0.D'ol:

((MA, MB) = 7) < > (x? + y? — 2ay%’:-5 — 87 = o)
< - (et(y-aSae) =+ g
& >(x3+(y—a%]%§)2:€%) (1)

L'équation (1) est I'équation du cercle 1" de centre le point | de coordonnées

0

Cos or) . > a ! P )
(a S dans le repére (O, i f )et de rayon lSIn—J'I Il est immédiat que les points
A et B appartiennent a ce cercle.

Onadonc: C=T—JA B}
Nous énoncons le théoréme suivant :

THEOREME : Soient » un élément de -t' et A et B deux points distincts de .
L’‘ensemble des points M de &, tels que I'on ait : (MA, MB) = « est égal
e aladroite (AB), privée des points A et B, si z =0

e 2 un cercle passant par A et B, privé des points A et B, si * % .

x FE W

Remarques : 1. Siona : 2= 35, le cercle |I" a pour équation : x? + y? = a2,
C'est donc le cercle de diamétre AB.
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4.2

2. Supposons - % 7 o, Soient &_.La
droite vectorielle engendrée par AB
et A’ Funique droite ve
angle (E .f__{) = a.

nitaire de A’ tel que

= DB‘ Ia re-
1.8, il résulte

ctorielle telle

que I'on ait :
>
Soit /' le vecteur u
—F &
I'on ait: angle (r 0.4 )
marque 2 du paragraphe e
que, dans la base (:’,j), le vecteur /'

g i)

a pour composantes -

, s di ( Cos « )
c'est-a-dire | _ gjn o

—
D'autre part, dans cette base, le vecteur IA a pour composantes . ( - Cos « |-
Sin

P TA=—aCosa+a Cos o= 0.

est donc orthogonale a la droite vectorielle engendrée par
direction A' est donc tangente en A aucercle T
" : on trace la droite A’; le point | est l'inter-
A 3 A’ et de la médiatrice de (AB) ; le cercle F

On a donc:
La droite vectorielle A’
IA. La droite A’ passant par A et de
Ce résultat donne une construction de

section de la droite perpendiculaire en
est le cercle de centre | et de rayon IA.

Ensemble des points M de & tels que : (MA MB) = ol

Soient « un élément de +t et A et B deux points distincts de &. Appelons C, I'ensem-
e, = (M e& | (MA, MB) = a}. De la définition de C,, il résulte

ble défini par :
Appelons C I'ensemble défini par:

que les points A et B n'appartiennent pas a C,.
€ = {M e & |(MA, MB) = a}.

De la proposition : (UM eé, ((M_,a.. MB) = m) — ((MA, MB) = &)), il résulte
que I'on a: €, cC. Ceci nous incite & distinguer les deux cas suivants : & e w

et o« & (T.'I.
Dans ces deux cas, nous considérons le repére (0. .T;) utilisé dans le paragraphe 4.1

et nous appelons, comme précédemment, (_ S)' (g) (J‘) les coordonnées res-
Y
dis-

geciives, dans ce repére, des points A et B et d'un point M quelconque de &,
tinct de A et de B (avec @ > 0). On a alors :
2ay

e 2 _
Cos (MA, MB) = =t 1 32” st sin (¥R, B} '|'

. EREE ~ AT WB
L E L) ..

Onaalors © %= ¢ e (Y —
v = (» et, par suite: (' = (AB) — |A, Bl.
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Soit M un point quelconque de (. L'ordonnée y du point M est donc nulle et I'on a:
; : 2 _ g2 '

Cos (MA MB) = = i
I MA [ mB

On a d'autre part : (M e () <« (M € C et Cos . Cos (MA, MB) > O),
Il faut donc encore distinguer deux cas -
® o =w Ona: Cosz=1 et par suite -

(Me€)) <=> (MeC et Cos(MA MB) > 0) <—> (Me€ ot |x|> a).
Onadonc : (', = (AB) — [A, B].

e a=p 0Ona: Cosa=—1 et par suite :

(Me€,) <=> (MeC et Cos (MA, MB) < 0) <> (MeC et |x| < a).
Onadonc : ¢, =[A B] — |A, Bl

o & ) |

On aalors ; =% et, parsuite : ("=1"—= |A, Bl

Onadautrepart : (Me(,) < > (M e (" et Sin  Sin (MA, MB) > 0)
<==> (Me(C et 2aySinz > 0).

Il faut donc encore distinguer deux cas : Sin 2 > 0 et Sin x < 0.

@ Sinx>0.0na: (Mel) < -> (Me(C et y>0).

L'ensemble (', est donc I'arc de cercle de I, d’extrémités A et B, qui correspond

aux points d'ordonnées strictement positives.

e Sna<0.0na: (Me(,)< > (MeCety < 0).

L’'ensemble (", est donc I'arc de cercle de I, d'extrémités A et B, qui correspond

aux points d'ordonnées strictement négatives. Nous énoncons donc le théoréme -

| et Sin (MA, MB) = 0.

“=wmeta=p.

THEOREMIE : Soient un élément « de -{, et deux points distincts A et B de
&. L'ensemble des points M de & tels que I’on ait : (MA, MB) = » est égal
e aladroite (AB), privée du segment [A, B],siz = o

e au segment [A, B], privé des points Aet B, si o = p

@ 2 un arc de cercle, d'extrémités A et B, privé des points Aet B, si » # o
et o # p.

& ] : f— & !
e ]
B A B
# %= "=
i - : FLas
A o’ F B A o ; (: B
“
sinx >0 Fipee B
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4.3

4.4

Condition pour qué quatre points non alignes

soient cocycliques.
On dit que des points soRt cocycliques lorsque que Ces points appartiennent a

un Méme cercle.

THEOREME : Soient A, B, C trois points non alignés de & et C le cercle
déterminé par ces trois points. On a alolrs:
C=[Met|(MA mB) = (CA, CB)} U {A, B}

Démonstration : _ ) o
ts A, B, C sont nécessairement deux a deux distincts.

Remarguons gque les poin Esall
Du théoreme 4.1, Il résulte que I'ensemble défini par :

(M € & | (MA, MB) = (CA, CB)} . _ -

est un cercle T' passant par A et B, privé des points A et B. Il est immédiat que
C appartienta I'. On a donc : ¢C=1. ®m

deux a deux distincts, de

THEOREME : Soient A, B, C, D quatre points,
cliques si et seulement si

§. Les points A, B, C, D sont alignés ou cocy
ona: (CA CB)= (DA, DB).

Démonstration :
Si les quatre points A, B, C, D sont alignés, on a:

(CA, CB) = @ et (DA, DB) = o.
Si les quatre points A, B, C, D sont cocycliques, le point D appartient au cercle

déterminé par les trois points A, B, C; du théoréme 4.3, il résulte I'égalité :
(CA, CB) = (DA, DB).
Réciproguement, suppos
(CA, CB) = (DA, DB).

e Si les points A, B, C sont alignés, on a : (CA, CB) = o = (DA, DB), et les
quatre points sont alignés.

® _Si I:as pnintfs A, B, C ne sont pas alignés, appelons C le cercle qu'ils déterminent.
D apres le théoréme 4.3, de I'égalité (CA, CB) = (DA, DB), nous déduisons qué
le point D appartient & (. Les quatre points A, B, C, D sont donc cocycliques. ®

ons que les quatre points A, B, C, D vérifient I'égalité :
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EXERCICES

Dans les exercices de ce chapitre, on désignera par £, (resp. E5) un espace vectoriel

=oe o

réel euclidien orienté de dimension 2 (resp. 3) et par (7./) (resp. (i,/, k) ) une base
orthonormée directe de E, (resp. E5). On désignera par &, un espace affine associé

a E; et par (D. 5 ;’) un repére orthonormé direct de #..

Angles.

1 Déterminer la mesure en radians de I'angle des vecteurs u et v de E, dont les

-2 — 3 )

composantes respectives dans la base (;. ,;) sonl : (1] et ( =
2 1—243

2 Meéme question que pour le n® 1 avec v ( Tg) v (_ i)

On donnera le meilleur encadrement de la réponse qui soit permis par la table utilisée.

3 Soit u le vecteur de E, egal a 27 + 3;'-_

Déterminer les vecteurs v de E tels que |

4 Méme question que pour le n® 3avec: v =8/ + 156/

cslGn =2 @@
. angle (v. v) = = 3
V] =1

- -
5 Méme question que pour le n® 3 avec: v =3/ — 4

{ angle (a v) =1 (2=)

3
On donnera le meilleur encadrement de la réponse qui soit permis par la table utilisée.

e
6 Soient D la droite de &, d'équation : ax + by + ¢ = 0 dans le repére (D. I
et D la direction de D ; soit A le point de &; de coordonnées (‘:) dans le repére

-
(0,7.1). N
Donner I'équation, dans le repére (0, if ) de la droite A passant par A et dont la

|

—. T
direction A satisfaita: angle (D, A) == (7).

7 Déterminer I'angle des directions des droites affines D et D' de 62 dont les équa-

tions cartésiennes respectives, dans le repére (U. i ,r ) sont :
x+2y—1=0 et (x+2y‘}\/3+y-2x=25.
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8 Méme question que pour le ne 7 avec les équations cartésiennes :

3;._151;..—_-0 et —3x+4}'-‘—1 s )
On donnera le meilleur encadrement de |a réponse qui soit permis par la table utilisge

de E, engendrée par i

9 On désigne par X X la droite vectorielle
nt la matrice X, dans la base (_,;)

n réel et o, I'endomorphisme de E; do

. cost sint
ast: =, =|.

sint — cost
1° Montrer que [, est une symétrie vectariel

Soient f u

le de E, par rapport a une droite vecto-

-
nelle D,.
2¢ Déterminer la mesure en radians de l'angle de
30 Sgient t' et (" deux réels; calculer le produit X« X Xy

s droites vectorielles x'x et D
4
. Commenter le résultat,

_ (sin ! cost
cos ! — sin r)

L]

10 Méme exercice gque pour le n® 9 avec : X,

11 Soit f 'endomorphisme de Ej défini par :
(i) =i
& VR v _3_ >
f(f) = 21’ 2 k
\

f{k} - H'z—,i I 3 k.
10 Mantrer que f est une rotation vectorielle de Ej.

- n & F
26 Déterminer un vecteur unitaire n de l'axe de .
30 Trouver un réel x tel que f soit la rotation vectorielle d'axe la demi-droite vecto-

rielle engendrée par n et d'angle x (2m).

012 Mémes Euestinns que pour le n? 11 dans le cas ou f est défini par:

1(7) = 52 (04 8)

10

;- 14 Mémes questions que pour le n® 11 dans le cas ol f est défini par .

\'r(?) =k
}f(.?‘) =:

(k) =J.

= 15  Mémes questions que pour le n® 11 dans le cas ol f est défini par:

5r(f)=-f
Jf(})=-—f;
(k) = -/
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Bissectrices.

16 1° Soient v et v deux vecteurs unitaires de E..
— —_

D 4 ] ] > -
éterminer I'ensemble des vecteurs W de E, tels que I'on ait: «.W = v.W.

i < e et
20 Soient, a présent, U et V deux vecteurs non nuls de E,. Montrer que I'ensemble
g

des vecteurs W de E; tels que I'on ait : angle (U, W) = angle (W, V
est une droite vectorielle,
Cette droite vectorielle est appelée |a bissectrice intérieure de I'angle des vecteurs

U et V! justifier cette terminologie.

5 a [ -
38 Soient (b) et (d) les composantes respectives dans la base (i,j) des vecteurs

U et V.
Déterminer, en fonction de a, b, ¢ et d les composantes d’un vecteur W de la bissec-

- . - » =3 o
trice intérieure de I'angle des vecteurs U et V.

- > -

e 5. '
17 Soient u, u'. v. v' quatre vecteurs non nuls de E, tels que : wv.v' =v.v' = 0.
1° Comparer les bissectrices du couple caonstitué par la droite vectorielle engendrée
- - -
par v et celle engendrée par v, puis les bissectrices du couple constitué par la droite
- - H* ==
vectorielle engendrée par v’ et celle engendrée par v'.
-

2o Comparer les bissectrices intérieures (cf' ex. n° 16) des angles des vecteurs vet v

- —-
d'une part et ¢’ et v' d'autre part. Discuter.

18 Soit D (resp. EFJ la droite vectorielle constituée des vecteurs de E; dont les
X rE !
composantes (y) dans la base (.t,; ) satisfont 3 :

3x —4y =0 (resp. 15x + 8y = Q).
Déterminer les bissectrices du couple (E D).

19 Sopient D et D’ deux droites affines concourantes de &,.
On appelle bissectrices de D et de D' les droites affines A et A’ de &, définies

comme Suit ;
e A et A’ passent par le point d'intersection de D et de D".
e Les directions respectives de A et A’ sont les bissectrices des directions de D et

de D"
Soient: ax + by +c=0 et ax+by+ ¢' =0 des équations respectives de

- F ¥
D et de D' dans le repére (D. :]j).
o
Trouver les équations, dans le repére (0, i } de A etde A"

Produit vectoriel.

20 Soient v un vecteur unitaire de Es et f I'application de E; dans E, définie par :

-~ — E - -
fVekEs f(V):(unV)Au.
Montrer que f est la projection orthogonale sur le plan vectoriel orthogonal a la droite

vectorielle engendrée par v.

23]
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vecteurs ‘unitaires orthogonaux de E; et g I'applicatigp da

g(‘u’) (vn V) A u.
- déterminer Kerg et Img.

g(0). g(¥) et g(uav).

Soient u et n:' deux i
définie par - yve Ea
que g est |Iné3|f

Calculer :

21
E, dans Ea
10 Démontrer

20 Qn pose : W——'U"“"

¥ r "
rer |'égalité suivante, dite du " double produit vectoriel

(Gaw)aU = (V. U)W (W.0) V.
V, W dans la base orthonor-

22 Démont
v(a v, ﬁ‘) e E; % E3x Eg

urra exprimer les composantes des vecleurs U,

(On po
U v orthogonal & u dans le plan

mee (; V. w) choisie comme suit: U= m
—_ > @

vectoriel engendré par U et vV, et w=UAV

On pourra aussi utiliser les résultats des exercices n°* 20 et 21.

23 Etude du * produit mixte
10 Démontrer |a proposition suivante :

y (0, V. W) € Eax Esx Es. (W. (T A V) = (W U).v).
(On pourra utiliser la méthode suggéree dans I'exercice n°® 22.)

20 Soient U, ‘v' W trois vecteurs de Ea

duit mixte des vecteurs U, V et W et on note (U, v, i‘}) le réel £gal

On appelle pro

a: U.(VaW).
Utiliser I'antisymétrie du produit vecto
les égalités suivantes :

(U, V. W) = (ku}—(wuv)
(U,v,w)=-( T ==0 W) ==(WVv v, U).
3¢ Montrer que la famille (U, Vv, W} est liée si et seulementsil'ona:

riel et la premiére question pour démontrer

(U, V, W) =o0.

+ >
[ E
24 Soient v et v deux vecteurs de Ea ; on suppose que ¢ est unitaire et on se propose

e -

. . . —- -
de déterminer I'ensemble F des vecteurs w de Ej tels que 'on ait: uAaw=V.

1*’+ Démontrer que I'application f de E; dans Eg, définie par :
¥ VeEs, f(‘v‘) =unV est linéaire.
Déterminer Ker 7 et Im £.

20 i =g s R
En déduire une condition nécessaire portant sur U et sur v pour que |'ensemble F

soit non vide.
3° 0
j n suppose désmmals cette condition réalisée. Soient Wu et W1 deux vecteurs
e F. M
GRIEr que Wl N '-"""a appartient a la droite vectorielle engendrée par u.

4° Montrer que \u A
A e ( v) A U est un élément de F (cf. ex. ne 20). Donner tous les

25 Soit f un endomorphisme de E; tel que l'on ait :

v(ﬁ, ﬁ) € (E3)2, (f(ﬁ) A fﬁ) = f(UA ﬁ))

Démontr
er que f est une transformation orthogonale appartenant & O (E3).
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Points cocycliques dans le plan affine &,.

26 Soient I' I'ensemble des couples de droites affines de &, et 9 la relation dans I,
dite d'antiparallélisme, définie par :
deux éléments quelconques (D, D') et (A, A') de T sont liés par la relation R si

et seulement si les directions de D et de D' admettent les mémes bissectrices que les
directions de A et de A'.

12 Démontrer que # est une relation d'équivalence dans T

2° Soient (D, D) et (A, A') deux éléments quelconques de I

Démontrer les équivalences suivantes :

s (D, D) R(A, A') <= angle (D, A’) = angle (A, D').

e (D, D) R (A A") =<—= (A, A') R (D, D') === (A, A) & (D, D).

3° Soient quatre points deux a deux distincts A, B, C, D de &,. Montrer que les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

a) les points A, B, C, D sont cocycliques;

b) ona: ((AB), (CD)) & ((AC), (BD));

¢) ona: ((AB), (CD)) @ ((AD), (BC)).

27 Soient trois points non alignés A, B, C de §; et c,; un angle non nul de '
A tout point M de &, on associe le triplet («, B, v) de points de &, défini comme suit :
x« (resp. B, y) est le point de la droite (BC) (resp. (CA), (AB)) tel que I'angle des

droites (BC) et (Ma) (resp. (CA) et (MB), (AB) et (M+)) soit égal & 5.

1 Montrer que chacun des quadruplets (M, A, B, v), (M, B, v, =) et (M, C, «, £)
est constitué de quatre points cocycliques,

2o Etablir I'égalité : (2B, ay) = (MB, MC) — (AB, AC).

3o En déduire I'ensemble des points M tels que les points «, B, vy soient alignés.

Dans le cas ol '5 est égal a E: cette propriété est connue sous le nom de ~ théoréme
de Simson ‘.

28 Soient,dans &,, un cercle I de centre O, et quatre points distincts A, B, C, Dde T..
19 Spit M un point quelconque de T, distinct des points A et B.

———

angle (BK, ﬁ) ().

1
2
25 Exprimer I'angle des droites (AC) et (BD) en fonction de I'angle des vecteurs
BE et EE et de I'angle des vecteurs EE et OD.

Démontrer I'égalité: (MA, MB) =

29 Soient a, b, z trois nombres complexes et A, B, M leurs points-images respectifs
zZ—a
z—b

10 Soit 7 un réel strictement positif. Quel est I'ensemble des points M d'affixe z
tels que l'on ait: |Z|=1r?

20 Soit § un réel satisfaisanta: 0 < 0 < 2m. _

Quel est I'ensemble des points M d'affixe z tels que l'on ait: argZ=10 (27)?
30 Soit ¢ I'affixe d’un point donné C, distinct de A et de B. Construire le point M

dans le plan complexe. Soit Z le nombre complexe égal a

c—a
c— b

d'affixe z tel que z =

30 Montrer que les points du plan complexe dont les affixes respectives sont:

i 1 i—1 =—=3—i H
£ oy , sont cocycliques.
2 Z 2 10 b
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-—f =1=i i=1 -3 .
31 Méme question que pour le n® 30 avec : - S i -———-3—-1'—-_5.,‘_
32 Soient quatre points distincts A, B, C, D du plan complexe d'affixes respectiyeg
a. b e d
1 Montrer que, si les points A, B, C. D sont cocycliques, alors le nombre compleye
{c —a)(d— b) P £ ;
= st réel. Etudier la réciproque.

e e d) = F@—a) °
2° Dé I'éqalité : 1111—(abed)

montrer I'égalité : p(;-bc 7] =ple. bie )

En déduire une propriété de la transformation du plan complexe qui, & tout point M

1
d’affixe z, associe le point M’ d'affixe =

Probléme.

33 Dans ce probléme, on se propose de définir sur I'ensemble H = IR < E; une
structure de corps non commutatif (quaternions) et d'indiguer une application de ce
corps a I'étude des rotations vectorielles de Es.
A. Construction de H.
12 On définit une addition dans H par :
‘g‘(sr G) e H, 'q'(s‘, V') e H, (s. \.:‘) + (.';’,"\:‘") = (s +5,V + V).
Maontrer brigvement gu'on munit ainsi H d’'une structure de groupe commutatif;
préciser I'élément neutre.
2% On définit une multiplication dans H par :
U(s. fr’) e H, v(s'. \7’) e H, (s. ?).(s‘;ﬁ) = (ss’ — _‘J'.TF. sV + sV — _';'A\_f"-).
On admettra que cette multiplication est associative dans H.
a) Montrer gue cette multiplication est distributive par rapport a3 I'addition dans H.
L) Montrer gue cette multiplication n'est pas commutative dans H.
¢) Montrer que cette multiplication admet un élément neutre dans H gue I'on pré-
cisera,
d) On définit I'application suivante de H dans H :

H— H

(s, V) i—> (5, — V)

et on note g I'image par cette application de I'élément g = (s, V) de H.
Démontrer la propriété suivante : Y (¢, ¢') € H2, gq’ = ¢’ .q.

_— —— >
Caleuler g.g et g.q. En déduire que tout élément de H, distinct de (0. 0) admet
un inverse que |'on calculera.
On a donc muni H d'une structure de corps non commutatif.
3° Soit R’ I'ensemble des éléments (s, 0) de H.
Montrer que R’ est un sous-corps de H, isomorphe a [R.
On pourra désormais identifier R’ et IR.
49 On définit I'application suivante (norme) de H dans IR, par:

H‘__"R+

(5. V) — V52 4+ V2
et on note | ¢ | I'image par cette application de I'élément ¢ = (s, V) de H.
a) Utiliser le 2° d) pour démontrer la propriété suivante :
V(g.¢) eH% |qq'|=|q]||q'|
b) Démontrer que I'ensemble T des éléments g de H tels que l'on ait: |g|="1
est muni d'une structure de groupe pour la loi - .
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5o Soient v un vecteur unitaire de E, et C: 'ensemble des éléments (s, V) de H

tels que 'on ait ; r:!A V= 0.
Montrer que C»est un sous-corps de H et que I'application £ de C dans C» qui, @ tout
nombre complexe x + /iy, associe |'élément (x, y:r) de C. est un isomorphisme de
corps qui satisfaitde plusa: yze©, |z|=|f(2) ]

B. Soient (s, +) le groupe des angles de E; et S I'ensemble des vecteurs unitaires
de E,.

12 Démontrer que I'on a: ¥ o e, UE' €5, (Cos B, Sin g 1;) e X.
2° On définit l'application F de - x S dans X par :

> *

Yeek Yues, F (ep. u) = (Cos @, Sin g r:)

a) Démontrer que F est surjective.

b) Soit 5 un élément de X. Déterminer, suivant les valeurs de o, I'ensemble des
couples (cp. u) de «L x Stels que l'on ait: F (:p, f.-) = a.

3% Soit o un élément fixé de I, On définit I'application T, de H dans lui-méme par :
YgeH T.(q) =0.q.07".

a) Démontrer que l'on a: Y(g. ¢') e H2, T.(qq') = T,(q).T.(q').

b) Montrer que, si g est un élément de H de la forme (0, G) alors il existe un unigue
vecteur V' de E; tel que l'on ait: Tu(g) = {0. "'-r""').

On définit ainsi une application R, de E; dans Iui-mé&me par :

Ea - E:’

- —
Vi—s V'

Mantrer que R, est linéaire.

c) Soient U et V deux vecteurs de E4. Calculer le produit (U, ﬁ) (D, ‘:’) dans H.
En déduire, a I'aide de 3 a), que l'an a :

v (0. V) e(E2)2. Ro(UAV) =R,(U) AR, (V)
et

y (U, V) e ()2, U.V =R, (U).Rs(V).

d) En déduire que R, est une rotation vectorielle de E,.

g) Montrer que |'application = de X dans @, (E;) définie par:
fee X, n(g) =Rq

est un homomorphisme surjectif de groupes.

1t f) Seit (cp. ;) un élément de -t < S tel que l'on ait: (Cos o, Sin g :r) e
Maontrer que R, est la rotation vectorielle de E5, d'axe la droite vectorielle engendrée
par !: et d'angle ¢ + 4.

(On pourra introduire une base orthonormée directe (o.v. w) de premier vecteur

::r. et interpréter dans H le produit

(D, ;)(O R,,(;')) = (0. ;).r:.([), ;},n“ en tenant compte de 3 a.)
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1.1

9.
Isométries affines

1. Structure affine euclidienne.

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel réel de dimension finie n et &
un espace affine associé a E.

Définitions (rappels).

Nous rappelons les définitions suivantes :

e & est un espace affine euclidien si et seulement si E est un espace vectoriel
réel euclidien.

e L'application d de & & dans IR, définie par : (A, B) e &2, d(A B) = | A8 ||
est appelée distance euclidienne dans &. Elle possede les trois propriétés sui-
vantes :

¥ (A B) & 82, (d(A, B) =0) =— (A=B)
Y(A B)et2,  d(A B) =d(B,A)
V(A B, C)e&3 d(A C) < d(A B) + d(B, C)
La troisieme propriété est connue sous le nom d'inégalité triangulaire. -
On note trés souvent d(A, B) par AB; on a alors : AB2 = || AB |* = AB.AB.

. Soient O un point de & et B une base de E. Le repére (O, B) est orthonormé
si et seulement si la base & est orthonormeée.

» L_egpace af‘fine. euclidien & est orienté si et seulement si I'espace vectoriel
eyclldmn E est oriente. Le repére (O, B) de & est un repére orthonormé direct
si et seulement si la base % est une base orthonormée directe de E.

. iDiam': sous-espaces affines non vides de & sont perpendiculaires si et seulement
si leurs directions sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux de E.

e Soient ‘U (A, E') un sous-espace affine de & et n un vecteur de E.

Le vecteur n est norm L
: al au sous-espace affine ‘U (A, E') si i
appartient a I'orthogonal de E’. SR SRS
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9. ISOMETRIES AFFINES

Résultats analytiques dans un plan affine euclidien (rappels).

1.2 Dans ce paragraphe, &, désigne un espace affine associé a un planvectoriel réel

euclidien E, et (O. 1',;') un repere orthonormé de &s.

; Toutes les coordonnées (resp.
les composantes) des points

i de &, (resp. des vecteurs de E;) sont données dans le
repere (O, i) (resp. la base (r‘, ,r))

Vecteur normal a une droite.

a
Le vecteur de composantes (b) est normal a la droite d'équation cartésienne :
ax+ by+ h=20

Droites perpendiculaires.

Soient D et D' deux droites de &, d'équations cartésiennes respectives :
ax +by+h=0 et ax+by+h=0
Les droites D et D' sont perpendiculaires si et seulementsil'ona: aa’ + bb' =

Distance d’un point a une droite.

Soient D une droite de &, d'équation cartésienne : ax + by + h = 0 et Mgy un
point de &, de coordonnées (i”) Soit d(M,, D) la distance de M, a la droite D.

0
Ona:

| axy + byo + A |
\,-jaz-f-bz

d(Mg, D) =

Nous rappelons que la distance de Mg
3 D est, par définition, la distance de Mg
au point H, intersection de la droite D et
de I'unigoe droite perpendiculaire & D
passant par Mg.

Résultats analytiques dans un espace affine euclidien
de dimension 3 (rappels).

1.3 Dans ce paragraphe 83 déSigne un espace affine associé a un espace vectoriel réel
0, /, /. k) un repére orthonormé de &,. Toutes les

euclidien E; de dimension 3 et ( | des points de & (resp. des vecteurs de E3)

coordonnées (resp. les composantes 1)

243



Vecteur normal & un plan.

—

a
Le vecteur de composantes (b) est normal au plan d'équation cartésienne -
e ve

Ci

}
ax+ by + cz+ h=0.

Droite et plan perpendiculaires.

Soient D et P une droite et un plan de &3. La droite D et le plan P sont perpendicy-
laires si et seulement si leurs directions D et P sont des sous-espaces vectoriels

orthogonaux. _ .
Supposons, par exemple, que l'on connaisse une équation cartésienne de P -

ax + by + cz + h = 0, et une représentation paramétrique de D :

hx:xo-l'}uﬂl
(MeED) =—— (]J.EI’R. VZVG+M3)-
| o 2 370

La droite D et le plan P sont perpendiculaires si et seulement si les vecteurs de

sont linéairement dépendants.

% a
composantes ({3) et (b
\C

-y

Plans perpendiculaires.

Dans le chapitre 7, nous avons défini la notion de plans vectoriels orthogonaux dans
un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3. De facon analogue, par abus de
langage, nous dirons que deux plans P et P’ sont perpendiculaires si et

. . . = e .
seulement si leurs directions P et P’ sont des plans vectoriels orthogonaux de E,,

c'est-a-dire si et seulement si les droites vectorielles PL et P'L sont des sous-
espaces vectoriels orthogonaux de Es.

Soient P et P’ deux plans de &, d’équations cartésiennes respectives :
ax+by+cz+h=0 et ax+by+ecz+h =0

Les plans P et P’ sont perpendiculaires si et seulement si l'on a :
aa'+ bb' 4+ cc'=0

On a aussi le résultat suivant -

Soient P, P!, P" trois plans quelconques de &, tels que l'intersection de P’ et de P’
soit une droite D de §,.

La droite D est perpendiculaire au plan P si et seulement si les plans Pet P’ d'une
part, les plans P et P" d'autre part sont perpendiculaires.

Ce résultat permet de déterminer si une droite, donnge par équations carté-
siennes, et un plan donné, par une équation cartésienne, sont perpendiculaires.
p d ST TP R 0 ——
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9. ISOMETRIES AFFINES
Exemple.

Cherchons une équation cartésienne du plan P passant par le point A de coordonnées

0
(;) et perpendiculaire a la droite D d’équations cartésiennes :
\x+y+2Z2+4+1=0

| —x+3y+2z=0.

Appelons P’ (resp. P") le plan d’équation cartésienne -
x-i_-j"+z+1 =0 (resp. - x+3y+27= 0).
Sotax+by+cz4+h=0 I'équation cherchde.

a
S
Le vecteur n de composantes (b

) est normal au plan P. La droite D et le plan P sont
c

perpendiculaires si et seulement si les plans P et P’ d'une part et les plans P et P*
, d’'autre part sont perpendiculaires, c'est-a-dire si et seulement si le vecteur n est

1 -1
orthogonal au vecteur de composantes (1) et au vecteur de composantes ( 3)-
1 2
Les trois réels a, b, ¢, définis & un coefficient de proportionnalité non nul prés, vérifient
donc le systeme ; |2 T2 +e=0
{—a+3b+2c=0.
Ona:
1
— r g ===
{a+b+c=0 ) ; (1a+b=_c 4
| —a+88+2e=00 T > N =a48b==2¢ & > i B
-3

Prenons par exemple : ¢ =‘4.

L'éguation cherchéeest : — x -3y 4 4z4+ h=0.
D'autre part le plan P passe par le point A. On a donc :
—0—-31+4.24+h=0, c'est-g-dire : h= —5.
L'équation cherchée est : —x—3y+4+4z—-5=0,

Distance d'un point & un plan.

Soient P un plan de &5 d’équation cartésienne : ax + by + cz + h = 0 et My un
Xo
point de &; de coordonnées (yg)- Soit d(M,, P) la distance de Mg au plan P.

Zo
kM,
Ona:
| axo + byo + czo + h |
d(Mo, P) = — —
Vaz+ b2+ c

Nous rappelons que la distance de Mo WH
a P est, par définition, la distance de My = |
au point H, intersection du plan P et de
I'unique droite perpendiculaire @ P pas-

sant par M. i
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1.4

De la méme facon, la distance de Mg
3 une droite D quelconque de &3 ‘est
t K intersection

la distance de Mg au poinl
de la droite D et de l'unique plan per-
par Mg.

pendiculaire a D passant

&

Propriétés métriques du barycentre.

ns le suivant, & désigne unespace affine associé a un espace

de dimension 2 ou 3.
A, B, C trois points de b.

Dans ce paragraphe et da
vectoriel réel euclidien E

Soient a, b, ¢ trois réels et
Soit f la fonction vectorielle de Leibniz associée aux poin

a, b, ¢, telle que nous I'avons définie au paragraphe 3.1 du chapi
Nous avons donc : ¥f: £ —» E

M —>» aMA + bMB + ¢MC

g de & dans R, appelée quelguefois fonction
A B, Cetauxréelsa, b, c, définie par :

ts A, B, C et aux réels
tre 4.

Considérons maintenant |'application
scalaire de Leibniz associée aux points
g: 8t —m R

M — > aMAZ2 4+ AMB2 + cMC?

L'application g satisfait aux deux propriétés suivantes :

Pl 1M M) et g(M)=g(M)+ 2MM7. (M) + (2 + b + c)MM™.

Démonstration :
Soient M et M’ deux points quelconques de 6 Ona:
g(M) = aMA? + bMB2 + cMC?
—a(MM" + M':_A)z + b(MM" + MB)? + ¢(MM" + M'C)*
= 2(MM2 + 2MM". M'A + M'A2) + 5(MM"2 + 2MM". M'B + M'B2) +
| c(MM2 + 2 MM". M'C + M'C?)
= (a4 b+ c)(MM2) + 2MM".(aM'A + bM'B 4+ cM'C) + aM'A?
+ bM'B2 + cM'C2. ®

Pz 3:5@?;5'0?3,3“;"?:” ait : a+ b+ c 5 0, et appelons G le barycentré
points A, B, affectés des coefficients a, b, c. La proposition sui-
vante est vérifiece : YMe& g(M) = g(G)+ (a + b + ¢) MG
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1.5

Démonstration : 9. ISOMETRIES aFFiNES

Utilisons la propriété P, dans |e cas oli M’ gs

yMet, g(M)=g(G) + 2MG .(5GA S
GE

Par deéfinition de G, le vecteyr + CGC) + (@ + b + c) MG2,

aGA
o résultat CheichS. m A+ bGB + CGC est le vecteur nul: d'ol

Résolution de I'équation - g(M) =

Soient g I'application définie ay paragraphe 1.4 et k un réel.

Résoudre I'équation : g(M) = £, c'e
. st trouver l'ense S : .
dont I'image par g est égale  «. mble S des points M de &

Envisageons les deux cas suivants -

a+b+ec=0

@+b+ec=0 o a+b+c0.

- Soit O un point de &. De Ia proprieté P, du paragraphe 1.4,
il résulte que l'on a :

yM et g(M) = g(0) + 2MC (2 0A + HOB + cOC),
D'apres le théoréme 3.1 du chapitre 4, le vecteur aOA + b OB + ¢OC est indé-

pendant de O; posons : u = a QA + b0B + ¢OC.
Soit M un point quelconque de & On a :

(g(M) = k) <—=>(g(0) + 2MO .0 = k) < (o"’,az

Posons : k' = i(g(O} — k).

-

Il faut distinguer deux cas : =0 et G0,

o u=0

Ona: (g(M)=k)<—= (0=kK)

et, par suite : (S=6 sik'=0) ou (8§=g@ sik'#0).
o u#0 .

Soit D la droite passant par O de vecteur directeur .
Etudions I'ensemble SND. On a :

(M € $D) <—> (i j2eR. OM =:w)
!OM u=xk
( 12eR 0M=;w)
-
A u=k'
]}‘-EIR. aﬁﬂ:}gu
i i
}l-:'—h_-_"i

L'ensemble SnD a donc un seul élément, le point My de D défini par :

QD_IL"ia' | k[”?“ On a donc : OMn u=K.
U
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D'autre part, on a :

(MeS) <= (OM .0 = k') <—> (OMg. 0+ MoM i = k') =—>(MoM. i = ¢)
L'ensemble S est donc le sous-espace affine de & passant par M, et perpendiculajre
aD.

Si & est de dimension 2, I'ensemble § est une droite ; si & est de dimension 3, I'ensen,.
ble S est un plan.

-
5
| —r | - T
(l) U Mo D él_ 7] Mg D
~
dim & = 2 dimé = 3 -

| a4+ b+ cs0| Soit Gle barycentre des points A, B, C affectés des coeffi-

cients 3, b, c¢. De la propriété P, du paragraphe 1.4, il résulte que I'on a :
yMet gM)=g(G)+(@+b+c) MG?2.
Soit M un point quelconque de &. On a :

,  k—4g(G)
(g(M) = k) < > (GM2 = "= ).
Posons : k" = k= gI5]. On a alors : (g(M) = k) <= (GM2 =k").
’ a+b+4c '

Le réel GM? est positif ou nul ; il faut donc distinguer trois cas (k"< 0 ou k'=0
ou k"> 0.

e k' < 0.

Onaalors : 8 = @.

e k"= 0.

Onaalors: (g(M) = k) <—> (GM? = 0) <—> (M = G)et, parsuite: § = {G}.
e k"> 0.

On a alors : (g(M) = k) < > (GM = \VP)

Si & est de dimension 2, I'ensemble $ est donc le cercle de centre G et de rayon
\ k" :si&estde dimension 3, 'ensemble S est la sphére de centre G et de rayon 4\ ik,
Nous énoncons donc le théoréeme suivant :

THEOREME : Soient &, a, b, ¢ quatre réels et A, B, C trois points de &. Soit
S I'ensemble des points M de & tels que : aMAZ2 + HMB2 4 ¢cMC? = k. .

Silasommea + b + c est nulle, I'ensemble § est soit I'ensemble vide, soit
£, soit une droite (resp. un plan) si & est de dimension 2 (resp. 3).

Si la somme a + b + ¢ n'est pas nulle, I'ensemble § est soit I’'ensemble
vide, soit un cercle (resp. une sphére), de centre le barycentre des points
A, B, C, affectés des coefficients a, b, ¢, si & est de dimension 2 (resp. 3).

—

Remarque : Le rayon du cercle (resp. de la sphére) est éventuellement nul
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9. ISOMETRIES AFFINES
Exemple.

Supposons & de dimension 3. Sojent A

et B deux points distincts de § et C le
milieu de (A, B).

Cherchons 'ensemble S des points M

de @ tels que I'on ait :

MAZ + 3MB2 — 2 MC? = A2, '
La somme 1 + 3 — 2 n’est pasnulle:
cherchons donc le barycentre G des
points A, B, C affectés des coefficients
1,3 et — 2,

Le point G est défini, par exemple, par
(1+3—2)BG=BA+3BB —28BC=08A—28C=0
Le point G est donc égal au point B.

Soit M un point quelconque de §: de la propriété P, du paragraphe 1.4, il résulte que
I'on a :

(MAZ 4 3IMB? — 2MC? = AB?) < = (BA? + 3BB? — 2BC? 4+ 2BM? = AB?)
< > (BM2 = BC?)
<> (BM = BC).

L'ensemble S est donc la sphére de centre B et de rayon BC.

2. Isométries d'un espace affine euclidien.

Dans ce paragraphe, & désigne un espace affine euclidien associé & un espace
vectoriel réel euclidien E de dimension finie n (n = 2 ou 3).

Définition.

2.1 DEFINITION : Soit  une application de & dans & _ )
L'application f est une isométrie de & si et seulement si elle ” conserve la

distance ”, c'est-a-dire si et seulement si ona :
H(A, B) € 62, d(A, B) = d(f(A), f(B)).

Exemples.

1. L'identité de & est une isométrie de &.

i nslation de vecteur u.
2. Soient  un vecteur non nul de E et (> la trans

Soient A et B deux points quelconques de .

AB = (B), i {» est une isométrie de &.
De I'égalité -~ AB = :;(A] t;[B], il résulte que [~
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1. Soient K un point de & et = un réel non nul. Soit A (K, «)I'homothétie ge centre i
o

ot de rapport . - ' p
;::Tjen: :':t B deux paints quelconques de &, d'images respectives A’ ot B pay f,

¥
Ona: KA = xKA, KB' = zKB. et par suite : A'B’ = % AB, ;
Onadonc - d(A,B')=|z]|d(A B), et parsuite .

(V(A, B) € &2, d(A", B') = d(A, B)) < = (Ju|=1). |

Une homothétie est une isamétrie de & si el seulement si cetie homothétie est soit
l'identité de &, sait une symétrie centrale.

On a les propriétés suivantes :

——

r P] Soit f une isométrie de . On a :
| Y(A B, C) e t®, AB.AC = f(A) £(B] .f(A) /(C}

L ——— —_—

Démonstration :
Soient A, B, C trois points guelconques de & et A", B', C' leurs Images respectives

par [.

On a les égalités suivantes : |

(BCI"=[laAC — A8 [P = | A€ |F — 2AC A8 + || aB |
et par suite :

AB.AC = (| A€ |F + || A8

. 1
F =] B¢ ") = 5 (AC2 + AB2 — BC?),
mei ek A
Onademéme : A'B'.AC = 5 (A'C'2 + A'B"2 — B'C"2).
L'application f est une isométrie de t; des égalités : AC = A'C', BC = B'C’ et
AB = A'B’, il résulte que 'on a : AB AC = A'B".AC. m

FPZ Soient f une isométrie de & et (n + 1 ) points Ag, A,, . . ., A, de & tels que
(Ao, EEA,, R ;ﬂio_ﬁ,,) soit un repére orthonormé de § : soient An, ... A,
les images respectives des points Ao, ... A, parf.

Alors (Ag, AgA}, ... ALA”) est un repére orthonormé de &.

Démonstration :

(As. AbAY, ... AGAL) est un repére orthonormé si et seulement si la famille

(AGAT, ..., AGA]) est une base orthonormée de E; nous rappelons qu'il suffit

pour cela que les vecteurs de cette famille soient unitaires et orthogonaux deux
a deux.

. .Pnlurtmijt ide 1, ..., n| le vecteur AgA! est unitaire.
Soit / un élément quelconque de |1, ... nj. L'application £ est une isométrie, on a
done + || Ao [| = a(ap, A = (g, A = || AA; || = 1.

® Les vecteurs de Ia famille (A'DE",
Soient A_;,Af et 5@—0\:

ﬂ_s.’;,ﬁ‘j:) sont deux a deux orthogonaux.

iont deux vecteurs quelconques distincts de cette famille.
D'apres la propriété P,, on 3 - AGAL. ApAl = A A AA, =0 m
' ¥ (T T
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9. ISOMETRIES AFFINES

e :

THEOREM E : Sonf fune application de t dans §
Les deux prctpositlons suivantes sont équivalen.tes :
1. l'application f est une isométrie de & .
2. l'application f est une bijection affine de &

associé ¢ est une transformation orthogonale de E

—

dont I'endomorphisme

B

Démonstration :

(';_:lf__(‘l_)_. Soient A et B deux points quelconques de &. On a :

d(#(A). £(8) = [ FA) #(B] || = || o(AB) || = || AB || = d(a, B).
ﬂ.l_f“——"{& Nous faisons cette démonstration dans le cas ot 1 est égal & 3.

o Soient O, I J, K quatre points de & tels que (0, Ol, 0J, OK) soit un repére ortho-
normé R de &. Appelons O, I, J’, K' les images respectives des points O, |, J, K
parfetposons : 1=0l, ;j=0J, k=0K /=07", =017, k=0K.
D'aprés la propriété P, du paragraphe 2.1, (0", 7, /, k') est un repére orthonormé
R de &.
X
e Soient M un point quelconque de & de coordonnées (y) dans 1} et M’ I'image
Z
de M par f. Le repére R est orthonormé; on a donc :
x=OM ./ y = Gﬁ_f. z= OM .k
D’aprés la propriété P, du paragraphe 2.1, on a :
OM .= OM.0Ol = O'M".0'" = O'M"./
et de méme : C_}_M,;: _C_)-'_I\J_l*'.,-": et OM.k=0O'M k.

X
Le repére ' est orthonormé; le point M' a donc pour coordonnees (y) dans
- .
ce repére. |l résulte de ces calculs que, pour tout point M’ de &, il existe un unigque
s
point M de & tel que I'on ait : f(M) = M" Si (y) sont les coordonnées de M
z
x.
dans le repére 1, alors le point M de coordonnées (}') dans le repére R est le seul
Z

point qui a pour image M'. L"application f est donc bijective.
s Soit o |’endomofphi5me de E défini par : Cp‘(f-} = :’”, P (1') =.J';Jr P (k) : k.
Démontrons que f est une application affine de & dont I'endomorphisme associe est

il o 0 . . g2, F(A) F(B) = o(AB).
v, c'est-a-dire que l'on a: W(A- B) e%%, . p ' 7 i
Soient A et B deux points quelconques de t et A'et B leurs images respectives

X Xa A p
par f. Appelons (y:) (resp. (y‘z) les coordonnées de A (resp. B) dans le repere A,
Zy Z3

X4 Xy
' ' spectives |y1] €t (y;) -dans
Les points A’ et B” ont donc pour coordonnées resp (z!) .zg

le repere K.
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Onaalors : AB = (x; — x;) /' + (y, — yi) i+ (2*2 - Zi) &' -
= =x)2() + (2= ) o(f) + (2o — 2, 2 (k)
=2 ‘CP[fxz = X1}-'r+ (v2 — Vi)}t+ (z; — 5‘-'1) %]."—: fp(AE)
® L'endomorphisme ¢ transforme la base orthonormée (7, /. k) de E en Iy

base orthonormée (7, /', k') de E. De la propriété P, du paragraphe 2.3 du chj.
pitre 7, il résulte que « est une transformation orthogonale de E. Y

Remarques: 1. Toute isométrie de & est une bijection affine Fle E, et, par Suite,
possede toutes les propriétés des bijections affines de &; en particulier toute isomg.
trie de & est déterminée par la donnée d'un point, de son image et de I"endomgr.
phisme orthogonal associé.

2. Pour les mémes raisons toute isométrie de & transforme un S0Us-espace affine

de & de dimension P €N un sous-espace affine de méme dimension® et deux spus-
espaces affines paralléles de & en deux sous-espaces affines parallgles.

3. Toute isométrie de & est une application affine de ¢ dont I'endomcrphisme associa
est une transformation orthogonale de E, Par suite, elle transforme deux sSous-
espace affines Perpendiculaires en deux SOus-espaces affines Perpendiculaires.

Démonstration :
® L3 loi o gst intgme dans J.
Soient f et g deux isométries quelconques de § Ona :

WA B)et2, a((q °7)(A) (gof)(B)) = d(F(A). 1(B)) = g(a, B).

qu, B.)slﬂz. d(f-1(a), F=1{B)) = d(f{f"‘(A)), f{f“(B))) = d(A, B)
L'application -1 est donc une iIsométrie de &, |

® Soient f et g deux IS0métries quelconques de ¢
respectifs ¢ et |,

Du théoréme 1.7 dy chapitre 6 j| résy
dont I'endomorphisme associé est e
bien défini un homomorphisme de (), o)

d’endomorphismes associés

-
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i 9. ISOMETRIES AFFINES
Dans le chapitre 7, nous avons réalisé une partition de O (E) en d

a,(E) et O _(E); ceci nous conduit aux définitions sjir:'a:tux S.OUS
G A0REYS C!éplacemelnt Ou isométrie positive de ¢ toute ise;m.ét ie de &
I'endomorphisme associé appartient 3 0, (E). U E

On appelle antidéplacement ou isométrie négati :
‘ . . gative de & Atri :
dont I'endomarphisme associé appartient 3 O_ (E). toute isométrie de &

Appelons D I'ensemble des déplacements de &

-ensembles

I Pz 1 est un Sous-groupe de (7, o).

Démonstration :

Utilisons le théoréme 1.5 du chapitre 1.

e Soient f et g deux déplacements quelconques de & d’'endomorphismes associés
respectifs ¢ et .

L'ensemble O, (E) est un sous-groupe de (O(E), o) ; I'application Yo ¢ est donc
un élément de O, (E); par suite gof, dont I'endomorphisme associé est Lo o, est
un déplacement.

e L'identité de & a pour endomorphisme associé Idg qui est un élément de O, (E).
e Soit fun déplacement quelconque de & d’endomorphisme associé .

La bijection réciproque f~' de f a pour endomorphisme associé «~1, qui est un
élément de O, (E). m

| P3 Soient f et g deux antidéplacements quelconques de &. Alors gof est un
‘ déplacement de &.

Pq_ Soient f un déplacement quelconque de & et g un antidép]aFement
quelconque de &. Alors gofet fog sont des antidéplacements de &.

Ces deux propriétés résultent de facon immédiate des résultats donnés au c-hapitrte 7
sur la composition d'éléments de O (E) et de ©_(E), dans le cas ou la dimension
de E est égale @ 2 ou a 3. o .
Plus généralement, on démontre de facon analogue la propriété suivante :

P La composée d'un nombre pair d’antidéplacements est un déplacemenfc.
La composée d'un nombre impair d'antidéplacements est un anti-

déplacement.

Nous avons aussi le résultat suivant .

Pﬁ Soit K un point quelconque de & et Jk I'ensemble des isométries de & qu

laissent K invariant. s 66
Alors (Jk, o) est un groupe isomorphe a (O (E), o).

Démanstration : _

¢ L'ensemble Jy est stable pour la lol = -
Soient f et g deux éléments quelcongues de .

ait 1 (gof)(K) = g(F(K)) = g(K) =K
L'application g of appartient donc 3 k.

sométrie gof est telle que l'on
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2.4

2.5

ns la propriété P, et appelons Uy la req.

i application @ définie da ot
v C_mlblseér{:;:s; aﬂp L application (P est un homomorphisme de (I, o) dang
triction J.
() (E). a),
' icati t une bijection. | |
8 et e ¢ (E). L'image reciproaue de o par ¥ est une

uelconque d = Sy : ;
19 et qui laisse K invariant. Elle est

d'endomorphisme assacié ¢

Soit  un élément 4
isométrie affine de &
donc unigue.

lte du théoréme 2:3

du chapitre 1 que (k. 5) est un groupe isomorphe 3

e |l résu
(O (E), c). W

[sométries involutives de 6.
ve de &. L'application f est donc en particulier une
_dire une symétrie affine de . D’autre part 'endomor-
t une transformation orthogonale involutive

lle orthogonale de E.
finition et au théoréme suivants :

Soit f une isométrie involuti
involution affine de &, c'est-a
phisme associé ¢ de cette symétrie es
de E, c’est-a-dire une symétrie vectorie
Ces propriétés nous conduisent & la dé

DEFINITION : Soient E’' un sous-espace vectoriel de E et &' un sous-espace

affine de & de direction E'.
On appelle symétrie orthogonale par rapport a & la symétrie affine par

rapport a &' de direction EX
. Par définition des symétries affines, &' est le sous-espace affine des
rie. D'autre part, si A est un point de &E— 6 et A
AA appar-

Remarque
points invariants par la symét

son image par la symétrie orthogonale par rapport a &', alors le vecteur
tient & 'L : la droite (AA’) est donc perpendiculaire abd'.

THEOREME : L'ensemble des isométries involutives de & est I’ensemble

des symétries orthogonales de &.

Nous allons donner la liste des différentes symétries orthogonales f de &; nous les
classons d‘aprés la dimension du sous-espace affine &' des points invariants et
nous donnons pour chacune delles I'endomorphisme associé ¢.

dmé =2
dim &' f :
?
2 Id.s Idg
1 S
symetn: Sgtg?j?gi?a[ef?'ar rapport | symétrie vectorielle orthogonale
e affine 4 par rapport a une droite
vectorielle
L 0 symétrie centrale — Idg

Nous appellerons réflexi i
exion affine par r Stri
par rapport a la droite affine D, dans le r;Lzm a?f?nl?;t' A, Sl e pipannek

254




8. ISOMETRIES AFFINES

dim & = 3.
- i e r————G
dim &' f O e
= - P
3 Ids Id
[— 5 E
2 symeétrie orthogonale par ra . :
3 un plan aff‘i)ne pport réflexion vectorielle
1 symétrie orthogonale par rapport i
a une droite affine g Se-r
0 symeétrie centrale = Jeds

Nous appellerons réflexion affine par rapport a P la symétrie orthogonale
par rapport au plan affine P dans I'espace affine & de dimension 3 et symétrie

axiale d'axe D la symétrie orthogonale par rapport a la droite affine D dans I'espace
affine & de dimension 3.

Propriétés.

2.6 On a les propriétés suivantes :

P1 Toute réflexion affine est un antidéplacement de I'espace affine &.

Cette propriété résulte de facon immédiate de la définition d'un antidéplacement
ét de la nature des endomorphismes associés aux réflexions affines.

l\Pz Soient A et B deux points distincts de &.

Il existe une unique réflexion affine s telle que l'on ait : s(A) = B.

Démonstration :

Appelons C le milieu de (A, B). i _
Unicité. Si s est une réflexion affine telle que I'on ait : s(A) = B, alorson a :

$(B) = (sos) (A) = A.

L'image par s du point C, isobﬂ?vﬂeﬂtfeges P
Points s(A) et s(B); c¢'est donc le point L. ; i -
Le sousEes)pace (af-)fine &' des points invariants est dqnc nécessairement le sous
espace affine passant par C et perpendiculaire a |E‘1jd;0't'3 (AB).

&' est donc unique et par suite il en est de méme de . i € st paiperidiculaie &
Existence. Soit & le sous-espace affine de & passa‘ntﬂ:pﬂsi & est de dimension 2,
la droite (AB); soit s la réflexion affine par r?ppo:; ad‘r{'\ension 3, le sous-espace
le sous-espace affine & est une droite ot si S.est codh ,

affine &’ est un plan. 5

Démontrons que I'on a : s(A) = B. . ; _
—— A — r suite . S(A} = B.

Par définition de s, on a : A s(A) = 2AL = AD 2

oints A et B, est l'isobarycentre des

i ints i i r la réflexion
Remarq Si & est de dimension 2, la droite D des points invariants par la
ue : ol ’
“emarque :

affine s est la médiatrice du segment [A, B].
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3.1

3. Isométries de 6o

cié a un espace vectoriel réel eygl;.

L']{E) = lldg,. — |dE} que les se
i uls
euls antidéplacements de §

Remargquons que, si & est un espace affine_ a?sso
dien E de dimension 1, il résulte de I_egailte : |
déplacements de & sont les translations et que les s

sont les symétries centrales. . N

i | n vectoriel réel euclidi -
Dans la suite de ce paragraphe. E: désigne un pla en et ¢,
un espace alffine associé a Ey.

Ensemble D des déplacements de 6o.

son endomorphisme associé ¢ appartient par

Soit f un élément quelconque de 4y, .
soit une rotation vectorielle d'angle «

définition a © . (E,): c'est donc soit Idg,
non nul.
On a les proprietés sulvantes :

P1 Si - est l'identité de E,, alors f est une translation de b;.

Cette propriété n'est autre que la propriété P, du paragraphe 2.2 du chapitre 6.

Pz Si % n'est pas lidentité de E, alors f admet un seul point invariant.

Démonstration :

Appelons &' le sous-espace affine de & des points invariants par f.
Soient A un point de & et A’ son image par /; soit M un point quelconque de b.

On a:
(Met!) <= (F(M) = M)
< > (¢(AM) = A'Ni)
< > (e(AM) = A'A + AM)
< > ((fp — Idg,) (AM) = A'ﬁ).
Ceci nous conduit a étudier I'endomorphisme ¢ — Ideg, de E..
Nous savons que la matrice, dans une base orthonormée quelconque de Eo, de 2

a) avec a2+ b2=1

rotation vectorielle ¢ distincte de Idg, est de la forme (z

et a# 1.

a— 1 —
la—1 5 b a—1

dél L — = o -

(I" I.dE_?) b 8 —1 =(3_1}2_|_“b2=2{1__a)

Ce déterminant est non nul; I'endomorphisme ¢ — Idg, est donc bijectif.

Il existe donc un seul vecteur v de E, tel que I'on ait : (¢ — Idg,) (0) = AA,

et, par suite, un seul point M de &, tel que l'on ait : (5 — Ids,) (AM) = A/A.

. —~ ;

Dans la mé : '
a meme base. |a matrice de ¢ — I|dg, est donc ( ) On a alors
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3.2

9. ISOMETRIES AFFINES

, P3 Soit f un dé;ﬁlacement de &, d
I'identite de E,. Soient 4 I'ang|
par . Ona:

ont I'endomorphisme associé @ n'est pas
e de ¢ et K I'unique point de &, invariant

t’(M, M;) 5823‘(82, ((W'F = f(M}I) == (EMT = ﬁ-‘(m))

(1 KM' = KM )
- —  — r
| angle (KM, KM') = ot)

L-.-_.___ [
pémonstration :

Soient M et M’ deux points quelconques de 85,
par définitionde f,on a :

(M = F(M) <> (@(KM) = £(K) F(M}) <> (o(KM) = KW").
Par définition de o, on a :

(o(KM) = KM') <~—> (; | kKM

=lme)y g e

angle (KM, KM") = « | angle (KM, KM") = =

DEFINITION : Soient K un point de &, et z un élément de ..

On appelle rotation de centre K et d'angle «, et on note r(K.,z), I'appli-
cation affine de &, d’endomorphisme associé la rotation vectorielle de E,
d'angle = qui laisse le point K invariant.

Remarques : 1. Soient M et M’ deux points quelconques de &;. D'apres la pro-

priété P5 du paragraphe 3.1, on a :
(g KM' = KM )

(M" = r(K, «) (M)) <= | angle (KM, KM") = «

r endomorphisme associé Ide, et

2; i re K et dangle » a pou e
La rotation de cent K. C’est donc l'identité de &,

admet au moins un point invariant autreé gque
Ona: §Ke&, r(K o)=Ilds.

3. La rotation de centre K et d'a{'lgle
admet K pour unique point invariant.
4. Supposons E, orienté et appelons x U
de l'angle «. Par abus de langage nous appe
d’angle x défini modulo 2 7= la rotation r(K, o).

p a pour endomorphisme associé — Idg, et
C'est donc la symétrie centrale de centre K.
ne détermination de la mesure en radians
llerons rotation de centre K et
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3.3

34

héoréme suivant :

et 3.2, il résulte le t
ost soit une translation, S0it une

Des paragraphes 3.1
THEOREME : Tout déplaceme
rotation d‘angle non nul.

Ee_marque . Nous disposons de deu
déplacement fde 6!
e considérer |'endomor
si @ est I'identité de E2 @
si @ n'est pas I'identité de Ez.
e considérer le sous-espace affin
si & est I'ensemble vide, alors f
si & est un singleton, alors f est une
si & contient au moins deux points d

nt de &2

x méthodes pour déterminer la nature dTu-;

phisme associé ¢ °

lors f est une translation;
alors fest une rotation d'angle non nul.

e &' des points de §, invariants par ¥
est une translation de vecteur non nul;

rotation d’angle non nul;
istincts, alors 7 est I'identité de &,.

Ensemble des antidéplacements de &..

D’aprés la propriété P, du paragraphe 2.6, nous savons déja que toute réflexion
affine de &, est un antidéplacement.

Etudions le probleme réciproque. Soit
phisme associé ¢ appartient par définition 3 O_(E2):
vectorielle erthogonale par rapport @ une droite vectorielle D de E,.

On a les propriétés suivantes :

f un antidéplacement de &,; son endomor-
c'est donc une symétrie

P1 Si £ admet un point invariant K. alors f est la réflexion affine par rappuﬂ

3 la droite D passant par K de direction D: la droite D est le sous-espace
affine des points invariants par f. J

Démonstration :
La réflexion affine s par rapport abD
phisme associé est ¢ et qui transforme

pour f£.
De la remarque 1 du paragraphe 2.2, il résulte que fest égale as. ®

est une application affine dont I'endomor-
le point K en lui-méme. Il en est de méme

Soient u un vecteur non nul de E; et A une droite de &, de vecteur
directeur u. Soient - la translation de vecteur u et sy la réflexion affine

par rapport a A.
Alors ssot> est un antidéplacement de &, qui n‘a pas de point invariant

Et on a . saﬂ!-‘- = ,!-rQS':
! u L J

Démonstration :
Appelons A la droite vectoriel u i
ielle engendrée par u et o3 la symétrie vectorielle ortho-

gonale par rapport a A.
e L'endomorphisme associé a saof- est o; et par suite, saof; est s
r o

antidéplacement de &,.
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9. ISOMETRIES AFFINES

e Cherchons les points de &, invariants par
Soit M un point quelconque de &,: on g -
u v = > Iy —
On a donc : : M) et Za (M) =M.
((s_\ut:)(M)=M)=-_¢..(3M#Egzl MM eAl et MM'eA et W#a)
— (M’ €6, MM eAlnA et MM # 0).

Saols.

On a: AnAl= {0}
Il n‘existe donc pas de point M invariant par spot».
]
o Lei‘deux appl_if:atmns affines syot> et t-os, ont toutes deux pour endo-
marp . isme a?socafa o . pour démontrer qu'elles sont égales, il suffit donc de trouver
un point de &, qui a méme image par chacune d’elles.
Soit A un point de A,
Appelons A’ le point de &, défini par : AA’ = v le point A’ appartient & A.
On adonc : (syof;)(A) =sy(A)=A" et (fosy)(A)=1;(A)=A". &

P3 Si £ n‘a pas de point invariant, alors il existe un unique vecteur non nul u
de D et une unigue droite D de direction D tels que f soit la composée
de la translation ¢> de vecteur v et de la réflexion affine sp par rapport a D.

Il résulte de P, que l'on a alors : f = spot> = f>08p.
On appelle cette décomposition de f la forme réduite de f.

Démonstration :

Unicité. Soient U etu deu

tion D, s'il en existe, tels que l'on ait : f=spot> et f= sprot.
Snﬂtﬁﬂf_&’; = Spv

x vecteurs non nuls de 5, et D et D' deux droites de direc-

Onaalors : spofy = spioly et par suite :
c'est-a-dire : spolr_ 5 = Son
L'application sp: est un antidéplacement qui admet pou

points invariants la droite D'
Supposons que le vecteur u — u' de D soit non nul. D'aprés P,, l'application

Spof> —» serait un antidéplacement de &, sans point invariant, ce qui est incom-
b=t

patible avec I'égalité : spely_75 = Sor-

r sous-espace affine de

Sp = Sp, Ce qui équivaut a: D=D"\
son image par f. Soient B le milieu de

!

On a donc : U= 4, et par suite :
Existence. Soient A un point de &; et A in
(A, A") et D la droite passant par B de direction D. _ -
Appelons sp la réflexion affine par rapport a D. L'endomorphisme associé a sp est
encore .

e L'application spof est une app
égal 3 go ¢, clest-a-dire 3 lde..

lication affine dont I'endomorphisme associé est

L'application spof est donc une translation f>

&
de vecteur u.
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3.5

3.6

e Posons A' = (spof)(A) = sp(A').
Par définition, on a : 4 = AA".

e

Démontrons que le vecteur AA" appar-

tient a D.
Soit B’ la projection orthogonale de A’

sur la droite D.

Par définition de sp, ona: AAT =2A'B",
Par définition de B,ona : AA’ = 2BA’.
On a donc :

AA" — AA + AA” = 2(BA’ + A'B") = 2BB’.

Les points B et B' appartiennent 3 D: le vecteur BB’ appartient donc a 5; il en est

donc de méme du vecteur AA".

e On a finalement : spof = > et par suite : f= Spoly

Par hypothése I'application 7 n'a pas de point invariant.

Si le vecteur U était nul, on aurait: f = sp, ce qui est impossible. Le vecteur v

est donc non nul. |

Nous rassemblons les résultats du paragraphe 3.4 dans le théoréme suivant :

THEOREME : Tout antidéplacement de &, est soit une réflexion affine,
soit la composée d'une réflexion affine par rapport a une droite D et
d’une translation, distincte de l'identité de &, dont le vecteur appartient

3 la direction de D.

Remarques : 1. La considération du sous-espace affine & des points de &; inva-
riants par I'antidéplacement f permet donc de déterminer la nature de f :

si &' est I'ensemble vide, alors fest la composée d'une réflexion affine et d’ure trans-
lation de vecteur non nul;

si & n'est pas I'ensemble vide, alors f est une réflexion affine.

2. En revanche, contrairement a ce qui se passe pour les transformations orthogo-
nales de E,, la connaissance de la dimension de & ne suffit pas a déterminer la
nature de toutes les isométries de §, : une isométrie de &, sans point invariant est

soit un déplacement, soit un antidéplacement.

Composition de déplacements et d'antidéplacements de &..

Dans ce paragraphe, nous noterons Sp la réflexion affine par rapport a la droite

+ W
affine D de 6, et Z3 la translation de vecteur u. Nous avons les résultats suivants :

| P'l Soient D et D' deux droites de & de direction D.
a DL

L’application spsosp est une translation dont le vecteur appartient
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9. ISOMETRIES AFFINES

Démonstration :

Envisageons les deux cas suivants : D = D! et DD
e D= D" On a alors :
e DD

Soit ¢ la syfmétrie vectorielle orthogonale par rapport a D. L'application ¢ est
I'endomorphisme associé a sp et sp.: par suite, I'application po ¢, qui est égale a
I'identité de E,, est 'endomorphisme associé & SproSp, qui est donc une translation
de vecteur .

Soit A un point quelconque de D,

On a: t;3(A) = (sposp)(A) = spi(A) et, parsuite: v = A sp(A). Par défi-

nition de sp., le vecteur u appartient 3 DI et, si A’ est la projection orthogonale
de Asur D, ona: u=2AA" m

SpreSp = Sposp = Ids, = tx.

M

PZ Soient D et D' deux droites distinctes de &, concourantes en un point K

et I'angle de Detde D'
L'application sprosp est la rotation de centre K et d’angle « + «.

Démonstration :
Les applications sp et sps appartiennent & I'ensemble i défini dans la propriété Pg

du paragraphe 2.3.

L'image par @ de I'application sp, o 5p est la composée o5, 00y des symétries vecto-
rielles orthogonales par rapport aux droites vectorielles D et D”.

D'aprés le théoréme 3.6 du chapitre 8, 'application ;oo est la rotation vecto-
rielle d'angle « + =« L'application spiosp est donc égale a l'image réciproque
par &y de cette rotation vectorielle, c’est-a-dire la rotation de centre K et d'angle
“+ =z H

P3 Soient K un point de &, et D une droite de &, passant par K; soit & un

élément de . . .
Alors il existe une unique droite D' de 6, et une unique droite D" de &,
passant toutes deux par K, telles que I'on ait :

r(K, o) = sprosp et r(K, «) = spospr
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artiennent a I'ensemble J.

émonstration !
g t r(K, o) apP _ _
@y sont respectivement la symétrie vectorig)j,

Les applications $p et r(K

Les images de ces applications par . : :
rapport a la direction D de D et la rotation vectorielle p d'angle «.

o= par . ; : '

D?ap"és la propriété P4 du paragraphe 3.4 du cEapltre 7, il existe une unique droite

. . - i ue Iron i : =

vectorielle D’ et une unique droite vectorielle D" telles g ait 0 5500,

gt: p= a5°9;0 | *

Appelons D’ (resp. D) ['unique df:te .

passant par K et de direction D’ (resp. D)

Les images réciproques respectives par

@y de og; et oy Sont les réflexions affines ;
spr et Spr. . . K
L‘application @k est un isomorphisme de
(k. o) sur (O(E), ). On a donc :
D'.l

r(K, «) = spiosp et r(K %) = SpoSpr. M

Remarques : 1. Supposons E; orienté et appelons x une détermination de la

mesure en radians de «.
La droite vectorielle D’ est l'unique droite vectorielle de E, telle que l'on ait :

e X . 5 — - P < .
angle (D, D) = 3 (w), et la droite vectorielle D" est 'unique droite vectorielle

el X
de E, telle que I'on ait : angle (D”, D) = (1).
2. On peut démontrer un résultat analogue pour les translations de &,. Soient u

un vecteur quelconque non nul de E, et D une droite quelconque de & qui admet U
comme vecteur normal. Alors il existe une unique droite D’ de &, paralléle a D
et une unique droite D" de &, paralléle a D, telles que l'on ait :

t:r = SproSp €t f: = SpoSpn

P Soient K et K’ deux points de &, et o et «' deux éléments non nuls
de +.
Si l'on a : o+ o' = w, alors l'application r(K’, «)or(K, ) est une
translation de &,.
Si fon a : x+ o' o, alors I'application r(K', a')or(K, «) est une
rotation de &, d'angle « + o',

Démonstration :
Pf::ur s_imp.hﬁer 'écriture, notons r I'application r(K, «) et 7 I'application r(K’, «').
L'application r’or est la composée de deux déplacements; c’est donc un déplace-
m'ent. Son endomorphisme associé est la composée de la rotation vectorielle
d’angle « et de la rotation vectorielle d'angle «’, c'est-a-dire la rotation vectorielle
d'angle o + o'
5:[ ona: o+« =, cette rotation vectorielle est I'identité de E, et, par suite
r'or est une translation.
Si I : ' i :

on a: a4 a’'# w, cette rotation vectorielle nest pas I'identité de E: el
par suite r'or estune rotation d'angle x + «'. m
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9. ISOMETRIES AFFINES
Casou l'ona: o+ o =

— i"_Déterl'Hinons le vecteur u de la translation r'or.
On a, parexemple : v = K(r:or}—-—’(]{) _ m

K

Cas ou l'on a: o+ %' # . Déterminons le centre K* ae la rotation r'or.

Il ny a que deux cas possibles : K= K' ou K # K'.

o K= K'. Il estimmédiat que K est invariant par r'cr; c’est donc le centre de
cette rotation.

e K= K'. Nous allons utiliser la propriété P,.

Appelons D la droite (KK').

Soit D, l'unique droite passant par K telle que I'on ait : r = sposp, et Dy l'unique
droite passant par K telle que lI'on ait : r' = sp,o5p. On a alors :

r'er = 8p.,08poSpoSp, = §p, 05D,

Il résulte des propriétés P, et P> que l'application sp,osp, est une translation si
les droites D, et D, sont paralléles et une rotation si ces droites ne sont pas paralleles.
Puisque |‘application r'cr est une rotation d'angle « + o’ non nul, les droites
D, et D, ne sont pas paralleles; elles sont donc concourantes en un point K".
L'application 7' or est donc la rotation de centre K" et d'angle o + =’

D
D

P5 Soient K un point de &; et o un élément non nul de #; soit v un vecteur
non nul de E,. Alors I'application r(K, z)ot; est une rotation dangle o.

Démonstration :
L'application r(K, a)of> . . '
déplacement. Son endomorphisme associé est Ia_rotatflon vectorielle d'angle «
non nul. L'application r(K, a.)nt; est donc une rotation d'angle «. ™

est la composée de deux déplacements; c'est donc un
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de la rotation r(K, a)otr. Nous allons Utilisgy

Dé&termination du centre K’
la propriété P; et la deuxiéme remarque qui suit cette propriété.

Appelons D la droite passant par K et de vecteu'r norrna[ u.
Soit D, l'unique droite passant par K telle que I'on ait : r(K, &) = sp, osp.

Soit D, I'unique droite paralléle a D telle que I'on ait : tr = Sposp,.

On a alors : r(K, ¢)et> = Sp,°Sp°SD ©0Sp, = 8Dy °5D,-
L'angle azestnon nul : les droites D et D, sont donc distinctes et, par suite, les droiteg

D, et D, sont concourantes en un point K. On a alors : sp,o8p, = r(K', o),
Le point K' est donc le centre cherché.

D, \P2

P Soit K un point quelcongue de 6.,
L’'ensemble Ry des rotations de centre K est un sous-groupe commutatif

de (D, o), isomorphe a (&, +).

Démonstration :
e Toute rotation de centre K est un déplacement de &,. On a donc : RgcCW.

e Toute rotation de centre K et d’angle « est un élément de Jg dont I'image par ®
est la rotation vectorielle d'angle «. L'ensemble Ry est donc I'image réciproque
par Oy de I'ensemble O, (E,) des rotations vectorielles de E,.
L'application @k est un isomorphisme de (J, ) sur (O(Ey), o) et O, (E;) estun
sous-groupe commutatif de (O (E;), ), isomorphe & (£, +).
L'ensemble Rx est donc un sous-groupe commutatif de (Jk, o), isomorphe a

(£, +).
Py
R —> 0, (E)) —> 4.

e (D, o) est un groupe et I'ensemble Ry, inclus dans D, a une structure de groupe
pour la loi o; I'ensemble R est donc un sous-groupe de (D, o). m

Construction du centre d’une rotation
lorsqu’on connait les images de deux points distincts.

3.7 Soient A et B deux points distincts de &, et A’ et B' leurs images respectives par
une rotation r de &,. Les points A’ et B’ sont donc distincts.

264



9. ISOMETRIES AFFINES

Soient « I'angle supposé non nul de | ‘
Lne construction de K. a rotation r et K son centre. Nous allons donner

Soit p la rotation vectorielle dangle «

Des egaht.es ;A= r{ﬁ} et B'=/(B), il résulte que I'on a : A'B' = ¢(AB
et par suite : angle (AB, A’B’) = q,

Il n'y @ que deux cas possibles : g — P OU o3#p

e Si o est égal 3 p,

la rotation r est un '
i e symeétrie centrale, dont le centre est le
milieu de (A, A').

e Si x est différent de p, I'angle « est différent de @ : les droites (AB) et (A'B’)
ont donc des directions distinctes et sont concourantes en un point C.

Supposons que le point C soit distinct des points A, B, A’, B' et notons (CA, C_A:)
I'angle des droites vectorielles engendrées par les vecteurs respectifs CA et CA’,
comme nous |‘avons fait dans le chapitre 8.'

Ona: (CA CA)=a et (CB CB) = I

Par définition de K, ona: angle (KA, KA’) =« et angle(KB, KB') =a

et, par suite, avec la notation précédente : (KA, KA') = o et !KB* KB') = .

Il résulte du théordme 4.3 du chapitre 8 que le point K appartient au cercle C,
qui passe par les points C, A et A’ et au cercle G, qui passe par'lfas points C,BetB"
Les cercles G, et C, sont sécants en C; ils ont donc un deuxiéme point commun,
éventuellement confondu avec C. Ce point est nécessairement le point K cherché.
Remarque : Le lecteur traitera en exercice, s'il le désire, le cas particulier ou le
point C est confondu avec |'un des points A, B, A’ ou B".
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4. Isométries de &s.

Dans ce paragraphe, Es désigne un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3
ié a Es.

» un espace affine assocl . :
et 63 un esp nous faisons I'étude des déplacements de §, g

Conformément au programme, : .
nous donnons seulement quelques exemples et quelques propriétés des antidép|a-

cements.

Ensemble D des déplacements de &;.

4.1 Soit f un élément de D. Son endomorphisme associé o appartient par définition

a 0. (E;); c'est donc soit I'identité de E,, soit une rotation vectorielle d'axe une

droite vectorielle D et d’angle o non nul.
On a les propriétés suivantes :

P1 Si I'endomorphisme o est I'identité de E, alors le déplacement fest une
translation de &s.

. r'l o r
Pz Si 'endomorphisme o est la rotation vectorielle d’axe D et d'angle « non
nul, et si le déplacement f admet un point invariant A, alors le sous-
espace affine &' des points de &; invariants par f est la droite passant par

A de direction D.

Démonstration :
L'endomorphisme associé a f a pour sous-espace vectoriel de vecteurs invariants

la droite vectorielle D.
Le point A appartient 8 &, qui n‘est donc pas vide.
Du théoréme 1.6 du chapitre 6, il résulte que & est la droite passant par A et de

direction D. =

P3 Tout déplacement £ de &5, distinct de Ides, et qui admet au moins un point
invariant, a pour endomorphisme associé une rotation vectorielle ¢ de Es
d'angle non nul.

Démonstration :

L'application f est un déplacement de &;; son endomorphisme associé ¢ est donc
soit I'identité de E; soit une rotation vectorielle de E, d’angle non nul.

Si ¢ était Iidentité de Es, alors f serait une translation de &,. La seule translation

tqullé saedmm au moins un point invariant est I'identité de &, ce qui est exclu par hypo-

L;a - . -
Pplication o est donc une rotation vectorielle d'angle non nul. =
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So_ient_D une droite d
: ebyetf
P4 atfine des points invariani un déplacement de &5 dont le sous-espace

. S es : : ‘ :
torielle de Ea associée 3 f t égﬁ' a D; soit & | angle de la rotation vec-

Soient M et M’ deux po
POINts qu - s
gonale de M sur D, On 4 alorsq :eiconques de &; et H la projection ortho-

(M. . f(M]) e (HM'

= HM et angle (_H_M. HM') = “)

|

L'application f est par hypothése un dé T :
. eplacement de § 5.
admet au moins un point nvara: e Gy distinct de Ids, et qui

_ ) De la propriété P5 il résulte que son endomor-
phisme assgcxé ? est une rotation vectorielle de E, d’angle = non nul et d'axe D.
Démonstration :

Le point H appartient 3 D -
(M= £(M)) <—> (AW’
Di; par définition de

il est invariant par f. On a donc :
= ‘%(HM)). Le vecteur HM appartient au plan vectoriel

¢ le vecteur HM' appartient également a DI et est limage de
torielle, d'angle «, du plan vectoriel DL. On a donc

(HM' = o(HM)) <—» (HM' = HM et angle (HM, HM") = «). w

HM par la rotation vec

4.2 DEEINITIONS : Soit f un déplacement de &; qui ne soit pas une transla-

tion de &;. s :
Sif admei au moins un point invariant, on dit que f est une rotation de &;.

Si f n"admet pas de point invariant, on dit que f est un vissage ou un dépla-
cement hélicoidal de &.

Il résulte des propriétés P, et Pz du paragraphe 4.1 que toute rotation 7 de &; a

me associé une rotation vectorielle de E; d'axe D et d'angle

paur: endomerphis es points invariants une droite D de direc-

- ffine d
non nul, et pour sous-espace a L ,
tion D. On dit que fest Ia rotation de &; d axahD ::11 dﬂ.‘:lnagl'e .
Avec les notations de la propriété P du paragraphe 4.1, :

¥(M, M) e &3 <63, ({M = f(M)) == (HMf = HM et angle (HM, HI\:’I )=I a))_
Remarques : 1. On conviendra d‘appeler rotation d'axe D et d'angle w
r x4

l'identité de &;. -
2. La rotation de &; d'axe D et d'angle p

est la symétrie axiale d'axe D.
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4.3

4.4

Nous rassemblons les résultats des paragraphes 4.1 et 4.2 dans le thgg,
suivant : -

THEOREME : Tout déplacement de &; est soit une translation, soit yn.
rotation d'angle non nul, soit un vissage. o

Forme réduite d'un vissage.

Dans les paragraphes 4.4 et 4.5, nous notons 7(D, «) la rotation de &; d'axe D gt
d‘angle « et £» la translation de &5 de vecteur u.
On a les propriétés suivantes :

P1 Soient « un angle non nul, D une droite de &; et v un vecteur non nul
de la direction D de D.
Alors I'application ¢ or(D, a) est un vissage de 6z etl'ona :
tror(D, «) = r(D, a)ots.

Démonstration :

e L'application t>er(D, x) est la composée de deux déplacements; c'est un
déplacement. Son endomorphisme associé ¢ est la rotation vectorielle de E;
daxe D et d’angle o non nul; I'application ¢ n'est pas I'identité de E; et par suite
t=or(D, «) n'est pas une translation de &;.

C'est donc soit une rotation soit un vissage.

Cherchons les points de &, invariants par cette application.

Soit M un point quelconque de 6;5. On a :

((t;0r(D, 2)) (M) = M) <—= (M, € &, (M; = r(D, 2) (M) et MM = 1))
On a: ((tzer(D, x))(M)= M)

— (IM, e &, (MM, e DX et MM eD et MM # 0))

—s (Im, € 85, (MM, e DInD et MM, % 0)).
Or,ona : Dind = {5} Il n"existe donc pas de point M invariant par t;ur{Da o).
Cette application est donc un vissage de &s.

e Les deux applications affines t>or(D, o) et r(D, a)ot; ont méme endomor-
phisme associé. Pour démontrer qu’elles sont égales, il suffit donc de trouver un
point de &; qui a la méme image par chacune d’elles. Soient A un point de D et A’
le point défini par : AA" = G le point At appartient @ D. On a donc :

(tror(D, x)) (A) = t-(A) = A" et (r(D, m)o(;)(A) =r(D x)(A)=A" ®B

Pz Soit f un vissage de &j.
Alors il existe un unique angle « non nul, une unique droite D de &3 €t

un unique vecteur 4 non nul de la direction D de D tels que f soit la
composée de la translation ¢» par la rotation r(D, «).

—
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Démonstration -

Unicité.
® L'angle i : .
gle « est nécessairement I'angle de la rotation vectorielle » de E5 associée a f;

il est donc unique.

A - . = s
: . De méme, la direction de D est nécessairement I'axe D de la rota-
tation vectorielle o,

@ Soie t : . 2 ; L s o .
nt D et D' deux droites de &, de méme direction D et 4 et &' deux vectaurs

—
non nuls de D, s'ils existent, tels que l'on ait :

f——t»or(D x) et f—Z—rof(D e).
On a alors :

tror(D, o) = ¢- +or(D', o) et par suite :

t_soty or(_D &) = tr_or(D, o) = 7(D’, a).

Supposons ¢ — &' non nul. D*aprés la propriété P,, I'application ts —»or(D, ) estun
vissage de &3, ce qui est incompatible avec I'égalité : r:_::artb, u) = (D', ).

Onadonc: u=a et par suite : r(D, o) = /(D'
du paragraphe 4.1 éguivauta : D = D’
Existence.

. &), ce qui, d’aprés la propriété P,

® Soit ¢ la rotation vectorielle de E, d'axe D et d'angle x associée au vissage f.
Soient A un point quelconque de & et A’ son image par £. Ona: A # A.

Posons : g = tE’-’: of,

On a : g(A)= ‘5-;:.(”""3) =tz (A) = A

L'application g est donc un déplacement de &5 d’endomorphisme associé o et qui
admet A comme point invariant; ¢’est donc la rotation d’axe la droite A passant par A

de direction D, etd’angle a.

On a donc : Imaf'—- r{A, o) et, parsuite : f= IA-—A-; or(A, o).

Le vissage f est donc la composée d'une rotation et d'une translation de &3; mais le
vecteur de la translation n’appartient pas nécessairement a la direction de 'axe de la
ratation.

— s 1.} _ — » i
® Soit AB 4+ BA' la décomposition du vecteur AA" sur DL (B D. Le point B appar-

—_
tient donc au plan P passant par A et perpendiculaire a A, et le vecteur BA' appartient

—
aD.

v o= o oy = otn+ et, par suite : f--t r—ur‘hx
On a alors @ fpme =L, o Y P ( )-

Pour obtenir le résultat cherché, il suﬁlt donc de démontrer que Iapplicatmn

t—or(A, o) est une rotation de b5 d ‘angle x et d’ axe une droite D parallale & A.

AB

L'endomorphisme associé a rx-ﬁar(.-‘_\., w) est égal & p; 'application I}Tﬁw{i‘., %)
est donc soit une rotation soit un vissage de &s.

—i

H i e vecteur AB que nous notons en —
Cansidérons, dans le plan P, la translation d t q sencore { =
et la rotation de centre A et d'angle « que nous notons r{A, o).

A
Ar
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De la propriété Ps du paragraphe 3.6, il résulte que |'application .'.-Aéur(,q, @) est
une rotation d'angle « du plan P. Soient C ie centre de cette rotation et C, I'image

de C par r(A, 2).
r(A, ) ‘AB

C —_— c'l —_ c-
Le point C, appartienta P eton a : C,C = AB.
D’autre part, par définition de 7(A, «), le point C, estl'image de C par 7(A, o). On g
donc : (rﬁnr{ﬁ, x))(C) = tz(C)=C.
Le point C est invariant par !A—ﬁ ar(A, o).
T r(A. «) est donc la rotation de £ d"angle « et d’axe la droite passant par C de

>
direction D. B

Remarques : 1. |l résulte de P, que l'onaalors : /= r(D, a)oty = t>0r(D, a).
On appelle cette décomposition de 7 la forme réduite de 7. On dit que f est

le vissage d’axe D, d'angle « et de vecteur u.
2. Soit M un point de &,. L'image M’ de M par f s'obtient de la facon sui-
vante : on trace le plan P passant par M et perpendiculaire a D; on construit

» -

le point M, de P, image de M par r(D, «) ; le point M’ est défini par : MM’ = u.

D v’

lwlll |

| M
% R

Antidéplacements de &,

4.5 D’apres la propriété P, du paragraphe 2.6, nous savons déja que toute réflexion

affine de &; est un antidéplacement de &,. Nous noterons sp la réflexion affine
par rapport au plan P de &;.

Dautre part — Idg, est un élément de O_(E3); il en résulte que toute symétrie
centrale de &3 est un antidéplacement de &..

Nous avons les résultats suivants, analogues & ceux que nous avons obtenus
dans §
2-

P‘l Soient P et P’ deux plans paralléles de 83 de direction P. L'application
Sp:oSp €st uUne translation dont le vecteur appartient 3 PL.
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Démonstration :
Envisageons les deux cas : P = p- et PP’

—_— / A
e P=P'.0n a alors : SpioSp = Sposp = Id, = tx

e P # P’ Soit ¢ la réflexion vectorielle

par rapport a ?’ L'application ¢ est

I'endomorphisme associé a sp et & sy, / /
par suite lapplication ¢og, égale a [P P’
Iidentité de E;, est I'endomorphisme
assoCié a sp,oSp, qui est donc une
translation de vecteur v,

Soit A un point quelconque de P,
Ona: Z3(A) = (sprose) (A) = sp(A)
et, par suite: U= Aspi(A).

>

)
spi(A)

Par définition de sp: le vecteur v appar- 7~ .
tient donc 3 PL, = > P

Pz Soient P et P’ deux plans distincts de &5 sécants suivant une droite D.
L'application sp. o sp est une rotation de &, d'axe D.

Démonstration :

Soit K un point de D ; les applications sp et sp: appartiennent a I'ensemble Jx défini
dans la propriété P, du paragraphe 2.3.

L'image par ®¢ de I'application sp. o sp est la composée o, 0o des réflexions vecto-

rielles par rapport aux plans vectoriels respectifs P et P'. D'aprés la propriété P,
du paragraphe 4.3 du chapitre 7, I'application oz; 003 est une rotation vectorielle
de E; d'axe PnP’, c'est-a-dire D.

L'application spiosp est donc égale a I'image réciproque par g de cette rotation
vectorielle, donc a une rotation de &, d'axe la droite passant par K de direction D,
c'est-a-dire d'axe D. m

Remarque : On peut démontrer que toute translation de &, est la composée de
deux réflexions affines par rapport & des plans paralléles, et que toute rotation
de &, est la composée de deux réflexions affines par rapport a des plans distincts
sécants.

En revanche un vissage n’est jamais égal a la composée de deux réflexions affines.
On peut cependant démontrer les trois propriétés suivantes : '
1. Un vissage est la composée de deux symétries axiales d'axes non coplanaires.
2. Une rotation est la composée de deux symétries axiales d'axes distincts et

concourants.
3. Une translation est la composée de deux symétries axiales d'axes paralléles.

Nous verrons ces propriétés en exercices.
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5.1

5.2

9. Groupe d'isométries laissant invariant
un ensemble donné.

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel réel euclidien de dimension 2 g 3
et & un espace affine associé a E.

On dit que l'isométrie f de & laisse un ensemble

invariant sj et seulement g;
ona: f(F)=F.

THEOREME : Soient 7 un sous-ensemble non vide de & et J;
des isométries de § qui laissent F invariant.,
Alors J= est un sous-groupe de (J, o).

I'ensemble

Démonstration :

Utilisons le théoréme 1.5 du chapitre 1.

e Soient / et g deux éléments quelconques de 1.

Alors gof est une isométrie de & et on a : (gof) (F) = g[f(F)] = g(F) =
e [l est immédiat que Id. appartient a Js.

e Soit 7 un élément quelconque de Js. Alors -1 existe et est une isométrie de §:
ona: /"YU (F)=Ff"YAF)) =1ds(F)=F. m

J,

Nous allons donner quelques exemples simples de tels groupes.

Groupe d’'isométries de &, laissant invariante
une paire de points.

Soient A et B deux points distincts de &..

Considérons le sous-ensemble {A, B} de &, et cherchons I'ensemble Jia, B).
Cet ensemble a deux sortes d'éléments : les isométries de &, qui laissent invariant
chacun des points A et B et celles qui échangent A et B.

Isométries de &, qui admettent A et B comme points invariants. Il résulte
du paragraphe 3 que toute isométrie de

€, qui admet au moins deux points inva-

riants est soit l'identité de &, soit la

réflexion affine par rapport a la droite

définie par ces deux points. Appelons D f = —z
la droite (AB). A 8

Les isométries de 6, qui admettent A et B

comme points invariants sont donc
lds, et sp.

Isométries de &, qui échangent A et B. Appelons O le milieu de (A, B). Il rés.ufte
des propriétés des applications affines que le point O est invariant par de telles 150~
métries. |l résulte du paragraphe 3 que toute isométrie de &, qui admet au moins
un point invariant est soit I'identité de &,, soit une réflexion affine par rapport 8
une droite passant par ce point, soit une rotation de centre ce point. ‘

Parmi ces isométries il n'y en a que deux qui échangent A et B : la réflexion affine $a
par rapport a la médiatrice A du segment [A, B] et la symétrie centrale so de centré 0.
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Groupe (a5, ). L'ensemble |
ona: Yas = {lds, sp, 54, Sof
Tout élément de 34 g

Pythagore suivante :

Jia B st donc un ensemble fini a quatre éléments ; |

est son propre symétrique pour la loi o et on a la table de

Yo =
# 8] Idl':: SD‘ 5
/ - A Sp
Id;-: Id.!'.: SD 5_\. SD
Sp Sp [d;-:= So Sh
Sa 5y So Id:, 5p
|
So So Sy Sp Ide,

Remarquons que ce groupe est commutatif et qu'il contient deux déplacements et
deux antidéplacements. On I'appelle groupe de Klein.

Groupe d’isométries de &, laissant invariant 0
un triangle équilatéral.

5.3 Soient A, B, C trois points deux & deux distincts de &, tels que le triangle {A, B, C}
soit équilatéral. On a donc : AB = BC = CA. Cherchons I'ensemble Tia 8. Cl

|
L’ensemble 148 ¢ est fini et a au plus 3! éléments. Le triplet (A, B, C) 1‘

est un repere affine de &,. Nous savons que toute application affine et, par suite,

toute isométrie est déterminée par la donnée des images d'un repére affine quel-

congue.

Toute isométrie £ de Ja B c; est donc déterminée par la donnée des trois points

f(A), f(B), f(C) de {A, B, C}. Le nombre d'éléments de }(a s c; est donc au plus

égal au nombre de permutations de I'ensemble a trois éléments {A, B, C}, c'est-a-

dire 31, |

Recherche des éléments de Ja s, c;. Soit O l'isobarycentre des points A, B, C. l

Il résulte des propriétés des applications affines que O est invariant par tout élément ‘
|

de Ja s c.
Les éléments de Ja B c; sont donc nécessairement soit l'identité de &,, soit des :
reflexions affines par rapport a une droite passant par O, soit des rotations de centre O, |
. ; -
® |ds, appartient & Jia, s, c) I
® Cherchons les rotations de centre O qui appartiennent & Jia.8,¢c;. Il n'y a que \
A— B A— C |

|

deux cas possibles : [B+—— C| ou |[B —> A
C— A C— B |
' ! 27 I
Il n'y a donc que deux rotations : la rotation r de centre O et d angle = modulo 2 g
: , 4 | {
&l la rotation r' de centre O et d'angle 3 modulo 2 x. 1
|
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‘ es qui appartlennent 3 J(A.B.C) . qui
o Bl immédiat que les réflexions affj-

[ > i t
lus trois telles réflexions. Il s |
aux droites respectives (OA). (0B), (OC) appartiennent

e Cherchons
préceéde, Il y a au p
nes sy, 82, 83 par rapport

a Jia B.C}-

Groupe (Jja .y ). L'ensemble a8, c; @ donc exactement six éléments et on a .
Jia. B ey = {Idey 1. 1, S12 S22 S5}

Les applications r et /* sont symétriques
sont leur propre symétrique. Jia B.Ci contient
cements. On a la table de Pythagore suivante :

I'une de l'autre et les applications sy, 52, $a
trois déplacements et trois antidépla-

F Ids, r r S S2 S3
lds, Jdci, r r’ S 82 84
r r I lds, Sa S4 S
r' r Ide, r 83 83 1
S 54 Sz S3 Ids, r r'
55 52 $3 - $4 r Ide, r
83 3 51 52 r r Ids, |

Remargquons que ce groupe h'est pas commutatif.

Grou'pe d’isométries de §&; laissant invariant
un tétraédre régulier.

5.4 Soi i

: ?Ient A, B: C,‘ D quatre points de &;, non coplanaires et deux a deux distincts.
els que le tétragdre {A, B, C, D} soit régulier.
Onadonc : AB = BC = CD = DA = AC = BD.
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) y 9. ISOMETRIES AFFINES
Etudions I'ensemble J;a g, ¢, o).
L'ensemble Jia g ¢ p) est fini et
- : — €1 a au plus 41 gl&

. B, C, D) est un repg + : : ments. Le quadruplet
{::phe 5.3 Lermet d'a?f?:;aﬁme de &5; un raisonnement analogue 4 celui du para-
’ ®rQue Jias.c.0) a au plus 41, c'est-a-dire 24 &léments.

Recherche des déplacements de Jia g ¢ D)

Soit O Iisobarycentre des points A, B
ment de J{A. B, C,D}- i

I ri?sulte de I étl.lde d.es déplacements de &, que tout déplacement de &5 qui admet au
moins un point invariant est soit I'id

I it TG s, e - ‘ entité de &5 soit une rotation d’'axe passant par O.

; a @ppartient a Jia g ¢ pj; cherchons les rotations d'axe
passant par O qui appartiennent a cet ensemble ; il y a deux sortes de telles rotations :
celles dont 'axe passe aussi par I'un des quatre points A, B, C, D et celles dont I'axe
ne passe par aucun de ces quatre points.

@ Rotations dont |'axe passe également par I'un des quatre points A, B, C, D.
Cherchons les rotations d'axe (0A).

La droite (OA) est perpendiculaire au plan (BCD). Il n'y a done que deux telles
rotations, que nous notons ry et ry, définies respectivement par :

C. D. Le point O est invariant par tout &lé-

fa : Ai——s A at A—s A
Bi——C B+——>D
Ci——s D Ci—s B
Di——s B D —— C.

On trouve de méme deux rotations d'axe (OB) notées rp et rg deux rotations d’axe
(OC), notées rp et re et deux rotations d'axe (OD), notées r et rp,.
Iy a done huit rotations dont |"axe passe par O et par I'un des quatre points A, B, C, D,

A

C

e Rotations dont |'axe ne passe par aucun des quatre pcints.ﬁt. E-,. C. D.

Appelons K (resp. L) le milieu de (A, B) (rasp. (C, D) } Le l?olntIC' Isobarvcemre.des
points A, B, C, D est donc le milieu de (K, L). La symétrie E.Klala, notée r,, d'axe
(KL) échange A et Bd'une part et C et D d’autre part. Elle appartient f:ioncé J(A, B, C, D)
Cet ensemble contient également la svmétrie. axia‘le, notée ra, qunléchange BetC
d’une part et A et D d'autre part, et la symétrie axiale, notée r5, qui échange A et C

d’une part et B et D d’autre part. . .
Démontrons que ces trois symétries axiales sont les seules rotations de Jja B, C D}

de ce type.
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Soit f une rotation de a8 C.D! dont I'axe passe par O etne passe par aucun des
points A, B, C. D. ] - ,

Supposons, quitte & changer les noms des points, que 'on ait - /(A) = B.
Considérons |'application 7 of, qui est un déplacement de J(A.8.C,D;-

on a : (nefi{Oy=r(0)= 0 et (nofA= ri(B) = A.

L'application 7, o f admet au moins deux points invariants; ¢ est donc soit I'identit¢

de &5, soit une rotation d'axe (OA).

Si l'on a ryof=ldgs on @ alors @ f=1(rn)""1 =1

Sir, of estune rotation d'axe (OA). on a alors soit ryof =1rp sgit ryof = B
ryof = rp Ce qul équivaut a: f=r, ofy

Etudions, par exemple, le cas ou l'on a :
On a alors @ f(0) = 0
f(A) = (N afpa) (A) =1 (A)=2B

F(B) = (ryora) (B) =7 (C) = D

f(C) = (ry org) (C) = n(D)= C

F(D) = (riora) (B) = ry (B) = A.
La rotation f est donc la rotation d'axe (OC) qui transforme Aen B, Ben D, Den A;
c'est la rotation 7¢-
On démontre de méme que si I'on a :
Nous venons de démontrer gue, si l'ona
déja trouvées.
L’ensemble des déplacements de J3;a g .C.D} @ d
semble  [Idas r72. 730 Ta Fa T TB< T re o b-
_ Cet ensemble est un sous-groupe de Ja B.C.D!-
¢.p| posséde exactement 24 eléments.

ryof =ry alorsona @ f=rp.
f(A) = B, alors f est 'une des rotations

onc douze éléments; c'est I'en-

Remarques: 1
2. On peut démantrer que 1A g,



9. ISOMETRIES AFFINES

EXERCICES

Dans les exercices suyi
Sulvants, on dasj
. sligne par E; (resp, E

euclidien orienté de dimensig
normée directe de E, (resp.

2) un espace vectoriel réel

on 2 1650.3)etgar ;) (1. 4))une ose oo
i A gnelpar &2 (resp. £4) un espace affine associé

E: (resp. E5) et par (0,7, /) (resp. (0 ik
(resp. &;). Les composantes des Uectau;sr :
generalement données dans |g base

)) un repere orthonormé direct de &,
(resp. les coordonnées des points) seront
précédente (resp. le repére précédent).

Structure affine euclidienne.

1 Solentdans &, un point M de coordonnées (xa) et les droites D et D’ d'équations

: ¥ 1l
respectives . x + 2y =0 et -2x+y=0_° Al LML
19 Exprimer les distances respectives du point M aux droites D et D', | NREPTT LT I
£ - - a \ i i -
2° En déduire Iensemble des points M de &, équidistants des droites D et D', Z

=-'i|"_'-.;f\."|t L Im'A Y = F¥e +3w .m0 )
i ! 1 G H df B e did) =Y Figll), v g T

. | A g d0=S 7
2 Soient A, B, C les points de ti; de coordonnées respectives :

(o (3 () ~

1° Déterminer une équation cartésienne du plan P médiateur de AB, c’est-3-dire
de I'ensemble des points de &; équidistants de Aetde B, W& ~i'¢c | —

29 Déterminer une représentation paramétrique de la droite D passant par C et 4
perpendiculaire au plan P. At < [ !
32 En déduire les coordonnées du point H, intersection de P et de D, lal

f

3 On considére dans t; les plans P et Q d'équations cartésiennes respectives :
2x —y+2z2—5=0 et 2x+4+2y—z—4=0.
1° Les deux plans P et Q sont-ils perpendiculaires? |

1

2° Soit A le point de &5 de coordonnées ( 2). Calculer les distances de A aux
-1
plans P et Q. En déduire la distance de A 2 la droite D, intersection des plans P et Q. el

30 Déterminer une représentation paramétrique de la droite D.. ° - :
4° Sopit A le paramétre utilisé au 3¢, pour quelle valeur de A la distance de A a un
point quelconque de D est-elle minimale ? Retrouver ainsi la distance de A a D.

0

1o Déterminer une équation du plan P déterminé par les trois points A, B, C.
20 Soit m un réel. Déterminer les valeurs de m telles que le plan d'équation carté-
sienne: 3x+ y + mz— 2= 0. soit perpendiculaire au plan P. On appelle Q

ol § -

o M= O

=1
4 Soient A, B, C les points de &, de coordonnées respectives ( 0)' -
0

le plan trouvé. 3

3o Calculer les distances respectives du point M de coordonnées ( 1) a chacun '
2

des plans P et Q. 1
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§ 6 Soitdans &3 un tétragédre ABCD, PATRE

o

T

§ Soient, dans &4, trois points A, B, C non allgnés

1o Démontrer que l'ona: M € &3, MA BC-i— ME . CA+ MC =0.
20 Soit P le plan déterminé par les trois points A, B.C.
Déterminer I'ensemble des points M du plan P tels qﬁue I'on ait :

-MABC_MBCA_MCABJ:, e e ) o 2] i « 13

1_’ o
K gw T '.-“I1- I |-ng| i 1 o= g [

%

NEg:
¢ L%

Démontrer que I'ensemble des points M de &; tels que l'on ait
I|m+ﬁ§+m’:+ﬁ6 ||=”I‘\_r‘i-§+ MC+MD|I est une sphére.

7 Soient A et B deux points de &;. On pose : ” Al
Soit k un nombre réel. -
Déterminer I'ensemble des points M de &, tels que l'on ait: MA? + 2 MB? =

8 Soient A, B, C trois points distincts de &; et k un nombre réel.
Déterminer I'ensemble des points M de &, tels que : MA? — MB? 4 MC2 =

9 Soit @ un nombre réel positif.

a

1o Déterminer les coordonnées du barvcenlre G des trms pmnts D B, C affectés

des coefficients 1, — 2, 3. N '

2° Sont k un nombre réel. Déterminer 'ensemble des points M de &, tels que I'on ait
— 2MB2 + 3 MC2 = ka2

. 3a) 0
Soient, dans &, les points B et C de coordonnées respectives ( OJ et (4 )

10 Soit, dans &, un carré (A, B, C, D),

1e¢ Déterminer un triplet de nombres réels (b, ¢, d) tel que le point A soit le
barycentre des points B, C, D affectés des coefficients b, ¢, d. © !

2° Déterminer I'ensemble des points M de &, tels que l'on ait :

MB.MC + MC.MD — MC2 = 0. =3 Nce(Fe 4y = F 0 )=«

11 Soit, dans &y, un carré (A, B, C, D). Soit O le milieu du coté AD.
1° Déterminer un triplet de nombres réels (a, b, ¢) tel que_ le pomt 0O soit ie barw
centre des points A, B, C affectés des coefficients a, b, c.°"~ "~ +
2° Déterminer I'ensemble des points M de &, tels que l'on ait:
P e d b —— e
2ZMO.MA — MD.MB + MD.MC = 0.
3¢ Déterminer I'ensemble des points M de &, tels que I'on ait:
| 25k — wié + Wi || = 2| WB |

12 Soit, dans &;, un tétragédre (A, B, C, D). On désigne par G le centre de gravilé
du triangle (A, B, C) et par O le milieu du bipoint (D, G).

1° Soit & un nombre réel. Déterminer I'ensemble des points M de 65 tels que
(MA + MB + MC).MD = 3+, :

2¢ Déterminer I'ensemble des points P da 83 tels que I on ait

|| PA - 2P€ + 4PC|| =3||PD .~ =%

* 3° Déterminer I'ensemble des pmnts M de ti; tels que I an ait :

| P4 — 278 + PE|| = || PB . — TETY | Vo]

500, s g



. 9. ISOMETRIES AFFIN
Isométries de .. -

13 Soit fl'applicat .
PRiication de &, dans ¢, qui, 4 tout point M de coordonnées (x), associe
¥

le point M’ de coordonnées (x) définies par : ; B
y ,

Quelle est la nature de £? e il ) i x._,z,' | b
) -\'.I;rl\'l [ A , ; s \ ‘ 5 v \ -

14 Méme question que pour le ne 13 avec £ définic par :

e V3 = ol : 2 (O [
(b By s € e [ (5)

' ‘\.;5 1 & I. I
( Yo =i —z—x i 5 -2- v+ 1 ,
= W 8y = gt (0=t § = D) i Biine1 g
A<, €Co

15 Soient, dans &, deux points A et B tels que : AB - 37 = 2;

Soit C le point de coordonnées (?] i,

==/ )

Quelles sont les coordonnées du point D tel que le vecteur CD soit le transformé du

Dy : . . T v Ea__5Eg |
vecteur AB par la rotation vectorielle d'angle é - I Rt ; v [

LT
Z 2 2 . ! 1 ==
16 Soient A et A’ les points de b, de coordonnées respectives (D) et ( ol

Déterminer les applications f de &, dans & telles que |'on ait :

™ e _— "-—_t-_‘-"-_ i -
yMers ([lam ] = A7Mi]| et angle (AN, AF(M)) = (2:})-

™

17 Soient A et B deux points distincts de &;. Soit M un point quelconque de &,
distinct de A. On construit le carré APMQ de diagonale (AM), tel que l'on ait:

angle (AP, AQ) =5 (27).

Déterminer I'ensemble des points M de &, tels que l'on ait: BP? + BQ? = 2AM2

: 2 0
18 Soient A et B les points de &, de coordonnées respectives (1) et (3)

1 .
On désigne par i I'homothétie de centre A et de rapport — 21‘—/5 par r la rotation de

centre B et d’angle — 21-1: modulo 2, enfin par t la translation de vecteur BO.

1o Déterminer I'application toh de &, Donner ses éléments caractéristiques.
20 Déterminer les applications tor et rat. On donnera pour chacune d'elles les

éléments caractéristiques. ' !

———

— — T
19 Soit (A, B, C, D) un carré dans &; tel que - angle (AD, AB) = 3 (27

Soit | le centre du caré (A, B, C, D). On désigne par R la rotation de centre | et

d‘angle T modulo 2=, par T la translation de vecteur BC,
2 N =
Déterminer les éléments caractéristiques des applications R=T et ToR du plan &,

dans lui-meme. 4y g K= :.‘r-w.'.

| A o : 219
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X

[ — T
20 Soit. dans t. un carré (A, B, C. D) tel que . angle (AD, AB) =3 (27)

™ s -
Soit 7 la rotation de centre A et d'angle 3 modulo 2. Soient ¢ la translation de

1 o\N=| Lo > 3Ly

vecteur AC et § la symétrie de centre C. - AN F,
10 Quelle est la nature de I'application for? Donner ses éléments caractéristiques,

20 Quelle est la nature de |'application sofor? Préciser ses éfernen'rs caractéris-

tiques. S T : e( ! _'I' eV{b _-‘|' V7, y I Yih ' ) ‘.‘"-' lf“ L
= [ {FD N |_' 8 y I ] n i._;'—\ \

21 Soit (A, B, C) un triangle équilatéral de & tel que l'on ait :

X alng

| E N

angle {AEE A{E) = g (27).

Saient R (B. %) la rotation de centre B et d'angle g modulo 2=, T (ﬁE) la translation

de vecteur BC et R (C. %) la rotation de centre C et d'angle g modulo 2 .

Déterminer la forme réduite de I'application f = R(C, ’3-') oT(BC) o H(E, §)

: 0
22 Scient A et B les points de &, de coordonnées respectives ( ’é) et ‘G]
V3,
On désigne par R, la rotation de centre A et d’angle ;_i moduloe 2 =, et par R; la rota-

tion de centre B et d’angieg modulo 2.

1° Déterminer I'application R,2R,. en donnant ses éléments caractéristigues.
2° Soient A" et B' les images respectives des points A et B par R; o Ry.
Démontrer que la droite (A'B’) est médiatrice du segment [A, B].

£ .
g el oA £ ’ [ 4
= I

23 Scient Q un pointde &, distinct de O ; soit R, (resp. R2) la rotation de centre O
(resp. Q') et d'angle = (resp ) modulo 2. 1 1
.F + L B S -. -
Que peut-on dire de R0 F1’ ? Détermlner ses eléments caraclérlsthues
Mirspahen Al EXarale 90

24 Soit { une translation de &; de vecteur non nul.
Démontrer que t peut étre cnnmdérée comme la compusée de deux rotations de &» A

4

etceci d'une infinité de maniéres. o T4 cfp= Tazo

% o

25 Soient, dans &, les cing points A, B, C D, E de coordonnées réspéctives

1 2 3 3 2 ELrmniy NOW . Tl
(1)' (3) (2) (0) (— 1)' oAl e whos L e
1o |l existe une rotation 7, de centre w, telleque: r(B)=D et (C)=E;
il existe une rotation ¢y de centre «; telle que: r;(0) =D et r.(A) = E; '
il existe une rotation r; de centre w4 telle que: r(0)=B et ry(~)=C ' \
Déterminer les angles de ces rotations ry, r» et 73 et les coordonnées des points
@,, w; et ws. Démontrer que l'ona: r; = r,or; (sans calculs),
2° Démontrer qu’il existe deux points F et G de &, et trois droites D,, D, et D5 tels
que F et G aient respectivement pour symétriques :
O et A parrapporta D,
B et C parrapporta D, k
D et E parrapporta D, |



——

26 Sair dans . 5 fSOMETﬂfE‘S AFFINES

angle (AB AC =
Soit D ) Y e
oit le point d'inte : SR
rsecti v
triangle (A, B, o). on de la hauteur ISsue de A et du cercle circonscrit au/
On désigne par SED ETESD. g

A :
(resp. (DC). (ca), (apy) OC: Sca: Sap) la symérie de t, d'axe la droite (BD)

=

Déterminer I'applicar: 3
pplication 3,
ristiques. 4 . BD DCQISCA“S:&LB el donner ses éléments caracté- ) I
' D201 o\ . o - _.__.‘f‘.'
: _J- ’ i f {

27 On donne dans t. trojs droites D,, D,

e A D, passant par O et telles que l'on ait :
angle (D,, D,) = 5 (=)

().
Soi e
1uo|e]:;: SD"'. SDI..SD, !es SYmetries d'axes respectifs Dy, Dy, D,
terminer I'application f de b2 dans &, égale 4 : Sp,0Sp,oSp, Donner
ses éléments caractéristiques, L ) ? “

-
iw

B 3"5'_;&}?03) = 3

oo
1

2° Soit f' I'application de &, dans &,
Ouellel_e_m la nature de '? A-t-on: ¢
=% b f \“

définie par: ' = Sp,uf. "
501‘3"":-'(“:'531Fl

28. Soient D 'et D" deux droites de ti; de directions respectives D et D’
Soit s (resp. 5') la symétrie d'axe D (resp. D).

é ¥ o ¥ » , -
D mﬂntf_l’-f q'ue 'on a: 505" = s'o0s si et seulement si les droites D et D' sont
perpendiculaires au confondues, Lot = 444 od ;
z P !,""".'bl Qs .'::__. TN 0 ke
29 On donne. dans &,. un triangle équilatéral ( "
—-—-'-‘_‘_‘-‘:-..

angle (1A, [B)= 558 (27).

A, B, C) de centre |, tel que I'on ait :

On désigne par r, (resp. r;) la rotation de centre | et d'angle %(resn - 3-
27, par s, (resp. 55, 55) la symétrie d'axe la droite (IA) (resp. (1B), (IC)).
12 Aprés avoir décomposé r, en un produit de deux réflexions affines convenable-
ment choisies, déterminer la nature de I'application s, ar,.

Déterminer de méme la nature de I'application ry0s,.- <,

2® On considére I'ensemble F défini-par: F = {lds,, . -r:-, 8y, Sa, s;;}.
Démontrer que (F, o) est un groupe. |

-

) modulo

30 1-° Sc‘:it Ty I'ébplication de &, dans &, qui, atout point M de coordonnées (x)
§ ¥

xl A’-,'—"X

i i d bes
associe le point M, de coordonné ( L= =g,

) définies par:

Y1
2) Déterminer I'ensemble des points invariants par T,.

b) Déterminer la nature de T,. ;

2° Spit 4 un nombre réel. On désigne par T, l'application de &;-dans &; qui, a tout

point M de coordonnees (ﬂ associe le point M; de coordonnées (iz) definies par
d r

_2ay+x(1 —a?) + 2a

X2 1 + a2
2ax + y(a2 —1)—2
eyi= 1 + a2

~a) Démontrer que T, est une application involutive de £,
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b) Déterminer I'ensemble des points invariants par T,.

¢) Quelle est la nature de T,? On donnera ses éléments caractéristiquesg,
3° On se propose d'étudier I'application R égale 8 Too T,

a) Préciser la nature de R suivant les valeurs de a.

b) Soit M' I'image d'un point M quelconque de &, par R.

Calculer les coordonnées du point M’ en fonction de celles du point M,

=
31 A. Soient a un nombre réel et v, le vecteur de E; de composantes (a)_ o
a

désigne par T, la translation de vecteur u,.

Démontrer que I'ensemble des translations T, a une structure de groupe commutatjf
pour la composition des applications. |

B. Atout nombre réel b on associe |'application S, de &; dans &; qui, 4 tout point M

de coordonnées (:) associe le point M’ de coordonnées (::,) définies par :

\ X'=y—1+b

ly'=x4+1+56

1o Démontrer que. quel que soit le réel b, I'application S, est une isométrie.

2° Déterminer I'ensemble des points invariants par S, on dlscutera suivant les
valeurs de b. . .

3¢ Démontrer que l'on a les propriétés suivantes ;

Y(a. b) e R2. §,c5; =5,05,="T,.,

Y(a. b) eIR2, S,0T, =T,05,=8,.:

C. Démontrer gue I'ensemble des applications T, et S, a une structure de groupe
commutatil pour la composition des applications. 4
D. 1° Quelle est la nature de I'application S,?

2° Démontrer que toute application S, est le produit d'une svmérrle axlale etd'une

translation.

32 Soient s et ¢ deux nombres réels tels que I'on ait ; sin (z —a)#0.

f(x —x)sing=(y—y')cosg
((x + x')sina = (v + y') cos a
permettent de définir une application T, de &, dans &, qui, a tout point M de coor-

1e Démontrer que les égalités suivantes :

1]

o X . ; X :
données (y) associe le point M’ de coordonnées (y'); on exprimera x’ et y' en fonc-

tion de x et y.

27 Démontrer que T, est involutive.

32 Déterminer I'ensemble A des points de & invariants par Te

4° Déterminer I'ensemble des milieux des bipoints (M, M').

5° Quelle est la nature géométrique de T, 7 Interpréter géométriquement les deux
nombres a et «.

6° Soit P un point de &, n‘appartenant pas 4 A. On désigne par P,, son image par Te-
On suppose que 3 est un réel canstant. )
Déterminer I'ensemble des points Py, lorsque ¢ décrit I'ensemble IR, tel que I'on ait:
sin (a — @) # 0.

33 " Cas d'isométrie des triangles "

Soient dans £, deux triangles (A, B, C) et (A, B', C').

Montrer que chacune des propositions suivantes entraTne I'existence d'une isométrie
de Extelleque : f(A)=A', f(B)=B' et f(C)=

(1) (AB = A'B’) et (AC = A'C’) et (BC = EI’C’}
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(2) (AB =AB') et (AC = AigY) o (

(3) (AB=AB) et (AC=AC) o (
(4) (AB = A'B') et (angle (ﬂﬁ,AE)

et (anghla- (’BA, BC) = an?lf (BJK}. Eq:’?)) et (A, B, C non alignés).
() (AB = A'B") et (angle (AB, AQ) = _ angle (N8, A'C"))

et (angle (BA. BC) = — angle (B'A, ) e (A, B, € non slignés).

Dans quels cas ['i o !
: q | 5 ||su.meltr|e f est-ella unique ? Peut-on alors préciser si elle est
directe ou si elle est indirecte ?

angle (AB, AG) = angle (A8, .ﬁf’))
angle (Aé- Eé) = — angle (ETE’ A—’C’))

Isométries de &,

X
34 Soit T l'application de &, dans &3 qui, atout point M de coordonnées (Y) associe

Z
X! X =2
le point M’ de coordonnées (Y') définiespar: [ Y' =X
z Z=Y.
- 1o Démontrer que T est une bijection de &, sur &,. A b

- i t z z _ o 1T ‘;l ' )
Déterminer I'ensemble A des points invariants par T. <1/ \¢ 4/

2° Démontrer que tout plan perpendiculaire & A est globalement invariant par T.
iy ¢ sl 2 # e o 3 oyl \

I“p -\.l":[":l'-_ .__) I ; -
" * 2 ¥ 1'+- ]
hh=—mi——=f+ —=k
V6 \ B A/ 6
o 'l;: 1;
39 On pose : 1= 1/5 V’i
> 1 (>, 7, %
B KP4 A K)e
e g T B

Démontrer que (O ,-;1, ;'-. i f(-.) estun répére arthonormé direct de &5. Soit i}, cerepeére.
On désigne par x, y, z (resp. X, y', 2') les coordonnées de M (resp. M’) dans ce
repére.

Calculer x', y', ' en fonction de X, y. Z. N .
Quelle est la nature de T? On précisera ses gléments géométriques.

X
35 Soit f I'application de &3 dans b, qui, @ tout point M de coordonnées (y) associe

Z,
X =x+2
J , r’=¥{y—z)+1
le point M’ de coordonnées (y:) définies par: y
i z ="+ z).

i i i i
10 Déterminer 'ensemble des points invariants pa
En déduire la nature de £.. . d. : .
70 Déterminer la forme réduite G& &

=
i lation de vecteur &
u teur non nul de Ea. On désigne par [ la trans
36 Soit v un vecte

lconque de a- i i e d'angle ©
et par £ un déplacement &°7 tofot si et seulement Si f est un vissag g
Démontrer que l'on a: f= N

; : nale a 4.
modulo 2 = dont I'axe a une direction orthogo
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37 On désigne par [» I3 translation de &, de vecteur unonnuletpars(D, o) la g,

tion de &, daxe D et d angle a.
Démontrer que I'application - or(D, =) est un vissage si et seulement si u N'appar-

tient pas & l'orthogonal de la direction D de D.

% 38 Soient D et D' deux droites distinctes de &3 On désigne par sp (resp. spi) la

symétrie axiale d'axe D (resp. D ).
1o Déterminer la nature de I'application spsosp; on discutera suivant la positign
relative des droites D et D'. (On trouvera soit une translation, soit une rotation, soit

un vissage.)
2¢ Etudier le probléme réciproque.

39 Soient P,, P,. P trois plans de &, deux 3 deux perpendiculaires. Soit A leyr
point d’intersection.

On désigne par s, (resp. sz, s3) la réflexion affine par rapport au plan P, (resp. P,, P,),
Déterminer 'application s;05,08,.

40 Soient D,. Ds, D; trois droites de §; deux a deux perpendiculaires et concou-
rantes en un point A.

On désigne par §; (resp. s.. sa} la symétrie axiale d'axe D, (resp. D;. Dj).
Déterminer |'application $308;08;.

41 Soit P un plan de §.. On désigne par sp |2 réflexion affine par rapport au plan P.

192 Soit ::- un vecteur orthogonal a la direction P de P.

Démontrer qu'il existe un unique plan P’ (resp. P") de &, tel que la translation i de
vecteur ¢ soit égale a sprosp (resp. sposp).

2¢ Soit D une droite de P. Soit r une rotation d’'axe D et d"angle a.

Démantrer qu’il existe un unique plan Q (resp. Q') de &; tel que I'on ait :

r = sqosp (resp. 7 = Spasa’)

Isométries laissant invariant un ensemble donné.

42 Soient, dans &,, les points A, B, C, D de coordonnées respectives :

1 0, [(—1 0

(n]' (s ) ( o (— 1)'

1° On désigne par sa (resp. sg, Sc. 5p) la symétrie de centre A (resp. B, C, D).
Quelle est I'application f de &, dans &, définie par: f = sposce SgosSa‘t b
25 On désigne par sag (resp.Sgc. Scp. Spa) la réflexion affine par rapport a la droite
(AB) (resp. (BC), (CD), (DA)).

Quelle est la nature de I'application g de & dans &, définie par :
g'-—SgAOSCDDSBCOSAB? i :

32 On dé51gne par ra (resp. rg, rc, /p) la rotation de centre A (resp. B, C, D) et
d'angle = i modulo 2 7.

Quelle est la nature de l'application A définie par: h = fporcorgera’?

4o Que peut-on dire de I'application k définie par: & = r{)‘cr51 org’ orpt: '-—_
5e Soit p une isométrie de &, laissant invariant I'ensemble {A, B, C, D}

Déterminer le groupe F de ces isométries.

Trouver tous les sous-groupes de F. (D'aprés Baccalaureal 1971) .

) , Ty wl A S 1 3T N , ‘¢ !
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9. ISOMETRIES AFFINES
43 Soit D une droite de 8y 7 T

; o \. ,_"- » |. 1
Déterminer le groupe des isomét
Ce groupe est-il finj? A=71

Al

ries 7 de &, telles que ; £ (D) = D.
- i [ b |
¥ =D FASAL AED

A ¢ ’
PR A B LU A & £ r

M

:: Dif:;?ﬂif; D" deux droites de ézlconcuura:ﬁteé l'e]n' l_.;ﬂt p:i'ir:u:tl A
A € groupe des isométries de 62 laissant invariantl’ ensemble {D, D'}.
On distinguera deux cas - i

D perpendiculaire 3 D’ i ' !
; ‘ et D nan perpendiculaire 2 D,
2° Méme question pour le couple (D. D", -

45 Soient, dans &3, deux plans P et p'.
Déterminer le groupe des isométries

de &; laissant invariant I'ensemble {P, P'}

46 Soient, dans &3, deux droites D et D’ non coplanaires.

Déterminer l'ensemble des isométries de &3 laissant invariant I'ensemble {D, D'}.

47 Soit, dans &, un rectangle (A, B, C, D).
Déterminer le groupe des isométries laissant invariant I'ensemble {A, B, C, DL

W

Dresser la table de Pythagore de ce groupe. ' |

% 48 Soit, dans &3, un cube (A, B,C, D, E, F, G, H).-
Déterminer le groupe des isométries laissant invariant ce cube.
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1.1

1.2

10.
Similitudes

1. Genéralites.

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel réel euclidien de dimension
finie n (n = 2 ou 3) et & un espace affine associé a E.

Definition.

DEFINITION : Soit f une application de & dans &. L'application f est une
similitude de & si et seulement si la proposition suivante est verifiée :

JkeR%. Y(A B)e&2 d(f(A), f(B)) =kd(AB).

Le réel strictement positif k est appelé rapport de la similitude 7.

Exemples.

1. Toute isométrie de & est une similitude de rapport 1.

2. Soient Kun pointde Eetf I'homothétie de centre K et de rapport — 3. Il résulte de
la définition de Fque 'ana : Y(A, B) & &2 F(A)f(B) = — 3AB

et, par suite : Y (A, B) e &2, d{f{A),f(B)) = 3d(A, B).

L'application f est donc une similitude de rapport 3.

3. Plus généralement, soient K un point de & et 3 un réel non nul. Alors I'homathétie
de centre K et de rapport % est une similitude de rapport | 2 |.

THEOREME : Soient k un réel strictement positif et f une similitude
de &, de rapport k.

Alors il existe une homothétie 4 de &, de rapport k et une isométrie g de b
telles que l'on ait: f= hog.

Démonstration :
Considérons un point K de & et appelons A I'homothétie de centre K et de rapport k.

L'application A~" est I'homothétie de centre K et de rapport }—{

zgs;ms; g=h-'of Onaalors : f= hog. Démontrons que g est une isométrie
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10. SIMILITUDES
goient A et B deux points quelconques de €. On 3 -

d(9(A). 9(B)) = (A~ (F(A)), =1 (£(8))) = La(s(a), 1(8))

1
=z k-d(A B)=d(A B). =

Remarques : 1. Cette décomposition n‘est pas unique,

— uisque le point K est
arbitraire. puisq P

2. On peut démontrer, de facon analogue, qu'il existe une homothétie /' de & de
rapport k et une isométrie g' de & telles que I'on ait : f = g'oh'.

Exemples.

L'homothétie de centre K et de rapport — 3 est |a composée de la symétrie centrale
de centre K et de I'homothétie de centre K et de rapport 3.

Plus genéralement, si A est positif, I'homothétie f de centre K et de rapport 7 est la
composée de |'identité de & et de f.

Si A est négatif, I'homothétie f de centre K et de rapport % est la composée de la symé-
trie centrale de centre K et de I'homothétie de centre K et de rapport | 2 |.

Propriétes.
1.3 Dans ce paragraphe, k désigne un réel strictement positif et 8 I'ensemble des simi-
litudes de &.
P1 Toute similitude de & est une bijection affine de & sur &.
Démonstration :

| résulté du théoréme 1.2 que toute similitude de & est la composée de deux bijec-
tions affines de & sur &. W

PZ Soient f une application affine de & dans € et ¢ snn_endomorphisma:
associé. Alors f est une similitude de & de rapport k si et seulement si

jk-fp est une isométrie vectorielle de E.

Nous rappelons que %r{l est |'endomorphisme de E défini par :

-+ - 1 -*
fuekE, (:?;o) (u)= }@(U)-
Démonstration :

de rapport k.

e Supposons que f soit une similitude de & _‘
A, B) un représentantde u. Ona :

Soient alors o un vecteur quelconque de E et (

ot 1 -
| Lot | = LIl ok@B) | = LU AATHEY | = gaCFOA. ABD) = 1A &)= ).
L'application 1—@ appartient donc a O (E).

k
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1 ; : . :
e Supposons que ¢ ¢ soit une isométrie vectorielle de E.

Soient alors A et B deux points quelconques de &. On a :

(1), 1®) = [ TR 78 || = 1| o(A8) | = | & o (A8) |

1 — — -
= k u zo(AB) H = k|| AB || = kd(A, B).
L'application f est donc une similitude de & de rapport k. ®

Si % appartient & O, (E), on dit que f est une similitude directe de &,

Si £? appartient 2 O _ (E), on dit que fest une similitude indirecte de &.

Remarque : Soient f une similitude de & de rapport k et ¢ son endomorphisme
associé. Si A est une homothétie de & de rapport k et g une isométrie de & telles que

' ; : P
I'on ait : f= hog, alors g a pour endomorphisme associe %

P3 (S, o) est un groupe et I'application de 8 dans [R". qui, a toute similitude,
associe son rapport est un homomorphisme de (8, «) dans (IR%, x).

Démonstration :

Appelons g I'application de § dans RY définie par : S — R%

f — k.
e La loi o est interne dans S et  est un homomorphisme de (S, o) dans (R, x).
Soient f, et f» deux similitudes quelconques de &, de rapports respectifs k, et k.
Considérons |'application f;of,. On a :
(A, B) € &2, d((faefi) (A), (f2011)(B)) = kad (fi(A), fi(B)) = kak, d(A, B).
i1 L'application £, of; est donc une similitude de rapport kxk;.
l e La loi o est associative dans S.

e L'identité de & est une similitude de & de rapport 1 et c’est I'élément neutre pour
] la loi o dans 8.

e Tout élément de S a un symétrique dans 8 pour la loi o.

Soit f une similitude quelconque de & de rapport &; il résulte de P, que f~7 existe;
on a d'autre part :

Y(A, B) e 82, d((F'(A), £ (B)) = -};d(f{fﬂ (A)), F(F (B'J)) = %d(ﬁ\, B)-
L'application =1 est donc une similitude de & de rapport 1-, il

Remarque : Soient f et f' deux similitudes de &, de rapports respectifs k et k' et
d’endomorphismes associés respectifs ¢ et ¢'. Soient | et |’ les isométries vecio-

rielles respectives associées a f et f. On a: = :—(cp et {' = %o‘ [l résulte
des propriétés des applications affines que I'isométrie vectorielle de E associée ala
similitude ' of, de rapport kk' est |\’ o et que I'isométrie vectorielle de E associée

a la similitude f~ de rapport% est =1,

l Pq, L'ensemble des similitudes directes de & est un sous-groupe de (S, ©)-
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10. SIMILITUDES

La démodnsn?;jﬁ'o? de cette propriété est analogue a celle qui a été faite pour le sous-
2:1:;;!;?& 35 eplacements du groupe des isométries d'un espace affine, dans le

PE So_lt f une_similitude de & de rapport &, différent de 1. Alors, il existe un
unique point K de &, invariant par 7.

Le point K est appelé centre de la similitude 7.

Démonstration :
Soit ¢ I'endomorphisme associé a 7. Appelons ¢ I'isométrie vectorielle %ri:) de E.

On a alors : ¢ = k.
Soient A un point de & et A’ son image par f; soit M un point quelconque de &.

Ona: (f(M) = M) =< (<(AM) = A'M)
<~ (@(EM) = AA + A—F\ﬁ)
< ((p — Idp) (AM) = A7R).
Pour que le point M existe et soit unique, il suffit que I'endomorphisme ¢ — Idg,

de I'espace vectoriel E de dimension finie, soit bijectif ce qui équivaut a dire que le
noyau Ker (¢ — Idg) est réduit au vecteur nul de E.

Spit donc ¢ un vecteur quelconque de E. On a :
(o e Ker (o — Idg)) =— ((tp — 1dg) (0) = 6) <~ (P(U) = ;')

— (Le@) =) — @ I=17l) <= el =12)
) — (il = 0) — (i = 5).

u

%est différent de 1. On a donc : (% H u “ =

On a donc finalement : (E e Ker (p — IdE)) — (t:‘ = 0) ]

2. Similitudes de 6.

lus en détail, le cas ol 71 est égal a 2. Dans ce paragraphe, E;

Nous allons étudier, p _
un plan affine associé a Es.

désigne un plan vectoriel réel euclidien et &;

Similitudes directes de &,.
2.1 Soient k un réel strictement positif, f une similitude directe de &,, de rapport k, et
e I'endomorphisme associé a f.

1

Posons : ¢ = z -
Par définition, ¢ est un élé
E,, d'angle « éventuelleme
Envisageons les deux cas suivants :

ment de O, (E), c’est-a-dire une rotation vectorielle de
nt nul. Nous allons déterminer la nature de 1.
k=1 ou k#1.
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[ k =1 | La similitude directe f est alors un déplacement de &;; c'est dop, Soit

I'identité de &,, soit une translation de &; de vecteur non nul, soit ung fotatign
de &, d'angle non nul.

k% 1 | Il résulte de la propriété Ps du paragraphe 1.3 que f admet yn Unique

point invariant K. Soient 7 la rotation de &,, de centre K et d’angle « et 4 I'homg.
thétie de &, de centre K et de rapport k.

L'application affine hor a pour endomorphisme associé (kIdE,)oq; 9'951-é~dira
k{ et admet le point K comme point invariant; elle est donc égale a £. Qp , ;
f= h(K, k)or(K, o).

Si I'angle o est nul, on a : r(K, «) = Ids, et, par suite : 7= A(K, k).
Remarquons enfin que, si k est égal a 1 et si f est la rotation de &, de centre k et
d'angle «, on peut encore écrire : f = h(K, k)or(K, «).

Nous énoncons donc le théoréme suivant :

THEOREME : Soient k un réel strictement positif et f une similitude
directe de &, de rapport k.

Si fn’a pas de point invariant, alors 7 est une translation de &, de vecteur
non nul.

Si fa au moins un point invariant K, alors il existe un unique angle « de 4
tel que l'on ait : = A(K, k)or(K, a).

e Sifn’est pas I'identité de &, et si f admet au moins un point invariant K, alors ce
point est le seul point invariant. (On a nécessairement (k, o) % (1, w)). L'applica-
tion f est déterminée par la donnée de K, k et «. On dit que f est la similitude de
centre K, de rapport k et d’angle « et on note souvent s (K, &, =).

La décomposition A (K, k)or(K, =) est alors appelée forme réduite de f: elle est
unique et il résulte de I'égalité :

(k Idg;)op = po(klde,) que l'on a :

s(K, &k, o) = h(K, k)or(K, «)
= r(K, «)oh (K, k)

e Soient M un point quelconque de §, et
M’ son image par ; soient M, et M, les
images respectives de M par h et par r.

On a alors :
M’ =r(M;) et M' = h(M,).

Il en résulte la proposition suivante :

¥ (M, M)e (82)2 (M’ = s(K, k, =) (M))
<— (KM’ = kKM et angle (KM, KM') = )

Supposons &, orienté; de méme que pour les rotations, si x est une détermipati}{”
de la mesure en radians de «, nous dirons, par abus de langage, que f est la simili-
tude de centre K, de rapport et d'angle x (2n).
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10. SIMILITUDES

Similitudes indirectes de §&.,.

2.2 Soient k un réel strictement positif,  une similitude indirecte de rapport & et o

I'endomorphisme associé 3 f. Posons Y = %@_
Par définition, { est un élément de O_(E,), c'est-a-dire une symétrie vectorielle

orthogonale par rapport & une droite vectorielle D de E.. Nous allons déterminer la
nature de f; envisageons les deux cas suivants : k=1 ou k £ 1.

k=1 | La similitude indirecte f est alors un antidéplacement de &,; c’est donc

soit une réflexion affine de &, par rapport 3 une droite D de direction D, soit la
composée d'une telle réflexion et d'une translation de &..

k # 1 | Il résulte de la propriété P5 du paragraphe 1.3 que f admet un unigue point

invariant K. Soient D la droite passant par K de direction D et sp la réflexion affine
de &, par rapport a D. L'application affine /#(K, k)esp a pour endomorphisme
assacié (k |dg,)o, c'est-a-dire k| et admet le point K comme point invariant;
elle est donc égale a .

Ona: Ff= h(K k)osp.

Remarquons que, si k est égal & 1 et si f est la réflexion affine par rapport a D, on
peut encore écrire : f= h(K, k)esp. Nous énoncons donc le théoréme suivant :

THEOREME : Soient k& un réel strictement positif et 7/ une similitude
indirecte de &,, de rapport k.

Si f n‘a pas de point invariant, alors f est la composée d'une réflexion
affine de &, et d’une translation de vecteur non nul.

Si f a au moins un point invariant K, alors il existe une unique droite D
de &, passant par K, telle que l'on ait : F = h(K, k)osp.

e Si k estdifférent de 1, le point invariant z /
K est unique. La décomposition A (K, k)o sp !
est appelée forme réduite de f; elle est

unique et I'on a également : ' M

f = h(K, k)osp = spoh(K, k) >/ D
e Soient M un point quelcongue de &
et M' son image par f; soient M, et M,

M
les images respectives de M par / et sp; £
on a alors : S
M’ =sp (M;) et M'= h(My). M \

Si v est un vecteur directeur de D, on a
alors la proposition suivante :

H(M, M) € &, <&, ((M' = (A(K, K)osp) (M)
< (KM’ = kKM et angle (R_lﬁ, _f.;) = angle (t: EW)))
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3.1

Remarque : Si k est différent de 1, la droite D est globalement invariante par f

Cette droite D passe par le point invariant K et a pour vecteur directeur tout vecteur

non nul invariant par 4. On aaussi : YMEe 6o, ((M e D) <—= (Kf(M} - kKﬂﬁ)),
De méme, la droite passant par K et perpendiculaire 3 D est globalement invariante

par f.

3. Application a I'étude de certaines
transformations du corps C
des nombres complexes.

Nous rappelons qu’une transformation d'un ensemble E est une bijection de E sur E.
Soit F une transformation de ©. Nous allons utiliser la représentation géomeétrique
des nombres complexes pour interpréter F par une transformation d'un plan affine
euclidien.

Compléments sur la représentation géometrique
des nombres complexes.

Soient E, un plan vectoriel réel euclidien orienté, &, un plan affine associé a E, st
(0, o, Vo) un repére orthonormé direct de 6.
e Nous avons défini, dans le paragraphe 3.1 (resp. 3.3) du chapitre 2, une bijection

. X
de C sur E, (resp. &,) qui, a tout nombre complexe z de composantes (y) dans la

base (1, i) de €, associe le vecteur u (resp. le point M) de composantes (resp. de
= X - - . > -
coordonnées) (y) dans la base (o, Vo) de E, (resp. dans le repere(D, Up, ‘-’o) de 82.).

Le nombre complexe z est |'affixe de v etde M le vecteur u est le vecteur image de Z

et le point M, le point image de z. L'ensemble © est alors appelé plan complexe.
Nous noterons 7 la bijection de € sur &,.

e Nous rappelons que, si M, et M, sont deux points de.&;, d'affixes respectives
z, et z,, le vecteur M M, a pour affixe z, — z, et I'on a :
d(M'll' MZ) — “ M1M2 “ = lZz o 21 |.

e Soit z un nombre complexe de module 1 et soient (i) ses composantes dans 1a

base (1, /) de C. Par définition, z est égal a la matrice (x - 3") avec x2 + y2 =1;
X

CETn masn est la matrice., dans toute base orthonormée directe de E, d'une rota-
tion vectorielle de E,. Soient « I'angle de cette rotation vectorielle, M et Ug les

points images respectifs de z et de 1. On a alors : i v S
suite, « = Arg z. : o= angle (OU, OM)et, P
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L'Argument d’un nombre complexe de module 1 est donc I'angle de la
rotation vectorielle de E; qui a pour matrice, dans toute base orthonormée
directe de E,, ce nombre complexe,

e Soit z un nombre complexe non nul.
Fd
|z |

Nous rappelons que I'on a, par définition :
Arg z = Arg

e Soit F une transformation de C, On peut luj assa

g , cier une transformation £ de &,
par le diagramme suivant :

Ona: f= noFog™1,

De méme, a toute transformation £ de t; est associée une transformation F de ©
déﬁﬁiﬂ ﬂal’ 7 F - 'r]--'h fu 'fJ_

Nous disons que f est la transformation géométrique associée 3 F.

La loi « de composition des applications munit I'ensemble 0 (C) (resp. B(6,)) des
transformations de © (resp. de 65) d’une structure de groupe. Il est immédiat que
I'application de B(C) dans B(6,) définie ci-dessus est un isomorphisme de
(B(C), o) sur (B(E,), o).

Dans toute la suite, toutes les coordonnées (resp. composantes) des points
(resp. vecteurs) de &, (resp. E,) sont données dans le repére (D, o, Gu) (reSp.

dans la base (t}g, Jn)).

Transformation géométrique associée a z — 2z + b.

THEOREME : Soient (3, b) un couple de C*xC et F la transformation
de © définie par : {fze C, F(z)= az + b. Alors la transformation géo-
métrique / associée a F est une similitude directe de &, de rapport | a |.

Si a est égal a 1, alors / est la translation de vecteur w d'affixe b.
Si a n'est pas égal a 1, alors / est la similitude de centre le point d’affixe
3 2 21 de rapport | a | et d’angle Arg a (ou, par abus de langage, d’angle

arga (2n)).

La transformation F de © est appelée similitude directe du plan complexe.
Démonstration
Le nombre complexe 2 n'est pas nul; F est donc bijective.
f est une similitude de rapport | | Soient M, et M, deux points quelconques
de ., d'affixes respectives z, et z;. On a :
d(f(M,), -"(Mz)) =|F(zz2) = F(zy) | = |a(zo — 2y) | = |a|.| zz — 2, |

=|a| d(M, M;).
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. a ;
f @st une similitude directe de &,. Posons Ta] =c+id et b=2b 4 jp On 4

donce? + 2 = 1. Soit O’ I'image de O par f; I'affixe de O’ est donc b.
Considérons deux points quelconques M et M’ de &,, d'affixes respectives
z=x+iy et z2=x"+1iy’. Ona:
(M = f(M)) <> (2' = az + b) <— (zZ—b=|a|(c+ id)z)
< (X" +iy)— (b’ + ib") = |a|(c + id)(x + iy))
Py (51* —b' ' =]a|(ex— dy])
ly! — b" =]a]| (dx + cy)

(x’—b’ =] (c —d 'x)

- y'—b") =lallq c) (y

On a: c¢2+4 d2=1. La matrice (; N c) est donc la matrice d’une rotation
vectorielle | de E,, d'angle Arg (¢ + /d), c’est-a-dire d'angle Argaetl'on a :

(M' = £(M)) == (O'M’ = | 2 | L(OM)).

Il résulte de cette équivalence que f est une application affine de &, dans &, dont

I'endomorphime associé est égal a | a | L. L'application f est donc une similitude
directe de &,.

Nature de /. Il résulte du théoréme 2.1 que la nature de la similitude directe 7
dépend du nombre des points invariants par .

Soit M un point quelconque de &,, d'affixe z. On a :
(M =f(M)) == (z= az + b) < (z(1 — a) = b).
Il faut donc distinguer les deuxcas : a=1 et a# 1.

e a2 = 1. Si b est nul, tout point de &, est invariant par f; on a donc f= Id...
Remarquons que l'on a alors : F = ldg.

Si b n'est pas nul, il n'y a pas de point de &, invariant par 7. La similitude directe f
est donc une translation de vecteur w non nul. On a : fMe &, MF(M)= W

de la proposition : {zeC, F(z)— z=b, il résulte que le vecteur w3 pour
affixe b.

e a # 1. L'application f admet un unique point invariant, d'affixe T—3 la simi-
litude directe f est donc la similitude de centre le point d'affixe - de rapport

1 —8
|a|etdangle Arga. =

Exemples.

1. Cherchans le centre, le rapport et I'angle de la similitude directe du plan complexe
définie par : 27 =(1+iNz+ 2+ 3/

Ona: |T+i]=v2: ag(1+i)=3 (2r):
2487 . A o . _
T F0 - 7@2+3)=i2+3/) = -3+ 2/

-3
La similitude considérée a donc pour centre le point de coordonnées ( z)r pour

rapport ‘\/5 et pour angle E (27).
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3.3 THEOREME : Soit f une similitude directe de &.

3.4

10. SIMILITUDES

2. Traitons la méme question avec : 2’ = 37 + 4.

Ona : |3|=3; arg3=0 (2r); L=_2_

1T =3

o . -2
Cette similitude a donc pour centre le point K de coordonnées ( D)' pour rap-

port 3 et pour angle 0 (2 ) : c'est donc ["homothétie de centre K et de rapport 3.

Alors il existe un unique
couple (a, b) de ©*xC tel que la transformation F de © associée a f
soit définie par : 1ze©, F(z)=az+ b,

Démonstration

Soient k le rapport de f et ¢ la rotation vectorielle de E, telle que k¢ soit I'endo-
morphisme associé a £,

Appelons & le nombre complexe de module & et d'Argument égal a I'angle de ;
soit & le nombre complexe affixe de I'image O’ du point O par .

Soient M et M’ deux points quelconques de &, d'affixes respectives z et 2.
Ona: (2'=F(2)) <—> (M' = £(M)) <—> (0'M' = k¢(OM)).

Il résulte des calculs faits dans la démonstration du théoréme 3.2 que l'on a :
(E'W = w(ﬁiﬁ)) <= (2' = az + b).

Onadonc: (2 =F(z)) <> (2 =az+ b). m

Remarque : L'addition dans © du nombre complexe b est la transformation F
de C définiepar : Yze C, F(z)=z+ b.

La transformation géométrique associée a cette addition est la translation de vecteur
w d'affixe b.

De méme, la multiplication dans © par un nombre complexe a différent de 0 et de 1
est la transformation F de © définie par: Yze C, F(z) = az

La transformation géométrique associée & cette multiplication est donc la similitude
de centre le point O (d'affixe 0), de rapport | 2 | et d'angle Arg a.

Si|a| =1, cette similitude est la rotation de centre O et d’angle Arg a.

En particulier, si a = /, la similitude associée & la transformation F de © définie

par: Yze@©, F(z)=/z estlarotation de centre O et d'angle 72_: (27).

Transformation géomeétrique associée 4 z — 3z + 5.

THEOREME : Soient (a, ) un couple de C* x C et F la transformation de

C définie par : Yze C, F(z) = az + b. Alors la transformation géomé-
trique fassociée a F est une similitude indirecte de &, de rapport | a |.

La transformation F de © est appelée similitude indirecte du plan complexe.
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3.5

3.6

. e T
. Morphisme associé a 7. Soit (

[l_)am:;rgrr:tg::nmblexe a n'est pas nul; F est donc I:.:ijective.

f est une similitude de &, de rapport | a |. Soient M, et M, deux

conques de &5, d'affixes respectives z, et zz;On a - -

d(f(Mﬂ-f(Mz)) = | F(Z2) = F(z3) | = Iﬁ'(zz . 21) | =|a |.|22 — z, !
=lal.lza—z |=|a]| d(M; My).

pOints qu,el.

a o
f est une similitude indirecte de &,. Posons: t—a-l =c+id et h=p + 5

On a donc ¢? + d? = 1. Soit O’ I'image de O par f; I'affixe de Q' eg

Considérons maintenant deux points quelconques M et M’ de &,,

z=x+/yetz' =x"+Jy'.Ona:

(M'=Ff(M)) <= (z=az+b) <= (2 —b=|a| (c + id) z)
<= ((xX"+iy)— (b' + ib") = |a| (c + id) (x — iv))

x'— b\ _ Ial(c d) (x)
“E"(y'—b“)_ d —clly
d ;
On a: ¢2+4 d?2= 1. La matrice G B c) est donc la matrice d'une symétrie
vectorielle y de E;etl'ona : (M’ = £(M)) <—=> (O'M' = | a| y(om)).
Il résulte de cette équivalence que f est une application affin

I'endomorphisme associé est égal 4 | a | 4. L'application f es
indirecte de §,. =

de | t donc 4
d’affixes respectiveg

e de &, dans &, dont
t donc une similitude

THEOREME : Soit f une similitude indirecte de &,.
unique couple (2, b) de C*x C tel que la transformati
a f soit définie par : {zeC, F(z)=az+ b.

Alors il existe un
on F de C associsge

Démanstration :
Soient & le rapport de £ et Y la symétrie vectorielle de E, telle que kY soit I'endo-

d ;
F . c), avec ¢? + d2 = 1, la matrice de  dans

toute base orthonormée directe de E,; posons a = k(c + id) et appelons b le
nombre complexe affixe de I'image O’ du point O par f.

Soient M et M’ deux points quelconques de &, d'affixes respectives z et z'.

On a: (2 =F(2) <= (M' = #(M)) < (O'W' = k y(OM)).

Il résulte des calculs faits dans Ia démonstration du théoréme 3.4 que l'on a :
(OM" = k(OM)) <«—» (' = 23 + b).

On a donc : (z' = F(z)) < (z2=az+b). m

Compléments.

[l résulte du théoréme 2.2 que la nature de la similitude indirecte f dépend du nombre
des points invariants par 7. Il est immédiat que, si b est nul, le point O est invariant.
Nous allons donc étudier successivement les deux cas suivants : p — Qeth # 0.
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10. SIMILITUDES

=

—_—

Onaalors : YzeC, F(z2)=az

e Si|a|estégalal,alors fest un antidéplacement de & qui admet au moins un

point invariant O; l'application 7 est donc une réflexion affine par rapport a une
droite D passant par O.

e Si|a |. n'est pas égal a 1, alors f admet le point O comme unigue point invariant;
I'application 7 est donc la composée d'une réflexion affine par rapport a une droite D
passant par O et de I'homothétie de centre O et de rapport | a |.

e Cherchons, dans les deux cas, un vecteur directeur v de D. Soit Y la symétrie
vectorielle orthogonale par rapport a la direction D de D; le vecteur u est un vecteur
non nul invariant par { et, d'autre part, I'endomorphisme p associé a f est égal a
le|y. Onadonc: ¢(u)=|a|u(d)=|a|a

Soient M le point de &, défini par : OM = ¢ et z le nombre complexe, affixe de
M et de .

On a alors: q:(af;‘i) = W: | & | OM ce qui équivauta: F(z)=az=|a]|z
Cherchons donc les nombres complexes z non nuls tels que I'on ait : az

= I d [ Z.
Le nombre complexe a n'est pas nul;

onadonc : (az=|a|z)

8 -
-~ (ia—|z=z)

2] = 2] A
<=

arg |Tf| +argz=argz (27)

<—> ((arga —argz=arg z (2%)
<> (2argz=arga (2x))

 — (arg z= 1§ arg a (7:))-

Le vecteur u est donc un vecteur d'affixe
z non nul tel que l'on ait :

g UO

argz= 5arga (7).

Remarque : Soit A le point d'affixe a. On a : arg z = angle (t_ﬂjg, 'owi) et

arg a = angle (OU,, OA). La droite vectorielle D, engendrée par 4, est donc I'une
des bissectrices des droites vectorielles engendrées par OU, et Eﬂ:

|b;ﬁ0

Onaalors : Jze©, F(z)=az+ b
Remarquons tout d'abord que F est la composée de la transformation G de ©

définie par : jze C, G(z) = az et de la transformation H de © définie par:
Yze C, H(z) = z + b. La transformation géométrique f associée a F est donc

la composée de la transformation géométrique g associée a G et de la transformation
geométrigue A associée 4 H.
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Nous savons que A est la translation de vecteur w d'affixe b, Il en résulte

: : . que I'engdg.
morphisme ¢ associé a f esl égal a 'endomorphisme associé a g,

: . ‘ . 1
Soient v un vecteur d'atfixe znon nulle tel que I'on ait : arg z = 5 arg a (7:) ewr.

la symétrie vectorielle orthogonale par rapport a la droite vectorielle D engendrée

par u. |l résulte de I'étude faite dans le cas ot b est nul que I'on 3 : ¢ = Ia[ :
Cherchons si f admet des points invariants, ¥
Soit M un point quelconque de &,, d'affixe z. On a :
” z=az+ b
L — i a B a2 =TS
(M =£(M)) <~ (z=az+ b) < (fz:az-l—b)
(;z —az+ b
< = .
,z=a(az+b) + b
3 - —
z(1 —aa) =ab+ b (2)
Ona: aa=|a |2 Distinguons alors deux cas : |a|3 1 et |a|=1.
Si , . . e . . . ‘ ab+ b
i |a| n'est pas égal a 1, I'équation (2) a une solution unique : z, = T
— aa
Calculons azg + b; on a :
- ab+ b ab b+ b—aab
azn-l-b:aa +_ +b=aa = +_ =2 = Z,.
1 —aa 1 —aa
Le systeme formé des équations (1) et (2) a donc une solution unique et, par
. - - . . - ' . B ¥ . -
suite, f admet comme unique point invariant le point K d affIXB: + t_) L'application
— aa

festdonc la composée de I'homothétie de centre K et de rapport | a | et de la réflexion
affine par rapport a la droite D passant par K et de direction D.

Si|a | est égal a 1, alors f est un antidéplacement de §,.

e Siab + b n'est pas nul, I'équation (2) n'a pas de solution et, par suite, f n"admet
pas de point invariant. L'application f est donc la composée d'une translation de

vecteur non nul appartenant 3 D et de la réflexion affine par rapport a la droite D
passant par le milieu du bipoint (O, 7(0)) et de direction D.

® Siab + b estnul, tout élément de C est solution de (2). Cherchons donc direc-
_ tement un point invariant K par .

L'image de O par f est le point O’, distinct de O, d’affixe &: il résulte de I'égalité
ab + b = 0 que I'image par f de O’ est le point O; le milieu K de (O, O') a pour
b b
2

. b b b b . .
affixe 5 etona: a 3 + b = (a -+ g) + 3=73 Le point K est donc invariant

par f.
L'application f est donc la réflexion affine par rapport & la droite D passant par K
et perpendiculaire & (00'). Il résulte de la remarque du paragraphe 3.3 que le

-

vecteur d’affixe /b est orthogonal au vecteur d'affixe b, c'est-a-dire au vecteur 00",
La droite D a donc pour vecteur directeur le vecteur d'affixe ib.
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10. SIMILITUDES
Nous résumons I'étude précédente par :

'JES'oi_a-m (a, b) un couplede C* %< ¢ et f la transform
a la transformation F de € définie par :
Soient O’

ation géométrique associée |
i YzeC, F(2)=az+ b
le point d'affixe b et K |e milieu de (O, 0'): soient D la droite vecto-

ielle engendrée par | u. d'affi s [1.1 .
rie g par le vecteur v, d'affixe égal 3 I1,§ arg a] et D la droite passant

par K de direction D,

Si| & | n'est pas égal 4 1, alors festla com

' posée de laréflexion affi
a D et de I'homothétie de centre K et de lon affine par rapport

e rapport | a |.
Si|a|est égal 2 1 et siab 4+ b n'est pas nul, alors fest la composée de la
réflexion affine par rapport 4 D et d'une translation de vecteur appartenant a D.

Si|a|estégalaletsiab + best nul, alors fest la réflexion affine parrapport a D.

Exemple.

Cherchons la nature de la similitude indirecte du plan complexe définie par :
Z=(14+Nz+i

Ona: [14i]=\2 et arg(1 +.-‘)=E (2 7).
Il y a donc un unique point invariant K d‘affixe : z, = w = —1
1—(v2)*
1Y
- cos g
Soit u le vecteur d’affixe [1, g] c’est-a-dire de cordonnées
sin g

L'application f est la composée de I'homothétie de centre K et de rapport '\.f"i et
de la réflexion affine par rapport a la droite D passant par K et de direction la droite

vectorielle engendrée par u.
Cette droite D est I'ensemble des points M tels que ;: Kf(M) = 1/2 KM. Cest
I'ensemble des points M d’affixe z = x + iy tels que I'on ait :
(A+Nz+i—2zo=v2—2z) (1).
Ona: (1) <=>((14+Nx—M+i+1=V2(x+iy+1))
1=vV2(x+1)
— (5 x+y+ \/:_{ + )),
{x—y+1=v2y
Les deux équations de ce systéme sont équivalentes.
La droite D a donc pour éguation dans le repere (D. ta, voj H

x—(1+vV2)y+1=0
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EXERCICES

1 Soient P un plan euclidien orienté et N = {0 I f ) un repére orthonormé direct

de P. Soient A et B les points de coordonnées respectives (12) et (g) dans

On désigne par h 'homothétie de centre A et de rapport — ! = par s la rotation
242

s S
de centre B et d'angle — 'E modulo 2 et par ¢ la translation de vecteur Bd'.

Déterminer le paint C, image du point O par l'application toro h. Donner les eléments
caractéristiques de cette application; on pourra utiliser les nombres complexes oy

toute autre méthode.
2 1° Soit ¢ I'application de [R? dans R? dont la matrice dans la base canonique

) /3 =1 .

de IR? est égale 3 (‘ ; 5) Déterminer le noyau de ¢ et I'image de 4.
A

2° Soient P un plan affine euclidien orienté associé a [R? et M un repére ortho-

normé direct. Soit f I'application de P dans P qui, a tout point M de coordonnées (x)
BV

x?
]

dans i, associe le point M" de coordonnées (]’r ) dans R définies par :

| x =x\V3—y+1

[y =x+yV3.
Démontrer gue / est une similitude dont on précisera le centre, le rapport et 'angle.

"3 Soit P un plan affine euclidien associé a un plan vectoriel P.
Soient (A, B, C) et (A", B', C') deuxtriangles de P tels que les droites (AB) et (A'B’),

(BC) et (B'C"), (CA) et (C'A’) soient paralléles.
Démoantrer qu'il existe une similitude directe f de P telle que l'on ait :

f(A)=A'. f(B)=B', f(C)=C"
Les triangles (A. B, C) et (A', B’, C') sont dits directement semblables.

4 Soient P un plan affine euclidien associé a un plan vectoriel P et (A, B, C) un
triangle de P. On désigne par A’ le milieu de (B, C), par B’ celui de (C, A) et par c!

celul de (A, B).
Démontrer que lestriangles (A, B, C) et (A', B', C') sontdirectement semblables;

on donnera le centre, le rapport et I'angle de la similitude.

5 Soit P un plan affine euclidien associé a un plan vectoriel réel P.

1¢ Soient (A, B, C) un triangle de P et a un réel strictement positif., Construire un
triangle (A, B’, C), directement semblable a (A, B, C) ettel que I'on ait : B'C' = a
20 Soit s une similitude directe de P. Déterminer I'ensemble des points M de P tels

que le segment [M, s(M)] ait une longueur donnée.

6 Soit s une similitude directe d’un plan affine euclidien P associé a un plan vectoriel
réel P,

1 Si M est un point quelconque de P, on désigne par M’ le milieu du
bipoint (M, s(M)). Que peut-on dire de I'application s" qui, a tout point M de P,
associe le point M'? -
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70. SIMILITUDES

2 .S:.:nt A un:_éf]. St M est un point quelconque de P, on désigne par M, le point
défini par: MM, = A Ms(M).

Que peut-on dire de I'application 55 qui A tout point M de P, associe le point M, ?

7 Soit P un plan affine euclidien associé & un plan vectoriel réel P.

:"ir;::eusver les similitudes directes et les similitudes indirectes de P qui sont involu-

8 Soient s et s' deux similitudes directes d'un plan affine euclidien P associé a un
plan vectoriel réel P.

1o Déterminer I'application : s'osos'-1os-1.

2° En déduire qu'il existe une translation et une seule ¢ telleque : s'os = to(sos’).

9 Soit P un plan affine euclidien associé¢ & un plan vectoriel réel P-
Déterminer I'application composée de deux similitudes indirectes de méme centre.

10 Soit P un plan affine euclidien associé & un plan vectoriel P.
Soient A, B, A’, B' quatre points de P tels que 'on ait: A £ BetA = B
Déterminer toutes les similitudes 7 de P telles que : f(A)= A’ et f(B)= B’

On donnera pour chaque similitude les éléments de la forme réduite en fonction
de A, A", Bet B'.

11 Soient P un plan affine euclidien orienté et 3 = (0, 1 ;) un repére orthonormé
direct de P. Soit A le point de coordonnées (g) dans M.

Atoutpoint M de P, on associe le point M’ de la maniére suivante : on désigne par M,
, 2
par M' I'image de M, par I'"homothétie de centre O et de rapport 3.
Soit f I'application de P dans P définie par: f: P —s P

M —s M.
12 Quelle est la nature de |'application /7 Quels éléments de sa forme réduite peut-on
donner?
2° Soit z (resp. z') I'affixe du point M (resp. M'). Exprimer z' en fonction de z,
Donner la forme réduite de 7.

I'image de M par la rotation de centre A et d’'angle = modulo 2 =, puis on désigne

12 Soit s, une similitude directe d'un plan affine réel euclidien P.
Déterminer toutes les similitudes directes s de P telles que : sos, = §508.

13 Scient P un plan affine euclidien orienté et :t = (0, i ;‘) un repére orthonormé
direct de P. Soient a et b deux nombres complexes et f 'application de P dans P
qui, 3 tout point M d'affixe 2, associe le point M" d'affixe z° définie par:
z'=az+ b

-
Déterminer a et b pour que f soit la similitude d'angle 3 modulo 2=, de rapport 2 et

2
1

) de M’ dans i en fonction de celles (;} de M

=+ *
de centre le point de coordonnées (_ ) dans R.

x.r
Exprimer alors les coordonnées (y'

dans M.
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14 Soient P un plan affine réel euclidien et 5, l'ensemble des similitudgg di
" ; ; I
P Démontrer que la seule similitude a de 5, pour laquelle an g - BClog

 [E '
o soa est l'identité de P.

yses,. oos=

15 Soient M, P, Q trois points du plan complexe d'affixes respectives ; 1

‘ i imi ftelle que l'onait: f(M)=P et £(0)=qQ : -2.+_,-'
Déterminer la similitude 7 telle q e o
le centre, le rapport et l'angle de 1.) era

16 Soit P un plan affine euclidien orienté rapporté a un repére orthonormg dir

& =(0,77) _ _ |
A tout point M de P d'affixe z, on associe le point M, image de M dans |5 similityg
-]

4 ) ™ ;
de centre O. de rapport 3 etd anglei modulo 27 On désigne par M, g S,

ect

trique de M, parrapport @ M. Soient z, et z, les affixes respectives des points M, et M.
10 Exprimer les nombres complexes z, et z, en fonction de 2. 2
2o Calculer le produit z,2z,. Déterminer I'ensemble des points M de P el que s
produit 2,2z, soit un nombre réel.

17 Etudier la transformation f du plan complexe définie par :
f: © — ©C
Zr—a 2414/
On donnera la forme réduite de cette transformation.

18 Méme question que pourle n® 17 avec fdéfiniepar: Yze C, f(z)= 32 4O

19 Soit A le point dalfixe / dans le plan complexe. Soit 7 I'application du plap
complexe dans lui-méme qui, & tout point /m d'affixe z, associe le point M d'affixe 7
définie par: Z = jz.

12 Déterminer les éléments géoméiriques de 7.

20 Déterminer 'ensemble des points m tels que les trois points m, M, A soient
alignés.

20 Dans le plan complexe, a tout point m d'affixe z, on associe le point m' d'affixe '
définie par: 2/ =224+ 1—1i

Déterminer les éléments de la transformation du plan complexe qui au point m
associe le point m'.

21 Dans le plan complexe, soient m un point d'affixe z et m’ un point daffixe 2/,
tels que l'on ait: z 4+ 2' = 4.

1 Démontrer que le point m' est I'image de m par la symétrie s de centre le point |
d'affixe 2,

2° Soitr la rotation de centre O d'affixe 0, et d'angle g modulo 2 7.

Démontrer que ros est une rotation dont on précisera le centre et I'angle.

22 Soient, dans le plan complexe P, deux points M et M’ d'affixes l'eSFv'Ec‘i""E’s”‘”I
tels que l'on ait: 2'=(14+/)z 4 1.

1° Calculer le module et un argument de 1 + /7

2° Déterminer les €léments géométriques de la transformation du plan complexe
qui, & tout point M d'affixe 2, associe le point M’ d'affixe (1 + i)z + 1-

3° Déterminer I'ensemble des points M du plan complexe tels que les vecteur®

g =
OM et OM' aient la méme norme.
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10. SIMILITUDES
23 Dans le plan complexe, sai imili
: - Soit f la similitude qui, 3 tout poi ‘affi i

18 BETIE M Wb b _—q”; 5 point M d’affixe z, associe
1o Déterminer le rapport, I'angle et le centre de f ‘

B - = | - N | i
2 S(Tlent zZ= .:r + l']-" et z'=x"+jy', les formes algébriques des nombres
complexes z et z', Exprimer x’ et y' en fonction de x et de V.
3¢ Quelle est I'image par £ de |a droite d'équation: x 4+ 2y — 1 = 0?

4° Quelle est I'image par £ du cercle € de centre le oint daffixs / et de rayon /37

24 'Dn considére, dans le plan complexe, I'application  qui, 3 tout point M du plan,
d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z' définie par: 2'=(14+i)z—i

1° Déterminer les éléments géométriques de f; on appellera A son centre.

2° On suppose que M est distinct de A. Calculer une détermination en radians de
I'angle (m W)

3¢ Déterminer I'ensemble des points M’ images des points du cercle de centre O et
de rayon 1,

25 Soit E un plan affine euclidien orienté rapporté 3 un repére orthonorme (0. ;;)
A tout point M de E de coordonnées (i) on associe son affixe z égale a x + Jy.

Soit/I'application de E dans E qui, 3 tout point M d'affixe z, associe le point M’ d"affixe
Z'définie par: Z2=(1—-/)z+4+2—1i

1¢ Déterminer les éléments géométriques de /.

2° Quelle est I'image par f du cercle de centre O et de rayon 27

3° Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z de E tels que I'on ait :

| =Nz42Z=7]=2

(On pourra donner deux méthodes.)

26 On considére dans le plan complexe la transformation £ qui, a tout point M
d'affixe z, fait correspondre le point M’ d'affixe z' définie par:

z'=3iz— 9 — 3.

1¢ Déterminer les éléments géométriques de cette transformation.

2¢ Déterminer les images par f

« du cercle de centre le point d'affixe 1 — 3/etde rayon 1,

e de la droite d"équation : x = 1.

27 On considére la transformation 7 du plan complexe qui, a tout point M d'affixe z,
H 4 5 Pl

associe le point M’ d'affixe 2’ définie par: 2" = (1 —iv3)z—24/3.

Démontrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre , l'angle et

le rapport.

28 Soit f la transformation du plan complexe qui, a tout point m d'affixe z, associe

le point M d'affixe Z définie par : Z= (1 +.;' \/5) z + V3.
Déterminer les éléments géométriques de |a similitude directe /.

29 Soit f la transformation du plan complexe qui, a tout point M d’affixe z, associe
le point M’ d’affixe z' définie par: 2z' = ‘2(1 + 7y 3) z.+. 3.

1o Quelle est la nature de 77 Préciser ses éléments géométriques.

20 Spit D la droite d’équation : x — ¥ xfB = 0. Quelle est I'équation de I'image

f(D) de la droite D7

3° Quelle est I'image par f du cercle de centre le point d'affixe 2 / et de rayon 27
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30 Soit / lapplication de € dans € qui, 3 tout nombre complexe z, associe |q
3 K ¥ ol e .

nombre complexe Z délini par: 2 = (1 — iy 3) zZ4+4/3(1=1).

1 Déterminer les nombres complexes w tels que l'on ait : flw)= .

2¢ Saient m, M et {1 les points du plan complexe d'affixes respectives z, Z gt

Quoelle est la nature de la transformation du plan complexe qui, & tout point m,

associe le point M ?

3¢ Deémontrer, algébriquement ou géométriquement. que le triangle (£2. m, M)

estl rectangle.

4¢ Soit n un entier naturel non nul. Caleuler le module et un argument du nombre

2 — "
complexe ( .
Z —

31 Soit f I'application de € dans € définie par :
fr: C — C
F A — (.r'— \5)2—#3 + \,’5-4—:‘(21-’“5 - 1).
19 Caractériser géométriquement la transformation du plan complexe qui, & tout
point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe £(z).
2¢ Soient x et y (resp. x’ et y') les parties réelle et imaginaire de z (resp. f(2)).
Calculer x" et y' en fonction de x et ¥.
3= Déterminer I'image dans le plan complexe de la droite passant par le point A

d'affixe 1 — 21/3 et de vecteur ditecteur u d'affixe 1/3 + /.

32 Dans le plan complexe, on considére le point A d'affixe 2 et les transformations
suivantes :

hy homothétie de centre A et de rapport 2.

h» homothétie de centre O et de rapport — 32-

. T
¢ rotation de centre A etd'angle — 5 modulo 2.

1 Quelle est la nature de la transformation h,oroh, ?
2° Quelle est la nature de la transformation Azororch, ?
(On donnera pour chacune delles ses éléments géométriques.)

33 1° Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes le systéme :
\ix—y=1—j

h—x4+iy=—1.

2° Soil (x, y) une solution du systéme précédent. Déterminer, dans le plan complexe,

) ) ™ ™o . s .
les rotations d'angle 5 et — 5 qui transforment le point M d’affixe x en le point P
d’affixe y.

34 Soita un nombre complexe.

1° Résoudre dans le corps © des nombres complexes I'équation :

(1 +7)22 =2i(a + Nz+ (i—1)(a2 4+ 1) =0,

2° Trouverunerelation indépendante de a entre les solutions z, et z, de cette équation.

3¢ Caractériser la transformation du plan complexe qui, a tout point M, d'affixe z,.
associe le point M, d'affixe z,.

35 Le plan P est rapporté & un repére orthonormé.

Soit z = x + iy I'affixe d'un point M(x, y) de ce plan.

109 Déterminer I'ensemble des points M tels que : |[(1 +i)z— 2F| =2,

20 Etudier la transformation de P qui, a tout point M d'affixe z, associe le point M’
d'affixe 2z' = (1 + /)z — 2/. Trouver le point égal & son transformsé.



10. SIMILITUDES

36 Soit P un plan affine euclidien orienté rapporté & un repére orthonormé direct
(0.1, J). On appelle / Ie nombre complexe cos ZT“ + isin 2%

3
Soient A, B, C, A’, B/, C' six points du plan complexe d'affixes respectives a, b, ¢,
a,b. ¢

On considére les nombres complexes u, v, v’, v/ définis par -

u=a+bit+¢? uv=a4+bji+f

v=a+4 b2 4 ¢ vi=a' 4+ b2 4 oY

1¢ Démontrer que v reste invariant quand on change l'origine du repére, sans changer
la base (T j)

2° Démontrer qu'il existe une similitude directe f telle que I'on ait :

f(A)=A', f(B)= B’ f(C) = C', sietseulementsilona: uwv — u'v=0,

37 Soient =, B, X trois réels. On considére dans le plan complexe la transforma-
tion £ qui, & tout point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe 2z’ définie par :
Z'=(x+iP)z+ (1 = M)

12 Déterminer « et f de fagon que fy. soit une similitude directe de rapport 2 et

d‘angle %;—T modulo 2 .

2° On donne & x et { les valeurs précédemment trouvées.

Déterminer, lorsque A décrit I'ensemble R, 'ensemble des centres des similitudes 5.

3¢ Déterminer ) de fagon que I'image par #, de I'axe imaginaire soit I'axe réel.

4° Soit Q le centre de la similitude déterminée au 3°. Soient deux points distincts I
A et B de |'axe imaginaire et A’ et B’ laurs images par la similitude. Montrer géomé-

triquement que les cercles (0, A, A') et (0,B,B’) sont sécants en 0.

38 Soient & un réel strictement positif et T, la transformation du plan complexe qui, 1 |
a tout point m d'affixe z, associe le point M d’affixe Z définie par: Z = kiz + 1 + k2 ,

12 Quelle est la nature de la transformation T, ? Donner ses éléments caractéris- "
tiques. i

2° Soit wy le centre de T,. Déterminer I'ensemble des points wy, lorsque &k décrit
I'ensemble R,

3¢ Soient ky et k5 deux réels strictement positifs. '!‘
Démontrer que I'on a I'équivalence suivante :

(Tki oTk: = Tk:_c’Th] < {kg = :’(2).

Quelle est la nature de la transformation T,oT,?

39 et 40 Reprendre les exercices n°® 9 et n® 10 du chapitre 2 du tame 1, en utilisant
les similitudes, |

41 Déterminer la forme réduite de la transformation du plan complexe qui, 3 tout
point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe 2’ définie par: 2’ =jz+ 1 —

42 Méme question que pour le n® 41, avec 2’ définie par ;
Z=@B+4Nz+1—2i {

43 Meéme question que pour le n° 41, avec z’ définie par:
Z=(—\3+i)z+2-1
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Problémes,

44 On considére un
Soient a un nambre
1° On désigne par J
Soit M un point du
Calculer z, en fonction de a, k et z.
2° Soit 0 un angle de vecteurs,
et par ¢ le nombre complexe de
Onpose: B=Roie et M’
Démontrer que l'on a :
Indiquer Ia nature de la

Déterminer
30

plan affine euclidien P rapporté & un repére orthonormé (o i)
éel et k un élément de RY. o
€ I'homothétie de centre le point A, d

affixe a et d
plan daffixe z. Soit z,

€ rapport
I'affixe du point M,

image de M pg I

On désigne par ¢ Ia rotation de ce
module 1 et d'Argument 6.

= B(M). Soit 2’ I'affixe de M’
z' = kuz + au(1 — k).

transformation .

I"affixe du point invariant K par G, s'il existe.
On suppose que I'on a : u=j et ag=5,

Calculer leg coordonnées ([;:)

ntre O et d'ang|e g

du point K dans le repére
Déterminer I'ensemble E défini par :
Déterminer les points K dont les deu
On suppose maintenant ;
Calculer les coordonnées du point M’ en fonction de celles dy point M.

Soit B le point d’affixe 3 + 2/. Déterminer I'ensemble des points M de P tels que les
trois points B, M, M’ soient alignés.

On donnera une solution analytique et

(O, F.;) en fonction de 4.

E= {KEPHkEfR;, G(K) = K1.
X coordonnées sont des entiers relatifs.
U=1/{ a=5 k=

une solution géométrique.

45 L'étude proposée concerne I'ensemble
planes directes, de centre O donné, de rapp
de la transformation ponctuells qui,

8 constitué, d'une part des similitudes
ort k positif et d'angle 6, et d'autre part,

a tout point M du plan, associe le point O,
considérée comme une similitude singuliére de centre O et de rapport nul.

Soient S, (0, k4, 0,) et S2(0, k2. 0,) deux éléments de &. On définit une transforma-
tion ponctuelle du plan, notée T = S:* S, de la maniére suivante : soient M un
point quelcongue du plan, M; et M, les images de M par les similitudes S, et Sa,
et P le point défini par : OP = OM, + OM.,.
T est I'application du plan dans lui-méme

qui, au point M, associe le point P.
1° Pour se familiariser

avec la transformation T, construire le point P, transformé

d'un point M quelconque du plan, lorsqu'on donne S, (O. % g) et S, (O, % gii]
2° Soita le nombre complexe de module & et d’argument 6. On dit que a est I'opéra-
teur complexe de la similitude S.
a) Calculer I'affixe Z du point P en fonction de I'affixe z du point M et des opéra-
teurs a, et a, des similitudes S, et S;. En déduire que T est une similitude de S
dont on calculera le rapport et I'angle en fonction de k,, k,, 6, et 0..

b) Démontrer que I'application £ qui, a toute similitude S de S, fait correspondre
son opérateur complexe a, est un isomorphisme de (S, %) sur (C, +).

3° Démontrer que § muni de la loi % est un groupe commutatif. Quel en est I'élément

neutre? Préciser le rapport et |'angle de la similitude §', symétrique de S(O, &, 0)
pour la loi *.

4° Soient S, et S, deux éléments de .

Quel est I'opérateur complexe de la similitude S,05,7 s

Démontrer que (S, +, o) est un corps isamorphe au corps € des nombres complexes.
(D'aprés Baccalauréat 1970.)



10. SIMILITUDES

46 1° Reésoudre dans le corps € des nombres complexes I'éguation :

24 2(2+Nz+3+4i=0.

2¢ Soit z un nombre complexe. On considére, dans le corps €, I'équation en U :
=22+ AU+ 222+ 2(6+/)z+19+4i=0. (E)

a) Déterminer z pour que |'équation (E) ait une seule solution dans C.

b) Dans le cas général, déterminer les deux solutions de (E); on appellera ces

deux solutions U’ et U",

c) Déterminer I'ensemble des nombres z tels que z soit lui-méme une des solutions

de I'équation (E).

32 Soit P un plan affine euclidien rapparté 4 un repére orthonormé (0, u, ;-)
Soient z et U deux nombres complexes, m et M les points images respectifs dans P
de zet U. On dira que m et M vérifient la relation R si et seulement si U est une solu-
tion de |'équation (E) correspondant 3 la valeur z. On écrira: m R M.

Démontrer que l'ona: (m &R M) <=—> (M =8(m) ou M= H.f{m})

avec §' et 8" transformations du plan complexe, définies respectivement par :
U=2z(1+)+3+2/ et U'=2(1=/)+56-=2/

4¢ g) Soit m un point de P. On pose: M'=8'(m) et M" = &"(m).

Quelle est la transformation S qui transforme M’ en M"? Caractériser géométri-
quement S.

b) Soit K le milieu de (M’, M"). On considére I'application © de P dans P qui, &
tout point m, fait correspondre le point K. Démontrer que T est une translation.
Soit m un point de P. Donner une construction simple de |'ensemble des points M
de P tels que l'on ait: m R M.

¢) Déterminer 'ensemble des points m tels que les points m, M’ et M" soient alignés.,
Quel est alors 'ensemble des points M’ et I'ensemble des points M" ?

47 Sqit P un plan affine euclidien orienté rapporté a un repere orthonormé direct

(0.77

A tout nombre complexe z, on associe les nombres complexes Z; et Z; définis par:

Z, =(\/§ +i)z et Z, =(1 —1"\/§)z+ 3.

On désigne par T, (resp. T,) I'application de P dans P qui, a tout point M d'affixe z,

associe le point M, (resp. M) d'affixe Z; (resp. Z5).

12 &) Quelle est la nature de chacune des applications T, et T, ? Donner les éléments

géométriques de ces applications.

b) Quelle est la nature de la transformatian T,o T, ?

En donner les éléments géométriques.

29 a) Démantrer qu'il existe un point K et un seul tel que l'on ait: T, (K) = T,(K).

On désigne par L I'image de K par T;. Calculer les affixes des points K et L.

b) Démontrer que le point L est invariant par chacune des applications

T,oT;" et T,oT; 1. Quelle est la nature de chacune de ces applications? En

déduire une construction géométrique du point L.

3¢ Soient a, a,, &, trois nombres réels tels que I'on ait: a + a; + a; = 1.

Soit G le barycentre des points M, M,, M, affectés des coefficients a, a;, a..

Soit T(a. a1, a,) |"application de P dans P qui, a tout point M, associe le point G

défini comme ci-dessus. On désigne par G I'ensemble des applications T(a, a,, a;).

a) Déterminer a, a,, a, pourque l'on ait: YMeP, T(a, a,, a2)(M)= M.

b) Déterminer a, a,, a; pour que T(a, 23;, az) soit la similitude de centre O, de

1+3
2

rapport et d"angle — gmudulo 2.
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0. SIMILITUDES
t 3 un nombre réel. . )
C de la maniére sulvante :

ation /4 de C dans
. —» C

5 = ¥ 2i)z — Ai.
ela transformation T; du plan complexe P qui, 3 toyt
j Roint

1¢ Quelle est ja nature d -
d'affixe 2. associe le point M d'affixe 7. (z) ?
un unigue glément zo de €© tel que : 2 € R, (2 :
AEgy = zﬁ.

20 Maontrer qu'il existe
point d'affixe Zo-
i) i

48 Soi ;
On définit I‘applic

Smt Ma le
30 Calculer f;__(_z_)__-%j'g et en déduire le produit scalaire mom . mM.
Z— <o

plan complexe.
E={MeP|]reR, M=T,(m);

4o Soit m un point du
Déterminer I'ensemble E défini par :

5 Soit M un point de P.
Déterminer I'ensemble F défini par
g° Soit a un réel strictement positi
complexe d'affixes respectives a e
Déterminer I'ensemble G défini par :
Déterminer de méme les ensembles H et H’ définis par:
H=IMeP|JAeR, M =Ty(A)} '
H={MeP|]reR. M= T (A"}

. F={meP|]reR, M=T,(m}

f différent de 1. Soient A et A’ les points dy p|
Plan

t — a.
G={MeP|JreR, M=T,(0).
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1.
Coniques

Dans ce chapitre, P désigne un plan euclidien associé a un plan
vectoriel réel P. '

1. Etude des courbes d'équations :
AXZ2 + BY2 +2CX + 2DY 4+ E=0.

Soient(o. r;) un repére orthonormé de P et A, B, C, D, E cing réels. Nous supposons i1
les réels A et B non tous les deux nuls, c'est-a-diretelsque : |A|+ |B | # 0.

" Nous allons étudier la courbe T' dont I'équation dans le repeére (0, / f) est :
AXZ + BY2 4+ 2CX+ 2DY+E=0 (1),

L X -
c'est-a-dire 'ensemble des points M de P dont les coordonnées (Y) dans le repére

{1l
. _ o (
(0,7 j} satisfont & I'égalité (1). La courbe I" est appelée conique. ) i‘l'
Distinguons les deux cas suivants : AB =0 et AB # 0.
I
Premier cas : AB = 0.
1.7 Supposons, par exemple, que l'on ait : B =20/ il résulte de la relation :
|A|+ | B|3# 0que A n'est pas nul.
C D E )
A X + 23 Y 4+ AT 0

lI'n’y a que deux cas possibles : D # 0 ou D=0

Onaalors : (1) <=——> ()(2 4 2

C E
Ona: (1) <= (V= - 75X — 5%~ 3p)
A C E

P . = — = — e
osons a_—ZD b = D c 7D

La courbe T" est donc la courbe d'éguation : Y = aX? + bX + ¢, avec a % 0,
dans le repere (0, 7, /).
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e de Premiére que cetteé courbe est une parabg|,

1l résulte de I'étude faite en class 5
T 2a . o
de sommet le paint S de coordonnées | 4., _ p2 et d'axe de symeétrie la droite
4a
& sre (0. 4.7 )
d'équation : X = — 5, dans le repere ( . ,')

C E
Ona: (1) = (XQ-I—EKX-PESO)

S

C\2 _ C*— EA

e (=T

2

C\? %
Pour tout réel X, le réel (x + ﬁ) est positif ou nul.
Distinguons les deux cas suivants : C2 — EA <0 et Cz2 — EA > 0.

e C2—EA O
Il est immédiat que l'ona : I'= ¢&.

e C2—EA > 0.
g —
Posons : K= \/E—E—A On a alors :

A2
C C
(1) <— (){———E+K ou X=—E—K)-
[' est donc la réunion de deux droites paralléles d'équations respectives :
C C - >
X=—x+K et X=— 1 —K dans le repére (0, /, /).

Le lecteur remarquera que ces droites sont symétriques par rapport 2 la droite

L c
d’équation : X = — & qu'elles sont égales si l'ona : C2 — EA = O et distinctes
silona : C2 — EA > 0.

~.
—

[ %]

o

|
rl 0
rlo

(@)
=y
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11. CONIQUES
Remarque : Dans le cas ou A est nul on obt

A eant X et Y. 1ent des résultats analogues en inter-

;-I > -
it j"
o 7 - —
] / 0 i o ;
D —D
-5 =
Exemple.
Cherchons la courbe I" d’équation : 2Y2 4+ X 4+ 6Y —5=0.
La courbe I est la parabole d’équation : = —2Y2—8Y + 5.
Ona: —2Y2—-6Y 5——z(v2+3v-§)——2(v-ﬁ)z_?_?
na: — =grao= 2]~ 2l 4 2

<l -2)

3 ; 19
Le sommet S a pour ordonnée — 3 et pour abscisse 5

, 3
L'axe de symétrie est la droite d'équation : Y = — =

4 5 -3 9
La courbe passe par les points de coordonnées respectives (0) ( 1). (_ 1].

= 19
A T TTT— 2
of 7
=
3
2 1

3N



AB # 0.

B # 0, et par suite :

peuxiéme €35 :

A#0 e D
. (A[e+ 2% cx)+8(v+25Y)+ €=

&{A(M% +B(Y+%)2*%TE_EBE+E:°)‘

1.2 Ona alors -

(1)

cz D? + E; appelons () le point de coordonnées

| —

posons K= — A B -

e repere (O 5 f) ot considérons le repére orthonormé (€2, 7,1 ). |

Si M est un

respectifs(o.f j) (€, 1. ;) il résulte de I'égalité: OM = 0Q + OM que l'ona
oy . i
X:x—%et "l":'s*—E'CEQUlEquNaUIEl.X=X—|—E egy=\(+§‘

La courbe I' est donc 'ensemble des points M dont les coordonnées (y) dans le

repére (Q, i f) satisfont 2 I'égalité : Ax? + By2 + K= 0.

I est donc la courbe d’équation : Ax2 + By2 + K= 0 dans le repére (@, u)
Nous appellerons équation (2) I'équation : Ax? + Byz + K= 0.

Il n'y a que deux Cas possibles : AB > 0 ou AB < 0.

Les réels A et B sont donc de méme signe ; distinguons alors les trois cas suivants :
K est du signe de A et de B, K est nul et K est de signe contraire 3 A et a B.

e K est du signe de A et de B. |l est immédiat que 'ona: I'= @.
e Kestnul.Ona : (2) <—> Ax2+ By2=Oetparsuite : I'= {Q.

e K est de signe contraire & A et a B.

Ona: (2) = (%x2+gy2+1 =U)-

.. A B ,
Les réels K ©t g sont strictement négatifs ; posons :

K \/ K
a = = T i bz ey
\/ A = B

2
Onaalors : (2) <=— 7+zz 1=0).

La courbe |' est appelée ellipse et I'équation : _|_ y: 1 =0 est appeléﬂ
. . T a2 " B2 -
équation réduite de T.

s <o

L-‘_ES réels A et B sont donc de signes contraires,
Distinguons les deux cas suivants : K=0 et K3 0,
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. 17. CONIQUES
® K.__ 0. gn a : (2) <= {Ax2 + Byz ey 0)
Le réel — g est strictement Positif; posons m=_A On a alors -
(2) <= (y? — m2x2 = ’ |
<= ((y = mx) (y + mx) = 0)
<= (Y = mx ou Y = — mx),
[' est donc la réunion de deux droites
sécantes en ) d'équations respectives ™
y=mx et y= — mx dans le repére
(Q.77). /
Le lecteur remarquera que ces droites
sont symétriques par rapport A la droite i

0 -

I
passant par £ de vecteur directeur ; et / \
par rapport a la droite passant par £) de ]

vecteur directeur J.

e K+#0.0na: (2 ¢:>(-Exz+gyz+1=o)*

. K . - - K
Supposons que le réel non nul A Soit positif; le réel non nul g est alors négatif,

N r K

Posons : a_\/E et b= — &
x2 y,?
Onaalors ;: (2) <—» (—§+b_ﬁ_1 =0).
. K K. .
Dans le cas contraire, on pose : a = ~ 2 et b= B et l'on a alors :
xz y?

@ «— (-5 -1=0)

2 2
' . . y — ' A
La courbe I' est appelée hyperbole et I'équation : 22 — 52 — 1 = 0oul'équa-
x2 y?

tion : — =, + BE 1 = 0 est appelée équation réduite de |

Nous résumons I'étude faite dans les paragraphes 1.1 et 1.2 par le théoreme suivant :

THEOREME : Soit I" une conique d’équation, dans ]un Toepére archonarmg:
: s B|#0.

AX? + BY2 4 2CX + 2DY + E = 0, avec A|.+| : .

Si AB est nul, I est soit I'ensemble vide, soit la réUnt;nln de deux droites

v paipiondin con:ondueslz;::;:l:n:oipta:jan ziﬁéleton. soit une

Si AB est positif, T' est soit I'ensem :

ellipse. . i

Si EB est négatif, [" est soit la réunion de deux droites sécantes, soit une

hyperbole.

v ¥ i ¥ | VidE.
Remarque : Si AB est négatif, la courbe T' nest jamais I'ensemble
—_—
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P L
Etude de l'ellipse d'éguation réduite : — + 75 — 1

i x? y2 L er .
se d'équation réduite 3 + yxi 1 = O dans le repére orthonormé

1.4 Soit I' I'ellip
phe, toutes les coordonnées des points seront données

(Q, /, /). Dans ce paragra
dans ce repere.

I [ de T de coordonnées (X ' al

Il est immédiat que, si M est un point quelconque ce i alors

; - X X — X
de coordonnées respectives ( i ) (_ y)' (_ y) appar-
donc globalement invariante par la réflexion
cteur /, par la réflexion

les points M, M, M5
tiennent aussi & I'. La courbe 1" est
affine s, par rapport a la droite passant par { de vecteur dire
nt par L) de vecteur directeurfat par la symé-

affine s, par rapport & la droite passa
derniére raison, le point £ est appelé centre

trie centrale s5 de centre {1. Pour cette

de l'ellipse I
Pour étudier I'il suffit donc d'étudier
x et I'ordonnée y sont positives ou nulles. On a alors :

'=T"us (") us: (1) U ss ().
Etude de I''. Soit M un point quelconque de coordonnées (':) de P. On a :

I'ensemble I'" des points M de 1" dont I'abscisse

; X,
(MEF){-—-J::(;-!-F—1=U et x>0 et y},O)

j . x2
-:ﬁ-(y=b ‘l—;etx}ﬂ)-

L'ensemble I'" est donc la courbe représentative dans le repére (Q, E,r") de la

fonction / de IR, dans IR définie par :
f: [R+ == rR

Etudions cette fonction numérique d’une variable réelle.

® Ensemble de définition Dy.

Soit x un élément quelconque de IR..Ona :
x2
(x e Dy) <— (1 —-5—5;0) <= (¥* < a?) == (x < a).

On a donc : D,= [0, a].
e | & i

. résulte des théorémes sur les fonctions continues que £ est continue sur D;
® Etude de la dérivée en un point de D;.

Soit Xg un élément 6 —
quelcnnque de D,. On a : (1 als] ) < (x a
: ’ — i 0 =
Il résulte de I'étude de Ia f i e )'
e onction '\/ que f est dérivable pour tout Xy différent de
etl'ona: f’(xc,) = 45. 1 s 2 Xq — bxo ‘\/.82

2 z 7 T e——
2 \/:I -% R
a2 2
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1. CONIQUES

est positif; on a d i Afa? = -
Le réel & pbx onc : V4% = a et, par suite: |
= 0

f'(x) = /2% — x2
|l en résulte que l'ona : Yxe D, — {a}, f'(x) = .

a/aZ — x2

Calculons la limite, si elle existe, de 7' (x) quand x tend vers » par valeurs inférieures.

_ b %
On X*a- ax'_a_ v/az _xz -
: limx=a, Iim §2 — w? = S
On 3 Xwd™ X+a- \/ i 0 et ﬂx € [0’ a[' \/32 — X2 > 0.
|| résulte du théoreme sur la limite d'un quotient de deux fonctions que I'on a :
lim —=———= = + oo, et par suite : |lim Ff(x) = —
N — 2 lim £(x) = ~ oo

e [’ admet une tangente en tout point.

Soit Mg un point quelconque de I'' d'abscisse x5; ona : 0 < Xo £ @

Si xo est différent de a, alors f'(x,) existe; I'' admet donc une tangente en M,
d'équation dans le repére (Q,/,/) :

y — F(xo) = f'(Xo) (x — Xo). (1)
2
Posons : yg = f(Xg) = — _g = \/ai — x2. Le réel x, est différent de a i
— bz
et par suite y, n'est pas nul. On a alors : ' (xp) = % = — a;}:z R
et par suite : 1!
b2xy
(1]"<="‘}"_Y.D+a (X—X}—-O i 4
(m ro+ﬁg_x_ﬁ_ ) ('
bz T B2 " az  a?
: '

X2 .
On a, par hypothese: —g + z—j = 1 et par suite :

0 e (221 -0)
Si x, est égal a a, il résulte de I'égalité :  lim f'(x) =

XrE=

x = a, cest-a-dire : X = Xg.

— oo que [ admet en My

une tangente qui est la droite d’équation :

(XXD + V}"{) 1 = 0)_
Le réel y, est alors nul et I'on a: (X = Xg) <—>

tout point Mg de coor-
La courbe I'', et par suite la courbe I', admet donc en P 0

données (XD) une tangente dont |'équation dans le repére (Q.7,/)est:
Yo
YYo

: —— ans |'équation :
Le lecteur remarquera que cette gquation s’obtient en remplacant d q

2 - ¥
az + Y. _1=0, x2parxxg et y>paryyo !

b2
316




e Tableau de variation.
Ona: yxe[0, a[, f(x)< 0;douletableau: X 0

Fx) | 0 ” - ”

| £(x) \o

e Courbe représentative.

w

52 (1) i

'-.rr

91

s3 (1) 5 (I)
B!

3

L'ellipse est située 3 |intérieur du rectangle limité par les droites d'équations
respectives :

X=a x= —a, =b, y= —b.

. . 1 a 0 — a 0
Les points A, B, A’, B, de coordonnées respectives O)' bl o) = b) sont
appelés les sommets de 'ellipse; | "axe des x”, c'est-a-dire la droite d'équation :

y =0 et |’ “axe des y", c'est-a-dire la droite d'équation : x = 0, sont appelés
les axes de l'ellipse.

Distinguons les trois cas suivants : a=b, a>b et a <b.
Si a est égal 3 b, I'ellipse est le cercle de centre () et de rayon a.

Si a est strictement supérieur a b, ' “ axe des x " est appelé le grand axe de I"ellipse,

I’ “axe des y" le petit axe.

Si b est strictement supérieur & a, |'"axe des y” est le grand axe et I'” axe des 3
le petit axe.

Exemple.

Tragons la conique I' d'équation : 4X? + Y2 + 8X = 0 dans le repére (’Jr I.-')
Ona: 4X2 4+ Y2 48X =40 +2X)+¥2=4(X+1)2+YV2 -4

-1 > )
Soient () le point de coordonnées ( D) dans le repére (0.7./) et M un point quel-
conque de P de coordonnées (';] dans le repére (.'.L : ;) Ona :

2
(MeT) ——> (4x +y2 — 4 =0) <= (v + £ —1=0)
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1.5

17. CONIQUES

1" est donc une ellipse de centre (), de
grand axe I'" axe des y “ et de petit axe
I" " axe des x ", de sommets |es

points de coordonnées respectives (1

"ok Gk (L3) |/

0 5 " ans le repére /
(ﬂ,zf .

La courbe passe aussi par les points de Q 0] i

1
coordonnées respectives (2) et
.\_,"ﬁ

/3 -
( 2 )dans le repere (0, 7. 7).
1)

Etude de I'hyperbole d’équation réduite :

x2 yz
2 pE 1=0.
A - : g = x2 y2
Soit 1" I'hyperbole d’équation réduite : ol s 1 = 0 dans le repére ortho-

=
normé (ﬂ, /, ,r). Dans ce paragraphe, toutes les coordonnées des points seront
donnees dans ce repére.

Il est immédiat que, si M est un point quelconque de 1" de coordonnées (y) alors

= —y
appartiennent aussi & I". La courbe I" est donc globalement invariante par la

. 5 I _x | -
les points M;, M, M; de coordonnées respectives ( i ) ( xy)' ( X)

réflexion affine s, par rapport a la droite passant par ) et de vecteur directeur /,
par la réflexion affine s, par rapport a la droite passant par () et de vecteur direc-

teur,F et par la symétrie centrale s; de centre {. Pour cette derniére raison le point
(2 est appelé centre de I'"hyperbole I'.

Pour étudier I', il suffit donc d’étudier I'ensemble 1"’ des points M de I" dont I'abscisse
x et 'ordonnée y sont positives ou nulles. On a alors :

[=1"us (I'") us2(T) U sa ().

: g %
Etude de 1. Soit M un point quelconque de P de coordonnées (y) Ona :

X2 V"

(MEF)%—T—:}(? 1-—09tx}303ty;;0)

a

L'ensemble I' est donc la courbe représentative dans le repére (Q, /, /) de la fone-
tion g de IR, dans IR, définie par : g: R, — R

X H—ibw%—"l
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£tudions cette fonction numérique d'une variable réelle.
e Ensemble de définition D.
Soit x un &lément quelconque de R,.. On a :
2
(x € Dy) =~ (%—1 ,},0) <> (X2 > 3?) <> (x > a).

On a donc : D, = [a, + oo[.

e |l résulte des théorémes sur les fonctions continues que g est continue sur D_,
e Etude de la dérivée en un point de D,

Soit xo un élément quelconque de D,. On a : (g‘ -1= 0) <> (Xg = a).

Il résulte de I'étude de la fonction 4/ que g est dérivable pour tout x, différent de 2
. 1 2x b X
etlona: g'(x) =5 = =D
x2 a a .\I_,"xz .
2 3 -1 9
4 , _ X
Il en résulte que 'ona: Yxe D, — {a}, g'(x) =3 rxf:m'
Calculons la limite, si elle existe, de ¢'(x) quand x tend vers a par valeurs supérieures.

On a: Ilim g'(x) = 3 lim __x__-
k-sa* Q xa+a* '\.-")4.':Z — a2

Ona: limx=a lim\VxX2—a=0 et: yxela + oo, VX2—a22>0.
X+=8" X3~

Il résulte du théoréme sur la limite d'un quotient de deux fonctions que I'on a :

lim ey + oo, et par suite 1 lim g'(x) = + o=

X+t ’\/}(2 — a2 x—-a*

e I admet une tangente en tout point.
Soit Mg un point quelconque de ' d'abscisse xo (ona @ Xp 2> a).
Si xo est différent de a, alors g'(xo) existe; I'" admet donc en Mg une tangente

d'équation dans le repere (Q, i 1) v—=glxe) = g'(xo) (x — o) (1)
= b — cas
Posons : yo = g(Xo) = b \/;g -1 = = V/x2 — a2, Le réel xo est différent de a

2
bﬂ’

et par suite y, n‘est pas nul. On a alors: g'(xo) = =5
8]

et par suite : (1) *ﬂ"——--"’-}f—}’o———o{x—xu)_—‘o

. Xz Y3 .
On a, par hypothése: a—g =gg—T = 0 et, par suite:

(1) <=?(—£{9+%+1=0)4=»(%’;—°—%—1=0)-

g2
Si x, est égal a a, il résulte de I'égalité : lim g'(x) = + oo, que I admet en Mo
X+a'

une tangente qui est la droite d'équation : x = a, c'est-a-dire : X = Xo.
: ' XX Yy _ .
Le réel y, est alors nul et 'ona: (x = Xxp) <= (E?D . b_fo = 0)

—4-——4

318




e

17. CONIQUES

La cmfrbﬂ 1", et par suite la courbe I', admet donc en tout point Mg, de coordon-

x Xu v . e
nees lyo) une tangente dont I'équation dans le repere (Q, 7, /) est :

W Yo 1 =0

2 b’
I--_ [ -
Le lecteur remarquera que cette equation s'obtient en remplagant dans I'équation :

2 2
%_%5_1=0, x? par xx; et y? par yy,.

e Tableau de variation.
On a: Yxela + o[, g'(x) > 0.

D'autre part, il résulte de I'étude de la fonction \/ que l'ona : lim g(x) = + .
X400
D'ol le tableau :
X a “+co
g'(x) ’|+oo +

~+ oo
0
e Etude de la branche infinie.

Cherchons s'il existe une direction asymptotique. On a :
. X . bx2—2a b X2 — a2
lim ‘g—(—] = Jim = e = — |im :

X+ 4@ X xX++4m a X a X-+ 4@ Xz

. x2 — a? ) ) x) b
Ona: lim =—=— =1 et par suite lim gld _ 2.
X+ X x>4m X a

Quand x tend vers + oo, la courbe "' admet donc une direction asymptotique de

;3 . b
coefficient directeur o
Cherchons s'il existe une asymptote. On a :

lim g(x}—bx= lim g(\/ﬂ—az-—x)

X+ 4@ a X +@
b e ———
=2 lim (v/x2—a?— x).
X400
0 =R okl st & =
na: X2 —ac-—X= ————— = - =

yxela, + o=, ( \V/x2 — a2+ x 1/x2—a?+x)

et aussi : lim 4/x2 — a? + x = + oo
X +@
X-»+@

lim g(x) — . x = 0.
X-w +m a

Quand x tend vers + oo, la courbe I'" admet donc une asymptote qui est la droite

L 4 . b
déquation : y = 7 X
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e Courbe représentative,

L'hyperbole 1" est située & I'extérieur de la bande limitée

par les droites d'équations
respectives : x=a3 et x= — 3.

Les points A et A' de coordonnées respectives (g) et (

—a
0 ) sont appelés les
sommets de |'hyperbole.

I" coupe I' ” axe des x " aux sommets et ne coupepas | “axedesy”; " axe des x *
est appelé |'axe transverse de I'hyperbole et |’ ” axe des y " I'axe non transverse,

a rs - - b
Les droites D et D' d'équations respectives : y &= =X et y= — gx dans le

repére (C, /, f) sont appelées les asymptotes de I'hyperbole. Le lecteur remar-
quera que l'on a : s,(D)=D’, s;(D)= D’ et s5(D) = D.

On dit que I'hyperbole est la réunion de deux branches, qui sont les ensembles
respectifs : I U s, (I') et s(I') usy(IM).

Si les réels a et b sont égaux, les droites D et D' ont pour équations respectives

y=x et y= —x; elles sont donc perpendiculaires. L'hyperbole I' est alors
appelée hyperbole équilatére.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier
laires si et seulementsillona @ b = 3.
Remarques :

que les droites D et D’ sont perpendicu-

1. Dans le cas ou I'hyperbole I" a pour équation réduite dans le
. o x2 2 , .
repére (Q, £L) 5 = =t %—2 — 1 =0, on a la courbe représentative suivante.

s2(1')

Dl’

B-‘

/

Les sommets de I'hyperbole sont les points B et B'

s (1)

de coordonnées respectives
0 “
(b) el (__0 b)' Les asymptotes de I'hyperbole sont les droites D et D’ d'équations
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1. CONIQUES

respectives dans le repére (Q, /7). g . b

J y = e o X "

est 'axe transverse et I “ axe des x ” I'axe non i L" " axe des y
erse.

La tangente en un point My de coordonnges ( )
Vo

> XX
©i/): —Z2+h—-1=o0

a pour équation dans le repére

[ . r - b
2. On peut écrire les équations y = = _ b
4 2 X et y=— 7% des asymptotes d‘une

X y
e sous la forme : - — L = Xy
hyperbole so 2= 59 ;t5=0
L'équation de la réunion des deux asymptotes est donc - x_j - 0
b3 = =

Exemple.

Tracons la conique 1" d'équation : X2 — 4Y2 4 2X — 3 = 0 dans le repére

(0,77
Ona :
X2 —4Y2 42X —3 = (X2 4+ 2X) —4Y2 =3 = (X +1)2—-4Y2 -4,

. . -1 . - - :
Soient £ le point de coordonnées ( 0] dans le repére (0, i ) et M un point quel-

conque de P de coordonnées (i] dans le repére (!l, ;;')

x:
Ona: (Mel) <> (x2 —4y*— :0]-¢==>(-£-v2—1:'3]
X2 y? — 8\
«:}{-2-;—1-? 1 0)

() d'axe transverse |" ”axe des x", de sommets

" est donc une hyperbole de centre =2,
( ) dans le repére (!1, I ) el d asymptotes

2,
les points de coordonneées (0) et

-

1 . .
E.
x et y=— Ex dans ce meme reper

les droites d’équations : Y =3

vi) o (\5)
: g N1
|” passe par les points de coordonnées (\2 e \ 3

DJ
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Equation d'une hyperbole rapportée a ses asymptotes.

X sy r
A rédUItE . Tt EE = 0 danS le I'Epere (1 ’:I)_

it I° I ‘équatio 77
1.6 Soit | I'hyperbole d |
; I, c'est-a-dire les droites d’équations respectiveg
Soient D et D' les gsymptotes cie : ’
dans le repére (Q, 7/ sy et y= 5 X

eux réels quelconques Non nuls. Les vecteurs v et v’ de composarntes

Ba r ¥ d ¢ di
i e : e (/. /) sont des vecteurs directe
respectives (ab) et (# I?‘f?) dans la bas ( /) e

quelconques de D et de D'. o o
Cherchons I'équation de I" dans le repére cartésien (Q v v )

X X
Soit M un point quelconque de P de coordonnées (y) et (Y) dans les repéres

Soient x et P d

respectlfs Q7 ,r) et (D 0, '), . R : :
Ona: OM =xi+yj=Xt+Yd =X(aai+ abj)+Y(Bai—pb/)
et, par suite : x = a(aX + BY) et y = b(aX — BY).

-

. o -
On a donc : (M‘El)“"'""{gi“bz 1 0)
<—> ((aX 4+ BY)2 — (X — BY)2 =1 = ()

: 1
< > (423XY —1=0) == (x = ﬁ_ﬁ)

Nous énoncons donc le théoréme suivant :

THEOREME : Soit ' une hyperbole de centre { et d’asymptotes deux

droites D et D' sécantes en {1. Soient v et v’ deux vecteurs directeurs
respectifs de D et de D

Alors I'équation de |' dans le repére cartésien (&l, u, J) est de la forme:
XY = k, ol k est un réel non nul.

Remarque : Supposons que I'hyperbole I' soit équilatére, c'est-a-dire que dans
I'équation réduite, on ait: a = b. Les droites D et D' sont perpendiculaires; nous

e =
pouvons donc choisir des vecteurs ¢ et ' tels que le repére cartésien (D )
soit orthonormé.

1 1
Prenons, pa le, o d V2 e \/2
, par exemple, v de composantes et v’ de composantes 1
V2 R
1 1
Onaalors: == - ot f=——. i : !
Y = A On obtient alors comme équation de |
dans le repére orthonormé (Q u u) Xy = 41_r e 1 — f
. 1 2

4)(2 5

Dans le cas ot I'on a : g = \/2, on retrouve I'hyperbole d'équation : XY =1
étudiée en classe de Premiére.
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2.1

2.2

77. CONIQUES

2. Foyer et directrice.

Dan.s ce paragraphe, nous allons étudier certaines propriétés géométriques des
coniques.

Ensemble des points M de P tels que : MF = e MH.

Soient D une droite de P et F un point D
de P qui n'appartient pas 3 D: soit e un H
réel strictement positif.

Soit M un point quelconque de P: nous
désignons par H la projection orthogo-

nale de M sur D. e

Etudions I'ensemble I' des points M de P . Fo 3
qui satisfont 3 : MF = e MH.

Soit s (rESp.j) un vecteur unitaire de DI (resp. ﬁ). Considérons le repére ortho-

"‘-\.-*

; > > < ! 0 :
norme (F, .',;). Dans ce repére, le point F a pour coordonnées (0) et la droite D
a pour eéquation cartésienne : x = d avec d # 0.

Si M a pour coordonnées (;) dans le repére (F, / ,rr), le point H a pour coordon-

nées (t:) dans ce repére. Puisque le réel e est positif, on a :

(Mel') <= (MF =eMH) <= (MF2 = e2MH?)

<~ (x2 + y2 = €2(d — %)?)

<~ (x2(1 — e2) + y? + 2e?%dx — e*d? = 0) (1)
Il résulte de I'étude faite dans le paragraphe 1 que I" est la conique d'équation :
x2(1 — e2) + y? 4 2 e2dx — e?d? = 0 dans le repére (F, ?;) Pour étudier la
nature de T, il faut distinguer les trois cas suivants : 1 —e?=0, 1—e? >0
ou 1—e2< 0, ce qui équivaut a: e=1,e<1 ou e >1.
Dans chacun de ces trois cas, | a pour axe de symétrie la droite \ passant par F et
perpendiculaire a D.

Cas ol Y'on a® e = 1. I' est alors la conique d'équation : y2 4+ 2dx — d? =

dans le repére (F,ff). C'est donc une parabole dont le sommet S est l'unique

point d'intersection de T et de I'axe de symétrie A. Dans le repére (F,7/) la droite A
d

a pour équation : y = O et par suite le point S a pour coordonnées (2 .
0

Appelons K le point d’intersection de D et de A; le point S est le milieu du bipoint
(K, F).

P
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Dans le repére (S, ; f). la parabole 1" 5 pPour équation - Y2 4+ 2 dx = 0

d
point F a alors pour coordonnées ('_ 2

0 2
FéDestégaleé[dJ;' ' :

| d|etdele noter p.

La distance de
Parabole le rée

2.3 Cas ol I'on a- € < 1. I' est alors I3 conique d'équation dans le repére (F, ‘) :
x3(1 — e2) Y2 + 2 e2dx — p2g2 — 0 (1).

Le réel 1 — g2 nest pas nul: on g done

y 2eldy LR E !
o 2 it . s
W oo e oLy fo0 o 0)
i &2d 2 y2 e“d? 62d2
S ((”+1 -ez) Frem— a —e2)2‘1—92=0)
e2qg \2 y2 e2q?2 )
' ((x+1—ez) +‘|—92H (1 ——ez)zho)'
ed o
Le point Q de coordonnées | ~ 7 = e? | dans le repéere (F, r'.j) est le centre de |5
0
] . : e2g?
conique I": j| appartient a la drojte A On 3 ﬁt_'eiji >0 et 1 —p2 >0,
e?g? e?g2
Nous pouvons donc poser : g2 —

T ez o 2= 1T — gz 8Vec a et b positifs,

llipse de centre (.
Il résulte de l'inégalité : o <1 — g2

Le grand axe de I'ellipse est donc la dr
c'est-a-dire |3 droite A

une droite parallgle abD

<1 que I'on 3 - az s ph2

oite passant
le petit axe est la droite A

par Q et de vecteur directeur /.
Perpendiculaire en () 3 A; cest

e?d
Dans le repére (El .7;) le point F a Pour coordonnées (1 — ez) et la droite D

0
. - 2d
Pour équation :  x — d+ g

L Y - d
T — gz Cest-a-dire : x —

24 Cas ol l'on a: €% 1.1
X*(1 — e2) + y2 + 2 e2gy e2g2? =

ique d'équation dans le repére (F, /, f) i

= 0, c’est-3-dire -
Ezd 2 yE - Ezdz _
(x+1—ez)+1—e? (1__92}2—-0.
_ eiq
Le point Q de coordonnées 1T — g2

) dans le repére (F, I, J) est le centre de la
0
conique I'; il appartient & la droite A.
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| 17. CONIQUES
e2d?

Ona: F—gzz>0 et 1 —e2<0; nous pouvons donc poser :

W a.’ZdZ egdz
T e > JET i

a2 = 0 —e?)2 et b? = — g2 avec a et b positifs.
| Dans le repére (Q, /, ,r') la conique I" a pour équation : _; —_ 5 -1 =20; I est
, a

donc une hYPEFbOI‘E de centre {2, d'axe transverse la droite A et d’axe non transverse
la droite A’ paralléle 3 D.
o ezd
Dans le repére (Q. I/ ) le point F a pour coordonnées [1 — €2 | et la droite D pour
0

tion : x = ;
équatio T — g2

D'ol le théoréme :

2.5 THEOREME : Soient D une droite de P et F un point de P qui n'appartient

pas a D; soit e un réel strictement positif. Si M est un point quelconque
| de P, on désigne par H sa projection orthogonale sur D.

L'ensemble I' des points M de P tels que I'on ait : MF = eMH est une
‘ conique.

Silona: e =1, I'ensemble I" est une parabole.

Sillona: 0<e <1, I'ensemble I' est une ellipse.

Sil'ona: e > 1, I'ensemble I" est une hyperbole.

On dit que I est la conique de foyer F, de directrice associée D et d'excen-
tricité e. La définition de ' & I'aide du triplet (F, D, e) est appelée définition
monofocale.

Remarques : 1. La parabole de foyer F et de directrice associée D est I'ensemble

des points de P qui sont équidistants de F et de D.
2. Dans le cas de l'ellipse (0 < e < 1), on a toujours : a* # b*; I'ellipse obtenue

n‘est donc jamais un cercle.

Foyers et directrices d’'une conique.

Etudions le probléme réciproque.
Soit I" une conigue du plan P. Cherchons s'il existe une droite D, un point F de P

et un réel strictement positif e tels que 1" soit la conique de foyer F, de directrice
associée D et d'excentricité e. Il résulte des paragraphes 2.1 a 2.5 qu’il est néces-
saire que " soit ou bien une parabole, ou bien une ellipse qui ne soit pas un cercle,

ou bien une hyperbole.
Etudions donc successivement ces trois cas .

2.6 |" est une parabole. Soient S le sommet de cette parabole, A son axe de symé-
n vecteur de P tel que (S, f, j) soit un repere

trie, / un vecteur unitaire de A et ju
orthonormé de P.

Nous savons qu'il existe un ree
soit : y2 —ax = 0.

| a tel que I'équation de ' dans le repére (S, i)
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2.7

D’aprés le paragraphe 2.2, il est nécessaire
que e soit égal a 1 et que F appartienne
a A. Soit K le symétrique de F par rapport
a S: alors D est nécessairement la
droite passant par K et de |vecteur direc-

teur /.

Nous savons aussi que, si F est le point de
- 7

c:nc-rdonnées( 2| et si D est la droite xy

1

0
i , d s
d'équation : X =3 dans le repére (S. /, ;),

la parabole de foyer F et de directrice
associée D a pour équation dans ce
repére : y2+ 2dx = 0.

Cette parabole est égale a I' si et seule-
ment si 'ona : 2d = — a, ce qui équi-

A ..
vauta ; d= =

Soit I" une parabole du plan P. Il existe un unique point F et une unique droite
D tels que la parabole I' soit la parabole de foyer F et de directrice associée D.

" est une ellipse qui n'est pas un cercle. Soient Q) le centre de cette ellipse,

A son grand axe, A’ son petit axe et f(resp. ;) un vecteur unitaire de ;\(resp. I’).

Nous savons qu’il existe deux réels strictement: positifs a et b, avec a > b, tels
’ 2

5 . ¥y . ; X2 :
que dans le repére orthonorme (I.?., .'.;) I'équation de I' soit : 2 4= %5 -1 =0
D'aprés le paragraphe 2.3, il est nécessaire que e soit strictement inférieur a 1,
que F appartienne a A et que D soit perpendiculaire a A.

Soit donc e un réel strictement compris entre 0 et 1; soient F un point de A de

I'a x W - -T r 4
coordonnées (00) et D une droite de vecteur directeur ; d'équation : Xx =M

dans le repére (Q, /. /).
Cherchons I'équation dans le repére (Q, .-Tf) de I'ellipse I'" de foyer F, de directrice
associée D et d'excentricité e.

Soient M un point quelconque de P, de coordonnées (ﬁ) dans le repére (Qu »": fr)
et H la projection orthogonale de M sur D.
Ona: (Mel') = (MF? = e2MH?)

<= ((x — x0)2 + y2 = e2(x — m)?)
< (x2(1 — e2) + y2 + 2x(me? — xo) + x§ — e*m? = 0)
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11. CONIQUES

et par suite :
— 2
Xg ﬂ";l.‘-'2 Xg = me?
1 xﬂ—eimz#ﬂ e2m?(e2 — 1) # 0
(I'=T") < &lz_em—ﬂ:2 < , _ e2m?*(1 — e?)
1 — e =TT —e2
b? = e’m? — x b2 = e?m2(1 — e?)
Ona: 0<e<1 et az0; par suite, on a :
Xo = me?
f m #0
AN R a2 = @2m?
b2 = a2(1 — e?)
Xo = me?
a2 = e2m?2
- b2
(Ez=1—-—i
a
Xo = me?
az — b2
ez =
< a?
ad

o R o
m*= =3 _ p2
2> b, nous pouvons donc poser : ¢ = /a2 — b2,
a2
Onadonc: c<a et —>a

Nous avons:

On a enfin :
5 & S 5
e” = 32 a T a
(I =) =—> a* - a2 ou a?
m? == m=— m= - —
c c c
Xo =m92 XU=C X0=—‘C

ercle. || existe un unigue réel e strictement

compris entre 0 et 1, deux points Fet F' symétriques par rapport au centre Q et
deux droites D et D’ symétriques par rapport au centre £ tels que I'ellipse I

Soit I" une ellipse qui n‘est pas un ¢

de centre Q soit lellipse de foyer F (resp. F'), de directrice associée D
(resp. D') et d'excentricité e.

PR o
Dans le cas ot I' a pour éguation réduite: 5 + 72 —

1 = 0, avec @ > b, nous

invitons le lecteur a retenir

les résultats suivants : a>b
¢
i a2 — b2 'E-—E
¢ _a
(o) Dx=%
,—'C r s -—-—?E
F (%) D' x="7% |
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az ] . :
Il résulte des inégalités : ¢ < a et z > 8, que l'on a toujours la dispositigy,

sulvante . D' B

2 2
Dans le cas ol 1' a pour équation réduite: ;:_2 + ;—2 —1=0, avec a < b, on

obtient les résulitat I i -
r ats analogues suivants b>a
c=1/b2 — 32 e= E
0 ;g DE
F (c) D: y= =
0 . .
Fy_ C_) D': y= =

On appelle les points F et F' les foyers de T, les droites D et D' les directrices
de I associées respectivement aux foyers F et F',

On appelle la droite (FF') I'axe focal de I et le réel 2a la longueur de I'axe
focal.

Remarquons que I'axe focal d’'une ellipse est le grand axe de cette ellipse.

2.8 [ est une hyperbole. Soient () le centre de cette hyperbole, A son axe transverse,

A’ son axe non transverse et / (resp. /) un vecteur unitaire de A (resp. Q)

Nous savons qu'il existe deux réels a et b strictement positifs tels que dans le repere
y 2 : 2 2

orthonormé (Q, J,;) I'équation de I soit : ;—2 — g-ﬁ —1 =0

Dapres le pgragraphe 2.4, il est nécessaire que e soit strictement supérieur @ 1,

que F appartienne a A et que D soit perpendiculaire a A.

Soit donc e un réel strictement supérieur a 1 ; soient F un point de A de coordon-

i —

Xo i , .
nées (O) et D une droite de vecteur directeur / d'équation : x = m dans le repere
(Q.7./).

Cherchons I'équation dans le repére (0,7 /) de I'hyperbole I'' de foyer F, deé
directrice associée D et d'excentricité e.

Soit M un point quelconque de P, de coordonnées (i) dans le repére (12, H') :

Ona: (Mel") — (x2(1 — e2) + y2 4+ 2x(me? — Xo) + x3 — e2m* = 0).
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11. CONJQUES

el par suite .
3 2
Xg = me- — 2
X5 —e?m? # 0 (o8
N a em?(e? — 1) # 0
(I'=T") = e ;n — X5 | <= o2 e2m?(1 — e?)
— @2 — i 7
-
2 — y2 _
b2 = x§ — e?m? b2 = e2m2(e? — 1)

Ona: e>1 et-a0, et par suite -

Xo=me2
. m # 0
(T'=1")y <= aaz=ezmz
b = aE{e! = 1)
( Xq = me? I
32 =e2m2 |
<= ) b2 ‘
el =1 +E_""-’ .
Xo = me? |
— a2
a* |
M= E b |

B — 82
Posons : c=+4/82+4+ b2;0naalors :c>a et —c—<a.

Par suite
gez _¢c g = = g = 2 !
a2 T a B
(I'=T") === 5 as - a2z ou a2 |. !
8m=? N2 =% M = ‘
Xo = me? Xo=2¢C Xg=—20¢

Seit I' une hyperbole du plan P. Il existe un unique réel e strictement supérieur
a1, deux points F et F' symétriques par rapport au centre £ et deux droites D
et D' symétriques par rapport au centre () tels que I'hyperbole I de centre () |
soit I'hyperbole de foyer F (resp. F'), de directrice associée D (resp. D') et
Ld'excentricité e. |

; i x? 2 o
Dans le cas ol ' a pour équation réduite : i g—z — 1 = 0, nous invitons

le lecteur a retenir les résultats suivants : t
¢ =+v/a2 + b2 e = g
c a2
F(o) @ & K
[ - c) v e, éj
F ( 0 Bhe ¥= -




az ' H ¥ ay
Il résulte des inégalités : ¢ > a et < <2 que l'on a toujours g d|sp03,tmn

suivante :

Dl

2 2
Dans le cas o0 1" a pour équation réduite : — :—z + % — 1 =10, on obtient les
résultats analogues suivants : r —‘
c
C = ‘\/52 + bz g = B
0 b2
F(c) L s
bz
F’( 0 ) B 4 el
L —¢ ¢

On appelle les points F et F' les foyers de T, |es droites D et D' les directrices
de T associées réspectivement aux foyers F et F'.

Définition bifocale ges coniques a centre,

Une conique 3 centre est

voir qu’une conique 3 Centre qui n'est pas
directrices.

Dans ce paragraphe, nous allo

conique a centre.
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11. CONIQUES
Cas d’une ellipse qui n’est pas un cercle.

o : 2
e Soit I" une ellipse de centre O S

et d’équation réduite : P + T8 - 1 = 0, avec
a>b> 0, dans un repére orthonorme (@ )

DJ

5 , : c
Dans ce repére, les foyers F et F de I' ont pour coordonnées respectives (0)
2

—¢ " : a
et ( 0 ) et les directrices D et D’ de I pour équations respectives : x = =

et x=—=.

Soient M un point quelconque de I" et H (resp. H') la projection orthogonale de

M sur D (resp. D). Ona : MF — g MH et MF = g MH

et, par suite: MF + MF' = £ (MH + MH).

Le point M appartient au segment [H.H]. Onadonc :
MH + MH’ = HH" ot parsuite: MF + MF' = £ i’ = z.2°
Tout point M de I" satisfait donc 3 I'égalité : MF 4+ MF' = 2a.

e Soient F et F’ deux points distincts de P et 2 un réel strictement positif. Cherchons
'ensemble I des points M de P tels que I'on ait : MF + MF' = 234,

Posons FF' = 2¢, avece > 0, et appelons Q) le milieu de (F, F').
Il résulte 'des propositions :

(YMeP, MF + MF’' > FF') et (fMeP, (MF+ MF' = FF' — Me [F, F']))
que, si I'on a : ¢ > a, alors T est I'ensemble vide et que, si l'on a :

¢ = a,
alors I' est le segment [F, F].
Nous supposons désormais que I'on a : ¢ < a.
Posons: / = ”—F;—‘l et au:u:na*h:nn&‘.,arT un vecteur de P tel que le repeére (Q, ff) soit
F

orthonormé. Les coordonnées respectives de FE et de F dans ce repére sont donc
(g) et (—Oc)_ Posons: b = 4/a%2 — ¢2 et appelons T I'ellipse de centre Q et

2 2 > >
d’équation : -;% + % — 1 = O dans le repére (Q, 7, / )
Il résulte du paragraphe 2.9 que I'ona : I'cI".
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Démontrons que I'on a aussi * +)
ns le repére (Q, /, /) d’un point quelcon
Que M g, b

Soient (i) les coordonnées da
F2 p— 2 2
. ME2=(x— )2+ y? et MFZ=(x+¢)2 4y

r suite:
et, pa =(x—-c)2+y2__(x+c)z_y2=__4cx.

‘aut art, les implications suivantes :
On a, d'autre p A ———
(MEF'):?(MF+MF'=26}=# MF—MFf=_2§x

r—#(MFsa—gx — | = <
—> (fx—~ c)2 4 y2=2a%?— 2¢cx + %xz)

' 2
= (XE(T —g§)+lf2+c2—32=0),

Ona: b#0 et b2 = 32 — c2.

Il en résulte que l'on a :
b2 Xz yz
(et (5 =5 =0) = (R4 F =1 0) = wen

On a donc : I'ecl.
Des propositions : TcI" et ["cT, il résulte que les ensembles I' et I' sont
égaux.

Cas d'une hyperbole.
2 2
o 1 = Odans

2.11 e Soit I une hyperbole de centre {2 et d’équation réduite : —5 — 75

- o -y
un repére orthonormé (Q, )

L/
AN
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71. CONIQUES

Dans ce repere, les foyers F et F' de I" ont pour coordonnées respectives (g) et
X

- c) . ,
et les directrices ' ) ) 2
( 0 D et D' de I' pour équations respectives : x = ?E
32
et X = — "E'

Soient M un point quelconque de I" et H —_—
resp. H'
sur D' (resp: D). (resp. H') la projection orthogonale de M

Ona: MF=§MH et MF' = = MH’
a

et, par suite : | MF — MF'| = £ | MH — MH' |

Le point M est, par définition, un point de la droite (HH') et il est situé & I'extérieur
du segment [H, H'].
On a donc : | MH — MH' | = HH'

et, par suite : | MF — MF' | = g HH' = g x 2'§= 2a.

Tout point M de I' satisfait donc a I'égalité : | MF — MF’ | = 2a.

Remarquons que, pour tout point M de I'une des branches de I', on a I'égalité :
MF — MF' = 22 et, pourtout point M de |'autre branche, on a I'égalité :

MF' — MF=2a.

e Soient F et F’ deux paints distincts de P et a un réel strictement positif.
Cherchons I'ensemble [ des points M de P tels que I'on ait I'égalité :

| MF — MF' | = 2a. )

Posons FF' = 2¢, avec ¢ > 0, et appelons £ le milieu de (F, F').

Il résulte des propositions : (fM e P, | MF — MF' | < FF')

et (fMeP, (|MF—MF|=FF <= Me ((FF') — [F, F1)uF, F}))

que, si I'on a : ¢ < a, alors [’ est I'ensemble vide et que, si I'on a : ¢ =2,
alors I est I'ensemble des points de la droite (FF') qui ne sont pas strictement

compris entre les points F et F'.
Nous supposons désormais que l'ona @ ¢ > a.

—r
'

Posons:/ = W;TI et appelonsf un vecteur de P tel que le repére (Q i ) soit ortho-
F'F

normé. Les coordonnées respectives des points F et F' dans ce repére sont donc :

(o) * (__oc)'

— a2 et appelons I' I'hyperbole de centre Q et d’équation :

Posons: b = 1/ c?

2 2 -
"_2 e L e 1 = 0 dans le repére (Q. f-f)-
a b2

Il résulte du paragraphe 2.11 que fona: T'cl
Démontrons que l'on a aussi : el

Soient (x) les coordonnées dans le repére (51, f,f) d‘un point quelconque M de P.

MF2 = (x — c)2 +y2 et MF2=(x+ ¢)? +y?

On a alors :
MEZ — ME2 = (MF — MF") (MF + MF) = — 4ex.

et, par suite :
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3.1

On a, d’autre part, les implications suivantes :
(Me D) => (| MF — MF' | = 22a)

—» (MF— MF'=2a ou MF— MF' = — 2a)
ME — MF' = 2a MF — MF' = — 22
:‘"(MF+MF'=—2§x ou MF+MF'=2§x

_— (MF:a—gx ou MF=—3—}—§){)

— (MF2 = (a — gx)z) = (.XE(1 — :—z) F Yot =2 e D),

Ona: b#0 et bZ2=c2— 3%

Il en résulte que l'on a :
! sz 2 2 )(2 yz
Mel) = (—x2 5+ 2 +62=0) = (-5 -1=0) = Men)

On a donc : Ml
Des propositions: I'c I et IV c I, il résulte que les ensembles I' et I'' sont égaux.

Nous énongons donc le théoréme :

THEOREME : Soit I' une conique a centre, de foyers F et F’ et de longueur

d’'axe focal 2a.
Si I' est une ellipse, la proposition suivante est vérifiée :

fMeP, (Mel') <= (MF 4 MF' = 2a))
Si I" est une hyperbole, la proposition suivante est vérifiée :
yMeP, ((MeT) <—> (| MF — MF' | = 2a)).

3. Compléments.

Ellipse et cercle.

Nous invitons le lecteur a relire la définition d'une affinité, donnée dans le para-

graphe 5.1 du chapitre 6.
On appelle affinité orthogonale par rapport & une droite A de P et de rapport o

I'affinité par rapport 3 A, de direction AL et de rapport o.

THEOREME : Soit C un cercle de centre () et de rayon R: soient « un réel
difféerent de 0, de 1 et de — 1 et A une droite de P, passant par Q: soit f
I"affinité orthogonale par rapport 3 A et de rapport «.

Alors f(C) est une ellipse de centre (), de grand axe (resp. de petit axe) la
droite Asil'ona : |a| <1 (resp.|a| > 1),

—
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71. CONIQUES |
pémonstration :

S{Jienf i un vecteur directeur unitaire de A et f un vecteur de P tel que le repére i

(Q, ) ) soit orthonormé. Dans ce repére le cercle €
xz },-2

ou encore : R—2+—R—2—1 = 0.

a pour équation: x2 4 y2 = R?,

Soient M et M" deux points quelconques de P de coordonnées respectives (x)

X' 5 rx
et (y*) dans le repére (2, 7,/ ). Il résulte de la définition de f que l'on a :

X =:x
= Lo
lr"—a}"

(M =f(M)) ———p (;f zzy) - (

On a alors :
(M'ef(C)) == (IMeC, M’ = f(M))

, 1 . x2 yz
-:———a.r(I(x,Y}el'Rz, x=x" et y=_y' et FEin 1=0)

e ———

' =
“2"(%;""05_::2*1:0) (1)

L'équation (1) est I'équation d’une ellipse I' de centre Q.

Silona: |«|<1, ladroite A estle grand axe de T.

Sil'ona: |a|>1, ladroite A est le petit axe de I'. =

Remarque : Si « est égal 3 1 ou — 1, l'affinité orthogonale par rapport & A et

de rapport « transforme le cercle C en lui-méme.

THEOREME : Soit I une ellipse de centre (), d’axe focal A, d’axe non focal |
x2 2 |
A’ et d'équation réduite : Py + % —1=0, avec a> b > 0. |

Soient C (resp. C') le cercle de centre (2 et de rayon a (resp. b) et f (resp. )

b a
I'affinité orthogonale par rapport @ A (resp. A’) et de rapport (’esr" B)' |
Onaalors : f(C)=T et f(C)=1I.

> » . x2 yz
Soit (0, . /) le repére orthonormé dans lequel T' a pour équation: 5 + 73 — 1=0.
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Démonstration :

Dans le repére (Ll, H f), les cercles C et C' ont
2 2 xl }"2
B2 + i =0

pour équations respectives ;
- y‘ -

b, + ~ 1=0 et
Soient M et M’ deux points quelconques de P de coordonnées réspectives (3)

’ y
et (;,) dans le repére (!.1, / f'\).

Il résulte de la définition de fquel'ona :
D
, b <~
Y = 4.4
et il résulte de la définition de f' que l'on a :
,_ @ _ B,
X=zx) ¥==x'
y'=y y=y'
4 X2 2 2 a2 y'2
On a alors : ((MEG]-@——-&'— (—+:—2-1 =0) e ();-—2+§%—-1 =U)

(M'=F(M)) «— (

(M’ =f(M)) <—> (

35—1—;0)*::#(:’(:\:1)51*))
x2 VZ b2x’2 y'2
‘5§+35—+1=0 {_-#(?EP_EF_FF*‘I:O)

22+ 52— 1= 0) > (f'(M)e [ﬂ))
On a donc : #(¢) = reN=FE =

Construction de la tangente 3 une conique.

THEOREME : Soit I" une conique de foyer F et de directrice associée D.
La tangente 3 I" en tout point M de I' qui N‘appartient pas a I'axe focal

coupe D en un point T tel que I'on ait : FM ET — 0.
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1. CONIQUES
Démonstration

é .
: :I q\ I : ; BSI LII'IF_! eulpSE LﬁS Ca]Culs 50“t

Soient L2 le centre de I'ellipse | g s
. 2 i pse et (f-, hf) le repére orthonormé dans lequel T a
pour équation : ;5+5§_'1 =0.avec: a>ps
Soient (C) les coordonnées de F a8 .
0 © P elx = — I'équation de D dans ce repére.

Soient Mg un point de I" qui

N‘appartient Pas a l'axe focal et (':“) ses coordonnées
Q

.. n 2
dans le repére (Q, i ) Ona: y,#0 et ;_‘g +

2
o —1=0

La tangente Ag en M, 3 I a pour équation dans le repere (Q, -'T.;'h) :

X0 L WVo 4
22 tpz —1=0

Elle n'est pas paralléle & D. L'intersection de Ag et de D est donc un singleton:

notons-le {T}. Les coordonnées dans le repére (Q, 7, /) du point T sont solution du
systéme :

' a? 22
X = — i
5 2 ; elles sont donc égales a : ]
?"i’f'ﬂJrﬂ’i’—1—-:)'E ' 9%1—@)
| a2 b? o Yo c
Les composantes dans la base (? ,f') des vecteurs FM et FT sont donc respecti-
32
. — —¢
c

. (X0 — ¢
vement : ( Yo ) et f( B @)
Yo ¢
—_— =3 0p R 82 2 XO
Calculons FM .FT.On a : FM.FT=(XD‘-C}(‘§_C +b( _?)

= %((xo — c) (a2 — ¢2) + b2 (c — xp))-

Il résulte de I'égalité : a2 — c2 = b2 quelona: FM.FT=0. =

Application.

Pour construire la tangente A, en Mg a I, on trace la droite passant par F et perpen-
diculaire & (FM,) ; cette droite coupe la droite D en un point T. La droite (M,T)

est la tangente cherchée.
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EXERCICES

Dans les exercices de ce chapitre, P désigne un plan vectariel réel euclidien, P yp

plan alfine associé a Petil = (0, f,;") un repére orthonormé de P.

Dans la plupart des cas. les coordonnées des points et les équations des courbes
sont données dans le repére . A chaque fois qu'il n'en est pas ainsi, nous I'indi-
quons dans I'énoncé.

Etude des courbes d'équation : Ax? 4+ By? + 2Cx + 2Dy + E= 0.

1 Soit I la parabole d'équation : y2 4 4x — 16 = 0.
Déterminer le sommet et I'axe de symétrie de 1", Dessiner 1"

2 Meémes questions que pour le n® 1 avec la parabole d’équation :
¥i+ 2y —6x +10=0.

3 Meémes questions que pour le n® 1 avec la parabole d'équation :
x*—4x 4+ 10y — 21 =0

4 Soient % un réel non nul et T'; la parabole d'équation :
2 2 1 =
¥ —iy+2)‘x+i§-—1‘l}.1—ﬂ.
1® Trouver les coordonnées du sommet S; de I'; et I'équation de l'axe de symétrie
.}.}_ de P]_.
28 Soit 8 l'ensemble des sommets S; quand A décrit [R*; donner une équation
de §.
Trouver la nature de S et en donner les éléments aéométriques remarquables.
3¢ Dessiner sur un méme graphique I'y, T'_ et 8.

5 Soit € la courbe d'équation: 4x? — 24x 4 9y2 = 0,

Démontrer qu’il existe un repére orthanormé ' de P dans lequel C a une équation
de la forme : aX?2 4+ B Y2 =1, ol « et { sont deux réels.

Trouver la nature de C et déterminer ses éléments de symétrie. Donner |"équation
dans MR', puis dans R, des tangentes aux points d'abscisse 2 dans R.

Tracer € en prenant 2 cm pour unité sur chaque axe.

6 Soit I' la conique d'équation: 9x2 — 4y? — 18x — 16y — 43 = 0.
Donner la nature de I'; déterminer ses axes, ses sommets et éventuellement ses
Asymptotes ; dessiner I'.

Donner |'équation de la tangente & T" en un point (xg, yo) de T.

7 Mémes guestions que pour le n® 6 avec la conique I'" d’équation :
9x2 +16y2 —90x 4+ 32y + 97 = 0.

8 Mémes guestions gue pour le n® 6 avec la conique 1" d'équation :
y2—3x2—4y—6x—2=0.

9 Mémes questions que pour le n° 6 avec |la conique I" d’équation :
4y2 — x? 4+ By +2x—1=0.



11. CONIQUES

Soit 1 " ;

10 Soit f I'application de P dans P qui, @ tout point M de coordonnées (X) associe
le point M’ dont les coordonnées (x:)
12 Quel est I'ensemble des poi
trique de f.
2° Soit I la conique d’équation xy = 1 et

Quelle est I'équation de 17 D
et I' sur un méme graphique.

soit I I'image de T par f.
éfinir les éléments de symétrie de I" et construire I’

11 Soit fI'application de P dans P qui, a tout point M de coordonnées ‘x) associe

. x! X = ﬁx T
le point M’ dont les coordonnées (F’) sont : . -
rcd V2
¥ =gr—r<z

1° Démontrer que f est involutive.
2° Démontrer que I'ensemble des milieux de MM’ est une droite fixe.

3° Soient A le point de coordonnées (:)) dans M et A’ son image par £ Démontrer
la famille (MM?, AAY) est li i
que la famille {\MM’, AA’) est liée. Reconnaitre en f une transformation usuelle.

4° Soit (H) I'hyperbole d'équation : y = zif et soit (H') I'image de (H) par f£.

@) Donner une équation de (H').

b) Construire (H) et (H’) sur un méme graphique.

¢) Donner les équations des asymptotes de (H’).

d) Donner I'équation de (H’) par rapport & ses asymptotes.

12 Soit fI'application de P dans P qui, 4 tout point M de coordonnées (i) associe

le point M’ dont I donnsss ! Yeonue § X =XV
g point M ont les coordonnées y, sont yp =x+y.

Soit I'y I'image par f de I'hyperbole T" d'équation : x2 — y2 = 20 dans A.
Construire I' et I'y, Déterminer avec trois décimales exactes les abscisses des points
d'intersection de I et de T'y.

13 Soient m un réel et E,, la conique d'équation: y2=m(x2—=1) + 2x.
1° Démontrer que, pour tout réel m, la conique E,, passe par deux points fixes A et B,
2° Construire Ep, E; et E_;.

1

1 ; A= 7
3° Soient D la droite d'équation : x = — 5 et Nle point de CUdeD""éES( 2)'
A

Soit A la droite passant par N et de coefficient directeur le réel ¢,
Trouver une condition nécessaire et suffisante qui doit lier A et ¢ pour que la droite

A soit tangente a Ep, .
En déduire que, de tout point N de D, on peut mener deux tangentes a E; qui sont

perpendiculaires entre elles. ' '
4° Démontrer que, pour tout réel non nul m, la conique E,, a un centre de symétrie.

Quel est I'ensemble R, des réels m pour lesquels E,, est une ellipse?
Exprimer, en fonction de m, la longueur des axes de I'ellipse E,, et préciser les

supports de ces deux axes.
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14 Soient » un réel et C; la conique d'équation: y? + Ax2 + (A + 1) x — E = 0,

Discuter, suivant les valeurs de %, la nature de C;. Donner, le cas échéant, leg
coordonnées de son centre de symétrie et les équations de ses asymptotes.

15 Soient A un réel et C; la courbe d'équation :
R—=1Ny2—2xxy +x2+2y+3=0.

A ;
1° Démontrer que le point £}, de coordonnées {1) est centre de symétrie de C;,

> bl > * +

2° On pose: Il={(x—1)7+/ et 3:{}.+1}i+j.
4 P =
a) Démontrer gue, pour tout réel A, la famille (T .J) est une base de P.

b) Trouver I'équation de Cy;, dans le repére (ﬂ;._. 'i j)

¢) Montrer que C; est une hyperbole dont on précisera les équations des asymptotes
dans le repére f.

16 Soient A un réel et C; la courbe d'équation: y2 — 2hy = x2 — hx,
12 Quelle est la nature de C; 7 Déterminer ses asymptotes.

20 Spient S; et S; les sommets de C;. Donner les coordonnées des points S; et S}
et déterminer I'ensemble de ces points lorsque A décrit IR.

17 Atoutpoint M de P, de coordonnées (;), on associe son affixe z=x 4+ /iy.

Trouver I'ensemble E des points M de P, d'affixe z, tels que les points M, M', M",
d’affixes respectives z, 22, z5 soient alignés,
Etudier et dessiner I'ensemble E.

18 Soit f I'application de P dans P qui associe a tout point M d'affixe 2, le point M’
d'affixe z' =22 — 6z — 10.

1o Démontrer que f admet deux points invariants | et J. On appellera | le point
invariant gui a une abscisse positive.

- =
2o Démontrer que les droites passant par | et de vecteurs directeurs respectifs / et/
ont pour images par f les courbes d’équations respectives :

yz 3 2 2
X-——ﬁ-'r- et X—T— .

Construire ces deux courbes et calculer les coordonnées de leurs points d'intersection.

19 Soient A et B deux points de P, tels que I'on ait: “ AB ” = 4/2 et dont les

0
Soit M un point de P de coordonnées (‘:)

. b
coordonnées respectives sont (g) et ( )

Soit (E) 'ensemble des points M tels que B'soit I'image de A par la rotation de

T
centre M et d'angle 3 modulo 2.

1 Quelle est la relation qui lie les affixes des points A, B, M7 Donner une équa-
tion de (E). Quels sont les éléments de symétrie de (E) ?

20 On pose : ;=1/fg(}:+f) et :-=J\‘_¥(}'_;)

Donner une équation de (E) dans le repére orthonormé (O, L ;) En déduire la nature
de (E) et déterminer ses éléments remarquables.
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71. CONJQUES

20 A tout point M de P de coordonnées (':] on associe son affixe z = x + iy.

19 Sott_l' |'ensemble_des points M de P dont les affixes z satisfont & :
|z+2z+1|=v3[z+il.
Démontrer que I' a pour équation y2=3x2—6x— 1.

20 Truqver la nature de T"; déterminer ses éléments de symétrie et ses asymptotes ;
construire ",

& Soient A, B, B' trois points non alignés de P, tels que les droites (AB) et (AB’)
ne solent pas perpendiculaires a la droite (BB').

Soit M un point quelconque de P. On désigne par A la perpendiculaire & (AB’)
passant par M et par C, C', m les points d'intersection respectifs de A avec les
droites (AB), (AB"), (BB'). Soit I' I'ensemble des points M de P tels que I'on ait ;
mM2 = mC.mC.

Maontrer que I' est une conique de sommets B et B'. Discuter la nature de T

22 Soient A, A', M trois points non alignés de P. Démontrer qu'il existe au plus une

conique dont (AA') soit un axe, A et A’ des sommets et qui passe par M. Discuter
suivant la position de M.

Fayer et directrice.

23 Déterminer le foyer et la directrice de la parabole d'équation :
yi—6y+2x4+10=0.

24 Déterminer le foyer et la directrice de la parabole d'éguation :
x+4x -2y +1=0.

25 Déterminer les foyers, les directrices et ['excentricité de la conique d'équation :
3x2+4y* +x—39=0.

26 Méme question que pour le n® 25 avec la conique d’équation :
x2 4+ 2y2 4+ By 4+ 6=0.

27 Méme question que pour le n® 25 avec la conique d'équation :
16x2 + 9y2 + 8x— 12y — 20 = 0.

28 Méme question que pour le n® 25 avec la conique d’équation :
—3x2 4+ y2—-8x—4=0.

29 Méme question que pour le n® 25 avec la conique d'équation :
— 16x2 4+ 9y2 — 32x — 18y — 26 = 0.

30 Méme question que pour le n® 25 avec la conigue d’équation
4x2—9y2 +4x+ 12y —4=0.

31 Soit fl'application de P dans P qui, a tout point M d'affixe z, associe le point M’
daffixe 2’ =(1 + iV/3) z

Soit I la courbe d'équation: 6x2 — 6xy4/3 + 12y — 16 = 0.

Trouver |'équation de 7~' (I"). Donner la nature de cette courbe ainsi que ses
éléments géométriques remarguables,
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32 Soient A un réel de Iintervalle J0, 1[ et E; I'ellipse d'équation :  y2? = 2x — i;
1° Donner les coordonnées du centre et des sommets de E;. Soit S I'ensemble
des sommets du grand axe des ellipses E quand ) décrit ]JO, 1[. Tracer S et en
donner les éléments géométriques remarguables.

2¢ Donner les coordonnées des foyers de Ej. Soit T 'ensemble des foyers des
ellipses E; quand A décrit ]O, 1[. Tracer T sur le méme graphique que S.

33  Soit % un réel différent de 0 et de 9. Soit C; la courbe d’équation :

x2 y2
% tize

1o Déterminer le sous-ensemble D, de R tel que l'on ait: YA€ D,, G, # @.
2¢ Déterminer le sous-ensemble D, de R tel que, pour tout 4 de D, la courbe C;
soit un cercle.

30 Déterminer le sous-ensemble D5 de IR tel que, pour tout A de D, la courbe C;
soit une ellipse. Que peut-on dire des foyers?

4° Déterminer le sous-ensemble D, de IR tel que, pour tout A de D,, la courbe C;
soit une hyperbole. Que peut-on dire des foyers? Existe-t-il des éléments X de D,
tels que C; soit une hyperbole équilatére ?

59 Démontrer que, par tout point de P. il passe deux courbes C; et que les tangentes
respectives en ce point & ces deux courbes sont perpendiculaires.

—-1=0

34 Soient D la droite de P d'équation: x = 6 et (E) l'ellipse de foyer O, de
|
directrice associée D et d’excentricité 5"

1® Donner une équation de (E).

2° Sopient x un réel de [0, 2 5[ — i;:r_zr 3%} et E‘ un vecteur unitaire de F tel que l'on

= s
ait: angle (.f'. u} =x [(2m).
Soient A la droite passant par O et de vecteur directeur getAle point d'intersection

de D et de A Onpesea& =au.
Soient M et M’ les points d'intersection de (E) et de A.

On pose : Cﬁﬂ’=i‘.; et 0M’=1';avec: A>0 et ¥ <0
a) Calculer A en fonction de x.

b) Sans nouveaux calculs, démontrer que l'on a: X = ;6—
2 — cosx
¢) Démontrer I'égalité : 1— + 1—, = 2
A =K a

35 Soient a un réel strictement positif et m un réel quelconque.
Soit C,, la conique d'équation : 4 mx2 + 4 max + 16y2 — m?a? = 0.
1° Déterminer, suivant les valeurs de m, la nature de C,,.

] 2
2° On suppose que l'on a: a = -\—(,—3 et m = — 4, et on appelle (H) la courbe
obtenue.

)

Montrer que (H) est une hyperbole dont on déterminera le centre, les foyers, les
sommets, les asymptotes et I'excentricité. Construire (H).
3¢ On suppose que 2 est quelconque et que m est égal & 3 et on appelle (E) la courbe
obtenue,
a) Démontrer que (E) est une ellipse dont on déterminera le centre, les foyers, les
sommets et I'excentricité. Construire (E).
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71. CONIQUES
b) Soit M un poi ! i
P ntmse x de (E). Calculer OM en fonction de a et de x.
c) On pose ) = angle (_,-_ {T]_I‘u"l)
d) Calculer I'affixe 2 de M en fon
e) Soit M’ (resp. M") le point d
modulo 2%, le réel « (resp. « +

Determiner I'ensemble des points

2 1

1
5= + i quand « décrit R

(2 ). Calculer OM en fonction de a et de 0.
ction de a et de ().

e (E) dont I'affixe 2’ (resp. z") a pour argument,

®). Calculer ' — 2", Caleuler la longueur M'M".
N. dont I'affixe Z satisfait a :

36 Déterminer I'équation de la parabole

1
de foyer le point F de coordonnées (2)

- - ® 2
et de directrice la droite D d'équation : x = 3.

37 Soient F et F' deux points de coordonnées respectives (g) et | 3)-

3
1° Donner I'équation générale des ellipses de foyers F et F’.

2° Combien y a-t-il d'ellipses d'excentricité egale 3 '_\/2;5? Les déterminer.

3¢ Combien y a-1-il d'ellipses qui admettent pour directrice associée a F la droite

d'équation: x = x,? Discuter suivant le réel xp et donner les équations de ces
ellipses.

38 Déterminer la nature et I'équation de la conique d’excentricité l;f, de foyer

g —1 . . . . . .
le point F de coordonnées ( 0) et de directrice associée la droite d’équation :

x=1"2.

39 Déterminer la nature et I'équation de la conique d'excentricité 5, de foyer

e 3
le point F de coordonnées (

2) et de directrice associée la droite d'équation: y= 1.

—_—i /2
40 Soient F et F' deux points de coordonnées respectwes( 1 ) el (_ 1).
1o Donner I'équation générale des hyperboles de foyers F et F'.

2° Combien y a-t-il d'hyperboles équilatéres? Les déterminer.

V3

30 Soit M le point de coordnnnées( . ) Combien y a-t-il d’hyperboles passant par

X,
M ? D’une maniére générale, soit Mg le point de coordonnées ( :)

Combien y a-t-il d’hyperboles passant par Mg ? Discuter et donner les équations de
ces hyperboles.

—

2 - - [
4° Soit A le point de coordonnées (A\’; ) Combien y a-a-il d’hyperboles de sommet

i 5 Xo
A? D'une maniére générale, soit A, le point de coordonnées (l"n

d’hyperboles admettant A, pour sommet? Discuter et donner les équations de ces

)- Combien y a-t-il

hyperboles.
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41 Soient A un point et A une droite de P. Soit a un réel strictement positif.
12 Si M est un point quelconque de P, on désigne par M’ son symétrique par rap.

port a A.
Quel est I'ensemble des points M de P tels que l'on ait: AM + AM' =237

20 Plus généralement, soit f une isométrie affine de P.
Quel est I'ensemble des points M de P tels que l'on ait: AM + Af(M) = 227

42 Soient a et b deux réels strictement positifs et 1" I'hyperbole d’équation
x2 y2
3% b2
On désigne par F et F' les foyers de I'.

Soient M un point quelcanque de I' et (€) et (C') les cercles de centres respectifs
F et F' passant par M. On désigne par A, B, A', B’ les points de centacts sur ()
et (C') respectivement des tangentes communes a (C) eta (C"); ces derniéres sont
donc les droites AA' et BB'.

1° Soit G' la projection orthogonale de F' sur la droite (FA).

Montrer que l'on a: FG' = 2a.

25 Montrer que les droites (FA) et (FB) sont respectivement paralléles aux asymp-

totes de 1.
3¢ En déduire unes construction géométrique des asymptotes d'une hyperbole

connaissant ses foyers et un point.

1.

43 Soient trois points distincts A, A’, F de P. On considére l'ensemble & des ellipses
E qui passent par A et par A' et qui admettent F pour foyer. Soit F' le second foyer

d'une ellipse E.
Déterminer I'ensemble des foyers F' associé a I'ensemble &.

44 Soient A et F deux points distincts de P. Soit € un réel supérieur a 1.
Déterminer toutes les hyperboles de saommet A, de foyer F et d'excentricité e. Donner
leurs équations dans un repére orthonormé d’origine F et de premier vecteur

—i—f—- Dessiner ces hyperboles.

| AF ||

45 Soient ( et F deux points distincts du plan. Sopit e un réel supérieur a 1.

Déterminer les hyperboles de centre Q. de foyer F et d'excentricité e. Danner leurs
| o

équations dans un repére orthonormé d'origine (0 et de premier vecteur " = I

Dessiner ces hyperboles.

46 Déterminer I'équation de I'ellipse de centre O, de directrice la droite D d'équa-

tion: x = 4 et d’excentricité —1—_
f\fZ

47 Soient F le point de coordonnées (g) et A la droite d'équation: ¥ = Vﬁx-

Donner les équations des hyperbaoles d’excentricité 1/5, dont un foyer est F et

dont une asymptote est A. Dessiner ces hyperboles.

2 i i 7 —
48 Soient A le pointde coordonnées (O) et A la droite d'équation : y = X

ns des hyperboles d’excentricité 3, dont un sommet est A

Donner les équatio
\. Dessiner ces hyperboles.

dont une asymptote est
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Ellipse et cercle.

49 Soit (C) le cercle d’équation: X2 4+ y2—2x—2y =0 dans le repére

M = (D'E}')_On pose | = -\‘2—2(.?—;) et J= -‘%{2 (i"+7).

1o Démontrer que le repére (04 f J) esl orthonormé.

2o Donner une équation de ((') dans le repére (0. I, :I)

3¢ Déterminer la nature géométrique de 'application 7 de P dans P qui, a tout point
x L3 L3

M de P de coordonnées [Y) dans le repére (0, 1] J). associe le point M" dont les

f X'=—3X

Y =Y,

4 Donner une équation dans le repére (0, 1. J) de I'image (C') de (C) par f. Préciser

la nature et les éléments géométriques remarquables de (¢').

x' - -
coordonnées {Y] dans le repére (O. l, J). sont:

50 Soit (C) le cercle d'équation: x? + y2 —4x—6y +9=0.
1= Déterminer le centre et le rayon de ({") ; construire (C).
20 On transforme () par une affinité orthogonale d'axe la droite passant par O

et de vecteur directeur 1" et de rapport %
z) Donner I'équation de I'image (C') de (C).

b) Interpréter le résultat obtenu et construire la courbe (C').

51 Soit (€) le cercle de rayon v’i et de centre le point A de coordonnées (_02).

Soit f I'affinité arthogonale d’axe la droite passant par O et de vecteur directeur j" qui
: " 4
transforme le point A en le point A’ de coordonnées (0)

Etudier et construire I'image (C') de (C) par £
Donner une éguation de (C').

Problémes.

52 Soient v un réel et £, I'application de P dans P qui a tout point m de P de coor-
(X : ; X | X=x+ 2u
t:
données (y) associe Iel point M dont les coordonnées (Y) son | Y = ux 4y + a2,
1° Démontrer que f, est bijective ; déterminer £7.
20 Soit E I'ensemble des applications £, lorsque v décrit R.
Démontrer que (E, o) est un groupe isomorphe a (R, +).

N x? ;
3° Démontrer que la parabole I', d'éguation: y e est globalement invariante

par f,.

40 On pose:

My = £(0), Mp = f{(My)..., M, = f_Ll:Mn-l}---
2 ;5 2"

On définit ainsi une suite de points de P.

a) Exprimer les coordonnées (X”) de M, dans le repére R en fonction de n.

n
Le point M,, a-t-il une position limite lorsque n tend vers + eca?

Déterminer cette position.
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b) Soit G, I'équibarycentre des points My, Mg, ..., M,. Exprimer en fonction de 5
X
les coordonnées (Y”) de G,.

Le point G, a-t-il une position limite quand n tend vers + co.
Déterminer cette position.

¢) Soit |, le point d'intersection des tangentes a 1" aux points M, et M, ,.
'}

X
Exprimer, en fonction de n, les coordonnées (Yf) de I,.
n

Montrer que, pour tout entier n, le point I, appartient & une parabole T,

53 A. Soient E un espace vectoriel réel euclidien de dimension 3 et % = (7, / k)
une base orthonormée de E. Soit f I'application de E dans E qui, & tout vecteur V de

X x'
composantes (y) dans B, associe le vecteur V' dont les composantes (y,) dans @
2z z'
Xy
sont: Y=x+vy
2=y+z

1° Démontrer que f est bijective; déterminer I'ensemble des vecteurs invariants
par f.

o 2 > >
2° On définit une suite de vecteurs Vo, Vi, ..., Va. ... par récurrence, de la maniére
suivante :

* Vp est le vecteur de composantes (y,,) dans 9.
Zg
L] “HEN', Vnzf(ﬁn_t]).

xﬂ
Démontrer que les composantes (y,,) dans B du vecteur i:f,, sont :
Zn
X, = Xg
Vn =n xﬂ + Ya
nin—1)
Z, =—'2—xn+nl"u+zu-

B. Soient & un espace affine associé a Eet O un point de &.

A tout entier naturel n, on associe le point M, de & défini par: OM, = ﬁﬂ.

12 Quelle est la disposition des points M, sil'on a: x, =y, =

2° Quelle est la disposition des points M, sil'ona: xo=0 et y,# 07

3° On suppose que l'on a: xg# 0.

Démontrer que les points M, sont coplanaires et appartiennent 3 une parabole I'

dont on donnera I'éguation dans le repére (MD,}*: E}

4° On suppose que l'ona: Xo=2, yo=0 et z,=0.

a) Quelle est I'équation de I' dans ce cas particulier? Construire dans le plan com-
mun 3 tous les points M, la parabole I et marquer les points M,, M, et M;.

b) Démontrer que les milieux des segments [M,,, M, ;] appartiennent 8 une méme
parabole 1" qui est elle-méme tangente a ces segments.

54 Soit a un réel supérieur ou égal a8 1. On considére les coniques C, d'équation :
y2 = ax? + 2x — 1 dans le repere R.

1o Déterminer, suivant le réel a, la nature de la conique C,.

Préciser le centre éventuel, le ou les foyers, le ou les sommets et les asymptotes

éventuelles.

.



7. CONIQUES

2° On s'intéresse aux coniques €, qui sont des ellipses.

Quel est I'ensemble des sommets de leurs petits axes ?

3¢ On s'intéresse aux coniques C, qui sont des hyperboles.

Démontrer que les tangentes 3 la parabole d'équation: y2 = 4x, autres que

la tangente au sommet, forment le méme ensemble que les asymptotes de ces
hyperboles.

4° Toutes les conigues °, ont un foyer fixe que I'on désigne par F.

Soient M un point quelconque de €, et 0 I'angle des vecteurs / et FML.
Calculer la distance FM en fonction de & et de /).

(D'aprés Baccalauréat 1968.)
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1.1

12

12 SRS

Géomeétrie descriptive

Les matiéres exposées dans ce chapitre figurent seulement ay
programme de Terminale E; cependant les éleves de [a section ¢

pourront lire avec profit les pages qui suivent.
Nous rappelons que la Géométrie descriptive est une technique
de représentation des ensembles de points d'un espace affine

euclidien de dimension 3, noté €.

Cette technique posséde un langage spécifique, qui est parfois
assez éloigné du langage courant et du vocabulaire mathématique
précédemment utilisé. C'est cette terminologie particuliére gue nous

emploierons chaque fois qu'il y aura lieu.

1. Constructions elémentaires.

Rotation autour d'un axe vertical (resp. de bout).

Considérons une droite D verticale (resp. de bout) et un angle «. Soit r la rotation
d'axe D et d’angle «: cette rotation peut étre déterminée par la donnée d'une mesure
de I'angle «, par la donnée d’un représentant de cet angle, ou par la donnée d'un
point et de son image. Dans le premier cas, nous supposons la droite D orientée

vers le haut (resp. vers |'avant).

Rotation d'un point.

Soit M un point dont I'épure est le couple (m, m’). Désignons par M, I'image de M
par la rotation r. Nous nous proposons de déterminer I'épure (m,, m}) du point M
dans le cas oil I'axe de rotation D est vertical ; soit (o, @) I'épure de la droite D.
Des propriétés de la rotation affine r nous déduisons les constructions suivantes -
1. La projection horizontale m, du point M, est I'image de m par la rotation dans
le plan horizontal de centre o et d"angle «.

Nous avons donc : om = om; et angle (om, om,) = «.
2. Le point mj, projection frontale de M, appartient 2 la ligne de rappel du point

et il a la méme cote que le point m'.
La figure 1 est 'épure, pour le point (m, m’), de la rotation d‘axe vertical (o, d') dans

le cas ol une détermination de la mesure de I'angle « est ZTTE
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gpemarque : Dans le cas ol I'axe de la
constiuctions analogues en echangeant

rotation est de bout, j|

12. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

suffit de faire des

les réles d iecti :
la projection frontale (fig. 2), € la projection horizontale et de

v
i g— - —®m,

m,

Rotation d'une droite.

e 87

1.3 L'image d'une droite A par une rotation r d'axe D et d'angle « est une droite A,.

Pour déterminer A,, il suffit de déterminer |

distincts M et N de A.

La figure 3 est I'épure, pour la droite
(3, 8"), de la rotation d'axe vertical
(0. @') dans le cas ou une détermination

. 2w
de la mesure de I'angle o est =3

Sur la projection horizontale, nous avons
les quatre égalités :

om=om,, angle (om, om,) = —= (27):

e 2x
91 =on,, angle (an, 551) = (2%)-

Sur la projection frontale, le point m;
(resp. ny) appartient a la ligne de rappel
du point m, (resp. n,); la cote du point
M\ (resp. n}) est égale a la cote du point
m' (resp. n’).

La droite (8,, 3)) est alors la droite
(m1n-|. m;n;).

S

es images M, et N, de deux points

8, 1d' 5
nf
( A

7
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1.4

hogonale de o sur 3 ety le cercle de centre o

. iecti t
. a la projection Or ) _
e : Soient P de plus nous avons: 0@ = 0a, et |3

Remarqu i
. droite & est tangente Ay,

' La
qui passe par @. REAANGET
droite &, est tangente en a, a v (fig. )

dl

o
,h /r I : !
a aq 2 34
¥

b

r a,
m m a’ r
m' ¢ 1 3

N @ ® ™ \s

Rendre une droite frontale par rotation autour d'une verticale.

Le titre précédent fait partie du vocabulaire spécifique de la géométrie descriptive.
Le probleme & résoudre est le suivant :

Soient une droite verticale D et une droite A non frontale; on se propose de déter-
miner une rotation r d'axe D telle que I'image A, de A par r sait une droite frontale,
et on cherche I'épure de cette droite A,. Soient (o, d') I'épure de I'axe de rotation D
et (3, 8') I'épure de la droite A (fig. B).

Puisque A n'est pas frontale, elle n'est pas verticale, et par suite, 8 est une droite;
désignons par a la projection orthogonale de o sur & et tracons le cercle y de
centre o et de rayon oa. L'image de A par la rotation r admet pour projection
horizontale une tangente au cercle v; de plus I'image de A est une droite frontale
si et seulement si sa projection horizontale est paralléle a la ligne de terre.

I exastti deux_droites tangentes a v et paralléles a la ligne de terre, la droite d, et la
droite #,. .Smt a, .(resp. a,) le point de contact de v et de 8, (resp. ;) ; il existe
deux rotations qui rendent \ frontale : les rotations ry (resp. rp) d'axe (o, d’) et

d'angle (o0a, 04, ) (resp. (05, 052)).

Pour tracer' la prqjectinn frontale 8) (resp. 8%) il suffit de déterminer I'image par 71
(resp. ;) d'un point (m, m') de la droite (3, 3') distinct de (a, a').
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12. GEOMETRIE DESCRIPTIVE
Distance de deux points.

1.5 Le probléme a résoudre est |e Suivant :
Soient A et B deux points de |'es :
respeclives (a, a') et (b, b')
au segment [A, B].

Ce probleme a déj3 été traité i

i e b ;?Gezgcl:'i::lere (tome 2, p. 260) par la méthode du chan-
Nous en donnons une nouvelle solution par
la droite qui passe par les points A et B :
a au moins un des plans de projection o
de projection.

Premier cas,

Supposons que A soit frontale (resp, horizontale). Le segment [a’, b'] (resp. [a, b])

est isomeétrique au segment [A, B]. La distance AB est alors égale 3 la distance
a'b' (resp. ab) (fig. 6).

_ pace affine euclidien déterminés par leurs épures
- ON se propose de déterminer un segment isométrique

rotation autour d'une verticale. Soit A
neus distinguons deux cas : A est paralléle
u A n'est paralléle 3 aucun des deux plans

d-!
{lj“

- b, b;

b,

Deuxiéme cas.

Supposons que A ne soit ni horizontale ni frontale.

Nous rendrons alors A frontale par rotation autour d'une verticale D. Choisissons,
par exemple, pour D la verticale qui passe par A.

Soient (a, d’) I'épure de D et r une rotation d'axe D qui rend frontale la droite A.
Le point A qui appartient a D est invariant par r.

Soit B, l'image de B; sur la projection horizontale nous avons : ab = ab, et le
point b, appartient & la paralléle menée par a a la ligne de terre. Sur la projection
frontale, le point b} appartient a la ligne de rappel de b, et la cote de b} est égale
celle de &' (fig. 7).

Le segment [A, B] est isométrique au segment [A, B,] et le segment [A, B,] est
isométrique au segment [a', b}].

La distance AB est donc égale a la distance a'b;.
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1.6

1.6

Rabattement d'un plan sur un plan horizontal (resp. frontal)

Soit Pun plan dans lequel nous désirons étudier des propriétés métriques, par exemple
des mesures de longueurs ou des mesures d'angles.

Si le plan P est paralléle au plan horizontal (resp. frontal) de projection, la projec-
tion orthogonale de P sur le plan auquel il est paralléle est une isométrie. Les mesures
de longueurs ou d'angles se font aisément sur |'épure, en projection horizontale
(resp. frontale).

Si le plan P n’est paralléle a aucun plan de projection, il existe dans P une direction
de droites horizontales et une direction de droites frontales. Considérons alors dang
P une droite D horizontale (resp. frontale).

Le rabattement de P, de charniére D, sur le plan haorizontal (resp. frontal)
est une rotation d'axe D telle que I'image P, de P par cette rotation soit
un plan horizontal (resp. frontal).

Pour chaque plan P et pour chaque charniére D, il existe deux telles rotations, donc
deux facons de faire un rabattement de charniére D. Nous nous bornons 3 étudier

les rabattements sur un plan horizontal, et nous rappelons les résultats de la classe
de Premiére (tome 2, p. 261 & 263).

Rabattements d’un point du plan.

e Un point du plan P est invariant par le rabattement si et seulement si ce point
appartient a la charniére.

e Soient (d, d') I'épure de la charniére D
et (a, a') I'épure d'un point A du plan P
qui n‘appartient pas a la charniére.

Soit h la projection orthoganale de a sur
d et 3 la droite perpendiculaire en A a d.
Désignons par A la droite dont la projec-
tion horizontale est § et dont la projection

frontale &' est égale 3 ¢ : cette droite A ':f, £
est la droite contenue dans P, et perpen- -

diculaire a la charniére D. Soit k' la pro-

jection orthogonale de a’ sur 3'. T

Sur la perpendiculaire en @ & 8§ marquons

le point b tel que : ||ab || = || a' |.

Le cercle de centre A et de rayon Ab

coupe la droite 3 en deux points a, et a..
Chacun des points a, et a, est la projec-

tion horizontale de I'image de A par {'un

des rabattements possibles (fig. 8).

Par abus de langage, on dit que chacun

des points a, et a, est le rabattement

du point a; on dit aussi que a est le
relévement du point a, ou du point a,.
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e Chacun des rabattements du plan P sur| |
| ; e plan horizontal es i i '
soit x; (resp. x2) I'angle de la rotation r, (resp. r5) B i

Nous avons les égalités : | Cos «, | = | Cos a5 | = ? ouis les égalités :
== b )
ha ha

Cos 2y = = et Cos a; = —
h3-| h32

| en résulte que le point a, (resp. a,) est I'image de a par |'affinité orthogonale par

1 1
rapport & d et de rapport m—— ( )
P Cos o; "> Cos o,

0 Lorsgue le |:::Ian P et la charniére D sont fixés, le rabattement du plan P est déter-
miné F:I‘es que I'on a choisi le rabattement d’un point A de P qui n’appartient pas & la
-harniére. Par exemple, si l'on choisit a, pour projection horizontale du rabattement
de A, le rabattement de tout autre point de P est déterminé.

Rabattement d'une droite : ; -
du plan; rabattement d'un autre ‘ i 1
point du plan.

5 K

1.7 Supposons choisi le rabattement A, d'un
point A du plan P qui n‘appartient pas a la
charniére.

Spit M un point du plan P distinct du
point A; rappelons la détermination du
rabattement de la droite (AM), puis du
rabattement du point M.

Nous distinguons deux cas : la droite
(AM)est paraliéle a la charniére, ou la
droite (AM) coupe la charniére.

e Si (AM) estparallele ala charniére, son
rabattement est une droite paralléle a la
charnigre. La projection horizontale de ce
rabattement est la droite g; qui passe par
a, et qui est paralléle a la charniére; |a
projection horizontale du rabattement du
point M est le point /7, intersection de |a
droite g, et de la perpendiculaire menée
par m a d (fig. 9).

e Si (AM) coupe la char
point O, son rabattement est une droite
qui coupe aussi la charniére au point 0.
La projection horizontale de ce rabatte-
ment est la droite g, qui passe par o et
par a, : la projection horizentale du rabat-
tement du point M est le point m, inter-
section de la droite g1 €t de la perpendi-
culaire menée par m 3 d (fig. 10).

niere en un
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1.8

1.9

1.10

Angle de deux droites.

Dans le langage spécifique de la géométrie descriptive, 8 Probléme f tesolidie
est le suivant : Soient G et K deux droites sécantes en un point O. On se propose
de déterminer, a l'aide d'un rabattement,

deux droites g, et k; dont la réunion soil

isométrique 2 la réunion G UK. K’ g
Soit (o0, 0') I'épure du point O; soient 0
(g.g') et (k k')les épures respectives

des droites G et K. Considérons un plan
horizental Q qui ne passe pas par O, et —
posons: GnQ = {A}, KnQ = |B}.
Soit (a, a') (resp. (b, b')) I'épure du
point A (resp. B). Faisons le rabattement
du plan déterminé par les droites G et K ~
en prenant la droite (AB) pour charniére. g
Nous construisons (fig. 11) la projection
horizontale o, du rabattement du point O.
Désignons par g, la droite (0,2) et par k&, b

la droite (0,b). La réunion des droites g, }a K
et k, est isométrique a la réunion des

droites G et K. En particulier I'angle (G, K) "y

est égal a I'angle (g9,. k,). @)

Epure d'un cercle.

Considérons, dans un plan =, un cercle C de centre O et de rayon R. Nous allons
determiner I'épure du cercle ¢ dans le cas ol le plan du cercle est perpendiculaire

a I'un des plans de projection et dans le cas ol le plan du cercle n'est perpendicu-
laire @ aucun plan de projection.

Premier cas : le plan = du cercle C est de bout (resp. vertical).

Soit B’ (resp. V) la trace frontale (resp. horizontale) du plan .

Désignons par (o0, o') I'épure du centre O du cercle C.

La projection frontale (resp. horizontale) du cercle € est le segment [a’, b'] (resp.
[a, b]) de longueur 2 R, de milieu o' (resp. o) et dont le support est la trace B’
(resp. V).

Pour déterminer la projection horizontale (resp. frontale), nous faisons un rabatte-
ment du plan = autour de I'horizontale (resp. frontale) du plan 7 qui passe par o;
cette horizontale (resp. frontale) est une droite de bout (resp. verticale). Dési-
gnons par () I'angle du rabattement.

Pour alléger la rédaction, nous nous bornons désormais au cas ol le plan  est de
bout. La projection horizontale du rabattement du cercle C est un cercle G, de
centre o et de rayon R (fig. 12).

Le relévement du cercle (', détermine la projection horizontale du cercle C. Ce
relevement est une affinité orthogonale de rapport Cos ).
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6o hborbms 3.1 dy Chapitre 7 12. GEOMETRIE DESCRIPTIVE
- 2 ellipse de cent 1l résulte alors que la projection horizontale de €

as! une ¢ IJ. '€ o0, dont le grand axe, de longueur 2R : I
charniére d et dont le petit axe est le segment [a, b] dgef:;i-né p'aﬁtespg:,?ezzgnz

AetBd : ]
U cercle qui se projettent frontalement en a et b.
b

es des points
/ f'
/ ':’/
/

lorz
v

ontal

ay
ko /
Deuxieme cas : le plan © du cercle n’est ni vertical ni de bout. .

abord la projection horizontale de I'épure du cercle C. Sc.:ﬁient H
passant par O, (h, /') et (0, 0') les épures respectives de

T

111 Déterminons d’
I'horizontale du plan =

H et de O. ) N
Faisons un rabattement du plan 7 sur le plan horizontal en prenant pour charniere

la droite H: le rabattement de ¢ est le cercle (', de centre O et de rayon .H;
f il horizontale de (" est une ellipse, image du cercle C; par une affinité
n horizo :
c?thpc:gi::e::lz par rapport a f: le grand axe de cette ellipse est un segment de sup-
milieu o, de longueur 2R. g : .
ED” 2 6e : I'ellipse, nous construisons la projection hquzuntale ¢ du point C
y s dé.termlne_r : pd]:amétre perpendiculaire 3 H. Nous faisons d'abord un chan- |
de " qui HpPa”"i"t:t";l de facon que le plan ™ soit de bout par rapport au nouveau
E-l‘l'?‘me?t de ?Izn ;Omjecticﬂ‘ ‘nous choisissons donc une nouvelle Ilgne- .de tBl’F&I .
a ; - . _ . e
Ee!:e:d?i?:?laire 3 h. Les constructions, déj3 étudiées en classe de Premiere,

|

|

faites sur la figure 13. nalogue, la projection frontale du cercle ¢ en faisant l
I!

i i con a ror ‘ . f
& dé‘lermlnermg d;::-: sur le plan frontal de projection apres avolr choisi pour
un rabattement au 7 5
t par O.
charniére la frontale F du plan @ passant p
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2. Cylindre de révolution.

Définition d'un cylindre de révolution.

2.1 Considérons, dans un plan =, un cercle € de centre O et de rayon R. Nous rappelons
que l'axe du cercle (' est la droite \ passant par O et perpendiculaire au plan =,

"

DEFINITION : On appelle cylindre de révolution de base . ou encore
cylindre de révolution d‘axe \ et de rayon R, I'ensemble X des points M
tels que la paralléle 3 A passant par M coupe le cercle (.

Génératrices d'un cylindre de révolution.

2.2 Si M est un point du cylindre de révolution Y, tout point de la droite G passant
par M et paralléle 3 A appartient 3 X: |a droite G est une partie de X. On appelle G
une génératrice rectiligne, ou simplement une génératrice du cylindre de révo-
lution X.

Remarquons que, pour tout point N de G, la distance de N a \ est égale a R.

Bases d'un cylindre de révolution.

2.3 Soit X un cylindre de révolution dont la base est un cercle G, d'axe A, de centre O
et de rayon R, contenu dans un plan = (fig. 14).

Soit O' un point de \; désignons par t la translation de vecteur 00". Pour toute
génératrice G de X, nous avons : t(G) = G. Nous en déduisons : )= F.

L'image par t du cercle C est le cercle C' de centre 0', de rayon R et dont le plan =’
est paralléle a =. Le cercle C' est une partie de : on I'appelle aussi une base de X.
Pour tout point M du cylindre de révolution, il existe donc une base qui passe par-M ;
c’est le cercle, intersection de ¥ et du plan passant par M et perpendiculaire 3 I'axe.




12. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

Plan tangent & un cylindre de révolution.

2.4 Considérons un cylindre de révolution 2, une base b de ce cylindre, un point M
de X et la génératrice G de X passant par M. Posons : Gné = |A}]. Parmi toutes
les courbes tracées sur ¥ et passant par M, il en existe au moins une qui admet
une tangente en M c'est la base C qui passe par M.

Nous admettons le théoréme suivant.

THEOREME : Soit I" une courbe quelconque tracée sur X, passant par M
et admettant en M une tangente T.

La droite T est contenue dans le plan déterminé par la génératrice G et
par la tangente X a la base b au point A.

Le pla.n déterminé par la génératrice G et la droite X est appelé le plan tangent
au cylindre de révolution au point M ; ce plan est le plan tangent & X en tout point

de la génératrice G. On dit que ce plan est tangent au cylindre de révolution le long
de la génératrice G (fig. 15).

Représentation d'un cylindre
de révolution d'axe vertical.

2.5 De I'étude précédente il résulte que
I'ensemble des projections horizontales
des points du cylindre de révolution X
d'axe vertical est la base de X contenue
dans le plan horizontal de projection; 0
I'ensemble des projections frontales des T
points de X est I'ensemble des points de
la bande de plan dont les frontiéres sont
les projections frontales des génératrices
de X le long desquelles le plan tangent
est perpendiculaire & la ligne de terre.

Les deux génératrices ainsi définies sont o
appelées les génératrices de contour
apparent frontal (fig. 16).

Intersection d'un cylindre de révolution et d'un plan.

2.6 Considérons un plan Q et un cylindre de révolution X d'axe A, et de base un cercle C
de centre O et de rayon R. Nous allons étudier l'intersection de Q et de X ; confor-
mément aux indications du programme, nous supposerons, pour faire les épures,
que le cercle C est contenu dans le plan horizontal de projection et que le plan Q
est soit vertical soit de bout.
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Le plan Q est vertical.
2.7 Le plan Q est alors paralléle 3 I'axe A; désignons par V la trace horizontale de Q
Un point M appartient a X et & Q si et seulement si sa projection horizontale appar-

tient a C et a V. Nous distinguons donc trois cas :

e VNC = @.
Il est immédiat que l'on a : QnX = & (fig. 17).
® VNC = {a].

Un point M appartient 3 ¥ nQ si et seulement si sa projection horizontale est égale
a a, c’est-a-dire si et seulement si le point M appartient a la génératrice G qui passe
par A. Le plan Q est alors le plan tangent a ¥ le long de G (fig. 18).

e VNC = {a,, a,).

Un raisonnement analogue montre que l'intersection ¥ N Q est la réunion des géneé-
ratrices G, et G, passant respectivement par A, el par A, (fig. 19).

al‘ ar ﬁr
g M 931
I
|
l
I
|
I
\ I
o a o' 1
T T T a, ay
"
| d3

@

Le plan Q est de bout.

2.8 Le plan Q coupe alors I'axe A. Posons : QnA = {I}. -

e Nous avons étudié le cas particulier ot le plan Q est perpendiculaire & A : nous
rappelons que, dans ce cas, l'intersection est la base de £ contenue dans Q, c’est-
a-dire le cercle C; de centre |, de rayon R, contenu dans le plan horizontal Q. La
projection frontale de C, est le segment de support paralléle 3 la ligne de terre,
de milieu le point /' projection frontale du point | et de longueur 2 R.

La projection horizontale de C, est le cercle de centre / et de rayon R.

e Supposons gque le plan de bout Q ne soit ni paralléle ni perpendiculaire a A.
Il est immédiat que la projection frontale de I'intersection est le segment de support
la trace frontale du plan de bout Q, de centre /* et dont les extrémités appartiennent

aux génératrices de contour apparent frontal.
La projection horizontale de l'intersection est le cercle de centre / et de rayon R.
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12. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

3. Cone de révolution.

Définition d'un cone de révolution.

Considérons, dans un plan =, un cercle C de centre O et de rayon R. Soit S un
point de I'axe A du cercle € non situé dans le plan =.

DEFINITION : On appelle céne de révolution de base C et de sommet S
la réunion X du singleton {S} et de I'ensemble des points M distincts de S
tels que la droite (SM) coupe le cercle C.

Geénératrices d'un cone de révolution.

Si M est un point du céne de révolution I, tout point de la droite (SM) appartient
a X; la droite (SM) est une partie de ¥. On appelle (SM) une génératrice recti-
ligne, ou simplement une génératrice du céne de révolution X.

Bases d'un cone de révolution,

Soit £ un céne de révolution dont le sommet est un point S et dont la base est un
cercle C, d'axe A, de centre Q et de rayon R contenu dans un plan =. Soit k un réel
non nul; désignons par /7 I'homothétie de centre S et de rapport .

Pour toute génératrice G de X, nous avons : h(G) = G.

Nous en déduisons : A(X) = Z.

L'image par / du cercle C est un cercle C' de centre #(0), de rayon R | k¥ | et dont
le plan =" est paralléle au plan . Le cercle C’ est une partie de 2 ; on I'appelle aussi
une base de X (fig. 20).

Pour tout point M du cdne de révolution distinct de S, il existe donc une base qui
passe par M ; c'est le cercle intersection de X et du plan passant par M et perpendi-
culaire a l'axe.
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3.4

3.5

3.6

cone de révolution.

base (* de ce céne, un point M de ¥
M. Posons : GNC = {A},
i| en existe au moins une
M (fig. 21).

Plan tangent a un

ne de révoluti ‘
S et la génératrice G de X passant par

2 y ar M,
Parmi toutes les courbes tracées Suf Y et paf?anF p o
qui admet une tangente en M c'est la base (*' qui pa

Nous admettons le théoréme suivant :

3 N, une
Considérons un cO on =
distinct du sommet

o \"
THEOREME : Soit I une courbe guelconque tracee sur > passant par M
et admettant en M une tangente T. )
La droite T est contenue dans le plan dét
par la tangente X a la base C au point A.

erminé par la génératrice G et

Le plan déterminé par la génératrice G et la droite X est appe-‘lévie plan tar!gegt
au céne de révolution au point M; ce plan est le plan tangent 2 X en tout pom‘tﬁ e
la génératrice G distinct du sommet S. On dit que ce plan est tangent au cone

de révolution le long de la génératrice G.

Représentation d’'un cdne \
de révolution a axe vertical. b

On convient de représenter un cdne de
révolution a axe vertical en tracant, sur la
projection horizontale, la base du cone
contenue dans le plan horizontal. L'ensem-
ble des projections frontales des points de
Y est I'ensemble des points de la réunion
de deux secteurs angulaires opposés par le
sommet S et dont les cHtés sont les projec- 0
tions frontales des génératrices de X le T
long desguels le plan tangent est de bout.

Les deux génératrices ainsi définies sont
appelées les génératrices de contour
apparent frontal (fig. 22).

Intersection d'un cone
de révolution et d'un plan.

Considérons un plan Q et un cone de @

révolution X de sommet S et de base un

cercle C de centre O et de rayon R.

Nous allons étudier l'intersection de Q et de X; conformément aux indications du
programme, nNOUS SUpposerons, pour faire les épures, que le cercle C est contenu
dans le plan horizontal de projection et que le plan Q est soit vertical soit de bout
Nous serons conduits a distinguer deux cas : le sommet S apparti | Q
ou le sommet S n'appartient pas au plan Q. sl i
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3.7

3.8

Le point S appartient a 0
et le plan Q est vertical.

Le plan Q contient alors I'axe A du céne
de révolution. Désignons par V la trace
horizontale de Q. La droite V passe par
le point o centre de la base de 3 dans le
plan horizontal de projection; elle coupe
donc le cercle de base en deux points
di:e:métralement Opposés, a, et a, (fig 23).
Lintersection ¥ NQ est la réunion des
deux génératrices dont les épures sont
respectivement (sa,, s'a}y) et (sa., s'ah).

Le point S appartienta Q

et le plan Q est de bout.

Soient C la trace horizontale et B’ la trace
frontale de Q; le point s’, projection fron-
tale du sommet du cone de révolution,
appartient a B'. Nous distinguons trois cas :
e CNC = g.

Il est immédiat que I'onaalors: QN X = {S}.
e CNC = {a}.

Il est immédiat que l'intersection QN X est
I'une des génératrices de contour apparent
frontal; le plan Q est tangent a X le long
de cette génératrice.

[ ] Cn(f = {E‘;, ag}'.

L'intersection QNX est la réunion des
deux génératrices G, et G, dont les épures
respectives sont (sa, s'aj) et (sa; s'ah)
(fig. 24).

12. GEOMETRIE DESCRIPTIVE
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Le point S n‘appartient pas a Q et le plan Q est vertical.

3.9 Soit V la trace horizontale de Q; la projection horizontale de QN X est la droite \/
On démontre et nous admettons que cette intersection est une hyperbole dong la
projection frontale est aussi une hyperbole.
Déterminons I'épure (m, m') d'un point M de l'intersection.
Soit m un point quelconque de V; la droite (sm) coupe la projection horizontale
de la base en deux points a, et a,, projections horizontales de deux points A, et A,
dont les projections frontales 2, et a), appartiennent 2 la ligne de terre. La pro-
jection frontale de la génératrice (SM) estl'une des droites (s'a’) ou (s'a5). Le pointm
se rappelle sur (s'a)) (resp. (s'a%)) en m) (resp. m5). Nous avons donc obteny les
epures (m, my) et (m, m,) de deux points de l'intersection (fig. 25). Déterminons
la tangente 3 l'intersection au point d'épure (m, m\); cette tangente est conte-
nue dans le plan Q et dans le plan tangent au cone de révolution le long de |a
génératrice d'épure (sa, s'ay).

Nous construisons I'intersection de ces deux plans; c'est la droite d"épure (mt, mity).

Bl
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12. GEOMETRIE DESCRIPTIVE

Le point S n"appartient pas a Q et le plan Q est de bout.
3.10 Soit B la trace frontale de Q-

droite B'. On démontre et

dont la projection horizontale est aussi une conique.

Déterminons I'épure (m, m') d’'un point M de I'intersection.

Soit m" un point de B'; Supposons que la droite (s'm') coupe la ligne de terre en un

point @ tel que la ligne de rappel de a' Coupe la projection horizontale de la base ;

désignons ces points d'intersection par a, et a,.

La projection horizontale de |a génératrice (SM) est |'une des droites (sa;) ou (sas).

Le point m’ se rappelle sur (sa,) (resp. (sa,)) en m, (resp. ms).

Nous avons donc obtenu les épures (m,, m') et (m,, m') de deux points de l'inter-

section (fig. 26).

Déterminons la tangente 3 I'intersection au

est contenue dans le plan Q et dans |e

de la génératrice (sa,, s'a’).

Nous construisons I'intersection de ces deux plans: c'est la droite d'épure
(myty, m't').

la projection frontale de ¥ Q est une partie de la
Nous admettons que cette intersection est une conique

point d'épure (m,, m'); cette tangente
plan tangent au céne de révolution le long

Remarque.

Nous donnons les précisions suivantes sur la nature de la coniqgue QN X lorsque le
plan Q est de bout.

Désignons par Q, le plan qui passe par S et qui est paralldle au plan Q. Nous savons
que lintersection Q, NX est soit le singleton {S}, soit une génératrice de contour
apparent G, soit la réunion de deux génératrices G, et G,.

On démaontre et nous admettons les résultats suivants :

§i Q;nXE = {8}, alors QANX est une ellipse.

Si QynX =G, alors QNX est une parabole,

Si QinE = (G,. G;}, alors QNI est une hyperbole.

It

4. Helice circulaire droite.

Définition d'une hélice circulaire droite.

4.1 Soit (D, i, ; E) un repére orthonormé de &;; soient R un réel positif, # un réel non
nul et 0 un réel quelcongue.

DEFINITION : On appelle hélice circulaire droite I'ensemble des points

ok A

dont les coordonnées dans le repére (O, /, /, k) sont: x = R cos 0, y=Rsin0,
z=ht, lorsque ) décrit R.

Pas de I'hélice.

4.2 Considérons le point M, de I'hélice défini par le réel 0, et le point M, défini par le
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R cas (),
Les coordonnées de M, sont : | R sin U,

h,

R cos 0;

Les coordonnées de M, sont : | R sin ()
hi, + h2=x

Nous avons donc I'égalité : MM, = 2xh k.

La distance M, M., est appelée le pas de I'hélice.

Si I'on désigne ce pas par p, on a donc I'égalité : p = 2= |h|.

Si f est positif, on dit que I'hélice a le pas a droite ; si 4 est négatif, on dit que I'hélice
a le pas a gauche.

Représentation d'une hélice
circulaire.

Faisons I'épure de I'hélice circulaire que
nous avons définie (fig. 27).

Nous supposons que le plan horizontal
de projection est le plan défini par le

repére cartésien (O, .T;) et que le plan
frontal de projection est paralléle au plan
défini par le repere cartésien (O,r fr)
La projection horizontale de I'hélice est
I'ensemble des points de coordonnées s
R cos 0 E
(P. sin O
jection horizontale est donc un cercle de
rayon R.
La projection frontale de [I'hélice est |
['ensemble des points de coordonnées
( R sin 0

) lorsque () décrit [R. Cette pro- S

A0 ) lorsque (0 décrit IR.

L'équati'on de la courbe dans le repére
Z

(O,E?Z)est: y=Rsinh

La projection frontale de I'hélice est donc
une sinusoide.
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EXERCICES

Dans les exercices n®* 5 3 17, on
considére un repére cartésien ortho-

norme (0.:'_.: E) de l'espace affine
euclidien &5, Les coordonnées d'un
point dans ce repére sont exprimées
en centimeétres, T
Nous rappelons les conventions faites
dans les classes précédentes : le plan
horizontal de projection est déterminé

M

v

o
=¥
=

x
v
o
-——————t - ——— =
(=}
Y
=

= *
par le point O et les vecteurs / et/ ; le
plan frontal de projection est déterminé

.

par le point O et les vecteurs j et k
La représentation traditionnelle du repére

= = =

(0. .-',j,k] est indiquée sur la figure
ci-contre.

Constructions élémentaires.

1. Rendre une droite horizontale par rotation autour d'une droite de bout.

2. Deux points sont donnés par leurs épures respectives. Déterminer la distance de
ces deux points par rotation autour d'une droite de bout.

3. Déterminer I'angle d’une droite (8, 8') et d'une verticale (o, d’).

4. Déterminer I'angle d’une droite (8, 3') et d'une droite de bout (o', d).

4 2
< ¥x=3 . ]
§. On donne la droite D d’équations-: : 5 et les points A (3) et B (4)

2 4

1 Rendre la droite (AB) frontale par rotation autour de D.
90 Déterminer la distance AB ; en donner la valeur a1l mm prés.

4 2
=1 i
6. On donne la droite D d'équations: 3 E_:z 3 et les points A (3) et B (4)

1o Rendre la droite (AB) horizontale par rotation autour de D.
2o Déterminer la distance AB ; en donner la valeur @ 1 mm prés.

2 4 2
7. On donne les trois points @ A (1) B (13) C :)
2

la longueur de chacun des cotés du triangle (A, B, C).

o Déterminer, @ 1 mm prés,
b prés, chacun des angles (AB, AC), (BC, BA),

20 Construire, puis mesurer aie
(CA, CB).

30 Déterminer le centre du cercle circonscrit au triangle (A, B, C).
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4

B. On considére le point £ (2) et le plan vertical = dont la trace horizontale
3

est (0, w). Déterminer les projections du cercle ¢ de centre {1, de rayon 3, contenu

dans le plan =

9. On considére le plan = dont la trace horizontale P« a pour équation: x — y =0
et dont la trace frontale = Q' a pour équation: 2y — 3z = 0.

s : 3
Seit O le point du plan = dont la projection horizontale o a pour coordonnées (6)

1¢ Déterminer la projection frontale o' du point O.
2° On considére le cercle ¢, contenu dans =, de centre O et de rayon 3.
Construire |'épure du cercle C.

Cylindre de révolution.

10. On considére, dans le plan horizontal de projection, le cercle C d'éguation :
x24+y2—6x—8y -+ 16 =0

Seit X le cylindre de révolution de base C et M le point de X d’abscisse 6 et de cote b.
Déterminer I'épure du plan tangent @ £ au point M.

11. 1° Représenter le cylindre de révolution £ dont une base est le cercle C contenu
dans le plan frontal de projection, de rayon 3, et dont le centre a pour ordonnée 3

et pour cote 5.
20 Déterminer |'épure de l'intersection de ce cylindre et du plan de bout d’équation :

Sy —6z=0.

Cdne de révolution.

12. On considére, dans le plan horizontal de projection, le cercle C d'équation :
x2 4+ y2 —10x—6y 4+ 25 =0.

Soit ¥ le céne de révolution dont la base est le cercle C et dont le sommet S a
pour cote 6.

Soit 7 le plan d'équation: 3x—5y = 0.

Déterminer |"épure de l'intersection du plan = et du céne X

5
13 On considére le plan =d’équation: y—z =0 etle point S (3)
3

Le paint S est le sommet d’un céne de révolution X dont la base, dans le plan frontal
de projection est un cercle de rayon 2.
Déterminer I'épure de l'intersection de = et de X.
4

14 On considére le plan = d'équation: x — y =0 etlepointS|5)

. 5
Le point S est le sommet d'un céne de révolution X dont la base, dans le plan hori-
zontal de projection est un cercle de rayon 3.
Déterminer I'épure de l'intersection de = et de X,
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15 On considére le plan = d'équation: 2y — 2 =0 et le cercle C contenu dans
le plan horizontal de projection et d'équation: x? 4 y? —8x — 10y + 32 = 0.
Soit X le céne de révolution de base ¢, dont le sommet S a pour cote 5.
Déterminer I'épure de I'intersection de = et de X.

Hélice circulaire.

16 On considére le cylindre de révolution X, & axe vertical, dont la base dans le
plan horizontal de projection est le cercle ¢ d’équation :
X2 4+ y2—8x —8By+ 16 = 0.

, 3w
FaireI'épure de I'hélice circulaire tracée sur X, dont le pas est a droite et est égal & 5
17 On cansidére le cylindre de révolution ¥, a axe vertical, dont la base dans le plan
horizontal de projection est le cercle © d'équation :
X2+ y2 —10x—6y +9=0.
Faire I'épure de I'hélice circulaire tracée sur X, dont le pas est 3 gauche et est égal a .
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PROBLEMES DE REVISION

Dans les problémes de baccalauréat, nous avons scrupuleusement respecté la rédac.

tion du texte proposé aux éléves, méme si nous n'étions pas entiérement d'acegrg
avec celle-ci.

1 On désigne par C I'ensemble des nombres complexes et I'on pose :
E' =i - {0}
Soient (a, b) un élément de C* % C. On désigne par T,
définiepar: T,,: © —» C

Z+— 3z + b.
Soit A I'ensemble des applications T,,,,.
1° Démontrer que I'ensemble 4, muni de la composition des ap
groupe non commutatif.
Démontrer que I'ensemble des transformations de la f
du groupe (4, o).
2° Soient u, v, u', v' des éléments de C tels que l'on ait: vz v et
Démontrer qu'il existe un élément Ty,
Ten(u)=1u" et Taa (V) = v\
3¢ Démontrer que, quels que soient a et b, avec a différent de 1,
nombre complexe z tel que I'on ajt - Tam(2) = 2
Soit z5 un élément de C. Oémontrer que I'ensemble des &léments T
Tis,e0(20) = z5 est un sous-groupe de («, o).
4° Soit S la transformation du plan complexe P qui, a tout
le point M' d'affixe 2’ définie BT 2 =Twsmsnlz).
a) Démontrer que S admet un seul point invariant. Caractériser géométriquement S,
b) Soit H la courbe de P d'équation : xy = 1.
Déterminer I'équation de a courbe H image de H par S.

w 'application de € dapng C

plications, est un

orme Ty, est un SO0US-graupe

u' syt
» de <t et un seul, tel que I'on ait -

il existe un seul
2.5 de At tels que -

point M d'affixe z, associe

(Série C, Nice, juin 1972))

2 1° On donne deux nombres complexes non nuls 5 et s et I'on considére la suite
=

= des nombres complexes z, z,, z,, veZpo oo, définie par zy = 0 et par la
relation de récurrence z,,, = sz, + 2, pour tout n € IN. (1)

a) Caleuler Z1- 22,23, 24 en fonction de a et de s, Exprimer simplement z, en
fenction de a, s et n, lorsqg

ue s # 1. Que peut-on dire de = lorsque s = — 17 Don-
ner la valeur de z,, lorsque § = 1.
5) Deux éléments distincts de X Peuvent-ils étre égaux? Montrer gu'alors I est
périodigue.

¢) Vérifier que deux termes consécutifs de ¥ ne sont jamais égaux et montrer que *
Zniss — 2

E—————-f=s+1, pour tout n e N, (2)
n+1 — Zy

d) Inversement, soit donnée une suite vérifiant les trois conditions suivantes:
deux termes consécutifs ne SONt jamais égaux, la relation (2) est satisfaite, les deux
premiers lermes sont 0 et a. Démontrer quune telle suite est confondue avec .

Cetle question appartiennent & un méme plan
mé d'axes Ox, Oy (unité : 1 cm). L'affixe d'un
(x. ¥). est le nombre complexe z = x + it

euclidien, muni d'un repére orthonor
point de ce plan, de coordonnées
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PROBLEMES DE REVISION
Soit 0 un angle bid
gle donné tel que 0 <0 < 5 @17 un nombre réel donné strictement

positif. Si P i '
g rappgiéffg"l_e un point quelconque, on note fp la similitude de centre P, d'angle 0
SRS FH.]iennm fr(M) est le point image de M par fp. On considére alars la
g s 0.A, A, .., A,, ... tels que, pour tout n, A, = fg(A,),
G anfahiee. 8L Ay g =M (A,,,), ol O est l'origine et A, le point
d'affixe a donnée (a # 0.

Zpyb—=2Z
n. trouver la valeur du rapport: —2+2 " “°r

n+1 — Zp
n+1 estletransformé de A, dans une similitude S, indépen-
calculer seulement. ici, I'affixe de son centre.

On ne demande d‘étudier § que dans les deux cas b) et ¢) suivants.
b) On suppose r =

a) Si z, désigne I'affixe de A

Déduire alors du 10 que A
dante de n :

cos ¢ determiner I'angle, le rapport et le centre, U, de S.

Vérifier que tous les points A, appartiennent, selon la parité de /, & 'une ou l'autre

de deux droites fixes,

Commeru: faut-il choisir 0 pour que la suite 4 soit périodique 7

Construire le point U et la ligne polygonale : 0A,A,;A;AsAAg

pour : a=5 et ()= _.
6

L.-) On suppose r= 2 cos t): montrer que 5 est une rotation, dont on déterminera
I'angle et le centre V. Qu'en déduit-on pour les cotés de la ligne polygonale L de

sommets successifs : O, A, A, ..., A,,...7

Comment faut-il choisir O pour que L soit fermée ? Construire le point V et la ligne L
) 2% : :

pour: a=5 et 0= - (Série C. Paris. juin 1971.)

3 Dans I'ensemble. €, des complexes, on désigne par z le nombre x 4 y/i, parz
son conjugué x — y/ et par z' le nombre x'+ y'i. Soit & + &/ un complexe
particulier, tel que : a2 — b2 £ (.

D autre part, dans le plan (P}, rapporté a un repére formé par un point O el une base

orthonormée U ;) on associe aux complexes z et z’ respectivement les points M,
de coordonnées (x, y), et M’, de coordonnées (x', ¥'). Soit A le pointde coordonnées
(a. b).

On suppose alors que les complexes z et 2’ vérifient la relation : 2' = az + biz:
le point M’ est, par conséquent, I'image du point M par une application du plan (P)
dans lui-méme. |l est clair que cette application dépend du point A et I'on note
M = fa(M).

Soit F I'ensemble des applications fa, lorsque le paint A varie de telle sorte que
a2 — b2 #£0.

1o Quelle est la partie de (P) que peut décrire le point A?

Exprimer les coordannées (x', y') du paint M’ en fonction des coordonnées (x, y) du
point M et des constantes a et b.

Inversement, exprimer x et y en fonction de x', y', a et b.

De quel point le point A est-il I'image par fa?

20 Soit A’ un point de coordonnées (a', b'), telles que a'2 — £'2 5 0 il lui corres-
pond une application far de I'ensemble F. Soit M" le point image de M’ par fy:.
Calculer les coordonnées (x", y") du point M" en fonction de x et de y et des
constantes @ b, a et b'. En déduire que I'application composée farofs des
applications 7a et fa/ appartient a I'ensemble F.

Montrer, enfin, que F est un groupe commutatif pour la loi de composition des appli-

cations.
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3% #) Le point M'(x'. y) étant I'image du point M(x, y) ‘par J'a'!:aphclatl'cn fa, Calcu|py
x +y et x' —y enfonction de x et de y. En déduire qu'il existe deux droites.
(A) et (\'). que 'on définira, et qui sont invariantes par /. |

b) Soit M, (x,.y,) 'image du point M(x, y) par i'humuthéue de centre O gy de
rapport @ + b. Calculer les coordonnées (xy. ;) du point My, Mantrer que |e

vecteur M;M.’ est paralléle a la seconde bissectrice des axes du repére,
c) Ladroite (M,M’) rencontre la premiére bissectrice en up point H de coordonnges
X+y _xi+n

(xg. ¥o). Montrer que : xy = g = 7 en déduire la valeur du rapport
tﬁﬂ— en fonction de a et b.
HM,

4> On suppose désormais que @ a? — b2 = 1.

@) Mantrer que les courbes, qui vérifient I'équation : x? — y? = k (k & IR), sont
invariantes par fa,

b) Le point M décrivant le cercle (C) de centre O et de rayon 1, former I"équation
que vérifient les coordonnées. x" et y', du point M'. On adopte pour nouvelle hase de

LY

. 8 s T3}
(P) les vecteurs : | = - ! et J= /

\ 2 V2
Exprimer les coordonnées (x', ') du point M’ dans la base (;, f) en fanction de ses
coordonnées (X', ¥') dans la base {T J}
En déduire I'équation que vérifient X’ et Y’ lorsque M décrit le cercle (C). Quelle
est la nature de la courbe décrite par le point M'?

(Serie E, Besancon, juin 1972))

-4 A. Le plan euclidien (P) est rapporté & un re
d'axes Ox, QOy.

A I'application de C dans C, définie Par. z——s Z=iz4+(1 -/ z (cu] z est

le conjugué de z) correspond alors la transformation, T, du plan {P) qui, & m
d'affixe z, associe M d'affixe Z.

12 Vérifier que le milieu du segment [mM] appartient 3 |'ax
tinct de M. Ia droite (mM) a une direction fixe. On pourra, par exemple, exprimer
d'abord les coordannées X et ¥ du point M en fanction des coordonnées x et y du

point m (dans le repére R). En déduire que la transformation T est une symétrie
oblique d'axe Ox, dont on précisera la direction.

pére orthonormé (O_ v, v}, noté M,

e Ox et que, si m est dis-

24 a) Soit MR' le nouveau repére orthornormé

(0. Et. ;‘.'-) défini dans le plan (P)
par (0, a") =

» oo .

= (o0 = est un nombre réel donné) et par (-’? v’) =T

Montrer que les affixes z et 2' d’'un méme point m dans les repéres respectifs it et R’
sont ligées par la relation z = 2' (cos w + /sin ).

Exprimer, en fonction de 2’ et 7

. I'affixe Z' (dans le repare #M')de l'image M de m par
la transformation T, '

- .
b) On prend o = 3 Montrer que Z' = j2' — iv2z,
Calculer alors les coordonnées X' et Y’
x" et y' du point m (dans le repére '),

En déduire une équation dans @', de I'image (I') = T(y) par T du cercle (y) de
centre O et de rayon 1. Quelle est la nature de (ry?

Dessiner (y) et (I') sur une méme figure ; préciser quels sont leurs points communs,
en s'appuyant sur la nature géométrique, trouvée ay 12, de la transformation T.

du point M en fonction des coordonnées
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B On associe a tout couple (a, b) de nombres complexes |'application, /, , de C
dans C, délinie Par: f,0(2) = az 4 b2

1o Mﬂlfrt‘ (Fawof,)(2) — 2, cest-a-dire £, ,[£,,(2)] —z. sous la forme
Az + Bz Ael B étant deux constantes complexes.

Démantrer que Az + Bz est nul pour tout z s/, et seulement si, A = B = 0. (On
pourra pour cela donner 3 » les valeurs 1 et i)

Traduire alors par un systéme, S. de
pour que f, ,, soit involutive,

Que deviennent ces relations pour b =
£ involutives) et pour bz07?
Verifier que les valeurs a =/ g1 p = T — 7,
nent dans ce dernier cas.

2° Dans cette question, £, , est
On considére maintenant ©

deux relations entre a, b, 2 et b la condition
0 (on montrera qu'il existe deux applications
utilisées dans la partie A, convien-

Supposée quelconque, involutive ou non.
Comme un espace vectoriel sur IR

a) Démantrer que I'application far de © dans C
comme base de C ; calculer fao(1) et £, ,(f).

b) Soit ¢ une application linéaire quelconque de © dans C. définie par sa matrice

p 5 -
M= (, r.r) relativement a B, p, g, et s étant quatre réels,

est linéaire. On prend B = (1, /)

Démontrer qu'il existe une application £, , qui coincide avec @ ; aceteffet, on calculera
2(1) et (/) et I'on exprimera 7 et & au moyen de p, q, r et s,

c) Deéduire alors du systéme S de relations trouvées, précédemment, un systeme
de relations entre p, g, r et s traduisant la condition pour que @ soit involutive.
Trouver directement ces relations, en calculant .12, ¢c'est-a-dire AL % . AL

(Série C, Paris. juin 1972.)

5 1°a) On considére I'application lindaire de IR? dans lui-méme qui, dans la base

1 (0) . V3 —1

. + est représentée par la matrice : = ( — |-
(o) 1 s i 1 4/3,
Quel en est le noyau ? Quelle est la matrice de I'application réciproque ?

—+ - "

b) Soit (P) un plan muni d’un repére orthonormé R = (0, U, V)_ Soit T la trans-
formation de (P) qui, au point de coordonnées x, y, associe le point de coordonnées
X Ytellesque: X=xvV3—y et Y=x+yV3 |
Montrer que T est une similitude, dont on précisera le centre, le rapport et | angle
¢) Soit (E) I'ensemble des points de (P) dontles coordonnées X, Y, dans le repére R,
vérifient la condition : 7X2 4+ 13Y2 — 64/3 XY — 24X — 84/3 Y ~16=0.
Soit (e) I'image réciproque de (E) par T. Montrer que (e) est une conique, dont on

précisera la nature et le centre, (
2° On pose, pour tout point m de (P), de coordonnées x et y dans le repére A :

e=0m et 0= (U Om) (de sorte que x=pcosf et y = esin0).

- . g 2 _
On considére la conique de (P) d'équation: (x —4/3)* + 4y2 T 4,
2 —1/3cos B
b) Quel est (dans le repére ) le nombre complexe associé & la transformation T
(c'est-a-dire le nombre complexe, «, tel que l'on ait: X + /Y = a(x + iy), pour
tout couple (x.y) de nombres réels)? Ecrire sous forme trigonométrique I'affixe z
dc":ln t:soint m de'la conique précédente, CalculerIaffixe Z de son transformé M = T(m);
donn';r la partie réelle X = f(0) et la partie imaginaire Y = g(0) de Z. Donner, sans
aucun calcul, la relation indépendante de ! liant X = £()) et Y = g(0).

a) Montrer que cette équation se met sous la forme: p =

3N
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30 Le plan (P) est toujours muni du repére dt,
. I r T
a) Quelle est la matrice r, associée a la rotation, R, de centre O et d'angle é?

Quelle est la matrice, a, associée a la transformation, A, qui, au point de coordonnées
(x. y), fait correspondre le point de coordonnées (x,2y)7

Soit S la transformation Ro Ao R~ . Calculer la matrice, s, qui lui est associée,

b) On note t la matrice définissant la transformation T. Calculer st et ta. Quelle est

la nature géométrique de I'image de la conique (e) par la transformation SoT?
(Série C, Reims, juin 1972, partiel.)

6 A. 1° Seit un espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3, muni d'une

> > Ok

base orthonormée directe (i, 2 k). On considére I'endomorphisme, o, défini par

x’=%(x—-2y—22).

-

> = > =I5 1
fJu(x.y z)eE cr(u) =u'(x".y'.2) tel gque: "= 5{— 2x+y—22),

z’=%{—2x—2y+z}.

Calculer les coordonnées de c:(.:"), a(f) et ﬁ(E). En déduire que (o) est un
endomorphisme orthogonal, Comparer le produit vectoriel o (.T) AT (;) au vecteur
o (I’) En déduire que (o) n'est pas une rotation vectorielle. Déterminer I'en-
semble, P. des é&léments invariants de E par (a).

En déduire la nature de (o).

20 On considére les symétries orthogonales, o, et g, de E par rapport aux plans
respectifs suivants :

P d'équation x +y+2=0 et uFr’z d’éguation x*\/ﬁ +y—2z=0
Déterminer la nature de 'endomorphisme, ¢, de E défini par: ¢ = Gz00y.
Préciser les équations de I'ensemble, A, des éléments invariants par .

32 On appelle I le plan vectoriel de E orthogonal & A et R la restriction de G au
plan 1.

a) Le plan Il est orienté par la détermination d’un vecteur K’ unitaire de A. Calculer
les coordonnées de ﬁ. sachant que son abscisse est choisie positive. Soit ;1 et Ez
deux vecteurs respectivement orthogonaux a 31 et & Fz. On pose (;}1 ;;) = 0.

b) En déduire sin 6 a I'aide du produit vectoriel des deux vecteurs orthogonaux a

- - z - , R
P. et & P». Calculer cos ), puis définir la mesure, 0, & k= prés de I'angle (D:. Dz)

5 = - N c . = - e
des droites, D, et Dz, intersections respectives des plans P, et P> avec Il

i
En déduire que I'application R dans II est une rotation vectorielle, dont on donnera

I'angle e.
B. Dans cette partie, on considére le plan affine euclidien (IT) associé au plan vecto-

riel euclidien Ii de la partie A. Le plan (I1) est muni d’un repére orthonormé (0, T j)

Soit (r) la rotation plane de centre O etd’angle — z?n On appelle opérateur complexe

d'une application £ de (I1) dans (I1). la relation entre z = x + iy affixe d'un point M
de (II), de coordonnées (x,y) et ' = x' + iy’ affixe du point M' = f(M).

de coordonnées (X', y').
10 Déterminer I'opérateur complexe de la rotation (r).
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2° Déterminer 'opérateur complexe de la similitude, S, d’angle — g et de rapport 2,

et qui fait correspondre au point O (0, 0) le point O'(1, — 2) : 0' = §(0).
32 En déduire I'opérateur complexe de I'application, §', définie par: S’ = Sor

Déterminer la nature de S’ et ses caractéristiques géométriques a |'aide de I'opérateur
de S

(Série C, Centre d'Outremer, juin 1972.)

7 Dans I'espace vectoriel orienté (E). de dimension 3. rapporté a une base ortho-

; e i - 1 r '3 A
normée directe (.', I k). on considére le vecteur w = E(—f + 2/ + fo) el

I'application, ©. de (E) dans (E), définie, pour tout vecteur v de (E), par:
1?( ‘-‘} = WAV (m A v est le produit vectoriel de P par !f)
s
10 a) Exprimerles coordonnées de ¢(v) a I'aide des coordonnées (x, . z) de v dans

la base (.". I E) En déduire que ¢ est un endomorphisme de (E). Quel est le noyau |
de ¢ ? Quelle est I'image de ¢ (notée Im ¢) ? |

) - 1 > . - > 1 * #* H
b) Démontrer que les vecteurs | = 3 (2." —j + 2.‘:) et J= 3 (2-' + 25 — -’f)
forment une base orthonormée de Im ¢ et que (i’ j. ;) est une base orthonormee
de (E).
Déterminerles vecteurs u(i) cg(j) et c;;(::) Montrer que la base (I+ Ji L:) est directe. I

* + > - .
¢) Calculer les coordonnées de :g(v) dans la base (I, J. m), en fonction des coordon-

nées (X. Y, Z) de : dans cette méme base.

29 Au vecteur ;'_, guelconque de (E), on associe, par I'application ¢, le wvecteur
u(v) = (©.v) o

a) Exprimer les coordonnées de -:J(':f) a I'aide des coordonnées (X, Y, Z) de v dans
la base (|' :J ;;) En déduire que ¥ est un endomorphisme de (E).

Quel est le noyau de {? Quelle est son image ?

b) Soit (3 + ) I'endomorphisme de (E). Exprimer (o + L,';)(:;) dans la base

(Ir J. :::) Quel est I'ensemble des vecteurs invariants de (E) par (o + ) ? En con-
clure que (g + ) est une rotation vectorielle, que |'on précisera.
¢) Quels sont les endomorphismes gqod et Yog?
39 On appelle O I'application de (E) dans (E) définie, pour tout vecteur v de (E).
par F)(;) = (::v v.
a) Définir I'application 0o g,
b) Si f est I'application ¢o0, démontrer que : F(v) = (&-v (E; A V).
Quelles sont les coordonnées de f(v) dans la base (T 3 [,:) 7

-
Quel est I'ensemble des vecteurs v de (E) tels que f(;) =07
Déterminer I'application 2 = fof.

(Série C, Dijon, session de remplacement 1972.)

8 A. On considére un plan affine euclidien orienté (P). Le plan (P) étant muni

=
d’un repére orthonormé direct {0. .",j). soit H, I'application de (P) dans (P) qui
au point M de coordonnées (x, y), fait correspondre le point M’ de coordonnées
| X' =kx —k —1,

x',y") définies par :
(x', y") | v = ky. k étant un nombre réel donné,
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a) Cette application H, est-elle une bijection ? A-t-elle des points invariants ? Dée,

miner la nature de 'application.
b) Etudier la figure transformée par H, d'une droite (D) d'équation

ax + by + ¢ = 0.
Donner les conditions pour que (D) soit globalement invariante.
c) Etudier la figure transformée du cercle (C) de centre A(1, 1) et de rayon 1.

B. Soit R I'application de (P) dans (P) qui, au point M de coordonnées (x, y), fait
correspondre le point M' de coordonnées (x', ') définies par :

) /2 2
K= oge (Xl 1) e y’=\'/T[x+y—1}-

a) Siz est 'affixe de M et 2’ celle de M', trouver z' en fonction de z. En déduire |a
nature de la transformation R, et la définir géométriquement.
b) Soit G le barycentre des points | (x = — 1, y = 0), M et M’, affectés des coeffi-
cients — 1,1 et 2,
Calculer I'affixe de G, en fonction de |'affixe z de M.
Trouver I'ensemble des points G si M décrit la droite (A) d'égquation x = 2.
¢) Etudier I'application RoH, (o étant le symbole de la loi de composition des
applications). Les deux applications R et H, sont-elies commutables ?
C. Dans le plan affine euclidien (P) on considére I'application S qui, au point M de
coordonnées (x, y), fait correspondre le point M’ de coordonnées (x', y') définies
parx' =y —1 et y' =x+1.
a) S est-elle une isométrie ? A-t-elle des points invariants ? Définir S géométrique-
ment.
b) SoitT = SoRoH, 3. (H\.'E est I'application de la question A ol k = *\"i).
Les applications S, R et Hy 3 sont-elles deux a deux commutables?

. , . 6x+1
Soit (I') la courbe d’équation y = ix—>
Trouver I'équation de (T'y) transformée de (1') par I'application T = SoRo H/3.
Etudier (I',). Préciser ses axes de symétrie, ses foyers, ses asymptotes, ses direc-

trices. En déduire ceux de (I).
(Série C, Toulouse, session de remplacement 1972.)

* r
9 A. Soit (i, ;‘) une base arthonormée du plan vectoriel euclidien, & un nombre
réel et f une application linéaire du plan dans lui-méme définie par :

+ - - - = = ES e
(7)) =T =ki +7 et £(j)=]=7 -«
1° Montrer que le couple (rr’* ;’J est une base du plan vectoriel. Ecrire la matrice N

de f dans la base (;;)
2° Calculer la matrice N2 = N x N. En déduire la nature de l'application fof.
B. Dans le plan affine euclidien rapporté au repére (D, ?}’} on considére |'applica-
tion affine T associée & I'application f et telle que I'image du point O par T soit le
point A de coordonnées (1, — 1)[T(0) = A].

1° Au point M de coordonnées (x, y). T fait correspondre le point M’ de coordon-
nées (x', y') [T (M) = M’']. Montrer que ces coordonnées sont liées par les relations
| x'=kx +y+1,

Ly =x—ky—1.

2° Démontrer que |'application T est bijective.

3° Démontrer qu'en général il existe un point invariant, que I'on déterminera. Dis-
cuter suivant les valeurs de k.

4o Déterminer |"application réciproque T-' de T,

C. Dans le plan complexe, soit 2z' =x'+ jy' [affixe de M’ et

I'affixe de M.

z=x+1
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10 o~ :
, Démﬂﬁfrﬂ: que z' s’exprime en fonction de z (conjugué de z) par :
Z=(k+i)z+1—,
2° k étant non nul
K - Par quelle transformation géométrique passe-t-on d’'un point
d'affixe z au point daffixe ' ? ’ Lies p
D. On s i i
2 Démnun;:?;% ma.;_ntenanl k= 0. soit T, 'application correspondante.
que Ty est une isométrie i g i
rapport & une droite. T R R o A
29 Soj i i
ks it Iaf parabole (P) d'équation y = (x — 1)2. Déterminer I'équation de la courbe
i Prans orr'nee de (P) par T,. Quelle est la nature de (P)?
_ .(' ) et (P") ont en commun deux points B et C; calculer |'aire de la partie du plan
limitée par les deux arcs BC de (P) et de (P').
(Série C, Amiens, session de remplacement 1972.)

10_ N'_B- — Les paragraphes a, b, et ¢ de la deuxiéme question peuvent étre
traités indépendamment du reste du probléme.

On désigne par (P) le plan euclidien rapporté & un repére orthonormé d'axes Ox, Oy
(unité de longueur : 3 ¢m).

1° a) Soit fla fonction de la variable réelle x définie par: F(x)= (x — 1)V 2x-

QUEl_ est son domaine de définition ? Est-elle dérivable en tout point de ce domaine ?

Etudier la variation de cette fonction f et tracer dans (P) la portion (C,) de sa courbe

représentative correspondant aux valeurs de x telles que 0 € x € 2.

b) Soit (C) I'ensemble des points M de (P) dont les coordonnées x et y satisfont 3

I'équation : y? — 2x(x —1)2 =0 et a la condition 0 < x < 2.

Montrer que (C) est 'union de (C,) et d'une courbe (C,). que I'on dessinera, déduite

de (C,) par une transformation simple de (P).

Préciser les coordonnées des points communs & (C) et a la droite (A) d'équation
=X

¢) Soit (I') I'ensemble des points M de (P) dont les coordonnées x et y satisfont

a I'équation :  (y? + 4x2)2 —4x2(x2 4+ 1)2 =0

et a la condition — 2 < x < 2.

Montrer que (I'") est l'union de (C) et d'une courbe (C'), transformée de (C) dans

une symétrie, que I'on précisera.

Dessiner (I') sur une figure distincte de la figure utilisée aux paragraphes a et b,

d) On considére enfin I'ensemble (I'') des points M de (P) dont les coordonnées

x et y satisfont & I'équation : (x2 4 4y?)2 —4y?(y2 +1)2 =0

gt alacondition—2 €y < 2.

Montrer que (') se déduit de (I') par une symétrie, que l'on précisera (on ne

dessinera pas (I'), dans cette question).
2° a) A tout nombre complexe non nul, «, on associe I'application f,, de € dans C,

définie par: fy(z) = wz et I'application g, de € dans € définie par g4(2) = « 2,
ol z est le conjugué de z. On désigne par & I'ensemble de toutes les applications
f, et g, ainsi définies. o

Soit A et . deux nombres complexes non nuls, distincts ou non.

Déterminer les images de z par les applications composées . f,0f,, guog:, guof
et f,og; et vérifier que ces applications composées appartiennent 3 &.

Maontrer que I'ensemble & constitue un groupe pour la composition des applications

(on précisera |'application réciproque de fy et cellg de g;).
b) Montrer que I'ensemble K= {1, —1,i —1i} estun groupe pour la multipli-

cation. ; -
En déduire que |'ensemble (E) des huit applications fy, f_y, f;, f_,, 91, g_,. @,

et g_, est un groupe pour la composition des applications (sous-groupe de ) ;

on ne demande pas d'écrire /a table de ce groupe.
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¢) A chaque application f; correspond une transformation T, du plan (P) qui a m
d'affixe z associe le point T, (M) d'affixe 7,(2).

De méme a chaque application g, correspond une transformation S, du plan (P)
qui & M daffixe z associe le point 5, (M) d'affixe g,(z).

Quelle est la nature géométrique des transformations T, et S, 7

Préciser la nature géométrique des huit transformations T, T_4. T, T_,. §;, §_,, §,
et S_, qui correspondent aux huit applications de (E).

Déduire du 2°, b que ces huit transformations forment un groupe (G) pour la compo-
sition des transformations.

d) Vérifier que l'ensemble (1)U (1") de la premiére question est invariant par I'une
quelcongue des transformations du groupe (G).

En remarquant que T, = S,0S,, montrer que T, transforme (I') en (I").

Dessiner alors (1) sur le méme graphique que (I') (le candidat pourra utiliser a

cet effet I'une ou I'autre des transformations S, et T, @ son choix).
(Série C, Paris, session de remplacement 1972.)

11 Soit, dans &., la droite A d'équation x = y; on désigne par y'y la droite passant

par O et de vecteur directeurf. par Sy (resp. S,)la symétrie d’axe la droite A (resp. y'y).
Soit # un nombre réel. On désigne par T, I'application de &, dans &, qui a tout point M

de coordonnées (::) associe le point M, de coordonnées (::1) définies par :
1

\ xy = hx

| ¥y = x4+ .“'-'j-’

1¢ Déterminer I'ensemble des points de &; invariants par T,.
2° Démoantrer que |'application T, est le produit, dans cet ordre de la symétrie Sy et

d'une application de &, dans &, & déterminer.
3% Spient & et ' deux réels. Déterminer les coordonnées de l'image par T, 0T,

d'un point M de &, de coordonnées (’:) Quelle est la nature de T_,oT,?

4° On pose: U=T,08,0T,08,08,.
Soit M un point quelconque de &; de coordonnées (:)

Calculer les coordonnées x' et y’ du point U(M) en fonction de x et y.
Démontrer que U est la composée d'une homothétie et d'une symétrie a déterminer.

12 12 Soit ¢ un endomorphisme de E; de matrice (z ?.‘)

- o -+ — 2
a) Soient v, vi;, w et w, les vecleurs de E; de composantes respectives : (

() G (C3) = ()

Déterminer les réels a, b, ¢, d tels que |'on ait : w = @ (;} et ;;1 =q (:’1)
Dans la suite du probléme, on donne aux réels a, b, ¢, d les valeurs trouvées ci-dessus.
b£) Démontrer que o est bijective et déterminer la matrice de ¢~ 1.

2° Soit f I'application affine de &, dans &,, d'endomorphisme associé ¢ et ayant

pour point invariant le point A de coordonnées (g) Soit M’ I'image par fd’un point M

quelconque de &, de coordonnées {i}

Démontrer que les coordonnées x’ et y' de M’ sont définies par :
(| x'=—4x+3y+4
ly=—=3x+2y+ 4
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3° Déterminer I'ensemble des Points de &, invariants par f
Démontrer que la droijt

& D d'équation cartésienne y = x est globalement invariante
par I,

Soient D, &t D, es droites de &, d'équations cartésiennes respectives -
2x—y—-2=0 el x—2y4+2=0

Démontrer que I'gn 5 - f(D,}) = D,

4° Solent s |a réflexion a
tion la direction de o

a) Calculer les coordonnées x” et ¥y da M

nées (:)

b) Calculer les coordonnées x, o
X

nées( )
\Y)

thine par fapport @ D et 5, la symétrie d'axe D, et de direc-

image par s d'un point M de coordon-

1y, de M, image par §, dun point M de coordon-

¢) Démontrer que 'ona: = 53,
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FTABLES NUMERIQUES

e
Mesure : Cos ¢
en degrés Sin ¢ Sin_g¢ == Cos 9
de l'angle ¢ Cos g Sin ¢
0 0,0000 0,0000 1,0000 90
9998 89
1 0,0175 0,0175 57,29 0,
2 0,0349 0,0349 28,64 0-9993 gg
3 0,0523 0,0524 19,08 0,998 44
4 0,0698 0,0699 14,30 0,9976 -+
5 0,0872 0,0875 11,43 0,9962
84
6 0,1045 0,1051 9,514 0,9945
7 01219 0.1228 8,144 0,9925 B3
8 0,1392 0,1405 7,115 0,9903 B2
o 0,1564 0,1584 6,314 0,9877 81
10 0,1736 0,1763 5,671 0,9848 80
11 0,1908 0,1944 5,145 0,9816 79
12 0,2079 0,2126 4,705 0,9781 78
13 0,2250 0,2309 4,331 0,9744 77
14 0,2419 0,2493 4,011 0,9703 75
15 0,2588 0,2679 3,732 0,9659 75
16 0,2756 0,2867 3,487 0,9613 74
17 0,2924 0,3057 3,271 0,9563 73
18 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 72
19 0,3256 0,3443 2,904 0,9455 71
20 0,3420 0,3640 2,747 0,9397 70
21 0,3584 0,3839 2,605 0,9336 59
22 0,3746 0,4040 2,475 0,9272 68
23 0,3907 0,4245 2,356 0,9205 67
24 0,4067 0,4452 2,247 0,9135 66
25 0,4226 0,4663 2,145 0,9063 65
26 0,4384 0,4877 2,050 0,8988 64
27 0,4540 0,5095 1,963 0,8910 63
28 0,4695 0,56317 1,881 0,8829 62
29 0,4848 0,5543 1,804 0,8746 61
30 0,5000 0,5774 1,732 0,8660 60
31 0,5150 0,6009 1,664 0,8572 59
32 0,5299 0,6249 1,600 0,8480 58
33 0,5446 0,6494 1,540 0,8387 57
34 0,5592 0,6745 1,483 0,8290 56
35 0,5736 0,7002 1,428 0,8192 55
36 0,5878 0,7265 1,276 0,8090 54
37 0,6018 0,7536 1,327 0,7986 53
38 0,6157 0,7813 1,280 0,7880 52
39 0,6293 0,8098 1,235 0,7771 51
40 0,6428 0,8391 1,192 0,7660 50
a1 0,6561 0,8693 1,150 0,7547 49
42 0,6691 0,8004 1,111 0,7431 48
43 0,6820 0,9325 1,072 0,7314 47
44 0,6947 0,9657 1,036 0,7193 46
45 0,7071 1,0000 1,000 0.7071 45
. Mesure
Cos ¢ Cos ¢ Sin o Sin o en degrés
Ly Cos ¢ de I'angle ¢
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TABLES NUMERIQUES

Mesure .
en 'grades Sin g Sin ¢ Coso Cusi
de I'angle ¢ Cos g Sin ¢
0 0.0000 0,0000 1,0000 100
1 0,0157 0,0157 63,66 0,9999 99
2 0,0314 0,0314 31,82 0,9995 98
3 0,0471 0,0472 21,20 0,9989 97
4 0,0628 0,0629 15,89 0,9980 96
5 0,0785 0,0787 12,71 0,9969 95
6 0,0941 0,0945 10,58 0,9956 94
7 0,1097 0,1104 9,058 0,9940 93
8 0,1253 0,1263 7,918 0,9921 92
9 0,1409 0,1423 7,026 0,9900 91
10 0,1564 0,1584 6,314 0,9877 90
11 0,1719 0,1745 5,730 0,9851 B9
12 0,1874 0,1908 5,242 0,9823 88
13 0,2028 0,2071 4,829 0,9792 87
14 0,2181 0,2235 4,474 0,9759 86
15 0,2334 0,2401 4,165 0,9724 85
16 0,2487 0,2568 3,895 0,9686 84
17 0,2639 0,2736 3,655 0,9646 83
18 0,2790 0,2905 3,442 0,9603 82
19 0,2940 0,3076 3,251 0,9558 81
20 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 80
21 0,3239 0,3424 2,921 0,9461 79
22 0,3387 0,3600 2,778 0,9409 78
23 0,3535 0,3779 2,646 0,9354 77
24 0,3681 0,3959 2,526 0,9298 76
25 0,3827 0,4142 2,414 0,9239 75
26 0,3971 0,4327 2,311 0,9178 74
27 0,4115 0,4515 2,215 0,9114 73
28 0,4258 0,4706 2125 0,9048 72
29 0,4399 0,4899 2,041 0,8980 71
30 0,4540 0,5095 1,963 0,8910 70
31 0,4679 0,5295 1,889 0,8838 69
32 0,4818 0,5498 1,819 0,8763 68
33 0,4955 0,5704 1,753 0,8686 67
34 0,5090 0,5914 1,691 0,8607 66
35 0,5225 0,6128 1,632 0,8526 65
36 0,5358 0,6346 1,676 0,8443 64
37 0,5490 0,6569 1,622 0,8358 63
38 0,5621 0,6796 1,471 0,8271 62
39 0.5750 0,7028 1,423 0,8181 61
40 0,5878 0,7265 1,376 0,8090 sg
0,7508 1,332 0,7997 5
:12 g:g?g; 0,7757 1,289 0.7902 gg
43 0,6252 0,8012 1,248 Ugﬂﬂg 2
44 0,6374 0,8273 1,209 0,770 o
45 0,6494 0,8541 1171 0,7604 -
46 0,6613 0,8816 1,134 0,7501
47 0.6730 0,9099 1,099 0,7396 =3
48 0,6845 0,9391 1,065 0,7290 gf
. 49 0,6959 0,9691 1,032 3.3{1] _ﬂ E0
50 0,7071 1,0000 1,000 ( .
esure
Cos o Sin ¢ Sin ¢ en grades
Cos'p de I'angle P
Sin ¢ Cos o
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TABLES NUMERIQUES

X cos X sin x tg x X cos X sin x tg x
—_—
050 | 08776 04794 | o8
o : 2 g 0100 0.51 0,872 7 0,488 2 0,5? )
0,01 1 0,010 0 ; g,
0,02 0,999 8 0,020 0 0,020 0 0,52 0,867 8 04969 | 0573,
0,03 0,999 6 0,030 0 0,030 0 0,53 0,862 8 05055 | 0585
0,04 0,999 2 0,040 0 0,040 0 0,54 | 08577 0,514 1 0,599 4
0,05 0,998 8 0,050 0 0,0600 || 0,55 | 08525 05227 | 061
0,06 0,998 2 0,060 0 0,060 1 0,56 0,847 3 05312 | op7
0,07 0,997 6 0,069 9 0,070 1 0,57 0,841 9 06396 | 084, .
0,08 0,996 8 0,079 9 0,080 2 0,58 0,836 5 05480 | 0,655 2
0,09 0,996 0 0,089 9 0,090 2 0,59 | 08309 05564 | 0,663 ¢
0,10 0,995 0 0,009 8 0,003 0,60 0,825 3 0,564 6 0,684 1
0,11 0,994 0 0,109 8 0,110 4 0,61 0,819 6 0,5729 | 0698 g
0,12 0,992 8 0,1197 0,120 6 0.62 0,813 9 05810 | 07138
0,13 0,991 6 0,129 6 0,130 7 0,63 0,808 0 0,589 1 0,729 1
0.14 0,990 2 0,1395 0,140 9 0,64 0,802 1 05972 | 07425
0,15 0,988 8 0,149 4 0,151 1 0.65 0,796 1 06052 | 07607
0,16 0,987 2 0,159 3 0,161 4 0,66 0,790 0 0,613 1 0,776
017 0,985 6 0,169 2 01717 0,67 0,783 8 06210 | ‘0,792
0,18 0,983 8 0,179 0 0,182 0 0,66 0,777 6 06288 | 08087
0,19 0,982 0 0,188 9 0,192 3 0.69 0,771 2 06365 | 0,8253
0,20 0,980 1 0,198 7 0,202 7 0,70 0,764 8 0,6442 | 0,842
0,21 0,978 0 0,208 5 0,213 1 0,71 0,758 4 0,6518 | 0,8595
0,22 0,975 9 0,218 2 0,223 6 0,72 | 0,751 8 0,6594 | 0,877 1
0,23 09737 0,228 0 0,234 1 0,73 0,745 2 06669 | 08949
0,24 0,971 3 0,237 7 0,244 7 0,74 0,738 5 06743 | 0,9131
0,25 0,968 9 0,247 4 0,255 3 0,75 0,731 7 06816 | 09316
0,26 0,966 4 0,257 1 0,266 0 0,76 0,724 8 06889 | 09505
0,27 0,963 8 0,266 7 0,276 8 0,77 0,717 9 0,696 1 0,969 *
0.28 0,961 1 0,276 4 0,287 6 0,78 0,710 9 07033 | 09587
0,29 0,958 2 0,286 0 0,298 4 0,79 | 0,7038 0,710 4 1,008
0.30 0,955 3 0,2955 0,309 3 0,80 0,696 7 0,717 4 1,029¢ |
0,31 0,952 3 0,305 1 0,320 3 0,81 0,689 5 0,724 3 1,050
0,32 0,949 2 0,314 6 0,331 4 0.82 0,682 2 0,731 1 1,071
0,33 0,946 0 0,324 0 0,342 5 0,83 0,674 9 0,737 9 1,093
0,34 0,942 8 0,3335 0,353 7 0,84 0,667 5 0,744 6 1116
0,35 0,939 4 0,342 9 0,365 0 0,85 0,660 0 0,751 3 1,138
0,36 0,935 9 0,352 3 0,376 4 0,86 0,652 4 0,757 8 1,161 6
0,37 0,932 3 0,361 6 0,387 9 0,87 0,644 8 0,764 3 1,185 3
0,38 0928 7 0,370 9 0,399 4 0.88 0,637 2 0,770 7 1,209 7
0,39 0,924 9 0,380 2 0,411 1 0,89 0,629 4 0,777 1 1,234 6
0,40 0,921 1 0,389 4 0,422 8 0,90 0,621 6 0,783 3 1 260,2
0.41 0,917 1 0,398 6 0,434 6 0,91 06137 0,789 5 1,286 4
0,42 0,913 1 0,407 8 0,446 6 0,92 0,605 8 0,795 6 13133
0,43 0,909 0 0,416 9 0,458 6 0,93 0,597 8 0,801 6 1,340 9
044 | 03048 0,425 9 0,470 8 0,94 0,589 8 0,807 6 1,369 2
0,45 0,900 4 0,435 0 0,483 1 0,95 | 05817 08134 | 1,3984
0,46 0,896 1 0,443 9 0,495 4 0,96 05735 0,819 2 1 428 4
0,47 0,891 6 0,452 9 0,508 0 0,97 0,565 3 0,824 9 1,459 2
0,48 0,887 0 0,461 8 05206 0,98 0,557 0 0,830 5 1,491 0
0,49 0,882 3 0,470 6 0,533 4 0,99 0,548% 0,836 0 1:523 7
0,50 0,877 6 0,479 4 0,546 3 1.00 0,540 3 0,841 5 1,657 4
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aftinité 164
affixe 42 43
algébrique (forme... d'un nombre
complexe) 35
andles 212, 216, 224
anneau 9
antidéplacement ' 253
apsligation (affine, linéaire) 141,19
A:jdment d'un nombre complexe 50
argument d'un nombre complexe 50
automorphisme 12
asyiyptote d'une hyperbole 320
barycentre 104
barycentrigues (coordonnées...) 108
based’un cdne,d'un cylindre 356,359
base.d’un espace vectoriel 17
bilingaire (forme... symétrique) 222
bli}'t"‘fll 84
sactrice 229
4
ihique (base... de C) 3
L e;;enne (équation...) 95, 97, 99
. ughy-Schwarz (inégalite de...) 40
~1dles (relation de...) 84
combinaison linéaire 15
comiilexe (nombre...) - 35
“umposantes d'un vecteur 17
céne de révolution 359
conigue 309
corugués (nombres complexes...) 36
cOr[t:L\\_ 10
cylindre de révn‘iTJTn‘anx 359
dépendance linéaire - 17
déplacement 283
determinant (de deux vecleu;sh
d'une matrice) 217. 23
dimension d'un espace vectoriel 18
direction d'un sous-gspace affine 83
directrice d'une conique 325
distance 43, 242
ellipse Nz

endomorphisme 12
endomorphisme orthogaonal 180
équibarycentre 104
espace (affine, vectoriel) 84,13
excentricité d'une conique 326
Euclide (théoréme d’...) 91
euclidien (espace affine..., vectoriel...)

242, 39
foyer d'une conique 325

génératrice (d'un céne, d'un cylindre)

366, 359
génératrice (famille...) 16
groupe g
groupe lingaire 122
hélice circulaire 363
hélicoidal (déplacement...) 267
hamomarphisme 11
homothétie (affine, vectorielle) 150, 19
hyperbole 313
image 116
imaginaire (pur, partie..,) 35
indépendance (linéaire) 17
invelutif (automorphisme...) 123
involution affine 159
isobarycentre 104
isométrie 180, 249
isomorphisme 12, 34
Klein (groupe de...) 273
Leibniz (fonctions de...) 102, 246
libre (famille...) 16
lige (fdmille...) 17
linéarisation 57
matrice d'une application linéaire 20
matricielle (forme... d'un nombre
complexe) 35
mesure d'un angle 218, 228
module d'un nombre complexe ag
Moivre (formule de...) . 53
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na' (vecteur) 203, 24;
norme 46
noyau 1"
orientation 200

orthogonal d'un sous-espace vectoriel 177
orthogonaux (sous-espaces vecto-
riels..., vecteurs...) 175, 40

orthonormé (e) (base.... repére...) 40, 43
" parabole 310
paralleles (sous-espaces affines...) 91
paramétre d'une parabole 324

paramétriques (représentations...) 95, 97, 99
pas d'une hélice circulaire 363
perpendiculaires (sous-espaces affines) 242

point image d'un nombre complexe 43
produii scalaire ) 39
produit vectoriel 219
projecteur (vectorigl, affine) 123, 154
Projection (vectorielle, affine) 126, 157
propre (sous-espace vectoriel) 71
rabattement 352
racines carrées, racines pidmes 46, 54
réduite (équation d'une coniqgue..,) 312
réflexion affine 254, 255
réflexion vectarielle 189
repére cartésien 87
1éelle (partie. ) 35

rotation affine Bl

257, 267
rotation (géométrie descriptive) 348
rotation vectorielle 184, 197
similitude 286

somme de deux sous-espaces vectoriels - 74
somme directe de deux sous-espaces

vectoriels 76
sommet d'une conique 316, 320
Sous-anneau 10
SOuUs-corps 11, 34
sous-espace affine 88
sous-espace vectoriel 14
sous-groupe ) 10
supplémentaires (sous-espaces vec-

toriels...) : 77

symétrie affine
symétrie vectorielle

161, 254, 255

trigonométrique (cercle...)

trigonométrique (foerme... d'un nom-
bre complexe) 51

translation 84, 148

transformations géométriques de © 293
unitaire (vecteur...) 4

variété affine

Vecteur image d'un nombre 2
complexe 42

vissage 2677
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