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e DIaercloes commentés

Sur 2 a4 pages, des exercices clissiques sont suivis d'une bréve analyse de 'enonce et d'une coreonon
detallee qui pent servir de modele aux éleves,

e Le Jour du Bac

Sur une page, un exercice ou extrait de probleme du baccalauréat, entierement resola, met Jes cleves =
situation,

e Ixercices et problémes

Iy portent sur toutes les notions abordées dans le cours et sont classes par theme et didliouie
(m facile, ma moins lacile, mam diflicile).
Certains des exercices, repérés par la couleur rouge des m, ont leur réponse en fin d’ouvrage

A la fin du livre, pour micux vous repérer dans ce manuel, vous trouverez un index des mots cdes o
un index des méthodes.

Nous esperons ainsi répondre aux attentes de tous les utilisateurs de ce manuel par notre concepion
ouverte ef vivante des Mathématiques.

Len Awteurs
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COURBES

PARAMETREES

COURS 8
1. Définition d’une courbe paramétrée...........ccoervvrrvununne.... 8
2. Vecteur dérivé d’une courbe paramétrée .............cuu......... 9
E [.7‘! Y !‘!'!v{ PL'atiques T s (_ CAEY ;;.-’:?“.‘\hs‘;"‘,‘», e

113 Un lieu géométrique : 'astroide.........oeuereeerenmersnrenersnnsrrnnssnisnnns
112 O I'on utilise une rotation.........iiinciesiisiseieses s 11
11 Courbes de LiSSajous .........coeerureerninsiseensinsssissees s sesseessenes 12
- Méthode . el3

Comment étudier une courbe paramétrée
LE JOUR DUEBAC
| EXERCICES & PROBLEI

J v B O g
BJECTIFE
= e o M &9

B Introduire, pour I'étude de certaines courbes, une nouvelle représentation
qui ne soit plus lice a la notion d'équation cartésienne.

B Savoir étudier quelques représentations paramétriques, tracer la courbe
associée et définir la tangente en un point a cette courbe, dans les cas ne
présentant pas de difficultés.

B Usiliser des propri¢tés de parité et de périodicité pour limiter I'intervalle
d’étude.
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Préparatoire

' A ‘ » ) La cissoide et la duplication du cube
m Lobjectif de cette activité est d'introduire, i l'aide d'un exemple historique, la norféomn|
de courbe paramétrée. ~

1. DEFINITION DE LA CISSOIDE,

ETXTEFATIEA  Soit (0, 7, /) un repére orthonormal, 4 le point de coordonnées (1, 6, (€

Un certain nombre de aalola- 1o corcle de diameétre [0A4]. On note, pour tout nombre réel 1, (D), ) Ia dirersa
trices graphiques récentes per- : A
mettent de tracer ces courbes.  passant par O, de coefficient directeur . _
Pour le mode opératoire, repor- () ) coupe (C) en O et en un second point N(¢) et coupe la droite (4, j ) ==
tez-vous 4 la notice explicative {
fournie avec ce type de matéiel, UM point Q (t). ' '

On définit le point M(t) par la relation vectorielle :

OM(t)=N()Q(r).

»

. , . 1
1° Placez les points M () corcespondant aux valeurs suivantes de 7 : 0, T, 1

2,3,4.

Déduisez-en les points M (1) correspondant aux valeurs suivantes de ¢ : —

-1, -2 -3 -4

»

19| =

2 Caleulez, en fonction de ¢, les coordonnees des points Q (1) et N(¢).

3* On appelle (I') I'ensemble des points M (t), lorsque ¢ parcourt R.
Montrez que (') est I'ensemble des points M(x(¢), v(t)) tels que :

x(r) = ’Z‘" t —-"
- ;€ t)= .
| +¢° V() l+l2
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LE SAVIEZ-VOUS?2:
Les Grecs ont utilisé la cissoide,
étudiée par Diocles au II° siecle
avant J.-C., pour trouver une
valeur approchée de V2. On
raconte que ce probleme a pour
origine la construction d’un
temple : les habitants de Délos
auraient recu d’un oracle I'ordre
de construire un autel cubique,
dédié a Apollon, d’un volume
double de celui qui existait déja.

On dit que (I') est une courbe paramétrée car les coordonnées de ses
points dépendent du paramétre 1.

4" Comparez les coordonnées de M(—1) et de M(t). Que peut-on en
déduire pour (1) ?

8" Achevez le tracé, point par point, de la courbe (I).

(1) s'appelle 1a cissoide de Dioclés (mathématicien grec).

2. EQUATION CARTESIENNE

On se propose de trouver une relation entre les coordonnées x et y de tout
point M de (I'), caractérisant l'appartenance de M a (I'). Une telle relation
s'appelle une équation cartésienne de (I").

1° On suppose que le point M(x, y) est tel que :
2 3

t
Yrve VT
Montrez que x et y vérifient :  x(x>+y?) -y’ =0.

Vérifiez que cela est encore vrai pour le point O de (I).

avec x non nul. Alors =

x I=

2° Réciproquement, soit M (x, y) vérifiant la relation :
x(x*+y)-y’=0.
a) Si x=0, quevauty?

b) Si x est non nul, on pose =

= I<

Calculez x et y en fonction de .

3° Montrez alors que la relation x(x*>+y?)-y>=0 caractérise I'appar-
tenance de M a (I).
C’est donc une équation cartésienne de (I).

3. LE PROBLEME DE LA DUPLICATION DU CUBE

Cest un des grands problémes mathématiques de I'Antiquité. Il s’agit, étant
donné un cube d’aréte a, de construire un cube de volume double du

, v e 5 3 g
précédent, c’est-a-dire d’aréte aV 2. 1l faut donc construire un segment de

3 T , , ) » \ . > b
longueur V2 a laide de méthodes géométriques, c’est-a-dire d’une regle et
d’un compas. Cest seulement au XIX® siécle que 'on a montré l'impossibi-
lité d’une telle construction.

Voyons donc comment la cissoide va nous aider a résoudre ce probleme.

1° Ecrivez une équation de la droite (AM (¢)), pour ¢ non nul.

2° Montrez que cette droite coupe I'axe (O, J) en P(t) de coordonnées
(0, r*). Faites une figure.

La donnée du point Q(¢) et de la cissoide permet de construire P(¢).
Expliquez comment, a partir de P(¢) et de la construction point par point de
la cissoide, on peut retrouver Q (). On peut donc, a partir de ¢°, retrouver

3
\J/F, donc trouver V2 a partir de 2...

3° Construisez alors le point P (0, 2) et le point Q associé. Mesurez AQ.

1. Courbes paramétrées — 7
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1 » Définition d'une courbe paramétrée

Définition 1| Le plan est muni d'un repére (0, £,/ ). Soit f et g deux fonctios
définies sur un méme intervalle /. : q g
Associons & ces deux fonctions le point M(t) de coor onnevj

(x(t), (1)) vérifiant :
pour tout élément ¢ de 1, x(¢)=f(t) et y()=g()- ;
On dit que Pensemble des points M(f) est une courbe paramgtrfg‘
plane dont une représentation paramétrique dans le repere (0,i,7)
{x=f0)
y=g(t), tel

est :

= Remarques
S SAVIEZVOU Toute courbe (C) d’équation cartésienne y=f(x), x élément d’un
ouvent e point M(r) est ié au A f 340 trée. 11 suffit d
paramétre temps; on dit alors mte.r\falle 1, peut étre cgnmderee comme une courbe paramétrée. I e
que M(r) est un point mobile, ou  Choisir x comme paramétre.
lﬂ position du point mobile i
linstant «. La courbe (C) décrite ¢ systeme d’équations
par ce point M(t) s'appelle, en
cnematique, la trajectoire du

xX=t

constitue alors une représen-
y=r@t), tel

tation paramétrique de (C).

point mobile. ; .
La notion de courbe paramétrée généralise donc la notion de courbe gque
vous connaissez déja. »
Equation cartésienne
Soit (C) une courbe paramétrée, dont un systéme d’équations paramétriques
x=f(@)
est
y=g(), tel
S'il existe une relation liant x et y, équivalente au systtme précédent, et
caractérisant donc I'appartenance du point M (x, y) a la courbe précédente,
on 'appelle équation cartésienne de la courbe (C).
ENLWIPLE R
Soit (C) la courbe dont une représentation paramétrique dans le repere
X=sint
(0,1, ] ) est : ’ tE[ n n]
) = cos 2t, -=;=1.
) 272
On sait que :  cos 2r=1-2sin’¢; alors y=1-2x%
Le point M(t) appartient donc a la parabole d’équation y =1 - 2x2
. mom o, B id ag
Cependant, lorsque ¢ décrit I:_E ; ;jl, sin ¢ décrit 'intervalle [— 1 ; 1].
L’ensemble des points M (¢) est la portion de parabole d’équation cartésienne
y=1-2x% x€[-1;1)
8
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2 » Vecteur dérivé d'une courbe paramétrée

Définition 2| Soit / et g denx fonctions dérivables en on nombre réel 4, d*un
r=f(r)

intervalle 7, (C) Ia courbe paramétrée d'équations {
y=glt), t&f
dans le plan munl d*un repére (0, 1, /).

On appelle vectenr dérivé au point M(1,) de Ia conrbe (C) le vectenr

V(r,) défind par ¢
a =rre) g,
doM

Ce vecteur se note aussi @ ——— (1,).
[T

[T T T e —— —

Soit (C) le cercle de centre O et de rayon R. Une représentation paramétrique
de (C) est :

M (1)
x=Rcost VD \
y=Rsint, tER. : \'\\l
Le vecteur dérivé en M(f), noté V(¢), est 0 r

défini par :

Vi)=-Rsinti+Rcost].
©

D’ou | V(@] = R, donc V(f) n’est pas le vecteur nul.

Remarquons ici que ~ OM(¢) V() =0,

V(1) est donc orthogonal 4 la droite (OM (¢)) ; c’est donc un vecteur directeur
de la tangente au cercle (C) en M (¢).

= Notion de tangente

Propriété 1| Soit 7 un intervalle, (C) une courbe paramétrée dont une représen-
admise x=f(t)

y=g@), teL

Soit #, un point de I. On suppose les fonctions f et g déri-
vables en #,, et telles que le vecteur dérivé V_(tﬁ soit un vec-
teur non nul. ko

| La droite passant par M(f,) et de vecteur directeur V() est
- alors la tangente a (C) en M(t)).

]

tation paramétrique est {

exemple précédent illustre cette propriété.

+ Remarque

Nous avons déja rencontré la notion de tangente en un point M, d’abscisse x,
d'une courbe d’équation cartésienne y=f(x) (v E ) lorsque f est
dérivable en x,.

X=t

y=f(@), t€L
Déterminons alors 7@, obtenu pour la valeur £, du paramétre ¢.

7(t_05 = :T+f'(to)f; _V(_tos est un vecteur non nul, il dirige donc la
tangente a (C) en M,, qui a donc bien pour coefficient directeur ().

Cette courbe a pour représentation paramétrique {

1. Courbes paramétrées — 9
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Pratiques

1} r 14 . P ' "
:. Un lieu géométrique : I'astroide
I I De nombreuses situations géométriques conduisent a des ensembles de points dont

les coordonnées s'expriment d l'aide d’un paramétre. Nous donnons un exemple d'une telle courbe
qui me peut étre associée G une équation de la forme y = f (x).

LE SAVIEZ-VOUS?

Si vous utilisez une calculatrice
graphique, le mode RANGE
vous permet de limiter la plage
de valeurs de f en tenant compte
des résultats ci-contre.

in

Le plan est muni d’un repére orthonormal (0, i, f ). On considere le cercle
(I') de centre O et de rayon 8. Soit P le point de ce cercle tel que 'angle
(i, OP ) ait pour mesure £, ol f est un nombre réel de I'intervalle [- 7 ; 7]. On
désigne respectivement par 4, B et M les projetés orthogonaux de P sur I’axe
des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite (4B).

1° Démontrez qu’une équation de la droite (4B) est :
xsint+ycost—8sintcost=0.

2° Démontrez que les coordonnées x et y du point M s’expriment, en
x(f) =8 cos’ t

fonction de ¢, par : { .3
y(t)=8sin’ .

3° On se propose de tracer la courbe (), lieu géométrique des points A,
lorsque P décrit le cercle (I'), c’est-a-dire lorsque ¢ décrit I'intervalle [— 7T ; 7T ].

a) Comparez les points M(t) et M(-t), M(t) et M(m—1t), M(t) et
i
M (— - t). Dans chaque cas, quelle conclusion en tirez-vous pour la courbe

(4)?
b) En utilisant les trois résultats précédents, justifiez le choix de I'intervalle

[O; ;—IJ comme intervalle d’étude.

¢) On désigne par (4, ) la portion de la courbe () obtenue lorsque ¢ décrit

I'intervalle [0 : —]. Précisez les transformations qui permettent d’obtenir ()
a partir de (A,).

4° a) On suppose ¢ élément de J 0, T{J

Calculez x'(r) et y'(t). Montrez que le vecteur dérivé en M (¢) est colinéaire
aiu(t)avec wu(t)=(-cost)i+(sint) /.

b) On admet que #(r) est également un vecteur directeur de la tangente
lorsque f est nul. Déterminez alors la tangente au point M (0).

¢) Donnez un tableau résumant I'étude conjointe des fonctions x et y.

d) Tracez (A,) puis (A).

5° Soit M(f) un point de (A) tel que la tangente en M(¢) ne soit pas
parallele aux axes de coordonnées.

a) Ecrivez une équation de la tangente en M(t).

b) Cette tangente coupe I'axe des abscisses en R et I'axe des ordonnées en
0. Démontrez que le segment [RQ] a une longueur constante,
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i 1’ Ou I'on utilise une rotation...

Afin de réduire lintervalle d'émde d'une courbe paramétrée, on utilise le plus
souvent des réflexions on des symérries centrales, D'autres transformations géométriques peuvent étre
cfficaces : dany cet exemple, c'est le cay d'une rotation,

Le plan est muni d'un
repére orthonormal  direct

0.1.7).

1. QUESTION PRELIMINAIRE

. . n . .
Soit » la rotation de centre O et d’angle 3 Soit N(x, y) un point du

1 V3
X =—E)C——2 y
plan et N'(x', ') son image par r. Démontrez que :
’—ﬁx—.].
S Sl o

2. UNE HYPOCYCLOIDE

On se propose de tracer la courbe (C) dont une représentation paramé-
x(t) =2cos t — cos 2t

trique est : i .
. (t) = 2sin ¢ + sin 21, tER.

2 ;
1° Démontrez que M (t+ ?n) est I'image de M(t) par la rotation r.
-y EIRTY < 2n
Déduisez-en que I'on peut réduire 1’étude a I'intervalle | 0; 3|

cL _ . 2n
2° Etudiez les variations des fonctions x et y sur [0;?]; rassemblez les

‘résultats obtenus dans un tableau.

P I T 2m
3° On suppose que ¢ appartient a [O; 3 [u] 5 : ?]

Montrez que le vecteur u (f) =(sin ¢) P+ (1 + cos t)f est un vecteur
directeur de la tangente 2 (C) en M(¢).

. . m
4° On admet que le résuitat précédent reste valable lorsque ¢ = 3
. . m
Montrez que la tangente a (C') au point M (5) passe par O.

2
5° Tracez la partie (C,) de la courbe (C) lorsque ¢ décrit [0;;].

Précisez la tangente a (C) au point M (0).
En utilisant la rotation r, déduisez-en la courbe (C).

Un cercle (I') de rayon r, roule sans
glisser a Pintérieur d’un cercle (C) de
rayon R (ce qui suppose r <R). ©)
A Pinstant =0, M est en A,

Le lieu géométrique du point M
lorsque ¢ décrit [0; + co| est une
hypocycloide, Dans le cas particulier

R
ol r=z, cette hypocycloide est

une astroide.

1. Courbes paramétrées — 11
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i :l Courbes de Lissajous
_I, On appelle courbe de Lissajous la trajectoire obtenue en composant deux

mouvements sinusoidaux de méme origine, s'effectuant suivant denx directions (0, 1) et (0, )
orthagonales. On suppose ||| =] = 1.

On peut visualiser une telle courbe sur un oscillographe cathodique, lorsque l'on envoie des tensions
sinusoidales suivant deux axes orthogonaux. Ceci engendre sur l'écran un spot lumineux, dont la
trajectoire est une courbe de Lissajous.

LE SAVIEZ-VOUS? |

Jules Lissajous (1822-1880) est
un physicien frangais qui a étudié
la composition de mouvements
vibratoires.

Soit M (t) un point d’une courbe de Lissajous.

Les projetés orthogonaux N(¢) et P(¢) sur les axes

(0, 1) et (0, j) décrivant des mouvements sinu-
soidaux, on a :

ON(t) = a sin(w t + @),
OP(t) = b sin(w,1 + @,).

On appelle ¢, et @, les déphasages a 'origine.
Le point A (i) a pour coordonnées :

{x(l) =asin(w !+ @)

y(t)=bsin(w1+ @)

1° Montrez que le point M (¢) se trouve a l'intérieur d’un rectangle.

2° Soit (C,) la courbe de Lissajous de représentation paramétrique
x(t)=sint
y()=sin2t, (ER.

a) Comparez les points M (r+2m) et M(t), M(-1t) et M(t), M(t —t)
et M(¢r).
b) Déduisez-en qu’on peut réduire I'intervalle d’étude a [0; g]

¢) Déterminez le vecteur dérivé V(r), et montrez qu'il n’est jamais nul.
d) Aprés avoir étudié les variations de ¢~ x(t) et t=y(t) sur

i T
[0 ; 5], tracez la courbe (C,) en précisant les tangentes en M (0), M (Z)

™ 3 .
M (5), M (Tn) et M () et le carré dans lequel elle est inscrite. Quels sont les

points de contact entre la courbe et ce carré ?

3* Soit (C,) la courbe de Lissajous de représentation paramétrique :
X(r) = cos 3t

{y(t)=sinl+cos t, tER.

a) Déterminez les déphasages a Porigine g, et ¢,.

b) Comparez M (¢ + 2m) et M (1), puis M (¢t + ) et M(¢). Deduxsez en qu il
suffit d’étudier x et y sur [0; ].

¢) Etudiez les variations de x et Y5 tracez (C,) en prenant pour unité de
longueur 4 ¢m.
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7 |
Tethode

COMMENT ETUDIER
UNE COURBE PARAMETREE

La courbe (C) est définie par les équations {x= Ft) ou teEE
y=g(t),
CHOIX DE L’ INTERVALLE D’ETUDE 1

Périodicité ) e ,E_tudiez la périodicité éventuelle des fonctions f et g. Si T est une
période commune a ces deux fonctions, on choisit pour intervalle

d'étude [— I; I 5
2 2
Parité ) e Etudiez la parité des fonctions f et g. Si ces deux fonctions sont

paires ou impaires, on réduit I'intervalle d'étude a | 0; 3|

T T ”
Symétries } e Calculez f(E— t) et g(z— t); comparez-les a f(t) et
g(t) de facon a mettre en évidence une autre symétrie éventuelle

. T
de la courbe (€) et & réduire l'intervalle d'étude a [0; 2l

N e Si [ désigne Uintsrvalle d'étude réduit et (C,) la partie de
(C) correspondant & [, précisez les transformations permettant

d’obtenir (C) & pariir de {C)).
ETUDE DES VARIATIONS DE f ET ¢ 2

R ———————

e Résumez les résultats obtenus dans un tableau de variations
commun aux deux fonctions f et g.

e Précisez les points particuliers (points en lesquels la tangente a
(€) est paralléle aux axes de coordonnées).

TRACE DE LA COURBE 3

e Tracez la partie de (€) correspondant a t élément de /.

o Complétez le tracé de (€) comme prévu au 1 ci-dessus.

o Déterminez éventuellement les points communs a (C) et aux
axes de coordonnées.

o Il peut étre utile de mettre en évidence le sens dans lequel le
point M décrit la courbe (C) lorsque t croit dans E.

1 Conrhor naramétrdas = 13
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U_ EQUATION CARTESIENNE

On se propose d'étudier la courbe () définie par les
équations paramétriques :

X = Cos 2t
y=sin ’t

1° Justifiez le choix de

ou te R,

- n
0; ?-l comme intervalle

d'étude.
2° Déterminez une équation cartésienne de (). Tra-
cez (C). \

CoOMMENTAIRE i

On mettra en @uvre la démarche proposée dans
cet exercice chaque fois qu’il est possible de
déterminer une équation cartésienne de la courbe
(€) et d’identifier ainsi sa nature.

UNE soLuTioN

1° Réductiorr de I'ensemble d'étude
Les fonctions f et g définies sur R par :

f(t) = cos 2t g(t) =sin?t,
sont périodiques, de période m et paires. Ainsi,

et

) s
I'ensemble (C) est obtenu lorsque t décrit [0; E:I

2° Recherche d‘une équation cartésienne de (C)

e Il s'agit de trouver une relation entre x et y,
indépendante de t.

On sait que cos 2t=1-2sin? t;
est élément de (©), alors  x=1-2y.

donc si M(x, y)

¢ Comme, pour t élément de [0 G 721], cos 2t décrit

I'intervalle [-1; 1], sin? t I'intervalle [0; 1], (€) est

I'ensemble des points M(x, y) tels que :
x+2y-1=0
-1=x=<1, O=sy=<1

c'est-a-dire le segment [AB], ou A(- 1, 1) et B(1, 0).

)l

R —

RCICES

Commenltes

|2/ La carpIOiDE
S0it (¢) la courbe dont un systeme d’'équations
paramétriques, dans un repére orthonormal direct
(0,1, ] ) est:

{x f(t)~(11cost)cost

ou tER,
y=g(t)=(1+cost)sint .

19 En utilisant la parité et la périodicité des fonctions £
et g, réduisez l'intervalle d’étude et déterminez les
symétries de la courbe (€),

2° Etudiez les variations des fonctions f et g.

3° a) Montrez que, si t est distinct de 7, la droite
OM(t) a pour vecteur directeur u(t) avec :

b) Déduisez-en la tangente a (€) au point M (1) de |z
courbe (€), puis tracez la courbe (€).

S

£ 2 2% 2200 -
LOMAMIENTAIRE

 Cet exercice, trés classique, permet de mettre em
|(r.uvre le plan d’étude proposé dans la fiche
i méthode. On prétera plus particuliérement atten-
‘tion a la réduction de Pintervalle d’étude qui
| résulte des propriétés, connues, des fonctions
 sinus et cosinus.

58

Une soLUTION

1° Recherche des éléments de symétrie de (C)

Les fonctions sinus et cosinus étant périodiques de
période 2m, on peut étudier f et g sur l'intervaile
[~ m; m), 'ensemble des points de (€) étant obtenu
pour t élément de cet intervalle car, pour tER,
M(t) = M(t + 2m). o

D'autre part, la fonction sinus est impaire et la
fonction cosinus paire; donc pour t élément de

[-m;m):
{f( t) = f(t)

g(t)=-g(t)
Cela signifie que les points M(t) et M(- t), points de
(€), ont méme abscisse et des ordonnées opposées.
Ainsi, la courbe () est symeétrique par rapport a |'axe
des abscisses et on peut I'étudier lorsque t est élément
de [0; n).
2° Etude des variations de f et de g sur [0; =)
f et g sont des fonctions dérivables sur [0; m] comme
produit de fonctions dérivables :
t= 1+costett costdune part,
t 1+costettr sintdautre part.
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Leurs derivées respectives ' et g’ sont telles que : A la lecture du tableau de variations ci-contre, on peut
f'(t) = -sin t- 2 sin t cos t, préciser certaines tangentes a (C).

g'(t)=2cos® t+cost-1, oS t=0, lepoint Mesten A(2, 0); la tangente
4 (€) en A a pour vecteur directeur 2], elle est donc

1
leque: f'(t)=-2sint ti =],
STHETEHES ) : (cos ' 2) paralléle a 'axe (O, /).

un

: 1 33V3
g't) = fcant 1)(cos t“i)- o Sl t=g, le point M est en B(l—‘,—4 3);

o
Etude du signe de f'(t) sur [0; n) vecteur directeur de la tangente est alors - V37

e Si t€[0; «] alors sin t=0; celle-cl est donc paralléle & I'axe (O, 7).
1 . \ |
e CoOS T+ 52-0 équivaut a cos t= - 3 soit t élément e Si t=2?", le point M est en C(— %’ ?)’ un
.2 vecteur directeur de la tangente est alors — J; celleci
de |0; — |- 4 Y »
3 est donc paralléle a I'axe (O, J).

e Enfin, on remarque que, pour t=m on 3,
simultanément, f'(m1)=0 et g’'(m)=0; onne
peut, dans ce cas, conclure directement.

D'ou le tableau :

i
t ) o = |
il ~~ | 3° Etude de la tangente & (C) au point M(m)
| sin '1 ’ 9 N L O | a)si t#m levecteur
(cos t+3 } o 0 - ’ OM{(t) = (1 +cos t)[cos t 7 +sin t ]
o } o . - 0 + 0 | | estcolinéaire au vecteur non nul u(t) avec :
I | u(t)=costi+sint].
De méme pour g'(t) : b) Lorsque t=m le point M(t) est en O et,
- o I N lorsque t#m [e vecteur u(t) dirige la droite
7 | (OM(t)). Comme :
t ’ 0 = n - ; ;
3 i limcost=-1 et lim sint=0,
f -1 Pot—n T ot—n
cos t+1 } 12 + + 0 . . b .
1 1 1 3 | la droite variable (OM(t)) a pour position limite,
cos t_i } 3 + 0 = 3 lorsque t tend vers 7, la droite passant par O et de
g'(t) } 2 " 0 N 0 vecteur directeur Uy =~ 1.

Pl b { On dit que la courbe (€) admet pour tangente en O
I'axe des abscisses (O, 7).

Tracé de la courbe (C)

i
— |
; 0 T k3 21 - i Il s'obtient en plagant les points particuliers de la
} 3 2 3 : figure, avec les tangentes correspondantes a (€C). On
i i | effectue alors le tracé de (C) pour t élément de [0; ]
(0 } 0 = =3 = =1 &0 ‘% 1] : 4o $ 4my T
| et on le compléte par symétrie par rapport a (O, ).
— ([ 2o R o | On obtient ainsi une courbe, dénommée cardioide.
! 4
0 ) e ™ | &
i \ 1 1
1 -2 | !
gt } 2+ 0 - -1 - -1 - 0
et | F
i 3V3 \
] f—
| 4 \1 |
o )| T~ 1 B E
(Ié 4 \0 ] ’
{ 1
| B J

Vous savez que si f'(t) et g'(t) ne sont pas simultané-
ment nuls, alors le vecteur u(t)=f'(t) I+g'(t)J
est un vecteur directeur de la tangente a (€) au point
M(t).

1 Caimeas sanenssdusas 1:
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\ 'f f
Le plan est munt d*un repére orthonormal (0, 1,/ ). On se propose de tracer la
conrhe (¢*), ensemble des points M du plan dont les coordonnées sont définies

par ¢
x(r) = cos 2r

{y(r) =cos 3 onrER.

1° Préciser les valeurs de ¢ correspondant :

a) aux polnts on la courbe (€') coupe les axes ;

b) nux points d’abscisse 1.

2° Tracer la courbe (). (On admettra que la tangente a (C) au point A(1, 1) a

pour coefficient directeur z.)

ANALYSE DE L'ENONCE

L'énoncé conduit a résoudre des équations trigo-
nométriques élémentaires.

Rappelons que :

cos X=0 équivauta X = (2k + 1) goﬁk €z,

cos X=1 équivaut a X = k2w ou k € Z.

UNE soLuTion
1° a) e cos 2t=0 équivauta:
s " T
2t=(2k+ 1) 3 donc a t=(2k +1) 3 ou k€ Z.
La courbe (C) coupe I'axe des ordonnées lorsque :
7r
t=(2k+1)-.
(2k+1) 7
e cos3t=0 équivaut a:
s . T
3t=(2k+1) 3 donc a t=(2k+1) 4 ou keZ.
La courbe (€) coupe I'axe des abscisses lorsque :

t=(2k+ 1);-'.

b) cos2t=1 équivauta: 2t=k2m doncat=kn
ol kE Z. Les points de la courbe (€) d'abscisse 1
correspondent a  t=km.

2° Réduction de I'intervalle d'étude

e La fonction x est périodique, de période m; la
i : 2

fonction y est périodique, de période —3r—r Donc on

peut restreindre |'étude a un intervalle d'amplitude
2m, par exemple [-m; m].

1A

(Bac 1978)

e Quel que soitt, x(-t)=x(t) ety(-t)=y(t)-
Les points M(t) et M(- t) sont confondus. On peut
restreindre I'étude a [0; n).

e Quel que soit t:
x(m-t)=x(t) et y(m-t)=-y(t).
La courbe (C) est symétrique par rapport a I'axe des

abscisses. On peut réduire I'étude a [0; g:,

Etude des fonctions x et y :

x'(t)=-2sin2t et y'(t)=-3sin3t
Le signe de x'(t) et y'(t) est alors immédiat.

tho & & F z
x@p o - - -1 -8 - o
vl oo - - - 0o =+ 3
] T ], e e )

e 2 R ——
o) T0 — &2 = i

X
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Q.C.M.

Dans chacun des exercices suivants, une an moins
des réponses est exacte.

n Soit () la courbe d'équations paramétriques :

x(t)=sint et y-cos2t ou tEN
Les points M(t) et M( - t) sont symétriques par
rapport A l'axe des absCisses. i (N
Les points M(t) et M(t+n)  sont symeé-
triques par rapport A |'axe des ordonnées......... [l
La courbe (€¢) est la parabole d'équation
y=1- BRI RV AR R b e (]

Soit (€) la courbe d'équations paramétriques :

x=sint et y=sin2t ou tER.

Le point O est centre de symétrie de (C) .......... m]

Le vecteur 1+2] estun vecteur directeur de

la tangente en M(0) .cccoeiriinncnincienencnneenenns 0O
L '

La tangente en M (-2-) est verticale ..o, a
d .

La tangente en M (Z) est horizontale............... a

Chacune des courbes dont les équations paramé-
triques sont données ci-dessous est incluse dans une

parabole :
x=t2 et y=t* avec ITER...nn Q
x=1t2 et y=t avec tER....mn O

1 1 ;
x=t+;ety=t2+§ avec {€]0; +cof..... O

x=sintety=sin2t avec tE€[0; 27| eorveene 0

EXERCICES D'ENTRAINEMENT

Dans tous les exercices, le plan est muni d’'un repére
orthonormal (O, 1, J ).

PARAMETRAGES D'UNE DROITE
OU D'UN CERCLE

|}
n On considére les points A(-2, - 1) et B(4, 3).
Déterminez une représentation paramétrique :

a) du segment [AB];
b) de la demi-droite d'origine A ne contenant pas B.

RCICES & PROBLEM

L
e
Déterminez une représentation paramétrique de

ES__

la droite (D) passant par A(1, 2) et de vecteur
directeur G [ ]

L]
Déterminez une représentation paramétrique du
cercle (C) de centre (2(1, - 1), de rayon 2.

LJ
On donne : | A(-2,1) et B(4,1).
Déterminez une représentation paramétrique du demi-
cercle de diamétre [AB]| dont les points ont une
ordonnée supérieure ou égale a 1.

n
ﬂ Démontrez que la courbe (C) dont une représen-
tation paramétrique est :
x=cos t-sint
y=cost+sint te[0, 2n]

est un cercle que vous représenterez.

mm
ﬂ Soit (€) la courbe dont une représentation para-
métrique est :

x_1—t2

1+ t?

-2t

=— s+ .
Y 178 te[0; + of

Démontrez que (C) est un demi<cercle dont vous
préciserez le centre et le rayon.

EQUATIONS CARTESIENNES
ET EQUATIONS PARAMETRIQUES

Dans chacun des exercices 10 a 16, déterminez une
équation cartésienne du support de la trajectoire du
point M dont les coordonnées sont données en fonc-
tion du temps, noté t, avec t élément de [0; + .

u
m x(t)=t+1 et

y(t)=2t2-1.

x(t)=1+cos2t et y(t)=sint
] ]
x(t)=sint et y(t)=sin3t
]
x(t)=e‘ et y(t)=t-e &
B - T L i
X()—1+t2 y 1+t2'

1. Courbes paramétrées — 17
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L]
x(t)=cost-1 et

L}
m X(t)=2-sint et

y(t)=2sint+2

y(t) =1+ cos 2t.

TANGENTE A UNE COURBE PARAMETREE

Dans les exercices 17 a 20, déterminez un vecteur
directeur de la tangente a la courbe (C) de représen-
tation parametrique donnée, au point M (1,).

x(t)=t et y(t)=t-t5 avect,€{0, 1}.

]
W"‘(‘T)=t“1‘3 et y(t)=t2-t* avecty=1.

L 1]
mx(t)=sint et y=tan% avec t;=0.

| ] ] _
x(t)=sin3t et y=cost avec to=g.

Dans les exercices 21 a 24, déterminez une équation
cartésienne de la tangente a la courbe (C) de repré-
sentation parametrique donnée, au point M(t,).

]
x(t)=t* et y(t)=t>-3t avec t,= V3,
x(t)=sint et y(t)=sin2t avec t,=m.

x(t)=2cost et y(t)=3sint

avec ty=—

.x(t) tan- et y(t)=cost avec fo=g-

DES COURBES CLASSIQUES

| 1]
25 La conchoide de Nicoméde
Soit (C) la courbe dont une représentation paramé-
x(t)=1+2cost
trique est

mm
t)=tant+2si t€ |-=:;=].
y(t)=tan t+2sin t, ] 5 2[

1° Comparez les points M(-t) et M(t). Quelle pro-
priété en déduisez-vous pour la courbe (€)?

2° Etudiez les variations des fonctions x et y sur

&

3° Tracez la courbe (C).

18

. Une courbe de Lissajous
S0it () la courbe dont une représentation pararné
trique est :

{x(t) =sin 2t

y(t)=cost, télément de R,

19 Déterminez ['intervalle d'étude utile.

2° Etudiez les variations de x et y,

Montrez que la courbe est inscrite dans un carré de
coté 2. Déterminez les points de contact avec ce carré,
et les tangentes en ces points,

3° Tracez la courbe,

. Une autre courbe de Lissajous
Soit (C) la courbe dont un systéme d’équations
paramétriques est :

{x(t) = cos 3t
y(t)=sin2t, télément de R.

1° Déterminez la période commune aux fonctions x
et y.

2° Comparez M(t), M(t+ nr) et M(-t).

Déduisez-en que ['intervalle d'étude peut étre réduit 2

5

3° Etudiez les variations de x et y.

Montrez que la courbe est inscrite dans le carre
délimité par les droites d'équations x=1, x=— 1,
y=1y=-1

4° Tracez la courbe (C).

. Une strophonde droite

Soit (O, 7, J ) un repére orthonormal.

Soit (C) le cercle de centre 2(1, 0) et de rayon 1, (4)
la droite d'équation x=1, (D,) la droite d'équation
y=1tx.

1° Donnez une équation du cercle (C).

2° La droite (D,) coupe (4) en un point M, et le cercle
(€) aux points O et M,. On définit le point M(t) par la
relation vectorielle :  OM(t) = MyM,.

Déterminez les coordonnées de M(t).

39 Soit (I") la courpe dont un systéme d’'équations
parameétriques est :
1 t?
x0T
t(1-t?)
t) = ——",
y(t)- —
Etudiez et représentez la courbe (I') dans le repére
(0.1, ]).

4° On considere la droite (D,) comme variable, et
t élément de [0; + wo[. Quelle est la trajectoire de
M(t)?
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LLJ
(
Une boucls de In trissectiles da Mactaun
SO () 1o conrthe dont une représentation paraméa
tigquie ost

_th-3
vt) (1

(i’ 1)
/(1) - I,
v(t) 0y ten

10 Démontrez que la coutbe () admet V'axe das
abscisses pour axe de symétrio,

20 Ltudiez les varistions des fonctions ¥ 6t y sur
[ V3; V3.
30 Tracez la courbe (),

LLJ
Une cycloide
Soit () la courbe dont un systéme d'Gquations
paramétriques est :

x(t) = R(t-sin t)
y(t) = R(1 - cos t), télément de i,
1° Comparez les coordonnées des points M(t) et

M(t+2rm) et montrez que ces points se corres
pondent dans une translation,

20 Déduisez-en l'intervalle d'étude utile,

39 Etudiez les variations de x et y et calculez le vecteur
dérivée V(t).

4° On suppose ici t non nul. Montrez que la tangente

en M(t) a la courbe (¢) admet pour vecteur directeur
u(t) défini par :

— L
u(t) ,Jlt(1 ~cost) it zsint).

Déterminez les limites en 0 des coordonnées de u(t)
et déduisez-en la tangente en O a la courbe (¢2).

5° Construisez la courbe (¢).

Trajectoire lumineuse de la valve d'une roue de bicyelette ¢n mou-
vement @ celle trajectoire est une cycloide,

[ ] ]
Spirale logarithmique
Le plan est muni d'un repére orthonormal (O, 7, ] ).
Soit (C) la courbe dont un systéme d'équations
paramétriques est :

{x(t) = e! cos t

y(t)=etsint tEIR.

17 a) Ftudiez las variations das fanctions z et y o
“lbmant de (0, 1)

h) Corstruisaz I partie corresgondanta, rothe (€,
de I courhe (€},

20 Qualles trarsfarmations ghombidauss permetiant
d'obtanir, h partie du poiet MU

) le pairt ML 1) 7 by & penet MIUE - 7} 7
Dbduisez-an une corstruction de () » gartie da (€. ),
3 S0n M le poirt de (C) correspondant & s vl t
du paramétra,

) Déterminez un vecteur directaur ult) de s tan
gantae an M 4 la courtre (C),

by Déduisezen que Vangle (OM, ult)) est indéper.
dant du point M.

32 La lemniscate de Bernoulli
Soit ((?) la courbe dont une représentation parzmé-

trique, dans un repére orthonormal (O, 1, ), est -

#(t) = cos t Veos 2t
y(t) = sin t Veos 2t,

, ¢
avec t élément de [~ - —] u|:

3‘;'!'5‘,'!}
4/

4’4

1° Soit _M(t) un point de paramétre t, élément de
%r %J Montrez que M(r +t) et M(t) wont

symétriques par rapport au point O.

Montrez alors qu'il suffit d’étudier la partie de la

402 T T
courbe obtenue pour t élément de [- rt Z]'

2° Comparez M(-t) et M(t), lorsque t est élement
de | - r_r; u !
4'4
3° Montrez alors qu'il suffit d’étudier la partie de la
T

courbe obtenue pour t élément de [0; 4]. Explicitez

les symétries a utiliser pour obtenir (€) en entier.

L n .
4° Montrez que, si t appartient a [0; p [ les fonctions

t~ x(t) et t— y(t) sont dérivables et vérifient :

X (t) = - sin 3t et y(t) = cos 3t
Vcos 2t Veos 2t

Faites un tableau des variations de x et y.

5° Soit t différent de 0. Montrez que (OM(t)) a pour

vecteur directeur  u(t) = cos t 7 +sin t J.
Déduisez-en la position limite de (OM(t)) lorsque t
tend vers zéro.

6° Tracez la courbe (€) et les tangentes aux points
particuliers de (€). Montrez qu‘au point O la courbe
admet deux tangentes orthogonales.

1. Courbes paramétrées — 19
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PROBLEMES

LLLJ
33 Un folium de Descartes
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct
(O, T, J'). L'unité de longueur est 6 cm.
Soit (€") le cercle de centre O et de rayon 1, A tout
pomt M de (¢) on associe le point N tel que
(I, ON) = 2(1, OM) et le point P symétrique de M par
rapport & l'axe des abscisses.
On désigne par G le centre de gravité du triangle MNP
et on se propose de déterminer le lieu géométrique du
point G lorsque M décrit le cercle (€).

1° On designe par t une mesure en radians de I'angle
(7, OM). Déterminez les coordonnées des points
M, N, P.

2° Déduisez-en que la courbe (I') admet pour équa-

X(t) == (2 cos t + cos 2t)
tions paramétriques :

sin2t, - tER.

W= Ww|—

y(t) =

3° 3) Comparez les points G(t+2m) et G(t) puis
G(-t) et G(t). Déduisez-en qu'il suffit d'étudier x
et y sur l'intervalle [0; 7.

b) Soit (I7) la position de (I') obtenue lorsque t décrit
[0; w]. Précisez les transformations qui permettent
d'obtenir (I') a partir de (I3).

¢) Etudiez les variations de x et y sur [0; ).

d) Construisez la courbe (I'). Cette courbe est un
folium de Descartes.
EEN

Une rosace a quatre feuilles
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct
(O, 7, 7). L'unité de longueur est 4 cm. Soit (C) le
cercle de centre O et de rayon 1.

A tout nombre réel t on associe les points P et Q de
—_— VIS
(7, 0Q) =t+ >

(C)telsque: (7, 0P)=t et

Soit A et B les projetés orthogonaux de P respecti-
vement sur (O, 7) et (O, J); soit / et J les pro-
jetés orthogonaux de Q respectlvement sur (O, 1)
et (O, J).

Soit M le point d'intersection (lorsqu'il existe) des
droites (AB) et (/). On se propose de déterminer le
lieu géométrique (I") du point M lorsque P décrit (C).
1° Démontrez qu‘une représentation paramétrique de
(I) est : {x(t) =sin t cos t(sin t - cos t)

y(t) =sin tcos t(sin t+cost), tER.

2° Montrez, en faisant des réductions successives
de l'intervalle d’étude, qu'il suffit d'étudier (€) sur

o]

3° Montrez que x et y sont dérivables et que :
x'(t) =(cos t+sin t)(— 1+ 3 sin tcos t),
y'(t) = (cos t—sin t)(1+ 3 sin t cos t).

an

4° a) Montrez qu'il existe un unique nombre rée| %
J 2
de IO; ﬂ, vérifiant  sin 2t, = 3 tel que x’ (t,) = o

Ftudiez alors le signe de x'(t), et calculez les coor.
données de M(t,).

m
b) Déterminez le signe de y'(t) sur [0; 4—]

50 Déterminez les tangentes en M(0), M(t,), MG)
6° Tracez la courbe (C).

LLLJ
35 Une épicycloide
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct
(0, 1, ]); soit (€C) le cercle de centre O, de rayon 1, et
A le point de coordonnées (1, 0).
A tout nombre réel positif t, on associe le point N de

(C) tel que (7, ON)=t. Soit 2 le point tel que
(7(2'=; ON et (C') le cercle de centre 2 et de rayon

1
3 Soit M le point de (C’) tel que :

(2N, M) = 2t.

On se propose de déterminer le lieu (I') du point M
lorsque N décrit (C).

1° Démontrez que I'arc AN de (C) et I'arc NM de (€C’)
ont méme longueur.

2° Calculez, en fonction de t, les coordonnées de N
et 0.

3° Démontrez qu’une représentation paramétrique de

1
x(t) = 3 (3 cos t — cos 3t)
la courbe (I') est :

'l'V(t) = % (3 sin t—sin 3t).

4° Soit (Ii) iz parte

ml
el0;=i.
2]

Comparez M(t+2m) et M(t), M(-t) et M(t) et
enfin M(m - 1) et M(t). Comment peut-on obtenir (I')
a partir de (I7)?

5° Etudiez les variations des fonctions Xx et y sur

de (I') correspondant a

m
[0; 5]; rassemblez les résultats dans un tableau.

6° a) On suppose que t € ]0; g] Soit (T) la tangente

a (1) au point M(t). Montrez que (T) admet pour
vecteur directeur : (cos 2t) 7/ + (sin 2t) /.
On rappelle que :

cos p — COs q=—25inp+qsinp_q,
2 2
sin p - sin q=25inp qsmp;q.

b) On admet que le résultat démontré au a) est
encore valable pour t= 0. .

Que peut-on dire de la tangente a (I‘,) au point
correspondant a t=0?

7° Tracez (I3) puis ().
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COURS 24
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3. Etude particuliere de PellipSe ...........rweeemereeemrrreceerreccannnne 28

113 Tangentes & une conique a CENtIe.......cocvmeueunemcurinincunrscncurencneanes 31

1 1 -2 Définition bifocale d’une conique a CeNtre.......oovuververcernncence. 32
112 La porte d’une cabine téléphonique.........ocevvemeeeececcieerennnnen. 3.

g 1 228 Tangentes a une parabole. Application a 'optique................... 34
Méthode 2 B

BJECTIFS

W Définir une conique comme un ensemble de points vérifiant une relation
faisant intervenir des distances.

W Savoir déterminer une équation cartésienne d'une conique dans un repére
convenablement choisi.

2 2
. e 'm X
B Connaitre la nature des courbes d'équation  y*=2px, — s a, et

savoir en définir les éléments caractéristiques.
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CTIVITES |

/ ’r('.'/mrul 0Lres

Un ensemble de points

AP
'- Le but de cette activité est de définiv un ensemble de points du plan comme une

ligne de nivean et d'en déterminer quelques propriétés élémentaires,

i M

| .

k| () r m

(D)

LE SAVIEZ-VOUS?
Le mot conigue vient du fait que,
lorsgu’on coupe un cone de révo-
lution par un plan ne contenant
pas son sommel on obtient, sui-
vant I'angle du plan et de P'axe
du cone, I'une des trois courbes
suivanles parabole (a), hyper-
bole (b), ellipse (c).

Lorsque le plan est perpendi-
culaire & I'axe du cone on obtient
un cercle qui doit donc égale-
ment étre considéré comme une
conique,

an

Soit ¢ un nombre réel strictement positif, (D) une droite du plan (P), F un
point non situé sur (D). A tout point M de (P), on associe son projeté
orthogonal H sur (D). On se propose d’étudier I'ensemble (I) formé des

!

M
ints 2 (P) tels } =——mg, |
points M de (P) tels que Wi ¢ (1

1" a) Un point de (I') peut-il appartenir a (D) ?

h) On désigne par (4) la perpendiculaire a (D) passant par F et par K le
point d’intersection de (4) avec (D). On suppose que (I') n’est pas vide.
Montrez que si M appartient a () alors son image M’ par la réflexion d’axe
(4) appartient aussi a (I'). Qu’en déduisez-vous pour (I') ?

2" Soit m le projeté orthogonal de M sur (4). Montrez que la condition (1)
est équivalente 4 la condition : Mm?* = (emK + mF) - (emK - mF). 2

e Situation I : e = 1. On désigne par S le milieu de [KF).

1° @) Montrez que la condition (2) équivauta :  Mm?*=-2mS - KF 3)
b) Existe-t-il des points communs & (I') et (4)?

¢) Démontrez que m appartient a la demi-droite, notée (4,), d’origine S et
contenant F.

2" a) Soit m un point quelconque de (4, ) ; montrez qu'il existe deux points
de (I') se projetant orthogonzlement sur (4) en m.

b) On donne KF' = 6. A partir de ia relation (3), et en expliquant la méthode
utilisée, ¢bauchez la courbe (7).

o Situation 2 : ¢ # 1. On désigne par 4 le barycentre de {(K, e); (F, 1)} et
par A" le barycentre de {(K, e); (F, — 1)}.

1° Démontrez que (2) est équivalent a : Mm?* = (¢* = 1)mA - mA' 4
2° On suppose que e < 1.

a) Montrez que m appartient au segment [44']). Déduisez-en que M
appartient a une partie du plan que vous préciserez.

h) Soit m un point quelconque de [44']; montrez qu'il existe deux points de
(I') se projetant orthogonalement sur (4) en m.

C) Ebauchez la courbe (I') lorsque KF =6 et e =0,5.

3" On suppose que ¢ > |,

Montrez que m n’appartient pas au segment ouvert noté JA4'[ puis reprenez
le reste de la question 2, (On fera la figure lorsque KF=6 et e = 2.)

MF .
L’ensemble (I') des points M tels que WH =e¢ est une conique

d’excentricité e, de foyer F et de directrice (D).
e Sie=1, e Sie<l, e Sie>1,
(') est une parabole. (I') est une ellipse.  (I) est une hyperbole.
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AP

Coniques a centres

Le but de cette activité est d'étudier les propriétés de symétrie et quelques

propriétés métriques des courbes (I'). Clest une suite de 'API.

Les notations sont celles de 'AP1. e est différent de 1.
Pour tout point M de (I') de projeté orthogonal m sur (4), on a la relation :

Mm’ = (>~ )md -mAd".

1. SYMETRIES DE (1)

D) D) Nous savons déja que (I') est symétrique par rapport a
| (4).
cllipse .
1° Soit M’ le symétrique de M par rapport a la
médiatrice (4") de [44'].
X P 0 P I a) Montrez que M’ appartient a (I).
@ A b) Qu’en déduisez-vous pour (I'), en termes de symé-
tries (axes de symétrie et centres de symétrie) ?
a”) On désigne par O le milieu de [4A4’], par F’' le
(D) D) symétrique de F par rapport a O.
Une conique (I") d’excentricité e, e = 1, possede
deux axes de réflexion : ’axe focal (4) et un axe
F K 0 K F (4') orthogonal a (4).
) A ' En conséquence, elle posséde un centre O, deux
foyers F et F' et deux directrices (D) et (D)
hyperbole . ori '
| respectivement associées a F et y i
) -

2. PROPRIETES METRIQUES DE o))

On pose : A4’ = 2a et FF' = 2c.

1° En utilisant les définitions des différents points, montrez que :
OF=¢04 et OA=eOK

2

. ¢ a
2° Déduisez-en que : e=— et OK=—.
a c

3. LOCALISATION DE (I

(4) étant munie d’un repére unitaire (O, if), on pose x = Om.
1° Exprimez Mm? en fonction de x. (On notera Mm? = £ (x).)

2° Cas ou ¢ < 1. On sait (¢f. AP1) que m appartient & [44'], donc que x
appartient a [— a, a).

a) Etudiez fsur [— a, a]. Déduisez-en que Mm prend une valeur maximale,
notée b, que vous exprimerez en fonction de a et de c.

b) Placez les points correspondants, B et B', de (I") et déduisez-en que (I) est
incluse dans un rectangle.

3° Cas ou ¢ > 1, On sait (¢/. AP1) que m n’appartient pas au segment ouvert
noté J4A4' [, donc que x appartient a |- co, — a]Ul[a, + ool.

a) En étudiant f sur cet ensemble, montrez que Mm n’est pas borné.

b) Dans quelle partie du plan (I') est-elle située ?

2. Coniques — 23
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11 est impératif de traiter les activités préparatoires avant d’aborder le cours.
Les propriétés des coniques découvertes dans ces AP sont directement

utilisées, sans démonstration, dans le cours,

Définition 1| Dans le plan, soit (D) une droite, /' un point non situé sur (D),

Conique| e un nombre réel strictement positif.

définie par| On appelle conique, de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e,

fover et directrice :
o P’ensemble des points M du plan tels que :

le projeté orthogonal de M sur (D).

F— u H est
”-e, ou es

D ————

1 » Equations cartésiennes

Soit (C) une conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e.

Propriété 1| Soit (D) une droite et /7 un point du plan non situé sur (D).

parabole ; I en esi fe foyer, (D) la directrice.

L’ensemble des points du plan équidistants de F et de (D) est une

1. LA PARABOLE : ¢=1 .

ERINJIFLTJURM  La figure ci-contre illustre une construction

acﬁ,ﬂ'éinyﬁzlﬁ"”,;,é'&a‘fﬁ? g: - point par point de (C).

[HF), Notons p la distance KF; p est appelé le
paramétre de la conique (C).
Soit S le milieu de [FK], choisissons un
repére orthonormal (S, 7, f ) tel que :

KF=pi.

K

(D)

gf\

F @

©

Propriéte} 2| Une équation de la parabole de foyer F et de directrice (D) dans un
equation| repére orthonormal (s, i,/ )du plan est de la forme :
pi=2px  ou p=25F et § est le sommet de la parabole.

réduite de
la parabole

>
v

Remarque. Dans le repére (S, /, ), (C) a pour équation  x*=2py, cClest-

5 g X 1o " .
a-dire y= 2" Ainsi nous retrouvons une équation de la forme y = ax?,

qui caractérise une parabole, en classe de Seconde.
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Les relations
OF = 004 e OA = 0K
se traduisent géométriquerment

I'aide de Ta propricte de Thalds
par les figures suivantes ;

2 K A F
hyperbole
7
I,"'
,'-;N/ \
<
0 F A K
ellipse

Propriété 3
equation
réduite de
lellipse

2. CONIQUE A CENTRE @ ¢#1

Soit (C) une conique de centre O, de directrices (D) et (D'), de foyers F et
F'. d’axe focal (A) qui coupe (D) en K.

Soit 4 le barycentre du systeme {(K, ¢); (F, 1)} et 4° le barycentre du
systeme {(K. o)1 (F, -~ 1)) O est le miliew de [AA4'] et si A4’ = 2a et FF' = 2¢
alors :

OF = ¢OA, OA-¢OK, don e (voir AP2).

¢ a
, OK -
a e
Choisissons un repere orthonormal (0, £, /) du plan tel que  OF = ¢f.
Soit x et v les coordonnées d'un point M dans ce repére, H le projeté
orthogonal de M sur (D). On a :

MEC) e MI =e’MH’.

2 2

- e ' X
Tous calculs faits, on obtient : M & (') & ~— + ’y - = |,
a’  a ¢
- N 'yl
Ainsi, (C) a pour équation :  — + —; = |,
a’ a’-¢?

On peut également retrouver cette équation a partir de la relation (4) de
I’API.

Remarque. De cette équation, il résulte que O est centre de symétrie de (C);
il est appelé¢ le centre de la conique, dite conique a centre. De plus, la
perpendiculaire (4') en O a (4) est un second axe de symétrie de (C).

BCassoue<l

Lorsque e < 1, la conique est appelée ellipse.

notons b le nombre réel
(@*=b%+c?).

Alors :
b>0

a>c,

: ymptotes sont

et bl=a’-c

—

Une équation d’une ellipse de centre O, de demi-axe focal a et de |
demi-distance focale ¢, dans un repére orthonormal (0,1,) du plan,
i et j étant des vecteurs directeurs des axes de V’ellipse, est :
) 2 ‘
y |

Y X1 on b=Vai-ci ‘

a b

»

¢ De cette équation, il résulte que (C) 3
coupe (4') aux points B(0, b) et

B'(0, = b). Le nombre b est appelé le b

demi-axe non focal de la conique (C).

o Larelation a’=b2+c? justific la &) | L A
construction de B a partir de O, F et 4, i ol

comme I’indique la figure ci-contre. ) %

Lellipse (C) est la réunion de la courbe représentative de la fonction f:

x e 4 Va? - x? définie sur [~ a, a), et de sa symétrique par rapport a (4).
a

2. Coniques — 25
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o Une étude de la fonction f conduit au tracé y
de Pellipse (C).
A, B, A', B' sont les B
sommets de ellipse,

Remarques
"a>b : a est dit () \
demi-grand axe et b demi- A 0 F A

petit axe de l'ellipse.

2" Une construction des foyers
et des directrices vous est proposée
dans I’exercice n° 47.

3° Un exemple ou b > a vous est proposé
dans I'exercice commenté 1.

MCasoue>1

Lorsque e > 1, la conique est appelée hyperbole et a <c.

Notons b le réel Ve - a?. Nous avons donc :
b>0 et b =c*-al

|
Propriété 4| Une équation d’une hyperbole de centre J, de demi-axe focal a et de ,
équation| demi-distance focale ¢, dans un repére orthonormal (O, 7, j ) du plan,

{,ea'uite cge i et j étant des vecteurs directeurs des axes de I’hyperbole, est :

I'hyperbole A oy ‘
—2—;5=1 ot b=Vel-at |
a

e De cette équation, il résulte que
(C) n’a aucun point commun avec ;
(4'); on note quand méme B le Bl
point de coordonnées (0, b), et B’ 3
son symétrique par rapport a O.
Alors AB = c. i 1
La conique (C) est la réunion de la b
courbe (C,) représentative de la
fonction g : x & Vx*-a?, défi- @ q A

a o+ 5 = F
nie sur |- o, —alU[a, + oo, et | ¢
de sa symétrique par rapport a (4).

o lim g(x)=+o0; de plus, pour tout nombre réel x supérieur a a :

X *tw

b b~ - ab _ [ b '
—— = — i -_ ] ——m—,_— ) X) ™ =, [ - 0.
g(X) “ x “ ( A a A '\-2 - al + "- bl X lfnl‘w g(‘) ll v

g étant paire, on déduit :

lim g(x)=+w et

x X

lim [ gx)+ é .\'J = (),
oW a
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Donc les droites (L) et
(L") d’équations :
b b
=—x et ===y
a a

sont asymptotes a (C,),
donc a (C); leur réunion
admet (4) et (4') pour
axes de symétrie, donc
(L) et (L') sont les
asymptotes de (C).

(4)

*x

e Les sommets 4 et A4’
de I’hyperbole ont pour
coordonnées (a, 0) et
(= a,0).

4)

¢ Remarquons que les points d’abscisse a de (L) et (L’) se projettent
orthogonalement en B et B’ sur (4'). Les asymptotes de (C) sont donc les
diagonales du rectangle dont les milieux des cotés sont 4, B, 4’, B'.

Propriété 5| Les équations des asymptotes d’une hyperbole sont :
& b
y=—-x et y=--—ux
& a
Remarques
. x* y?
1° La réunion des asymptotes a pour équation —; — P = 0.

2° Si a=b, alors I’hyperbole est dite équilatére. Ses asymptotes sont
perpendiculaires, et son excentricité est égale a V2.

3° Une construction des foyers et des directrices vous est proposée dans
’exercice n° 47.

2. Equations ax’+ fy’=y

Soit (0, 7, ) un repére orthonormal du plan. (E) est 'ensemble des points
M(x, y) tels que ax’+ By’ =y ou a, f, ysont des nombres réels donnés,

X" y°

non nuls. Cette équation est équivalente a ';+—q—= 1. 1l résulte des
études précédentes que :
p<0et ) ‘ (E) est I'ensemble vide
g<0 | A R m | et it o
(E) est une L p>q ) Laxe focal est laxe des abscisses
ng et } i ellipse ou P=q ’ (E) est un cercle
e | un cercle P<q ) L’axe focal est I'axe des ordonnées
i ’ (E) est une | q<0<p ’ L'axe focal est I'axe des abscisses |
< ; : i
b= hyperbole p<0<yg ) L’axe focal est I’axe des ordonnées |

Des exemples des différents cas sont proposés en exercices commentes.

2. Coniques — 27
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3 « Etude particuliére de I'ellipse

1. REPRESENTATION PARAMETRIQUE D’UNE ELLIPSE

) bl
; ; . g Xy
Soit (E) une ellipse d'é¢quation  —+=5

l,=l dans un plan muni d’un
a b’

repere orthonormal.
e Quel que soit le point M(x, y) du plan, si M appartient a (£) alors :

y N\ [y)?
—l<l et [=] +[3] =1,
b~ © (a) (l))

- . . # ’ ’ x
donc il existe au moins un nombre réel ¢ élément de | — 7 ; 7] tel que — = cos ¢
a

X
-| =1,
a

V

et ‘B= sin t, C’est-a-dire tel que :
x=acost
y=bsint

e Réciproquement : si ¢ est un nombre réel élément de ] - m; 7], alors le
point M (a cos ¢, b sin t) appartient a I’ellipse (E).

2 2
X i
Propriété 6 | Soit (E) une ellipse d’équation  —; -'r}!;—2 =1 dans un repére !
orthonormal du plan. ]
Une représentation paramétrique de Pcilipse (E) est : ‘

xX=acost
y=bsint avectE[-m;nl

| S

2. APPLICATION : CONSTRUCTION POINT PAR POINT
DE L’ELLIPSE

Reprenons I’ellipse (E) précédente en supposant 0 <b <a.

v Appelons (C,) et (C,) les cercles de
centre O et de rayons respectifs a et b (dits
respectivement cercle principal et cercle
secondaire de 'ellipse).

Une demi-droite [OT) rencontre (C,) en P

et (C,) en @, notons ¢ une mesure de
Iangle (i, OP).

Les paralleles en P(acost, asint) a
A 'axe  des  ordonnées et en

Q (b cos t, b sin ¢) a I'axe des abscisses se
coupent en M (a cos ¢, b sin t), point de
Pellipse.

D’ou une construction point par point
de lellipse.
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=}

D¢éfinition 2

Ql

M)
oEM'(.\" Y)
g

3 H

HM =k HM

Propriété 7

3. IMAGE D’UN CERCLE PAR UNE AFFINITE ORTHOGONALE

MW Dcfinition d’une affinifé

\ni( une dmlte (l)) et un nombre r(cl k non nul.
On appelle affinité orthogonale de base (ou d’axe) (D) et de rapport k
Papplication, notée A(D, k), qui & tout point M du plan de projeté

orthogonal m sur (D) associe le point M’ tel que mM' = kmM.

Remarques.
1° Toute aflinité¢ de rapport k et d’axe (D) est une bijection et sa bijection

i ]
réciproque est I'affinité d’axe (D) et de rapport A

2° Si (0, i) est un repére unitaire de (D) et si (O, i,j) est un repere
orthonormal du plan, alors 'image du point M (x, y) par #£(D, k) est le point

M'(x',y") tel que {xlzx
X',y R
| y'=ky.

M Image d’un cercle par une affinité

Soit (C) un cercle de centre O et de rayon R dont I'image par A(D, k) est

notée (C'). Un point M (x, y) appartient a (C’) si son antécédent N(x,, y,),

par (D, k), appartient a (C).

Or: x=x, y=ky et xy+y:=R?’ donc le point M(x,y)

appartient a (C") si, et seulement si :

2 2 2 2 2

b +'V——R2 soit encore x—,+ {; =1 ( x, y,=1).
k? R* k°R*? a- b

(C’) est donc une ellipse de centre O.

Si 0<|k|<1, Iaxe focal ou grand axe est I’axe des abscisses.

Si |k|>1, Iaxe focal ou grand axe est I'axe des ordonnées.

) 2
7
0| =
[0<k<1]

B

L’image d’un cercle par une affinité orthogonale dont I'axe est un
diamétre du cercle est une ellipse.
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Aan

Propriété 8

y
h?

déduit du cercle (C,) de centre O et de rayon a par Paffinité orthogonale

x2
=t

Remarque. L'ellipse d’équation = | avec a>bh, de centre O, se

h
d'axe (v'x) et de rapport —, et du cercle (C,) de centre O et de rayon b par
a

a

b

*aflinit¢ orthogonale d’axe (p'y) et de rapport

4. PROJECTION D’UN CERCLE SUR UN PLAN

Soit (C) un cercle d’un plan (), de centre O et de rayon R, (P’) un plan qui
n'est ni parallele & (P) ni perpendiculaire a ().

La figure obtenue par projection orthogonale de (C) sur (P’) est une courbe
()

Les figures obtenues par projections orthogonales sur deux plans paralleles
étant des figures égales, car déduites I'une de I’autre par translation, on peut
supposer que le plan (P") passe par le centre O de (C). Alors (P) et (P’) se
coupent suivant une droite (D) qui passe par O.

Prenons un repére orthonormal (O, i, ;) de (P) tel que i soit un vecteur
directeur de (D), et un repére orthonormal (O, 7, /') de (P') tel que, si / est
le point défini par Ol = J, et I' son projeté orthogonal sur (P'), alors
OI' et f ', colinéaires, sont de méme sens ; notons 8 I’angle IoT".

Un point M de (P), de coordonnées x et y dans le repeére (O, f,f), se
projette orthogonalement en m sur (D) et en M’ sur (P’).

Soit x' et y’ les coordonnées de M’ dans le repére (O, i, /') de (P*). Alors :
x=x' car M et M' ont méme projeté orthogonal m sur (D).

y’=W’-f’; or m"f’=m_Ni-f' et rm=yf;
donc yp'=y(j-J'), cest-a-dire: p'=y cos f.

Ainsi ©  x'=x et y'=ycos @l
Or: ME(C) & x*+y*=R2

xrl Vll
Donc: M E(C') ® —+—5——=1,
() R* R’cos’ 0
% 2
L’équation IR A 1 est celle d'une ellipse.
R* R?cos’ 0

La figure, projetée orthogonale d’un cercle sur un plan, est une ellipse.
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) & Y
1’7 aliques

i i :] Tangentes a une conique a centre

_ - e "
= Dany o8 TP, nous utiliserons les résultats portant sur les courbes paramétrées pour
déterminer les tangentes a une conique a centre,

o~ 9 : L E 4
Dans chaque cas, le plan est muni d'un repére orthonormal (0, 1, /).

1. TANGENTES A UNE ELLIPSE

xl
aZ

3 ’ . 3 . / 7 2
Dans le cours, nous avons défini, pour I'ellipse (E) d’équation + % =1,

le paramétrage suivant : {x Sacost
y=bsin ¢ oure]-m; m.
Soit M, (x,, »,) le point de (E) correspondant 2 la valeur t, du parametre ¢.

l‘f a) Donnez, en fonction de ¢,, les coordonnées (e, ) d’un vecteur
directeur i, de la droite (7) tangente en M, a (E).

b) Montrez que le vecteur i, est colinéaire au vecteur #, de coordonnées

(e, B) avec oy =—a%, et f=>b"%,.
2° Montrez qu’une équation de (7;) peut s’écrire : x_xzo +3_gizq = 1.
a
2. TANGENTES A UNE HYPERBOLE
2 2
Soit (H) I’hyperbole dont une équation est i =1.

e Un paramétrage de (H)
1° a) Montrez que @ =ai+bj et Vv=ai-bj sontdeux vecteurs
directeurs des asymptotes a (H) et que (0, i, ¥) est un repére du plan.
b) M est un point ayant pour coordonnées (x, y) dans le repére (0, 7,7 ) et
(X, Y) dans le repére (0, if, 7). Exprimez x et y en fonction de X et Y.
2° g) Déduisez-en qu'une équation de (H) dans (0, iT, ¥) est 4XY = 1.
t 1
b) On décide de paramétrer (H) en posant X =2 et Y= = ou ¢ € R*.
1 t 1
Montrez qu’alors x =4 (5 + Z_t) et y=0> (5 = E)

C) Vérifiez que la courbe correspondant a ce parameétrage dans le repere

(0, 7, J ) est bien la courbe (H).

o Tangentes a I’hyperbole (H) R
Montrez que la tang?nte a (H) en M, (x,, y,) @ pour équation : palei 1.
Une équation de la tangente au point de coordonnées (¥, »):
2,2 S
P X y_ —= 5 __Q __2 = 1 :
o & Iellipse d’équation pt + i 1 est ~ + 22
on Bobral et S
o & I’hyperbole d’équation pe - v

2. Coniques — 31
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[l P Définition bifocale d'une conique a centre

Une conique a centre, définie dans le cours « par foyer et directrice », posséde en
fait deux foyers (et deux directrices). Nous vous proposons d’établir une autre définition, dite
bifocale, d'une telle conique, a partir de ses deux foyers.

2
+
a’ a’-c?

un repere orthonormal (0, 7, /) du plan. La distance du centre O de (C) a
2

A g a
ses deux directrices (D) et (D') est —; les foyers F et ' de (C) sont tels
¢

que OF=-0F ¢ OF=ci.

=] dans

2
N b 3 ' \ ’ : ’ ‘' X y
Soit (C') une conique & centre, d’équation réduite  —;

1° Démontrez que si (C) est une ellipse alors (C) et les points F et F’ sont
entre (D) et (D'); tandis que si (C) est une hyperbole alors (C') et les
points F et F' sont hors de la bande de plan limitée par (D) et (D").

2° Soit M un point de (C), H et H' ses projetés orthogonaux respectifs sur
(D) et (D).

MF + MF’

MH + MH'

MF - MF'

a) Démontrez que s e
) 9 MH - MH'’

4
=Zet =& (si MH # MH").
a a

2

b) Démontrez que si (C) est une ellipse alors MH+ MH' =2 = et si
¢

2
(C) est une hyperbole alors | MH - MH'| =2 LA
¢

¢) Déduisez-en que si (C) est une ellipse alors MF+ MF'=2a etsi (C)
est une hyperbole alors | MF - MF'| = 2a.

3° Réciproque. Soit M (x, y) un point et H son projeté orthogonal sur (D).
2

a) Démontrez que : MH = a._ X et MF>- MF'*=-4cx.
c

b) Déduisez-en que si MF+ MF'=2a alors MF=a- Sx etsi
a

c
a——XxX
a

| MF - MF'| =2a alors MF =

¢) Démontrez alors que :

si MF+ MF'=2a alors £<1 et ﬂ:f;
a MH a
si |MF-MF'| =2a alors £51 e ﬂ:i'_
a MH a

4° Application, Soit 4 et B deux points du plan tels que : 4B =2 V2.

Reconnaissez la nature des lignes de niveau 6, 2, 2 V2 de M~ MA + MB
puis de M | MA - MB|.

Soit F et F' deux points fixes du plan tels que FF'=2¢ et un
nombre donné strictement positif a.

e Si a>c¢ alors I’ensemble des points M du plan tels que
MF+ MF"=2a  est une ellipse de foyers F et F'.

e Si ¢>a alors Pensemble des points M du plan tels que
| MF - MF'| =2a  est une hyperbole de foyers F et F'.
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5° Justifiez que le dessin ci-dessous permet de construire point par point des
cllipses et des hyperboles de foyers A ct B.

[.—:I La porte d'une cabine téléphonique

Dans ce TP, nous examinerons le mouvement de la porte d’une cabine
téléphonique. Nous allons ainsi définir puis étudier la courbe décrite par lun des points
de cette porte.

Le systeme d’articulation de la porte peut étre schématisé par la figure ci-
contre ou OC=CM=a; a
est une longueur fixée, C est le
milieu de [MP], M est le milieu de
[PN], O est un point fixe et OC une
barre pivotant autour d’un axe ver-
tical passant par O.

Ol

Le segment [NP] est la trace hori-
zontale de la porte articulée en C et (%
en M. Le point M est assujetti a
glisser dans une rainure [00']. La
longueur OO’ est égale a 4a.

seed

— T[
0 est une mesure de I’angle POC, 6 est élément de [0 : ;:I.

L

On choisit le repére (O, i, J ) représenté sur la figure.

1° Déterminez, en fonction de a et 6, les coordonnées deg points C, M, P.
Déduisez-en que P décrit un segment porté par I'axe (O, i ).

2’ a) Donnez, en fonction de 0, les coordonnées (x, y) du point N. En notant
x=f(0) et y=g(0), on obtient un systtme d'équations paramé-
triques de la courbe (I') décrite par le point N.

b) A partir de ces équations, déterminez une équation cartésienne de (I).
Déduisez-en la nature de la courbe (I).

¢) Tracez sur la figure donnée la trajectoire du point N lors de I’ouverture ou
de la fermeture de la porte.

2. Coniques — 33
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ii:l Tangentes a une parabole.
L] n ) I "
- Applications a I'optique
Dans ce TP nous vous proposons U'étude des tangentes a une parabole ainsi qu’une
application a l'optique des résultats obtenns.

1. TANGENTES A UNE PARABOLE

Soit, dans un repére (0, 7, /), la parabole (P) dont une
¢quation cartésienne est  y” = 2px.

Son foyer I a pour coordonnées (g, 0) et sa directrice (D)

\\‘\\(L\o) pour ¢équation x = - /5)
K /2
Un paramétrage de cette parabole est ¥ 2p
(To) y=t out= R
D)

Le point My(x,, »,), associé a la valeur #, du paramétre #, se projette
(P) orthogonalement en H sur la directrice (D) de la parabole.

1° En utilisant les résultats sur les courbes paramétrées, donnez, en fonction
de ¢, les coordonnées d’un vecteur #, directeur de la droite (7)), tangente en
M, a (P). Déduisez-en que (T;) a pour vecteur directeur le vecteur de
coordonnées (y,, p).

2° Montrez que (FH) et (T;) sont perpendiculaires, puis que (7)) est la
médiatrice de [FH .

Soit une parabole (P) de foyer F et de directrice (D).
Pour tout point M de (P) se projetant orthogonalement en H sur (D),
la tangente a (P) en M est la médiatrice de [FH].

3° Soit (4,) la droite perpendiculaire 2 (P) en M,. (On dit que (4,) est la
normale a (P) en M,.)
: Montrez, par des considérations sur les angles, que (M, H) et (M, F) sont
Dans le bloc optique d'une auto- images 'une de 'autre par la réflexion d’axe (4, ).
mobile, la source lumineuse est , b ; ied :
située au foyer du miroir, Cesont ~ C'€st cette propriété de la parabole qui est utilisée en optique ou en

alors les rayons réfléchis qui sont  radio-télécommunication, comme nous allons le voir dans l'application
paralléles a I'axe focal. ci-dessous

2. OPTIQUE : ANTENNE PARABOLIQUE

Une antenne parabolique est un dispositif permettant de concentrer, en un
point fixe, le rayonnement électromagnétique di a un émetteur d’ondes radio
ou TV,

Ce dispositif comprend un «miroir» ayant la forme d'un paraboloide, surface
de révolution obtenue en faisant tourner une parabole autour de son axe.
Dans un plan contenant 'axe du miroir, un rayon venant frapper en M la
parabole est réfléchi suivant la direction symétrique de la direction incidente
par rapport a la normale en M a la parabole.

Montrez que, lorsque les rayons incidents sont paralléles a I'axe focal, alors
les rayons réfléchis passent par le foyer ou est placé le récepteur.

24
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e

COMMENT RECONNAITRE
ET CARACTERISER UNE CONIQUE

i MF
RETROUVER LA DEFINITION PAR FOYER ET DIRECTRICE : M_H =e 1
@) Si e=1 0<e<1 e>1
H alors la courbe est une parabole une ellipse une hyperbole
F
RETROUVER L’EQUATION REDUITE DE LA CONIQUE 2
Equation : Equation : Equation : Equation :
X oY i S y:_xt_
y*=2px az+b2_ a* b* b a?
T— T— T— T—
Courbe : Courbe : Courbe : Courbe :
une parabole une ellipse une hyperbole une hyperbole
a<b a>b
A=bh—d* =ad*- b \
F(c.,0)
(P) B (0;b) B (05 /
550 B (0;b) A \--\-é 0D
F (0y¢) I £ et
It rgo L I A y F 0 'A:( 0
_P| S\ A'Qy/l (a;0) A'&WA (a;0) 7 ,0)\(0' ) a
4 P (c; B’
; B F
(D) B F
RETROUVER UN PARAMETRAGE DE LA COURBE 3
a
acos ! , . X=acost G
(b sin ¢ Les équations ; . définissent :
=a Y[ Na y=bsint oute]-m;mn

(o) ; .
‘ e une ellipse si a#b
ash e un cerclesi a=h.
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—;Eb{ =F
Commentés
2 ¢) L'équation (3) équivaut a :
[1] RECONNAITRE DES COURBES A PAR- | ,; 2
TIR D'UNE DE LEURS EQUATIONS PrARTL

Le plan est muni d'un repere orthonormal (0, 1, /).
Donnez la nature et représentez graphiquement cha-
cune des courbes dont une eéquation est :

a) 2x2+2y?=8. (1)
b) x*+4y?=16. (2)
Q) 4x?+y?=16. (3)
d) ax?-y*=16. (4)
e) x2-4yr=-1. (5)
f) 4x-y?=0. (6)

ComMENTAIRE

Vous reconnaitrez la nature de chaque courbe en
écrivant chacune des équations proposées sous sa
forme réduite.

UNE soLuTioN

a) L'équation (1) équivaut a :

x2+y?=4.

C'est I'équation réduite du cercle de centre O(0, 0) et
de rayon r=2.

b) L'équation (2) équivaut a :

X2 y2

AT

" C'est I'équation réduite de I'ellipse :

— d'axe focal I'axe des abscisses,

— de sommets A’'(-4,0), A(4,0), B(0, 2) et
B'(0, - 2),

— de foyers F(2 V3, 0)et F'(-2 V3, 0).

B2

]
AK \4
A\ F olr7 FJA

B'|-2

kIS

C'est I'équation réduite de I'ellipse :
— d'axe focal : 'axe des ordonnées,

— de sommets B'(-2,0),

A’(O' = 4)/

B(2,0), A0, 4) et

— de foyers : F(0, 2 \/5) et F(0, - 2 \/5).

S
4

-2 ol ~

F;

d) L'équation (4) équivaut a :

C'est I'équation réduite de I'hyperbole :

— d'axe focal : I'axe des abscisses,
— de sommets A(2, 0), A’(-2, 0),

— de foyers F(2 V5, 0) et F'(-2 V5, 0),

— d'asymptotes d'équations

y=2x et y=-2x

-4
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2,2
e) L'équation (5) équivaut a é 2

2 )
C'est |'équation réduite de I'hyperbole :
— d'axe focal I'axe des ordonnées,

— de sommets : A’(0, - 2), A(0, 2),

— de foyers : F(0, \/E) et F'(0, - V5),

— d'asymptotes d'équations y=2x et y=-2x

-

-

f) L'équation (6) est de la forme y2=2px avec
p=2; c'est une équation de la parabole d'axe de
symétrie (O, 7), de foyer F(1, 0) et de directrice (D)
d'équation x=-1. :

< ;
=

o) |

D)

3(x—1)2+4(y+2)2=12,

DEFINITION ANALYTIQUE

D'UNE CONIQUE

Soit (I') la courbe dont une équation dans un repére
orthonormal (O, 7, J) du plan est :

3x2+4y?-6x+ 16y +7=0.

Déterminez la nature de (I') et précisez ses éléments
caractéristiques : centre, foyers, sommets...

COMMENTAIRE

Si cette courbe est une conique, alors Porigine du
repére n’est pas le centre de cette conique. Un
changement d’origine s’impose donc. L’utilisation
de la forme canonique de 3x?—6x et de
4p* + 16y conduira a une équation de la
forme :

3X2 4+ 4Y? = k.

UnE soLution
L'équation 3x? + 4y? — 6x + 16y + 7 = 0 équivaut a :

3(x2-2x)+4(y2+4y)+7=0,
3((x-1)2-1)+4((y+2?*-4)+7=0,

(=10, (y+ 27 _

2 3 1.

Posons X=x-1 et Y=y+2. Soit/de coor-
données (1, — 2) et M de coordonnées (x, y).

Ona: IM=0OM-0l, IM=(x-1)7i+(y+2)]J.
X et Y sont donc les coordonnées de M dans le repere
orthonormal (/, 7, J).

AT
L7

X A Fll=F A X
(D) 15 D)
y’ YV
X2 Y2
La courbe (I'), d'équation T+_3-=1 dans le

repére (I, 1, /) est une ellipse.
Le centre de (I") est /, les demi-axes a et b sont tels

que a=2, b=V3 Alors c¢=Va?-b? donc

C , c 1
c=1. L'excentricité est — donc 3
a

Dans le repére (/, 1, /) les foyers ont pour coor-
données (— 1, 0) et (1, 0), les sommets (2, 0), (- 2, 0),

(0, \/5), (0, - \6). les directrices ont pour équations :
X=4 e X=-4

Dans le repére (O, I, /) les foyers ont pour coor-
données (0, - 2) et (2, - 2), les sommets (3, —2),

(-1 =-2) (\, V3- 2), (1, - V3 -2), les directrices
ont pour équations :

x=5 et x=-3.
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Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

DEFINITION GEOMETRIQUE
D'UNE CONIQUE

FGH est un triangle équilatéral de c6té de longueur ¢.
Soit (H) I'hyperbole de foyer F, de directrice (GH) et
d'excentricité 2.

1° Déterminez les sommets S et §' de xette hyperbole
(on remarquera que S et ' sont sur la hauteur issue
de F dans le triangle FGH), son centre O et le
deuxieme foyer F'. Calculez, en fonction de ¢, la
distance des sommets 2a et la distance des foyers 2c.

2° On choisit le repére orthonormal (O, 1, /) ol Oest
le centre de I'hyperbole et 7 un vecteur unitaire de la

demi-droite [OF).
Ecrivez une équation de (H). Donnez l'allure de (H).

COMMENTAIRE

L’hyperbole proposée est définie par la donnée de
son excentricité, de 'un de ses foyers et de la
directrice associée a ce foyer. Il suffit donc
d’utiliser directement les résultats du cours.

UNE SOLUTION

1° e L'axe focal de I'hyperbole (I') est la perpendi-
culaire a la directrice (GH) passant par le foyer F: c'est
donc la hauteur issue de F du triangle FGH. Cette
hauteur coupe la directrice en K.

e L'excentricité de (I') est 2, donc les sommets S et S’
de (I') sont les points de I'axe focal tels que :

SF+285K=0 et SF-25K=0.
C'est-a-dire que S est le barycentre de {(F, 1), (K, 2)} et
S’ le barycentre de {(F, 1), (K, - 2)}.

— 1

KS=§KF, donc S est le centre de gravité du
triangle FGH.

KS'=-KF, donc S' est le symétrique de F par
rapport a K.

e Le centre de I'hyperbole est le point O, milieu de
[55'].

e Le foyer F' est le symétrique de F par rapport 4 O,

38

o Dans le triangle équilatéral FGH de c6té ¢ on a-

KF—‘;\/§
2‘
1 V3
donc KS=-KF=—— et KS':KF:_KL§
3 6 3
20V3 '
Alors : 5§'=—— d'ou a=L\/-3,
3 3
c 20V3
Or -=2 donc c= ,
a 3
4¢V3
soit FF'=——3 .

2° |l s'agit d'écrire I'équation réduite de (I).
. XZ yZ

Celle-ci est de la forme : —-Z-=1
a? b2

2 2

Alors une équation de (I') est :

avec

Remarque. La réunion des asymptotes a pour équa-
tion: 3x2-y2=0, donc les asymptotes ont pour
équations : :

y=x\/§ ou y=—x\/§.

Les coordonnées de G sont ( donc

V3 ¢
6 '2
.VG=XG\/§-

Par suite : (OG) est I'une des asymptotes de (T). Par
symétrie, (OH) est la seconde asymptote.
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@ UN LIEU GEOMETRIQUE

Dans le plan, on donne deux points A et B et la
perpendiculaire (D) en B a (AB).

Un cercle (C) du plan est tel que les points de
contact T et 7' des tangentes menées de A a (C)
déterminent avec A un triangle équilatéral.
Déterminez |'ensemble décrit par le centre O du cercle
(€), celuici variant en restant tangent a (D).

COMMENTAIRE

e La question porte sur le centre O du cercle
(C); il est donc nécessaire de commencer par
traduire la propriété qui définit (C) par une
propriété sur O.

e Un triangle équilatéral A77" étant donné, le
centre @ d’un cercle tangent en T a (AT) et
en 7' a (AT’) est tel que O0A =20T.

e Si un cercle est tangent a (D), alors son rayon
est égal a la distance de son centre a (D).

(9]
T4
A A.
4 T'

UNE SOLUTION

1° Analyse. Si un cercle (C), de centre O et de
rayon R, est tangent a (D), alors O se projette
orthogonalement en H sur (D) et OH=R.

OA

Deplus: R=0T et OA=20T; donc —=2.
OH

O est sur I'hyperbole (H) de foyer A, de directrice

(D) et d'excentricité 2.

/O_EH

A

m._]

(D)

2° Réciproque. Soit M un point de I'hyperbole (H),
(r') le cercle de centre M et tangent a (D), p le
rayon de (I'). Alors AM=2p, donc A est extérieur
a(r).

Les tangentes a (I') qui passent par A touchent (I")
en Tet T' et sont symétriques par rapport a (AM).

— 1
De plus: sin (TAM) = 5 donc le triangle TAT’ est

équilatéral et (I") est un cercle (C).

I) (D)

3° Conclusion. L'ensemble cherché est I|'hyper-
bole (H).

2. Coniques — 39
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L’espace (£) e
plan () d’équation

st rapporté & un repére orthonormal (0, 7, j, k).
Iv+4;-5=0

On considére le
et ’ensemble (I') des points dy plan

(vOp) équidistants du plan (7) et de Porigine.
{* Calculer la . distance au plan (7)) d’un point M, de (E) de covdgn.
nées (Vo Moy 5)- En déduire que (/') admet pour équation dans (0, l?,f) :

3v —5\?

2  JY b
v pi=
2 J ( 5

2° Soit (D) la droite d’intersection des plans (P) et

(xOy). Montrer que (I') est

une conique de foyer O et de directrice associée (D). Déterminer son excentricité,

ANALYSE DE L'ENONCE
La question 1° a pour but de déterminer une

équation de la courbe (I"). La demiére partie de
la question, dans sa formulation, permet de
controler le résultat obtenu pour la distance de
M, a (P).

Dans la question 2°, la courbe (I") doit étre
reconnue géométriquement (foyer, directrice,
excentricité). Il s’agit donc d’interpréter géométri-
quement les termes de I’équation obtenue a la
‘ 3x-5

2

x2+pr et

.3 S "
sera bon d’écrire 3 (x - 5) pour faire appa-

question 1° : qu’il

raitre la différence de deux abscisses, x et g

UNnE soLution
1% Soit H, le projeté orthogonal de M sur (P), A un

point de (P), de coordonnées (e B, p), et i le vecteur
de coordonnées (3, 0, 4).
fi étant normal & (P) on a :

MA - 7i=MH,- 7 donc | Mgh - /| = MyH, x || 7]l

(Bac 1989, Exercice parte,

- 1 S
d'ol: MyH, = TAl | MoA - 7| cest-a-dire -

1
MoHo=§ |3 (= x,) +4(p- )l

1
30+4y-5=0, donc M0H0=-§I3xo+4zo—sl.

Un point M, de coordonnées (x, y, 0), puisque situé
dans (xOy), appartient & (I') si et seulement si
OM3 = MyH% c'est-a-dire :

—5\2
x2+y2=(3x5 5) '

2° Une équation de (D) dans le repére (O, 7, J) est
3x-5=0. Si un point M, de coordonnées (x, y)
dans ce repere, se projette orthogonalement en H sur

. 5
(D) alors les coordonnées de H sont (5’ y) et:

5
X—._
3

. _5| 3
HM=(x—§)T, HM = o ,

=— HM.
5 5

L'équation de (I') équivaut donc a :

9

3
OM?2=— HM? soit OM == HM.
25 5

La courbe (I') est I'ellipse de foyer O, de directrice (D)

, 3
et d'excentricité 8

40
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Q.C.M.

—

Dans chacun des exercices suivants, une aw moins
des réponses est exacie.

. T
Le plan est muni d'un repére orthonormal (O, i, f ).

La parabole (P) a pour équation :

y2=-2x+1:

son axe est l'axe des abscisses ......cvviveiviiinnnnnne, 0
1

son sommetest S (5' 0) ................................. O
1

son foyerest F|[- 50 0 |eisssisionsansnssssssasaosansossas O

sa directrice est (D) d'équation  x = 1............. O

s0n eXCeNtHCite €St E.cuvurirecreiiicecceeee e O

s
L'ellipse (E) a pour équation  x2 + yz= 1:
son axe focal est I'axe des abscisses................... O
. 3
son excentricite est T ................................... O
F(V/3, 0) est un de ses fOyers ......ewereermrerrnenns ]

’ i : 4V3
la droite d'équation: x= _— est une de ses

ITECETICES weveveeree et cte e cteeeesee e sessnnesre et canneas O

L'hyperbole (H) a pour équation 4x2-y2=1:

_y 5
son excentricité est G s (m]
F(V5,0) estun de ses fOyers......coomnen. 0
la droite d'équation y=2x est une de ses
ASYMPLOTES .o, O
la droite d'équation y= 2V5 est une de ses
ITECEIICRS sovsenssmssissnssorssvssssrissisersivissiisiionsasse sinvispsbansaions 0
I'axe des abscisses est un axe de symétrie
JelH ) kit i g e 0

La courbe d'équation x2-4y?+2x=0:

est UNE ellIPSE ..c.vrcciiniiniiniinmiiinis s )
est une hyperbole ...........cciinnineie e 0
a pour centre le point  2(= 1, 0) cecovvviiininns 0

a pour axe focal la droite d'équation y=-1.. 0

a pour excentricité 1 —— 0

RCICES & PROBLEN

ES

EXERCICES D'ENTRATNEMENT

Dans les exercices 5 a 17, le plan est rapporté a un
repére orthonormal (0, i, j ).

L]
Déterminez les éléments caractéristiques : foyers,
sommets, excentricité, directrices, éventuellement
asymptotes, des coniques dont une équation, dans un
repére orthonormal, est la suivante :

2 2
LI AR
43
2 2
20 Zuday,
3 4
2 2
I Ay
12 4
4° 25x?% + 9y? = 225.
5° 4x2 + y2 =4,
2 2
go XL _q.
3 4
2 2
XY
129
2 XZ

g L-Z -
9 4

||
ﬂ Dans chacun des cas suivants, une courbe (C) est
donnée par une équation cartésienne.
Déterminez |'équation réduite de la courbe (C) et
dessinez cette courbe.

1° x2+4y? - 4x+8y-17=0.
2° 9x2 - 4y2 - 18x— 16y—43=0.
3° x2-9y2-2x+ 36y — 44 = 0.
4° x2+y2-x+2y+1=0.
xZ
5° —Z—x—y+1=0.
6° y2+2x-2y+3=0.
7° 3x2+2y2+8y+2=0.

-
Déterminez le foyer et la directrice de la parabole
(#) dont une équation dans le repére (O, 1, ) est
la suivante :

1
1° y=-x3+x+2
Y74
20 y=3x2+x-4.

30 y? = 6x+ 3.
4° y?=—Ax+ 1.

50 y:.—lxz.FX.
e
6° y2-2y-x-2=0.
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Démontrez que la courbe d'équation :
4y?=|9x2-36x| est la réunion de deux coniques
que vous construirez.

an
On désigne par (H) et (E) les ensembles des
points M dont les coordonnées (x, y) veérifient :

(H) :4x? -9y + 8x + 54y - 113 = 0,

(E) : 16x2 + 9y? + 32x - 54y - 47 = 0

1° Déterminez les équations réduites de (M) et (E);
déduisez-en la nature de ces courbes.

2° Déterminez les éléments caractéristiques de ces
deux courbes.

3° Dessinez-les sur le méme graphique.

L ] |
m Méme exercice que le précédent avec :
(H) : 16x2 = 25y + 96x - 256 = 0
et (E):16x2+ 25y% + 96x - 256 = 0.
Déduisez-en la courbe (€) d'équation :
16x2 + 25y y| + 96x - 256 = 0.

un
ll on considere I'ensemble (I') des points dont les

coordonnées (x, y) vérifient la relation :
4

Y o xt-2x2+1.

16

Démontrez que (I') est la réunion de deux coniques.
Dessinez (I').

EQUATIONS PARAMETRIQUES

|
Soit (€) la courbe d'équations paramétriques :
t
x(t) =sin=
(t)=sin 2

y(t)=cost oUteR.

: . Lt
En exprimant cos t en fonction de sin 3 montrez

que (C) est une portion de parabole que vous
construirez.

.}
Soit (€) la courbe d'équations paramétriques :
{x(t) =2e'+e”!
y(t)=2et-e"!

Démontrez que (€) est une portion d'hyperbole
que vous construirez.

ol tER.

| ]
Soit (C) la courbe d'équations paramétriques :
{x(t) =3sint-1
y(t)y=4cost+2 oute |0, 2n|.
Démontrez que (€) est une ellipse que vous cons-
truirez.

a

n
Soit (C) la courbe d'équations paramétriques :
1
cos 2t

x(t) =

2
y(t) = \_Zf_ tan2t oUtE [0; g]

Démontrez que (¢) est une portion d’hyperbole
que vous construirez.

]
Soit (€) la courbe d‘équations paramétriques :
3 1
t)==(t+-
x5 |

y(t)=2(t—lt) OUtE([T; + oof.

Démontrez que (€) est une portion d’hyperbole
que vous construirez.

u
Soit (€) la courbe d’équations paramétriques :
{x(t) =2sin? t

y(t)=sintcost outeE(0; .

Démontrez que (€) est une ellipse que vous cons-
truirez.

CONIQUES ET NOMBRES COMPLEXES

Dans les exercices 18 a 26, la locution «plan
complexe» désigne un plan muni d'un repére ortho-
normal direct (0, i, 7 {)

Si z est un nombre complexe, z est le conjugué
de z, |z| est le module de z, et arg z un argument
de z.

um
1° Démontrez que I'ensemble (I') des points M,

d'affixe ztels que :  |z+2z+1]|=V3|z+ 2| est

une conique.
2° Déterminez la nature de (I'). Précisez ses éléments

remarquables : foyers, asymptotes, directrices. Tracez
(I') en mettant en évidence les éléments précédents.

am
A tout nombre complexe z, on associe le nombre
complexe Ztel que: Z=2z2-(9-2i)z+ 26.

Soit M l'image de z dans le plan complexe.

1° Déterminez I'ensemble (I7) des points M tels que Z
soit réel. Précisez sa nature et ses éléments remar-
quables.

2° Déterminez I'ensemble (/3 ) des points M tels que Z
soit nul ou imaginaire pur.

3° Dessinez (I7) et () sur le méme graphique.
Précisez les coordonnées de leurs points d'intersection.
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mn
A tout point M d'affixe z on associe le point M’
d'affixe Ztel que: Z=(3+2i)z+3iz-1.
1° Démontrez que |'ensemble (I") des points M tels
que O, M et M’ soient alignés est une conique.

2° Déterminez la nature de (I'). Précisez ses éléments
remarquables. Tracez (I") en mettant en évidence les
éléments précédents.

mr
Soit z un nombre complexe différent de - 4 + .
1° Démontrez que l'ensemble (I") des points M

d'affixe z tels que soit imaginaire pur est

inclus dans une conique (E).
2° Déterminez la nature de (E). Précisez ses éléments
remarquables. Tracez (E) en mettant en évidence les
éléments précédents.

L9
Soit 6 un nombre réel de l'intervalle [0; m].

1° Résolvez I'équation d'inconnue complexe z, notée
(E): z?2-(3cos@+isinf)z+2=0.

2° Soit M, et M, les images des solutions de (E) et soit
P le milieu de [M, M, ]. Déterminez I'ensemble (I") des
points P quand 6 décrit [0; m]. Tracez (I).

E
Soit & un nombre réel de I'intervalle ]0; m[.

1° Résolvez I'équation d'inconnue complexe z, notée
(E) : z2sin? ¢ — 4z sin ¢+ 4 + cos2 «=0.

2° Soit M' et M" les images des solutions de (E) dans
le plan complexe.

a) Démontrez que, lorsque o décrit ]0; w[, I'ensemble
des points M’ et M” est une branche d'une hyperbole
(H).

b) Précisez les sommets, les foyers, les asymptotes de
(H).

Dessinez (H) en mettant en évidence les éléments
précédents.

L 1]
Soit @ un nombre réel appartenant a l'intervalle

-5

On considere I'équation (E) d'inconnue complexe z :
(cos? 0) z2 - 4(cos 0) z+ 5 ~ cos? 0= Q.

1° Résolvez |'‘équation (E) dans |'ensemble des
nombres complexes. Précisez pour quelle valeur de ¢

I'équation admet une solution double. Donnez la
valeur de cette solution double.

2° Soit (P) le plan complexe. On appelle M’ et M les
points de (P) dont les affixes respectives sont les
solutions z’ et z" de I'équation (E).

Montrez que, lorsque 0 varie, M' et M" se déplacent
sur une hyperbole (H). Déterminez le centre, les
sommets et les asymptotes de (H). Tracez (H).

L L]
On désigne par f la fonction de C dans C
définie par:
f(2) =222~ 2(cos 0 +isin #) z—-sin O(sin 0 —i cos 0)
ou 0 est un réel de l'intervalle [0; 2m].
On pose z-x+iy avec xet yréels et on appelle
M le point d'affixe z.

1° Calculez la partie réelle de f(z) en fonction de x
et y.

2° Déterminez I'ensemble (/,) des points M pour
lesquels f(z) est un imaginaire pur.
On montrera que (/,) est une conique dont on
précisera la nature et le centre (2,

3° Quel est I'ensemble des points 2, quand # décrit
[0; 2m] ?

4° Représentez [, pour 0=

sy

et précisez les

éléments caractéristiques (foyers, directrices, ...).

L L1}
Déterminez I'ensemble des points M d'affixe z
telle que z=x+iy, Vérifiant :

arg z+arg(z—-1)=(2k + 1); ou keZ.

FAMILLE DE CONIQUES

am
Dans un plan muni d'un repére orthonormal
(0, 7, J), on définit la famille de courbes (C,,) d'équa-
tion :
(m+1)x2-(m-1)y?-8=0,
ol m est un nombre réel.

1° Etudiez, suivant les valeurs de m, la nature de la
courbe (G,).

2° Tracez sur le méme graphique, les courbes (C_,),

(Q) (G) et (G)

[ 1]
Dans un plan muni d'un repére orthonormal
(O, 7, J), on considére la famille de courbes (Cp,)
d'équations :
(m-2)x2-y?-2(m+3)x+5m=0,
ol m est un nombre reel.

1° Déterminez m pour que la courbe correspondante
soit une parabole. Tracez cette parabole. Précisez son
foyer et sa directrice.

2° Déterminez m pour que la courbe correspondante
soit une hyperbole équilatere.

Tracez cette hyperbole. Mettez en évidence, sur la
figure, ses foyers, ses directrices et ses asymptotes.

3° Etudiez, suivant les valeurs de m, la nature de la
courbe (C,, ).

2. Coniques — 43

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

L] ]
Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormal

(O, 1, J). On désigne par m un nombre réel et par
(En) l'ensemble des points M du plan (P), de coor-
données (x, y) vérifiant I'équation :

(m-1x2+3my2+2(m-1)x+m+3=0,

1° Déterminer (E,) pour les valeurs particulieres
m=0et m=1

2° Pour quelle valeur de m l'ensemble (£,,) est-il un
cercle ? Précisez dans ce cas son centre et son rayon.

3° Dans cette question, m est un réel non nul et
différent de 1.

Soit O' le point de coordonnées (- 1, 0).

On notera (X, Y) les coordonnées de M dans le repere
(0" 1. ])

a) Montrez que |'équation de (£,) dans ce repere
est:

(m-1)X2+3mY2+4=0.

b) Deduisez-en, en fonction de m, la nature de (E,,).

DEFINITION GEOMETRIQUE

& "
Dans un plan rapporté & un repére orthonormal
(O, 7, J), on considére la droite (D) d'équation x = 1
et le point (3, 0). Soit H le projeté orthogonal d'un
point M(x, y) sur la droite (D).

1° Déterminez une équation cartésienne de

I'ensemble (I') des points M vérifiant MF= V3 MH.

2° Déterminez les sommets, les foyers et les asymp-
totes de (7). '

3° Dessinez (I).

|
Le plan est muni d'un repére orthonormal
(O, 1, J ). Soit (4) la droite d'équation x+3=0 et
H le projeté orthogonal d'un point M(x, y) sur la
droite (4).

1° Déterminez I'ensemble (E) des points M tels que
MO = % MH.

2° Ecrivez une équation de (E) puis déterminez ses
€léments caractéristiques. Dessinez (E).

]
Le plan est muni d'un repére orthonormal
(O, 7, J ). Soit (D) la droite d'équation y-3 =0 et
P le point de coordonnées (- 4, 6). Soit H le projeté
orthogonal d’'un point M(x, y) sur la droite (D).

1° Quel est I'ensemble (C) des points M tels que :
MP=2MH?

2° Déterminez les éléments caractéristiques de (C) :
centre, axes de symeétrie, foyers, excentricité, direc-
trices, asymptotes, Tracez (C).

ana

L 1}
Le plan est rapporté & un repére orthonormal

(o, 1, J).

Soit (D) la droite d’équation x=6 et F le point de
coordonnées (8, 0).

T
Soit 0 un nombre réel tel que : 0=<0< 3

On désigne par (I},) I'ensemble des points” M du plan
1

MH  cos 0

gonal de M sur (D).

tels que ou H est le projeté ortho-

1° Précisez la nature de (/}) suivant les valeurs de #.
Construisez la courbe (/y) correspondant a /= 0.

3° a) Ecrivez une équation cartésienne de la courbe

(Ie) correspondant a = g

b) Précisez les éléments caractéristiques de cette
courbe (foyers, sommets, éléments de symétrie,
asymptotes).

¢) Construisez la courbe (Iyys).

4° Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 10.

a) Ecrivez une équation cartésienne de la courbe (E)
transformée de (C) par I'affinité orthogonale d’axe Ia

" 22 ; 3
droite d'équation y=0 et de rapport 5
b) Précisez les foyers de (E). Déduisez-en que les
tangentes a (Iye) et a (E) aux points d'intersection

de ces courbes sont perpendiculaires.

L1}
34 L'unité de longueur est le centimétre. Soit (D) et
(4) deux droites perpendiculaires en un point X, et
soit F un point de (4) tel que KF=4; « est un

nombre réel de l'intervalle [0; g [

1° Soit M un point du plan déterminé par (D) et
(4), et H son projeté orthogonal sur (D).

Donnez, suivant les valeurs de  la nature de
I'ensemble (I7,) des points M tels que :

MF

—— =4 cos? w.
MH

T . -
2° On suppose que  &== et on désigne par (€)
I'ensemble des points M correspondants.

a) Déterminez les sommets A et A' de la conique (£)
et placez-les sur la figure. Déduisez-en le centre Q de
cette conique.

b) On suppose le plan orienté de facon habituelle.

. P ¢ . ,
Soit /= a KF et J le vecteur unitaire directement

orthogonal a i. Ecrivez une équation cartésienne de
\ T r
(€) dans le repere (O, 1, /).

¢) Déterminez les équations des directrices et des
asymptotes de la courbe (£). Placez-les sur la figure.

d) Tracez la courbe (£).
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LIEUX GEOMETRIQUES

mm S
On considére une droite (D) et deux points dis-
tincts A et B tels que la droite (AB) ne soit pas
paralléle a (D).
Déterminez l'ensemble des points S5, sommets des

paraboles contenant A et B, et dont I'axe est paralléle
a (D).

UL

36 Soit @ un nombre réel strictement positif. (4) et
(4") sont deux droites orthogonales. A tout couple de
points (M, M') tels que M appartienne a (4), M’
appartienne a (4') et MM'=a, on associe le
point G barycentre du systéme  {(M, 2), (M', 1)}.
Déterminez l'ensemble des points G quand M
deécrit (4).

L L
X ; - X:  y*
Soit (£) l'ellipse d'équation réduite T + ‘% =1

dans un repére orthonormal (O, 7, J ). On appelle A le
point de coordonnées (2, 0) et B le point de coor-
données (0, 3).

Déterminez, M étant un point de (E), le lieu (€’)
des centres de gravité des triangles ABM quand M
décrit (E).

PROBLEMES DE CONSTRUCTION

« Parabole

| |
On se propose de construire une parabole (P) de
foyer F donné et passant par deux points A et B
donnés. On désigne par (D) sa directrice.
1° a) Montrez que (D) est tangente aux cercles
passant par F et de centres respectifs A et B.

b) Déduisez-en que (D) est une tangente commune a
ces cercles. :

2° a) Expliquez alors la construction de (P) et exa-
minez les diverses situations possibles.

b) Tracez (P).

| |
On se propose de construire une parabole (P) de
directrice (D) donnée et passant par deux points A et
B donnés. On désigne par F son foyer.

1° Montrez que F appartient aux cercles de centres
respectifs A et B, tangents a la directrice (D).

2° Déduisez-en la construction de (P).

Dans les exercices 40 a 43 vous utiliserez le résultat
suivant que vous avez vu dans le TP4.

Soit une parabole (P) de foyer F et de directrice
(D). Pour tout point M de (P) se projetant ortho-
gonalement en H sur (D), la tangente a (P) en M
est la médiatrice de [FH].

n
m On se propose de construire une parabole (P) de
directrice (D) donnée et tangente en un point A
donné a une droite donnée (L).

1° Soit H le projeté orthogonal de A sur (D). Montrez
que le foyer F de (P) est le symétrique de H par
rapport a (L).

2° Déduisez-en la construction de (P).

LJ
m On se propose de construire une parabole (P) de
foyer F donné et tangente en un point A donné a une
droite donnée (L).

1° Soit H le projeté orthogonal de A sur la directrice
(D). Placez H puis (D).

2° Construisez la parabole (P).

LLJ
Construisez une parabole (P) connaissant la
directrice et deux tangentes.
Indication. Le symétrique du foyer F par rapport a une
tangente appartient a la directrice.

L] ]
Construisez une parabole (P) connaissant le foyer
et deux tangentes.
Indication. Le symétrique du foyer F par rapport a une
tangente appartient a la directrice.

mEE
m Soit (P) une parabole, F son foyer, (D) sa
directrice, S son sommet.
Soit M et M’ deux points de (P), / le point commun
aux tangentes a (P) en M et M’, H, H' et K les
projetés orthogonaux respectifs de M, M’ et / sur (D).

1° Démontrez que K est le milieu de [HH'].

2° Démontrez que si / est sur (D) alors (MM’) passe
par F, les droites (/M) et (/M’) sont perpendiculaires
et les droites (/F) et (MM') sont perpendiculaires.

3° Etant donné un point A de (P) autre que le
sommet S, déduisez de I'étude précédente une cons-
truction simple du point d'intersection, autre que A,
de la droite (AF) avec la parabole (P).

e Conique a centre

L L]
On se propose de construire une conique (I')
connaissant une directrice (D), deux de ses points A et
B et son excentricité e.
Montrez que si (I') existe alors son foyer F appartient
a deux cercles que vous préciserez.
Détaillez alors la construction de la conique et précisez
les conditions de son existence.

L1}

On se propose de construire une ellipse (I')
connaissant ses deux sommets A et A’ de |'axe focal
et un point M. Les sommets situés sur le petit axe
seront notés B et B'.

2. Coniques — 45
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Soit O le centre de (I'), (C) le cercle de diamétre [AA’ ]
et (C') le cercle de diamétre [BB'].

1° a) Tracez le cercle (C).

b) Le cercle (C) se déduit de (I') par une affinité
orthogonale f. Placez N = f(M).

¢) Déduisez-en la construction de (C') et des points B
et B'.

2° Placez sur la figure les foyers et leurs directrices
associées.

3° Construisez (I°).

PROBLEMES

L L}
Coniques a centre : construction des foyers et
directrices.
1° Cas de l'ellipse. Soit (£) |'ellipse d'équation réduite
xl y2 B
e + i 1, avec
orthonormal (O, 7, /), A et A’ les sommets sur |'axe
focal, Fet F' les foyers.
La perpendiculaire en F a I'axe focal coupe le cercle
(€) de diamétre [AA'] en Uet U’, la tangente en U a
(€) coupe l'axe focal en T.
Démontrez que T est le pied, sur I'axe focal, de la
directrice associée a F.

0<b<a dans un repére

2° Cas de I'hyperbole. Soit (H) I'hyperbole d'équation

X2 y2
réduite ; - p =1
(0, 7,7), Aet A’ les sommets de (H), F et F' les
foyers, (C) le cercle de diamétre [AA’], (4) et (4") les
asymptotes. La tangente en A a (C) coupe (4) en E.
a) Calculez OE. Déduisez-en une construction de F et
F', a la régle et au compas, a partir de A, A’ et
des asymptotes.

dans un repére orthonormal

b) Déterminez les coordonnées des points communs a
(€), (4) et (4'). Déduisez-en une construction des
directrices de (H) a partir de A, A’, (4) et (4').

3° Appliquez les résultats précédents a la construction
géométrique des foyers et directrices des coniques
d’équations :

x2 y2 X2 y2

—+y—=1 et L.-L.y,

25 9 25 9

EEE
m Image d‘une ellipse par une transformation
géométrique.
Le plan (P) est muni d’'un repére orthonormal direct
(O, G, V). L'unité de longueur est 6 cm.
On désigne par z |'affixe du point M de ce plan, de
coordonnées x et y.
1° Soit (E) l'ensemble des points M du plan (P)
d'équation cartésienne :  x? + 5y? =1, Déterminez
la nature de (E) et ses éléments caractéristiques
(centre, axes, sommets, foyers, directrices). Tracez (E)
et mettez en évidence les éléments précédents.

20 On note Z le conjugué de z et | z| son module. Soit
f la fonction de (P) dans lui-méme qui, a tout point Ay
d'affixe z associe le point M’ d'affixe z' telle que -
2=|z|+z-Z

Calculez les coordonnées x’ et y’ du point M’ en
fonction de x et y. .

30 On note (E') I'image de (E) par f. Démontrez que
si M appartient a (E) alors M" appartient au cercle (€)
de centre O et de rayon 1.

49 Soit M’ le point de coordonnées (x’, y’). Démon-
trez que M’ a au moins un antécédent par f si, et
seulementsi: x'=0 et |y |<2x".

On désigne par (I") I'ensemble des points M’ dont les
coordonnées vérifient ces deux relations. Représentez
graphiquement (/).

Déduisez-en que (E') est un arc du cercle (¢) que vous
préciserez.

mEm
m Archiméde et la parabole.
Voici deux propriétés ainsi énoncées par Archimede :

Propriété 1. Dans un segment compris entre une
droite et une parabole, la droite menée du milieu de
la base (parallélement au diamétre) a une longueur
égale aux quatre tiers de celle de la droite menée
(parallelement au diamétre) du milieu de la moitié
de la base.

Traduction : 4B = g EZ.

A £ A r

Propriété 2. Si on inscrit dans un segment compris
entre une droite et une parabole, un triangle ayant
méme base et méme hauteur que le segment, et
si on inscrit dans les segments restants d'autres
triangles ayant méme base et méme hauteur que
ces segments, le triangle inscrit dans le segment
entier sera octuple de chacun des deux triangles
inscrits dans les segments qui restent.

Pour démontrer ces deux propriétes, résolvez le pro-
bléme suivant :
Soit (P) une parabole, A et I" deux points de (P), B
le point de (P) ou la tangente a (P) est paralléle
a(An).
La paralléle en B a |'axe (L) de la parabole (diamétre,
dans le texte d'Archimede) coupe (AI') en 4. Notons E
le milieu de [A4]. La parallele en £ a (L) coupe (P)
en Z @

, 4
1° Démontrez que 4B = 3 EZ.

2° Démontrez que l'aire du triangle AZB est le hui-
tieme de l'aire du triangle ABI.
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7S Méthode ‘ 55

Comment utiliser des inégalités en analyse

LE JOUR DU BACH

EXERCICES & PROBLEMES

BJECTIFS

[ Appliquer les propriétés générales, rencontrées dans I'enseignement obliga-
toire, a la résolution de problémes plus consistants.

B Connaitre la propriété relative aux suites monotones bornées, et savoir
l'appliquer sur quelques exemples simples.

B Suvoir exploiter les encadrements en analyse.
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Pratiques

m Dérivées successives et inégalites
L'objectif de ce TP est d'obtenir, en étudiant les signes de dérivées suc-

cessives, des inégalités sur les fonctions sinus et cosinus, conduisant a des approximations
polynomiales.
= . 3 xS
1. ETUDEDE ¢@:x~sinx-x+—-—
31 §1
1° Calculez ¢'(x), @" (%), ¢@®), “(x), ¢ (x), ainsi que les valeurs
de ces dérivées en 0.
4)

2° En étudiant le signe de ¢®(x), déterminez les variations de ¢,
et son signe suivant le signe de x.

3° Déterminez de méme le sens de variation de @, puis de ¢”, ¢’ et .
Dressez un tableau donnant les variations de toutes ces fonctions.

4° Déduisez-en, pour x positif, les inégalités suivantes :

x* % =
X——<sinxs<x——+—;
3! 31 5!
x>
x—3—;<smx<x,
x2
1—;<c05x<1,
x2 x2 x4
l]==esxE]l~—+—
2 21 4!

GRAPIHICS GRARHICS

HEPLAY

M Disp - G | L

NEPLAY

M:Disp |« GeT < =

3 xl xs A ) ) .
Courbes du sinus, de x - x-x— et de x = x -7 v 5 sur Courbes de ces mémes fonctions aprés un «zoom» sur
3! 3t st I'axe des abscisses.
calculatrice graphique.
5° Quelles inégalités du méme type obtenez-vous pour x négatif ?
6° En utilisant deux de ces inégalités, précisez la position de la courbe
de la fonction sinus par rapport a sa tangente a l’origine.
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2. APPLICATIONS

1° Approximations.
a) Montrez que I'erreur commise en prenant pour valeur approchée de

i}
' X - . . 1
sin x le nombre x = = est inféricure a 10 7 sur I'intervalle [— —;—.
3! 10 " 10
0) Majorez 'erreur commise en prenant 0,995 pour valeur approchée
de cos 0,1,

2" Etude d'une dérivabilité. .
sin x

S(x)= si x#0,

Soit / la fonction définic sur R par : X
J@O)=1.
a) Justifiez la continuit¢ de fsur R.

S(x)-/(0)

P .
En utilisant les encadrements obtenus dans la premiére partie, montrez que f
est dérivable en zéro (vous distinguerez les cas : x>0, x <0 pour les
encadrements). Quelle est la tangente a la courbe représentative de fau point
A0, 1)?

b) On se propose d’étudier la dérivabilité de / en zéro. Calculez

ﬁn Convergence des suites monotones

Nous admettrons la propriété suivante :

Propriété

Toute suite croissante majorée est convergente.
Toute suite décroissante minorée est convergente.

|

Lobjectif de ce TP est d’appliquer cette propriété et de conclure, selon les
cas, a la convergence ou a la divergence de ces suites.

1. EXEMPLE 1 : SUITE (»,) DU TYPE  u,,,=f(x,)

Soit (u,) la suite définie pour tout nombre entier naturel » par la relation de
un+l=u3+un |

u, distinct de 0 et de — 1.

1° Etudiez le sens de variation de la suite (u,).

2° On rappelle que, si (,) est une suite du type %, , =/f(u,), de limite
¢, et si / est continue sur un intervalle contenant ¢, alors ¢ est une
solution de I’équation  x = f (x).

Quelle est alors, si (u,) converge, la seule limite possible de («,)?

récurrence : {

3° On suppose u, ¢lément de | —1; O[.

a) Montrez par récurrence que, pour tout nombre entier n, u, appartient
al-1;0]l.

b) En utilisant la propriété citée au début de ce TP, montrez que (u,)
converge vers z€ro.

4° On suppose u, élément de 10 ; + col.

a) Montrez que, pour tout 1= 1:  u, > uy+ ug

b) Concluez alors a la divergence de la suite ().

5° Que se passe-t-il si u, est ¢lément de | — oo ; — 1[?

) " 1 nn
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2. EXEMPLE 2 | o
\finie par : =l+=+..t== .
Soit (u,) la suite définie par @ U, ” pre E:I P

ite st croissante.
1° Montrez que la sutte (u,) es

30 On se propose de montrer que la suite (u,) est majorée.
;) Soit p un nombre entier supéricur ou égal a 2. Montrez que :
( v

*p |
_L‘{\\ f - dr.
I)" Jpol [

b) Déduisez-cn, en additionnant les inégalités obtenues en faisant varier p

que @
0 ]
Joseph Fouricr (1768-1830). [ + LI = dt, puisque: ¥, <2--
Ses principaux travaux cons 37 e 2 Rk ' '
Ses p”nqpﬂll\ (ravau 22 n | { g

cernent la théorie de la pro- o
pagation de la qhaleut dans m} o) Dé duisez-en que (u") A —
solide, la résolution d'équations ‘ |

aux dervées partielles et repré- 30 Concluez alors a la convergence de la suite ).

sentation d'une fonction par une crx s . . .
srie trigonométrique, appelée Rf:marque. ,LE.I propriete dg c'onvergence .dune su1t§ Croissante majorée
depuis «série de Fourier». démontre I'existence de la limite de la suite (u,), mais ne permet pas de

Cest aussi & Fourier que I'on ..
doit le symbole d'intégration trouver'cette hmfte- o N |
) Des méthodes d’analyse plus compliquées (séries de Fourier) permettent de
2

b
: s
1 montrer que (u,) converge vers &

m Exemple d’encadrement d'une intégrale

L'objectif de ce TP est de montrer comment déduire I'encadrement d’une intégrale,
d’un encadrement de fonction.

1° Soit les fonctions A4 et B définies sur [0; 1] par :
2 2
A(x)=1n(1+x)—x+% et B(x)=ln(1+x)—x+%.
En étudiant les signes de 4’ et B’ (dérivées de 4 et B), démontrez que :
2 2

x—x—sln(l +x)$x—x—.
2 4

2° a) Justifiez ’existence des trois intégrales :

L ( —x?z)dx, ﬁ In(1 + x)dx, f; (x—%)dx.

] |
b) Déduisez-en : §< f In(l +x)dx <
0

Sl

On pourra poser :  « 3" @) En utilisant une intégration par parties, vérifiez que :

u(x)=In(l +x) et
v(ix)=1+x.

"1
j In(1+x)dx=21In2-1.
0

2 17
b) Déduisez des questions précédentes que : §< In 2 5’

; ; os ?
Peut-on en déduire que 0,7 est une valeur approchée de In 2 a 0,1 pres

i

50
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i i B . Encadrement d'une fonction
definie par une intégrale
L'objectif de ce TP est de montrer comment la propriété de «positivité » (page 145 du manuel

« Enseignement obligatoire»), peut aider a calculer la limite en un point d’une fonction
définie par une intégrale.

3x
o g ; L | cos ¢
On considere la fonction f/ définie sur |05 + o[ par @ f(x) =f inind g 7Y
t
X

> Ix 4
" T ocos f cos [
(Remarquez que  f'(x) = j = dr — f - dt  par exemple.)
JI Ji
1° En utilisant les dérivées successives, démontrez que pour tout £ de R :

f2
i = 0 =<cosf<1. (Reportez-vous si nécessaire au TP 1, p. 48.)

2 d cos / .
2° Déduisez-en un encadrement de = pour ¢ > 0, puis de f (x) pour x > 0.

3° Démontrez que lim f(x)=1n 3.
x—0

Encadrements de fonctions et suites

1
L’objectif de ce TP est d’utiliser un encadrement de In (1 + —) pour étudier
x

de deux fagons la suite (u,) définie par : u, = (1 + -) .
n

: 1
1. ENCADREMENT DE  In (1+-)
X

1° En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrez que pour tout x

1 1
de]0; +wo[: —<Ihx+])-lhx<-.
X+ 1 %

2° Déduisez-en l'inégalité :

| |
<ln(1+—)<; pour tout x de 10; + cof. (D
X

x+1
2. ETUDE « DIRECTE» DE  (x,)
Soit  wu, = (1 + %)" pour n € N¥*,

démontrez que pour tout »

“ |-

1
1° En utilisant I'inégalit¢é In (l +—)<
X

l < In lkl ll~1“”>
=i + - ue + - =>e.
X+ 1 X 4 n

3° a) Utilisez les questions précédentes pour démontrer que, quel que soit 7
1 \
dans N¥ : O0<e—-u,<-u,<-¢
n n

de N*¥ : y <e.

n

2° Déduisez de I'inégalité

b) Quelle est la limite de la suite (u,)?

3. Compléments d'analyse — 51
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3. ETUDE DE u,=f(n)

1 4
Soit la fonction / définie sur 10 + oo| par  f(x) = (l + ;)

P

Alors u, = f(n) pour tout n de N*,

1° Sens de variation de (v,)

o

' o I
a) Soit @ définie sur [0 + o] par @p(x)=xIn (l + —).
X

En calculant @' (x), et en utilisant Pinégalité (1), déterminez le sens de
variation de ¢.

b) En remarquant que  w, =" déterminez le sens de variation de la
suite (w,,).

2° Convergence de ()

. 1
a) Déduisez du 1. 2° (page 51) un encadrement de x In (] + —) pour x > 0.
X

b) En exprimant f (x) a I'aide de la fonction exponentielle, démontrez que
pour tout x de ]J0; + oo : cm<f(x)<e.
¢) Déduisez-en que :

lim f(x)=e; lim u,=e.

X=> %ico n— +w

ﬁ Suites récurrentes et nombre d'or
W Lobjectif de ce TP est d’étudier deux exemples de suites récurrentes du type

u,, ,=f(,), toutes deux convergeant vers le nombre d'or.

+V5 1-V5s

1 , ,
L’égquation x> =x+1 admet deux solutions, T notée ¢, — notée {'. Sa solution

. 1+Vs ) .
positive —3 est appelée nombre dor, et intervient dans de nombreux problémes de
mathématiques.
:
:;‘:f
LE SAVIEZ-VOUS?

147

Le nombre d'or & €1é utilisé en
peinture ; certains rapports entre
les éléments d'un tableau, ligs au
nombre d'or, donnent a ce
tableau une impression d'équi-
libre et d'harmonie. Ce rapport,
égal au nombre d'or, a éte utilise
par de nombreux peintres, en
particulier par Botticelli dans son
tableau « Le Printemps » o0 'on
releve de nombreux exemples de
cette geometric du nombre d'or.

« e Printemps »

ucel

Bo

Sandso

52
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1. EXempPLE 1 :

\/ Vie+Vie Vi
u,= \f1+* 4

—
m

{

1° Vérifiez que la suite (1) est définie par son premier terme  u,=1 et
la relation de récurrence : .

u,,, = V1i+ u,, n ¢lément de N,

notl

2" Montrez que, si (v,) converge, alors sa limite est solution de I’équation :

Xx=VI+ux
3° Montrez par récurrence que ;0 <u, < €, pour tout n élément de N.

4° Montrez que, pour tout nombre entier naturel »n, on a :

W, = €)u,-€") =1—\/§
T

n+l_un=— > — Of‘l fl
1+ un+ uu

Déduisez-en le sens de variation de la suite (u,).

u

5° Concluez alors a la convergence de (u,) vers le nombre d’or.

2. EXEMPLE 2 :
u’+1 5
= ” u,=
un +1 zun . 1 0

On a vu, dans le manuel « Enseignement obligatoire » (page 176), la méthode
de Newton d’approximation d’un nombre solution d’une équation g(x) =0,
g,

par une suite définie par wu,,, =u - .
g'(u,)

n+1 n

1° En considérant ici g définie par g(x)=x*-x-1, sur[l; 2], montrez
que la suite définie par :

w1
AL

est la suite de la méthode de Newton de premier terme u,=2. (On
admettra que g vérifie les propriétés nécessaires.)

x2+1
Onaalors : u,,,=f(,), avec /() = 3—.
X —

u, =2,

2

2° En utilisant la relation €= ¢+ 1, montrez ’égalité :

-6

Mner ™ 2u, - |

3° Déduisez-en, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, l'inégalité :
u,> ¢, pour tout n élément de N.

4° Déterminez le sens de variation de (u,), puis la convergence de (u,,).

5° Quelle est alors la limite de («,)?
3. Compléments d'analyse — 53
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x'->smx

1 J Encadrement par des fonctions polynémes

Ce TP propose des exemples d'application des encadrements classiques g4,

d’i ntegrales.

R4

Voir TP3 <«

1+x, x=In(l+x) pardes fonctions polynémes a I'étude de suites o,

"

’ﬂ k 2
I. ETUDE DE  w,= 3 sin—, n élément de N*
n
k=1

On utilise ici P'encadrement démontré dans le TPI : pour tout nombre
1
N ) _
positif :  x = —=<sIn X=X
0

. K
1° Encadrez le nombre sin —  pour toute valeur entiére de k dans [ 1, 7]
n '

sez-en que : -— NN=u, <
3° Deéduis q o 6n° - ' P pour tout pn
de N*.
3° Montrez que : ¥ k*<n?, pour tout n de N*,

4° Déduisez-en un nouvel encadrement de u,, et la convergence de la suite

(uy)-

n

. 1 2
2. ETUDE DE u,= (1 + —2)<1 + ——2)...(1 + l,)
n n 2

2

1° Montrez que, pour tout nombre réel x positif : x — %— <In(l+x) <

2°Onpose: v,=Inu,.
a) A l'aide de ’encadrement précédent, montrez que :

+1 | G n+1
s -— S k<y,< > pour tout n de N¥,

2n  2n' " n

k=1
b) Justifiez 'inégalité : 3 k*<n’, pour tout n de N¥*, et déduisez-en
un nouvel encadrement de v,.

3° a) Quelle est la limite de la suite (v,)?

b) Déduisez-en la convergence de (,) vers Ve.

|
3. ETupE DE ::,,:f Vidt"dt (n=1)
JO

1° A P'aide d’une intégration par parties, calculez u, .

2° Si n = 2, vous ne connaissez pas de primitive de = V1 +¢" Onse
propose donc d’encadrer u,, .

a) Montrez que, pour tout / positif : I <V1+r<1+ 71 I3

b) Déduisez-en un encadrement de V1 +¢",

3° @) Montrez alors que, pour tout n de N¥ : | <y, <|+_—7r-

2(n+1)
b) Quelle est la limite de la suite («,) ?
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COMMENT UTILISER DES
INEGALITES EN ANALYSE

CAS DES FONCTIONS - 1

Pour démontrer que  f(x) <g(x) pour tout x de l'intervalle J,
on peut étudier les variations sur / de la fonction x> g(x) — f(x)
(ou de ses dérivées successives si nécessaire).

CAS DES SUITES 2

e Si une suite (u,) est croissante et majorée par un nombre M,
alors la suite (u,) a une limite € et £< M.

e Si une suite (u,) est décroissante et minorée par un nombre m,
alors la suite (u,) a une limite et m< ¢.

CAS DES INTEGRALES 3

T e o

Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a, b)
(a<b)etsi f(x)<g(x) pourtout xdans [a, b], alors :

b b
f f(x)dxéf g(x)dx.

3. Compléments d'analyse — 55
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ERCICES

Commentés

ENCADREMENT D'UNE INTEGRALE

1° Démontrez que pour tout x de [0, + oo :

1-x< <1-x+x2%4

1+x

2° Déduisez-en un encadrement de / definie par :

COMMENTAIRE
Vous ne savez pas calculer directement Dinté-

1
grale 1. En encadrant T2 P des fonctions

polynémes vous pourrez encadrer /.
Le passage de la question 1° a la question 2° se
fait en substituant ¢ a x.

UNE SOLUTION
1° Soit les fonctions f et g définies sur [0; + oo par :

F) =~ (1=

g(x)=1 —x+x2—%.

+ X
On a alors :
1 (1=x(1+x) . x?
f = — =
(%) - e soit f(x) i

et donc f(x) =0 sur [0; + oo.

X3
g(X)—m et donc g(x)=>0 sur

De méme :
[0; + wof.
D’ou la double inégalité demandée.

2° Pour tout t, on a t?=0, on peut donc sub-
stituer t? a x dans I'encadrement du 1° :

1
1—t2»<1Tt2-<1—t2+t4

donc en particulier pour tout t de [0; 1].

pour tout t,

e
par les fonctions t=1-t? et tm 1-1t%+14
et ces trois fonctions étant continues sur [0; 1], on en
déduit :

1 1 1
1
1-t3)dt< —dt= - t2+ t4)dt
L( ) fo 1+tzclt<£ (1-t )

re

La fonction étant encadrée sur [0; 1]

ETUDE DE SUITES RECURRENTES

(a,) et (b,) sont deux suites définies par leurs
premiers termes :

a=1 by=2,
et les relations de récurrence :
an __ b7
an+1=mr n+1_an+bn-
1° Montrez par récurrence que, pour tout n de N,
0<a,<b,.
2° Déduisez-en le sens de variation des deux suites,
et la convergence de ces suites.

3° Montrez que la suite (a,—b,) est constante.
Déduisez-en les limites respectives des deux suites.

COMMENTAIRE

L’inégalitt 0 <a, <b, permetira de mon-
trer que les deux suites sont minorées. Si on les
trouve décroissantes, on pourra alors conclure a
la convergence des deux suites.

On note alors ¢ et ¢’ les limites respectives de
(a,) et (b,) et on essaie d’obtenir des relations
permettant de trouver ¢ et .

UNE soLuTION

1° Soit P(n) la proposition :  0<a,<b,. .
Comme ag=1, by=2,0<a,<by, P(0)estvraie.
Soit n un nombre quelconque fixé. On suppose P(n)
vraie.

a,>0, b,>0,

donc a,+b,>0,

a:>o,
a;
donc >0 et a,, >0
a, + o,
2 2
an_bn
anrl"bnll:' =an—bn'
a, + b,

Par hypothése, a, < b,, d'ou a,,,<b,, -
On obtient donc l'inégalité :

0<anll<bn|l'

P(n -+ 1) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

af! _ —anbn

—a,= —nCn
a,+ b, a,+ b,

2° an+1_an=

‘D'aprés les signes de a, et b,ona: a,,, - a,<0.
La suite (a,) est décroissante.

b? B
an + b" n
La suite (b,) est décroissante.

_ T a bn

Deméme: b,,,-b,= .
a, + bn

n

Les suites (a,) et (b,) sont décroissantes, minorées par
zéro d'apres 1°, donc convergentes.

3°Onatroué: a,,,-b, ,=a,-b, pourtout
n, la suite (a,-b,) est donc constante, égale a
ag — by, soit : — 1.

Soit ¢ la limite de (a,), ¢’ la limite de (b,).
D'apreés les propriétés des opérations sur les limites :

lim (a,-b,)=¢-¢".

n—+x
D'ou la relation : € - €'=-1.
2

De plus, a,.,= " dou:
p n+1 a + b,
52

{= , ou encore ¢¢'=0.
e+ 0

Oor 0<a,<b, dou 0O0s<f=<{.

¢-¢'=-1 etle produit €’ est nul : c'est donc ¢
qui est nulle.
Dou: ¢€=0, ¢'=1.

(a,) converge vers zéro, (b,) vers 1.

ETUDE D'UNE FONCTION
Soit f la fonction définie sur R, par :
_ In(1+x)-x

Flx) =T

si x>0

f(0) = 0.
1° Montrez que f est continue en zéro.

2° Démontrez que, pour tout x positif, on a I'enca-
drement :

X2 x2 3
X=-—<In(1+x)<x-—+—.

2 ( ) 2 3
3° Montrez que f est dérivable en zéro, et que

f’(0)=—%.

4° Précisez la position de la courbe (C) représentative
de f par rapport a sa demi-tangente a |'origine.

5° a) Montrez que f est dérivable sur ]0; + oo,
et que, pour tout x>0, f'(x) est du signe de
u(x)=x—(1+x)In(1+ x).

b) A l'aide des variations de u, déterminez le signe
de u, puis le sens de variation de fsur RY.

6° Déterminez la limite de f en + oo, et représen-
tez la courbe (C).

COMMENTAIRE
e Pour déterminer la limite de f en zéro, on

. In(1 +x
utilise la limite du cours :  lim ——(—2 =1
x =0 X

o Pour la dérivabilité de £, on utilise P’enca-
drement de  In(1 +x) dont on déduit un
encadrement du taux d’accroissement de f en
7610,

® Pour étudier les variations de f; le signe de la
dérivée n’étant pas évident, on utilise une fonc-
tion auxiliaire.

UNE SOLUTION ABREGEE

In(1+
1° f(x) = —(X—X) -1, si x est strictement positif.
. In(1+ .
Or lim u =1, donc lim f(x)=0=f(0).
x—0 X x—0

La fonction f est continue en zéro.

2° Ce résultat a été démontré a la page 83 du manuel

« Enseignement obligatoire ». On |'obtient en étudiant

les variations des fonctions définies sur [0; + «c[ par:
XZ

x+=In(1 +x)—x+—2— et

2 3
xv—»ln(1+x)—x+x——x—.
2 3

30 f(x)-f0) In(1+x)-x
X - x2 ’

En divisant les inégalités du 2° par x (x>0), on
obtient :

1 _f(x)-f(0) 1 x
—os— -+, 1
2 X 2 3 (1)
. 1 x 1 . :
Or lim |-=+=)=--. Le taux d'accroissement

de fen zéro est encadré par deux fonctions de limite

1 1
- —, donc tend vers — —.
2 2

La fonction f est donc dérivable en zéro, et

f’(0)=—%.

4° Une équation de la demi-tangente en zéro est

X
donc y=—5.
D'apres (1) :
1T _In(1+x)—x
ST e

. X
soit f(x) = 3"

(C) est au-dessus de sa demi-tangente a |'origine.
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5° a) Sur ]0; + o[, f est le quotient de deux fonc- lim Inx_ 0
tions dérivables car x— In(1+x) et x+= xsont e ity K
dérivables. 1
1 1 1 lim ; =2 0,
f(x)=—;(|n(1+x)—x)+;(1Tx—1), X—=+w 1
N SRl YGRS JLC) im In(1+—)=|n1=0.
X2(1+x) x2(1+x)° ’l‘)"""‘ i xf( Y= 1
im x)=-1
x2(1+x)>0. f'(x) est donc du signe de u(x). v L
b) u est dérivable sur R. et u'(x)=-In(1+x). La droite d'équation y=-1 est asymptote a (C)
en + .
SurR,,onadonc 1+x=1, -In(1+x)=<0.
u décroit sur R, . Or  u(0)=0, donc u(x)<0, Tableau de variations de f:
et f est décroissante sur R¥, et, par continuité en
” 1
zéro, sur R, . X ) 0 +oo
" 1 e T - )
6° En écrivant  In(x+1)=In [x(1 +;)], on 0 ) _% -
obtient : [ s —————"
1 1 1 fx) ) £ -
X e e
f(x)=—lnx+-ln(1+—)—1. . i
X X X | . N
ol Ui
4 : it { B
B HRE et IEFsreatet ARE54d ii =dh ad8E: So S
| g |
i : 2858y {
= i ]' o f e ‘_:_i... "- { *] ‘ 5 | San e ===
i B | 1 I 2

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Pour tont nombre entier naturel n, on considére la suite (u,) définie par

1 t\ - ny
", = - dy.
NA \ + l

I
1° Etude d'une suite auxiliaire (v,). Pour tout n, on pose : v, = e " dx,
n n
n

a) Caleuler »,.
b) Déterminer lim »,, puis lim (v, ).
2° Comparaison de (u,) a (»,).

a) Etablir que, pour tout v appartenant a4 [0; 1}, ona 2 <e¢ + 1 < 2¢".
1

1
b) En déduire que, pour tout n, on a : Ev“, =<u, SE V.
¢) Déterminer lim #,, puis lim nu,.
n n

3° Etude d’une suite associée a (u,). On pose : s,= > u, et t,=73 v,

p=1 p=1

n e—p 1
a) Montrer que : 0< y —<——.
b1 P e—1

e~?
(On observera que, pour tout p,ona: —=<e™’.
p

b) En utilisant P’inégalité des accroissements finis sur Pintervalle [p, p + 1],

' 1
montrer qu’on a : ——<In(p+1)-In(p)<-.
p+1 P
¢) En déduire que, pour tout n,ona: In(z+1)< 3 -
p=1
d) Montrer, en utilisant a) et c), que lim 7, = + co0.
¢) Que peut-on en déduire pours,?

<1+ In(n).

(Extrair Bac)
Donc : 1+e¥=2, et 2e¥=1+et
r - -
ANALYSE DE L ENONCE . D'ol I'encadrement : 2<eX+1<2e
On ne connait pas de primitive de x » ——. ‘
e +1 b) Il en résulte que :
On encadre donc cette fonction, par deux fonc- 1
tions plus simples, et on en déduit un enca- S ISy Sy Pourtoutx de [0; 1].
drement par deux intégrales, 1 e 1
L’essentiel de cette partie de probléme est basé e"™>0, donc e ¥-e ™Ms Sse™™
v » 2 ex+1 2
sur des considérations d’encadrement. ) .
e- 1
Soit : —a - ixg <-—e ™
2 e'+1 2
UNe soLuTion En intégrant cette inégalité sur [0; 1], on obtient :
L 1 1 1-e°" 1 P
‘|°a) V,= e ™dx=|-—e ™| = y 2v,,,,§u,,\2v,,.
0 n 0 n
. 1 \ e " : _ ) 1 . 1
b) lim -=0, lim —=0,donc lim Vv,=0. ¢ lim [zv,]= lim ([zv, ,|=0
n»-+',,n n—-+uw n n-—-+tw n o tw n s tw 2
nv,=1-e"" lim e""=0, donc ) If’?u (nvy) = 1. (u,) est encadrée par deux suites de limite nulle, donc,
o d'aprés le théoréme « des gendarmes », converge elle-
2° a) Pour tout xde [0; 1]: e*=e’ soit e*=1. méme vers zéro.

3. Compléments d'analyse — 59
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1 1
Ona: —z—nv,,HsnunsEnvn.
Or: nvn41=(n+1)vv)01'm.
Comme : lim (n+1)v,, =1,
n— +w
; n
lim —=1,
n-sto N1
On obtient : :
im = v, =5
et @ 2
De plus, d'apres 1°: im =—nv,=-.
hs s & 2
Donc, d'aprés le théorédme «des gen-
darmes» !
I 1
im  nu,=—.
g 2

e
g —=<e P crp=1,
p
n e-p n
donc § —s= Y e" A
p=1 p=1

Or, comme somme de n termes d'une suite géomé-

. . 1
trique, de raison —:
e

o
Pt |
e

1

o 1
1-(—-] <1, donc e P ——.
(e) p§=:1 e-1

b) Sur [p, p+ 1] la dérivée de la fonction

X —

logarithme vérifie I'inégalité :
1 1 1

<-<-,

p+1 x p

On applique l'inégalité des accroissements finis a
la fonction In sur lintervalle [a, b] avec a=p,
b=p+1, eton obtient:

1
p+1-\:ln(p+1)—|np<’—).

60

p tel que 1
In(p+1) lnp/1
n - S =,
d P

A
R
A
S

¢) Pour tout

En sommant ces n inégalités, on obtient :
"1
In(n+1)< 3§ -.
[7}
p-1
De plus, pour tout p=2:

1
—=Inp-In(p-1).
p

En sommant ces inégalités, pour p compris entre 2
et n, on obtient :

n

¥ —-<Inn,
p=2
s - 1 b
D'ol 3 —<1+Inneton abien I'encadrement :
p=1p
"
In(n+1)< ¥ =<1+Inn
p=1 P
d) a é 1 e”P § 1 § e P
Z%=3 (== % =~ % =
pai - put W P oy B py P
n a-p ,
D'aprés 3°a): - 3 —=-——7 d'ou
p e-1
p=1
£ "1 1
n= —= .
piig. P e-1
"1
D'aprées 3° ¢): ¥ —=In(n+1);
p

p=1
In(n+1) =+ oo,

or lim
n— + o
"1
donc lim Y —|=+c, et lim t,=+ co.
n— +o p=1 n—+w

n 1 .
e) s, = 3 U, upzi b+1 pour tout p compris
p=1

1
entre 1 et n, donc =5 (ths1 =)

lim s,=+ .
n-= tow

lim t,,,=+0, donc

n-—++w
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Q.C.M.

—

Dans chacun des exercices suivants, une au moins
des réponses est exacte.

n f et g sont deux fonctions dérivables sur i, telles
que f's<g':

Pour tout réel X,  F(X) = g(X) v, [

Pour tout réel x, £ (x) - F(0) < g(x) - g(0)... 01

si  f(0)=g(0), alors pour tout x positif,

£(X) < G, |

La suite ((— 1)™ est majorée par 1, donc conver-

GENTE L O
La suite (In n),~, est croissante, donc conver-
GENTE i, O

. 1 .
La suite (1 = —) est croissante, majorée par 1,
n>1

dONC CONVETGENTE.......ovuiiiiiiitiii et O

n f est une fonction continue sur R, minorée par
1 et majorée par 2. On note, pour tout x réel,

2x
1(%) =f f(t)dt.

Pour tout réel x, X<</(X) < 2Xewvreererennnnennnas (|
M X)) =4 90 sisssisssnsossimmissomssonmssssmsisisisse O

X+ tm

Si X<0, [(X)=2X v ]

EXERCICES D'ENTRAINEMENT

DERIVEES ET INEGALITES

]
1° Démontrez que pour tout nombre t positif
ona:

1_t+t2_t3<__1—-<1—t+t2.
1+t

RCICES & PROBLEN

ES

2° Déduisez-en que pour tout nombre x positif :

X x’ix‘ i In(1 1 x)=x xZFx3

~In <X-=+—.
2 3 A 2 3

3¢ a) Donnez un encadrement de In 2, d’amplitude

0,25.

b) Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles |'enca-

drement ci-dessus permet d’avoir une valeur appro-

chée de In(1 + x) a 0,01 prés?

mm
Soit f une fonction définie et dérivable sur
[1; + oo, vérifiant les relations :

f(1)=0 et f'(x)=

1
V1 + 1%
1° Etudiez les variations de fsur [1; + «[.

2° On définit la fonction g sur [1; + [ par:

1
g(X)=1—;.

Comparez f' et g', puis fet gsur [1; + «[.

3° Montrez alors que f est majorée sur [1; + <[, et
admet donc une limite € en + oo, Vvérifiant :

o<?<1.

] ]
Soit f et g deux fonctions définies sur I'intervalle
[0; =] par :
. 4
f(x)=sinx et g(x)=— x(m-x).
b1

1° a) Montrez que les courbes (C;) et (C;) représen-
tatives de f et g sont symétriques par rapport a la

droite d'équation x= g
. - n
b) Montrez que f et g coincident en x=0, x= 3

x=7m et ont méme nombre dérivé en x=

N1E

703
2° Soit ¢ la fonction définie, sur [0;5], par :

@(x) = f(x) - 9 (x).

a) Calculez @' (x), et étudiez

@ (X) @ (Xh

Tt
sur [0; = 1.

les signes de ¢", ¢", @' 3

n :
b) Montrez alors que @ est négative sur [0; E]' puis
que, pour tout x de [0; nr], on a l'inégalité :
4
sin x < — x(m - x).
m
¢) Construisez (C;) et (Cy) sur le méme graphique.

2 Camnldmnntr A’anahisa — 61
Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

CONVERGENCE DES SUITES MONOTONES

n
ﬂ Soit (u,) la suite définie par la relation de
récurrence :

1 4
Upyq = c (ud +5) pourtout ndeN,
U0=

1° a) Soit f définie par  f(x) = é(x" +5), Ilinter-

valle [0; 1]. Montrez l'inclusion:  f (/) C /.

b) Déduisez-en, a |'aide d'un raisonnement par récur-
rence, que, pour tout n=0,ona: O0<u,<1.

2° Soit  @ix= f(X)- X
a) Etudiez les variations de ¢ sur /.

b) Montrez que I'équation f(x)=x a une solu-
tion unique sur /, que vous déterminerez.

) Utilisez le signe de ¢ pour déterminer le sens de
variation de la suite (u,).

3° Concluez alors a la convergence de (u,). Quelle en
est la limite ?

| |
n Soit (up,) la suite définie par son premier terme v,
strictement positif et la relation de récurrence :

u,.,=u,e"%, pour tout n de N.
1° Montrez que, pour tout nde N : u,>0.
. u g
2° Que pouvez-vous dire de 7 Déduisez-en le sens

ull
de variation de (u,,).

3° Montrez alors que (u,) est une suite convergente.
En résolvant I'équation xe *=x, déterminez la
limite de (u,).

]
Soit (u,) la suite définie par :

UO_O’
U,.1=V3u,+4, pourtout ndeN.

1° Montrez que (u,) est majorée par 4.

2° Déterminez le sens de variation de (u,), et
concluez a la convergence de la suite (u,). Quelle en
est la limite ?

1]
On considere la suite (u,) définie par :

{u,,+1 =V4u,+5, pour tout ndans N,

u=-"1
1° a) Démontrez par récurrence que la suite (u,) est
majorée par 5.
b) Déduisez-en que la suite (u,) converge.
2° En utilisant la continuité de la fonction

x+— Vax+5 surlintervalle [~ 1; 5], démontrez que
la suite (u,) a pour limite 5.

62

L]
On considére la suite (S,) définie par :
1 1 1 1
= + + + o
nt+1 n+2 n+3 n+n
1° Démontrez que pour tout nombre entier n non
n

(n=1).

nul: S, et
Déduisez-en que la suite (5,) est majorée.
2° Déduisez-en la convergence de la suite (5,).

LLJ
Soit (u,) la suite définie par la relation de
récurrence :

Uyyq=In(1+u?), pourtout ndeN,
Up > 0.

1° Montrez par récurrence que u, est positif, pour
tout n de N.

2° Soit f définie par:  f(x)=In(1+ x?) - x.
a) Etudiez les variations de fsur R, .

b) Montrez que I'équation f(x)=0 a une solu-
tion unique sur R, , et que, pour tout x de ®_,
f(x)<x

3° Quel est le sens de variation de la suite (u,)?

4° Déduisez-en la convergence de (u,). Quelle est sa
limite ?

14 L1 1]
. Soit (u,) une suite définie par la relation de
récurrence :

U,.q=U,— u?, pourtout nde N¥,

0<u,<l.
2

I — 1° Déterminez le sens de variation de (u,)-

- 2% Soit  f(x)=x—x2

S _ 1
a) Etudiez les variations de f sur [0, 5]'
b) Déduisez-en, a |'aide d'un raisonnement par recur-
1
rence, que pour tout n=1: 0<uy,< 3

3° Montrez alors la convergence de la suite (u,) vers
zéro.

Il — Soit v,=nu,. On se propose de montrer que
la suite (v,) est convergente.

1 1
° Vérifie y 21, f ~ .
1° Vérifiez que, pour tout n (n ry 1) P

2° Montrez alors par récurrence que, pour tout
nz=1:

) 1
0 < u, ~ ;' I- 1

3° Déduisez-en que la suite (v,) est majorée par 1.

4° Montrez que Vv, ,, - V,=U,[1 - (n+1)u,], et
déduisez-en la croissance de la suite (v, ).

5¢ Concluez alors a la convergence de la suite (v,).
vers un nombre réel de ]0; 1].
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(| ]
Soit r un nombre réel de I'intervalle ]0; 1[. On
définit la suite (u,) par la relation de récurrence :

un+1=(1+rn)un (nEN*)'
et son premier terme u, strictement positif.
1° Calculez u, et u; en fonction de u,.
2° Montrez par récurrence que, pour tout n=2:
= (1 + 0wt + =Y.,
A=A
30 Soit vy =In[(1+ ) (T +r"m )] =% In(1+rk).
ke
a) Montrez que, pour tout t=0, In(1+t)<t
b) Déduisezen que @ Vv, < 1_ir

4° a) Montrez alors que la suite (u,) est majorée.
Quel est son sens de variation ?

b) Déduisez-en la convergence de (u,).

RR
m Suites adjacentes.
On considére deux suites (u,) et (v,), telles que :

e (u,) est croissante, (v,) est décroissante,

e pour tout nombre entier n :
u,<v,:et lim (v,—-u,)=0.

n—+ow
1° a) Démontrez que (u,) est majorée par v,.

b) Démontrez que les suites (u,) et (v,) sont conver-
gentes et ont méme limite.

k=n
;s 1
2° Soit u,= ¥ Tl (on pose 0! =1),
k=0 "~

V.=u,+ )
" p.nl

Démontrez que les suites (u,) et (v,) convergent.

ENCADREMENT D’INTEGRALES

| |
Soit f une fonction continue strictement décrois-
sante sur l'intervalle [0; 1].

1
Démontrez que 'ona: f(1) <J f(t) dt<f(0).
0

i > sin t
Pour x>0, on pose : /(x) = f - dt.
X

1° En utilisant I'inégalité :
x3

x—;ssin x<x  (voir p. 48),

montrez que, pour tout x>0 :

2x 2x
1 2 1
b =T = < —dt.
Jx (t 6)dt<l(x) f 7

lim /(x)=1In2.

x—+0

2° Déduisez-en que :

nn
19 Le but de cet exercice est de trouver un enca-

5
drement de l'intégrale /= f In(1+ x2)dx.
3

1° Soit fla fonction définie sur R par f (x) = In(1 + x2)
et (C) sa courbe représentative dans un plan muni
d'un repére orthonormal (O, 7, J ). L'unité graphique
est 2 cm.

Etudiez les variations de f et tracez la courbe (C).

2° Montrez que pour tout nombre réel x positif, on a :
T x?=(x+1)%

Déduisez-en que pour tout nombre réel x positif :
In(1+x?)=<2In(x+1).

39 A l'aide d'une intégration par parties, calculez :

5
J=f In(x+ 1)dx.
3

Déduisez-en une majoration de /.

4° Montrez que, pour tout nombre réel x strictement
supérieur a 1, ona: 2In(x-1)<In(1+ x?).
5° Déduisez-en un encadrement de /.

Il

s ;2 T
1° Soit x élément de l'intervalle [0; E}
e s 2 .
Montrez les inégalités : — x<sin x<x.
T

. T T
2° Déduisez-en que, pour tout x de l'intervalle [Z; é] -

1 1 \/?r 1
s ———<A\[=x—.
\/)_( Vsin x 2 \/;

1
dx.

b1
2
3° Soit / l'intégrale définie par: = f
T sin X
4

a) Justifiez |'existence de 1.
b) Déduisez de la question 2° I'encadrement :

m T
\/;(2—\/§)</<5(2—\/§).

(1}
On se propose dans cet exercice de trouver un
! . d
= X ue
) 1+ x2 q
I'on ne sait pas calculer en Terminale.
1° Démontrez que, pour tout x de [0; 1], on a:

encadrement du nombre

1
! <1--x?
1+ x2 2
2° Soit A(x)=1-(1+x%)e X

1
, x .
a) Montrez que le signe de e e X est celui de
A(X).

2 CamnlAmnnte d'analien AR
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b) Calculez A’(x). Déduisez-en le signe de A(x).

c) Démontrez que, pour tout nombre x de [0; 1],
ona:
1

e X< .
1+ x2

3° a) Déduisez des questions précédentes que :
1- 1] </I< E

e 6
b) Peut-on a l'aide d'une calculatrice et de |'enca-
drement ci-dessus, trouver une valeur approchée de /
a 0,1 pres?

SUITES D'INTEGRALES

rr
Soit la suite (/,) définie par :

T

2
l,= f (cos? x)"dx  (n € N¥).
0

: _ m
1° Montrez que la suite (/,) est majoree par 5
2° Montrez que la suite (/,) est convergente.

L 1]
23 1° On considére la fonction f de la variable réelle
x définie par :
1
cos? x
Quel est I'ensemble de définition de f? Justifiez

kg

f(x)=

4
I'existence de lintégrale Io=f dx, puis
0

cos? x

m

4 sin x
l,= 7 dx,
o COsS“ X

nombre entier non nul.

celle de I'intégrale ou n est un

2° Caleulez Iy, Iy et 1.

3° Montrez que la suite numérique (/,),cn €5t une
suite décroissante, Cette suite admet-elle une limite ?

4° Montrez que, pour tout x de [0 e g] et pour tout

n
nombre entier non nul, on a: 0 <sin” xs(Tz) .

sin” x V2V
0= <2(——) . et cal

©cos? x 2
culez la limite de la suite /,.

Déduisez-en que :

] ]
Soit (u,) la suite définie par :

L i
u,,=J- e ndt
0

hd

(n € N¥).

1° Montrez I'encadrement :
t t?

pour tout t de [0; 1], e "<e "<1.

2° Déduisez-en un encadrement de (u,), et la conver-
gence de la suite (u,) vers 1.

nm
On considére, pour n entier naturel supérieur ou
égal a 1, et x réel quelconque, l'intégrale :

f"’ e
l,(x) = -al tdt
H( ) Jo n!

1° Calculez /; (x) a I'aide d’une intégration par parties.

2° a) En intégrant [,(x) par parties, calculez
,nl 1(X) - /,,(X) (n)’ 1)'

b) Déduisez-en que :

k=n Xk "
LhiX)=e-[1+ 3 — |e' %
k=1 k!

3° On suppose maintenant que x est un élément fixé
de l'intervalle ]0; 1].

a) Démontrez que, pour tout n dans N* :

(n e N*).

1 =
Osl,,(x)s;,—! e(1-e X).

Déduisez-en la limite de /,(x) lorsque n tend vers
I'infini.

b) En appliquant la convention 0! =1, montrez que
I'on peut en déduire :

) k=n Xk
lim 2 _I =X
v \ o K

ENCADREMENT D’INTEGRALES ET SUITES

1° Soit p un nombre entier supérieur ou égal a
un. En utilisant l'inégalité de la moyenne, montrez
I'encadrement :

p+1
] sf ldtsl.
pt1 b t P

2° En appliquant ces inégalités pour tout nombre p
compris entre n et 2n - 1, montrez l'inégalite :

1 1 I'z" 1.1 1
tt— < —-dts—-+..+ .
n+1 2n Jn t n 2n-1

yi

3° Soit (v,) la suite définie par :
2n

1
tt == -
2n %
p=n+1

(n € N*).

Déduisez de I'encadrement précédent I'inégalité :
1

In2—2~n<v,,:\:ln 2.

4° Quelle est la limite de la suite (v,)?
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PROBLEMES

Dérivées et inégalités
Soit M un nombre réel strictement positif.

I — Soit f une fonction dérivable sur . On suppose
que la dérivée f' vérifie :  |f'(x)| = M|xP|, oup
est un entier naturel non nul.
1° On définit les fonctions ¢, et ¢, sur iR par :
R |
B (=100 1O M
xp
() = F(x) -7 (0)+ M bt 1’
Etudiez les variations de ¢, et ¢, sur iR, et sur i
2° Déduisez-en, pour tout nombre réel x, l'inégalité :
Mx|p!
| £(x) - £(0)] S

Il — Application. Soit f une fonction cinq fois déri-
vable sur R, impaire, telle que f'(0) soit nul et dont
la dérivée cinquieme vérifie : | F©| < m.

1° Trouvez un exemple de fonction polyndme non
nulle vérifiant ces hypotheses.

2° Soit  fi:x=sinx-x. Montrez que f; vérifie
ces hypothéses.
3° Cas général. On pose :  @(x) = f(x) —g f'(x).

a) Caleulez @' (x), " (x), " (x), @'(0), ¢"(0), ¢" (0).

b) En appliquant I'inégalité des accroissements finis a
&), montrez que :

M. 2
[fOWl<mixl, puis 9@ 00 <=
c) En appliquant les résultats de la partie I,
déduisez-en l'inégalité :
M| x|5
180 °

d) Montrez que, si f(x) = x5 cette inégalité est
une égalité.

|ﬂn-§f%w|<

. X 2
sSin X——-CosX— =X
3 3

e) Déduisezen : lim B
x—+0 X

2 [ 1 1]

8 Points fixes d’une fonction

On appelle f la fonction définie sur R par
X

f(X)=(x+1)e 2,

On se propose d'étudier I'équation (E) : f(x) = x.

1° a) Calculez f'(x). Etudiez les variations de f sur

10; + wo.

b) Démontrez que pour tout nombre réel x positif :

1
fFrix)| <-.
L (%) 3

2° Soit  g(x) = f(x) - x

a) Montrez que g'(x) s'annule en un unique point f
tel que - 0,6 < f<-0,5.

b) Démontrez que l'équation (E) admet deux solu-
tions de signes contraires.

Soit « la solution positive de (E). Vérifiez que
1<a<2

3° Soit (u,) la suite définie par :

Uy =0 et u,, = Ff(u,). (nEN.)

a) Démontrez que pour tout entier naturel n: u, = 0.
b) Démontrez que pour tout entier naturel n :

1
|”n' 1 IXI “ 2 |“n rx|,

¢) Démontrez que pour tout entier naturel n :

1

g zni KN

d) Déterminez le plus petit entier n, pour lequel on
soit s(r que u, est une valeur approchée de o a

10 9 prés. Donnez alors la valeur de u,, affichée par
la calculatrice.

lu, | <

LLLJ
29 Constante d’Euler.

1° n est un nombre entier supérieur ou égal a deux.
A l'aide d'un encadrement par la méthode des rec-

n
1 S
tangles de f r dt, montrez l'inégalité :
1

1 1 1 1
-+ +t—-<Inn<1+-+..+
2 n 2

n-1
2° a) Déduisez-en l'inégalité :

1 1
+1)<1+-+..+—-<1+Inn
In(n+1) 3 -

1 1
b) On pose : u,,=1+5+...+;. Quelle est la

limite de (u,)?

3° Soit (v,) la suite définie par v,=u,—-In n.
Quel est le signe de v,?

n+1
4° a) En minorant |'intégrale f ;dt. montrez
n

1
I'inégalité : In(n+1)-Inn=>——.
inég (n+1) —

b) Déduisez-en le sens de variation de la suite (v,).

5° En utilisant la propriété de convergence des suites
monotones, concluez alors a la convergence de (v, ).
Sa limite s'appelle la constante d'Euler, notée y. (Une
valeur approchée de y est : y=0,577.)

[ L1}
Intégrale et méthode des rectangles.
On considere la fonction f définie sur ]0; 1] par
f(x)=x-1-Inx

1° Etudiez les variations de fsur ]0; 1] et tracez sa
courbe représentative (€) dans un repere orthonormal

(0, 1, J) (17l =2 em).

2° On se propose d‘évaluer l'aire de la portion de plan
située sous la courbe (€), délimitée par les axes (O, 1)

et (O, 7).

3. Compléments d'analyse — 65
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1
Pour >0, on note /(e) =f f (x) dx.

a) Calculez /(e). (Vous pourrez intégrer par parties

1
f In x dx.)

b) Déduisez-en la limite de /(a) lorsque o tend vers
zéro.

3° Soit n un entier naturel, n=2. On note
R

s,=1 s f(—).
n = \n

a) Interprétez géométriquement S, en termes de

rectangles. Faites la figure pour n=35.

b) Démontrez que, pour tout nombre entier naturel

k compris entre Tet n-1ona:
k+13

" n Kk
1f(‘”)<f Fldx=— f(—).
n\n J n \n

.
n

L 1 1
¢) Déduisez-en que: S, - L f(—) < I(—) <S5,.
n \n n
d) Déduisez de la question précédente un encadre-

ment de S,. Quelle est la limite de la suite (S,) quand
n tend vers + oo ?

EER
31 Etude d'une suite d'intégrales
Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 1 et
soit I, l'intégrale définie par :

n x\7 .
I,= 1+—| e Zdx
0 n

Le but du probléme est la détermination de la limite
de la suite (/,).

1° Montrez, pour tout nombre réel t positif, les
2

inégalités : t—%< n(1+t)<t

(On pourra étudier le sens de variation des fonctions
2
@ t—~In(1+t)-t et @,:t—In(1 +t)—t+%

sur R, .)

2° Déduisezen les inégalités suivantes, pour tout
nombre x de [0; n] :

x?2 X)
x-—=nin|1+-|<x
2n n

x?

-l Xl)
e*-e z”<(1 +—) <e
n

x? n
_ -5 X
e X-e 2”5(1+—) e ¥<e X
n
3° Calculez e~ *dx, et montrez alors que :
0
Lh<1-e " (1)

66

4° a) Montrez, pour tout nombre réel t positif,
I'inégalité : e t=1-t
b) Déduisez-en que, pour tout x de [0; n] :
x? 2
e xxe Mzer-2-e*
2n
5° Calculez, a I'aide de deux intégrations par parties,

“n
I x’e *dx.
0
6° Déduisez du 4° b) et du 5°, la minoration de /, :

Lel-1te ,.(_142), (2)
n

n 2

7° A l'aide des encadrements (1) et (2), montrez que
la suite (/,,) converge vers 1.

32 Le nombre de chiffres de 1000 !

L'objectif de ce probléme est de déterminer un
encadrement de :

S,=In(n)=In1+In2+..+Inn,

ou n désigne un nombre entier naturel supérieur cu
égal a 2.

Soit f la fonction numérique définie sur R* par :

f(x) =Inx.

1° Tracez la courbe représentative (C) de f dans le
plan rapporté a un repére orthonormal (O, 7, J )
(unité graphique : 1 cm).

2° Pour tout nombre entier naturel non nul p, on
désigne par A, le point de coordonnées ( p, 0).

a) Construisez les rectangles de bases [A, A, ], [A; A5 ]
o [An-1 Ap] et de hauteurs respectives In 2, In 3,

e IN 1
Montrez que la somme des aires de ces rectangies

est S,.

b) En utilisant une autre couleur qu‘au a), construisez
les rectangles de bases [A; A ], [AAs] o [A,-1 ALl
et de hauteurs respectives In 1, In 2, ..., In(n—1).
Calculez la somme des aires de ces rectangles.

¢) Interprétrez graphiquement l'intégrale :

n
I,,=f In x dx,
1

ol n est un nombre entier supérieur ou égal a 2.

d) A l'aide de considérations géométriques, deduisez
de a), b) et ¢) que, pour n=2:

Spo1 <Ip<S,.

3° a) Prouvez, a l'aide du 2° d), que, pour tout
nombre entier n=2:

h<S,<l,tInn

b) A l'aide d'une intégration par parties, calculez /,.
¢) Explicitez I'encadrement de S, ainsi obtenu.

4° Déduisez-en un encadrement du nombre p tel
que: 10°P=<<1000!<10P"!

Concluez alors quant au nombre de chiffres de 1000 !
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W Usiliser les outils relatifs aux nombres complexes, rencontrés dans le
programme obligatoire, pour résoudre quelques problémes plus avances.

I 4ppliquer I'éude des nombres complexes & la recherche de propriétés
caractéristiques de quelques configurations simples.

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Pratiques

i i P . Compléments de trigonometrie
L'objectif de ce TP est de transformer un produit de termes trigonométriques en

une somme (et réciproquement).

I. CONVERSION D’UN PRODUIT EN SOMME

1° Exemple

ia - ia ih - i
¢ +ec e +e
cosacos b= X (formules d’Euler),
2 2
i i s .
cos a cos b = 3 (e'a+d) 4 glta=b) 4 gilb-a)  gl(=a=by)
1 ei(a+b) & e—i(a+b) ei(u-lz) + e-i(a-—b)
cos a cos b=— + ,
2 2 2
1
cos a cos b = . (cos(a + b) + cos(a - b)).

2° A vous de jouer!
En utilisant la méthode du 1°, démontrez que :

sin a cos b=%(sin(a+b)+sin(a—b)),

sin a sin b = % (cos(a —b)—cos(a+b)).

3° Application : recherche de primitive
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = sin 3x cos 5x.

a) Convertissez f (x) en une somme trigonométrique.
b) Justifiez I’existence de primitives de f sur R et déterminez 'une d’elles.

2. CONVERSION D’UNE SOMME EN PRODUIT

1° Factorisation de cos 4 + cos B

a) Etant donnés les nombres a et b, on pose A=a+b e B=a-b.
Exprimez a et b en fonction de A4 et B.

1
b) Du résultat : cos a cos b = 2 (cos (a + b) + cos(a - b)), déduisez que :

+ B A-B
cos A + cos B =2 cos cOos .

2 2
2° Autres factorisations
, . A+B . A-
Démontrez que :  cos 4 = cos B = - 2 sin 5 smAzB,
¢ g ., A+ B A-B . + - B
sin A + sin B = 2 sin 5 cos 5 ,snnA—smB=ZCosAzBsinA2

68
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3" Application : résolution d’une équation
Soit ’équation :  sin 5x +sin 7x=0.  (E)

a) Factorisez  sin 5x + sin 7x, en utilisant une des formules précédentes.
b) Résolvez les équations  sin 6x=0 et cos x = 0.

¢) Déduisez-en la résolution de 'équation (£).

Vous retiendrez

a+b a->b 1
cos @ + cos b =2 cos 3 cos B cos a cos b =E[cos(a+l))+ cos (a — b)l.
. at+h  a-b . 1
cos @ — cos b =— 2 sin > sin 3t sin a cos =:—z[sin(a+b) 4 sin (a = b)].
. . . a+b -b ) \ 1
sma+$ml.‘»=25ma2 cosa2 ‘ smasmb=5[cos(a—b)—cos(a+b)].
sina—sinb=2cosa+bsina;b

En Transformation de a cos x + b sin x
Le but de ce TP est de factoriser toute expression du type a cos x + b sin x, ou a et

b sont deux nombres réels non simultanément nuls, sous la forme r cos (x — ). Cette seconde écriture
est plus pratique pour des résolutions d’équations, recherches de signes, etc.

1. METHODE DE FACTORISATION

On note z le nombre complexe a +ib; on pose : r=|z|, §=arg z

1° Expliquez pourquoi r est non nul.
Ecrivez a +1b sous forme trigonométrique.

2° a) Déduisez-en : a=rcos 8, b=rsin 6.

b) Démontrez que : a cos x + b sin x = r cos (x — 6).

2. EXEMPLE DE FACTORISATION

Appliquons la méthode précédente a I’expression :  cos x — V3 sin x.

1° Ecrivez sous forme trigonométrique le nombre complexe 1 -1 V3.

6 T s . By
2° Déduisez-en que : COS X — V3 sin x =2 cos [x + 3/

3. RESOLUTION D’EQUATIONS

1° En utilisant la méthode précédente, résolvez dans R les équations :
3 2

a)Tcosx+sinx=——. b)\/gcos.\'—sin.\‘=\/5.

V3

2° Une équation du type acosx+bsinx=c¢ a-telle toujours des
solutions ? Discutez suivant les valeurs de ¢ (rappel :  r=Va’+5b?).

Pour factoriser une expression du type @ cos x + b sin x :
1° on écrit le nombre @ +ib  sous forme trigonométrique : re'’;

2° on a alors : a4 cos x + b sin x = r cos(x = 0).

4. Compléments sur les nombres complexes — 69
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L LY ' L] r
EB Racines n-iemes de l'unité
Lobjectif de ce TP est de résoudre dans C toute équation du type 7" = 1.

Une solution de cette équation sera appelée « racine n-iéme de Punité» ou « racine n-iéme de 1.

1. RACINES TROISIEMES DE |

1° Résolution dans C de Péquation  z° = 1.

a) Montrez que si z'=1 alors |z] = 1.

b) Recherchez alors les solutions sous la forme ¢”, en écrivant e’ = 1.

| . 2n 2m
¢) Vous trouvez trois solutions correspondant a =0, f=—, =~ 3

. I V3 - g
On pose j=- 2 isi 5 Vérifiez que les trois solutions de I’équation

z'=1 sontl,jet].

2° Représentation géométrique des solutions.

Remarquez que les points M,, M, et M, images de 1, j et j forment un
triangle équilatéral.

a) Déterminez le vecteur OM, + OM, + OM,. Qu’en déduisez-vous ?
b) Expliquez pourquoi le triangle M, M, M, est inscrit dans le cercle
trigonométrique.

2. RACINES r-iémes DE 1

n désigne un nombre entier naturel non nul.
1° Résolution dans C de I’équation z"=1.
a) Montrez que si z"=1 alors |z|=1,

b) Expliquez pourquoi I’équation z"=1  équivaut a I’équation
d’inconnue 6 : €"’=1.

¢) Déduisez de ce qui précede que I’équation z"=1 possede n solutions
A N (DY

complexes : 1l,e ", e” "

,e ", .,
Chacun de ces nombres est appelé racine n-iéme de I'unité.

2° Ensemble des racines n-iémes de unité.
2n

i— . o r
a) Soit w=e ". Montrez que les racines n-iémes de l'unité sont :

n-1

2
L, w, w° ..., w

b) Soit M, le point d’affixe w* (0<k<n-1,kEN).
Montrez que M, ,, est 'image de M, par la rotation de centre O et d’angle

2n - -
—. (Vous pouvez utiliser I'application z = wz.)
n

Déduisez-en la nature de la figure géométrique déterminée par les points M,,
Ml s 'y M

n-1

3. RACINES n-itmes D’UN NOMBRE COMPLEXE ¢ NON NUL
Nous n’étudierons que le cas ol la forme trigonométrique de a est donnée ou
facile a obtenir.

1° Etude d’un exemple.

.

a) Calculez (2¢ ?)* sous forme trigonométrique.

70
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i3 3
4 . . & &
equivaut a

b) Montrez qu’alors I’équation  z’ = 8e
1=

2e 12

¢) Connaissant I’ensemble des racines troisiemes de 1, déduisez-en

a1

i
I’ensemble des racines troisiémes de 8e “.

2° Cas général. Cherchons les racines n-iémes du nombre complexe a = re'”.
a) Cherchez une solution z sous sa forme trigonométrique pe’’.

pl=r

nl=w+k2n (k€ Z).

b) Connaissant I’ensemble des racines n-iémes de 1, déduisez-en que les

. "y n
racines n-iemes de a sont les n nombres complexes de module Vr et
d’arguments respectifs :

®x o 2m o 4m o« (n-1)2n
-t =, —-+— -

Remarquez que l'on a : {

] ] sy

n mn n’ n n n  n

¢) Vérifiez que, pour obtenir toutes les racines n-iémes de a, il suffit
de multiplier I'une d’entre elles par les racines n-iémes de 1.

4  (r=D2x

o Les racines n-itmes de 1 sont : 1,e ",e ",..,e " .
a

o Pour obtenir les racines n-iémes de re'’, il suffit de multiplier('/;el;
par les racines n-iémes de 1.

. [
EE" Affixe d'un barycentre
L’objectif de ce TP est de traduire la notion de barycentre a l'aide des nombres

complexes, et d’appliquer ce résultat a I'étude de configurations.

1. MILIEUX ET BARYCENTRES

2 1° Soit deux points 4 et B d’affixes respectives z, et z;.
Soit I(z;) le milieu du segment [4B ).
a) Exprimez OI en fonction de OA et OB.
+
/ b) Déduisez-en que : z;= %,
2° Soit n points pondérés (4,, 4,), (4,, 4,), .., (4,, 4,) tels que la somme
Y A S 4 soit non nulle, soit G le barycentre de ce systeme.

Ol u =1
On note z, I'affixe d’un point 4, et z; celle de G.
Exprimez le vecteur OG en fonction des vectewrs O4, , ..., O4,

n*
n
> 4z,

i=1

3

(=1

Déduisez-en I'égalité :  z, =

4. Compléments sur les nombres complexes — 71
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3° Déterminez en particulier, a partir de la formule précédente, I’affixe de
I'isobarycentre G des points 4,, ..., 4

4° Déduisez-en I'affixe du centre de gravité du triangle ABC ou :
AL +2i), B(-2+1i), C(I + 3i).

5° Soit Ay, A,, A,, Ay, Ay les points d’affixes respectives  z,=1, z =¢ g

4i§ m’;' m’g'
z=¢°, z;=¢°, Zz=¢°,

Déterminez I'affixe de I'isobarycentre du pentagone A4, 4, 4, 4, A,. Expliquez
géométriquement le résultat obtenu.

(Indication : remarquez que les affixes des points A, sont les racines
cinquiémes de l'unité.)

2. APPLICATION A L’ETUDE D’UNE CONFIGURATION

Soit ABC un triangle de sens direct (la mesure principale de (4B, AC) est
élément de 10, 7t[).

A Pextérieur du triangle ABC, on construit les triangles équilatéraux directs
AC'B, BA'C, CB' 4, conformément a la figure ci-dessous.

On note a, b, ¢, a’, b', ¢’ les affixes des points 4, B, C, A", B’, C'.

’

’ a
B 1° Montrez que b est un nombre complexe

=
de module 1 et d’argument 3

LT LT

L : =
Déduisez-en la formule : a’'=be’+ce

2° Déterminez de méme les affixes b’ et ¢’ des
points B’ et C'.

3° Calculez a’'+b'+c¢’ en fonction de a. b.
¢ et montrez que les triangles 4’ B’ C’ et ABC ont
méme isobarycentre G.

4° a) Montrez que : a —a=e75( b'-b),
et déduisez-en 1’égalité : 44’ = BB’.
b) Montrez I’égalité :  Ad4’'= BB'= CC’.

i I Angle de deux vecteurs
[
et condition d'orthogonalité
L'objectif de ce TP est d’obtenir Vangle de deux vecteurs non nuls AB et CD a laide
d’un argument, et d’en déduire une condition caractérisant l'orthogonalité de ces deux vecteurs.

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, vV ), dans lequel les
points 4, B, C, D ont pour affixes respectives a, b, ¢, d.

On suppose 4 distinct de B et C distinct de D. L'angle (4B, CD) est alors
défini.

7

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

D

/ “
c s/

Y A L
_— e et

o u
/’B
A

" quotient
q b=

1. DETERMINATION DE L’ANGLE (4B, CD)
1° Exprimez I’angle (A_B: CD) en fonction des angles (17, AB) et (7, CD).

: — d-
2" Déduisez-en la formule : (4B, CD) = arg (I) - :l) +k2n (k€ 2).

3° Soit A, B, C, D les points d’affixes :
|, 5,
a=zi b=3+2, ¢c=2V3-2i, d=3+3V3i

—_—

Déterminez arg
b-a

2. CONDITION D’ORTHOGONALITE
1° Montrez que AB et CD sont orthogonaux si, et seulement si :
(4B, c—1)’)=§+kn k € 2).

2° Traduisez cette relation a I’aide d’un argument.
3° Déduisez-en la condition d’orthogonalité : « 4B et CD sont orthogonaux

si et seulement si est imaginaire pur».

-a
4° Soit A, B, C, D les points d’affixes respectives : a=1-1i, b=3+2i,
c=-4-1, d=2-5.

Représentez les points 4, B, C, D et montrez que les vecteurs AB et CD sont
orthogonaux. Illustrez ce résultat par une figure.

3. APPLICATION A L’ETUDE D’UNE CONFIGURATION

1° Soit ABC un triangle isocele rectangle en A de sens direct.
a, b, ¢ étant les affixes de 4, B, C, déterminez le module et un argument du
c —

a L qs 5. 134 :
, et déduisez-en I’égalité : c-a=1i(b- a).
a

2° On considére le triangle ABC de sens direct ci-contre. On construit les
points E, F, G, H tels que AEBF et AGCH soient des carrés de sens direct.

a) Mesurez EG et FH. Que constatez-vous ?
Estimez sur la figure I’angle formé par les deux segments [EG] et [FH].
Quelle conjecture pouvez-vous émettre a propos de ces deux segments ?

b) Quelle est la nature des triangles BAE et BAF?
Déduisez-en les affixes de £ et de F en fonction de celles de 4 et de B.
Effectuez un travail analogue dans l'autre carré.

¢) Exprimez les affixes des vecteurs EG et FH en fonction de a, b, c.
d) Déduisez-en que : EG=FH et (EG)L(FH).

AR et CD sont deux vecteurs non nuls, a, b, ¢, 4 les affixes des points A,
B, C, D.

¢
b—-a

. (E’,ﬁ)’):arg( )+k21r (k € 2).

d-c¢

e AB et CD sont orthogonaux si et seulement si est imaginaire

-a

pur.
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Colinéarite de deux vecteurs

L’objectif de ce TP est d'interpréter la colinéarité de deux vecteurs a laide des

nombres complexes.

~

1. CONDITION DE COLINEARITE

Soit AB et CD deux vecteurs. On suppose que AB est non nul. On note q, j
¢, d les aflixes des points A, B, C, D.

1° Montrez que AH et CD sont colinéaires si, et seulement si, il exi
nombre réel A tel que !

d-c=A(b - a).

ste un

2° Montrez alors que AB et CD sont colinéaires si, et seulement si, le nombre

C r
est réel.

2. PREMIER EXEMPLE : ETUDE D’UNE CONFIGURATION
1° Soit 4, B, C, D les points d’affixes respectives :

4, 1+5, -—-1+1i,> 4+6i

a) Représentez les points 4, B, C, D.

b) Montrez que les vecteurs 4B et CD sont colinéaires.

2° Calculez les distances AC et BD.

3° Quelle est la nature du quadrilatére ABDC ?

3. DEUXIEME EXEMPLE : UN PROBLEME
DE CONSTRUCTION

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (0, i, V).

A tout point M du plan d’affixe z distincte de 1, on associe le point M’
d’affixe z' définie par : : )

, Z2=1
Z .= N
z—1
” - On note 4 et B les points d’affixes respectives 1 et — 1. ‘
On se propose de donner une construction géométrique de M’ 2
partir de M.

1° Déterminez I’ensemble des points M pour lesquels M’ st
confondu avec'le point B.

74

©)
2° Montrez que le point M' est situé sur le cercle trigo-
nométrique.
i A 0 : , . z'+1
3° a) Soit r le nombre complexe défini par: r=— T

Calculez r en fonction de z et montrez que r est un nombre réel.
b) Déduisez-en la colinéarité des vecteurs AM et BM .

4° On suppose M non situé sur la droite d’équation x= L.
Utilisez les questions précédentes pour justifier la construction

géométrique du point M’ connaissant M, représentée par la
figure ci-contre.
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ENTRIGONOMETRIE 1

pour factoriser Si r=la+ip
acosx+bsmx’ la+ib]

et fO=arg(a+ ib) alors :
.8 C0s X+ bsin x= reos(x-g). -

EN GEOMETRIE : a | 2

Soit A,B,C,D des points d'affixes respectives z,, z, z, z,.

Pour démontrer RN ot R

une orthogonalité ) (AB)L(ED). sl T—=""Imaginaire pur.
“B A

Pour démontrer - - Z2p~Zc  4ql non nul.

un parallélisme } - (AB) /(CD) ‘8l 2,- 2, VESEg

4. Compléments sur les nombres complexes — 75
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L;B ERCICES

Commeniés

EqQuATiON TRIGONOMETRIQUE

Résolvez dans R I'équation V3 cos x - sin x = 1.

—_—
COMMENTAIRE

1l sagit 1a de Papplication divecte de In méthode
vue au TP2. Ensuite il faut savoir résoudre une
équation du Gype  ¢os x = cos a.

UNE SOLUTION
|V3-il=2

\/§—i=2(cosg—ising); donc :
arg(V3-i)=-

On obtient ainsi : V3 cos x — sin x=2 cos (x + g)

L'équation & résoudre est équivalente a :

J_n_1 soit cos x+n—cosE d'ouv-
cos | x+ 5”3 5 3 s

x+E=E+k2n =E+k27r
6 3 6
(k € Z).

ou soit {ou

T -7 -T
+—=—+k2 X=—+k2
X 6 3 I 5 T

2]RACINES n-iemes D'UN NOMBRE
COMPLEXE

1° Calculez (1 + i),
2° Déduisez-en la
z2=2(1-1).

3° a) Ecrivez 2(1 - i) sous forme trigonométrique.

b) Déduisez des questions précédentes la valeur de

résolution de ['équation

m
COs —
12

COMMENTAIRE

Il s’agit la d’un exercice trés classique,

Le calcul du 1° donne les éléments pour répondre
au 2° en suggérant une racine (roisicme de
2(1-1i).

Dans le 3° on retrouve la démarche du TP3,

76

UnE soLuTION
1P A+iP=1+3i-3-i=-2(1-1i).

2° Du 1°, on déduit que -1-i est une racine
troisieme de  2(1 - ).

On sait que I'on aura toutes les racines troisiemes de
2(1-1i) en multipliant -1-i par les racines

troisiemes de l'unité : 1, j, j.

1 .V3\ 1+V3 [1-V3
(—1—i)—5+17= 5 ol :

) 2
1 V3 1-V3 [1+V3
(—1—1)—5—1—2—= 3 +i 3 .

Les solutions de I'équation sont donc  — 1 -§ &t |es

deux nombres ci-dessus.

30 a) [2(1-1)] =2V2;
2(1—|)—2\/_(cosz—|sm ) 2\/_==

b) Reprenons la résolution de I'équation du 2°, =n
utilisant la forme trigonométrique (voir TP3, p. 70).

Posons z=rel,

. b1
if-- I——
23=2V2e ( 4) équivaut a: r3e3=2V2e ! *

’

rP=2V2 =V2
soit ou -7 2
390=—"+k2n =—+k— 2.
4 1 Thky ke
_il i7_‘.‘ _.E
D'ol les solutions:  V2e 12 V2e3;V2e *

.3
L
On a évidemment : V2e *=-1-i;
identifier les deux autres solutions.

il reste a

_—ﬂe]-—ﬂ- g[ donc cos(12)>0 on doit avoir :

12 2
([=7
Re[Z\/Ee(")LO
n
i S ]E, 3”[ donc cos — < 0; on doit avoir :
12 |2 12
2va. ]
12
Re[2 V2e “]<0.
3 -V3
Cela permet d'écrire: V2 e |'2=1+2\/§+'1—2‘——
dloue'i%=\/§+\/€+i\/§—\/— Tf_ _1_‘_
=¢cos ——isin—-
4 4 12 12
On en déduit : cos£=M
12 4 )
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[3] NOMBRES COMPLEXES

ET APPLICATION PONCTUELLE

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct
(O, U, V). A tout point M d'affixe z on associe le point

M’ d'affixe: 2z'= (1 = i) Z- (1 | l) Z.

2 2
on note f 'application définie par (M) = M".
1° Pour z=2+3i, calculez z', et placez les points

M et M’ sur une figure.

20 Montrez que z' est imaginaire pur, ou nul.

'

1+ 2i
le vecteur MM' est colinéaire a

3° Calculez le quotient et déduisez-en que
U+ 2v.

4° Expliquez comment, connaissant le point M, on
construit le point M'. Quelle est la nature de f?

COMMENTAIRE

Il s’agit ici de prouver la colinéarité de deux
vecteurs : MM' daffixe z'—2z, et &+2v
d’affixe 1+ 2i. 1l suffit donc de montrer que
z'=12

1+2i

est un nombre réel.

UNE SOLUTION ABREGEE M
1° z=2+3i, dou:

z’=(%— i)(z + 3i) —(%+ i)(2 - 3i),

z'=-i. M’ a pour affixe —i.

2° Pour montrer que z' est
imaginaire pur, calculons z'.

1 1 _
z"=(§+i)z_—(5—i)z car z=2z

/17

\§ Q \.‘»

z’=-z', dou 2z'+z2'=0, 2Rez'=0,
z' est imaginaire pur, ou nul.
3° On trouve : ’—,=—l(z+2);

1+ 2i 2

-2

z+Z=2Rez estréel, donc - est réel.
Or 2z'-z est I'affixe du vecteur MM 1+ 2i
' ] vl o 'l Z' ~-Z
|'affixe du vecteur U+ 2V. La condition : «1 3

réel », traduit la colinéarité de ces deux vecteurs.

4° D'apres 2°, M’ appartient a I'axe (y' Oy).

D‘aprés 3°, M' appartient a la droite (4y) passant
par M, de vecteur directeur &+ 2.

M’ est donc le point d'intersection de ces deux
droites, et f est la projection ponctuelle sur (y’ Oy)
parallélement a T + 2V.

(4] NomMBRES COMPLEXES

ET CONFIGURATION

Soit ABC un triangle de sens direct. Sur ses cotés on
construit deux carrés de sens direct : ACDE et BAGF.
Soit M le milieu du cété [BC].

Démontrez que :  EG=2AM et (AM) L (EG).

E

G

COMMENTAIRE ‘
Nous allons traduire les données a Paide des |
affixes a, b, c, g, ... des points 4, B, C, G, ...
L’affixe du milieu de [BC] s’obtient directement
en fonction de b et c.
Pour obtenir I’affixe ¢ du point E, on écrira :
e—a ™«
== c—-a 2
relations qui traduisent les égalités :

27] et |e—a|=|c-al,

1c, E)=§, AC= AE.

On raisonne de méme pour g. On détermine alors
les affixes des vecteurs EG et AM.

UNE soLuTION

” —_— —= W

ACDE est un carré de sens direct donc (AC AE) = 3
et AC=AE

e—-a . T

Le nombre est de module 1 et d'argument 3*

1Y
'— .
il vaut donc e 2, soit i. D'ou: e-a=i(c-a)
De méme : ABFG est un carré de sens indirect, donc

— T
AG=AB et (AB, AG)=-3.
g-al_ g-a__m
|b—a LI b-a 2
D'ou : ——g:a=—i, g-a=-i(b-a)

e-g=(e-a)-(g-a)=i(c-a)+i(b-a)
e-g=i[(c-a)+(b-a)]=2i(m-a)

On a donc : "9 230 Il en résulte que :
m-a
- EG
€"9 =2 donc ——=2 et EG=2AM.
m-a AM
i ——— —= T
arg -2 -T (@n) donc (AM, GE)=s (2m)
m-a 2

et (AM) L (EG).

A Comnléments sir les nambres comnlexes — 77
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Soit (P) le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (Q, i, ;T)z unité
graphique : 2 cm. On considére les trois nombres complexes non nuls deux a deux distincts
a,betetelsque |al=|#|=]c|l. On désigne par A4 Pimage dans (P) de a, par B
celle de b et par C celle de ¢. On note // le point d’affixe a+5+c.

Le but de Pexercice est de montrer que /{ est le point d’intersection des trois hauteurs du

trinngle ABC.

1° @) Soit  w = bhe - be.
Exprimer w & Paide de w. En déduire que w est un nombre imaginaire pur, ou nul.

. b+
5) Montrer a Paide de a) que (b + ¢)(b - ¢) et 7——6 sont des nombres imaginaires purs, ou
h—c¢
nuls.
2° a) Exprimer, en fonction de a, de b et de c, les affixes des vecteurs AH et CE.

) Utiliser a) et 1° b) pour montrer que la droite (4/) est la hauteur passant par 4 du
triangle ABC. «

¢) Expliquer, sans calcul supplémentaire, pourquoi H est le point d’intersection des trois
hauteurs du triangle ABC.

3° Placer les points 4, B, C et H dans le plan (P) en donnant a ‘a la valeur V3 + i,abh
la valeur —1+i V3 et a ¢ la valeur — V2 —i V2.

(Bac 1991)
.. b+c, o
N ) b) La condition 5 imaginaire pur, en supposant
ANALYSE DE L ENONCE b ! e | sy "
1l Sagit ici d’utiliser les propriétés de la conjugai- + ¢ non _.rlu' eit, equnva ente a l'orthogonalité des
b+c vecteurs AH et CB. Cela reste vrai si b+ c est nul, A
son et d’interpréter le résultat obtenu : Py et H sont alors confondus.
. dition d'orth =€ AH et CB étant orthogonaux, le point H appartient &
Imaginaire pur, comme une condition d’orthogo- “la hauteur issue de A du triangle ABC.
nalité de deux vecteurs.
¢) En permutant les réles des sommets, et en utilisant
a+c
| .
UNE <oLoTION | e nombre complexe —— on montrerait que
1° a) w=bc— b Le conjugué d'un produit étant celui-ci est imaginaire pur, ou nul, ce qui assure |'ortho-
le produit des conjugués, on obtient : gonalité des vecteurs BH et CA. Le point H appartient

w= bt - bc.

On remarque alors que

alors a la hauteur issue de B du triangle ABC, et est

e, donc w et ainsi l'orthocentre du triangle ABC.

imf)ginaife U, oir ERRTA ZEre (W W2 Ra e emt 3° Pour placer les points A, B et C on peut remarquer
nul).

' . T < T8 3it
b) (b+c)(b-¢)=bb+bc-cb-cc que: a=V3+i=2e5 b=2 ez's, c=2 *.

Or | b| =|c|, donc bb = cZ On obtient ainsi : 5

(b+c)(b-¢)=bc-cb=w.
(b+c)(b+¢€) est doncimaginaire pur, ou nul.

g o B
b+c (b+q(b-c) (b+c(b-¢)
b-c (b-q(b-<) |b-cl?
. b+c w H A
On obtient alors : ——=——.
| b-c|? est réel, w imaginaire pur, ou nul, donc
T b+c I
Ib——c|2 est imaginaire pur, ou nul, Donc b-_—;est . _ 0 / u

imaginaire pur, ou nul.

2° a) Le point H a pour affixe a+b+c¢ doncle

vecteur AH a pour affixe
CB a pour affixe b-c

7R

a+b+c—-a soitb+c
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Q.C.M.

Dans chacun des exercices suivants, au moins une
des réponses est exacte.

La différence  cos 3x — cos 2x  se factorise en :

2 COS B SINN ssssssssinssuonsssisssommanvesusvssissesssausssusnsss £l
= 2 S SH ST Kicrieiosisvorssonsnsunsonsssasnstisssssossssnssnsss O
— 2 SIN = X SIN —rvreeriieniiniiiiie e enee seesessnnes O
sin x—cos x est égal a:
7T
V2 cos (x + Z) .................................................... O
T
\/E sin (x - —) ..................................................... O
4
2 cos|x— s
Y R T a
L'équation z3*=i a pour solutions :
n Sn R
ela, e 5 e'( 2) ............................................ m]
V3 ny V3 1 g
> T3k 5 tgh i
el P § A [ T OSSO SRR m]

Exercices 4 et 5 : Soit A, B, C trois points
d’affixesa=2-i,b=—1+1i, c¢=1+2i, dans
un repére orthonormal direct (O, i, V).

n Le barycentre du systeme (A, 1), (B, — 1), (C 2) a
pour affixe :

B 2l et O
2 F e e e r e O
2,5 F ferrereeeceie et e s s ere O
7= € prssshonniiooreshisbsisibssssnssonstesnsnnnnsany essnetresssanss O
OALOC..eceiiiissis e e 0O
CALCB..eerrereressrcisinne s O

EXERCICES D'ENTRAINEMENT
TRIGONOMETRIE

]
ﬂ Transformez en sommes les produits proposés :
1° sin 3x cos 5x. 2° COs 2X cOs 3X.

3° sin x sin 4x.

=RCICES & PROBLEN

- et de

ES 1

L]
Déterminez les primitives sur R des fonctions
f définies par :

1° f(x) = sin 3x cos 2x.
2° f(x) = cos x cos 5x.
3° f(x) = sin x cos 7x.

Dans les exercices 8 a 12, résolvez dans R les
équations proposées.

3 .
. . . X
ﬂ sin 3x = sin 2x = sin E

n
ﬂ COS X + cOs 2x + cos 3x + cos 4x= 0.

n
sin x + sin 2x + sin 7x + sin 8x= 0.

—_
o

n+1 - X ,
cos X + €OS X = cos 3 (n entier).
[ ] ] n n-

sin > X — sin x=sin x (n entier).

mEE
Factorisation de cos a +cos b
On se propose d'étudier une autre méthode de
factorisation que celle vue en travaux pratiques.
"1° a) Montrez que :
(cos a + cos b)? + (sin a +sin b)?=2[1 +cos(a— b)].

a-b

b) Déduisez-en que : | e+ e”?|2 =4 cos?

- 3 a
2° a) En utilisant la formule d‘Euler pour  cos 7

. a
e + e = 2 cos

démontrez que :

b) Retrouvez ainsi les factorisations de  cos a + cos b

sin a + sin b.

L 1}
Etudiez le signe de sur l'inter-

valle [0; 7].

sin 3x + sin 4x

[ 1]
Application a I'étude d'une fonction trigonomé-
trique
Soit la fonction f définie par :

1. 1
f(x) =3 sin 3x+ T sin 5x.

, - T
1° Etudiez les variations de f sur l'intervalle [0; -2-]

(Vous préciserez les solutions de I'équation '(x) = 0.)

A Camnldmaontn ain las wansluan anmnlovnr 7q
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2° a) Pour x élément de [0; g] comparez  f(m - x)

et f(x).

b) Déduisez-en les variations de f sur [0; 7], puis sur
[=m; w).

c) Veérifiez vos résultats sur une calculatrice graphique
ou sur un ordinateur.

n
Mettez sous la forme rcos(x - 0) les expres-
sions :

1° 3 cos x— 3 V3 sin x
2° V6 cos x + V2 sin x
3° (V6 + V2) cos x - (V6 - V2) sin x.

Exercices 17 & 19 : résolvez dans R les équations.
s}
cos x + V3sin x= V2.

jod n
. N 6
m 2 cos x—3sinx=15. smx—cosx=£.

2

RACINES niémes COMPLEXES

208

. Résolvez dans C les équations :

1° z4=1. 2° z5=1.

30 z6=1. 4° z7=1,

Représentez géométriquement les solutions trouvées.

=
Résolvez dans C les équations :
1°z5+1=0. 2° z5+i=0.

| |
Résolvez dans C I'équation z% = 16i.

1 4 .

. . . +i
Ecrivez sous forme trigonométrique purs

3-i
. 1+i
résolvez dans C : z6= L.,
V3-i

L 1]

24 Résolvez dans C I'équation : z4=2(1+i V3).

=45
Résolvez dans C |'équation  z®=8j; dédui-

/g .
cos— et sin—

sez-en 12 12"

]
Soit P(z)=1+2z+2z%+2z%+2z% + 25,

1° Calculez  P(-1).
2° Résolvez dans C I'équation  P(z) = 0.
R0

AFFIXE D'UN BARYCENTRE

n
Soit A et B les points d'affixes 4i et — 2 — 2i, Cet
D les points d'affixes — 1 + 3iet 1 +i.

1° Déterminez les affixes des points / et J, milieux
respectifs des segments [AB] et [CD].

2° Déterminez I'ensemble des points M d'affixe z tels
que :

|z o1 il =1z 2il.
3° Retrouvez le résultat précédent géométriguement.

L]
Soit A, B, C les points d'affixes respectives :
b=-2+3i, c=4-i
Déterminez I'affixe du point D tel que l'isobarycentre

du quadrilatére ABCD soit le point O et placez les
points A, B, C, D sur une figure.

a=1+i,

g
Soit A, B et C trois points d’affixes respectives
1+i, —2-iet -3i

1° Déterminez |'affixe de G, barycentre du systeme
(A, 2)! (B' - 1)1 (Ct 1)'

2° Placez les points A, B, C et G sur une figure.

| |
A, B, Csont les points d'affixes :

a=1-i, b=2+3i, c=3+]j,
A’, B', C' les points d'affixes :
a'=—1+3i, b'=3-i, c=4+i

1° Déterminez I'affixe de l'isobarycentre de chacun
des triangles ABC et A’ B’ C’. Que remarquez-vous ?

2° Retrouvez le résultat en déterminant |'affixe du
vecteur AA’'+ BB'+ CC'.

ANGLES DE VECTEURS

n
Soit A, B, C les points d'affixes respectives :
b=1+(1+V3)i, c=(1+V3)i

Déterminez les angles de vecteurs :
(AB, AC), (BA, BC), (CA, CB).
Quelle est la nature du triangle ABC?

a=1+j,

-
Soit A et B les points d'affixes respectives — 1 — i
et 1.
Déterminez |'ensemble des points C tels que ABC soit
un triangle équilatéral.

(On envisagera les deux cas : (AB, A_C‘)=g- ou
(A8, AZ) = %)
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VECTEURS COLINEAIRES ET
VECTEURS ORTHOGONAUX

| |
Soit M le point d'abscisse « de la droite (D)
d'équation y = x et A le point d'affixe i.

1° Déterminez I'affixe Z du vecteur AM.
20 Soit U le vecteur d'affixe 1 + 2i.

. 4 ; A
Calculez le quotient N et déterminez la valeur de w

pour laquelle AM est colinéaire a u.

L}
On considére un triangle ABC. On note L, M, N et
P les points tels que :

PG s T e =
=— AB; - AB; AN=

Al 3 3

Exprimez les affixes des vecteurs LN et PM en fonction

de l'affixe du vecteur BC. Déduisez-en la colinéarité

des vecteurs LN et PM.

— s

AC; AP=Z AC

W —
WiN

L}
1° On considére un triangle OMN, rectangle en
0. On note 8 I'angle OMN, O I'origine du repére.

a) Calculez le rapport oN
PPoTt oM

b) En utilisant I'orthogonalité des vecteurs OM et ON,
exprimez |'affixe du vecteur ON en fonction de celle
du vecteur OM. (Attention, il y a deux cas de figure.)

2° Mémes questions qu‘au 1°, pour un triangle ABC

rectangle en A. (Vous pourrez utiliser la translation
de vecteur AO.)

EEER
Soit (C) le cercle de centre A(1, 0), de rayon 1.
Pour tout point M distinct de O du cercle (C), on
considére le point M’, symétrique de M par rapport
a (x'Ox).
1° Expliquez pourquoi I'affixe z du point M peut se
mettre sous la forme: z=1+e? (6 ]-m; nl).
2° Déterminez |'affixe z' de M’.

3° Calculez le quotient en fonction de 6.

’

4° Déduisez-en les points M de (C) pour lesquels :
a) AM' et OM sont colinéaires.
b) AM' et OM sont orthogonaux.

NOMBRES COMPLEXES ET CONFIGURATIONS

:

Soit A d'affixe - i, B d'affixe 2.
1° Déterminez les points C et D tels que ABCD soit un
carré de sens direct.

2° Déterminez |'affixe du centre de gravité de ce
carré,

3° Déterminez les longueurs des cotés et des diago-
nales de ce carré.

"
Soit trois points A, B, C du plan, d’affixes
respectives :
140, 2, 2(1+i).
1° Montrez que le triangle ABC est isocele et rec-
tangle en A.
2° Déterminez I'affixe du point D tel que OBCD soit
un carré.

3° Soit OB’ C' D' I'image de OBCD par la rotation r de
il
centre O et d'angle 3 Déterminez les affixes de B’,

C', D' et du centre A’ de ce carré.

A° Soit A, et A les symétriques de A et A’, par
rapport a la droite (OD). Calculez les affixes de A,
et A{. Quelle est la nature du polygone AA’ A{ A,?
5° Déterminez les affixes des sommets du polygone
transformé de AA’'A{ A, par r.

Vérifiez que cette figure est globalement invariante
par les réflexions d’axes (OB) et (OD).

nm
Soit A et B deux points d’affixes respectives a et b
(@a#0) tels que le triangle OAB soit direct, isocéle
rectangle en A. Soit M le point d’affixe a2

1° Déterminez le triangle OAB tel que M soit le milieu
de [OB].

2° Déterminez le triangle OAB tel que OABM soit un
carré.

PROBLEMES

um

Nombres complexes et configurations.
Soit ABC un triangle de sens direct. On construit exte-
rieurement au secteur angulaire saillant ([AB), [AC))
les segments [AM], [CN] et [BP] tels que :

— AM = BC et (AM) et (BC) perpendiculaires,

— CN = CA et (CN) et (CA) perpendiculaires,

— BP= BA et (BP) et (BA) perpendiculaires.

Soit @, b, ¢, m, n, p les affixes respectives des points
A B C M, N, P.

1° a) Montrez que p-c¢=i(m-b).

b) Montrez que PC=MB et (PC) et (MB) sont
perpendiculaires.

¢) Montrez que BN=MC et (BN) et (MC) sont
perpendiculaires.

d) En considérant le triangle BMC, montrez que les
trois droites (AM), (BN) et (CP) sont concourantes.

2° Soit K d'affixe k le milieu de [AN] et L d'affixe €
le milieu de [AP].

a) Montrez que m-—k=-i(b-k).
b) Montrez que m- ¢=i(c- £).
¢) Quelle est la nature des triangles BKM et MLC?

4. Compléments sur les nombres complexes — 81
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] ]
Nombres complexes et configurations
Dans le plan orienté, on considére quatre points A, B,
C et D deux a deux distincts. On note / le milieu de
[BD], J le milieu de [AC] et O l'isobarycentre de A, B,
C, D. On construit les triangles rectangles isocéles
ABM, BCN, CDP et DAQ tels que les angles orientés :

(MB, MA), (NC, NB), (PD, PC), (QA, QD)

m
ont pour mesure 7

Soit K le milieu de [MP] et L le milieu de [NQ]. On se
propose d'étudier la configuration (/, J, K, L).

A cet effet, on pourra prendre un repére orthonormal
direct d'origine O et introduire les affixes a, b, ¢, d de
A, B, C D, les affixes m, n, p, gde M, N, P, Q et les
affixes £ g, k €de |/, J K L

1° Déterminez le milieu de [//].

2° Prouvez que m(1-1i)=a-ib. Calculez de fagon

analogue n, p et q.

3° Déterminez l'isobarycentre de M, N, P, Q. Dédui-

sez-en le milieu de [KL].

4° Réalisez une figure soignée en prenant :
=-2+2, b=-2-j =-2i et d=4+i.

5° Soit rle quart de tour direct de centre O. Montrez

que r(J) =K.

6° Caractérisez les configurations (A, B,.C, D) telles

que [=J.

Indiquez alors la position de K et de L et la nature de

MNPQ. Ce cas étant écarté, prouvez que [JKL est un

carré de centre O. (Bac)

EEE
Nombres complexes et configurations
On considére un rectangle OABC tel que

(OC o—A’)=§.

On note 6 |'angle AOB.
La droite perpendiculaire & la droite (OB) en B

coupe les droites (OA) et (OC) respectivement en D
et E.

On note F le point tel que ODFE soit un rectangle.

a, b ¢ .. désigneront les affixes des points A,
B, C, ... dans un repere (O, T, 7).

1° a) Démontrez que :

OA=0Dcos?* 0 et
b) Déduisez-en que
2° Démontrez que

OC = OE sin? 0.
a=dcos’ 0 et c=esin?.
asin 0= ic cos 0.
3° En utilisant les nombres e+d et c-a,
démontrez que les droites (OF) et (AC) sont perpendi-
culaires.

L 1]
43 Etude d'une configuration mobile
On considere un segment [AB] de longueur 1, pou-
vant pivoter autour du point O, barycentre du systéeme
(A V3), (B, 1).

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct
(0, G, V).

82

On note :

0 I'angle (&, OB),

/ le projeté orthogonal de B sur la droite (O, @),
J le projeté orthogonal de A sur la droite (O, V).

m
0<0<—.

On se restreint au cas

On considére le rectangle OIKJ construit a partir
du triangle rectangle OL.

1° Exprimez son périmétre p(f) et son aire A (#) en
fonction de 0.

2° Pour quelle valeur de 0 le périmétre est-il maxi-
mal ?

3° Pour quelle valeur de 0 'aire est-elle maximale ?

L L]
Existence d'un triangle connaissant les milieux
des cOtés
Soit A, B, C trois points d‘affixes a, b, c.
On cherche s'il existe un triangle M; M, M, tel que A
soit le milieu du segment [M; M,], B le milieu de
[M, M;], Cle milieu de [M; M, ].
1° Montrez que M,, M,, M, sont solutions du pro-
bléme posé si et seulement si leurs affixes z;, 2z, z
vérifient le systeme (S) :

z,+z,=2a
(5){z,+z=2b
z3+2zy=2c

2° En résolvant le systéme (S), montrez que le pro-
bléme a une solution unique.
3° Application numérique :
c=-1i.

Déterminez M,, M,, M;, et faites une figure illustrant
le résultat.

a=1+3i, b=—1+ 2j,

[ ] ]
Nombres complexes et réflexion plane
Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct
(O, G, V).
A tout point M d'affixe z, on associe le point M,,
symétrique de M par rapport a (x’ Ox), puis le point
M,, image de M, par la rotation de centre O et

£L . .
d'angle 3 puis le point M', image de M, dans la

-

translation de vecteur - V.

1° Déterminez les affixes z,, z, des points M, et M-,
et montrez que l'affixe z' de M' vérifie :

Z'=iz+1-1

2° On note fl'application qui, a tout point M du plan,
associe le point M'.

Déterminez |'ensemble (D) des points invariants par 7.

: z' -z "
3° a) Calculez le quotient = et montrez qu'il

est imaginaire pur ou nul. Déduisez-en que le vecteur
MM’ est orthogonal a (D).

4° Calculez, en fonction de z I'affixe du milieu / du
segment [MM'], et montrez que / appartient & (D).

5° Quelle est la nature de |'application £?
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EXERCICES (0,02,

LE'JOUR'DUIBAC
EXERCICES & PROBLEMES

BJECTIFS

W ppliquer les régles du calcul vectoriel & la recherche de quelques lignes de
niveau usuelles.

B Connaitre les conditions d'alignements ou de cocyclicité de quatre points
en termes d'angles de vecteurs.

B Sovoir simplifier écriture ¥ A MA; dans le cas ou 3, 4 # 0 et dans le

i=1 i=1

cas ou 3 4=0.
i=1
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Pratiques

W Lignes de niveau de M+ 3 4 MA;, ; 4;non nul
TP k& 5

I=1

L'objectif de ce TP est d'étudier, suivant les valeurs du nombre réel k, ensemble

n
des points M du plan (ou de l'espace) tels que : Y, 4 MA} =k; cet ensemble est appelé ligne

i=1

de niveau k de l'application f: M = 3 AMA}.

i=1

1. ETUDE D’UN EXEMPLE

ABC est un triangle tel que : AB=¢, BC=a, AC=b.

o, [, et y sont trois nombres réels tels que e+ f+p# 0.

On pose : f(M)=aMA*+ BMB*+ yMC>.

On désigne par G le barycentre du systéme (4, &), (B, B), (C, p) (il existe
car  a+ f+yp+#0).

e Transformation de £ (M)

1° En décomposant MA® en (MG + GA)’, MB? en (MG + GB)’, MC? en
(MG + GC)’, montrez que :

f(M)= (ot p+p)MG*+2MG - («GA + BGB + yGC) + «GA* + BGB* + yGC>.
2° Déduisez-en que : (M) = (e + f+y) MG* + f(G).

Cette relation s’appelle formule de Leibniz associée au systtme pondérée
A, «), (B, ), (C, »).

o Une méthode de calcul de f(G)
Gottfied Wilhelm Leibniz En appliquant la formule de Leibniz lorsque M est en 4, on obtient :

(1646-1716). Portrait anonyme, f(A) = ﬂAB2 n yACZ =(a+f+ )I)AG2 +£(G), soit encore :

1787.  Historisches Museum,

Hanovre. of(A)= “(ﬁcz + Vbz) =(x+f+7y) wAG* + of (G).

Leibniz fut théologien, philo-
sophe, diplomate et mathémati-
cien.

II est avec Newton le fondateur

1° Déterminez de la méme maniere S/ (B) puis pf(C).

2° En additionnant termes a termes les trois égalités obtenues, montrez que :

de I'analyse infinitésimale. On lui a*+yab?+ 2
doit les notations de la différen- £ (G) = fra_+y e’
tielle et de I'intégrale. o+ fity

e Recherche de Iignes de niveau

Dans cette partie, on suppose que le triangle ABC est isocéle avec a = 4,
b=c¢=6.

Soit, pour tout point M, le nombre f(M)=3MA*- MB*+2MC"*.

1° Calculez le nombre f(G) ou G est le barycentre du systeme
(A’ 3)! (Bv - I)’ (C» 2)

2° Discutez, suivant les valeurs du nombre £, la nature de :

e (E;), ensemble des points M du plan tels que (M) = k.

e (E{), ensemble des points M de I'espace tels que f(M) = k.

3° Quelle valeur faut-il donner & k pour que 4 appartienne a (E,) ?

R4
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2. CAS GENERAL

D'une manicre générale vous retiendrez que :

o Si G est le barycentre du systéme de points pondérés (4,, 4,), -; -,
alors, pour tout point M du plan, on a :

_/‘(M):(ﬁ A,)M(f’+ 2 A GA?,
t=1

I =1

soit (M) = ( 3 A,)MG’ +f(G).
=1

i

o Les lignes de niveau & de Papplication f sont, soit ’ensemble vide,

soit des cercles (dans le plan), soit des sphéres (dans Pespace), de
centres G.

3. APPLICATIONS

1° Soit ABC un triangle équilatéral de cotés de longueur a.

a) Déterminez un triplet de nombres (e, f§, p) tel que le point J défini par
AI=2CB soit le barycentre du systéme (4, ), (B, B), (C, »).

b) Déterminez ’ensemble des points M du plan tels que :
MA*+2MB*-2MC*=-a’.

Montrez qu’il passe par B, et représentez-le.

2° Soit ABCDA'B'C' D’ un cube de centre O, d’arétes de longueur a.
Soit / I’application définie, pour tout point M de I’espace (§), par :
f(M)=MA>+ MB'* + MC'* + MD*.

a) Montrez que : f(M)=4MO*+ 0A*+ OB'*+ OC'* + OD*.

b) Calculez alors f(O).

¢) Déterminez I'ensemble des points M de () tels que : (M) = 6a’.
Montrez que cC’est la sphére circonscrite au cube.

n n
i i 6 ! Lignes de niveau de M~ ¥ 1,MA:, ¥ i;nul
i=1 i=1
Nous reprenons les notations du TP précédent.

n n > —
Comme 3, 2; est nul, le vecteur '3, A, MA, est un vecteur V constant.

i=1 I=1

1. ETUDE D’UN EXEMPLE

Soit @ un nombre réel strictement positif, ABC un triangle équilatéral de coté
de longueur a, I le milieu de [BC).
A tout point M du plan, on associe /(M) avec :

f(M)=2MA* - MB* - MC",

1° Calculez le vecteur V tel que V=2MA4-MB- MC.

2° Montrez que, pour tout point M, ona : f(M) = 2MA - V+£(A).
(On pourra décomposer MB* en (MA + AB) et MC? en (MA + AC)?)

5. Caleul vectoriel. Compléments — 85
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3° a) Calculez f(4) en fonction de a.
b) Déduisez-en que I'ensemble (E) des points M tels que  f(M) =- 2,2
est une droite perpendiculaire a (A7).
4° Cherchons maintenant I'ensemble (£') des points M tels que f (M) = a?,

On désigne par (D) la droite de repere (4, V) et, pour tout point M, on note
H son projet¢ orthogonal sur (D). 1l existe donc un nombre réel « tel que
AH = V.

a) Déterminez o pour que f(H)=a’.

b) Montrez que «M appartient & (E')» équivaut a «MH - V=0».
Déduisez-en 'ensemble (£').

Vous remarquez que les ensembles (£) et (E') sont deux droites paralléles
orthogonales au vecteur V.

2. ETUDE GENERALE (DANS LE PLAN)

1° En choisissant un point O fixé du plan, et en décomposant MA 2 en
(MO + 04,)*, montrez la relation : f(M)=2MO - V+£(0).

2° On suppose V ¢gal au vecteur nul. Déterminez alors, suivant %, les lignes

M de niveau & de f.

3° On suppose ¥ distinct du vecteur nul.

f(M)=k équivaut alorsa 20M-V=£(0) -k
(D) Soit (D) la droite passant par O et dont un vecteur directeur est 7.

a) Démontrez qu’il existe un unique point A de (D) tel que f(H) = k. (On

pourra poser : OH = AV, et déterminer A tel que f(H)=k.)

b) Montrez que : f(M)=k équivaut a HM -V=0.

¢) Déterminez alors, dans le plan, les lignes de niveau k de f.

o
<

{
m_l

Dans le plan, soit (A4;, 4,), 1 <<i<n, n points pondérés tels que
S 4,=0.Posons : V=3 A,MdA, et f(M)=3 A,MA>.

i=1 i=1 i=1

e Si V=0, alors I’ensemble de niveau k de f est soit I’ensemble vide,
soit le plan.

e Si V # 0, alors la ligne de niveau k de f est une droite orthogonale
av.

3. UN EXEMPLE DANS L’ESPACE

Soit ABCDA'B'C' D' un cube de centre O et soit / définie par :
f(M)=MA>+ MB'* = MC'* — MD*.

1° Soit  V(M)=MA + MB' - MC' ~ MD.

Montrez que, pour tout point M de 'espace, V(M) est un vecteur constant
égal 4 2DA.

2° Caleulez £ (Q) et déduisez-en la relation :  f(M) = 4MO - DA.

3° On cherche les points de 'espace tels que  f(M)=-2a°  Soit I le
milieu de [4B').
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a) Montrez que 70 est colinéaire & DA, et calculez £ (1).

b) Déduisez-cn que «I'ensemble» de niveau — 2a’ de f est le plan (ABB’).
4° Retrouvez ce résultat en écrivant £ sous la forme :
S(M)=2MA-V+f(A) et en caleulant £ (A).

MA
| Lignes de niveau de M~ —
P = T

4 et B sont deux points du plan, k un nombre réel positif.
L'objectif de ce TP est de déterminer U'ensemble (E,) des points M du plan tels que —Z% =k

Comme MA et MB sont des distances, nous nous limiterons a k> (),

1. ETUDE GENERALE

1° On suppose k= 1.

MA — . .
m =1 cquivauta MA=MB. Déterminez alors I'ensemble (E, ).

Nous retrouverons ce résultat dans la suite.
MA
2° Montrez que i k équivaut a MA*-k*> MB*=0.
On pose f(M)=MA?>-k*>MB*  Lensemble (E,) cherché est
’ensemble des points M tels que f(M)=0.
a) On suppose k# 1. D’aprés les résultats du TP1, quelle est la nature
de (E,)?
b) On suppose k=1. D’apres les résultats du TP2, quelle est la nature

de (E,)? En remarquant que le milieu de [4B] est un point de (E,),
retrouvez le résultat de la question 1°.

3° On suppose k distinct de 1.
Soit G, le barycentre du systéme (4, 1), (B, k),
G, le barycentre du systeme (4, 1), (B, - k).

a) Justifiez 'existence de G, et G,

MA s e
b) Montrez que VB k  équivaut a MG, - MG, = 0.

¢) Déduisez-en que (E,) est le cercle de diametre [G, G, ]

Remarque. D’aprés le TP1, vous savez que le centre de ce cercle est le
point G, barycentre de (4, 1), (B, — k*).

MA

e L’ensemble des points M du plan tels que m=l est la

médiatrice de |48 ).

MA
e L’ensemble des points M du plan tels que EI—I} =k (k>0,k+#1)

est le cercle de diamétre |G, G,), G, et G, étant respectivement les
barycentres des systémes (d, 1), (8, k) et (4, 1), (B, - k).

5. Calcul vectoriel. Compléments — 87
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2. APPLICATION

Soit @ un nombre réel strictement positif, OAB un tria"ﬂe
rectangle en O tel que : OA=2a, OB =a.

On cherche & déterminer et a construire I’ensemble (E,

MA
des points M du plan tels que : 7 =2,

1° Montrez que O appartient a ().
2" Soit G, le barycentre de (A4, 1), (B, 2).

G, le barycentre de (A, 1), (B, - 2).
a) Montrez que G, est le symétrique de A par rapport a B. Cone
truisez alors G,.
b) Déterminez la nature de (£'). Déduisez-en que G, est situé sur la dron.
orthogonale & (OG,) passant par O. Construisez alors G,, puis (£ ).

TP | Lignes de niveau de (WA, MB) modulo

LE SAVIEZ-VOUS?

Si @ et &' sont non nuls et coli-
néaires et si v et v' sont non nuls
et colinéaires alors :
(u,v)=("', ") modulo m

que I'on note aussi :

@v)=@',7v) (@

-{ -7 a
—— ]

A 0| ; B
88

1. CALCUL DU SINUS D’UN ANGLE DE VECTEURS

(0, i, j ) est un repére orthonormal direct, i et ¥ deux vecteurs non nuls,

d’affixes respectives x+iy, x'+iy’ (x,y, x',p’ réels).

La formule donnant sin(# #) en fonction de # et de ¥ est
e o dét(i V) x x'

sm(u, V) = e — ,
ladl] = [ 71 y oy

Traduisez-la a I’aide des coordonnées de # et de v.

ou dét(i, v) = =xp'-x'y.

2. ENSEMBLE DES POINIS M DU PLAN TELS QUE :
(MA, MB)=a () ©U ¢ EST UN NOMBRE REEL DONNE
Soit A et B deux points distincts du plan, M un point distinct de A

et de B. Langle (MA, MB) est alors défini.
Pour tout nombre réel ¢, notons (I,) I’ensemble des points M-du plan

tels que  (MA, MB) = o (7).

1° On suppose =0 (m).
Montrez que (I},) est alors la droite (4B), privée de 4 et de B.

2° On suppose « non nul modulo .
Choisissons un repére (0, 7, j ) orthonormal direct du plan : prenons pour

i = > 1 —
origine le milieu O de [4B], pour vecteur i le vecteur B AB.

Posons :  AB=2a. A et B ont alors pour coordonnées respectives
(—a,0) et (a,0), M a pour coordonnées (x, »).

a) Montrez que :  (MA, MB) = « (1) équivaut & sin[(Md, MB) — o] = 0.
b) En développant  sin[(MA, MB) - ol, montrez que M appartient a
(1) si et seulement si :

(cos &) dét(MA, MB) - (sin o) MA - MB = 0.

¢) Montrez alors que (£;) est I'ensemble des points M (x, y), distincts de

A et de B, tels que : xz+y2_2ayc'o“sq_a2=0.
sin o
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d) Notons (C,) le cercle d’équation  x?* + y? - 2ap o _at=0.
sin o

Montrez que A et B appartiennent a (C,). Donc :  (I,) = (C,) -{4, B}.

o ) m
Déterminez le centre (2 de ce cercle. Quel est le point {2 lorsque o vaut E?

(Quel résultat classique retrouvez-vous ?)

¢) La tangente en 4 & (€,) est la droite orthogonale a (£4) passant par A.
Montrez qu'elle admet pour vecteur directeur i avec :

i = (cos a) 1~ (sin ) /.

Déterminez Pangle (if, AB) modulo .

Déduisez-en une construction géométrique du centre 2 de (C,).

Soit 4 et B deux points distincts, « un nombre réel non nul modulo 7.
L'ensemble (I,) des points M du plan tels que (MA, ME) = a (m)
est un cercle passant par A et B, privé de A et de B, tel que la

tangente (7') en A a ce cercle ait pour vecteur directeur un vecteur &
vérifiant :

(a, AB )=a (n).

3. APPLICATIONS

1° Soit 4 et B les points d’affixes respectives — 1 et 1.

Déterminez I’ensemble (I') des points M du plan d’affixe z telle que 1 ait

e

m
pour argument 3 (7).

2° Monirez que cet ensemble contient le point C d’affixe V3i
Que représente (I') pour le triangle ABC?

» Condition d'alignement et de cocyclicité
r i ‘ g y

Dans ce TP nous utiliserons le résultat du TPA4.

1. ETUDE GENERALE

A, B, C, D sont quatre points distincts du plan.
1° On suppose que 4, B, C sont non alignés.

a) Quel est I'ensemble des points M tels que (M4, MB) =(CA4, CB)
modulo 7 ?

b) Déduisez-en que D appartient au cercle circonscrit au triangle ABC si, et
seulement si, (CA, CB)= (DA, DB) modulo .

2° On suppose que 4, B, C sont alignés.

Montrez que D appartient 2 la droite (4BC) si, et seulement si,
(C4, CB) = (DA, DB) modulo .

Quatre points distincts A, B, C, D sont alignés ou cocycliques si et
seulement si  (CA, CB) = (DA, DB) ().
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2. EXEMPLES

e Exemple 1. ’ '

Soit 4, B, C, D quatre points du plan complexe d’affixes respectives a, b, c, d
avec: a=1+i, b=3+i, c=3+3i d=2+V2+12i

b-c¢ b-d

Calculez (CA, CB) et (DA, DB) a 'aide des arguments de =

Montrez alors que A, B, C, D sont cocycliques.

e Exemple 2,

Soit (C) et (C") deux cercles sécants en deux points A4 et B.

Une droite (D) passant par A recoupe (C) en M et (C') en M’ ; une droite
(D') passant par B recoupe (C) en Net (C') en N'.

On suppose que les droites (MN) et (M'N') existent. On se propose de
montrer qu'elles sont paralléles.

L ©)

<

)

E (D)
02

d

UG

a) Montrez que :  (MN, M'N') = (MN, MA) + (M"4, M'N') (m).
b) Justifiez que :
(MN, MA) = (BN, B4) (n). Transformez de méme (M"4, M'N").

¢) Montrez alors que  (MN, M'N')=0 (m) et concluez.

B Lignes de niveau de (m W) modulo 27

- Nous reprenons les notations du TP4. Notons, pour tout nombre réel e, (I';)
l'ensemble des points M du plan tels que (MA, MB) = a (2n).

1. ETUDE GENERALE

1° Montrez que (I'.) est inclus dans I’ensemble des points M tels que :
(MA, MB) = & (), noté (T,).

2° Soit M un point de (4B), distinct de 4 et de B.
Que vaut (MA, MB) lorsque M est sur le segment [4B]?

Que vaut (MA, MB) lorsque M est un point de la droite (4B), extérieur au
segment [4B]?
Déduisez-en les ensembles (I'; ) et (I' ). Faites des figures.

90
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3° On suppose « non nul modulo 7.
Soit M un point de (). On a (MA, @)f_@ (m), donc:
soit (MA, MB)=« (n), soit (MA,MB)=oa+m (27).

a) Montrez que (MA, MB) = « (2m) équivaut, pour tout point M de
(L), 4 la condition :  dét (MA, MB) sin o> 0.
En reprenant les calculs du TP précédent, exprimez, a I'aide des coordonnées

de M, cette condition, et vérifiez qu'elle détermine un demi-plan ouvert de
frontiére (AB).

b) Montrez alors que I'ensemble (I") ) est Pintersection de (I,) avec le demi-
plan ouvert d’équation  p sin &> (.

L’ensemble (I"; ) des points M du plan tels que (MA, MB)=a (27)
est :

e la droite (4B) privée de [AB],si a=0 (2n);

e le segment [4B] privé de A et de B,si a=7m (2n);

e un arc de cercle d’extrémités 4 et B, privé de 4 et B. On le

détermine comme intersection de (I,) et du demi-plan d’équation
y sin a> 0.

M Remarque. Si [4B] est une corde d’un cercle (I'),
) )\ et si M est un point variable de (I') distinct de 4
g et de B, 'angle (M4, MB) varie de 7 (2r) lorsque
N I'on passe de l'un des arcs 4B au second.
0

! \.-\q:-ﬂ‘/B

M 7

a+n

2. APPLICATIONS

T

1° Déterminez I’ensemble des points M tels que (MA, MB )=4 (2m).

(Pour le construire, on pourra utiliser le point C tel que 4BC soit rectangle
en A, isocele et direct).

2° Soit A et B les points d’affixes — 1 et 1. A tout point M d’affixe z, on

!

z- 1y}
associe le point M’ d’affixe z' telle que z =( )

z+1
On cherche ’ensemble (E) des points M du plan tels que I'affixe z' du point
M’ soit un nombre réel strictement négatif. Montrez que M appartient a (E)
m [2m

si et seulement si :  (MA, MB) = = (?)

Prouvez alors que (E) est réunion des trois sous-ensembles, (I‘,"), (I'!) et
3

( F;n)’ et admet la droite (4B) pour axe de symétrie. Représentez (E).
3
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¥~ XERCICES

Commenlos

—

1 LIGNE DE NIVEAU

DE M~ MA’+ MB* + MC’

ABC est un triangle, on pose . BC~a,  AC- b,
AB = c.

A’ est le milieu du segment [BC), B’ celui de [AC], C’
celui de [AB], G l'isobarycentre du triangle ABC.

1° Montrez que, pour tout point M du plan,

alv by ?

MA? + MB® + MC? = 3MG? +

2° En calculant de deux fagons différentes
(MA + MB + MC)?, établissez que :

T T al+ b+ c?
2MA - MA" + MB - MC = 3MG? S

3° On considere les points communs aux cercles de
diametres [AA'] et [BC]. Montrez que, lorsqu'ils
existent, ils appartiennent a un cercle de centre G
dont on donnera le rayon en fonction de g, b, c.

2 4
Or: AG- -3AA', donc  GA? - 3 AA7.
Appliquons le « théoréme de |a médiane » -
)
AB? + AC? = JAA'7 Bg , dou:
a)
¢+ b?=2AA' 4 —;
2
e 2427 icz“*'az; ot GAr-2P t27 -
Les sommets jouant des roles symétriques, on a
GB? = 2a% + 2¢? - bz' ) _2b7+ 237 - 7
9 9
3a2+3b2+3¢? 3%+ b+ c?

GA?+ GB? + GC? =

9 3

En reportant dans I'égalité (1), on a bien :
2 2 z
MA? + MB2 + MC? = 3mG2 + 2T B2+ <

2° (MA + MB + MC)? = (3MG )2 = 9MG2.

CoMMENTAIRE

* Au 1°% il faut décomposer M4 en
(MG + GA)*, puis MB* et MC?, pour faire
apparaitre 3MG> 11 suffit alors de calculer
GA*+ GB* + GC™... puis de penser au théo-
reme de l2a médiane.

e Au 2°, il faut se laisser guider par le texte.
'MA + MB + MC = 3MG.

Pour faire apparaitre MA', il faut regrouper
' MB + MC, qui vaut 2MA ', et donc décomposer
(MA + MB + MC)? en [MA + (MB + MC)* .
‘e Au 3°, Pénoncé propose de trouver un cercle

de centre G'; il faut donc aboutir a2 une dis-
tance MG constante.

De plus, ’appartenance d’un point au cercle de
diamétre [44'] (respectivement [BCJ), peut se
traduire par : MA-MA' =0 (respective-
ment ME - MC=0).

Ces produits scalaires apparaissent au 2°,

R s

UNE SOLUTION
1° MA2+ MB? + MC?= (MG + GA)? + (MG + GB)?
+(MG + GC)?;
MAZ2* MB? + MC? =3MG? + 2MG - (GA + GB + GC)
+ GA? + GB? + GC2
Ona: GA+GB+GC=0, dou:

MAZ + MB? + MC? = 3MG? + GA? + GB* + GC%. (1)

[MA + (MB + MC))? = MA? + MB2 + MC?

+2MB- MC+ 2MA - 22
(car MB+MC=2MA’). En éqgalant les deux
expressions de  (MA + MB+ MC)?, on a:

a*+b?+¢2

IMG2=3MG?+ +2MB- MC+AMA - MA"

= tama — . 2 2 2
WA - VA" + VB Mc=3mg2 - 2+ 02+

3° Si v est un point commun aux deux cercles de di=-
métres raspectifs [AA’] et [BC], alors MA- MA =0
et MB-MC=0. D'ou:

[a2+ b2+ 2
0, MG= u_i_
18

La distance MG est donc constante, M est bien sdr un
cercle fixe de centre G, de rayon :

P /a2+b2+c2_1 [a2+ b2+ 2
18 3 2 '

amgr - b

LIGNE DE NIVEAU g DE
M - (MA, MB) (2n)

Le plan complexe (P) est rapporté a un repere
orthonormal direct (O, T, V). . L
Soit A le point d'affixe - 2 + 3i et B le point d"affixe
1-3i

Soit M le point d'affixe z, z#-2+3i.
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A z on associe le nombre complexe z' tel que ;
z-1+3i

z+2-3i

1° Etablissez une relation entre un argument de z' et
I'angle orienté (MA, MB).

2° Déterminez et construisez I'ensemble (E,) des

z'=

points M du plan tels que z' ait pour argument ’;

COMMENTAIRE
m La question 1° vise & préparer la résolution de
la question 2°. En effet, au 1° on établit que :

arg 2’ = (MA, MB)  (2n).

Au 2% la relation : arg 7' = (2m) méne a

étude d’une ligne de niveau de (MA, MB) a
27 pres.
= Deux connaissances sont requises :

@2n);

N A

£~ % _ (MA, MB)
Z—ZA

e l’ensemble des points M du plan tels que

e arg

(MA, MB) =~ (2m) est un des arcs d’extré-

mités 4 et B portés par le cercle de diameétre
[AB]. (Attention, les points 4 et B sont exclus.)

= Tout le préliminaire de ’énoncé est important.
Remarquez les indications qu’il recéle :

— le fait d’écrire les affixes de 4 et B juste
avant celle de z' permet de faire I’association :

Z—Z,, .

’

g= ZA ’
— la précision z#—2+3i est nécessaire
a Pexistence de z' ; cela attire Pattention sur le
fait que, pour parler d’'un argument de z', il faut
que z' soit non nul et donc z # 1 - 3i.

UNE soLuTiON

1° Pour qu'un argument de z' existe, il faut que z'
existe et qu'il soit non nul. Il faut donc z# 1 -3iet
z# -2+ 3.

Le point M est alors distinct des points A et B et
I'angle orienté (MA, MB) existe.

Ona:

, zZ-2z z-2Z

Z'= B donc arg z'=arg & (2m),
Z'—ZA Z—’ZA

arg z' = (MA, MB) (2m),
d'apreés les connaissances du cours.

..o
2° arg z' =1_2r (2) équivaut & (MA, MB) =3 (2m)

d‘apres la question 1°.

L'ensemble des points M du plan tels que :

(MA, MB) =~ (2n) est un arc d'extrémités A et B

TG

porté par le cercle de
diameétre [AB] (lignes de
niveau de (MA, MB) a
21 prés).

Celui des deux demi- v y
cercles qui est solution ol ~
coupe l'axe (O, ii) en un
point d'abscisse positive.
L'ensemble (E) est le

demi-cercle dessiné, les B
points A et B étant
exclus.

POINTS COCYCLIQUES

ABC est un triangle, P, Q et R sont des points de (BC),
(AC) et (AB) tels que les cercles circonscrits aux
triangles AQR et CPQ soient sécants en deux points
distincts Q et 2. Montrez que le cercle circonscrit au
triangle BRP passe par {2

COMMENTAIRE

e Pour montrer la cocyclicité des points (2, B, R
et P il suffit de montrer Pégalité :

(R.Q RB) = (P.Q PB) (m). Pour cela, on utili-
sera la cocyclicité connue des points (2 4, O et R|
d’une part, et celle des points 2 C, P et O
d’autre part.

e Rappelons que si les vecteurs # et #’' d’une
part, ¥ et v’ d’autre part, sont colinéaires alors
nous avons : (i, v) = @', v') (m).

UNE SOLUTION

e (RO, RA) = (R, RB) [m], car RA et RB colinéaires.
e Or O, R A et Q sont cocycliques, donc :

(RG, RA) = (4, QA) (n).

e (Q0, QA) = (@ QC) (n), car QA et QC colineaires.
e Or Q, P, Cet Q sont cocycliques donc :

(@0, Q) = (PG, PC) ().

e PB et PC sont colinéaires donc :

(PG, PC) = (PG, PB)  (n).

De cette suite d'éga-

lités on déduit que :

(RO, RB) = (P, PB)

modulo m, ce qui 0
signifie que £, B, Ret

P sont cocycliques, ou R

alignés.

Or B, R, P sont non
alignés donc 2, B, R BT
sont cocycliques.

P\—/L
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@ NOMBRES COMPLEXES
ET POINTS COCYCLIQUES

Dans le plan complexe de repére orthonormal
(0, G, V), on considére les points A et B d'affixes res-
pectives a=1-i et f=1+i A toutpoint M
d'affixe z, la fonction @ associe le point M' d'affixe :

z'=2—-22 ou (z#0).

1° Montrez que A et B sont invariants par &.
2° On considére un point M distinct de A et de B.

a) Montrez qu'il existe un nombre complexe u que
I'on calculera tel que :
Vi z- 1

Rl P u _p.
Z'-« =@
o AL et donnez la rela-
MB M'B
tion entre (MA, MB) et (M'A, M'B).
3° Pour tout point M, on note,
M= ®d(M').
Montrez que A, B, M, M" sont cocycliques ou alignés.
4° Soit la suite de points (M,,) définie par :

M, d'affixe i,

_1=®(M,) pour n élément de N.

Montrez que tous les points de cette suite sont
cocydliques.

b) Déduisez-en que

=@P(M) et

COMMENTAIRE

e Les questions 1° et 2° permettent de déter-
miner des propriétés géométriques des points A4,
B,MetM'.

e Dans les questions 3° et 4° on utilisera deux
lignes de niveau trés classiques, pour montrer la

cocyclicité ou Palignement de points.

UNE soLuTion
Pour tout nombre complexe z, non nul, on pose :

z'=(p(Z)=2—E.
z

1° g(z)=p(1-i)=1-i=a et
p(B)=e(1+i)=1+i=p
0 2) 7— o= o2 -ole =[2-2) (> -2 (2 _2
2° ) - = 9(2) - 9(a) (2 Z) (z a)—(; ;),
Py}
(/94

soit z'-wo=

De méme, -f=2—— (z- ﬂ)
fz

On en déduit que :

Z=f u 24

Z'-o ﬂ Z—0

%4

1-i
donc u=——=-i.
1+

4 —

—_lx__

—_= on tire :
Z-o

b) De la relation

oarg(zi: ) arg (- |)+arg( ) (2m)

( )——-+arg( ) (2n). (1)
A

_MA
- MB

zZ-0

z-p

M

ks (2)
"W

Comme z-f, z-u, 2'-f, z2'-u, sont les affixes
respectives de BM, AM, BM', AM' on déduit de (1) :

(AM", W)=—%’+ (AM, BM) (2n).

3° M'=@(M) donc:

(A", m")=-g+(m BM) (2n);
M"=®(M') donc:
(AN", BI") =-§+ (AM', BM') (2n).

On en déduit : (AM", BM") =-n + (AM, BM) (27)
d'od (AM", BM") = (AM, BM) (7).
Cette derniére relation signifie que A, B, M, M” sont

alignés ou cocycliques.

4° M, a pour affixe i.

a) Comme M, = ®{M,), on déduit de (2) que :

M1A=M0A=\/;;
MB MB
M, A
De la méme facon, on obtient : 221" _ /s
; ,B M, B

et plus généralement :

M"A_Mn_1A_ MzA_M1A MDA .\/g
M,B M,.,B M,B M,B M,B
M, A .
Tous les points M, vérifient "B =V5,  donc ils
n
appartiennent a I'ensemble des points M du plan tels

D'aprés le cours, cet ensemble est un

que YA V3,
MB

cercle (C), donc les points M, sont cocycliques.
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LE_ OUR DU AC

Soit A, B, C trois points du plan non alignés tels que le triangle ABC ne soit pas

équilatéral.

On désigne par A', B' et C' les milicux respectifs des segments [BC, [CA] et [4B).

On pose ¢ a = BC,

b=CA

et c=AB.

1° On considdre le vecteur 4 = a? BC+ b2 CA + ¢ AR.

Montrer que
nul,

th=(@*=b*)y AC+ (¢ = a?) AR

En déduire que 4 n’est pas le vecteur

2° Pour tout point M du plan on pose :
SM)=a*BC  MA' + b CA - MB' + ¢* Al - MC'.
a) Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC'; calculer £(0).

s 1
b) Soit G le centre de gravité du trinngle ABC. Montrer que BC. GA' = s (% - c?). En

déduire la valeur de /' (G).

¢) Déterminer Pensemble 9 des points M du plan tels que

ANALYSE DE L'ENONCE
e Dans la question 1° il s’agit de prouver que le
vecteur # est un vecteur non nul. On se sou-

viendra pour cela de la définition d’une base de
vecteurs du plan.

e Dans la question 2°, on recherche d’abord
deux points particuliers de 9 puis, une fois la
nature de D établie, on utilisera ces deux points
pour préciser 9.

On rappelle que, pour tout point M :

2 MA' = MB + MC,

ou A’ est le milieu de [BC].

UNE soLuTioN

1° Par utilisation de la relation de Chasles, on obtient :
U=a2 (BA+ AC) + b2 CA + c? AB,

soit T=(a?- b2) AC+ (c2- a?) AB.

Le triangle ABC étant non aplati, les vecteurs AB et AC

sont non colinéaires. (AB, AC) est donc une base des

vecteurs du plan. Dans cette base les coordonnées de

T sont (c?-a? a?-b2).

L'une, au moins, est non nulle puisque ABC n'est pas

équilatéral. Par conséquent, & est un vecteur non nul.

2° a) A’ étant le milieu de [BC] et O le centre du

cercle circonscrit & ABC, les vecteurs OA' et BC sont

orthogonaux. On a donc : BC-OA’=0 et, pour
des raisons analogues :

AC-OB'=0 et AB-0C=0.

Par conséquent : f(0)=0.

b) CTA"=%A7'=%(Z\’C'+M’), d'ou :

BC. cTA"=%(Z\?+AT§)-(Kc’—M)

— —_— 1

BC- GA'=%(ACZ—ABZ =z{b?=e%);

S (M) =0. (Bac 1991)

De la méme maniére, on obtient :

—_—

— 1
CA-GB’=-6(CZ—82)

=5 1
et AB-GC'=-é(aZ—b2).
On en déduit que :

f(G) = g [a2(b? = ) + b2(c2 - a%) + (a2 - b

D'ou f(G)=0.

On remarquera que, ABC n'étant pas équilatéral, O et
G sont distincts.

¢) En écrivant :
MA' = MG + GA'

MB' = MG + GB'
MC' = MG + GC’
il vient :

f(M) = (a2 BC+ b2 CA + 2 AB) - MG o
+(a?BC-GA'+b2 CA- GB' + ¢2 AB- GC').

Soit :

f(M) = U- MG + f(G)
et, comme f(G)=0,
f(M)=1- MG.

7 étant un vecteur non nul, I'ensemble D est la droite
orthogonale a @, passant par G.

O distinct de G, appartient a D car f(O) =0, D est
donc la droite (OG) appelée droite d'Euler du triangle.
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__ =XERCICES & PROBLEN

Q.C.M.

ES

Dans chacun des exercices suivants, une ou plusieurs
réponses sont exactes.

n A et B étant deux points du plan et /| le
milieu de [AB], l'ensemble des points M du plan

tels que :
MA

—— =1 est une droite passant par /..., ]
MB

MA?2 + MB? = 2AB2 est un cercle.....ccvvnininnnin, )
MA? - MB? = AB? est la médiatrice de [AB].... O
.. est un cercle passant par A......ciie a
MB 2

A, B, C étant des points du plan, I'ensemble
(E) des points M tels que MAZ%-2MB?+ MC2=0
contient les points distincts O et 2. Alors :

(E) est le cercle de diamétre [0Q]...................... a
(E) est une droite perpendiculaire a (022) ........ a
[E) est la droite (Of).........cccocossmsssisnssasssivessanns o

(E) est une droite orthogonale & (BA + BC) ..... O

(E) est 'ensemble des points M tels gue i;;é =2,

4
Alors :
(E) est un cercle dont le centre 2 est
le milieu de [AB] ...cccoeriieiieecesee e, 0O
(E) est un cercle dont le centre 2 est
le barycentre de (A, 1), (B, = 2) cccececiecincnrcnieieiennan, |
(E) est un cercle dont le centre est
le barycentre de (A, 1), (B, = 4).cccccorervccicnrriinnnna, a

(E) est le cercle de diamétre (//) ou
| est le barycentre de (A, 1), (B, 2)
et Jceluide (A, = 1), (B, 2) ooveevirveerreseeisiseenn, 0O

n Dans le plan complexe de repére (O, i, v),
I'ensemble des points M, d’affixe z tels que

m
arg Z=Z (m) est :

contenu dans la droite d'équation
la demi-droite ] O, W) avec

Y= Xowreon 0
W=U+V.rerrnns 0
la droite d'équation y = x privée de O............... ]
un arc du cercle de centre O et de rayon 1 ....... O

%6

T—

EXERCICES D'ENTRAINEMENT

BARYCENTRES ET LIGNES DE NIVEAU

e Dans le plan

-
Soit ABCD un rectangle de centre O tel que
- e
BC=2V3 et cos (ACB) = -

1° Calculez AC et AB. Faites une figure.

2° a) Construisez le point G barycentre du systeme de
points (A, 1), (B, 3) et le point G’, barycentre du
systéme de points (C, 1), (D, 3).

b) Montrez que O est le milieu de [GG'], et calculez
la distance OG.

3° Déterminez I'ensemble des points M du plan teis
que : | MA +3MB| = | MC+3MD]|.

Représentez-le.

4° Déterminez I'ensemble des points M du plan teis
que : (MA +3MB) - (MC+3MD) = 108.
Représentez-le.

Que représente cet ensemble pour le rectangle ABCD ?

T i o s ot
2% ABC est un triangle équilatéral de coté a.

G du

1° Construisez le barycentre systeme
(A 2), (B 1), (C1).

2° Déterminez I'ensemble () des points M du plan
qui vérifient :

2MA? + MB? + MC? = 2a% Construisez (£, ).

3° Déterminez |'ensemble (E,) des points M du plan
qui vérifient :
2

e ey een b .38 5
2MA2+ MA - MB + MA - MC=T. Construisez (&; ).

| |
Soit ABCD un carré. Déterminez un triplet de
nombres réels (b, ¢, d) tel que A soit le barycentre du
systeme (B, b), (C, o), (D, d).
Déterminez ensuite I'ensemble des points M du plan
tels que : MB- MC + MC- MD - MC?= 0.

Soit ABC un triangle, A’ le milieu de [BC].
1° On définit, pour tout point M du plan, le nombre
réel f(M) par :
f(M) = MB? + MC? - 2MA2,
f(M) = AB? + AC? + 4MA - AA" .
b) Déduisez-en que I'ensemble des points M du plan
tels que (M) = AB2+AC? est une droite ortho-
gonale a la médiane (AA’) du triangle ABC.

a) Montrez que
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¢) On suppose ABC rectangle en A, tel que AB - 3,
AC=4.

péterminez l'ensemble des points M du plan tels
que f(M)=25.

2° Soit g (M)=2MA2+ MB?+ MC?, | le milieu
de [AA'].

a) Montrez que g(M) =4MI? + g(/).

b) On suppose & nouveau ABC rectangle en A, avec
AB=3, AC=4. Calculez g(A).

Déduisez-en l'ensemble des points M tels que
a(M) = 25.

L
n Dans un plan (P), on considere trois points A, B
et Ctelsque: AB=AC=4a e BC=2a ola
désigne un nombre réel strictement positif.
Soit 4 un nombre réel différent de -2 et G, le
barycentre du systéme (4, 1), (B, 1), (G 1).
1° Déterminez |'ensemble (4) des points G, lorsque 4
décrit R - {- 2}.
2° On suppose que- A=-1 et on appelle G le bary-
centre du systéme (A, - 1), (B, 1), (G 1).
a) Construisez G.
b) Déterminez |'ensemble (£) des points M du plan
(P) tels que :  MB?+ MC?= MAZ
3° a) Pour tout point M de (P) on pose :
UM = ,—W_é+ W— ZW
Démontrez que Ty, est un vecteur constant.
b) Déterminez I'ensembie {/"} des points M du plan
(P) tels que : MB2+ MC* - 2/MA? = 32a%

EER
Dans un plan (P), on considére un triangle ABC
et on désigne par G son centre de gravité.
Soit @ la fonction de (P) dans R définie pour tout
point M par :
@(M) = MA - MB + MB - MC+ MC- MA
et soit f la fonction M~ MA? + MB? + MC? associée
au systeme (A, 1), (B, 1), (C 1) (cf. TP1).
1° Démontrez que, quel que soit le point M :

#(M) =3UG? + 4(G) et ¢(6) =~ 3 f(G).

2° Calculez f(G) en fonction de AB, AC, BC et
déduisez-en I'expression de ¢(M) en fonction de MG,
AB, BC, CA.

3° Dans le cas particulier ol le triangle ABC est

équilatéral de coté a, déterminez I'ensemble des
2 2

: a a
points M tels que : z< p(M) < 5

[ 1 1]
11 Soit A,A,A;A,AsA; un hexagone régulier, de
centre O, inscrit dans un cercle de rayon unité.
Pour tout point M du plan, on définit f(M) par :
6
f(M)=3 MA?.

i=1

1° Déterminez I'ensemble des points M du plan tels

21
que f(M) =12, puis tels que f(M)=?.

2° On note (I') la couronne circulaire définie par
2
I'inégalité . ; < f(M) =12

Montrez que (I') contient les cités de I'hexagone.

» Dans I'espace

LJ
On donne, dans I'espace (&), quatre points A, B,
G, D non coplanaires. | est le milieu de [AB], Jle milieu
de [CD], G le milieu de [//].
1° Peut-on avoir =7
Existe-t-il des points de (&) tels que :
MA + MB = MC + MD?
2° Déterminez I'ensemble (P;) des points M de (&)
tels que : | MA + MB| = | MC + MD| .
3° Déterminez I'ensemble (P,) des points M de (&)
tels que : MA?+ MB? = MC? + MD?,
4° Peut-on avoir (P,) =(P,)?

a
Soit (O, 7, J, k) un repére orthonormal de
I'espace (§). A, B, G, D les points de coordonnées
respectives :
A(1,1,0); B(0,1,1); C€(1,01); D(1,1,1).
On pose : f(M)= MA?+ MB? + MC? + MD2.
Montrez que f admet un minimum en un poeint G et
déterminez ce minimum.

(1}
Soit (O, 7, J, k) un repére orthonormal de
I'espace (&), et A(6,0,0), B(0, 6 0) deux points
de (§).
1° Déterminez le barycentre G du systeme (O, 1),
(A, 2), (B, 3). Faites une figure.
2° Soit C(0, 0, 4). Déterminez l'ensemble (S) des
points M de |'espace définis par :
(MO +2 MA +3 MB) - MC=0.
Donnez une équation cartésienne de (S).
3° Déterminez l'intersection de (S) et du plan d'équa-
tion x=0, et dessinez-la sur la figure.
4° Soit (P) I'ensemble des points M de l'espace tels
que: MO?+2MA? - 3MB? = 24.
Montrez que G appartient a (P) et déterminez (P).

POINTS COCYCLIQUES

L]
ABC est un triangle, a est le projeté orthogonal
de A sur (BC), P et Q sont les projetés orthogonaux
de a respectivement sur (AB) et (AC).

— ——

(aA aQ) = (PA, PQ) ().

2° Déduisez-en que B, C, P, Q sont cocycliques.

& Calail vnctarinl Famnldnaanis n7
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L] ]
_A est un point d'un cercle (C). Deux sécantes a
(C) issues de A recoupent (C) en M et N. Si B est le
point diamétralement opposé a A sur (C) et H un
point de (AB), la perpendiculaire en H & (AB) recoupe
ces sécantes en M' et N' respectivement. On suppose
distincts les points A, B, M, N, H, M', N'.
1° Montrez que A, B, M et N sont cocycliques.
Déduisez-en que : (MA, MN) = (BA, BN) ().
2° Montrez que H, B, N et N' sont cocycliques.
Déduisez-en que : (MA, MN) = (N"M', N'N) ().
3° Montrez-en que M, N, M', N’ sont cocycliques.

nn
(C) et (C’) sont deux cercles sécants en A et B. Si
M est un point de (C) privé de {A, B}, (MA) recoupe
(C') en M' et (MB) recoupe (C') en N’. On suppose
que M’ et N' sont distincts et n'appartiennent pas a
(AB). Montrez que la tangente (4) en M a (C) est
paralléle a (M'N').

RR
ABC est un triangle tel que B et C sont fixes. A
est variable tel que : (BC, BA) + (CA, CB) =’§‘ (7).

1° Quel est I'ensemble des points A?

2° Soit B’ le symétrique de B par rapport a (CA) et C’
le symétrique de C par rapport a {BA). Démontrez
que (BB') et (CC') sont sécantes.

3° On note D le point d'interseciion de (BB') et de
(€C'). A quelle figure D appartient-il 7

L1}
Démontrez que les projetés orthogonaux du
sommet A d'un triangle ABC, sur les bissectrices
intérieures et extérieures des angles ABC et BCA sont
quatre points alignés.

L1}

ABC est un triangle quelconque, / est le centre de
son cercle inscrit, J le centre du cercle exinscrit dans
I'angle B, K le centre du cercle exinscrit dans I'angle C.
A se projette orthogonalement en B, sur (/B), en B,
sur (KB), en C, sur (/C), en G, sur (JC).

1° Montrez que A, B,, |, C; sont cocycliques ainsi que
A, J, By, G,. Caleulez I'angle (B,C,, B, G,).

2° Montrez que By, B,, G, G, sont alignés.

(] ]
21 Dans le plan orienté, on considére un
triangle ABC non aplati. Les droites (S), (T), (U) de
vecteurs directeurs respectifs 3, f, U passent respecti-
vement par A, B, C et vérifient :
(AB, 3)=(BC, t)=(CA d)=x (m).
On note :
(s)n(T) =1} (MNW)={A} (UIN(S) = {8},

98

1° Montrez  que (3, a)= (AB, AC) (m);
(, ) = (BC, BA) (m); (4, t)=(CA CB) ().

2° a) Démontrez que les cercles circonscrits aux
triangles ABC,, BCA,, CAB, ont un point commun,
noté (),

b) Démontrez que :

(AB, AQY) - (BC, B) ~ (CA, )  (n).

¢) Démontrez que le cercle circonscrit au triangle ABC,
ast tangent en B 4 (BC),

Fmam
ABC est un triangle non rectangle, O est le centra
de son cercle circonscrit (I') et H est son orthocentre,
Les droites (AH) et (BC) se coupent en a, (BH) =t
(AC) se coupent en b, (CH) et (AB) se coupent zn ¢,
1° a) Montrez que A, B, a et b sont cocycligues.
Déduisez-en que : (BA, BC) = (bA, ba) (x).
b) On note T un point quelcorlgue de |a tangente en
C a (I'). Montrez que : (bA, ba) = (CA, CT) (x).
Déduisez-en que (ab) et (CT) sont paralléles.
¢) Montrez que les droites (ab) et (OC) sont perpen-
diculaires.
2° En utilisant la cocyclicité des points A, C, c et 2
d’'une part et a, C, b et H dautre part, montrez
I'égalité : (3¢ aA) = (aA, ab) (n).
Déduisez-en que (AH) est une des bissectrices du
triangle abc. '

| ] ] ]
23 Droite de Simson.
ABC est un triangle dont le cerde drconscrit est
noté (I"). Soit / un point du plan dont les projetss
orthogonaux sur (BC), (AC) et (AB) sont respect-
vement notés «, S et y.
1° a) Montrez que les points /, f A et y sont cocr
cliques. Déduisez-en que :
(A, By) = (1A, Iy)  (n). (M
b) Montrez que les points /, f, « et Csont cocydiques.
Déduisez-en que :
(BC, pe) = (IC, lex) ()
(BC. Px) = (IC, IA) + (1A, lzx) (). (2
¢) Montrez que les points /, % p et B sont cocydiques.
Déduisez-en que :
(I, Iy) = (Bw, By) = (BC, BA)  (n). 3)
2° En utilisant les relations (1) et (3) montrez que :
(BA, By) = (IA, Ix) + (BC, BA) (). (4)
3° On suppose dans cette question que le point/
appartient au cercle (I).
En utilisant les égalités (2) et (4) montrez que :
(BA, By) = (BC. fa)  (m)
et déduisez-en que «, f et y sont alignés.
4° On suppose dans cette question que les points & B

et y sont alignés.
Montrez que /, A, B et C sont cocycliques.

5° Concluez en énongant la propriété démontrée.

[N
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A, B, C sont trois points alignés sur une
droite (D) et / un point non situé sur (D). On désigne
par a, b et c les milieux respectifs de [IA], [1B] et (1)
et par o, f et p les centres des cercles circonscrits aux
triangles IBC, ICA et IAB.

a) Montrez que a, b et c sont alignés.

b) Montrez que a, b et ¢ sont les projetés ortho-
gonaux respectifs de / sur les droites (fy), («y) et (aff).

¢) Prouvez que les points /, « f et p sont cocycliques.

un

Soit ABC un triangle isocéle, P un point de (BC),
distinct de B et de C, (C) le cercle circonscrit & ABC,
On note (C') le cercle tangent en B a (AB), passant
par P. |l recoupe la droite (AP) en un point M.

On se propose de montrer que M est sur le cercle (C).
1° Montrez que : (BA, BM) = (PB, PM) (n), puis

(BA, BM) = (CB, MA) (n).

2° En décomposant les angles et en utilisant I'égalité
(CB, CA) = (BA, BC) (que vous justifierez), montrez

que l'ona: (BC BM)=(AC, AM) (m). Concluez.

LIGNES DE NIVEAU ET NOMBRES COMPLEXES

| |
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct
(O, T, V). On note A le point d'affixe 4 + 2i, B le point
d'affixe -2 —i et M le point d'affixe z.

z-4-2i

Soit le nombre complexe : Z=———.

Z+2+i
1° Donnez une signification géométrique de | Z| et de
arg Z.
2° Déterminez puis construisez :
a) I'ensemble des points M d'affixe z tels que
|z|=1;
b) I'ensemble des points M d'affixe z tels que
|z] =2;
¢) I'ensemble des points M d'affixe z, tels que Z est un
réel positif;
d) I'ensemble des points M d'affixe z, tels que Z est
un imaginaire pur.

| |
Le plan complexe (P) est muni d'un repére
orthonormal direct (O, T, V). A, B, C sont les points
d'affixes respectives — 1 +3i, 1 +iet - 4.
1° Déterminez I'affixe du point G, barycentre du
systéme (A, 4), (B, 3), (G, 5).
2° On désigne par f la fonction de (P) vers R
définie pour tout point M de (P) par :
f(M) = MA - MB + 2MB - MC + 3MC - MA.
a) Exprimez f (M) en fonction de MG? et f(G).
b) Calculez f(C). Déterminez et dessinez I'ensemble
(E) des points M de (P) tels que f(M) = 18.

ne

Le plan complexe (P) est muni d'un repére
orthonormal direct (O, d, ). Soit A le point d'affixe 1.
Déterminez et dessinez I'ensemble des points M

'atfl z y ;
d'affixe z telle que (71) soit imaginaire pur.

L
Le plan complexe (P) est muni d'un repére
orthonormal direct (O, i, V).
A tout point m d'affixe z distincte de -4i, on
Z-522
iz-4

1° Déterminez, et dessinez, I'ensemble (E) des points

assocle le point M d'affixe Z telle que

m tels que : arg Z=§ modulo 2.

2° Déterminez et dessinez |'ensemble (F) des points m
tels que: [Z|=2.

[ ] |
Soit A, B, C trois points d’affixes 2i, — 1 et 2.
1° a) Déterminez I'affixe h de I'orthocentre H du
triangle ABC.
b) Déterminez I'affixe h’ du symétrique H’' de H par
rapport a la droite (BC).
Montrez que H’, A, B et C sont cocycliques.

2° Soit ABC un triangle non rectangle d’orthocentre
H. On note H, le symétrique de H par rapport a (BC).

a) Montrez que (HB, HC) = (AC, AB) ().

b) Comparez (H'B, H'C) et (HB, HC).

¢) Montrez alors que H, est sur le cercle circonscrit
au triangle ABC.

[ 1 1]
Soit M,, M,, M, trois points d'affixes 1, z, z%
1° Déterminez |'ensemble des nombres complexes z
tels que M,, M, et M; soient deux a deux distincts.
2° On suppose les points M,, M,, M; deux a deux dis-
tincts. Déterminez I'ensemble des points M, tels que le
triangle M, M, M; soit rectangle.

PROBLEMES

L L}
Lignes de niveau et nombres complexes.
Le plan orienté est muni d'un repére orthonormal
direct (O, U, V). On appelle A et B les points d'affixes
respectives i et 2 (ol i est le nombre complexe de

" n
module 1 et d‘argument 5).

1° a) Déterminez et représentez |'ensemble (S) des
points M d'affixe z telle que : (1 - 2i) z+ (1 +2i) Z=4
(Z est le complexe conjugué de 2).

b) Déterminez et représentez l'ensemble (T) des
points M d'affixe z telle que : (z-i)(Z+i)=4.

5. Calcul vectoriel. Compléments — 99
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2° Soit f I'application qui, a tout point M d'affixe z

(z#i), associe le point M’ d'affixe 2z’ = —_%z—

Z+i
_— - 2i ;

a) Veérifiez que z' -2 = r7%h Déduisez-en que :

| MlB:HZA et que (4, BM') = (v, AM) (2n).

b) Déterminez une mesure de 'angle (AM, BM").

¢) Démontrez que fest une bijection du plan privé du
point A dans le plan privé du point B. Déterminez
l'image de (T) par f.

d) (S) et (T) ont deux points communs M, et M,.
Représentez f(T), My, My, f(M,), f(M,).

wE
33 Barycentres et coniques.

Le plan est muni d'un repere orthonormal (O, 1, J).
31 3 1
i 1,0), Bl=, =]et C|=, - -
On donne les points A(1, 0) (2 2) e (2 2) et
la droite (4) d'équation x=1.
1° On désigne par G le point défini par CG = AB.

Quelle est la nature du quadrilatére ABGC?

2° On note (I') l'ensemble des points M(x, y), véri-
fiant: - MA2+ MB?+ MC?=2(x-1)2

a) Démontrez que B et C appartiennent a (I').

b) Démontrez que (I') est I'ensemble des points M
telsque: MG=V2 d(M, 4) ol d(M, 4) désigne la
distance de M a la droite (4).

¢) Déduisez-en la nature de (I') et précisez ses élé-
ments remarquables. Représentez (I').

EEE
34 Barycentres et coniques.
Dans un plan (P), on considére un triangls éguilatéral
de c6té a, ou a est un réel strictement positif,
1° Déterminez |'ensemble (£) des points M de {P) tels
que : 2a?<2AM?+ BM? + CM? <3a2
Construisez (E).
2° k désignant un nombre réel, on considére
I'ensemble (4,) des points M du plan (P) tels que :
(2MA + MB + MC) - (AB + AC) = k.

On suppose  k=3a  Déterminez I'ensemble (4,)
correspondant. Construisez-le.
3° G désigne le barycentre du systéeme de

points (A,2), (B,1), (G1); T est le vecteur unitaire,
colinéaire 3 BC, et de méme sens; J est le vecteur
unitaire, colinéaire a GA, et de méme sens.

a) (H) est I'nyperbole de centre G, dont un sommet
est A, d'asymptotes (GB) et (GC). Ecrivez une équa-
tion cartésienne de (H) dans le repére (G, 1, /).

b) Déterminez, en fonction de a, le nombre réel k
pour que (4,) soit une directrice de cette hyperbole.

¢) Construisez I'hyperbole (H). Déterminez les coor-
données de ses foyers F et F' et construisez-les.
N.B. — On tracera les figures en prenant a=6 cm.

ann

1] ]
Cocyclicité et nombres complexes.
Soit C I'ensemble des nombres complexes, C=*
I'ensemble C privé de 0, et fI'application de C* dans C
définie par :

1 1
f(z) 3 (z z)'
On désigne par (P) un plan rapporté a un repére
orthonormal d’origine O; si un point m de (P) a pour
coordonnées x et y, le nombre complexe z=x+ iy
est |'affixe de ce point.
Soit (P*) I'ensemble (P) privé du point O, et F
I'application de (P*) dans (P) dans laquelle tout point
mde (P*), d'affixe z, a pour image le point M d’affixe
Z=f(2).

) ) . Z+i
1° Montrez que, si z+# i, le quotient 7 s'exprime
=1

<y ont ’ Z+i

trés simplement en fonction de o
z-

On désigne par U et U’ les points de (P) d’affixes
respectives i et —i.
Soit m un point de (P*) distinct de U et de U’, =t
M= F (m).
Trouvez une relation simple entre les angles
(mU, mU") et (MU, MU").

2° Soit (I7) le cercle de diamétre [UU’].

En utilisant la relation angulaire précédente, trouvez
I'image de (I}) par F; trouvez I'ensemble (y) des
points m de (P*) tels que F(m) appartienne a (I ).
Dessinez (p).

N7 HEn

234 Huit points sur un cercle.

Soit (C) un cercle de centre O, de rayon r (rER*).
Soit Fun point fixé, intérieur strictement au cercle (C)
et distinct de O. Par le point £, on méne deux droites
perpendiculaires (L,) et (L,) qui coupent respecti-
vement le cercle (C) en M, Pet en N, Q. On suppase
que les droites (L,) et (L,) pivotent autour du point =
en restant perpendiculaires.

1° a) Démontrez que l'isobarycentre de M, N, P, Q est
un point fixe G indépendant des droites (L,) et (L;).
b) Démontrez que la somme FM? + FN? + FP? + FQ?
est égale a 4r2 Déduisez-en que :

MN? + PQ? = MQ? + PN? = 4r2,

2° Démontrez que les produits scalaires FM - FP et
FN - FQ sont égaux et gardent une valeur constante
ne dépendant que des distances OF et r.

3° Soit /, J, K, L les milieux respectifs des cordes [MN],
[PQ), [NP], [QM]. Soit T, U, V, W les projetés
orthogonaux respectifs de F sur ces cordes.

a) Démontrez que la médiane (F/) du triangle MFN
est hauteur du triangle PFQ.

b) Démontrez que les huit points /, J, K, L, T, U, V, W
appartiennent & un méme cercle (I') fixe (de centre

G). Précisez le rayon R de ce cercle (I) en utilisant
uniquement OF et r.
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Méthode 114

Quand utiliser une isométrie

Comment déterminer une composée de deux isométries

‘LE'JOUR DU BAC
EXERCICES & PROBLEMES

BJECTIFS

B rudier quelques propriétés des applications bijectives du plan qui
conservent les distances.

- Savoir caractériser une isométrie, en fonction de ses points invariants.

- Savoir décomposer «simplement» certaines isométries.
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1V
Preparatoires

Symetries glissées

De nombreux dessins de M. C. Escher offrent des situations particuliérement
variées de figures dites superposables. Comment cette propriété de telles figures se traduit-elle
en termes de transformations ?

1. ETUDE GLOBALE

1° Observez la figure ci-dessous (a droite) et déterminez si possible deux
cavaliers qui se correspondent :

a) par une translation, b) par une rotation, ¢) par une réflexion.

dique du plan avec cavaliers
dans le camet d’esquisses de
M. C. Escher.

Dans la partie centrale de cette
farandole on retrouve le pavage
du plan par des cavaliers.

bachier, Symmetry drawing (LG7), 1910

C

M

2° Les notations sont portées sur la figure. Proposez si possible une
translation qui transforme le cavalier C, en le cavalier ¢,. Reprenez cette
question avec C, et €, puis avec C, et C,.

2. VERS UNE ETUDE PONCTUELLE

1" Dessinez sur une feuille de papier transparent le cavalier ¢, .

2" Représentez, a laide du calque obtenu, I'image €| de ¢, par la
translation ¢ de vecteur @ (voir la figure, 2if est dirigé vers le bas).

3" Par quelle transformation /' le cavalier €, est-il 'image de e ?

4° Déterminez I'image de ¢, par for,

§° @) Formulez une conjecture sur la nature de la transformation
(for)o(for).

b) Justifiez que  for = tof.

ann
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6° La transformation fot est dite symétrie glissée.
Comparez les distances AB et A, B,, AC et A, C, puis les angles ABC et

4,8,C,, (B4, BC) et (B, 4,, B,C,).

2 I " "
m Etude d'une configuration
L'objectif de cette activité est de revoir, en les utilisant, les résultats de Premiére

concernant les réflexions, translations et rotations.

Soit ABC un triangle, 4', B', C"' les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].
Le plan est orienté de telle sorte que la mesure principale de I’angle orienté
(4B, AC) est positive.

FA] 1. DESSIN ET MESURES D’ANGLES
Dans un plan orienté, un triangle

ABC tel que la mesure pinc-  1° Construisez les points D et E tels que les triangles ACD et ABE soient

pale de Pangle orienté (4B, 4C)  jsoctles, rectangles respectivement en D et E, et tels que :
est positive est dit triangle direct.
Pour un tel triangle, les mesures — = T
principales des angles obtenus (Aca AD)= Z

par permutation cir%uﬁijre _sg)r les

lettres 4, B, C, (BC, BA) et ) . . (5 5
(C4, CB), sont également posi- 2" Donnez une mesure de chacun des angles orientés (B'C, B'D),
tives (C'B,C'E),(4’C", DB") et (C'E, B'4").

et (TB,E)=-§.

7. TRANSLATION. ROTATION

Soit ¢ la translation de vecteur C'B’, soit r la rotation de centre B’ et

d’angle g et fla composée rot.

1° Quelles sont les images de A4’ et C' par ¢? Construisez Iimage E’
de E par .

2° Quelles sont les images de 4’ et C' par f?

3° Démontrez que I'image de E par fest 4'.

3. NATURE DE f

Soit (D) la perpendiculaire a (B'C’) en B’, soit (D,) la médiatrice de
T

[B'C'), soit (D,) I'image de (D) par la rotation de centre B" et d’angle T

On note s, s, et 5, les réflexions d’axes respectifs (D), (D) et (D2)-
1° Démontrez que : [ =50s,.

2° Démontrez que :  r=§,08.

3° Démontrez que f est une rotation.

4. CARACTERISATION DE f
Soit O le centre de la rotation f.
1° Déduisez, des 1. 2° et 3. 3%, une mesure de 'angle de la rotation f.

2° Déterminez I'image de E par fof. Justifiez que fof est la symétrie
de centre O puis que O est le milieu de [ED].

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

!ZD Géométrie analytique. Barycentre
Les translations, les rotations, les réflexions transforment le milieu d’'un segment,

isobarycentre des extrémités du segment, en le milieu du segment image. Cette propriété est-elle
valable pour tout barycentre?

Soit /" une réflexion d’axe (4), (0, i, /) un repere orthonormal tel que
(0, i) est un repere de (4).

I. EXPRESSION ANALYTIQUE DE f

Soit M un point du plan, de coordonnées (x, y), M’ I’image de M par f,
(x",»") les coordonnées de M'.
Exprimez x' et y' en fonction de x et y.

2. BARYCENTRE DE TROIS POINTS

Soit 4, B, C les points de coordonnées respectives (3, — 1), (1, 4), (=7, 3).
On appelle G ie barycentre des points 4, B, C affectés des coefficients
1,2, —letA4’ B',C, G les images de 4, B, C, G par f.

1° Calculez les coordonnées de G.

2° Déterminez les coordonnées de 4, B’, C', G'.

G’ est le barycentre des points 4, B’, C’ affectés des

3° Vérifiez qu
1, L.

€
coefficients 1, 2,

3. CAS GENERAL

Généralisez la propriété obtenue au 2. 3° :

1° Au cas de trois points quelconques affectés de coefficients de somme non
nulle.

2° Au cas de n points (n € N¥) affectés de coefficients de somme non nulle.
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1 n Isométries du plan

Définition 1

Isométrie vient du grec isos (égal)
et méiron (mesure).

Bien que les origines de la géo-
métrie remontent d I'Antiquité
égyptienne, les méthodes de
transformations des figures
n’apparaissent qu'au cours de la
seconde moitié du XVII® siécle
avec G. Monge (1746-1818),
V. Poncelet (1788-1867),
M. Chasles (1793-1880), J. Stei-
ner (1796-1863).

Propriéié 1

Propriété 2

1. DEFINITION

Cocszes

distance.

Dans le plan, on appelle isométrie toute bijection conservant la

EXEMPLES s

Les translations, les rotations, les réflexions du plan sont des isométries.
Les homothéties dont le rapport est différent de 1 et —1 ne sont

pas des isométries
la distance.

Les projections orthogonales ne sont pas des isométries :

pas des bgectlons

: elles sont des bijections mais ne conservent pas

elles ne sont

7. COMPOSEE DE DEUX ISOMETRIES

Sachant que la composée de deux bijections est une bijection, la pro-
priété suivante est immédiate.

La composée de deux isométries est une isométrie.

3. RECIPROQUE D’UNE ISOMETRIE

Soit f une isométrie.

f est une bijection. Elle admet donc une application réciproque, !
dont nous admettrons que c’est une bijection.

Nous avons alors de fagon évidente :

L’application réciproque d’une isométrie est une isométrie.

EXEMPLES .

e L’application réciproque de la translation de vecteur & est la trans-

lation de vecteur - 4,

¢'est donc bien une isométrie.

e Lapplication réciproque de la rotation de centre O et d’angle o

est la rotation de centre O et d’angle - «,

¢’est donc bien une isométrie.

e L’application réciproque d’une réflexion est la réflexion elle-méme,
c’est donc bncn une isométrie.

6. Isométries — 105
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2 « Décomposition d'une translation, d'une rotation

1. RAPPEL

Soit (D) et (D) deux droites, §,, ¢t s,, les réflexions d'axes res-
pectifs (D) et (D).

St (M)  alors : sl (D) et (D') sont sécantes alors :
|
Sy O8py o8t une translation 1 Sty 98, st une rotation

S OS(0) = 1 | S5, = (0, 29)

| Le vecteur de translalipn est ZA_B: ou A |e Le centre de rotation est le point O
lest un point de (D) et B son projeté |commun a (D) et (D).

 orthogonal sur (D). ‘e L'angle de rotation est 2(0A4, OB) ou
; A est un point de (D) et B un point de
5 (D), A et B distincts de O.

2. DECOMPOSITION D’UNE TRANSLATION

Soit 7 une translation. Peut-on trouver deux réflexions s, et s,.,, d’axes
respectifs (D) et (D"), telles que s, 05, =1?

La démonstration de la propriété suivante est une conséquence du para-
graphe précédent.

Propriété 3| Toute translation ¢ de vecteur # esi décomposable en deux réflexions
S py Suivie df S p) d’axes (D) et (D') paralleles.

e Si i4’=(1 alors, quelle que soit (D), 1=s5,),05p)-

eSi ua#0 alors:

— (D) a pour vecteur normal #,

—

-

— (D') est Pimage de (D) par la translation de vecteur — u.

(]

(D) ou (D') est arbitrairement choisie, de vecteur normal . |

| 3117 T B [ ——— —
% AD % iD ABCD est un rectangle ; 1 et J sont le‘S 'milieux de
A ;: b [AD] et [BC). Avec les notations preceédentes, la
translation ¢ de vecteur 4D est telle que :
L= 80098y 1= 8¢0)O%w)-
B i (

106
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EXEMPLE 2 : l
La propriété 3 permet de composer des isométries. '

Soit ABC un triangle équilatéral et / le milieu du ¢oté [BC). Pour déterminer {

¢ : e :
la composée sof de la translation 7 de vecteur BC et de la réflexion s d’axe
(A1), on décompose 1 en réflexions.

Puisque BC est normal & (A7) choisissons
(AI) pour P'un des axes :

| st ,
177=513(‘ done image de (A1) par la

. \ l -9~ 1 .
translation de vecteur —5 BC est la droite

(4) passant par B et parallele a (A7)
Et, s' étant la réflexion d’axe (4) :

c
50 =y50(s0s"), §0t=(s0s5)0s’".

L'identité étant notée Id, alors : (4) (D)
sot=1Idos’, sot=g',

La composée sot est donc la réflexion s’ d’axe (4).

3. DECOMPOSITION D’UNE ROTATION

Soit r une rotation. Peut-on trouver deux réflexions s, et s,,, d’axes

respectifs (D) et (D), telles que 5,05, =r? !
La démonstration de la propriété suivante est une conséquence du para- 1
graphe 2. 1. i
Propriété 4| o Toute rotation de centre O et d’angle de mesure 0 est la composée 1
de deux réflexions s, suivie de s ;) d’axes (D) et (D’).
o Si A=k2n (k€Z) alors (D)=(D'). I i
Si 8¢ {k2n/k €7}, alors : | 1
— (D) passe par O, | i
— (D') est Pimage de (D) par la rotation de centre O et d’angle de | q
mesure 0. |
(D) ou (D') peut étre choisie arbitrairement, passant par O. ji *

EXEMPLE 1 . : S— — S ——

ABCDEF est un hexagone régulier de centre
—_— 2

0tel que: (4B, 4F)==.

La rotation r de centre 4 et d’angle de mesure

2n
3 est telle que : ‘

r=5840)%%u, € =8O8y

A lsométries — 107
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EXEMPLE 2 v

ABCD est un carré tel que : (4B, AD) =

(SER=

; T
Si r est la rotation de centre 4 et d’angle 7 alors :

POS ey = (Suany OSuucy) OSuey

FOSuey ™ Sun) ‘)(-‘(4(')""(41' )) B C

oSy = Supy O 1d

'.U'\‘l-ﬂ\) - .\‘(‘“)).

3 » Les isométries du plan

1. ISOMETRIE FIXANT UN POINT

Les rotations et les réflexions sont des isométries qui fixent au moins un
point. Existe-t-il d’autres isométries fixant au moins un point ?
L’exercice 34, page 121 propose une démonstration de la propriété suivante :

Propriété 5| Toute isométrie fixant un point O est :
— soit une réflexion dont I’axe passe par O,
— soit une rotation de centre O.

2. ISOMETRIE FIXANT UN POINT ET TRANSLATION

L’exercice 35, page 121 propose une démonstration de la propriété suivante :

Propriété 6 | Etant donné un point O, toute isométrie f se décompose de maniére
unique en O ou u est une isométrie fixant O et ¢ une translation.

s

4 = Images de figures simples

Les propriétés énoncées ci-dessous résultent. des propriétés 5 et 6 et des
propriétés des réflexions.

Attention ! On se gardera cependant de dire que les propriétés des isometries
sont les propriétés des réflexions : en effet, les réflexions transforment un
angle orienté de vecteurs en son opposé alors que les translations, les
rotations, composées de deux réflexions, conservent les angles orientés de
vecteurs.

Propriété 7| Si f est une isométrie du plan alors, 4 et B étant des points distincts,
A' et B' leurs images par f :

e I'image par f de la droite (4B) est la droite (4'B"),

e I’image par f du segment [4B] est le segment [4'B’],

e I’image par f d’un cercle de centre 4 et de rayon R est le cercle de
centre A' et de rayon R.

108
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5 » Propriétés des isométries

1. PRODUIT SCALAIRE

Rappelons que :
|
AB - AC = 4-2~(m" AC? - ABY),

De la conservation des distances, on déduit alors immédiatement que :

— —t——— e e e ————

Propric¢t¢ 8 Toute isométrie conserve le produit scalaire.

Remarque
En ¢erivant

AB - AC = AB x AC x cos BAC
AB - AC =A'B'XA'C'xcos B'A'C’,

on retrouve, puisque AB=A'B' et AC=A'C’, [Iégalité des cosinus
— Sty — —
des angles BAC et B'A'C' donc des angles BAC et B'A'C’.

2. PROPRIETES CONSERVEES PAR ISOMETRIES

Les propriétés suivantes sont des conséquences de la propriété 8 et de la
remarque.

Propri¢t¢ 9 | Toute isométrie conserve :

o le parallélisme des droites,

o Porthogonalité des droites,

o le contact d’une droite et d’un cercle ou de deux cercles.

Notons également que les isométries conservent les aires des surfaces planes.

3. BARYCENTRE

L’AP3 a permis de démontrer que, par une réflexion, I'image du barycentre
de points pondérés est le barycentre des images des points affectées des
mémes coefficients. 11 en est donc de méme pour les translations et les
rotations, qui sont des composées de deux réflexions.

De plus, toute isométrie étant, d’aprés la propriét¢ 6, composée d'une
isométrie fixant un point (donc d’une réflexion ou d'une rotation) et d’une
translation, cette propriété est encore valable pour toute isomeétrie.

Propriété10| Soit f une isométrie, (4, @), (4, @), « (d,, @,) des points
pondérés admettant un barycentre G et A, A, , ..., A, les images de
Ay Ayy v 4, par £,

L’image G' de G par fest le barycentre des points pondérés (4 | , a,),
wy (A, 8,)

6. Isométries — 109
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Cas particuliers

e L’image par une isométriec du milieu d’un segment est le milieu du segment
image.

e L'image par une isométrie du centre de gravité d’un triangle est le centre
de gravité du triangle image.

4. CONIQUE
Soit / une isométrie, (C') une conique de foyer F, de directrice (D) et
d’excentricité e.

(D) Notons F' ct (D) les images de [/ et (D) par /.
Soit M un point du plan non situé sur (D), H le projeté orthogonal de M
sur (D).
Appelons M’ et H' les images de M et H par /.
Puisque M n’est pas sur (D), M' n’est pas sur (D").
Les isométries conservant I’orthogonalité des droites, de « (MH ) L(D)» on
déduit : «(M'H')L(D’)». Le point H' image de H par f est aussi le
projeté orthogonal de M’ sur (D').
Or f est une isométrie donc M'F'=MF et M H =MH.

M

p e M'F'" MF
r suite | ———=——,
: M'H MH
. . MF M'F’
e Si M est un point de (C), alors WH e, donc VH e etM

est un point de la conique (C’') de foyer F’, de directrice (D’) et
d’excentricité e.

L’image par f de tout point de (C) est donc sur (C') ; nous en déduisons que
ey ce).

e Si M' est un point de (C'), alors, f étant une bijection, M’ admet un
antécédent unique M par f.

H et H' étant les projetés orthogonaux respectifs de M sur (D) et de M’ sur

AF

MF
(D/), de « -j'l,—;fT[f- =a» on déduit ((m =éen.
Tout point de (') est donc 'image par f d’un point de (C); nous en
déduisons : (C') €/ ((C)).

e Les deux conclusions, £ ((C)) C (C’) et (C') C f£((C)), nous permettent de

conclure que :  (C') =f((C)).

Propriété11| L’image d’une conique (C) par une isométrie f est une conique (C')
de méme excentricité.

Les foyers et directrices de (C') sont les images par f des foyers et
directrices de (C).
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n:

Pratiques

Etude d'une configuration

Les propriétés des isométries (conservation des distances, effets sur des Sfigures

élémentaires, etc.) permettent de mettre en évidence et de démontrer des propriétés sur des figures

plus complexes.

N,
s W

1l <

Soit (C) et (C') deux cercles de méme rayon, sécants en A et B; soit
O ct O' leurs centres respectifs.

M *j/ ©)

Un point M étant pris sur (C), distinct de 4 et B, la droite (D) qui passe par
M et qui est parallele & (O0') rencontre le cercle (C’) en deux points,
éventuellement confondus. On se propose de démontrer que I'un d’eux est
’orthocentre du triangle ABM.

1° Démontrez que, des points communs & (C') et (D), I'un est 'image de M
par la réflexion s d’axe (4B) et I'autre est I'image de M par la translation ¢
de vecteur 00'.

2° On note M’ I'image de M par ¢ et B, I'antécédent de B par .

a) Démontrez que B, est sur (C).
b) Démontrez que [4B,] est un diamétre de (C).
¢) Déduisez-en I'orthogonalité des vecteurs AM et BM' et concluez.

i lieu géomeétrique

% Les transformations sont Iun des outils que 'on peut souvent utiliser avec efficacité

dans la recherche de lieux géométriques.

Soit (C) et (C') deux cercles tangents extérieurement ; on note O et O" leurs
centres respectifs et 4 leur point de contact.

Etant donné un point M de (C), distinct de 4, la droite (AM) recoupe le
cercle (C') en M'; la perpendiculaire en M’ a (AM) coupe en P la
paralléle a (00') qui passe par M.

Déterminez le lieu (L) de P quand M varie sur (C).

A lsnmétrias — 111
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1. ETUDE PRELIMINAIRE

1° a) Justifiez que, si M est un point de (C) autre que A4, alors la
perpendiculaire en M’ & (AM) et la paralléle a (OO') qui passe par M sont
sécantes.

b) Quel est I'ensemble (C,) des points M auxquels on peut associer un
point P?

2" a) Choisissez plusicurs points M (au moins trois, dont le point de (C)
diamétralement opposé a A) et construisez les points P correspondants.

b) Quelle conjecture faites-vous sur la nature de (L)?

2. ANALYSE

Soit M un point pris sur (C,).

1° Soit B’ le point de (C') diamétralement opposé a A. Démontrez que la
perpendiculaire en M' a (AM) passe par B'.

2° Soit B le point de (C') diamétralement opposé a A.

a) Quelle est la nature du quadrilatére BB’ PM ?

b) Démontrez que P est 'image de M par la translation ¢ de vecteur 200" .

3. SYNTHESE

1° Quelle est 'image de (C) par ¢ ? Donnez-en, outre la nature, les éléments
caractéristiques.

2° Quel est le lieu (L) de P quand M décrit (C)?

» Isométries laissant une figure invariante
Construire des figures présentant des éléments de symétrie (centres, axes) peut étre
un objectif artistique.
Etudions le cas de deux figures simpicy : le segment, le triangle équilatéral.

Des objets artistiques qui sug- ¥
gerent une invariance par rota-
tion : a gauche, carreau de
céramique (Grece, 18¢ siécle) ;
. a droite, plat & décor de
flammes (Turquie, 16¢ siécle).

1. SEGMENT

Soit [AB] un segment de droite et / le milieu de [4B8).

1° Démontrez que si une isométrie / laisse le segment [4B ] invariant alors f
fixe 1.

2° Quelles sont les rotations de centre / qui laissent [4B] invariant ?
3° Quelles sont les réflexions qui laissent [4B] invariant ?
4° Quelles sont les isométries qui laissent [4B ] invariant ?

112
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2. TRIANGLE EQUILATERAL

Soit ABC un triangle équilatéral, O le centre du cercle circonscrit 8 ABC.
Déterminons I'ensemble & des isométries qui laissent ABC invariant.

1° L'identité est un élément de & Déterminez deux autres isométries de &.
2° Démontrez que toute isométrie / de & fixe 0.

3* Soit fune isométrie de 6 autre que lidentité. On suppose que f fixe A.
a) Peut-on avoir  f(B)=B"? lustifiez votre réponse.

b) Quelle est, dans ce cas, I'isométrie /7

4° Soit fune isométrie de & autre que I'identité. On suppose que  f(A4) = B.
a) Quelle est l'image de C?

b) Démontrez que f est soit une réflexion, et précisez I'axe de la réflexion,
soit une rotation, et précisez le centre et ’angle de la rotation.

5° Enoncez les isométries de &.

m" Isométries associant deux figures
Le but de ce TP est de rechercher des isométries transformant une figure donnée
en une autre figure donnée.

1. ISCMETRIES ASSOCIANT DEUX SEGMENTS

Soit 4, B, A', B' quatre points du p'lan tels que A # Bet A'B’' = AB.
1° Soit 7 i iranslation de vecteur A4’

et B, 'imaye de B par L. B

a) Démonuez que  A'B #0 et

que . B,
(4B, A EB)=(4B,A'B’). "

b) Soit r la rotation de centre 4’ et A B

d’angle (4B, A'B'). Posons g =rot.

Démontrez que g est une isométrie qui transforme 4 en 4’ et B en B'.

2° Soit f une isométrie qui transforme 4 en 4’ et B en B’.

a) Démontrez que g~ ' Of est une isométrie qui laisse 4 et B invariants.

b) Déduisez-en que g~ 'of est soit I'identité (Id) soit la réflexion d’axe (4B).
3° Quelles sont les isométries qui transforment 4 en 4’ et B en B’ ?

4° a) Quelles sont les isométries qui transforment 4 en B’ et Ben 4" ?

b) Quelles sont les isométries qui transforment [4B] en [4'B']?

2. ISOMETRIES ASSOCIANT DEUX CERCLES

Soit (C) et (C") deux cercles de méme rayon et de centres respectifs Q et O'.
1° Démontrez que la translation ¢ de vecteur 00" transforme (C) en (C").
2° Soit f'une isométrie qui transforme (C) en (C').

a) Démontrez que f(0)=0".

b) Démontrez que ¢ 'of est une isométrie qui laisse O invariant.

3° a) Quelles sont les isométries qui laissent O invariant ?

b) Quelles sont les isométries qui transforment (C) en (C')?

6. Isométries — 113

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

VIeLnouc

ISOMETRIES

QUAND UTILISER UNE ISOMETRIE

Face a une
figure clé

Pour démontrer
des propriétés
de figures

Pour résoudre
des problemes
de construction

Pour résoudre

des problémes |

de lieux
géomeétriques

COMMENT DETERMINER. UNE COMPOSEE DE DEUX ISOMETRIES

Triangle isocele.

Triangle rectangle isocele.
Triangle équilatéral.
Parallélogramme.

Parallélisme, orthogonalité, alignement, milieu, barycentre, contact,
aires, angles sont des propriétés ou des grandeurs conservées par
une isométrie.

RN R

Si un point A a construire est situé sur une courbe (C;) et s’il est
I'image par une isométrie f d'un point B situé sur une courbe (G, )
alors A est un point commun aux courbes (C,) et f((G)), ce qui
permet d'accéder a une construction de A.

St i

N AN N S A 5 N RN A s T

Si un point A, dent o cherche a déterminer le lieu géométrique,
est I'image par une isoréirie fd'un point B qui décrit une courbe
(C), alors le lieu de A est ia courbe f((C)).

2
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e Si ces isométries sont des réflexions, voyez si leurs axes sont
paralléles ou sécants.

e Si ce ne sont pas des réflexions, décomposez chacune d'elles en
des réflexions, les axes étant judicieusement choisis.
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[1] POUR DEMONTRER UNE PROPRIETE
Soit ABC un triangle équilatéral tel que :

(B, AQ) =3 [2n]

On appelle O le centre du triangle, /, J, K'les points tels
que :

— =

AB, BJ=

O

B CK = - CA,
3

1° Déterminez deux nombres réels a et b tels que /
soit le barycentre de (A, a) et (B, b).

2° En utilisant la rotation de centre O qui transforme
A en B, démontrez que O est le centre de gravité
du triangle /K.

wlwu
wlwu
n

Al =

e

COMMENTAIRE

Le point O est le centre d’une rotation qui
conserve le triangle ABC.

La premiére question oriente la recherche : il
suffit d’interpréter 7, J, K comme hasycentres des
points A, B, C pour déterminey icurs images par
une telle rotation et résoudre le probiéme.

UNE SOLUTION
1° Recherche de aet b

e iy :
De |'égalité AI=§AB nous déduisons la relation :

ST R —
Al = 3 (5AB - 2AA), qui prouve que / est le barycentre
des points (A, —2) et (B, 5).

K

I

Notons que, de méme, le point J est barycentre de
(B, —2) et (C 5) et K est barycentre de (C, - 2) et
(A, 5).

2° Centre de gravité du triangle /K

Le point O étant le centre du triangle ABC, la rotation
r de centre O qui transforme A en B transforme 8 en
Cet Cen A.

ERCICES

Commenltés

Par cette rotation r, le barycentre I de (A, - 2) et
(B, 5) a pour image le barycentre de (r(A), - 2)
et (r(B), 5) c'est-a-dire (B, -~ 2) et (C, 5); par suite
r(f) = J
Une démonstration analogue permet de prouver que
r(J)=K puis r(K)=1
La rotation r est une isométrie et :

r r r F
Ot 0 ltmeld Jro K Kl
donc [l/=JK et JK=KI
Le triangle /JK est donc équilatéral.
De plus, O/l=0) et O0OJ=0K;, Ile point O,
équidistant de /, J et K, est le centre du cercle
circonscrit au triangle UK et donc le centre de gravité
de ce triangle.

POUR DETERMINER UNE COMPOSEE
D'ISOMETRIES

Soit ABCD un carré de centre O tel que :

s
2

(OA, 0B) == [2n].

: s T
On note r la rotation de centre O et d’angle 3 ettla

translation de vecteur BC.
Déterminez la nature et les éléments caractéristiques

de rot.
(Cet exercice sera repris, avec une autre méthode a

|'excercice 1, page 133.)

A D

COMMENTAIRE

Il s’agit ici de composer deux isométries qui ne
sont pas des réflexions. Nous allons done décom-
poser chacune des deux isométries en réflexions
dont nous choisirons judicieusement les axes.

_—

UNE SOLUTION

Décomposons t et r en réflexions en notant (4, ), (4,),
(d3), (44) quatre droites telles que, si on note s; la
réflexion d'axe (4;) : t=s5,05, et r=s,0s;.

6. Isométries — 115

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Les droites (4;) sont telles que
((4y) a pour vecteur normal BC,
(4;) est limage de (4,) par la translation de

vecteur % BC;

\
((4;) passe par O,
(44) eest I'image de (4;) par la rotation de centre O

et d'angle de mesure %

\
Alors :  rot=s,0s5;05,0s,.

Soit (4) la droite passant par O et de vecteur
normal BC (voir figure ci-dessous). _
Si nous prenons (4,) =(4) et (4;)=(d4), alors:

rot=s,0s,0s,0s,, rot=s,oldos,,
rot=s,0s,.

Les droites (4, ) et (4) sont paralléles, (4) et (4,) sont
sécantes donc (4,) et (4,) sont sécantes.
La composée rot est donc une rotation.

Or (4,) est limage de (4) par la translation de
vecteur ~% BC; c'est donc la droite (AB).
De plus, (4,) est I'image de (4) par la rotation de

n ;
centre O et de mesure Z; c'est donc la droite (AC).

(En effet : A L’ D
(0A, 0B) - (0B, OC) <
(A, OB) = (O, OD) 0
(OA, OB) = (0D, 0A)
(OA, OB) == [2n]; Bl C

4 J (4)
si I est le milieu de [AD], (4) 1(4)

alors (OD, O1) = (O, OA) =2 [2n]).

Puisque (4,)=(AB) et (4,)=(AC), et que
rot=s,0s,, rot est la rotation de centre A et

d‘angle 2(AB, AC), soit (AB, AD), de mesure g

Remarque. Pour justifier que (AB, AD) -—-g sachant

—_— m .
que (OA, OB) = i on peut utiliser la rotation r: elle

transforme A en B et B en C; par suite (AB, BC) = g et

— = — —

BC= AD, donc (AB, AD) =

.

N3

LIEU GEOMETRIQUE

Dans un plan orienté, les sommets A et B d'un
parallélogramme sont fixes; les sommets C et D se
déplacent, la distance de D a A restant constante. Sur
le segment [CD], on construit un triangle équilatéral

CDE tel que (CD, CE) =;—T.

Quel est le lieu géométrique du point E?
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COMMENTAIRE

o Repérez les éléments fixes (points, droites,
segments, distances, cercles, angles, directions, ...)
ct les éléments variables de la figure. Il peut étre
utile de représenter plusieurs positions des points
C, D, E pour avoir une idée du lieu cherché. }
o Cherchez a définir £ comme image par une
transformation 7' connue d’un point variable dont
on connait le lieu (L).

o Etudiez, si nécessaire, si tout point de Pimage
(L") de (L) par T est un point du lieu cherché.

UnE soLution

e Quand Cet D varient, le quadrilatére ABCD reste un
parallélogramme, éventuellement plat.

A et B restent fixes, le segment [AB] est donc fixe; les
distances DA et CB, égales, sont constantes; le vecteur
) égal a AB, est constant.

L'angle (CD, CE) est constant, donc la direction du
vecteur CE est constante; de plus la norme de CE est

constante, égale 3 AB. Donc le vecteur CE est cons-
tant.
Le point Ftel que BF=CE est donc fixe et £ est

I''mage de C par la translation t de vecteur BF.

N

F

E

C D

e Le lieu de Cest un cercle (I") de centre B; notons r
son rayon. Le lieu de E est donc I'image de (I') par t.
Or I'image du cercle (I') par t est le cercle (I”) de
méme rayon r que (I') et de centre I'image du centre
Bde (I') par t.

Donc le lieu de E est le cercle (I") de centre F et de
rayon r.
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LE OURDU AC

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC tel qu'une mesure de ’angle
e nt
(4B, AC) soit 3 On appelle (I') le cercle circonscrit au triangle ABC.

La médiatrice de [BC) coupe (I') en A et D; on appelle A' le point d'intersection des
droites (BD) et (AC).

1° Démontrer que A" est le symétrique de A par rapport a C.
20 On désigne par 8 )y S'ieys S cays S iy les symétries orthogonales par rapport aux
dvoites (BD), (DC), (CA), (AB) respectivement.

a) Quelle est In nature des applications S ;)08 () et §(c)05 45,7 On précisera les
¢léments caractéristiques,

g)(;‘c)nil (4) la paralléle & (DC) menée par A et S84y |a symétrie orthogonale par rapport
Démontrer que 8,08 ey =S weyOS sy e S °Sun) = S04y -

¢) Retrouver le résultat du 1° en utilisant 'application =5 55,08p¢)08 4,08 4p)
que on caractérisera,

(Bac 1985)

® S(c)°5s)
Les droites (AB) et (AC)

| ANALYSE DE L'ENONCE !
sont sécantes en A et

Le texte n’impose aucune méthode pour répondre e S
a la premiére question. 2(AB, AC) ==~
Par contre, Pénoncé de la deuxiéme question fait i
nettement référence aux composées de réflexions. Ia rotation Ha cantre A p
1 suffit donc d’appliquer directement les pro- 2 \/C
priétés du cours. et d'angle —-. D,r‘

Les composées de réflexions conduisent a utili- '
ser les angles orientés de vecteurs.

b) Remarquons d'abord que la droite (4) passe par A
et par-le point de (I') diamétralement opposé a C
(car: (CD)L(AC) et (4)/(CD)).

® 5(0c)°5(pa) .

Les droites (DA) et (DC) sont sécantes en D. Donc
S(oc)©S(pa) est la rotation de centre D et d'angle

UNE soLuTION

1° Les points D et A étant diamétralement opposés
sur le cercle (I'), les droites (B2} at (AB) sont
perpendiculaires. Par conséquent, en désignant par /le ol W,
milieu de [AB], les droites (C/) et (5D) sont paralleles. 2(DA, D(:'). . Sy wew ot
L'homothétie de centre A et de rapport 2 transforme / Or, par réflexion d'axe (AD) : 2(DA, DC) = (D8, DC).
en B, (IC) en (BD) et C en le point commun a (BD) A, B, Cet D étant cocycliques et A et D étant de part
et (AC), donc en A’ (voir figure ci-dessous). et d'autre de la droite (BC) :

On a ainsi démontré que : AA'=2AC ce qui (DB, 5&):(/\79', AC)+m,

prouve que A’ est le symétrique de A par rapport a C. ol ael B, - e . =27
donc: 2(DA, DC)=—ou 2(DA DC)=—.
2° 3) e 5(80)° S (oc) 3 3

Les droites (DC) et (BD) sont sécantes en D. Donc $ioc)°S(a)  est donc la rotation de centre D et
5 (60) © S_(,’,c) est la rotation de centre D et d'angle d'angle = 2n-
2(DC, DB). 3

Or: (DC, DB) = (AC, AB) () (car A, B, Cet D sont D'aprés a) : S(pc)0S(oa) = S(a0)° S0c)-
cocycliques) ; de plus :
(AC, 2B) = - (AB, AC),

(AB, AC) ="~

* S1a)°Sw) , =
Les droites (4) et (DA) sont sécantes en A et DC est
un vecteur directeur de (4). Donc  §p4)05,, est

la rotation de centre A et d'angle 2(DC, DA), de

2 e -2
(par hypothése); donc : mesure ?n (car 2(DA, 0C) = _3—1‘)

D'aprés a), on peut donc écrire :

$(0a)0S(4) = S(ca)© S a) -

¢) Nous vous laissons le soin de résoudre cette ques-
tion. (Vous pourrez prouver que t est la translation de
vecteur 2AC et déterminer I'image de A par t.)

la rotation de centre

D et d'angle s L
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Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC tel qu’une mesure de ’angle
—ew 1

(4B, AC) soit 3 On appelle (I') le cercle circonserit au triangle ABC.

La médiatrice de [BC| conpe (I') en A et D; on appelle A’ le point d’intersection des

droites (BD) et (AC).

1° Démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport 4 C.

20 On désigne par S )5 8'o0eys S'cays Sany les symétries orthogonales par rapport aux
droites (BD), (DC), (CA), (AB) respectivement,

a) Quelle est In nature des applications S, ,08 ) et §4,08 45,7 On précisera les

¢léments caractéristiques,

) Soit (4) la paralléle & (DC) menée par A et 4 la symétrie orthogonale par rapport

A (4)
Démontrer que

que Pon caractérisera.

Sw)°Swey=Swe)08 gy ot
¢) Retrouver le résultat du 1° en utilisant Papplication

ANALYSE DE L'ENONCE

Le texte n’impose aucune méthode pour répondre
a la premiére question.

Par contre, I’énoncé de la deuxiéme question fait
nettement référence aux composées de réflexions.
‘11 suffit donc d’appliquer directement les pro-
priétés du cours.

' Les composées de réflexions conduisent & utili-
' ser les angles orientés de vecteurs.

Une soLuTioN

1° Les points D et A étant diamétralemeant opposés
sur le cerce (I'), les droites (B} =t (AB) sont
perpendiculaires. Par conséquent, en désignant par /le
milieu de [AB], les droites (C/) et (BD) sont paralleles.
L’homothétie de centre A et de rapport 2 transforme /
en B, (IC) en (BD) et C en le point commun a (BD)
et (AC), donc en A’ (voir figure ci-dessous).

On a ainsi démontré que : AA'=2AC, ce qui
prouve que A’ est le symétrique de A par rapport a C.

20 a) ® S(BD)OS(DC)
Les droites (DC) et (BD) sont sécantes en D. Donc
S(Bi)’os(,x) est la rotation de centre D et d'angle
2(DC, DB).

Or: (DC, DB) = (AC, AB) (m) (car A, B, Cet D sont
cocycliques); de plus :
(AC, AB) = - (AB, AC),

(AB, AC) =T

(par hypothése); donc :

2(:76,53?):%

Ainsi 5(80)0 S (pc) est
la rotation de centre

D et d'angle —TZTr

S 108 uny =5 04)°5 sy
1=88p)°50c)%S €495 gy
(Bac 1985)

® 5(ca)95as)

Les droites (AB) et (AC)

sont sécantes en A et
ety 2

2(AB, AC)=?1T.

Donc  5(ca)05(ag) st
la rotation de centre A

2n
et d'angle - >

b) Remarquons d'abord que la droite (4) passe par A
et par-le point de (I') diamétralement opposé & C
(car : (CD)L(AC) et (d4)/(CD)).

® 5(pc)©S(pa) )

Les droites (DA) et (DC) sont sécantes en D. Donc
S(c)©S(pa)y est la rotation de centre D et d'angle
2 (DA, DC).

Or, par réflexion d'axe (AD) : 2 (DA, DC) = (DB, DC).
A, B, Cet D étant cocycliques et A et D étant de part
et d'autre de la droite (BC) :

(DB, DC) = (AB, AC) +m,

donc: 2(DA, C)=?nou 2(DA, DC)=TK.
Sc)°S(pay est donc la rotation de centre D et
d'angle — o

g 3

D'aprés a) H S(DC)OS(DA) - S(BD)OS(DC)'

* 5(0a)°5(4) , .

Les droites (4) et (DA) sont sécantes en A et DC est

un vecteur directeur de (4). Donc  §pa)05(,) est

la rotation de centre A et d'angle 2(DC, DA), de
2n ey e =2

mesure 3 car 2(DA, DC) = <)

D'aprés a), on peut donc écrire :

$(0a)0S(a) = S(ca)© S ()

¢) Nous vous laissons le soin de résoudre cette ques-
tion. (Vous pourrez prouver que t est la translation de
vecteur 2AC et déterminer I'image de A par t.)
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Q.C.M.

Dans chacun des exercices suwivants, au moins une
des réponses est exacte. \*

|
n ABC est un triangle équilatéral /
—~— > n
direct de centre O ((Aé, AC) = 5)
. . B !
l"[c‘ :"S]OS(CO) est:
la réflexion d'axe (CA )i, o
la réflexion d'axe (CO) v, a
la réflexion d'axe (CB) i O
la rotation de centre A et d'angle L O

Une isométrie qui échange deux points distincts
Aet B:

fixe tout point de (AB)....ccovvininniinniiniininne. o
fixe le milieu de [AB] ...cccoovriivininiiiiiinicnnenes a
est une symétrie centrale.........ccooeeercriecennenenes O
est une réflexion.......cccocveveeiecnnncnnniienenes O

Une isométrie qui laisse invariants deux points A
et B:

St I"Identite....cvcvecreeceee e, a
fixe le milieu de [AB] .o, a
laisse invariante la droite (AB)......ccverereriverenan. a
laisse invariante la médiatrice de [AB] .............. 0
est la symétrie de centre le milieu de [AB]....... O

EXERCICES D'ENTRAINEMENT

DEFINITION D'UNE ISOMETRIE

Les exercices 4 a 6 utilisent un repére orthonormal
direct (O, u, V).

- :
n Soit f |'application qui, au point M d'affixe z
associe le point M’ d'affixe z' telle que :

L7
z’=e'§z+1 - i
1° a) Quelles sont les images O', A’, B' de O et des
points A d'affixe 1 et B d'affixe i?
b) Comparez OA et O'A’, OBet O'B’.

2° Soit M et N deux points du plan, M’ et N leurs
images par f. Comparez MN et M'N'. Qu'en déduisez-
vous pour f?

118

ERCICES & PROBLENVIES

n
Reprenez une étude analogue a celle de I'exer-
cice précédent avec la relation :

1%, V2
2=l T4,
2

n
ﬂ On appelle fl'application qui au point M, d’affixe
z, associe le point M’ dont I'affixe z* est telle que :

2l
'=-e 3z+i

1° Démontrez que f admet un point unique / inva-
riant.

2° On suppose M distinct de /.

) Calculez i
a ™M .

b) Calculez (IM, IM").

3° Donnez la nature et les éléments caractéristiques
de £.

|}
Soit fI'application définie, dans le plan complexe

(P) rapporté au repére orthonormal direct (O, T, v),
de la fagon suivante : tout point M de (P), d'affixe =
a pour image /', d'affixe z* telleque 2z'=iz—i+ 1.

1° Déterminez i‘ensemble (E) des points invariants
par f.

2° a) Démontrez que, pour tout point M de (P), le
milieu de [MM'] est un point de (E) et que (MM") est
perpendiculaire a (E).

b) Quelle est la nature de ?

COMPOSITION. DECOMPOSITION

n
ﬂ La figure ci-dessous représente un carré ABCD,
(AB, AD) =§. Les points \T

N Dt @
I, J, K, L sont les milieux
des cOtés, O le centre du L . J
. ' - ¢ o &
carré. D'une fagon géné- 3 Rt
rale s, est la réflexion 40 B
d'axe (4). {

Déterminez les composées suivantes :

1° Siac)OS(as):  Sea)OSec):  Sac) Oy

2° 5u)08ac)e i) ©5(a8) © S(oc) © S )+

|}
n Les notations sont celles de I'exercice précédent.
Déterminez les composées suivantes :

1° 8)0S8w)e Sk °Sw):  So0)°S(0N) -
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| |
m Reprenez une étude analogue a celle de I'exer-
cice 8 dans le cas de |'hexagone régulier ABCDEF de
centre O.

1° S(ar)OSas)r  S(ac)©Sas)-
2° Sac)OSpF)r  S(Fc) O Sen) -
3° S00)0S0c)r  SaE) O Sac)-

o
m Soit ABC un triangle équilatéral, (AB, AC) = g et

O le centre du triangle.

Complétez les égalités suivantes.

S désigne la réflexion d'axe (4); Ryp, 4 la rotation
de centre P et d'angle 6.

1° S__OS(AJ) = R[A f]
3

5.95(08) = R[o 2_1]
"3
2° 54c)°5. =Ry, g
S5, = R[ 2:1]

¢ -=
3

-n
Soit [AB] un segment,-A # B, soit r la rotation de

m . .
centre A et d'angle 3" soit r' la rotation de centre Bet

d'angle =
angle 5.

1° Déterminez deux droites (4) et (4") telles que :
r=Su)084) €t I'=5405,z,

2° Déterminez la nature et les 2iéments caractéris-
tiques de r'or.

3° On note t la translation de vecteur AB.
Déterminez chacune des composées :

tor et rot

BE
Soit ABCD un parallélogramme. On appelle :

r, la rotation de centre A et d'angle (AD, AB),
r, la rotation de centre B et d'angle (BA, BC),
r; la rotation de centre C et d'angle (CB, CD),
r, la rotation de centre D et d'angle (DC, DA).
On pose: f=rononorn.

1° a) Construisez |'image de A par r,or,.

b) Caractérisez

2° Caractérisez

norn.
r,or;, puis f.

3° Pour quel quadrilatére ABCD |'application f est-
elle "application identique du plan?

IMAGES DE FIGURES SIMPLES

a
Soit ABC un triangle, /le milieu du segment [BC),
B' et C’ les projetés orthogonaux de B et C sur la
droite (Al).
Démontrez que le quadrilatére BB’ CC' est un parallé-
logramme,

[}
Soit (I') un cercle de centre O et [AB] un
diamétre de (I'). Une droite (4) passant par A
recoupe (I') en C. La paralléle a (4) passant par B
recoupe (I") en D.
Démontrez que AC= BD.

L]
Soit ABC un triangle dont la mesure principale de

I'angle (AB, AC) est positive. On construit les triangles
ABD et ACE rectangles en A, isocéles et tels que :

(AD, ﬂ’):% et (AC AT)=§.

On appelle / et J les milieux respectifs des segments
[DC] et [BE].

1° Démontrez que :

DC=BE et (DC)L(BE).
2° Démontrez que le triangle JAJ est rectangle en A
et isocele.
[ ] ]

17 Soit ABC un triangle. On construit les triangles

ABD et ACE équilatéraux et tels que :
—t e — — 7T
(AD, AB)=§ et (AC, AE)=z.

On appelle / et J les milieux respectifs des segments
[DC] et [BE]. Démontrez que le triangle AL est
équilatéral.

L 1] ]

Soit ABCD un carré de centre O tel que
(AB, AD) =;. On construit les points E, F, G, H tels
que :
AE=-
— 1 = — —

CG=--CD, DH=--=DA.

3 3
1° Déterminez deux nombres « et f tels que £ soit

barycentre des points (A, «), (8, B).

2° On appelle r la rotation de centre O qui transforme
A en B.

a) Quelle est I'image de B par r?
b) Déterminez |'image de E par r.

3° Déterminez, en procédant comme au 2°, les images
de Fet G par r.

4° Quelle est la nature du quadrilatére EFGH?

[ 1 1]
Soit ABCD un carré de centre O, (AB, AD) =

N A

On appelle / et J les points tels que :

i~ BC
3

Les droites (Al) et (CD) se coupent en E, les droites

(BJ) et (AD) en F.

Démontrez que les droites (AJ) et (EF) sont ortho-

gonales. -

S [y
et CJ/=-0CD.
3

- 2is 14n
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. Soit ABC un triangle isocéle, AB = AC; on appelle
I le milieu de [BC]. On construit les triangles ABD et
ACE équilatéraux et tels que :

(AD, A8) =3, (AC, At) - .

1° Tracez les droites (Al), (CD), (BE). Que constatez-
vous ?

2° On appelle r la rotation de centre A et d'angle ;

et s la réflexion d'axe (Al).
a) Justifiez que rosor est une isométrie fixant A,
b) Construisez le triangle équilatéral AJK tel que

JK=BC et (KJ‘,A—I_(‘)=;—T.

¢) Caractérisez la composée rosor

éléments caractéristiques).

(nature et

3° 3) Déterminez l'image de D par rosor.
b) Déterminez l'image de B par rosor.

¢) Démontrez que les droites (CD), (BE) et (Al)
sont concourantes.

un
1° Soit O un point du plan orienté, r la rotation

: T
de centre Oetd'angle - ‘E Onrappelleque r?=ror...

a) Déterminez les transformations r?, r3, r* (nature et
éléments caractéristiques).

b) A étant un point du plan, autre que O, on appelle
A,, A,, A; les images respectives de A par r, r?, r3.
Quelle est la nature du quadrilatére AA; A, A;?

2° On donne un carré ABCD, de centre O,

—_— — n

(OA, 0B) =~ 3. . I &
On appelle /, J, K, L les A

milieux des cotés [AB], LK/ & ]
[BC], [CD], [DA] et E, F, G™F

G, H les points d'inter-
section des droites (AJ),
(BK), (CL), (D1).

a) Quelle est I'image de la droite (AJ) par la rotation

D K C

I
de centre O et d'angle - E?

b) Quelle est la nature du quadrilatére EFGH?

(11}
1° Quelles sont les isométries conservant un
segment [AB] de longueur non nulle ?

2° Quelles sont les isométries conservant un triangle
ABC isocele (non équilatéral) ?

3° Quelles sont les isométries conservant un cercle ?

4° Quelles sont les isométries conservant un rectangle
(non carré) ?

5° Quelles sont les isométries conservant un losange
(non carré) ?

6° Quelles sont les isométries conservant un penta-
gone régulier ? Un hexagone régulier ?

120

] ]
Soit ABC un triangle équilatéral de centre
0(([& AC) = g) A', B' et C' les symétriques de A,
B et C par rapport a O.
1° Quel est le centre du triangle A’B'C’ ?
2° Soit f une isométrie transformant ABC en A’B’C’
(exemple : sp).
a) Quelle est I'image de O par f?
b) Quelles sont les rotations transformant ABC en
A'B'C'?
¢) Quelles sont les réflexions transformant ABC en
A'B'C'?

L}
Dans le plan, on considére un carré ABCD de
— = N
centre O et tel que (AB, AD) = 5

a) Soit A’B'C'D’ le carré transformé de ABCD par I3
; " T
rotation de centre O et d'angle Z; quel est son

centre ?

b) Soit f une isométrie transformant {A, B, C, D} en
{A’, B’, C', D'}; montrez que f(0)=0.

¢) Déduisez-en les isométries transformant
{A B ¢ D}en{A’, B, C', D'}.

BER
Soit (D) une droite, U un vecteur directeur de
(D), Iun point non situé sur (D). Construisez un cercle
(C) passant par {, tangent a (D) et contenant deux
points A et 8 tzls que AB=10L.
(On pourta montrer que le probléme admet une
infinité de cerciez sclutions.)

3 RN
26‘ Soit (€) un cercle de centre O, soit A et 8 deux
points extérieurs a (C). On se propose de construire
une droite (T) tangente a (C) et telle que, si (4) est la
droite passant par B et perpendiculaire a (T), alors A
est équidistant de (T) et (4).
1° Démontrez que, si (T) et (4) sont deux droites
solutions, alors (4) est I'image de (T) par une rotation
r de centre A; quel peut-étre l'angle de r?
2° On appelle (€') l'image de (€) par r. Précisez la
position relative de (C') et (4) (sont-ils sécants?
tangents ?...)
3° Donnez une construction de (T).

1 11}

Soit (D) et (D') deux droites paralléles, A et B
deux points situés de part et d'autre de la bande
définie par (D) et (D').
Construisez  deux
points Psur (D) et P’
sur (D') tels que
(PP') soit perpendi-
culaire a (D) et
PA=P'B,

D)
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pnA
Soit (4) une droite, A et B deux points situés du
méme coté de (4), € un nombre strictement positif.
Construisez deux points C et D de (4) tels que CD = ¢
et la longueur de la ligne polygonale ACDB soit
minimale.

nm
Soit (D) et (D') deux droites non perpendi-
culaires et / un point non situé sur (D) ou (D').
Construisez un triangle A/B rectangle en / et isocéle
tel que A soit sur (D) et B sur (D').

un
Soit (€) un cercle et @ un vecteur non nul du
plan. Construisez deux points A et B de (C) tels que
AB= 1.

RN
Soit (€) un cercle, / un point intérieur a (C), (D)
et (D') deux droites sécantes en /. Construisez deux
points A et A’, Asur (D) et A’ sur (C), tels que (D')
soit la médiatrice du segment [AA'].

EER
Soit (I') et (I") deux cercles et (4) une droite
du plan.
Construisez un triangle ABC isacéie (AB= AC) tel que
A soit sur (4), B sur (I') et Csur (") et que (4) soit
la bissectrice de I'angle BAC.
Indication. Choisissez A sur {4} puis utilisez une
réflexion.

Soit O un point du plan, f une isométrie fixant O.
Démontrons que f est soit une réflexion dont I'axe
passe par O, soit une rotation de centre O (pro-
priété 5, page 108).

1° Supposons que f fixe également deux points A et B
tels que O, A, B ne soient pas alignés.

Démontrez que f est I'identité du plan.

(On pourra, M étant un point d’'image M’ par f,
chercher des points équidistants de M et de M'.)

2° Supposons que f fixe un point A autre que O.

On note g la réflexion d'axe (OA), Cun point du plan,
C’ l'image de C par f.

a) On suppose C' # C. Démontrez que g(C')=C.
b) Déterminez la nature de gof.

¢) Démontrez que f est soit I'identité, soit la réflexion
d’axe (OA).

3° Supposons que f fixe le seul point O.

Soit A un point autre que O, d'image A’ par f, (4) la
médiatrice du segment [AA’], g |a réflexion d'axe (4).

a) Justifiez que O est un point de (4).

b) Démontrez que gof est une isométrie fixant au
moins deux points distincts.

¢) La composée go f peut-elle étre I'identité du plan?

d) Déterminez la nature de gof; déduisezen que f
est une rotation de centre O.

Soit O un point et f une isométrie.

Démontrons que f est, de maniére unique, la com-
posée d'une isométrie g fixant O et d'une translation
t (propriété 6, page 108).

1° Existence de g et t

Notons O’ l'image de O par f, t la translation de
vecteur 0O0’, g la composée t~'of.

a) Démontrez que g est une isométrie fixant O.

b) Déduisez-en que f est la composée d'une isométrie
fixant O et d’une translation.

2° Unicité de g et t

Soit h une isométrie fixant O, t’ une translation, h et
t' telles que f=t'oh.

a) Quelle est I'image de O par t' ?

b) Déduisez-en que t=t' puis que h=g, ce qui
prouve I'unicité de la décomposition de f.

PROBLEMES

[ 1]
35 Isométries et aires
Soit ABCD un parallélogramme, / un point du segment
[AC], autre que A et C. La droite passant par | et
paralléle a (AB) coupe (AD) en E et (BC) en F. La
droite passant par / et paralléle a (AD) coupe (AB) en
Het (CD) en K.
En utilisant des symétries centrales, démontrez que les
parallélogrammes /FBH et IEDK ont la méme aire.

am
Carré et parallélogramme
Un parallélogramme ABCD étant donné, on se pro-
pose de construire un carré /JKL dont les sommets |, J,
K, L soient respectivement sur les cotés (AB), (BC),
(CD), (DA) du parallélogramme.

1° Le centre du carré est noté O.

a) Quelles sont les images de (AB) et (BC) par la
symétrie de centre O?

b) Quel est le centre du parallélogramme ABCD?
2° a) En utilisant une rotation de centre O, cons-
truisez le carré IJKL.

b) Quel est, suivant la nature du parallélogramme, le
nombre de carrés solutions ?

1] ]
37 Figure de Torricelli
Sur les cdtés [BC), [CA] et [AB] d'un triangle ABC on
construit les triangles équilatéraux ABC’', BCA' et
CAB’. On suppose que ces trois triangles sont directs

e
1

((AB AC') = (BC BA') = (CA, &")=’—').
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1° Démontrez que les segments [AA’], [BB'] et [CC')
ont la méme longueur.

2° Démontrez que les droites (AA'), (BB'), (CC’)
sont concourantes.

[ 1] ]
Lieux géométriques
Soit ABC un triangle, H l'orthocentre, () le cercle
circonscrit @ ABC, O le centre de ().
Le cercle de centre C passant par H et le cercle de
centre H passant par C se coupent en deux points M
et N. On se propose de déterminer les lieux géo-
métriques de M et N quand C décrit (C).

1° Quelle est la nature des triangles CHM et CHN ?

2° Démontrez que le symétrique H' de H par rapport
a (AB) est sur (C).

3° On appelle (€C') le symétrique de (C) par rapport a
(AB) et O’ son centre.

Démontrez que CH=00'.

4° Déterminez les lieux géométriques des points M et
N quand C décrit (C).

Parallélogramme et rotation
Soit ABCD un parallélogramme et O son centre.
On construit, a I'extérieur du parallélogramme, les
triangles équilatéraux ABE, BCF, CDG et ADH comme
sur la figure ci-dessous; on appelle /, J, K, L les centres
respectifs de ces quatre triangles.

G
1° On note Ry la rotation de centre B et d'angle E, Ro
3

la rotation de centre D et d'angle - g et s, la symétrie

de centre O.

a) Déterminez les images de B et £ par Ry, puis par
500 Ry, et enfin par R,05,0R,.

b) Démontrez que RpOs,0R, = sp.
que O est le milieu de [EG].

2° Démontrez que EFGH est un parallélogramme.
3° Démontrez que /JKL est un parallélogramme.

Déduisez-en

1777

| | ] ]
m Une propriété du trapéze
1° Question préliminaire
Soit ABCD un trapéze ((AB)/ (CD)); ses diagonales se

coupent en /. La paralléle a (AB) passant par / coupe
(AD) en J et (BC) en K. Démontrez que / est le

milieu de [JK].

2° Soit ABC un triangle non rectangle, D le pied sur
(BC) de la hauteur issue de A, H l'orthocentre du
triangle.

La perpendiculaire a (AB) passant par D coupe la
perpendiculaire en B a (BC) en un point M; la
perpendiculaire a (AC) passant par D coupe la perpen-
diculaire en Ca (BC) en un point N.

On appelle T la translation de vecteur DH.

a) Démontrez que les images de (DM) et (DN) par T
sont deux hauteurs du triangle ABC. Dessinez I'image
du triangle MND par T.

b) On note M’ et N’ les images respectives par T de
M et N, et K le point d'intersection des droites (M’ N")
et (AD).

Déduisez de 1° une propriété des points D, H et K.

¢) Démontrez que la droite (MN) passe par H.

[ ] 1]
Question de méthode...

—— — I v
Soit ABCD un carré, (AB, AD) = 5 I et Jles points tels
que :
Al=2AB et O=-2CB

On se propose de démontrer, avec quatre méthodes
différentes, que le triangle IDJ est rectangle en D et
isocéle.

Premiére méthode : configurations

1° A l'aide des triangles ADI, DCJ et BlJ, calculez DI, DJ
et /.

2° Concluez.

Deuxiéme méthode : vecteurs
1° En écrivant 57=_Q_A’+ Al et
calculez DI, DJ et DI- DJ.

2° Concluez.

Dj=DC+ d,

Troisieme méthode : transformations
1° Déterminez les images des points A, B puis / par la

B T
rotation R de centre D et d'angle 3

2° Concluez.

Quatrieme méthode : analytique

1° Justifiez que, si AB=1, le repére (D, DA, DC) est
orthonormal.

2° Calculez les coordonnées des points / et J.

3° Démontrez que le triangle DI est rectangle en D et
isocele,
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B Connaitre la pariition de 'ensemble des isométries du plan en deux
sous-ensembles, I'un étant composé des isométries conservant les angles
orientes.

B s0v0ir trouver le déplacement transformant un bipoint (4, B) en un
bipoint (4', B") lorsque AB=A'B".
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Préparatoires

[ A! » . Isométries et configurations
e L'utilisation des ivométries permet d’apporter un nouveau regard sur les problémes

les plus anciens, comme la démonstration du théoréme de Pythagore proposée par Euclide. La notion
d'isométrie en tant que transformation se substitue a la notion de triangle isométrique telle qu’elle est
étudiée en Premiére.

e Enoncé du théoréme
La démonstration par Euclide du théoréme de Pythagore se termine ainsi :

Dans les triangles rectangles le carré sur le coté opposé a 'angle droit est égal aux
carrés construits sur les cotés qui comprennent 'angle droit.

o Figure

Retrouvez sur la figure ci-contre les éléments intervenant dans I’énoncé
précédent. Si on note : BC*=AB*+ AC? quelle expression de I’énoncé
désigne la somme AB* + AC*?

e Démonstration
1° a) Démontrez que les triangles ABE et FBC sont isométriques.
b) Quelle isométrie transforme ABE en FBC?

2° Enoncez deux autres triangles isométriques et indiquez une isométrie
transformant 'un de ces triangles en I'autre.

3° q) Comparez les aires des triangies 754 et FBC, puis ABE et KBE.
b) Comparez alors les aires du carr¢ 4£/G et du rectangle BELK.

4° Démontrez que le carré ACHI et (e rectangle CDLK ont la méme aire.

5° Retrouvez le théoreme de Pythagore.

!A! B . Isometries et angles orientés
Les isométries ont-elles le méme effet sur les angles géométriques et les angles
orientés?

Soit ABCD un carré, I, J, K, L, M les points définis par :

Al=-AB, BJ=-BC, CK=-CD, DL=-DC, AM-=-
3 3 3 €D, 3 3

1° Démontrez que les triangles BIJ, CJK, DLM sont isométriques.

2° Justifiez qu'il existe une réflexion transformant BIJ en DLM et précisez
son axe (4,).

3" Déterminez une réflexion, dont I'axe est noté (4,), qui transforme DLM
en CJK.

4" Déduisez des questions 2° et 3° qu'il existe une rotation qui transforme
BIJ en CJK.

5° Comparez les angles :
a) BIJ, DML et CIK.

b) (IB, I7 ), (MD, ML) puis (MD, ML), (JC, JK) et enfin (1B, IT ), (JC, JK).

—

AD.
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L

(ri.quﬂ-j

Rotation et réflexion ont le méme effet sur les angles géom;
mais pas sur les angles orientés de vecteurs. < 4

8

[D Composons des rotations 1\,_
La composée de deux isométries, en particulier de deux rotations, o5t une

isométrie (voir page 105). La composée de deux rotations de méme centre O est une rotation de
centre O (cours de Premiére). Visualisons, a laide d'une étude du dessin de M. C. Escher, la
composée de deux rotations de centres différents.

M. C. Escher. Symmetry drawing (E.21), 1938

La figure ci-dessus représente des lutins ; quatre d’entre eux sont notés L,,
L,, L,, L, Ces personnages sont manifestement superposables (une
reproduction de I'un d’eux sur un papier calque peut étre mise en
coincidence avec tout autre personnage du dessin).

1° a) Déterminez (par son centre et son angle) une rotation r, transformant
L, en L,, une rotation r, transformant L, en L;, une rotation ry transformant
Lienl,.

b) Les centres de r,, r,, r, sont respectivement notés 4, B, C. Vérifiez, sur
le dessin, que ABC est un triangle équilatéral.

¢) En utilisant des réflexions, démontrez que r,=r,0r,.

2° a) Déterminez une rotation r’ transformant L, en L,.

b) Déterminez une isométrie f transformant L, en L.

¢) Démontrez, a I'aide de réflexions, que : f=r'or,.

3° Déterminez trois autres lutins P,, P,, P tels que P, soit transformé en 2,
par une rotation, P, en P, par une rotation, P, en P, par une translation.

4° On appelle 7 et J deux points de L,, /' et J' leurs images par r, I" etJ"
les images de /' et J' par r, (ou par r’). Donnez une mesure de chacun des
angles (17, rr) (I, I7J*), 22 =),

Conjecturez un résultat relatif a la composée de deux rotations de centres
différents.

7. Déplacements — 125
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I = Définition

D%apres les propriétés 5 et 6 du chapitre précédent (page 108), toute
isométrie s'écrit sous la forme row ol u est soit une réflexion, soit une
rotation, et 7 une translation.
Les réflexions transforment les angles orientés de vecteurs en leurs opposés
tandis que les translations et les rotations conservent les angles orientés de
vecteurs (cf. AP2).
Il en résulte que les isométries du plan se classent en deux catégories : celles
qui conservent les angles orientés de vecteurs, et les autres.

Définition 1| On appelle déplacement du plan toute isométrie du plan qui conserve
les angles orientés de vecteurs.

Remarque. Les isométries qui ne sont pas des déplacements sont appelées
antidéplacements.

Exemples. L’identité, les translations et les rotations sont des déplacements :
les réflexions n’en sont pas.

2 « Composée de deux déplacements.
Réciproque d'un déplacement
1. COMPOSEE DFE it % 2#PLACEMENTS

La composée de deux isométries est une isométrie. De plus, si deux
isométries f et g conservent les angles orientés de vecteurs, alors il en est
de méme de leur composée gof.

Propriété 1| La composée de deux déplacements est un déplacement.

EXEMPLES mecsccsmmmmssscsmssmmstanssessnsam——
1° La composée de deux translations est une translation ; c’est don¢ bien un
déplacement.

2’ La composée de deux rotations de méme centre est une rotation ; c’est
donc bien un déplacement.

2. RECIPROQUE D’UN DEPLACEMENT

La réciproque d’une isométrie est une isométrie. De plus, si une isométrie f
conserve les angles orientés de vecteurs, alors il en est d¢ méme de sa
réciproque f .

126
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Propriété 2

La réciproque d’un déplacement est un déplacement.

EXEMPLES

1° La réciproque d’une translation est une translation, donc un déplacement.
2° La réciproque d'une rotation est une rotation, donc un déplacement.

3 = Les déplacements du plan

Propriété 3

Propriété 4

Les isométries fixant au moins un point sont les rotations et les réflexions.
Puisqu’aucune réflexion n’est un déplacement, on a la propriété :

Tout déplacement qui fixe un point est une rotation.

D’apres la propriété 6 du chapitre précédent (page 108), tout déplacement est
la composée d’une rotation et d’une translation.

Utilisons la décomposition des rotations et des translations en réflexions.
Soit r une rotation, O son centre et « la mesure principale (en radians) de son

angle ; soit ¢ une translation de vecteur V. Supposons que ni  ni ¢ ne soit
Iidentité et étudions tor.

Soit alors (D) la droite qui passe par O et dont V est un vecteur normal ; soit
24 "
(I3,) 'image de (D) par la rotation de centre O et d’angle — 3 et (D,) I'image

' | -
de (D) par la translation de vecteur 3 V.

I 1 Dy

D=
<i

(D)

IR

(Dy)

Si s, 5,, 8, sont les réflexions d’axes respectifs (D), (D,), (D,), alors :
10r=(s,05)0(s0s,),

dou: (or=s,0s,.

Le déplacement for est donc la composée de deux réflexions ; ¢’est donc une

translation ou une rotation.

Remarque. Si /= 1d, alors tor=r; sir=1Id, alors tor=t.

Tout déplacement est soit une translation soit une rotation.

7. Déplacements — 127
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4 » Détermination d'un déplacement

Soit 4, B, A" et B' quatre points du plan tels que les segments [AB] et (4" B"]
soient de méme longueur non nulle.

1. EXISTENCE ET UNICITE D’UN DEPLACEMENT
TRANSFORMANT A4 EN A" ET B EN B’

m Existence B

La translation ¢ de vectéur A4’

transforme 4 en _/i: et B en un

point B, tel que 4'B, = AB, don :
A'B=A"B'

o (B, 75 =B, ID")

La rotation r de centre A4’ et
dangle (4B, A'B') transforme donc B, en B’ et fixe 4’
¢ r
Ainsi: Ar— A' +— A’
B+ B +— B

Al

La composée rot est un déplacement transformant 4 en 4’ et B en B’.

m Unicité

Notons fle déplacement rot et g un déplacement transformant 4 en 4’ et B
en B’ (il en existe, ne serait-ce que /). Alors /' est un déplacement qui
transforme A’ en A et B’ en B et /~'0g est un déplacement qui fixe 4 et
B, points distincts.

D’aprés la propriété 3, un déplacement qui fixe au moins un point est une
rotation ; de plus, une rotation qui {ixe deux points distincts est I'identité.
Donc f~'og est I'identité. Par suite ¢ = f.

Propriété 5| Etant donné quatre points 4, 5, 4, B' tels que AB=A'B’ et

AB # 0, il existe un déplacement et un seul transformant A en 4" et |
BenB'. : {

2. NATURE DU DEPLACEMENT
TRANSFORMANT 4 EN A' ET B EN B’

D’aprés la propriété 4, ce déplacement f est une translation ou une rotation.

w Casou A'B' = AB
La translation ¢ de vecteur 44’ transforme 4 en A" et B en B'.

B

) /
D’aprés la propriété 5, le dépla- i
cement f est donc la translation

de vecteur A4’ I
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m Casod A'B' + 4B

j B
Le déplacement f n’est alors pas une
translation ; c’est donc une rotation et
P'angle de cette rotation est : A
(4B, 4'B").
.'___’_,_]4..—-”"'43;

bt
Construisons le centre O de la rotation /.

'_Sj ,tA (ou B' = B), alors fest la rotation de centre A (ou B) et d’angle
(4B, A'B").

o Si (A'# A4 et B'# B), alors O, équidistant de A et A’, de B et B’, est
commun aux meédiatrices de [44'] et [BB'].

— Si les médiatrices de [A4'] et [BB'] B A
ne sont pas parall¢les, alors O est leur
unique point commun.

/Q

— 51 les médiatrices de [44'] et [BB']
sont paralléles, alors, puisqu’elles ont
0 en commun, elles sont confondues.
Le point O est alors le point d’inter-
section des droites (4B) et (4'B’).

P
B / l[’I’/

— ou bien les droites (4B) et (4'B")
sont paralléles et dans ce cas :
A'B'=- 4B, 0 B
donc la rotation f est une symétrie

centrale (son centre O est le centre du A
parallélogramme ABA'B’)

Remarque. Si A’ B’ # AB, alors :

— ou bien les droites (AB) et (4'B")
sont sécantes en / et dans ce cas :

(IA, IA') = (4B, A'B') (m),
donc (4, I4')=(04, 04') (m)
et, par suite, les points /, O, 4, et 4’

sont cocycliques. .
De méme, 1, O, B, B' sont cocycliques.
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Praliques

: : iguration
. Etude d'une configura
P

' inlacements peuvent é )
toy les transformations, les déplacements p etre un oy | p”i%m
Comme ton A y
de démonstration. o o
Dans le plan orienté, on considere la figure ci-contr
<
+

o ABC et DEF sont deux triangles équilatéraux directs, c’est-a-dire Qe
TR | .

(48, AC) = (DE, DF) =3 (2m);

o CDFH ¢t DEGB sont des parallélogrammes.

On se propose de démontrer que le triangle AGH qst équilatéral,
Remarquons que, pour atteindre le but recherché, il suffirait de démontre

A\
\
)
\
v
)
\
\
\
v
\
]
\
v
)
\
\
]
v
1
1
A}
¥

N 5 i T
S que H est I'image de G par une rotation de centre 4 et d’angle — oy -2

T ;
Soit r la rotation de centre 4 et d’angle 3 ¢ la translation de vecteyr

DE et t' la translation de vecteur DF. On note f la composée t'0rot™".
1° Démontrez que f est un déplacement.

E 2 a) Déterminez I'image de G par /.
b) On note I et I' les images respectives de A par fett'.
Démontrez que f(I)=1" etque (/G I"H)-= (4B, AC) (2n).
¢) Démontrez que f est une rotation et précisez son angle.
3" Utilisez Pégalité  f(I)=I'  pour déterminer le centre de la rotation f.
4’ Concluez.
m Lieu géométrique
En appli

quant la méthode exposs 1 ire &
— posée (q g A
«Isométries » (page 114), étudions up probléme T T kede dx o

de liey &éométrique,

Soit O un point et
; un vecteyr
dppe“e Mr l,l age d non n

e M ul. Etant donné un point M du plar, O\;
IC))ﬁlr la symétrie ge centre lgar la translation de vecteur Vet M" I'image de !
N 8¢ propose de déterm;j .
nl . I3 ’ - : J :
L 7 ner le liey geometrique des points M tels que -

l[ndi(:}ali(m.l Vousguuvez uti- 1° Etude
iser le milieu / du segmen s

[MM*] et montrer : Soit O
a) Que le lieu de [ est up
cercle ne_dépendant que de

l)réliminaire

un poing,

; , un .

« Déterminey, lo Ii’ Vecteur nop nul,

U géometyi

rects e rque 3 T . ' ag
O etde 7. tangle en 0, aue des poins py tels que le triangle MOM est
b) Que M est 'image de / Yo .
par une isométrie ne dépen- 2 Resoluuon dy
dant que de V.

Problgy e

N poiny Solutipp
4 Nature gy, t
4 natuye ¢

a) Soit M
Quelle ggq |
Quelle ey |

b) Utiligey

riangle
u trianglc
S du v

MM pp g

ICS l'éSLllla( OA/IMI 9
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Pour detape. :
sterlner le lieu géométrique de M.
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i“ ‘:.' Déplacements associant deux figures
_I,_ﬁ Recherchons, sur des exemples, des déplacements transformant une configuration

donnée en une autre.

1. DEPLACEMENTS ASSOCIANT DEUX CERCLES

On donne, dans le plan, deux cercles (C) et (C'), de centres respectifs () et
' distinets, et de méme rayon, Cherchons les déplacements qui transforment
(C) en (C),

1° Démontrez que, si d est un déplacement qui transforme (C) en (C7), alors
d transforme O en O,

2° Déterminez les translations transformant (C') en (C*).

3 Soit (4) la médiatrice de [OO'], 1 un point de (4) et r la rotation de
centre I qui transforme O en O'. Démontrez que r transforme (C) en (C7).
4° Existe-t-il d’autres déplacements que ceux obtenus aux 2° et 3" qui
transforment (C) en (C')?

2. DEPLACEMENTS ASSOCIANT DEUX TRIANGLES

ABCD est un losange tel que le triangle ABC est équilatéral. On note O le
centre du losange ABCD.

Cherchons les déplacements qui transforment le triangle 4BC en le triangle
ACD.

1° Démontrez que tout déplacement qui répond a la question transforme le
centre / du triangle équilatéral ABC en I’, centre du triangle équilatéral
ACD.

2° a) Comparez IA, I'A, I' C, I' D.

b) Calculez les angles (I4, I'4), (I4, I'C), (I4, I'D).

Reconnaissez les déplacements d,, d,, dy qui transforment / en /" et 4
respectivement en 4, C, D.

3° Les déplacements d,, d,, d, répondent-ils a la question? En existe-t-il
d’autres ?

3. DEPLACEMENTS ASSOCIANT DEUX RECTANGLES

Deux rectangles ABCD et EFGH sont tels que E est le centre du rectangle
ABCD, D est celui de EFGH et ABEH est un losange.
Cherchons les déplacements qui transforment le rectangle ABCD en le

rectangle EFGH.
1° Faites une figure et démontrez que les rectangles ABCD et EFGH ont les
mémes dimensions (longueur et largeur) et ne sont pas des carres.
2° Démontrez que tout déplacement qui transforme ABCD en EFGH
transforme £ en D.

. oy N 1 ’ - .
3° a) Soit O le milieu de [PE]). Démontrez que la symétrie s de centre Q
transforme le rectangle ABCD en le reclangle EFGH.
b) Démontrez que les déplacements qui laissent invariant le rectangle EFGH
sont Iidentité et la symétrie s* de centre D.
¢) Reconnaissez de fagon précise la composée s'Os.
4° Quels sont les déplacements qui transforment ABCD en EFGH?

T Nialaanaaas 1741
Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

DEPLACEMENTS

COMMENT RECONNAITRE UN DEPLACEMENT 1

Voyez si la transformation est :

e une isométrie qui conserve les angles orientés de vecteurs;
e une composée de deux réflexions;

e une composée de déplacements.

COMMENT DETERMINER UN DEPLACEMENT - 2

- RARDUDLAT T Lo 40hJ @07 NDHSPTY T ———

Si c'est . e par son vecteur;
une translation ) par un point et son image.

ST A WA LML I L T YT

Sic'est e par son centre et son angle;
une rotation ’ e par son centre, un point particulier autre que le centre et I'image
de ce point;
e par son angle, un point particulier non fixe et I'image de ce
point.
Sinon } par deux points distincts et leurs images.
132
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_____EXERCICES

Commeniés

(1] COMPOSEE D'UNE TRANSLATION
ET D'UNE ROTATION

Soit ABCD un carré de centre A N
O tel que (OA, OB) =§ [2n].
On note r la rotation de 0
centre O et d'angle 12—T et
t la translation de vecteur
B C

BC.
Déterminez la nature et les éléments caractéristiques
de rot.

COMMENTAIRE

Cet exercice figure au chapitre 6 « Isométries ».
L’étude proposée utilisait des décompositions
de rotations et de transiations a Daide de
réflexions. Il est possible, en utilisant les pro-
prietés des déplacements (propri¢té i et fiche
méthode : « Comment déterminer uns déplace-
ment »), de résoudre plus rapidement cet exer-
cice.

Pour déterminer le centre de la rotation com-
posée, on cherche les images par 707 de quelques
points de la figure, en espérant trouver un point
fixe ; a défaut, on utilise un point et son image,
ceux-ci étant deux points de la figure.

UnEe soLuTion

e Les deux transformations r et t sont des dépla-
cements donc rot est un déplacement; c'est donc une
translation ou une rotation.

e Si M et N sont deux points alors :

t r
Mi— M +— M" (MN, M"N') =0 [2n]
N — Nl " — I
S . O SR )

donc (WIN, M7 N") =g [271].
Par suite : MN + M"N" et rot n'est pas une trans-

. ; n
lation; rot est donc une rotation d’angle 3

¢ Remarquons que :
t(A)=D (car AD = BC)

r(D)=A (car OA = OD et (OB, OA) =’—2T (2n1])

donc rot(A) = A et le centre de rot est A,

5 n
Ainsi rot est la rotation de centre A et d'angle 3

UNE CONSTRUCTION

Dans le plan orienté d'un cercle (I') de centre O, A et
B sont deux points donnés, A intérieur a (I') et B
extérieur a (I).

Construisez deux points C et D de (I') tels que :

— =k m —
(OC, OD) = 3 [2mr] et tels que les vecteurs AC et

BD soient colinéaires et de méme sens.

COMMENTAIRE

La figure donnée contient le cercle (1), son
centre O et les deux points 4 et B. Les deux
points C et D a construire sur (I') (a supposer
que de tels points existent) doivent étre tels que :

0C=0D et (OC, OD) =§ [2n),

ce qui incite a introduire la rotation r de centre
O et d’angle g, rotation telle que »(C) = D.
Les points 4 et B ne sont pas sur (I);
Phypothése portant sur AC et BD peut se
traduire par :  (AC, BD)=0 [27];

nous permet-elle de localiser C ou D sur une
autre courbe que (I)?

UNE SOLUTION

e Analyse
Supposons que C et D soient deux points répondant a
la question. Utilisons la rotation r de centre O et

d'angle 73—‘ et 'image A' de A par r.

r

O+— O
Alors: C+— D
Ar— A,
e . T
donc : (AC, A'D) = 3 [2m].
or: (AC, BD)=0 [2n].
D
Donc : (BD, A'D) = B [2m],
. . ~B ‘_.‘ "
c'est-a-dire: (DB, DA') = 3 [2m].

Ainsi D appartient a (/') et a |'ensemble (I'") des
P T
points M tels que  (MB, MA') = 3 [2n]; de plus :

C=r"'(D), ce qui définit C connaissant D,
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o Synthése et d'autre de la droite (A’'B). Donc (I") et () se
Si D est un point commun a (T') et (I") et si C est coupent en un seul point.

'antécédent de D par r, alors : Il existe donc un unique couple (G D) répondant 3
CeE(l) e DE(D); la question.
(OC, 0B) =3  [2n;
s n g gy n
(DB, DA") "3 [2n] et (A A'D)- 3 [2n1).

~N
o (r,~— -

(AC BD)=0 [2n), o

AC et BD sont colinéaires et de méme sens, N\

o Construction et discussion

(I") est un arc de cercle, d'extrémités A’ et B,
OA'= 0A et OA < R (car A est intérieur & (7)), donc
A’ est intérieur a (I").

A’ étant intérieur & (I') et B extérieur & (I'), le cercle
qui porte (") coupe (I) en deux points situés de part

Dans le plan orienté, on considére un triangle 4BC tel que :

ey T
(4B, AC) e [2n] et AB<AC.

On note (C) le cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre.

Soit E le milieu du segment [BC| et P le point du segment [4C] tel que AB = CP.

La droite (OE) coupe (C) en I et J, tels que J et A soient sur le méme arc BC du
cercle (C).

1° a) Faire une figure.
b) Quel est ’ensemble des points M du plan tels que :

(MB, MC) =§ [2m]?
¢) Quel est Pensemble des points M du plan tels que :
(MB, MC) =’§r 2n] et MB<MC?

2° a) Justifier qu’il existe une unique rotation R telle que R(4)=P et
R(B)=C

Déterminer son angle.

b) Démontrer que son centre est un point de (€) que 'on précisera.

¢) Quelle est la nature du triangle JAP?

3* Déterminer image de B par la composée RoS,, ou S, désigne la symétrie de
centre B.
Donner la nature et les éléments caractéristiques de cette composée. (Bac)
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ANALYSE DE L'ENONCE

L’énoncé met nettement en évidence les parties
du programme auxquelles il est bon de faire
référence :

e_cnsemble des points M du plan tels que
(MB,MC)=a [2r] ou B et C sont deux

T
points donnés et a= 3;

e détermination du déplacement qui transforme

Aen Pet Ben Cavec AB = PC;

e reconnaissance de la composée de deux dépla-
cements donnés.

UNE SOLUTION

1° a) Remarquons que, £ étant le milieu de la corde
[BC] du cercle (€C), £ est aussi le projeté ortho-
gonal de O sur (BC).

b) L’ensemble des points M du plan tels que
(MB, mC) =-§ [271] est I'arc BAC du cercle (C), arc

privé de B et C.

Remarque

(JB, JC) = ’3' (2] et (I8, IC) = ’3’ b (2n).

¢) L'ensemble des points M du plan tels que MB < MC
est le demi-plan de frontiére (/) (frontiére exclue) qui

contient A.
Par suite, I'ensemble des points M du plan tels que :
(MB, A71_C')=§ [2n] et MB< MC

est I'arc BAJ du cercle (€), arc privé de B et J.

2° a) Par hypothése, AB=PC. De plus, AB#0
(car, par hypothése, I'angle (AB, AC) est défini).
Donc il existe un unique déplacement qui transforme
Aen Pet Ben C; c'est donc une translation ou une
rotation. Pour en décider, calculons I'angle orienté
(AB, PC).

Par hypothése : P& [AC], donc les vecteurs PC et
AC sont colinéaires et de méme sens. Par suite :
(AB, PC) = (AB, AC), autrement dit :

ot =k M
(AB, PC) == [2n].

3

Ce résultat prouve que AB # PC, donc que le dépla-
cement qui transforme A en P et B en C n’est pas une

. N . ’ T
translation; c’est donc une rotation R d'angle 3

b) Le centre de la rotation R est le seul point du plan
situé sur la médiatrice de [BC] et sur I'arc BAC du
cercle (C). Le centre de la rotation R est donc le
point J.

¢) Le résultat précédent prouve que la rotation R, de
T
centre J et d'angle 3 transforme A en P, donc que le

triangle APJ est équilatéral (et méme : direct).

S R
3° Le schéma B+~ B+ C
de B par RoS5; est C.
La symétrie S; de centre B est aussi la rotation de
centre B et d'angle m. Donc S est un déplacement.
Composé de deux déplacements, RoS; est donc un
déplacement, donc une translation ou une rotation.
Pour préciser, proposons deux méthodes.

justifie que I'image

Méthode 1. Décomposons S; et R a l'aide de
réflexions : notons S, S et S, les réflexions d'axes
respectifs les droites (B8!/), (B/) et (JI).

S8 = S8:05s et R=5,05g:
Ro S5= 5,0 Sa1-

Les droites (B!) et (JI) se coupent en /, et de plus :
2(iB, ) = (IB, IC).

Donc Ro S, est la rotation R’ de centre / et d'angle

Alors : donc :

_2n
3

Méthode 2. Calculons l'angle (BM, CM'), M étant un
point quelconque, distinct de 8, et M’ |'image de M
par RoS,.

M, étant l'image de M par S, alors :

(BM, CM') - (BM, BM,) + (BM,, CM')  [2n],

donc: (BM, CM') - n i-—g (2n].
n 2n
Or H 3 s 3 [ZH]

On retrouve le résultat precedent.
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= XE

Q.C.M.

Dans chacun des exercices suivants, une ou plusieurs
réponses sont exacies.

n ABCD est un carré de centre O tel que
m +

(AB, AD)=—2‘. )/‘ D

B C

Bl nsiiisissinssiisisssnsissniissionssisite st sinesssisserissesiins a
D osusasssencaninsansinstammisivioions bt sba s ROSHLINS EEDaIETIF RS ]
D). iivsssescsnsssansssastavsnsnsissounuissarssvetions s e s s iEs e REn RS a

L'application T30 R0, ), T non nul, 6€ ]0; 27|

est une rotation d'angle @ dont le centre est :

TR LTI 0

TG {0)sssssisiscsisivsonsismmsvissiisisssosmssisssensaessesssssiasossass O
I

autre que O et Tg (0) -cccvverveeinriieniiniciiiine. O |
|
i

O et O' sont deux points distincts, 6€ ]0; n[.

L'application Rio, -0)OR"[0,0) est:
une rotation autre que l'identité ....................... a
la translation de vecteur 00" ........coovevevrrrvnnnna. ]
UNEAraNSIatioN ... c.oumimsisicssmssssanpissosussssnssssesasaiss a

n I est le milieu du segment [00'] de longueur non

nulle. L'application  R’(o', -/2)0To5:0 R0, nj2) €5t :
VIdeNtHE....oveeeiieeere et rsrernees O
une rotation de centre f......occccveevevrrvreriinnnn, a
la translation de vecteur Q0" ............coorvvrn.... 0
[a symétrie de CeNLre L.......iumemmessssrssrsssnssrsonsn O

Un déplacement qui transforme un couple (A, B)

en un couple (A’, B') telque (AB, A"B')=n [2n]
est :
une translation ..., 0
une symétrie centrale..........oommnnnininiiniinnins 0
UNE FOLATION cevivrireerresresissesimsesisissesninssnsinssasinnn 0
UNE TEFIBXION .ovverrrreeereercsiesisnsinsserininsssssssssssasans 0
136

ES

ﬂ Si R est une rotation d’angle 0 et si S est une
réflexion, alors :

SoRoS estune rotation d'angle 4................. 0
SOROS estune rotation..........viiiveennna.. O
SoRoS est une rotation de méme centre

que Rnnuu ......................................................... "_j

EXERCICES D'ENTRAINEMENT
DEPLACEMENTS CONSERVANT UNE FIGURE

- L]
1° Quels sont les déplacements conservant un
segment [AB] de longueur non nulle ?

2° Quels sont les déplacements conservant un
triangle ABC isocéle (non équilatéral) ?

3° Quels sont les déplacements conservant un cercle ?

4° Quels sont les déplacements conservant un rec-
tangle (non carré) ?

5¢ Quels sont les déplacements conservant un losange
(non carré) ?

b .
rotation de centre B et d'angle 7 Rc la rotation de

m . -
centre C et d'angle 5 T la translation de vecteur 8C

f=Rc0TOR;.

1° Déterminez la nature de f.

2° Quelle est I'image de B par ?
3° Caractérisez f.

L1}
n Soit A, I, J trois points du plan et r la rotation de
centre /| et d'angle @« « non nul et élément de
|- m; n[. La rotation r transforme A en Bet Jen C
Larotation r' de centre Aetd'angle «transforme Jen D.
Démontrez que ABCD est un parallélogramme.

L1}
Soit ABCD un rectangle tel que A8 =2a, AD= a,
a nombre réel strictement positif, (AB, AD) = g On

appelle O le centre du rectangle, r la rotation de
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n
centre O et d'angle 3 et t la translation de vecteur
\ A8
4
1° Dessinez le rectangle ABCD et son image
A'8'C'D' par l'application tor.

2° a) Caractérisez |'application tor.

b) On note 2 le point fixe de tor. Donnez une
construction de (2

Application : ce point £ est utilisé en ébénisterie pour
construire une table rectangulaire dont on veut dou-
bler la surface par déploiement de deux panneaux

m
aprés rotation de 3 autour de @, le centre de la

table restant inchangé.

on
Dans le plan orienté, on considére un triangle

ABC tel que AB=ACet (AB, AC) =T—2r [2n).

Soit I, J, K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].
On appelle R la rotation de centre / et d'angle de

b ) 1 —
mesure 3 et T la translation de vecteur 3 BC.

f=RoT et
1° a) Déterminez |'image de K par f, et I''mage de
J par g.

b) Précisez la nature et les éléments caractéristiques
des applications f et g.

On pose : g=ToR.

2° a) Déterminez la nature de la transformation
gof~' (f' étant I'application réciprogue de f).

b) Cherchez l'image de A par goi~! 2t caracté-
risez alors cette application.

¢) Soit M un point quelconque du plan, /4, Fimage de
M par fet M, I'image de M par g.

Quelle est la nature du quadriiatére ACAYNY, 7

[ 1]
Dans le plan orienté, on considére un triangle
ABC direct. Les points A’, B’, C' sont les milieux
respectifs des cotés [BC], [CA], [AB].

1° Montrez qu'il existe un point P et un seul vérifiant
les conditions suivantes: PA=PC et (PA, PC) = g
Soit Q le point te] que :

QA=QB et (QA QB) =—§.

2° 3) On désigne par r, la rotation de centre P et

bl )
d'angle > par rq la rotation de centre Q et d'angle

m 24t
Eet par s, la symétrie de centre A’.

On pose f=rgosy.0r,.
Etudiez 'image de A par f. Que peut-on dire de f?

b) Quelle est la nature du triangle A’ PQ?

LLJ
Soit ABC un triangle rectangle et isocéle,

(AB, Af)‘g- Notons / le milieu de [BC], ry la

n
rotation de centre B et d'angle 5 rc 1a rotation de

nt _—
centre C et d'angle 3! t la translation de vecteur BC,

f=reotor,.

1° Déterminez la nature de f£.

2° Quelle est I'image de B par f?
3° Caractérisez f.

[ ] ]
Soit A, B, C, D les points de coordonnées respec-
tives (1, 0), (0, 1), (=1,0), (0, = 1) dans un repére
orthonormal direct (O, 7, ).

. 0
On appelle : R, la rotation de centre D et d’angle 3
R, la rotation de centre B et d'angle 7,

. 7
R; la rotation de centre C et d'angle 'i

1° Déterminez une mesure de chacun des angles
(BC, BA), (CD, CB), (DA, DC).

2° On pose T=R;0R,0R;.

a) Quelle est la nature de T?

b) Caractérisez T.

3° On pose U=R;0T.

a) Quelle est la nature de U?

b) Caractérisez U.

L_, 7 mn

15 Soit A, B et C les points de coordonnées respec-
tives (6, 0), (3, \/5), (3, 0) dans un repere ortho-
normal direct (O, 7, J). On appelle R, la rotation de

LS
centre A et d'angle 3 et R, la rotation de centre B et
2n
d'angle —.
953

1° Déterminez une mesure de chacun des angles
(AB, AC) et (BC, BA).

2°On pose: T=R,0R,

Déterminez la nature et les éléments caractéristiques
de T:

a) en utilisant des réflexions;

b) en n'utilisant pas de réflexions.

L 1]
Soit ABC un triangle équilatéral, (AB, AC) = g
n
On note ; R la rotation de centre B et d'angle 3
T la translation de vecteur BC,
n
R’ la rotation de centre C et d'angle 3

R" la transformation réciproque de R.
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1° On pose f=R'oR"
a) Justifiez que f est un déplacement.

b) Soit M et N deux points, M’ et N’ leurs images par
R", M" et N" les images de M' et N' par R'.
Calculez (MN, M"N").

¢) Quelle est la nature de f?

d) Déterminez l'image de B par f puis caractérisez f
g=R'oToR

a) Justifiez que g est un déplacement.

b) Soit M et N deux points.
R & R’
Onpose: M= M' = M" = M"
Ne N+ N” = N"
Calculez (MN, M™N"). Quelle est la nature de g?
¢) Déterminez I'image de B par g.

2° On pose :

d) Caractérisez g (construisez son centre).

DETERMINATION D'UN DEPLACEMENT

raa e

am
Un triangle ABC est rectangle en A et isocéle. Soit
O le milieu de [BC], M un point variable de [BC], P et
Q les projetés orthogonaux de M respectivement sur |
(AB) et (AC). Démontrez que le triangle OPQ est |
rectangle isocéle.

L 1] i
Le plan est rapporté au repére orthonormal
(O, i, j). On donne les points A, B, C, D de coor- i
données respectives (1, 1), (- 3, 3), (2, 2), (- 4, 4).On |
appelle £ et F les milieux respectifs de [AC] et [BD].
1° Démontrez qu'il existe une rotation unique r qui

transforme A en B et Cen D. Déterminez son angle et
son centre /.

2° Démontrez qu'il existe une rotation unique r’ qui
transforme A en D et Cen B. Déterminez son angle et
son centre J.

3° Que peut-on dire du quadrilatére /EJF?

non isocele et tel que (AB, AC) =T§r.

Dans le plan orienté, on trace un triangle ABC

Soit (d;) la demi-droite d’origine B contenant A.

Soit (d,) la demi-droite d’'origine C contenant A.

On place sur (d,) un point P différent de B et sur (d,)
un point Q différent de C, tels que BP=CQ.

1° Justifiez I'existence d'une unique rotation r trans-
formant B en C et P en Q. Précisez I'angle de r.
Construisez le centre O de r et prouvez que ce point
est indépendant de Pet Q.

2° Quelle est la nature du triangle OPQ?

3° Construisez les points P sur (d,) et Q sur (d;)
sachant que BP=CQ= PQ.
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[ 1] ]
20 On donne, dans le plan orienté, un triangle

—_— — VIS
isocele 00'A avec (AO, AO') = 7

Les cercles () et (C’) passant par A et de centres
respectifs O et O’ se recoupent en B.
A tout point M de (C), on associe le point M’ de (¢*)

S — . m
tel qu'une mesure de (OM, O'M’) soit - 3"

1° Montrez qu'il existe une rotation r, que I'on
caractérisera, transformant O en O’ et Men M’.

2° M étant distinct de B, les droites (BM) et (BM")
recoupent respectivement (€’) en N’ et (¢) en N,
Montrez que N’ est I'image de N par la rotation r.

L L L}

Soit OAB un triangle isocéle (OA = OB), et un
point P variable du segment [AB], distinct de A et de
B. La paralléle a (OB) passant par P coupe (OA) en
A’. La parallele a (OA) passant par P coupe (OB)
en B'.

1° Justifiez qu'il existe une rotation r transformant O
en Bet Aen O.

2° Quelle est I'image de A’ par r?

3° Démontrez que les points O, A’, B’ et le centre 2
de r sont cocycliques.

BB 4~ -
D (a-.—{‘ B &t)
IS

s o

T ]
Alignement. Lieu géométrique

On consideére, dans le plan orienté (P), deux points dis-
tincts A et B. Pour tout point M de (P), on appelle M’
I'image de M par la rotation r, de centre A, d'angle

—E, et M” l'image de M par la rotation r; de

, 2m
centre B, d'angle 3

1° De I'étude de rzo(ry)~' déduisez que, pour
tout point M de (P), le milieu de [M' M"] est un
point fixe J dont on démontrera qu'il appartient au
cercle de diamétre [AB].

2° Le but de cette question est de déterminer
I'ensemble des points M pour lesquels M, M*, M" sont
alignés.

a) Pour tout point M de (P) distinct de A et B,
démontrez que :

— ey P
(MM', MM") = (MA, MB) - 3 +km, kEZ
b) Déduisez-en |'ensemble des points M du plan tels

que M, M', M" sont alignés.

Indication. On  pourra
triangle BMM" :

(M8, MNi*) + (W7, W7 B).

calculer, dans le
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L L}
Rotation et lieux géométriques
Dans le plan orienté, on considére deux points dis-
tincts A et B. On note R, et R; les rotations de centres
respectifs A et B et d'angle de mesure E.
Pour tout point M du plan, on note M, et M, les
images respectives de M par R, et R;.
1° On considére la transformation : T= RyoR, .
a) Construisez le point Cimage du point A par T.

b) Déterminez la nature et les éléments caractéris-
tiques de T.

¢) Déduisez-en la nature du quadrilatére M, M, CA.

2° On suppose que le point M décrit le cercle (I') de
diamétre [AB].

g) Déterminez et construisez I'ensemble (I3) décrit
par le point M, quand M décrit (I').

b) Soit w et w, les milieux respectifs des segments
[AB] et [BC]. Comparez les vecteurs @d, et AC.

¢) Déterminez I'ensemble décrit par le point /, milieu
de [M, M,] quand M décrit (I').
(Bac. 1991)

=-.
Triangle rectangle isocéle
Soit ABCD un carré direct de centre O, (OA, OB) = g

: — 1 SUUE
| et J les points tels que A/ = 3 AB et BJ:Z BC.
On appelle K le point tel que KB/ soit un triangle

rectangle isocéle avec (KB, K1) = g

1° Démontrez que la médiatrice de [//] passe par O.
2° Démontrez que AKJ est rectangle isocele.

-m
Distances
On considére un triangle équilatéral ABC inscrit dans
un cercle (I"). Soit M un point distinct de A et de C,
situé sur celui des arcs AC dont B n'est pas élément.

I est le point du segment [MB] tel que M/ = MA.
1° Montrez que le triangle /IMA est équilatéral.

2° On oriente le plan de fagon que (AB, AC) =

wl=A

. . m
Soit r la rotation de centre A et d'angle 3

Déterminez les images par r des points B et /.
Déduisez-en que MA + MC = MB.

[ 1] ]
Triangle équilatéral
Soit ABC un triangle, O un point du plan, distinct de A,
B et C, rla rotation de centre O et d'angle de mesure
m

3

On appelle A’, B*, C' les images respectives de A, B, C
par r et U, V, W les milieux respectifs des segments
[A'B), [B'C), [C'A).

Démontrez que le triangle UVW est équilatéral.

Indication. On pourra utiliser les affixes des points A,
B, C A', ..., W dans un repére orthonormal direct
d'origine O.

LLJ
27 Construction d’un triangle équilatéral
Soit deux droites (D) et (D) distinctes et paralléles, et
un point A n'appartenant ni a (D), ni a (D’).
Construisez, a l'aide d'une transformation géomé-
trique simple, un triangle équilatéral PAP’ tel que P
soit sur (D) et P’ sur (D).
Combien de triangles répondent a la question ?

LLLJ

Un lieu géométrique

Soit un cercle (€) de centre O et de rayon R dans un
plan orienté (P), (9) une droite ne coupant pas (C).
1° Soit A un point de (2). On note ¢, le lieu des
points M de (P) vérifiant la propriété : «Il existe un
point N de (C) tel que le triangle AMN soit équilatéral

direct ((ﬁw’, AN) = g) ».

Montrez que ¢, est un cercle dont vous déterminerez
le centre (2, et le rayon. Construisez ¢,.

2° Quel est le lieu des points 2, lorsque A décrit (D) ?
Construisez cet ensemble.

HEm

Quart de tour et symétrie centrale

Dans le plan orienté on suppose donnés deux points
distincts O et /. On note r le quart de tour direct de
centre O et s la symétrie de centre /.

I — 1° Soit 0OJO’G le carré direct de centre / (c'est-a-

dire que (0J, 0G) =~§ ). Placez ces différents points

sur une figure (on prendra  O/=4 cm).

2° Prouvez que sor est la rotation de centre J et

i
‘angle — —.
d'angle 5

3° Déduisez-en que J est le seul point du plan tel
que r(J) =s(J).

Pour tout couple (M, N) de points du plan, on note :
— A et Bles images de M par ret s;

— Cet D les images de N par r et s.

Il — Soit M un point distinct de J. On suppose que J
est le milieu du segment [MN]. Démontrez que ABCD
est un carré de centre G. Placez M et N et le
carré ABCD sur la figure.

Il — Le point M étant toujours donneé distinct de J,
on suppose inversement que N est tel que ABCD soit
un carré. Prouvez que J est le milieu de [MN] et que G
est le centre du carré ABCD (on introduira le milieu J’
de [MN] et le centre G' du carré; on comparera alors
r(J') et s(J')).

IV — Soit r' le quart de tour direct de centre G.
Prouvez que r'or=s. Déduisez-en que, sous les
hypothéses de la question II, le carré ABCD est direct
(c'est-a-dire que r'(A)=8).
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[ 1 1]
Figure de Van Aubel
Dans le plan orienté, ABCD est un parallélogramme

direct de centre O (si « est la mesure principale de
(AB, AD) alors  appartient a ]0; [ ).

On construit les carrés directs BAFE, ADHG, DCJI, CBLK
de centres respectifs M, N, P, Q. )

n
1° La rotation r de centre M et d'angle 3 trans-

forme B en A,

a) On appelle L' l'image de L par n.

Justifiez que AD=AL" et (m Z\—L") =0. Dédui-
sez-en que L' est le point D.

b) Déterminez de méme l'image de C par .

r(Q)=N.

¢) Déduisez-en que
TT
d) On appelle r' la rotation de centre P et d'angle 3"

r'(N)=Q.

r' transforme D en C. Démontrez que
¢) Démontrez que MNPQ est un carré.

2° On appelle s la symétrie de centre O.

3) Déterminez les images de A et B par s.

b) On appelle E' I'image de £ par s. En comparant
DE' et DI puis (DC, DE') et (DC, DI) démontrez que
E' est le point /.

¢) Démontrez que s transforme le carré ABEF en DCIJI.
d) Quel est le centre du carré MNPQ?

3° Soit t la translation de vecteur BE.

a) Déterminez la nature et les éléments caractéris-
tiques de |'application rot.

b) Démontrez que le triangle BJG est rectangle iso-
cele.

R
Aire maximale. Lieu géométrique
Soit A et B deux points distincts, C un point du
segment [AB]. On pose AB=10 (unité : le centi-
meétre) et AC=x.
On construit, du méme c6té de la droite (AB), les
triangles équilatéraux ACD et CBE; on supposera que

(AC, AD) et (CB, CE) ont pour mesure g

1° Démontrez que : DB = AF.

2° On appelle / et J les milieux respectifs des segments
[DB] et [AE]. Démontrez que le triangle //C est équi-
latéral.

3° a) Exprimez |'aire, notée «(x), du triangle CDE en
fonction de x.

b) Représentez graphiquement, dans un repére ortho-
normal (O, 1, f), la fonction « et montrez que cette
fonction admet un maximum pour une valeur de x
que vous préciserez.
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4° Les droites (AD) et (BE) se coupent en F.
a) Caleulez (AD, FE).

b) Justifiez I'existence d'une rotation r qui transforme
Aen Fet D en E et précisez son angle 6.

¢) Construisez le centre O de r.

d) Démontrez que la médiatrice du segment [DE]
passe par un point fixe quand C décrit le segment
[AB].

59 Démontrez que les points D, E, F, O sont cocy-
cliques.

6° On appelle K le milieu du segment [DE].
Déterminez le lieu géométrique de K lorsque C décrit
le segment [AB].

(On pourra utiliser le quadrilatére CDFE.)

7° On note L et M les milieux respectifs des segments
[AF] et [BF] et (4) l'image de la droite (LM) par
I'homothétie de centre O et de rapport 2.

a) Démontrez que les droites (DE) sont tangentes a
la parabole (') de foyer O et de directrice (4).

b) Dessinez (7).

L L1
24 probleme de Fagnano
Soit ABC un triangle dont on suppose tous les angles
aigus.
1° Soit M un point fixé de [BC], M’ et M" les
symétriques de M par rapport a (AB) et (AC) respecti-
vement, P et Q les intersections de (M' M") avec (AB)
et (AC) respectivement. On admettra que P est sur
[AB], et Q sur [AC].
Montrez que le triangle PMQ a pour périmétre la
longueur du segment [M'M"].

2° Déduisez de la question précédente que, le
point M étant toujours fixé sur [BC], parmi tous les
triangles dont un sommet est M, un autre est sur [AB]
et le troisieme sur [AC), l'unique triangle de plus petit
périmétre est MPQ. On notera 2p le périmétre de
MPQ (qui dépend du point M).

3° a) Montrez que le triangle AM’'M" est isocele, de
sommet A, et admet pour angle au sommet |'angle
2 BAC.

b) On note h la longueur commune aux deux cotés
égaux du triangle isocéle AM'M".

Montrez I'égalité : p= hsin (BAC).

Montrez alors que, lorsque M varie sur [BC], p est
minimal lorsque h est minimale.

¢) En remarquant que h est égale a AM, montrez que
p est minimal lorsque M est le projeté orthogonal de
A sur (BC).

4° Montrez, en utilisant ce qui précede, le résultat
suivant : parmi tous les triangles inscrits dans le
triangle ABC, celui dont le périmétre est le plus petit
est nécessairement celui dont les sommets sont les
pieds des hauteurs du triangle.
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Comment reconnaitre qu’une application f est une similitude
directe

Comment caractériser une similitude directe f

2.4 e (o 55 Commeni

EXERCICES & PROBLEMES

BJECTIFS

B Définir une nouvelle catégorie de transformations, composées d'une
homothétie et d’une rotation de méme centre.

B Donner une interprétation géométrique de la transformation du plan
complexe définie par  z~ az+b avec a et b nombres complexes
(comme cela a été fait pour z~z+a etz e'z),

I ppliquer les similitudes G la recherche de problémes de lieux géo-
métriques et de constructions.
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Préparatoires

’ J Composée d'une homothétie et d'une rotation

L'objectif de cette activité est de visualiser la composée d'une homothétie et d’une
rotation et de mettre en évidence son effet sur les angles.

On considere le triangle rectangle ABC de la figure ci-dessous.
' e m
On sait que  (BC, BA) = #

On nomme O le projeté orthogonal de A sur (BC).

1° Calculez une mesure de chacun des angles des trois triangles rectangles
présents sur la figure.

2° Reproduisez la figure et faites-y apparaitre I'image du triangle OAB par .
quart de tour indirect de centre O.

3° Recherchez une application /i du plan telle que 4 or transforme le triangie
OAB en le triangle OCA.
Déterminez alors le transformé du triangle OAB par roh.

4° Que dire des effets de ~or sur les angles géométriques ? sur les angles
orientés ?

1 Homothéties. Rotations. Nombres complexes

L'étude des nombres complexes, en liaison avec les transformations, a permis
d ‘¢tablir une relation entre des rotations et application 7 — az, a étant un nombre complexe de
module 1 (p. 249 du manuel « Enseignement obligatoire»). Cette activité propose d'étendre cetre
étude a des homothéties et des rotations afin de pouvoir traiter, a l'aide des nombres complexes, des
situations telles que celle rencontrée dans I'API.

Soit (0, é,, &) un repére orthonormal direct du plan.

1. HOMOTHETIE ET ROTATION DE CENTRE O

On note A ’homothétie de centre O et de rapport V2 et r la rotation de
s

centre O et d’angle 3 Pour tout point M du plan, on note M, son image

par r, M, Pimage de M, par h et z, z , z, les affixes respectives de M, M,, M, .
Exprimez z, en fonction de z.
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2. ETUDE RECIPROQUE

Soit fune application du plan définic de la fagon suivante : si M est un point
du plan, d’affixe z, et si M’, d’affixe z’, est son image par f alors

z’=(1-i)z-i
1° Placez les points 4 et B d’aflixes respectives 2i et 3 + 3i et leurs images A4’
et B' par f.

' '

2° Calculez le rapport et l'angle (AB, A'B").

3° Démontrez que f est une bijection du plan.

4° a) Démontrez que f laisse un point unique, noté /, invariant.

b) Laffixe de I est notée z,. Vérifiez que, quel que soit le point M, on a :
z'-z,=V2e Y(z-z).

IM
¢) Calculez, pour M différent de /1, le rapport ™

—_— —

et I'angle (7M, IM").

LT
d) On appelle M" le point d’affixe z” telle que z" -z, =¢* (z-z,).
Justifiez que M"” est I'image de M par une rotation dont vous préciserez
le centre et I’angle.

e) Justifiez que f est la composée d’une rotation et d’une homothétie de
centre commun /.

5" Deduisez-en que si M, N, P sont trois points distincts du plan et M’, N’,
P’ leurs images par f alors on a :

ML ME o (N, WPY) = (N, 1P)
MN MP € ) - 3 .

Ainsi :

L’application f, bijective, transforme les distances dans un rapport
donné et conserve les angles orientés. Une telle application est appelée
une similitude directe. .

Cette représentation plane
d’une configuration spatiale
suggere 1’idée de similitude par
la composée de rotations et de
contractions (voir exercice com-
menté 3).

Bramante : escalier en colimagon du Vatican, 16¢ siécle.
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L,OURS

1 » Composée d'une homothétie et d'une rotation

Soit & une homothétie, de rapport k& positif et de centre 4; soit r une
> rotation de centre 4, d’angle a. Intéressons-nous a la composée roA.

1. EFFET SUR LES DISTANCES ET SUR LES ANGLES

e L'homothétie / multipliant les distances par k, et la rotation r les
conservant, o multiplie les distances par k.

e L’homothétie 7 et la rotation r conservant les angles orientés de
vecteurs, il en est de méme de roh.

Propriété 1| La composée d’'une homothétie de rapport k positif et d’une rotation
de méme centre est une transformation du plan qui multiplie les
distances par k et conserve les angles orientés.

2. ECRITURE COMPLEXE DE /o

On considére des points 4, M, M' d’affixes respectives z,, z, z".
Soit & ’homothétie de centre A et de rapport , r la rotation de centre 4 et
d’angle «.

M'=h(M) équivaut &  z'-z,=k(z-z,) (ce qui traduit AM'=kAM ).
M'=r(M)équivauta z'-z,=¢e"“(z-z,) (ce qui traduit AM' =AM
et (AM, AM')=a si M#A).

e Ecriture complexe d’une composée hor
La combinaison des deux résultats ci-dessus méne au résultat :

M'=hor(M) équivauta z'=ke“z+ (1 - ke)z,.

144
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Propriété 2| La composée d’une homothétic de rapport k et d’une rotation de
méme centre A et d’angle @ a pour écriture complexe :

z- ke'z + b,
ou b est un nombre complexe qui ne dépend que de k, a et A.

3. COMPARAISON DE roh ET DE hor

Propriété 3 [ Etant donné une homothétie /i et une rotation r de méme centre :
hor=roh.

On démontre facilement que hor et roh ont la méme écriture complexe
en utilisant la méme démarche qu’au 2.

EXEMPLE
h : homothétie de centre A et de rapport 2.

. s
r > rotation de centre A et d’angle 2

2 » Similitudes directes

1. DEFINITION

Définition 1| On appelle similitude directe du plan toute bijection qui trans-
forme les distances dans un rapport donné et qui conserve les
angles orientés.

En d’autres termes, si s est une similitude directe, alors s conserve les angles
orientés et il existe un nombre réel positif &k, non nul, tel que, quels que
soient les points A et B distincts, d’images A’ et B’ pars, A'B’'=kX AB.
Le nombre k est appelé rapport de la similitude s.

EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

e Les homothéties, les translations, les rotations et leurs composées sont des
similitudes directes. (Voir APL.)

e Les réflexions conservent les distances, mais ne conservent pas les angles
orientés : ce ne sont pas des similitudes directes.

e Les projections ne sont pas des bijections : ce ne sont pas des
similitudes directes.
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2. ECRITURE COMPLEXE

Soit s une similitude directe du plan, de rapport .
Notons A et B deux points, distincts, fixés du plan, 4’ et B’ leurs images
par s, M un point quelconque du plan, autre que 4, M’ son image par s.

m D’apres la définition de s, on a @

B'#A'" e M#A e (AB,AM)=(4B,AM).

(AM, AM") = (AM, AB) + (AB, AB' )+ (A"B',A"M")
donc (AM, A'M')= (4B, A'B') d’aprés ce qui précede.
On a alors, quel que soit M : A'M' =k x AM et (AM, A" M') = o (2m),
ce qui, dans le plan complexe, s'écrit : Za = ke X zz7,

ce qui équivaut a : zy— 2= ke*(z,, - z2,),
.- i _ i
2= ke 2z, +(2,— ke“z,).

Donc il existe des nombres complexes a et b, indépendants de M, « non
nul, tels que :  z,,=axz, +b.

m Réciproque : soit a et b des nombres complexes, a non nul, et soit f
I'application du plan d’écriture complexe z+— az +b.

Démontrons que f est une similitude directe : par définition, a tout point du
plan d’affixe z, f associe le point d’affixe z' telle que  z'=az + b.

b

e Comme a n’est pas nul, nous avons :  z=-2z"—=, ce qui montre que f
a

1
a
est une bijection.

e M, P, Q étant des points du plan, d’images respectives M', P', Q' par
f, alors :

Zp =z =a(z,—zy) et Zp T Zy=4a (ZQ =2Zy);
dong, si P et Q sont distincts de M, alors :

Zyp g . M'P’
=a et =g, dou: —=]a
ZNP Zrig MP

—_—

et: (MP,M'P')=arga (2n) et (MQ,M’Q’)=arga' (27).

—

Parsuite : M'P'=|a|xMP et (MP',MQ')=(MP, MO).

Donc £ multiplie les distances par |a| et conserve les angles orientés.

Propriétés 4| e Toute similitude directe de rapport k a une écriture complexe
Z~az+b ol a et b sont des nombres complexes et o |a| = &.

e L’écriture complexe z— az+b, ou a et b sont des nombres
complexes, @ non nul, est celle d’une similitude directe de rapport | al.

Cas particulier

Si |al=1, alorsfconserve les distances et les angles orientés : fest donc
un déplacement,
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3. FORME REDUITE D’UNE SIMILITUDE DIRECTE

Soit fla similitude directe d’écriture complexe z > az + b, oua etb sont
des nombres complexes donnés, a non nul. L'étude des éventuels points
invariants par f conduit a la résolution de Iéquation z=az+ b, équation
¢quivalente a :

(1 -a)z=0b.

e Si a=1, alors/festunc translation de vecteur d’affixe b ; quel que soit
le point M, d'image M' par /:

z,=2,+0b.

e Si a#1, alors/admet un unigue point invariant, notons-le /, d’affixe
b

=4
Quel que soit le point M du plan, d’image M’ par f; on a :

z.=az,+b et z,=az+b,

, NOté z,.

donc Zy—z,=a(z, —z),
Cest-a-dire :  zpp = azp. @)

ou zz; est 'affixe de IM' et zj7 I'affixe de IM.

Puisque a=|a|e*? si on note 4, ’homothétic de centre I et de
rapport |a| et r, la rotation de centre I et d’angle arg a, alors I'égalité
zm=a zp;  traduit que M’ est I'image de M par r,0 h, (propriété 2).

Ainsi, quel que soit M :  f(M)=r,0h,(M) donc: [f=rOh,.

En conclusion :

Propriété 5| Toute similitude directe du plan est soit une translation, soit la
composée d’une homothétie et d’une rotation de méme centre.

Cas particulier
Si a est réel et différent de 1, alors I’égalité (1) équivaut a :

IM'=a-IM; fest donc ’homothétie de centre I et de rapport a.

Remarques. Si le nombre complexe a est différent de 1 :

1° Pour tout point M, autre que I, d’image M’ par f, on a :
IM'=|a| IM

{(W, IM')=arga (2n).

|a| est le rapport de la similitude directe f; I est appelé le centre de f; arg a
est appelé ’angle de /.

)

2° La propriété 3 permet de construire I'image M' de M par f.

M, M,

hy I M \

ry Ohl M ‘: l:

M ; M ; :
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Propriété 6 | Toute similitude directe s autre qu’une translation :
— admet un unique point invariant appelé centre de la similitude ;

— est décomposable en une homothétie /1 de rapport positif et une
rotation r, & et r ayant le méme centre, celui de s.

La composée hor, égale & roh, est dite forme réduite de la similitude.

Le rapport de /& est appelé le rapport de la similitude. L’angle de # est
appele Pangle de la similitude.

[ 70T [ 1 3\ J e ———————

e Une rotation, de centre A et d’angle non nul de

mesure «, est la similitude directe de centre 4, de M

rapport 1 et d’angle . ol
A M

e Une homothétie, de centre 4 et de rapport positif
k, est la similitude directe de centre A4, de rapport k A M M
et d’angle nul.

e Une homothétie, de centre 4 et de rapport
négatif &, est la similitude directe de centre 4, de
rapport (- k) et d’angle plat.

AUTRES EXEMPLES s o e ——
e ABCD est un carré de centre O et (4B, AD) == (2n).

SR

— C est I'image de B par la similitude directe de centre 4, de rapport V2

T
et d’angle —.
Ll

; . : 1
— O est I'image de A par la similitude directe de centre B, de rapport —

V2

et d’angle - g +/ A D

B C

o EFG est un triangle équilatéral et (EF‘, EG)=

w3

(2m).

H, milieu de [FG1, est I'mage de F par la similitude directe de centre £, de

+'/ )

ra orl——étld‘ ln
PP 5 [ dng,eg.
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3 » Propriétés

Propriétés 7

Propriéte

Propriéié 9

4 l L’image du barycentre de » points pondérés (4,, a,), ..., (4,, a,) par

des similitudes directes

1. RESULTATS IMMEDIATS

De la forme réduite d’une similitude directe et des propriétés connues des
translations, homothéties et rotations, il résulte que :

e Toute similitude directe :

— transforme une droite en une droite ;
— conserve le parallélisme ;

— transforme un cercle en un cercle ;
— conserve le contact.

e Toute snmlhtude directe de rapport & multiplie les distances par &
et les aires par k2

2. RESULTATS ADMIS

f

! upe similitude directe s est le barycentre des n points ponderes
: (J(A )s a|)a- a(S(A )a .,,)"
g A urzement dit : toute similitude directe conserve le barycentre.

L’image, par une similitude directe s, d’une conique de foyer F et de
l directrice (D) est une conique de méme excentricité, de foyer s(F) et

de directrice s (D).

Une démonstration de la propriété 9 est proposée dans le TP4.

EXEMPLE s e AT Taemey 3B

B

L’ellipse (E') de foyer F et de directrice (D) est transformée en l'ellipse (E") de
foyer F' et de directrice (D) par la
similitude directe de centre (2, de rap-

port 2 et d’angle g
(E)

D)

@D

D) (E)
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Pratiques

ﬁ- Probléeme de construction
L'objectif de ce TP est de montrer lutilisation d'une similitude directe pour
résoudre un probléme de construction.

1. ENONCE DU PROBLEME

Etant donné la droite (D), le cercle (€) et le point A, représentés sur la figure
ci-contre, construisez un triangle isocéle ABC, rectangle en C, de sens direct

(CA, CB) = %) tel que B soit sur (D) et C soit sur (C).
5 )

2. ANALYSE

(D) 1° Faites une figure «de travail» en partant d’un tel triangle ABC et en
tracant une droite (D) passant par B et un cercle (C) passant par C.
2° Déterminez la similitude directe s de centre 4 transformant B en C et la
similitude directe ¢ de centre 4 transformant C en B.
3° Le sommet B étant sur la droite (D), précisez la droite (D') sur laquelle se
trouve nécessairement le sommet C.
4° En utilisant la droite (D') et le cercle (C), localisez les positions
éventuelles du point C.

3. SYNTHESE

1° Construisez, sur la figure présentée avec I’énoncé, la droite (D’) trans-
formée de la droite (D) par la similitude s.
Dans ce cas de figure, la droite (D') coupe le cercle (C) en deux points C, et

C;.

2° Construisez les points B, et B,, images respectives des points C, et C, par
la similitude o

3° Démontrez que les deux triangles ainsi construits, 4B, C, et 4B, C,, sont
solutions du probléme.

4° Peut-il y avoir d’autres cas de figure que celui présenté ici ?

ij_i Similitudes vérifiant certaines conditions

Lobjectif de ce TP est de montrer que, étant donné deux points distincts 4 et B, un
nombre k strictement positif et un nombre 0, il existe une similitude directe de rapport k et d’angle @
qui transforme A en B et de construire le centre de cette similitude.

m
Nous prendrons k=2 et = 3’

Soit s une similitude de centre £, de rapport & et d’angle 6, qui transforme 4
en B. On suppose a priori que s existe.

1° Déterminez I'angle (24, 2B ). Déduisez-en 'appartenance de 2 a un arc
de cercle (I") d’extrémités 4 et B.
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QB
2° a) Donnez le rapport —.
0A

MB
b) Rappelez pourquoi I'ensemble des points M tels que 7 = est un

cercle (C) de diameétre [G,G,] ou G, est le barycentre du systeme
(B, 1), (A, = 2) et G, est le barycentre du systeme (B, 1), (4, 2).
3° Expliquez pourquoi (C') et (I') ont un seul point d’intersection, noté O.

T
4° Démontrez que la similitude s’ de centre O, de rapport 2 et d’angle 3
transforme A4 en B.

. . . . ey —[
5° Déduisez-en qu'il existe une unique similitude de rapport 2 et d’angle '5

qui transforme A4 en B.

6° Construisez alors (C) et (I') et placez le centre (2 de la similitude s.

Etant donné deux points 4 et B distincts, un nombre % strictement
positif et un nombre 6, il existe une unique similitude de rapport & et
d’angle 0 transformant 4 en B. Le centre (2 de cette similitude vérifie :
g OB
(04, 0B)=0 et —=*k

A

ﬁi isation de la cocyclicité
A, B, C, D sont quatre points tels que : ABD est un triangle rectangle isocéele avec

(BD, BA) = ’—2'- BCD est un triangle isocéle avec BC=CD et (BC, BD) = %' Les droites

(AB) et (CD) se coupent en 1.
On se propose de montrer qu’il existe une unique similitude directe s transformant A en D et B en C,
et de prouver que son centre {2 est le deuxiéme point d’intersection des cercles (IAD) et (IBC),

conformément a la figure ci-dessous.

1° On pose a=AB. Calculez la longueur
DC. (Vous pouvez utiliser le milieu 4* de [BD], et

’

lculer A——D )
alcu .
¢ DC

2° Calculez 'angle (4B, DC).

3° Soit f'une similitude directe transformant 4 en
D, B en C. Quel en est I'angle, quel en est le
rapport ?

4° On note s la similitude directe de rapport L,
V3

. Vs
d’angle —5, transformant 4 en D. Soit B’

'image de B par s.

] Cimilitiidnr 1q1
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a) Précisez I'angle (AB, DB'), et montrez que B’ appartient 4 la demi.
droite [DC).

b) Calculez la distance DB', ¢t montrez alors que B’ est le point C. Cette
similitude directe s est donc I'unique similitude transformant A4 en D et B en

C. Soit 2 son centre.
5" Montrez que les points (4, 1, A, D sont cocycliques.
6" Montrez que les points 2, 1, B, C sont cocycliques.

=

g , ID
7" Dans le triangle 14D, calculez la distance /8 ; calculez alors 7k et

montrez que le point (2 ne peut étre en /.

8" Prouvez alors que (2 est bien le deuxieme point d’intersection des cercles
(IAD) et (IBC).

| ﬁ:l Similitudes et coniques
I.l. L'objectif de ce TP est d’é¢tudier Paction d’une similitude directe f sur une conique

définie par un couple foyer, directrice et son excentricité e.

1. CAS GENERAL

Soit (I') la conique définie par un foyer F, la directrice associée (D), et son
excentricité e.

MF
(I) est I'ensemble des points M du plan tels que W{ =e, ou H estle

ﬁrojeté orthogonal de M sur (D).
Soit f/ une similitude de rapport k. On note F', M’, H' les images des
points F, M, H par f, (D') la droite image de (D), (I"") I’ensemble image
de (I') par f.
1° En utilisant la conservation de 'orthogonalité par £, montrez que, si H est
le projeté orthogonal de M sur (D), H' est le projeté orthogonal de M’ sur
(D).

M'F’ s MF
M'H' ~—~ MH
3° Montrez alors que (/') est une conique de foyer F' et de directrice
associée (D'), de méme excentricité e.
4° Expliquez pourquoi les sommets de la conique (I") sont les images par f
des sommets de (I).

2° Comparez les rapports de distances

2. APPLICATION

2 2
)

Soit (E£) Pellipse définie par ’équation \? +'% = | dans un repeére ortho-
normal (0, 7, ] ).

Soit /' la similitude de traduction complexe :

z'=(+i)z+1i.

On note (£') 'image de (£) par /.

1° Expliquez pourquoi (£') est une ellipse.

2° Déterminez son centre, ses sommets, son axe focal.

3° Représentez sur un méme graphique les ellipses (£) et (E*).
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‘ :I Exemple d'utilisation d'une homothétie
__l_.,, L’objectif de ce TP est de résoudre un probléme mettant en jeu des triangles
homothétiques.

On considére la parabole () de foyer F et de directrice (D) et la droite (4)
coupant la droite (D) en un point O.

Le but du probleme est de construire les points d'intersection de la droite (4)
et de la parabole (P).

(4)

1° Considérez un point M de la droite (4), distinct de O. Soit H son
projeté ortizogonal sur la droite (D). Tracez le cercle (C) de centre M
passant par /. :

2° Dans le cas de figure présenté ici, le cercle (C) coupe la droite (OF) en
deux points / et J. On considére les deux homothéties i et A’ de centre O,
transformant respectivement 7 et J en F. :

On note : M, et H, les transformés de M et H par h,
M, et H, les transformés de M et H par h'.

a) Construisez les triangles IMH, FM, H,, JMH, FM, H, .
b) Démontrez que les points M, et M, sont les points d’intersection de la
droite (4) et de la parabole (P).

3° Existe-t-il d’autres cas de figure que celui présente ici ?
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SIMILITUDE DIRECTE

COMMENT RECONNAITRE
QU’UNE APPLICATION f EST UNE SIMILITUDE DIRECTE 1

e f est une bijection transformant les distances dans un rapport
constant et conservant les angles orientés.

e fest la composée d’'une homothétie de rapport positif et d'une
rotation de méme centre.
e f admet pour écriture complexe z'=az+b dans un repére
orthonormal direct du plan, avec a € C* et b € C.

2

COMMENT CARACTERISER UNE SIMILITUDE DIRECTE f

Ry e N N SRS T AT

= == &

Si elle a pour centre / et gu'elle transforme un point A, distinct de /,

’

(
| aon rapport est —
4 © PP IA

en un point A’, alors : -
lson angle est (14, IA").

Si elle transforme un ccuple (A, B), A# B, en (A’, B’), alors :

IBI

AB

son angle est (AB, A'B').

[son rapport est

Si elle admet pour écriture complexe z'=az+b dans un
repére orthonormal direct, avec a € C* et bE C, alors :

a=1 a1
I — T ———
lal =1 aER* lal #1
T —— T ————— S

e fest une e fest une e fest une f est une similitude
translation rotation homothétie directe :

e le vecteur de ||e I'angle de | e le rapport |— de rapport |al
translation est rotation est  |d’homothétie |_ d'angle arg(a
d’affixe b arg(a) est a g 9(2)
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p—

Comumenltios

1] ECRITURE COMPLEXE

D'UNE SIMILITUDE DIRECTE

Soit A, B, C D les points d'affixes respectives :
1+, 2-0, -2+i, -1+4i

notées z,, Zg, Z¢ Zp.

1° Montrez qu'il existe une unique similitude s trans-

formant A en Cet B en D.

2° Déterminez les éléments caractéristiques de s.

COMMENTAIRE

Les points 4, B, C, D étant donnés par leurs
affixes, il est naturel de chercher s par son
écriture complexe z'=az+b.

Les deux conditions sont alors :

Zc=az, +b
Ip=azg+b.

UNE soLuTiON
1° Soit s la similitude cherchée. Son écriture complexe

est z'=az+b, avecanonnul
s(A)=C équivauta: zc.=az,+h,
s(B)=D équivaut a: z,=az,+b.

a(l+i)y+b=—2+i

s existe donc si le systéme : .
4 {3(2_3)4-b=—1+4|,

admet une solution unique (a, b).

En soustrayant, on obtient :
a(l1-2)=1+3i

_1+3i (1 +3i)(1 +2i)
1-2i 5 -

soit a

-1+

On trouve alors :
b=-2+i-(1+i)a=-2+i-(1+i)(-1+i)=i.

La similitude s existe donc, est unique, et a pour
traduction complexe : z'= (- 1+i)z+i.

2° Son rapport k vaut |al soit \/E
Son angle @vaut: arg a=arg(-1+i).

.3

i— . 3
Or:-1+i=V2e 4. D'ou 0=—41—r.
Son centre est le point invariant £, d'affixe :

_i_-1,2,
Za=y”5 T35 75 ¢

T RN

BJ SIMILITUDES ET CONFIGURATIONS

ABC est un triangle équilatéral direct, A’ le milieu de
[BC], B' le milieu de [CA], C' celui de [AB].

Le but de I'exercice est de montrer I'existence d’'une
unigue similitude directe transformant A en B’, B en
C',Cen A'.

1° On suppose qu‘une telle similitude f existe.

a) Montrez que les triangles ABC et A'B'C’ ont
méme isobarycentre G. Déduisez-en que le centre de f
est nécessairement G.

N all

b) En calculant 7 déterminez le rapport de f.

c) Déterminez I'angle de f.

2° Soit f la similitude trouvée. Montrez qu’elle
convient, c'est-a-dire qu’elle transforme effectivement
AenB',Ben C’, Cen A’.

COMMENTAIRE

Il s’agit ici de déterminer une similitude trans-
formant une configuration donnée en une autre.
On essaie d’abord de la trouver par condition
nécessaire, puis on vérifie que la similitude
trouvée convient. On utilise pour cela la définition
! du rapport et de ’angle d’une similitude, et la
| conservation du barycentre.

| S

Llon SOLUTION
19 a) Soit G l'isobarycentre du triangle ABC.
G est défini par la relation vectorielle :

GA+ GB+ GC=0.

Or: (TA.’=—1E(T’ (G aux deux tiers de [AA"]
a partir de A)
—_— - 1 ]
GB’——lGB GC'=—E GC.

GA'+ GB'+ GC' =0,
triangle A’'B’C'.

donc G est l'isobarycentre du

A

NN

B A’ C
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Si f existe, f conserve le barycentre. f transforme donc
le point G, isobarycentre de ABC, en I'isobarycentre de
B'C'A’, qui est encore G.
Donc: f(G)=Get, G étant invariant par f, est donc
le centre de la similitude.

b) Soit a la longueur des cotés du triangle ABC.

R
B¢ =-CB dou BC-2
2 2

f(A)= B’} donc le rapport k de la similitude f est

FB)=C | gala 8BS woit k-,
¢gal & -, sol 3

q f(A)=8", f(B)=C", doncl'angle 0 de la simill-
tude cherchée est (AB, B'C').

o BC¢--C8

D

0= (AB, CB) = (BA, BC)=-=  (2n).

Donc
3

) 1
2° Soit h 'homothétie de centre G et de rapport 2

. ; T
R la rotation de centre G et d'angle - g

On veut montrer que hoR transforme A en B’,
Ben (', CenA'.
Introduisons une autre homothétie et une autre

rotation :

1
o h’' homothétie de centre G, de rapport - >

. ' 2n
e R’ rotation de centre G, d'angle 3

GA= GB, (@\’,@9’)5?”, donc R'(A)=8.
58"=—%5§, donc h'(B)=8".

Donc (h'oR')(A)=8".

Or: h’oR'=h(G, —%)OR(G, %ﬂ)

et h', étant une homothétie de rapport négatif, est la

composée de h=h(G, %) par R,, rotation de

centre G et d'angle 7.
Donc h'oR’'=hoR,0oR".

R,0R', composée de deux rotations de méme
centre, est la rotation de centre G, d'angle

2m 5n Ple
— +7=—, OU encore - —.
3 3 3
D'ou: R0R'=R et h'oR'=hoR.
On a donc bien : (hoR)(A")=B".
En permutant le réle des sommets, on obtient de
méme : (hoR)(B)=C', (hoR)(C)=A".
Donc f=hoR estl|'unique similitude transformant
ABCen B'C'A".

Remarque. On peut naturellement chercher direc-
tement l'image de A par hoR, mais ceci nécessite

I'introduction de nouveaux points sur la figure.

156

ETUDE D'UNE SUITE DE POINTS

Dans le plan rapporté a un repére orthonormai
direct (O, e, €,), on considére la suite des points
A, d'affixes z, définie par :

A= 0 et - 2y + i

T (pour n € N).

Zni1 =

1° Quel que soit le nombre entier n, montrez que
A,y est l'image de A, par une similitude directe s
dont vous déterminerez le centre (), I'angle et le
rapport.

20 a) Démontrez que, quel que soit n, le triangle
0A,A, 1 est rectangle en A

n+1-

b) Déduisez-en la construction des points A, A,, ...,
As.

n
3°Onpose: G=AA, et L[, =73 ¢.

k=0
a) Montrez que la suite (£,) est une suite géo-
métrique.
b) Déduisez-en la limite de la suite (L,).

COMMENTAIRE

Il sagit la d’un exercice classique dont Ia
résolution fait bien visualiser la notion de centre
de similitude ainsi qu’un phénomene de rotation
et contraction simultanées (voir photo p. 143).

UNE S0LUTION
1°0Ona:

™
4 etbh=i.

D'aprés la propriété du cours, il s'agit de I'écriture
=

vz

complexe de la similitude directe s de rapport -

b .
d'angle _% et de centre 2 d'affixe ——=1+1i.

2° a) Démonstration par récurrence.

e Appelons P(n) la propriété «Le triangle QA,A, -
est rectangle en A, ;».

Le vecteur A, a pour affixe - 1;

Le vecteur Ay A, a pour affixe i.

Ces deux vecteurs sont orthogonaux.

La propriété P(0) est donc vraie.

e Supposons P(n) vraie.
Le triangle QA,A,, , est donc rectangle en A, . .
La similitude s transforme :

Nen
A,en A,
ApirenA,,,.
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comme elle conserve les angles, elle conserve I'ortho-
gonalité et le triangle QA,,,A,,, est rectangle en
An +2°

La propriété P(n+ 1) est donc vraie.

On déduit de ce qui précede, en utilisant le raison-
nement par récurrence, que la propriété P(n) est vraie
pour tout entier naturel n.

b) On utilise :
B s m
(‘QAnr 0A,, \) - E

et «NA,A,,,rectangle en A, »
pour construire les poirits de proche en proche.

A’v A3

3° 3) Le rapport de s étant égal a 72 ona:

V2

Ak|lAk-z'7AkAk-1

car S(Akq)"Ak.; et S(Ak)-‘-Ak.‘.

La suite (£,) est une suite géométrique de terme

initial ;=1 et de raison 72

b) L, est la somme des n+ 1 premiers termes de la

suite (€}).
“\n+1
-4
one L,s———~b—,
V2
2

2 )
Comme 0<—2——< 1, on sait que :

lim (—Y—E)"+1 =0;

n-—-+w 2

=2+V2

d'ou lim L,=
n—+w 2

1-—

2
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Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (0, i, V).

1° Déterminer Densemble (C) des points du plan d’affixe z vérifiant
l1=iV3)z-V3-i|l =4

2° Déterminer Pécriture complexe de la similitude directe S transformant le point A

d’affixe i en O, origine du repére, et transformant le point B d’affixe V3 en B’
d’affixe - 4i.
Préciser le centre, le rapport et Pangle de S.

3° En utilisant les résultats établis au 2°, retrouver ’ensemble (C) défini au 1°.
(Bac 71990)

- affixe de OB’
5 i i (AB, OB') = arg|——————|.
ANALYSE DE L ENONCE 1 affixe de AB
La premiére question propose de reconnaitre un | | _ 2 V3 1
ensemble de points défini par une équation| | (AB OB’)=arg ( ) =arg(-i) - arg (—2— -3 i) 7
complexe. i V3-i
L.a secon,de guestion met en place une similitude | |z GE)=-2- ( _ E) s=c- (20}
directe définie par deux couples de points homo- : 6 3
logues. | L'écriture complexe de S est donc :
La troisieme question a pour but de retrouver, a .
Paide de la transformation étudiée dans la 702 324b
seconde question, le résultat établi dans la| |
premiére. | ou b est un nombre complexe tel que :
0=2¢ Ji+ b,
UNE soLuTiON | relation qui traduit que : S(A)=0; donc:
1° Quel que soit le nombre complexe z: S
, b=-2ie 3=-V3-i

g 3+ i

(1-|V§)Z-V§—i=(1—i\/§) z—\/_ L. (...
12iV3 | L'écriture complexe de S est donc :
o V3+i _ (V3+i) +i\/§)=i zm2 3z-V3-i ou z—» (1-iV3)z-V3-i
1-iV3 4 :

et: |1- |\/§| =2; b) La similitude directe S a pour rapport 2, pour angle
donc : [(1-iV3)z-V3-i|=2|z-i]. D'ou : -g, pour centre le point 2 d'affixe w telle que :
|(1-iV3)z-V3-i|=4 équivaut a |z-i| = 2. -V3

+ I

En conclusion : |'ensemble (C) est le cercle de centre A w=(1-iV3)w-V3-i Ccestadire: u=

et de rayon 2.

2° a) La similitude directe S transforme A(i) en O et 3° Soit M un point du plan, z son affixe, M" le paint
' S(M). (C) est l'ensemble des points M du plan tels

. OB
B(\/g) en B'(- 4i); son rapport est donc : T et son que: OM'=4.

angle est : (AB, OB'). Or: 0=S(A) et M'=5(M);

Or I'affixe de AB est V3 - i et I'affixe de OB' est - 4i, d'ol:  OM'=2xAM.

aone : . Donc (C) est I'ensemble des points M du plan tels que
Q_B_I_= _I;@L Al 2, AM=2. (C) est donc le cercle de centre A et de
AB |V3-i| 2 rayon 2,

158
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Q.C.M.

ERCICES & PROBLEMES |

EXERCICES D'ENTRAINEMENT

Dans chacun des exercices suivants, une réponse au
moins est exacte.

n L'application du plan d’écriture complexe
z'=-2iz+1-i est une similitude directe :

de rapport — 2 ... O
de centre / d'affixe 1 — i...ccccccesiimnersensnnscesnnnne, O
de rapport 2 et transformant O d'affixe zéro en
0" d'affixe 1 = i sisisssissessssessvnsisnnm O

La composée d’une rotation de centre O et
d'angle 0 et d'une homothétie de centre O et de
rapport — 4 :

n’est pas une similitude directe ...........ccccevuennee. D
est une similitude directe de rapport -4 et
d'angle O ..eeeeerieieie e O
est une similitude directe de rapport 4 et d'angle
B T.seiesivisssierininsnssviasiniopsntoonss srsasiosssestpossnpossssivasaionsasiss 0

n Soit s la similitude d'écriture complexe

z'=3iz + 3.
Le point O a pour antecédent le point A

A affIX@ 1 evveireeriirires e e O
Pour tout point M d'image M’ par s

AM = OM' ittt e e 0
L'ensemble des points M d'affixe z telles que

|3iz+3] =3 estle cercle de centre A et de

FAYON T i s e 0

n Si une similitude directe f conserve les distances,
alors :

fest Une rotation ......cceeiveinieniiennesenseenns e o
fest un déplacement ....ccviiiniiiiensenneneeeeees O
fest l'identité du plan..........eiiininiininnienns ]

B ABC est un triangle rectangle isocéle. / est le
milieu de [BC]. On note  S(£ k, 0) la similitude de
centre (), de rapport k, d'angle 4.

S(A V2, ) transforme /en C...... ]
!

S B, 2, _r_r transforme Cen A ..... ()]
A B 4

S(C, 2, ;) transforme Aen B..... [m]

SIMILITUDES ET NOMBRES COMPLEXES

Les exercices 6 a 14 utilisent un repére orthonormal
direct (0, é,, &).

Dans les exercices 6 a 9, déterminez ['écriture
complexe de I'application f donnée.

ﬂ 1° fest la translation de vecteur d'affixe — 2 + 3i.

2° fest I'hnomothétie de centre O et de rapport — %

f est 'homothétie de centre / d'affixe 2 — 5i et de
3
rapport —.
pp 2

2° f est I'homothétie de centre | d'affixe 4i et de

1
et --.
rappo 3

- n
1° fest la rotation de centre / d'affixe —3 +i et
2m
d'angle —.
%3
2° fest la rotation de centre / d'affixe — 2 et d'angle

-=m.
4

o
ﬂ 1° f est la similitude directe de centre O, de
, il
rapport 2 et d'angle r
2° f est la similitude directe de centre /| d'affixe

1
-3 -, de rapport 3 et d'angle g

Déterminez la nature et les éléments caractéristiques
de l'application f définie dans les exercices 10 a
13 par son écriture complexe.

m ;) z'=z-3.

5
'=z—=(+4.
Qz'=z 3

b) z’=z+1+i.

d) z/=z+2-3i

a) z'=-2z+4-1i.

3 1
) z'=—z+1--i.
) 4 2

b) z’=V2 z+i.

d) z’=-3z+2-4i.
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a) z'=(—%+i\—/2_3)z+2.

b) z'=(1+iﬁ)z
2 2

Q z'=-iz+2i-2.

2
dz=e 3z+5-7i

n
a) z’=(1-iV3)z+1+2i
b) z’=(1+i)z+2-3i
Q z'=2z-1-i
2
d) z'=el?z+2i.

un
[ on considére I"application f qui, a tout point M
d'affixe z, associe le point M' d'affixe z’ défini par :
z'=u’z+uy, ou u désigne un nombre complexe.
1° Déterminez I'ensemble des nombres complexes u

pour lesquels f est une translation; caractérisez f pour
chacune des valeurs trouvées.

2° Déterminez |'ensemble des nombres complexes u
. , L
pour lesquels f est une rotation d'angle de mesure 3

(en radians); caractérisez f pour chacune des valeurs
trouvées.

3° Déterminez |'ensemble des nombres complexes u
pour lesquels f est une homothétie de rapport - 2;
caractérisez f pour chacune des valeurs trouvées.

4° Caractérisez f lorsque wu=1-1I.

m

Le plan orienté est rapporté a un repére ortho-
normal direct (O, 4, V). On appelle (E) I'ensemble des
points M, d‘affixe z telle que :

l(1-iz+4il=3V2. (1)
1° Premiere méthode.
On pose z=x+iy, xetynombres réels.

a) Déterminez une équation cartésienne de (E).
b) Dessinez (E).

2° Deuxieéme méthode.

a) Vérifiez que I'égalité (1) équivaut a :
|z-(2-2i)|=3.

b) Caractérisez (E),

3° Troisiéme méthode,

Soit s la similitude d'écriture complexe :

ze (1-i)z+4i

a) Déterminez le centre et le rapport de s.

b) Quelle est I'affixe du point O’ dont I'image par s
est 07

¢) Calculez O’M lorsque M est un point de (£) et
caractérisez (E).

160

SIMILITUDES ET CONFIGURATIONS

Dans les exercices 16 a 18, le plan est rapporté a un
repére orthonormal direct (0, €,, &,).

L L]
m On appelle A et B les points d'affixes respectives
2+i et 4+2i et Cle point tel que le triangle ABC
soit équilatéral direct. Déterminez |'affixe de C.

I .
17 Soit ABCD un carré direct ((AB, AD) = -2-)

Les affixes de A et B sont —1 +i et 4 —i. Quelle est
I'affixe du centre du carré?

nm

Soit ABC un triangle équilatéral. Les affixes de A
et Bsont 1 - 2i et 2. Quelle est I'affixe du centre du
triangle ? (Deux cas sont a envisager.)

HE
m Dans le plan, on donne deux cercles (C) et (C")
de centres respectifs O et O'. Ces deux cercles se
coupent en A et B. Une sécante aux deux cercles passe
par B, recoupe (C) en Met (C’') en M.
Démontrez que la similitude directe de centre A qui
transforme O en O’ transforme aussi M en M’.

JFEO

Soit s une similitude directe, de centre O, de
rapport & et d’angle 6. On note M un point du plan
autre que O, M' sont image par s et G le centre de
gravité du triangle OMM".

1° Démontrez que, si s n'est pas une homothétie,
alors G est |'image de M par une similitude directe s’
indépendante de M.

2° On suppose que :
k=V2 et = %

a) Démontrez que le triangle OMM’ est rectangle
isocéle.

b) Caractérisez la similitude s’ (I'angle sera donne par
son cosinus et son sinus, puis par une valeur appro-
chée & 0,1 rad prés).

—_— — n
AB=24C et (ABAC)=3+2kn ol kEZ

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que :

Soit (Cy) et (Cc) les cercles qui passent par A et de
centres respectifs B et C.

1°¢ Démontrez que la similitude directe de centre A qui
transforme B en C transforme aussi (C5) en (C¢).

2° Soit s une similitude directe qui transforme (Cg)
en (Cc).

a) Quelle est la valeur du rapport de la similitude s?
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b) On désigne par / le centre de s. Quelle est la valeur
/
ort —
du rapp IB
Quel est I'ensemble (I') des centres / des similitudes
directes transformant (Cz) en (C.)? Représentez cet
ensemble.

mER

ABCD est un quadrilatére et « est un nombre
complexe de module r et d'argument 6; a, b, ¢, d sont
les affixes de A, B, C, D dans un repére orthonormal
direct du plan du quadrilatére.

La similitude directe de centre A, de rapport r et
d'angle @ transforme B en Q. La similitude directe de
centre B, de rapport r et d'angle 6 transforme Cen M.
La similitude directe de centre C, de rapport r et
d'angle g transforme D en N. La similitude directe de
centre D, de rapport r et d’angle 0 transforme A en P.
On appellera g, m, n et p les affixes de Q, M, N et P.

1° Déterminez q en fonction de ¢, a et b.

2° g) Démontrez que :
gramme » équivaut a

« MNPQ est un parallélo-
«n+g=m-+p»

b) Déduisez-en que « MNPQ est un parallélo-

2 ; 1 ;
gramme » équivaut a « « = = cu ABCD est un parallé-

logramme ».

3° On suppose que ABCD est un parallélogramme et
1+i

que a=T. Déduisez-en que MNPQ est un

carre.

. Soit ABC un triangle équilatéral direct, D, E, F
les points des segments [AB], [BC], [CA] tels que

AD=BE=CF= % AB, G le centre de gravité du

triangle ABC.

1° Démontrez que G est le centre de gravité du
triangle DEF.

2° Justifiez que, s'il existe une similitude directe du
plan qui transforme ABC en DEF, alors son centre
est G.

3° Démontrez que la rotation de centre G qui trans-
forme A en B conserve les triangles ABC et DEF.

—_— ——

GD
4° Posons —=k et (GA GD)=0.
GA

a) Démontrez que :
GE = kGB et GF = kGC, et
(GB, GE) = 0 et (GC, GF) = 0

b) Déduisez de toute cette étude que DEF est I'image
de ABC par une similitude directe s de centre G.

¢) Calculez le rapport %g Déduisez-en le rapport de s.

. Le triangle ABC est quelconque; M est le milieu
du segment [BC].

Les triangles BAB' et CAC’ sont rectangles et isocéles
de sommet A.

Le but de ‘I'exercice est de montrer que les droites
(AM) et (B’C’) sont perpendiculaires et que :
B'C'=2AM.

Cv

1° Méthode géométrique

a) Soit h I'homothétie de centre B et de rapport 2.
Déterminez les images des points A et M par h.
Trouvez une rotation r telle.que ro h transforme A en
B’ et Men C'.

b) Déduisez-en que les droites (AM) et (B'C’) sont
perpendiculaires et que : B’ C’=2AM.

2° Utilisation des nombres complexes

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct

d'origine A dans lequel B et C ont pour affixes
respectives b et c.

a) Quelles sont les affixes m, b’, ¢’ des points M, B’,
c'?

b) Retrouvez alors les résultats du 1° b).

. On considére un triangle ABC tel que l'angle
(AB, AC) ait une mesure comprise entre 0 et m.

On construit, a I'extérieur de ce triangle, trois carrés
de cotés respectifs [BC], [CA] et [AB], et on désigne
par /, J et K leurs centres, conformément 4 la figure c-
dessous.

Ona: i 4
(IB, EHEE C
(1B, IC) = (KA, KB)
B ic P13
(IB, IC) =— 3 [27]. #
K

On se propose de démontrer que les vecteurs Al et JK
sont orthogonaux et de méme norme et que les
droites (Al), (BJ) et (CK) sont concourantes.

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct
(A, &, &); les affixes de B et C sont notées b et c.
1° a) Définissez géométriquement J 3 partir de C.

b) Calculez I'affixe z, de J en fonction de c.
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2° Calculez les affixes z, et z de K et / en fonction
de betc

3° a) Calculez en fonction de b et ¢ les affixes des
vecteurs Al et JK.

b) Déduisez-en que les vecteurs Al et JK sont ortho-
gonaux et de méme norme.

4° Démontrez que les droites (Al), (BJ) et (CK)
sont concourantes.

nam
26 ABCD est un carré; a=AB; |, J, K, L sont les
points situés respectivement sur [AB], [BC], [CD],

1
[DA] tels que : AI=BJ:CK=DL=Ea.

Démontrez qu'il existe une similitude directe, dont
vous preéciserez le centre, qui transforme ABCD en
LKL, (Pour cela, vous pourrez procéder a une étude
analytique ou & une étude géométrique analogue &
celle de I'exercice 25.)

LIEUX GEOMETRIQUES

L4
Soit ABCD un carré de centre O : A est fixe et
8 décrit un cercle qui passe par A.
Quels sont les lieux des points C, D, 0?

EEE
Soit A un point et s une similitude directe
du plan. ‘
Soit M un point du plan, M’ son image par s et
P I'orthocentre du triangle AMM'.
Quel est le lieu de P quand M décrit :

a) une droite donnée?

b) un cercle donné?

ER
Soit A et (D) un point et une droite donnés du
plan, & un nombre réel tel que: 0<a<m.
ABC est un triangle tel que B et C sont sur (D) et
(AB, AC) a pour mesure o.
Quel est le lieu du pied de la hauteur du triangle ABC
issue de B quand B décrit (D)?

EnE

Dans les deux questions qui suivent, ABC est un
triangle dont le sommet A est fixe et dont G est le
centre de gravité,

1° Le triangle ABC est équilatéral direct et B décrit un
cercle (C).

Quel est le lieu géométrique de G? Dessinez ce lieu.
2° Le triangle ABC est rectangle en A, isocéle et direct
et B décrit une droite (D).

Quel est le lieu géométrique de G ? Dessinez ce lieu.

[ 1 1]
Soit A et A’ deux points du plan et k un nombre
réel strictement positif et distinct de 1.
Déterminez l'ensemble des centres des similitudes
directes de rapport k qui transforment A en A’.

162

PROBLEMES DE CONSTRUCTION

UL ]|
Soit (D) une droite du plan et A un point du plan
n'appartenant pas a (D).
Construisez un triangle ABC tel que :

o le cté [BC] soit porté par (D),
o (AB, AC) - %

e AC=2AB.

LLJ
Dans le plan orienté, ABC est un triangle rec-
tangle en A et :
(AB, AC) =

'

(BC, BA)

1

all NI

On note A’ le symétrique de A par rapport a C.

1° Quels sont le rapport et I'angle de la similitude
directe s transformant A’ en Cet Cen B?
On appelle 2 le centre de s.

a) Justifiez I'orthogonalité des droites (£2C) et (BC).
b) Construisez géométriquement (2.

e e

34? Utilisaticn des nombres complexes

Dans le plan orienté, on considére quatre points A, B,
C, D, deux a deux distincts.

On note / le milieu de [AC], J celui de [BD] et O
I'isobarycentre des quatre points A, B, C, D.

On construit les triangles rectangles isocéles MAS,

NBC, PCD, QDA tels que les angles orientés (MA, MB),

(NB, NC), (PC, PD), (QD, QA) aient g pour mesure.

On note enfin K et L les milieux respectifs des
segments [MP] et [NQ].
On se propose d'étudier la configuration /KJL.

1° Le plan étant rapporté a un repére orthonormal
direct d'origine O, on note a, b, ¢, d, m, n, p. Q.
les affixes respectives des points A, 8, G, D, M, N, P, Q.

a) Déterminez le rapport et I'angle de la similitude
directe de centre A qui transforme B en M.

b) Exprimez m en fonction de a et b.

¢) Déterminez de méme n, p, ¢ en fonction de a,
b, ¢ d.

d) Déterminez l'isobarycentre des quatre points M, N,
P, Q.

e) Démontrez que I'affixe de K est i b%i
2° a) Démontrez que O est le milieu de (/]
b) Démontrez que IKJL est un carré.
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| L
E suite de points
Soit O et A deux points du plan orienté, distants de 4
(aERY).

V3

Soit s la similitude directe de centre O, de rapport —
2

IS " .
et d'angle 3 On construit la suite (A,), <y de la fagon

suivante :

Ag=A
et, pour tout entier naturel n: A, = 5(A,).
1° Construisez les points Ay, Ay, Ay, .., Ay;.

2° &) Démontrez que la suite (A,A,, ),y €5t géo-
métrique.
b) Soit S, la somme des longueurs A A, , |, p variant

n
dansNdeOan(S,= 3 AA,.).
p=0
Calculez S, en fonction de a et n.

<) Démontrez que la suite (S,),cy est croissante et
convergente : quelle est sa limite ?

nER
Etude d'une configuration
On définit, dans le plan orienté, quatre points A, B,

D tels que AC=BD et (A_(_:,B_D')=g.

On appelle M le milieu de [AC], N le milieu de [BD] et
O le point d'intersection des droites (AC) et (BD).

1° a) Justifiez I'existence de rotations transformant le
couple (A, C) respectivement en (B, D) et (D, B).
On note / et J leurs centres respectifs. Construisez ces
points / et J.

b) Démontrez que IMJN est un carré.

2° On note P et R les symétriques de / par rapport aux
droites (AB) et (CD) et Q et S les symétriques de J
par rapport aux droites (BC) et (AD).

Quelle est la nature des quadrilatéres /APB et ICRD?
Démontrez que les points P, J, R sont alignés et que J
est le milieu de [PR]. Démontrez une propriété
analogue pour les points S, /, Q.

3° Déterminez une mesure de I'angle (PR, 5Q).

4° On note H et K les projetés orthogonaux de / sur
les droites (AC) et (BD).

Quelle est la nature du quadrilatére OHIK? Dédui-
sez-en que les points O, P, J, Rd'une partet S, O, |, Q
d’autre part sont alignés. Quelle est |'intersection des
droites (PR) et (QS)?

(Vous pouvez faire soit une étude géométrique, soit
une étude analytique du probléme.)

37 Similitudes, isométries, homothéties et aligne-
ment
Soit ABC un triangle rectangle en C tel que

(AB, AC) = 73—', I le point de concours des bissectrices

de ce triangle.

19 Déterminez la similitude fde centre C transformant
Aen B

1
2° Soit h I'nomothétie de centre C et de rapport T
3

Montrez que hof est une rotation R de centre C
(vous pourrez utiliser la forme réduite de f).

3° Montrez que R se décompose en produit de deux

réflexions sous la forme : R = 54,05 ca)-

. i
4° Soit R’ la rotation de centre A et d’angle 3

Déterminez de méme la droite (D) telle que

R'= Sica) 08ty

5° Montrez alors que RoOR’ est une rotation de

centre /, dont vous déterminerez I'angle.

6° On note A’ I'image de A par R.

Montrez que [IA=/A’, et déterminez I'angle

(A, IA").

7° Déduisez-en le parallélisme des droites (AB) et

(IA").

8° La droite (C/) coupe (AB) en D.

a) Déterminez les points h(B) et h(D).

— 1 —

IA’=—DB.
V3

9° Les droites (/B) et (A’ D) se coupent en E.

Soit h’ I'hnomothétie de centre £ transformant A’ en

D. Montrez que h’ transforme / en B.

Quel est alors le rapport de I'homothétie h’ ?

b) Déduisez-en que

10° a) Quelle est la traduction complexe d‘une home-
thétie de rapport k? Celle d'une homothétie de

1
rapport ——?
pp X
b) Déduisez-en que la composée d'une homothétie de
1
rapport k et d'une homothétie de rapport - P est une

symétrie centrale.
¢) Quelle est alors la nature de h'oh?

d) Déterminez (h'oh)(B), et déduisezen que le
centre de h'oh est le milieu F de [BD].

11° Soit ¢’ I'image de C par h'oh.

En utilisant le point C', montrez que les points C
E et F sont alignés.
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REPONSES AUX EXERCICES

Les réponses données correspondent aux exercices signalés en rouge.
Les réponses des Q.C.M. sont désignées par A, B, C.
A correspond a la premiére réponse proposée, B a la deuxieme, C a la troisieme...
«3BD» signifie : «dans le Q.C.M. n° 3, les deuxiéme et quatriéme réponses proposées sont vraies ».

1. COURBES
PARAMETREES

Q.C.M. 1 B. 2 4BC. 3 ABCD.

7 {x=l+3msz
" ly=1+3sins r€[0; 7

(1-12)2+4r2
(1+e%y
22
x2+ eI Ul
1+

Donc (C) est incluse dans le cercle de centre
O et de rayon 1.

9. e xI+yl=

e L'étude des variations des fonctions
1= x(1) et 1+~ y(t) montre que :

xMEel-L1] e y()E[-1;0].

T1. x(1)=1+cos 2r=2 cos? 1
x(t)=2(1-sin?r)=2(1 - y2(1)).

La trajectoire de M est incluse dans la courbe

d’équation x = 2(1 - y?) qui est une parabole.

1 x(t)+1=cost
" y)-2=2sint

_9\2
donc (x + 1) +(£2—2) =,

soit :  (x+1)2+

v-2
2

La trajectoire de M est incluse dans une ellipse
(voir chapitre 2).

19. x'(t)=cos 1;

ry== 1+ tan? £ );
re=s 2)’

1 —

donc: x'(0)=1,p"(0)=

164

Un vecteur directeur de la tangente a (C) en
M(0) est :
e
u=i+=j.
2]

22. x'(1)=cost,
y'(t)=2cos 2t;

x@m=0, y@m@=0,
X'm=-1p'@m=2

La tangente 4 (C) en M(m) a pour équation : )

y=-2x

25. La conchoide de Nicoméde
x'(1)=2sin ¢,
y'(1)=(1 +tan®7) +2 cos 1.

n
t | 0 '2-
w0 | 0 -
2 || 3——
yo + L

¢

29. La trissectrice de Mac Laurin
8t

x'(t) = @y

L 134623

y'(= T

t

Lx'() {10 + +

- x(r) ‘jl—3/ x(,) _,..—-—-—"0
L0 | ST I S

0 || \~— yy—"

f=VY2V3-3068,

x(h) == 173,
y(t) =-1,18.

f o
| Ll
HEW N4 ' Lt L
T s >
' s '
\ *
' | / ¢
4 ! s
\ X
:
Tatea lcassace
' -
-3, ' O/ i L X
1 | S
\ : | S | .
| \
' | .
' \
F— ~r%
A\l
1 \
H \
I .
| .
[
% Al
\
.
| -
I
1 '
l .

33. Un folium de Descartes

5

e & Wt
X'() 3sm§co:-

2
. y'(l)=§ws A
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==l
x(1) ;?I\;z__,__,,»;

V__,.-(g)." + 0 - -0
i l ] .

Y |

2. CONIQUES
QCM. 148D. 2B 3C 4acC

6. 1° ﬂ+(y+_l)2=|
25 E '
4
20 (X—_l)z_(}’_+_2)2=l‘
4 9
o O
3 5 -2)2=1

oo

50 (x-2)°=4y.
6 (- 1)2=-2(x +1).
x? 0+

70
2 3

1.

11. (I') est la réunion de Iellipse d'équa-
tion :
y?
24— =]
)
et de I'hyperbole d’équation :

2
X?-%:l'

16. (C) est incluse dans I'hyperbole d'équa-
tion :
ey,

=1
9 16

18. () est I'hyperbole d'équation :
3x-1)2-y2=4,

21 . 10 z = i i i i 1 -
Trati est imaginaire pur si, et seu

lement si :
7#1, z#-4+i
ol xX(x+d)-(p-1)2=0
() est inclus dans I'hyperbole équilatére, de
centre w( -2, 1), d'équation réduite
(w+2? -1y -

| | '

4 4

22. Le discriminant de Péquation ()
s'éeril ¢

(cos 0+ Ji sin 0)

Les solutions sont :
zy=cos 0-isin 0

et z,=2cos 0+ 2isin 0.

Le point P, milieu de [M,M,], a pour coor-
données :

3 l,
('i cos (),Esm 0)

et appartient a I'ellipse d’équation réduite :

2 2
2
91

4 4

31. (E) est lellipse de foyer O et de direc-
trice associée (4).
Une équation de cette ellipse est :
_) g2
(x-1) ' Y L
4 3

36. On désigne par  labscisse de M,
(E€[-a;a] dans un repére orthogonal
(0,7,7) ol © est le point d'intersection de
(d) et (4'), i directeur de (4), j, directeur
de (4'). Alors :

M, 0), M'(0, Va2 - 1),
G(%:,% Vaz—ﬂ).

L'ensemble (E) des points G a pour équations
paramétriques :

x=<1
3

y=% Vat-1% t€[-a;al.

On en déduit que :

¥ vla),

4 a?
a2 —
bl 3

(£) est une ellipse de centre O

43. La parabole est définie dés que l'on
connait son foyer F et sa directrice (D).

Les symétriques de F par rapport aux deux
tangentes appartiennent a (D) : ainsi (D) est
connue par deux de ses points.

46. 11 suffit de suivre 'énoncé et de revoir
dans le cours le paragraphe 3 (« Etude parti-
culiere de Pellipse»).

48. 1° Une équation cartésienne de (E)
est :

X1y

7y

(\/5)
(E) est I'ellipse de centre O, dont I'axe focal
est I'axe des abscisses ; ses foyers sont :

2 2
Fl—, et F'|-—,0};
(VE ) ( Vs )
ses sommets sont :

A(1,0), 4°0, 1),

I I
Bl0, -—|, B0, —|;
" 't

ses directrices ont pour équations :

Vs Vs

— et x=-—,

2 2

2 x'=Vxl+y2 y'=2.

3° M(x,y) € (E) équivaut a :
x2+yr+dyi=1

Son image M’ (x’, y*) vérifie donc :

= .

xX=

x2+y'2=1,

ce qui signifie que M" appartient a (C).

4° Soit M'(x',y') un point du plan, d’ané-
cédent éventuel M (x, y) par f.

e a) La condition x"=Vx>+y> entraine
x'>0.

b) La condition y = y? combinée i la condi-
tion x'?=x2+ y2 entraine que :
dx'2=dx2+y"2

dou: prsdx'?

'l <2x.

e Ces conditions remplies, on a :

soit encore :

(E') est la partie du cercle (C) incluse dans la
partie coloriée du plan.
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3. COMPLEMENTS
D’ANALYSE

QCM. 1¢Cc 2¢C 34C 4BC

6. 1°/'>0 sur [1, + o[, donc f est stric-
tement croissante.

1
2 g')=5
X

f)<g'@ car Vieatsyd,

g - [ est croissante sur (15 + o[, nulle en 1y
donc positive.

Dol : f=g

30 g <1, donc fest majorée par 1,

Comme fonction croissante majorée, ¢lle a une
limite € en + .

fest positive (croissante, avee /(1) = 0), done :
0sf<l

Da: 0<{<l

10. 1° Soit P(n) la proposition
O<u,<4

P(0) est vraie. Soit n quelconque fixé, tel que
P(n) soit vraie.

O<u,<4, don 4<3u,+4<I6,

0<V3u, +4<4,

ce qui démontre P(n + 1), et achéve ainsi la
récurrence.

(u,) est donc majorée par 4.

2°u,,,—u,=Vu,+4-u,

(@4-u,)1+u,)
S, .. L. Lk 1§

u
n+l n
Vi3u,+4+u,

dou: wu,,,-u,=0, (u,)croissante,
Comme suite croissante majorée, (u,) est
convergente.

x+~ V3x+4 étant continue sur [0;4], la
limite ¢ de (u,) est solution de I'équation :

x=V3ix+4.

On obtient alors € =4,

12. rrs,= 3 ke
pmr MYP
1

——<——, pou <ps<n.
ntp n+l pourtoutp, I <p<n

. n
Doi: S§,<——<1I.
n+l

(S,) est majorée par 1.

I |
2 S,,,,=m+'—'—+—3+...+2”l+2.
1 |
S,.H“Sﬁz,,—““m-":—,l-
Or: 2"]+l>2"]—+2, d'o :
S""_S">2n2+2~;l_i—l’

soit S,.,-S,>0.

(S,,) est strictement croissante, majorée par |
donc convergente.

arr

17. Pour tout x de [0; 1), par la décrois-
sance de fyon a :

Sy =f(x)=/(0).

En intégrant cette inégalité, on obtient :

1
J()= [ S (x)dx <£(0).
Jo

22, 1° (cos? )" =<1, doir

n

:

mt
I < ldy, | =<-
n L ( n 2

7
L f (cos? x)" (cos? x - 1) dx.
0

Or ! (cos? x - I)(cos? xy" <0, d'ou:

n

2
f (cos? x)"(cos? x = 1)dx <0,
o

]

<]
n+l nt
La suite (,) est décroissante.

rr
cos? x >0 sur [0 ; 5], d’ou : I, est positive.

(,) est décroissante, minorée par zéro, donc
convergente.

24, 1°t€[0;1), donc:
,2
1<, —is——,
non

u—=0 u

(u,) est encadrée par deux suites de méme
limite 1, donc converge vers 1.

1 1 1
L o ; +ll —s— —_‘
26. 1° Sur[p;p+1) Y l§p
ptl
1
d’on —l—<f ldli—
ptl A ] P

b7 prl
2| ta-ygm L
P A S

En sommant les inégalités obtenues au 19 on
obtient :

| 3 1
M-l < _d" -1 o
z-l p*’l\‘[ t = p-n pl

cest-a-dire :

| 1 1
—t b | -
n+l 2n I t

3° L'encadrement précédent s'écrit :

jhl I
v < ~dt<vy +—.
L " In

"'l
Or: I- ;dl=ln2.

Dot ln2~l<v,<ln2.
2n

|
i n2-—|=n2
lim (n 2”) n

n+

Donc, d'aprés le théoreme d’encadrement. (7,,)
converge vers In 2.

4. COMPLEMENTS
SUR LES NOMBRES
COMPLEXES

QCM. 18 2B 34BC. 4C
5 ABC.

6. q) % (sin 4x — sin x).

1
b) E(cos;x.*oosg).

! séx—coszx
c)2 co 3 3%

13l
it

. .9
10. sin2x+sm7x=25m;xeos

-

. .9 7
sinx+sm8x=25m;xcos;x.
D’ou I'équation équivaut & :

9 -
sin=x=0 ou cos3x=0 oucos-=0.

Les solutions sont :
2n T [n
x=0 [—] ou x=- [=].
9 6 \3

17. oos(x—;—‘)=cos E

X _7n T
soit x—E(2n) ou x-—-l—:(l*r).
18 ( ) e 1bl
. C0s(Y - @) =——: impossible.
Vi

13
Pas de solution,

e

25. Si=8¢

; B
Une solution est V2e &,
On obtient toutes les solutions en multipliant
celle-ci par les racines sixiémes de 1.

n \/8+\/§

0§ —=——":

12 4

o Ve-Va

12 4
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31. (,TME)JE';

(B4, BC)=-T.
2
(C4,CB)==

ABC rectangle en B.

36. 1° W=m+m;
2p7=1 et zg7=¢'?

od  6=(0x, AM).

20 zl=l+e-i0 car Z'=Z_.

z l+é?

=il 210
o1 e © i

7 = (005 0+ 005 20) + i (sin 0+ sin 20).
4 a) AM' et OM colinéaires équivaut &
= réel, soit :
z'=1
sin §+sin 20=0

don: 6=0 ou O==

T ey

b) AM' L OM équivaut a kel L )0
z =1
soit cos 0+ cos 20=0

dou: cos @=-1 ou cos 0=%.

On obtient : 0=7§rou0=—g
(8= impossible car M # O).
=942
39, 1o {" 2a
a=i(a-b)
- 1+i _
d'ol : a=—- et b=i (a#0).
p [a=i@-0)
a=b-a?

dou: a=ietbh=-1+i (a#0).

V3
1+V3

43. 1° 0/=0Bcos 0= cos 0

0J=0A4sin 0= sin 0.

1+V3

2
p(0)=—=—— (V3 cos 0+ sin 0).
1+V3

2 p'(6) = (cos 0~ V3 sin 0)

1+V3

{3
cos(0+—|.

1+V3 3

p'(0) = 0 équivaut a 6+

p'(0)=

wia
R

. b1
soit =—,
6

3 £(0)= \/3 %
——— Xsin O cos 0.
‘/'

(1+

A4(0) = \ X sin 20,

201+ V)

' 3
A'(0) = =5 X cos 20,

(1+
A (0) = 0 équivaut o :

n
20== L
7 soit @ T

5. CALCUL VECTORIEL.
COMPLEMENTS

Q.C.M. 1 48D. 2CD. 3D. 44C

6. 1° Si A’ est le milieu de [BC] alors G est
le milieu de [44'].

2° (E,) est le cercle de diamétre [44'].

3° Soit O le milieu de [AG]. (£,) est le cercle
de centre O passant par A'.

10. Pour tout point M du plan :
7(M) = MA? + MB? + MC2.

1° En écrivant :

WA= G + A, HB - }G + G,
MC=MG + GC,

on trouve immédiatement la premiére relation
demandée.

"~ En utilisant la relation :

GA+GB+GC=0,

on obtient la seconde.
2 f(G)= % (AB* 4+ BC? + CA?), dou:

1 ‘
(M) =3IMG? - 6(/1112 + BCY+ CA?).
3° Dans ce cas particulier, on a :
2

o(M) = IMG? - "7

Lensemble des points M cherché est la cou-
ronne circulaire de la figure ci-aprés.

13. Lisobarycentre de A, B, C, D est

333
G(z’z’z)'

f(M)=4MG? + GA* + GB? + GC? + GD.

f est minimale en G, le minimum de f est
alors :

f(G)=GA2+GBz+GC’+GD2=§.

22, 1° a) A, B, a et b sont cocycliques car
(64, bB) = (ad, aB) (m)
donc (B4, BC) = (B4, Ba)

(B4, BC)=(b4,ba) @ (1)

b) (CT) est tangente a (I') en C, donc :
(C4, CT)=(B4, BC) ()
dou: (C4 CT)=(b4, ba) @ (O
En utilisant (1) et (2), on tire :
(ba, CT) = (ba, C4) + (C4, CT) (m),
(ba, CT) = (ba, bA) +(CA, CT) (m),
(ba, CT)=0 (m), donc (ab)(CT).
¢) (OC) et (CT) sont perpendiculaires donc
(ab) et (OC) sont perpendiculaires.
2° 4, C, a, c sont cocycliques, donc :
(aC, ad) =(Cc, Cd)  (n).
C, H, a, b sont cocycliques, dong :
(CH, Cb)=(aH, ab) (m),
soit encore :
(Ce, CA) = (ad, ab)  (m).
On en déduit que :
(c, ad) = (ad, ab)  (m),
ce qui signifie que (aH) est bissectrice de

l'angle bac.

et wy Z=(MB, MA).

20 g) Médiatrice de [4B].

b) Cercle de diametre [OI] ou [ est le point
d'affixe - 8 - 4i.

¢) Droite (4B) privée du segment [4AB].
d) Cercle de diamétre [AB] privé de 4 et B.
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3
z
28. (;_—1) est imaginaire pur si, et seu-

lement si :

z#0, z#1 et arg( ) (2k+|)—

donc (W,W)=(2k+l)g.

L'ensemble cherché est la réunion de trois
cercles privée des points O et A,

32, 1°a) (1-2i)z+ (1 +2)5=4
.

2Re[(1-20):1=4. ()

Si z=x+ir  alors (1) dquivant A :
X+2=2

dquivaut

(8) est donc une droite, la droite (48).

b) (=D +1) =4 équivaut a :
E-)z=1)=4,

soit  |z=i|=2

(T) est donc le cercle de centre 4, et de
rayon 2.

-2
=1
=' =2 est l'affixe de_B-?l".
= =1 est I'affixe de AM.
< De (2) on déduit que :
-2
—, soit BM'=
|z=1] AM

e arg(z'-2)=arg(-2i)-arg(z-1) (n)

*a):-2-= 0)

-2l

arg(e'~2) =~ 2 +arg(e i) ()

soit = (7, M)——E+(17,m) @n).

(@, BM")= (v, @) + (@, AM) (2m),
soit - (@, BM') = (v, AM) (2n).
b) (AM, BM')= (M, 7)+ (7, it)+ (@ BM')

W,m’)hg (2n).

-2
— équivaut a :
z-1i

c) 2'-2=

.2
z-i=——
-2
donc f est une bijection de (P)-{4} sur
(P)-1{B}.

33. 1° ABGC est un carré de centre

3
-,0).
2 b) MA? + MB? + MC? = MG?
+ GB? + GC? - GA?

G est le barycentre de (4, - 1), (8, 1), (C, 1)
avec GB? + GC? - GA* = (.

- 12 = [d (M, (4))’, donc :
ME () & 2dM, () = MG?;
Me () & VM, (4)) = MG;
MG
d(M, (4))
¢) (I') est une conique, I'hyperbole de foyer G,
de directrice (4) et d’excentricité e = Va.

168

Mel) &

6. ISOMETRIES

QCM.1¢C 28 3BCD

4. 1° a) 0'(1 -i), A’(;H(Yz—i- l))
n'(l ..$-.;i).

by 0A=0'A"=1, OB=0'B"=1.

2 MN = M'N'. Si on ajoute le fait que f est
une bijection alors on peut conclure que / est

une isomeétrie,
(\/2 +i \/2)

5. 1°q) 0'(!2-),
2
- V2
n'(\/z—i— .
2
b) 0A=0'A", 0B=0'D".
2° Méme conclusion qu’a I'exercice 4.

8. 10 r( ) r(B,); 1(BO).

20 (0B); 1(24B). (On pourra d’abord écrire
=r en appelant M le symé-

n
(+3) .
trique de K par rapport a D, puis
SanOSum =" -

(l'_i)

Soc) 95 aL)

11. Complétez les égalités avec :
1° 5(4AC), s(0A).
2° 5(4AB), s(BC).

13. 1° a) Voir Ia figure : r,or, (4)=4,.

Cy

b) ryor, est une symétrie centrale.

Prouvez que (4D, AB) +(BA, BC)=m puis
utilisez I'image 4, de 4 par r,0r,.

r,or, est la symétrie de centre / milieu de
[44,).

2¢ Construisez I'image C, de C par r,or;.
(Remarquez que r,0r,(C ) r,(C).).

Calculez (CB, CD) + (DC, DA). Concluez :
ry0r; est la symétrie de centre J, milicu de
ICC\).

Alors /= 5,05, fest la translation de vecteur
2.

3¢ fest l'application identique si et seulement
si [=J. Prouvez alors que ABCD est un
losange.

14. Meéthode 1 (avec une symétrie centrale),
La symétrie de centre / transforme B en C,
Elle transforme (BB’) en la droite passant par
C et paralléle a (BB') donc en (CC").

Elle conserve la droite (47). Elle transforme
donc B’ en C’. Concluez.

Méthode 2

On peut utiliser, pour résoudre cet exercice, la
projection orthogonale sur la droite (AF),
application qui conserve la propriété
«milieu». Ainsi le milieu J de [BC] se projette
au milieu de [B'C"]; puisque / est sur (A7), il
est invariant par cette projection.

| est donc le milieu de [BC] et de [B'C’].
Concluez.

16. 1° Utilisez la rotation r de centre A et
nt
‘angle —.
d'angle 3
Puisque AD = AB et (4D, 4B ) = '5' #(D) = B.

De méme : r(C)=E.
On déduit alors que :

DC = BE et (DC, BE )=~

2° Le milieu / de [DC] a pour image par r
le milieu J de [BE]. Concluez

19. Soit  la rotation de centre O et d'angle
g. Montrez que (4J) est une hauteur du

triangle AEF.

Pour cela, montrez que :
r(4)=8, r(B)=C,
r()=J.

Déduisez alors : (AI) L(BJ) puis udlisez la
propriété (EJ) L(AF).

Le point J est I'orthocentre du triangle AEF et
donc (4J) L(EF).

22. Dans chaque cas figure [identité du
plan, nous ne la rappellerons pas.

1° Symétrie de centre /, milieu de [4B].
Réflexion d’axe (4B).

Réflexion d’axe (4), médiamice de [4B].

20 Réflexion d'axe (4), médiamrice de [BC).
3° Toute rotation de centre O centre du cercle
(donc la symétrie de centre Q).

Toute réflexion ayant pour axe ume droite
passant par 0.

4° Le rectangle est not¢ ABCD.

Symétrie de centre le centre du rectangle.
Réflexions ayant pour axes les médiamces de
[AB] et [BC].

5¢ Le losange est noté ABCD, son centre O.
Symétrie de centre 0. Réflexions d’axes (AC)
et (BD).

6° Le pentagone est noté ABCDE, son centre

r(C)=D.

0. Les mt..mom de centre O et d'angle & 2
avec k€11, 2,3, 4}.

Les réflexions d'axes les médiatrices des cdtes
(48], [BC), (CD), [DE], [EA].

L'hexagone est not¢ ABCDEF, son L\anm:

0. Les rotations de centre O et d'angle k =
avec k €141, 2, 3,4, 5}.

Les reflexions d'axes (04), (0OB), (OC) et les
médiatrices de [4B], [BC], [CD].

25. Tracez la droite (D') passant par I et
paralléle a (D). Dans le demi-plan de frontiére
(D') et ne contenant pas (D), construisez un
segment [4,B, ] tel que 4, B, = i.
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Tracez le cercle (C) passant par 4, et B, et
tangent & (D). 1l coupe (D) en deux points J
et K. Tracez I'image (C') de (C) par la trans-
lation de vecteur JI (ou K7). Vérificz que (C')
est un cercle solution.

Remarque 1 : tout segment [4, B, ] ainsi cons-
truit conduit & deux cercles (¢') solutions.

Remarque 2 : il est possible de résoudre ce
probleme sans utiliser d'isométrie.

28. Projetez orthogonalement A et B en A’
et B' sur (4).

Soit i le vecteur directeur de (4), de méme
sens que A'B’, de norme ¢

Construisez B,, image de B par la trans-
lation de vecteur - ii(B,B =1i). Alors CDBB,
est un parallélogramme et le minimum de
AC+CD + DB est obtenu quand AC + DB,
cest-a-dire 4C + CB,, est minimal,

On retrouve un probléme classique.

Pour obtenir le point C, construisez le symé-
trique B, de B, par rapport a (4); C est
I'intersection de (4B,) et (4).

29. Le triangle ABI est rectangle en / et
isoctle donc I4 =IB et (I4, IB) = sg, avec

£=10u &=~ 1 suivant que le triangle AIB est
direct ou non direct.

Analyse
Si =1 alors B est I'image de A par la

. s
rotation r de centre / et d’angle 3"

Le point B est donc sur la droite (") et
sur I'image par r de la droite ().

Synthése

Construisez r(9). Notez B un point commun
a (D) et r(D) (point dont I'existence est a
étudier dans une discussion).

Construisez le point 4, antécédent de B par r.
Prouvez que ABJ est rectangle isocéle et que A
est un point de (D).

Discussion

Pour =1, le probléme admet zéro, une ou
une infinité de solutions suivant que r(D) et
(9') sont strictement paralléles, sécantes ou
confondues.

Conclusions analogues pour e=- 1.

32. Choisissez 4 sur (4). Construisez
I'image () de (I') par la réflexion d’axe (4).
Justifiez que C est un point commun a () et
).

Reprenez alors, pour chaque point A choisi,
une étude analogue a celle de I'exercice 29,

36. Appelez O le milieu de [AC], O' le
milieu de [4/], 0" le milieu de [/C].

L'aire de ABC est la somme des aires de AH],
IHBF, IFC. L'aire de ACD est la somme des
aires de AEl, IEDK, IKC.

Les triangles ABC et ACD sont symétriques
par rapport a 0, ils ont donc la méme aire,
Comparez les aires des triangles AH/ et AEI
d'une part, /FC et ICK d’autre part. Concluez.

40. 1° Question préliminaire,
Utilisez les égalités suivantes, égalités que vous
justifierez :

AB DB'DB CA’CA 4B’

et le fait que / est intérieur au trapéze donc
entre J et K.

2° @) L'image de (DM) par T est la droite

passant par T(D), donc H, et paralléle a
(DM).

Or (DM) et (CH) sont paralléles donc :
T((DM)) = (CH).

De méme, T((DN)) = (BH).

L'image de DMN par T'est HM'N' avec :
M'=T(M) e NETN)

b) Justificz que M' image de M par T est un
point de (HC) et que, de méme, N’ est un
point de (BH).

Dans le trapéze BM'N'C, les diagonales
(BN') et (CM’) se coupent en I la droite
(DH), paralltle & (BM'), coupe (BC) en D
et (M'N') en K,

D'aprts 10 2 DI = JTK,

¢) Puisque HK = DH, T(H) =K.

Ainsi : H=T"'Y(K), M=T-'"(M"),
N=T-"(N') et K, M, N sont alignés
donc M, N, H sont alignés; la droite (MN)
passe par H.

lN'
A
X N
My
H
M
B b c

7. DEPLACEMENTS

QCM. 14 2c 3cC 4c
5BC. 6B

7. Dans chacun des exemples proposés,
Iidentité du plan est solution. Nous n’énon-
cons donc que les autres déplacements.

1° La symétrie de centre le milieu de [4B).
(Pensez que I'isobarycentre des points A et
B est fix¢ par tout déplacement conservant
(4B])

2¢ Pas d'autre déplacement.

3° Le centre O du cercle étant fixé par le
déplacement cherché, il n’y a pas d'autre trans-
lation que I'identité du plan.

Les rotations de centre O sont toutes solu-
tions.

4° La symétric de centre le centre du rec-
tangle.

5° La symétric de centre le centre du losange.

9. Par définition de r* :

Al=AD et (4), AD) =« (2n).

Daprés les propriétés des rotations, donc de r,
Al=BC et (4, BC)=u« (2n).

Ainsi :

AD=BC e (4D, BC)=0 (2n),

donc  AD = BC; ABCD est un parallélo-
gramme.

11. 1° a) f(K) = K. (Justifiez que :
I_(7=%E? donc T(K)=1/,

puis que  [J=IK et (IJ, I_A’)=§
donc R(J)=K.)

D'aprés ce qui précede :
gly=T(R(U)) =T(K)=J.

h) [ est un déplacement.
Si M et N sont deux points d'images M"
ct N’ par T et M" et N” par £, alors :

(MN, M"N')=0 (2n)
et (MN', M”—N'”)*; (27),
donc (WM"N”F; (2m),

MN+M"N".

|
§

J est donc une rotation, d'angle ;
centre est K.
Pour g : rotation de centre J, d’angle -;r
2° a) f~! est la rotation de centre K et
4
d’angle ——.
¢l 2
gof~ ! est une translation.
b gof '(A)=g()=C. _
g est la translation de vecteur AC.
¢) Le schéma :

F gef}

visualise les égalités :

My=gM), My=g(f'(M)).

M, =gof~'(M,),

desquelles on déduit que MM, = AC et donc
que ACM,M, est un parallélogramme.

12. 1° P est un point commun 2 la média-
trice de [AC] et 4 un demi-cercle d’extrémités
A et C. Ces deux courbes ont un point
commun et un seul.

2° a) rp(d) = C, 5,.(C) = B, ry(B) = 4 donc
fd)=A. .

/f est un déplacement qui fixe un point, c'est
une rotation. Or la somme des angles des trois
rotations 7p, 5, o @t 0 donc £ est l'identté
du plan.

b) Posez P'=s, (P). Puisque f(P)=P,
ro(P) =P Le triangle PQP" est rectangle en
Q et isocele. Or A" est le milieu de (PP'] done
POA’" est rectangle en A’ et isocele.

15. (.TE,.T(‘)=2, (BC. B‘A‘)Js‘_
(Vous pouvez caleuler cos (4B, AC), égal &
AB - aC
ABx AC’
dét(48, AC)
ABxAC
Remarque :(CA, CB) = ’;‘

et sin(A4B, AC), égal a

Rénnnses ally avarrienr 1Ccn
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2° a) Ry =54\ 05 uay»

Ry = 54805 (cny-
donc  R,OR, =54c)08(cp = Ric, ny:
T est la symétrie de centre C.

2
b) T est un déplacement. De %4- T" =mon

déduit que T est une rotation, et méme une
symétrie centrale.
T(B)=R\0R,(B) = R,(B) = B";
B’ est tel que :
AB=4B" o (4B, AF) = 2(4¥, AC).
Le triangle 4BB’ est équilatéral avee (4 C) bis-
sectrice de l'angle A et hauteur issue de 4.
Ainsi B' est le symétique de B par rapport
aC
T est la symétrie de centre C.
Remargue. Avec les nombres complexes on
peut éerire

Ry R
M(@) — My(z) — M,(z)

.

L-zg=e 3@-z5)
“-e ( -z,
Apns remplacement de z, par 6, de z, par

. (2 1 .V3 2l
3+1\/§, dee’par5+iTctdee 3 par
1.V .
-5+17, puis réduction, on obtient :

+
zy=-z+6 etdonc Z'Tz=3,

égalit¢ qui prouve que C est le milieu de
[MM,] et donc que R,OR, est la symétric de
centre C.

17. Utilisons I'hypothése supplémentaire
SN |
(4B, AC) = 5 qui correspond au cas de figure

ci-dessous.
C
> 0
o= =M
\l‘
-
A ‘:‘ B

APMQ est un rectangle donc AQ = PM.
BMP est un triangle rectangle en P et isocéle

(E . g) donc PM = PB. Ainsi AQ = BP el

AQ # BP. 1l existe donc une rotation r trans-
formant 4 en B et Q en P.

D’aprés le choix de M :

(40, BP) =(4C, BA)=(4C, 4B) +

(40, ﬁ)=§ (2n)
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r est donc la rotation d’angle g transformant
A en B. Son centre est donc O (prouvez que
(04, (ﬁi)=g et 0A=0B)

De  r(Q)=P on déduit alors que :
00=0r o (07, 0PF)- ’2'

Concluez.

20, 1° OM=0'M" ot OM + O"M'. Ceci

prouve l'existence d'une rotation r transfor-
mant @ en Q' et Men M,

7t
roest ln rolation de centre B, d'angle - =

2
((ﬁ)’lﬁ)’)~~(/ib'/td)———
el BO=BO").
2 (e)=C,

r(BM')=(BM) car (BM)L(BM'),
donc r({B,N}))={B,N'}.

Or r(B)=B et rest une bijection donc
r(N)=N".

24. 1° La rotation r de centre O et d’angle
g transforme 4 en B et B en C. I, barycentre

de (4, 3), (B, 1) est transformé en J, barycentre
de (B,3), (C, 1).

(Interprétez, en termes de barycentre, les éga-
lités :

—

- =-§n,m+m).)

'
4
Ainsi OI'=0J; la médiatrice de [IJ] passe
par 0.

T
2° Soit 7' la rotation de centre K ct d’angle 2

r'(B)=1 Posons r'(J)=J".

J' est tel que BJ = 1J"et (BJ, 1.7')=g (2m).
BJ=IA et (B], I4) = (BT, B4) - ’;' n).

Par suite :
=14 et (I41)=0 (2n),
donc H'=IA, J=4

De r (J) = A on déduit que KJA est rectangle
en K et isocele.

26. Méthode analytique
Dans un repére orthonormal direct (0, é,, é)
les points 4, B, C, A', B', C', U, ¥, W ont

pour affixes respectives 2, Zg, w Zjy-
LT

[ g
Démontrez que  z,-zy=¢ *(z,~2,) o}
e=] ou e=-1
Pour cela, écrivez :

8 |—
z,=e%z,; zp=elzy..

! i3
zu‘i(’,{'*Zu):E ez tzy)

de méme pour z et z,,.
Alors :

n
i=
z,,—zu=5(c 3 (zc—ZA)HA-z,,).

X
- = - 3 - -
Ty (° -2t z,).

Vérifiez alors que :

™
i-
2y - z,=¢ 3 (z,— zy) et concluez.

8. SIMILITUDES

QCM.1C 2C 34 435
5 BD.

L1027 =(V2+iVa)2
'=_[(\/§+|)z 19+3V3-i(3-V3)).

13. a) Similitude directe de centre d’affixe

V3

V3 :
2—3——1—3—, de rapport 2 et d'angle -;.

b) Similitude directe de centre d'affixe 3 + 2i,
de rapport Vaet d’angle %‘ .

g b . 1 3.
¢) Similitude directe de centre d’affixe 375k

de rapport 2 et d’angle g

d) Rotation de centre d'affixe — _jz *iet
n
d’angle —.
3
18. Deux cas : soit e centre de gravité G est
2
I'image de A par la similitude de rapport =, de
3
centre B et d’angle 2, soit C est I'image de A
2
par la similitude de rapport =, de centre B et
2

b1
d’angle - —.

g 6
Deux solutions :

_8—‘/5_1«‘-2\/3,

26_3 3 L

4-V3 1-2V3,
ou ZG=T+TI.

20. 1° Laffixe de G est égale a :
(%)(l +ke'?) x affixe de M.

Si s n'est pas une homothétie alors 9 n'est pas
un multiple de m, donc :

(%)(1 +keld) #0;

G est alors l'image de M par la similitude
directe d'équation complexe :

:'=G)(l +ke')z,

qQui ne dépend que de s.
2°a) Qubien M=0=M"; ou bien :

oM'=oMV2 e (OH 07,!')'=’—' (2n)

et le triangle OMM' est rectangle en M et
isoctle,

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

L+ke? 2+i V5
=-—n—— avec :

3 3 3

cos 0’=--i et sin 0'-L;
s Vs

'=0,5 rad, a 0,1 rad, preés,

22: 1°g=(1-a)a+ ah.
2° a) Evident par : MN = OP.
byntg=m+p ¢ (I-a)b+d)+afa+c)
=(l-a)a+c)+ab+d)
ntg=m+p & (1-2a)a+c-b-d)=0.

ntqg=m+p & a-% ou a+c=b+d

3° MNPQ cst un parallélogramme d’aprés 2°.
Onal-e=-ix dou:
i(p=9)=oa(d-a)+ix(a-b).

Or atc=b+d,
ip=-q)=a(c-b)-ie(b-a)=m-gq.
On en déduit que MNPQ est un carré,

d’ol :

30. 1° G est I'image de B par la simili-
V3

tude directe S de centre 4, de rapport 3 et
n
d’ -,
angle P

Si A ¢ (€), alors le licu de G est le cercle (C'),
image de (C) par S.

Si A€ (), alors le lieu de G est (C') privé
de A,

2° G est I'image de # par la similitude directe
2

S’ de centre A4, de rapport g 3 et d'angle ;

Si A& (D), alors le lieu de G est la droite

(9'), image de (2) par S’.

Si A € (D), alors le lieu de G est (9') privée
de A.

V2
34- 1 a) S(A,T,Z .

b) m-a=’—;—i(b—a),

1+i 1-i
"ol = b+ —a.
doi: m 3 b 2

d) L'affixe de I'isobarycentre est :

a+bh+c+d

, donc cest 0.

4

D) zg=mT+p=%(a+b+c+d)

dea+b+c+d=0,onﬁmk=i—b2 1

2° a)

car
b) En
m+n

+%i(b—a+d—t);
+d

z/"’/’%(“*‘)*%(b*d)ﬂ)
a+b+c+d=0.

utilisant :

+p+g=0,

on trouve : O milieu de [KL].

Donc
De

0K =
d'ou :

JKJL est un parallélogramme.

zy = iz, on déduit :
0J et (0K)L(0J),
TKJL est un carré de centre O.
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AMN

EMATIC

Enseignement de spécialité

Cet enseignement a pour objectif d'approfondir et de développer certains des paragraphes déja étudiés dans I'enseignement

obligatoire.

ANALYSE

Fonctions numériques : étude locale et globale

Convergence des suites monotones :
Toute suite croissante majorée converge.

On dispose d'un énoncé analogue pour les suites décroissantes.

Travaux pratiques

Exemples d’emploi de majorations et d’encadrements d’une
fonction par des fonctions plus simples (recherche de valeurs
approchées en un point, recherche de limites...). Exemples
d’emploi d'inégalités sur les dérivées pour I’obtention de telles
majorations.

Etude du comportement de suites de la forme
(encadrement, monotonie, limite).

u,=f(n)

Exemples d’étude du comportement de suites définies par une
relation  u,,,=/f(u,) et une condition initiale.

Exemples d’emploi de suites pour I'approximation d'un nombre.

Calcul intégral

Exemples d’encadrement d'une intégrale au moyen d'un enca-
drement de la fonction a intégrer; exemples d'applications a
I'obtention d’encadrements d’une fonction.

ALGEBRE ET GEOMETRIE

Nombres complexes

Transformation de @ cos 0 - b sin 0, ou a et b sont réels.
Conversion de produits trigonométriques en sommes et de
sommes en produits.

Racines nitmes de |'unité ; interprétation géométrique.

Calcul vectoriel et géométrie

Pour tous les probléemes de majoration, d’encadrement et
d’approximation des fonctions, des indications doivent étre
données sur la méthode & suivre. L'exploitation, sur des exemples
simples tels que e, In(1 +x), sin x, du théoréme sur le sens de
variation, appliqué aux dérivées d’ordre convenable d’une fonc-
tion auxiliaire, constitue un outil intéressant. Cependant aucun
énoncé sur les majorations tayloriennes n’est au programme, et
il n'y a pas de catalogue de situations classiques & mémoriser.

Certaines études de comportement asymptotique mettent en jeu
des formes indéterminées : on se limitera & des exemples simples
et, en dehors des cas figurant explicitement au programme
(comparaison des suites de références), des indications doivent
¢tre fournies sur la méthode a suivre.

Toute ¢tude de ce type de suite devra comporter des indi-
cations sui la méthode a suivre.

Sur les cxemples ¢tudiés on mettra en évidence différentes
capes @ constroction d'un algorithme d’approximation au moyen
d'une suite, wiede de cette suite, obtention de la précision visée.

On se limnera a des exemples trés simples et des indications
pour I'encadrement de la fonction a intégrer doivent étre fournies.

Les éléves doivent savoir en déduire les solutions de I’équation
z,=a, ou a est mis sous forme trigonométrique. Aucune
connaissance n'est exigible sur les méthodes de résolution
algébrique, méme si  n = 2.

L'objectif est d’enrichir les applications géométriques du calcul vectoriel et des nombres complexes.

Travaux pratiques

Exemples de recherche de lieux géométriques dans le plan
(conditions de distances et d’angles, lignes de niveau, points liés
a une configuration mobile).

Réduction et lignes de niveau de Lo, MA}; cas de deux points :

. MA
lignes' de niveau de W'
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Pour les lignes de niveau, on exploitera notamment des situations
issues des sciences physiques.

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Ensemble des points M du plan (ely que
modulo m, ou modulo 2,

(MA, MB) = Les ¢loves doivent connaitre Tn condition de cocyelicité de quatre

points qui en résulte,

Exemple demploi des nombres complexes pour I'étude d'une

: ; Les ¢ldves dolvent savoir déterminer 'alTixe d'un barycontre,
configuration plane,

dviluer un angle & 'nide de Pargument d'un quotient et traduire
l'orthogonnlite ou ln colinénrité de deux vectours, Toute autre
formulation de propri¢tés péométriques o 'aide des nombres
complexes doit faire 'objet d'indications,

Courbes planes

L'introduction de quelques notiony sur lex courbes paramdtedes est motivde par l'dtude de situations géomdiriques,
mccaniques ou physiques : on ¢vitera done de multiplier les exemples posds a prior, On se gardera aussi de toute
technicité; en particulior I'étude des branches infinies et des points ot le vectenr ddrivd s'annule, la recherche des points
multiples et l'emploi de coordonndey polaires yont hors programme, Pour l'obtention de périodicité et de symétries, toutes les
indications utiley doivent ¢tre fournies. '

a) Notions sur les courbes paramétrdes du plan

Courbe définie en repere orthonormal par :

(= OM @) =x@) T +y@)J.

Vecteur dérivé, interprétation cinématique (vecteur vitesse), tan-
gente.

L'¢ude des fonctions vectorielles  (limites, continuité, calcul
diltérenticl...) est hors programme, Le vecteur dérivé est défini par
ses coordonnées x' (1), ' (1) 5 pour la notion de tangente on se
limitera au cas ol ce vecteur n'est pas nul, Les éleves doivent
suvoir dresser un tableau de variations coordonnées des fonctions
xet p et Patiliser pour le tracé de la courbe,

b) Coniques

Définition par foyer et directrice (lignes de niveau du rapport La génération bifocale de Pellipse et de I'hyperbole pourra faire

MF L . I'objet d'une activité, mais aucune connaissance n'est exigible d
——), excentricité ; équation cartésienne dans un repére ortho- sdves | s
Y7 R N ! I éléves & ce propos.

normal adapté, équation réduite :
conique a centre.

Mise en place d'une parabole ou d'une conique & centre & partir
d'une équation de la forme  y?=2px  ou ax?+ fyr=yp,

cas d'un parabole, cas d'une

Représentation  paramétrique 1t~ (acost bsint) d'une
ellipse. Projection d'un cercle sur un plan.

Les éléves doivent connaitre le lien que cette représentation
permet d’établir entre le cercle et 'ellipse par affinité orthogonale
plane. Mis & part ce cas, aucune connaissance sur I'aflinité n'est
exigible.

Travaux pratiques
Exemples simples de courbes paramdtrces du plan,
Exemples d'obtention et d'emploi de représentations parameé-
triques de coniques (détermination de la tangente en un point...).

Mis & part le paramétrage ¢+~ (@ cos t, bsint) de lellipse,
aucune connaissance spécifique n’est exigible des éléves sur les
paramétrages des coniques.

Exemples d'étude de situations issues de la géométrie, de la

mécanique et de la physique menant & des coniques.

Transformations et configurations du plan

1l s'agit d’approfondir et de réorganiser les acquis des classes antérieures dans le cadre des isométries et des déplacements,
grdce a une étude plus systématique de la composition des transformations et de leur effet sur les configurations. Il ne
convient donc pas de reprendre I'étude des isomélries a partir de zéro : on s'appuiera sur les résultats acquis antérieurement
concernant les translations, les réflexions et les rotations. Le programme comporte aussi quelques notions sur les similitudes
directes ; les objectifs sont trés modestes : on se borne a exploiter leur écriture complexe.

a) Isométries du plan (bijections conservant la distance).
La composée de deux isométries est une isométrie, la réciproque
d’une isométrie est une isométrie.

Décomposition d’une translation ou d’une rotation en produit de
deux réflexions.

Toute isométrie fixant un point O est, soit une réflexion, soit une
rotation.

Etant donné un point O, une isométrie / se décompose de
maniére unique en  f=r0w, ou u est une isométrie fixant O et
f une translation.

Conservation du produit scalaire par une isométrie.

Déplacements (isométries conservant les angles orientés) : com-
posée de deux déplacements, réciproque d'un déplacement.
Tout déplacement est soit une translation, soit une rotation.

Etant donné des points 4, B, 4, B' telsque  A'B'=AB + 0, il
existe un déplacement et un seul transformant A en 4', Ben B'.

En s'appuyant sur les exemples étudiés en Premidre, on observera
que la conservation de la distance est valable non seulement pour
les réflexions, les translations et les rotations, mais aussi pour leur
composées, ce qui améne A introduire les isométries.

Les éldves doivent connaitre et savoir utiliser le fait que les
isométries transforment les droites en droites, les cercles en
cercles, les coniques en coniques, le parallélisme et le contact
étant conservés; il en est de méme pour leur eftet sur les
barycentres, les angles et les aires,

La notion d’antidéplacement est hors programme.

Les ¢léves doivent savoir déterminer ce déplacement et, dans le
cas d'une rotation, construire son centre.
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b) Notions sur les similitudes directes du plan

Composée d'une homothétie de rapport positif et d’une rotation
de méme centre : effet sur les distances, conservation des angles
orientés.

Ecriture complexe.

Similitudes directes (bijections transformant les distances dans un
rapport donné et conservant les angles orientés).

Ecriture complexe z+ az+b.  Application a4 I'obtention
d’une forme réduite : rapport, centre ct angle d'une similitude
directe quand a # 1, c'est-a-dire quand elle n'est pas une trans-
lation.

L'étude générale des similitudes (bijections transformant les
distances dans un rapport donné) est hors programme. Il en est
de méme pour la composition des similitudes directes.

Les éléves doivent savoir que les similitudes directes transforment
les droites en droites, les cercles en cercles, les coniques en
coniques, le parallélisme ou le contact étant conservés. Ils doivent
connaitre leur effet sur les barycentres et les aires.

Travaux pratiques

Exemples d'emploi des transformations planes pour I'étude de
configurations et de lieux géométriques.

Exemples d'étude des isométries laissant invariante une configu-
ration du plan.

Exemples de recherche et d’emploi d'isométries ou d’homothéties
planes transformant une configuration donnée en une autre
(segments, triangles, rectangles, cercles...).

Des indications doivent étre fournies sur la transformation a
utiliser ; en outre, pour I'emploi de similitudes directes, on se
limitera a quelques exemples trés simples.

La recherche de similitudes directes transformant une configu-
ration en une autre n’est pas un objectif du programme.
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