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AVANT-

PROPOS

Ce manuel trafte le nouvenn pro:
gramme de Penseignement de
specialitd de tn clse de Termi
nale Scientitique applicable o ln
renteee 1004 (WOHN/ 0™ 7 du
O7-07-04),

Gomme pour e manuel de
'ensetgnement oligntofre, i o't
de bien davantage que d'une nou-
velle ddition revue et corrigée un
effort particulier a ¢té faity tant
dany le domaine pédagogique
que dans la présentation maté-
vielle, pour rendre 'ensemble
encore plus clair et plus acces-
sible, et de nombreux exercices
ont &té renouvelés ou adaptés.
Toutes les innovations pédago-
giques développées dans le tome
Obligatoire sont reconduites, en
particulier la page DES IDEES,
DES REFLEXES.

(5utre les probléemes proposts
dans chaque chapitre, uce
velle partie PROBLE -
SYNTHESE, en fin o
propose vingt-huit prot
d’entrainement et d'ap
fondissement, reliant les connais-
sances de plusieurs chapitres ; les
thémes abordés sont précisés en
téte d’énoncé.

Nous avons choisi de commencer
par le chapitre Déplacements-
Isométries suivi du chapitre
Courbes paramétrées parce
que chacun d’eux peut étre
abordé avec les seules connais-
sances acquises en classe de
Premiére.

© Editions Nathan 1994 - ISBN 2-09-172178-6

Lew Compléments d’Analyse
sont regroupés dans un chapitre
unique (le 7) mais dont la struc-
(Lre est prévie pour que ces corm-
pléments puissent étre traités en
plugicurs Etapes dans 'année.

D'avance, nous remercions les
collégues qui voudraient bien
nous faire part de leurs
remargues,

Les Autenrs

COIN - COULEUR

Ces encadrés contiennent |
énonceés des définitions.

Ces encadrés contiennent |
énoncés des théorémes, d
propriétés, ou des résultats.

I Démonstrations ou justificatio
balisées par un filet rouge vertic

ﬁi“": A Mot ou résultat important.
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Cc chapitre peut étre traité
avec les seuls outils de la classe
de Premiére, ¢’est la raison pour
laquelle il débute le manuel de
spécialité. Les problémes de
lieux géométriques seront plug
particuliérement étudiés au cha-
pitre 4, et I’utilisation des nom-
bres complexes en géométrie
sera exploitée au chapitre 3.
L’objet de ce chapitre est d’abord
de déterminer toutes les trans-
formations appelées déplace-
ments, qui conservent la dis-
tance et les angles orientés. L2
résultat, a prior surprenant, est
que seules les translatons et les
rotations possedent ces deux pro-
priétés. Ensuite, nous dérermi-
nerons toutes les ransformatons
appelées isométries, qui
conservent la distance seule-
ment. Le résultat est que les
seules transformations qui
conservent la distance sont celles
que nous connaissons deja, les
réflexions, les translatons, les
rotations, et leurs composees.
Nous érudierons donc les com-

posées de ces trois transfor-

mations.
Wl Pour prendre un bon départ 5
E Cours . 7
;’ Exercices résolus 16
z{ Travaux pratiques d’application 19
o; Des idées, des réflexes 25
| Exercices er problémes 26
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-1 » TRANSFORMATIONS USUELLES
P> 1. Définitions et propriétés spécifiques

Translations

* La translation de vecteur u associe 4 chaque point M le point M’
tel que MM’ = .

» Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N par la trans-

laton, M'N’' = MN

Homothéties

* L’homothétie de centre O et de rapport k(k # 0) associe a chaque
point M le point M’ tel que OM' = k OM.

* Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par

homothétie, M'N' =k MN |

On en déduit M'N’ = | k | x MN.

Réflexions

La réflexion par rapport a la droite d associe :

— 4 chaque point M extérieur a d, le point M’ tel que d soit la
meédiatrice de [MM'] ;

—a chaque point M de d, le point M lui-méme.

Rotations
» La rotation de centre O et d’angle 6 laisse O invariant et associe
a chaque point M, distinct de O, le point M’ tel que :
OM’' = OM et (OM, OM') = 6.
* Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N',

(MN, M'N’) =0 et M'N’ = MN

P 2. Propriétés communes

1. Ces quatre transformations transforment les droites en droites, les segments en segments,

les cercles en cercles, les parallélogrammes en parallélogrammes.

POUR

PRENDRE

UN BON
DEPART

o

M M

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES 5
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6

2. Conservation ; Dans ce tableau, imnge d'un point A (tesp. B, ) est notée A’ (resp. B', )
et le rond noir indique que la transformation considérée conserve la propriété énoncée

Théoréme 1

Théoréme 2

Le vecteur de cette translation est 2A A,

d, et d, sont deux droites sécantes en O. Alors
s, ° 8, estlarotation de centre O et d’angle
2(6‘7\.,, (T&;) ou A, est un point quelconque de 4, et
A, un point quelconque de d,, distincts de O.

La composée s, ° s, dedeux réflexions d’axes paral-
léles est une translation.

* Les homothéties, ne conservant pas la distance, ne conservent pas les aires.
* Les réflexions transforment un angle orienté en son opposé.

=2« COMPOSITION DE DEUX REFLEXIONS

La notation s, désigne la réflexion par rapport a la droite d.

P> 1. Composée de deux réflexions d’axes sécants

Dire qu'une —1 " X
transformation signifie que : m“g:' ':h"""" tie | Péfloxion | Rotation
conserve ; I
le paraliélisme les images
de deux droltes paralléles . . . o |
sont deux droites paralléles
l'orthogonalité les images
de deux droites perpendiculaires . . ) 5
sont deux droites perpendiculaires
les angles orientés (A'B", AC') = (AB, AC) o . o
s < RET - A8C S R B
la distance A'B'=AB [ s °
ie contact les images de deux lignes tangentes & P & .
sont deux lignes tangentes
REMARQUES :

P 2. Composée de deux réflexions d’axes paralleéles

d| ,‘\'.7
A P—o .41'/\2
-m m'i
' rV‘.lT N’.‘n
o —»
MM, = 2 A, A,

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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1 GENERALITES
e SUR LES TRANSFORMATIONS DU PLAN

EEXI Définitions

» Dire qu'une application fdu plan dans lui-méme est  bijeetive  signifie que tout
pomt N est image par /d'un point M et d'un seul.

* Une application bijective du plan dans lui-méme est appelée  transformation
du plan.

EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLE :

» Les translations, les réflexions, les homothéties, les rotations sont des transformations.
» La projection sur une droite n’est pas une transformation : deux points distincts
peuvent avoir le méme projeté.

On appelle identité, et on note Id, la transformation qui a chaque point

M associe le point M lui-méme : Id(M) =M , pour tout M.

Egalité de deux transformations f et g

Dire que f=g signifie que pour tout point M, f(M)=g(M) .

Réciproque d’une transformation

1. Lorsque fest une transformation, a chaque point

N on peut associer le point M tel que f(M) =N. On f

définit ainsi une transformation, dite réciproque FT N
de f, et notée f-! . b

N=f(M) équivauta M=f-'(N) .

2. Réciproques des transformations usuelles
Les résultats suivants ont été vus en classe de Premiére.

r est la rotation de centre O, r-! est la rotation de centre O,
d’angle 0 d’angle -0

t estla translation de vecteur u - estla translation de vecteur =g

s est une réflexion s~l=s

h est 'homothétie de centre O, h=! est 'homothétie de centre O,

de rapport k

1
le ra t —
de rappor A

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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BBl Composée de transformations

fet g étant deux transformations, In transformation g o f est définic par :

®NHM) =g (f(M)) pour tout point M.

La transformation fo g est définie par (fo ) (M) = f(¢(M)), pour tout point M
En général, gof# fog.

Par itération, on définit la composée de trois transformations ct plus, Ains
fogeh estla transformation fo(goh), et c’est aussi la transformation (f> g) = /.

1. Des résultats utiles
1, g et h sont trois transformations quelconques.
« 11 est immédiat de vérifier que :

fof-l=f-lof=1d et fold=f=Idef .
*Si h=fog ,alors f=hog-, g=f"'oh .

En effet, de 7 =fo g, nous déduisons hog-!' = fogog-!.
Or, gog-'=1d et feld=f, donc hog-'=f
De I’égalité h =fo g, nous pouvons déduire aussi: f~loh=f"lofog =g

*Si feg=Id , alors e, R s

En effet, de fo g =1d, nous déduisons f~'ofog=f"lold; d'ou g=f"".
On verrait de méme que g-!' = f.

2. Propriétés de g < f, héritées des propriétés communes a feta g

Si f et g transforment les droites en droites, les cercles en cercles, alors
il en est de méme de go f.

En effet, f transforme une droite d quelconque en une droite d,, ¢ transforme
d, en une droite d'. Or d' est I'image de d par g f (pour obtenir I'image
de d par g o f, on prend I'image d, de d par f, puis I'image d' de d, par g).
D’ou le résultat,

Dans le cas des cercles, la preuve serait analogue.

Si f et g conservent la distance, les angles (orientés ou géometriques), le
parallélisme, I'orthogonalité, le barycentre, les aires, alors il en est de méme
degof.

En effer, f transforme deux points quelconques A, B en deux points A, B,,
tels que A B, = AB; g ransforme A, B, en deux points A', B, tels que
A'B'= A B,. Donc A'B' = AB. Or A’ et B’ sont les images respectives
deActBpargef (A =g(A) =g(f(A)) =g f(A). Donc go fconserve
la distance.

Les autres assertions se démontreraient de maniére analogue.
1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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2. DEPLACEMENTS

[ OLEINEDUION U | Un déplacement est une transformation qui- conserve |a distance
et les angles  orlentés |

EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLE :

* L'identité, les translations, les rotations sont des déplacements,

* Une réflexion n’est pas un déplacement car elle « transforme un angle orienté en
$ON Oppose »,

Composition de deux déplacements

[ THEOREME 1| sj f et g sont deux déplacements, alors gof et fog sontdes

déplacements .

Nous avons dit au paragraphe 1.4 que si deux transformations fet g conser-
vent la distance et les angles orientés, il en est de méme de fogetg= /.
Or un déplacement est une transformation, d’ou I’assertion.

Egalité de deux déplacements

Nous allons voir que pour que deux déplacements f et g soient égaux, il suffit qu'ils
coincident en deux points distincts.

L _THEOREME 2 | fet g sont deux déplacements tels que pour deux points distincts
AetB, f(A)=g(A) et f(B)=g(B) .Alors f=g .

Notons A’ et B' les images respectives de B
AetBparfetg.

(A’ =f(A) = g(A), B' =f(B) = ¢(B)).

M étant un point distinct de A, notons M,
son image par fet M, son image par g. Puisque A \

f et g sont des déplacements, f et g conser- R 3
vent les distances et les angles orientés, Y
donc: M

A'M, =AM et (AR, A'M,) = (AB, AM) = b
A'M,=AM et (A'B’, A'M,) = (AB, AM) = 0.
Dou: A'M, =A'M, et (A'B’,A'M) = (A'B', A'M,).
Ces deux égalités prouvent que M, = M,.
Ainsi pour tout M, f(M) = g(M), donc f=g.

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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Déplacements transformant un segment donné
en un autre segment donné, de méme longueur

L ORi AL

' Note

Ce théoreme per-
mettra de dire par
exemple, au cours
d'une demonstration,
« considérons la trans-
lation ou la rotation qui
transforme Aen A’ et
Ben B’ », sans avoir @
en justifier I'existence.

| Vit donné quatre points A, By A, B els que A 2 Bet A'B' = AR

—— - , . :
vl A = AB il existe une  translation et une seule qui transforine

AcmA' et Ben B

o —~—
vsi A'BT Y AR il existe une  rotation et une seule qui transforme

AenA'ceBen B,

* Deuxiéme cas : A'B’ # AB.

Alors (lTﬁ, P_x-'_ﬁ’) # 0. Posons 0= (A_B., W)
et notons O le point de la médiatrice de [AA'] 5
tel que (-O—A., ﬁ") = 0. La rotation r de centre .-} ?';/
O et d’angle 0 transforme A en A'. i
Posons B, = r(B), alors A'B, = AB = A'B’
et (AB,A'B,) =0 = (AB, A'B).

Donc r(B) = B, =B'. Sir' est une autre rotation qui transforme A en A’
et B en B, alors r = r’ (théoréme 2) car r et »' sont des déplacements.

Nous supposerons A # A’y carsi A=A’, larotation de centre A et d’angle
(AB, A'B’) est la scule (théoréme 2) qui transforme A en A" et B en B,

] r '
* Premier cas : A'B' = AB.

Alors, la translation ¢ de vecteur AA' transforme A en MB
A’ et Ben B'. Si ¢’ est une autre translation telle que ,/ /
'(A) = A’, t'(B) = B', alors ¢ =t' d’aprés le théo- ;,/#9
réme 2, car zet ¢’ sont des déplacements. A

O:‘ j‘//
A

+ Détermination du centre de la rotation qui transforme Aen A’ et Ben B’
On suppose encorc A # A’ (lorsque A = A’ ce centre est le point A).

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES

* Dans tous les cas, le centre O est le point de la médiatrice de [AA]

tel que (OA, OA') = (AB, A'B).

» Lorsque les droites (AA') et (BB') ne sont pas paralléles (fig. 1), le
centre O est Pintersection des médiatrices de [AA'] et de [BB'].
» Lorsque les droites (AA") et (BB') sont paralléles (fig. 2), le centre O

est Iintersection de (AB) et de (A'B").

fig. 1

fig. 2
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EXX] Description des déplacements

L_THEORIATL 4 | Tout déplacement cst solt uric rotation , soit une translation

1 ¢tant un déplacement quelcongue, et A et B deux points distinets quel-
congues, posons A' = f(A), B' = [(B). Alors AB = A'B". [Dapre. e thée-
réme 3,

ou bien il existe une rotation r telle que r(A) = A', r(B) = B, et alors
f=rdaprés le théoréme 2,

ou bien il existe une translation r telle que ((A) = A', t(B) =B, et alors
/=1 roujours d’aprés le théoreme 2. D’ou le résultat annonce.

* Conséquence
Puisque la réciproque d’une translation est une translation, que la réciproque d’une
rotation ¢st une rotation, il résulte du théoréme 4 que :

La réciproque d’un déplacement est un déplacement.

REMARQUE : Ce résultat peut se démontrer directement par retour aux définitions c’une
transformation réciproque et d’un déplacement.

COMPOSEE DE DEUX ROTATIONS,
e D’'UNE TRANSLATION ET D’'UNE ROTATION

Nous pouvons dire dés maintenant que la composée de deux rotations, ou que la
composée d’une rotation et d’une translation, est nécessairement une translation
ou une rotation. En effet, les rotations et les translations sont des déplacements, or
la composée de deux déplacements est encore un déplacement, donc une transla-
tion ou une rotation. Les théorémes suivants donnent davantage de precision.

EXEl Composée de deux rotations

[ THEOREME 5 | » est une rotation d’angle 0,, 7, une rotation d’angle 8,.
*Lorsque 0, +0,# 0 (modulo2m), r,or, estune rotation dangl
0, +0,

* Lorsque 0,+0,=0 (modulo 2n), r,or, est une translation .

1
En effet, r; ransforme deux points A, B quelcongues en deux points
A, B, tels que (AB, A B) =0, r, transforme A, B, en deux points
! 1 1~ 1 2 1 1
A', B, tels que (A,B,, A'B") = 0,. 1l en résulte par la relation de Chasles
" que (AB,A'B') =0, +0,.
Note Puisque r, o r, est soi o : J
WSQUE r, o rpest so1t une translaton, soit une rotaton, 0n VoIt Jue .
Vous verrez au TP 1, ; 3 o e .
p. 19, comment cons- *81 B+, # 0, les vecteurs AB et A'B’ ne sont pas colinearres, dong
truire le centre de r, o ry est une rotation d’angle 6, + 0,

r,of, . et =
*s1 0, +0,=0, r,or estune translation (car alors A'B" = AB).

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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EBEl Composée d’une translation et d’une rotation

[ THEOREME © | ¢ est une translation et # une rotation d’angle 0, 6 # 0.

Alors tor cstune rotation d’angle 0.

' Note

Si A’ et B' sont les images respectives de deux points A et B quelconques
Vous verrez au TP 3, — . ) ) '
p. 21, comment cons- par tor, alors (AB, A'B’) = 0. Puisque tor est soit une translation, soit
truire le centre de t 1. une rotation, et que 0 # 0, tor estune rotation d’angle 6.

REMARQUE : Nous verrions de méme que r « t est une rotation d’angle 6.

DECOMPOSITION DE DEPLACEMENTS
e EN PRODUITS DE REFLEXIONS

EXRl Cas d’une rotation

[ THEOREME 7 | Toute rotation r de centre O, d’angle 6 peut étre considérée comme lz
composée de deux réflexions d’axes sécants en O, 'une de ces
réflexions pouvant étre arbitrairement choisie.

En effet, choisissons n’importe quelle droite d -
o . M' < -
passant par O, et tragons la droite d’, image o \

de la droite d par la rotation de centre O et 4
! / = B
0 : - ) i L o uN
d’angle i Alors, d’aprés le théoréme 1, rappelé 1y ~.8-"
bk & = d
dans POUR PRENDRE UN BON DEPART, nous =
obtenons r=s, 05,. M

On dit que ’on a décomposé r en produit de deux réflexions.

Cas d’une translation

[ THEOREME 8 | Toute translation z de vecteur « peut étre considérée comme la composée
de deux réflexions dont les axes sont orthogonaux a z, l'une de ces
réflexions pouvant étre arbitrairement choisie.

En effet, choisissons arbitrairement une droite i - d
d orthogonale & u, et tragons la droite d', image _ ?
AR
I

. 1~
de d par la translation de vecteur > u. Alors, d

d’aprés le théoréme 2, rappelé dans POUR
PRENDRE UN BON DEPART, nous obtenons

I=Sd.°SJ.

On dit que ’on a décomposé ¢ en produit de deux réflexions.
1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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e ISOMETRIES

_DEEINITION 2 | On appelle isométrie toute transformation qui- conserve la distance

EXEMPLES :
Les déplacements sont des isométries.
Les réflexions, qui rappelons-le, ne sont pas des déplacements, sont des isométries,

Composée de deux isométries.
Réciproque d’une isométrie

» La composée de deux isométries est une isométrie.
+ La réciproque d’une isométrie est une isométrie.

+ En effet, si deux transformations f et g conser-

=
vent la distance, il en est de méme de fo g et e .
de gof (§ 1.4, p. 8). ‘\___,/"\;.
« Considérons une isométrie f et sa réciproque : Y

f-'. M et N sont deux points quelconques SN
d’images respectives M, et N, par /-1,

Montrons que M|N, = MN ; il en résultera que f~! est une isométrie.
Puisque M, =f~'(M), N, =f-'(N), alors M =f(M)), N =7fN).
Or fest une isométrie, donc MN = M N,.

Description des isométries

Rappelons qu’on appelle point fixe d’une transformation f tout point M tel

que f(M)=M .On dit aussi que M est invariant par f.

L THEOREME 9 |, Uneisométrie fquia trois points fixes A, B, C, non alignés est

I’ identité
2. Une isométrie f, distincte de 'identité, qui a deux points fixes A
et B distincts, est la réflexion d’axe (AB).

3. Une isométric fquia un seul point fixe O, estune rotaton de

centre O, d’angle non nul,

Dans toute la démonstration, 'image par f d’un point noté par une majuscule sera
notée par cette méme majuscule suivie d’un prime (A’ sera 'image de A, ...).

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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* Résultat préliminaire (R,)

fest une isométrie et A un point fixe de f.

M est un point tel que M’ # M.

Alors A est sur la médiatrice de [M'M].

En effet, puisque f est une isométrie et que
A = A', nous obtenons AM' = AM, d’ou le
résultat.

Démonstration du théoréme
1. 8’il existe un point M tel que M’ # M, alors d’aprés (R,), A, B et C sont
tous trois sur la médiatrice de [MM']. Or ceci est impossible puisque A, B et
C ne sont pas alignés. Donc pour tout M, M = M’ = f(M), ‘et f=1d.
2. Puisque f # Id, fne posséde pas trois points invariants non alignés,
donc il existe un point C non situé sur (AB) tel que C’ # C. D’apreés le
préliminaire (R,), A et B sont sur la médiatrice de [CC'], donc C’ est le
symétrique de C par rapport 4 (AB). Notons s la réflexion d’axe (AB). Alors
'isométrie so f a trois points fixes non alignés, c’est donc I’identité. En
effet, (s °f)(A) =s(f(A)) =s(A) = A. Deméme (sof)(B) =B, et
(sof)(C) =5(f(C)) =s(C")=C. De sof=1d, ondéduit f=s"1, et
puisque s~ ! =5, fest la réflexion d’axe (AB).

3. Choisissons un point B distinct de O. Puisque O est le seul point fixe
de f, B' # B, et d’aprés le préliminaire (R,), O est sur la médiatrice d de
[BB']. Notons s la réflexion d’axe d et posons
g=sof. Alors g(0)=5(f(0)) =s(0)=0 et

2(B) = s(f(B)) = s(B') = B. Xé{
Ainsi g est une isométrie qui a au moins / 5
deux points fixes distincts, donc, d’apres le 2.

du théoréme, ou bien g =1d, ou bien g est la réflexion d’axe (OB). Or, de
g=sof, nous déduisons s-'og=s"'osof=Idof=f Dot s-'og=f et
sog=f(cars ! =5). Sigestlidentité, s = f, ce qui est impossible puisque
fn’a qu’un seul point fixe. Donc g est la réflexion d’axe (OB).

B

Ainsi f=s0g estla composée de deux réflexions dont les axes se coupent
en O, donc f est une rotation de centre O (théoréme 1, POUR PRENDRE
UN BON DEPART).

THEOREME 10 | fane donné un point O, toute isométrie f s’écrit de maniére unique

f=tou ,égalité dans laquelle ¢ désigne une translation ct u

une isométrie telle que #(0)=0 .

En effet, notons ¢ la translation de vecteur 00’

(0" =£(0)), etposons u=t"'of. Alors u

est une isométrie, comme composée de p
deux isométries (z ~' est une translation), et ’/‘//"
u(0) =" (f(0)) =t~'(0") = O. Ol
Démontrons I'unicité de 'écriture f =t o u.
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Si f=1"ou', t' étant unc translation et #' une isométrie telle que
w' (0) =0, alors O’ =f{O) =1' (' (0)) =1'(0). Le vecteur de ¢’ est donc
00, dot t1=1" et par suite = ' (eneffety,de tou=1tou', on déduit
t'otou=tlotou'; ort'or=Id,dout u=u").

Toute isométrie / ¢st soit une réflexion, soit la composée de deux
réflexions, soit la composée de trois réflexions.

En effet, / peut étre une réflexion ou, d’apres le théoreme 10, s’écrire
f=tou, etuayant un point fixe :

» soit # est I’identité, ct alors fest une translation, donc la composée de deux
réflexions (théoréme 8) ;

« soit u est une réflexion, et alors f est la composée de trois réflexions ;
* soit # est une rotation d’angle non nul, et alors f= -« est une rotation,
donc la composée de deux réflexions (théoreme 7).

Conséquences : propriétés des isométries

[ PROPRIETES 1 | ¢ Ourre la distance, les isométries conservent :
— ’alignement, le parallélisme, ’orthogonalité ;
— le contact ;
— la mesure des angles géométriques ;
— les aires.

» [es isométries transforment :
— les droites en droites, les segments en segments ;
— les cercles en cercles.

En effet, les réflexions possedent les propriétés énoncées, il en est donc de
méme de leurs composées (paragraphe 1.4). Or toute isométrie est soit une
réflexion, soit une composée de réflexions. D’ou les résultats.

REMARQUE : Isométries et angles orientés

Une réflexion, ainsi que la composée de trois réflexions, changent les angles orientés en leurs
opposés (on dit que ce sont des antidéplacements). La composée de deux réflexions est un
déplacement, donc conserve les angles orientés. Ainsi, toute isométrie, soit conserve les
angles orientés, soit les transforme en leurs opposés.

[ PROPRIETE 2 | Toute isométrie f conserve le produit scalaire.

Dire gu’une isométrie f conserve le produit scalaire signifie que, quels que soient
les points A, B, C, D, d’images respectives A’, B, C’, D', par /,

AB' - C'D' =AB - CD.
Nous savons que A'B' - C'D' = A'B' x C'D' x cos (A'B', C'D")

AB - CD = AB x CD x cos (AB, CD).
Or A'B’' = AB, C'D’ = CD. Enoutre, ou (A'B', C'D') = (AB, CD), ou
(W, 6—5’) = - (/.\—ﬁ, Zﬁi) (voir remarque precedente). Dans les deux
cas, cos (A'B’, C'D') = cos (AB, CD), d’ou A'B'-C'D' = AB - CD.
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[ PROPRIETE 3 | Touteisométric conserve le barycentre.

De maniére générale, dire qu'une transformation conserve le barycentre signifie que
I'image du barycentre d'un systéme de points pondérés est le barycentre des points
images affectés des mémes coefficients.

La démonstration de la propriété 3 est proposée en exercice, n® 38, p. 31.

6 EXERCICES RESOLUS ,
e AVEC SOLUTIONS COMMENTEES

[XX] Utiliser un déplacement transformant
un segment en un segment de méme longueur

ABC est un triangle isocéle en A.

M est un point du segment [BC]. La parall¢le a (AC)
menée par M coupe (AB) en E, et la paralléle a (AB)
menée par M coupe (AC) en D.

Démontrez que lorsque M décrit le segment [BC], la
meédiatrice de [ED] passe par un point fixe.

)

POINT () METHODE Pour démontrer que la médiatrice d’un segment [PQ] passe par
un point fixe, on peut prouver que P est 'image de Q par une rotation
dont le centre est fixe.

mm _Solution g g COmmentaires puy

Tirons quelques conséquences immédiates des hypothéses et de
I'examen de la figure :

MEAD est un parallélogramme ;
[ les triangles MEB et MDC sont isocéles.

Il s'agit de trouver un point fixe de la figure équidistant de E et D. <« La présence de segments isome-
Nous remarquons que EM = BE = AD, donc il existe un déplace- triques suggere d'utiliser la methode
ment f qui transforme Ben AetEen D ; donnée dans le POINT-METHODE.
f: B~ A
E - D.

Or (BE) et (AD) ne sont pas paralléles, donc ce déplacement est
une rotation r et I'angle 0 de cette rotation est (BE, AD), c'est-a-
dire (ﬁ, /TC) (voir la figure). Son centre O est sur la médiatrice de « O est le centre du cercle circonscrit
[AB] et sur la médiatrice de [ED]. Mais nous ne pouvons pas affir- au triangle ABC. En effet, dans un
mer encore que O est fixe car E et D sont variables, Néanmoins, tiangleisocdle enA, etc?esensd_imct.
nous avons vu que A est I'image de B par r, et donc (OB, OA) = 0. 0.0anire C) Gy aavcle aretnasri on
: ! e L le point O de la médiatrice de [AB]
Donc O est le point de la médiatrice de [AB] tel que (OB, OA) = 0. tel que (OB, OA) = (BA, AC).
Or cette médiatrice et 0 sont fixes, donc O est fixe.
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XH Déterminer la composée d’isométries

Lx. 1. La composée est une symétrie centrale (ou rotation d’angle n)
ABC est un triangle rectangle isocele tel que :

—— ——— n i
(AB, AC) = . On note n, la rotation de centre B

N n . . ' n
et d’angle 5 1 la rotation de centre G et d’angle 3

“ 4

et ¢ la wranslation de vecteur BC. gl
Montrez que la transformation s = r, o tor, est une

symétrie centrale et déterminez son centre.

POINT () METHODE Pour trouver le centre d’une symétrie centrale, on peut déterminer
I'image M’ d’un point M quelconque. Le centre est alors le milieu de
[MM']. On choisit M de fagon que M’ soit facile a trouver.

(Commentaires g

* Etudions d’abord torg.

r €stune rotation d’angle non nul donc ter, est une rotation d'angle
T

égal a celui de ry, C’est-a-dire 2 (voir théoréme 6). Posons donc
r=terg. Alors s=r;or et nous savons que la composée de deux <« Nous pourrions préciser le centre
rotations d’angles 6, et 6, est une rotation d’angle 0, + 6, lorsque de r, mais ici, et c’est trés souvent

le cas lors de la composition de piu-
sieurs déplacements, cette préci-
sion est inutile.

* Déterminons le centre de s ; c’est par exemple le milieu du seg- < On utilise le point-méthode dans le
ment [Bs(B)). Or ry(B)=B; donc tor,(B)=t(B)=C cartestla cas simple M = B.

translation de vecteur BC ; d'oli s(B) = reor(B)=r(C)=C. Le
centre de s est donc le milieu I du segment [BC]. En conclusion,
s est la symétrie centrale de centre 1.

6,+60, # 0 (théoréme 5). Orici, 6, + 6, =7 ; donc r or estune
rotation d’angle &, c’est-a-dire une symétrie centrale.

Ex. 2. La composée est une rotation
; . e — == T
ABC est un triangle équilatéral tel que (AB, AC) = —.
3
4 g T ; . 2n
r, est la rotation de centre A et d’angle 32 het la rotation de centre B d’angle — —-.
Montrez que la transformation r,or, estune rotation dont vous déterminerez "angle
et le centre. .
POINT ) METHOIDE Pour trouver le centre d’une rotation, on peut déterminer les images
P’ et Q' de deux points P et Q. Le centre cherch¢ est le point d'intersec-
tion des médiatrices de [PP’] et [QQ'] lorsqu’elles ne sont pas paralleles.

SN —

¢ La composée de deux rotations est une translation lorsque la
somme de leurs angles est nulle (modulo 27), une rotation dont I'angle
est la somme de leurs deux angles lorsque cette somme n’est pas

. n
nulle. Donc r,°r, est une rotation d’angle - 3
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« Déterminons le centre de celte rotation. Il est commode, dans cet 4 La méthode suivie ici a déja été uti-
exercice, de chercher les images de A et de B parr, o . lisée en classe de Premiére.

ntAwAet A A,
A’ telque: (BC, BA') = - g BA’ = BA ; A’ est donc le symétrique
de A par rapport a (BC). Et r,er, (A) = A",

rh:B=Cetr,:Cw B,
B’ tel que: (BA', éTa")=—§. B'B=BC=BA=BA"Et r,or, (B)=B". S -
La médiatrice de [AA'], ¢'est-a-dire (BC), et la médiatrice de
[BB'] se coupent en un point O de (BC). Ce point O est le centre

der, or,. Il estimmediat de vérifier que O est le symétrique de C
par rapport a B (B est le milieu de [OC]).

Utiliser une composée pour démontrer

A, I, J sont trois points non alignés ; a est un réel
donné, a # 0.

r, est la rotation de centre I et d’angle a.

B est I'image de A par r;, C est I'image de J par r,.
r, est la rotation de centre A et d’angle a.

D est 'image de ] par r,.

Montrez que ABCD est un parallélogramme.

Solution commentee

Parmi toutes les méthodes connues pour démontrer qu’un quadrilatere est un parai-
lélogramme, laquelle choisir, compte tenu des hypotheses ? |
Par hypothése, nous disposons de rotations de centres distincts, d'angles égaux. ‘
Or « parallélogramme » évoque plutdt « translation ». Mais nous savons que la com-
posée de deux rotations peut &tre une translation , lorsque la somme de leurs angles
est égale a 0 (modulo 2 n). Or ce peut étre le cas ici, car r;"', r "' ont un angle

égala-a,etr, r,unangle égal a a. i ,f
1 A

Un examen plus attentif des hypothéses montre que: C — J ~— D.

Donc D est I'image de C par ryor;'. Et ryer;! est une translation dont le vecteur
est évidemment CD. Notons t cette translation.

Si nous prouvons que son vecteur est aussi BA, alors nous obtiendrons CD = BA,
et nous pourrons conclure que ABCD est un parallélogramme.

Cherchons donc t(B).

r.er;' (B) =r,(A) = A. Donc t(B) = A, le vecteur de t est bien BA.

D'ou le résultat annoncé.
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TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION

Les travaux pratiques 1 a 6 font partie du programme.

R Ll

CENTRE DE LA COMPOSEE
DE DEUX ROTATIONS

EEE] Détermination du centre

' Note r, (0,30, et r,(0,;0,) sontdeux rotations de centres distincts, et 6, + 6, 0.
Une autre méthode uti- Nous savons (Cours § 3.1) que r, o r, est une rotation d’angle 6, + 6,.
’c’“”‘ e ’3?”;"‘;; E Pour trouver le centre O de r, o r,, on peut utiliser les deux méthodes indiquées
née au chapitre 3, TP 4, dans la page « Des idées, des réflexes », méthodes valables pour trouver le centre de

s n’importe quelle rotation. Dans le cas d’une composée r, o r,, voici une troisieme

méthode.

On décompose chacune des deux rotations en produit de deux réflexions
en utilisant chaque fois la réflexion d’axe (0,0,).

1. Notons s la réflexion d’axe (O, O,) et décompo- 5

sons r, en produit de deux réflexions s o s, (voir ~ g .
§ 4.1, p. 12). Alors s, est la réflexion d’axe d, ou \01 0, ( -
d, est la droite qui passe par O, et qui est diriiée @;A//

par un vecteur O A tel que (0_1[&, 0,0, =+ 2//\1\\

>
Décomposons ensuite r, en produit s, o s ; s, est
alors la réflexion dont I’axe est la droite d, qui passe par O, et qui est dirigée par un

- —_— — 0
vecteur O,B tel que (0,0,, O,B) = Ez Puisque 6, + 6, # 0 (modulo 27), les

droites d, et d, sont sécantes. Nous obtenons donc r,er =s,eseses =505,
carsos=1Id et s,oldos, =s,05,.

Or s,0 s, est une rotation de centre I, ou I est le point d’intersection de &, et de 4,
(POUR PRENDRE UN BON DEPART, théoréme 1). Donc I est le centre de », o r.

2. Mise en pratique
Sur une figure, placez deux points O, et O,, puis en utilisant la troisieme methode,
placez le centre de la rotation r, o r, dans chacun des deux cas suivants :

n 27 Tt

T
a)01=+§’ (’2=_T' b)olzz) 0_.:_’.‘)‘.

Une condition pour que r,or, =r, or,

r, et r, sont des rotations d’angles non nuls.
Montrez que ’égalité r, o v, = r, o r, n’est possible qu'a la condition que r, et r,
aient le méme centre.
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TP 2

COMPOSEE DE DEUX ROTATIONS

I Des médiatrices qui passent par un point fixe

[AB] est un segment de longueur 6 cm. Soit r, la rotation de centre A, d’angle

WS

: n
et r,, la rotation de centre By d'angle - 3’

Notons M, I'image d'un point quelconque M par r, et M, I'image de M par r,.
Montrez que la médiatrice de [M; M,] passe par un point fixe O.
INDICATION : Montrer que M, est l'image de M, par une rolation de centre fixe.

La boucle se refermera-t-elle ?

ABC est un triangle quelconque de sens direct.

M est un point de (AB). y A}\m; \*
M, est 'image de M par la rotation r, de centre A

et d’angle (AB, AC) ; M, est I'image de M, par la
rotation de centre C et d’angle (ﬁ, (TB.) ; M, est
'image de M, par la rotation r, de centre Bet B
d’angle (B_d 1—37‘:).

Le but de Iexercice est de savoir si I'on peut choisir M pour que M, = M. Pour
répondre, nous cherchons a lier directement M, 2 M, et plus particulierement, a
voir si M, n’est pas 'image de M par une transformation connue.

Mg

1. Vérifiez que M, est I'image de M par la transformation r; o r,¢ r,, puis montrez
que cette transformation est une symétrie centrale s.
INDICATION : Pour e triangle ABC, (AB, AC) + (CA, CB) + (BC, BA) = .

2. Montrez que le centre I de s est sur (AB). Pour cela, vous pourrez montrer que
A’ = 5(A) est sur (AB). Placez le point A’. Placez L.

3. Concluez en répondant a la question initiale.

Autour d’un quadrilatére

ABCD est un quadrilatére convexe quelconque. \
On construit sur ses cOtés, alternativement a 'exté-
rieur et a 'intérieur, les triangles équilatéraux ABa,
BCb, CDc et DAJ.

Le but de Pexercice est de montrer que le quadri-

D -
latére abed est un parallélogramme. \¢
Pour cela, notons r, la rotation de centre A, d’an- \
n . . d
gle 3’ et r, la rotation de cenure C, d’angle - 2. AV—L N 5

3
L. Vérifiez que 7, <7, estla wanslaton de vecteur ab.

2. Quelle est 'image de d par r, o r, ? Concluez.
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TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION  TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION

it

COMPOSEE D’UNE ROTATION r
ET D'UNE TRANSLATION t

EXE] Construction du centre de la rotation to r

Nous savons que lorsque r est distincte de 'identité, 'isométrie ¢ ¢ r est une rota-
tion, d’angle 0, ou 0 est I'angle non nul de r,

Les méthodes connues pour trouver le centre d’une rotation (voir page « Des idées,
des réflexes ») peuvent alors étre appliquées a la détermination du centre de - r.
Voici, dans ce cas, une autre méthode.

On décompose ¢ et r en produit de réflexions.

On note « le vecteur de 7 (u # 6), O le centre de r, et 6 I’angle de r (6 # 0).
On introduit la droite d qui passe par O et qui est orthogonale 2 u, et la réflexion s
d’axe d ; v étant un vecteur directeur de d, on note d, la droite qui passe par O et

qui est dirigée par un vecteur w tel que (w, ) = -g— . On note s, la réflexion d’axe d,.
1. Vérifiez que r=sos,.

2. On note d, 'image de d par la translation de vecteur % u, et 5, la réflexion d’axe d..
Vérifiez que ¢ =s,°s, puis déduisez-en que tor=s,05,.

3. Montrez que d, et d, sont sécantes et que leur point d’intersection est le centre
de la rotation zor.

SRR T
4. Application : ABCD est un carré tel que (AB, AD) = 257 est la rotadon de

n

centre A, d’angle 5; ¢ est la translation de vecteur AC.

Déterminez le centre de chacune des rotations to r et rot.

Utilisation de composées

G i
de rotations et translations ! \
ABC est un triangle ; a extérieur de celui- | A
ci, on construit les carrés BAHI, BDEC, CFGA PR
et les parallélogrammes BIJD et CEKF. ) mm——— {7

Le but de Pexercice est de montrer que le tri- 0
angle AJK est isocéle et rectangle en A,

Pour cela, notons r la rotation de centre B,
D

n . —==»
d’angle 3 et ¢ la translation de vecteur BD.
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TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION TRAVAUX PRATIQUES D’APPLIC

jm

; ‘ n
1. Montrez que la rotation 7o r est la rotation d’angle —~ et de centre, le ceritre O
du carré¢ BDEC, Quelle est I'image de A par tor?

- ] ' ) n . viag 4
2. On note »' Ia rotation de centre C, d’angle 7 ct ¢ la translation de vecteur KF.

n) Quelle est Pimage de K par r' o' ?
' ; n
1) Montrez que »' ot est la rotation de centre O et d’angle &

3. Déduisez de tout ce qui précéde que le triangle AJK est rectangle et isocéle en
A, et que O est le milieu de son hypoténuse.

TP 4

RECTANGLES ISOMETRIQUES
Deux rectangles ABCD et A’'B’C’D’ sont isomé- A

triques (AB=A'B’, AD = A’'D’). IIs sont dispo-
sés de telle sorte que leurs frontiéres se coupent en
huit points distincts, comme sur la figure.

Alors, quelle que soit la disposition, on obtient :

(MP) L (QN), i
et (aire de I’intersection) > 3 (aire du rectangle).

Voici une démonstration de ce résultat surprenant.

1. a) Justifiez P'existence d’un déplacement qui
transforme A en A’ et B en B’, donc le rectangle
ABCD en le rectangle A'B'C'D’.

b) Pourquoi ce déplacement n’est-il pas une translation ?
C’est donc une rotation r. Notons O son centre et a son angle.,

2. a) M est 'image par r d’un point M, de [AB]. Pourquoi ?

b) N est I"image par r d’un point N, de [BC]. Pourquoi ?

¢) O est donc situé 4 P'intersection des médiatrices de [MM,] et de [NN].
Pourquoi ? Remarquez que ces médiatrices sont perpendiculaires.

3. Déduisez de la question 2. que ((_)ﬁ, ﬁ\l’) =- g

CONSEIL : Sj nécessaire, faire une figure auxiliaire représentant les triangles OM, M ot ON N

4. a) Démontrez de méme que :

(&,’m):_g") (61-\1.10—15)=—'—LE) et ((")_Q.a(m)=~?.

b) Déduisez-en que (MP) et (NQ) sont perpendiculaires.
; 1
5. a) Montrez que : aire (MNPQ) > = BC x AB.
b) Déduisez-en que I'aire de Pintersection des deux rectangles isometriques est supé-
ricure (strictement) a la moitié¢ de Iaire du rectangle ABCD.
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TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION  TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION

S | S

ISOMETRIES LAISSANT
UNE FIGURE GLOBALEMENT INVARIANTE

EXX] 1sométries laissant un triangle équilatéral
globalement invariant

ABC est un triangle ¢quilatéral de sens direct.

Le but de ’exercice est de trouver toutes les iso-
métries £ qui laissent ce triangle globalement inva-
riant, c’est-a-dire telles que I'image de ABC par
[ soit le triangle ABC.

1. a) Montrez que si une isométrie f laisse ABC

globalement invariant, alors nécessairement ftrans-
forme chaque c6té en un coté.

b) Déduisez-en que f transforme I’ensemble {A, B, C} en 'ensemble {A, B, C}.

2. Montrez que, réciproquement, si une isométrie f transforme {A, B, C} en
{A, B, C}, alors elle laisse globalement invariant le triangle ABC.

3. Montrez que si f est une isométrie qui laisse globalement invariant I'ensemble
{A, B, C}, alors f(O) = O, ou O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

4. Déduisez de tout ce qui précéde que si f est une isométrie qui laisse ABC gio-
balement invariant, alors f est I'une des transformations suivantes :

2n 4
Sap Sap Sap 1d, r(O;—a—), r(O;?),

ou d,, d,, d, sont les trois médiatrices du triangle.

Isométries laissant un carré
globalement invariant

ABCD est un carré de sens direct, de centre O.

1. En vous inspirant du travail fait en 5.1, montrez qu'il existe huit isometries las-
sant ce carré globalement invariant.

2. Composez deux a deux ces isométries, présentez les résultats dans un tableau a
double entrée, et vérifiez que chaque composée est bien une isométrie déjd trouvee.
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~ PROBLEMES DE CONSTRUCTION

Etude d’'un exemple

d, etd, sont deux droites sécantes en I
P et Q sont deux points donnés tels que la droite (PQ) n’est paralléle ni a d,, ni
a d,. Construisez un point M sur d, et un point N sur d, tels que MN = PQ.

POINT @ METHODE Pour résoudre un probléme de construction, on procéde en deux
étapes : analyse, synthése.

1. a) On suppose le probléme résolu, c’est-a-dire la construction effec-
tivement réalisée.

b) On repére comment les éléments a construire (points, droites, cercles ...)
sont liés aux éléments donnés.

¢) On essaie souvent de ramener le probléme a la recherche de « points clés »
dont la connaissance permet de construire la figure demandée. En général,
on détermine ces « points clés » comme intersections de lignes connues.

a) On suppose le probléme résolu. On réalise une

figure approximative. ‘ i _ ~Q
b) M est sur d,, N sur d,, et MN = P—Q. ]'.\ P

¢) On cherche a faire apparaitre I'un des points a )N
construire, N par exemple, comme intersection de deux Ml(/ :

lignes que I’on pourrait facilement construire. N est sur g 2

d,. On cherche a voir si N est sur une autre droite fixe.

* Montrez que N est aussi sur la droite d' image de d, par la translation de vecteur
I’—d. Le point N est I'intersection de d, et d’ ; le point M est I'intersection de d, et
de la parall¢le a (PQ) menée par N.

« Comment pourra-t-on, a partir du point N trouvé, construire le point M ?

2. On donne la construction en justifiant que la figure faite répond aux
conditions posées.

Indiquez comment construire N et M de fagon que M soit sur d,, N sur d,, et que
MN = PQ. Justifiez votre réponse.

REMARQUE : Dans certains cas, on doit discuter dans la phase synthése, pour savoir si la
construction est possible ou non,

Exercice

d,, d,, d, sont trois droites données, paralléles deux a deux.
Construisez un carré ABCD de sorte que A soit sur d,, B sur d,, D sur d,.
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DES IDEES

DES REFLEXES

B { POV L
e \ | /1 ¥ |

A & .
Des idees a retenin
@ Los soudeoy mramtormatons du plan qui consers

vert la distance (tsomenries) sont les rétlexiong,
Ton ranaiationy, s totattony, ot leurs composées.

@ Loy souies transitamations du plan qui conser-
vert & xR la distance ot les angles orlentes
Rpiacernenty) song kos maonstanons et les rotations,

@ L mupose de deux translations et toniours
une ansiation, mats & composee de deux rota-
TOnS pRut A une rotation (8 la somme de leurs
angies ot non nulle) ou une translation (8 cette
somme 25t nulle).

- L3 composde dune manslanon et d'une rotation
J'aagic non nul 28T IOUIOUS une ronon,

@ S deux segments [AB] et [A'B’] ont la méme
longueur, il existe un deplacement d <t un seul
wlgue dAY=4A", d(B) =B'. Ce déplacement
ast une anslation lorsque (AB) // (A'B'), c'estune
rotztion dans le cas contraire.

e L composde de deux réflexions d axes sécants
en O est une rodon de centre Q. Réciproque-
ment, toute rotaton de centre O peut tre consi-
deree comme la composee s,05, de deux reflexions
dont les axes se coupent en O, 'axe de &, pouvant
étre arbitrairement choisi.

¢ Resultars analogues pour une translation, en
remplagant « axes secants » par « axes paralléles »,

¢ S: unc isométrie a un point fixe, ¢’est soit une
rotation, soit une réflexion.

DR s TR R G R e R i R N
Des réflexes a avoir

P Pour trouver 'image M' d’un point M par
[, fétant une rotation, ou une translation, ou une
reflexion, pensez que :

S &1 M oest sur une ligno ’-|n-m‘.'h\ ercle), alors M
est sur la ligne image ;

L8t M est un point d'intersection de deux lignes,
alors M est un point d'intersection des images de
ces deux lignes @

st AM = AR,

alors A'M' = A'B" (A" =/f(A), B =/(B));

» si M est le milieu de [AB], alors M’ est le milieu
de [A'B'). Plus genéralement, si M est le barycentre
d'un systéme de » points pondeéres, alors M’ est
le barycentre des # points images affectés des
mémes coeflicients.

Romarquo : Bien qu'une homothétie h de rapport |k = 1
ne soit pas une isométrie, tout ce qui précéde reste valable
lorsque f= h, saufévidemment le résultat sur la distance
(st AM = AB, alors A'M' = |k |A'B’).

P Pour trouver le centre O d’une rotation »
d*angle 0 connu, pensez, au moins, aux deux
méthodes suivantes :

1. On cherche 'image A" d’un point &, alors O
est le point de la médiatrice de [AA'] tel que
(OA, OA") = 0.

2. On cherche les images A’ et B’ de deux points
A et B, alors :

+ O estl'intersection des meédiamces de [AA'], [BB].
lorsque ces mediatrices ne sont pas paralleles :

¢
mediatrices sont paralleles. (Voir figures du § 2.3
du cours.)

[ TR R o e T G e~ TR0 T NPT AT e A |
Des erreurs a eviter

W Savoir que, en general, la composition de deux
transformations n'est pas commutative. En gene-
ral fo g estdisuncte de g /0 (Neanmoins, si
t, et ¢, sont deux translavons, ¢ ¢, =, 01, s
r, etr, sont deux rotations de méme centre, alors,
r,er, =r,or. Idem pour des homotheties de
meéme centre.)
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POUR COMMENCER

VERIFICATION DES CONNAISSANCES

8§t A B, A", B, sont quatre pointstelsque A+ B et AB=A'B'.
« Dans quel cas existe-t-il une translation t telle que t(A) = A', t(B) =B’ 7Y a-t-il unicité d'une telle translation ?
+ Dans quel cas existe-t-il une rotation r telle que r(A) = A’, r(B) = B' 7 Y a-t-il unicité d'une telle rotation ?

Gomment trouve-t-on le centre de r ?

82 Dans quel cas la composée de deux rotations est-elle une rotation ? Une translation ?

Ss  Quelle est la nature de la transformation t o r, lorsque t est une translation de vecteur non nul, et r une rotation

d'angle non nul ?

84 Quelles sont les transformations qui constituent I'ensemble des isométries ?

Q.C.M.

Une seule des réponses proposées est exacte

Q1 test une translation de vecteur non nul, r est une
rotation d'angle non nul. Alors tor estune...

Q2 ABCD est un carré tel que (P_é, AD)=- —g—
C' est le symétrique de C par rapportaD;
r, est la rotation de centre A, d'angle - % ;
r, est la rotation de centre C, d'angle %

Alors r,or,est ...

Qa ABC est un triangle équilatéral tel que
(AB, AC) = % . Oestle centre de gravité de

ABC ; r est la rotation de centre C d'angle % ;
s est la réflexion d'axe (CO). Alors res est ...

Qs r, etr, sont deux rotations de centres respectifs
I, et L, d'angles respectifs a, et a,,
r,er, n'apas de point fixe. Alors :

Qs rest une rotation d'angle non nul,
s une réflexion. Alors sor ...

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES

translation

une rotation

une rotation
02 = (Xl
(modulo 2n)

est
un déplacement

rotation

la translatic;g.
de vecteur AC

la réflexion
d'axe (CB)

(\2 == “I
(modulo 2r)

n'est jamais
un déplacement

réflexion

la translatim
de vecteur CC’

la réflexion
d'axe (CA)

[=]

1

paut étre
un déplacement

Réponses page 175
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COMME LES RESOLUS

Pour I'exercice 1, vous pouvez vous reporter A I'exer-
cice résolu 6.1, p. 16,

1 ABC est un triangle quelconque. A tout point M du
segment [AB], on associe le point N de la demi-droite [AC)
tel que CN et AC sont de méme sens et CN = BM.
Montrez que lorsque M décrit le segment [AB], la médiatrice
de [MN] passe par un point fixe.

Pour 'exercice 2, vous pouvez vous reporter au para-
graphe 6.2, p. 17.

2 ABC est un triangle rectangle isocéle tel que :
(AB, AC) = 7

g , ettestlatrans-

lation de vecteur AB. Identifiez la transformation tor.

r est la rotation de centre A, d'angle

POUR S’ENTRAINER

Détermination des composées

Pour les exercices 3247, ABCD est un carré tel que
(AB, AD) ==, ldentifiez la transformation h=g-°f,
et précisez I’lmage du carré ABCD par h.

3 fest la réflexion d’axe (AB), g est la réflexion d'axe (CD).
4 f est la réflexion d*axe (AC), g est la réflexion d’axe (BD).

5 f est la rotation de centre A et d'angle g gestla

rotation de centre C et d’angle g

6 f est la rotation de centre A et d'angle %, gestla

rotation de centre C et d'angle - %

7 f est la rotation de centre A et d’angle g. g estla
réfiexion d'axe (AC).

Pour les exercices 8 4 10, ABC est un triangle équila-
téral de centre de gravité O tel que (AB, AC) = g Iden-

tifiez la transformation h=g«f, et précisez I'image
du triangle ABC par h.

8 f est la rotation de centre A et d'angle g g est la

rotation de centre B et d'angle g A

9 1 ast la rotation de centra A et d'angle :E; gestla
réflexion d'axe (AO).

. 2
10 1 est |a rotation de centra O at d'angle - A gestla

5“ ‘
réflexion d'axe (AO).

Pour les exercices 11 4 13, ABCD est un carré tel que
(AB, AD) = ; Décomposez la rotation h donnée en

deux réflexions g etf, h=g-f.
11 h est larotation de centre A et d'angle plat, f est [a réflexion
d'axe (AB).

n
5. gestia

12 h est la rotation de centre A et d’angle 5

réflexion d'axe (AB).

13 h est la rotation de centre A et d’angle g festla
réflexion d'axe (AB).

14 Le plan est muni d’'un repére orthonormal direct (O ; 7, j).
On donne les points A (ﬁ ; 0), B(0;3).

T
r, est la rotation de centre A, d'angle 3

; ) 27
r, est la rotation de centre B, d'angle 3
s est la réflexion d'axe (AB).
Précisez la nature et les éléments géométriques de chacune
des applications suivantes : r,er,, ser,, r,°s.

15 Dans le plan orienté, on donne trois points A, B, C, non
alignés, se succédant dans le sens direct sur le cercle cir-
conscrit au triangle qu'ils déterminent (on dit que le triangle
ABC est « direct »).

1. On appelle O et O’ les points tels que :

¢ |e triangle BAO est isocele, rectangle en O et direct ;

o |e triangle ACO’ est isocele, rectangle en Q' et direct.
Faites la figure, en justifiant la construction de Q et O'.

2. Soit r la rotation de centre 0, d'angle E. etr' larota-

tion de centre O’, d'angle 5

Déterminez I'image de B par r' o r, puis la nature et les éle-
ments caractéristiques der' o r.

Des composées pour démontrer

16 Dans le plan orienté, on consideére un triangle ABC tel
que AB=AC, (AB,AC)= 7.
I, ] et K sont les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

On note r la rotation de centre | et d'angle g , ettlatrans-

lation de vecteur % BC.Onpose f=rot et g=tor.

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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1. Trouvez I'image de K par f et celle de ] par g. Précisez la
nature et les éléments caractéristiques de f et de g.

2.a. Précisez la nature de la transformation go1-".

b. Quelle est l'image de A par g<f-'?
Caractérisez alors celte transtormation.

¢. M est un point quelconque du plan, M, I'image de M par
f et M, l'image de M par g.
Construisez le quadrilatere ACM,M,.

17 €BAC® Dans le plan orienté, on considére un triangle
ABC de sens direct. A", B" et C’ sont les milieux respeclifs
de [BC), [CA] et [AB]. Soit P et Q les points tels que :

PA = PC et (PA, PC) = g QA=QB et (QA, QB)=-

oA

1. r, est la rotation de centre P et d'angle g .

1, est la rotation de centre Q et d'angle g .

s, est la symétrie de centre A’

Etudiez 'image de A par la transformation f=ryeos, or,.
Que pouvez-vous direde f ?

2. Quelle est la nature du triangle A'PQ ?

INDICATION : Introduire P’, symétrique de P par rapporta A'.

18 A, B, C, D sont des points distincts tels que :
AB=CD et (AB, 66):12‘-.

On note I et ] les milieux respectifs de [AB] et [CD].

1.a. Justifiez I'existence d'une rotation unique r telle que
r(A)=C et r(B)=D.

Faites une figure sur laquelle vous placerez le centre E de
r. Précisez I'angle de la rotation r.

b. On appelle r' la rotation transformant Aen D et B en C.
Précisez son angle.

Placez le centre F de r’ sur la figure précédente.

2.a. Montrez que le quadrilatére EIF] est un carré.

b. Identifiez chacune des transformations suivantes :
o3 rhef,. flereln g,

19 €BACY> Dans le plan orienté, soit ABC un triangle

équilatéral tel que (AB, AC) = g

I est le milieu de [BC] et ] e point tel que B soit le milieu de

[JCJ, r, est 1a rotation de centre A et d'angle g etr, larota-

tion de centre B et d'angle - 23——" .

1. Soit A" et B' les images respectives de A, B par r, °7,.
Démontrez que I est le milieu de [AA'] et B le milieu de [AB'].

2. En précisant la nature de r, v r; ', démontrez que pour
tout point M du plan, I est le milieu de [M, M, ], M, étant l'image
de M par r, et M, I'image de M parr,.

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES

3. Démontrez que r,r, estune rotation. Précisez son centre
et son angle.

20 €BACY» Dans le plan orienté, on considére la figure

ci-dessous.

Les triangles ABC et ACD sont équilatéraux directs. tels
que (BC, BA) = g ot (DA, DC) = g- .

Les points O et I sont les milieux respectifs de [AC] et [AB].
ot les points L et E sont tels que OC = CL = LE.

Soit r la rotation de centre A dont I'angle a pour mesure
g, et t la translation de vecteur OA. Onnote r’ =r=t.

1.a. Quelle est I'image de O parr’ ?
b. Donnez une mesure de I'angle (10, ﬁ).

c. Précisez la nature et les éléments caractéristiques de
I'application r’.

2. M est un point quelconque du plan, on note N =r(M), T
le milieu du segment [EM], et K le milieu du segment [NDL
a. Soit P I'antécédent de M par t. Quel est le milieu du seg-
ment [LP] ?

b. Montrez que, lorsque I, J et K sont distincts, le triangie
IJK est équilatéral. Vous pourrez utiliser r'(L) et r” (P).
VOCABULAIRE : « P est 'antécédent de M par ¢ » signifie « t{P) = M ».

21 €BAC» ABCD désigne un rectangle du plan oriente
telque AD=BC =4, et AB=CD=2a, 2t (AB, AD) = ;

O est le point d'intersection des diagonales du rectangle.
Soit r la rotation de centre O et d'angle 3 , ettla transla-

2

<

tion de vecteur % AB.

1. Dessinez le rectangle ABCD et son image A'B'C'D’' par
f=ter (aveca=4cm)

2. Expliquez pourquoi f est une rotation. Détarminez son
angle. Donnez une construction de son centre ().

NOTE : Ce point () est utilisé par les dbénistes lorsqu'ils construi-
sent une table rectangulaire que I'on peut faire pivoter autour de

{1 puis déplier pour en doubler la surface, la table restant cen-
trée sur son rectangle d’assiette.
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22 €BAC> Dansle plan orienté, on considére un triangle
équilatéral ABC direct, c'est-a-dire tel que 'anglo (AB ; AC)

" n
ait pour mesure .

On désigne par r, la rotation de centre A ot d'angle

par r, la rotation de centre B et d'angle %5 ;

n
',j.ﬂl

Pour tout point M du plan, on pose N =r, (M), M" =r,(N).
Onpose r=r,°r,.

1.a. Soit D le symétrique de C par rapport a la droite (AB).
Déterminez r(D) et r(B).

b. Montrez que r est la symétrie centrale par rapport au milieu
1 de [BD).

2.a. Montrez que I'ensemble I' des points M du plan tels que
M, N et M’ soient alignés est un cercle passant par les
points A et (),

INDICATION : Considérer I'angle (Wl, h_il.\) (voir chap. 4, p. 74).

b. Prouvez que I admet [AD] pour diameétre et que le milieu
I de [AB] appartient a I'. Construisez le cercle I'.

23 €BAC> Dans le plan orienté muni d'un repére ortho-
normé direct (O ; u, v), deux points A et B ont pour coor-
données respectives (-a;0) et (a;0) (aréel, a>0).

T

r, est la rotation de centre A, d'angle de mesure 3

ry est la rotation de centre B, d'angle de mesure - 2?" :
Pour tout point M du plan, on note M, =r,(M) et
M =rg(M).

1. M étant un point donné du plan, construisez les points
M, et M, ; justifiez la construction.

2. Démontrez que le milieu du segment [M, M;] est un point
fixe indépendant du choix de M :

a. en composant les applications ;' puis ry ;
b. en utilisant les nombres complexes.

NOTE : Si nécessaire, voir chapitre 3 pour résoudre la question b.
24 €BACY> Dans le plan orienté, ABCD et AEFG sont
deux carrés tels que (AB, AD) = g et (AE, AG) = g

On désigne par M, N, P et Q les milieux respectifs des
segments [BD), [DE], [EG], [GB].

1. Montrez que MNPQ est un parallélogramme.

2. Soit R la rotation de centre A et d'angle g .

Déterminez I'image du segment [BE] par cette rotation R.
Déduisez-en que MNPQ est un carré.

3. On désigne par ¢ et m les longueurs respeclives des
cotés des carrés ABCD et AEFG. On pose

(AB, AE) = «, w e [0;2n].

a, Exprimez on fonction de (, m et «, la longueur des cotés
du carréd MNPQ.,

b. Déterminez « pour que 'aire du carrd MNPQ soit maximale.

25 €BAC2>  Dans lo plan orientd, on suppose donnés
doux points distincts O et I, On note r le quart de tour
direct doe centro O (c'osl-é-dim la rotation de centre O,

d'angle g) ol 5 la symétrie centrale do centre 1.

1.a. Solt OJO'G le carré direct de centra | (c'ost-a-dnre
—  — n

que (O], OG) = 5)

Placez ces points sur une figure, (On prendra OI = 4 cm,)

b. Prouvez que s ¢ r est la rotation de centre |, d'angle - % ;

c. Déduisez-en que ] est le seul point du plan tel que
r(J)=s(]).

Désormais, pour tout couple (M, N) de points du plan, on
note: A=r(M), B=s(M); C=r(N), D=s(N).

2. Soit M un point donné distinct de J. On suppose que |
est le milieu du segment [MN]. Démontrez que ABCD est
un carré de centre G. Placez M et N et le carré ABCD sur
la figure.

3. Le point M étant toujours donné distinct de J, on suppose
inversement que N est tel que ABCD soit un carré. Prouvez
que J est le milieu de [MN] et que G est le centre du carré
ABCD.

INDICATION : Introduire le milieu J' de [MN] et le centre G’ du
carré ; déterminer (s r) (J').

4, Soit r' le quart de tour direct de centre G. Prouvez que
r'or=s. Déduisez-en que sous les hypothéses de la ques-
tion 2., le carré ABCD est direct (c'est-a-dire que r'(A) = B).

26 €BAC> Probléme de construction
1. Dans le plan orienté, on considére un carré PQRS de centre
O pour lequel I'angle (5I3, 0Q) est égal a T Soit ABCD

2
un parallélogramme tel que P, Q, R, S appartiennent res-
pectivement aux segments [AB], [BC], [CD], [DA].
a. Montrez que les droites (AD) et (DC) sont les images des
droites (BC) et (AB) par la symétrie s de centre O. Montrez
que O est le centre du parallélogramme ABCD.

b. Soit A I'image de la droite (AB) par la rotation r de centre
0, d'angle -g— ]
Montrez que Q est commun aux droites (BC) et A.

2. Soit A, B, C, D les points da coordonnees respectives
(1:-2,8,;2,(1:2)et(-3:~-2), dans le plan oriente
muni d'un repéra orthonormal (Q ; 7, /).

En utilisant la question précedente, construisez un carre ins-
crit dans le parallélogramme ABCD (donnez les coordon-
nées des sommets de ce carrs).

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES

-

o
-

rortet 105

~

SR

29

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

22 €BAC» Dansle plan orienté, on considére un triangle
équilatéral ABC direct, c'est-a-dire tel que I'angle (AB ; AC)

n
ait pour mesure 1

On désigne par r, la rotation de centre A et d'angle g , ol

0
par 1, la rotation de centre B et d'angle 53’3 ;

Pour tout point M du plan, on pose N =r, (M), M" =r,(N).
Onpose r=r,°1,.

1.a. Soit D le symétrique de C par rapport & la droite (AB).
Déterminez r(D) et r(B).

b. Montrez que rest la symétrie centrale par rapport au milieu
 de [BD).

2.a. Montrez que I'ensemble " des points M du plan tels que
M, N et M" soient alignés est un cercle passant par les
points A et .

INDICATION : Considérer 'angle (M{), MA) (voir chap. 4, p. 74).
b. Prouvez que I admet [AD] pour diamétre et que le milieu
1de [AB] appartient a I'. Construisez le cercle I.

23 €BACY> Dans le plan orienté muni d’un repére ortho-
normé direct (O ; U, v), deux points A et B ont pour coor-
données respectives (—-a; 0) et (@;0) (@réel, a>0).

r, est la rotation de centre A, d'angle de mesure g

r, est la rotation de centre B, d'angle de mesure - %ﬂ .

Pour tout point M du plan, on note M, =r,(M) et

Mg = rg(M).

1. M étant un point donné du plan, construisez les points
M, et M, ; justifiez la construction.

2. Démontrez que le milieu du segment [M, M;] est un point
fixe indépendant du choix de M :

a. en composant les applications r;' puis rg ;

b. en utilisant les nombres complexes.
NOTE : Si nécessaire, voir chapitre 3 pour résoudre la question b.

24 €BACY» Dans le plan orienté, ABCD et AEFG sont
deux carrés tels que (PTE, I-Tﬁ) = g et (PTE IT(:-‘-) 5 g

On désigne par M, N, P et Q les milieux respectifs des
segments [BD], [DE], [EG], [GB].

1. Montrez que MNPQ est un parallélogramme.

2. Soit R la rotation de centre A et d'angle g .

Déterminez I'image du segment [BE] par cette rotation R.
Déduisez-en que MNPQ est un carré.

3. On désigne par { et m les longueurs respectives des
cotés des carrés ABCD et AEFG. On pose :

(AB, AE)=«, « e [0;2n]

a. Exprimez en fonction de {, m et «, la longueur des cotés
du carré MNPQ.

b. Déterminez « pour que ['aire du carré MNPQ soit maximale.

26 €BAC> Dans le plan orienté, on suppose donnés
deux points distincts O at I. On note r le quart de tour
direct de centre O (c'est—é-dire la rotation de centre O,

d'angle 1;) ot 8 la symétrie centrale de centre I.

1.a. Soit 0JO'G le carré direct de centre 1 (¢'est-a-dire

que (0], OG) = g)

Placez ces points sur une figure. (On prendra OI =4 cm.)

b. Prouvez que s o r est la rotation de centre J, d’angle - g ‘

c. Déduisez-en que J est le seul point du plan tel que
r(J) =s(J).

Désormais, pour tout couple (M, N) de points du plan, on
note: A=r(M), B=s(M); C=r(N), D=s(N).

2, Soit M un point donné distinct de J. On suppose que |
est le milieu du segment [MN]. Démontrez que ABCD est
un carré de centre G. Placez M et N et le carré ABCD sur
la figure.

3. Le point M étant toujours donné distinct de J, on suppose
inversement que N est tel que ABCD soit un carré. Prouvez
que J est le milieu de [MN] et que G est le centre du carrg
ABCD.

INDICATION : Introduire le milieu ]’ de [MN] et le centre G’ du
carré ; déterminer (s o r) (J').

4. Soit r' le quart de tour direct de centre G. Prouvez que
r'eor=s. Déduisez-en que sous les hypothéses de la ques-
tion 2., le carré ABCD est direct (c’est-a-dire que r'(A) = B).

26 €BAC> Probléme de construction

1. Dans le plan orienté, on considére un caré PQRS de centre
O pour lequel 'angle (OP, OQ) est égal a 'Z‘ Soit ABCD
un parallélogramme tel que P, Q, R, S appa‘rtiennent res-
pectivement aux segments [AB], [BC], [CD], [DA].

a. Montrez que les droites (AD) et (OC) sont les images des
droites (BC) et (AB) par la symétrie s de centre Q. Montrez
que O est le centre du parallélogramme ABCD.

b. Soit A l'image de la droite (AB) par la rotation r de centre
0O, d'angle g .

Montrez que Q est commun aux droitas (BC) et A.

2. Soit A, B, C, D les points de coordonnees respactives
(1;,-2,3:2,1;2)et(-3,;~2),dans le plan orienté
muni d'un repére orthonormal (O ; 7, /).

En utilisant la question précédente, construisez un carré ins-
crit dans le parallélogramme ABCD (donnez les coordon-
nées des sommets de ce carré).

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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27* ABC est un triangle équilatéral tel que (AB, AC) « ,’;

T est le centre de ABC. D est un point de [BC) distinct de B
et C. Onconstruit les triangles équilatéraux BED et DFC tels

que (E_é.éb)--- g, (Fﬁ. I:-[.))" g-
On note ] et K les centres respectifs de BED et de DFC.

Le but de I'exercice est de montrer que IJK est équilatéral.
2n

Pour cela, on utilise la rotation r, de centre K, d'angle 3
et la rotation r, de centre J, d'angle _23_1r :

1. Montrez que r, o r, est la rotation de centre I, d’angle
2r ‘

-5

2. Déduisez-en que IJK est équilatéral.

NOTE : Une solution utilisant les nombres complexes est inté-
ressante. Vous pouvez la tenter dés maintenant ou revenir sur cet
exercice apres |'étude du chapitre 3.

“ Déplacements transformant
[AB] en [A'B’]

28 € et ¢’ sont deux cercles de méme rayon, de centre O
et O' distincts. A est un point de 6 et B est un point de ¢'.
Déterminez les déplacements qui transforment € en ¢’ de
fagon que A vienne en B.

29 [AB] est un segment. M est un point de [AB], distinct de
A et B. Dans le méme demi-plan de frontiére (AB), on
construit les triangles équilatéraux AMP et BQM. Le but de
I'exercice est de montrer que lorsque M décrit JAB[, la
médiatrice de [PQ] passe par un point fixe.

1. Montrez que les droites (AP) et (BQ) passent par un point
fixe. On note C ce point,

2. Prouvez qu'il existe une rotation r telle que r(A)=C et
r(P) = Q. Montrez que le centre der est fixe, puis concluez.

30 ABC est un triangle tel que lamesure principale de I'angle
(AB, AC) soit positive. I, ] et K sont les milieux respectivement
de [BC], [CA] et [AB]. U et V sont les centres des carrés
construits extérieurement au triangle sur les cotés [AB] et [AC].

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES

1. Montrez que KU =[]
2. Montrez que les droites (1U) et (1V) sont perpendiculair:
etque 1U =1V,

INDICATION : Utiliser la rofation 7 talle que £(K) = J, r(U) =1, dom
I'oxistence résulte du 1. et détarminer r(1).

NOTE : Une solution utilisant les nombres complexes ast
reasante. Vous pouvez I'aborder dés maintenant ou revenir | -«
oxercice apras |'étude du chapitre 3.

Recherche d’'isométries

31 Déplacements conservant deux droites

d et d' sont deux droites données. Trouvez tous les dépla-
cements qui laissent globalement invariante a figura formés
par ces deux droites dans chacun des cas suivants .

a. d et d' sont distinctes et paralléles ;

b. d et d’ sont perpendiculaires ;

c. d et d' sécantes, et non perpendiculaires.
32 Isométries conservant un losange

ABCD est un losange, non carré. Trouvez toutes les iso-
métries qui laissent ce losange globalement invariant.

33 €BAC> ABC est un triangle équilatéral tel que
(AB, AC) = g Les points I, J, K, sont respectivement les
milieux de [BC], [AC], [AB]. € est I'ensemble des isométries
ftelles que B=f(A) et K=1(]).

1. Démontrez que € contient une rotation r. Précisez I'angie
et le centre de r. Quelle est I'image du triangle ABC parr?

2. On note t la translation de vecteur ]_K ets la réflexion d'axe
(JK). Montrez que u=tes estun élément de €.
Quelle est I'image du triangle ABC par cette isométrie ?

3. fest un élément de €. Quelles sont les images possibles
du triangle équilatéral IJK ? Déduisez-en que f = u, ou
f=r, et donc que ¢ = {r, u}.

Divers

34 Le probléme de Napoléon
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Sur les cotés d'un triangle quelconque ABC de sens direct,
et & I'extérieur de celui-ci, on construit les triangles équila-
téraux BCA', CAB', ABC'. On désigne par 1, ], K les centros
de gravité respectifs de ces triangles. G désigne lo centre
de gravité de ABC.

Le but de 'exercice est de montrer que I ] K est un triangle
équilatéral et que G est son centre de gravité.

1. Montrez que AA’ = 3G,

INDICATION : Introduire le milieu A, de [BC).

2. Montrez que BB’ = 3G] et que GC' - 3GK,
3.a. En utilisant la rotation de centre A et d'angle ~ g , mon-
trez que BB' = CC' et que (BE', CC) = %E.

b. Montrez que :
' BR —- = O e 2T
AN’ =BB' ot (AR, BB = 7, (65.AA)=-3—.

¢. Déduisez de 1. et 2, et des égalités AA' = BB' =CC’, que
G est le centre du cercle circonscrit au triangle 1] K.

d. Déduisez-en que (G1, GJ) = (GJ, GK) = (GK, G1) = 235

4. Montrez enfin que IJK est un triangle équilatéral dont
G est le centre de gravité.

NOTE : Ce résultat est attribué & Napoléon Bonaparte, mais rien
ne prouve que Napoléon en soit vraiment I'auteur.

35 A_Bp estun triangle de sens direct (la mesure principale
de (AB, AC) est positive) ; M, N, P sont les sommets des
triangles rectangles, isocéles, directs MCB, NAC et PBA ;
L, ], K sont les milieux de [BC], [CA], [AB], R et S sont les
milieux de [AM] et [NP].

fr
s
€

1. Démontrez que les triangles INP, KMN et JPM sont rec-
tangles isoceles. Déduisez-en que les segments [AM], [BN],
et [CP] sont égaux et perpendiculaires respectivement & [NP],
[PM] et [MN], et qu'ils sont concourants.

2. Démontrez que JSKR est un carré de centre le milieu de
(AT.

3. On construit le parallélogramme NAPQ. Démontrez que
BMCQ est un carré, puis que les triangles ABC et MNP ont
méme centre de gravité.

36 Géométrie analytique
(0 :1.]) est un repére orthonormal direct (unité graphique :

1 cm).
1. Placez les points : A(1 1), B(2.2), C(-3,3), D(-4;4),

2. Justifiez l'existence d'un déplacement qui transforme
Aon G ot B en D, ot montrez que ce déplacement est une
rotation.

3, Notoz r cette rotation, I son centre, « son angle.
Donnez la valeur de «, 6t les coordonnées de |,

4.a, Justifiez I'existence d'una rotation qui transforme A en
DetBenC.

b. Précisez la valeur de son angle, et les coordonnées de
son centre, que nous noterons [.

5. Notez K le milieu de [AB] et L le milieu de [CD], Moritrez
que le quadrilatére IK]JL est un carré.

37 Géométrie analytique
Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O ; 7, j), A
e

et B sont les points de coordonnées respectives (0 V3
et(1;0);r, estlarotation de centre A, d'angle g ; ryestia
5

3"

On désigne par f la composée r,°r,.

rotation de centre B, d'angle

1.a. Précisez la nature et les éléments caractéristiques de f.

b. A’ et B’ étant les images de A et B par f, montrez analyti-
quement que la droite (A'B’) est la médiatrice du segment [AB].

2.a, En utilisant des arguments géométriques, démontrez
que A’ est sur la médiatrice de [AB].

b. On désigne par B, I'image de B par r,. Démontrez que B’
est le centre du cercle passant par A, B, B,.

c. Déduisez-en que la droite (A'B’) est la médiatrice de [AB].

38 Conservation du barycentre

Le but de I'exercice est de démontrer que toute isometrie
conserve le barycentre. Toute isométrie étant une réflexion
ou une composeée de réflexions, il suffit donc de démontrer
que toute réflexion conserve le barycentre.

On considére donc une réflexion s d'axe d, et un systéme
de points pondérés (A, a,), ..., (A, a,) ayantun barycen-
tre G. Il s'agit de démontrer que G’ = s(G) est le barycentre
de (A}, a), ..., (A),a,), avec A’=s(A) pour touti.

1. Choisissez un repére orthonormal dont I'axe des abscisses
est porté par la droite d.

a. Calculez les coordonnées de G dans ce repeére, en fonc-
tion des coordonnées de A, ..., A

b, Calculez les coordonnées de G’ A), ..., A},

2. Concluez.

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES
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Problémes de construction

30 4 est un cercle, Dot A somt deux droftes sécantes en 1
1 o5t & l'intérieur du cercle €. Trouvez M sur D et M sur ¢
tels que A soit la médiatrice de [MM').

40 ¢ o3t un cercle de centre O ol A un point de '€ B asl

w g
le point tel que OB = = OA ot D la perpendiculaire & (OB)

passant par B, Trouvez un point M de D @t un point Nde '€
tels que OAMN soit un parallélogramme,

41 Construisez un quadrilatére ABCD, connaissant les lon-
gueurs et les directions des diagonales [AC] et [BD] ot les
longueurs AB et CD.

NOCATION - Placer [AC), puis utiliser la translation de vecteur BD,

42* aeto” sont deux droites données, A est un point donné
de 0, et A" un paint donné de d’. ( est un réel donné, € > 0.
Construisez deux points M et M', M surd et M' sur d', tels
que AM =AM’ et MM’ =2(.

43 ABCD est un camé, de centre O, tel que (67\. 5@): g

1. On construit un parallélogramme PQRS de sorte que A
appartienne & [PQJ, B appartienne a[QR], C a[RS] et Da[SP).
Montrez, en utilisant la symétrie de centre O, que O est le
centre du parallélogramme PQRS.

2. Onnote A I'image de (PQ) par la rotation de centre O et
3
2
ciserez, B est l'intersection de A et de (QR).

3. On donne un parallélogramme P'Q'R'S’ de centre O'. Indi-
quez un procédé de construction pour inscrire un carré
dans ce parallélogramme.

d'angle -.Montrez que, sauf dans un cas que vous pré-

44 [AB] est un segment de longueur a, M est un point
variable de ce segment.

On construit d’'un méme c6té de la droite (AB) les triangles
équilatéraux PAM et QMB ; C est le point d'intersection des
droites (AP) et (BQ) ; I est le milieu de [AC] et J celui de [BC].
1. Quel est I'ensemble des milieux O de [PQ] lorsque M décrit
le segment [AB] ?

2. Démontrez qu'il existe une rotation qui transforme P en
Q et I en J. Déduisez-en que la médiatrice de [PQ] passe
par un point fixe F.

Que représente F pour le triangle ABC ?

Quel est le centre du cercle circonscrit au triangle MPQ ?

3. K désigne le centre du cercle circonscrit au triangle PQC,
Quel est I'ensemble des points K lorsque M décrit le seg-
ment [AB] 7

4, Construisez les points P et Q lorsque :
a. on connait la direction de la droite (PQ) ;
b. on connait la longueur du segment [PQ].

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES

EXERCICE COMMENTE

45 ENONCE
ARG est un riangle non isocéle tel que (Aﬁ, Aé) " ;

d, est la demi-droite dorigine B qui passe par A,

d, o8t Ia demi-droite d'orlgine C qui pagsse par A.
Construisez un point P sur o, un point Q sur o, de telle sora
que BP = GO - PQ

- e

VERS UNE 50OLUTION |
Supposons le prabléme résolu of faisons une figures

approximative, pour voir quelles conditions néces-
saires doivent satisfaire ces points P et (.

—

/
/
’/.

',I./
0/
A
Jr

P /2/ L0
\

X

B ¢

Il est clair qu'il est facile de réaliser BP = CQ, et méme
qu'il y a une infinité de choix possibles pour P et Q@ |
tels que BP = CQ. La difficulté est d'obtenir aussi |
BP = PQ. f
1.l est clair que, par exemple, le point Q dépendra du
choix de P. Puisque les segments [BP] et [CQ] sont isc-
métriques et non paralléles, Q est I'image de P par une
rotation telle que B devient C. Cette rotation est-elle
intéressante ? Autrement dit, son centre et son angle
sont-ils fixes ? l

a. Montrez que puisque BP = CQ, la rotation r telle
que r(B)=C, r(P)=Q, auncentre fixe O, et un angle
fixe.

b. Que pouvez-vous dire alors du triangle OPQ ?
Déduisez-en que BP = OP.

c. Ce renseignement doit permettre de construire P.
2. Synthése

Construisez les points P et Q répondant a la question
en justifiant le résultat.

3. Indiquez si la construction est toujours possible, s'il
y a plusieurs solutions.

Prolongement

* Pourquoi ABC n'est-il pas isoceéle ?

o Etsi (l—\—é. AC) a une mesure differente de % ?
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PROBLEMES

46 THEMES : Symétries centrales et problames de
construction

A. Préliminaire

1. Pourquoi la composée de trols symétries contrales esl-
elle une symétrie centrale ?

2. Pourquoi la composée de quatre symétries centrales ost-
elle une translation ?

B. Problémes de construction
Utilisons les résultats du A. pour étudier les trois siluations
suivanies, indépendantes les unes des autres,

1. ABC est un triangle et f = s, 8,8, estlacomposée
des symétries de centres A, B et C.
Soit 1 le centre de la symétrie f. On pose ] =s,(I), K=s,(]).
Que pouvez-vous dire des triangles IJK et ABC 7 Dédui-
sez-en une construction du point 1.

2. Construction d'un pentagone connaissant les milieux
de ses cotés.

On donne cinq points A, B, C, D, E et on cherche un pen-
tagone IJKLM tel que A, B, C, D et E soient les milieux res-
pectifs de [1]], [JK], [KL], [LM] et [MI].

a. S'ily a une solution, que pouvez-vous dire de I'image de
I par la composée f=s.°s,°5;°8;°8,7?

b. Construisez alors le pentagone ITKLM.

3. Construction d’un quadrilatére connaissant les milieux
de ses cotés.

On donne quatre points A, B, C, D et on cherche un qua-
drilatere 1JKL tel que A, B, C, D soient les milieux respec-
tifs de [1J], [JK], [KL] et [IL].

Montrez que cela n'est possible que si ABCD est un paral-
Iélogramme et qu'alors il y a une infinité de solutions.

47 THEMES : Transformations. Famille de courbes
1-ef
1+es

f est la fonction définie par f(x) = x +

1. Etudiez la fonction f et tracez sa courbe représentative
€ dans un repére orthonormal (O ; 7, J).
INDICATION :f est impaire.

2. Pour tout réel a, on définit les applications S, et T, du plan
dans lui-méme : au point M de coordonnées (x ; y) dans
(O : 7,]), on associe les points S,(M) de coordonnées
(~y+2a;-x+2a)etT (M)de coordonnées (x + 4 ;y +a).

a. Montrez que S, est une réflexion dont vous préciserez 'axe,
et T, une translation dont vous préciserez le vecteur.

b. Vérifiez que pour tout réela, S, =T1,'+5, «T,".

3. Onnote € _Fimage de € par T .
a, Utilisez 1a question 2.b, pour montrer que la point [(a ; a)
ast contra do symétria de ‘6,

b. Montrez qu'il existe une fonction f, telle que I'équation
da €_soit y </ (¥). Vérifiez que [ (x) = a + flx - a)

Applications linéaires

On note E I'ensemble des vecteurs du plan. Lorsqu’ on asso-
cie & chaque vecteur u, un vecteur U’ et un seul, on dit que
I'on définit une application f de E dansE, & — flu) = u’.

1. Exemple

Soit k un réel non nul fixé. On note f I'application de E dars

E définie par f(U) = ku ; f est appelée homothétie vecto-

rielle de rapport k.

Vérifiez que pour tous vecteurs Uetv, toutréela:
f(u+v)=f@) +f(v) et flau) = af).

Par définition, on dit qu'une applicaticn g de E dans £

est lingaire lorsqu'elle vérifie glu + v) = glu) + gl et

g(at) =ag(y), pour tous vecteurs U et v et tout réef a.

2. Rotation vectorielle

9 désigne un réel et O un point fixé. A chague vecteur J de

E, on associe le vecteur U’ obtenu de la maniére suvante :

on place le point A tel que OA =1, puis le point A" image

de A par la rotation de centre O, d'angle 6 ; on pose alars

u'=0OA.

a.Montrez que I'application g définie par g(J)=U" estinears

(On dit que g est une rotation vectorelle d'angie 4.)

b. Vérifiez que | g(u) | =1 .

3. Réflexion vectorielle

O est un point fixe du plan et w un vectaur nen nul. On note

d la droite qui passe par O et qui est dirigee par w. A chague

vecteur u de E, on associe e vecteur ¢ obtenu de fa maniére

suivante : on place le point A tel que QA =2, puis le point A’

image de A par la réflexion d'axe @ ; on pose ajors & = OA

Montrez que I'application h definie par A (0) =4’ estiineaire

(h est appelée réflexion vectorulle par rappart a w).

Vérifiez que pour tout vecteur v, | @) (= o

NOTE : Les rotations et les réilaxdons vectodeiles sont des apel-

cations linéaires qui consevent fa norme ; on dit que ce sont des
isometrigs vectorielles.
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CHAPITRE

W Cours
o

|

-
(_Jivn ndérons deux fonction

t v x(1) et ¢t y(r), définie
sur un méme intervalle | de
Associons 4 tout réel r de | |»
point M (1) dont les coordonne
dans un repére orthonorm,
choisisont (x(1); y(1)). Lomgue
t décrit intervalle I, le pom
M (1) décrit une courbe € appe.

Iée courbe paramétrée. Par exem.

ple, la trajectoire d’un pomnt en
mouvement dans le plan est une
courbe paramétrée.

Certaines courbes planes qui ne
sont pas des représentations gra-
phiques de fonctions du tp
x —f(x), comme le cercle par
exemple, sont des courbes para-
métrées. Nous en verrons quel-
ques exemples.

Le but du chapitre est de mon-
trer, sur quelques cas simples,
comiment racer une courbe para-
métreée lorsqu’on connait les fonc-

tions ¢ — x(2), 1 — v(0).

Travaux pratiques d'applicarion
I_)L'_\' l.dll't'.\’. L!&'.\‘ rr.:'ﬂL'\K'.\

Exercices ot [V't'i“l'» PHCY
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Dans ce chapitre, les repéres utilisés seront toujours des reperes orthonormaux.

Cette precision sern parfois omise

o DEFINITIONS. EXEMPLES

EEXI Point de vue cinématique

Pour décrire le mouvement plan d'un point mo-
bile M, on préaise a chaque instant de date £ sa posi-
uon par rapport a un repere (O 1 7). Les coor-
données (x5 v) de M sont des fonctions connues
du temps et le systéme :

| x=10

\ y =g(), teI(lestunintervalle de R), est

appelé¢ équation horaire du mouvement. L'ensemble ‘€ des positions du point

mobile M est appelé trajectoire du point M.

Point de vue mathématique

En mathématiques, on n’utilise pas le méme vocabulaire. On dit que le systeme ci-
dessus est une représentation paramétrique de la courbe 6. De fagon générale, on

pose les définitions suivantes.

T DEFINITIONS 1| fet g sont des fonctions définies sur un méme intervalle I. (O ; 7, /) est

' Note

Des représentations
paramétriques d'une
droite, d'une demi-
droite, dun segment
ont été vues au cha-
pitre 16, p, 358, du torme
Obligatoire.

un repére orthonormal.

« L’ensemble des points de coordonnées (f(z) ; g(¢)) , ou z appartient

al, est appelé courbe paramétrée .

x=f(t)

'Lesystéme{
y=g@®, tel

de cette courbe paramétrée,

est appelé représentation paramétrique

« On dit que le point M de coordonnées (f(2) ; g()) est le poinr de

paramétre ¢ . Onlenote M(#) ouM.

EXEMPLE : Le cercle ‘€ de centre O et de rayon 1
est la courbe définie paramétriquement par :

/ x =cost

| y=sing, te[0;2n],
En effer, pour tout réel 7, cos? ¢ +sin? ¢ = 1, dong
le point M (1) est sur "€, Et il est clair que lorsque ¢
décrit [0; 2n[, M (2) décrit tout le cercle '€

2 COURBES PARAMETREES

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

[0 iy |

b ey bis U dpation p oo f{s) sont des aourhos para- y
Pyt 1) wnd moaend e v ifter gue la courhe parmme- /(r}!
e it '

st ot j

o b cpnrha prpredsaitant Frastiombe a otoervalle 1. 7 I B
) yul F
‘ 3
eV A -
o VECTEUR DERIVE. TANGENTE
Définitions
Comsidérons b courhe 6 définie dans un repére orthonormal par | =10
"},’(l), [ I

Supposons les tonetions fet g dérivables sur I, On dit que le vecteur V (/' (1) ; 2/ (2))
ent le vectenr deérvive enr, .
Supposons, en ontre, qu'en un point £, de 1, les deux

nombres /(1) et @' (r,) ne woient pas simulianément YlfK;‘il*"' o
nuls, Lo veetear i’,,(/ (t)ig' (1,)) n'est done pus nul, //ﬁ(,o)

el nnm povvans alors considérer In droire ‘1 dirigee

par \’ et passant par M (7).

[ raman p o 2 | Dans les conditions énoneées ci-dessus :
«Oudit gue le veetenr Y (/') 1 g'(D) estle vecteur dérivé en r de
lu foneton ¢ v OM(I)

. -
« Lorsqu'en 1, le vecteur dérivé V, n’est pas nul , on dit que la droite T
prssant par M(¢,) ¢t dirigée par V est la tangente d la courbe para-
metree au point M (7).

Juntitions Pongine de cette définition, .
Notons M e point M(1,) et considérons pour £# g, le vecteur === M, M0

I\

M)
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En géométrie

Ce vecteur est un vecteur directeur de la
séeante (MM (). Ses cootdonnées sont

fo =7 8= g@,)
]

§= i, p={
Lorsque 1 rend vers 7, elles ont pour limite
() 38 ().
Aws, lorsque M () tend vers M, le vecteur V:,
apparait comme la position limite des vecteurs
divecteurs des sécantes (M“ M(1). Donc la
droite T apparait comme la position limite des
sécantes (M‘,M ("), d’ou son nom, en confor-
mite avec ce qui a éte dit pour les tangentes aux
courbes d'équation y = f(x).

En cinématique

et § i
MM, = PR M M(1) estle

vecteur vitesse moyenne entre
les instants de dates 1, et 1.

V,, limite des vecteurs vitesse
moyenne, est le vecteur vitesse
instantanée a I'instant de date 7.
Le sens de \7; est celui du mou-
vement.

Exemple : tangente au cercle

Nous avons vu au paragraphe 1.3 que la courbe
et apm s f X =cost

paramétrée définie par \ y=sing te (03 2%
est le cercle de centre O et de rayon 1.

Pour une valeur 7, du paramétre, en posant

f(1) =cost et g(z) =sint, nous obtenons :
f'(t) =—sin, g'(t,) = cos 7,. Quel que soit ,,
f'(t,) et g'(z,) nesontpas tous les deux nuls, donc
la droite T passant par M (z,) et dirigée par le vec-

yﬂ
1 Vits)
TN M)
/
/ \
[ t L
7 T F
\/,

teur V, (—sin 7, ; cos 7)), esttangente au cercle en M (z,).

Remarquons que le produit scalaire OM(z,) - \_/';

est nul, car égal a:

= 8In £, COS 7, + COS [, SIN 1.

Les droites (OM,) et T sont donc perpendiculaires. Nous retrouvons la définition
connue de la tangente en M , & savoir la droite passant par M et perpendiculaire

au rayon.

1 Commentaire

1

Cas des courbes d'équation y = f(x)

Nous avons vu qu'une représentation paramétrique d'une

jx:t

telle courbe est
\y=f(t), tel.

Lorsque f est dérivable sur I, le vecteur dérivé en t, a pour ]
coordonnées (1 ; £'(t,)) ; il est donc non nul et il y a donc

une tangente en M(t, ; f(t,).

4
} »
f(X)'L il
[
ol X X
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EXEMPLE DE TRACE |
e D'UNE COURBE PARAMETREE

Considérons la courbe ‘¢ définie paramétriquement par ;

X

v

i

Yo'-2

Ir=t'y te[=-2;2].

Voici les différentes étapes qui conduisent au tracé de la courbe €,
Posons f(6) =32 =2 et g(t) =3¢~1".

EXHI Etude des fonctions f et g sur lintervalle [~ 2 ; 2]

Ltablissons un tableau de variation commun pour ces deux fonctions.

Pour tout s, f'(t) =6 et g'(t) =3-3¢2=3(1-1¢?). Ainsi :

e 2 -1 0 1 2 |
s —
R -12 - -6 - 0 + 6 + 12

10

1 \\\\\*~_2/////zr’

= |

g -

| \\\\‘\—2 /////,n./////r \\\\\x_

+

2 |
g

Utilisation du tableau de variation
pour tracer la courbe

1. Premiére étape : on place les cinq

points correspondant aux valeurs du
paramétre qui apparaissent dans le
tableau des variations simultanées.

M(-2) | M(-1)

M(0)

M(1)

M(2)

(10;2) |1 (1:-2)

2,0

(1:2)

(10;-2)

yA
M(1) M(-2)
o - __L
Mo) |1 10
M(-1) M2)

2. Deuxiéme étape : on trace le vecteur dérivé en chacun des points.
Lorsque ce vecteur n’est pas nul, il indique « le sens du mouvement » et ¢’est un
vecteur directeur de la tangente au point.
Pratiquement, lorsqu’on veut seulement tracer la tangente, on peut remplacer le
vecteur dérivé par un vecteur non nul colinéaire et de méme sens.

Ainsi, par exemple, le vecteur dérivé pour 7=~ 2 a pour coordonnées (- 12 ;-9).
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Pour des commaodites de dessing nous préférons le remplacer par le vecteur de coor-

. 1
données ( b= 1.
\

Notez que les tiingentes en M (= 1)y MO sont horizontales (g (< 1) = 0, g'(1) = 0),
et que T tangente mn point M (0) est verticale (/'(0) = 0),

B M Dy nous avons choist pour vecteur directenr le vecteur (< 150) ;en M(1),
le veeteur (1y0) 0,

3. Trodsiome étape ton teace In courbe sur les intervalles oi /et g sont mono-
tones toutes les deux,
Leiy il st des intervalles [= 25 = Uy = 1300 (05 1) et 15 2],

a) Danys Vintervalle [= 25 = 1], /et g sont y4
décroissantes toutes les deux @« M (1) se
déplace de M (= 2) A M (= 1) de fagon que ? Y,
son abscisse déeroisse, done vers la gauche, PR R N - o A

et de fagon que son ordonnée décroisse, -

donce vers le bas. » M(=1)
Dot le tracé indiqué par la figure,

b) Dans 'intervalle (= 1 ; 0], Pabscisse de y,r
M (1) décroit et son ordonnée croit, donc :

« & partir de M (= 1) jusqu’au point M (0),
M (1) se déplace vers la gauche ('abscisse M(0), 1 X
décroit) et vers le haut ('ordonnée croit) ». ot ]

D’ou le tracé indiqué par la figure, S M)

¢) Dans Pintervalle [0 ; 1], "abscisse de YA
M () croit et 'ordonnée croit. D’ot le tracé 4
indiqué par la figure. Nt

M(-1)

d) Dans l'intervalle (1 ; 2], "abscisse de YA
M(t') .Cl'()llt e't I’ordonnée décroit. D’ou le M) M=2)
tracé indiqué par la figure. P S P

/ 1 .\‘*-'\i 5 X

f : .

Mo\ | !
M(-1) M(2)

{Commentaires |- —

» Las tracés ont 6té réalisés dans « le sens des t croissants ».
* 'orientation des vecteurs dérivés (ou des vecteurs colinéaires a ces vecteurs et de méme
sens) est utile pour le tracé.
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Eléments de symétrie de la courbe

On constate que P'axe des abscigses semble étre un axe de symétrie de la courbe,
Clest effectivement le cas, car Pintervalle 7
[-2; ?] est centré en z¢ro, et pour tout ¢ AR 0 0 M)
de cet intervalle, nous obtenons : |
JCD=3(¢02-2=/0) A
g =3¢-C-*=-g@. f-t)= 11y
’ . 1
[l en résulte 'que les points M (¢) et M (—1) ont gi~) =gk - ---~--==-~ v 0
méme abscisse et des ordonnées opposées ;
ils sont donc symétriques par rapport a ’axe

des abscisses.

La portion de la courbe décrite lorsque ¢ varie de — 2 a 0 est symétrique de la por-
tion de courbe décrite lorsque z varie de 0 a 2.

Nous aurions donc pu réduire Pintervalle d’étude a Pintervalle [0 ; 2].
REMARQUE : En pratique, on cherche a réduire l'intervalle d'étude évidemment avant I'étude

elle-méme. Cette annsde, sonformément au programme, les indications utiles vous seront
données lorsque ceiic =7 ~iion sera possible.

-!- Commentaire |

La courbe « g Gusirs  m7 5 .oen un point appelé point double. De maniére générale, il
y a point deufls feriv o0 woue Seus valeurs distinctes t) et t, du parametre, fit,) = fit,) et
glt)=g(t)

“ow e ""O
erues

LVND-KL
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TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION

Les travaux pratigues 1 a 2 font partie du programme.

B Loosavwsvows 2 W
Lissajous ( Jules An-
tone), physiaen fran-
s (1822-1880). On
ha doit un waite sur
I"etude opuque des
mouvements vibra-
toures.

En Meécanique, les
courbes de Lissajous
representent la trajec-
toire d'un point dont
le mouvement resulte
de la superpositdon de
deux mouvements
vibratoires sinusoi-
daux de méme centre
ct ayant des direcuons
perpendiculaires.

R | |
UNE COURBE DE LISSAJOUS

On considére la courbe paramétrcée définie dans un repere orthonormal (O 51, )
I X =sin 2¢

par la représentation paramétrique : )
\ y=sin3s, trel

1. a) Déterminez les périodes des fonctions ¢ = sin 2¢ et ¢ = sin 37 et montrez
que 27 est une période commune a ces deux fonctons.

b) ¢, est une valeur du paramétre ; montrez que les points M(r,) et M(r, + 2%,
sont confondus. Que peut-on dire des points M (¢, + 2kn), ke Z7?

¢) Déduisez-en que I’ensemble des points M (z) pour ¢ € [a ; b] est identique a
’ensemble des points M (2) pourr € [a+ 27; b + 27]. Que peut-on dire des ensembles
des points M(¢) pourt € [a+ 2kn; b+ 2kn], ke Z?

d) Montrez que ’on obtient tous les points de la courbe en considérant les points
M() pour t € [-m;n].

2. Montrez que les points M (z,) et M (- t,) sont symétriques par rapport a I'ori-
gine ; déduisez-en que la portion de courbe correspondanta & -7 ; 0] est syme-
trique, par rapport a I’origine, de la portion de courbe correspondantar = [0 ; x].

3. Montrez que les points M (z,) et M (n—1,) sont symétriques par rapporta (Oy).
n - -
Déduisez-en que la portion de courbe correspondanta r € - 3| estsymémque, par

rapport a (Oy), de celle qui correspond a ¢ €0 ;

o |

4. Erudiez les fonctions ¢ — sin 27 et ¢ — sin 37 sur l'intervalle |0 ; -»l et éta-
b
-]

blissez un tableau des variations simultanées de ces foncuons.

5. Montrez que la portion de courbe correspondanta ¢ €|~ 5 —| coupe I'axe (Ox)

¢n un point ; déterminez ses coordonnées et un vecteur tangent en ce pomnt

6. Tracez la portion de courbe correspondantd € |0 ; —| (uniteé graphigue 5 cm)

1o | A

7. A l'aide des propriérés géomeétriques de la courbe, obtenues en 2. et 3., mdiguas
comment on peut tracer toute la courbe a partir du trace realise en o,

8. Démontrez que cette courbe admet un second axe de svmene

— _!i_l'lul_l_lll“lll-l_l_l-l;'ml' e d——- : —

La courbe  que vous venez de tracer s'obtient faclemaent sur 'ecran d'un oscdiosc ope en
appliquant une d.d.p. sinusoidala V, = sin 2 wt pour le balayage honzontal et une dip s
soidale V, = sin 3 w! pour le balayage verlical

——— r————————— - e ——— e ——— _— -
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TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION TRAVAUX PRATIQUE

W Leswowes-vons 7 W
Vers 1962, herre Be-
2rer, ingenicur ches
Renaulty, mit an point
une mcthode pour ob
tenir le trace de cour-
bes plancs (ou de 'es-
Pace) soumises a cer-
tames conditons

COURBES DE BEZIER

1.idée divectnice est de tracer une courbe en déplagant le barycentre d’un certain
nombre de points affectés de coefficients dépendant d’une variable, appelés « points
de contrdle ». En modifiant la position des points de controle, on déforme la courbe
jusqu'a 'obrention du trace désire.

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ; 1, 7).

1. On considére les points M, M, M,. t est un réel appartenant a [0 ; 1].

A, est le barycentre de (M, 1 = 0), (M, 9), A, celuide (M,, 1 =1, (M, ), ex
Mceluide (A, 1-1), (A, D).

Démontrez que OM = (1 -2 OM, + 21(1-1) OM, + 1> OM,. L’ensembile
€ des points M obtenus lorsque ¢ décrit [0 ; 1] est appelé courbe de Bézier asso-
ciée aux trois points de contrdle M, M, M,.

2. On suppose dans cette question que M, =0, M, =B(4; 8), M, =C(7;:4.
a) Déterminez les coordonnées de M.
On obtient la représentation paramétrique suivante :

x=f()=-12+8:
y=g)=-122+161, te [0;1].

b) Etudiez les variations des fonctions f et g pour z élément de I’intervalle [0 ; 1].

c) Vérifiez que € passe par O et est tangente en O a (OB), puis que € passe par C
et est tangente en C a (BC). La courbe € passe-t-elle par B 2

d) Déterminez, en fonction de ¢, les coordonnées des points A, et A,. Vérifiez que
% est tangente en M a (A A)).

e) Tracez la courbe €.

3. On désire construire une courbe de Bézier ¢’ répondant aux conditions suivantes :

7
+ les points de contréle sont O, B'(E; b) s C€T3:49);

P i ol g i
» au point D d’abscisse re %’ admet une tangente de coefficient directeur

a) Déterminez b puis I'ordonnée du point D.
b) Démontrez que ‘€’ a pour représentation paramétrique :
< x=h(t) =Tt
y=0@=20+21 1e(0;1].
¢) Ewudiez h et € lorsque ¢ décrit Pintervalle [0 1).
d) Tracez la courbe ‘€.

¢) Démontrez que '€ est I'arc d’une parabole P ; précisez les coordonnées du som-
mel S de cette parabole.

2. COURBES PARAMETREES

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

DES IDEES

DES REFLEXES

| ST R A eI SR R PR e S |
Des idées a retenir

@ La trajectoire d’un point mobile en mouvement
dans le plan est une courbe paramétrée.

e S¢ donner une courbe paramétrée 6, c’est se don-
ner un repére orthonormal, et deux fonctions
1, g définies sur le méme intervalle I de R ; 6 est
alors 'ensemble de tous les points de coordonnées
(f(0) ; g(@), t décrivant L.

® Le vecteur dérivé au point M (z,) n’existe que
sif'(z,) #0, ou g'(z,) # 0. Dans ce cas, ¢ a une
tangente en M (7)), cette tangente est la droite qui
passe par M(z,) et qui est dirigée par le vecteur
dérive.

® Une méme courbe paramétrée peut avoir plu-
sieurs représentations paramétriques.

Exemple : La droite d dirigée par le vecteur u(2; 3) et qui
passe par le point A(1;1) a pour représentation parameé-
x=2t+1

y=38t+1, teR.

Mais on peut dire aussi que d est la droite qui passe par
A et qui est dirigée par le vecteur V(4 ; 6), puisque ce vec-

teur non nul est colinéaire & u. Une représentation para-
métrique de d est alors :

{x=4t+1
y=6t+1, teR,

trique :

¢ Les courbes d’équation cartésienne y = f(x)
sont des courbes paramétrées particuliéres. Mais
une courbe paramétrée n’est pas toujours une
courbe d’¢équation y = f(x).

Exemple © Le cercle,

Des réflexes a avoir

P Pensez que le cercle de centre O (origine du

repére) et de rayon a, est la courbe parametré:
- X=acost

desini par y=asint, te[0;2x[.

P> Pour tracer une courbe paramétrée x = f(,.

y = g(t), aprés avoir dressé le tableau des varia-

tions simultanées de fet g, pensez :

* a travailler par intervalles, tels que sur chacun

de ces intervalles, f et g soient toutes les deux

monotones ;

« 4 placer des points particuliers, et en chacun de

ces points, lorsque cela est possible, tracer la tan-

gente ;

« a tracer la courbe dans le sens des z croissants.

P> Pensez que certaines courbes paramétrées peu-

vent avoir une équation cartésienne.

Exemple : La courbe paramétrée définie par

X = cost

y=sint, t e [0;2n[
est le cercle ¢ de centre O (origine du repére) et de
rayon 1. Donc ‘6 a aussi pour équation x?+ y*=1,
Notez qu'en passant du « paramétrique » au « cartésien »
on perd de I'information, du moins pour la cinématique,
car, par exemple, la représentation paramétrique indique
le sens de parcours de la trajectoire, tandis que I'équation
cartésienne ne le donne pas.
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Q.C.M.

Une seule des réponses proposdes oat exacte n

Qr Lacourbe '€ est défine paramétriquement par .
[x=t7=2t
ly=t +8' te R

Au point M(1), ¢ a une tangente dont
un vecteur directeur v a pour coordonnées ... =1:2)

Q2 Lacourbe \C est définie paramétriquement par :
[x= t+sin2t

|y=2t-cost, teR.

"
Au point M (5} ‘¢ a une tangente dont

le coefficient directeur est ... 2

Qs Lacourbe ‘G est définie paramétriquement par :
[x =f(t)
ly=g(t) . t[0;4).
Le tableau des variations de f et de g est :

t|0 2 4
2

f \0/1

©;4

(1.0)

3
9|, —7 T~y i
Alors € est la courbe : 9

Q4 La courbe € est définie paramétriquement par :
[ x =1(t)

|y=g(t), tef0;4].
Le tableau des variations de f et g est :

t|o 2 ]
rio - - -1

i
{ T —
TTTT——— 0

2"\-—.‘* PR 1
g o 2

e e e e e ] o

; , 1 *
-1 - 0 + 2 y i

g it S b —= \[- —— ‘l‘..

Alors € est la courbe :
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Q.C.M, (suite) i

Qs Lacourbe ‘C est définie paramétriquement par -
," x=1(t)
ly=g(t) . te[0:8).

Un tableau possible des variations de f et g est

POUR S’ENTRAINER

Représentation paramétrique
et équation cartésienne

Pour les exercices 1 a 4, la courbe paramétrée pro-
posée a une équation cartésienne simple. Donnez
cette équation et représentez la courbe.

fx:lnt
1 .
ly=1+Int, t€]0;+e].

UNE METHODE : Trouver une relation entre x et y dans laquelle t
ne figure pas. Bien préciser le domaine dans lequel x varie et celui
dans lequel y varie.

}, x=g'-1
x=2t-1
3 1
o= 2 :‘—,tER.
ly=2t* ,teR. y ot 4
[x = cos?t

‘\y=1—2sin’t,te[0;21t].

Tangente a une courbe paramétrée

Pour les exercices 5 & 8, trouvez une équation car-
tésienne de la tangente a la courbe paramétrée au
point M de paramétre donné.

!x=t7+4t

{ 1
u ly=t +;, enM(1).

-~

£y

x=cost +2sint

6 : 2
y=sin2t-cost , enM EJ

x=tant

¥ 8}x:t—lnt
y=cost, enM(z).

\y=e‘2‘ . enM(1).

Tracés de courbes paramétrées

Pour les exercices 9 a 12, tracez les courbes para-
métrées définies par :

x=t2+1
y=t’-2t+2,te[-1;2].
y=(t+1)?

" x=201-312
Ite[-2;2].

-

t~

RIS
12 | ;

1+82'

|x

— 2 _
11 x=t-1
y=t'-3t,teR.

Eléments de symétrie. Tracés

13 6 est la courbe définie paramétriquement par :
|x=sindt
\y:cos3t ,teR.
Etudiez les positions respectives des points M(t), M(- t),
M(r + t), M(t - t).
Déduisez-en les éléments de symétrie de 6.

45
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14 ‘€ est la courbe définie paramétriquement par
x=tint

\y - |_I':! e )04

Etudiez les positions respectives de M(t) et M‘ : )

Déduisez-en que la droite d'équation y = - x est un axe de
symétrie de ‘(.

15 ¢ est la courbe définie paramétriquement par :
1

f

’ Xe=

\ {

\y =t telR"

1. Etudiez les positions respectives des points M(t) et
M(- t). Déduisez-en que ¢ posséde un axe de symétrie.
2. Tracez la courbe €.

16 € est la courbe définie paramétriquement par :
x=e'+e"
{y:e'—e" ,teR,
1. Etudiez les positions respectives de M(t) et M(- t).
Déduisez-en que ‘¢ posséde un axe de symétrie.
2. Tracez la courbe €.

17 < est la courbe définie paramétriquement par :
f x=t2-2t
ly=t+2t,teR.
1. Etudiez les positions respectives de M(t) et M(- t).
Déduisez-en que ¢ admet un centre de symétrie.
2. Tracez la courbe €.

18 €BAC> 1. Dans unrepére orthonormal, on considére
le point G, de coordonnées (x(t) ; y(t)) ol :

x(t) = % (cos 2t + 2 cos t), y(t) =sin 2t.
Pour tout t réel, comparez G, ,, et G, puisG_ etG,.
2. Etudiez les variations des fonctions x + x(t) et t ~ y(t)
sur l'intervalle [0 ; ).
3. Tracez la courbe I', ensemble des points G, pour
t e [-n; ). En particulier, prenez soin de préciser les points

de contact des tangentes paralléles a I'un des axes de coor-
données,

18 €BACY Leplan P est munid'un repére orthonormal
direct (O ;7,]).

On se propose de tracer la courbe ‘€ ensemble des points
du plan dont les coordonnées sont définies en fonction de
la vanable réelle t par

M(t)}x(l)=2cpsr-gos2t
|y(t)=2sint +sin2t,

2. COURBES PARAMETREES

1. Montrez que I'on passe du point de paramétre { 2u poing
da paramétre { + ?:;j par une rotation de centre O et dont

' 2n
una mesura de I'angle est 5

2. Montraz que I'on peut réduire Vintervalle §'étude 2 lNinter-

Zn
valle (0 ; 1|,
3

3. On appelle I et A les points correspondant respective-
mentd (=0 et f= ; Construisez la tangente en 12 °¢,

On admettra que la tangente en A 2 € existe et passe par O,
Tracez la courbe €.

20 € est la courbe définie pararmétriquement par -
fx: f(t) =sint

T
ly:g(t):tant,te R, t# §+k:(k‘_zl.

1. Etudiez les positions respectives de M(t) et M(t + 2.
2. Etudiez les positions respectives de M(t) et M(-t).
3. Etudiez les positions respectives de

n T \

M(— +t| et M(—-t|.

2 27
4. Déduisez des questions précédentes que pour tracer iz
courbe %, il suffit de savoir tracer la partie de % constituée

des points M(t) pour t variant de 0 ‘ag.

NN

5. Etudiez les variations de f et g sur I'intervalle |0 -

6. Interprétez graphiquement les limites de fet g en—.

7. Tracez la courbe €.
8. Vérifiez qu'une équation cartésienne de € est :
y2(1-x9 =x2

Courbe définie par ses tangentes

Pour les exercices 21 a 24, le plan est muni d’'un repére
orthonormal (O ; 7, /). Déterminez une représentation
paramétrique de la courbe ¢ passant par le point
A(t,) et admettant en chacun de ses points M(t) un
vecteur dérivé V(t).

21 V(t) = (cos t) 7 + @sin 20)]; (t ¢ R), r°=g. A(1: 1)
22 V(t):(tz-zr)h%i; (t e R), t,=1, A(1:1).
23 V(t)=e'T+e"']; (t « R), t,=0, A(; 1)

24 V(t) = (cos t)i+(tant)]; (t 3

f-'—‘) t,=0, A1, 1)
st T
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25 Paramétrage d'un triangle, d'un quadrilatére
Le plan est muni d'un repare orthonormal (O ; /, /). ABC est
un triangle dont on connaft les coordonndos dos sommolts
A(1:2), B@;1), CG@2:4).
Trouvez une reprasentation paramatrique du contour de ce
triangle, de la forme :
[x=1(t)
\y=g(t).tel0;3].
INDICATION : La fonction f est une fonction affine par morceaux :
f(t)=.. lorsque t ¢ [0;1]
f(t)=.. lorsque t ¢ [1;2]
\f(t):... lorsque t e [2;3].
De méme pour la fonction g.

26 Une cycloide
(¢ est la courbe définie paramétriquement par :

[x=f(t) =t-sint

\y:g(t)=1—cost ,teR.
1.a. Par quelle transformation géométrique passe-t-on de
M(t)aM(t+2r) ?
b. Etudiez les positions respectives de M(t) et M(- t).

c. Déduisez de a. et b. qu'il suffit, pour savoir tracer la
courbe ‘€, de tracer la partie de %6 constituée des points
M(t) pour t variant de 0 a m.

2. Etudiez les fonctions f et g sur [0; ).
3. Tracez la partie de G constituée des points M(t) pour

tvariantde-2maz2m M
NOTE : Un cercle roule sans glisser
sur une droite d. M est un point fixe ¥

du cercie. La trajectoire du point M d
27 L'astroide

{ est la courbe définie paramétriquement par :
,"X =f(t) =cos’ t
ly=gl(t)=sin’t ,teR.

est une cycloide.

1.a. Etudiez les positions respectives des points M(t),
Mt + 2 7)), M(-t).

- T
b. Etudiez les positions respectives des points M (5 - t)
et M= 41|,
2

c. Déduisez de a. et b. qu'il suffit, pour savoir tracer la
courbe (, de tracer la partie de ‘¢ constituée des points

M(1) pour t variant de 0 a g

2. Etudiez les vanations de f et g sur IO: :]

3. Vérifiez que le vecteur directeur de la tangente en M(t)
ost colindaire au vecteur U(t) = (- cos t) 7+ (sint)].
Déduisez-en que ‘¢ admet au point A(0 ; 1) une tangente
varticala ot au point B(1 ; 0) une tangente horizontale.

4, Tracoz la courbe G,
n
5. Etudioz les positions respectives de M(t) et M ( = t).

Déduisez-en que la droite d'équation y = x est un axe de
symétrie do ‘C. Quels sont tous les axes de symétrie de ¢, ?

28 Une cardioide

Dans le plan muni du repére orthonormal direct (O ; 1, /), on
considére le cercle G de centre O et de rayon 1. Soit A le
point de coordonnées (- 1 ; 0). A tout point m de ¢, on asso-
cle le point M, projeté orthogonal de A sur la tangente en
m a6. On appelle t une mesure de I'angle (7, Om).

1. Démontrez que le point M a pour coordonnées :
(cost-sin2t;sintcost+sint).

Lorsque m décrit 6, I'ensemble des points M est une courbe

¢’ définie comme la courbe paramétrée ensemble des

points M(t) lorsque t varie dans R.

2. Etudiez les positions relatives de M(t), M(t + 2 r), M(=t).
Déduisez-en qu'il suffit, pour tracer la courbe €, de limiter
les variations de t & I'intervalle [0 ; x].

3. Tracez ‘6’ en précisant les tangentes aux points de para-

métres 0, g %E On admet qu'au point de parametre =,
%' a une tangente horizontale.
NOTE ; Pourquoi la courbe ¢’ est-elle appelée cardioide ?

29 Une spirale
% est la courbe définie paramétriquement par :

fx =f(t) =e'cos t

\y =g(t)=e'sint ,t e R.
1. Par quelles transformations du plan les points M(t + 2 )
et M(t - 2 r) se déduisent-ils du point M(t) ?
2. Etudiez f et g sur l'intervalle 0 ; 2 n}.
3, Tracez la partie de la courbe ‘€ constituée des points
M(t) pour t variant de Q a 2 =, Déduisez-en alors la partie
de la courbe ‘¢ constituée des points M(t) lorsque t varie
de-2nddn

2. COURBES PARAMETREES
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30 La conchoide de Nicomeéde

Dans le plan muni d'un repére orthonomal (O ; 1/, ), on
considere le point A(- 4 ; 0) et une demi-droite D, passant
par A et de vecteur directeur u = (cos t) 7 + (sin t)] avec

:
te‘-;;;l. D coupe (O ; /) en P. Soit M le point de D

Qui n'appartient pas au segment (AP] et tel que PM = 2.
,l"/D

M
P

-
AN J
-4 0

_')>

I

1. Exprimez les coordonnées de P puis celles de M en fonc-
tion de t.

2. Lorsque t varie, I'ensemble des points M est une courbe
paramétrée définie par :

jx:f(t) =2cost

‘\y:g(t)=4tant+23int Le ]—g;g .

On note ¢ cette courbe.
a. Pour tracer la courbe , il suffit de savoir tracer la partie

de ‘€ constituée des points M(t) pour t variant de 0 a g

n
0;-|.
2[

g exclu. Justifiez cette affirmation.

b. Etudiez les variations de f et g sur I'intervalle

c. Etudiez les limites de f et g en g

Interprétez graphiquement les résultats obtenus.
d. Tracez la courbe €.

NOTE : La courbe épouse la forme d'une coquille, d'ol son nom.
Nicoméde est un géometre grec qui vécut entre - 200 et - 100.
Plusieurs rois de Bithynie (Asie Mineure) portérent ce nom.

PROBLEMES

31 €BAC> THEMES : Equations différentielles.
Courbes paramétrées. Complexes

Les deux parties peuvent étre traitées indépendamment
I'une de l'autre.

Partie A

1. Résolvez I'équation différentielle 1"(x)+4f(x)=0 [1],
x étant une variable réelle.

2. COURBES PARAMETREES

2. Détarminez la solution f telle que f(0) =0 et f'(0) = g.

3. Le but de cette queslion est de résoudre I"équation :
g'k)+4dgl)=2cosx [2].

a. Montrez que la fonction h définie par h(x) = g €05 x est

solution de I'équation [2].

b. Démontrez que g est solution de [2] si et seulement si la
fonction (g - h) est solution de [1].

c. Déduisez-en toutes les solutions de [2].
d. Déterminez la solution g de [2] définie par :
g0)=1 et g'(0)=0.

Partie B
Dans le plan muni du repére orthonormal direct (O ; 4, v)
(unité graphique : 9 cm), on considére les points A, B, M,

N, Q, d'affixes respectives 1, -1, z, z3, i— z étant un

complexe de module 1 et d'argument t, t réel.

1. Soit S le point d’affixe Z=22+2z + 1. Montrez que les
points B, M et S sont alignés. 2

2. Calculez en fonction de t I'affixe de I'isobarycentre de
M, N, Q. Précisez sa partie réelle et sa partie imaginaire.

3. On considére le point G(t) de coordonnées (x(t) ; y(t)) :

1
x(t)-—.:—;(cos2t+2cost)

1
t)=-sin2t.
y(t) 3

Etudiez les positions respectives de G(t+2m) et G(t),
puisde G(-t) et G(t).

4. Etudiez les variations des fonctions x ety sur [0; n].

5. Tracez la courbe %6, ensemble des points G(t), t décri-
vant R. En particulier, précisez les points de contact des tan-
gentes paralléles a I'un des axes de coordonnées.

32 THEMES : Equations différentielles. Courbes
paramétrées

Au sortir d'un four pour traitement thermique, des pieces
sont trempées dans un bain d’huile. Elles glissent sur une
rampe d'accés. On se propose de modéliser le mouvement
de la piece dans le bain d’huile au sortir de la rampe. La figure
représente la section de la cuve par un plan vertical.

—p
\o' U
P 4
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Dans cotto mocdalisation, on étudio e mouvement d'un point
matdriel M do masso m dans o plan vertical muni du repiro
orthonomd direct (O3 7,/). On eholsit / sverticals, On naglige
In poussdo d'Archimade, Co point ast soumis & son polds
oL A 1a forca de frottement toprdaentéo par lo vectour ( N).
La constante positive K ost lo coafficlont do viscositd of V
fe voctenr vitesso do M A Finstant de date o,

A linstant da date ¢ - 0

* la point M est en O

* lo vecteur vitosse V; ost tol que || V:, =10 ot (/, \/,.,): (';
Les coordonnees x ot y da M sont des fonctions du temps
tostlonnote X' x" y' y" leurs dérivées par rapport it I

relation fondamentale de la dynamique appliquée au point
M conduit aux equations différentiolles :

[mx" == Kkx'
| my" = = ky' =mg , g accdiération de la pesanteur
A.Ondonne: k=2,m=1,9= 10,
1. Montrez que dans ce cas, on obtient les équations dif-
ferontielles [E,] et [E,], la variable t appartenant & I'inter-
valle [0} + ]
je=-2x[g)
I =-2r-10 [g)
2. Résolvez I'équation différentielle [E,).

3.a. Déterminez une fonction polyndme de degré 1 solution
particuliére de [E,].

b. Résolvez I'équation différentielle [E,).
4.a. Déterminez la fonction f solution de [E,] telle que :
f(0)=0 et f'(0)=54/3.
b. Déterminez la fonction g solution de [E,] telle que :
g(0)=0 et g'(0) = 5.
B. On considére, dans le repére orthonormal (O ; 7, /) d'unité

graphique 1 cm, la courbe G ensemble des points M(x ; y)
tels que :

Jx =1(t) = g V3 (1-07%)
|y =g(t)=5(1-e)-5t, te0;+e.

1. Etudiez les variations des fonctions f et g; précisez les
limites de f etde g quand t tend vers plus I'infini, Inter-
prétez graphiquement le résultat.

2. Determinez le coefficient directeur de la tangente au
point O. Interprétez le résultat a I'aide du vecteur V.

3. Complétez le tableau de valeurs suivant ;

t (01/02|/04[06| 1|15 2|25 3
X

y
On donnera des valeurs décimales arrondies a 10-2,

4, Tracoz I'arc de la courbe ‘€ constitué des points M(f)
pour {variant do 0 4 3.

B, On suppose qua la distance du point O & la paroi CD est
Al em. Le polnt M pout-il rancontrar la parol GD ?

['npras B15 Conception de prodiits industrials
[

Jmn:B,,

Notlon d'Intégrale curviligne
A. Dofinitions

1. Une fonction [ & deux variables réelles, définies sur 7 et
A valaurs réelles, associe 4 chaque couple (x ; y) un nombre
réol ot un seul, noté f(x, y). Exemple : £ (x,y) = f(x,y) = xy.

2, Considérons un arc de courbe paramétrée, AB, défini par
la donnée de deux fonctions x(t), y(t), dérivables sur un inter-
valle [a ; b] de R, et considérons deux fonctions, fet g, 4
deux variables.

On appelle intégrale curviligne de f(x, y) dx + g(x, y) dy
relative & ce paramétrage de AB, le nombre :

[/ Tten vl 10 + gl o) y ] et

B. Exemples

1. Dans un repére orthonormal, les points A et B ont res-
pectivement pour coordonnées (1 ; 1), (2 ; 3).

a. Vérifiez que [AB] peut étre défini paramétriquement par :
x(t)=t+1, y(t)=2t+1, te[0;1].

b. Calculez I'intégrale curviligne de f(x, y) dx + g(x, y) dy
relative & ce paramétrage de [AB] lorsque f(x, y) =xy et
gx y)=x+y.

c. Vérifiez que [AB] peut aussi étre défini paramétriquement
par:
x(t):%n, yit)=t+1, te(0;2L

Calculez I'intégrale curviligne de f(x, y) dx + g(x, y) dy
relative & ce nouveau paramétrage de [AB], les fonctions
f et g étant celles définies a la question b. Constatez que
le résultat obtenu est le méme que celui obtenu en b.

NOTE : Sur cet exemple, on voit que I'intégrale curviligne ne
dépend pas des paramétrages choisis. Ceci est général, pour des
paramétrages « usuels ». On parle alors de I'intégrale curviligne
de f(x,y) dx +g(x,y) dy sur I'arc AB parcouru de A vers B et an

note ‘ f(x,y)dx +g(x,y)dy cetteintégrale curviligne.
Jan

2. Dans un repére orthonormal, les points A et B ont res-
pectivement pour coordonnées (1 ; 0), (- 1; 0). On consi-
dére le demi-cercle AB de centre O, de rayon 1, situé dans
le demi-plan d'équation y == 0, et parcouru de A vers B. Aprés
avoir trouvé un paramétrage de cet arc AB, calculez I'inté-
grale curviligne sur AB de f(x, ) dx + g(x, y) dy lorsque
fix,y)=xy ot g(x,y)=x+y.

2. COURBES PARAMETREES
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Cc court chapitre de travaux
pratiques, voulu comme tel par
le programme, n’a pas la struc-
ture habituelle annoncée dans
I’avant-propos.

Il traite essentiellement des
CHAPITRE points suivants : transformation
de a cos 0 + b sin 0, conversions
de sommes trigonométriques en
produits, exemples d’utilisation
des nombres complexes pour
I’¢tude d’une configuration
plane. De tels exemples ont déja
¢té donnés lors du chapitre
NOMBRES COMPLEXES du

tome Enseignement obligatorre ;

>/
&
3

d’autres exemples seront vus
dans les chapitres suivants de ce

manuel.

51
61

Travaux pratiques

Exercices et problémes
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TRAVAUX PRATIQUES TRAVAUX PRATIQUES TRAVAUX

PRATIQUES

Tous les travaux pratiques proposeés font partie du programme,

PREMIERE PARTIE : Compléments d’algébre

TP 1
TRANSFORMATION DE a cos 6 + b sin 6

De nombreux problémes, en Physique notamment, conduisent 2 une équation
a cos 0 + bsin 6 = ¢, dans laquelle I'inconnue est'le nombre 6. En général, pour
résoudre une telle équation, on I’écrit sous la forme rcos (0 — @) =c; ret ¢ étant
connus, on sait alors trouver 6 — ¢, donc 6.

Nous allons voir comment on peut opérer pour obtenir I’écriture rcos (8 —¢) = c.

EEEl Transformation de a cos 6 + b sin 6 (a, b, 6, réels)

1. Par utilisation des nombres complexes
La méthode qui suit repose sur la remarque suivante : a cos 8 + bsin 6 est la par-
tie réelle du complexe e (a—1b).

a) Justifiez cette affirmation.

b) On suppose que a et b ne sont pas tous deux nuls.

Onpose r=|a+ib| et ¢ =arg (a+ib). Montrez alors que pour tout réel 8 :
acos 0+ bsin 0 =rcos (0-¢).

c) Application : En utilisant la question b), transformez chacune des expressions :

*cos 0 +4/3 sinb «C0s30 +sin 30 «2cos 8 —3sin 0.

INDICATION : Pour la derniére expression, trouver une valeur approchée de ¢ (en radians) a I'aide
d’une calculatrice.

2. Par le produit scalaire

La méthode qui suit repose sur la remarque sui- }:l_ ___N \
vante : a cos 0 + b sin 0 est de la forme xx' +yy’, et J :
peut donc s’exprimer comme un produit scalaire. \
Dans un repére orthonormal direct (O ; OI, OJ), sinok -/ - ; .
considérons les points M (cos 0 ; sin 0) et N (a; b). o ; /( ' 3
a) Vérifiez que acos 0 + bsin = OM - ON. LA :/\ £ 1 X
b) Posez r=ON et ¢ = (Ef, O_N.). a cosd
Déduisez alors de a) que a cos 0 + b sin 0 = r cos (0= ¢).

b

3. En posant tan ¢ = -

Supposons a # 0.

a) Vérifiez qu’alors, en utilisant la représentation graphique de la fonction tangente,

Fbogs ) T = b
il existe toujours un nombre ¢ dans |- = ; — | telque tan ¢ = "

3
2
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b sin g
et en remplagant — par ——,
d

a cos g ’

b
1) Iin éerivant g cos i # hgin (= u((:rw 0+ &inf

a
vénfiez que acos 0+ b sin 0 = ~—cos (0= ¢).
cos (p

EE¥] Résolution d'équations acosx+b sinx =c¢

1. En utilisant le résultat de 'un des sous-paragraphes du 1.1, montrez que I"equa.
ton a cos x + bsinx = ¢ n'apas de solution lorsque ¢* > a’ + 5°,

2. Résolvez chacune des équations suivantes :
a)cos x+ /3 sinx=1 b)2cosx=3sinx=-6

¢) cos 3x +sin3x =1 d) \/; cos’ x + 2 sin x cos x - v’”& sin x =y 2,

EEE]l Une application : un probléme de tuyaux

Un plombier doit raccorder un tuyau
pos¢ sur le sol & un tuyau horizontal
situé¢ 1,2 métre au-dessus du sol 4 g 0
comme indiqué sur la figure ci-contre.

Pour relier ces deux tuyaux, il dispose ¢ 8

de tuyaux droits et de tuyaux courbes. ) 3__: ' 7
Tous les tuyaux utilisés ont pour i /

rayon 70 mm. Le plombier veut déter- T A o -
miner la longueur { du tuyau droit et AE“‘_"B‘ “““““ "
I’angle 6 des tuyaux. : 0&7m

1. Exprimez AB en fonction de sin 6 et BC en fonction de cos 6.
Déduisez-en que : 140 sin 0 + € cos 8 = 870 [1].

2. Exprimez CC' en fonction de cos 8 et C'D en fonction de sin 8.
Déduisez-en que : 140(1 —cos 8) + € sin 6 = 1 200 [2].

3. Déduisez de [1] et [2] que : 87 sin 6 — 106 cos 8 = 14.

4. Donnez des valeurs approchées, tronquées au centiéme, du module et d'un argu-

ment de 87 - 106 1.
Donnez alors des valeurs approchées de 0 en degrés et de € en meétres.

52 3 COMPLEMENTS SUR LES NOMBRES COMPLEXES
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L -
CONVERSION
DE SOMMES EN PRODUITS

Le but de ce TP est de transformer en produits des sommes comme cos p + cos g,
sin p + sin g, ..., et d'appliquer les résultats obtenus a la résolution d’équations tri-
gonomeétriques. On rappelle les formules d'Euler :

e +e? et —g-it

—=cos 0, 5 = sin 6, (8 réel).

“

2

EXEl Les formules

1. Avec les nombres complexes
p et ¢ sont deux réels quelconques, cos p + cos ¢ est la partie réelle de e” + e'7.

-+

Ecrivons e + e'¢ en mertant en facteur ef

e"-’+c"4=e‘;’;q(e'p;q+e"p;q)=25'g‘¥cosp;q.
a) Montrez que :

+ = i + -
cosp+cosq=2cosp2qcosp2q et sinp+sinq=25mp2qcospzq :
b) Déduisez-en les formules :

+ - 3 -
cosp—cosq=—25inp2qsinp2q et sinp-sinq=25mp’qcosp_,q

2. En utilisant des formules déja établies

a) A partr des formules donnant cos (a + b) et cos (a— b), vérifiez que :
cos (a + b) + cos (a-b) = 2 cos a cos b.
Puis posez a + b=p et a— b =g, et rerouvez la formule qui donne cos p + cos g

b) Retrouvez de méme la formule donnant sin p + sin gq.

Des applications a la résolution d’équations

Résolvez chacune des équations suivantes :
a) cos 3x—cos 5x =sin 6x + sin 2x,

b) sinx + sin 2x + sin 3x = 0.
c)cosS5x+2cos3x+3cosx=0.

INDICATION : b) Transformer sin x + sin 3 x en un produit,

3. COMPLEMENTS SUR LES NOMBRES COMPLEXES 03
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TP 3
RACINES niemes DANS C
EERl Définitions

n ¢tant un naturel non nul, on appelle  racine #*m* de 'unité tout nombre
complexe & telque z"=1
On appelle racine n'*™¢ du complexe a (a # 0), tout nombre complexe z

tel que z" = a.

Notez que, quel que soit 7 non nul, 1 est une racine nitme de unité.
Le but de ce TP est de prouver que tout nombre complexe non nul a a exactement
n racines nitmes (donc que I’équation z" = @ a exactement » solutions).

{ Commentaire |

Notez la différence entre racine n'*m dans R et racine n'®m dans C. Par exemple, dans R,
-1 n’a pas de racine carrée, tandis que dans C, - 1 a deux racines carrées, qui sont jet—j
(en effet z2=-1 équivauta z2=j2 etencorea (z-i)(z +i)=0). En outre, lorsque dans R,
un réel a une racine carrée, cette racine carrée est unique, par exemple, dans R, 1 n’a qu’une
racine carrée qui est 1, tandis que dans C, 1 a deux racines carrées qui sont 1 et — 1.

EEHl Exemple : racines troisiémes de l'unité

Rechercher les racines troisiémes de I'unité, c’est donc résoudre dans C I’équation
z3=1. Notez que zéro ne peut pas étre solution, donc les solutions sont a recher-
cher parmi les complexes non nuls. Puisque les formes trigonomeétriques ou expo-
nentielles se prétent bien aux calculs sur les puissances, c’est sous cette forme-la
que nous allons rechercher les solutions de 23 = 1.

1. z est un complexe non nul, de module r et d’argument 6, z = re’.
Vérifiez que les propositions (P,) et (P,) sont équivalentes :
*(P):2=1 <(P,):r=1 et 30 =0 (modulo 2 n).

2. On est donc amené a résoudre I’équation 30 = 0 (modulo 2m).

.. 2km .
Vérifiez que les nombres 0 tels que 0 = R k € Z, sont les solutions.
Calculez les valeurs 6, 6, 6,, correspondant respectivement aux valeurs & = 0,

k=1,k=2,

vy I I
Déduisez-en que les nombres 1, e*'3, e*'3,sont solu-
tions de 2* = 1. Nous avons représenté ces solutions

sur le cercle trigonométrique du plan complexe.

3. On suppose :

a) k = 3p. Vérifiez que 0, =0, (modulo 2 n).
b) k= 3p+ 1. Vérifiez que 0, =0, (modulo 2 ),
c) k=3p+ 2. Vérifiezque 0, =0, (modulo 2 n).
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4. Conclusion
2V = 1 n'a pas d'autres solutions que celles trouvées 4 la question 2, a savoir :

)i R "
1, &%), ey,

5. Montrez que les images M, M|, M, de ces trois solutions sont les sommets d’un
triangle ¢quilatéral.

6. On note j le nombre ¢4, J=et} Lalors jP=1

Vérifiez que j2 =7 , puis que 1 +j+j?=0 . Déduisez de ce dernier résultat que
OM, + OM, + OM, =0, donc que O est I'isobarycentre de M, M, M, c’est-a-
dire le centre de gravité de My M| M,

Racines nitmes de |'unité

1. La recherche, dans le cas général, des racines n'“™* de I'unité suit la méme méthode
que celle utilisée dans I’exemple de la recherche des racines troisiemes.
z est un complexe non nul de module r et d’argument 6.
a) Vérifiez que les propositions (P,) et (P,) sont équivalentes :
«(P):z'=1 «(P,):r=1 et n6=0 (modulo 2 7).
b) En procédant comme dans ’exemple précédent, montrez que les racines nismes

") —_ iR E s
de P’unité sont les 7 nombres complexes @, = e¢?*%, kentiertelque 0<k <n-1.

2. Interprétation géométrique
Dans un repére orthonormal direct (O ; u, v), notons My, M, ..., M__, les points
dont les affixes sont respectivement g, @, ..., @, _ .

a) Pourquoi ces points sont-ils sur le cercle trigonométrique de centre O 2

b) Vérifiez que : ,
— — —n
(OM,, OM)) = (OM,, OM,) =(OM,,OM)) =...=(OM,_,,OM, _) = -
Déduisez-en que MMM, =M M,=...=M _, M _,.

On dit que le polygone obtenu en tragant successivement les segments [M,M,],
IM\M,], ..., [M,_,M,_,], est un polygone régulier convexe.

¢) Montrez que la somme des racines ni¢mes de I'unité est nulle.

INDICATION : Remarquer que pour tout entier k compris entre 1 et n =1, (w,) = (w,)*, etdonc que
la somme des racines n®m s'écrit 1+ w, + 0 + ... + 0],

d) Déduisez-en que O est I'isobarycentre de M, M, ..., M, .
e) Représentez dans le plan complexe les images des racines quatriemes de I'unite,
puis le polygone régulier convexe qui leur est associé.

Equation z'=a, a € C*, n e N*

1. Lorsque a = 0, la seule solution de 2" =0 est 3= 0. Par la suite, nous
supposons donc a # 0. Ecrivons alors a sous la forme a = |a|e', a = arg a.
Nous allons ramener la résolution de I’équation 2" = a i la résolution d’une équa-
ton Z"= 1. Pour cela, introduisons le complexe a' = |a| nelh
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n) Verliez que (@) = g (done o' est une racine ' de a), puis montrez que
o\
2" =g dquivaut A ( ) =1,
d
b) Ln utilisant les racines niime de 'unité, déduisez-en que les solutions de 2" = a,
cest-d-dire les racines nme de a, sont les # nombres «’w, , w, désignant le nombre
c"-‘ﬁ (kentier, 0 = k= n-1).
REMARQUE : Pour résoudre z" = a = | a | e/, on peut aussi résoudre (re")" = |a | e, d'ol :
rre"™s=|ale, r=|a|r" yN0=o+2kn.

2. Résolvez dans C les deux équations suivantes :
a)zi=1+7 b)z’= '—ﬁ.

{ Commentaire |

Un peu d'Histoire... En fait, dans C, tout polynéme de degré n, n = 1, a coefficients com-
plexes ou réels, posséde exactement n racines, distinctes ou confondues. Ce résuitat est
appelé « théoréme fondamental de I'Algébre », et parfois, théoréme de d'Alembert. Conjec-
turé par Albert Girard (1629), ce théoréme est presque démontré par d’Alembert (1749), Laplace
(1795). Mais c'est Gauss qui, en 1799, fournira plusieurs solutions satisfaisantes. Plus tard,
Cauchy, en utilisant des propriétés des fonctions de variable complexe, en donnera une

démonstration claire et courte.

DEUXIEME PARTIE : Les complexes en géométrie

Rappels sur I’utilisation des nombres complexes en géométrie.

Un repére orthonormal direct a été choisi. Dans ce qui suit, les affixes des points
A, B, C, ..., seront désignées par les lettres minuscules correspondantes : a, b, ¢, -..

1. Les nombres complexes peuvent étre utilisés pour :
« calculer une distance : AB=|b-a|

« calculer un angle :

P — - C PR~ e -n
(CA,CB) = arg (—) , et plus généralement (MP, NQ) = arg( 3 ) .
a-c p-m

* démontrer que des points sont alignés :

A, B, C distincts sont alignés ~équivaut, par exemple, i

est réel |

(a‘;, C_Z-I-i) =0 ou 1w (modulo 27), donc a
a-c

* démontrer que des vecteurs sont colinéaires :

P— —
AB et CD non nuls sont colinéaires équivaut, par exemple, a

(AB, CD) = 0 ou 1 (modulo 27), donc 4 est réel

b-a
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* démontrer que des droites sont perpendiculaires :
(AB) ct (CD) sont perpendiculaires ¢quivaut, par exemple, &

— - T n ] d-c
(AB, CD) = = ou ~ = (modulo 2 1), donc 4 P cst imaginaire pur .
“ 2 -a

2. L’écriture complexe de la  translation de vecteur 1(b) est z'=z+b .

3. L’écriture complexe de la  rotation de centre O, origine du repére, ct

d’angle G est 2’ =e'’z .

TP 4

ECRITURE COMPLEXE
D’UNE TRANSFORMATION

Définition

1. Munissons le plan d’un repére orthonormal direct. Alors, a toute transforma-
tion T du plan, nous pouvons associer une fonction f de C dans C de la maniére
suivante : si z est I’affixe du point M, alors 2’ = f(2) est ’affixe du point M' =T (M).

z' = f(z) estappelée écriture complexe de T g 53

M
dans le repére orthonormal direct considéré. i

REMARQUE : Egalité de deux transformations.
ll est clair que si deux transformations T, et T, ont la méme écriture complexe dans le méme
repére orthonormal direct, alors T, = T,.

Ecriture complexe d’une homothétie

(O ; uy v) est un repére orthonormal direct.

h est ’homothétie de centre I et de rapport k.

Si M’ = h(M), alors IM’ = & IM. Soit w Paffixe de I. l ﬁ

1. Déduisez-en que I’écriture complexe de /# dans e

le repére (O ; u, v) est: 5 >
2-—w=k(z-w) (ouz' =k(z-w)+ w).

A

2. Quelle est la transformation dont I’écriture complexe est 2’ =2z +i?

Dans un repére orthonormal direct, I'écriture complexe de ’homothé-
tie A, de centre I d’affixe w, de rapport &, est 2’ ~w =R(z~w) .
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EXE] Ecriture complexe d’une rotation.
Centre de la composée de deux rotations

1. (O ; u, ) est un repére orthonormal direct, r est la

rotation de centre I et d’angle 0, »(1; 0). M \
Si M'=r(M) et M#1, alors:
IM' = IM et (IM, IM") = 0. . M(z)
Notons w Uaflixe de I, z 'affixe de M et 2’ celle de M. A T i
il o 4 l(r‘))h _____
a) Vérifiez que le nombre complexe = a pour o) >

Z2=Ww
module 1 et pour argument 0.

b) Déduisez-en que I’écriture complexe de rest 2’ —w =c¢'" (z — w).

2. Quelle est la transformation dont I’écriture complexe est 2z’ =iz + 3 7
p

Dans un repére orthonormal direct, I’écriture complexe de la rotation r

de centre I d’affixe w, d’angle 0, est 2z’ —® =e’?(z - w)

2. Application : détermination du centre de la composée de deux rotations
r, (0,;0) et r,(0,;0,) sontdeux rotations telles que 6, +6,# 0 (modulo 27)
et O, #0,. Nous savons (chapitre 1, p. 11) que , o r, est une rotation d’angle 6, +8..

Notons r cette rotation.
Le but de ’exercice est de déterminer le centre de r. Pour cela, nous choisissons le
repére orthonormal direct (O ; u, v) d’origine O, et tel que z et 0,0, soient de
méme sens. Notons a I’abscisse de O,, notons M, I'image par r, d’un point M, z,
Iaffixe de M,, et notons M, I"image de M, par r,, 2, I'affixe de M,,.
a) Donnez I’écriture complexe de r,, puis celle de r,, enfin cellede r, o r,.
b) On note I le centre de r. En utilisant le fait que le centre de r est le seul point
invariant par r, »(I) = I, trouvez ’affixe de I.
¢) On suppose que 0,0, =5 cm.
Faites une figure et placez le point I dans chacun des cas suivants :

T T T 2w
. el -

=y B, 5= == ==

2 4 3 3

EX¥] Ecriture complexe d’un déplacement

L’écriture complexe d’une translation est z’' = 2 + b, que nous pouvons encore
écrire ' =e''z+ 2, avech =0, z,=b.
Vérifiez que I’écriture complexe d’une rotation, trouvee au § 4.3, peut aussi s’écrire
! - 0~ -~
2 =eN e 2y
Or toutr déplacement est soit une translation, soit une rotation. Donc,

Dans un repére orthonormal direct, I’écriture complexe d’un dépla-

cementest 2z' =e''z+3)
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COMPLEXES ET GEOMETRIE

EXEl Probléme du BOA, du BOUC, du PAON
D’apres P. Chevrier — IREM de Poitiers.

BOA est un triangle quelconque. La mesure princi-
pale de ((_)7\, (‘)—13) appartient a J0 ; nt[. BOUC et
PAON sont des carrés construits extérieurement au
triangle BOA.

58, 50) = &, (O&, 0Ny =~ "
(©B,00)= 2, 04,08 =-2)

Le but de ’exercice est de démontrer que (AU) et (BN)
sont perpendiculaires et que AU = BN.

Pour cela, nous utiliserons les nombres complexes. (D’autres solutions existent, qui
ne font pas intervenir les nombres complexes, par exemple, par le produit scalaire.)

1. Choix du repére, des affixes de certains points. Traduction des hypothéses
Choisissons un repére orthonormal direct d’origine O et notons a, b, les affixes res-
pectives des points A et B.

Montrez que I’affixe u de U est égale a ib, et que I’affixe n de N est égale a — 7a.

2. Traduction de la conclusion

Pour démontrer que AU =BN etque (AU) L (BN), il suffit maintenant de démon-
u—a

trerque |u—a|=|n-b| et que L —p ostun imaginaire pur. Pourquoi ?
u—a _
3. Démontrez que el Concluez.

Des relations métriques dans le triangle

Dans le plan orienté, ABC est un triangle direct. Notons :
* 2,, 2y, 3¢ les affixes des points A, B, C;
« a, b, ¢ les longueurs des segments [BC], [AC], [AB] ;
. K, ﬁ, C les angles géométriques du triangle ABC.
1. Démontrez que :
By — &y Be— 3

C -~ P -~ A b -— e -
=—(cos B+isinB) et ————— =— (cos C—1ssin C).
ZB - 2c a e T2y a

C -~ - b - -
2. Vérifiez que o (cos B +isin B) + = (cos C = isin C) = 1. Déduisez-en que :

c

sinB ~ sinC’

a=bcosC+ccos B et

3. Par ¢ permutation de lettres », donnez des relations analogues aux deux preécé-
dentes dans le triangle ABC.
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Lieu géométrique

Le plan est munm d'un repére orthonormal direct
|

(O3 w, ). 1 est le point dont affixe est le réel p ! A \
strictement positif et Q est le point d*affixe ¢/ (avec _— ‘
¢ réel strictement positif) de fagon que la somme  Qfig)y . .
p 4 ¢ reste constante et egale 4 un réel a donné : \
ptqg=a v :
(.)n construit un earré PRQS de diagonale [PQ ] de ol 7 Ml — ” i
fagon que ! >
3

—_— n ok n
(RQ, RP) = 7 et (SQ, SP) = - rk

Le but de 'exercice est de démontrer que la position de R ne dépend pas du choix
de p et ¢, puis de trouver le licu géométrique de S lorsque p et ¢ varient de fagon
que p+g=a, p>0, ¢>0.

1. Notons z ’affixe de R et 2’ celle de S.

-~ r
_ o e
~ _p=zet P -_;

z2—1q z'—1iq

Montrez que

2. Déduisez-en que la position de R ne dépend pas du choix de p et g.

a-2q -it

ﬁ €

Déduisez-en le lieu géométrique du point S lorsque les points P et Q se déplacent

3. Montrez que z' =

comme il a été dit.

EB¥] Des triangles équilatéraux

OA B, et OA,B, sont des triangles équilatéraux
directs et OB EA, est un parallélogramme. Le
but de I’exercice est de démontrer que le triangle
A EB, est équilatéral.
Pour cela, on utilise les nombres complexes et
v on note a,, a, b, b,, e, les affixes respectives
des points A, A,, B, B,, E, dans un repére
orthonormal direct d’origine O.

1. Montrez que :
e-a,=e-b +b-a=a,+t(b-a).

) . n ~
2, Déduisez-en que : ¢'3 (¢—a,) = b, = a,. Concluez.

Affixe du barycentre

(O ; u, v) est un repére orthonormal direct.
AusAy, o A,sont points du plan d’aftixes respectives a,, a,, ..., @, .
Quelle est Paffixe du barycentre G de (A, «), (A, @), ...y (A, @), lorsqu'il existe
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POUR S’ENTRAINER

PREMIERE PARTIE : ALGEBRE

Des équations

1 Ecrivez chacune des expressions suivantes sous la forme
r cos(x - ¢k

a. 3cosx-3 \/'g sin x.
b. (V6 + \/E}cosx—(\/g -/2)sinx.
c. \:'écosx-u/asinx

INDICATION: b, cos——£(1+g/_) et sin—-i(f 1)

Pour les exercices 2 a 7, résolvez dans R I’équation

proposée.
UNE METHODE POUR 2, 3 ET 4 : Ecrire le premier membre sous la
forme r cos(x - ¢). Voir TP 1, p. 51.

UNE METHODE POUR5, 6 ET 7: Factoriser le premier membre. Voir

TP 2, p. 53.
3 sinx:-\/a b. A/Ecos“sinx:ﬁ.

6
3 sinx—cosx:%.

2 a. cosx-

4 2cosx—3sinx=15.
51+cos2x+cosdx=0.
6 cosx +cos3x-cos5x=0.

7 sinx+sin2x+sin3x=0.

Racines niémes

€ Quelles sont les racines cinquiemes de -1 7
Quelles sont les racines cinquiemes dej ?

1+i
V3 -i

INDICATION : Ecrire a sous forme trigonométrique ou exponentielle.

9 Déterminez les racines sixiémes du nombre a =

10 Déterminez les racines sixiemes de 8i Déduisez- en

2 etde sm'1-§

11 Résolvez dans C I'équation z*=2(1 +i ﬁ ).

12 Résolvez dans C I'équation 2" = (z-1)".
Déterminez la partie réelle et la partie imaginaire de chaque
solution.,

une expression de la valeur exacte de cos

13 1. Quel est I'ensemble des nombres complexeas 2 véri-
flant |2-1] =]z +1|?

Expliquez géométriquement le résultat trouvé,

2. Soitn « N*. Résolvez dans €. I'6quation (z-1)" = (z + 1)".

14 1. u étant un nombre complexe de module 1 et d’arqu-
ment 0 e ]0; 2n[, déterminez le module et un argument du

Z=]
nombre complexe z tel que Fryiall

2. On considere I'équation (z%+ 1)"-(z+i)>=0 (E),
ol n est un entier non nul donné.

En remarquant que - / est solution de (E), résolvez dans
cette équation.

15 1. Ecrivez sous forme trigonométrique les racines

cubiques du nombre complexe a = 16(1 -).

2. Pour A nombre réel quelconque, on pose :
z,=1+i+242e"=x +iy,.

a. Calculez les réels x, et y, en fonction de A.

b. Déterminez 'ensemble ¢ des points M, de coordonnées

(¢, ; ¥,) quand \ décrit [0 ; 2m].

¢. Montrez que les solutions de 'équation (z-(1 +1)*=a

sont les affixes de points de 6.

16 1. Résolvez dans C I'équation z'2=1. Donnez les solu-

tions sous forme trigonométrique, puis algébrique.

2. u étant un nombre complexe différent de 1, calculez, au

moyen des seuls nombres u”+ ! et u, la somme :
T+Uu+Uu2+.. +un

3. Donnez les solutions de I'équation z8 +z*+1=0, par

exemple en utilisant les questions précédentes.

17 1. Résolvez dans C les équations :

_'J
Ll { R
Z+i

2. Soit n un entier naturel non nul et A un nombre complexe.
Soit (E) I'équation d'inconnue complexe z :

z-i|"
B
Z+i

On appelle P et Q les points du plan complexe d'affixes res-
pectives i et -/, et M le point d'affixe z.

a.z'=1

o MP ., —
Montrez que si z vérifie I'équation (E), alors i VIA].

18 Trouver les racines carrées sous forme algébrique
z, est un complexe dont la forme algébrique est a + ib.
On se propose d'exprimer les racines carrées complexes
de z, sous forme algébrique.
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1. On suppase b = 00 Quetles sont alors les racines
camdes de g, ?
2. Onsuppose b # QO
T ost un complave de forme algebique X+ v
a, Verifiaz que les deux propositions (P,) et (P,) sont équi-
akentes,
* (B,) 1 2 ast une racine camee de 2,

eyt g
P18\ &y  =bd

:k“: 3k AR

b, Justifiez lindgaiite [/ = la| et déduisez-en les deux
valeurs possibles x,, v, dex, etcelles v, v, doy.
o lly a done @ peion Quatre couples solutions  (x,, ¥,),
X ¥ (e M) (. v Mais parmi ces couples, seuls
conviennent les deux couples (X, y,) tels que le signe du
produiit X v, soit celui de b. Pourquoi ?
d. Vénfiez que ces deux couples sont bien solutions du
systame 8\
3. Trouves de cette maniere les racines carrées de chacun
des nombres suivants :

a.i; b.1+i;

19 ENONCE: _
On : '\/3 et w' ! ‘\/5
W==—%i— St i
=S 2 2 2 2

Pour quelles valeurs du naturel n obtient-on w* +w""==179

VERS UNE SOLUTION :
Puisque la forme trigonométrique (ou exponentielle) faci-
lite les calculs sur les puissances et que I'on doit tra-
vailler avec w" et w'", une premiére idée consiste a
écrire w et w’ sous forme trigonométrique (ou expo-
nentielle). Pour contrdler les calculs, on utilisera une
représentation géométrique de w et w'. On pourra
ainsi remarquer, si cela n'a pas été fait auparavant, que
w et w' sont conjugués.
1. Ecrivez w et w’ sous forme trigonométrique (ou
exponentielle). Observez que w' =w?, etque wi=1.
En fait, on reconnalt en w et w’ les deux racines troi-
siemes complexes de I'unité (I'autre racine troisiéme
de l'unité est 1). (Dans le TP3, nous avons posé selon
l'usage w =j, w' =] =j3 et nous avons vu que
j*=1,que 1+j+j2=0)
2. On est donc amené a chercher les naturels n tels
que w” +w=-1, c'est-a-dire tels que :
1+wh+w2=0,
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D'apros 1, n = 1 convient.

Comiment trouver toutes les valeurs convenables do
17 Lorsgu'on n'a pas d'idées précongues, on peut toy-
Jours examiner = co qui 50 passe pour les potites
valours te n o«

a. Enutilisant lon dgalités w' = 1, 1+ w e w’ =0, virl-
floz que n =1 (déjavu), n=2, n=d, n=35 son
solutions du probléme, mais que n =0, n =3, n « 6,
ne lo sont pas,

b. Observez que jusqu'a 6, les seules valeurs de n qui
ne conviennent pas sont les multiples de 3,

3. Déduisez-en une conjecture sur les valeurs da n
tolles que w” + w" + 1 =0, puis démontrez cette
conjecture, et concluez,

INDICATION : Tout nombre qui n'est pas un multiple de 3
s'éerit 3p+1 oudp+2, pe N

4, Autre solution

A partir de w2 + w” + 1 = 0, posez X = w" et retrou-
vez la conclusion de la question 3.

Ecriture complexe

20 Au point M d'affixe z, on associe M’ d'affixe Z par une

rotation f d'angle -g-; on sait que f(A)=B ol AetBont
pour affixes les nombres complexes 1 +/ et =2 +2i,
Exprimez Z en fonction de z.

21 Les points A et B ont pour affixes les nombres compiexes
a et b. En utilisant des rotations d'angle g ou - g déter-
minez les affixes des points C et D tels que ABCD soit un

carré de sens direct,

Pour les exercices 22 a 25, trouvez, dans un repére
orthonormal direct (O ; u, v), I'écriture complexe de
f, de g et de h = g - f; puis identifiez h.

, b3
22 fest la rotation de centre A(2 - /) et d'angle 3 :gestla
translation de vecteur (1 -i).

23 fest la translation de vecteur (1 -/); g est la rotation
de centre A(2 - /) et d'angle §

24 f est la rotation de centre A(1 - /) et d'angle - E » g est

la rotation de centre B(2 + /) et d'angle ::—K
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25 fest la rotation de centre A(2 + i) et d'angle v)';‘“— 1 g est

~
2n

la rotation de centre B(~ 1 + 2/) et d'angle 3

26 ABCD est un carré de sens direct, (AB, AD) =

RSl=

n

rest la rotation de centre A, d'angle 5

t est la translation de vecteur AC.
s est la symétrie de centre C.

1. Déterminez la nature et les éléments caractéristiques des
transformations f=tor, g=8cter, fog.

2.a. Donnez les écritures complexes de f et g dans un repére
orthonormal que vous préciserez.

b. Quel est I'ensemble des points M tels que f(M) =g(M) ?
INDICATION : f(M) = g(M) équivauta M =f-1 (g(M)).

~ Utilisation des nombres complexes
pour I'étude de figures

27 €BAC> Le plan est muni d’un repére orthonormal
direct (0 ; 1, v).
A tout point M d'affixe Z différente de 1, on associe le point

M’ d'affixe Z' définie par Z' = 1 2 g

1. Calculez les coordonnées X' et Y’ de M’ en fonction des
coordonnées X et Y de M.

2. Soit D la droite d'équation x = 0.

Soit T le cercle de centre O et de rayon 1.

Montrez que, lorsque M décrit la droite D, M’ se déplace
sur ie cercle I'.

3.a. Montrez que, lorsque M décrit le cercle I' privé du point
Ad'affixe 1, M’ se déplace sur une droite. Précisez cette droite.

b. Montrez que si le point M est un point de I' différent de
A, alors les points A, M et M’ sont alignés. Déduisez-en, dans
ce cas, une construction de M’ connaissant M.

28 <BACY» 1. 0On considére deux nombres complexes
Z, et Z, donnés sous forme algébrique par :

Z,=2+2i et Z,=1-i43.
Determinez le module et un argument de Z, et Z,,

2. Dans le plan muni d'un repére orthonormal direct
(01, v), on note A le point d'affixe Z, et B le point d'affixe

Ze
a. La rotation r de centre O et d'angle %1'- radians trans-

forme le point A en un point C.
Montrez que I'affixe Z, du point C est donnée par :

z,=-(1+4/3)+(1-y3)i.

L2 out imaginaire pur
YA aq pur.

Calculez le module et un argument da ce quotient.
Interprétez gdomatriquement ces résultats en indiquant les
particularités du triangle ABC.

b. Montrez que le quotient

29 <€BAC>» On considére le polynbme P(z) défini par :
P(2)=2"=222~(4 + 4)2-16 + 16/
ou z désigne une variable complexe.

1. Montrez que I'équation P(z) =0 admet une solution réelle.

notée a, et une solution imaginaire pure notée b.

2. Déterminez le complexe ¢ tel que :

P(2) =(z-a)(z-b) (z-c).
3. On désigne par A, B et C les points du plan complexe
dont les affixes sont respectivement a, b et c.

Calculez :;g et déduisez-en la nature du triangle ABC.

30 €BAC> Dans le plan orienté, on considére la figure

ci-aprés : ABC et DEF sont deux triangles équilatéraux

directs, (Kﬁ, KC) = (EE, 5IE) = g Les points G et H sont

tels que EDBG et CDFH sont des parallélogrammes.

Le but de I'exercice est de démontrer de deux maniéres ('une
utilisant les affixes complexes, 'autre utilisant des compo-
sées de déplacements) que le triangle AGH est équilatéral.

A. Le plan orienté étant muni d’un repére orthonormal direct,
on note a, b, ¢, d, e, f, g, h, les affixes respectives des
points A, B, C, D, E, F, G, H.

1. Montrezque c-a=e'} (b-a).

Exprimez (f-d) en fonction de (e-d).

2. Exprimez g en fonction de b, d, e, puis h en fonction
dec,d,f.

3. Démontrezque h-a=e'l (g-a).

Déduisez-en que le triangle AGH est equilatéral.

B. On note :

t, la translation de vecteur 80,

t, la translation de vecteur oc,

R la rotation de centre D et d'angle g

Onpose T=t,°Ret,.

1. Justifiez que T est une rotation et précisez son angle.

3. COMPLEMENTS SUR LES NOMBRES COMPLEXES
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Déterminez l'imago do B par T ; déduisez-en o contra de T,

2. Déterminez limage de G par T et montraz que o triangle
AGH ont dquilatéral,

31 €BACY Lob,ut de l'exercico ost da montrer, 4 'aide
des nombres complexes, qu'un triangle ABC, dans lequel
le centre O du cercle circonscrit ast aussl isobarycentra, ast
un tnangle équilatéral,

On suppose le plan muni d'un repdre orthonormal direct

Dir

(O ; 4, v). On note w le nombre complexe o » .

1.a. Mettez w el w? sous la forme o + P}/, avec u el [} réels,

b.Montrezque 1+w4+w?=0 el w=w?,

2. On cherche les nombres complexes z tels que :
lz|=11+z[=1 ().

a. Montrez que w satisfait aux conditions (*).

b. Montrez que si un nombre z = x + yi, avec x et y réels,

vérifie les conditions (*), alors x =~ %

Déduisez-en que w et w sont les seuls complexes satis-
faisant aux conditions (*).

3. Soit A, B et C trois points du cercle I de centre O et de

rayon R, R > 0. On suppose que O est I'isobarycentre des

points A, B et C, c'est-a-dire que OA + OB + OC = 0.

On note a I'affixe de A, b 'affixe de B, c I'affixe de C ; et on
b c

pose p = 2’ g= g

a.Montrezque |p|=|q|=1et 1+p=-q.

b. Montrez, 4 I'aide de 2.b., que soit p =w, soit p=w.

Dans ce qui suit, on supposera que p =w.

c. Montrez, 4 I'aide de 1., que g =w?=w.

d. Montrez que :

b-a=w-1)a c-b=w-1)b, c-a=(w-1)a.
Déduisez-en que le triangle ABC est équilatéral.

32 Dans le plan complexe orienté d’origine O, on considére
un triangle ABC dont les sommets ont pour affixes les
nombres complexes a, b, ¢. Le triangle est choisi de telle
sorte que le sens de parcours ABC soit le sens trigonomé-
trigue, A’ désigne le milieu du segment [BC).

1. On construit, extérieurement au triangle ABC, les
triangles rectangles isocéles BPC, CQA et ARB (respec-
tivement rectangles en P, Q et R).

a, Montrez que I'affixe p du point P est donnée par ;

b. Exprimez de la méme fagon les affixes respectives g et
r des points Q et R.

¢. Déduisez de ces résultats que les triangles ABC et PQR
ont méme centre de gravité.

3. COMPLEMENTS SUR LES NOMBRES COMPLEXES

2, Ouelle st |a nature du triangle A°QR 7

3. Montraz que p-a = i(r - ¢) et dbduimez-en que les drofe,
(AP) ot (QF) sont perpendiculaires,

4, Décluinaz da co qui précbde que les droites (AP), (BO) et

(CR) sont concourarntes
[ s bs B9 Ghorrétes \opoigating

33 ABG eat un triangle reciangle iocsle an A ; H est la miliey
e son hypoténuse,

M ast un point qualconcue de la deote (BL), les ponts P et
Q sont les projetés orthogonauyz de M sur les drotes (AS)
at (AC) respectivernent,

En utilisant les nombres compleres, démontrez que e
triangle HPQ ast rectangle isocsle.

34 <€BACY Leplan complere est rouni &'un regers ortic-
normal direct (O ; OA, 5§) Unité de longuewur - 2 cm.
On note C le milieu du segment [AE]

Soit r la rotation de centre C et d’zngle de mesurs - ;

Pour tout point M du plan d'affixe u, on note M’ je trang-
formé de M parr.

P

1.a. Placez sur une figure O, A, B, M et M' lorsgue u =

b. Déterminez I'image du segment [OA] par r.

c. Calculez I'affixe u' de M’ en fonction de 'affixe u de M.
2, On note P le milieu du segment [OC]. Soit N le mifiew cu
segment [BM] et N’ le milieu du segment [AM'].
tExpr_iﬂez en fonction de v les affixes Z et Z' des vecteurs
PN et PN’

b. Prouvez que le triangle PNN’ est rectangle st isocsle.

35 ABCD est un parallélogramme ; DCF et BEC sont des
triangles isocéles, I'un en D, l'autre en B, teis que -

(DC. DF) = (BE. BC).

’\Ia
\
e

// s _"‘_‘1,{{_, /'/

e 8

En utilisant les nombres complexes, montrez que le triangle
AEF est isocéle en A

INDICATION : Cholsir A comme arigine d'un repére orthonormal
direct et introduire les affixes b et d de B et D respectivement.
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36 €BAC> Soit zl,:e':s‘ i
1.0npose a=2,+25 6t B=27+2]

a.Montrezque 1+2,+23+23+23=0 etdéduisez-en que
« et p sont solutions de I'équation X*+X-1=0 1.

b. Déterminez « en fonction de cos 2_5"._

c. Résolvez I'équation [1] et déduisez-en la valeur de
2x

2. On appelle A, A, A,, A,, A, les points d'affixes respec-

tives 1, Z,, 2}, Z§, z§ dans le plan muni d'un repére ortho-

normal (O ; U, V).

a. Soit H le point d'intersection de la droite (A, A,) avec I'axe

(O3 3). Montrez que OH = cos gsﬁ u.

b. Soit ‘¢ le cercle de centre () d'affixe —% passant par B

d'affixe i. Ce cercle coupe (O ; u) en M et N (on note M le
point d'abscisse positive).

Montrez que OM =au, ON=pBU et que H est le milieu de
[OM].

c. Déduisez-en une construction simple d'un pentagone
régulier dont on connait le centre O et un sommet A,

37 <€BAC> Dans le plan orienté, on considére quatre
points A, B, C et D deux a deux distincts. On note I le milieu
de [BD], ] le milieu de [AC], et O l'isobarycentre de A, B,
C. D. On construit les triangles rectangles isocéles ABM,
BCN, CDP et DAQ tels que les angles orientés (ﬁé, N_If\),

(NC, NB), (I?f). PC), (67\. 65) ont pour mesure g

Soit K le milieu de [MP] et L le milieu de [NQ].

On se propose d'étudier la configuration (1, J, K, L). A cet

effet, on pourra prendre un repére orthonormal direct d'ori-

gine O et introduire les affixes a, b, ¢, dde A, B, C, D, les

affixes m, n, p, g de M, N, P, Q et les affixes f, g, k, I de

LILKL

1. Déterminez le milieu de [1]].

2. Prouvez que m(1-i)=a-ib. Calculez de fagon ana-

loguen,petq.

3. Déterminez l'isobarycentre de M, N, P, Q.

Déduisez-en le milieu de [KL).

4, Effectuez une figure soignée en prenant :
a=-2+2i,b=-2-i,c==2i et d=4+1.

5. Soit r le quart de tour direct de centre O. Montrez que

r(J ) =K

6. Caractérisez les configurations (A, B, C, D) telles que

I =]J. Indiquez alors la position de K et de L et la nature de

MNPQ. Ce cas étant écarté, prouvez que IJKL est un carré
de centre O.

38 ABC est un triangle quelconque, O est un point distinct de

A, B et C. Onnoter est la rotation de centre O et d'angle g ;
A, B, C' sont les images respectives de A, B, C parr ;
U, V, W, sont les milleux respectifs de [A'B], [B'C], [C'A).
En utilisant les nombres complexes, démontrez que le
trlangle UVW est équilatéral,

INDICATION : Cholsir un repére orthonormal direct d'origine O et
introdulre les affixes a, b, c, de A, B, C.

39 Dans le plan orienté muni d'un repére orthonormal direct
(0; 4, V), on considére les points distincts A, B, C d'affixes
respeclives a, b, - b.

1. Donnez une condition nécessaire et suffisante vérifiée par
a et b pour que les points A, B, C soient alignés.

On suppose dans la suite que les points A, B, C ne sont pas
alignés et que la base (Kﬁ, K(?.)) est directe, c'est-a-dire que
la mesure principale de (Kﬁ, AC) est positive.

2. Sur les droites (AB) et (AC), a I'extérieur du triangle ABC,
on construit les carrés AFGB et ACDEet le pa_rgllélogramme
AEHF de fagon que les bases (AF, AB) et (AC, AE) soient
directes.

a. En considérant |a rotation de centre A qui transforme C

en E, montrez que I'affixe e du point E est :
e=-ib+a(l-i).

b. Calculez les affixes respectives f, h, d des points F, H, D
en fonction de a et b.

3. Déduisez du 2. que :

a. FE = 20A et que les droites (EF) et (OA) sont perpendi-
culaires.

b. BD = CH et que les droites (BD) et (CH) sont perpendi-
culaires.

40 ABCD est un parallélogramme. Sur chacun de ses c6tés,
on construit un carré a I'extérieur du parallélogramme.

b

¥

oOH

En utilisant les nombres complexes, démontrez que les
centres R, S, P, Q, de ces carrés sont les sommets d'un carré.

INDICATION : Cholsir un repére orthonormal direct d'origine A et
introduire les affixes b et d de B et D.

3. COMPLEMENTS SUR LES NOMBRES COMPLEXES
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PROBLEMES

PREMIERE PARTIE : ALGEBRE

41 THEME : Factorisation d'un polyndme bicarré
On pose, pour @ ¢ 0 el b, ¢ réels, P(x) = ax* + bx” + ¢.
On suppose b -dac <0.
1, Montrez qu'il existe deux complexes conjugués z, et z,
tels que, pour tout complexe z, P(2) =a(z* -z,) (27 - z,).
2.0npose 2, =u +iv avecu, v réels, et on cherche x et y
réelstelsque t=x+iy el t7 =2,
a. Montrez que xy alesigne devetque x? et -y? sont
solutions du systéme :

j X+ (=y") = u

? 2 -y

\‘ wHeyl) =es
b. Montrez que ce systéme admet un couple solution formé
de deux réels de signes contraires.
c. Déduisez-en I'existence d'un couple (x ; y) tel que :

P(x +iy)=0.

3.Enposant t=x+ iy, montrez que :
P(-t)=0, P(f)=0, P(-1)=0.

V?

4. Montrez que les coefficients du polynéme z~ (z-t)(z-1)
sont réels et déduisez-en la factorisation de P en produit de
deux polynémes du second degré.

5. Application
Factorisez x*-6x%+25 et x*-x2+1.

42* THEMES : Racines n“™s, Polyndmes complexes
n est un entier naturel strictement supérieur a 2.

Onpose w=e “ , et pour tout complexe z,
P@)=z""+2""+ ... 42242+ 1= (z-w)(2-W?)...(z-w""").

1. Vérifiez que P est un polyndme de degré inférieur ou égal
an-2

2.a. Montrez que w, w?, ..., w""', sontn -1 racines de P,
et que ces racines sont deux a deux distinctes.

INDICATION : w est une racine n“™ de I'unité.

b. Déduisez-en que P(z) =0, pour tout complexe z.
INDICATICN : Un polyndme non nul de degré p a exactement p
racines complexes (résultat admis).

3. Par calcul de modules, montrez que ;

2n N
—~|..sin|(p=1)=|=—.
p } sm((n )n) oot

n
INDICATION . 2= 1.

gin |~ | sin

3. COMPLEMENTS SUR LES NOMBRES COMPLEXES

43 THEMES : Composition et décomposition de rota-
tions, Utilisation des complexes

1, ABC ast un triangle équilatéral de sens direct, et M est
un point du segment (BCJ, On construit 4 I'extérieur de ABC
las triangles équilatéraux BME et CMF. On note G, G., G,
les centres de gravité des triangles ABC, BME et CMF,
respactiverment,

a. On note R, la rotation de certre G, et d'angle —23: &t

R, la rotation de centre G, et dangle -?g. Montrez que
o

R, R, estlarotation de centre G et d'angle %E

b. En décomposant R, et R, en réflexions, montrez que le
triangle GG,G, est équilatéral.
2z

2.0nnote j=e7.

a. Précisez dans quel repére (O ; 1, v) les points A, B2t C ont
pour affixes €, € et €2, ol £ est un réel strictement positf.
b. P est un point quelconque du plarn ; on note p son 2ffixe.
On note Q I'image de P par la rotation de centre B et dangle

- g, et R I'image de P par la rotation de centrz B o1

d'angleE

3 Enfin H, et H, sont les centres de gravité respectifs
des triangles BPQ et CPR.

Calculez les affixes de H, et H, en fonction de £ et p, 2t mon-
trez que OH,H, est un triangle équilatéral.

1
z
Pour chaque complexe z non nul, nous noterons z' Iimage

44 THEME : Etude géométrique de la fonction f:z —

p
d f. 2=
ezparf, 2'==

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (Q : J, ¥),
et on associe a tout complexe z le point M d'affixe z

On note M’ le point d’affixe z’ = % Alafonction f:z — Z,
on associe alors une fonction F du plan complexe dans lui-
méme, F:M(2) - M'(Z').

1. Sans calculs de coordonnées, en n'utilisant que les résul-
tats connus sur les inverses et les conjugués :

a. Montrez que I'axe des abscisses est globalement inva-
riant par F, c'est-a-dire que F transforme tout paint de cet
axe en un point de cet axe.

b. Déterminez I'ensemble des points invariants par F.

¢. Montrez que z et z' ont mémes arguments, puis dédui-
sez-en que O, M, M' sont alignés, et que toute droite qui
passe par I'ongine est globalement invariante par F.

d. Montrez que OM xOM' = 1, et déduisez-en que I'image
par F d'un cercle de centre O est un cercle de centre O.
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2. Image d'un cercle qui passe par |'origine

‘¢ est un cercle de centre A d'affixe z,, de rayon 1, el qui passe
par l'origine O du repére. Done, M(2) appartient & ‘€. équi
vauta |z-2z,|=|z,|=r.

a. Justifiez cette affirmation.

w2 2

“r ou

1
b. Montrez que |z =z, | =1 équivaut l .

' 4

encore :~r!z'|.

]
.
‘o!

1 i

——
“

-

-

(z* désigne encore l'affixe de M" image de M(2) par F).

: ; . 1
Deduisez-enque |z -z, | =r équivautd |~ - z'|=|z'|.

[\]

c. Montrez alors que l'image de ¢ par F est une droite et
que cette droite est perpendiculaire & (OA).

d. Faites une figure lorsque z, =1+,
3. Lorsque z =X +1iy, (xetyréels), onnotera z' = x' +iy',
{(x ety réels).
y .
X*+y?

, X ,
a. Montrezque X' =——— et y'=
Xt y?

1 . o
b. Montrez que z :f' puis sans nouveaux calculs, dédui-

'

X y
sez-enque x = ——— et y=—"—-.
X4 y” X2yyn

'

4. Image d'une droite qui ne passe pas par |'origine

a. d st la droite d'équation x +y +1=0.

Montrez que I'image par F de la droite d est un cercle ‘6 dont
vous préciserez le centre I et le rayon.

INDICATION : Ecrire I'équation de I'image de d par F trouvée sous
laforme (x'—a)2+(y' -b)*=r2

Verifiez que ce cercle passe par |'origine et que (OI) et d
sont perpendiculaires.

b. d est la droite d'équation ax +by+c=0, ¢ # 0.
Montrez que I'image par F de la droite d est un cercle ¢ qui
passe par |'origine.

5. Image d'un cercle qui ne passe pas par |'origine

{, est le cercle de centre A et de rayon r, oU A est un point
d'affixe z, avec z,=a+ib, aetbréels, [z, | #r.

Donc, M(2) appartient a ‘¢ équivauta |z-z,|?=r2

a. Déduisez-en une relation entre x" et y'.

b. Montrez alors que I'image de ' par F est un cercle dont
vous préciserez le centre et le rayon.

NOTE : F est appelée inversion de pble O, de puissance 1.

De maniere générale, I'inversion de pole un point O, de puissance
k, fait correspondre a chaque point M distinct O, le point M' de
la droite (OM) tel que OM - OM' = k.

.S

Notion de groupe

A. Exomple. Définition

Notons G ['ensemble des racines n* de 'unité, ¢'est-a-dire
I'ensemble des n nombres «, =" " (kentier, 0= k< n-1).
Vériflez que :

1. sla ot b sont éléments de G, alors ab est élément de G ;
2, sl a et b sont éléments de G, alors ab = ba ;
3.sia, b, ¢ sont éléments de G, alors a(bc) = (ab)c ;

4, il existe un élément e de G tel que pour tout a de G,
ea=a;

5. si a est un élément de G, alors il existe un élément b de
G tel que ab =e (le nombre e a été défini en 4.).

Définition :

De maniére générale, on dit qu'un ensemble G de nombres,
muni d'une opération (usuellement, multiplication, addition),
est un groupe commutatif pour cette opération lorsque les
cing propriétés énoncées ci-dessus sont vérifiées.

Ainsi, I'ensemble des racines nm de I'unité est un groupe
commutatif pour la multiplication.

B. Autres exemples. Contre-exemples

1. L'ensemble C des nombres complexes est-il un groupe
commutatif pour 'addition ? est-il un groupe commutatif pour
la multiplication ?

INDICATION : Si une seule des propriétés 1 a 5 n'est pas vérifiee,
G n'est pas un groupe.

2. Vérifiez que C* est un groupe commutatif pour la multi-
plication.

3. L'ensemble C des nombres complexes de module 1 est-
il un groupe commutatif pour la multiplication ? est-il un
groupe commutatif pour I'addition ?

4. L'ensemble C des nombres complexes non nuls dont un
argument est 0 ou r est-il un groupe commutatif pour la
multiplication ? pour I'addition ?

5. Citez d'autres ensembles de nombres qui sont des
groupes commutatifs, soit pour I'addition, soit pour la
multiplication.

3. COMPLEMENTS SUR LES NOMBRES COMPLEXES

SAHLISCFOUCT jo SODIDIONS

67

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

R A ""W“Y e e .L!'Jﬁ?{‘ SIgTE N T

LIEU'O

Cnnfnrmémcnt au program-
me, ce chapitre ne contient que
des travaux pratiques et ne pos-
séde donc pas la structure habi-
tuelle. Ces travaux pratiques trai-
tent des points suivants du pro-
gramme :

+ exemples de recherche de lieux
géomeétriques en géométrie
plane ;

« réduction et lignes de niveau de
3 a, MA?;

« ensemble des points M tels que
(M—.A, N_lﬁ) = «; cocyclicite;

» recherche d’homothétes planes
transformant une configuration
donnée en une autre.

D’autres études de lieux geo-
meétriques seront proposees en
exercices dans les chapitres qui

suivent.
ﬁg@
-
<
=
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TRAVAUX PRATIQUES TRAVAUX PRATIQUES TRAVAUX PRATIQUES

B R

~ LIEU DE POINTS
LIES A UNE CONFIGURATION MOBILE

EEX} Préliminaires

1. En quoi consiste, en général, un tel probléme de licux ?

On donne une figure et on suppose qu’un point M de la figure se déplace sur une
ligne fixe (L), de sorte qu’un autre point N li¢ a M se¢ déplace également.

Le probléme est de savoir quelle ligne fixe est décrite alors par'lc point N. C’est
cette ligne qu’on appelle le lieu géométrique du point N,

REMARQUE : Notons f la correspondance M ~ f(M) = N.

Chercher le lieu de N, c’est chercher I'ensemble de tous les points f(M), ¢’est donc chercher
'image par f de la ligne (L) sur laquelle M se déplace.

EXEMPLE :

B

[AB] est un segment donné¢, AB = 1. M est un point de [AB].
Dans le demi-plan % de frontiére (AB), on construit le triangle rectangle isocéle ANM.
Quel est le lieu géométrique du point N lorsque M décrit le segment [AB] ?

2. Méthode a suivre, en général, dans un probléme de lieu

« Etude directe

a) Repérer les éléments fixes de la figure et les éléments variables.

b) Chercher les liens entre les éléments fixes et les points variables M et N.

En général, on peut alors déduire que N appartient a une ligne fixe (L,).

EXEMPLE (suite) :

m B

a) Le segment [AB] est fixe donc en particulier A et B sont fixes.

b) AMN est rectangle et isocéle, donc MAN = 45 °.
Donc N est sur la demi-droite fixe [Ax). Notons (L)) cette demi-droite.

« Etude réciproque
On pose la question de savoir si le point N décrit toute la ligne (L,). Ce n’est pas
toujours le cas (voir ci-aprés), d’ou la nécessité de cette étude réciproque.
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EXEMPLE (fin) :

v

2
On deduit des hypotheses que AN = =~ AM, Or AM varie de 0 a 1, donc AN

2
V2

/2
A Y N ne décrit que le segment [AP] de [Ax), avec AP = —
2 2

3. Cas pour lesquels la réciproque est inutile

varie de 0

Lorsqu'on peut prouver que la fonction f: M + N est une transformation connue,
alors en géndral, on connait facilement f(L), donc le licu cherché (voir remarque du 1.).

EXEMPLE : d est une droite, O un point extéricur a d. 0
M estun pointde d, et N le symétrique de O par rap-
port 3 M. Quel est lieu géométrique du point N } 4
lorsque le point M décrit d ? —

=X

+r

Nous remarquons que ON = 2 OM. Donc N est
I’image de M par ’homothétie de centre O, point
fixe, et de rapport 2. Le lieu de N est donc I’image de
d par cette homothétie.

[ A RETENIR | Il n’est pas nécessaire d’envisager I’étude réciproque lorsqu’on parvient

4. LIEUX GEOMETRIQUES

a démontrer que le point N dont on cherche le lieu est I'image, par une
transformation (usuelle), du point M qui « bouge ».

Exercices

* Exercice 1
A est un point extérieur a une droite d. B est un point de d, et C est le point tel que

PR
ABC soit un triangle équilatéral de sens direct | (AB, AC) = ;) Quel est le lieu

géométrique du point C lorsque B décrit d ?

+ Exercice 2

% est un cercle de centre O, A une droite extérieure a 6. La perpendiculaire a A
menée par O coupe le cercle en Q et Q'. P est un point de ‘6 ; on trace le cercle €
de centre P, de rayon PO. On note M et M’ les points de contact des tangentes a
¢’ paralléles 2 A, M étant tel que les vecteurs (TQ et PM soient de méme sens.
Quel est le lieu de M et quel est le lieu de M’ lorsque P décrit le cercle € ?

* Exercice 3
B et C sont deux points fixes. Un point A varie de sorte que le triangle ABC soit
rectangle en A. Quel est le lieu géométrique du centre de gravité du triangle ABC ?

« Exercice 4

‘G est un demi-cercle de diamétre [AB). M est un point de 6 distinct de A et B.
N est le point de la demi-droite [BM) tel que AM = BN,

Quel est le lieu géomérrique du point N lorsque M décrit 6 privé de A et B ?
INDICATION : Considérer la rotation qui transforme A en B et Men N,
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1P 2
" REDUCTION DE z a, MA?.
LIGNES DE NIVEAU DE M ~ 3 a, MA?

Le but de ce TP est de réduire des sommes de nombres telles que :

a, MA] +a,MA}+ ... +a, MA?. Laméthode pour y parvenir et le résultat obtenu
sont valables tant en géométrie plane qu’en géomeétrie dans ’espace. Aussi nous ne
préciserons pas d’abord si les points considérés appartiennent au plan ou a 'espace ;
c’est seulement dans les applications que nous ferons cette distinction.

EXEl Réduction de é a, MA? lorsque 21 a#0

A, A, ..., A, sont n points donnés, a, a,, ..., a, sont n réels donnés tels que
a, +a,+..+a_ #0. Mestun point quelconque.

POINT () METHODE Pour réduire la somme a, MA? + a, MA} + ... + a, MA? lorsque
ata,t..+ta #0,
* on introduit le barycentre G de (A, a,), (A, @,), ..., (A a,)
« on écrit que pour tout7, MA? = MA, - MA,= MG + GA)) - MG +GA).

En utilisant la méthode exposée ci-dessus, vérifiez que :
2 2 =
alMAf +q,MAJ+ ...+ g MAZ=(a, +a,+ ... + a)) MG?
+a, GA} +a,GAZ + ... +g GA]

A Réduction de E a, MA? lorsque E a=0

On suppose maintenant que a, +a, + ... +a, =0.

' Note On sait alors que le vecteur @, MA| + a, MA, + ... + a MA, est constant (inde-
(4]
Voir chapitre 16, théo- pendant de M), et que si, par exemple, a, # 0, alors :
réme 3, p. 356 du torne Tt Sy N 3 11
Enseignement obli- a, MA +a,MA, + ... +a, MA =(a,*+... +a) AH,
galoire.

H étant le barycentre de (A,, a,), ... (A, 4,).

En supposant 4, # 0, montrez que :
MA‘+,,ZMA‘+...+“ MA!=qa HA!+q, HA}+ .. ta HA; SR
+2(a,+ ... ta)MH: A

INDICATION : Ecrire MA = MH + HA,.
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4. LIEUX GEOMETRIQUES

EXEl Ensemble des points M
tels que 2 a MA7 =k

1. Duans le plan
Ay Ay o A sont e points donnés du plan, a,, a,, ..., a,, n réels donnés.
On veut déterminer Pensemble (1) des points M du plan tels que :

a, MAT+ a,MA + ...+ a MA] =k, | réel arbitraire.

(B) est appelée ligne de niveau /e de Papplication f: M ~ 2 a MA2 )
1=

{ Commeaentaire ]__.-,

Cet ensemble est aussi appelé lieu géométrique des points M tels que :

a, MA? + ... + a, AM? = k. Nous voyons ici un probléme de lieu géométrique différent de
celui exposé dans le TP1. Dans le TP1, il s'agit d’un lieu de points liés & une configuration
mobile ; ici, il s'agit du lieu de points satisfaisant a une condition donnée.

a) On suppose a, +a, + ... +a, #0.
* En utilisant le résultat du 2.1, montrez que : b b

alMAf +a,MAS+ ... + a"MAf, =k équivauta MG? = B
k' et « étant des réels indépendants de M.
* En discutant selon le signe de & — £’ et sa nullité, montrez que (E) est soit
I’ensemble vide, soit ne contient que le point G, soit est un cercle de centre G. Pré-
cisez dans ce dernier cas, le rayon de ce cercle.
* Quel est ’ensemble (E) des points M du plan (ABC) tels que :

MA* + MB* + MC*=25?

—

b) On suppose a, +a,+...+ta, =0 et a, #0et AH= 0.

« En utilisant le résultat du 2.2, montrez alors que :
alMAf + a2MA§ + ...+ a"MAf, =k équivauta MH- AH =%,
k' érant un réel indépendant de M.

» Déduisez-en que ’ensemble (E) est dans ce cas, une droite orthogonale a (A, H).
INDICATION : Introduire le point M, de (AH) tel que M_ol:| -AH=k"

* Quel est ’ensemble (E) des points M du plan tels que MA=* =MB* =32

2. Dans ’espace
On suppose maintenant que A, A,, ..., A, sont des points de I'espace, et on veut
déterminer 'ensemble (E) des points M de Uespace tels que :

a, MA] + a,MAZ+ ... +a MA’ =k
En vous inspirant de la démarche suivie dans 1., determinez l'ensemble (E) lorsque
ayta, + ... +a, #0,puislorsque a, +a,+...+a =0avec a #0.
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EXE] Application : ensemble des points M

MA
— =k
tels que VB -

A et B sont deux points donnés, & est un réel donné strictement positif. On veut

; ; s " ¢ MA
déterminer 'ensemble (E) des points M tels que —— = 4.
MB
1. Prouvez que (E) est aussi 'ensemble des points M tels que MA? — k2MB? = 0,

2. Montrez alors que dans le plan, (E) est une droite lorsque & = 1, et un cercle
lorsque & # 1. Précisez le centre et le rayon de ce cercle.

3. Déterminez ’ensemble des points M de I’espace tels que MI\E =k.

TP 3

D’AUTRES APPLICATIONS
DE LA REDUCTION DE X a, MA?

EXEl Un lieu géométrique

% estun cercle de centre O, de rayon r, et A estun point fixe intérieur a ‘6. Les points
M et N sont les extrémités d’une corde mobile qui se déplace de telle sorte que I’angle
MAN soit toujours droit.

N

Le but de ’exercice est de trouver le lieu géométrique du point [ milicu de [MN].

‘ 1. On cherche un lien entre le point mobile I et les points tixes A et O.

1 Prouvez que TA? + 107 =2,

} Déduisez-¢n, en utilisant le 1. du paragraphe 2.3 (TP2), que I se déplace sur un
| cercle fixe ‘€' dont vous préciserez le centre et le rayon.

2. Examinez la réciproque : le point I décrit-il tout le cercle ‘€', ¢’est-a-dire tout
point [ de ‘€' est-il le milicu d’une corde [MN] de € telle que MAN soit droit ?
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EEE Intersection de deux sphéres

S et Y sont deux sphéres sécantes de rayons
respectifs ret 'y r> ¢’y de centres respec-
tifs O et O', On note I le milieu de [OO'].
Montrez que l'intersection de ces deux
spheres est un cercle ‘G et que ‘G est déter-
miné par les conditions suivantes :

« le plan de € est perpendiculaire a (00") ;
s le centre de 6 est le point H de [OO'] défini

r2=r'24+ 00"

= OH;
par 2 00’ ’

* le rayon de ‘€ est égal 4 r2 — OH2.

INDICATION : Dire qu'un point M est commun aux deux sphéres équivaut a dire que M appartient
adetque MO2-MO'2=r2-r'2

Er—— —— e ——

o 1P 4
}' ENSEMBLE DES POINTS M DU PLAN
TELS QUE (MA, MB) = «

Xl Préliminaires

1. Angles géométriques inscrits dans un cercle
Rappelons le résultat suivant établi en classe de Troisiéme, sur les angles inscrits.

[ THEOREME 1 | % est un cercle de centre O, [AB] est une corde de €.
P, est le demi-plan de fronticre
(AB) qui contient le point O,
P, est autre demi-plan.
La droite (T"T) est tangente 4 €
en A, le point T’ est dans P, et
le point T dans P,. Alors :
* lorsque M et N sont deux points
de P distincts de A et B,

— — l — —_—
AMB=ANB=-5-AOB=TAB

* lorsque M et N sont deux points
de P, distincts de A et B,

AMB =ANB =n - % AOB =T'AB,

Il en résulte, en particulier, que lorsque M et N sont de part et d’autre de
Aet B, AMB + ANB = r,
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2. Enoncé du théoréme en angles de vecteurs .
Rappelons que la mesure principale « de 'angle de B \
veeteurs (O'A, GTI—B-') est la mesure de angle géo- /

métrique A'Q'B’ lorsque pour amener la demi-droite L

[O'A") sur la demi-droite [O'B’), on tourne dans le

sens direct, et que ¢’est 'opposé de la mesure de A'O’B’ dans le cas contraire. Toute
autre mesure de (CT'T‘(’, Cﬁf) estalors o+ 2kmn, ke Z.

Vérifiez, en utilisant la figure du théoréme 1, que I’on peut, dans son énoncé, rem-

e RE——

placer les angles géométriques par des angles de vecteurs et obtenir :

[THEOREME 1 bis | 6 estun cercle de centre O, [AB] est une corde de €.
Alors, pour tous pomts M et N de € distincts de A et B,
(MA MB) = (NA NB) lorsque M et N sont du méme c6té de [AB].
(MA MB) = (NA NB) + 1, lorsque M et N sont de part et d’autre
de [AB].

3. Enoncé du théoréme en angles modulo 7t de vecteurs non nuls
L’utilisation des angles de vecteurs modulo 7 permet d’éviter de distinguer les cas
M et N du méme coté de [AB], M et N de part et d’autre de [AB].

[ DEFINITION 1] Dire que (%, v) = (', ') (modulo 7) signifie que :
« oubien (%, ) = (', 7') (modulo 27) ;
- ou bien (u, ) = (', ¥') + © (modulo 27).

Vérifiez qu’avec cette définition, le théoréme 1bis s’énonce :

[THEOREME 1 ter | % estun cercle de centre O, [AB] une corde de 6.
Pour tous points M et N de % distincts de A et B,

(MA, MB) = (NA, NB) (modulo 7).

A Ensemble des points M

tels que (MA MB) o, modulo 2t ou modulo &t

A et B sont deux points donnés, a est un réel donné. Nous allons dérerminer
I’ensemble (E,) des points M du plan tels que (WA, MB) = a (modulo 2m), et

? I’ensemble (E,) des points M du plan tels que (I\TA, MB) = «a (modulo m).

Pour cela, nous allons d’abord déterminer I’ensemble (E) des points M tels que
AMB = «, lorsque 0 <'a <.

1. Détermination de I’ensemble (E).

M ;
a) Vérifiez que la droite (AB) est un axe de symétrie p '\ P
de (E). Il suffit donc de déterminer %, N (E). T i
b) On suppose que M est un point de (E) situé dans \

P, M£A,M#B.

Notons (T'T) la tangente en A au cercle circonscrit au triangle AMB.

* En utilisant le théoréme 1, vérifiez que TAB = « et déduisez-en que la position
de (T'T) ne dépend pas de M (voir figure p. 76).
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* Montrez que le centre O de ce cercle cir-

conscrit est situe a lintersection de deux droites vl h Y

fixes (indépendantes de M), ! / by \M

* Nous venons de montrer que si M appartient \ e ”/l' P,
a (B) N2, alors M est sur un arc d'un cercle ,____LK_“ -, /

¢ qui ne dépend que de A, B et de «. AXxe -~

Indiquez une construction de ce cercle 6. -

-4

¢) Réciproquement, en utilisant le théoréme 1,
vérifiez que si un point M de P est sur ‘G, alors AMB = «.

d) Tracez alors ’ensemble (E) lorsque o = %, AB =6 cm.
¢) Sur le dessin obtenu, précisez aussi ’ensemble (E') des points M tels que :
—_— T
AMB=n-—.
T3
2. Ensemble (E)) des points M tels que (MA, MB) =a (modulo 27%)

a) Sur le dessin obtenu 4 la question d) du paragraphe précédent, précisez ’ensemble

: | T 2n 2%

(E,) dans chacun des cas suivants : « = —, a=— 3 @R s
.. " o

b) En choisissant AB = 8 cm, représentez ’ensemble (E,) lorsque a = — =

c¢) Examinez les cas particuliers « = 0 (modulo 271), « =1 (modulo 27).

3. Ensemble (E,) des points M tels que (MA, MB) = « (modulo 7)

a) Sur le dessin obtenu a la question d) du paragraphe 1, précisez 'ensemble (E.)

. s T 2n 2w
dans chacun des cas suivants : a= —, a=— —, ¢ = —, A =— —.
3 3 3 3
.. . T
b) En choisissant AB = 8 cm, représentez ’ensemble (E,) lorsque a=— e

¢) Examinez le cas particulier o =0 (modulo 7).

4. Conclusion

» Lorsque a # 0 et a # © (mod. 27), ’ensemble des points M tels que :

(I\TA, KA_I-S.) = a (mod. 21) est un arc de cercle limité par la corde [AB] et prive
des points A et B.

« Lorsque a # 0 (mod. r), I'’ensemble des points M tels que (1\-'17\, ATﬁ) =a (mod. i)
est un cercle passant par A et B (et privé des points A et B).

8 Points cocycliques
s pomnts cocycliques sont des points qui appartiennent d un méme cercle.
1. Nous allons prouver le résultat suivant :

As B, G, D sont quatre pomts dont trois quelconques ne sont pas alignés.

Alors - A, B, C, D cocyeliques
équivaut a ; (CA, CB) = (DA, DB) (modulo 7).
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a) On note ‘G le cercle circonserit au triangle ABC. On suppose que D est sur C.
Lin utilisant le theéoreme | rer, p. 75, vérifiez que ((".—.‘—\'.. (Tﬁ) = (T.TA, [‘)—I.i) (modulo m).
b) Réciproquement, on suppose que (DA, DB) = (CA, CB) (modulo ).
D appartient done a Uensemble (B,) des points M tels que :

(Nﬁ\, Ml'l) =q= (EI_A, (;.ﬁ) (modulo ).
Veéritiez que ((_‘.7\, CBY=a#0ect que D # A, D # B, puis en utilisant les résultats
du paragraphe 4.2, vérifiez que cet ensemble est le cercle ‘€. Concluez,

2. On note a, by ¢, d, les affixes, dans le plan complexe, des points A, B, C, D res-
pectivement. Montrez, sous les hypothéses faites sur A, B, C, D, que :

b-¢c b-d
: ——— est réel .
a-¢c a-d

A, B, C, D sont cocycliques équivaut i

TP 5
DES APPLICATIONS DE LA COCYCLICITE

EEEl Des propriétés
des angles modulo & de vecteurs non nuls

[ DEFINITION 2 | Direque (1, v) = @ (modulo 7) signifie que :
* ou bien (E, 2) = a (modulo 27)
« ou bien (%, 7) = a + 1 (modulo 27).

1. Cette définition permet de traduire plus simplement certains résultats, comme
nous I’avons vu, par exemple, au TP 4.

a) Un autre exemple est la colinéarité de deux vecteurs : elle se traduit par
| (#, ) =0 (modulo 27) ou (&, v) = (modulo 27)
? et peut s’exprimer simplement en disant :

% et v sont colinéaires équivauta (u, v) =0 (modulo n).
b) On peut aussi énoncer le résultat suivant :
Si u' est colinéaire a u, si v’ est colinéaire a v, alors :

@', v') = (u, v) (modulo ).

Vérifiez ce résultat sur les figures ci-dessous, remarquez qu'il n'est pas vrai lorsqu’on

I6nonce modulo 2.

- . Ve
—5
V' V l"_, U \ / /”' u
A > i |
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2. La relation de Chasles est vraic modulo nt. Elle dit que :
st () =« (modulo i), et si (2, %Zv) =3 (modulo r), alors (1, w) =+ (modulo ),

Vérifiez cette affirmation. On écrit alors : (1, v) + (v, w) = (1, w) (modulo ).

EEEl Une application : un parallélisme surprenant

‘6, et 6, sont deux cercles sécants en A et B,
Par A, on méne une sécante quelconque qui
coupe le cercle ‘6, en M et le cercle ‘G, en N.
Par B, on méne une sécante quelconque qui
coupe ‘G, en M’ et ‘G, en N'. Alors les droites
(MM") et (NN') sont parall¢les. Pour le démon-
trer, nous allons prouver que MM’ et NN sont

colinéailﬁ,’ ce_g_\ii revient a prouver, d’apres 5.1,
que (MM'; NN') =0 (modulo 7).

1. Justifiez chacune des égalités suivantes :

a) (MM, NN') = (MM’, M'B) + (M'B, NN') (modulo 7).
b) (MM', M'B) = (M'M, M'B) (modulo 7).

¢) (M'M, M'B) = (AM, AB) = (AN, AB) (modulo 7).

d) (AN, AB) = (N'N, N'B) = (N'N, M'B) (modulo 7).

2. Concluez.

Les symétriques de I'orthocentre
par rapport aux cotés

ABC est un triangle, H est son orthocentre.

Nous allons montrer que le symétrique de H par
rapport a I’'un quelconque des cotés est sur le cercle
circonscrit a ABC.

Ce résultat a déja été démontré en classe de Pre-
miére et de plusieurs fagons. En voici une autre.
Notons K le symétrique de H par rapport a (BC).

1. En utilisant le fait que la réflexion transforme
un angle de vecteurs en son opposeé, véritiez que :

(KB, KC) = (HC, HB) (modulo 2r).

2. Quel résultat énoncé en 5.1 permet d’affirmer que :
(HB, HC) = (FB’, HC") (modulo 1) ?

3. Montrez que (lzl‘}, l_{—(f) = (F—\E. A—C:) (modulo ), puis concluez.
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CERCLES HOMOTHETIQUES
SEGMENTS HOMOTHETIQUES

XXl Cercles homothétiques

1. Cercles non concentriques et de rayons différents
@ et ‘¢’ sont des cercles non concentriques, de centres respectifs O et O, de rayons
respectifs retr’y r# ',

Alors il existe deux homothéties, et deux seulement, transformant ¢ en ¢':

" ’

* ’'une a pour rapport — et pour centre le point I de (OO’) tel que 10’ = i 0 5
r r

/ ’

J—

* ’autre a pour rapport — Lot pour centre le point J de (OO") tel que JO' =— L J_O.
f r

Chacune des tangentes communes 2 ‘¢ et ¢’ passe par I’'un des points I ou J.
a) Démontrez chacun des résultats énoncés ci-dessus.

b) Indiquez et justifiez la fagon dont ont été construits I et J sur la figure suivante.

¢

-~

¢) Dans le cas de la figure, combien y a-t-il de tangentes communes a € et €' 2

2. Autres cas
Déterminez les homothéties transformant ‘6 en %6’ lorsque :

a) € et €’ ont des rayons distincts et sont tangents
b) € et 6’ ont des rayons distincts et sont concentriques.

c) ¢ et €' ont méme rayon.,

Segments homothétiques
[AB] et [A'B’] sont deux segments donnés, AB # A'B’, et (AB) paralléle a (A'B’).

1. Montrez gu’il existe deux homothéties et deux seulement qui transforment [AB]
en [A'B'], situez leurs centres et précisez leurs rapports.

2. Montrez que les deux centres et les milieux de [AB] et de [A'B’]sont aligneés.
4. UEUX GEOMETRIQUES 79
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POUR S’ENTRAINER

Lieux géometriques

1 detd’ sont deux droites fixes sécantes en O. A est un
point fixe extérieur ad et ad’. Une droite A varie en restant
paralléle & une droite fixe d,, d, n'est pas paraliéle a d et
n'est pas parallele a o', et d, ne passe pas par O ; A coupe
denBeta enC. Onnote 1 le milieu de (BC].

1. Quel est le lieu géométrique des points I lorsque A varie
comme il est dit dans I'énoncé ?

INDICATION : Introduire le point B, intersection de d, et d, le point
C, intersection de d, et d’, le point I, milieu de [B,C,].

2. Quel est le lieu géométrique des centres de gravité des
triangles ABC ?

2 € est un cercle de centre O, A est un point fixe extérieur
au disque. M est un point variable de ‘6. Dans le triangle AOM,
la bissectrice intérieure issue de O coupe (AM) en N.
Quel est le lieu géométrique des points N lorsque M décrit
€?

INDICATION : Dans tout triangle BCD, si E est le point de rencontre

de la bissectrice intérieure de CBD et de (CD), alors % = %,

v E&_ CB=x
d'ou EC= DBED.

3 O et I'sont deux points donnés, r est la rotation de centre
) n . s ;
O, d'angle 2 Quel est le lieu géométrique des points M

tels que M, I, M" = r(M), soient alignés ?
INDICATION : Introduire le point I' = r(I),

4 d est une droite et B un point de d. On note %, I'un des
demi-plans dont la frontiére est la droite d. C étant un point
de d, on construit dans %, un triangle BMC isocéle en M,
dont le rayon du cercle circonscrit a une longueur donnée
r,r>0.0n note O le centre de ce cercle circonscrit.

1. Montrez que cette construction n'est possible que lorsque
C appartient a un segment fixe que vous préciserez.

2. Quel est le lieu géométrique des points M lorsque C
décrit ce segment ?

4. LIEUX GEOMETRIQUES

3. On note H l'orthocentre du triangle BCM. On sait que le
symétrique de H par rapport 4 (BC) est sur le cercle circonscrit
4 BCM (résultat démontré par exemple au TP 5). Déduisez-
en que H est I'image de O par la composée d'une transla-
tion et d'une réflexion, et précisez le lieu géométrique de H
lorsque C décrit le segment déterminé en 1.

5 Trois points donnés A, B, C sont tels que AC = 3AB.
Un point M décrit le cercle de diamétre [BC]. La paralléle 3
(CM) passant par B coupe (AM) en P. Quel est le lieu géo-
métrique des points P ?

6 d est une droite fixe. A et B sont deux points fixes non
situés sur d. On note C le symétrique de A par rapport 2 un
point M de d. Le point M décrit d.

1. Quel est le lieu géométrique du milieu E de [AM] ?

2. Quel est le lieu géométrique du centre de gravité G du
triangle ABM ?

3. Quel est le lieu géométrique de C ?

4. Quel est le lieu géométrique du point d’intersection de
(BM) et (CO) (O étant le milieu de [AB]) ?

7 On donne un cercle 6 de diamétre [AB], de centre O, et
un point I de la droite (AB) extérieur au cercle €.

A tout point M de @ distinct de A et B, on associe le point
N diamétralement opposé a M sur %, et le point M’ d'inter-
section des droites (BN) et (IM). Quel est le lieu géométrique
des points M’ lorsque M décrit 6 privé de Aet B ?
INDICATION : Poser IB = kI_f\, k réel fixé. Prouver alors que
IM' = kIM.

8 B et C sont deux points fixes. H est un point fixe du seg-
ment [BC]. A est un point variable de la droite A perpendicu-
laire en H & (BC). Le point G est le centre de gravité du tri-
angle ABC, E est le milieu de [AC), F est le milieu de [AB]. Quels
sont les lieux géométriques respectifs des points G, EetF?

9 € est un cercle de centre O, A et B sont deux points dia-
métralement opposés sur 6.

1. Pour tout point M de €, distinct de A et B, on construit
le point Q tel que MABQ soit un parallélogramme. Déterminez
le lieu géométrique du point 1, milieu du segment [MQ), puis
le lieu géométrique du centre de gravité G du triangle BQM,
lorsque M décrit ‘G privé des paints A et B.

2,0nnote N le symétrique de A par rapport a M, et P le paint
d'intersection des droites (ON) et (BM). Quel rdle joue le point
P relativement au triangle ANB ?
Trouvez une homothétie de centre B transformant M en P
et déterminez le lieu géométrique des points P lorsque M
décrit ‘G privé des points A et B.
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10 Axe radical do deux cercles
On appelle puissance d'un point M par rapport & un cercle
de contre K ot de rayon r, le nombre p(M) = KM? - p?,
¢ estun corcle de centre | et de rayon r,
< estun cercle de centre K et derayonr’, K # ).
Le but de l'exercice est de déterminer le lieu géomélrique
des points M qui ont méme puissance par rapport a ‘G et (",
Qn note 1 le milieu de [JK].
1. Démontrez que « M a méme puissance par rapport a ‘6
,-:? - r';‘

2
2. Deduisez-en que le lieu cherché est une droite orthogo-
nale & (JK). Précisez la position de son point d'intersection
avec (JK). Cette droite est appelée axe radical des deux
oercles.

",

et \¢ » equivaut  « M- I_R =

3. Montrez que lorsque deux cercles sont sécants en A et
B, leur axe radical passe par A et B.

11 Rotations transformant deux droites

1.a. r est une rotation de centre O et d'angle 0. d est une
droite qui ne passe pas par O, et d' est son image par r.
Prouvez que O est équidistantde d et de d'.

b. Déduisez-en une construction de I'image d’une droite par
une rotation.

2. d et d' sont deux droites sécantes données. Quel est le
lieu géométrique des centres des rotations qui transfor-
mentdend' ?

12* € est un cercle de centre O, de diamétre [AB]. M est
un point de €, A est la tangente en M & €. La paralléle a
(AM) menée par O coupe A en N. Quel est le lieu géome-
trique des points N lorsque M décrit le cercle € ?

13 Un point A décrit un quart
de cercle de centre O, limité par
deux rayons perpendiculaires
(OC) et (OB). P est le projeté
orthogonal de A sur (OC). Sur la
demi-droite d'origine O qui passe
par A, on place le point R tel que
OR = OP.

1. Quel est le lieu géométrique des points R lorsque A décrit
ie quart de cercle ?

INDICATION : On peut introduire la médiatrice A de [AC] et utiliser
une réflexion par rapport 4 A.

2. Quel serait le lieu géométrique des points R si A décri-
vail le demi-cercle ?

B

14 Utilisation de la cocyclicité

ABC est un tniangle équilatéral direct du plan orienté.

m &st un point de la droite (BC) distinct de B et C.

€ est le cercle qui passe par m et qui est tangent en B &
(AB). La droite (Am) recoupe ‘¢ en M.

Qual ast e lieu géométricue des points M’ lorsque m décrit
Ia droite (BC) privée des points B at C 7 Construisez ce lieu,
INDICATION : Galcular (MA, M'B).

16 Utilisation de la cocyclicité

I et ] sont deux points d'un cercle .. M ast un paint de €.
La perpendiculaire en [ & (M) rencontre (M]) en P, et la per-
pendiculaire en | & (M]) rancontre (MI) en Q.

M déarit le cercle ‘G,

1. Quol est alors la lieu géométrique du point P 7 celui du
point Q7

INDICATION :Montrer que, modulo x, les angles (PT, P]) et (Q1, Q)
sont constants,

2. Montrez que (PQ) passe par un point fixe.

16 Utilisation de lignes de niveau

G et G’ sont deux cercles donnés de centres respectifs O
et O', de rayons respectifs ret r'.

Quel est le lieu géométrique des poins M d'oui I'on peut mener
des tangentes a G et a ‘6’ de méme longueur ?

Lignes de niveau dans le plan

17 €BAC> Une unité de longueur a été chaisie.

Soit ABC un triangle équilatéral de coté 3, B’ est le milieu

de [AC] et D le point défini par la relation 4AD = AB + 3BC.

1. Démontrez que D est le barycentre du systéme :
{A,9);(B,-2);(C, 3

Déduisez-en que D appartient a la médiatrice de [AC].

2. Démontrez que BD = g- BB
3. Calculez DA? et DB2.

4. Déterminez I'ensemble (E) des points M tels que :
3MA2-2MB? + 3MC?=12.

Vérifiez que le centre de gravité G du triangle ABC appar-

tient a (E). Tracez (E).

18 €BACY> Dansle plan, on considére un triangle ABC
telque AB=7, BC=4 et AC=5 (unité graphique : 1 cm).
Soit I le milieu de [BC).

1. Montrez que Al= \/_3—3‘

2.a. Soit M un point du plan.

Pour quelle valeur du réel m le vecteur mMA + MB + MC
est-il égal & un vecteur U indépendant du point M ?
Déterminez alors le vecteur U en fonction du vecteur AT.

b. Déterminez et construisez I'ensemble (E) des points M
du plan tels que - 2MA® + MB® + MC* = - §8.

3. Sait D le barycentre du systéme {(A.-1); (B, 1); (C, 1)}.

a. Quelle est la nature du quadrilatere ABDC ?
Justifiez votre réponse.

b. Déterminez et construisez I'ensemble (F) des points M du
plan tels que - MA*+ MB* + MC? = - 25.

4, LIEUX GEOMETRIQUES
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19 €BACY»  ABCD est un rectangle du plan, do diago-
nales [AC] et (BD) de longueur a.

1. Soit m un réel non nul
Onnote G_ le barycentre du systéme (A, m); (B, - 1) (C, 1))

a. Precisez la position de G,.

b. Déterminez I'ensemble (E,) des points G, lorsque m

décrit R*.

2. Quel est I‘ensemile (Ei)‘des E.olnls M du plan tels que :
‘MA-MB+MC|/=a?

3. Quel est I'ensemble (E,) des points M du plan tels que :

MA? = MB2 + MC? = %?

4. Faites une figure représentant le rectangle ABCD et les
ensembles (E)), () et (E).

20 €BAC> Une unité de longueur étant choisie, on
considére, dans le plan, un triangle ABC rectangle en A tel
que AB=2a et AC =a, ol a est un réel positif donné.
1. Déterminez et construisez I'ensemble (E,) des points M
du plan tels que |MA + MB - MC| = ||2MA - MB - MC||
2. On désigne par H le point du plan tel que :
A= 7B+ 2AC.

a. Démontrez que H est le barycentre des points A, Bet C
affectés de coefficients que vous déterminerez.
b. On considére I'ensemble des points M du plan tels que :

-3MA2+ MB2 + 4MC2 = k.
Pour quelle valeur du nombre réel k, cet ensemble contient-

il le point A ? Pour cette valeur, précisez I'ensemble obtenu,
noté (E,), et construisez-le.

21 ABC est un triangle quelconque du plan.

1.a. Déterminez et placez sur la figure le barycentre I du

systeme {(A,1); (B,2); (C, 3)}.

b. Exprimez | MA + 2 MB + 3 MC| en fonction de MI.

2.a. Déterminez et placez sur la figure le barycentre J du

systéeme {(A,8); (B,-1); (C,-1)}.

b. Exprimez [|8MA ~ MB - MC| en fonction de M].

3. Constru_:.sez I'ensemble (E) des points M du plan vérifiant :
| MA +2MB + 3MC/ = |8MA - MB - MC|.

22 €BACY> ABC est un triangle équilatéral de coté a.
On note A’ le milieu de (BC] et O le centre du triangle.

1.a. Déterminez I'ensemble (E) des réels m tels que les
points A, B, C affectés respectivement des coefficients
m, 1, 1 admettent un barycentre.

b. Quel est I'ensemble des barycentres obtenus lorsque
m décrit (E) ?

4. LIEUX GEOMETRIQUES

2, Dang cotte question, on choisit m = 2.

a. Déterminez lo barycentra G des points A, B, C affectés
respoctivoment des coefficionts 2, 1, 1,
Placez sur une figure les points A, B, C, O, A', G

b. Déterminez ot construisez I'ensemble (F) des points M talg
que 2MA? + MB? + MC? = 2a°,

3. Dans cotte question on choigit m = = 2.
Soit (D) I'ensemble des points M tels que
= 2MA? + MB? + MC? = 0.
Précisez la nature de (D) et de son intersection avec la
droite (AA'). Tracez (D) sur la figure précédente.

23 €BAC> SoitA, B, Ctrois points du plan non alignés
et tels que le triangle ABC ne soit pas équilatéral,

On désigne par A’, B’ et C' les milieux respectifs des seg-
ments [BC], [CA] et [AB].

Onpose a=BC, b=CA et c=AB,

1. On considere le vecteur U =a?BC + b2CA + c?AB.
Montrez que U = (a2-b?AC + (c?-a?)AB.
Déduisez-en que U n'est pas le vecteur nul.

2. Pour tout pcﬂrlt Mduplan,onpose:

f(M) = a2BC - MA + b2CA - MB' + c2AB - MC".
a. Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
Calculez f(0).

b. Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Montrez que
— == 1
BC-GA'= 5 (b2 -c?). Déduisez-en la valeur de f(G).

c. Déterminez I'ensemble (D) des points M du plan teis que :
f(M)=0.

24 Dans le plan, on donne un triangle ABC rectangle en A
et isocéle avec AB = AC = a, a réel strictement positif.

1. Déterminez et construisez le barycentre G du systéme
{(A,4); B,-1); (C,-1).

2. Déterminez et construisez, dans chaque cas, I'ensembie
des points M du plan tels que :

a. les vecteurs 4 MA-MB-MC et 2MA-MB-MC soient
colinéaires.

b. 4MA2 - MB2 - MC? = 2a2.
c. 2MA? - MB? - MC? = - 2a2,
d. (4 MA - MB - MC) - (MB + MC) = 0.

e.[4MA - MB - MC| = k [2MA + MB + MC)|, k étant un
réel. (Discutez selon les valeurs de k.)

25 A ot B sont deux points donnés du plan. Quel est
I'ensemble des points M du plan tels que u-g =27

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

26 Soit ABC un triangle rectangle en A, tel que AB = a et
AC =3a (oua> 0). Onferaune figure en prenant a = 2 cm.

1. Construisez le barycentre G du systéme :
{(A,-5); B,6); (C.2)

2. Calculez GA?, GBT et GG en fonction do a.

INDICATION - Choisir un repdre orthonormal d'origine A.

3. Déterminez et construisez 'ensemble 1" des points M du
plan vérifianl - 5MA™+ 6 MB™ + 2MG? = 124"

27 L'unité est le cm. On donne, dans le plan, un triangle
ARC rectangle en Atel que AB = 8 et AG = 4,

1. Construisez le barycentre G des points A, B, C affectés
respectivement des coefficients 3, - 1, 2.

2. Détermine: el construisez I'ensemble (E) des points M du
plan vérifiant 3MA? - MB? + 2MC? = - 32.

3. Déterminez et construisez I‘eis.emble (E) des points M du
pian vérifiant |3MA - MB + 2MC|| = |[MB + MC|.

28 Curieux ?
ABC est un triangle quelconque, G est son centre de gravité.
‘ 1. Est-il évident sur une figure, que pour tous points M et
' M’ du plan, lorsque M'G > MG, alors:
' M'A?+M'B2+M'C2> MA? + MB2 + MC2?
Prouvez que cela est pourtant vrai.
2. On note m,, mg, m,, les médianes de ABC issues res-
pectivement de A, B et C. Prouvez que pour tout point M

du plan (ABC), MA2+ MB2+MC2 > %(M§+mf,+m%;), et

gue I'égalité n'a lieu que pour un seul point M que vous
Ppreciserez.

29 ABC est un triangle équilatéral, D est le point tel que

BD = BA + BC.

Deéterminez I'ensemble des points M du plan tels que :
MA? + MB? - MC?2 - MD? = 3AB2.

INDICATION : Revoir le paragraphe 2.3 du TP 2, p. 72,

#  Lignes de niveau dans I'espace

30 A, B et C sont trois points de I'espace, non alignés.

1. M est un point @floongge de 'espace. Que pouvez-vous
- dire du vecteur MA + 2MB - 3MC 7

2. Quel est __tens_e'mble 9_9'8 points M ﬁs que:
OM - MA + 20M - MB -30M - MG = 0
ouOestun point donné ?

31 A et B sont deux points donnés de I'espace. Quel est
P'ensemble des points M tels que MA? + MB? = gmv ?

(W S5 e

32 A et B sont deux points da 'aspace tels que AB = 2,
Trouvez, dans chaque cas, 'ensemble des points M de
['espaca tels que :

A MAZ-MB? < 1. B.MA? ¢ MB =3, o AB - AM = -2,

33 Dans 'espace, on considara un tétraddre ABCO tel que
BA =BG =a /5 ol AG =24, 4 rdal positi.
[ est le barycentra da (A, 1), (B, 1), (C, 2) . K est la milleu

du sagment [AB] ; | est tel qua B ,I;- ac + ,' A0,

1. Montrez que | est la barycentra des points B, G, 0 affec-
t6s de coefficients qua vous préciseraz.
Faites une figure ot placez las paints 1, |, K.

2. Montrez que les droites (1D) ot (AJ) sont sécarntes,
3. On sa place dans la plan (ABC) noté #
E est le point tel de 7 que AE - BC.
a. Démontrez que ABCE est un losange. Soit O son centra.
Calculez OB.
b. Démontrez que K est le barycentre de (B, 2), (C
¢. Démontrez que pour tout pomt M du plan 2,
MA + MC - 2ME = EB.

d. Déterminez et construisez I'ensemble (E. )_d_es points ]
de % tels que (MA + MC - 2ME) - (2MB - MC + ME) = 0.
e. Déterminez et construisez les ensembles des points M
de % tels que :

(E,) : MA? + MC? - 2ME? = -6 a*

(E,) : MA? + MC? -2ME? = -8 a*

satugporct 19 s

~1.E ).

Ensembles de points
et angles orientés dans le plan

34 Aet B sont deux points donnés.
Représentez I'ensemble des points M tels que :

(MA, MB) = g- (modulo 2,
puis I'ensemble des points N tels que :
(NA, NB) = g (modulo ).

35 A et B sont deux points donnes.
Représentez I'ensemble des points M tels que :

(W\. NTB) = —g— (modulo 7).

36 ABC est un triangle quelconque. A', B'. €', sont trais
paints situds respectivement sur les draites (BC), (CA), (AB).
Montrez que les cercles (AB'C'), (BC'A"), (CA'B’), ont au
moins un point commun,

37 Deux cordes orthogonales [AB| et [CO| d'un cercle se
coupent en P. Montrez que la mediane du triangle PBC
issue de P est une hauteur du tnangle PAD.
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38 ABC est un triangle isocéle en A, ‘G est son cercle cir-
conscril. M estun pointde ‘¢, et P l'intersection des droites
(AM) et (BC).

Montrez que le cercle circonscrit au trianglo BMP est tan-
genten B a (AB).

39 A el B sont deux points du plan.

1. Construisez un point C tel que (CA, CB) —g (modulo ).

2. La perpendiculaire en A A (CA) et la perpendiculaire en B
a (CB) se coupent en C'.

Le point O est le milieu du segment [CC']. Montrez que O
est fixe lorsque C varie.

INDICATION : Calculer (53. (_)T':l) (modulo 2x).

3. Onpose AB =2a. Calculez les distances CC', OA, OB.

40 Un probléme de construction

¢ est un cercle de centre O, d est une droite qui ne ren-
contre pas le cercle, A est un point de d.

Le but de I'exercice est de construire un cercle ¢’ tangent
adenA, ettangenta €.

1. Analyse

a. On suppose le probléme résolu

Tracez, méme approximativement, un cercle ¢’ répondant
a la question. Notez O' son centre, et I le point de contact
avec 6.

b. Etude de la figure

* Montrez que O’ est sur une droite fixe. Tracez cette droite.
* || existe une homothétie h de centre I qui transforme 6’
en €. Quelle est I'image de O' par h ?

Posez B = h(A). Montrez que B est sur une droite fixe
et sur €, et que la connaissance de B permet de placer I,
puis O,

2. Synthése

Indiquez, en justifiant, la construction d'un cercle €'

3. Discussion
Montrez qu'il existe deux cercles ‘¢’ répondant a la ques-
tion.

EXERCICES COMMENTES !

41 ENONCE :

[AB] est un segment, I est un point de [AB].

€ est le cercle de diamétre [Al), /' le cercle de diamétre
[BI]. (MN) est une tangente commune extérieure aux deux
cercles, avec M sur ‘C et N sur (', (AM) et (BN) se coupent
en K.

Quel est le lleu géométrique des points K lorsque I décrit
[AB] privé de Aet B ?

4. LIEUX GEOMETRIQUES

VERS UNE SOLUTION :

A I'examen de la figure, I'angle K semble droit, et si
cela est bien vrai, le lieu de K serainclus dans le cercle
fixe de diametre [AB].

Mais, auparavant, on tire quelques conséquences
immédiates des hypothéses, On obtient en particulier
que AMI et INB sont droits, et donc, pour démontrer
que AKB est droit, il suffit de démontrer que (AK) et
(IN) sont paralléles.

1. Justifiez toutes ces affirmations.

2. Retour aux hypotheses et a la figure pour trouver.
compte tenu de la situation, un moyen pour démon-
trer que (AK)// (IN). Deux cercles, une tangente com-
mune, c'est une « figure-clé » de 'homothétie : les deux
cercles sont homothétiques par une homothétie de
centre T (ou I).

a. Vérifiez que 'homothétie h de centre T qui transforme
le centre de € en le centre de €', transforme (AM) en
(IN).

b. Déduisez-en que AKB est droit et donc que K est
sur le cercle de diamétre [AB]. Notons ‘€, ce cercie.

3. Etude de la réciproque

Il reste maintenant a répondre a la question : le paint
K décrit-il tout le cercle €, ? Autrement dit, si K appar-
tient &6, existe-t-il un point I de [AB] tel qu'en effec-
tuant, a partir de ce point I, la construction de I'énonce,
on retrouve ce point K ? Pour cela, on cherche d’abord
un lien entre Let K.

a. Montrez que la droite (KI) est perpendiculaire a (AB).

INDICATION : Par exemple, remarquer que [IK] et [MN] ont
le méme milieu O et que, C étant le centre de ¥, CIO est
le symétrique de CMO par rapport a (OC).

b. K étant un point de €, notez I le projete orthogo-
nal de K sur [AB]. Tracez les cercles ‘€ et ¢’ de dia-
métres respectifs [Al] et [BI).

La droite (KA) recoupe ‘€ en M, et la droite (KB)
recoupe ‘¢’ en N.

La droite (MN) est-elle tangente commune a ‘€ et a6’ 7

c¢. Concluez alors sur le lieu de K.
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42 ENONCE .

A, B, C sont trois points du plan tel que AC - 3AB. A est
une droite qui passe par A. Les points B” el C' sont res
pectivement les projetés orthogonaux de B et G sut A,
Les droites (BC') et (B'C) se coupent en 1.

Quel est le lieu géomeétrique des points 1 lorsque A pivola
autour de A ?

P
A B
VERS UNE SOLUTION :

Seuls A, B et C sont fixes |

En faisant la figure et en tirant les premiéres consé-
quences des hypothéses, on pense qu'il est dom-
mage que I'énoncé n'ait pas plutét demandé le lieu
de B’ etlelieudeC'. lls sont en effet faciles a trouver.
1. Prouvez que chacun des points B’ et C' est situé sur
un cercle fixe de la figure. B’ décrit-il tout le cercle en
question lorsque A pivote autour de A ?

Méme question pour C'.

2. Néanmoins, cette remarque permet d'avancer. En
effet, puisque par exemple B est fixe et que le lieu de
C’ est connu, l'idée vient de « trouver une relation
entre B, I et C’ ». Un nouvel examen de la figure per-
met de voir que c’est une « figure-clé » de Thalés ou
de I'homothétie : les triangles ABB’ et ACC’ sont
homothétiques, et donc [BB] et [CC’] le sont aussi.
a. Puisque 'homothétie de centre A et de rapport 3
transforme B en C et B' en C', 'homothétie de centre
1 et de rapport - 3 transforme B en C'. Prouvez cette
derniére affirmation.

b. De IC' =-3IB, déduisez que Bl =k BC', kréel
constant.

c. Déduisez alors le lieude I.

Remarque : Le fait que AC =3AB n'est pas impor-
tant. Ce qui est essentiel, c'est que AC =aAB avec
a constante positive.

PROBLEME

43 THEMES : Distance du centre du cercle inscrit au
centre de gravité

ABGC ast un triangle. On pase AB=c¢, AC =b, BC =a.

1. D est le point d'intersaction de la bissectrice intérieure
issue de A et de (BC). Le but de cette question est de

BD ¢
démontrer que o b
a. Premiére démonstration
* On méne de C la paralléle 4 (AD). Cette paralléle coupe
(AB) en K. En utilisant des résultats connus sur les angles
alternes-internes et correspondants, montrez que le triangle
AKC est isocéle en A.

BD ¢
Montrez que 0°b

b. Deuxiéme démonstration
On note E le projeté orthogonal de B sur (AD) et F le pro-
jeté orthogonal de C sur (AD).

BD _ ¢ O _ b

o Vérifiez que ——=—"— et ——=—F—.
sin BAD sinBDA  sin DAC sin CDA
NP MP MN

INDICATION : Dans tout triangle MNP, —— = ——=——.
sinM sinN sinP

ihoe BD c

¢ Déduisez-en que 5
2.a. Déduisez de la question 1. que D est le barycentre de
(B, b), (G, c).
b. On note I le point de concours des bissectrices interieures
dutriangle ABC. Le point I est aussi le centre du cercle ins-
crit dans ce triangle.
Montrez que I est le barycentre de (A, a), (B, b), (C, ¢).
3. Le but de cette question est de calculer la distance de [
au centre de gravité G du triangle ABC. (On suppose ABC
non équilatéral.) ‘
1
9
b. Montrez que pour tout point M du plan :
aMA? + bMB2 +cMC? =

@+b +c)MI* +alA* + bIB* + cIC™.
¢. Encalculant aMA? + bMB? + ¢cMC* lorsque M = A, puis
M =B, puis M = C, montrez que alA*+b1B?+cIC*=abc.
d. En calculant aGA? + bGB* +cGC? de deux manieres,
calculez GI°.

a. Prouvez que GA?=—(2b%+2¢%-3a%).

4. LIEUX GEOMETRIQUES
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CHAPITRE

LES CONIQUES

I 405 contques sont les para.
boles, les hyperboles, ¢t |

ellipses.

Vous connaissez déja les para

boles, courbes représentatives de,
fonctions polynomes du secornd
degré, et les hyperboles, courbe,
représentatives des foncrions
homographiques. Nous allons
définir les coniques de maniers
géométrique, ¢tablir leurs équa-
tions dans un repére orthonor-
mal bien choisi, et a partir de ces
équations, déduire quelques pro-
priétés et leurs tracés.

Les coniques furent érudiées tres
tot dans I"Histoire [Menechme,
mathématicien grec vers 330
avant notre ére ; Apollonius,
mathématicien et astronome grec
(- 260 ;- 200), publie un traite
célebre Sections coniques).

Les mathématiciens de I’Antu-
quité étudient les coniques non
pas a partir de leurs équartions,
mais d’un point de vue pure-
ment géométrique comme inter-
section d’un cone de révolution

par un plan.
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CONIQUES:
o DEFINITIONS, ELEMENTS REMARQUABLES

EEXl Definitions

COUPINITION 1| Bant donné une droite o, un point F non

situe sur dy, un nombre réel ¢ stnctement m
positity on appelle  conique de foyer I
de  divectrice d et d’excentricité ¢ < N
I'ensemble des points M du plan tels que

MF

;’l— =e oumest le projeté orthogonal de M sur 4.
m

REMARQUE : Puisque, pour tout M appartenant a la conique ¢, les nombres MF, Mm, e
sont strictement positifs, G est aussi I'ensemble des points M tels que MF?-e? Mm? = 0.
Nous utiliserons souvent cette remarque.

DEFINITION 2 | . Une parabole est une conique dont I’excentricité e est ¢gale a 1,

e=1.
+Une ellipse est une conique dont I’excentricité e est strictement infe-
rieureal, e<1 .
*Une hyperbole est une conique dont I’excentricité e est strictement

supéricurea 1, e>1 .

Axe focal de la conique

L_DEFINITION 3 ] | perpendiculaire 4 d menée par Fest P'axe focal de la conique.

L___PROPRIETE | [’axe focal estun axe de symétrie ~de la conique.
En effet, la réflexion par rapport a ’axe M
focal, comme toutes les réflexions, conserve M o
la distance et I’orthogonalité¢, Dongc, pour M Nl
les symétriques M’ et m' de M et m, nous
obtenons M'F » MF et Mm = M'w’, m'o —np
d’ou _M—Ii = M,F . a
Mm Mm
Ainsi, si M appartient a la conique, M aussi, d’ott l'asserton.

5. LES CONIQUES
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EEE sommets

Notons K le projeté orthogonal de 1 sur . ‘
Les points communs d 'axe focal et a la conigue K|

sont les pomnts tels que « M, Fy K sont alighés et
MU = ¢ MK o, Vectoriellement, cette condition se
traduit par MIF= e MK ou MIF=-¢ i\ﬁk’,
¢clest-d-dire par ME-eMK =0 ou ME + e MK =0 (1].

Lorsque ¢ # 1, la condition [1] se traduit en disant que M est le barycentre -
(5, 1)y (Ky = ¢) ou que M est le baryeentre de (F, 1), (K, ¢).

Lorsque ¢ = 1, nous obtenons ME = MK ou MF = - MK, Or, il n’existe pas
de point M tel que ME = ATIE, mais il existe un point M et un seul tel gque
ME = - I\—lﬁ, c’est le milieu M de (FK]. En résumé,

*Si e#1, c’est-a-dire si la conique est une ellipse ou une hyperboie,
I"axe focal rencontre la conique en deux points distincts ; ces points sont
appelés les sommets de Pellipse ou de ’hyperbole.

*Si e =1, cest-a-dire si la conique est une parabole, I’axe focal ren-
contre la conique en un seul point, appelé sommet de la parabole.

e PARABOLES
Définitions

DEFINITION 4 | On appelle paramétre d’une parabole la distance du foyer a la

directrice. On note p ce parametre.

REMARQUE : Le paramétre p est un nombre strictement positif.

Equation réduite d’une parabole

T THEOREME 1| % est une parabole de sommet S, de foyer F, de parametre p.
(S ;1,/) est un repére orthonormal d’origine S et dont laxe des abscisses
est I’axe focal de 2, orienté du sommer vers le foyer.
Dans un tel repére, P a pour équation y?=2px .

Notons d la directrice de P, K le projeté [
orthogonal de I sur . Nous avons vu, § 1.3, m rv[—w " \M
que S est le milicu de [FK], Puisque p est }
r
|

g

le parameétre, p=FK ¢t FS = Ky
Choisissons un repére orthonormal d

§. LES CONIQUES
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E ] . : ‘
(S51,7) dont 'axe des abscisses est ’axe focal de % orienté de S vers F.

Les coordonnées de K sont alors (- P ; ()), celles de F sont (E ; ())_
2 2

4

Pour tout point M (x ; y) du plan :

y )4 ) 2

; +y' et Mm’ :(,- + x

2 2

donc: ME? =Mm? = y? - 2px.

Or, dire que M appartient a & équivaut a dire que MF?2 = Mm? =0 (voir

MIF? = (.\' ~

remarque § 1.1), donc a dire que y* = 2px.

DEFINITION 5 | Léquation y2 = 2 px est appelée

¢quation réduite de la parabole

' Note

Pour I'étude de la
fonction f,, voir 'exer-
cice 42, p. 111.

P de paramétre p.

REMARQUE : Le foyer F a pour coordonnées (g ; 0|, la directrice a pour équation x = - %

(dans le repére utilisé pour trouver I'équation réduite).

Tracé de la parabole &

P est I’ensemble des points M dont les coordonnées (x ; ¥) dans (S ; 7,7) sont telles
que y? =2 px. Puisque p > 0, nécessairement x = 0, et donc :

Y=N2px ou y=-4/2px.

Notons 6, la courbe représentant la fonction
f,: x~ 4/ 2px et 6,la courbe représentant la

fonction f,: x = —4 2px.

P est la réunion de 6, et de G,

Mais puisque f, =—f,, 6, est symétrique de €@,
par rapport a I’axe des abscisses. d {

ﬁ{ Commentaire ,L

Tracé point par point de la parabole %
On trace la médiatrice A de [NF], N étant un point quel- N
conque de d. L'intersection M de A et de la perpendicu- A

laire & d en N est un point de ?, puisque MF = MN. \ A

7
=
—

5 LES COMIQUES
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EXX] Réciproque : courbe d’équation y?=ax, a # 0

Tt OREME 2] Sidans un repére orthonormal, une courbe ‘G a pour équation y? = ax

a
a # 0, alors ‘G est ln parabole de foyer F(; g ()) , de directrice la

, €t 30N 50m-

i a 3
droite d d’équation x = - — . Son parametre est alors
4
met est 'origine du repére.

a
Introduisons le point F(— 3 0) et la droite d d’équation x = — %.
4

Notons P la parabole de foyer F, de directrice d et m le projeté orthogonal
d’un point M (x ; y) sur d.

2
Alors : MFZ—Mmz=(x-§) +y% -

+ ey ]
x+—-| =y‘-ax g
4

Or dire que M appartient 4 € équivaut a dire que y? = ax, donc d’apres
[1], a dire que MF2= Mm?, etdonc que M € . D’ou 6 = 2.

REMARQUE : En Analyse, nous avons appelé parabole la courbe représentant une foncticn
x—ax?+bx+c, a#0. L'exercice 43, p. 111, prouve en effet que toute courbe d’équation
y=ax?+bx +c apouréquation Y2=2pX dans un repére convenablement choisi ; c’est
donc une parabole.

EQUATION REDUITE
e D’UNE CONIQUE A CENTRE

Les ellipses et les hyperboles sont appelées coniques a centre. Cette appellation
sera justifiée a la fin de cette partie.

Notations et résultats préliminaires

Considérons la conique € de foyer F, de directrice d, d’excentricité ¢, avec ¢ = 1.
Notons (FK) son axe focal.
Nous avons vu que cefte conique a deux sommets ; un, noté¢ §, est le barycentre
de(F, 1), (K, ¢), autre, noté §,, le barycentre de(F, 1), (K, =¢) :

§I—l’?+uﬁ(=6 et Sj?-cS—?(=6.
Comme ¢ est positif, le sommet S, est un point du segment [FK].
Notons O le milieu de (S, S,] et considérons un repére orthonormal & d’origine O
et tel que 'axe des abscisses est 'axe focal orienté de O vers F ; alors 'axe des
ordonnées est paralléle a la directrice.

5. LES CONIQUES
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Posons : OS, =a, OF =¢.
De 5_1_.14' +¢ b_li.\ =0, nous déduisons
\\T(.)+(_)F+e(3l~—0.+(_)hl-.()=6
soit: OF + ¢OK = (1+ c)(_)g., [1).
De méme, de ﬁ‘—cSTf(=6, S
nous déduisons :
OF - ¢OK = (1 -¢)0S, [2].

Or 65: =- O—.S2 ; donc, par addition membre 4 membre de [1] et [2], puis par

soustraction :

6?‘: =e O—S: et O_S‘l = eﬁ("
En prenant la norme de chacun de ces vecteurs, et compte tenu du fait que ¢ > 0,
nous obtenons :

c=ea et a=¢eXx OK,
. c a’
d’ou: e=— et QOK=—
a c

Equation réduite d’une conique a centre

Dans le repére R défini au paragraphe précédent, € a pour équation :

x
=+ =1

2
a: a-c?

% est ’ensemble des points M (x ; y) tels que MF2 —¢2Mm? = 0.

2 2\2 2
c a cx
Or, MF2=(x-¢)?+y%et & xMm? = —|x-—| =[—-a] .
a” ¢ a
2_ L2 2 24 2 [5* 2
Donc: MF? = e*XMm* =(x-9*+y°~-|—-a
a
2 2
a‘-c
= x? — |y +c-a’,
a
A A 2 : A a -c- > ) > -
L’égalité MF?-¢?XMm? =0 équivautdonca — x*+y*=a’-¢.
e
' Vocabulaire c N . .
L ‘équation Or—=c¢ et e#1,donc a?-c?# 0; donc en conclusion, dire
7 v a
X & ko =1 ot .
a? 8’ -c? ) ) . ) . .\’: yv:
appeice bquation ré- « M(x;y) appartient 4 la conique ‘€ » équivaut a dire « — + — =1».
duite de .. \

a“ 3" = °

Conséquences : symétries
1. Le point O est centre de symétrie de la conique €.
En effet, I’équation de ‘€ ci-dessus montre que si M (x ; ) appartient a ‘¢, alors son
symétrique par rapport a O, le point M' (= x ; = y) appartient aussi a ‘€.
5. LES CONIQUES
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B ool

Pour cette raison, on dit que O est le centre  de la conique €.

2. La perpendiculaire en O a Paxe focal, ¢’est-a-dire la médiatrice de [S,; S_],
est un second axe de symétrie de la conique ‘€, ]I suffit encore, pour prouver
cette assertion, d'utiliser I'équation réduite de €.

e —— —— e —lr_-fi‘:_n’nrn(-n';'lr:-'} —

Foyers el directrices assoclées
Introduisons le point F' symétrique de F par rap-

rapport a O, et la droite d’ symétrique de d par rap- | Y T
port a O. oM
Notons s la réflexion dont I'axe est la médiatrice de m’ o St m

(S, S,). En utilisant cette réflexion et le fait que ¢, est !
invariante par s, il est immédiat de vérifier que , est 1
aussi la conique de foyer F' de directrice d’. l
Ainsi, toute conique a centre admet deux paires de K' S, F O
foyer et directrice associée, {F, d} et {F', d'}.

EQUATIONS REDUITES 3
e D’'UNE ELLIPSE, D’'UNE HYPERBOLE. TRACES

Théoréme et définitions

[ THEOREME 4 ] € est une conique a centre de centre O, de foyer F, de sommets S, et S..

d’excentricitte. OS,=a , OF=c¢ , c=ea
R est un repére orthonormal dont I’axe des abscisses est la droite (OF)
orientée de O vers F. Alors,

+5i 6 estune ellipse , 6 a pour équation dans R :

x
LA AR (1]
a b

a é a = ¢
* Si '€ est une ellipse, ¢ < 1, et puisque ¢ = ¢a, on obtient ¢ < a.

En posant b = J a’~=¢*, on obtient 'équation [1].

6, LES CONIQUES
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* 8i ‘6 est une hyperbole, ¢ > 1, et puisque ¢ = ca, on obtient ¢ > a.

En posant b = \/c" - a’, on obtient 'équation [2].

DEFINITIONS 6 | 3 i

' Note

Pour le tracé de la
courbe représentant
7, voir l'exercice 44,
p- 111

A A 2 ‘\ -v [ ’ 4
* L'¢quation 4 b =1 est appelée équation réduite de
a‘ h

I ellipse .

[

)2

w
'

« L’équation — = =1 ecstappelée équation réduite de

s
<

nN
-

' hyperbole .

Tracés de I'ellipse et de I'hyperbole
dans le repere R
1. Tracé de ’ellipse. Grand axe, petit axe.

Puisque I’axe focal est axe de symétrie de I’ellipse, il suffit de tracer la portion de ellipse
contenue dans le demi-plan d’équation y = 0. Or, sous ’hypothése «y = 0»,
N - b 5 ;
F s 1 équivauta y =— y/a® - x*. Ontrace la courbe representant la fonc-
at b a
b .
tion f:x = — y/a’~- x*. En la complétant par symétrie par rapport a ’axe des
a

abscisses, on obtient toute ’ellipse.

Le segment [S;S,] estappelé grand axe  de Uellipse et le segment [B,B,] .

le petitaxe de lellipse.

2. Tracé de ’hyperbole.

Puisque les axes de coordonnées sont axes de symétrie de 'hyperbole, il suffit de tracer

la branche d’hyperbole située dans le premier quadrant défini par x = 0, v = 0.
R b

X" A .
Or, sous I’hypothése «x >0, y > 0» — = ;— =1 équivautd y=— y/x’ = a°.
a % a

5. LES CONIQUES
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' b s
/ i ; b ) .
Note On trace I courbe représentant la fonction [ v = \/x - a’ surfa; + |

Pow e trace de la .
courbe roprosentant . i ! ‘ - 5 Gan y L .
: ! ) v symétrie par rapport a 'axe des abscisses, puis ,
of stV s WX lin la complétant par une symétrie par rapp : ¢ y puis par un,
St { $ ’
asymplotos, Vo leve symétrie par rapport i I'axe des ordonnées, on obtient toute Phyperbole.

cioe 45, p. 111
A

\ y
\ b
\\..\ yr=gX
bh -
= F
S,

b
L’hyperbole a deux asymptotes : la droite d’équation y = PRI la droite

b
d’équation y=- P

Réciproques

[ THEOREME 5 | (O;1,7) est un repére orthonormal, a et b sont deux réels strictement
positifs, avec a # b.

2 2

x
L’ensemble des points M (x ; y) tels que i ';% =1 estune ellipse.
a

L’axe focal de cette ellipse est 1’axe des abscisses lorsque @ > & , et

c’est I'axe des ordonnées lorsque a<b .

+ Supposons a > b, et introduisons alors les éléments suivants :

- le point F de coordonnées (¢ ; 0) avec ¢ =4/ a® - b*; notons que ¢ < ¢
etc>0;

. : . a?
- la droite d d’équation x = — ;
c

, ? Cep ¢
- le réel strictement positif ¢ = — ; notons que 0 <e¢ < 1.
Q

D’aprés I’étude faite au § 4,1, I’équation de I'ellipse de foyer F, de direc-

2

. ) ‘e x- _V- ) ) .
trice d et d’excentricité ¢, est — + — = ] ;donc 'ensemble € est cetre ellipse.
a* . .A
* Supposons a < b, et considérons alors le repére (O ; 7/, 7).
Siun point M a pour coordonnées (x ; ) dans (O ; 7 ), ses coordonnées
1t ,
(X;Y)dans (O;z1)sont X=y,Y=x

5. LES CONIQUES
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) 2
T n 4 1
Donge, dans (O 57,1), 'ensemble ‘€ a pour équation ~~ + = | et b>a.
b’ a’
Nous avons vu ci-dessus que dans ce cas, ‘€ est une ellipse dont I'axe focal
est I'axe (O ).

De maniére analogue, nous démontrerions le résultat suivant ;

I - = Tt \ .
[ THEOREME 6 | (O 1, 1) est un repere orthonormal, a et b sont deux réels strictement
positifs, avec a # b.

2 2
" X y
L’ensemble des points M (x5 v) tels que Pl s 1 estunc hyper-
a b
' Note :
En Analyse, nous avons bole dont I’axe focal est ’axe des abscisses
apoelé hyperbole toute g ;
cou;(be d'équation : . 1 x
y= X Lajustiication L’ensemble des points M (x; y) tels que - -; ¥ ;—; =1 estunc hyper-
X
en est donnée en exer- ,
bole dont ’axe focal est ’axe des ordonnées .
cice 38, p. 110.

e RESUME
EXEl Ellipses

X2 LY
Equation : =4 =1
a>b b>a
c a2-h? bt -a*
c
" a b
Axe focal axe des abscisses axe des ordonnées
Foyer F coordonnées (¢ 0) coordonnées (0;¢)
Directrice a® e ;
: i = equation y=—
pesociée équation x c qQ y §
VA
- 1V~S|
‘ F
;,
/
| | =
' . B; Q }B_\ X
Coin-mémo /
Dans le cas b > &, on
remplace a par b et b F
par a, et on remplaco o
X pary (on permute les 02
axes de coordonnées).

5. LES CONIQUES
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Hyperboles

A X2 2 Fé _l_: L.
!quauon.;.--gin Equation : a"b"‘
¢ Jal b Ty
G (».
® A b
a b
Axe focal axe des absclsses axe des ordonnées
Foyer F coordonnées (c ; 0) coordonnées (0;c)
Directrice o a? ) _b?
Retaniée quation x = : équation y = ~c—
YA Y4
F F 3
Sz 0 81 X XV

6. COURBES D’EQUATIONS ax2+ By2 =

5. LES CONIQUES

(O ; 7, 7) est un repére orthonormal donné. 6 est ’ensemble des points M (x ; ¥)

tels que ax? + By? =+, ou a, B, y sont des réels donnés, non nuls.

Alors ‘¢ est une conique a centre ou I’ensemble vide. En effer, puisque 7y est

non nul, par division par v, I’équation ax?+ By? =+v est équivalente d une equa-
2 2

tion de la forme - + 2~ =1 [1].

Il résulte directement des théorémes 4 et 5 que :

1.8i p<0, g<0 ,il n’existe pas de couple (x ; y) solution de I’équation (1] :

‘G est ’ensemble vide,

2.81 p=0, ¢>0 ,cstune ellipse de centre O,

* Sip > g >0, axe des abscisses est 'axe focal,

¢ Sig > p >0, 'axe des ordonnées est 'axe focal.

¢ Sig = p, ‘C est le cercle de centre O, de rayon \/ p.
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3.Si pg<0 ,‘GCestune hyperbole de centre O.
«Sip>0,q¢<0, 'axe focal est Paxe des abscisses.

¢ Sip<0,¢>0, 'axe focal est I'axe des ordonnées.

7. AUTRES PROPRIETES DE L’ELLIPSE

Une représentation paramétrique de I'ellipse

2 2
[ THEOREME 7 | Dans un repére orthonormal (O ; 7, 7), P’ellipse € d’équation Lieiis 1

a’ b?

est aussi la courbe définie paramétriquement par :

x =acosh
y=bsinb ,0 ¢ [0;2n[

Notons 6 la courbe paramétrée définie par I’énoncé.
Si M (x ;) est un point de 6, alors x =acos 6, y=bsin 0 ;

2 2
donc = — + i cos2 @ +sin20 =1 et M appartient a €.
* . . xZ yZ
Réciproquement, si M (x ; y) est un point de ¢, alors — + ol 1, donc
a
x2 2

—%1 ¢t % < 1, ce qui implique que 3;— et % sontdans [~ 1 ; 1]. Puisque,
a

b
0 dans [0 ; 2n[. Donc M appartient a €.
En conclusion, tout point de %6 appartient a € et tout point de € appartient

a6, donc € = 6.

REMARQUE :
Lorsque a > b, le cercle ¢’ de centre O et de rayon a
est appelé cercle principal de I'ellipse. Considérons

I'application f du plan dans lui-méme, qui a chaque

point P associe le point M tel que HM = % HP

2 2
en outre (f) (‘Z) = 1, il existe un réel 6 tel que §=cosﬂ et %=sin9,

(H projeté orthogonal de P sur I'axe des abscisses).
‘¢’ est I'ensemble des points M(x ; y) tels que :
Xx=acosb, y=asind, 0 [0;2n]
1 L'image de ‘€' par f est donc 'ensemble des points
‘ M'(x';y') tels que :
X'=x=acosh, y'= % (asint)=bsin, 0 ¢ [0; 2.

Cette image est donc /'ellipse ‘€. L'application f est

' appelée affinité orthogonale d'axe (O ; 1) et de rapport %. L'ellipse € est donc I'image de
‘ son cercle principal par cette affinité orthagonale.

I 5. LES CONIQUES
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Projection d’un cercle sur un plan

La projection orthogonale d’un cercle sur un plan est une ellipse.

% est un cercle de centre O situé dans un plan Q.
P est un plan qui passe par O. Désignons par ¢’ ’ensemble des projetés
orthogonaux de tous les points de ‘6 sur le plan P. Choisissons dans P un
repére orthonormal, d’origine O, et dont I’axe des abscisses (O ; 1) estla
droite d’intersection des plans P et Q. Notons r le rayon du cercle €. et &
’angle aigu formé par les plans P et Q.
M est un point quelconque du cercle ‘6, M’ son projeté orthogonal sur P,
N son projeté sur I’axe (O ; 1). Notons r I’angle (7, O_M), et (x' ; v") les
coordonnées de M'. Alors (voir figure), x' est aussi I’abscisse de N, donc :
x'=0OMcost=rcost et
3" =NM'=NM cos 8; or NM = OMsin¢, donc ¥ =rsin r cos &.
Or rcos 0 est constant ; en posant b = r cos 6, nous obtenons :

x'=rcost y =bsint.
Lorsque M décrit 6, r décrit 'intervalle [0 ; 2 nt[ ; donc une représentadon
paramétrique de €’ est :

x'=rcost
{y’=bcost, te [0;2x[.

‘' est donc une ellipse, d’aprés le théoréme 7.

¢ IMAGES D’UNE CONIQUE

[’image d’une conique par une isométrie, ou par une homothéte, est une
conique de méme excentricité.

Ce résultar tent au fait qu'une isométrie et une homothétie conservent I’orthogo-
nalit¢ ¢t conservent le rapport des distances.

Une démonstration est proposée i Pexercice 46, p. 111.

5. LES CONIQUES
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EXERCICES RESOLUS ,
e AVEC SOLUTIONS COMMENTEES

Mise en place d'une courbe y? = 2 px
Précisez le toyer et la directrice de la parabole @ qui, dans le repére orthonormal
(O;1,]), a pour équation y? = 5x.

Solution commentéee

D’aprés le théoréme 2, le foyer de 7 est donc Lo
5
le point F (2 H 0), et sa directrice est donc la
. ‘ ' 5 5 __)A
droite d d'équation x =- g -1 s . F
OL7.5
& 4
N,
\\
d e g

Mise en place d’une courbe ax? + By2 =y

Ex. 1. Identifiez et déterminez les éléments caractéristiques de la courbe ‘€ qui, dans
2

le repére orthonormal (O ;7,7 ), a pour équation x2 + __)’2_ =1.

Ex. 2. (0; 7,f)est un repére orthonormal.
Déterminez les éléments caractéristiques de la conique d’équation 2y? - x2 = 2.

Solution commentee

[1] Léquation de 6 est du type SRS S .
q

2 2
c'est donc une ellipse. r=a 2 d
Ici,a=1.b=\/§ cara>0,b > 0. Donc F“
a < b, l'axe focal est I'axe des ordonnées. £
Ici ¢2=1. Donc dans (0;7,]), le foyer F a pour J .
coordonnées (0 ; 1), la directrice d associée a o 7 7
ce foyer a pour équation y = 2, et I'excentri- J
citéest e= —22'- . (Voir§5.1) v
Nous obtenons I'ellipse représentée ci-contre ; -2

le grand axe est porté par I'axe des ordonnées. -
Les sommets sont les points de coordonnées (0 i 5/5 ) et (0 i \/ 2).

" 2
@ L'équation s'écrit - 52- +y?=1. G est donc une hyperbole dont I'axe focal est

I'axe des ordonnées. Ici ¢ = \/5 . Donc dans (O ;1,/), le foyer F a pour coor-

- , 3
données (o; J 3 ) et la directrice d a pour équation y = 3 (Voir § 5.2.)

5. LES CONIQUES i
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TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION

TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION

Les travaux pratiques 2, 3, 4, font partie du programme.

5. LES CONIQUES

TP 1

DEUX EXEMPLES D’UTILISATION
DU CERCLE PRINCIPAL DE L'ELLIPSE

! . , . x2 oy .
Dans ce TP, € est ellipse d’équation E+ i 1, (a > b), dans le repere ortho-
normal (O ; 1, 7) et @ est son cercle principal, c’est-a-dire que € est le cercle de

centre O et de rayon a.

Construction de la tangente en un point
La rangente au cercle 6 en P coupe la droite (A’A) en T. On pose 6 = G, OP).

1. a) Calculez en fonction de 6 les coordonnées de T.

b) En utilisant une représentation paramétrique de €, démontrez que la droite (T M)
est tangente a I’ellipse € en M.

2. Déduisez de ce qui précéde un procédé pour construire la tangente en un point
d’une ellipse.

Construction point par point de I'ellipse €

On trace le cercle €' de centre O et de rayon b.
On prend un point P sur ‘6. Le rayon [OP]
coupe ¢’ en M'.

On appelle H le projeté orthogonal de P sur 'axe
des abscisses er A la paralléle a I'axe des abs-
cisses passant par M'.

1. Expliquez pourquoi le point d’intersection
M de (PH) et de A est un point de €.

2. Déduisez-en un procédé de construction
point par point de €.
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N | S——
MIROIRS PARABOLIQUES

EXXl Une propriété importante de la parabole

O désigne la parabole d’équation y2 = 2px

g 1 1 T ¢
dans le repére or.thonormal (O351,7), et Fson M_ ’/Uf,‘ﬂ 4
foyer. Par un point M de P, on trace :
+ la droite (MF) : oy B

 la tangente T 4 la parabole >

* la demi-droite d, paralléle a ’axe de la para-
bole et contenue dans la portion de plan inté-
rieure 3 P.

On se propose de démontrer que les angles
géométriques a et 3 sont égaux. Par raison de symétrie, il suffit de démontrer cette
propriété dans le cas ou M est sur la demi-branche supérieure de la parabole, que
nous noterons ‘6 (en rouge sur la figure).

1. a) Expliquez pourquoi une représentation paramétrique de 6 est :

x=t
{y=\/2pt, t=0.

b) Déduisez-en que u (1 ; 7"—;) est un vecteur directeur de la tangente T a @
2pt
au point M (¢) lorsque ¢ # 0.

7. a) Calculez en fonction de ¢ les coordonnées du vecteur MFE.

~y Tixpliquez pourquoi le vecteur v (1 ; 0) est un vecteur directeur de d.

LY o cosp= oW MF
Il [ | ME|
%) Montrez que cos a = cos . Déduisez-en que o = B.

- u) Expliquez pourquoi cos a =

I Ts . . . .

7“4 Application : miroirs paraboliques
La parabole ci-contre représente la coupe d’un
miroir parabolique. Un rayon lumineux inci-
dent 7 et le rayon réfléchi r sont tels que 6 =10".
A désigne la normale a la parabole au point
d’incidence, c’est-a-dire la perpendiculaire a la
tangente T 4 la parabole en ce point.
Expliquez pourquoi tous les rayons incidents ¢
paralléles a ’axe ont des rayons réfléchis qui pas-
sent tous par un méme point.

s..esconiques 101
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TP 3
e
LOCALISATION D’UN BATEAU

TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION

EXE] Une propriété caractéristique de I'hyperbole

9¢ désigne Phyperbole d’équation priivri 1 dans un repére orthonormal

(O %1)y et F(e; 0) et F' (= c; 0) ses foyers.
1. M(x ;) est un point du plan. Vérifiez que MF? = (x - ¢)? + y2,
2. Déduisez-en les propriétés suivantes :

2
a) M appartient a J€ équivauta MF? = (x- ¢)% + b"z(x—2 - 1),
a

2

Cc
b) M appartient a I€ équivaut a MF* = (a - = x) .
a

3. On note 6 la demi-branche de ’hyperbole contenant les points M (x ; ) tels que
x = a. Démontrez que :

\ a) si M appartient & €, sicrs MF' - MF = 2a.

¥ b) si MF' = MF = 2, aiors %4 2op

: INDICATION : Calculer MF'? -~ %
Utiliser alors la propriété care
Ainsi, € est Pensembie - =

o M tels que MF' - MF = 2a.

Application : localisation d’un bateau

Deux postes émetteurs A et B situés le long
d’une cote a 320 km I’'un de I’autre, émettent
des signaux radio a une vitesse égale a 300 m/ps.
Un bateau M navigue dans une direction paral-
l¢le a celle de (AB), a 80 km de la cote.
Ala date 7,, le signal en provenance de B atteint
le bateau avec un retard de 400 s sur le signal
en provenance de A. Nous allons voir que ces
données permettent de localiser M dans le
repere considéré par la figure.

Notons dy; la distance MB et d, la distance MA a la date ¢,

' Note 1. Vérifiez que dy-d, = 120 km,
Le procédé présenté nd y?
45(a 8 base d'un pro- 2. A la date 1,, M est donc sur une branche de I’hyperbole d’équation —=~5=h

cédé appelé LORAN
(Long Range Aid to avec 2a = 120.

okl Calculez alors 'abscisse x de M a la date ¢,

102  s.LES CONIQUES
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' Note

Le point ou la distance
est maximale est
appelé aphélie ; le
point ou elle est mini-
male est appelé péri-
phélie.

TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION

TP 4

DISTANCE DE LA TERRE AU SOLEIL

La deuxi¢me loi de Kepler énonce que toute
planéte tourne autour du Soleil en décrivant une
cllipse dont le Soleil occupe 'un des foyers.
La trajectoire de la Terre tournant autour du
Soleil est donc une ellipse. Cette trajectoire
porte le nom d’écliptique.

Sachant que la longueur du grand axe est égale
a 3 x 108 km, et que ’excentricité est 0,017,
on se propose de calculer la distance maximale
Terre-Soleil et la distance minimale.

o Lir rasultat préliminaire

x? 2 - =
€ est’'eli - ‘uguation P + ij—z =1 dans un repére orthonormal (O ; 1, 7), et
F(c;0) c¢. . .unde ses foyers.

1. M(x; + =5t un point de €.

a

x2
a) Montrez que MF?>=(x-¢” + bz(l - —2)

2
c

b) Déduisez-en que MF? = (— x- a) .
a

. . C
c¢) Expliquez pourquoi MF =a - o x
INDICATION : Lorsque M (x ; y) décrit I'ellipse, ~a < x < a.

2. Déduisez de ce qui précéde la propriété suivante : « Lorsque M décrit Iellipse,
la distance MF est maximale lorsque M se trouve a I'une des extrémités du grand
axe de I’ellipse ; cette distance est minimale lorsque M se trouve a 'autre extrémite. »

EXF] Calcul des distances
maximale et minimale de la Terre au Soleil

1. Calculez la distance maximale Terre-Soleil.

2. Calculez la distance minimale Terre-Soleil.

s.Lesconiques 103
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DES IDEES

DES REFLEXES

Des idées a retenir

® Les éléments caractéristiques d’une conique
sont au nombre de trois : foyer, directrice asso-
ciée, excentricité e.

e Comme son nom I’indique, I’axe focal passe par
le (les) foyer(s) ; c’est un axe de symétrie de la
conique.

MF

e Laplacedee e= Mom > P2 rapport a 1 per-

met de distinguer trois sortes de coniques.

e=1:parabole y?=2px.

p = FK est le paramétre de la parabole.

d y

/J —
m M .
]
K F .
el O
2 2
e <1:ellipse —2+%=1
a)b yl f?-:)

d(x= s

=
K
)
o
b
>y

c=\a*-b%; e= £ . Axefocal : axe des abscisses.
a

Sommets : A’ et A.

Grand axe : [A'A] ; petit axe : [B'B].

* Si , les foyers sont sur I’axe des ordonnées.
L’ellipse est « tournée vers le haut ».

5. LES CONIQUES

e > 1 : hyperbole

xl yl xl yZ
;-F=l ou -F+?_l
_P y4 d(x:§)
a? b2
5" M
BINE
A F N
a|\c X
B
_b .
y= X ys=3%
Cc
c=y/a*+b*; e=—. Axefocal:axedesabscisses
a
+Si I’équation est |_ \_ ™ % = 1> les foyers sont
2l | pe

sur I'axe des ordonnées. Les branches de ’hyper-
bole sont « tournées vers le haut et vers le bas ».

¢ Une représentation paramétrique de
2 2

, \ X
| Pellipse d’¢quation -+ 3% =1 est:

a b*
x=acos0
y=bsin0, 0 e [0;2n]

e e A AR P -~ <~
Des réflexes a avoir

P> Pour mettre en place une courbe d’équation
ax?+ B y* =1, pensez a vous ramener a une équa-
tion réduite soit d’une parabole, soit d’une ellipse,
soit d’une hyperbole.

| R S A R |
Des erreurs a éviter

M L’axe des abscisses n’est pas toujours 1’axe
focal.
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exercices et problemes

POUR COMMENCER

VERIFICATION DES CONNAISSANCES

Comment définit-on I'axe focal, le ou les sommets d'une conlque 7

S22 Qu'appelle-t-on parametre d'une parabole ?

S3 P est la parabole de foyer F, de directrice d, de paramétre p. Dans quel repére I'équation de % est-elle
y2=2px?

sS4 $estlellipsede foyer F, de centre O, de directrice d, d'excentricité e. Dans quel repére écrit-on I'équation réduite
de € ? Quelle est cette équation ?

S5 Dans un repére orthonormal, I'ellipse € a pour équation X— + i—z 1, avec a > b. Quelles sont les coordon-
nées d'un foyer et une équation de |a directrice associée ?

Ss est I'hyperbole de foyer F, de centre O, de directrice d, d’excentricité e. Dans quel repére écrit-on I'équation
réduite de € ? Quelle est cette équation ?

S7 Dans un repére orthonormal, 'hyperbole ¥ a pour équation ;—z - z—z =1. Quelles sont les coordonnées d'un
foyer et une équation de la directrice associée ?

Ss Quelle est une representatlon paramétrique de I'ellipse dont I'équation réduite est = i—z =1?

Q.C.M.

Une seule des réponses proposées est exacte a b c

Q1 Dans uq repc‘?re orthonormal, la parabole % 1 1 1
a pour equation y =-2x2. Alors, le foyer de P -=:0 (e 0;--
a pour coordonnées : ( 8’ ) ( ' 8) ( ' 4)

Q2 Dans un repére onhonormal direct, I'ellipse € )
a pour équation >~ T + % =1. Alors, I'un («/g : 0) (— «/g ;0) (0 : N/g)
des foyers de € a pour coordonnées :

Qa Dans un repere orthonormal I'hyperbole 3¢
a pour équation - 7 + o~ y2 =1. Alors, I'un (— «/_15 ; 0) («/E ; 0) l0; \/E)
des foyers de ¥ a pour coordonnées :

Qa La courbe € représente, dans un repére

orthonormal, la fonction x = 4/ 4x* - 1.
Alors, 6 est une demi-... ellipse parabole hyperbole

Réponses page 175
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105

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

T pr

-

1€,

106

COMME LES RESOLUS

Pour I'exercice 1, vous pouvez vous reporter a l'exer-
cice résolu 9.1, p. 99,

l

1 Précisez, dans chaque cas, le foyer et la directrice de la
parabole 7 qui, dans le repére orthonormal (O ; 1, /), a pour
équation :
ayt=-3x b, 2y" = bx.

Pour les exercices 2 et 3, vous pouvez vous repor-
ter aux exercices résolus du paragraphe 9.2, p. 99,

2 Dans chaque cas, identifiez puis précisez les éléments
caractéristiques de la courbe 6 qui, dans le repére ortho-
normal (O ; 1, /), a pour équation :

2 y2 y2

== =1 b. X2+ —=1.

PG 3
3(0;1,]) est un repere orthonormal. Dans chaque cas, pré-
cisez les éléments caractéristiques de la conique ‘6 d’équa-
tion :

a.3y2-2x2=4 b.y?-5x2=5.

POUR S’ENTRAINER

Identifier une conique

Pour les exercices 4 a 8, on donne dans un repére
orthonormal (0 ; 7, j) une équation cartésienne d’une
conique. Précisez la nature de cette conique et don-
nez ses éléments caractéristiques.

day’=x+4 b.y=x2+4.
Say?=2x-5 b.x2-y=4,
6a4x?-9y2=1 b.9x%-4y2=1,
7a. 9y2—4X2=1 b.4y?-9x2=1,
8a.4x?+9y2=1 b.9x% + 4y2=1,

Trouver une équation d’une conique

Pour les exercices 9 4 10, (O ; i, j) est un repére
orthonormal. Donnez une équation cartésienne de
la conique € et représentez-la.

9 € est une parabole :

a.defoyer F(3;2)
et de directrice la droite d d’équation x = 1.

b. de foyer F(1 ; 4)
et de directrice la droite d d’équation y = 2.

5. LES CONIQUES

10 ¢ est une conique a centre dont F est un foyer, de direc-
trice associée la droite d, et d’excentricité e :

a.F(1;0); d:x=10; ezg.
5

b.F(65;0; dix=1; e=z.
. 1
c.F(0;4); d:iy=6; e=§.
d.F(0;6); d:y=3; e=2.

11 6 est une conique dont F est un foyer, de directrice asso-
ciée la droite d, et d'excentricité e. On note € la distance de
F & d. Choisissez un repére et donnez une équation de %
dans les cas suivants :

al=4ete=1 b.l=1¢ete=2.

4 1

c.€_9ete_g d.€_1ete-—2—.
Paraboles

12 Déterminez la directrice d’une parabole dont on
connait le foyer F et deux points A et B.

INDICATION : Utiliser la définition de la parabole par foyer et direc-
trice.

13 Déterminez la directrice d’une parabole de foyer F, pas-
sant par un point A et d’axe D donné.
Discutez le nombre de solutions.

14 Déterminez le foyer F d'une parabole passant par deux
points A et B et de directrice d.

INDICATION : Discuter I'existence et I'unicité de F selon les posi-
tions de A et B.

15 Déterminez le foyer F d'une parabole dont on connait
la directrice d, un point A et I'axe D.
Discutez le nombre de solutions.

16 Quelques particularités de la parabole
P est une parabole de foyer F, de directrice d. On appelle
K le projeté orthogonal de F sur d, et S le sommet de .

1. M est un point de %, A est la tangente en M a P.

a. Montrez que le symétrique de F par rapport a A appar-
tient a d.

b. Réciproquement, N est un point de d et A’ est la média-
trice de [FN]. Montrez que A’ est tangente a P.

INDICATION : Travailler dans un repére orthonormal tel que, dans
ce repére, une équation de % soit y2 = 2px.

2, Mest un point de %, H est le projeté orthogonal de M sur
d. Le point m est le projeté orthogonal de M sur I'axe focal
(FK). La tangente en M & % coupe I'axe focal en T. La per-
pendiculaire en M a cette tangente coupe I'axe focal en N.
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a. Faites la figure. Déterminez les sommets S et S de cette hyperbole (vous
b. Montrez que mN est égal au paramétre. remarquerez que S et S' sont sur la hauteur issue de F
dans le triangle FGH), son centre O et le deuxieme foyer F'.
Calculez en fonction de (, la distance 2a des sommets et
la distance 2¢ des foyers.

c. Montrez que S est le milieu de [mT).

d. Montrez que F est le milieu de [TN).

NOTE : Le segment [mN] est appelé sous-normale. Le segment
[mT] est appelé sous-tangente. 21 Construction point par point d'une ellipse

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O ; 7, ]). Le but

17 Déterminez la directrice d'une parabole dont on connait do col exercice ost de trouver une méthode de construc-

le fo.yer F eF deux tangentes (m'ais pas les points de contact). lion point par point de Iellipse % dont F (4 0) est un foyer, 3
F n'appartient pas a ces deux droites. de directrice associée la droite d d'équation x =9, et ..
INDICATION : Le symétrique du foyer par rapport & la tangente en 2 )
un point appartient  la directrice. Voir question 1, exercice 16. d'excentricité e = 3 N
o
1. Déterminez les coordonnées des sommets A et A’ de 4, vy
. \ i : £ < o~
Comques A centre sommets: lsntues.‘. sur | a)fe foceril. Quel est le centre f’? (N oy
Donnez I'équation réduite de ¢ dans le repére (O ; 7, j). 5
18 <€BAC> Onconsidére, dansle plan P, un triangle AFB 2. Tet T sont les tangentes & 4 respectivement en Aet A’. (':5
rectangle en A et on note 0 la mesure en radians de I'angle Un point M de € distinct de A et A" se projette orthogona- "
8 avec 0<0< X, SoitMun point quelconque du plan. On lement en H sur d. La droite (FH) passant par H coupe T et
2 . . T' respectivementenTetI'.
trace par M les paralléles aux droites (AF) et (FB) qui ren- ME IF TF
contrent la droite (AB) respectivement en H et M'. On appelle a. Calculez les rapports WA T TR

T I'ensemble des points M du plan tels que MM’ = MF.
P ot q b. F et H étant donnés, quel est I'ensemble 4 des points P

1. Montrez que M appartient a I' si et seulement si : PF 2

MF 1 duplantelsque —=="7

— = — PH 3

o Wi s'.n g c. Déduisez-en que le point M appartient au cercle de
Déduisez-en que I" est une conique. diamtre (1T
. T

2. Dans cette question, on prend FA=6cm et 6= 1 3. Connaissant les points A, A', F et la droite d, donnez une
Aprés avoir construit le triangle AFB, représentez les som- construction des points d'intersection, lorsqu'’ils existent,
mets, les foyers et le centre de la conique . Achevez ensuite de 6 avec une droite parallele & (AA"). Discutez selon 2 posi-
la construction de I'. tion de la droite.
19 <BAC> Dans le plan, on donne deux points A et B, Représentation paramétrique

"~ AB =6 cm. € est un cercle de centre O. Les tangentes

; :
a ¢ menées de A ont pour points de contact Tet T'. d'une conique

Cet exercice étudie plus particuliérement les cercles € tels 22 On considere la courbe ‘6 définie paramétriquement dans

que le triangle ATT' soit équilatéral. un repeére orthonormal par :

1. Dans cette question, on suppose que ‘¢ passe par B. 3 «/-3- cost 3
OA X(t)=—, y(t)=—— , telo;nf.

a. Calculez le rapport des distances — . sint _
OB 1. Exprimez en fonction de t les coordonnées des points

b. Déduisez-en I'ensemble € des centres des cercles €. n "

Représentez €. M(E +t| et M(E - t).

2. D est la perpendiculaire en B a (AB). On suppose que € Que pouvez-vous en déduire pour la courbe 6 2

estiangenta D (pasiiioedsalreimant.en B) 2, Etudiez les variations des fonctions X et .

a. Quel est I'ensemble €' des centres des cercles 6 ? N \
3. Déterminez le vecteur tangent 8 6 en :

Précisez sa nature et ses éléments caractéristiques. .
n
b. Représentez €' M(t,), M(E) MH.

6
c. Quel est le centre du cercle 6 tangentenBaD ? Tracez la courbe €.

20 FGH est un triangle équilatéral de coté de longueur €. 4, Montrez que 6 est contenue dans la conique J d'équa-
Soit % I'yperbole dont F est un foyer, de directrice asso- tion x? - 3y* = 9. Identifiez 9 et représentez-la en préci-
ciée la droite (GH) et d'excentricité 2. sant ses éléments caractéristiques.
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23 €BACY> Lo plan est muni d'un repare orthonormal

(O;1,/) (unité graphique : 6 cm). On considére les points M,

de coordonnées (x ; y) définies par :
~ cosl ) sino

24 cos0’

)

0 [0 2 ).
20 c080 J l

1. Galeulez en fonction de 0 la distance OM, ot Ia distance
de M, a la droite D d'équation x = 1,

2. Déduisez-en que pour tout réel 0 dlément de [0 2n), los
points M, appartionnent & une méme ollipse ¢ dont vous
préciserez I'oxcentricite, le grand axe ainsl que les coor-
données des quatre sommels el dos points d'Intersection
avec l'axe des ordonnées.

3. Tracez l'ellipse '¢.

24 €BACY> Le plan est muni d'un repére orthonormal
(O:7,/). Soit G la courbe dont une représentation paramé-
trique est :

[x=2e'+e"

\y=2e'—e", telR.
1. Soit M(@ ; b) un point de 6.
a. Donnez, en fonction de a et b, les coordonnées d'un vec-
teur directeur u de la tangente en M & €.

b. Soit N le point 93 coordonnées (b ; a) et T le point défini
par OT = OM + ON. Montrez que la droite (MT) est la tan-
gente en M a la courbe €.

2.a. Montrez que la courbe € est contenue dans I'hyper-
bole 9 d'équation x2-y?2=8,

b. Tracez I'hyperbole % et précisez les éléments caracté-
ristiques suivants : centre, sommets, foyers, asymptotes.

Coniques et complexes

25 €BACY> Le plan est muni d’un repére orthonormal
direct (O ; u, v).

1. On considére les points A de coordonnées (- 1; 0) et I
de coordonnées (4 ; 0). Soit ¢ I'ellipse de centre I, dont un
sommet est A et un foyer est O.

a. Déterminez les trois autres sommets de €.

b. Calculez I'excentricité de ¢ et donnez une équation de
sa directrice associée au foyer O, dans le repére (O ; U, v).

¢. Donnez une équation de ¢ dans le repére (I ; u, V).
d. Tracez ¢.

2. Dans cefte question, & tout réel 0 de I'intervalle [0 ; m)) on
associe I'équation z?-2(4 + 5 cos 0) z + (4 cos 0 + 5)? = 0.

a. Résolvez I'équation dans C.

b. Lorsque 6 appartient a l'intervalle 0 ; n[, on note z, la solu-
tion de I'équation dont la partie imaginaire est strictement
positive, et z, I'autre solution.

Soit M, le point d'affixe z, et M, le point d'affixe z,.

5. LES CONIQUES

Déterminez les coordonnées de M, en fonction de 6 dans

lo repére (O ; U, v) puls dans le repére (I ; 4, v).

Déduisez-en I'ensemble des points M, puis celui des points

M,, lorsque 0 varie dans l'intervalle |0 ; n[.

26 €BAC> 1, Dans le plan muni d'un repére orthonor-

mal direct (0 ;1,]), on considére 'hyperbole X d’équation :
y?=x?=1,

a, Doterminez ses sommets et ses asymptotes.

b. Tracez cette hyperbole.

2. Solt « un nombre réel appartenant 4 lintervalle

n 7

T2 2[’

Résolvez dans € I'équation
72008% 0 ~78in2a+2~cos?a=0 [E]L

3. Soit M I'image dans le plan complexe de la solution de
(E] dont la partie imaginaire est positive.
a. Démontrez que M appartient & I'hyperbole # définie au 1.
b. Déterminez le sous-ensemble de # décrit par M lorsgue

) T n
« décrit l'intervalle |- —;—|.
2 2

27* Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormai
direct (O ; u, v), on appelle # I'ensemble des points M
d'affixe z telle que z2-4(1 -i) soit un imaginaire pur et 7
I'ensemble des points M d'affixe z telle que z2 — 4(1 — i)
soit un réel.

1. Donnez une équation de ¥, puis représentez-le en pre-
cisant ses éléments caractéristiques.

2. Donnez une équation de ', puis représentez-le, dans le
méme repére que ¥, en précisant ses éléments caracte-
ristiques.

3. Soit a le complexe tel que a2=4(1-i). On appelle A et
A’ les points d'abscisses respectives a et —a.

a. Déterminez le module et un argument de a. Déduisez-en
une mesure de I'angle (4, AA').

b. Soit S la réflexion d'axe (AA"). Démontrez que 'image de
% par Sest ',

INDICATION : Définir S sous forme complexe.

28 <€BACY> Le plan orienté est muni d’un repére ortho-
normal direct (O ; 7, /) (unité graphique : 2 cm).
Soit 6 la conique d'équation 3(x + 1)2 + 4y2 = 12.

1.a. Quelle est la nature de cette conique ? Construisez-la.

b. Déterminez les foyers, les directrices et I'excentricité de 6.
INDICATION : Trouver une équation de 6 dans (I ; 7, f), ou I(-1;0).

2. A chaque point M de 6 de coordonnées (x;y), on asso-
cie le nombre complexe z=x +iy affixe de M.

, 1
Démontrez que |z | = 3 (3 - x). Déduisez-en que :

|z|

3 i
5w 08 o' 9 étant un argument de z.
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3. Soit M’ et M" les points de G ayant pour affixes respec-
tives z' et z" d'arguments respectifs 0 et 0 + n.

a. Calculez | M'M"|| en fonction de 0.

b. Déterminez 0 pour que | M'M" || soit maximum, puls
minimum.

29 (07, ]) est un repare orthonormal direct.
Soit ¢ 'ensemble des points du plan dont I'affixe z vérifie

Ja relation 2|z |- 5 (28=2z?%) =1, Soitrlarotation de centre
n -_ "
Q et d'angle N et ¥’ l'image de ‘¢ parr.

1. Déterminez une équation cartésienne de €', puls €'
2. Déduisez-en le tracé de '€ (unité graphique : 5 cm).

30 <€BAC> Le plan est muni d'un repére orthonormal
girect (O u, v). Soit fI'application du plan privé du point O
dans le plan, qui au point M d'affixe z=re*(r> 0) asso-

cie le point M d'affixe z' définie par z' =z - %

1. Calculez les coordonnées x' et y' de M’ en fonction de r
et 6.

2.a. Montrez que lorsque M décrit le cercle 6 de centre O
et de rayon 2, M’ décrit une ellipse €.

b. Déterminez les sommets et les foyers de €.

c. Représentez €.

31 <€BAC> Leplan orienté est munid'un repére ortho-
normal direct (O ; 4, V).

Au point M d'affixe z=x +iy, ol x ety sont réels, on fait
correspondre le point M' d'affixe z' =22 + 2z.

1.a. Calculez les coordonnées (x' ; y') du point M" en fonc-
tion des coordonnées (x ; y) du point M.

b. Montrez que I'ensemble 3 des points M du plan tels que
Zz' soit imaginaire pur est une hyperbole dont vous précise-
rez le centre, les sommets et les asymptotes. Tracez .

2. Soit () le point d'affixe - 1.
Déterminez les points M du plan tels que le quadrilatére
OMM'() soit un parallélogramme.

Divers

32 Une propriété de l'ellipse utilisée en Optique, en
Acoustique

2 2
On désigne par € I'ellipse d'équation % + % =1 dansle

repére orthonormal (O ; 7, /), et F(c; 0) et F'(~c;0) ses
foyers. Par un point M de €, on trace les demi-droites [MF)
et [MF') et latangente T & 'ellipse. On se propose de démon-
trer que les angles géométriques « et  sont égaux.

Par raison de symétrie, il suffit de démontrer cette propriété
dans le cas oli M se trouve sur la portion d'ellipse que nous
noterons ‘G, située dans le quart de plan «x = 0 ety = 0 »,

1
b - J‘/H\q/

)
.é.///- / » N !
R

1.a. Expliquez pourquoi une représentation paramétrique de

 est
0; T—t’.
2

b. Déduisez-en que le vecteur U(-asin® ;b cos f) estun
vecteur directeur de T.

X=acosl

y=bsind ,0e

2. Calculez en fonction de 0 les coordonnées des vecteurs
MF et MF'.
a. Expliquez pourquoi :
= (—:w et cos = ——
lull | MF|

b. Montrez que cos a = cos B.
c. Déduisez-en que a=B.

NOTE : L'égalité des angles o et 3 permet de dire que I'ellipse pos-
seéde une propriété de réflexion : un son, ou un rayon lumineux,
émis d’un des foyers est réfléchi sur 'autre foyer. Cette pro-
priété est utilisée dans la conception de certains instruments
optiques ou acoustiques, dans la conception de galeries a écho
(une personne placée en I'un des foyers peut étre entendue de
I'autre foyer, méme si elle ne fait que chuchoter).

33 Corde focale d'une parabole

On joint un point A d’une parabole % au foyer F de cette
parabole. La droite (AF) recoupe % en B. On dit que le seg-
ment [AB] est une corde focale.

Démontrez que les tangentes aux extrémités A et B d'une
corde focale sont perpendiculaires et qu'elles se coupent
sur la directrice.

34 Une autre propriété de la parabole

La tangente A au point M d'une parabole & de foyer F
coupe la directrice en N.

Démontrez que I'angle NFM est droit.

5. LES CONIQUES
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35 Paraboles cofocales
On coqsidére les paraboles qui, dans un repére orthonor-

mal fixé, ont pour équation y’ =2p x+§ , peR,

1. Vérifiez que toutes ces paraboles ont leur foyer a I'ori-
gine et que chacune admet I'axe des abscisses comme axe
de symétrie.

2, Lorsque p décrit R, on obtient une famille de paraboles

cofocales.
On rencontre de telles familles en Electricité, en Magnétisme.

<y

a. On fixe un point M quelconque de coordonnées (x,; ¥o) -

¥, # 0. Montrez qu'il y a exactement deux paraboles'de la
famille qui passent par M.

b. Montrez que deux telles paraboles sont orthogonales (leurs
tangentes en M sont perpendiculaires).

36 L'arche d’un pont

L'arche d'un pont a la forme d'une demi-ellipse. Le grand
axe de cette ellipse mesure 10 m. La partie la plus haute du
pont est a 3 m au-dessus du niveau de la route.

Quelle est la hauteur du pont au-dessus d'un point situé &
2 m du centre de I'ellipse ?

37* Courbe orthoptique de la parabole
1, Une parabole % a pour foyer F et pour directrice d ; on

note H le projeté orthogonal d’un point M de % sur d.
Prouvez que la tangente en M a % est la médiatrice de [FH).

2. Deux droites T, et T, sécantes et non perpendiculaires sont
données, ainsi qu'un point F n'appartenant nia T,, nia T,
Trouvez la directrice d'une parabole % de foyer F a laquelle
T, et T, sont tangentes.

5. LES CONIQUES

3. Deux droites T, et T, sécantes et non perpendiculaires
sont données, ainsi qu'une droite d qui coupe T, et T,
Trouvez le foyer d'une parabole % de directrice d & laquelle
T, et T, sont tangentes.

4. Trouvez 'ensemble E des points N du plan d’ou I'on peut
mener deux tangentes perpendiculaires & une parabole P

donnée.
REMARQUE : Des points de E, on voit la parabole sous un angle
drolt ; E est la courbe orthoptique de %.

38 (0;1,]) est un repére orthonormal. . est la courbe
d'équation y = ¥ Le but de 'exercice est de démontrer que
9 est une hyperbole, au sens de la définition géométrique.
Jz
2

1. Vérifiez que le repére (O ; U, v), avec U = (7+]),

- 2 1. M
V=" (~7+]), estorthonormal.

2. Un point M a pour coordonnées (X ; Y) dans (O ; o, v).

Prouvez que ses coordonnées (x ; y) dans (O ; 7, J) sont
V2 2

X= —2— (X=Y), y= i (X+Y).

3. Déduisez-en que dans (O ; u, v), # a pour équation

% (X2-Y?) =1, et donc que ¥ est une hyperbole.

Précisez ses éléments caractéristiques.

39 Une propriété géométrique de I'ellipse

¢ est I'ellipse dont une représentation paramétrique dans

un repére orthonormal est :
x=5cost

y=4sint ,t eR.
M t) est un point de ¢, distinct des sommets.
La tangente A en M(t) coupe I'axe focal en T (t).
La perpendiculaire A’ a A en M(t) coupe I'axe focal en N(£)-
1. Déterminez les équations cartésiennes de A et A".
2, Déduiséz-en les coordonnées des points T(f) et N().
3. Soit F un foyer de €. Donnez ses coordonnées.
4, Démontrgz. que pour tous les points M(t) distincts des
sommets, OT(f) - ON(t) = OF2.
40 «L'ellipse du jardinier »
1. Une propriété caractéristique importante de I'ellipse
% désigne P'ellipse d'équation z—z+ z—z =1 dans un repére

orthonormal (0;7,]); F(c;0) et F'(-c;0) désignent ses
foyers.
a. M(x ; y) est un point du plan. Vérifiez que :
MF2 = (x = ¢)2 + y2.
b. Déduisez-en les propriétés suivantes :
* M appartient a € équivaut a :

MF? = (x - ¢)? + b? (1 _x_) RBE

a?
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* M appartient a € équivaut & :
?
MF? :(9 x—a) (2],
a
c. Démontrez que :
* Si M est un point de ¢, alors MF + MF' = 2a,
* Si MF + MF' = 24, alors M est un point de €.
INDICATION : Calculer MF'2 - MF2, En déduire que :
si MF &+ MF' = 23, alors MF' - MF = ?. Utiliser [2].
Ainsi, I'ellipse ¢ est I'ensemble des points M tels que :
MF + MF' = 2a.

2. Application : un procédé de construction de I'ellipse
Un jardinier fixe les deux extrémités d'une corde de longueur
{ & deux points fixes A et B. On suppose que (> AB.

Expliquez pourquoi tous les points M obtenus en tendant
la corde sont sur une ellipse dont vous préciserez les foyers
et la longueur du grand axe.

41 Lieu géométrique

A et B sont deux sommets d’une ellipse €, situés sur deux
axes distincts. Quel est le lieu géométrique du centre de gra-
vité des triangles ABM lorsque M décrit € ?

INDICATION : On peut se limiter « au quart de lellipse ».

42 Tracé de la parabole
Les notations sont celles du paragraphe 2.3 du Cours, p. 89.

1. Etudiez le sens de variation de la fonction f, sur l'inter-
valle [0 ; + o[. Précisez la limite de f, en + o,

2. Montrez quef, n'est pas dérivable en zéro, et que 6, admet
une tangente verticale al'origine du repére. Tracez €, puis
la parabole .

43 Paraboles d’équations y =ax? y=ax2+bx +c
En classe de Premiére, nous avons appelé parabole la
courbe représentant une fonction x » ax?+bx +c, a#0.
Nous allons justifier cette définition.

1.(0;1,]) est un repére orthonormal, € est la courbe d'équa-
tion y =ax? a # 0, dans ce repére,
Montrez que dans le repére (O ;],7), la courbe ‘¢ a pour équa-

tion Y2= :—(. (Si M a pour coordonnées (x ; y) dans (0 ;1,),

on notera (X ; Y) ses coordonnées dans (0 ;/,7).) 6 est donc
une parabole.

2.Dans (0 ;1,]), 6" est la courbe d'équation :

y=ax?+bx+ec, at,
7 -
§ est le point de coordonnées (- 2 : ks . Montrez
a A
que dans (S ; 1, )), €' a pour bquation y' = ax'. Prouvez
alors que ‘6’ est une parabole.

44 Tracé de I'ellipse
Les notations sont celles du paragraphe 4.2 du Cours, p. 93.

b
1. Montrez que lafonction f: x = = y/a’ - x* est dérivable
a

sur [0 ; a[ et calculez sa fonction dérivée.

2. Déduisez-en que f est décroissante sur [0 ; a), puis tra-
cez la courbe 6 représentant f restreinte a [0 ; a], dans le
repére orthonormal (O ; 7, ).

3. Prouvez que ‘6 admet une tangente verticale au point A
de coordonnées (a ; 0).

4. En utilisant des symétries, tracez I'ellipse ¢ d’équation
x2 y2 L1 )

§+§=1 dans (O; 1, /).

5. Montrez que la tangente & € au point C d’abscisse ¢ coupe
I'axe focal en K (K est le projeté orthogonal de F sur la

directrice d associée).

45 Tracé de I’hyperbole
Les notations sont celles du paragraphe 4.2 du Cours, p. 94.

b
1. Montrez que la fonction f: x — — /x* - a® est dérivable
a

sur Ja; + «[ et calculez sa fonction dérivée.

2. Déduisez-en que f est croissante sur [a ; + [, puis tra-
cez la courbe € représentant f restreinte a [a ; + «[, dans
le repére orthonormal (O ; 7, ).

3. Prouvez que 6 admet une tangente verticale au paint
A de coordonnées (a ; 0).

P o5 i b
4, En étudiant la limite en + « de la fonction x — f(x) - ;x,

vérifiez que la droite d’équatioh y= gx est asymptote 3 €
au voisinage de + oo
5. En utilisant des symétries, tracez 'hyperbole J d'équa-

2 2 2
tion g;-‘%ﬂ dans (0; 17,)).

6. Montrez que la tangente & % au point C d’abscisse ¢ coupe
I'axe focal en K (K est le projeté orthogonal de F sur la
directrice d associée).

46 Image d'une conique par une isométrie, par une
homothétie

‘6 est une conique dont F est un foyer, de directrice asso-
ciée d, et d'excentricité e.

1, f est une isométrie. On note F' et d' les images respec-
tives de F et d par f, et on note €' la conique dont F’ est un
foyer, de directrice associée d', et d’excentricité e.

5. LES CONIQUES
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a. M est un point de G, m son projeté orthogonal sur d.
En utilisant le fait que f conserve I'orthogonalité et la dis-
tance, montrez que M’ = f(M) appartient & ¢'.

b. Réciproquement, en utilisant 1, montrez que tout point
M' de ‘€' est I'image d'un point M de ‘6. Concluez que ¢’
est I'image de ‘G par f.

2. h estune homothétie de rapport k. En procédant comme
dans 1., montrez que l'image de ‘G par h est une conlque

de méme excentricite.
INDICATION : Utiliser le fait qu'une homothétie conserve I'ortho-
gonalité et le rappont des distances.

EXERCICE COMMENTE

47 ENONCE ; Un lieu géométrique
On suppose qu'un segment [AB] se déplace de fagon que
ses extrémités A et B restent sur les axes de coordonnées
d'un repére orthonormal (O ; 7, /).
En position initiale, [AB] est porté par I'axe des abscisses
et Besten O. En position finale, [AB] est porté par I'axe des
ordonnées et A est un O.
P est un point fixe du segment [AB]. On pose :

AB=¢(, AP=a, PB=h.

A\ 4

Quel est le lieu géométrique du point P lorsque le segment
[AB] se déplace comme il vient d'étre dit ? '

VERS UNE SOLUTION :
L’énoncé invite & une solution analytique. Cherchons
une représentation paramétrique du lieu de P.
Les seules données AP =a, AB={, PB=b, ne per-
mettent pas d’exprimer les coordonnées du point P.
Il faut introduire un autre paramétre qui permettra de
calculer les coordonnées de P en fonction de a et b.
Pour cela, on peut poser OAB = « (radians). Alors
(7, AP)=1-a.
1. Montrez que :

OA={cosal et AP=-acosai+asina]
2. Déduisez-en que OP =h cos a7 +asinaj, etdonc
que P appartient a une ellipse fixe €. Précisez le centre
de ¢, ses foyers, ses directrices.

3. Reste a savoir si P décrit toute I'ellipse.
Quel est I'intervalle décrit par « ? Déduisez-en le lieu

géométrique de P.

5. LES CONIQUES

PROBLEMES

48 THEME : Famille de coniques

Le plan est muni d'un repére orthonormal (unité de lon-
gueur : 4 cm), a est un réel strictement positif, b est un rée|
quelconque.

A1, Ecrivez 'équation d'une parabole %, de foyer F(a ; b),
de directrice (Oy). Montrez que cette parabole passe par le
point A(1; 0) si et seulement si son foyer appartient au cercle
¢ de centre A, de rayon 1.

2. Sachant que le point F appartient au cercle ‘6, montrez
que le sommet S de la parabole % appartient 2 une conique
que vous déterminerez et représenterez.

3. Dans le cas ou F appartient au cercle 6, écrivez une équa-
tion de la tangente en A 4 %. Si on considére deux para-
boles % et %, de foyers respectifs F(a;b) et F'(@’ ; b,
démontrez que les tangentes en A& % et 3 #’ sont ortho-
gonales si et seulement si (OF) est orthogonale & (OF’)
(ou encore si F et F' sont diamétralement opposés sur €).

1 43 3 3
Représentez P et " lorsque F EA/—— et F’ 5—%—}

B.1. Plus généralement, on considére maintenant I'ensemble
des coniques I dont F(a ; b) est un foyer, de directrice
associée (Oy), et d'excentricité e. Ecrivez une équation
d’une conique T

Montrez que cette courbe passe par le point A(1 ; 0) si et
seulement si son foyer F appartient au cercle de centre A,
de rayon e.

2.a. On consideére la conique € de directrice (Qy), de foyer
1
F (1 : E)' passant par A. Quelle est I'excentricité de cette

courbe ? Ecrivez son équation, et celle de la tangente en A
a cette courbe.

b. On considere la conique % de directrice (Qy), de foyer
13
F’' (Z X :1)' passant par A. Quelle est son excentricité ?

Ecrivez son équation, ainsi que celle de la tangente en A a
cette courbe.
Que pouvez-vous conclure au sujet des courbes € et ¥ ?
c. Construisez au mieux les courbes € et 3¢ sur un nouveau
graphique. (Pour %, limitez-vous a la branche située a droite
de l'axe (Oy).)
d. La tangente en A a € et 9 coupe (Oy) en T. Démontrez
que les droites (FA) et (FT) d'une part, (F'A) et (F'T) d’autre
part, sont orthogonales. Déduisez-en que les points A, T,
F, F" appartiennent & un méme cercle.

D'apres BTS Opticien lunetier.
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49 €BAC> THEMES: Coniques. Etude de fonctions,
Calcul intégral

Le plan est muni d'un repére orthonormal R = (0 ; 7, ).
Soit 3 la courbe plane dont une équation dans le repére 9
est y2-x2=1.

On introduit également les fonctions f et F définies sur It par

) =140 et Fi= | y1ert,

On se propose d'étudier la fonction F et de I'exprimer a I'aide
de fonctions usuelles.

A.1. Quelle est la nature de la courbe ¥ ?
Précisez ses axes et ses sommets.

2. Etudiez le sens de variation de .
Onnote G, la représentation graphique de f dans le repére 9.

3. Etudiez les limites de fen + e et en = oo,
Vérifiez que pour tout réel x :

f(X)-x= S 1.

+y1+x
Déduisez-en que la courbe G, admet une droite D asymp-
tote en + « ; précisez la position relative de G, et de D.

4. Tracez ¥ ; montrez que G, est une partie de % que vous
préciserez (unité graphique : 2 cm).

B.1. Etudiez le sens de variation de F sur [0; + o].

2. Montrez que pour tout réel x positif, x < f(x).

t2
Déduisez-en que pour tout réel positif t, E < f f(x) dx.
Déduisez-en la limite de F en + oo
C. On note U et v les vecteurs définis par :

_ w2 2
u= . (i+j) et v= 3 (=1+))
et ' désigne le repére (O ; U, v).
Si M est un point quelconque du plan, on note (x ; y) ses
coordonnées dans le repére R et (X ; Y) ses coordonnées
dans le repére R'.

1. Vérifiez que R’ est orthonormal.
2. Exprimez x et y en fonction de X et Y.

3. Déduisez-en que # a pour équation XY =% dans le
repere R'.

4. On travaille maintenant dans le repére %'. Soit X, et X,
deux réels strictement positifs tels que X, <X,

a. Soit g une fonction continue, strictement positive, et
décroissante sur [X; ; X,). Onappelle G, la représentation
graphique de g dans le repére %', Soit M et N les points de
G, d'abscisses X, et X,. Soit Q et P les points de (0 ; ) d'abs-
cisses X, et X, et S la partie bornée limitée par les segments
[OM], [ON] et Parc MN de G,

Montrez que I'aire de S est égale a:
77 1
g(t)dt +~ ’ X, g(X,) - X 2 9(X,).
INDICATION : Décomposer la partie limitée par [OM], MN, [NP] et
[PO] de deux fagons, en faisant intervenir les deux triangles OMQ
ot ONP,
b, Déduisez-en, dans le cas ol Gq est 'ansemble des points
de J( d'abscisse X vérifiant X <X <X, que l'aire de S est :
%
AS) == | x—'
5. Soit t un réel positif ; dédwsez de I'expression de A(S),

A 1 ' L !
oll X,=—#, eteninterprétantF(f) en terme d'aire, I'ex-

ﬁl
pression de F, F(t)-—t~/1+t2 In(t+~/1+t2J

Equation d’une conique
dans un repére orthonormal quelconque

1. Formules de changement de repére

(0;7,]) et (0" ; T, ) sont deux repéres orthonormaux. On
note (a ; b) les coordonnées de O’ dans (O ; 7, ), et 8 'angle
(i, 7). Un point M a pour coordonnées (x ; y) dans (O ; 7, /) et
(X;Y)dans (O"; 7, ).

Montrez que x =a + aX-BY, y=b + BX + Y, avec
a=cosf et B=sin®.

INDICATION: OM = 00" + O'M et O'M = X7 + YJ.

2.0Onsuppose a=3, b=2, 6= g On note :
2 °
€ I'ellipse d'équation XZ +y2=1 danslerepere O, hi

2 2 >
% 'hyperbole d'équation %_y? =1 dans (0;7,]),

% la parabole d'équation y?=2x dans (O;1,]).

Trouvez une équation de ¢, une équation de J¢, une équa-
tion de P, dans le repére (0" ; 7', ).

NOTE : Chacune des trois équations trouvées est de la forme
AX2 + BY?2 + 2XY + DX + EY + F = 0. De maniére générale, on
démontre qu'une telle équation est I'équation d'une conique, et
on sait, & partir de cette équation, trouver I'équation réduite de
la conique.
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Nmm nous INTEressons AU pre,-
bleme suivant @ quelles sont fe-
transformations qui conserverns
les angles orientés et qui trans-
forment les distances dans un

rapport donn¢ ?

CHAPITRE Nous verrons que ces transfor-
mations, appelées similitudes
\ directes, ne sont autres que les

composées hod (oudo i) d’une

homothétie 4 et d’'un déplace-
ment d, et que toute similitude
directe est la composée d’une
rotation et d’une homothétie de
méme centre.

Conformément au programme,
«les objectifs de ce chapitre sont
trés modestes », ils se limitent a
« exploiter I’écriture complexe

des similitudes ».

W Cours kIS
; Exercices résolus 118
B Travaux pratiques dapplication 120
g Des dées, des reflexes (23
M fivercices e problémes 124
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o PRESENTATION DES SIMILITUDES

On dit qu'une transformation / « transforme les distances dans un rapport k& »
lorsque pour tous points distinets M et N et leurs images respectives M’ et N” par £,
LY =Lk (ou M'N' =/ MN)

MN '

(Notez que k& est alors néeessairement strictement positif.)

DEFINITION 1| On appelle similitude directe de rapport B (k réel strictement

positif) toute transformation qui conserve les angles orientés et qui

transforme les distances dans le rapport k.

EXEMPLES :
* Les déplacements sont des similitudes directes de rapport 1.
» Une homothétie de rapport &, k& > 0, est une similitude directe de rapport 4. En

effet, elle conserve les angles orientés et si M, N sont deux points quelconques, et
M/, N, leurs images, alors M'N’ = k& W, et donc M'N’ =k MN, _puisque k>0,

[  THEOREME 1 | Toute similitude directe s estla composée hod, s=hod ;d’une
homothétie / de rapport strictement positif et d’un déplacement d.

Notons % le répport des (k> 0), et 2, une homothétie de centre quelconque,

1 e
de rapport % Posons d=h, os. Alors d conserve les angles orientés car

s et h, les conservent. Montrons que d conserve les distances.
Pour cela, posons M, = s(M), N, =s(N). Alors, M|\N, =% x MN.
Posons M' =h (M,), N'=h (N)):

1

l 5
Alors, M'N’' = T XMN, = W Xk X MN = MN. Or, M' =d(M) et

"N’ = d(N). Ainsi d conserve la distance, et les angles orientés, donc d est
un déplacement. De d =k, o5, on déduit (k) 'od=s, or ()" est
une homothétie # de rapport & > 0, d’ou le résultat.

e LE RESULTAT FONDAMENTAL

Nous allons démontrer le résultat suivant : toute similitude est soit une trans-
lation, soit la composée d’une homothétie et d’une rotation de méme centre.
Pour cela, intéressons-nous d’abord a I'écriture complexe d’une similitude.

6. SIMILITUDES DIRECTES
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XXl Ecriture complexe d’une similitude

[ THEOREME 2 | (0} Z", R Z,) est un repére orthonormal direct et s une similitude directe.

+ L¢criture complexe desdans (Oje,e,) estdelaforme 2/ =az + b,
act b complexes, a#0 .

+ Réciprogquement, si une transformation s a pour écriture complexe
o' =az+ b, a+0,alors s est une similitude de rapport | a |.

+ licrivons s = hod, et notons I le centre de I’homothétie &, £ son rapport
“ | (k> 0). Posons d(M) =M,, et notons z, P'affixe de M.

Alors, si z est Paflixe de M, z, = ¢ z + 2, (voir chapitre 3, p. 58).

Posons (M) = M’ et notons 2’ I'affixe de M, w Paffixe de 1. Alors :
2’ —w =k(z, - w) (voir chapitre 3, p. 57).

Donc 2' —o =k(e" z+2,-0), et:

2 =he® z +k(z,- 0) + 0 =az +b,avec a = ke", b= k(z)— @) + w.
(1l est clair que a# 0, car|a|=k, etk estnonnul.)

Or, M' =h(M,) = h(d(M)) =s(M) ; d’ou le résultat.

« Réciproquement, si f est une transformation d’écriture complexe z’ = az + &
(a # 0), notons A’, B’, C', les images par f de trois points quelcongues
A, B, C. Alors, il est immédiat de vérifier que |2}, =25, | =|a b 2a =2 b
donc A'B' =|a|AB, et que (zc' - zl’,‘,) : (21;' - z;\,) - (Zc = ZA) : (ZB - Z_.x) :
donc (ﬁ, m) = (A_B’, KE).

Ainsi f conserve les angles orientés et multiplie les distances par | a |, Cest
donc une similitude directe de rapport | a |.

Le résultat fondamental

[ THEOREME 3 | Toute similitude directe s est soit une translation 5

soit lrcomposée roh d’une rotation r et d'une homothéde 2 de

méme centre. En outre, roh=hor.

Notons 2’ =az+ b, a#0, ’écriture complexe de s dans un repere ortho-
normal direct (O ; Zz:, E;).

*Sia=1,alors 2’ =z +b, etsestune translation, le vecteur de cette trans-
lation a pour affixe b (chapitre 3, p. 56).

* Sia#1,l’équation z =az + b a une solution et une seule, le nombre

b
w= g Donc le point I d’affixe w est invariant pars, s(I) =1 (et I est

le seul point invariant par s).

Puisque b =0 -aw, 2'=az+w=-q0n,dot: 2'—w=a(z-w) [1].
Notons 4 I’homothétie de centre 1, de rapport & = | a|, et r la rotation de
centre [, d’angle 6 = arg a. Montrons que s = ro A.
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Il résulte de [1] que :

IM 2'= YRV
= —— =|al, et que arg (————) = (IM, IM') = 0,
2w IM Z2= 0
avee 2 affixe de My M # 1, 2" affixe de M" = s(M).
Posons M, = (M), Alors IM, =kIM et (IM, IM,) = 0.
Posons M"=r(M)) = r(h(M)). Alors IM" = IM, et (fMl, ITVf") =0,
Il en résulte que IM” = £IM et (iM, fM") =), doncque M"=M'. Ainsi
roh(M) = s(M) pour tout M # Ly et roh(1) = s(I). D’olt roh =3,
1l est facile de vérifier que ’éeriture complexe de Ao r dans (O é.,, é;) est

~

'
o =0

g —w=a(@-w), donc s=roh=hor.

EXE Récapitulation

[ THEOREME 4 | s estune similitude directe, dont Pécriture complexe dans un repére ortho-

' Note

Ce théoréme a été éta-
bli lors de la démons-
tration du théoréme 3.

normal directest 2z’ =az+b .

*Si a=1, s estune translation .

+Si a#1 ,alors:

- s admetun pointinvariant etunseul, le point] d’affixe o telle
que w =aw +b .On obtient alors 2' —w = a(z - w).

- s=roh=hor , h désignant!’ homothétie de centrel ,

de rapport|a| ,et » la rotation de centrel ,d anglearga

[ DEFINITIONS 2 | sestune similitude directe dont ’écriture complexe dans un repére ortho-

' Note

Le centre, le rapport,
I'angle de s, sont ap-
peles élements carac-
téristiques de s.

normal direct est 2' = az + b.

Lorsque a # 1, on dit que le point invariant de s estle centredes ,

etque arga est Pangledes .

REMARQUES : .
1. Lorsqu’on connait le centre 1, le rapport k, I'angle 6 d’une
similitude, on peut construire I'image M’ de n’importe quel
point M ; le point M' est défini par : _

IM' =k IM, (IM, IM’)=6.
2. Si h est ’'homothétie de centre 1, de rapport k > 0, et si
r est la rotation de méme centre 1, d’angle 0, alors r o h est
la similitude de centre 1, de rapport k, d’angle 0.

EXEMPLE : .
Le carré ABCD est tel que (AB, AD) = Py ; Cest

I’image de B par la similitude directe de centre A, de

T
rapport 4/ 2, d’angle g /

i
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3. PROPRIETES DES SIMILITUDES DIRECTES

Une similitude directe est soit une translation, soit une composée re £ ou kA est une
homothétie et r une rotation.
1l en résulte, compte tenu des propriétés des homothéties et des rotations que :

* Toute similitude transforme les droites en droites, les segments en
segments, les cercles en cercles, les coniques en coniques de méme excen-
tricité. '

* Toute similitude conserve le parallélisme, 'alignement, I’orthogonalité,
le contact. .

+ Toute similitude de rapport & . multiplie les distances par % et les
aires par k2.

Toute similitude conserve le barycentre.

En effet, nous savons que les translations et les rotations conservent le bary-
centre. Donc pour montrer qu’une similitude r o 7 conserve le barycentre,
il suffit de montrer que toute homothétie / conserve le barycentre.

Montrons qu’une homothétie 4 conserve le barycentre G de deux points
(A, a), (B, b), c’est-a-dire montrons que G’ est le barycentre de
(A'y a), (B', b) avec G' =h(G), A' = h(A), B' = h (B).

Pour cela, il suffit de montrer que a G'A' +bG'B =0.

Or, par hypotheése, a GA + b GB = 0. Notons % le rapport de 4.

Alors ka GA + kb GB = 0.

Mais &k GA = (37%7, kGB =GB ;. d’ou le résultat.

La démonstration se généralise immédiatement au cas de » points.

4 EXERCICES RESOLUS ,
o AVEC SOLUTIONS COMMENTEES

Préciser les éléments caractéristiques
d’une similitude a partir de son écriture complexe

Déterminez la similitude directe s dont ’écriture complexe dans un repére ortho-
normal direct donné est 2’ = (@-1)z+2 -1,

1 1 8 6. SIMILITUDES DIRECTES
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L'écriture complexe de s est de la forme z' =az + b, aveca + 1.
Donc s n'est pas une translation, et posséde nécessairement un
point fixe. Notons 1 ce point fixe et w son affixe ;

alors w=({-1w+2-f doll w=1.

Le rapport des est |i-1] c'est-a-dire \/ 2.

L'angle de s est arg(i - 1), c¢'est-a-dire ‘};:-[-. s esl donc la simili-

tude directe de centre I(1), de rapport \/ 2, d'angle 377‘

g omentaires g

- Voir d'abord si a = 1, auquel cas s
est une translation.
Sia#1,saun point fixe dont I'affixe
w est la solutionde az+b =2.

4 Appliquer le théoréme 4, p. 117.

EXH Résoudre un probléme de lieu géométrique

ABCD est un carré direct du plan orienté,

M estun point de (DC) ; la perpendiculaire a (AM) "
passant par A coupe (BC) en N et I est le milieu \
de [MN]. ) e —
1. Montrez que le triangle rectangle AMN est TS
isocele.

2. Montrez que I est 'image de M par une simi- I

litude fixe.

3. Quel est ’ensemble décrit par le point I lorsque /N B c

M décrit (DC) ?

D’aprés Exercices de géométrie, LR.E.M. de Nantes.

Démontrons que N est I'image de M par la rotation r de centre

A et d’angle - g

L’image de (DC) par r est (BC) et I'image de (AM) par r est la per-
pendiculaire a (AM) en A, c’est-a-dire (AN). Le point r(M) est donc
a l'intersection de ces deux droites, donc r(M) = N.

Le triangle AMN est donc isocéle en A.

@ Puisque le triangle AMN est rectangle isocéle en A, le milieu I

2 s (=
de [MN] est tel que : Al = T AM et (AM, AI) =- %
Donc I est I'image de M par la similitude s de centre A, de rap-

port —-3 et d’angle - .3
2 4

‘3' M décrit la droite (DC) et 1=s(M), donc I décrit I'image de (DC)
par s. Nous savons que cette image est une droite d'.

Pour trouver d’, on peut chercher les images de D et C par s.
Nous trouvons s (D) = O, ol O est le centre du carré et s (C) = B.
Donc le lieu de I est la droite (OB).

<« La présence d’angles droits dans
la figure suggére d’utiliser cette
méthode pour démontrer que AMN
est rectangle isocéle en A.

<« Pour trouver r(M), on utilise la
méthode classique : M est l'inter-
section de deux lignes, donc son
image r(M) est dans l'intersection de
ces deux lignes.

< AiM et (AM, Al) ne dépendent pas

de M. Ces constantes déterminent

donc bien une similitude de centre
A.

6. SIMILITUDES DIRECTES
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Seul le T.P. 1 fait partie du programme.

COMPLEXES ET SIMILITUDES

EEEl Etude d’une configuration

ABCD est un quadrilatére convexe. On construit, a 'extérieur du quadrilatére,
les triangles rectangles isocéles A'BA, B'CB, C'DC, D'AD, rectangles res-
pectivement en A’y B, C', D",

Le but de Pexercice est de montrer que les
droites (A'C") et (B'D’) sont perpendiculaires
et que les segments [A'C'] et [B'D’] ont
méme longueur.

Pour cela, utilisons les nombres complexes.
Supposons choisi un repére orthonormal direct
(dans cette situation, il n’y a pas de choix pri-

vilégié qui s’impose), et notons a, b, ¢, d, les
affixes respectives des points A, B, C, D.

1. Calculez les affixes des points A’, B’, C', D".

i

V2
INDICATION : A’ se déduit de B par la similitude directe de centre A, de rapport - d’angle — — -

(s

.

2. Calculez les affixes des vecteurs A'C’ et B'D’, puis concluez.

EE¥ Recherche d’un ensemble de points

Le plan est muni d’un repere orthonormal direct (O ; u, ).
Le but de I’exercice est de déterminer ’'ensemble des points M d’affixe = telle que :

|(-iyz+2-i]|= 2.

Pour déterminer cet ensemble, nous allons utiliser une similitude. En effet, nous
remarquons que z' = (1 -17) z+ 2 -1 est ’écriture complexe d’une similitude s.

1. Déterminez le centre, ’angle, et le rapport de la similitude s.

2. Notons M’ le point d’affixe 2’ définiepar 2’ = (1-7) 2 +2 -1

Alors M’ est 'image par s du point M(2) et|2'| = OM'. 1l ’agit donc de trouver
’ensemble des points M tels que OM' = \/E » avec M' = s(M).

a) Déterminez le point O, tel que s(O,) = O.

b) Déduisez-en que OM' = \/5 équivauta O, M =1,

¢) Déterminez ensemble cherché,

3, Proposez une autre solution.
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TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION  TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION

SIMILITUDE
TRANSFORMANT [AB] EN [A'B']

EXRl Préliminaire

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Al

A, B, A', B' sont quatre points deux a deux distincts.
Il existe une similitude s, et une seule, telle que :

S(A) = AI, S(B) - BI' A A\B

1. Supposons qu’il existe une similitude s telle que s(A) = A’, s(B) = B'.

a) Quel est alors le rapport de s ? Quel est ’angle de s ?

R’

b) Notons a le nombre complexe dont le module est AR et dont un argument est

(AB, A'B"). En supposant choisi un repére orthonormal direct, donnez I’écriture

complexe de s en fonction des affixes z, et z,, des points Aet A’

2. Nous venons de voir que si une similitude s transforme A en A’ et B en B’, alors
nécessairement s est la similitude définie par 2’ = az + (2, —az,), dans le repére

considéré. _ ki
1l reste & montrer que cette similitude transforme effectivement A en A’et Ben B'.

Démontrez qu’il en est bien ainsi.

Une application

Dans le plan orienté, on considére un triangle OAB rectangle en O tel que
— am— n

(OA, OB) = 2 Soit A une droite variable passant par O ; on appelle A’ et B’

les projetés orthogonaux respectivement de A et B sur A.

Le but de I’exercice est de démontrer que lorsque A varie, le cercle de diametre [A'B']
passe par un point fixe.

On note s la similitude directe qui transforme O en A et Ben O.

1. Déterminez I’angle de s.

2. Démontrez que le centre K de s appartient aux cercles de diametres [OA] et [OB].
Déduisez-en que K est le pied de la hauteur du triangle OAB issue de O.

3. On appelle D la droite passant par B, orthogonale a A.
a) Déterminez les images par s des droites D et A ; déduisez-en I'image de B” par s.

b) Montrez que le cercle de diamétre [A'B'] passe par un point fixe quand A varie.
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TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION  TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION

P @

T |

COMPOSITION DE DEUX HOMOTHETIES

EXX] Les deux homothéties sont de centres distincts

h(O, s k) et hy(O,;k,) sont deux homothéties données, avec O, # O,. Ie bur
de Pexercice est de caractériser la transformation /1,0 /.

1. Donnez I'écriture complexe de /1, o /1,.

2. Déduisez-en que /2, o i, est une translation lorsque k, k,= 1, etque &, h, est
une homothétie de rapport &, k, lorsque & k, # 1.

3. Dans ce dernier cas, montrez que le centre de k, 0k, le centre de A, et le

centre de A, sont alignés.

EEE Une application

D’aprés Mélanges géométrigues de M. Dofal

A, A, A,, A, sont quatre points donnés.

Un mobile ponctuel M se déplace de la maniére décrite ci-apres.

A Pinstant initial, M est en M o~ Ensuite, M se dirige de M vers A, en ligne droite.
Arrivé au point M, milieu de [M A ], il se dirige en ligne droite vers A,. Arrivé en
M,, milieu de [M, A,], il se dirige en ligne droite vers A,. Arrivé en M,, milieu de
[M,A,] il se dirige en ligne droite vers A,. Arrivé en M, milieu de [M;A ], il se
dirige en ligne droite vers A, et ainsi de suite...

Les points M, M,, M, semblent alignés. Nous allons voir que ce n’est pas fortuit.

1. Montrez que M, est I'image de M, par la composée de quatre homothéties,
h, o hyoh,oh, oupour chaque entier 7 de 1 4 4, h, est une homothétie de centre
A,. Quel est le rapport de 4, ?

2. Notons hy ’homothétie h, o hyo h,oh,. Quel est le rapport de 4, ?
3. Quelle est 'image de M, par i, ? Concluez sur I'alignement des points M, M, M.
4. Montrez que tous les points d’indice 4n, n e N, sont alignés.

5. Onnote G, le centre de A Placez G, sur la figure.
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DES IDEES
DES REFLEXES

- . LY -
Des idées a retenn
e Unc similitude directe § conserve les angles
ortentes ot multiplie les distances par un nombre
L > Q. Cenombre & est le rapport de la similitude.
11 en résulte que les proportions sont conservées.
ST AL B, C', D' sont les images de A, B, G, D
\
A'B" _ AB

oar s, alors =—— CzD|
Dl O )

e Les tansladons, les rotations, les homothéties,

sont des similitudes particuliéres.

e L’écriture complexe d’une similitude est
z'=az+b ,a=#0. Lorsque a # 1, I’écriture

complexe est aussi 2' - = a(z-w), wétantle

nombre tel que w =aw + b (le point d’affixe w est

invariant par la similitude).

@ Une similitude directe qui n’est pas une trans-

ladon est la composée d’une homothétie et d’une

rotaton de méme centre.

Ce centre est le centre de la similitude. L’angle
de la rotation est ’angle de la similitude.

e I’image d’un point M par une similitude de
centre I, de rapport k, d’angle 6, est le point M’

tel que IM'=FRIM, (IM,IM')=0 .

Des réflexes a avoir

P Pour trouver le centre I d’une similitude s,

pensez que c’est le seul point invariant de 5
(D=1,

P Pour préciser la similitude s a partir de son
¢criture complexe z' = az + b, pensez que « la
discussion ne porte que sur a », et d’abord sur les
cs a=1, a #1.

* Si a =1, s est une translation (2’ = z + b).
+Sia#1,ilyaun point invariant I dont Iaffixc
w est telle que w =aw + b.

Alors 2'—w =a(z—w). D’ou,

—si a est réel, s est une homothétie de centre I,
de rapport a ;

—si a est'non réel, s est la similitude de centre I,
de rapport | a |, d’angle arg a. Sien outre | a | = 1,
s est la rotation de centre I, d’angle arg a.

P> Pour trouver le rapport ou I’angle d’une
similitude s, pensez qu’il suffit de connaitre les
images M’ et N’ de deux points distincts M et N.

’ !

Le rapport est alors

L’angle est (W, M'N") (si N est le centre I, le

rapport est % et I’angle est (m, M )).

M s S e e R R s e o T v |
Des erreurs a éviter

M Ne pas croire quune homothétie /2 de rap-
port k£ négatif n’est pas une similitude directe ;
h est une similitude, mais son rapport est | & |
et son angle est m.

Exemple : Si h est I'homothétie de centre O de rapport - 3,

alors pour tout point M, OM’ = - 3 OM, donc,
OM'=|-3|OM=30M et (OM, OM') = it (molulo 2 r).
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exercices el problemes..

VERIFICATION DES CONNAISSANCES

S1  Qu'est-ce qu'une similitude directe ?

S2  Quelle est, dans un repere orthonormal direct, I'écriture complexe d'une similitude 7

S3  Qu'appelle-t-on forme réduite d'une similitude qui n'est ni un déplacement, ni une homothétie 7
S¢  Qu'appelle-t-on centre, rapport, angle, d'une similitude ?

Ss  Quelle est 'image d'une droite, d'un cercle, d'une conique, par une similitude ?

S¢  Une similitude directe conserve-t-elle le parallélisme ? I'orthogonalité ? I'alignement ? le contact ? le barycentre 7

QICIMI
Une seule des réponses proposées est exacte a b c
Q1 ABGD est un carré de centre O et (AB, AD) = ~.
2
s estla similitude de centre A, de rapport A/E ) ,
d'angle - % Alors s(D)=0 s(D)=C s(C)=D
Q2 Dans un repére orthonormal direct, I'écriture
complexe d'une transformation f est z' =2z -1. )
Alors f est une... translation | rotation homothétie
Q3 Dans un repére orthonormal direct, I'écriture
complexe d'une transformation f est z' = 2iz-1.
Alors f est une similitude de ... rapport «/5 ; rapport 2, rapport 2,
d'angle g d’angle g d'angle
Qa4 s est la similitude directe dont I'écriture
complexe, dans un repére orthonormal direct,
est z'=(1+i)z+3. 1
Alors le centre de s a pour affixe... 3 Tel 3i
Réponses page 175
COMME LES RESOLUS 2 Déterminez la similitude directe dont I'écriture complexe
a S ‘ dans un repére orthonormal direct est :
Pour les exercices 1 a 3, vous pouvez vous reporter Z'=(-1+2i)z+3-4i.
a l'exercice résolu 4.1, p. 118.
1 Déterminez la similitude directe dont l'écfill{fe complexe 3 Déterminez la similitude directe dont I'écriture complexe
dans un repére orthonormal direct est 2" = (1 + H/E ) z+1. dans un repére orthonormal direct est z' = - 2iz — 1.

1 24 6. SIMILITUDES DIRECTES
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POUR S’ENTRAINER

Construction d’'images

4 ABCD est un carré tel que (AB, AD) =

1. Construisez I'image de ce cairé parla snnlllludes de centre
A, de rapport 2, d’ angle 3

2. Construisez I‘in_wgge de ce camé par la similitude ' de centre
A, de rapport \/ 2, d'angle %

5 ABC est un triangle équilatéral tel que (AB, AC)==. On

note O le centre de gravité de ABC.
Construisez l'image de ce triangle par la similitude de centre
0. de rapport 2, d'angle - g

6 ABC est un triangle équilatéral tel que (/Tﬁ, AC) = g— On
note I le milieu de [AB] et | le milieu de [AC].

Construisez 'image de ce triangle par la similitude de centre
], de rapport ﬁ , d'angle - g

7 ABC est un triangle rectangle isocéle en A tel que
(RB, AC)= 5.

—t

On construit le carré CBED tel que (CB, CD) = g On note

s a similitude de centre D, d'angle 7, de rapport V2.

Construisez I'image de ABC par s. Que pouvez-vous dire
du triangle image ?

Ecritures complexes

Pour les exercices 8 a 12, on donne I'écriture com-
plexe, dans un repére orthonormal direct, d’'une trans-
formation f. Reconnaissez f et précisez ses éléments
caractéristiques.

8z'=@+4i)z+4-2i.

10 z' —QZ
i+1

92’_ﬁz+2/
1-i

11 z'=52-3i.

12 2'=A2iz +4.

13 fest la transformation dont I'écriture complexe est :
z'=uz+u-1,(ueC).

1. Déterminez I'ensemble des nombres complexes u pour
lesquels :

a. f est une translation.

b. f est une rotation d'angle g

c. f est une homothétie de rapport - 2.

2. On suppose que u = 1 - . Déterminez alors la nature de
f et ses éléments caractéristiques.

Recherche d'images

14 Dans le plan orienté, ABC est un triangle tel que
(AB, AC) = g. (BC, BA) = g Le point H est le projeté ortho-
gonal de A sur (BC), le point I est le symétrique de A par

rapport au milieu A’ de [BC].
Quelle est I'image de H, et quelle est I'mage de C, par la

similitude s de centre A, d'angle - % de rapport = ?

V3

Pour les exercices 15 2 18, on donne, dans un repére
orthonormal direct, I'écriture complexe d’une trans-
formation f. Trouvez I'image par f des droites ou des- -
cercles donnés.

- { —

15 2'=(1+2i)z+2-5i; / :
e D passe par A(1-2i)etB(-1+1i); 1
* € a pour centre I(1 - /) et pour rayon 4/_ -

16 2' =2iz-3; ‘

* €, a pour centre I(1 +/) et pour rayon 2 ;

¢ €, a pour centre O(0) et pour rayon 1;

D est la droite passant par les points communs a6, e

17 2/ =(A/§—i)z :

* ¢ passe par 0(0);

¢ D est la droite passant par A(1 +1) et B(-4i).

18 2’ -(3+4/)z 4+2i;

¢ passe par I(1 - i) et est tangent en J(2) 4 la droite pas-
sant par J et K(2i).

19 %, est un demi-cercle de diamétre [AB], de centre Q.
Lamédiatrice de [AB] coupe 6, en1. 6, est le cercle de centre
I et de rayon [IA]. La demi-droite d'origine O et qui passe
par I coupe 6, en D. La droite (DB) recoupe 6, en K.

1. En utilisant le théoréeme de I'angle inscrit, montrez que
— n
BDA = -.
4
2.a. Montrez que le triangle DKA est isocéle en précisant la
mesure de ses angles.
b. ] est le milieu de [AD). Montrez de K, I et ] sont alignés.

3. On note s la similitude de centre A, de rapport ﬁ ,

' L
d'angle g

a. Quelle est I'image de O par s ?

b, On note L le point dont I'image par s est J, s(L) = J.
Déterminez L.
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Utilisation des similitudes
pour démontrer

Les modifications du programme font que nombre d'exer-
cices du baccalauréat sur les similitudes ne sont plus
d'actualité.

Parmi les modifications, il faut noter : suppression de la
composition des similitudes, des homothéties, sup-
pression du théoréme sur I'existence et 'unicité d'une
similitude échangeant deux segments donnés (a for-
tiori la recherche du centre d'une telle similitude n'est
plus un objectif du programme).

20 Le plan P est rapporté a un repére orthonormal direct
©;u,V).
1. Déterminez I'ensemble des points M(z) du plan P tels que :
|(1=i)z+2i|=2.
2. Etudiez la transformation de P qui au point M d'affixe z,
fait correspondre le point M' d'affixe :
Z'=(1-i)z+2i
3. En utilisant la transformation précédente, retrouvez le
résultat du 1.

-

21 Le plan est muni du repére orthonormal direct (O ; , V),
(unité graphique : 1 cm).

On donne les points A et B d'affixes respectives 12 et 9i.
On note f la similitude directe dont 'écriture complexe est :

3. .
Z=-—=iz+09i.
4

1. Déterminez le centre (), I'angle et le rapport de f.

2. Quelles sont les images par f des points A et O ?
Montrez que () est un point commun aux cercles €, et 6,
de diameétres respectifs [OA] et [OB]. Etablissez que € est
le pied de la hauteur issue de O dans le triangle AOB et
montrez que (A x OB =002

Faites une figure comportant les points A, B, ) ainsi que
les cercles ¢, et G, '

22 €BAC> Le plan complexe est muni d'un repére

orthonormal direct (O ; 4, v), 'unité de longueur est le cen-
timetre. Soit ABC un triangle direct dont le point O est le
centre de son cercle circonscrit. On désigne par M le milieu
de [BC), N celui de [CA] et P celui de [AB]. Les affixes res-

* pectives des points M, N et P sont notées m, n et p.

1. Dans cette question m=-1-3j, n=2.
Construisez les triangles MNP et ABC.,

2. Soit fla transformation du plan qui  chaque point M d'affixe
z=x+iy associe le point M’ d'affixe z' = x' + iy’ telle que :

|=

, e 4
z =T(—z+m+n+p).
2

Quelle est la nature de f ? Donnez ses éléments caracté-
ristiques.

6. SIMILITUDES DIRECTES

3. a, b, ¢ sont les affixes respectives des points A, B, C.
a. Montrez que MN = PA. Déduisez-en que a=n+p—-m, |
b, Exprimez b et c en fonction de m, n et p.
4.0n pose f(A)=A’",f(B)=B"etf(C)=C".
Ondésigne para’, b’ etc’ les affixes respectives des points
A, B etC'.
a, Démontrez que :

a=(1+iym, b'=(1+i)n, ¢'"=(1+i)p.
b, Déduisez-en que MA' et OM sont orthogonaux et que A’
appartient 4 la droite (BC).

c. Montrez de méme que B’ appartient a la droite (AC) et
que C' appartient a la droite (AB).

5, Complétez la figure réalisée au 1. par les points A’, B, C".

23 €BAC> Le plan est muni d'un repére orthonormal
direct (O ; U, v). On considére les points :

Ad'affixe-4; B d'affixe 4 ; E d'affixe 4i; C et D tels que
les quadrilatéres AOEC et BOED soient des carrés.

1. Placez les points précédents dans le repére (O ; u, v) et don-
nez les affixes des points C et D.

2. Soit f la transformation du plan qui & tout point M d’affixe z
fait correspondre le point M’ d'affixe z' = (1 +1) z + 4 + 4i.

a. Déterminez la nature et les éléments caractéristiques
def.

b. Précisez les points f(A) et f(O).

Déterminez I'mage par f de la droite (CA), et celle de la média-
trice du segment [AQ).

c. Exprimez, pour tout point M d’affixe z, I'affixe des vec-
teurs MM’ et MC en fonction de z. Déduisez-en gue
MM’ =MC et, pour M distinct de C, montrez qu'une mesure

de I'angle de vecteurs (W, I\_A_C) est g

3. Soit J le milieu du segment [EB] et I le milieu de [AQ].

Déterminez I'image de ] par la rotation de centre I et
T
d'angle —-.
g 9

24 €BAC> Le plan complexe % est muni d'un repere
orthonormal direct (O ; u, v). On note A le point d'affixe 2.
Soit ¢ I'application de P vers % qui a tout point M d'affixe
Z associe le point M’ = ¢(M) d'affixe Z' définie par :

34030 1-4/3i
= Z+ .
4 2

7'
1. Déterminez :
a. L'affixe de I'image ¢ (A) du point A.

b. L'affixe du point P tel que ¢(P) = O.

2, Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de .
3. Lorsque le point M est distinct du point A :

a. Démontrez que le triangle AMM’, M’ = (M), est rectangle
enM',
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b. Le point M et le milieu du segment [AM] étant donnés,
déduisez-en une construction au compas du point M’

25 <BAC> Dans le plan orienté, on considdre un carré

ABCD de centre O tel que (DA, DC) =

Soit E le milieu du segment [CD]. On considdre alors le
carré DEFG de centre O’ tel que (DE, DG) = ;

1. Faites une figure soignée avec AB = 6 ci.

2. Soit s la similitude directe de centre D qui transforme A
en B.

a. Déterminez les éléments caractéristiques de s.
Précisez 'image de E pars. Déduisez-en langle (AE, BF).

b. On note ' le cercle circonscrit au carré ABCD et I le point
d’intersection des droites (AE) et (BF). Placez I et I sur la
figure. Montrez que I appartientaT".

¢. Montrez que les droites (ID) et (BF) sont orthogonales.
Montrez que I appartient I, cercle circonscrit au petit carré
DEFG.

3. Montrez que les points C, G et I sont alignés.

26 Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD de
centre O. On suppose que ce carré est direct, ¢’est-a-dire

que (AB, AD) a pour mesure g On désigne par :
r le quart de tour direct de centre A,

t Ia translation de vecteur AB,
h I'hnomothétie de centre C de rapport ﬁ ‘

1.a. Prouvez que r' =tor estune rotation, dont vous pré-
ciserez I'angle.

b. Déterminez les images de A et B par r'. Déduisez-en le
centreder’.

2. On se propose d'étudier la transformation f=r"h.

a. Montrez que f est une similitude directe dont vous pré-
ciserez I'angle et le rapport.

b. Soit I le centre de f. Déterminez I'image de C par f.
Prouvez que (iC, ID) = g etquelD = 4/3 IC.

c. Déterminez et construisez I'ensemble I des points M du
plan tels que (MC, WD) = g

Donnez une mesure de I'angle (CD, CI). Placez I surla figure.

27 <€BACY> Lieu géométrique

Dans le plan, on considére deux cercles G et ‘6’ de centres
respectifs O et O, de méme rayon R, tangents extérieure-
ment en un point A.

A tout point M de %, on associe le point M’ de ¢' tel que :

(OM, O'M") = g

1. Montrez qu'll existe une rotation d’angle g dont vous

construirez gdométriquement le centre (), qui envoie 6 sur
‘@', Quelle est 'image de M par cette rotation ?

2. Montrez que I, milieu de [MM'], est I'image de M par une
similitude f directe de centre (). Déterminez les éléments
caractéristiques de cette similitude. Déduisez-en le lieu de
I quand M décrit €.

3. Donnez 'mage de O par la similitude f et une mesure de
I'angle (OM, AI).

28 Probléme de construction

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (unité gra-
phique : 2 cm). r est un réel stricternent supérieur 4 1.

On considére les points A(-1;0), A’(r; 0) et 1(0 ; = r).
Soit ¢ le cercle de centre A et de rayon 1, ¢’ le cercle de
centre A’ et de rayon .

La figure sera faite dans le cas r = 2.

1. Déterminez le centre et le rayon du cercle 6, transformé
1

du cercle 6’ par la similitude de centre I, de rapport T
et d'angle % &

2. Dans cette question, r = 2. Construisez I'un des triangles
rectangles isocéles IMM' dont le sommet de I'angle droit M
appartient au cercle G et le sommet M’ appartient au cercle %'.
29 Lieu géométrique

Dans le plan orienté, on considére un carré direct ABCD de
centre O (c’est-é—dire tel que (OA, OB) = g)

Soit P un point du segment [BC] distinct de B. On note Q

I'intersection de (AP) avec (CD). La perpendiculaire A a (AP)
passant par A coupe (BC) en R et (CD) en S.

1. Faites une figure (prenez BC = 3 cm et BP = 1 cm et pla-
cez (BC) horizontale sur la feuille).

2. Soit r la rotation de centre A et d’angle g

a. Précisez I'image de la droite (BC) par r.

b. Déterminez les images de R et P parr.

c. Quelle est la nature des triangles RAQ et PAS ?

3. On note N le milieu du segment [PS] et M celui du seg-
ment [QR]. Soit s1la similitude directe de centre A, d'angle %

etde rabport 7—‘
2

a. Précisez les images des points R et P par s.

b. Quel est le lieu géométrique du point N quand P décrit
le segment [BC] privé de B ?

¢. De ce qui précéde, déduisez que les points M, B, N et D
sont alignes.

30 Une similitude cachée

(0:7.]) est un repére orthonormal direct. On note D la
droite (O ;1) et Ala droite (O;]).

6. SIMILITUDES DIRECTES
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u et v sont des vecteurs non nuls tels que :

() = (], V) = (’:
Pour chaque point M, on note D,, et A, les droites qui pas-
sent par M et de vecteurs directeurs respeclifs u et v .
D,, coupe D enm, A, coupe A en p.
On note M" le point dont les projections orthogonales sur
D et A sont respectivement m el p.
Enfin, on note f I'application M - M',
Le but de I'exercice est de démontrer, de deux fagons, que
f est une similitude.
1. Méthode géométrique

a. Construisez 'image de M dans chacun des cas suivants :
* M n'appartient pas a la réunion de D et de A.
* M appartient a D, et M est distinct de O.
* M appartient a A, et M est distinct de O.
*M=0.
b. On suppose M distinct de O. Montrez que les points O, m,
p, M et M' sont sur le cercle de diamétre [mp], et que le
triangle OMM' est rectangle en M et que (W, W) = g
Déduisez-en que f est une similitude.
2. Méthode analytique
a. Démontrez que les coordonnées (x' ; y') de M’ sont :
X'=x-y ﬁ
y'=xN3 +y
ou (x ; y) sont les coordonnées de M.

b. Exprimez I'affixe z' de M" en fonction de I'affixe z de M,
et déduisez-en que f.est une similitude.

31 Lieu géométrique
OO'A est un triangle rectangle isocéle en A et :

(AO, AD') = g
Les cercles € et 6’ passant par A et de centres respectifs
O et O’ se recoupent en B.
Atout point M de 6, on associe le point M’ de ¢’ tel qu'une
mesure de (OM, W) soit - g

1. Montrez qu'il existe une rotation r, que vous caractéri-
serez, transformant O en O’ et M en M'.

2. M étant distinct de B, les droites (BM) et (BM') recoupent
respectivement ¢’ en N’ et ¢ en N. Montrez que N’ est
I'image de N par la rotation r.

3. On construit les carrés MBM'P et NBN'Q. Montrez que
les points P et Q sont respectivement les images des points
M et N par une similitude directe s dont vous préciserez
centre, rapport et angle. Déduisez-en les ensembles décrits
par les points P et Q lorsque M décrit €.

32 Dans le plan orienté, on donne un triangle isocéle OAQ’
tel que (AO, AD') = g Les cercles 6 et ¢’ passant par A

6. SIMILITUDES DIRECTES

et de centres respectifs O et O" se recoupent au point B,
On note I le centre du carré AOBO'.

1.0 et D' étant les points diamétralement opposés a A sur
les cercles 6 et ‘¢’ respectivement, démontrez a I'aide
d'une homothétie de centre A que les points D, B et D" sont
alignés. !

2. Soit M un point du cercle ‘¢ (M # A, M # B) et M’ le point
d'intersection de la droite (MB) avec le cercle ¢’

On note r la rotation de centre A qui transforme O en O'.
Quelle est I'image par r de la droite (BM) ? Déduisez-en que
r(M)=M'.

3. Soit N le point d'intersection de la droite (M'A) avec le
cercle 6 et N le point d'intersection de la droite (MA) avec
le cercle 6. Démontrez que r(N)=N’,

4, On suppose que M est distinct de D.

a. Prouvez que N est distinct de A. On construit alors le carré
NAN'F.

b. Montrez que les points B et F sont les images respec-
tives des points O et N par une similitude directe s dont vous
préciserez les éléments caractéristiques.

c. Construisez I'image du cercle € par la similitude s.

33 €BAC> Dans e plan orienté, on considére un cercle
€ de centre O et de rayon 1,5 et un cercle ¢’ de centre Q
et de rayon 3. On suppose de plus que la distance de O &
O' est égale a 6. Faites une figure (unité graphique : 1 cm).
1. On appelle I' I'ensemble des points M du plan tels que :
MO’
Mo =%
a. Montrez que si 1 est le centre d’une similitude directe qui
transforme 46 en €', alors I est un point de T.

b. Montrez que I' coupe la droite (O0’) en deux points A et

B que vous caractériserez comme barycentres des points
OetO".

¢. Montrez que M est élément de I si et seulement si
MA - MB = 0. Déterminez I' et représentez-le sur la figure.
2. On veut prouver I'existence et l'unicité d'une similitude
directe f d'angle g qui transforme € en @

a. Dans cette question, on admet I'existence de f.

Quelle est alors I'image de O par f et quel est le rapport de £ ?
Soit T le point d'intersection de ¢ avec le segment [0Q'].
Déterminez I'image T’ de T par f.

b. Déduisez-en I'existence et I'unicité de 7. Construisez le
centre de f.

. 34 <BAC> Composées de rotations, d’homothéties

Dans le plan orienté, ABC désigne un triangle rectangle iso-
céle en A, avec (AB, AC) = —2’5
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Le point I estle point de concours des bissectrices intérieures
du triangle ABC.
On désigne par r, larotation de cenlre A el d'angle g,

et par r, la rotation de centre C et d'angle %
1.a. Construisez le point A, image de A par r,,.

b. Donnez la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation r, o 1y,

INDICATION:: Ecrire chaque rotation comme composée de réflexions
convenablement choisies. Voir chapitre 1, TP 1, p. 19.

¢. Montrez que IA' = 1A et que les droites (IA’) et (AB) sont
paralléles.

2. La droite (CI) coupe (AB) en E ; les droites (A'E) et (B1)
se coupent en K. On désigne par h, 'homothétie de centre C

et de rapport —J—_ , et par h, 'homothétie de centre Ket de
2

rapport - \/5 .

a. Déterminez h,, (B) et h, (E).

Déduisez-en que BE = - ﬁ A

b. Quelle est I'mage de B par h, o h, ?

c. Reconnaissez la transformation h, o h, et déduisez-en que
C et K sont alignés avec le milieu M du segment [BE].

PROBLEMES

35 THEMES : Rotations. Cocyclicité. Complexes.
Homothéties

Dans le plan muni d'un repére orthonormal direct (O ; U, v)
(unité graphique : 5 cm), on considére les points A d'affixe 1
et B d'affixe i. On appelle D I'image de A par la rotation

de centre O et d'angle - g, et C I'image de B par la rota-

tion de centre O et d'angle 2?“

1.a. Montrez que les points A, B, C, D sont sur un méme
cercle I' dont vous préciserez le centre et le rayon.

b. Déterminez la nature du triangle OCD ; déduisez-en que
AB = CD.

2.a. Calculez les affixes des vecteurs AD et BC. Déduisez-
en la nature du quadrilatére ABCD.

b. Démontrez que les diagonales (AC) et (BD) sont perpen-
diculaires et que AC = BD.

3. On désigne par ] le point d'intersection de (AC) et (BD)
(le calcul de I'affixe de ] n'est pas demandé dans cette
question).

Démontrez que (O]) est un axe de symétrie de ABCD.

4, Soit h I'homothétie qui transforme A en C et D en B, et
soit r la rotation de centre J et d'angle - g

NOTE : Composition d'une rotation r et d’une homothétie h de
rapport négatif, La composée est évidemment une similitude
directe, pulsque r « h conserve les angles orientés et transforme
los distances dans le rapport | k |, k étant le rapport de h. Mais
lo rapport do cette similitude est | k | (et non k), et son angle est
0+ 1t (ot non 0), 0 étant I'angle de r.

a. Comparez roh et hor.

b. On note S = hsr. Donnez la nature de S et ses &léments
caractéristiques.

¢. Déterminez I'image de A par S. Déduisez-en I'affixe de J.
d. Démontrez géométriquement que I'image O’ de O par S
est sur la droite (OB). Calculez I'affixe de O'.

36 THEMES : Coniques. Similitudes
Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O ;7, /) (unité
graphique : 3 cm).

1.0n considére la courbe paramétrée 6 de parameétre t réel.
Tout point M(f) de % a pour coordonnées :

x(t) =sinnt et y(f) = sin (n t +§)

a. Précisez les transformations ponctuelles qui, quel que soit

le réel t, associent au point M(f) les points M(t + 2) et

Mt + 1).

On appelle €, la partie de la courbe 6 correspondant aux

valeurs de t comprises entre 0 et 1. Expliquez comment on

peut déduire € de 6,.

b. Etudiez les variations de x t) et y(t) sur [0 ; 1] et construi-

sez € en précisant les tangentes aux points de paramétres :

0, 1 5 L o
6 2

2. Soit € I'ensemble des points dont les coordonnées

(X} Y) vérifient I'équation X2+ Y2-XY = % [EL.

a. Démontrez que 6 est contenue dans €.

b. Soit M(X ; Y) un point de €.

Démontrez que [E] est équivalente a :

1P 8. 4
Y-=X| ==(1-%)
2] 4

Déduisez-en que X est compris entre—1 et 1, et qu'il existe
unréel t telque X =sin rt. Déduisez-en que Y est alors

, . T .. T
ggala sin|nt+—|ouasin|nt-—|.
3 3
En remarquant que sin ¢ = sin (r(1 - )) et que
T
sin nt-g = sin|n(1 —t)+\73 , montrez que € est contenu

dans 6. Donc € = 6.
3.0n considere la similitude s de centre O, de rapport ﬁ ,

et d'angle - % On note 6’ I'image de 6 pars, s(6)=4'.
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a. Démontrez que ‘¢ a pour équation x'? 4 3y'? = 3,

b. Déterminez la nature de ‘(" ainsi que ses éléments carac-
téristiques.

4.a. Démontrez, en utilisant la définition par foyer et direc-
trice d'une ellipse, que l'image d'une ellipse par une simili-
tude est une ellipse.

b. Déduisez-en que ‘¢ est une ellipse dont vous préciserez
le grand axe, les foyers, les directrices associces, ainsl que
l'excentricité. Précisez les coordonnées des points et les
gquations des directrices dans le repere (0 ; 1, /).

37 THEMES : Similitude. Hyperbole. Calcul d'aire

Le plan est muni d'un repere orthonormal direct (O ; u, V)
(unite graphique : 2 cm). f est 'application du plan complexe
dans lui-méme qui & tout point M d'affixe z associe le point

M diaffixe 2'=(1+iy/3 )z,

1. Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de f.
2. Dans le repére (O ; 4, V), M a pour coordonnées (X ; ) et
M’ a pour coordonnées (X' ; y'). Exprimez x et y en fonction
dex'ety'.

3. Soit # I'hyperbole d'équation x2-3y2=3 dans le repére
(0; 4, v). Déterminez ses asymptotes, son foyer F d'abs-
cisse positive et la directrice associée D. Calculez son
excentricité. Construisez .

4. Soit #' la courbe image de 9 par f.

a. Prouvez que 9’ est une hyperbole dont vous préciserez
I'excentricité, un foyer, ainsi que la directrice associée.
b. Construisez (. (On admet que les asymptotes de 9’ sont
les images par f de celles de #.)

c. Démontrez que ¥’ est la représentation graphique de la
3 6
fonction définie par g(x) = T (x + —).
X

5. Soit L la droite d’équation x = 2 et L' son image par f.
Déterminez les coordonnées des points d'intersection de L'
et #'. Calculez, en centimétres carrés, I'aire de la partie du
plan comprise entre la courbe €, la droite L” et les droites
d’équations x=a et x=h.

6. Interprétez graphiquement I'intégrale

H XZ
I= [ \ / e 1 dx et déduisez sa valeur du résultat du 5.
Jifs

COMMENTAIRE : Ce probléeme a permis de calculer une intégrale
que I'on ne peut calculer directement par les méthodes apprises
jusqu'a présent.

38 €BACY> THEMES : Produit scalaire. Y. a, MA2,
Réflexion. Similitude

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral direct
ABC de centre 0. On pose AB=d (d>0).

1.a. Démontrez que I'ensemble A des points M du plan tels

6. SIMILITUDES DIRECTES

que 0C - OM = % d? est une droite que vous détermine-

rez avec précision,

b. Déterminez le réel k afin que I'ensemble & des points du

plan tels que OC - OM = k passe par le milieu de [BC].

¢. Démontrez que I'ensemble I des points M du plan tels

que MA? + MB? + MC? = 2d? est un cercle que vous déter-

minerez avec précision,

d. Montrez que A est tangente a I'.

2. A tout point M du plan, on associe le point M’ défini par :
M' = S(Am 9 S(AO) M)

ou 8y, €t Sy, désignent les symeétries orthogonales par rag-

port aux droites (AO) et (AC) respectivernent.

a. Démontrez que M’ est I'image de M par une rotation r dont
vous donnerez les éléments caractéristiques.

b. Quelle est I'image par r de la droite (BC) ?

c¢. Démontrez que O’ =r(0) estun pointde .

3. A tout point M de la droite (BC), on associe le point M”
d'intersection de la droite (AM’) et de & (M’ est le point
défini & la question 2.).

a. Démontrez que M" est I'image de M par une similitude s
dont vous préciserez les éléments caractéristiques.

b. Construisez I'image I'" de I par s.

4. Soit N un point de I' distinct de A et de O'. La droite (NQ")
coupe I'"en Q.

a. Démontrez que (AN, AQ) = (GK, O’A) (modulo ).

b. Déterminez s(N).

39 €BAC> THEMES: Complexes. Suites. Similitudes
Soit P le plan complexe rapporté a un repére orthonarmal
0:7.]).
A.1.0n prend pour point M, I'origine O du repére ; sait alors
M, le point du plan P tel que MM, = 1.
On fixe un nombre réel r > 0, et un nombre réel 6 dans
R-{kn; k e Z}. Soit M, le point du plan P tel que :
[ MM, [ =7 [ MM, || et (MM, ; M,M,) = 6.

Calculez P'affixe v, du vecteur M,M, et I'affixe v, du vec-
teur I\T,l\_/l;
2. Les points M;, M,, M, ayant été définis ci-dessus, paur
toutn = 1 dans N, on définit le point M, , , & partir des paints
M,_,etM, par:

[MM,, I=rlM,_ M, et (M,_M, MM, ,)=6.
On obtient ainsi une suite de points My, M,, M,, ... M,, ...
et la figure obtenue en tragant les segments [M, M,1, [M, M,],
o [M, M, , ], ... est appelée « jolygone ».
On note v, I'affixe du vecteur MM,

ntn+1t

n+1

a. Montrez que pour tout natureln =1, v, =re'*v, _,.

b. Déduisez-en, pour tout naturel n = 0, 'expression de v,
en fonction de n, r et 0.
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1
c. Dans cette question, on SUppose 1= —= el 0 ="

V2 4
Calculez v, pour 0 = n = 3 et placez les points M, M, M,,
M,, M,, en prenant 8 cm pour unité de longueur,

B. Dans toute la suite du probléme, on suppose 0 < r < |
et, pour tout naturel n = 0, on note z, l'affixe du point M,
1. Galculez z,, 7, etz,

2. Pour tout n = 0, exprimez v, en fonction de z, el z,  ,;
déduisez-en que pourtoutn =1, z =v 4+ v, + ... 4V,
8. On rappelle que pour tout nombre complexe z # 1,

T+z2+2%+ 42" = E.
1-2
Galculez, pour tout n =0, z, en fonction de n, r et 0.
4.a. Démontrez que le module du nombre complexe
1

1-ref®

b4 tend vers 0 quand n tend vers + oo,

b. On note 1 le point du plan P d'affixe w = =
-re

Interprétez géométriquement le résultat de la question a.
5, Pour tout n = 0, on note z, I'affixe du vecteur M,
a. Calculez z; en fonction de n, r et 0.

b. Etablissez qu'il existe un nombre complexe a # 0 tel
que pourtoutn=1, z' =az!

n=-1°

c. En interprétant géométriquement la relation précédente,

déterminez une similitude directe f telle que pour tout n = 1,
fM,_) =M,

Précisez le centre, le rapport et 'angle de cette similitude.

1 T
d. Dans cette question, on suppose r=—= et 0 =—.

V2 4
Calculez dans ce cas les coordonnées du point {) et placez
ce point sur la figure précédemment tracée.
Indiquez une construction géométrique simple de M, connais-
sant et M, _, et placez les points M, M;, M, et M, sur la
figure.

>

Transformations conformes

Nous dirons que deux courhes sont orthogonales en un
point d'Intersection lorsque leurs tangentes respactives en
co point sont orthogonales.

1.(0; 1, V) est un repére orthonormal direct. A est le point
de coordonnées (1 ; 0) et B le point de coordonnées (3 ; 0).
‘¢ est lo cercle de centre A et de rayon 1.

a. Vérifiez que [AB] et  sont des courbes orthogonales.

b. Vérifiez que [AB] peut étre défini paramétriquement par :

x=t y=0,te1;8
c. Donnez une représentation paramétrique de ¢ sous la
forme:x(t)=..., y)=..., te[..;..])
2. On consideére la fonction f de € dans € définie par :

flz) = 22

a. Trouvez I'image par f du segment [AB]. On notera ¢,
cette image. -
b.L'image par f de tout point M(x(t); y(t)) deé estun point
M’ (X(t) ; Y(t)). Calculez X(t) et Y(t), et déduisez-en une
représentation paramétrique de ¢, image de ¢ par . (On
ne demande pas de construire 6,)
c. Déterminez I'ensemble des points d'intersection de €,
et de 6,

d. Montrez que les courbes ‘6, et ¢, sont orthagonales.

INDICATION : Calculer des coordonnées de vecteurs directeurs de
leurs tangentes respectives et utiliser le produit scalaire.

3. On considére les points C(-2;0), D(4;0), EQ;-1),
F(0;3).

a. Vérifiez que les segments [CD)] et [EF] sont orthogonaux.

b. Trouvez les images de [CD] et [EF] par f. Vérifiez que Q
est un point d'intersection de ces images et que, en O, ces
images ne sont pas orthogonales.

NOTE : On appelle fonction holomorphe une fonction définie
dans C, a valeurs dans C, dérivable par rapport a z (f(2) = 2% est
holomorphe, sa dérivée est 22). A toute fonction holomarphe f,
on associe une transformation ponctuelle T, et on sait démon-
trer le résultat suivant :

€, et G, étant deux courbes sécantes en un point M(z,), si
f'(z,) # 0, etsiles deux courbes font en M(z,) un angle « (angle
de leurs tangentes orientées), alors les courbes images par f
font aussi en M'(f(z,)) un angle «. On dit alors que T, est une
application conforme en z,.

Les similitudes sont des applications conformes, puisqu'elles sont
assocides aux fonctions z - az +b, a ~ 0, et que ces fonc-
tions sont holomorphes de dérivées non nulles.

6. SIMILITUDES DIRECTES
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C onformément au pro-
gramme, ce chapitre d’appro-
fondissement est essentiellement
CHAPITRE un chapitre de travaux pratigues,
et comme tel, il n’a pas la struc-
ture habituelle. Les énoncés nou-
veaux sont les définitions d’une
suite minorée, majorée, bornée,
et le théoréme admis de la
convergence monotone.

Pour mieux gérer ce chapitre qui
porte sur tout le programme
d’Analyse de I'’enseignement
obligatoire, nous I’avons divisé en
trois grandes parties, comme
I'indique le sommaire ci-dessous.

Premiére partie : Inégalités

bk

&  Travaux pratiques 1 a 5 133
-<- Deuxiéme partie : Suites 139
z Travaux pratiques 6 a 12 140
S Troisiéme partie : Calcul intégral
Q© Travaux pratiques 13 a 16 151
W Exercices et problémes 156

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

’[ﬁﬂhﬂlﬁ-‘lﬁ_— VA A VRIS ALE Dt
PREMIERE PARTIE : Inégalités, Encadrements.

A. Obtention et emploi de majoration, d’encadrements

TP 1

QUELQUES REGLES
POUR MAJORER, MINORER

Les regles énoncées ont été démontrées et utilisées dans les classes antérieures. Nous
nous bornons 4 les rappeler et a proposer quelques exemples d’application.

m La somme de 7 nombres est :
* supérieure a n fois le plus petit d’entre eux ;
* inférieure a n fois le plus grand d’entre eux.

1. fest la fonction définie par f(x) = x* + x2 + x. Vérifiez que pour tout x de
(051], 3% < f(x) =< 3x. Interprétez graphiquement ce résultat.

1 1 1
2. (u,) estla suite définie par u, = 1 + —= + —= + ... + —=. Vérifiez que pour
V2 3 T

tout n=1, u, = \/r_z . Déduisez-en que la suite (,) a pour limite + co.

v yih gk 1
3. (u) est la suite définie par u = — +
n n ’I n + 1

1 _
LS L P Vérifiez que pour tout

1 , ; foil .
m 3 <u, < 1. Lasuite («,) peut-elle avoir une limite strictement supérieure & 1 ?

m Lorsque a et b sont des réels strictement positifs pour obtenir un réel

3l . a
supérieur a 5 on peut remplacer a par un nombre ¢ plus grand ou/et b

par un réel d plus petit et strictement poéitif :

S

QUlo

c=Za>0 et 0<d=<b impliquent

(S ol IS

; L, AE , a
1. Indiquez comment trouver un nombre inférieur a b lorsque a> 0, 5> 0.

1+2x+3x2

2. fest la fonction définie par f(x) = ST

3
Montrez que pour tout x = 1, 5 x < f(x) < 2x.

Interprétez graphiquement ce résultat. Déduisez-en la limite de fen + o et en = e,
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m » Lorsque a et b sont des nombres non nuls de méme signe,

1
a = béquivauta — = .
a b

» Lotsque a et b sont des nombres positifs, « < b équivaut a a® = b2
» On peut additionner membre & membre des inégalités, mais on ne peut
pas les retrancher (a = b et ¢ = d implique a+c¢<b+d).

» On peut multiplier membre & membre des inégalités entre nombres
positifs (0= a=b et 0=¢=d implique ac = bd).

1. Montrez que pour tout x = 0y \/l +x’ =1 +x,

2. fest la fonction définie par f(x) = x* + 8x? + x + 5,
Montrez, sans ¢tudier la fonction f; que pour tout x > 100, x* < f(x) = 1,081 =~

INDICATION : Pour montrer que f(x) < 1,081 x3 lorsque x > 100, écrire f(x)=x 1 + i B ;, -

\,-“"

3. Montrez, sans ¢tude de fonctions, que pour tout réel x = 0 :
-x<xcosxtersx+],
INDICATION : Pour tout x =0, e-*< 1, et pour tout réel x, -1 < cos x < 1.

MPourtousréelsaetb, la+b|<|a|+]|b], |a=-b|<|a|+]|b,

_|ab|=|a||b|, et lorsque b # 0, g =M.
bl 18|

) sinx-—1
1. Montrez que pour tout réel x, | ——— | <
222 +5

w | o

2. Montrez, que pour tout réel x, tout naturel n = 1, | x" cos —
X

< |x|”.

Déduisez-en lim |x" cos —|.
x=0 X

TP 2

DES ETUDES DE FONCTIONS
POUR ETABLIR DES INEGALITES

X Inégalités valables
pour tout réel x d’un intervalle

Pour démontrer des inégalités valables pour tout réel x d’un intervalle, lorsque les
régles ¢lémentaires (par exemple, celles vues au TP 1) ne peuvent s’appliquer, une
méthode efficace, et déja utilisée, consiste a introduire des fonctions.

Par exemple, pour montrer que Inx < x+ 1 pour tout x > 0, on montrera que
la fonction x = x + 1 -1Inx est positive sur ]0 ; + oo,

134 7. COMPLEMENTS D'ANALYSE
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TRAVAUX PRATIQUES

TRAVAUX PRATIQUES

TRAVAUX PRATIQUES

1. Démontrez que pour tout naturel n = 1, tout réel x =0, x"=1=n(x-1) .
(Ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de Bernouilli.)

Tt '
0|, xstanx .

2

2. Demontrez que pour tout x dans

. 2x
3. Montrez que pour tout x dans [() : E” ~— =gl x <X
2 I

4. Montrez que pour tout réel x tel que 0 <x =1, xlnx=-e! .

B Inégalités valables
pour tous réels a et b d’'un méme intervalle

; , y T
Le but de Pexercice est de démontrer que pour tous réels a et b tels que 0 < a < b < 2

a sina T|a
b sinb 2 (b)

L’inégalité porte sur deux « variables », (a et b pouvant prendre toutes valeurs dans

0; El, avec a < b), ce qui empéche, a priori, ’introduction d’une fonction a une

seule variable x — f(x). Alors, en général, on se raméne au cas d’une variable en

supposant que a, par exemple, est fixé, et en considérant alors b comme une
variable x. (C’est de cette fagon que I'on a démontré I’égalité In(ab) =lna + In b
valable pour tous réels a et b strictement positifs. )

T
1. On suppose donc que a est un nombre fixé, dans (0 ; E[

T

sin x
Considérez la fonction f définie sur [0 ; —| par f(x) = —,  pour x #0, et f(0)=1.
2

T
0;-] -
2]

Ly n| sina_ sinx . a sina
b) Déduisez-en que pour tout xdans [q ; —|, —— = ——,pusque — S
) A

a) Montrez que cette fonction est décroissante sur

INDICATION : Lorsque X € , X < tanx.

p
0,2

’ a X x sinx

; -
: n| . 2x .. .
2. En utilisant le fait que pour tout x dans |0 ; E]’ sin x = - (démontre dans la

2x| sina
question 3., § 2.1, mais qui résulte aussi du 1.a.), montrez que sy = (—) -_

T a

3. En donnant comme argument que les résultats obtenus sont vrais quel que soit

T
T . ; s a ey —. déduisez-
adans |0;—|, etquel que soit le réel x telque a<x<7, deédwisez-en que pour

&

a sina [m|a
b

I
tous réels aetbtelsque 0<a<b< 7, ;

2 p sind
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TRAVAUX PRATIQUES

' Note

Le raisonnement par
I'absurde consiste
a supposer vrai le
contraire de ce que
I'on veut démontrer et
aen déduire alors une
impossibilité. Il en
résulte que ce que I'on
veut démontrer est
vrai,

TRAVAUX PRATIQUES TRAVAUX PRATIQ

ENCADREMENTS, IRRATIONALITE DE &

Les mathématiciens se sont intéressés a la « nature » du nombre e ; e est-il ratig

nel, ¢'est=d=dire s'¢erit-il sous la forme - avec a et b entiers positifs ? Au XVITI¢ Si€q
)

Luler montra que la réponse est non, Nous vous proposons une démonstrationg
Pirrationalité de e. Auparavant, donnons des encadrements de e qui permettent d’oby
nir rapidement des approximations décimales de e.

EXX] Des encadrements du nombre e

1. Pour tout naturel n, on note P, le polynéme défini sur R par :

_ X x? x"
P"(x)—l+ﬁ+z+...+a.

o

, b 4
Montrez que pour tout naturel 7 et tout réel x>0, 0 <e*-P (x) < -
71

i

INDICATION : Raisonner par récurrence aprés avoir remarqué que pour n =1, P. = P

n-

2. Déduisez-en que 2 <e < 3. (Prenezn =2.)

1

1
3. Montrez que la suite 1 + M +..+ .l converge vers e.

4. Sachant que 2 <e <3, déduisez un majorant de I’erreur commise lorsgu’on
remplace e par P (1). Qu’obtient-on avec #=5? n=10?

Irrationalité de e

Les résultats précédents montrent que e est strictement compris entre 2 et 3 : cg
n’est donc pas un naturel. Montrons, en raisonnant par I’absurde, que ce n’est pas)
non plus un rationnel.

. . a .
Supposons donc e rationnel et écrivons € = 5 dveca et b entiers narurels.

D’aprés 1., § 3.1, nous obtenons lorsque x = 1, pour tout naturel z :

o<%-(1+l+...+i)< $

1! n! n+1)!
. a 1 1 e
d’ou : o<n!l|l—-=-1-—-..-— .
1! n! n+1
a 1 |
Posons A =nl|--1-—-.-—/
b 1! n!

1. Montrez que lorsque n =2, A est dans Uintervalle 10 ; 1[.
2, Montrez que pour tout naturel n = b, A est un entier.

3., Vérifiez que b ne peut pas étre égal a 1, donc b= 2, et déduisez alors de 1. ec 2.
une contradiction. Le nombre e peut-il alors étre rationnel ?
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B. Encadrements d’une fonction

a partir d’inégalités sur ses dérivées

| PRELIMINAIRE fet g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et telles que pour
toutxde 1y f'(x) = g'(x) . Alors, si a est un nombre de I,

pour tout x de Ttel que x = a , flx) = fla) = glx) = g(a) .

TP 4

DES ENCADREMENTS DE sin x ET DE cos x

XX Encadrements

1. On rappelle que pour tout réel x, — 1 < cos x < 1. En utilisant les inégalités des
accroissements finis, montrez que pour tout réel x = 0, —x < sin x < x.

1
2. Utilisez le préliminaire pour montrer successivement que pour tout x = 0 : j
2 3
a)l—x—$c0sxS1 b)x—x—ssinxsx |
2 6
2 2 4 3 3 5
c)l—x—scosxsl—x—+x— d)x—x—ssinxsx—-x—+x—.
2 2 24 6 6 120 1
3. a) Montrez, en utilisant la parité de la fonction cosinus, que les inégalités a)
et ¢) sont encore vraies lorsque x est négatif. }
b) Quels encadrements de sin x peut-on déduire de b) et d), lorsque x est négarif > }
- g i
Recherche de limites et de valeurs approchées .
1. Etudiez la limite en zéro de la fonction f: x — cos=1 .
x? 1
. _ sin x , 1
2. Montrez que la fonction f définie par f(x) = —— — 1 lorsque x # 0, et
X

£(0) = 0, estdérivable en zéro et précisez la valeur de f'(0).

%2 o 2 g s
3. Montrez que 1 - % est une approximation de cos x avec une erreur inférieure

4 . .
3 X Donnezun majorant de I’erreur commise lorsqu’on écrit cos 0,1 = 0,995.
24

3
n 1l[=w o . It e
4, Montrezque — - — |—| estuneapproximaton de sin 5 avec une erreur infé-
619

n 1
. (Penser que (—) g

rieure a )
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TP 5
— PR———
DES ENCADREMENTS DE In(1 + x)

X8 Encadrements par des polyndmes

x o= In(l + x) est une primitive sur J= 1+ eo[ de x =

1+x
Pour encadrer In(l + x), il suffit donc d’encadrer "
x
1 2o gh b X
. Montrez, par exemple, que =l=-x+x2=x>+x*-~ % £ =~ 1).
1.1 s P plc, q 1+ % 1% ( )
INDICATION : Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique,
1
2. Déduisez-en que pour tout x =0, 0 < 1-x +x% - x> + x4 - T3 < 5.
x
3. Montrez que pour toutx =0 :
xZ x3 x4 x5 6 2 x3 x4 x'
x=—t—-—+—=-—<h(l+x)sx-—+—~=— + —
2 3 4 5 2 3 4 5

4. Donnez un encadrement de In(1 +x) du type f,(x) <In(l + x) < g, ),
f, et g; étant des polyndmes respectivement de degrés 4 et 3, puis un encadrement
du type f,(x) < In(1 + x) < g,(x), f, et g, étant des polynémes respectivement de
degrés 7 et 6. Indiquez comment vous obtiendriez ces encadrements.

B Calculs de valeurs approchées et étude de fonctions

1. Donnez une valeur approchée de In (1,02) a 10-2 prés.

2

1 3 =
2. Montrez que la fonction f définie par f(x) = — (ln(l +x)—-x+ %) lorsque
X

x#0, et f(0) =0, estdérivable en zéro et précisez la valeur de f'(0).

3. Etude de la fonction f: x - ln_:x;
x -

a) L’ensemble de définition de f est la réunion des intervalles 10 ; 1[ et ]1 ;5 + <=[.
Justifiez cette affirmation.

b) Etudiez la limite de f chaque borne de son ensemble de définition.
INDICATION : Pour la limite en 1, poser X =x-1.

¢) La fonction fest donc prolongeable par continuité en 1, en posant f(1) = 1. Selon
I'usage, nous continuerons de noter fla fonction ainsi prolongée.
La question se pose de savoir si f est dérivable en 1. Pour cela, étudiez la limite en
S +h)-f(1)

h '
INDICATION : Utiliser un encadrement de In(1 + X) par des polynémes.

zéro de la fonction t: h -

d) Etudiez les variations de £, puis représentez-la graphiquement.

138 7. COMPLEMENTS D'ANALYSE

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

DEUXIEME PARTIE : Suites

e SUITES MAJOREES, MINOREES, BORNEES

DEFINITION |

* Dire que la suite (1) est majorée  signific qu'il existe un nombre b indé-
pendant de #, tel que pour  tout naturel n, u,sb .

* Dire que la suite (1) est minorée signific qu’il existe un nombre a
indépendant de n, tel que pour tout naturel n, a < u,

* Dire que la suite (u,) est bornée signific que (u,) est a la fois

majorée et minorée.

EXEMPLES :

. . +
1. La suite (v,) définie par v, = mt1

3 est majorée : en effet, pour tout naturel #,

O0sn+1s<n+2;etdonc v, <1. Ondit que 1 est un majorant de la suite (v).
Cette suite (v,) est minorée : en effet, pour tout , 0 < v,. On dit que 0 est un
minorant de la suite (v,). La suite (v,) est bornée car elle est majorée et minorée.

2. La suite (u,) définie par u, =n? est minorée : en effet, pour tout naturel, 0 < u.

Mais la suite (u,) n’est pas majorée car lim 72 = + o0; donc tous ses termes ne

n = +oo

peuvent pas rester dans un intervalle du type ]- o ; b], (b réel), ce qui serait le cas
si elle était majorée.

THEOREME
e DE LA CONVERGENCE MONOTONE

Nous admettrons le théoréme suivant ;

L _THEOREME | Toute suite croissante et majorée a une limite réelle.

Toute suite décroissante et minorée a une limite réelle.

REMARQUE : Le théoréme affirme seulement I’existence de la limite, il ne donne pas la valeur
de cette limite. En particulier, notez que si la suite croissante (u,) est majorée par un nombre
M, ce nombre M n’est pas nécessairement la limite de (u,,).

Par exemple, la suite (u,) définie par u,=1- % est croissante, et pour tout naturel n, u, < 2.

Cependant la limite de (u,) est 1, et non 2.

Conséquences du théoréme

« Toute suite croissante et non majorée a pour limite + o,

« Toute suite décroissante et non minorée a pour limite = .
Nous admettrons ces deux résultats.
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TRAVAUX PRATIQUES TRAVAUX PRATIQUES TRAVAUX PRATIQUES

A. Etudes de suites non récurrentes

Des exemples d’études de telles suites ont déja été proposés dans le chapitre 10 du

tome Obligatoire.

TP 6

u_ EST FONCTION EXPLICITE DE n

XX Suites du type u_=f(n), f«fonction usuelle »

1. Préliminaire
Une suite (1) étant donnée, il arrive qu’on puisse trouver une fonction « usuelle » f
telle que u, = f(n) pour tout n. Par exemple, si (u,) = (2n* + 1), alors en notant f
la fonction x = 2x2 + 1, on obtient u, = f(n).
Lorsque u, = f(n), I’étude de la suite (4,) peut se déduire directement de I’étude
" de la fonction f, car :
« lorsque f est croissante (resp. décroissante) sur ]O ; + oo[, alors (x,) est croissante
(resp. décroissante) ;
«lorsque lim f(x) =€, alors lim u, = ¢
£ +oo I,

$ « lorsque f est majorée (resp. minorée, bornée), alors la suite (x,) I’est aussi.

2. Etudiez le sens de variation et la limite de chacune des suites définies ci-dessous :

i _n _2n*+n-1 _
a)u = o b) == c)u=n-Inn
_ lv 1\»
d) u,=en e) uu= 1+—| .
n

I D’autres cas

Parfois, on ne peut pas trouver de fonction usuelle f telle que pour tout narurel 2z,
u, = f(n). C’est le cas, par exemple, pour la suite définie par u, = (- 1)*. Pour etu-
dier une telle suite, il faut alors utiliser d’autres méthodes, d’autres outls : par exemple,
les théorémes d’encadrement, de comparaison... .

1 n
1. (u,) est la suite définie par u, = |- ;) .

]

a) La suite (u,) peut-elle étre monotone a partir d’un certain rang ?

1 n
b) Vérifiez que | u, | < (5) , et déduisez-en la limite de (x,).

o o I -1)"cosn
2. (u,) est la suite définie par u, = —(———)—,——
n-
Trouvez une suite (v,) de limite nulle, telle que pour tout n, |u, | < v,, puis dédui-

sez-en la limite de (u,).
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' Note

Nous verrons, par
evemple au TP 16, une
autre méthode, utili-
sant l'intégrale, pour
eludiier de telles suites.

TP 7

u, EST UNE SOMME DONT
LE NOMBRE DE TERMES DEPEND DE n

Lixemples de telles suites, les suites (u,) et (v,) définies par :
1 1 | | I

H =—+- + ...+ s v2]ld—=+, 4=,
"t e+ 1)? @m? " V2 Jn

u, s’exprime simplement en fonction de n
1. (u,) est la suite définie par u, =1 + % + 51—2 s P %
Calculez u, pour tout naturel #, et déduisez-en la limite de ().

1 1
2. (u ) est la suite définiepar y = —— + ——+ ...+ ——, (n=1).
() Pt = Tx2 " 2x3 2+ 1)’
Calculez u, pour tout naturel 7, et déduisez-en la limite de (»,).
INDICATION : Remarquer que pour tout p # 0, L L . Commencer par voir com-

ment on calcule u,, u,, U, ... . pp+1) p p+1

T W
3. 0 étant un réel donné de I'intervalle J— g 3 g[ on pose, pour tout naturel n =1,

0 0 0
S"(O) =1n(2cos;-1)+ln(2cos;—1) + ... +1n(2cos;-1).

0
a) Vérifiez que pour tout n > 1, 2.cos 37~ 1>0. (La suite (S,) est donc bien définie.)

b) Montrez que pour tout réel x, cos 3x = (2 cos 2x— 1) cos x.

: 0 )
c) Déduisez-en que § (6) = In cos — - In cos .
2 2x3"

d) Déterminez la limite, notée S (9), de la suite (S,(6)).

D’autres cas

o 1
1. (u,) est la suite définie par u, = X , n=1
k=1 N + k
n l
[écriture X signifie : + =t +..+ L
k=) Ntk n+l n+2 2n

a) Calculez u, u,, u,.
b) Montrez, en utilisant par exemple le théoréme des accroissements finis, que pour

1 x+1] .1
tout x > 0, < In € -,
x+1 X X
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¢) Déduisez-en, par addition membre & membre de n inégalités bien choisies, qU€

I
pourtoutn = byw = In2=u + -~
n

d) Montrez que la suite (i) est convergente et précisez sa limite.
2. Btude des suites définfes par

1 1 v,
"":\/"'*‘l-‘\/",‘v":l"' ++ fi7’wn=——-'
\/ 2 \/ n \n
a) On peut « voir» la suite (u,) comme une suite du type u, = f(n + 1) = f(n), ce
qui suggere Putilisation des accroissements finis pour trouver, si possible, des enca-

. | 1
drements de (u,). Montrez que pour tout = 1, ——— <y < —— 1], et
n
1

déduisez-en la limite de (u,). nt N

b) La suite (v,) définie pour n = 1, a été vue au § 1.1, TP1, p. 133.

Montrez que pour tout n = 1, v, = ﬁ , et déduisez-en la limite de (v ).

c) Si on applique la régle 1.1 (TP1) pour majorer (v,), on obtient w = 1, ce gud

ne permet aucune conclusion sur la limite. Mais on peut remarquer que d’apres [1],
1 1

—<2u S —=
Vyntl \/;

pour 7, 7= 1, ..., 1, on obtiendra v,.

, pour tout 7 = 1, et qu’en sommant les 7 égalités écrites

Montrez que pour tout 7 =1, v, -1 <2(u, +...tu) <o,

. 2, + ... tu 2@, +...+tu,)+1
« Déduisez-en que ‘—"_) L) T —) "

Vn " Vn

* Calculez u, + ... + u, et déduisez-en la limite de (w,).

TP 8
COMPARAISON
AVEC UNE SUITE GEOMETRIQUE

Préliminaire
Lorsque (u,) est une suite géométrique 4 termes strictement positifs et de raison g,
u
ntl

alors Tl =g, et’on sait que la connaissance de ¢ renseigne sur le comportement

n
a P'infini de la suite (u,) (chapitre 10, p. 201). D’on 'idée, pour une suite quelconque
(u,) dont il n’est pas facile d’étudier la limite par les théorémes usuels, d’étudier
“u +1

la suite T et de voir ce que I'on peut en déduire pour la suite (u,).

n
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TRAVAUX PRATIQUES

; y A . T . .
Cela suppose bien entendu que la suite | —— | existe, ¢’est-a-dire qu’a partir d’un

certain rang, 1, soit non nul,
Pour simplifier, nous considérerons ici une suite (1, ) dont 'ensemble de définition
ost N et dont les termes sont tous strictement positifs,

un+1 ~
Eﬂ]Cas—u——sk, avec 0 <k <1
n

1. Montrez par récurrence que dans ce cas, pour tout naturel n = 1, 0 < u, < k" u,.

2. Montrez que la suite (1) a pour limite zéro. Enoncez le théoréme obtenu.

3. Applications

10::

a) Montrez que la suite («,) définie par u, = ~, 7 converge vers zéro. (Observez aussi

le calcul des premiers termes a la calculatrice.)

n

- . |a ]
Plus généralement, montrez que lorsque a > 1, la suite | — | converge vers z€ro.
n!

uﬂ
2u +3

n

b) Montrez que la suite («,) définie par u, =1 et u,, = converge vers

Z€10.

{ Commentaire |

La suite étudiée a la question b) est du type u,,, =f(u,) qui sera examiné plus loin (TP 9) ;
comme vous le verrez, on dispose d'autres moyens pour prouver sa convergence, mais le
moyen employé ici est trés efficace.

TRAVAUX PRATIQUES

u
B Cas —‘"J” >k, avec k>1
n

1. Démontrez que dans ce cas, pour tout n =1, u, = R" u,.
Déduisez-en la limite de la suite.

2. Application

Etudiez la limite de la suite définie par u, = 1,1 et u,, , =u’ pour tout naturel n.

INDICATION : Montrer d'abord que pour tout n, u, =1,1.
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PRATIQUES

TRAVAUX PRATIQUES

TRAVAUX _ PRATIQUE
B. Etudes de suites récurrentes u_. ., =f(u,)

DES RESULTATS UTILES

EXX] probléme d’existence

Nous avons déja vu au chapitre 1, p. 19, que la donnée d’un réel u, et de la condi-

tion wu,,, =f(u,) pour tout naturel 1, ne définit pas nécessairement une suite.

1. Montrez que la donnée de u, =3 et de la condition %, ,, =Inu, pour tout »
ne permettent pas de définir une suite. Néanmoins :

Lorsque f est une fonction définie au moins sur un intervalle I dont
I’image f(I) est incluse dans I (pour tout x de I, f(x) est aussi dans I),
et lorsque le nombre % appartient a I,

alors on peut définir une suite dont le premier terme est %, et qui est telle
que u

+1 =f(u,) pour tout naturel 7.

En effet, dans ces conditions, f(u,) = u, appartiental;doncu, a une image
0 1 1

par f; posons u, = f(u,), u, est donc dans I, et a son tour «, a une image

par f, notée u,, et ainsi par récurrence on définit bien une suite (x,) telle que

pour tout n, u, ., = f(u,).

+x

2. fest la fonction définie sur ]- 1 ; + o[ par f(x) = f e
X

Montrez que les conditions u, =2 et u, , K =f(,) pour tout naturel n, définis—
sent bien une suite. Pour cela, trouvez un intervalle I qui contient 2 et tel que f(I)

soit inclus dans I.

REMARQUE : Conformément au programme, lorsque nous demanderons I'étude d’une suite
du type u,,, =f(u,), nous supposerons toujours implicitement que la suite existe, et il sera

n+1

inutile de le prouver.

EEA Probléme du sens de variation

Contrairement au cas des suites du type u, = f(n), dans le cas des suites du type
u,,, =f(u),lamonotonie de fn’implique pas nécessairement celle de la suite (z,,) .
Mais il est des cas ou la connaissance du sens de variation de fpermet de conclure.
Par exemple, supposons [ croissante sur Pintervalle I, u, dans I et, cas usuel,
J(I) inclus dans I ; supposons en outre u, = u, ; alors on peut dire que la suite est
croissante. En effet ces hypothéses impliquent f(u,) = f(u,), soit u,= u,;, puis
f@,) = f(u,), soit u,;= u,, ... etun raisonnement par récurrence permet de conclure.
1. Examinez les cas suivants :

a) fest croissante sur et u, <u,.  b) fest décroissante sur I et u, = u,.

c) fest décroissante sur I et u, < u,.
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En conclusion, il est inutile de mémoriser tous les cas, mais vous pouvez retenir
que la connaissance du sens de variation de /et de la place de u, par rapport a u,

permettent parfois de conclure rapidement ’étude du sens de variation de la suite,

2. (u,) est la suite définic par w, =1 ctpar u, = \/ I +u, pourtout naturel .

Etudiez le sens de variation de cette suite.

EEE Les limites réelles possibles

1. Supposons qu’une suite (1) du type u,,, =f(«,) ait une limite réelle €.
Supposons de plus que la fonction f définie sur D est continue en £ (£ appartient

aDet lim /6 =/(0).

Alors, d’aprés le théoréme 2 du chapitre 10, p. 202, tome Obligatoire, la suite (v )
définie par v, = f(u,) converge vers f({).

Par ailleurs, la suite («,, ,) converge vers ¢ de fagon évidente ; en effet, cette suite
est la suite #, Uy, Uyy vy U, , 15 ... ; €XCEPLE U, elle prend les mémes valeurs que la
suite (z ). Comme u, ,, = f(u) pour tout n, les suites (x,,,) et (f(x,)) sont

égales, donc leurs limites le sont aussi ; donc € = f(£).

[ THEOREME | (u,) est une suite et f une fonction telles que :
u,,, = f(u) pour tout naturel 7.
Si la suite a pour limite le nombre ¢ et si la fonction f est continue en ¥,
alors ¢ = f(£). Donc ¢ est une solution de I’équation x = f(x),
donc { est un point fixe de f.

REMARQUE : Parfois, la résolution de I'équation x =f(x) est facile, et on sait alors a priori
que si la suite a une limite, ce qui n’est pas sir, cette limite sera nécessairement 'une
des solutions. Mais avant de conclure, il faudra nécessairement prouver que la suite a
une limite.

ommentaire }

4ILC

En conséquence du théoréme, si I'équation x =f(x) n’a pas de solution, et si f est continue,
alors la suite définie par u,,, = f(u,) n'a pas de limite.

2. Etude de la suite définie par u,=1et u , =,/1+u, pourtoutnatureln

a) Montrez que cette suite est croissante (revoir § 9.2) et majorée par 2.

b) Déduisez-en que la suite a une limite (voir § 2, p. 139) et calculez-la.

EEY] Lintérét d’une représentation graphique

Il peur étre intéressant pour I’érude des suites du type «, ,, = f(«,) de représenter
graphiquement, chaque fois que possible, la suite («,) a partir de la courbe 6 repre-
sentant f et de la droite A d’équation y = x (voir chapitre 1, p. 19, tome Obliga-
toire). En effer, le graphique permet de prévoir si la suite est monotone ou non, si
la suite a une limite. Cette limite, si elle existe, est nécessairement ’abscisse d’un
des points d’intersection de ‘6 et de A.
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TP 10

——E————

UTILISATION
DES ACCROISSEMENTS FINIS

Nous avons dé¢ja utilisé le théoréme des accroissements finis dans la recherche
d’approximations d’un point fixe d’une fonction f (le nombre « est un point fixe de
1 81 f(«) = «). Nous avons introduit alors une suite du type «,,, = f(»,), et nous
avons montré que cette suite (u,) converge vers o lorsque, hypothese essentielle,

/| < 1 surun intervalle contenant « (chapitre 10 du tome Obligatoire, TP4, p. 211)).

La méthode que nous allons suivre maintenant pour montrer qu’une suite du e
q p

u,,, = f(u,) converge vers un nombre € est exactement la méme. En effet, nous

n+1
avons vu au TP précédent que € est nécessairement un point fixe de f. Pour traiter
les trois exercices qui suivent, vous pouvez donc, en cas de difficultés, vous repor-

ter au TP 4 du chapitre 10 déja cité.

2+uU,
u

n

Rl (u ) est définie par u,=1etu,,, =

2+x

La suite a étudier est du type ,,, =f(«,), fétant la fonction x — "

L’équation f(x) = x a exactement deux solutions, 2 et — 1.

Graphiquement, — 1 et 2 sont les abscisses des points d’intersection de la courbe
représentant f avec la droite d’équation y = x. D’aprés le théoréme énoncé au
TP 9, si la suite a une limite, alors cette limite est 2 ou - 1.

Ci-dessous, nous avons représenté graphiquement les premiers termes de (,)-

YA
y=X
\ Y
2 A A y=2L,x
< X
) S0 ) S
0 Up=1 Up 2u3 =3 4 5 X

La représentation graphique laisse prévoir que la suite a pour limite 2 ; mais visi-
blement, la suite n’est pas monotone et nous ne pouvons donc pas esperer conclure
en disant que la suite est croissante, majorée, qu’elle a donc une limite € telic Gue
{=f(€) (voir les théorémes p. 139 et 145).
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Mais nous allons pouvoir conclure en utilisant le fait qu’autour de 2, la pente des
tangentes reste, en valcur absolue, inféricure a &, avec k < 1 ; de fagon précise, f’
est majorée en valeur absolue par un nombre % strictement inféricur a 1.

1. On note I intervalle (1,5 ; 3].

Montrez que I'image /(1) de I par f est contenue dans I, que u, appartient a I, et
déduisez-en, par récurrence, que u, appartient a I pour tout n = 1.

INDICATION : Etudier la fonction f pour trouver (1)

LCO mmentaire _}

L'importance du résultat « u, e 1 pour tout n = 1 » apparaitra lors de la question 3.
Il importe aussi de remarquer que 2 est dans 1 et que f(2) = 2.

2. Montrez que pour tout xde I, |f/(x) | < %

8
3. Montrez que pour tout n = 1, If(u") -2|= 5' u,—2 [.

{ Commentaire ;

On utilise ici le théoréme des accroissements finis avec valeur absolue, mais pour pouvoir
I'appliquer, il est nécessaire de savoir que u, est dans I, ce qui a été prouvé lors de la ques-
tion 1. On utilise aussi I'égalité f(2) = 2.

8 n
4. Montrez que pour tout 7 = 1, |un+1-2l$(g lu, -2].
INDICATION : Utiliser un raisonnement par récurrence.

5. Déduisez-en que la suite («,) a pour limite 2.

| Commentaire |

Notez I'importance d’avoir obtenu | f'(x) | < k < 1 sur tout un intervalle contenant 2.
8 n

(lci k= E) C’est parce que -—3— <1 que la suite 5 converge vers zéro, et donc que (u,)

9

converge vers 2.

6. A partir de quel rang m obtient-on |u, —2|<10-4?

¥ (u ) est définie paru,=0,5etu,,,=2,5u,(1-u,)

1. Représentez graphiquement le polynéme f défini sur R par :
5
fx) = S x(1 —x).

1 5 .
2. I est ’intervalle [— : —]. Montrez que f(I) est inclus dans 1.
2 8

5
3. Montrez que pour tout x de I, |f'(x) | = =

4. En procédant comme au paragraphe 10.1, montrez que la suite («,) est conver-

gente et donnez sa limite.
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‘
[ (u ) est définie par la donnée de u, et U, , = u?

Etudiez cette suite dans chacun des cas suivants :

A0<u, <1y Du=1; cu>1
INDICATION : FFaire un graphique.

TP 11

SUITES u . =au +b; u,,, =%

Pour étudier de telles suites, qui sont aussi du type #,,, = f(#,), on peut procé-
der comme dans le TP 10, mais nous avons vu que cela n’est possible que sous

certaines hypothéses portant sur la fonction f'.
au +b

n .

=,
mcu +d’

spécifiques, toujours possibles & mettre en ceuvre. Ces méthodes ont, en outre, ’énorme

Cependant, pour les suites u,,, =au, +b et u l existe des méthodes

avantage de donner un moyen d’exprimer directement %, en fonction de 7z.

IR Suites u

Pour ’étude d’une telle suite, on introduit la

suite (v, ) définie par v, = u, - o, a désignant & y=x/

P’abscisse du point d’intersection des droites ~ *[ 7|7~~~ ;E'f:y:/ax-{- b
d’équations y =ax +b et y =x. (On peut !
démontrer géométriquement que les longueurs -

1
des segments verticaux de couleur rouge sont '
en progression géomeétrique ; or ces longueurs .

|

=au +b, a#1

n+1

Y

sont les termes de la suite |u - a|.) :

La suite (v,) étant géométrique, on pourra Uy Uy a X
exprimer v,, donc aussi «,, en fonction de 7.

. ’ . ur
L. (u,) est la suite définie par u,=2 et u,,, = 7‘ +4 pour tout n.

Trouvez le nombre « tel que o= % +4,

2. Montrez que la suite (v,) définie par v, = u -« est une suite géométrique.
3. Exprimez explicitement v, et u, en fonction de ».

4. Déduisez-en la limite € de la suite (u,).
A partir de quel rang m obtient-on |u, - € |<10-5?
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OEH suites v, =3%*P g _phezo
cu, +d

ax+b

Une telle suite est dutype u, = f(u,), [étant la fonction définie par f(x) = Tyl

On sait que lorsque ad = be =0, fest constante, done (u,) est aussi.
Lorsque ad = b¢ # 0, on dit que fest une fonction homographique, sa représen-
tation graphique est une hyperbole.

1. Premier cas : 'équation f(x) = x a deux solutions « et B.

4 2+u
* Reprenons exemple 1 du TP 10, u,=1 et u,, = u
un
- = 4-B
Nous avons vu que a ==-1, 3 =2. Posez v, = = pour tout 7.
u —o
n

a) Démontrez que la suite (v,) est géométrique, de raison — 2 puis exprimez v,
explicitement en fonction de 7.
b) Exprimez u, explicitement en fonction de 7.

¢) Déduisez-en la limite de u,.
u,-a

REMARQUE : Nous aurions pu obtenir les résultats de b) et c) en posant w, = m

n

: . N . i 3+2u
* Etudiez de maniere analogue la suite («,) définie par v, =—1 et »,, , = 2+—u"
pour tout naturel ». "
2. Deuxiéme cas : ’équation f(x) = x a une seule solution a.
C’est le cas par exemple de la suite (u,) définie :
_4u -1
par u,=3, et u,,, = —*—— pour tout naturel n.
ull + 2
a) Posez v, = u,— o ; montrez que pour tout n, v, # 0, et que la suite | — | est
. . roe n
une suite arithmeétique. v

. 1 . . .
b) Exprimez —, puis ,, explicitement en fonction de 7.
v

c) Déduisez-en que la suite («,) a pour limite 1. A partir de quel rang m obtient-on
|u, —1|<10-%?

3. Troisieme cas : ’équation f(x) = x n’a pas de solution.

Que pouvez-vous en conclure pour la suite (u,)?
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C. Emploi de suites pour I'approximation d’un nombre

Nous avons déji, en classe de Premieére, utilisé des suites pour calculer des valeurs
approchées d'un nombre. Nous avons donné d’autres exemples d’utilisation dans
le chapitre 10 du tome Obligatoire. Bin voici un autre, des exemples faisant appel au
calcul intégral ¢tant traités dans la troisieme partie de ce chapitre.

TP 12

APPROXIMATION DE +/ab

a et b sont deux réels donnés tels que 0 < a < b. On pose A =4/ ab .

a+b

1. a) Montrez que A appartient a Pintervalle [a ; 8], puis que a <A < <b.

2ab
b) Montrez que a < ?° < A.
a+b
b + .
L’encadrement <A< a est donc meilleur que ’encadrement a <A < b.

D’ou I'idée de continuer en définissant deux suites (a,) et (b,), de la maniére

suivante :
2a" b" a + b

= 3 Yn+1 )
an i bn =

a, = a, b,=b, etpour tout naturel n, a,,, =

2. a) Vérifiez que la suite (a, b,) est constante.
b) Démontrez par récurrence que pour tout 7, @, < b,.
¢) Déduisez-en que la suite (b,) est décroissante, puis que la suite (a,) est croissante.

Nous avons donc la disposition suivante :

3. a) Vérifiez que la suite (a,) est majorée et que la suite (b,) est minoree.
b) Ces deux suites sont convergentes. Pourquoi ?
Posons lim a, ={ et lim b =¢{'.
n— +eo N = +oo
b -a

— n n
n+1 au - 2

, N 1\ +1
Déduisez-en que pour tout naturel n, 0 < b, ,, — a,,, < (5 (by = ay).

<b

4. a) Verifiezque b, -a,, <b ,  —a, etque b

b) Qu’en concluez-vous alors pour € et €' ?

5. Application
Calculez des valeurs approchées de \/g par cette méthode, avec a=2 et b=3.

Combien de termes faut-il au plus calculer pour obtenir un encadrement de \V 6
dont Pamplitude soit inférieure a 10-3?
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TROISIEME PARTIE : Calcul intégral.

TP 13

ENCADREMENT DE In3 = J 9'3(1

1
BEn ¢ encadrant » la fonction x - = sur l'intervalle [1 5 3) par des fonctions affines

" dx

non constantes, nous allons en déduire des encadrements de ~— 5 doncde In 3.
X

. 1 . .
1. Représentez la fonction x = — restreinte a I'intervalle [1 ; 3] dans un repére
X
orthonormal.
On note 6 la courbe obtenue, A et B les points de ‘6 d’abscisses respectives 1 et 3.

2. a) Donnez une équation de la tangente a ‘6 au point M(2 - —2-) .

1 4-x
b) Montrez que pour tout x > 0, F3 = 7 X .

Interprétez graphiquement le résultat.

3. a) Donnez une équation de la droite (AB).

i
b) Montrez que pour tout x de P'intervalle [1 ; 3], < < 3

Interprétez graphiquement ce résultat.

4. Déduisez des questions précédentes que 1 <In3 <

W o

5. Généralisation {
B’ est le point de coordonnées (b : ;) avec b > 1.

1+6 2
a) Trouvez une équation de la tangente T' & ‘6 au point M’ ( P 1 b)'
2 +
b) Trouvez une équation de la droite (AB").
¢) Comparez les positions relatives de ‘G, 'T', et (AB").
A 20-1) b=+
d) Déduisez-en que pour tout b = 1, %l— =Inb= —(———%—— (1].

, 3
e) En écrivant les inégalités (1] lorsque b= 2, puis & = -, donnez un encadre-

-

3
mentde In2+In r g

Déduisez-en un encadrement de In 3 et comparez ¢e résultat a celui obtenu a la

question 4.
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' Note

La méthode du point
médian est exposée
dans le TP 4, p. 236,
tome Obligatoire.
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TP 14

ETUDE DE LA FONCTION f: x ~ oe_,z dt

EEXR] Etude de la fonction h:t - et

Bien que cette ¢tude ne soit pas indispensable pour I’étude de la fonction felle-méme,
il peut étre utile de donner une interprétation graphique de f(x), afin de contréler
des résultats ou d’émettre des conjectures.

1. Etudiez la fonction A et construisez sa courbe représentative. En particulier, pré-
cisez les tangentes aux points d’abscisses 0, 1, 2.

Remarquez que la courbe représentant & « s’écrase » tres vite sur ’axe des abscisses :
comparez par exemple 2(2) et 2(3).

2. A P’aide de ce graphique, pouvez-vous prévoir quelques propriétés de la fonc-
tion f elle-méme ?

3. Etudiez les variations de la fonction /" sur [0 ; 2] et montrez que pour tout ¢ de
cet intervalle, |A2"(z) | < 2.

4. En utilisant la méthode du point médian, donnez une valeur approchée de f(2)
a 10-! pres.

Variations de f. Parité

1. Montrez que f est dérivable sur R ; déduisez-en son sens de variation sur R.

2. Montrez que f est impaire.

INDICATION : Justifier I'égalité f,h tdt=2 lo h(t) dt, puis utiliser la relation de Chasles.

Etude de la limite en + oo

1. a) Montrez que pour tout zde [1 ; + o[, =" < e,

2

X
b) Déduisez-en que pour tout x = 2, f e dr <e 2.

2. a) Montrez que pour tout x = 2, f(x) < ' e fdrte?,
JO
b) Déduisez-en que fa une limite réelle € en + oo,

INDICATION : Admettre ici le résultat suivant, analogue a celui énoncé dans le cas des suites :
une fonction croissante et majorée a une limite réelle en + «~.

3. a) Montrez que pour tout x = 2, f(2) < f(x) < f(2) +e-2.
b) Déduisez-en que f(2) < € < f(2) +4x 10-",

¢) Déduisez-en un encadrement de €.
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IEXE] Représentation graphique de la fonction f

1. Trouvez, en utilisant la méthode du point médian, une valeur approchée de f(1)
a 107" pres.

2. Dans un repére orthonormal, tracez la coutbe représentative de f. En particulier,
preécisez les tangentes aux points d’abscisses 0, 1 et 2.

TP 15

UTILISATION DE LINTEGRALE
POUR L’ETUDE DE CERTAINES SUITES

Nous allons utiliser le calcul intégral pour étudier des suites dont le terme général est
une somme dont le nombre de termes dépend de 7.

Nous avons déja donné des exemples d’étude de telles suites au TP 7. En voici
d’autres qui utilisent la théorie de ’intégration.

1

IRl (u ) est définie par u, = 3

+*— F e ¥+ —
2+ n2

1. Préliminaire

On remarque que la suite est évidemment croissante. Justifiez cette affirmation.

On pense alors a voir si la suite est majorée ou non ; si elle est majorée, elle est conver-

gente, et si elle est non majorée, elle a pour limite + co.
. 1 . .
On introduit alors la fonction f: x - 22 car on obtient ainsi :

u, =f(1) +f(2) + ... +f(n). Eton sait d’expérience qu’une somme f(1) + ... +f(n),

pour de « bonnes » fonctions £, peut se comparer a I’intégrale J fo) dx.
1

En effet, f(1) est par exemple ’aire d’un rectangle de cotés le segment [1 ; 2] et le
segment [0 ;f(1)] (lorsque f= 0), de méme f(2), ..., f(n). Donc u, peut se voir comme

cn+l

P’aire d’une réunion de rectangles, aire que I’on peut parfois comparer a ’ f&) dx.
J

Par exemple, lorsque la fonction fest décroissante, nous obtenons :

y 4 k1

...... : f2)
2) b
f(n)---- f(n+1)
; 0
" dx <u, . w,, - fQ1) < £69 dx .
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' Note

On sait démontrer que
1a limite € de (u,) est

éqale & % ; on peut

étre étonné parla pré-
sence du nombre ©
dans ce résultat, mais
ce genre d'étonnement
participe au charme
des mathématiques !
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. . 1
2. Revenons 4 la suite (u,) ctd fix = =ty Ve
X

Montrez que sur chaque intervalle [psp+1],

il )
p=1, k‘f‘—\> —
ERNTEE

xY

Ve

(Remanguez la nécessité de hypothése p = 1.)

"

dx
=y donc que u, < 2 pour tout n = 1, puis enfin
¥

3. Déduisez-en que n, <1+

.
|

que la suite est convergente et que sa limite { est comprise entre 1 et 2.

4. Approximation du nombre {
Pour trouver des approximations du nombre €, fixons un entier » et majorons
u,~u, lorsque p >n

P
a) Montrez que pour tout p > n, 0 < = u, < [ -d—jc

n

X

b) Déduisez-en que pour toutp>n, 0 <u -u, < —.
n

. " 1
c) En faisant tendre p vers + co, justifiez que 0 < {-u, < —.
n

Déduisez-en une approximation de € 4 10~ prés.

- fei s ~In2 In3
(XA (S,) est définie par S, = 22ttt

In p
p2

1. La suite (S P) est strictement croissante. Prouvez cette affirmation.

2. On cherche alors a voir §’il est possible de la majorer, et pour cela, on introduit
Inx

la fonction f:x =
x2

k+1

. In x
a) Montrez que pour tout entier k= 2, fe+1) < J- ? dx < f(k).

k

T n2 ["Inx np .
b) Déduisez-en que § - — < dx<S - —, puis que :
P92 G P »’ ? )
Inp In x In2 "Inx
i L Ll s dx
p- 2 X J2 :\-2
"In
3. Montrez que J —zdx———lnp+—ln2——+l
, X P 2 p 2
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4. Déduisez-en que (S,') est majorée, convergente, et que sa limite ¢ est comprise
1 +1In2 2+3In2
ct l .
(]

cntre

INDICATION : Faire « tendre » p vers + «.

TP 16
DES APPROXIMATIONS DE /e

Pour tout naturel n = 1, on pose I = W JO (l - 1) ez de.

1. Calculez I.
1

2. Montrez que pour toutz =1, I ,, =1 - m
3. Déduisez-en par récurrence que pour tout = 1,

1 1 1 1
\/;=l+—x—+...+—x—+1".
2 1! 2" n!

4. a) Montrez que I’on peut trouver une constante A telle que pour tout 7,

A.

0] =

1
RICD)
INDICATION : Majorer la fonction t — (1 -1)" e sur I'intervalle [0 ; 1].

b) Déduisez-en la limite de la suite («,) définie par :

1 .
c¢) Montrez que pour toutn =1, 0 < \/— -, 8 = , puis donnez une appro-

@M@

ximation de 4/ e a 10-2 prés.
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-exercices et problemes.

POUR S’ENTRAINER

Encadrements

X3-3x243x~-3
(x-2)?

1. Trouvez un réel A > 0 tel que pour tout x = A, f(x) = x.

Déduisez-en la limite de fen 4+ «,

1 fest la fonction définie par () =

2. Trouvez un réel B < 0 tel que pour tout x < B, f(x) < 3y
i st 4
Déduisez-en la limite de f en - co,

2X + COS X

2 fest la fonction définie par f(x) = P

2
|2x-1]

1. Montrez que pour tout réel x # %, [f)=1]<

2. Déduisez-en la limite de f en + e, et en = oo,

X2-cos X

3 fest la fonction définie sur R par f(x) = T

1. Montrez que sur l'intervalle [1 ; + e[, on peut encadrer f
par deux fonctions polynémes du second degreé.

2. Déduisez-en la limite de fen + o et en — oo,

4 fest la fonction définie sur R par f(x) = 3 1
+

F est la primitive de f qui s’annule en 0.

1. Montrez que pour tout réel x, 0 < F'(x) < 1.

2. Montrez que pour tout réel x = 0, 0 < F(x) < x.
3. Montrez que pour tout réel x < 0, x < F(x) < 0.

5 fest une fonction dérivable sur 'intervalle I = [1; 2]. Pour
toutxdel, -1 =<f(x) <0.Enoutre, f(1)=3 et f(2)=0.
Trouvez deux fonctions affines qui encadrent f sur [1 ; 2).
INDICATION : Appliquer le théoréme des accroissements finis.

6 On donne la représentation graphique d’une fonction g
sur 'intervalle [- 1 ; 2]. On sait en outre, qu'une primitive f
degsur[-1;2]esttelle que f(-1)=f(2) =0, f(1)=1.0n
souhaite étudier la fonction f.

yl
2% v

|8
/ 2 2
-4 0 2\ ==
3
<1 :
2

7. COMPLEMENTS D'ANALYSE

1. Expliquez pourquoi f est continue sur -1 ; 2].
2. Quel est e sens de variation de fsur [-1; 2] ?

2
Y= 2
3]
0<fl)<2(x+1).
4, Trouvez des encadrements de f par des fonctions affines
3l |3 J
et |—;2|.

2 2

5. Dans quelle partie du plan se situe la courbe représen-
tative de f ?

3. Montrez que pour tout x de l'intervalle

sur chacun des intervalles

Pour les exercices 7 a 10, a et b sont deux réels tels
que 0<a<b. Démontrez de deux fagons les inéga-
lités proposées, d'abord en utilisant les accroissements
finis, ensuite sans utiliser les accroissements finis.
b-a
-

7 ﬁ—ﬁsz

b -a
b2 -

9 b*-a% < 3b2(b-a).

8

=

| —
o|—

10 sinb-sina<(b-a)cosa (on suppose de plus b < g)

Convergence de suites

11 On considére la suite (u,) définie, pour tout naturel n = 2,
. n2

par u, = PyL

1. Montrez que cette suite est décroissante et bornée. Que

pouvez-vous en conclure quant a I'existence d'une limite de

cette suite ?
2. Montrez que la suite (u,) converge vers 0.

12 Lasuite (u,) est définie par 0<uy<3, et u,,, =4/3 u,
pour tout naturel n.

1. Montrez par récurrence que pour tout entier n, 0 s u, < 3.
2. Etudiez le signe deu, ., -u

n+1 n*

3. Montrez que la suite (u,) converge. Quelle est sa limite ?

13 Lasuite (u,) est définie par u,=0, et v, , =4/2-u,
pour tout naturel n.
1. Montrez par récurrence que pour toutn, 0 <u, < 2.
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o, Etudiez le sens de variation de la suite (u, ).
3. Montrez que la suite (u,) converge. Quelle est sa limite ?

14 Prouvez que pour tout naturel n = 2, };'I < 5,1—;.
Déduisez-en que la suite (u,) définie par :

1 1 i
u, =1+ ] 4.+ | est convergente.,

(La valeur de la limite n'est pas demandée.)

15 (u,) est la suite définie paru,=2,et v, , =5~ 4 pour
tout naturel n. uy

1. Représentez graphiquement les premiers termes de la suite
(u,). Quelles conjectures en tirez-vous ?

2. Montrez que pour tout naturel n, 1<u, <4.

3. Montrez que (u,) est croissante. Déduisez-en que (u,) est
convergente, puis précisez sa limite.

16 €BAC> (u,) est la suite définie par :

=5, et u ,,=4/u,+12 pourtout natureln.

1. Montrez que pour toutn, 0 <u, <4.

2. On se propose d’étudier de deux maniéres différentes la
convergence de cette suite.

a. Premiére méthode
* Monirez que la suite est décroissante.
» Déduisez-en que la suite est convergente et calculez sa
limite.
b. Deuxieme méthode

| Up— 4 I
« Montrez que pour toutn, |u, ,-4|< Y
; 1
| u,-4 | < '4—n

 Montrez que pour toutn, 0 <

* Déduisez-en que la suite converge et trouvez sa limite.

17 <€BACH> Lasuite (u,) est définie par :

2
u,=0, et u"”:{— A/ 1 +u, pour tout naturel n.

1.a. Montrez que pour tout naturel n strictement positif :

b. Etudiez le sens de variation de la suite (u,) et déduisez-
en gu'elle converge.

c. Déterminez la limite € de la suite.
2.a. Montrez que pour tout x de l'intervalle [0 ; ] :

1 + cos x X
=cos|—|.
\V 2 (2)

3
b. Montrez alors que pour tout naturel n, u, 005(2,, .J

¢. Retrouvez ainsi la limite ¢ de la suite (u,).

18 €BACY> f est |a fonction définie sur I'intervalle
J=1; + o[ par f(x) = In (1 +x). Soit (u,) la suite définie par :
u,=2, et u,,,=In(1+u,) pourtout naturel n.

vl
1. Donnez un tableau de valeurs approchées a 10-2 prés
des termes de la suite d'indices 1;2;3;4;5et 10,

2. Représentez graphiquement les termes u,, u,, u, etu, en
laissant apparents les traits nécessaires & I'obtention de cette
représentation.

3. Quelles conjectures en tirez-vous ?

4. A 'aide d'un raisonnement par récurrence, montrez que
pour tout naturel n, u_ est positif.

5. Montrez que pour tout réel x strictement positif :
0<In(1+x)<x.
Déduisez-en que la suite (u,) est décroissante.

6. Déduisez de ce qui précéde que la suite (u,) converge et
que sa limite est zéro.

Encadrement d’intégrales

19 €BACY> Lebutde I'exercice est d'encadrer intégrale

K= J m dx.

1. Prouvez que pour toutx de [0; 1] :
2
1-x<er<l-x+X.

2

2. Déduisez de 1. un encadrement de e-** pour x dans
[0; 1], puis montrez que pour toutx de [0; 1]

e-x x4
A= = 1 -X 1 .
14X *oaen W
3.a. Montrez que pour toutx de [0; 1] :
X4

—=x3-x2+x-1 +1—.
1+x 1+x

sl 1 cgel 2
b. Déduisez alors de [1] que 3 sK= 2 *
Donnez une valeur approchée de Ka 3 x 10-2 pres.

20 Le but de I'exercice est de calculer une valeur appro-
chée de l'intégrale :

100

dx

1+x5

S5

Pour cela on considére les intégrales :

"™ dx
1=| — ot K=

KD

d_

J, x®

1. Montrez que ] = 1

2. Montrez que 1 - ] = K. Déduisez-en un encadrement de J.

3. On prend pour ] la valeur 64 x 10-% ; donnez un majorant
de I'erreur commise.

7. COMPLEMENTS D'ANALYSE
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21 <BACY> 1.Démontrez que pour tout réel t:
(1+t)2=41t.
41

Déduisez-en que pour toutréel t = 0, 14+t = T

2. On considere les intégrales :

AAAI
!

Al 4‘
1= (1+t)dt et )=| —dt.
|

I

a. Prouvez que 1 = .
b. Calculez la valeur exacte de 1.

c. Calculez la valeur exacte de ] en remarquant que pour
41 1
* - —_— =4 -4 —,
tout réel t 1. 1ot 4 41H
3. Sans utiliser la touche [In] de la calculatrice, déduisez de

la question 2. que In 1,05 > 0,048 75.

n

22 Pour tout naturel n, on pose 1 =

dx.

2
Jy 1T+x

Encadrez 1, puis déduisez-en que la suite (I,) converge
vers zéro.

.4

23 Pour tout naturel n, on pose I = f‘ X" cos 2x dx.
0
1. Sans calculer I, montrez que la suite (I, ) est monotone.

2. Comparez I, et [‘ X" dx.
Jo
Déduisez-en que la suite (I ) converge, précisez sa limite.

nx

24 Pour tout naturel n, on pose 1 = [ dx.

J, e"+1
1.a. Calculez 1, et I, +1,. Déduisez-en la valeur de I,.

b. Calculez I

n+1 + In :
2.a. Montrez, sans calculs, que la suite (1) est croissante.
b. Prouvez que pour tout x de [0 ; 1],
eIIJ( enx
=< s — @,
e+1 e +1 2
Déduisez-en un encadrement de .

3. Prouvez que la suite (I ) a pour limite + o,

P Iﬂ
Etudiez la limite de la suite pel [
e

25 Montrez que :

,
a. 0,15 GL‘(‘\/S—COS" t)"dt<0,18.

b.1,4sf (t*-41+9) 3 dt =1,8.

[

11a
26 Lasuite (u,) est définie par u, = - (L In(n + k)) -Inn.
=1

N\«
1.a. Calculez u,, u,, U,

7. COMPLEMENTS D'ANALYSE

N \k-1 n
2.a. Montrez que pour tout k entier compris entre 0 etn -1,

l k R 1 k+1
~In{1+—-|= nxdx<-In|1+—].

1[5 k
b. Montrez que pour toutnnon nul, u, = = ZIn{1+-|l.

n n n n

2

1
b. Déduisez-en que U, - ;, In2 = f Inxdx < u,, puisque

la suite (u,) est convergente ; précisez la limite de (u,).

EXERCICE COMMENTE

27 ENONCE :
Etudiez la limite de la suite (u,) définie par :

1 2 ny _
1+¥ 1+; 1+;,n;1,

u,=

VERS UNE SOLUTION :

u, est un produit de facteurs, mais le nombre de ces
facteurs n’est pas fixe, il varie avec n (leur nombre est
exactement n). (Chacun de ces facteurs a pour limite
1 lorsque n tend vers + «, mais puisque leur nombre
tend aussi vers + «, on ne peut pas en conclure que
lim (v,) = 1.) Nous n'avons jamais étudié des suites de
ce type, mais nous avons étudié des suites dont le terme
général est une somme de n termes ; or nous connais-
sons un moyen de « transformer des produits en
sommes », c'est « de prendre |e logarithme ». On pose
donc v, =Inu,.

1. Assurez-vous que In u, est défini pour tout n = 1.

2. La suite (v,) est visiblement croissante ; justifiez
cette affirmation.

On pourrait tenter de voir si elle est majorée. En fait,
on peut méme encadrer v, puisque nous avons vu
que I'on peut encadrer In x par des polyndmes (TP 5,
p. 138).

th
a. Montrez que pour toutx = 0, X - rh In(1+x) = x.

2

(On peut utiliser ce TP 5, ou obtenir ce résultat par des
études de fonctions.)
h. Déduisez-en que pour tout n,
2=-N@n+n) N+l
6n3 ST 2an

2 N+ @n+1)

INDICATION : 12+ 2%+ ... +n 5

Démontrer ce résultat par récurrence.

3. Déduisez-en la limite de (v, ), puis celle de (u,).
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28 Accélération de la convergence
=14x

On notera ( cette solution. Remarquez que (' = ?%.
2. Pour trouver des valeurs approchées de (', on peut consi-

dérer la suite définie par u, =1, et u, , =1(u,) pour tout

1. Trouvez la solution positive de I'équation l

naturel n, ou f est la fonction définie par f(x) = ;1—1—
( est alors un point fixe de f.

Nous savons que dans ce genre de problémes, le but est
d'arriver, en utilisant le théoréme des accroissements finis,
& une majoration du type |u,,,- €| =< (k") |u,- €| ol k
est un majorant de | ' | sur un intervalle bien choisi. Il y a
donc intérét, pour obtenir rapidement des approximations,
ace que k soit « petit ».

a. Vérifiez que | f'(€) | est voisin de 0,4.

Une valeur de k possible pourrait donc étre 0,5, mais nous
ne le vérifierons pas. Nous allons procéder autrement.

b. Montrez que { est aussi un point fixe de h=fof, de
h,=h<h, de g=h,°h,.
13x + 21

c. Montrez que pour toutx > 0, g(x) = 21x7 34"

- 1
d. Vérifi ! isi —_—
rifiez que g'(€) est voisin de 2800

Avec une valeur de k voisine de (2500)-", la convergence
va étre rapide.

3. Considérez donc la suite (v,) définie par v, =1, et
v,.,=glv,) pour tout naturel n.

a. En utilisant la méthode du TP 10, montrez qu'il existe un
nombre k, 0 <k <10-3 telque |v - €|<k"*'|v,-€].

n+1
b. Donnez une valeur approchée de € a 10-4 preés.
Combien faut-il d'itérations pour obtenir ce résultat ?

29 THEME : Suite récurrente

On considére la fonction f définie sur [0 ; 4] par :
f(x) = In(6 - x).

1. Etude de f

a. Ftudiez les variations de f.

b. Déterminez un réel positif m tel que pour tout x e [0; 4],
11" | = m.
c. Montrez que pour tout x & [0; 4], f(x) € [0;4].
d. Tracez la courbe ¢, associée a f dans le repére ortho-
normal (O ; 7, J) (unité de longueur graphigue : 2 cm).
2. Etude de la fonction g définie sur [0 ; 4) par :
g =In(6-x)-x.
a, Etudiez les variations de g.

b. Démontrez que I'équation g(x) = 0 admet une unique
solution p dans [0 ; 4].

¢. Donnez un encadrement de B a 10-2 prés.
3. Déduisez des deux premiéres questions que pour tout

Xe 034 1109-B1 =5 1x-Bl

4. Soit la suite (u,) définie par uy=In2, et u, , =f(u,)
pour tout naturel n.

a. Montrez que pour tout naturel n, u, e [0; 4].
b. Montrez que pour tout naturel n, |u, -p | < %

c. Déduisez-en la limite de u, quand n tend vers + o,
D'aprés Concours Ecole Nationale de la Météorologie (1992).

30 €BAC> THEME : Suite récurrente

Partie |
1. Soit g la fonction définie sur R par :
() = X2 +2x+1
9=

a. Etudiez les variations de g sur R. On ne demande pas de
construire sa représentation graphique.

b. Prouvez que g est bornée sur R*.
c. Etudiez la fonction g’ sur l'intervalle [1 ; + ool
Déduisez-en que pour tout x appartenant a [1; + <o :
9] <7.
4

2. Soit f la fonction définie sur [0 ; + o[ par:
X +2x+1
fxX)=1+In|——|.
X +1

a. Etudiez les variations de f.
Tracez avec précision la représentation graphique de f dans
un repeére orthonormal (O ; 7, J) (unité graphique : 5 cm).
b. Prouvez que pour tout réel x positif, 1 <f(x)<1+In2<2.

c. En utilisant le 1., prouvez que pour tout x de I'intervalle
, 1
152 179] <.

d. Soit m un réel quelconque.

Déterminez graphiquement.‘en discutant selon les valeurs de
m, le nombre de solutions positives de I'équation f(x) = m.
Pour m =1,5, déterminez graphiquement les valeurs appro-
chées des solutions a 10" prés.

Partie Il

On définit une suite (U, ) de la fagon suivante :

U, = % et pour tout entier naturel n, U, =fU,).

f est la fonction définie dans la partie .

1. Placez U, sur I'axe des abscisses du repére (O ;1, /), puis

représentez sur ce méme axe U,, U, et U,

2. Prouvez que quel que soit I'entier naturel non nul n,
1<U, <2

7. COMPLEMENTS D’ANALYSE
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3. Soit h la fonction définie sur I'intervalle [1 ; 2] par :

hx) = f(x) - x.
Montrez que h est une fonction décroissante. Déduisez-en
que I'équation f(x) =x aune seule solution A comprise entre
1 et 2. Donnez une valeur approchée de A a 10-2 prés.

31 €BACD> THEME: Suite d'intégrales
A tout entier naturel n non nul, on associe la fonction f, défi-
niesur]-1;+e[par f(x)=x"In(1 +x).
Le probléme est consacré a I'étude de la famille des fonc-
tions f_ et & celle d'une suite liée & ces fonctions f.
On désigne par 6, la courbe représentative de f, dans le
repére orthonormal (O ; 7, /) d’unité graphique 2 cm.
I. Etude des fonctions f,
1. Soit h, la fonction définie sur |- 1 ; + e[ par:
X

hX=nn(1+x)+-—.

) =nin(1+ )+1+x
Etudiez le sens de variation de h,. En utilisant la valeur de
h,(0), déterminez le signe de h, (x) sur]-1; + e,

2.a. Vérifiez que f{(x) = h,(x) pourtoutx > -1, et que pour
toutn>1, f1(x)=x""1h (x).

b. On suppose n impair. Justifiez que f!(x) et h (x) sont
de méme signe pour tout x > - 1.

Dressez alors le tableau de variation de la fonction f, lorsque
n est impair, en précisant ses limites en - 1et+ e

c. Dressez de méme le tableau de variation de f, lorsque n
est pair, en précisant ses limites en — 1 et + oo.

3.a. Etudiez la position relative des courbes ¢, et 6.
b. Tracez ces deux courbes.

II. Etude d’une suite

Dans cette partie, (u,) est la suite définie par :

unzf x"In(1+x)dx, n=1.

1. Etude de la convergence

a. Démontrez que 0 <u, < I_+ZT

b. Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et donnez
sa limite.

c. A I'aide de I'encadrement obtenu au a., déterminez un

entier naturel n, tel que pour toutn =n, 0<u, < 11E

2. Calcul de u,

a. En remarquant que pour tout x appartenant a [0 ; 1],

2 %
X =x-1 +L, calculez - dx.
14+x 14X o T+x

b. Calculez u, au moyen d’une intégration par parties.

3. Calculdeu,
Pour tout x de [0 ; 1] et pour tout n = 2, on pose :
S, =1=Xx+..+(=1)x" [1].

7. COMPLEMENTS D’ANALYSE

1 (_. 1)n +iyn+1
- 2.
1+x 1+x 2]
b. En utilisant successivement les expressions [1] et [2]
de S, (x), montrez que :

_-1 n ‘Xn+1
1—1+...+( ) =In2-(-1)"*" dx.
2 n+1 , T+X

a. Démontrez que S, () =

¢. En utilisant une intégration par parties et le résultat pre-
cédent, démontrez que :

n2 (=) 1, =)
Uy =——=-——\n2-|1-—-+..
"n+l n+d 2 n+1

4, Application

Soit E I'ensemble des points M du plan, de coordonnées
(x;y) vérifiant 0<x =<1 et f,l) <y <f (x).

Calculez u, et déduisez-en l'aire de E en cm2.

-'Fonctions croissantes majorées. Intégrales généralisées

Nous avons admis que toute suite croissante et majorée a
une limite réelle. Il existe un résultat analogue pour les fonc-
tions. Ce résultat, que nous admettrons, dit que : « toute fonc-
tion croissante et majorée sur un intervalle [a ; + «[, a une
limite réelle en + o » [R].

1. Intégrales généralisées de fonctions continues positives
f est une fonction continue, positive, sur l'intervalle

=[a; + [. Pour tout x de I, on pose F(x) =J f(t) dt.

a. Montrez que F est croissante sur 1.

b. Prouvez le résultat suivant : « si f et g sont deux fonc-
tions continues positives sur I telles que g < fsurl, et si la

fonction x = F(x) = J. f(t) dt aunelimite réelle en + =, alors

il en est de méme de la fonction x = G(x) = ’ g(t) dt. ».
INDICATION : Utiliser le résultat préliminaire [R].
NOTE : Si F a une limite réelle € en + <, on dit que l'intégrale

[.-f(t) dt est convergente. (On pose alors ¢ = ‘.uf(t) dt

2. Applications

a. Montrez que les intégrales suivantes sont convergentes :
dt “|sint| T

t2+1 e

dt.

J, 1, 1, 2t +3

- Tt
b. L'intégrale J f est-elle convergente ?
2 t = .

INDICATION : Minorer la fonction t - — sur 2 + [,

t-t
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1 o S
1 Fonctions x" sin X Continuité. Dérivation

A. f, est la fonction définie sur R par :
f,x)=x sin% lorsque x # 0, et 7,(0)=0.
€, est sa courbe représentative dans un repére (O ; i}
1. Vérifiez que 1, est paire.
2. Montrez que f, est continue en zéro.

3. Montrez que f, est dérivable sur ]0; + «[ mais que f, n'est
pas dérivable en zéro.

INDICATION : La fonction x = sin 1; n'a pas de limite en zéro.

4. Trouvez les points de 6, situés sur les droites d'équa-
tions y =x et y =-x. Déterminez les tangentes en ces
points.

5. Trouvez graphiquement les solutions de I’équation
tan u = u. Déduisez-en les points en lesquels f, admet un
extremum local.

6. Donnez 'allure de 6.

B. f, est la fonction définie sur R par :

fo(x) = x2 sin% lorsque x # 0, et £,(0)=0.
%, est sa courbe représentative dans un repére (O ; 7, ).
1. Vérifiez que f, est impaire. '
2. Montrez que f, est dérivable en tout point x # 0, calcu-
lez alors f, (), puis montrez que f, est dérivable en zéro.

3. Trouvez les points de 6, situés sur les paraboles d’équa-
tions y=x2 et y =-x?, et déterminez les tangentes a G,
en ces points.

C. Le but de cette question est d'exhiber une fonction f dont
le nombre dérivé en zéro est strictement positif, et telle qu'il
n'existe pas d'intervalle contenant zéro sur lequel elle est
croissante.

1. f est la fonction définie par :
X 1
fix) = 2 +Xx2sin z lorsque x # 0, et f(0)=0.

Calculez f'(x) lorsque x # 0, et montrez que f est dérivable
en zéro ; calculez f*(0).

1
2. Calculez f(—) pour tout naturel n = 1.
nm

Déduisez-en qu'il n'existe pas d’intervalle contenant zéro
sur lequel f est croissante.

2 Continuité (prolongement par). Accroissements finis.
Logarithmes. Exponentielles

h est la fonction définie par h(x) =In (x + »,/_1+—x‘ )
1.a. Montrez que h est définie sur R.

b. Montrez que h est impaire.

INDICATION : Calculer h(x) + h(-x).

PROBLEMES DE SYNTHESE

2. Montrez, en utilisant le théoréme de la dérivée d’une
fonction composeée, que h est dérivable sur R, et calculez
h'(x) pour tout réel x.

3. Montrez, en utilisant une inégalité des accroissements finis,

x=1
que pour toutx =1, h(x)-h(1) < ([), puis que pour
2

X
ﬁ .
4.a. On suppose que k et { sont deux fonctions dérivables
sur R, telles que k'(x) < €'(x) pour tout réel x.
Montrez que k(x)-k(0) < {(x)- €(0) pour tout réel x.

X2
b.Montrezque 1 - — <

toutxde[0;1], h(x)=

J—Z < 1 pour tout réel x = 0.
1+x

c. En utilisant a., montrez que :
x3 .
X5 < h(x) < x, pour tout réel x = 0.

5. On étudie maintenant la fonction f définie sur R par

lorsque x # 0, et f(0) = e.

f(X) = exp (m
X

a. Montrez que f est continue en 0.
INDICATION : Utiliser h'(0).

b. Montrez que f est paire.

c. Prouvez que pour tout réel x # 0,

f’(x)=éf(x)(~/1i—xz—ln(x+»\/1+x2)).

On admettra que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 0.
Quel est le sens de variation de fsur [0 ; + e[ ?

d. On note € la courbe représentative de f dans un repére
(0;7,7). Montrez que la droite d’équation y =1 est asymp-
tote a 6 au voisinage de + .

INDICATION : Etudier la limite de f en + «, et pour cela, écrire que

1
In(x(1+\ / 1+— ))
hix) - X pour tout x > 0.

X X

e. Tracez la courbe 6.

3 Fonctions puissances et exponentielles. Intégrales.
Suites

On note f, la fonction définie sur [0; +eo[par fy(x) =€, et
pour tout réel a > 0, on note f_ la fonction définie sur
[0+ par f (x)=xe* lorsque x>0, et f (0)=0.
On note ‘6 (« = 0) la courbe représentant f, dans un repére
orthonormal choisi (unité graphique de longueur : 5 cm).
A.1. Etudiez les fonctions £, et f,, puis tracez ‘6, et ¢, aprés
avoir précisé la position de ‘¢, par rapport a 6,.

2,a. Onsuppose « > 0et« #1. Montrez que f, est conti-

nue en zéro, que f, est dérivable en zéro lorsque a > 1, et
que f_n'est pas dérivable en zéro lorsque « < 1.
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Dans ce dernier cas, vérifiez que I'axe des ordonnées est
tangent & ‘G & l'origine du repére.

b. Etudiez les variations de f

3.a. Onsuppose « > 0. Précisez les positions relalives des
courbes ', et \( restreintes A10; + |,

b. a et B sont deux réels tels que 0 <w <.

Précisez les positions relatives des courbes ‘G et ‘6
restreintes & 0 ; + «~[. Prouvez que toutes les courbes ‘¢,
passent par un méme point et donnez une équation de la
tangente & ¢ en ce point.

4. Representez les courbes G, et G,.

B. Dans cette partie, on suppose que « est un entier naturel,
on pose alors a = n.
On note F_ la fonction définie sur [0 ; + <[ par :

F(x)=| f,(t)dt.

Jo
1. Quelle est la fonction dérivée de F,?
2. Calculez Fj(x) et F,(x), puis étudiez la limite en + « des
fonctions F, et F..
3. Montrez que :
F.x)=-x"e>*+nF, _ (x) pourtoutn =1, tout x = 0.
4.a. Montrez que chaque fonction F_ a une limite réelle en
+ . On notera u, cette limite.
INDICATION : Récurrence.
b. Quelle relation existe-t-il entre v et u_ _, ? Déduisez-en
l2 valeur de u,, pour tout n.
5.a. Etudiez les variations de F,lorsque n # 0.

b. Donnez I'allure de la courbe représentant F,.
Fa_1(1)

Fo() __e' Foa(l)

6.2. Montrez que pour tout n = = .
e iR =1, n! n! (n-1)!

L F (1 n
b. Déduisez-en que pour tout n, (1) =1-e' (X A .
n! p=0 p!

"1
INDICATION : £ — désigne la somme l+l-+1—+ +1—.
pu p! 0! 1! 2! n!

¢. En utilisant une majoration de f () sur I'intervalle [0 ; 1),
montrez que pourtoutn =1, 0 <F (1)<e"
d. Déduisez de b. et ¢. la limite de la suite (s,) définie par

4 Logarithmes. Intégrales. Suites

1 X
f est la fonction définie par f(x) = — +In (——)
X X+ 1

A.1.a. Prouvez que I'ensemble de définition de f est I'inter-
valle ]0 ; + .

b. Etudiez la limite de f en 0.
INDICATION : Poser X = %

c. Ftudiez la limite de f en + o,

2. Ftudiez le sens de variation de f, puis tracez sa courbe
dans un repére orthonormal (unité graphique : 3 cm).

3. k est un réel strictement positif.

ad .
In{—
1, (x+1

B. Dans cette partie, m est un réel strictement positif.

ol

Calculez dx, puis ’ f(x) dx.

1. Montrez que ! = 9’.‘ = l
m+1 X m
mel d 1
2. Montrez que J- o f(m),
m x m

et déduisez-en que 0 =<f(m)< ———.
m(m+1)
C.1. Montrez qu'il existe deux réels a et b tels que pour tout
1 __a, b
Xk+1) x x+1
2. Pour tout natureln = 1, on pose :
L IS, R —
"“nn+1) +NP+2) T 2n@n+1)

a. En utilisant la question 1., simplifiez I'expression de S .

réelx,x #0,x #-1,

b. Montrez que la suite (S,) est convergente et précisez sa
limite.
3.a. Montrez que 0 < f(n) +.f(n +1)+...+f2n)=<8S,

b. Trouvez la limite de la suite (u,) définie par :
u,=fn) +f(n+1)+ ... +f2n).

" B 1 1 1
4. (v,) est la suite définie par v, = - + == .. 5=
a. Vérifiez que :
1
f(n) +f(n+1)+... +f(2n)=v"—|n2—ln(1 +E 3

b. Déduisez-en que (v,) est convergente et précisez sa limite.

5 Equations fonctionnelles. Continuité. Dérivation.
Suites u, =f(v,)

A. Le but de cette partie est de trouver toutes les fanctions
f satisfaisant aux conditions (C,) suivantes :

o f est définie sur R et continue en zéra [ lim f(x) = f(O)];
x -+ Q0

« pour tout réel x, f(2x) = f(x).
1. Vérifiez que les fonctions constantes satisfont bien aux
conditions (C,).

2. Nous allons montrer que ssules les fonctions constantes
vérifient les conditions (C,).
On suppose que f satisfait aux conditions (C,).

. X
a. Monlrez que pour tout reel x, tout naturel n, f(x) = f (;) .
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b. En supposant x fixé, justifiez que la suite (u,) définie par
X
u, =f (;) a pour limite £(0).

c. Déduisez-en que f est constante sur R.

B. Le but de cette partie est de trouver toules les fonctions
g qui satisfont aux conditions (C,) suivantes :

* g est définie sur R et g est dérivable en zéro ;

* g(2x) =2g(x) pour tout réel x.

1. Trouvez des fonctions simples qui satisfont aux condi-
tions (C,).

2. On suppose que g satisfait aux conditions (G,).
a. Montrez que g(0) =0.
b. Nous allons ramener le probléme a celui posé lors de la

g

question A. On note f la fonction définie par f(x) = e

lorsque x # 0, et f(0) = g'(0). Montrez que f est continue
en zéro.

¢. Montrez que pour tout réel x, f(2x) = f(x).

INDICATION : Distinguerles casx =0, x # 0.

d. Déduisez-en, en utilisant A., que pour tout réel x,
g()=g'(0) x (donc g est une fonction linéaire).

e. Déterminez I'ensemble de toutes les fonctions qui satis-
font aux conditions (C,).

6 Logarithme. Fonction définie par une intégrale

A. f est la fonction définie par :
X
= | #0, et f(0)=0.
f(x) T orsque x et f(0)=0

1. Montrez que f est définie sur I'intervalle [0 ; + «[, et que
f est continue en zéro. '

2. Etudiez la fonction f, tracez la courbe représentant f dans
un repére orthonormal. Précisez la tangente a la courbe au
point O, origine du repére.

B. Le but de cette partie est d'étudier la primitive de f sur
[0; + o[ qui s'annule en 1. On note F cette primitive.

1. Ecrivez F(x) sous forme d’une intégrale.

2. Déterminez le signe de F(x) selon les valeurs de x.

3. Etudiez le sens de variation de F.

4. Etude de la limite de F en zéro

a. Justifiez que lim F(x) = F(0),

x=0

b. Justifiez le résultat suivant : pour tout tde0; 1], f(t) s t.
c. Déduisez-en un encadrement de F sur )0 ; 1).

d. Montrez alors que F(0) est compris entre - % et 0.

5. Etude de la limite de F en + e
Montrez que pour tout x = 1, F(x) = x, et déduisez-en la
limite de F en + co,

PROBLEMES DE SYNTHESE

6. Le but de cette question est d'encadrer la fonction F par
deux fonctions usuelles sur [1 ; + oof.

a. Calculez [(Int+1)dt lorsque x > 0.

t
t_mts1+lnt.

Déduisez-en que pour toutx =1, Fl) <xInx. .

Montrez que pour tout t > 1,

y Int
b. Calculez [(1 +T)dt lorsque x > 0.

Montrez que pour toutx = 1, x + % (Inx)2=1<F(x).

¢. On note a(x) I'amplitude de cet encadrement de F(x).
Etudiez les variations de a(x) et commentez.

7 Logarithmes et exponentielles. Suites. Intégrales
A. f est la fonction définie sur I'intervalle 1=]0; + <[ par:
f(x):ln(1 +1)—L.
x| 1+x
1. Etudiez la fonction f.
2. Déduisez-en que pour tout réel t > 1,

t 1 t X
Jxln(1+—)dx>J —dx [1].
! X ,X+1

3. g est la fonction définie sur I par :
1

g(x)=xIn (1 +—).
X

a. Calculez g'(x) et déduisez-en une primitive de f sur L.

b. Calculez I'aire & du domaine limité par la courbe repré-
sentant f, I'axe des abscisses, et les droites d’équations
x=a, X=8, O<a<pB.

4, Pour tout naturel n =1, on pose::

1 1 1
s,=1In[1+—-/+21n 1+—)+...+nln 1+—).
1 2 n

Montrez que pour toutn > 1,

" 1
S, = xIn(1+—)dx (2].
X

B.1. Montrez que pour touta >0, lna<a-1.

2, On donne n réels strictement positifs x,, X,, ..., X,.
Montrez que :

1 X, + Xy + o0 X,
= (Inx, +Inx, + ...+ Inx,) S In| ——|  [3].
n n

X,

INDICATION : Utiliser 1. avec a, = , ientierde1an.

i (% + . +x)
3. Montrez que I'inégalité (3] est équivalente a :
(x,+x,+...x .
XXy X, S| —2-""0)
n
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C. (u,) et (v,) sont les suites respectivement définies par :

11" Uy 4 U, + 4,
={1+-| el vn-————— n=1,
n n

1. Montrez que les suites (In ) et (u,) sont croissantes,
convergentes, et que leurs limites respeclives sont 1 et e,
Déduisez-en que pour tout natureln =1, v = e

2. En utilisant les inégalités [1], (2] et (3], montrez que :

o

1 X
pourtoutn =1, In(v)= - | — dx.
nj 1+x
; X
3. Calculez l'intégrale w, = | —— dx.
1+x

S

x+1-1
INDICATION : 1 ok Tex

4. Montrez que pour tout n = 1, %W,, slhv, <1, puis

déduisez-en que (v,) est convergente et donnez sa limite.

8 Intégrales. Bijections

f est la fonction définie sur R par f(x) = ’
1+x2

Le but du probléme est I'étude de la primitive de f sur R
qui s'annule en zéro. On notera F cette primitive.

A.1. Etudiez la fonction f et représentez-la graphiquement
dans un repére orthonormal (O ; 7, j).

2. Ecrivez F (x) sous forme d'une intégrale. Quel est le sens

de variation de F ? F est-elle paire ? i |mpa|re ? Justifiez vos

réponses.

3.a. Vérifiez que pour tout réel t de I'intervalle [1 ; + e,
1 _1

T8

et déduisez-en que pour tout réel x = 1,

' 1
Jf(t)dts1-—.
. X

J f(t)dt <1 et que F(x) < x, pour tout réel x > 0.

b. Montrez que :

c. Montrez que pour tout réel x = 0, F(x) < 2.

d. On admet le théoreme suivant : toute fonction croissante
et majorée sur un intervalle I, a une limite finie ou infinie aux
extrémités de 1. En utilisant ce théoréme, vérifiez que F a
une limite en + «. Que pouvez-vous dire de cette limite ?

. \ n
B.1.a. Montrez que la fonction tangente restreinte a ‘0 g =

T
est une bijection de |0 ; E sur [0 ; + «[. On note v cette

restriction et v-' la bijection réciprogue.

b.Onpose w=Fov.

Prouvez que w est dérivable sur lo ; g[ et calculez w'(x).

Déduisez-en qu'il existe un nombre k tel que :

pourtoutxde |0; |, wlx)=x+k

c. Calculez w(0) et déduisez-en la valeur de k.

d. Déduisez de cette étude que pour tout x de

[
0;-|,
&
F(v(x) = x, puis que pour tout x de [0; + =, v-'(x) = F(x).

Précisez alors la limite de F en + .

2. Tracez la représentation graphique de F et celle de v dans
le méme repére orthonormal.

9 Logarithmes. Suites. Intégrales

A. La suite (u,) est définie pour tout entier n = 1, par :
-1 (= 1) 1 1 1
Z ( 1) =1-—-+..+ .
k=0 K+1 2 2n-1 2n
f est la fonction définie surRpar:

f(x) ZE (-1 )x—1—x+ LAXTE T

k=0

1. Montrez que j f(x)dx=u,.

oy . 1
2. Vérifiez que lorsque x # -1, f(x)+1+x_1+x

1

X
3. Déduisez-en que U, +J
1+x

2n

dx=In2.

0

g 1
4. Montrez que 0 < dx = )
o 14X 2n +1

* ! 2n
X
et déduisez-en lim J dx.
1+x

=+
n = Jo

5. Calculez la limite de (u,).

B. F, G, H, sont les fonctions définies sur [0 ; 1] par:
Fi)=In(1+x), GK)=x=F(x), H{) =F)=-x+x

1. Montrez que pour toutx de [0; 1], x=x*<F{x) < x.

2. Montrez que pour tout entier k = 0, tout entier n > 1,

1 1) 1 ) 1
— 1= sF|l—]| s —.
n+k n n+kl n+k
3. (v,) et (a,) sont les suites définies par :

1 1 1
v =F|=|+F —)+...+F —| pour tout entiern =1
o n n+1 2n

ta~1+~—+ +L pour tout entier n = 1
= e T on -

Montrez que pour tout entiern = 1,

1)
1--la, sy, =a,.
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4. (b,) est la suite définie pour tout entier n = 1, par

b,=a, - 1.

n

Calculez b, - b, _, lorsque n = 2, puis comparez b, et u,
lorsque n =1 (u, a été défini en A)).

5. Calculez la limite de la suite (v,).
C. (w,) est la suite définie pour tout entier n = 1, par:
N R oo
W_=8in—+8in——+ ... +sin—.
n n+1 2n
En utilisant un encadrement de la fonction sinus par des fonc-
tions polyndmes, calculez la limite de la suite (w, ).

INDIGATION : Voir TP4, p. 137,

10 Logarithmes. Exponentielles. Fonctions u¥
1. On note ¢ et s les fonctions définies sur R par :
cx) = % @ +e) et si= % (e*-e).

a. Démontrez que c est paire, que s est impaire, puis que :
c2(x)-s2(x)=1.

b. Etudiez chacune de ces fonctions et tracez leurs courbes

représentatives dans un repére orthonormal.

De cette étude, déduisez que :

—pourtoutx>0, cx)>1 et c(Q)=1;

—pourtoutx>0, s(x)>0 et s(0)=0;

- pour tout réel x, ¢'(x) =s(x) et s'(x) = c(x).

Précisez les tangentes aux points d'abscisse zéro.

c. On note t la fonction définie par :
sk
t) = =22,
_ c(x)
Etudiez cette fonction et tracez sa courbe représentative
dans un repeére orthonormal. Déduisez de cette étude que :
—pourtout réelx, -1 <t(x)<1;

—pourtoutx >0, t(x)>0 et t(0)=0.
2. On note u la fonction définie par :

uty =228

a. Quel est I'ensemble de définition de u ? Démontrez que
u est impaire.

b. Démontrez que pour tout x > 0, u(x)>0; déduisez-en
que pour tout x < 0, u(x) <0.

¢. On étudie la limite en zéro de la fonction u ; observez que
vix) -v(0)
) x-0
une fonction a préciser. Expliquez alors pourquoi u a une
limite en zéro. Quelle est-elle 7

On prolonge la fonction v par continuité en zéro, en posant
u(0)=0. Dans toute la suite, u désignera ce prolongement
défini sur ¢ tout entier.

pour tout x non nul, on peut écrire u(x) = , v étant

d. x est un réel strictement positif.

Appliquez les inégalités des accroissements finis a la fonc-
tion v avec les réels 0 et x. (La fonction v a été définie en c.)
Démontrez que pour tout réel x > 0, 0 <u(x) < 1.

PROBLEMES DE SYNTHESE

Dédulsez-en que pour tout réel x <0, =1 <u(x) <0.
3. On considére la fonction f définie sur R par :
[f(x) = x[c(x)]* pour x# 0
|f(0)=0.
a. Vériflez que pour tout réel x, on a f(x) = xev",
Démontrez que :
- pour tout réel x > 0, f(x) >0 et flx)>x;
- pour tout réel x < 0, f(x) < 0.
Calculez f(1) et f(-1), et démontrez que la fonction f n’est
ni palre, ni impaire.

b. Démontrez que la fonction f est continue en zéro.
c. Démontrez que :
- pour tout réel x > 0, x < f(x) <ex;
- pour tout réel x <0, x <f(x) < %x.
INDICATION : Utiliser 2.d.
d. Déduisez de ces inégalités que :
imf=+oc0 et limf==co.

4o -

4. En utilisant la définition d’un nombre dérivé, montrez que
f est dérivable en zéro et que '(0)=1.

Montrez que pour X non nul, £'(x) = e (1 +t(x) - u(x)).
(La fonction t a été définie en 1.c.)

wer = FlU,)
A. fest la fonction définie sur R par f(x) =e*-x-3.
On note € sa courbe représentative.

11 Logarithmes. Exponentielles. Suites u

1. Etudiez la fonction f. Précisez, s'il en existe, les asymp-
totes 3¢ et la position de 6 par rapport a ses asymptotes.

2. Montrez que I'équation f(x) =0 a une solution et une seule
dans l'intervalle [0 ; + «[. On désigne par € cette solution.
Encadrez € par deux entiers.

B. g est la fonction définie par g(x) = In (x + 3).

1. Etudiez la fonction g et tracez sa courbe représentative I'.
2.a. Montrez que I'équation g(x) =x admet deux solutions,
I'une « dans ]-3; - 2[, l'autre B dans ]0 ; + «[.

b. Comparez B et €.

c. Comparez g(x) et x ; discutez.

3. x, et x, sont deux réels tels que a <X, <P <X,

Démontrez que « < g(x,) < B <g X,

4.a. Vérifiez qu'il existe bien une suite (u,) telle que
u,=1 et u,,,=In(u,+3) pourtout naturel n.

Etudiez le sens de variation de cette suite.

b. Vérifiez qu'il existe bien une suite (v,) telle que :
Vo=2 et v, ,=In(v,+3) pour tout naturel n.

nel

Etudiez le sens de variation de cette suite.
¢. Démontrez que pour tout natureln, 1 <u, <B<v, <2
d. Démontrez que pour tout réel x de I'intervalle (1 ; 2],

1.1
5\~9(X)\4.
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Déduisez-en que pour tout naturel n,
1
0 < g(vn) - g(un) s 4_ (vn - “n)l

) (1)!)
puis que 0<v, -u, = al

e. Trouvez un entier n tel que u, soit une valour approchée
de ( a10 7 pres. Galculez alors u, el une valeur approchée
de (.

12 Exponentielles. Encadrements d'une intégrale
On considere la fonction g définie sur J0; + e[ par:

A. Le but de cette partie est d'éludier le sens de variation
de g et de prouver que g est prolongeable par continuité en
Zero.

1. Résultat préliminaire

Démontrez que pour tout réel x, e*= x + 1.

2. Trouvez la fonction dérivée ' de la fonction g, et démon-
trez que pour tout réel x > 0, g'(x) < -e-2x

3. Dressez le tableau de variation de g.

X
4. Démontrez que la fonction x ~ Liled | a pour limite 1 en
X

zéro, et déduisez-en que la fonction g est prolongeable par
continuité en zéro.

B. On note fla fonction qui prolonge g par continuité en zéro.
La fonction f est donc définie sur [0 ; + e[ par:
f(x)=g(x) pour x>0
{f(O) =1.
Le but de cette partie est de calculer I'aire d'un domaine dont
une frontiére est une partie de la courbe représentant f.

1. On choisit 5 cm pour unité de longueur dans le plan.
Tracez la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormal (O ; 7, /). On notera € cette courbe.
INDICATION : On admet que la tangente a ¢ au point d’abscisse 0

a pour coefficient directeur - g

2. On considére le domaine délimité par 6, les axes du
repere, et la droite d'équation x = 1. On propose de déter-
miner des encadrements de |'aire s/ de ce domaine, expri-
mée en centimetres carrés.

a. Partagez I'intervalle [0 ; 1] en cing intervalles de méme
longueur, et par la méthode des rectangles, donnez un
encadrement de 4.

b. En utilisant la méme subdivision et la méthode du point
meédian, donnez un encadrement de 4.

INDICATION : a, et b, Pour ces méthodes, voir p. 236, tome Obli-
gatoire,

¢. Démontrez que pour tout réel x > 0,

er+e
—
Déduisez-en un autre encadrement de I'aire .

o < gly) =

13 Suites v, ,,=u,, +u,

|'abeille femelle a un pére et une mere tandis que I'abeille
male a une mére mais pas de pere. On souhaite connaitre
le nombre u, d'ancétres d'une abeille male M, présents a
la nm génération la précécant,

L.e tableau montre le calcul de u,, u,, u,, Uy, u,.

F, M, F, F, M, u=5
_\,.\__ I._ _._\_\__ - - = = S S -

F, M, T, u,=3

k F{ M, Uy=12

\T u =1
_____________________________ ST e

M, u,=1

1. Vérifiez les résultats donnés par le tableau.

2. Notons f, le nombre d'ancétres femelles et m_le nombre
d'ancétres males a la n*m génération qui nous intéresse.
Vérifiez que pour tout natureln, f  =f +m etm,

' Tned

1 = fn'
3. Déduisez-en que pour tout naturel n,
fn+2=fn+l +fn; mn+2=mn+1 +mn; Un~2=un-1 +Un'

La suite (u,) est donc déterminée par :
u=u,=1,etu, ,=u,, +U, pourtoutnatureln.

n+1
4. On note (E) I'ensemble des suites définies par la donnée
deu, deu,,

et de larelation u,,,=u,,,+Uu, pourtoutnatureln.

a. On cherche s'il existe des suites géométriques () appar-
tenant a (E).

Vérifiez que les propositions (P,) et (P,) sont équivalentes :
* (P,)): (r") appartient a (E) ;

* (P,) : r est une solution de I'équation X2-X-1=0.

b. Déduisez-en qu'il existe deux suites géometriques, et deux
seulement, qui appartiennent a (E). On notera (r,") et (r,")
ces deux suites. Précisez la valeur de r, et celle der,.

c. La suite (u,) qui nous intéresse, et qui a été définie en 2.,
appartient a (E). On cherche a écrire, pour tout naturel n,
u,=ar," +br,",

a et b étant deux nombres fixes indépendants de n.
Montrez qu'il existe deux nombres a et b, et seulement
deux, tels que u,=a+b, u,=ar, +br,.

Déduisez-en que pour tout naturel n, u, =ar," +br,"
INDICATION : Inutile d'utiliser les valeurs numériques der,, r,.

d. Montrez que pour tout naturel n, B
- ——1-(1_J_5_]1|.|+J~(1+J5)n~1
n = Jg 2 Jg 2

LI At
e. Montrez que pour tout natureln, u, =— XC, 5§57,

an n

I'entier k prenant toutes les valeurs impaires comprises
entre 1 etn + 1 (kimpair, 1 sk <n+1).
5. Calculez f, et m,.
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14 Suites. Barycentre. Produit scalaire dans le plan

A. (u,) est la suite définie par :

u,=0, et u =u,_, +n(=1)"*" pour tout naturel n non nul.

On deéfinit alors les suites (v,) et (w,) respectivement par :
v.=u, et w =u, , pourtoul naturel n.

1. Prouvez que (v,) et (w,) sont des suites arithmétiques, et
que (u,) n'est pas arithmétique. Exprimez v, el w, en fonc-
tion de n.

2. Exprimez u,,, _, en fonction de u,,.

n-1
3. On note (E) I'ensemble des points A, dont les coordon-
nées dans un repere orthonormal choisi sont (n;u, ), n e N.
a. Montrez que (E) est inclus dans la réunion de deux droites

deta’. Donnez des équations de d et d'.
b. Déterminez I'ensemble 6 des points M du plan tels que :
(MA; + MA, + MA)) - (MA; + MA, + MA) = 0.
1
B. fest la fonction définie par f(x) = H (1-(2x+1)cosn x)
et €' est sa courbe représentative dans le repére orthonormal
choisi en A.3.

1. Montrez que I'ensemble (E) est inclus dans €'.
Quelle est, en tout point A_ de (E), la tangente & ¢’ ?

2. Montrez que pour tout réel x = 0, ——;-x sflx) < %x-+‘ %

Interprétez graphiquement ce résultat.
D'aprés Concours ESSCA. 1992,

15 Complexes. Fonctions \/; . Bijections. Intégrales

On choisit pour unité de longueur 4 cm, et on munit le plan
d’un repére orthonormal direct (O ; u, v). Vous représente-
rez dans ce repere les courbes demandées.

A.1. On note E I'ensemble des complexes z tels que
z-iz # 0 et on considére la fonction f qui,  chaque élé-

. Z+Z-i
ment de E, associe le complexe f(z) = -

-iz
Déterminez I'ensemble E et représentez-le graphiquement.
Par la suite, si un complexe z de E est représenté par un
point M, on notera M’ le point représentant f(2).

2. Résolvez dans C I'équation f(2) = .

3.z estun complexe appartenant a E ; le point M qui le repré-
sente a pour coordonneées (x ; y). Exprimez en fonction de
x et de y les coordonnées du point M’

4. Déterminez et représentez graphiquement I'ensemble
des complexes z tels que f(2) soit imaginaire pur.

5.z=x+iy estuncomplexe de E.

Montrez que le module de f(z) est égal a 4/5 si et seule-
ment si-x et y sont liés par la relation 4y?-8xy-1=0.

B. Le but de cette partie est de représenter I'ensemble E’
des complexes z =x +iy tels que f(z) ait pour module «/ 2
c'est-a-dire aussi, d'apres A.5., I'ensemble des couples
(x;y) telsque 4y?-8xy-1=0 [1].

PROBLEMES DE SYNTHESE

1. Montrez que pour tout réel x, il existe deux réels y, et y,
adéterminer tels que (x ; y,) et (x ; y,) verifient la relation [1].

2. a et b sont les fonctions définies sur R par :
a(x):x+% ‘V4X2+1 et b(X):X——.lé ;\/4)(2 +1.

On notera ‘¢ la courbe représentative de a et ¢’ celle de b.

a. Montrez que I'ensemble E’ cherché est représenté par la
réunion de ‘¢ et de G'.

b. Montrez que |'origine O est centre de symétrie de E’.

3. Etudiez la fonction a et tracez sa courbe représentative.
Montrez que |a droite d d'équation y = 2x est asymptote a
¢ au voisinage de + c et précisez la position de 6 par rap-
port & cette asymptote.

4, Tracez la tangente a € au point d'intersection de ¢ avec
I'axe des ordonnées.

5. Représentez 'ensemble E'.

C. On se propose de calculer, en cm?, 'aire sl du domaine
compris entre la courbe 6, les droites d’équations x = 0,
x =1, etl'axe des-abscisses.

1. Exprimez cette aire sous forme d'une intégrale.

Le but des questions qui suivent est de calculer cette inté-
grale.

2. On note a, la restriction de a & I'intervalle I=[0; 1].

a. Pourquoi a, est-elle une bijection de I sur l'intervalle

J=[1;2+~/§]?

b. Soit h la fonction définie sur J par :
4x2 -1
h{x) = el
Vérifiez que pour tout x de J, a,(h(x) = x,
et que pour tout x de I, h(a, (x)) = x.
Comment qualifie-t-on h par rapport a a,, et a, par rapport
ah ? Qu'en résulte-t-il pour les courbes 4 et @' ?

3. Tracez la courbe représentative de h.

2.5
4. Calculez intégral Jz i
. Laliculez lnegrae % 8x

dx, etinterprétez-la

graphiquement.
5. Déduisez alors de ce qui précede I'aire & cherchée.

16 Intégrales. Exponentielles. Produit scalaire dans le
plan
1. g est la fonction définie sur R par g(x) = X(x + 2 - e)e™.

Montrez que J g(x)dx=0.
0
2. Pour tout réel t, on considére la fonction f, définie sur R

par f(x)=(x-t)e.
E est I'ensemble des'. couples (t, ; t,) de réels tels que :

JﬂjﬂnJﬂdx=u

a. Prouvez que E n'est pas vide.
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b. Démontrez qu'un couple (t, ; t,) appartient a E si et seu-
lementsi (e-1)t,t,=(t,+t)+e-2=0.
Ecrivez cette condition sous la forme :

t, - (t,- ==k (1]
« et k étant des réels que vous calculerez, (On rappelle que
27<e<28)
c. Par des considérations sur les aires, montrez que lorsque
(t, ; t,) appartient & E, la fonction x + f, (x) !,? (x) ne garde
pas un signe constant ; déduisez-en que I'un au moins des
deux réels t, ou t, appartient a [0 ; 1].

3. On considere un repere orthonormal (O ; 7, /) et on désigne
parA, le point de coordonnées (¢ ; 0). Il est conseillé de faire
des figures pour traiter cette question 3.

a. Démontrez, en utilisant I'égalité 1], qu'il existe deux
points du plan, 1 et ], tels que : (t, ; t,) appartient a E si et
seulement si f_.Ar1 : I—.A,2 = J_A‘,‘ . JT‘\:2 =0.

b. Vérifiez que (t, ; t,) appartient & E si et seulement si le cercle
de diamétre [A,1A‘2] passe par [ et].

c. Calculez, & I'aide d'une remarque géométrique simple,
le minimum de | t, - t, | quand (¢, ; t,) décrit E.

d. Déduisez de 3.b., par une interprétation géométrique de
2.c., que I et ] appartiennent au disque de diamétre [A,A,]-

17 Exponentielles. Approximations. Intégrales.
Equations différentielles :

A. Question préliminaire .
h est une fonction continue sur I=[0; + [ et positive.
H est la primitive de h sur I telle que H(0) = 0.

1. Montrez que H est positive sur 1.

2. En utilisant plusieurs fois 1., et sachant que pour tout réel

x=0, e*-=1 =0, montrez que :
4

; X
pourtoutréel x =0, ex= 54—.

B. f est la fonction définie sur R par f(x)=1-x2e™~
1. Etudiez la fonction .

2. Déduisez de cette étude que I'équation f(x) =0 aune
solution et une seule, notée a. Donnez une valeur approchée
de « a 10-2 prés.

3. L'unité de longueur choisie est 2 cm ; tracez la courbe 6
représentative de f dans un repére orthonormal. Précisez,
s'il y a lieu, les tangentes horizontales.

4. ) est un réel strictement positif,

On note D le domaine limité par la droite d'équation y =1,
la courbe €, les droites d'équations x =\, et x =0. On
note A(\) I'aire, en cm?, du domaine D.

A(N .
a. Montrez que (T) =I xte " dx.

b. On veut savoir s'il est possible de choisir \ de fagon &
obtenir A(\) = 125,

» Sans calculer I'intégrale, montrez que :

)
[x’e"dx<1. lorsque \ < 1
Jo

AR}

1
x’e " dx =24 (1 - K) =24, lorsque\ = 1.

* Do ces inégalités, déduisez que A(\) = 125 cm? est
impossible.

C.1.1" et /" désignent respectivernent les dérivées premiére
et seconde de f. Vérifiez que pour tout réel x,

')+ 2F'(x) + f(x) = - 2e~* + 1.
2, On note F la primitive sur R de f qui s'annule pour x = 0.
Donnez la valeur explicite de F (x) pour tout réel x.
3. Ecrivez F (x) sous forme d'intégrale. Retrouvez le résultat
de la question 2. en calculant cette intégrale.

D. On se propose de résoudre I'équation différentielle du
second ordre, de fonction inconnue y :

y')+2y'0) +yl) =-2e+1 (E).
Il'a été vu en C.1. que la fonction f est solution de (E,).
1. Résolvez I'équation y" + 2y’ +y=0 (E).

2. g est une solution définie sur R de I'équation (E,). Démon-
trez que g + f est une solution de (E,).

Inversement, soit h une solution de (E,). Démontrez que
h - f est solution de (E,).

Déduisez-en 'ensemble des solutions de (E,).

3. Déterminez la solution ¢ de (E,) telle que ¢(0)=¢'(0)=0.
E. a est un réel donné.
g, est la fonction définie sur R par :

gl =(-x2+ax+a)e*+1.

1. Montrez que les courbes 6, représentatives des fonctions
g, passent toutes par un méme point fixe L.

2. On suppose a # - 2. Démontrez alors que la fenction g,
admet deux extremums, dont 'un est obtenu pour x = Q.

3. On note M, le point d’abscisse a + 2 sur la courbe €,.
Lorsque a varie, M, décrit une courbe I
Donnez une équation cartésienne de I

18 Exponentielles. Intégrales. Suites

On note £, la fonction définie sur R par f,(x) = e, et
f, la fonction définie sur R par f,() =x" o~ ne N

A.1. Pour tout naturel n, on pose 1 = | £ (x)dx.

a. Montrez que la suite (1) est décroissante.

b. Montrez que la suite (1,) est convergente. On notera ¢ sa
limite (le calcul de ¢ n'est pas demandé dans cette question).

2, Trouvez une relation de recurrence entre I et 1, _,. Dédui-
sez-en la valeur de (.

B.1. Etudiez les variations de f, selon les valeurs de n. Pré-
cisez, en particulier, lescas n=0, n=1, n=2, n=3.

PROBLEMES DE SYNTHESE
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2. Le plan est muni d'un repare orthonormal (O ; 7, j). On note
G, la courbe representant f, dans ce repére.

a. En quels points la courbe ‘G a-t-elle une tangente paral-
lele a I'axe des abscisses ?

b. Déterminez, pourles valewrs 0, 1, 2, 3, den, les abscisses
des points en lesquels la dérivée seconde 1) s'annule el
change de signe.

¢. Montrez que toutes les courbes ‘¢, (n = 0) ont un point
commun et un seul, que I'on notera A, que toutes les courbes
Gy, (0 = 0), ont exactement deux points communs, A et un
autre que I'on notera B, et montrez que toutes les courbes
Lys. 4 (P = 0), ont exactement trois points communs A, O,
et un autre que I'on notera C.

d. Précisez la position relative de deux courbes 6, et €,
restreintes & [0 ; + .

e. Tracez sur un méme dessin les courbes €, 6,, €,.

19 Logarithmes. Calcul d’aire. Complexes
A.1. fest la fonction définie par f(x) = In (In|x |).
a. Calculez f(e*), k réel arbitraire strictement positif.

b. Etudiez la fonction f (ensemble de définition, parité, sens
de variation, limites aux bornes de I'ensemble de définition).
c. Tracez la courbe 6 représentant f dans un repére ortho-
normal (O ; 7, /) dont I'unité graphique de longueur est 2 cm.
Précisez, s'ils existent, les points d'intersection de % avec
les axes de coordonnées, et les tangentes a 6 en ces points.

2. g et h sont respectivement les fonctions définies par :
gt =In(inx), h(d)=In(|In|x|]).

Précisez leurs ensembles de définition, et tracez, sans autres

calculs, leurs représentations graphiques dans (O ; 7, ]).

B. ¢ est la fonction définie par =
¢ inie par ¢(x) Xhlxl

1. Calculez g(e*), k réel arbitraire non nul.
2. Etudiez ¢ et tracez la courbe T qui représente cette fonc-

tion dans (O ;7, ).
3.a. Calculez en cm? 'aire A(x) du domaine limité parT’, 'axe
des abscisses et les droites d'équations x = o, (> 1), x=e.
b. Etudiez la limite de o ~ A(a) en 1 et en + o,

4.a. Déterminez graphiquement I'ensemble des points d'inter-
section de I" avec la premiére bissectrice des axes de coor-
données (cette bissectrice est la droite d’équation y = x).

b. Montrez que " et la seconde bissectrice (droite d'équa-
tion y = - x) sont sans point commun.

C. On considere la fonction t définie sur une partie de C par

]
t(z) = ——— (z € C et|z]estle module de 2).
zIn|z|

1. Quel est I'ensemble de définition de t ?
2. Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O'; 4, V).

a. Exprimez le module et un argument de z' = t(z) en fonc-
tion de ceuxdez. Onnoteraz=re'", r> 0.

PROBLEMES DE SYNTHESE

b. On associe a t, I'application T du plan dans lui-méme qui
au point M(z) fait correspondre le point M’ (t(2)).

3. Déterminez les points fixes de T, c'est-a-dire les points
M tels que T(M) =M.

4, Déterminez les points M tels que O’, M et T(M) soient
alignés. (O' est I'origine du repére.)

5. Quelle est I'image par T d'un cercle de centre O’ et de
rayonr,r>0,r #117

20 Applications du plan dans le plan. Logarithmes.
Complexes. Coniques. Suites
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct.

A.1. Pour tout réel h, on note f, I'application du plan dans
lui-méme qui a chaque point M, distinct de O, de coordon-
nées (x; y) associe le point M, de coordonnées (x, ; y,) telles
que x,=hx, y,=x+hy.

On note alors f, (M) = M,. On convient que f,(0) = O.

a. f, a-t-elle d’autres points invariants que O ?

b. f, est-elle bijective, c’est-a-dire tout point M, du plan
est-il I'image d’un point M et d’un seul ?

2. A est la droite d’équation y =x. Montrez qu'il existe une
application g du plan dans lui-méme telle que f,=ge°s,
s, désignant la réflexion d’axe A. Identifiez g.

3. Dans toute la suite, on suppose h # 0. Identifiez 1, 7.
d, est la droite d’équation y =-x, et d, la droite d’équa-
tion y =0, dans le repére (O;1,]); s, est la réflexion d’axe
d, ets, laréflexion d'axe d,. Déterminez géométriquement
la nature de I'application t=s,°s,°f  of puis précisez
ses éléments caractéristiques.

4, s est la réflexion dont I'axe est I'axe des ordonnées. On
pose U=fesof oS,

On appelle z I'affixe de M(x ; y), et Z I'affixe de u(M).
Calculez Z en fonction de z. Déduisez-en la nature de u et
ses éléments caractéristiques.

B. M est un point non situé sur I'axe des ordonnées, H est
son projeté orthogonal sur I'axe des ordonnées, et M, =7, (M).
1. Déterminez les directions des droites (HM,) et (MM,), et
déduisez-en une construction simple de M, a partir de M.
2. J( est la courbe d'équation x2-y2=9. Précisez la nature
de €, ses éléments caractéristiques. Tracez J(.

3. On note d¢, I'image de I par f,.

a. Donnez une équation de J(,, de la forme x = F(y).
b. Déduisez-en les asymptotes de Jt,. Vérifiez qu'elles ont
pour vecteurs directeurs 7 etk =7 + 2.

c. Ecrivez une équation de ¢, dans (O ; /, k). Déduisez-en
la nature de JC,.

C. M, est un point donné.

Onpose M, =£,(M,), M= (M), .., M =f(M, ) pour
tout naturel n. On note (x, ; y,) les coordonnées de M,,
(x,;y,) cellesde M,, ..., (x,;y,) celles de M,
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1. Montrez que pour tout naturel n non nul,
X,=h"x, ety =nh"'x +hoy,
Montrez que lorsque X,>0,h>0 et h # 1, alors:

n

Y= % (u ln(T) +B). a el B étant des constantes,
0
indépendantes de n, que vous calculerez. Déduisez-en que

les points M sont situés sur une courbe fixe.

2. Onsuppose x,>0, h>0 et h # 1. Quelle condition
faut-il de plus imposer a 1 pour que la suite (x ) converge ?
Quelle est alors la limite de celte suite ? Montrez que, dans
ces conditions, la suite (y,) converge aussi, et trouvez salimite.

21 Fonctions irrationnelles. Coniques. Similitudes

(O 17,]) estunrepére orthonormal direct du plan, I'unité gra-
phique de longueur est 2 cm.

A. f, est la fonction définie par f,(x) =-2x + ¥ 3(x* - 1).
1.a. Etudiez la fonction f,.

b. On note €, la courbe représentant f, dans (O ; 7, j).
Montrez que 6, admet deux asymptotes qui passent I'une
et l'autre par I'origine, et précisez la position de €, par rap-
port & chacune de ses asymptotes.

c. Précisez les tangentes a €, aux points d'abscisses -1 et 1.
d. Tracez la courbe 6,

2.1, est la fonction définie par f,(x) =-2x- ¥/ 3(x*- 1),
€, est sa courbe représentative dans (0 ; 7, ).

a. Montrez que 6, est I'image de 6, par la symétrie cen-
trale de centre O.

b. On note 6 la courbe qui est la réunion des deux courbes
€, et €,. Tracez cette courbe.
Montrez que % a pour équation X2+ 4xy +y2+3=0.

B.1. S est la transformation dont I'écriture complexe dans
O;:7,f)est z' =§ (1+i)z.

a. Identifiez cette transformation.

b. On note # I'image de ¢ par S. Précisez la nature de la
courbe # ainsi obtenue.

2.a. Démontrez que I'image d'une hyperbole par une simi-
litude est encore une hyperbole.

b. Déduisez-en que la courbe 6 est une hyperbole.
INDICATION : Utiliser S-1.

¢. Quelles sont les coordonnées des foyers de 6 ?

22 Logarithme. Fonctions u", Suites. Intégrales

Préliminaire .
- ) _In (14X

1. Justifiez le résultat suivant : lim —(—~) =1.

x-10

1+1)
X

b. Etudiez Ia limite en + « de la fonction X ~

=1.

2.a. Déduisez-en que lim \x In
X =1 4=

X

1+1
X

A. Pour tout naturel n, on note f_ la fonction définie sur R
par f (x) = x"(1 = x).

1.a. Etudiez le sens de variation de f,.

b. Prouvez que selon la parité de n, I'équation £ (x) =1, ou
bien a une solution et une seule dans R, ou bien n'a pas de
solution.

2. Montrez que, sauf pour certaines valeurs particulieres de
n, les courbes représentatives des fonctions f, ont deux points
communs et ont méme tangente en chacun de ces points.

B. On note g, la restriction de f_ a I'intervalle [0 ; 1]. Ainsi,
pour tout x de [0 ; 1], g,(x) =x"(1=x).

On note ‘G, la courbe représentative de g, relativement a un
repére orthonormal (O ; 7, /).

1. Montrez que, sauf pour une valeur de n, g, possede un

1 1
maximum M, etque M, = (—J

n+1 1\~
1+ —}
n
2, Tracez 6, 6., 6,, dans le repére (O ; 7, /). Donnez Iallure
de @, pourn > 2. Placez 6, , , par rapport 26, (position rela-
tive des points de méme abscisse et des deux points repré-

sentatifs du maximum).
3. Calculez successivement :

a. im M, b.Inzj g,(x) dx c. lim I .
0

n= 4o L Angd aof

Pouvait-on prévoir ce dernier résultat & partir d’'un enca-
drementde g, ?
4. Pour tout x de [0 ; 1] et pour tout naturel n, on pose :

S,(X) =g,(x) +g, (X)+..+g,(x)= )n: g.(x)

i=0

L OSQUIUAS Sp setugfgoidT

et J, =J:Sn(x).v

a. Calculez S, ), puis :
o lim S,(x) *]J,
b. Exprimez ], en fonction de I, I, ..., 1.
Déduisez-en la valeur de la somme :
1 1 1
= I .
S 1x2 2x3 T +2)
Calculez lim s,.

n—=+=

e lim J,.
N+

'S (x)dx et |“(Iim S, (x)) dx.

Q

c. Comparez  lim '
n o

-+t w

23 Coniques. Courbes paramétrées

Dans tout le probléme, (O ; ,) désigne un repére orthanormal,

\ un réel quelconque et k un réel strictement positif quel-

conque. ‘G, , désigne la courbe dont une équation dans

;i )est (1+Nx2+(1-Ny=k

A.1. Etudiez les courbes G, ,, 6, et €_ .

2.a. Montrez que les deux coniques d' équations
Ix?+y?=12 et 3x?-y?=6

sont des courbes G, ,.

PROBLEMES DE SYNTHESE 171
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b. Identifiez ces deux coniques, précisez leurs éléments
caractéristiques, leurs asymptotes éventuelles, et repré-
sentez-les sur deux figures distinctes.

3. On suppose A différentde - 1, 0 et 1. Le réel k étant fixé,
montrez que 6, , est une conique. Précisez alors, selon les
valeurs de \, son axe focal et son excentricité.

4.\ etant fixé, a chaque point M(x ; y) on associe le point

M'(x";y')telque X' =(1+NX=\y, Y =\ +(1=Ny.

On définit ainsi une application f, du plan dans lui-méme,
M= M =1 (M).

a. Montrez que I'image de 6, , par f, est la courbe G_, ,.

b. Représentez sur une méme figure la courbe @ 10 etson

image par f%.

B. Dans toute la suite, on désigne par ¢ la courbe % 1
et par €' son image par f%.

1. Un point mobile M est animé d’un mouvement défini par :
x(t)=2sint
2n 4m

t=2~/§cost, t [——,—.
y(t) ol

(x(t); y(t)) sont les coordonnées du point M dans ;7))
ala date t. Montrez que la trajectoire de M est la courbe €.

2. Pour tout réel B, on note M’ le point de coordonnées
(x':y') x'=24/3 cos B, y'=2sinB.
T 4n

3
et un seul, telque M’ =f; (M). Exprimez B en fonction de t.
. 2

Montrez qu'il existe un nombre B de l'intervalle

3.a. Calculez les coordonnées du vecteur vitesse de M et

du vecteur vitesse du point M'= f%(M) ala date t.

b. On note M, la position du mobile & I'instant de date t, = 0.
Montrez que M= f% (M,) estassociéap = 23_1t Montrez
que la tangente en M, a € et la tangente en M; & €’ se
coupent en un point de la droite A d'équation x -y = 0.

c. Cette propriété des tangentes en M et M'= f%(M)

respectivement a ¢ et €', de se couper sur la droite A est-
elle vraie & tout instant ?

24 Fonctions irrationnelles. Logarithmes. Intégrales.
Isométries. Coniques. Similitudes

A. On note f, la fonction définie par f(x) = / % X(x-6).

1. Etudiez la fonction 7, (ensemble de définition, limites aux
bornes, sens de variation).

2. On note €, la courbe représentative de f, dans un repére
orthonormal (O : 7, /). Montrez que 6, admet un axe de
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symétrie, précisez les tangentes a 6, aux points d’abs-
cisses 0 et 6, tracez 6,.

NOTE 1 : Une méthode : Pour prouver que la droite d'équation
x=a estunaxe de symétrie de la courbe 6,, montrer que lorsque
a+h(h>0) estdans %, , alors a-h estaussi dans 9‘0,1, et
que f,(a+h) =1 (a-h)

B. Pour tout réel m > 0, on note g, la fonction définie par

1
g, (X)=1Iny / ax(x - 6m), etonnoteT, lacourbe repré-

sentative de g,, dans le repére (O ; 7, )).

1.a. Montrez que la courbe I', admet un axe de symétrie.
Etudiez la fonction g,, puis tracez T’

NOTE2:g, =Ine{,, puis voir Note 1.

b. Calculez f 9,(x) dx lorsquea>6,b >a.

Déduisez-en I'aire du domaine limité par la courbe I',, I'axe
des abscisses, et les droites d’équations x =x,, x =9,
X, étant I'abscisse positive de 'un des points d’intersection
de I', avec I'axe des abscisses.

2. A chaque point M(x ; y) du plan, on associe le point
M'(x";y'), X'=mx, y'=y+Inm, etonpose T_(M)=M’
(m réel strictement positif).

a. L'application T du plan dans lui-méme ainsi définie est-
elle bijective ?

NOTE 3 : Rappel : Dire que T, est bijective signifie que tout point
N est I'image d'un point M et d'un seul.

b. Montrez que T, (I',)=T,,.

C.1. On note f, la fonction définie par f,(x) =-f, ().

a. Tracez la courbe %, représentant la fonction £, dans le
repére (O ; 1, /).

b. Montrez que la réunion % des deux courbes 6, et 6, a
pour équation x2-6x - 3y2 = 0. Déduisez-en la nature, le
centre, et les coordonnées des foyers de Jt.

INDICATION : Ecrire que x2-6x - 3y2= (x - 3)2-9 - 3y, paser
X=x-3, y=Y, puis montrer que dans le repére (1;7,7), ¥ a

pour équation % - % =1, 1 étant le point de coordonnées (3 ; Q)
dans (0;7,)).

2. On suppose que le repére orthonormal (O ; 7, /) est direct.
On note s Ia similitude dont I'écriture complexe dans (O ; 7, J)
est z'=2¢"'%.

Donnez une équation cartésienne dans le repare (O ; 7, J)
de la courbe ' image de ¢ par la similitude s.

25 Fonctions irrationnelles. Formule du bindme.
Nombres complexes
1. On considére la fonction f définie sur R par :

f(X) =X+ V1 +x2.

a. Montrez que pour tout réel x, J 1+x > |x|, etdeédui-
sez-en le signe de f(x).
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b. Etudiez cette fonction et tracez sa courbe représentative
dans un repére orthonormal (O ; /, /).

2. On considere la fonction g définie sur ]0; + [ par :
L ey
2X
Vérifiez que pour tout réel x, g(f(x)) =X, et que pour tout
réel x>0, f(g(x)) =x.
3. On considére la fonction h définie par :
1 1
h(u)_2 (u+u).

Dressez le tableau de variation de h, précisez les limites aux
bomes de son ensemble de définition.

4. n est un naturel. On considere la fonction P, définie sur
Rpar P,(X) =% ((x+ V1+x )" +(x— V1+x )")

a. Montrez que P, est un polyndme. Précisez son degré.
b. Comparez, pour tout réel x, P_(x) et P_(-x).
5. On note ¢ le polyndme x ~ x".
Montrez que suivant |a parité de n, _

P,=hogof ou P,=gegef.
Déduisez-en le tableau de variation de P
6. On suppose dans cette question que n est un naturel pair
non nul.
a. m est un réel donné. Discutez, suivant le choix de m, le
nombre de racines réelles de I'équation P, (x)=m.

b. X\ est un réel donné strictement compris entre 0 et g
Reésolvez dans C I'équation % (z + 1) =COSA.
z

Deduisez-en les solutions complexes de I'équation :

1 (z" + l) =cosh (E).
2 z"

Pour chacune des racines z de I'équation (E), calculez

1 1
z-—|, puiscalculez P (x).
> z) puis calculez P (x)

(On note encore P, le prolongement & C du polynéme défini
ala question 4.)

26 Polyndmes. Logarithme. Intégrales. Suites

1. Pour tout naturel n = 2, on note Q, _, la fonction poly-
noéme définie sur R par :
Q, () =1-t+t2+,. +(-1)-2t-2,
a. Montrez que pour tout réel t # -1,
1= (=1)0-1 g0
14t '

INDICATION : Utiliser la formule donnant la somme des termes
consécutifs d'une suite géométrique.

Q.=

b. Déduisez-en que pour tout réel t # -1
n=1

'L 2 -2 ¢n-2 ll-1r_—
1+t=1-t+t+..‘+(—1)"t +(=1) T+t

c. Déduisez de b., par intégration, que pour toutx e [0; 1] :

IN(1 4x) =P_, (%) + (- 1) “T; dt [A

ol l'onaposé P (x)=x_)ff PP (_1)n-z"""
n-1 2 n_1.

2.a. On note / la fonction définie sur J0 ; 1] par :

In(1+x
fx) = -—(-)-(-—2
Vérifiez que I'on peut prolonger f par continuité en zéro en

posant f(0) = 1. Par la suite, on notera f la fonction ainsi
prolongée, donc définie et continue sur [0 ; 1].

b. Montrez que pour tout réel x >0, x - In(1 +x) >0, et
déduisez-en que pour tout x dans [0 ; 1], f(x) < 1.

c. Montrez que pour tout naturel n non nul,

1

Osj fix)dx <
0

S 1=

1
et déduisez-en que lim U f(x) dx):O.

n=*+e

1 1

d. Montrez que  lim ( f‘ f(x) dx) = f f(x) dx.
n=+e \Vn 0

Retrouvez ce résultat en utilisant une primitive F de £.

(Il est inutile de calculer F).

3.a. Montrez que pour tout x dans [0 ; 1],

& tn—1 x
dtsj t"'dt, n=2),
J’n 1+t [} (n 2)

¥ sn-1

,
puis déduisez-en que J’ dt=-.
n

o T+t

b. En utilisant la relation [A] de la premiére question, montrez
. 1 P . 1
que pour tout x dans ]0 ; 1], —nxsf(x)— % e

c. Par intégration, montrez que :

Ul f(x) dx) + 1 In1 +S,,(1) < S,(1)
1 n n

n
s(['f(x)dx)—1|n1+sn(l) 8],
Ji n n n

dans laquelle on a posé :

x2 x3 xn-l
- Y am —y — - 1yn-2 = 92).
S,(X) = x 22+32+...+( 1) o) n=2)
d. Montrez que pour tout naturel p et tout x dans [0 ; 1],
XP_ xa!
P (p+ 1)
Déduisez-en que pour tout n = 2, tout x dans [0 ; 1],
S,x)=0.
s ) x? x? X?
INDICATION : §, (x) = x-; , S,(x)= x_; +;_
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e. Montrez que S, (x) = x, etdoncque 0=§ (x) = x.
? 3 X ?

. X x x'l xl
INDICATION : x = §,(x) = —2—5—5—7 , X=8,(x)= .2.’__3,'. +.4.;'.

1
f. Calculez lim S"(—’). puis déduisez-en que :
!

lim S,,(t):' f(x) dx.

4.a. Enregroupant convenablement les termes de la somme

WU R P BOL BT

2: 32

(”_1 Tk montrez que :
1 1 1 1 1

LR i £ KU DR BT

pOUl“tOUtn =5, 2273274 02 32"

Al

b. Deduisez-en un encadrement de | f(x) dx.

0

27 Nombres complexes. Produit scalaire. Hyperbole.
Courbe paramétrée

(O ; u, V) est un repére orthonormal direct. z désigne un
nombre complexe.

Onpose: f(2) =z°+4(1 - )22 -2(2 + 7i)z - 16 + 8i
et g(2)=z%+2-2i.

A.1.a. Déterminez le module et un argument de chacune des
solutions complexes de I'équation g(z) = 0.

b. Représentez les points d'affixes les nombres trouvés et mon-
trez que ces points forment un triangle équilatéral.

2. Montrez qu'il existe un réel r, et un seul, tel que f(r) = 0.
Déterminez alors les complexes a et b tels que :

pour tout complexe z, f(z) = (z-r)(z2+az +b).
3.a. Mettez le trindme z2-4iz-4 + 2i sous forme cano-
nique.
b. Résolvez I'équation z2=-2i.

c. Déduisez-en les solutions de I'équation f(z) = 0. Repré-
sentez les points dont les affixes sont les nombres trouvés
et démontrez que ces points forment un triangle rectangle.

4. A, B, C sont les points dont les affixes respectives sont
-1+3i, 1+i et —4. Déterminez |'affixe du barycentre G
de (A, 4),(B,3),(C,5).
5. Pour tout point M, on pose :

h(M) = MA - MB + 2MB - MC + 3MC - MA.
Calculez h(C).
Exprimez h(M) en fonction de MG? et h(G). Déterminez
alors I'ensemble des points M tels que h(M) = 18.

B. A tout point M du plan d'affixe z, on associe le point M’
d'affixe z' =f(z) - g(2).

1. Exprimez les coordonnées (x' ; y') de M en fonction des
coordonnées (x ; y) de M.

2. Les points A, B, C sont ceux définis a la question A.d4.
Donnez une équation cartésienne de I'ensemble J(, des

PROBLEMES DE SYNTHESE

points M tels que O, B et M" soient alignés. Vérifiez que ?/t‘f1
est une hyperbole ; précisez son centre et ses asymptotes.

3. Donnez une équation de I'ensemble 7€, des points M tels
que O, I et M’ soient alignés, ol I est le centre de gravité
du triangle ABC. Vérifiez que 7, est une hyperbole ; préci-
807 soh centre el ses asymptotes.

4. Conslrulsez ‘Il et It

C. Un moblle M a une affixe z(t) qui s'exprime en fonction
detpar z(t)=/(t/)+10-6/, t € [0; 27).

On notera M(t) la position de M & l'instant de date t.

1. Déterminez les coordonnées (x(t); y(t)) de M(t) et les
coordonnées de son vecteur vitesse a I'instant de date ¢.

2. Construisez la trajectoire du mobile lorsque t décrit
[0; 2], en indiquant le sens de parcours.

28 Racines n'*™s de I'unité. Pentagone régulier
1. Résolvez dans C I'équation z5=1.

2.a. Soit 8 un élément de l'intervalle ]-n ; n[.
Exprimez en fonction de 8 la solution de I'équation :
1-iz

= g,
1 +iz

1-iz|®
b. Résolvez dans C I'équation ( - ) =1.
+1Z

c. Développez et ordonnez I'expression (1 -iz)5-(1 +iz)°
puis résolvez I'équation (1-iz)°-(1+iz2)5=0.

_ T
Déduisez-en alors la valeur de tan g.

3.0npose z,=e"%,a=z,+2! et p=22+2.

a. Démontrez que 1 +2z,+22+23+2z4=0.

Déduisez-en que « et B sont les solutions de I'équation :
X2+X-1=0 (1).

Déterminez « en fonction de cos 25_1t

2n

5

b. Ay, A, A, A, A, sont les points d'affixes respectives

1, 2, 22, 3, z3 dans le repére orthonormal direct (O ; u, v),

H est le point d'intersection de la droite (A,A,) avec I'axe

Resolvez I'équation (1) et donnez la valeur de cos

des abscisses. Démontrez que OH = cos %ﬂ u.

On note I le point d'affixe — % et B le point d'affixe i. Le

cercle de centre I qui passe par B coupe I'axe des abs-
cisses en M et N, M étant le point d'abscisse positive.
Démontrez que OM = «ti, ON =B, et que M est le milieu
du segment [OH].

c. Déduisez-en une construction géométrique simple d'un

pentagone régulier convexe dont on connait le centre et un
sommet,
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REPONSES AUX EXERCICES

1. DEPLACEMENTS. ISOMETRIES, p. 26

Q1b. Q2 . r, or, estune translation car la somme des angles do
r, et r, est nulle. Pour trouver le vecteur do cette (ranslation, II
suffit de trouver l'image d'un point par r, or,. Or r, o, (C) =r,(C),
Et il est immédiat de voir que r,(C) = C'. Donc r,or, estla
translation de vecteur CC'.

Qs b. r o s est une isométrie distincte de I'identité (par exemple
res(A) -*-A). re s a deux points fixes C et B ; en elfel,
res(C)=r(C)=C et ros(B)=r(A)=B. Doncres est la réflexion
d'axe (CB).

Qab.r, °r, est soit une rotation (sia, +a, # 0 (modulo 2r)), soit
une translation (siq, + o, = 0). Puisque r,  r, n'a pas de point
fixe, r, o r, est une translation, donc «, = - «, (modulo 2n).

Qs b. s o r « transforme un angle orienté en son opposé ».

1. [BM] et [CN] ont méme longueur et ne sont pas paralléles. Donc
il existe une rotation r telle que r(B)=C et r(M)=N. L'angle de
cette rotation est (BM, CN) or cet angle est fixe car égal a
(BA AC). Le centre de cette rotation est |e point O de la média-
trice de [BC] tel que (OB, OC) (BA BC) 0 est donc fixe, et
puisque OM =ON, la médiatrice de [MN] passe par ce point fixe.
2. t e r est une rotation d'angle égal & celui de r, ¢'est-a-dire g
Pourtrouver son centre O, cherchons les images de deux points.
tor(A)=t(A)=B. tor(B)=t(C)=D, Dtelque CD=AB.

Donc par ter, A~ B et B~ D.

O est donc a l'intersection des médiatrices de [AB] et de [BD],
c'est donc le milieu de [BC]. (ACDB est un carré.)

2. COURBES PARAMETREES, p. 44
Qib.x'(t)=2t-2, y'{t)=1+3t2 Donc x'(1)=0 y'(1)=4.

1
Q2 b.x'(—
2

=-1, y’(g) =3. Latangenteen M(E) est dirigée

par le vecteur u(-1;3), son coefficient directeur est donc - 3.

Qz a. Qa b. Car il y a une tangente horizontale en M(2) et une
tangente non verticale en M(4). Qs c.

5. LES CONIQUES, p. 105

Q1 b. Si (0 ;1,]) est le repére orthonormal dans lequel % a pour
équation y = - 2x% alors dans (0 ;],7), % a pour équation

X =-2Y?, c'est-a-dire Y’:-g. Alors le foyer de % a pour coor-
; 1 17 1 .
données "8 10| dans (0;/,7), donc 0;—(—3 dans (0; 1,]).

Qzc. Ici b > a, donc I'axe focal est I'axe des ordonnées et I'un
des foyers a pour coordonnées (0 ; c), avec :

c=Jb’-a" =~/§;'4 =~/g

Qa c. Ici «le signe moins est devant x2 », I'axe focal est I'axe des
ordonnées, donc |'un des foyers a pour coordonnées (0 ; ¢), avec

c=~/a’+b’ =~/9;=~/1§

Q4 c. G est définie par y = \ﬂtx -1, y =0, donc aussi par

?
y?=4x?-1, c'est-a-dire T -y?’=1, y=0.
4
3 P
1. a. Le foyer a pour coordonnées _:3 ; 0], la directrice a

pour équation x = % (théoréme 2, p. 90).
5 5 5
b.y?=>=x. F|=:0] etd |x==—|.
7o (8 ) ( 8)

2. a. L'équation est de la forme X— + L 5 1, donc 4 est une

ellipse. Ici a <b, donc I'axe focal est I'axe des ordonnées, I'un

des foyers a pour coordonnées (0; c) avec c =4 b’ -2’ =4/3

(cours § 5, p. 95). La directrice associée a pour équation
2

= b— = i ., L'excentricité este = £

3
c Jg b=7§'

b. ¢ est une ellipse. L'axe focal est I'axe des ordonnées (a < b).

F(O;‘\/E)etd(y=73_.2_); =%_

2
3. a. L'équation est - % + 3 . =1. € est donc une hyperbole.

« Le signe moins est devantx2 », 'axe focal est I'axe des ordon-
nées. Un foyer a pour coordonnées (0;c) ol ¢ = \/ a’+b* = ~/6 ,

La directrice associée a pour équation y = — =—~. L'excen-
c

4\/_
Y
3

tricitéeste= — = (cours § 5, p. 96).

b. € est une hyperbole. L'axe focal est 'axe des ordonnées.

F(O;ﬁ)etd(y:%); o= g :

6. SIMILITUDES DIRECTES, p. 124

Qib. Q2c. Qac. Qac.lecentreesttelque z' =z, d'ou
(1+i)z+3=2 iz+3=0, Z=_1_’3=3i'
1. Le rapport de s est |1 +i \/5 ‘ c'est-a-dire 2.

L'angle de s est un argumentde 1 +i \/ 3. On trouve %

Le centre de s a pour affixe le nombre w tel que :

3

cu=(1 +i \/S)mn. d'ou m:L\/'—.

2. Le rapport est \/5. L'ang .+ 0 est un nombre tel que

-1 2 3-4i
cosl=—7=, siNl=s—F., w= -
Jo T e
' I = -1
3. Le rapport est 2, L'angle 0 est - 7 =TT e
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