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AVANT-PROPOS

Vous avez entre les mains un ouvrage entierement consacré aux mathématiques.
Un de plus, direz-vous. Oui et non.

Pour commencer, il contient tout le cours, conforme aux nouveaux programmes
comme il se doit, détaillé, avec les démonstrations, les figures, les remarques, les
commentaires, les conseils et les exemples d’usage, rectifiés et peaufinés au fil des
cours aupres d’éleves de tous horizons.

Puis des exercices, des exercices et des exercices, de difficulté croissante et en lien
avec la progression du cours, bien évidemment.

Et tous les corrigés, bien entendu. Et rédigés de plus, pas de simples solutions
laconiques.

Ajoutez a cela les devoirs de recherche et de synthese, vous obtenez déja un beau
traité.

Insérez des cahiers d’algorithmique et de logique, vous aurez un esprit bien construit.

Agrémentez maintenant de quelques exercices en anglais, peu difficiles, vous avez
enrichi votre langage.

Complétez d’une rubrique Eztras dans laquelle on trouve des révisions, des aides,
des compléments allant plus loin ou des problemes ouverts, et de nouvelles perspec-
tives s’ouvrent a vous.

Pimentez le tout d’énoncés un peu alambiqués, tirés par les cheveux ou complete-
ment décalés, aux références regroupées dans une bibliographie quelque peu insolite
et vous avez la I’ensemble idéal pour apprendre, réviser ou étudier avec plaisir.

Bonne lecture.
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Introduction

Une démarche « naturelle »

L’équation x +9 = 7 n’a pas de solution dans IN, mais elle en a dans un ensemble

plus grand : Z (x = —2). De méme, 1’équation 3z = 1 n’a pas de solution dans Z,
alors que dans un ensemble plus grand, Q par exemple, il y en a une : x = % Et

puis, ’équation 22 = 3 n’a pas de solution dans Q; il faut chercher dans I’ensemble
des nombres réels R pour en trouver (z = +1/3).  Bref, quand une équation n’a pas
de solution, une démarche naturelle (et historique) consiste a en chercher dans un
ensemble plus grand.
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Au stade de vos connaissances actuelles, ’ensemble numérique le plus grand
que vous ayez rencontré est R. Pourtant, I’équation 22 + 1 = 0 n’a pas de solu-
tion dans R... Nous allons donc dans ce chapitre « construire », ou plutét imaginer,
un ensemble plus grand que R dans lequel I'équation 22 +1 =0 posséde des
solutions. On le nommera C : ensemble des nombres complexes. Le principal élé-
ment de C sera noté ¢ (comme imaginaire). Le nombre i est tel que 42 = —1
c-a-d. “i=+/=17 ! L’équation ci-dessus posséde alors deux solutions dans C :
?+1=0 = 22 -2 =0 += (x—i)(x+i)=0 donc x= i ou x=—i.

Bref historique

L’histoire des nombres complexes commence vers le milieu du XvI®s. avec une
premiere apparition dans 'ceuvre de Jérome Cardan d’une expression contenant la
racine carrée d’'un nombre négatif, nombre qu’il appelle sophistiqué. Le mathémati-
cien italien Rafaele Bombelli met ensuite en place les régles de calcul sur ces quantités
que 'on appelle alors impossibles avant de leur donner le nom d’imaginaires.

Durant trois siécles, ces nombres sont regardés avec méfiance, n’en étant pas
vraiment mais permettant des raccourcis intéressants tant en algebre que dans le
tout nouveau calcul infinitésimal. Au Xviii®s., Leonhard Euler introduit, apres e, la
notation 7 et établit la forme exponentielle d’'un nombre complexe. Les mathéma-
ticiens tentent alors avec audace de généraliser les fonctions de la variable réelle a
la variable imaginaire, tantdt avec succes (exponentielle complexe), tantét avec plus
d’aléas (fonction racine n-ieme, fonction logarithme complexe). Ce n’est qu’a partir
du X1x°s. que se développe 'aspect géométrique des nombres complexes, vus comme
des éléments ou des transformations du plan avec les travaux de Gauss et de Cauchy .

Utilité et légitimité des nombres complexes

Les nombres complexes permettent notamment de définir des solutions a toutes
les équations polynomiales a coefficients réels. L’ensemble C est muni de ’application
module qui généralise la valeur absolue des nombres réels, mais il ne peut pas étre
totalement ordonné de fagon cohérente avec ses opérations, contrairement a IR.

En algebre, le théoreme de d’Alembert-Gauss identifie le degré d’un polynéme
complexe non nul au nombre de ses racines complexes, comptées avec leur ordre de
multiplicité.

En analyse, ’exponentielle complexe permet par exemple 1’étude des séries et de
la transformée de Fourier T qui est, entre autres, a la base de tout traitement de
signal et donc de I’électronique. La branche de ’analyse complere concerne I'étude
des fonctions de variables complexes, dérivables au sens complexe, appelées fonctions
holomorphes.

1. Fantastique mathématicien dont le nom est inscrit sur la non moins fantastique tour Eiffel.

t1. Mémorable mathématicien dont le nom est inscrit sur la non moins mémorable tour Eiffel.
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En géométrie, les nombres complexes permettent par exemple de décrire et étudier
facilement les transformations du plan. Ils ouvrent aussi tout un pan de I’étude des
fractales avec les fameux ensembles de Mandelbrot et de Julia.

En physique, les nombres complexes sont utilisés pour décrire le comportement
d’oscillateurs électriques, les phénomenes ondulatoires en électromagnétisme, a peu
pres tout ce qui oscille.

Par ailleurs, la mécanique quantique nécessite 'utilisation des nombres complexes et
selon certaines théories, la dimension imaginaire pourrait méme correspondre a une
réalité physique et ne pas étre seulement une commodité d’écriture.

Leur utilité dans tous les domaines de ’algebre et de I’analyse ainsi que 1'utilisation
qu’en font les physiciens, tant en optique qu’en électricité et électromagnétisme, en
font des outils essentiels des sciences mathématiques et physiques.

1 Forme algébrique d’un nombre complexe

1.1 Premieres définitions

Le théoréme suivant, que I’on admettra, définit I’ensemble des nombres complexes.
Théoréme 1 [l existe un ensemble, noté C, d’éléments, appelés nombres complexes,
tel que :

* C contient l’ensemble R des nombres réels.

+ C contient un élément i tel que 1% = —1.

o C est muni d’une addition et d’une multiplication qui suivent des régles de
calculs analogues a celles de l'addition et de la multiplication dans R.

* Tout nombre compleze z s’écrit de maniere unique sous la forme z = a-+1b
ot a et b sont deux nombres réels. Cette écriture s’appelle la forme algébrique
du nombre complexe z.

Définition1 Si z=a+ibeC,
e On appelle a, la partie réelle de z et l'on note a = NRe(z).
* On appelle b, la partie imaginaire de z et l'on note b= 7Tm(z).
e Si Re(z) =0, ondit que 2z =1ib est imaginaire pur et l'on note
z €1R.
Exemples : 3 —2i € C, V5 +ir e C, 7TeRCC, %Ei]RCC.

Remarques : + On a R C C et les réels sont précisément les nombres complexes de
partie imaginaire nulle :

R = {2€C/Jm(z)=0} = {z=a+ibeC /b=0}.
* Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle
et méme partie imaginaire : atib=ad +ib) <+ a=d e b=V

 En particulier, z=0(eR) <= Re(z)=Tm(z)=0.
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1.2 Calculs dans C

Commengons par tenter ce qui suit, pour voir :

o (244i)+(5—Ti)=(5+2)+ (4 —T7i) =7 — 3i.

o (3—2i)(4+5i) = 12+ 156 — 8i — 2i.5i = 12 — 10i® + 7i = 12 — 10(—=1) + 7i = 22 + 7i.
1 1 3-2; 3-2i 3-2; 3-2; 3 2

X372 T 32_(20)2 — 9-4iZ — 944 — 13 13°

° 3327 ~ 3%2i

Le théoréme 1 justifie les régles de calcul suivantes.

Propriété 1  Pour tous nombres compleres z=a-+1b et 2 =a +1b,
e z4 2 =(a+b)+(d +i)=(a+a’)+i(b+ ).
o 22’ = (a+ib)(a’ +ib') = aa’ +iab +ia’b+i*bb’ = (aa’ — bb') +i(a’b+ ab’).
1 a —-b

e Siz 0 I 1. X a—z:b — a—z:b — i
7& ) 2 a+ib a—ib a?—(ib)? a2 + b2 + a2 + b2

) 2’ 1
e Siz#0, —=2z'x —.
z

Définition 2 L’opposé d’un nombre complezte z = a + ib  est le nombre
complexre —z = —a — ib.

Remarque : Si A€ R, Az =Xda+i b i.e Re(Az) = MRe(z) et Tm(Az) = ATm(z).

Ezemples : ° (3—5i)+ (—2+3i) =1— 2i.
o (8—i)+(—8+i)=(8—1i)—(8—14)=0.
© (3420)(1—i)=3-3i+2 —22=3-2(-1)—i="5—1.
11 TH3i _ _T43i  _ T43i _ T 4 3
7=3i  7-31 X T+si  T-(3)  19+9 ~ 58 T !3Bs"
o 3—di _ 3-4i ., 5-2i _ 15-6i—20i+8i> _ 15-8-26i _ 7 _ 26

o

5420 5420 X 5-20 52—(2i)2 = 95—(—4) — 29 29"
1 j )
o — =— = — =—1
1 .0 —1
Propriété 2 Vz, 2/ € C zz' =0 < 2z=0 ou 2 =0.

Démonstration : - Si z =0 alors a =b=0 donc ad —b = 0 et
ab+all =0 dou 22/=0. Demémesiz =0.
-Si 22/=0 alors ad —b'=0 et a'b+abl =0.
Supposons z # 0. Si a # 0, ona a’:%b/ et %b/xb+ab’:0
donc b'(% +a) =0 = bY@+ =0 = V =0 (z #0)
d’ont a’:%’,:0 et 2/ =0.
Si a=0, b#0 etilsuffit décrire b = 29, O
Les propriétés d’associativité, de commutativité et de distributivité de I’addition
et de la multiplication des nombres complexes sont encore vérifiées. Il en résulte les

identités remarquables suivantes.
+ (a+1ib)? = (a® — b?) + i(2ab)

* (a—1ib)? = (a® — b?) — i(2ab)
+ (a+1ib)(a — ib) = a® +b> (€ RY)
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Ezemples : © (4+3i)2 =42 — 32 +2 x 4 x 3i = 7 + 24i.
o (T—i)2=72—12-2x7x1=48—14i.
o (8 —2i)(2i +8) =82+ 22 =68.

Le mode complexe de la calculatrice (mode, a+1ib) peut vous permettre de vérifier
vos résultats.

2 Conjugué d’un nombre complexe
2.1 Définition

Définition 3  Le conjugué d’un nombre complere z = a+1ib est le nombre
complexe Z = a — ib.

FEzemples : ° 3+2i=3—21¢ ° 5—6t=5+ 61, o —4d+45=—-4—1,
o —Ti—+\/3="Ti—/3, o V2= —iV2, o T=.

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition du conjugué.

Propriété 3 z+Z = 2Re(z) et z—Z=2iJm(z)
Ainst, zestréel < z=7% et z est imaginaire pur <= z = —Z.
Propriété 4  Pour tout z = a +1ib € C, 2z = a? + b? et Zz =z
Exemples : ° (3+2i)(3+ 2i) =32 +22 =13, o iv2iy2 = \/52 =2,

o (=Ti—v/3)(=Ti — V/3) = V3 + 72 =52, o 7= —i%=1.
Remarque : Ainsi, pour tout z € C, 2z€ RT et méme 2z>0 pour z #0.
On serait presque tenté de définir une fonction In(zz) sur C*.

2.2 Conjugué et opérations

Propriété 5  Pour tous nombres complexes z et z' et tout entier naturel n non
nul, on a : z4+ 2 =zZ+ 2, zz! =Z X 2/, zn = (Z)".

. 1 1 2’ 2!
Si, de plus, z # 0, — ) == et )=
z z z z

Démonstration : Soient z=a+ib e 2’ =a +ib’.Ona

cz4 2 —( +ad)+ib+V)=(a+ad)—i(b+b)=(a—ib)+ (a/ —ib)=Z+ 2
-2z :[ —bb'] +i[a'b+ ab']

et zZxz' =[ad — (=b)(=b)] +i[a'(-D) —|—a(—b')] [aa’ — bb'] —z[ b+ ab] = 22"

1 _ 1 a—tb __ a ) 1 a+t+ib __ b 1
et (E) a—ib a+ib 112—‘,-172 +Za2+b (z)

- 2" =zxz""1 =% x 2”1 et une simple récurrence donne le résultat. |

z — a+idb a—ib = a2+b2 -1 a2+b2

Ervemple: z+i(z—1)=z+i(z—-1)=z+iz—1=z—i(z —1)=2z—i(z—1).
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Exercice 1 Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants.

(a) (—i)? (G) —i(2+3i)(1 —4)(—3 +2i)
(b) (20)? 2
(C) i3 (k) 1 —|-.Z.
(d)  3i(4 + 5i) 0 5 izgi
(e) (3+1)(4—29) (m) 2 —5i
(f) (6 ) 3+ 2
(&) @+ivIE-iV3) (m 2-V2
(h) (V2 +20) EA
() (1484 —3i)(1 ) ) =5t
Exercice 2 Donner une forme algébrique du conjugué des nombres complexes suivants.
(a) 2454 (d) B-20)(i+1)
(b) 7:2— V2 (e) Zi(1+4i)—3(20+1)
© 3 :1
Exercice 3 Onnote 2z = 2;:_21 et 29 = 12__2;.

1. Sans calcul, justifier que z1 + 25 est réel et que z; — 2o est imaginaire pur.

2. Retrouver ces résultats par le calcul.

Exercice 4  Ecrire en fonction de Z le conjugué des nombres complexes suivants.

(a) —2i+3z () (2—iz)(22—4+ 30)
21+1—1z
(b) 3+i—2iz @ e

Exercice 5 Soit z € C*. Les nombres suivants appartiennent-ils a R, a iR ou a aucun
des deux?

a= z+z e= 23-723 j:%—%
b= z2—-7% .f:zt§ (2’%1&) k:’ZQtE?
c= 22 +7* g= = (¢ ¢iR) =

d= 22 -7 h=141 1= 22
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Exercice 6 Ordre dans C

Supposons que |'on puisse comparer deux nombres complexes de la méme maniére qu’avec
deux réels. Qui serait le plus grand, ¢ ou 07 Montrer qu'aucun cas de figure n'est possible

sachant que —1 < 1.

Exercice 7 Résoudre dans C les équations d'inconnue z suivantes.

(a) iz=3+1

(b) 2—-9)z—-2i=iz4+2—3i
z—2i

@ S5 =4

(d) 4z+2i—4=0

() 2z+iz=4

Z4i

f =1
® =
Z4i

=1
&

Exercice 8 Résoudre dans C les systemes d'équations suivants.

3242 = 2-5i
(a) {

z—2" = =241
3z4+2 = 5+2
(b) { —z2+27Z = 1-2i

Z4+22 = 8—i
1 ’
3z +2 = 2

Précipitez-vous en page 275 afin de réaliser le devoir n° 1.

EXERCICES
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Exercice 1 Forme algébrique.
(@) (i =it=-1

(b) (2i)2 =2%%= -4

(c) ®=i%=—i

(d) 3i(4+5i)=—15+12i

() (34+i)(4—2i)=3x4—3x2i+4i—2i®>=14—2i

(f) (6—i)2=62+4>—-2x6i=35—12i

&) 2+iV3)2—iV3)=22+V3 =7

(h) (VZ+20)* =[(vV2+20)%2 = [V2' +2v2 x 2 + (20)%)2 = [2 — 4 + 4iv/2]?

=(-2)2 =2 x 2 x 4ivV2 — (4v/2)? =4 — 32 — 16i/2 = —28 — 16i1/2
(i) (1+4+14)(4-3)1—i)=(4-3i)(1—14*) =8—6i

() —i(2+3i)(1—d)(—3+2i) = —i(1—i)(—64+4i—9i—6) = —i(—12—5i+12i —5)
= —Ti* = 17(—i) =7+ 17i

2 (1 'L) 2 N .
(k) = a+o(i-i =gl —i)=1-1
4i  _ _ 4i(2430) 84122 _ 12 8
) =5 = (@—30)(2+31) 25F+32 =13t 3¢
2-5i _ 2-5i 3—2 1 .
(m) 3% = 550i-5=% = 13(—4—190)
(n) 2i—v/2 _ (2i=V2)(3—i) _ 6i—2i —3V2+iv2 _ 2-3V2 | 64V2,
3+i (3+9)(3—7) 3242 10 10
1+24 3(2—1 i+6—23i .
(0) 24 = 1(2122) + 2(2+12) = RO = L(8 4 1)
Exercice 2 Forme algébrique du conjugué.
a +5i=2-5¢ —20)(i+1)=5—1
245i=2-5 d 3—-2 1 5
(b) i-V2=—v2-i (&) Zi(l+%i)—3@i+1)=-3-1i
© (%)=
Exercice 3 21 = 2;:; etz =420
1. z1 = (%f;) = 21%21 = 12__2ii =29 donc z14+20=2+7%21 € R et

21— 29 =21 — 21 € 1R
2. 0Ona 24 2 = 2041 4 1-2i (2i+1)(2—9)+(1— 22)(z+2) (4i4242—1)+(i+242— 41)

i+2 2= (i+2)(2—1) 22 —42
4 4 4 4
(AS0H(A=30) — 8 of gy —zp = UHBIUH) gy

Ainsi, 21+ 22 =
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Exercice 4 Conjugué des nombres complexes en fonction de Z.
(a) —2i4+32=3z+2

(b) 3+4+i—2iz=3—1i+2iz

(c) (2—i2)(22—4+43i)=(2+142)(22 — 4 — 3i7)
)

(d (2i+1—iz) _ 1-2itiz

5i+2z %—5i
Exercice 5 Soit z = a + i € C*.

a=z+z=20€cR

b= z—-2zZ=2ip €iR

c= 224+7% =2(c® — %) = 2Re(2?) € R

d= 22— 7% = 4i(«® — B?) = 2%Re(2).2iTJm(2) ou encore d = 2iTm(z?) € iR

e= 2% —2%=2% 23 =20m(z% iR

= #E= 20— _%iciR (2¢R)
= 2=1=8iciR (2 ¢iR)
— Lyl 1T _9ne(l)eR
= l-oiol-Tosmlem &
k= 2152 =2 1 2 = 2 1 Z —9%Re(2) e R ;_2
= F=2-2=2-Z=20m(%)ciR S
o

Exercice 6 Ordre dans C
) . i>0 . . Xix0 . ) .
Supposons i > 0. On aurait alors —1<123 —j <22 2 <2 c-3d. 1< —1.
) . i<0 . . xi<0 . ; R
En supposant que i < 0, on aurait —1<1 =% —i>i =% —i2 <2 c-3d. 1< —1.
Comme i # 0, on ne peut le comparer 3 0 de maniére cohérente avec les opérations
usuelles.

Exercice 7 Résolution dans C.
(a) iz=3+1i <<= z=—-i(34+1)=1-3i
b) (2—i)z—2i=1i2+2-3i < (2—i—i)z =2-3i+2i < z = 22—_22‘ = %(34—2‘)

=2y B 2= iz 4 8 = z=SE2 = 1 (404 10i) (£ -2).

(b)
()
(d) 4242i-4=0 <= 2=2=14-2i=1+}i
(e)

e) 2z2+1Zz=4 <= 2a+b=4 e 2b+a=0
LD 3028 et b=4-20 > 2=5 4

) %zl@?—i—iz?—i(:)i:—i: Aucune solution.

@) ZH=1E& z4i=zr—i = 2-2=2 < Tm(z) =1 (et 2 # 1)
<= z=ua+1poura € R"
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Exercice 8 Systeémes dans C.
o= —5i (L L
(a) {izfj C A M i 2=
—z=—-1 et 2 =2-5-32=2-2%
3242 = 542 (LU-(L2) , , . .
(b) {—z+z’ o = dz=5+2i—14+2i=4+4
= z=14+1 et 2Z=1-2i4+2=2—1
() z2—72 = 3—4i @ z2—7Z = 3—4i
¢ T4+27 = 8—i +27 = 8+i
B 5 g yi—344i = 2/ = 3(1+i) et z=2/+3—4j= 1T
1 7T o) 1 ’
52+ 2 = 2 (L2 52+ 2 2 (L1)—(L2) N
(d) {%z—l—i? -0 iz—i2 = 0 — (49 =2
— = =1-i e 2=202-2)=2(1+1)
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Introduction

L’arithmétique, du grec ancien arithmos (nombre), est le domaine des mathéma-
tiques qui explore la science des nombres. On y étudie les entiers, ou les rationnels,
et les propriétés des opérations traditionnelles qui sont I’addition, la soustraction, la
multiplication et la division. L’origine de l'arithmétique semble étre une invention
phénicienne. Dans ’école pythagoricienne, au vi¢s. av. J.-C., 'arithmétique était,
avec la géométrie, 'astronomie et la musique, une des quatre sciences quantitatives
ou mathématiques. Les mathématiciens indiens, au vI°s., puis islamiques, au X°s.,
apportent de grandes avancées, en particulier dans la résolution des équations dio-
phantiennes, a coefficients entiers (de Diophante, 11°s.) et dans I’étude de nombres
entiers particuliers. Apres I'introduction en Europe des chiffres arabes la fin du X®s.
et l'invention de D’écriture fractionnaire, 'arithmétique a recu, parallelement avec
I’algebre, de grands développements au point de vue théorique au cours des siecles
qui suivirent. Citons le fameux théoréme de Fermat (xvii¢s.) affirmant que ’équation
a™+b" = ¢ n’admet de solutions entieres que pour n < 2 et qui n’a été démontré qu’a
la toute fin du xx¢s. L’histoire de la théorie des nombres fourmille de théoréemes aux
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énoncés simples mais aux preuves difficiles, ainsi que de conjectures de formulation
élémentaire mais non résolues. Des questions issues de I'arithmétique, apparemment
gratuites, ont donné lieu a des applications spectaculaires en cryptographie ou en
codage. L’arithmétique reste une science ot de nombreuses conjectures ne sont pas
démontrées, ni méme supputées, ce qui est tres aguichant pour de futurs chercheurs
tels que vous, non ? De plus, vous savez bien qu’il existe trois sortes d’individus : ceux
qui savent compter, et les autres.

IN désigne ’ensemble des entiers naturels, Z celui des entiers relatifs et [m;n]
est ’ensemble des entiers compris entre les entiers m et n.

1 Divisibilité dans Z

Définition 1  Soient a et b deux entiers relatifs.

On dit que b divise a lorsqu’il existe un entier relatif k tel que a = kb.

On dit alors que b est un diviseur de a, que a est un multiple de b,  que a est
divisible par b et l'on note  b|a.

Ezemples : —5]2020; 2|476; 4)57; 3|657; 3/653;
9| — 4536; 9/281; 1710 0/3: 1]329; 0/0.
Remarques :

* Tout entier est un diviseur de 0 mais ce dernier ne divise que lui-méme.

» Tout entier est un multiple de 1 et de lui-méme.

*Si b#0, ona bla <= §€Z

* On notera bZ Densemble de tous les multiples de b et D(a) I’ensemble de
tous les diviseurs de a.
Par exemple, 7Z={...;—14;-7:0;7;14: ...}
et D(4) ={-4;-2;-1;1;2;4}.

Propriété 1  Soit un entier b un diviseur d’un entier non nul a.

Tout diviseur de b est un diviseur de a :  si c|b et b|a, alors c|a,
bla = D(b) C D(a)
Tout multiple de a est un multiple de b :  sic = ka et a = k'b, alors c = k"b.

a=kb=— aZ C VZ

Démonstration : Si  bla et c¢|b, ilexiste ket k € Z tels que a=kb et
b=FKc donc a=(kk')c.
Si deaZ, ilexisten tel que d=na=mn(kb) = (nk)b e bZ. O

Ezemples : ° Les diviseurs de 6 sont aussi des diviseurs de 12 car 6|12 :
D(6) = {—6;—-3;—2;—1;1;2;3;6} C D(12) = {£1; +2; +3; +4; +6; £12}.
o Les multiples de 24 sont aussi des multiples de 8 car 8|24 : 247 C 8Z.

Propriété 2 Soient a et b deux entiers relatifs.
Ona alb < —alb < a|—-b < —a| —b.
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Autrement dit, b et —b ont les mémes diviseurs et si a est un diviseur de b alors
son opposé —a aussi. On se restreindra donc souvent a la recherche et a I'étude des
diviseurs dans IN.

Démonstration :  a|lb= 3k €Z, b=ka=b=(-k)(—a) et —alb.
Les autres sont similaires. O

Propriété 3 Soient m et n deux entiers relatifs tels que n # 0.

« Si m|n, alors |m|<|n|.

o Tout diviseur d’un entier relatif non nul n est compris entre — |n| et |n|.
* Un entier relatif non nul a donc un nombre fini de diviseurs.

k|>1
Démonstration : n = km = |n| = |k||m| EX] Im| < |n| = —|n] <m < |n| et

[—|n| ;|n|] est fini. O
Remarque : En revanche, le nombre de multiples d’un entier non nul est infini.

Théoréme 1  Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs tels que a # 0.
Si a divise b et ¢, alors a divise toute combinaison linéaire entiére de b et ¢ :
alb et alc = Yu, v € Z, al(bu+ cv).

Démonstration : Soit a # 0 tel que a|b et a|c et soient u et v € Z. Il existe k et k' € Z
telsque b=kaetc=4ka donc bu+cv=kauv+kav=(ku+k'viacazZ O

Remarque : On a toujours a|a donc si alb, a|(a+0bd) et al(a—Db).

FEzxzemple : Si p divise deux entiers consécutifs n et n + 1,
alorspdivise 1x(n+1)+(-1)xn=1 e p==+I1

2 Division euclidienne

Théoréme 2  Soient a un entier relatif et b un entier naturel non nul.

1l existe un unique couple d’entiers (q,r) € Z x N tel que a = bg+r et
0<r<hb.

Cette relation est la division euclidienne de a par b, q en est le quotient et r le reste.
a s’appelle de dividende et b le diviseur de cette division euclidienne.

Démonstration : L’idée est d’encadrer a par deux multiples consécutifs de b.

On définit la partie entiere Ent(x) d’'un nombre réel x par le plus grand entier inférieur
ouégalaz: Ent(r)€eZ et Ent(z)<z<Ent(x)+1.

Par exemple, Ent(5,7) =5, Ent(2)=2, Ent(0)=0, FEnt(—-3)=-3, et
Ent(—4,6) = —5.

* Existence : Posons ¢ = Ent(§).

Z

b
Ona ¢<3<qg+1 28 bg<by =a<blg+1)=bg+b

=M pg—bg=0<a—bg<bg+b—bg=b.
Sil'on pose r =a—bq, onabien a=bg+7r et 0 <r <b: l'existence est assurée.
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* Unicité : Supposons que (¢, r) et (¢, ') vérifient les conditions.

Ona a=bg+r=b+1r = blg—¢)=7r—r donc b|(»—71). Or
0<r<b donc —-b< -—-r<0 et —-b<7r —r<b Onsait dapres
la propriété 3 que si 1 —r # 0, tout diviseur de (' — r) est compris entre
—|r"—r| et | —r| ce qui ne peut étre le cas de b donc 1 —r =0 et
r'=r. Alors ¢—q = TIT_T =0 et g¢g=¢'. Lecouple(q,r) estdonc bien
unique. ]

FEzxzemples : ° La division euclidienne de 123 par 24 est 123=5x24+3: ¢=5
et 0<r=3<24.

o La division euclidienne de 51 par 17 est 51 =3 x174+0: ¢ =3 et
0<r=0<17.

o La division euclidienne de —38 par 6 est —38=—-7x6+4: q=-7 et
0<r=4<6.

Remarques : * Le reste d’une division euclidienne est aussi appelé résidu.

e Dans la division euclidienne de a par b, il y a b restes possibles : 0, 1, ..., b— 1.

* Si b = 1, la division euclidienne est toujours triviale : a = 1 xa+0 avec
gq=a e r=0.

* Il y a une infinité d’écritures de la forme a = bg+ r mais une seule vérifie 0 < r < b.
Par exemple, 50 = 8 x 5 + 10 = 8 x 7 — 6 mais seule ’écriture 50 = 8 X 6 + 2 est la
division euclidienne de 50 par 8.

Les résultats suivants sont évidents, il découlent de 'unicité du reste, mais ils sont
bien utiles.

Propriété 4  Soient (a,b) € Z x IN*.
bla ssi le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

Ezemple : 42 =6 x (—=7) 4+ 0 et 6 est bien un diviseur de —42.

Propriété 5  Soit b un entier supérieur ou égal a 2.
Tout entier relatif s’écrit sous une et une seule des formes bq, bg+1,... , bg+ (b—1)
ol q est un entier relatif.

Remarque : Le reste d’une division euclidienne par 2 ne peut étre que 0 ou 1. Tout
entier s’écrit donc sous la forme 2k ou 2k + 1; il est donc pair ou impair.

Ezemple : Montrons que tout entier relatif de la forme N = (n—2)n(n+2)oun € Z

est divisible par 3.

Le reste de la division de n par 3 ne peut valoir que 0, 1 ou 2.

°Si n=3q, alors N =3.¢(3¢—2)(3¢q+2) € 3Z.

°Si n=3¢+1, alors
N=B¢g+14+2)3¢+1)3¢g+1—-2)=3.(¢q+1)(3¢g+1)(3¢ — 1) € 3Z.

°Si n=3¢+2, alors
N=03¢+2-2)3¢+2)3¢+2+2)=3.9(3¢+2)(3¢+4) € 3Z.
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3 Congruences

3.1 Définitions

Définition 2 Soient a et b deuz entiers relatifs et m un entier naturel non nul.
On dit que a et b sont congrus modulo m lorsqu’ils ont méme reste dans la division
euclidienne par m.

On dit aussi que a est congru da b modulo m et que b est congru a a modulo m.

On note alors a=b[m], a=b(m) ou a=bmodm.

Ezemples: ° 34=11x3+1 et 16=5x341 donc 34=16[3].
o —18=-4x54+2 et 2=0x5+42 donc —18=2][5].

°© 27T=6x443 et 33=8x4+1 donc 27 33[4].

o Pour tout n € N*, nl=1x2x ... xn=0[k] pouttoutke[l;n].

Remarques : * Si  a=b[m], alors b=a[m].
* 1 est le reste de la division euclidienne de a par m ssi a =r[m] et 0 < r < m.
En effet, si 0 < r < m, alors r est son propre reste de sa division euclidienne par m.
» La notation est similaire a celle utilisée pour les angles en radian :

37” = -7 [2n].  On réalise alors une division euclidienne par 2w ¢ IN*.

Théoreme 3 Soient a et b € Z et m € IN*.
Ona a=blm] < m|(b—a).
En particulier, a=0[m] < m|a.

Démonstration :
-Si a=blm], alors a=mg+r et b=mq¢ +r
donc b—a=mq¢ +r—mg—r=m(¢ —¢q) et m|(b—a).
- Réciproquement, si  m|(b—a), alors b—a=mk. Posons a=mg+r et
b=mq + 1" par division euclidienne et b—a=m(q¢ —q)+ (+' —r).
Onaalors m(¢d —q)+ (" —r)=mk et " —r=m(k—q¢ +q) € mZ.

On sait que 7' —r €]—m;m|[ qui ne contient qu'un seul multiple de m : 0.
Ainsi, r=1" et a=bm].
-Pour =0, onobtient a=0[m] < m|(0—a) < m|a. O
Remarque : + On a toujours a=alm], a=0[a et a=0[1].

Ezemples: ° 15—7=8=2x4 donc 15=7[2] et 15=T[4].

o —54+1=-4=-1x4 donc —5= —1[4]: c’est un « multiple de quatre
retranché de 1 ».

o {1;2;3;4;6;12} C D4 (12) donc 12 = 0[1], 12 = 0[2], 12 = 03], 12 = 0[4],
12=01[6] et 12=0[12].
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3.2 Propriétés des congruences

Propriété 6 Transitivité
Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs et m un entier naturel non nul.
Si a=blm] e b=c[m], alors a=c[m].

Démonstration : En effet, a b et ¢ ont alors méme reste dans la division euclidienne
par m. Ll

Ezemple : —19=1[4] et —-31=1[4] donc —19=-31[4].

Théoréme 4 Compatibilité avec les opérations
Soient a, b, ¢ et d quatre entiers relatifs, m et p deux entiers naturels non nuls.
Si a=blm] e c=d[m], ona

cat+c=b+d[m] (compatibilité avec Uaddition).

caxc=bxd[m] (compatibilité avec la multiplication).

e aP = VP [m]  (compatibilité avec les puissances).

Démonstration : + D’aprés le théoréme 3, m divise (b — a) et (d — ¢). L’entier
m divise donc la combinaison linéaire (b—a)+ (d—¢) = (b+d) —(a+¢) et
a+c=b+d[m].

« Ecrivons les divisions euclidiennes a = mgr+r, b=mg+r, c=mgs+7r
et d=mqy+7.

Onaalors ac=mgimgs+maqr' +mgsr+rr’ = m(mqrqz+q1r’+qzr)+rr’ = rr’ [m].
De méme, bd=rr'[m] donc ac=bd[m].

e Une simple récurrence avec ¢ = a et d = b donne le résultat puisque I'on vient de

démontrer que les congruences sont compatibles avec la multiplication. ]
Remarques :  En particulier, si  a = b[m], alors a+4+c¢=b+c[m] et
ac = be [m].

* En revanche, la congruence n’est pas compatible avec la division :
45=63[3] (=0[3]) mais 2 =5=2[3] et £ =7=1[3] ne sont pas
congrus modulo 3. Ce que I'on peut faire avec les angles n’est plus possible car on se

doit de rester dans Z.

Ezemple : Montrons que tout entier relatif de la forme N = n(n 4+ 1)(2n + 1) ou
n € Z est divisible par 3.

°Si n=0[3 alors n+1=04+1[3] e 2n4+1=2x0+1[3] donc
N=0x1x1[3]=0[3]: N e€3Z.

°©Si n=1[3] alors n+1=1+1[3] e 2n+1=2x1+1[3]=0[3] donc
N=1x1x0[3]=0[3]: N €3Z.

°Si n=2[3], n+1=24+1[3]=0[3] e 2n+1=2x2+1[3]=2[3] donc
N=2x0x2[3]=0[3]: N € 3Z.

Il sera parfois plus simple de présenter ces études dans un tableau de congruence.



3. CONGRUENCES 23

3.3 Inverse modulo m

Définition 3  Soient a un entier relatif et m un entier naturel non nul.
On dit que a est inversible modulo m lorsqu’il existe un entier b tel que axb=1[m).
b est alors un inverse de a modulo m.

Ezemples : ° Ona 8x2=16=1[3] donc 8 est inversible modulo 3 et un
inverse est 2. Mais nous avons aussi 8 x5=40=1[3] ou 8x8=64=1][3
donc 5 et 8 sont aussi des inverses de 8 modulo 3. On remarque toutefois que ces trois
inverses sont tous congrus a 2 modulo 3.

o On remarque que 9=27[6]=45[6]=3[6] et 0= 18[6]=36[6]=0][6].
Do, 9k=0ou3[6] pour tout k€ [0;5] et donc pour tout k € Z. Ainsi, tout
multiple de 9 est congru a 3 ou a 0 modulo 6. L’entier 9 n’admet donc pas d’inverse
modulo 6.

Propriété 7
Si a admet un inverse modulo m, alors cet inverse est unique modulo m.

Démonstration : Si  ab=1[m] et ab =1[m],

alors o =0 x1=0bab[m|= (ab)b[m] =1xb[m] =b[m]. O
La recherche d’un inverse modulo m est un probleme bien plus difficile que dans

R. Il n’en existe pas toujours méme si les nombres sont non nuls, et s’il en existe, il

est unique modulo m seulement. Nous y reviendrons au cours de 'année.



Exercices

DIVISIBILITE DANS Z

Exercice 1
1. Déterminer D(38)ND(30) et D(12)N D(50).
2. Déterminer le nombre de multiples de 11 compris entre —69 et 65.
3. Montrer que, quel que soit n € Z,
(a) 2n + 5 est impair,
(b) 51n + 4 n'est pas divisible par 17,
(c) n(n* +5) est pair.

4. Déterminer les entiers naturels x et y vérifiant :

(a) 2?2 —y?2 =35 (c) 22 —y*=—-15 (e) z+y=umy

(b) 2? —y* =12 (d) @-y+3)=4 | (f) z+y=2zy
5. Déterminer tous les entiers relatifs n tels que :

(a) (n+4)|6 (e) @2n+T7)|(n—3)

() ol

(d) 6[(n+5) (g) (4n+1)[(n—3)

Exercice 2  On appelle diviseur strict de I'entier naturel n tout diviseur d de n tel que
0 < d < n. Deux entiers naturels sont dits amicaux lorsque chacun de ces entiers est égal
a la somme des diviseurs stricts de |'autre.

1. Vérifier que 220 et 284 sont amicaux.

2. Déterminer les sommes des diviseurs positifs de 48 et de 75. Quelle relation y a-t-il
entre ces deux sommes? Ces nombres sont dits quasi amicaux.

Exercice 3  Soit n un entier naturel différent de 1 et soit f la fonction définie par

_ n’43n-2
fn) = =22

1. Déterminer les nombres a, b et c tels que pour tout n # 1,  f(n) =an+b+ 5.

2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles f(n) est un entier.
Exercice 4 VouF?

1. Si a divise bc, alors a divise b ou c.

2. Si c est un multiple de a et de b, alors ¢ est un multiple de ab.

3. Si a divise a + b, alors a divise b.

4. Si g divise b, alors a? divise b2.
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Exercice b On aimerait tant voir Syracuse.. ..

On part d'un nombre entier naturel non nul. S'il est pair, on le divise par 2, s'il est im-
pair, on le multiplie par 3 et I'on ajoute 1. En répétant |'opération, on obtient une suite
d’entiers positifs dont chacun ne dépend que de son prédécesseur.

Construire la suite de Syracuse du nombre 14 :

Aprés que le nombre 1 ait été atteint, la suite des valeurs (1,4,2,1,4,2...) se répéte indé-
finiment en un cycle de longueur 3, appelé cycle trivial. On dit que la suite est cyclique
ou périodique a.p.c.r.

Si I'on était parti d'un autre entier, on aurait obtenu une suite différente. A priori, il
serait possible que la suite de Syracuse de certaines valeurs de départ n'atteigne jamais la
valeur 1, soit qu’elle aboutisse a un cycle différent du cycle trivial, soit qu'elle n'aboutisse
a aucun cycle. Or, on n'a jamais trouvé d'exemple de suite obtenue suivant les régles
données qui n'aboutisse a 1. La conjecture de Syracuse est qu'une suite de Syracuse de
n'importe quel entier strictement positif atteint nécessairement 1 et donc le cycle trivial.
En dépit de la simplicité de son énoncé, cette conjecture continue de défier les mathé-
maticiens depuis 1928. Ce probléme, devenu célébre quand il a été présenté a I'Université
de Syracuse dans |'état de New York, mobilisa tant les mathématiciens durant les années
1960 qu'une plaisanterie courut selon laquelle ce probléme faisait partie d’'un complot
soviétique visant a ralentir la recherche américaine. Selon certains, les mathématiques ne
seraient pas encore prétes pour de tels problemes.

On appelle (S, ) une suite de Syracuse partant d'un entier non nul S.

1. Exprimer S,+1 en fonction de S,,.
2. Démontrer la conjecture dans les cas Sp =4, Sp =2 et Sy = 1.

3. Calculer les premiers termes de la suite de Syracuse du nombre Sy = 17 puis de
celle du nombre Sy = 48.

4. On suppose que pour un certain p € IN*, S, est un multiple de 3.
(a) Démontrer que Sp_1 est aussi un multiple de 3.
(b) Justifier que S,_1 est pair puis démontrer que Sp = 2PS,,.
Exercice 6
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 7[(9" — 2™).
2. Pour n € IN*, on pose a,, = 23" — 3"
(a) Calculer aq, as et as puis conjecturer I'existence d'un diviseur de a,.

(b) Démontrer cette conjecture.

Exercice 7 Montrons que, pour tout entier naturel non nul n, n?|(n+1)" — 1.

1. Développer I'expression (n + 1)™.

n

1) et (7) en fonction de n.

2. Exprimer (

3. En déduire la propriété énoncée.

Exercice 8
1. (a) Vérifier que pour tout n € N, (n+3)2=n(n+6)+9.

EXERCICES
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(b) A quelle condition 9 est-il le reste de la division euclidienne de (1 + 3)? par n?

2. Le reste de la division euclidienne par 7 de a est 4 et celui de b est 6.
Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 7 de a + b et de a — b.

3. (a) Dans la division euclidienne de 2512 par un entier naturel b, le quotient est 54.
Le reste peut-il valoir 77

(b) Dans la division euclidienne de 31631 par un naturel b, le quotient est 253.
Le reste peut-il valoir 67

(c) Dans la division euclidienne de —37 par un entier naturel non nul b, le reste est
14. Quelles sont les valeurs possibles du diviseur et du quotient ?

4. Sachant que le reste de la division euclidienne d'un entier a par 7 est 6, déterminer
le reste de la division euclidienne par 7 de 2a, de —3a et de 4a.

5. Démontrer que pour tout n € N, I'entier N = n(n+5)(n+2)(n —5) est
divisible par 4.

Exercice 9 @ Dans une console Python, // donne le quotient de la division eucli-
dienne et % le reste.
Déterminer les entiers M et N tels que M//4 retourne 2, N//5 retourne 2, M},4 retourne
3 et N%5 retourne 1.

Exercice 10

1. Déterminer les entiers naturels qui, dans la division euclidienne par 4, ont un quo-
tient double du reste.

2. Déterminer les entiers naturels qui, dans la division euclidienne par 6, ont un reste
double du quotient.

Exercice 11  Pour sa surboum d’anniversaire, Colette souhaite réaliser des sacs de
friandises équitablement répartis pour ses amis. Elle a 115 sucreries a disposition et ses
parents ne lui autorisent pas plus de 60 invités.

1. Sachant qu’elle veut utiliser toutes les confiseries, combien d'amis Colette peut-elle
inviter 7

2. Et si on lui accorde une rallonge de 42 berlingots ?
Exercice 12  Soient n un entier naturel et I'on pose P, =n? —n.
1. Calculer Py, Py, P, et P3 puis donner leur reste dans la division euclidienne par 6.

2. Emettre une conjecture puis la démontrer.

Exercice 13
1. (a) On donne a = 16 [5]. Quel est le reste de la division euclidienne de a par 57
(b) On donne b = 17 [3]. Quel est le reste de la division euclidienne de b par 37
2. Soient x et y deux entiers tels que x = 7[13] et y = 4[13].

(a) Déterminer le reste de la division euclidienne par 13 de = + vy, de xy, de 23 et
de 22 — 92
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(b) Que dire de 2y — 3z7?

3. Soient m et n deux entiers tels que m = 1[7] et n = 2[7].
Déterminer le reste de la division euclidienne de 5m? 4+ 2n? et de 2n% — 5m? par 7.

4. En utilisant un tableau de congruence, démontrer que, pour tout entier relatif n,
6|n(n+1)(2n+1).
5. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, 7\23” —1.

6. Déterminer les valeurs de I'entier naturel n pour lesquelles n? — 3n + 6 est divisible
par 4.

12020

7. Déterminer le reste de la division euclidienne de 1 par 3.

Exercice 14

1. Démontrer que 5 admet un inverse modulo 11.

2. Montrer que 6 n'a pas d'inverse modulo 10.

3. 3 admet-il un inverse modulo 127 S
Exercice 15 1z désigne un entier relatif.

1. Dresser et compléter un tableau de congruence modulo 8 pour 5z.

2. En déduire les solutions de I'équation 5z = 78].

3. Déterminer un inverse de 5 modulo 8. Retrouver alors les solutions précédentes.

4. Montrer que 5z est divisible par 8 si, et seulement si, x est divisible par 8.

Exercice 16  Résoudre les équations suivantes dans Z.
(a) +3=2[7] (c) 2?>=0[] (&) Ta=
(b) 3z =215] (d) 6x=2]7] (f) 5z+

EXERCICES

Exercice 17 VouF?
(a) L'équation 22 + 2 + 1 = 0[4] n'a pas de solutions dans Z.
(b) 15x 3™ —3=0][7] pour n=1[6].
(c) Sia=4[6] et b=5]6], alors a® +b*> = —1[6].
(d) Le chiffre des unités de 1133 est 1.

Exercice 18 Quel est le chiffre des unités de la somme  1!4-2!4- ... 4+2019!4-2020!?

Exercice 19  On considere le polyndme P(z) = 22 + 2x — 3.
Résoudre dans Z les équations suivantes.

(a) P(z)=0. | (b) P(x)=0]2. | (c) P(@)=0]7).

Exercice 20 La preuve par 9
Agathe a calculé 28 x 13 = 341 mais son vieux peére, sans effectuer le calcul, lui affirme
que son résultat est faux.

1. (a) Déterminer les divisions euclidiennes de 28 et 13 par 9 et en déduire le reste
de la division euclidienne de 28 x 13 par 9.

(b) Déterminer le reste de la division euclidienne de 341 par 9 et conclure.
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2. Soient z, y, a et b quatre entiers tels que © = a[9] et y = b[9].
Compléter z+y=...[9] e zxy=...[9].
3. (a) Colette a écrit que 2635 + 1271 = 3806. La preuve par neuf remet-elle en
cause ce résultat ?

(b) Agathe a écrit que 457 x 128 = 58 396. La preuve par neuf remet-elle en cause
ce résultat?
4. Leur vieux pere a calculé 1235 x 151 = 184 685 mais en vérifiant avec difficulté au

moyen de sa calculatrice, il obtient 186 485. Que donne la preuve par neuf? Que
peut-on en conclure?

Exercice 21
1. Montrer que, pour tout n € N, A =5"x12—12" x5 est divisible par 7.
2. Montrer que B = 23052019 4- 11062019  est divisible par 9.

Exercice 22
1. Soit x un entier relatif. Démontrer que x est impair ssi 22 = 1[8].
2. Résoudre dans Z? I'équation 22 = 8y + 1.

3. En déduire I'ensemble des points de coordonnées entiéres de la parabole d'équation

_ 1,2 1

Exercice 23  On considere I'équation (E): 422 + 3y? = 11.
1. Montrer que si un couple d’entiers (x, y ) est solution de (E), alors  42? = 2[3].

2. En déduire que |'équation (E) n'admet pas de solution entiére.

Exercice 24  Tous au club!

Le club Math Max du lycée Henri Matisse de La Fare-en-Dole affecte a chacun de ses
membres experts un numéro d'adhérent a sept chiffres  cgcicacscacscg lors de son
inscription.

* Le premier numéro cqg correspond a son domaine de prédilection : 1 pour |'ensemble
des nombres complexes, 2 pour |'arithmétique et 3 pour les graphes et les matrices.

* Les deux chiffres suivants cico correspondent au reste de la division euclidienne de
I'année de naissance de ce membre par 100.

¢ Les trois suivants czcycs sont donnés par le président du club lors de I'adhésion.

e Le dernier chiffre est la clef de contrdle, calculée de la maniére suivante : cg est le reste
de la division euclidienne par 9 du nombre ¢ + ¢1 + 2¢2 + 3(cs + ¢4 + ¢5).

1. Le numéro 1024 578 peut-il étre un numéro d'adhérent ? Et 29235177

2. Nicolas est né en 1982 et adore I'arithmétique. Le président lui a généreusement
attribué le numéro 123. Quelle est sa clef de contrdle ?

3. Agnan aime toutes les mathématiques et se trompe donc souvent sur le chiffre
correspondant a I'activité. Cela peut-il étre détecté par la clef de contrdle?

4. Clotaire intervertit trés régulierement les deux chiffres de sa date de naissance. Cela
peut-il étre détecté par la clef de controle?
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Exercice 25  Critéres de divisibilité
1. Critéres de divisibilité par 2, par 10 et par 5 : les énoncer puis les démontrer.
2. Critére de divisibilité par 3.

(a) On note abc I'écriture en base 10 de I'entier naturel a x 10% + b x 10 + c.
Démontrer que abc = a + b+ ¢[3].

(b) Démontrer la propriété analogue pour @,a,—1--.aG1ag.
(c) Enoncer alors un critére de divisibilité par 3.

3. Critere de divisibilité par 9.
Démontrer un critére analogue pour la divisibilité par 9.

4. Critére de divisibilité par 11.
(a) Etudier les congruences des puissances de 10 modulo 11.
(b) En déduire que le nombre 67485 est divisible par 11.

(c) Déterminer un critére de divisibilité par 11.

Exercice 26  Jeu de Nim, jeu ultime

On place 20 batonnets cote a cbte sur une table. Deux joueurs prennent chacun a tour
de rdle, un, deux ou trois batonnets. Le joueur qui prend le dernier a perdu la partie.
Agathe joue avec son peére. Celui-ci commence et prend trois batonnets. Agathe s’ex-
clame : « Bien joué! Comme 17 est congru a 1 modulo 4, en adoptant la bonne stratégie,
tu es certain de gagner la partie. » Son pére reste interloqué. Aurait-elle raison ?

Dirigez-vous vers la page 277 afin de réaliser le devoir n° 2.

EXERCICES



Corrigé des exercices

DIVISIBILITE DANS Z

Exercice 1
1. D(38) N D(30) = {=£1; £2; £19; £38} N {&1; £2; +£3; +5; £6; £10; £15; £30}
={-2-1;1;2}
D(12) N D(50)
= {£1;+£2; +3; £4; +6; £12}N{£1; +2; £5; +10; £25; +£50} = {—2; —1;1; 2}.
2. “TrT=—-7Tx11<—-69< —66=—-6x11<55=5x11<65<6x11=66:
il y a donc douze multiples de 11 entre —69 et 65, le cardinal de [ —6;5].
3. Soit n € Z.
(@) 2n+5=2n+4+4+1=2(n+2)+ 1 est impair car 2|2(n + 2) mais 2 f1.

(b) 51n+4 = 7x3n+4 n'est pas divisible par 17 car sinon 4 = (51n+4)—(7x3n)
le serait.
(c) Si n =2k est pair, alors n(n?+5) =2 x k((2k)> +5) est pair.
Sin=2k+1 est impair, alors  n(n?+5) = (2k+ 1)((2k + 1)? +5)
n(n? +5) = (2k + 1)(4k? + 4k + 6) = 2 x (2k? + 2k + 3)(2k + 1) est pair.
4. Soient x et y € IN.
(@) 22 —y? =35 <= (z+y)lzr—y)=35x1=7x5
0<x<—y:<>z+y r+y = 35 ou{m—i—y = 7
z—y = 1 rT—y =
— 20 = 36 o 20 = 12
y = 35—-=x . y = T—=x
— r = 18 T
y = 35-18=17 M)y = 7-6=1
Sa:{(631)7(18717)}
(b) 22 —y? =12 <= (z+y)lzr—y)=12x1=6x2=4x3
0<z<—y:<>z+y{ r+y=12 Ou{ r+y==6 Ou{ r+y=4

z—y=1 T—y=2 r—y=3
@{29&:13 ou{zxzs ou{%:?
y=12—=zx y=6—=x y=4—=x
%é]N} { r=4
y=6—4=2.

Sp={(4, 2)}-
yY=-15 <<= y*—2?’=15 <= (y+2)(y—2)=15x1=5x3
0<y—w<y+z{ y+x=15 { y+x=5
ou
y—x=1 y—xz =3

2y =16 ou 2x =8
r=15—=x r=5—y
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— {x:15—8:7 Ul e=s5-4=1

(d) y+3>0doncz—4>0et(x—4)(y+3)=4=1x4=2x2

r—4=1 ou r—4=4 ou r—4=
y+3=4 y+3=1 y+3=2

r=14+4=5 r=44+4=8 r=24+4=6
= y:4J—r3:1 {y—1j—L3——2 {—21L3 p StyeN
Sd:{(5vl)}
() z+y=ay <= 2zy—z—y+1=1
— (z-1)y—-1)=1=1x1=(-1)x(-1)
— r—l=1  fao-1=-1 — {x:2 ou{x:O
y—1=1 y—1=-1 y=2 y=0.
Se={(0,0);(2,2)}
(f) x+y =2zxy : Six =0, alors y = 0 et réciproquement.
Si maintenant xy # 0, THy=22y — V=2 — 1 +——2

Y
w,yE]Nl_l_ o _
<:)E_y—1<:>x—y—1. Sy={(0,0);(1,1)}

Sinon, z+y=22y < xz=y(2z—1) < y=2(2y—1) donc vylz
etz|y dol xz=y quimened 2z=22%..

5. Soit n € Z.

(@) (n+4)[6 < n+4€ D(6)={-6;—3;-2;-1;1;2;3;6}
donc S = {~10;=7; —6; —5; —4; ~2; —1;2}.

(b) 2n—T7)|5 < 2n—7¢€ D(5) = {-5;—-1;1;5} < 2n € {2;6;8;12}
et S, =1{1;3;4;6}.

()n+7€72 < TkeZ, n+T7=Tk < n="Tk—T7="T(k—1) multiple
de7: S.=772.

(d) 6/(p+5) — Fke€Z, n+5=6k — n=6k—5:

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

Sa={...;-11;-5;1;7;13;20; ...;6k — 5; ... } = {1 4 6k}rez-
(e) 2n+7)[(n—3) e (2n+7)[(2n+7)
donc 2n + D(2n + 7) — 2(n — 3)) = 13 et
(2n+7) € D(13) = {-13;-1;1;13}  dou n = ==L = ],
n === 4n=251L = -3o0un= 28T =3 Puisque

2n + 7 divise bien n — 3 pour chacun de ses nombres (—13| — 3, —1| — 7,
1] —6et13|0),ona S, ={-10;—4;-3;3}.

(f) @n+5)[(n—1) et (2n+5)[(2n+5)

donc (2n + )|((2n + 5 — 2(n - 1)) = 7 et
2n+5) e D7) ={-7;-1;1;7} doin = “° = —6, =55 = -3,
= —20ul52= 1- Puisque 2n + 5 divise bien n — 1 pour chacun de

— ]

ses nombres (—7
(8) n+1)[(n-3

donc (4n

(4n+1) € D(13

-7, —-1|—4,1] —3et7|0),ona Sf={-6;-3;—-2;1}.

et (dn+1)|(4n+1)

D((dn + 1) — 4(n — 3)) = 13 et
={-13;-1;1;13} doun = ==l ¢ 7 =1 g7

+\_/

~~—
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121 =0, 271 = 3. Puisque 4n + 1 divise bien n — 3 pour chacun de ses

nombres (1| —3 et 13|0), ona S, = {0;3}.
Exercice 2  Entiers amicaux

1.Ona 220=2x2x5x11
donc Dyt (220) = {1;2;4;5;10; 11; 20; 22; 44; 55; 110}
et 14+24+4+54+104+114+20+22+44+ 55+ 110 = 284.
Ona 284=2x2x71 donc Dgict(284) = {1;2;4;71;142}
et 14244471+ 142 = 220.
Les entiers 284 et 220 sont donc amicaux.

2. On a 48 = 2% x 3 donc D, (48) = {1;2;3;4;6;8;12;16; 24; 48}
et14+24+34+4+6+8+12+164+ 24448 =124
Ona 75=3x5%2 donc D,(75)={1;3;5;15;25;75}
et 14+34+5+15+25+75=124.
Les entiers 48 et 75 sont donc quasi amicaux.
Exercice 3 f(n) = % pour n # 1.

1. Pourn#1, an+b+ 55 = (“”erg(_”f”*c = an2+(b;@?+(c_b)

tifiant les coefficients de I'expression de f, on doit avoir a =1, b—a = 3,
c—b=-2 dou b=3+1=4c=-244=2 et f(n)=n+4+2.

2. Ainsi, f(n)€Z <= n+4+25€Z < 1 cZ < (n—1)|2
— n—-1€D(2)={-2,-11;2} <= ne{-1;0;2;3}.

et en iden-

Exercice 4 VouF?
1. Si a divise be, alors a divise b ou ¢ : Faux, 6](4 x 3) mais 6 f4 et 6 /3.

2. Si c est un multiple de a et de b, alors ¢ est un multiple de ab : Faux, 12 € 67Z et
12 € 47 mais 12 & 247.

3. Si a divise a + b, alors @ divise b : Vrai, a|a et a|(a+b) donc a|((a+b) —a) =b.
4. Si a divise b, alors a? divise b2 : Vrai, b = ka = b = (ka)? = k?.a.

Exercice 5 On aimerait tant voir Syracuse. ..

Voici la suite de Syracuse du nombre 14 : 14, 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5,

16,8,4,2, 1,4, 2...
On a appelle (S,)n une suite de Syracuse partant d'un entier non nul Sp.

S . .
Zrosi Sp pair

1.Ona Spp1= { 38, + 1 si S, impair.

2.Si Sp=4, Spr1=35=2 Sppp=32=1 Spyz3=3x1+1=4=05,.
Ainsi, que I'on parte de 4, 2 ou 1, on reste dans ce cycle.

3. Si Sp =17, on obtient 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4,...
Si Sp = 48, on obtient 48, 24, 12, 6, 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4,...

4. On suppose que pour une certain p € IN*, il existe k € IN tel que S, = 3k.
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| 25, si Sp—1 pair ) 2x3ksi Sp—1 pair
(@) Ona  Sp-1 = { S"3—1 si Sp—1 impair. | 2L si S, 1 impair.

| 6ksiSp—1 pair . . A .
Sp—1 = { b é 5 5,1 impair. Puisque S,—1 € IN, il ne peut étre égal

ak— % et I'on est dans le cas S,—1 = 6k multiple de 3.

(b) Ainsi, Sp_1 = 6k = 25, est pair et multiple de trois et donc S,_s = 25,4
aussi. On a montré que si un terme est multiple de trois alors son précédent
aussi et par récurrence descendante, Sy = 2P.5,.

Exercice 6

1. Soit Z,,: 7|(9™ —2"). On a 9° — 2% = 0 € 7Z. Supposons Z,, vraie pour n € IN.
Ona 9nfl_ontl —9g9gn 297 —99n 92" 4 7.2" = 9(9" — 2") 4 7.2"
multiple de 7 par hypothése de récurrence. Ainsi, &, est vraie pour tout n € IN.
Avec la factorisation de z™ — a™, on obtient directement, pour n > 1,

n—1
gn —2n = (9 —2) 3 gnl-kok ¢ 77,
k=0

2. (a) Pour n € N*, on pose a, =23" —3". Ona a3 =23-3=35,
az =20-32=55 et a3=2%—-3%=485. Conjecture: &, : 5|a,.

(b) &1 est vraie et supposons que &, pour un certain n € IN*.
Ona @, =23+l _3ntl — 93 93n _33n _goin_g3n 4 53n
any1 = 8(2%" —3") +5.3", multiple de 5 par hypothése de récurrence.
Ainsi, &2, est vraie pour tout n € IN*.
Avec la factorisation de z™ — a™, on obtient directement, pour n > 1,

n—1
237 37 = (23)" — 3" =8" — 3" = (8 —3) Y 8" 17k3k c 57,
k=0
Exercice 7 Pourn e N*, n?|(n+1)"— 1.

n n

1.Ona(n+1)"= Z: (Rynk1n—F = Z: (R)nk.
220na ((")=(]) =n

3. Ainsi, pourn=1, n?=1[1=(1+1)'—-1) etpourn>2,

(n+1)" -1 :kgjo (O =1=0G)+(n+G)n2+ ...+ ()n" -1
=1l4+nn+ (g)nz—i— oo+ (Z)n"—l
=n?(1+ () +G)n+ (Dn*+ ...+ (1)n""2)  qui est un mul-
tiple de n2.
Exercice 8

1. (a) Pourtoutn € N,ona (n+3)2=n* +6n+9=n(n+6)+9.
(b) Ainsi, (n+3)2—9=n(n+6) estun multiple de n donc (n+3)?>—9 = 0[n]
et (n+3)% =9[n] : 9 est toujours le reste de la division euclidienne de (n+3)?
par n.
2.a=4[7 et b=6[7 donc a+b=4+4+6[7=3[7]: le reste de la
division euclidienne de a + b par 7 est 3 € [0;6].

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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a=4[7 et b=6[7 donc a—b=4—-6[7=5[7]: Ile reste de la
division euclidienne de a — b par 7T est 5 € [0;6].
3. (a) Supposons 2512 =54b+ 7. On a alors 54b = 2512 — 7 = 2505 qui n'est
pas un multiple de 54 car impair. Le reste ne peut donc valoir 7.
(b) Supposons 31631 =253b+ 6. On aalors 253b = 31631 — 6 = 31625
< b=31%5% =125 € IN. Le reste peut donc valoir 6.
(c)On a —37 = bg + 14 ie bg = -37 — 14 = -51 dou
b, ¢ € D(—51) = {-51;—-17;—3;—1;1;3;17;51} avec b > r = 14 : les possi-
bilités pour le couple (b, q) sont (17, —3) et (51, —1).
4. Ona a=6[7 donc 2a=12[7)=5[7], —-3a=-18[7]=3[7] et
4a =24[7)=3[7] qui sont les restes.

5. Dressons un tableau de congruence modulo 4.

n [4] 0 1 2 3

n+5 [4] 5=1 6=2 7T=3 8=

n+ 2 [4] 2 3 4=0 5=1

n—>5 [4] -5=3 —4=0 -3=1 —2=2
| N[4] [0x1x2x3=0| 0 0 0

et N=n(n+5)(n+2)(n—5)=0][4] est toujours divisible par 4.

Exercice 9 (§) OnaM =2x4+3=11et M =2x5+1=11 aussi.
Exercice 10
1. On cherche n € IN tel que n=4(2r)+r =9 avec 0<r <4 donc
n €8 ={0;9;18;27}.
2. On cherche n € IN tel que n = 6¢ + 2¢ = 8¢ avec 0 < 2¢ < 6 donc ¢ € {0, 1,2}
etn € Sy ={0;8;16}.
Exercice 11  Surboum

1. Soit n le nombre d'invités de Colette et soit b le nombre de bonbons qu’elle va
donner a chacun. On doit avoir bn = 115 et n < 60. Or D (115) = {1;5;23;115}.
Colette peut donc inviter un ami et lui donner 115 bonbons, cinq amis et leur donner
23 bonbons chacun ou 23 amis et leur donner 5 bonbons chacun.

2. On a 115+ 42 = 157 qui est premier. Colette ne pourra inviter qu'un seul ami qui

devra engloutir les 157 bonbons.
Exercice 12 Pourne IN*, P, =n?—n.

1. P=0-0=0=0[6, P=13-1=0=0[6], P=22-2=6=0]6]
et P3=33-3=24=0]16].

2. Il semble que P, soit toujours divisible par 6.
Ona P,=n®-n=nn*-1)=nn-1)(n+1).
Dressons un tableau de congruence modulo 6.
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n [6] 0 1 3 1 5
n—1[6] “1=5 0 1 2 3 4
n+1[6] 1 2 4 5 6=0

2x1x 3 X 2x 4 x3x

P, [6] 0x5x1=0 0 320 1=0 5= 0

o

et P, = 0[6] est toujours divisible par 6.
Exercice 13
1. () Ona a=16[5] < a=5¢+16=5(¢+3)+1=1[5]: lerestedela
division euclidienne de a par 5 vaut 1 € [0;4].
(b)) Ona b=17[3] <= b=3¢+17=3(¢ +5)+2=2[3] : lereste dela
division euclidienne de b par 3 vaut 2 € [0;2].
2. () x=T[13] et y=4][13] donc z+4+y=T7+4[13]=11[13],
ry =7 x4[13] = 28[13] = 2[13], 23 = 73[13] = 343[13] = 5[13] et
22 —y? =77 —42[13] = 33[13] = 7[13].
(b) 2y —3x=2x4—-3x7[13] = —13[13] =0[13] donc 2y — 3z est divisible
par 13.
3. m=1[7 e n=2[7] donc 5m?+2n?=5x1242x22[7]=13[7] =67
et 2n2-5m?=2x22-5x12[7]=3]7].

4. Dressons un tableau de congruence modulo 6.

n [6] 0 1 2 3 4 5

n+1 [6] 1 2 3 4 5 6=0

2n +1 [6] 1 3 5 T=1 9=3 11=5
[ Produit (]| 0 | 6=0 | 30=0 [ 12=0 | 60 |

et n(n+1)(2n+1)=0[6] est toujours divisible par 6.

n—1

5 Soitn€IN*. Ona 23" —1=(2%)" — 17 = (23 —1) 3 (23)n—h-11k

k=0
n—1
237 — 1 =75 8 k=1 multiple de 7.
k=0
Sinon, 23=8=1[7] donc 23"=1"[7] et 2" —-1=0]T7].
6. Dressons un tableau de congruence modulo 4.
[0 [4] | 0 | 1 | |
n? [4] 0 1 4= 9=
—3n [4] 0 -3=1 —-6=2 -9=3
6 [4] 2 2
| n® —3n+6[4] | 2 | 4=0 4=0 | 6=2 |
et n? — 3n + 6 est divisible par 4 lorsque n = 1[4] ou n = 2[4]
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7.0na 11 = 2[3] donc 112 = 4[3] = 1[3].  Ainsi, pour tout n € NN,
112" = (11%)" = 1" [3].  En particulier, 112920 = (112)1010 = 1[3] et le reste de
la division euclidienne de 112920 par 3 vaut 1 € [0;2].

Exercice 14

1. Dressons un tableau de congruence modulo 11.
[nfa1) JoJ1f[2] 3 | 4 [ 5 | 6 | 7 | 8 [ 9 [ 10 |
[5n[11] [0 [5[10]15=4]20=9|25=3[30=8[35=2|40=7[45=1][50=6 |

et l'inverse de 5 modulo 11 est 9.
2. Dressons un tableau de congruence modulo 10.
|nfo) o2 2 | 3 | 4 | 5 [ 6 | 7 | 8 | 9 |
[ 6n[10]] 0 | 6] 12=2|18=8|24=4[30=0[36=6]42=2|54=4|63=3 |

et 6n n'est jamais congru a 1 modulo 10 : 6 n'admet pas d’inverse modulo 10.

3. Dressons un tableau de congruence modulo 12.
nf12] O ] 1 ]2 3]4]5]6]7]
[3nf12] [ 0 | 3 [ 6 [ 9 [0 ] 3 ]6]9

8|
[ 0]
et 3n n'est jamais congru a 1 modulo 12 : 3 n'admet pas d’'inverse modulo 12.
On remarque que ce tableau est cyclique. En effet, si n = 4 + 1[12] alors
3n=34+1)[12]=3 x 1[12].

Nous verrons plus tard dans I'année un critére d'existence et d'unicité d'un inverse
modulo m.

9
3

Exercice 15 Soit z € Z.
1. Dressons un tableau de congruence modulo 8.
(o) | 0 | v [ 2 [ 38 | 4 [ 5 [ 6 | 7 |
[5z[8] [ 0 [ 5 [10=2]15=7[20=4[25=1[30=6]35=3|
2. Ainsi, 5x=T7[8] «< z=3[8] < z € {8¢+ 3}4ez.

3. D'apreés le tableau précédent, 5 x 5 = 1[8] est 5 est son propre inverse modulo 8.
Onaalors Bx=7[8] <= 5xbr=5xT7[8] < 1lx=35[8] < x=3[8].
4. D'aprés le tableau précédent, 52 = 0[8] <= x =0[8] c.-a-d. 8|z.
Exercice 16  Résolutions d'équations dans Z.
(a) Ona x+43=2[7 <= z=2-3[7|=-1[7]=6]7]:
Sy = {7](1 — 1}k€Z = {7](1 + G}kEZ-
(b) Dressons un tableau de congruence modulo 5.
[eB) [ o | v [ 2 [ 38 [ 4 |
3z 0o | 3 | 6=1 | 9=4 | 12=2 |
et 3zx=2[5 < x=4[5]: S ={bk+4}kez.
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Si I'on sait que 2 est l'inverse de 3 modulo 5, on peut résoudre directement :
3x=2[5] <= 2x3r=2x2[5 < x=4][5].

(c) Dressons un tableau de congruence modulo 4.

et [ 0 | 1+ | 2 | 3 |
| 22 [4] | 0 | 1 | 4=0 | 9=1 |
et 22=0/4] & 2=0[5louz=2[4]:

Se = {4k} kez U {4k + 2} ez = {n pair} = 2Z.
(d) Dressons un tableau de congruence modulo 7.
el | o [ v | 2 [ 38 | 4 [ 5 | 6 |
|6z[7]] 0 | 6 [12=5][18=4]24=3][30=2]36=1 |

et 6x=2[7 < x=5[7): 8Si={7k+ 5}rez.
Si I'on sait que 6 est son propre inverse modulo 7, on peut résoudre directement :
6r=2[7] <= 6x6x=6x2[7] < la=12[7] < z=5][7].

(e) Dressons un tableau de congruence modulo 11.

|z(1)jo]1] 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 [ 9 |

| 72[11] 0 [ 7] 14=3[21=10]28=6|35=2|42=9|49=5[56=1]63=8 | 70=

et Tr=2[11] < z=5[11]: 8. ={11k+5}rcz.
Si I'on sait que 8 est I'inverse de 7 modulo 11, on peut résoudre directement :
Tx=2[11] <= 8xTer=8x2[ll] <= lx=16[11] < =z =5][11].
(f) Ona BHx+2=13[5] « 52=13—2[5]=11[5] «— sz =1[5].
Or, Vz € Z, 5z est un multiple de 5 donc 5z =0[5]#1[5] et S;=2a.
Exercice 17 VouF?

(a) L'équation 22 + 2 + 1 = 0[4] n'a pas de solutions dans Z : Vrai.
Dressons un tableau de congruence modulo 4.

x [4] 0 1 2 3
z? [4] 0 1 4=0 9=1
1[4] 1 1 1 1
[®+z+14]] 1 [ 3 3 | 5=1 |

(b) 15x3"—=3=0]17] pour n=116] : Vrai.
Ona n=1[6] <= n=6k+1 et 15x3"=15x35+1=15x3x (3%".
Or, 45—=4243=3[7] et 36=729=728+1=1[7] donc (3%)" =1*[7]
et 15x3"=3x 1[7] c-ad. 15 x 3" —3=0[7].

(c) Sia=4[6] et b=5]6], alors a® +b> = —1[6] : Vrai.
Ona a=4[6letb=5[6] donc a%+b%=42+52[6] = 41[6]
cardl =6 x7—1.

(d) Le chiffre des unités de 113'3 est 1 : Faux.
On a 113 = 3[10] donc 113'3 = 3'3[10]. Puisque 3* = 81 = 1[10],
313 = (313 x3=13x3[10] et le chiffre des unités de 11313 est 3.

—1[6]
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Exercice 18 On remarque que, dés que n > 5, 10|n! donc le chiffre des unités de
n! est 0. Ainsi, le chiffe des unités de la somme 1! + 2! + ... + 2020! est celui de
N+204+34+4'=1+2+6+24=33: cest 3.

Exercice 19  On considere le polyndme P(x) = 22 + 2x — 3 et I'on résout dans Z.

1 racipe

(a) Pz)=0 < 2°+20-3=0 < (z—1)(z+3)=0
— z=1louz=-3: S,={-3;1}.

(b) P(z) =0][2] : Dressons un tableau de congruence modulo 2.

z2] [ 0 1|

2 2] 0 1

2z 2] 0 2=0

—3[2] 1 1
[P 1 [ 2=0 |

et Px)=0[2] <= z=1[2]: & ={2k+ 1}rez = {x impair}.

(c) P(z) =0]7] : Dressons un tableau de congruence modulo 7.
[

|z | o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
22 [7] 0 1 4 9=2 16=2 | 25=4 | 36=1
22 7] 0 2 4 6 8=1 | 10=3 | 12=5
—317] 4 4 4 4 4 4 4
| P@)[7]| 4 | 7=0 |12=5]12=5] 7=0 | 11=4 | 10=3 |

et Px)=0[7 <= z=1[Touz=4[7]: S;={Tk+1}rezU{Tk+4}recz.

Exercice 20 La preuve par 9
Agathe a calculé 28 x 13 = 341 mais son vieux peére, sans effectuer le calcul, lui affirme
que son résultat est faux.

1.(a) Ona 28 =3x9+1=1[9] e 13=1x9+4=4[9 donc
28x13=1x4[9]=4]9].

(b) Ona 341=37x9+8=8[9] £4[9] donc Agathe s'est bien trompée.
2.Siz=a9 ety=0>b[9],alors z4+y=a+b9 et zxy=axblI.
3.(a) Ona 2635 =292x9+7=7[9, 1271 = 141 x9+4+2 = 2[9] et

3806 =400 x 9+8 =81[9]. Puisque 7+2=9=019] # 819], la preuve par
neuf remet en cause le résultat de Colette.

(b) Ona 457=50x9+7=7[9], 128=14x9+2=2][9]

et 58396 = 6488 x 9+ 4 = 4[9]. Puisque 7 x 2 =14 =5[9] # 8[9)],
la preuve par neuf remet en cause le résultat d'Agathe.
4. Ona 1235=137x9+2=2[9], 151 =16x9+7="7[9]

et 184685 =20520x9+5=5[9]. Puisque 2x7=14=5[9], la preuve

par neuf ne remet pas en cause le résultat de leur vieux pere. Puisque ce résultat

est tout de méme faux, la preuve par neuf n'est donc pas une véritable preuve mais
un test de fiabilité non négligeable.
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Pour calculer les restes modulo 9, il est beaucoup plus rapide de calculer le reste de la
somme des chiffres.

Par exemple, 1235=1+2+3+5[9] =
et 184685=1+8+4+6+8+5[9 =
Ceci sera justifié dans |'exercice 25.

2[9]
9+18+5[9] = 5[9].

Exercice 21
1. Puisque 12=5[7],ona A =5"x12-12"x5=5"x5—-5" x5[7] =0][7]
et A est un multiple de 7.
2.0na 2305=256x941=1[9] et 1106=123x9—1=-1]9]
donc B = 2305219 411062019 = 12019 4 (—1)2919[9] =1 - 1[9] = 0[9] et
B est un multiple de 9.
Exercice 22
1. Dressons un tableau de congruence modulo 8.
(e [ 0 [ v | 2 [ 38 [ 4 | 5 [ 6 | 7 |
228 0o [ 1 [ 4 [9=1]16=0[25=1]36=4]49=1|

et I'on a bien x impair ssi 22 = 1[8].

2. Siz? =8y+1, alors ‘2 = 1 [8] puisque 8y = 0[8]. On en déduit que x est impair.
Soit k € Z tel que x =2k +1. On a (2k+é)2_1 = 4’“2;4’“ = k(kgl) € 7Z car ce
sont deux entiers consécutifs.

Réciproquement, si y = @ alors 8y +1 =4k(k+1)+ 1= (2k+1)% est le
carré d'un impair.
L'ensemble des couples (z, y) € Z? solutions de I'équation 2% = 8y + 1 est donc

k(k+1) )}
{<2k+17 2 kez’
2 1

3. Puisque 2?2 =8y+1 <= y= %z —3, I'ensemble des points de coordonnées
entiéres de la parabole d'équation y = 2% — § est {<2k +1, @)}k .
€z

Exercice 23 (E): 4% + 3y? = 11.
1. On a toujours 3y%2 =0[3] car 3y? est un multiple de trois donc si (x, y) est
un couple d'entiers solution de (E), 42?=11-3y2=11-0[3]=2]3].
2. Dressons un tableau de congruence modulo 3.

z[3] 0 1 2
22 [3] 0 1 4=1
422 [3] 0 4=1 4=
et 422 #2[3]. L'équation (F) n’admet donc pas de solution entiére.

Exercice 24  Tous au club!
cg est le reste de la division euclidienne par 9 du nombre ¢g + ¢1 + 2¢o + 3(c3 + ¢4 + ¢5).
1.1024578:0na 14+0+2x2+3(4+5+7)=53=8[9] donc 1024578 peut
&tre un numéro d'adhérent.
2923517:0na 149+42x2+3(3+5+1)=41=5[9] #7[9] donc2923517
ne peut pas étre un numéro d’'adhérent.
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2.0na ¢ =2 1982 =1282[100] doncci =8etca =2, c¢3=1¢4 =2et

Cs; = 3.
Puisque 2+48+2x2+3(1424+3)=32=519], laclefde contrdle est cg = 5.

. Si le chiffre ¢y varie de 1 ou 2, il en sera de méme du calcul ¢o + ¢1 + 2¢2 + 3(cs +

¢4 + ¢5) et le reste de la division euclidienne varie aussi de 1 ou 2 modulo 9.

En effet, ¢+ c1+2ca+3(cs+ca+cs)=co+c1+2c2+3(cz+ca+cs)l9)
= ¢, =c[9] < ¢ = co car ces derniers valent 1, 2 ou 3. La clef de

contrdle peut donc détecter une telle erreur de la part d'Agnan.

.Ona c¢yteca+2c1+3(cs+ecates)=co+c1+2c2+3(cs+ca+c5)[9)]

<= ca+2c; =c1+2¢2[9] < 1 =c2]9]. Ceci se produit lorsque c2 = ¢;
mais I'année ne change pas ou lorsque ¢ et c¢; se partagent les nombres 0 et 9
(9 =019]). L'erreur de Clotaire n'est donc pas détectée s'il est né en 1990 ou en
20009.

Exercice 25 Critéres de divisibilité

1. Soit n € Z.

* n est divisible par 2 ssi son chiffre des unités est 0, 2, 4, 6 ou 8.

Ona 2|n <= n =2k et un simple tableau de congruences modulo 10 donne
le résultat.

* n est divisible par 10 ssi son chiffre des unités est 0.

Ona 10|n <= n =10k et I'on a toujours 10k = 0 [10].

* n est divisible par 5 ssi son chiffre des unités est 0 ou 5.

Ona 5|n < n =5k et un simple tableau de congruences modulo 10 donne
le résultat.

. (a) Puisque 10=1[3], 102=12[3]

et abc=ax102+bx10+c=a=ax12+bx1+c[3]=a+b+c[3].
(b) De méme, 10" =1[3] et GnGp—1...0100 = @n+an-1+ ... +a1+ao(3].

(c) Un entier est donc divisible par 3 ssi la somme de ses chiffres est divisible par
3. Plus généralement, on peut remarquer que le reste de cette somme modulo
3 est précisément celui de cet entier.

. Puisque 10=1[9], 10"=1]9]

et @pGp_1...0100 = an+an-1+ ... +a1 +aol9].

Un entier est donc divisible par 9 ssi la somme de ses chiffres est divisible par 9.
Plus généralement, on peut remarquer que le reste de cette somme modulo 3 est
précisément celui de cet entier.

. Critére de divisibilité par 11.

(a) 10°=1=1[11], 10'=10=10[11]=—1[11], 102 =100=1[11]
et 10%=1000=10[11] = —1[11].
Plus généralement, 102 =1[11] et 10%**! = —1[11]. En effet, une
simple récurrence donne
10 x 10%* =10 x 1[11] = 10 [11] = —1 [11]
et 10 x 10%*+1 =10 x 10[11] = 100[11] = 1 [11].
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(b) Ainsi, 67485 =6.10 4+ 7.103 +4.10®> + 8.10 + 5
67485=6x1+7Tx(—-1)+4x1+8x(=1)+5[11]=0[11] et 67485 est
divisible par 11.

(c) Un entier est donc divisible par 11 ssi la somme alternée (changement de signe)
de ses chiffres est divisible par 11.

Exercice 26  Jeu de Nim, jeu ultime

C'est a Agathe de jouer.

S'il ne reste plus qu'un seul batonnet, alors elle a évidemment perdu.

S'ilenreste 1+4 =15, alors, qu'elle en prenne un, deux ou trois, son pére pourra
toujours arriver a la situation ou il ne reste plus qu'un seul batonnet : il en prend trois,
deux ou un.

S'ilenreste 1+4+44=29, alors, qu'elle en prenne un, deux ou trois, son pére pourra
toujours arriver a la situation ou il ne reste plus que cing batonnets en en prenant trois,
deux ou un et I'on sait que dans ce cas, il peut gagner.

S'il en reste  1+4n, son pére pourra toujours revenir a la situation 14 4(n —1)
et donc a la situation ol il n'y a plus qu'un seul batonnet : il peut donc toujours gagner.
En revanche, Agathe ne lui a pas divulgué la bonne stratégie et il s'est débrouillé pour
perdre, comme d’'habitude.

)
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Historiquement, « I'invention » des nombres complexes est due a la nécessité de
la résolution des équations polynomiales. Le premier résultat donne des solutions
explicites a toutes les équations du second degré a coefficients réels, un premier pas
déterminant avant les degrés supérieurs.

1 Rappels

Il existe un ensemble C de nombres dits complexes, contenant R, muni de regles
d’addition et de multiplication similaires, tel que tout z € C s’écrit de maniére unique
sous la forme algébrique z=a+ib ou a=NRe(z) et b=3Tm(z) sont des
réels et i vérifie % = —1.

Ona 22/=0 <= z=00uz' =0.

Pour tout z € C, on définit 'opposé de z par —z = —a —1ib et le conjugué de z
par Z=a —ib.

Ona z+42/ =742, 22/=%z et, pour z #0,
Si z=a+1ib, onatoujours 2%Z=a>+ b

1 _ 1
z  zZ
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2 Equations du second degré a coefficients réels

Commencons par tenter de résoudre quelques équations.

Exemples : ° 224+9=0 <= 22=-9=13%2 < 2= 43i.
En effet, on a bien (2 —3i)(z+3i) = 22— (3i)> = 22 — (—=9) et l'on remarque que

_Oii\/%::t?)i
2x1 :
o 22 -245=0 ¢+ 22-22+1=-4 & (2 —1)? =222

<— 2—1=421 <—= z=1+%2i.

En effet, on a bien (2 —1—2i)(z +1+2i) =... =22 —22+5 et 'on remarque
que  TEREVIG _ g4 9;

Théoréme 1 Soient a, b et ¢ trois nombres réels tels que a # 0.
Dans C, léquation az? +bz+c=0 admet toujours des solutions.

On note A le discriminant de cette équation : A = b? — 4ac.
c SiA>0, Uéquation admet deux solutions réelles distinctes,
-b—VA —b+ VA
rn=———"-— ‘®€e xTo=————.
2a 2a
e SiA=0, Uéquation admet une unique solution « double », réelle,
b
Tog=——.
0 2a
e SiA <O, l’équation admet deux solutions, complexes et conjuguées,
—b—iv—-A —b+iv—A
n=—-—7— e z2p=——.
2a 2a

Ainsi, le trindme se factorise toujours az?+bz+c=a(z —21)(z — 22) ot 21 et
2o sont ses deux racines, éventuellement complexes ou confondues.

Remarques : ¢ L’ensemble des nombres complexes n’est pas ordonné : on ne peut
pas comparer (raisonnablement) deux complexes z et 2/ (cf. exercice 6 p.13). Cela n’a
donc pas de sens de dresser un tableau de signes du trinéme complexe.

* De méme, si le polynéme est a coefficients complexes, le discriminant est aussi
complexe et I’on ne peut le comparer a 0 : le critére ne fonctionne plus.

Démonstration : Les régles de calcul étant les mémes dans C et dans R, on obtient

la forme canonique suivante.
b A
ph— ) - =
2a 4a?

* Si A > 0, on peut directement utiliser la troisieme identité remarquable pour
factoriser cette forme canonique et obtenir dans C le résultat déja connu dans R.
* SiA<0, —A>0etl'on peut écrire

2 2 2 2 e
() = (o ) = PR (o4 )? - (942

(o) () m

az?+bz+c=a




3. EQUATIONS DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS COMPLEXES 45

Ezemples : ° Soit le trindme  P(z) = 22+ 22+2 de discriminant A = -4 <0

Vi S R R Zr=—1+i.

et donc de racines complexes 2z = ST 29 =%
Ainsi, pour tout z, P(z)=(z—(-1—i))(z—(-14+i)=(z+1+i)(z+1—14).

o Soit Q(z) = 2> — 1. 2z = 1 étant une racine de @, on peut écrire
Q(z) = (z — 1)(az? + bz +¢). Avant développement, on remarque que l'on doit
avoir @ = 1 et ¢ = 1 pour que les coeflicients « extrémes » coincident. Puisque

(z=1)(2%24+bz+1) =23+ b2+ 2 - 22 —bz—1=234+ (b—1)22+ (1 —-b)z—1, on
a, en identifiant les coefficients deux a deux, b—1=0 et 1-b=0 dou b=1
et Q(2)=(2—1)(22+2+1). Cepolynome du second degré est de discriminant
A=12—-4=-3<0 doncil admet deux racines complexes conjuguées distinctes
%i‘/g et Q peut alors se factoriser :  Q(z2) = (2 — 1)(z + ILz‘/g)(z + #)

o Résolution dans C I’équation  (E) z* + 922 + 20 = 0.

Posons Z = 22. Ona (E) <= Z2+9Z+20 =0 de discriminant
A =92_-4%x20=1 > 0 dou les deux solutions Z; = _9;\/1 =—-5 et
Zy = —4.  On cherche alors & résoudre les équations 27 = —5 et 23 = —4
qui nous donnent les solutions de (E) :  z11 = V5, 212 = —iv5, zo1 =20 et

22,2 = —21.

Le théoreme 1 permet donc de résoudre dans C toutes les équations du second
degré a coeflicients réels.

Il est en fait démontré que tout trinéme du second degré a coefficients complexes
admet aussi des racines dans C et méme, que tout polynéme non constant a coeffi-
cients complexes admet des racines dans C. Il en admet méme autant que son degré,
certaines pouvant étre confondues. On dit que C est un corps algébriquement clos.
Ce résultat est connu sous le nom de « théoréeme fondamental de I’algebre » ou de
« théoreme de d’Alembert-Gauss » et il aura fallu pres d’un siecle et de multiples
tentatives avant d’en obtenir des démonstrations rigoureuses, au début du XIx°s.
Regardons d’un peu plus pres ce qu’il en est.

3 Equations du second degré a coefficients com-
plexes

Une équation du second degré a coefficients complexes admet toujours deux solu-
tions, éventuellement confondues.

Il s’avere que, pour « € C, 'équation 22 = «  admet toujours des solutions : le

nombre +./|«f e’ *5* convient mais nous ne connaissons pas encore la notation
exponentielle alors nous justifierons l’existence d’une solution en utilisant la forme
algébrique dans l'exercice 9 en page 51. Ainsi, pour tous a, b et ¢ € C, il existe (au
moins) une racine carrée § € C du discriminant 62 = A = b?>—4ac € C. La méme

forme canonique que dans le cas des coefficients réels meéne alors aux deux racines
—b+o

2a
complexes ne sont plus nécessairement conjuguées.

de léquation az? + bz +c = 0. Il est & noter que ces deux racines
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La notation Ve n’est pas utilisée dans C pour différents problémes de définition,
continuité, détermination... Parfois, cela désigne I’ensemble de toutes les racines du
radicande.

Ezemples : ° & =1+ est solution de 1’équation 22 = (1 +14)? = 2i.
° L’équation 1,2 4 (\/? + Z\/i)z +¢1 = 0 a pour discriminant
= (V2+1iv2)? —4%i =2i et donc pour solutions
o= TOREVRSOH) 94 i(—1-v2) et za=1-vV2+i(l—V2).
t2

[N

4 Formule du bindme de Newton

La formule suivante sera démontrée par récurrence dans ’exercice n° 2.

Théoréme 2 Bindéme de Newton
Pour tous nombres complexes u et v et pour tout entier naturel n, on a

n
n
u—+v)" = un " kyk,
w+or =3 (})
k=0
Les nombres (Z) sont les coefficients binomiauxr que vous définirez plus précisé-
ment en cours de spécialité. Il nous suffit ici de savoir que (Z) est le nombre de
choix possibles de k objets parmi n. Ils vérifient (") = (}), (}) = ﬁlk), et
(Zi}) =)+ (k:‘_l) (triangle de Pascal). On pourra parfois utiliser la calculatrice

pour les obtenir (math - probas - combinaison).
Bremples: + () =7+ (=1« ()=5 - ()=6 » ()=10 « () =188
3
o (2414 =3 (F)237kik = (3)2%° + (3)2%it + (§)2%2 + (3)204°

1x8+3x4i+3x2(—1)+1x1(—i) =2+ 11i.
5
Z (5)15—k(_i)k

=0
8)( 0"+ )=+ Q) (=) + () (=) + (D) (=)* + () (=i)°
X 1+5(—i)+10(=1)+10x i +5x 1+ 1 x (—i) = 4i — 4.

o (1—1)°

)—‘/\w

5 Equations polynomiales

Définition 1 Soit n un entier naturel et ag, ..., an, des nombres réels (ou com-
plexes) tels que a,, # 0.

La fonction P définie sur C par P(z) = ag+a1z+ ... +apz™ = Zakzk est

appelée fonction polynéome (ou plus simplement polynome) de degré deg(P) = n.
L’équation P(z) =0 est appelée équation polynomiale de degré n dont toute solution
est appelée racine de P.
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Remarque : On admettra que si une fonction polyndéme est identiquement nulle
(Vz € C, P(z) = 0), alors tous ses coefficients le sont aussi (Vk € IN, ar = 0). On
définit ainsi le polynéme nul et son degré est parfois donné par —oo.

Ezemples : ° P(z) =4 — 223+ 2° est un polyndme unitaire (a,, = 1) de degré 5.
o P(z) =2 est un polyndme constant, de degré 0.
o P(z) =527 est un monéme de degré 7.

Définition 2 Soient P et Q deux polynomes.  On dit que P est factorisable (ou
divisible) par Q s’il existe un polynome R tel que P = QR

c.-i-d. Vz e C, P(z) = Q(2)R(z).

On a alors  deg(P) = deg(Q)+ deg(R).

Exemple : 22 + 9 est factorisable par z — 3i et par z + 3i.

Propriété 1  Soient z et a deux nombres complexes et n un entier naturel non nul.

n—1
Ona 2z™—a™=(z—a) E akzn—1Fk,
k=0

Démonstration : En développant, on obtient

n—1 n—1 n—1
(Z _ (l) E akzn—l—k _ P E akzn—l—k —a E akzn—l—k}
k=0 k=0 k=0

n—1 n—1
_ E akzn—k _ E ak—i—lzn—l—k}
k=0 k=0

_ (aoz”_o Lalanl 4 g2m2 g gn2,n—(n=2) | gn—1,n—(n-1)

o (alzn—l + a22n—2 + .+ an—lzn—(n—l) + anzn—n)
= (2” +az" Va4 L a2 4 a”_lz)

_ (azn—l +a2zn—2 4o +an—1z+an)

=2z" —a" par téléscopage des termes deux a deux.
On aurait pu aussi se souvenir avec plaisir de la formule 14+q+¢%>+ ... +¢
remplacer ¢q par

a
z

puis multiplier par z™. O
2
Exemples : ° 22 —8=23-23=(2-2) ZkaQ_k = (2 —2)(2* + 22+ 4).
k=0

4
© P 41=20— (-1 =(z— (1)) D (D) =+ 1)z P+ 27— 2+ 1).
k=0

Ce résultat montre que la racine triviale a de z™ — a” permet une factorisation
par z — a. Le théoreme suivant généralise ceci a tous les polynomes.

Théoréme 3 Soit P un polyndme de degré supérieur ou égal a 1 et soit ac C

P se factorise par z — a, c.-a-d. qu’il existe un polynome @Q de degré
deg(Q) = deg(P) — 1 tel que pour tout z € C, P(z) = (z —a)Q(z),

si, et seulement si, a est une racine de P,  c.-d-d. P(a) = 0.
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Démonstration : Trivialement, tout polynéme (z — a)@Q(z) admet a pour racine.
n

Réciproquement, soit P(z) = Z &z un polynéme non nul s’annulant en a.
k=0
On a , pour tout z € C,

n

P(z) = P(z)—Pla) = Z o2t — Z apak = Z o (2% — aP)
k=0 k k=0

=0

n n k—1
= OCO(ZO_QO)—FZO(k(zk_ak) — ()_|_Z(xk [(Z_a)zapzk—l—p]
k=1 k=1 p=0

n k—1
= (z—a) Z o [Z aP k==
k=1 p=0

= (z—a) Z (2P a4 L+ d ) = (2—a)Q(2)
k=1
ou deg(Q) =n — 1. O
Corollaire

Tout polyndéme non nul de degré n € IN admet au plus n racines distinctes.

Remarques : + Ceci signifie aussi que le nombre de solutions d’une équation poly-
nomiale est inférieur ou égal a son degré.

* Ainsi, un polynéme de degré inférieur ou égal & n s’annulant pour au moins
n + 1 racines distinctes est nécessairement le polynéme nul.

* Le théoréme fondamental de ’algebre affirme méme qu’un polynéme non nul
admet autant de racines, avec multiplicité, que son degré dans C. Il est tres utile mais
dépasse malheureusement notre programme.

Ezemple : Le seul polynéme unitaire de degré 3 s’annulant en 0, —7 et i est
z2(z+7)(z —1).

Démonstration : Procédons par récurrence. Soit &2, pour n € IN, la proposition
« Un polynoéme non nul de degré n admet au plus n racines distinctes. »

- Un polynéme non nul de degré 0 est une fonction constante non nulle et n’admet
donc aucune racine : la proposition &, est vraie.

- Supposons que la proposition 2y soit vraie pour un certain k € IN (hypothese de
récurrence) et montrons que la proposition suivante, &1, est alors vraie.

Soit donc P un polynome de degré deg(P) =k + 1.

S’il n’admet pas de racine alors il en admet bien moins que son degré.

Sinon, on appelle a une de ses racines. D’apres le théoreme 3, il se factorise par z — a
et il existe un polynéme @ de degré deg(Q) =deg(P) —1=(k+1) — 1 = k tel que
P =(z—a)Q. D’apres ’hypothese de récurrence, @) n’admet pas plus de k racines
distinctes et donc P n’en admet pas plus que k + 1, celles de @ et a éventuellement.
La proposition &1 est donc vraie.

- Donc, si une telle proposition est vraie, la suivante 1’est aussi. Puisque &, est vraie,
P, est vraie donc s est vraie, donc ... &2, est vraie pour tout n € IN. |
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NOMBRES COMPLEXES :
EQUATIONS POLYNOMIALES

Exercice 1 Résoudre dans C les équations d'inconnue z suivantes.

(a
(b
(c
(d
e

)
)
)
)
)
f)

(
(

222 +32=0 2=3 _
2:2—6245=0 © =
(h) 22 —2(1+2)2+2(v2+2)=0
#+z+1=0 (i) 22+22-2=0
2224 224+5=0 (G) 22-5224+92-9=0
22— (1+V3)z+v3=0 (k) 2*—222-3=0
(22 4+2)(2%2 —42+4)=0 () 2°—22=423+32

Exercice 2 Bindme de Newton

n
, n
Etudions la démonstration de la propriété ~ 2,,: (a +b)" = E ( )apb”_p.
p

1.
2.

p=0
Montrer que &2, est vraie.

On suppose que & est vraie pour un certain k € IN.
Décrire chacune des étapes du calcul suivant.

@+ro* Y @rparbr 2 (a+b)2(§>a”bk‘p

=
-
/\
\/
IS
3
S
??‘
w
+
>
/\
\/
<)
S
SY
x>
=

p=0 p p=0 p
o) 2k k k "k
g ( )ap+1bk_p + ( )akHbO + ( )aoka_O + Z < )apbkﬂ_p
=P k 0 =\
(_) k prk—p+1 k+1 k+1 a k prk+1—p
—Z(_1>ab +ad"* +b +Z<>ab
p=1 p p=1 p
™ pE+L | i (< k ) 4 <k>) aPHRH1I=P 4 gkl
p—1 P

p=1

k
@) (k+1\ o k41 E+1\ pkiip E+1\ wi1,0
—(k+1>ab —0—5 » alb + 0 a®“"b

p=1

EXERCICES
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k+1
O Z (k + 1) aPpkti-p

p=0 p

3. Conclure.
Exercice 3  Factorisations

1. Factoriser les polynémes suivants sous la forme (z — a)P(z).
A(z)= 22 +1 C(z)= 23 +i
B(z) = 2% —64 D(z) = 2% —32i

2. Factoriser les polyndmes suivants en produits de facteurs de la forme (z — a).
A(z) = 22 + 42 Cz)= 2*-1
B(z)= 23—2224+2-2 D(z) = 25— 24 +523 - 522+ 42— 4

Exercice 4 Résolution d'une équation
On pose  P(z) = 2* — 623 + 2322 — 342 + 26.

1. (a) « est un nombre complexe quelconque.  Démontrer que P (&) = P(x).
(b) En déduire quesi P(a)=0 alors P(x)=0.
2. Calculer P(1+4) puisindiquer deux solutions complexes de I'équation  P(z) = 0.

3. Onpose Q(z)=[z—(1414)][z—(1—1).
Vérifier que P(z) est le produit du polynéme Q(z) et d'un polynéme R(z) du second
degré que I'on déterminera.  Résoudre ensuite dans C I'équation  P(z) = 0.

Exercice 5 The quadratic equation az?24+bz+10i =0, where a and b are real,
has aroot : 3 —i. Determine the other root of the equation, giving the answer in
the algebraic form p + igq.

Exercice 6 Division des polynémes
Soit le polyndme défini par  P(z) = 2* — 422 — 2 + 2

1. Vérifier que 2 est racine de P.
2. Justifier que P peut s'écrire sous la forme (2 —2)(2®> +Q(z)) ot deg(Q) < 2.
3. En déduire une expression de (z — 2)Q(z) puis justifier que Q peut s'écrire sous la
forme 222 + R(z) ol deg(R) < 1.
4. Déterminer R puis en déduire une factorisation de P.
5. Présenter cette méthode sous la forme d'une « division potence » puis I'appliquer
afin de factoriser le polyndme  2z% — 523 + 422 — 32 + 2.
6. Factoriser entiérement le polynéme 32441223 — 5722 —1382+360 en utilisant
la méthode de la division potence.
Exercice 7  Soit P le polynéme défini par P(z) = 23 — (4 + )22 + (5 + 4i)z — 5i.
Déterminer une racine imaginaire pure de P, factoriser P puis résoudre |'équation
P(z)=0.



EXERCICES 51

Exercice 8 Formules de Vietes
Nous admettrons les formules suivantes qui généralisent une propriété vue en premiere.

n
Propriété Soit Z ozt = g4+ otz 4 ... + xpz" un polynome de degré n € IN*

k=0

a coefficients réels.

La somme de toutes ses racines (avec multiplicité) est égale d

_%n-1
xXp

Le produit de toutes ses racines (avec multiplicité) est égal a  (—1)"22.

4.

1.

X

Rappeler la propriété similaire concernant le polynéme 22

— ST +p.
Déterminer le polynéme unitaire du second degré s'annulant en 1+ 27 et 1 — 2.
Déterminer les nombres z; et zo vérifiant les conditions suivantes.

(a) 21+ 290 = 6, Z1R2 = 13

(b) 21+ 20 =—1, 2129 = %
P
(C) 21+ 29 = — 2, Z1R2 = 1
Existe-t-il une équation du second degré ayant pour solutions 2019+ et 2019 —¢7
Exercice 9 Existence des solutions de I'équation 22 = ¢  sous forme algébrique
w
En posant z = a + i3 et ¢ = a + ib, déterminer le systéme d'équation liant ces EJ)
uatre réels. —t
d o
. (a) En supposant que & # 0, montrer que I'on doit avoir 4ot — dax? — b? = 0. 5
(b) Résoudre I'équation 452 — 4aS — b? = puis justifier |'existence d'une 5
solution a I'équation en «.
3. Quedireducasx =07
Conclure.
-

5. Résoudre I'équation 22+ (3i —4)2+1—7i =0 en cherchant un nombre § de

carré son discriminant.

Exercice 10  Soit P le polyndme défini par  P(z) = 2% + 223 — 22 + 22 + 1.

1.
2.

3.

Vérifier que 0 n'est pas une racine de P.
Soit zz#0. On pose Z:z—i-%.

(a) Exprimer Z? —3 en fonction de z.

(b) Calculer Pz(f) et I'exprimer en fonction de Z.

Déterminer la forme algébrique des racines de P.

Rendez-vous en page 283 afin de réaliser le devoir n° 3.
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Exercice 1 Résolution dans C.
(a) 2i2°+32=0 < 2(2i2+3)=0 < 2=00u2i2+3=0
= z=00uz:—%:%i

(b) 222-62+5=0: A= -4 dou les deux solutions complexes conjuguées
L .

() 224+42+1=0: A = -3 dou les deux solutions complexes conjuguées
Z1,2 = 7_&;\/‘;)-

(d) 222+22+5=0: A=-36 dou les deux solutions complexes conjuguées
o= B —yx g

() 22—(14+v3)2+V3=0 <= (2—1)(2—V3)=0 <= 2=1 ou 2z=+/3

(f) (22+2)(22—424+4)=0 <= (2 —iV2)(z +iV2)(2 —2)2 =0

—= ze€{2; —-iv2;iV2}
() =3==: = 2-3=2(2-2) & 22-32+3=0: A=-3 dou
e {0, 2L (£

(h) 22-2(1+v2)2+2(vV2+2)=0: A=.=-4 doli z,=_0H2EVI
et zec{l+v2+i}

(i) P(z)=22422—2:0ona P(1)=1+1-2=0 donc zy =1 est une racine
évidente et I'on peut écrire  P(z) = (z — 1)(az® + bz + ¢).
En observant les coefficients « extrémes » , on obtient a =1 et ¢ = 2.
Trouvons b:  (z—1)(22+bz+2) =22+ (b—1)22+(2—b)2—2 et I'on doit
avoirb—1=1;2-b=0ie. b=2 dou P(z)=(2—1)(2*+22+2).
Puisquerm A =22 -4x2=—-4<0, ce polyndme du second degré admet
deux racines complexes conjuguées  z1 9 = %‘I = —1+14 et les solutions
de I'équation sont  {1;1—4; 1+i}.

() Q()=22-5224+92—-9: ona QB)=3>-5x32+9%x3-9=0 donc

29 = 3 est une racine évidente et I'on peut écrire  Q(z) = (2 —3)(az? +bz +c).
En observant les coefficients « extrémes » , on obtient a = 1 et ¢ = 3.

Trouvons b:  (2—3)(2%2+bz+3) =23+ (b—3)22+(3—3b)2—9 et I'on doit
avoirb—3=-5;3-3b=9ie. b=-2 dot Q(z)=(2—3)(22—22+3).
Puisquer A =22-4x3=-8<0, cepolyndme du second degré admet deux
racines complexes conjuguées  zj 9 = _(%jfi\/g =144v/2 et les solutions
de I'équation sont ~ {3; 1 —iv/2; 1+ iy/2}.
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(k)

R(z) = 24— 222 -3, Posons Z =22 Ona R(z)=2%>-27-3
de racine évidente —1 et de premiére factorisation (Z + 1)(Z —3) d'ou
R(z) = (224+1)(22 — 3) et les solutions évidentes  {—i;i; —v/3; v/3}.

22 —2:=423 432 &= 25 —423-52=0 < 2z(2* —42? — 5) = 0. Posons
Z=2z2 Onazt—422-5=0 < Z?—-4Z—5 =0 de discriminant A = 36
et donc de racines réelles 7, = % =—-1 e Zy= 4%6 = 5. Alinsi,
72 —4Z 5= (Z+1)(Z-5) = (224+1)(22=5) = (2 —i)(2+1) (2 —V5) (2 +/5)
d'oli les solutions de I'équation  {—+/5; 0; v/5; —i; i}.

Exercice 2 Binéme de Newton : pour ab #0, P,: (a+b)" = Z (Z) aPb" =P,

1.

2.

p=0

0
(@+b)°=1 et Y (0> aPb0 P = (0> A’ =1x1x1=1. P, est vraie.
p=0 p 0
On suppose que &, est vraie pour un certain k € IN.

Voici la description des différentes étapes.

Etape (1) : évidente; Etape (2) : hypothése de récurrence; Etape (3) : dé-
veloppement du facteur somme sur (a + b);  Etape (4) : développements des
facteurs a et b sur les sommes; Etape (5) : sortie du dernier et du premier
termes des sommes;  Etape (6) : décalage d'indice dans la premiére somme;
Etape (7) : factorisation par a?b**1=7;  Etape (8) : formule du triangle de Pascal
(pfl) + (f,) = (kil) et (:Ii) = (kgl) = 1; Etape (9) : regroupement des
premier et dernier termes dans la somme.

Le calcul précédent montre que la propriété &2, est héréditaire. Puisqu’elle est vraie

pour n = 0, elle est vraie pour tout entier naturel.

Exercice 3  Factorisations

1.

- A(z) =23 4+1=2%—(—1) s’annule en z = —1 et se factorise donc par z + 1.
Cherchons un polynéme P tel que A(z) = (z+1)P(z). P est donc du second
degré et en observant les termes « extrémes », on peut écrire P(z) = 22 +bz+1.
En développant, on trouve  (2+1)(2%4+bz—1) = 23+(b+1)22+(b+1)2+1 et
I'on doit avoir b+1=0. D’ou lafactorisation A(2) = (z+1)(22—z+1).

- B(z) = 2® — 64 = 2% — 4 s'annule en z = 4 et se factorise donc par z — 4.
Cherchons un polynéme @ tel que B(z) = (2 —4)Q(z). Q est donc du second
degré et en observant les termes « extrémes », on peut écrire Q(z) = 22 +bz+16.
En développant, (2 —4)(22 + bz +16) = 23 + (b — 4)22 + (16 — 4b)z — 64
et I'on doit avoir b—4=0et16—-4b=0:0=4. D'ou la factorisation
B(z) = (z — 4)(2 + 42 + 16).

- C(z) = 2344 = 23—i3 s'annule en z = i et se factorise donc par z—i. Cherchons
un polynéme R tel que C(z) = (# —i)R(z). R est donc du second degré
et en observant les termes « extrémes », on peut écrire R(z) = 22 +bz — 1. En
développant, on trouve  (z —i)(224+bz—1) = 234+ (b—1)22 + (—1 —ib)z + i
et I'on doit avoir b—i=0et -1 —4b=0:0b=1¢  D'ou la factorisation
C(z)=(z—i)(22 +iz—1).
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- D(2) = 2° — 32i = 2% — (2i)® s'annule en z = 2i et se factorise donc par

z — 2i. Cherchons un polynéme S tel que  D(z) = (¢ —2i)S(z). S est donc
du quatrieme degré et en observant les termes « extrémes », on peut écrire
S(z) = 2* +b23 +c2? +dz +16.  En développant, on trouve

(z — 2i)(2* + b2® + 22 + dz + 16)

=25+ (b—2i)z* + (¢ — 2ib)2® + (d — 2ic)2% + (16 — 2id)z — 32i

et I'on doit avoir b —2i =c¢—2ib=d— 2ic = 16 — 2id = 0 d’ou b = 21,
¢=2ib=—4,d=2ic=—8i. On obtient la factorisation

D(z) = (z — 2i)(2* + 223 — 422 — 8iz + 16).

CAR) =2 4 =222+ 4) = 2(22 - (20)%) = (2 — 0) (2 — 24) (2 + 24).

- B(z) = 23—22?+2z—2s'annule en z = 2 et se factorise donc par z—2. Cherchons

un polynéme @ tel que B(z) = (z —2)Q(z). @ est donc du second degré
et en observant les termes « extrémes », on peut écrire Q(z) = 2% +bz+ 1. En
développant, on trouve (2 —2)(2%2 +bz+1) = 23+ (b—2)22 + (1 — 2b)z — 2
et I'on doit avoir b—2=—-2et1—-2b=1:b=0

Dot B(2) = (z—2)(22+4) = (z - 2)(22 —(20)2) = (2 —2)(2 — 2i) (2 + 2i).

CO0(R)=2t—1=2" 1= Zaknlk (z—=1)(+22+2+1)

C(z) = (z=1)(2—(—1))(z? +bz+1) en utilisant la formule de factorisation de
z™—a™ puis en remarquant que —1 est racine de la somme. Apres développement
du deuxiéme produit, on obtient 23+ 22+ 2 +1 =23+ (b+1)22+ (b+1)2+1
doncb=0etC(z)=(z—1)(z+1)(22+1)= (2 — 1)(z + 1)(2% — i?)

Cz)=(z—1)(z+1)(z —1i)(z +1).

Sinon, C(2)=(2?)2-12=(22-1)(22+1) = ...

- D(2) =2° — 24 +52% -522+42—4. Onremarque que D(1) =0,

D(i) =14 —i* +5i> - 5i2+4i—-4=i—-1-5i+5+4i—4=0 etdonc
D(i) = D(i) = 0.
On peut donc écrire, en observant les termes « extrémes »,
D(z) = (2 — 1)(z —i)(z + i)(2% + bz + 4) dont le développement donne
P+ b=+ (-0 +(b-5)22+(4—-bz—4doub=0
et D(2)=(z-1)(z—9)(z+i)(22+4) = (2 — 1)(z — i) (2 +4) (2% — (2i)?)
D(z) = (z — 1)(z — i)(z + 1) (z — 2i) (= + 21).

Exercice 4 P(z) = 2% — 62% + 2322 — 34z + 26.

1. (a) P& =& —6&° +23&% — 34& + 26 = o — 63 + 2302 — 34ox + 26

= ot —6a3 + 2302 — 34+ 26 = P(ox).

(b) Ainsi, P(x)=0 impliqgue P(&)=P(x)=0=0.
2.0na (1+d)2=1+2i—-1=2i, (14492 =2i(1+i)=-2+2i

et (1+i)*=(2i)?=-4 donc

P(1+i) = —4 — 6(—2+ 2i) + 23 x 2i — 34(1 + i) + 26

= —4+12— 344264 i(—12 446 — 34) = 0.

Ainsi, 1 4+ i et donc son conjugué 1 — i sont solutions de I'équation P(z) = 0.
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3.0na  [z—(1+1i)][z— (1 —1i)][az?®+ bz + ]

=21 —d)z— (1 +4d)z+ (1 —i][az? + bz +

=az* 4+ bz% + 2% — 2a2% — 2b2% — 2¢z + 2022 + 22 + 2¢

=az*+ (b—2a)z> + (c — 2b + 2a)2% + (—2¢ + 2b)z + 2¢
et, en identifiant les coefficients, a =1, b—2a = -6, c¢—2b+ 2a = 23,
2b—2c=—-34 et 2c=26.
Dot, ¢=13, b=-6+2=-4 (c—20+2a=13+8+2=23 et
2b—2c=—8—26 = —34).
Ainsi, P(z)=1[22-(1—i)z2— (1+i)z+ (1 —4?)][?2—42+13]. A=-36
donc R a pour racines  zj o = % =2+ 3i et les solutions de I'équation
P(z)=0 sont 1+4i, 1-—4, 2437 et 2— 3i.

Exercice 5 a(3—i)?+b(3—1i)+10i=0 < (8a+3b) +i(10—6a—b) =0
< a=3and b= -8 Hence, 322—-82+10i=(2—(3—14))(32z+¢c) and

—B—i)e=10i = c= 20 —1_3;

So, 32— 82+ 10i=3(z — (3 i))(z+ &) =3(z— (3 — ))(z — (i -

Hence, the other root is ¢ — %

))-

W=

Exercice 6 Soit le polyndme défini par  P(z) = 2* — 422 — 2 42

1. Onabien P(2)=2*-4x22-2+4+2=0.

2. P peut donc se factoriser par z — 2 et, en observant les termes de plus haut degré,
on peut écrire (2 —2)(2%+ Q(2)) ol deg(Q) < 2.

3.0na 2% =422 —242=P()=(2-2)2*+Q(2)) = 2* — 223 + (z — 2)Q(2)
dol (2 —2)Q(z) =223 —42%2 — 2+ 2. En observant les termes de plus haut
degré, Q peut s'écrire sous la forme 222 + R(z) o deg(R) < 1.

4. Ona 223422 —2+42=(2-2)(222+R(2)) =223 - 422+ (2 —2)R(z) d'ou
(2 —2)R(z)=—2+2 et R(z)=-1. Dot P(2)=(z—-2)(2%+Q(2))

P(z)=(2-2)(z+222 + R(2)) = (2 = 2)(2® + 222 — 1).

5. P(z) =22 — 523 + 422 — 32 + 2 s'annule en 1 et, en étudiant les termes de plus
haut degré, on obtient :  P(2) = (2 — 1)(222 + Q(2)) = 22* — 223 + (2 — 1)Q(2)
dot (2—1)Q(z) = —323+422-32+2 et Q(z)= 322+ R(2).

Alors, —323+422-3242=(2—-1)Q(2) = (2 — 1)(=32%2 + R(2))
=-3224322+ (2 — 1)R(2)
et (z—1R(z)=22-32+2: R(z)=2+b et b=-2.
Ainsi, P(z) = (z—1)(223+Q(2)) = (2 — 1)(22% — 322 + R(2))
P(z)=(2—-1)(223 =322+ 2 - 2)
mais tout ceci est bien plus pratique lorsque présenté sous forme de division « po-
tence ».

6. Aprés avoir remarqué successivement que 2 puis 3 puis —4 sont des racines et avoir
effectué les divisions potences correspondantes, on obtient
324 +122% — 5722 — 1382 + 360 = 3(2 — 2)(2 — 3)(2 + 4)(2 + 5).
Exercice 7 P(z) =23 — (4 +14)2% + (5 + 4i)z — 5i.
Ona P\i)=Ni)3—(4+i)(Ni)2+ (5+4i)Ni —5i = =A%+ (4+0)A\% +5Xi — 4\ — b5i
P(Xi) = (4X2 —4)) + (=X + A2+ 51— 5) = 4A(\ — 1) + (=A% + A2 + 5) — 5) qui

V4

)
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s'annule pour A = 1 uniquement. Donc P(i) = 0 et P se factorise par z —i. En observant
les termes « extrémes », on peut écrire  P(z) = (2 —i)(2%2 + bz +5) de développement
22+ (b—i)22+ (5 —ib)z+5idoncb—i=—(4+i)et5—ib=>5+4i:b=—4
dot  P(z) = (2 —i)(2? — 42 + 5). Avec A = —4, on a les racines supplémentaires
# = 2+ et les solutions de I'équation P(z) =0: {i;2—14;2+i}.

Exercice 8 Formules de Vietes

2

1. Le polynébme z° — sz + p s'annule en deux nombres de somme s et de produit p.

2. Le polyndme unitaire du second degré s’annulant en 1 + 2¢ et 1 — 27 est
(z—1+2i)(z —1—2i) sous forme factorisée. La somme des racines valant
2=—t=—o etleurproduit 17— (2i)> =5=(-1)’3" = ap, sa forme
développée est 22 — 2z + 5.

3. (a) 21+ 22 = 6, 2120 = 13 : ce sont les racines du polynéme z? — 6z + 13, de

discriminant A = 36 — 52 = —16 donc 215 = Y10 = 3+ 9;,

(b) 21+ 22 = =1, 2120 = % : ce sont les racines du polynéme 22 + z + %, de
discriminant A=1—-5=—4donc z12= # = % + 1.
(c) 21+ 22 = —V/2, 2120 =1 : ce sont les racines du polyndme 22 + 2v/2 + 1, de

discriminant A =2 — 4 = —2 donc 215 = —YZENV2 — V2(_] 4 ),
4. Puisque 2019 + i+ 2019 — ¢ = 4038 et (2019 + ¢)(2019 — i) = 4076 362,
I'équation 22 — 40382 +4076362=0 a pour solutions 2019 + i et 2019 — 3.

Exercice 9 Existence des solutions de I'équation 22 = ¢ sous forme algébrique

1. Enposant z = x+if etc=a+ib,ona 22=c — (x+iB)?=a+ib

2 2
2 2 . _ . o =B = a
— ‘- 4—2wc[3_a+zb<:>{20CB _
2. (a) Si  #0, on doit avoir  2ap =b= P =2 et «>—p2=a donne
2
0 — ()2 =a &5 ot -8 =g &5 4ot — dao® — 1 = 0.

(b) Posons S = «?. Ona 4o* —4ax® —b? = 45% —4aS —b>  de discriminant

. dat+/16(a®+0°
A =16a®+16b> > 0 et donc de racines S; 3 = — QXE;I R aiv‘52+b2.

Puisque a++a?+b% > a+|al, au moins 'une de ces racines est positive.
Il existe donc un nombre o tel que & = S; qui est donc solution de I'équation

dx* —4ao® —b% = 0. En posant Bg = ﬁ on obtient une solution  I'équation
2 _
22 =c.
3. Si o =0, alors b = 2P = 0 : c est réel et I'équation —B%2 =a <= B2 = —a
admet toujours des solutions, B = ++v/—a si a < 0 ou B = +i/a si a > 0.

2

4. Ainsi, I'équation z* = ¢ admet toujours des solutions dans C.

5. P(z) =22+ (3i —4)z + 1 — 7i est de discriminant
A = (3i —4)2 —4(1 — Ti) = 3 — 4i = a + ib et cherchons § = « + if} tel
que 02 = A. On a Sy = @EVEHE = SEVIEE — 4 = 22 et —1. Il suffit

alors de prendre « = 2 et p = % = —% = —-1: 6 = 2—1 a bien pour
carré 6> = A et P s’annule en 2z = _(312;41)+l§ = _3Z+4J2”(2_Z) =2 et

(3i—4)—i6 _ —3i+4—i(2—4) _ 3_54
z2 = 2x1 = 2 =3 -
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Exercice 10 P(z) =24 +22% - 22+ 224+ 1.
1.Ona P(0)=1#0.
2. On poseZ=z~|—%pourz;é0.
(@) Ona Z2-3=(z+1)2-3=22+24+ 545 -3=22+54 -1
(b) P = aRetaaadl 240, 2y L2 L 142(24 1

22
G =22 3+22=(Z-1)(Z+3).
3. Puisque 0 n'est pas une racine de P, on a
P(z)=0 «—= "Z =0 —= (Z-1)(Z+3)=0 <= Z=1o0uZ=-3.
Ona Z=1<+=z2+1=1 2+1=2 < 22—2+1=0:A=-3,
1443
2

v

21,2 =
et Z=-3 = 24+4L1=-3 = 22+1=-32 &= 22+3:4+1=0:
A=5,2374=%\/5.

N : . 1=iv3 | 14iv3 . —3-vV6 . =346

D'ol les racines de P : {1=1v:3 ; IHV3 . =35 - =34V0 1

v
Ll
=
o
o
o
O
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Introduction

Bien que le calcul matriciel proprement dit n’apparaisse qu’au début du X1x¢s., les
matrices, en tant que tableaux de nombres, ont depuis longtemps aidé a la résolution
d’équations linéaires. Un texte chinois du 11°s. av. J.-C. est le premier exemple connu
de l'utilisation de tableaux pour résoudre des systémes d’équations. Aux Pays-Bas,
Johan de Witt représente des transformations géométriques a ’aide de tableaux en
1659. Au tournant du xviir®s., Leibniz montre comment utiliser les tableaux pour
noter des données ou des solutions. En 1850, le terme de « matrix », d’apres la racine
latine mater, est introduit par le mathématicien anglais Sylvester. En 1854, Arthur
Cayley publie un traité fondamental sur les transformations géométriques en utilisant
les matrices de fagons beaucoup plus générales que tout ce qui a été fait avant lui. Au
début du XX°s., les matrices occupent désormais une place centrale en algebre linéaire.
La formulation de la mécanique quantique au moyen de la mécanique matricielle, due
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a Heisenberg, Born et Jordan, amena a étudier des matrices comportant un nombre
infini de lignes et de colonnes.

Dans ce chapitre, m, n, p, i, j, k et £ désignent des entiers naturels non nuls. Les
nombres considérés seront généralement réels mais ils pourront aussi étre complexes.
Aussi, on notera K ’ensemble R ou C et un nombre sera un élément de K.

Les matrices définies dans les exemples pourront étre utilisées dans les exemples
suivants.

1 Définitions

Définition 1

Une matrice de taille (ou de format) m x n est un tableau de nombres a m lignes
et a n colonnes.

Si Uon note a; j le coefficient (ou le terme) situé a lintersection de la i¢ ligne et de
la j¢ colonne de la matrice A, on a

a1,1 a2 ai,j a1,n
A= (ai,j)mxn = Q1 a; 2 [N (2%} [N Qjn
CLm71 am72 o O,md o O,mm mxn
1 2 3 36
Exemples: A= (4 5 6) est une matrice de taille2 x 3et B=[ 1 -2
5 -1
est de taille 3 x 2. Ona aj2=2, a1 =4, bza=—1 etby3 nexiste pas.

Observons le cas de quelques matrices particuliéres.

Définition 2
Une matrice ligne est une matrice formée d’une seule ligne, de taille 1 X n.
Une matrice colonne est une matrice formée d’une seule colonne, de taille m x 1.

Une matrice carrée d’ordre n est une matrice formée de n lignes et de n colonnes,
de taille n X n.
Une matrice diagonale est une matrice carrée (a; j)nxn telle que i#j = a;j =
0.
On note Diag(dy; ...;dy) la matrice diagonale d’ordre n dont les coefficients dia-
gonaux sont dy, ..., dy.

- La matrice identité d’ordre n, notée I, est la matrice diagonale d’ordre n dont
tous les coefficients diagonauz égalent 1. On a I, = Diag(1; ...;1).

- La matrice nulle de taille m x n, notée Oy, r,, est la matrice de taille m x n dont
tous les coefficients sont nuls. On la note O,, lorsqu’elle est carrée.
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5
Ezemples : C=(3 8 —2 1) est une matrice ligne, D= (2> est

4 =2

une matrice colonne, E :< 3 5

) est une matrice carrée d’ordre 2,

3 0 1 0 0
F=10 0| = Diag(3;2;1) est une matrice diagonale, 0 1 0| =1Is,
0 1 0 0 1

0
2
0
0 0 O 0 0
(0 0 O) = 0273 et (0 O) = 02.
Définition 3

Deux matrices sont égales si elles sont de méme taille et si leurs coefficients sont
égaur deur a deux.

Exemples : A#B  car elles n’ont pas la méme taille
et E#IQ car €21 = -3 7é 0= Z.Q)]_.

2 Premieres opérations sur les matrices

2.1 Somme de matrices et produit d’une matrice par un
nombre

Activité 1 Au lycée Henri de la Fare-en-Dole, 32 éléves de seconde, 46 éléves de
premiére et 72 éléves de terminale participent au club Math. Par ailleurs, l’association
Echecs comporte 43 éléves de seconde, 24 éléves de premieére et 17 éléves de terminale.

Au lycée Matisse voisin, ils sont 29 en seconde, 41 en premiére et 67 en terminale
a participer au club Max et l'association & Maths comporte 21 éléves de seconde, 12
de premiére et 9 de terminale.

1. Pour les deux lycées, présenter la répartition éléves du club et de l’association
en fonction de leur niveau sous forme matricielle.

2. Pour d’obscurs mobiles, les deux établissements fusionnent ainsi que leurs dif-
férentes sociétés.
Présenter sous forme matricielle la répartition des éléves du club Math Max et
de lassociation Echecs & Maths du nouveau lycée Henri Matisse de la Fare-en-
Dole en fonction de leur niveau.

3. Pour de mystérieuses raisons, les effectifs des différentes sociétés triplent.
Présenter sous forme matricielle la nouvelle répartition des €éleves du club Math
Maz et de lassociation Echecs & Maths du lycée Henri Matisse en fonction de
leur niveau.
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Définition 4  Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux matrices de méme taille m X n
et soit A € K un nombre.

- La somme des matrices A et B, notée A+ B, est la matrice S = (s; ;) de taille
m x n telle que, pour tout (i,j) € [1;m] x[1;n], si; =ai;+bi;.

- Le produit de la matrice A par le nombre X, notée AA, est la matrice P = (p; ;)
de taille m x n telle que, pour tout (i,j7) € [1;m] x[1;n], pij = Aa;;.

Autrement dit, la somme de deux matrices de méme taille est la matrice des
sommes de leurs coefficients et le produit d’une matrice par un nombre est la matrice
du produit des coefficients par ce nombre.

. (4 -1 =3
Exemples : Si G = (3 6 92 )

144 2—-1 3-3 5 1 0
alors A+G_(4+3 5+6 6+2>_<7 11 8)
2x1 2x2 2x3 2 4 6
ot 2A‘<2><4 2% 5 2><6)_(8 10 12)'
Remarques : + On se souvient que si 7@) et 7(:;;) sont deux vecteurs du

plan, alors (4 + ) (iii:) et (A\W) (:\\i ) Ces opérations sur les matrices
correspondent donc a celles ‘définies pour les vecteurs. On dit que l’ensemble des
matrices de taille m X n est muni d’une structure d’espace vectoriel.

* Si M = (m; ;) est une matrice a coefficients complexes, on note Je(M) et
Jm(M) les matrices de méme taille de coefficients respectifs Re(m;, ;) et IJm(m; ;) et

Pona M =Re(M)+iJm(M).

Propriété 1

Soient A, B et C' trois matrices de méme taille et soient «, p € K deur nombres.
On a toujours :

- A+B=B+A (commutativité de la somme de matrices)

- A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C (associativité de la somme de matrices)
c1xA=Ax1=A

c(a+PB)A=aA+BA  (distributivité de la multiplication par une matrice sur la
somme des nombres)

- a(A+ B) = aA+aB  (distributivité de la multiplication par un nombre sur la
somme des matrices)

Démonstration : Ceci découle des propriétés similaires de la somme et du produit
des nombres dans K. ]

Définition 5  Soient A = (a; ;) et B deur matrices de méme taille.

On appelle opposée de A et l'on note — A, la matrice (—1)A. Elle est de méme taille
que A et ses coefficients sont les opposés deux & deux de ceux de A :  —A = (—a; ;).
De plus, on note B — A la matrice B+ (—A).
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Remarque : On a toujours A—A=0 et M+A=B < M=B-A.
1-4 241 343 -3 3 6

Ezemple : A—G—<4_3 5_6 6—2>_<1 1 4).

2.2 Transposition, symétrie et antisymétrie

Activité 2 Présenter sous forme matricielle la répartition des €léves de seconde,
premiere et terminale de lactivité 1 p.61 en fonction de la société mathématique a
laquelle ils appartiennent.

Quelle opération matricielle sur la derniére matrice obtenue dans l'activité précédente
suffit-il d’effectuer ?

Définition 6  Soit A = (a;;) une matrice de taille m x n. On appelle transposée
de A et Uon note AT, la matrice B = (br,e) de taille n x m telle que pour tout
(k,f)e[[l;n]]x[[l;m]], b;g)gza&k.

Autrement dit, transposer une matrice, c’est échanger ses lignes et ses colonnes.
La transposée de A est aussi notée A' ou A.

T 1 4 T
1 2 3 5
. T _ _ T _ _
Ezemples : A —(4 5 6> =12 5 , D —(2> —(5 2)1”,
2x3 3 6 2x1
T 3x2
BT _13 _62 (-3 1 5 gr_ (4 -2\ _ (4 -3
o 6 -2 -1 ’ “\-3 5 “\-2 5
5 —1 2x3 2x2 2x2
3><2T
3 0 0 3 0 0
et F'=10 2 0 =10 2 0 =F
0 0 1 0 0 1
3x3 3x3

Remarque : On a toujours (M )T = M.
Définition 7 Soit M = (m; ;) une matrice carrée d’ordre n. On dit que
- M est symétrique lorsque  M'" =M : mj;=m;; Yi, je[l;n].

- M est antisymétrique lorsque M'T =—M : mj;=-m;; Vi, je€[1l;n].

3 5 1 3 5 1
Exemples: - Si H=1|5 -2 —6 alors H' =[5 -2 —6|=H et
1 -6 4 1 -6 4
H est symétrique.
0 -2 4 0 2 —4
°oSi K=1| 2 0 3 alors K'=[-2 0 —-3| =—-K etK est
-4 -3 0 4 3 0

antisymétrique.

Remarques : + Une matrice diagonale est toujours symétrique.
* Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nécessairement nuls.
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0 1
Observons que E+ET = ( 8 5) est symétrique et que E—ET = ( )

-5 10 -1 0
est antisymétrique. On a méme (E+ ET)+ (E - ET) = 2E.  Ce résultat se
généralise facilement et I'on obtient la propriété suivante.

Propriété 2 Toute matrice carrée est somme d’une matrice symétrique et d’une
matrice antisymétrique.

Démonstration : En effet, M = MM 4 MTEMT = M+2MT + M_QMT et il suffit
de vérifier que le premier terme est une matrice symétrique et le second, une matrice
antisymétrique :

. T T\ T T
s S MEMT ST = (M) — 4T (T)T = MG = s,
Lo A_M—MT AT = M-MT T_lMT_lMTT_MT—]\/I__A ]
St =" 2 = 2 =3 (M) =55 =—A

3 Produit de matrices

Activité 3  Les éléves de seconde du lycée Henri Matisse de la Fare-en-Dole en-
voient en moyenne 5 messages d l'animateur du club Math Max ainsi qu’au président
de Uassociation Echecs et Maths. En premiére, ils en envoient 3 d chacun et en ter-
minale, 4 & chacun. A Vaide de la derniére matrice obtenue dans Uactivité 1 p.61,
déterminer combien de messages recevront chacun de ces deux éminents protagonistes.

Définition 8  Soient L = (6171 bio ... El,n) une matrice ligne de taille 1 x n
C1,1
C2.1
et C = . une matrice colonne de taille n x 1. On définit le produit L x C', ou
Cn,1
LC', par la matrice de taille 1 x 1 dont le seul coefficient est
k=n
(LChg=biaxci+bligxeai+ ... +lin Xep1= Zgl,k X Ck,1-
k=1
8
Evemple: (4 5 —1 —6) x :?; — (4% 84 5(=3) + (—1)(=T) + (—6).2) = (12)
2

’

Remarque : On se souvient que si o (;) et U ("5,) sont deux vecteurs du plan dans

! T !
un repére orthonormé, alors o .7 = a2’ + yy' = (z y)x (Z,) = (;) X (5,)
Le produit d’une matrice ligne par une matrice colonne correspond au produit scalaire
des vecteurs.
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Définition 9  Soient A = (a;,;) une matrice de taille m x n et B = (b)) une
matrice de taille n X p.

Le produit de la matrice A par la matrice B, noté A x B ou AB, est une matrice
C = (ci,j) de taille m x p telle que, pour tout (i,j) € [1;m] x[1;p],

k=n
Cij = E Qi X bkyj.
k=1

Autrement dit, le coefficient c; ; est celui du produit de la i° ligne de A par la j°
colonne de B.

C1Cy-Cje-C,
b11 b1z -+ | by |-+ b1y

ba1 bag | baj |-+ by

nxp 6;1 b;Q------b;p

b1 bz - by |- - bup

NG R R AT R T
Aan: Lz a;-l a:LQ e aZ] ce aln C:L-l C;2 “e C’L_] e C;p :(AXB)mxp
L, a;nla;z---aénj---am cr:nlcr:nz---%j---%p
FEzxzemples :
-3 6
oAxB:G 2 3) x| 1 =2
5 6 2x3 5 —1
3x2
(11X (=3)4+2x14+3x5 1x6+2x(=2)+3x(-1) (14 -1
U (=3)+5x14+6x5 4x6+5x(=2)+6x(-1)) ~\23 8/
-3 6
mea(15) (12
5 —1 2x3

3x2
(=3)x1+6x4 (-3)x2+6x5 (—3)x3+6x6
=[1x14+(-2)x4 1x2+(-2)x5 1x3+4+(-2)x6
Bx 14 (—1)x4 5x24(=1)x5 5x3+(—1)x6

3x3

21 24 27
1 5 9

3x3

4 -2 4 -1 -3
Exa= (—3 5 ) 8 (3 6 2 )
2X2 2X3

([ 4x4-2x3 4x(-1)—2x6 4x(-3)—2x2
A3 x4+5%x3 3x(-1)+5x6 —3x(=3)+5x2)
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100 21 24 27 21 24 27
s LxR=[0 10| x[-7T -8 9| =[-7 -8 —9| =R
00 1 1 5 9 1 5 9
3x3 3x3 3x3
10 12 3 12 3
°IQXA_(0 1) X(456) _<456> A
2X2 2x3 2X3
10 0
12 3 12 3
oAng,:( ) x|0 1 0 :< ) =A
156), "\, o1 45 6)

2 -1 2 1 6 3
Ty = (—4 2) % (-2 —1) - (-12 —6)
2 1 2 -1 0 0 ,
et Y x Z = (_2 _1) X (_4 2) = (O O) = O3 : on remarque qu'un
produit peut trés bien étre nul sans qu’aucun des facteurs ne le soit. De plus, le

produit contraire n’est généralement pas nul. On dit que ’ensemble des matrices
n’est pas intégre.

0 0 1
Si P=1|1 0 0],
010
21 24 27 0 0 1 24 27 21
°o RxP = (—7 -8 -9 1 0 0)]=1-8 =9 —7]| : échange les colonnes.
1 5 9 01 0 5 9 1
0 0 1 21 24 27 1 5 9
o PxR=|1 0 0])x|-7 =8 =9 =121 24 27 |: échangeleslignes.
010 1 5 9 -7 =8 -9
Une telle matrice P est appelée matrice de permutation.

Propriété 3  Soient A,,..., B et C trois matrices et soit A € IK un nombre.
Sous réserve de définition des produits et des sommes, on a toujours :

- (AXxB)xC=Ax(BxC)=AxBxC (associativité du produit de matrices)

- Ax (B+C)=AxB+AxC (distributivité du produit par rapport d la somme
de matrices)

- (M) x B=AA x B)=Ax (AB)

- AxIL,=1,xA=A (élément neutre du produit de matrices)

cAXO,, =0,.., e OpmxA=0,,, (élément absorbant du produit de
matrices)
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Démonstration : Nous ne démontrerons que le premier point, les autres sont plus
aisés.

Soient A de taille m x n, B de taille n x p et C de taille p x q. On a AB de taille
m X p, BC de taille n x q et

l=n k=p
(AB)i,k = Z aiijk et (BC)L]' = szykckd donc
=1 — k=1 R
((AB)C)Z-J- = Z(AB)i,kaJ = Z (Z a; ey k) Ck,j = Z Z a; ey kCr
k=1 k=1 =1 k=1

l=n k=p
S ( zb) =3 0 (BOY, = (ABOY), 0
/=1 k=1 /=1

Remarques : * On a vu que le produit de matrices n’est pas commutatif :

A X B # B x A. En effet, il n’est méme pas certain que le produit soit défini
dans les deux sens, et s’il 'est, les résultats sont souvent de tailles différentes et méme
dans le cas de matrices carrées, les résultats sont généralement différents.

Dans le cas ou l'on a I’égalité, on dit que les deux matrices commutent. Par exemple,
I,, commute avec toutes les matrices carrées d’ordre n.

* Le produit de deux matrices carré n’est défini que si elles ont méme ordre et le
résultat est aussi une matrice carrée de méme ordre. Ceci nous méme naturellement
a la définition suivante.

Définition 10  Soient A une matrice carrée d’ordre n et k € IN*.

La puisance k¢ de A est la matrice AF = HA =AxAx ... xA.
—_—
£=1 k fois
Onpose A°=1, siA#O0O,.
FEzxzemples :
3
. BB -2 2 4 =2 4 =2
5 -3 5 -3 5
_ —18 4 142 —134
N -3 —201 209
4

31
300 30 0
o FA=[0 2 0| =Diag(3;2;1)*= |0 2* 0 | = Diag(3*2%1%)
0 0 1 0 0 14

= Diag(81;16;1), résultat que nous démontrerons dans I'exercice 10 p.75.
> Pour tous entiers n et k non nuls, IF =1I,.

4 Matrice inverse

Si ’on peut multiplier certaines matrices entre elles, la division matricielle n’existe
pas. En revanche, on peut parfois définir un inverse.
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Définition 11  Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible lorsqu’il existe
une matrice carrée B de taille n telle que AB = BA=1,.

) . 12\ (Y2 2\
FEzxzemples : Puisque ST = (_1 2) (1/4 " ) =1, et
1 -1
TS = /2 /2 12 =I5, ces deux matrices sont inversibles.
g 1/a -1 2
o Pour tout n € IN*, I, est inversible et O, n’est pas inversible.
Propriété 4 Ona AB=1 < BA=1.

Cette propriété est admise mais bien utile : il suffit de vérifier I'inversibilité d’un
seul coté.

2 -1 1 2 -3 1
Exemple : Puisque UV ={(1 0 1 1 -2 1 | =13, ces deux ma-
0 2 1 -2 4 -1

trices sont inversibles.

Propriété 5  Soit A une matrice inversible.
La matrice B vérifiant AB = I est unique. Elle est appelée matrice inverse de A
et elle est notée A7,

Démonstration : L’existence est donnée par la définition. Démontrons 'unicité.
Soient B et C' deux matrices vérifiant AB = AC = I. D’aprés la propriété précé-
dente, ona BA=1 etilvient B=BI=B(AC)=(BA)C=1IC=C. O

FEzxzemples :
°oOna S '=T e T '=8 toutcomme U '=V e VI1=U.
o Puisque YZ =05, niY ni Z ne sont inversibles. En effet, on aurait alors
Y=YL=YZZ"'=0,Z"1=0, ce qui est faux,

tout comme Z =Y 'YZ=Y"105=0,.

Propriété 6  Soit A une matrice inversible. On a toujours (A_l)_l =A.

Démonstration : On pose B = A™! et lona BA = A"1'A =1 donc
A=Bl=(aA")7" m

Exemples: Ona (S7H)l=S=T"1 e U Hl=U=V"1.
Propriété 7 Si A et B sont deur matrices inversibles, alors la matrice produit
(AB) est inversible, de matrice inverse (AB)™! = B 1A=L
Démonstration : En effet,
(AB)(B™'A ) = A(BB Y)A ' = ATA' = AA"1 =] |

Ezemples :  (S?)™1 = (89) =518 =TT =T"
et I;'=UV)'=VWUT'=UV =1I;.
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Pour déterminer l'inverse d’une matrice, on peut utiliser la calculatrice par
exemple mais nous verrons en exercice des techniques de détermination d’un inverse
plus satisfaisantes. Dans le cas ol n = 2, nous pouvons méme étre beaucoup précis
et explicite.

Définition 12 Soit A= (CCL Z) une matrice carrée d’ordre 2.
Le déterminant de A, noté det(A), est le nombre défini par  det(A) = ad — be.

4 =2

Ezemples : ° det(F) = det (_3 5

) =4x5—(—2)(=3) = 14,

1 2
o det(S) = det (_1 2) =1x2-2(-1)=4,
Y2 12 11,11 _1
Odet(T):det<1/4 1/4>:§Xz+§><z:z
b
Théoréeme 1 Soit A = ((cl d) une matrice carrée d’ordre 2. A est inversible
si, et seulement si, det(A)# 0 et dans ce cas, ona A7l = L d =b
’ ’ ’ det(A) \—=¢ a )’
Nous démontrerons ce résultat en exercice (cf. ex. n°4 p.73).
Remarques : « On se souvient que si (;) et (;;) sont deux

vecteurs du plan, alors @ et U sont colinéaires si, et seulement si,

!/
det (W, 7)) = ay —a'y = det (5 gyc> = 0. Le déterminant des matrices

/
est précisément celui des vecteurs.
+ On a toujours  det(AT) = det(A).

B d/det(A)  —b/det(A) da—(=b)(—c) _ det(A) 1
. 1 = = = =
Alors, det(A™1) = det (_C/dct(A) a/det(4) det(A)2 det(A)? = det(A)’

* On peut définir un déterminant pour les matrices de toutes tailles et le résultat
analogue reste vrai mais cela n’est pas au programme de terminale. Il existe méme
une formule explicite donnant la matrice inverse d’une matrice inversible mais celle-ci
est si fastidieuse que jamais personne ne l'utilise.

11\3 4
1 (5 2\ (4 =2\ _ 1 (5x4+2(=3) 5(-2)+2x5) _, (14 0\ _,
u\3 4)\-3 5 ) M\3x444(-3) 3(-2)+4x5) H\o 14)

. . _ 2 -2 s —1/2
) — 1 = l = =
det(S) = 4# 0 donc S est inversible et S 1 (1 1 ) (1/4 " ) T.

_21> =2x2—(-1)(—4)=0 et Zn’est pas inversible.

Ezemples : o det(E) = 14#0 donc E est inversible et E~! = - (5 2)

==

2

o det(Z) = det (_4
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5 Quelques applications

Le langage matriciel a de trés nombreuses applications, tant dans des domaines
mathématiques (suites récurrentes, équations différentielles, géométrie, théorie des
graphes, probabilités, algébre linéaire en dimension finie, codage...) que dans les
sciences physiques (mécanique, optique, systémes dynamiques, mécanique quan-
tique...), en biologie, en finance, en analyse de données, en économie... Nous en verrons
plusieurs en exercice et au cours de ’année mais voici d’ors et déja deux applications
directes.

5.1 Résolution de systemes linéaires

20 —3y+z2=1
Activité 4  Résoudre le systéme (S) ¢ z—2y+2=2
—2x+4y —z=3.

Définition 13

Soient les nombres a; ; € K pour (i, j) € [1;n]> etby,..., b, € K.
a1,121 +a1222+ ... +a1nn = b
. 2,121 + @222+ ... +az2nxtn = b2 )
Le systéeme (S)Q . d’inconnues x1, ..., Tp
an,1T1 + An, 22 + ...+ An,nTn = bn

est appelé systéme linéaire de n équations d n inconnues.

Propriété 8

bl X1

bQ X9
On définit les matrices suivantes : A= (a;;), B=1] . et X =

b, T,

On a alors (S) < AX = B.
Si A est inversible, alors le systéme admet une solution unique, obtenue par le calcul
matriciel X = A7'B.

Démonstration : Ceci découle de la définition du produit matriciel et de I'unicité de

la matrice inverse. U
1
Ezxemple : Le systéme de 'activité précédente peut s’écrire VX = | 2 donc
3
1 1 2 -1 1 1 3
X=v-1|2|=U(2]=|1 0 1|[2]=]|4
3 3 0 2 1 3 7

Remarque : Sila matrice A n’est pas inversible, alors soit le systéme n’admet aucune
solution, soit il en admet une infinité.

2 1 _ . 2r+y=2>5
Par exemple, on a  det (_4 _2> = 0. Le systéme { Az —2y =10
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admet une infinité de solutions, celles de la forme (x,5—2x) et le systéme

{ 20 +y=>5

, .
42y = —9 n’admet aucune solution.

En effet, la premiere équation de ce systéme est associée a une droite de vecteur di-

—1 N 2 . _ 2 1 —
recteur 7( 5 ) et la seconde & o (_4>. Comme det(; V') = det (_4 _2) =0,

ces deux vecteurs sont colinéaires et les droites sont paralléles, strictement ou confon-
dues.

On peut définir de maniére similaire un systeme de m équations a n inconnues
qui n’a, en général, de solution unique que lorsque m=n.

5.2 Transformations du plan

- =
On se place dans un repére orthonormé direct (0; 7, 7) ( i ) =47 [27].

Activité 5 Soient A(4,3), B(2,0), C (0, -3), D(-1,2),
E(3,-4), F(-2,-1) e M(x,y) des points et soient (;) et
o (_12) deux vecteurs.

1. Déterminer les coordonnées des images des points A a M par :
(a) la translation de vecteur U,
(b) la translation de vecteur
(c) la symétrie azxiale par rapport a l'aze des abscisses,
(d) la symétrie axiale par rapport d l'axe des ordonnées,
(e) la symétrie de centre O,
(f) la rotation de centre O et d’angle +7,
(g) la rotation de centre O et d’angle —3,
(h) Uhomothétie de centre O et de rapport —2.
2. Représenter ces transformations sous forme matricielle.

Ces résultats se généralisent et I'on obtient les propriétés suivantes.

Propriété 9 Translation
Soient a et b deux nombreiréels,
La translation de vecteur t (‘;) qui, & tout point M (x,y) du plan, associe le point

Y
M/ ( fL'/ ’ b . .. CC/ . x a
,y') se définit matriciellement par la somme v )= \y + b

— —
Démonstration : En effet, OM' = OM + MM = OM L7
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Propriété 10 Pour chacune des transformations géométriques suivantes qui, a
tout point M (x, y) du plan, associe le point M' (x',y"), il existe une matrice de

s x’ x
transition T telle que y =T x y)

1 0
- Pour une symétrie axiale par rapport a l’axe des abscisses, on a T = ( )
. . Y . -1 0
- Pour une symétrie axiale par rapport a l'axe des ordonnées, on a T = 0 .
0) —sin(f
- Pour une rotation de centre O et d’angle 0, ona T = C?S( ) sin(6) .
sin(f)  cos(6)

- Pour une homothétie de centre O et de rapport A € R, ona T = ()\ O) = A,.



— Exercices

MATRICES

Pour les exercices 1 a 16, on donne les matrices suivantes :

1 0 1 1 00
(0 mefona) (1)) A:(mh
1 0 1 311
4 4 2
E=(-2 3 1), F:(—5 , G:(_22 ; _i’) H:(—l -5,
7 3 =2
L 1 1 0 0 1 -1 1 1 1
J:(_lg), K=[1 1 1|, L=|-3 4 =3|], N=[|1 -1 1],
0 -1 1 -1 1 0 4 2 1
5 g 0o 2 -1 1 4 2
Q:<_3 9), R=[3 -2 0|, S=11 3 =3],
2 2 1 1 -2 2

-1/vz 1)z (3 0 (2 3
) I (R B v}
Les calculs effectués dans un exercice pourront étre utilisés dans les suivants.

Exercice 1  Lorsque cela est possible, déterminer les matrices suivantes. On pourra
vérifier a la calculatrice.

L+S GF GH N? + 8N A2 cJ
E+F FG HG N3 A3 TU
EF EG 213 — 3L K? B? T2
FE GE L? 2A — 3B B3 RS
. , 5 2 7 =1\ _ (16 7
Exercice 2 Compléter (4 ?> (3 9 ) = <11 0).
1 1 1 1 1 1
Exercice 3 Calculer Ax [0 1 0 et Ax |1 2 1
1 0 0 0o -1 -1

Qu’'en déduire pour la matrice A?

Exercice 4 Inverse d'une matrice 2 x 2

Soient M = (a

. Z) une matrice carrée d'ordre 2, det(M) = ad —bc  son

d

déterminant et M’ = (
—c

) une matrice associée a M.
a

EXERCICES
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Le but de I'exercice est de démontrer que M est inversible si, et seulement si, son déter-
minant est non nul.

1. Calculer MM’ et M'M.

2. Implication réciproque : On suppose que  det(M) # 0.
Justifier que M est inversible et déterminer son inverse.

3. Implication directe : On suppose que M est inversible et que, par I'absurde,
det(M) = 0.

(a) En calculant MMM’ de deux maniéres, montrer que M’ = Os.
(b) Quelle est alors la matrice M ?

(c) Conclure.

Exercice 5
Déterminer les matrices inverses des matrices A, C, J, Q, T, U e V.

Exercice 6 Calcul d'inverse avec le pivot de Gauss

Pour déterminer I'inverse d’une matrice, on peut appliquer I'algorithme de Gauss. Il
consiste a effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice afin de la
ramener a la matrice identité et d'effectuer concomitamment les mémes opérations sur
la matrice identité. La matrice obtenue a partir de cette derniére sera la matrice inverse
recherchée. Les opérations élémentaires que I'on peut effectuer sont I'échange de deux
lignes, la multiplication d'une ligne par un nombre non nul et I'addition d'un multiple
d'une ligne a une autre ligne. Remarquons que I'on peut tout aussi bien travailler sur les
colonnes mais certainement pas sur les deux.
Voici un exemple pour lequel nous connaissons déja le résultat.

C— <1 2) Lo—3L1— Lo (1 2 ) —1Ly—Ls (1 2) L1—2Lo— 11 (1 0) s
3 2 0 —4 0 1 0 1

I, = (1 O) Ly—3L1—Ls ( 1 0) —+La—Ls ( 1 0 )
0 1 -3 1 3/a —1/a

Li—2Lo—Ly (~Y2 Y2\
(e )=c

Déterminer de maniére similaire les éventuelles matrices inverses des matrices S, R
L . -1
et B.  En déduire la matrice (RS) .

Exercice 7 Résolution de systémes linéaires avec le pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss pour résoudre les systemes linéaires consiste a se
ramener a un systéme triangulaire en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes
du systéme, ces opérations étant les mémes qu'a |'exercice 6 précédent. Une fois que I'on
a obtenu un systéme triangulaire, celui-ci se résout aisément en le remontant.
Voici un exemple :

{ 3x+2y=17 L2—§L1—>L2{ 3z +2y="7

5 — 3y =18 (5z —3y) — 2(3x+2y) =18 — 5 x 7

3x+2y =T Lyl y=-1 B B
{—%9 =5 = {3x+2(_1)_7 = (7,y)=(3,-1).

Résoudre les systemes linéaires suivants en utilisant la méthode du pivot de Gauss.
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r+3y+42=7 2a+b—4c=-15 3u—4v 45w = -5
Sa: 20 — 4y +2=13 Sp: 2b 4 6¢ = 20 Se: 2u+ 3v — 4w = 17
3x—y+2z=11 a—b—3c=—-12 qu—3v+2w=>5

Exercice 8 Calcul d'inverse par annulation d'un polynéme

1. Déterminer L?—3L+2I5. En déduire que L est inversible puis déterminer son
inverse.

2. Montrer que  N? = N2 + 8N + 6I. En déduire que L est inversible puis
déterminer son inverse.

3. Calculer (K—1I3)3. Endéduire que K est inversible puis déterminer son inverse.
4. Calculer Q2 —11Q. Que peut-on en déduire?
5. Soit M une matrice carrée telle que M3 —2M? — M = O. Que peut-on en
déduire?
Exercice 9 Puissances
1. Conjecturer I'expression de A™ pour n € IN puis démontrer votre conjecture.
2. Conjecturer I'expression de B™ pour n > 2 puis démontrer votre conjecture.
Exercice 10 Puissance et diagonalisation

Soient M une matrice carrée, D = Diag(dy;ds; .. .;d,) une matrice diagonale et P
une matrice carrée inversible, toutes d'ordre n € IN* et soit k£ un entier naturel non nul.

1. Conjecturer I'expression de DF puis démontrer cette conjecture.

2. On suppose que M est diagonalisée, c.-a-d. que l'on peut écrire M = PDP~!
Conjecturer I'expression de M* puis démontrer cette conjecture.
3. On suppose que D est inversible. Montrer que M est inversible et déterminer son

inverse.

Exercice 11 Inversion de matrices diagonales
Soient D = Diag(ds; ...;dn) et D' = Diag(d};...;d])) deux matrices diago-
nales d'ordre n.

1. Calculer DD’ et D'D.

2. A quelle condition la matrice D semble-t-elle inversible ? Démontrer cette conjec-
ture.

3. En raisonnant par |'absurde, démontrer la propriété réciproque.

4. Conclure.

Exercice 12  Diagonalisation
1. Calculer W =J~'CJ. En déduire I'expression de C™ pour n € IN*.
2. Onpose X =TUT. Calculer X~ ! et déterminer |'expression de X™ en fonc-
tion de n € IN*.
/30
0 12
4. Calculer Z =S"'RS puis en déduire I'expression de R™ pour n € IN*.

3.Onpose Y=V ( ) V~1.  Calculer Y~! et déterminer  lim Y™.

n— oo

EXERCICES
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Exercice 13

0 1 1
1 0 I . L . .
M, = est la matrice carrée d'ordre n > 2 formée de 0 sur la diagonale
Do
1 ... 1 0

et de 1 partout ailleurs.
1. Calculer M2 et exprimer le résultat en fonction de M,,, de I,, et de n.

2. En déduire que M, est inversible et déterminer M 1.

Exercice 14 Résolution de systémes linéaires et inversion de matrice
Résoudre les systemes linéaires suivants en utilisant une représentation matricielle.

z+2=3 f 2i-6j=5
(2) S“'{ 3¢ +2y =11 () Se'{ ~3i+9j=17
at+b=4 (f) w, vetweR tels que
(b) Sp: a+b+c=7 u+w=3
—b+c=-3 Sy w=—1
() Sc:{ —3a+4p—3y=5 z2=1
—a+p=1 (8) Sg: ¢ z+y=-2
f+g+h=1 z+z+y=1
) et+tg+h=1
() Sa: e+f+h=1
e+ f+g=1

Exercice 15 @ Les instructions suivantes sont écrites dans un éditeur Python.
Déterminer X.

1| from numpy import *

2| from numpy.linalg import *

3| A=array([[0,1,-1],[-3,4,-3],[-1,-1,011)
4| B=array([[-2], (5], [111)

5| X=dot (inv(A),B)

Exercice 16 Transposition et produit

1. Déterminer les matrices suivantes.
BT ETFT (EF)T GT GTHT (GH)T
FT FTET (FE)T HT H'GT (HG)T

2. Emettre une conjecture sur la transposée d'un produit de deux matrices puis la
démontrer.
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Exercice 17 Matrices de permutation

1. Déterminer la matrice de permutation (cf. cours en page 66)) qui permet de placer
la premiere colonne de toute matrice 3 X 3 en troisiéme, la deuxieme colonne en
premiére et la troisieme colonne en seconde. Ou doit-elle agir sur la matrice donnée?

2. Déterminer la matrice de permutation (cf. cours en page 66)) qui permet de placer
la premiere ligne de toute matrice 3 x 3 en troisiéme, la deuxiéme ligne en premiere
et la troisieme ligne en seconde. Ou doit-elle agir sur la matrice donnée ?

3. Quel lien relie ces deux matrices de permutation ? Cela vous surprend-il ?

Exercice 18 Soit 7, la matrice carrée d’'ordre n formée uniquement de 1.
Exprimer J2 en fonction de n et de 7, puis en déduire que J,, n'est pas inversible.

Exercice 19 Matrices nilpotentes
On dit qu'une matrice carrée M, d'ordre n, est nilpotente s'il existe un entier p € IN* tel
que MP=0,.

. 0 0 0 1 .
1. Soient A_<1 O) et B_<O 0) deux matrices.

(a) Montrer que A et B sont nilpotentes.
(b) Calculer A + B puis montrer que cette matrice n’est pas nilpotente.
(c) Calculer AB puis montrer que cette matrice n'est pas nilpotente.

2. Soit N une matrice carrée d'ordre 2 telle que N2 = Q.

(a) Calculer (I 4+ N)(Io — N) puis en déduire que Iy — N est inversible.

(b) Déterminer la matrice inverse de (_11 ?) puis celle de ((1) _11>

Exercice 20

1 -1 1
Soit lamatrice M= |0 1 2]. Onpose N=M-—1I3. Calculer N3
0 0 1

puis montrer par récurrence que, pour tout n € N*, M" = I3 +nN + %N?

Exercice 21 Identités remarquables et binéme de Newton

3 -1 -1 1 1 2 1 2
On pose A—<7 1), B—(_7 1), C—(O 1) et D—(3 2),

1. (a) Calculer (A+B)? et A?+2AB+ B2
(b) Calculer (C+D)> et C?+2CD+ D2
(c) Qu'en conclure? Expliquer.

2. Que dire des autres identités remarquables?

3. Compléter : On dit que deux matrices P et @) forment une paire commutante (ou
commutent) si ... . Dans ce cas, la formule du bindme de Newton est ...
(P+Q)" =.. .
On peut remarquer que ... commute avec toutes les matrices ...

EXERCICES
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4. Appliquer la formule du binéme de Newton afin de retrouver le résultat de |'exercice
20 précédent.

Exercice 22 @ Compléter la fonction Python suivante afin qu'elle retourne ce que
I'on attend.

1| from numpy import *

2| from numpy.linalg import *

3| def puissance(a,b,c,d,n)

4 A=array([[a,b], [c,d]])

5|  B=...

6| for i in range(1,n)
7| A=dot(...)

8| return ...

Exercice 23  Matrices triangulaires
Une matrice triangulaire supérieure est une matrice dont tous les coefficients situés sous
la diagonale sont nuls.

1. Soit T' = (t; ;) une matrice carrée d'ordre n.
(a) Que dire de ses coefficients ¢; ; si T' est triangulaire supérieure ?
(b) Et si T est triangulaire inférieure ?

2. Soient T et T’ deux matrices triangulaires supérieures d'ordre n et soient « et 3
deux nombres.
Montrer que oT + BT’ et TT’' sont triangulaires supérieures.

3. (a) Les matrices ( 43> (O 1) sont-elles inversibles ?

0 3
1 2 3 1 -9
(b) Ondonne C=1[0 0 1) Calculer Cx | —4 et Ox|[ 1
0 0 2 3
C est-elle inversible ?
2 1 3
(c) Lamatrice E=(0 1 2 est-elle inversible 7
0 0 1

(d) A quelle condition une matrice triangulaire semble-t-elle inversible ?

Les matrices triangulaires forment donc un ensemble stable pour les opérations usuelles
et sont relativement aisées a étudier, a manipuler et a inverser : il est souvent utile de s'y
ramener (cf. exercice 7 p.74).

Exercice 24  Equation cartésienne d'un plan

Soient les points A(1;5;—2), B(7;—1;3) et C(—2;7;2) dans r.o.n. de I'espace et I'on
note & le plan (BAC).

On cherche une équation du plan sous la forme ax+by+cz =73 oua, betcsont
des réels.
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a 1 1 5 =2
On définit les matrices X = |b|, Y =[1], M = 7 -1 3 et
c 1 -2 7 =2
19 4 -13
N=|-8 6 17
—47 17 36

1. Montrer que X vérifie la relation MX = T73Y.

2. Calculer M'N a la calculatrice puis en déduire que M est inversible et déterminer
M1
3. En déduire une équation cartésienne de Z.

Exercice 25 Transformations du plan
A quelles transformations du plan muni d'un r.o.n. direct ces matrices de transition
correspondent-elles ?

=) el e G )
=) e ) |-G

Exercice 26  Rotations quelconques

1. On donne A(3,1) et B(5, —4) deux points du plan muni d'un r.o.n. direct. A
I'aide de représentations matricielles, donner les coordonnées du point B’, image
de B par la rotation de centre A et d'angle —7.

Au préalable, on pourra se ramener a l'origine par une translation.

2. Déterminer les coordonnées du point M’, image du point M (z, y) par la rotation
d'angle o« € R et de centre C (a, b).

Exercice 27 La régle d'or

Un constructeur d'articles mathématiques pour les enseignants fabrique trois modéles
de tres haute précision : des regles, des équerres et des compas. La conception de chaque
modeéle nécessite le passage par trois machines.
La fabrication d'une régle utilise 8s de la premiére machine, 10s de la deuxiéme et 14s
de la troisieme. Une équerre passe 6s dans la premiére, 6s dans la deuxiéme et 10s dans
la troisieme. Un compas passe 125, 10s et 18s dans chacune des machines. La premiere
machine a un cofit horaire de 0,25€/s, la deuxiéme 0,20€/s et |a troisiéme 0,15€/s.

1. Déterminer le colit de revient de chaque modeéle a |'aide de représentations matri-
cielles.

2. Le constructeur souhaite que les colits de revient par modeéle soient les suivants :
5€ la regle, 3,50€ I'équerre et 6,50<€ le compas. Déterminer les nouveaux colits
horaires par machine qu'il doit atteindre.

Exercice 28 Les trois militaires
Quatre candidats et néanmoins amis ont obtenu les résultats suivants au concours
d’entrée de la prestigieuse école militaire du Mas.

EXERCICES
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| Francais | Maths | Anglais | Culture G. | Total |
D'Artagnan 10 8 15 16 211
Athos 17 12 7 11 208
Porthos 8 15 9 13 206
Aramis 12 7 14 10 190

Déterminer, a I'aide d'une représentation matricielle et de la calculatrice, les coefficients
qui ont été appliqués.

Exercice 29  Matrices, composition de fonctions homographiques et suite récurrente

1. On considére la fonction homographique f définie pour tout réel x # 3 par

f(x) =322 et I'on associe a la fonction f la matrice  F = G’ _23>

1
Calculer le produit  FX. A quel nombre peut-on associer cette matrice produit ?

Pour tout réel  # 3, on pose X = <x>

. Procéder de méme pour la fonction homographique g définie pour tout réel x # 2

par g(z) = 2”;__24.

. Déterminer formellement (f og)(x) puis calculer le produit FGX.

. En utilisant un calcul matriciel, déterminer de maniere formelle (g o f)(x).

_ 2 3\ (Y2 0\[2 -3
-1 _ ¥
. (a) Calculer le produit H =VDV~!= <1 2) (0 _1> (_1 5 ) ol

V est la matrice de I'ex. 5.

(b) En déduire I'expression de H™ en fonction de V/, D et V! puis en fonction
den € IN.

(c) Soit (u,)y la suite définie par récurrence par  ug =0, Upq1 =

et I'on pose U, = (u1">
Exprimer U,,+1 en fonction de U,, puis en déduire U,, en fonction de Uj.

Exprimer u,, en fonction de n puis déterminer la limite de la suite (u, )y -

Exercice 30 Exponentielle de matrice et systeme d'équations différentielles

1. Exponentielle de matrice

Soit A une matrice carrée d'ordre 3 telle que A2 # 03 et A3 =0s.
2
On pose, pour tout t € R,  E(t) = I3 + tA+ 5 A%

(a) Vérifier que E@)E({') = E(t+1').
(b) Vérifier que E(t)E(—t) = I3. Que peut-on en déduire pour tout t € R?

(c) Déterminer E'(t), la matrice des dérivées des coefficients de E(t).

. Equation différentielle

Soit a € R. On s'intéresse aux fonctions dérivables u telles que «' = au.
Vérifier que la fonction f définie par  f(x) = e*®  vérifie cette équation diffé-
rentielle.
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3. Systeéme d’équations différentielles
On s'intéresse aux fonctions dérivables u, v et w telles que

v = 2u+v+2w
voo= —u—v-—w On peut écrire ce systéeme différentiel sous forme
w = —u-—w.
u u
matricielle U’ = |V | =A| v | = AU.
w’ w

(a) Vérifier que A2# 03 et A% =0;s.

(b) Vérifier que, pour tous a, b et ¢ € R, les fonctions définies par

u(t) a
v(t) | = E({). | b sont solutions du systeme différentiel.
w(t) c

Glissez vers les pages 285 et 289 afin de réaliser les devoirs n° 4 et 5.

EXERCICES



— Corrigé des exercices

MATRICES

Activité 1 a 3
Voici les matrices que ’on obtient successivement :

2de Ire Tale 2de Ire Tale

Club 32 46 72 Club 29 41 67

Asso 43 24 17 =H, Asso 21 12 9 =M,
2de Ire Tale

Club 61 87 139
Asso 64 36 26 =H+ M,

2de Ire Tale
Club 183 261 417
192 108 78 =3H+M)=3H+3M=1L,

Asso
Club  Asso
Qr;ciz ;2? 13; T (échange lignes et colonnes)
Tale 417 78
5 2de 1re Tale 5
et Lx|3]= Club 183 261 417\ .| 3
4 Asso 192 108 78 4

Club 5 X 183+ 3 x 261 + 4 x 417 (3366
Asso 5x 19243 x 10844 x 78 ~ \1596/ °

Activité 4  On peut résoudre ce systéme par substitutions successives ou par com-
binaisons linéaires pertinentes mais on peut aussi remarquer que ce systéme peut

2 -3 1 T 1
s’écrire 1 -2 1 |x|lyl=12
-2 4 -1 z 3
2 -3 1
Puisque l'on a vu dans le cours que 'V = 1 -2 1 est inversible, de
-2 4 -1
2 -1 T 1
matrice inverse  Vi=U=[1 0 , ona S) = Vi0y|l=1|2
0 2 1 z 3
T 1 T 2 -1 1 1 3
Euvlyl=vl2| < [y|=[1 0o 1|.[2]=]|4
z 3 z 0 2 1 3 7
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Activité 5  Voici les coordonnées que l’on obtient aprés les transformations du
plan stipulées.

A(4,3)|B(2,0)|C(0,=3)|D(—-1,2)E(3, —4)|F (-2, —-1) M(xz,y) Matrice

Tragy | 75 |G| 60| @ |G- @y |[(e+3,9+2) +(3)

Fymos | (4, =3) | (2,0) | (0,3) |[(=1,=2)| (3,4) (=2,1) (z, —y)

‘)
}

yymoy (_473) (_2)0) (07_3) (172) (_3)_4) (2)_1) (_zvy) (

Tro(-2)| (24 [ (0,1 [(=2,-2)| (=3,3) | (1,-3) | (~4,0) (r—2,y+1) 2)
0
0

Roto,% (-3,4)1 (0, 2) (3,0) |(—=2,-1)| (4,3) (1,-2) (—y,z) ( B

meo (_47_3) (_2)0) (073) (17_2) (_3)4) (2)1) (_zv_y) (
Roto,_% (3,—-4) (0, =2)| (=3,0) (2,1) |(—4,-3)| (-1,2) (y, —x) (

+(5
1
0
1
0
1
0
0
1
0
—1
2

1
0
1
0
°)
1
1
0
0

Homo,—2|(=8, —=6)|(—4,0)| (0,6) | (2,-4) | (-6,8) (4,2) (—2z, —2y) (0 _2>

V4

et 'on observe que <_1 0 > — (COS(W) —s1n(7r)>’

0 1\ _ (cos(3) —Osin(_gl) SiM(W)o CTS(W:) cos(—Z) —sin(—T)
(1 o) (sin(%) cos<%>> . (—1 o> (m(—%) cos(—%>>‘

Pour les exercices 1 a 16, les calculs effectués dans un exercice pourront étre utilisés
dans les suivants.

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

Exercice 1
0 1 -1 1 4 2 0+1 144 —-1+42
L+S=|-3 4 -3 +(1 3 -3 =[-3+1 443 -3-3
-1 1 0 s 1 -2 2 s -1+1 1-2 042 s
1 ) 1
=|-2 7 -6
0 _1 3x3
FE + F : E est de taille 1 x 3 et F est de taille 3 X 1 : on ne peut les ajouter.
4
EF=(-2 3 1) . x|-5 = (—2x44+3x(=5)+1x7) =(-16)
7 3x1
4 4 x (=2) 4x3 4x1
FE=|-5 x(=2 3 1) =|(=5)x(=2) (=5)x3 (-5)x1
T) s 7% (=2) 7x3 <1 /) .
—8 12 4
=10 -15 -5
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4
2 1 -3 2x4—-5x1-3x7 —18
GF_(—z 3 —1) “\ 7 _<—2><4—5><3—1><7> _<—30>
2x3 7 2x1 2x1
3x1
FG : F est de taille 3 x 1 et G de taille 2 x 3 : on ne peut les multiplier dans ce sens.
EG : F est de taille 1 x 3 et G de taille 2 x 3 : on ne peut les multiplier dans ce sens.

GE : G est de taille 2 x 3 et F de taille 1 x 3 : on ne peut les multiplier dans ce sens.

4 2
GH:(2 L 3) x| -1 -5
-2 3 -1), s o
3x2
[ 2x4-1x1-3x3 2x2-1x5-3(-2) (-2 5
T \2x4-3x1-3x1 —-2x2-5x3—-1(-2) 2X2_ —14 17 o
4 2

HG=|-1 -5 ><<22 :1)) _‘I’>

3 _9 o T/ s

3x2
4x2-2%x2 4x142x3 4(-3)—-1x2
=|-1x2-5(-2) —-1x1-5x3 —1(-3)—5(-1)
3x2—-2(-2) 3x1-2x3 3(-3)—2(-1)

3x3

4 10 -—-14
=!8 -16 8
10 -3 =7/, .
1 00 0 1 -1
2[3—-3L=210 1 O -31-3 4 -3
001/ . -1 0/, .
2><1—3><O 2x0-3x1 2x0-3(-1)
:(2><0 3(-3) 2x1—-3x4 2x0-—3(-3)
2x0-3(— 2x0-3x1 2x1-3x0/_
-3 3
:( —-10 9
3x3
0o 1 -1 1 -1
L?=1-3 4 -3 —3 4 -3
-1 1 0 s -1 1 0 s

0x0-3x1—-1(-1) O0x141x4-1x1 0(-1)—1x3-1x0
=-3x0-4x3-3(-1) -3x1+4x4—-3x1 —-3(-1)—4x3-3x0
—1x0-1x3-0x1 —-1x1+1x4+0x1 —-1(-1)—1x34+0x0

-2 3 =3
=1-9 10 -9
-3 3 =2

1 1 1 1 1 1 1 1

N248N=1|1 -1 1]).[1 -1 1]+8[1 -1 1

3x3
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6 2 3 8 8 8 14 10
N24+8N=[|4 4 1|+|[8 -8 8|=112 -4
10 4 7 32 16 8 42 20
6 2 3 1 1 1 20 10
N3=N2N=[|4 4 1 1 -1 1]=1[12 2
10 4 7 4 2 1 42 20

0 1 0 2 2 1

K2 = 1 1l=(2 1 2

—1 1 0 1 -1 =2 0

2A — SB : A et donc 2A sont de taille 2 x 2; B et —3B
peut donc les ajouter.

#=( )6 )= )

1 4 1 2 1 6
3 2 _
woar (0116 %)
1 0 1 1 0 1 2 0 2
B=10 0 1].{0 0 1)=1]1 0 1
1 0 1 1 0 1 2 0 2
2 0 2 1 0 1 4 0 4
B3=B?B=|1 0 1].l0o 0 1]=1|2 0 2
2 0 2 1 0 1 4 0 4
1 2 1 2 -1 8
CJ_<3 2)'(—1 3)‘(1 12)

w-(1% 1)

e (- -0

0 2 -1 4 2 1 8 =8
RS=13 -2 0 3 =3|=(1 6 12
-2 2 1 -2 2 1 4 =8

Exercice 2 On a (i

1 1 10 1
Exercice 3 Ona A Xx 1 1]=1]0 1 (0
0 0 3 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1 1

et Ax|[1 2 1 ]=(0 11 (1 2 1
0 -1 -1 311 0o -1 -1

Il existe donc deux matrices distinctes, et ', telles que
A n'est donc pas inversible. En effet, si elle I'était, on aurait
qui contredit  Q # .

11

15
11

21

, sont de taille 3 x 3 : on ne

1 1 1 1 1
1 O)Z 1 1 0
00 4 4 3
1 1 1
:<1 1 0].
4 4 3
AQ = AQY La matrice

ATTAQ = A7TAQ  ce

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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Exercice 4 Inverse d’'une matrice 2 x 2

' Ay [ad—bc 0 _ _ 1 0\
1. Ona MM—MM—< 0 ad—bc>_(ad bc)(o 1 = det(M)I.

2. Si det(M)#0, ona (WM’) .M = Iy : M est alors inversible, de
matrice inverse

d b
— 1 1
M=t = det(M) M’ = ad—bc (—C a >

3. (a) Si M est inversible et det(M) =0, ona
M’ = LM’ = (M~'M).M' = M~' (MM’) = M. (det(M)I,)
=0M"1= Os.

(b) Ainsi, Les coefficients de M’, et donc de M, sont tous nuls et M = Os.

(c) Puisque la matrice nulle n'est pas inversible (VA, A x Oy # I5), ceci contredit
notre hypothése sur M. Le déterminant de M ne peut donc étre nul lorsque
M est inversible.

On a ainsi démontré que M = (i Z) est inversible  ssi,  det(M) =ad —bc#0

L d —=b
et que dans ce cas, sa matrice inverse est M1 = ! .
ad—bc —c a

Exercice 5

A= <(1) i) : det(A) = 1x1-2x0=1% 0 donc A est inversible et

1 -2 1 -2
-1 _1 _
=i =60
1 2 . .
C:( ) cdet(C) =1%x2—-3x2=—-47#0 donc C est inversible
_ 2 =2 —1l/2  1/2
1_ 1 _
wot= (5 )= )

J:<1 2): det(J) = 1x3+4+41x2 =520 donc J est inversible et

@= ( ¥ _6> o det(Q)=2%x9—(—6)(—3) =0 donc @ n'est pas inversible.

-1 1
Onavuque T?=1, doncT estinversibleet T !=T= ( 1/\/? 1;£)

0 1

1 -0 /3 0
-1 _1 _
et U _3(_0 3> (0 1).

U= (3 0) : det(U)=3x1-0=3#0 donc U est inversible



CORRIGE DES EXERCICES 87

V—( ): det(V) = 2x2-3x1=1%0 doncV est inversible et

e(B09)

Exercice 6 Calcul d'mverse avec le pivot de Gauss
1 1 4 2
1 il—iz—wz 01 5 Li—4Ls—L;
1 — 2 1—L3—L3 0 6 0 L3—6Lo—Ls
1 0 P, 1 0 -18 8L 1 0 0
0 1 5 2 % o1 5 | 22T 0001 0] =1
0 0 —30 oo 1) 2707 \o 01
1 0 0 1 0 0
L = 01 0 e, 1 -1 0 e
00 1 1—L3—L3 1 0 1 L3—6L>— L3
3 4 0 ) 3 4 0 i
1 -1 0 e, 1 -1 0 Lotl8hsmla,
-5 6 -1 16 —1/5 1/30 famblamle
0 25 3 0
Y 0 ~Ys| =555
/e —1/5 1/30 5
0 2 -1 0 2 0 2 -1
R=1|3 o o | feflezle [ 1 o )M) 1 0 1
-2 2 1 -2 2 0 0 4
1 0 1 1 0 0
oty o 2 -1 2 o0 1 0 =1
iamLs \g o 1) etilemle \o o
1 0 0 1 0 0 1 0 0
Ir= |0 1 of fztlezley g 1 p| Zer2lembizmle, f g g g | faolz,
00 1 00 1 1 2 g) ilevbs
0o 1 1 s 1y 1y 2 4 2
10 02 (s 1 85| =13 2 3| =R
“1fy 1y 3y) Fletshela \ o3y —2 4 6
1 0 1 1 0 0 1 0 0
-B=10 0 1) Iazlomba g g 1| 22258 (g 0 0 qui ne peut &tre ainsi
1o 1) 27 o o0 o 00 1
transformée en I3 donc B n'est pas inversible.
0 12 18 2 4 2
“Ainsi, (RS)'=S"'R'=4[5 0 -5|xi{3 23
5 —6 1 -2 4 6

(RS)™ = 112 0 -1
—1/24 1/20 —1/120

0 2/s 35 )

V4

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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Exercice 7 Résolution de systémes linéaires avec le pivot de Gauss
r+3y+4z = 7 r+3y+4z = 7
Su:d 2w —dyy. = 13 &=2h2le 0z —10y — 72 = —1
Se—y+2: = 11 7| gp 10y —10: = -10
r+3y+4z = 7 L, x+3y—|—74z = 71
10y -7z = -1 Y+ 162 = 15
fomlamle Oy—32 = —9 ~ale—ls 2 = 3
L1+ Lo == 31 7
1y = 5152 = -2 S =1{(1;-2;3)}.
r = T7—3y—4z 1
2a +b—4c —15 a—b—3c = -12
Sy W+be = 2 2 b+3c = 10
a—b—3c —12 zle=le | 9q 4 —4c -15
a—b—3c = -—-12 a—b—3c = -—12
— b+3c = 10 — b+3c = 10
L3—2L1—1Ls 0a+3b+2 = 9 L3—3Lx—1L3 0b—T7c = —21
a—b—3c = -—-12 c = 3
- b+3c = 10 25 0 p = 10-3c -1
7ha=La c = 3 a = —124b+3¢c = -2
S ={(-2;1;3)}.
3u — 4v + Sw — 3u—4v+bdw = =5
Se:d 2u+43v—dw = 17 2hiola ) oo g7y _22w = 61
du—3v+2w = 5 CleTihiols Ou+7v—ldw = 35
101y u—gutgw = -3 L Ly—Lo u= 5 +22w - ;g
17v — 22w = 61 v mw = g
ks =TLa=Ls Ov— 84w = 168 ~sils—Ls w o= -2
Lic Lo - ;2 22
=- = T+ Ew = 1 e =1{(3;1;-2)}.
u = Sji-fu -
Exercice 8 Calcul d'inverse par annulation d'un polynéme
On utilise les calculs effectués dans I'exercice 1.
-2 3 -3 2 -3 3 0 0 0
1. Ona —3L+2I3=(-9 10 -9])+19 —-10 9] =(0 0 0] =03
-3 3 =2 3 -3 2 0 0 0
dou I3=3(3L—L?)=3(3I3—L).L L est donc inversible et
1 00 0 1 -1 3 1
Lt'=3@BL-L)=3(0 1 0]—35|-3 4 -3 (3 3
0 0 1 -1 1 0 3
14 10 11 1 0 0 20 10 11
2. N24+8N+6I3=[12 —4 9]|+6|0 1 0]=(12 2 9| =N?3
42 20 15 0 0 1 42 20 21
dot Iy =} (N®*—N?-8N)=§(N?~N—28I3).N: N estdonc inver-
sible
N‘lzé(N N—8[3)
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6 2 3 11 100
Nt=¢[4 4 1)-3% -1 1]-%fo 1 0
10 4 7 2 1 00 1
-3 1 2
N1t=3[13 =3 0
6 2 -2
1 1 0 100 0 1 0
3.0na K—-I3=(1 1 1]—={0 1 0of=(f1 0 1
0 -1 1 00 1 0 -1 0
d'ou (K — 13)3 =..= 03.

Puisque (K —I3)? = (K — ;) (K —I3) = K>~ LK — KT+ I2 = K2 — 2K + I,
(K —I;)% = (K — I;)(K? — 2K + I3) = K* — 2K + K — LK? + 2K — I2

= K3 -3K?2+3K — I.
Ainsi, I3=K?3-3K?+3K =K (K*—-3K +3I3): K estdoncinversible et

2 2 1 1 1 0 1 0 0

K1'=K?-3K+3=1 2 1 2]1-3|1 1 1]4+3|10 1 0

-1 -2 0 0 -1 1 0 0 1

2 -1 1
-1 _
K*'t=|-1 1 -1 wn
-1 1 0 ‘L
o
22 —66 2 -6 o
2 _ _ _

4. Ona @Q°—-11Q <_33 99 ) 11 (_3 9 ) O3. Pour autant, on a g
vu que () n'est pas inversible puisque son déterminant est nul. Il ne suffit donc pas o

de trouver un polynéme annulateur pour obtenir une matrice inversible.

5. Supposons que M soit inversible. On a
M3 —2M? - M =0 <= M(M?—-2M —1)=0

= M 'M(M?-2M -1)=M"'0 < M?-2M —1=0

= M?-2M=1 — M(M-2I)=1

= MMM —-2)=M"'] < M~'=M-2I
On a démontré que si M est inversible, alors son inverse est M — 21. Pour autant,
M n'est pas nécessairement inversible. En effet, la matrice nulle vérifie trés bien
I'identité de départ.
En revanche, si le polynéme annulateur a un coefficient constant non nul, alors
la matrice est inversible et I'on détermine son inverse en suivant la méthode des
premiers items.

Exercice 9 Puissances

1. D’apreés les calculs effectués dans I'exercice 1, on conjecture que, pour tout n € IN,

An — 1 2n '
0 1
Soit &2, cette proposition que nous allons démontrer par récurrence.

-On a A0:I3:((1) ?)z(é 2>1<0>: Py est vraie.

- Supposons que &, soit vraie pour un certain n € IN.
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A”“‘l:A”.A:(l 21n>.(1 2>:(l><1+2n><0 2><1—|—2n><1)

0 0 1 Ox1+1x0 O0x24+1x1

1 2n+2 1 2(n + 1) .
n+1l __ _
A = ( 1 ) = < 1 ) et @THJ est vrale.

- P, est vraie pour tout n € IN.

2. D'aprés I'exercice 1, on conjecture que, pour tout n > 2,

2n=1t o 2nl
Br=2r2 o 272
2n=t o 2nl
Soit 2,, cette proposition que nous allons démontrer par récurrence.
2 0 2 2t 0 2!
-Ona B?2=11 0 1] =129 0 29] : 25 est vraie.
2 0 2 2t 0 2!

- Supposons que 2, soit vraie pour un certain n > 2. On a
-1 o 2on-l 1 0 1
Btl=B"B=(22 0 2»2].[0 0 1
on—b g 2on-l 1 0 1
gn—lpon=1 g gn-l_gn-1 2x2m 1 0 2x27!
=[2n2427"2 o 2724 on2 (2 x 272 0 2x2n2
on—1 4 2”_1 0 gn—l 4 gn—1 2x27~1 0 2x2n!
271
Brtl = | on—1 2” 1 et 2,1 est vraie.
2n
- 2, est vraie pour tout n > 2.

Exercice 10 Diagonalisation

1. Soit D = Diag(dy;ds; .. .;dy,) et pour k € IN*, la proposition
Py « D¥ = Diag(dy;ds; ...;dE) ».

-Ona D!'= D= Diag(dy;da; ...;d,) = Diag(d};dd; ...;d%) : P est vraie.
- Supposons que &, est vraie pour un certain k € IN*.

(D*);0.de

NIE

On a (D]H_l)id‘ = (l)kl))l7 =

1
k k k+1
k+1y ky . . (D)’LZ 'Lz*dd_d SI’L_j
(D7 )iy = 04 (DRitdia = 1 (ph), < 0=0si i #
et DMt = Diag(di™;dst o db Y 0 Py est vraie.
- Py, est vraie pour tout k € IN*,

2. Ona M?=(PDP~Y)? = (PDP~')(PDP~') = PD(P~'P)DP~!

M2 = P(DI,D)P~! = PD*P~".

Soit, pour k € IN*, la proposition ~2;,: « M* = PD*pP—1

- 91: M = PDP~! est vraie par hypothése sur M.

- Supposons que 2y, est vraie pour un certain k € IN*.

Ona MM =MFM = (PD*P~1)(PDP~') = PD*(P~'P)DP~!
Mkl = P(D*I,D)P~! = PD**1P~1 et 9, est vraie.

- 9}, est vraie pour tout k € IN*,

"T
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3. Si D est inversible, on a
M(PD_lp_l) =PDP lpp-lp-l=pppD-lp-l=pp-l=],
donc M est inversible, de matrice inverse M~!= PD-1p-1,

Ces propriétés sont vraies méme si D n'est pas diagonale mais elle ne nous sera vraiment
utile dans ce cas.

Exercice 11 Inversion de matrices diagonales
Soient D = Diag(ds; ...;dn) et D' = Diag(d};...;d],) deux matrices diago-
nales d'ordre n.
1. On a (DD ded 04 dd = disdi;sii=j
: - KLY 6% dii x0=0sii#j.
donc DD’ = Diag(dld’l;dgd’z; ...;dpd))) = D'D  car la multiplication est
commutative dans K.

2. Il semble que la matrice D soit inversible lorsque tous ses éléments diagonaux sont
non nuls. En effet, si d; 0 pout tout i € [1; n]] alors
Dz'ag(dl;...;dn)Dz'ag(d—ll,. S LY = Diag(d;. a ,...;dni)Diag(l;...;l) =I,.

La matrice Diag(ds; ...;d,) est inversible, de matrice inverse Diag(g-; ... ; 7-)-

3. Soit D inversible et supposons qu'il existe un indice k tel que d = 0.

On appelle §; la matrice teIIe que son seul coefficient non nul soit (§)x,x = 1.

On a alors (D6y)i, Zdzéée,] d; 10k, j

0 sinon.
Onaalors 6, =1,0, =D 'D6, =D"'0, =0, cequiest absurde.
4. Une matrice diagonale est inversible ssi ses coefficients diagonaux sont tous non

nuls. Sa matrice inverse est alors la matrice diagonale d'éléments diagonaux, les
inverses de ses éléments diagonaux.

(Dék)‘,j _ { 1,k5k,k —dk,kdk,k —0><5k =0 si 1=7 =k

Exercice 12  Puissance de la diagonalisation
On utilise le résultat des exercices 10 et 11 ainsi que les calculs effectués précédemment.

3 =2 1 2 1 2 -1 0
f— -1 g l e i
L W=J"'CJ=¢ <1 1 ) <3 2> <_1 3) (0 4) est diagonale.

Ainsi, C=LCL=JJ1CJJ 1 =JwJj~!

w1 (1 2) (D" 0Y (3 -2
et Cn=JW"J _(_13 o o)

cn =1 ( 3(-=1)"+2 x4 —2(=1)" 4+ 2 x 4" >
T B(=D)n T 43 x4n —2(=1)"H $ 3 x 47
cn = ;( B(—1) 2 2(—1)n +22"+1>
S \3(—1)" T 43 x4n 2(—=1)" 4+ 3 x 4™ )’
2. U est diagonale donc U~! et U™ sont aisées a déterminer et 'onavuque T2 =1
donc T '=T.
Dot X =TUT=TUT~' donc

w0 (09) (1)

)
LLl
=
o
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o
O
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e (0 D(E ) )16 )

et Xn:<—1/ﬂ 1/«5) (3 0) (—W 1/vs

vz 1/vz) \0 1 1/v3 ﬁ)
yn— 1 (1 1) (3" 0 L (1+3" 1-3"
V221 1)\o 17 2\1-3" 143")

_ /30 -1
3. Pour Y_V(O 1/2>V ,

-1
/3 0 2 3\ /3 0 2 -3 6 —6
-1 _ -1 _ _
ev( ) =) 6 (D)6 )
Par continuité de la multiplication des matrices, on a :
n_ s 0 ! -1 s 0 1 1
Y —V(O 1/2> \% —V(O 1/2n)V mVOgV = 0s.
4/3m — 3/an 6/on — 6/3")

2/371 _ 2/2” 4/2" — 3/3"

— = Os.

n— oo

Sinon, on peut calculer Y™ = <

0 12 18\ /1 8 -8 10 0
4.7 = STYRS) = 455 0 5|1 6 12| = (0 2 0) est
5 —6 1 1 -4 -8 0 0 —4
diagonale.
Ainsi, R=I3RI; =SS 'RSS~'=S25""!
1 4 2 10 o\" 0 12 18
et R"=S82z"S7'=(1 3 -=3][0 2 0| .55 O —5)
1 -2 2 00 —4 5 —6 1
5x 22 £10(—4)" 124 3(—4)"T! 18 — 5 x 2"F2 £ 2(—4)"
RM= | 15x27 —15(-4)"  12+18(—4)" 18— 15x 2"+ 15(— 4)
=5 x 2"t 4 10(=4)" 124 3(—4)"T1 18 +5 x 2"l 4 2(—4)"

Exercice 13

10 2 1 1
1. On remarque que M2 = (0 1) et MZI=1[1 2 1
1 1 2

n—1 n—2 ..o n—2
Plus généralement, M2= "~ 2 n—1
: - n—2
n—2 ... n—2 n-—1 e
En effet, tous les 1 des termes diagonaux s'ajoutent et il y en a n — 1 mais seuls
n — 2 s'ajoutent pour les autres termes car il y a un coefficient nul sur la ligne et

un sur la colonne et ils ne se multiplient pas entre eux. Ainsi,
n—1 0 0 0 n—2 ... n—2
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M2 = (n—1)I, + (n—2)M,.

2. Dot, I, = L (M2—(n—2)M,) = L1 (M, — (n—2)I,,) .M, : M, est

n—1
donc inversible, de matrice inverse

Exercice 14  Résolution de systémes linéaires et inversion de matrice
On utilise les résultats des exercices précédents.

oL s (3 30)= ()
<=>C(§>=() C() -
e Q- () A

a+b= 1 0 a 4
(b) Sp: ¢ a+b+c=7 peut s'écrire (1 1 bl=1|7
—b+c=-3 0 -1 1 c -3
a 4 a 4
K 1x
— K|b|=|7 = K 'K|[b]|=K'| 7
c (—3) c (—3
a 2 -1 1 4 —2
— [(b]=(-1 1 —1|.[7]=]c¢ S = {(~2:6;3)}
c -1 1 0 -3 3
p—vy=-2 0 1 -1 104 -2
(c) Se: —30+4p -3y =5 peut s'écrire -3 4 -3 Bl=125
—at+p=1 11 0/ \y 1

o (04 —2
<~ LB 5 <:>L1L[3:L—1 5 |

Y 1 Y 1
o4 3 -1 1 —10 )
Bl=2%[3 -1 3 -8 | =-4]: S ={(-5-4-2)}
v 1 -1 3 —4 -2
f+g+h=1 01 11 e 1
e+g+h=1 o 1 0 11 fl1_ |1
(d) Sq et fih=1 peut s'écrire 110 1 g1 = |1
et+f+g=1 1 1 1 0 h 1
e 1 e 1
—1
—= M, ot M My / =Mt !
g 1 g 1
h 1 h 1

)
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e -2 1 1 1 1 1/3

f (1 -2 1 1 1 s | . 1.1.1.1
gl 73| 1 9 1 1] = s Fa={(G533))

h 1 1 -2 1 1/3

L) 2i—6j=5 2 6\ (i) _ (5
(e) Se.{ 3it9j=7 peut s'écrire (_ 9)(]')_(7) —

Q (;) = <7> et puisque @) n'est pas inversible, il n'y a pas de solution unique.

En effet, 2Ly + 3Ly — Lo méne a
Se = 2(—=3i4+97j) +3(20 —6j) =2x7—-3x5 < 0i+0j =-1 qui

w

n'admet aucune solution : %, = &.
u+w=3 1 01 u 3
(f) Sp: ¢ w=-1 peut s'écrire 0 0 1 v]|=1-1] <
u+w=3 1 01 w 3
U 3
Bl v ] =|-1] etpuisque B n'est pas inversible, il n'y a pas de solution unique.
w 3
u+w=3 w=—1
En effet, Sp: ¢ w=-1 > u=3-w=3+1=4 et I'on a une
u+w=3 veR
infinité de solutions : .7y = {(4;v;-1) /v € R}.
z=1 100 z 1
(g) Sg: < z+y=-2 peut s'écrire 0 1 1 z|=|-2| <
z+r+y=1 3 1 1 Y 1
z 1
Alxz ]| =1|—-2] etpuisque A n'est pas inversible, il n'y a pas de solution unique.
Y 1
z=1 z=1
En effet, S,: Tt+y=-2 <— y=—x—2 et I'on a une infinité
z+zx+y=1 y=1—x-3

de solutions : Sy ={(z;—x—2;1) Jr e R},
Exercice 15 @ Ce programme calcule la matrice solution du systéme c de |'exercice
précédent et I'on a donc X=array([[-5], [-4], [-2]11).
Exercice 16 Transposition et produit

1. On utilise les résultats obtenus dans |'exercice 1.

—2
ET=(-231) =[3
1
3x1
4 T
FT=1-5 =@ -5 7)),

7

3x1
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-2 -8 10 —14
ETFT =3 x(4 =5 7)), =12 -15 21
1 4 -5 7
3x1 3X3
-2
FTET=( =5 1), x| 3] =(-10),,
1
3x1
.
(BEF)T = (-16), = (-16) |
8 12 4\ 8 10 -14
(FE)T=1 10 -15 -5 =(12 -15 21
-4 21 7)) 4 -5 1) .
(21 -3\ 22
G=lg 3 1) =L 3
o T/ axs -3 -1
3x2
4 2
HU=|-1 -5 :(;l _; 32)
3 -2 Y T s
3x2
2 -2 41 3 4 8 10 W
GTH =1 3 x(2 s _2) =10 -16 3 bC)
-3 -1/ . -4 10 -6/ . E
2 -2
4 -1 3 —2 14 o
i G (2 -5 —2) {1 3) (5 —17)
2x3 -3 -1 2x2
3x2
.
-2 5 -2 14
H)T = =
(GH) <—14 —17>m (5 —17)2“
410 —14\ 48 10
(H&)T =8 —16 10 =10 -16 3
10 -3 -6 —14 10 -6
3X3 33

2. Remarquons que (EF)T = FTET, (FE)" =E'F', (GH)" = H'GT
et (HG)'=GTHT.
Conjecturons que, pour toutes matrices A de taille m x n et B de taille n x p, on
a (AB)T =BTAT.
Posons C = AB = (¢ij)mxp, (AB)T =CT = (c} j)pxm, AT = (al j)nxm.
BT = (bt )pxn et D= BTAT = (di,j)pxm-

4,9
k=n k=n
i — . . R toqt o — e to— .
On sait que ¢ ; = g ai by,  dij = g bikp,;  Cij =Ciin Q= Q5
k=1 k=1

et bz,j = bjﬂ'.

k=n k=n k=n
insi o — b — togt tot g '
Ainsi, ¢ ;= c¢ji = g aj1br; = g ay ;b x = g bipay,; = di; etlona
k=1 k=1 k=1

bien CT =D.



96

Chapitre IV : MATRICES

Exercice 17 Matrices de permutation

00
1. La matrice 013721732 =1 0
0 1
matrice 3 x 3 donnée, de placer la p
en premier et la troisieme colonne
1 2 3 0
Par exemple, 4 5 6 1
7 8 9 0
0 1
2. La matrice L13721732 =10 0
1 0

matrice 3 x 3 donnée, de placer la

1

0 permet, en la multipliant a droite d'une
0

remiére colonne en troisieme, la seconde colonne
en second.

0 1 2 3 1

0 0]=15 6 4

1 0 8 9 7

0

1 permet, en la multipliant & gauche d'une
0

premiére ligne en troisieme, la seconde ligne en

premier et la troisieme ligne en second.

0 1

Par exemple, Liz2132= (0 0

1 0

3.0na Cisoie = Lizg130. C

0 1 2 3 4 5 6
1 4 5 6|=17 8 9
0 7 8 9 1 2 3

e n'est pas étonnant car lorsque I'on transpose

une matrice, on échange les lignes et les colonnes et I'on a vu dans I'exercice
précédent que si une matrice est multipliée d'un c6té, la transposée multiplie de

I"autre.
1
Exercice 18 Ona J,=|":
1
1 1 n
donc g2=[: | =1
1 ... 1 en n
onaurait I, =77, = %j,f]n_l =
Exercice 19 Matrices nilpotentes

Une matrice carrée M est nilpotente s'il

1. Soient A:<(1) 8) et B=
(a) Ona A? = 00 2— 0
“\1 0/ \o

o 1\° [0 0

(

0 1
10
On en déduit facilement que
et

0 0 0 0

o

(b) On a A+B:<

), (A+B)2:<

1
1
nxmn
n
= nJn. Si J était inversible,
e nxn
LT Tt = LT, ce qui est faux.

existe un entier p € IN* tel que MP = O.

(o)

0 0
0

0) =02

) = (0, donc A et B sont nilpotentes.
1 0

) V)=k

(A+ B)?" = I,, # O,

(A+ B)tl = A+ B # O,.

La matrice A + B n’est donc pas nilpotente.
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@an= (1 5) 5 o) =( D) = 1) - )

On en déduit facilement que (AB)" = (0 0) # 0. La matrice AB

0 1
n'est donc pas nilpotente.

2. Soit N une matrice carrée d'ordre 2 telle que N2 = Os.
(a) Ona (IQ+N)(IQ—N) 2122—12N+N12—N2 ZIQ—N+N+02 ZIQ
donc Iy — N est inversible, de matrice inverse (I — N)™1 = I + N.

(b) On a C’:(_ll 2>:IQ—A avec A2 = Oy donc C est inversible et
1 0
-1 _ _
C —I2+A—<1 1).
1 -1 ) N
Ona D= 0 1 =1, — B avec B =05 donc D est inversible et
1 1
_1_ _
D —IQ+B—<O 1).
Exercice 20
1 -1 1 0 -1 1
Ona M={(0 1 2 et N=M-I3=10 0 2 W
0 0 1 0 0 O ‘L
(&)
0 -1 1 0 -1 1 0 0 -2 r~
Ainsi, N?2=|0 0 2 0 0 2]=10 0 4 g
0 0 0 0 0 0 0 0 O O
0 0 -2 0 -1 1 0 0 O
et N3=([0 0 4 0 0 2]=10 0 0])=0s.
0 0 O 0 0 0 0 0 O

Soit, pour n € IN*, la proposition ~#: « M™ = I3 +nN + @NQ ».
-Ona I3+1.N+ @NQ =+ N=M=M! et P estvraie.
- Supposons que &7, est vraie pour un certain n € IN*.
Ona M™'=M"M= (I3 +nN + "% N2)(I 4+ N)
= I+ 0N+ " UN2 4 [N 4 aN.N + "D N2 N
=I3+ (n+1)N + (% +n) N2 4 sl s
= Iz + (n+1)N + t2=at20 N2 4 n=D o,
Ml =T+ (n+1)N + @Nz © P4 est vraie.
- P, est vraie pour tout n € IN.

Exercice 21 Identités remarquables et binbme de Newton

On pose A:<§ _11) B:(j 1) C:G) ?) et D=<;’ ;)
1. (a) On a A+B:<§ _11)+<:; D:G g)
62)-69)

donc (A + B)?
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Par ailleurs,
2

2
3 —1 3 -1 -1 1 -1 1
2 2 _ —
R e BT e e R G
4 0
2 2 _
A +2AB+ B —<0 4>.

1 2 1 2 2 4
(b) On a C’+D_(O 1>+(3 2>_<3 3)
2
2 4 16 20
2 _ —
donc (C'+ D) —<3 3> _<15 21).
2 2
1 2 1 2\ /1 2 1 2
; 2 2 _
Par ailleurs, C*+2CD+ D _<0 1) +2(0 1) (3 2>+(3 2)

22 22
2 2 _ —
C*+2CD+ D —..._<15 15).

(c) On en déduit que la premiére identité remarquable n'est pas toujours vraie.
Eneffet, (P+Q)*=(P+Q)(P+Q)=P*+PQ+QP+Q* etiln'est
pas fréquent que les matrices PQ et QP soient égales.

2. De méme, les autres identités remarquables sont fausses en général. Elles ne seront
vraies que lorsque les produits croisés seront égaux.

3. On dit que deux matrices P et () forment une paire commutante si PQ = QP.

Dans ce cas, la formule du bindme de Newton est vraie :
i=n

P+ n — P’n—'L 'L.

prar=3(,)re
On peut remarquer que I commute avec toutes les matrices carrées d’ordre k.

4. Dans |'exercice 20 précédent, on avait M = I3+ N. Puisque NI3=I3N,
on peut appliquer la formule du bindme de Newton et I'on obtient le calcul suivant,
pour n = 2.

= /0 1 2
M" = (I3 + N)" Z()I}f"]\“:(n)NO+<n>N1+<n>N2+Og

1=

(

M" =13 +nN + )NQ, formule qui reste vraie pour n = 1.

Exercice 22 @ Cette fonction Python retourne la puissance n¢ (et non (n + 1)¢) de
la matrice 2 x 2 entrée.

1| from numpy import *

2| from numpy.linalg import *
3| def puissance(a,b,c,d,n) :
4| A=array([[a,b],[c,d]])

5| B=A
6| for i in range(l,n) :
7| A=dot (A,B)

8| return A
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Exercice 23  Matrices triangulaires

Une matrice triangulaire supérieure est une matrice dont tous les coefficients situés sous
la diagonale sont nuls.

1. Soit T' = (t;,;) une matrice carrée d'ordre n.
(a) Si T'= (t;,;) est triangulaire supérieure, alors pour tout ¢, j € [0;n],
1> ] = ti; = 0.
(b) Si T est triangulaire inférieure, alors pour tout ¢, j € [0;n],
1< ] = ti; = 0.

2. Soient T' = (t; ;) et T' = (t; ;) deux matrices triangulaires supérieures d'ordre n
et soient x et 3 € K.

On a, pour i, j € [0;n] tels que i > 7,
(o' + BT"), ; = oty j+Bt; ; = xx0+Bx0=0: T+ PT" est triangulaire
supérieure.

n n
et (TT), ;= tixth; =0+ tisth; (tix=0sii>k)
k=1 k=i
=0 (t;=0sik>i>j): TT" est triangulaire supérieure.

3. (a) det(A) = det <(2) _43> =2(-3)—0x4=—-6%#0 donc A est inversible

et det(B) = det <0 1) =0x3—0x1=0 donc B n'est pas inversible.

0 3
1 1 2 3 1 2 -9 2
byona C|-4]=10o0 1|[-4)|=1(3] e c|1]=13
3 0 0 2 3 6 3 6
1
donc C n'est pas inversible. Sinon, en multipliant 3 gauche par C~!, | —4
3
-9 2
et | 1 | seraient tous deux égauxa C~' [ 3
3 6
(c) En utilisant I'algorithme de Gauss, on obtient
2 1 3 2 1 0\ , 100
E=|0 1 2| m3enby (g g o) 22k h o) =
00 1) =7 o 0 1 00 1

donc FE est inversible.

(d) Une matrice triangulaire semble inversible lorsque ses éléments diagonaux sont
tous non nuls. En effet, I'algorithme de Gauss nous permet dans ce cas de
toujours nous ramener a la matrice identité.

Les matrices triangulaires forment donc un ensemble stable pour les opérations usuelles
et sont relativement aisées a étudier, a3 manipuler et a inverser : il est souvent utile de s’y
ramener (cf. exercice 7 p.74).

)
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Exercice 24  Equation cartésienne d'un plan

1. Puisque les points A(1;5;—2), B(7;—1;3) et C(—2;7;2) appartiennent au plan
(BAC), leurs coordonnées vérifient I'équation cartésienne  ax + by + cz = 73
de ce plan et I'on a donc le systeme

la+5—2¢c = 73 1 5 =2 a 73
Ta — 1b+ 3¢ = B |7 -1 3 |.lb]=|73]< MX="73Y.
—2a+Tb+2¢c = T3 -2 7 =2 c 73
2. La calculatrice donne MN = 7315 donc M est inversible et M ~! = L N.
a 10
3. Ainsi, MX=73Y<:>M_1MX=M_1.73Y<:>X=%NY@ bl =115
c 6

et le plan (BAC) admet pour équation cartésienne  10x + 15y + 6z = 73.
Exercice 25 Transformations du plan

Soit ( ) la matrice colonne associée au point M (z, y) du plan.
Y

1
des ordonnées.

1 T
B: /3 0 ) = /3 . coordonnées de l'image de M par I'homothétie de
1/ /s

centre O et de rapport 3.

C: ( 0 ) ( ) ( ) coordonnées de I'image de M par I'homothétie de
centre O et de rapport —

D. V2/o =V2/2\ (x cos( —51n(4) z\ _ (cos(§)z —sin(F)y :
V2/o V2/s sin( cos(%) y sin(§)x + cos(%)y
coordonnées de I' |mage de M par Ia rotation de centre O et d’ angle
B —V3/y  1/2 x\  [cos(—=3F) —sin(—3F)\ [z
’ —1/a —V3/3 o sin(—%’r) cos(—%’r) y
_ (cos(— 56”)36 - sm( 5Ty
— \sin(—27)x + cos(— 31 )y
de centre O et d'angle —%

. -1 0 x\ _ [cos(m) —sin(m)\ [z _ [cos(m)x — sin(m)y
N0 —1)\y) \sin(r) cos(m) y/)  \sin(m)x + cos(m)y
= (_m> : coordonnées de I'image de M par la rotation de centre O et d'angle

-y
m c.-a-d. la symétrie de centre O.

1 _
A: ( 0 O> (;) = ( yx) : coordonnées du symétrique de M par rapport a I'axe

) : coordonnées de I'image de M par la rotation

Exercice 26  Rotations quelconques

1. On donne A(3,1) et B(5, —4) deux points du plan muni d'un r.o.n. direct.
On définit  Bj (1, y1) I'image de B par la translation de vecteur B (::1)’)
By (w2, y2) I'image de B; par la rotation de centre O et d'angle —3 et
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B’ (2',y") I'image de By par la translation de vecteur ﬁ (i’) Le point B’ est
alors I'image de B par la rotation de centre A et d'angle —7 c.-a-d. le point recher-

, 1\ _ (5 -3\ _ (2 2y (0 1\ [(2)\ (-5
weons (0) = (5)+(5) = (5) (o) - (5 0) (5) - ()
"\ (=5 3\ [—2 . b o
@ ()= ()= (D) vor 2
2. En procédant de la méme maniére (translation C@ puis rotation O, « puis trans-
' o
lation (ﬁ) on obtient x/ = CF)S((X) sin(a) o I e Y
Y sin()  cos(«x) Y b b

()= (e ool )

Exercice 27 La régle d'or

1. En centimes, on calcule

8 10 14 25 8x25+10x 20+ 14 x 15 610
6 6 10| x120] = 6x254+6x204+10x15 = | 420
12 10 18 15 12 x25+10x 20+ 18 x 15 770
Une régle a donc un colit de 6,10<€, une équerre de 4,20€ et un compas 7,70 €.
8 10 14 T 500
2. On cherche r, e et ¢ tels que 6 6 10| x[e]=1350]. A l'aidede
12 10 18 c 650
la calculatrice, on obtient
r 8 10 14\ " /500 2 =52 1\ /500 25
el=[6 6 10 350 | = [ 32 32 Ya | [350] = | 250
c 12 10 18 650 =34 5/2 =34 650 25/2

La premiére machine doit avoir un colit horaire de 0,25€/s, la deuxieme 0,125€/s
et la troisieme 0,125€/s.

Exercice 28 Les trois militaires

Si I'on appelle f, m, a et c les coefficients appliqués aux différentes matieres, le
probléme revient a résoudre le systéme matriciel suivant. En utilisant la calculatrice pour
inverser la matrice, on le résout aisément.

10 8 15 16\ /f 211
17 12 7 11| [m]| [ 208
8 15 9 13| |a| ™ |206
12 7 14 10/ \¢ 190
f 10 8 15 16\ /211
m| [17 12 7 n 208
a8 15 9 13 206
¢ 12 7 14 10 190
f —100 731 —587 119 \ /211 4
[ m| 1 [-oss 281 1054 23 | f208) _ 6
a| 8159 | -551 —786 274 1390 | | 206 5
c 1583 422  —417 —1639/) \190 3

Le francais est de coefficient 4, les mathématiques 6, I'anglais 5 et la culture générale 3.
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Exercice 29 Matrices, composition de fonctions homographiques et suite récurrente
1. Ona FX = (i’ _23) (f) = (3;j32> que I'on peut associer a I'image de
x#3par fo flx)=32E2

1 -2
2. De méme, on associe a g(z) = 5-=%, la matrice G = (2 _4>.

3g9(z) +2 Py 4"‘2

g(I‘) -3 B 22124 -3
2x—4

e rax— (2 2 (0 D) -0 ()=
woemnecrx=(; ) 5) ()= 6 ow) ()= ()

qui est formellement associé a  (go f)(x) =

3. On a, formellement, (fog)(x) = f(g9(z)) =

3z—6+2(2x—4)

oo Tx — 14
(f Og)(ﬁb) = 1_233(21_4) =

—5x + 10

x+16

o o= () (5 2)( D)6 30)

(b) En utilisant les propriétés démontrées dans I'exercice 10, on obtient

H" = (VDV-Y" =VD"V~! = ( (I/Qn | ) (_21 _23>

1 n+1 —3
13—y
et H"=|2"°? 2n .
<—2,}1 +2(—1)n+? 53 +4( 1)
(c) On définit la fonction h par  h(z) = 2%, associée 3 la matrice H.
2

Puisque  wup41 = h(uy), Up41 est associé a HU,. Par une simple récur-
rence, u, = h°"(ug) estassociéa H"Uj. Ainsi,

(5= +3(=1)" ) ug + (52 + 6(—1)")

(it +2(=D)"+ ) ug + (32 +4(-1)")

n =

0+6(=1)" (1F 5r) 60+1) _3
"0+ A(-1)n (1F i) nooe A(0+1) 2

3_ .
On peut vérifier que  h(3) = 35';_5 =3 est bien un point fixe de h.
T2 2

Exercice 30 Exponentielle de matrice et systéme d'équations différentielles
1. Exponentielle de matrice
2
A?2#£03, A3=03 et pourtoutteR, E(t)=I3+tA+ A%
(a) Pour tous ¢, ' € R, E( VE(t) = (13 Iy ﬁA?) (13 FHAT ﬁA?)
E()BE{') = I3+t A+ 5 A2 4 t A+t A2 410 A3 4 L A2 44/ A3 4 L 17 44

=13+ (t +t)A+ <7+tt/+%>A2+03
_ ’ (t+t) 42 _ ’
=L+ ({t+t)A+ F=A*=Et+1)
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(b) Ainsi, pourtoutt € R, E(t)E(-t)=E(t—t) = E(0) = 13+OA+%A2 =13
et, pour tout ¢ € R, la matrice E(t) est inversible, de matrice inverse E(—t).

(c) Puisque les coefficients de FE(t) sont des polynémes en ¢, on a
!/
E'(t) = (13 e §A2) — T4+ (LA) + (5 A%) = Os+(t) A+ () A% = A+tA2,
2. Equation différentielle

Ona f(z) =€ donc f'(z) = (ax)'e®™ = ae®™ = af(x) donc f est
solution sur IR de I'équation différentielle v’ = au.

3. Systéme d’'équations différentielles

" = 2u4v+2w u’

(a) On a vo= —u—v-—w = U = v’) v | = AU pour
w = —u—w. w’
2 1 2 1 1 1

A=]-1 -1 —1].Avec A2=]0 0 0 £ 03 et A3 = Os.
-1 0 -1 -1 -1 -

(b) Onremarqueque E'(t) = A+tA%2=A (.73 +tA+ %Az) = AE(t) donc,
pour U =E@#)X, ona U =FE@#)X=AEltX =AU etU est
solution du systeme différentiel.

Si I'on n’est pas convaincu, on calcule tout ceci en détail. l‘-l’}
t? t? t? =
Ona E)=L+tA+5A4%= ... = —t 1—t —t [
_t R O o
2 2 (=]
d'ou, pourtousa, betc€ R, on a
u(t) a (142t +E)a+ (t+ )b+ (2t + L )e
v(it) | =E@®).[b] = —at+(1 —t)b—tc
w(t) ¢ (~t—E)a—Lb4(1—t—L)e
u(t) (a+b+0) +(2a+b+2e)t+a
v(t) | = —(a+b+c)t+b
w(t) —(a+b+e)t —(a+e)t+e
u'(t) (a+b+c)t+2a+b+ 2
donc (v’(t) = —(a+b+c) et
w' (t) —(a+b+c)t—(a+c)
2 1 2\ [(a+b+0)5 +(2a+b+2e)t+a
AU=|[-1 -1 -1 —(a+b+e)t+b
-1 0 -1 —(a—l—b—l—c)%—(a—i—c)t—i—c
(a+b+c)t+2a+b+2c
AU = —(a+b+c)

—(a+b+c)t—(a+c)
On abien AU =U".
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Nous poursuivons ici I’étude des nombres complexes. On donne tout d’abord une
représentation graphique de ces nombres, dans le plan et non plus seulement sur une
droite, puis nous apprendrons a les écrire de manieres différentes.

1 Rappels

Il existe un ensemble C de nombres dits complexes, contenant R, muni de regles
d’addition et de multiplication similaires, tel que tout z € C s’écrit de maniére unique
sous la forme algébrique z=a+ib ou a=NRe(z) et b=3Tm(z) sont des
réels et i vérifie 2= —-1. Ona 22 =0 <= z=0o0uz =0.

Pour tout z € C, on définit 'opposé de z par —z = —a —1ib et le conjugué de z
par ZzZ=a —1b.
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Ona 242 =%zZ+7, 22/=%z et,pourz#0,
Si z = a + ib, on a toujours 2%z = a® + b2,

Si a, b et c sont trois nombres réels tels que a # 0, 'équation  az? +bz+c=0
admet toujours des solutions.
On note A le discriminant de cette équation : A = b% — 4ac.

« SiA>0, I’équation admet deux solutions réelles distinctes,
T = —b;a\/ﬁ ot xy = —b-;a\/Z.
« SiA=0, I’équation admet une unique solution « double », réelle,
b
o = ~%a°

* SiA<0, Iléquation admet deux solutions, complexes et conjuguées,
—btiv/=A

—b—iv/—A ot
2a

Zl = % 22 =

Ainsi, le trindme se factorise toujours  az? +bz+c=a(z — 21)(z — 22) ou 21 et
2o sont ses deux racines, éventuellement complexes ou confondues.

Dans C, tout polynéme non nul de degré n admet au plus n racines distinctes. Il en
admet méme autant que son degré lorsqu’on les compte avec leur multiplicité.

Tout polynéme s’annulant en a € C se factorise par z — a.

n—1
En particulier, 2" —a" = (z—a) E ak ik,
=0

Formule du binéme de Newton :  Vu,v e C, (u+v)*= (n) u Rk,

2 Représentation géométrique d’un complexe

Dans ce paragraphe et pour la suite du chapitre, le plan est muni d’un repére
orthonormé direct (O ; , 7) On pourra se référer a la figure de la page 108.

Définition 1  Soient a et b deuxr nombres réels.

« A tout nombre complexe z = a +1ib, on associe le point M (a,b) du
plan, appelé point image, et le vecteur w (‘;) du plan, appelé vecteur image.
On note souvent M (z) ou M, le point image de z.

« A tout point M (a,b) et d tout vecteur w (‘;) du plan, on associe le
nombre complexre z=a+1ib appelé affize de M et affize de .
On note souvent zp; et z.

e Le plan est alors appelé plan complexe.

Remarques : * z€ R < M(z) € (¢/Oz) : M(z) est sur I'axe des abscisses.
e 2€iR <= M(z) € (y'Oy): M(z) est sur 'axe des ordonnées.
* Les points M (z) et M’(Z) sont symétriques par rapport a 'axe des abscisses.
¢ Les points M (z) et M”(—z) sont symétriques par rapport a lorigine.
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%
Propriété 1 Soient M(z), M'(2') les points images et W, w' les vecteurs images
des complezes z et 2'.

!
e Le vecteur MM' a pour affize le nombre complexe 2’ — z.
242
5

o Le milieu du segment [MM'] a pour affize le nombre complexe

%
. T =w = =2

_>
o Levecteur WH+w a pour affize le nombre complere z + z'.

o Levecteur AW a pour affize le nombre complexe Az,  pour tout réel \.

Démonstration : Nous ne démontrons que le premier point, les suivants découlent
des regles de calcul des coordonnées de vecteurs.

_Si> z=a+t e 2 =da +ib, alors M(a,b), M (a,V) et
MM’ (‘Z;:Z) qui est précisément d’affixe  (a’ —a) +i(0' —b) =2’ — 2. O

Remarque : La relation de Chaslest s’écrit alors : pour tous points A, B, C' du plan,

246 = 4B + Zge
En effet, 2ot 2ge = (zB—24)+ (20 —2B) = 20 — 24 = el

Ainsi, nous identifions les points du plan, les vecteurs du plan et les nombres
complexes. Le plan, de dimension réelle 2, devient le plan complexe, de dimension
complexe 1 : R? = C!.

Du point de vue de 'analyse, il est bien tentant de remplacer une expression f(z)
par sa variante complexe  f(z) = f(a+1b) : deux variables réelles, a et b, ou une
variable complexe, z. Sous certaines conditions, les fonctions de deux variables réelles
deviennent aussi des fonctions d’une variable complexe. Graphiquement, les ensembles
de départ et d’arrivée ne sont plus des droites mais des plans et la représentation
graphique d’une fonction a variable complexe devient un véritable challenge. Parfois,
on colorie le plan de départ afin d’illustrer certains comportements d’une telle fonction
(cf. ensembles de Mandelbrot et de Julia par exemple). Et que dire du point de vue
de la continuité, de la dérivabilité ou de l'intégration? Les théorémes connus dans
R sont-ils encore valides dans C7 En obtient-on d’autres? Nous devinons ici le bel
univers de I’analyse complexe.

3 Module et arguments d’un nombre complexe

Le plan reste muni d’un repére orthonormé direct (O ; o, 7)

t. Michel Chasles (1793-1880), éminent mathématicien francais dont le nom est inscrit sur la non
moins éminente tour Eiffel.
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3.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 2 Soit z un nombre complexe non nul, affize du point M du plan.

* Le module de z, noté |z| , est la distance OM : |z| = \/%ez(z) + Jm?(2).

-
* Un argument de z, noté arg(z), estune mesure de l’angle orienté (7 ; OM).

R
B M(2)
P
P P I
' 1 \\ IZl// |
7 ~ P |
// \\ /’, |
/ 7 PR |
! PR '
_ ! Ole” arg(z) | R
—a \ | a g
' \ ! arg(2)
arg(—z) .-’ Ny
|—Z| =14 |E|
A ~pd A
MY (~2) | M'(2)
Remarques :

+ 0 n’a pas d’argument. En revanche, on a bien |0] = 0 et méme, |z| =0 < z = 0.

* Pour tout réel z, on a  |z|p = Va2 = |#|g-  Le module d’un réel correspond
bien & sa valeur absolue ce qui justifie la notation utilisée | . |.

* Deux arguments d’'un méme nombre complexe different d’un multiple de 27 :
arg est défini modulo 2w. Lorsque arg(z) € | —m; 7|, on Pappelle argument principal
de z. C’est celui que 'on préfere utiliser.

Ezemples: ° z=1: |z|=1, arg(z)=0 [27]
o z=1i: |z|=1, arg(z)=7 [27]
o z==2: |z| =2, arg(z)=mw [27]
o z=1+i: |z|=v2, arg(z)=73 [2n]
242 |2 =v22+22=22, arg(z)= 3% [27]

—4i:  |z| =4, arg(z)=—7 [27]

z
° z
z

o

Le résultat suivant traduit, entre autres, les propriétés de symétrie dans un repere
orthonormé.

Propriété 2 Soit z un nombre complexe non nul.
*+ zeR <« arg(z)=0[n| « z€eiR << arg(z)=

> Il
2
. Tflg(2)| |E —arg(z) [27] . Trg(|—z)| T arg(z) + m [27]
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On pourrait méme étre plus précis. Par exemple, 2z € R_ <= arg(z) =7 [27].

Démonstration : De simples illustrations graphiques suffisent & nous convaincre. [

csy s = 2
Propriété 3  Pour tout nombre complexe z, on a zz = |z|°.

2
Démonstration : 2z = (a+ib)(a—ib) = a®—(ib)* = a*+b* = (Va> +b?)" = Iz, O
La propriété suivante sera davantage exploitée dans un chapitre ultérieur mais elle
peut d’ors et déja étre utile.

Propriété 4  Soient A(a) et B(b) deux points du plan complexe.
Ona |AB|=AB=1|b—al.

Démonstration : En effet, le vecteur E a pour affixe b—a donc sa norme est
bien |b—al. O

3.2 Ensemble U des nombres complexes de module 1

Définition 3
L’ensemble des nombres complezes de module 1 estnoté U: U={z€ C/ |z| =1}.

Dans le plan complexe, I’ensemble des points images des éléments de U est le
cercle trigonométrique.

Propriété 5  Pour tous (z, 2’) € U?,
240, —z€eU, zeU, 22€el, %ElU et  ZeU.
On dit que U est stable par conjugaison, produit et quotient. Ceci sera démontré
a l'exercice 26 en page 127.

Ezemple : Si z—%—@etz— f—|—fz ona |z]|=1/2 f—l

2
donc z € U, —i % ‘/3+— 1 donc 2/ € U et l'on a bien
22| = (—% + 42 i i = qui confirme 2z’ € U.

3.3 Limites complexes

Définition 4  + On dit que z2€C—0 lorsque |z2]€ R — 0.
e Ondit que z€C—a€cC lorsque |z—aleR —0.
* On dit que z € C tend vers Uinfini  lorsque |z| € R — 400.

Remarques : * z —> a  signifie donc que 'on se rapproche de a indépendamment
de 6, on peut donc « tourner » autour de a tout en s’en approchant.

+ L’infini dans le plan complexe est donc ce qui se situe en dehors de tout cercle,
ce n'est pas un « lieu » particulier. Pour affiner cela, Gauss et surtout son éleve
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Riemann ont eu l'idée (=~ 1850) « d’envelopper » le plan complexe autour de la
sphere en dimension trois afin d’obtenir ce que 'on appelle aujourd’hui la sphére de
Riemann : le plan complexe complété d'un « point & 'infini », I'un des poles de la
sphere. C’est un peu l'inverse de ce qui se passe lors d’une projection azimutale afin
de cartographier la Terre (cf. 'embléme de ’ONU).

4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe
non nul

4.1 Forme trigonométrique

Théoréme 1
Pour tout nombre complexe non nul z, il existe un unique réel strictement positif
r et un nombre réel @, wunique modulo 2w, tel que z s’écrive sous la forme
trigonométrique z = r(cos0 + isinb).
Ona r=|z| e 0=arg(z)[27]

donc  z = |z| (cos(arg(z)) + isin(arg(z))).
Ainsi, pour r et v’ positifs,

r(cosf +isind) = r'(cos@ +ising’) << r=r" et 6=0[27],

c-i-d. Yz, 2/ € C*, z=2 <= |z|= || et arg(z) = arg(?’) [27].

Remarque : Attention, une telle écriture n’est la forme trigonométrique d’un nombre
complexe que si r > 0. Par exemple,

—2(cos(—3F) +isin(—57)) = —2(—cos § —isinF) =2(cos § +isin %)
etlona r=20=7%][27]
Démonstration : La propriété 6 suivante donne des formules explicites pour trouver
une forme trigonométrique. Il reste a démontrer 'unicité de cette forme, autrement
dit, r=1z|] et 60=arg(z)[27].
-Ona |z| =|r(cosf +isin@)| = |(rcos ) +i(rsinf)| = /12 cos? 0 + r2 sin® 0
et |z|=vr2xl=r sir>0.
- Si |z| (cos(arg(z)) + isin(arg(z))) = |z| (cos@+isinf) alors, par unicité de la forme
algébrique, cos(arg(z)) =cosf et sin(arg(z)) =sinf donc 6 = arg(z) [27]. O
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Ezxemples : 11 est conseillé de commencer par factoriser par le module.

o z=1—i=V2(J5 — i) = V2(cos(—m/4) +isin(—/4)),
r=vV12+12=+/2, 0=-x/4[27].
o 2=3i+3=3(1+1) = 3v2(cos(n/4) +isin(r/4)), r=3V2, 0O=mr/4[2n].

© z2=5—5iv/3=10 (% i @) — 10(cos(—n/3) + isin(—7/3)),

r=5V12+3 =10, 0=-r/32x].
o z=-11=11(—1) 4+ 0i = 11(cos(w) + i sin(7)), r=11, 6=mr[2n].

Propriété 6 Lien entre formes algébrique et trigonométrique
Soit  z=a+ib=r(cosf+isinf) un nombre complere non nul (r >0). On a :
s a=rcosb et b=rsiné.

- r=lg=Vatp?,

0 est défini 0 a t sing b
est défini par cos) = —— et sinf = ———.
P Va2 +b? Va? +b?
Démonstration : 11 suffit d’appliquer les regles de trigonométrie. ]

Exemples: © z=1+i\/3 r = \/12+\/§2:2, cosf = %, sinf = ‘/75 et 95%[277].
° z=06(cos § +isin]) :a:6005§:6§:3\/§:b.

4.2 Formules de trigonométrie

| Propriété 7 Fondamentale Pour tout réel a, on a  cos?(a) + sin?(a) = 1.

Propriété 8 Addition Pour tous réels a et b, on a :
cos(a+b) = cosa cosb—sina sinb | cos(a —b) = cosa cosb+sina sinb
sin(a +b) = sina cosb+sinb cosa | sin(a —b) = sina cosb—sinb cosa

Démonstration : Soient a, et b deux réels et soient les vecteurs unitaires (ﬁ’ = ?
et @ = ¢ dans le repére orthonormé (O; , 7) tels que (7 ; ?) =b[2n] et
(W) =al2n].

D’apres la relation de Chasles, on a

(7:d)=F:W)+(W;q)=-b+a=a—b[2n].

/_A Q ‘\Jr

Ona 7 z:’;z ie. z, = cos(b) + isin(b) et 7,
7 (62°9) ie. 2g = cos(a) + isin(a) . P
D’une part, 7 .q = cosacosb+ sinasinb. \ >
D’autre part, a—=b

P-d =PIl cos(F;q) =1x1cos(a—b). b
Ainsi, cos(a —b) = cosacosb + sinasin b. >
Pour cos(a + b), il suffit de changer b en —b. }
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Pour les sinus, on utilise  cos(§ — «) =sin(«) et sin(§ — ) = cos(x) :
sm(a+b)—cos((f—(a+b)—cos(g— )—b)
= cos(§ — a) cos(b) + sin(F — a)sin(b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

Pour sin(a — b), il suffit de changer b en —b. O
Ezemples :
: ; 2(1-/3
° cos 1T = cos (32 + 17) —cos4cos3 sin Fsin g = @% @73 = f(4f)
. 2(v/3-1
sinfy =sin (5~ F) =sinFeon ] —sinfeon§ = Y - ) = YAED

Propriété 9 Duplication Pour tout réel a, on a :
cos2a = cos?a —sina = 2cos?a—1=1— 2sin’a

sin2a = 2sina cosa

Démonstration : 11 suffit d’utiliser les formules d’additions et la formule fondamentale

de la trigonométrie. ]
. T —qin 28 — 94in & T _9V2V2 _
Ezemples : ° sin§ =sin 7 —2SIH4COS24—22 5= =1 ,
2 27 _gin27 — ()2 (B 1 _o9(l\2_ 1 _1_9(WB
° Cos 5 = cos” 3 81n3—(2) (2)— 5 —2(2) 1 =1-2(%).
Propriété 10 Linéarisation Pour tout réel a, on a :
2 1+ cos2a . 2 1 — cos2a
cos‘a = ———— sin“a = ——
2 2
Démonstration : 11 suffit d’utiliser les formules de duplication. ]
x V3
. 2 ¢ _ ld4cosg 1+ 1 V3
Ezemples: ° cos® {5 =—5 ¢ ="5> = 2f+ i
) ) _ l—cos(=%) _ 1-2 1 V2
° sin® (—§) = 2 =2 T2~ %

5 Notation exponentielle d’un nombre complexe

5.1 Définitions

Faisons un simple calcul introductif.
Soient 6 et #’ deux réels. On a, d’aprés le paragraphe précédent,
(cos@+isinf) x (cos @ +isin ') = (cosb cos @ —sin O sin §')+i(cos O sin 6’ +sin 0 cos §')
=cos(0 + 0') +isin(0 + ¢').
On observe donc une somme « se transformant » en un produit ce qui amene la
notation suivante.

Définition 5  Pour § € R, on note e* = cos + isinf c C.

En effet, d’aprées le calcul introductif précédent, on a bien :
i0 0" _ ei(9+0’)

e e’ Xe
o %% =cos0+isin0=1=e°,

- 1 cosf—isin® __ cosf—isinf __ ial __ 10
° ei& " cosf+isin@ cosO@—isin® ~ cos? 0+sin20 cosd isinf =e

= cos(—0) +isin(—0) = e .
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Ainsi, la notation exponentielle suit bien les régles de calcul des puissances
dans le cadre réel.

Remarque : arg(e”)=0[27] et |e?|=1 donc €’ €U
et méme, U= {e" /60 cR}.

[ME

Ezxemples : '™ = —1, e'z =1, e

Théoréme 2 Tout nombre complere non nul de module v et d’argument 6 peut

s’écrire sous la forme suivante, appelée notation exponentielle, z = re®®.

Dém. : Ceci découle de la forme trigonométrique  z = |z| (cosf + isin#). O
5.2 Notation exponentielle et opérations

Théoréme 3
Soient r et ' deux réels strictement positifs et soient 0 et 0’ € R.

On pose z=rel? et 2/ =1,
c z=re? =re? e [Z] = |#] et arg(z) = —arg(z) [27]
o 22 =rref@0) e |zz’| = |z]|2'| et arg(zz) = arg(z) + arg(z’) [27]
L z z
v pel((’_@ ) = % et arg (;) = arg(z) — arg(2’') [27].
o 2" =pnein? i.e. ”| =|z|" et arg(z") = narg(z) [27].

« D’ot la formule de Moivre [cos @ + isin 0] = cos(nB) + isin(nbh).

i | it . o0 —if
» Formules d’Fuler : cost)l = —— et sinf = ————
2 2
Démonstration : Les trois premiers points découlent du précédent calcul introduc-
tif de la notation exponentielle. La formule de Moivre est une simple réécriture de

2" = "™ cette derniére se démontrant par récurrence :

Zn-i—l — X 2 = rei@ % rneinG _ rn-i—lein@-i-i@ _ rn-i—lei(nll)@.
0 __ 10

Les formules d’Euler n’utilisent que la propriété e~ " =e". O

Remarque : La notation exponentielle d'un nombre complexe permet de retrouver
facilement les formules de trigonométrie démontrées précédemment.
En effet, ¢ =e %  redonne les propriétés de parité de cos et sin,
¢tei? = ¢i0+0)  redonne les formules d’addition,
efe? — ¢i(0=0) — ¢0i — 1  redonne la formule fondamentale cos? 0 +sin?6 = 1,
(€")? = 2%  redonne les formules de duplication,
les formules d’Euler redonnent les formules de linéarisation (et celles de degré su-
périeur),
et en dérivant formellement,
cos'(t) +isin’(t) = (e?) =ie' = icos(t) +i%sin(t) = —sin(t) +icos(t) = e!(t+3),
on obtient les dérivées des lignes trigonométriques en tournant de 5.
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Exemples : Si  z = \/?(cos T tisin}) = V2e'T et z9 = cos 5 tising = e's,
o z129 = V/2eiTE |z129] = 1 x V2 = /2, arg(z122) = T + % = 2 [271].
° %Z\/?e_i% : = :@:ﬂ7 arg(2) =7 — § = — 5 [27].
o 28 =16e%T =16 : 28| = v2° = 16, arg(2%) = 87 = 0[2n]
Si j=e€iT, |jl=1, 2= o FP=e¥T=1

Onaaussi (2P =e* =1 et L1=¢""% =;2=7  On connait donc toutes

J
les racines de 23 — 1.

La propriété suivante étend celle valable dans R avec la valeur absolue.

Propriété 11 Inégalité triangulaire
Pour tous nombres complexes z et 2, |z + 2’| < |z| + 2]

Démonstration : On a :
12+ 2> = (a+d")2+(b+V)? = a2 +2aa +a?+b>+2b0' +b% = |2 +2(ad’ +bb')+ 2.
Or ad + b =NRe(22') ‘zz" = |z| d
donc |2+ 217 < |2 + 22| [2'] + || = (|2 + |2'])*.
Nous avons utilisé le th. 3 ainsi qu’un lemme évident : VZ € C, Re(Z)<|Z|. O

2=z |z

5.3 Exponentielle complexe

Nous ne donnons ici qu’une définition (naturelle) de la généralisation de la fonction
exponentielle a tout le plan complexe.

Définition 6  Soit z € C. On pose exp(z) = e* = eNe(2) gim(z)

Autrement dit, et =e%e®  est de module e® et d’argument b [27].
Ceci prolonge bien Pexponentielle réelle : si  Jm(z) =0 alors €™ = 1 et
et0i = e 1 = 2,

En revanche, la définition d’un logarithme complexe est bien plus délicate. L’ar-
gument n’étant défini que modulo 27, les antécédents d’une exponentielle ne peuvent
étre unique. Et ce n’est pas le seul probléeme.
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Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O; , 7) dés que cela est
nécessaire.
Exercice 1 Placer les points A, B et C d'affixes respectives a=1+2i, b=-3—1
et ¢=3—2i puis déterminer |'affixe du point D tel que le quadrilatere ABC'D soit
un parallélogramme.

Exercice 2 Soient A, B, C D les points d'affixe respective z4 = 6 + 5¢, z = 7 + 21,
zc =10 +1i et zp = 9 + 4i. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD?

Exercice 3 Soient A, B, C et D les points d'affixe respective z4 = 3i—1, zg = 2+1,
zo=8—3ietzp=3—1.

1. Démontrer que les points A, B et C sont alignés.

2. Déterminer I'affixe du point E de I'axe des imaginaires purs tel que les droites (ED)
et (BC) soient paralléles.

Exercice 4 A tout point M du plan complexe d'affixe z, on associe le point M’ d'affixe
2" définie par 2/ = 224 2iz et I'on désigne par & I'ensemble des point M tel que
2z’ € R.

1. Démontrer que les points A(2 — i) et B(—3i) appartiennent a &.
2. Enposant z = x+iy, montrerque M € &  si, et seulementsi, xz(y+1)=0.
3. En déduire I'ensemble &.

Exercice 5  Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants.
(a) —3+4i (c) (3 —44)(vV/6—iv2)
(b) V6—iv2 (d) (V6+iv2)?

Exercice 6 Déterminer une forme trigonométrique (ou exponentielle) de chacun des
nombres complexes suivants.

(a) 3+3iv3 (g) (1—iv3)(1+1)

(b) —V2+iv2 (h) —cosg +ising

() 2-—2 (i) sin§ +icos§

(d) —3i () (cosZ +isin%)10

() -7 (k) (VZ—iV2)(—cos T +isinZ)
(f) 1 (1) (14 4)2012(1 — §)2018

EXERCICES
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Exercice 7  Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O; U 7) suivant.
Les points A, B, C, D, E, F, G, H, I et J ont pour affixes respectives z4, 2, zc, 2D,
2B, ZF, 2G, ZH, Z1 €t z;.
Dans cet exercice, on ne demande aucune justification.

1. Placer les points H et I pour zp =3+2i et z;y=4e's.

. Donner le module et un argument de zp.

2

3. Donner une forme trigonométrique de zp.

4. Donner une forme exponentielle de z4, z¢, zg, zF, zg €t z;
5

. Donner la forme algébrique du nombre complexe zp, puis la forme algébrique de
zr, le conjugué de zp. Placer alors le point F' correspondant.

Do h ]
. . . - .

. L . . .
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Exercice 8 Dans chacun des cas, représenter I'ensemble des points M dont I'affixe z
vérifie I'égalité donnée.

(a) Re(z) = -2 (f) arg(—z2) = —F [27]
(b) TIm(z) =3 (g) arg(iz) = 3 [x]

() |2[=4 (h) arg i | =7 [7]
@) [o—1/=2 | i(1+z

(e) arg(z) = % [27] () 1+2 €R

Exercice 9 Calculer (1+4)2, (14+4)* et (1+1i)%
Pour n € IN, M, est le point d'affixe (1 +4)".
Pour quelles valeurs de n € IN le point M,, appartient-il 3 I'axe des abscisses ?
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Exercice 10  On considere le nombre complexe 2z = (v/3 4+ 1) +i(v/3 —1).
1. Ecrire 22 sous forme algébrique puis en déterminer le module et un argument.
2. En déduire le module et un argument de z.

3. Déterminer la valeur exacte de  cos % et sin 1”—2

Exercice 11  Calculer les valeurs exactes des sinus et cosinus des nombres suivants.
T T 57 T e
(a) 12 (b) 12 (c) 12 (d) B (e) 24
Exercice 12  Déterminer une forme trigo. (ou expo.) de chacun des nombres complexes
suivants ot = € R.

(a) cos(x) + isin(x) (d) sin(x) + icos(x)

(b) cos(z) — isin(x) (e) 2sin(x) — 2icos(x)

(c) —3cos(x) — 3isin(x) (f)  —+V/3sin(x) — iv/3cos(x)
Exercice 13  Etudier la limite de la suite (z,)n définie par  z, = 1nr(ﬁ:gs) etz

Exercice 14  On pose z = pe'?.
Déterminer la forme exponentielle de —z, iz, —iz, z, —Zz, iz et —iz.

Exercice 15 Donner une forme exponentielle des nombres complexes suivants.

(a) —zieig (d) 6?2;77
—ie's —43
(b) (1—1) (e) A1
142
© VR

- . s i ;27
Exercice 16 Soient z; = ¢€'3, 29 =3¢ T et 23=+/2e73.
Donner une forme exponentielle des nombres complexes suivants.

(a) z122 (b) z—; (c) =} (d) 212023 (e) =23 (f) o

z2

Exercice 17  Ecrire z sous forme exponentielle et en déduire la forme algébrique de Z

1
et celle de — lorsque :
z

(a) z= lf—i (c) =z=3ie's
(6) == (1+iv3) @) ==-120%

Exercice 18 Soient p et ¢ € R.
1. Vérifier que p= Ef% 4 -4,
2. Montrer que e + ¢ = QCOS(%)eﬁTﬂ.
3. Montrer une expression analogue pour e — ¢,
4. En déduire une expression factorisée de cos(p) + cos(q), sin(p) + sin(q),
cos(p) —cos(q) et  sin(p) — sin(q).
5. Résoudre dans R I'équation  &: sin(2z) — sin(6z) = 0.

EXERCICES
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Exercice 19
Déterminer tous les entiers naturels n tels que (—v/3 + i)™ soit un imaginaire pur.

Exercice 20 Déterminer la forme algébrique des nombres suivants.

ix 5w _2m ;3w
a= 3e'6.e's c= e '3 +e'd

N
b= (ﬁe_l%) d= 4e= 5 — 2¢i%

Exercice 21  Déterminer la forme exponentielle du nombre  Z =1 +iv/3  puis en

déduire la forme algébrique des nombres 7’ = (1 +i/3)?,
Z"=(1+iV3)°+(1—-iv3)® et Z"=(1+iV3)>—(1—iV3)°.

Exercice 22  Soient A5 o; et Boys; dans le plan complexe.

Déterminer une mesure en radian de |'angle (7,@)

Exercice 23 Soit (u,,)y la suite définie par  wu,, = (%) :

Déterminer la forme trigonométrique de u,, en fonction de n.

Exercice 24 VouF. Pour chacune des implications suivantes, dire si elle est vraie,
formuler I'implication réciproque puis dire si cette derniére est vraie. Justifier.

(a) Si zeU alors z= %

(b) Si z=2 ou z=-z |alors |z| =]

() Soitz#0. Si % €eR alors zeR ou ze€iR.
Exercice 25 z est un nombre complexe non nul et 2/ = _72

1. Quelle relation lie les modules de z et 2’ ? Les arguments de z et 2’ ?

2. Dans le plan complexe, M est le point d'affixe z et M’ celui d'affixe 2/,
2* est le disque fermé de centre O et de rayon 2, privé de O et A est le point
d'affixe a tel que  |a| =2 et arg(a) = 7§ [27].

(a) Quel est I'ensemble des points M’ lorsque le point M décrit 2* ?
(b) Quel est I'ensemble des points M’ lorsque le point M décrit le segment [OA]
privé de O7?
Exercice 26 Nombres complexes de module 1

1. Soient z et 2’ € U. Montrer que 2z’ € U et, aprés avoir justifié son existence,

montrer que ; e U.

2. Montrer que z€U < z=1

3. Soient a, b et ¢ € U. Montrer que |ab+ bc+ cal = |a+ b+ ¢|.
4. Soit z € U. Caleuler |1+ 2> +]1 — z[°.
Exercice 27 Soit z € U.

1
1. Démontrer que z+ — € R.
z

IR
2. Démontrer que 22 — — €iR.
z
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Exercice 28 Pour tout nombre complexe différent de 1, on pose 2’ = Z—H Démontrer
que I'ensemble des complexes z tels que 2’ soit imaginaire pur est I'enze;ble U\ {1}.
Exercice 29
1. Soit = un réel.
(a) Développer  (cos(x) + isin(x))®.
(b) Exprimer cos(3z) +isin(3z) en fonction de cos(z) et sin(z).
(c) Montrer que  cos(3z) = 4 cos®(x) — 3 cos(z)
et sin(3z) = —4sin®(z) + 3sin(x).
2. Linéariser les expressions suivantes c.-a-d. les exprimer comme somme de sinus et
de cosinus d'argument nx.

(a) cos?(z) (d) cos?(x)sin(x) (g) cos?(z)sin®(x)
(b) sin?(x) (e) cos*(x)
(c) sin®(z) (f) sin®(z) (h) cos3(z) + 2sin®(x)

3. En utilisant les formules d'Euler, démontrer que pour tout réel x,

(a) cos(2z) = 2cos?(z) — 1 (b) sin(2z) = 2cos(z) sin(z).

™

3 3
4. Déterminer la valeur exacte de I = / cos*(z)dzx, J = / sind(z)dz et
0 0

K= /3 cos?(z) sin®(z) dz.
0

Exercice 30 A tout complexe z=a+ib, on associe exp(z) = e®.e™.
1. Vérifier que, pour tous complexes z1, z2, exp(z1 + 22) = exp(z1). exp(z2).
2. Déterminer la forme algébrique de  exp(2 + 3i).

3. Déterminer une solution de I'équation  exp(z) = 1 + 4v/3. En existe-t-il
d’autres?

Exercice 31 Spirale
Dans le plan complexe, on considere la suite de points M,, d'affixes z, définies par

) = 1

{ ot = (140%7) 20

1. Déterminer la forme exponentielle de ¢ =1+ z? et en déduire celles de z;
et de z».

2. Déterminer la forme exponentielle de z,, en fonction de n € IN.

3. Pour tout entier n, on pose  dy, = |zn4+1 — Znl-
(a) Interpréter graphiquement d,,.

(b) Calculer dy.

(c) Démontrer que, pour tout n € N,  zp419 — 2p41 = (1 + z@) (Zn+1 — 2n)-

EXERCICES
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(d) En déduire que (d,,) est géométrique et donner une expression de d,, en fonction
de n.

4. (a) Montrer que, pour tout n,  |zps1|” = |za|” + d2.
(b) En déduire que, pour tout entier n, le triangle OM,, M,, 11 est rectangle.

5. Comment construire la suite des points M, ?

Tournez jusqu’aux pages 293 et 297 afin de réaliser les devoirs n°s6 et 7.
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J’ai souvent tapé des formes exponentielles alors que des formes trigonométriques
étaient demandées : c’est bien plus court, préserve le bout des doigts et économise le
papier. Ne faites pas de méme le jour J.

Exercice 1 ABCD parallélogramme < C@:ﬂ
= d-c=a—-b <= d=a—-b+c=7+1.

Ou alors  Milieu[AC] = Milieu[BD] <= k¢ =24 —p

Exercice 2 Ona zgp=2—24=(7T+2i)—(6+5))=1-3i

et 255 =z0—2p=(10+i)—(9+4i)=1-3i = 203 donc A = DC' : ABCD
est un parallélogramme.

De plus, AB?=|z53|=12432=10 et

AD? = |2E| =|zp— 24> = |944i — 6 —5i]° =32+ (=1)2 =10

donc AB = AD : ABCD est un losange.

Puisque AC? = |2R|2 =|zc—za’ =10 +i—6 —5i]> =42 4+ (—4)2 =32 et
BD? = |ogp|’ = lop — 25 = |94+ 4i —7—2i]> =22 +2> =8, AC # BD :
ABCD n’est pas un carré.

V4

w
Ll
=
o=
=
o
O

Exercice 3

1L.Ona z2qp=2zp—2a=(02+i)—-(3i—-1)=3-2i
et zpg=zc—2p=(8-3i)—(2+1)=6—4i=2(2p — 24) = 223
donc l% = 21@ et les points A, B et C sont alignés.

2. Soit  zp=iy. Ona z2gp=2p—25=3—i(l+y).
Les droites(ED) et (BC) sont paralléles  ssi ED et BC colinéaires
ssi il existe A € R tel que BC = \FE
ssi ilexiste \€E Rtelque 6—4i=X3—i(l+y))=3x—Xi(l+y)
doll A=2 et -2i(l4+y) =-4i c-ad y=1: E(0,1).

Exercice 4 & ={M(z)/2 = 2>+ 2iz € R}.
1. Ona (2-i) = (2 2422 i)=4—di+P+4i-22=4-112=5€cR

donc A(2-1i)€
et (=31)' = (-3 ) +2i(—3i) =9 - 6i°=-9+6=-3€R
donc  B(-3i) €

2. Posons z=ux+1iy.
Ona 2/ =2%2+2iz=(x+iy)?+ 2i(x +iy) = 2% + 2ixy + (iy)? + 2ix + 2i%y
2= (2% —y? — 2y) +i(2zy + 27)
et Meé = Tm(z)=0 < 22y+22=0 < z2(y+1)=0.
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3. Ainsi, M(z+iy) €& < z=00uy+1=0é& £=P(x=1)U%(@y=

union de deux droites.

Exercice 5 Module des nombres complexes.
(a) |-3+4i|=+32+42=5
(b) W6—iv2[=v6+2=2V2
(c) 1B—4i)(V6—iv2)|=5x2v/2=10V2
(d) [(V6+iv2)*| = (2v2)? =
Exercice 6 Forme trigonométrique ou exponentielle.
(a) 3+3ivV3=6(}+ iz) =6e's

(b —\/_—H\/_—Q( fz) 2etT
() 2—2i=2V2(% i)—2fe—u
(d) —3i=3(—i)=3e""2

(e) —7T=7(-1)=7¢"

(f) 2= 3. =327

1—1 V2e T 2

—cos§ +isin% = cos(m — §) +isin(m — %) = ¢t
sin § +icos§ = cos(§ — §) +isin(§ — §) i

(cos 7 +isin %)10 (e'5)10 = "% = ¢

=2¢7'% T+ =26’ i
(l) (1 + )2012(1 _ 7:)2013 — [(1 + Z)(l _ i)]2012(1 _ Z) — 22012\/56_2-%

Exercice 7

)
)
)
)
)
g) (1—iv3)(L+1) =203 — i).Va(E + i) = 2261 5+D =231
)
)
)
)

(V2 —iv2)(—cos T +isin T) = 2(*2 — YL2i)(cos(m — T) + isin(r —

~1),

2. On lit sur le graphique que le module de zp est 6 car OB = 6 et qu’'un argument

de zp est 7 car I'angle orienté (W;OB) a pour mesure T Ainsi,
De méme pour les autres points.
3. zp = 2(cos(—2F) + isin(—3T)).
4, z4 = 4e°, 2o = 3’3, zp = 6e V%, zp = Gei%ﬂ, 2c = 4de?
zy = 6e'™
5 Onlit  zp =6(cos(3) +isin(3F)) = 6(—§ + 3i) = —3v/3 + 3i.
On en déduit que 23 =ZF = 6(— i — 1i) = —3v/3 - 3i.
Exercice 8 Lieux géométriques.
(a) fRe(z) = —2 : droite d'équation = = —2.
(b) Jm(z) =3 : droite d’équation y = 3.
(c) |z2| =4 : cercle de centre O et de rayon 4.
(d) |z—1]=2: cerlce de centre (1, 0) et de rayon 2.

zg = 6e'7.

et
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(e) arg(z) = 3 [27] : demi-droite issue de O et passant par (l @) privée de

2
I'origine.

(f) arg(—z) = —Z[271] <= arg(z) =7 — Z [2n] = 5 2] : demi-droite issue de
O et passant par (—@, % , privée de I'origine.

(8) iz==ze'? donc arg(iz) =arg(z) + § = L [n] <= arg(z) = 5 — I [n]
arg(iz) = %” [x] : droite passant par (—‘/75 , ‘/75) et ( ?) privée de O.

(h) 5= ﬁ = Ze\_ﬁz donc arg(;%;) = 7 (7] &= arg(z) = + ] [7]
arg(iz) = 7 [n] : axe des ordonnées privé de I'origine.

142 14z
= 14+4z2=—(142) < z+z2=-2 < 2%Re(z) = -2
<= Re(z) = —1 : droite z = —1 privée du point (—1,0).

() Powrsz-l pheR = = () = o

Exercice 9 Ona 1+i=+2¢'T donc (1+1i)?=2e%7 =2¢'% =24,
(1+d)r=(2i)’=-4 et (1+4)%=(-4)?=16.
Sinon, (1 +4)% =12+ 2i +i? = 24, (1—|—z)4:(2) —4
et (1+4d)8=(-4)2=16. Puisque (1+i)" =+/2" €™, M, appartient 3 I'axe
des abscisses si, et seulement si, ny = 0[r] <= % =0[1] <= n est un multiple de 4.
Exercice 10 z=(/3+1)+i(v/3-1).

L 22=(3+1)2+2i(vV3+1)(vV3—-1)— (V3 —-1)?

= 34+2V3+1-3+2V3-1+2i(3—1) = 4(v3+i). = 4 x 2(%2 + Li) = 8¢'5.
2.0na |22 =122l =8 donc |z| = 2V2 et puisque PRe(z) > 0 et
Jm(z) >0, ona arg(z)€]0;% ][ [2n]

Ainsi, arg(z) = §arg(2?) [27] = & [271].

NS I

V4

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

3. Alors, cos({5) = mfz(f) = \fjﬁl et sin(%) = Jm(z) _ v3-1

Exercice 11

(@) BT=3F+7%
donc  cos(1Z) = cos(Z) cos(Z) —sin(%)sin(%) = %? - ‘/ng = \/Ti(l —/3)
et sin(%%) =sin(%)cos(Z) + cos(%)sin(Z) = ‘5’72 + %@ = % V3+1)
6) H-%-3
donc  cos(f5) = cos(%) cos(%) +sin(F)sin(F) = %% + 734 = ¥2(1+3)
et sin(J5) = sin(%)cos(§) — cos(F)sin(§) = ‘5’72 - %% = %(\/3— 1)
() 22 =2-Z donc cos(3%)=sin(F%)="L(V3-1)

et sin*(§) = 1_0(;(%) 2_4\/5 d'ot  sin(g) = 2
() Tm=5—7% donc cos(77) = cos(57) cos(§
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et sin(Z}) =sin(53) cos(g) — cos(33)sin(F)

sin(Z5) = Y2(1+ V) Y22 va(y5 1)V
Exercice 12
(a) cos(z) +isin(z) = ™
(b

(
(

;

) cos(z) —isin(x) = cos(—x) +isin(—x) = e"®
c) —3cos(x) — 3isin(z) = 3(cos(m + x) + isin(r + x)) = 3"+
d) sin(z) +icos(z) = cos(Z —z) + isin(f —z) = ez~
) 2sin(x) — 2i cos( ) =2(cos(z — §) +isin(z — F)) = 2¢i(z—%)
)

(z
3sin(z) — iv3cos(z) = V3(cos(—z — ) +isin(—x — I)) = /3el(-o— %)

Exercice 13

(e
(f

Pourtoutn € N,ona |z,| = lnr(xg?’) = m%\r) . 0 par croissance comparée
donc  z, — 0. Par ailleurs,  arg(z,) =n{5; et arg(znq1) = arg(zn) + {5
La suite (z,,)w converge donc vers 0 en spirale.
Exercice 14 Pour z=pe?, ona —z=—1xz=¢"pe? = pe'?+m)

iz = €3 pet? = pet?+3),

—iz=—1x1iz= e pe i0+5) = pel0+5+m) — peil0=3)

Z = peif = m = p(cosf —isin 9):ﬂs(_9) +isin(—0)) = pe~i,

—zZ=—1pe” 0 _ eiwpe—iG = pei(w—G), iz = pei(0+g) _ pe‘i(9+%)
et —iz = pe—i(0+%)+i7r _ pei(%_g).
Exercice 15 Forme exponentielle.

(a) —2ie'5 = 2e i%ei5 = 257 3) = 2%

(b) (1 —1i)e’s =27 iels = /2712

3 iz
(C) eig — 36’ 7
(d) igziw = 3ei3 e~ = 3eito
e 5
(e) ¥ 2 F =) = 90i%F

iV3-1  2(—1+4i¥3)

(F) =20l — 2i(iE) = Lifs,

V3—i T 2¢7i6 T 2 V2
Exercice 16 Forme exponentielle.
(a) 2122 = €5 .3e71T = 3eliz (d) 3v2ei(E—5+F) = 3./261F
() 2= =l (&) (V26'F)! = 4ol =4’
() 23 = (eiF)} =i — _1 () 2= 3 =92
Exercice 17 Forme exponentielle et forme algébrique de Z et de %
() z=15="S0e"F, 2=t =SR2 +i)=3+3i
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PB4 = (2675)1 = 16¢'T = 16e° 7,

e o R LR T S L R
(d) 2= —12¢'T = 12e/meiT = 12¢~ 1",
z=12e"7 = 12(— %2 4 L2i) = —6v/2 + 6iv/2,
1_ 1 _ 1 s 2 2
T e ot T om tta
Exercice 18 Soient p et ¢ € R.
1. Ona R0 4 Pod = PROEPd = 20 =y et de méme, ¢= L2+ L2

2. D'oll et 4 et :el(pzq"'pzq) +el(q2p+q2p) :eZPZq elp2q +elq2p)
. . . p+ . p— . p— . . . p— - p— .
et el =l " (e’% —i—e_Zqu) e’ +e'l = (e’% + et "2t ) el 2t
_ i P=4 lp+q _ Py
= 20Re(e’ = e = 2cos(P5l)e" 2.

3. De méme,
;s P—g

P —e'l = (e’ T —e' 2 )eZ 7 =2iJm(e’ 2 )e' T = 2isin(EL)e' T .

4. cos(p) + cos(q) = Re(e™ + e'1) = Re(2 cos(252)e’*z") = 2 cos(Z52)Re(e! 2 ")
= 2 cos(E52) cos( 1),
sin(p) + sin(g) = Jm(e® + ') = Tm(2 cos(252)e’ 2" ) = 2 cos(252)Tm(e?"2")
= 2 cos(54) sin(2£9),
cos(p) — cos(q) = Re(e™ — ') = Re(2isin(L5%)e! 2" ) = 2sin(252)Re(ie’ =)
= —2sin(?57) sin(29),
sin(p) — sin(q) = Jm(e®? — %) = IJm(2i sin(pQ;q)eipTﬂ) = 2s1n(%)3m(i6i¥)
= 2sin(E52) cos(259).
5. Ona sin(2z) — sin(6z) = 2sin(25%%) cos(2££52) = 2sin(—2z) cos(4z)
sin(2z) — sin(6zx) = —2sin(2x) cos(4x) = —4sin(x) cos(x) cos(4dx) et
& sin(2z) — sin(6x) = 0 <= sin(x) = 0 ou cos(x) = 0 ou cos(4x)

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

= rv=0[rlour=F[rloudr=TF[n] <= z=0[F]oux 7
A b ik S i the dh LU IR =b b o 210

Exercice 19 On a 2= —V3+i=2(— f i3) = 2(cos(3F) +sin(3F)) = 2ei'6
donc 2" = 27T ¢ iR < n%”z%[w] = n=IL [rd]
= n—g[g] — n=32+kE keNetbn=23+6k.

L'équation 5n — 6k = 3 admet des solutions car 3 est un multiple du pged de 5 et 6 (qui
vaut 1, ils sont premiers entre eux). On a5 x 3 -6 x2=3donc (n, k) =(3,2) est
une solution particuliére et si (n, k) est une solution,ona 5n—6k=3=5x3-6x2
donc 5(n—3)=6(k—2). Puisque b5 et 6 sont premiers entre eux, 6|(n—3) et
n—3=6p dou n=3+6p (et k=2+5p).

Les entiers naturels n tels que z™ € iR sont donc {3,9,15,21, ...} = {3+ 6p/p € IN}.
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Exercice 20 Forme algébrique

c117

a= 3¢'%.eiF = 3eiEHT) =3¢ =3¢~ = 3(cos(—T) +sin(— 1)) = 3(L —il)
3v3 _ 3

33 _ 34

[
(™)

c= e tF 4elT = cos(—2F)+isin(— 2 ) +cos(2F) +isin(3F) = —%—Z@—%—HTQ
_ =12 2—V3
=—F - i

d= 4e”F —2e'% = 4(cos(—4F) +isin(Z)) — 2(cos(F) + isin(E))
— i h ) 20 41D = (2 VE) VB 1)

Exercice 21 Z =1+iV/3= 12+f(% %):2(%—&—@2)
7! =

Z = 2(cos( ) +isin(%)) = 2¢'5  donc (1+iv3)° =25 = (262%)5
7' = 32" = 32e7% —32(cos(—f)+zs1n( 7)) = 32(L —i¥%3) = 16 — 16iv/3,
72" = (14+iV3)5+(1—iV3)5 = 25+ 7 = Z°+ 75 = Z'+ 7' = 2Re(Z') = 2% 16 = 32
et Z"=(1+iv3)5 - (1—-iV3)® = 75 70 — 75 _ 75 — Z' — 7" = 2idm(Z")

Z" = 2i(—16+/3) = —32i/3.
Exercice 22 Ona zgp=2p-24=(2+ 5i) —(54+2i) = -3+3i de module
V32432 =3v2 donc 23 =3V2(— % ¥2) = 3y/2(cos(3F) 4 isin(3))
2ap = 3\/§ei% d’ou ( ,ﬁ) = 37”
Exercice 23 Ona 1w = 1“‘{5 = Q(iﬂ_?) — 2’8 = /2ei(5+%) = /26175

2
donc u, = (H22)" = up = (V26T )n = V3"l =\/§ (cos<7—2>+zsm<7—2)).

Exercice 24 VouF ?

W[

(a) Si zeU, alors z= Vrai car |zl =1 donc |z =2z2=1
doncz =1

z
Si z % alors ze€ U: Vraicar

z=l=|sP=2z=1=|2|=1=2€U.
(b) Si z=2' ou z=-z alors |z|=]72|: Vraicar |—z|=]z|
Si |z|=17] alors z=2" ou z=—2": Faux. |i|=|1|=1 parexemple.

() 2=195 = ecR < 20=0[r] = 0=0[3]
<= z€R ou ze€iR. Vraiet réciproque.

Exercice 25 240 et 2 =72
1.Ona 2z2/=-2=2¢" donc |[2]]Z/|=2 ie []= % et
arg(z) + arg(z’) = 7 [27].
2. (a) Si M décrit 2%, |z| décrit]0;2] donc |2'| décrit [ 3 ;400 [=[1;+00]
et arg(z) € | —m;7] tout comme arg(z’). Le point M’ décrit donc I'ex-
térieur du disque de centre O et de rayon 1.
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(b) Si M décrit |OA], |z| décrit ]0;2] donc |2'| décrit [1;+o00[ et
arg(z) = 7 [2n] donc arg(s’) = 7% [2n] = 37 [27]. M’ décrit la demi-
droite issue de (—‘/75, ‘/75) passant par (—3, 3).

Exercice 26 Nombres complexes de module 1

1. Soient zet 2/ € U. On a |z| = |2/| = 1 donc |z2'| = |2|.|%
Puisque |2'| =1, 2’ # 0 et % est définie. De plus, =

z
2

2.0na 2eU < |z]=1 < [2/°=1 < 2z=1 = z=1
3. Soienta, betccU.Ona |a|=1|b|=|c/]=1 donc aa=0bb=cc=1.
lab+ be + cal® = (ab+ be+ ca)(ab+be+ca) = (ab+ be+ca)(ab+ be+ ca)
= abab—|—abbc—|—abca—|—bcab+ bebe - beea + caab + cabe + caca
= |ab]® + |be|” + |cal® + abbe + aabc + bbea + abcz + caab + ccab
= 124+ 12+ 1% 4 ac+ bc+ac+ ba + cb + ab
Deplus, la+b+c® = (a+b+c)la+b+c) = @+b+e)(a+b+c)
= aa@+ bb+ ¢+ ba + ca + ab + cb + ac + be
= 12412+ 12+ ba+ca+ab+ cb+ ac + be
Donc |ab+bc+cal> =|a+b+cf> et |ab+be+cal =|a+ b+
4. Soitz€U.Ona [z|=1 et
L+zP+1—2" = T+2)1+2)+1-2)(1-2)
= (142)(1+2)+(1-2)(1—2) = 1+2+2z+2z+1—2—2+22
= 2427 = 2422 = 242 = 4.

Exercice 27 Soit z = ¢ € U.
1L Ona z+-=e4 — =e e =¢f 40 = 20Re(e) € R.
z er
2.0na 22— = — — =20 _ 720 — 210 _ 20 — 2iJm(e??) € iR.
z e

Exercice 28  Soit z # 1.

Ona 2 €iR < 2 =-—

) z+1:z+1

z—1 11—z
= Z+1H)(1-2)= (z+1)(z—1 = zZ- zz—}—l—z—zz—z—}—z—l
= 2272=2 < |z]’=1 <= 2z U(\{1}).

Exercice 29

1. (a) [cos (z) +isin (z)]* = [cos (z) + isin (z )] X [cos( ) + isin ()]
= [cos? (z) + 2i cos (x) sin (z) — sin® (z)] X [cos (x) + isin (z)]
= cos?® (x) + 3i cos? () sin (z) — 3 cos (:v) sin? (z ) —isin® ().
(b) A I'aide de la formule de Moivre, on a
cos (3x) + i sin (3z) = [cos () + i sin ()]
(c) D’aprés les questions précédentes, on a
cos (3z) + isin (3x)
= cos® (z) — 3 cos (z) sin® (z) + i [3cos? () sin (z) — sin® (z)].
Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient
cos (3z) = cos® (z) — 3 cos () sin® (z) = cos® (z) — 3 cos (z) [1 — cos? (z)]

V4

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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donc  cos(3x) = cos? (z) — 3 cos (x) + 3cos® (x) = 4 cos® (z) — 3 cos (z),
sin (3z) = 3 cos? (x) sin (z) — sin® (z) = 3 [1 — sin® (z)] sin (z) — sin® (z)
et donc  sin(3z) = 3sin () — 3sin® (x) —sin® (z) = —4sin® (x) + 3sin (z).
Ona cos(z) =<+, Donc
cos? (z) = [cim_;c;m]z _ [ei%]? 425 x:*“”—&-[e*”]z _ 62“”+2Z-e*2”
221z+672iz
— 35— +1 _ cos(2z)+1
= = S
Ona sin(z)= % Donc
Sin2 (x) _ [eiz_;z—iz]? _ [eiz]Q_Qeiz X:—iz_'_[e—iz]? _ 621_1_2:6721_1
_ M—l _ sin(2z)—1
= 2 = 2
ie_o—iz]d 3iz _ iw iz —iw_ —iw_ —3iz
Ona sin®(z) = L (2;3 = e=e A_2eOeA +E§(;€A +e. =
SinS(JL‘) _ e3i:_e—3i:c__,’_8?;efiz_3eiz _ 63”722’3” :Z’X 6“”72(;,*”5
_ sin(3z)—3sin(z) _ —sin (3z)+3sin (z)
= = = 1

Ona cos?(z)sin(z) = [1 - sin® (z)] sin (z) = sin (z) — sin® ().

D’aprés la question précédente, cos? (z) sin (z) = sin (z) — —sin (32)+3sine

cos? (x) sin ((E) __ 4sin (m)+sin4(3£)—3 sinz _ sin (x)—tlsin (3z) *
; x4
i p i
On a _cos4 (JL‘) :4(T). . | -
Or (6”4—6_11) — (ez:c +e—zz) X (ez:c +e—zz)
(eiw + e—i:v)4 — (641'1 + 6—41'1) +4 (6211 + e—sz) +6 et donc
diz | —diz 2iz | —2iz ) )
4 _ (e “+e )+4(e “+e )+6 1 41:+ —dix 1 21:+ —2ix 3
cos (x)_ g><e 2e +§Xe 2e +§

( 16
= 1 cos(4x) + 1 cos(2x) + 3.

- —iz\D
(ezz —e zx)
321
et (eiz _ e—iz)5 — (651'1 _ e—Siw) _5 <e3iz _ —311) + 10 ( _ e—iw)

. i \5
(el.t_c 1.3)

De méme, on a  sin® (z) =

donc sin® (z) = *—5—— = 15 sin(bz) — = sin(3z) + 2 sin(z).
On a d'une part, cos? (z) = M
et d’autre part, sin? (z) = L) —i sin (3$) + 3 sin ().
D'ott, cos? (z)sin® (JL‘) = w x (—%sin(3z) + 2sin (z ))
cos? (z)sin® (z) = —4 sin (31:) cos (2z) + 3 si ( ) cos (2x) — ¢ sin (3z)
+ $sin (z).
On a d'une part, sin® (z) = —%sin (3z) + 2 sin (z)

iT —ix 3
et d'autre part, cos®(z) = (%) = 1 cos(3z) + 3 cos ().

Do, cos® (z) + 2sin® (z) = 1 cos (3z) + 2 cos (z) — £ sin (3z) + 3 sin (z).

6213: +e—21:c

Pour tout réel x, d'apres les formules d'Euler, on a  cos(2z) = 5

(e”)2+2(67m)2 _ [cos (z)+i sin (x)]?+[cos (—x)+isin (—x)]?

donc cos(2x) = 5
[cos (z)+i sin (x)]*+[cos (z)—isin (z)]? _ 2 cos? (z)—2sin? ()

cos(2x) =
= cos? (x) —sin? (r) = 2cos’z—1 car cos?(z)+sin? (z) = 1.
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(b) De méme, sin(2z) = 62”_21?_2” — dicos (;) Sin(#) — 9 cos (x) sin ().

4. « D’aprés les formules de duplication, on a  cos (2x) = 2cos? (z) — 1
cos? (z) = % qui est une fonction continue sur R. Ainsi,

3 . T
I= /0 cos? (z) dx = /0 cos(a) 4 1y = [—Smfz) + %x]oa = 3v34dm
* On avu ci-dessus que  sin® (z) = —1 sin (3z)+ 3 sin(z)  qui est une fonction
continue sur R donc

J = / sin®(z) do = / —1sin(3z) + 3 sin (z) dz
_ |:}1 coséSz) ZCOS( )] _ %

+ On a cos? (r) = 1 —sin? (z) donc, pour tout = € R,

cos?(z) sin®(z) = sin® (x) — sin® (z).  On sait que

donc

R

@l

(=)

sin® (z) = — 1 sin (3z) + 2 sin (z)
et sin® (z) = 5 sin(bx) — = sin(3z) + 2 sin(x)
donc 0052 () sin®(z) = — % sin (3z)+3 sin (z) — 75 sin(5z)+ 55 sin(3z)— 2 sin(xz)
cos? s1n3( ) = —% sin(5z) + 16 sin(3z) + § sin(z) et
K = / cos?(x) sin®(z) daz = /3 — e sin(5z) + {5 sin(3z) + § sin(z) dx
0
= [15% cos(5z) — 155 cos(3x) —  cos(z)] F = — 155

Exercice 30 A tout complexe z = a + b, on associe  exp(z) = e.e®.

1. Pour tous complexes z1, 22, on a
exp(z1 + 2z2) = exp(ay + iby + ag + ibs) = exp((a1 + az2) + i(by + b2))
— 6a1+a2.6i(b1+b2) — eal.eibleaz.eibz

= exp(a1 + ib1) exp(az + ib2) = exp(z1). exp(22).
2. Ona exp(2+3i) =e%.e = e?cos(3) +ie? sin(3).
3.0na  1+4V3=2(5+ z‘/Tg) = @ 5 = exp(In(2) +4Z) = exp(z)  pour
z=In(2) +i%.
Le module d'un complexe est unique mais I'argument est défini modulo 27 donc
les nombres complexes solutions de  exp(z) = 1 +iv/3  sont de la forme

In(2) +i(§5 +k27m) oukeZ

- . 20 = 1
Exercice 31 Spirale : { P (1+i73) .
2
1. Ona |q|2=‘1+i‘/75 =12+(‘/§)2=1+3=% donc |q| = %—%
e q=14i%= Z08 x 14 g wig) = Z05 +30)
9 S i
(I—ﬁ( ¢

n
2. Pour tout entier naturel n, posons £, : z, = (\%) e™'s .

ol

0
e Ona z=1=1x1= (%) €0t P est vraie.

V4

)
(NN |
=
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oc
o
O
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* Supposons &, vraie pour un certain n € IN. On a
— VBY , g o 2gin, 2 i (2 \" niz
Zn+1—<1+13 Zn = q2n = g€ 02 = e 7)€
9 n+1 (n+1)iz
J— n 1= H
Zntl = (75) e 6 et P41 est vraie.
o 2, est vraie pour tout entier naturel n.

Sinon,  z,41 = qz, donc (z,) est géométrique (complexe) de raison g € C et
de premier terme zg = 1 donc  z, = ¢" pour tout n € IN.

. (a) On a Zn+1—Zn:ZMn+1—ZMn :Zm
donc dn = |znt1 — 20| = || MnMpt1|| = M M,41  est la distance entre
les deux points M, et M, 1.
(b) On a do:|z1_z0|:|q_1|:‘1+¢§—1‘:Ng‘:@.

(c) Soit n € IN. On a
Znt2 = Zntl = QZni1 — @Zn = Q(Znp1 — 2n) = (1 + Z?) (Zn+1 — 2n)

(d) Ainsi,  dni1 = [2n42 — Zns1| = [@(znt1 — 20)| = ] |2n+1 — 20| = %dn :

(dy) est géométrique (réelle) de raison \% et de premier terme dg = \/?g donc,

n
pout tout entier n, d, = @ (%) )
2
2 2 2.2 2 2 2 2
(8) Jzat1l” = lazal” = [0l 12al” = 3 20l® = 2+ § |2l = |2+ 3 ((Z))
2 2 2
2 2 2
= |zn|” + (?) ((%)”) =|zp|” + (?(%)”) = |zn|” + d?
(b) Pour tout n € N, |2n| = |20 — 0] = ‘ZW‘ — OM, et I'égalité précé-
dente peut s'écrire OM?2,, = OM?2 + M, M2, : le triangle OM,, M, 1,
est donc rectangle en M,,.

Pour tout n € IN,  arg(z,) =ng donc le point M, est situé sur la demi-droite
9! passant par l'origine et par le point d'affixe ¢™'s. Ces demi-droites sont au
nombre de douze. Supposons le point M,, placé. Puisque le triangle OM,, M,, ;1 est
rectangle en M, le point M, ; est donc situé a l'intersection de la demi-droite
P}, 41 et de la perpendiculaire a 7], en M, Il suffit maintenant de placer My(1)

et d'appliquer cet algorithme.
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Deuxieme chapitre d’arithmétique de l'année dans lequel de grands noms de
mathématiciens apparaissent : Euclide, Gauss, Bézout, Diophante. L’arithmétique
est une des plus anciennes disciplines des mathématiques et des savants exceptionnels
s’y sont illustrés.

On rappelle quelques notations : IN désigne ’ensemble des entiers naturels, Z celui
des entiers relatifs, [m ;n] est ensemble des entiers compris entre les entiers m et
n, D(a) est Pensemble des diviseurs de a, D (a, b) = D(a) N D(b) et p|q signifie que
p est un diviseur de q.

Nous traiterons souvent des cas de nullité des nombres entiers mais cela nous sera
rarement nécessaire en pratique.
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1 Plus Grand Commun Diviseur

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Pour tout a € Z*, on a toujours 1|a, ala et sip]a, alors|p| <lal.
En revanche, cette derniére propriété est fausse si a= 0 puisque tout entier divise 0.

Définition 1 PGCD

Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls.

L’ensemble des diviseurs communs a a et b est une partie non vide et majorée de Z, qui
contient donc un plus grand élément appelé Plus Grand Commun Diviseur de a et b
et noté PGCD (a, b) (ouaNb).

Par commodité, on posera  PGCD(0,0)=0.

En effet, on a toujours 1€ D (a,b) = D(a) N D(b)
et VpeD(a,b), p<lal(et]d]).

Ezemple : D(9,15)=D(9)ND(15) ={-3;-1;1;3} donc PGCD (9, 15) = 3.

Propriété 1  Soient a et b deux entiers relatifs. On a

« PGCD(b,a)=PGCD (a,b), « PGCD(0,a) = lal,

« PGCD(a,b)<l|a] sia#0, * PGCD(a,b)>1 siab#0,

« PGCD(a,b)=PGCD(|al, |b]), * alb ssi PGCD(a,b)=]dl,
« PGCD(1,a)=1, « PGCD(a—b,b)=PGCD (a,b).
Démonstration :

« PGCD(b,a)=PGCD(a,b)

puisque D)(a, b)=D(a)ND()=Db)ND(a)=D(b,a).
* PGCD(a,b)<la| sia#0 puisqu’alors, pour tout p € D(a), p < |al.
* PGCD(a, b)=PGCD(|a|, |b|) puisque |c| et ¢ ont les mémes diviseurs.
« PGCD(1, a)=1 puisque D(1) = {£1} et 1]a.
* PGCD(0, a) = |a|] puisque PGCD (0, a) < |a et |a| divise a et 0.
)

« PGCD(a,b) > 1 puisque 1|aet 1|b (saufsi(a,b)=(0,0) de PGCD nul).
* a divise b ssi PGCD (a, b) =|a|] : Si PGCD (a, b) = |al|, |a| divise b donc a|b.
Réciproquement, si a|b alors |a| divise b et |a] < PGCD(a,b). Puisque
PGCD (a, b) < |a|, on a bien PGCD (a, b) = |al.
* Méthode de la soustraction. Notons u = PGCD (a—b,b) et v=PGCD (a, b).
Onaula—>betulbdoncul(a—b)+b=aetu<PGCD(a,b)=n0.
De méme, v|a et v|b donc v|la —bet v < PGCD(a—b,b) =u.
On se restreindra souvent a I’étude du PGCD pour des entiers positifs, leurs
opposés ayant les mémes diviseurs.
Evemple : PGCD (431, 439) = PGCD (431 — 439, 439) = PGCD (8, 439) = 1
car 439 est impair.

]
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1.2 Algorithme d’Euclide

On considere dans cette section deux entiers naturels non nuls a et b tels que
a > b et 'on désigne par q le quotient et par r le reste de la division euclidienne de
aparb: a=bg+r avecO<r <b

Propriété 2 Avec les notations précédentes, on a  PGCD (a, b) =PGCD (b, r).

Démonstration : Soit d un diviseur commun & a et b. On a a = bg+r donc
r =a—bg, combinaison linéaire entiere de a et b donc r est divisible par d et d est
un diviseur commun a b et r.

Réciproquement, si d est un diviseur commun & b et r, il divise la combinaison linéaire
entiere bq + r et dla.

Ainsi, les diviseurs de a et de b sont exactement ceux bet der: D (a,b)=D (b, r
Ces ensembles donc le méme plus grand élément : PGCD (a, b) = PGCD (b, r).

FEzxzemple : 552 =60 x 9+ 12
donc PGCD (552, 60) = PGCD (60, 12) =PGCD (12 x 5, 12) = 12.

)
Ol

Dans son livre viI des Eléments, Euclide décrit en 1’an 300 av. J.-C. P'un des plus
vieux algorithmes de I’histoire de I’Humanité. Il est vrai qu’il n’avait pas la touche
MATH, option NBRE d’une calculatrice mais cet artifice, bien qu’efficace, n’est
pas pleinement satisfaisant pour les mathématiciens que nous sommes. Voici donc ce
que nous a donné Euclide le grand.

Propriété 3 Algorithme d’Euclide
On définit par récurrence la suite des entiers ro, 71, ..., Iy par :
* 1o est le reste de la division euclidienne de a par b ;
Sirg =0, on pose r, =0Vn €N et PGCD (a, b) =b.
Sinon
Tnt1 = le reste de la division euclidienne de r,_1 par ry, sir, #0 (r_1 = b)

ny1 =0 sty =0.
Cette suite est alors nulle a partir d’un certain rang et la derniére valeur non nulle
prise par cette suite est le PGCD de a et b.

Ezemples: o Ona 1551 =132x11+4+99, 132=99x1+33, 99=33x3+0
donc PGCD(1551,132)=33. Ona 1551=33x47 et 132=33x4.
°© 450 =198 x 2+54, 198 =54x3+36, 54=36x1+18 36=18x2+4+0
donc PGCD(450,198)=18. Ona 450=18x25 et 198=18x 11.

Démonstration: Ona 0<ro<b et PGCD(a,b)=PGCD (b, ro) dapres
la propriété 2.

Sirg=0,onaalors PGCD(a,b)=PGCD(b,0)=05b etl’on a obtenu ce que
I'on voulait.

Sirg # 0 et n € IN. Supposons que ’on a construit rg, r1,..., r,—1 non nuls et r,
tels que, pour tout k € [1;n—1], rgy1 est le reste de la division euclidienne de
Tk—1 par 7.

On a alors, par construction 0<r, <7rp_1 < ... <Tpp1 <71 < ... <b
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et PGCD (a, b) =PGCD (b, rg) =...=PGCD (7, rg—1) = ... PGCD (rp_1, 7y ).
Sir, =0, alors r,11 =0 et PGCD (7,—1, r,) =PGCD (r,-1,0) =7p_1.
Si 7, #0, alors le reste 7,41 de la division euclidienne de r,_; par r, vérifie
0 <rp<...<bd
et PGCD(a,b)=PGCD(ry_1,7,)=PGCD(r,, rnt1).
Par récurrence, on en déduit que (r,) est une suite d’entiers naturels bien définie
strictement décroissante jusqu’a son premier terme nul. Soit alors r,, ce premier
terme. Il vérifie r,, =0, 7p,-1 >0
et PGCD(a,b)=PGCD(rg,r)=PGCD (rpny-1, Tny )

PGCD (a, b) =PGCD (rpy—1,0) = rng—1- O

1.3 Corollaires de I’algorithme d’Euclide

Propriété 4  Soient a, b et k trois entiers naturels.
Ona PGCD (ka, kb)=kxPGCD(a,b).

Démonstration : Si o= Rg+r avec 0<r<p, ka=k(Bg+r)=*kPpqg+kr
avec 0< kr<kf donc (kP)g+kr estbien la division euclidienne de ko par
kB et son reste est kr. Ainsi, dans 'algorithme d’Euclide associé a ka et kb, la suite
des restes (77,) est celle des restes multipliés par k de 1’algorithme d’Euclide associé

aaetb: 71, =kr, Ledernier reste non nul, r;, _, = PGCD (ka, kb), est donc
k.rny—1, le PGCD (a, b) multiplié par k. |

Remarque : Si a, b et k sont relatifs, on a facilement
PGCD (ka, kb) = |k| x PGCD (lal , |]).

Ezemple : PGCD (210, 462) = PGCD (2.3.7 x 5, 2.3.7 x 11)
PGCD (210, 462) = 2.3.7 x PGCD (5, 11) = 42 x 1 = 42.

Propriété 5  Soient a et b deux entiers non simultanément nuls.
d est un diviseur commun ¢ a etb  ssi  d divise PGCD (a, b).

Démonstration : Soient a et b € Z non simultanément nuls et soit d € D (a, b).
Montrons par récurrence que d divise tous les termes de la suite des restes de I’algo-
rithme d’Euclide associé a a et b.

Ona a = bg+r et par hypothése, dla et d|b donc d|bg et
dlr =a—bg=rg.

Supposons que d|ry pour tout k € [0;n]. Ona 7r,-1 = rpgn+1 + rny1 donc
Th4l = Tn—1 — Tnqn+1 qui est divisible par d par combinaison linéaire entiere de
deux entiers divisibles par d.

Ainsi, d|r, pour tout n € IN. En particulier, d|r,,—1 = PGCD (a, b).
Réciproquement, si d|PGCD (a, b), alors d divise tous les multiples de
PGCD (a, b), en particulier a et b puisque PGCD (a, b) divise a et b. |

Ezemple : Puisque 14|42 =PGCD (210, 462), ona 14]210 et 14]|462.
Puisque 22/42, ona 22 /210 ou 22 [462 c-a-d. 22¢D (210, 462).
Attention, il divise toutefois I'un, 462 (mais pas 'autre, 210).
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Propriété 6  Soient a et b deux entiers non simultanément nuls. L’ensemble des
diviseurs communs & a et b est Uensemble des diviseurs de PGCD (a, b) :

D(a,b)=DPGCD (a,b)).

Démonstration : Ceci n’est qu’une simple réécriture de la propriété précédente. [l

Ezemples : o D (210, 462) = D(PGCD (210, 462)) = D(42) = D(2.3.7)

D (210, 462) = +{1;2;3;6;7; 14; 21; 42}.

o Cherchons les entiers naturels n inférieurs a 450 tels que  PGCD (n, 270) = 45.
On a 45|n donc il existe m € IN tel que n = 45m. Puisque n < 450, m < 10.
De plus, 45=PGCD (n,270)=PGCD (45m,45x 6) =45 x PGCD (m, 6)
donc PGCD(m,6)=1 et me{l;5;7}. Puisque
PGCD (1x 45,6 x 45) = PGCD (5 x 45, 6 x 45) = PGCD (7 x 45, 6 x 45) = 45,
les entiers recherchés sont bien 45, 225 et 315.

2 Nombres premiers entre eux
2.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2  Deux entiers relatifs non nuls a et b sont dits premiers entre eux,
ou copremiers, lorsque leurs seuls diviseurs communs sont —1 et 1 c.-d-d. lorsque
PGCD (a,b)=1.

On dira aussi que a est premier avec b et que b est premier avec a.

Ezemples :  ° 18 et 35 sont premiers entre eux car D(18) = +{1;2;3;6;9;18} et
D(35) = +{1;5;7;35} donc PGCD (18, 35) = 1.

o 42 et 63 ne sont pas premiers entre eux car 7|42 et 7|63 donc
PGCD (42, 63)> 7 > 1.

Remarque : Si p et g sont deux nombres premiers distincts (cf. chap.IX p.219), alors
p et ¢ sont trivialement premiers entre eux.

Reprenons alors une définition bien connue et tres utile. En effet, le comble pour
un irréductible mathématicien n’est-il pas se faire piquer sa moitié par un tiers dans
un car?

Définition 3  Soient a un entier relatif et b un entier relatif non nul.
On dit que la fraction § est irréductible si les entiers a et b sont premiers entre eux.

Ezxemples : % est irréductible car PGCD (18,35) =1 et % n’est pas irré-
ductible car PGCD (1551, 132) = 33 # 1.

Propriété 7 Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Sia’ et b sont les entiers tels que a = o'.PGCD (a,b) et b = b.PGCD (a, b),
alors a’ et b sont premiers entre eux.

Réciproquement, s’il existe deux entiers relatifs premiers entre eux a’ et b’ et un entier
naturel d tels que a=d'd et b=¥bd, alors d=PGCD(a,bd).
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Démonstration : Soient d=PGCD(a,b), d =PGCD(a’,V) et ky, ks tels
que d =kid, b =kyd. Montronsqued = 1.

Ona a=dd=kFk(dd) e b=>bd=kydd) doncdd est un diviseur
commun a a et bet dd <PGCD(a,b)=d. Puisqued>0,ona d =1 et
les entiers a’ et b’ sont premiers entre eux.

Réciproquement, PGCD(a,b)=PGCD (d'd,t'd)=d.PGCD (a’,V')=d1=d
car a’ et b’ sont premiers entre eux. |

Ezemples : o PGCD(210,462) =42 etlonabien 22 =5 et 312 =11
premiers entre eux.

° Ona 42=7x6 et 63=7x9. Pusque PGCD(6,9) =3 # 1,
PGCD (42, 63) £T7.

o Ona 42 =21x2 et 63 =21x3. Pusque PGCD(2,3) =1,

PGCD (42, 63) = 21.

2.2 Théoréme de Bézout

Voici un fameux théoréme d’existence (mais pas d’unicité). Il porte le nom
d’Etienne Bézout, mathématicien francais du XVIII®s. qui a généralisé un résultat
déja démontré un siécle auparavant.

Théoréme 1 Théoréme de Bézout Soienta et b deux entiers relatifs non nuls.
a et b sont premiers entre eux
ssi il existe deux entiers relatifs u et v tels que  au + bv = 1.

Démonstration : On pose d = PGCD (a, b) et 'on considére des entiers u et v tels
que au + bv = 1. On sait que d|a et d|b donc, par combinaison linéaire entiere, d
divise au +bv =1 d’ou d =1 : a et b sont premiers entre eux.

Réciproquement, supposons que PGCD (a, b) = 1. On désigne par FE ’ensemble des
entiers strictement positifs qui peuvent s’écrire sous la forme au + bv.

E n’est pas une partie vide de IN* puisque |a +b| € E : en effet, [a+b| = a + b ou
la+b=—(a+b)=—-a—bet |a+bl >0 car a # —b (a, b premiers entre eux).
Etant non vide, £ admet un plus petit élément que I’on note ¢ € IN*, élément pour
lequel il existe deux entiers relatifs u et v tels que ¢ = au + bv.

Supposons a > 0. On a ¢ < a car a = la+ 0b € E. La division euclidienne de a par ¢
donne alors a = ¢q + r donc a = (au + bv)g+r et r = a(l — qu) — bvg = aU + bV
Si maintenant r > 0, alors r € FE et r > ¢, plus petit élément de FE, ce qui est
contradictoire avec la définition de r en tant que reste d’une division euclidienne par
c:0<r<cDoncr=0eta=cqg:cla.Sia<0,ona—a=—-1la+0beE et
¢ < —a : on divise alors —a par ¢ et on obtient de méme ¢| — a d’ou c|a.

En divisant b par ¢, on obtient de méme, c|b et ¢ est un diviseur commun a a et b.
Puisque ¢ > 0 et PGCD (a,b) = 1,0on a c=1 € E. Ainsi, il existe u et v relatifs
tels que au + bv = 1. ]

Remarques : + Sil'on a ua+ vb =1 (avec u et v non nuls), alors u et v sont aussi
premiers entre eux, tout comme a et v ainsi que u et b.
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Par exemple, ona 7x3—5x4=1 donc (7;5), (7;4), (3;5) et (3;4) sont des
couples d’entiers premiers entre eux.

* Deux entiers consécutifs sont toujours premiers entre eux.
Eneffet, 1x(n+1)—1xn=1

Ce théoreme donne une condition d’existence mais ne donne pas de méthode de
détermination des entiers u et v. Traitons un exemple pour voir comment 1'on peut
procéder.

Exemple : 29 est un nombre premier et 26 n’est pas multiple de 29 donc 29 et 26
sont premiers entre eux. Cherchons les entiers relatifs u et v tels que 29u + 26v = 1
en appliquant algorithme d’Euclide :

(E1):29=1x26+3, (F2):26=3x8+4+2 et (FE5):3=2x1+1.

D’apres (E3), 1=3—-2x1 et d’apres (F2), 2=26—-3x8

donc 1=3-(26—-8x3)x1=3x9-26x1. Dapres (E;), 3=29-1x26
donc 1=(29-1x26)x9—-26x1=9x29—-9x26—1x26=9x29—10x 26
et 'on a obtenu v =9 et v = —10 (qui sont premiers entre eux).

Il s’avere que —17 x 29 4+ 19 x 26 = 1 aussi, tout comme 35 x 29 —39 x 26 = 1 et ’on
voit que le couple de premiers entre eux (u, v ) est loin d’étre unique.

La méthode mis en ceuvre ici consiste a appliquer l'algorithme d’Euclide afin de
connalitre la suite des restes successifs puis de le remonter en exprimant ces restes en
fonction des restes précédents.

Nous pouvons enfin donner un critere d’inversibilité modulaire.

Propriété 8 Soient m un entier relatif et n un entier relatif non nul.
m est inversible modulo n  si, et seulement si, m et n sont premiers entre eux.

Démonstration : 3w € Z, mx =1[n] < 3(z,y) €Z* mx=1+ny
< I(x,y) €Z* mr+n(-y) =1
< PGCD(m,n)=1 dapres le théoréeme de Bézout. O

FEzxzemple : On cherche un éventuel inverse de 30 modulo 23 c.-a-d. un entier n tel

que 30n =1/[23].

Puisque PGCD (30, 23) = 1, il existe n et p tels que 30n+23p =1 c.-a-d.

30n = 1 —23p = 1[23] : 30 admet donc bien un inverse modulo 23. L’algorithme

d’Euclide donne 30=23x147, 23=7x3+4+2, 7=2x34+1 etsaremontée

permet d’écrire
1=7-2x3=7—-(23—-7Tx3)x3=10x7—-23x3=10(30—23) —23 %3
1=30x 10— 23 x 13.

On en déduit que  (10; —13)  est un couple solution de I'équation 30n+23p =1

et que n =10 est un inverse de 30 modulo 23: 30x10=1+23 x13=1[23].

On obtient aussi 23 x 13 = 1[30].
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2.3 Généralisation et équations diophantiennes

Théoréme 2 Bézout généralisé

Pour tous entiers relatifs a et b, il existe deuzr entiers relatifs u et v tels que
au+bv =PGCD (a, b).

Réciproqguement, s’il existe deux entiers relatifs tels que au + bv = d ou d divise a et

b, alors |d| = PGCD (a, b).

Démonstration : Traitons premierement les cas de nullité.

Sia=0,ona 0x5+bx1=b=PGCD(0,0).

Siau+bv=d=0divise a et b, alorsa =b=0et PGCD(0,0)=0=4d.
Supposons maintenant ¢ et b non nuls et posons d = PGCD (a, b) > 1. D’apres la
propriété 7, il existe a’ et b’ premiers entre eux tels que a = a'd et b = b'd. D’aprés
le théoréme de Bézout, il existe u et v tels que a'u+bv=1. On en déduit que
dldu+bv)=d et (da)u+(d)v=d c-a-d. au+bv=d.
Réciproquement, on suppose que d est un diviseur de a et de b et qu’il existe u et v
tels que au + bv = d.

Si d’ est un diviseur de a et de b, alors d’ divise au + bv donc d’|d : |d| est donc bien
le plus grand diviseur commun a a et b. O

Ezemples : o PGCD(210,462) =42 etlona 1x4624 (—2)x 210=42.

°©o b x72—4x88=8 et 8divise 72et8 donc PGCD(72,88)=38.

° Ona3x12—2x 15 =6 mais 6 ne divise pas 15 donc on ne peut conclure sur
le PGCD de 12 et 15.

Pour déterminer des entiers u et v, on peut se ramener au théoréme de Bézout
en divisant I’équation par le PGCD puis appliquer la méthode de remontée de I’algo-
rithme d’Euclide.

Ezemple : PGCD (84, 18) = 6 donc il existe u et v € Z tels que  84u + 18v = 6.
En divisant par le PGCD, on se rameéne & 14u + 3v = 1.

Puisque 1=3-(14—-3x4)=—-14x1+4+3 x5, une solution de cette derniére
est le couple (—1, 5) et 'on a alors 84 x (—1) +18 x 5 =6.

Un équation a coefficients entiers dont on cherche des solutions entiéres (ou ration-
nelles) est appelée équation diophantienne, du nom du mathématicien grec Diophante
d’Alexandrie (1°s. - 111°s. ap. J.-C.), parfois surnommé le « pere de 1’algébre ».

Théoréme 3 Equation diophantienne

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs tels que a et b ne sont pas simultanément nuls.
L’équation diophantienne ax +by =c  admet des couples d’entiers (z, y) solu-
tions si, et seulement si, l’entier ¢ est un multiple de PGCD (a, b).

Démonstration : Supposons que ’équation ax + by = ¢ admette des solutions entieres
et 'on pose d = PGCD (a, b). On sait qu’il existe des entiers a’ et b’ premiers entre
eux tels que a = a’d et b= b/'d.

Ainsi, c=ddx+bdy=d(a’x+by) et cestun multiple de d.
Réciproquement, si a = 0, I’équation ax + by = ¢ devient ¢ = yb qui n’admet des



3. THEOREME DE GAUSS ET APPLICATIONS 139

solutions que si ¢ est un multiple de b = PGCD (0, b).

Siaz#0,b+#0 et cmultiple de d = PGCD (a, b), alors il existe des entiers u, v
et ¢ telsque au+bv=d et c=cd Ainsi, d(au+b)=cd c-a-d
a(cu) +b(c'v) =c: Téquation ax + by = ¢ admet donc des solutions entiéres. [

Ezemples : o Puisque PGCD (42, 63) = 21 et 21]147, il existe des entiers x et y
tels que 42x + 63y = 147. Le couple (2;1) par exemple vérifie 42 x 2+ 63 x 1 = 147.
o L’équation 16z + 12y =7 n’admet pas de solutions entiéres car 7 n’est pas
un multiple de 4 = PGCD (16, 12).
o (E): 32u+24v = 16. Ona PGCD(32,24) = 8. Puisque 8|16, (F)
x1

admet des solutions entiéres et 'on a  (E) <= (E’'): 4u+ 3v = 2. Résolvons
trivialement  (E7): 4u; +3v; =1:  (up,v1) = (1, —1) est une solution de
(E1)donc 4x14+3x(-1)=1 et 4(2x 1)+3(2>< ( 1)) =2x1: le couple
(u,v)=(2, —2) est une solution de (E’) donc de (F).

La démarche consiste a diviser I’équation par le PGCD, résoudre I’équation de Bézout
puis multiplier les solutions pour obtenir le bon multiple du PGCD.

Nous avons alors un critere de résolution des congruences linéaires.

Propriété 9  Soient a et b deux entiers relatifs, n un entier naturel non nul.
L’équation modulaire ax =b[n] admet des solutions ssi b est un multiple de
PGCD (a, n).

Démonstration : Iz € Z, ax =bn] < I(z,y) €Z,ax =b+ny
<~ J(z,y)€Z,ax+n(—y)=0b
= PGCD(a,n)‘b d’apres le théoréme 3. O

Ezemple : (E,): 32¢ = 16 [24] admet des solutions entiéres puisque
PGCD (32, 24) = 8]16.

On a vu ci-dessus que 32x2+24x (—2)=16 donc x =2 est une solution
de (En).

3 Théoreme de Gauss et applications

Johann Carl Friedrich Gauss est un immense scientifique allemand de la premiere
moitié du x1x¢s. Considéré comme 1'un des plus grands mathématiciens de tous les
temps, son nom ne vous est certainement pas inconnu : il a été évoqué dans de
nombreux chapitres au cours de vos études.

Théoréme 4 Théoréme de Gauss
Sotient a, b et ¢ trois entiers relatifs.

Si a divise be et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c :
albc et PGCD (a,b) =1=>alc.

Démonstration : Puisque a|be, il existe un relatif w tel que be = aw. Puisque
PGCD(a, b) = 1, le théoréme de Bézout permet d’affirmer qu’il existe des rela-
tifs u et v tels que 1= ua + vb.
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Ainsi, ¢ =e¢x 1= cua+ cvb = auc+ (bc)v = auc+ awv = aluc + wv) : ¢ est un
multiple de a. U

Remarque : La condition a et b premiers entre eux est essentielle. En effet, 4|12 = 2x6
mais 4 ne divise ni 2 ni 6 (qui ne sont pas premiers entre eux).

FEzemples : ° Sin est un diviseur impair de 150 = 75 x 2, alors n et 2 sont premiers
entre eux et n divise 75.

o Résolvons ’équation  (F4): 65z = 91y.  Grace a 'algorithme d’Euclide, on
montre que PGCD (65, 91) = 13. En divisant (E7) par 13, on obtient 5z = 7y.
On a PGCD (5, 7) = 1. Puisque 7|5z, on a 7|z et x =Tk, k € Z. IL’équation
s’écrit alors b5 x T7k=7y donc y = 5k.

Réciproquement, si x = 7k et y = 5k,
alors 6bx =13 x5 xax =13 x5 xTk=13x7 x5k =13 x 7 x y = 91y.
L’ensemble des solutions de (E1) est donc  {(7k;5k)/k € Z}.

o On a vu précédemment que 'équation (Es): 32u+24v =16 <= 4u+3v =2
admet le couple (ug, vo) = (2, —2) pour solution particuliere : 4(2) + 3(—2) = 2.
Ainsi, pour tout couple (u, v) solution de (Es), on a

(du+3v) —(4(2)+3(-2)=2-2=0 <= 4(u—2)+3(v+2)=0

< 4(u—2)=—-3(v+2). Puisque 4 est premier avec 3, le théoréme de Gauss
affirme que 4 divise v+2et ©v=-2+4k pour k € Z. Dou 4(u—2) = —3(4k)
et u=2-—3k.

Réciproquement, si uw=2-3k et v=-244k,

alors  32u + 24v = 32(2 — 3k) + 24(—2 + 4k) = 64 — 96k — 48 + 96k = 16 et
(u, v) est solution de (E).

L’ensemble des solutions de (E») est donc  {(2 — 3k; =2 + 4k) /k € Z}.

On trouvera en fin de chapitre un paragraphe donnant le schéma de résolution des
équations diophantiennes.

Propriété 10 Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs.

Si b et ¢ sont premiers entre eux et divisent tous les deux a, alors bc divise a :
PGCD (b,¢)=1, bla et cla = bcla.

Démonstration : Si a = 0, be divise a. Si a # 0 et b, ¢ deux diviseurs de a premiers
entre eux. Il existe b’ et ¢’ tels que a = bb’ et a = ec’. Donc bb' = cc’ et b|ec’. Puisque
b et ¢ sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss permet d’affirmer que b divise
c et ¢ = mb. Ainsi, a = cc’ = cmb et be divise a. O

Remarque : La condition b et ¢ premiers entre eux est essentielle. En effet, 4|12 et
6|12 mais 4 x 6 = 24 ne divise pas 12.

Ezemples: o PGCD (4,15)=1, 4]120 et 15/120 donc 4x15=60]120.

° 15|30, 6[30 mais 15x6=90 /30 donc PGCD(15,6)# 1.

o Pour n € N, on pose N =n(n+1)(n+2). Trivialement, 2 divise n(n + 1)
puisque l'un d’entre eux est pair. De méme, 3 divise n(n + 1)(n + 2) puisque 1'un
d’entre eux est dans la table de trois.

Comme PGCD(2,3)=1, 2x3=6divise N.
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Propriété 11  Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs.

a est premier avec b et avec ¢ si, et seulement si, a est premier avec le produit
be : PGCD(a,b)=1etPGCD(a,c)=1 <«<= PGCD(a,bc)=1.

Démonstration : Si a est premier avec be, on pose b = PGCD(a,b). On a
b"b donc b”bc et puisque b’ divise aussi a, ona b =1. De méme pour c.
Réciproquement, si a est premier avec b et ¢, on pose d = PGCD (a, bc).

Ona bc=mdeta=ndavec PGCD(m,n)=1.

Ona PGCD(d,b)<PGCD(nd,b)=PGCD(a,b)=1 -car les diviseurs de d
sont des diviseurs de nd. D’out PGCD (d, b) = 1. Ainsi, d est premier avec b et divise
be. Le théoreme de Gauss affirme que d divise ¢. Or d divise aussi a. Puisque a et ¢
sont premiers entre eux, d = 1. ]

Ezxemples : © 7 est premier avec 11 et avec 25 donc 7 est premier avec 275.
o 13 n’est pas premier avec 39 donc 13 n’est pas premier avec 195 = 39 x 5.

Voici un corollaire immédiat (¢ = b) et néanmoins utile.
Propriété 12  Soient a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel.

a est premier avec b si, et seulement si, a est premier avec b".
PGCD(a,b)=1 < PGCD(a,d™)=1.

La propriété 11 ainsi que la propriété 8 de la page 137 ménent au critére de double
inversibilité suivant.

Propriété 13 Soient a un entier relatif, m et n deux entiers naturels non nuls.
a est inversible modulo mn  si, et seulement si, a est inversible modulo m et
inversible modulo n.

Ezemple : Onavuque 30x10=1+13x23=1]23].

De maniére similaire, 30x4=14+17x7=1][7].

Ainsi, 30 est inversible modulo 23 et 7 donc 30 est inversible modulo 23 x 7 = 161.
En effet, 30x102=1+19 x 161 =1[161].

Schéma de résolution des équations diophantiennes
Soit ’équation diophantienne (FE): ax + by =c¢ d’inconnues z et y.
- On commence par calculer a A b .

- Si a A b ne divise pas ¢, (F) n’admet pas de solutions entiéres.

- Si  a A ble, alors on divise (E) par a A b et 'on se rameéne a 1’équation
diophantienne équivalente (E'): a’'x +by=c oud Ab =1.

- On cherche ensuite une solution particuliere  (xo, yo) de Téquation
(Er): dz+by=1 en remontant algorithme d’Euclide.

- On multiplie cette solution par ¢ afin d’obtenir une solution particuliere
(1, y1) =(cxp, dyo) de léquation (E') et donc de (E).
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- On justifie que, si (x,y) est solution de (E’), alors (z —x1,y —y1) vérifie
dX+VY = - =0 etdonc doX=-bY.
- Puisque @/ AV =1, a divise Y =y —y; et il existe k € Z tel que
y—y1 =kd <=y =y + ad'k.
-Dou d(xz—m)=-bkd < z—121=-kV <= =21 — bk.
- Pour terminer, on vérifie que de telles solutions (z, y ) sont bien solutions de (E’)
et donc de (E).
- On obtient alors . = {(x1 — 'k, y1 +a’k) |/ k € Z}.
Ezemple : Soit 'équation diophantienne (F): 35x — 21y = 14.
- Ona 35=21x1+4+14, 21=14x1+7, 14=7x2+40
donc 35A21=21AN14=14NT=T.
- Puisque 7|14,
(E) admet des solutions et (E) <= L(E)=(E'): bz — 3y = 2.
-Ona 5=3x1+42 3=2x1+1 donc 1=3-2=3-(5-3)
1 =5x(=1)—3x(—=2) et lecouple (zg,y0) = (—1,—2) est une
solution particuliere de 1'équation  (Fj): bz — 3y = 1.
- Le couple (1, y1) = (220, 2yo) = (=2, —4)  est alors une solution parti-
culiere de 'équation  (E'): bz — 3y = 2.
- Si (x, y) est solution de (E’), alors (E') — (E’) donne
5(x+2)—3(y+4)=05Bxr—3y)—(5(-2)-3(-4))=2-2=0
donc  5(z+2)=3(y +4).
- Puisque 5A3 =1, lethéoréme de Gauss permet d’affirmer que 5|y+4 et
il existe k € Z tel que y+4 =5k < y=>5k —4.
- Ainsi, 5(x+2)=3(y+4) < 5(r+2)=3%x5k <= z+2=3k
= v =3k—2.
- Réciproquement, si  (z,y) = (3k—2,5k—4), alors
Sx — 3y = 5(3k—2)—3(bk—4) = 15k —10—15k+12 = 2 : (x,y) est
solution de (E’) donc de (E).

- Les solutions de (E) sont donc
S ={(3k—2,5k—4) /keZ}={(3k+1,5k+1) | keZ}.



Exercices

PGCD ET APPLICATIONS

Exercice 1 Déterminer I'ensemble des entiers naturels n tels que n < 72 et
PGCD (72, n) =6.

Exercice 2 Soit n € IN.

7 sin=0[7],
1 sinon.

1. Démontrer que PGCD (26n+7,n) =

—

2. Démontrer que PGCD (2n+1,n+3)=5 < n=2]j].
Exercice 3
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On pose A =3a+4b et B =4a+5b.
1. Démontrer que D (a,b)C D(A, B).
2. (a) Exprimer a et b en fonction de A et de B.
(b) En déduire que D(A,B)C D(a,b).
3. Conclure.
Exercice 4

1. Soit n > 2. Déterminer le PGCD de n?+4+2n—3 e n?2+4n+3 selonla
parité de n.

2. Soit n € IN*. Montrer que  PGCD (2n3 +5n2 +4n+1, 2n% + n) =2n+1.

Exercice 5 Déterminer le PGCD des couples d'entiers suivants (avec n € IN).

(a) 189 et 246 (c) 365et—12 (e)  21312et 840
(b) 828 et 432 (d) 301 et 24 (f) 21ln+4 et 16n+3
Exercice 6
* . 19n424 . . ) . .
Montrer que, pour n € IN*, la fraction San est irréductible ssi n est impair.

Exercice 7 Démontrer les propositions suivantes.
1. Tout entier est premier avec son successeur.
2. Tout entier impair est premier avec |'entier impair suivant.

3. Le PGCD deux entiers pairs successifs est 2.

Exercice 8
Déterminer I'ensemble des couples (a, b) € IN? vérifiant les conditions suivantes.
(a) ab=300 et PGCD(a,b)=>5.

(b) a+b=72 et PGCD(a,b)=09.

EXERCICES
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Exercice 9 Dans chaque cas, justifier I'existence de couples (u, v) € Z? vérifiant
I"équation donnée puis en déterminer un.

(a) 2du+13v=1 (8) 426u—68v=2
(b)  25u-+720=1 (h) 12z + 16y = 28
()  3lu—T00=1 (i)  2la+ 150 =27
d)  1lu+19v=1 () 132u— 234v = 12
(&) 23u+32v=1 (k)  301u+24v =3
(f)  28u—33v=1 () 234u — 4620 = 30

Exercice 10 Soit n € Z.
1. Démontrer que (n + 2)% et (n+ 3)(n + 1) sont premiers entre eux.
2. Les nombres 8n + 3 et 6n + 2 sont-ils premiers entre eux?
Exercice 11  Déterminer tous les couples (x, y) € IN? tels que x+y =5664 et
PGCD (z, y) = 354.
Exercice 12
1. 56 est-il inversible modulo 1477

2. Apres avoir justifié leur existence, déterminer les inverses modulo 11, modulo 13 et
modulo 143 de 17.

3. Apres avoir justifié leur existence, déterminer les inverses modulo 5, modulo 15 et
modulo 45 de 62.

4. Apres avoir justifié leur existence, déterminer les inverses modulo 7, modulo 14 et
modulo 98 de 31.
Exercice 13  Soit n € IN*.
1. Justifier que si n 2 0[3], alors n et 3 sont premiers entre eux.

2. Démontrer que si n est premier avec 3, alors n est premier avec 9. On pourra
utiliser le théoreme de Bézout.

3. Qu'en déduire pour n si n? est divisible par 97
Exercice 14  VouF ? Justifier.
1. Il existe un entier naturel n tel que ”1—57 et ”1—_58 soient tous les deux entiers.

2. Il existe un entier naturel n tel que ”1—_63 et ”1211 soient tous les deux entiers.

Exercice 15 Onpose z=44++15 et y=4—+/15.

1. Démontrer que, pour tout entiern, 2" =, +p,V15 et y"=x,—PrV1>
ol &, et 3, sont des entiers naturels.

2. Ecrire &, 41 et P41 en fonction de o, et B,,.

3. Démontrer que o — 152 =1 puis que & Pnt1 — Xpi1PBn = 1.

4. Justifier que les fractions g—“ % et % sont irréductibles.

Exercice 16 Déterminer si les nombres a = 3, b =8, ¢ = 44, d = 10 et ¢ = 5 sont
inversibles modulo 33 et déterminer leur inverse le cas échéant.



EXERCICES 145

Exercice 17 Résoudre les équations suivantes d'inconnues dans Z.

(a) 47z =28y (d) 5(z—1)=2(y+3) (g) 54z =0][62)
(b) 38z —65y=0 (e) 12(x+3)=5(y—4)
(c) 76x =112y (f) 8x=0]55] (h) 6z =12(35]

Exercice 18  Equations diophantiennes
1. (a) Résoudre dans Z I'équation  (Ep): 11z — 15y = 0.

(b) Déterminer une solution particuliere (zg, yo ) de I'équation
(E): 11z — 15y = 3.

(c) Montrer que (z, y) est solutionde (E) ssi (z—zo, y — yo ) est solution
de (EQ)

(d) En déduire toutes les solutions de (F).

2. Résoudre dans Z les équations suivantes.

(F): 4z + 6y =8 (H): 7482 —1254y = 66 | (J): 56z — 21y = 105
(@): 20z — 14y =7 (I): 65z + 104y = 26 (K): 9442 — 544y = 160
Exercice 19

1. Déterminer les entiers naturels n tels que n=6[22] et n=6][40].

2. Déterminer les entiers naturels n tels que n=2[23] et n=8[17].

Exercice 20  Montrer les affirmations suivantes pour n € IN. On pourra s'aider de
tableaux de congruences.

(a) 10 divise n(n* —1).

(b) 6 divise n(2n+1)(n +1).

(c) 120 divise n(n? — 1)(n? —4).
Exercice 21

1. Déterminer I'unique couple (p, g) € N tel que  PGCD (p,q) =21 et
3p —5q = 0.

2. Déterminer I'ensemble des couples (m, n) € Z? tels que  PGCD (m, n) = 18
et Tm—4n =0.
Exercice 22 Soitn € Ntelque n=9[17] e n=3][5].

1. Justifier qu'il existe un couple (u,v) € Z2 tel que n=17u+9, n=>5v+3
et Sv—17u=6.

2. Justifier que I'équation 5v — 17u = 6 admet des solutions entieres et en déterminer
une.

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation 5v — 17u = 6 puis en déduire que
n € {43+ 85k, k € Z}.

4. Montrer que, pour tout entier relatif k, 43 + 85k est solution du systéme puis
conclure.

EXERCICES
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Exercice 23  Un sac de billes

Un sac contient entre 150 et 200 billes. En faisant des paquets de 5 billes ou des paquets
de 4 billes ou des paquets de 3 billes, il en reste toujours 2.

Combien y a-t-il de billes dans ce sac?

Exercice 24  L'épaisseur d'une piéce de un euro est égale a 2,3 mm et celle d’une piéce
de dix centimes est égale a 1,9 mm. Est-il possible de faire une pile de piéces de un euro
et de dix centimes d’exactement 10cm ? Si oui, avec combien de piéces de chaque sorte ?

Exercice 25 Chiffrement affine

On fait correspondre a chaque lettre de I'alphabet un nombre entier = de [0;25] en
suivant l'ordre alphabétique. On définit un systéme de codage en associant ensuite a
chaque entier z, le reste y de la division euclidienne de 15z + 7 par 26. A chaque entier
1, on associe enfin la lettre correspondante afin d’obtenir la lettre codée.

1. Coder les mots MATH et MAX.

2. (a) Résoudre I'équation diophantienne (E): 15u — 26v = 1.
(b) En déduire qu'il existe un unique ug € [0;25] tel que  15ug = 1[26].
(c) Justifier que = = ugy — Tug [26].
(d) En déduire une description du systéme de codage.

3. Déchiffrer le mot POGCH.

Exercice 26
Soit (un)y la suite définie par  ug =0 et, pour tout n € IN, w41 = 3up, + 1.
1. Justifier que, pour tout n € N, u,, € IN.
2. Démontrer que, pour tout n € IN*, u,, et u,41 sont premiers entre eux.
3. Démontrer que les termes de la suite (u, ), sont alternativement pairs et impairs.
4. (a) Démontrer que, pour tout n € IN, 2u,, = 3" — 1.
(b) Déterminer le plus petit entier naturel non nul n tel que 3™ = 17].
(c) En déduire que usgga2 est divisible par 7.
Exercice 27  Soient les suites (uy,)y et (v,)y définie par ug = vy = 1 et, pour n € IN,
Unt1 = 2Un + 3V,  Upt1 = 2Up + Up.
1. Justifier que tous les termes de ces suites sont des entiers.

2. Calculer les premiers termes des suites (uy)y et (vn)y Puis conjecturer la valeur
de w, = 2u, — 3v,.

3. Démontrer cette conjecture et en déduire le PGCD (uy, , vy, ).
Exercice 28 PPCM
Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

1. Justifier que I'ensemble des multiples communs strictement positifs a a et b est non
vide et minoré puis en déduire |'existence d'un plus petit élément de cet ensemble.
On l'appelle le plus petit commun multiple a a et b et on le note PPCM (a, b)
(ou a V b).
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2. (a) Lister les premiers multiples strictement positifs de 6 et de 8 et en déduire
PPCM (8, 6).

(b) Déterminer PGCD (6, 8) puis calculer les différents produits possible. Que
remarque-t-on ?

(c) Mémes questions pour les nombres 24 et 36.
(d) Quelle conjecture peut-on émettre ?

3. Soient d =PGCD (a, b) et @/, b tels que a = a’d et b = b'd.
(a) Que dire de a’ et b'?
(b) Que dire de a'b'd?

4. (a) Si m € IN est un multiple commun 2 a et b, que dire de m?
(b) Qu'en déduire pour a’'b'd?

5. Conclure.

Exercice 29 Restes chinois

Dix-sept pirates ont raflé un gros butin qu'ils comptent se partager en parts égales. I
reste alors trois piéces d'or pour le cuisinier chinois. Lors du partage, une rixe éclate et
six pirates sont occis : les survivants comptent qu'en se répartissant également le butin,
il reste quatre pieces pour le cuisinier mais avant qu'ils ne récuperent la mise, cinq autres
malandrins viennent a périr du scorbut. Le cuisinier chinois récupére alors cing piéces.

1. Si b est le nombre de piéces du butin initial, traduire I'énoncé par un systéeme de
trois congruences.

2. A l'issue du dernier partage, chaque pirate dispose de 84 pieces de plus que dans
la distribution initiale.
Montrer qu'il existe alors trois entiers naturels z, y et z tels que 17z — 11y =1,
1lly—62=1 e 2z—2x=284.

3. Déterminer I'ensemble des solutions de chacune des deux premiéres équations.

4. En utilisant la troisieme, établir une relation entre les paramétres définissant les
solutions précédentes.

5. En déduire la valeur de ces parametres puis le montant du butin.

Exercice 30 Racines rationnelles
1. Soit P(x) = 152% — Tx + 3.
(a) Si z € Z, que dire de PGCD (x, 2®)?

(b) Montrer que les racines entiéres de P ne peuvent alors étre que —3, —1, 1 ou
3 puis conclure sur I'existence de racines entieres de P.

(c) Soit £ une fraction irréductible racine de P.
Montrer que  15p3 — Tpg® = —3¢>  puis en déduire que p|3.
(d) Montrer de méme que ¢|15p> puis que ¢|15.

(e) En déduire les valeurs positives possibles de 2. Sont-elles solutions ?

EXERCICES
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2. On consideére I'équation  (E): 7823 + 1122 + 252 — 14 = 0.

(a) On suppose que I'équation (E) admet une solution rationnelle ' irréductible.
Montrer que p|14 et ¢|78.

(b) En déduire le nombre de racines rationnelles non entiéres pouvant étre solution
de (E).

3. De maniére analogue, déterminer toutes les racines rationnelles de ces polynomes.

A(z) = 3a* + 523 + 222 — 62 — 4 B(x) = 62® + 1322 — 222 — 8

Exercice 31 Soient a et b deux réels non nuls.

Quelle est la plus petite période de la fonction f définie sur R par
f(z) = cos(ax) + sin(bx) ?

Sautez en pages 303, 305 et 307 afin de réaliser les devoirs n°® 8, 9 et 10.



— Corrigé des exercices

PGCD ET APPLICATIONS

Exercice 1 PGCD(72,n) = 6 donc 6|n et n = 6k. Puisque 72 = 23.3%, k n'est
pas pair (sinon, PGCD (72, n) > 12 qui divise aussi 72), ni un multiple de 3 (sinon,
PGCD (72, n) > 18 qui divise aussi 72). Puisque n < 72, k < % = 12. Les seules
valeurs de k possibles sont donc : 1, 5, 7, 11, valeurs qui vérifient PGCD (72, 6k ) = 6.
Ainsi, n € {6;30;42;66}.

Exercice 2 Soit n € IN.

1. Par soustraction,
PGCD (26n+7,n) =PGCD (26n+7—n,n) = ... = PGCD(7,n).
Si n=0[7, n=Tket
PGCD (26n+7,n) =PGCD (7, 7k) = TPGCD (1, k) =Tx 1 =T.
Sinon, 7 ne divise pas n d'ot PGCD (7, n) € [1;6].
Puisque PGCD (26n+7,n) =PGCD (7, n) divise 7, ce ne peut étre que 1.
2.0na PGCD(2n+1,n+3)=PGCD((2n+1)—2(n+3),n+3)
=PGCD(—-5,n+3)
et PGCD(n+3,5)=5 < 5|n+3 < n+3=0[5)
— n=-3[0] < n=2[).
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Exercice 3 Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Onpose A=3a+4b et B =4a+ 5b.

1. Sid € D(a,b), alors divise a et b et donc tout combinaison linéaire entiere de
a et de b, en particulier 3a + 4b = A et 4a + 5b = B. Ainsi, d € D( A, B) et
D(a,b)CD(A, B).

2. (a) On a A=3a+4b 4B — 5A = 4(4a + 5b) — 5(3a + 4b)

’ B =4a+ 5b 4A — 3B = 4(3a + 4b) — 3(4a + 5b)
4B — 5A = 16a + 20b — 15a — 20b a=4B —5A
4A — 3B = 12a + 16b — 12a — 15b b=4A—-3B.
(b) Puisque @ et b sont des combinaisons entiéres de A et B, le méme raisonnement
que dans la question 1 permet d’affirmer que D (A, B) C D(a,b).

3. Puisque D(a,b) ¢ D(A,B) e D(A,B) C D(a,b), on a
D(a,b)=D(A, B).
Exercice 4
1. Soitn > 2. A=n*+2n-3= (n—1)(n+3) et B=n+4n+3= (n+1)(n+3)
donc PGCD(A,B)=(n+3)PGCD(n—1,n+1) puisquen+3 > 1.
Par ailleurs, PGCD(n—-1,n+1)=PGCD(n—1,2) par soustraction.
Sin > 2 est impair, alors n — 1 > 1 est pair et PGCD (n—1,2) = 2.
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Sin > 2 est pair, alors n — 1 > 1 est impair et PGCD (n—1,2) = 1.
Ainsi, le PGCD de n? +2n — 3 et n? + 4n + 3 vaut 2(n + 3) si n est impair, n+3
si n est pair.

2. Soitn e N*. Ona A=n(2n+1)
et B=2n3+5n?+4n+1= (2n+1)(n®+2n+1) = (2n+1)(n+1)? puisque —%
est racine et |'on factorise (on trouve le deuxiéme coeff. par division des polynémes
par exemple).
D'ou, PGCD(B,A)=(2n+1)PGCD ((n+1)%,n).
Or, avec n + 2 soustractions, on obtient
PGCD ((n+1)?,n) =PGCD (n?+2n+1—(n+2)n,n)
=PGCD(1,n)=1.
Ainsi, PGCD (2n®+5n*+4n+1,2n*+n)=2n+1)x1=2n+1.

Exercice 5

(a) Ona 246 = 189x 1457, 189 =57x3+18, 57=18x3+3, 18=23x6+0
donc  PGCD (246, 189) = 3.
Aussi, PGCD (246, 189) = PGCD (3 x 82, 3 x 63) = 3PGCD (82, 63) ...

(b) Ona 828=432x1+396, 432=396x1+36, 396=36x11+0 donc
PGCD (828,432) = 36. Eneffet, 828 =36x23, 432=36x12 et12
et 23 n'ont pas de diviseurs communs outre £1.

(c) Ona 365=12x30+5, 12=5x2+2, 5=2x2+1, (2=2x1+0) donc
PGCD (365, —12) = 1.

(d) Ona 301 =24x12+13, 24=13x1+11, 13=11x142, 11=2x5+1,
(2=2x1+0) donc PGCD(301,24)=1.

(e) Ona 21312=2840x 25+ 312, 840=312x 2+ 216, 312=216x 1+ 96,
216=96x2+24, 96=24x4+0 donc PGCD(21312,840) = 24.

(f) Pourn>20na 2ln+4=(16n+3)x1+(5n+1) car0<5n+1< 16n+3,
16n+3=(0Bn+1)x3+n carn<bn+1l, bn+l=nx5+1 carl<mn,
(n=1xn+0) donc PGCD(2ln+4,16n+3)=1.

Pourn =0, PGCD(2In+4,16n+3)=PGCD(4,3)=1
etpourn=1, PGCD(2In+4,16n+3)=PGCD(25,19) =1 car 19 J25.

Exercice 6 Soit n € IN*.

Ona 19n+24=8n+10)x2+(3n+4) car0<3n+4<8n+10,

8n+10 = (3n+4)x2+(2n+2) car2n+2 < 3n+4, 3n+4=(2n+2)x1+(n+2)

carn+2 < 2n+2, 2n+2=Mn+2)x14+n carn<n+2

et PGCD(19n+24,8n+10)=PGCD(n+2,n)=PGCD(n+2—-n,n)
=PGCD(n,2) quivaut 1 sin estimpair, 2 sinon.

19424 st donc irréductible ssi n est impair.

8n+10
Exercice 7 Soit n € Z.

La fraction

1. Par soustraction, on a
PGCD(n,n+1) =PGCD(n,n+1-n) =PGCD(n,1)=1: n est
premier avec son successeur.
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2.

Ona PGCD(2n+1,2n+3)=PGCD(2n+1, (2n+3)—(2n+1))
=PGCD(2n+1,2) =1 car2n+ 1 est impair :
2n + 1 est premier avec 2n + 3.

3. Par soustraction,
PGCD (2n,2n+2)=PGCD(2n,2n+2—2n)=PGCD (2n,2) = 2.
Exercice 8
(a) ab=300 et PGCD(a,b)=5:

Soient o/, V' tels que a = 5a’, b =5b" et PGCD (&', ') = 1.

On aalors  d'V = ?’% =12 et a’, V' sont des diviseurs positifs de 12 premiers

entre eux. Ainsi, (a’, b ) €{(1,12);(3,4)} et leur symétrique.

Réciproquement, leur quintuple vérifient les conditions et I'on a
(a,b)e{(5,60);(15,20);(60,5);(20,15)}.

a+b=72 e PGCD(a,b)=9:

Soient o/, b’ tels que a = 9a’, b =9b" et PGCD (&', ') = 1.

Onaad >1,0>1et o+ =7 =8 premiers entre eux.

Ainsi, (a',b)e{(1,7);(3,5)} et leur symétrique.

Réciproquement, leur nonuple (x9) vérifient les conditions et I'on a
(a,b)e{(9,63);(27,45);(45,27);(63,9)}

Exercice 9

(a)

(b)

(d)

Ona 24 =13 x1+ 11, 13 = 11 x 1 + 2, 11 = 2 x5+ 2, donc

PGCD(24,13) = 1 : 24 et 13 sont premiers entre eux et il existe des solu-

tions dans Z a I'équation  24u + 13v = 1.

Ainsi, 11=24-13, 2=13-11=13—-(24—-13) =2 x 13— 24,
1=11-2x5=(24—13)—5(2x 13—24) =6 x 24 — 11 x 13.

Le couple (u, v) = (6, —11) est donc solution de I'équation  24u + 13v = 1.

Ona 72 =25x2+22 25 =22x1+4+3, 22=3x7+1, donc

PGCD(72,25) = 1 : 72 et 25 sont premiers entre eux et il existe des solu-

tions dans Z a I'équation  25u + 72v = 1.

Ainsi, 22=72-2x25  3=25-22=25—(72—2x25)=3x%x25—-T72,
1=22-3x7=(72—2x25)—7(3x25—72) = —23 x 25+ 8 x 72.

Le couple (u, v) = (—23, 8) est donc solution de I'équation  25u + 72v = 1.

Ona 70 =31x%x2+48 31 =8x3+7 8 =7x14+1 donc

PGCD(70,31) = 1 : 31 et —70 sont premiers entre eux et il existe des solu-

tions dans Z a I'équation  31lu — 70v = 1.

Ainsi, 8=70—-2x31, 7=31-3x8=31-3(70—2x31)=7x31-3x70,
1=8—7=(70-2x31)— (7Tx 31 —3x70)=—9x 31 +4 x 70.

Le couple (u, v) = (—9, —4) est donc solution de I'équation ~ 31u — 70v = 1.

Ona 19=11x1+48, 11=8x1+43, 8=3x2+42, 3=2x1+1 donc
PGCD(11,19) =1 : 11 et 19 sont premiers entre eux et il existe des solutions
dans Z a I'équation  1lu+ 19v = 1.

Ainsi, 8=19-11, 3=11-8=11—-(19-11)=2x 11 — 19,
2=8-3x2=(19-11)—(2x11-19) x2=3x 19— 5 x 11,

V4
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1=3-2=(2x11-19)— (3x19—5x11) =7 x 11 — 4 x 19.
Le couple (u,v) = (7, —4) est donc solution de I'équation 11w+ 19v = 1.

Ona 32=23x1+49, 23=9x2+45, 9=5x1+44, 5=4x1+1 donc

PGCD (23, 32) =1 : 23 et 32 sont premiers entre eux et il existe des solutions

dans Z a I'équation  23u + 32v = 1.

Ainsi, 9=32-23, 5=23-9x2=23-2(32—-23)=3x23—-2x 32,
4=9-5=(32-23)—(3x23—2x32) =3 x32—4x 23,
1=5-4=(3%x23—-2x%x32)—(3x32—-4x23)=7x23-5x32.

Le couple (u, v) = (7, —5) est donc solution de I'équation  23u + 32v = 1.

Ona 33=28x1+5, 28=5x5+3, 5=3x1+2, 3=2x1+1 donc
PGCD (28, 33) =1 : 28 et —33 sont premiers entre eux et il existe des solutions
dans Z a I'équation  28u — 33v = 1.

Ainsi, 5=33-28, 3=28-5x5=28—-5(33—-28)=6x28—5x33,
2=5-3=(33-28)—(6x28—-5x33)=—7x28+6x 33,
1=3-2=(6x28—5x%x33)—(—-7x28+6x33)=13x28—11x 33.
Le couple (u, v) = (13, 11) est donc solution de I'équation  28u — 33v = 1.

Ona 426=068x6+18, 68=18x3+4+14, 18=14x1+4, 14=4x3+2,
4=2x240 donc PGCD (426, —68) = 2 et il existe des solutions dans Z a
I'équation  426u — 68v = 2.
Ainsi, 18 =426 — 68 x 6,
14 =68 —18 x 3 =68 — 3(426 — 68 x 6) = —3 x 426 + 19 x 68,
4=18—-14= (426 — 68 x 6) — (—3 x 426 + 19 x 68) =4 x 426 — 25 x 68,
2=14-3%x4=(—3x4264+19x68)—3(4x426—25x68) = —15x426+94 x 68.
Le couple (u, v) = (—15, —94) est donc solution de I'équation  426u—68v = 2.
On aurait pu diviser I'équation par le PGCD, 2, afin d’avoir de plus petits nombres
mais les mémes solutions.

Ona 16=12x144, 12=4x3+4+0 doncPGCD (16, 12) =4 qui divise 28
et il existe des solutions dans Z a I'équation  12x + 16y = 28  qui peut s'écrire
3z 44y =T.

Ona 4=3x141 donc 1=4-3 et 7=T7Tx1=7(4-3)=—-Tx3+7x4.
Le couple (z,y) = (=7, 7) est solution de I'équation 3z +4y =7 et donc
de 12z + 16y = 28.

On a trivialement 3 x1+4+4x1=7 donc 12x1+16x1=28: (1,1)
est une autre solution.

Ona 21 =15x1+46, 15 =6x2+4+3 6 =3x2+0 donc
PGCD (21, 15) = 3 qui divise 27 et il existe des solutions dans Z a I'équation
21la+ 15b =27 qui peut s'écrire  7a+ 5b=09.

Ona 7=5x1+2  5=2x2+1

donc 1=5-2x2=5-2x(7T—-5)=-2x7+3x5

et 9=9x1=9(-2xT7+3x5)=—-18xT7+27x5.

Le couple (a, b) = (—18, 27) est solution de I'équation T7a+3b=9 et donc
de 2la+ 150 =27.

Ona 234 =132x1+102, 132 =102x1+430, 102 = 30 x 3+ 12,
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30=12x24+6, 12=6x%x2+0 donc PGCD (234, 132) = 6 qui divise 12 et
il existe des solutions dans Z a I'équation  132u — 234v = 12 qui peut s'écrire

22u — 39v = 2.
Ona 39=22x1+17, 22=17x1+5, 17=5x3+2, 5=2x2+1
donc

1=5-2x2=5-2(17T-3x5)=-2x17+7Tx5=—-2x17+7(22—17)
1=7%x22-9x17=7Tx22-9(39—22) = -9 x 39+ 16 x 22

et 2=2x1=2(-9x39+16 x 22) =22 x 32 -39 x 18.

Le couple (u,v) = (32, 18) est solution de I'équation  22u — 39v = 2 et
donc de  132u — 234v = 12.

(k) Ona 301 =24x12+13, 24=13x1+11, 13=11x1+42, 11=2x5+1
donc PGCD (301, 24) = 1 qui divise 3 et il existe des solutions dans Z a |'équation
301u + 24v = 3.

Ainsi, 13=301-24x12, 11=24—-13=24—(301—24x12)=24%x13-301,
2=13—11 = (301 — 24 x 12) — (24 x 13 — 301) = 2 x 301 — 24 x 25,
1=11-5x2=(24x13—301)—5(2x 301 — 24 x 25) = —11 x 301 + 138 x 24

et 3=3x1=3(—11x301+ 138 x24) =—33 x 301 + 414 x 24.

Le couple (u, v) = (—33, 414 ) est donc solution de I'équation  301u+24v = 3.

() Ona 462=234x1+4228, 234=228x1+6, 228=6x38+0 donc
PGCD (234, —462) = 6 qui divise 30 et il existe des solutions dans Z a I'équation
234u — 462v = 30  qui peut s'écrire  39u — 77v = 5.

Ona 77=39x1+38, 39=38x1+1 donc 38=77-—39,
1=39-38=39—(77—-39)=2x%x39—-77

et 5=5x1=52x39-77)=10x39—5x 77.

Le couple (u, v) = (10, 5) est solution de I'équation 39u —77v=>5 et donc

de 234u — 462v = 30.

Exercice 10  Soit n € Z.
1.Ona (n+22=n>+4n+4 e (n+3)(n+1)=n?>+4n+3 donc
(n+2)?2—-(Mm+3)(n+1)=1 etlethéoréme de Bézout permet d'affirmer que
(n+2)% et (n+ 3)(n + 1) sont premiers entre eux.
2.0na 38n+3)—4(6n+2)=24n+9—24n—8=1 et le théoréme de Bézout
permet d'affirmer que 8n + 3 et 6n + 2 sont premiers entre eux.

Exercice 11  Soit (z,y) € N2 On a PGCD(z,y) = 354 donc il
existe x/ et y' € IN premiers entre eux tels que x = 3542’ et y = 354y’
et I'on a 354z’ + 354y’ = 5664 = 354 x 16 c-ad. 1 + 3y = 16.
Les couples d'entiers premiers entre eux de somme égale a 16 sont peu nom-
breux : " ={(1,15);(3,13);(5,11);(7,9); et leur symétrique}. Aprés avoir
vérifié qu'en multipliant par 354, on obtient bien la somme 5664, on peut affirmer que
les solutions du probléme sont les couples  « . = 354 x %’ ».

Exercice 12  On utilise ici le critére d'inversibilité modulaire (cf. prop. 8 p. 137).

1. 56 = 7 x 8 n'est pas premier avec 7 donc il n'est pas premier avec 7 x 21 = 147 et
il n"est donc pas inversible modulo 147.
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2. 17 est premier avec 11, 13 et 143 donc 17 admet de tels inverses modulaires.
-Ona 17=11+6, 11=6+5, 6=54+1 donc
1=6-5=6—-(11-6)=2x6—-11=2(17-11)-11=2x17-3x 11
et 17x2=1+3x11=1[11]: [linverse de 17 modulo 11 est 2.

-Ona 17=13+4, 13=4x3+1 donc 1=13-3x4
1=13-3(17—-13)=4x13—-3x17 et 17x(-3)=1-4x13=1[13].
Puisquer —3=10-13=10[13], [linverse de 17 modulo 13 est 10.

-Ona 143=17x8+7, 17=7x2+3, 7=3x2+1 donc
1=7-2x3=7-2(17T-2%x7)=5xT7—-2x17=5(143—-17x8) —2x 17
1=143 x5 — 17 x 42 et 17x(—42)=1-5x143=1][143].
Puisque —42 =101 — 143 =101 [143], [l'inverse de 17 modulo 143 est 101.

3. 62 = 2 x 31 est premier avec 5, 15 et 45 donc 62 admet de tels inverses modulaires.
-Ona 62=5x1242, 5=2x2+4+1, donc 1=5—-2x2
1=5-2(62—-5x12)=25x5-2x62 et 62x(-2)=1-25x5=1]5]
Puisquer. —2=3-5=3[5], Iinverse de 62 modulo 5 est 3.
-Ona 62=15%x44+2, 15=7x2+1, donc 1=15-—-7x2
1=15-7(62—15x4) = 15x29—7x62 et 62x(—7)=1-29x15=1][15].
Puisque —7 =8 — 15 =8[15], l'inverse de 62 modulo 15 est 8.
-Ona 62=45+17, 45 =17x2+11, 17 =11+6, 11 =6+ 5,
6=5+1 donc 1=6—-5=6—(11-6)=2x6—11=2(17—11) — 11
1=2x17-3x11=2x17—-3(45—2x17) = 8x17—3x45 = 8(62—45)—3 x 45
1=8x62—11x45 et 62x8=1+11x45=1[45]: linverse de 62
modulo 45 est 8.

4. 31 est premier avec 7, 14 et 98 donc 31 admet de tels inverses modulaires.

-Ona 31=7Tx443, 7=3x241, donc 1=7-2x3=7-2(31-4xT7)

1=9x7-2x31 et 31x(-2)=1-9x7=1]7].

Puisquer. —2=5-7=5][7], [Iinverse de 31 modulo 7 est 5.

-Ona 31=14x2+43, 14=3x%x4+2, 3=2+4+1 donc

1=3-2=3-(14-4x3)=5x3-14=5(31-14%x2)—14=5x31—-11x14
et 31x5=1+11x14=1[14]: [Iinverse de 31 modulo 14 est 5.

-Ona 98=31x3+5 31=5x6+1, donc 1=31-6x5

1=31-6(98—3x31) =19%x31—-6x98 et 31x19=146x98=1198]:
I'inverse de 31 modulo 98 est 19.

Exercice 13  Soit n € IN*.

1. Sin =1[3], alors il existe k € IN tel que n = 1+ 3k donc n—3k = 1 et le théoréme
de Bézout permet d'affirmer que n et 3 sont premiers entre eux.
Sin = —1][3], alors il existe k € IN tel que n = —1 + 3k donc 3k —n =1 et le
théoréme de Bézout permet d'affirmer que n et 3 sont premiers entre eux.

2. Si n est premier avec 3, alors il existe u et v tels que nu+3v =1 donc
(1):n2u+3vnm=n et (2):n3u+3vn?=n2  Parlabsurde, si 3|n3, alors
3|n? d'aprés (2) et 3 divise alors n, d'apres (1) ce qui contredit I'hypothése. Puisque
3/n3, ona9 fn3et D(9;n®) = {41} : 9 est premier avec n>.
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3. Sin? est divisible par 9, par contraposition, n n'est pas premier avec 3, qui n’admet
que £1 et £3 comme diviseurs : n est donc un multiple de 3 (et n® un multiple de
27).

Exercice 14 VouF?

1. On a ”— € 7 ssi il existe k € Z tel que n —7 = 18k doncn —8 = 18k — 1
et "1—58 6 Z ssi il existe k' € Z tel que n — 8 = 15k’. On doit donc avoir
18k — 1 = 15k’ i.e. 18k — 15k’ = 1. Puisque PGCD(18,15) =3 # 1, 18 et
15 ne sont pas premiers entre eux et le théoreme de Bézout permet d'affirmer qu'il
n'existe pas de tel couple (&, k’). ”1—_87 et ”1—_58 ne peuvent pas simultanément &tre
entiers.

2. 23 cZ < Jktq.n—3=16k et tq. n—11 = 12k’
On doit avoir 16k — 12k' = (n — 3) — (n — 11) < 16k — 12k’ =8

< 4k — 3k’ = 2. Puisque PGCD (4, 3) = 1|2, il existe un tel couple
(k, k') et les fractions correspondantes sont bien entiéres.

Exercice 15 2=4+4+V15 et y=4-+15

1. Posons, pour tout n € IN,  Z,: «2" = &, + BnV15, 4" = & — BrV15
ol &y, Brn € IN».
-Ona 2°=1=1+0V15=ay+ V15
et yozlzl—()\/ﬁ:ozo—ﬂo\/ﬁ.
- Supposons &, vraie pour un n € IN.
Ona 2" = 20" = (4+V15)(atn +BrV15) = (doty +15B,) + (o, +4B,)V/15
et "t =yy" =(4- \/_)((Xn n\/_) (4ot +15By) — (o + 4Bn)\/ﬁ
Puisque 4o, + 15p3,, et &, + 43, € IN par hypothese, &, 1 est vraie.
- Ainsi, &, est vraie pout tout n € IN.

2. Ainsi, o1 =4a, + 153, et PBpr1r = o, +4Bn5.

3. Ona xy:42—\/ﬁ2:16—15:1 donc, pourtoutnG]N
L=1"= (zy)" = 2"y" = (o + Bn\/ﬁ)((xn - Bn\/r) = (X (Bn\/i)
1=o2 — 15p2.
Ainsi, Bt — Xnt1Pn = on (ot +4Br) — (dou, + 156 )Bn
o Bri1 — Xnt1Pn = 62 + 40, B — 40, By — 15B2 = o2 — 15B2 +0 = 1.
4. Puisque o, Bnt+1 — Xpt1Pn = 1, le théoréme de Bézout permet d'affirmer
que (0t B )s (Xnt1, ) et (Bri1, Prn) sont des couples de nombres premiers

entre eux et les fractions % % et % sont alors irréductibles.
n n n

Exercice 16  On a n inversible modulo 33 ssi il existe m € Z tel que mn = 1[33] ssi
il existem,peZtelquemn=14+33p <= dIm,peZ, mn—-33p=1 < net33
sont premiers entre eux (et m est alors son inverse).

- Puisque PGCD (3,33)=3#1, a=3 n'est pas inversible modulo 33.

- Puisque PGCD (8,33) =1, b=28 estinversible modulo33.Ona 33 =8x4+1
donc 1=33-8x4 et —4=29[33] estlinversedeb=_8 modulo 33.

- Puisque PGCD (44,33)=11#1, c¢=44 n’est pas inversible modulo 33.

- Puisque PGCD (10,33) =1, d=10 est inversible modulo 33. On a
33=10x3+3,10=3%x34+1donc1 =10—-3x3=10-3(33—-10%x3)=4x10—3x 33
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et 4 estl'inverse de d = 10 modulo 33.

- Puisque PGCD (5,33)=1, e=05 estinversible modulo33.0na 33 =5x6+3,

5=3x1+42, 3=2x1+41 donc 1=3-2=3-(5-3)=2x3-5
1=2(33-5x6)—5=2x33—-13x5 et —13=20[33] estlinversedee=>5

modulo 33.

Exercice 17

(a) Puisque PGCD (47, 28) = 1 en testant les diviseurs de 28, si 47z = 28y, alors
28|z et 47|y d'aprés le théoréme de Gauss. On a donc = = 28z et y = 47y’ et
471 = 28y devient 47 x 282" = 28 x 4Ty’ c.-a-d. 2’ = y/. Réciproquement, un tel
couple ( 28k, 47k ) est bien solution de I'équation 47x = 28y.

Onadonc .7, ={(28k, 47k) [k € Z}.

(b) Puisque PGCD (38, 65) = 1 en testant les diviseurs de 65, si 38z = 65y, alors
65|x d'aprés le théoréme de Gauss. On a donc x = 65k pour k € Z et 38z = 65y
devient 38 x 65k = 65y c.-a-d. y = 38k. Réciproquement, un tel couple ( 65k, 38k )
est bien solution de I'équation 38z — 65y = 0.

Onadonc .7, = {(65k, 38k) /k € Z}.

(c)Ona 112 =76x1+36, 76 =36x2+4 36 =4x9+0, donc
PGCD (112, 76 ) = 4 et I'équation s'écrit 4 x 192 = 4 x 28y c.-a-d. 19z = 28y
oi PGCD (28, 19) = 1. Le théoréme de Gauss permet d'affirmer que 28|z. On a
donc z = 28k pour k € Z et 19z = 28y devient 19 x 28k = 28y c.-a-d. y = 19k.
Réciproquement, un tel couple (28k, 19k) est bien solution de I'équation
76z = 112y. On adonc .7, = {(28k, 19k) [k € Z}.

(d) Puisque PGCD(5,2) = 1, si 5(z — 1) = 2(y + 3), alors 2|(x — 1) et
5|(y + 3) d'aprés le théoreme de Gauss. On a donc © — 1 = 2k pour k € Z
et 5(x — 1) = 2(y + 3) devient 5 x 2k =2(y+3) c-a-d. y+3 =5k : . =2k + 1,
y = bk — 3. Réciproquement, un tel couple (2k + 1, 5k — 3) est bien solution de
I'équation 5(x — 1) =2(y +3). On adonc .y ={(2k+ 1,5k —3) /k € Z}.

(e) Puisque PGCD (12,5) = 1, si 12(x + 3) = 5(y — 4), alors 5|(z + 3) et
12| (y — 4) d'apres le théoreme de Gauss. On a donc x + 3 = 5k pour k € Z et
12(x 4+ 3) = 5(y — 4) devient 12 x 5k =5(y —4) c-a-d. y —4 =12k : x = 5k — 3,
y = 12k +4. Réciproquement, un tel couple (5% — 3, 12k + 4 ) est bien solution de
I'équation 12(z +3) = 5(y —4). On adonc .7 = {(5k — 3,12k +4) [k € Z}.

(f) 82 =0[55] <= Ty € Z, 8z = 55y. Puisque PGCD (8, 55) = 1, si 8z = 55y,
alors 55|z d’aprés le théoréme de Gauss. On a donc « = 55k. Réciproquement, un
tel nombre 55k est bien solution de I'équation 8x = 0 [55].

Onadonc .7 = {55k/k € Z}.

(g) 542 =0[62] <= Ty € Z,54x =62y.Ona 62=54x1+8, 54=8x6+6,
8 =6x1+2 6=2x3+0 donc PGCD(54,62) = 2 et I'équation
devient 27z = 3ly ou PGCD (27, 31) = 1. D'apres le théoreme de Gauss,
31|x et x = 31k. Réciproquement, un tel nombre 31k est bien solution de I'équation
54z = 0[62]. On a donc .7, = {31k/k € Z}.

(h) 62 =12[35] <= 6x —12=0]35] < 6(z —2) = 0[35]

< Jy € Z, 6(x —2) = 35y. Puisque PGCD (6, 35) =1, on a 35|(x — 2)
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d'apres le théoréeme de Gauss. On a donc z — 2 = 35k et «x = 35k + 2.
Réciproquement, un tel nombre 35k+2 est bien solution de I'équation 6z = 12 [35].
Onadonc %, ={35k+2/k € Z}.

Exercice 18

1. (a) Puisque PGCD (11, 15) = 1, si 11z = 15y, alors 15|z et 11|y d’aprés le
théoréme de Gauss. On a donc x = 152’ et y = 11y’ et 11z = 15y devient
11 x 152" =15 x 11y’ c.-a-d. 2’ = ¢’ et x = 15k, y = 11k. Réciproquement,
un tel couple (15k, 11k ) est bien solution de I'équation 11z — 15y = 0.
Onadonc g, = {(15k, 11k) /k € Z}.

(b) Ona 15=11x1+4, 11=4x2+4+3, 4=3x1+1
donc 1=4-3=4—(11-4x2)=3x4—11=3(15-11) 11
1 = —4x11+3x15 et 3 = (=12) x 11 — (=9) x 15 :
(20, y0)=(—12, —9) est solution (F): 11z — 15y = 3.

(c) Ona (=z,y) estsolution de (E) < 1llxz — 15y =3
e (llz — 15y) — (11(—12) — 15(—9)) =3 — 3
<~ 11(x+12)—15(y+9) =0 <= (x — o, y — Yo ) solution de (Ep).

(d) Ainsi, (z, y) est solution de (E) <= (z+ 12,y +9) est solution de (Ej)
— dkeZ, z+4+12=15k, y+9=11k
et Sp={(16k—12,11k-9) /k € Z}.

2. - (F): 4z + 6y =8.
Ona 6=4x1+2 e 4=2x240 donc PGCD(6,4)=2. Puisque
2|8, I'équation  (F'): 4o+ 6y =8  admet des solutions entiéres et

(F) 22 (F): 20 +3y=4. Ona 3=2x1+1
donc 1=3-2=2(—-1)+3x1 d'ou, en multipliant par 4,

2x(—=4)+3x4=1x4: (—4,4) est une solution particuliére de (F”).
Soit (z, y) une solution de (F’). On a alors 2z + 3y =4

donc 2(z—(-4)+3@y—4) =4-4 < 2x+4) = -3@y—4) et
2] —3(y —4). Puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
affirme que 2|y —4  etilexiste k € Ztelque y—4=2k < y=4+2k.
Alors, 2(x+4)=-3x2k e xz+4=-3k < z=-3k—4.
Réciproquement, les couples (x, y) = (—3k — 4, 2k + 4) vérifient

2(—3k —4)+32k+4) =-8+12=4. L'ensemble des solutions entiéres
de (F') et donc de (F) est p={(-3k—4,2k+4) /keZ}.
- (G): 20x — 14y =T7.
Ona 20 =14x1+46, 14=6x2+2 e 6=2x3+0 donc
PGCD (20, 14) = 2. Puisque 2 ne divise pas 7, I'équation  (G): 20x—14y =7
n'admet pas de solutions entiéres : Y5 = O.
- (H): 748z — 1254y = 66.
Ona 1254 =748 x 14+ 506, 748 =506 x 1+ 242, 506 = 242 x 2 4 22
et 242 =22x1140 donc PGCD(1254,748) = 22. Puisque 22|66,
I'équation  (H): 748z — 1254y = 66  admet des solutions entiéres et

(H) 2% (H'): 34257y =3. Ona 57=34x1+23, 34=23x1+11
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et 23=11x2+41 donc 1=23—-2x11=23—-2(34—23)=3x23-2x34
1=3(57—-34)—2x%x341=34x(—5)—57%x(—3) d'ou, en multipliant par 3,
34x(=15)=57x(=9) =1x3: (=15, —9) est une solution particuliere de (H').
Soit (x, y) une solution de (H').
On aalors 34z —57y =3 donc 34(x— (—15)) —57(y—(—9))=3-3
< 34(z+15) =57(y+9) et 34|57(y+9). Puisque 34 et 57 sont
premiers entre eux, le théoréeme de Gauss affirme que 34|y +9 et il existe
ke€Ztelque y+9=34k < y=34k—9. Alors, 34(z+15)=57x34k
et x4+ 15=>57k < x =>57k—15.
Réciproquement, les couples (z, y) = (57k — 15, 34k — 9) vérifient
34(57k — 15) — 57(34k — 9) = 3. L’ensemble des solutions entiéres de (H')
et donc de (H) est .y = {(57k— 15,34k —9) /k € Z}.
- (I): 65z + 104y = 26.
Ona 104 =65x1439, 656 =39x1+26, 39 =26x1+13 et
26 =13x240 donc PGCD(104,65) = 13. Puisque 13|26, I'équation

(I): 6524+104y =26  admet des solutions entiéres et (1) PEY (I'): bx+8y = 2.
Ona 8=5x143 5 =3x1+4+2 e 3 =2x1+1 donc
1=3-2=3-(5-3)=2x3-5=28-5)—5=5x(-3)+8x2
d’ol, en multipliant par 2, 5x(—6)4+8x4=1x2: (—6,4) est une solution
particuliére de (I').
Soit (x, y ) une solution de (I").
Onaalors 5x+8y=2 donc 5(z—(—6)+8@y—4)=2-2

< 5(x+6)=-8@y—4) et 5|8y —4). Puisqueb et 8 sont pre-
miers entre eux, le théoréme de Gauss affirme que 5|y —4 et il existe k € Z
tel que y—4 =5k < y=4+5k Alors, 5(x+6)=-8x5k et
r+6=—-8k < xr=—-6-8k.
Réciproquement, les couples (x, y) = (—6 — 8k, 4 + 5k ) vérifient

5(—6 — 8k) + 8(4 + 5k) = 2. L'ensemble des solutions entiéres de (I’) et

donc de (I) est .77 ={(—6—8k,4+5k) /k € Z}.
- (J): 562 — 21y = 105,
Ona 56=21x2+4+14, 21=14x1+7 e 14=7x2+0 donc
PGCD (56,21)=7. Puisque 7|105, I'équation  (J): 56z — 21y = 105 ad-
met des solutions entiereset  (J) 24 (J'): 8x—3y=15. Ona 8=3x2+2
et 3=2x1+41 donc 1=3-2=3—-(8-3x2)=8x(—-1)—3x(-3)
d'ol, en multipliant par 15, 8 x (—15) =3 x (—45) =1x15: (—15,—45)
est une solution particuliere de (J’).  Soit (z, y) une solution de (J').
Onaalors 8xr—3y=15 donc 8(x—(—15))—3(y—(—45))=15—-15

< 8(zx+15)=3(y+45) et 8|3(y+45). Puisque 8 et 3 sont pre-
miers entre eux, le théoréme de Gauss affirme que 5|y +45 et il existe k € Z
tel que y+45 =8k <= y = 8k —45. Alors, 8(x + 15) = 3 x 8k
et x4+ 15 =3k <— =z = 3k — 15. Réciproquement, les couples
(z,y)=(3k—15, 8k — 45) vérifient  8(3k — 15) — 3(8k — 45) = 15.
L’ensemble des solutions entiéres de (J') et donc de (J) est

S ={(3k—15,8k —45) [k € Z}.
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- (K): 944 — 544y = 160.
Ona 944 =544 x 14400, 544 =400 x 1+ 144, 400 = 144 x 2 + 112,
144 = 112 x 1+ 32, 122 = 32 x 3+ 16 e 32 = 16x2+4+0 donc
PGCD (944, 544 ) = 16.  Puisque 16|160, I'équation (K): 944z — 544y = 160
admet des solutions entiéres et (K) pAY (K'): 592 — 34y = 10.
Ona 59=34x1+25 34=25x149, 25=9x2+7, 9=7x1+4+2
et 7T=2x34+1 donc 1=7-3x2=(25—-9%x2)-309-7)

1=25-2x9-3x9+3(25—-9x2)=4x25—11x9

1=4(59-34)—11(34—25) = 4x 59— 15x 34+11(59—34) = 59 x 15— 34 x 26
d'ou, en multipliant par 10, 59 x 150 —34 x 260 =1x 10: (150, 260) est
une solution particuliére de (K).
Soit (x, y ) une solution de (K’).
Ona 59z—34y=10 donc 59(z — 150) — 34(y — 260) = 10 — 10

e 59(z — 150) = 34(y — 260) et 59|34(y — 260).  Puisque 59

et 34 sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss affirme que 59|y — 260
et il existe k € Z tel que y — 260 = 59k <= y = 260 + 59k. Alors,
59(x — 150) =34 x 59k et 1z — 150 = 34k < x = 150 + 34k.
Réciproquement, les couples (x, y) = (150 + 34k, 260 + 59k ) vérifient

59(150 4 34k) — 34(260 + 59k) = 10. L’ensemble des solutions entiéres de
(K') et donc de (K) est .k = {(150 + 34k, 260 + 59k ) /k € Z}.

Exercice 19

1. SoitneN.Ona n=6[22] <= n—-6=0[22] < JkeN, n—6=22k

et n=6[40] < n—-6=0[40] < 3k’ € N, n — 6 = 40k’

On cherche donc k, k' € IN tels que 22k = 40k’. Puisque PGCD (22, 40) = 2,
cette équation devient 11k = 20k’ ot 11 et 20 sont premiers entre eux. D’apres le
théoreme de Gauss, 11|k’ et 20|k donc k' = 11¢', k = 20¢. Puisque 11k = 20k’,
onal=1/{"Ainsi, n=6+22k=6+22x200 et n=06+40k" =6+40x11L.
Réciproquement, un tel nombre 6 + 440/ est solution du systéme et I'on a donc
S = {4400 + 6/€ € IN}.

2. SoitneIN.Ona n=2[23] —< JuelN, n=23u+2

et n=8[17 < FveN, n=17Tv+8.
On cherche donc u, v € IN tels que 23u+2 = 1Tv+8 <= 23u—17v =6.0n a
23=17x146, 17=6x2+45 6=5x1+1, et PGCD(23,17)=1.
Puisque PGCD (23, 17) = 1|6, cette équation admet des solutions.
Ona 1=6-5=6-(17T—6x2)=3x6—17=3(23—17)—17=3x23—4x 17
donc 6 = 18 x 23 —24 x 17 et le couple (u,v) = (18, 24) est solution
de 23u — 17v = 6. Par ailleurs, si u et v sont solutions d'une telle équation, alors
23(u—18) = 17(v—24) et, d’apres le théoréme de Gauss, 17| (u—18) et 23| (v—24)
d'oll u — 18 = 17k, v — 24 = 23k’. Puisque 23(u — 18) = 17(v — 24), k = k' et
u=17k+ 18, v =23k + 24 ce qui donne

n = 23(17k + 18) + 2 = 17(23k + 24) + 8 = 391k + 416.  Réciproquement,
un tel nombre n = 391k + 416 est solution de n = 2[23] et n = 8[17]. Pour que
n soit positif, il faut que k > —letl'ona %% = {391k +416/k € NU {—1}}.
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On peut aussi remarquer que (1, 1) est une solution particuliére de I'équation
23u—17v =06 etl'on obtientalors 23(u—1)—17(v—1) =0 ce qui méne a
u=1+17k,v = 1423k puis n=23(14+17k)+2=17(1+23k)+8 = 391k+25
qui marche pour tout k € IN et en effet, 25 =416—1 x 391.

Exercice 20

(a)

Si n est pair alors 2|n(n* — 1) et si n est impair, alors n* et impair et 2|n* — 1.
Sin=015],5|n(n*—1). Sin=+1[5],alorsn* = (£1)*[5] = 1[5] et 5|n*—1.
Sin = 42[5], alors n* = (£2)*[5] = 16[5] = 1[5] et 5|n* — 1.  Ainsi, pour
tout n, on a 2|n(n* — 1) et 5|n(n* — 1). Comme 2 et 5 sont premiers entre eux,
le corollaire du théoréme de Gauss permet d'affirmer que 10|n(n* — 1).

On construit les tables de congruence modulo 2 et modulo 3.
n modulo 2 0|1 n modulo 3 0112
n + 1 modulo 2 110 n + 1 modulo 3 11210
2n + 1 modulo 2 111 2n + 1 modulo 3 1102
n(2n+1)(n+1) [2] 0 n(2n+1)(n+1)[3] 0|0 |0

D’apres les deux tableaux, n(2n + 1)(n + 1) est divisible par 2 et par 3. Or 2
et 3 sont premiers entre eux, donc, d'aprés le corollaire du théoreme de Gauss,
n(2n + 1)(n + 1) est divisible par 6.

—~

On remarque que n(n? —1) (n? —4) = n(n — 1)(n + 1)(n — 2)(n + 2) et
120 = 8 x 3 x 5. Pour ne pas construire une table de congruences par 120, on
construit donc les tables suivantes.

n modulo 8 0|1
n — 1 modulo 8
n + 1 modulo 8
n — 2 modulo 8
n + 2 modulo 8
n(n?—1) (n*>—4) [§
n modulo 5
n — 1 modulo 5
n + 1 modulo 5
n — 2 modulo 5
n + 2 modulo 5
n (n2 — 1) (n2 — 4) modulo 5
n modulo 3
n — 1 modulo 3
n + 1 modulo 3
n — 2 modulo 3
n + 2 modulo 3
n (n2 — 1) (n2 — 4) modulo 3
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Finalement, pour n € IN, n (n? — 1) (n? — 4) est divisible par 3 et par 5. Comme
3 et 5 sont premiers entre eux, le corollaire du théoreme de Gauss prouve que
n (n? — 1) (n? — 4)est divisible par 15. De méme, 15 et 8 étant premiers entre
eux, on en déduit que n (n? — 1) (n? — 4) est divisible par 120.
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Exercice 21

1. Soient p’ et ¢’ € IN premiers entre eux tels que p = 21p’ et ¢ = 21¢’.  L'équation
3p—5g = 0 s'écrit alors 3 x 21p’ = 5 x 21¢’ c.-a-d. 3p’ = 5¢’. Puisque 3 et 5 sont
premier entre eux, le théoréme de Gauss permet d’affirmer que 5|p’ donc  p’ = 5k
et puisque 3p’ =3 x5k =5¢, ona ¢ = 3k. Comme p’ et ¢’ sont premiers entre
eux,ona k=1, cark estun diviseur communde p’ et ¢’. Ainsi,p’' =5,q¢ =3
doncp=21x5,¢=21x3:(p,q)=(105, 63) est I'unique couple recherché.

2. Soient m’ et n’ € Z premiers entre eux tels que m = 18m’ et n = 18n’.  L'équa-
tion 7m — 4n = 0 s’écrit alors 7 x 18m’ = 4 x 18n’ c.-a-d. Tm’ = 4n’. Puisque
7 et 4 sont premier entre eux, le théoréme de Gauss permet d’affirmer que 4|m/’
donc m' =4k etpuisque Tm'=Tx4k=4n', ona n'=Tk. Comme
m' et n/ sont premiers entre eux, on a k = &1, car k est un diviseur com-
mun de m’ et n’. Ainsi, m’ = £4, n'’ = £7 donc m = £4 x 18, n = £7 x 18 :
S ={(=72, —126);(72, 126)}.

Exercice 22 Soitn € N telque n=9[17] et n=3I5].

1. Puisque n = 9[17], il existe u € Z tel que n =9 + 17u. De méme, n = 3 [5] donc
il existe v € Z tel que n = 3 + 5v. Ainsi, n —n = (3+ 5v) — (9 + 17u) et donc
5v — 17u = 6.

2.0na 17=5x%x3+2, 5=2x241 doncPGCD(17,5) = 1|6 et I'équation
5v — 17u = 6 admet des solutions dans Z.

Ona 1=5-2x2=5-2(17T-5x3)=7x5—-2x17 donc 42x5-12x17=6
et le couple (u, v) = (12, 42) est solution de 5v — 17u = 6.

3. Sibv—17u =6, alors 5(v—42)—17(u—12) = 6—6 = 0 donc 5(v—42) = 17(u—12)
et, d'apres le théoréme de Gauss, 17|v — 42 puisque 17 est premier avec 5. On
adoncv —42 =17k et u — 12 = 5k pour k € Z.

Onaalors n=9+17(5k+12) = 3+ 5(17k + 42) = 85k + 213 pour k € Z
ce qui peut s'écrire n = 85k 4+ 43 car 213 = 2 x 85 4 43.

4. SoitkeZ etn=43+85k.0na 85 =17%x5,43=17Tx2+9et43=5%x8+3
donc n = 9[17] et n = 3[5]. Pour que n soit naturel, il faut et il suffit que k& € IN.
Ainsi, les entiers n recherchés sont de la forme 43 + 85k pour k € IN.

Exercice 23  Un sac de billes

Soit b le nombre de billes dans lesac. Ona b€ [150;200], b=2[5], b=2[4]
et b=2[3].
Ainsi, b—2=0[5], b—2=0[4] et b—2=0[3. Do, b—2=>5c=4dq=3t.
Puisque 4 et 5 sont premiers entre eux, 5 divise g et b —2 =4 x 5¢' = 3t.
Puisque 3 et 20 sont premiers entre eux, 3 divise ¢’ et  b—2=4x5x3¢": b—2=0[60]
et b=2[60).
Puisque b€ [150;200], ona b= 182.

Exercice 24 On chercheeetc € IN tels que 2,3e+1,9¢c = 100 < 23e+19¢ = 1000.
Ona 23=19x1+44, 19=4x4+43, 4=3x1+1 doncPGCD(23,19)=1
qui divise 1000 et il existe des solutions dans Z a |'équation  23e + 19¢ = 1000.

Ainsi, 1=4-3=4—-(19-4x4)=5%x4—-19=5(23-19)—19=5x%x23—-6x 19
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et 1000 = 5000 x 23 — 6000 x 19 : (5000, —6000 ) est une solution particuliére de
23e + 19¢ = 1000.
Si (e, ¢) est solution de I'équation 23e 4+ 19¢ = 1000, alors

23(e — 5000) + 19(c + 6000) = 1000 — 1000 < 23(e — 5000) = —19(c + 6000)
et d'apres le théoreme de Gauss, —19|e — 5000 donc e = 5000 — 19k et |'équation
devient 23 x (—19k) = —19(¢+ 6000) donc ¢ = 23k — 6000.
Les solutions dans Z de l'équation  23e + 19¢ = 1000 sont donc de la forme
(e, ¢)=(5000— 19k, 23k — 6000) ou k € Z.
Pour que e et ¢ soient des entiers naturels, il faut que 5000 — 19k > 0 et
23k—6000 >0 c.-a-d. % ~ 260,8 < k < % ~263,1 donc k€[261;263]
ce qui correspond aux couples (e, d) € {(41,3);(22,26);(3,49)} quiontune
valeur de 41,30€, 24,60€ et 7,90 € respectivement.
Par ailleurs, si I'on juxtapose une pile de 5000 pieces de un euro et une pile de 6000 piéces
de dix centimes, la différence de hauteur sera de 10cm, pile-poail.

Exercice 25 Chiffrement affine

1. M correspond a l'entier xp; = 12. On a 15zp, + 7 = 187 = 26 x 7+ 5 donc
ym = 5 qui correspond a la lettre chiffrée F'. De méme, x4 =0, ya = 7 qui
correspond a la lettre chiffrée H; xp = 19, yp = 6 qui correspond a la lettre
chiffrée G; xy = 7, yg = 8 qui correspond a la lettre chiffrée I; xx = 23,
yx = 14 qui correspond a la lettre chiffrée O. Ainsi, MATH MAX se chiffre
par FHGI FHO.

Sur une calculatrice T.l., on peut utiliser un tableau de valeurs avec la fonction
reste(156X+7,26).

2. (a) Ona 26=15x1+411, 15=11x1+4+4, 11=4x2+43, 4=3x1+1
donc PGCD (26, 15) = 1 et I'équation (E): 15u — 26v = 1 admet des solu-
tionsdans Z.Ona 1=4-3=4—-(11-4x2)=3x4-11

1=3(15-11)—11=3x15—4x11 =3x15—4(26—15) = Tx 15— 4 x 26
et le couple (ug, vo) = (7, 4) est solution de (E).
Soit (u, v) un couple solution de (E). Ona 15(u —ug) —26(v —v9) =0
donc 15(u—7) =26(v—4). Puisque 15 est premier avec 26, on a 15|v—4
et v —4 = 15k, k € Z. Alors, u — 7 = 26k et les solutions de (F) sont
S py ={(T+26k, 4+ 15k) /k € Z}.

(b) Ona 15u=1[26] < Fv € Z, 15u =1+ 26v
= WeZ bu-200=1 <= wecZ (u,v)ecHg. Orll
existe un unique couple (u, v) € .#(g) tel que u € [0;25], celui pour k =0 :
(7,4)etug="7est I'unique solution dans [0;25] de I'équation 15u = 1[26].

(c) Ona 152+ 7=y[26] < 16z =y — T7[26]
< wug X 15x = up(y — 7) [26] <= = = uoy — Tug [26].

(d) Pour déchiffrer un message, il faut retrouver le numéro de la lettre originale, z,
a partir de celui de la lettre chiffrée, y.
Puisque wug=7 x=Ty—T7xT7[26]=7y+ 3[26] et pour retrouver x,
il suffit de prendre le reste de la division euclidienne par 26 de Ty + 3.
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3.0na yp=15 donc Typ+3 =108 et xp =4 quicorrespond 3 la
lettre en clair E.
De méme, O —-14—+23 =X, G—-6—-19—-T, C—2—17— R,
H—-7—-0—A et POGCH se déchiffre en EXTRA.

Exercice 26  uy =0, up+1 = 3u, + 1.

1. On a ug € IN et une récurrence triviale permet d'affirmer que u,, € IN pout tout
entier naturel n.

2. Soit n € IN*. Par soustraction,
PGCD (upt1, un ) = PGCD (3u, +1, u, ) =PGCD (1, u,, ) = 1.
3. Soit n € IN.
Si u,, est pair, up, = 2k et up11 = 3up +1 =3 x 2k +1=2(3k) + 1 est impair.
Si u,, est impair, u, =2k +1
et upy1 =3u, +1=3(2k+1)+1=2x3k+4=2(3k+ 2) est pair.
Puisque pour tout n € IN, u,, € IN, les termes de la suite (u, ), sont alternative-
ment pairs et impairs.

4. (a) Posons, pourn e N, Z,: «2u, =3"—1.»
-Ona 2up=2x0=0=1-1=3"—1 et H, est vraie.
- Supposons £, vraie pour un certain n € IN.
Ona 2upi1 =20Bu,+1)=3x2u,+2=33"—-1)+2=3""1 -1 et
P41 est vraie.
- Ainsi, &2, est vraie pour tout n € IN.
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(b) Au moyen de la calculatrice, on détermine que le plus petit n € IN* tel que
3" =1[7] est n = 6.

(c) Ainsi, 3°=1[7] et pourtoutk €N, 35 =(36)k =1k[7].
On a alors  2usg22 = 2ugx337 = 36x337 _ 1 =0 [7] et 2uggoo est divisible
par 7. Puisque 2 est premier avec 7, le théoreme de Gauss permet d'affirmer
que ugg22 est divisible par 7.

Exercice 27 wug=wvp=1et, pourn € N, upy1 =2up +30n, Upy1 = 2Up + Vn.

1. On a ug et vg € IN et une récurrence triviale permet d’affirmer que u,, et v, € IN
pout tout entier naturel n.

2.0na w = v9g =1, wu = 2up+3v9 = 5, 11 = 2ug +v9g = 3,
Uy =2u1 +3v1 =19, v9o = 2u; +v13 = 13 et uz = 2us + v = 77,
vy = 2uy + vy = bl.  Ainsi, wy = 2ug—3v9 = -1, wy =2u; —3v; =1,
wo = 2ug —3vg = —1 et wg=2uz— 3vy=1.

On peut conjecturer que, pour tout n € IN,  w,, = 2u, — 3v, = (—1)"*1
3. Par récurrence rapide, on a  wp41 = 2Up41 — 3Vn41
Wpt1 = 2(2un + 3v,) — 32Uy + vy) = —2uy + 3v, = —(2uy, — 3v,) = —w,
Wi = —(~1)H = (1),
Ainsi, pour tout n € N, 2u, —3v, =1 ou —2u, + 3v, = 1. Autrement dit,
pour tout n € IN, il existe (a, b) tel que aup+bv, = 1. D'ott PGCD (uy,, v, ) =1
et les termes u,, et v, sont premiers entre eux.



164

Chapitre VI : PGCD ET APPLICATIONS

Exercice 28 PPCM
Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

1.

5.

L’entier ab est un multiple strictement positif de a et de b. Par ailleurs, I'ensemble
des entiers positifs multiples de a et de b est trivialement minoré par 0. Cet ensemble
non vide et minoré de Z admet donc un plus petit élément, le PPCM de a et de b.

. (a) Les premiers multiples strictement positifs de 6 sont 6, 12, 18, 24 et 30. Ceux

de 8 sont 8, 16, 24, 32. Ainsi, PPCM (8, 6) = 24.

(b) OnaPGCD (6,8) =PPCM(2x3,2x4)=2PGCD(3,4)=2x1=2.
On remarque que 8 X 6 =48 = 2 x 24.

(c) De maniere similaire, PPCM(24,36) = 72 (3 x 24 et 2 x 36) et
PGCD(24,36) =12 (2x 12 et 3 x 12).

On aaussi 24 x 36 =864 =72 x 12.

(d) On conjecture que ab=PGCD (a,b) x PPCM (a,b).

(a) Si d=PGCD(a,b), a=a'd et b=10bd alorson sait que a’ et b’
sont premiers entre eux.

(b) De plus, a'b'd =V (d'd) =ba et da'bd=d(l'd) =adb doncadbd
est un multiple commun a a et b.

(a) Si m € IN est un multiple commun a a et b, alors m = pa = pa'd et
m = qgb = qb/d donc pa’ = gb’. Puisque a’ et b’ sont premiers entre
eux, le théoreme de Gauss permet d'affirmer que ¢la’ : ¢ = ka’ ou k € IN.
Ainsi, m =gb'd=ka'b'd et m est un multiple de a’b'd.

(b) On a vu que a’b'd est un multiple positif de a et de b qui divise tout multiple
commun 3 a et 3 b : c'est donc le plus petit de tous. PPCM (a, b) =d't'd.

On aalors PPCM(a,b) x PGCD(a,b)=dbdxd=(d'd)(b'd) =axb.

Exercice 29 Restes chinois

1.

D'aprés I'énoncé, on a b = 3[17], b = 4[11] et b = 5[6] puisqu'en
divisant le butin en 17 parts, il reste 3 pieces, en le divisant par 11, il en reste 4, et
en le divisant en 6 parts, il en reste 5.

. Ce systéme de congruences est équivalent 3 I'existence d'un triplet (x;y;z) € IN?

telque b=17z+3, b=1ly+4 e b=62z+5 olx yetzsont
le nombre de pieces recues par chaque pirate lors du premier, du deuxiéme et du
troisieme partage respectivement. On adonc b=17x+3 =1ly+4 =62+ 5.
De plus, comme chaque pirate recoit 84 piéces de plus lors du troisieme que lors du
premier partage, on peut aussi écrire  z = x + 84.  Ainsi, (x;y; z) vérifie donc
172 — 11y =1, 1ly—6z=1 et z—x=284.

(2;3) est une solution particuliere de 17z — 11y = 1  (en effet,
17x2—-11x3=34—-33=1) etsi(z;y) est une autre solution de cette équa-
tion, alors 172 — 11y = 17x2—-11 x3 donc 17(x—2) = 11(y —3).
D'apres le théoreme de Gauss, comme 17 et 11 sont premiers entre eux, 11 divise
x — 2. Il existe donc k € Z tel que = —2 = 11k. En remplagant = — 2 par
11k dans I'équation, on obtient 17 x 11k = 11(y —3) donc y—3 = 17k.
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Dot 2x=11k+2 et y=17k+3. Réciproquement, pour tout k € Z,
17 x (11k+2) — 11 x (17k+3) =17 x 11k + 34 — 11 x 17k — 33 = 1.

Donc, pour tout k € Z, (11k+2;17k+3) est solutionde 17z — 11y =1.
L'ensemble des solutions entiéres de 17x — 11y =1 est donc

A = {(11k + 2,17k + 3) [k € Z}.

(5;9) est une solution particuliere de 11y — 6z = 1  (en effet,
11x5—-6x9=55—-54=1) et si (y;z) est une autre solution, alors
1ly—62=11x5—-6%x9 donc 11(y—5) = 6(2—9). D’aprés le théo-
reme de Gauss, comme 6 et 11 sont premiers entre eux, 11 divise z — 9. Il existe
donc k € Z tel que z—9 = 11k. En remplacant z — 9 par 11k dans I'équa-
tion, on obtient alors 11(y—5) = 6 x 11k donc y —5 = 6k. D'ou
y =6k+5 et 2z = 11k+9. Réciproquement, pour tout k € Z,
11x (6k +5)—6x (11k +9) = 11 x6k+55—6x 11k—54=1.  Donc, pour tout
ke, (6k+5;11k—9) estsolutionde 1ly—6z=1. L'ensemble des so-
lutions entiéresde  11y—6z =1 estdonc .75 = {(6k+5;11k+9) [k € Z}.

4. Soient (z;y; 2) € IN? une solution du systéme et (k; k') € Z* tel que = = 11k+2,
y=17k+3, y=6k'+5 e 2=11k"+9. Comme z—x2=284, ona
11K’ +9—-11k—2=84 c-ad. 11 (k' —k)=77 etlonobtient & =k+7.

5.0n sait que y = 17k +3 = 6k +5 et que K = k+ 7
dou 17k+3=6(k+7)+5 c-ad. 11k = 44. Dot k = 4 et
k'=k+7=11. En remplacant k et k' par leur valeur, on obtient enfin

r=46, y=71, 2=130 et b=172+3 =785.

On a bien 785 = 17 x 46+ 3 = 3[17], 785 = 11 x 71 +4 = 4[11],

785=6x 130+5=5[6] et 130— 46 = 84.

Le butin des pirates est donc de 785 piéces.

Exercice 30  Racines rationnelles
1. Soit P(x) = 152% — Tx + 3.

(a) Siz € Z,alorsz? € Zet 23 =axxa? doncxz|2® et PGCD (z, 2?) = |z|.

(b) Si x € Z est racine de P, alors 1523 — 7z +3 =0 <= (1522 - 7) = -3
et puisque 1522 —7€Z, ona |3 c-ad ze {£1;+3}.

Apres calculs, on a P(z) # 0 pour tout x € {£1;4+3} : P n’admet donc
aucune racine entiére.

(c) Soit £ une fraction irréductible racine de P.

On adonc P(P) =0 <= 15(0)° - 72 +3=0
3
Py 15p3 — Tpq® = —3¢> <= p(15p% — 17¢%) = —3¢>.
Comme 15p?> —17¢> € Z, ona p|3¢®. Puisque p et ¢ sont premiers
entre eux, le théoréme de Gauss donne p|3¢? puis p|3q et enfin p|3.

(d) Ona 15p® — Tpg® = -3¢ < 15p = q(Tpq — 3¢*>) ol Tpq — 3¢*> € Z
donc ¢q|15p3. Puisque p et g sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
permet d'affirmer que q|15p? puis q|15p et enfin ¢|15.

(e) Onadonc pe{£1;+3}, qe{£1;£3;+5 +15} et PGCD(p, q) = 1.
Les valeurs possibles de £ sont donc +1, 41, +3, +d et £L. Enles
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testant, il s'avére qu'aucune n'est racine de P.
P n’admet donc pas de racine rationnelle.

2. (a) On suppose que I'équation (E): 7823 +1122+25x—14 = 0 admet une solution

rationnelle % irréductible. On a alors

3
T8(Z)? + 11(2)? + 252 — 14 = 0 “E2" 7858 + 11p%¢ + 25pg> — 14¢° = 0

< p(78p%+11pg+25¢%) = 14¢® < q(11p>+25pq—14¢*) = —78p>.
Ainsi, p|14¢®. Puisque p et q sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
permet d'affirmer que p|14¢> puis p|14q et enfin p|14.
De méme, q|78p>. Puisque p et q sont premiers entre eux, le théoreme de
Gauss permet d’affirmer que ¢|78p? puis ¢|78p et enfin ¢|78.

(b) Si ¥ est une solution non entiére de (E), on a PGCD(p,q) = 1,
p € {£1;42; 47,414} et ¢ € {+1;42; +3;+6; +13; £26; +39; £78}.
Il existe donc 7+ 3 4 7+ 3 = 20 racines rationnelles non entieres pouvant &tre
solution de (E).

- A(x) = 32 +52% + 22° — 62 — 4. Soit 2 une racine rationnelle irréductible de A.

4
Ona 3(0)*+5(5)°+2(2)*—6L-4=0 L0 3514 Bp3g4-2p2q2 —6pg—4gt = 0

= pBp*+5p*q+2p*—6¢%) = 4¢" = q(5p*+2p*q—6pg®—4q*) = —3p™.
Puisque p et g sont premiers entre eux, le théoreme de Gauss appliqué plusieurs
fois permet d'affirmer que p‘4 et ¢|3. Ainsi, PGCD(p,q)=1, pe{+l;+3}
et ¢ € {£1;+2;+4} et les solutions rationnelles appartiennent donc a
{£1;£5 43,83, 433 En testant les différentes valeurs possibles, il
s'avere que 1 est la seule racine rationnelle de A.
- B(x) = 623 + 1322 — 22z — 8. Soit % une racine rationnelle irréductible de B.

3
Ona 6(2)°+13(2)2—222—8=0 LY 618 4 13p2g — 22pg? — 8¢P = 0

> p(6p® + 13pg — 22¢*) = 8¢° = q(13p® — 22pq — 8¢%) = —6p°.
Puisque p et g sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss appliqué plu-
sieurs fois permet d'affirmer que p’8 et ¢|6. Ainsii PGCD(p,q) = 1,
p e {£1;£2;+4; 48} et g€ {£l;4+2;+3;+6} et les solutions rationnelles
appartiennent donc a {:I:%; :I:%; :i:%; :i:%; ; :i:%; :i:%; :i:%; :I:%; :I:%; :t%}.
En testant les différentes valeurs possibles, il s'avere que % est la seule racine ra-
tionnelle de B.

Exercice 31 Pour a, b € R*, la plus petite période de  f(x) = cos(az) + sin(bz)

est

2T
PGCD(a,b)’

2

- Montrons tout d'abord que Ty =— ou c=aAb estune période de f.
c

Il existe deux entiers a’ et b’ tels que a=ca’ et b=cl’ et pour tout réel z,
f(z+ Tp) = cos(a(x 4+ Tp)) + cos(b(z + Tp)) = cos(az + aTp) + cos(bx + bTp)

= cos(az + a®X) + cos(bz + b)) = cos(az + 2ma’) + cos(bx + 27b’)

f(z + Tp) = cos(ax) + sin(bz) = f(x).
Ty est donc une période de f.

2k

- Montrons ensuite que toute période de f est de la forme ——.
a

AD
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Soit T une période de la fonction f.
On a alors  cos(ax + aT) = cos(ax) et cos(bx + bT) = cos(bx).
Or, la plus petite période de la fonction sinus et de la fonction cosinus est 27 donc il existe

; . 2wk 2w
k et k' deux entiers tels que 0T =27k et ol =27k’. Ainsi, T = > =T
&
2k’ 27w
a ®
Posons c¢=aAb. llexiste alors deux entiersa’ et &’ telsque a=ca’ et b=cb
N - 2 2 i vood
ou a'AV=1. Onaalors T=_ e T=_;  Parconséquent, i
& a
ainsi K'Y = ka’. D'od o divise k'b’ et d’aprés le théoréme de Gauss, comme a’ et
b’ sont premiers entre eux, a’ divise k' : k' = a’k” ol k” est un entier. On a donc
2w
k//

De méme, I’ divise alors ka’ et d'apreés le théoréme de Gauss, comme a’ et b’ sont premiers

. . 2

entre eux, b’ divise k :  k =b'k"" ol k" est un entier. Onadonc 7T = —-.

T
: " " Ly 2mk” N
Finalement, k" =k et toute période de f est donc de la forme T = ol

c

k" est un entie2r naturel non nul et ¢ = a A b.
s
- Or T() =

b est une période de f. C'est donc la plus petite.
a

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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La théorie des graphes est la discipline mathématiques qui étudie les dessins abs-
traits de réseaux reliant des objets. Ces graphes peuvent modéliser de trés nom-
breux réseaux (sociaux, informatiques, communications, transports mais aussi carto-
graphiques, génétiques...) et sont utiles dans de nombreux domaines mathématiques
(algebre, probabilités, topologie...).

Nous ne traiterons ici que de graphes finis dans le plan. Je vous sens quelque peu
dégus mais nous aurons déja la possibilité d’utiliser les matrices et, plus tard, d’en
voir des applications en probabilité.

Le résultat fondateur de cette théorie est dii & Leonhard Euler (1707-1783), émi-
nent mathématicien et physicien suisse, membre de I’Académie royale des sciences de
Prusse a Berlin. Euler fit d’importantes découvertes dans des domaines aussi variés
que le calcul infinitésimal et la théorie des graphes. Il introduisit une grande partie
de la terminologie et de la notation des mathématiques modernes : f(z), e, 7, »_.
Il est aussi connu pour ses travaux en mécanique, en dynamique des fluides, en op-
tique et en astronomie ou en géométrie du triangle. Fuler est considéré comme 'un
des plus grands et des plus prolifiques mathématiciens de tous les temps et nous
I'aurons croisé avec grande satisfaction tout au long de cette année.

Le probleme historique, résolu par Euler en 1735, est le suivant. La ville de Ko-
nigsberg (aujourd’hui Kaliningrad) est construite autour de deux iles situées sur le
Pregel et reliées entre elles par un pont. Six autres ponts relient les rives de la riviere
aux iles, 'une bénéficie d’un pont pour rejoindre chacune des rives et I'autre, deux.



170 Chapitre VII : GRAPHES

Le probléme consiste a déterminer s’il existe ou non une promenade dans les rues de
Konigsberg permettant, a partir d'un point de départ au choix, de passer une et une
seule fois par chaque pont, et de revenir a son point de départ, étant entendu qu’on
ne peut traverser le Pregel qu’en passant sur les ponts. Qu’en pensez-vous ?

1 Graphes non orientés
1.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 1

Un graphe non orienté est un ensemble de sommets reliés par des arétes.

Deux sommets reliés par une aréte sont dits adjacents et une aréte reliant deux
sommets adjacents est dite incidente a ces deux sommets.

Une aréte est une boucle si elle relie un sommet a lui-méme.

Un sous-graphe d’un graphe est un graphe constitué de certains sommets ainsi que
certaines arétes reliant ces sommets.

L’ordre d’un graphe est le nombre total de ses sommets.

Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes incidentes a ce sommet, les boucles
comptant pour deux.

Un graphe est dit simple si au plus une aréte relie deux sommets et s’il ne contient
aucune boucle.

FEzemples : Nous nous reporterons aux exemples numérotés tout au long de ce
chapitre.

Graphe n°1 :

Graphe simple d’ordre 5.

Les sommets A et B sont adjacents, tout comme B et E.
Les sommets B et C ne sont pas adjacents, tout comme D
et E.

Ce graphe comporte 6 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(A) = 4, deg(B) =2, deg(C) = 2,
deg(D) =1, deg(E)=3.

Graphe n°2 :

Graphe d’ordre 5.

Les sommets A et B sont adjacents, tout comme E et C.
Les sommets B et E ne sont pas adjacents, tout comme A
et C.

L’aréte E-E est une boucle.

Les arétes o1 et ao sont incidentes aux sommets B et C.
Ce graphe comporte 8 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(A) =1, deg(B) =3, deg(C) =5,
deg(D) =3, deg(E)=4.
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Graphe n° 3 :

Graphe d’ordre 6.

Les sommets B et F sont adjacents et les sommets B et C
ne le sont pas.

L’aréte C-C est une boucle.

Ce graphe comporte 10 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(A) = 4, deg(B) = 3, deg(C) = 4,
deg(D) =2, deg(E)=2, deg(F)=>5.

Graphe n°4 :

Graphe d’ordre 5.

Les sommets A et B sont adjacents, C et D ne le sont pas.
Ce graphe comporte 8 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(A) = 2, deg(B) =4, deg(C) = 4,
deg(D) =2, deg(E)=4.

Graphe n°5 :

Graphe d’ordre 4, sous-graphe du graphe n° 4 précédent.
Les sommets A et B ne sont plus adjacents, B et E le res-
tent.

Ce sous-graphe comporte 5 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(A) =1, deg(B) =2, deg(C) = 4,
deg(E) = 3.

Graphe des ponts de Konigsberg :

Graphe d’ordre 4.

Ce graphe comporte 7 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(G) = 3, deg(D) =3, deg(l) = 3,
deg(2) = 5.

Remarque :

Il ne faut pas confondre un graphe et @
son dessin. Un méme graphe peut étre
représenté de différentes manieres et

la lisibilité de la visualisation est une
question & ne pas négliger lors de la @
modélisation d’une situation.

Propriété 1
La somme des degrés de tous les sommets d’un graphe non orienté égale le double du
nombre de ses arétes.

Démonstration : En effet, pour chaque aréte, il existe deux sommets donc chaque
aréte produit deux degrés. ]
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Exemples : Dans les graphes précédents, on a bien Z deg(s) = 2 x # arétes.
s sommet

Propriété 2

Dans un graphe non orienté, le nombre de sommets de degré impair est pair.

Démonstration : S’il y en avait un nombre impair, alors la somme de tous les degrés
serait impaire et ne pourrait alors étre égale au double du nombre d’arétes. ]

Ezemples : Dans les graphes précédents, on a bien zéro, deux ou quatre sommets de
degré impair.

Définition 2 Un graphe simple non orienté est complet si tous ses sommets sont
adjacents deuz d deux.

Ezxemples :

Graphe n°6 :

Graphe complet d’ordre 5.

Ce graphe comporte 10 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(A) = 4, deg(B) =4, deg(C) =4,
deg(D) =4, deg(E)=4.

Graphe n°7 :

Graphe complet d’ordre 4, sous-graphe du graphe n° 6 pré-
cédent.

Ce graphe comporte 6 arétes et les degrés de ses som-
mets sont deg(A) = 3, deg(B) =3, deg(C) = 3,
deg(E) = 3.

Il est parfois utile de faire appel a la notion suivante.

Définition 3  Le graphe complémentaire d’un graphe simple non orienté G est
un graphe simple H ayant les mémes sommets et tel que deur sommets distincts de
H sont adjacents si, et seulement si, ils ne sont pas adjacents dans G.

1.2 Parcourir un graphe

Définition 4  Dans un graphe non orienté, on appelle chaine toute suite de som-
mets consécutivement adjacents, éventuellement confondus.

La longueur d’une chaine est le nombre d’arétes la composant.

Une chaine est dite fermée lorsque le premier et le dernier sommet de cette chaine
sont confondus.

Un cycle est une chaine fermée dont toutes les arétes sont distinctes.

Ezxemples : Dans le graphe n°1, BEACAE est une chaine de longueur 5, DACEAD
est une chaine fermée de longueur 5 et ABECA est un cycle de longueur 4.
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Définition 5
Un graphe est connexe si deux sommets distincts quelconques peuvent étre reliés par
une chaine.

Ezxemple :
@ @ Graphe n° 8 :
Graphe non connexe d’ordre 5 car aucune chaine ne relie les
sommets A et C par exemple.

“’@ Ce graphe comporte 5 arétes et les degrés de ses som-

v mets sont deg(A) = 2, deg(B) =2, deg(C) = 2,
@ deg(D) =2, deg(E) = 2.
Remarques : + S’il existe une chaine passant par tous les sommets d'un graphe,

alors celui-ci est connexe.
» Un graphe complet est toujours connexe. La réciproque est fausse (cf. n°5).

Définition 6  Une chaine eulérienne est une chaine contenant toutes les arétes
du graphe une et une seule fois.

Un cycle eulérien est une chaine eulérienne fermée. Dans ce cas, on dit que l'on a
un graphe eulérien.

Ezxemples : Dans le graphe n°1, DAEBACE est une chaine eulérienne.
Dans le graphe n° 3, Fa; Aao FECCFBADB est une chaine eulérienne.
Dans le graphe n° 4, CCBAEBDEC est un cycle eulérien.

Théoréme 1 Théoréme d’FEuler
Un graphe non orienté connexe admet une chaine eulérienne si, et seulement si, le
nombre de sommets de degré impair vaut 0 ou 2.

Démonstration : On suppose qu’il existe une chaine eulérienne dans un certain
graphe. Notons v le sommet de départ et w le sommet d’arrivée de cette chaine.
Puisque cette chaine passe par toutes les arétes, on peut facilement compter les de-
grés de chaque sommet en suivant le chemin. En effet, on initialise tous les degrés a 0
et, a chaque fois que ’on passe par un sommet en suivant notre chaine, on augmente
son degré de 2 : une fois en arrivant en ce sommet et une fois en repartant. Au départ
et a larrivée de la chaine, on incrémente le degré de 1 seulement pour v et pour w.
D’ou, si v # w, ce sont les deux seuls sommets ayant un degré impair, alors que si
v = w, tous les sommets sont de degré pair.

La réciproque est plus délicate. On suppose que v et w sont les deux seuls sommets
de degré impair (s’il n’y en a pas, on prend v = w quelconques). Puisque le graphe est
connexe, il existe une chaine reliant v a w. Si elle est eulérienne, on a fini. Sinon, le
sous-graphe restant apres suppression des arétes parcourues n’admet que des sommets
de degré pair et I’on peut agrandir notre chaine en ajoutant une sous-chaine tournant
autour d’'un sommet n’ayant pas toutes ses arétes supprimées : cela est possible car
les sommets étant de degré pairs, il y a toujours une sortie possible. Et 'on reproduit
ceci pour chaque aréte non encore parcourue. ]
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Ezxemple : Construction d’une chaine eulérienne sur le graphe 3.

Les seuls sommets de degré impairs sont B et F. Commencons donc par la chaine BF
puisqu’elle existe.

Autour de B, il reste deux arétes et I’on remplace B par la chaine BADB pour obtenir
BADBEF.

Autour de A, il reste deux arétes et I’'on remplace A par la chaine AFA pour obtenir
BAFADBEF.

Autour de F, il reste deux arétes et ’on remplace F par la chaine FCEF pour obtenir
BAFCEFADBEF.

Autour de C, il reste une boucle et 'on remplace C par la chaine CC pour obtenir
BAFCCEFADBEF.

Toutes les arétes sont parcourues une seule fois par la chaine eulérienne BAFCCE-
FADBF.

Les résultats suivants sont des conséquences du théoreme d’Euler et de sa démons-
tration.

Propriété 3  On considere un graphe non orienté connezxe.

» S’il posséde plus de deux sommets de degré impair, alors il ne posséde pas de chaine
eulérienne.

o Sl possede deux sommets de degré impair, alors ce sont les extrémités de ses
chaines eulériennes.

o Il admet un cycle eulérien si, et seulement si, tous ses sommets sont de degré pair.

Démonstration : <+ Le premier point est évident avec le théoreme d’Euler.

* La démonstration du théoreme d’Euler a montré que seules les extrémités d’une
chaine eulérienne peuvent étre de degré impair.

+ S’il admet un cycle eulérien, il faut qu’il admette une chaine eulérienne donc
qu’il possede zéro ou deux sommets de degré impair. D’apres le point précédent, s’il
en possede deux, ce sont les extrémités des chalnes eulériennes qui ne peuvent alors
étre des cycles. Il ne peut donc pas avoir de sommets de degré impair.
Réciproquement, s’il n’admet pas de sommets de degré impair, alors il admet néces-
sairement une chaine eulérienne et d’apres la démonstration du théoreme d’Euler, on
peut prendre v = w comme début et fin de cette chaine : c’est alors un cycle. ]

Ezxemples : Les graphes n°®2 et 7 possédent quatre sommets de degré impair et le
graphe n°8 n’est pas connexe donc ils n’admettent pas de chaine eulérienne.

Les graphes n°® 1, 3 et 5 possedent deux sommets de degré impair donc ils admettent
des chaines eulériennes.

Les graphes n°® 4 et 6 ne possedent pas de sommet de degré impair donc ils admettent
des cycles eulériens.

Par exemple, AEBCCE est une chaine eulérienne du graphe n°5 et ABCDEACEBDA
est un cycle eulérien du graphe n° 6.

Puisque le graphe des ponts de Konigsberg admet 4 sommets de degré impair, il
n’était pas possible de s’y balader en franchissant chacun des ponts une unique fois,
encore moins en revenant a son point de départ.
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En revanche, si les habitants de Koénigsberg ’avaient vrai-
ment voulu, il aurait été possible de faire une telle ballade
apres avoir déplacé un seul pont et sans modifier radicale-
ment le systéme de circulation.

Le graphe ci-contre admet quatre sommets, tous de de-
gré pair, donc il existe des cycles eulériens. Par exemple,
G1D12D2G.

Un déplacement du type ilel-riveD en ile2-riveG aurait par
contre modifié radicalement le plan de circulation.

2 Graphes orientés

Définition 7 Un graphe est dit orienté lorsque ses arétes sont munies d’un sens
de parcours, d’une origine & une extrémité. Les arétes sont alors appelées arcs et les
chaines, appelées chemins, tiennent compte du sens de parcours. On parle alors de
degré entrant pour le nombre d’arcs dirigés vers un sommet et de degré sortant
pour le nombre d’arcs partant d’un sommet.

Graphe n°9 :

@ @ Graphe orienté simple d’ordre 5.
“k DBAC est un chemin de longueur 3.

Ce graphe comporte 6 arcs.

0 Les degrés entrants de ses sommets sont  deg,(A) = 1,
(E) deg,(B) =1, deg. (C)=2, deg,(D)=0, deg./(E)=2.
Les degrés sortants de ses sommets sont deg,(A) = 2,
© deg,(B) =3, deg,(C)=0, deg,(D)=1, deg,(E)=0.
Graphe n° 10 :
Graphe orienté d’ordre 5.
ABBACD est un chemin de longueur 5.
Ce graphe comporte 8 arcs.
Les degrés entrants de ses sommets sont deg,(A) = 1,
deg.(B) =2, deg.(C)=1, deg.(D)=2, deg. (E)=2.
Les degrés sortants de ses sommets sont deg,(A) = 3,
deg,(B) =3, deg,(C)=1, deg,(D)=0, deg,(E)=1.

Remarques : + Les définitions et les propriétés précédentes s’appliquent dans le cas
d’un graphe orienté, excepté la notion de graphe complet et le théoreme d’Euler.

* Dans un graphe orienté, la somme des degrés entrants égale la somme des
degrés sortants ainsi que le nombre d’arcs (il suffit de reprendre la démonstration de
la propriété 1 en page 171).
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3 Matrice d’adjacence d’un graphe

Définition 8  Soit un graphe (orienté ou non) d’ordre n € IN* dont les sommets
sont numérotés de 1 a n.

La matrice d’adjacence de ce graphe est la matrice carrée de taille n ou le terme
m;,; de la i¢ ligne et de la j° colonne est égal au nombre d’arétes (ou d’arcs) partant
du sommet © et arrivant au sommet j.

Ezemples : On note M; la matrice d’adjacence du graphe n°+4 précédent en classant
les sommets par ordre alphabétique (G,D, 1, 2 pour Konigsberg). Les voici.

01 1 1 1 0100 0
1 00 0 1 10200
Mi=|10 0 0 1| My=]0 2 0 2 1
1 00 0 0 00 2 0 1
1 110 0 00 1 1 1
01010 2
100 10 1 (1)(1)(1)(1)} 00 0 1
001011 00 1 1
Ms=17 97000 0 M4:8}(1)8}M5:0111
001001 1111 0 1 1 10
211010
01 1 1 1 01 01 0
101 1 1 ?é}} 1 00 10
Mg = [1 1 0 1 1 L Mg = [0 0 0 0 2
1 110 1 L 110 1 10 0 0
1 1110 00200
0010 1 01 10 1
1 010 1 1 101 0 gg}g
My=10 0 0 0 0 Mpp=10 0 01 0 Me=1{ 1 o ]
0100 0 00000 5 2 1 0
00000 0000 1

Remarques : + La matrice d’adjacence d’un graphe non orienté est symétrique car
toute aréte reliant le sommet ¢ au sommet j relie aussi le sommet j au sommet 4.

* La matrice d’adjacence d’un graphe simple ne contient que des 0 sur la diagonale
et des 0 ou des 1 partout ailleurs.

* On admettra que si 'ordre des sommets est modifié, la nouvelle matrice d’adja-
cence est semblable & la précédente : il existe une matrice inversible (dite de permu-
tation) telle que M’ = PM P~

Théoréme 2

Soient n, k € N* et M la matrice d’adjacence d’un graphe d’ordre n.

Le nombre de chaines (ou de chemins) de longueur k reliant deux sommets i et j est
donné par le terme mz(-? de la i€ ligne et de la j¢ colonne de la matrice MF.

Démonstration : Elle s’effectue par récurrence sur k.

* Ona M!'=M et, par définition de la matrice d’adjacence M, ml(»}j) =m;; est
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le nombre de chaines (ou de chemins) de longueur 1 reliant le sommet 7 au sommet
j : la propriété est vraie au rang k = 1.
* Supposons cette propriété vraie au rang k > 1. On a M’“‘*‘1 MF x M'  donc,

(k+1 (1)

par définition de la multiplication matricielle, m; Z m

(k)

On sait que m; ; est le nombre de chaines (ou de chemlns) de longueur k reliant le

sommet ¢ au sommet p

@a )

et m,, ; est le nombre de chaines (ou de chemins) de longueur 1 reliant le sommet p

au sommet j
donc m( m(l) est le nombre de chaines (ou de chemins) de longueur k& + 1 reliant

le sommet z au sommet J ayant le sommet p pour avant-dernier sommet.

On en déduit que Z m ) est le nombre de chaines (ou de chemins) de longueur

k + 1 reliant le sommet 7 au sommet j ayant I'un des sommets pour avant-dernier
sommet, ce qui n’apporte pas de contrainte supplémentaire. La propriété est donc
vraie au rang k + 1.

* La propriété est vraie pour tout k£ € IN*. O

2 3
Ezemples: ° Ona M3 = ? 2 donc il existe 5 chaines de longueur 3
6 3

0 1
1 3
2 5
3 5
reliant le sommet C et le sommet B dans le graphen®5: CCEB, CECB, CBCB,
CBEB et CCCB.

5

7
> Ona Mj = 0 donc il existe 3 chemins de longueur 5
0

o O otw
S O O o Ut
OO WwWwN
SOOI

0 0
reliant le sommet B au sommet C dans le graphe n°10 : BBABAC, BBBBAC
et BABBAC mais aucun ne relie C a B.

Remarque : Sil'ordre des sommets est modifié, la nouvelle matrice d’adjacence est
M’ = PMP~!, permutation de M, et I'on a

(M"k = (PMP~ Y = PMP™'PM..PMP~' = PMI..IMP~! = PM*P~!,
qui est la méme permutation de M* :  ce théoréme est bien indépendant de 1’ordre
des sommets.



Exercices

GRAPHES

Lors de la construction d’une matrice d’adjacence, on classera les sommets par
ordre alphabétique.
Exercice 1 Exercice de stylo
Dessiner les figures suivantes sans lever le stylo et sans passer deux fois sur les mémes
cOtés.

Exercice 2 Salut toi, ca va toi?
Lors d'une soirée, chacune des quatre personnes présentes serre la main a chacune des
autres. Combien y a-t-il de poignées de main?

Exercice 3 Le petit Nicolas et les copains

Clotaire s'est disputé avec Rufus, Eudes ne peut plus voir ni Agnan, ni Rufus, ni Marie-
Edwige et Rufus est en coléere contre Agnan. Combien d'amis Nicolas peut-il inviter au
maximum sans risque ?

Exercice 4 Fight club

Les clubs de mathématiques des sept écoles de Villeneuve-la-Vieille souhaitent organiser
des défis mutuels de telle sorte que chaque club en rencontre trois autres.

Peuvent-ils proposer un planning de rencontres? Et si chaque club doit en rencontrer
quatre?

Exercice 5 Le graphe de sept sommets de degré quatre construit a |'exercice précédent
admet-il un cycle eulérien? En donner un le cas échéant.

Exercice 6 On considére le graphe ci-dessous.

1. Quel est son ordre?
Est-il complet?
Est-il simple?

Admet-il une chaine eulérienne?

ARl Y

Combien de chaines de longueur 3 relient les sommets E
et C? Les déterminer.
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Exercice 7
Un touriste visite Villleneuve-la-Vieille dont le plan est schématisé ci-dessous.

1. Peut-il déambuler dans cette charmante cité et visiter chacun des points d'intérét ?
2. Peut-il passer une et une seule fois dans chacune des rues du centre?

3. (a) Peut-il passer une et une seule fois dans chacune des rues sauf une et si oui,
laquelle ? Quel est alors un parcours possible ?

(b) Peut-il le faire en revenant a son point de départ?

Exercice 8 On considére un graphe complet d'ordre n.
Exprimer en fonction de n le degré des sommets ainsi que le nombre d'arétes de ce graphe.

Exercice 9  Construire un graphe orienté dont les sommets sont les entiers de [1;12]
et les arcs représentent la relation « est diviseur strict de ».

Exercice 10  On considére les graphes suivants.

Graphe n°1 Graphe n°2 Graphe n°3 Graphe n°4

)"@0 (Ve
® o &8O & e
i <7 4

1. Dans cette question, on ne tient pas compte de |'orientation.

(a) Existe-t-il une chaine reliant le sommet A au sommet D dans chacun des
graphes?

(b) Ces graphes possédent-ils une chaine eulérienne ? Un cycle eulérien ? En déter-
miner le cas échéant.

(c) Déterminer les matrices d'adjacence de ces graphes.

(d) Combien de chaines de longueur 3 reliant le sommet A au sommet D possédent
ces graphes?

2. Mémes questions en tenant compte de |'orientation cette fois-ci.

EXERCICES
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Exercice 11  On considére le graphe ci-dessous.

1. Retrouver I'emplacement des sommets A, B, C, D, E et F
sachant que la matrice d'adjacence de ce graphe est

0 00101
0 00111
0 000 01
M_ll()Oll
01 01060
11 1100

2. Ce graphe admet-il une chaine eulérienne ? En déterminer une
le cas échéant.

3. Déterminer le nombre de chaines de longueur 5 reliant le
sommet C a lui-méme puis les lister.

Exercice 12  Tracer des graphes de matrices d'adjacence suivantes.

01 0 01 021 01
11 1 1 1 ; é é 1 11 1 1 1
Mi=|0 1 0 1 0f, My = 010 0 Ms=10 1 0 0 1
01 10 2 1010 0011 2
110 2 0 01 0 10
Exercice 13  Répondre aux questions suivantes sans tracer les graphes dont on donne

0 01 01 1 2 0 00
00 1 11 0 0 2 01
la matrice d'adjacence M; =1 1 0 1 O et My=1|1 0 0 1 O
01 1 00 1 01 00
1 1 0 0 0 0 0 0 01

puis vérifier en les tracant.

(a

(b) Quel est le degré de chacun des sommets?

Quel est I'ordre du graphe?

c
d

(c) Quel est le nombre d'arétes du graphe?
(d) Le graphe est-il complet? Est-il simple?

)
)
)
)
(e) La graphe admet-il une chaine eulérienne ?
(f) Le graphe admet-il un cycle eulérien?

Exercice 14 Que la montagne est belle

Un club alpin souhaite proposer a ses membres des randonnées itinérantes dans les Alpes
avec des possibilités de nuitées dans les refuges suivants : Aréte du Diable, Belvédere,
Corne du Bouc, Drédanlpentu, Entonnoir, Fonduvallon, Grand Pic et Haute-Pointe. Ces
refuges sont accessibles entre eux par des chemins de randonnées répartis de la maniere
suivante.

Refuge A B C D E F G H

Liaison B,D AF.GH E,F AE CD,FH| B,CEH B,H B.E,F.G
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1. Le club peut-il proposer un itinéraire au départ du refuge du Fonduvallon qui em-
prunterait une et une seule fois chacun des sentiers? Si oui, en proposer un.

2. Peut-il proposer un itinéraire de trois jours entre le refuge de I'Entonnoir et celui
du Belvédeére 7 Si oui, combien peut-il en proposer et quelles sont-elles ?

Exercice 15 Parcours sportif
Le parcours sportif préféré de votre professeur de mathéma- Q“
tiques favori est composé d'un banc pour les abdominaux, de .

haies et d'anneaux, d'un point de début et un de fin de par- @
cours, organisés selon le plan ci-contre. @ ’

1. En petite forme aujourd’hui, votre professeur souhaite réaliser un parcours de trois
sentiers seulement. Est-ce possible? Combien a-t-il de possibilités? Les lister.

2. Des travaux sont envisagés afin d'ajouter une barre de traction et des nouveaux sen-

010101
000 100
. . —— . |1 1.0 0 1 0
tiers. La nouvelle matrice d'adjacence serait alors N = 00000 0
1101 0 1
000 100

Dresser le plan du parcours rénové.

Exercice 16 Listes graphiques

1. Une liste décroissante d'entiers est graphique s'il existe un graphe simple non orienté
connexe dont les degrés des sommets correspondent a cette liste. Les listes suivantes
sont-elles graphiques ?

(a) 3.3,21,1. (d) 5,32 1,1, 1.
(b) 3,3,2 2. (e) 3,2 2 2 1.
(c) 4,2,1,1,1, 1. (f) 54,2 2 1.

2. Pour les graphes simples orientés connexes, il faut considérer les couples d’entiers
ol le premier élément correspond au degré entrant et le second, au degré sortant.
Les listes suivantes sont-elles graphiques?

(@) (0,1),(1,1),(1,1),(1,1),(1,0).

(b) (1,1),(1,1),(1,1),(1,1),(1,1)

(¢) (0,2),(1,1),(1,1),(1,1).

(d) (0,2),(1,1),(1,1),(2,0).

(e) (1,2),(1,2),(2,1),(2,1).

(f) (1,2),(1,2),(2,1),(2,2),(1,1).
Exercice 17 Deux fois sept ponts...

Peut-on traverser les sept ponts de Konigsberg en empruntant deux fois chaque pont,
une fois dans un sens, une fois dans |'autre ?

EXERCICES
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Exercice 18 Tchin-tchin
Lors d'une soirée festive, les convives ont tous trinqué une fois les uns avec les autres et
j'ai entendu 45 tintements de verres. Combien étions-nous ?

Exercice 19 Vroum vroum

Les onze grandes villes de |'Autostan, dont la capitale Carville, sont chacune reliées par
autoroute a cing autres au moins. Peut-on aller, en empruntant I'autoroute, de Carville a
chacune des autres grandes villes ?

Exercice 20 Qui est-ce?

Montrez que dans un groupe de six personnes, il y en a nécessairement trois qui se
connaissent mutuellement ou trois qui ne se connaissent pas mutuellement.

Montrer que cela n'est plus vrai dans un groupe de cinq personnes.

Exercice 21 Droles d'associations

Un groupe de personnes est tel que chaque personne est membre d'exactement deux
associations, chaque association comprend exactement trois membres et deux associa-
tions quelconques ont toujours exactement un membre en commun. Combien y a-t-il de
personnes et d'associations ?

Exercice 22 Les amis de mes amis
Dans un groupe, y a-t-il toujours deux personnes ayant le méme nombre d'amis présents ?

Pointez vers la page 311 afin de réaliser le devoir n° 11.
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Exercice 1 Exercice de stylo
Pas si difficile, non? On sait maintenant que cela est possible car les sommets de degré
impairs sont au plus deux.

Exercice 2 Salut toi, ca va toi?

Si on décompte les poignées de mains convive par convive, Agathe a serré trois mains,
Betty en a serré deux autres, Colette une de plus et les poignées de mains de Jeanne ont
déja été comptées. Il y a donc eu 3+2+1=6 poignées de mains. Sinon, la somme des
degrés (4 x 3) égale le double du nombre d'arétes (2 x 6).

Exercice 3 Le petit Nicolas et les copains

Ce graphe illustre les relations difficiles entre les amis de Nicolas.
Il comporte 5 arétes donc le graphe complémentaire des relations
amicales en comporte 5 puisque le graphe complet en comporte
44342+ 1= 10. Avec 5 arétes, on ne peut tracer un graphe
complet d'ordre 4 (qui comporte 6 arétes) mais on peut en tracer
un d'ordre 3 et, en effet, le sous-graphe A, M, C est bien un graphe
complet de relations amicales.

Nicolas peut donc sans risque inviter trois amis : Agnan, Marie-
Edwige et Clotaire.

Exercice 4 Fight club

Une répartition de sept clubs rencontrant chacun trois
autres clubs meénerait a un graphe comportant 7 sommets,
tous de degré 3. La somme des degré serait alors égale a
7x 3 = 21 ce qui est impossible car cette somme doit &tre
le double du nombre des arétes du graphe.

Si les clubs doivent en rencontrer quatre autres, on peut
proposer |'organisation ci-contre.

On peut aussi passer par le graphe com-
plémentaire des rencontres non dispu-
tées ol les sommets sont tous de degré
2 ce qui est plus facile a construire et
ensuite revenir au graphe des rencontres
disputées. Cela donne la construction
suivante.




184 Chapitre VII : GRAPHES

Exercice 5 Le graphe I'exercice précédent ne comporte que des sommets de de-
gré pair et admet donc des cycles eulériens. En voici un pour la premiére répartition
126523415374 671 et pour la seconde, 137524614736 251.

Exercice 6 Ce graphe est d’ordre 6. Il n’est pas complet car A et F ne sont pas adjacents
par exemple. |l n'est pas simple car E et F admettent deux arétes incidentes. Il n'admet
pas de chaine eulérienne car 4 sommets sont de degré impair : B, C, Det E. lly a7
chaines de longueur 3 reliant E et C : Ex;FaoEC, ExoFa EC, EayFo EC, EaoFaoEC,
ECEC, ECAC, ECFC.

Exercice 7 Tourisme dans Villleneuve-la-Vieille

1. Ce touriste peut déambuler dans cette charmante cité et visiter chacun des points
d'intérét car le graphe est connexe.

2. Puisque le graphe comporte au moins trois sommets de degré impair (A, B et G
par exemple), il n"admet pas de chaine eulérienne et le touriste ne peut pas passer
une et une seule fois dans chacune des rues du centre

3. (a) Enévitant la rue AG (ou la rue BG ou AB), le graphe ne comporte plus que deux
sommets de degré impair et admet donc une chaine eulérienne. Le touriste peut
alors passer dans chacune des rues restantes une et une seule fois, par exemple,
en suivant le parcours BAFEIHGIFGBCDEHD.

(b) En revanche, il ne peut pas le faire en revenant a son point de départ car le
graphe comporte encore des sommets de degré impair donc il n’admet pas de
cycle eulérien.

Exercice 8 On considére un graphe complet d’ordre n. Puisque chaque sommet est
adjacent a tous les autres sommets, il est de degré n — 1. |l y a donc la moitié de la
somme des degrés, c.-a-d. sn(n — 1), arétes.

On peut en effet les compter : n — 1 arétes partent d'un premier sommet, n — 2 restent
pour un second, n — 3 pour le suivant,... , 1 pour |'avant-dernier et O pour le dernier car
elles ont toutes déja été comptabilisées.

lyadonc (n—1)+(n—2)+...+1= ("_Hié)(”_l) =1n(n—1) arétes dans un
graphe complet d'ordre n.

Exercice 9
Voici un graphe orienté lisible représentant la relation « est diviseur strict de ».
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Exercice 10

1. Sans orientation.

(a)
(b)

Ces graphes non orientés étant tous les quatre trivialement connexes, il existe
bien une chaine reliant le sommet A au sommet D.

- Le graphe n°1 comporte deux sommets de degré impair (B et E) donc il
n'admet pas de cycle eulérien mais bien des chaines eulériennes. En voici une :
BDCEABE.

- Le graphe n°2 ne comporte que des sommets de degré pair donc il admet des
cycles et donc des chaines eulériennes. En voici un : BFAEABECCDDB.

- Le graphe n°3 comporte deux sommets de degré impair (C et E) donc il
n'admet pas de cycle eulérien mais bien des chaines eulériennes. En voici une :
EBFABCDFEC.

- Le graphe n° 4 comporte quatre sommets de degré impair (A, C, E et F) donc
il n'admet ni cycle ni chaines eulériens.

Voici les matrices d'adjacence de ces graphes :

TEREE
1 00 11 001110
Mi=|000 11|, M={g917135sal
01100 21100 0
11100
11000 0
01000 1 001011
101 0 1 1 000101
010110 101110
Ms=10 0100 1| & Ma={|p 1 1 0 0 0
011001 10100 1
110110 110010

En calculant le terme mﬂ de la premiere ligne et quatrieme colonne des ma-
trices cubes des matrices précédentes, on obtient le nombre de chaines de
longueur 3 reliant le sommet A au sommet D : 2 chaines pour le graphe n°1,
6 chaines pour le graphe n°2, 2 chaines pour le graphe n°3 et 3 chaines pour
le graphe n°4.

2. Avec orientation.

(a)

Ces graphes étant orientés, il nous faut trouver le chemin éventuel reliant le
sommet A au sommet D : ABECD pour le graphe n°1, ABD pour le graphe
n°2, ABCEFD pour le graphe n°3. Quant au graphe n°4, il n'en existe pas car
le sommet D est inaccessible.

Ces graphes étant orientés, les éventuels chemins et cycles eulériens non orientés
n'en sont plus nécessairement. En revanche, s'ils n'en n'admettent pas lorsque
non orientés, il ne peuvent en admettre lorsqu’orientés.

- Le graphe n°1 n'admet toujours pas de cycle eulérien mais bien un chemin
eulérien orienté : EABECDB.

- Le graphe n° 2 ne comporte ni chemin ni cycle eulériens car on devrait atteindre
deux fois le sommet F sans pouvoir en repartir.

- Le graphe n°3 n'admet toujours pas de cycle eulérien mais bien un chemin
eulérien orientée : EFABFDCEBC.

- Le graphe n°4 n'admet toujours pas de cycle ni de chemin eulériens.
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(c) Voici les matrices d'adjacence de ces graphes :

010011
0 1000 0001 11
00001 001110

Ml:OOOIO’MQZOO()lOO'
0 1000 100000
101 0 0

000000
010000 00100 1
IR SRR

Ms=1p 01000 & Mi=]0 1100 0
01000 1 10000 0
10010 0 000010

3 T -
u m remiere lign uatriem nn ma-
d) En calculant le terme §21 de la premiere ligne et quatrieme colonne des ma

trices cubes des matrices précédentes, on obtient le nombre de chemins de
longueur 3 reliant le sommet A au sommet D : 0 chemin pour le graphe n°1,
1 chemin pour le graphe n°2, 1 chemin pour le graphe n°3 et 0 chemin pour
le graphe n°4 (nous le savions).

Exercice 11

1. D’apres la matrice d'adjacence, le sommet C n'est relié qu'au
sommet F ce qui permet de les retrouver dans le graphe. On
place ensuite le sommet A, relié a3 F et a D, sommet que I'on
positionne alors. Le dernier sommet relié a F manquant est B.
Il ne nous reste plus qu’'a écrire E.

2. Ce graphe admet deux sommets de degré impair donc des
chaines (mais pas de cycle eulérien). Par exemple, CFDAF-
BEDB

3. Le troisiéme terme diagonal de la matrice M® donne le nombre
de chaines de longueur 5 reliant le sommet C a lui-méme. Il y
en a quatre qui sont : CFDAFC, CFADFC, CFBDFC, CFDBFC

Exercice 12  Voici des graphes correspondants aux matrices d'adjacence données.

Graphe n°1 Graphe n° 2 Graphe n°3

4

Exercice 13

1. La matrice d’'adjacence M; du graphe I'; est symétrique donc on peut supposer le
graphe non orienté.

(a) T'; est d'ordre 5.

(b) En sommant les coefficients ligne par ligne, on obtient  deg(A) = 2,
deg(B) =3, deg(C)=3, deg(D)=2 et deg(E)=2.
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(c) La somme des degrés valant  2+3+3+2+2=12, le graphe I'y comporte
% = 6 arétes.

(d) Le graphe I'y n'est pas complet car le sommet A n'est pas relié au sommet B
par exemple.
I’y est simple car il ne comporte ni boucle ni adjacence multiple.

(e) Ayant exactement deux sommets de degré impair, I'y admet une chaine eulé-
rienne.

(f) Ayant des sommets de degré impair, I'; n'admet pas de cycle eulérien.
Voici un graphe I'; compatible.

@ ‘i@

2. La matrice d'adjacence My du graphe I's n'est pas symétrique donc le graphe est
non orienté.

(a) T’z est d'ordre 5.

(b) En sommant les coefficients ligne par ligne, on obtient  deg,(A) = 3,
deg,(B) =3, deg,(C)=2, deg,(D)=2 et deg,(E)=1.
En sommant les coefficients colonne par colonne, on obtient  deg,(A) = 3,
deg.(B) =2, deg.(C)=3, deg,(D)=1 et deg/(E)=2.

(c) La somme des degrés entrants valant 11 (tout comme celle des degrés sortants),
le graphe I'y comporte 11 arcs.

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

(d) La notion de graphe complet n’est pas pertinente dans le cadre orienté.
I's n'est pas simple car il comporte une boucle en A entre autres.

(e) En sommant les degrés entrant et sortants, on obtient les degrés non orientés
suivants :  deg(A) =6, deg(B) =5, deg(C) =5, deg(D)=3 et
deg(E) = 3.  Ayant au moins trois sommets de degré impair, I's n'admet pas
de chaine eulérienne non orientée donc certainement pas de chemin eulérien
orienté.

(f) N'admettant pas de chaine eulérienne, I's ne peut admettre de cycle eulérien.
Voici un graphe I's compatible.
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Exercice 14 Que la montagne est belle
Voici un plan compatible avec le tableau des liaisons pédestres.

E H

1. Aucun refuge n'est de degré impair. |l existe donc des cycles eulériennes dans le

graphe modélisant cette situation. En voici un : FCEDABGHBFEHF.

01 01 00 O0UDO
1 0 00 0 1 11
0 000 1 1 00O
La matrice d'adjacence de ce graphe est M = (1) 8 (1) (1) (1) (1) 8 (1)
01 1 010 01
01 0 0 0 0 01
01 00 1 110

et le terme mé?’% de la cinquiéme ligne et troisiéme colonne de la matrice M? donne
cinq randonnées de trois jours possibles entre le refuge de I'Entonnoir et celui du
Belvédere. Ce sont EDAB, EHGB, EHFB, ECFB et EFHB.

Exercice 15 Parcours sportif
1. Votre professeur peut par exemple réaliser le parcours de trois sentiers suivant :
DABF.
La matrice du graphe de ce parcours est, par ordre alphabétique ABDFH,
01010
00 0 10 3)
M=]1 10 0 1 et le terme my) de la troisieme ligne et quatrieme
00 0 0 0 ’
110 1 0
colonne de la matrice M3 vaut 3.

Les trois parcours de trois sentiers possibles sont : DABF, DHAF et DHBF.

T étant la derniére lettre par ordre alphabétique, on
compléte le graphe en regardant la derniere ligne et la
derniére colonne de la matrice NV : on ajoute les arcs
AT, HT et TF et I'on obtient le graphe ci-contre.
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Exercice 16 Listes graphiques

1. (a) 3,3,2, 1,1 est graphique : | : / %

(b) 3,3, 2, 2 est graphique :

(c) 4,2,1,1,1, 1 est graphique :  / ; :\

(d) 5,3,2,1,1,1n’est pas une liste graphique car la somme des degrés serait
impaire.

(e) 3,2,2,2,1 est graphique : Q et ;

(f) 5,4, 2,2, 1 n’est pas graphique car un sommet d'un graphe simple d'ordre
5 est de degré inférieur ou égal a 4.

2. (@) (0,1),(1,1),(1,1),(1,1),(1,0) est graphique : 3

v
Ll
=
o
o
o
O
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(b) (1,1),(1,1),(1,1),(1,1), (1, 1) est graphique :

(¢) (0,2),(1,1),(1,1),(1,1)n’est pas graphique car la somme des degrés
entrants n’égale pas celle des degrés sortants.

(d) (0,2),(1,1),(1,1),(2,0) est graphique :

(e) (1,2),(1,2),(2,1),(2,1) est graphique :

(f) (1,2),(1,2),(2,1),(2,2), (1,1) n'est pas graphique car la somme
des degrés entrants n'égale pas celle des degrés sortants.

Exercice 17 Deux fois sept ponts...

Il est possible de traverser les sept ponts de Konigsberg en empruntant deux fois
chaque pont, une fois dans un sens, une fois dans |'autre en empruntant le chemin
1G1D12D2D2G2G21.

Exercice 18 Tchin-tchin
Puisque tous ont trinqué les uns avec les autres, nous cherchons I'ordre un graphe complet
comportant 45 arétes. On a vu a 'exercice 8 que le nombre d'arétes d'un graphe complet

d’'ordre n vaut % et I'on résout I'équation % =45en?2-—n—-90=0
< n=-90oun=10. Nous étions donc dix convives.
Exercice 19 Vroum vroum

Le graphe est-il connexe? Supposons qu'il ne I'est pas et que six des grandes villes sont
reliées entre elles uniquement et forment donc un sous-graphe complet d'ordre 6, tous les
sommets étant d'ordre 5. Les cinq villes restantes ne peuvent alors étre reliées qu'a quatre
villes seulement et seraient alors d'ordre au plus 4 et non 5. Cet argument est encore plus
évident si I'on tente de séparer quatre villes ou moins. Le graphe est donc connexe et I'on
peut donc relier Carville a chacune des autres grandes villes de |'Autostan en empruntant
I"autoroute.
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Exercice 20 Qui est-ce?

Supposons tout d'abord qu'il existe une personne, disons A, qui en connait trois autres,
disons B, C et D, et considérons les relations entre B, C et D. Si deux d'entre elles
se connaissent (par exemple B et C) alors elles forment avec A un trio de personnes
se connaissant mutuellement. Dans le cas contraire, B, C et D forment un trio ne se
connaissant pas.

Si aucune personne n'en connait trois autres, on raisonne de facon symétrique en
considérant la personne A et trois personnes qu'elle ne connait pas : si ces trois personnes
se connaissent mutuellement, c’est gagné. Sinon, deux personnes parmi ces trois ne se
connaissant pas forment avec A un trio de personnes ne se connaissant pas.

Le graphe suivant montre que la situation est différente pour un groupe de cinqg
personnes : tout triplet de personnes contient 1 ou 2 arétes.

Exercice 21 Dréles d'associations

Supposons que nous avons m associations et considérons le graphe complet K,, dont
les sommets représentent les associations : toute paire d'associations est donc reliée
par une aréte. Deux associations ayant toujours exactement un membre en commun,
nous pouvons étiqueter I'aréte reliant ces deux associations par le membre en question.
Par ailleurs, chaque personne étant membre d'exactement deux associations, une méme
personne ne peut pas étiqueter deux arétes distinctes, sinon elle appartiendrait a au moins
trois associations. |l y a donc autant d'arétes que de personnes. Finalement, chaque
association comprenant exactement trois personnes, tous les sommets du graphe complet
sont de degré 3. Il s'agit donc de K4 : le nombre d'associations est donc de 4 (nombre
de sommets) et le nombre de personnes de 6 (453).

Exercice 22 Les amis de mes amis

Construisons un graphe dont les sommets représentent les personnes et placons une aréte
entre deux sommets lorsque les personnes correspondantes sont amies. Dire que deux
personnes ont le méme nombre d'amis revient a dire que deux sommets dans le graphe
ont méme degré. Nous allons montrer qu'il n'existe aucun graphe dont tous les sommets
ont des degrés distincts. Supposons qu'un tel graphe existe et qu'il possede n sommets.
Le degré maximal d’'un sommet est donc n — 1. Si tous les degrés des sommets sont
distincts, on a donc nécessairement un sommet de degré 0, un sommet de degré 1, ..., un
sommet de degré n — 1. Du fait de la présence d'un sommet de degré 0, il est impossible
d’'avoir un sommet de degré n — 1 : en effet, celui-ci devrait étre relié a tous les autres,
y compris celui de degré 0. On obtient ainsi une contradiction et dans un groupe, il y a
toujours deux personnes ayant le méme nombre d'amis présents
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Voici déja le dernier chapitre de I’année sur les nombres complexes. Celui-ci n’est
constitué que de diverses applications plus ou moins directes et d’une seule notion
nouvelle mais il n’en est pour autant pas moins utile ou intéressant. Ce sera ’occasion
de résoudre des problemes plus complets et généraux dans la planche d’exercices qui
lui est dédiée.

1 Rappels
Puisque le rédacteur est naturellement compatissant et magnanime, il a rédigé

ce paragraphe qui recense quelques-unes des définitions et propriétés déja étudiées.
L’ensemble des nombres complexes est en effet bien plus riche que compliqué.

Le plan est muni d’un repeére orthonormé direct (O; U, 7)
C={2=a+ib/acRetbeR}={z=re? =r(cosf+isinf) / r>0et 0 € R}

Les opérations usuelles dans R se prolongent naturellement dans C avec %2 = —1.
2| =va2+ b2 =r arg(z) = 0 [27] Z=a—ib 2z = |z

Les opérations usuelles « passent a travers » la conjugaison complexe :
242 =242, 22 =%z2, etc

ei0eit’ — oi(6+6") el — o—if — % (eiG)n — ¢ind
e

e = cosh + isinf
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L’ensemble U est 'ensemble des nombres complexes de module 1 :
U={zeC/lz| =1} ={e"/0 € R}.

Dans le plan complexe, U correspond précisément aux points du cercle trigonomé-

trique.

La notation exponentielle permet de retrouver les formules de trigonométrie :
cos(a+0b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), sin(a+b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a),
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a),
sin(2a) = 2sin(a) cos(a),...

On obtient de plus la formule de Moivre :  [cosf + isinf]" = cos(nf) + i sin(nd).

|2Z'] = || ||, arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [27], etc

Le polynéme & coefficients réels az? + bz + ¢ admet toujours des racines.

Si A < 0, ce sont M

a
Tout polynéme non nul de degré n admet au plus n racines distinctes.
Tout polyndéme s’annulant en a € C se factorise par z — a.

n—1
En particulier, 2" —a" =(z—a) E ak ik,
=0

Formule du binéme de Newton :  Vu,v € C, (u+v)"= (n) u" Rk,

2 Interprétations géométriques

Propriété 1
Si A et B sont deux points du plan complexe d’affizes respectives a et b, alors
AB = |b— a et (7 ; E) = arg(b — a) [27].

—
Démonstration : - Soit M I'unique point tel que OM = ﬁ
On a alors  zp = 2=~ =z =28—24=b—a.

OM
Il en résulte que  |zp| :|_b>— al
et donc AB=O0OM = ||OM| = |Zo—1\’/1| = |zm| = 1b—al.
. ——
- Par ailleurs, (7 ; zﬁ) = (7 ; OM) = arg(zg7;) = arg(zm) = arg(b — a). O
Ezemple : Soient P(1+ 2i), Q(2) et R(—1 + %) trois points du plan complexe.
2 p—

Ona PQ*=|zg—z2pl =2—(1+20)) =142 =12+22=5 et
PR? = [op —2p[ = |(-1+1) = (1+20)" = |-2—i]" =22+ 1 =5 le triangle
PQR est isocele en P.

Propriété 2 Si A, B, C et D sont quatre points du plan complexe d’affizes res-
pectives a, b, c et d, alors
) [27].

(@;@)Earg(j—

(&
—a
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Démonstration : (ﬁ,ﬁ) = (E ; 7) + (7,@)
(ﬁ,@) = (7,@) — (7,@) = arg(d — ¢) — arg(b — a) = arg (g:;) [27]

en utilisant la notation exponentielle par exemple (cf. théoréme 3 p.113). O

Ezemple : Soient les trois points P(1+ 27), Q(2) et R(—1+ 1) de ’exemple précédent

et soit S(41).
. 2s—2qQ __ —244i __ —2(1—2i) _
Ona =% =S5t = "5 =2

donc (ﬁ,éﬁ) = arg(—2) [27] =7 [271] et les points P, Q et S sont alignés.

zQ—zs __ 2—4i _ (2—49)(2—4) _ 4—2i—8i+4i> _ o
> Ona Zp—2r  2+i 2212 5 21

(R?,S@) = arg(—2i) 27] = —5 [27] et les droites (RP) et (SQ) sont perpendi-
culaires.
Le triangle PQR est donc aussi rectangle en P.

donc

Le théoreme suivant se déduit immédiatement de la propriété 1 et traduit en
termes de nombres complexes des propriétés de géométrie classique.

Théoréme 1
o M, eCercle(Ay;r) <= |z—al=r.
e M, € Médiatrice[A,By] < |z—al=1z-10|
o M, e Cercle(#(AsBp)) \{A;B} <= arg (z — b) = g [7].

zZ—a

Démonstration : - M, € Cercle(Aq;r) <= AM =1 < |z—al=7.
- M, € Médiatrice[AyBy] < AM = BM <= |z —a| =z —b|.
—
. M, € Cercle(2[AuBy)) \ {A; B} < (MA) L (MB) < (AM;BM) =[]

5 [m. ]

> arg (j:g)

Ezemples : Soient les quatre points P(1+ 27), Q(2), R(—1+1) et S(44) des exemples

précédents.
z2Q=zr _ 3—i _ (83=9)(1-3i) _ 3-9i—i+3i® _ —10i _ _ .
Ona 20 =im = pig = oo = o =
Puisque 22 = %‘ =|-i =1, RQ = RS, R € Mediatrice[QS] et
Q € Cercle(R; RS). Puisque (ﬁ ; ]@) = arg(%) =arg(—i) = -5 [2n], les

droites (RS) et (RQ) sont perpendiculaires et R € Cercle(2[SQ)).

Remarque : Un point de méthode
Soient A(a), B(b) et C(c) trois points distincts du plan.
On pose d= iIZ et 'on calcule son module et un argument.
- Si|d] =1, alors AB = AC, A € Médiatrice[BC] et C € Cercle(A; AB).
-Si  arg(d) =0[x], alors les points A, B et C sont alignés.
- Si  arg(d) = 5 [r], alors les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires et

A € Cercle(g[BC)).

La propriété suivante a déja été démontrée dans le chapitre précédent (cf. page
114) mais nous la complétons ici par le cas d’égalité.
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Propriété 3 Inégalité triangulaire
Pour tous nombres complexes z et 2/, |z 4+ 2’| < |z| + |Z'|
De plus, |z+72'|=|z|+|7| < 2=0 ou INE R, tel que 2 ' =Az.

Démonstration : Cette démonstration a déja été faite mais nous en avons besoin pour
le cas d’égalité.
On a |z+z’| =(a+a)?+ (b+V)? =a®+2ad +a?+b>+ 200 + b2
|z 4+ 2/|* = |2|* + 2(ad’ + bV) + |2/,
Or ad +bb = Re(z2') < ‘zz ’ =

donc |z 42/ < |2 + 22 |2/ + |2/ = (|2] + [2'])?,
en utilisant le théoréme 3 p.113 ainsi qu'un lemme évident : VZ € C, Re(Z) < |Z].
Etudions maintenant le cas d’égalité.
Remarquons que  Re(Z) = |Z| = /Re(Z)2 + Im(Z)? < Z € R,
Si z =0, 'égalité est ev1dente.
Si z # 0, on a, d’apres ce qui precede
2+ 2| = (2] + |]) <= 2+ 2 = (2] +|¢])? <= Re(z2)) = |27/
= 22/ €Ry = FuecRy, 22/ =p
< JpeRy, F=pi=pli=~Lz = IN=LcRy, /=) O

| =zl

Interprétation graphique : Dans le plan, le chemin le plus court est la ligne droite.
En effet, pour tous points A, B, C du plan,
C = |zga] = |2ap + z50| < |ogpl| + |252| = AB + BC

avec égalité si, et seulement si, B € [AC].

Ezemple : Soient les deux points P(1+ 2i) et R(—1+ i) des exemples précédents et
soit T'(5 + 41).
On a |2ﬁ|2 =|zp—zr|° =12+ =22 +12 =5,
g l” = oz — 2l = |4+ 20" =42 +-22 = 20
et |emp+aps =12+ ') +(4+20))* = 62 + 32 = 45.
Ainsi, ‘Z—P) + z—:[:‘ V45 = 3v/5
et |egp| + |2z = VB + V20 = V5(1 + V4) = 3V5.
Puisque, |zl§g + zP7| = |zlﬁg| + |zP—74| non nuls, il existe A € R4 tel que
Zpp = ANepp = Z,pp C¢ra-d. RP = )\ﬁ et les points R, P et T sont alignés
dans cet ordre.

3 Racines n-iéemes de ’unité

Définition 1 Soit n un entier naturel non nul.
On appelle racine n-ieme de l'unité, tout nombre complexe z tel que 2" = 1.

Ezemples : 1 = 2™ est une racine uniéme de l'unité, —1 = €™ est une racine

seconde (ou carrée) de l'unité, ¢ = e'z en est une racine quatriéme, e's une
. PR j2m ;81 . . SN

racine sixiéme, e'5 et e’ , des racines cinquiémes.
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Remarques : * Pour tout n € IN*, 1 est une racine n-ieme de 'unité.
* Les racines n-ieme de 'unité sont exactement les racines du polynéme 2" —1
dont nous savons qu’il admet au plus n racines.

Propriété 4  Pour tout entier naturel non nul n, il existe exactement n racines
n-iémes de l'unité distinctes.
Ce sont les nombres complexes de la forme et pourk € [0;n—1].
Démonstration : Soit n € IN*. N

- Soit k € [0;n — 1]. On a bien eizlfT”> = WX = ihx2m — o0 — 1
Si ’on obtient n racines distinctes, alors on les a toutes.

- Soit z = re*? une racine n-iéme de 1'unité.
Onaalors (re?)" =1 « r"e =1e% <= " =1et nf =0 [27]

= r=let§=0[%] <~ rzletﬂk’eZ,Gz%

— W €T,z ="
En effectuant la division euclidienne de k' par n, on obtient k' = mn +k ou
ke[O0;n—1] etlona

2k c2(mntk)w : w  ;2km : i 2km 2k :2kT

z = elQn B n = 612"2" ,elQn = (e“@ﬂ')m,el?n = leZZT B elQn
il existe donc exactement n racines n-iemes de l'unité, le nombre d’entiers dans
[0;n—1]. O

Remarque : Plus généralement, pour n € IN* et a € C, nous pouvons aussi résoudre
I’équation 2™ =a™ et mémel’équation 2" =a. Nous verrons cela en exercice.

Définition 2 Pour tout n € IN*, on désigne par U,  l’ensemble des racines
n-iémes de l'unité.
On a donc Unz{ei%Tﬂ/kE[[O;n—l]]}.

Ezemples : ° Uy ={1} et 1=¢ ="
4 2X0m ; ;2X 17

o Uy={-11} et 1=e"=¢e"2 , —1=¢T=¢"2

Propriété 5

* Les points images des éléments de Uy, pour n € IN*, appartiennent au cercle
trigonométrique : U, CU.

* Pour n > 3, les points images des éléments de U, sont les sommets d’un
polygone régulier a n cotés.

2kmw

Démonstration : - Soit z € U,, et M son point image. Ona OM = |z| = |e!™»" | =1
donc M €% (0,1).
- Soit n > 3 et, pour k € [0;n — 1], on appelle Ay, le point image de z; = P
2(k+1)w
— = — e =0
On a (OA;€ ;OAk+1) = arg <M> [27] = arg (”ﬁ) [27]
Zk — RO O

B
(O—Ak> ; M) = arg (eiw_i%fv [27] = arg (eizT"> [27] = 2Z [2n].

De plus, OAj, = |ei*"" — O‘ =1.
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Les triangles O Ay Aj4+1 sont donc tous isoceles en O et de méme mesure d’angle en
O : ils sont isométriques. Les cotés du polygone AgA; ... A,_1 ont donc tous méme
longueur et ses sommets sont sur un méme cercle : c’est un polygone régulier a n
sommets. Ol

Remarque : Attention, si toute racine n-ieme de 'unité est un nombre complexe de
module 1, la réciproque est fausse : Vn € N*, UZU,.
En effet, (ew)n =1 < e =0 «— nf =0[27

< dm € Z, n =2mr < ImeZl w= % ce qui ne peut arriver si
0 € Q par exemple car nous savons que ™ € Q.
On voit ici que la plupart des points du cercle unité ne correspondent donc pas a des
racines de I'unité. Néanmoins, ces dernieres y sont denses mais cela dépasse notre

programme.

Ezxemples : Traitons deux cas particuliers.

o Pour n = 3. Les racines cubiques de 'unité sont les nombres complexes de la
forme €'’ pour ke {0;1; 2} On pose j=e'%F .
Ona €% =j2=¢F =7 = et Uz ={1;5:5%} ={1;7:5} dont les
sommets images A( ), B(j) et C(j ) forment un triangle équilatéral.
On obtient alors la factorisation du polynéme 2% —1 = (z —1)(z — j)( 7)-
On peut remarquer que 145452 = 14j+j = 14+2%Re(j) = 14+2cos(3F) =1-2 =0
et 1xjxj? —1><_]><——1

o Pour n =4. Les racines quatriemes de I'unité sont les nombres complexes de la
forme e’i" =¢i'T  pour k € {0;1;2;3} donc Uy = {1;i: —1;—i}  dont les
sommets images A(1), D(i), E(—1) et F(—i) forment un carré.
On obtient alors la factorisation du polynome  z*—1= (2 — 1)(z —4)(z + 1)(z +9).
On peut remarquer que 1+i—1—-i=0 et 1xix(=1)x (—i)=+i2=—1.

“ \

Propriété 6 Soitn >2. Ona touyours

Z wr, =0 et H Wi = ) L
wreU, wr€eU,
Démonstmtion Pour n>2 ona
> wk—Ze o= (@) () 4+ (€4 L4 ()

wrelUy,
1—( D!
1—el¥ 1— et

2k7-r

.
. r (n—1)n .

[T wi = J[ ™ = e @tratnon) _ oiff 32 _ (gimpnt _ (_qyn-t,

wr€elU,
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Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; , 7) deés que cela est nécessaire.

Exercice 1  Soient A, B et C les points d'affixes respectives z4 = —1 — 4,
zp=2—-2i et zo=1+4D5i.

. Déterminer la forme trigonométrique de z4 et zp puis placer les points A, B et C.

EC—ZA

. Déterminer les formes algébrique et exponentielle de 2z = .
ZB—RA

1
2
3. Interpréter |z| et arg(z) a I'aide de A, B et C.
4. En déduire la nature du triangle ABC.

Exercice 2
Soient A, B, C et D les points d'affixes a=2, b=1+iV/3, c¢=b et d=a+b.

1. Démontrer que le quadrilatere OBAC' est un losange.
2. Quelle est la nature du triangle DOC'?

Exercice 3  Soit I" I'ensemble des points M du plan complexe dont I'affixe z vérifie :
|z —2+i| = V2.
1. On note A le point d'affixe a =2 —1i.
(a) Démontrer que M €T si, et seulement si, AM = /2.

(b) En déduire I'ensemble I".  Représenter T".

2. En utilisant la forme algébrique, donner une autre caractérisation de I'ensemble I".

Exercice 4 A est I'ensemble des points du plan complexe d'affixe z telle que
|z —1—2i=|243—1|
1. On note A et B les points d'affixes respectives a=14+2i et b=1i—3.
(a) Démontrer que M € A i, et seulement si, MA= MB.
(b) En déduire I'ensemble A.  Représenter A.

2. En utilisant la forme algébrique, donner une autre caractérisation de I'ensemble A.

Exercice 5 Décrire I'ensemble & des points M d'affixe z tels que |z — 1| = |z +i].

EXERCICES
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Exercice 6 Relier chaque ensemble a la relation correspondante.

1. Médiatrice de [AB] avec A(—1 — 3i) (a) |z — 3 +4i| = V3.
et B(2 +1).
2. Cercle de centre A(3—4i) et de rayon (b) |z +3—4i|=0.
V3.
3. Médiatrice de [AB] avec A(1+3i) et (c) |2 +3 —4il = V3.
B(—2— ). | |
4. Point d'affixe —3 + 4i. @ ez =il =le+143i
5. Cercle de centre A(—3 + 4i) et de (e) |z = V3.
rayon v/3.
6. Cercle de centre A(0) et de rayon /3. (f) lz=1=3i|=|z+2+1|.

Exercice 7  Déterminer puis représenter I'ensemble des points M du plan complexe
d'affixes z telles que :

(@) || =1 (f) =L =1et]z—3—1
(b) |z—2+3i[=3 (g) arg(z—1+1)=n[27]
(€) iz —2i|=1 (h) arg(z —3—2i) =7 [27]
(d) |3iz| = |3iz + 3 — 9| (i) arg(z ?”) 3 7]

() [z—1+il=]z=5+il () arg (2422) = 5[]

Exercice 8 Dans le plan complexe, on donne les points A, B et C d’affixes respectives
za=—4, 25=2+2iV3 et zc=2-2iV/3.
1. Démontrer que les points A, B et C appartiennent a un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon.
2. Déterminer les formes algébrique et exponentielle du quotient %

3. En déduire la nature du triangle BAC.
Exercice 9  Soient A(a), B(b), C(c) et D(d) quatre points distincts du plan complexe

=b+d . dos .
tels que @ +(? + ., Démontrer que le quadrilatere ABC'D est un carré.
a+ib=c+id.

Exercice 10  Soit f la fonction qui, a tout nombre complexe z, associe le nombre
complexe  f(z) = 22 — 2z.

1. Calculer f(1+2i), f(—i) et f(3+iV3).

2. Résoudre I'équation  f(z) = —2.

3. Soit A le point d’affixe 144 et B le point d'affixe 1 —1.
Déterminer la nature du triangle BOA.

4. Pour tout réel a, on considere I'équation  &,: f(z) =a
Comment doit-on choisir a pour que les solutions de |'équation &, soient des
nombres complexes conjugués ?
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Exercice 11 Inégalités triangulaires
1. Soient a et b deux nombres complexes.

(a) Rappeler I'inégalité triangulaire, son cas d'égalité et en donner une interpréta-
tion dans le plan complexe.

(b) Compléter a=a+b... puisdémontrer la deuxiéme inégalité triangulaire :
[ la] = [o]] < la+b].
2. (a) Soient z1, 29, ..., z, des nombres complexes.
Montrer que |21 + 22 + ... + 2| < |21] + |22] + ... + |20].
(b) En déduire que |1 +al+|a+0b[+ 0] > 1.
Exercice 12 Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O ; , 7).

On consideére I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d'affixe z, associe
le point M’ d'affixe 2/ = 22 — 4z.

1. On note A et B les points d'affixes respectives z4=1—17 et 2z =3+1.
(a) Calculer les affixes des points A’ et B’, images respectives de A et B par f.

(b) Soient deux points ayant la méme image par f. Démontrer qu'ils sont confon-
dus ou que I'un est I'image de |'autre par une symétrie centrale que I'on
précisera.

2. I est le point d'affixe —3.

(a) Démontrer que le quadrilatére OMITM’ est un parallélogramme si, et seule-
ment si, 22—32z+3=0.

(b) Résoudre dans C I'équation 22 — 3z + 3 = 0.

3. (a) Exprimer 2'+4 en fonctionde z—2. En déduire une relation entre
|2/ +4| et |z —2| puis entre arg(z’ +4) et arg(z — 2).

(b) Les points J et K ont pour affixes respectives z; = 2 et zx = —4.
Démontrer que tous les points M du cercle ¥ de centre J et de rayon 2 ont
leur image M’ sur un méme cercle que I'on déterminera.

(c) E est le point d'affixe  zg = —4 — 3i.  Donner la forme trigonométrique
de zgp+4 et, al'aide du 3a, démontrer qu'il existe deux points dont
I'image par f est E. En préciser la forme algébrique.

Exercice 13

1. (@) (ry) est la suite géométrique réelle de premier terme ry strictement positif et

de raison % Exprimer r,, en fonction de 1 et de n.
(b) () est la suite arithmétique réelle de premier terme 6y € [0;% [ et de
raison %’T Exprimer 6,, en fonction de 0y et de n.

(c) On pose  z, =r,(cosb, +isinb,) pourn € IN.
Sachant que zg, 21 et zo Vérifient zgz129 = 8, déterminer le module et un
argument de z; et de z».

(d) Exprimer z,41 en fonction de n puis en fonction de z,. Qu'en déduire pour
la suite (z,)N ?
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2. On appelle M, le point d’affixe z,, dans un repére orthonormé direct (O ; , 7).

(a) Pour tout n de IN, exprimer M, M,,+1 en fonction de n.

n
(b) On pose, pour tout entier naturel n, I, = > MpMjyy1. Exprimer I,
k=0
en fonction de n et déterminer la limite de I,, quand n tend vers l'infini.

Exercice 14 Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; 7, 7)
d'unités graphiques 2cm. On réalisera une figure que I'on complétera tout au long de
I'exercice. On considere les points A d’affixei, B d'affixe —2¢ et D d'affixel. On
appelle E le point tel que le triangle ADE est équilatéral direct.  Soit f I'application qui,
2z —1

iz+1

a tout point M d'affixe z (z # i), associe le point M’ d'affixe 2’ définie par 2z’ =

1. Vérifier que le point E a pour affixe (% + @) (1+41).

2. Exprimer sous forme algébrique I'affixe du point D’ associé au point D par |'appli-
cation f.

@

(a) Démontrer que pour tout nombre complexe z différent de 4,
(z/ 4+ 2i)(z —1) = 1.
(b) En déduire que, pour tout M(z) (2 # i), BM' x AM =1 et
(7;BM/> =- (7,@) [27].
4. (a) Justifier que les points D et E appartiennent au cercle € de centre A et de

rayon v/2.

(b) En utilisant les résultats de la question 3b, placer le point E’ associé au point
FE par I'application f.

5. Quelle est la nature du triangle BE’'D’? Justifier.

Exercice 15 QCM vu au BAC
Pour chaque question, plusieurs réponses peuvent étre exactes. Justifier vos réponses.
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; U, 7).

1. & est I'ensemble des points M d'affixe z vérifiant 2z =1—2i+¢e" pourf € R.
(a) & est une droite passant par le point d’affixe 2 — 2i.
(b) & est le cercle de centre d'affixe —1+2i et de rayon 1.
(c) & est le cercle de centre d'affixe 1 —2¢ et de rayon 1.
(d) & est le cercle de centre d'affixe 1 —2i et de rayon /5.
2. f est I'application qui, a tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe

2= —iz — 2i.
(a) Le point d'affixe  —1 —2¢ est un antécédent du point d'affixe ¢ par f.
(b) Si z=—1—14, alors les points M et M’ sont confondus.
(c) Si |2/| =1, alors M est un point du cercle de centre A d’'affixe —2 et de
rayon 1.

(d) Si  arg(z) = 5 [27], alors le point M’ décrit une droite.
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3. On considére, dans C, I'équation  (E):  z+|z|* =7 +i.
(a) (E) admet deux solutions distinctes qui ont 1 pour partie imaginaire.
(b) (E) admet une solution qui a pour partie imaginaire 2.
(c) Si 21 et z; sont les solutions de (E), alors v/2¢iT  est la forme exponen-

. z
tielle du nombre complexe - avec Re(zz) > 0.
z2

Exercice 16 Two loci L; and Ly in the complex plane are defined by the following
equations : Ly:|z+2-3il=1 and Ly :arg(z)= 7 [27]
1. Sketch the two loci.
2. Find the smallest possible value of |21 — 23|  where the points z; and 22 lie on
the loci Ly and Lo respectively.
Exercice 17  Soit (z,)n la suite de nombres complexes définie par 29 = 1 et
1 2
Zn4l = 32n + 3.
Pour tout n € IN, on pose  u, = z, —i et I'on note A, le point d'affixe z,, B, le
point d'affixe u,, et C le point d'affixe 7.

1. Pour tout n € IN, exprimer wu,,1 en fonction de u,, et en déduire une expression de
u, en fonction de n.
a) Calculer le module de u,, en fonction de n € IN.
Déterminer  lim |z, —i|.
n—oo

Quelle interprétation géométrique peut-on en déduire?

a) Pour tout n € IN, déterminer un argument de u,,.
) Démontrer que, lorsque n décrit IN, les points B,, sont alignés.

Démontrer que, pour tout n € IN, le point A,, appartient a la droite d'équation
y=1—u=x.
Exercice 18 Soit (z,)n la suite de nombres complexes définie par 29 = 0 et
Zn4+1 = SZZn —1.
1. Résoudre dans C I'équation &: z = 3iz — 1.
2. Pour tout n € IN, on pose  un = 2 + 15 + 13-
(a) Démontrer que, pour tout n € IN,  wupy1 = 3iuy,.
(b) En déduire une expression de u,, en fonction de n € IN.
3. M, est le point d’affixe z,,, A est le point image de la solution a de I'équation &
(a) Montrer que la distance AM,, diverge vers +oo.
(b) Démontrer que, pour tout n € IN, les points A, M,, et M, o sont alignés.
(c) Démontrer que, pour tout n € IN, les droites (AM,,) et (AM,,+1) sont per-

pendiculaires.

Exercice 19

A tout point M d'affixe z # 2 — i du plan complexe, on associe le point M’ d'affixe 2’

. 1+ 34
définie par 2/ = M
z—2+1

EXERCICES
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1. Déterminer 'ensemble des points M tels que 2’ soit un réel.

2. Déterminer |'ensemble des points M tels que z’ soit un imaginaire pur.

Exercice 20
A. Soit I'équation  &: z* = —4.
1. Montrer que si zq est solution de &, alors —zy et Zg sont solutions de &.
2. (a) Soit zg = 1 + . Ecrire z sous forme exponentielle.
(b) Vérifier que zo est solution de &.
(c) En déduire les trois autres solutions de &.

B. Soient A, B, C et D les points du plan complexe d’affixes respectives z4 =141,
zp=—-14+1, z2zc=-1—1 e 2zp=1-—1.
1. Déterminer les affixes des points E et F' définies par
2p—z20= (2B — 20)e's et  zp —zc=(2p — 20)e'5.

w3

2. Démontrer que le quotient Z4=2E  est réel.
ZA—ZF

3. Qu’en déduire pour les points A, F et F'?

Exercice 21 Résoudre dans C les équations suivantes.

(@) (z+i)t=1 (e) z*=(1+3i)* (i) (z—1°=(2+1)°
(b) z*=81 (f) 2°=(2+9)° () (z=i)*=(z4+i)*=0
(c) (—8)°=1 (g) 2°=32i (k) 26-92248=0

(d) 2° =42 (h) z*=—9i () 22+ —-i)22—i=0

4
Exercice 22 Résoudre dans C |'équation (%) =1.
Démontrer que les points images de ces solutions sont sur un méme cercle que I'on
précisera.

Exercice 23  Racines n-iémes d'un nombre complexe
Soit n un entier naturel non nul et @ un nombre complexe non nul.

1. Résoudre I'équation  &y: 2™ = 0.

2. Rappeler les solutions de I'équation  &7: 2" = 1.

3. (a) Résoudre I'équation 23 = —8  en se ramenant & une équation du type &.
(b) Résoudre I'équation  &yn: 2™ = a™.

(c) Vérifier que 29 =2—i estsolution de I'équation 2z*+7+24i =0 puis
résoudre cette derniére.

4. (a) Résoudre I'équation 23 = 27i en passant par la forme exponentielle.
(b) Résoudre I'équation  &,: 2" = a.
(c) Déterminer les racines carrées de i.
Exercice 24 Le pentagone

1. (a) Résoudre I'équation &: 2%+ 2 —1=0.
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(b) Déterminer une forme exponentielle des racines cinquiémes de I'unité.
Quel polygone les points images de ces racines forment-ils ?

. Démontrer que 1+w+w?+wd+wt=0 w?=w?

2. Onnote w=¢"
et wi=0.

3. (a) En déduire que w+ W est solution de &.
(b) Déterminer alors les valeurs exactes des lignes trigonométriques de %’T

4. Dans le plan complexe muni du r.o.n. (O} , 7) on considére les points U, V et
A d’affixes respectives 2y =1, zy =1 et za= —%. On désigne par @
le cercle de centre A passant par V.
(a) Déterminer I'affixe zy du point d'intersection W de € et de la demi-droite
[OU) et en déduire un point B d'affixe cos(3F).
(b) En déduire une méthode de construction d'un pentagone régulier a la régle non
graduée et au compas.

Exercice 25 Transformée de Fourier discréte
La transformée de Fourier discréte, ou TDF, d'une séquence de n € IN*

nombres complexes (20;21; ...;2n—1) € C™ est la séquence de n nombres complexes
n—1
(Zo; Z1; ... Zy—1) € C™ définis pour tout p € [0;n — 1] par  Z, = Z 2w FP on
k=0
2im
w=¢en .

La TDF est un outil mathématique permettant, entre autres, I'étude et la transmission
aissé des signaux numériques. Dans le cas ol le signal temporel connu z est périodique et
constitué de plusieurs fréquences de différentes amplitudes, cette transformation donne
dans Z, les différentes fréquences ainsi que leur intensité. Ces informations sont souvent
beaucoup plus légeres et nous allons voir que cette transformation est réversible, ce qui
signifie que si I'on transmet Z, il est possible de retrouver z. Quel bon début pour une
gestion efficace de signaux périodiques !

1. Calculer la TDF des séquences (1, 1), (0,1, 1) et (0;1;¢;0).

n—1 n—1 l—1
2. (a) Exprimer Z; puis justifier que Z Zyw'? = Z 2k Zw(p_k)é
£=0 k=0 ¢=0

-1
(b) Calculer, pour k = p puis pour k # p, Zw(l’—’f)e_
=0

-1
1 n
(c) Endéduireque z, = — E Zyw'.  Cette opération s'appelle |a transformée
n
£=0

de Fourier discréte inverse de la séquence (Zy; Z1; ...; Zp—1). Elle permet de
retrouver la séquence originale.

(d) Veérifier ceci en calculant la TDF inverse des résultats obtenus a la question 1.

Projetez-vous en pages 315 et 317 afin d’étudier les devoirs n°s 12 et 13.

T. Immense mathématicien dont le nom est inscrit sur la non moins immense tour Eiffel.

EXERCICES
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Exercice 1 Za=—1—14, 2zp=2-2i et zc=1+ 5.
Loza=—1=i= VI+1 (= i) = V2 (cos(~ ) + isin(- F)) = V2 F,

1
2 =2-2i=2V2 (@ i 22) —2\[ cos (-7) —H’sin(—%)) — 925,
2 Ona z— 2c—za _ (1450~ E 1

zp—za  (2—2i)—

i) _ 2+6z 341 _ 64+2i+18i—6 _ 20i _ o _ o iT
=) = 391 34% — 371z = 10 — 20 =2e2.

= oz —

3. Ona |z| = £2=24l — 2 donc AC =2A4B et arg(z) = (1@,1@) = 2 [27].
4. Ainsi, le triangle ABC' est rectangle non isocéle en A.
Exercice 2 a=2 b=14iV/3, c¢=b et d=a+b

LLOna (b—0)+(c—0)=b+c=0b+b=2Reb) =2=0a—-0 donc
(ﬁ + (ﬁ = (ﬁl et OBAC est un parallélogramme.
De plus, |b|=]c|] donc OB =0OC et OBAC est un losange.

2. ”Cl 8 = 2‘;1:‘% (3+I\C¥31+Zf) (3—1—2\/—1—31\/ 3) = ivV3 = /3¢ donc
((f’ O?) 2 [27w] et OC # OD : DOC est rectangle non isocéle en O.

Exercice 3  Soit I' I'ensemble des points M(z) du plan tels que |z — 2 +i| = /2.
L (a) M,el <= [z-2+4i|=V2 = [z - (2-1)|=V2
= |z—a|=V2 <= AM =2
(b) Ainsi, T' est I'ensemble des points du plan complexe a distance v/2 du point
A - le cercle € (A;1/2).
2. Pour z=ax+iy, |z—2+i=|x-2)+ily+1)]*=(x—-2)2+ (y+1)?
lz—2+i’=a—dz4+4+12+2+1
et I'= {(m,y) € R? / x2—4x+2y+y2—1:0}.
Exercice 4 A est I'ensemble des points M (z) tels que |z —1—2i| = |2+ 3 —i|.
1. MyeAs|z—(1+2)|=]z—(i—-3)|<|z—a|=|z—-bl& MA=MB
(b) Ainsi, A est I'ensemble des points du plan équidistants de A et de B : la
médiatrice du segment [AB].
2. Pour z=ux+ 1y,
2 —1-2i" — [z 43 —i" = (- 1) +ily - 2)f - |[(x +3) +i(y — 1)|°
=22 -2x+1+y*—dy+4—a?—6x—-9—9y*+2y—1=-8r—2y—5
dot MA=MB < —-8x—-2y—5=0
et I'={(z;9)eR?/y=—4z-3}.
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Exercice 5  Soient P et () les points d'affixes respectives zp =1 et zg=—1i.
|z =1 =]z+41i] <= |z—zp| =]z —2¢| <= MP=MQ
< M € & = Médiatrice du segment [PQ)].
Ceci n’est pas malheureusement pas tres explicite. Posons donc  z = a + ib.
Onaalors |z—1|=|z24i| < |a+ib—1 =|a+ib+i|’
— (a—12+?=a’+b+1)? &= a*-2a+1+b=a*>+b*+2b+1
< b=—a < M € & = 2% Bissectrice.
Exercice 6 Voici les liaisons :  1.(d), 2.(a), 3.(f), 4.(b), 5.(c) et 6.(e).
Exercice 7
(a) |25 =1 <= 2= (-3 + Dl = |z - (1+20)
— M,A_34; = M,B119; < M(z) € Médiatrice[A(—3+1)B(1+ 2i)].
(b) [z—2+3i|=3 = [z-2-3i|=3 < |-+ 3)| =3
& M.Cy,3;, =3 <= M(z) € Cercle(C(2 + 7i); 3).
() liz—2i|l=1<]i||z—2|=1<1x M,Dy =1« M(z) € Cercle(D(2);1).
(d) [3iz] =|3iz+ 3 — 9| < |3i]|2| = |3i| |z + + = 3| & |z — 0| = [z — (3+14)]
< M,Op = M, E3.; & M(z) € Médiatrice] OE (3 + ).
(e) F—1+4il=[z-5+i| < [z—1—i|=]z—-5—1]

= [z—(14+9)|=|z— (5414)| & M.Fiy; = M.Gs4; ok

= M(z) € Médiatrice[F(1 +i)G(5 + i)). =

o

(f) |=L=1et|z-3-i|<2 < [z—1|=|z—i|et|z—(3+14) <2 g
o

< MzHl = Msz et MzE3+i < 2

< M/(z) € Médiatrice[H (1)K (i)] N Disque(E(3 + ©);2).
(g) arg(z—1+14)=7[2n] < arg(z— (1 —1)) =7 [27]

= <7;L1_iMZ) =7 [21] <= M|(z) € Demi-droite[L(1 — i), — ).
(h) arg(z —3—2i)= 7 [27] <= arg(z — (3 +2i)) = 7 [27]

<~ (7;N3+2iMz> = % [271'] < (7 + 7;N3+21‘Mz) =0 [27’(’]

< M(z) € Demi-droite[N (3 + 2i), W + V).
() arg (%) =50n] <= (B QuidL) = 5 [r] <= (PoM.)L(QuiM.)

z—2

() arg(252) =3l = arg (S522) = 31
s (Rg_iMz;S_1+2iMz> = % [71'] s (Rg_iMz)J_(S_1+2iMz)
<= M(z) € Cercle(z[R(3 —i)S(—1+ 2i)]).
Exercice 8 za=—4, z2p=2+2iV3 et zc=2-2i/3.
1 |24’ =42=16 et |zp]° =|2c|" =22 + (£2V3)2 =16
donc OA=0B=0C=+/16=4 et les points A, B et C appartiennent au
cercle de centre O et de rayon 4.

2 Ona 2B=2a — 2420V3-(-4) _ 6+2iV/3 6+2iV3 _ 36+24iv3—(2v3)® _ 24+424i3
} =T

zc—za 2-2iv/34+4  6-2iv3 64+2iV3 62+(2v/3)2
zp=za _ 1 4 ;N3 _q iZ
e, T2 T =1l.e's.
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3. Ainsi, AB = |zp — z4| = |zc — za| = AC et le triangle BAC est isocéle en A.
De plus, (ﬁ ﬁ) 3 [2m]  donc le triangle BAC est équilatéral.

Exercice 9 Ona a—-b=d—-c#0 donc ;T_Z:l

s 7. 54

dot AB=|p—al=|d—c|=CD et (0 ;BA) —0[21] et ABCD est un
quadrilatére non croisé dont deux c6tés sont paralléles et de méme longueur : c’est un

parallélogramme.

Par ailleurs, a—c=1i(d—b)#0 donc §=f =i

dou AC = |c—a| = |d—b] = DB. Les diagonales du parallélogramme ABCD
sont de méme longueur : c'est un rectangle.

Enfin, (ﬁ ; Cﬁi) = arg(i) [27] = § [2m]  donc les diagonales du rectangle ABC'D

sont perpendiculaires : c'est un carré.

Exercice 10 f(z)=2%—22
1L.Ona f(1+2)=(1+2)2—-21+2i) =1+4i+4i®—-2—4i = -5,
f(=i)=(=i)2=2(—i) = —1+2i et
FB+iv3)(B+iv3)2 —2(3+iv3) =9+ 6iv3 — 3 —6— 6iv/3 = 0.

2.0na f(2)=-2 <= 22-22+2=0 de discriminant

A=2%2-4x2=—-4=(2i)2 <0 etdonc de racines complexes conjuguées
=RV et =z =1+

3.0na 0A?= OBQ—|1:|:Z| —12—1—12—2
et AB?=|zp— 24> =|-2i> =4=0A2 +OB? donc le triangle BOA est

isocele rectangle en O.
4. Pourtouta € R, f(z)=a & 22—-22—-a=0
de discriminant A, =4+4a=4(14+a) quiest du signe de a + 1.
Ainsi, les solutions de I'équation &,: f(z) = a sont des nombres complexes conju-
gués ssi  a < —1.
Exercice 11 Inégalités triangulaires
1. (a) Pourtous (a,b) € C? |a+b|<|al+ b
et Ja+b=la]+ b < a=00u3INe€ Ry, b= Aa.
Ceci signifie que la longueur de la diagonale du parallélogramme OgA,Cqy15 By
est inférieure a la somme de la longueur des deux cotés adjacents OA et OB et
qu’elle est lui est égale ssi I'un de ces ctés est inclus dans 'autre : A € [OB).
Autrement dit, dans le plan complexe, le chemin le plus court est la ligne droite.
(b) Ona a=a+b—b donc |a|=|(a+0b)—0b|<|a+bl+|-b]=|a+b+|b|
et |a]—|b|<|a+0b. Deméme, |b]—lal<|b+al=|a+Db|.
Dot |la| — [b]| < [a+b].
2. (a) Soient z1, za,... , zn, des nombres complexes. On a, par récurrence finie triviale,
|21+ 20+ oo + 20| = |21 + (22 + ... + 22)]
< |Zl| + |ZQ + (23 + ...zn)|
< |z1| + 22| + |23 + (24 + ...20)]

<z + )22 + oo+ |2al
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(b) Ainsi,
l=1+a—a—-b+b=|14a)—(a+b)+b <|[l+a|+]|-(a+b)|+]b
et 1< |1+a|+]|a+b|+ b

Exercice 12 2 =22 — 4z

1. (@) Ona zp=fl-i)=1—i)2—4(1—i)=1-2i—1—4+4i=2—4
et zp = f(3+i)=(34+i)?—4(3+i) =9+6i—1—-12—4i=2i—4 = 24/
(b) Soientm#n € C.Ona f(m)=f(n) < m?—4m=n?—4n
< m?2-—n?=4(m—-n) &= (m+n)(m—n)=4(m—n)
T i =4 = (m—-2)=—-n-2): M, et N, sont
symétriques par rapport au point (2, 0).
—
2. (a)  OMIM’ parallélogramme < OM' = Ml — o — zo =21 — %
— 22-32+3=0.
(b) 22—-32+3=0 dedéterminant A = -3 donc de racines complexes

conjuguées 212 = ?’“—Lé—‘/g

3. Ona 2/ +4=22—-42+4=(2-22% donc |2/ 44| =]z—2]° et
arg(z’ +4) = 2arg(z — 2) [27].
(b) Si M e€(J;2), alors |2—2/=2 et |—(-4)=]z-2=4:
M € €(K;4).
() zgp+4=-3i=3e""2. On cherche donc z tel que |z — 2|2 =3 et
2arg(z —2) = —Z[271]: z—-2=Be"'T ou z—2=Be iEiti"
i.e. Z=2+\/§(§ —z@) ou z:2+\/§(—§—z’§)_
Exercice 13
l.(ab) Ona, VYneN, r,=rg(2)" et 6,=00+%n
(c) Onaz, =rp.e et 202120 =8 <= rpeorieirye’® =8
T0.T1.72 =38
0o 4 01 + 02 = 0 [27]
— ry =27
2% + 00+ 2T =0 [27] 300 + 27 = 0[27]
3
ro =327 0<0<Z ro =3
= { bo=o0[2] { 0o = 0 [27].
Dot 29 =3, 2 = 3%61‘%r = 2Tz =
(d) Ona  zpy1 = rppr.efnt = 1o (2)" .eiCotn ) =3 (2)" 175"
Wni1 = %rn.ei(an‘*%ﬂ) = %.ei%ﬂ X p.et0n =

= rorireelfot0it02) — geli {

=8

+

|y

47
3

4
36

¥

Y3 2.

et de

et  2Zp41 = 7Tpta.€
(zn) est donc une suite géométrique complexe de raison ¢ =
premier terme zg = 3.
2. (3) MM, = |21 — 2f”
= |rpt1(cosOp 1 +isinb,41) — rp(cos by, + isin 971)|2
= (rpy1c080,11 — 1 c080,)2 + (rpy18inf,.1 — 1y sind,,)?
=712 1 c08% Opq1 + 12, sin? O, q1 + 72 cos? 6, + 12 sin 6,
— 27,741 (C08 0y 11 €OS 0,y + 8in 0,11 sin 6,,)

ERY

e
-2
.e’

WIN oo
ol

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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M M2 =12 4712 —2r,rnq1 cos(Oni1 — 0n)
— oAl 12 e
=32 (%)% [§+1+2] = 19 (%)271 unités de longueur.
Ainsi, M,M,+1 =19 (%)ncm.
n n 9 k 1_(%)n+1
(b) In = Z MMy =V19 3 (3) = V19—
k=0
= 3\/ [1-®)""] — svis.

Exercice 14 2 = 2=t
zz+1

LG+ )+ —i

De méme, ’(l i)(14—2 —1’ =2.

GHEP+GHE -1 = G+ -1+ G+ =2

2
De plus, |[AD|*=..=2 donc AD?=EA?=ED?
Par ailleurs, $=% = .. =3+ z@ =e'5  donc (E,E) =Z[27m et

ADE est équilatéral direct.
2.0na f)=29d =803 -402-2-i-1)=41-3i affixedeD"
3. (a) Pour z#4, (Z4+2i)(z—i)=1
= (B +2)(z—i) =1 < (2z—i+2i(iz+1))(z—i) =iz +1
= (2z2—-i—-22+42))(z—1)=iz+1 = i(z—i)=iz+ 1
(b) Ainsi, (2/=b)(z—a)=1 donc |2/ —b||z—a|=1: BM' xAM =1
et arg(z’ — b) + arg(z — a) = 0[27] i.e. arg(z’ —b) = —arg(z — a) [27] :
= s
(7;BM’) =— (7;AM) [27] o
4. (a) Ona Je—a|l=|d—a] =]1-i|=+1+1=+2 donc D et E appar-
tiennent au cercle €' (A4;/2).

(b) (7-@):—( AE) = (4E; E)) (E T)=-5+5 = -5 en]

De plus, BE' x AE =1 donc BE' = 1. = 75.
5. On a (BE’;BD’) = (BE’;W) n (7;BD’) = (ﬂ;ﬁ) - (7;@)
= (ES-E) = 7 [27]
De plus, BD’' = AD = AE = BE’ donc BE'D’ est équilatéral direct.

On peut alors placer E’.

Exercice 15 QCM vu au BAC

1.Ona |z—(1-2i)|=e?| =1 donc& estle cercle de centre d'affixe  1—2i
etderayon1: (c).

2. (a) Faux: f(=1—2i)=—i(-1—-2i) —2i =i +2i>2 - 2i=—-2—1i #1i.
(b) Vrai:  f(=1—4)=—i(—-1—4)—2i =i +i%>—2i=—1—3i.

(c) Vrai: 1=1[2|=]|—iz—2i|=|-i|]. |z +2| = |z — (-2)| = AM.

(d)

d) Faux: si arg(z) =% [27], alors z =ibec iR et 2/ = —iz—2i=b—2i.

Le point M’ décrit la demi-droite  {y = —2 / z > 0}.
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3. Posons, z=ux+iy. (F)devientalors x+iy+a?+y>="7+1
— (z+22+y2 -7 +i(y—1)=0 dou y=1 e 224+2-6=0

c-a-d. z=20uzx=-3.

Ainsi, (E) admet deux solutions 21 =—-3+7 et 2z=2+17: (a)
z1 _ =341 _ (=34+9)(2—1) _ —6+3i+2i+1 __ ;

et =5 T gz = 5 =—1+1

2= 2 (- i) = VIt (o).

Z2
Exercice 16 Ly:]|z+2-3il=1 and Ly:arg(z)= 7 [27]

1. L is the circle centered at A(3i —2) and of radius 1.
L is the open half-line (ray) initiated from the origin, through the point B(1+1).

2. Let A be the perpendicular line to (OB) through the point A and I be the inter-
section point of A and Ly = (OB). A simple Pythagorean argument will convince
you that the smallest distance between L; and Ly is IJ where the latest is the
intersection point of the line A and the circle ;. Since I € Lo, x; = yj.
Moreover, (OB) L (Al) <~ OB.Al =0

<:>1X(1‘]+2)+1X(y1—3):0<:>2(E[—1=0, SO Xy =yYr =
Hence, the smallest distance is
IJ=TA-AJ=\/(-2- 12 +(3-12—1~2,50

1
5

donc (uy, )y est géométrique de raison % et de premier terme  ug = zo—1=1—1.

Ainsi, pour tout n € N, u,, = 5-(1 —i).

v

Exercice 17 29 =1, zp41= 320430, up=2,—14, An(zn), Bulun), C(i). t';
1. Soitn e N.Ona upy1 = zpp1—i = (%zn—i-%z)—z = ézn—%z = %(zn—z) = %un E
o

(&)

2. (a) Ainsi,  |up| = [ (1—i)| = A2 = 2.

IS . il = . _ . ﬁ _ . 1\n _
(b) D'ou nlgr;o |zn, — 1] nh_)rr;o [tn] nh_)rr;o e nh_)rréo V2(3) 0 car
1el-1;1]

(c) Ceci signifie que la distance C'A,, = |z, — i| tend vers 0 : les points A,, tendent
vers le point C'.

3. (a) SoitneIN. On a arg(gn) = arg(3= (1 — i) [271] = arg(1 — i) [2n]
arg(u,) = arg(v2e~'%) [21] = — % [2n].

(b) Les points B, (uy,) sont donc tous situés sur la demi-droite ouverte passant par
I'origine et par le point d'affixe 1 —4 : ils sont donc bien alignés et appartiennent
a la droite d'équation y = —ux.

(c) On a vu que les points B, sont sur la droite d'équation y = —z  donc
Im(upn) = —Re(uy). Puisque  z, = u, +1,
Im(zn) = Im(u, +17) = Im(u,) +1 et Re(zy,) = Re(uy, + 1) = Re(up).
D'ot, Jm(z,)=T0m(u,)+1=—Re(u,)+1=—Re(z,)+1: les points
A, sont donc situés sur la droite d'équation y =1 — .

Exercice 18 29 =0, 2y41 =30z, —1 et Uy =2, + 15 + 151
i Can, 1 143i _ —1-3i _ _ 1 _ .3
1. 2=3iz—-1 < (1-3i)z=-1 <= z= =5 X155 = 2557 = 10 '1g-
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2. (a) SoitneIN.On a
_ 1 4 3, (3 1 4 3, 9 9 o 3 L
Unt1 = Zni1 + 15 + 700 = Bizn — 1) + 15 + 157 = 3izn — 15 X 57 + iy
Uns1 = 3izy — i (—1) + ity = 3i(2n + i + 15) = 3iun.
(b) Ainsi, (un)y est géométrique, de raison 3i et de premier terme
W=zt g+ =t i
On a donc, pour tout n € N, u, = ({4 + 159)(30)™.
3. (a) Pourn € N, on a

A(a) My, (zn) = |Zn — (15 —i9)| = lual = |(55 + 150)(30)"|
AM,, = |35+ i 13" 1i[" V1;‘)H)’2><3”><1 _\/—TO.S” —— +o
car 3 > 1.
(b) Pour n € N, ona 2 = =it — (321"" =-9  donc

—_— —
(AMn ;AMn+2> = arg(—9)[2n] = 7 [2n] et les points A, M,, et M, 42
sont alignés.

n+1— n 31 .
(c) Pourn € IN, on a Z“a:““:(;)“”:& donc

s . . e
(AMn ;AMn+1> = arg(3i) [27] = § [27] :  les vecteurs AM,, et AM,
sont donc orthogonaux et les droites (AM,,) et (AM,,4+1) sont perpendiculaires.

, 2+143
2=
z—241
1. Ona, pour z=a+ib#2—1,
o — 21430 _ (a+D)+i(0+3) _ [(at+1)+i(b+3)][(a—2)—i(b+1)]
= = 10D = (a2 1t D][(a=D) =it 1)]
_ et (a=2)+(+3) (b+1)]+i[(a—2) (b+3)— (a+1) (b+1)]
= (a—2)21(b+1)2
_ (a —a+b*+4b+1)+i(2a—3b—"7)

Exercice 19 et M, est la point d'affixe zg = 2 — 7.

(@—2)2+(b+1)2 et
7 ERS20-3b-T=0&b=2a— 7 < M(z) € Droite(y = 22— 1)\ {Mo}.
2. Autre méthode :
- _ 7 z+1+431 __ z+1—34
ZEiR = 2 =2 = = ZES

= (+1+43)E-2-1)=—Z+1-3i)(z—2+1)
= 27+ 2(-2—1) +2(1 4+ 3i) — 2 — i — 63 + 3i°
=—22—2(-2+1) — 2(1 —3i) +2 — i — 6i + 3i?

= 224 (—1—di)a+ (—14+4)z+2=0"" "2zt oz +az+2=0
< 222+ 2Re(x2) +2=0 < 27+ Re(az) +1 =0.

Ona, pour z=a+1ib, 2Z=a’+0b>
et az=(—1-—4i)(a+ib) = (40 —a)+i(-b— 4a).

L'équation devient
a’>—a+b+4b+1=0 = (a —2.5a+ ) —;+ (P +2b4+4)—4+1=0

2 _

= (@-32+(0+22 =21 = (MQ;_,)? =1
= M(z) € Cercle((} — 2 '),@)\{M 1.
Exercice 20

A. 1. Soit zg € C une solution de I'équation & : z* = —4.
Onaalors (—z)* = (=1)%2¢ = 20 = =4 et (7)' =20 =—4=—4
donc —zq et Zg sont solutions de &.



CORRIGE DES EXERCICES 213

2. (a) Ona 2 =1+i=V2(J +iz)=V20F +i%)
2o = V/2(cos(% )—l—zsm( ) = \fe 1.
(b) Ainsi, z5 = (V2¢! 4) = 21T = 4 x (—1) = —4 : z est solution de &.
(c) Do, —zp=-1—4i et Zyg=1—1i sont solutions de & et puisque
—zp est solution de &, la question précédente permet d’affirmer que
—20=—1—1=—1+1 est aussi une solution de & :
S = {1401 —i;—1+4;—1— i}
B. za=1+44, zp=-1+14, zc=-1—1 e zp=1—i.
1.Ona zp—z2c = (2—20)e"5 <= zp—(-1—i)=((-14+1i)—(-1—
i))(cos(%) +isin(F))
= p=-1-i+2(1+iP)=-1-V3 et
zp—z2c = (zp—20)e's <= zp—(—1—i) = ((1—i)—(—1—i))(cos(5)+isin(%))
= zp=—-1—i+2(3 +z‘é§’) — zp = (V3 - 1)i.
2 Ona 24a—2p — l+i+l+vB _ (2+Vv3)+i  1-(2=V3)i

2A—ZF 14+i—(v/3-1)i 14+(2—+/3)i 1—(2—+/3)i
za—zp _ (2+V3)+i— (2+f)(2 V3)i—(2=v3)i? _ (2+v3+2-V3)+i(1-22++/3%)
ZA=ZF +(2-V3)? B 124(2-V/3)?

_ 4
= BT Ve E]R
— =
3. Ainsi, (FA;EA) = arg (M> [27] = 0[nr] et les points A, E et F sont

ZA—ZF

alignés. Puisque ce quotient est positif, on a méme (ﬁ,ETA)) =0[2n] donc
F € [EA].
Exercice 21
() (z+i)'=1 = z+icUs={e"" =€ [k [0;3]} ={1;4; -1; —i}
= ze€ S ={1-14;0; -1—1; —2i}.
(b) 2*=81=3" = Z; = (2)'=1
= ZeUp={™ =eM% [ ke [0;3]} ={1;i; —1; —i}
— ze€ %% =1{3;3i; -3; =3i}.
(€ (z-8°=1
— z-8eU;={e"

;4T

[ Rel054]) = {15 €% 5 e s o1 i)

<:>z€=5”c={9,8—|—e5,8—|—es,8—|—e_i5; —i%”}_
(€) =42 = (V2 = = (G =

= Hcls= {1; €% ;e ;e T e 5}

— 1+316U4—{61T—ek12 /[ kel0;3]}={1;i;-1; —i}
— z€ L ={1+4+3i; (14+30)i; —1—3i; —(1+ 34)i}
={1+3i; —-341i; —1—3i;3—1}.
() 25=(2+1)°
= g € Us={™" [ ke [0:4]} ={1; % ; &% e %)
= e ={2+4i; (240)eiT; (244" T ; (240)e T (2+i)e T F ).

V4

)
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=
oc
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O
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(g) z5:32i—( i) = (2)5—1

= Zr eUs={¢ 5 /ke[[o A} = {1; % ; 5, i %)
e ze&”g_{Qz 2iei’ ; 2iei ; e~ e 17}
sz e Sy = {20200 9 91U -3) 9o D)),

4
4 g N guiT iT\4 z _
(h) 2% = —9i = 9(—i) = 9™ = (V3eiT)* = (F) —1
= €Uy ={*" =€ [ ke [0;3]} ={1;i; —1; —i}
= z€.Y ={V3e'T, \/_646g V3elie ' \/3elieT B )
= z€ I ={V3e'1; V3el T \fe_izl V3e i},

(i) Ona z—1#2z+1 et pour z# 1 qui n'est pas solution,

(z=1P=(>:+1)° = (zﬂ)S:l
5 elUs\{l}— {e”%T”W/ ke[0;4]3\ {1}

e {(ws)k /w5—eT kel1;4]}.
Or, #Hl = (ws)* <= 2+ 1= (ws)*(z—1) <= 2(1 - (ws)*) = —(ws)* -1

z

I8

[

I8

83

= e= R don A= (St = eizlff’wjl /kel1:4]).
()) Ona z—i#z+i et pourz#iquin'est pas solution,
(z—)=(z4+i)*=0 <= (%)4:1
= €U4\{1}_{612% /ke [1:3]} ={i; —1; —i}
= e {(w)h fwi=eF, ke[1;3]}
Or, 25 = () = =i = (@) —i) = 21— (o)) = i)~

i(wa)P 4 Vs
— 2z = (W4)k 7 dou

Z(gg)ﬁ;/ke[[l 3]} = {iti [ we {i;—1; —i}} ={1;0; —1}.
(k) Posons Z =23 Ona 26-922+8=0<+= 2Z2-927+8=0
B (7 1) (Z-8)=0
— Z=2=1louZ=2>=8=23
<:>zewgou-ewg_{eﬂ?/ke[[o;z]]}z{l;j;f}
= ze€ % ={1;7;7%;2;25;25%}.
() Posons Z=22 Ona z2'+(1-i)?—i <= Z°+(1-9)Z—-i=0

L (Z 1 1)(Z2 i) =
= Z—z2——12120uZ:z2=z:eZgz(ei%)2
= () =teu () =
= feUpou 5 eUp={e™ [ ke[0;1]} ={-1; 1}
= s = {Cirii T~}
Exercice 22 (%)4 =1
Soit z #1. On a
(24) 21 o 2 Uy = (¢ = [ he[081) = {154: 15 i)
Parailleurs, 28 =w <= 2z+l=w(z-1) &= (2-w)z=-w-1 & z=55
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d’oi les solutions de I'équation ={-2; 4£5;0; 55}
Soient A(—2), B(*£}), O(0) et C’(;é) les points images de ces solutions et soit D(—1).
On a zB—z’L;:%——%—Qi et z0=15 =%+
Ainsi, =0-(-1)]=1, DA=|za—2p|=1,
DB? = |—l _ %z — (—1)|2 — (%)2 + (%)2 —12
et DC?=|-t43i—(—1)) = (4)2+(2)2=12

Les points A, B C et O appartiennent donc au cercle de centre D et de rayon 1.
—
Autre méthode : On montre qu'un argument de (ﬁB(s) et de (C@'CA) est 5

grace aux quotients Z Zo jg et zo_zc Les triangles BOA et COA sont alors rectangles

en B et C et les pomts et C appartlennent au cercle de diamétre [OA].
Exercice 23  Racines n-iemes d'un nombre complexe
Soit n un entier naturel non nul et @ un nombre complexe non nul.
1.Ona 2"=0<«= z=0o0uz=0o0u.ouz=0 <<= 2=0: % ={0}.

220na z2"=1 <« ze€ A = n—{ezsz"/kE[[On—l]]}
3
3. () Ona == 8= (<2 > = (%) =1
= 5 eUs={"" [ ke[0;3-1]}
= ze {2 [ ke[0;2]) = {-2; —2¢/% ; —2£/%}
= z€{-2;2 75 ; 25}
(b) De méme, :"=a" < ()" =1
— €0, —{e’%Tw /kel0;n—1]}
= ze{ae’™ [ ke[0;n—1]}.
() Ona 2f=(2-i)=22—di+i®>=3—4i
et 2= (22)2 = (3—4i)2 =9 — 24i + 16i2 = —7 — 24i
donc  zg = 2 — i est bien solution de I'équation  z* + 7+ 24i = 0.

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

20
z _ [ i2km . _ .
= ZeUi={e"+ [ke0;4-1]} ={1;i; -1; —i}
< ze{lzg;iz20; —lz0; —izo}={2—i; 1+2i; —2+4; —1 — 24}

4
Cette derniere devient donc 2% = —7—24i = 2z} < (i) =1

. o 3
4.(a) Ona 28 =27i=27e'5 = B(F)" = (L5) =1

3¢'6
— %emg {ei”“T"/ke[[o~3—1]]}={1~ei2%;ei%"}
= 26{36 5 3eifel T 3eitel "} = {35 ¥ 3e7i ).
(b) Puisque a#0, onécrit a=pe?, z=re'®* etlona
i0

2 =a = e = pet? = 1" =pet na=0[27
= r=zyfpeta= L[]

= 2= et pour ke [0;n—1]
— ze{xpe L / ke[0;n—1]}.

() n=2, i=1lez
Tk - 3x
et 2=i <= 2zc{¥le /ke[[O;Z—l]]}z{elZ;e_laf}.
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Exercice 24 Le pentagone

1. (a) Le discriminant de 2?24+ 2z—1 valant 1+4 =5 > 0, Iéquation
&:22+2z—1=0 admet deux solutions réelles 21 5 = %‘/5

c2kT 67

(b) Ona Us={e"s /ke[0;4]} ={1; ¢ el el el Y.
Les points images des racines cinquiemes de I’ unlté forment donc un polygone
régulier a cinq sommets : c'est un pentagone régulier.

2. Puisque w=¢'s #1, ona 1+w+w2+w3+w4:%:1;1:0.
De plus, w3=(e TP =l =i = (e71F)2 = 2
et wi=(efF) =T =T =w.
3. (a) Ainsi, (WH+ )2+ (wHw)—1l=w?+2w+?+wtw—1
=24 2wl 4wt twtwt—1=2x12-1-1=0
et w+w estsolution de &.
(b) Ainsi, w+w= M = 20e(w) = %‘/5

_ >0 _ . .
< 2cos(E) = HE\/E 2 cos(X) = \/54 L et puisque son sinus

est positif, sin(3F) +\/1 f 1)2 = \/16_\/52;6’2‘/5_1 = \/1012\/5.

4. (a) On cherche donc zy € Ry tel que
|2v — za| = |ZW —zal = \Z 3= !zWJr 2
Le point B, m|||eu du segment [OW] a donc pour affixe

ZB:f L = cos(

Qgr)’

(b) Pour tracer un pentagone régulier a la régle non graduée et au compas, on
commence par tracer le cercle trigonométrique. Le cercle de centre A _ 1 passant
par V; coupe la demi-droite [OU7) en W. On trace alors la médiatrice de [OW].
Elle coupe le cercle trigonométrique en @ et T'. On reporte alors la longueur
QU = TU de part et d’autre de () et de T sur le cercle trigonométrique et
I'on obtient deux points R et S. Le polygone QRSTU est alors un pentagone
régulier.

abscisse du « second » sommet du pentagone.

Exercice 25 Transformée de Fourier discréte
La TDF de (20;21; - -3 2n-1) € C™ est (Zo; Z1; ...; Zpn—1) tels que

n—1
— N 257
szg 2w ol w=en.
k=0
2im i
- Pour (20;21)=(1,1), ona n=2 wy=ez2 =e"=-1 et
1

Zo =Y a(—1)7F0 = 2(=1) 70 4 2y (1) "0 =20+ 2 =2,

=3 (1) = (1) (1) T =20 — 21 = 0.

k=0
La TDF de (1, 1) est donc (2,0).

- Pour (20,21,2’2) (0,1,1), ona n=3 wy=e3s =j

2 2 _=_1_ -1 2 _
W3—J =j=5=Ww3, w3 =]
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et Zy= szj kX0 _ —0><0_|_ 1j—1><0 + 1j—2><0 —9
sz] k><1: —0X1+1j—1><1+1j—2><1:3+j:29{e(j):_1’
sz]—kXQ —0X2+1j—1><2+1j—2><2 :j+j_1 — ]_|_3 — Qme(j) = _1.

LaTDFde(O 1,1)estdonc (2, -1, —1).
- Pour (zo,zl;zz;23):(0;1;i,0) ona n=4, wi=e 41 =i,

wZziQ -1, wi=—i, w;'l=1=-—i, w;°=

wy " =1, et

Zo—sz’L kx0 _ —0><0+1 —1><O+ _2X0+0_3X0_1+’L
= Z i N =0i 0+ 1 a2 0% = — 24,
Ty = Z i P2 =0 0+ 102 it 4+ 00 = —1 44,

T3 = Z i =004 153 1457610072 = 0.

La TDF de (0;1;4;0) est donc (1 +4; —2i; —1 +4;0).

n—1
2.(a) Ona Z,= Z Zpw R
n—1 r=0 n—1 n—1 —1
et ZZewep = Z (Z ZRw” > w? = Z (zk w(p_k)e).
£=0 -

=0 k=0 =0
-1
(b) Si k=p, ona Zw(p ke — Zw —len
-1 -1 =
etsi k#p, Zw(p_k)e = Z (wp_k)é
R
T i A ) 0 (i T i
1 — (wr—k) 1—wpr—k 1—wpr—k
=0
-1
(c) Ainsi, pourk=p, 2z, Zw(p_p)e =2z, XN
=0
-1
et, pour k # p, szw(p_k)e =2, Xx0=0.
e 0

n—l

Dot, — Z (zk Zw(p k)£> = (z X n) =z, TDF inverse de (Zy).

k:O

)
Lid
O
oc
o
o
O
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(d) - Pour (Zo,Zl):(Q,O), on a n=2, w2:—1 et

20 = 1X:Zk(—l)kxo = %(Zo(—l)o +21(—1)0) = %(Z() + 2’1) = % =1,

NN

z1 =7 ZZ kxl _ %(ZO(—l)O +Z1(—1)l) _ %(Zo )=

La TDF |nverse de (2, 0) est donc bien (1, 1).
- Pour (Z(),Zl,Zg) =(2,-1,-1), ona n=3 w3=e€e3 =j,

2 -2
2
1 o0 o0
o — gZijkxo = 1250 — j0 — j%) =0,
k=0
2
1 o0 - .
a=g ) L =520 - 151 = %) = 32— - J) = 32— 2%%())
k=0
3
=2 =1
3=1,
2
1 . . . . — . .
2= > 2k =120 = 52— ) = 52— 7 — §) = (2 — 2%Re())
k=0
_ 3 _
—3-1,

La TDF inverse de (2, —1, —1) est donc bien (0, 1, 1).
- Pour (Zo,Zl,Zg,Zg)v: (1+i;—2i;—1+i;0),
on a n—4 4—62%:1 et

ZOZfZZkaXOZi (1 +14)i% — 2i.i° 4 (=1 +4)i° + 0i9)

§(1+z—2z 1+i)=0,

1
a= 2 30 Z = (14 0)0 = 20t + (<1 +0)i% + 04°)

4
=i(1+i-22—(-1+i)=1=1,
3
1
2= D 2R = L+ 00 = 20 + (—1+ )it + 009)

k=0 )
=§(1+z‘+2¢—1 i) =4 =1,

23 = — ZZZkXS:i (144)i° — 2043 + (=1 +4)i® + 0:?)

= 4(1+z—2—( 1+1i))=0.
La TDF inverse de (1 + 4; —2i; —1 + 4;0) est donc bien (0;1;4;0).
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Les nombres premiers sont utiles, voire essentiels dans un nombre considérable de
domaines, tant en mathématiques pures qu’appliquées mais ils nous sont encore bien
mystérieux. La détermination de ’ensemble des nombres premiers est un immense
probléeme des mathématiques. Quels sont-ils? Peut-on trouver une formule expli-
cite les donnant tous ou presque ? Comment sont-ils répartis? La recherche autour
des nombres premiers, multimillénaire, est encore tres active et les conjectures sont
nombreuses. Nous étudions ici leurs premieres propriétés mais rien ne vous interdit
d’investiguer un peu plus loin.

1 L’ensemble des nombres premiers

Définition 1
Un entier naturel est un nombre premier s’il admet exactement deux diviseurs positifs,
1 et lui-méme.

Exemples : 3, 5, 11, 23 sont premiers, 6 n’est pas premier car il est divisible par
3€[2;5], 1 n’est pas premier car il n’admet qu’un seul diviseur positif, 0 non plus
car il en admet une infinité.

On se reportera a ’exercice ad hoc n°® 2 en page 227 pour la liste des nombres premiers
inférieurs a 100.
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Remarques : + Trivialement, le seul nombre premier pair est 2.

* Un nombre est premier si ses seuls diviseurs sont ses diviseurs triviauz (1 et
lui-méme), autrement dit, s’il n’admet pas de diviseurs propres c.-a-d. non triviaux.
Par exemple, 9 admet un seul diviseur propre ou non trivial, 3, et deux diviseurs
stricts, 1 et 3.

* Nous pourrons noter P I’ensemble des nombres premiers.

Théoréme 1 Soient a, b et n trois entiers non nuls et p un nombre premier.
On a p|ab = p|a 0up|b et p|a” — p|a.

Démonstration : Seuls les sens directs sont a démontrer, les réciproques étant évi-
dentes.
On sait depuis le cours sur le PGCD (cf. 141) que
PGCD (p,a)=1et PGCD(p,b)=1 < PGCD(p,ab) =1
et PGCD(a",p)=1 <= PGCD(a,p)=1.
De plus, pour tout entier ¢, PGCD (¢, p) =1oup puisque p est premier.
Do, si  plab, alors abAp>=p>1 donc aAp#loubAp#1.
Ainsi, aAp=poubAp=p et p|aoupl|d.
Si  pla® =a.a" !, alors plaoupla™l.. O

Propriété 1
Tout nombre entier supérieur ou égal a deux est divisible par un nombre premier.

Démonstration : Elle s’effectue par récurrence forte.

Soit, pour n > 2 , la propriété 2, : « Il existe un nombre premier p divisisant n. »
-Ona 2|2 et 2estpremier donc & est vraie.

- Soit n > 2. Supposons, par récurrence forte, que &, soit vraie pour tous les entiers
k€ [2;n] (pour tous les termes précédents et pas seulement le précédent).
Sin+1est premier, n+1l|n+1 et P,y est vraie.

Sinon, n+ 1 n’est pas premier et admet donc un diviseur propre, un diviseur positif a
différent de 1 et de n+1. Il existe alors deux entiers a, b € [2;n] telsque n+1 = ab.
Puisque &, est vraie par hypotheése de récurrence, il existe un nombre premier p qui
divise a et 'on peut écrire a = pg. Ainsi, n+1=ab= (pq)b =p(gh) etp
est un nombre premier qui divise n+ 1 : &, 1 est vraie.

- P, est vraie pour tout n > 2. O

Propriété 2 Tout entier n > 2 non premier est divisible par un nombre premier
compris entre 2 et \/n.

Démonstration : Puisque n n’est pas premier, il admet des diviseurs propres : il existe
deux entiers a, b € [2;n — 1] tels que n = ab.

Supposons, par Pabsurde, que a et b sont tous deux strictement supérieurs a /n.
On a alors, par produit de positifs, ab>\/ﬁ2 =n 4 Ainsi, il existe un diviseur
propre de n inférieur ou égal & /n, disons a. Puisque a > 2, il existe un nombre
premier p qui divise a (d’aprés la propriété 1 précédente). On a alors pla|n et
p<a<yn !
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Pour démontrer qu’un entier est premier, il suffit donc de vérifier qu’il n’est divi-
sible par aucun nombre premier inférieur ou égal a sa racine carrée.

Ezemple : 139 est-il premier? Ona n=139<144 donc +/n <12. Puisque
139 n’est pas divisible par 2, 3, 5, 7 ou 11, il est premier : 139 € 3.

L’élégante démonstration de la propriété suivante est due au remarquable Fuclide.

Propriété 3 1l existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration : Supposons par 'absurde que ’ensemble des nombres premiers est
fini. On peut alors écrire P = {p1;p2; ...;pn}-

Soit 'entier N =p; Xpa X ... Xp,+1. Puisque trivialement N > 2, la propriété
1 permet d’affirmer qu’il existe p; € B qui divise N. Or p; divise p1 X pa X ... X py.
Donc, p; divise la différence N —pips...p, =1 ce qui est absurde car p; > 1. [

Remarque : Cette démonstration ne nous permet malheureusement pas de construire
de nouveaux nombres premiers. En effet, le produit des premiers premiers plus un
n’est pas nécessairement premier. Par exemple, 2x3 x5+ 1=31 est premier,
tout comme 2x3x5x7x11+1=2311, ce quiest moins évident.

En revanche, 2x3x5x7x11x13+1=30031=59 x 509

et 2x3x5x...x174+1=>510511=19 x 26869 ne le sont pas.

2 Décomposition en facteurs premiers

Ecrivons tout d’abord les nombres suivants sous forme de produit de facteurs pre-
miers : 12=22x3', 18=2'x32, 100 =22 x 5% Une telle décomposition
est possible pour tous les nombres entiers.

Théoréme 2 Décomposition en facteurs premiers
Tout entier naturel n > 2 se décompose de maniére unique (4 l'ordre des facteurs
prés) en un produit de nombres premiers :

Sin > 2, il existe des nombres premiers p1, pa,..., px € B et des entiers non nuls
o1, Koo, & € IN* tels que  no=pi™* Xpy? X ... X pp*,  écriture unique a 'ordre
pres.

Ezxemples : On déterminera un telle décomposition par divisions successives et on
Pécrira généralement par ordre croissant (p.o.c.) des facteurs premiers. o 31 =311
o 132 =2231.111 - 252 =22327! o 27225 =3252112 - 1090397 = 73.111.172

Démonstration : < Existence :

Soit, pour n > 2, la proposition Z,: « n se décompose en produit de facteurs
premiers. »

- On a 2 € P donc 5 est vraie.

- Soit n > 2 et supposons, par récurrence forte, que &y est vraie pour tout k € [2;n].
Si n + 1 est premier, alors &2, ;1 est vraie.

Sinon, n+1 admet des diviseurs propres et il existe a et b € [2;n] tels que n+1 = ab.
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On peut alors écrire, par hypothése de récurrence, a et b comme produits de facteurs
premiers et donc n + 1 aussi : &, est vraie.
- P, est vraie pour tout n > 2.

* Unicité :
Soit n > 2 et supposons que  pylps?...p¥ et qflqzﬁ2 ...qP+  soient deux
décompositions de n en facteurs premiers rangés dans l’ordre croissant. On a alors
prt(ps? ... p¥r) = qlﬁl(qu ...qP<).  Sip; < q alors p; et g, sont premiers entre
eux, tout comme pi* et qlﬁ '. Le théoréme de Gauss permet d’affirmer que pi* di-
vise g5?...¢qPs donc p; divise g5?...¢P* ce qui est impossible car p; est premier
avec chacun des ¢; (il est strictement inférieur a ceux-ci et ils sont tous premiers).
De méme, ¢; < p; méne a la contradiction ¢; divise pg?...p%" et Pon a nécessaire-
ment p; = q;.
Si maintenant oy < (31, on peut simplifier la décomposition :

ps.pXr =gt (q£52 ...qPs)  ce qui est impossible car q; = p; est premier
avec pa,..., pr. De méme, 31 < oy mene a une contradiction et ’on a nécessairement
x = P1.
On a donc montré que le premier terme p* d’une décomposition en facteurs pre-
miers par ordre croissant est unique. Il suffit alors de simplifier la décomposition par
ce terme pour montrer que le deuxiéme est unique, ainsi que les suivants. O

Remarques : + La démonstration de ’existence ressemble fortement & celle de I'exis-
tence d’un diviseur premier (prop. 1). On peut en effet faire un raisonnement 1'utili-
sant : Soit ¢; le plus petit diviseur premier de n (qui existe d’apres cette proposition
justement). On a n = giaq. Soit g2 le plus petit diviseur de as... Les a; sont stricte-
ment décroissants jusqu’a a, = 1 et 'on a obtenu la décomposition n = ¢1¢o...q;.
» Voici une version simplifiée de la démonstration de 'unicité.

Onpose n=p*a=pPb aveca,bproduits de premiers distincts de p et &, f > 0.
On montre alors que I'on a nécessairement « =3 grace au théoreme de Gauss.
Ainsi, le terme en p d’une décomposition en facteurs premiers est unique.

Propriété 4 Soit pi* xp3? x ... xpp*  la décomposition en facteurs premiers
p.o.c. d’un entier n > 2.
Les diviseurs de n sont exactement les nombres de la forme pfl X p52 X ... X pE’”‘

00 0By etilya (x3+1)(xa+1)...(x +1) diviseurs de n.

X1, X2 X
Démonstration : + On a % :pf‘l_ﬁlpgcz_r52 .. .p,‘:’”‘_ﬁ’“ €N car
pilps? .. by
& —PBi =0 donc pPrph pE’” divise  p{'p3?...pp*.
- Soit dun diviseur de 1 = p&pd2 ... p**  (p.o.c.)etsoit d=qP'gh?...qP* sa

décomposition en facteurs premiers p.o.c. On a alors q{s 'In et un raisonnement
analogue a celui de la démonstration de 'unicité de la décomposition en facteurs
premiers mene a ¢ =p; et 1 < .

- Puisqu’il existe o; + 1 entiers dans [0; «; ], les diviseurs de n sont bien au nombre
k

de H(cxi +1). O

i=1
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FExemples : ° 31 = 31! donc les diviseurs de 31 sont 31° =1 et 31' =31. Ilyen a
bien (1+1) =2.
o 132 = 22.3.11 donc les diviseurs de 132 sont
{20.30.119;21.30.119;22.39.119; 20,31 110; 2131 .119; 22.31.11°;

20.30.111; 2139111, 22.39.111;,20.3 111 2131 118 22,3 111 ).
Iyenabien (24+1)(1+1)(1+1)=12 et il est certainement préférable de les
présenter dans un arbre de choix.

/‘1\ 2
S s s
3 3 3 3 3 3

/ \ / \ / \ / \ / \ / \
1o 1t ot 1 o1t 11 1t 11 o1t o110 1t

1 11 3 33 2 22 6 66 4 44 12 132

Avant d’étudier la proposition suivante, on pourra se reporter & 1’exercice n° 28 en
page 146 pour une définition et un premier travail sur le PPCM, le plus petit commun
multiple.

Propriété 5  Soient m et n deux entiers supérieurs ou égaux a 2. En s’autorisant
des exposants nuls, on peut supposer qu’ils peuvent s’écrire en produits de facteurs
premiers de la maniére suivante :
m=pt X py? X ... X ppt et n:pflxpSQX...xpEk.
Ona PGCD(m,n)=mAn :p;nm(“l’ﬁl) xp;"m(“z’ﬁz) X ... xpznm(“’“ﬁ’“)
et PPCM(m,n)=mVn :p;mx(“l’ﬁl) xp?ax(“%ﬁz) X ... xp?ax(“’“ﬁ’“).

Démonstration : + PGCD : ‘
- Puisque min(o;, ;) < o; pourtoutie [1;k], ona p;ﬁm(“i’si”pf‘i

et de méme pour entier B; : p11nin( x5 B )p;"m(“z B2) .p;:m(“’“ »Br)

est donc
un diviseur de m et de n.

- Soit d un diviseur commun a m et n.
D’apres la propriété 4, d peut s’écrire  p{'.py?...pJ* avec y; < oy car il
divise m et  vy; < p; caril divise n. On a donc v; < min(o;, ;) pour tout
ic[1;k] et dgp}’“'”(“l B )p?in(“z B2) .p?in(“’“ +Be) " ce dernier étant donc
le PGCD (m, n).

« PPCM :

- Puisque maz (o, B;) > «; pour tout i € [1;k],

maz( i, Bi)
i est mul-

tiple de p* et de méme pour B; : p}"aw(“l’ﬁl)p;"”(“”h)...p?”(“’“ﬁ’“)
donc un multiple de m et de n.

- Soit C = p*.pd*...pY" un multiple commun & m et n. On a donc
m|C et d’aprés la propriété 4, m s’écrit pfl.pSQ...pﬁr avec 8;<vi.
Puisque la décomposition de m en facteurs premiers p.o.c. est unique, on a
o«;=8;<y;. De méme avec n, p;<y;. Dou 7y, = max(oy, Bi) pour

est
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tout 7 et C}p?ax(“l’ﬁl)p?ax(“z’ﬁz)...p?ax(“’“ﬁ’“), ce dernier étant donc le

PPCM (m, n). O

Exemples : ° 132=223L7011" et 252=2232.7111°
donc  PGCD(132,252) =22.31.70.110 = 12
et PPCM(132,252)=22.32.7.11 = 2772.

o 27225 =3252112 et 1090397 = 73.11.172
donc PGCD (27225, 1090397) = 3°.50.79.111.17° = 11
et PPCM(27225,1090397) = 32.52.73.112.172.

Remarques : + Toutefois, 'algorithme d’Euclide est souvent plus rapide pour déter-
miner le PGCD.
* Nous retrouvons alors tres rapidement le résultat de ’exercice n°® 28 en page
146 :
mxn=PGCD (m,n) X PPCM(m, n).
En effet, on a toujours min (o, Bi) +max (o, Bi) = & + Pi.

3 Le petit théoreme de Fermat

Enoncé par Fermat en 1640, il n’en publie aucune démonstration, comme a son
habitude. Leibniz puis Euler seront ensuite plus précis et Gauss en fera la renommée
au XIX®s.

Commengons par quelques calculs introductifs.
() =35-7x5e07](), (1) =286 - 13x 2 et 13 (),
52=25=5+2x10=5[2], 3°=243=3+5x48=3[5],
43 =64=4+3x20=4[3)],
42=16=1+3x5=1[3], 6*=1296=1+5x259=1]5],
45 = 4096 =1+ 7 x 585 = 117].

Sous certaines conditions, ceci peut étre généralisé.

Lemme 1 Soit p un nombre premier.
Pour tout entier k € [1;p— 1], p divise ().

Démonstration : En effet, pour tout k € [1;p—1]
P
k

— ! _ px(p—1)! -1 _ -1
(7) = k!(;—k)! T XG0 ((p—)=(k=D)! — k \ k-1 donc  k(}) =p (£—1>
et puisque p et k sont premiers entre eux, il divise (Z) ]

Théoreme 3 Petit théoréme de Fermat
Soient un entier n et un nombre premier p. On a  nP =n|p).

Démonstration : Soit p € PB. Pour n € IN, on nomme &2, la proposition « n? = n [p] ».
-Ona 0P=0=0[p]: P est vraie.
- Supposons &, vraie pour n € IN. La formule du biné6me de Newton donne alors

(n+1)P = Z (Z) n®. 1P~k o p divise tous les coefficients binomiaux sauf éven-
k=0
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tuellement le premier et le dernier d’apres le lemme 1.

Ainsi,  (n+1)? = (§)n17 + 0+ (0)n?.1%[p] = 1 +nP[p].  Par hypothese de ré-
currence, nP’ =n(p] donc (n+1)P=n-+1[p] et H,4q1 est vraie.

« &P, est vraie pour tout n € IN. [l

Remarque : La réciproque est fausse : 1 = 1[4] mais 4 n’est pas premier. Plus
difficile, 234! =2[341] et pourtant 341 = 11 x 31 n’est pas premier. Il est méme
prouvé que n°%! =n[561] pour tout entier n alors que 561 = 3 x 11 x 17 n’est
pas premier : de tels nombres sont appelés nombres de Carmichael, mathématicien
états-unien du Xx°s.

Ezemple : Puisque 5 €, 12°=12[5]=2[5].

Théoréme 4 Petit théoréme de Fermat (bis)

Soit n un entier. Si p est un nombre premier ne divisant pas n, alors nP~1 =1]p].

Démonstration : Ona nP = nlp] donc nP —n =nnP~t—-1)=0[p et
p|n(nP~t —1).  Si p ne divise pas n, le théoréme de Gauss permet d’affirmer que
plnP~t -1 c-a-d. nPl=1[p. O

Ezemple : 9 n’est pas divisible par 5 € ¢ donc 9% = 1[5].

Remarques : * Les deux petits théoremes de Fermat sont en fait équivalents :

Si p divise n, alors p divise n? donc n? —n et 'ona n? —n =0[p|.

Si p ne divise pas n, alors le petit Fermat (bis) affirme que nP~! =1[p] donc
nxnP~t=nx1[p).

» La réciproque est fausse. Par exemple, pour p=15 et mn=4, ona

41 —1 = 268435455 = 15x 17895697 = 0[15] et pourtant, 15 n’est pas premier.
En revanche, il est intéressant de regarder le cas de tous les entiers n inférieurs a p :
Par contraposition, si p n’est pas premier, il existe un diviseur non trivial d de p. On
a l<d<p etpourtout k€ Z, d’~'—kp#1 car divisible par d. D’ou
l'existence d'un entier d inférieur & p tel que  dP~! # 1 [p].
Nous obtenons alors un test peu efficace de primalité en n’étudiant que les entiers
inférieurs a p :

p est premier  si, et seulement si, pour tout 1 <n<p, nP~l=1[pl.

Il existe bien d’autres théorémes dus a Fermat dans des domaines tres divers.
Citons le dernier et le plus fameux théoreme de Fermat, énoncé par celui-ci au XvIi®s.
sans démonstration connue et démontré en 1994 par Andrew Wiles :

Pour tout n > 3, il n’existe pas de nombres entiers positifs non nuls x, y et z tels

que " +y" =2z2"

4 Problémes ouverts

Quels sont donc les nombres premiers ? Certaines fonctions usuelles peuvent nous
en donner : Euler, encore lui, a démontré que les images des entiers de [0;39] par
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n? + n + 41 sont toutes des nombres premiers. En 2018, le plus grand connu était
le nombre de Mersenne (cf. exercice n®18 p.228) 282589933 _ 1
loin de tous les connaitre. On ne connait pas non plus leur répartition méme si un
théoréeme démontré en 2004 assure que pour tout entier k, il existe une infinité de
suites de k nombres premiers en progression arithmétique, c’est-a-dire de la forme :
a,a+b,a+2b,...,a+ (k—1)b.

Il reste une multitude de questions ouvertes sur les nombres premiers. En voici
quelques-unes.

o La conjecture de Goldbach : tout nombre pair strictement supérieur a 2 peut-il

vraiment s’écrire comme somme de deux nombres premiers ?
o Existe-t-il une infinité de jumeaux premiers? Un couple de nombres premiers

mais on est tres

jumeaux est une paire de nombres premiers dont la différence est égale a 2,
comme 11 et 13.

¢ La conjecture de De Polignac : tout entier naturel pair peut-il vraiment s’écrire
comme différence de deux nombres premiers consécutifs et cela d’une infinité de
manieres 7

o Toute suite de Fibonacci dont les deux termes initiaux sont premiers entre eux
contient-elle une infinité de nombres premiers ?

o Existe-t-il une infinité de nombres premiers de Fermat ou de Mersenne (cf.
exercices n° 13 p.235 et n° 18 p.228) ?

o Existe-t-il une infinité de nombres premiers de la forme n? + 17

o Existe-t-il une infinité de nombres premiers factoriels (de la forme n! £ 1)?

o Existe-t-il une infinité de nombres premiers primoriels (du type p;.ps...pp+1)?

o Legendre affirme qu’il existe toujours au moins un nombre premier entre n? et
(n + 1)2. Cette conjecture est liée a ’hypothése de Riemann et, comme cette
derniére, elle n’est pas démontrée.

Vous voila paré pour une grande carriére de mathématicien, tout du moins, pour

un grand oral!
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Exercice 1  Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Le nombre n? — 1 peut-il &tre premier?

Exercice 2 Crible d'Erathosthéne.

Lister tous les entiers de 1 a 100. Barrer successivement 1, puis tous les multiples de 2
sauf 2, puis tous les multiples non déja barrés de 3 sauf 3, puis tous les multiples non
déja barrés de 5 sauf 5, puis enfin tous les multiples non déja barrés de 7 sauf 7. Que
peut-on dire des nombres non barrés?

Exercice 3 Un bon début
Pour tout entier n € IN, on pose P, =n?+n+ 17.
Montrer que Py, € P pour tout k € [0;15] mais que Pig & ‘B.

Exercice 4 Les nombres 117, 383, 143 et 337 sont-ils premiers ?

Exercice 5 Nombres premiers jumeaux
Des nombres premiers sont dits jumeaux lorsque leur différence égale 2. Par exemple, 3 et
5 le sont. L'existence d'une infinité de premiers jumeaux n'est encore qu’une conjecture.
Les plus grands nombres premiers jumeaux connus (en 2016) sont

2996 863 034 895 x 21290000 4 1 - jIs possedent 388 342 chiffres en écriture décimale.

1. Donner cing autres exemples de couples de premiers jumeaux.

2. Montrer que 1619 et 1621 sont des premiers jumeaux.
Exercice 6 Pour quels entiers premiers p, I'entier 7p + 1 est-il un carré parfait ?

Exercice 7 Soit n > 3. Existe-t-il des valeurs de l'entier naturel n telles que
a=n?—2n—3 soit un nombre premier? Et pour b=n%2+2n+17

Exercice 8 Soit n > 3. Montrer que si n? — 2n + 3 est premier, alors n = 4[6].
La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 9 Montrer que si la somme de deux entiers non nuls est un nombre premier,
alors ils sont premiers entre eux.

Exercice 10  Existe-t-il un nombre premier p tel que PGCD (p, 3) = 37 Si oui,
combien en existe-t-il 7

Exercice 11

1. Montrer que si p est un nombre premier strictement supérieur a 3, alors il est de la
forme 3k + 1 ol k € IN*.

2. Montrer que tout nombre premier supérieur ou égal a 3 est congru a +1 modulo 4.

3. Les réciproques sont-elles vraies ?

EXERCICES
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Exercice 12  On souhaite déterminer tous les entiers naturels n tels que n + 1, n + 3,
n+7,n4+9, n+ 13 et n 4+ 15 soient premiers.

1. Quels sont les entiers n de [0;5] qui conviennent ?

2. Montrer qu'aucun nombre n strictement supérieur 3 5 ne convient.
Exercice 13 Les nombres de Fermat
Pour n € IN*, on définit le n® nombre de Fermat par F, = 22" + 1. Ce grand
mathématicien pensait que ces nombres étaient tous premiers.

1. Vérifier que F, €3  pourtout k € [1;4].

2. Calculer le PGCD de F5 et de 641 puis conclure.

Exercice 14
1. Montrer qu'un premier strictement supérieur a 3 est congru a =1 modulo 6.

2. Colette dit a Agathe : « Choisis un nombre premier différent de 2 et de 3, éleve-le
au carré, ajoute 17 puis calcule le résidu (le reste) modulo 12. »
Agathe : « Ca y est. »
Colette : « C'est 6, n'est-ce pas? »
Agathe : « Incroyable! Comment as-tu fait ? Ah oui, je vois. »
Et toi, vois-tu?

Exercice 15 Pierre de Fermat : « Un nombre premier autre que 2 peut toujours s’écrire
de maniére unique comme différence de deux carrés parfaits. »

1. Vérifier ce résultat pour les premiers nombres premiers.

2. Démontrons donc cette propriété.

(a) Supposons qu'un nombre premier p peut s'écrire comme différence de deux

carrés :  p=a?—b%.  Exprimer a et b en fonction de p.

(b) Montrer la réciproque puis conclure.

Exercice 16  Soient p et ¢ deux nombres premiers consécutifs impairs.

— ptqg ;
1. Montrer que n = %5 n’est pas premier.

2. En déduire que p + g est le produit d"au moins trois nombres premiers.

Exercice 17 Les nombres 29!+ 17 et 45!+ 38 sont-ils premiers?
Déterminer un intervalle d’amplitude n € IN* ne contenant pas de nombres premiers.

Exercice 18 Nombres de Mersenne

Soit un entier n > 2. Le n® nombre de Mersenne, scientifique francais du XVII®s. qui les
a étudiés, est défini par M, = 2" — 1. Ces nombres sont utilisés dans |la recherche
de grands nombres premiers, le plus grand de tous connu a ce jour en étant d'ailleurs un.

1. Vérifier que Mo, M3 et M5 sont premiers.

2. On suppose ici que n n'est pas premier et que n = kp avec p € P et k > 2.
Factoriser M,, par 2P — 1.

3. En déduire que si M,, est premier, alors n est premier.

4. Montrer que la réciproque est fausse.
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Exercice 19  Egalité de Sophie Germain

Sophie Germain (1776-1831) est une mathématicienne, physicienne et philosophe fran-
caise. Elle est connue pour le théoreme d'arithmétique qui porte son nom, pour ses
échanges avec le mathématicien Carl Friedrich Gauss et pour ses travaux sur |'élasticité
des corps. Pour pouvoir se consacrer aux mathématiques, alors réservées aux hommes,
elle utilisa un nom d'emprunt de 1794 a 1807 : Antoine Auguste Le Blanc.

1. Montrer I'égalit¢  n* + 4m* = (n? + 2m? + 2mn)(n? + 2m? — 2mn).

2. Pour quelles valeurs de I'entier naturel n, n + 4 est-il premier?

3. Montrer que 454° + 545% n’est pas premier.
Exercice 20 Décomposer les nombres suivants en produit de facteurs premiers.

a= 125 c= 213 x170 e = 100000

b= 64 x 81 d = 1080 f= 126 x 14°
Exercice 21  a est-il un diviseur de b7

1. a=5%7%2117.13, b=5°7211°137

2. a=2355%11217, b=35115177

3. a=13% b=27.73.13%.19

Exercice 22  Calculer, simplifier, réduire, ...

a= PGCD(24,80) c= PGCD (3757, 2873)| e= 315
b= PGCD(179,181) | d= /1764 f= 1900

Exercice 23 Combien y a-t-il de nombres entiers naturels inférieurs a 2000 dont I'écri-
ture décimale se termine par deux zéros et ne comportant que 2 et 5 comme diviseurs
premiers ?

Exercice 24  Déterminer dans IN les solutions des équations  (n + 1)(n + 3) = 255,
3u? + 6u — 24 =255 et a®—1y3 = 469.

Exercice 25 L’indicatrice d'Euler
Pour n € IN*, on note p(n) le nombre de nombres strictement positifs qui sont premiers
avec n et inférieurs ou égaux a n:  p(n) = Card({k / k € [1;n] et k An=1}).

1. Déterminer (k) pour tout k € [1;9].

2. Calculer ¢(p) pour p € P.
3. Calculer ©(p?) pour p € B.

Exercice 26  Soit n € IN* et k le nombre de diviseurs premiers de n.
Prouver que In(n) > k1n(2).

Exercice 27
Démontrer que pour tout n € IN et tout p € 3,  3"TP — 37+L  est divisible par p.

Exercice 28  Montrer que 33 divise n'! — n pour tout n € IN.

EXERCICES
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Exercice 29 Soit n € IN*.

13

1. Montrer que n> — n est pair.

2. Montrer que 13 et 7 divisent n'3 — n.

13

3. En déduire que n*° — n est divisible par 182.

Exercice 30 Soient a, b € Z et p € P. Montrer que  (a + b)P? = aP + VP [p)].
Exercice 31 Soient p € P et a, b € IN.
1. Montrer que a? —b? = (a — b)? [p].
2. (a) Justifier que si p n'est pas premier avec a? — bP, alors  aP = bP [p].
(b) En déduire que dans ce cas, p divise a — b et a? = bP [p?

Exercice 32  Soit p un entier supérieur ou égal a 2.
Montrer que si (p — 1)! + 1 est un multiple de p, alors p est un nombre premier.

Exercice 33  Un carré s'écrit aussi sous la forme 17n + 1 ou n € IN.
Sous quelle forme s’écrit n? Quelles sont les valeurs possibles pour n € B 7

Exercice 34 Les repunits

Les entiers qui ne s'écrivent qu'avec des chiffres 1, comme 1, 11, 111,... sont appelés des
repunits.

Pour k € IN*, on note N}, le repunit a k chiffres.

1. Décomposer Ny en produit de facteurs premiers pour tout k € [2;5].

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que le chiffre des unités de n? est 1.
(a) Montrer que n = 1[10] ou n = 9[10].
(b) En déduire que n? = 1[20].

3. (a) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
Déterminer le reste de la division euclidienne de N} par 20.

(b) En déduire qu'un repunit distinct de 1 n'est pas un carré.

Exercice 35 Puissances croisées
On cherche les couples d’entiers naturels (a, b) telsque a>b>2 et a’=0b

1. (a) Montrer que 2" > n? pour tout n > 5.
(b) Etudier le cas b = 2.
2. On suppose désormais que b > 3.
(a) Montrer que a et b ont les mémes facteurs premiers dans leur décomposition.

(b) Soit p un diviseur premier de ces décompositions présent avec I'exposant o
dans a et avec 3 dans b. Montrer que  af3 = bx.

(c) En déduire qu'il existe un entier ¢ > 2 tel que a = be.
(d) Montrer que b~ =c.

(e) Conclure en montrant que cette derniere égalité est impossible.
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Exercice 36 Nombres puissants

On dit qu'un entier naturel n est un nombre puissant si, pour tout diviseur premier p de
n, p? est aussi un diviseur de n. Le but de I'exercice est de montrer qu'il existe un infinité
de couples d'entiers naturels consécutifs puissants.

Soient I'équation d'inconnues dans N (E): 22 —8y* =1, lamatrice A= (3 8)

1 3
et deux suites (z,,)wN, (yn)w définies par zp =3, yo=1 et (f}"j:) =A (f/:)

1. Pour tout n € IN, montrer que z,, et y, € IN* et que le couple (z, , y, ) est une
solution de (E).

2. Démontrer que la suite (z,, ) est strictement croissante et en déduire que |'équation
(E) admet une infinité de solutions.

3. Montrer que a®b> est un nombre puissant pour tout a, b € IN.

4. Montrer que si le couple (2, y) est solution de (E), alors 2% — 1 et 2 sont deux
entiers consécutifs puissants.

5. Conclure.

6. @ Ecrire une fonction Python puissant(N) qui détermine un couple d'entiers
consécutifs puissants supérieurs ou égaux a V.

Exercice 37 Déterminer le plus petit entier possédant 28 diviseurs.

Exercice 38

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
Montrer qu'il y a au plus un nombre premier entre n! et n! + n.

2. Montrer que I'on peut trouver deux nombres premiers consécutifs dont la différence
est supérieure 3 106.

Exercice 39 Par combien de zéros se termine le nombre 31!7
Exercice 40 Déterminer le reste de la division euclidienne de n par p.
(a) n=32p=23 | (b) n=4%p=29. | (¢) n=15 p=097.
Exercice 41
1. On pose n = 36,
(a) Justifier que n=1[5] et n=1[7] puisen déduire que n =1[35].
(b) Calculer 3™ modulo 35.
2. Montrer que 372 =1[95] puis calculer 37> modulo 95.
3. Calculer 42°7 modulo 55.
Exercice 42  Puissance de 4
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4™ =1[3].

428

2. Montrer que — 1 est divisible par 29.

3. (a) Déterminer le reste de la division de 4™ par 17 pour n € [1;4].

EXERCICES
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(b) En déduire que 4% — 1 est divisible par 17 pour tout entier k.
4. Pour quels entiers naturels n, 4™ — 1 est-il divisible par 57
5. Déterminer alors quatre diviseurs premiers de 428 — 1.
Exercice 43  Triplets pythagoriciens
Cet exercice a pour but d'étudier I'équation  (E): 22 + 4% = p?> ol p est premier
et x, y € IN*. Vous voyez certainement pourquoi les solutions d'une telle équation sont
appelées des triplets pythagoriciens.

1. Montrer que (E) n'admet pas de solution lorsque p = 2.

2. On suppose désormais que p # 2 et que le couple (z, y) est solution de (FE).
(a) Montrer que x et y n'ont pas méme parité.
(b) Montrer que p ne divise ni z, ni y.
(c) En déduire que z et y sont premiers entre eux.

3. On suppose désormais que p est la somme de deux carrés :  p=u2+v> ouu
et v € IN*.

(a) Montrer que le couple ( |u* —v?| , 2uv) est solution de (E).
(b) Donner une solution de (E) pour p = 5 puis une solution pour p = 13.

4. On illustre maintenant le fait que (E) n'admet pas de solution lorsque p n'est pas
somme de deux carrés.

(a) p =3 et p="7 peuvent-ils s'écrire comme somme de deux carrés?

(b) Montrer que les équations 22 +32=9 et 2%2+y?>=49 n'admettent
pas de solutions.

(c) Le théoréme des deux carrés de Fermat affirme qu'un nombre premier est
somme de deux carrés, et ce de facon unique, si, et seulement si, il est congru
a 1 modulo 4.
Vérifier ce résultat sur les exemples précédents.

Comptez jusqu’a 321 afin de réaliser le devoir n° 14.
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Exercice 1 Sin = 2, alors n2 — 1 = 3 est premier. Sin > 2, alorsn —1 > 1 et
n?—1= (n—1)(n+1) admet un diviseur propre (non trivial) qui est n — 1 donc n? — 1
n'est pas premier.

Exercice 2 Avec la méthode empirique du crible d'Erathosthéne, nous obtenons la liste
des nombres premiers inférieurs a 100.

Exercice 3  Un bon début

Ona Py=17, PL=19, P, =23, P3 =29, P,=37, Ps =47, P =59, P; =173,
Py =89, Py=107, Pyg=127, Py =149, Pix, =173, Pi3 =199, P4 = 227,
Pi5 = 257, tous premiers. En revanche, Pig =289 =172 ne |'est pas.

Exercice 4 + 14+1+4+7=9donc9|117et 117 ¢&*B.
* 383 n'est pas divisible par 2, 3,5, 7, 11, 13, 17 ou 19 et /383 < 20donc 383 € L.
*1+3=4 donc 11]143 et 143¢°p.
« 337 n'est pas divisible par 2, 3,5, 7, 11, 13ou 17et /337 <19 donc 337 € p.

Exercice 5 Nombres premiers jumeaux

1. (5,7), (11,13), (17,19), (29,31) et (41,43) sontdescouples
de premiers jumeaux.

2. |l suffit de vérifier que 1619 et 1621 ne sont pas divisibles par des nombres premiers
inférieurs ou égaux a leur racine carrée (c.-a-d. 40) et la liste est relativement breve.

Exercice 6 Soit p € P et n € IN.
Ona 7p+1=n? < Tp=n?—-1=(n+1)(n—1) doncpdivisen+1oun—1.

*Si n+1l=kp, alors Tp=kpn—1) < 7=k(n—1) etpuisque7 € P,
ona k=7,n—-1=1 ou k=1,n—-1=1.
Sik=Tetn—1=1,alorsn=2etn+1=3=Tp ce qui est impossible.
Sik=1letn—1=7, alorsn=8etn+1=9=1p qui ne serait pas premier.

*Si n—1=kp, alors Tp=kpn+l) < 7=k(n+1) etpuisque7€P,
ona k=7,n+1=1 ou k=1,n+1="7.
Sik=Tetn+1=1,alorsn=0etn—1=—1=7p ce qui est impossible.
Sik=letn+1=7 alorsn=6etn—1=5=1peP.

Eneffet, 7p+1=7x5+1=36=62 marche.

Exercice 7 +* Ona a=n?-2n—-3=(n+1)(n—3) qui ne peut étre premier
quesin—3 =1 (puisquen+1>n—32>0)etl'on abien, pourn=4, a=5¢cP.

*Ona b=n?+2n+1=(n+1)%> quine peut &tre premier quesi n+1=1
mais pourn =0, b=1¢P.
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Exercice 8 Dressons un tableau de congruence modulo 6.

n (6] o[1[2[3[4][5
n? [6] o[1[a[3|4]3
21 [6] 024|024
n?—2n+306] 323|052
Sin>3,n%—2n+3 > 6 et d'apres le tableau précédent, pour n = 0 [6] ou 2 [6] ou 3 [6],

n? — 2n + 3 est un multiple de 3 (différent de 3) et pour n = 1[6] ou 5[6], n?> — 2n + 3
est un multiple de 2 (différent de 2).

Ainsi, n?—2n+3 ne peut &tre premier que si n = 4[6].

Par exemple, pourn =4, 42-2x443=11¢

et pour n =10, 102 -2x 1043 =83 € p.

En revanche, pourn =28, 282 —-2x2843=1731=17x43 &P : la réciproque
est donc fausse.

Exercice 9  Soient a, b € IN* tels que a + b € P et soit d = PGCD (a, b). On ad|a
et d|b donc d|a + b. Puisque a + b est premier, d € {1;a+b}. Or, d<a<a+b
Doy, PGCD(a,b)=d=1.

Exercice 10 Si PGCD (p, 3) = 3, alors 3|p. Puisque p est premier, on a p = 3 € B,
unique possibilité.

Exercice 11

1. SipePetp> 3, alors p n'est pas un multiple de 3 c.-a-d.
pZ0[3] < p=1[3Joup=2[3] << p=+1][3]:
p s'écrit donc sous la forme 3k £ 1 avec k € IN* car p > 3.
2. Tout nombre premier supérieur ou égal a 3 est impair et ne peut étre congru a 0
ou a 2 modulo 4. Il est donc congru a 1 ou a 3, c.-a-d. —1, modulo 4.
3. Les réciproques sont fausses, cela serait trop facile autrement.
Par exemple, 4=3x14+1 e 9=1+44x%x2 nesont pas premiers.

Exercice 12 n € WNtelquen+1,n+3, n+7, n+9, n+ 13 et n+ 15 soient premiers.

1. Trivialement, pourn=0,n+1¢B, pourn=1n+3¢&P, pourn=2,
n+7¢P, pourn=3, n+1¢&P, pourn=5n+1¢&P mais pour
n=4,n+1,n+3, n+7 n+9 n+ 13 et n+ 15 sont premiers.

2. Dressons un tableau de congruence modulo 5.
n [5] 0

Ol IO WN
NWHFLINO N

R RO W SN
W HENO R B~W

Ol W BN W K

2 4
D’aprés ce tableau, il y a nécessairement un multiple de 5 parmi les six nombres
imposés et puisque 5 ne convient pas, aucun entier n > 5 ne peut convenir. Le seul
entier possible est donc n = 4.
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Exercice 13 Les nombres de Fermat : F, = 22" + 1.

1. =22 11=5 /=22 11=17, F3=221+1=257 et
Fy =22 +1=65537 sont premiers.

2. F5 =22 +1=4294967297 = 641 x 6700417 + 0
donc PGCD (F5, 641) =641 et F5 ¢ 3.
Les nombres de Fermat ne sont donc pas tous premiers. C'était bien la seule conjec-
ture fausse de cet immense mathématicien.

Exercice 14

1. Soit p un nombre premier strictement supérieur a 3. Il est donc impair et non
multiple de 3 et ne peut ainsi étre congru a 0, 2, 4 modulo 6 ni a 3 modulo 6.
p est donc congru a 1 ou 5, c.-a-d. —1, modulo 6.

2. Soit p un nombre premier strictement supérieur 3 3. On a donc  p = +1[6] et il
existe k € IN* tel que p = 6k + 1 donc
PP4H17T=(6k+1)>+17 =36k £ 12k + 1+ 17 =123k + k+ 1) + 6 = 6 [12].

Exercice 15 Fermat : « Un premier impair est différence de deux carrés parfaits. »

1. On a bien 3 =22-12, 5 =232_-22 7 =142-32 11 = 62 — 52,
13=72-62, 17=92-82, 19=102-92, 23=122-112, 29 =152-142
31 =162 —152, 37=192-18% ...

2. Démontrons donc cette propriété.

(a) Ona p=a®>—-b*=(a+b)(a—b) etsip est premier, il n'admet que des
diviseurs triviaux et l'ona a—b=1eta+b=p dou b=a-—1cet
2a—1=p. Ainsi, a= p%l etb= %, ce qui implique que p est impair.

(b) Soit p un nombre premier différent de 2. Posons a = Z£% et b= 221,
Onaabe N*et a?-b%= (a+b)(a—b) = PHEP=L p+1—2(17_1) =px1=p.
Ainsi, tout nombre premier différent de 2 est différence de deux carrés parfaits.

Exercice 16  Soient p et ¢ deux nombres premiers consécutifs impairs.

1. Onap # gdoncp < 1%“1 < ¢ et puisque p et ¢q sont des premiers consécutifs,
n= % ne peut étre premier.

2. Puisque n n'est pas premier, il admet au moins deux diviseurs premiers, éventuel-

lement confondus et donc p + ¢ = 2n en admet au moins trois, éventuellement
confondus. Par exemple, 3+5=2.22,5+7=223et 7+ 11 =2.3.3.

Exercice 17  Trivialement, 17]29! et 17|17 donc 17|29+ 17 et 29!+ 17 & P.
De méme, 38|45! donc 45!+ 38 ¢ 1.

Soitn e N*. Ona 2[(n+1)!+2, 3|n+1!+3, ....(n+D|n+!+(n+1)
donc l'intervalle  [(n+1)!'+2;(n+1)!+ (n+1)], damplituden+1—1=mn, ne
contient aucun nombre premier.

Exercice 18 Nombres de Mersenne : M, =2" —1

1.Ona My=22—-1=3€P, M3=25—-1=7€P et My=2°—1=31€P.
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2. Sin=~Fkppourk>=2o0ona M,=2"—1=(2°)F -1k
k—1

M, = (20 —1).) (2°) 1k 17 = (2P —1)(1+ 2P + 2% 4 ... +2(71P),
i=0
3. Sinn'est pas premier, alorsn = kp pour k > 2et 142742274 42(k=Dp 51
donc M,, admet un diviseur propre (différent de 1 et de lui-méme) : M, & B.
Par contraposition, si M,, € B3, alors n € B.
4 Pourn=11€PB,ona My =21 —-1=2047=23x89¢P: la réciproque
est fausse.

Exercice 19  Egalité de Sophie Germain

1. Ona (n%+2m?+ 2mn)(n? + 2m? — 2mn)
= nt4+2n2m? —2mn3+2m2n2 +4m?* —Am3n+2mn3 +4m3n —4m?3n?
=nt +4m?.
2. Pourm=1 n*+4=n?>+2+2n)(n?+2—2n) ne peut &tre premier que
lorsque n? + 2 — 2n = 1 (I'autre facteur lui étant supérieur ou égal), c.-a-d.
n?—2n+1=0 <= (n—12?=0 < n=1
Pour n =1, on a bien n* +4 =5 ¢ p.
3.0na 545=1+4+136x4 etpour n=545 e m=43 ona
4545 4 545% = 545% 4 4 x (4136)4
= (5452 +2(4136)2 12 4136 545) (5452 +2(4136)2 —2.4136 545) & P.

Exercice 20

a= 125 =75 d= 1080 =23.335
b= 64 x 81 = 26,34 e = 100000 = 10° = 25.5°
c= 213 x 170 = 2.33.5.73.17 f = 126.145 = (22)6.36.25 75 = 217 36 75

Exercice 21  a est-il un diviseur de b7
1. b=557211913" =52.112.135 x 52.72.117.13 = ka :  alb.
2. b=23%115.17" = 572114175 x 35.52.112.17 = 57 2.11*.17% : a /fb.
3. b=27.7313%.19=2"7219x 13° = 2".72.19 x a :  a|b.
Exercice 22
a= PGCD(24,80): 24=233 et 80=2%5 donc a=24A80=23

b= PGCD(179,181): 179€P et 179 181 donc b=179AN181=1.
Sinon, d|179 et d|181 donc d|181—179=2. Puisque 2 179,
ona d=1.

c= PGCD (3757,2873) : 3757 =13.17%, 2873 =13%17
donc ¢ =3757 A 2873 =13.17 = 221.

d= 1764 = V22.32.72 = 2.3.7 = 42.

_ 375 _ 35% 5% 125 .« -
€= 085 = 3117 = 341 — 303 irréductible.
1960 _ 14%2x10 _ 23572 _ 71 7.

= 1190 = Toxosxd = B57 — 3 1 irréductible.
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Exercice 23  Soit n un entier naturel inférieur a 2000 dont I'écriture décimale se ter-
mine par deux zéros et ne comportant que 2 et 5 comme diviseurs premiers. On a donc
n=2P5% Puisque 100=225%|n, ona p=>2etq>2. Puisque 1000 [n,
ona p < 3ougq < 3. En éliminant les nombres supérieurs a 2000, il reste
2252 = 100, 22.5% = 500, 2352 = 200, 2%*.5% = 400, 2°5% = 800 et
26,52 = 1600 : il y a donc 6 entiers possibles.

Exercice 24 « Ona 255=3517 e n+l<(n+1)4+2=n+3 donc
(n+1)(n+3) =255 admet pour seule solution n+1=15 et n+3=17,
c-a-d. n=14.
o 3u? 4+ 6u—24 =255 < 3(u—2)(u+4)=3517
— (u—2)(u+4)=5x17
— (u—2=5etu+4=17)ou (u—2=1et u+4 =5 x 17) par unicité de la
décomposition. Cette équation n'admet donc aucune solution.
* En utilisant la factorisation classique (cf. prop.1 p.47),
23—y} =469 <= (v —y)(2® + 2y +y?) =T x67
— (z—y=letax?+ay+y?=7x67)ou (v —y="7Tetaz?+ay+y?=067)
carw—y<m2—|—my+y2.
Le premier cas donne z=1+y et (1+y)?>+(1+y)y+y?>=7x6T7
= 3P 4y—468=0 <= yP+y-156=0 = y= 5B  y_12eN
et x=1+y=13. On abien 13% — 123 = 469.
Le second casdonne z=T7+y et (7T+y)2?+(T+y)y+y? =67
= 3P 42y —18=0 <= Y’ +Ty—6=0 < y= LB g N
Le seul couple solution est donc (13, 12).

Exercice 25 L’indicatrice d'Euler :
¢(n) = Card{k € N* /k < n et PGCD (k, n) =1}
1. On a ¢(l)=Card{1} =1, ¢(2)=Card{l} =1, ¢(3)=Card{l;2} =2,
©(4) = Card{1;3} =2, ¢(5) =Card{1;2;3;4} =4, ¢(6) = Card{1;5} =2,
o(7) = Card{1;2;3;4;5;6} = 6, ©(8) = Card{1;3;5;7} =4 et
©(9) = Card{1;2;4;5;7;8} = 6.
2. Puisque p € B3 est premier avec tout entier sauf ses multiples,
o(p) = Card{1;2; ...;p—1}=p—1.
3. Puisqu'il existe p — 1 multiples de p dans [[1 p? — 1]], ceux de la forme kp pour
kel[lip—1],ona op*) =@ -1)-(p-1)=pp-1).
On peut aussi compter p intervalles d’entiers premiers avec p du type
[kx1;kx(p—1)] pourk€[1;p].
Exercice 26  Si k est le nombre de diviseurs premiers de n € IN*, alors la décomposition
p.o.c. en facteurs premiers de n s’écrit  p{"'ps2..pp*  ou p; € P et o; € IN*.

Ainsi, p;>2 et oy > 1. D’ou,
k

k k
In(n) = In(p'ps..pp*) = Zln(pf”) = Z o In(p;) > Z 1.1n(2) = k1n(2).
i=1 i=1 i=1

Exercice 27 Soientn € NetpeP.Ona 3 =3[p] donc 3P —-3=0][p]
et 373 —3) =3P —3ntl =37 x0[p]=0[p] : 3"+P — 37! est divisible par p.

V4

w
L
=
o=
o=
o
()
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Exercice 28 Soit n € IN. Puisque 3 et 11 sont premiers, le petit théoreme de Fermat

permet d'affirmer que n3 =n[3] et n'! =n[11] dou n'!—n = 0[11]
et 11|n!t —n. De plus, n''' =n2(n?)? =n2(n)3[3] =n%n[3]=n(3] donc
ntt—n=0[3] et 3|n11 —n. Ainsi, 3 et 11 étant premiers entre eux, 3 x 11 = 33

divise n'! — n.

Exercice 29 Soit n € IN*.
1. Puisque n'3 et n ont méme parité, leur différence est nécessairement paire.
2. Puisque 7 et 13 sont premiers, le petit théoréme de Fermat donne n'3—n = 0[13]
et n"=n[7] donc n'?=nbn"=nbn[7] =nl7]. Ainsi, 7 divise n'? — n.
3. Puisque 2, 7 et 13 divisent n'? — n et sont premiers entre eux, leur produit 182

divise aussi n'3 — n.

Exercice 30  Soient a, b € Z et p € B. Puisque p|(?) pour tout k € [1;p — 1],
P p—
(a+b)?P Z ap_kbk:ap—i—z(;)ap_kbk—i—bp:ap—i—pS—&—bpEap—l—bp[p].
k=0
Exercice 31 Soient pe ‘P eta, b€ IN.
1. Pourp=2,0ona (a—0b)?—(a®—-0%) =2(b>—ab)=0]2].
Pour p > 3, on a p impairdonc  (—1)? = —1 et

p p—1
(a—b)P = Z (f))( )*aP=Fbk(a — b)P = aM—Z —1)kaP=kpk 4 (—1)PpP
k=0 k=1

=aP +pS—bP=a? —bP[p] carp|(?) pour k€ [1;p—1].
2. (a) Si p n'est pas premier avec aP? — bP, alors PGCD (p, a? —b?) > 1 donc
PGCD (p, a? — bP) = p, seul autre diviseur de p, et p divise a? — bP :
aP — b? = 0 [p].

(b) Le petit théoréme de Fermat donne a? = alp] et b =b[p] donc
a—b=aP —bP[p] =0[p] d'aprés la question précédente et p divise a — b.
Ona a? -0 =(a—0b)(aP L +aP™2b+ ... +abP™2 +pP71).

Or, a=b[p] donc da*"=0bF[p] et

aP~ 4 aP 7244 abP 2 0P = PP 0P [p] = pbP T = 0 ).
Ainsi, p divise le deuxiéme facteur. Puisque p divise aussi le premier, ce produit
est divisible par pZ.

Exercice 32  Soit p un entier supérieur ou égal a 2 tel que (p—1)!41 est un multiple de
p. Il existe donc un entier k tel que  (p—1)!+1 =kp < kp—(p—1)!=1 et, d'aprés
le théoreme de Bézout, p et (p — 1)! sont premiers entre eux : PGCD ((p — 1)!, p) = 1.
Par construction de (p — 1)!, p n'est donc divisible par aucun entier de [2;p—1]
c-a-d. p € P.

Exercice 33 Soient m, n € IN tels que  m? = 17n + 1.

Onaalors 17n=m?*—1= (m—1)(m+1) et d'aprés le théoréme de Gauss, 17 divise
m—1loum+1lcarl7€P.Sim—1= 17k, alorsm+1=17k+2et 17n = 17k(17k+2)
donne la forme  n =k(17k+2) ou k € N, I'écriture étant similaire pour 17| (m +1).
Un tel n ne peut étre premier que pour k=0:n=0, m=1etpourk=1:n=19 et
m=17(17+2) + 1 =182
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Exercice 34 Les repunits
1.Ona Ny=11€B, N3 =111 =3x37, Ny =1111 =7 x 101 et
N5 = 11111 =41 x 271.
2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que le chiffre des unités de n? est 1.
(a) Un tableau de congruence modulo 10 montre rapidement que n! = 1[10]
<= n =1[10] ou n = 9[10]. En effet, 22, 3%,... 82 ne se terminent pas par 1.
(b) Puisque 9= —1[10], n =10p+1 et
n? = (10p & 1)? = 100p? £ 20p + 1 = 20(5p® £ p) + 1 = 1[20].
3. (a) Soit k>2.0na N,=11..1=11...1004+ 11 = 11 [20].
(b) Ainsi, Nj est un entier dont le chiffre des unités est 1 et tel que
Ny = 11[20] # 1[20] pour k > 2 donc Ny, ne peut &tre un carré.
Exercice 35 Puissances croisées: a>b>2 et a’=>b"

1. (a) Ona 2% =32 > 5% =25 et supposons par récurrence que 2" > n2.
On a alors
2t (4 1)2=22"—(n+12>2m2—(n+1)2=n2—2n—1>0
pourtout n =5 (z12 =1+ % < 5).
(b) Pour b = 2, on ne peut avoir a®> = 2% que pour 2 < a < 5. Pour a = 3,

32 # 23  mais poura =4, onabien 2*=42 Le couple (4, 2) est donc S
la seule solution de cette équation pour b = 2. =
2. (a) Soit b > 3 et soient les décompositions en facteurs premiers p.o.c. gé
k ‘ k ‘ o
a:pr‘i et b:Hqii. Ona a =1 < pr‘xizanﬁi o
i=1 i=1 i=1 i=1

et 'unicité de la décomposition p.o.c. permet d'affirmer que k = /¢ et
pi=¢q; pourtoutic [1;k].

(b) De plus, on a nécessairement les mémes exposants :  ba; = af3;  pour tout
ie[1;k].

(c) Ainsi, pour tout @ € [1;k], ¢ = ¢ > 1 donc o > B; dob

k
&= pr‘i_ﬁi =ceN «c-ad. a=bc. Deplus, a>bimpliquec> 2.
i=1

(d) Alors, a®=b% <= (bc)’ = b <= bocb = (b¥)°
— Cb — (bb)c—l — (bc—l)b — c= bc_l.

(e) Or, par une récurrence facile, "1 > n pour tous b > 3 et n > 2. En effet,
B2 1=b>2 etsi b t>n, alors " =5bb""1>3n>n+1.
Ainsi, on ne peut avoir b°~! =c¢  pour ¢ > 2 donc il nexiste pas de couple
(a,b)telsque 3<b<a et a®=10% La seule solution d'une telle
équation est donc 2% = 42.

On aurait aussi pu résoudre cette équation en étudiant la fonction  f(z) = @

En effet, ab =0 = o) = bIn(0) — @ = @. f admet un maximum
en x = e et son tableau de variations complet permet de montrer que seul (4, 2) est
solution dans IN*.
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Exercice 36 Nombres puissants
Un entier naturel n est un nombre puissant si, pour tout diviseur premier p de n, p? est
aussi un diviseur de n.

1.

s () = 4G = GG - (i) e
Yn+1 Yn 1 3 Yn Tn + 3Yn
Tpt1 =32, +8y, € Ynt1 = Ty + 3yn.  Une récurrence triviale prouve
que Tpt1 et Yyp41 sont dans IN* car xg et yo le sont.
Par ailleurs, 22 — 8y2 =9 -8 =1: (2o, yo) est solution de (E) et supposons,
par récurrence, que (Z, , yn ) est solution de (E). On a
17721+1 - 8%21+1 = (31771 + 8yn)2 - S(In + 3yn)2

= 922 + 48wy, +64y2 — 822 — 48wy, —T2y2 = 22 —8y2 =1

(Zn+t1, Ynt1 ) est aussi solution de (E).

.Ona  apy1 =32, +8yn = Tpn + (22, + 3yn) > 2, car x, et y, > 0 donc

(zn) est strictement croissante. Puisque x,, € IN, cette suite prend une infinité de
valeurs entiéres correspondant a une infinité de solutions différentes de (F).
23,

Soient a, b € IN et soit p un diviseur premier de a D'aprés la propriété 1 en
2

page 220, on sait que p divise alors I'un des facteurs a ou b et donc p? divise a? ou
b2 . p2|a2b3.

Soit (, y) solution de (E). 2 est trivialement puissant, comme tout carré, car les
exposants de sa décomposition en nombres premiers sont tous pairs. Par ailleurs,
22 —1 = 8y? : y? est puissant en tant que carré et le seul premier divisant 8 est
2 et son carré le divise aussi. Tout premier divisant un produit devant diviser I'un
des facteurs, 8y2 est puissant. Ainsi, z2 — 1 et x2 sont deux entiers consécutifs
puissants.

Puisqu'il existe un infinité de solutions a (E) et qu'a chaque solution correspond
un couple d'entiers consécutifs puissants, il existe une infinité d'entiers consécutifs
puissants.

. Voici une fonction Python qui détermine un couple d'entiers consécutifs puissants

supérieurs ou égaux a N puis sa variante avec |'utilisation d'une liste.

1| def puissant(N)

2| x=3

3 y=1

4| while x**2<N+1

5| z=x

6| X=3%z+8xy

7| y=z+3*y

8] return (x**2-1,x%%2)
9

10| def puissantliste(N)
1] x=[3,1]
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12| while X[0]#*2<N+1 :
13| X=[3*X[0]+8*X[1],X[0]1+3*X[1]]
14| return [X[0]**2-1,X[0]**2]

Exercice 37 Soit n € IN ayant 28 diviseurs et soit une décomposition en facteurs
k k

premiers n = pr“ On sait que le nombre de diviseurs de n est alors H(ocﬁ—l).

1 1
Puisque 28 =2x2x7 =2x14 =4 x 7 uniquement e o«o; +12>2, ona

nécessairement k= 3 et (o1; xo; at3) = (1;1;6)

ou k=2et(a;,x2)€{(1,13);(3,6)} ou k=1eto =27.
Les plus petits entiers possibles sont alors parmi  26.3.5, 213.3, 2633~ 227
Le plus petit entier ayant 28 diviseurs est donc ~ 26.3.5 = 960.

Exercice 38

1. Soit n € IN* et p € PN [nl;n!+n]. Il existe donc k € [0;n] tel que
p=nl+k=k(Z+1) ou 2 +1 € N\{0;1}. Puisque p est premier, il
n'admet que des diviseurs triviaux et I'on a nécessairement %' +1l=petk=1:le
seul nombre premier éventuel de I'intervalle [n!;n! 4+ n] ne peut étre que p = nl+1.

2. On désigne par m le plus grand nombre premier tel que m < (107)!—1 et par
M le plus petit nombre premier tel que  (107)! + 10" +1 < M.  Les nombres
premiers étant en nombre infini et commencant a 2, I'existence de m et M est
garantie. D'aprés la question précédente avec n = 107, il existe au plus un nombre
premier dans l'intervalle 7 = [(107)!;(107)! + 107 ]. S'il n’existe pas de nombre
premier dans I, alors m et M sont deux nombres premiers consécutifs de différence
M —n > 10" + 2 > 10%. S'il existe un nombre premier p € I, alors m, p et
M sont trois premiers consécutifs. De plus, I'une des différences entre p et les
extrémités de I est supérieure ou égale a la moitié de I'amplitude de I. On a donc
p—m>%>106 ou M—p>%>106.

Exercice39 Ona 31! =2x4x5x10x15x20x25x30x K = 27x5"x K’ = K'x 10"
ou la décomposition de K’ ne comporte pas de 5. Le nombre 31! se termine donc par
sept 0.

Exercice 40

(a) 23 est un nombre premier ne divisant pas 3 donc, d'aprés le petit théoréme de
Fermat, 322 =1][23].
De plus, 352 = (322)2 x 3% et 3% = 6561 = 285 x 23+ 6, d'ou 3% = 6[23].
Ainsi, 352 =12 x6[23] =6[23] et le reste de la division euclidienne de 352
par 23 est 6.

(b) 29 est un nombre premier ne divisant pas 4 donc, d'aprés le petit théoreme de
Fermat, 428 =1[29].
De plus, 439 = (428)3 x 45 et 4° =1024=35x29+9, d'ou  4° =929
Ainsi, 439 =13 x 9[29] = 9[29] et le reste de la division euclidienne de 4%
par 29 est 9.
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(c) 97 est un nombre premier ne divisant pas 15 donc, d’aprés le petit théoréme de

Fermat, 15% =1[97].

De plus, 15100 — 4% » 154 et  15% = 50625 — 521 x 97 + 88,  d'od
15% = 88(97]. Ainsi, 15100 = 1 x 88[97] = 88[97] et le reste de la
division euclidienne de 15190 par 97 est 88.

Exercice 41

1. On pose n = 3%%6,

(a) 5 € P, 3 n'est pas divisible par 5 donc, d’'aprés le petit théoréme de Fermat,
3*=1[5. Ainsi 36 =3H5[51=15[5]=1[5].
De méme, d'apres le petit théoréme de Fermat, 3% =117]
dot 3¥6=@BH4[7 =171 =117
Puisque n = 1[5], 5 divise n — 1. De méme, puisque n =1[7], 7
divise n — 1. De plus, 5 et 7 sont premiers entre eux donc, d'aprés un corollaire
du théoréme de Gauss, 5 x7=35 divisen—1etdonc n=1[35].
(b) D'aprés la question précédente, 324 = 1[35]
d'ot 37 = (3%)° x 33 = 33 = 27 [35).
Ona 37 =318 D’aprés le petit Fermat, 3*=1[5] donc
34x18 = (3118 5] = 118[5] = 1[5]. D’autre part, toujours d'aprés le petit
Fermat, 318 =1[19] et 318 =(318)1[19]=11[19] =1[19].
Or, 5A19=1, donc 372=318x1[5x 19]=1[95].
On en déduit que 372 x 33 =1x3%[95] et donc que 37 =27[95].
Ona 4% =4%x10" D’aprés le petit Fermat, 4*=1[5], d'ou
4410 = (41)1075] = 119[5] = 1[5]. De méme, d'aprés le petit Fermat,
410 =1[11], dob 44¥10 = (410)4[11] = 14 [11] = 1 [11].
Deplus, 5A11=1 donc 4% =4410]5x11]=1[55].
Ainsi, 4207 = (440)5 x 47 [55] = 1° x 47 [55] = 16384 [55].
Or, 16384 =297 x55+49 donc 4207 = 49[55].

Exercice 42 Puissance de 4

1.
2.

Ona 4=1[3] donc, pourtoutnelN, 4"=1"[3]=1[3].

29 est un nombre premier qui ne divise pas 4 donc, d'apres le petit théoreme de

Fermat, 428 =1[29] dou 4% —-1=0][29] et 29 divise 428 — 1.

(a) Ona 4'=4[17], 42=16[17], 43=13[17] et 4*=256(17] = 1[17].

(b) Ainsi, pour tout k € IN, 4% [17] = 4H* [17) = 1¥[17]) = 1[17] et 4*F —1
est divisible par 17.

Soit k€ IN.Ona 42F = (4%)*[5] =16 [5] = 1[5

et 4%l = (42)" x 4[5] = 1 x 4[5] = 4[5].  Ainsi, 4" = 1[5] si, et

seulement si, n est pair : 4™ — 1 est divisible par 5 <= n est pair.

D’aprés la question 1., 428 — 1 est divisible par 3. D’apres la question 2., 428 — 1 est

divisible par 29. D'apres la question 3., 428 — 1 est divisible par 17 car 28 = 4 x 7.

Enfin, d’aprés la question 4., 428 — 1 est divisible par 5 car 28 est un nombre pair.
Donc 3, 29, 17 et 5 sont quatre diviseurs premiers de 428 — 1.
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Exercice 43  Triplets pythagoriciens: (E): 22 +y% = p? pourp € Petx, y € N*.
1. Si p = 2, I'équation devient 22 +y? = 4  qui n'admet trivialement pas de
solutions entiéres non nulles car 124+12=2<4 et 12422=5>4.
2. Supposons que p # 2 et que le couple (x, y) est solution de (E).

(a) On sait que z et 22 ont méme parité. La somme de deux impairs ainsi que la
somme de deux pairs étant paire, 22 + 32 est pair lorsque x2 et 3> ont méme
parité c.-a-d. lorsque x et y ont méme parité. Puisque p est un premier impair,
p? est impair et ne peut ainsi &tre égal 3 la somme de nombre de méme parité.
Donc, si (z, y) est solution de (F), = et y sont de parité différente.

(b) Si  plz#0, alors il existe k € IN* tel que x = kp.

Onaalors 22+ y? =p? < y?> =p? — (kp)? = p*(1 —k?) <0 ce qui
contredit y # 0.
(c) Soit d =PGCD (x,y).Ona 22+y?=p? < (dz)?+ (dy')? = p?
— d?(2?+y?)=p® donc d|p*
Ainsi, d € D(p?) = {1;p;p*}. Puisque p Az, d¢& {p;p*} et
d=1: =z ety sont premiers entre eux.
3. Supposons que p est la somme de deux carrés :  p=u?+v? ol uetve N
(@) Ona |u® - 1)2|2 + (2uv)? = (u? — v?)? + 4u?0?
|u? — 02‘2 + (2uv)? = vt — 2u0? + v + 4u?v? = ut + 2u20? + 0v?
= (u? + %) = p?
et le couple (|u? —v?| , 2uv) est solution de (E).

(b) Pour p=5=12+2%lecouple (|u? —v?| , 2uv) = (3, 4) est solution
de (E) : 32+4%=5%

Pour p = 13 = 32 + 22, le couple (|u? —v?|, 2uv) = (5, 12) est solution
de (E): 5%+412%=13%

4. (a) 1°+12=2<3 et 12422=5>3 doncp = 3 ne peut s'écrire comme
somme de deux carrés.
12422=5<7 e 22422=8>7 doncp=7 ne peut s'écrire comme
somme de deux carrés.

(b) 2>+ =9 <= ?=9-2> =B —-2)B3+2)>0=z€ {1;2}

= 32 € {9—-1;9 2%} = {5;8} qui ne sont pas des carrés donc
z? + 3% = 9 n'admet pas de solutions entiéres.
2 4+y? =49 = y? =49-2?= (T-2)(T+2) >0=12€ {1;2; ...; 6}
= y? e {49—1; ...;49—6%} = {13;24; 33; 40; 45; 48} qui ne sont
pas des carrés donc 22 4 y? = 49 n'admet pas de solutions entiéres.

(c) Ona 5=4x1+1=1[4, 13=4x3+1=1[4] et 3=4x0+3%1[4],

T=4x1+3#£1[4].
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Dernier chapitre de ’année, nous nous devons de parcourir tout le programme
et de le mettre en lien avec d’autres domaines mathématiques : matrices a coeffi-
cients réels ou complexes, suites, graphes, probabilités et peut-étre méme arithmé-
tique. Dans la premiére partie, nous confortons ce que nous avons pu observer sur les
suites de matrices. Ensuite, nous appliquons tout ceci en probabilités en étudiant les
chaines d’Andrei Markov (1852-1922), mathématicien russe disciple de Tchebychev
ayant publié les premiers résultats en 1906. Les systémes markoviens sont tres impor-
tants en probabilités mais aussi en physique, dans I’étude du mouvement brownien
(mouvement aléatoire), dans la théorie des files d’attente, en bio-informatique, etc.

1 Suites de matrices

L’exemple principal de ce paragraphe est basé sur la situation « prédateurs-proies »
suivante.

Dans la forét lointaine, on entend le coucou mais aussi des lapins qui
tentent d’échapper aux renards. On sait bien que plus il y a de lapins, mieux les
renards s’en portent ce qui fait que chaque année, la population de renards augmente
a raison de 1 % de la population de lapins méme si, concomitamment, 10 % des renards
périssent de mort naturelle, ainsi va la vie. Quant aux lapins, leur population s’accroit
de 1% par an, méme si elle est diminuée d’autant de lapins que de renards présents.
Au début de 'année 2020, le coucou avait dénombré 10 renards et 10000 lapins dans
sa forét.
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Si 'on appelle 7, et £, les populations de renards et de lapins 'année 2020+n, on a
ro = 10 Tnt+1 = 0,97,40,014,
{ fo — 10000 et, pour tout n € IN, { ﬁnil — Zrad1, 010,

Définition 1  Soit k € IN*. On appelle suite de matrices colonnes de taille k x 1,
toute fonction qui, a tout entier naturel n, associe une matrice colonne de taille
k x 1. Une telle suite est généralement notée (Uyp)n. Ses éléments sont donc k suites
NUMETIQUES.

Remarque : On peut définir de maniére analogue les suites de matrices lignes et celles
de taille p x q. Dans ce paragraphe, nous travaillons surtout avec les suites de matrices
colonnes : il y a de nombreuses applications de ce cas de figure. En revanche, nous
travaillerons avec des suites de matrices lignes dans le dernier paragraphe avec des
résultats et des techniques similaires.

n?

Ezemples : Lasuite (U, ) définie par U, = (7 2 ) est une suite de matrices
n+1
colonnes et la suite (V,,)n+ définie par V,, = (e‘” 7 2-— %) est une suite de

matrices lignes.
Afin de modéliser cette situation, on peut définir une suite de matrices

(F,)n par  F, = (ZZ)

Définition 2 On dit qu’une suite de matrices (U,) converge lorsque tous ses
éléments, qui sont des suites, convergent. La limite U de cette suite est alors la matrice
ayant pour éléments, la limite de chacun des éléments.

Une suite de matrices qui ne converge pas est dite divergente.

n2

FEzemples :  Clairement, la suite U, = (7 2 ) diverge tandis que la suite
n+1
Vo=(e" 7 2—-1) convergevers V =(0 7 2), maisquid de I'évolution

de la suite (F},)?

Propriété 1  Soient k € IN*, A une matrice carrée d’ordre k et (Up)n la suite de
. . fo Uo

matrices colonnes de taille k x 1 définie par { Unir = AU,

On a alors, pour toutn € N, U, = A"U,.

Remarque : Et 'on pense évidemment &  up41 = auy,...

Démonstration : Par récurrence triviale : Ona Uy = I, Uy = A°Uj.
Supposons que U, = A"Uy. Onaalors U,y = AU, = A.A"Uy = A"H1U,. O

Ezxemple : On avuque Fy= (28)

et  Fpy = (ZZE) = (O’_EZI" j‘ 1(?’0%%1”) La suite (F,,)n est donc définie par

. _ (0,9 0,01
récurrence. Posons A= (27 77g7)-
On a, pour tout n, F,y1 = AF,, donc F, = A"Fy.
Puisque F3 = A%Fy ~ <9298804>, le coucou devrait dénombrer environ 280 renards

et 10000 lapins dans la forét au début de ’année 2020 + 3 = 2023.
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Puisque  Fhgg = A?0F, ~ (8), il ne devrait plus rester de renards ni de lapins
d’ici deux siecles.

Propriété 2 Soient k € IN*, A une matrice carrée d’ordre k, B une matrice
colonne de taille kx 1 et (Uy)n la suite de matrices colonnes de taille kx 1 définie par

Uo
{ Uni1 = AU, + B.
Si la suite (Uy,) converge, alors sa limite est une matrice colonne U vérifiant
U =AU+ B.
La matrice U est alors appelée état stable de la suite (Uy).

Démonstration : Posons A= (aij)kxk, B=Di)kx1, Un= (ugn))ie[[l;k]] et,
par hypothese, U = nhi%o U, = (nlgréo Ugn))ie[[l;k]]xl = (ui)ie[[l;k]]xl-

Ona U,y =AU, + B donc, d’apres la régle du produit matriciel, pour tout

k
ie[1;k], uE"'H) = Z ai)jug-n) +0b; et en passant & la limite lorsque n — +o0,
j=1
k
w; =Y ajju;+b. Doi Us=AU-+B. []
j=1

FEzemple : Afin de réguler la population de prédateurs et de proies, I’Office
national des foréts relache 1000 lapins et abat 10 renards de cette forét chaque année.

Posons alors B = (1_0%)%) et I'on obtient la nouvelle relation de récurrence
Fo,1=AF, + B.

- _ _ 99 _ _ 190
Ainsi, F, = AFy+B = 11090 ) F = AR+ B = 12102 et

F3=AF, + B= (1§8§2) :avec 'action de ’'ONF, le coucou devrait dénombrer

environ 280 renards et 13 000 lapins dans la forét au début de 'année 202043 = 2023.
Cherchons donc une matrice colonne stable F = (2) L’équation F =AF+B

se traduit par le systéme

r=0,9r +0,01¢ — 10 r~ 1122 o (1122
{ £=—r+1,01¢ — 1000 { (~12222. Dou Fr (12222)-

Si les populations se stabilisent, le coucou devrait alors dénombrer environ 1100 re-
nards et 12200 lapins dans sa forét.

Avec la propriété suivante, nous obtenons une expression plus explicite d’un état
stable et de U,,.

Propriété 3 Soit  (Up)n: { 524.1 — AU, + B. On suppose de plus que la

matrice A — I}, est inversible.

On pose alors C = —(A—I)"'B et l'on définit la suite de matrices colonnes
(Vn) par 'V, =U, —C.

Alors la suite (V,,) vérifie { “2; ZO/IVS. et donc 'V, = A"Vj.

Ainsi, pour tout entier n, U, = A"(Uy— C)+ C.
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Démonstration : On remarque premiérement que C est bien une matrice colonne
puisque A — I}, est carrée d’ordre k et B colonne de taille £ x 1. On a alors
Vo1 = Vo =Upy1 — U, =AU, + B -U, = (A—L)U, + (A - I;)(A—I;)"'B
(A= Ii)(Un + (A= L)' B) = (A~ I;)(Up — O)
=(A-I)V,=AV, -V, dou V,41=AV,.
La relation V,, = A"V, découle alors de la propriété 1 et V,, = U, — C donne
U, =A"(U,—-C)+C. |

Remarques :  * Si A — I, n’est pas inversible et B # Oy, alors la suite (U,,) se
comporte comme une suite arithmétique. Penser a  w,41 = 1uy, + b...

* Sous les conditions de la propriété, C=AC+ B <= (A-1;)C =-B

< C=—(A-1I;)"'B: lamatrice C est un état stable de la suite (U,).
De plus, si lim A™ =0, alors U= lim U, =C.

n—oo n—oo

* En revanche, nous n’avons pas de condition nécessaire et suffisante pour que la
suite des puissances d’une matrices converge. En effet, ce probleme dépasse largement
notre domaine de compétences et vous ne I’étudierez que dans quelques années. Nous
pouvons tout de méme remarquer que si 'on a diagonalisé cette matrice par D :
A =QDQ™!, il suffit que les termes diagonaux de D soient tous de module strictement
inférieur & 1 pour que D" et donc A" converge vers Oy.

Ezemple : Ona det(A— 1) =det <_9’11 8’8%)
det(A—1I) = —-0,1%x0,01 —(—1) x0,01=0,009 # 0 donc A— I, est inversible

- 0,01 -0,01
et (A—1Ii) 1:0,309( 1 7,1)'

_ 1000 (Y100 —1/100)\ (—=10\ _ (1122 _
Posons C = -5~ ( /1 _1//10> (1000) ~ (12222> =F. On a alors
282

F, = A"(Fy —C)+C et l'on retrouve bien  A*(Fy —C) +C =~ (13032> = F3.

2 Chaines de Markov

On notera P 4)(B) = ]Pgégf ) la probabilité conditionnelle de B sachant A,

probabilités que 'on considérera dans ce paragraphe comme toutes définies c.-a-d.
P(A) #0.

Les exemples du cours se baseront sur les deux situations suivantes.

Pour se rendre a ’école, Agathe peut prendre 'autobus azur ou monter
sa bicyclette bleue. Elle prend I’autobus trois fois sur dix lorsqu’elle I’a pris la veille,
quatre fois sur dix sinon. Le jour de la rentrée, elle utilise I'autobus avec une proba-
bilité p.

Colette dispose d’un immense sachet remplis de délicieuses friandises
dans lequel elle puise une a trois confiseries chaque jour. Si, un jour donné, elle en a
mangé une, elle en prend aléatoirement une, deux ou trois le jour suivant. Si elle en a
dégusté deux, elle en savoure une ou trois aléatoirement le lendemain. En revanche,
si elle en a englouti trois, elle n’en gotite qu’une seule ensuite. Le premier jour, elle
en s’en délecte aléatoirement d’'une, de deux ou de trois.
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Définition 3  Un graphe pondéré est un graphe dans lequel chaque aréte est affectée
d’un nombre réel positif, appelé poids de cette aréte.

Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré par des réels de [0;1] tels que
la somme des poids des arétes issues de chaque sommet égale 1.

Les sommets d’un graphe probabiliste sont appelés des états.

Ezemples : Les graphes I'p et I'p ci-dessous sont des graphes probabilistes a deux
et a trois états modélisant nos deux situations.

0,7

TS o — X

0,4

Définition 4  La matrice de transition d’un graphe probabiliste a k états ordonnés
est la matrice carrée d’ordre k ou le terme de la ¢ ligne et j¢ colonne est égal au poids
de laréte reliant le sommet numéro i au sommet numéro j si elle existe, 0 sinon.

Ezemples : Matrices de transition des graphes probabilistes I'gy et I'p précédents :
p 0.3 0.7 s /3 1/3
re= (33 0D« )
’ ’ 1 0 0

Remarques : + 1l est nécessaire d’avoir préalablement numéroté les sommets, les
états, généralement dans ’ordre croissant ou alphabétique.

* La somme des termes d’une méme ligne d’une matrice de transition d’un graphe
probabiliste égale 1. De plus, chaque terme d’une matrice de transition appartient a
I'intervalle [0;1]. De telles matrices sont dites stochastiques.

e Si un graphe probabiliste permet de visualiser une situation, sa matrice de
transition permet, elle, d’effectuer des calculs et d’obtenir des résultats précis.

Définition 5  Soit (X,,) une suite de variables aléatoires modélisant 1’évolution
par étapes successives d’un systéme aléatoire comportant k états. On désigne par
Q={eg;eq; ...5ept ={1;2;...;k} Dunivers, l'espace des états, de chaque variable
aléatoire X,,.
On dit que la suite (X,,) est une chaine de Markov d k états lorsque la probabilité de
passer de l’état i a l’état j de U'étape n da ’étape n+1 ne dépend que de l’état a l’étape
n, et non des états précédents : VYn € N et V(ig;i1; . 5ip_1;1;) € Q"2

P (xo—io, X1=ir s .. s Xnor=in—1, Xn=i)(Xnt1 =17) = Px,—)(Xny1 = ).
On dit qu’une chaine de Markov a k états (X,,) est homogéne lorsque la probabilité
de transition d’un état o un autre entre ’étape n et l’étape n + 1 ne dépend pas de
n et l'on a alors, pour tout n, Pix,—)(Xny1 = 7) = Pxo=i(X1 = J) = pijs
probabilité de transition de ’état i a ’état j.
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Remarques : ¢ Rassurez-vous, nous n’étudierons que des chaines de Markov homo-
génes a deux ou a trois états : k € {2;3}.

* Dans une chaine de Markov, les états passés n’ont aucune influence sur les états
futurs, seul ’état présent importe et ce de maniere homogene, indépendamment de
I’étape.

« A toute chaine de Markov homogéne, on peut donc associer un graphe probabi-
liste I' ol les sommets sont les k états du systéme aléatoire et le poids de chaque aréte
est égal a la probabilité de transition d’un état a un autre p; ;, ainsi qu'une matrice
de transition P = (p; j)kxk de ce graphe probabiliste. I' et P sont alors communs a
toutes les transitions d’une étape a sa suivante puisque les probabilités celles-ci ne
dépendent pas de n.

Ezemples : Soit FE,, la variable aléatoire donnant le mode de locomotion
utilisé par Agathe pour se rendre a I’école le (n + 1)-iéme jour de classe. L’espace
des états est donc Qg = {a;b}.

D’apres ’énoncé de la situation, la probabilité de prendre 'un ou 'autre des moyens
de locomotion ne dépend que de la situation de la veille. De plus, ces probabilités
sont constantes et ne dépendent donc pas de n. Ainsi, la suite (E,) est une chaine
de Markov a deux états.

Les probabilités de transitions sont Paa = Pg—a)(Br=a) = 0,3,
Pab = ]P(E(]:a)(El =b)=0,7, Pb,a = ]P(E(]:b) (E1=a) = 0,4 et
pob = Pg,=p)(E1 = b) = 0,6.

Au jour de la rentrée,ona P(Ey=a)=p et P(Ey=b)=1-p.

Dressons donc un arbre de probabilité afin de déterminer la loi de probabilité de Fs,
correspondant au 3¢ jour de classe.

310 L 7/10 110~ N 9/10

E1:a Elzb Elza E1:b

310 / \ /0 410/ \ 10 310 /' N\ 70 Y10 /' \ %10

E2:a EQZb EQZQ E2:b E2=a EQZb EQZ(I EQZb
3 3 37 7 4 7 6 4 3 4 7 6 4 6 6
010P 1010P 1010P 1o10P Eﬁ(l—p) Eﬁ(l—p) ﬁﬁ(l—p) ﬁﬁ(l—p)

Ainsi, ona  P(By =a) = 155(9p +28p + 12(1 — p) + 24(1 — p)) = 222

et P(Ey =b) = 135(21p+42p+ 28(1 — p) + 36(1 — p)) = &=L,

D’ou la loi de E5 suivante.
Etat e a b
36 64—
P(Ey =e) 1651) 1oop
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Soit B,, la variable aléatoire donnant le nombre de friandises savou-
rées par Colette le (n + 1)-iéme jour. L’espace des états est donc  Qp = {1;2;3}.
D’apres I’énoncé de la situation, la probabilité d’ingérer une, deux ou trois confiseries
ne dépend que du nombre de douceurs absorbées la veille. De plus, ces probabilités
sont constantes et ne dépendent donc pas de n. Ainsi, la suite (B,,) est une chaine de
Markov a trois états.

Les probabilités de transitions sont p11=Pp,—1)(B1=1)= %7
P12 =Ppy=1)(B1 = 2) = %7 p1,3 =P(p,=1)(B1=3) = %7
P21 = P(p,—2)(B1=1) = 3, P22 = P(py—2)(B1 =2) =0,
p2,3 = P(p,—2)(B1=3) = 3, P31 = Pp,=3)(B1 =1) =1,
P32 =Pp,=3)(B1=2)=0 et P33 =P (p,=3)(B1 =3) =0.

On a au premier jour P(By=1)=P(By =2) =P(B; =3) = 3.
Dressons donc un arbre de probabilité afin de déterminer la loi de probabilité de Bo,
correspondant au 3° jour de dégustation.

13 \ 13 13

Bo=1 By =2 By =3
s~ \ AN s 2 /S N\ Y2 1|
B =1 B1 =2 B1 =3 B1=1 B1 =3 B =1

VAN Y AN BT T N A PN

By=1 By=2 Bo=3 Bo=1 By=3 By=1 By=1 By=2 Bo=3 Bo=1 By=1 By =2 By=3

1 1 1 11 11 N 11 11 11 11 1 il 1
33 33 33 232 232 32 232 232 232 23 32 32 32
e _qy— 1 411 ;1 ;11 ;11,1 _2
Ainsi, on a 1]P(Bi21_ 1)1_ 333232 +32+232+23+f’2 "1 110 14
PB; =2) = g+3ptyp =5 ¢ PB=3)=gtiptrpy =5
D’ou la loi de Bgy suivante.
Etat e 1 2 3
P(By =¢€) 29/54 11/54 14/54

3 Evolution d’une chaine de Markov

Propriété 4  Avec les notations précédentes, la probabilité de passer de l’état i a
Uétat j aprés n transitions est égal au terme de la i¢ ligne et de la j¢ colonne de la
matrice P".

Démonstration : On se place dans le cas k = 2, similaire au cas général, et 'on
P(Xg:l)(Xn == ].) ]P(X():l)(Xn == 2)
]P(X():Q)(Xn == ].) ]P(X():Q)(Xn == 2)

démontre par récurrence la propriété (

P"  pour tout entier n € IN.
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- On a, par définition de la matrice de transition P,
pl_p— (pl,l p1,2> _ (P(Xo—l)(Xl =1) Px,—n(X1=2)
D21 P22 Pix,=2)(X1 =1) P(x,—2)(X1 =2)
est vraie au rang 1.
Elle est trivialement vraie au rang 0 mais ceci est moins élégant.
- Supposons que la propriété soit vraie pour un certain rang n.

Pour (i, j) € {1;2}2, notons tz(-z) =P (x,=i)(Xn =j) la probabilité de passer de

) et la propriété

I’état ¢ a I’état j apres n transitions. Par hypothése de récurrence, (tz(j;'))ixj = P".
D’apreés la formule des probabilités totales, la relation Pp(ANB) = Pp(A)xPcna(B)
et la non dépendance des états passés, on a
tgz'“) =P(x,=i) (Xnt+1 =13)
= IP(XO:i) (Xn =1N Xn+1 = j) + IP(XO:i)(Xn =2N Xn+1 = ])

=Pxy=i)(Xn = 1) X P(xg=inx,=1)(Xn+1 = J)

+ P(x,= z)(Xn =2) x Pxy=inx,=2)(Xnt+1 = J)
=P (xo=i)(Xn = 1) x P(x,=1)(Xn41 = J)

+ P (Xo= )(Xn = 2) X IP(X _2)(Xn+1 Zj)
= tgnl) X P1,j +t£ 2) X P2,j

"H Z tl e X pe; quiest précisément le coefficient 7, j de la matrice P".P =

Pt par hypothese de récurrence sur P™.
- La propriété est donc vraie pour tout n € IN. O

FEzxzemples : Ona Pg= (8 ?L 8 g) donc Pbg = (8 %g 8 gi)
Ainsi, Agathe a 36 % de chances de prendre I’autobus deux jours apres avoir monté

sa bicyclette, 63 % de chances de monter sa bicyclette deux jours aprés avoir pris
Pautobus, 37 % de chances de prendre l'autobus deux jours apres 'avoir pris et
64 % de chances de monter sa bicyclette deux jours apres avoir montée.

3 /3 13 /18 1/9  5/18

Ona Pp=|(12 0 12| donc Pz=| 23 16 1/6|.

1 0 0 /3 1/3 /3
Ainsi, Colette a 1 chance sur 6 d’ingurgiter trois sucreries deux jours apres en
avoir avalé deux, 1 chance sur 3 de grignoter une gaterie deux jours apres en avoir
consommé trois, 5 chances sur 18 d’apprécier trois gourmandises deux jours apres
en avoir picoré une et 2 chances sur 3 de se sustenter d’'un bonbon deux jours
apres s’en étre régalé de deux.

Définition 6  Soit (X,,) une chaine de Markov.
La loi de probabilité de Xo est appelée la distribution initiale du systeme et la loi de
probabilité de X,, est appelée la distribution aprés n transitions.
On note m, la matrice ligne de taille 1 X k dont le j¢ terme est la probabilité qu’d
létape n, la variable aléatoire X, égale e; (ou j). La matrice m, représente donc la
distribution de X,

=(PX,=e) PX,=e€) ... P(X,=¢ex))iys-
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Ezxemples : La distribution initiale est m = (p 1—p) et, d’apres la

loi de E; donnée par arbre précédent, —mp = (232 8-p)

1
La distribution initiale est m = (3 3
1

Bs donnée par I'arbre précédent, o = (% 5—1 %).

3) et, d’apres la loi de

Propriété 5 Pour tout entier naturel n, mwpy1 =7m, P et w, = mP".

Démonstration : Elle est similaire a la précédente, en plus simple. On se place encore
dans le cas ou k = 2.
P(Xni1=j) = ]P(Xn =1NXp11 =7) +P(Xn =20 X511 =)
P(Xn =1) X P(x,=1)(Xn+1 = J) + P(Xn = 2) x P(x, =2)(Xnt1 = j)
]P(Xn 1) X p1j +P(Xy = 2) X pa
dott 1 = (P(Xpy1=1) P(Xpi1 =2))
Tt = (P(X, = 1) P(X, = 2)). (g;:} g;g) — 700 P,
La relation 1w, = mP™ s’obtient alors par récurrence triviale. |

Ezemples : Ona m=mPi=(p 1-Dp) (8 gg 8 gi)
o = (0,37p+0,36(1—p) 0,63p+0,64(1 —p)) = (0,36 — 0,01p 0,64 —0,01p).
11/18 1/9 5/18
one m=nori=(4 3 0 (% Ui

1/3 1/3 1/3
modB+ied b+ied A+IeD-B B B
Remarque : Nous retrouvons bien les résultats précédents, obtenus au moyen d’arbres
de probabilités, et ce de maniére beaucoup plus rapide. Et nous ne sommes qu’a la
deuxieme étape...

Théoréme 1 Soit (X,,) une chaine de Markov d k états de matrice de transition
P et de distributions m,.

e Il existe au moins une distribution mw, appelée distribution invariante ou état
stable, telle que 7 =nP.

» S’il existe un entier m tel que P™ ne contient pas de 0, alors cette distribution
invariante T est unique et, pour toute distribution initiale my, la suite mw, converge
vers .

Remarques : ¢ Ce théoréme, non optimal, est admis.

* Si Xg admet une distribution invariante m comme distribution initiale 7y, alors
il en est de méme pour toutes les variables X,, de cette chaine :

T, =7mP"= (7P).P" l=gaP" l=rm, 1= ... =71 =m.

* Si 7P = m, alors toute matrice multiple de 7 (i.e. Aw) vérifie cette équation
mais une seule est une distribution, celle dont la somme des termes vaut 1.

* Dire que P™ ne contient pas de 0 signifie que ’on peut passer de n’importe quel
état a n’importe quel autre en m transitions : cela peut s’anticiper en regardant les
chemins sur le graphe. Dans I’exemple Bonbons, on remarque aisément que ’état 3
peut-étre atteint par chacun des états 1, 2 ou 3 en deux transitions.
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Ezxemples : La matrice Pg ne contient pas de 0 : tout état peut étre atteint
a partir d’un autre en une transition. Il existe donc une unique distribution invariante
g = (T Y).

On doit donc avoir 7gPg =7 ou wg représente une loi de probabilité.
Résolvons donc le systeme :

{ 0,3z + 0,4y =x { y:%m 2 =4/
0,7c+ 0,6y =y <+ 0=0 <:>{ _7
cty=1 y="7/11.

On voit bien que toute matrice de la forme (m %x) est invariante mais une seule
est une distribution. L’unique état stable de la chaine de Markov d’Agathe est
me= (7 &) et, quelle que soit la probabilité initiale de prendre I'autobus le
jour de la rentrée, elle aura une probabilité proche de % de le prendre le dernier jour
de I'année.

La matrice P ne contient pas de 0 : tout état peut étre atteint a
partir d’un autre en deux transitions. Il existe donc une unique distribution invariante
tg=(x Yy =z).

On doit donc avoir wpPp =7mp ou mp représente une loi de probabilité.
Résolvons donc le systeme :

1 1 — 1

jrtsutlese V=g .
iy = 0238 — { y=7?u
3L+ 3Y=2 - 1 z =3/11.
z+y+z=1 r+zr+zz=1

On voit bien que toute matrice de la forme (m %x %x) est invariante mais une
seule est une distribution. L'unique état stable de la chaine de Markov de Colette est
donc wp = (6/11 2/11 3/11) et, aprés plusieurs mois, elle aura une probabilité
proche de % de dévorer trois friandises un jour donné et ce, méme si ses parents lui
en ont imposé une seule le premier jour.
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Exercice 1 Suite de Fibonacci

. . . - uo = u1 = 1,
La suite de Fibonacci est définie sur IN par { 0 !
Un+4+2 = Un+1 + Un.

i U
Pour tout entier n € IN, on pose U, = ( n+1> .
u’ﬂ

1. Déterminer Uy, U; et Us.

2. Déterminer une matrice A telle que, pour tout n € N, U,41 = AU,.
3. En déduire I'expression de U,, en fonction de A et de n.
4

. A I'aide de la calculatrice, déterminer usg et usq.

. . . 0,2 0,1 (0,4 (1
Exercice 2 Soient les matrices A = ( 0 o 1), B = (0’4) et Uy= (O)

et soit la suite de matrices (U, ) telles que, pour tout entier n, U,41 = AU, + B.
1. Déterminer une matrice colonne U, état stable de la suite (Uy,)n.
2. On pose V,, = U, — U. Montrer que, pour tout entier n, V,11 = AV,.
3. En déduire I'expression de V,, puis celle de U,, en fonction de A et n.

1 1)z
0 Yva

5. Etudier la convergence de la suite (U, )n.

. . (2 (Y2 0 (1
Exercice 3  Soient Uo—<1>, A—<_1/2 1/2> et B_<1)'

On définit la suite (U,)n de matrices colonnes par  U,4+1 = AU, + B.
Montrer que la suite (Uy)n converge vers une matrice L a déterminer.
On pourra conjecturer puis démontrer |'expression de A™ a |'aide de la calculatrice.

4. Montrer que A= PDP~!'ou P = ( ) et D = Diag(0,2;0,1).

Exercice 4 Dans un jardin public, un artiste doit installer une ceuvre aquatique com-
mandée par la mairie. Cette ceuvre sera constituée de deux bassins A et B ainsi que d'une
réserve filtrante R. Au départ, les deux bassins contiennent chacun 100 litres d’eau. Un
systéme de canalisations devra alors permettre de réaliser, toutes les heures et dans cet
ordre, les transferts d'eau suivants :

o dans un premier temps, la moitié du bassin A se vide dans la réserve R;

e ensuite, les trois quarts du bassin B se vident dans le bassin A ;

« enfin, on rajoute 200 litres d'eau dans le bassin A et 300 litres d'eau dans le

bassin B.

Une étude de faisabilité du projet améne a étudier la contenance des deux bassins A et
B qui est a prévoir pour éviter tout débordement. On modélise les quantités d'eau des

EXERCICES



256 Chapitre X : SUITES & MATRICES

deux bassins A et B a 'aide de deux suites (a,) et (b,) : plus précisément pour tout
entier naturel n, on note a,, et b, les quantités d'eau en centaines de litres qui seront
respectivement contenues dans les bassins A et B au bout de n heures. On suppose pour
cette étude mathématique que les bassins sont a priori suffisamment grands pour qu'il
n'y ait pas de débordement.

. . a L 1
Pour tout entier naturel n, on note U,, la matrice colonne U,, = <b”> Ainsi Uy = <1>
n

1. Justifier que, pour tout entier naturel n, U,41 = MU, +C ou
0,5 0,75 (2
M‘(o 0,25) et C‘(3)'
s . 1 3
2. On considére la matrice P = (0 _1).

a) Calculer P2. En déduire que la matrice P est inversible et préciser son inverse.

(b) Montrer que PM P est une matrice diagonale D que I'on précisera.
(c) Calculer PDP.
(d) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, M™ = PD"P.

0,5" 3><(),5”—3><0,25”)

c
d

—_— ~— — —

On admet par la suit toutn €N, M"=
n admet par la suite que pour tout n € IN, (0 0,25

3. Montrer que la matrice X = (14()) vérifie X =MX +C.

4. Pour tout entier naturel n, on définit la matrice V,, par V, =U, — X.
(a) Montrer que tout entier naturel n, V,4+1 = MV,,.

(b) On admet que, pour tout entier naturel non nul n, V, = M"Vj.
b (~18%0,5"+9x0,25" 410
n= ~3x0,25" + 4 '

5. (a) Montrer que la suite (by,) est croissante et majorée. Déterminer sa limite.

Montrer que pour tout n € IN*,

(b) Déterminer la limite de la suite (a,).

(c) On admet que la suite (a,,) est croissante. En déduire la contenance des deux
bassins A et B qui est a prévoir pour la faisabilité du projet, c'est-a-dire pour
éviter tout débordement.

Exercice 5 Suites complexes et matrices

On considérent deux suites de nombres complexes (z,,) et (z!,) définies par 2o =1,
zb =1 et, pour tout entier n € N, Zi _ 88_—41'1)22;)12: S—_(g—ti ?:)GZZ;;Z;
1. Calculer z; et 2.
2. Ecrire ce systéme sous forme matricielle  Z, = A.Z,.
3. Montrer par récurrence que, pour tout entiern € N, 7,11 = A".Z,.
4

. Détermination de A™.

1 2 . . .
(a) Soit P = <3 4>. Justifier que P est inversible puis déterminer P~1.
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(b) Montrer que A= PDP~! oi D= (202 g)

(c) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, A" = PD"P~1
(d) En déduire les coefficients de la matrice A™.

5. Exprimer, pour tout n € IN, z, et z/, en fonction de n.

Exercice 6 Compléter les matrices de transition suivantes ot p € [0; %} puis repré-
senter des graphes probabilistes leur correspondant.

e 0,2 ... 0,35 ... 0,25 P 0,4 ...
o 0,4 B= 0o 0,1 ... =10,7—p ... 0,1
0,5 0,2 2p  p
0,5 0,5 0
Exercice 7 La matrice P={| 0 0,5 0,5 est la matrice de transition asso-
1 0 0

ciée a une chaine de Markov dont la distribution initiale est donnée par 7y = (1 0 O).
1. Représenter cette chaine par un graphe pondéré.
2. Calculer la distribution apres trois transitions.

3. A l'aide la calculatrice, conjecturer le comportement asymptotique de cette chaine
de Markov.

4. Justifier que la suite des distributions converge et en donner sa limite.

Exercice 8 Un mobile se déplace aléatoirement sur les sommets d'un triangle ABC.
Il se situe sur le sommet A au début de |'expérience puis, a chaque seconde, soit il reste
sur le sommet sur lequel il est situé avec une probabilité de 0, 5, soit il se déplace sur I'un
des autres sommets avec une probabilité identique.

1. Représenter le déplacement du mobile par un graphe pondéré et donner la matrice
de transition P associée.

2. Calculer P3 et donner une interprétation du terme situé sur la 3¢ ligne et la 1
colonne.

3. Déterminer la probabilité que, 10 secondes aprés le début de I'expérience, le mobile
soit sur le sommet A.

4. Justifier que la suite des distributions (m,,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 9  Tous les matins, M.Fartezdekrié mange soit un kiwi, soit une mandarine.
Pour choisir ce fruit, il lance un dé cubique bien équilibré, contrairement a lui, et s'il
obtient un six, il savoure le méme fruit que la veille, sinon, il en déguste un différent.
Lundi, il a apprécié son kiwi. Quelle est la probabilité qu'il en avale un autre le lundi
suivant ? Et que dire de I'an prochain?

01 associée a une
10 !

Exercice 10 On considére la matrice de transition P = (

chaine de Markov.
Peut-on trouver une chaine invariante? La suite des distributions aprés n transitions
est-elle convergente ?

EXERCICES
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Exercice 11  Soit p € [0;1]. On considére une chaine de Markov associée au graphe
probabiliste suivant.
2-pp
Cla— =B
b
1. Vérifierque 0< (2—p)p < 1.

2. Montrer que PA(A) = (Pg(B))%
3. La distribution initiale de cette chaine est (O,3 0, 7).

(a) Déterminer les valeurs de p correspondant aux extremums de la deuxieme com-
posante de la distribution de probabilité aprés une transition.

(b) Que vaut alors la premiére composante de cette distribution de probabilité apres
une transition ?

(c) Dresser les graphes probabilistes correspondants.

Exercice 12 On considére une chaine de Markov (X,,) ayant 7 pour distribution inva-
riante et I'on définit la chaine de Markov (Z,,) par  Z,, = Xa,.
Montrer que 7 est également une chaine de Markov pour (Z,,).

Exercice 13  File d'attente

On modélise I'attente dans une certaine file par la situation suivante. A son arrivée,
I'usager est en A. Quand il avance, il va tout d’abord en B puis en C ou il reste et
il est pris en charge. Chaque minute, il a une probabilité égale a 0,8 de rester en A
ou en B. On cherche a estimer le temps d’attente, c.-a-d. le nombre de minutes avant
d’atteindre le point C. Pour tout entier n, la matrice w,, = (an by, cn) représente |'état
probabiliste au bout de n minutes d'attente, ol a,, b, et ¢, désignent les probabilités
d’étre respectivement en A, B ou C a ce méme moment.

1. Dresser un arbre probabiliste représentant la situation.

2. Déterminer la matrice de transition P de ce graphe probabiliste, I'état initial g
ainsi qu'une distribution invariante évidente 7.

3. Quelle est I'attente minimale d'un usager.

4. Décomposer la matrice P en somme de deux matrices D et N ou D est diagonale
et N est strictement triangulaire et vérifier que DN = ND.

5. Calculer D* et N* pour tout entier k.

6. En déduire, en utilisant la formule du bindme de Newton pour les matrices com-
mutantes(cf. ex. 21 p.77), que pour tout entier n non nul,
0,8" 0,2x0,8" 1xn 0,02x0,8"2xn(n-—1)
P" = 0 0,8" 0,2x0,8" 1 xn
0 0 1

7. Montrer que 7, converge vers 7.
8. Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de minutes d'attente.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel nonnul k,ona P(X =k) = ¢ —cp_1.
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(b) Exprimer alors I'espérance IE(X) de X en fonction des c¢y.

(c) En déduire que TE(X)=0,04 lim > k(k—1)0,8*2.

m—+—+00 k=2

(d) On définit la fonction f sur R\ {1} par  fy,(z) = =2

l1—x

m
Montrer que Z E(k —1)z*=2 = £/ (z).
k=2
(e) Déterminer alors IE(X) puis interpréter le résultat obtenu dans le cadre de cet
exercice.

Exercice 14  Les urnes d'Ehrenfest

On considére deux urnes A et B et un entier naturel non nul N. Au début de I'ex-
périence, N boules numérotées de 0 a NV — 1 sont placées dans l'urne A et I'on répete
ensuite n fois les actions suivantes : on choisit au hasard un nombre k entre 0 et N — 1
et I'on déplace la boule numérotée k dans I'urne dans laquelle elle ne se trouve pas. On
s'intéresse ici au cas N = 2 et |'on désigne par X la variable aléatoire correspondant au
nombre de boules contenues dans 'urne A a la j¢ étape de I'expérience.

1. Quelles sont les valeurs que peut prendre X; ?

Afin de représenter cette situation, on dressera un graphe que I'on complétera au
fur et a mesure des questions.

2. Déterminer Px,—;(X;4y1 =1) pourtoutjec[0;n—1]ettoutiec[1;2].
3. Déterminer Px,—o(Xj41 = 2) et Px,—2(X;41 =0) pour tout j € [0;n—1].
4. En déduire Py, —o(X;41 = 1) et Px,—2(X;11 = 1) pour tout j € [0;n —1].
5. Déterminer Px,—1(X;41 = 0) et Px,—1(X;11 = 2) pour tout j € [0;n — 1] puis
en déduire la matrice de transition M associée a cette chaine de Markov.
0,5 0 0,5
6. Montrer que pourtout j € IN, M7= 0 1 0 | sijestpair et
0,5 0 0,5

M7 = M si j est impair.
7. Déterminer la distribution de probabilité initiale de cette chaine de Markov et en
déduire la distribution de probabilité 7; a la j¢ étape pour tout j € [0;n].
8. En déduire, pour tout j € [0;n], le nombre moyen de boules dans 'urne A a la
j¢ étape.

Exercice 15  Algorithme PageRank

Le PageRank est un algorithme d'analyse des liens hypertextes qui est utilisé par les
moteurs de recherche pour le classement des pages web par ordre de pertinence et qui
met en ceuvre une méthode probabiliste.
Prenons un internaute lambda naviguant sur internet. Lorsqu'il est sur une page donnée,
soit, avec une probabilité p, il choisit une page au hasard sur |'ensemble du réseau y
compris celle sur laquelle il se trouve, soit, avec une probabilité 1 — p, il clique au hasard
sur un des liens disponibles depuis la page sur laquelle il se trouve.
On considere le graphe suivant représentant les liens hypertextes entre les pages d'un
mini-web 3 quatre pages.

EXERCICES
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On note X, la page sur laquelle se trouve l'internaute au bout de n étapes :
X, €{1;2;3;4}, et m, la distribution de X, a |'étape n :
™ = (P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4)).
1. (a) Montrer, par disjonction des cas, que pour tout entier n,
P(Xp41=1)=(1-p) (3P(Xn =2)+3P(X, =3)) + &.
(b) Exprimer de méme P(X,11=2), P(Xp41=3) et P(X,11=4).
2. Déterminer alors deux matrices A et B telles que, pour tout entier n,
Tny1 = (1 —p)m, A+ I B.
3.0npose A =(1—-p)A e B = pB etlon suppose qu'il existe une
distribution invariante 7.
Justifier que 'ona 7= B/(I; — A’)~!  sous réserve d'existence.

4. (a) Onpose V,, =m, —m. Vérifierque V,41 =(1—p)V,A eten déduire
que V, = (1—-p)"VHA"
(b) On suppose que la suite de matrices (A™) converge vers une matrice L. Quelle
est alors la limite de la suite (m,)?

5. (a) A l'aide de la calculatrice, émettre une conjecture sur A™, conjecture que I'on
supposera vraie.

(b) On suppose que p = i. Calculer la matrice 7w a I'aide de la calculatrice

puis classer les pages par fréquence décroissante.

Hasardez-vous a présent en page 327 afin de réaliser le devoir n° 15.
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. . . . =u =1,
Exercice 1  Suite de Fibonacci { vo=u

Un+2 = Un+1 + Un.

1.Ona wug=u =1 o =1u +uyg =2 e wuz =1ux+u =3 donc

o (2)=(): 0= (-0« ()0
one o= () = (1) = (o) (50 =

3. Ainsi, pour tout n € IN et par récurrence triviale (AA™ = A"*1), on a U,, = A"U,.
20
s Ug1 11 U 10946 6765\ (1
4. D = = ANU, = =
ot (um) Va0 Vo (1 0) <u0> (6765 4181> <1)
(“21> = (17711) © u=10946 et ug = 17711

uU20 10946

Exercice 2 A= (062 8’ %) B = (8 i) et Up= ((1)) Unt1 = AU, + B.

1. On cherche = b) telleque U=AU+B. Ona U=AU+B
a\ _ (0,2 0,1 0,4 a = 0,2a40,16+0,4
— (b)—< 0, 1) (b) (0,4) = { b = 0a+0,1b+0,4
0,9 = 0,4 b o= 3
{O,Sa = 0,1b+04 T 1, = Oixg+od _ s

= U=} (Z) .= 42), unique état stable de (U,,).
2. Vi1 =Upsr—U = (AUp+B)— (AU +B) = AU, — AU = A(U,~U) = AV,
. n n 4 nf 1l
3. Ainsi, V= A" = AU — U) = ( {;g) =44 (_1)
et Un=Vn+U=gAn(_11)+g(Z).

4. Ona det(P)=1/2#0 doncPestinversibleet P~!= V2 (1/6/5 l/i/i)

. 1 _ (1 =12\ (0,2 O 1 02 0,1
5. Onaalors A" = (PDP~1)" = PD"P~! et puisque les coefficients diagonaux
de D sont tous dans | —1;1[, D™ et donc A™ convergent vers la matrice nulle Os.
Ainsi, la suite de matrices (U,,) converge vers la matrice

(U
o (1) +5(3)=+(3)

U, son état stable.

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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Exercice 3 U, = <?) A= <_1/1j2 1?2>,

. , a
Cherchons un éventuel état stable L = ( )

B = (1) et Un+1 = AUn + B.

b
B a\ (Y2 0) [(a 1
1
a:§a+1 a=2 - 2
= { b=—latib+1 T { b=-ix2+1=0 L‘<0)'

Silonpose V,=U,—L, ona
Vat1 =Upy1—L = (AU, +B)—(AL+B) = A(U,—L) = AV,, donc V, = A"V},

et Un=Vn+L=A”Vo+L=A”(Uo—L)+L:A"((D+((2)).

1 0

A |t . . 1
A I'aide de la calculatrice, on conjecture que A™ = = (
-n

5 ) et, par récurrence,

N[

on a bien ATl = AnA = oL < 1 0> X

1
-n 1
1 0
ntl _ _1
A o (—(n—|— 1) 1) ‘

1oy L, (1 0
—n 1) 2" \—n—-1 1
n+1

Puisque 3757 ——— 0  par croissances comparées, la suite de matrices A™ converge
n—oo

vers Oy et la suite de matrices (U,,) converge vers  Of <(1)> + (g) = <g> = L.

Exercice 4

An+1 = %an + %bn +2 { An+1 = 07 5an + 07 75bn + 2

1. D'apres|'énoncé, on a { b1 = +b, +3 bns1 = 0,25b, + 3.

R o B N (0,5 0,75 (2
Ce systeme s’écrit Up,41 = MU, +C ou M = ( 0 025) et C' = <3>

10
0 1

1 3\ /05 0,75\ (1 3
(b) Ona PMP_(O —1)(0 0,25) <o —1)
05 15)(1 3\ (05 0

PMP_(O —0,25)(0 —1)_(0 0,25)‘

Donc PMP =D avec la matrice diagonale D = (0(’)5 0025) .

2. (a) Ona P2= ( ) =I, donc P est inversibleet P~! =P

(cOna P '=P e PMP=D
donc PDP = P(PMP)P=P 'PMPP'=M.

(d) Pour tout entier naturel n, posons £,: " M™ = PD"P ~.
- Initialisation :  M°=1, et PD'P=PLP=P?*=P dapres2a).
- Hérédité : Soit n un entier naturel tel que Z,,: M™ = PD"P  soit vraie.
M"+tl = PD"P x M d'aprés I'hypothése de récurrence
= PD"P x PDP d’aprés la question précédente
= PD"I;DP d'apres la question 2(a).
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M"tl = PD"HLP et P, est vraie.
- Conclusion : Vn € N, M™ = PD"P.

0,5 0,75 10\, (2\ _ (8) . (2\ _[10\ _
sons anxse= (4 53« (F) +(0) = (1)« ()= (5) =

4. (a)

(b)

5. (a)

()

VneN, ona Viyr=Ups1 — X = MU, +C — X = MU, — MX
Vi1 = M (U, — X) = MV,

Ona Vy=Uy—-X = (:g) et puisque V, = U, — X, pour tout

neN, (Z”)zUn:Vn+X:M"V0+X

U — (0,5" 3.0,5™ — 3.0,25") <—9> n (10)
" 0 0,25™ -3 4
_[(—18x0,5" +9 x 0,25" + 10
_< —3x0,25"+4 >
VYneN,ona b,=-3x%x0,2"4+4 donc
brst — bn = —3 x 0,25"1 + 3 x 0,25" =3 x 0,25" (1 — 0, 25)
=9x0,25""1 > (0 et (by,) est croissante.
De plus, Vn € N, b, =4—-3x0,25" <4 donc (b,) est majorée par 4.
Ainsi, le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer que (b,,) est
convergente. Puisque |0,25] < 1, nh—>n;o 0,25" =0 et par opération sur
les limites, lim b, = 4.
n—oo
Puisque  10,25| < 10,5 < 1, nh—>r20 0,25" = nh_)ngo 0,5" = 0 et par

opération sur les limites, lim a, = lim —18 x0,5" 49 x 0,25™ + 10 = 10.
n—oo n—oo

On a ILm an = 10 et (a,) est croissante donc (a,,) est majorée par 10.
n o0

On sait d'autre part que (b,,) est majorée par 4. Il suffit donc de prévoir une
contenance de 1 000 litres pour le bassin A et de 400 litres pour le bassin B.

Exercice 5 Suites complexes et matrices
z20 = 1, 26 EY) et { Zntl = (9 - 47/)371 + (_3 + 27,)2,/1

Zni1 = (18 —12i)z, + (—6 + 6i)2),.

1.0Ona 21=(09-4i)+(-3+20)i=7-T1

et

2. En posant, pour tout n € IN, Z, = (?) et A= (

2} = (18 — 124) + (=6 + 6i)i = 12 — 18i.
9—4i —3+2i
18— 12 —6+46i)

n

ce systéme s'écrit sous la forme 7,11 = A x Z,,.

3. Pour tout n € IN, posons &, : « Z,, = A™ X Zy ».
- Initialisation : pour n =0, on a bien A°x Zy=1I,x Zy=Zy donc P, est
vraie.

- Hé

rédité : Supposons qu'il existe k € IN tel que & est vraie. Montrons que P41

est aussi vraie.
Ona Zyy=AxZ,=AxAkZy = AF1Z,,  par hypothése de récurrence,

d’ou
- Co

P41 est vraie.
nclusion : pour tout n € N, Z,: Z, = A" X Zj est vraie.

V4

w
Ll
=
o=
=
o
O
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4. (a) Ona det(P) =1x4—-3x2=—-2%#0 donc P est inversible, et
-2 1
-1 _
R A

wone e =3 (0 ) G ) =6 1) 6 )

90— 4i  —342
-1 _ —
PDP = (18—122’ —6+6i) =4

(c) Pour tout n € IN, posons 2, : « A" = PD"P~!».
- Initialisation : pour n =0, PD'P~1 = PP~! = I, = A° donc 2, est vraie.
- Hérédité : Supposons qu'il existe k € IN tel que 2}, est vraie.
Montrons que 21 est aussi vraie.
Ona Al =AxA*=PDP ' x PDFP-1=pPDDkp-! = ppktip-1
et Zj41 est vraie.
- Conclusion : pour tout n € N, 2,,: A» = PD"P~! est vraie.

(d) Pour tout n € N, posons R, : « D" = ((21) 0) y

0 3"
(2i)° 0
0 30
- Hérédité : Supposons qu'il existe k € IN tel que Ry est vraie.
Montrons que Ry est aussi vraie.

2i 0 20k 0 2{)ktL 0
On a Dk“:Dka:(O 3><<0) 3k>:(()() 3k+1> et

Ri+1 est vraie.

- Initialisation : pour n =0, on a < ) = I, = DY donc Ry est vraie.

20)" 0
- Conclusion : pour toutn € N, R,: D" = (( (Z)) 3n> est vraie.

On en déduit que, pour tout n € IN,
_ 1 2 2)™ 0 -2 1
n __ n 1 _
w=roem= (D 0) (G )
A — —2(2i") + 37+t (24)" — 3™
“\—6(20)" +2x 37t 3(20)m —2x 3" )

5. Ainsi, pour tout n € N, <Z7> =7, = A"Z,

Zn

2\ [ —2(20)" + 3" (2i)" — 3" 1
20 ) T\ —6(20)" +2x 3" 3(20)" —2x3" ) i
o (=244)(20)" +3"(3—1)
— \(=6+ 3d)(20)" +3"(6 — 2i) )

Exercice 6 Les matrices de transition sont stochastiques : leurs coefficients doivent
&tre positifs et leur somme lignes par lignes doit étre égale 1.

0,8

A= (8’(23 87481) de graphe probabiliste 0,2 .ﬂ-ﬂ. 0,4

0,6
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0,35 0,4 0,25

B = 0 0,1 0,9 de graphe probabiliste 0,35

0,3 0,5 0,2

P 0,4 0,6 —p

C=10,7—p 0,24p 0,1 de graphe probabiliste p

1-3p 2p p
Exercice 7

0,5 0,5 0
1. La matrice P=1| 0 0,5 0,5 est associée au graphe pondéré suivant.

1 0 0

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

/2 1/ B. 1/2

3.3 2
2.0na my=mP’=(1 0 0).5(4 3 1|=(2 2 7).
2 4 2

3. A l'aide la calculatrice, il semble que la suite de matrices (P") converge
0,4 0,4 0,2

vers II=(0,4 0,4 0,2 et donc la suite (m,) devrait converger vers
0,4 0,4 0,2

m=moll = (0,4 0,4 0,2) qui est bien une distribution invariante de cette
chaine puisque il est clair que 7P = 7.

4. Puisqu'il existe un entier n = 3 tel que P™ ne contienne pas de 0, la distribution
invariante 7 précédente est unique et la suite des distributions 7, converge bien
Vers .
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Exercice 8

1. D'apres I'énoncé, le déplacement du mobile peut étre représenté par le graphe
pondéré suivant.

1//2 1/4 1/4

Sa matrice de transition est alors P = | 1/4 1/2 1/4
Vs 1Ys 12
22 21 21
2.0na P?= 61 21 22 21 donc la probabilité que le mobile soit sur le
21 21 22
sommet A trois secondes apres avoir été sur le sommet C est de P (¢, )(Ary3) = 2—}1.

3. Le mobile est au sommet A au début de I'expérience dont la distribution initiale est
mo = (1 0 0). La distribution aprés dix secondes est alors 719 = moP'"
et la calculatrice donne comme premiére composante  P(A1g) = é;ggg.

Le mobile a donc une probabilité trés proche d'un tiers d'étre sur le sommet A dix

secondes apres le début de I'expérience.

4. Puisque P! = P ne contient pas de 0, il existe une unique distribution invariante
7 qui est la limite des distributions (7,) pour toute distribution initiale mg.
Cherchons (a,b)c € [0;1]  tels que a+b+c=1 etm=(a b c) soit

1/2 1/4 1/4
invariante. Ona 7=7aP < (a b ¢)=(a b ¢)|Ys Y2
Vs 1y 1/

a+b+c=1
a= %a + ib—&— ic
b=1la+ b+ {c
c= ia + ib—&— %c.
(L3) :b(l—3—g5)=jc+3c et b=c

Ainsi, a= %b + %b =b=rc et la condition de distribution donne 3a = 1.
Onadonc 7= (3 % 3), quiestbien une distribution invariante et donc

la limite de la suite des distributions (7, ).

= (L2)-(L3)-(L4) donne  a = b+ 3¢ d'ol

Exercice 9  Kiwi ou mandarine?
La situation peut étre modélisée par le graphe probabiliste suivant.

5/6

VoK =l )

5/6
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Y6 5/6
566 1/6)
La distribution initiale étant 7y = (1 O), celle apres 7 jours jours est
2059 2315
_ 7 _ 1 _ 1
mr=mF"=(1 0).35 <2315 2059> = 35 (2059 2315).
La probabilité que M.Fartezdekrié prenne un kiwi sept jours aprés en avoir mangé un est

2059 .,
doncde 325 ~0,47.

La matrice de transition est alors F = (

. . /2 1/2 .
Il semble que la suite de matrices (F™) converge vers II = (/ /> donc la suite

1/2 1/2
).

15 1
des distributions devraient converger vers m = mIl = (1 0) (12 1?2) = (

N =
N [=

distribution effectivement invariante de cette chaine de Markov.

Puisque F'! ne contient aucun 0, la distribution invariante 7 = (1 1) est unique et
toute suite de distribution converge vers celle-ci. M.Fartezdekrié aurait donc quasiment
autant de chances de déguster un kiwi ou une mandarine un matin donné de I'an prochain.

Exercice 10  Cherchons une distribution invariante 7= (a b).

Ona P17 < (a b)(o 1>:(a b) < (b a)=(a b) < a=b

1 0
De plus, 7 étant une distribution, on doit avoir a+b=1.
La seule distribution invariante est donc 7= (3 1).

Ona P?=1, donc pour tout entier naturel n, P?¢ =1, et P2+l =p,

Ainsi, pour toute distribution initiale 7o = (o 3), la suite des distributions m,, = moP"

vérifie mo, = moly = (o JB) et mopp1 = moP = (B «). Elle ne peut donc converger
1

quesi a=pf= 5 et doncsi 7w =, seule distribution invariante.

Exercice 11

1. Lafonction pr+— (2—p)p est un polynéme du second degré. Elle admet donc
un extremum en 1, la moyenne entre ses deux racines 0 et 2. Elle est donc monotone
sur [0;1] et ses bornes sont atteintes en 0 et en 1 et valent 0 et 1. Ainsi, pour
tout pe [0;1], 0<(2—-pp< 1.

2. D'aprés le graphe, P4(A)=1-PA(B)=1-2-p)p=p*>—2p+1=(p—1)>
et Pp(B)=1-Pp(A)=1-p dou (Pp(B))?=(1-p)?="Pas(A).

—p)2 _
3. (a) La matrice de transition de ce graphe est donc G = ((1 pp) (21 _p;p)

et la distribution aprés une transition est
2
m =mG = (0,3 0,7) <(1 —p) 2 _p)p>
P I-p

=(0,3(1-p)2+0,7p 0,3(2—p)p+0,7(1 —p))

=(0,3+0,1p+0,3p*> 0,7—0,1p—0,3p?).
Puisque p € [0;1], la deuxieéme composante 0,7—0, 1p—0, 3p? est trivialement
minimale pour p =1 et vaut 0,7— 0,1 —0,3 = 0,3 et elle est maximale pour
p=0etelle vaut 0,7—0=0,7.

(b) La premiere composante vaut alors au maximum 0,7enp=1et 0,3 en p =0.
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(c) Ces situations correspondent aux graphes anecdotiques suivants :

1 1

p=20

1
L A e
p=1: T

Exercice 12  Sil'on note P la matrice de transition de la chaine de Markov X,,, alors P2
est la matrice de transition de la chaine de Markov Z,,. En effet, si 7,, est la distribution
de (Z,), ona 7, = ma, = P = m(P?)". D’ou, si 7 est une distribution
invariante de X,,, ona 7P =7 etdonc 7P? = (7P)P = 7P =7 : 7 est
invariante pour P? donc 7 est une distribution invariante de Z,,.

Exercice 13

1. La situation peut étre modélisée par le graphe probabiliste suivant.
0,8 0,8

g 0,2 % 0,2 Q

2. On obtient, par ordre alphabétique des sommets, la matrice de transition

0,8 0,2 0
P = ( 0 0.8 072).
0o 0 1
Au début, le client est en A donc ag = 1. L'état initial est donc g = (1 0 0).
0,8 0,2 0
De maniere évidente,ona (0 0 1)x ( 8 O(,)S 0712> =(0 0 1) donc

7=(0 0 1) estune distribution invariante : une fois en C, le client y reste.

3. L'attente minimale d'un client est égale a 2 minutes : cela arrive lorsque le client
passe dés la premiére transition en B et dés la suivante en C.

0,8 0,2 0 0,8 0 0 0 0,2 0
4. Ona P:(() 0.8 072):(0 0,8 0>+(0 0 O,2>:D+N
0 0 1 0 0 1 0 0 0
0,8 0 0 0 0,2 0
ot D= ( 0 08 0) est diagonale et N = (0 0 O 2) est stricte-
0 0 1 0 0 0
ment triangulaire.
0,8 0 0\ ,0 02 0 0 0,16 0
Ona DN = ( 0 0,8 O) (0 0 0,2) = <0 0 0,16)
0 0 1/\0 O 0 0 0 0
0 0,2 0 0,8 0 0 0
et ND:(O 0 0,2)(6 0,8 0)
0 O 0 0 0 1
donc DN + ND.

0,8 0 0
5. D est une matrice diagonale donc, pour tout k € IN, DF = ( 8 0, 8k 0).

0 0 0,04 0 0 O

Ona N2 = (O 0 0 > et N3 = (0 0 O) donc N* = O3
0 0 0 0 0 O

pour tout k£ > 3.

On dit que la matrice N est nilpotente d'ordre 3.
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6. Puisque P=D+ N et DN = ND, laformule du binbme de Newton
pour les matrices commutantes s’applique et I'on a, pour tout n € IN,
P" = (D+N)" Zn )NkD"F,

Pourn >3, P"—()NOD” (T)N'D"1 4 (5)N?D"2 4 O3
P =1D" 4 nND" ! 4 M=l N2 pn—2

0,8 0 0 0 0,2 0 0,8"1 0 0
=({ 0 08 0)+n(0 0 02 0 0,8"" 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1

0

n(n—1) (8 0 ’(?4) 0,8"7* 0 0
+=5 0 0872 0
2 0 0 0 0 0 1

n

0,8" 0,2x0,8" 1 xn 1—(0,8+0,2n) x 0,8
pPr=1|"0 0,8" 1-0,8" :
0 0 1

7. La distribution au bout de n minutes est donnée par m, = my X P"

0,8" 0,2x0,8" ' xn 1-(0,8+0,2n)x0,8"*
m=({1 0 0)( o0 0,8" 1-0,8"
0 0
™ =(0,8" 0,2x0,8" 1 xn 1-(0,8+0,2n)x0,8"1).
Puisque 0,8] < 1, lim 0,8" = 0 et, par croissances comparées,
n—oo

lim n0,8" ! =0 La suite des distributions 7, converge donc vers la matrice
n—oo

7=(0 0 1), distribution invariante obtenue précédemment.

V4

8. Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de minutes d'attente.
Onavuque X >2

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

(a) Une attente de k minutes signifie qu’a k — 1 minutes, le client était encore en
B et qu'il arrive en C a la k® minute. La probabilité de X = k est donc égale
a la différence P(Ck) — IP(Ck_l) = Ck — Ck—1-

(b) Puisque X € [[2;+oo]] on a
E(X)= lim Z kP(X =k)= lim Z k(ck — cr—1).

m—r—+oo - m——+o0 -

(c) Pourtout k>1,0ona c¢p=1—(0,8+0,2k)x 0,871 et
IP(X = k) = Cr — Ck—1
= (1 - (0,8 +0,2k) x 0,81)
— (1= (0,8 +0,2(k — 1)) x 0,8-2))
— (=0,64+0,6 + 0,04k)0, 852 — 0, 04(k — 1)0, 852,

Dot E(X)= lim 3 k(0,04(k — 1)0,8"2)

e i)
E(X) =0,04 lim kz k(k —1)0,8%2.
(d) On sait que  fi,(z) = 15270 kio ok
Ainsi,  f! (z) = f: (zF) = f: k:v;_l = f: kak—1
k=0 k=0 k=1

et fi(z)= 3 (ket 1) = 3 k(k - )b 2 = 3 k(k — Dk,
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/ m ’ ’ m
(e) Par ailleurs, f] (z) = (1_1:”_::1 = 4= (1_8)__;)12_:3) (a—s""")
—(m z™"(1—x —gmt! ma™t—(m z™
1 (z) = (m+1) ((11—:,;));(1 ) (1(_;{21) +1 et

mmm+l_m ™ /
R e

_ (mz™ T —(m+1)z™+1) (1—x)%2—(ma™ T —(m+1)z™+1)[(1—x)?]
(1—x)?]?

(m(m-i—l)a:m—m(m-l—l)wm*1)(1—(:r)2—)(‘me"”rl—(m+1)zm+l)(—2)(l—w)
l1—x
—m(m+1)z™ M +2(m—1)(m+1)z™ —m(m+1)z™ 142
(1) = (m+1) +2( (i(—;)g) (m+1) +2
Onadonc E(X)=0,04 lim Y k(k-—1)0,82
m——+oo k—2

E(X) =0,04 im f(0,8) = 0,04 x G =10.

Le temps d’attente moyen est égal a 10 minutes.

Exercice 14 Les urnes d'Ehrenfest

1.

Puisqu'il y a deux boules, I'urne A peut en contenir 0, 1 ou 2 et X; € {0;1;2}.
Le graphe probabiliste complet associé suit.

. Pourtout i € {0;1;2}, ona Px,—i(X;41 =14) =0 carle nombre de boules

dans I'urne A change a chaque étape : une boule change nécessairement d'urne et
donc rentre dans A ou sort de A.
On a3, pour tout j € [[O;n — 1]], IPXJ'ZO(Xj-l-l = 2) =0et ]PXJ:Q(XJ‘_A,_]_ = 0) =0
car une seule boule, et non deux, change d'urne a chaque étape.
On a IPXjZQ(Xj+1 = 1) =1- IPX].:()(X]‘+1 = 0) — IPXjZQ(Xj+1 = 2)
IPXjZO(Xi-i-l = 1) =1—-0—-0=1et
IPXjZQ(Xi-i-l = 1) = I—IPXJ:Q(XJ‘_H = 1)—IPXj:2(Xj+1 = 1) =1-0-0=1.
En effet, si A ne contient pas de boule ou en contient deux, elle en contient néces-
sairement une seule a |'étape suivante.

Lorsque A contient une seule boule, il y a une chance sur deux que le numéro de
celle-ci soit choisi, et autant qu'il ne le soit pas.

On a donc IPijl(Xj+1 = 0) = IPijl(Xj+1 = 2) = %

La matrice de transition associée a cette chaine de Markov, les sommets étant rangés

0 1 0
dans |'ordre croissant du nombre de boules, estalors M = 10,5 0 0,5 et
0 1 0
le graphe probabiliste associé est le suivant.
1 12
(of— —(1)—— (2]
1/ 1
0,5 0 0,5
On remarqueque M?=] 0 1 0 et M3=M.
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Donc M* = M3M = M? et une récurrence triviale montre que, pour tout

0,5 0 0,5
JEN, MI=M?=1| 0 1 0 | sijestpairet M7= M sij estimpair.
0.5 0 0,5

7. Toutes les boules étant placées initialement dans I'urne A, ona Xy =2 etla
distribution initiale est 7w = (0 0 1).
Si j est impair, la distribution au bout de j étapes est

0 1 0

=0 0 )M =0 0 1){0,5 0 0,5)/=(0 1 0).
0 1 0

Si j est pair, la distribution au bout de j étapes est
0,5 0 0,5

=0 0 )M =(0 0 1){ 0 1 0 ]=(0,5 0 0,5).
0,5 0 0,5

2

8.Ona E(X;)=) iP(X;=i) donc E(X)=0x0+1x1+0x0=1si
i=0
jestimpair et E(X)=0,5x0+0x1+0,5%x2=1sijest pair.
Il'y a donc en moyenne une boule dans I'urne A a la jeme étape.

Exercice 15  Algorithme PageRank

1. (a) Pour arriver sur la page 1 a I'étape n + 1, c'est qu'a I'étape n,
- soit il est sur la page 1 et il la choisit a nouveau parmi les quatre au choix
lorsqu'il utilise cette méthode avec une probabilité p :  p x %.
- soit il choisit avec une probabilité 1 — p de changer de page et il est
- soit sur la page 2 et choisit la page 1 avec une probabilité % :
(1- p)%IP(Xn =2),
- soit sur la page 3 et il choisit la page 1 avec une probabilité % :
(1-p)3P(X, = 3).
Ainsi, pour tout entier n,
(X, =1) = (1-p) (AP(X, =2) + $P(X,, = 3)) +
(b) En procédant de méme, on obtient
P(X, 11 =2)=(1-p) (3P(X\ = 1) +

N{S]

(Xn=3))+&,

1
+ =P
2 n
IP(Xn+1 - 3) ( ) (§ (Xn - 1) %IP(Xn = 2) =+ IP(Xn = 4)) + %-
P(Xpe1 = 4) = (1 - p) (3P(X, = 2)) + 2.
0 1/2 1/2 0
1 /s 1
2. Posons A= 1?2 1?2 63 ég (1 1 1 1).
0 1 0

V4

)
(NN |
=
oc
oc
o
O
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On a alors, pour tout entier n € IN, (1-pm, A+ 4B
0 12 12 0
_ _ B _ B 3 0 13 1/3
=(1-p) (]P(Xn =1) P(X,=2) P(X,=3) PX,= 4)) a2 12 0 0
0 0 1 0

(1—p)m

+E5(1 1 1 1)

WA+ EB=(P(X,=1) P(X,=2) PX,=3) PX,=4))=mn1.

3. Si I; — A’ est inversible, alors 7 est invariante si, et seulement si,
n=mA'+B < 7—-7A' =B < n(l4-A)=HB

4. (a)

<~ 7T(I4 — A/)(I4 — Al)_l = B/(I4 — Al)_l — T = B/(I4 — Al)_l.

Ona Vipi=mpp—n=((1-pmA+5B)—((1-p)rA+EDB)
Va1 = (L =p)mn — (1 = p)m)A = (1 —p)(mn = M)A = (1 = p)V, A.

Ainsi, par récurrence immédiate, (1 — p)°1A° =V}

et Vo1 =(1—-p)VoAd=(1-p)[(1—-p)"VoA"|A=(1-p)"Tt1HA"HL,

Si A™ ——— L alors les coefficients de A™ sont bornés, tout comme ceux de
n— 00

VoA™. Puisque 0<1—-p<1l, ({1-pm m 0 et les coefficients
de V,, tendent vers0:  V, —— O4 etdonc m, =V, + 7 converge
vers . e

415 3/10 1/3 1/10
La calculatrice montre que A% ~ L = [4/15 3/10 1/3 1/10 et I'on

415 3/10 1/3 1/10

peut conjecturer que A" —— L, ce que I'on admettra.
n—oo

Onaalors mw, —— .
n— o0

0 3 38 0

Ya 0 1/a 1/4
Ona A'=(1-pA=3iA= 3;8 3/s (/) é
0 0 31 0

B = pB = (1 1 1 1) donc, avec l'aide de la calculatrice,

7T =DB'(I4—A)' = 55 (530 583 680 275)

et ™ ~ (0,2563 0,2819 0,3288 0,1333) qui est bien une distribution
(somme des coefficients égale 1). Peu importe la page sur laquelle se trouve
I'internaute au départ c.-a-d. la distribution initiale, la suite m,, converge vers
m. Le classement des pages par fréquence décroissante est donc 3, 2, 1, 4 ce qui
semble cohérent avec le graphe mais on ne pouvait a priori pas trouver |'ordre
entre les pages 1 et 2.
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Devoir n°1

SOMME DE DEUX CARRES

Ce devoir est associé au chapitre I, Nombres complezes : algébre.

Exercice
On dit que n € IN est somme de deux carrés s'il existe a et b € IN tels que n = a2 +b2.

1. Ecrire un programme Python permettant de déterminer si un nombre est somme
de deux carrés et en donner la décomposition le cas échéant.

2. Montrer que si deux entiers sont chacun somme de deux carrés alors leur produit
I’est aussi.

3. En déduire que toute puissance entiére d’'une somme de deux carrés l’est aussi.

Bonus

Comme cadeau de rentrée, plutdét qu’une trousse azur, saumon ou citron, se faire
offrir Le Gotut des Mathématiques, ouvrage collectif de 128 toutes petites pages chez
(Petit) Mercure de France. Tous y trouveront leur compte : vos parents puisque la
somme dépensée est modique et vous puisque, méme si I’on ne peut y mettre de
crayons de couleur, c’est tres divertissant.

EXERCICES



Corrigé du devoir n°1

SOMME DE DEUX CARRES

On dit que n € IN est somme de deux carrés s’il existe a et b € IN tels que n = a2 +b2.

1. Le programme suivant permet de déterminer si un nombre est somme de deux
carrés et en donner toutes les décompositions le cas échéant.

1| def SommeDeuxCarres(n)

2| T=0

3 for a in range(n+1)

4| for b in range(n+1)

5| if a**2+b**2==n :

6| print("Oui,", n,"=",x," " 2+",y,""2")

7| T=1

8| if T==0 :

9| print("Non,", n, "n’est pas somme de deux carrés")

2. Soient m=a2+b et n=c*+d> oum,n,ab, c deNN.
Posons z,, =a+ib et z,=c+id. Ona m=2z,2Z, e n=2z,Z,
donc MN = ZmZmZnZn = ZminZmen = (Zmzn)(Zmzn) = &2 + B2 ol
ZmZn = X+ 3.
Comme  zpz, = (a+ ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be), les nombres
x=ac—bd et [ =ad+bc sont des entiers et mn est bien somme de
deux carrés.

3. Soient k un entier naturel et n un entier non nul somme de deux carrés.
Soit &, la proposition « n* est somme de deux carrés ».
-Pour k=0(n#0), n’=1=12+02 est somme de deux carrés.
- Supposons que n* est somme de deux carrés. On a nFt!' =n.n*  produit
de deux sommes de deux carrés par hypothese de récurrence donc, d’apres la
question précédente, c’est aussi une somme de deux carrés et la proposition est
héréditaire.
- La proposition « n* est somme de deux carrés » est donc vraie pour tout
ke IN.
Le cas n = 0 n’a pas été traité mais est-ce vraiment utile ?



Devoir n° 2

BASE NUMB’

......

La numération désigne le mode de représentation des nombres. Ces représentations
ne sont pas toujours chiffrées ni méme écrites. Un galet ou un baton peut tres bien
représenter un animal du troupeau, une encoche sur une branche peut comptabiliser
des événements... En revanche, dés que les nombres deviennent grands, il devient
nécessaire de faire des regroupements par paquets homogenes, a partir d’'un nombre
précis, la base du systéme de numération. Les différents systémes sont classés en trois
groupes : les numérations additives (systéme romain), les numérations hybrides et
les numérations de position comme dans les systémes babylonien (base 60), chinois,
maya (base 20), indo-arabes (base 10) ou en informatique (base 2 et 16).

Nous utilisons actuellement un systéme de numération de position décimal, en
base 10 : les nombres sont découpés en paquets de puissances de 10. Par exemple,
2064 = 2.10% + 0.10% + 6.10" + 4.10°.

Dans un systeme de numération en base 2, le nombre vingt-et-un s’écrit 10101°. En
effet, 21 =1.2*40.2>+1.22+0.2" +1.2°.
En base 3, ce méme vingt-et-un s'écrit 210° car 21 = 2.32 + 1.31 +0.3°.
Dans un systéme hexadécimal, en base 16 on a besom de selze chlffres : on prend
0,...,9et A, B,..., F. Par exemple, 13 = =D 26"=14" (16 +10)
et 706 = OB (12 x 16 + 14).

1. Ecriture en différentes bases.

(a) 87" = ° (1) TIIIII° = 2100
by 3T0=" ° (m) 657" = ’
¢ 30=" 7 (n) T2012° = 2
() 3561'° = 2 (o) 34102° = 0
(e) 15955 10 16 (p) ﬂlo _ —_—12
(f) TO0I00101° = 1 (@ m%=" "
(g) 22012° = 10 (r) 20067 = %
16 10 ==10 —24
(h) BAC21'° = (s) 72" =
(i) 10000° = 10 (t) 99990 = H
(j) TI0110101° = 10 (1) 2637 = 10
(k) BAC21' = ? (v) 1202° =312

EXERCICES
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=10 —
(w) 3= (y) T00° =
(x) 100" = 100 (z) 100" = 10000

2. Vous avez donc remarqué que pour déterminer 1’écriture en base b d’'un nombre
n, on effectue la division euclidienne de n par b, n = bgy + r9, puis celle
du quotient qo = bg1 + r1, et ainsi de suite. On construit ainsi deux suites
d’entiers (g, )y et (rn)n-

(a) Montrer que la suite (g, )N est décroissante.

(b) Montrer que la suite (¢, )N est nulle a.p.c.r.

(¢) En déduire lécriture du nombre n en base b et justifier son unicité.
3. Zoom hexadécimal

(a) Combien de nombres distincts & p chiffres peut-on écrire en binaire ? Et en
hexadécimal ?

(b) Compléter 7'° = , D=

— -2
et 516: .

(¢) Ecrire 7D5 % en base 2. Que remarque-t-on?

(d) Justifier cette méthode puis l'utiliser pour écrire A2C " et BETD " en base
2 puis 11111010 0010° et T001 11010101 1110 en base 16.

Bonus

Puisqu’il est plus que temps d’émettre vos souhaits, je vous conseille de rajouter
une ligne au texto que vous allez envoyer au Pere Noél : Théoréme vivant de Cédric
Villani. Vous pouvez aussi le trouver en bibliotheque, faire un 50-50 en le partageant
avec votre voisine, 'emprunter a un ami, faire un appel sur les réseaux sociaux ou
user de tout autre moyen caritatif et légal mais vous devez impérativement lire ce
chef-d’ceuvre au moins une fois dans votre vie.
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BASE NUMB’

870 =814+ 6=1.3*+23! =10020°
347" =243+ 814+ 94+64+2=1.3"+1.3* +1.32 + 23" 42 =110122°

255" = 1284644324+ 16+8+4+2+1 = 274264254244 93 192491190
—T1111111°

3561 " = 2048 + 1024 + 256 + 128 + 64 + 32 + 8 + 1
— 911 4 910 £ 98 4 97 4 96 4 95 1 93 4 90 — T1( 1111 0101°
45255 " = 45056 + 192 + 7 = 11 x 4096 + 12 x 16 4+ 711.163 + 12.16 + 7
—Boc7 "
100100101 = 28 +25 + 92420 — 256 4+32+4+1 = 293 "°
22012° =234 +23%+1.3' 4230 =2x 81 +2x27+3+2=221"
BAC21"° = 11.16* + 10.16% + 12.162 + 2.16" + 1.16° = 764961
T0000° =24 =16'=10"°
TTOTT0101 = 25 +274+2° 424422490 = (24)24 2324421 24 4 244 441
— 162+ (8+2+1)20+5=162+11.16' + 5= 185 *
BAC21 ' = 11.16* + 10.16% + 12.162 + 2.16" + 1.16°
=8+2+1)2H* +(8+2)(2Y)3 + (8 +4)(2H)2 +2.24 + 1
=23216 1 99216 L 916 L 93912 4L 9912 4 9398 1 9298 1 994 1]
=219 4217 4- 216 4- 215 4- 213 4. 211 4- 210 4. 25 4 20
— 70111010 110000100001

TIIII1° =25 +24 1234922491 120 —63=54+9=2x27+1x9
—9.3%4+1.32 =2100°

657" =625+ 2545 +2="5% 452+ 2=T10102"

12012° = 344233431 42 = 140 = 128 +8+4 = 27+23 422 — T000 1100~

34102° = 3.5 +4.5% + 1.52 + 2.5° = 2402 *°

240 =2x121+0.120=20": 24h =2 demi-journées.

TI1%° = 1.602 + 1.60' +1.60° = 3661 ~: 1h, 1min, 1s = 3661s
20067 " = 5.602 + 34.60' + 27 = (5)(34)(27) _ : il nous manque des
caracteres.

72 =3%x24=30""": 72h =3 jours
99990 = 7x13314+5x1214+7x11 = 7.113+5.1124+7.1114+0.11° = 7570
263" =272 467 +370 =2x49+6 xT+3 x 1 =143"
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(v) T202° =1.53 +2524+2 =177 =147+ 28+2 =372 +4.7" +2.70 = 342"

(w) 2'%=1214020=10"

(x) 00" =1.100' +0.100° = T0'*°

(y) T00°=1.22402"+020=1"

(z) 00" = 1.(n%)240.(n*)' +0.(n?)° = n* = 1.n* +0.n3 + 0.n% + 0.0t +0.n°
= 10000"

.n=bgy+rg puis ¢qo=0bgq +7r1, etainside suite. On construit ainsi deux

suites d’entiers (g,)n et (rp)N.

(a) Soit k € IN. Par définition, gr11 est la partie entiere du quotient de g par
b: qp=bges1 + i1 doU qepr = P et i <qr: la
suite (g, ) est bien décroissante.

(b) La suite (¢n)n est donc décroisante et minorée par 0 car ¢, € IN. Le théo-
réme de convergence monotone permet d’affirmer qu’elle converge. Etant
a valeurs entiéres, elle ne peut qu’étre constante a.p.c.r., sinon elle se-
rait tres « loin » de sa limite. On a alors  qx+1 = bggt1 + rx+1  donc
Te+1 = (1 —b)ge+1 <0 ce qui n’est possible que si gx+1 = rp+1 = 0.

(c) Soit p le premier indice tel que g, = 0.
n=>bqgy +ro
=b(bgr +11) + 1o
= b2q1 + bry 4+ 1o
= b2(bga + 12) + br1 + 19
=b3Q3 +b27’2—|—b7’1—|—7’0 = ...
= bpqp_l + bp_lrp_l + ...+ bri+ 19
=bP(bgy +1p) + 6P rp_1 + .. by + 10
:bprp+bp_1rp_1—|— —|—b7’1+7"0

I T Tl
=Tprp—1-...T1T0

3. (a) On peut écrire 2P nombres distincts a p chiffres en écriture binaire et

167 = 2% en base hexadécimale.

(b) Ona 70 =7=4+42+1=T11", D ' =13=8+4+1=TI01" et

50 =5=4+1=101".
(¢) D5 "% = 7.162+13.16' +5 = 2005 = 1024+ 512+ 256+ 128+ 64+ 16+4+1
=210 199 4 98 4 97 1 96 4 94 | 92 4 90 = 11111010101 .
On remarque que 716 = m2, trois premiers chiffres de ’écriture en

base deux de 7D5 16, D' = 13 = 11012, quatre chiffres suivants, et
5'% = 1017, quatre derniers chiffres.

(d) Pour transformer une écriture hexadécimale en binaire, il suffit de trans-
crire en base deux chacun des chiffres hexadécimaux puis de les écrire
successivement. Pour passer du binaire a ’hexadécimal, on regroupe par
paquets de quatre chiffres pour obtenir le chiffre en base 16. En effet,
16 = 2* donc augmenter d’une puissance de 16 c’est augmenter de quatre
puissances de 2 et la « barriére » entre les paquet reste « infranchissable ».
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Ona I1°=1=0001", 2
=16

—=2=0010>, 3°%=3=2+1=0011",
1'% =4=0100"°, 5°%=5=4+1

=0101°, 6 =6=4+2=0110",

7 —7r=4+42+1=0111" . §'% =8 =1000°,
§116:9:8+1:10012, A —10=8+2=1010",
B=11=8+2+1=T011", C=12=8+4=T100",

D =13=8+4+1=1101°, E°=14=8+44+2=1110"° et
F=15=84+4+24+1=T111"

Do, A2C ° =T01000101100°

et BETD'° =1011111001111101°.

Réciproquement, 111110100010° = FA2'°

et T00I110101011110° = 9D5E '°.
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Devoir n° 3

ARITHMETIQUE COMPLEXE

Ce devoir est associé au chapitre ITI, Nombres complezes : équations polynomiales.

Exercice  Racines entiéres.
1. Soit P un polyndéme dont tous les coefficients sont des entiers.

(a) Démontrer que toute racine entiére de P est un diviseur de P(0) (cf. page
18).
(b) Que dire si P(0) est un nombre premier (cf. page 219)?
2. Déterminer toutes les racines dans C du polynéme P défini par
P(z) =23+ 622+ 102 + 3.
3. Factoriser entierement le polynéme Q) défini par
Q(2) = 2* + 623 — 4422 — 2942 — 245
en utilisant des divisions potences par exemple.
4. Le polynéme R défini par
R(z) =28 +327 +22° 4+ 323 + 222+ 6
admet-il des racines entieres ?

Bonus

Le 13 novembre 2014 décédait Alexandre Grothendieck, unanimement reconnu
comme un des plus grands génies des mathématiques, apres une disparition de 25 ans
de la sphére publique et privée.

Apposer une souris et la faire cliquer sur le lien suivant, vous aurez un article
approfondi sur son parcours, hébergé par le site toujours intéressant Images des ma-
thématiques :

http ://images.math.cnrs.fr/Alexandre-Grothendieck.html
Ses écrits de réflexions et de témoignages d’un passé de mathématicien, Récoltes et
Semailles, ont enfin été publiés chez Gallimard en 2022.

EXERCICES
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ARITHMETIQUE COMPLEXE

Exercice Racines entieres.

1. Soit P un polynéme dont tous les coefficients sont des entiers.

(a) On peut écrite  P(z) = Y axz® ouneWN ap €Zet ke [0;n].
k=0

Soit « € Z une racine de P.
On a P(a) =0 et P(0) = ao.

n n n
Ainsi, Y arab =0 <= ap+ Y, apaF =0 <= ag=— Y arpa”
k=0 k=1 k=1
n
< P0)=—-a ) apakL
k=1
n
Puisque N = — > araf~! est un entier (somme et produit d’entiers),
1

k—
P(0) =N« et « divise P(0).
(b) Si P(0) est un nombre premier, les seules racines entiéres de P ne peuvent
étre que +1 et £P(0).

2. Lepolynéme P(z) = 23+622+102+3 est de degré 3 et & coefficients entiers.
P(0) =3 est premier. Testons les différentes valeurs entiéres possibles.
Ona P(1)=146+104+3#0, P(-1)=-14+6—-10+3#0,
P3)=27T46x9+30+3#A0: P(-3)=-27T+6x9-30+3=0et —3 est
la seule racine entiere de P qui se factorise donc par z + 3.
On a alors  P(z) = (2 +3)(22 + bz + 1)  en observant les termes extrémes.
Un développement permet d’identifier les coefficients (b + 3 = 6, 3b + 1 = 10)
et I'on obtient  P(2) = (2 +3)(22 +32+1). On aurait pu aussi réaliser une
division polynomiale.
Le trindme 22+ 3z+1 n’admet pas de racine entiére ni de factorisation
évidente donc applique 'algorithme du discriminant : A =32 —-4=5 >0
et il admet deux racines réelles %\/g
L’ensemble des racines de P est donc  {—3; _?’%\/5; _?’%‘/5}

3. Apres avoir remarqué successivement que —1 puis —5 sont des racines et avoir

effectué les divisions potences correspondantes, on obtient
Q(2) = 2" +623— 4422 — 2942 — 245 = (2 + 1) (2 +5)(z = T)(2 + 7).

4. Les racines enticres de  R(z) = 2% 4+ 327 +22° + 323 + 222 + 6 sont des
diviseurs de R(0) = 6. Testons-les. Ona R(1) =17 #0, R(-1)=1#0,
R(2)=742#0, R(-2)=-202#0, R(3)=13713#0,
R(-3)=-543#0, R(6)>0 et R(—6)>0.

Le polyndéme R n’admet donc pas de racines entieres.



Devoir n° 4

MATRIX

Ce devoir est associé au chapitre IV, Matrices.

On souhaite coder puis décoder des messages ultra-secrets a ’aide de la matrice

6 3
Procédure de codage :

o A chaque lettre de I'alphabet, on associe son numéro dans 1’ordre alphabétique
en commencant par 0.

]
est le code de la premiere lettre du mot et xo, celui de la seconde.

e On calcule alors la matrice Y = (gzjl) telle que Y =QX.
2

< s N . Z1 N
e On associe a un mot de deux lettres a coder, la matrice X = ( > ou x1

1

e On obtient alors la matrice R = (r
2

) ou 7; est le reste de la division

euclidienne de y; par 26.

e On associe enfin a la matrice R un mot de deux lettres en utilisant la méme
correspondance entre lettres et numéros. Le mot obtenu est le message que 'on
peut alors communiquer a son interlocuteur.

1. Coder le mot MATH.
2. L’interlocuteur ayant recu le message doit pouvoir le décoder bien-siir.
(a) Pour cela, calculer la matrice inverse Q! de Q.

31“1 — 37‘2 [26]
—5r1 + 6712 [26].

3$1

3$2

(b) Montrer que 3X =3Q~'Y  puis que {

(¢) Déterminer I'inverse de 3 modulo 26 puis en déduire que

X1 TE — T2 [26]
T2 Tr1 + 2rs [26].

(d) En déduire la matrice Q" de déchiffrement et décoder le mot UIZC.
Que remarque-t-on ?

Toute la sécurité de la transmission tient dans la confidentialité des matrices de
chiffrement et/ou déchiffrement, matrices que I'on ne doit donc divulguer sous aucun
prétexte.

Bonus  Let’s play Jeopardy : Flatland

Indice : C’est un livre, pas une chanson.

EXERCICES
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MATRIX

. Le mot MATH est associé aux numéros 12;0;19;7. Onaalors X; = (102> ,

6 3\ (12 72 2042 x 26 20 .

Yi=0% = (5 3) (0) - (60) - <8+2x26>’ B = (8) au
donne les lettres UL

. (19 3 (6 3\ (19\ _ [135\  [(5+5x26
Puis, Xz = (7) Y2 =QX, = (5 3) (7) - (116) - (12+4 x 26)’
Re = ( 152> qui donne les lettres FM.
Ainsi, MATH est codé en UTFM.
.(a) Ona det(Q)=6x3-5x3=3#0 donc @ estinversible et

3 =3

-1 _1

=150

(b) Ona Y =QX <= Q1QX =Q 'V « 3X =3Q"Y

) 13 =3\ (wn 3x1 3y1 — 3y
<~ 3 =3X = <= =
<$2> 3 (—5 6 ) <y2> (3332 —5y1 + 6y

31 = 3y1 — 3y = 3ri1 — 3r2[26]
3za = —byi+6ys = —5r1+ 6r2[26].
(¢) Ona 3x9=27=1[26] donc 9 est l'inverse de 3 modulo 26. Ainsi,
9x3x1 = 9x(3r1 —3r2)[26]
{ 9%x 3z = 99X (—51“1 + 67‘2) [26].

PN { 2Tz = 27r1 — 27r [26]
27Tres = —457r1 + 54ro [26].

— { lz: = 1rp — 1ro [26]
1z = (T—2x26)r1 + (242 x 26)r2 [26].
1 = 71— 712[26]

A { ©2 = Tri+ 2 [26].

(d) La matrice de déchiffrement est donc Q' = (; _21>

Le mot UIZC est associé aux numéros 20;8;25;2. Onaalors R} = (280> ,
1 -1\ /20 12 1240 x 26
! __ IRl __ — —
Yl_QRl_(? 2)(8)_<156>_(0+6x26>’

et enfin, Xj{ = (102) qui donne les lettres MA.
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Puis - <25) Vi <1 —1) (25) _ (23) _ (23 + 0 x 26)
’ 2 ) 72 702 2 179 2346 x26)’

X5 = (gg) qui donne les lettres XX.

Ainsi, UIZC se déchiffre en MAXX.

On remarque qu’il est nécessaire d’avoir un nombre pair de lettres dans le

message & coder. Si ce n’est pas cas, il suffit de doubler la derniere pour que

celui-ci reste lisible. Par ailleurs, le couple MA se code en UI et réciproque-

ment. En revanche, un X en premiére position se code en Z alors qu’'un X

en seconde position se code en C. Le codage d’une lettre dépend donc de

sa position.

Bonus

Quel est le titre du livre publié en 1884 par Edwin Abbott Abbott dans lequel
les personnages sont des figures géométriques — triangles isoceles, carrés, polygones,
cercles... — qui, dans leur monde plat, en deux dimensions, sont tres hiérarchisées et
ont des coutumes et des croyances bien ancrées et ou 'on crie a I'hérésie lorsqu’un
modeste carré doté d’une conscience découvre la troisieme dimension lors de ’appa-
rition soudaine et invraisemblable d’une sphere, et qui, on ’aura compris, est tout a
la fois critique de la rigidité de la société victorienne et texte fondateur de la science-
fiction et aborde la question troublante de la possibilité d’'une quatriéme dimension

spatiale et qui, bien que n’ayant pas de rapport avec un texte de Jacques Brel, vous
est néanmoins conseillé avec insistance par le rédacteur, d’autant plus qu’il ne coiite
pas méme trois euros 7
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Devoir n° 5

LES QUATERNIONS

Ce devoir est associé au chapitre IV, Matrices.

On pose

10 i 0 0 —1 0 —i
(1) 1= 5) () e ()

Attention a la notation : I# I, =1.
1. Calculer 12, 12, J2, K2? et IJK.

2. En déduire  1J, JK, IK, JI, KJ et KL

3. Compléter alors la table de multiplication suivante.

X 1 I J K
1
I
J
K

Que remarque-t-on ?

4. L’ensemble des quaternions est défini par
H= {Q:a]l+bI+CJ+dK/a, b, ¢, dEIR}.
H est donc I'ensemble des matrices qui peuvent s’écrire comme combinaison
linéaire réelle de 1, I, J et K.

(a)

Ondonne @1 =21-3K, Qo=41-3J4+4K et Q3=3.1+4+2I1-J+4K.
Calculer  Q1+Q2, 2Q3—4Q1, @1Q2, @2Q1, Q203 et Q3Q1.
Justifier que H est stable par addition, par multiplication par un réel et par
produit.

Onpose Q@ =21+3K, Q= —4I+3]J-K et Q3=3.1-2[+J—4K.
Calculer Q10Q1, @302 et Q3Q3. Queremarque-t-on?

Compléter :

Si Q=al+bl+cJ+dK e H, onpose Q=... eH
et QI =/~ € R.

On a toujours  QQ = ... QQ.

Tout quaternion @ ... admet donc un ... , le quaternion

5. Soit F le sous-ensemble de H dans lequel les éléments s’écrivent sous la forme
Z =al+bl (autrement dit, c =d =0).

(a)
(b)
()

Quelle matrice est associée a un tel Z € E7
Soient Z, Z' € E. Caleuler Z+Z', ZZ', Z'Z, Z, ||Z| et ZZ.

Quel est donc ’ensemble E 7

EXERCICES
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L’ensemble H des quaternions généralise I’ensemble des nombres complexes. En
contrepartie, la multiplication de ces nombres n’est plus commutative. Introduits
par le mathématicien irlandais W. R. Hamilton en 1843, ils trouvent aujourd’hui
des applications en mathématiques, en physique, en informatique et en sciences de
I'ingénieur.

Bonus

Puisqu’il est temps d’émettre vos souhaits, je vous conseille de rajouter une ligne
au texto que vous allez envoyer au Pere Noél : Le Théoreme du perroquet de Denis
Guedj. Vous pouvez aussi le trouver en bibliotheque, faire un 50-50 en le partageant
avec votre voisine, ’emprunter & un ami, faire un appel sur les réseaux sociaux ou user
de tout autre moyen caritatif et légal mais vous ne pourrez qu’apprécier ce roman
policier qui retrace avec talent, humour et suspense I’avenement des plus grandes
avancées dans ’histoire des mathématiques.
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LES QUATERNIONS

1 0 0 -1 0 —
O A I (O W G B

2. DK=-1=1JK?= K= —1J1 = K= 1] =K, W
UK=-1=1JK=-1— -JK=-1=JK=1, S
IK=JKK=JK2=-J, JI=JJK)=JK=-K, o=
KI=()J=12=-1, et KI=(-J)I=-JI2=1J. &

3. o

X 3 1 J K
1 1 J K
I I —1 K —J
J J K —1 I
K K J —1 —1

Ce tableau n’est pas symétrique : cette multiplication n’est pas commutative.

4. (a) Ondonne Q1 =21-3K, Q2=4I-3J+K et @Q3=3.1+2I-J+4K.
Ona  Qi+Q=(21—3K)+ (41— 3] +K) = 2.1 + 41 — 3] — 2K,
2Q3 —4Q1 = 2(3.1 + 21— J + 4K) — 4(2.1 — 3K) = —2.1 + 41— 2J + 20K,
Q1Qs = (2.1 —3K)(41—3J+K) = 8.1.1-6.1.J+2.1.K — 12KI+9KJ — 3K?
— 81— 6] + 2K — 12J + 9(~I) — 3(—1) = 3.1 — I — 18] + 2K,
Q2Q1 = (41— 3] +K)(2.1 - 3K) = 8L1 — 12IK — 6J.1 + 9JK + 2K.1 — 3K?
= 81— 12(—J) — 6] + Ol + 2K — 3(—1) = 3.1 + 171 + 6J + 2K,
Q2Q3 = (41 - 3T+ K)(3.1 + 21 — J 4 4K)
= 1211 + 8I% — 41J + 161K — 9J.1 — 6JI + 3J2 — 12JK + 3K.1
+ 2KI — KJ + 4K?
=121+ 8(—1) — 4K + 16(—J) — 9J — 6(—K) — 3(—1) — 121 + 3K
+2J—(-I)+4(-1)
— 9.1 +1— 23] + 5K,
Q3Qs = (3.1 + 21 — J + 4K)(41 — 3] + K)
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Q3Q2 = 12.1.1-9.1.J + 3.1.K + 8I? — 61J + 21K — 4J1 + 3J? — JK
+ 16KI — 12KJ + 4K?
=121-9J+ 3K+ 8(—1) — 6K +2(-J) —4(-K) + 3(-1) — I
+16J — 12(-I) +4(-1)
= —15.1+4+2314+5J+ K. :la multiplication n’est pas commutative.

(b) Les régles de la somme de matrices et du produit d’une matrice par un
réel impliquent que H est stable par addition et par multiplication par un
réel. La table de multiplication précédente implique que H est stable par
produit.

(c) Onpose Q1 =21+4+3K, Qo= —4I+3J-K et Q3=3.1-21+]J—4K.
On a

Q101 = (2.1 — 3K)(2.1 + 3K) = 4.12 + 6.1.K — 6K.1 — 9K?
Q1Q1 = 41 + 6K — 6K — 9(—1) = 13.1 = (22 +32).1,
Q2Qo = (=41 +3J — K)(4I — 3] + K)
= —161% + 121 — 4IK + 12JI — 9J% + 3JK — 4KI + 3KJ — K?
= —16(—1)+12K—4(-J)+12(-K)—9(—1)+31-4J+3(-I)— (—1)
Q2Q2 = 26.1 = ((—4)%) + 33 + (-1)2).1,
Q3Q3 = 3.1+ 21— J +4K)(3.1 — 2T + J — 4K)
=912 -6.1.1+3.1.J —12.1.K + 6L.1 — 412 + 21J — 8IK — 3J.1
+2JI — J? + 4JK + 12K.1 — 8KI + 4KJ — 16K?
=9.1—-61+4+3J— 12K+ 61 —4(—1) + 2K — 8(—J)
—3J+2(-K) — (-1) +4I + 12K — 8] + 4(-I) — 16(—1)
Q3Q3 = 30.1 = (32 + 2% 4 (—1)% + 42).1.

(d) Si Q=al+bl+cJ+dKeH, onpose Q=al—bl—c]—dKeH
et [|Q|l=Va2+b2+c2+d?€R.

On a toujours  QQ = ||Q||*>.1 = QQ. Tout quaternion @ non nul admet
donc un inverse, le quaternion Q7! = WQ

5. Soit F le sous-ensemble de H dans lequel les éléments s’écrivent sous la forme
Z =al+bl (autrement dit, c =d =0).

1 0 i 0 a—+1b 0
(a) On a Z—a]l—|—b1—a<0 1)—|—b<0 —z')_( 0 a—ib)'

(b) Soient Z=al+bl et Z' =dl1+bIecE. Ona
Z+7Z =al+bl4+dl1+bl=(a+a)L+(b+V)Ie€E,
27" = (al +1)(a'L + V'T) = aa’l + ab' LI + a'bIL + bb'I
= (ad —b)1 + (a'b—ab')I € E,
27=27", Z=dal-bl, |Z||=VaZ+02 et ZZ=|Z|>1.
(¢) L’ensemble E est précisément I'ensemble des nombres complexes C.

L’ensemble H des quaternions généralise ’ensemble des nombres complexes. En
contrepartie, la multiplication de ces nombres n’est plus commutative. Introduits
par le mathématicien irlandais W. R. Hamilton en 1843, ils trouvent aujourd’hui
des applications en mathématiques, en physique, en informatique et en sciences de
I'ingénieur.



Devoir n° 6

Hi1 H1 H1!

Ce devoir est associé au chapitre V, Nombres complexes : géométrie.

Exercice 1 VouF

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifer. Le plan com-
plexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O ; , 7)

L. f est application qui a tout nombre complexe z non nul associe le nombre com-

2
plexe 2= f(z)= (|z|> .
On note M le point d’affixe 2z =xz+iy (z #0) et M’ celui d’affixe 2’ = 2’4y’
G _ 2 —y? 2xy .
22 + 42 22+ 12
(ii « 2/ € R » équivaut a « M appartient & I’axe des ordonnées ».
(iii)  f([L+4]®) est un réel.

11 existe un unique point M tel que M et M’ soient confondus.

! et Yy =

)
)
)
(iiii)
I. Méme exercice pour 2’ = f(z) = (%)2

Exercice 2

Soient n un entier naturel et z un nombre complexe de module 1 tels que 22"  soit

différent de —1.

Montrer que

n

Z 7
3, estun nombre réel.
14 z2m

Exercice 3 Déterminer I'ensemble les points M d’affixe z tels que les points A(i),
B(iz) et M soient alignés.

Exercice 4 Les questions suivantes sont indépendantes.
Toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme infructueuse,
sera prise en compte dans l’évaluation.
(i) Trouver une formule (vraie) liant la base du logarithme népérien, les éléments
neutres des opérations usuelles, la quadrature du cercle et 'imaginaire.
(ii) Si les personnages étaient des nombres, lesquels seraient Quasimodo et Esme-
ralda ? Argumenter.
(iii) Qu’égale Icare?
(iiii) L’Eléphant sait-il conjuguer ?

EXERCICES
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Hi1 H1 H1!

Exercice 1 :
2
. z
I. Pour la fonction 2/ = f(z) = <|> .
z
(i) Pour z # 0,

"El + Zy/ — f(Z) = W = TPy T 22442

2
T (tiy)? @y +iRey) _ 2y | - 2wy :
ey + el Vrai.

(ii) Pour 2 #£0, Z€R <= ¢y =0 <= 22y =0 < z=00uy=0
<= M appartient a ’axe des ordonnées ou celui des abscisses donc Faux.
(ifi) 1+i=+2eiT donc (1+1)% =2 % =166 = 16 et
IO +98 = ()’ =1 € R : Vrai.
2
(iiii) Pour 2 # 0, 2/ =z < (%) —r e Do e =% e 2=1

|z
donc Vrai.

z

2
Il. Pour la fonction 2z’ = f(z) = <i> .

(i) Faux. Contre-exemple z = i : facile et beaucoup plus efficace que

2_,2 . 2_,2 .
iz_;’_?y!? + 2122_:?_?:{!2 7& (iz_,'_;jz + ngiZQ)Q.
) 0\ 2 N2 )
(i) Pour z=pe f(z)= L) = (e)” = et et

7 € R 40 =0[n] < 0 = 0[F] : Faux.
Beaucoup mieux que le propos « 2/ € R < ... & 2’ = 1 impossible » car vous
ne montrez pas que z’ peut prendre des valeurs réelles autres que 1.

2
(iii) Idem et f(16) = (%) —12=1: Vrai

(iili) Faux. Pour 2 #0, 2/ =2 <= e =pe!? «— p=1et 40 = 0|27
— p=1let0=0[%]

Exercice 2

z" " _ z" re
1+Z2n 1+Z2n - 1+22n 1_’_22”
n (T .2n on 2n —am  Tm m
(1+227)(1+2°") |1+ 222
24 (22)"2" - 2" — (Z2)" 2 2Pl xz2" =2 —1x2"

= :O
1+ 2202 1+ 222
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n n

donc ———— égale son conjugué et

cR
1+ 22n

1+ 22n

ein? 1 1 1 1

Sinon, —%— = = = = = cR
P TH2Tr T TH(e0)2r | e nB(14eZni®) | g indqenid 5 eni0io—mi® . 2cos(nf) .
2

Exercice 3  A(i), B(iz) et M(z) alignés
Posons z=x+iy. Ona iz=—-y+irx donc z—i=xz+i(y—1)
et dz—i=—y+i(z—1).
Les points A(i), B(iz) et M(z) sont alignés
Y z ? —y .,

<= les vecteurs AM ,_; (y_l et AB;,_; (1_1) sont colinéaires

— ze-1)-(-yly-1)=0

= -r+3+yP—y+5-35=0

[V

= (@3’ + 3=/}
; 11 V2
<= M appartient au cercle de centre (3, 3 ) et de rayon %2,

On peut d’ailleurs vérifier que les points d’affixe 0, 1, 7 et 14 satisfont cette propriété.

Exercice 4
(i) La plus belle d’entre toutes : e™ +1=0.

(ii) D’un premier abord repoussant mais néanmoins astucieux, serviable et bon, le
personnage de Quasimodo ne pourrait étre qu’i? (et non —i). Esmeralda serait
alors —1 pour que leur produit ne fasse plus qu’un.

(iii) Chacun sait bien qu’lcare égale —1.

(iili) Bien siir, méme s’il se trompe et conjugue parfois dans un ordre différent. Par
exemple, il est bien connu qu’en cas de coup de, Ba i pour des Caram.

(iiiii) Le titre de ce devoir est bien la transcription d’un rire complexe.

)
(NN |
=
oc
oc
o
O







Devoir n° 7

MANDELBROT ET JULIA

Ce devoir est associé au chapitre V, Nombres complexes : géométrie.

Exercice
Partie A : Ensemble de Mandelbrot

Dans le plan complexe, on considére un point C d’affixe c. On construit alors la
suite de point M,, dont les affixes z,, sont définies par { =0 - 02

Zn+l = Zp t+cC.

Il est démontré que :

* soit OM,, = |z,| est bornée, et 'on dit alors que le point C appartient a
I’ensemble de Mandelbrot M,

* soit OM,, = |z,| tend vers +oo, et dans ce cas, le point C' & M.
1. Justifier que cette double propriété est généralement fausse.
2. Justifier que O appartient a I’ensemble de Mandelbrot M.
3. Démontrer que le point d’affixe —1 appartient a ’ensemble de Mandelbrot M.
4. Dans cette question, on pose ¢ = 1.
(a) Montrer que les points My et My sont alors confondus.
(b) Montrer que C; € M.
5. Montrer que C_; € M.
6. Démontrer que le point d’affixe 2 n’appartient pas a M.
7. Onpose c=a+ib et z,=x,+ 1y,
Déterminer une expression de 41 et Yn+1-

Cet ensemble M a été découvert par Gaston Julia (1893-1978) et Pierre Fatou (1878-
1929) avant la Premiere Guerre mondiale. Le mathématicien franco-américain Benoit
Mandelbrot (1924-2010) est le premier & en avoir obtenu une visualisation par ordi-
nateur, en 1980. Il est considéré comme le pére des magnifiques objets que sont les
fractales et dont I’ensemble nommé en son honneur est un exemple extraordinaire.
Vous en trouverez de magnifiques explorations sur l'internet.
Partie B : Ensembles de Julia

On définit ’ensemble de Julia rempli 7. d’un nombre complexe ¢ comme ’en-
semble des complexes w tels que la suite (z,) définie par { =0 B w2

Zn+l = Zp t+cC.

soit bornée.
1. En utilisant la partie A, que dire de Jy, J-1, Ji, J—i et Jo 7
2. Plus généralement, quel lien peut-on définir entre 7. et M ?

3. Quel est précisément I’ensemble J 7

EXERCICES
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Un théoréeme fondamental affirme que si ¢ appartient & I’ensemble de Mandelbrot M
alors ’ensemble de Julia rempli correspondant J. est connexe, c.-a-d. en « un seul
morceau ». Lorsque le point ¢ est hors de ’ensemble de Mandelbrot, I’ensemble de
Julia « se brise » en une poussiére de Cantor formée de points non connectés mais
dont tout voisinage contient un autre point de l’ensemble. Les ensembles de Julia
sont aussi fractals. Il est possible de trouver (ou créer) de remarquables applications
pour téléphone ou tablettes vous permettant de voyager dans ces mondes fractals et
observer les différentes composantes de I’ensemble de Mandelbrot correspondants aux
différentes allures des Julias.
Partie C : Tracé

Soit C' un point du plan d’affixe ¢ = a + ib. Il est démontré que s’il existe
ng € IN tel que |z,,| = 2 alors cette suite tend vers linfini, c.-a-d. C¢M.  Ceci
constitue un test sommaire mais relativement rapide d’appartenance a I’ensemble de
Mandelbrot.
Compléter I'algorithme suivant afin d’obtenir une superbe image approchée en noir
sur fond blanc de I’ensemble de Mandelbrot.

1| IterationMax = 50
2| Pour chaque pixel C de coordonnées (a;b)
3 d2 = a¥*2+b**2

4 Xx=a
5] y=b
6| Tant Que (d2 < ...) ... (@< ...)
7| X =
8| y =
9| a2 =
10| n =

11| Fin Tant Que
12| Si (n == IterationMax) Alors

13| Colorier le pixel en
14| Sinon
15| Colorier le pixel en
16|  Fin Si
17| Fin Pour

Bonus Compléter le texte suivant.

Half of what I say is ... But I say it just to reach you, ... , Julia, Julia

calls me So I ... the song of love Julia, Julia, seashell eyes Windy
smile ... So I sing the song of ... Julia Her hair of floating ... is
shimmering Glimmering in the ... Julia, Julia Morning ... touch me So
I sing the ... When I cannot sing my ... I can only ... my
mind Julia ... , sleeping sand, silent cloud ... So I sing a ... Julia

Hmm ... hmm Calls me So I ... for Julia, ... , Julia
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MANDELBROT ET JULIA

Exercice
Partiec A :  Ensemble de Mandelbrot
{ = B 02 Si |zp| est bornée, alors C' € M. Sinon, |z,| —— +oo
Zn+l = Zpt+cC. n—oo
et C'¢ M.

1. La suite (u,) définie par  wugp = 1+ ik?,  uops1 = ﬁ n’est pas bornée
(Juzk| > k* ——— +00) et ne tend pas vers +00 (|ugg+1| < 1). Cette propriété
n—oo

de la suite (z;,) est donc bien exceptionnelle.

2.Sic=0,ona 21=2+0=024+0=0=2 et z,=0VnelN: (z,)
est bornée donc O € M.

3. Pourc = -1, =z :z§+c:02—1:—1, 2222%—1:1—120220,
23:7;%—120—1:7:1: zor =20 =0 et 2op41 =21 =—1
La suite (z,)—1 est bornée donc le point d’affixe —1 appartient a 'ensemble de
Mandelbrot M.

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

4. (a) Pourc=i,ona 2z =z28+i=1i, z2=2'+i=1i—1,
= di=(i—1)2i=i2 -2+ 14i=—i
et z=23+i=(—i)?+i=i—1=2.
Ainsi, les points My et My sont confondus.

(b) Onaalors 25 =z27+i=(i—1)2+i=23 et 25=24: 205=22 et
Zop+1 = 23 ¢ la suite (z,); est bornée donc le point d’affixe ¢ appartient &
I’ensemble de Mandelbrot M.

5. Pourc= —i,ona 23 =28 —i=—i, 20=27—i=—1—41,
3=28—i=(-1—-i)2—i=14+2i+i>—i=1i,

2 i=—1—1i=2,

2

24 = zg —i1=1

25 = 25—i = (—1—1)
la suite (z,,)—; est bornée donc le point d’affixe —i appartient & I’ensemble de
Mandelbrot M.

6. Pour c¢=2, ona 2 =22+c=222 zm=22+c=22+2=6>2°
et 23=z224+c=62+2=238>25
Supposons par récurrence que z, € R et z, > 2™ pour un certain n > 1.
Ona 2n—12n, z,1=22+2€R
et Zpp1 =22 423> (2M)242=22"42=2(22n"1 4 1) > 22" =ontl,
Ainsi, Vn € N*, 2z, > 2" donc z, —— +oo et le point d’affixe 2

n— oo

—i=23 et z2g=2z4: Zop =22 et 2opy1 =23:

n’appartient pas a M.
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7. Onpose c=a+ib et z,=x,~+ Yn.

Ona zp41 = Tpt1 + WYnt1 = 22 + ¢ = (Tp +iyn)? + a +ib

Zna1 = 22 + 2ix0yn + (iyn)? +a +ib = (22 —y2 + a) + i(2z,yn + b)
o = Yo = 0

d’ou1 I'expression Tny1 =22 — Y2 +a
Yn+1 = 2TpYn + b.

Partie B : Ensembles de Julia  J. = {w € C/(2,): 20 = w, zn41 = 22+c est borné}.

1. Onavuque O € M i.e. lasuite {

zo=w=20 ) B
i1 = 22 40 est bornée donc w =0 € Jp.

On a vu que le point d’abscisse —1 appartient & M i.e. la suite { Z’L: ﬁ:;o_ )
est bornée donc w =0 € J_;. !

On a vu que le point d’abscisse ¢ appartient & M i.e. { :J: "; Z%O_H_ est bor-
née donc w =0 € J;.

On a vu que le point d’abscisse —i appartient a M i.e. { zi; ijﬁo_i est
bornée donc w =0 € J_;.

On a vu que le point d’abscisse 2 n’appartient pas a M id.e. la suite

Z():w:() , ) B
{ it = 22 +2 n’est pas bornée donc w =0 ¢ Jo.
zo=w=20

5 est bornée
Zn+1 = 2Zp +C

Plus généralement, Cf(c) € M <= la suite {

<— w=0¢€J..

. 20 = W s . 0 1
Pour ¢ = 0, la suite 9 sécrit 2o =w =w?, 21 =28 = w? =w?,
Zn4+1 = Zp
2 3
== () =t =, = = () = =
4 7 n
24 =25 = (W¥)? =w!® =w? et, par récurrence, 2z, = w? .

Trivialement, si  |w| < 1, alors |z,] —— 0, si J|w| > 1, alors
n—oo
|zn| —— 400 etsi Jw|=1 alors |z,|=1.
n—oo

Ainsi, Jj est le disque fermé de centre O et derayon 1: Jy = {w € €/ |w| < 1}.

Partie C : Tracé Si 3ng € IN tel que |z,,| = 2 alors C ¢ M.
L’algorithme suivant permet d’obtenir une superbe image approchée en noir sur fond
blanc de I’ensemble de Mandelbrot.

1| IterationMax = 50

2| Pour chaque pixel C de coordonnées (a;b)

d2 = a*x*x2+b*x*x2

X =a

y=Db

Tant Que (d2 < 4) et (n < IterationMax)
X = x**2-y**2+a
y = 2xy+b
d2 = x**2 + y*xx*x2
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10| n = n+l

11| Fin Tant Que

12| Si (n == IterationMax) Alors
13| Colorier le pixel en noir
14| Sinon

15| Colorier le pixel en blanc
16|  Fin Si

17| Fin Pour

Bonus

Blanc, sorti en 1968.

Half of what I say is meaningless
But I say it just to reach you, Julia
Julia, Julia

Oceanchild calls me

So I sing the song of love

Julia

Julia, seashell eyes

Windy smile calls me

So I sing the song of love

Julia

Her hair of floating sky is shimmering
Glimmering in the Sun

Julia, Julia

Morning moon touch me

Vous aurez reconnu I'inoubliable Julia des Beatles, sur le magistral Double

So I sing the song of love
Julia

When I cannot sing my heart
I can only speak my mind
Julia

Julia, sleeping sand, silent cloud
Touch me

So I sing a song of love

Julia

Hmm hmm hmm

Calls me

So I sing the song of love for

Julia, Julia, Julia

)
Lid
O
oc
o
o
O







Devoir n° 8

LE PLEIN DE BEZOUT

Ce devoir est associé au chapitre VI, PGCD et applications.

Soit a et b deux entiers naturels.
Existe-t-il deux entiers consécutifs tels que le premier soit divisible par a et le second
par b?

Déterminer maintenant trois entiers consécutifs tels que le premier est divisible
par 13, le deuxieme par 17 et le troisiéme par 23.

Bonus

Au cours des prochaines vacances, vous allez certainement avoir besoin de vous dé-
tendre. Alors je vous conseille la lecture de la trilogie d’Hortense de Jacques Roubaud,
en commengant par La belle Hortense. Bien que mathématicien, Jacques Roubaud
est un individu trés amusant. Membre de 1’Oulipo et donc adepte de Iécriture avec
contraintes, il nous donne a lire un roman plein de trouvailles, intelligemment écrit
et tres divertissant.

EXERCICES
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LE PLEIN DE BEZOUT

Soient a, b € IN et supposons qu’il existe n € Z tel que a|n et b|n+ 1.
Il existe alors p et ¢ € Z tels que n = pa e n+1 = ¢gb donc
gb —pa = n+1—n = 1. Le théoreme de Bézout dit qu’alors a et b sont
premiers entre eux.
Réciproquement, si PGCD (a, b) = 1, il existe, d’apres Bézout, p et ¢ € Z tels que
gb—pa=1 etenposant mn=pa, ona n+1=pa+1=¢qb etl'on a bien
aln et bln+1.
Ainsi, il existe deux entiers consécutifs tels que le premier soit divisible par a et le
second par b si , et seulement si, a et b sont premiers entre eux.

13, 17 et 23 sont premiers entre eux donc le probleme semble résoluble et 1’on
cherche des entiers relatifs p, g et r tels que si  13p=n, alors n+1=17¢ et
n—+2=23r.
Onaalors 17— 13p=n+1—1=1 (Bézout nous avait prévenu) et puisque
-3 x 1744 x 13 = 1 (en remontant l'algorithme d’Euclide de 17 et 13),
(p,q)=(—4,-3) est une solution particuliere de (FE1): 17¢ — 13p = 1.
D’apres le théoreme de Gauss, apres soustraction des équations, on obtient les
solutions de (E7) :

Sy ={(1Tk— 4,13k = 3) [k € Z}.
- De méme,ona 23r—17¢=(n+2)—(n+1)=1 (Bézout nous avait prévenu)
et puisque 3 x23—4x 17 =1 (en remontant 'algorithme d’Euclide de 23 et
17), (g,r)=1(3,4) est une solution particuliere de ~ (FEs): 23r — 17¢ = 1.
D’apres le théoreme de Gauss, apres soustraction des équations, on obtient les
solutions de de (E3) :
A ey ={(23K +4,17Tk' + 3) /K € Z}.

- On cherche donc k et k' € Z tels que ¢ = ¢ c.-a-d. 13k —3=23k' +4

<= (F3): 13k—23k' =7 quiadmet des solutions car PGCD (13,23) =117
(merci Bézout). Puisque 4 x23—7x13 =1 (en remontant 'algorithme d'Eu-
clide de 23 et 13), (k, k") = (=7,—4) est une solution particuliére de
(E5): 18k — 23K =1 et (k,k")=(-49, —28) est une solution particuliére
de (B3): 13k —23k' = 7.
-Onaalors ¢=13(—49) —3=23(—28)+4 = —640
donc n+1=17(—640) = —10880, n = —10881 = 13(—837) et
n+2=-10879 = 23(—473) sont des solutions du probléme.



Devoir n°9

LES (EUFS DE NASR EDDIN HODJA

Ce devoir est associé au chapitre VI, PGCD et applications.

Nasr Eddin Hodja s’en allait au marché sur son ane vendre les ceufs de ses poules
lorsqu’il rencontra une jeune fille. 11 lui fit une proposition qu’elle refusa catégori-
quement et, de rage, en cassa tous ses ceufs. Celui-ci, fort courroucé, porta 'affaire
devant le cadi. Le juge demanda naturellement a Nasr Eddin combien d’ceufs avaient
été brisés. Nasr Eddin Hodja prétendit ne pas les avoir comptés mais qu’en essayant
de les ranger par 2, il en restait un, en les rangeant par 3, il en restait encore un, tout
comme par 4, 5 et 6 alors qu’en les rangeant par 7, il n’en restait plus.

1. Traduire cet énoncé par un systéme de congruence.

2. En déduire que le nombre d’ceufs n vériie n=1[60] et n=0][7].
3. Déterminer I’ensemble des entiers a et b tels que  7a = 60b+ 1.
4

. En déduire le plus petit nombre d’ceufs possibles que possédait Nasr Eddin
Hodja.

Cependant, la jeune fille exposa la teneur de la proposition que Naser Eddin lui avait
faite et le cadi condamna Nasr Eddin, sur le champ et a ses frais, a gober autant
d’ceufs que ce dont la plainte faisait l'objet.

EXERCICES
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LES (EUFS DE NASR EDDIN HODJA

1. Soit n le nombre d’oeufs. Ce probléme se traduit par le systéme d’équations de
congruence suivant :
n=1[2], n=1[3], n=1[4], n=1[5, n=1[6], n=0][7.

2. On en déduit que n — 1 est divisible par 2, 3, 4, 5 et 6. En particulier, n — 1
est divisible par 3, 4 et 5, qui sont premiers entre eux, donc aussi, d’apres le
corollaire du théoréme de Gauss, par leur produit. D'ot n=1[60]. Etl'on
a toujours n = 0[7].

3. Cherchons tout d’abord une solution particuliere de 1’équation 7a = 60b + 1,
équivalente a 7a—60b = 1. L’algorithme d’Euclide pour les entiers 60 et 7 donne
60 =7x844, 7=4x1+3, 4=3x1+1. Puis, onremonte cet algorithme :
1=4-3=4—-(T-4)=4x2-7T=(60—-7Tx8) x2—-7T=60x2-7x17.
Le couple (—17; —2) est donc solution de cette équation.

Soit (a;b) une autre solution de cette équation. Alorsona  7a —60b = —17 x
7+2x60, donc 7(a+17)=60(b+2). Or 7 et 60 sont premiers entre
eux donc, d’apres le théoreme de Gauss, 7 divise b + 2.

Soit ¢ l'entier tel que b+2 =7T¢c. Onaalors 7(a+17) =60 x 7¢c et
donc a = 60c —17. On en déduit que ’ensemble des solutions est inclus
dans . = {(600— 17/70— 2) jc € Z}.

Réciproquement, on vérifie que tout élément de . est solution.

4. Puisque n=0[7], ilexistea € Ztelque n =7a. Deméme, n =1[60],
donc il existe b € Z tel que n =60b+1. De tels entiers a et b vérifient donc
n="Ta=60b+1. D’apres la question précédente, il existe un entier ¢ € Z tel
que a = 60c— 17. La premiere valeur positive de a étant 43, le plus petit
nombre d’oeufs possible de Nasr Eddin Hodja est n =7 x 43 = 301.



Devoir n° 10

INDICATRICE CHINOISE

Ce devoir est associé au chapitre VI, PGCD et applications.

Partie A : Théoréme des restes chinois
Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux.

On souhaite résoudre le systéeme  (5): {

1.

2.

v f a[m] ou a et b sont deux entiers.
x =bn]
um =1 [n]

Démontrer qu’il existe des entiers u et v tels que _
nv =1[m].

Montrer que  xo = bum + van  est solution de (S).

3. Soit x une solution de (S). Que dire de x — z¢?  Justifier alors que mn

divise x — xg.

. En déduire les solutions du systéme (.5).

5. Justifier que le systéme (.5) admet une unique solution modulo mn puis énoncer

7.

le théoréme des restes chinois ainsi démontré.

. Résoudre le systeme  (S7): { iigﬁ]l]
Que dire du systéme  (S2): { i i 2 % ?

Partie B : Indicatrice d’Euler

L’indicatrice d’Euler ¢(p) d’un entier naturel non nul p est le nombre d’entiers natu-
rels non nuls inférieurs ou égaux a p et premiers avec p.

Onmnote &, ={k/ke[l;p] et kAp=1}

et

1.
2.

3.

I, ={k / k€ [1;p] etk est inversible modulo p}.

Quel est le lien entre p(p), &, et Z,,?

(a) Déterminer ¢(9) et vérifier que les entiers comptabilisés sont tous inversibles
modulo 9.

(b) Méme consigne pour p = 10.
(a) Rappeler quels sont les entiers inversibles modulo pg pour p, ¢ € IN*.

(b) Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux.
En utilisant le théoreme des restes chinois, montrer que 1’on peut établir
une correspondance, une bijection, entre les ensembles Z,,, X Z,, et Z,,,.

(¢) Que dire alors de ¢(mn) lorsque m et n sont deux entiers naturels premiers
entre eux ?

EXERCICES
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INDICATRICE CHINOISE

Partie A : Théoreme des restes chinois
Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux et (5): { z i Z[[;’i‘]
a et b sont deux entiers.
1. Puisque m et n sont premiers entre eux, le théoreme de Bézout permet d’affirmer
qu’il existe deux entiers u et v tels que um + nv = 1.
Ainsi, wum=1—-ovn=1[n] e no=1—um=1[m].
2. Soit  xg = bum + van.
Ona z9=a(vn)+ (buym=ax (vn)[m] =a x 1[m] = a[m]
]

et xo=0b(um)+ (av)n =b x (um)[n] =bx 1[n] =b[n].
3. Si z et 2o sont solutions de  (§): { * i Z[[Z]T]

z—1x0=a—alm]=0[m]|
alors { z—z0=b—bln]=0[n]

Puisque m et n sont premiers entre eux, la propriété 10 p.140 du cours permet

donc mdivisexz—xg et n divise z—xg.

d’affirmer que mn divise z — zg.

4. Ainsi, il existe k € Z tel que x — x9 = kmn
et x=1x9+ kmn=>bum+ van + kmn.
Réciproquement, un tel x = bum + van + kmn  vérifie
x =a(vn) + (bu + kn)m = a x (vn) [m| = a x 1[m] = a|m]
et x=>b(um)+ (va+km)n=>bx (um)n]=bx1[n]=0>b[n] donc x est
solution de (5).
Les solutions de (S) sont donc les nombres de la forme  bum + van + kmn
oukeZetum+nv=1.

5. Soient x et 2’ deux solution de (S). On sait qu'il existe alors deux entiers k et
k' telsque xz—xz9=kmn et z'—xz5=kKmn.
Ainsi, z—2' =k —k)mn=0[mn] et 2 =x[mn]: les solutions de
(S) sont bien uniques modulo mn.
On a donc démontré le théoréme des restes chinois suivants :
Si m et n sont deux entiers naturels premiers entre eux, alors, pour tous entiers
x = a[m]
x =bln]
solutions sont uniques modulo mn.

a et b, le systeme { admet toujours des solutions. De plus, ces

z=3[§]
z=5[11].
Puisque mAn =8A11 =1, (S1) admet une unique solution modulo
mn =8 x 11 = 88.

6. Pour a =3, b="5, m =8 et n =11, le systéme (S7) s’écrit {
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Cherchons zp c-a-d. w et v.Ona 11 =8x1+4+3, 8=3x2+4+2 et
3=2x1+1

donc 1=3-2=3—-(8-3%x2)=3x3—-8=3(11-8)—8=—-4x8+3x11:
u=-—4, ov=23.

Dot 29 = bum +wvan = 5 x (—4) x 8+ 3 x 3 x 11 = —61 et l'on a
g = =61 =3-8x8 =38 e x = -61=5-6x11=5[11]:
xo = —61  est bien une solution de (5.

Les solutions de (S1) sont donc les entiers congrus & —61 modulo 88 :
S = {88k — 61 / keZ}.
=39
= 5[6].
Puisque mAn=9A6=3#1, (S2) n’admet pas de solution. En effet, si
x=3+4+9k=5+6k, alors 5=3+9k—06k =3(1+3k—2k') et 3 divise
5, ce qui est absurde. Y% = @.
Partie B : Indicatrice d’Euler
&={k/ke[l;p] esknp=1}, I,={k /k €[1;p] et k inversible modulo p}.
1. Par définition de l'indicatrice d’Euler ¢, on a, pour p € IN*,  ¢(p) = Card(é&),).
D’apres la propriété 8 du cours, on sait que k € Z est inversible modulo p € IN*
si, et seulement si, k et p sont premiers entre eux donc &, = 7.
On a donc aussi  ¢(p) = Card(Z,).
2. (a) Ona & ={1;2;4;5;7;8} donc ¢(9)= Card(&) =6.
Par ailleurs, 2x5[9]=4x7[9]=8x8[9]=1[9] et ni3ni6 nesont
inversibles modulo 9 : les entiers de &y sont bien les inversibles modulo 9.
(b) On a & = {1;3;7;9} donc ¢(10) = Card(é1) = 4. Par
ailleurs, 3x7[10]=9x%x9[10]=1[10] et 2,4, 5,6, 8 ne sont inversibles
pas modulo 10 : les entiers de &19 sont bien les inversibles modulo 10.

7. Poura=3,b=5 m=9etn=06, lesysteme (S2) s’écrit

V4

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

3. (a) D’apres la propriété 13 du cours, les entiers inversibles modulo pg sont
exactement ceux inversibles modulo p et modulo q.
(b) Soit c€ [0;mn—1].
Par définition, ¢ est inversible modulo m <= 3Ja € Z,,, tel que ¢ = a[m]
et ¢ est inversible modulo n <= 3b €7, tel que c¢=b|n].
D’aprés 3a, c€ Ly, < 3(a,b) €L, x I, tel que { Zz Z[[Z]l]
11 est clair que pour chaque ¢, il existe un unique a tel que ¢ = a[m] :
a =c[m]. De méme pour I'unicité de b.
Par ailleurs, d’apres le théoréme des restes chinois, pour chaque (a, b), il
existe un unique entier modulo mn vérifiant ce systéme et donc un unique
ce[0;mn—1].
A chaque entier ¢ de Z,,, correspond donc un unique couple (a,b) de
T X I, et réciproquement. On dit que les ensembles Z,,,, et Z,, X Z,, sont
équipotents : ils sont en bijection, en correspondance, I'un avec 'autre.

(¢) p(mn) = Card(Z,,) = Card(Z,, x Z,,) = Card(Z,,,) Card(Z,,) = p(m)p(n).






Devoir n°11

DES FOURMIS ET DES HOMMES

Ce devoir est associé au chapitre VII, Graphes.

Exercice 1 Alpinisme myrmicéen

Deux témeéraires fourmis se promenent sur les arétes effilées d'un octaedre régulier.
Chaque fois qu’elles atteignent un sommet, elles admirent le paysage, comme il se
doit, puis enchainent par une des arétes adjacentes, au hasard de leurs envies et des
conditions climatiques. Quelle est la probabilité que notre aventureuse cordée soit
revenue au sommet de départ apres un épique trajet long de huit arétes?

Exercice 2 Feux interdits

Ton professeur de mathématiques te lance un défi : le battre au jeu des allumettes
dont la regle est la suivante.

On dispose des tas de trois allumettes. A tour de role, les joueurs retirent au choix
une ou deux allumettes de 'un des tas. Celui qui retire la derniére allumette a perdu.
Etant manifestement le plus jeune, ton professeur te laisse commencer.

1. Que dois-tu jouer pour étre certain de gagner si vous disposez d’un seul tas de
trois allumettes ?

2. Que dois-tu jouer pour étre certain de gagner si vous disposez de deux tas de
trois allumettes ?

3. Que dois-tu jouer pour étre certain de gagner si vous disposez de trois tas de
trois allumettes ?

4. Que dois-tu jouer pour étre certain de gagner si vous disposez de n > 1 tas de
trois allumettes ?

Bonus
Voyagez donc avec Le Mont Analogue, brillant roman inachevé d’aventures alpines,
non euclidiennes et symboliquement authentiques de René Daumal.

EXERCICES
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DES FOURMIS ET DES HOMMES

Exercice 1 Alpinisme myrmicéen
L’octaedre régulier peut étre modélisé par le graphe suivant :

01 1110
101 0 11
La matrice de ce graphe est alors M = % (1) (1) (1) (1) %
11 0 1 01
01 1110

11008 10880 10880 10880 10880 11008
10880 11008 10880 11008 10880 10880
.t M = 10880 10880 11008 10880 11008 10880
et tona — | 10880 11008 10880 11008 10880 10880
10880 10880 11008 10880 11008 10880
11008 10880 10880 10880 10880 11008

D’apres les éléments diagonaux de M?, il y a 11008 chaines de longueur 8 partant
d’un des sommets et revenant sur lui-méme.

En sommant les termes d’une ligne (ou d’une colonne) quelconque, on obtient un
total de 4 x 10880 + 2 x 11008 = 65 536 chaines de longueur 8 partant d’'un sommet
quelconque de 'octaedre.

Il y a donc une probabilité de ééggg = 24736 pour que notre cordée de téméraires fourmis
revienne au sommet de départ apres son ascension de huit arétes.

On peut remarquer que cette probabilité est 1égérement supérieure a %.
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Exercice 2 Feux interdits

1. Si vous disposez d’un seul tas de trois allumettes, il te suffit de retirer 2 allu-
mettes pour que ton professeur soit obligé de retirer la derniere.

2. Si vous disposez de deux tas de trois allumettes, tu peux dresser le graphe des
différentes combinaisons.

33 — =~ 23 1,3 0,3

’?ﬁ\Z’
2 0,2
30 — 2%6\ 0,0

7 \ 7 /

Apres analyse de ce graphe, tu remarques que si tu arrives te déplacer sur les

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

positions entourées, tu es certain de gagner car quoi qu’il joue alors, tu pourras
rejoindre la position 1,0 ou 0,1. Tu vas donc astucieusement retirer 2 allumettes
lors de ton premier coup!

3. Si vous disposez de trois tas de trois allumettes, tu peux imaginer le graphe
précédent surmonté de trois niveaux similaires pour les quatre états distincts
du nouveau tas. Tu remarques qu’en retirant encore deux allumettes, tu pourras,

au coup d’apres, rejoindre une position gagnante connue. En effet, il peut jouer
ton 133 en 033 (qui est comme le 33 précédent : tu sais quoi faire) ou en 113
(et tu le ramenes & alors 013) ou en 123 (et tu peux aussi revenir & 103).

4. Si vous disposez de n > 1 tas de trois allumettes, tu retires deux allumettes et
tu le ramenes a la situation précédente avec plus de 3 : il te suffit de garder le
cap et de revenir a 3...3 ou 13...3 & chacun de tes coups. Tu es donc certain de
terrasser ton professeur.






Devoir n° 12

NAPOLEON VAN AUBEL

Ce devoir est associé au chapitre VIII, Nombres complexes : compléments.

Exercice 1 Théoreme de Van Aubel

Soient A, B, C et D quatre points quelconques distincts du plan complexe.
On construit, & 'extérieur du quadrilatéere ABC'D et en tournant autour, quatre
carrés portés par les cotés de ABCD, carrés de centres P, @, R et S comme sur la
figure suivantes.
Démontrer que PR=QS et (PR)L(QS).
Indications : on pourra déterminer ’affixe de P en fonction de celles de A et B puis
calculer i.253.

Exercice 2 Théoréme de Napoléon

Soient F', G et H trois points quelconques distincts du plan complexe.
On construit, a Pextérieur du triangle FGH, trois triangles équilatéraux portés par
les cotés de FGH, triangles de centres L, M et N comme sur la figure suivante.
Démontrer que le triangle LM N est équilatéral.

EXERCICES
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NAPOLEON VAN AUBEL

Exercice 1 Théoréeme de Van Aubel
On nomme a, b, ¢, d, p, q, 7 et s les affixes des points éponymes.
Puisque PA=PB et (PA)L(PB),
on a Z_TZ =1le's =i &= b—p=ila—p) < (i—1)p=ria—b.
De méme, (i—1)g=ib—¢c, (i—1)r=ic—d et (i—1)s=1id—a.
Ainsi, (i—1)(¢—s)=(ib—c¢c)—(id—a)=1i(b—d) — (c—a)
et (i—1)(r—p)xi=((ic—d)—(ia—b))xi=1i%(c—a)—i(d—b) =i(b—d)—(c—a)

= (i —1)(g—s).
D’on, 3:;} =i=1e"2 c.-a-d. 253 = 25

et 'on a bien (SQ)L(PR) et SQ = PR.
On peut remarquer que si le quadrilatére ABCD est direct, il suffit de changer 3

en —3 c.-a-d. ¢ en —i dans les premicres identités et 'on obtient le méme résultat.

De méme si le quadrilatere est croisé mais il faut bien faire attention & construire les

>!

carrés du bon cotés.

Exercice 2 Théoréme de Napoléon

On nomme f, g, h, £, m et n les affixes des points éponymes et 1'on définit
. 227
j=es

Ona ¢35 =541 e j2=—-j-1.
Par construction, G est 'image de F' par la rotation de centre N et d’ angle L donc
g—n=1¢5(f—n)=j(f—n) & (j—ln=jf—g
De méme, (j—1)¢=jg—h et (j—1)m=jh—f.
Ainsi, (j—D(—n)=(g—h)—=(Gf—g)=ilg—f)—(
et (j—1)(m—n)xes =((Gh—f)=0Gf-9)x(G+1)
=U+Dih=f) =G+ —g)
=72(h=f)+jh=f)=i(f—9) = (f —9)
=(=j-Oh=f)+jlh—=f-f+9)—(f—9)
=j(=h+f+h=2f+g)—(h—f+[f—-g)

h—g)

=jlg—f)—(h—y)
o =G-n(e-n).
Do, % =e's  c-ad oz = €S2y et Loest Iimage de M par la
rotation de centre N et d’angle 5 :  le triangle LM N est bien équilatéral.

27

On peut remarquer que si le triangle FGH est direct, il suffit de changer < et
3 c.-a-d. j en j et I'on obtient le méme résultat. De méme, on peut constrmre les
triangles a l'intérieur sans changer le résultat.



Devoir n° 13

GENERATION U,

Ce devoir est associé au chapitre VIII, Nombres complexes : compléments.

Exercice

1. Soit n > 2 un entier naturel.

Soit w une racine n-iéme de 'unité.
Démontrer que pour tout k& € IN, w” est une racine n-iéme de 1'unité.

Montrer que, plus généralement, U,, est stable par produit et par passage
a l'inverse.
Soit la racine troisiéme de I'unité w = j2 = e
Déterminer w* pour k € [0;2]. Que remarque-t-on ?
On dit que les puissances de j2 générent Us.
Soit la racine cinquieme de I'unité w = et’s .
Déterminer w* pour k € [0;4]. Que remarque-t-on ?
- 27

s

Faire de méme avec la racine cinquieme de I'unité w’ = e~ .
Que dire dans Uy 7 Et dans Ug ?

Soit n > 2 un entier naturel. On pose wi = €' . Justifier que les puissances

de wy génerent U,.

- 2k
= 67’ n o,

k

Pour tout k € IN, on pose  wy = (w1)
Montrer que wg =wp < k=k'[n].

On suppose que k et n sont premiers entre eux : kAn=1.
Montrer que, pour tous entiers p, g tels que 0 < ¢g<p<n—1,
wp =wj <= p=gq.
En déduire que, si k An =1, les puissances de wy, géneérent U,.
Réciproquement, on suppose que kAn=d>2. Calculer (wg)d.

En déduire que les puissances de wy ne génerent pas U,,.

5. Conclure.

Bonus

Je me dois de vous conseiller L’Anomalie d’'Hervé Le Tellier, prix Goncours 2020.
Président de I’Oulipo, d’une formation mathématique, il signe ici un roman de ro-
mans jubilatoire inspiré par une science-fiction postmoderne, tendance cyberpunk. Le

Tellier lui-méme décrit son roman comme un « scoubidou » et pose, in fine, plusieurs
questions sur la réalité du monde et la fiction. A lire et & relire.

EXERCICES
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GENERATION U,

Exercice

L. (a)
(b)

2. (a)

(b)

Soit n > 2,k € Net w e U,. On a (wk)" = (w")* = 1¥ = 1 donc w* € U,,.

Soit w,w' € U,. Ona (Im=1L =1=1 donc 1leU,
et (W) "=w*(w)"=1x1=1 donc ww €TU,.
U,, est donc stable par produit et par passage a 'inverse.
Ona w=j2=¢"% donc w’®=1 w' =w=;2 et

et 'on remarque que
les puissances de j2 génerent Us.

W= ()P =jt=tg=1j=j
{W' [ kel0;2]} ={1;5;4%} = Us :

Ona w=¢e% donc w° =1, wt= - w = s, w= ()2 =¢'s,
w3 = (efF) = et"3 =T et wi= () =€t =€l

On remarque que  {w* / k€ [0;4]} = {ei*s" [ ke[0;4]} =Us: les
puissances de w génerent Us.

Ona o = e % donc (W) =1, (W) =w=e"5 =¢iF,
(w/)Q = (e~ ?")2 e ez%’" (' 3 _ (e—i%‘)i’) — 1% — i et
(w/)4 _ (6_227")4 — e—i%’* — ei%"

2km

5

On remarque que ¥/ ke[0;4]} = {e
les puissances de w generent Us.

[/ ke[0;4]} =Us :

i 6T
o —

Dans Uy = {1;4;—1;—i}, si e et e'1 =¢ =—q
générent bien Uy, il n’en est pas de méme pour T =™ = —1
[ ke[0:3]) = {Li-1} £ Us.
Dans 1U6 = {1;¢e'5;¢! 16 e l%w}, si efs et el gé-
nerent bien Ug, il n’en est pas de meme pour les autres. En effet,
(% [ ke [0;5]) = {5 ;e e 5 e85 61557}
:{l,el%;ei%;—l;ei%,e%}:1U67
/ke [0;5]} = {5 ;i ; e ; 115" 675" %57}
z{l,elf;ei%;l;ei%,ei% # Us.
Pour n > 2 et w; = e , on a trivialement
{wh /ke[[o,n_l]]}—{el%% /ke[0;n—1]} =T,
ok i2k7"
Soient k, k' € N. On a  wp = wy <= ein =el'n" o =1
e n
e T — o0 ey 2RI (9] e EK — [
= k-kK=0n] = k:k’[ ].
Soient k, p, g€ Ntelsque kAn=1 e 0<g<p<n—1.

2k )

2km
Ona wl=w] & ()P = (") & ei'n P70 =¢i0
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(d)

—@)k
wh =wl = %(p—q) =027 < an) =0/[1]
= (P—qk=0[n] < n|lp-qk
Gauss 0<p—gqsn—1
= nlp—q & p—q=0 <= p=gq
Ainsi, les puissances entre 0 et n — 1 de wy sont toutes distinctes. D’ou,
{(wr)? / p € [0;n—1]} est inclus dans U, et de méme cardinal n
(nombre d’éléments). C’est donc exactement U, : les puissances de wy, gé-

nerent bien U,,.

Si kAn=d>2, ilexistepetqeIN*telsque n=dp, k=dq.
Ona Z=pecfl;n—-1]
)

j2km dp - 2dgqm

n )d :el dp 'p:ei'Qﬂ-q:eiO:l.

Ainsi,  (wi)PT = (Wi)Pwr = (Wi)Y, (wr)PF2 = (wWr)P.(wi)? = (wWr)?,...
(wWr)P*P = (wp)P-(wr)? = 1.

Dot, {(we)’ /€€ [05n—1]} = {(wr)® / € € [0;p—1]} est de
cardinal inférieur ou égal a p donc strictement inférieur a n : il existe donc
une racine n-iéme de P'unité (wy) dont les puissances ne générent pas U,.

iZIc

. 2ET N . .
5. Les puissances de wy = e'» génerent U, si, et seulement si, k et n sont
premiers entre eux.

v
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=
o
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Devoir n° 14

CHIFFREMENT RSA

Ce devoir est associé au chapitre IX, Nombres Premiers.

Le but de ce probléme est d’étudier une méthode de cryptage a clé publique d’une

information numérique, méthode appelée systéme RSA en 'honneur des mathéma-
ticiens Ronald Rivest, Adi Shamir et Leonard Adleman qui ont inventé cet outil de
cryptage en 1977 et ’ont publié en 1978.
La partie A introduit la méthode sur des exemples : les questions 1 et 2 sont des ques-
tions préparatoires, la question 3 aborde le cryptage et la question 4, le décryptage.
La partie B la justifie.
Partie A :

1. Cette question envisage de calculer le reste dans la division euclidienne par 55

de certaines puissances de l’entier 8.

(a) Vérifier que 87 =2[55]. En déduire le reste dans la division euclidienne
par 55 du nombre 82

(b) Vérifier que 82 =9[55] puis déduire de la question (a) le reste dans la
division euclidienne par 55 de 823.

. Dans cette question, on considére 'équation  (F): 23z — 40y =1, dont les

solutions sont des couples (x ; y) d’entiers relatifs.

(a) Justifier que I’équation (E) admet au moins un couple solution.

(b) Donner un couple, solution particuliere de I’équation (E).

(c¢) Déterminer tous les couples d’entiers relatifs solutions de I’équation (F).
)

(d) En déduire qu’il existe un unique entier d vérifiant les conditions
0<d<40 et 23d=1[40].

. Cryptage dans le systeme RSA

Alice choisit deux nombres premiers distincts p et ¢, puis calcule N =pq et
n=(p—1)(¢—1). Elle choisit également un entier naturel ¢ premier avec n.
Alice publie le couple (N ; ¢), qui est une clé publique permettant & quiconque
de lui envoyer un nombre crypté. Les messages sont numérisés et transformés
en une suite d’entiers compris entre 0 et N — 1. Pour crypter un entier a de
cette suite, on procede ainsi : on calcule le reste b dans la division euclidienne
par N du nombre a° et le nombre crypté est I’entier b.

Dans la pratique, cette méthode est siire si Alice choisit des nombres premiers p
et g tres grands, s’écrivant avec plusieurs dizaines de chiffres. On va 'envisager
ici avec des nombres plus simples : p =5 et ¢ = 11.  Alice choisit
également ¢ = 23.

EXERCICES
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(a) Calculer les nombres N et n, puis justifier que la valeur de ¢ vérifie la
condition voulue.

(b) Bob souhaite envoyer & Alice le nombre a = 8. Déterminer la valeur du
nombre crypté b.
4. Décryptage dans le systéeme RSA

Alice calcule dans un premier temps ['unique entier naturel d vérifiant les condi-
tions 0<d<n et cd=1[n]. Elle garde secret ce nombre d qui lui
permet, a elle seule, de décrypter les nombres qui lui ont été envoyés cryptés
avec sa clé publique. Pour décrypter un nombre crypté b, Alice calcule le reste
a dans la division euclidienne par N du nombre b?, et le nombre en clair — c’est-
a-dire le nombre avant cryptage — est le nombre a. On admet pour l'instant
I’existence et I'unicité de l'entier d et le fait que le décryptage fonctionne. Les
nombres choisis par Alice sont encore p=5, ¢g=11 et ¢=23.

(a) Quelle est la valeur de d?

(b) En appliquant la régle de décryptage, retrouver le nombre en clair lorsque
le nombre crypté est b = 17.
Partie B :
p et ¢ sont deux nombres premiers distincts, N =pg, n=(p—-1)(¢g—1) et
c < n est premier avec n.
La clef publique est ( N, ¢). Le principe est donc le suivant : pour transmettre ’entier
a, on envoie b tel que a® = b[N]. Pour déchiffrer b, on calcule a tel que b? = a[N],
ou d est la clef privée.
1. Petit théoreme de Fermat
(a) Soit a un entier naturel premier avec p et g.
Montrer que a®~ D@D =1[p] et aP~DE"1D =1][q].
(b) En déduire que  aP~De=D = 1[N].
(¢) Démontrer que pour tout entier naturel a,
si k=1[n], alors d* =a[N].
2. Détermination de d
(a) Justifier que ’équation (E): cx —ny =1 admet des solutions entiéres.
(b) Soit (g, yo) une solution particuliere de (E).
Montrer que le couple d’entiers (2, y) est solution de (E) si, et seulement
si, z=zo+knety=yo+kc oukecZ.
(¢) En déduire qu'il existe un unique entier naturel d < n tel que dc =1[n].

3. Conclusion
Montrer que, quels que soient les entiers naturels a et b, on a
b=a’[N] = b? =a|N].
La sécurité de cette méthode tient pour ’essentiel dans la difficulté de trouver n et
donc d lorsque l'on connait N. En effet, il n’existe pas encore de méthode vraiment
efficace pour déterminer la factorisation N = pq lorsque p et ¢ sont trés grands.
Heureusement car la plupart de nos échanges et transactions sont cryptés au moyen
du systeme RSA, mais que se passera-t-il lorsque cela sera possible ?
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CHIFFREMENT RSA

Partie A :
1. (a) -8 =512=9x554+17 donc 83 =17[55].

.85 = (8%)% = 172[55], 172 = 289 = 5 x 55 + 14 = 14[55] donc

86 = 14 [55].
- 87 =8x8=14x8[55]. Puisque 14x8=112=2x55+2 = 2[55],
87 = 2[55].

Ainsi, 82 = (87)"=23[55] domc 82 =8[55].
(b) 82 =64 =1x55+9=9[55], 823 =82 x82=8x9[55]
et 8x9=72=1x55+17=17[55] donc 823 =1755].
Or 0<17<55 donc 17 est le reste de la division de 823 par 55.
2. (a) 23 est un nombre premier et 40 n’est pas un multiple de 23 donc les nombres

23 et 40 sont premiers entre eux et, d’apres le théoreme de Bézout, I’équa-
tion (E):23x—40y =1 admet au moins un couple solution.

V4

(b) On détermine une solution particuliere de 1’équation (E) par divisions
euclidiennes successives :
40=1x23+17 23x (—1)+40x 1 =17
23=1x174+6 23x1+17x(-1)=6
23 x 1+ (23 % (1) +40x 1) x (1) =6
23x2+40x(-1)=6
17=2x64+5 17x1+6x(-2)=5
(23 x (-1)4+40x 1) x14+(23x2+40x (1)) x (-2) =5
23 x (=5)+40x3=5
6=56x1+1 6x1+5x(-1)=1
(23x2+40x (—1)) x 1+ (23x (=5)+40x3) x (1) =1
23 x 7440 % (—4) =1
On arrivea 23x74+40x (—4)=1 donc 23x7—-40x4=1.
Le couple (7,4) est solution de I’équation (E).

)
(NN |
=
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o
O

(¢) - Le couple (z,y) est solution de (E) : 23 x x — 40xy =1
Le couple (7,4) est solution de (E) : 23 x7 — 40 x4 =1
Par soustraction membre & membre : 23 (x —7) — 40(y—4) = 0
On déduit donc que 23(x—7) = 40(y—4) donc 23 divise
40 (y — 4).

Or 23 et 40 sont premiers entre eux donc, d’apres le théoréeme de Gauss,
23 divise y — 4.
Onadonc y—4=23k aveck €Z,cest-a-dire y =4+ 23k.
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23(x—7)=40(y—4) et y—4=23k donc
23(x—7)=40x23k et ax—7=40k, Cclest-a-dire x =7+ 40k.
- Réciproquement, si x=7+40k et y=4+23k aveck € Z,
23x — 40y = 23 (7 + 40k) — 40 (4 + 23k) = 161 + 23 x 40 x k — 160
=40x 23 x k=1.
Le couple (7 + 40k , 4+ 23k)kez  est donc solution de (E).
L’ensemble des solutions de I’équation (E) est donc
{(7+40k , 44 23k)}, _,.
23d =1[40] < 23d=1+40y avecy € Z <= 23d—40y =1 avecy € Z
ce qui équivaut & « le couple (d,y) est solution de (E) » . Donc d s’écrit
7+ 40k avec k € Z. Pour satisfaire a la condition 0 <d < 40, il faut
0 < 7+40k < 40, ce qui n’est possible que si &k =0, ce qui donne
d="1.
Il existe donc un unique entier d =7 vérifiant les conditions
0<d<40 et 23d=1[40].

3. Cryptage dans le systeme RSA
(a) Ona N=pg=5x11=55 e n=(p-—1)(¢g—1) =4 x10 = 40.

On a déja vu que 23 et 40 étaient premiers entre eux donc Ientier naturel
¢ =23 vérifie la condition voulue.

(b) Bob souhaite envoyer & la personne A le nombre a = 8. Le nombre crypté b

est le reste dans la division par N du nombre a¢ donc b est le reste dans la
division par 55 du nombre 823. D’aprés la question 1.b, le nombre crypté b
vaut 17.

4. Décryptage dans le systéme RSA

Partie B :

(a) Le nombre d est l'unique entier tel que 0 < d <n et cd = 1[n],
].

Cest-d-dire 0<d<40 et 23d=1[40
peut dire que d=7.

D’apres la question 2.d on

(b) Le nombre crypté étant b = 17, le nombre en clair est le nombre a, reste de

la division de b¢ par N, c’est-a-dire le reste de la division de 177 par 55.
173 =4913=89x 55+ 18 donc 173 = 18[55]
170 = (17%)% = 182[55), 18" = 324 = 4 x 55 + 49
donc 175 = 182 [55] = 49 [55)].
17T =175 x 17 = 49 x 17[55], 49x 17 =833 = 15 x 55+8 donc
177 = 49 x 17[55] = 8[55]. Comme 0 < 8 < 55, on peut dire que 8
est le reste de la division de 177 par 55.

Le nombre qui se crypte en 17 est donc 8.

p et ¢ sont deux nombres premiers distincts, N =pg, n=(p—-1)(¢g—1) et
¢ < n est premier avec n.

La clef publique est ( N, ¢). Le principe est donc le suivant : pour transmettre ’entier
a, on envoie b tel que a® = b[N]. Pour déchiffrer b, on calcule a tel que b% = a[N],
ou d est la clef privée.
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1. Petit théoréme de Fermat

(a) Si a est premier avec p, ona a?~! =1[p]
donc  aP~Dle=1) = (gp=1)a=1 = 19=1 [p] = 1 [p].
De méme, si aAg=1, ona a?'=1][q
et aP~D-1) = (ga=1yp=1 = 1P=1[¢] = 1][q].
(b) Ainsi, p et g divisent o@D — 1. D’apreés la propriété 10 p.140 du
cours P.G.C.D., le produit N =pg divise a®P D=1 1,
Doti, a~D=1 =1[N].

(c) Soit k=1[n]. Ona k=1+m=14+r(p—1)(¢—1) et
ak = attrr=Da-1) = g gr(P=Dl=1) = g (¢(P=De=D)" = .17 [N] = a [N].

2. Détermination de d

(a) Puisque ¢ et n sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout permet
d’affirmer que ’équation  (E): cx—ny =1 admet des solutions entiéres.

(b) Soit (o, yo ) une solution particuliere de (E). Si (x, y ) est solution de (E),
ona clr—xzo)—nly—y)=1-1=0 donc c(z—x0)=n(y—yo)-
Puisque ¢ A n = 1, le théoréeme de Gauss affirme que ¢|(y — yo) et
il existe k € Z tel que y = yo+ ke. Alors, c¢(x — xz9) = nke et
T = x9 + kn.

Réciproquement, si © = xg+kn et y = yo+ke, alors (x, y) est trivialement
une solution de (F).

V4

(¢) Ainsi, de=1[n] < I(n,y),de—ny=1 < Fk, d=x0+kn,
unique dans [0;n — 1].

)
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3. Conclusion
Soient a et b € IN et soit d I'unique entier de [0;n — 1] tel que de =1 [n].
On aalors b=a°[N] = b?=a“[N]=a[N] daprésla question lc.







Devoir n° 15

LA CREME DE LA CREME

Ce devoir est associé au chapitre X, Suites & Matrices.

Quelque part, un peu en haut :
— Elle n’a pas Dair facile cette longueur : un véritable Ecrin de neije glacée.
— T’es perdu? Faut pas regarder I’Envers du Plan, pardi! Ca va, ne boude pas. Tu
fais La Téte?
— Tré(s). File moi des dégaines.
— Il n’en reste plus beaucoup, ¢a ne pas fait de Profit. La Verte ou les Rouges? Ou
alors je te mets aussi la Blanche, ¢a te ferait un Trio laid ?... Qui ne Mot dit, consent :
tiens.
— Au fait, tu crois que j’ai pas vu ta chute sur le (Ta)cul tout a I’heure? Ca va? Tu
t’es pas félé le Pelvoux ? Talefre est enflée et Dorée mais ¢a n’a pas 'air trop Grave.
— Sur le coup, j’ai cru voir un Mi(r)age : un Géant avec une dent de Requin poursuivant
un Chardonnet, tout Tondu par la Bér(an)gere!
— C’est vraiment Co(s)mique comme situation. Quand j’vais raconter ¢a & Laurence.
— Aréte! Pas un mot. T’as qu'une envie, c’est de me la prendre. Tu crois que je te
vois pas venir 7 Tu vas lui faire le coup d’Allalin et la lampe magique.
— Il est vrai qu’Entreve et moi, il y a un coup de mou et je ne suis pas Moine mais je
ne te ferais quand méme pas ¢a.
— Mouais, bon, Bossons si on veut finir notre petit Tour avant la nuit.
— Ho! Regarde qui est dans Lafaillle, en face.
— Qu’il est Beau, Anselme! Et plus il Court, meilleur il est.
Juste en dessous se Pointe Isabelle d’Argentiere, Montée(ts) sur ses Grands Mulets.
— Faut dire qu’il Vise haut avec cette voie mais elle ’'aiMe son Ogre, la Jungfraii de
Rochefort.
— Avec un temps pareil, j’aurais plutot voté pour la République. Voila qu’il pleut Dru,
t’as pas froid ?
— Non, mais il commence & faire faim, non ?
— A Midi? On n’attend pas 'heure du Goftiter ? Tu n’y penses pas. Moi, je te laisse
en Plan.
— C’est vrai, mon Dos lent retarde un peu notre course. Faut dire que j’ai Mal aux
ris.
— Bon, bon. Un peu de remontant ? Du Leschaud ? Sinon, j’ai ma fiole de Walker ?
— Non, merci mais je prendrais bien un Chamonix. J’ai faim et puis, Grépon de Dieu!
Le Bio, (n)assez! comme disait le grand homme.
— Qui donc?
— Jean Jorasses, je crois.

EXERCICES
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— Je trouve pas les Chamomoux. De toutes facons, ils seraient aMers et de glace mais
y’a ca.

Il lui tend un pot bleu fade.

— Génial, rien de tel que la creme Mon Banc!

Exercice

L’entreprise Saint-Gervais fabrique la fameuse creme Mon Banc. Une enquéte
effectuée aupres d’un grand nombre de malheureux consommateurs de crémes montre
que 30% d’entre eux achétent la créme Mon Banc. Pour faire un poil plus vendeur
et afin de compenser les lacunes gustatives de sa creme, l'entreprise décide de les
conditionner dans un emballage recyclable, décomposable et surtout peu onéreux
et elle lance alors une grande campagne publicitaire afin d’en faire la réclame. Un
nouveau sondage est réalisé aprés une semaine et montre que si 10 % des acheteurs
de créme Mon Banc sont partis vers la concurrence, 20 % des acheteurs de marques
concurrentes consomment désormais de la creme Mon Banc. L’opération publicitaire
se poursuit et il s’avere que ’évolution des pratiques de consommation reste identique.

1. Dresser un graphe probabiliste montrant I’évolution des pratiques d’achat d’une
semaine a l'autre.

2. (a) Donner la distribution initiale 7.
(b) Ecrire la matrice de transition A associée & ce graphe.

(c¢) Déterminer la probabilité qu'un acheteur de créme choisi au hasard aprés
deux semaines d’opération publicitaire achéete la créme Mon Banc.

3. Déterminer un lien matriciel entre A, P et D ou

11 0,7 0
(L) a o= (% 0)

4. Exprimer 7, la distribution au bout de n semaines de réclame, en fonction de
A et de n.

5. Justifier que la suite (m,,) converge et déterminer sa limite.

6. Quelle part de marché I’entreprise Saint-Gervais peut-elle espérer atteindre ?

Bonus Cette fois-ci, je vous conseille fortement d’écouter les émissions d’Etienne
Klein, les samedis apres-midi sur France Culture :

https ://www.radiofrance.fr /franceculture /podcasts/la-conversation-scientifique
Science en question est un moment de débats et d’échanges autour de la science mais
aussi de la philosophie, la culture et les arts, I’histoire, la géographie, la nature,... et
tout ceci est curieux, amusant, passionnant,... Bref, intelligent.
En effet, bien que physicien, Etienne Klein est quelquun de trés bien : il pratique
I’alpinisme.
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LA CREME DE LA CREME

Exercice

1. La situation peut étre modélisée par le graphe probabiliste suivant.

0,1
0,2

2. (a) Dans lordre Mon Banc, Autre marques, on a  my = (0, 3 0, 7) .

(b) La matrice de transition associée & ce graphe est A = (8’2 8’ ;) .

0,83 0,17
(¢c) Ona m=mA?=(0,3 0,7) <0734 0,66> = (0,487 0,513).

La probabilité qu'un acheteur de créme choisi au hasard apreés deux se-
maines d’opération publicitaire achéte la créme est de 0, 487.

3. det(P) = det <_12 1) =1x1—-(-2)x1=3%#0 donc P est inversible et

1 -1 . (1 1\ (0,7 0, (1 -1
=3 (2 1 > Ainsi, PDP~ = (_2 1) ( 0 1) -3 (2 1 >
2,7 0,3 0,9 0,1
—1 __ l 9 ) — 9 b —
PDP™" =3 (0,6 2,4) (0,2 0,8) 4
4. Par récurrence, on a mpA’ =my etsi m, =mA", alors
Tyl = TnA = m@A"A = mpA"HL . pour tout entier n € N, 7, = mA".

V4
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5. Puisque A' = A ne contient pas de 0, il existe une unique distribution invariante
7 qui est la limite des distributions (m,) pour toute distribution initiale 7.
Cherchons (a, b) € [0;1] tels que a +b=1 et 7 = (a b) soit invariante.

Ona 7=7A < (a b)=(a b)<0,9 0,1)

0,2 0,8
< (a b)=(0,9a+0,2b 0,la+0,8b)
a+b=1 b=1—-a
= a=0,9a+ 0,20 <= a—0,9a40,2a=0,2
b=0,1a+0,8b 1—a=0,1a+0,8(1 —a)
_ 02 _ 2
a—0—73—§
= bzl—%:% <:>7T=(% %), limite de (m,)n.

1-0,8=0,1la+a—0,8a
6. Ainsi, 'entreprise Saint Gervais peut espérer atteindre une part de marché
d’environ 67 %.
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DEVOIR PARENTAL

Echangeons les roles pour une fois : ce devoir doit étre fait par les parents, aidés
de leur enfant.

Cet exercice est un Q.C.M. Pour chaque question, une seule réponse est juste et
aucune justification n’est demandée.
1. Du point de vue des mathématiques, I’enjeu de cette année scolaire est

S.  nul et non avenu.
A.  majeur et vacciné.
V. multiple, riche et enthousiasmant.
2. Le travail demandé est
A.  une simple répétition hebdomadaire de la formule apprise en septembre.
U. inutile et ennuyeux.
I.  nécessaire, formateur et passionnant.
3. Il y aura un devoir
N. par an.
C. par hasard.
V. par théme, ou quasiment.
4. Les énoncés fantasques
S. n’ont aucun rapport avec les mathématiques.
U. n’existent pas, ou alors, je n’ai pas compris.
E. changent de 'ordinaire et apprennent & se focaliser sur I'essentiel.
5. Le rédacteur de cet ouvrage tape bien
S.  sur les nerfs.
N.  sur ses éleves.
L.  sur ordinateur.
6. Les documents distribués seront
C. peu nombreux, confus, dans le désordre.
R.  en couleur, écrits a la main et enluminés a l'or fin.

E. nombreux, trop peut-étre, et seront notre outil de travail. Les éleves de-
vront apprendre & travailler avec, quitte & en recopier une partie ou faire
des fiches afin de se les approprier et de les mémoriser.

EXERCICES
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7. Le manuel numérique
R.  est une piece indispensable et doit étre en permanence & portée de main.
A.  est joli, coloré, et bien mieux que ce qui est fourni en classe.
S.  une aide utile et riche, en complément de ce qui est fait en classe.

8. Le matériel est

U. imposé : un classeur petit format, des feuilles de teintes diverses a gros
carreaux, un cahier de brouillon, un stylo vert clair, deux crayons HB
gras, un compas de précision, un double décimetre, quelques feuilles de
papier Canson, un stylo plume, pas d’effaceur, un taille crayon sans réserve.
Equerre interdite.

P.  inutile : tout se passe dans la téte.

M.  conseillé : un classeur grand format, des feuilles doubles et simples a petits
carreaux, une calculatrice (cf. question 9) et une perforatrice (si, si).

9. La calculatrice exigée est

P.  un simple convertisseur francs nouveaux - euros.
P’.  la méme que celle demandée en eps.
A.  scientifique, de type lycée, mode examen.

10. Parti comme cela, au fil de 'année, votre enfant
U. aura perdu beaucoup de temps.
O. aura déja un an de plus.
T. apprendra des concepts fascinants, tout en se faisant plaisir.

11. Parti comme cela, au fil de 'année, le professeur de mathématiques de votre
enfant

L. aura perdu beaucoup de temps.

R. aura encore un an de plus.

H. enseignera des concepts fascinants, tout en se faisant plaisir.
12. Le rédacteur de cet ouvrage s’estime satisfait lorsque ses lecteurs

E. ne l'ont pas molesté.

T. ne l’ont pas vilipendé sur les réseaux sociaux.

S.  ont pris du plaisir et se sentent plus intelligents apres leur lecture.
13. Pour réussir, le plus important c’est

~( le travail.

-] le travail.

=) le travail.
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Ce cahier est essentiel pour toute votre scolarité.

Le mot algorithme vient du nom d'un mathématicien perse du IX® s.,
Al-Khwarizmi. On trouve trace de méthodes algorithmiques dés le début des ma-
thématiques et ce, dans toutes les cultures. L’algorithme d’Archimeéde donne une
approximation du nombre 7. Eratosthéne, lui, a défini une procédure pour retrouver
les nombres premiers en procédant par I’élimination des multiples successifs. Fuclide
trouve rapidement le pged de deux entiers. Dans son Discours de la méthode, René
Descartes propose en 1637 de diviser chacune des difficultés qu’il examine, en autant
de parcelles qu’il se peut et qui sont requises afin de mieux les résoudre. Au Xix®s.,
Ada Lovelace, fille de Lord Byron, est considérée comme la pionniere de la science
informatique. Elle a réalisé le premier véritable programme informatique lors de son
travail sur un ancétre de l'ordinateur. En effet, on trouve dans ses notes le premier
programme destiné a étre exécuté par une machine. Elle a également entrevu et dé-
crit certaines possibilités offertes par les calculateurs universels, allant bien au-dela
du calcul numérique qu’imaginaient ses contemporains. Le langage informatique Ada
a été nommé en son honneur.

Un algorithme est un enchainement fini d’étapes ou d’instructions a effectuer dans
un certain ordre et dont la réalisation permet la résolution en un temps fini d’un
probleme donné. Les structures que nous étudierons ici seront plutét simples mais
pourront tout de méme user de tests (Sialors) et autres boucles (Pour et Tantque) et
mettront en ceuvre des fonctions, peut-étre méme des listes. Nos algorithmes seront
ici écrits en langage naturel ou en langage Python, qui lui est trés proche. Ceux-ci
ont 'avantage de rester lisibles car, outre les probléemes de syntaxe, les mauvaises
constructions sont sources de nombreuses erreurs et autres bugs et 'on sait qu’en
informatique, on a rapidement la rage envers la machine.
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1 Installer Python

Il faut au préalable installer une distribution Python. Rassurez-vous, c’est tres
facile, il suffit de visiter le site http ://www.python.org/ et de la télécharger. Des
applications EduPython sur PC, Idle sur Mac ou Pydroid 3 sur tablette par exemple
fonctionnent bien.

Le principe est toujours le méme : on dispose d’une console Python, une fenétre
dans laquelle on peut effectuer des calculs, appliquer des fonctions et observer les
résultats de sortie des programmes, ainsi que d’un éditeur de programmes, une fenétre
ou l'on saisit les programmes.

Par exemple, dans la console :
>> from math import *
# permet d’utiliser les commandes mathématiques

>> from random import *
# permet d’utiliser les commandes de probabilité

>> 2%%3  # **x signifie puissance
8

>> sqrt(3)
1.732050808

> 13%8 # reste de la division euclidienne
5

> b=3
> h=4
>> Aire_Triangle=b*h/2
>> print(Aire_Triangle)
6
Dorénavant, nous considérons que les modules math et random sont importés des
que nécessaire.
Dans I’éditeur, nous pouvons écrire un programme comme le suivant puis lancer
son exécution dans la console.

1| Nom=input("Quel est ton prénom?")
2| Accueil="Bonjour "+Nom+". Bienvenue sur Python!"
3| print(Accueil)

L’éditeur permet de sauvegarder ses programmes dans un fichier « .py » ce qui est
essentiel car la console oublie tout une fois qu’elle est fermée.

2 Les variables

Dans un programme, une variable est repérée par son nom et possede une valeur
qui peut changer au fur et & mesure de I'’exécution. On peut schématiser une variable
par une boite portant une étiquette, son nom, et ayant un contenu, sa valeur. C’est
une différence fondamentale par rapport a ce qui est d’usage en mathématiques ou
Pon peut effectuer des calculs sans jamais connaitre la valeur de la variable et si
celle-ci est connue, elle ne peut changer.
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On distingue plusieurs types de variables : les entiers (int), les décimaux (float),
les chaines de caractéres (str pour string), les booléens (bool) : vrai et faux (ils ont
aussi une valeur numérique : 1 et 0).

Une instruction d’affectation permet de donner une valeur & une variable, de remplir
la boite. En langage naturel, on écrit X<—2 et en Python, « X=2 ».

La demande d’une saisie de valeur s’écrit X=float (input ()) en Python. On remarque
que l'on précise en méme temps le type de la variable saisie. Pour lafficher, print (X)
fonctionne bien.

En mathématiques, le symbole = peut signifier une égalité (345 = 8), peut servir
A définir un objet (A = mR?) ou écrire une équation (2z + 3 = 5 — x) qui n’est pas
toujours vérifiée et que 'on peut parfois résoudre. En Langage Python, = ne sert qu’a
définir une variable. Pour tester une égalité, on utilisera ==.

Exercice 1  Ecrire un programme en langage Python appliquant I'algorithme suivant :
saisir un nombre, I'élever au carré, en prendre le triple, retrancher 5 puis afficher le résultat.

3 Instructions conditionnelles

Une condition est un énoncé qui peut étre vrai ou faux. Dans un programme, on
peut tester si cette condition est vrai ou fausse et effectuer un traitement différent
selon les cas.

Voici l'architecture d’un test : En Python, la fin de I'indentation (le
décalage) marque la fin du traitement :
Si condition Alors 1] if condition :
Traitement 1
Sinon 2| Traitement 1
Traitement 2
Fin Si 3| else :
4| Traitement 2

On peut ne pas effectuer de traitement dans le cas ou la condition est fausse et

l’on omet alors le « sinon/else ».
On peut aussi imbriquer plusieurs tests conditionnels et la commande « elif » combine
un else suivi d’un if : cela permet de ne pas avoir un niveau d’indentation supplémen-
taire. Nous verrons cela en exercice.
Exercice 2  Agathe souhaite s'inscrire au club de mathématique de sa ville et on lui
propose deux formules :

Formule « : une cotisation annuelle de 8 francs et chaque séance cofiite 1,50 franc;

Formule 3 : la séance colite 1,70 franc.
Voici le programme incomplet qu'elle a écrit. Le compléter puis le saisir et I'exécuter.
A partir de combien de séances le programme o semble-t-il plus avantageux ?

1| n=int (input ("Entrer n : "))
2| a=8+1,5%n
]

EXERCICES
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5] print("Le tarif .... est plus avantageux.")
Bl o
7| print("Le tarif beta est plus avantageux.")

Exercice 3  Saisir et exécuter le programme suivant. Que fait-il 7

1| x=int (input ("Combien vois-tu de lignes? [[[[II[Il] "))
2| if x==10 :

3| print ("Bravo!")

4] elif x<=9 :

5] print("Tu devrais consulter un ophtalmologue.")

6| else

7| print("Arréte de loucher!")

Exercice 4 Ecrire un programme demandant a une personne si elle est majeure et le cas
échéant, si elle a obtenu le permis de conduire. La féliciter si cela est le cas, |'encourager
sinon.

4 Boucle bornée

Une boucle permet de répéter plusieurs fois de suite un méme traitement.
Lorsque le nombre n de répétition est connu a l’avance, on dit que la boucle
est bornée et 'on utilise un compteur i qui s’incrémente a chaque itération : a
chaque fois que le traitement est effectué, le compteur i augmente de 1. Lorsque ¢
atteint la valeur n, on effectue une derniére fois le traitement puis on sort de la boucle.

Voici I’architecture d’une boucle bor- En Python, on utilise la commande
née : range ou la borne de droite est exclue et
cela donne :

Traitement 1| for i in range(1,n+1)

Pour i allant de 1 an
L Fin Pour 2|

Traitement

Exercice 5 Ce programme affiche les puissances de 1 a n du nombre z. Le compléter.

1| x=....(input("De quel nombre souhaites-tu connaitre les
puissances? "))

2| n=...(input("Quelle puissance maximale souhaites-tu obtenir? "))
3| p=1

4| for i in range(0,...)

5 p=x*p

6| print(...)

Que cela change-t-il si I'on omet I'indentation de la derniére ligne?
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Exercice 6 Soit la fonction f: x — 322 — 5.
(a) Ecrire un programme donnant les images par f de tous les entiers compris entre 0
et I'entier V.

(b) Le modifier afin qu'il donne les images de tous les multiples de % compris entre 0
et I'entier N.

Exercice 7 Au cours de chaque semaine, tu doubles ton nombre de suiveurs sur ton
compte Amstramgram mais tu en perds 7 le dimanche. Tu avais 9 suiveurs a 'aube du
premier jour.

(a) Ecris un programme donnant le nombre de suiveurs aprés n semaines et exécute-le.

(b) Que se passe-t-il si tu en avais seulement 6 au premier jour? Et si tu en avais 77

5 Boucle non bornée

Dans un boucle, le nombre de répétitions, d’itération n’est pas nécessairement
connu a ’avance, il peut dépendre d’une condition et le traitement est alors répété
tant que la condition est vérifiée puis on sort de la boucle. On parle de boucle non bor-
née (a priori) mais attention & ce que cette condition soit bien fausse apres un certain
nombre de répétitions, sinon le programme tournera en boucle sans jamais s’arréter...

Voici I'architecture d’'une boucle non En Python, on utilise la commande
bornée : while et cela donne :
Tant que Condition 1| while Condition :
Traitement
Fin Tant que 2| Traitement

Exercice 8  Ecrire un programme affichant tous les entiers naturels compris entre 0 et
un décimal positif D.

Exercice 9  Colette est un peu lassée de lancer son dé alors elle a écrit le programme
suivant. A quoi peut-il donc bien servir?

1| from random import * # pour utiliser des fonctions de
probabilités

2| f=randint(1,6) # entier choisi au hasard

3| 1=1

4| while f!= 6 : # différent de
5] f=randint (1,6)

6| 1=1+1

7| print("Nombre de lancers : ", 1)

Exercice 10  Ta capacité de concentration diminue de 16 % pour chaque heure passée
quotidiennement devant un écran. Ecris un programme donnant le nombre d'heures quo-
tidiennes passées devant un écran a partir duquel ta capacité de concentration diminue
de moitié.

EXERCICES
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Exercice 11 |l est bien connu que si I'on place un grain de riz sur la premiére case d'un
échiquier, deux grains sur la deuxiéme case, quatre sur la troisiéme, huit sur la quatriéme
et ainsi de suite, on dépasse rapidement le nombre total de grains de riz disponibles.
Compléte le programme qu'a écrit Agathe afin qu'il détermine le nombre de cases que
I'on peut complétement remplir avec un nombre R de grains de riz a disposition.

1| R=int (input ("Nombre de grains de riz disponibles : "))
2| s=1

3| n=0

4| while S<=R :

5] n=.......

6| S=S+.....

7| print("Nombre de cases remplies : ", .... )

Exercice 12  On reprend la fonction f: x — 322 — 5 de I'exercice 6.

(a) Créer un programme donnant le premier entier naturel d'image strictement supé-
rieure a un décimal M.

(b) Le modifier afin d'obtenir le premier multiple de 3 vérifiant cette méme condition.

6 Fonction

Une fonction d’un ou plusieurs arguments réalise un traitement et renvoie un
résultat. Elle peut étre appelée plusieurs fois par le programme principal et permet
de mieux structurer celui-ci.

Voici I'architecture d’une fonction : En Python, on utilise la commande
def et cela donne :

Fonction mafonction(a,b .
Traitement (a,b) 1| def mafonction(a,b)

Résultat ¢ 2| Traitement

3 return c

Exercice 13 Ecrire une fonction airect donnant I'aire d'un rectangle en fonction de
la longueur de ses cOtés.

Exercice 14

(a) Que calcule la fonction so suivante?

1| def so(N)

o s=0

3 for i in range(1,N+1)
4 S=S+i

5| return S

(b) Ecrire une fonction pr calculant le produit de tous les entiers de 1 3 V.
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Exercice 15 Cette fonction nbfois détermine le nombre d’apparition d'un caractére
dans un texte, une chaine de caractéres. Le compléter. Que signifient les lignes 2 et 57

1\ def nbfois(caractere,chaine) : # doivent étre mis entre " et "
2| 1=len(chaine)

3| n=0

4| for i in range(0,1) : # ou range(1l)

5] if chaine[i]== caractere

6| n=......

4

Exercice 16  Ecrire

a) une fonction opposé donnant |'opposé d'un nombre,

o

une fonction valabs donnant la valeur absolue d'un nombre,

)
c) une fonction max2 donnant le plus grand de deux nombres,
)

une fonctions max5 donnant le maximum de cing nombres en utilisant la précé-
dente,

(e) une fonction puissmin donnant le plus petit entier tel qu'un nombre donné élevé
cette puissance soit supérieur ou égal a un autre nombre donné.

Quant D’architecture commence a étre complexe, il ne faut pas hésiter a créer
plusieurs fonctions et faire appel aux unes dans les autres. On peut trés bien utiliser
une fonction qui est écrite aprés dans ’éditeur mais il faut faire attention a ne pas
les définir en boucle. Par exemple, si mafonctionl fait appel & mafonction2 et si
mafontion2 a mafonctionl, vous risquez bien de tourner en rond. En revanche, dans
une architecture correctement construite, une fonction peut tres bien s’appeler elle-
méme sans probleme. C’est ce qui s’appelle un algorithme récursif.

Exercice 17  Soit la fonction  f: 2 — 322 —2x—4. Ecrire un programme donnant
le maximum entre la valeur absolue d'un nombre et I'image par f de ce nombre en
précisant duquel il s'agit.

Exercice 18 Tel Euclide, créez une fonction donnant le plus grand commun diviseur
de deux entiers naturels. Vous pourrez utiliser une version récursive.

7 Liste

Cette partie n’est pas au programme de seconde mais simplement & partir de la
classe de premiere. Elle peut néanmoins étre utile a tous.

Lorsque l'on a besoin de garder et d’utiliser plusieurs variables au cours d’un pro-
gramme, on utilise des listes pour les stocker. Une liste est une collection d’objets
de différents types (nombres, chaines de caracteéres, booléens, listes...). On peut en-
suite la manipuler, faire appel a 'un de ses termes, 'utiliser dans une boucle, etc.
Un exemple typique d’utilisation est la collecte des premiers termes d’un suite. Voici
quelques commandes utiles en langage Python.

EXERCICES
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Un exemple de liste L=[2,"mai",7,True]
Une liste vide L=[]

Premier objet de la liste (rang 0) L[0]

(k + 1)¢ objet de la liste (rang k) L [k]

Dernier objet de la liste L[-1]

Longueur de la liste len(L)

Ajouter un objet en fin de liste L.append(objet)
Insérer un objet au rang k L.insert(k,objet)
Supprimer ’objet de rang k del LI[k]
Supprimer 'objet element L.remove (element)
Compte le nombre d’objets element dans la liste L.count (element)
Trouve l'index de l'objet element dans la liste L.index(element)
Concaténer (rassembler) deux listes L1+L2

Inverser 'ordre des valeurs L.reverse()
Afficher les objets par ordre croissant (si possible) sorted (L)
Réarranger la liste par ordre croissant (si possible) L.sort()

Exercice 19 On considére la fonction suivante.

1| def cettefonction(valeur,liste)

2| nombre=0

3| for v in liste :

4 if v>=valeur :

5] nombre=nombre+1

6| return nombre

Pour 1L=[1,2,4,2,1], cettefonction(2,L) donne 3, cettefonction(3,L)
donnel et cettefonction(6,L) donne 0. Que fait cette fonction?

Exercice 20

A. La ligne L=[i**2 for i in range(6)] donne la liste [0, 1, 4, 9, 16, 25].
Que fait cette instruction?

B. Créer une liste des cubes des entiers naturels inférieurs ou égaux a douze.
C. Saisir les instructions suivantes. Que font-elles?

(a) L=[9-k for k in range(7)]

(b) M=[61*5
(c) N=[randint(1,6) for i in range(8)]
(d) M[2]=1
(e) P=M+N
P.sort ()

(f) X=[0.5%i for i in range(-5,5)]
Y=[3*x**2-5 for x in X]
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Exercice 21
Exercice 22
Exercice 23

Exercice 24

Ecrire une fonction calculant la somme des objets d'une liste de nombres.
Ecrire une fonction donnant la liste des diviseurs d'un entier naturel.
Ecrire un programme échangeant la place de deux objets d'une liste.

Les notes de Colette en mathématiques augmentent de 2% a chaque

devoir jusqu'a ce qu'elle obtienne la note maximale. Ecrire une fonction créant la liste de
ses notes jusqu'a 20 en fonction de la note non nulle qu'elle a obtenue au premier devoir
rendu.

8 Foire de I’algo

Les algorithmes seront rédigés ici en langage naturel mais je vous encourage a

les saisir en Python afin de vérifier que vous maitrisez bien ce que vous avez appris
précédemment. Ils sont d’un niveau varié et peuvent parfois utiliser des résultats et
notions mathématiques que vous ne connaissez pas encore mais vous pourrez tout de
méme comprendre leur architecture.

1.

()

(a)

Que contient la variable Z apres exécution
de lalgorithme (A) pour  Z =0, Z=1
puis Z =37

Quel est le role de cet algorithme ?

Que contient la variable T apres exécution

de l'algorithme pour S=0, S=1
puis S =-27

Quel est le role de cet algorithme ?

Le simplifier.
Que contient la variable U apres exécution
de 'algorithme @ pour N =37

Quel est le role de cet algorithme ?

Quelles valeurs affiche ’algorithme @ pour
P=5 e V=-37

Quel est le role de cet algorithme ?

Algo@
Z+—2-27°

R

]

Algo.
R+—2
T<+— —7
R+—25+3
R<—4R—1

T +— 3R? —

U +— 7

Pour I allant dela
U+—<xU

Fin Pour

Afficher U

o v (cmmams )

J
=

Fin Pour

Algo

Pour K allant de 2 & P
Affecter V +— 4+ V
Afficher V'

Exécuter les algorithmes @ pour N = 3, @ pour A

puis A =10 et @ pour N =4.

(b) Quel est le role de chacun de ces algorithmes ?

=14
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Algo Algo
e (©) Aleo (5) Atgo (©)
I+0 F++—2 Pe—m .
Tant que [ < N Tant que F < A Pour I allant de 0 a N
T I+1 X X+1 113(_1%%(13)17
U 2U+2 Fe X242 P P -D)
Fin Tant que Fin Tant que Fin P
Afficher U Afficher X m our

6.

(a) A quoi correspond la modification « Pour K allant de 1 & P » dans le @?

(b) A quoi correspond la modification « I <— 1 » dans l’algorithme @7

Evariste est gallois et son cousin est Germain. Le premier raffole des boucles Tant
que tandis que le second affectionne les boucles Pour.

(a) Aide Germain a transformer la boucle Tant que du @ en boucle Pour.
(b) Peut-il transformer la boucle Tant que de lalgorithme @ en boucle Pour ?

(¢) Tel Evariste, transforme les boucles Pour des @ et @ en boucles Tant que.

8. (a) Observer et analyser I'algorithme @

(b) Le compléter afin qu’il réponde au probléeme
donné dans R.

algorithmes @, @7 @, @ et @

Quel est le role de chacun de ces algorithmes ?

Algo

K <—<OD

B<+—2

Saisir N

Pour K allant de 1 & N
B+— A+1
A+— B-1

Fin Pour

Afficher A — B

KAlgo (1)

Saisir A # 0, B et C

D+— ..

Si D..., Alors
U +— 7B27A\/E
Vie— ..
Afficher

Observer, analyser, compléter, modifier, exécuter pour différentes valeurs les

Algo @

B<+—3

Saisir N

Tant que K < N
K+—K+1
A<+— 3B
C+—A-2
A+ &2

Fin Tant que

Afficher A — B
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10.

11.

12.

13.

Algo @ Algo @

Algo (K) U1

Fe1 V1 X<+—0

U+—0 I+—0 Saisir A

Pour K allant de 1 & N Saisir M F+—1-X3
Afficher F Tant que I <M Tant que F < A
V+—F We—V X+ X+1aXx
F+—U+F Ve Y Fe—1-X3
U+—V U «— W2 Fin Tant que

Fin Pour Afficher U Afficher X
\_ Fin Tant que /

Observer, analyser, compléter, nlgo®

exécuter, au moyen de tableaux f est une fonction ........ ante et ...
et pour différentes valeurs, 1’al- Saisir A, B et E
. . I+—A
gorithme @ pour les fonctions Si f(A) x f(B) > 0, Alors
fxy=2z+1, f(z)= x? -1, Afficher "Non mais ca ne va pas?"
. . . Sinon
f(z) o, sin(z) puIs Tant que |f(I)| > E
fl@)=1-2a° I+— 458
Quel est le role de cet algo- St f (<I)_> IO’ Alors
rithme ? Sinon
o1
Le test « Si f(A) x f(B) > 0» Fin Si
est-il nécessaire ? Fin Tant que

Afficher I
Fin Si /

Rédiger puis exécuter pour différentes valeurs des algorithmes répondant aux
problemes suivants :

(a)

Afficher I'image d’un réel g a saisir par la fonction  f(z) = 322—5 cos(x)+7.
Afficher les coordonnées du milieu d’un segment dont on saisit les coordonnées
des extrémités.

Afficher tous les termes jusqu’au rang p de la suite u,, = n? —3n +4, n € IN.
Afficher le (n + 1)-iéme terme de la suite  v9 =5, vp41 = 20, — 3.
Afficher le terme numéro n de la suite wg = 4, w1 = 5, Wpto = 3Wp41 — 2wy,

Calculer le produit scalaire de deux vecteurs dont on saisit les coordonnées
dans un repere orthonormé, 'afficher puis déterminer leur éventuelle ortho-
gonalité.

Faire choisir un nombre entier entre 0 et 100 & la machine (Aléat) puis saisir
des entiers jusqu’a ce qu’il soit trouvé. La machine doit préciser si la saisie
est supérieure ou inférieure a la solution et féliciter chaleureusement le joueur
lorsqu’il réussit enfin.

Implémenter le cas réel de ’algorithme du discriminant @ dans votre calcula-
trice, cela pourra vous servir...

@ Implémenter ses algorithmes préférés en langage Python et les exécuter pour
différentes valeurs.

EXERCICES
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9 Solutions

Exercice 1 Dans la console, cela donne :
>> x=float(input("Saisir un nombre : "))
S>> x=x*k*2 # On utilise la méme variable

> x=3*%x
# Cela prend moins de « place » mais on perd 1’information de
départ

> x=x-5
>> print(x)

Exercice 2  Avec ce programme, Agathe s’apercoit qu’a partir de 40 séances, le tarif «
est plus avantageux.

1| n=int (input ("Entrer n : "))

2| a=8+1,5%n

3| b=1,7#n

4| if a<=b :

5] print("Le tarif alpha est plus avantageux.")
6| else :

7| print("Le tarif beta est plus avantageux.")

Exercice 3  Ce programme teste sommairement la vue du joueur. S'il voit 10 lignes, on
le félicite, s'il en voit moins c'est qu'il devrait certainement porter des lunettes et s'il en
voit plus, c'est qu'il louche.

Exercice 4

1| n=int (input("Quel &ge as-tu? "))

2| if n>=18 :

3| p=str(input ("Tu es donc majeur(e). As-tu le permis de conduire?
"))

4| if p=="oui" : # chaine de caractéres

5| print("Bravo!")

6 else :

7| print("Rien n’est perdu.")

8| else :

9 print("Tu es mineur(e) et tu ne peux pas encore avoir le permis

de conduire.")

Exercice 5 Le programme suivant affiche les puissances de 1 a n du nombre z.

1| x=float(input("De quel nombre souhaites-tu connaitre les
puissances? "))
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2| n=int (input("Quelle puissance maximale souhaites-tu obtenir? "))
3| p=1
4| for i in range(O,n)
# 1 va prendre n valeurs différentes, de 0 & n-1
5/ p=x*p
6| print(p)
Si I'on omet I'indentation de la derniére ligne, seule la derniére puissance est affichée.
Exercice 6 Soit la fonction f: x — 322 — 5.

(a) Voici un programme donnant les images par f de tous les entiers compris entre 0
et I'entier V.

1| N=int (input("Antécédent max : "))
2| for i in range(0,N+1)
3| y=3%i**2-5
4| print(y)
(b) En voici un donnant les images de tous les multiples de 2 compris entre 0 et V.
1| N=int (input("Antécédent max : "))
2| for i in range(O,N)
3| y1=3*i**2-5
4 y2=3%(i+0.5) **2-5

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

5] print(y1)
6| print(y2)
7| print (3*N**2-5)  # Pour calculer et afficher 1’image de N

Exercice 7 Compte Amstramgram

(a) 1| n=int(input("Depuis combien de semaines as-tu ton compte
Amstramgram?"))

2| 8=9
3| for i in range(n)
# On a omis la borne gauche, c’est alors O par défaut
4] s=2%8-7
5| print("Tu as désormais ",S," suiveurs.")

(b) Si tu avais 6 suiveurs au premier jour, on s'apercoit que tu n'en as plus dés la
troisieme semaine.
Et si tu en avais 7 a I'aube du premier jour, cela restera ainsi jusqu'a la fin des
temps.

Exercice 8 Celui-ci affiche tous les entiers naturels entre 0 et un décimal positif D.

1| D=float(input("Quel nombre positif, je te prie?"))

2| k=0
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3| while k<=D :
4 print (k)
5| k=k+1

Exercice 9 Le programme de Colette simule des lancers d'un dé cubique jusqu’a I'ob-
tention d'un six et affiche le nombre de lancers qui ont été nécessaires.

Exercice 10  Grice au programme suivant, tu sais que ta capacité de concentration
aura diminuée de moitié si tu passes plus de 4 heures par jour devant un écran.

1| c=1  # Capacité initiale
2| 1=0
3| while c>0.5 :

4 c=0.84*c # diminution de 16% : multiplication par 1-— ﬁ%
5] h=h+1
6| print("Nombre d’heures quotidiennes devant un écran: ", h)

Exercice 11  Grains de riz

1| R=int (input ("Nombre de grains de riz disponibles : "))
2| s=1

3| n=0

4| while S<=R :

5] n= n+1

6| S=S+2%%n

7| print("Nombre de cases remplies : ", n )

Exercice 12 f: 2+ 322 -5
(a) 1] M=float(input("Borne & dépasser : "))
2| £=-5
3| n=0
4| while f<=M :
5| n=n+1
6| £=3*n**2-5
7| print("L’image de ",n," par f est strictement plus grande que
",M)
(b) Afin d’obtenir le premier multiple de i, il suffit de remplacer la ligne 5 par
n=n+0.5.
Exercice 13 La fonction airect suivante donne I'aire d'un rectangle en fonction de
la longueur de ses cOtés.

1| def airect(1,L)
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2| a=liL
3| return a
Exercice 14

(a) La fonction so calcule la somme des entiers entre 0 et N.

(b) La fonction pr suivante calcule le produit des entiers entre 1 et N.

1| def pr(N)

2| P=1

3 for i in range(1,N+1)
4| P=P*i

5| return P

Exercice 15 La fonction nbfois détermine le nombre d'apparition d'un caractére dans
une chaine de caracteéres.

1| def nbfois(caract,chain) : # doivent é&tre mis entre " et "
2| 1=len(chain) # nombre de caractéres dans la chaine

3] n=0

4 for i in range(0,1) : # ou range(1l)

5| if chain[i]== caract :

# si le caractére de rang i est caract

e
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6| # Rq : le premier caractére d’une chaine est de rang 0 et le
dernier, de rang len—1

7| n=n+1

8| return n

Exercice 16

(a) 1| def opposé(x) : 5] return a
2|  return -x (d) 1| def max5(a,b,c,d,e)

(b) 1| def valabs(x): 2| M=max2(a,max2 (b,
2| if %<0 : max2(c,max2(d,e))))
3 return -x 3| return M
4 else : (e) 1| def puissmin(a,A)
5| return x

(c) 1| def max2(a,b) 24 om0
2 if a<b 3| while a**n<A :
3] return b 4 n=n+1
4 else : 5] return(n)

Exercice 17  On va utiliser les fonctions max2 et valabs de |'exercice précédent.

1| def monmaxf (x)
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2| f=3%x**2-2%x-4
3| m=max2 (f,valabs(x))

4 if m==
5] return print("Le maximum est 1’image ",m)
6| else :
7| return print("Le maximum est 1’antécédent ", m)
Exercice 18  Algorithme d'Euclide
1| def EuclideClassique(a,b)
# algorithme classique du pgcd de a et b
2| while a%b!= 0 :
3| # le % donne le reste de la division euclidienne, != teste si
différent
4| a, b=">b, alb
5| # on change les valeurs de a et b en méme temps, cela évite de

sauver l’ancien a pour l’utiliser dans le nouveau b
6| return b
1| def EuclideRécursif(a,b) : # algorithme récursif du pgcd de a et b
2| if (b==0)

3| return(a)

4| else :

5| r=a%b

6 return EuclideRécursif(b,r)

Exercice 19  Cette fonction donne le nombre d'objets numériques ou bouléens (True
valant 1 et False valant 0) de la liste ayant une valeur supérieure ou égale a la valeur en
argument.
Exercice 20
A.  L=[i**2 for i in range(6)] crée la liste des carrés des six premiers entiers
(de 0 a 5).
B. L=[i**3 for i in range(13)] crée la liste des cubes des entiers jusqu'a
douze.
C. (a) L=[9-k for k in range(7)] donnelaliste [9,8,7,6,5,4,3].
(b) M=[61*5 donnelaliste [6,6,6,6,6].
(c) N=[randint(1,6) for i in range(8)] donne une liste aléatoire de huit
entiers entre 1 et 6.
(d) M[2]=1 remplace I'objet de rang 2 (le troisiéme) par un 1 dans la liste M.

(e) P=M+N puis P.sort() crée la liste concaténée de M suivie de N puis la réor-
ganise par ordre croissant.
La liste P est ici [1, 1, 1, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 6, 6, 6].
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(f) X=[0.5%i for i in range(-5,5)] crée la liste des multiples
de % dans [——§‘§ L
Y=[3*x**2-5 for x in X] crée la liste des images de ces mémes multiples

par f(z) = 32% — 5.
Exercice 21 La fonction suivante calcule la somme des objets d'une liste de nombres.
Remarquons que la fonction intégrée sum() aurait donné le méme résultat.

1| def sommeliste(L)

2| s=0

3| for v in L :
4 s=s+v

5| return s

Exercice 22 Cette fonction affiche la liste des diviseurs d'un entier naturel.

1| def listediv(m)

2| div=[]

3 for i in range(l,n+1)
4 if n

5| div.append (i)

6] print(div)

Exercice 23  Le programme suivant échange la place de deux objets d'une liste.

e
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1| def echange(i,j,L)

2] if i>len(L) or j>=len(L)
# afin de ne pas dépasser les dimensions de la liste

3 print("Liste trop courte")

4 else :

5| L[i],L[j]=L[j],L[i] # échange simultané, c’est pratique
6| return L

Exercice 24 Les notes de Colette en mathématiques sont données par ce programme.

1| def notesaugementées(n)

2| L=0[

3| d=n

4 while d<20 :
5] L.append(d)
6| d=1.02%d

7| L.append(20)

8| return L
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Foire de I’algo

1. On obtient 2, 1 puis -T7.
fonction  f(z) =2 — 22
2. On obtient 359, 1079 puis 71.

par la fonction

19222 + 528z + 359.

I’algorithme @ avec cette fonction f.

L’algorithme @ affiche 'image de Z par la

L’algorithme affiche I'image de S
Il est bien plus simple de reprendre alors

3. L’algorithme @ affiche wuny pour w,=7x (%)”, Vn € IN.

U+—T7

N <—3

Début Pour
I+—1

4. L’algorithme @ affiche

P+—5
V+— -3
Début Pour
K<+—2
V+—4-3=1
(4177

5. « L’algorithme @ affiche uy pour wg=4, ups1= %un +2, Vn

U+—14

I+—0

N <+—3

Début Tantque

0<3
I+—0+1=1
Us—2x4a+2=12
1<3

e L’algorithme @ affiche le premier multiple

f(X)=X2+2> A

X<+—0

F<+—2

A+— 4

Début Tantque

2<4
X+—0+4=3
Fe—(3)%+2=7

U+— 2 x7

I+——2
U+—3x3x7

I+—3

V2, V3,...UP pour v =

K+—3
V—4+1=5
(4577

K<+—4
V+<—445=9
L4977

w422 %
125

X+—1+5=3
F (8P +2=1
224

U+—17(3)°
Fin Pour

«189 »
64

—3, Unt1 = Up+4,Vn > 1.

K+—5
V+—4+9=13
4(1377

FinPour

= 0.

I+—1+1=2

18 86

2 —
U«—:tx3T+2=75
2<3
I+—2+4+1=3
2, 86 _ 422
3>23
FinTantque

1

positif de 5 tel que

FinTantque (pour A = 4)
w3 »
2

Pour A = 10, on conti-
nue jusqu’a X = 3.

» L’algorithme @ affiche les N 4 1 premiéres décimales de 7 (pour peu qu’on les

connaisse auparavant).

P+ 7 =3,14159...
N<+—14
Début Pour

I+—0

D «— Ent(n) =3
P +— 10(r — 3) = 1,4159...

453)7
I1+—1
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D +— Ent(1,4159...) = 1 D +— Ent(1,59..) = 1
P +— 10(1,4159... — 1) = 4, 159... P +— 10(1,59... — 1) = 5,9...
e e

I+ 2 I+—14
D +— Ent(4,159...) =4 D +— Ent(5,9...) =5
P+ 10(4,159... — 4) = 1,59... P+—10(5,9..—5) =09, .
wgr wg»

I+—3 FinPour

6. (a) Si K vade1a P alors, @ affiche vy, va,...vp pour vo = —3, V1 = v +4 .
(b) Sion affecte 1 & I, alors @ affiche uy pour u; =4, upt1 = %un—i—Z, Vn > 1.

7. (a) La boucle Tantque de @ devient « Pour I allant de 1 4 N, U <— 2U+2,
Fin Pour », sans initialisation de I.

(b) Dans l'algorithme @, on ne peut transformer la boucle Tant que en boucle

Pour car on ne sait pas & 'avance & partir de quel multiple de % la fonction

2
f « dépasse » la borne A que I'on saisit.

(c) @:IG]N,Init.:I(—O,Boucle:TantqueI<N,I<—I+1,U<—%U,
Fin Tantque.
@:K}l,Init.:K(—1,Boucle:TantqueK<P,K(—K—i—l,
V <— 44V, Fin Tantque.

8. L’algorithme @ est celui du discriminant d’un trindéme du second degré dans R,
f(x) = ax? + bz + c.

/ Algo (H) \

Saisir A # 0, B et C
D<+— B?*—4AC a4 D
Si D > 0, Alors
U+ =B=YD o V¢ =BtVD

Afficher “f)Aeux racines réelles :" Qﬁ "et" V "."
Sinon
Si D =0, Alors
U+— 32
Afficher 4Une racine réelle double :" U "."
Sinon
Afficher "Pas de racine réelle."

Fin Si
Fin Si /

9. @ : A n’est pas initialisé alors que B 1’est sans que ce soit nécessaire. On peut
donc « Affecter 2 & A » plutot qu’a B. Par ailleurs, N ne doit pas étre nul et
I'initialisation de K est inutile tout comme cet algorithme qui affichera toujours
3—2=1.

@ : C' n’est pas déclaré et K n’est pas initialisé a 0. Cet algorithme affichera
toujours 0 ce qui est extrémement inutile.

@ : Il faut « Saisir N (> 1) » et la variable s’appelle K et non I. Cet algorithme
affiche alors les termes f1, f2, ..., fn de 'historique suite de Fibonacci :  fy =0,
i=1, far2=fot1+ fa

)
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10.

@ : I manque l'incrémentation « I «+— I + 1 » dans la boucle. Cet algorithme
Up+1 + Up

2

donne le premier entier naturel pour lequel la fonction f(x) = 1 — 2® dépasse
A. Le probléme est que f est décroissante et ceci n’est donc pas pertinent du tout :
cela donne généralement 0 ou pire, 'algorithme tourne a Uinfini si A > 1. Il faut
donc mieux imposer A négatif et faire un test « Tant que F' > A » pour voir quand
elle passe en dessous.

affiche les valeurs successives de la suite  ug =1, u; =4, Upto =

L’algorithme @ affiche une valeur approchée d’une racine de la fonction f sur
Pintervalle [ A; B] par la méthode de dichotomie. Le réel strictement positif F
donne la précision de ’approximation.

La fonction f doit étre continue et monotone (théoréme des valeurs intermé-
diaires!). Pour f croissante, on affecte I a B lorsque f(I) est positif et I & A
lorsque f(I) est négatif. On inverse B et A lorsque f est décroissante.

Si f(A) x f(B) <0, f change de signe entre A et B et s’annule donc : ce test est
nécessaire.

Il est a noter que f n’admet pas nécessairement une unique racine et ’algorithme
ne donne pas le méme résultat selon les valeurs de A et de B saisies.

Vous avez peut-étre besoin des explications de votre professeur alors, n’hésitez
pas.

11. Voici des algorithmes répondant aux problémes posés.

4 Algo

/ Algo @ \

Saisi @ Saisir £ A, yA, xB et yB
alsir 5 IJA P zA+zx

X «—3X* —5cos(X)+7 A + vAtup

Afficher X
AN \ Afficher 24 et yA /
/ Algo @ / Algo @ \
Saisir Vv (— 5
Pour I allant de 0 & P %alsnf 1]<V % 1t) do 14 N
U+——T1%°-3] + 4 our allan (] a
Afficher U V&—2V =3

N \mIm, )

i Algo (D)
Saisit N (> 2) Saisir Xu, Yu, Xv et Yv
P Kﬁl/tdl‘N—l S+— Xux Xv+YuxYv
0‘1}r <_aV[?n ela Afficher "Leur produit scalaire est" S
W — 3U — 2W Si§ =0, Alors
UV Afficher "et ils sont orthogonaux”
. Fin Si
Fin Pour

Afficher W
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/Algo

N +— Aléat(0;100)

I+—0

Tant que I < 101
I+—TIT+1
Saisir F
Si E = N, Alors

Afficher "Bravo!"

Fin Tant que
Si I > 101, Alors

Sinon
Si £ > N, Alors
SiE > 101% Alors
Afficher "Tu n’as rien compris!"
Sinon
Afficher "Trop grand!"
Fin Si
Sinon
Afficher "Trop petit!"
Fin Si
Fin Si

Afficher "Tu n’es vraiment pas trés doué!"
Fin Si /
12. Voici le programme du « discriminant réel » sur une T.I.
Commentaires T.I.
Ecriture du programme PROGRAM :DEGRE2
Initialisation
Commencer par effacer l’écran : ClrHome

Entrées
Demander la valeur de a : Prompt A
Demander la valeur de b : Prompt B
Demander la valeur de c : Prompt C

Traitement

Calculer A et Affecter la valeur ¢ D
Afficher D

Si A est strictement négatif
Alors
Afficher "Pas de solution réelle"

Fin de si
Si A est nul
Alors
Afficher "1 solution double"

Calculer la solution et affecter la valeur a X
Afficher la valeur de X
Fin de si
Si A est strictement positif
Alors
Afficher "2 solutions réelles"

Calculer la premiére solution et affecter la
valeur a X

Afficher la valeur de X

Calculer la deuziéme solution et affecter la
valeur a X

Afficher la valeur de X
Fin de si

: B?-4xAXC — D

: Disp D

: If DO

: Then

: Disp "Pas de solution
réelle"

: End

: If D=0

: Then

: Disp "1 solution
double"

: -B/(2A)— X

: Disp X

: End

: IfD>O0

: Then

: Disp "2 solutions
réelles"

(-B - vD)/(24) — X

: Disp X

: (-B - VD)/(24) = X
: Disp X
: End

13. Apres tout ceci, vous avez certainement réussi a faire tourner vos préférés.

)
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Ce cahier est fondamental pour votre scolarité et votre vie.

1 Diagrammes de Venn

Les diagrammes de Venn, ou diagrammes en patates, sont des représentations
graphiques des relations entre plusieurs ensembles. Chaque ensemble est représenté
par une forme géométrique simple comme un cercle, une ellipse ou un rectangle.

Un ensemble dans 1’univers 0
Dans ce premier exemple, nous voyons A
Q (Vintérieur du rectangle) et A, un sous-
ensemble de Q (Vintérieur du cercle). Le
complémentaire de A, noté A, est la partie
du rectangle qui n’est pas dans le cercle.

Deux ensembles dans ’univers

Dans ce second exemple, nous voyons

P'univers Q et deux sous-ensembles de €2,
A et B. L’intersection AN B des deux en-
sembles est leur partie commune, ce qui
est dans les deux cercles en méme temps.
L’union AU B des deux ensembles est ce

qui se situe dans au moins un des deux
cercles, intersection incluse donc.
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Trois ensembles dans 1’univers 0

Dans ce troisieme exemple, nous
voyons 'univers 2 et trois sous-ensembles
de Q, A, B et C. Toutes les intersec-
tions et unions de deux ou trois de ces

ensembles ainsi que leur complémentaire, I 8 H
y sont représentées. B '\ C ,’
Par exemple, la region 3 est (ANB)NC, ~o. -’
tandis que (AU B) N C est constitué des 1

régions 5, 6 et 8.

Exercice 1
Décrire les différentes régions au  (a) 1. (n) AncC.
moyen d'unions et d'intersections (b) 2. (o) AuUC.
des ensemF)Ies A,. B, C’/a.insi que © 3. (p) BUC.
leur complémentaire, et réciproque- _
ment. (d) 4. ()9 BNC.
o (e) 5 () (BNC)UA.
(f) 6. (s) BnNn(CUA).
(g) 7. (t) (BUA)N(CUA).
(h) 8. () (BUC)NA.
(i) 3etb. (v) BU(CNA).
8 ) (j) Set3. (w) (BNA)U(CNA).
\\ ¢ v (k) 5etT. (x) (AuB)NC.
1 == () 6et8. (y) BUCNA.
(m) letT7. (2) ANCUB.

Vous aurez donc remarqué que l'on a toujours A = A, ANB = AUDB,
AUuB=ANB, (AuB)N(AuC)=AuU(BNC)
et (ANB)U(ANC) = AN (BUC).

Exercice 2
Faire correspondre a chacun de ces ensembles, son diagramme de Venn parmi ceux des
pages suivantes. Les décrire ensuite en termes d'unions et d'intersections.

A. Fonctions affines et fonctions trigo- multiples de 2 ni de 3.

nométriques telles que f(0) = 0. , .
9 que f(0) E. Parallélogrammes dont les diagonales

B. Triangles isoceles non équilatéraux. n'ont pas méme |ongueur et ne sont
Parmi les réels, les entiers naturels et pas perpendiculaires.
les nombres irrationnels. F. Parallélogrammes dont les diagonales

D. Les entiers naturels qui ne sont ni ont méme longueur et sont perpendi-
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culaires ou ni l'un, ni I'autre.

Entiers multiples de 7 ou de 2 mais
pas de 14.

Parallélogrammes dont les diagonales
ont méme longueur ou sont perpen-
diculaires ou ni l'un, ni I'autre mais
pas les deux.

Les réels n'étant pas décimaux.

Les fonctions telles que f(0) # 0
qui ne sont ni affines, ni trigonomé-
triques.

Les nombres réels étant décimaux.

Parallélogrammes ayant leurs diago-
nales de méme longueur ou perpen-

diculaires.
Les réels irrationnels ou décimaux.
Les réels ni irrationnels, ni naturels.

Parallélogrammes de diagonales de
méme longueur et perpendiculaires.

Les fonctions telles que f(0) = 0
qui ne sont ni affines, ni trigonomé-
triques.

Les fonctions affines, trigonomé-
triques ou les fonctions telles que

f(0) #0.

Les entiers multiples de 7 qui ne sont
pas pairs.

(2)

(3)

EXERCICES
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(10) (11) (12)

(17)
2 Ensembles
Vocabulaire
Notations ensemblistes D : les nombre décimaux.
{...}: un ensemble. Q : les nombres rationnels.
coulou/: “tel que” (tq.). R : les nombres réels.
\ @ “privé de”, R* = R\ {0}. R* : les réels non nuls.

R™ ou Ry : les réels positifs.
Ensembles de nombres i L
R~ ou R_ : les réels négatifs.
IN": les entiers naturels. R : les réels strictement positifs.
7 : les entiers relatifs
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Ensemble, sous-ensembles, éléments

N : Pintersection de deux ensembles.

: 'union de deux ensembles.

U
€ : “appartient a” ou “est un élément de”.
C

: “est un sous-ensemble de”.

Opérateurs logiques

— : la négation d’une proposition, “non”.

Un ensemble FE est défini
I’assertion

Exercice 3
la contient (a gauche).

{2k +1

12
{n : nEZ/\EZ}
n

{n? : neINN[0;5]} ...

{3k : keN} ...

{zeR : 3z€Z} ...

{a+bi : ac RADER]} ...
(Tk+1: keZ} ...

{nE]N : EImeZ,mQZn}

{zeR : 2?2 =z} ..
{reR:3Ip,qeZ,q#0AN2qg=p} ...
{re]R : 3/{6%7‘2:/{}

{neZ:

{reR : |z| <5} ...
{reR : VYyeN,z <y} ...
{(z;y) :xeNAyeNA z+y="T} ...
{zreR : x<-3V =5} ...
{neZ : VYmeZn>m} ...

n
{nE]N:}QmE]N\{l;n},EE]N}
{(z;y) ;2 e NAye NA 2y <6} ...
{(z;y) ;e e NAye NA y =2z} ...

c keZ} ...

[n| <5} ...

A : la conjonction de deux propositions,
“et”.

V : la disjonction de deux propositions,
“Ou”.

Y : “pour tout”.

3 : “il existe”.

3! : “il existe un unique”.

3 - “il n’existe pas”.

si, et seulement si,

A

Sy

N o O v 0 Z2ZE NN L LT NN DA

(x € EYAN—(x € E)
Faire correspondre chaque liste de nombres (& droite) avec I'ensemble qui

est fausse.

. 6, 21, 336, 4272

S 3450, v/2 i, 17, =1 +mi
. =5, —2m, —24, —0.0001

. 0,1,9,16

. =5, =19, 17.25, 5

. 0,9, 81, 196

12 2 —28
122 49 =B

7

3,6, —12, 1
.17, 2, 5, 43, 199
. 5,V2, =13, V13
S (2:2); (155)5 (3;1)5 (1:1)
. —4,-2,0,3
S L =17, =320
0,1
. —7,-3,5,17
. (3:6); (12;24); (5:10); (131;262)
S (255)5 (1;6) (453) 5 (334)
V2, —m, 2.256, —4.99
. =20, 1, 50, 778
.o

EXERCICES



362 Cahier B : EN TOUTE LOGIQUE

Paradoxe de Russell

L’ensemble des ensembles n’appartenant pas a euz-mémes appartient-il a lui-méme ?
Si I’on répond oui, alors, comme par définition les membres de cet ensemble n’ap-
partiennent pas a eux-mémes, il n’appartient pas a lui-méme : contradiction. Mais si
I’on répond non, alors il a la propriété requise pour appartenir a lui-méme : contra-
diction de nouveau. On a donc une contradiction dans les deux cas, ce qui rend
Pexistence d’un tel ensemble paradoxale.
Plus formellement, si 'on pose y = {z | x €2}, on a immédiatement que
y €y <= y¢&y donc chacune des deux possibilités, y €y et y & vy,
mene a une contradiction.
Et de fagon plus imagée :  Un barbier se propose de raser tous les hommes qui ne
se rasent pas eux-mémes, et seulement ceuz-la. Le barbier doit-il se raser lui-méme ?

3 Logique
3.1 Propositions

Définition 1  Une proposition est une affirmation qui peut étre vraie ou fausse,
mais qui ne peut étre les deux en méme temps ou ni l'un ni l'autre.

FEzxzemples : Considérons les trois propositions suivantes :
e P ikx+2=2+4+x». o Py 42x3="7Tn». o Pz =9n.
x La proposition &; est toujours vraie.
x La proposition &5 est toujours fausse.
x La proposition &3 peut étre vraie ou fausse suivant les valeurs de x :  si z = 3,
elle est vraie, si x = —3, elle est vraie et elle est fausse dans tous les autres cas.

Exercice 4 Les trois propositions suivantes sont-elles toujours vraies ?
o Py wx — 2 est strictement plus grand que x ».
o« P5 . « 2z est plus grand ou égal a z ».
o P : «le carré d'un nombre pair est pair ».

Exercice 5 Enoncer une affirmation qui n'est pas une proposition.

Définition 2  La négation d’une proposition, notée « non & » ou « =< », est une
proposition qui est fausse lorsque & est vraie et qui est vraie lorsque & est fausse.

Remarque : La proposition —(—2?) est précisément &.

Exercice 6  Etablir la négation des propositions &2, 3 &s.  Sont-elles toujours vraies ?

t. Publié en 1903 par Bertrand Russell (1872-1970), troisiéme comte du nom. Mathématicien,
logicien, épistémologue, écrivain (Nobel 1950), homme politique (membre du Parlement britannique)
et moraliste gallois, Russell est considéré comme 1’'un des plus importants philosophes du xx°s.
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Exercice 7  Etablir la négation des propositions suivantes. Lesquelles sont vraies ?
« P VaeR, a®>0.
e Py :IeERT tq. b—3 <0.
e Py :VreR,Jye Rtq. x < y.
o Py JacRT tq. VB € R, [32—0(<0.

Toutefois, il existe des propositions indécidables, dont on ne peut affirmer si elles
sont vraies ou fausses. C’est un fameux résultat du mathématicien Kurt Godel (1906-
1978) et je ne peux que vous conseiller de lire La Déesse des petites victoires, brillant
roman de Yannick Grannec autour de ce personnage.

3.2 Implication

Définition 3  Pour affirmer que « si & (est vraie), alors 2 (est vraie) », les
mathématiciens disent que « & implique 2 » et écrivent P — 2. P est
la condition suffisante (’hypothése) et 2 est la condition nécessaire (la conclusion).

FEzxzemples : « Siz =3, alors 22 =9.
—— Y

@
* Si zﬁ = @, alors ABDC est un parallélogramme.
P

2

Remarque : Attention, 'implication n’est pas une relation de causalité. Par exemple,
I’assertion « les oiseaux volent donc la neige est blanche » est fausse mais 'implication
« si les oiseaux volent alors la neige est blanche » est vraie. N’allons pas plus loin,
nous risquerions d’étre déconcertés.

Définition 4
L’implication 2 =— &  est appelée Uimplication réciproque de &P —> 2.
L’implication non 2 = non &  est appelée la contraposée de &P — 2.

Exercice 8 VouF?

-2 = - =
P 2 P =9 9= p> _9
n est premier n=3
zeD zeQ
ab=9 a=3etb=3
T =2 T >3
x>0 x>0
z <0 23 <0

Propriété 1
Si Uimplication (P —> 2) est vraie,
alors sa contraposée (non 2 = non &) est vraie.

Exercice 9  Quelle est la contraposée de I'implication (non 2 = non &£)?

EXERCICES
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3.3 Equivalence

Définition 5
Deuz propositions & et 2 sont dites équivalentes si ¥ — 2 et 2D — L.
Si P < 2, alors P est vraie si, et seulement si, 2 est vraie.

Exemples : . =

r=3 2 = 6.
— ——
P 2

¢ Soit % un cercle de diameétre [AB]. e
M est un point de ¥ différent de A et B si, et seulement si, AMB = 90°.
—_

P 2

Exercice 10 Donner un exemple d'implication qui n'est pas une équivalence.

3.4 Exercices

Exercice 11  Trés facile

A. La phrase suivante est supposée vraie :
« Si la télé est allumée, alors il y a nécessairement quelqu’un qui la regarde. »
Choisir la réponse correcte pour chaque question.

1. La télé est allumée. Quelqu’un la regarde-t-il ?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
2. Personne ne regarde la télé. Est-elle allumée?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
3. La télé est éteinte. Quelqu'un la regarde-t-il 7

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
4. Quelqu’un regarde la télé. Est-elle allumée?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.

B. Méme consigne pour la phrase :  « L'équation (E) n’a pas de solution négative. »

1. Est-ce que —2 est une solution de (E)?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
2. a est une solution de (F). Est-ce que a est négatif ?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.
3. 3 est-il une solution de (E)?

A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.

4. b n’est pas une solution de (E). Est-ce que b est négatif?
A. Oui. B. Non. C. On ne peut savoir.

Exercice 12  Facile

Compléter par « donc» ou « car ».
1. J'ai eu un accident ... j'ai grillé un feu rouge.
2. Il est malade ... il ne viendra pas.

3. J'ai eu un cadeau ... c’'est mon anniversaire.
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4. Je ne suis pas européen ... je ne suis pas allemand.
5. Jean est triste ... c'est la fin des vacances.
6. Il pleut ... la féte est annulée.
7. (AB) et (CD) sont paralleles ... ABCD est un parallélogramme.
8. ABCD posséde deux angles droits ... c’est un rectangle.
9. Le triangle ABC est équilatéral ... il est isocéle.

10, y?=25 ... y=5.

11. =xze€[-1;4] ... x €[-2;5].
12 uw?>49 ...
13. <6 ...

Exercice 13  Pas si facile
Préciser si les implications et équivalences suivantes sont vraies ou fausses.

A B A= B|B=— A|A<~— 1B
Je vis en France Je vis en Europe
Je suis un adolescent J'ai 16 ans
CDEF parallélogramme CDEF carré
MNP rectangleen M | MP?+ MN? = NP?
reN r €
a+b=5 a=2etb=3
dr — (x —5) =11 x =2
(ax+b)(cx+d)=0 |ar+b=0etcx+d=0
(ax +b)(cx +d) =0 |ax+b=0oucr+d=0

Exercice 14 Peu difficile
Pour chacune des affirmations suivantes, déterminer si elle est vraie ou fausse.
* Pour prouver qu’elle est fausse, il suffit de trouver un contre-exemple.

* Pour prouver qu'elle est vraie, il est nécessaire de trouver une démonstration.

1.Si 22>4 alors z>2.

2. Pourtous réels x et y, (o +y)3 =a3+y>.

3. Pour tout réel z, le réel —10x est négatif.

4. |l existe une équation n'ayant aucune solution réelle.

5. Il existe une équation ayant cing solutions réelles distinctes.

2_ (12
6. Si a et b sont deux entiers naturels, alors M

Exercice 15 Assez difficile

Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b.
Démontrer que, si (a® — b?) est premier, alors a et b sont consécutifs.
La réciproque est-elle vraie ?

Bonus  Treés plaisant

est un entier naturel.

Faites-vous donc offrir puis lisez le petit Eloge des mathématiques d’Alain Badiou qui nous
explique avec ravissement pourquoi I'on se passionne logiquement pour cette discipline.

EXERCICES
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4 Solutions

Exercice 1
Ces solutions ne sont pas toujours uniques et vous pouvez en avoir trouvé d'autres.

x T o m - oo QO 00 T w
N’ N N S e S S N N SN N

(1
(m)

1: AUBUC. (n) ANC:1,2, 34, 5et8.
2:BNAUC. (o) AUuC 1,2, 3,4, 5et8.
3:ANBNC. (p) BUC :1etd.
4:ANBNC. (@9 BNC:1letd
5:BNCNA. () (BNC)UA:3,4,5 6etT.
6:4AnBNC. (s) BN(CUA):3, 5,6
7:ANCNE. (t) (BUAN(CUA):3, 4,56 7.
8:C¢NAVE. (1) (BUC)NA:3,6, 7.
3et6: ANB.

. _ (v BU(CNA):23,5,6,7.
8et3: (CNBNA)UANBNC).
5ot (w) (BNA)U(CNA):3,6,7.

e . _

[(CﬂA)U(CﬂB)}ﬂ(m). (x) (AUuB)NC:5,6et8.
6et8: (CNAUB)UANBNC). (y) BUCNA:1L
let7: (AUBUC)U(ANCNB). (z) ANCUB:T.

Ainsi, on a toujours, A=A, ANB=AUB, AUB=AnNB,
(AUB)N(AUC)=AUu(BNC) e (ANB)UANC)=ANn(BUCQO).

Exercice 2 Ce qui suit est écrit de maniére informelle.
(1): (). R\D.
(2): (K). DCR.
(3): (L). Diag.Egal.U Diag.Perp. C Parallélogrammes.
(4): (0). Diag.Egal.N Diag.Perp. C Parallélogrammes.
(5): (G). {Multiples(7)U Multiples(2)} \ Multiples(14) C Z.
(6) : (R). Multiples(7)\ Multiples(14) C Z.
(7): (D). I\ {Multiples(2) U Multiples(3)}.
(8): (E). RectanglesU Losanges C Parallélogrammes.
(9) : (H). Carrés C Parallélogrammes.
(10) : (F). Rectangle U Losanges U Carrés C Parallélogrammes.
(11) : (C). NUIrrationnels CR ou (M). DU Irrationnels C R.
(12) : (N). INNIrrationnels C R.
(13): (M). DU Irrationnels CR ou (C). NU Irrationnels C R.
(14) : (B). Isoctles\ Bquilatérauz C Triangles.
(15) : (A). (TrigosU Af fines) N (0 — 0).
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(16) : (P). TrigosUAf finesn (0 — 0)

(17): (J). TrigosU Af finesn0 — 0

(18) : (Q). TrigosU Af finesU0 s 0.

Exercice 3

A-o D-a G-s J-g M-r P-e S-k
B- h E-m H-f K-j N- c Q-t T-p
C-d F-b [-n L-1 O-q R-i
Exercice 4

o P, «x — 2 est strictement plus grand que x » : toujours faux puisque x — 2 < z,
vV € R.

o Py « 2x est plus grand ou égal a = » : vrai pour x > 0, faux pour x < 0.

» P « le carré d'un nombre pair est pair » : toujours vrai car (2n)% = 4n? pair.

Exercice 5 La phrase « Il fait beau et chaud. » n'est pas une proposition mathématique
car elle peut étre a la fois vraie et fausse selon les préférences de chacun.
En revanche, c'est une contrepéterie amusante et facile.

Exercice 6 * —~F : «x+27# 2+ x» : toujours faux puisque &y est toujours vrai.
o =Py «2x 3Ty : toujours vraie puisque P est toujours fausse.
o = Ps w2 #9» : vraie pour x # £3, fausse si x = +£3.
e =Py «x—2 < x»: toujours vraie car H, toujours fausse.
o = P5 « 2 est strictement plus petit que x » : vrai pour x < 0, faux pour x > 0.
o =P « le carré d'un pair n'est pas pair » : toujours faux car &g toujours vraie.

Exercice 7 * =%; :Jac R, a’?<0 estvraie:a=0eta?=0<0 donc &
est fausse.

e Py IERTtq.b—3<0 estvraie:b=1cRTetb—3=-2<0

donc —~H5:VbeRT, b—3 >0 est fausse.

e Py VxeR,JyeRtq z <y estvraie:y=x+1>z

est fausse.
estvraie: B = /xetB?—a=0=>0

donc —~Fy:dJxecRtq.VyeR, 22>y
e 2P VueRT, PRt PZ—ax >0
donc 1 est fausse.

Exercice 8
-2 = - =
7 2 = 2= > 9

n est premier n=3 F \% F \%

zeD r e Q \ F \% F

ab=9 a=3etb=3 F V F V

T =2 T >3 F V F V

x>0 z20 V F \Y, F

x <0 23 <0 V V \Y, \Y,
Exercice 9 La contraposée de -2 = ~F est ——~FX = -2 je =2
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Exercice 10 Dans I'exercice 8, seul le dernier item concerne une implication qui est
aussi une équivalence.

Exercice 11  Tres facile
A. 1- Oui. 2 - Non. 3 - On ne peut savoir. 4 - On ne peut savoir.
B. 1- Non. 2 - Non. 3 - On ne peut savoir. 4 - On ne peut savoir.

Exercice 12 Facile

1. car 3. car 5. car 7. car ‘ 9. donc | 11. donc | 13. donc
2. donc 4. donc 6. donc 8. car 10. car 12. car
Exercice 13  Pas si facile
A B A= B | B=A|A<= 2B
Je vis en France Je vis en Europe Vrai Faux Faux
Je suis un adolescent J'ai 16 ans Faux Vrai Faux
CDEF parallélogramme CDEF carré Faux Vrai Faux
MNP rectangleen M | MP?+ MN? = NP? Vrai Vrai Vrai
zeN x e Vrai Faux Faux
a+b=5 a=2etb=3 Faux Vrai Faux
dr—(z—5)=11 x =2 Vrai Vrai Vrai
(ax +b)(cx+d)=0 |ax+b=0etcx+d=0 Faux Vrai Faux
(ax +b)(cx +d) =0 |ax+b=0oucr+d=0 Vrai Vrai Vrai
Exercice 14  Peu difficile
1.Si 22>4 alors z>2Faux. x = —3 par exemple.
2. Pourtous réels z et y, (z+y)® =a%+y3:Faux. =y =1 par exemple.
3. Pour tout réel x, le réel —10x est négatif : Faux. x = —1 par exemple.
4. |l existe une équation n’'ayant aucune solution réelle : Vrai, 241 = 0 par exemple.
5. Il existe une équation ayant cinq solutions réelles distinctes : Vrai.

z(zx —1)(x 4+ 1)(x — 2)(z + 2) = 0 par exemple.

2_ _ 2 )
6. Si a et b sont deux entiers naturels, alors M est un entier naturel :

Vrai car (a-s-b)?;(a—b)? _ [(a+b)+(a—b)]4[(a+b)—(a—b)] _ (2a)4(2b) —abe N

Exercice 15  Assez difficile

Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b.

Si (a® — b?) = (a + b)(a — b) est premier alors il a exactement deux diviseurs
et donc 'un des deux termes est égal a 1, le plus petit des deux nécessairement.
Ainsi, a — b =1 : a et b sont consécutifs.

Réciproquement, si a et b sont consécutifs, a> — b? n'est pas toujours premier. Par
exemple, 52 — 42 = 9 est dans la table de 3.
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Cet extra est capital pour I'argumentation.

Associer chacun des types de « preuve » suivants avec son explication en pages
suivantes puis préciser leur validité.

Types de preuve

[ Preuve visuelle

™ Preuve par identité multiplicative
[ Preuve par restriction

[ Preuve par présupposition
I Preuve par croyance

™ Preuve par construction
[ Preuve capitale

™ Preuve complexe

™3 Preuve faible

[ Preuve par large consensus
[ Preuve d’aofit

™ Preuve par défaut

[ Preuve forte

[ Preuve par transposition
™) Preuve enfantine

[ Preuve par délégation

[ Preuve directe

[ Preuve par Darth Vader

[ Preuve par le chocolat

[ Preuve par désaccord

[ Preuve par distraction

[ Preuve par disjonction des cas
[ Preuve de I'ingénieur

[ Preuve par analyse-synthese
[ Preuve par diagramme

[ Preuve par récurrence

[ Preuve par six fois sept

[ Preuve par la peur

[ Preuve par répétition

[ Preuve par 'absurde

[ Preuve stupide

| 1 | Type de preuve

Valide | Non valide

Il suffit de multiplier chaque expression par zéro afin d’obtenir 1’égalité voulue.

Par exemple, prouvons que 1 =2 :
1=2 <+

I1x0=2x0 <= 0=0.

Puisque la derniere égalité est vraie, la premiere I’est aussi.
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| 2 | Type de preuve Valide | Non valide

Puisqu’aofit est une période si agréable, personne ne sera en désaccord avec ce qui
est publié a ce moment-la, ce qui en atteste la véracité. Bien siir, I'inverse est vraie :
janvier est triste et aucune logique ne prouvera vos affirmations.

| 3 | Type de preuve Valide | Non valide

UN ARGUMENTAIRE ECRIT EN LETTRES CAPITALES EST CORRECT.
AINSI, ECRIVEZ LA PROPOSITION QUE VOUS ESSAYEZ DE PROUVER EN
LETTRES MAJUSCULES : ELLE SERA ALORS JUSTE!!! VOUS POUVEZ
AUSSI ABUSER DES POINTS D’EXCLAMATION, EN PARTICULIER POUR
LES PREUVES DIFFICILES.

| 4 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

En écrivant ce qui semble étre une démonstration complete puis en étalant du
chocolat fondu sur les parties les plus délicates, le lecteur supposera avec délectation
que la preuve est correcte afin de ne pas paraitre idiot.

| 5 | Type de preuve Valide | Non valide

Dans ce type de démonstration, on arrive a la conclusion en divisant le probléeme
en un nombre fini de cas et en les démontrant chacun séparément. Le nombre de
cas peut parfois étre démesuré. Par exemple, la premiére démonstration du théoreme
des quatre couleurs comportait 1936 cas. Cette démonstration est controversée car
la majorité d’entre eux furent vérifiés par ordinateur, pas a la main. Aujourd’hui, la
démonstration comporte encore plus de 600 cas.

| 6 | Type de preuve Valide | Non valide

Souvenez-vous, une affirmation est fausse si sa preuve a été vérifiée et elle est
vraie si elle n’a pas été contredite. Ainsi, la meilleure stratégie est de réduire le plus
possible le nombre de personnes capables de comprendre votre démonstration.
N’hésitez pas a y mettre des éléments tres compliqués comme des dimensions mul-
tiples ou méme infinies, des nombres hypercomplexes, des formes indéterminées, des
graphes, des références a des livres épuisés, des films disparus, des chants inconnus,
de la physique quantique, de la musique modale... Faites des citations en latin, grec,
sanskrit et inventez des langues.

Encore une fois, le but est que personne n’y comprenne rien et ne puisse donc vous
contredire.

| 7 | Type de preuve Valide | Non valide

S’il y a un nombre conséquent de personnes qui pensent qu'un résultat est juste,
alors il ’est certainement. Pour une preuve plus emphatique, on peut user de phrases
comme “De nombreux scientifiques s’accordent sur...” aux moments opportuns.
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| 8 | Type de preuve Valide | Non valide

Commencez par démontrer un premier cas, I'initialisation, puis montrez I’hérédité
de votre propriété : si un cas quelconque est vrai, alors le suivant I’est aussi. Alors, tous
sont vrais a partir du cas initial, méme si, séparément, chacun n’a pas été démontré.
Soit P(n) une proposition mathématique impliquant I’entier naturel n telle que :

(i) P(0) est vraie, i.e. P(n) est vraie pour n =0;

(ii) P(n+ 1) est vraie si P(n) est vraie, i.e. P(n) vraie implique P(n + 1) vraie.
Alors P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

| 9 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

J’ai raison, na!

| 10 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

La proposition est vraie par manque de contre-exemple. De toutes fagons, vous
savez que vous avez raison et peu vous importe ce que peuvent penser les autres.

| 11 | Type de preuve Valide | Non valide

Bien que non formelle, une démonstration visuelle d’'un théoréme. Ce type de
preuve est souvent utilisé pour démontrer le théoreme de Pythagore.

| 12 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

J’ai raison parce que je suis ton peére.

| 13 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

Facilitez-vous la vie en laissant la démonstration au lecteur. Apres tout, si vous
savez la faire, il le peut certainement lui aussi. Encouragez-le :

e “Le lecteur pourra facilement effectuer ces menus calculs.”

e “Les 253 autres cas sont similaires.”

o “La preuve est laissée en exercice pour le lecteur”.

« “La preuve est laissée en exercice pour le correcteur” (succes garanti en examen).

| 14 | Type de preuve | Valide | Non valide |

Aussi appelée preuve par I'exemple, il suffit d’exhiber un exemple concret ayant
toutes les propriétés voulues pour démontrer ’existence de tels objets. Par exemple,
Joseph Liouville a prouvé I'existence des nombres transcendants en en construisant
un explicitement.

| 15 | Type de preuve Valide | Non valide

S’il y a consensus sur un sujet que vous n’acceptez pas, alors vous avez certaine-
ment raison puisque les autres sont stupides.
Pensez aux climato-sceptiques, aux créationnistes, & Donald... pour une application
de ce type de preuve.
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| 16 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

« Je crois en cette affirmation donc elle est vraie, cqfd. »

| 17 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

Réduire le probléme a des diagrammes contenant de nombreuses fleches, simples
et doubles. Ceci est lié a la preuve par complexité.

| 18 | Type de preuve | Valide | Non valide

Dans ce type de preuve, aussi appelé par contradiction, on montre que si une
certaine proposition est vraie, alors une contradiction (flagrante) apparait, donc cette
proposition est fausse. On louvoie donc dans le fauz, en toute connaissance de cause,
afin de prouver le vrai. C’est un type de preuve absolument sublime.

Voici un exemple montrant I'irrationalité de NOE

=2

Supposons que v/2 est rationnel i.e. V2 = % ol a et b sont des entiers non
nuls premiers entre eux (la fraction est réduite). Ainsi, byv/2 = a. Elevant
au carré, 2b% = a?. Puisque 2 divise le membre de gauche, il divise celui
de droite et a2 est pair, ce qui implique que a doit aussi étre pair. On
a alors a = 2¢, ou ¢ est un entier. La premieére équation s’écrit alors
20% = (2¢)? = 4¢2. Divisant par 2, b2 = 2¢. Ainsi, par le méme argument
que précédemment, 2 doit diviser b2, et b doit étre pair. Mais, si a et b sont
tous deux pairs, ils ne peuvent étre premiers entre eux ce qui contredit
I’hypothése de départ. Force est donc d’affirmer que v/2 est un nombre
irrationnel.

| 19 | Type de preuve | | Valide | Non valide

Soit P(n) une proposition.
1° Prouvez que P(0) est vraie.
2°  Prouvez que P(1) est vraie.

3°  Prouvez que P(2) est vraie.

Alors, P(n) est vraie pour tout n.

| 20 | Type de preuve | Valide | Non valide

On prouve la proposition “si p alors ¢” en démontrant sa contraposée “si non q
alors non p”.

| 21 | Type de preuve Valide | Non valide

Si Khaleesi affirme quelque chose, alors c’est vrai. Pas de si, mais ni or. Fin de la
discussion. Cela peut aussi marcher avec Voldemort, Kim Jong-un ou votre professeur
de mathématiques bien-aimé.
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| 22 | Type de preuve Valide | Non valide

Vous étes fatigués, c’est 'heure de la sieste, vous vous sentez las, las, las. Tout
affaibli, vous ne pouvez qu’accepter la preuve que ’on vous apporte.

| 23 | Type de preuve Valide | Non valide

Dans ce type de preuve, on arrive a la conclusion en combinant de facon logique
les axiomes, définitions et les résultats précédents. Par exemple, on peut ainsi établir
que la somme de deux entiers pairs est toujours paire :

Soient x et y deux entiers pairs. il peuvent donc s’écrire x = 2a et y = 2b
ol a et b sont entiers. Alors, leur somme vaut z +y = 2a + 2b = 2(a +b).
Il est alors clair que x 4 y est divisible par 2 et il est donc pair.

Cette preuve n’utilise que la définition des nombres pairs ainsi que la distributivité.

| 24 | Type de preuve Valide | Non valide

Puisque quarante-deux est bien la réponse universelle, tout argument impliquant
le produit de six par sept est véridique.

| 25 | Type de preuve Valide | Non valide

N’hésitez pas a distraire I’attention des auditeurs lors de votre exposé. Un complice
peut tirer la sonnette d’alarme, annoncer la fin du monde, attirer 'attention sur le
mur du fond... pendant que vous effacez le tableau et déclarez la démonstration finie.

Vous pouvez aussi tirer avantage d’une distraction plus longue que prévue en
démontrant par la-méme le résultat suivant. Par exemple :

1. “Regardez derriére vous!”

2. ... ce qui prouve l'existence d’une réponse a 2 + 2.

3. “La, un singe a trois tétes!”

4. ... ce qui donne 5 comme seul résultat possible a 2 + 2.
5. Ainsi, 24 2 =5, cqfd.

| 2

=}

| Type de preuve Valide | Non valide

Si 'on dit qu’une affirmation est vraie un grand nombre de fois, alors elle est
vraie. Si 'on dit qu'une affirmation est vraie un grand nombre de fois, alors elle est
vraie. Si 'on dit qu’'une affirmation est vraie un grand nombre de fois, alors...

Le nombre de fois qu’il faut le dire exactement pour que cela soit vérifié fait
lobjet d’intenses débats académiques. Généralement, on s’arréte lorsque 'audience
est littéralement morte d’ennui.

Par exemple : Soient Aet B.Ona A=B < B=A < A=B

< B=A <<= A=B < B=A <= A=B < B=A

< A=B < B=A <<= A=B < B=A donc A=B.
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| 27 | Type de preuve Valide | Non valide

Dans un raccourci de la preuve par récurrence, on fait I’hypothese que le résultat
est vrai. Ainsi, le résultat est vrai.

| 28 | Type de preuve Valide | Non valide

Si vous prouvez votre affirmation pour un cas et vous restreignez a celui-ci seule-
ment, vous évitez alors tous les autres. Vous pouvez alors espérer que personne ne
remarquera votre omission.

Par exemple, montrez le théoreme des quatre couleurs en se contentant des cartes
a une seule région. Une seule couleur est alors nécessaire et 1 < 4.

Si jamais on vous parle d’une certaine incomplétude de votre preuve, rabattez-vous
sur une méthode précédente.

| 29 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

Ce que je dis est vrai car je suis plus fort que toi.

| 30 | Type de preuve | | Valide | Non valide |

Un tel raisonnement se déroule en deux étapes :

e on raisonne sur une hypothétique solution au probléme et I'on accumule des
déductions de propriétés qu’elle doit vérifier, du seul fait qu’elle est solution ;

e on examine tous les objets vérifiant les conditions nécessaires précédemment
accumulées (ce sont les seuls candidats pouvant étre des solutions) et 1'on dé-
termine, parmi eux, lesquels sont réellement des solutions.

Il arrive souvent que la premiere phase, ’analyse, produise des conditions nécessaires
si restrictives qu’il ne reste plus qu’'un “candidat” qui les vérifie. Dans ce cas, cette
premieére phase prouve 1'unicité de la solution, et la seconde phase, la synthese, permet
de montrer soit 'existence d’une solution (si ce candidat répond au probléme), soit
qu’il n’y a aucune solution (sinon).

La recherche des minima et maxima d’une fonction se fait souvent ainsi : on
détermine d’abord la liste des points qui auraient le droit d’étre des extrema en
utilisant des conditions nécessaires d’optimalité (dérivée, extrema liés...). Ensuite,
on regarde lesquels parmi eux le sont vraiment en comparant leurs valeurs.

La limite d’une suite récurrente se détermine parfois par analyse synthese : on
montre qu’elle converge, car croissante et majorée par exemple, on cherche ensuite
les points fixes de la fonction de récurrence qui est continue puis on détermine ceux
qui peuvent étre la limite de la suite : il n’y en a souvent plus qu'un possible et c’est
donc lui.

| 31 | Type de preuve Valide | Non valide

Je n’y comprends rien, c¢’est donc vrai.
)
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Solutions

Preuve visuelle : 11 Valide

Preuve par identité multiplicative : 1
Preuve par restriction : 28

Preuve par présupposition : 27

Preuve par croyance : 16

Preuve par construction : 14 Valide
Preuve capitale : 3

Preuve complexe : 6

Preuve faible : 22

Preuve par large consensus : 7

Preuve d’aofit : 2

Preuve par défaut : 10

Preuve forte : 29

Preuve par transposition : 20 Valide
Preuve enfantine : 9

Preuve par délégation : 13

Preuve directe : 23  Valide

Preuve par Darth Vader : 12

)
(NN |
=
oc
oc
o
O

Preuve par le chocolat : 4

Preuve par désaccord : 15

Preuve par distraction : 25

Preuve par disjonction des cas : 5 Valide
Preuve de l'ingénieur : 19

Preuve par analyse-synthese : 30  Valide
Preuve par diagramme : 17

Preuve par récurrence : 8 Valide
Preuve par six fois sept : 24

Preuve par la peur : 21

Preuve par répétition : 26

Preuve par ’'absurde : 18 Valide
Preuve stupide : 31

Si vous avez validé a tort plus de deux « preuves », vous commencez malheureu-
sement a mafitriser [’art d’avoir toujours raison.
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Extra A
TROP GRAND ECART

Cet extra est sensationnel pour redécouvrir la valeur absolue.

Exercices

Exercice 1  On cherche a déterminer I’ensemble Z des fonctions f vérifiant les
propriétés suivantes :

o f est définie sur [0;1],

o fest avaleurs dans [0;1]: Vxze[0;1], f(z)e[0;1],

e Pour tout a,b € [0;1], on a l'inégalité (1) : |f(a)— f(D)| = |a—1|.

1. (a) Justifier que, pour tout et v € [0;1], |u—v|< 1.

(b) En déduire que, pour f € Z, on a
soit (¢): f(0)=0et f(1)=1, soit (i1): f(0)=1et f(1)=0.

2. (a) Déterminer les deux fonctions affines u et v vérifiant 'une (7), lautre (ii).
(b) Vérifier que u et v appartiennent & Z.

3. Soit f € T vérifiant (7).
(a) Montrer que, pour tout z € [0;1], f(z) = u(x).
(b) Montrer que, pour tout z € [0;1], f(z) <
(¢) Qu’en déduire pour f?

4. Soit f € T vérifiant (i1).
De fagon analogue, montrer que pour tout z € [0;1],  f(x) = v(x).

5. Conclure sur Z puis tenter d’expliquer le titre de ce devoir.

Exercice 2  Soient les fonctions f et g définies sur R par
flx)=va2+1 et g(x)=|z|
1. Tracer leur représentation graphique % et ¢, dans un repere adapté sur Geo-

Gebra. A premiére vue, € va-t-elle passer au-dessous de €, 7

1
2. Démontrer que pour réel  non nul, on a f(z) =lz[{/1+ —.
x

3. Montrer que pour tout réel z, ona  f(x) — g(z) > 0.

4. En déduire les positions relatives de € et 4.

EXERCICES
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Solutions

Exercice 1
1. (a) Puisque 0<pu<1l et —-1<-v<-0, ona 0-1<pu—-v<1-0
ie. |p—v| <L
(b) Ainsi, comme f(0) et f(1) €[0;1], [f(1)— f(0)] <1.
Par ailleurs, fe€Z donc [f(1)—f(0)]>]1-0|=1.
On a donc |f(1)— f(0)] =1 qui ne peuvent alors étre que les valeurs
« extrémes » 0 et 1.
En effet, on a soit f(1)— f(0)=1 e 140<14 f(0)=f(1) <1,
soit  f(0)—f(1)=1 et 14+0<14f(1)=f(0) <1
2. (a) On cherche des fonctions sous la forme  “mx + p”.
(i) Puisque l'on doit avoir  m—+p=1 et p=0, la seule fonction
affine vérifiant (i) est wu(z) = =.
(14) Et puisque 'on doit avoir m+p=0 et p=1, la seule fonction
affine vérifiant (i7) est wv(z) =1— .
(b) Soient a, b€ [0;1].
On a Oéu(a) =a<1l et |u(a)—ud)|=|a—>l=>la—Dbl.
De méme, —02v@)=1-a21-1
et |v(a)—vd)|=]1—a—-14+b=|b—al>l|a—Db|.
3. Soit f € T vérifiant (4) et soit z € [0;1].
(a) Ona u(x) =z =lz| = |z - 0] < [f(z) = f(O)] = [f(x) = O] = |f(2)| = f(z).
(b) Ona l-w(@)=1l-z=[1-z < [fQ)-fl@)=]1-f(2)=1-f()
dou  f(z) < u(x).
(c¢) Ainsi, f(z) =wu(z) sur[0;1].
4. Soit f € T vérifiant (i1) et soit z € [0;1].
Ona wv()=1-z=z—1 < [f(z) = fQ)]=|f(z) - 0] =[f(2)] = f(z)
et 1—v(@)=z=[0—2z[ < [f(0)=flz)|=[1-f(x)=1-Ff(z)
dou  f(x) < v(x).
Ainsi, f(z) =v(z) sur[0;1].
5. L’ensemble Z est donc uniquement constitué des deux fonctions x +—— x et
x+——1—x qui vérifient en fait une relation plus précise sur [0;1] :

/(@) = f(b)| =la —b].

Ainsi, une fonction de [0;1] sur [0; 1] ne peut pas « toujours » dépasser la pente 1
’ f(a)—g(b)
o

en valeur absolue. En effet, (I) peut s’écrire, pour a # b, >1 qui

correspond a la « pente » de f entre a et b.
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Exercice 2
f et g sont définies sur R par  f(z) =va2+1 et gx)=|z|

1.
A

3

>
—>

-3 -2 -1 1 2 3

I1 ne semble pas que la courbe € passe au-dessous de la courbe €.
2. On a, Va # 0,

f@)=va?+1= /a2 (1+ %) = Va2 /1+ 5 = |z|\/1+ &
3. Ainsi, Vo £ 0, ona  f(2) - g(@) = |ely/1+ % — Jof = ol (/1+ 5 1)

du signe de y/1+ % — /1. Or, 14+ % >1 donc, la fonction racine étant

v
Ll
=
o
o
o
O

croissante, /1+ % >+V1 et f(z)—g(z)>0.
Si =0, f(0)=+1>0=g(0).

4. La courbe €% est donc située au-dessus de la courbe € sur R.







Extra B

EINSTEIN VAUT MIEUX
QUE DEUX TU L’AURAS

Cet extra est récréatif.

Enigme

Il y a cinq maisons de cing couleurs différentes, alignées le long d’une route. Dans
chacune de ces maisons vit une personne de nationalité différente. Chacune de ces

personnes boit une boisson différente, pratique un sport différent et posseéde un animal
domestique différent.

1.

© ® N o oW N

— = = = =
N R )

Le Qatari séjourne dans la maison grenat.

L’Uruguayen dresse des manchots.

Le Wallon s’abreuve de thé.

La maison violette est directement a gauche de la maison beige.
Le kayakiste éléve des rhinocéros.

On apprécie le café dans la maison violette.

Le propriétaire de la maison indigo joue au jokari.

La personne qui occupe la maison du centre sirote du lait.

Le Fidjien habite dans la premiere maison.

Le nageur loge a coté de celui qui possede des yacks.

. Le hockeyeur ingurgite du soda.

. Celui qui prend soin de ses zébres est voisin de celui qui pratique le jokari.
. L’Ouzbek vole en deltaplane.

. Le Fidjien réside juste a c6té de la maison azur.

15.

Celui qui pratique la natation a un voisin qui ne boit que de I'eau.

Question : Qui a un poisson ?

Cette énigme est attribuée a Albert Einstein selon qui, seulement 2 % des individus
seraient capable de résoudre cette énigme sans papier ni crayon, de téte. Et vous?

EXERCICES
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Aide

Moi, j’ai listé les initiales, dressé un tableau et mis les maisons sur la premiere
ligne, de gauche a droite. J’ai rempli plutot facilement quelques cases puis j’ai fait les
associations imposées et les ai testées dans mon tableau. Ainsi, j’ai trouvé... avec un
papier et un stylo.

Solution

La premiere maison est indigo. Son propriétaire est le Fidjien, qui boit de ’eau, joue
au jokari et a des yacks.

La seconde maison est azur. Son propriétaire est le Wallon, qui boit du thé, pratique
la natation et a des zébres.

La troisiéme maison est grenat. Son propriétaire est le Qatari, qui boit du lait, fait
du kayak et a des rhinocéros.

La quatriéme maison est violette. Son propriétaire est I’Ouzbek, qui boit du café,
vole en deltaplane et a un poisson.

La derniére maison est beige. Son propriétaire est I’'Uruguayen, qui boit du soda,
pratique le hockey et a des manchots.

C’est donc I’Ouzbek qui posséde un poisson.
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Cet extra est instructif.

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

tu lis une premiere fois I’énoncé afin de comprendre la structure du probleme,

tu rédiges correctement et montres comment les résultats sont obtenus et ne te
contentes pas de la réponse; sache que le correcteur la connait déja et qu’il juge
seulement ton travail,

tu prends le temps de te relire avant de sortir comme si ce n’était pas ta copie et
corriges ainsi maintes fautes de francais et de mathématiques,

tu fais des phrases de conclusions, sans faute d’orthographe, un tableau ne
concluant rien tout seul par exemple,

tu évites les tirets, qui sont des signes — et préferes les étoiles, d’autant que c’est
plus joli,

tu n’abreges pas les barres de fractions car le signe — s’applique alors sur tout le
numérateur le cas échéant,

tu prends soin de ta calligraphie : p, P, &, P, p... désignant des objets différents,
tu réponds a toutes les questions, dans 'ordre, surtout si tu sais y répondre,
tu utilises des résultats précédents mais ne te sers point d’une question suivante,

tu remarques qu’il n’est pas anodin qu'une consigne commence par « en déduire »
et qu’il ne faut alors pas faire autrement,

tu vérifies et contre-vérifies tes résultats avec ’énoncé, les résultats obtenus pré-
cédemment, les résultats attendus, les résultats théoriques... tout ce que tu peux
excepté la copie d’un tiers,

tu ne confonds pas = et <= : deux nombres, vecteurs, expressions algébriques,
fonctions... peuvent étre égaux mais des équations, des propositions... sont équi-
valentes,

tu n’effectues pas trois calculs en un passage de ligne car tu fais souvent faux
comme, par exemple, la factorisation par a et l'identité remarquable en méme
temps pour la forme canonique,

tu sais calculer avec les fractions de maniere infaillible,



386 IF

Si

Si

Si

Si

Si
Si

Si

Si

Si

Si

Si

Si

tu simplifies systématiquement les fractions et, en particulier, ne laisses pas un
dénominateur négatif : cela t’évite le ridicule et les erreurs,

tu ne confonds pas « racines d’un polyndéme » et « solutions d’une équation algé-
brique »,

tu ne t’encombres pas 'esprit et utilises des formules le moins possible : celle de
la forme canonique est souvent mal appliquée, celles de A et z12 en premiere
sont bien suffisantes et tu auras bientét de nombreuses formules de dérivation
autrement plus importantes et plus difficiles a retrouver,

tu résous une équation en trouvant la valeur de 'inconnue, généralement x, et non

2 . .
753 ; lors d’un changement de variable, change

d’abord z en X puis trouve des solutions X; et Xo et repasse ensuite vers x; et

une valeur d’'un X, d’'un ¢ ou de

To par exemple,

tu n’oublies pas de tester tes solutions,

tu es méticuleux et ne confonds pas 1 — x et © — 1 par exemple au lieu de passer
en force; de méme, b # —b donc si b = —56, —b = 56; ¢ = —3 et ¢ = 9 mais
a>=4=a=+2,

tu fais attention aux couples : le sommet d’une parabole est un point du plan et

posseéde ainsi deux coordonnées : 5—;’ et son image, I’extremum,

tu sais dresser un tableau de signes et ne remplis pas des cases sous les nombres
mais bien entre les nombres; la premiere ligne correspond aux « x » et les suivantes
aux « y », alors ne mélange pas tout ; les doubles barres sont réservées aux valeurs
interdites et surtout pas aux racines,

tu n’hésites pas, dans un tableau de variations, a faire une haute ligne de variations
pour pouvoir distinguer le sens des fleches,

tu regardes au final & quoi ressemble ton ouvrage et que tu n’y comprends pas
grand-chose, pense que cela sera pire pour le correcteur,

tu écris des choses vraies car il est infiniment mieux d’écrire peu et juste que des
pages entieres mais fausses,

surtout, les mathématiques te passionnent,

Tu seras bon, mon éleve.
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NOTATIONS
&
ABREVIATIONS

Cette partie n’a pas un but exhaustif mais simplement indicatif pour ceux qui
aurait un doute, d’autant que I’on use dans cet ouvrage de certaines abréviations
non conventionnelles, par commodité généralement. Apres leur description, il y aura
souvent la référence de la page de leur premieére utilisation.

Commencons par lister quelques notations et abréviations classiques et usuelles
dans le petit monde des mathématiques.

* V: « pour tout », le quantificateur universel (cf. page 361).
« 3: «il existe (au moins un) », le quantificateur existentiel (cf. page 361).
« !: « un unique » lorsque précédé de 3. Exemple : Ilz € R~ N R (cf. p.361).
* | « factorielle » lorsque suivi d’'un nombre entier.
Par exemple, 4! =1 x 2 x 3 x 4 = 24 (cf. page 21).
e\ : «privé de ». Exemple, R* = R\ {0} (cf. page 361).
e et F: «plus ou moins » et « moins ou plus ». Signifie « soit +, soit — » (et
surtout pas « environ », attention).
e C: «inclus dans ». Se dit d’un sous-ensemble (cf. page 361).
 c.qfd. et g: «ce qu’il fallait démontrer ».
e Ent : « partie entiére ». Est parfois notée [z] (cf. page 19).
e d.e.: «id est », c’est-a-dire mais en latin.
e o : «rond », la composition de fonctions.

« R et RT:]—00;0] et [0;+0cc], les réels positifs / négatifs ou nuls.
e R*=]-00;0[U]0;+00]: les réels non nuls.
e ssi et <= : «si, et seulement si» et « équivaut ». A la fois <= et —

(cf. page 364).
¢ [1;n]: lensemble des entiers compris entre 1 et n c.-a-d. NN [1;n].
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Voici ensuite des notations et abréviations moins classiques mais bien pratiques.

'\, : croissante, décroissante, a propos d’une fonction.

M ou NN\ ou \M™ : strictement (dé)croissante, pour une fonction.

« 4 : « contradiction ». Etape finale d’une démonstration par l’absurde.
(cf. page 369).

e a.p.c.r.: « & partir d’un certain rang ». Se dit d’une suite dont les tous termes

vérifient une certaine propriété, sauf un nombre fini d’entre eux.

» coeff. dir. : « coefficient directeur » d’une droite ou d’une fonction affine.

* colin. : « colinéaires ». Se dit de deux vecteurs.

« CV et DV : « converge(nte) » et « diverge(nte) ».
Se dit d’une suite ayant / n’ayant pas une limite finie.

« IE: « espérance » d'une variable aléatoire.

¢ P : ensemble des nombres premiers (cf. page 219).

* P : « probabilité » d'un événement.

e p.o.c.: « par ordre croissant ».
e r.0.n.: « repere orthonormé ».
* th. : « théoreme ».

*  tq.: « tel que ».
* VouF : « Vrai ou faux ». Type d’exercice tres prisé des éleves.
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Commengons par des manuels de terminale experte. Les suivants sont ceux que je
parcours régulierement :

[BZ] T Exp., coll. Barbazo, E. Barbazo (dir.), éd. Hachette, 2020.

[LS1] Le Livre scolaire T'® Exp., manuel collaboratif, éd. Livre scolaire, 2020.

Puis, quelques ouvrages pour réviser ou aller un peu plus loin :

[CR] M. Colonval et A.Roumadni, Les Mathématiques au quotidien, éd. Ellipses,
2010.

[Th] Frangois Thirioux, Mathématiques TS pour réussir en prépa, éd. Ellipses, 2015.

[LS1] Le Livre scolaire 1™ Spé, manuel collaboratif, éd. Livre scolaire, 2019.

[K2] Sébastien Krief-Détraz, Math Maz 2%, éd. Ellipses, 2020.
[K1] Sébastien Krief-Détraz, Math Maz 17 Spé., éd. Ellipses, 2020.

]
]
[LST] Le Livre scolaire T' Spé, manuel collaboratif, éd. Livre scolaire, 2020.
]
]
[KS] Sébastien Krief-Détraz, Math Maxz T' Spé., éd. Ellipses, 2022.

Poursuivons par des références sur la toile, tres utiles lorsqu’utilisées a bon escient :
p , q

[WK] Wikipedia : toujours utile, méme si trés vite technique.
[KA] Khan Academy : https ://fr. khanacademy.org.  Tous les cours, en vidéo.

[MN] Les Mathématiques.net : http ://www.les-mathematiques.net. ~ Pour le supé-
rieur plutét mais cela permet déja de voir plus loin. Le forum est réactif.

[IM] Images des mathématiques : http ://images.math.cnrs.fr.  Des actualités, des
articles, des énigmes, des images... de mathématiques.
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[AP] APMEP : Association des Professeurs de Mathématiques de I’Enseignement
Public : http ://www.apmep.fr.  Vous pouvez y trouver toutes les annales
corrigées du baccalauréat depuis le siecle dernier mais aussi des jeux mathéma-
tiques.

[JC] J’ai compris : jaicompris.com. Des vidéos pour tout comprendre... aux ma-
thématiques.

[MP] Math en poche : http ://mathenpoche.sesamath.net.  Pour réviser en ligne
(plutot les « petites » classes toutefois).

Ensuite, des ouvrages et références autour des mathématiques et des sciences dont
je conseille fortement la lecture. Ils sont parfois cités dans cet ouvrage, a vous de
retrouver en quel endroit (les solutions suivent).

[AG] Alexandre Grothendieck, Récoltes et Semailles, éd. Gallimard, 2022.
[AH] Alain Badiou avec Gilles Haéri, Eloge des mathématiques, éd. Flammarion, 2015.
[AS] Arthur Schopenhauer, L’Art d’avoir toujours raison, écrit vers 1830.
[BK] Yoram Bauman et Grady Klein, Les Mathématiques en bande dessinée - L’ Ana-
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