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POURQUOI CE LIVRE
ET COMMENT S’EN SERVIR?

Sans SAVOIR-FAIRE, il n'y a pas de SAVOIR... Faire des mathématiques,
ce n'est pas seulement enregistrer des connaissances, mais c’est aussi savoir
s’en servir. _ ;

Dans ce livre, pour éviter le : «je croyais avoir compris le cours, mais je ne
sais pas faire l'exercice...» qui revient si souvent, nous avons voulu :

e d’une part, faire la synthése de ce qu'il est nécessaire ou important de savoir
compte tenu des programmes,

e d’autre part, faciliter un entrainement systématique axé sur la résolution
d’exercices et de problémes en proposant un choix d’exercices caractéristiques,
en indiquant des références, des «trucs», des méthodes différentes, des
conseils, des mises en garde... bref, ce que I'on dit oralement dans une classe
mais que ’on n’a pas I'habitude d’écrire.

LA PARTIE I, «Points de repere », vous rappelle brievement des définitions,
propriétés, formules de votre programme avec de tres
nombreux rappels de la classe de premiére. A chaque occasion
sont signalés des exercices de la partie I se rapportant a la
question traitée.

LA PARTIE II, «Pour s’exercer », contient 320 exercices; certains sont com-
- pletement résolus; pour d’autres, nous vous donnons seule-
ment quelques indications pouvant guider votre recherche.
Nous vous signalons, en cours de correction, les définitions
ou propriétés de la partie 1 auxquelles vous pouvez vous
référer.

R S

LA PARTIE III, «L’Index», vous permettra de retrouver rapidement
, définitions, propriétés, vocabulaire, avec des exercices carac-
téristiques sur la question,

2, “ ) .
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I. Résumé de cours
I1. Pour s’exercer

III. Index général

SOMMAIRE

....................................................................

....................................................................

page 53
page 241

notions générales

Thémes Résumé| Exercices corrigés D’autres exercices
decours pour chercher
Fonctions numériques page 4 |n° 1 a 29 (p.55) n° 30 a 86 (p. 86)

Fonctions logarithmes page 25 n®* 87 a 100 (p. 100) | n°* 101 all9(p. 114)
Fonctions exponentielles |page 27 |n°s 1202127 (p. 118) | n°* 1284143 (p. 127)
Suites réelles Vpage~ 32 [n°*144a153 (p. 132) | n°* 1542172 (p. 143;)
Calculs d’intégrales page 36 |n°* 1734184 (p. 150) | n°* 1854203 (p. 151)
Applications page 38 | n°*204a215(p. 165) n°*216a238(p. 183)
Equations différentielles |page 41 n°*239a244(p. 189) n*2452259(p. 196)
Fonctions vectorielles page 42 | n®*2602a265 (p. 200) n°*266a274 (p. 209)
Dénombrements page 45 | n"*275a285 (p. 212) | n°*2864309(p. 224)
Probabilités '

Statistiques page 50 | n°*310a312(p. 232)

n** 3132329 (p. 238)
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PARTIE 1

POINTS DE REPERE
Résumé de cours

oici des rappels de définitions, propriétés et formules de votre programme,
ainsi que de nombreux rappels de classes antérieures.
Dans chaque chapitre sont signalés les exercices correspondants que vous
pourrez traiter.

e Les fonctions numériques 4
Rappels de définitions 4
Fonctions trigonométriques 6
Problémes de limites 9
Dérivées 13
Fonctions continues —16
Pour comparer, majorer, minorer 19
L’étude d’une fonction numérique 21
Rappels sur les primitives 23

e La fonction logarithme népérien 25

e Les fonctions exponentielles 27

e Suites numériques 32

e Calcul intégral et applications 36

e Equations différentielles 41

e Fonctions vectorielles et cinématique 42

e Dénombrements et probabilités 45

50

e Statistiques

Le nom seul des Mathématiques, qui, dans son étymologie, veut dire Instruction,

peint d'une maniére juste et précise I'idée noble qu’on doit s’en former... On
s ont pour objet de mesurer, ou plutdt de comparer les

Science,
sait que les Mathématique
grandeurs, par exemple les distances, les surfaces, les vitesses, etc.

Les Mathématiques pures considerent la grandeur d’une maniére simple, générale et
; par 12 elles on
a quanlité. Elles comprennent :
I’Art de compter;

apprend & mesurer I'étendue;

abstraite : €t t le précieux avantage d'étre fondées sur les notions

primordiales de |
1) I’ Arithmétique ou
2) Ia Géométrie qui
3) I'Analyse, scienc
4) la Géométrie mixte,

e des grandeurs en général;
combinaison de la géométrie ordinaire et de I'Analyse...
L’Encyclopédie (1784) (d’Alembert, abbé Bossut, etc.).

4

Scanned by CamScanner



.

[. FONCTIONS NUMERIQUES

| LES FONCTIONS NUMERIQUES

Exercices 1 2 86 ‘ )

Fonction de A vers B : c’est une relation pa_rticuliére de source A et de but B
telle que tout élément de A a, au plus, une image dans B. ’
Si x, élément de A, a une image par f, cett«? image est notée f(x). L’ensemble
des images des éléments de A par f est noté f(A) ou f(A).
Une fonction numérique est une fonction pour laquelle A et B sont des parties

de R.

B - e g ’

2 L’ensemble de définition (ou domaine de dE_:flnlthﬂ), noté Ej, ou Dy, ou E, est
I’ensemble des éléments de A qui ont une image par f.

Déf. _ ) _

3 | - Aprés avoir fait choix d’un repere dans le plan P, la représentation graphique de
f dans ce repére est I’ensemble des points M de coordonnées (x, f(x)) dans ce
repere.

Dire que le point M(x, y) est un point de la représentation graphique de f, c’est
dire que I'ordonnée de M, soit y, est I'image par f de son abscisse x : y =f(x).

A Une courbe de P peut étre la représentation graphique d’une certaine fonction f
pour un repére R, de ce plan, mais aussi la représentation graphique d’une toute
autre fonction g pour un autre repére R, du méme plan (probléme : changement
de repére) (voir page 22). ' : 3

Dét. ' _ '
4 Application fiumérique : f est une application de A dans B (avec ACR et BCR).
si tout élément de A posséde une image et une seule dans B.

Dét.
5 Application injective : deux éléments quelconques de A ont des images distinctes
' dans B '

Vax, Vax' s x#x = f(x)#f(x")

ou encore fix)=f(x") = x=x' (contrapposée).

D,
L(’_‘} Qpplic:tiun surjective : tout élément de B posséde un antécédent au moins
ans

Vey, Jax  y=f(x).

_P}ZE. Wl
7 109t - Y '
L_7_1 Application bijective ; elle est a la fois surjective et injective.
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1. FONCTIONS NUMERIQUES

)

Def. .
Egalité d’applications : deux applications f et g sont é

Dé. '
Restriction d’une application ; gj

Prop.

Application composée : si f est une applicau,on de ’A vers B et g une application
de B vers C, alors I'application composée notée gof (... f suivie-de-g)
I’application de A vers C définie par :

gof(x)=g(f(x)).

est

La loi de composition notée o dans I’ensemble des a

pplications de R vers R est
associative, c’est-a-dire :

ho(fog)=(hof)og.
gales si et selilement si
elles ont la méme source A, le méme but B et si:
Vax, f(x)=g(x). .

. s1 f est une application de A vers B et si A’ est
une partie de A alors la restriction P de fa A’ est définie par :

Vax;  p(x)=f(x).

o Revoir les définitions de application croissante sur 1, application décroissante sur I.

Prop. ) ?
6 SI f est CI'OiSSﬂntQ (resp_ décroiss

ante) sur [a, b .

[—- ;l de] plus f est paire, alors elle est décroissante (resp. croissante) sur
—b; —al; : ' -

[— bsn, de] plus f est impaire, alors elle est croissante (resp. décroissante) sur
—b; —al.

_ LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES |

Les fonctions sinus et cosinus sont des a
Elles sont donc bornées :

Vex —I<sinx<+] et —I=<cos x<+1.

Elles sont périodiques de période 27 - Vzk sin(x +k-27)=sin x

| pér, |

l 7”!

]

et cos(x +k27)=cos x.

Fonction tangente (notée tan) :

sin x
cos X

X — tan(x)= (avec _\-;é—g+k7r, kEZ).

pplications surjectives de R sur [—1; +11.

.

Va

_— 3
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1. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

cos(a+b)=cos a cos b—sin a sin b

cos(a — b)=<cos a cos b +sip a sin b

sin(a@ +b)=sin a cos b+sin b cos a

sin(a —l;)=iin a cos b—sin b cos a
tan a +tan b

Pour transformer
un produit

tan(a+b)= en somme

I —tan a tan b

tan a —tan b
tan(a —b)=

I +tan a tan b

cos(2a)=cos? a—sin? a

sin(2a)=2 sin a*cos a

1
i) 2 mnza cos a+-cos b =§ (cos(a—b)+cos(a +b))
1 —tan® a
i . |
sin a +sin b:E(cos(a—b)—cos(a+b))
. l -
sin a *cos b=5(sin(a+b)+sin(a—b))
sinb-cosa-](' i
S eee? o 5 sin(a +b)—sin(a—b))

cos(2a)=2cos?a—1
cos(2a)=1-2sin? a

1
atbh=p <= a=§(p+q)

L
a—-b=q < h=_5(p—q)

. l .
2 + -
cas a—£(1+cos2a) cos p +cos q=2cosp2q-cospzq
. l .
1 -2 . . —+ —
sin a—i(l—cos:Za) Cosp.—cosq=—25inp qsin%
. 0
1 —cos 2a i + B NN
tan? q = . sy an P T4 P-4 _
T &cos 2a =Tp4r‘s_|n q; 2 sin €08 =57
sin p—sin q =2 sin, 2= cos P-4
p ngq sin, 5 S5
sin(p +q)
tan p+tang=——m——
COS p*COS ¢
: i sin(p —q)
- tan p —tan«g =
I 4 cos p-cos ¢

Pour transformer une
somme ou différence
en produit...

|
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e Equation : a cos x + besin x=c¢

I. PROBLEMES DE LIMITES

Si a=0 ou b=0, alors I'équation devient plus simple (voir P14).

Si a#0 et b#0 alors-on pose r=Va*+b

Le nombre complexe a +ib=z a pour module r et

L’équation devient :

' c
cos (x—0)=-.
. r

Si 1= 1, c’est-a-dire si c*<a®+b?, alors cette équa
e Formules dans un triangle :
Prop. . =
i?; at=b*+c*—2bc cos A (1)
a..- b -+ _9R )
sih A sinB sinC '

——%@BLEMES DE LIMITEa_

Prop.
18

La formule (1) s’écrit de- trois facons différentes.

; : e s . a b . c
L’équation donnée équivaut a : —+Ccos x +—*8IN X =~
r r r

pour

a . b
cos f=— et sin §=-.
r r

; ] c
cos @+cos x+sin f+s1n x =—
. r

argument 6 tels que

tion a des solutions dans R.

A

@ Limite de f en x=4a

la question de la recherche d’une

en a se pose dans le seul cas ol
partie E de R telle que E U{ai

Jl n’est pas nécessaire que f soit

Si a est un réel,
éventuelle limite
est définie sur une
soit un intervalle.
définie au point x =4a.

Ce qui peut se¢ produire :

f=L ou lim f(x)=L se lit

x—+a

lim

f(x) tend vers L si x_tend vers a

{f a pour limite le réel L en a
la limite de f, en a, est L

lim f(x)= L' se lit : L' est la limite de f, a gauche,

On é

lim

X-+aqa

x4 " en a.

x<a

Par exemple
E=1a; +%[
E=1b; a[Ula; c[
E=la-¢e,a+tel

crit aussi :

lim f(x)

[x — x2-5]

Scanned by CamScanner
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Prop.
19
Déf.
17

Prop.
20

Prop.
21

“Prop.

22
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I. LIMITES

e lim f(x)=L" g¢ it : " est [a limite de

f, a droite,
x—a en a.
x>a

e lim f=4o ou |im f(x)=4cw

X—=a
{f a pour limite (+o) en ¢

f(x) tend vers (+%) si x tend vers gq.

° limf=—-o oy |im J(x)=—w

A Pour les définitions,

. Si f est définie ay point

: [ a pour limite
* T (=) en a.

revoir le cours de Premigre.

.

DES PROPRIETES FONDAMENTALES

X=a et admet une limite

. €N ce point, alors cette limite est nécessairement

f(a).

Si f est définie en a dans un intervalle contenant

a et si lim J=f(a) on dit que f est continue en ce
point.

f est dite continu

€ sur Ja, b[ si et seulement si
elle est continue e

D tout point X, de cet intervalle.

Si f et g ont pour limites respectives les réels I, et
L’ en a:

alors f+g a pour limite [+’ en ce point;
alors f-g a pour limite [.-I’en a;
alors, si L'#0, flg a pour limite L/I.’en a;

alors, si L=0, \/fa pour limite \/Z en ce point.

Si, pour tout x de D : f(x)<gx)<h(x) et si

lim f=lim h=L 'gec a €D, alors :

a a

- limg=1L.

a

~Si f a pour limite L en a, et si g est continue en

L, alors gof a pour limite g(L) en X =aq.

10

(+2) et (==) ne sont pas des

ais seulement des symho-
les pour parler de limites,

réels, m

Voir page 16 I'étude de la conti-
nuité et ses conséquences,

Attention i Ia condition L'#0).

Important lorsque I'on peut enca-
drer g par deux fonctions.

Théoréme  important pour la
recherche d'une limite de fonc-
tion composée

L33



Prop.
25

Prop.

26

I. LIMITES

. = "4:_3
N : lim (x*—4x)=1
Polyndme est continue sur R. o
Une fonction quotient de polynOmes est continue ) p Z:_\/_g
SUr son ensemble (o définition. lim (sin x)=sin ==
X3
Les fonctions Sinus et Cosinus sont continues sur R
P R e 1 » i
(1) lim (kx"y= pgn lim ( )=+-°° i (_x_——c; -
X —=q e X—a XxX—=da
X>a xa
T , 1 1
. —COS X
) sin ) ; s
(2) lim (—":f)=l lim (ta“ x)=1 lim (—2) X
X =0 X x=0 X x—0 X
Résultats de Premicre

a voir ou a revoir,

@ Limite de f en (+2) ou (=)

La question de [q recherche d’une limite de fen (+) se pose dans le seul cas
ou f est définie sur une partie de R

contenant un intervalle dy type 1A; +oof.
Pour la recherche d’unelimite g (=), il est nécessaire que D contienne un
intervalle du type |—c; A'l.

Ce qui peut se produire (pour les définitions, voir votre cours)

lim f=L ou lim Jf(x)=L qui se lit
© X = +x

M «f a pour limite [ en (+o)»

ou «f(x) tend vers

‘ L si x tend vers plus infini »
lim f=L' ou lim f(x)=L' qui se lit «f a pour

limite L' en (—o0)».
|im f= +oc; ou xl_i.Tm fx)=+ qui se lit «f a pour limite (+oo.) en (+w)y,
lim f=—o ou ,l_i,Tm fx)=—o qui se it «f a pour limite (—o0) 3 (+00) .
etc.

Si n pair :

lim —=0 M (") =+
lim (x")=+® . X"
+ o0

Sin impair .

lim (xn)z —m"

P i suivent, I’écriture lim a =
Dans les théorémes qui SUIve o I peut &tre femplacée indifs

érem-
le faire de Ia mMéme Manidre
d' '
: ois colonnes: e
e ionifie que ces théorémes ne permettent
N 7] signifie que c¢ : S Pas de cone :
i Mg,}?“‘ convient d’utiliser des méthodes barticuliéres e, dé lure dang
¢ sdiat. -
immé [ cor i
;imite cherchée, si elle ex

. i lim-f, a condition de
. u Iim I ou s
ment par lim f ou 1 e

lerminer |,

¢ sont parfois qualifiées de «formes indétcrmine’es... »,
".-’u .

Ces forn

11
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Prop.
27,

Prop.
| 29

Prop.
31 |e S’il existe

I. LIMITES
Somme
Si alors
limf |[limg | lim (f+g)
[ ) ® [}
L + o0 + oo
L — —®
+ o0 + o0 +- 00
— 00 — 00 — 00
to | - N
Produit
Si alors
lim f limg | lim(f-g)
° ® L
L(L>0)| + o
L(L>0) — —@®
L(L <0) + oo —
+ + + 00
—oo —o + o0
+ o — — 0
+oo 0 B

lim g =+ alors lim f=+».

+ o

-+ oo

Prop.
| 28

Quotient
alors
. \
lim li ]
s e lim (f/g)
ﬁ\
L +% ou —w 0
+ o L(L>0) +o
—ao L(L>0) .~
+ L(L <0) —i5
L(L #0) 0 +6 g1 —ig
to 0 +%° oy -
+ + o
+ oo — o
0 0
Prop. .
30 Radical
Si alors
lim f lim Vf
[ ] [ ]
L(L>0) VL
+ -+ 00

e Si, sur un voisinage de a : g(x)<f(x) et lim g=+o alors lim f=+co.

Prop.
32

Prop.
33

Prop,
I 34 |e La limite 3

)

N

— Si limf=+® et si g est bornée sur son ensemble de définition, alors
[ ]

lim (f+g)
°

= +OO.

a

— Si lim f=—o et si g est bornée, alors lim(f+g)=—.
[ ]

Si li:n f=nu et si li:n' g=L alors lim(gof)=L
[ ]

un réel A tel que pour tout x de ]A, +o[: g(x)<f(x) et si

‘

les symboles o et w peuvent étre remplacés par un réel a, ou bien (+ ©), ou (—%®).

les mémes

12

conditions, de sa fonction mondme de degré le plus élevé.
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.Prop.
35 |e La limite a '
rationnellg)(:soto)»ou (=) d’une fonction quotient de deux poly
cgale & la limite, dans les mémes conditions,

uotient d O ¢
q es mondmes de degrés les plus Eleves @

dénominateur.

ATTENTION!

- Ces théorémes ne s appli : i
mes ne s’appliquent que pour les limiles

I. DERIVEES

nomes (ou fraction
de la fonction

u numérateur et au

a I’infint.

A| L ) . . . "
a recherche d’une limite de fonction utilise 1'un des

théorémes qui précédent,
fonctions logarithmes OU

plus quel_ques autres que nous verrons a propos de
exponentl'elles, a I'exclusion de tout procédé «pifom
Des cqnmdérations intuitives peuvent aider a retenir,
acceptées comme justifications.

Tout résultat & propos d’une limite doit étre justifié a I'aide d’un des

étrique ». R
mais ne sauraient etre

théorémes cités.

-

ur D, et si a€ED, on
réel a un' intervalle
a+al, avec o

Si la fonction f est définie s
appelle parfois voisinage du
-ouvert contenant a. Ainsi, la —a,
strictement positif, est un voisinage de a.

Déf.
19 f est dérivable en Xo si et seulement si :

elle est définie en xo et sur un voisinage de Xo;
s’il existe un réel Dy tel que :

(f(xo '*"hh) ‘f(xo)) -D

Déf.
. 18

lim
h—0

|

té aussi f'(xo).

D, est le nombre dérivé de f en Xxg, nO

f est dérivable en Xo si et seulement si

clle est définie en Xo et sur un voisinage de Xo;
g’il existe un réel D, et une application

h — &(h) tels que
[(xo+ )~ f(x0)=h (Dot 2(h)

lim £(h)=0.

et
h—-o

-

' ' Prop.
- | 34

- I)éf. N . g
[4 20 f est dérivable a droite en Xo S et seulement si :
e f est définie en Xxo et sur un intervalle du type

[x05 Al;

"DERIVEES DE FONCTIONS NUMERIQUES

g a [
] C

f(xot+h)

f(xo+ 1) = f(xo)
h

est le coefficient

directeur de AB,

D,, s'il existe, est celui de la
tangente AT a C.

Rappeler aussi la dérivabilité a
gauche en x,,.

¥

13
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I. DERIVEES

s’il existe un réel D, tel que :

lim (f(xo + hh) _f(XO)).:_ D,

h—0
h>0

D, est le nombre dérivé a droite.

f est dérivable sur ]a; b[ si elle est dérivable pour

tout x, de Ja, bl[. _ .
f est dérivable sur [a, b] si elle est dérivable sur
la, b[, & droite au point x=a et a gauche au point

x=b.

Si f est dérivable sur la; b[, I’application dérivée
de f sur la, b[ est ['application qui a tout x de
Ja, b[ associe le nombre dérivé de f en ce point.

frox— fi(x)

. d
) ote aussi —.
f'sen ix

d
f(x,) se notera donc _%Q

Dérivées successives de f

i

Si f', dérivée de f sur 'intervalle I, est elle-méme
dérivable sur I, la dérivée de [’ est notée f”, ou
d? s 2
a—é: c’est la dérivée seconde de f sur I
x .

E

On définit de méme, si elles existent, les dérivées
2

successives : f” notée aussi o

2

etc.

{4] £ :
f* notée auss1 —3,
dx*

o Théorémes généraux

Prop.

| | 35

Si f et g sont dérivables sur ]d, b[, alors :
pour tout réel A, Af est dérivable sur ]la, b[ et
AfY =+
f+g est dérivable sur Jla, b[ et

F+g)=f+g;

14

P'our «application dérivée., on
dit aussi «fonction dérivée » oy
«dérivée ».

Ne pas confondre -

Do ou f(xq) qui est un g
Y= f(x)  qui est ype
application.

.ood
La notation d—f est a manipuler
X

avec précaution.

La dérivée d’ordre n, si elle
existe, est notée f ou fi"1 ou
d"f

dx"

Propriété dite de linéarité.

___-_
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Prop.

36

Prop.

37

Prop.

38

e e

\

Si f et g sont dérivables sur I'intervalle I de R, alors :

f-g est dérivable sur |-

f* est dérivable sur I (neN)

bl

f (.
= est derivable sur I si f(x)#0 sur I;

" |f(x)=sin(ax +b)

g
St f(x)>0 sur I, alors '\/] est dérivable sur [,/_J

1. DERIVEES

(f-g)y=f-g+f-g

) fa-fe
L_] _ ag2 g

(fn )I= nf/.fn—l
(n€N)

Résultats particuliers

La fonction f est
définie par

... f" est définie par

f(x)=a (constante)
f(x)y=x" (n€N
fx)=x" (peLZ
f(x)=Vx

N
f)=1

f(x)=cos(ax +b)

f(x)=0
fi(x)=nx"""
fCx)=px""!

1
f('\)_zx/}
1
f()=-2
f’(x)=a-cos(ax+b)
f(x)=—a-sin(ax+ b)

a
f(x)-zcosz(ax +b)

sur I’ensemble

R

R

R*

Rx*

R*

R

R .
(ax +b #%—T-I- kw)

* o Dérivée d’une fonction composee : gof

Prop.
39

Déf.
e

Si f est dert
gof est dérivab

¥ gofN(x)=f@®-g (fx)) ou (gof)

Dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables

le sur I et:

érivable sﬁr [ et si g est dérivable sur f(I), alors I'application composée

=f:(g'of).

. 3 . . )
Une fonction de R2, ou de R’ ... dans R est une fonction de plusieurs variables

(x, ¥), (5, ¥ 7).

EX. : fio(x,y) — 4x° =5y +2x -y,

15
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Déf.
25

Prop.
40 ] Toute fonction polyndome, la fonction SIN, Ila

I. CONTINUITE

Pour y fixé, f est alors une fonction de x seul : si cette fonction est dérivable

sur I, sa dérivée est la dérivée partielle de f par rapport a

bl

x : on la note ﬂ
ox

Pour x fixé, f est alors une fonction de y seul : si cette fonction est dérivable

sur J, sa dérivée est la dérivée partielle de f par rapport a y : on la note By

A Ainsi avec I'exemple ci-dessus :

8 6f
—=12x*+2 et —=-10y — 1.
OX : oy
On définit aussi les dérivées partielles secondes :
2 2 82 82
P e Yo, Lo 2o
ox< . oy 6xoy Oyox

FONCTIONS CONTINUES

(1) | Soit f une application de I vers R.
f est continue en a signifie que :

(2) f est continue a droite en a si elle admet une

limite & droite en ce point. Elle est continue a | Y€>0,

— f est définie en a et sur un voisinage 1 f
de a; ' > f(x)
’ - o i L
— f admet une limite en a : cette limite
est f(a). ' 1 [
_| i I_ —_—x

Ja>0 tel que : Vpx

gauche si elle admet une limite & gauche : dans | [x—a|<a—[f(x)-f(a)| <e.

les deux cas, la limite est f(a). -
(3) f est continue sur Ja; b[ si elle est continue
en tout point de cet intervalle.

(4) f est continue sur [a; b] si elle est continue
sur Ja; b[, continue a gauche en b et continue

a droite en a.

fonction COS sont continues sur R.
Si f est continue et positive sur I, alors V/f est

continue sur I.
Une fonction quotient de polyndmes est continue

sur son ensemble de définition.
La fonction TAN est continue sur son ensemble de

définition.

Propriétés fondamentales

Prop.
41

Si f est dérivable en a, alors elle est continue en

ce point.

16
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| Prop.
42

Prop.
43

Prop.
44

Déf.
26

'Si f e !
Con{Pri:terffrl;h?(ue sur [a; b], alors tout réel
f et cet antécé a) et f(b) a un antécédent par

ntécédent est élément de [a; b].

A En C 1 i : i
particulier : si f(a)-f(b)<0, il existe ¢ de

[a; b] tel que f(c)=0.

L’im : -
valleagfi par une¢ fonction continue d’un inter-
rmé, borné [a; b] est un intervalle

fermé L e '
Contien borné [m:; M]: donc toute fonction
ue sur [a;b] est bornée Sur cet

intervalle.

Si .f est continue sur [a; b] et strictement
croissante sur cet intervalle, alors f est une€

[f(a); f(b)]-

bijection de [a; b] sur

Si f est continue sur [a; b] et strictement

décroissante sur cet intervalle, alors f est un€
[1(b); f@)]

bijection de [a: b] sur

le ouvert la, b[, étudier lim f(x)

x—+a
x>a

Pour un interval
et lim f(x)

rx—-a
x<a

Si f est continue sur la; al et la; p[ et si f a

pour limite un réel [ en a & droite et en & a
gauche, on 2P t de f par continuité

en a la fonction

‘g(a):L .et pour
pue sur Ja, bl.

pelle prolongemen
g telle que

x#a

g(x)=f(x).

g est alors conti

I. CONTINUITE

L'intervalle [f(a), /(6 )]
(ou [f(b), fa)]) est I'intervalle
image de [4; b] par f.

PROQUE -

N ET BIJECTION RECI

rictement monotone sur 1, alors
-1 est continue sur f(I).
f(I) sont les mémes que

est continue et st
sa bijection réciproqué
Les variations de f! sur
celles de f sur I

Si f

e

-'-_(—-—’

I Inl fu)

17

Scanned by CamScanner



i

Prop.
47 |

Prop.

48

Déf.

Prop.

50

It

BUECTIONS

Prop
46 L

our tout x de I: f'of(x)=x.
Pour tout x de f(I): fof '(x)=

A

Prop.
E (Slf(t) V/x=x" alors f’(x)—l- w

A

18

Dans un repére normé, la courbe représentative de
f et celle de sa bijection réciproque f~' sont

symétriques par rapport a la droite d’équation y=x

(qui est ce que I'on appelle la premicre bissectrice
en repere orthonormé).

Si la valeur dérivée de f au point a de I cst non
nulle, alors la bijection réciproque f~' est dérivable

au point b=/f(a) et sa dérivée en ce point est

I'inverse de la dérivée de f en a :

1
[Tb)y==— avec b=fla) | (f(a)#0).
f'(a)
Un exemple remarquable :
L’application de R* dans R*: f: x —— x" est
une Dbijection. La bijection réciproque est
I’application de R* dans R* que I’on appelle «racine
n-ieme» : [
"7 — ‘\"/_V
a=Vbh <> b=a" (a et b sont positifs).

En écrivant Vx sous la forme xs, toutes les
propriétés des puissances d’exposant entier

s’appliquent aux nouvelles puissances d’exposant
fractionnaire.
En particulier pour la dérivée de f définie par

flx)=Vx:

(x>0).

\/xP se note aussi, de la méme fagon x* (x>0).

Si g(x)=Vx? alors g’(x)=§ xil,
l se note aussi x* (x>0)

X

avec n €N*

Vaest I'écriture simplifiée de ¥a

1 1
*Xp=Xnp
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Prop.
51,

I. COMPARAISONS

POUR COMPARER, MAJORER, MINORER...

Prop.

52

Prop.
53

Prop.
54

Prop.
55

Rappel : Toute fonction continue sur [a; b]
est bornée sur cet intervalle, c’est-a-dire cfu’il
existe deux réels m et M tels que pour tout x
de [a; b]: m=f(x)<M. ‘

Accroissements finis

St a<b, si la fonction f est continue sur [a; b]
et dérivable sur.la; b[ et si f(a)=£(b), alors il
existe au moins un réel ¢ de Ja; b[ tel que
f(c)=0. ‘
En particulier si f(a)=f(b)=0, il existe ¢ de
la; bl tel que f'(c)=0. Ce que I'on retient en
disant que pour une fonction continue sur [a; b]
et dérivable sur la; b[, entre deux zéros de f, il
existe au moins un zéro de la dérivée f'.

Si f est continue sur [a; b] et dérivable sur
la; b[, il existe au moins un réel ¢ de la; bl

tel que f(b)_f(a)s(bfa)fr(c)

f(b)—f(a)
ou bien, f’(C)=—(—;'_‘;_*

[ —
Si f est continue

la; bl et si de plus |
a=<f(x)<P

a $ﬁ_bb)—;i§£2$ﬁ-

sur [a; b] et dérivable sur
a dérivée f' est bornee :

alors

Conséquence : limite d’une dérivee.

est continue Sur [a; b] et dérivable sur

la; bl et si la dérivée f admet une limite L, a

droite en a, alors f est dérivable a droite en a et
et . R

sa valeur dérivée a droite, en ce pm\n[, est L,.

Si la dérivée [’ admet une limite L, a gauche en b,

alors f est dérivable 2 gauche en ce point et sa

valeur dérivée a gauche en b est L.

Si f

Sj la dérivée de f admet pour limite (+) ou (—=)
3 droite en @, alors la courbe\de\f 'admet au point
A(a, f( a)) une tangente P_aff‘”de a I'axe yy’. Méme
prnpl‘iélé en B(b, f(b)) si [ a pour limite (+=) ou

(—*) @ gauche ¢en b.

O o e e e e

Y

1
]
!
0 a

Ces théorémes prouvent
I'existence de ¢ mais non
|"unicité.

Inégalité des accroissements

finis.

Ces théoremes évitent de revenir
systematiquement & la définition
de la dérivabilité.

yaA

e ———— i
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Prop.
57

Dél.

28

Prop.

58

I. COMPARAISONS

Soit f continue sur [—a: +a]. Si sa dérivée f" est
continue sur cet intervalle, et s’il existe un réel A
tel que pour tout x de [—a +a]

|| <Alx]
alors 7|f(.\')—f(())|s Eiaad B

A
n+1

e Développements limités au voisinage de 0

Si f est continue sur un intervalle I contenant 0,
sauf éventuellement en 0, on dit que f admet un
développement limité polynomial en 0 a 'ordre n s’il
existe des réels a,, a,, a,, ..., a, et une fonction :
X > g(x) tels que :

f(x)=ap+ta,x+ax*+...+a,x"+x"e(x)

avec lim € =0.
0

Des exemples a connaitre

1 :
(D 1—-;=1+x+x2+x3+x3e(x) lim =0
= _ 5

e Sl .
(2) Vi+x=l4+-——=+—+xe(x) lime=0

2 8 16 0
(3) cos (r)=1—x72+;—:+x"e(x) ‘ li(r)n e=0
(4) sin (X)=X“%3+%+xss(x) lign e=0
(5) In(1+x)=x—x;+J—;3+x3s(x) lign e=0
(6) e*=1+x +x72+xzs(x) li;n e=0.

A l'ordre 1, on retrouve le développement limité
déja vu au moyen de la dérivée de f.

A Pour obtenir un développement limité au voisinage
de a, on utilise le développement limité au voisinage
de 0, avec le changement de variable :

x=a+h.
Un développement limité pourra servir pour obtenir
des "valeurs approchées de f(x) au voisinage d’un

point, pour simplifier la recherche de certaines
limites, etc.

20

Ce théoréme servira aussi pour
des encadrements d’intégrales sur

[a, b].

On démontre que :

a, =if""(0)-
n!

Pour I'instant, ces développe-
ments limités sont & manipuler
avec prudence, en évitant toute
opération intempestive comme la
division, en particulier. Voir les
fonctions In et exp page 00.

flxo+h)=f(xo)+ h[ f(xo)
: +e(h)]

avec lim £=0
h—0
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| 1. ETUDE

| POUR L’ETUDE I’UNE FONCTION NUMERIQUE L

r une représentation
certains problemes :

DE FONCTIONS

b y 7 N
L.unl .des br.r{s-dc ’étude d’une fonction, c’est d’en donne
graphique precise. Cette représentation permettra de résoudre
équations, inéquations, signes, encadrements, comparaison, etc.

Prop-
(1) Déterminer I'ensemble de définition et examiner ce que cela entraine pour 1a
courbe de f (sa situation dans le plan). Etudier la continuité de f.

Etudier éventuellement la parité : en déduire des symétries éventuelles pour 12

courbe C.

Et.udie.r éventuellement la périodicité (en part
mgonon.retnques, mais ce ne sont pas les seules
sur un intervalle réduit d’amplitude égale a la période.

Déterminer les limites aux bornes de I'intervalle d’étude, et interpréter s'ilya
lieu ces limites en termes d’asymptotes pour la courbe.

Etud_ier les variations de f au moyen de f'(x) que vous aurez calculé, sans
oublier de préciser sur quel ensemble [ est dérivable. Soit f dérivable sur 1.

iculier avec des fonctions
1) ce qui permet d’étudier f

Prop.
. Si la fonction dérivée f' est strictement positive sur I, alors la fonction f esT‘

strictement croissante sur I.
Si la fonction dérivée f' est strictement nég

strictement décroissante sur I.
Si f est nulle sur [, alors f est constante sur cet intervalle.

ative sur I, alors la fonction f est

T 5

Reporter le maximum d’informations sur un tableau dit des variations; calculer
éventuellement maximum, minimum, etc.

@ Tracer la courbe dans un repére de votre choix : mais placer d’abord certains
points remarquables (intersections avec les axes) avec leurs tangentes,
construire les asymptotes s’il en existe, se souvenir d’étudier la position de la
courbe par rapport a ces asymptotes, tenir compte de la parité, c’est-a-dire des

symétries éventuelles.

li‘quation d’une tangente en A (X0, f(Xo))

Prop.
61 Si f est dérivable en Xo, s.a.courl:!e représentative admet, au point A (xo, f(x0))
une tangente dont le coefficient directeur est égal a la valeur dérivée de f en ce .

point.
Equation de la tangente en A

y — f(xo) = f'(x0)*(x —Xo)  ou encore  f( xXp) =122, |
, X —Xg |
e Si f(x;)=0 alors la tangente en A (xo, f(xo)) est parallele & I'axe x'x.
Prop. ] . . . ’
62 Si f est dérivable a droite et a gauche en x,, avec deux valeurs dérivées différentes

on dit qu’il y a deux demi-tangentes en A.

21
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PProp.

63

Prop.

64

I. ETUDE DE FONCTIONS

Si lim
h—0
I’axe des y.

flxg+ h)—[(xo)
h

m Recherche d’éléments de symétrie pour la courbe C

Choisir un nouveau repere dont 'origine est le
point E ou un point de D. Le changement de
X=x—a
Y=v-0b _
I"équation de C: y=f(x) par une nouvelle
équation 'Y =k(X) dans ce nouveau repere :
dans ce repére, C est alors la représentation
d’une nouvelle fonction k : X —— Y =k(X).
Si k est impaire, E est centre de symétrie.

Si k est paire, la droite D est axe de symétrie.

variables { conduit & remplacer

a Recherche d’asymptotes a la courbe C

Déf.
La droite d'équation x =a, paralléle a l’axe}{}t’, est

Dt |
30

une asvmplole a la courbe représentative de f dans
I’un des cas suilvants :

lim f(x)=+% ou lim f(x)=—-»
X—da X—qa
‘x<a xX<u

ou lim f(x)=42 ou lim f(x)=—o.
X— X—+da
X>u X>qa

La droite d’équation y=b, paralléle i "axe ¥y est
une asymptote a la courbe représentative de f dans
I’'un des cas suivants :

lim f(x)=b ou lim f(x)=b.

X =+ - ) X —+ —on

La position de la courbe par rapport i cette droite
(en dessous ou en dessus) sera étudiée au moyen
du signe de f(x)-b.

22

=+, la courbe admet en A une tangente paralléle 3

j. -
(o] R X
a
b N
y=b
y
]
4‘
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Déf.
31

Déf.
32

; Prop.
P LSS

St 'on peut trouver

deux réels >t b, avec
a #0, tcls que els a ct b, '

lir:1 (f(x)—(ax + b))=0

X - o

ou *I_i.n_]m (f(x)—(ax+h))=0

alors la droite d’équation y=ax+b est une

asymptote a la courbe de f, que T'on appelle
parfois asymptote oblique.

La position de C par rapport a cette droite sera
etudice au moyen du signe de f(x)—(ax + b).

Cas 1 : Si f(x) s’écrit sous la forme ax + b+ Q(x)

l |Iim Q(x)=0, alors la droite d’équation
x| —> +=

y=ax+b est asymptote.
lim f—(x—)=a

x—=+4+= X

(avec a #0) et si

avec

Cas 2 : S] ou Iim

lim (f(x)—ax)=b ou

X— +=

lim (f(x)—ax)=b
alors la droite d’équation y=ax+b est asymptote
a C

A Pensez toujours a interpréter une limite, en pensant

a la courbe représentative de f et aux asymptotes.

I. PRIMITIVES

v/ X

«Oblique» au sens de «non

paralléle a I'un des axes».

Si, pour un quotient de poly-
nomes, le degré du numérateur
est supérieur de une unité a celui
du dénominateur, alors ce quo-
tient peut s’écrire :
ax+b+Q(x)

avec lim Q=0.
+ oo

RAPPELS SUR LES PRIMITIVES

Si la fonction f est définie sur I'intervalle I, on
appelle primitive de f sur I toute fonction F def inie
et dérivable sur I admettant f pour dérivee : F'=f,

F est une primitive de f sur [

signifie

festla dérivée de F sur I

Si f admet une primitive sur I alors elle en admet

unc infinité. p—
Si F est tl?une d'elles, toutes les autres s’écrivent

H(x)=F(x)+C (C constante).

Cours de Premiére

Pour vérifier que F est bien une
primitive de f, il suffit de dériver
F : on doit retrouver f.

23
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I. PRIMITIVES

Y net des primitives

66 Toute fonction f continue Sur I adi
sur cet intervalle.

Prop. o
67 Si f posséde des primi

I et pour tout réel B,
et une seule qui prend 1

tives sur I, pour tout x, de
il existe une primitive de f
a valeur B en Xo.

Pr(;p.
68

=

. alors ses primi-

Si f est )
définie par tives s'écrivent . sur I’ensemble
f(x)=a (constante) F(x)=ax+C R
3 ='_n % x)= '_n+l +
fx)=x" (neN ) F(x) Py X - C R
1 1
f(x)=F F(x)= —;+C R*

f(x)=cos(ax+b)

F(x)=;lz-sin(ax+b)+C R

entier différent de (—1) alors les primiti
f s’écrivent : primitives de

L ntl
n+l vttt

!

En particulier, si f s’écri
; u o
, sI f s’écrit 2 Ses primitives

s’écrivent :

1
F=~-—+
U C.

i -1
f(x)=sin(ax +b) F(x)=—a—cos(ax+b)+C R
Hx)=x* ' " R* si peEZ™
F(x)= xPH+C
(avec pEQ p+1 ¥ si p non entier
et p#—1) :
I ,
X)=—s - F(x)=— i
f(x) o lanth) (x) ‘atan(ax+b)+C si cos(ax +b)#0
Prop.
69 Si-F est une primitive de'f sur I, alors Af admet | Il est souvent plus facile de
[rageL;rApnmltwes les fonctions AF + C, pour tout | rechercher les primitives d’une
' somme que celles d'un produit;
Prop. . d’ot I'idée de linéariser, avec les
79 Si F et G sont des primitives respectives de f et | fonctions trigonoméiriques.
g, alors F+ G est une primitive de f+ g.
Prop.
71 Si f s’écrit sous la forme U'-U", n étant un

Condition u(x)#0.

24
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LA FONC
A FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Prop.
72

Prop.
73

Prop- -
74

" La fonction

b

la primitive :
primitive de la fonction : x —— 1 définie
x,

sur ]0; +c[ et qui s’annule pour x =1.

L’ensemble de définition de In x est doné“ 10; +oo[

Sa valeur en x=1est0: In1=0
Sa dérivée est : x l
"
(In x)’=—l-. » .
by
Propriétés fondamentales : -

Quels que soient les réels strictement positifs a €t

b et le naturel n :

N
In(a-b)=Ina+Inb ln(—g):lna—ln B
-

ln(—;-):——lnb ln(q")=n In a

x — Inx est strictement croissante
sur Rx.

Cette fonction est une bijection croissante de

10; +ool sur R

donc :

équivaut a a=b
équivaut.z‘a a<b
équivaut a a > 1.

ina=Inb

dont le logarithme népérien

Il existe un réel unique )
. lappe”e base des

est 1: on le note ¢ €t On
Jogarithmes népériens

/
/
avec e=2]718.

L]

I. LOGARITHMES

e

Exercices 87 2 119.

définition est 3 bien
attention a tout €€
ncontre-

Cette
connaitre -
qu’elle contient! Vous re
peut-étre encore ]a notation

rez
donnée.

Log actuellement aban

La fonction In établit un isomor-
phisme de (R=, x) sur (R, +).

o 0 1 oo
X —> 1 +
X )
Inx —®___B—" 4o
Propriété importante.
25
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I. LOGARITHMES

e lim (In x)=—x,

x—=0
x>0

o Ilim (!ﬂ_‘) =(). e lim (x+Inx)=0. /
X = +x ,\‘ \ ,\‘:'00 . i

= \ A ) X 7 y
o A ==L —~ -~ O g . ot

76 |e lim (In x)=-+oo.

P

Prof.

77 (ln (1+ “)) -1, | /

lim

u—0

X — Inx

-

= -
L -

A

&L

La courbe représentative de la fonction In est tout
entiere dans le demi-plan défini par x >0, avec y >0
pour x>1 et y<0 pour x<I. A

La courbe est asymptote a I'axe yy'. En A(l;0),
la tangente est de pente 1. En B(e, 1), la tangente
est une droite qui passe par I'origine du repere.
Dérivées et primitives de fonctions composées.

La fonction f définie par f(x)=In lxl (avec x #0)
a pour dérivée f' telle que :

fx)=—,
X

——=  Les primitives de g définie par g(x)=l avec x#0
sont les fonctions : %
G(x)=In|x|+C.

26
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1. \EXPONENTIELLES

PI'OP- . / I S
La fonction composée f définie par f(x)=In|(2x —4)| a pour dérivée
f(x)=In |U(x)| avec U(x)#0 a pour dérivée :
"y fx)=
f) =g 2x-4
. (x) sur R—{2}.

Prop.
Les primitives de g définie par g(x)=llj((;)) v g(x)=4—x47]_
avec U(x)#0 sont les fonctions :

G(")='"IU(X)‘+C. G(x)=In|4x+1]|+C.

A Pour I'étude de limites de fonctions composées, on
utilisera la prOpriétémpage 12. En particulier :
’ u(x)

U(,\')|=+°° alors li£n|n|U(X)|:+°°' ,X/ \
In|u(x)]

Silim U(x)=0" alors lim In(U(x))=—.

Si lim

° Développemenl limité en x=0 de In(1+x).

Prop. x2 x3 -
81 In(1 +x)=x—7+?+x3-g(x) avec lim ¢ =0.
= 0

e Fonction logarithme de base a (a>0; a#1).

I;j La fonction logarithme de base a est la fonction | Logarithme décimal :
notée log, et définie par : ' | x—llx_
e &m0

x>0 log, x = vz cette fonction a perdu une grande

partic de son intérét depuis

A Ces fonctions ont les mémes propriétés fondamen- | I’apparition des calculatrices.

tales que la fonction In. Les problemes de dérivabi-
lité et de limite se traitent’au moyen de la définition

ci-dessus.

FONCTIONS EXPONENTIELLES

| ver.

[35 ' L_a fo(l;_ction logarithme népérien étant une bijection | Exercices 120 a 143.

rg(_ 10; Tl sur R, elle admet une bijection ,
iproque : la fonction exponentielle naturelle, ou

de base e, est la biiecti .
st1a biyjection réciproqu : i
In. On la note exp, proque de la fonction

ry = EXprx 2 e‘lllivaut a = ln’y'v. avec Vv >0

27
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Prop.
82

Prop.

Prop.

84

| Prop.

L85

I.. EXPONENTIELLES

Ine=1 donc e=exp ]
Ine"=n donc e"=exp n.
On pose, pour tout réel x :
exp x=e”.

La fonction exp est définie sur R;
exp x est positif pour tout x

Vx :e*>0.

La fonction exp est égale a sa dérivée sur R :
(exp x)' =exp x

(e*)=¢e".

La fonction exp est une bijection strictement
croissante de R sur ]0; +oof

cap a=exp b ou e"=e® équivauta a=bh
exp a>exp b ou e*>e? équivaut a a>b.
Propriétés fondamentales :
o expa-expb=exp(a+b) ou e®-e’=e*"
exp a e’ -
o =exp(a—b ou —=e7b
exp b P ) P
o =exp(—b) ou l=e"’.
exp b - e?

Prop. Y o~
86 o lim (eN)=+2. o lim S=+o,

X—+ +x x—+o X
e lim (e¥)=0. e Ilim x-e*=0.
X+ —c0 ' X — —o

lim

(e — 1) _1
u—-0 u

La gm_nrbc représentative de la fonction exp est
symetrique de la courbe représentative de In par

28

x H y
e* se lit « €xponentielle de
Ou «e de x» oy encore ,

» Maig
c’est un abus -

«e puissance y,

eln y:y

“In(e*)=x y>0

C’est important pour les équa-
tions et les inéquations.

Isomorphisme de (R, +) sur
(R¥, x).

|
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e Dérivées ¢

d’équation y =X, 4 condition que

rapport a la droite
le repere soit orthol
L’axe xx' est asymp

10rmé.
tote a cette courbe.

Développement limité en x=0.

; 2

X .

e*=1 4 x +—+x%e(x) aveC lim ¢ =0.
0

¢ primitives de fonctions composées.

s de g définie sur R-par g(x)=e* sont

Les primitive
G: Gx)=e"+C

les fonctions

mposée f définie par f(x)=e"®™

(x) a pour dérivée f':
U(x)

La fonction €O

ou f(x)=exp U
[’(x)=U’(x)-e

I. EXPONENﬂELLES

f(x)=gx**+5x=2
a pour dérivée
f(x)=(2x +5) ex>+5%—2,

. 29

o
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Prop.

90

Dé.
36

. EXPONENTIELLES

Les primitives de g définie par :
g(x)=U'(x)-e"™
sont les fonctions G telles que :
G(x)=eV™+C.

Prop.

91

Prop.

92

Prop.

93

Prop.
94

Prop.
95

Fonctions x —— a*(a>0; a#1).

Si a est un réel strictement positif et non égal a 1 :

™™=
Ina

(4 =a.

La fonction exponentielle de base a est définie par :

X —> a*=¢*"™% avec a>0 et a#1.

Cette fonction est définie et continue sur R.

Elle est positive sur R : Vx, a*>0.

Du point de vue algébrique, elle posséde les mémes
propriétés que la fonction exp.

Sa dérivée : (a*)Y=Ina-e*™*=qa*-In a.

‘Cette fontion est
strictement croissante sur R si a>1,
strictement décroissante si g <1.

Sia>1:lim(a*)=+c lim (a*)=0.
+ oo —

Si a<l:lim(a*)=0 lim (a*) = +oo,
+ 0o —% .
Fonction x —— x“ (a réel)

Cette fonction est définie sur ]0; +o[, pour tout
a€R. _

Pour a =0 cette fonction est la fonction constante :
f(x)=1.

Pour a =1 pour tout x : f(x)=x.

Pour a#0 et a#1: x*=e*""=

La fonction f: x —> x“ est dérivable sur
10; +oo[. Sa dérivée est f'(x)=a+x"",

30

—x_ L
a =

X
a _ax'—x
a-

‘Toutes ces propriétés se retrou-

vent a partir de I'égalité

ax=exlnu

La relation :

_\-‘:'zen'lnx

est essentielle. Elle permet de

retrouver la dérivée et les limites -
de f(x)=x=, .
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T

—

Prop.

96

Prop.

97

Si >0 lim (x*)=0 lim (x*)=+c°.

x=+0 X = + 00

lim (x*)=+c lim (x*)=0.

x=0 X— + o

Si a<0

SoiF g unc fonction dérivable sur I et strictement
positive sur 1. Pour tout réel a # —1, 1a fonction
p telle que :

p(x)=_g*(x)g'(x)
a_pour primitives sur [ les fonctions qui
s’écrivent :

1
P(x)= Loty
(\)———l g x)+C.

Représentations graphiques des fonctions
f(x)=x* (x>0).

Une calculatrice vous permettra de dresser un

tableau de valeurs de f(x)=x"

« > 1 : penser a ['allure de : x x>

0<a<1: penser a [allure de : x —> V.
1

« <0 : penser a ['allure de: x —>
les deux axes sont asymptotes a la

Pour a<0:
courbe.

I EXPONENTIELLES

31
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Un 0

r A e 5
I. SUITES REELLES

Prop.

98

Croissance comparée de certaines fontions.

Pour tout réel >0 :
. In x
lim (—) =0
X— + oo X
Prop.
99 Pour tout réel a>0:

X
. 4
lim (T) =+
X = + oo -\-

lim (x“-In xX)=0.

x =0

lim (|x|*+e¥)=0.

X= —oo

Prop. .
Pour tout réel q positif différent de 0 et de 1 et
tout réel « :

) a*®
Iim = | = +oo,
X— 4o \X

X* croit plus vite que In x,

e* croit plus vite que x«,

a® croit plus vite que <,

Pour <, poser B=—¢q. -

Une suite réelle est y
variable prend ses vale
une application d’une partie de N vers R.

ne fonction pour laquelle la
urs dans I’ensemble N - C’est

Notations :  : 5 ——, U, (u indice n).’
SUitC (U" )HE'N;

S'Uite finie . (vu)lsn::B-

A Le premier terme d’une suite est soit Uj, auquel
cas le n-éme terme est U.-y, soit V,, auquel cas
le n-éme est V.. Les opérations sur les suites se

définissent comme pour une fonction.
| e,
| 38 Une suite U est croissante si, pour tout 1 -

Un < Un+l'
Une suite U est décroissante si pour tout n :
Un = Un+l'
Une suite est constante, ou stationnaire si pour tout
n:
Un = Un+l-
[ ner.
39 | Deux suites [/ et V' sont égales si :
Vo U,=v,
32

r

Exercices 144 3 172

Ce sont des révisions et mises au
point de la classe de ]re.

U, est le terme général de |a
suite u.

On définit aussi une suite stricte-
ment croissante par

Un <U, ;.
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Déf.
40

Prop.
101

Déf.
41

i

E

‘j Déf.
f 42

‘,r‘. Prop.
‘ 102
S

Une suite [/ est ma

n: Joree par le réel A si pour tout

U U,<A.
ne sui o,
Sulte U est minorée par B si pour tout 7 :

B=<U,

Une suit

¢ est bornée si 3 ; soré
S elle
et minorée. est a la fois majorce

Démonstration par récurrence

D ’ 7 ’ . e

_m(;;:s létude d’une Suite, on utilise souvent le
on_:}zeytenf par récurrence qui repose Sur la

propriété survante.

Son’E p(n) une propriété dépendant d’un naturel n,
no etant la plus petite valeur de n pour laquelle p
a une signification.

Si p(ny) est vraie

et si « p(k) vraie» entraine «p(k+1) vraie»

alors p(n) est vraie pour tous les naturels n.

Convergence

Une suite U est convergente et a pour limite le

réel L si et seulement si pour tout réel £¢>0, il
existe un naturel p tels que pour tout neD :

n>p =—> |U,,—L|<a.
On écrit alors :
lim (U,)=L ou lim U=L
-+ 0

x—+®
lim U=L.

ou
nte est une suite non convergente.

Une suite diverge

est divergente Vers (+x) si, quel que

Une suite !
A il existe un naturel p tels que, pour

soit le réel

tout n€D
n>p = Un>A-

On écrit lim U=+ ou lim U=+oo,

+
Une suite U est divergente vers (—«) si la suite
(-U) est divergente vers (+).

Toute suite qui est a la fois croissante et

majorée est convergente.
Toute suite qui est & la fois décroissante et

minorée est convergente.

1. SUITES REELLES

Ce type de démonstration ne
s’applique  pas qu'aux suites,
bien évidemment!

p(n) est aussi appelé prédicat.
Pour n, on peut avoir no=0,
ny=1, etc.

D est I'ensemble de définition :
c'est une partie de N.

Si pour tout n>ng
u,=A

alors u est convergente vers A.

Mais cette propriété ne donne
pas la limite L.

33

Scanned by CamScanne‘r



Prop.
103

Prop.
104

Prop.
105

Prop.

106

Prop.
107

I. SUITES REELLES

Si la suite u est définie au moyen de la fonction f :
u, =f(n)
f étant définie sur ]A; + [:

Si-lim f=L alors u converge et lim u=_L.
+ 00 f1ag?

Si lim f=+ alors u est divergente vers (+).
+ oo

Si lim f=—o alors u est divergente vers (—).
+

e Des cas particuliers

: 1 .
o La suite u telle que Uy =—% (p entier et p=1) et

. ] ’
la suite v telle que v,=—; (a réel, a>1) sont
o
convergentes vers 0.
1
e Si la suite w est convergente vers 0, est
- & lwl
divergente vers (+®).
. . . 1
e Si la suite |w| est divergente vers (+o®), E est

convergente vers 0.

Soient trois suites u, v et w telles que, a partir
de ny:

U, <V, <Ww,.

Si u et w sont convergentes, avec la méme
limite L, alors v est convergente et lim v= L.

Soit une suite u# définie par récurrence par :
Uy +1= 8(Uy).

Si u est convergente vers L et si g est continue
sur un intervalle contenant L, alors

L=g(L).

Soit une suite u convergente de limite L et g une
fonction continue en L.

La suite v définie par v =gou est convergente et
sa limite est g(L).

34

Revoir & ce sujet des propriétés
concernant les limites a (+o)
d’une fonction, que I’on utilisera
aussi pour les suites.

Ces suites particuliéres sont inté-
ressantes pour des comparaisons
avec P105.

Cette propriété, associée i P102
permet souvent de déterminer
une limite L apres avoir démon-
tré Pexistence de L.

Scanned by CamScanner



Déi.
43

Prop.
10

Déf.
44

Prop.
109

Prop.

El

Prop.
111

110 |e Si

Suites particulicres

o Suite arithmétique

nt un réel, une suite arithmétique de raison r

r éta
et, pour tout

est définie par son premier terme uo
n#0:

Uy =Uu, +r.

Expression du terme de rang n :
U, =uptner.

Somme des termes de Ug & Up—1

g+ Uy
S . =uptiuyt.. .ty =n > .

o Suite géométrique

nul, une suite géométrique de

g étant un réel non
par son premier terme v, €f,

raison g est définie
pour tout n :
Vp41= Up*q.

Expression du terme de rang n :
v, =00"q".

Somme des termes de vo & Un—1

S =potvt+...+ =9 (1 n)
U o/ . .
n="UoT U1 1 o'\ q

la suite (gq") est divergente et
lim(|g"|)=+e-

Si |g| <1, la suite (¢") est convergente et

lq]| >1,

lim(g™)=0.

Donc, si |q|<1, la somme S, est une suite

convergente et
lim S, =—>—.
+ 00 1- q

e Suite vérifiant une relation du type
un+2=au,.+] +}b“" ((a, b)Ele).

1. SUITES REELLES

Si r=0, la suite est constante.

Uy . premier terme
u,_, : dernier terme
n : nombre de termes

Une suite arithmétique n’est con-
vergente que si la raison est
nulle.

Le cas ¢ =0 ne présente aucun
intérét. '

n - nombre des termes que l’on

ajoute.

Les variations d’une suite géo-
métrique dépendent a la fois du
signe de v, et du signe de g.

35
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Prop.

112

 u vérifiant une telle relation est un espac

Prop.
113

I. CALCUL INTEGRAL

s, I’ensemble des suites

a et b étant deux réels fixé :
e vectoriel

de dimension 2 sur R. ] i
Pour u, et u, donné, il existe une seule suite u de

cet ensemble.

A La détermination des solutions passe par I’étude de

I’équation caractéristique associce :

X2—aX-b=0.

Si cette équation a deux racines réelles A; et Az,

alors : u, = AAD + BAL.

Si cette équation a une racine réelle double A alors :
u,=(An+B)A".

Si cette équation a deux racines complexes conju-

guées

. —i0
A=re?® et A=re’ ",

alors u, =r"(A cos nf + B sin n@).

a#0, b#0
conditions initiales :
Upg= Q, u,= B.

A et B sont des constantes réelles
déterminées au moyen des deux
premiers termes u, et u; s'ils
sont connus.

CALCUL INTEGRAL

Déf.
45

Soit f une fonction continue sur I’intervalle I et a
et b deux réels éléments de I. Si F est une primitive
de f sur I, on appelle intégrale de a a b de f le
réel : F(b)—F(a).

Ce réel est indépendant de la primitive F choisie.

b
On le note ff(x)dx

b
[ Foydx=Fb)- Fa)=[Fx) 2.

Prop. a .
114 f f(x)dx =0

Prop.

115

J:f(ﬂdx: —Lbf(x)_dx.

b
Si f est une constante K : J_K dx=K(b — a).

Prop.
116

Si'f est impaire ; Jmf(x)dx =(.

Si f est paire : J’af(x)dx =2 faf(x)dx.
—a 0

36

Exercices 173 a 238

La lettre x peut étre remplacée
par toute autre lettre :

| "Keyae

b
f(x)dx=
L “ =Lf(u)du.

Pour «intégrale de a a b»
lorsque a<b, on dit
«intégrale sur [a, b] de f».

aussi
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Prop.

117

Prop.

118

Prop. -
119

Prop.
120 |e

Prop.
121 | e

v

Prop.

122 | e

Si f et g sont deu
. eux fonctio i
et A un réel quelconque - 0 continues sur [

[ 1”(f+g)(x)dx= | e + [ e()dx
L AfCx)dx = A fbf(x)dx.

Pour a €1 et pour t .
out reel N e,
de I dans R : el x de I, I'application G

X > J:f(t)dt

est la primitive de f sur I qui s’annule en x=a :

Si G(x)=fo(t)dt,

alors G'(x)=f(x) et . G(a)=0.

Théoréme de Chasles : pour tous réels a, b et ¢ de [

f:f(r)dt+ff<t)dt=ff(t)dt.

Théorémes de comparaisons.

b
Sia<b et si f(x)=0 sur I alors I f(x)dx=0.

b
Si a<b et si f(x)<0 sur I alors f f(x)dx=<0.

Sia<b et f(x)ég(x) sur I alors

fbf(x)deJ;bg(x)dx.

Si m et M sont reppectivement le minimum et le
maximum de f continue Sur [a; b], alors I'intégrale
de f sur [a;b] est encadrée par m(b—a) et

M(b—a):
m<f(x)sM

b
~ entraine m(b—a)SJ At <M(b - q),

[. CALCUL INTEGRAL

Propriéié dite de linéarité a rap-
procher des propriétés P69 P70
des primitives d’une fonction

continue sur 1.

a I b 1

N —

] ) | ==

; X

Attention & la condition xelL

AR

A rapprocher de :
AB +BC =AC

d’oul le nom de Chasles.

Bien noter la condition
a<b.
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I. CALCUL INTEGRAL

Déf. b ’
46 Le réel 5 l f f(x)dx est appelé valeur moyenne
—-a J,

de f sur [a; b]‘.

Modes de calcul d’une intégrale d’une fonction
continue.

Prop. ' o
123 @ Recherche d’une primitive de f.

Se souvenir que :

e il est souvent plus simple de déterminer une
primitive d’une somme plut6t que celle d’un produit,
d’ou I'intérét de linéariser certaines fonctions, en
particulier en trigonométrie;

e si f s’écrit sous la forme U’ U”, avec p # —1, alors
1.
Lyrl.

une primitive de f s’écrit Py

’

U e
e si f s’écrit sous la forme T alors une primitive de

f s*écrit In|U| (U(x)#0).

124 (2) Intégration par parties :

Si f et g sont dérivables sur [a, b], alors :

b ) b
[ 70 sy =[ )+ g3 ]2 [ fyginax

Prop.
125 @ Changements de variables affines.
Si f est une fonction continue sur [a, b] alors :

b 1 b’
]f(azx+B)dx=—-[ f(t)dt
. a Jg
a'=aa+f
b'=ab+p.

avec {

m APPLICATION AUX CALCULS D’AIRES
PLANES

Prop.

126 | Le plan est muni d’un repére orthogonal (o, ).
Si a<b etsi[(x) est positif sur [a, b], alors Paire
de la surface limitée par la courbe représentative
de f, I'axe xx' et les deux droites d’équations
respectives : x=a et x = b, est donnée par :

‘b
Jt(S)=f f(t)dt

(Punité daire étant I'aire du rect

et 7). angle de cotés |||

38

Si f(x)=cos Sx-sin 2x, transfor-
mer f(x) en somme.

p est rationnel.

Formule importante dont on ne
saurait se passer dans certains
cas.

3 1 1
2x-52dx==| rde
jl( ) ZL

)T
flx) ==
I M(x, y)
ol a «x b x

a<x<bet 0<y<f(x)

"‘07

—
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Prop.

127

Prop.
128

=}

Prop.
129

A

Si la surf
ace S’ est :
5 sy s Symetri )
(ljln(, symetrie orthogoyn-lleriqltle 18 igurLce  Ses
ans une svmeétri ale autour d’u 0l
0‘ - ne symétric centrale, alors ne droite D, ou
S]} a méme aire. ) s ces deux surfaces
i f(x)<0 sur [a:
délimitée )qiull- [‘a, b1, alors I'aire de la surface
droites d’i ar fa courbe de f, 'axe xx' et les deux
§ dequations x=q et x=5h esi donnée par :

b
A(S)=- If(x)d.\'= U’f(x)dx

S}e;il_;gil;;be.repr.ese‘r’itative de f coupe laxe xx',
si f(x) s’annule sur [a, b], alors on
calculgra une aire telle que celle de la surface
CO[OI:lee en rouge ci-contre, en calculant séparément
les aires pour les parties de surface situées de part
et d’autre de I'axe xx’, et on fera la somme des

nombres positifs obtenus.

ontinues sur [a; b]
alors [aire de la

f, celle de g, les
tx=

Si f et g sont deux fonctions ¢
et si f(x)<g(x) sur [a; b],
surface délimitée par la courbe de
deux droites d’équations respectives x=4 ¢

est donnée par :

b
./E(S)sf (g(x)—f(x))dx.

Attention 2 Punité d’aire!
t orthonormé, I’unité d’

Je cOté a pour mesure

aire est celle

Gj le repere ©€s ||1'||

du carré dont ” ’” ! ” ’” ]
i ¢ t orthogonal avec i ] gors
i esst celle du rectangle de cOtés ﬂz | et

l’ilnité d’aire €
HE

APPLICATION A CERTAINES FONCTIONS

sur un intervalle 1, a étant un

. ¢ est continue nter’
?elléi{went de I, alors [’application de I dans R :
[ s

'annule en x =4a.

X — g(x)=

est 12 primitive de f qui S

pour tout X de
g'(x)=f(x)

et g(a)=0.

I

[. CALCUL INTEGRAL

Aire totale
=.ft(s,)+1t(52)+.vt(53)-

0O a
Attention! Les deux ¢

g sécantes Sur [a, b].

ourbes neé

sont pa
y
B
7
A
—
(0] = X
y
D

o, 1 ¢ *
Si OA=0B=1cm 'unité d’aire

est 1 cm?,
Si OC=3cm et OD=1cm

['unité d'aire est 3 cm*.

g est une fonction de x.
La variable ¢ n’est qu'une nota-
tion (muette!) et n'a rien a voir

avece Xx.
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‘ Prop.
131

I. CALcuL INTEGRAL

s APPLICATION A L’ETUDE DE CERTAINES
SUITES

Soit f une fonction continue sur [a; b] et n un
—a .y
; considerons

naturel non nul. Si I'on pose h=

la suite U définie par :

"~I + + )+ +2I)+
1[f(a)+fla+h)+f(a :Lf(a_i_(n_])h)]

Alors cette suite est convergente et a pour limite la .

valeur de Pintégrale de f sur [a; b]:

b
lim (U,)=| f(6)dr.

s APPLICATION AU CALCUL APPROCHE
D’UNE INTEGRALE

(U,) est la suite définie ci-dessus.

Prop.

132

Les valeurs de (U,) sont des valeurs approchées de

I’intégrale de f sur l’intervalle [a; b]. Ces valeurs
approchées peuvent étre calculées au moyen d’une
calculatrice ou d’un ordinateur.

Prop.
133

Si la dérivée de f est majorée, en valeur absolue,

Prop.

134

par M sur [a;b]l, |f(x)|<M, alors on peut
obtenir un majorant de I'erreur commise en rempla-
cant I'intégrale de f par U, :

U (t)dt—U

s CALCUL D’UN VOLUME DE REVOLUTION

M(b—a)2

n

Soit f continue et positive sur [a; b], de courbe
représentative  C dans un repére orthonormé
(O, i, j°). Dans une rotation compléte autour de I'axe
(0, i+), la courbe C engendre une surface de
‘révolution. Le solide S délimité par cette surface
a pour volume :

b
V= wf [7(x)Pdx.

40

y

— v
0]
x'| a b X

U, est la somme des aires de 4
rectangles.

Méthode des rectangles.

y

e e
<

-
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Prop.
135

Prop.

137

Prop-
138

a)Si (E) a

b)Si (E) a une seule rac

c)Si

1. EQUATIONS DIFFERE

NTIELLES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Résoudr » dauati (oo
Her I’clllf ‘UII]ILI ‘Lqu.mo‘n différentielle, c¢'est détermi-
semble des fonctions [ qui vérifient une

relation S. dans laquelle i ;
n S, dans laquelle interviennent la fonction f

AV e sl n 0 . h ’ ’ LR |
et éventuellement d’autres fonctions connues.

S(j, j'i‘ fﬂ’ ):0

sont en général désignées par y, ¥', y".

L.

(1 : fonction connue).

Equation : y' = u(x)
si elles

Lcls solutions sont les primitives de 1,
existent :

Fx)=U(x)+C

(v : fonction connue).

y'=v(x)
primitives de

Equation :
t les primitives des

Les solutions son
v si elles existent.

y—ay=0 (a€R.).
1, les solutions de I’équation

Equation du type :
ordre y'—ay=0 sont les

a étant un réel non nu
linéaire du premier
fonctions F définies par

F(x)=C-e™.
Il existe une unique solution vérifiant des conditions
initiales données F(x0)= Yo- -

e: _y"+ay'+ by =0.
x réels, les solutions de I’équation

Equation du typ
d ordre y”+ay’+by=0 sont les

a et b étant deu

linéaire du secon -
fonctions dont la nature depend des racines de
|’équation caractéristique associée : _
(E) X2 +aX +b=0.

réelles s et t, alors les

denux. racines
H s’écrivent
H(x)=A-¢"t B-e".
ine réelle s, alors les fonctions

fonctions

H s’écrivent : :
H(x)=(Ax +B)-e™.

(E) a deux racines complexes conjuguées :
a+iB et a—iB,

alors les fonctions H s’écrivent :

H(x)=(A cos Bx + B sin Bx)-e**,

. espace

Exercices 239 a 259

f(x)=x*>=5x+ 3
g'—22=0
y'-2y=0

C : constante quelconque-

Attention!
L’écriture :
),n . Syl = 0

pas tres

par exemple n'est

correcte. '

Elle signifie que,

d'une partic de R:
F(x)=5f(x)=0.

Mais cet abus d’écriture est con-

pour tout x

sacré par l'usage.

L’ensemble des solutions est un
vectoriel sur R, de

dimension (2).

y'+2y —3y=0.

Equation caractéristique
X2+2X-3=0

S=1;, t=-3

H(x)=Ae* + Be 3=,

A- et ‘B sont deux constantes-
quelconques.

e Cas particulier :

yu _ wa :0

~a3H(x)=A cos wx + B sin wx.

4]

——m e ——
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Prop.
139

Prop.
140

L.

FONCTIONS VECTORIELLES

Dans chacun des cas, il existe une umquc solution
vérifiant des conditions initiales données :

H(xo)= Yo et Hl(.\'o) = (10.

Equation du type : ay"+ by’ +y=u(x) (u connue).
Les solutions de cette équation sont la somme d’ ullw
solution particulicre de cette équation et de f;
solution générale de I'équation  sans SEEOIE

membre :
ay"+by' +y=0.

Recherche d’une solution particuliere :
Si u est une fonction polyn()mc on cherchera une

fonction polyndme de méme degré.
Si w=a cos(wx —A), on cherchera une fonction du

type

a' cos(wx—A') ou a'coswx+t b’ sin wx.

FONCTIONS VECTORIELLES ET C_INE‘MATIQUE

42

Une fonction vectorielle d’une variable réelle est
une fonction de source une partie I de R et de but
un espace vectoriel E. E sera I'espace R?, ou R?,
ou encore C.

Si B est une_base de R?, par exemple, une fonction
vectorielle F de R dans R? est déterminée par un
couple de fonctions numériques : les composantes de

F relativement a B

- L R? — - .
F ,IR R | } Fl) =) +e(0)]f

t — (f(2), g(t)

Si P est le plan affine euclidien de repére (O, i, iy J M),
a chaque valeur de la variable f est associé un

unique point unique M du plan tel que :
OM =F()=f(t)i +g()].

Si t décrit I’ensemble de définition de F. M décrit

une partie du plan que I’on appelle I'indicatrice de
F relativement au point O. Souvent, cette indica-

trice est une courbe.

Exercices 260 a 274

C, ensemble des nombres com-
plexes est un espace vectoriel sur
R, de base {]; i}.

Dans R3

: trois composantes.
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I. FONCTIONS VECTORIELLES

et N ,

[ ﬂ F et G’ étant deu>§ fonctions vectorielles de I dans

- E, et k une fonction numérique de I dans R, on
définit aussi les fonctions suivantes :

e Somme de FetG:
F+0G :t — F(OH+G(1).

e Produit de F par k:

—

k-E :t — k()F().

o Produit vectoriel de F par G : o
Le produit vectoriel F' A G est

EAQ :t— F()HAG(r) (dans R?). ¢ P
. . défini dans R>.

Ce sont des fonctions vectorielles de I dans E. . o
o Produit scalaire de FetG: ﬁ(b); G’(b’);

F+G :t — F(t)-G(1). ¢ ¢

o Norme de F : o be' =~ cb’
”j:’“ cf— ”—-—F(t)". FAG | ca'—ac |.

ab'—ba'

Ce sont des fonctions numériques de I dans R.

Déf. :
Soit F =({f, g) une fonction vectorielle de I dans R*. | Méme définition dans R? avec les

Si F est définie sur un intervalle qui contient f,, F | trois composantes (f, & h).
est continue en f, signifie que les deux fonctions
numériques f et g sont continues en ce point.

Déf.
52 De méme, F est dérivable en o signifie que les deux
fonctions numériques f et g sont dérivables en ce

point.

Le vecteur dérivée de F en f est:
F'lto)=[f(to); &'(to)]

Dé.
( 53 F est dérivable sur I signifie que f et g sont | F'et F” sont de nouvelles fonc-
(ngl‘lVableS sur I. La fonction vectorielle dérivée de | tions vectorielles de I dans R2.
est : -

E'=(f,g.

-

se note aussi ﬂ:
; t

F’r
%n[ nc]leflplt de méme les dérivées successives F", ...,
, S1 elles existent.

AlnSi, F”(t)-‘:——

F"(t) a pour composantes (f'(t), g"(t))-
43
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I. FONCTIONS VECTORIELLES

Prop.
141 | SiF et G sont dérivables sur I et si k est dérivable
sur I : alors les fonctions vectorielles : F + O, kF,
F A G sont dérivables sur I, les fonctions numeéri-
ques F -G et | F || sont dérivables sur I et :

Y=F'+G' | (KF)y=kF +KkF"

La formule de dérivation du
produit vectoriel n’est wvalable
F-.F' que pour E =R? bien siir!

Si k est une constante :°
(KE Y=k (F").

o Interprétation du vecteur dérivé de F en fiis

Prop.

142 Si la fonction vectorielle F =(f, g) est dérivable
en f, et si le vecteur dérivé en ce point F'(t,), n’est
pas le vecteur nul, alors I'indicatrice C de F dans
un repere du plan admet une tangente au point M, F'(to)
de_coordonnées (f(t,); g(to)) et le vecteur dérivé
F'(ty) est alors un vecteur directeur de cette

tangente en M,,. i
. ‘ . ol
A Pour tout point N de cette tangente, il existe un .
réel A tel que C’est un procédé pour trouver
MyN = AF'(ty). une équation de la tangente en
e Cinématique M, a C, ou démontrer I’existence
de cette tangente (coniques).
Dé.
54 Si la variable t est le temps (avec une unité choisie)

et si_le plan P est muni d’un_repére_orthonormé
(O, i, i), le point M tel que OM = F(t) est un point
mobile du plan. ;

M est repéré par ses coordonnées variables -
(f(1); g(1)). L

La trajectoire de M est I'indicatrice de F relative
a o.

Si la trajectoire est une droite, le mouvement est | Si la trajectoire est un segment
rectiligne. Si elle est un cercle, le mouvement est | de droite, on dit aussj que le

i . .
L circulaire. mouvement est rectiligne.
’ A

. A La cinématique est I’étude du mouvement de M,
i entre deux dates /, et ¢,. Cette étude doit conduire
| a une description physique aussi précise que
(' possible, de ce mouvement.

[ | Dér. . ‘

| 55 :} Un mouvement est- périodique, s’il existe une

! constante T telle que pour tout ¢ :
F(t+T)=F(t).

44
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Dél.
50

| Prop.
143

e vecteur vitesse de M, pour ce mouvement, est
un vecteur noté MV (son origine est le point M)
tel que :

(t)

MV = F’(t)—

=(f(0); g'(1)).

Son_support est la tangente en M a la trajectoire
(51 F’(t)#O).

Le vect(.:u_r accélération de M est un vecteur noté
MT (origine M) tel que :

sz(t)

MT =F'(t)= =(f"(t); g"(1)).

Un mouvement est uniforme sur un intervalle I si,
sur cet intervalle, la norme du vecteur vitesse est

constante.
Un mouvement est accéléré sur I si, sur cet
intervalle, la norme du vecteur vitesse est une

fonction croissante.
Un mouvement est retardé (ou décéléré) sur I, si
sur cet intervalle, la norme du vecteur vitesse est

décroissante.

Le mouvement est uniforme si :
F'()-F(t)=0.

Le mouvement est accéléré si:
F(t)-F"(t)>0.

Le mouvement est retardé si:
F'(t)-F"(t)<O0.

I. DENOMBREMENTS

Attention!

En physique, vecteur vitesse et
vecteur accélération sont parfois
appelés vecteurs liés en M :
sont des u/n(mzrunis, d’origine
M, de

—_—

M) et F).

Dét.
59

. LLe cardinal

DES PROBLEMES DE DENOMBREMENT

Un ensemble E est un ensemble fini si I’on peut

compter ses éléments, c’est-a-dire trouver le nom-

bre des éléments de E.

E est fini et possede n éléments s’il existe une

l(;uc&tmn de E sur I’ensemble {I: VA B "}, partie
e

Le naturel n est alors le cardinal de E; on ecnt
card E =n.

est I'ensemble vide & est Zzéro:

card J=0.

Exercices 275 a 309.

Dénombrer : c’est trouver, lors-
que c’est possible, le nombre des
éléments d’un ensemble, si cet
ensemble est fini.

card E se lit «cardinal de E ».

45
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1. DENOMBREMENTS

o Produit cartésien AXB

P \ . . - .
Si A et B sont des ensembles finis dft.car(/i‘m:%x
respectifs a et b, alors le produit cartésien ,

avec a EA ¢t b € B,

ensemble des couples (a, b)
est fini et son cardinal est @ X b.

e Nombre des applications de E vers F

inaux respectifs p et

i finis de card
Si E et F sont 1nis PE s B est:

n, le nombre des applications

5 - cardinal du but
p: cardinal de la source.

Nombre des injections de E vers F

“- Prop.
: 145

a=n’

E et F, il existe une

Pour des ensembles finis .
ction) de E vers F si

application injective (ou inje

‘et seulement sip<n.
Si cette condition est réalisée, alors le nombre des

injections de E vers F est désigné par A7 :
n!
P—p(n—1)n—2)..(n—p+1)=—""%".
AE=n(n—1)(n 22-(r1 p J Gi=p)!
p facteurs

Prop.
146

~

¢ Arrangements
F ayant n éléments, former un arrangement de p

’ éléments de F (p <n) c’est sélectionner p éléments
choisis parmi les n éléments de F et les ranger
dans un certain ordre. Le nombre de ces arrange-
ments est égal au nombre des applications injectives
de {1;2;3; ...; p} dans F : c’est AL

e Bijections

Prop. .
147 | Si p=n, toute injection de E dans F est une

bijection entre deux ensembles de méme cardinal.
Le nombre des bijections d’un ensemble a n
éléments sur un ensemble de méme cardinal
i est Ay :

. Ar=n(n—=1)n-2)..2%x1=n!

e
Déf

7 o Permutations .

60
Une bijection de E sur lui-mém
tion de E. e est une permuta-
LLe nombre .
aussi !l des perml{tatlons de E est donc

A L’utjlisation d'un arbre peut rendre de grands
services dans certains problémes de dénombrement

46

card Ax B=card A Xcard B.

AP se lit «A npo».

nl=1X2X3X...Xn.

p=51234'5

=
1]
N

e 0

AS=7X6X5%x4X%3

n! se lit «n factorielle» ou

«factorielle n».

4—4
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Prop.
148

Prop.
149

Prop.

150

Prop.
151

Prop.
152

Prop.

153

o Parties d’un ensemble fini

Si E est fimi, de cardinal n, I’ensemble de ses
parties, not¢ J'(E) est un ensemble fini de car-
dinal 2", '

A Se souvenir que J et E sont des parties de E.

Si E est fini, le nombre des parties de E ayant
toutes p éléments (p <n) est noté C? ou (").
P

Une partie a p éléments est encore parfois appelée
combinaison de p objets pris parmi n.

(n)ch =n(u =hne2) 5 —p+.1)
p " I1X2X3X..Xp ;

Al n!
pl pl(n—p)!

Valeurs particuliéres :

0 __ — LEEiran—1_5
Cn— C:: = ' CH— Cn =n.

-1 A
1R =G

n—p _ p
Cn - Cjn

. n
A Pratiquement, pour calculer (p) vous pouvez

utiliser ’'une des formules ci-dessus mais, pour n
assez petit vous avez intérét a utiliser le triangle de
Pascal : a partir de la ligne 3, un terme de la ligne
n se déduit de deux termes de la ligne (n—1) en
utilisant la propriété P152.

n=0|C} 1

n=1|C9% C) 1 1

n=2C% C} C? 1 2 1

n=3|C3 ¢} ¢z ¢z |1[3]+[3] 1 -
n=4C C; C3 Ci..|1 4 (6) 4 1
n=51.. ' [ 5 10 10 5 1

Développement de (a + b)" (bindéme)

(@+b) =Cha"+ Clam=1p"
4L C,2]au—-2b2+ i C::b"

(pour tous réels a et p),

I. DENOMBREMENTS

AET(E) équivaut 8 ACE.

C? se lit «c-n-p».

N -
Dans 1'écriture de (;), ilya

autant de facteurs au numérateur
gu’au dénominateur.

Les propriétés P151, déja con-
nues de mathématiciens chinois,
ont été établies par Pascal.

2]
C£i~ |

(a+b)y'=3 (Da"“‘-b"‘.

k=0

47
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Prop.
; 154

1. PROBABILITES

Ce développement contient (n+1) te}rmcs
(mondmes) qui sont tous de méme degré n :
la somme des exposants de a et de b est
donc n.

Le terme en a" ™"+ b? a pour coefficient C?.

Le développement de (a—b)" se déduit du
précédent en remplacant b par (—b).

p=n
> Cch=2m

p=0

Avec a=b=1, on obtient :

Applications a quelques problémes de probabilité

Une expérience soumise au hasard conduit souvent
a un nombre fini d’éventualités possibles :

ela_ €, €3, ..., €n.

L’ensemble E de ces éventualités est un ensemble
fini de cardinal n. Si I’on s’intéresse A certaines de
ces éventualités, elles sont les éléments d’une partie

A de E: A est un ensemble finj de cardinal p
avec bien sir p=<n.

Les éléments de A sont des évent

ualités favorables
a A.

Dans une situation d’équiprobabilité, c’est-i-
dire lorsque chaque éventualité a |a méme
chance de se produire que toutes les autres,
alors la probabilité de I’événement A est le

‘quotient du cardinal de A par le cardinal de
1 &

_card A
card E-

p(A)

: card A
’/‘

nombre d’éventualités favorables & A
nombre de toutes les éventualités possibles

N
\card E

En probabilité¢, on utilise le vocabulaire et Je
symbolisme des ensembles, avec un langage propre
aux probabilités.

p(A)=

48

T

Ce développement est con;m

sous le nom de de’ve[appement de
Newton,

A rapprocher-de P148.

Exercices ’283 a 309

On tire une carte au hasard dans
un jeu de belote de 32 cartes.

Card E =32.

On s’intéresse a 'événement A
«Tirer un as». -

Card A=4

LIRS 4
d’oli p(A)—ﬁ.
Dans cette hypothése, on se
ramene donc tpujours 3 des pro-
blémes de dénombrement pour
calculer p(A).
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Dét.
62

i Déef.
1 63

Prop.
155 | e

Prop.

156

Prop.
157

Prop.
158

Prop.
159

iG]

Vocabulaire des ensembles

Ensemble E (fini)
CE: .
oo o SSium PR e

{X } . singleton

A : partie complémentaire de ¢lémentaire
A dans E

ANB=0 de A
D=AUB

F=ANB

Une _pr\obabilité définie sur E est une application
p qui, a tout événement, c'est-a-dire a toute partie
de E, associe un nombre réel positif et inférieur a
1, appelé probabilité¢ de cet événement, avec les

propriétés suivantes :

p(E)=1.
Quel que soit I’événement A :
0<p(A)<L.
Si les événements A et B sont incompatibles,
cest-a-dire si ANB = alors

p(AUB)=p(A) + p(B).

robabilités de deux événements

La somme des P
contraires esf1: p(A)+p(xI)=].

ments A et D :

Quels que soient les événe
(D)—p(AND).

p(AUD)=pA)+P

i n événements Ay, Az Az - sont incompatibles
deux 2 deux, alors 13 probabilité de leur reunton est
égale a |a somme de leurs probabilités respectives.

Gi tous les événements &lémentaires ont la méme
probabilité, alors on dit que I’on se trouve dans une
gituation d’équiprobabilité, ou encore de probabilité
uniforme et I'on a card A
p(A)= :
card E

Vocabulaire en proba

Ensemble des évenfualités
A est un événement
x est une éventualite

favorable a A
¢ est un événement

A est I’événement contraire

A et B sont inco_mpatibles
D est I’événement «

F est I"événement «A et B»

1. PROBABILITES

bilité

A ou B»

= A
A sécrit aussi [

C’est une esquisse de théorie tres
simplifiée que I'on utilisera uni-
quement dans le cas d’ensembles
quiprobabilité - choix

finis avec €
etc.

au hasard, dés non truqués,

Propriété trés utile dans certains

cas.

D'on [Dintérét, parfois, d'en-

visager ~ une  partition  de
I'ensemble E.

49
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; Déf.
| 65

Déf.
66

I. STATISTIQUES

STATISTIQUES

Déf.
o Etude d’une variable statistique (x;, n;) (cours de

Premicre)
n; est Ueffectif de la valeur x; :
k

Peffectif total est N=Y n,.

) i=1
2 n:x;

i=1

N

é ni(x; — X)*

i=1
N
Ecart type: o= V'V,

Moyenne : X=

Variance ; V =

Etude conjointe de deux variables (X, Y)

Pour deux caractéres & valeurs isolées, les données
se présentent sous la forme de couples (x;; y;).
Pour des caractéres regroupés en classes, on
dispose d’un ensemble de cases d’un tableau
cartésien : chaque case est affectée d’un coefficient

€gal a Peffectif de cette case.

Pour chacune des variables X et
calculer : .

— la valeur moyenne : X et Y-

— la variance : V, et |

— I’écart type : o, et a,.

Y on peut

La covariance C(x, y) du couple (X, Y) es?‘
donnée par :

C(x, y)=% > (=X)(y-Y)

=

i=1

| . =
ou encore : C(x, y)= (ﬁ 2 x,-y,-) %
_ i=1

Dans un repére orthogonal, on construit tous les
points M;(x;; y;). Il y a autant de points que de
couples (x;; y;). L’ensemble de ces points M,
constitue le nuage de points représentant les couples
(x;5 ¥;). Dans le cas de répartition en classes, chaque
case est remplacée par son centre affecté d’un
coefficient égal i I'effectif de la case : on obtient
un nuage de points pondérés. '

50

Revoir vos cours de Seconde et
Premiere.

Autre calcul pour V

v (moyenne des) _ 5

X £

R
X

Exercices 310 a 320

X Y
Xy ¥y
X2 Y2

L’effectif total est le méme pour
XetY.

Pour le calcul de C(y, ¥) bien
organiser son travail et utiliser
une calculatrice.

.

|
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Dét.

67

Prop.

160

Prop.

161

Prop.

162

Prop.

163

Déf.
68

| Prop.
164

Le point moyen du nuage est le barycentre des
points M; avec pour coefficients les.effectifs. _
Les coordonnées de ce point moyen G sont XetY.
Les coefficients sont 1 si chaque couple n’apparait
qu’une fois.

Ajustement graphique

Il se peut que les points du nuage soient disposés
en épousant la forme d’une courbe simple : faire
un ajustement graphique, c’est dessiner cette courbe
et éventuellement en trouver une équation.

Si la courbe la plus «proche» est une droite, on
est dans une situation d’ajustement linéaire (ou
affine).

La méthode des moindres carrés permet de détermi-
ner des équations de droites d’ajustement linéaire,
ou droites de régression.

La droite de régression de y en x est une droite
passant par le point moyen G : elle a pour equatlon
._) C(‘Y3 .\‘)
X v

avec M=

y—)7=m,(x

La droite de régression de x en y est une droite
passant par le point moyen G : elle a pour équation

v)’
C(x,y)

avec my =

y—y= my(x — f)
Les deux droites de régression passent par G.

Elles sont confondues si m; = m,.

Elles sont «trés voisines» Si n;=n.

Sam_(Cx )P
m, VeV,

Le réel r est le coefficient de correlatlon linéaire.

On pose :

Si |r] =1 tous les points du nuage sont alignés et
les deux droites de régression sont confondues.
Si [~ 1 les deux droites sont trés « proches ». On

d:t qu'il y a une forte dépendance linéaire entre x
et y.
Dans les autres cas,

la dépendance linéaire est
douteuse.

1. STATISTIQUES

Y * ¢ a
L ™ °
yl—-ql .G.
o I e
[ J
o !
—_— X1 X

[ ] o °

()

A
A/
y C 7t
G
dl
l o x
B .
y
A A” AF
B
B"
G
|0 X
P
c C
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Prop.
165

Prop.
166

&[5

Prop.

167

e st et ——————

=

Déf.

69

=

Prop.

168

&

e —— e —

L.

© 32

STATISTIQUES

Remarques pour les calculs

Soit k un réel donné

(X+k)=X+k

La variance est donc inchangée si l’oq ajoute (ou
si I’'on retranche) une méme constante a tous les x;

(ou aux y;). _ , :
1l en est donc de méme de la covariance d’un couple

(X, ). 3 "
1l en est de méme du coefficient de corrélation.

(FX)=k-X. o
Les calcul des coefficients m;, et m, est inchangé
si ’'on multiplie les deux variables X et Y par un
méme coefficient k.

Moment d’inertie d’un nuage par rapport a un point

A étant le point de coordonnées (a, b) dans le plan,
le moment d’inertie du nuage de points (M)
(éventuellement pondérés par les coefficients ;)
par rapport a-A est le réel :

1" &
E @AM}

A=y &

1 k
== > a[n-aP+(y-bY]

i=1

Ce moment d’inertie est minimum si A est le point
moyen G du nuage.

Ce moment d’inertie par rapport & G est alors
JCG = Vx + Vy-

Y4

ES

>

8 bk-——-
>—_

=
¥

AM?= AH?+ HM?

B
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PARTIE 11

POUR S’EXERCER

Cette partie contient des exercices. Certains sont complétement résolus, avec

rappel des définitions @ et propriétés auxquelles il est utile de se
reporter. Dans «d’autres pour chercher », nous donnons quelques indications

pour la résolution, et parfois des réponses.

128  page 54

o Fonctions : notions générales ex.
o Fonctions logarithmes : ex. 87 2 119  page 100
o Fonctions exponentielles ex. 120 a 143 page 118

o Suites réelles ex. 144 a 172 page 132

e Calculs d’intégrales - ex. 173 _a 203 page 150
° ';Applications du calculmteg;al o ex204 a 238 pﬁge 165
e Equations différentielles ex. 239 A 259 page 189
e Fonctions vectorielles ex. 2604 274 page 200
o Dénombrements et probabilités ex. 275 a 309 page 212
o Statistiques ex. 310 & 320 page 232

«L’objet le plus important de I’enseignement des mathématiques dans
I’enseignement secondaire est d’apprendre & mettre un probléme
scolaire en équation.

Apprendfe a penser, cela signifie que le professeur de mathématiques
ne devrait pas se contenter-de dispenser le savoir, mais qu’il devrait

tente-r de développer chez les étudiants la capacité d’utiliser ce
Savoir, »

G. POLYA
«La découverte des mathématiques »

53
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FONCTIONS NUMERIQUES : notions générales

4
Q)
22 »
20 X f
18 1] \
16 NIy
14 4
12 ———t 1 111 r] rd
10 d
8 N\
| 6 / | N
3 TNz o0 [T
il - -
% 10 20 50 100 1000 10000
’ Courbe donnant I'impédance z en fonc-

tion de la fréq

uence f.

Le concept de fonction est connu depuis trés longtemps.
On pense que c’est a la fin du 17° et au début. du 18° que
ce concept commence a prendre forme sous I'influence de
Jean Bernoulli, de Leibniz, de Léonard Euler, de Newton.
Une fonction est une «... quantité variable qui dépend d’une
autre quantité variable... » '

La notion de dérivée est inventée a peu prés a la méme
époque par Newton (Principia-andres 1686) et Leibniz
(1700).

Le premier congoit cette notion nouvelle i partir de
considérations de mécanique (vitesse-accélération) et I’uti-
lise pour démontrer les grands principes de la gravitation
universelle.

Le second part de ses recherches sur les tangentes-a une
courbe.

Et, & partir de 1712, surgit un véritable conflit scientifique
entre Newton et Leibniz sur le point de savoir lequel des
deux fut le premier inventeur du «Calcul des dérivées ».
En dépit de son génie, Newton ne parvient pas & imposer
ses vues a la fin de sa vie, alors que I’école de Leibniz
sous l'influence du maitre, fait de ce calcul un véritable
instrument mathématique qui s’impose
commodité des notations,
données.

Si Newton reste incontestablement

mécanique classique, Leibniz fut bie
différentiel.

par sa simplicité, la
et les utilisations qui en sont

I'inventeur de Ia
n celui du ecalcul

| ® Quelques mathématiciens

*—280 Archiméde (Gréce)
1596 Descartes (France)
1642 Newton (Angleterre)

1646 Leibniz (Allemagne) Les
1718 Bernoulli J. (France)
1777 Gauss (Allemagne)
1789 Cauchy (France)

qui ont contribué aux progres de Panalyse (fonctions )

Tangentes aux courbes; calculs d’ajres,
Les tangentes & une courbe.
. La  mécanique; vitesse, accélération et
dérivées,

tangentes 4 une courbe et les dérivées

Leconceptdefonction'ettravauxd’analyse.
La notion d’infini et les limites,

Limites, continuité et calcul différentiel.

Un probléme de maximum

54

77
Y

I

1

|
l
\

On a découpé le secteur grisé dans un disque métallique.
Le secteur qui reste est recourbé et les deux rayons de

coupe sont soudés pour obtenir un cne. Comment choisir
I"angle « pour que le volume du cone 50t maximum?

AR |
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E : II. FONCTIONS NUMERIQUES

{1’ Enoncé

1 |
=== Déterrmi o 1
bx ) dxz_x__zT Déterminer | ensemble de définition de f, les limites
aux bornes des intervalles Sfinit: T
olan, ainsi que lec lles de définition, la situation de la courbe dans le

asymptotes a cette courbe. Calculer f'(x).

Solution
X —x—2=(x x
P ) ’ __('\ + l)(x _2) f(X) s’écrit aussi m—)
f st déinie sur 1-oo; 11U 1-1; 2U p, +oo, .
ta Te_ClCll(‘: Zdeb ]"“l\tes a (+°°), a (_OO), en x=2 Prop.
ct X==1adroite et a gauche, a une signification. 2
i 1
e lim ( ):0 et lim ( 1 )=0
x| 4o \X —2 x| > +e \XZ—Xx =2 Prop.| | Déf.
. 28
donc lim f=0 et lim f=0. 3
+ -
" La droite d’équation y =0, c’est-a-dire I’axe x'x Signe de f(x)
est asymptote a la courbe de f. La position de
la courbe est obtenue en étudiant le signe de x e -1 02 4=
f(x) qui s’écrit :
fxy|o - +0- + 0
(x)=————. ‘
f(x) (x=2)(x+1)
e Pour I’étude d’une limite en x =2 prenons cette
seconde écriture de f(x). ,
. . u(x)
lim2 (x)=2 llmz(x —2)(x+1)=0 P;OP- Jim )
x — N =" 8
donc lim |f(x)|=+o.
x—2
Il faut distinguer la limite a droite et a gauche
en ce point, en tenant compte du signe de f(x).
On obtient
lim f(x)=+c et lim f(x)=—co. Les éEcritures lim2 flx) et
—2 X —
,;-;22 J::<2 lim f(x) n’ont donc pas de
. x— =1
o Méme étude en x=—1: signification.
| On obtient o
i . lim f(x)=+o et lim =-—c. 29
’ - x—+ -1
xx>_114 x<—1 -
T Déf.
E . e Les droites d’équatlon§ : y=0; x=2; x=—1 sont 30
- donc des asymptotes a la courbe de f.
55
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

e Compte tenu de ces résultats, du signe de f(x),
des limites, on peut déji avoir une jdée précise
de la position de Ia courbe de f dans le plan

! muni d’un repere (0,1 ] ): elle se situe dans

“ la partie du plan non hachurée sur le croquis

ci-contre et Ia position par rapport aux asympto-

tes est indiquée dans un cercle pointillé. On

obtient de la sorte des indications précieuses
avant toute étude de variations.

e En utilisant Ig dérivée de (—1~) ou de (E), on
obtient i v

i
[
L
§
!

ey "1 2x—1
fx) (.\-—2)2+((x—2)(x—1))2
| flx)= —x24+4x -2

| (x=2)H(x—1)

; dont le signe est facile 3 €tudier pour I’étude Rl /\%
| des variations de f. i ( \,/,y' ( \ //,

\
Enoncé
\\\\ X

fX)=Vx+xF1+x42.

(+) et (=) et les asymptotes i Ia codurbe de f.

Déterminer les limites &

Solution
f est définie sur R,

e Iim Vx’4+x+1=40 et

lim (x+2)=+o L'étude™des_Jimites & (+c0) of
X—> 4+

' VrX: x24+x+1>(

| s (=) a upe sigﬁication.
b donc lim f =+,
|4 =+ oo
.t Prop.
| e lim VX®+x+1=+4+0 et [in (x+2)=—w, 27
X—> —

X =—» — o0

Il se pose donc un probléme : les théorémes
généraux ne permettent pas de conclure, 11 faut
‘ alors transformer I’écriture de f(x) en utilisant |
la forme conjuguée :

Forme indéterminée.

] (m‘txtl)(\/{c2+x+l—j(x +2)) Mettre x en facteur en remar-
i f(x)z m_(x +2) ) quant que
. __3x__3 pour x<() .
| =15 ( 3 Vats—y
-X 3+—)

| i _ X Vxl+x+1=v/;2 1+l+i.
1 f(x)— 1 ] 2 X xz

(g

56
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lim l= lim %:

0
5 3 3
d’ou lim f(x)= >

X —» —

_\-.—,—oox x—>—m X

H ' 2 . 3
o La droite d’équation y == est asymptote pour X
tendant vers (—). 2

Mais puisque lim f=+co, il y a lieu de se
+ o0

demander s’il y a une autre asymptote non
parallele aux axes

\‘( 1+l+l+1+2)
f W TTET T
X

X

(avec x>0)

d’ou limg 2
=) =0y ==
_x =
P Vxi+x+1l+x—2

On obtient  lim(f(x)— 2x)=5.

(x>0).

. , . 5 .
La droite d’équation y=2x +§ est asymptote a
la courbe de f.

II. FONCTIONS NUMERIQUES

Prop.
27

Prop.
28

Déf.
31

Utiliser la forme conjuguée pour
transformer

Déf.
k)|

f(x)—2x.

Enoncé
g(x)= \/i}_—Z Déterminer ’ensemble de définition et la limite en x = 1.
2x +7-3 |
Soluti ol JL) = '; =
olution NarT e
“J F s AN !
D,=[-3; 1[U]l; +oof. Résoudre
g nest pas définie en x =1 mais D, Ujl} est un Y +3=0
intervalle. o 2x+7=0
Numérateur et dénominateur ayapt pour limite 0 en VI 1T #3.
=1, il faut transformer I'écriture de g(x) en
utlllsant les formes conjuguées. On obtient : -
(V_—z)(\f+3)(v_+2) 2

8= B 3) (VA +2)(VB+3)
(x—1)(VB+3)

g(x)=
2x—-1)(VA+2)
g(x)=1V2x+7+3 '
2 Vx+3+2
d'otl  lim g=2
mg=2.

Forme conjuguée du numérateur
et du dénominateur.

Prop.

27

Prop.

57
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II. FONCTIONS NUMERIQUES
Enoncé
/Yy +3 -9 .
f(.\')=\—'\-+3l—". Déterminer les asymptotes a la courbe de f.
o=
Solution
f est définie pour x=-3 et x#1 : DU{1} est un intervalle.
Dy=[-3; I[U]l, +o[.
1
] f(_3)—~5-
e lim (\".\'+3—2)=+30 et lim (x—1)=+oo, Krog: - -
X 4 xXx— + 28
Il faut transformer f(x) avec la forme conjuguée B
du numérateur. On trouve
f(-\')=m- (Vx+3-2)(Vx+3+2)
o =x-1.
D’ou lim f=0.
+ o
L’axe x'x est donc asymptote i la courbe. y 3 | .
En x=1, numérateur et dénominateur ont pour
limite 0. Mais avec la nouvelle écriture de f(x), on fx) 1 1 0
obtient : 1 2 414
lim (Vx+3+2)=4 dotl lim f=Z'
x—=1 1
Il n’est pas question ici d’asymptote : le point On pourrait définir g, prolonge-
1\ . 4 . ment de f par continuité en
A (1,'1) n'est pas un point de la courbe de f, mais posant
c’est une sorte de «point limite» parfois nommé : ally=
«point d’arrét ». 4
Enoncé
f(x)=2 cos x —cos 5x —cos 3x.
Etudier le signe de f(x) sachant que x déecrit [0; 2w (.
Résoudre f(x)=0 avec x€[0;2x[.
Solution p
rop.
On ne sait pas étudier de maniere simple le signe 15
d’une somme. On cherchera donc a factoriser f(x).
=2 = . . cos p+cos q
f(x)=2 cos x —(cos 5x +cos 3x) " p+e (P“l)
h--—AHI,.____r - e 1), s|—
: cas p +cos g "Cos( zl)cm 2
58
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f(x)=2 cos x —2 cos 4x-Cos x
=2 cos x (1 —cos 4x)
S———

I —cos 2w
f(x)=2 cos x X2 sin* 2x =4 cos x *sin? 2x.

Cette factorisation de f(x) permet d’affirmer que le
signe de f(x) est lc méme que le signe de cos x :

) o 377. ]
Si xE[O, 2]U[2 ,277] s il Y=,

Si e[z- ﬁ]' (x)=0
1 X >3 f(x)=<0.

L’équation " f(x)=0 équivaut a :
cos x+sin® 2x =0
d’ou cos x =0 ou sin 2x =0, c’est-a-dire
2sinx+cos x=0"
c’est-a-dire, dans I'intervalle envisagé :

II. FONCTIONS NUMERIQUES

(

&Y

ici|p+q=8x

p-
1 —cos 2a=2sin? «
ici 2a=

q=2x.

2

4x.

Revoir votre cours de premiere
pour le signe de cos x.

Prop.
14

T 3w . o
x=-2— ou x =5 ou (x=0oux=mw) Retenir que, pour étudier un
3 O} signe, il vaut mieux avoir i faire
v aw 1 3 H ' . o
SZ{O; 5; - 7} | a un produit qu'a une somme.
, C:.",':-( Y A\
Enoncé
S5x

2(x)=2 cos x+cos g-sin >

les primitives de la fonction g.

. Ecrire g(x) sous la forme d’une somme de 4 fonctions sinus afin de déterminer

Solution
x . 5x
g(x)=2 cos x+cos i-sm-—z—
S—
sin a*cos b

d’ou

Sx 5x «x
g(x)=cos [ (f _) : (___)]
S X+|sIn 2+ 5 + sin 5 73

g(x)=cos x+(sin 3x +sin 2x)
_.Q(X)=Sm 3x-cos x +sin 2x-cos x

Vv

1
Nt T : iz,
g(x) 5 (sin 4x +sin 2x)+-2— (sin 3x +sin x)

g(x) =5 (sin x +gin 2y + sin 3x +sin 4x).

Prop.
15
2sina-cos b=sin(a+b) '
+sin(a — b).
Sx
_=b; e
5 a
a+b=3x
a-b=2x.
{3x+.\'=4x
Jx—x=2x
{2x+x=3x i
x—=x=2x.
59
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

somme. N .
D’ou les primitives de g :

G(x)

1
l — (—— 4):) + C.
=% (—cos X =5 cos 2X 3 cos 3x 1 cos

Remarquons au passage que, pour déterminer la

dérivée de g, il est plus simple d'utiliser_la seconde
forme (somme) que la premiere (produit).

Enoncé

Prop. Prop. Prop.

68 69 70

Voir cours de Premigre.

Pour chercher une primitive, j|
vaut mieux avoir i faire a une
somme qu'a un produit,

1) Résoudre x [0, 27 :
2) Résoudre x €[0:; 27 :
3) Résoudre xXeE[0; 27 :

"

COS 2Xx —cos x + | =0,
. COS 2x —cos x+ 1=,

2 cos 2x—2(1+\/§)cosx+\/§+2'=0.

Solution

1) Dans cette équation,
Cos 2x et cos x.
Vous devez ¢ abord |
une seule i Inconnue,
Vous savez que :

figurent simultanément

a transformer, pour obtenir
COS X par exemple
COs 2x =2 cos? x—l
L’équation équivaut 3

(2 cos? x — 1)~cos X+1=0 .
c’est-a-dire 3 -

cos x(2 cos x —1)=0. h
Ce qui équivaut 3
1
COsx=0 ou cog x=§
X €[0; 27[ donc
€0s x=0 équivaut 3 y=7= ou x=3—w
2 2
1 T S |
COS X =— uivaut ) X=—o0u x=—o
7 < 3 3

2) L’inéquation €quivaut 3

€0s x (2 cos x —1)=0.
Pour 13- resoudre

il vous faut étudier le signe
de ch: 1que factcul

avec la condition :
O0sx<27m.
60

Essayer de se ramener a des
¢quations élémentaires simples.

}P:r__—'()p

> 2= X

Kig
— [}
5 4
(0] 1 27
12
S

LA w T
3nl, 277373
_F
2

— |
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

v 0 ™ T 3w S 2
3 2 2 3 m
cos X + . + I0 - (I) -+ +
2cos x—1 + (1) - - -0 + A
|
|
Produit + (l) - (I) + 0 - (I) +
1 |
g |
2cos x—1=0 signifie cos x 25 c’est-a-dire
—_ '
MeCAC
5 g | N Pour I’étude d’une inéquation, en
2 cos x — 1 =<0 signifie cos x Si d’ou trigonométrie, on peut difficile-
—
MeCA'C'. ment se passer du cercle
Compte tenu de ces résultats, I’ensemble dgs trigonométrique.
solutions de l’inéquationg sur [0; 2#[ est
donc : s
T m 37 w
s=[or o[ Z: 2] o[22 2]
317127 2 3’
3) La encore, nous avons les deux inconnues
cos 2x et cos x.
Exprimons encore cos2x en fonction de Prop.
cos x : cos2x=2cos*x—1I. 15
L’équation équivaut a :
4 cos? x —2(1+V3)cos x +V3=0.
C’est une équation du second degré en cos X. Avec —1<u<l.
Posons u =cos x.
Résolvons :  4u?—2(1+V3)u+V3=0. En effet :
1 V3 r=(1— 2
On trouve :.u’=§ et u”=—§— a'=(1-V3) O
. N . o=
1 y . By (:\/ “ \J '
cos x=—2- équivaut, avec x €[0; 27 [, a: tRe Vi
| T Sm S 4 T - IO
| = — ou X =— )—\/ N wds™
-3 3 { : |
cos x V3, axeTo 11 r~ 9\
=— équivaut 4 x=—0u X =—-1. —
2 6 6 ~ Y\ Ty (G
( ) s . a w 1o ' oA . 1
' D’ou les solutions : E; 5—; E; < e
!. 373 . . ‘
? E%] Enoncé ," ~ - Xy ) ’ e TRt “
- 1 ' tan x —_—
R Yy U G s (R LS |
Pour chaque fonction, étudicr I'ensemble de définition, la parité, la périodicité. )

. I. N > , 3 * : ) :
- » ) e 4 | W A
o — ] Tha s N L6

Ty v)

d {
P A8 | iv’"' ..-) ‘(‘\ . s / A b
j » s\ ’ B 9
L -
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II. FoNcCTIONS NUMERIQUES
Solution
\ . 1
® Fonction f : f(x) est calculable si cos x # — 2
L Zi) et —l—cosﬁz :
or 5 =cos 3 3 S 3
L’ensemble de définition de f est R privé des
reels qui s’écrivent = K27 ou —+ k24 avec
keZ.
Si X €Dy, alors (—x)EDf et cos(—x)=cos y -
f est paire. '
Si xXeD, (_27r+.\')EDf et f(x T2m)=f(x):
f est périodique de période 2.
ompte tenu de |a perigdicité et de |a parité, il
suffit de faire une €tude de f sur -
27 27
[“;?M?; .
o Fonction g g(x) est calculable si cos X # =
et si tan x existe,
En tenant compte de I’étude ci-dessus pour f, g(x)=f(x)xtan x.
D, est I'ensemble D; privé des réels qui
s’écrivent — + ko (kez). pét.
tan(—x)= —tan x et f est paire - donc g est —_—
impaire. :
8 est périodique de période 2.
I suffit d’étudier g sur -
T @ 2 27
o[z 2o oo
[ 2lY]23 307
. 1"
e Fonction / : h(x) est calculable sj Cos x= ——,
h est paire et /; est périodique de période 2.
Sur I’intervalle [0; = on a:
1
xE[O; 2—77] <> COs x=——
3 2
1
et xe]%;l;w[ <> CoS x<——§.
Pour x décrivant (0; w[, h(x) est calculable N
pour Osx<=T ‘ (o
Pour x décrivant [—7; 7[, h(x) est calculable :
si 27 27 !
-‘E[‘? 7] |
62 L O
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

L’ensemble de définition de h est la réunion des

intervalles :
2 2

h={———+khn—~+kbr

3 3
k décrivant Z.

Enoncé

Etudier la limite en x =0 de chacune des fonctions suivantes :

sin 4x sin x sin 4x 1—cos x
filx)=——; fi(x)=—7= 4x2 3 [a(x )— f4( )= m
Solution

(favee

) . 4

aa/Done lim f, ===
6

/

sin 4x 4x 2 _sin 4x
X)=——X—==
filx) 4x 6x- 3>< 4x

. sin 4x )
Or lim =1 donc limf,==
x—0 X 0 3
f(r)—ﬁiifxi- lim L’ + 0
et X 4x°  c_o0 l4x '
donc lim fo(x)=+o et
ey sy
sin 4x 5x 4x
\' P —_—
f3(x)= 4x tan 5x S5x
. sin 4x
lim =1 et lim
x—0 +X x—=0 tan Sx
1—cos x X X
f4(~r)= 2 X = X P
X sin x sin x
l1—cosx 1
Or lim ———=z et m —
L. x—o0 X . 2 x—o0 SIN X
d’ou lim f,==.
0 2
Autre méthode pour f, :

3 5

u u
smu—u——+——+u +e(u) avec llms—O.

120
En posant i =4x :

fn(X)=L(4x—ax3+ﬂx5+x5'¢(x))

6x

4 .
fl(x)‘—‘——1 ax2+% Bx*+x* (x)

6 6
lim ¢ =0
0

Wit

0

lim fy(x)=-—

=1 d’ou lim f3=<
0 5

1

”

L’utilisation des théorémes sur
les limites conduit & des formes
indéterminées.

Prop.
28

Se ramener aux propriétés

Prop.
24 | (2)

On peut aussi utiliser le dévelop-
pement limité de sin x en x=0
pour f; et f> en particulier.

Prop.

58 @)
43 45
=5 —et B =10

63
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

Enoncé
f(r)=M. Si x €[0; 27], déterminer I’ensemble de définition de i
) tan x — 1
- T™ ST ow
puis étudier les limites de f en —; — et —.
2 4 4
_
Solution

5
Sur [0, 27, tan x =1 pour x =%r ou x =T7T.
D’ott D=[0; 27] - {7—7- @, o, 3—”}.

N , .- o
o |limf| Le numérateur est continu en 5: sa
2 limite est le réel positif V2 — 1.

. e ™
La fonction tan a une limite infinie en E

lim (tan x)=+ et lim (tan x)= — oo,
X—=a/[2 X =1 /[2
x< /2 x> /2
d’ou : 4
lim f(x)=0* et lim f(x)=0".
x— /2 X=1/2
x<w/2 x> /2
° sin 5777= —%. En 2471, le numérateur 3

pour limite (=2).
tan T7T= 1. En ce point, le dénominateur

a pour limite (

5
7T<X<T7T: alors tan x <1 d’ol_tan x —1<0

5 K}
Tﬂ-<x<?w: alors tan x>1 d’ol tan x—1>0.

Donc lim f(x)=+4w et lim f(X)= =0,
X—>5m/4 xX—S7/4
x<5/4 x>5/4

o |limf ' En ce point, numérateur et dénominateur

L ont pour limite 0, donc i faut trouver
une methode particuliere

transformation de f(x).

passant par une

- _
Posons x=z+h, afin de se ramener a la
recherche, pour une fonction de h, de sa limite
en h=0

64

Ne pas oublier que tan x n’est pas

b T 3
définie en — et —. Prop.
2 2 9

V2 sin g—1=\/§—1.

i
Théorémes sur les limites'

\

Prop. e —
28 | (quotient) e

5
V2 sin Tﬂ-—l=—2.

Théorémes sur leg limites

Prop.
28 | (quotient)

Prop.
28

=2 h=0
.\—4 <> nh=0.
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

V2 sin x —1=V2 sin (g+ ],) =] oropi]
—sin h+cos h—1 Revoir | 15
T I + t( - 3
tan .\'—lztan(—+h)~1:__ﬂ_ sin(a+b)
4 I —tan f- I
_2anp | sngmesiEy
1 —tan &
Le changement de variable conduit a Ia

fonction :
_ (sin h+cos h—1)(1—tan )

g(h
2 tan i
Ici encore, numérateur et dénominateur ont pour

Faire - apparaitre des  formes

‘ limite 0 en h =0. Divisons par /i le numérateur
i et le dénominateur —— I’;r;p- )
i sinh cos h—1 2
] h * h .
E g(h)= x (1—tan ) lim (1—tan h)=1.
> tan /1 h—0
h
. sinh . tan h
_ lim =1; lim =1
/ h—+0 h—0 h
i osh—1 . cosh—1
et lim = > = lim 12 X h=0.
h—0 h h—0 h
Donc : . ) 1 Prop.
lim f(x)=lim g(h)=5. 28
x—)—% h—0 2
E Enoncé
Voici deux fonctions numériques f et h définies par :

1 1
f(x)—)—c_—1 et g(X)—?_x 3

1) Déterminer I’ensemble de définition de f; calculer f(x), f'(x) et f"(x).
Déterminer la dérivée d’ordre n de f (neN*).

~2) Mémes questions pour la fonction g.

Solution
()&
1 DI={R_{I}_ f'(x)=———5=—(x—])”2 formule : (g) =
' (X—_l) Prop.
f"(x):(__l)x—'Z(x—]): 1x2 37
(x_l)4 (x—])3 Attention a | dérivée d
| Attention a la denvee de <
fm(x)zlxzx—:‘}(x-—l)zz—]><2X3 "(x)_.___(",__l)?
(x—1)° (x—1* " w(x)=2x1x(x= D"

65
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

B A 4 ) _ 3
Compte tenu de ces résultats, on voit apparaitre Si v(x)=(x—1)

s . . . . ! = —1\2
une loi de formation des dérivées successives et alors v'(x)=3x1x(x~-1)
; il nous semble que : Prop.
f (=)' x I X2x3%...xn_(=1)"*n! I
"; f(")(x)z (x— l)n+l —(x — 1)n+1' C’est une conjecture...
Cette formule s’applique jusqu’a n=3 (cons- Démonstration par rccurrence,
i tatation). . Prop.
i Démontrons que, si on la suppose vraie pour p, {01
’[ ' alors elle est vraie pour le naturel survant
’; (p+1):
Hypothése de récurrence :
[y =21 X! ~(p+1D=(=1(p +1)
ey et (—1)P x(=1)=(—1)r*!

—(p+D)(x—1)

i -f(p+1)(X)=[fp)(x)]'=(~])pIJ! ( e pIX(p+D=(p+1)
! X—w
i . 2p+2—p=p+2.

d’ou f"’*"(x)—(_l)p+]'(p+l)!

: (x —1)*?

i{ On a ainsi démontré que la formule est vraie
pour p + 1.
| Ce qui démontre que la formule est vraie pour Attention!

tout naturel n (n #0). Si u(x)=(2x —3)?
: 2) D, =|R—{%}. On trouvera : alors u'(x)=2x2(2x—3)
- "'2 22 X 2 Pl‘op
! | = g(x)=e 2 '
¥ | & (2x —3)? g'(x) (2x—-3)» 37
} = m, _ _23 X 2 X 3 ..
| g (x)_(ZT—?,)T' Ainsi, dans le calcul de chaque
) ) . dérivée d’ordre supérieur appa-
b Démontrez par récurrence que : rait un f ’

acteur 2 supplémentaire
—1\n n [] 4 ‘
(-1)" x2" X n! au numérateur.

(2x =3+ ¢ D'olr 27,

g"(x)=

, 12| Enoncé

f est une fonction de deux variables définie par
f(x, y)=x(x>+2y?).
! Calculer les dérivées partielles de f du 1" ordre et du second ordre,

Solution

flx, y)=x3+2xy> Pour la dérivée partielle pg;
Dérivées premiéres : rapport a x, supposer y umu::n
et considérer la fonction g .

gx)=f(x, k)=x"+2xk2

o 4290 O
Sx =3x +2y 2 -8?_4‘\},'

66
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

l, Derlvees secondes : 5f
52 5%f g'(x)=§=3x2+2k2.
‘ OJ _6x: =dy:
’ 8x? Sxf8y 4y
52 5% Déf.
_._.2. = 4x; - — 24
oy Sydx

Enoncé

En courant alternatif, 'impédance Z d’un circuit électrique est donnée par

la formule : 2
Z = \/ Lw ——

Soit la fonction G : (R, L, C, w) —> Z.

)
Calculer — il 5. E Que se passe-t-il a la résonance si LCw*=1?

SR’ 8L’ 8C’ Sw’

e

Solution
2
e Posons (Lm——l—-) =k (constante). Déf.
Co 24
=VR?*+k.
oG _ R __IS
6R VR*+k Z
8G
e Posons u(L)=(Lw+a )? (w et a constants: Pour calculer R considérer que
a= ——1-) i _9 L, o et C sont constants.
Ce u' (L)= o(Lw +a) 1 Z dépend de la seule variable R.
wlLw—— Z=VR?+k
G (L ( C )
donc —6——= u(L) = @ . i
8L 2VR*+u(L) Z ;071!-
1\?> .,
Po O)= (b —-———) avec et b
) Sotnst ?( lL ) Co (, - d(VR*+k) 2R R
constants : b=Lw 1 " SVRETR =
ver=2() (- )
donc 1 (L 1 )
— (Lw—— _
8G_ v'(0) C’w Cw G ..,
o = . Pour calculer —, considerer R,
6C 2VR*+v(C) 7 SL
C et o constants.
Posons - _ Ly |
° C(‘mslants{(w) (Lw Cw) (avec L et ¢ Pour g considérer R, L et @
q C 1 constants...
r=2(L v gs) (Lo-7)
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1. FONCTIONS NUMERIQUES

donc

=) (o)
L+—)|Lo—=—
86 f'(w) :( Co Lo
dw 2VR*+f(w) z

Si le circuit est en résonance, c’est-a-dire si
LCw®=1 alors

I 1 LCw*—1 ~0
© Co Co )
Il en résulte alors que
ég: ; §=0; &—“-0.
SL 6C dw
On a alors
6G
Z=VR™=R et —=1.
SR

14 Enoncé

Prop. Prop.

37

38

Consultez votre professeyr de
Physique...

L'impédance Z dépend de R
seule : elle se comporte comme
une reésistance pure.

»3

Soit g(x)=

—y Déterminer son ensemble de définition. Sur quel ensemble

est-elle dérivable? Déterminer g'(x) sur cet ensemble.

Solution
x? )
e Posons u(x)=\_—_1—. g est définie pour u(x)=0.

Le signe de u(x) est le méme que celui de
Xx(x—1) avec x#1

D, =1-; 0JU]1; +oof.
e On sait déja que : x — V/
si u est dérivable et u(x)>(

La fonction g est donc

J=o05 O et 11, +=[. Calculo
" de ces intervalles.

u(x) est dérivable
déja dérivable sur
ns ¢(x) sur chacun

\.3

U(x)=-—_
) x—1
d’ou
, 3x}(x —1)— 3 ,\‘2(2\'—3)
Xys— ="
e A T
N2x=3) 1 NI
) (X )=——X = —
Donc: g'(x) x-12 2 o
68

|__gee

X -2 0 | +x
Mx=1) +0- ¥
Prop. Prop.
36 37

u(x) est un quotient de

g '+ qerivable
polyndmes, donc u est deriva

sur IR—{I}-

- celun
Le signe de g'(x) serd don¢

de (2x-3)

44
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e FEtudions la dérivabilité en x=0, a gauche et,
pour cela utilisons la définition :
Soit

_| _ R \/ I’ P
KP(’I)—h (gCh) g(O))_F P avec h<0

(p(h)=ll—l><|h[><\/nl—_l—1 (Viz=[h]).

Or, ici, h <0, donc |h|=—h
_—h h h
o)==\~ “ V=

donc lim ¢(h)=0.

h—0

h<0
Donc g admet une valeur dérivée en 0 a gauche
égale a 0.

Au point (0; 0) la courbe représentative de g
présentera une demi-tangenie de pente nulle :

son support est ’axe x'x.
e Autre méthode : sur ]—o0; 0[ :
1 x3(2x=3) Ix(x—1)
§=3 (x—1) x*

. 1 2x-3
d’ou gl(X)zim Vx(x — 1)

g est définie en x=0 et lim g'(x)=0.
x—=>0
x<0

Donc g est dérivable a gauche en x=0 et sa
valeur dérivée est 0.

Enoncé

1. FONCTIONS NUMERIQUES

Déf.
20

2(0)=0.

-

Prop.
Yoir | 55

I

oD L vaGeD,

X

—

et discuter des nombres de solutions de l’équation'

X2+ | x| —m ]x—1| =0 (m : paramétre).

. 2" ‘ L
Etudier et représenter graphiquement f : f (x)rmlf{'—lll,// Fon

l [
\

Solution
f est définie sur ]—oo; 1[U]1; +oo[.
Sur R™: f(x)=—x.
Sur [0 11 : )=t
: 1—x
—x*+2x+1
(1-x)

\

= -~

, avec

fi(x)=

Etudier les signes de x et x—1

pour écrire f(x) sans barres de
valeur absolue.

Prop.
37

69
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TR A A

e lim f=—= et lim f=+=

II. Foxcmions NUMERIQUES

X +1
X—1

Sur J1; += 44 . flx)=

t )__.1'2—2_1‘—1
e Fo=——7

¢ On montrera que f est décroissante sur R- et
b 1+V2 et Que f est croissante sur [0 I[ et
1+V2: ~Z—x[. avec

f(1+V2)=312V/3.

lim f=+x= gyec une asvmpiote  d’équation
-

y=x<+2.

: la droite d’équation
‘-_uk—" — l
x=1 est asvmptote A la courbe.

o Etude locale en 0: f est dérivable sur 1=, ([
avec fi(x)=—1

f est dérivable sur 10: 1[ avec

A gauche, en x = on a lim fi(x)=—1.
pisy
A droite en x=0. on a lim f(x)=1.

x—0

x>0
f est donc dérivable a droite et 3 gauche en
X =0, avec deux valeurs dérivées différentes: la
courbe aura donc upe tangente a gauche de pente

(=1 €t une tangente i droite de pente 1 ep ce
point.

e L’équation donnée équivayt a:

f(x)=m.
On obtient le nombre des solutions
équation en étudiant le nombre des points
d’intersection de la repreésentation graphique ¢
de f avec une droite A vanable d*équation y = m.
Si m <0 : I'équation n’a pas de solution,
0<m<3+2V2: deux solpnons.
3+2\V2<m : quatre solunons.' -
Une solution pour m =0 et trois solutions pour

m= 3 + 2\"‘:'5..

de cette

70

e e |

Etudier le signe de -

xT=2x =1,

On peut aussi revenir 3 |y
définition,

g

35

7

\37}";( x.
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

ﬁ() Enoncé

3
X
7| Etude et représentation graphique de f: x —— pa
Solution -
f est définie sur ]—oo; 0JU 15 +oof f(x)=|x]| 1’?——1
lim f=lim f=+ '
+@ e Prop.
. X . N ] 37
lim f—(—)=l lim (f(.\‘)-.\)-—;)-.
X =+ +wm .\‘ X —+ tow -
ot v 4 . 1 Dé.
—=- X)+x)=z.
St et lm (fx)Rx)5 3
= L4 . l
La droite d cquation y=x +; est asymptote pour Dél.
¢S - [ 29
x>0 et la droite d*équation v = —x +5 est asymp-
lote pour x -0, \ .
.h,l.nl f(X)=+4®, La droite x =1 est asy mplote.
(|

-~

71
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FONCTIONS NUMERIQUES

J est derivable sur J—=; 0[ et ]I, +=[ avec
2(2x-3) [x—1

f'(-\‘)=m PE

['(x)=0 pour x =%. Le signe de f'(x) est celui

de (2x —3).

[ est dérivable gauche en x=0 (voir
exercice 14) et la valeur dérivée a gauche en ce
point est 0,

Pour le tracé de la représentation graphique,

construire les asymptotes, le point A (% f(%))

a tangente paralléle & x'x; A ’origine, tracer
une demi-tangente portée par x'x.

117 T
44 1 !Ig }:Uli
R1Asat R HRRARERE EEE:
i
] P
[ !zl‘li !
[t .:lf;
R T
Ll
i T
_WWIE lJ« 4'7[151
i LITH T 3t
nallif
L_.HJ 1
|
|
; T
I
il
il
iﬂt 1

17 ] Enoncé

Un rectangle de cOtés variables est inscrit (

Quelle est son aire?

. ans un cercle donnpé
Démontrer que le rectangle d'aire maximum est le carré e

de rayon R.

72
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solution

Désignons les mesures des cOtes respectivement par
:“. L‘l "l\.

Le théordme de Pyth \gore appliqué au triangle
rectangle OAH conduit Q¢

N yi=RT O dott ye=N REI-x°,

L aire du rectangle <*éerit en fonction de v
S(v)=4x\ RI-x°.

lei. la fonction S est définie sur [O: R car v esl
une longucur. :
Elle est dérivable sur |O: RI et, sur cet

\ intervalle :
; 4x° 4(R'— x%)

£y

Sx)=4VRI - X =
VRi—x VR-Y¥
R

S'(v)=0 -y =—
S'(x) pour X 73

S—
Sur l'intervalle considéré.

R
S'(x)>0 sur ]0: —E;[ et S'(x)<0 sur ]—/—_-_ R[.
V2 V2

L aire S est maximum pour
R —

R < 3
—, dou ¥y= R-——
V2 2 A\

alors un carré, d’aire :

Sk

X =

Onax=y Le rectangle est

S (i_) _2R%.
V2

18 - Enoncé

FONCTIONS NUMLRIOUIS

Prop.

60

F—
R
X 0 — R
V2
S’ b 0 -
S 0 7 2R N 0

Etudier les variations de g @ X
Trouver les asymptotes, construire
particuliers.

la courb

2x +V | X- 1| _
e et les tangentes aux points

Solution

—_—

Sur [-1:1]: g(x)=2x+V1—x"
si XE[-1;1 :;:(.\'):2.\‘+\".\"*|.

¢ est

définie sur R.

73
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FONCTIONS NUMERIQUES

lim g = 4m» et limg— —m

{

(x

x

lim

X~ |

=3et lim (g(x)-3x)=0

X tn

.

3
—
=
—

l

lim

A ==

=let lim (g(x)—-x)=0.
[ "

La droite d*équation y = 3x est asymptote (x >0)

ainsi que la droite d*équation y=x (x<0).

£ est dérivable sur |-1; l|

avee gi(x) = u(x)+(4 - 5x?%)

V5
gix)=0 pour x= 2T

g est dcrw.nblc sur =5 —=1[ et ]I; +=| avec
gaAx)=w(x)-(3x*-4)

, 2\V3
£€2(x)=0 pour x = ———3—-;35(.\')>0 pour x> +1.

Ces informations permettent de donner les
variations de g sur D,.

Etude locale en x=1 et x=—]

gH=2;  lim |g{(x)| = +co
x—1

x<1

et lim |gi(x)|=+w.
phe) '

g n’est pas dérivable en ce point mais la courbe

représentative a une tangente paralléle 3 I'axe
(O, ])

g(=D=-2;  lim |gj(x)|=+oo
xX——]
x>—1

et lim [gi(x)| =+,
—

Méme remarque qu’en x =1.

Construire avec soin les asymplotes, les points
particuliers avec la tangente en ce point :

2V3
A (_T - 3) + tangente parallgle 3 x'x

2V5 '
B (_5_, \/5) : tangente paralléle 3 x'y

C(-1; =2): tangente parallele & yy’
D(1; 2) : tangente parallele a yy'
E(0; 1) : tangente de pente 2,

Pour v+ 1 o
gmw(z—\/wé).

Pour v - +1

i
#x)=x (24 1-=).

Déf.
31
avee U(x)=———
2VI-x2+y
V5
X - — |
5
gi) [+ 0 -
vix)= :
2Vx2—1-x
3
x| -= - -1
3
g3(x) + 0 -
Prop.
55
Prop.
56
| S

=
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

dier lim f.
0

. Etu

—24+2cosx
4

2

X

f(x)

mnon

olut

S

Prop.

Les théorémes ne permettent pas

Prop.
de conclure. | 28

3

24

= 3]
3 E
&
a8 ®
\. r
g &
£° &
b
§2 =L
. p— a
o = =
e .5 = o
= = Cle
fm o S|
(3} Ll
2 e
. =
358 =
o 8o
- ~— o
25 L ok
P, |
Dod T Y
i3 = Ik
s = Il
g Z -~
52 % oz
v ~—
c - S~
Su -
OE W
-2 <
— " S-
TS E™
= o 2 Cin
w SR
OcEZ |

W,
™ -
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I1. FoNncTions NUMERIQUES

On ne peut pas conclure pour la limite de fenx=0. Cette transform
Utilisons alors un développement  limité  de
X > cosxen x=0:

ation d"€crityre
ne suffit pas pour répondre

: a Iy
question posée.

Cos x =1 _1 x2+—1— x*+x%(x) avec lim £ =0 Clest la seule méthode simple
2 24 0 pour  déterminer |y limite
l—cosx 1 |1 cherchée.
d’oi — 2k
oo T Y S C)
Prop.
1 2a4 1, ) 1 58 | (3)
m—_—— | - = e ta =—+2 X ’
)= x2(2 2% e =15+ 2e(x) -
avec lim ¢ =0, 3
: 0
. : . 1
Il en résulte que lim f=1—.
0

On pourrait définir |a fonction g, prolongement de Cette fonction g est continue en
f par continuité en x =

x=0. L'étude de Ia dérivabiljté

Pour x € R* - 2(x)=f(x) def g en x=( .ne_ceissnermt le
i développement limité de €os x

et g(O):E, "avec quatre termes.

Enoncé

g(x)=\/x4+x3—.2_—.x2. Démontrer que I'intervalle [1: +oo[ est contenu dans
I’ensemble de définition de & En utilisant un développement limité de V1+u

en u=0 et un changement de variable, trouver lim

g et une équation d’une
+ oo

asymptote a la courbe représentative de 8.

Solution

: 4 3
St x=1, alors x*=1, y3>] donc x*+4 x3>9

La recherche de lim g a donc une signification
+ o

g(.\')=.\'2|:\/|+.-1?—§3—1]. lim (.l-)= lim (i):()

X == 4 m \]
2

Posons u=—-=,

XX
On a donc: lim w(x)=0.
X~ 4>
—— l 1 . . E @
Or Vitu=l+3u Tg Ut uTE(u) avec lim, g

76
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kl‘o‘l\l lll(l 2) I(I 2)) (-]- 2ﬂ’
w(x) A 2\x x* B\x «* X x")
ce(u(x))—1
‘ S I S S
g(x)=x 2y a0t Bt 2t 24
I 4 4 I
|(F'"?'1F)IJ(11(X))
l | | | 4
"""’25‘“§‘F"’EF"§F"‘("F'*'F)”“‘””

lim —15)

X = 4 .\

et

donc lim

. 1 . 1
= lim (—,—) = lim (—,, =)
x =4 \NXT x—» 4 om \X

lim e(u(x))=0

X =+ 00

-]

On a démontré d'unc part que lim g=+% ct que

4o

] . . 1 .
la droite d’équation y== x—§ est asymptole a la

courbe.

i

Enoncé

[}
[—y

|

2

I, Pemierionsg w

. € trse o
'-'/..',‘"."/ i &

lim zlulx))= lim eluy=0

x -y w — 0

On aurait pu zussi étudier :

. 2lx)
lim
X > v x
Déf.
31

2) Soit g définie par

variable x =

u — 1+ u.

1) Donner un développement limité au voisinage de x=0 de f telle que :
1

f(x)=§ (1—x+Vx3+x?).

gx)=Vx*+x* —.vcz—l X.

2

En utilisant un développement limité en 0 de V1 + u et le changement de

| . .
7 déterminer lim g.

+ oo

Rappeler le développement limité a I’ordre 2 au voisinage de u =0 de :

Solution

1) Vl+u=l+%

1 .
u-g w?>+u*-e(u) avec lim £ =0.

e ”, - - - 0
f est définie et continue sur [—1; +oo[

Vet xi= |y

vee v =lxl-(1
avec  lim g =,

0

Vx+1

] l 95 )
+§ X —§ Xx- +.\'*-.c,(_\'))

58 | (2)

r+r=x3x+1)

x+1=0 <> x=>-1.
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Il. FONCTIONS NUMERIQUES

Pour x -0

- 0 +
—l— ——
1 . l.:_l 33, )
f(.\')=§(l—.\'+.\+5.\ g.\ +x7 e(x)
, 1
f(.\‘)=%+5x‘—l—6x“+.\"-a(x)

avec

a(x)= +% e(x) donc lima=0.

-

0 - L4
Pour x=0 . Le développement limité de f au
1 L, voisinage de 0 n'est donc pus |
f('ﬂ=§ (l AT —5 . +§ X = xe(x) mcme & droite et a gauche de 0,
1 1
X)=s=x—=x+— x4 1% B(x)
I 2 4 16 B
avec lim g =0.
4 10 3 : X e =1 0 4=
D rxt=xx 4+, g est définie et continue syur
I==:=1] et [0: +

[. Mettons 2 en facteur

1 Mx+1) + 0-0 +
2 ] 2 l
gx)=x* 1‘*‘;—.\"—- X.

2 Faire apparaitre la forme
Le changement de varable x =l conduit a la H+u
fonction p : u pour utiliser son développement
1 11 imit =
p(“)_:__‘\m__,‘_‘ limite en 1 =0,
u- u- 2u
Or, li 0 o
r, im w=0.
Cx— e 5812 |
U’uhsons le développement limité en y =0 de = p
Vi+u: / \
1 1 1
p(u)=— (14-;Il—-ll‘+1(28(u))—--l——_l_ x 8lx) |
u & 8 us 2u v 1
()= —2+ e(u) l ) '
u)=——+¢(u avec (1) =
p 3 utn() e(u)=0, Prop.
13
Or lim w=0 et lim e(u)=0 ?
o i L'utilisation directe des théore-
d’ou lim g(x)= lim p(u)= _1_ mes pour étudier liz £ conduit
S = 8 une indétermination.
22 Enoncé

f est définie par : f(0)=0 et POUr X#0: f(x)= l\l \/Tﬂ.

X
f est-elle continue en x =0? Est-elle dérivable en ce point?

78
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Solution

f est définie sur R.

Pour xE€]0; +[ : flx)= V.
Pour xE]=; 0] : fix)= -V —x

lim f(x)=lim (Vx)=0

x—=0 A-+0

x>0 x>0
et lim f(x)=0.
x—0
x=0

Or f(0)=0 donc f est continue en 0.
e [ est dérivable sur 0, +o[ et

1
"(x)= our x>0.
I Wa T
e [ est dérivable sur ]—oo; 0 et
1
f(x)= pour x<0.
2V —-x
lim fi(x)=lim f'(x)=+co.
x =0 x—0
x>0 x=<0

f n'est donc pas dérivable en x =0, ce que I'on
peut confirmer par une étude au moyen de la
définition. C’est donc un exemple d’application
continue en un point et non dérivable en ce
point.

Enoncé

1. FONCTIONS NUM( RIOUIL S

[ est définie sur un voisinage
de 0.
[ est impane

B

A T'origine O du repere la Lan-
gente Y la courbe est portée par
I'axe yy'.

) avec xe]—q—T- il
X 2’2

f(x)=—1- (cos x— 1
x cos

[. Montrer que I’on peut définir fi,

prolongement de f par continuité en x =0; f, est-elle dérivable en x=0?

Solution

f, non définie en x =0, n'est pas continue en ce
point.

Mais
1 (cos? X — *.2
f(x)=— (_____I)= _sin® x
A A COBX X COS X .,
sin x 1
:(—x) ° -
X COS X
lim *l__ﬁ . sin X
x—-0COS x =1 ct hmo X .
d'ou  lim f=q T
0 .

Déf.
25

Prop.
24| (2)

79
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1. FoxcTioNs NUMERIQUES

Si I'on pose [0 0 et pour A =0 fa) - A ™
. . . . f ~ 1
alors la fonction f, ext continue en 1~ 0: 7, on "
contimue sur ] P ‘;l i
HCARR U On poaIrTal anss
Posons elh)y=L— L
‘ h O \
sin® 1 SHEAS 1 '
‘r'(h)‘— — ( ~] o O S
1T Ccos i h cos h ———
sin A . T =
lIm ——=1 ¢t lim 1 don lime 1 ‘ A
h—-0 1 h=-0COs B 0
La fonction frestdone dermvable en v o sa valewn

dérivée en ce point est (1),

Enoncé

~ \\ \ \{\‘ -

4 g — A ®
g(xX)=tan x —— . Etwdier la contimunte sur lﬂ. 7] dc o de ¢

3
déduire les variations de ¢' et de ¢ sur el mervalle &1 mantre: I paon

-
"

4
0<_\'~<I Dlan x < — gy,

Solution
La fonction langente est continue ot dermvable s )
T T Prop
] S 3_[ donc sur [0: 3] ap
’ 4 ~ 4
g(.\'):-—.—-—il:m‘ .\'+|‘—; Prap
Cos“ x g - X
lan x =
g(x)=2 —— '
Cos® le &R e s o
},'"(.\')>O sur ]0: ‘_‘T[ dﬂnC _k‘. sl Strictement - Don (3¢ Co R owwiwe &
4 - it donne les var o de ¢
sante et continue sur ]0: :[ - -
4 ' 4
R(0)=1-—=<0 ¢ g'(—) P EREN e -
T 4 - ' |
Dans ces conditions. puisque ¢'(0) o1 u(i) sont | x & :
de signe contraire, il existe un inque reel |, de . -
0: l[ tel que g'(xy) =0, |
4 B :
oo ) . - . N . .
Sur ]0‘ -\'(\l S 2(x)<0 el sur I\“, 5] ') >0, | s P
< e variations de o, . 1
D ou les variations de g (m 2 )
e(M=0 et g (—) 0. .
! 4 ¢
\ -
80
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1. FoxNcTions suufpiouns

En raison des variations de g et de sa continuité,
on a pour tout .\'E]O: IZ‘[ :

2(x)<0 d'oll  tan x<—x.
™

Enoncé

i
‘N

\ Soit I'équation d’inconnue x : xV3-— 4+V3x2+4=m (m paramc‘:trc réel).
Démontrer qu'elle a une umquc solution positive pour tout m supérieur a

(-2). =~
Solution
Etudions pour cela g définie par \3x2+4 ne s'annule pas sur F.
v)=x\3-4+V3x? 3x2+4 r‘
e g( ) Prop.
g est définie, continue el dérivable sur R et 3
g'(x)=V T+ —
\ ‘;\ +4 Prop_
—
V3 4
2'(x) = ————= (V3xr*+4+xV3).
Vi3x +4
Pour tout réel x : e 0 U A
3i44>3  dot V3X+4>xV3 o | -2 o .
| -
donc g'(x)>0. g est strictement croissante sur R. "
limg=+cw, g0)=-2. (xV3-4P-3x2—4
+ x gx = — —
La restriction g, de g a [0, +o[ est donc une x\N3-4-3 3x*+4
bijection de [0; +oo[ sur [ 2; +oof. -8 3+12
Pour tout réel m de [— +00[ il existe un x, réel gx)=—p
positil tel que g'(\‘)Fm En factorisant x dans D. on
On peut aussi étudier lim g. On trouve lim g=—4. SHOLNE -8\3
—o — lim g=——=—4.
¢ est donc une bijection de R sur ]—4, +o[. _= 2V3

\2(; \ ~ Enoncé

Soit la fonction f définiec par : f(x)=1+

/ )
*+1
i) Démontrer que f est une bijection de [R sur ]0; 2
dessine
2) l\&.ss.mu une représentation graphique de f et trouver un centre de
' ymeétrie pour cette courbe.
) Déte :
nu:nL\HmHLr f x) et donner une représentation graphique de f7', dans le
¢ repere orthonormé que pour f.

81
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II. FoxcTions NUMERIQUES

Solution

1) [ est définie et continue sur R, car les fonctions :
X x*+1; x — VX+1;
- 0
!
sont continues sur R. La fonction f est derivab
sur Ret:  f(x)= - l —
(X*+ D\ x"+1

X — Y el X b

le

Pour tout réel x - f(x)>0: f est donc stricte-
ment croissante sur R.

lim (f(x))= lim 1+ I =2
x?

lim (f(x))= lim 1- l =0.
X = —x X~ —x l+i‘
pe

Donc f est continue et strictement croissante sur

., et compte tenu des limites €tudiées, f est
alors une bijection de R sur 10; 21.

lci, la résolution de I'équation
fix)=m avec m=10:2[, n'est
pas simple du tout.

Pour x>0 :
_ / 1
\ .l’:"']=.f\ |- —.
x2
Pour x<0 :
1
Nx“=]=—x I+-—.
X2

_/_
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2)

3)

Les droits déquations v -0 et v 2 sont des

asvimptotes - Ia courbe representative de
(courbe en rouge).

Au point A0; D 2 SO+ L

La tangente en A est parallele & la droite A
d'équation v = x.

Démontrons que le point A est centre de
symétric  pour cette  courbe et, pour cela,
prenons A comme nouvelle origine

{.'r:.\'
y=Y+1,

. . X
L. ¢quation y=| +——=
Vaxs+1
. : N
devient Y+l=l+——
VX°+1
l\’
d'Ofl Y= —_—
VXi+1

Dans le repere (A. i j). la courbe est la
représentation  graphique  de la  nouvelle

fonction : X
F N 1\’

VXT+T

C'est une fonction impaire : donc le point A est
un centre de symétrie de cette courbe.

Pour déterminer f~'(x), il faut exprimer x en
fonction de y, en se souvenant que X ~ () équivaut
av>1etx<0 équivaut a 0<y- l:xety—1

sont de méme signe.
X

y—1=
.) Vxi+1
conduit a (x2+1)(y— 1)*=x?
2=(_V'— 1)2
2y —y¥

Or 0=y =2, donc 2y —y*=0.
x et (y—1) étant de méme signe, on obtient :

c'est-a-dire a X

y=1 x—1
e =l
VT\T\’ donc f(x) o =

L?‘ Cf“!rbc représentative de f~' (en noir) est
N metrique de celle de f par rapport & la droite
B d ;‘Iuauon y=x
n A'(l: o == .
A’ cst(l' 0) la tangente est paralléle a A.
entre de symétrie de la courbe C'.

Les droitc v e
S d e H - —
ASYMPLotes quation x=0 et x=2 sont des

I1. FONCTIONS NUMERIQUTS

i\ @ 0 .

f est strictement croissante.

x2-x(y-12=(y-1)
2y -y)=0-1%

y=f(x) <> x=f"'(y)

En repére orthonormé.

Les deux courbes s¢ coupent sur
A en un point dont on ne¢ sait
pas calculer exactement les

coordonnées.

83
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N FONCTIONS NUNMERTQURN

n Enonce

Demontrer que Maquation d'inconnue 4

Vet ot amu4 1 =0

3 quate racmes reelles quel que sout le parametre m.
La resondre pour m - Q.

Nolution

Cemte aquation aquivaut &

Autre éeriture
mix - x)=x'-6ie L.

| pd 2
: A , P fix)=x -~ —

Les reels Q) et —1 me sont pas ~olution. donc Xoa-1 x|

Uaguation oquivaut 3 - ‘bxte ] | ) 3
X)=m avec u\\:»"‘:\\. f'ex) “‘:*".‘l;'_.\,'
, N AR e A

7 IIT continue et derivable sur chacun des intervalles

I==:-11. 1-1:0]. 1000 M 4> et [ est

"mpaire.

Imi=+= et lim === et f(x)>0 sur

- = 11

112+ k>4

Doac la restriction fi de F A n; +x| est une

bijection de ]-1: +=[ sur R. L X, toc

Donc. pour tout réel m, Fequation fi(x)=m a une ——

solution 1. avec x,>1. hofll= B—» +
- - - . . N ____——-""——_-

On démontre de méme qQue fy, restriction de f i =

10017 est une bijection croissante de 1021 sur R.
L équation fyx)=m 3 une solution sur ]0: 1.

Or f est impaire. L’equation donnée 3 donc aussi
Xactement une solution Xzosur J-w:0[ et une
solution x, sur ]-=x: ~[1.
Dol les quatre solutions -

x4<—l\"x3<0<x:<l<x|.
Pour m=0 - .
x*—-6x+1=0

c’est une équation bicarrée de solutions g 02 =
X*-6X+1=0

—V3+2VY —V3-2v3, V3i-2V2; V3+ava A'=3§.

Poser X =2

28  Enoncé

IR}
[:x = V1-x" Quelle et |a représent

. ation graphique de f?
St a et b sont deux réels tels

R —

A RS qQue a<b et [a, b1CI-1; 1), interpréter
géométriquement le théoreme deg accroissements finis pour f sur [a; b).
—
84
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[1. FONCTIONS NUMERIQUES

Solution
¢ =\/1—x? équivaut ayl=l-x?etx*+y*=1avec

y=0.
f est définie et continue sur [—1; 1]. Sa représenta-

tion graphique est un demi-cercle de centre O et

de rayon 1.

f est dérivable sur ]-1; I[ et f est paire.
(x)= ———. Prop.
=== o

Si [a; b] est inclus dans [—1; 11, f est continue

sur [a; bl

1l existe donc un réel ¢ de Ja; b[ tel que

fe)y=——g

Ce qui signifie que, pour deux points quelconques
A et B du demi-cercle, il existe un point C du
demi-cercle ol la tangente est paralicle a la corde
[AB].

Si a=—b, alors f(b)=f(a) : la corde est parallele
a x'x, ainsi que la tangente en C et c=a;b'

—X

De plus, f' n'est pas bornée : f(x) peut prendre = a une solution pour
toute valeur réelle. Pour tout réel A, il existe sur V1-x?
le demi-cercle une tangente de pente A

tout réel A.

29"  Enoncé

a et b étant des réels positifs tels que a < b, montrer que :
|
0<V1+b-V l+a<§(b—a).

En déduire un majorant de I'erreur commise en remplagant V/ 1,006 par le
réel 1.

Solution

La fonction f : x —> VI1+x est continue et

dérvvable sur |—1; +oof, donc sur R™.
fix)=(1+x)

S .

W +x)°

d’ou
Denvee de ftay | ul l)]'

| fx)= a[u(.\'))" I
1 d’ou f(x)= 3 pour tout rationnel a.

S y
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1. FONCTIONS NUMERIQUES

I '] l [ tl“ 1 o ‘ i » t" |h'| \' ll) ( “z .\“L”'“ 1] aLx ({”-rl 1
s ) ' . ﬁl” )
+

. i *annlicati héoreme o
. voaaalite des accroissements d'application du 1 eme  de
wut lui appliquer l'in¢galit¢ des ac o ‘ accroissements finis
?’nifu‘::lrlmunmi)nl(cl:rvalle la; b] quelconque inclus A rra———
dl'rllnhs‘ R' e f continue sur [a; b).
| ) 0{[(!})—,[(“)::1 o [ dérivable sur )a: b|.
(x)<-= entraine - — N ;
0<f'(x) 3 b—a 3 e [ bornée sur ]a; b|.
d’ou
1
0<\’/]+b—\'/l+a"<~§(b—“) (avec b>a). g
54

Pour a=0 et bh=0,006, on obtient
1
0<V1,006—1 <§><0,006

d’on V1,006 — 1 <0,002.

Sil'on prend 1 comme valeur approchée de V1,006,
on commet une erreur inférieure a4 2 x 1073,

D’AUTRES POUR CHERCHER

= Des problémes de limites

Enoncé

Etudier les limites éventuelles ¢ (+=) et (-

clidntes - ®) de chacune des fonctions
8x2+6 8x —
filx)= ; =8X=3 _4x+6 x—1)x+1
' x—4 1) x*+4’ f3(x)‘2_x; fu(x) =" t'_’_)3(:+9)'
Indication .

Revoir I’exercice m et les propriétés et

Bl] Enoncé
— g(r)_4x2+x-5
b \xz—() - Déterminer 'ensemb]e de
aux bornes deg intervall ]
| es ou elle
courbe représentatipe de g7 el

définition de g, ainsi que les limites

est définie. Quelles sont les asvmptotes a la
Indication

Asymptotes : y=4. , -

86
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e PYOms vl puep g

3 Enoncé

5 (x) Jat Sk
(x )=

;S g -

 Méme - ' T
cres gquestions gu'a Ia',u'n-m-’.ll.j
J

Indication

Montrer que g(x) peut s'éerire sous la forme ax + by - '

_ SE—

X
33 ¢ Enoncé -
© thix)=x+ Vax? -1, Mémes questions qu'a U'exercice I:H.]
Indication
[?)n trouvera deux asymptotes d'équations ; y -~ x ¢t y ~3x.
M inoncé
b Vx4 ) . ot Tomcpan
tp(x)= = Mémes questions qu'a l'exercice .‘H.'
¢ x414Vx 41
Indication
5o 3 | . o o
[La limite a (+7) esl 5 A (— =), utiliser la forme conjuguce de x4+ 1+Vxi+ 1,
Voir exercice I2| '
35 ';Enoncé
;l)e’lurmirmr la limite éventuelle en x =0 de chacune des fonctions suivantes .
; f(x) x’-x+4 (x) 2x?—4x 45 hx) \/Iix’«\/l-—x"'
= e} 5 e (X)) ? .
/ e § X 2x°
Indication
[ Unhscr[!’Zj_Jpour f et g Pour h, utiliser la forme conjuguée du numérateur.
+36 ; Enoncé
{ SN X - X cos
p(x)= —2 Cos X
‘ T -
. S,;'rd”' un dévelo
seloppement limite en x = 0 de g et en déduire Tim g.
(1]
87
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II. FONCTIONS NUMERIQUES

Indication

) |
Revoir Ilgn g =3

37 Enoncé
Vi+x+VIi-x—x
u(x)= 3 3
Ecrire un développement limité en x =0 et en déduire Iién u.
Indication

A partir du développement limité de V1 +x, écrire celui de

de u. lim yu=-,
0

AV [

X, puis cely;

38 Enoncé
. f(x)=Vx(x—=1). Ecrire f(x) sous la forme |t| Vp(x).

. 1 e - .
En utilisant le changement de variable u = 3 et un développement limité enx=(
de N1+ u déterminer les asymptotes a la courbe représentative de f.
§ Enoncé )
8(x)=V4—x. Ecrire un développement limité de g en x =0, puis en x=3,
Indication

En x=0: g(x)=\/4(l—§)=2 \/1+(_Tx). Utiliser

En x=3, poser x =3+, et utiliser un dévelo

) ppement limité en h =0 de \1-h,
puis remplacer h par (x =3).
Enoncé
Démontrer -

lim (x sin x + 24cos = 2) 1
x—=0 X

m Avec des fonctions

B‘_' Enoncé
Sachant que cos q :\/“\\/5

, . r = COS a.
5 Calculer cos 24 o résoudre I'équation cos x =0
F P
V2+V6

. T Calculer cos 2b e
| »

trigonométriques

t résoudre I'équation sin x = sin b.

o e i
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|

-

I Foscnons sumf g

Indication

Revoir des formules (ltfil’lS‘nimi gue les prupriéléu[l'li]

) Fononeé

§ Reésoudre con 3x - cos 2x dans 0, 2ar ).

¢ Exprimer cos 3% puis cos 2x en fonction de cos x.

v Sioon pose [(x) o cos 3x - cos 2x, e changement de variable u - cos x conduit a
Cpx) o pu) résoudre gQu) = 0 dans R,

) P . , 27 4
L Déduire de ce qui précede le cosinus et le sinus de 3 puis de —.

Indication

2x -~ x b x puis 3x o 2x 4 x Factoriser gu).

¢ Enonce | -
¢ Exprimer sin® x en fonction de cos 2x et cos 4x, puis en fonction de cos x.

Indication

|
R: sinx = cos 2x + g cos 4x.

x| 'w
| —

y sin x +sin 3x +sin Sx |
Résoudre dans R = ——,
] cos X +cos 3x + cos Sx V3

g Enoncé

Indication

' Rapprocher sin x 4 sin 5x, puis cos x +cos Sx,

|45 \ ¢ Enoncé

f(x): T";T'T—— Déterminer 'ensemble de définition, la parité, la période de f.
MY = o8 x

Illlli(’:\‘ i"“

——

SIN Y - o ‘ = . ™ Com\
CO8 x = \/2 (sm X COS 1-~ COS X\ *sIn -‘). LI'I(:.
)

89
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I1. FONCTIONS NUMERIQUES

Enoncé [
o(v) = _._l‘_lil_‘_ Memes (l[[(‘.\”cl”\‘ qu ‘a 'exercice kJS.‘;
o 2s8inx -

Indication

. - =
Revoir I'exercice 8.

¢ Enonceé o ) o
Determiner Uensemble de définition, étudier la parite ¢t la periodicite de (-h.“,,,“.
gdc.\- fonctions :

g \ -2 cos tan v 1 sin 2y

]

flx)m ————t  g(X) \/~—»—--—~v' h(x)=—=2

tan x tan v - | Cos \

Indication

Penser & Pexistence de la fonction tangente.

;Enoncé .
¢ (x) sin 2x (x) sin® 2m (x)a 1 = cos 4x
u(x)= Don(X)E———— w(x)= —
$ tan 4x 4x (T
¢ Etudier la limite en x =0 de chacune de ces fonctions.
Indication
Revoir I'exercice @ct les propriétés (2).
;Enoncé
,Mémc question qu'a l'exercice pnur les fonctions :
¢ X sin x Sin x - tan x \'1-cos 2x
¢ (x)= vBX)E—— ()= — —
) f I-cosx * 5 (x) tan x
Indication
Faire apparaitre des formes qui permettent de conclure.
I—
Enoncé

(x)= S i X Ty - 37 T
g(x)={cos 7 SMy)ctan x. Etudier ses limites en x =0, x = X =3
= &

- J
2

Indication

Enx=7—7 oser \'-.—.1_7 } A i . s _'n/d‘:f/ll
> P =3+ hetse ramener 2 la limite en h =0 d"une fonctio

-
el
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Wb omie niomes vovf v L P

e  Lontihaite ot aeccoissements finds

N D LEL LTS S, ‘
A N v W N s Caleuder ey Déterminer Uensemble de définition

L

e A Qe fonetion et clle contimee en v 0 enox VY

"y =

Tudication

Attention QL detition de la continnite ll)!S. Reponse @ non en v 0,

Enonce

P -

.. (X N . . .y
AX)=X - \l k (; ol E designe la fonction valeur entiére.

Representer eraphiquement [ sur (05 4], Est-clle continue en x 17 en x 2"
Oeneraliser.

[ ke

Indication

st continue en x = I, mais n'est pas continue en x =2

Enonce

2 4. 9.3 P4

g Vx'+2xr+x : —— :

§ flx)= 3] . Quel est Uensemble de définition de [?
{ X

! Pent-on définir un prolongement par continuité en x = -1.
Indication

' Chercher la limite de f en —1. La réponse est oui.

Enonceé

- |x| x [x+1]

g(x)= 3 :

) (x+INx"+x+1)

Peut-on définir un prolongement de g par continuité en x =—1?

Indication

! S . e & 1 1 ,
' En x=-1, la limite & droite et la limite & gauche sont - et —=; la réponse
| est non. 3 3

ek

nonce

(D=2=N(x~T). f est-elle continue sur [0; 212 Comparer f(0) et f(2).

Quell.
Sur [6 ‘,m'" commet-on en appliquant le théoréme des accroissements finis a f

{ Représe

“\

|
¢
3

nte
r'r graphiquement sur cet intervalle et interpréter votre réponse.

91
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11. FONCTIONS NUMERIQUES

Indication

: B . . P N X \”“*’v K\__‘
' Revorr les condittons d'application de la propriéte P82, |

3

e(x)=\x. Interpréter le théoréme des accroissements finis Pour g |
inclus dans R™ et calcuder le réel ¢ du théoréme en fonction a h

de a et p, '

I : . : . .
NxY==_ Appliquer et interpreter le theoréme des accroissements

finis syr las b)
« " a et b positifs.
construction de
f. Cette tang
2a A ¢t B?

Calculer le réel ¢ en fonction de a et
la tangente au point K (c. fle)) de
cnte coupant les axes en A

de b,
Uhyperbole re
¢t B que peut-on dire de

En vdc'duirv lune
'pl‘(‘.\'t‘lllﬂﬁl’(' de
Par rappon

N NN

Indication

p— (‘

€=\ ab. En posant q =3- 0n trouve bh=2¢. la langente est paralldle ala
] .- ¢ 2

droite passant par les points (5 -

1
(_) et (2(‘: T) K est le milieu de [AB).

J
'5 Enoncé
;a) En étudiant Iq fonc‘fiun f définie par f)=x¥-3x - L, démontrer que I'équation
5 fAx)=0 a trois racines réelles que I'on placera par rapport a =2; —1:0; 1 et 2.
$b) Exprimer cos 3y en fonction de COSs u.
? . N . - q""' 7:
¢¢) En déduire |es racines de f(x)=0 en fonction d'un cosinus de =. 99

Indication

f continue sur R, cro

issante sur J—
Poser x =2 cos u.

s ~let[1; +=[, décroissante sur |-

| |
\

—
? Enoncé
fo()=x% x5 4t s . Tl o x#1
jg LP=xTr T T TXT 1 Montrer que l'on a g(_y):T__l_ pour .

-z . N > o ? . - 7 . . : P no"
g tudier les vanations de h : x y—, 17 o ,, déduire que I'équation g(x)="
¢ pas de solution réelle.

Indication

/I

strictement Croissante sur R et h(l)= I‘!/,/J
—

Suite géométrique. h est

' /4
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1. FONCTIONS NUMPERIQUES

0  {Enoncé ‘
‘ pour x =0 on pose : f(x)=2x 43 et pour x>0 1 f(X)=ax’+ by + ¢,
Comment ('I{ui.\‘ir a et b pour que | soit continue sur R?
Méme question pour que [ soit dérivable sur R.
ol %Enoncé
. Etudier la continuité et la dérivabilité de x —— ;“ :
E(x)
Indication
l'fimdier I'ensemble de définition, puis la continuité en a pour a@Z puis a EZ.
s Dérivabilité
62 Enoncé )
—  {f(x)=x |x—1|. Etudier la dérivabilité de f en x=1 et x =0. Tracer les tangentes
4 la courbe de f aux points correspondants.
Indication
En x =1, on trouvera une limite a4 droite et une limite a4 gauche.
63 iEnoncé2
x*—11x+30 10x —30 .
,f(x)=T; g(x)=—r—:\_—2. Calculer f'(x) et g'(x) puis f'(x)—g'(x).
§Interpre’ter le résultat.
Indication :
On trouvera que f(x)—g(x) est constante.
64, 7Enoncé
» = 6 4 L.} 7 7,
f(x)=¢0s® x +sin® x +3 sin® x cos? x. Calculer f(x) et f'(x).
Indication
On mon y
\—j«d\ede“x facons différentes que f'(x)=0 pour tout X.
¥
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1. FONCTIONS NUMERIQUES

i(»Sl Enoncé
—_ X er que g(x) s'éerit sous la forme J__‘* B
g(”““ meT Montrer que g(x) , X -2 m

. ' irivde Dremiere e crivée seconde de g, puis fpie g,
Calculer la dérivée premicre et la d By puis la deéripg, d'ordy, .
de g.

Indication

Voir cxcrciccﬁl.]

|

l
|

’_ﬁﬁl Enoncé _ o ' o
o u(x)=sin x cos* x. Déterminer la dérivée de u, puis la primitive de

U qui s’anny,
en x =0.

@ Enoncé

Pour x=0 on pose f(x)=\Vx-2 et pour x <0, f(x)=-V-x+2.
Etudier la parité de f et sa dérivabilité en x = ()

Calculer la dérivée d’ordre nde:
ct de :

@ Enoncé
X = cos(ax +b)
X > sin(ax =p).

Indication
-y — . {n), n nm
u(x)=cos(ax +b); u (x)=a" cos (ax + b +T)
@ Enoncé

Calculer les dérivées partielles d’ordyre

I et d’ordre 2 de -
fi(x,y) —s 5x%y — xy*—6x:

8106y, z2) — x24 y2— xyz2,

70 Enoncé

Soit la fonction y - (X, 1) —> u(x, t

s . . ). On appelle équation des cordes vibrantes
I’équation du Iype suivant entre ses

dérivées partielles

K 8u_ 8%
ox* 8% |
Pemo_ntrer que les fonctions dy type F(x, t)=sin Ax-sin(Akt +¢) vérifient cett
cquation (A et ¢ étant des constantes),
Indication
4——-//
Calculer oF 3F 3F oF Voi
‘ du’ §t’ sx* g2 YOI exercice|13. o
4—"-‘/
e ————

94
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II. FONCTIONS NUMERIQUES
71 {Enoncé
Calculer les dérivees partielles du premier ordre de f @ (x, v, 7) —> "rj+%'+‘_"
puis de 2(x, ¥, 2) —> x—4y+5z y I X
' x+y-z’
721 Enoncé |
— Soit f telle que, pour X = 2 f(x)=—x+V(x—2)x-1).
f est-elle dérivable en x =27
Indication
f est dérivable & droite en v=2. et 4 gauche, mais les valeurs dérivées sont
distinctes.
73 §Enoncé
T e - .
g est définie par : 2(0)=0 et pour x #0: g(x)=xsin —.
X
Démontrer que g est continue en x=0. mais non dérivable en ce point.
Indication
Penser que, pour toul x#0: [sin < <.
= Continuité et bijections
174 gEnoncé )
' f(x)=2x -3+ |x|. Etudier f, sa continuité, ses variations, sa dérivabilité. Montrer
? que f est une bijection de R sur R; est-elle dérivable sur R?
Indication
f n'est pas dérivable en x=0.
75| {Enoncé
ﬂ%‘.’"m""’f" que f, restriction de la fonction cosinus a [0, ] est une bijection de
5‘1’! 7] sur [—1:1]. Dessiner la représentation graphique de f et de f “!oet
5“’”’”’”""" que pour tout x de [—1:1], on a i)+ f(—x)=m Calculer la
3 oy ) | I .
valeur dérivée de fVen 0; en = f~! est-elle dérivable en 17 en —1?
Indication
P . ~1 . < g5
enser que cos(7 —a)= —cos a. Rcvonr [ n’est pas dérivable si f(x)=0.
k
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[I. FONCTIONS NUMERIQUES

;Enonce
.{ flx)= ——’f—-———l. Démontrer que f est une bijection de R sur 115 + [
¢ 2VxI+l 2
iQue peut-on en déduire pour la résolution de I’ équation dans R: fix Y= &
! paramétre m?
} Enoncé
2+ V4 —y?
e flx)=

. Démontrer que la restriction de fa ]0;
X

3 21 est une bijectio
de 10, 2[ sur 11, +x[ et trouver f(t)

Indication

: P -1 4x
f est strictement décroissante sur 10; 2[; f(x)= o
X

Enoncé

Etudier Iq fonction g définie par g(x)= .’x'

x*=1

Démontrer que |Iq restrlcnou de g a 11, +x[ est une bijection de 1, +o[ sur

1, +2[, Exprimer g(t)

I - _l
Que peut-on en déduire pour |q courbe de g et celle de g sur 11, +[?

Indication

|
& sur ]I; +oof,

—_

On montrera que g=

; Enoncé

f(x)= . Démontrer que lg restriction de fa
mtervalle sur une partie de

T ae . “
]0; ;[ est une bijection de cet
R a déterminer. -
¢ Démontrer que f est deérivable gy 115 +9[ et calculer la dérivée de —fl.

Indication

—_

Ne pas chercher 2 expliciter }l(x). On trouvers - “fl’(r)* 1
T VAT -
—_— :

o
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80§ Enoncé
Sna [ est Vapplication de |1, 4] dans |1, 3] définie par
VO )
v 7
I
ANC20 3 e ?l,‘
, A
G AR B IR R
a) Démontrer que f est une bijection de |1 A] sur |1 3]
b) Démontrer que [ n'est pas continue sur |14 ¢f n'est pas monotone sur el
intervalle.,
Indication
Faire une représentation graphique soignée. Elle aidera v démontrer que, pour
tout m de Pintervalle [ 13 3] Péquation f(x)  m o une solution unique dans
[1:4].
On a ici un exemple de bijection qui n'est ni continue, ni monotone sur |13 4],
s Etudes de fonctions numériques
{ o | N ’
81 Enonce ‘
Etudier et représenter graphiquement | telle que f(x) (—-\-—rr)»
Indication
i)
x(x D+ 3) . . )
f(x)= TEEL . La courbe a pour asymptotes les droites d*équations :
X+
v=—1 et y=x-2. A l'origine, In courbe est tangente & axe x'x.
(o9 | 2 .
|82 ilsnoncc
: 8
Etudier et représenter graphiquement ! g(x) = | x| - ;
I graphiq 2(x) = |x| BEE
Indication
£ n'est pas dérivable en x = 0. A Torigine, il y a deux demi-tangentes, Deux
asymptotes : y=x el ¥y —X.
! "
il ;’; Enoncé
| il ; Cos 2x ) . T :
} f,-“-’f)* e Démontrer qu'il suffit d'étudier [ sur 105 w|, et faire cette étude.
i
v7
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1ONS NUMERIQUI;S

1. FONCT

Indication :
~//’/:s x(3 cos® x +sin® x)

. et 2ar. '(.\'):f 2
f est impaire €l de période 27 i sin® x

e

'g4! 2 Enoncé

[ [—2xV1—x2%

' e T = 2+ =
g(x)=5 1+2xVI1I—x 5
terminer I'ense » définition de g.
éterminer I'ensemble de défi : 7 .
gn pose X =CO0S ¢ avec 0< @< Exprimer g(x) en fonction de ¢.

En déduire une représentation graphique de g.

Indication

T
Lensemble de définition de g est [—1; 1]. Pour 0<¢ sz D y=x.

, 3
Pour %Ts‘ps%w y=sin ¢ donc x>+ y>=1 et pour TSQDSW D y=-—x.

La représentation de g est la réunion d’un quart de cercle et de deux segments.

3

y g Enoncé
f(x)=Vx*—4x 5. Etudier et représenter graphiquement f.

Indication

Deux asymptotes d’équations : y=x—2 et y=—x+2.

58(:] § Enoncé

f(X)=x+Vx*+1. Etudier ¢

yor s t représenter graphi e f est une
bijection de R sur un intery graphiquement f. Montrer que f

alle I. Construire la représentation graphique de
Indication

Remarquer que f'(x)= f(x) ,
HRENCE) Vel et que pour tout x : f'(x)>0. Deux asymptotcs

d’équations : y=0 et y=2x.

98
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( CONCTIONS LOGARITHMES

e ——

Le 16° siecle c:onnalt un développement imporiant du
des échanges bancaires, de I'astronomie appli-
{outes activités humaines qui posent

aux savants de I'époque. C’est dire
util de calcul était dans l'air a
le Suisse Burgi qui, en 1588,
cut le premier I'idée des logarithmes, sans publier immédia-
tement ses travaux. L'Ecossais Napier — qui devint Néper
en frangais — publia, en 1614 a Edimbourg. le premier
traité sur les Jogarithmes qui portent son nom, ainsi qu'une
table a laquelle il travaillait depuis vingt ans.

L’Anglais Briggs, contemporain de Napier, imagina les
logarithmes décimaux et publia en 1617 la premiere table a

14 décimales.
La premicre «rég

apparait €n Angle
Jogarithmes avec tables et regles a cal
des calculatrices.

hme népérien esl I’aire mince depuis 1'apparition

entre la
alleles a

commerce,
quée a la navigation,
des problémes de calcul
que I'invention d’un o0
I'épogue. C'est sans doute

garithmique » de Gunter
*intérét pratique des
cul est devenu tres

le a calculs lo
terre €n 1624. L

Un logarit
d’une surface comprise

be, x'x et deux par

base a est 12 correspon-

s logarithmes de
{ les exposants de ces

cour
ssances de @ €

Oy.
L'idée de base de
dance entre les pui

puissances :

-1
y ﬂﬂﬂ‘ On pos€
f(a™)=n et fta)=1.

n+P on 4 donc

L)

)y Sachant qué atxaf=a
= = -
2o 0 b f(a"Xa")=f(¢1")+f(u”).
si a=10, cette fonction est la fonction « logarithme
ntp décimal» : fam=1 f(10")=n-
atrices, elle permit Jreffectuer
levient

parition des calcul .
d'un produit ¢

a” a® —-—
:QQ Avant 1'ap
certains calculs compliqués : le calcul
me de logarithmes :
1,03.

le calcul d’une som
Lji”;@;i’j P log (25000 1,03%)= 108 25 4 log 1000+ 8 108

mes.

n des Jogarith

ciens qui ont contribné @ I'inventio
: te les logarithmes pépériens

e Quelques mathémati
(Ecosse) Inven
ome

1550 Napier
1552 Burgi (Suisse) Horloger el astron N |
1556 Briggs (Anglclcrrc) Tables de Ingmilhmﬁcs dccunuu.‘\ |
1560 Wright (Anglctcrrc) Cartographe- vamn‘c u\-?c m,gfs
951 Dputer (Anglc!crrc) [nvente la prcmi'crc regle @t calctx §
Logarithmes de nombres complexes.
;__,_.’_ﬂ,_,.f»,,_.,

( Allemagne)
L e
99

1646 Leibniz
N ;
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. FONCTONS LOGARITHMES

DES EXERCICES CORRIGES

—a

a) Reésoudre P'équation : xER, In(~x —2) 4 In(-3x)— In(

b)Y Résoudre inéquation :

YER, In(-x-2)4 In(-3x)

—
.x(zx + [J) ::.—0- -
~In(x(2x 4

=g |

Solution

a) 1l faut tout d’abord déterminer I"'ensemble de
définition de
X F— ln(-x~2) +n(-3x)~In(x(2x + I)).
f est définie si :
=~ -~ 2owd)
=3x>(0

donc x< -2

()
donc x<(

()
X2x+1)>0 donc x< ---71- oux=>0 (5,).

Il faut trouver Fintersection de ces ensembles -
-2 0

d’on D=$N8N8,=]-w, -2.

Résolution de I’équation.

Elle équivaut 3 -

XED, In(—x—2)(—3x)=|n(x(2x+ ).
Or la fonction logarithme népérien est une
bijection, donc cette équation équivaut 3 -

(—x —2)(—3x)=x(2x +1)
3x24+6x =2x>+ x
x*+5x=0 ou x(x+5)=0
x=0ou x=-5,

Seule la valeur (-5) est ¢lément de D d’op -

S= {—5}.

b) Résolution de Pinéquation.

Cette inéquation équivaut 3 ;

XED, In(-x-2)-3x)>In (x(2x +1)).

Or la _fonctioln In est une brjection eroissante.

. Cette inéquation €quivaut donc j -
(—x —2)(—3x)>x(2.r +1)
3024 6x>2x2 4 ¢
*+5x>0 d'oi xX(x+5)>0
ce qui équivaut 3 X< =5 ou x>0,
Et comme D= ]~ on a
§'=]-=; —5|,

*’

c’est-a-dire

100

\\\‘ﬁ-\

}
f
|
t

—

Dél.
KX ]

Ftudier le

e du progy;
xX(2x+1)

Il est recommandé de ;oo ... .

ces intervalles an moyen d'up
axe.

Prop.
72

Sia>0et b>0
Ina+Inb=In(ab)

Prop.
74

Inu=Intr <> u=v )
Penser que ce réel est bien
élément de [I'ensemble de
définition.

Prop.
73
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Enoncé

Résoudre dans
re dans RxR - {5 Inx+42), y=8

4Inx—~3|n‘._’,ll-

Solution

1(1)1 x et In y existent sj :
n peut résoudre ce s
variables, Si on pose 'Ay

X‘>0 el y>o
steme par chypgeme™ de

- - Y :l

On doit d’abord réso =Iny. .

{5X =, udre le systéme intermédiait® -
4X -3Y =11 dont la solution est (x=2: Y="1

conduit 4 In x=2 d'oll x =¢? '

¥=2
|

¢

)

La solution du systéme donné est : (e’-
. b

S

INS L()GARI’I'HMF,S

1, FONCTH

xe? peuvent étre des réels

quelconques-

In x=Y équivaut Al x4

Prop- Dé.
15 35

e=~2,718.
On peut, 2 12
des valeurs ap

machine, calculer |
prochées de e* et

p tels que

Enoncé
12x + 16 , ) ,
f(X)=—5v" Démontrer qu'il existe deux réels a et
(x +2)
f f(x)=(x:2)2+x+2. En' déduire les primitives de f.
—
Solution
[ est définie sur R—{—Z}. Pour tout Xx#—2, on
doit avoir
16 a_ P
x+2

(xt27 (x+2

12x +16=4a +b(x +2)- 6

C’est-a-dire :
p=12 et a+2b=1

Ce qui implique :

d’ou a=-8 ¢l p=12
8 + 12
_-_—_-——". — »
f0="GF27 5+?
i Fr e u(x)=x+2
o [i(x) G Si I'on pos | alors
Ragp *H Ses primitives

W(x)=1 don /s

.
I droin Fitv) =3y
: L

s’écrivent :

Dé.
14

Fealue de fonctions,

Egalit¢ de fonctions polynémes
sur R—{-2}. .

Prop.
m

101
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1. FONCTIONS LOGARITHMES

Si I'on pose u(x)=x+2 alors

e fix)=

x+2

Les primitives de f, s’écrivent : F,=12 ln'ul.
Sur R——{—'l} les primitives de [ sont les
fonctions F telles que :

. 8
Fx)=——=+12In|x+2|+C.
x+2

Enonceé

a

En déduire un encadrement de In (.S—t)

. En utilisant I'inégalité des accroissements fjnis, démontrer que pour to

b b
aethtels que 0<a<b:l——<In—<——1I
_ b a a

Prop-

us réels

Solution

Si a et b sont deux réels strictement positif, la
fonction In étant continue et dérivable sur J0; +=[,

1
on a f'(x)—;—.

1
Si a<x<b, alors %<f’(x)<;.

‘ l<‘" b—In a<_l_

Donc b a4
) b—a b b—a
c’est-a-dire <In E< -
a b b

E] = R _<___ .

d’ou 1 b<ln i 1
4 55
= =5: |l—=<ln=<<—-

En posant, a=4 et b 3 ln4<4 1
donc 0,2<In §<0,25.
Enoncé

b—a>0

On trouve ;

In §=0,223 144

Etudier la continuité et la dérivabilité g f

Soit_la fonction f définie par : f(0)=0 et, pour x#0: fix)=xIn -[%{

—————

102
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Solution
[ est définic sur R.

La fonction X t+—> ln( ) est continue et dériva-

X
ble sur 10; +o| et sur ]—=;0].
Donc [ est continue et dérivable sur 10; +[ e

J——‘Ii ' OI
e [FEtude de la dérivabilité en x=0.
Posons

1 .. . 3 I
<p(li)~71-[j(0+h)—](0)]—lnm—- |n|h|

lim [qo(h)]:—oo et lim [cp(h)']:—w.
h—~0 h-+0
h=>0 h<0

Donc f n’est pas dérivable en X =0.
e L’étude de la continuité en x=0 revient a

I, FONCTIONS LOGARVTHMES

.
25

On commence par la denvatlitd .

car si [ est dérivable en x =0,
cela entraine qu'elle est continue,
alors que la  réciproque  est
fausse.

Dét.
19

“

la tangente au point O, origine
du repére, est donc I'axe (O, il
Sur R* :

f(x)==1-In [x].

comparer ;  f(0) et lim [_I'(.\‘)].
x-=0 —
Il est indispensable d’envisager le cas X -0 puis Dét.
le cas x < 0 25
lim [f(.r)]=JLmO [—x In x]=0=/(0) i (ol 2y,
x>0 x>0 x—=0
hmo [f(x)]— llm [(—\)ln(-—\)] 0=f(0). C'est I'exemple d'une fonction
.
x=<:0 ‘0 continue en un point et non
Donc f est continue en x =0. dérivable en ce point.
Enoncé
f(x)=In I———l Démontrer que la restriction de f a ]0; 2[ est une bijection

de 10: 2[ sur R. Déterminer [~ ()

Solution

f] est d[éfinie et continue sur ]—2=;0[, 10;2[ et
2: +oof,

Calculons f'(x) sur 10; 2.

Pour 0<<x«2 - -—'--<O donc f(\)—ln(

X -
Si ulx)= 2
_:_—_! le!’\ 'l(\ D epe————
A ) (.,—.t )..
d’ou
f'(r)~: .__.__‘:___'
x(2-x)

_x__;e.o si x#0 et il faut

X -
x-2#0.
u'(x)
(ln!u(t)“ ‘Hr)
’!‘rup
i 7 |
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1. FONCTIONS LOGARITHMES

i

Pow 0<x=2: ¥2-x)>0 :

0 S e o M Ad E i . e

i est done strictement croissante sur cet intervalle. x lo ~ g

§o ‘ ¥ 41

[ X : il | L

lun -——) =+ donc lim In{5—)=+= | —

s \2 - A} x-=2 4—X el TP :

5: 3 \ 4 .T i

e lim )z(\* donc lim In = —oo, {

ki — 2-‘\' x—0 2~x 2

5 Et x>0 . 5

La vestriction de f & 10: 2] est une bijection de i
1 10: 2 sur R

| v=In s ¢quivaut a e e I S"agit & exprimes Comzrin i’
& d'olt x=2Ze¢" —xe¥ donc x(1+e*)=2e” de v pour déterminer !
i % . 2Bt i

= ’ i
‘ 1+¢? :
De T =2 { !
one =—. .
1 +eX |
. |
L s ¢:". %
93 Enonce :
L t
l Etudier les limites suivantes : 5
i) o] 2 | 3
, X 2x +3 ) x =1 : Injx+1 »
. lim ———; lim (‘\ ); dim (—l——i) :
;1 ¥ x—-+= X“l‘ﬂx X — +m= '|n.\f . X—= —> X+2 / | }
Solution -

) 2x+3 *
' 1) filx)= N — fy est définie sur 10; +oo[. On re peul pas trowwe : 1
b ’ . tement
i On peut donc chercher lim f,. \

o <0 e (v -y
; On va essayer de fuire apparaitre la formeys
In u C'est une forme

i u

b Divisons numeérateur et dénominateur par x. Prop.

Be : 242 IAd !

| L ; ) X |

e fitxy)=—uo— ,

e In x !

| l-—

# ) X

5 g 3 3

E Or Itm (—) =0 el lim ll:f =0

, X - o X X ~ 42t X 4

i . oYl

i W L . 3 L .

i donc lim f1 =42, la droite d'equation 4

e TS > avmptols 3 la pourbe -5

l 104
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1I. FONCTIONS LOGARITHMES

2
|

ot 3
2) fox) xinx
.»,v

lim (x In x)= +x.

lim (¥ —D=+= e
) +
Divisons numérateur et dénominateur par X2, Prop.
| 76
- — ’\-2.
f;.‘(-\)"‘ In x ’ Prop. Prop.
— 27 28
x |
. 1 In x
lim (——2) =0 et lim —=0"
x—= +> X - 4+ Y
donc lim f;=+>
+ o
x+1 —_ :
3) f1(x)=]—[]—|—\-—l~_"—_l' f est définie pour x # -1. fFonction composee
: x+2
u=x+1.

_lnl.\'+l| |.\'+1|
f"‘(x)_FHl *“x+2

ln(.t+l}_l_r_1£

Or, si I'on suppose x> —1 0 @
+ | . In(x+1)
lim Il | =] et Iim (—T) =
X—+ +™ r\+2 X = t+= X lim (u):_*_w.
d’ou lim f3=0.
+x

e )
=
l)iJ Enoncé

[

Etudier les limites :
2_ _

(ln(x 3x+ 1)); lim (ln X 1); lim (ln 1x )

X e ¥ X6 x—r3 x*-9

lim

x—~0

Solution
1) f;(X)=;lr--ln(x2—-3x+l); f, est définie sur x2=3x+1=0 pour
o 3I+VS 3-V5
]_wzo[u]o;z—\@[u]wﬁ; +w[. a=——ou =
2 2
~On peut chercher lim f;.
0
In(1+(x?=3x)) x*-3:
“")’f ( xz(fh,.h))xt r3r Utiliser - i M|
gl _n(l+nm) ' ~ o IndlFh) .. ey
: : *-—T——X(,\‘-B). ‘ : '.In'n“ (—*;“—")’ ;
L 105
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11, FONCTIONS LOGARITHMES

In(1+ £y
In( hl):[ ,

h=yi=3x lim (=0 et lim ( ] [Frop,
L =0 ! ''m
: —)y= -3 don lim filx)=-3. S
3'2‘" (x=3) £ A La droite d équation ¥= -1 oy
e o S IPIOiT § la courhe de ¢
) h(_\-)-.-z‘"_" ‘; [+ est définie sur R. ~{el. 2
Posans v ¢t 0 lim (h) =0,
XN e Yy
La fonction u : x > In x est dérivable en | pet |
—_— | |
x=¢ el la dérivée en ¢ est —. i adll
o
. [Intet)y~Inel 1 .
Done lim [ i ]--—:‘- lim fy(x). La droite d'équation ‘.-A.l est
h -0 1 'y X == ¢ : P
x? _ o asymplote b la courbe represen-
3) fix)=In m [y est définie sur tative de f,.
R-{3: -3; 0} 7
. . . . Il‘rup.i
im x*=9 et lim |x‘—‘)| =0" | 33 |
X3 R L,_;_I
\.'2
donc lim ( - ): += done i - 45
ces \T 9] onc 1-1113 fix)=+=,
& FoiTH ”
(95 Enoncé
l
‘&'(x)=;+1n X. |
| :., ier ariat N ._- . {
) Etudier les variations de g et le signe de g(x). Tracer la courbe de g.
2) Démontrer équation x M & 1 ; ; |
er que I'équation x In \x+In \ X¥=35x=0a une solution unique |
dans I'intervalle [1; ¢]. ) |
|
Solution !
¢ : 1
1) & est définie, continue et dérivable sur 105 + o[,
! g x| 0 1 A
};"(.\')—‘-——,-{--!-:5_1 PR,
X® x x32 .V 0 }
‘ot > Qi a T £ ~ . . g :_’ - v
- d'ol Ie signe de g'(x) et les variations de g. éj B eS| d
I Y= l " //1 I #:‘é
Ilm glx)=+x, 2X)==(1+xIn ¥) f‘ +ox pag
X t® X 2 ;/4 P ,
B Gt s " 1 A o
i 1l—l310 (xInx)=0 ¢ Hm <=4 /,/,ﬂ 1 I i
= 0 i Rt e e
| = x==()
donc : im g(x)= o :
X0 . ‘ i

106
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I1. FONCTIONS LOGARITHMES

Pour tout x>0, g(x)>1. }
‘ Prop.

1 X 5 | h
lim (5-2—1) = |lim (-—;+ ]_'H) =, 76
x—+ t+o® X X == 4o AXT X

~ L'axe v'v est une asymptote et la courbe de g .
a une branche parabolique de direction x'x.
2) Pour étudier les solutions de cette équation,

étudions f définie par

- L '
f(x):.x’ln\’.r+ln\/lx—§x avec x>0. X 0 x

f est continue et dérivable sur ]0; +oof.

~ 1 I
f(x)=In Vx+xXs—+——3z=5Inx+=
X 2 2x

2x 2x 2 2 y'
T e l
f(x)=3 8(x).
Puisque g(x) est strictement positive sur
10: +[, f est strictement croissante Sur o 0 a +
10; +<=[. 7,
Etudions les limites de f & (+x) et & (—=). g=r / +
) . ] 77
f(x)=—l-x (ln x+|ﬂ—\:-1) lim (Lr)=0. : % /+m
2 X X —» +© .\’ /
| f / 0
Donc lim f=+ // e
+x £
; |
lim (-]—xln x)=0 et lim (—ln x)=—°°. In \/}=llnx pour x>0.
x—0 x—0 2 2
x>0 x>0 _
Prop. Prop.
Donc lim f=—cc. 76 277
f est donc une bijection de 10; +=[ sur R.
Il existe donc un réel positif o unique tel que Ine=1.
fla)=0
; ;0 1 e-1 el
o i < f“):'-_i» f(")=’2'+§_'§"2'- Prop.| |Prop.
; 44 42

'[-(lr)jf(e)<0 donc a est compris entre | ete.

Enoncé

2Ty "
3 ) Etudier cette fonction.

| fo=mn(%

- 5 ‘x“ hy T N

P Démonm,r. ki 3 ok 2 o T L sl e P e W
o W, que -le point A(Z; In2) est centre de symétrie de -~!,a__7_cgmb§:

| representative, ‘Tricer cette courbe.

L
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11. TFONCTIONS LOCARITHMES

o i R

‘wululmn
s DY
f est définic et continue pour 2x +1)(x —2): 0

c’est-a-dire sur

] ! —l[u]’ + oo

lim u(x)=2 donc lim(lnow)=1n2

X+ + 00

et lim(lnou)=In 2.

- ae

o lim u(x)=+w donc lim f(x)=+®

28 x—2 x—+2
x=»2 =2
i. . -~
57 lim w(x)=0 avec wu(x)>0

7 x—= =172

x<x=1/2

donc lim f(x)=—x=.
E' x— =172
‘i"'.f x<—-1/2 l
Les droites d'équations : y=In2; x=2; x=—x
B sont des asymptotes pour la courbe de f. -
15 e f est dérivable sur son ensemble de définition et
B f’(’x)=",(x)= -5

28 ' u(x) (x=-2)2x+1)

¥ F(x)<0 pour x décrivant I’ensemble de
i définition. D’ou les variations de f.

i

; X [—® ) 2 +

i - \\\\\ N

b e AM =OM -0A. Un oint M de coordonnées
(x y) dans le repére () ) a pour coordon-
nées (X, Y) dans (A, i, | ) telles que

3
¥=X+7 y=Y+hn2,

L’équation y = f(x) devient -
eile e g 5 \
ey
’ i | X+4 X+§
Y +In2=In ol Y=|g 4
AL X—g

241
2x +1 x !
'U(X):x-—zz——-i ;
] 1
X |
pour ¥ #0. 1
— o i
X 2 + A
T
f \\\\ |
\
%
Prop. f
33 1
!
!
!
Prop. }
79 %
-5
w(x)= ‘
T 3
'
#
{

=
\\

RN

k~
/w
R
N\
- ~
[
LRI o S VTN o AP 0 Ve 008

Prop.

Scanned by CamScan ner



Pt

Jdorigine A, de la fonction F

telle que : F(X )-—ln (:;((_“_‘:5)

i [g, nouy mu repere

_‘4"-(%"" ’?‘"(:z‘;?“:g)""“ axes T
- 4X -5
‘ F cst lmpmre donc A est centre de symétrie de
la courbc |
. 2x+1

Remarquons que f(x)=0si —
" x=-3. La courbe coupe x'x en B(—3;0) avec,

=1 c’est-a-dir
5 " e

. : 1
en ce point, une tangente de pente (—-3).

97 "~ Enoncé

La ¢ourbe de f u;t donc aussi la. courbe (l.uv ,

11. FONCTIONS LOGARFIMES  *©

Ina=0 < a=1.

Etudier la fonction f définie par f(x)=In

et tracer sa courbe representatlve.

- Démontrer que la droite
des nombres des solutions de I’équation

x2—4x
In(x 2—4x +3)—k°

x2—4x
2—4x+3

D d equatlon x=2 est axe de symétrie. Dlscuter

)

Solution _
o x(x—4)
R I — 1)
‘On trouve

Tl faut que #(x)=>0.

Dy=1-w=; 0{U]; (UM ..
lim (u(x))- lim G;)-—-l

ks x-+-n
‘et i =1 lim f=In 1=0

. L!mlus

donc

ig; (x) °" donc _

lm f(x) =—0
x--0 ;
x<0

-~ lim f(x) +w

x—+']
x>

8, hm f(x)=-m
L x—. &
G

—4x=x(x—4)
x?=4x+3=(x— lXxj3).

é(“:‘ah'hé'dhby’éé’rnﬂsqcner



II. FONCTIONS LOGARITHMES

u'(x)
o Dérivée : f(x)’=[n(u(x)) donc fl(x)= u((x)’
3(2x—4)
u’(x)=m‘
6(x—2)
d’ou fi(x)=

(x*=4x)(x*—4x +3)

Le signe de f'(x) est donc_c_elui de (x —2) X u(x).
Sur lgensemble de définit}on, u(x)>0, donc Dj,
le signe de f'(x) est celui de (x —2): :

f(x)=0 <= x=2cet 2€D;
f(x)>0 < xE]2,-+oo[np
f(X)<0 <= x€&]-w;2[ND.

On obtient le tableau suivant :

. 0 2 3 4 50
ARY —— \
; ) - # 0 + +
A \ \
0 + o0 4o’ 0
fx) N \ N 2 \ A
- \ o \ — o0
: \

La courbe aura pour asymptotes I’axe des X, et
les quatre droites d’équations respectives :
x=0; x=1; x=3; x=4

:  @=f(2)=21In 2=1,39,
Avant méme de tracer la
la droite D d’équation

symétrie. Pour cela, faisons un changement de

repére en prenant . pour nouvelle origine A, un
point de D, par exemple :

A(2; 0).
W=W—O7f conduit 3 {sz—zc
. : Y=y
es de M dans le

S€s coordonnées dans

. Ces changements de

et Y= y

. . x*—4

dans I’équation : Y=In (__\x)
x*—4x+3

conduit a la nouvelle €quation -

X+27-4(Xx +
Y =In [ ( ) ( 2)

2 X2 g
(x+2)2—4(ﬂ“zm]~1n(X\2_—l).

courbe démontrer que
X=2 est un axe de

i

si (x, y) sont les .coordonné
repere (O, i, | ) et (X, Y)
le nouveau repere (4, i
variables : x=X+47 "

110

[ln(u)]':ﬂ_’
u
Prop.
79

Attention 3 ce c
Toute la suite en

alcy) de
dépeng.
Rechercher e plus de
possible pour I'étude ¢
f(x). Penser 3 signe p
inéquation.

I(x),

Simplicilé
U signe ge

Déf,
29

Déf. |

30
. ?}
®0k1 3 4@
—

]

\\\|

7

Prop.
64

Cette méthode est a utiliser sys-
tématiquement pour la recherche
d’un centre ou d’un axe de
symétrie.

4 C()ul'bev
Pour le tracé de la i
calculer un certain nom

>2,
valeurs de f(x) p(’)u'r x
compléter par symeétrie.

_id
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II. FONCTIONS LOGARITHMES

La c’ourbe ‘de f, dans le nouveau repere, est la
representation de la nouvelle fonetion g:
X2—4)

Xz

XI——+In(

G(—a)=G(a) dong G est paire; dans ce repére, péf. | |Prop.

le nouvel axe (A, j') est donc axe de symétric
de la courbe. C’est la droite D. -
Equation )=k -
Il s’agit d’étudier graphiquement I’intersection
de la courbe de f et d’une droite variable A
d’équation y =k parallele a x'x,

Compte tenu de la continuité de [ et de ses
variations : '

si k<0 ou k>In4 : A coupe C en deux points
donc 1’équation a deux solutions. : - .
Si 0<k<Ind4: A ne coupe pas C et I’équation _ -
n’a pas de solution. ' ‘ -

Pour k =In 4 I’équation a une solution (double) :
x=2.

@
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. m Enoncé

99

II. FONCTIONS LOGARITHMES

GH : ment limité.
f(x)= ———-———ln(l %) EBtudier lim f en utilisant un développe
*)= 0 .
T
Solution —
f est définie sur -1, 0{ U 10; +oof. rop.
i 58 | (5)
On sait que . s
X X .3 . 1 =0. .
In(l+x)=x —?+—3-+.\ e(x) avec llgn € f west pas défni el
“ot on peut néanmoins
e 1 = x 1 x+ (x) développement li
fx) =—2<~—2-+3+\ S(J\))——_2-+3 xe nage de 0.
1
donc hm0 f(\)— -4

" On pourrait définir g, prolongement de f par

1 .
continuité en x =0 avec g(0)= ~5 et pour x> —1
et x#0: g(x)=f(x).

Enoncé

et déterminer la limite en x =0 de g:; (xz)
x

g(x)=In(cos x). Ecrire un développement limité de g en x =0 (

Iy
2 #

Solution
2 4

x .
cos x—1‘7+24+{c481(x) avec ll(r)n £1=0.

Posons h____x_2+ 4+x4g- (x)
2 24 Rt
On a lim A(x)=0. Or
x—+0
h? h?
ln(1+h)=h“_2‘+§+ hey(h) avec lim €,=0
x* xS 6 0
hz=z_ﬂ+gg-a(x) et lima=0
x® X8 ;
h3___+ —+x8B(x) et li =
) 1;nB 0.
112

- RS

Revoir | 58

deux premlers ter}ites,"
x*. De méme dans A2
les seuls termes e
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II. FONCTIONS LOGARITHMES"

On a donc, compte tenu du développement de
In(1+h), en conservant les termes de degré
inférieur a 5 :
x? xt
-2 _x .4 I
g(x) 3 8+.1r v(x) et hgn v=0.

glx)_ 1 x* x?

Donc Ux)="—r= -4
e T A TR CY
. 1 '
t lim = —m,
¥ x—0 u(x) 6
100 Enoncé
0
Ecrire un développement limité de In x en x =2 puis en x =e.
Solution
2 13
In(14+u)=u——+—+u’e,(u) avec lim £,=0. Prop.
2 3 o 58 | (5)
x=2.| Posons x=2+h=2(1+—1)
2 h=x-2
h h .
1nx=ln[2(1+5)]=ln2+ln(l+5) donc fim k(=0
' . X —2
d’ou : ‘
h 1/h® 1/h® ; ‘
In x=1In 2+E—§(T)+§(§)+h382(h) h
2
1 1 o1 ; 7
Inx=In2+=-(x-2)—=(x—-2)+—=(x—2) h £5(h)
2 8 24 N
S (x —2) s es(x).
h L )
x=e.| Posons x=e+ll=e(1+—)- lim e3(x)= lim &,(h)=0
e X2 h—0 .
On trouve de méme
x—e (x—e) (x—e) 3
= _ + +(x—e) alx
‘ Inx=1+=— 552 15 (x —e)-a(x)
avec lim a(x)=0.
113
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105

I1. FONCTIONS LOGARITHM ES

D’AUTRES POUR CHERCHER...

B Questions diverses. Limites

Enoncé

Quel est ensemble de définition de chacune

[rX b In(x2-4); o

Enoncé

Trouver I'ensemble de définition de chacune de

fi1X+—— In \/}3:4—.\‘—5;

Enoncé

des fonctiong SUiy

antes -
— ("'2_4) ] x2 4
. X n N 1. Xx 4|
xX+1/ Y= n m

s fonctions Suivantes -

g:X — ln\/.?TIG; h:x th'lt

Résoudre chacune des équations suivantes dans R -

a) In(x +D+In(x+5)=1In 96.

b) 2In(x—1)~In(x+1)=3,
¢) In 24+'ln(3—x)=ln(.\'+l)

Indication

+1n(25x —49).

a) In(x +1)(x +5)=1In 96 d’ol (x+1)(x+5)=96.

Enoncé

Résoudre chacune des équations suivantes -

a) In x+In(11 —Xx)=In(2x?).

b) In[x—1]+In|x+2| =1n|4x2+3x47|.

z Enoncé
Résoudre 4(In x)*—5(In x)*+
Indication '

1=0.

Résoudre d’abord 44— §x2

+1=0 avec X =In x. l

Enoncé
Résoudre

5log, x+2log, y=8
) {4]0g2x—310g2y=]1

114

= w" 3 . -

7(log, x +log, y)=50
L {.\'_v=2yS6.
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1I. FONCTIONS LOGARITHMES

Indication

Revoir la définition de log, x. a) (x y)=(4- l).

b) (xv y):(z’ 27) ou (x, )1)2(27_‘ 2). 2

Enoncé
Résoudre dans R les inéquations suivantes

a) In(3—x)<In(2x +5).
b) In 24+1In(3 = x)<In(x +1)+1In (25x — 49).
¢) 1+In(x+3)>In(x*+2x -3).

Indication

Pour c), penser a remplacer 1 par In e; In est croissante.

Enoncé
h(x)=——

Déterminer les primitives de h(x).

Indication

) 7 a b
. Démont il exi ; X2 x+2
) montrer qu’il existe des réels a et b tels que h(x) x—2 x+2

Voir exercice 89; a=1; b=-1.

Enoncé

_ 2
x242x+ ll' Montrer que f(x) peut se mettre sous la forme

[¥=—7573

fx)=-1 ——i—+——2—. Déterminer la primitive de f qui s’annule pour x =3.

x+1 x-—

Enonce - l’ordre 2 en x=0 de In(iz+3x +3) puis de

Donner un développement limité a
sin X
In (——) en x=0.
X

Indication

X X

x2

x* -
1n(x2+3x+3)=ln[3(1+x+—§-)]=ln 3+In(1+h) avec h=x+ 3 (Ex. 99)

ginx_ 1 +sin X=X {iliser un développement limité de sin x.

115

|

Scanned by CamScanner



II. 'FONCTIONS LOGARITHMES

111 ) Enoncé w
f(x)=In (——izi 9). Etudier les limites aux bornes des Intervalles (4, de'jinitio,,_

Indication

D=]-0; =3[UB; +o[ lim f=limf=0 iy f=+u.
+o - X =3
x>3

112 i Enoncé

'Etude de lim l x); lim (x*=1)In(x%-1); liml(xz—l)ln(xz_l).
X — +oo n X =

X = + 00

x>1
 Indication

LR: (+00); (+0); 0. - | z

n Etudes de fonctions

\ 113 il"?noncé

x+11 . .. ) LB
g(x)=In o ll' Etudier les variations de g et démontrer que g est Impaire.
~ Indication

D=R—{1; -1}. lim g=lim g=0.
+ o —oo

g(x)=

114 % Enoncé
%\

T Etudier les varigtions de g et tracer Iq courbe.

Indication

D=10; ILUI; +oof  prey=Unx+1)
o - x* In® x

~emw T T THe

115 Enoncé

f(x)=% Vl+x2+ln(x+m),

Démontrer que f est impaire, Etudier fet tracer sq courbe
116

—"J
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II. FONCTIONS LOGARITHMES

Indication

2

f(x)= \/1—

Enoncé
3 1 X+
=x+1+—+-=
p(x)=x P 2ln =

y=x+1 est asymptote a la courbe de p. Préciser les autres asymptotes. Trouver
un centre de symétrie.

1|. Calculer p'(x). Démontrer que la droite d’équation

Indication

o 2x*—T7x%+3 )

(x)——z—(z—l) A(0, 1) est centre de symétrie.
Enoncé

ax+b , , .
f(x)=In (cx = d) avec ac #0. Démontrer que la courbe de f présente un centre
| 1/b d
de symétrie A de coordonnées (——(—+—); In ki )
2\a c¢ c

Indication

Changement de variable. Voir exercice|96.

Enonce - Al
Etudier les variations et le signe de g(x)=(1 +x)(In(1+x))*—x* et en déduire

1 1
les variations de f 'telle que f(x)=mx—)-—;,

Indication

) ; 2In(1+x)—2x
Calculer g'(x) puis g"(x). g'(X)=——7 7

g est croissante sur ]—1, 0] et décroissante sur 10, +[. Le signe de la dérivée
de f est donné par le signe de g

2"(x)=<0 sur ]-1, +oof

s Enoncé lxe1] .
Injx—1 n|x 2. opra TG
= , = . Préciser les ensembles de définition de f et g.
f(x) In x+l|etg(x) Inlx—1

! En quels points les courbes de f et g se coupent-elles?
117
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

DES EXERCICES CORRIGES

lZ(ﬂ Enoncé

Résoudre :
a) x€R, ™ —19¢* +30=0.

b) X E[R, 02.\‘-{-2_% (L,.\'+2)_% 0220-

L

Solution
a) e Posons X = e~ Il {

4 — 3
aut alors résoudre : e3* =(eX)

X’ 19X +30=0. (X =2)X%+2X~15)=0
Les racines sont Xi=2; X,=3; X,=-5.
e*=2 donne x=1n 2. :

Déf.
e*=3 donne x=1In 3. 35
e'=-=5 n'a pas de solution
d’on $={In2; 3},
b) e Posons X =e* e9tb o pay pb
02x+2= e2 X e2x = erZ

X=e* donc X>0.
ex+2=82X.

En multipliant par 2 et ep divisant par e2, Prop.

ona: 2e~2x — ex'_3>0. 85

Résolvons . 2X2-X —3>(

C'esta-dire (X +1)(2X —3)>( , e 0
sans oublier que X est positif.

NI W

. . 3 N -
On est conduit § X 25 c’est-a-dire e"B% donc
3 ; 3 '
X=In E S'=[!n E; +oo[,

\

121  Enoncé —\U %/Q}Vﬁ
Le radon est un gaz radioactif qui se g |

~désintégre avec le temps.
sse de radon un certain

( jour (origine , X jou
masse f(x) est donnée Par f(x)=pm.p—0.18x" gine) jours plus tard la

, X en jours),
1) Quelle est la variation de J4 masse en 1 jour?

o uel la masse a diminué de. moitié 3
Calculer la période du radon. € :

T in e
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Solution

-0 18(x + 1) =m-e -0.18x —0,18

) f(x+)y=m:-e
fix+1)=mee "1 s e 08,
ﬂI+ I):{(X)X (’_(1'1820,835_{(.\’).

p’un jour a Pautre la masse de radon est
multipliée par 0,835,

0,835=1-0,165.

Il y a donc une diminution de la masse de 16,5 %
par jour.

2) Ici f est définie pour x=0: f(0)=m
fix)=—04A8me™>""*  ¥Yx>0 f(x)<0

lim (e *)=0 d’ou lim f=0.
X —» +x X —» +r
Quelques valeurs :
x |0 1 2 3 4 5

ftx) | m|0,835m 0.697m | 0,582m | 0,486 m | 0,406 m

II. FONCTIONS EXPONENTIELLES

i Prop.‘

g4 P =¢"xe” | 85 |
| I

¢~0-1%=0,835
0.165 — 16.5 %.

Pour neN, f est une suite
géométrique de raison 0,835.
Ici, nous étudions f avec X
décrivant R™.

m : masse initiale.

3) Il faut résoudre |'équation :

f(x)-—-]z- m cest-a-dire  me-e *'**=0,5m
d’ou e 918 =(,5
—0,18x=1In(0,5)= —In 2
In2 0,693
s 7385
done x =478~ 0.18

La masse a diminué de moitié au bout de
3,85 jours, c'est-a-dire au bout de 92 heures

environ.

Enoncé

fIlm ————*>10

Déf.
35

La réponse n'est pas un naturel.

Soit f telle que f(x)=(x—1)e"

valeurs du parametre m.

1) Déterminer le réel a pour que F définie par F(x)=(ax+b)e* soit une

primitive de [ sur R.

1) Etudier ses variations et tracer la courbe representative.
2) Quel est le nombre des solutions de I'équation : (x —1)e* =m selon les

>~
119
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[1. FONCTIONS EXPONENTIELLES
Solution
-+ 1) f est définic sur R. lim f=+4®
)
lim (xe*)=0 et lim (e*)=0
P s i X = —
d’ou lim f=0
fi(x)=xe".
Le signe de f(x) est donc le signe de x.
D’ol le tableau ci-contre qui donne les variations
de f.
LLa courbe admet I’axe x'x comme asymptote a
(—o).
En A(0; =1) f'(0)=0.
En B(l;¢) f'(I)=e.

2) f est continue sur R. Compte tenu des varia@ions

de f, en coupant la courbe par une droite variable
parallele a x'x, d’équation y =m, on montre que
I’équation f(x)=m :
— n’a pas de solution si m <—1;
— a 2 solutions si —1<m <0;
— a 1 solution si m =0.

3) F(x)=(ax+b)e*.

Calculons F'(x)
F'(x)=ae* +(ax+b)e*=(ax+a+b)e”.

f étant continue sur R, elle a donc des
primitives.

Jim (e*)=4w
Prop.
86
Vx >0
x |—w 0 +o
fe - 0 +
0 - +o
f Ny 2
-1

Revoir la définition d’une

Déf.
32

primitive.
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II. FONCTIONS EXPONENTIELLES

F en est une si et seulement si, pour tout réel x

F'(x)=f(x) *’;;P-

d’ou
Vx€ER (ax+a+b)e*=(x- 1)e*
donc, puisque ¢* #0
VxER ax+a+b=x-1
¢’est-a-dire

F=f
équivaut a

¥xeD: F'(x)=f(x).

Ce n'est pas une équation, mais

a=1
g PN . dou a=1 et b=-2. une égalit¢ d applications.
Les primitives de f sur R sont donc Déf.
14

G(x)=(x—-2)e*+C.

123 Emoncé

>

2x

eZ+1

1) Démontrer que pour tout x réel : |f(x)| <1.

2) Démontrer que f est impaire.

3) Calculer f'(x) et montrer que pour tout x : )+ f(x)=1.

4) Etudier les variations de f et tracer sa représentation graphique.

Soit la fonction f telle que f(x)=

-1
5) Démontrer que f est une bijection de R sur ]-1; 1[. Déterminer f.

Solution
1) Pour tout réel x : Pour comparer | et f(x) calculer
e*>0 donc e*+1>0; I -fix)
donc D;=R. lf(x)] <1
I 1 x 1 _ 2 >0 équivaut A
-f(x)= =41 eX+1 —1<f(x)<l.
donc 1< f(x) La courbe est donc située entre
e —1 26 les deux droites d'équation y
l+f(-\‘)=l+(,21+]=clx+l>0 ety |
donc f(x)>-1

Il en résulte que
—1<f(x)<1 donc |f(.t)|<l.

2) Pour tout réel x : xEDy et (—x)E Dy

- 2 —-a,
(,—Zt__l e 2:(|_c1) e e

[CX)= = o= 1+ e™) '

- 2x Dél. Prop.

fl=X)mer ¢~ —f(x) donc f est impaire. 10 4
e
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II. FONCTIONS EXPONENTIELLES

(/% 48235
3) f(-\)—m
(e*=1)F e* =22 +1

2 oy .

fx) (e* +1) (e* +1)?

. 45— 202 + | +4eF e 42 41

Ax) + fl(x) =< =

j( ) f(\.) (ezx“{"l)z ) (ez.t+l)2
_(ez"‘+l)2_1
_(€2x+l)2_ g

On a donc f'(x)=1-f%(x).

4) Po_ur tout réel x: f(x)>0. Donc f est
strictement croissante sur R.

ez"(l— L) 1—%
f(x)= el = el )
i (1+?;) 1']‘;5

Or lim (e®™)=+o d’ou lim (l)=0

X—+ 4+ X=—> 400 e

e

et lim f(x)=1.

X = 4o

Comme [ est impaire : lim f(x)=-1.
L’a’ coqrbe aura pour asymptote les droites
d’équation : y=1et y=—1. L’origine du repére
est centre de symétrie.

4
f’(0)=?= 1. La tangente en O est la droite de

L'origine du repére est centre de

symétric de la courbe de f.
(er)I.__2e2x.

[ est solution de ['équation

différentielle :

yi+y'=1.
L
Prop.
86
X —oo +
i 8

pente 1.

T
Sie! MBS sathd LeiStRapats H g
| : i perEsaEesy .Vl e R “per I
O ] e e I e

! 1 sl ‘ TR

| ' |

x! I 0l ' RESE
— = — X

| 3 ! : i ; !

| . f e
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[I. FONCTIONS EXPONENTIELLES

5) f étant continue et strictement croissante sur R
c'est une bijection de R sur [(R) C'eﬁt-z‘\-diré Prop.
1-1: +1[. 44
£,Z.V: -1 . ' . .
Y e equivaut a - ye*™ — e =—| -y [l s"agit d"cxprimer x en fonction
. le v.
d'ou . {4y ==t
lj-l(l ._-v)—_-l+y cz.\___ .‘
1 - Déf.
c'est-a-dire 35
1 + -\’ 1 l + v
2x=In (l ,) et x=zIn (—)) Se souvenir que :
=) 2 11—y : |
—l<y<
= 1 1+x '
Donc f(x)=3 ln( ) done (14 y)1=y)=0.
2 L—%

Enoncé

1\ . T i
a) f(.\')=(l +T) ¢+ + 1. Etudier les variations de f et son signe sur R*.

X
b)g(.\)—m pour x#0 et 2(0)=0.

Etudier la continuité et la dérivabilité de g en x =0. Etudier les variations

de g et tracer sa courbe représentative.

Solution
a) f est continue et dérivable sur R*. x — e a pour dérivée
1
lim f=]im f=2', X — —;3 ex. Prop.
+ —w ‘ 89
lim f(x)=+%; lim f(x)=1. Attention aux limites de [ en x=0.
x— —+0 ..
x>00 J§c<0 Pour x>0 écrire :
1 22X | flx)=e"+ue" +1
fr(x)_—_——e..( ‘v3 ) 1
’ avec U=-—
. ) Y 3 p
Le signe de f(x) est le signe de Ix(z'” D. et lim ulx)=+2.
En x=-5: [(0)=0ct fx)=] ——=0.86. o I
. 4 . tA P < . 1 ’1- ]
Ces variations de f, ainsi que la co_ntlnune de f 86 our x<0 ,‘hin(,(‘ )=0.
sur |—o; 0[ et 10; +oo[ avec le fait que <0
I e =
o ::f(-—‘i) >0 X 3 0 +x
font que pour tout X #0, f(x)>0. rl - o + A
b) lim (¢*)=0 et lim (e1)=+>. f 2\ /' e
x—=0 x—=0 (1] 2
x<0 x>0

123
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1I. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Dans les deux cas lim g=0=g(0).
0

g est donc continue en x =0.
Pour x #0 :

(l+%) ex+ 1 fx)

g'(-\')= (l +e;):‘. ZD(‘)

Le signe de g'(x) est donc celui de f(x) étudié
ci-dessus.

lim ¢g'(x)=0 et lim g'(x)=1.
';:oo -;:00

g n’est pas dérivable en x =0, mais au point
correspondant, on aura deux demi-tangentes de
pentes respectives 0 et 1.

limg=+> et limg=—.

+x> —x

Jim (59)= tim_(52) -]

1 1
et li ( X)—= ) =
Mgn‘x &(x) 2 . 4
. " : 1 1
La droite d’équation _\'=;x—Z est asymptote.

Enoncé

—
(1% ]
7]

|

Cette propriété évite un retour

svstematique

Déf. | | Del.
19 20
Rechercher

a la  définition

une  éventuelle

asymptote oblique.

Déf.
31

A

y=K-:C~
1) Déterminer K et C sachant que, au départ il
bout d’une demi-heure, il en reste 410.

275 minutes? 1 jour? 1 semaine?

Dans un traitement au phénol, certaines bactéries sont détruites. On suppose
que le nombre y de survivants au bout de x heures est donné par :

y a 434 bactéries et qu’'au

2) Combien reste-t-il de bactéries au bout d’une heure? de 1 heure l?

3) Au bout de combien d’heures une seule bactérie est en survie?

—

Solution
1) Pour x=0, y=434 :
donc 434=K-C°% K =434.
Pour x=0,5, y=410 : 410=434x (%S
—~ 410 410\2
=, Y L I .
donc VC YEVE C (434) 0,892
D’ou y =434 % (0,892%).
124

On peut
puisqu'il y a diminution.

prévoir que C<1
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y au moyen de la fonction
f(x)=434(0,892)".

~1: f(1)=434x0,892~387.

=1,5 : f(1,5)=434x0,892"°~366.

2) On ca]cule

-5 mi ~2—7—5 h. x= LL 4,58
21D min= 60 J : 60 . 3 ¢
f(4,583) =434 % 0,892 =258,
| jour=24h :

f(24)=434%0,892* =28.

| \LHHHIL—"4X7 h=168 h :
[(168) =434 % 0,892'® =2 x 107,

. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Utiliser une calculatrice avec la

touche

Au bout d’une semaine, il y a
longtemps qu'il n'y a plus de

4 . bactéries!
3) Résolvons I'équation : el
434 x0,892* = 1. .
In 434+ x In(0,892)=In 1 35
dot e In 434
ou = Tin0,892
On trouve x =53 h environ.
126 Enoncé
Etudier et représenter graphiquement la fonction \ \
g:x — x.
Solution
g est définie et contmue sur ]0; +o[. pet. | |prop.| |Prop.

Sachant que X —¢'™*, on a alors

g(x)__exlnx
[im (xInx)=+® dou lim g=t+>.
lim (x In x)=0 d’ou liomg=l.
x—0 =
x>0

lim (g(x )) _ + . La courbe présentera donc une

X — +* X

branche parabolique.
g'(x)=(nx+1)e

xInx

Le signe de g'(x) est donc celui de

1
Inx—1In-.
‘1

/Ll ' ¢

36 91 93

g pourrait étre prolongée par
continuité en x =0 a droite.

| b
N
L

() lox 41LM4%
=LOx + 4

-
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I1. FONCTIONS EXPONENTIELLES

On trouvera f( ) ﬁ—"f“o fs

La courbe aura I'allure cn—contre On précis
certain nombre de points au moyen

calculatrice.
Le point A(0; 1) est une sorte de point limite gui

ne fait pas partic de la courbe de g.

isera un
d’une

127 Enonceé

-
Q

LRI S
'

f(x)=(1—x)", n étant un naturel non nul.

a) Démontrer que f est bornée sur I'intervalle [0: 1].
b) Ecrire les trois premiers termes du développement himité de 7 en x=0.

Solution
a) f est dérivable sur R :

f'(.r)=% (1-x)""'eif[-x+1-2n].

Deés que n=1, 1-2n<0.
Donc s1 x€[0: 1]; x>1—2n donc
1-2n—x<0 et 1—-x>0.
Donc f'(x)<0 sur [0; 1]
f0)=1 et f(1)=0.
Donc Vx€[0; 1]; 0<f(x)<1.

2
.o ut .
b) e“=1+u+=-+u’e(u) avec lim £ =0, donc
l- 0 »

. T )
e!=1+—+-8—+x-a(.t) avec lim a=0.
0
De plus, en développant (I—x)", on trouve
comme premiers termes

(I1-x)"=1-nx +£",,——I).r2+x3-3(x).

En effectuant le produit e-(1 - X)" on a, comme
premiers termes :

nn—1) , ; .2
l-—nx-l—(—,)—)_\--+_r._ﬂ X

2 2 2 3§
d’ou
. | 2fl n n(n-1) :
f(x )—'1+.\’ (5-")'*'.1‘ (g—‘z-‘*'T)'i“.‘c‘s(.\’)
avec lim £ =0.
0
126

3 | (6.

Avec lim 8=0.
[

On neglige tous les autres termes
de degre supéneur, puisque I'on
s'intéresse seulement aux termes
de degré 1 et 2.
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I, FONCTIONS EXPONENTIELLES

D’AUTRES POUR CHERCHER

m  Questions diverses

|

128 !Enoncé
Equations a résoudre dans R :

—2x+4 = i

: a) e 55" b) 4e®* —4e*—3=0. c¢) (4,5* — (4,5 -3=0.

‘ Indication

a) —2x+4=|n(28—5);x==2,569. b)Posch=e":{—%;%}. c) Poser u =4,5"

Equations a résoudre dans R :
a) e —2e*—5¢*+6=0. b) e —e*-9¢“+9=0.

: @ zlﬁ;noncé
,

Indication

a) {0;In3}.  b) {0;In3}.

Enoncé
Résoudre :
e*-e?? =% In(x+2y)—In2=In(8+x)+In3
(]){zxyzl (2){822—Ix8y+7=1-
Indication
. 9 1 19
(1) Solutions (Z’ §) et (Z' 8)'
Enoncé
Résoudre dans R :
a) 9¢ " —4e* =0, b) ¥ -2=20.

Indication

-

3
a) On est conduit 4 9X?—4=0 avec X>0: S=[|n 3 +'x[.
b) ¢

Ix . T
220 équivaut i ¢>* =2 d'oit 2x=1In 2.

127
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II. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Enoncé

x X

|
f0) == 8(N) =37 h(x)=— =5

e

Detemune; 1 ensemble de définition, la dérivée et le signe de la dérivée de chaque
fonction. :

" Indication

x

G 1)2, VxeR f(x)<O0.

Pour f: D=R* f(A)—

§ Enoncé
2x __ 1
Démontrer que pour tout réel x : peran) =t
Indication
Btudier le signe de 1— o et de ot + 1
udier le signe de e Tl
gﬁlnonce -
Résoudre I’équation dans R : In(In e — e ™*)=2—1n x.
Indication

Simplifier d’abord avec '

Enoncé
Une souche de bactéries est placée dans certaines conditions de culture : on
observe que le nombre des bactéries double au bout de 24 heures.

1) Comment s’exprime le nombre y des bactéries au bout de x jours?

2) Pour t en heures, on suppose que y est donné par : y = Ke™,
Déterminer a sachant que le nombre de bactéries double en 24 heures.

3) Au bout de combien de temps le nombre de ces bactéries est-il multiplié par 10?

Indication

1) Suite geometrlquex de raison 2, de premier terme y,, nombre initial de
bactéries : ¥y = yo2*.

2) Pour t=0, yo=K; pour t=24, 2y, =y .p% Epn déduire a.

128
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II. FONCTIONS EXPONENTIELLES

u Etudes de fonctions

» Enoncé
x—=1 v . . .
f(x)= P Etudier ses limites a (+), d (—») et en x=0. Calculer f'(x).
Indication
Iin‘n f=1;1lim f=1. En x=0, deux limites : 0 et (—). f’(x)=l3 ex.
P o X
Enoncé

f(x)=e™" sin x.
a) Calculer f'(x); f"(x).

b) Démontrer que les solutions de f'(x)=0 sont les éléments d’une suite
arithmétique de raison mw et que leurs images par f sont les éléments d’une
suite géomeétrique.

Indication

o

. .y s P 1
b) La raison de la suite géométrique est o

Enoncé

gSoit f, et f, les deux fonctions de R dans R définies par :

fx)=e*"2+1;  fx)=e " +1.

Leurs représentations graphiques dans P sont notées C, et Cs.

1) Etudier f, et f,. Tracer C, et C,. Démontrer que C, et C, sont symétriques
par rapport a la droite d’équation x =2.

2) Démontrer que f, est une bijection de R sur A a déterminer. Déterminer la
bijection réciproque ainsi que sa dérivée.

Indication

C, et C, ont un point commun et sont tangentes en ce point. Etudier la position

de C, et de la droite y=x au moyen des variations de x — f(x)—x.

¢ Enoncé

% 1) [(x)=e¢* — ¢* —2_ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

2) g(x)=|e* —¢*| —2. Frtudier les variations de g et tracer sa courbe.
g est-elle dérivable en x =07 Est-elle continue en ce point?

129
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Il. FONCTIONS EXPONENTIELLES

Indication

2) e*=e* édquivaut 2 2x=x d'ot x=0. Sur R*: g(x)=f(x); sur R~
g(x)=e¢* —e* =2, g n'est pas dérivable en x =0, mais elle est continue en
ce point,

g(x)=3x—=31In|2¢*-1|.

140 %Enome
Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de g

Indication

D,=R- {—]n"}llmg——3]n2 lim g = —co; hm(g(x) 3x)=0; lim g=+oo.

—In2

Trois asymptotes d équations : \—-In 2, y= 3x, y=-=31In2.

141 Enoncé
La fonction f est définie par : x>0 - f(X)=xInx x<0:f(x)=-
Etudier la continuité et la dérivabilité de f en x =0.

Indication

f est coiitinue en x =0 mais n’est pas dérivable; la dérivée i gauche est (=1).

1
142 Enoncé
Etudier et représenter graphiquement g:.x l——> In(2¥+1).
Démontrer que g est bijective. Déterminer g et sa valeur dérivée en x =1n 2. 4
Indication ~ +

Deux asymptotes a la courbe de g.

143 f I:;noncé

Etudier et représenter graphiquement : h - x —s x*1,

Indication

lim h=+o; lim h(x)= +oo; h(x)=e&x~Dinx
+ x—+0 .
x>0

130
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En impnimerie, on utilise des formats normalisés, représen-
tés pur des rectangles Ry, Ry, Ko, .., R,
Cen rectangles obéissent a des reples trés précises. D'une

longueur

parl le guotient : est le méme pour tous les

largeur
rectangles, d'uutre part le rectangle R, est obtenu par
phage du rectangle R, autour de ln médiatrice A des grands
cotés et découpage le long du pli (R, donne donc deux
rectangles R, ). Pour le rectangle K, désignons par a, la
lonflucur et b, la largeur.

e Traduction du pliage-découpage :

1
a..|3b. el b,..|='2'ﬂ,|

t
d'ou (a,, b,) +— (h,,-. 5 u,,).

e Condition sur les cotés @

a'
al=b? donce ==V2,

] —_

d'on
Le rapport des cotés est donc V2 pour tous les formats.

Le premier format Ay est celui du rectangle R, d'aire 1 m?,
Calculons les dimensions de Ry,

On sait que ay= byV2. L'aire s'écrit agbg soit hjV2.

En mm? ; b3V2 = 1000000 donc

1 000 000
by=\J——— (en mm).
V2

On trouve by=841 mm et gy =841x V2 <1189 mm.
A, est le format commercial ordinaire : c’est celui du
rectangle R, pour lequel :

1 )‘ 1
=ag(—) =- ap~297
ay ﬂn(\/_z 4“0 mm

|
by= 1 by 210 mm.

C'est le format 21229,7 (en ¢m) bien connu de ceux qui
écrivent.

e

E-
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II. SUITES REELLES

DES EXERCICES CORRIGES

Enoncé
En testant une certaine lame de verre, on a constaté que la lumiere perd )
de son intensité en traversant cette lame.
Combien doit-on disposer de lames identiques pour que, au travers de
I’ensemble, la lumiére perde la moitié de son intensit€?
solution T
Si i désigne l'intensité lumineuse & [’entrée, avant _ -1
la lame, & la sortie, on aura une intensité i’ telle que i 12
R SR | O -_— —>
i'=i——i=—I.
12 12
Supposons qu’a I'entrée I'intensité soit io- _]
Aprés la premiére lame, on a I'intensite : i
A § O ’_ r
L= 12 lo. io i
. 11 11 2_ —1 —_—
Apres la seconde lame : =1 h=\3z ip-
Aprés la troisiéme lame : i;= = Y J J J
P : . £} 12 lo.
‘Donc, aprés la n*®*™ lame, on a Iintensité i, : n lames
R 11 n ‘ s ?
= ) . On suppose qu’il n'y a pas
E; de perte entre deux lames
La suite i est une suite géo;nlétrique de premier consécutives.
terme i, et de raison g=-—. Cette suite est
12 ] Déf.
décroissante et convergente vers zéro puisque g <l1. 44
L’intensité iy devient 2 ip pour n vérifiant :
- i (11)’l d’ou n(ln 11) 1 L o
—i=\= —)=In-=.
27 \12/,, 12/ "2 110
On trouve n=7,97.
: C'es_t,au-delé de la _SE,Iame que la lumiére perd la Utiliser la fonction In et votre
moitié de son intensité. calculatrice.
Enoncé
. défini e 1
La suite u est définie par: uo=1 et u,,=5(u,,_1—3); on pose v, =u, +3.
Démontrer que v est une suite géométrique.
Etudier la convergence de v, puis de u,.
132
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Solution

1 3 1 3 1
UV, =5 Un-1 —54'3=§ iy, -y 'I"E:E(”rwl 1 3)

2
1
Un —5 Upy—1.
Drautre part vg= o +3=4. La suite v, est donc une
suite peométrique de premier terme v,=4 et de
raison q = 3.

Cette suite est donc convergente et lim v, =0.

{-on

Or, pour tout n : u, =v, —3.
Donc la suite u, est convergente et

lim u, =-3.
+ oo

Enoncé

I Surnit wfegdes

= 1 d'oir v, 4

= 1 d'oiv v~

U, - 2d'oirv,~ 1.

les suites (u,) el (v,) sonl
décroissantes.,

Prop.
110

[amite d'une  somme  de dens

stles

Démontrer que v est strictement croissante.

La suite v est définie par : v,=0 et, pour n=0: v, = V21, +35. 4
Démontrer que tous ses termes sont positifs et que v est majorée par 7.

Démontrer que v est convergente et calculer sa limite.

Solution
En utilisant une calculatrice, on trouve :
v,=5,916; v,~6,843;
0,~6,978; 04=6,997; v5=~6,9995.
e 1, est positif.
Supposons que v, SOit un réel positif :

2v, +35>0 donc v, 4 existe et est positif.
Dong, pour tout n, v, est positif : la suite v est

minorée par 0.

e Démontrons par récurrence quc : Yn v,<7
Uo<7.
Supposons : v,<7. On a alors
20,<14
0<2v, +35 <49
V2, +35< V49
donc 0p+1 <7

Donc, pour tout n : v, <7.

La suite v est donc majorée par 7. Elle est
bornée.

A la calculatrice, ne pas effacer
v, pour calculer v, .

O,

2

[l
[

35

[]
=

Prop.
101 Va+i
DH. |G A el B sont positifs

40
A-B <> VAV

%]

ﬁ

133
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II. SUITES REELLES

e Démontrons par récurrence que, pour tout n :

Uni1>0, On a v;> v,
Supposons : v, >wv,_, et comparons v, et v,

Up +1 =\/2UT+‘T5

vp= Vzv‘,_|+35
donc 2v, +35>2v,_,+35
d’Oil Up+l > Up'

Ainsi, pour tout n : Ops1> Upe

La suite v est strictement croissante.

Par ailleurs, nous avons montré qu’elle est
majorée, )
Elle est donc convergente : sa limite L existe.
C’est un réel positif.
La fonction g: x —

2x +35 est continue
sur R* donc en x=_,

Il en résulte que Iim (u,)=g(L).

n— +e
L vérifie I’équation : I = V2L +35 avec L>(
soit L*-2L -35=0,

Cette équation a deux racines réelles : 7 et —5.
L est la racine positive : [.=7.

Donc : lim u, =7.
+oo

Enoncé

On pourrait aussi étudier
vp +1 - vp
avec une forme conjuguée de

VA-VB.

Inégalités strictes. E

On a ainsi démontré I'existence

de L, suggérée par leg calculs 3
I'aide de la calculatrice.

Prop.
102

£ est en fait continue sur
[-5:+]
——: 4o ,
2
donc a fortiori sur [0, + oo

Prop.
106

3) Démontrer que u et v sont born
4) On considére Ia suite t définie,

5) Démontrer que u et y ont la m

Trois suites, u, v et w

ées. Sont-

Démontrer que ¢ est constante.

Solution

1)

134

1
® Wy 1 =lpy)— Uy =§ Un =2 Uy +-y, -

4 4"

1
Wn1 =E(”n — Uy )'

sont définies de |a maniére suivante sur IN* -
Ul = 12

;=1
{ | > { i
n=1: u,,+,=§(u,,+20,,) n=]: vn+1=4—(u,,+3v,,)

ométrique convergente a termes négatifs.
et que v est décroissante.

elles convergentes?
pour tout n par -
Est-elle convergente?

éme limite. Trouver cette limite.,

Comparer

Ih=3u, + 8v,.

n+1 Ct "’”.

A
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2)

3)

4)

5)

Donc, pour tout n :

1
W..+l=ﬁ w, el w=u-v=-11.
La suite w est donc une suite géométrique de
P . I
premier terme —11 et de raison ¢ T

["ulgiquc Iq <1, elle est convergente et sa
limite est zeéro.

Vi : w,<0 donc u,<v, pour tout n.

1 2 2
U, — U, =; u, + 3 v, — U, =§(v,, —u,)>0 pour
tout n. - .
La suite u est donc strictement croissante.

1 3 1
Vps1— Un :Z u, +Z v, — U, =4—(u,, -1v,)<0 pour
tout n.
La suite v est donc strictement décroissante.
Pour tout n : u,<u,

i, <v,
vy <1

donc 1<u,<v,<lI2.
u est majorée par 12 alors que v est minorée

par 1.
Puisque u est croissante elle est donc

convergente.
Puisque v est décroissante elle est donc

convergente.

t,=3u, +8v,=99

£y =3Uyiy + 80, =ty +20, + 20, + 6v,
t,41=3u, +8v,=t,

Donc la suite f est constante.

Elle est convergente et lim(f,)=99.

4+ >

W, =, — v,; lim w=0.
+Ix’ . 4 b
Or, u et v sont convergentes : s1 0N désigne par

L, et L, leurs limites, on a donc :

lim(u—p)=0 dou limu—1lim v=0.

+ ™ + % + x

Ce qui démontre que L,=L;

lim(1)=99 donc lim (3u)+ lim(8v)=99

d’ou 3L +8L=99 L=9.

En définitive :  tim u =lim v =9.

+ ™ -+ =

[I. SUITES REELLES

Si |q|--"l S limg")=0

Dé. Prop.

44 110

Comparer u,, et i,
puis v, et v, 4.

Def.
38
1 L 12
. _— —o—
uu; VaV,
—— -

lim (u,, — v,,)=0.
+ co

Les suites 1 et v sont des suites
adjacentes.

Prop.

102

Ce résultat affirme I'existence
des limites mais ne permet pas
de les calculer!

Toute suite  constante  ¢sl
convergente.

Puisque 1'existence d¢ L, et L,
est prouvée, on peut alors écrire
des €galités faisant intervenir ces
limites ¢t utiliser des théorémes
sur les limiles.
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II. SUITES REELLES

148] Enoncé

2u, + 1
La suite u est définie par : 1w,=0 et pour n=0 u,,, = . +3
n

1) Calculer uy, u,, u;. Démontrer que u,,+,=2—" pour tout n.

n

2) Démontrer que la suite est définie pour tout n et que tous ses termes
sont positifs.

3) Démontrer que la suite est majorée par 2.
4) Démontrer que u est strictement croissante.
5) Démontrer que u est convergente et calculer sa limite.

Solution
1 1 4 On pourrait se contenter de
D) u=0; uy==; uy==: ya=--
0=V "1‘3’ "Z‘Ev 113—7, transformer :
po 2nt6=5 2(u,+3) 5 5 =
N u, +3 U, +3  u, +3 u,+3 Uy +3
2) Les premiers termes sont positifs, Prop
Supposons u, >0; il en résulte que : Uy >0, 101
Donc tous les termes sont positifs et u, +3#0,
pour tout n.
5 5 uO U| Uz un
3) u,>0 donc >0et2———m—<2, o .
u,+3 u, +3
On a donc démontré que : © 0<u,<2 @
vn ou,<2.
La suite u est majorée par 2. Cette suite est Dét.
donc bornée. 40
5
4) u,,,=2- g
) Up u, +3 5
De méme: llp+2=2—‘—+3 Comparer les termes U,,» et |
"p-gl ” ; U, par différence.
5 Upyry— Uy
"p+2‘up+l=up+3—up+l+3— D . D=(up+3)(up+,+3)>0.
On a controlé que : u;— up>0. Raisonnement  par récurrence
Supp(.)sons que u,.,;—u,>0. "
La différence w,,,—u,,, est donc de méme s
signe que la différence Up+y— Up, puisque D >0. li
On a ainsi démontré par récurrence que : H—
Y oou,, >u, Déf. | Puisque uy=0, on a donc
La suite u est donc strictement croissante. L Vn 0<u, <2.
5) La suite étant croissante et majorée par 2, elle Prop. .
est convergel{tf;)- Sa limite [ est un réel de 102 La suite est bornée.
I'intervalle [0: 2 il

136
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2x +1
x+3
]-3: +=[ donc a fortiori sur I'intervalle [0: 2[.

Donc lim(u)=f(L).

est continue sur

La fonction f: x —

L vérifie donc I’équation :

2L +1 { L>0
L+3 - °©
c'est-a-dire L*+L-1=0.
Cette équation a pour solutions :
-1+\5 -1-\5
3 &t T
L est la racine positive :
-1+\5
L=—=0,618.

Py

[lustration graphique.
2x +1

Tracons la courbe C d’équation vy = . et la

droite D d’équation y =x (sur I'intervalle [0; 1])

1
"o-_—'o; i, zf(llo):g'.

=
"

=

-

| Prop.
| 106

1. SUITES REFLLES

lim fx)=fL).

x — [

F
£
e
S

137
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II. SUITES REELLES

—

u, est I'ordonnée du point M, de C, d’abscisse
Uy.
le,l parallele & x'x par My coupe D en Py: P,
a pour abscisse u,,
= f(u,). .

::: esft( I‘Igrdonnéc de M,, point de C, d‘ubscns:sc
u; : on obtient M, en tragant par Py la parallele
a yy',

My — Py — M, (M,€C)

1”1 M P[ B— Mz(MZEC)
etc. :
Si I'on continue ainsi, les points M, obtenus se
rapprochent du point A, intersection de D et de
la_courbe C. Les coordonnées de A sont (L; L)
avec L =f(L).
On trouve ces coordonnées en résolvant
I'équation f(.\'):x_

L’abscisse de A est Ia racine positive.

149, Enoncé

Points successifs sur ( -
M(uy; up),
M, (uy; uy),
M;(uy; uy).

Etudier Ia convergence de chacune des suites dé

__1 nm . _ nw
un—-" cos(lz), v,,—n(l+cosl—2-),

finies pour n=>1 -

nir
W, = 2+ ~)
v n( cos 2

Solution
na 1
® |€0s —I=<1 donc Iu,,ls—. Prop.
12
1 104
Or lim (—)=0, donc la suite |u,,| est conver- .
+o0 \N o Produit d'upe suite convergente
genle et sa limite est 0; donc u, est convergente Par une suite majorée.
et lim g, =0, La fonction f telle que
nw
® Pour n=6(2p+1): cos E_O €t v, =n. f(x)=x(2+cos%)
nw 5
Pour n = 122p +1) : cos E=—1 et v, =0, a pour limite (+o0) 3 (+0).

La suite v, n’est Pas convergente,

nw nir
° —IS-COSE-S] donc 1$2+COS E<3 Prop,
par conséquent s
nsw,<3n Encadremen; e w,,
donc l:-T W, =400, lim =lim 3y = + oo,
+ oo + o
138
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150

Enoncé

I. SUITES REELLES

=2 ¢t pour n=0: u,,.,:-% (“" 11) l\‘,\q
l

La suite v, est définie par v, =

n’ __

u, — \/5
u, + \/3

1) Etudier les variations de la suite u,,

Etudier ses variations.
3) Etudier la convergence de v, et celle de u,.

2) Démontrer que pour tout n : v,,,=(v,)%. Démontrer que v, est bornée.

Solution
s P 161 )
1) up=2; =7 Uz == Uo< Uy MAIS U, > U,.
3= U, up W VS oouy oy,
Upyy— Up = . P — .
2u, O
Les termes de wu, sont posilifs.
Le signe de u,.,— u, dépend de la position de uz+5
u, par rapport a \ 5. n e

Up< V5  don
et u|>\/§, d’OiJ

La suite u, n’est ni croissante ni décroissante.

u,,+,—\/§_u3,+5—2u,,\/§_(u,,—\/§)2

u|>u0
Uy < Uy, etc.

4 vn+|_u"+,+\/§_uﬁ+5+2un\/§ (u, +V5)
vnﬂz(vn)z-
Or u,.—\/§<u,,+\/§ donc |v.] <1,
d’ou Ve <l.
La suite v, est majorée par 1 et

2-V5_ -l (2-V5)(2+V5)  4-5
Y=o Vs (2+V5F 2+VSPR  (2+V5P
v, est donc le seul terme négatif de la_suite Up.
Donc pour tout n : Vo< v, <1. La suite v est -
bornée, Posons vy =d. A
2 __ 8.
vj—":az', U2=v%=a4; U3=(U2) =a,
1
our n >0 v, = a®)". - <l
’ n=le ll (2+V5)?
Or, a1, donc lim(v,)=0.
+ o : ] \
On peut montrer aussi qué Un est décroissante : Prop
2 -1)<0 104
vn+l—vn=vn—vn=vﬂ(v” :
139
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II. SUITES REELLES

—

3) v, est convergente et lim v, —0.‘
Calculons u, en fonction de v, :

u,,=\/§(l+vn)

I—vn

donc u, est convergente et l:m Uy = V5.

e On peut aussi étudier la fonction

1 5 +
- - x+— sur R?
fix— g5t

f(x)=0 en x=V5 et f(V5)=V5.

o=2; uy = f(ug); up=f(1t,), etc.

En utilisant le tracé de la courbe de f sur
10; +<[, ainsi que la droite A d’équation y=x,
on construit, a partir de u,; =0 les points de la
courbe C :

My(ug; u,); M, (uy; uy); Ms(u,; us), etc.,

et I'on observe les positions des termes u, par
rapport a I'abscisse de A(V5;V5), ét Ia
convergence de u, vers V5

avec zzp<\[§ > L¢p+,>\/§.

Enoncé

Un» bornée ¢t croissante est dong
convergente et sa limite L vérifje

Prop.
L?2—L=0 {106 |.

x |0 V5 +o

Voir détail a I'exercice 148.

Mn+2:2lln+| - 2u,,.
On sait que S est un espace vectoriel
Déterminer deux suites particuliére
Trouver la suite élément de S, tell

Solution

raison g est élément de S g;
vérifie I’équation caractéristique

q*—2q+2=0.

Cette: équation n’a pas de solution réelle, mais
solutions compleyes : G=1+i et g,=1—;

S ne contient donc pas de suite géométrique réelle.
i ;:"w‘ ‘hm . . n
s gr=V7n (cos - Hisin W);

les

P iz
aF= VI (cos 27_; g, 7).

140

S est I’ensemble des suites (u,) qui vérifient, pour tout n:

de dimension 2 sur R.

s de S, qui constituent u
€que up=2 et y,=—1.

ne base de S.

A= —-1= i2
1 +i-_—.\/§eiw/4
1 —'i=-\/ie~"ﬂ'/4.

=
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Posons s, =5 (AT q5) = V2r e cos “Tﬂ

|
e — J— n__ " ' Y
cl I 21'““ q3) = V72" -sin 14—‘”
s, et 1, sont des suites réelles Cléments de &
Vérifions le pour s, Sns2=28,0 4+ 28, = A

l 1
A=5(q1*? +q3*% -297*" —~2q7%

5 2 +2qY +2¢%)
l n+ nt |

A=i(q. 2-2q" ‘+2q'.‘)+5(q'z"2—2q'z"'-+ 2q%)
1

n l
A:f,_‘ q' (g7 —2q, +‘2)4‘5 q5(q3—2¢,+2)=0.

Etudions la combinaison linéaire :
Vn as,+pt, =0
ce qui équivaut a

Yn V2" (u cos ”77"'+ B sin %—r) =0

Pour n =10, on obtient : a=0.
Pour n =2, on obtient : 8=0.
La famille {s,,, r,,} est donc une famille libre de S,
donc une base de S, puisque S est de dimension 2.
Toute suite de S s’écrit donc :

u, =V2" (A cos -'-141-7+B sin %T)

uo=2 et u,=—1 conduisent a : A=2 et B=-3,
. n

d’oll u, =(V2)" (2 cos '%T— 3 sin -{—T)

Enoncé

I1. SUrTes REELLES

Prop.
112

La méthode est a retenir ;o

passage par la recherche de s
s complexes pour  deétermmer
des suites réelles ¢léments de 5.

Car g, ¢t g, sont solution de

q’-2q+2=0.
Prop.
113
Revor L notion de base pour un

espace vectoriel

A et B sont des réels quel-
conques.

La suite cherchée est uniquc.

Déterminer les suites qui vérifient t,,2=3Uy41 — 2U,.
Quelle est celle de ces suites pour laquelle uo=1 et u;= -3?

Solution

Cherchons, parmi
vectoriel de suites,
Vo= 1 et de raison Xx. o
x est solution de I'équation caractéristique :
?-3x+2=0:x=1o0u x=2.

Si I'on pose s, =1 et 1, =2" la famille {s.: 1} esl
une famille libre et une base de I'espace vectoricl.
Les suites cherchées s'écrivent :

u,=A+B-2"

les éléments de cel espace
les suites geometriques avece

Prop.
112

| e venfier rapudement

141
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II. SUITES REELLES

1ty=1 conduit 3 : A+qB—1
iy=-3 conduit a : A +ﬁ,B =

d’ou = —’2., et A 5
donc u, =5 —lx 2%
Enoncé

Prop.
113

Pour u, et u, fixés, A et B g
calculent de maniere unique

Démontrer que pour tout naturel n non nul :

——<Vn+1- ‘\/_<—
2Vn+1 2V
Etudier la convergence de la suite : u,=Vn+1-Vn
. . 1 1 1
puis de la suite : Vp=14+—+—+ ... +—.
Solution
( Vn+1-Va)Vi+1+Vn Multiplier et diviser par la forme
Vr+1-Vn=
1 \/n—_i_l_*_\/z conjuguée de
= VA-VB.
Van+1+Vn '
Or 1 < 1 Vn+1>Vh.
Vr+1+Vn Vin+vVa
1 1 Encadrement d’une suite par
et > d i ;
m+\/’—1 \/m_}_m €ux suites convergentes vers ().
. 1 1
d’ot F——<Vn+1-Vnp<—0_ Prop.
2Vin+1 2Vn 1105
. 1
La suite t,=—— est convergente et lim ¢, = 0,
n
A 1 —+ o0
de méme qn = '
& 2n+l
converge vers O Donc u, est convergente vers (),
Pour n>0 - \7>2(Vn + -\/_)
Démontrons par récurrence que : v, >2Vn+1-2, Frop.
101

Si 4,>2Vp+1-2, on a

v,,+] = vp +

1
Vp+1

d’ou 4 >(2Vp +1-2)+2(Vp +2-Vp +1)

vp+1>2”p+2—2.

La suite w,,=2(\/n\+1-'-2) est divergente verg

(+o0).

Comme v, > w,, alors v, est divergente vers (+w),

142

Raisonnement par récurrence.

Majoration d’une suite par une
suite qui diverge vers +oo.
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II. SUITES REELLES

D’AUTRES POUR CHERCHER

154 ¢§ Enoncé

La suite (‘Vn) est défi’li(,’ par Wo=a et wl:b avec, pour n >1

Wni1=w, — Wy—1. l
Démontrer que cette suite est périodique. Quelles sont ses variations? .
Indication

Démontrer par récurrence que w,.3=—w, puis calculer w, .
Réflechir a la périodicité et son influence sur les variations.

—
N
n

Enoncé |
1 | ) .
est une suite arithmétique si et seulement si
a+b’a+c’b+e q
(@%, b*, c?) est une suite arithmétique.

1 1 1 )
, , est-elle une suite arithmétique?
(1 +V3 1+V5 V3+V5 I

Démontrer que (

156 Enoncé

a) Une suite u est définie par uy=—3 et Uy . u, —6.
Calculer les cinq termes qui suivent u,.
b) La suite v est définie par v, = u, +18.
Démontrer que v est une suite géométrique que l’on précisera.
¢) La suite v est-elle convergente? Et la suite u?

Indication |

Ces deux suites sont convergentes : lim v, =0 et lim u, =—18.

157 Enoncé

2
Soit la sui n) de terme général u, = . \
la suite (u,) & " (2n+1)(2n +3) |
a) Déterminer deux constantes réelles a et b telles que ¥n eN, |

= 4 . b
2n+1 2n+3 .
b) Soit la suite réelle définie par le terme général S,=S, u,.

u,

p=0
Donner en fonction de n I'expression de S,. Démontrer que S, est com

ergente.
Indication

Démontrer par récurrence que S, =1-

. S, est croissant ajoré
In+3 O ante et majorée.

143
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I1.  SUITES REELLES

Enoncé
o ) 1,01 1,01)"
Voici deux suites définies pour n>0: u, . )_ et U, =t ) .
n Vn

Tous les termes sont positifs.
1) Démontrer que si a et b sont des réels strictement positifs :

’ . \ b
a<b équivaut a ;>I.

. u i . . _—
2) Exprimer L —1 en fonction de n. En déduire que la suite u est décroissante
u,

pour 1<n <100 et croissante pour n>100.

3) Exprimer t, =% puis (t2—1) en fonction de n et étudiez les variations de v.

n

Indication
o LI, Uisa ;. n=100 U\ > u, équivaut i 210
u, n+1’ o, 100(n +1) = Uy i, )
Enoncé
A= e : on pose s.= n )
"= PSR T Ty 3

1) Démontrer que s, ne garde pas un signe constant.
Ve 1 ./ . )
2) Démontrer que |s.| <—l-. En déduire que s’ converge vers Q.
r
s est-elle une suite convergente?

Indication -

I La suite s, n’est pas monotone, mais convergente.

Enoncé
Etudier la convergence de chacune des suites :

3n2+2n—1 , Snt+n?+1 N e S
U, =———-; =53 W.=3Vn®*+n+1-5n.
i Sn+3 n*+n? " n

Enoncé . ,
N* désignant l'ensemble des entiers naturels privés de zéro, on donne la suite

(u,) a termes positifs, de premier terme u,=1 et telle que pour tout n de N*,

5 2o s
on ait : (Uy+1) = 2Uy.

1
2

144

) Calculer uy, us et us.

) On pose : Yn EN¥, v,=Inu, —1In2.  m ae
Montrer que la suite (V,)nen+ €St une suite géométrique dont on précisera la
raison. Calculer la limite de v,, puls celle de u, quand n tend vers (+).
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II. SUITES REELLES

3) On désigne p , .
] 3) U i hf'" d({ \f’[’; A}»,’ﬂ_:?omnu des p premiers termes de la suite (v,) et par B,
‘ oo P premiers termes de la suite (u,). Calculer A, et B, en fonction
de p. Déterminer les limites n P P
utes de A, et de B, quand p tend vers +=.

Indication

)} 3
l) u:=2’: "3=2‘; ll4=2;. o) l .
2) On trouve Un+1 =5 Up; lim 4, =2.

e

162 {Enoncé
= Voici quatre suites u, v, w, t, définies par:
_n n+1 n n+
iy, Sy v, = s W, =-—"——, trl . 2 .
3n+1 In+1 3n—1 In—1
: a) Etudier les variations de chacune de ces suites.
; 1 .
b) Démontrer que 3 est un majorant de u et un minorant de v, w et t.
! c) En déduire la convergence de u, v, w et t.

1 ; 1
d) On pose u’=§—u,,. Démontrer que 0<u’<;; en déduire la limite de u), et

celle de u,,. Etudier de méme les limites de v, w, L.

Indication

a) On peut soit étudier le signe de (u, —u,-,), soit étudier les variations de

X — u est croissante; v, w et t sont décroissantes.

X
3x+1°

6,;‘} Enoncé

1
Soit la suite u définie par up=1 et pour tout n : .=z i, +2.

1) Démontrer que u est majorée par 4 et qu elle est croissante.

2) Quelle est la limite de u?
3) Illustrez cette étude en tracant dans un repére orthonormé les droites

|
|
|
i
i'
I
!

1
d’équations : y=x et y=5Xx+ 7.

? 4) On considére la suite v telle qu v, = Uiy '*'l" -
Déterminer h pour que v soit une suite geometrique.
Etudier la limite de v et retrouver celle de u.

Indication
5 @ les interprétations graphiques dans les exercices 148 et 150.

. 145
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II. SUITES REELLES

[EMI Enoncé

1
t
i Soit la suite v définie par vy=6 et v, == v, +2.

2
| ) Démontrer que v est minorée et qu’elle est décroissante.
; |
{ 2) Est-clle convergente? 1
! : LY H . 1 i
i 3) Hlustrer en tracant les droites d équations ;. y=x et vy =3 x+2.
i‘ Indication
% A rapprocher de I'exercice précédent. Le choix de v, change tout.

S

l!_(vsl Enoncé
| TR S . o
"+l p?42 iy n?+2n+1

Etudier la limite de cette suite, en majorant chaque terme de la somme.

=

Indication

S

Il s’agit de majorer u

n Par une suite de limite nulle en remarquant que,
O\ . | 1

quel que soit p>1 : - <

n“+p n+1

-

[166] Enoncé

Etudier les limites de :
n cos n n%+cos n 2" —13n
iy ———N v, = WA TS = .
Vn¥+1 3n2+sinn’ 2" 4 3n
Indication
M

ajorer Iu,,l par une suite convergente de limite nulle.

n
Pour t,, mettre en évidence la suite géométrique s, =(2) i

-

[l(ﬁ} Enoncé

a et b sont des réels tels que 0<q <. (uy) et (v,) sont deux suites telles que :
2u,v
“Untn

1
Up=a et u,,, = v Ve=b Dy ] = =
0 A 0= et v, 5 (1, +v,).

1) Calculer uy, vy, uy, vy et les représenter par de
2) Démontrer que, pour tout n : u, <y,
3) Démontrer que (n,) est croissante et (v

8§ points sur un axe.

n) décroissante.
146

-
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I, Surres rEELLES

0se 1w, =1, — ;
i 4) On pose D W=, = u,. Démontrer que W, est convergente de limite ().

i 5) Démontrer que w,v, = ab. En déduire les limites de u. ef v
. n nt

Indication

: . n+1~ Uyyy €n fonction de u, — v
5) lim u=lim v="Vah. C'est la moyenne géométrique de a et b.

n*

‘ 2) Récurrence. Exprimer u

168 §Enoncé
a étant un réel positif, la suite (u,) est définie par uy=a et u,,,=Vau,.
1) Démontrer qu'il existe deux valeurs de a pour lesquelles (u,) est constante.

2) Ces valeurs sont désormais exclues. Démontrer que si a > 1, alors u, est minorée
par 1, et majorée par 1 si 0<a<1.

3) Etudier les variations de u, et sa convergence.

Indication

Up 4y

’ 3) Comparer a 1. lim u=1 pour tout a>0.

An

169 ¢ Enoncé
On considere les suites u qui vérifient la relation :

un+2=_un+l+6un (1)
les termes u, et u, étant donnés.

1) Trouver deux suites géométriques v, et w,, de premier terme 1, qui vérifient
cette relation.

i 2) Soit t, =6v, —8w,. Démontrer que t, vérifie la relation (1).
3) Déterminer l'ensemble des suites qui vérifient cette relation.

Indication

: Voir les exercices [151|et|152.

o - "
170, «) Enoncé " o , _
On considére les suites v qui vérifient la relation (2) :

U,,+2=4vn+l -4v,
les termes v, et v, étant donnés.

VY Trouver une suite géométrique i, de premier terme 1, qui vérifie cette relation.
= nu, vérifie aussi la relation (2).

2) Démontrer qu la suite wy

147
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171

172

II. SUITES REELLES

Enoncé

Déterminer l’ensemble des suites (u,

Enoncé

Déterminer la suite (v,) qui vérifie

148

vn+2=2vn+l _SU"

) qui vérifient
» -

9up 4o+ 6l + 1, =0.

Y Déterminer la suite qui vérifie ug=u,=1 et étudier sa convergence.

avec

'U()="'2

et

'U1=0.

|
{
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CALCULS D’INTEGRAL gg

' / 3y
/ Procédés divers - Eudoxe (-
\\\ Euclide (=365 av o

Probléme des mes

| \ ant notre ére) se sont intéressés au
ures de figures, mesures d'aires (dis
| \\\ mcsu‘rcs de volumes. Archifi:dc (—287; -212) fut i‘unq::g
\\ premiers 4 élaborer une véritable méthode de recherche
| r:oslr les aires. C’est ainsi qu'il démontra, le premier, que
1 B C :‘:llr.c .du 5“1?“" de Dﬂrﬂl)f)le (colorié en rouge) et les 4/3
; aire du triangle ABC: il utilise pour cette démonstration
des considérations mécaniques.
/ Des mathématiciens tels que Képler (1571-1630) (volumes
des tonneaux) et surtout Cavalieri (1598-1647) (méthodes
des indivisibles), Pascal (1623-1662), Guidin (1577-1643) ont
préparé une méthode moderne d'intégration grice a la
décomposition de surfaces et de volumes en domaines
élémentaires.
f C’est i Leibniz (1646-1716) et Newton (1643-1727) que I'on
doit la mise au point du calcul intégral et sa liaison avec
le «probléme des tangentes » ¢’est-a-dire la dérivation.
Cauchy (1789-1857) et Riemann (1826-1866) donnent une
forme définitive 4 la théorie.

: 2 MW Pour calculer I'aire S de la surface comprise entre la
parabole, I'axe x'x et la droite d’équation x = 1, découpons
cette surface en «tranches» de méme largeur. '
Si le nombre de ces tranches est n, leur largeur commune ‘
est 1/n, et ’on peut assimiler chaque tranche 4 un rectangle ‘

‘ ! de largeur 1/n et de hauteurs :
' 1\2 /2\% /3\2 n—1\>
| o (5 B
n n n n
| Ecrivons la somme de leurs aires :
1(1 4 9 (n—1y
| = (_2+_2+F+"'+ —

n \n n '

- =—13[1 +22+324+ . +(n—1)7]
n

= ' & Dans I'un de ses «Traités d’Arithmétique», Pascal a
© . ‘démontré que la somme des carrés des nombres entiers de
| 1a(n—1)est
= f n(n—1)2n—1
| .———————(n Sl I). Donc S =~(n 61)1(’ ).

6
On peut considérer que I'aire cherchée S est la limite de
S. lorsque I'on augmente indéfiniment n : cette limite est
173 C’est un résultat analogue & ce que trouvait déja

I
I
% . Archimede.

149
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I, CALCULS DINTEGRALES

DES EXERCICES CORRIGES
Enoncé
Ltudier I'existence des intégrales suivantes, et les calculer si possible :
2 : 2 N
A :f (2x2—2)dx; B=I 217 2] dx;
. 0
nI 3 3 dx dx:
H=J:)4x(2x2—2) dx; D:L (2x2—2)? x’w"
2 _ 3 4x
- 7_ - F=| ——— dx.
,\E—ft VT2 dx; F L a3y
= |
Solution
A : La fonction polyndme : x —» 2x2—2 . Dt
est continue sur [0; 2] donc I'intégrale A existe. 32
Les primitives de cette fonction sont :
, Déf.
F(x)=§x3—2x+C 15
16 4
A =[F(x)](2,= F(2)- F(0)= (?—4-4- C') —~ C=§. La valeur de C n'a pas
d’importance : cette constante
B: La fonction : x —» ]2x2—2] est continue sur disparait dans F(2)-F(0).
[0; 2] donc I'intégrale B existe. P " -
Mais |2x*=2| peut s'écrire de deux facons @ie—{j]_ AV : M
rentes 2x2—2=2(x—1)(x+1). _o - 0 2
e Si x<—-1 ou x>1: ]2x2—2|=2x2—2 car |~ [ S
i (x—=1)x+1)>0.
o Si—1<x<1:|2x*-2|=-2x242 car _ ,
(x=1)x+1)<0. Puisque |2x -2|=0 sur R on
Le calcul de B doit étre scindé en deux calculs : trouve donc pour B un réel
Ll 2 ' . positif.
B=f(—2x2+2)dx+f(2x2~2)dx ¢ b
0 , ]l ) , ff(x)dx-—-[ f(x)dx
B=[-——x3+2x+C] +[—x3—2x+C’] e %
3 0 3 1 f LA QU 1} +J f(x)dx.
2 16 2 Y. b
B=(—-+2)+(-—4)—(——2)=4. Lo
3 3 3 NN W Y
H: La fonction g telle que 8(x)=4x(2x*—2) )
étant continue sur R, 'intégrale existe.
Si on pose :
u(x)=2x*-2, ona u'(x)=4x f=wen; Fo L i
d’Ol\] : g:u')(u3 . n+l
donc une primitive de g est : (s1n#-1).
G(x)=l u"(x)=-1- (2x2— 2)*, On peut prendre 0 comme valeur
4 4 de la constante C.
150
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et par conséquent :
H=[G(x)]}=G(1)-G(0)= —4.

4x

p : La fonction x +— m n'est pas

définie en x=—1 et x=1. Elle n’est donc pas
continue sur [0; 3], par conséquent I'intégrale D
n'existe pas.

£ : La fonction h définie par
h(x)=4xV2x*-2

est définie etcontinue si x>—1>0; elle est donc
continue sur lintervalle [1;2]. L’intégrale E
existe donc. Avec u(x)=2x>-2, h se présente
sous la forme : h=u'x ut.

Une primitive sera donc :
H(x)=§ u;=% @2——7)3
d’ou
B -2 [Var- P R=5 (VE-0)=4V6.

F : La fonction est continue sur [2; 3] donc
I'intégrale est calculable

4x _u'(x)
(2x>=2) u*(x)
une primitive s’écrit :

1 —1
K(x)=- u(x) 2x*=2

o ]3_[:1+1]=z
”[2x2—2 , L16 61 48

Enoncé

II. CALCULS D'INTEGRALES

-1 1 2

]

Prop.
97
wr=Vu

E est encore un réel positif
puisque

4xV2x%-2

est positif sur [1;2].

F est un réel positif.

7 3
Calculer I=J’I cos 3x-sin x dx puis J =f i cos 3x-sin x dx.
0 -3

Solution

X —> cos 3x-sin x est continue sur R. _
Ici, il est indispensable de linéariser COS 3x-Sin X,
¢'est-a-dire le mettre SOus forme de somme

f(x)=cos 3x-sin X =% [sin 4x +sin(—2x)]

f(x)=% sin 4x—:,|l-sin 2X.

e

sin a+cos b,

De l'intérét de savoir ses formu-
les de trigo...

Prop.
15

151
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II. CALCULS D'INTEGRALES

Une primitive de f est F telle que :
1
F(x)= ——é cos 4x +Z cos 2x + C.

D’ou

2
I=[—écos 4x +% cos 2x+C]

0

1 1 1 1 )
= —_—— - J— —_—— _— ‘0
1 ( 8cos 27r+4cos 17) ( 8cos 0+4coz,

1 1

Pour J, remarquer que f est impaire, donc

fjaf(.t) dx =0.

Prop.
68

Attention a cos 0, cos ... et auy
fautes de calcul!

Méme méthode pour

”

z
I cos 8x+cos 5x dx;
0

4
I cos X +cos 6x+sin 2x dx...
0

Enoncé
12x+16 _, . i _—
= (\_:_2)2. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x différent
' a b 3
de —2, = + ! édui = J’ .
e f(x) TTATY En déduire K 0f(x)d)c
Solution
On doit avoir, pout tout x # —2:
12x+16_ a i b c ; o BT e
(x + 2)2 x + 2)2 x+2) ¢ quotient ne“‘se presente pas
12x+16_  a b(x +2) sous la forme e
(x+2)* (x+2) (x +2) 1 faut donc trouver autre chose
12x + 16 _ bx +a+2b pour calculer ces primitives.
(x+2)* (x+2)
b=12 a=-8 On doit avoir pour tout xEDr
donc { {
a+2b=16 b=12 12x + 16 = bx +(a +2b).

12
x)=— + .
fx) (x+2)? x+2
Cherchons les primitives F de f.

) g(-’\')":m-

Posons : u(x)=x+2, u'(x)=1.
u'(x)

u*(x)’

g(x) est de la forme (—8)-

G(x)= & +C
Donc (J\f)—xJr2 i

152

f est la somme de deux fonctions
continues sur 1-2; + oof
et [0; 3]1C]1-2; +oof.

imitives
u'

l{ . ., =
de e et les primitives de =

Ne pas confondre les Pf

_adl
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II. CALCULS D'INTEGRALES

12

donc Hx)=121n|x+2|+C,.

u’'
h=12 Tl— Prop.
80

. 8
Ainslt : F(x)=x—+i+121n|x+2|+c, avec C=C,+C,.

D’ou
K=F@3)- F(O)——+121n5 4—121n2

2 5
K———51—+12 In —.

2

Enonceé

2

Calculer I =f X - COS de.
0

Solution
L3 - . x
La fonction estxconnnue sur R donc I existe. u(x)=x-cos %
Puisque x-cos =>0 sur [0, ], Dintégrale cher- '
2 C’est un produit que I'on ne peut
chée sera positive. pas linéariser. ‘
|
On essaie une intégration par parties. I faut donc trouver autre chose. ‘
er -l
o | essal Prop.
Si on pose 124

Le choix de f et g’ n’est pas

1 . x

f(x)=cos X alors fl(x)=-—5siny
2 2 2 . (.

toujours évident.

1
g'(x)=x alors g(x)=i x? Il faut donc essayer!
1 , x]” 1‘[" 5 o X . ¥
- I=|= 2l 4= | x%esinzdx. PO =32 '
ona: /[l [2 X< cos 21, "2l 2] ici x+cos 2>0 sur [0; )

compliquée! C’est donc I sera positif.

L’ lntegrale qui apparait s ’est uee _
dans l'intégration

donc que le choix de /et g
par parties était mauvais.

® |2° essai
Si on pose
{ f(x)=x alors fl(x)=1
X
g'(x)= cos% alors g(x)= qmi

-

x1" T X
ona: I:[Zx sin —] —2f sin 5 dx.
2 0 0

153

2
L
e
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I CALCULS DIINTEGRALES

On sait calculer la nouvelle intégrale
p . .\. mw
2X sin -] +2
- 21,

, .

) 1"
2¢08=| =27 —4.
21y

Enonceé

H i :
Soient 1 -j (2x -+ Decos? vdx et J=| (2x+1)sin?xdx,

0 0
Caleuler I +J, I -J, en déduire | et J.

Solution

Les fonctions données sont continues sur R, donc

intégrables sur [0; %T]
i
I+ =I (2x + 1)(cos? x +sin2 x)dx
0

i . T o
IF+J=1 Qe+ )dx=[x2+xfi=Z 7
+ L (2x )dx =[x x]0 1673

1-1J =r (2x + 1)(cos?® x — sin? x) dx
0

1—J =r (2x + 1) cos 2x dx.
0

On a besoin d’une intégration par parties.
Posons u(x)=2x+1 et v'(x)=cos 2x.

Autre méthode

On pourrait calculer directement
I'et J : exprimer sin? x et cos? x
en fonction de cos 2x et faire
deux intégrations par parties;
c’est plus long...

Remarquer Pintérét du calcul de

I'+J car

cos® x +sinz x=1.

Prop. 1 =

124 J\}I\.‘ s e
| i 7 (.
I-J= [i(sm 2x)(2x + l)] —f sin 2x dx /,ﬂ_/(, N R
0 0 i ‘ t \E . B y _
1 . H 3 Y @2 )‘f_ ¥
I—J——-[—(sm 2X)(2x+l)]‘+[lcos 2x]3=7_1- /:) ¥( } 0 LI' ~
2 0 2 ' 0 4 =t
On obtient le systéme : Wi
™ w 214\ e
I+J=—4Ll -+ -
4 l6+4
o
[—J==
4
2 772
cest-i-dire I=—+2 o J=—,
32
Enoncé
i 3 i H
Calculer I=] cos” xdx; J=I cos* xdx; K —J sin® x dx.
0 -F 3 -z
154
_.4
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TS (mul\m\\ L X e con' Xy x b cost g
st A \nnl détindes, \lclwnhlcx done conti-
. K sont done Lll‘L‘\lhll‘ll‘

Caleul de v Posons “\)
une pnnnll\ ¢ dc f

f(x) o CoN nNCCON X

(W
pues sur R. l\

cos' x. Cherchons

Cos \'(I ~sin® X)
fLX) €08 X = CO8 X vesin?
La fonction fy: fi(x) = cos .\'-sm" X se présente
LWOUS I forme
fa) = e xae (x) avece u(x)=sin X

el W(X)=cos .
. LS B l
Une primitive de f; est done 2 '
Do
] : Bl
I I cos xdx— [ w'(x) () dy
i\ <0

. - l Y ‘ -
[ =|sin X I:‘m:{l.\m X l:\

| inn‘ it
=gin === SN T="5""7%
4 3 4 2 3

9 12

2

1 m V2 |(\/5)’_5\/i

e Calcul de J : Posons g(x)=cos" x.
11 faut linéuriwr g

cos .\‘=lcox X =—(l+ws 23 )

cos' x =§(H"L0s2\+cos"’\)
1,1 ~”'+-l-(l+c0‘4\')

gx)= 1 icos-.\ 3 s 4
X 1

g(\)—-;— %c052x+§ms4x.

Une primitive de &

3 1 .
==x+=-sin2x+5¢ 4x.
G(x) 8'\ +4qm X33 sin 4x

D‘Oh " l 1 1
J —[§ X +Z sin 2x +§— sin 4\]_5

3w 11 3T ooe.

“16 2 16 16

o Calcul de K. La fonction X sin® x est
continue sur R. Elle est impaire, donc

(1}
J sin® xdx =0 qinsi :  K=0.
-

11. CALCULS l)'lN'l‘fz(iRAl.ﬁs

Dé.
45

Cette méthode st applicable s!

I'on i une puissance de cos x (ou

de sin vy d'e xposant impair.

(u"')':.‘u'u"Y

Prop.

97

cos? a-—'-(l +cos 2a)

appliquée 2 fois :
avec a =X
avec a=2x

[sin(ax)] =a-cos ax

Remarquer que X +— cos* x
est paire, donc

J._"“x(.\')dx =1 Lﬁg(x)dx

Prop. y
116
|
|
X' “ a X
|
|
),l
findr=- ) Hd
_[ _Lf( )de
158
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I1. CALCULS D'INTEGRALES

Enoncé

Calculer L =f *V3 — xdx.
0

.

Solution

X — V3 —x est continue sur ]—?0, 3] donc cette
intégrale existe. Intégrons par parties :

u(x)=x dou w'(x)=1
froms oo wst
v'=3-x) dou v= —5(3 —X)
2 2
L=[—2—x(3—x)%] +3f (3 —x)idx
3 o 3Jy

S )

L=(—f)——4-(1~\/?)

3 15
12V3 4
—4~1 ,22.
5 15
Enoncé

Prop.
124

X — 3-x) a pour dérivée
3
X = (- x)

X — (3- x)z

a pour dérivée
] 3
X —5(3—,\'):

f(x)>0 sur [0; 2] donc on doit
trouver L >0

Calculer les intégrales
l e
A= J’ S B=j In xdx;
1

C=f X In xdx;
1

xInx

p=|

— dx;
Solution

Les trois premieres fonctions sont continues sur
10; +oo[ donc les trois intégrales existent.

Az f(x )=T f est de la forme f=y'x avec
u(x)—lnx

D’ou une primitive : F(x)=5 uz(x)=_2. In2 x

e_ 1l 1
A=[F(x)]|=§ln2 e=3In? 1=
B : Intégrons par parties : In x =1 ><ln X.
u'(x)=
v(x)=x

B =[ll(x)-v(.r)]:—f w(x)X v(x)dyx
1
B=[xInx]i—=[x]{=[x In x =-x]i=1.

u(x)=Inx dou

P
osons {v'(.\')=1

d’ou

156

Ces trois fonctions étant positi-
ves sur [1; e], A, B et C seront
des réels positifs.

Prop.
97
|
pour I<x<e:-<lona
X
nx
—<Inx<xInx
X
donc A= B C.

Ine=1letlnl=0
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B

posons 1

. [ntégrons par parties :
u(x)=Inx d'on

w'(x)= L]
X

p'(X)=X d'oun  v(x) =% x*

. ¢ ¢ l l 1 N
C= [% x“In \1 | - J: 3 Xxdx = [5 x?1n x ~7 x2]

N T l 1
(-‘--2-( 3( 1 4((' +1)
pi == B=10 UL, ool
X
f est continue sur 11, +°°[ donc D exnste
- ] 1' O A
f(x)= Xln\
Si I'on pose u(x)=Inx, on a
, _u'(x) ‘J(\
fxy=wix)x u(\) u(x)

Donc f admet pour primitives In |u| +C
F(\)—ln |In x|+C

D= j dx =[In(ln x)]¢
e nJx
D=In2-In1=In2.

Enoncé

[1. CALCULS D'INTEGRALES

Prop.

124

Prop.
80

! )__l
u'(x x

Il fallait y penser...

Ici x>1 donc In x>0
|In x| =In x

Ine=1
In e2=2

Démontrer que I = 0 quel que soit n.

Soit I'intégrale I = J (cos x)*" 1 dx (n entier naturel).

Solution .
Utilisons le changement de variable affine :

(=T
ST

il 7 onar= -2
Pourx=—6— on a 1= et pour X =-¢% 3

w
3
Dot I= (—1)J g(cos(——z))ml dt

I= _[ (sin t)**!-dt.

{ — sin>"*'t est une fonction

donc

La fonction :

impaire donc I =0 pour tout 2.

Surtout, ne pas tenter un calcul
direct, par une autre méthode.

_Tr
Prop. x=o=1

125 cos (;—T— t) =sin .

Cet exercice montre I'intérét de
I'utilisation d’un changement de
variable dans certains cas.

Prop.
116

157
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II. CALCULS D'INTEGRALES

] 4nw
T f X cos g dx,

mw

Montrer que (I,) est une suj
et le premier terme I,.

On pose : S,,=IO+VI,+...+1

te géométrique dont on déterminer

» Calculer S, et lim Sics

182  Enoncé
Utiliser un changement de variable pour calculer :
. 1
I=J Sin(4x_z)dx; j=J- ln(4x+1)dx
A 6 0
Solution
* Calcul de T : Posons ¢ 4y _r On peut aussi utiliser yp, primi-
- tive de sin (4x—76—7).
Si x=0, alors = -2 ' »
6 i
Si x =%T, alors t=§61-. S Kk (4x—§).
Avec cette nouvelle variable ¢ : Prop.
ig_-r
I =l sin t d¢ 125
4)_ 7
d’ou.
=1 [—-cos e ] [+\/§+\/§]_\/§
4 g 2o | g
e Calcul de J : Posons t=4x+1. In(4x +1) est continue sur
Pour x=0, alors t=1. Pour x=1, alors t=35. 1
Avec cette nouvelle variable : ]‘Z; +°°[-
1 3 ’
=Z In ¢t d¢ Voir ici I'exercice 180,
1
En intégrant par parties :
u'(t)y=1 u(t)=t¢
{ v(t)=Int v’(t)=%
J—l[t In t]s—l[t]s—1 [5In5-5+17 -
4 Fog TS =541y
5
J==In§5-1
3 n
183 Enoncé
Calculer I, =

a la raison ¢

n— oo

158

—

_‘J ¥
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Solution
%
X —> X COS 5 est continue donc intégrable sur
[ dnm].
{ u(x)=x d’olt u'(x)=1
Posons : , X %
v'(x)=cos =z d’oll w(x)=2 sin=.
2 2
l X 4nm 4nw X
L, = gnT ([2.\' sin EL —L 2 sin 5 dx)
l X X 4nm
= X sin - =
n = o [2\ sin 2+4 cos 2]17

1
I,,=F'(8n7r><0+4—277—0)=-2—1;(2-77).

22— 1 1
Or : I":FTXEZI"_'XE.

. .- . 1
Donc (I,,) est une suite géométrique de raison ¢ =5,‘
n+1
2
1

 —
2

de 1I° terme I,=2—m.

Sp=I+1,+...+1,=2—7)

S,=2@2—m) (1 - (%)H)

La suite I, est convergente car lq| <1.

Donc lim S,=2Q@2-—x).

n— +ow

184 Enoncé

[1. CALCULS D'INTEGRALES

Voir aussi I'exercice (176.

Le choix de v et de v’ est, encore
ici, une question de bon sens.

‘4’

\4
g C 8T8
o

On remarque que I, <0
(car 7>2).
On ne pouvait pas prévoir ce

i . X
résultat a priori car x cos 3

&

change de signe sur [, 4n7].

Prop.

110

1
A =f x3e i dx.
0

En utilisant des intégrations par parties successives, calculer

Solution
x — x%¢71 est continue sur R.
e Premicre intégration par parties
{ f(x)=x* dol f'(x)=3x7
g'(x)=e¢"i don g(x)=-2¢7}

1
A :[._.2x](v-;](l‘+6 f -‘.2‘,—5 d.\'.
0

Ce n'est pas trés difficile, mais
cela demande unc bonne atten-
tion (coefficients!).

Prop.
124

159

-
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1. CALCULS D'INTEGRALES

e .S'econde intégration par parties pour B

h(x)=x* d’ou h'(x)=2x x
{g’(x)=e‘5 don  g(x)=-2¢7?

1
| . .
B:J- xze—g dx:[—2x2(?~z](l)+4f Xe 2 dix:
0
0

o Troisieme intégration par parties pour C
p(x)=x d’ou p'(x)=1
{ g(x)=e? dou gx)= —2e?

1 b
C=f xe™ dx=[—2xe‘§](',+2f e~idx.
0 0

|
f e”idx est calculable directement :

0

x — —2¢7 est une primitive de x > €72

1
D=f e~idx=[-2¢7i]j
0

[ -2x’¢"%]}+6B
[—2x3e~i—12x%e %]} +24C
[—2x3¢~i— 12x%¢ i —48xe |} + 48D
[

(-

(—2x*—12x*—48x—96) e~ ]o
—2-12-48-96) e+ 96

A
A
A
A
A
A

96— 18 _ 0 168.

Ve

(eax +b )I= ae®x+b

, 1
(e78)=~5 e
Prop.
90 (7
. A P £~ f
,(:L \ gt ‘ { ( A ( )

Ne pas faire tous les calculs
intermédiaires, attendre la fin!
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II. CALCULS p'lNTﬁGR/\LEs
D’AUTRES POUR CHERCHER

Enoncé

—

3 o2 .. .. COS X )
f(x)=cos x Xsin” x; g('\)::inTr; p(x)=sin x X cos® x.

Déterminer les primitives de chacune de ces fonctions.

Enoncé
Calculer
i —dxi+x+1 0 2(x+1)
[:J " dx; J=I |x2—x —2| dx; ( 2) d
X -3
Indication

Ecri_r(? I sous forme de somme. Pour J étudier d’abord le signe de (x*—x —2).
Justifier d’abord I’existence de chaque intégrale.

187 Enoncé

Calculer
g smx 7Cos X Zsin X —COS X
[= f sz 05 X ix: K=f SInXZCOS X iy
cosx » sin x b sin x +cos x
In({ication

Penser a I’existence de ces intégrales.

Calculer : A= JT:—dX;B:

188 Enoncé .
sin x 7 sin 3x
3 cos x o 1+cos 3x -

Indication

1
Pour tout x de [0; ;I], cos x#g.

189§ Enoncé

x—1
fx)=177-
a) Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que f(x)=a +_b_

x+1
b) Calculer I f(x)dx en justifiant I’existence de cette intégrale.

- c) g(x)=[fx)] Calculerf g(x)dx.

161

E % 3
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II. CALCULS D'INTEGRALES

Indication

9 ~4+ln §l—
a)a=1et b=-2, h)1—1+ln(l() c)J 3 356"
Enoncé
Calculer . 2 |
l —
A=J; (.\'+3)(.\'2+6x+4)2dx; B:f_2 Vx+3 dx: C= , (—,\:T]?dx'
Indication

Pour le calcul de A, surtout ne pas développer! ’

Enoncé
Calculer
: € y Sin 2x
J’ sin 2x X cos 2x dx; J sin 2x(cos? 2x)dx; | f Sm32x *
A s o COs” 2x
Enoncé
Caleulor . 24):5—23r3‘+x2~1
alculer = : \?T\dx; J= J sm(2x+1) 4 cos 3x)d
K= f (x = 1D2(x + 1)?dx.
Enqncé
Ecrire cos? x ¢f sin* x ep fonction g, COS 2x ¢t cos 4x.
Calculer f (x cos? +sm x)dx
Enoncé ;
On pose I, =J; *'e" dx (n est yp haturel Supérieyy

1) Calculer I.

2) Montrer que pour toyt Naturel y .
3) En déduire L et I,. ,

4) Calculer alors J = J- (x> 422 —2x) ex

Indication

162

a 0).

.+1~e—(n+1)1

4) Utiliser le calcu] de I, I, et 13-‘_]
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[I. CALCULS D'INTEGRALES

o5 ¢ Emoncé
! 5 __cosx sin x
A= f dx, B= f dx
o Sin X +cos x sin x +cos x
Calculer A+ B, A= B et en déduire A et B.

Indication

Penser d’abord a I'existence! A+ B=

DI

Enoncé

T

196

L X i

Calculer F (.\')=f 10" dt en fonction du réel x puis résoudre I’équation F (x)=6. !
0

Indication

tinl10

Penser que 10°=¢'™'° dont la dérivée est e

In 10

197 Enoncé 1
Calculer la valeur moyenne de la fonction f, pour I donné, dans chacun des cas .8

suivants :
a) f(x)=4x>—5x+3 et I=[0;3].

B I P
b) f(\')=sm x et I—[O, 2].
c) f(’C)— et I=[e; 2el.

Indication

Revoir la définition de la valeur moyenne.

P A N

‘198\ Enoncé — |
Calculer —(—\——17—- dx, par changement de variable, en posant X =x—1.

2 x—1)y : |

E. hﬂ Enoncé ’

| P3+2t Pe+3t-1 ., . !

Calculer I'=| ——dt et J= I e dt a laide d’un changement de 1

variable. 2 t—1 0 - |

Indication i

Pour I, poser X =t -1 et pour J poser X =2—,

163
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II. CALCULS D'INTEGRALES

2]

Enoncé

1
1) Calculer 1,= I V1—xdx.
0

1 -
2) Calculer Il=f xV1—xdx en intégrant par parties.
0
1

3) On pose I,,=J’ x"V1-xdx.

0 8 . .
Trouver une relation entre I, et I,_,. En déduire I, et L.

Indication

V1-x=(1- xR Attention :

la dérivée de u=1—x est u'=-—1,
3) Partir de I, en posant u(x)=x" et v'(x)=(1-x)

1 2
(1=x¥=(1-x)(1—x)t In=;”(1,._,—1,,).

- |
201 Enoncé i
Calculer I‘=‘r (1+cos x)*1—-cos x)*dx.
Indication
: . : L Sm.1 33
f(x)=sin® x +sin® x -sin x. Linéa in® x. =%, " _
néariser sin® x I e

gEnoncé

(n+1) 7
Calculer u, =J' e 'sin r dt.

nr

Indication

Deux intégrationg par parties. (=1)"

u,= 28"” (1 +e” ),

203 Enoncé
flx)=

X >
e Démontrer que pour toyr

- 0,2
En déduire un encadrement g, I= f
0

Dx—x3 +x5—x7$f(x)$x -+
f(t)dz.
Indication

Penser 2 utiliser les suites ECOmétriques pour la premiére question. e
- T PO »en

164
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TFPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL |

pES EXERCICES CORRIGES

= 7 nonCé
3204} .
L~

fx)=x" et g(x)=2x —x* Démontrer que I'aire de la surface, ensemble des
points M(x, y) tels que : 0=<x <1 et f(x)<y<g(x) est le tiers de I'aire d’un
carré de coté 1.

Solution

f est définie sur R et, [(.V)ZO pour tout x.

La représentation graphique ’de_ { est une parabole,
dont (O, | ) est axe de symétrie. ‘

f(h=1, donc la parabole passe par le point C(1; 1).
La surface hachurée S, est définie par :

osx=<1 et O0=<ysf(x).

1 5 1 ) 1 1
Son aire est : jE.=I x dx=[—x]0=_,
0

3 3
L’aire du carré étant 1 en cm?, 'aire de S, est
donc : 1 2
.f£'2=1_'3‘=§

La courbe représentative de g est une parabole de

7

sommet C(1, 1) et d’axe la droite d’équation x =1.
Pour connaitre la position relative des deux courbes,
étudions la différence :

f(x)—g(x)=x2— (2x —x*)=2x>—2x =2x(x — 1).
f(x)—g(x)=0 équivaut & x=0 ou x=1.
Les points d’intersection sont donc O(0; 0) et
C(1; 1).
Si x€[0; 1]: 2x2—2x<0 donc g(x)= f(x).
La courbe de g est donc au-dessus de la courbe de
f dans cet intervalle.
Un point de la surface Ss, située entre les deux
courbes, est donc caractérisé par :

0sx<1 et fx)sy=<gkx)
3. 1 .
L’aire de Sy _/53=J- g(x)dx—j f(x)dx
0 0

C,

1 1 Prop-|  Upité : em? s
A= —7x2
2 8 (g(X)—f(x))dx ='—j0 (2x —2x )dx, 129 il =170 =1 em.

pUS——__
. d’ot

ou e [xz —% x3]1 4 —§‘= % % unité d’aire.

A . Y )
g 165
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¥ 1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

'En définitive, les deux courbes découpent dans le
carré OACB trois surfaces °

. 1 L . 1
Sy d’aire 3 S, dalreg

o1
et la troisiéme surface qui est S, —8,, d’aire 3

Ces trois surfaces ont donc la méme aire.

205 | Enoncé

B _ C
1/3 it
1/3y
= = \
1/3\
0] A
S

1) fix)=cos x +cos® x. Btudier f, x décrivant [—m; 37]. Tracer la courbe

e représentative de f.
2) Calculer I'aire de la surf
i deux droites d’équations : x =0 et x — .

3) Calculer la valeur moyenne de f sur [0 E]

_,.\u\' géométrique.

ace délimitée par cette courbe, I'axe x'x et les

) > et en donner une interprétation

Solution
1) f est périodique et de période 24
) l’étudier_,pour XE[—-m; 7).
f est paire : il suffit de I’étudier sur [0; 7]
f'(x)=—sin x =2 sin X*COS x
f'(x)=—sin x(2 cos x + 1)
Sur [0; 7], f(x) s’annule en x=

> on peut

0; x=7 et
T

Sur cet intervalle - sin x=0. Donc le signe de

fi(x) est le signe contraire de : 2 Cos x + 1.

2
2cosx+1 i 0 =

fl(x) Z|%0 B0 0 .
- - . ]

: 1

L f(x) 2 N e 7 0
R |
166

flx+2m) = f(x)

27 1 !-
COS —= —__
3 2
|
1y
f(0)=2
flm)=-1+1=9p
2 1 1 1
3 2 4 4 ;
{
,';'\
,A“f_
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hons I'intersection de la courbe avec I'axe
cherCe qui est indispensable pour le calcul d’aire
iy, € -
'c\]ex’la question 2.
f(x)=cos x(1+cos x)
— 0 équivaut a cos x=0 ou cos x= -1
e 0; 7l Z ou
5 (0, ] x== ou x=m.
soi, pour xEL0; -
or avec précision la courbe pour X décrivant
[ 4

Trac . _ 20 1

[0; @l placer les points (0;2) et (—3— _Z)
e 3 § _'TJ_"

5 tangente parallele a x'x, puis les points (2, 0)

!
§ ('X.
++ 0) sur I'axe X _
;t«“( lg;/métric autour de yy.’, on obtient la com:be
‘1- i—w- 0] (fonction paire) ct par translation
fil:: vectel’lr i =2mi, on obtient la courbe pour x

décrivant [73 3],

2) La surface en question est la réunion de deux

1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL -

|
!

H
!
]
!
!
i
1
t

surfaces : I'une au-dessus de x'x daire Si, 126

I"autre, au-dessous, d’aire S,

Prop.

‘/ : -Sl=j.jf(X)dx (car f(x)=0 sur [0; —g])

| :Tsi%hj.gnf(x)dx (clar f(x)§0 o [222 WD

Ch‘?!f}h.o‘ns une primitive F de f:

f(x)=cos x+% (cos 2x +1)

Si |7 =17 1=1cm, Vunité
d’aire est 1 cm?.

167
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L APPEICATIONS DU CALECLL IRTEGEA)

: I I
Aot Fxy=uin x 4= uln 2x 4z x4
4 p
' P nw/? 1 ' ' "”j
.a,.|[.(_\,|" -v(ll/‘-i() (") lt4 )‘
(unités d'aire)
v . " " "r 1 7’ " ,7I
S [F ], (' F3+C) (2 HC)=1-2
(unités d'aire)
d'ou S, 8,=2  (unités d'aires).
i wr 447 2
3) f(X)dxy =8, = | 4 =m —
0 ! 4 4
T
La valewr moyenne m de f sur I(); 5] est donc _
) ! y , }
’ | /(44-1) 4+ 1 ‘ }
n = 4 = ) m
T 4 27 I
== R .
“ 0 1=
C'est la Jargeur du rectangle d’aire S, de 3
m .
longucur —=. Sur le dessin, les deux surfaces
o2 ) D,
hachurées sont donc équivalentes : elles ont la 46
méme aire.
2060 Enoncé
. . 4
[ est la fonction définie par f(x)=x+5-—.
X
1) Démontrer que I'équation f(x)=0 a trois solutions x,, x,, Xxs que l'on ,
calculera. On pose  x;<x;< x,.
2) Etudier la ’f()nclion / et tracer sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.
3) Calculer I'aire de la surface déterminée par
XIS XS Xy, =y<f(x). |
Solution
1) f(x) existe si, et seulement si, x #0 Equation du 3¢ degré; il faut
o __X'1 +5x% -4 chercher une racine évidente. >
](-\)’— 2 ’ .
X
f(x)=0 =<=> x'+35x2-4=,
Nous FEMATGUONT que f(~1)=0 d("".:’ dans le Division de polynomes ou utilisa-
polynome x*+5x*—4 on peu f:lcl:mwr x+1. tion de
3 €2 A —(y- -} S .
On trouve : x>+ 5x*—d=(x+ 1(x*+4x —4), f(x)=(x+1)Xax?+ bx +c).
\ N pm - b= =2 /5 .
Dol X =-2-2V2, x=-1 ="242V2 .
1
168 ;
I

___--4
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

2) f(x) est continue et dérivable sur |—o:; 0] et Faire une étude précise de f et
10, +oof. lim =+ lim, f=—co lr:u:cr sa courbe avant tout calcul
+m o d’aire.
et lim  (f(x)—(x+5))=0. La droite d’équa- | [pe
x| = + > ef.
tion y=x-+35 est asymptote a la courbe de f. 31
lim f(x)=lim f(x)=—oo,
x—+0 x—+0
x>0 x<<0
L’axe yy' est asymplote.
8x  x(x+2)x*— - 0 =
fxy=1+ 5 XN 2 ) :
X 5
. , ) f(x) + 0 - +
Le signe de f'(x) est celui de x(x +2).
D’ou les variations de f. Wl-e 7 2 N -sf|-2 2 4=
3) Sur [—2—2\/5; —l], f(x) est positif. ]
[ est continue sur cet intervalle, donc f est
xz 4 Prop.
intégrable. F(x)=—2—+5x +;. 126

169

| ek L
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

L’aire st cherchée est donc égale & :

x, ) _\,2 - 471*
I_ flx)dx  soit [?+ 5x +;]M.
F(-D= : —-5—-4=-8.,5

d’équation a’y* —x*a*-x?)=0

Calculer le volume du solide engendré p

Dans le plan muni d'un repere orthonormé, on considére la courbe C
avec a >0.
Calculer I’aire de la surface intérieure a la courbe C.

ar la rotation de C autour de x'x.

Solution
.

y s ) s N X-
L’équation équivaut - Y= (a’-x?)
c’est-a-dire a

X

—x
p== Va’—x? ou y=—Va?

— x2
avec a’-x*=0,
Construisons C\, courbe de

x
fi i x — ZVgi2 2
a

puis C,, la courbe représentative de fr=—f. La
courbe C est la réunion des deux courbes C, et C,.

fi est continue sur [—a;al et dérivable sur
l-a; al; f, est impaire. '

, 1 a2—2x2w
=2 | )
Etudions f, sur [0; al.

a
fix)=0 pour x =72 sur cet intervalle.

lim f)(x)=
X—a
X<a L4

A(a; 9()_(3\st parallele a | axe/y"& Apres le tracé de
I'arc OBA, on trace I'arc O
rapport a O.

La courbe C est obtenue en co
symétrique de C, par rapport a x'x.

170

—. La tangente 3 |a courbe C, en

DA' par Symétrie par

nstruisant C,,

a’-x2=(

équivaut & xE€[—q; al.

M(x, yeC équivaut 3

fy

-

Prop.

126

MEC, ou MedC,.

v a

o
(RS} I~
:

¥

" |
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° L’aire\ tota[e est, compte tenu des symétries,
égale a 4 fois I"aire de la surface S définie par .

O0<x<a et 0Sy$£ Va?-x2
a
Comme [,(x)=0 sur [0; a], on a

-ff(S)=J’ Y dx=-]-J.a x(a?— x?) dx.
0o a aJy

u(x)=a*-x* u'(x)=-2x

Une primitive de f; est I
fi=—— ' ud

1 NS
F = —— 2 _ w23y3 2a
1(x) 3a V(a®—x%) doi |
1 1 F,= —§—u5+C.
dou  AS)=[F(x)ji=—xa’=3a’ a
3a 3 Prop.
127

< et 4 . :
d’ou I’aire totale : ./E(S)=§a2 (unités d’aire).

DI
e Compte tenu des symétries, le volume cherché /\
t , S
es X i 1 // X
—a
0

a 2 a
v=2j wf%(x)dx:-%rj' xXa*—x*)dx p
0 a- Jo y
271 3_1 5]0_2’1'(_1_ s_1 5)
”’a2[3‘”‘ 5] 23975 —
4ma’ il
v= (unités de volume). 134

08  Enoncé

considere le demi-cercle d'équation x2+y?=R?

repére orthonormé, on :
En repe ’ a rotation de ce

avec y=0. Calculer le volume de la sphere engendrée par |
cercle autour de I’axe x'x.

Solution
y?=R2?—x? avec |x|=<R. Prop.
Ce volume de révolution est donné par : 134 y

R R - -
o[t aem ka0

-R -R 4 |, i \

1 * ,_ ] R-‘]—_-_ aR? a \
V~7r[R x—;x]”k 27| R 3 3 . "
& i ' ~R 0 ‘ R %
(unités de volume). ) I 1]
st O retrouve un résultat bien conntl depuis la classe “J

de Cinquie¢me.

171
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II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

@ Enoncé

]
Studi iati i urbe qui coupe
f(x)=2e* — e*, Etudier les variations de f et construire la co q p

n : rthonormé.
en A I'axe x'x et en B I'axe y'y. Le repére est o

Calculer I’aire de la surface comprise entre I’axe x'x, I’axe y'y et I’arc AB
de la courbe.

Calculer le volume du solide engendré par la rotation de 'arc AB autour
de x'x.

Solution

f est continue et dérivable sur R :

f(x)=ex(2-¢~)
f(x)=2e* —2¢* =2¢%(1 - ¢¥)

lim (e*)=+4o

lim f=0 et lim f=—oo, donc lim f= —oo,
— 0 + oo -+ oo
f'(x)=0 pour x=0; f'(x)>0 pour x <0.
f0)=1 et f(x)=0 pour e*=2 d’ots x=In 2t X | - 0 o
L’axe x'x est asymptote a la courbe en (—o),
f(x) est positif sur [0; In 2] donc Paire demandée i + 0 -
est donné par
In 2 1
Jf:J (zex_ezx)dx Lf 0/ \—Oc
° 1 In2
A= [Ze" —= ez"] =3 (unité d’aire). Prop.
24 2 27| |
Le volume de révolution est donné par : : —— _1|B

In2

In 2 ‘
v=.[ w(f(x))Z dx =7 j (4ezx—4e3"+e4x)dx /
0 ; In2
A

In2
V=1 [2e2" —g— ol +l e“"]

(unités de volume).

32 16 4 1\ 5z
u=w[(8—---+—)—(2—-+-)]=- Pro
33 "
3 41 12 134

Enoncé

f(X)=% (e* +e7™); g(x)=f Vi*—1ds
1

Etudier la continui
Démontrer que 4

et h=gof_

& Sur [1; +oof,
calculer h'(x) et en déduire h(x).

té€ et la dérivabilité de
est dérivable sur R*,

Solution
t — V-1 est continue sur 1=®; ~1] et

[1; +[ donc son intégrale sur [1; x] existe a
condition que x=1,

-—
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

g est donc définie sur [1; +o[. g est une primitive il
de | — Va1 p

sur cet intervalle : g'(x)=Vx?—1I.
g est donc continue sur [1; +oof et g(1)=0.
f est définie sur R et dérivable :

Prop.

130

f'(x) =% (e*—e™)

. )
f(x)>0 sur R* et lim f=+o avec f(0)=1. &’
)

f est donc une bijection de R* sur [1; +oof. f / theoe
g étant continue et dérivable sur [I; +oof, il en !
résulte que I'application composée h=gof est
continue et dérivable sur R* Peop.|  |Prop.
h'(x)=f(x)xg'(f(x)) 44 39
. 1 -
d’ou h’(x)=-2-(e"—c XV A(x)- 1
, 1, 1 _
f‘(x)—1=Z[c“"+c'2"+2—4]=z(c"—c *)? 2 xe *=2
1 1 l 1 (ex+(,—x)2=£,2x+e-—2x+2
donc h’(x)=Z(c‘—c—")2=Z e2*+2 e“z"—i. (65— 0—%)2= e +o~2x =2,

h est une primitive de cette fonction :

h(x)=-1- e o1 e =L x+c

8 8 2
et I'on sait que h(0)=g(f(0))=g(1)=0 d’on
1 1
——=+c=0 c=0
g 8 ¢
__1_ 2x __ —2:__1-
donc - h(x,)-8 e 3 e 5 X.

211 Enoncé

i 4
g est la fonction de [0; ;] dans R définie par : g(x)=tan x - X.
1) Etudier les variations de sa dérivée g', et démontrer qu’il existe un unique
réel x, de [0; g] tel que g'(xo)=0.

8 ™
En déduire les variations de g et le signe de g(x) sur [(); Z]'

T o (AX\"
2) Démontrer que, pour tout x de [0; :1_] : 0s<(tan x) s(;) )

3
3) Soit, pour n entier supéricur a 0: I, =J; (tan x)" dx.

B Démontrer que I, est convergente ct déterminer sa limite.

173
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II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Solution
T 1 4 4 5
O oy ym2——— = | = —+tan® x
1) Sur [0, 4] o g2'(x) o X -
. ) ‘ I ) _2tan x
g'(x)=2 tan x (0052 x/  costx’
Sur ]0; %T[, g"(x)>0 donc g’ est strictement

croissante
4 T 4

g0)=1-—<0 et 'g’(z)=2—;>0.
g' étant continue sur I’intervalle considéré, il
_existe un unique réel x, tel que g’(xo)=0.
Sur [0; xo[, on a g'(x)<0; sur ]xo, :1_7] :
g'(x)>0.
D’ou le signe de g'(x) et les variations de g.

Puisque g(0)=0cet g (g) =0, le minimum m de
7r ’ - ’ .
g sur |0; Z] est un réel strictement négatif;

T
pour tout xE]O; Z[, on a g(x)<0.

b

2) 11 en résulte que pour tout x de [0' %] :

4
tan x —— x<(
T

n

N 4x
d’ou  O<tan x<— et 0=<(tan x)" S(4_x) )
T T

3) Sur [0; 7—7] ona:

k1a
3 n
d’od OsI,,sf (55) dx
0 o
4 n xn+l 7
donc OsI,,s(—) [-h]
m/ Ln+1l,
0€I"S—I—- 1—‘_-
n+1 4
: fpr s 1
l.a suite w« définie par ; u,,="+l est conver-

gente et sa limite est 0.

174

£ est définie, continue et dériva-

i i
ble sur |(): —].
= 4

La dérivée de :
u:x — tlan x

est u':
X — s—=1+tan x
cos® x
L3
Prop.
42
T
0 ad
X X, 2
g |0 + + 4
2 - 0 +
g [0 N :In A0

Prop.
121

encadrer une intégrale.

Trés important pour

[.\"‘"'](‘:= (—g)'ul

Déf.
41

=
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II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

lim u, =0.

o

Or: 0=1, :‘:&' u,

; , T i
donc, puisque lim T 0 la suite 1, est conver-

gente el

lim I, =0.

Enoncé

Prop.

IIOJ

Prop.

104

lim 7, =0

| |
Uy =—+——+ S
“n on+l n+2 2n—1

(n

Soit la suite

2) Calculer u, ., — u,.
Démontrer que la suite u est décroissante et qu’e

Montrer que v, = nu,. En déduire la limite de u,.

1) Ecrire u,: us: u;. Combien y a-t-il de fractions dans I'écriture de u,?

- . Spios 1
3) On considere la fonction f définie par f(.\')=;_- avec xE[1; 2].

On pose r,,=f(l)+f(l+%)+f(l+:1,)+...+f(l+"_l>.

€ N¥),

lle est bornée.

n

Solution
1 1.5 1,1 1_47
1) u,=1: l(3=-2-+§=6. ll3—§ z 5—60.
u, est une somme de n fractions : le premier
dénominateur est n, le dernier est (2n—1).
Le nombre des termes est (2n—1)—nf1=n.
u,., est donc la somme de (n+1) fractions.

1 1 1 1
2) u, =—+— . T
“""n on+1 n+2 2n—1
1 l L] 1 1
l‘n-rl:m"'m ces ,)"_l 2" o)n+l
e donc
S SR U W
Unr "Wn =50 T30 F1 0 2n+1 2n
La suite u est donc décroissante. Tous ses termes
e sont visiblement positifs et 1, est le plus graqd.
Donc pour tout n : 0<""‘\:]. ", est majoree.
ey Cette suite est donc convergente.
""‘.b

u, est définie par une somme.

Deéf.

1
2n+1>2n donc < —
2n+1 2n
Prop.
102

Mais comment calculer sa limite?

175
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

==t —t—F ..+
3) v, 1+ 1+ 2+ -
If=s 1= 1+—
n n n .
=14 n n
" n+l1 n+2 7 2n-1
v _"[l + l + + ! ]
" o n+1 77 2n-—1
1
donc v, = nu, donc u,=—v,

n

N..=%[f(1)+f(l+%)+...+f(l +5)+...

n

+f(1+";l)].

u, est la somme des aires de n rectangles, de

1
largeur . et de longueurs :
!

f(1), f(l +%) f(1+§), f(1+’~1%1).

Or, f est continue sur [1, 2].
Il en résulte que u, est convergente et que sa

limite est : 2
) J' f(x)dx
1

2
L =J %dx=[ln x1i=In 2=0,69314
1

Avec un ordinateur, pour n=1000, on a trouvé
Ui000™~= 0,693 39,

L’intervalle [1; 2] est divisé en n
intervalles :

2 n—1
l; l+-1-: [+=; g 14—

;2%
n n n

Prop.
131

Vous pouvez vous-méme faire
quelques calculs avec une
machine  programmable  ou,
mieux, un ordinateur.

Mais la convergence est lente...
il vous faudra de la patience... et

puis pour n=10000 Uj0000=0,693 17. de la mémoire.
X > —
X
R, Ry W
1 WL e b ~
n n X -
176
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II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

2 14
11 I En()nCC 19 Kol £ ’\
22 [l\l C L ' v
Ny ' g

Co

Soit la fonction f définie par f(x)=(1-x)"-¢!. (n entier supéricur a 0).

1) Démontrer que la restriction de f 4 [0; 1] est une bijection de cet intervalle
sur lui-meéme.

2) On pose : I, = ;;”_')f f(t)dt pour n entier supérieur a 0.

Déterminer une suite convergente u telle que, pour tout n : 0=/, <uy.
En déduire que I, est convergente et trouver sa limite.

3) Déterminer une relation de récurrence entre I, et I,

o | N j T
4) On pose : v, = '+2X|'+Z 2'+ +2_"x;_z—! (nElN*).

Démontrer que pour tout n>0: I, =Ve-,
v. est-elle convergente? Quelle est sa limite?

n

Solution
1) f est continue et dérivable sur R, donc sur [0; 1]. f est un produit de fonctions
1, dérivables sur R.
fi(x)==ei+(1=x)"""(1-2n—x)
2 0 1
x
{Osxsl donc 1—-x=0
1-2n<0 donc x>1-2n i - 0
donc f(x)<0 sur 10; 1[ f l~— :
f(0)=1 et f(1)=0.
f est donc une bijection décroissante de [0; 1] Prop.
sur lui-méme. 44
2) Pour tout ¢ de [0; 1]: 0=<f(t)=<1 f est intégrable sur [0, 1] pour

tout n puisqu’elle est continue

donc 0<f f(t)dt<f LG &k 0<ff(t)dt<l sur cet intervalle.

Ainsi, pour tout naturel n (n>0) on a Prop.
1 121
0<I \2u+1.n|

Majoration d'une suite par unc
suite convergente i, :

1
Posons : Uy, =-———‘—2"+, Tt
0<l,=<u,.

sa limite est 0.

.1 ; . : |
La suite = est convergente : Suite géométrique de raison et

1
) = 1 -<1.

La suite géometrique 5—;— est convergente et sa 3
o limite est 0, donc u,, est convergentc et sa limite Prop.
est 0. I, est donc convergente et lim I.=0. 110

S— 177
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

3) Une intépration pil parties sur [,y Vil conduire
3 celte relation entre Iy ¢l l,.

On a:
|
l..u:k-I (1= eerdt
0

Posons
u(H=(1=0"""dot w'(r)= —(n+D=0"
{l"(!);t'; dou o(!) =2t
La=k[200=D"" ety |
F2k(n+ 1) [ (1=n)reedde
[\]

[2(1 =) eet]y=0-2.

Donc :
]

Lywi==2k+1, =1, _m

4) Démontrons par récurrence :
Yn>0 I,=Ve—u,.
La plus petite valeur de n est 1:
1

R IR
i S TIa

1 ! r l 1 1
"=ZJ:, (1-ehdr=7[2(1- D et +ael]s
3
I=Ve-z.
| e 3
Pour n=1, on a bien 11=\/E-v..

Supposons_1'énoncé vrai pour I’entier naturel
p:l,=Ve—-u,

1
P bor=h =510,y
d’ou
1 1 1 1
1,,.” =‘\/E"‘(] +§X-]——!+...+‘2—p'x;)—!)

1

_—2!;+l(p + l)'

[[)'Fl =\/—(_,_ vl""l‘
L’égalité est donc vraie pour (p +1).
Dong, pour tout naturel n supérieur a 0 :

e v N
I,, =Ve—-v, d’ou Uy = \f;_ !n'
Or, la suite I, est convergente et sa limite est 0.

Donc v, est convergente et lim (v,) = Ve.
+

178

Prop.
124

|
avec k:m
- I
2 St e+ 1)
I
2k(n+l)=m

On retrouve I, dans le second
membre de 1'égalitc.

On remarque que

In +1 —Iu <0‘

La suite I, est donc strictement
décroissante.

Dé.
38

Intégration par parties (voir
question 3).

Prop.

101

Enoncé (E,)

§ (E,) vrai
(EJ’) o (Ep+l)

pP=n
Ve=lim (2 _l_.) -
n— +x= W .pl ’
P=0 - p
P

-

avee 0'=1
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Il. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

114 Enoncé
H 5
Pour n naturel supérieur & 0, on pose : I, = J sin® xdx et I,= J' dx.
1) Calculer I, et I,. 0 0
2) Trouver une relation entre I, et I, , en intégrant par parties.
3) Exprimer I, en fonction de p.
4) On pose : u,=nl,l,_, pour n=1. Démontrer que u, est constante.
En déduire I, en fonction de p. )
2
5) On pose :  Jo=1, et J, =f cos" x dx.
Comparer J, et I, 0
Solution
1) 10'—‘3 et I,=[—cos x5 = 1. Remarquer que [, >0 puisque
)
. i Nl
2) sin" x =sin x Xsin""~' x. | sin x>0 sur ]0- 2]-
Posons u(x)=sm" " x 1
. n=2 rop.
d’ou w'(x)=(n—1)cos x+sin"“ x IZZ
p'(x)=sinx dou wv(x)=—cosx
I,=[—cos x-sin" ' x[§* cos? x=1—sin? x
+(n—1) | cos?xsin "2 xdx | sin?xxsin""?x=sin"x
; . - 0 ; *n d
I,,=0+(n—l)J' sin" 2 xdx—(n—1) A sin” x dx , _”_1’
0 n-_ _ 1In-2
n
d’ol I,=(n—1)1,_,—(n—D11,
donc nl,=n—-1)1I,_.
T 1ol Calculer les premiers termes [,
: [p==d’ou fer 2
3) o est Conlllu ° 2 1,, I pour avoir une idée de la
] m b) ? A -—1 v oénerale
== Jh==X— n=2doup= ) formule génerale.
L=3h=3"3 (
w [P —
I =§12=2<-—1><— (n=4 d’ou p=2)
44 4x2 2
I :E[ =fo (n=6 d’olt p=3).
676 * 6x4x2 2 . :
Raisonnement par recurrence.
Supposons que
, (— Ixl w
=(.‘H\ - D2k —3)... X xZ ~
e 2’\ X(Z’\ "'2) X4 X2' 'd ]' 101
Calculons I ,, en utilisant la relation de la
question 2
| ~(2k+2-1)
TG I
I _(2k+l)(2k—l)(Zk—B)...xle_rl
BT TR )2k 2k - 2).. X2 2
-~ 179
.
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B A donc démontré que, pour tout naturel p 1y a p facteurs au numerateur
@ e 3)...x3%x1 o el au dénominateur.
_(2p- p—3)... e
T 2px(@2p-2)..x4x2 2 Formule qui permet de détermi-
4) tp=nldy_y; sy =(n+ 1) L1, ner des approximations de 77, due
n a Wallis.
Or Ly =——1,_,,
n+1 n +1 n-1
n
donc U, =(n+ l)m I, I,
et Upi1= U,

Donc la suite u, est constante :

u.=1><1,><10=75'.

Donc, pour tout n : nI,,I,,-,:E.
Avyant calculé I, pour n pair (n=2p), on a n pair : n=2p
T 1 n—1=2p—1
L, ,==x
2 L,
_(2p—-2)2p—4)...x4x%x2
P 2p—12p—3)... x3x1"
5) Pour J,, utilisons le changement de variable Prop.
affine :  r=2—x 125
2
Pour x=0: t=75r. Pourx=§: t=0 x=2_;
d’ou 0 - 5 2
J.=(~1) I cos™ (E_ t) dt=f sin® tdr=1,. on pourrait, pour J,, refaire le
3 (]

méme travail directement.

1 ! Lo
522 et I =J; T+ dx. Etudier les variations de f sur [0; 1].

2) On partage I'intervalle [0; 11 en n intervalles de largeur l Sur I'intervalle
[k k+1 n ‘

—_— LR B 1

n’ n ] on considere le recltangle Ry de largeur — et de hauteur f (k : 1),
et le rectangle S, de largeur — et de hauteur f(i) n

n .

u, désignant la somme
des aire des rectangles R, et Un celle de rectangles

1) fx)=

St» démontrer que

et que o, - u, =2L,
n

u,<I<y,

3) Trouver un encadrement de J

avec n=10. Quelle valey i
uy rd - -
chOLSlr pour que cet encadrement donne I avec une erreur i::\fé';ief::rllt: l:
1072 ‘
\—_4
180
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Solution

1) f étant continue sur R, I existe.
—2x

fi(x )—m<() sur  [0; 1];

f est dccroissante sur cet intervalle.

-,

1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Mais on ne sait pas calculer [
avec les moyens dont nous dis-

posons

Prop. Prop.

131 132
k k+1 +
Donc ’—‘\’ - entraine f( )>f(k l)
2) Aire de R, : —f(k+ l)
Aire de S, : - f(—)
’\+l l n—1 k
u, =—2f( ) U,.=“2f(")'
k=0 N k=0 N
1._______1
k I Ox :
f(;) ______ 1 L T
(k+1) L S
\—)—
—————— .|
- I
[
|
=
0,5] {
|
1 |
- RK |
|
|
|
|
|
i |
|
|
|
| | .
< : ! : ; t ' + ! -
" 0 k k+1 ' ' T
! . n n l
.
— 181
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APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Or pour
¢ k + 1 k
ve[5 ] (B ) == (3)
non n n
donc
A k+1 . Bk
Lf(T) dx&ju f(x)dx \Lf(;l-) dx
avec a=£ et B:ﬂ_

n n

En ajoutant ces intégrales pour k entier variant
de 0 a (n—1), on obtient

u, <l =<v,.

UEghmﬂgy”@ymﬁqg;ﬂ

i) ) (s3]

donc
1 1 1 1
b= L0 =L (121 oL
‘ n(f( )= A1) n ] 2/ 2n
Puisque u,sI<v, :
I—u,<v,—u, donc [—y, SL.
2n
De méme :
v,—I<v,—u, donc v, —1] SL.
2n

u, et v, donnent des valeurs approchées de I 3

T pres.
n=10:
1 | ”,
ll|o=ﬁ(f(ﬁ) +f(m) +.. +f(l)) ~=(0,75998
1 1 9
vm:m(f(owf(ﬁ) +...+f(ﬁ))=0,80998.
Donc 0,75998 <1<0,80998

1 , . N
v,,—u,,=;7'-sl()‘2 équivaut a 2n=100 donc

-

n=50.
Pour n =50, on trouve I'encadrement :
0,78038 <1 <0,790 38.

Cette méthode de calcul appro-
ché de I est la méthode des
rectangles.

n 1

-_— = ] =—
f(n) fa) 2 \
f(0)=1

u, v,

- e

- l -

2n

1 =0,05
20
On a ainsi calculé des encadre-
ments de | sans utiliser de
primitive de . *
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Il APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

D’AUTRES POUR CHERCHER

a Calculs d’aires plans

Enoncé
1
) (x —2)*
Etudier la fonction g et trace

surface comprise entre ceft r sa COm;be représentative. Calculer l'aire de la
'y . ) cette courbe, 'asymptote oblique et les deux droit
d’équations x =3 et x =4 . X droites

g(x)=2x-3+

Indication

Différence de deux fonctions [P128 : Rep : 1—
ep : 5

Enoncé
f(x)z.\‘2+2x -3
1) Démontrer que f(x) s’écrit sous la forme f(x)=—1—~—-—1-—

our tout x de E;.
x—1 x+3P f

2) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative C.

3) Calculer I’aire de la surface délimitée par la courbe C, I'axe x'x et les droites
d’équation x=—1 et x=0.

Indication

Attention au signe de f(x) sur [—1; 0].

Enoncé ) 0.57)
Le plan est muni d’un repere orthonorme (0, i, 1. - | -
Déterminer l'aire de I'ensemble E des points M(x; y) tels que :

o<x<l e (x— e*<y=<0.

Indication

f(x) est négatif sur [0; 1]. Rep : A=e—2 (unités d’aire).

Enoncé .
f(x)=cos? x +sin x cos x avec X e[o; =1

1) Démontrer que f est continue sur [0; 7] Etudier son signe.

2) Calculer I'aire de 'ensemble E des points M du plan dont les coordonnées
vérifient 0=x<=m el y compris entre 0 ef fx).

183
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. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Indication

. w
1) Se souvenir que cos x +sin X =V/2 sin (Z+x).
37
-
f(x)>0 équivaut a x <= ou x>

2) Faire apparaitre cos 2x et sin 2x. Attention au signe de f(x).

Enoncé , :
a) Tracer la représentation graphique C de la fonction x = sin x pour

O0<sx<m. . ]
Calculer I’aire de la surface comprise entre cette courbe et 'axe x'x.

b) On considére la fonction f : x —— ax®+ bx +c.

Déterminer a, b et ¢ pour que la courbe représentative de [ coupe x'x aux

o
mémes points que C et passe par le point (5 1). Tracer alors la courbe de f.

c) Calculer I'aire de la surface comprise entre les deux courbes.
d) Calculer la valeur moyenne de chaque fonction sur [0; ].

Indication

4 4 . .
On trouve f(x)= —— x*+— x. La parabole est au-dessus de la sinusoide.
T (s

. , L2 p :
L’aire est égale a ?77—2 (unités d’aire).

Enoncé

f(x)=

x?—4

x2

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative C.
2) Calculer I'aire de la surface comprise entre C, ’axe x'x et les deux droites

3

d’équations x =2 et x =4.
Calculer Uaire de la surface comprise entre C, I'axe x'x et les deux droites
d’équation x =2 et x =m(m>?2).
Cette aire a-t-elle une limite si m tend vers (+)?

) Démontrer que la restriction de f a [2; +oo[ est une bijection de [2; +[
vers [0; —1[.

En déduire rf"(x)dx.
0

Indication

3) Penser  la symétrie orthogonale autour de la premiére bissectrice du repére
pour represe?ter f~". Se souvenir que cette symétrie conserve les aires.

’ -1 . , R .
Interpreter f f~(x)dx comme une différence d’aires que 1'on sait calculer-
0
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1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

’1 l’
Enonce
by iy f o I
(1) Ftudier [ @ x +—> :\j(l +1In x) et tracer sa courbe C.
Elle coupe 'axe x'x en A : préciser son abscisse a.
2) ()'n’ désigne par S, la surface comprise entre C, l'axe x'x, et les droites
d'équations x = a et x =13 on désigne par S, la surface comprise entre C, X'x
. y 7 .
et les droites d’équations x =1 et x=m (m=>1).
Déterminer m pour que les surfaces Sy et S, aient la méme aire.

Indication

1 . -
..«((S,)=-2-. m est la racine positive de In> m+21In m—1=0.

Ezz.\ll Enoncé

2 x—=2
a) f(x)—§a+l+ln <x+2

). Etudier f et tracer sa courbe.

6 —
b) Calculer J In (x__%) dx.
4 x+2

En déduire l'aire de la surface, ensemble des points M tels que

2
4<x<6 et f(x)Sy$§x+1.

Indication

Transformer ln(x +§) sur ]2; +[. Poser t,=x—2et t,=x+2.
X

24} Enoncé _
o(x) est définie par g(x)=e” sin x avec xE[O; 5]'

st une bijection de [0; %T] sur A a déterminer.

Tracer la courbe C de sa bijection réciproque : on admettra que C est

au-dessus de la droite A d’équation y =X. .
2) Calculer aire de la partic du plan, ensemble des points M(x; y) tels que

(EA o 0=ysgl(x)

1) Démontrer que g €

Indication

g'(x)>0 pour tout x de [0; 32.7] Pour (2), penser & une symétrie orthogonale.

————————

185
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I1. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

225 .. § Enoncé )
f(x)=(4.\' _;)2 et g(x)=4x—x%. Etudier et représenter graphiquement fetg
x —

Calculer I'aire de la surface définie par
Isx<4 et f(x)<sy=sg(x).

Indication

Chercher les points communs aux deux courbes. L’aire a pour mesure
In(e?+e+1).

B Autres activités

Enoncé

Appliquer la méthode de I'exercice pour trouver des encadrements de

3 1 1
Iintégrale I =J ——— dx (méthode des rectangles).
s 0 AV 1 + x4
Indication
0,92<T1<0,93.

@ Enoncé

Appliquer la méthode de Pexercice pour ftrouver des encadrements de

1
1
I’intégral J=I
intégrale _1x2+4d\

Indication

1
La fonction f étant paire, il suffit de calculer I

. dx et de doubler le
résulat.

x2+4

228! Enoncé X dr
On pose f(x)=fo Viop Démontrer que f est impaire et croissante sur 1-1: 1[.

Démontrer que, pour t €[0; If: 1< 1 1

S—.
V1i-t* Vi
En déduire que f admet une limite o a gauche en x =1 ot que 1

Sas2.
Indication
Penser que la dérivée d’une fonction impaire est paire. On pourrait prolonger
[ par continuité en x =1, _
§
186
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L. ArpLicATIONS DU CALCUL INTEGRAL
" ",: Enonce
‘-‘. } :
(tan x)" dx*(n '’y )
X (e entier supérienr 0). Calculer J,, J, et Js.
Exprimer J, .2+ 0, en fonction de n, puis J, -

On pose J, =

Juwiae En déduire J, ot Js.
Indication

X > tan x a pour dérivée x —» |+ tan? x. J,=1 In2; J,=1 i
2 7 4
1

-’n 0'.‘+Jn ===}
n-+1

230 {Enoncé
f est dérivable sur R* et f(0)=0. [' est positive et majorée par M sur R*.
Démontrer que pour tout réel x positif, on a

% 1
f(X)sMx et que f(t)dtsz Mx2,
0

Indication

Penser & utiliser le théoréme des accroissements, finis.

Enoncé
Calculer le volume du solide engendré par la rotation autour de x'x de l'arc de
sinusoide défini par y=sin x et 0<x=m.
Enoncé . - -
EJ Méme question qu’a ’exercice précédent pour Uellipse d’équation
2 2 ”
x° Y
—+—=-1=0.
a* b?
2 ‘] Enoncé ’ 1 écédent pour l'arc de parabole défini
Mfme quevtzon qu’a ['exercice precedent p P e défini par |
y=9- x2 et y=0. {
!
Enoncé o ;
a) Montrer que pour t=1: VE=ViEE+1 ’!\/i et en déduire que pour x =1 : !
1
—In2= f <[n 2.
V2 ViIE+]
Calculer la dérivée de F et étudier ses variations. §

dt
b) F(x)= \/’—2‘;—1'

187
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II. APPLICATIONS DU CALCUL INTEGRAL

Indication

! b) Ecrire f(x) sous la forme j u(t)dr—f u(t)de.
‘ 1

S
|

]

|

1

| : ——

¢ Enoncé

X - - . . -
G(.r)=J 16‘ dt. Quel est U'ensemble de définition de G? Etudier les variations
v ©

-= x—=0

2
gde G. Déterminer lim G et lim G(x) aprés avoir étudié le signe de
¢
¢

x>0

LAx)=G(x)—In x.
Indication

F G est définie sur ]0; —=[. Re\'oirfPl30.|

Fnonce

X

! t 1 o - ’ o . e ape. #
a) F:x —s a n ppe dt. Etudier la définition de F et sa derivabilité.
1 -

b) h est définie par h(x)=e* et g=Foh. Démontrer que g est dérivable sur R,
Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que

1 a b
=—t—— (t£0 et t=—1)
e+ 1 111 UF0e D

T e N Y

Calculer g(x).

¢ Enoncé

. . re . 1 &
;S'o:t la suite (u,) définie, pour n=1 par : y, ZF Z p-.
¢ Etudier sa convergence. p=t

Indication

Voir l‘exercicelle.lUliliser la fonction g telle que g(x)=x? sur [0; 1].

Enoncé
Démontrer que pour n=2 :

1 I"*' dr 1

< = :
! ' (n+Dlin(n +1) n tInt ninn
§Sou (v,) telle que
( P = l -+ l + + al
; B T2 33t -y "—In(ln n) avec n=2.
¢ Démontrer que v, est convergente., ..
188
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pES EXERCICES CORRIGES

Enoncé

Trouver toutes les courbes C telles que en chacun de leur point M la tangente
3 C soit perpendiculaire & OM. Trouver celle de ces courbes qui passe par

AQ3; 4).

Solution

Si la courbe C est la représentation graphique d’une
fonction f, cette courbe est I'ensemble des points
M de coordonnées (x, ¥) avec y = f(x).

Si f est dérivable, le coefficient directeur de la
tangente en M est f(x).

Si M a pour coordonnées (x, f(x)), le coefficient

f(x) 5

directeur de OM est 0 avec x #0.

Dans un repere orthonormé, deux droites sont
perpendiculaires si et seulement si le produit des
pentes est (—1):
X
pex =1 o
1l nous faut résoudre I’équation différentielle :
y'y=—-x (avec x# 0).

l 2 ,_* ’
y'y est la dérivée de 5 y2 x est la dérivée de > x=

2
D’oll % y? =——-2—1 x2+ C (C : constante)
c’est-a-dire x2+y*=2C.

Les courbes cherchées sont les cercles de centre le
point O et de rayon V2C si C>0. Le cercle qui
passe par A est tel que 9+ 16=2C d’olt C=35. Son
équation est x*+ y*=25.

Enoncé

1

M(x:y)

()‘. \

Si x=0, M est sur l'axe yy' el
la tangente en M est parallele a

XX

F(x)x flx)=—x.

Déf.
47

Dérivée de u(x)".

Prop.
¥

A chaque réel positif C corres-
pond un cercle.

Trouver toutes les courbes C telles qu'en chacun de leur point M le
coefficient directeur de la tangente en M soit le double du coefficient directeur
de OM. Quelle est celle de ces courbes qui passe par le point B(2; —1)?

189
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I1. l.“.()llA'l'l()NS DIFFERENTIELLES

Solution ‘
Si C est_la représentation graphique de [: | f(x)#0 donc M west pas un
X > f(x), [ est solution de I'équation différen- point de x'v.
. fi(x) 2 . =
tielle ——==(f(x)#0) Dét.

xX) x
c’est-d-dire  In|f(x)|=21n x|+ & ol Prop.| [Prop.
d'ou f(x)= Ax2. Dérivée de In|u(x)|. | 79 || 80
B est un point de C si et seulement si 44 = —1 Les courbes C somt des
d'ol fx)= 1 2 paraboles. Voir cette propriété en

4 géométrie.

Enoncé

1) Soit I'équation différentielle (1) : y'=9y=0.
Démontrer que les fonctions f, et f> définies par

Hx)=e*™ et fy(x)=e >

. sont solutions de (1) et que toute combinaison linéaire de f, et f, et
i solution de (1).

|
2 2) Soit I'équation différentielle (2): y"+9y=0. |
| |

Démontrer que les fonctions 8 et g, définies par
gi(x)=cos3x et g,(x)=sin 3x
sont solutions de (2), ainsi que toute combinaison linéaire de I

. et g,.
4 3) Pour chaque équation, trouver, si elle existe, la solution dont la courbe
3 passe par le point B(—1; 2) et admet en ce point une tangente de pente 1.
i)
A
o Solution
s D) filx)=e>; fi(x)=3e>; f(x)=9¢* y'=9y=0
FiCO) +fi(x)=9¢> = 9¢% =0
pour tout x : f, est solution de (1).
De méme : f5(x)+ f,(x)=9e 3 —9¢~3x = pour
tout x.
(afi + BLH)(x) +(af, + Bf,)(x) Ae™ 4 e
= afi(x) +afi(x) + Bfy(x) + Bfa(x) Prop;
a[£i0)+ i) ]+ BLf30x) + i(x)]=0 138
pour tout x. y'+9y=0
Toute solution de (1) s’écri
F(x)=Ae* + Be—3=
(A et B réels quelconques).
2) gi(x)=-3sin 3x; gi(x)= -9 cos 3y
d’ol gi(x) +9g)(x)=0. A cos 3+ BERIE
k.
190 .
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1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

i d'oll g3(x)+9gxx)=0. Prop.
Toute solution de (2) <"eerit ; 138
G(x)=A cos 3x + B sin 3x.
3) 1;:9” (1), conditions initiales : F(-1)=2 et Pente de la tangente en B :
d’é;l)— ] F'(_l)-
{ .46_3*' B(’3=2 i A('-J-{- Bc}:z F'(X)=3A('3‘~—3B('_3‘.
3Ae ¥ —3Be’=1 {Ae‘3— Bzl 1
3 e~3=—
2 ~ & >3
Il faut résoudre ce systéme d'inconnues les ¢
constantes A et B. 3% X g3 = 3% +3
On trouvera: A =% e et B =% e 3. G'(x)=-3A sin 3x +30 co$ 3x.
D’ou la solution particuliere :
7 Ix+3 5 _3x-3 PEOD
F(.\')=-6 e '+6c RN 139
Pour (2), conditions initiales: G(—-1)=2 et c /
G’(—1)= 1 1
dob {A cos(—3)+ B sin (-3)=2
—3A sin(—3)+3B cos(—3)=1
1 1 |
On trouve : A=2a+§b et B=3a—2b |
|
avec a=cos3 et b=sin3. I
La courbe de F et la courbe de G ont le point o i 0 x
B(—1,2) en commun et la méme tangentc en 21
ce point. )
Elles sont donc tangentes en B. y

| ”

247 Enoncé

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes avec les conditions
initiales données :
(1) Y +ay —=Sy=0 (x=0; yo=-25 ¥o=3)
(2) Y —6y'+9y=0 (xo=—1; ¥o=3i ¥=0)
) Y42y +5y=0 (%=0; yo=4 yo=-1)

Solution

® E,‘!ualion (1) : 1 ¢quation caractéristique asso- proo] 4 ar'+ by&i0

ciée s'écrit : . el B
e r2+4"'—5=0 A>0- r2+0r|+b’.0=0

Cette équation a deux solutions réelles : 1 et =3.

s [\ \“, { ‘ \ C ‘ 191
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I1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Les solutions de (1) s’écrivent :
f(x)=Ae* + Be ™~

fO)==-2 dou A+B=-2

{ f0)=3 d'ou A-5B=3,

0 B=-2et A= 1
n trouve = au A= 5

—s 7 —5x l x -X
Donc : f,(.r)=T e‘—gc s =—g(5e +7e™%).

¢ Equation (2): L’¢quation caractéristique asso-

ciée s'écrit :
rF—6r+9=0 A=0.

La scule racine réelle est 3.

Les solutions s'écrivent : g(x)=e**(Ax + B);

g=1)=3 dou: e (—A+B)=3
g'(-D)=0 dou: 6-3(—3A+3B+A)=0.
On obtient
—A+B=3¢?
{—2A+3B=0
d’on =—6e> et A=-903

La solution s’écrit -
gilx)=e>*3(—9x —¢).
® I:Iquation (3) : L'équation caractéristique s’écrit -
rP+2r+5=0 A=-16= 16i2,
Cette équation a deux
conjuguées :
=—1+2i et B=-1-9;
Les solutions de I’équation (3) s’écrivent donc -
P(x)=¢"*(A cos 2x + B sin 2x)
pP'(x)=e"*(—2A sin 2x +2B cos 2x)

—e (A cos 2x + B sin 2x)
=e " ((=2A - B)sin 2x

racines complexes

+(2B - A)cos 2x)

r(0)=4
d’ou A cos 0+ B sin 0=4 A=4

p'0)=-1

d’ou (—2A—B)sin0+(ZB—A)cos()=_1.
Dol : 2B—A=—-1 avec A=4 donne B=§

d’ou la solution cherchée

3
pi(x)=e” (4 cos 2x+5 sin 2x).

192

f'(x)=Ae* —5Be =",

Les conditions initiales données
déterminent une solution particy-
licre unique.

Calculer g'(x).

g'(x)=e>*(3Ax + 3B+ A).

Multiplicateurs
N
3 |

Solution particuliére unique.

Prop.
139
na
Prop,

138

— |

On doit calculer P'(x) pour tenir
compte de

P'(0)=—1.

Prop.
139

Solution particuligre unique.
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Enoncé

11. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

u ctant une fonction connue, on considere ['équation différentielle :

(nH Yt ay' + by =u.

1) Soit f une solution particuliére de I'équation (1). Démontrer que la fonction
€ est solution de (1) si et seulement si (f—g) est solution de I'équation

(D) : ¥ +ay'+by=0.

2) Soit I'équation (3) : ¥"+2\ 3y — y =sin (.\' +-;-T

en cherchant une solution particuliére f sous la forme :

fix)=K sin (.\' + ';'-{» 0).

3) Mémes questions pour (4): y"+3y=2x?+1 avec f(x)=ax*+bx +c.

). Résoudre cette équation

Solution

1) f est solution de (1) :

2) Résolvons

VxeER : f(x)+af'(x)+ bf(x)=u(x).

Si g est solution de (1) :
VxER : g"(x)+ag'(x)+bg(x)=u(x).
Par différence, on est conduit a :
(f—g)'(x)+a(f—g)(x)+b(f—g)x)=0.
Ce qui prouve que (f—g) est solution de (2).

Réciproquement, si (f—g) est solution de (2),
sachant que f est solution de (1), on est conduit
par différence a

Vx€eR, g'(x)+ag'(x)+bg(x)=u(x).
Ce qui montre que g est solution de (1).
I'équation :  (4) y"+2\/§)"—)’=0
d’équation caractéristique :

X2+2V3X-1=0.
Elle a deux solutions réelles : -
-\V3+2 et -V3-2
d’ou la solution générale de (4):
g(x)= Ae(~V3+D)x 4 B~V 2%,

Cherchons une solution particuliére de (3)

Si f(x)=K sip (,\- +%'_+ 0)

alors : f’(.\‘)z K cos (.\. + %_T.*_ ())

(1) est une équation fonc-
tionnelle : ['inconnue est une
fonction.

DéI.

47

Ainsi, on obtient la solution géné-
rale de (1) en cherchant une
solution particuliere de (1) que
I'on ajoute a la solution générale
de (2).

Prop.
138

193
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et f"(x)=—-K sin (x +%T+ 0)

m

T .
Vx:-K sin(.\'+§+0)+2\'/§l( cos(x +;+0)—K sin(x +‘5+0)=S'n(X+3)

g T T o +7_T
—2k[sm(x+§+6)—\/Ecos(x+§+0 =sin|{x 3

o
et, en remplagant V3 par tan 3

-2K 7 . T . Z
N I;[cos;—rsin (x +g+ 0)—smgcos (x +§+ 6)]=sm(x+ 3)
S—

d'ou 1l s’agit d’écrire
. 7 . T sin ¢ + K cos ¢
—4K-sm(.\‘+§+8—7—T)=sm(x+—) ¢

3 3 sous la forme
pour tout x.

A sin(p +¢").
On a donc K = —% et 0=7—T.

Donc, d’aprés ce que I'on a vu en (1), les

La solution générale contient
solutions générales de I’équation (3) s’écrivent :

deux constantes arbitraires A
et B.
G(x)=Ae~V3+2)x | g (-V3-2)= —% sin (x+2—").
3) Cherchons les solutions de (3): y"+3y=0.

L’équation caractéristique : X2+3=0 a pour
racines complexes - 21=3i et z,=-13i.

D’ou les solutions générales de I’équation (5) : Prop.
h(x)=A cos 3x + B sin 3y, 340
Cherchons une solution particuliere de - La forme de I solution particu-
Y'+3y=2x2+1

licre dépend dy type de fonction

f(X)=ax®+bx + ¢ qui figure au second membre.

f'(x)=2ax+b; f'(x)=2a.
On doit avoir, pour tout réel x :

2a+3ax*+3bx +3¢c=2x2+1
d'ot  3a=2; 3b=0; 3c+2a=1

Ici, i s'agit d'une égalité de

fonctions Polyndmes.

2 1
donc a=§; b =0; =—_
Les solutions gencrales"de I'équation donnge La solution géngrale contient
9,2 . 3
s’écrivent donc : 3 : encore deux constantes arbitrai- :
i res A -
F(x)=A cos 3x + B sin 3x+§x1_;. et B, ‘
194 : . »‘
- wtﬁrﬂr-‘“ -
A
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1, FOUATIONS DIFFARENTIELLES

244\ noned

1) Soit Péquation différenticlle 9y" 1 6y + y =0, Déterminer la solution g qui
vérific g(0) =6 et g (0) =0, Le plan étant muni d'un repere orthonormé,
caleuler Paire de ln surface, cnsemble des points M(x, y) tels que:
O=x=m ct 0= y=ig(x).

2) Résoudre I'équation différentielle : 9y" +6y' +y = x*+ 1,

On cherchera une solution particuliere « du type @ u(x)= x2+ ax +b.

Solution
1) L'équation caractéristique associée : Prop.
9OX24+6X +1=0 138
: . , 1
a pour unique solution réelle @ o = ~3
Ia solution gencrale de I'équation différenticlle
s*éerit :
G(x)=(Ax+B)e™¥*
1 1
G'(x)= (—— Ax—=B +A) e},
3 3
Les conditions : g(0)=6 et g'(0)=0 conduisent "]';’;'
1
a B=6 et -3 B+A=0
|
. ’ B = 6 A = - B =L
d’oli la solution demandée : 2 2
g(x)=(2x +6) e 3%
2 |
p ' (x)= —= xe "%,
avec g'(x) 3 . 0 e
Une étude rapide des variations de g conduit au
tableau ci-contre. Se souvenir que : g + 0 -
lim (¢ %)=+ et lim (xe™™)=0 6
- - o
X = x g / \
d’oli lim g =0. - 0
4 o
['étude de ces variations montre quc, pour .
x>0, g(x) -0, Donc, I'aire S(m) s’€crit Prop. L
. ~|x 126 r,
Sm)=| Q2x+6)e " dx. 2
0 //
: : . -3 7,
Une intégration par parties avec = = 2
m
— u(x)=2x+6 d'oil w'my)=2 3
g vl(x)z‘l"ll t)(x): _3“,‘{1 yv

--f-v{-ﬁ" 195
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L EQUATIONS DIFFERENTIELLES

donne Les primitives de :
, . - h:x — e73*
Stmy=| =3Qx+6)e N +6 [ e dy —
B s"écrivent
Sem) | (<6 - 36)e o H:xr— -3e73~
Sen) = (=6m —=36) e ™ + 36. ‘

3) Les solutions de: 9y +6v'+v=x+1 sob- Méthode :
tennent en ajoutant aux solutions de 1'équation
sany second membre

G)=(Ax+ B)e

e Résoudre  I'équation  sans i
second membre.

e Determiner une solution parti-

une  solution particulicre w de  1'équation culiere de I'equation compléte.
complte.
St u(x)=x"+ax + b, alors
) '\ ax + b, alors Prop.
W=lx+a et w'x)=2. 140

“ est solution de l'équation compléte si et
seulement st pour tout réel x :

IS+6(Ax+a@)+x+av+b=x+1

c¢lest-a-dire

{l2+¢:=0 oy [a=12 =
&)

184 6a+b=1 N {b=55 '

d'on u(x)=x*—12x +5s.

Les solutions & de I'équation proposée sont donc
définies par :

k(x)=(Ax+B)e 3"+ x*— 12x +55.

D’AUTRES POUR CHERCHER

Enoncé ;
Dans un mouvement rectiligne. l'abscisse x du point M ; N
1 " R e T i aat est une fonction du ’
t: X' est la vitesse et x" 'accélération. f lemps
A tout instant 1, laccélération est donnée par : x"=>t+sin 1
Déterminer la fonction x = f(1) sachant que pour 1=0: x,=4 ef i
Indication
- > L P . .- ‘
Voir exercice 239. Ne pas oublier les conditions initiales. "
- , f
Enonce . . _ o - N
Pour un mouvement rectiligne, a tout instant t, Uaccélération est le double de la A
- amons ‘1\_
vifesse. . !
Déterminer la loi horaire x =g(t) sachant que pour t=0: xo=4 ¢ Xom= 24 -
196 I ,)\
o -\
il “v‘

Scanned by CamScanner



|247\

P48

z

pso

If. I'EQUA'rmNS DIFFERENTIELLES

Indication

" "

» QY1 s il v 8 X o
Quel que soit f & x"=2x" d'ou 17“:2'. g est la dérivée de In|x'| et 2 est la

dérivée de 21, On trouve g(t)=K,e* +K,.

’,

Enoncé

Trouver une courbe, passant par le point A de coordonnées (15 1) et telle qu'’en
tout point M de cette courbe la tangente ait un coefficient directeur égal au carré
de 'ordonnée de M.

Indication

y = f(x). 1 faut résoudre y'=y% —;,—2 est la dérivée de (—-;;)

Enoncé
Trouver une courbe passant par le point B de coordonnées (2;0), et telle que en

chacun des points M, la pente de la tangente soit linverse de la pente de la
droite OM.

Indication

A . g %
y =g(x). Il faut résoudre I’équation différentielle y'=;.

. 1
y'y est la dérivée de iyz.

Enoncé o :
Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) y'=y cos x. b) y’:y(3x2—-6x+]). c) y'=5x+8.

Indication

3
a) f(x)=Ce™*, c) g(x)=§§'+4x2+cnx+cz-

Enoncé
Démontrer que f définie par :

f(x)=4¢" ~5¢~*=5x-2
est solution de I'équation différentielle y"—y =5x+2.

197
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Enoncé
Résoudre les équations diff
a) y'+6y' +5y=0.
b) y'—4y' +4y =9,
c) ¥y'=2y'+3y=0.

Voir exercice[241.

v «4" =
; _/ . P
jb/- II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
t Indication
e i
& | Calculer fi(x) et fx). g
B //,/ —
251 Enoncé _ ST ..
Trouver la solution de chacune des équations suivantes, satisfaisant a la condition
donnée :
a) 2y"+y=0 avec f(hy=2;
b) 3y'—4y =0 ayec g(-1)=1.
Indication
a) Réponse : y=2¢-4x-1
252 Enoncé .
Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y"—y=0. b) y"+y=0.
c) y'—16y=0. d) y"+16y=0.
Indication

a) f(x)=Ae* + Be~*.
b) f(x)=A cos X + B sin x.

erentielles Suivantes :

Indication

a) y=Ae *+ Be~5x
b) y=(Ax + B)e?~,
c) y=(A cos V2x + B sin \/ix)e"_

q
198

b bss gEnoncé

Pour chaque équation‘ c_ie Pexercice précédent, trouver la so
ui satisfait aux conditions 0 1.
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11. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Enoncé
Voici deux équations différentielles :

a) y'+y' —2y=0.
b) 2y"+2y'+5y=0.
Pour chacune d'elles, trouver la solution particuliére dont la courbe

représentative passe par le point A de coordonnées (0; 3) et admet en ce point
une tangente de coefficient directeur égal a (—1).

Enoncé
Voici une équation différentielle : y"+my'+y=0 (m est un paramétre réel).
Discuter de I’écriture de ses solutions suivant les valeurs du réel m.

Indication

Calculer A pour I'équation caractéristique et étudier son signe.

Enoncé
On se propose de déterminer toutes les fonctions numériques f de la variable réelle

x qui sont des solutions de l’équation différentielle :

(E)  f'(x)+3f(x)=—x.

1) Vérifier que la fonction f définie par f(x)= —g est une solution.

2) Montrer que, si une fonction f est solution de (E), alors la fonction g définie
x
par: g(x)=f(x)*+3
est une solution de I’équation différentielle (E') : £2"(x)+3g(x)=0.

3) Déterminer toutes les solutions de [’équation (E’). En déduire la solution
générale de I’équation (E).

Enoncé .
Soit I’équation différentielle :  (E) y'+2y' +y=0.

a) Trouver les solutions de cette équation.

b) Parmi les solutions de (E), on considére les courbes intégrales C, qui ont
pour équation y=(x+A)e ™’ A désignant un réel arbitraire.
Chaque courbe C, posséde un seul point S, on sa tangente est paralléle a
I'axe x'x. Déterminer en fonction de A les coordonnées de ce point. Déterminer
'ensemble S décrit par les points S, lorsque A décrit I'ensemble des réels.
Construire enfin cet ensemble S.

199
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Q:‘ FONCTIONS VECTORIELLES

DES EXERCICES RESOLUS

a 2600 Enoncé

; Dans le plan muni d’un repere orthonormé (O, 7, j), le point mobile M est

i ’

| défini par : OM =F(t) (t est le temps).

l cette trajectoire.

- t ..
Soit la fonction vectorielle F:t i+ — (2 cos t; 2 cos? —)§ t décrit R.

; 1) Quelle est la trajectoire du point M? Décrire le déplacement de M sur

2) Déterminer le vecteur vitesse et le vecteur accélération

a
. _— —_ ' T
Construire M, V(t) et T'(t) aux dates t=0, t=-2— et t=§.

3) Donner une description compléte de ce mouvement.

2

la date t.

Solution
D fi:t — x=f(t)=2 cos ¢

frit — Y=f(t)=2 cos? %

Essayons de trouver upe relation entre x ef Y,
indépendante de ¢

cos t=2 coszé—l d’oli §=y_1

donc, quel que soit ¢ - x=2y+2= (équation
d’une droite).
‘ M_est.donc un point d’upe droite D :
l trajectoire est incluse dans D. Majs est-ce
| droite tout entjere?

" —I<cost<1 d'oi =2k

| La trajectoire est un segment [AB
droite avec A(-2; 0) et B(2;2).
Les fonctions f, et f, étant Périodiques, de
période 27, Ia fonction vectorielle F  agq
périodique, de période 27,

Pour étudier le mouvement de M, il suffit de
| faire une étude pour t décrivant [0; 27).

Nous savons que M décrit [AB]. Pour décrire
son mouvement, il suffit d’étudier |e. variations
de I'une de ses coordonnées, x par exemple.

la
la

] de cette

]

Déf.
)
B3
o

Cos 2a =2 cos2 ¢ — 1.

Le mouvement de M est un

Déf.

mouvement rectiligne,
54

R

B(1=0)

N
m
N

\

[N 5.
-

A O
(1=q)

A

b

""Tr A
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A la date t=0, M est en B. Lorsque t décrit
[0; 7], M .decrlt le segment [BA], de B vers
A; M atteint lf_: point A a la date t=m, puis,
lorsque ¢t décrit [(7;27], M décrit le méme
segment, dans le sens A vers B, et atteint B a
la date t =2,

2) Vecteur vitesse : W—dF(t)
Ses composantes :

. xX'==2sint
MV

= i)+ U0

, .t t
y'=-2sin--cos -=—sin t
pe 2 2
Vecteur accélération ;
— sz(t) ,
MT = =fie)i + 50

x"=-2cost
v'=— cost
Remarquons que 20 + j’ est un vecteur directeur
de AB.
Par ailleurs : MV =—sin ¢ (27 +7)
et MT =—cos t.(27 +7).
Quel que soit ¢, les vecteurs MV et MT sont
colinéaires a AB
Le vecteur vitesse et le vecteur accélération ont
pour support la droite AB.

t=0: M esten A.

W1=6‘et m|=
t:g:fl (%T)=0 et fz(g)=l. M est en C(0; 1)
MV,=-2i - =CA et MI,=0.

=§:f1 (%T):l etf2(§)=%- M estenE(l; %)
V3
2

3) Donner une description du mouvement, c’est
indiquer comment se déplace le point M sur sa
trajectoire et préciser les intervalles pour les-
quels le mouvement est accéléré et les intervalles
pour lesquels il est retardé.

Pour cela, on est conduit a étudier les variations
de “MV |, ou bien le signe de MV -MT.

MV -MT =5 sin ¢+ cos 1. Etudier le signe de sin ¢
et cos ¢.

Ses composantes : Ml‘{

-2 —j=BC.

W:;:—

t décrit [0; ’E"] M décrit [BC] d’un mouve-

ment accéléré.

(27 +7) et MT3=—2(27 +])=EC

II. FONCTIONS VECTORIELLES

~
'
|
I\
N
)

2 ¢cos !

...puis cela recommence!

2 t :__lex(;oszxsini
(COS ’i) = 2 2 2

2 sin a cos a =sin 2a

Déf, Déf.
55 56
x—2y+2=0

()
u
2
Propriété générale d'un mouve-
ment rectiligne.

Toute étude de mouvement doit

s'achever par une description
complete.

Dét. Prop.
57 143

Le vecteur vitesse s'annule en
t=0, t=m et t=2m

. m
De la date =02 t=:)—. la norme

201
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I, FONCTIONS VECTORIELLES

Ky de la vitesse est croissante', puis
t déerit | = 'n.‘ : M décrit [CA] d’un mouve- . P
Ll décroissante de t=—a t=7.
ment retardd.
. T .. =
t décrit | ar; T] t M décrit [AC] d’un mouve-

| MV || est maximum en t=;_T
ment accclére.

£ ngt 377 4o P 2 '
t décrit [—2—, 27:']. M décrit [CB] d’un Ce maximum est /3,

mouvement retardé.

Enoncé

Dans un mouvement rectiligne, I’abscisse x du point M est une fonction du—,
temps : x = f(t) avec t>0.

La vitesse v est la dérivée de [, et 'accélération
e . 1
¥ la dérivée seconde. A tout instant ¢, on a : y=3t—t—2.
) . - 3 7
Déterminer f, sachant que a I'instant t=1, on a X, =§ et v, =§.
Solution '
La fonction f cherchée es.t1 solution de I’équation f' et f' existent.
différentielle : f"(¢)=3¢— -
.o ., Prop.
f' est une primitive de f: 136
N ] _3 2 1
d’ou f(t)—i t +7+A- A et B sont des constantes.
f est une primitive de ' d’ol >0.
1
f(t)=§t3+lnt+At+B. ;
Les constantes A et B sont déterminées en
tenant compte des conditions initiales - ’
, 7 3 7
Ent=1: p)=L dou =+ =
5 5 1+ A 5
donc A=1,
Ent¢t=1:
T e | 3
f( l)*-; d’ol 5+0+A+B=_
- 2
donc B =,
La fonction f est donc définie par : .
i Clest e que  l'on  appelle
X =f(t)=§ C+1n ¢ + t. Iéquation horgire. AN

202
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I1. FONCTIONS VECTORIELLES

enoncé
1 On considere la fonction vectorielle : t — (x; y) telle que
{x=sin t+cost+2

y=sint—cos t—1
| Dans le plan muni d’un repére orthonormé, le point mobile M a pour
| coordonnées (x, y); t est le temps.

1 1) Calculer (x—2)Y+(y+1)% En déduire la trajectoire de M. Construire
cette trajectoire. -

2) Déterminer V() et I'(t); construire M, ainsi que les vecteurs vitesse et
™ 37

(t décrit R).

2 4
}) Montrer que le mouvement de M est circulaire et uniforme.

accélération pour t=0; t=

Solution

1) fi:t —> x=sint+cost+2, e
fo:t — y=sint—cost—1. 48
f, et f, sont des fonctions périodiques de période
2m, le mouvement de M est donc périodique, Il suffira de faire une ¢tude pour
de période 27. t décrivant [0: 27 ].
(x —2)*+(y +1)?=(sin t +cos t)?
+(sin t —cos t)*=2.
Soit A le point de coordonnées (2; —1).  __
(x—=2) et (y+1) sont les composantes de AM
(x =2P+(y+172=|AM ||*=2
donc, quel que soit f :
1 |AM || =V2.
_; Le point M _est un point du cercle de centre A, Mouvement circulaire.
de rayon V2.
4 Pour préciser cette trajectoire et le déplacement Déf.
e 3 de M, il nous faut étudier les variations de f,(¢) 54
& et celles de fy(1).
& . . (7
sin t +cos t=smt+sm(-2——t)=\/§cos (r—g)
. . . w -
sin ¢ —cos ¢ =sin t—sm(—z——t)=\/§ sm(t—-g)
s )
X = f,(t)=\/§ coS (r -—Z) +2 On peut également étudier les
d'ob : ) variations de
T
)’=fz(t)=\/—2_sin(l—z)—-l t— L)
. _ I — f(t) sur [0; 27].
- Les fonctions cos ct sin sont continucs sur R et
 majorées par | en valeur absolue.

203
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

Si & décrit R, cos a et sin « décrivent [—1, 11;

d’ou
~V2+2<V2 cos a +2<V2+2
~V2-1<V2sina—-1<V2-1

donc x = f(¢) décrit I'intervalle

[2-V2;2+V2]
et y=/£(t) l’intervalle
[-1-V2; -1+V2].

Donc le point M décrit le cercle tout entier.
Pour t=0: x=3 et y=—2: M est en M,

Pour t=E: x=V2+2 et y=—-1: M en M,.

4
REr

Pour t=T: x=2ety=V2-1: M en M,
Sw

Pour t=T: x=2-V?2 et y=—1: M en M,.
7

Pour t=Tw: x=2et y=—V2-1: M en M,
etc.

2) Composantes du vecteur vitesse : :
dAOM {x’=f{(t)= ~V?2 sin (t—%r)
Y'=fi(t)=V2 cos (t —%T)
Composantes du vecteur accélération :
@O (X"=Ffi()=-V2 cos (t—lr)
Ih=—1; { 4
()= -V sin (t—l—’)
t=0 M en My; V(0)(1; 1), T(0)(~1; 1),

t=2= M en My(3;0); V(#/2)(~1: 1);

2
I(m/2)(=1; =1),
Im
t=T M en My(2; V2-1);

VQ@3#/4): (-V2;0); T37/4) : ( -V?2).
Calculons les composantes de AM
—_— . o
AM (\/5 cos (t—Z)’ \/_sm( _Z))

On remarque que, pour tout ¢ : —-AM.
Ce qui facilite le tracé de F(t)

204

Si t décrit [a; a +27l[.
M décrit un cercle entier.

On peut utiliser 'une ou ’autre
des formes de f,(¢) et f,(2).

Faire un dessin clair et précis qui

aide 3 visualiser |’ allure du mou-
vement de M.

|
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

iy
(0]
s
3) On peut procéder de deux fagons. pron.
o Caleul de |[VO|: [V@[*=2. , .
Le mouvement est donc circulaire et uniforme. 10 mé : H l_“(_t') [ est constante et
€ meme est constanie €
e Calcul de V(£)-T'(¢) : V(t)-T(t)=0. gale 3 2
On retrouve les propriétés qui caractérisent un
Revoir le cours de physique.

mouvement circulaire et uniforme.

@ Enoncé

Construire la courbe C de représentation paramétrique ¢ décrivant R
{x =sin ¢
y =In(cos® t)

Solution
Posons J(t)=sin t et g(t)=In(cos’ t). , ,
g est définie pour cos® t #0. Compte tenu de la y

périodicité de la fonction sinus et de la fonction

cosinus, il suffit de faire varier ¢ sur [—7; 7[, |
. f- o ) X

rivé el il
privé de 5 et +2._
8 est paire et f est impaire.
f(=t)=—f(t) et g(—t)=g(t) donc I'axe yy' est
: jaxe de symétrie pour la courbe. '

e ]
|

|

1

1

1

1

[ S—
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

. . . 7T 77 m
I suffit de faire varier ¢ sur ]——'; ~NE el 0 ry
2’2 t > 2
Sur cet intervalle :
| sin t|<1 et O<cost<l donc y<0 | -1 0 1
cos’t=1-x* dod y=In(l-x?.
C’est I'équation de la courbe C avec |x|<l. B + 0 -
Il suffit alors d’étudier la fonction
h:x — In(1-x?). h||Fe 72 0 N =<
Elle est définie sur 1—-1; 1[ et paire
-2X
h'(x)=
lim h(x)= lim h(x)=—oo,
xell ’;;——11 A
D’ou les variations de /. ’
Les droites d’équation x=1 et x=—1 sont | |
asymptotes 3 C. x' -1 0 X
L’axe yy' est axe de syméirie. C est tangente ! 'i
en O a x'x. l
En cinématique, si t est le temps, décrivant | M(t/)/ |
]_%T; ;—T[, le point M (f(t), g(t)) décrit la | /// \ |
courbe C | / r |
Le mobile M décrit C dans le sens indiqué par | l
les fleches ' | I
MYV (cos t; —2 tan t); | Uy |
MT (—sin t; —2(1 +tan® 1)),
On_remarque que la premiére composante de et
MT est I’opposée de I'abscisse de M : donc T 55
est un point de I’axe yy’ pour tout t. :

64 Enoncé

Soit F la fonction vectorielle de R dans R® définie par :
x=acos t—bsint

y y:%(a Sint-l'bCOSt)

Z:%(a sin t+b cos t)

1) L’espace affine étant muni d’un repére orthonormé
I’indicatrice de F rapportée au point O. Démontr
I"intersection d’une sphére et d’un plan.

3) Si N estle projeté orthogonal de M sur le plan xOy, étudier

de N.
| deN

206

(0,1 k ), déterminer
€I que cette courbe est

2) Si t estle temps, étudier le mouvement de M te] que OM =F

le mouvement
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

I suffit de faire varier ¢ sur ]—g; g[
Sur cet intervalle : ’

sint|<1 et O<cost<l donc y<0
cos’t=1-x* dou y=In(l-x?.

C’est !’équation de la courbe C avec |x|<1- h' + 0 -
Il suffit alors d’étudier la fonction

h:x — In(1-x?). h|lFe 2 0 N —%

Elle est définie sur ]—1; 1[ et paire
—-2x

W) =1

lim h(x)= lim h(x)=—.
xx:11 ’;::ll

D’ou les variations de h.
Les droites d’équation x=1 et x=—1 sont
asymptotes a C. 5

|

|
L’axe yy' est axe de symétrie. C est tangente '|
en O a x'x. .
En cinématique, si t est le temps, décrivant |

/

]—-721; %T[, le point M (f(2), g(t)) décrit la || / // \
courbe C . | r
Le mobile M décrit C dans le sens indiqué par
les fléches : ' |

MYV (cos t; —2 tan t); l

MT (—sin t; —2(1+tan? t)).
On remarque que la premiere composante de

MT est 'opposée de ’abscisse de M : donc T
est un point de I’axe yy’ pour tout .

Déf.
56

Déi.
| 55

Enoncé

| Soit F la fonction vectorielle de R dans R® définie par :
x=acost—bsint

4 .
¢ — y=§(a sin t+b cos t)

z=§(a sin t+b cos t)

4 D P P S

1) L’espace affine étant muni d’un repére orthonormé (O, i, J, k ), déterminer
I’indicatrice de F rapportee au point O. Démontrer que cetfe courbe est
I’intersection d’une sphére et d’un plan.

2) Si t est le temps, étudier le mouvement de M tel que OM =F()
3) Si N est le projeté orthogonal de M sur le plan xOy, '

étudier le mo
de N. uvement

206
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[1. FONCTIONS VECTORIELLES

Solution o
1) 7 est définie, continue sur R et périodique de 49
période 2. Pour tout f: 3y =4z, Lindicatrice e
cherc
3y —4z =0, contenant x'’x.
Calculer x?, y* et z%. 6 9
25

——

” : N 5 # . i )
hée est incluse dans le plan d’cquation : Revoir votre cours de 1"

On trouve, pour tout [ : EE'

OM?=x?+ y*+ 22 =a*+ b?.
['indicatrice cherchée est incluse dans la sphere
de centre O et de rayon R =Va*+b% Le plan
ci-dessus passe par le centre de la sphere. Donc
Iintersection de ce plan et de la sphere est un
cercle O de centre O ct de rayon R.
2) Le mouvement de M est un mouvement circu-
laire périodique.
Vecteur vitesse
x'=—asint—b cost

it ”—i((zcost—bsint)
| MV Y T3 ' :

z'=%(a cos t—bh sin t)

x?+y?+z%=a*+b*=R>
Dé.

| MV | est constante : le mouvement de M est 55
un mouvement circulaire et uniforme.

3) Dans_le plan xOy, muni du repére orthonormé
) le point N a pour coordonnées : p

(O, 1]
{x=a cos t—b sin t

4
y=§(a sin t+ b cos t).

' 25

i . Dt 22—

i Pour tout ¢ : x+]6y 1. o
Le point N décrit, dans le plan xQOy, une ellipse

, de grand axe porté par x'x, et de petit axe porté

par y'y.

Ce mouvement n’est pas un mouvement

uniforme,

Voir coniques

|

- ,
265 Enoncé

C, ensemble des nombres complexes, est un espace vectoriel de dimension 2
sur R. On considére la fonction vectorielle g de R dans C définie par :

2 .cos t

Yo g(t)y=——+3i
sin t sin ¢t

" O étant Porigine d’un repere du plan, construire I'indicatrice de g relative
= | au point O,

¢ décrivant 10; m[.

. 207 !
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11. FoNncTIONS VECTORIELLES

Solution
g est continue sur 0; 7[. Posons x=Re(2) et
2 3 cos t y=Im(z)
14 e sin £>0 sur ]0; 7]
f=gmg RD="2

d'ou x=2

et soit M le point de coordonnées :
X=fi(t) et y=fy1).
Cherchons une relation simple entre y et x :

.2 . 4
smt=-\— d’ou _coszt=1——2 avec x=2
X Y

5

ysint=3cost dou yisin? t=9 cos? ¢
2 4 .\'2—4 S 2 2
Y X5=9(———) d’ot 4y2=09x =36 avec x=2
X X2
2 2
x* y
1= =2,
PR 1=0 avec x

L’indicatrice est donc une branche d’hyperbole
d’axe focal x'x, de sommet A(2;0) sur x'x,
d’asymptotes les droites d’équations

3

=zXx et ’=—§
2 YT

Si ¢ décrit 10; 7[, sin ¢ décrit 10; 1]

et lim fi(¢)= +oo:
PRy
1 o
lim fl(t): + ™ et f1<§)=2
—
t—0
t>0
3 o
lim fy(t)=—w e f2(5)=0, —
o B .
/ . W .
Lorsque ¢ décrit ]0; —2-[ le point M décrit I'arc -
& o N 2 2
“BA de I’hyperbole et lorsque ¢ décrit [Z; ﬂ-[ b
' ' ||+ —x .
M décrit 'arc AC . . “m ® N0\
T o
208 | |
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I1. FONCTIONS VECTORIELLES

D’AUTRES POUR CHERCHER

Dans les exercices L’()(v] Qa l’?l} on considére le mouvement d’un point M dont
les coordonnées dans un repere orthonormé (O, i, j) sont données en fonction
du temps f.

Pour chacun de ces exercices, on tracera la trajectoire, on déterminera le vecteur
accélération, le vecteur an\w et lorsque c'est possible, on déterminera les
intervalles de temps pendant lesquels le mouvement est accéléré ou retardé.

x=t+2: y=—=1*4+T7 avec -2<t=3
Placer M, construire le vecteur vitesse et Ie vecteur accélération en t=1.

\Zﬁ(j % Enoncé

Indication

On trouve un arc de parabole. Pour tout  : I'(f)= —217

H

Enoncé
x=t+1; y=t£-2t avec tER".
Placer M, construire le vecteur vitesse et le vecteur accélération en t=1.

Indication

Quel que soit t, () est colinéaire a 1
Pour la nature du mouvement, on sera amené a faire une étude sur trois

. 1 1 2 2
intervalles 0 3 33 et 3 00

268 Enoncé

1
x== y=t* avec tER:.
Placer M, V et T a Uinstant t =2.
[2;6‘& Enoncé
1
=§lnt; y=In(t—=1) avec t>1,

Donner une équation de la trajectoire sans chercher a la tracer.

Indication . '

Equation de la trajectoire : y=In(e* —1).

bl
- “10 Enoncé
ixismt y =sin 3t.
Ontrer que le mouvement est périodique.
PN TP

209
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II. FONCTIONS VECTORIELLES

Indication

Exprimer sin 3¢ en fonction de sin ¢t en écrivant sin 3¢ =sin (2t +1).

@ Enoncé_ \ . . )
’ % On considére dans le plan P le mouvement du point M(x; y) tel que
L y=—1—tan(2t) ou tE[O; Z[-
cos (2t)’ V2 4
a) Montrer que la trajectoire T est une partie d’une hyperbole a préciser.

b) Déterminer les composantes du vecteur vitesse V et du vecteur accélération I’ :
dans la base (i, j ). Vérifier que le mouvement est accéléré.

X

Indication .

Hyperbole d’équation x2—2y?=1.

Enoncé
On considére un point mobile M de coordonnées (x(t), y(t)) dans le plan muni
du repere (O, i, j ) oii t décrit Iintervalle [0, ).

.. . . 11
A linstant t =0, M coincide avec le point A de coordonnées (5, 5) et son vecteur
vitesse V (0) a pour coordonnées 0, 1.

L RN

A tout instant t(0<t <) le vecteur accélération T(t) de M a pour coordonnées
1 1
—=C0S t; —=cos { —sin t).
(—ge0s i =3
A - —_—
1) Déterminer le vecteur vitesse V (t) puis les coordonnées de M a [linstant t.
l 2) Déterminer la trajectoire du point M par une équation.

Indication

On trouve les composantes de V(t) en cherchant des primitives des
composantes de f(t), sans oublier le§ constantes, que 1’on détermine o l68
conditions initiales. De méme, on obtient les composantes de OM 4 partir de

celles de V(¢). Equation : y=x+V1-4x2 Attention - sin ¢ =0.

273 ;Enoncé ' o . . L
—— S Dans [espace affine euclidien, muni du repere orthonormé (0,0, j k), on
considére un point mobile M dont les coordonnées s'expriment, en fonction du
' temps L, par: i

V2

: 3 . 3
x=1+4+—sin t+—cos {; y=—smz—Tcos t;

2 3 2
a) Démontrer que le mouvement est périodique.

Z_——3COSI
3 .

\'MW\F\,\/\ T T

e p _ _TT
b) B et C sont les positions respectives de M pour t =0 et I—E.

210
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Il. FONCTIONS VECTORIELLES

A a pour_coordonnées (1,0, 0).
Calculer AB et \.( cn fonction de ]‘ k. On pose A T et AC oy
Démontrer que U- T est une base mthunmmu du plan ABC.
¢) Montrer que AM ‘exprime en fonction de T et J.

En déduire que la trajectoire est un cercle du plan ABC,
Que pouvez-vous encore dire de ce mouwvement?

\“74 Enonce
Dans l'espace affine euclidien rapporté au repére orthonormé (O, i, j, k ), on
considére un point mobile M dont la position au temps t, est définie par ses
oordonnées :
v(t)=cos 2t (t€ER)
(D) =sin" L.
1) Déterminer le vecteur vitesse V (t) et le vecteur accélération T(t) au temps
t. Ces vecteurs sont-ils liés?
2) Démontrer que la trajectoire est un segment de droite. Décrire le mouvement.
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DES PROBLEMES DE DENOMBREMENT

DES EXERCICES CORRIGES

Enoncé

Dans une chaine de fabrication, une pi¢ce doit p
B, C. D, E.

\( ombien y a-t-il de trajets possibles si Iordre de passage sur les diverses

machines est indifférent?

2) Combien de trajets si la pidce doit passer en A avant B et D et en C

avant E?

asser sur cinq machines A,

Solution

1) ABCDE est un trajet possible, ACBED en est

un autre. Pour trouver le nombre de trajets
possibles, il faut donc trouver le nombre de
bijections de I’ensemble {1, 2,3, 4, 5} dans
I'ensemble {A, B, C, D, E}.

Un arbre permet de visualiser ces choix : pour
la premiére machine, 5 choix possibles, d’ou les
5 branches.

La premicre étant choisie (ex. : B), il ne reste
que 4 choix possibles pour la seconde. La
premiére et la seconde étant choisies (B-C), il

reste 3 choix, etc. Au total :
§x4x3x%x2x1=5!=120.

Vous savez que le nombre .des bijections d’un

ensemble a 5 éléments sur un ensemble de méme

cardinal est 5!=120.

2) Parmi les 120 bijections trouvées précédemment,

(3]

il faut choisir celles qui conviennent, On peut
faire un arbre pour dénombrer les trajets
possibles, et, ici, c’est le seul procédé utilisable.

La 1™ machine ne peut étre que A ou C...
Il n'y a que deux branches au premicr niveau.

Nous vous laissons le soin dc_ dessiner ['arbre
complet. 11 y a 20 trajets possibles.

9

w
=N
wn

Trajet BCDEA.

Permutations.
Déf. l’rnp.
60 147

A" DPBCE

|
ADCEB

ADCBE

Trajet ADCEB.

|
2 A__.___-‘
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Iononce

Un nombre est une suite de chiffres,

On n'utilisern dans cet exercice que le

[y Combien pent-on former de nombres de
nombres de 6 chiffres distinets? de 9 chiffres distinc
distinets?

7y Combicn peut-on former de nombres de 3 chiffres,
Méme question pour des
chiffres?

1) On veut former tous le
. ¢t deux fois seulement : combien y ¢n
nombres de 3 chiffres ayant deux fois cxactement

o chiffres de | a9 (0 est exclu).

1 chiffres distincts? (ombien de
ts2 de 11 chiffres

distincts ou non?
nombres de 6 chiffres? des nombres

s nombres de 3 chiffres contenant
a t-il? Combien ¥
le méme chiffre?

1, DENOMBREMENTS

de 11

7 fois le chiffre
a-1-il de

Solution
1) Posons I {|;2;3;4;5;(,;7;x;9}, [ est Pensemble des chiffres
e Un nombre de 3 chiffres distincts estune utiliscs.
application injective de I'ensemble {15 2; 3} dans .
lensemble F, puisque les chiffres sont distincts. rEgps
D'oil le nombre de ces injections 146
3 =9 x 8 x7=504. :
A'_ ? _7' B Exemples
Nombres de 6 chiffres distincts
6.9 x8x7x6x5x%4=60480. 115194
o Nombres de 9 chiffres distincts : les 9 chiffres T To s
de E sont utilisés. 11 s’agit donc d’'un nombre
de bijections de E sur lui-méme : ‘
2, = 91 = 362 880. i P e
e Il n'est bien sir pas possible d’obtenir un :_‘;
nombre de 11 chiffres différents avec les 47
-

9 chiffres de I'ensemble E.
2) e L.es 3 chiffres sont distinets ou non : le nombre
formé est associé @ une application de
I'ensemble {1:2; 3} dans I'ensemble E.

enlre

l.e nombre de ces applications est :
K =9'=1729,
Nombres de 6 chiffres, distincts ou non :

Prop.

145

K'=9%=531441.
e Nombres de 11 chiffres :
K" =9".<31 % 10° environ.
3) Un nombre de 3 chiffres contenant deux fois le

chiffre 1 se pré
S¢ presente sous 'une des Ak
Mx: Ixl: 11 I'une des formes :

Bien savoir faire la différence

une application ¢t une
application injective.
Prop.
146
.
213

o

Scanned by CamScanner



IR ——

II. DENOMBREMENTS

x peut prendre huit valeurs : 2; 3; 45 53 6; 7; 1] 1] e
8. 9.

Il y a donc : 3x8 soit 24 nombres de celte T
nature. ‘

Si I’on envisage tous ces nombres de 3 chiffres

ayant deux fois le méme chiffre, il 'y en a 24 e|1]1
qui contiennent deux fois le chiffre 1, 24 qui

contiennent deux fois le chiffre 2, etc.

Le nombre cherché est donc :

24 x9=216.

Enoncé

a) Sur un bateau, on dispose, pour faire des sigqaux, de flgavnllons, dont
2 rouges, un bleu et un vert : combien de signaux différents peut-on

former en alignant verticalement ces quatre pavillons?

b) Méme question si I’on dispose de 3 rouges, 1 bleu et 1 vert, tous alignés
verticalement. )

¢) Méme question si ’on aligne 4 rouges, 2 bleus et 2 verts.

Solution

a) Appelons R, et R, les deux pavillons rouges, B
le bleu et V le vert; R,R,BV est un signal;
R,BR,V en est un autre; quant a R,R,BV, c’est R, ‘B
le méme que le premier. '
Si ’on distinguait les deux rouges R, et R, il y
aurait autant de signaux que de bijections d’un v v
ensemble de quatre éléments dans lui-méme,
c’est-a-dire (4!).

Mais les deux arrangements R,BR,V et R,BR,V
donnent le méme signal.
Chaque signal est donc compté 2 fois. Il y a :

4! —12 signaux diférents. On sait que le nombre cherché

2 est inférieur a 24. On peut donc

b) Un signal est maintenant formé de 5 pavillons : essayer de les écrire tous
3 rouges, 1 bleu et 1 vert. Appelons R;, R,, R, empiriquement. 11 faut trouver
les trois rouges. une méthode rationnelle de cons-

R\R:BR,V est le méme signal que RiR3BR,V truction de la liste. Par exemple
et que R2RgBR|V . pic,
Si I’on distinguait les trois rouges, il y aurait (5!)
signaux différents.

le 1°7 est R, et trouver tous les
signaux dont le premier pavillon

Il 'y a (3!) fagons de permuter les 3 rouges R,, °St rouge...
R,, R.. : RRBV  BRRV  VRRB
Chaque signal est donc compté (3!) fois. RRVB
Il Y'a donc :3 . RBRV  etc. etc.
E_': I X4X =20 signaux différents.
31 Ix2x1 On en trouve 12.

214
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II. DENOMBREMENTS

8t . Les 4 rouges R,, R., Rs;, R
¢) 1l v a —= signaux, soit 420. . . ool

41212 donnent (4!) signaux identiques.
Remarque : De méme les 2 bleus donnent (2!)
On appelle quelquefois sarrangement avec signaux  identiques et les
repétition » de tels groupements. 2 verts...

278  Enoncé

On dispose d'un jeu de belote de 32 cartes : il comporte 8 cceurs, 8 carreaux,
8 piques et 8 trefles.
1) Je tire une premiére carte, je note la carte tirée et je la remets dans le
jeu, et je proceéde de méme trois autres fois (quatre tirages).
a) Combien vy a-t-il de fagons de tirer ces quatre cartes?
b) Combien de tirages commencent par un coceur?
¢) Combien de tirages ne contiennent qu'un ceeur?
2) Je tire quatre cartes a la fois sans tenir compte de I'ordre.
a) Combien y a-t-il de tirages distincts?
b) Combien de tirages ne contiennent qu’un cceur?

Solution
1) A chaque tirage d’une carte, on choisit une carte
parmi 32 : il n’est pas exclu de choisir deux fois erop-
la méme carte, puisque chaque carte est remise 2.
dans le jeu.
a) Chacun des choix de 4 cartes est une application 1 ]2]3]4

de {1;2;3; 4} dans I’ensemble des 32 cartes.
Le nombre des choix est donc : 32* soit
1048 576.

b) La premiére carte est un cceur choisi parmi 8.
Les trois autres cartes peuvent étre des cceurs,
ou autre chose : elles sont choisies parmi
32 cartes.

Le nombre de ces choix est donc :

8 x32°=262144.
¢) Le cceur peut occuper I'une des 4 cases : ce
cceur est choisi parmi 8.
Les autres cartes, qui ne sont pas des ceurs,
sont choisies parmi 24 cartes.
Le nombre de ces tirages sera :

4 X 8 x 24> =442 368.

o) . ’, . N .« . o N
2) Un tel tirage équivaut & choisir une partie 2

| 4 éléments dans un ensemble de 32 éléments.
a) Nombre de ces tirages :

(32)=32x31 X30x29 A%

4 2 = 24'=35960.
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II. DENOMBREMENTS

b) Pour le ceeur, il y a 8 choix possibles. .
Les trois autres cartes sont choisies parmi les
24 cartes qui ne sont pas des cceurs.

Nombre de ces tirages :

2 2
8 (2‘31) bl L ;23 X22) _ 16192

Enoncé

e) Combien contiennent la lettre T2

a) Déterminer le nombre de «mots» de quatre lettres différentes que I'on
peut former avec les lettres du mot CONFLIT.

b) Combien de ces mots conticnnent seulement des consonnes?
¢) Combien de ces mots commencent et se terminent par une consonne?
d) Combien de ces mots commencent par une voyelle?

f) Combien commencent par F et finissent par une voyelle?

L e A

Solution

Remarquons d’abord que les sept lettres de ce mot
| sont différentes.
| On appelle mot toute suite de quatre lettres, que

cet assemblage ait un sens ou non dans notre
langue.

a) 1l s’agit de trouver le nombre des injections d’un
: ensemble a quatre éléments dans un ensemble
a sept éléments.

n=A3=7X6X5x%x4=_840.

: b) Il y a cinq consonnes : C, N, F, L, T.
I s’agit ici du nombre d’injections d’un ensem-
o ble a quatre éléments dans un ensemble 3 cing

. éléments.
H
'f n,=A%=5x4x%x3x2=120,
c¢) Une consonne comme premiére,\:l lettre : 5
possibilités. !
Une, consonne comme derniére lettre : 4
possibilités.

I faut ensuite choisir deux lettres parmi les §
qui restent.
Il y a A3 possibilités.
ny=35xX Aix4=5%(5%4)x4=400.
d) Premiére lettre : une voyelle parmi 2; deux
possibilités. _ .
Il reste a choisir 3 lettres parmi les 6 qui restent.
n,=2xA3=2x(6x5x4)=240.

r T

216

Noter ici la différence avec
I'exercice 278. !

($9]
W
§es

consonnes

voyelle

——————

/
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¢) La lettre T peut &tre placée a 'une des .

4 positions,
Il reste a choisir trois autres lettres parmi 6.
Ns=4X At =4%(6%5%4)=480.

/) F est placée; restent a placer 3 lettres dont une
voyelle.
Pour la voyelle finale, il y a deux choix
possibles.
Il reste a choisir deux lettres parmi 5 :

Ns=2X A2=2x(5%x4)=40.

Enoncé

[I, DENOMBREMENTS

voyelle

:

Résoudre : n€N* Cj, + C3, + C3,=387n.

Solution

Remarquer d’abord que I’on doit avoir 2n =3 donc
n=2. L’équation s’écrit :

2n +-;—-2n(2n - l)+é 2n(2n —1)(2n —2)=387n.

D’ou (multiplication par 3)
6n+3n2n—-1)+n2n—1)2n-3)=116In.

On obtient une équation équivalente en divisant par
n car n=2

6+6n—3+(4n*—6n+2)=1161
d’ou 4n?=1156 n?=289=17%
Avec n €IN*, la solution unique est 17.

Dans C7 : p=n.

Prop.
149

Surtout, ici, ne pas utiliser C%,

sous la forme
n!

pln—p)"

Cela devient inextricable!

11 y a deux solutions dans R mais
une seule dans N (n>0).

Enoncé
1) x étant un réel, développer (1+x)" puis (1 —x)'°, puis (1+x?)"°.
2) En réduire les sommes :
p=10 p=10
A= Ch et B=2 (=DGE.
p=0 p=0
Solution
1) Le f’é"c'ODDcmcni de (1+4x)" contient les :
monomes : ) Prop.
" 153 i .
Clo X 1100 5 xP = CBy X X", 1 =1si KEN.

4
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II. DENOMBREMENTS

2)

Pour déterminer les coefficients C%, vous dispo-

sez de deux méthodes.

o Construire le triangle de Pascal jusqu’a la
ligne n =10.

o Faire un calcul direct le plus astucieusement
possible : ‘

Ch=Cii=1; 0= Clo=10;
X
G- =120 s,
10X9x8
3_' 7:———: g
Cro=Clo 1x2x3 1205

0=C%=210; C5,=252.
(1+x)°=1410x +45x2+ 120x>+210x*
+252x° + 210x% + 120x7 + 45x8 + 10x° + x 1.

o Pour le développement de (1-—x)™, il suffit
de remplacer x par (—x) dans I’égalité
précédente :

(1=x)"°=1-10x +45x2— 120x3 +210x*
—252x° +210x5 — 120x7 + 45x® — 10x° + x 10

o Pour le développement de (1+x2), on
remplace x par x* dans la premiére égalité
avec :

(x?)P = x?P,

Pour obtenir A, qui est la somme :
Clo+Clo+Coh+...+C19

il suffit de donner & x la valeur 1 dans le

développement de (1+ x)°,

On obtient : A=(1+1)"=21,

D’Otl C(I)O + C}o + C%O +...+ C%g = 210: 1 024.

Dans un ensemble E & 10 éléments, C% est le

nombre de parties ayant 0 éléments — la partie

vide — Cj, le nombre de singletons, C2, |e

nombre de paires, etc.

Donc A est le nombre de toutes les parties de E.

Si card E =10, alors card J(E)=1024.

e B=CY, - }0+C%0_C?0+C?o“---—C?o

» +CR
Pour obtenir B, il suffit de donner i la
valeur | dans le développement de (I=x)'

B=(1-1)""=0"=,
Il en résulte :
Clo+ Clo+ Chy + Cfy + C} + C13
=C;0+C?0+Cf0+CZo+C?D.

218

Prop. Prop. Prop.
150 151 152

Attention a la parité de p

Si p pair : (—x)” =xr,

Si p impair : (—x)? =—xP,

Prop.
153

(X =x% (x2)*=x", etc. -

2'° est également le
Cardinal de J(E)

avec Card E =10).

Singleton :

partic a 1 élément.

dadva . . s 3 P
Paire : partie 3 2 ¢léments,

Prop,
148
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II. DENOMBREMENTS

(28 2} Enoncé

1) Calculer A=C},+2C§+3C§+4C2+5C§+6C§ et B=6x2°
2) Démontrer que, pour tout naturel k avec Isksn: (Ck =£ Chli.
k=n
En déduire que kz kCy =nx2""" et retrouver le résultat de la premiére
=()
question.
Solution
1) IC)‘(‘,-=C?,=6; Ce=1; Ci=Ce=15; Ct=20. Prop.|  |brop
‘ou e '
B - 151 152
A=6+(2x 15)+(3x20)+ (4% 15)+(5%6)+6
A =192
B =192 d’ou A= B. Prop.
3) Ck= n! ‘ 150
k'X(n—k)!
or n!=nXxX(n—-1)! et k!=kxk-1. = e = 11
Dot Ck=— X _R ' .
. kx(k—l)!(n—k)!_k =1t (n=1)—(k—=1D=n—-*k
Donc kCk=nCkZ3.

k=n
>, kCk=0+1CL+2C2+3C3 +...+nC"
k=0 N P

k=n k=n

k=n
> kCk=> nCk\=n- > CkZl. En utilisant I'égalit¢ démontrée
k=1 k=1 k=1 ci-dessus.
k=n
k—1 n—1
r = .
O IE] Cn 1 2 Prop.
n 163
Donc > kCk=nx2"1,
k=0

A la premiére question, on avait n =6

k=6
A=) kCE=6%x2°=B,
k=1

g TSy 3
;VZS.%'. Enoncé

]

1) Un sac contient 24 grains de haricots : 8 rouges et 16 blancs.

On tire au hasard 3 grains dans le sac. Quelle est la probabilité d’obtenir
3 rouges? Celle d’obtenir 3 blancs? Celle d’obtenir un rouge et 2 blancs?

2 X ) ) :
2) (lic ?Iac contient n grains rouges et 2n grains blancs. On Wie 3 grans.
uclle est la probabilité p. d’obtenir un rouge et 2 blancs? ¢

La suite p, est-elle convergente?

219
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Solution

B

2)

On choisit au hasard 3 éléments dans un
ensemble de 24, Le nombre de ces choix est le
nombre des parties & 3 éléments dans un
ensemble & 24.

(24) 24 X23 %22

et L, g o =2024,
: X33 =202, card E=202

Evénement A : « Tirer 3 rouges ».,
On tire 3 rouges parmi les 8 rouges.

8 8x7x6
A1 1) T Tx2x3 =
Nous sommes dans [I’hypothése d’équi-

probabilité, d'ou la probabilité de I’événement

A 56
P(A)—2024~0,028.

Evénement B : « Tirer 3 blancs » (parmi 16)

16\ 16 15 14
Card B=( ) =221 _
ard B= () === 560

560
2024
Evénement C : « Tirer | rouge et 2 blancs ».
Ce tirage bicolore se présente comme un
couple :

(Tirage d’un rouge; Tirage de 2 blancs).
Nombre de maniéres de tirer 1 rouge :

8
111—(1)—8.

Nombre de maniéres de tirer 2 blancs :
16\ 16x%x15
nz—(z)— > =120.

A chaque tirage de 1 rouge on peut associer 120
tirages de 2 blancs.

d’ou p(B)=

~(0,277.

Donc Card C=8x 120 =960
d'ol 0(C)=9 0474
o8 PR =5 004~ M4

C’est toujours I'événement : C =« Tirer | rouge
et 2 blancs». On tire un rouge parmi n - le
nombre de ces tirages est

=)=

On tire deux blancs parmi 2n :
ces tirages possibles est

2n\ 2n(2n-1)
M=\, )= —

L -

le nombre de

=n2n-1).

« Tirage au hasard » signifie que
tous les grains ont la méme
probabilite d'Clre tirés, c'est-i-
dire que on se place  dans
I'hypothese d’équiprobabilité.

Prop.
159

Prop.

154

Prop.
144

Prop.

1

Prop.
159

On suppose toujours  venfiee
I"hypotheése d"équiprobabilité

Prop.

151

— )

—
Prop.

149

——
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pou  Card C=n;xn,=n*x2n-1),
Le nombre de tous les tirages possibles de
3 grains parmi 31 est alors :

_(3n ~3n(3n—1)3n =)
- CardE—(3)r -~
Card E =é n(3n—1)3n—2)
) Card C
dOﬂC I)"(C)_C—:UG_E-

)= 2n°2n—1) an®-2n?
Pnl n(3n—1)3n—2) Ond—9n*+2n’

IT. DENOMBREMENTS

Pour n=8, on retrouve p(C)
dans le cas particulier de la
question précédente.

Considérons la suite p,.
2
§=—=
P n ) .
On peut ecrire. pn = 5 2 Voir votre cours de Premiere sur
ol P les suites ou bien
n n?
2 9 . {2 :
lim (<) = 0: lim (2)=0 et tim ()=0 vir. | |Prop.
+oo \N +oo \N +o0 M 41 104
4
d’ou lim(p,) =z
\- + 00 9 4
La suite p, est convergente et sa limite est 5
/) r———l Vd ,
)
~ 284 Enonce
Dans une urne il y a 3 boules blanches et 2 boules noires. On tire au hasard
. deux boules I’'une apres l'autre.
a) Quelle est la probabilité de ’événement A : «la premicre est blanche,
la deuxiéme est noire» dans chacun des deux cas suivants
! 1) On tire la boule, on lit la couleur et on la remet dans l'urne.
2) On tire la boule, on ne ]a remet pas dans 'urne apres ce tirage.
! b) Quelle est la probabilité de événement B : «les deux boules sont de
{ couleurs différentes», dans chacun de ces deux cas.
'
Solution
a) L'urne contient cinq boules. i
e Cas 1: L'univers E est 'ensemble des 25 Et ceci dans le cas ol ‘A{Plt""l‘»‘“f
couples de deux boules, distinctes ou non. houle tirée est remise dans
La boule blanche est choisie parmi 3 et la I'urne.
noire parmi 2 :
: Card(A)=3 X2
. d 3Ix2 6 154
- RS p(A)= :—-:0’24.
25 25
221
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II. DENOMBREMENTS

e Cas 2: L'univers E' est I'’ensemble des Puisque la boule ""?St RS 'e'f‘isc
couples de 2 boules distinctes. on ne peut pas avoir denx fois la
Card E'= A2=20 méme boule.
Card(A) ne change pas, donc Prop.
p'(A)=£=0,3- BN ou NB 155
20
b) B est la réunion de decux événements
incompatibles : (la 1™ est blanche, la 2° noire »
ou «la 1" est noire, la 2¢ blanche ».
6 6 12
e Cas 1: p(B)=—+—=—=048.
p(B) 25 25 25 7 Somme de probabilités.
e Cas 2: p'(B)=0,3+0,3 =0,6. Le lecteur expliquera ces calculs.

| - v ’
285 Enoncé

1) On dispose de m jetons, numérotés de 1 & m. On tire un jeton au hasard,
on note le numéro marqué, puis on remet ce jeton dans le sac; tous les
jetons ont la méme probabilité d’étre tirés. On procede a n tirages
identiques.

On envisage I’événement B : «Deux jetons au moins ont le méme
numeéro ». _ _

Trouver une relation entre les probabilités p,.,(B) et p.(B) et en déduire
un procédé de calcul de p,(B).

Si m =10, calculer p,(B) pour 1<n<7.

2) Comment utiliser le modéle ci-dessus pour résoudre |e probleme suivant :
dans une assemblée de n personnes, quelle est la probabilité pour que
deux personnes au moins aient le méme jour anniversaire? Trouver n pour
que cette probabilité soit au moins égale & 0,5: puis - pour qu’elle soit
supérieure a 0,9.

Solution
I) On peut envisager comme univers () I’ensemble n tirages :
des n-uplets dont les éléments sont choisis dans
I'ensemble F des m jetons. . (e1, €5, ..., €,)
Q=E" dou Card(Q)=m". m choix pour e,
Soit I’événement contraire de B : ”
n : e p rop.| (Prop.
B: «Les n jetons tirés portent des numéros 145
tous distincts » 146
- - — An -
Card(B)=A~" don p,,(A)=m': Prop.
i, A n+1 156
= m
de méme pn+|(B)—__'nn+l‘

222
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puii(B)_An'' m"

\ Donc : =
p.(B) A, m"!
| puei(B) __m(m—1)(m—2)..(m—n) o
\7 : pu(B) m@m—1)(m=2)..(m=n+1) m
Puii(B) _m—n
pu(B) m
y s — m-n —
d’ou pn+l(B)=Tpn(B)-
Le nombre m étant fixé, cette relation de
récurrence permet de calculer p"(B), de proche
en proche, a partir de n=1, avec :
= . = =1
pi(B)=1 puis pz(3)=m , etc.
On obtient p,(B) avec I’égalité :
\ pa(B)=1-p,(B)
on trouvera ci-contre les résultats pour m =10.
, 2) Une année «banale» comporte 365 jours... Les
b jours anniversaires de n personnes sont des
tirages de numéros parmi ces 365 : on utilise le
modele ci-dessus avec m =365 jetons.
A3ss —
n(B)=1-——3 B)=1
—. 365—n —
wsil B)= W B
et pa(B)=1-p,(B).
Organisez votre calcul au moyen d’une
; calculatrice, par exemple.
On trouvera :
n=23: p,(B)=0,4927 et p,(B)=0,5072
1 n=41: p,(B)=0,098 et p,(B)=0,9031.
! Des qu'un groupe de  personnes atteint
“ 23 lnleldllS: la probabilité pour que 2 d’entre
; Cl}es, au moins, aient le méme jour anniversaire,
| dépasse 50 9,
{ ) . . .
‘ ;(())lflyrn 41 individus, cette probabilité dépasse
!
!
|
."fh—&.__.‘

II. DENOMBREMENTS

On pourrait, bien siir, calculer
p.(B) directement, par

A
pa(B)=1-—
m
m=10

n | pa(B) Pa(B)
1 1 0
2 0,90 0,10
3 0,72 0,28
4 0,504 0,496
5 0,302 0,698
6 0,151 0,849
7 0,060 0,939

p.(B) est décroissante et p,(B)
croissante.

e Sur 29 rois de France dont on
connait les dates de naissance,
2 ont le méme anniversaire :
Charles IX et Louis XII nés le
27 janvier.

o Sur 28 empereurs de la maison
de Habsbourg : deux sont nés
un 21 septembre et deux sont
nés un 24 février.

e Par contre, sur les 32 souve-
rains anglais, il n'en existe pas
deux qui ont la méme date de
naissance.
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 D’AUTRES POUR CHERCHER

m  Dénombrements

286 Enoncé
Simplifier les expressions :

D=(x*-3y)%; E=(2a*-b), p'=(§+b)“_

224

! (n=1! (n—ptD! nt _(n-D!
-2 (m+2)" (n-p-D m+DhHt  n!
Indication
n! =1x2x3x."..x(n—2)(n—1)n=(n_l)n.
(n—=2)! - 1X2X3X..X(n-2) .
287 Enoncé
Résoudre dans N les équations suivantes :
3 2 4
3_m_N —6n . Q___ .
a) C,—Cs: ; +5; b) 2 13;
1 2 31X x—5 x—7
c) Cr+Ci+ Cx—?; d) 353 =3CZ4.
Indication
a) n=6. b) n=15. d) Voir 'exercice |290 |.
. 288 {Enoncé o
Calculer la valeur du quotient %
. 3n
Trouver la limite de ce quotient si n tend vers | ‘infini.
Indication '
. . 4
La limite est —.
9
@2} Enoncé
] Développer :
A=Q2x+y) B=Q2x+y); C=Qx-yy
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II. DENOMBREMENTS

Enoncé

a u.s‘f un naturel fixé supérieur a 1. On considere la syite y =C%(0
1) Etudicr ses variations. Y a-t-il des termes égaux? o
2) En déduire que C: = C? équivaut p+q=n.

=p=a).

i

Indication

A

Ecrire —2— que I’on com are 2 [Les varia ions de u

— rC (l . C ¢ & 1t
, p 1 S riations ) dependent de la position

e |
de p par rapport i i(a —1). Deux cas selon la parité de a.

Enoncé .

a) On doit choisir trois éléves parmi neuf éléves pour jouer les réles de Tartuffe,
Orgon et Cléante : combien de choix possibles?

b) Méme question si I'un des éléves, André, refuse de jouer le role d’Orgon?

Indication

a) 504. b) On peut utiliser deux méthodes différentes.
Il y a 8 possibilités pour le choix d’Orgon, 8 encore pour celui de
Tartuffe et 7 pour celui de Cléante.
Si André joue Orgon, il y a 56 possibilités de choix pour les 2 autres
roles. On calcule alors une différence.

Enoncé
; Calculer le nombre de possibilités qu’il y a de rgnger sur une étagere de bibliotl_zéque
%5 gros livres, 4 livres de grosseur moyenne et 3 livres beaucoup plus minces,
sachant que les livres de méme dimension sont placés les uns a coté des autres.

Indication

Il faut _

— ordonner les 3 catégories (gros, mince, moyen) : 3! soxtl6 fggons;
— pour chaque catégorie, ranger les ouvrages de cette categorie
(51) % (41) x (3!)=17280. Achever le calcul.

Enoncé . ;
On veut élire un comité de 4 personnes choisies parmi 12.

a) De combien de maniéres peut-on former ce comité?
. ¢ ) . . , : 9
b) De combien de maniéres si Monsieur X refuse de siéger avec Monsteur Y

’ . . s . s ? 03 ¢ A e
¢) De combien de maniéres si Monsieur Z ne veut siéger qu’en presence d
Monsieur T?

' . » ieres
d) Parmi les 12 personnes, il y a 7 hommes et 5 femmes, combien de maniere

. : ol ' ienr
¢ deformer un comité composé de 2 hommes et 2 femmes? et st en plus Mons

A ne veut pas siéger avec Madame B?
225
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| II. DENOMBREMENTS

Indications

b) Deux méthodes : . , . » ) .
(M) X siege mais pas Y (C}y). Y siege mais pas X (Cj). Ni X ni Y
ne siegent (Cfy). . A S
(M;) X et Y siegent en méme temps (C%y) puis faire une différence.

{2&} Enoncé . )
On écrit sur 26 cartons les 26 lettres de notre alphabet. On tire simultanément
5 de ces cartons.

1) Combien y a-t-il de tirages différents?

2) Combien de tirages contiennent 3 consonnes et 2 voyelles?
, 3) Combien de tirages conticnnent la lettre B?
i 4) Combien de tirages contiennent les lettres A et B?
5) Combien de tirages contiennent au moins une voyelle?

Indication

Pour la question S, pensez aux tirages ne contenant aucune voyelle.

t 295 Enoncé
| ;

| ABCD est un rectangle. On trace S droites paralleles a AD coupant [AB] et
3 droites de direction AB coupant [BC].

Combien peut-on dénombrer de rectangles sur cette figure?

{ Indication

Choisir un rectangle du dessin, c’est choisir d’une

| part 2 paralleles & AD,
i parmi 7 et d’autre part, 2 paralléles 2 AB, parmi 5.
| 4
I 296{ (Enoncé '
i Douze personnes se retrouvent le matin. Chacune d’elles serre Iq main a chacune
I des autres. Quel est le nombre de toutes les poignées de mains échangées? )
| - . ,
i; 297 Enoncé ‘3
! Combien y a-t-il de maniéres de garer trois voitures - dans un parking qui comporte st )
{ cing places? Et cing voitures? et quatre voitures? gy -
[3;8 Enoncé N il
On part de M pour aller en N, en suivant "
les lignes du quadrillage, en se déplacant
seulement vers la droite et vers le haut. , o
Combien d’itinéraires possibles? - o)
Combien d’entre eux passent en I? | ! - -
. M g s
>~ “"5.-&; :
226 W~ N
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I1. DENOMBREMENTS

sgo yEmomcé o
- ,’l f(.\‘)=(1 +x)" Développer [(x) et écrire la dérivée de f de 2 facons
En déduire | _, ) ¥ (7L,
kC*=n2""" et pour n=2 : S ¢ {nkes
- k2=l [ : 121( ])C,,—O.
w0 Enoncé ’
} x et y étant des naturels résoudre le systéme :
X X :
(5)=Gar) o 4()=5C)
y/ \y+l1 y y—1
Indication
n . . ]
Penser que dans ( ) on doit avoir n=p. Réponse : x=17 et y=38.
Voir ex. .
" [011 {Enoncé i Lo
Démontrer que e [ =; cr. I
! dédui L S e TR |
En déduire que PRy e . s
L4 , ’
302 Enonce !

Démontrer que AZ=Al_,+pALZi.

B . r
En déduire, pour les A%, un «triangle » analogue at triangle de Pascal pour les Cy.

m  Probabilités |
+ /1303 }Enoncé . ;
Yy (s ] inq boules :
' Dans une urne se trouvent six boules blanches numérotées de 1 a 6 et cind b
rouges numérotées de 1 a 5. ’ : 1
, - on admet que
¢ On extrait, au hasard et simultanément, quatre boules de l'urne; 0!
v tous les tirages de quatre boules sont équiprobables. B '
' Calculer la probabilité de chacun des dvénements suivants : |
) 3y A : les quatre boules sont blanches. _ le blanche
P B:ily a, parmi les quatre boules, au moins une bou el blmwﬁf ot exactement
WP C : parmi les quatre boules, il y a exactement Une boule :
§ s une boule numérotée 3.
Indication

’ 1
i I;(A)=-ﬁ; p(B):Z_Z_; p(C)=39§.
¥ el our T'événement B, penser & I'événement contraire.
anid .
: J
| &
ﬂ -
dbeeanscliive’ =
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II. DENOMBREMENTS

s | ”
304, §En0ncé ) ) k
F—J On dispose d’un jeu de 32 cartes. On en tire 3 simultanément, O;JI_I_SlfPP?lse
SI ‘équiprobabilité des tirages de 3 cartes. Quelles sont les probabilites des
§ événements suivants : ;
A : Obtenir exactement un ceeur. (.‘,
B : Obtenir exactement un valet.
C : Obtenir exactement un caeur et un valet.
Indication
P(A)=—324; Pour I'événement C, envisager deux cas : soit que I’on tire le
32
valet de cceur, soit un autre valet.
| -~ ~ L4
305 ¢ Enoncé
¢ Dans un tiroir, il v a quatre chaussettes noires, six rouges et deux blanches,
toutes indiscernables au toucher.
§ Lors d'une panne d'électricité, le savant Cosinus choisit deux chaussettes au .
¢ hasard. 3
$ Quelle est la probabilité pour qu’'il aille faire ses cours avec deux chaussettes de
{ couleurs différentes?
V
Indication "
| 1
| Penser a I'événement contraire A : p (K)=§
4
|
306 Enoncé
‘ Un joueur tire I'une aprés I'autre 4 i
’ ] pres lautre 4 cartes d’un Jeu de 52 cartes (tirage sans
‘ remise).
| §2) Quelllle est l[a prol;aiz_llz.te’ Py pour que les 4 cartes soient des piques? .
$ ; Que”e est [a probabrlxte P2 pour que les 4 cqrtes soient des cweurs 2
SCCI Qlleué’ est [a probabulite psy pour qu’il ait un ceyr exactement?
¢d) Quelle est la probabilité p, pour qu’il ait Un ceeur et un pique? ’
{ = » ,
307 ;Enonce
: a) Soit f la fonction numérique de la vari : g —
; ! f q variable réelle « définie par f(_\.)=’-\ ! 1 . Y
[ 2] 17147 . - 5 X" —X
: fi;rudl;zr: .?'LS U(tmatlons let trac-cl Sa representation graphique. A
ndesignant un nombre entier strictement positif, un 5 :
n—1 bulletins «<NON» et n + 1 buglofint «Ol'g‘l» e urne électorale contient
Pour réaliser un sondage sommaire on i
| . naage ) preléve : :
| g bulletin ayant la méme probabilité d’¢tre prélevé dC‘;:l\ ;’Hllctms, chaque :
. P(n) de I'événement : «on a prélevé deyx }"l”'b”’”('ll er la probabilité |
$ différents ». > Portant des_votes s

228 a9
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1. DI’ENOMBRI{MHN'IS
2) Utiliser la partie a pour déterminer |y valeur n, de 1"epyi,
; la probabilité P(n) prend sa plyg grande valeyy Pl

Calculer P(ny), aquelle

Indication
‘ = n’—|
™ ) .
» ()= . P(4) maximum.
' b) P(n) 2n*—n
f_mg} Enoncé ) ,
- 20 c/{evaux .s'()nt.au départ d’une course. Seule noys intéresse I'arriyée des trois
premiers chevaux.
a) Je joue 3 numéros. Qucllc est la probabilité poyr que je gagne «dans ['ordre »
«dans le désordre »?
b) Je joue maintenant 5 numéros. Quelle est Iq probabilité pour que je gagne e
tiercé dans 'ordre; dans le désordre?
Indication
A
a) Dénombrer d’abord toutes les arrivées pour les trois premiers dans |'ordre
7 (arrangement). P1=0,000 146.
4, b) Dénombrer.les arrivées des 3 premiers dans un ordre quelconque. p,=6p,.
e nr] 4 p
[_03 Enoncé
Une urne contient 100 billets numérotés de 1 a 100.
1) On extrait de I'urne 1 billet.
Sachant que chaque billet a la méme probabilité d’étre extrait, quelle est la
Probabilité d’obtenir yn billet dont le numéro est terminé par le chiffre 2.
2) On tire deux billets de | ‘urne simultanément. Donner le nombre de tirages
différents possibles.
3) Ces _bil!ets sont utilisés pour une tombola. Chaque billc_’t dpnt le ',”""cml ,cst
2‘{;[””’13 Par un chiffre 2 donne droit ¢ un lot. On extrait .wmulmng-l_mn.t u::ltt
k lilets de Purne., [ pg ¢vénements élémentaires attachés a cette expérience sc
gql{l[)r()bables.
Sgl{: A l,’qu'rzefrzerzt - «gagner un lot et un seulement ».
Il B événemeny - gagner deux lots ».
Soit C I'gyg, ;
; Calculey | ‘ement : «gagner au moins un lot ».
"la probabilite des événements A, B, C.
lmllcali(m
10
PB)= 7550
\*
e \'t»;\

-

229
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Déja, a Rome I"Empereur

‘ R : Auguste fit procéder 4 (e
i €S richesses (e I'Empire, e nombre (
solda *S navires ; ;

s,_ L-h navires et |eg revenus des citoyens, | :
des statistique :

) 'usage
S remo A s : .
. B France. o _n‘lC donc & la plus haute antiquité, ..
st rcccnscmtn; ; rlmm.slrc Vauban fit ype tentative  de
J € la populati > i
R N oucs 1y “p‘pulaho.n. Le premier bureau des
= P e 1 oy u’ free a la fin du xvie, et le premier
i recensement séricux ey licu en 1801, 3 I'initiative de
Chaptal, ministre de Naupoléon [¢F ‘
! Au xvire arci ara '
, ; Dcparﬁlcux (France) et Wargentin  (Suéde)
- dressent les premiéres tables de mortalité, indispensables
— aux assurances.
T3 A la fin du mé ie i
. meme siecle, Bernoullj et Laplace étudient les
T premicres applications du calcul des probabilités aux
—‘1;-° e = previsions statistiques.
C'est en 1946 qu'est créé en France I'LN.S.E.E.

- . ’ . . 4
organisme public chargé en particulier des recensements

(du latin «recensere » : dénombrer). Le premier recense-
ment chinois n'eut lieu qu'en 1953,

Les premiers sondages importants furent pratiqués aux
Etats-Unis vers 1930 par Gallup. L'L.F.O.P. fut créé en
France vers 1938. Deux grandes méthodes sont utilisées
pour les sondages d’opinion.

Dans la méthode des quetas, on interroge un échantillon de
la population (500 a 2000 personnes); cet échantillon doit
avoir les mémes caractéristiques que la population totale
considérée : proportion hommes-femmes, répartition par
ages, catégories socio-professionnelles, etc.

Dans la vie quotidienne, nous ne
faisons pas un pas sans rencontrer

; -~ . i actéristiques soient bien connues,
des lois statistiques qui servent de Encore faut-il que ces caractéristiques soler pPanr
i . . ifé a4 un recensement récent.
base & nos actions pratiques. par référence par e?(emple,' ' as connu
Heisenberg. Physici nom des personnes interrogces n'est pas connu.
erg. Physicien

Dans la méthode probabiliste, on interroge des personnes
prises au hasard sans se préoccuper de lz_x .consmullon de
I"échantillon «sondé». Mais dans ces conditions, It? notnbrc
des personnes interrogées doit étre beaucoup plus élevé guc
dans la méthode des quotas. Ces choix «au hasard » n.mt
en réalité faits sur une liste générale de la population
détenue par I'organisme sondeur (I.N.S.E.E.). |

C'est le mathématicien Barréme qui a donné¢ son nom i

arémes actuels. > e
l;i(;s ll;.;rle‘ni!lc;l?bc“a“ un livre et des I.il'hlt:ﬂ m.amcnqucs « livre
nécessaire a toutes sortes de cqndmons ke .
«Le Sieur Barréme, arithméticien a.!cn.\cur.n"n.l .nc e
Pont Neuf, enscigne bricvement '"'.'”"j't;l::lu(-ommcs et
quatre livres utiles. Le pEEMIE) _csl ” “(,\"rw:hc:l Le second
Multiplications, dédié a Mon’\‘%‘lgncurl . &\Oi.""-:'mc par le3
permet d'apprendre l‘:uilhmclll!”t" p.‘u‘ vues. Le troisieme
méthodes les plus courtes uon ait JIMEE S (o oag o
est le petit livre du Grand Commerce ¢
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I1. STATISTIQUES

’ DES EXERCICES CORRIGES ;

310 Enoncé

S

] -~
Durant une période d’hiver, monsieur Dupont dlesg:juwlrlg m:)aylgsﬁg
d’observations quotidiennes : x désigne, en degres, la temp 0 litre — de sa
extérieure de la journée, et y la consommation ¢n fuel — ¢
chaudiere, le méme jour.

X -6 -4 0 5 10

y |40 36 32 24 I8

Point A B C D E

1) Construire le nuage de points représentant ces couples et déterminer le
point moyen G (les points sont désignés par A, B, C, D, E).
i 2) Ecrire I'équation d’une droite A passant par G et de pente m.
. . 1] ! ! ! 7
Chacun des points A, B, C, D, E se projetant en A’, B_, ', 1? ) 1:7 ;c)ur’
D, parallélement a y'y, calculer les coordonnées des points A'B'C'D'E
en fonction de m.

3) Calculer F(in)=AA"”+ BB"+ CC"?+ DD+ EE".

Etudier les variations de F et en déduire la valeur de m pour laquelle
’ elle est minimum. Donner I'équation de la droite A, correspondant a cette
valeur de m et la tracer.

4) Ecrire une équation de la droite de régression de y en x en utilisant les
formules de votre cours.

PP -

¢ Solution
: 1) Les_points_A, B, C, D, E sont représentés sur On n’a pas la méme unité sur les
la figure ci-dessous. Nous n’avons pas pris la deux axes.
méme origine pour les deux axes. Le point
; moyen G a pour coordonnées (&, y) : Déf.
| = o 64
l x=§(—6—4+5+10)=1;
| ; G est le barycentre pour les
‘ y=5 (40+36+32+24 + 18) =30, points du nuage de points.
l . . .
; G est le point de coordonnées (1; 30). Déf.
2) Une droite A de coefficient directeur m passant i
par G a pour équation
y=30=m(x—1) dot y=mx—m+30. Y~ Ya
. =} .
Point A" : son abscisse est celle de A : —¢ Xx=xg aiide sk
' y i —
A'€A A mest pas paralléle i I'axe yy'. ———
d’ou y=—6m—-m+30=30-7m -
A'(=6;30—7m). | £
.
232 FI—
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I1. STAﬂSﬂQﬂES

Point B' : x=—4 d’ou y=—-5m +30;
B'(—4; —5m +30).

Point C' : (0; 30—m).

Point D’ : (5;30+4m).

Point E' : (10; 30 +9m).

AA 0 DD ! 0
Ad (—7m—10)’ BB (—5m—6)’

e 0N < 0\ = O
cc (—m—Z)’ o0 (6+4m)’ EE (9m+12)'

F(m)=(=Tm =10+ (=5m —6)*+(—m —2)*+
(6+4m)*+OOm +12)?
F(mm)=172m?*+ 468m + 320.

La fonction dérivée: F'(m)=344m +468
468
s’annul = 3
nnule pour m, 344 1,36

La fonction F est minimum pour cette valeur

de m et I’équation de A, correspondante est
y= ——1,36){""31,36-

Aq est tracé en rouge sur la figure.

Cette droite A, passe par G : pour la construire,
il suffit de déterminer un second point.

17a d.roite de régression de y en x a pour
équation : C(
-—e = xs )
y=y=m(x-%) avec m,= v ").
X

On remarque que
AA'+BB'+CC'+DD'+EE'=0.

Variations d’une fonction du
second degré.

n -1,36-

F \ : /
Déi.

67

5 -
Pour organiser vos caleuls pour
Clx, ¥). V, et V., préparer un
tablean avec les valeurs de

(x.=x) et (y,— )

233
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II. StamnstiQues
La covariance de 2\ V) ;.‘sl : ) 5 Y-y 1
\ A o Y ) U !
(X =x)(y - ———— —
X, )= : . b 8'
C(x, V) N 46, , 10
La variance de x : ) 6
l 172 -1 2
V=2 49425+ 1+16+81)=—=344 4 6
’ 4 . 9 =12
N - (“8 e ————————)
d’ou m, = =~ =1,36. O _,_ .
344 , ,
W, . . Dél. Déf. Prop.
L. ¢quation s*éerit ¢ 64 65 160
y=30=-1,36(x—-1) =gl s - )
d'oil 3 On trouve bien siir la méme
y=—1,36x + 31,36. équation (voir le cours).
Remarque : On pourrait aussi déterminer une Comme a la question 3, on
equation de la droite de régression de x cn y pourrait calculer cn fonction de
(4, : m, la somme des carrds des
y—y= mz(.\' —.\T) distances de chacun des points a
avec . Vy =137, ‘\n |’)I'()_|(,‘Cl|(')n xui A, parallelement |
- Cx, ) a x'x, et déterminer la valeur m,
On trouve I'équation : y=—1,37x +31,7. pour laquelle cette somme st
Les deux droites A, et A, sont tres proches 'une minimum.
de T"autre @ ce qui est confirmé par le calcul du .
coefficient de corrélation: r : 6L8.
»_my_ (C(x, )'))2~0 997
m, Vx+Vy ’ |r| est trés proche de 1 d’oii une
d'oit |r| ~0,998. tres forte corrélation linéaire
entre ces deux variables.
Enoncé
Pour 15 espéces d’oies sauvages on a noté le poids des oies adultes (PA) eﬁ
le poids correspondant de leurs ceufs (PO) (en g).
PA 1 3500 3250 2180 1500 3100 2500 2125
1500 2375
5 -
PO 145 160 12 100 146 120 127 94 120
PA 2000 2090 1280 1600 1400 1400
PO 141 144 91 107 90 85
;; golnm;r ulnc rcl:prcsentauon g;aph}:que par un nuage de points.
2) Calculer la valeur moyenne de chacune des variables p >
le point moyen. ables PA et PO. Marquer |
3) Calculer la covariance de PA et PO, ainsi e ) « .
| Cerire les équations des droites d nst que le coefficient de corrélation. ‘
‘ire les éque s des droites « ,
4) Ecrire les ¢q ltes de regression de y en y et de x en v. !
234 -
l
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On placera les points sur papier millimétré : X étant

le poids des adultes (1 cm pour 200 g), origine a

1000 g; Y étant le poids des ceufs (1 cm pour 10 g),

origine & 70 g. 1l est bien évident que I"on ne peut

prendre la méme unite sur les deux axes, ni la
valeur 0 comme origine commune.

2) Désignons respectivement par x; et y; les poids
des oies (en g) et les poids de leurs ceufs (en g).
On trouve : x=2120; y=119,7.

Le point moyen G, isobarycentre des 15 points,
a pour coordonnées (2120; 119,7).

3) Covariance : is

Clx, y)=15 2_)] (x;—x)(y; —y)=13914.

Variances :

V. =1]—5 .21 (x; —X)*=476777
d’ou o, =690,5
v, =Tl§ ﬁj (yi—¥)*=546,75
d’ou o,~23,38.
Coefficient r de corrélation :
r=LB ) 561,

Oy O,y
Ce réel r n’est pas tres ¢éloigné de 1, ce qui
indique une assez bonne corrélation linéaire
entre les variables x et y et justifie la recherche
des droites de régression.

A premiére vue, sur la représentation graphique,
I’ajustement linéaire ne parait pas justifié. Mais
il ne faut pas perdre de vue I'importance du
choix de I'origine et de I'échelle pour Pallure
d’une représentation.

‘ - 4) Droite de régression de y en x : |
¢ (:T(JI’ JV)

e y=y=m(x-3) avec m=—y
" 13914 ’
e - 1~ 546.75 0,029
_ d’ou I’équation
y=0,029x +57,79 (D,).
Droite de régression de x en y:

= )’-)7=mz(x-f) avec mz="L
E ‘ ee,035 C(x, y)
| ¥ =0,039x + 33 36 (D).
F'i"lu-" - ; e
P————

II. STATISTIQUES

70

1000 X

Préparer un tablcau.

xl o5 x_ yl' i y—
1380 25,3
1130 40,3
60 53
|
Déf. Déf.
64 65 ‘
Déf.
68
1

Si I'on avait sur xv'v la meme

unité que sur v'v et la méme

origing, l'alignement des points |
serait plus probant.

Prop.| ° |Prop.
160 161 |

On tracera la droite D, en noir
et la droite D, en rouge.

On retrouve

|r|2=22~0,743
my

et

V0,743~0,861.
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II. STATISTIQUES

,P @ Enoncé

Voici des informations météorologiques pour la ville de Cherbourg (Le climat
de La France par R. Arlery). Les températures T sont les moyennes
mensuelles calculées i partir des relevés pendant 30 ans environ. Lcs’hautcurs
de précipitation P (en mm) sont les moyennes mensuelles calculées de la
méme fagon.

J F Ma A Mai Ju Jul Ao S O N D

T 65 63 77 9.6 12,1 148 16,4 168 158 12,9 9.7 7,5

P(mm) 109 75 62 49 41 39 55 71 79 99 133 119

1) Pour la variable T, calculer la valeur moyenne et I’écart type.
Mémes calculs -pour la variable P.

2) Représenter chaque mois de I'année par un point de coordonnées (;; p;).
Vous obtenez un nuage de points. Placer le point moyen G.

3) Tracer la droite A’ passant par G et paralléle a I'axe yy’. Calculer I'inertie

du nuage par rapport a A'.
Méme question avec la droite A passant par G et parallele a I'axe xx'.

4) Quelle est I'inertie du nuage par rapport a G?

Solution
1) Moyenne pour T :

_ + +...+7,
T=6,5+6,3 7,7 5211,3-
12
Variance : .
C(11,3-6,5°+(11,3-637+...+(11,3-7,57 | | %
1= 12
V,=14,40.
L’écart type pour T est donc Vous obtiendrez une courbe fer-
oc=V144=338. mée appelée climogramme du

Pour la variable P, on trouve : -
P=776; V,=890; 0,=298. .| climat.

2) 1l n’est pas nécessaire que les deux axes aient
la méme origine. Les unités choisies ne seront
pas les mémes, puisque T varie de 6 a 17 et P

de 40 a 140. N
Il n’est pas question de parler ici de repere
orthonormé. o .
Le nuage de points est facile a dessiner. En
climatologie, on joint les points 2 a 2 dans ’ordre _—
chronologique des mois. ’ B
Le point moyen G a pour coordonnées (T; P). 67
236
i,

lieu, qui caractérise un type de
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II. STATISTIQUES

3) Envisageons la projection orthogonale sur A’ de
chacun des 12 points du nuage : J en J', O en
0', etc.

L’inertie du nuage par rapport a A" est la somme
des carrés des distances :

JI"*+ 007+ 8557+ ...
Or : JJ2=(T-4)
et de méme pour les autres points.
12 PA
D’ou : Lo=> (T—t)*=12V,.
'.=l rn
De méme, I'inertie du nuage par rapport a A s L K&
parallele & x'x est la somme des carrés des

distances des points a A. -
12 T

I,=> (P-p;)=12V,.
i=1

Inertie du nuage par rapport a G :
12

12
Is=2 (T-)}+2 (P-p )
i=1 i=1
Ig=12(V,;+ V,).
Or AG2= AA’z + AA"Z, donc l’inertie du nuage La valeur de Ig rend compte de
est la somme des carrés des distances a G des la dispersion du nuage autour du
12 points du nuage. point moyen.

Déf.
69

G

237
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E I1. STATISTIQUES

D’AUTRES POUR CHERCHER

Le nombre d’ceuf

S pondus en un an par une poule a été relevé pendant 8 ans.
Voici les résultats.
Représenter le

Année (1) |
nuage de poings.

Un a justement
linéaire vous

2345678

Nombre

sem- | d’weufs pondus (n)

ble-t-i] Justifi¢?
Dans l'affirmarive, écrire

160 140 122 112 96 88 72 62

les équations des droites de régression.

@ filnoncé :
Voici le prix annuel moyen du metre carré de logement vendy dans le secteur libre
(en francs ) entre 1972

Paris et d’autre part en province.

m
et 1978, d’une part a

province de 1972 4 78 Calculez,
€ pourcentage ( augmentation par rapport g | année
précédente.
2) Mémes questions pour |le prix moyen g Paris. On pourra utiliser |[p méme
graphique.

3) Faire un nuage de

points pour ces Sept années : ep abscisse, le prix X en
province et en ordonnée le prix Y a Pqris. Déterminer |¢ point moyen,.
Calculez le coefficient de corrélation linégire.

Indication

3) Point moyen : (X=2873; p~
i

5253). Coefficient -~

0,993
K- @ Enoncé

Sur dix feuilles de lierre, on g mesuré LNERV& PETIOLE
la longueur x de lq nervure principale et 76.5 ‘\27\_
la longueur y du pétiole (en mm). 70’5 : ,0
Représenter par un nuage de pou!ts.‘ 8],5 45
Calculer e coefficient de corrélation 82’0 g?},g
entre x et y. 67:5 32:5
67,0 35.5
86,0 42,0
76,5 41,0
66,5 44,0
64,0 38.0
— 1 380 |
238 -
N
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Indication

I1. STATISTIQUES

c=73.8; V. =53,61; 7=36,5; V,=22,95; |r|=0,0106.

316 Enoncé

d’affaires.

corrélation linéaire.

Entre 1975 et 1981, la (Iil'ecti()(z d’une entreprise a augmenté ses dépenses
publicitaires chaque annee et établi une comparaison avec la progression du chiffre

Représenter par un nuage de points, trouver une équation de la droite de régression
de Y en X, de la droite de régression de X en Y et calculer le coefficient de

N N N N N e N N N N N N N N N N N N N N N N N N

Anniz Dépenses publicitaires Chiffres d’affaires
HiEe x (en francs) y (en milliers de francs)

1975 73200 35261
1976 74700 35771
1977 76200 36791
1978 77700 37301
1979 79200 37556
1980 80700 38 066
1981 82200 38831

Indication

X=77700; Y=37082; r=0,99.
[3171 Enoncé
Voici des relevés pour deux variables X et Y. xl1 12 13lals5]7

1) Représenter les couples (X, Y)

par un nuage

de points et

calculer le  coefficient de

corrélation.

Y |19

274413

. 1 . :
On pose Z = X Expliquez en quoi le premier graphique suggére ce changement

de variable. Dressez un tableau de valeurs pour les couples (Z: Y'). Dessiner

- n- nouveau nuage de

Donnez fes ¢

R Indication

) Le coe
2) Le Coe

_ points. Calculez le nouveau coefficient de corrélation.
quations des droites de régression.

ff!cicnl est environ (),87.
fficieny ¢st environ 0,97.
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I1. StaTisTIQUES

Enoncé

L’évolution du pourcentage des frais de
santé par rapport au budget des ména-
ges (documentation francaise - 28 mai
1980) donne lieu au tableau suivant -

1) Donner une représentation graphique.

2) Calculez le coefficient de corrélation
et écrire I"équation de la droite de
régression de y en x.

3) En 1985, [es experts prévoient pour
les frais de santé, un taux de 14,5 %
par rapport au budget des ménages.
Justifier cette prévision.

Enoncé

Pour 11 espéces de goélands du genre
est le poids adulte en grammes et y est

1959

1970

1975

197%

Vi

7,1

9.8

11,8

12,6

Larus, on a fait les relevés suivants : x
la durée d’incubation des aufs en jours.

x| 1050 | 770 | 400 | 500 | 800

1700

120

i)

320

300

360

y 28 25 26 25 26

27

21

24

23

21

Trouver les équations des droites de régression de

Indication

yenxetdexeny.

¥ =0,004x +22,2 et y=0,006x +20,6: |r|=0,79a.

240
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PARTIE III

INDEX

En face de cha

que mot important, on trouvera des références aux pages pour ce

qui concerne les définitions et les propriétés essentielles, puis des exercices signalés

par leur
caractéristiques.

s numéros. Certains d’entre eux, notés en rouge, nous semblent les plus

Définitions et

propriétés
Mots Exercices signalés par le numéro
page n°
A
Accélération 45 |D57 260-261-262-263-264-265-266 a 274
Accéléré (mouvement) 45 |[D57-P143 |260 250
Accroissements finis 19 |P52-53 . |28-29-55-56-57-
Aires (calculs d’) 38 |P126-127 |204-205-206-207-215-216 a 225
Ajustement linéaire 51 |P160-161 |310-311-313-a-319
Arithmétique (suite) 35 |D43-P108 _
Arrangement 46 |P146 278-279-285-291
Asymptote (a une courbe) 62 |D29-30-31 |-2-4-15-16-18-31-32-33-34-81 a 86
B
Bijection 4-17 |D7-P44  |26-27-58-59-74 & 80-86-95-142-275-276
Binéme (développement) 47 |P153 281-282-289-290-299
C
Caractéristique (équation) 36-41 | P138 242-243-254 2 259
Cardinal (d’un ensemble) 45 |D59 275 3 285-286 & 309
Cmcm.atif]ue 44 |D54-55 260-261 a 265-266 a 274
g""‘b‘““,'s"“ 47 |P149 278-280-282-283
- ton) 6 |DI13-Ps |210 -
ontinuité (d'une fonction) | 16 |D25 20.21.22.73.24-26-27-28-29. 51 2 6173 & 80-91-
. e 127
(Clgnlrmrcs (cvenemenls) 49 |D62 285-303-305 8
'cOlr]rvéi.r?-e oo (dune suite) 33 |D41 |44-145-146-147-148-149-150-154 & (72-211:212
Covari.:u'::z (coeflicient dey | 51 |pes 310-311-313 & 319
50 |D6S wesn33ade o

241
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> A
111 INDEX q
v
— _
Définitions et %
i proprictés . . - | ) ‘
e Exercices signalés par le numeéro
Mots
age n® -
i %
D .
Définition (ensemble de) 4 D2 1-8-10-14-30 a ‘86
Dénombrement 45 |D59-60 975 3 285-286 a 309 Y -
Développement limité 20 |[D28-PS8 l‘)-2()-2l-36-37-38-32-:10-)ﬂ-f - 9-1 “|;) 2
Dérivabilité-Dérivées 13 |DI9-20 II-14-15-16—|7-I8—2-—~3-62 a 73- -;
Différentielle (équation) 41 |D47 39.240-241-242-243-244-245 a 259-261
E
Ecart type (statique) 50 |D64 310 a 319
Equation différentielle 41 | D47 Voir différentielle
k Equiprobabilité 49 |P154-159 |Voir probabilité
Etude d'une fonction 21 |P59 2 64 |15-16-17-18-25-74 4 86-95 a 143 ¥
Evénement (en probabilité) 49 |D62-63 e
Exponentielle (fonction) 27 [D35-36 [20-121-122-123-124-125-126-128 a 143-244-250
: K * L
f Fonction vectorielle 42 | D48 a 58 |[260-261-262-263-264-265-266 a 274
. G
Géométrique (suite) 35 |D44-P109 |144-145-147-151-183-203
| I
f Incompatibles (événements) 49 |D62-P155 (284
" Indicatrice 42 |D49 260-261-262-263-264-265-266 4 274
Injection-Injective 4-46 | D5-P146 | 276-278-279-285-291
Intégral (calcul) 36 |D45-46  |173 i 184-185 & 203-204 4 215-2(6 & 238 <
! Impaire (fonction) 5 |DI10-P4 8-26-27-47-83-96-174-178-181 ¢
|
L : o
Limite d’une fonction 9a13|P18 a 35 |1-2-3-4-9-10-15-16-18-19-20-21. 30 4 86-93-94 )
Limite d’une suite 33 |D41-P102 [Voir convergence (d'une suite)
Logarithme népérien 25 |D33-34 87-88-89-90-95-96-97-101 a 119
'. M
Majoration 5-33 |D12-D40  |24-29-90-123-133-146-147-211-215-230
Moyenne (statistique) 50 |D64 310-311-312-313 a 319
Moyenne (valeur) 38 | D46 197
N ! . -
Nug e de points 50 [D66-67 J10-311-312-313 & 319 ' . :
242 < PR ¢
: |
. |
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Définitions et

propriétés
Mots
page n®
l)
Paire (fonction) 5 | DY-P3
parties d’un ensemble 47 | P1482a 153
Parties (intégration par) 38 |P124
Partielles (dérivées) 15 [ D24
périodique (fonction) S D11
Primitives 23 | D32
Probabilités (calcul) 48 | D61 a 63
Prolongement (par continuité¢) | 17 | D26
R
Radicaux (dans R) 18 | D27
Réciproque (bijection) 5-17 | P45-46
Récurrence (démonstration) 33 | P10l
Régression (droite de) 51 | P160-161
-| Restriction (d'une fonction) 6 |DI5
Retardé (mouvement) 45 | D57-P143
S
Statistiques 50 | D64 a 68
Suites réelles 32 (D37
Symétries (d’une courbe) 5-22 | P3-4-64
T
Tangente a une courbe 21 | P61-62
Trajectoire (cinématique) 44 | D54
Trigonométrie 6-9 | P7 a 17
\'
Variance 50 D64
Variation (d’une fonction) 21 | P60
Vectoriclle (fonction) 42 | D48 a 58
x:lej: (vecteur) 45 | D5S
e (calcul de) 40 P134

L Inppy

S ;
Exercices Signalés par e numé
ro

\

8-47-97-178
278-283-293-294-295
l7(\—|77-|7‘)~l?§()-|}‘¥ 184-185 3

13-184-185 &
[2-13-69-70-71 H
8-47-1 54-260-262-263-264-270-272
0-89-122-173 & 238. Voir calcul intégral,
283-284-285-303 a 309
4-23-54

2-3-4-153
26-27-74 a 80-92
[1-147-148
310-311-313 a 319
92

260

310-311-312-313 a 319
1443 153-1542172-211-212-213-214-229-237-238
26-83-96-97

15-16-18-239-240
260-262-263-264-265-266 & 274
5-6-7-8-9-10-41 a 50-205

310-31 1-312-313 & 2,19 -
15-16-17-18. Voir Etude d’une fonction

Voir Fonction vectorielle \
’60»261-362-2(\3—264—2(\5-266 a 274

207-208-209-23 1-232-233
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- Points de repere : un.resume de cours.
S 2 Pour s’exercer : des exercices progressifs entierement

Ny resolus. avec des astuces. d'autres avec des indications
de solution.

e ; ;
3 " Un index.

0918

>
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