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CONTINUITE ET LIMITES

QCM
1) lim g(x)=~eo

2) £(2)=3 et f(5)=1

CMS

3) admet au moins une solution dans [-2,5]

Vrai - Faux

1) (vrai)

lim f()= lim f(-x)= lim £(X)=—

2) (Faux) : contre exemple : f(x) =

x
Vi+x?

croissante sur IR

et lim, 4o £() = 1

3) (faux)

contre exemple : f(x)=~1— ; D, =R’
X

lim f(x)=lim f(x)=0
f n'est pas bornée
(lim f(x) = +2°)

4) (faux)

contre exemple : f(x)=" ; D, =R"
X

lim f(x) =1
A:x=0 n'est pas une asymptote a (¢;)

5) (faux)
contre exemple : f(x)=4+sinx
1
=3- s h(x)=5+
8(x) 1+x2 ) 1+x2
ona: g(x)<f(x) <h(x)
lim g(x)=3 ﬁl}’lw n(x)=5

mais f n'a pas de limite en +oo

Ch1Tomel




CONTINUITE ET LIMITES CMS Ch1Tomel

EXERCICENe1
a) f(x) = [x%-x-3| ; Df=1IR

la fonction : x — x?- x-3 est continue sur IR (fonction polyndme)
d’ou f est continue sur IR

b)f)=x+1+VxZ+1 ; D;=IR

la fonction : x — x? + 1 est continue et positive sur IR d’od

la fonction : x — Vx2 + 1 est continue sur IR et par suite f est continue sur IR
comme étant somme de deux fonction continues

O f(x) = [~

X -0 - 1 +o0
x+1| - 0 + +
x—1] - - +

x +1 + D - +
x—1

Df=]-00,-1]U]1 ,+OO[

. 1 : o\ .

la fonction : x — x;f—l est continue et positive sur chacun des intervalles :
J-oo,-1] et ]1, 4+oo[ , par suite f est continue sur Dy

d) f(x) = (J]x + 1] —2)5 est définie et continue sur tout IR

3x%- P .
e) f(x) = ’; lx] est définie et continue sur tout IR

1 P .
f) f(x) = ———5  est définie et continue sur tout IR

(1 + cos?x # 0 pour tout x€ IR)
9 f) =52 sinx# 16 x #2+2%kn,kEz

f est définie et continue sur tout IR\ { g +2kn, ke z}

EXERCICEN:2

1 .
f(x)={2+m si x< -1
2x%4+x si x> -1

1)
sur |-o0, -1 f(x)=-

( 11)2 <0 =>f est décroissante sur ]-co , -1J.
x+
sur ]-1, +oo [ f(x)=4x+1
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0.5

05

2) la fonction : x — 2 + x_-1+1 est continue sur IR\{ —1 }

En particulier sur ]-o, -1[ d’ou f est continue sur J-co , -1]
De méme f est continue sur |-1, +oo [
Hf-DH=1

x_l)ilfl_ fx)= _l)i'fl_ 2 + ﬁ =- oo d’olt f n’est pas continue en -1

4) * chacune des équations f(x) =-3 et f(x) =-1 admet une unique solution
* chacune des équations f(x) = 0,5 et f(x) = 1 admet trois solutions

* ’équations f(x) =4 admet une unique solution.




Ch1Tomel

CONTINUITE ET LIMITES CMS
EXERCICEN:3
D) f(-2)=0
xlim(_2)+ fx)=, _)li("_lz)J, vx + 2 =0=1(-2) ; f est continue a droite en (-2)
. . 2 Z+ 3 .
e f) = e (D=4 (D)

Conclusion : f n’est pas continue en (-2)
2) f est continue sur chacun des intervalles : |-, -2 et ]-2 , +00]

3) f n’est pas continue sur IR car elle n’est pas continue en (-2)

EXERCICENA

Df-1)=0
. I
* xi“(_l)_f(x)= x‘f‘(_l)_\/xz —1=0=1(-1)
f est continue & gauche en (-1)
lim _ lim (1-0)(1+x+x?) _ lim (1+x+x?) _
et L o T S o (DY e S

f n’est pas continue a droite en (-1)
2) * la fonction: x + x2 -1 est continue et positive sur chacun des intervalles

]-OO ’ _1] et [1 ’ +OO[
d’ou f est continue sur chacun des intervalles : ]-co , -1] et [1 , +00]
3

1_x2 est continue sur IR\{ —1, 1 }:

* ]a fonction: x —
en particulier sur |-1,1[ d’ou f est continue sur ]-1,1[

EXERCICEN:S

x343x%-6x-8

f(x) = —
1) Dy = IR\(2}
lim _ lim x3 _ lim 2 _
2) x—>+oof(x)_ x—>+oo-;c__ x—-)+oox = +o0

Deméme ' f(x) =+
Ona:x3+3x%—6x—8 =(x-2)(x? + 5x + 4) d’ol pour x # 2

f(x)=x>+5x+ 4
lim f(x) —_ 18

x -2
3) f admet une limite fini en 2 d’ou f est prolongeable par continuité en 2
EXERCICEN:6
24 +1 i i +1
1) *pourx € ]0, 1[ ,f(x)=i2_i=%;; h;lcn—>o+f(x)= halcn->0+ %Ll/
x2-x _x=1_  lim _lim x=1
*pourx € ]-1,0[ ’f(x)=x2+x=x_+1’ x—»o*f(x)_ 1x_)0_ m—-l,_/
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Dou: [im f(x)=-1, alors f admet un prolongement par continuité en 0

x —0
. _ (D)% -x41) _ (x2-x+1)
Qpour x#-letx#1 : f(x)= Tooms = a
Dot : 1;"_’.)(_1) fx)= g, f admet un prolongement par continuité en(-1)
3) pour x # 0 ;,f(x)=3+§%;—-’f; “r;‘_)o (x) = “’:_)03 + S‘Zx =4
alors f admet un prolongement par continuité en 0 o
EXERCICEN:7
1) f(0)=2
lim _lim x(**-x-2) _ lim  (+D(x-2)
R e O = e =
l;m_) o+ (x +1) =1 f(0) d'oti f n’est pas continue en 0
2)f(2)=3

pourx € 10, +o[\{2} ; f(x)=x+1
“r;: L f(x) = “r;‘ _, (x+1) =3=£(2) d’ou f est continue en 2.
EXERCICEN:8
Dx(x2—x—2)=0=x=00ux=-1loux =2
Dy = IR*\{-1}v

2)
X -0 -1 2 +00
x2—x—-2| + 0 - 0 +
lim _ lim o x=2 oo ( de la f 3
eyt fCO = Dy — 5, =+ (delaforme - )
;i_nf(_l)_ f(x)=-0  Donc fn’admet pas de limite en (-1) car la limite a
gauche est différent de la limite a droite
lim _ lim x-2_ _ lim _1__
* x—)+oof(x) - X =2+ x2_x-2 X —>+0 x41 0
lim _ lim (*-2) _  lm _1 _
* x—>—oof(x)_ Xo-00x2_x_2 X =00 xt1 =0
3)pourx €10, 2]
o x(x=2) -1 lim _ lim -1 _
f(x) = x(x-2)(x+1)  x+41 x—0* fx)= x -0t y 41
pour x € ]-1, 0[
o xx-2) 1 . lim _ lim 1 _
fx) = x(x-2)(x+1)  x+1 x =0~ f(x) T x-0"x+1 1

f n’admet pas de limite en O car la limite a gauche est différent de la limite a droite
d’ou f n’admet pas un prolongement par continuité en 0.
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EXERCICEN:9
lim =2y _ . lim 72 _
l)x—>1+(x—1)* « 'ox— 17 x~1_+oo
2) X -00 -1 1 +00
x2—=1] + 0 - ¢ +
lim —2x3, 2 4. lim -2x3
X — (~1)* (-Ja_—l) = - oo ( de la forme - )iy, (_1)_ = 1) + 0
3)
X -00 1 2 +00
x*-3x+2] + ¢ - (b +
lim ( ) _ : lim ( ) 4+ 00

x— 1"~ x2-3x+2 x — 1T Y x2-3x+2

4) pour x>0 ; V1+x%= fx2(1+—)—x /1+_
Pour x<o0: \/1+x2——x}1+—-do 11m 1+x lim f =1
x—>+oo

et lim Vitx? — lim 1 +_2 =.1
X — —Q0 X X — —00 X
EXERCICEN:10

(x+1)(x%+2x— 4)

) Pourx#-1 : f(x)= =D = x2+4+2x—4
lim _ lim 2 _ —
x = (=1) )=, (_1)(x + 2x 4)\— 5

g(x) = {fgxs) Z ij :11 est le prolongement par continuité de f en (-1)
1-v2 cosx ) _ ..z x—oT
2) f(x )__(—-Z)_ ;  onpose X=x " alors -
lim 1— J2cos(X+5) lim 1- J—(cos— cosX sm— sinX)
x-ﬂff(x) X0 =X-0
_ lim 1-cosX+sinX cosX+sz — lim 1~—cosX sz ] 1
X0 4 T X- 04 -
f(x) si x ¢ -
gx) = -
- Six= -
4 4
_16(cos(4x)—1) . _
3) f(x)= oz on pose X = 4x
X o1 = ¢ g1 () = B o g0 =) § 7 7
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EXERCICENe11

x+1

1) f(x) =cos (nxﬂ); f=vou avec ulx) =
v(x) = cosx

lim — lim — 1 A’y lim -
JC_)_oou(x)—rt etx_)nv(x)— 1 doux_ﬁ_oof(x)— 1

lim _ lim O ) s llm
2)x_)+oo\/_ getx‘_)osmx_o,dou o @) =0

. s 2
3) [m S on pose X =x2

x— 0" x

lim sin(x®*) _ lim sinX_  lim \/-—@
x—>0+ X _X—>0+\/7_X—)O+U\ \
1

1-cosx

EXERCICEN12  f(x)=
lim _
1) £ — 0 fx)=0

2) . O sinx = 0 et h_“)‘ f(x)=0 d’ou: l‘mo f(sinx) =0

. “_r)no f(1- cosx) =0 car li_r)no (I-cosx)=0et li_r,n() fx)=0
EXERCICENe13
Dpour x#0 ; 0< Isin(z) |I<1=0< |x|.|sin(§) | <l = {fe) [<I

llm » & lim _
lel =0 don ™, f(x)=0

2) pour x#0 ; -1§sin(§) <1 = -x2§x2.sin(§) < x?
= 1-x% <1+ x2 sin(%) <1+ x?

: ; T 2 2
xino(l_xZ)lel_n:O(l_’_xz):ldou:xh_’mol-i-xzsnl(;):l

3)pour x>0 ; sin(i)\>-1 > 2tsin®) 221 > ()23 -1

lim

ot f(x) = +o0

lim (— 1 )=+ d’ou

pour x<0 ; sin(—) <1l = f(x)S; +1
fim ( +1 )=-00 d’ol —LmO“ f(x) = -o0 ; par suite f n’admet pas de

x— 0
limite en O

10
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EXERCICEN:14

I)*pour x>0 ;0<1+cosx<2 = 0<

I e @ =0dob ™ f(x)=0

x — +00

*pour x <0 ;0§1+c0sx§2 = Ozf(x)zf

1+cosx

s§=>05f(x)s§c

(-) =0d’oi _j"loo f(x) =0

x—-)—OO

2)*pour x #0 ;0<1+cosx<2 = Osf(x)Si

Vixl

im _2 _ lim _2 _ s llm lim _
x—+00 x| ~ x——00 ,x 0don 1 fy=_ _7 fx)=0

3 *pour x EIR ;0<1+cosx<2 = 0<|x|(1+cosx)< 2|x|

|x] (1 +cosx) 2|x| 2|x|
= 0= x4+x2+3 = x*+x2+3 = 0=l |= x*+x2+3
lim 2lx|  _ lim 2)x| > N
x — 400 x44x2+3  x — -—00 x4+x2+3 0 d'ou
lim
I ) 120 ) =0
EXERCICENe15
D*pour x €IR ;-1<sinx<1 = -1<-sinx<1= 1<2-sinx<3 N
= ES ! <1 . e’
37 2-sinx : :
/ 4
2) *pour x>0 ; LSl 5 X % Ao v
2-sinx T 3 2-sinx T\3 I ’,
Im %y boo o M X _ 4o w‘#‘b "
x — +00'3 =) x — +0o0 2-sinx LA
% Soit f(x) _ x+sin x _ _ (x+2)#(sin x— 2)= (x+2) 1
2-sinx 2—-sinx 2—- smx
*pour x>0 ; — ;nx >§ = 2xs-:nx > (x+2)=> f(x)> (x—-1)
li > li
. __i“_“_ooB(x 1) =+00 d’ol _1)m+oo f(x) = +o0
EXERCICEN:16
X COSX
ftx) = x2+1
1
D) xf ()] == =(1- o )|cosx|
|cosx| <
2) |f()] < S ' pour x # 0
lim 1_ lim —-Od’ou 11m f(x) _ lim f(x) 0

x— +00x] x— —00|x| x — —00

11
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EXERCICENe17

2—sin(l)
f(x)= o5 xeR’
X

1) a) pour x>0 sin(l)slz—sin(l)z—lz2-sin(l)21
X X X

2—sin(l) 1 ]
=>—X > (carx>0) = f(x)=—
X x X

b) f(x)>i pour x>0 et hm(—) 4o d'olt h'rg} fx)=

-0 x
2-sin( —) 1 1
2) a) pour x<0 2-sin(—)21=> X <~ (carx<0) =f(x)<—
X x X X

b) f(x) < 1 pour x<0 et lim (l) =—co dot lim f(x)=—ce
X =00 x x—0"

Rq : fn'admet pas de limite en 0

EXERCICEN:18
x+1 - 3
1) f(X) - x_2 ? I_]2’+ [ f (X) ( _2)

f est continue et strictement décroissante sur ]2,+oo[
don £(]2, o) = ] lim f, lim f[ = L oo
X-ytoo x—2F

x—1

2) f(x)=~x*=2x ;l=]-0,0] f(x)—-\/___2<0 Vxel
X —LX

f est continue et strictement décroissante sur ]-00,0] = f(]-00,0] )= [f(O),lim f [= [0,400]

3) f002D = IfG), ™l = [1,400]

4 f(x)=tg(xx) ;1=}%,0} £(x) = m.(L+ 18> (rx)>0

. . . 1
f est continue et strictement croissante sur J-E’OJ

(——) (——)

d'ott f(}—%,O} }hm f, f(O)} }ee,0]  (car lim 1g (7rx) = —c)

12
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EXERCICEN:19
1) (1) =1[-2,3]

2) 1) =[-1,4]

3) f(I) =[1,2[ U {3}
4) £(I) =1 1,4]
EXERCICEN:20

1) f(x) =- x +3 fonction affine =>sa courbe est une droite,

1\

I={14] fI)=[-1,2]

) f(x) = % =>sa courbe est une hyperbole ,

A

I=]-00,00  f(I)=]wo0,0[

13
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3) f(x) = x% + 1 = sa courbe est une parabole

A

1=]-12] £ =[1,5]

EXERCICENe21
f(x)= x3+10x -1
1) — a) f est dérivable sur IR et f'(x) = 3x% +10 >0 d ol fest
strictement croissante sur IR
b) f est continue sur [0,1] , f(0) X f(1)=-10<0 d’ou
I’équation f(x) = 0 admet une solution a €]0,1[
* comme f est strictement croissante sur IR alors a est unique
2) f(0) x f(0,1)=-(0,1)><0 dot 0<a<0,1; a=0,1
EXERCICEN:22
f(x) = x3 -6x% + x +1
1) fest dérivable sur IR et f'(x) = 3x2 — 12 x +1

X o 6—:/§ 6+33 too
f'(x) + 1 - D +
-/
f(x) /v f(_s_) \ /+oo
-00 | f(f.*j)
lim  f(x) _  lim 2 —
x| - +00 x T [x|— +00x =+

14
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(C¢) admet deux branches paraboliques de direction celle de (0,]) au voisinage
f
de oo

2) fest continue sur [0,1] et f(0) X f(1) =-3 < 0 d’ou il existe un réel a
de [0,1] telle que f(a) =0

3) £0,5)=.... ; f(0,6)=....
= £(0,5) x f(0,6)<0=05<a<06 ;a=05
EXERCICEN:23

flx)= x3-12 x +1
1) fest dérivable sur IR et f'(x) = 3(x2 - 4)

X -00 -2 2 400

fe)l + - +

f(x) 17 +00
. / \ _15 /

15




CONTINUITE ET LIMITES

lim
[x] — 400

f(x)

X

x| — 400

CMS

K
1m x2 = 400

Ch1Tomel

(Cr) admet deux branches paraboliques de direction celle de (0,j) au voisinage

de +oo

A
17

-151

2)-a) €N (o) ={M,,M, M5}

b) f est continue sur [-4,-3] et f(—4) X f(—3)<0=>-4<x; <-3

3H0<x, <1

3

3<xy <4

4) * pourk € ]-oo‘, -15[ U 17, +oo[ , I’équation f(x) = k admet une unique

solution

* pour k € {-15 ;17 } 1’équation f(x) = k admet deux solutions
* pour k € ]-15 ;17 [ I’équation f(x) = k admet trois solutions
5) I’équation |f(x) |= 1 admet six solutions ( graphiquement)

16
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EXERCICEN:24
1)h(x)=\/§-§ -1

a) h est dérivable sur 10,+o[ et h'(x) = L

1
2 A
d’ou h est strictement croissante sur ]0,+oco[
b) h est continue et strictement croissante sur ]0,+oo[ d’ou :
h(]0,+o0[) = Jlimy+ h, lim,, h [ = ]-00 ,+00[
. 3 4
c) h est continue sur [2, 3] eth(2) x h(3) = (V2 - E)( V3 - E) <0
d’ot I’équation h(x) = 0 admet une solution a € ]2, 3]
comme h est strictement croissante alors a est unique

d) (calculatrice :£(2,1)=-0,02 ;f(2,2)=0,02) =a~2,1

>0

2)pourx € ]0;+00 [ , f'(x) = i>0

=
X 0 +00
f'(x) +
f(x) / 400
0
lim f&) _ lim 1 -0

x—>+00 x ~x—-+oovx "
branche parabolique de direction celle de (0,7)

, 1
g =- <0
X 0 +00
g'(x) -

glx) |+ I
1

17
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EXERCICEN:25
1) f(x) =cosx - x
f'(x)=—-1+sinx) <0
pour tout x€[ 0, -725]

d’ou f est strictement décroissante sur [ 0, g]

2) f est continue sur [0, g]

f(0) x f(g) =- g < 0 d’ou il existe un réel a €] 0, g[ tel que f(a) = 0
comme f est strictement décroissante sur [ O, g] alors a est unique
3) (calculatrice) 0,7<a<0,8 = a=0,7

EXERCICEN:26

G(x) = f(x) - x
1) g(0)x g(1)=1(0) x (f(1) — 1) <0carf(0)et(f(1) €[0, 1]
2) g est continue sur [0, 1]et g(0) x g(1)<0
d’ou ’équation g(x) = 0 admet au moins une solution o €[ 0, 1]

par suite o est une solution de 1’équation f(x) = x
application
soit f(x) = cos (g x) ; f'(x)=- -725 sin (g x)s 0
pour x€[ 0, 1]
f est décroissante sur [ 0, 1]
f([ 0, 1]) = [f(1), f(10)]1 =10, 1]
d’aprés 2) I’équation f(x) = x admet au moins une solution a €[ 0, 1].

18
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OCM

1. Un=

n+2
n

: ne N U >n

n

2. Un=l2e0sM o -

n+l n—-+ee

3. Un=nsin(X) LimU, =1
n

neytoo

VRAI-FAUX

1. FAUX  contre exemple : Un =(-1)"

2. a) Vrai (th du cours)

b)FAUX  contre exemple: Un=-n et Vn =n+;11-
Un+Vn converge vers 0 mais Un et Vn ne sont pas convergentes
3. FAUX contre exemple : Un =(-1)" — (Un)*=1
(Un)? converge vers 1 mais Un ne converge pas
4. FAUX voir définition
5. FAUX  contre exemple : Un =(-1)"

U2n converge vers 1 ; U2n+1 converge vers -1 mais Un n’est pas

Convergente

19




SUITES REELLES CMS Ch 2 Tome I

EXERCICEN:1
1
-1 3-=
DU, =22="2 ;. lim 2=0d’od lim U,=3
n+2 1+H n— +oonN n— 4o
1
- 1-=
2) lim 22~ lim ——%=l
n—o+o 3IN+2 n—o+ow 3+5 3
3) nllen-vl-oo n2-n+2
4) lim (n3 —2n? +1)— lim n (1 §+ni3)=+00
Y an-1
3) U"‘|—n+z|
3n-1 3-=>
Pourn>2 U, = =—% alors lim U,=3
n—2 1—-5 n— +ow
6 Up= [ = ™I alors tim Up=
VUn= |77 = prs: alors _lim Uy =+00
7) lim 1=0 ; lim sinx =0 d’oll 11m sm() =0
n— +oon n— +oo
8) lim cos()—lcar lim ==0 et lim cosx=1
n— 400 n—o 40N x—0
EXERCICEN:2
_nl1+(=1)"
nT oz
_2n[1+(=1)*" _ 4n . _
D tm=—y  =mens ’ Azn+1 =0
. _ . T 4n - .
2) nl—lrn-}-ooazn-i—l—o et nl—lan}-ooazn_nl—ly-}-oo4n2+1 ' nl—l)n-}-oo4n __Odou

Jlim an = 0 et par suite a, est convergente.

EXERCICEN:3
nf1+(=1)"]
nT a1

_2n[1+(-1 n an
1) ay, [1+(-1*™ _
2n+1 T 2n+1
i = = i "ol diver
2) nhnlmazn+1 Oet limazn 2 # nl_)rrlooaz,l.,.l d’ou (a,) est gente

EXERCICEN:4
1) lim [2 +()] 2 car _1im ()" =0 (1<i<1)

’ an+1 =0

n— +oo n— +oo

2) I 5250

DU = 2ol Clcie) = m (2) =0
n 1+2"_1+(%)” netw\2) T

20
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EXERCICENeS

2" -1 (-2\" -2
U, = -(‘_—S'S'nj—l—--g—(—) ; nl_l’nl U,=0, car (-1<-5—<1)

EXERCICENe6
1) U, = n+sinn
sinn>-1 = n+ sinn>n-1 =U, >n-let lim (n —1)=+00

n—+o

= lim Up,=+c

n — 400

2) Un=;[sinn+(l)n] . (l<sinn<1)
o Q) s (14
=1+ @) ]smsit+ Q)]

llm—[1+()n]= im 21+ (2)]=0 o tm v, =0

n—+oo Ml n—+w N
3) U, =-1+ ;(cosn+n) i (-1<cosn<1)
= n-I<cosn+n< n+l =>—-—;S—2(cosn+n)< +
n n

1 1 1 1
= --=-1<U, < ~+—=-1
n n2 T " n n?

lim (1—niz—1)= lim (%+n—12—1)=-1d’0u lim U, =

n-— +co \N n— +0oo n — +oo
EXERCICENe7
1.2_3 - s
1) U, = 353 %S x% ......... ><u en simplifiant on aura :
U, == et lim U,=0
n n— +oo
3.4._5_6 :
2) v, = 5 X3 X3 XZ e x22 en simplifiant on aura
+1 .
Vo =7 o I Y=
EXERCICENe8
n
= (2)" 021
n n n
Dnz4 ==-<- =2<> dob (3) (1) =>Un—(l)
n " 4 n~ 2 n 2 2
n
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EXERCICEN:9
W = n!
=

In 5

n€ IN

1) Wn+1 — (n+1)! 3n_n+1
Wn 3n+1 n 3

.+.
n>3 = n+1>4 =1

1>i ,d,Oﬁ Wn+1 Zi
=3 Wn 3

2) démonstration par récurrence

* vérifions pour n=3

0
W, > (g—) W; (donc la proprieté est vraie a 1’ordre initial)

*Soitn>3

4\"3 A2
Supposant que : W, > (5) W; et montrons que : W,,,q = (;) Wws

, 4 4 [4\"3
D’apres 1) : Wy 4q 2= EWn = Wpyq 2 3 (5) Ws

4\—2
= W1 2 (;) W
' 4\"3
*conclusion : W, > (5) W5 pourn=>3
n-3
)W, >(3) Ws pournz3
4

n—3 4
lim (§) W3 =400 car: W; >0et ;21 d,Oﬁ:nE.”lwW" = 400

n — 400

EXERCICEN:10

Up= 7 ;021

D-a) 400 A1) 5 AR5 .
b)%’ﬁl =::+11 37? =1—%1- pour:n>1 |, U—S:—l-g =1—3—n£ <0
d’ou :, Hg:—lﬁg pour:n>1

2 0
copour:n=0 ; Uy= 0 ; Uy < (5) , (vraie)
2 n 2 n+1
Supposant que : U, < (5) et montrons que : U, 1 < (5)
2

n n+1
D'apres b) : Upsy <2U, or Up<(3) dotUp <(3)

3
. 2\"
*conclusion: U, < (E) pour n € IN
n
ho< U, (3)
2

im (2)'=0 dob: lim U,=0

n— +oo \3 n— +0
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SUITES REELLES CMS Ch 2 Tome 1

k

k 2
2)pourk>1ona: Uk ) = V=1 Uk < Xi=1 (g)

UOIN

n (2 2 o
=1 ( ) =3 X 1__ : somme de n termes d’une suites géométrique

De raison G
D’oit : Btey Uy < 2[1 - (g) | =52 U2 =58,<2 carU =0

b) Spt1-Sp== :7;11 =0

(S;,) est croissante et majorée par 2, elle est donc convergente.
EXERCICEN:11

a>0 , b,=

n

(1+a)™

—1)a?

1) (1+a)" = 7(1=OCTllcak =>(1+a)nZC,fa2 =>(1+a)n2n(n Da

2)pourn =2

1 2 n 2 ,
(1+a)™ S"(Tl 1)a? = (1+a)n = (n—1)a2 =0< b, < (n-1)a?
oI, 1)a2 =0 dou: lim b, =0
3) 0<qg<1

1 N .
a) " > 1 d’ou il existe un réel a > O tel quei =1+a

) 1
ar suite g = ——
p q 1+a

%ol
b) xp=%0.q" ; Ixn|=(—1";"°;)7

nl_i)rrioonlxnl =0 d’apres?2)

= nlxnl = |xOI bn

Par suite  lim nx, =0

n— +o

. 1 n-1 . . 1
4)—a) lasuite x,, = el (E) est géométrique de raison q = 3 € ]0,1[
=0

D’ou lim nx,=0 = lim

n— +oo n— 4o

2n-1
. 1\"+2 : . 1
b) la suite x,, = (E) est géométrique de raison g = ; € ]0,1[

1\+2
D’olt lim nx, =0 = lim n(;) =0

n— +o n— +oo
n 1 n
9 Un=n(3) + ()
. 1\" . . 1
soit x, = (\/_E) est géométrique de raison q =% € ]0,1]

D’ott lim x,=0 et lim nx,=0, parsulte lim U, =0

n— +co n— 40 n— +o
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SUITES REELLES CMS Ch 2 Tomel
EXERCICEN:12

U =1 .
,nhe
Un+1 = V3Un

1) démonstartion par reccurence:

*

* pourn=1 , U=1<3 (vrai)
* supposons que : U, <3 et montronsque:U 6 <3
U, <3=3U,£9=3U,<3=U
conclusion: U <3 ;Vne N
30,-U,” _U,3-U,)
3U, +U, ) 3U, +U,
ona:U>0et3-U 20douU_,-U 20 =U <U_,

par suite : (U, ) est croissante

<3

n+l —

2) U,,,-U =f3U -U,=

n+l

n+l

3) (U,) est croissante et majorée par 3 elle est donc convergente
*soit £ sa limite
(U,)estcroissante=>U_2U, = U 21 Donc 1<U, <3 = 1</<3
*U_,,=f(U,) avec f(x)=/3x  f est continue sur [1,3] dou 2= f(¥)
0=f(0) e L=3 & 2=30 & (({-3)=0
& £=0 ou ¢=3,0¢[1,3] dot¢=3
conclusion : imU =3
EXERCICEN:13
D f(x) —142 f'(x)=_—i<0
X X

f est continue et strictement £(x)

f(X) e \

décroissante sur ]0,+o=[ d’ou

704D = Jim £.tig [ = Jve]
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2)

1445

3) o

2

2 25 51 1445
f((/))—1+\/§+1—1+ 2 =1+ T "3

- 25




SUITES REELLES CMS Ch 2 Tome I

{xo =2
4)
'xn+l = f(xn)

2) %, = £(x)= f(2) =%
=)= =2
8.1

3Ty RS

b) par reccurence
*U,=2€ Q, (vrai)

* supposons que X_ € et montrons que x_ .. €
n + n+l +

xn+1=f(xn)=1+-xl—e Q,

¢) * montrons que : X, € [%,2} Vne N
3
*pourn=0 : x,=2€ [52}

* 3 3
supposons que : X, € 5,2 et montrons que : X, € —2—,2

xne[—;—ﬂ} = %ans2:>f(2)sf(xn)Sf(—;—) (car f est décroissante )
:>—_xn+1S~5— = éS)<n+ls2
2 3 2
conclusion: x € [%,2} ;Vne N
1 1 1 1] [x,—¢
* xn+1—¢f=tf<xn>—f<¢>f=1+——1——)=~——*=——|
‘xn (D xra (0 (D.Xn

1 4
comparons —— et —

P.X, 9
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d'ol xn+,—¢1sg|xn-¢|
d) |x, ¢| =9
|x2‘¢’|$§‘x1_¢|
’x3—¢|Sg—‘x2—(p|
X, ~g|< 2]~

multiplions membre & membre et simplifions on a :

4
< n
4=
lim (g—)" =0 = limX,-¢)=0 = lim x_=¢
EXERCICEN:14

Un=ii2 ;ne N

1 49
+_
9 36
1
T (1)?

20 d'ou (U,) est croissante

2) k=22

1 1 1
LIS DU W U NN R0
k-1 k° k* kk-1) k* k“(k-1) k® k-1 k

b)n>2 k=>2,ona: —12—3___
k
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SUITES REELLES CMS Ch2Tomel
| |
;kz Z = k
n—1 1 1
=U, —1<Z-— —
ik i3k
:>Un—1$1+21—1— oy ci-loy <0l
n k=2k n n

c¢) (U,) est croissante et majorée par 2
elle est donc convergente soit £= lim U,

n—>+oo

(U, ) estcroissante = U 2U, ,pourn =3
49 1 49

=-—<U <£2-— or 11m(2——) 2 dot —=</<2
36 n PE 36
EXERCICEN:15
x€ ]0,+oof
)] 1°(x)=4-3 f ‘(x)=—32—>0 X 0 400
X X
4 (x) +

f(x)

-0

3
4 ;ne N
U+l :f(Un)

a) U, =f(U0)=f(%)=0

2)

b) U,=f(U,)=f(0) n'existe pas d'ou (U,) n'est pas définie
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SUITES REELLES CMS

U,=3
3)
Un+1 = f(Un)
a)U=tUy)=3 ; U,=3 ;U,=3
b) spour n=0 ona U =3

* supposons que U =3 et montrons que : U

Ch2Tomel

=3

n+1

U, =fU,)=f(3)=3 do:U, =3 ;VneN

{UO =5
4)
Un+1 = f(Un)

) U=f5)=17,  U,=f(—)==
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SUITES REELLES CMS Ch 2 Tome I

b) montrons que : U >3 ; Vne N'
-U1=—151 >3 (vrai)

« supposons que : U, 23 et montrons que U, ,, 23
U, 23=1f(U_)=1(3) (carfestcroissante) => U, 23

conclusion: U, 23 ;Vne N

2 — - — —
*U,, U= 4U, -3 U= U, +40, -3 _-(U,-D.U,-3)
n Un Un
=>U,_,-U <0 car U 23  dou(U,)est décroissante.

c) (U, ) est décroissante et minorée par 3 donc elle est convergente
soit o= lim U, onalU 23 = 23

n—rteo

f est continue sur [3,+40[  dol a=f(@)
a=f(a) © *=40-3 = -4a+3=0=a=1 ona=3 or a23 = a=3
d) U, -3<10°  calculatrice ny=11 (n211)

EXERCICEN:16
U, =5
{Un+1 =5-=,nx1
19 65

DU =~ ; U3 =3

19
2) démonstration par récurrence :

* yérifions pour n=0

Upyy =Ug =5
30+2_20+2 9—4 30+2_20+2 .
30+1_9041 ~ 3. 5 s U0+1 - 30+1_p0+1 (Vrale)
% 3n+2_2'n+2
supposons que : U, ., = IFI_gntL et montrons que :
3n+3_2n+3 6 6(3n+1_2n+1)
Un+2= ,Ona:Un+2 =5— =5—————————
gn+2__on+2 Un+1 3n+2_pn+2

5(3n+2_2n+2)_6(3n+1_2n+1) 5x3n+2_5x2n+2_2x3n+2_3xzn+2

3N+2_on+2 3n+i_on+1
3x3n+2_2x2n+2 3n+3_2n+3
- N+2_pn+2 T gnt2_pn+2

3n+2_pn+2

* conclusion: U, ; = pour tout n € IN

gn+1_gn+l
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SUITES REELLES CMS Ch 2 Tome I

gntl_pntl 3—2x(§)n

s

3)pourn=>1; U, =

lim (3)"=0.d00 lim U, =0

n — +co n— +oo
EXERCICENe17
1 { aO = 1

) ant1 =ap°+ap,, n20

*pourn=0ona:ay, =0 (vraie)
*Supposons que :a, = n ; montrons que :a,,; =n+1
a,=n = a,”>>=n? dou: a,°+a, =n’+n
= apy1 =2n(n+1) dou:ay,; =2n+1
* conclusion:a, >n pourtoutn€IN; Ilim n=+o

n - +oo
d’ot lim a,=0
n— +o
2)—a)*)pourn=0,o0na:-1<hy <0
* supposons que : -1< b, <0 , montrons que : -1< b,y <0
-1<b, <0=0<b,+1<1=02= b, (b, +1) >b,
= -1<b, < byyq <0 d0l: -1 < byyq <0
* conclusion : -1<b, <0 Vn€IN
b) b1 — b= bp> >0 = by,q = b, d’ob: (by,) est croissante.
c¢) (by,) est croissante et majorée par O, elle est donc convergente.
Soit£= lim b,

n— +oo
A<bh, <0 = £ €[0,1]
Ona: b, , = f(b,) avec f(x) =x2 + x
F est continue sur [0,1] d’ou=f(#) & 2 +¢=F & £2=0
Conclusion: lim b, =0

n-— +oo
EXERCICEN:18
U,=0,1 1
U, =16U,.01-U,) X -0 % +oo
D f(x)=1,6.x.(1-x) = f'(x)=1,6.[1-2x] £(x) ; 0 -
f(x) /0,4 \
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3
2) *pourn=0,0na:0,1<U, =O,1<§

W

* supposons que : 0,1< U S% et montrons que : 0,1<U_,, <~

OO

0,1<U, S%: fFOHLfU)S f(%) ( car f est croissante sur l:(O,l);%}

= 0,144<U_,, < 2 = 0,1<U, S—g-

conclusion : 0,1<U, < :Vne N

0| W

3) U,,,-U,=U, [1,6-1,6U, -1]=U,.[0,6-1,6U, |=

n+1

: [6-16Un]=§Un.F’——Un}
0 5 8

=U_,-U,20 car0,1<U, <

n+l

d'ou (U,) est croissante

oolw

. _y 3
(U,) est croissante et majorée par 3 elle est donc convergente

15 .1 16 15
. . =2 =% (1.6
1) a)1,6( U)( U)s= 16[64 U + U} 0o LOU, ~U?)

=§—(1,6)Un(1—Un)=§—U

n+l

BV, =2-U
8

*V,20 carU, <3

“daprds 4) @1V, =L6C-U)Y, = 2L-0.6C-U,)
U,120,1:>—Uns_1 E—U <21 a{, 6)( _U)_16 23 n+154><21
10 8 40 10 40 VvV 100
:ﬁﬂso,m
Vn
; 3 31 11 .
c)*v(,=§—Uo=§—Ia m :05%3(0,84?‘):1 (vrai)
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* supposons que : 0< 'V, <(0,84)" et montrons que : 0< 'V, ,, <(0,84)""
* V... 20 daprés 4)b)

) %ﬂso,:m = Vi 20,84V, =V, <(0,84).(0,84)"

n

dolt 0<V,,, <(0,84)""

conclusion : 0V, <(0,84)"
d)0<V, <(0,84)" or lim (0,84)"=0 car 0,84€ |-1,1[ dod lim V,=0
U=V =lmU,=>
8 8

n—r+oo

c)ona: OS%—U,, <(0,84)" ;Vne N

(0,84)" €107 = (calculatrice) n, =67

EXERCICEN:19

Do) =3 (x+3)

=31 2) =3 () - 0

x2 x2 2x2
X -0 -5 0 V5 +00
;’((x)) + \/i) - - b+
X —v5 +00 +00
-oo/ \éoo \@ /
Uo =3
2) { Unt1 =f(Up) , n20

Montrons par récurrence que : U, > V5 ; pour n = 0
* Uy =3>+/5 (vraie)
* supposons que : U, > V/5 et montrons que : Upss > V5
U, > V5 = f(U,) > f(V5) car f est strictement croissante sur [vV'5 ,+00]

Dot : Uyyq > V5
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Conclusion : U, >V5; Vn€IN= U, ; > v5 (1)
1 5 5
Uy = Un =0 - Un =3 (U 4 2) - Un =3(5; - Un)

5-Uy? _ (Y5-Un)(Y5+Un)
2U, 2U,,

U, > V5 d’oii : Upyq - Uy < 0= (U,) est strictement décroissante
Parsuite : Uy <U, <Ug= U, <U, <3 (2)
D+@) = V5 <Upy; <U, <3

b) (U, ) est décroissante et minorée par V5, elle est donc convergente.
Soit £= lim U,

n— 4o
V5 <U, <3 = £€[V53]
U,+1 = f(U,) ; f est continue sur [V5,3] d’oir : £ = f(£)
si(t+d)=tet+i=2tet="cr=5=¢=1\5

Comme ¢ = V5 ; conclusion : . lin:lf-ooUn =5

EXERCICEN220
2
U, =-
1) 8 L )
Vn =—';
n<n+l=->—do —2—3— et-ig-—3—
1 n n+1 n n+1

= Un 2 Un+1 et vn < Vn+1

(U,)est décroissante et (V,,) est croissante
Etona:V,< U, e lim U,-V,=0

n— +oo

conclusion : (U,,) et (V,) sont adjacentes.

U, = M2
n — .1
2)) v _27;1+13 (n=4)
n 7 ongs
8n+13 :

>0 d’od:V, < U,

Up=Vn= Zn+5)(n-1) =

(U, )est décroissante et (V,,) est croissante
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lim (U, —,)=0

n— +oo
conclusion : (U,) et (V) sont adjacentes.
3)U,>0et(V,)<0d’ou:V,< U,
_ Vn —vVn+2
Unir -Un= (Va+ 2+vn+1)(viFi+vn) =
V, = - U, = (V,,) est croissante

0 d’ot1 (U,,) est décroissante .

2

Jim Un =V) = lim 20, = 1 e =0
conclusion : (U,) et (V) sont adjacentes.
EXERCICEN:21
1) soit W, =U,, =V,
Up+2Vy Up43Vy  Up=V, 1
Whi1=Uns1 = Viya = 3 4 =71 1z Wa

) N . » , - . 1 .
D’ou (W,,) est une suite géométrique de raison o ¢t de premier termeW, = 11

n
DU, =V, =W, =Wy.q" = Un—Vn=11x($) = U, —1,>0
Par suite: U,, =V,
3)*Upyr — Uy = Unﬂ;ZVn U, = 2_(17"_3_U_n) = g W, <0d’ou : (U,) est décroissante
*Vpy1 — V= % W, >0 d’ou : (V,,) est croissante

n
*m U=V = m W= dim 11x () =0
*onsaitque:U, =V, ;
conclusion : (U,) et (V,,) sont adjacentes
par suite elles convergent vers une méme limite
4)t, =3U, + 8V,
a) tny1 = 3Un4s + 8Vnys = (Un +2V,) +2 (Up + 3V3)
=3U,41 + 8V, = t, d’ou: (t,) est constante.
b) to = 3U,y + 8V,
tp=44d’ou:t,=44,Vn€IN
= 30, +8V, =44 = nli_)n}roo(SUn +8V,) =44 = lla=44
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EXERCICENe22
O<b<a
a+b 2 2
a7 +b°+2ab
1 a) ( ) (a ab) (f}ﬂ) (\/55)2 :%(a2 +b* —2ab)
(«/E— b) =ab |

1
=—(a-b)*20
4(a )

) >(\/—) et parsulte\/_<a+b
b) (a—b) —(@®-b*)=a*+b>-2ab—-a* +b* =2b* - 2ab
=2b(b—-a)<0 (car O<b<a)
d'oti (a-b)* <a’-b*

a,=a b0=b
2) __an+bn ’

n+l T ) bn+1 = \/anbn

a) *pourn=0 b,=b<a,=a

* supposons que : b, <g_ et montronsque:b,,, <a,,,

b, <a,, dapres 1)a) conclusion:b <a, ;VneN
a,+b b,—a . o
by*a , —a,=-" > L—-g =" 5 £<0 dou(a,) est décroissante

*b,,—b, =\a,b, ~b, = b, [ Ja, = b, |20 carfa, 2b,

d'ot (b,) est croissante

2
3) a) dapres 1) b) : (a,,,=b,,,)" < a b3+1 = (g1 ~bp)’ < £"}_n_-:—bri_anbn
2 2
, _a +b’+2ab
= (an+1 —bn+1) < . ’l4 — -—anbn
2 2
a, +b —2ab
- (an+1 _bn+1)2 < 2 -
4
:( n+1 n+l) —( n )
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a-b .
b) *pourn=0 a;-by=a-b< 5 (vrai)
a-b a-b
* supposons que : a, —b, < et montrons que : a_,, —b,,, < e
a,— a-b \ a-b
ona:a,, —b, < —"—2—"— ora —b < T dou a,, —-b,, < S

conclusion:a_  —b, S%_”—b Vne N

*b,<a, ;Vne N

4) * (b, ) est croissante et (a,) décroissante
*0<a,—b < (%)".(a —b) orlim (%)".(a -b)=0 dou lim(a,-5,)=0

d'ou (a,) et (b,) sont adjacentes par suite, elles convergent vers la meme limite o
5) (a,) estdécroissante =>a, <a, = a,<a ;VneN
ona:b ,<gqg, doub, <a
(b,) est croissante et majorée par a
=alorsb, <o ;Vne N
et (b, ) converge vers &
dememe:a, 2« ;Vne N dol b, <a<a, ;VneN

4b  0<a,—a<i?

a,—b < > -

poura=2 etb=l 0<a, —asz—ln

%310*“’ 2" =10

ona:2*>10" « (calculatricey doh ax=a,, (acalculer)
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QCM

1. f(x)=sin(ntx?)=1{"(x)=271x.cos(mx?2)
2. al f(-2)<f(-1)

1
b/ y=-=
y 2X

3. f([1,+oo[=[-1,+0[
4, x=2
5. (&) admet deux tangentes horizontales

VRAI -FAUX :

. (VRAI) f est continue sur [-1,2] et dérivable sur ]-1,2[ alors d’apres le
théoréme des accroissement fini il existe au moins un réel ¢ €]-1,2[ tel que

f(2) -f(-1)=f “(c)(2-(-1)) =1 (c)=-1
. (FAUX)
Contre exemple : f(x)=+/x et g(x)=x h(x)= (f.g)(X)= xx

h est dérivable en 0 mais f n’est pas dérivable a droite en 0

. (VRAI)
f’(x) =3x2-6x+2 A’ =3>0 alors I’équation f’(x)=0 admet deux solutions

distinctes ( Rq :on pourra utiliser le th acc fini)

. (VRAI) f est dérivable sur [2,5] et |f'(¢)|<2Vre[2,5] alors d’apres le th

des inégalités des Accroissement finis :

IfS)-F ) <2%x(5-2)= |f(5)-f(2)]<6

38




DERIVABILITE CMS

EXERCICEN:1

1)f()_x+1 a2

x+1

lim @ _ e =18 -2(x-2) _ .. -2

x—2 Xx-2 X2 X2 xlg)nz -D@-2)  x—2 x-1) -2
D’ot f est dérivable en 2 et f'(2) = -2

(M) :y=1f2).(x —2)+1(2)

T)y:y=-2x+7

2)f(x)=% x‘*+%x3 -x ;a=0

Comme étant fonction polyndme , f est dérivable sur IR et
fu)=x3+§x2—1; £(0) = -1

(T) :y=£'(0).(x —0) +1(0)

(Ty:y=-x

) fx)=VvxZ—4 ;a=-3

f(x)—f(=3) _ lim Vx2-4 -5 im x2-9

x—-3 x+3 x—-3 x+3 x—>~3(x+3)(\/x2_+\/_)

= lim_ (\,’fz"_i)ﬂ = d'ol f est dérivable en (-3) et £/(—3) =
(T):y=:ﬁ.(x+3)+\/§

M:y=Z(x+3)
Hfx)=412x+1] ;a=-1

Pour x € J-00, -] ; f(x)=vV=2x—1

D _ i i Lt et SR -2(x +1)

x—>-1 x+1 x—>-1 x+1 x— -1 (x +1)(V=2x=1+1)

= lim -1 d’oli fest dérivable en (-1) et f'(—1) =-1

x— -1 (\/:T+1)
(T):y=-1(x+3)+1
(T):y=—x
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EXERCICEN:2

1) soit f(x)=vx + 1 , fest dérivable sur ]-1, +oof et f'(x) = —

2vVx+1

VX +1-v2 _ . f)-f(1) ., _ 1
xl!gl1 x—1 -x11£n1 x-1 =f (1)_2\/5

1
2vx-2

2) soit f(x) =x—Vx — 2 ,festdérivable sur 2, +o[ et f'(x) = 1-

lim 222 o iy IS 3y 2
x—3 x=3 x—3 x-3 2

3) soit f(x) = (x + 1)19°
f est dérivable sur IR et f'(x) = 195(x + 1)%*

195 _ _
lim &2 = im 27O < (0) = 195
x—0 x=0 x—0 x-0

4) soit f(x)= x>+ x* +x3 +x?

f'(x)= 5x*+ 4x3 +3x% +2x

m D _ ¢ 1) 14

x—1 x-1 =

EXERCICEN:3
f(x) = |x? — 4]
X -0 -2 2 +00
x2 -4 + 0 -0 +
3 % fx)—f(2) _ . |x2—~4] T —-(x%-4) _ .. _
1) a) xll{l%— X -2 -xl—lan%" x—2 - xl——-)2"‘ x -2 —xl_lan%‘[ (x+2)]
=-4= f'g(Z)
) f)-f(2) . |x2-4f .. (x2-4) .. A

* xl—l—Er%*‘ x=2 _len%* x-2 xl-l—g*‘ xX=2 —xlgré*(x‘*- 2) = 4=Fa(2)

f'g(2) # f'q(2) d’ou f n’est pas dérivable en 2

e 2_ 2_
b) -2 _ o By @08
x —> (=2)~ X+2 x— (—-2) x+2 x—(=2)" x+2
= i — =-4=f -2
x_l)l(n_‘lz)-(x 2) 4 fg( )
e 2_ o —(x2—
TS (€ o () I T e R P i)
x— (-2)*  x+2 x> (-2)F x¥+2 x> (-2t X+2
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[-(x = 2)]= 4=14(-2)

2)+

g(-—2) + f'3(—2) d’ou f n’est pas dérivable en (—2)

2) R R S
_____ PN T N N
ANy |
------- A
af i o al ol A RN
EXERCICEN:4
Soit f(x) == — f'(x) = f est dérivable en let f(1)=-2
f(1)+£°(1).h est une approximation de f(1+h) Donc
1-2h est une approximation de :
(+h)
*1- 2.(2.10"%=0,9999999996 est une approximation de
1 _ 1
(1,0000000002)°  (1+2.107'°)
* méme travail pour h=-2.10"° donne
1
1,00000 imati
00004 est une approximation de ( 0, 9999999998)2

EXERCICEN:S

1. f(x)= 3x10—% x*+3x -10 fest une fonction polyndme ; elle est donc

dérivable sur IR et £(x)=30x"-10x"+3
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2. f(x)=(1-x-3x)(x2+2x)° f est une fonction polynéme ; elle est donc dérivable
sur IR et f'(x)= (-1—9)(2)(x2+2x)3+3(2)(+2)(xz+2x)2(1-x-3x3 )

x2

3. f(x)=1 -

Comme étant fonction rationnel f est dérivable sur Dy =IR\{1}

2x(1-x) +x* _ 2x—x*
(1-x?  (1-x?

et en particulier sur ]1,+0[ et f ‘(X)=

(x+1)°

xZ

4. f(x)= Comme étant fonction rationnel f est dérivable sur D; =IR " et en

particulier sur [1,+oof
¢ 3 2 xX-3x-2
teosl g =T
5. les fonctions x — cos(3x) et x > sin(2x) sont dérivables sur IR d’ou f est
dérivable sur IR et

f ‘(x)= -3sin(3x)-2cos(2x)

sin x . , .
6. f(x)= " La fonction x> 1—-cos x est dérivable et ne s’annule pas sur
—COS X

10, z[ donc f est dérivable sur ]0, 7z [ comme étant le quotient de deux
C -1
1—cos x

fonctions dérivables et f ‘(x) =
7. f(x)= (14sin(2x))’ f est dérivable sur IR comme étant la puissance d’une
fonction dérivable et f ‘(X)= 6 cos (2x).[1+sin (2x)]?

8. f(x)=tan?( %x) la fonction u: x— %xest dérivable sur [0,1] et u([0,1))= [0,12[-[

et comme la fonction tangente est dérivable sur [0, 125_[ Alors f est dérivable

sur [0,1[ comme €tant 1a composé de deux fonctions dérivables et
f ‘(x)=2.tg(%x).[§.(l+ tanZ(Zz’-x))] = ﬁ.tg(%x).[1+tan2(%x)]

9. f(x)=, fx—;—i la fonction x — x—: est dérivable et strictement positive sur
X X

11,+00[ donc f est dérivable sur ]1,+[ et f*(x)=

1
(x+ 1)/ —1
10. x> +/x —2est dérivable sur R
x> ~/x+2 est dérivable et ne s’annule pas sur R
donc f est dérivable sur R comme étant le quotient de deux fonctions

dérivables et
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LI S, SO )

2f 2/x
f'x)= v
Ve 2
T
EXERCICEN:6
fx)= x3-3x gx)=x-=
= 3 3 3 _ — — i
1)M(x,y)e(c)n(c’)<=>{y T, x@{x 3x = x — 2
=X -7 y =x3 - 3x

- x3 ——4x+%=0 @{x"‘—4x2+ 4L=()(:){(x2 - 2)2=0
y = x% - 3x y =x3 - 3x y =x3-3x

2 =2 x=—+2 x =12
(:){3’:"3‘3" ﬁ{y=\/5 Ou{y=—x/7

Dot : (C)N(C") = {A(— V2, V2),B(V2,— V2)}
2)* f (x)= 3x%-3
g0 =1+
* ' (=V2)=g'(—V2)=3
d’ou : (C) et (C") admettent la méme tangente (T,;) en A

(T :y=3(x+ V2) +V2
(Ty):y=3x+ 42

* 1 (V2)= g(V2)=3
(Tg):y =3(x — V2)- V2

(Tg):y=3x— 42
EXERCICEN:7

1) continuité en (-1)

f-1)=0

* ll(m )_f( X) = li(m V=x—-1=0=1(-1)

* - i —_ =0 =f(-
lim f(x)= ll(rglﬁ(x 1)=0=1(-1)

x— (-1)*
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f est continue a droite et a gauche en (-1) , d’ou : f est continue en (-1)
continuité en 1
f(1)=0
* lim f(x)= lim (x* —=1)=0=£(1)
x—1" x—1"

* i = li i —_ =U=
xll)mﬁf(x) xlrr}+2 sin(x —1)=0=1£(1)

f est continue a droite et & gauche en 1, d’ott : f est continue en |
2) dérivabilité en (-1)

i f)-f(-1) : V=x—1 . —(x+1)
* fe-f(-1) _ _
X —l)lg}l)_ x+1 X —l)l(—l)“' x+1 X _l)l(rr_ll)— (x+1)\/__x_1

_ -1

T S

= -00 ; f n’est pas dérivable en (-1)

dérivabilité en 1

 Jjm O _ o, oL lim_(x+1)=2=F (1)
X —

x—1~ x-1 x— 1" x-1
. fx)-f(2 . 2 sin(x-1
T Ll R T X2 ;onpose: X=x~—1
x—1t x-1 x— 1t x—1
. 2 sinX ’
lim =2=f{4(1)
X—0

f est dérivable a droite et & gauche en 1 et f'g(1) =f'3(1) =2, d’ou : fest
dérivableen 1 et f'(1) =2
3) * la fonction x — —x — 1 est dérivable et strictement positive sur }-co,-1[
D’ou : f est dérivable sur ]-oo,-1[
* ]a fonction x — x2 — 1 est dérivable sur IR , en particulier sur ]-1,1[
d’ou : f est dérivable sur }-1,1{
* ]a fonction x — 2 sin(x — 1) est dérivable sur IR ,
en particulier sur ] 1,+00[ , d’ou : f est dérivable sur ] 1,+oo[ .
EXERCICEN:§
Dfx)=x>-2x3+3x+4
f'(x)= 5x*-6x*+3
£ (x) = 20x3 - 12x
f®(x) = 60x2 - 12
f®(x) = 120x
fO(x)= 120
fM(x)= 0 pour n>6
2) f(x) = cosx + sinx
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* on pose : g(x) =sinx ; g'(x)=cosx ; g’ (x)=-sinx
g®(x) = - cosx : g®(x) = sinx

On pourra remarquer que : g™ (x) = (=1)".sinx , pour n>1

Montrons ce résultat par récurrence :

* pour n=1

g@(x)=g"(x)=-sinx = (1)L sinx (vraie)
* supposons que : g?™M(x) = (—1)". sinx
et montrons que : g™+ (x) = (=1)™*1. sinx
g®(x) = (1) sinx = g@"*D(x)=(-1)"cosx.
= g2 (x) = —(=1)"sinx = g®*D(x) = (=1)"" ' sinx
Conclusion :
g®(x)= (-1 sinx , par suite g@"*D(x)= (=1)" cos x.
De méme on pose : h(x) = cosx
h®™(x) = (=1)" cos x
h(2n+1)(x) = (_1)n+1 sin x
Conclusion :
fCY(x) = (=)™ [cosx +sinx] , f@*D(x)= (—=1)"[cosx —sin x]
3) f(x) = sin 2x
fCY(x) = (=1)".2%" sin2x  , f@*D(x) = (=1)". 2271 cos2x
( récurrence)

1
4) flx)=—+—

f'(x)=- [(x_ll)Z t (x-kll)z}
f"(x)=2[( 1 + 1 }

x-1)3 (x+1)3

f® @)=-6 | =+ —]|

(x—1)* (x+1)%

£ (1) =24 [+ —]

(x—-1)5 (x+1)5

Remarquons que pourn>1: £ (x) = (=1)"*(n!) [(x_]:_l)n+1 + ]

(x+1)n+t
( DEMONSTRATION PAR RECURRENCE)
EXERCICEN29

1. Lafonction : x+> sin x est dérivable et strictement positive sur ]0,%] d’ou

COSs X

2 \/sin x

f est dérivable sur ]0,—725] et £'(x)=
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2. La fonction : x — Z est dérivable sur [1,400[ et comme la fonction sinus
X

est dérivable sur IR Alors f est dérivable sur [1,+oo[ et f’(X)= :gcos(z)
X X

3. f(x)=tg(sin(x))
La fonction sinus est dérivable sur IR et Vxe IR; sin(x)e [-11] ; comme

la fonction tangente est dérivable sur [-1,1]Alors f est dérivable sur IR et

f*(x)=cos(x).[1+tg2(sin(x))]

EXERCICEN:10
x%-3x+6
() =—7—

2 -
D=
fx)=3e-3x—1)2%=x?>~-2x —3
=3(x%2 - 2x+1)=x*>—2x —3<4x>—8x=0
S4x(x—2)=0=2x=0 ou x= 2
Conclusion :
Les tangentes a (Cy) respectivement aux points d’abscisses : 0 et 2 sont

paralleles a la droite d’équation : y = -3x

(TA):y = —3x — 6
2) A(0,-6) et B(2,4) {(TB):y — —3x+10
EXERCICENe11

fo)=x3—3x +2 : A(1,0) etB24)
Fa)=L24 32— 3=4 e>x2=_ <=>x=\/z- car x € [1,2]
Xg—Xa 3 3

Conclusion :
La tangente a (Cr) au point M, ( \/g , 1 \E) ) est parall¢le a la droite (AB)

EXERCICEN:12

fx)=(x— D(x— 2)(x— 3)(x— 4)

* f est continue sur [1,2] et dérivable sur ]1,2[ eton a : f(1) = f(2)

D’apres le théoreme de ROLLE il existe un réel a4 € ]1,2[ tel que f'(a;) =0
De méme il existe un réel a, € 12,3 tel que f'(a,) =0

Et il existe un réel az€ 13,4[ tel que f'(a3) =0

Conclusion :

@, , a, et a3 sont trois zéros distinctes de f".
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EXERCICEN:13
f(x)=tanx
Df(x)=1+tan’x >0

0<x S-’;: = tan 0 <tanx <tan G) car la fonction tan est croissante sur [0, %]
= 0<tanx<1 = 0<tan’x<1=1<1+tan’x<2

= 1<f(x)<2 pour x € [0, 7]

2) pour t€[0,x]: 1<f'(x)<2

D’apres le théoréme des inégalités des accroissements finis.

1(x = 0) <f(x)-f(0)<2(x —0)
= x <tanx <2x

EXERCICENe14

Soit f(t) =vV1+ ¢t

f est dérivable sur [0,+oo[ et f'(t) =

1
2v1+t

0<f(x)<3 pour t€[0,x] dou: 0<f(x)-f(0)<3x
Parsuite: : 0<+v1+4+x -1 Si—x
2) d’apres la 1% question:: 0<vVi4u -1 <

1 1 1
Pouru=— onaura: 0< [1+= -1 <—
x2 x2 2x2

= 1<oVI+22 - 151+ — = x<VI+22 -1 < x+ — carx>0
EXERCICEN:15

a) soit f(t) =sint ; fest dérivable sur IR et f'(t) =cost

(D] <1dou: |f(x) —f(0)] <1]x — 0]

= [f(x)| < |x|] = [sinx| < |x|
b) soit f(t) =tant ; f est dérivable sur [o,g[ et f(t)=1+tan?t>1
pour tout t € [0, x] d’ott : f(x) - f(0)> 1(x -0) = tanx >x

c) soit f(t) = cost ; f est dérivable sur [0,+co[ et f'(t) =-sint

pour t€[0,x]: —1<f'(x)<1 d’ou:—-x<f(x)-f0) < x

= —x<cosx-1<x =1—-x<cosx <x+1

N =

u pouru=>0

EXERCICEN:16

f(x)=(x—1VI—x

1) D¢ = ]-00,1]

2) lim 7 _ i VI x =0
x—1 x-1 x— 1"

f est dérivable a gauche en 1 et f'g(1) =0
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interprétation graphique:
(Cr) admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse 1.

3) f est dérivable sur ]-0,1 [et f'(x)=vI—x+ (x — 1).(
=) = 2VT-x 20

2vV1- x)

. X |- 1
o im f(x) = -c0 £'(x) +

f(x) / 0

EXERCICENa17
f(x) = —
X)= \/m

1) lafonction x+ x + 1 est dérivable et strictement positive sur IR ,
D’ou f est dérivable sur IR

. 1
f’ (x)—z(\/_—) et |f'(x) —2(\/?-3-_1)3
x>0 =x+1>1 =>\/x+1 >1 = (Vx+1) 21
N 1
=>2(\/x+1) >2=>2( —= <3 dou: |f'(x)] <

2) f est dérivable sur [0,+o0 [ et |f'(t)]| < % pour toutt € IR ,
D’apres le théoreme des inégalités des accroissements finis
[£(x) — £O)] < 5 lx—0] = If(x) —1] < x

=:~—1x5f(x)—1 < %x ﬂl—%xsf(x) §§x+1

Don: 1—2<—— <41
. 2 1+x =
10~11 1 10~11
3) 1- < < +1

2 T 1410711 T 2

EXERCICENe18
fx)=x3— x
1) f est dérivable sur IR et f'(x) =3x% — 1

X | -o0 .—F;

f'(x) + { - (

"
f(x) o — +
X _oo/ ‘/_\3;\/_2—3-/ «©

400 \

ol B
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2)—a)
0577350268 < 0,577350269
D Ta

a,be [_T; , '\/1_5 ] fest strictement décroissante sur [% ) % ]
dou:f(b)y>f(a) = B > A
b) a=0,577350271 ; b=0,577350272
A=f(a) et B=1f(b)
1 . . 1
a<beta,b€ [\/—§ , +oo [ fest strictement croissante sur [ﬁ , +oo [
dou:f(a)<f(b) = A< B
EXERCICEN:19
Dfx)=vx+1-vx-1
f est dérivable sur }]1 ,+oo[et f'(x)=
-2

1 1 Jx—1-x+1
2VXFL  2Vx=1 . 2Vx+ivx—1

P = e <0 VXENL oo
x |1 +co
f(x) | -
f(x) Jz’\
0
. . 2
A0 = i e = O

Rgq : fn’est pas dérivable a droite en 1
2)g(x)=cosx-sinx ; I=[0,m]

g est dérivable sur [0,mt] et g'(x) =-sinx - cosx =- [cosx + sinx]

{g'(x) =0 {cosx = — sinx _3m
x € [0,m] x € [0,m] 1=
4
g'(x) - 1] +

( 1 -1
g X) \ -\/_2_ /
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3) h(x) = cos(sinx)
h'(x) = cos x . cos’(sinx) = — cos x . sin(sin x)
le signe de h'(x) est celui de (— cos x)

T

x |0 T
h'(x) - 1 +
h(x) | 1 1
\ cos1 /
EXERCICEN:20

_f4vx+1 si x =23
x*—=5x+c si x <3
1)-a) f3)=8
f est continue a gauche en 3 si et seulement si : lirré (x2—-5x+c¢)=1(3)
X —

(:)-6+c=8<:>c=14d’oﬁ:f(x)={4vx+1 sixz3
x?—5x+14 si x <3
b) f est dérivable sur chacun des intervalles ]-00,3[ et ]3,+00[

* dérivabilité en 3 :
- 2_
£l f(x)~£(3) = lim X“~5x+6 = lim
x—3- x-3 x— 3" x-3 x— 3~ x-
D’ou : f est dérivable a gaucheen 3 et f;’(3) = 1
¥ lim f(x)~f(3) — lim 4\/x+1-8 - lim 4(Vx+1-2)
x—3t x—3 x — 3t x—3 x — 3+ x—3
3 al(x+1)-4] 4
T x—o 3t - D[(VxFD)+ 2] « Ln}o,+ Veri+2
D’ou : f est dérivable a droiteen 3 et f3'(3) =1 =1£,'(3)
D’ou : fest dérivableen 3 ;

conclusion : f est dérivable sur IR
2 . >3
o) £'(x) = {——_._xﬂ si x =

2x—5 si x <3
2

3 xX—3"

2) * pourx € 13,400 ; f'(x)=

Ve
* pourx € -0,3[ ; f(x)=0& ng
X |00 g_ Lo
f'(x) - 0 + |
f(x +0o0 400
4
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* lim f(x) = linrl 4Vx+ 1=+
X — 4+

X — +oo
* lim f(x) = lim x%=+4wo
X — —c0 X —> —00

31 .. 5
3) f admet — comme minimum absolu en 5

EXERCICEN:e21
f(x)=xv1—x?
1y X -00 -1 1 +00
1—x? -0+ 0 -
De=[-1,1]
. fx)-f(1) _ . xVi-x2 . x(1-x%) . x (1+x) (1-x)

2) xl—lerri- x—1 xl-l_{ri— x-1  x—1- (x- )Vi-xZ xL 1- (x—1)v1-x2

T -x(x+1) ) -2

= xll)ml_ = =-® (delaforme—)

f n’est pas dérivable a gauche en 1
(C¢) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

3)—a)pourx € Dg=[-1,1],0na(-x) € D¢
f(—x) = —x+/1— (=x)%2 =—x V1 —x2 =-f(x) d’ou : fest impaire.
b) f n’est pas dérivable a droite en (-1) (f est impaire)
pourx € ]-1,1[ ; f(x)=+V1l—-x2+x (2\/—12_%)

f(x)=Vv1—x2- ¥ 2 signe de f'(x) est celui de (1 — 2x?)

Vi-x?  VixZ
1 -2 L 1

X P V2
feoll - § + l

N | R[S

() 0\_?1/' \_AO

c) * f admet (- é) comme minimum absolue en (— —\/%)

1 .
* f admet (5) comme maximum absolue en (%)

4)-a)T:y=1(0).(x-0) + f(0)

TM:y=x
, _1-2x2 L, _ x(2x* -3)
b f)=75s ¢ W=
-1 0 1

Ol T |

51




DERIVABILITE CMS Ch 3 Tome I

f”” s’annule en 0 en changeant de signe d’ou le point de coordonnées
(0,£(0)) est un point d’inflexion pour (Cs) ;
£(0) =0, d’ou O(0,0) est un point d’inflexion pour (Cy) .
EXERCICENe22
f)=xVX-=x2 ; x20
1) f est dérivable]0,+co[ comme étant produit et somme de fonction dérivables.
lim 97O _ im (Vx-2 x) =0, d’od fest dérivable 2 droite en 0
x— 0t x—0 x — 0t 16
Par suite f est dérivable sur [0,+oo].
Pourx € J0,+40[ ; f(x)=+vx+ x(-z—\l,-;)-g x = Vx+ ﬂ—-:— x

2
3vx 3 12Jx-3x

=2 8X¥ T T 3
Pour x=0; 12‘/2*’30 =0="F4(0)
Conclusion : Pour x € [0,400] ; f'(x)= 12Vx-3x%

8
b) £ = 2[4~ V7]
f(x)=0=x=0 ou x=16

x |0 16 +o0
f'(x) + 0 -

. . 3
im ) = lim x [1- 5 V] =

c) ’équation f(x) =20 n’admet pas de solution dans [0,+oo
(f(x) <16 , VY x € [0,400[)

2) — a) f est dérivable sur ]0,+oo[ et f'(x) = 12Vx-3x

8
f’est dérivable sur ]0,400[ ; (x — Vx est dérivable sur ]0,+[)
d’ou ; f est deux fois dérivable sur ]0,+oo[

o= 2 <[~ o]z

_3(2—\/5) _3( 4-x )
T8\ vx /T8 \Vx(2+/x)

Le signe de f"’'(x) est celle de (4 - x) .
x -1 4 1

f@ll + 0 -
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f'" s’annule en 4 en changeant de signe d’ou Ie point I(4, f(4)) est un point
d’inflexion pour (C) ; 1(4,5).
EXERCICEN:23

fx)=+x + Vx

1) Df = [0,+00[

2) lim fOT@ oy JEEVE /"*f: lim /‘/E“=+oo
x— 0t x-0 x— 0t x x— 0t x x—0+\ xvx

f n’est pas dérivable a droite en 0

interprétation graphique :

(Cr) admet une demi-tangente paralléle a I’axe des ordonnées au point
d’abscisse 0.
3) —a) la fonction : x — x + v/x est dérivable sur ]0,+00[ et strictement positive

D’ou : f est dérivable sur ]0,+oo[

F(x) = iE aVE+1
T2 X ++x —4\/'55.\/x+x/§
b)f'(x)>0 ; Vx€]J0,+oo

X 0 +c0
f(x) | +
f(x) //V +o00
0
EXERCICEN:24

f(x) = (4 + sinx)
1) £'(x) = cosx
Ona: |cosx|<1=|f(x)] 5%

)-a) g =f@-x ; g@=F@-1<0, car[f(x)|<;
D’ou : g est strictement décroissante sur IR.
b) pourtoutx €EIR,ona: -1<sinx<1

= 3§4+sinx§5A = %S%(l& + sinx)Sg

3 5 3 1 5
= -<f(x) <z = -— x<=f(x) —x<-—x
2 2 2 2 2

3 5
= - xsgs;-x

c) g(x)sg—x et lim (g - x) =-00,d’oi1:x£rr+1wg(x) =-00

X — 400
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*g(x)zi—x et lim (E—x) =+00,dou: lim g(x) =400
2 x 2 X — —00

— ~0
D’oll : g est continue et strictement décroissante sur IR ;
dou:g(IR)=] lim g, lim g [=]—o ,+o0 |

X — +00 X — —00

g(IR) =1IR
d) 0 € g(dR) d’ou il existe un réel a tel que g(a) =0
comme g est strictement décroissante alors a est unique.
Par suite il existe un unique réel a tel que f(a) = a

g(gf).g(gg-) <0 = 2?" <a< 5—:—
3) {Uo donné
Upyy = f(Uy)
a) f est dérivable sur IR et [f'(x) | < i

d’apres le théoréme des inégalités des accroissements finis :
1 5 s 1
|f(Un) - f(a)| SE IUn - al d’ou : |Un+1 - a| 5'2' |Un - al
b) démonstration par récurrence :
1\° :
*[Ug —al <(3) 1Uo—al (vraie)
1 n
* supposons que : |U, —a| < (—2-) Uy — al
1\t
et montrons que : |Up;q —a| < (5> Uy — al
1\ 1
ona: |Uy ~al<(3) 1Uo—al et [Unyy—al<;|Un~al
. 1\t
d’ott: |Upyq —al < (E) U — al

conclusion :

1n
U, —a| < (5) |U, — a] pour toutn € IN
171\
O U —al<(3) 1Us ~al
li Ny 0 ; dot
Jm (5) U —al=0 ; @b

lim (U,—a)=0 = lim U, =a.

n-—-— +oo n-—o +oo
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QCM
0 I{-E,q
2 2
awelio 12
) ENQ=—r=
f(g)

3) f réalise une bijection de [1,4] sur [1,4]
4) fest dérivable sur J0,+oof

VRAI-FAUX :
1) (FAUX)
CONTRE EXEMPLE : f(x)=3- 24;
X
* £(1)=2
* lim f(x)=3 x |1 NG oo
* fest dérivable sur [1,+co[ [ (x) - ) +
4(x* -3) f ) 3
* £ 1(x)= (x)
x> +1)° \
32 /
NE)

F([1,4e]) = [3—%,3[

2) (VRAI)
* f(x)=ax+b ; a#0

f'(x)=a

e si a>0 ; f continue et strictement croissante

f est une bijection de R sur R

e si a<0 ; f est continue et strictement décroissante
f : bijection de R sur R
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3) (FAUX)
316 >2 car 16>2°

16 =2
16 <16

4) (VRAI) POUR N>2
W= o @)=y
(fH©@=0

5) (FAUX) CONTRE EXEMPLE :

fx)=x+V1+x* =R

X
f'x)=1+ =
14+x
f est dérivable sur R et f est strictement croissante sur R

Lim f =400

to0

. ) 1
lim f(x)= lim —=———=0

= 14+ x% —x

f est une bijection de R sur f(R)= ]0,+eof
y=flxye f(N=xe y+l+y’ =x

2
=3 1+y2=x—y<::>1+y2=x2+y2—2xy=>y=x2 !
x
x* -1
= 5 ' ne garde pas un signe constant sur ]0,+oo|

EXERCICEN:e1

1) f; n’est pas une bijection de [-4,3] sur [-4,3] |
2) f, est une bijection de [-3,1] sur [-4,4] ( continue et strictement décroissante)
3) f; est une bijection de [-3,4] sur [-3,4] ( continue et strictement croissante)
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EXERCICEN2
f(x)=x%2-4x+5; [=],2]

1) f est dérivable sur ]-00,2]

etf'(x)=2x-4=2(x-2)<0 pour tout x €]-00,2]

f est continue et strictement décroissante sur [-c0,2]

elle réalise donc une bijection de ]-00,2] sur J = f(J-0,2]) = [f(2), limf [
X — —00

J=[1,400]_~
2)

X |-00 2
f'(x) -

f(x) | +o0
\> 1

() e (2N _ _
lim— = llm(x)- lim(x) = -00

X — —00

x——>—oo X — —00

(Cr) admet une branche parabolique de direction celle de (0,]) au voisinage de (-o0)

-

[
B I
:,J“ 4 -
ot RN 0N
~J R
/\ . \;».
£ -
e 3
f o« y
~ /7 -
1
Nt y=X ) -’
N N
R g 4‘;
¢ _nI pg
1 A

3)—a) (Ce1)=S55(Cf) avecA:y=x
b) (C¢-1) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.=f "n’est

pas dérivable a droite en 1
c) f est dérivable sur }-0,2 [ et f'(x) =2 (x — 2) # 0 pour tout x €]-00 2[
d’otr : f~* est dérivable sur f(] = oo 2 [) = ]1,+00[. ’
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@g\r o < T
W y=f"1(x) avec: x €[1,+o0[ ety €]-00,2]

Sfy)=x ©y?-4y+5=x=(y—-2)*+1 =x

e @y-2t=x-le|y-2|=Vx -1

& y—2=-vx — 1 car y<2

& y=2-vx — 1 don:f1(x)=2-vx — 1
EXERCICEN:3

f(x) = x — 1-§ . [=]-00,0[

2

DE@=1+= >0

f est continue et strictement croissante sur ]-00,0[

elle réalise donc une bijection de ]-00,0[ sur J = f(J-00,0[)
J=1(]-00,0]) = ]xli_)m_go, xllnoﬁ [=]—00,+0 [=1IR

2) soity =f"2(x) avec:x € IR ety €]-0,0]
= f(y)=x @yml—i =xoy*-y-1=xy
Sy -(1+x)y-1=0
A=(1+ x)>+4>0

—_ 2
y___1+x JA+x)2+4 car y <0

2
1+x—\/x2+2x+5
2

D'oir: f1(x) =

3) f est dérivable sur ]-c0,0 [ et (x) =1+ ;— # 0 pour tout x €]-00,0[

‘ d’ou : 71 est dérivable sur IR.

_1 [, ZEFZ [ _1[, _ __ x+1
(f )(x)_z [1 2Vx2+2x+5 _2[ \/x2+2x+5]
EXERCICEN:4
fa)= S 5 I=11+00]
1) f est dérivable sur ]1,+oo[ et f'(x) =( _2)2 <0
x-1
x |1 +00
f'(x) -

f(x) ||+
\p 1

limf(x) = hm() 1

X — +00

X — +00
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f est continue et strictement décroissante sur ]1,+oo[

Ch4 TomeI

elle réalise donc une bijection de ]1,+oo[ sur J = f(]1,+o0[)

J=1f(l,+00[) =] limf , limf [=]1,+o0 [
x— +00 x — 1t

x+1
!
x-1
xX+1

f(x)+1
fx)-1

_ (c+DH(x-1)
- (x+1)-(x—-1)

fof(x) = f(f(x) ) =

-1
b) D1 = Dg=]1,+00 [ et fof(x) = x

d’ou : f‘l(x) =f(x) = %11 pour x € ]1,+00[

=X

s

x ; fof(x)

e

EXERCICENeS
fx)=vx—1+2

lim feO)-f(1) _ lim vx-1 _ lim _1 _
1)x—> 1P xs1 T xo 1ty T xo 1+m_+oo

f n’est pas dérivable & droite en 1
~—

]

(C¢) admet une demi-tangente paralléle a I’axe des ordonnées au point d’abscisse 1.

2) f est dérivable sur [T, 700 et f'(x)= - i_l >0
x |1 +00
f'(x) | +
f(X) / +00
2
li li
x—il-xl-loof(x) =x_1>r-rl_10° (Vx -1+ 2) = 400

3) * f est continue et strictement croissante sur ]1,+oo]

elle réalise donc une bijection de ]1,+0co[ sur ]2,+0co[
*soity =f"1(x) avec:x =>2ety>1
SY=x eJy—-1+2 =x=, /y—-1 =x-2
Sy—1=(x -2 @y=x2—4x +5
Dotu:f1(x) =x2—4x + 5
4) £~ est dérivable sur [2,+00[
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EXERCICEN:6
X
fo) =1+ 7=
Vit xZ-x(—2)
2) f est dérivable sur IR et f'(x) = m xzz —

1+ x%)-x* 1

PO = v~ ey 0

X -co +00
f'(x) +
f(x) //]/ 2
0 - %
Pour x # 0 A
fx) =1+ —=
x| J1+

m ot =" 11+ —]=2

x =400
1+ =
lim _ lim 1 _
x —>—oof(x) T x-—00 1 1 1 0
1+x—2'

* f est continue et strictement croissante sur IR ,elle réalise donc une bijection de IR

sur fIR) =] 1m ¢ lm g_19 of

X ——0c0" ?x 5>+

2) *soity=f"1(x) avec:x€]0,2[ety €IR

= -—-——y = Y = -
@f(y)_x1=>1+m x(:»m x-1
2
1i’y2 =(x — 1)?avecyet (x — 1) sont de méme signe (*)

eyi=(x - 1)%+x - D)2y’ (2x - xH)y?=(x — 1)2.,(,

& yV2x — x? =x- 1 d’apres (*)

1

Doliy=——= ;
Y o
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EXERCICENe7

1) * continuité a droite en 0
Vx
Vx+1
At = I 2
* dérivabilité a droite en O

lim f(x)-f0)  lim f(&) _ lim _1 _
x= 0" x_0 T x-0" x Tx- 0txiyx

Pourx>0; f(x)=

=0=1(0) , d’ol est continue a droite en 0

+00

f n’est pas dérivable a droite en 0 :
(x+Vx)-x(1+ —2—1\/—_32

2) —a) f est dérivable sur ]0,4+o0[ et f'(x) =

(x+Vx)?
_ x+\/55—x—g . Vx 0
T (emE)?2 T 2(x+Vx)2 >
Pour x €10 ,4o0[
x |0 +00

£ (x) || +

f(x) / 1
0

lim _ lim 1 _
x —->+oof(x) T x o400 < 1+ i) =1
Vx

b) * f est continue et strictement croissante sur [ 0 ,+oo[ ,

elle réalise donc une bijection de IR, sur f(IR,) = [(0), "™ f[=[0,1[

x>+
N
2(x+vVx)?
d’ou : =1 est dérivable sur f(JO,4+00[) =10, 1] .
* f n'est pas dérivable a droite en 0

0

¢) * f est dérivable sur ]0,+oo[ et f'(x) =

(C¢) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse O , par suite :
(C¢1) admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse f(0) = 0
D’ou : f~1est dérivable a droite en 0, et (f~1),°(0) =0

Conclusion : f' est dérivable sur [0,1]
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3) *soity=f"1(x) avec:x €[0,1[ety EIR,

= y - vy
=fly)y=x & o _x@ﬁﬂ

eJy=xy+x e [yl -x=x

=X

2 2
oy =ey=(=) dou: fux)=(=) pourxe[0,1[
EXERCICEN:S

1) * f(0)=-1 = g(-1)=0

(£, ) admet une tangente horizontal au point d’abscisse 0 d’ou (¢, ) admet une
tangente verticale au point d’abscisse f(0)=-1

par suite g n’est pas dérivable en (-1)

* f(-2)=1=>g(1)=-2

(¢, ) admet une tangente verticale au point d’abscisse (-2) d’ou (¢, ) admet une

tangente horizontale au point d’abscisse f(-2)=1 par suite : g est dérivable en 1 et
g'(1)=0
2) * festdécroissante sur R d’ou g est décroissante sur f(R )=R
* lim f(x)=+e0 => lim g(x)=—oo

lim f(x)=—cc = lim g(x)=+

f“(x) - 'l

f(x) +00

-0

3) (;g)=SA(§f) avec A :y=x

EXERCICEN:9

1) * f(1)=-1 = g(-1)=1

f est dérivable en 1 et f ‘(1)=-1#0 d’ou g est dérivable en (-1) et g’(-1)= 1

Fa

*(2)= -4 = g(-4)=2
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f n'est pas dérivable a gauche en 2

(gf ) admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 2 d’ou (;’g ) admet une demi
tangente horizontal au point d’abscisse (-4)

g est dérivable a droite en (-4) et g'4(-4)=0

2)

X -4 +00

3) M g(x)=-1

EXERCICEN:10

f(x)=tanx
1) f est dérivable sur ]- g , g [etf'(x)=1+tan’x >0

. . . T
* f est continue et strictement croissante sur ]- - =1

’2
s qe . . T T
elle réalise donc une bijection de ]- 75 [ sur f(]- o

= ]-00,+00[ = IR

2) * f est dérivable sur]-g,g[et f(x)£0?7Vxe€ ]-g,g[
d’ou : f~1 est dérivable sur IR .

') =

1
FE=1(x))

Onpose y=f"1(x) on aura:f(y)=x & tany =x

1
d’ol: (f 1)( )—f(y) 1+ tan?y

1
=T,z pourtout x € IR

EXERCICENe11

f(x)=2cosx+ 3 x€[0,m]
1) f'(x) = =2sinx < O pour x € )0,

x |0 m
f'(x)|0 - 0

fx) | 5
\1
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2) * f est continue et strictement décroissante sur [0,m],

elle réalise donc une bijection de [0,m] sur f([0,m]) = [f(m),f(0)] = [1,5]
3)-a) g®=0 ; gh=m ; g(3)=%

b) * festdérivable sur JO, w [et f'(x)=—2sinx #0?7Vx€J0, [
d’ol : g est dérivable sur fQO, mwD=11,5¢[

1 -1

2cosy+ 3=x 4:-)cosy=x—~3

2
*ona:siny=.,/1-cos?y ,carsiny >0

-1 -1

2 |1- (x 3) ,/4—(x—3)2

2

siny=_[1— (-’5-2_—-3-)2 dou:g'(x)=

EXERCICENe12

f( )_ sinx
1) et f(x) =

>0 pour tout x € [ |

2x

* f est continue et strictement croissante sur [E , T,

elle réalise donc une bijection de [g , [ sur f([g ,m) = [f(lzr-) , xlif?r_f [=[1,400]

1 2
fO.’ = — —_—= =
2) soitoc:(f‘l)(%) = (@) . 3 o sma” V3
ae[;,n[ aE[;,n[
. V3
Slna:j 2m 7 \ -1 2\/— 271' -1
(ZE[E ,71'[

3) * f est continue sur [-72E , [, d’ot: f~1 est continue sur [1 ,+o0 [

—~COsXx

* f est dérivable sur ]-72E mlet f'(x)= .

d’ou : f~* est dérivable sur f(]; ,[)=]1,+0 |
* f n’est pas dérivable a droite en 1 (voir EX :7,2) —c))
Conclusion : '
f~1 est continue sur {1 ,+oo [ ; {1 est dérivable sur J1 ,+oo |
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1
sin (y)

, 1 in?
4) (f'y (x)= ot z;ns 83 avec y=f 1(x)@x:f(y)@x:

(:)sin(y)=%

Ins _ 1 — 1
=) )= 22, ,1_}3 x/x?-1
EXERCICEN:13
f(x)=1-tanx
Df'(x)=—(1 + tan?x) <0
x | . T
"2 2
f'(x) -

f(x) || +oo
\ _

2) * f est continue et strictement décroissante sur ]- % , % [,

elle réalise donc une bijection de I- 2, X [ surf(l- 2,2 [) =] "5-f, _j(im,,)+f [

——
x2

:]-OO,+OO[ = IR
EHO)=F ; EHER)=-Z

4) f est dérivable sur ]-g,g[et f'(x)=—(1 + tan’x) #0;Vx€]-

d’ol : =1 est dérivable sur IR .

*soity=f"1(x) @f(y)=x © l-tany=x < tany=1-x
iy 11 -1 -1 1

(f )(x)_f’(f‘l(x)) Tfy)  1+tan?y 1+ (1-x)2 —x2+2x -2

T

n
2’5[

lim lim

— 4 ~ I - T
5)x_,_(15r)+f(x)=+°0 = e T @)= - de méme mof 1(x)=;

X =—00

(C¢-1) admet deux asymptotes horizontales d’équations respectives :
y=- g et y= g
EXERCICEN:14

f(x) =+vcosx ; VxE[O,g]

1) nm_f(x)-f(E) _ lim _+ycosx _ lim_(cosx) 1
S L e L () s

2 2

lim fcosx _Cos,(rc)_ sin(z)—
#~(3) \=-3) 7 \2/ T/
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lim 1 lim f)-fG)
22 =

™ - -00
() Vo e T

f n’est pas dérivable a gauche en g

=+00 d’ou:

(Cr) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse %

- sinx

2)—a)festdérivablesur[O,E[et f'(x)= < OVxE[O,%[

24/cosx

* f est continue et strictement décroissante sur [0, -723 ],

elle réalise donc une bijection de [0, = ] sur ([0, > 1) = [f5) , f(0)] = [0, 1]
par suite f admet une fonction réciproque f ~1 définie sur [0, 1]

b) f n’est pas dérivable a gauche en %

(Cs) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse % d’ol:

(C¢~1) admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse f(z)=0
- 2

Par suite f ! est dérivable a droite en 0 et (f~1)'(0) =0
c) f4(0)=0 :

(C¢) admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse 0 d’ou :
(Ce-1) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse f(0) = 1
D’ou : f~1 n’est pas dérivable a gauche en 1

3) f est dérivable sur 10, > [ et f'(x) =
D’ou : f~1 est dérivable sur 10, 1]

*soity=f"1(x) & f(y)=x < ,Jcosy=x & cosy=x?

siny + cos?y =1 sin?y=1-cos?y (=>siny=\/1_—_FcaryE]O,§[

1 _ 1 _=2ycosy _ -2
f(f-1(x)) f(y)  siny = vVi-x%

—sinx

2ycosx

D’ou: (f71)'(x) =
EXERCICENe15

f(x) = cos (3x) ; Vx€[0,1]

1) f est dérivable sur [0, 1] et f'(x) =-§sin (gx) <OcarpourO<x<l;ona:

0<Zx<Z
=27 =2

f'(x)

f(x) | 1 —_—
0
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fa(0)=0 ; fg(1)=-%
0

0.5

2) * { est continue et strictement décroissante sur [0, 1],

elle réalise donc une bijection de [0, 1 ] sur f([0, 1]) = [f(1), f(0)]=[0,1]=1

3) f est dérivable sur JO, 1] et f'(x) =- gsin (gx) + 0
D’ou : f~1 est dérivable sur £f(]0,1])= [0, 1]

*(f1) (%) = =

_ 1 -2
F(E1(x) ()

,avecy=f"1(x) dou:(f 1) (x)=z—7"
: T[Sll‘l(;y)

Ona:y=f"1(x) = fiy)= x= cos(%y): x= sin(—gy)= V1—x2

. T T
Car: S 10, 2]
_2

D’ou: (f71)'(x) =

TV1-x2
EXERCICEN:16
f(x)=1Tc;15(Tr_x) N VxE]O,l]

1) f est dérivable sur 10, 1] et f'(x) = (1——nc§:((77rr;)))2 ’

Vx€]0,1] = (mx) €]0,7m] = sin(nx) =0d’ou: f'(x)<0

x |0 1
f'(x) -
f(x) +m\
1
2
le“8+ f(x) = xlfg+ m =400 car:1— cos(mx) >0
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A

0.5

05

2) a)fx)=xe=f(x)—x=0
Onpose: gx)=f(x)—xalors g’ (x)=f'(x)-1 <Ocarf'(x)<0
* g est continue et strictement décroissante sur ]0, 1],

elle réalise donc une bijection de J0, 1 Jsur g(JO, 1) =1[- %, +oo][

comme 0 € g(J0, 1]) alors il existe un unique réel xo€ 10, 1] tel que g(x) =0
par suite I’équation f(x) = x admet x, comme unique solution dans J0, 1]
f¢) =2 d'ob: xo=1

3) a) f est continue et strictement décroissante sur 10, 1],

Donc f est une bijection de 10, 1 ] sur f(JO, 1]) = [ (1), x11“8+ f[= [%, +oo[

b) f'g(1) = 0=-(Cy) admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse 1

N

d’ol : (Cs-1) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse f(1) =

N - 2.0 N . 1
D’olr : f~1 n’est pas dérivable a droite en 3
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—m sin(nx) 0
(1- cos(mx))?

c) fest dérivable sur 10, 1[ et f'(x) =
¥x€10,1[ d'od: £~ estdérivable sur £(10, 1[) = I, +oof

*soity=f"'(x) @f(y)y=x & =x & 1-— cos(ny)—_-i

1- cos(my)
et cos(my)=1- % ;  sin(my) =/1 — cos?(my) car ye]0, 7 [
2
= sin(ny):\/l - (1 —%) = i—VZx— 1
Dol : (f—l)' 1 =(1- cos(ny))2 _ —xiz
ou- (x) T fly) msin(my) - % 2x—-1
—1vs -1
) = s
EXERCICENe17
x%+1
fx)= X2+ x+1

, x2-1
Dfx)= ————=<0Vxel[-1,1]

(x2+ x+1)2 —
f est continue et strictement x |-1 1
décroissante sur [-1, 1], f'(x)| 0 - 0
f(x) | 2
elle réalise donc une bijection de e, 2
3

[-1,1]sur [§ ,2]=I

2):gx)=1(x)—x
a)alors g'(x)=f'(x)~1<0carf'(x)<0
* g est continue sur [-1, 1], et g(-1).g(1) =-1 < 0, d’ot I’équation g(x) = 0 admet

une solution a € J-1, 1J,

comme g est strictement décroissante alors a est unique.
2 2
b) g()-g(1) <O =a €131,

y = f(x) @{J’:x @{y=x

¢) M(x,y) € (CHNA & {y _

Sy=x =a
(ConA = {A(a,00)}
3): f~1 n’est pas dérivable 2 droite en = ( voirex 16,3) - b)

H-af-H=2 ; fO=1 ; fG)=>

69
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-1\’ E _ 1 __:1_
D ENE) =5 =+
“1y(1) = —2_ —_
E'D) =5 =- 1
-1 ;E _ 1 __2
(f )(7) _f’(%) 712
EXERCICEN:18
X
f0 =51
1
Df'(x)= >0
) £(x) )
X | -00 -+00

f'(x) +
f(x) / 0
-2

* f est continue et strictement croissante sur IR ,elle réalise donc une bijection de IR
sur g(IR) =1-2, O

2Q)—a)fx)=x=f(x)-x=0

Onpose: gx)=f(x)—xalorsg' (x)=f'(x)-1= L - -1<OQcarx?+ 1>1

(VxZ+ 1)
* g est continue et strictement décroissante sur IR ,

elle réalise donc une bijection de IR sur g(IR) =1R ;
comme 0 € g(IR) alors il existe un unique réel a tel que g(a) =0

par suite I’équation f(x) = x admet & comme unique solution dans IR
g(—2).g(-1) <0 (avérfier) dou:-2<a<-1
b) X -Co o + oo
f(x)- x + 0 -

3) *soity=f"1(x) avec:x €]-2,0[ ety €IR
Sfy)=x & Z2=-1=x—=

J1+y? V1+y?

= (x + 1)? avecy et (x + 1) de méme signe

=1+x
y2
1+y?

S y? =(x+ 1D+ y(x + 1)? &(-x? 20)y? = (x + 1)?

<=)yv—x2 —2x =x+1 =y =\/?jc'_—:—j;7x.

dou: f1(x)= _i:l_u pour x € 1-2,0 [
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U= -1
Y o
) Wi = £
a) récurrence
¥ Uy= —1lona: a < Uy < —1(vraie)

* supposonsque: a < U, < —1
montronsque: a < Uy, < —1
a <U,< -1=f(a) < f(U,) £ f(—1) car f est croissante sur IR
Col:a < Uppy S —5—1< 1=« < Upyy < -1

* conclusion : @ < U, < —1 pour tout n € IN
b) Upt1 - Un =f(Up) - Up
U,za = f(U,)-U, <0d’aprés 2) —b)
Dou:Upy -0, <0 = Upy  <U,
La suite (U,) est décroissante et minorée par a , elle est donc convergente.
Soit £ sa limite : U,,,; = f(U,), f est continue sur IR.

D’oi : £ =f(£) & £=a; conclusion : "™, U, =«

x -0t
EXERCICEN:e19
f(x )— 1 ; VX €E[L, 4oof
1)—a) lim f(x)-f(1) _ lim vx*-1 _ lim x2-1 _lim x+1 = +o0
-1 x—1 T x-o1 x(x-1) T x-o1 x(x—1)Wxz—1 x-1 Y xVx2-1

D’ou : f n’est pas dérivable a droite en 1.
b) f est dérivable sur ]1 , +o0o]

(2 2;_‘_ 1)x —-Vx2-1 1
f'(x) = x = = T >0
x |1 +o0
(x| +

f(x) /> 2
1

li li 1
)= (1) =2

x —+00 X -+

c) f est continue et strictement croissante sur [1, +oo[ , elle réalise donc une
bijection de [1, +oo[ sur I =f([1, +oo[) =[1, 2]

2) —a): 1 est dérivable a droite en 1 et (f~1),4(1)=0 ( voirex 14,2)-b))
b) *soity=f"*(x) avec:x €[1,2[ety €1, +oof
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ofy=x & L il=xo y2-1=yx-1)

y
oyr -1 =y2(x-1)" & [1-(x-1)7].y?=1

2 = = ‘o - f1 1
SV =gmm OV = Cary>0) dob: (%) ==
B)
— six €[0,=[

g(x)— ];(cosx

= Six= -

2

li .
1)-a)x_:€,z) Colsx =400 xl_l)filmf(x) —n

1. 1 . Y
= _,l(mz)’ g(x) = i g(—E—) ; g est continue a gauche en-;E
2

* _T . 1 __ 1 _o=
b) * pourx=- ol 2 g3
2
" T
pour x € [0, ;‘-[
1
1 bl ) 2 -
f(=)=Y22 1 1= cosx. [——= + 1= cosx. |=—| + 1
coSsx Cos“Xx COosX

cosx

sinx 1t
= cosx.—+1 carx€[0,~[
COSX 2

]

: ) o _
1 +sinx d’ou: g(x) = o

conclusion : g(x) = , pour tout xe[O,g]

1+ sinx

— cosx
(1 + sinx)?

2) gw= <0pour x€[0, 5

. . . . 15 L oa .o .
* g est continue et strictement décroissante sur [0, E]’ elle réalise donc une bijection

1
de[0,7], surJ=[, 1],

3) —a): g est dérivable sur [0, g[ et g'(x)= ———— %0

(1'+ sinx)?

1

yon L g1 = =1t . (o—1Y -
D’ou : g™* est dérivable sur g([0, - D=117et: EH'M prrp
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1
X

*soity=g ' (x) = g(y)=x = =x=1 + siny =

1 + siny

2
et cosy =+/1 — sin?y = cosy=\/1— (i— 1)
cosy=£\/2x—1

1

s a . fom1Nt __1 _ (+siny)® 5z
d’ou: (g71)'(x) TS ww Iy
-1\ 1
€)X = ——=—=
;T
b g3 =0

(Cg) admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse % d’ol:
(Cg-1) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse g(—’zz) = %
D’ou : g~! n’est pas dérivable a droite en%

EXERCICEN:20

P27 PBx3BxII2?
1) *x= =
_ €/§x3\/§x2:2\/§

3R/3
L. 4 \/T\/T 11
y: =3 =3 = = —
a0 \32 s 338 2

*1=3/82 = (38)? =22 =4
2) a) 2+V5)? = 2% +3x2°V5 +3x2%x (\/5)* + (/5
= 8+124/5+30+5V5 =38+1745
b) B=3/38+17+/5 —3/38—17+/5 <= n'a pas de sens
car 38-17+/5 < 0
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EXERCICENe21

) Px=2 ox=({2) x=A8 =5, ={B]
2) % =B ot =3 or={% ux={F =5, ={9/§5—€3_5}

3) Ix?-33x+2=0

dans R _: (E)<:>(3/;)2—3.%/;+2=0 onposet=3/;

['équation devient : t* ~3t+2=0 =t=1 ou t=2

sledx=lox=lad t=2odx=2cx=8 =5,={18

) (1457 +8=0 o @x -1y =8 = ¥x ~1=2 = ¥x =3
&x=3" o x=81 = S ={81}

EXERCICENe22
* 1 2 —_ = 1 2 = 400 "ol 1 3 2 - = T0°°

xlgi(x x+1) }LIEQ)C +oo d'ou }LIEO\/(x x+1) =+
# lim x—3/x = lim %/Z.[%/?—1]=+oo

X—>+oo X—>Fo0
* on pose f(x)=3/x f est dérivable sur 10,4+o0] et f'(x)= —

3Vx
3 _3 _
i X V2 e FO0-R) Q)=—
x—2 P 2 x—>2 X_2 3%/2

A= =¥ L= = =¥ =K
B P = R
= lim ¥x -4/ = lim ¥x.(1-¥x*) = o
X—>+oo

X—>+o0
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EXERCICEN:23
fx)=x+Vx ;

lim fG)-f(0) _ 1im f(x) _ lim _
D-a) v = Tyt “xotw L T T = +00

f n’est pas dérivable a droite en 0
interprétation :
(Cr) admet une demi-tangente parallele a I’axe des ordonnées au point d’abscisse 0
2) fest dérivable sur ]0, +oof

ff(x)y=1+ >0
(%) (3\/_)2
x |0 +00
£ || +
f(x) /> +00
0
lim f(x) lim _

*x-l>+oox x—->+001+(\/§)_1

lim lim 3 _
o () =x) =0 3fx =+00
(Cg) admet une bronche parabolique de direction asymptotique celle de A :y = x
4) * f est continue et strictement croissante sur IR , elle réalise donc une bijection

de IR, sur f(IR,) = [f(0), /"™ f[=[0, +oo[ =IR,

> x o+oo

SHf(1)=2 ; £(2)=10

“1y(2y =L -3 . (1 __1 _ 3VF
EXERCICEN:24
f)y=x.Vx ;
im f(x)- f(0 -
1) _ a) xll)n'(;.*- (xi_o( ) = xl_l—)n(;-*- W — 0
f est dérivable a droite en 0 f'3(0) =0
interprétation :
(C¢) admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse 0
2)
f'(x)= Vx+ x =2 4x>0
= 35+ x( )=
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x |0 +0oo
f'(x)|0 +
f(x) +00
0

= = 400
X o+00 X =+ x +

(C¢) admet une bronche parabolique de direction celle de (O, J)au vois(+o0)

4) * f est continue et strictement croissante sur IR , elle réalise donc une bijection

de IR,, sur f(IR,) = [f(0), "™ f[=10, +oo[ = IR,

? X =400

5) *soity=f"1(x) avec:xety€IR,

5
=f(y)y=x & y‘{/}:x@(”{/&) =X
iy =Yx @y =Vx* dou: f1(x)=Vx* pourxelR,
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QCM :

1) 0 est un minimum relatif de f

2) Lafonction f est croissante sur [-1,-0,5[ et 1-0,5,0]
3) X=-0,5

4) Y=2

5) Trois point communs

Vrai-Faux :

1) (faux); conte exemple : f(x)=x" et a=0

2) {vrai)
X a-h a a+h
f”(x)

fla )
f”” s’annule en a en changeant de signe d’ou le point i(a,f(a)) est un point
d’inflexion pour (C;)

3) (faux); contre exemple :f(x)= f’(x)- , I=]0,2[ ¥ est croissante sur ]0,2[ mais f

est décroissante sur ]0,2[
4) (faux) ; contre exemple:

f(x)=cosx I= }—23 -’25[

f'(x)=-sinx

f'(x)=—cosx<0 pourxel

. , L. -7
mais f n"est pas décroissante sur }7,—2{

Ex1:

Ary=—x+2
D*lim f(x)=0 *lirggf(x)=+oo *lim f(x):—oo*lin;f(x):-—oo

*llmf(x) +o0 *hm f(x)=—00 *lim —— f(x) l*hm(f(x)+x 2)=0

X=>+oo
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f'(x) + l

f(x) oo 1 oo
/NN

3)* me J-,0] {1} l'équation : f(x)=m admet trois solutions

*me ](),1[ l'équation f(x)=m admet quatre solutions

* me [l,+eo[ 1équation f(x)=m admet deux solutions
Ex2:

D (;f)=(;3); ({g)=(gl) ; ({h)=(;2)

2) * (&) admet une branche infinie parabolique de direction celle de (O,f)
* (£,) admet la droite A:y=x comme asymptote oblique

* (£,) admet une branche infinie parabolique de direction celle de (O,]:)
Ex3:

DD, = [1,+<>o[
lim (f(x)—2x) = lim -3+ x—1 =—cod'otl : la droite Aiy=2x

est une direction asymptotique a (£, ) au voisinage de +oo

2) f(x) :i—\/xquz D, =[-2,+c[ /{0}

* limf(x)=1im—1——-\/x+2=+oo et Iirgl f(x) =00
x—0" X x—0”

x—0*

la droite d'équation x=0 est une asymptote verticae a ({;)
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* lim f(x)=—oo

tim L) _ iy L_3x+2 x+2 1,2
X—r+to0 X X—r+o0 xz x—)-}-eo x _x—-)+1>c x X x

(4 ) admet une branche infinie de direction parabohque celle de (0,1)

x—1
3) f(x)=x., /m

X -0 -1 1 +00
x-1 - - D +

x+1 - D + +

x-1 + | - 0 +

x+1

D, =} -1[ 11

* lim 9= lim 5 =

o lim ——= AC = lim _x—l =1
X—>+oo X X—>too x+1
x—1
x-1 1_1
o lim (f(x)-x) = lim x.| , [~ —1|= lim x.| £t —
xo>ten AT S
——+1
x+1
= lim x. 2 = Tim ( il)( 2 o1
(x +1)(\/—+1) b x=ly
x+1

d'oit Aty=x-1 est une asymptote oblique a ({ ) au voisinage (+oo)

lim f(x)=—co = ladroited'éq: x = —1estuneasymptote 2 (J;)
xo(-1)”
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* lim f(x) = lim x,)273 =
x—ea o N x+1

X ) x—1
e lim S )= lim ,|—— =1
xo—eo  x xo-e N x 41
) ) X -2
e Iim(f(x)—x)=lim( ) )=-1
X——co X——o0 x+1 x__l
—+1
x+1

A:y=x-1 asymptote oblique 2 ({;) au voisinage (-co)

Ex4 :

f(x)=x+1+x
W1+x*) -x* 1

D lim f(x)= lim lim ———— =0

o Jl+x —x O l+xr —x

d'oti y=0 est une asymptote a ({;) au voisinage (-oo)

2) hm(f(x) 2x)-11m(\/1+x -—x)—hm;=0

e 1+ +x
d'odr A:y=2x est une asymptote a (&, )au voisinage (+oo)

x2=2x+4 six<l1

Ex5: f(x)=11
—+x+1 six>1
X

f(x) f(l) X —2x+1 (x—1)?

D lim 11 o ClimT =lirlr_1(x—1)=0=f'g(1)
£+x 2 2
A L N T e ot S o O
i Ty im0 A

f est dérivable a gauche et a droiteenlet f' ()=f',(1)=0 d’ou

f est dérivable en 1 et f(1)=0
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e la fonction : x > x* —2x+4 est dérivable sur R
en particulier sur |—oo,1[ d'on f est dérivable sur |~oo,1]
e de meme f est dérivable sur |1, +oo]

e fest dérivable en 1

conclusion : f est dérivable sur IR

f

2x-2 six<1

fx)=£M=0

®-1
> six>1
L X
2(x—1) six<l1 oo 1 +oo
3) f{(D)=9x2-1 . F(x) - P +
7 six>1 x) T | T
\ ; /

. fx) . 4. e .
Im——=lIim&x-2+—) =400 (Cf) admet une branche infinie parabolique
X——c0 X—>+oo X

de direction celle de (O, j)

'1im[f(x)—(x+1)]=lim(1j=0 A:y=x+1 estuneasymptote & (C,)

X=r+oo X—y+eo

au voisinage (+oo)

‘“’*\(z
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2
Ex6 : f(x)=—);—+

1) D, =R
9 (2x—3)(4x* +6x+9)

4x* 12x*

(2x-3) car 4x*+6x+9>0

le signe de f '(x) est celuide

2) f'(x>=§x—

3)

+ oo

el R A

f'(x) -
f(x) +co

NN

- 00 2
4

+
4 oo

e

* la droite d'équation x=0 est une asymptote a (C,)

etim £ = i 2+

2
X—>+oo X X—>+oo 3 4x

parabolique de direction celle de (O, j) au voisinage (+oo)

4)
)=+oo (Cf) admet une branche infinie

o _

e de meme: |im
-~ X (C,) admet une branche infinie parabolique

de direction celle de (0,]) au voisinage (-oo)

5)

6)

(C):y=|f()

82




CH5 ETUDE DE FONCTIONS CMmS

Ex7 :

3

X
D* i =li
) }-I-,rllf(x) xlgll (x—1)2

=+o00 (de la forme 61;)

3 —
X (+D)=lim 22 = him X im 2 =0
—1) X—>+teo (x_ ) ):—>+°°x x—H—vox

m (f(x)—(x+2))=lim
X—+oo X300 ( X

A:y=x+2 est une asymptote a ({;) au voisinage (+)
3x-2 3x 3
2) «li —(x+2)=lim ————=lim == lim —=0
) xi[if(x) (x ) xl)—oo xz —2x+1 xlgloo x2 xl)—oo X
A est une asymptote a (&) au voisinage (-co)
x*(x=3)

f'(x)= 1)

(x) + P + - (P +

(x)

3
. . X .
lim f(x)= lim — = lim x=+oo -
x—rtoo X0 X x—>too

et lim f(x)=—o0
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Ex8 :
f(x)_x3+3x2+3x+5 _—
(x+1)?
(P32 +3x+D)+4 (x+D*+4
= = = + ——— =1:p=1: ¢Cc=
1) f(x) 1D 1) x (x+1)2( a=1;b=1; c=4)
8 (x+1)*-8 (x-D(x*+4x+7)
! =l— = =
2 SO T T T x+1)
-1
X +4x+7>0 (car A <0 )= le signe de f'(x) est celui de ﬁ
X -0 -1 1 + 00
£ (x) + - ) +
=
- 00 3
4

3) a) P_r)lg[f(x) —(x+1)] = 11_{2 12 =0 d'ou D:y=x+1est une asymptote 3

(C) au voisinage de (+°°)

>0 = (C) est au dessus de D

(x+1)*

b) f(X)—(x+]) =

b o
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Ex9:
2
f(x)=x —-2x+3
x—1
2 12
B 20 R B o) GO SN
x~—1 x—-1  x-1 x—1
2— —
2) f'(x)=x—(—2%2—1 x*=2x-1=0 pour x=1-2 ou x=14++/2
—
X s 1-42 1 1442 +oo
f(x) + b - - b+
f(x) 22 ' oo

N/
yNG)

3) montrons que I(1,0) est un centre de symétrie pour (C)

- o0 - 00

e pour x€ D, =R/{l} > x#l=>—x#-1=2-x#1=>(2-x)e D,

2 2 2
. f(2—x)—(2—x)—l+m—l~—x+l—_—;——x+l—;—_-l~——f(x)

d’ou 1 (1,0) est un centre de symétrie pour (C)
. . 2
4) a) lﬂ[f(x) ~(x-D)]= 11_{2; =0 d’ou D:y=x-1 est une asymptote  (C)

b) F()—(x—D)=— x| e 1 voo

x-1 f(x) - +

P.R
Y%er || U
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5) g est continue et strictement croissante sur [1 +\6’ +°°[ , elle réalise donc une

bijection de [1+‘/5’+°°[ sur [2\/§’+°°[

-1
6) a) g est strictement croissante sur |:1 +\/§’+°°[ ,d’ot 8 eststrictement

croissante sur I:Z‘/E’ +°°[
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x-2x4+3
x—1
C©)N(C)={AB,3)}

b) g(X)=x& =x e’ -2x+3=x'-x& x=3

c) (C)=8,(C,) avec A y=x

x 3
Ex10: f(x)= E 7
» ‘ 1 3
1) D, =R f est une fonction impaire fix)= N +-x-2— >0
X i 0 + o0
'{x) + +
f(X) + 00 +o00
X o N3
li -——F)=1 ——=0
qm (f (%) ﬁ) Jim - —

X
d’ol la droite A1y = '\7—3— est une asymptote a (C) au voisinage de +

87




CHS ETUDE DE FONCTIONS

2) D:x=1
a) Mxy); M’(x,y’)

M+*M'e D x+x'=1 x'=2-x
SM)=M'es T L3 =3 2 ey
J y'=y y =y
X \/§ 2—x' \/5
M N C¢:> = o ——.—— T - _
b) Mx, e e y=f(x)ey N y Nl
. _2—x_\/§
d’ou (C)y \/5 “‘—‘2_x
c) (CO)N(CH
_x 3
3 x
M e ©nC e V3
_2—x__\/§
\/5 2—x
_f._l/__?.—ﬁ_ﬁ x—§—2—x 3 <:::’162—3_162-—4x+1
V3 ox 3 2-x x 2-x  x 2—x

& (F-3)2-x)=x(x*—4x+1) & 2x* —6x* —2x+6=0
& (x-D2x* —4x-6)=0=x-1=0 ou 2x*-4x-6=0
& x=1 ou x=-1 ou x=3

dou (ON(CY={A,B,C} A1) ; B(Lf-1) et C(3,f3))

d) (€C)=5,(0)

Ex11: f(x)=|x+1+

x2 -1

1) D, =R/{-11}

X
2

—(x+D+ si x<-1
2) f)= . x

x+1+

> six>-letx#1

x° =1
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CMS
2 2
—l——~—x2 +12 si x<-1 —(1+ X:)+12) si x<-1
: (x" =1 , (x* -1
fo=1 reo={ ,

x +1 . ' x°(x"=3) .

_—(Ti—)? six>-letx#1 71—)7“ six>-letx#1
x - [N

* pour X€ |-, 1[  f'(x)<0

% dans |~L4e[/{1} f(x)=0=x=0 ou x=+3

X -oc0 -1 0] 1 V3 +oo

f(x) - b - p o+

f(x) +oo\ + 00 +00 7
e e 1+3i25—

3) les droites d’équations respectives x=-1 et x=1 sont des asymptotes a (C)

¢ lim [ £ ()~ (x+ D] = lim —*— = lim 2 =0

X0 x ._1 X—teo x

A :y=x+1 estune asymptote a (C) au voisinage de +°°

_liri[f(x)+(x+1)]=0

dou A, :y=—x—1 estune asymptote a (C) au voisinage de —°

4) pour X€ [-L+oo[/{1}  f(x)—(x+1)=—

x -1
X -1 0 1 +o0
f(x)-(x+1) + b - +
A(&)

. x
pour X€ J-oo,~1f  f(x)+x+1= R <0 (C) estaudessus de A,
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3

X X X
w=1pour X |-1,1 x)=x+1+ = —l=x4+—=
5) Tiy=1P L f)=x 71 fO-1=x popr
X -1 0 1
f'(x) + ) -
P.R ©)
A %C)
VAN
A(0,1)

6)
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“—6x"+1
Ex12: f(x)=i—);3—x—'

1) a) ¥ —x=0x(x*-1)=0 & x=0 oux=loux=-1 D, =R"/{-11}

c

a b
X)=x+—+—+
b) J (%) x x-1 x+1

_ (X =D +a(x* 1) +bx(x+1)+cx(x—1) _ x*+(@+b+c-Dx*+(b—-c)x—a
x(x—1D(x+1) X —~x

f(®)

a+b+c-1=-6

a=-1
Par identification : onaura: [p—¢c=0 g d'ol
b=c=-2
—a=1
. 1 2 2
N=x-———
AL x x-1 x+1
1 2 2
) =1+—+ + '(x)>0
2 SO Ty ey T
X oo -1 0 1 + oo
f(x) + 4| H +}]
f(X) + o0 oo + oo oo
- 0o + oo —o:L /-oo

) fml-s=gm( - o
les droite d’équations respectives x=-1; x=0; x=1 et y=x sont des asymptotes a (C)
4)
f()=0&x*~6x"+1=0 et xeD, & (x*-3)’=8et xeD,
& x*-3=48 ou x’-3=—8 ¢ x*=3+/8 ou x*=3-48

@x=—\/3+2\/§ ou x=\/3+2x/5 ou x=—\/3—2\/§ ou x= 3—2\/5
SR:{—\/3+2«/—2—;\/3+2J§;—- 3-2V2:43-242
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4 2

- ]

*.f(ﬁf)=)f¢$£—36—xil:x@x“—6x2+1=x4—x2 @xzz«s—
p?

-1 1

5) fest une fonction impaire d’ou (C) admet le point O(0,0) comme centre de

/

symétrie

6) P(x)=x' -k’ —6x" +kx+1 dans R /{-L1} L(x)=0& f(x)=k ;

graphiguement 'équation f(x)=k admet toujours quatre solutions distinctes

3x%—x-2
Exl13:  f="2—=
D x -x=2
1) X -x-2=0x"=-1 et x'=2 D, =R/{-1;2}
vy —2x(x+4)
2) f (x)_(xz—x_z)z
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X N S| 0 2 + oo
) | - b + [+ P- i
f(x) 3 + oo / 1\ + oo
25 oo - oo 3
9
3) les droites d’équations respectives x=-1 ; x=2 et y=3 sont des asymptotes a (C)

Co-t

~ é -
: } 1 A ' ) ‘ N

4) dans R/{-1,2}
fx)=me B-mx*+(m-Dx+2(m-1)=0

1¥cas: M€ ]—Wal[u]3, +°°[ Iéquation ( E,, ) admet deux solutions de signes

contraires

25
&M cas: ME 1,—9— I'équation ( £, ) n’admet pas de racines
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25 .
Meas: ME —9',3 U{1} pequation (E, ) admet une unique solution négative

5} a) gest continue et strictement décroissante sur ]2, +°°[ elle réalise donc une
bijection de 12+ sur g(]2. 4o )= 13, +oo[
par suite g admet une fonction réciproque g”l
définie sur |3,+o[
b) (C,)=S5,(C,) avec A:y=x

Ex14:
_(x+1)3 .
f(x)—(x—l)z o x#1
12 8 _(x+5)(x—1)2+12(x—1)+8_ B
1) x+5+x—1+(x_1)z— o) == f(x)
2 -—
2y f@=1-—2_ 16 G-

(=17 (-1  (x-1

X e -1 1 5 + oo
P(x) + 0 +| -]l o 4
f(x) +oo  + o \ ' +7
. / 7
2
3) a) Jim [f(x)—(x+5)]
lim 12+8 Odou lad D 5 tote 3 (C
= —_—t = o . . y=x+
ool x—1 (x—1)2 oU ladroite D:y=x+5 estune asymptote a ( _)

by f(O)=1= A(0,1)

f(x)=x+54:>~g—+ 8 =0¢$12x——4=0<::x=ld'01‘1 3(1,1_6_)
x=1 (x-1) 3 33
T, :y=5x+1 T,:y=28x-4
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2
d)
Ex15:
f)=Vx*—x+1
) a)x’-x+1=0 A=-3<0

dou x*-x+1>0 ;VxeR= D,=R

1 | 1 3 1 3
b) 3’ —x+1=(x-=)——+1=(x—=)*+= d'od = J(x—=) +=
)X —x+1=(x 2) 1 (x 2) 5 408 f(® ,/(x 2) 2

3
EPI N S PO TP N %
2)a) f(x)-(x 2)— (x 2)+4 (x 2)—\/ O "
(x==) 42 +(x=2)
2 4 2

dou lim f(x)— (x—%) =0 A:y=x-% est une asymptote 2 () au voisinage (+oo)
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1 1, 3 1

b)f(x)—(x—i)—,f(x—-i) 7 (x 2)

(x-—) +3>(x~~) 1/( ——) +i>x 1‘

:>J(x——) +3 >(x——):>‘/(x—-—) +§—(x——)>0
4 4

= f(x)—(x——%) >0 donc (¢ ,) est au dessus de A

1
,/x (1-—+—~) |x]. /1——+——
3) * fim £ = lim —fm— V% X /1——+ -1
X=3—o0 X X—y—o0 X X—p=00 X—>—o0 X x

= lim —

* lim (f(x)+x) = hm(x/x ~x+1+x)=lim —x+)-x* i -x+1
*w%??ﬁ;x T —irl-x
1
- —x(l——) 1—=
= lim X+l = lim X - Lm x _ 1

X0 X=3—00 X=y—00 2
‘x' 1——1);+%—x { f1—1+i+1} 1+\/1—i+%
X X

D:y:—x+% est une asymptote 2 (£, ) au voisinage (-oo)

4 fin=—rl
240x"—x+1
X -00 ¥ +00
f'(x) - P +
f(X) +°°\ /V+°°
NE]
2
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y=x-1 /2 "

Ex16:

f(x):\/x2 +3x—4

1) x*4+3x-4=0  x=1 et x"=4

x [ 4 L e
x> +3x—4
+ - +
D, = ]—eo,~4] U[L,+[
_ N _ _
2)  lim SO fA _ lim Nx43x-4 1i x-1

M ————
X (—4) x+4 =>4y x+4 >4 [y 43x—4

f n’est pas dérivable a gauche en (-4)
(Cr) admet une demi-tangente verticale dirigée vers le haut au point d’abscisse -4

. -fd . +
* lm} M—) = hrq —X4— =+oo fn’est pas dérivable a droiteen 1
o x—1 = x?+3x—4

(C;) admet une demi-tangente verticale dirigée vers le haut au point d’abscisse 1
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3) lafonction x> x> +3x—4 estdérivable et strictement positive sur chacun

des intervalles ]—oo, —4[ et ]1, +°<>[ , d’oui f est dérivable sur chacun des

2x+3
intervalles —oo,—-4[ et 1,+oo[ Fli(x) = ————ee
] ] Nxr+3x-4
4)
X - 0 -4 1 + oo
f(x) -
flx) |+ °° // + oo
0 0
5) tim 2P fim f1+3-4 o1
X—>+oo X X—>+oe X X

. . ; . 3x—4 . 3—%
lnPW(f(x)—x):hrP«(\/x +3x~4~x):11m = lim ——&—

3 X -
Ay= x+5 est une asymptote a (C) au voisinage de +eo

3
deméme: A,:y=—x—— estune asymptote a (C) au voisinage de ( —oo)

A

' ._ A2
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b) (I'):x*—y*+3x—4=0 =y +3x-4=0

&Y =x+3x-4 y=+x"+3x-4 ouy=—vx’+3x—4 & y=f(x) ouy=-f(x)

d'ou (I =(C)u(C) avec (C)=S,, (C)
Ex17:

f(x)=x*=32x+31

x—0* X x—0*

1) lim f(_x)—_f@ = lim (x—%) =—oo fn'est pas dérivable a droite en 0
x

2) fest dérivable sur ]O, +oo[

16 _2xfr-16_ 20" -8] a(r-axr2rd

2x— =
A Y = T NP
X 0 4 + o0
'(x) | - 0o |+
fix) | 31 \ /-Hog
-17

Pl R s

hm f(x)=lim x{ 32 31} +o0
3) 1im 2P = lim (x—12—+2) = too
X—>+00 X X—>+oo _\/; X

(C) admet une branche parabolique de “

direction celle de (O, 7)

4) g(x)=x2 —32\/H+31

D =R
e g est une fonction paire
spourxe R, gx)=f(x)

dol (C,)=(C)U(C) avec (C)=S,,(C)
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Ex18:
g(x) = x/x +10

x—0" X x—0

2) g'(x)=%&20

3)
X 0 + co
gix) |0 +
g(x) / +o0

10

4) lim 8 = lim [\/;+19-j = +o0

X—>+eo X X—>+oo X

(C) admet une branche parabolique de direction

celle de (0, j) au voisinage de +oo

= linl \/;C_ =0 gestdérivable adroiteenOet g;, 0)=0

5)
_— kI
Ex19 :
2+y4-x
fx)= =
1) X l“°° -2 + o0
AR
D, =[-2,2]/{0} ' ' ‘
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= lim —
X2 x-=2 X2 x(x-2) =27 X

o SO-f@) _ VAP =) 1{_“ 4—x2:i

2)
4-x° 1

= fim | b —lim—{—l— 2tx }—-oo
=X (x=2N4-x* | =7 x NI

f n’est pas dérivable a gauche en 2.

(C) admet une demi-tangente verticale dirigée vers le haut au point d’abscisse 2

3) lafonction: x> 4~ x> est dérivable et strictement positive sur ]0,2[

d’ou la fonction : x> v4—x" est dérivable sur ]0,2[

par suite f est dérivable sur ]0,2[ comme étant quotient de deux fonctions dérivables

2 4-x
fx)=—+
X X
_ 2
2 Ve, 2 2
Fly="24d4=x S S———— <0
x x X 4-xt X 4-x
4) f est une fonction impaire , il suffit de I'étudier sur ]0,2]
X 0 2
f(x) -
1

/ 2
5) a) f(x)zx{:)-2+—4—1=x®xz =24++4-x"
X

o xX*-2=V4- @x*-4x*+4=4-x¥" = x"-3x* =0
o X -3)=0x*=3 carx#0c x=+3 ou x=+3
(C)ND={A,B} avec A(~/3,—/3)et BX/3,43)

b) 0(0,0) est un centre de symétrie pour (C)
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6) a) fest continue et strictement décroissante sur ]0,2] , elle réalise donc une
bijection de ]0,2] sur [1,+%[
b) soit y=f'(x) avec: x&[L+[ ;ye]0,2]

2

2+4/4—
e f=xeVY ioxy-2=Ji-y Xy —dytd=4-)
y

<=>(1+x2)y2——4xy=O<:>y[(l+x2)y—~4x]=0<:>(l+x2)y—4x=0 cary;at0<:>y=1_‘:x2
X

4x

1+ x°

¢) (CY=S,(C,) avec (C)) :lacourbe de la restriction de f sur ]0,2]

Ex20:

dou f'(x)=

Flx)= 2x+1
VXt x+1
1) Df =R
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Fry=——
2 (\j X +x+1 )3
X _oo 400
f(x) +

f(x) / 2
2

2+
lim £(x) = lim — 221 X_ -9
X300 X~>+o0 1 1
K 1+ +~— 1+—+—5
X X
) 2+
hmf(x)—hm }/ X =
1 "“’*” 1 1
[l += [+ =+—
X x X X
2) f(x)—0<:>x—;1 I(—-—1 0)
2 2’

* pourxe D, =R ona:(-1-x)e D,
2(-1-x)+1 . —(2x+1)

o f(-1-x)= : == f(¥)
JA+ 0 +(-1-x)+1 P +x+1
-1 -

d’ou 1(7,0) est un centre de symétrie pour (C)

3
Ary=—x
3) y 2
f'(x):§<:>;=—3—¢:) Prx+l=le X +x+1=1
2 WWxP+x+l 2

< x(x+1) =0 x=00u x=-1

les tangentes & (C) aux points d’abscisse 0 et -1 sont paralléles 3 A

3 3 1
Iy:y=—x+1 T:y=—x+—
0-Y ) 1y 5575
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5) a) fest continue et strictement croissante sur IR , elle réalise donc une

bijection de IR sur f(IR)=]-2,2[, d’ou f admet une fonction réciproque f“1 définie sur
]'212[
b) (C,.)=8,(C;) avec D:y=x

1 1 2
FHW= - ==
T (RO NCRE

Ex21:
\/ f(x)=_‘_1_+____’i___

2 WK +1

1) D,=R

1
fx)=
2% + VX +1

X -00 400
f'(x) +

f(x) / 0
1
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-1 X
f==+
2 2|4 L+
X2
-1 1 . .
pour x>0, f(x)=‘5+“*“‘““1* ;'\’ll)ﬂf(x):O
2,1+ —
X
-1 1 .
pour x<0, f(x)=-2———*—l* ; Xll)f_nwf(x)=—l
2,1+ —
X

2) festcontinue et strictcement croissante sur IR, elle réalise donc une bijection de IR
sur f(IR)=]-1,0[

1/ g(x)=:il—x+l+%\/x2+l
1) &= (<0

X ~00 400
g'(x) -

B(x) | 4 \

g(x):l+%(\/x2+l~x) ; lir{l“g(_x):-{-oo

1 1
g(x)=1+——|i—} ; lim g(x) =1
2| J1+x* +x rrhee

2) }LIPM gx)=1  d'ou A :y=1 est une asymptote a (C')

e lim =— g(x) _ = lim {——+— -l— x +1 J 1 (—+-l-—-1- 1+_%-J:_1

X x s D x 2 X

1 | 1 1
o hm(g(x)+x)— hm —x+1+=+/x*+1="1lim 1+—(——-~—-j:1
=2 2 o 2 {Jxt 1 —x

A, y=-x+1 est une asymptote a (C) au voisinage de (-)
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® position relative de (C') et A,

1 1
g(x)—lzl\/xz+1——x=-—(\/x2+l—x)
2 2 2 = g(x)=1>0 (') est au dessus de A,
x2+1>x23\/x2+1>|x|:> ¥ +1>x

e position relative de (C') et A,

g(x)—(—x+1)=%(\/x2+l+x)
Vil +1> |3 = VP +1>—x

3) a)

= g(x)—(=x+1)>0(C’) estau dessus de A,

b) g est continue et strictement décroissante sur IR, elle réalise donc une
bijection de IR sur g(IR)=]1,+«[

c)onpose Y=§& (x) avec x>1 yeR

< g(y)= x(:)—y+1+—\/y tl=xoJy* +1=2x+y-2

&V +1=4x"+4xy-8x+y’ —4y+4 & (4x—4)y=1-4(x* —2x+1)
1 x*-2x+1 1 (x-1)* 1
—_ <:> _— — —

S y= = S y= —(x—-1
Y d a1 O e O o o

1
d’ols g"(x)=m—(x~l)
) (Cg-|)=SA(C') avec A :y=x
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Ex22 :
F=1+—=

\/1+x2
1) Df=]R

f]

241+ x? 1
fio= = >0
1+x* 1+ x2)V1+ 22
X -0 +00
F(x) +
f(X) /
0
pour x¢0;f(x)=1+ X
IXI 1+F
lim f(x)= lim 1+——1—=2 et lim f(x)=lim1- L " =0
14— 1+ —
x? x?
—3x
2) a) f'(x)=
18 A+ x2)2 A1+ 52
X I - 00 0 + oo
f:n(x)
+ 0 -

'’ s’annule en 0 en changeant de signe d’ou A(0,1) est un point d’inflexion pour (C)

b) T y=x+1

c)A(0,1) *pour X€ D, =R on (-x)e D,

al =2{1+L}=2—
V1+x? V1+x? F&

d’ou A(0,1) est un centre de symétrie pour (C)

* f(-x)=1-
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3) a)fest continue et strictement croissante sur IR, elle réalise donc une bijection
de IR sur f(IR)=]0,2

xe 0,9

— -1
by y=S"(x) avec JeR

2
y = Y

Y 2
=x-l& =(x-1)
J1+y? Ji+y? 1+y*

avec y et (x-1) de méme signe (*)

e f(y)=xe 1+

2 pu—
SV =x-Dy+x-1) @ 2x-x)y' =(x-1) oy = (x 1)2 Sy= x—1
X=X 2x—x
- x—1
d’apres (*) dou f ") = >
2x—Xx

o) (C,.)=5,(C) avec A y=x

1 -1
d) f est dérivable sur IR et f '(x) = ————==%0d'0ol S est dérivable sur 10,2]
A+ Wi+ 22

\V2x—x —(x—l)—lzx—z-

£ (x) = x—1 :>(f_] )‘(x)z : NV2x—x
2x—x° 2x-x
. Iy — 2 _1)\2
:>(f_1)(x):( X—X )+(x 1) _ 1

(V2x—x*)? W2x-x2)
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2 f)=x& f(x)-x=0

' ' . 1 -
onpose h{x)=f(x)x =h'(x)=f'(x)~1=———=-1<0 car I1+x° 21

( 1+ x* )
h est continue et strictement décroissante sur IR, elle réalise donc une bijection de IR

sur H(R) = [lim i, lim ] = }-co, 400 =R

comme 0€ A(R) | alors il existe un unique réel & tel que () =0
H3Hxh2)<0 = ae[V3,2]

par suite & est I'unique solution de I’équation f(x)=x dans IR

U, =2
5) Un+l = f(Un)

a) (récurrence)

2
e U,=2 ,U=fU)=1+-"% U, 2U, (vrai)

5

Uu.,z2U
e supposonsque: U,2U et Montrons que: :

n+ n+2

U,2U,,, = fU,)2fU,,) carf estcroissante suriR d’ott U,., 2U,,,
conclusion: U, 2U,,, pourtout n€ N
par suite (U,) est décroissante

b) (récurrence)
. ‘/ESUO <2 (vrai)

B3<U <2

n+l —

® supposons que : \/g S Un <2 et montrons que :

V3 2 2+43

Jf3<u, £2:>f(\/g)Sf(Un)Sf(z):1+7_<_U"+, Slt—== =<, <2

V5
=>v3<U,, <2

conclusion : \6 sU,<2 pour tout 1€ N
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c) (U,) estdécroissante et minorée par \/g elle est donc convergente

e soit [=lmU,
U,.=fU,)  festcontinuesurR dou [=f() & Il=a dapres 4)
Ex23:

f(x)=sinx +%sin(2x) f est dérivable sur R

f(-x)=-f(x) : f est impaire

. il suffir d‘étudier f sur [0, 7]
f(x+27)=f(x) : 27 est une période de f

f'(x)=cosx+cos2x =cosx+2cos’x—1=2cos’* x+cosx—1= 2(cosx+1)(cosx—-;—)

Co

Y
N

N Il

(§7)=\U by (G0)

keZ
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Ex24

f(x) _ COSX

2cosx—1

2005x—1=0<:>cosx=%¢:>{x:%+2kn‘ ke Z ou x:—§-+2k7r ke Z

D, =R/ E v 2unl ol -Zioknt ke
/ 3 3

—sinx(2cosx—1)+2sinxcosx  sinx
(2cosx—1)* (2cosx —1)?

f est dérivable sur D; et f'(x) =

* 27 est une période de f 4
. )= Dy =[0,7]/s=
o f(-x)=f(x) : fest paire 3

* o z P
3
fix) |0 + + 0
f(x) 1
+o0 —
3
1 / -00
) cos X
lim ——————=+eo
X‘“ff 2cosx—1
C
0 1
11 Co\ -P/ P/3 1
3
(gf) . €y (G0)

keZ
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Ex25 :
f(x)= sin*(x)+cos(x)
1) a/ f(x+2 7T )=sin?( x+2 7T )+cos(x+2 7T )= sin?(x)+cos(x)=f(x) Donc 2 77 est une période de f.
b/ *pour x€R on a (-x)ER
* f(-x)=sin(-x)+cos(-x)=[sin(-x)]*+cos(x) = sin*(x)+cos(x)=f(x)

donc f est une fonction paire=la droite des ordonnées est un axe de symétrie de C;

2) a/ Domaine d’étude D; =[O, 71']

f'(x) =2cos(x).sin{x)-sin(x) =2sin(x). [cos(x) — %:l

0 z x
3

fix) |0 + 0 - 0
f(x) 5

1/2\.-1

, . . “ , y ﬂ'
b/ *f est continue et strictement croissante sur 0,; donc f réalise une bijection de O,E sur f(

4 5 5 ) V4
0,— |)= I,Z et comme 0& 1,2 alors I'équation f(x)=0 n’a pas de solution dans 0,;

3

* f est continue et strictement décroissante sur {-3-,7[} donc f réalise une bijection de

[—;E,ﬂ':l sur f( !:%, 7{} )= {—l,%} et comme O¢ [—1,%} alors I'équation f(x)=0 admet

. T
une seule solution adans | —, 7

Conclusion : 'équation f(x)=0 admet 0. comme unique solution dans [0,x]
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(2,2).f(2,3)<0=>2,2<0<2,3

ETUDE DE FONCTIONS

RS . T2
LN/
A N
EX26:
3
f(x)= D; =IR\{1
M= DRV
N x*.(x—3) . _
f est dérivable sur IR\{1} et f’(x)=—T le signe de f'(x) est celui de (x-1).(x-3)
x—
X ~00 0 1 3 +00
f(x) + 0o + - 0 +
f(x) 4oo| | 400 +o0
_ / \ 2
8

3

3

. . X . . . X .
® Lim f(x) = Lim— = Limx =+ e Lim f(x)= Lim—; = Lim x = —oo
X—>+4o0 X0 X X—>to0 X—>—c0 X—y~o0 X X—y—o0
o Lim f(x) =+oo
x—1
. fx) . X . . 2x'-x
® Lim——==Lim—=1 e Limf(x)-x=Lim—————=
x—te  x x—oteo x X—3%oo xtee x° — Qx4+ 1

A : y=x+2 est une asymptote a C; au voisinage de (-00) et au voisinage de (+0c0)
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CH5 ETUDE DE FONCTIONS CMS

sin’ (x)

il h(x) = - = f(sin(x))

(sin(x)—1)
1)
a/ sin(x)-1=0<sin(x)=1 x = %+ 2k keZ = Dp= IR\{% +2kzx ke Z}

b/ h{x+2x)=F(sin{x+2m))=f(sin(x))=h(x) donc 27 est une période de h.

c/ ® xXED, =>x¢§+2k7z' ke Z =>-x¢——72£—2kn' ke Z

=>1t~x¢—g——2k7t keZ = 2.—72£—xe Dn

¢ h(rn-x)= f(sin(m-x))=f(sin(x))=h(x)

Conclusion: A: x=x/2 est un axe de symétrie pour C,

114




- CH5 ETUDE DE FONCTIONS CMS

2) a/ h(x)= f(sin(x))

Lim sin(x) =1

r
2 = Lim h(x) = +oo
. V.1
= 4 x| —
Linf@=s=/ (]
b/ h’(x)= cos(x).f'(sin(x))
cos(x) 20
pour xe€ _Z,E[ ) ) ) =h'(x)20;Vxe —£,£
272 ersin(x)e[-L1[= f(sin(x)) 20 272
. /A
= h est croissante sur| ——,—
[ 2 2[
c/

h'(x)=0&cos(x)=0 ou f'(sin(x))=0

¢=>x=—72£+k7r ou Sin(x)=0®x=%+kﬂ' ou x=knw keZ

S, = %[+2kn;keZ Ufkzke Z)

d/ h’ s’annule et ne change pas de signe
en 0 donc le point de coordonnées (0,h(0)) est un point d’inflexion pour C,

Conclusion : 'origine du repére est un point d’inflexion pour C,

et A :x=n/2

9

3) Soit C, la courbe de la restriction de h sur [—

(SRR
NN

C, =5A(C,) :la courbe de la restriction de hsur 37[}

"2

N

C,=U 1, .(GUC,)
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CH5 ETUDE DE FONCTIONS
X /4 /4
- 0 -
2 2
h(x)| O + 0 +

h(x) +00
] l /

CMS

EX27:

) f(x)=x(x+21) D, =R/{2)

x—

C1
1
— S oLz
—s |0 2 1 e
xt—4x-2

f est dérivable sur R/{2} er f'(x)=

(x—2)?

xX*—4x-2=0 pour x=2-V6 ou x=2+/6
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CHS5 ETUDE DE FONCTIONS
X |w 2-46 2  2+46 +o0
(x) + ? - - b+
f(x) f(x’) +o0 +00
A2 ™ Sa /
-0 -0 f(x’’)
*f(x)=x+3+
x_

lim[ f(x)—(x+3)]=1lim 62 =0=>A:y=x+3 est une asymptote a ({;)
X—yo0 x-—)wx_

f(2-V6)=5-246 et  f(2+/6)=5+21/6

2) dans R/{2}

x(x+1) —mes f()=m

P+l-mx+2m=0 X +x=m(x-2) &

*1%cas : me }oo,S-Z\/g [ U ]5 +26, +oo[l'e’quation admet deux solutions

2™ cgs: m=5-2/6 ou m:5+2«/_6_1'e’quation admet une unique solution

*3*™ cas : me ]5-2\[6 ,5+246 [ I'équation n'a pas de solution
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CHS5 ETUDE DE FONCTIONS

3) (E) & f(cosx)=m  cosx e [-1,1]

f([-1,1])= ;526 |

h(x)=f(cosx) est périodique de période 27

1¥cas : me¢ |:-2;5-2«/€ :| I'équation n'a pas de solution

2°™ cas : me [-2;5-2\/6 ] 'équation admet une infinité de solutions

118

cMs




Primitives

Q.CM:

. x—>1+tg%x
2. x—>1-Cos x
3. impaire
4 P 1
2l-x)? 2
5. x—>xsinx+Cosx
Vrai - Faux :
1. (Vrai)
En effet : cette primitive est
dérivable sur R d’ou elle est
continue sur R

X =

2. (VRAI)
Fx)= x2 sin-—l); sinx>0
0 sinx=0

F et dérivable sur ]0,+oo[
F'(x)=2x sin(—1~) +x° (——21 Cos l)
x x x

F'(x)=2x sin(l) - Cos(l)
x X

F'(x)= f(x) pour x>0
Montrons que F est dérivable

a droite en 0 et
F (0)=f(0)=0

pour x>0
F&=FO) _ x sin(l)
x-0 x

—ISsin(l)Slzv
x

.1
~x<xsin(—) < x
X

lirgl (=x)=1lim(x)=0
x—=0% x=0"

d'ou
x—0* X—

Conclusion : F est une primitive
de f

CMS
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3. (FAUX)

Contre exemple :
f(x)=1— F(x)=x

g(x)=x - G(x)= %xz

(FG)(x)= %f

(F.G)'(x) = %xZ #(f.8) ()
4. (FAUX)

FQx)' = 2.£(2x)

5. (VRAI)

Thérese du cours :

Il existe une unique primitive de f
sur I qui prend une valeur donnée
en un point donnée.



Primitives

EX:
1. f(x)==5x"+2x-3
I=R
F(xX)=—x+x>-3+k;(ke R)

2.f(x)=(x+2)—%;1=]—oo,0[
X

f(x)=l(x+2)2 +E+k (ke R)
2 X

3x
3-f(x)—m,l—
-1 1
F(x)—-§~(3x2+2)+k,(ke R)

4. f(x)=(-x+3)° I=R
F(x)=—71(—x+3)7+k (ke R)
5. f(x)=x-D.(x*-2x+7) I=R
1 2 _ 5
F(x)—ﬁ(x 2x+7)Y +k
1

AR AN e
-

4
F(x) =—%\/—4x+3+k

7. f(x) =—j—;-.cos(ﬁ) 2 1 =10, 40

F(x)=2sin (Wx)+k

x*+1
EAANErEny
F(x) -1

= 4k
120 +3x)*

9. f(x) =sin(2x+1).Cos* (2x +1)
-1 s

F(x) =0 Cos’2x+1)+k

10. f(x) = x".sin(x* +1)

F(x)= —% Cos(x* +1)+k

CMS
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sin x
(1+Cos x)’

1 1
F(X)—+E(m)+k

3 4 2
12. =4 ———
fx) 22 it

-3 2 2
FxX)=——-—=+——+%
) x x 3%

11. f(x) =

_ _ 2
F(x)=2 6x39x +k
3x

2x-1
13-f(X)—m
F(x)=2Vx*—x +k
14. f(x)=(1+1g%x)-1
F(x)=tgx—x+k (ke R)
Ex2:

1. soit F une primitive de f sur [-2,2]
F'(x)=f(x

pour xe [—2,—1) - f(x)<0
xe[-1,0] > f(x)20
xe[0,1]] > fF(x)<0

X€e [1,2]—) f(x)=20

par exemple

F est croissante sur [~1,0]

or graphiquement :

h est decroissante sur [—1,0]

d'ou h n'est pas une primitive de f
par suit : g est primitive de f
2.s0it H :une primitive de h

H'(x) = h(x); Vxe [-2,2]
graphiquement : h(0) #0

= H'0)#0

= (¢ ) n'admet pas une tgte horizentale au

point d'assisse 0

d‘ou f est une primitive de h sur [-2,2]



Primitives CMS Ch 6 Tome 1

EX3: 1. f (x)—(x+1)2°°9 ()6+1)2°°8
L. f(x)=+x+1 F(x) = —— (x + D™ -~ (x41)™
’ 010 2009
F(x)=§(x+1).\/x+1 Ex4: 3
2. f(x)=x N 1. f(x)=tg x+tg’x i
Fx)= % L3, Joe f est continue sur I= [0,5[ d’ou f
admet des primitives sur I
3. f(x)=(x~3)A/x*—6x F(x)=(1+1g%x)1g x
F(x) =1(xz —6x)"x" —6x (de la forme U’.U)
3 D’ou
4. f(x)= xt F(x) =ltg2x+k
x—1 2
_(x-D+2 AN Y
fx)= — F(4) :>2+k 1
2 _1
fx)=vx-1+ — =k=2
d'on: F(x) =%(1+tg2 x)
F(x)=z(x—1).\/x—l+4x/x—l
32 2. f(x)=Cos(x)-Cos’ (x)
F(x)= (-—x-—) Vx— f est continue sur I= IR
f admet donc des primitives sur I
5. F(X)= (x4 2.6 +x) f (x)=Cos x (1-Cos’ x)
: 2 f (x)=Cos x . sin® (x)
F(x)= E(x2 +x)* d’ol
F(x)= —sm ‘x+k
6. f(x):iz. R 3
2.x 2 V4 1
3 F(Z)=-1=—+k=-1
2 iy 2 3
( + )
2x 2 4
23 [3 1 k=3
f<x>=_[_- --+_} |
3[20Vax 2 F(x)=%(—4+sin3 %)
F(x)=— = (Z)(_:’L + =) l 3. festcontinue sur I=R d’ou f
3 3 2x 2 2

admet des primitives sur I

Fx )__i(3+x) 3+x

-2B+x) [3+x

F =
) 9x 2x
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Primitives

f(x) =sin x(1-sin’ x)

f(x)=sin x. Cos’x

F(x)= Z;— cas3x +k
-7 \/_

f(T) =2=

V2

=>k=2+—o
12

5

F(x)=_—1 Cos’x+2+—=
3 12

4. f est continue sur [0,%[

1
fx)= Coszx(lﬂg x)
( de la forme U’.U)

F(x)=%(1+rg Xtk
F(%)=O:>k=—2

F(x) =é-(1+tg x)?* -2

EXS:
1. f(x)=Cos(x).Cos(3x)
g(x)=sin x.sin(3x)

a)

*(f + g)(x) = Cos x.Cos 3x+sin x sin 3x
=Cos(3x—x)
=Cos 2x

P(x)= —;— sin 2x est une primitive

de (f +g)sur IR
*(f —g)(x)=Cos 4x

’ 1
=—sin4
y(x) 4 Sindx

est une primitive de (f-g) sur IR

b).
(p+y) () =) +y'(x)
=(f+8)x)+(f —g)Xx)
=2f(x)
F(x)= %(gp+ ¥)(x) est une

primitive de f sur IR

~(—) +hk=2

CMS
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F(x)= i sin(2x) +%sin(4x).ik"§k?e IR

(P-¥) @ = (F) +8(®) - (F(0) - g(x))
=28(x)

' G(x):%«o—i/))’(x)

G est une primitive de g sur IR
G(x)= 211- sin(2x) —%sin(éﬁx) +k keIR
2. I

h(x) =sin 4x+ Cosx.sindx

h(x) =sin 4x +2Cosx.sin 2x Cos2x
=sin 4x +4 sin x. Coszx (Cos 2x)

=sin 4x+4 sin x. Cos’x (2Cos’x~1)
=sin 4x+8 sin x. Cos*x—4sin x Cos’x

H(x).=~_—1 Cos 4xv—§C“os5x+f1-Cos3 +k
4 I RY

CHm=0=3-%1k=0
53
k=—2
15

H(x) —lCos 4x—§Cos X4— 4, Cos® x——4—
4 oS 3 15

EX6:

f(x)=x.sin x

1. f est dérivable sur R

( produit de 2 fonction dérivables )

f'(x)=sin x+x Cos x

f "est dérivable sur R

f(x)= Cos x+Cos x—xsin x

 f"(x)=2Cos x— f(x)

:>f(x) 2C0sx f"(x)

2. F(x)=+2sin x— f'(x)+k
F(x)=2sin—sin x— x Cos x+k
F(x)=sinx—xCos x+k
F(r)=0k=-m

d'om:
F(x)=sinx—xCos x—7



 Primitives

EX7:
X+2

fo=Zis

a b c d
foy= 24l G il T G
1.a) lim (x+D L f(x)=
lim (x+2) 1

x=(-1)*

hm (x+ D.f(x)=

‘ (x+1)(x+2) limlx-;
x-»-m (x+1) 4oy
.1
=11§1}_2-
b) (x+1)*.f(x)=
a(x+1° +b(x+1)* +c(x+ 1) +d

li(r_r})‘_(x +1)  f(x)=d

or li(nli)*(x-i-l)“f(x):l d'oi d=1
xl_igl«(x +)f(x)=

. b d
lim (a + — + ~—)=a
X=pteo x+1 (x+1)° (x+1)
lim (x+D)f(x)=0
d'oi a=0 ‘
b c 1
: = + +
‘f ) x+1)?  (x+1)’  (x+1)*
x+2 _ b c 1

CMS

'.()___

2. a) — riae >+ =+ 7
@+1)" x4+ (k41 (x+1)
x+2 1 __b €
E+D* (x+D*  (x+D)*  (x+D)°

1 b c

= — = +
x+1)*  (x+D?  (x+1)°
lw-¢ b

(x+17  (x+1)?
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1-¢ bx+b
b) 7= 3
(x+1)°  (x+1)

(b=0 b=0
= =

b=1l-¢ c=1
d'ou

f)=

1 + 1
(x+1)° (x+1)*
-1 1
F(x)=- k
3. Fxy= 2(x+1)° 3(x+1)3 *

FO=2=-L-lip-0mp=2
2 3 6

d'oi

1 1
6 2x +1)? 3(x+1)3

:2

()= “)13 ,xe R\{2}

2(x=-2)+5
(x-2)°

2 .5

(x=2"  (x-2)°
-2 5
x-2 2(x-2)

—4x+3

2(x-2)

L fx)=

fx)=

2. F(x)=

F(x)=

EX9:

1
fx) ST =11
F est dérivable sur |-1,1
F'(x)= f(x)
F(0)=0
g(x) = F(sin x)



Primitives

1. la fonction:x — sin x

est dérivable sur —f, z
22

53]

F est dérivable sur |-1,1] d'oit g est

=]-L1

dérivable sur T—E,ﬁ[
22
g'(x)=Cos x.F '(sin x)
= Cos x.f(sin x)
_ Cosx _ Cosx
J1-sin’x JCos’x
Cos x>0

n T
xXe ==,
} 2 2[

Cos x

=——-=1 car
|Cos x|

g'(x) =1’;Vx]—£,£[

2 2

2. g'x)=1
d'ongx)=x+k,keR
g(0)=F(0)=0
=0+k=0
= k=0

. = rr
d'oug(x)=x xe} 2,2[

2 _ .'7r . T

3. F(‘z—)—F(Sm(Z)j—g(z)—z

1 . T T
F(—2—)—F (sm(g))—g(g)— 6
F(—T)—F(Sln(‘g)]—g( E)—‘
EX 10:

f(x)= N1-x* ;xe [0,1]
F dérivable sur [O, 1]
F'(x)=f(x)
F(0)=0

g=F(Cosx);xe [0,%}

/4

3

CMS
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1. g est dérivable sur {O, %}

comme était composée de deux fonction
dérivable. (voir ex 9)
g'(x)=(=sin x).F '(Cos x)
= (=sin x).f(Cos x)
= —sin xv/1—Cos’x
=—sin x|sin x\
=—sin’ x car sin x>0

2. g'(x)=—sin’x= —%(I—Cos 2x)
(%) ——l(x—lsin 2x)+k
& ) |

r
2Y=F(0)=
8(2) 0)=0

=L Z oy =0
22

:k=E
4

d'ou

g(x)= -%(x-—%sin 2x) +%

= g(x) =—%x+isin 2x+%

3, F(l):F(CosO)=g(0)=%

1 r,_ &7 1
F(j—z—))-F(Cosz)—g(4) 8+4
EX 11:

1. f'"(x)=0= f'(x)=a;aeR
= f(x)=ax+b (a,b) e R?

2. f"(x)=sinx

= f'(x)=—Cos x+a; acR
= f(x)=—sinx+ax+b
(a,b)e R?
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EX12: B d’ou
1. f(x) =lx] xeR
a) f est continue sur R ' -x*+x+a pour x<0
Gx)=<x+b pour 0< x <1
f(x)=x sin xe [0,+oof x*—x+c  pour x>1
2 { f(x)=—x sin x& |~eo,0f G est continueen 0

= lir(r); G(x)= lirgz Gx)=a=b

F(x)=lx2 +a pour x20
2 G continue en 1 =

=
F(x)=——1—x2+bp0urx<0 ltbh=c=c=a+l
2 d'on
F est dérivable sur R = F continue en 0 ~x*+x+a pour x<0
=a=b Gx)=<x+a pour0<x<l
F(x)=lx2+a pour x>0 P -x+a+1 pour x 21
d'on 21 (ae R)
F(x)=—§x2+a pour x<0 EX 13:
‘ . 3 .5
F4)=0=>8+a=0=>a=-8 Sf(x)=sin" x+sin’ x

=sinx.(1—Cos’x) +sin x.(1— Cos*x)*
F(x)=lx2—8 pour 120 smx(v Cos“x)+sin x.(1—Cos”x)
2 | =sin x—sin x Cos*x+sinx.(1+ Cos*x—2Cos*x)
F(x):‘g x* 8 pour x<0 f(x)=2sin x—3sin x. Cos’x
2. g(x)=’x,+‘x—IJ +sin x.Cos*x

a est continue sur IR 1
) 8 o F(x)=—2Cos x+Cos’x 3 Cos’x

X -co 0 1 +o0 (‘on pourra aussi linéariser f(x) )
x| |X X X EX14:
x-1] | X+l ) el at)=1- — ;1e[0,10]
g(x) | -2x+1 1 | 2x-1 )
v'iit)y=a(t)
g(x)=-2x+1 pour x<0 v(0)=0
gx)=1 pour 0<x<1
gx)=2x-1  pour x>1 v(l‘)=t+——l——+k
t+1
v(0)=0=21+k=0=2k=-1
v(t) =t—1+L
t+1

2. v(lO):%m/s
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Primitives

EX15:
fx=V4-x* ; xe[~2,2]

1.a) la fonction: x — 4— xest continue

et positive sur [-2,2]d'oi f est continue

sur [-2,2]
par suit f admet au moins une
primitive sur[-2,2]
b)
{F '(x) = f(x)
F0)=0
Vxe D, =[-2,2];(~x)e D,

f@)=fl=x)=

F(x)==F(-x)+k

F0)=0=>k=0

d'oiu F(-x)=—F(x)

F est impaire.

2. G(x)=F(2Cos x) ;x€ [0,7]

=>-7<-x5<0

=>0&7r~x<s7x

=>((xZ-x)e D,

G(m - x) = FCos(x - x)
= F(=2Cos x)
=~F(2Cos x)
=-G(x)

, r
conclusion : I (-2~,0)est un centre de

symétrie pour la courbe de f

CMS
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b) G'(x)=-2sin x.F'(2Cos x)
= -2sin x f(2Cos x)

=-2sin x \J4(1 - Cos*x)
= -28in x,/4sin2x
= —4sin x .Jsin x|
G'(x)=—4 sin’x (carsin x 2 O)Y
G'(x) =-2(1 ~ Cos 2x)

d'on G(x)=-2(x~ -;-sin 2x)+ k
G(-’zf) =F(0)=0

=>—-2(-§--0)+k=0
:>k‘=7r'

d'oi
G(x)=-2x+sin2x+x
Vxe[0,7]

o) F(1)=F(2cos(-’3£))

33 2
F(2) = F(2cos(0))
=G0)=x

F&2)= f(2c0s %)

n n
6(4) 2

EX16:
u(x) = x+yx +1
2x

1. u'(x)=i+m
X+

() = 1+ —
Jx2+1

u'(x)=‘)x2+l+x
sz-l-l

d'od

M+ = u(x)
u'(x)
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2. f( )_
fx u(x)\/1+x

‘_u('x)
7%

d'on

e
o=l

-1 :
F(x) =
Cxkallext
u’(x)

g(x)=u’(x).

152

u'(x)
u(x)
g(x)=u'(x)u(x).
d'on

gx)=u’(x)

G(x)=%u2(xi |

G(x)= %(x+«/,1+ x2)?

EX 17 :
f(x)=xCos x .

g(x) =x.sin x |
L f'(0)+ g(x) = Cosx—x sin x+x sinx
=Cos x o
d'on g(x)=Cos x— f‘(x)'t;?';f-"*'f‘:
G(x) =sin x—(f(x))
G()=sinx—xCosx
2. g(0- f(x) =sin x+x Cosx -f(x)
=sinx -
d'oi f(x)—-g(x-_)—-sinx
F(x)=g(x) .—COS X

F(x)=xsin x~Cos x
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EX 18:
nz?2

pn(x)=1+2x+3x2+ ..... +nx"
1. F(x)=x+x"+...+x"+k ki
FO)=1=k=1

d'ou

F(x)=1+x+x"+..tx

2. pour x#1
__ntl
Fn(x)=1 X
1-x

(somme de (n+1) termes d’une
suite géométrique de raison x)

—(n+DX" . (1-x)+1—x"
(1-x)’
X" —(m+Dx" +1
(1-x)
_ nx™ —(n+Dx" +1 Gyl
(1—x)’
(n+l)n
2

F'.(x)=

F'.(x)=

p,(x)
d'on
p,()=

EX19: x€[0,7]
1. g(x)=xsin x+Cos x—-1
a) g'(x)=sin x+x Cos x—sin x

g'(x)=x.Cos x

X 0
gx) |0  +

g(x) 5_'1
/ \
0 2

, 2
b) g est continue sur [——é—,fr}

z
2
0

3

=

2 T 3

—).g(m)=-2(—=—-—-)<0
85 )-8(7) (\/5 2)
d’ou I’équation g(x)=0 admet une

. 27
solution ae B} T

X 0 o V4
gx) |0 + 0 -
1-Cos x
—— sinxe [O,7x
2. f(x)= x 10.7]
0 sin x=0
1-Cos x

a) lim f(x)=lim————=0= f(0) ]
x—0" x—0% X

f est continue en droite en 0

fim £ =S _ 1-Cosx 1

x—0* X x>0 x* 2

f est dérivable a droite en O et f,(0) = 5|
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b ' B g(x) 5. h(x)=g(x)—-2Cos x xe[O,n’]
) f (.?C) - x2 h est continue sur [0,7] d 'oi h admet des
primitives sur [0, 7]
X 0 o 1 h(x) =x.sin x—Cos x—1
f'(x) + 0 - H(x)=-xCos x—x+k
f(x) f(a) HO)=1= k=1
/ \A d'on Hx)=1-x—xCos x
2
0 fndt
4 EX 20:
1
0 fl@y=122 PO
& G'(x) = p(x)
gla@)=0=>asina+Cosa—-1=0 G(0)=0
=G'(x)
d'ou
o G'(x)=G'(~x)
F@=2% gna = G(x)=-G(—x)+k keR
5 GO)=0-k=0
3. =234 ; f(a)=0,72 ; ;:0,61 d'on G(-x)=-G(x)
A G est impaire
2.a) xeR’
1
y(x)=G(x)+ G(';)
¥ est dérivable sur R”
1 1
0.5 Y'(x)=G'(x)-—=G'(-)
X X
05 ) 1 1
o T = (O(X)—F-ﬂ;)
_ L1
1+x* x*+1
=0
4. k(x) = f(x) pour xe [05, ﬂ] v'(x)=0
k est continue et strictemen décroissant D’ou v est constante sur chacun
sur|a, | = k est une bijéction de[a, x| des intervalles ]—co,0[ et |0, +oo
sur [E,f((x)} =1
/4
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w(l) =G1)+G() =2G()

d'on

w(x) =2G(1) ; Vxe |0,+o

= lim y(x)=2G(1)

b) w)=Gg?) ; € }lz’ig{

u'®=Q0+18"1).G'(tg 1)
=(1+18’1) ptg 1)

1
=(1+1g"t).
d+1g )l+tg2t

u't)=1

u®)=t+k ; (ke R)

u0)=G(g 0)=G(0)=0
=k=0

ul®)=t ; VIG] 27[ 72[{

cm=6g H=u)="

lim y/(x) =2G(1) = g
1
G(x)=y(x)-G [-—J
X
/4
I 2
dmy (D=7
lim G(L)=G(0)=0
X—>+o0 x
d'on lim G(x)= %

>0

1
4. G'(x)= =
(x) = o(x) 7

X 0 + o0

G’(x) +

G(x) r
/ 2

CMS
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G est impaire.

)=
G(0)=7

O : centre de symétrie.

/2

EX 21 :

f(x)=.1+Cos x

l.a) f Est dérivable sur [0, 7]

—sin x

f = 2\/1+Cos x

f est continue et strictement décroissante

;xe 07z

<0

sur [0, 7] elle réalise donc une bijection
de [0, 7[] sur

g(0.7) =[s(m).2©)]=[ 0,42 ]

b) f est dérivable sur |0, x|

—sin x

e f )= 2«/1+Cos X

d'on f~' est dérivable sur

0.2y = Jo.2]

#0



Primitives
N 1
V=L
U@~
fF)=x
_=2\/1+Cos y
- sin y

F()=l+Cos y=x

= 1+Cos y=x*

= Cos y=x*-1

= Cos’y = (x* ~1)?

= —Cos’y =—1-x*+2x*

=1-Cos’y=2x* —x*

=>sin’ y=2x*—x*

= sin y =y2x* —x*

d'ou

Ny —2X

R
-2

()@= o=
[
2

Vxe JO,\E

2. g= N
re ]/2.T]
{G '(x)=g(x)
G0)=0
a) o(x)=G(x)+G(~x)
P'(xX)=G'(x)-G'(—x)
= g(x)—g(—x)
=0
@ est constante sur ]—\/5, \/5[
»0)=0
0(x)=0, V xe ]—JEJE[
=G(x)+G(-x)=0
= G(-x)=-G(x)
G est impaire.

on pose:y= (1)

CMS
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b) ona:

g =—~(f")
=6 =-f")+k ;
GOO)=—f"0)+k

ke R

=>0=-7+k
=>k=rx

d'on
G@=x~f"(x)
Gh=z-f"'Q)

T 7

G(l)~ﬂ—3-5

EX 22 :
f0)=1

1 =0
f= N1-x*

1. f'(x)<0 ; Vxe ]O,l[
f est continue sur [0,1] et strictement
décroissante

= f réalise une bijective de [O, 1] sur

£([o1))=[f W, f@]=[0.1]

2.a) soit g(x)= f(Cos x)

g'(x)=-sin x.f'(Cos x)
+2 sin x

N1-Cos’x

_ +2sinx

B 7.Jsin x|

=— car sinx>0
T

. V/4
g est continue sur [O, 5}

dérivable sur }O, %{



Primitives

8'(x) =2
/4

= g(x)=~2—x+k ; keR
V4

T
g(zj—f(o)—l
=1=1+k=k=0

d'on g(x)=—2—x
T
2
= f(Cos x)=—x
T

b) f(Cos x)=zx
V4

= f“(—z—x)=C0sx
T

. 2
soit t=—Xx
/4

.4
x==t

2

N T
d'on f(t)=Cos (Et)
conclusion :

f(x)=Cos (%x) ; Vxe[0,1]

3. XG [O,—’E}
2

h(x) = f(Cos x)+ f(sin x)
a) comme était composée et somme de

fonctions dérivables

h est dérivable sur le,—;l—[

h(x) = f(Cos x)+ f(Cos(%—x)

=3x+2(£—x)
T T 2

hA(x)=1

CMS
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h'(x) =—sin x f'(Cos x)+ Cos x f'(sin x)

2sin x 2sin x

ﬂ\/l—Coszx - 7[\/1 ~sin’ x

wo=2-220
T T

b) h continue sur {0,%}

dérivable sur }O, —72£|:

h'(x)=0 ; Vxe ]O,%[

d’our h est constante sur [0—725}
h(0)=fD+f(0)=1
d'ou
h(x)=1; Vxe {0,%]
4, neN
@, (x) = COS(% x)=x"
xe[0,1]
a) g,()="sin( x)=nx"

@,(x)<0 ; Vxe [0,1]

@, est continue et strictement décroissante
sur [0,1] elle réalise donc une bijection
de[O,l] sur

9, ([0.1]) =[-11] et comme O [-1,1]
alors il existe un uniqueréel
a,e[0,1)tq:9,(a,)=0
?,(0).9,()<0=a, e 0,1
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b) n—p>0alors ¢) a,eta, €]0]]
O0<x<1=0<x"7? <1 d’apres b) n+l>n
= 0 < (x"_p ).x” < xp d 'Ou ¢n+1 (an+1) > ¢n (an+1)

= O > ¢n (an+l)

= ¢n (an) > (on (an+l )
= an < an+1

=>x"<x?

= —x" >=x"

/4 ; T ,
= Cos( 2 X)-x" > COS(E X)=% car @, est strictement décroissante sur [0,1]

= ¢,(x)>¢,(x) d'ou (a,)est strictement décroissante
et commeona a,>0
(a,) est décroissante et minorée par 0

elle est donc convergente.
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NOMBRES COMPLEXES cMS

-C-M :

1. a. La distance MM’=|z — Z/|
b. O,M et M’ sont alignées.
c. z=iz’

2. A,BetCsont alignées.

3. (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

VRA!I FAUX

1. Faux; il suffit de prendre z;=3i
et z,= 1+2i

2. Faux il suffit de prendre z =

3. Faux; il suffit de prendre z=1
et z’=i

EX1page 19:

2i +% 1= 2i-i-1=-1+i

1+iV3 _ (1+iV3).(V3+i) __ .
— = =i
V3—i 3+1
1+i 2 2
() =¢=-1

(1-D)(2+i)_(1-)2+i)* _ (1-i)(3+4i)
-2

CH 1 TOMEII
EX 2 page 19:
___(3—.2i)(5?-i) — 17—7i. :>A _ 17+7i.
3i(7+2i) —6+21i —6—21i
(123)2828 _ 3 4
B_(1+i) T2 34
=B =-3+4i

C= (2-i)(3+2i)(2+i)(3-2i)

= (2-1)(2+i) (3+2i) (3-2i) =5X13=65
=C = 65

EX 3PAGE 19

Z1=..=Z; doncZ, est un réel
Z;=Z, donc Z3+Z, est un réel
et Zs-Z, est imaginaire.

EX 4 PAGE 19

1. Uensemble des points M d’affixe
z=a+i(a+1) avec a€lR
Est la droite d’éq y=x+1
2. 'ensemble des points M d’affixe

z=2isin(521-) avec a€[0,2nt [ est le
segment [AB]
Avec A(-2i) et B(2i).
3. a(z-i)=i(z+1) avec aelR” est
équivaut a —zzf;- imaginaire et z¢{-1,i}
donc 'ensemble des points est le

cercle de diametre [AB] avec Ali) et

B(-1),privé de A et B.
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EX 5 PAGE 19

(1 + D)*=]1 + i[*= V2 =4

(2 - 30)2[=I2 - 3i[?= V3 =13
|(—2 + (1 - 3i)(1 — 4i)|=

|-2 + i|]1 — 3i||1 — 4]
=/5v10V17 =/850

|1—5i _J1-5i] V26
i+2v3l |i+2v3] Vi3

EX 6 PAGE 19

-2

1. Z_=%®Z.Z—=1@|Z|2=1

<|Zl=1
_ _ = 1
2. IZ]_, —_ ,Zzl -_ 1:—7321 _Z
etZZ -
Z,
o 1,1
___>( zl+zz) _ Z4+Z; 7'z,
1+2,7; 1+Z,.Z; 1+-Zl—1.2—12
Z+Z Z +Z ]
=—"2. donc ——2-est réel
1+2,2, 14242,
EX 7 PAGE 19

On désigne par M le point d’affixe z
*|Z| = 12%| & |Z] = |Z]?

©|Z|=1ou|Z|=0
<M=0 ou Me Cercle trigo (1)

*|Z| = |1 —Z| ©0M=AM avec Zx=1

© MeA:x=1/2 (A:med de [AO]) (2)

CMS

CH 1 TOMEII

(1) Et (2) :¢z=§+ i‘lz—é: ouzZ=; ~ i?

EX 8 PAGE 19

1. =22 7" =(x+iy)2=x2-y?+2xyi
=Réel(z')=x2-y? et Im(z’)=2xy

2. 7’ réele 2xy=0<x=0 ou y=0
=L’ensemble des points M est la

réunion de deux axes du repére.
3. 7 imaginaire ©x%-y*=0
& (x-y)(x+y)=0y=x ou y=-x
=L"ensemble des points M est |a
réunion de deux droites
D :y=x la 1*bissectrice
et D’ :y=-x la 2*"bissectrice

EX 9 PAGE 19

AB=|Zp — Z,| = |-3 — i| =10
AC=|Z; — Z,| = |1 - 3i| = V10
BC=|Z, — Zz| = |4 — 2i] = V20

b/ AB=AC = ABCisocele en A

AB2+AC?=B(C?=-ABC rectangle en A

Cclusion : ABC est un triangle isocéle
etrectangleen A

3. a/D=S(A)=Al = 1D

:>ZD"Z|=Z|'ZA

............
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= ZD=Z|+Z|'ZA=2'2i"2‘i='3i
b/ on a 1=A*D=B*C=ABDC #

et on a: ABC triangle
rectangle et isocele en A
Donc ABDC est un carré

EX 10 PAGE 19

........

......

A(-2,1) ;B(0,4) ;C(2 ,2) ;DG 1)
ZB'ZA=4i'(-2+i)=2+3i

7 e {3 \nio
ZoZom + 20 — (3 — 1)=2+43
:>ZB'ZA= ZC'ZD #ABCD#

EX 11 PAGE 19

1) |z—1+2i| =3
|z —1-2i] =3
[z—(1+20)]| =3
AM= 3 avec Zy=1+2i
Donc E est le cercle de centre le
point A(1;2) et de rayon 3
iz+1-i
2) ZH2+i
li(z=i=1) _ 4

|z+2~i]

|=1<:>

=4

CMS

CH 1 TOMEI

liffz—(+D[ _

lz—(=2+D)] le

CM=BM avec Z:=1+i et Zg=-2+i

Donc ’ensemble E est la droite
médiatrice de [BC].

(représentation graphique : t .facile)
EX 12 PAGE 20 OBC est équilatéral
Zy=-2+2i=|Z4] =8 =2V2
et Arg(Zy)=="
|Zp| = |Z4l = V8 = 2v2
Arg(Zs) =Arg(Za)-3==

Zc=2 =>|ch =2et AT'g(ZC) =0

ZD=-1"i:>|ZD| = \/-2- et Arg(ZD) =
EX 13 PAGE 20
|Z4) =15 et Arg(Za)=z

|Zp| = 1Z4] = 1,5 et Arg(Zs) =5
|Zcl=15 et Arg(Zc) ==
[Z,] = 1,5 et Arg(zD)=§6E

2n

|ZEI= 15 et AT'g(ZE) = —';

|Zp| = 1,5 et Arg(Zs) =

3n
4

»»»»»»»»»»»

_______
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EX 14 PAGE 20
a. *-8i=8.(cos() + isin(~2))

~Vz

L

o= 1+i
2

= cos( ) + 1. sm(—)
* 3i+v3 = V3(1 +iV3)
=2+/3. (cos (§)+i.sin(§))
e -2,5=2,5 (cos(m)+isin(m))
o VZ—+6i=v2(1-iV3)
=2v/2. (cos (—3)+i.sin(—3)
o 545i=5vZ (cos () + isin(5)

*3(1+i\/§) — 30 _L
(@+D)* 2e‘7
= 3.(cos(-— —) + isin(— 1’6.))
1 + i (1 +i2
*1T—i 2 !

= cos (—g) + isin(g)

3

3 i_7_l'_
* —
V3 +i i

2e'6

'COS( ) + lsm(—)

* (1-i)5(1+i)3=4\/§e-i5§ 24233

.TT

=16e” "2
1 . . T
=16(cos (— ;) + isin(—>)

CMS
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EX 15 PAGE 20

DIz =11+il=V2
Arg(Zl)—_—%

IZZI zl\/§*‘il=2

Arg(Zz)=— %

2) Z1.Zo=(1+i)( V3 - 0)
=(14+V3)+i(-14+V3)

7,.7:= 2+2¢'G76) = 2yZe'sz
= 2VZ (cos (%) + isin(3))
3) 2V2 (cos () + isin(3) =
(1+V3) +i(-1++V3)
sen(2)-

sm(—-)) =

1+v3
2V2

1+\/_

et

EX 16 PAGE 20
1Zy| = |[-1+iV3]| =2

Arg(Zl)=2?7r
1Z,] =11 +i| =V2

Arg(Zz)=§
2
arg('zz) arg(z) - arg(zy) = 2~ 2 =22

e
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Z -1+i\/§ \/5—1+.1+\/§ EX 20 PAGE 20
== = I
2, 1+i 2 2 i
1. -1+i=2e 4
z J_ 1 V3-1 y
1) =+2.co —) = 7= L
re zz) s( ( ) \/— 3 (—1+i)“=[\/§e .
1
tm(2h) =V2.5inC>2) = ‘f sin(22)= +J§ -
@ = RN
= 32.(1 +i)=32+32i
EX 17 PAGE 20
EX 21 PAGE 20
eﬂiZ = cos(—£)+isin(——£) = é _2 1. L’ensemble des points M d’affixe z tel que
4 4 2 2 z=2e® avec 6 €[0 ;7] est le demi-cercle de
621-3- =cos(2 E) +isin(2 E) = 1 z—i centre le point O et de rayon 2 située dans
3 3 2 2
le demi plan y > O.
€ - __1 2. L’ensemble des points M d’affixe z tel que
4 4 z2=-2€" avec 0 €[0 ;1] est le demi-cercle de
Die't = 21‘(_\/_5 + ,‘l) =—1+i3 centre le point O et de rayon 2 située dans
2 2 le demi plan y <O.
20 3. Lensemble des points M d’affixe z tel que
EX 18 PAGE 20 z=2+cos(6)+isin(0)=2+e" avec 8 €[0 ;2n[ est
oz le cercle de centre le point I(2 ;0) et de
31 iZ p
2\/5—2i=4(:£—‘“—5i)=4€ 6 rayon 1
. (faire une figure pour chaque cas )
~5-5i=5(-1-i)=5v2.¢ *
- EX 22 PAGE 21
. 1 3. e
—1+if3=2(-=+i D) =2¢ 3
2 2 1.
i_ 5 o of & 8
V2 1+e” =€ +é° —e2[e 2+e2J
cos(—’z) -1 sin(zz—) =cos(— Z) +isin(— z) =¢ 5 Jormued'Euler
5 5 5 5 P
EX 19 PAGE 20 *2005532
0 L e 8
iZ z e _ 0 e _ _
. Z_1+iJ§_2e 55 s 1-€"=¢"-¢ —62[8 € j
\/5 +i 2 i% formued ' Euler
0
z\° z =-2i sin(g).e 2
2.7 =[e1_"-] =eb =¢%=-1

>>>>>>>>>>>>>
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jl+em} =

2
20052. e? =2005g.(carge O;Zr— )
2 2 2 2

i0 6 # 4
Arg(1+e )= Arg( 200s—2—e2 )=E
=2$in(g)

1= =|-2i sin(g).e‘g

8
Arg(—2isin(Z )e2 y=8.z

Arg(l—e ) )

EX2 3 PAGE 21

1) Z=cos(6)-isin( @)=cos()+isin(4)
:e7 = e“m
2)Z =sin(@) +icos(6)

T y 4 iZ-9)
= coS(—~— @)+isin(——6F)=e 2
(2 ) (2 )

3) Z = —cos(8)-isin(8)=-(cos(8)+isin(8))

= = 70
4)Z =1+i.tan(@) = Cos(Optisn() 6)-’-(121)11( 9
cos
= o5(0) ———¢€?(cos(8) > 0)
e — o z
5)Z = e 2isin(@) an(@)e >
€ +e™  2cos (9)

* pour @ e }~§;O[ V4 =—tan(0)el( 2
* pour Q€ }0;%[ 4 :tan(ﬁ)eiE

EX24 PAGE 21

1. M(t)el et (;,W) =g =>t=e" =

U=t*=e®* =cos(3a)+isin(3a)

et v=2t=2(cos(a)+isin(a))
Pour a=§:>u=-1:>A(-1 :0)

W=2t‘t3=ZB‘ZA
=0C=AB= C=1_(0)

CMS CH 1 TOMEN

// C
10.5

ns

P
~—_]

aff(04)
3. O;AetB alignées ssi of 108) réel

i Eout? réel
Ssi ot /2

Ssi 2a=k.nea=k.n/2 or ael0 ;n/2]

Donc O ;A et B sont alignées pour a=n/2 ou a=0

4, a/ Ona

OC = AB = OABC estun parallélog ramme
b/ OABC rectgle ssi AC = 0B =2

Ssi
|2z-2z3‘=2
= It—t3l =l ‘1—t2|=1 car|t| =
& 2sin(@) = 21 (d'aprés Ex22)

6
Conclusion : OABC est un rectangle pour a=mn/6

oroe }O;g—[ = a=£

EX25 PAGE 21

—i28
zZ=e

—l:>Z e +i

1. Soit I le milieu de [MM’]
:>ZI='Z";—E=COS(26)
OMNM’ losange=> | milieu de [ON]

= L’affixe du point N est :2cos(260)
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2. a/
r=e? i _ei20+e‘i3
20-Z [ 20+% 2042
TR R — i
=e¢ 2 |e 2 t+e ?

=e = 2cos(@+ %)

i9-Z
= 2cos(6’+%)e P

. -5
2cos(@ +—)e ¢ oo
4 l(29-7)

b/ =
/ z . -5y
2cos(6 + I)e 4

¢/ On a OMNM'’ est un losange =

OMNM’ carré ssi OMN rctgle en O

. 2. .o
§st =itmaginailr
<

ssi 20-2=" sk ke
2 2

SSi 6’=£+k£ OFQEI:O;E
2 2 4

=60=0

d/ pour 6=0 = z=1-i

=M(1;-1) ;M’(1;1) et N(2;0)

CH 1 TOMEII

EX 26 PAGE 21

1 '

—

B 5

05

N

2. a/ aff(BM)=2y-Zs

=cos(0)+i.sin(0)+1-i.sin(6)
=1+cos(6)=aff(m)
—BM = 0A=-OAMB est un

parallélogramme
b/ OAMB est un losange ssi OA=0B

ssi 1+cos(0) =4/ 1 + sin?(8)
ssi 1+2cos(0)+cos?(0)=1+sin*(0)

ssi 2 cos?(0)+2cos(0)-1=0

ssi cos(9)=—1:/§ ou cos(6)=_1;‘/§
et comme _1-:/56[-1 :1] donc il

existe une valeur de 0 tel que

-14+/3 \ .
> donc il existe une

cos(0)=
valeur de 6 tel que OAMB est un
losange.

c/ cos((3)=_1+\/§

2

donc 0= 1,2rad

3. A(8)=(1+cos(0)).sin(6)

=sin(0)+2sin(20)

=>A’(0)=cos(0)+cos(20)

...........
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9 0 n/3 n/2

A'(0) +
AO) | —

Donc A(9) est maximale pour 6=1t/3

EX 27 PAGE 21

=—(sin(¢)+i(1-cos(¢))

]’—‘ [\)IH

It
/N 7 N —

S1n(¢)—z(cos(¢))+z)

cos(—— Q)—i sm(— ~-Q)+ zj

(¢—7)+ei§j

@ ( oz _em i@ -
=l e’le 2 +e 2 «—-l eZ.ZCos((o il
2 2 2
”J>0)

j—sm( ) et Arg(z)=§

o

T O— 34 —
=cos[¢2”j.e 2 (0<¢<7r:>cos[¢2

Donc|z| = cos(gp—
2

5= z—izé(sin(qo)—i(cos(q))—i)

L os® — o —isin(® — o) —i
—2(008(2 ®) zsm(2 )] z)

oz 0 @ o
=le2.e2+e2 =le2.2cos(2
2 2 2

flmia
= cos(%].e 2 0<cp<r> cos(—g) >0)

Doncizll = cos(%)) et Arg(z)= ?—;E

CH 1 TOMEII

Q-7

cos(

7 _ €O 9

ol —C@ng(gj

Arg(z,) = Arg(z)—Arg(z)

3)a/

V.4
1oy 1,
2
1 1 itw-2)
@zl—(—51)=5e 2
1w
&7, —7,=—¢€ avecz, =——i
/4
Sz, —7,=—€" avec fe 27

S Me —;-cercle decentre Aet de rayon%
E est le demi-cercle de centre

le point A(Q,-1/2) et de rayon % (Voiy figure)

T

lzzl=tg(—gi) et Arg(Z2)=5

avec 26 JO;E[ F
2 2 [

—F est la demi droite [0,]) |05

privée de O. a5

,,,,,,,,,,,,
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Qcmv

L’équation z2+z+1=0 a deux solutions conjuguées(les coefficients réels)
L’équation z2-2z+2=0 a pour solutions 1-i et 1+i (solutions conjuguées)
L’équation z°- 22+z-1=0 admet une seule solution réelle

L’équation z*=-1 admet quatre solutions distinctes

Le nombre V2 + iV2 est une racine carrée de 4i

vk wNe

VRAI-FAUX

FAUX  iV3 est une solution de I'éq : 22=-3

FAUX 0 est une solution de z'=z2 et 0 n’est pas solution de z2=1

FAUX  iest aussi une solution de z*+22=0

FAUX  L'équation z2-2z+2=0 a pour solutions 1-i et 1+i(ne sont pas opposées)
FAUX z*=a ssi z=aouz=-a ouz=ia ouz=-ia

e wN e

T
i
FAUX e 6 estune racine cubigue de i qui n’est pas imaginaire

o

EX1 PAGE 31 :

a= 421+ = W22 =8t

Z vokn

()
—3 3
Les racines cubiques de a sont: % = Ye avec ke{0,1,2}

=7z = 21 ;4= 20" L = 2e 12
EX 2 PAGE 31 :
-3z -3iZ
a=82(-1-i)=8/2(2¢ *)=16¢ *
Les racines quatriémes de a sont :
Z 42k
i(——)
z, =16 ¢ avec ke{0,1,2,3}
-3z s5iZ 13i% iz

=z,=2e % ;7,=2" ;z,=2e : z,=2e '°
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iZ
EX3PAGE31: a=32i=32¢"
Les racines cinquiémes de a sont :
/4
—+2k7 T 2k

i(2 ()
5, =32 5 =295 avecke{0,1,2,3, 4}

EX4 PAGE 31:

a=32—3+i)=32(2¢ 6)=6de ©

_5_71' 2k

7,=2¢ % ¢ avecke{0,1,2,3,4,5)

Les racines sixiemes de 32(i-v/3) sont :

EX5PAGE31:

*2? 22i=(1+i)* & z=14i ouz=-1-i S ={1+i;-1-i}

*2 =022 =2 & z=2i ouz=2i S ={2i;-2i}

*22=-5+12i enposantz=x+iy I'équation est équivaut au systéme suivant :

2oy ==5 ()

P4y’ =13 (2)

2y=12 (3)

(D+(2)> 24’ =8= 1" =4=x=12

pourx =2 ;(3)donne y=3— z=2+3i

pourx=-2;(3)donne y=-3—> 7=-2-3i
Se ={2+3i;-2-3i}

V3
N2 3 ) R
2_ 3 2 s %.._,6
¥ =e’ @z=te? =te Sc=1e;—e
* 24 2072 i = ok = (1_L : e =FZ
2 \V2 YF)
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*(1-iz)2=-1=P&l-iz=i ou liz=i &z= ? = _1-1{ ouz= 1:'—‘=1-i

Sc ={1-i;—1-1}

*(22-1)? -(i-2)2=0(22-1-i+2){22-1+i-2)=0&>(32-1-i)(z-1+i)=02=1-| ou 2= % + ii

11
SC:{I—I;g"'Sl}
EX 6 PAGE 31 :

1. 224z42=0 A=12-42=-7=6 = iN7=

Z=—1—2iﬁ ou Z=—1zi\/7 Scz{—l iﬁ 1 zﬁ}

2. 7%2iz-1=0 ©(z-i)*=0 & z= Sc ={i}
3. Z-(4420)242+4i=0  A'=(2+iP-(2+4i)=1=2=1+  ou z=3+  Sc={1+];3+i}

4. (2+)22+(1-71)2-5=0  A=(1-7i)2+20(2+i)=-8+6i =8=1+3i =

~-1+7i+1+3i 108 . —~1+47i—1-3i _ —2+4i . _ .
2= 22+0) | 4+2i 1+2i ouz= @iy ara L =Sc={1+2i;i}
EX 7 PAGE 31 :

1. (o-i)*=a>-2ia-1

(E) 2-a(a+)z+ia® =0 A=a?(a+i)*-dic’=a?(02+2ia-1) -4ia’=a?(a-2ia-1)=a?( a-i)>= §=a(o-i)

N

Z=a(0¢+i)+az(at—-i)=a2 ou =a(a+i)—a(a—l)

=i —fy2 i
> > ia = Sc={a?;ia}

| =laf =7* Arg(a?)=2.Arg(e)=26][27]
lia| =|ia]=li|e|=1.r=r Arg(ic)=Arg(i)+Arg(@)= % +6[27]
EX8 PAGE 31 :

1. a. E:2%-(3+i)z+2(1+i)=0 A=(3+i)%-8(1+i)=-2i=(1-i)>= §=1-

SHHIZE_ o ou =3 4 iss Se={2 514}

=z=
b. 2=2.(cos(0)+isin(0)) 1+i =v/2. (cos (%) + isin(%))
. B X-(3+i)X2+2(1+i)=0  en posant X?=z on obtient I’équation E
:>X2=2 ou X2=1+i ix:i\/—z_ ou X:i%(cos (g) +i.sin (%))

N
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EX9 PAGE31:

1. V2 .(1+i) est une solution de (E) =>[\/7 (1+)]* +a. [\/f (1+i)]2+b+12i=0
=4.(-4)+a.2.2i+b+12i=0=>i.(4a+12)+b-16=0=>a=-3 et b=16
2. (E): 2" -3z2+16+12i=0 est une équation bicarrée et v2 .(1+i) une solution =—v2 .(1+i)solution
= 7' -322416+12i=(2-V2 .(L+))(z+V2 .(1+i))(2+n)=(22-4i)(z24n)=>n=-3+4i
(E)2%-4i=0 ou 22=3-4i>7=42 .(1+) ou z =£(1+2i)
Conclusion : Sc={1+2i;-1-2i ; V2 .(1+i);- V2 .(1+i) }

EX 10 PAGE 31 :

1. (E):z+#(1+i)z+i=0  a-b+c=0=>z=-1 ouz=-i =Sc={-1;-i}
2. a. i2+(1-1)2-1=0i.(2%+(-1-i)z+i)=0(22+(-1-i)z+i)=0 a+b+c=0=>z=1 ou z=i =Sc={1;i}
b. 2*+(1+i)z>+i=0 en posant Z=2? on obtient |'équation (E)=-z2=-1 ou z%=-i

a9
2

=z=i ouz=:|:\/_
EX 11PAGE31:
1. z*+6z2°+25=0 onpose: t=22

I’équation devient : 12 +6t+25=0
'=-16 5 0'=4i t'=-34+4i et t"=-3-4i

(1)x*—y*=-3
ct=3+die 2t =—3+4i @ {(2) X +y =5 (en posant z=x+y)
(3)2xy=4

(1)+(2)=>2x2=2=>x3=]=>x=1 1
Pour x=1|"éq (3) donne y=2=>2=1+2i et Pour x=-1I'éq (3) donne y=-2=z=-1-2i

st=T3-dic=S-d4ice=>01-2) oz=1-2iouz=-1+2i

Sc ={1+2i; -1-2i;1-2i; -1+ 2i}
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2. 7 +47°-77=0

A'=81-0'=9

Onpose: t=2z> Onaura:t’+4t-77=0
t'=—1lett"=7

vtz =T z==Touz=J7
vt=-lle 2 =-11o z=ifll ou 7 =—iV11

SC={—ﬁ;ﬁ;—iJﬁ;iJﬁ}

3, (E):22=1z2
« 0 est une solution de (E).

» Déterminons les solutions non nulles de (E).

Onpose z=re? ;r>0

. 4 r=1
(E) & (ré®) =re” o r'e™ =re™ & r'e =1e & | =1 S kx
66 =2kr, ke Z 0=—3—,keZ

Les solutions sont :

Z 1 A3 i~ A3 .
Z,=1;z=1e? =~i+z—2— ; z, =1 ———2—+z—2— ; 2, =le” =-1
YL S G R S L)

4 2 2 77 2 2
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EX 12PAGE31:
posons P(2) =7 -8z +247-32; (EYye= P(2)=0

1) p(4) =4°—-8x4> + 24x4-32=0 ¢ou 3y = 4 est une solution de (E).
2) « Factorisons P(z).

p(2)=(z-4)(Z" +bz+c)
P()=2+(b-D7" +(c—4b)z—4c

b~4=-8
b=-4
\dentifions On aura : ¢ ~40 =24 & c=8
—4c=-32

vou P(2) =(z—4)(z> —4z+8)

e P()=0= 7-4=00u z*-47+8=0 (A'=-4—>0"'=20)
Sz=4o0ou =242 ou z7=2-2i

Se ={4;2+2i;2—2i}

3. zy=d=de® ;7 =2(1+)=22e" et z,=z7 =242 ¢
EX 13PAGE 31 :
soit P(2) =2 —(3+4i)z* —4(1-3i)z+12 ; (E) & P(2)=0

1. Onpose Z =, X € IR

P(0)=0 =0’ -(3+4i)o’ —4(1-3i)or+12=0
(0P 302 —dar+12) Hi( AP +120) =0 {a’ —30P—4a+12=0 (1)
~40f +120=0 2)

2 ea-4o+12)=0=a=00ua=3
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Vérifions dans (1) pour & = 3.
(3)3 - 3(3)2 —43+12=27-27-12+ 12=0 D’oul 3 est une solution réelle de(E).

2) 3estune solution de E=

P(z)=(z-3)[ 2" +bz +c]
P(2)=2+bB-3)7"+(c—3b)z-3c
Identifions

b—3=—(3+4i) .
. =4l
Onaura: C—3b=—4(1—31)<=>{c=_4 D’ox‘J:P(Z)=(Z—3)[Zz‘4i2—4]
-3c=12

(E) & (z-3)( —4iz—4) =0 z7=30u 7' —diz-4=0z7=30u(z-2) =0 z=30u z=2i

Se ={3;2}.
EX 14 PAGE32:

(E): 72 =2+11i
1)
2+0)° =22 +32%+3231)" +i° =8+12i—-6—i=2+11i

Dol Z, =2+1I est solution de (E)
) (B) & 22 =Q+11)=0 s f(2)=2"—(2+11i)

. f(z)=[z—(2+i)].[z2+bz+c]
ona: f(2+D)=0 pop f@) =2 +B-2-D) +[c-bQ2+D]z—c(2+i)
b_z—i=.0 {b=2+i
c—b(2+i)=0 &

Identifions ON AURA c=3+4i
—c(2+1)=-2+11i) '

148



Equations a coefficients complexes CMS CH 2 TOMEI

Onaura:

Dou: f(Z)=[z—(2+i)].[z2+(2+i)z+3+4i:|
(Eyo z=2+iouz’ +(2+i)z+3+4i=0
(«/5—2)—i(1+2\/§) t "=—(2+J§)+i(2ﬁ—1)

2 2

(J§—2)—i(1+2¢§);—(2+«@)+i(2\/§—1)

2 2

A=-33+4))=5=i32+i) z'=

Sc =142+i;

EX 15 PAGE32:

1. a=§ +i (— \/2—5) = cos (- g) + i.sin (— g) = e"ig
B = 3+—;/§ =43 (—? +i2)=V3. (cos (g) +i.sin (g)) =3.e's

2. a.22-2z+1-e%9=0  A’=1-1+e29=¢20— 5=¢0 = z=1+e!® oy z=1-€!f

2, =1-e% z, =1+e'?
4 8 A T .0 e r
) ) ) 2 2 2 Y R A . 0. 2D
z=1-e’=e"-e’=¢2|e 2—¢2? |=2sin(=)e 2.2 =2sin(—)e 2 ?
2 2
[ -
., 0
b. ——Zzsm(z)

o _ w0, o 2 -2 & 4 f%
Z,=l+e" =e"+e" =e?|e 2 +e? =2COS(E)6

%f_—J
8
2 —
cos( 3 )

EX 16 PAGE32:
1) (E) :z22+(1-2i)z-2i=0  a-b+c=0= z=-1 ou z=2i Sc={-1;2i}

2) Ey : 224(1-2e®2-2e®=0  a-bt+c=0=> z;=-1 et z,=2e° Sc={-1;2e"
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1.
2,

-1+2¢%0
Z| =

=-0,5+¢"  =7Z+05=¢"
Z=-0,5+¢® I'ensemblie des points | Forsque 8 varie dans [0 ;21 est le cercle de rayon 1

Et de centre le point B d’affixe -0,5
Le point A d’affixe -1 ;donc les points O et A sont sur I'axe des abscisses
Pour que le point | soit aussi sur I'axe des abscisses il faut que Im(z=-0,5+e") =0

=sin(0)=0 =06=0 ou 6= (car 8€[0 ;2n[ )

EX 17 PAGE32:
22-27+1+a%=0(z-1)*-(ia)*>=0z-1=ia ou z-1=-iaez=1+ia ou z=1-ia Sc={1+ia;l-ia}
a/ O,A et B alignées ssi 24 réel SSI—— réel ssi j1gztia réel

ZB 1+az—ia,

ssi (L—ay+iay).(1+a,+iaq)réel ssi (1—ay)a; +ay(1+a;)=0
ssi 2a;=0 ssi a;=0

e =1 . Zy . .. . 1+ia ..
b/ OA et OB sont orthogonaux ssi — imaginaire ssi -— imaginaire
5 _
. 1—ax+iay . — . , . . .
ssi Taz—ﬁl imaginaire ssi (1 —ay; +ia,).(1+ a, + ia;) imaginaire
27U

ssi (1~a)(1+a,)— a1a;=0 ssi a;?+a?=1ssilal=1

) . ) F (L S £ x iZ
a/ 1+e”‘:e‘°+e"‘=e2[e 24e? =2cos(5)e2

~——
X
2cos(5)

T N X, i
1-e" =" —e"=¢e?.le 2—¢? =—2zsm(§-).e2

;._W_J
—2isin(§)
b/
g, 15)
l+ia=1+ie" =1+e ZCos(—— —)

l-ia=1-ie” =1~ el(mzj = 2isin(Z+ —)e G
2 4

¢/ onaa=e%=al =1 donc OA et OB sont orthogonaux =-OAB est rectangle en O
pour que OAB soit isocele en O il faut et il suffit que OA=0B
. . a 2 . a T ¥ T (74 T T
ol +ial =1~ zal@lcos (5+Z)| = |sm (E+Z)| (—; <a<s-o 0< E+Z<5)
3

a T
S-—+-=- & g=0=a=1
2 4 4

Conclusion : pour que OAB soit un triangle rectangle et isocele en O il faut que a=1
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EX 18 PAGE32:

z+£=4cos(€) & 728 —4cos(8)z+4=0
z

A'=4cos’(8)— 4 =4(cos*(8) —1) =—4sin’*(8) = (2isin(¢9))2 = ¢'=2isin(6)
= z=2co0s(0) +2isin(@) ou z =2 cos(6) —2i sin(Q)

2. 2cos(8)+2isin(@)=2e"
2cos(8) —2isin(8) = 2cos(H) + 2isin(f) = 2¢™

, — - 4 4 -2 - A2
wréel @ w=w& 1+==z74+— 2.7 +4z7=7"z+4zet 70
z z

<=>ZE-(E—Z)+4(Z—E)=O<=>(Z—Z)<4—ZZ)=O
@z=2 ou zz=4<:>zre’el 0u|z|=2

Me (0?) privéede O ou M € cercledecentre Oet derayon?2

E=¢(0;2)U(05i)\{0)

N\

[T ——
m
T
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4. a/ voir figure
b/ A et C sont deux points du cercle de centre O et de rayon 2 donc appartiennent a E
B est un point de I'axe des abscisses donc appartient a £

2, tze 2% +2e7

c/ 5 5 =2cos() = @—;—Z—E— donc OABC est un parallélog ramme (1)
0A=0C=2  (2)
(1) et(2) = OABC estunlosange
d/
OABC estuncarrée ssi|~<—4 =1
Zp— %o
| ZHSON_ 1 oy cos(g) = £sin(8)
4cos(6)
ssi @ =X (Be }O;Zz’{)
4 2
EX 19 PAGE33
1. a/ (e“g - i)2 =% _2je" +i* =—14€*% —2ie"”
b/

2 =2ig+2ie® =¥ =0 A'=—1-2ie” +&¥* = (" ~i) = 5= i
=it ~i=e® et 7"=i-e®+i=2i-e% S, ={ei'9;2i—ei3}
2. a/{; estle cercle trigonométrique (de centre O et de rayon 1)
Zy "'ZM2 e’ +2i-¢"

b/ 7z, = ! =
! 2 2
¢/ {, estle cercle de centre le point A d’affixe 2i etde rayon1.
3. a/

MM, =[pi—e —e =afi-e] =4 main -4

7 6
2isin(———
(4 2)

= 8x(1—cos(%—t9)) =8.(1—sin )

b/ MM, est max imale poursin(@) =—1;0r 8¢ [0;27] = 0 = _3575
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EX 20 PAGE33
L

Z+iN3z-i=0 A=-3+4i=(1+2i) > &=1+2i

—i3-1-2i 1 .. 3 —iB+1+2i
p= 2T TA a4 YDy o =TT
2 2 2 2

B

1 3
—+i(l——
> i( 2)
1L

1. a/
(cos¢9+i)2=c0329+2icost9—1=—(1—00526?)+2icos9=—sin29+2icos9

b/
(E):z* +(2isin@)z—2icos@=0 A'=(isind)’ +2icosd=—sin’ 6+ 2ic056’=(cos€+z’)2

z=—isin@—(cos@+i)=—cosO—i(1+sinf) ou z=—isinf+(cosf+i)=cos@+i(1-sinH)

2. a/

.o .23 —Z . cos@—i.sinf i
A,Bet C alignées ssi—2—*-estunréel < — estunréel
Ze— 2, —cos@—i.(sin@+2)

& (cos@—1i.sinB)(—cosO+i.(sin@+2))estunréel
&> (cos @) (sin@+2)+(sin8)(cos §) =0

< (c0s8)(2+25in(0)) =0 < cos 8 =0 ou sin(@)=-1< 0= %(carﬁe [0,—72{D
b/

Bet C appartiennent auncercledecentre O Ssi |Z,|=|Z.| & 'e""’ +i ‘ = ‘—e"e —i '

& \Jcos? () + (1=sin(6))* =+/cos’(8) + (1 +sin(6))’
& sin(@) =0 & 8 =0(carfe [o;%]

Lerayondececercle est ]ZB| = |1 + il =2
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EX 21 PAGE33

(E):27 —2(1+i)z+%+i=0 A'=(1+i) =1-2i=-1=&'=i

I+i—-i 1 I+i+i 1 . 11 .
z= =— ou z= =—=+i Sc=9=;=+i
2 2 2 2 2°2

2. a/
E,:2z —(1+2cos(6)+2i)z+cos() +i=0
un nombre réel ¢ est une solution ssi 20 ~ (1 +2cos(6)+2i ) a+cos(@)+i=0
ssi20* —a—2cos(@)a—2io+cos(8)+i=0
ssi (20" = (1+2cos())a +cos(8) ) +i(—2a+1) =0

|20+1=0
SSI oS =—
200 —(1+2cos(@))ax +cos(8) =0 2

. 1 S
Conclusion:a = 5 est une solution réelle de E,,.

c 1

1 n n

cos(f) +i
2.3 =E—= - =

= z"=cos(#)+i
a 2 2

L'orsque 6 var ie dans {O; %} ;cos @ variedans|0;1] et doncl' ensemble

Edes points M est le segment de droite[ BC|avec z, =i et 7o =1+i

A

Bl C

c/

2
AM = = \/(cos(ﬁ) —%) +1 = AM est minimale pour cos(8) = %:> 6 =§

1
cos(@)y——+1i
(0) 5

Conclusion : AM est min imale pour 6 = %
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EX 22 PAGE33

2kr km

=l z=e * =¢? ke{0,1,2,3} S.= {e ez,e ez} {1,i,-1,-i}

N .k
(—z ’,) =1oi=¢? ke{0,1,2,3} d'aprés a)
Z+1 Z+1
* z—i ; : *Z—i . .. R R
~—— =1 impossible - =i z-i=iz-1& (1-)=-1+ie z=-1
Z+1 zZ+1

z—i . . z—i . . .
=]l z~i=—z~i= =0 *—=-ioz-i=-iz+1o z(1+))=1+i z=1
zZ+1 Z+1

S¢ ={-1,0,1}

EX 23 PAGE33

3 7 2kx

2= 4\/5(_1+i) =8¢ ¢ ©z=2¢% * avecke {0,1,2}

1.
Sc =42 cos£+isin”) 2 cosl—lzﬂsnlmjﬂ cos1—9—+zsin19—”
4 4 12 12 12 12

2.

B, 1 \B

1
Les racines cubiques del'unité sont :1, j=——+i— et j* =———i—
2 2 2 2

V2 +i2 é tan tune racine cubique de 42 2(—1+i) = Lesracines cubiques ded 2 2(—1+i)sont:

\/E+l\/_ («/—ﬂ\/_) \/_ \/— —\/-+\/— (\/—_H\/—) \/—+\/— ~\/§—\/g

2
3.
A T
(Vi3 =2 V28 % 5 o
1z —f—J_ r 2+J6 llr 246 . m —2+6
0S8 = —>COS—= et sin = =>sSin—=———
12 4 2 4 12 4 12 4
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EX 24 PAGE 33 :

l.72'+2k7[
¢ . z+2k7
P=-l=e"=z=¢ ¢ ke{0;1,2;3;4;5}
T ¥ S r 3z Az
I— 1~ I— — 11— I/
Sc=<ee?;eie®ie?ie °,

ol s iz i Pl LLs
XHl=x—-e®|lx—e ¢ || x—e?||x—€e? ||x-eb ||x—ef

Z i P sram
x%—x(eS+e 6 )+l X=x(e2+e 2 )+l xP-x(e 6 +e 6 )+l

= (xz -2 cos(lg—)x + lj (xz’ — 2005(12{)x + lj (xz -2 cos(§—67£)x + 1}

(x2 —-\/§x+1)(x2 +1)(x2 +«/§x+1)

156
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QCM :
1) uv=-2
2) ﬁ/\?é est normal au plan (ABC)
5[5 70]-[pin ]
4) a) ABAAC=ABAAD
b) ACAEG=0

c) AC.FH =0

4 Vet
6

Vrai-Faux :
1) (vrai)

en effet : la droite (AD) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (ABC) donc elle est
perpendiculaire a ce plan

2) (faux)
sil et nesont pas coliéaires alors (ii,V,i AV) est une base
3) a)(vrai)
UAV LV or unv=v dot vV Lv=>V=0
b) (faux)

contre exemple : si par exemple # =0 , .V ={.W pour tout vecteur V et w

c) (faux)

BAV=AAWS UAV-dAw=0i(-w)=0
& il et V—w sont colinéaires

ou bien : (voir QCM}

4) a) EAZE=EAZB mais Xé#ﬁ




Produit scalaire-Produit vect.. CMS Ch 3 Tome ll

EX1:

dans le repére orthonormé (A,ZE,A—D,HZ) ona:

A(0,0,0}; F(1,0,1) ; H(0,1,1) ; E(0,0,1); B(1,0,0);C(1,1,0) et G(1,1,1)

1 ~1

* AG|1| : FH|1 |= AG.FH=-1+1+0=0
1 0
1 1

x AG|1| ; HC|0 |=AG.HC=140-1=0
1 -1
1 0

« EG|1| : GB|-1|=EG.GB=0-1+0=-1
0 -1
1 1

* AB|0| ; HB|-1|=AB. HB=1+0+0=1
0 -1

EX2:
el « T 1
1) * AB.AD=“AB“.“AD".COSBAD=1><1><cos—3—=5
° demémeA—B.A_ézé
2) zﬁ.azs=zﬁ.@+m=z§.<A—‘D_A—5)=Z§.m_7azz~=%_%=o

3) AB.CD = 0 d’ou les droites (AB) et (CD) sont orthogonales
¢ de méme on pourra montrer que (AC) et (BD) sont orthogonales
e aussi pour les droites (AD) et (BC)

| 158 |
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EX3:

- 7 =12 =2 .o -
a) * G+iok-H=[e] |7 =1-1=0  @ou G+B)LKE-J)
e (j+k)i=ji+ki=0+0=0 dot (j+k) L7
o (k-Ni=ki-ji=0-0=0 dou i L(k~J)
d’ou le repere (0,}+l€,l€—f,f) est orthogonal

b) G-D.(G-k)=ij—-Tk-]j+k=0-0-[F[ +0=-120

d’ou le repere (0,7 — j, j —~k,k —1) n’est pas orthogonal

EX4 :

1) BCABA=(BA+AC)ABA=BAABA+AC ABA=0+AC A(-AB)
=—(AC AAB)=AB A AC

2) CAANCB=CAA(CA+AB)=CAACA+CAAAB=0+(-AC)AAB
=—(ACAAB)=ABAAC

3) *gaAB_z.4=A_éAA_C.:>HB_C.AE4”=”Z§AA_C”
= BCxBAxsin B= ABx AC xsin A

= BC.sinB= AC.sin A
AC BC

> —F=—x
sinB sinA

+ TAnCl = ABAAC |GAACB|=|AB A Ac]

(1)

= ACXBCxsin C = ABx ACxsin A

:>BC.siné=AB.sinA
AB BC
D——F=—-= )
sinC sinA
AB AC BC

H+2)=> = ———x= —%
sinC sinB sinA
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EX5 :
0 1
a) u|l et V|1
-2 ~1
I | 1 0 1. (0 1 - S
UAV = - j+ k dol uAv=i-2j—k
2 -1 2 -1 1 1
1 1
b) u|-2|et v|0
0 1
-2
AAV|-1| dou @Av=2i-]+2k
2

1
~4
_.2 -
c) u et v| —
AR
1
2

=y
>
<
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EX6:
onsaitque: i A -'=I€; jME:Z etEA7=] car (0,7,},
dou:
N
- kai=]

in]=—GA))=-k
Q) A(=3k)=—6(] nk)=-6

2 3
EX7:ull | et w —4
1 -2
1) GW=6+(—4)+(-2)=0 d'ou & LW
a
2) soit V| b
c
1 b
=3
1 ¢
c-b=3
- . - 2 a
UAV=W cn—,l =-4 S<a2c=4
¢ b-a=-2
2 a
=-2
\|1 b
2
d’ot V| 0 | convient
3
a
a
3) soit V| b | daprés2)° v —1+% et uv=1
c
24—

Ch 3 Tome Il

E) est orthonormé direct

pour a=2 onaura: b=0 etc=3

0

d'ou 2a+(—1+%)+(2+%):1(:)3a=0(:)a=0 dou 7| -1

2

161};
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EX8:

ld]=1 5 [F|=4 : 09=2 ; $=2dAV-3V

* 1L.W=11 (20 A V-3V)=2.(T A ¥)-30.9=0-31.9=-6 (i.(G A V)=0 car G L (@A)

* 9.W=2V.(1 A 9)-39.9=0-3||V|" = -3(4)* =48

* %] = (20 A 9-39) =4]d AT +97|]" -12G A V). 5=4]i A V[ +9(4)*-0=144+4]i

or

G
=5

.5 = ][] cos(@,7) = 2 = 1x 4 cos(@, 7) => cos(@,v) =% = féin(@,)

17 =l in 9| 142 =245

dob |w| =144+4(2\3)* =192 = |w|=+192 =843

EX9:
l@f=[F=1 ; GLv; WAv=i-w
D) *V L(WAV) = V.@W)=0=> V.0V.w=0 = 7.%=0 (carV.u=0)=>% LV

* on a: T=w+W AV = ] =|%+5 A" & 1=]F] +|% A +26.(5 A T)

& =W +w AT or [ A7]=]w] ||

sin(\:N}/)‘ (W L 9= sin(w,v) =1)

dot [ A ¥]=[¥].[¥|=|%] on aura done :1=|w|"+|w[" =2%[

V2

- 1 -
=%’ =3 :>1|W||=7

on a: (Lk,t Ak):R.o.n direct

—

2) en général, lorsque : uf”:“l_i”:l ett Lk

etonaaussi:kA(TAk)=t; TAk)AT=k

ona:wLv,[v|=1]w%| =%d'of1 (V2%.9.42(% A ¥)) est un repere orthonormé direct

= VAV2(F ATV)=2F = VAW AV)=W

a = W=V A ([@-W) = V=P ATV AW
et comme | W A V=u-w

= W=V AT+W AV = W=-U A V+HU-W) = 2W=T-UAV = W=

-2
NG|

161@7]
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EX10:
on sait que lorsque i et V ne sont pas colinéaires, le vecteur i AV est orthogonal a eta v
1 -2 -7 -7
a) uj2| et v|3 unv| -7 w| =7 | convient
3 1 donc
2 0 2 1
b) €|l et v|-1 UAV|—6 w| —3 | convient
-1 3 ~“/ donc -1
1+2 -1 0
o i|—2 |et¥|2-v2 |in¥|O
1-2 3-242 0

et Vv sont colinéaires, il suffit donc de choisir un vecteur w orthogonal a i

a
soit W| b =0 (1+v2)a—bV2 +(1-+2)c=0
c
1
pour a=1 et c=1,onaura b=«/§ d'oll w \/5 convient
1
1 0 -1
EX11:ul-1| ; V|1 ;w0
0 -1 1
1 1
a) dAV|1| dou (EAV)Aw| -2
1 1
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EX12:
1 -2 2 -5
1)@0 ;X(jl ,AD—I;A_EZ
-1 1 -1 3
1 -1
ABAAC|1 et AD A AE| -1
1 -1

ADAA =—(EAR> , d’oll E/\E et AD A AE sont colinéaires.

2) ABAAC est un vecteur normal a chacun des plans (ABC) et (ADE) ,

d’ou ils sont paraliéles
or Ae (ABC)N(ADE),ils sont donc confondus , par suite les points A,B,C,D et E

sont coplanaires

EX13:
. _[mae
(A(BC) T BC

a) A(1,1,1); B(-1,0,1) ;C(0,0,1)

2 M = %] [ABaBC
AB| -1} ; BC|0| ABABC|O0 d= =I=1
0 0 1 Bc

___________




Produit scalaire-Produit vect.. CMS Ch3Tome Il

b) A('1,2,0); B('1,5,0) ;C('317I'3)

B g O e IR [ABABC| 3yi3
AB|3| ; BC|2 ABABC| 0 d= =\/1—
0 3 6 BC 7
c) A(1-1,2); B(1,0,1) ;C(0,1,2)
) (M [P ”ABABC J6
AB|1 | ; BC|1 | ABABC|1 =2 =2
BC| 3
-1 1 1
EX14:
a) A(0,3,-2); M(1-2t,3+2t, -1-t)
AM = (-2 + 2t +(1—1)? =9 —61+2
b) AM =.(3t-1)°+1 AM est minimale pour t=—;-
3.(3t-1)
ou bien, onpose: f(t)=+9t> —6t+2 f(t)—————
= N T )
t oo 1 o
A +
f(t) - b +
f(t) +°°\ 400
1 /
111 -4
c) soit H: le projeté orthogonal de A sur D H(g ?7) (t=->)
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1 3 0
EX15:  AB|1 [;AC|0 |;AD|3
-3 -3 -3
_3 .
1.det(AB, AC,AD)=(ABAAC).AD orABAAC| -6 |=> det(AB,AC,AD)=-9%0
-3

= Les vecteurs TB,R etXB ne sont pas coplanaires et par suite les points A,B,C et D ne

sont pas coplanaires.

1l — ——=.-= 1 3
2. V==((ABAAC)AD|=—.|-9=— (uy
Al AD|=2]-9|=> )
3.a)
-3
CD|3 AC = AD =CD =32 = ACD est équilatéral
0
b) Soit @ I'aire du triangle ACD
V= BH.@ = BH =§—'K orona:V =§et@ =1”A—C/\—A—5“=9~\/——-3—
@ 2 2 2
3
3.
o2 _1_\3
SR
2
EX16: O=A*G=B*H=C*E=D*F H
G
I=A*B ; J=A*F=B*E ; K=A*C=B*D
E F
1) On rapporte 'éspace au R.O.N (A,E,XB,E) 5
A(0,0,0) ;B(1,0,0) ;D(0,1,0) ;E(0,0,1) ;G(1,1,1) ;C(1,1,0) i
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1 11

= 1,000,050, 2356, 0,5) etk(3,2,0)

0

AT 0 | IK = 10=1J +1K = 10,1J et IK sont coplanaires
1
2

0
1
2
1
2

et par suite les points O,1,J et K sont coplanaires

2)
10=1J + IK = OKIJ estun parallelog ramme
IJ=IK =-;— = OKlJ estuncarré
JIK=0=>1 LIK
3)
1 1
e o — L 4 . 2
V=§|(IJA1K).IB] orTialK| 0 | et IB|O
0 0
2V=l.—l =i (uy)
31 8 24
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EX17:

1) * KI=%A—D=%B_C=B_J‘ = AI=BJ d'od ABII estun parallélogramme (1)

* ﬁ:%ﬁ:%ﬁ{ = —%EE’ =LH dob ALHI est un parallélogramme (2)

* m=m+ﬁG+G—K=-§ﬁ+ﬁ+%—G¥=H_G'=KE d'ot ABKL est un parallélogramme (3)

(1)+(2)+(3) = ABKLIJGH est un parallélepipede

1
2) a/ A(0,0,0):B(1,0,0)= AB| 0
0

0
A0,0,0) ; D(0,1,0) = AD|1 | or Al=
0

)
1D = Al
3 3
0
0
AL=AB+EL=AE+~EH=AE+~AD = ~AD +AE doi AL| %
3 3 3 3
1

o L

3

0 0
10 0 11
AB A Al - = ABAAI| 0 |= (AB A AI).AL=0+0+ ==~
0 0 | 3 3

1 0 3
o L
3

d'ou Vzé unité de volume
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EX18:
K=A*H =D*E

J=B*G=C*F

1) D(0,0,0); €(1,0,0); H(0,1,0) ;A(0,0,1)

B(1,0,1); G(1,1,0) ;E(0,1,1) ;F(1,1,)

et CB

*DB| 0| et DC

1

5

0

2) *DB| 0 |er AH| 1

1

11
3) J(=.=
) J0Z)

1

*AB| 0 |et AT

0

-1

et FG| 0

0

= ABAAJ

= DBAAH|1
1

| == D

CMS

0

= FEAFG|-1|= FEAFG=-DH = FB

0
0

CB|-1|= DC ACB=-DH = HD

0
0

DC|1 |=DBADC=DH

0

= DBADC =CE

= DB ADC =DK

Ch3 Tomell
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Ex19:
I=E*F ,K=A*H=D*E

1) a)

4(0,0,0) ;B(1,0,0); G(L, 1,1);K(0,%,%) ;1(-;—,0,1)

! 1 1
2| |2 1
IG|1 |14 0 | BK| -
0 -1 1
2
-1
IGATA|~ |=BK
2
!
2
aire(IGA) = 1“2;?]] _6 (u.a)
b) 2 4
2)
1
|2
1B 0
-1

v =216 A1) 18| LB TB|~ -3 +0-
6 6 2

6

Ch3 Tome ll

(uwy)
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aQcm
1) a) S a pour centre I1(0,5 :0,5 :0,5)
V5
et pour rayon EY
b) SNP=0
2)a) BCH):x+z-1=0
b)La droite (HC)

c¢) La droite passant par le centre du
carré ABCD et parallele a (AE)

VRAI-FAUX

1 1
1) Vrai en effetﬁ(—z> et N’ (1)
1 1

sont des vecteurs normaux
respectives des deux plans et
NN=1-2+1=0

2) Vrai en effet U est un vecteur
normal 2 P et AB  AC est aussi
un vecteur normal a P ;par suite U
et AB * AC sont colinéaires.

3) Faux
S de centre le point O et de rayon
R=l et P:x—=0

ol _ 1

D(O,P)=—7—i— > <R

est un cercle de rayon :
r= |12 — (3) 2. B3

2 2
4) Vrai S est de centre 1(1,1,1)
et de rayon R=1.
P;:x=0;P;:y=0;P;:z=0

D(LP,) = D(1,P,) = D(I,P5) =1=R
D’ou S est tangente a chacun des
plans P; ;P; et P3

douSNP

CMS

CH 4 TOME 2

EX1:

-2
a/ A(1,-2,3); B(-1,0,1) ;ﬁ( 2 )

-2
x=1-2a
Dou (AB) iy =—-2+2a; a €IR
z=3-2a

0
b/ A(Z%,O) :B(2,-2,1) ;4B (—5,5)
1
x=2

D’ou (AB) :{y =—-2-55a; a€lR

z=1+4+a«a

1
¢/ A(0,0,1) ; B(-1,-1,-1) ;BA (1)

2
x=t
D'ou(AB):y y=t ; te€lIR
z=1+2t
EX2:

1\ /2
fi( 1 )et u (-—2) sont deux
-1 2

vecteurs directeurs respectifs de D et
D’ et sont colinéaires (il est clair
que u' = —21U ) ; par suite les
droites D et D’ sont paralléles.
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EX3: x=t
x =442t y=0 .
a/ A:{y=—5—3a t€IR =0 S5t
z=8+t¢t 2t+ 3x0-5x0—-20=0
P :x+y+z-5=0 x=10;y=0; z=0

Conclusion : PN(0,7)={A(10,0,0)}
b/ (O,] ) a pour représentation

2
u (——3) :vecteur directeur de A
1

1
N (1) :vecteur normal a P

x=0
1 paramétrique : {y =t telR
iN=2-3+1=0=ULN z=0
M(x,y,2)ePN(O,7 ) ssi
Par suite A et P sont paralleles (x.y2)ePN( (; ) ssl
( X =
A(4,-5,8) un point de A et y=t .
. 9 =0 $S1
n’appartient pas a P z=
. . \2x+ 3y—5z2—20=0
Conclusion : A et P sont strictement ; x=0
~ . — t
parallellges ;1= : i
b/ U (0) :vecteur directeur de A 12><0 + 3t—5x0-20=0
2 =0 v=20.
2 x=0; y= 35 z=0
N (—3) :vecteur normal a P 20
4 Conclusion : PN(0,7)={B(0,%",0)}
i.N=10+0+8=18=0 .
=1 et N ne sont pas orthogonaux c/ j’/\i’< 0 ) = (0;]*)
Par suite A et P sont sécantes. -1 )
a pour représentation
x=0
EX4: paramétrique : { y = 0 teIR
a/ P :2x+ 3y-5z-20=0 z=—t
(O,7) a pour représentation M(X,y,2)ePN(O, J ) ssi
xX=t
paramétrique : 4y = 0  teIR x _ 0
y=0 .
z=0 ;= —t ssi
M(x,y,2)ePN(O,7) ssi 2x+ 3y —5z—20=0
x=1t
y=0 :
7 =0 ssi

2x+ 3y—-5z2—-20=0
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x=0
y=0 .
7= —t ssi
2x0+ 3x04+5t—-20=0
x=0;y=0; z=4

Conclusion : PN(O, j*1)={C (0,0, —4)}

EX5:

1) B(2,0,0) :D(0,1,0) et H(0,1,1)
1
=1(1 ;0,5 ;0) et HI (—0,5)
—1
x=t
Par suite (HI) :{y = 1 — ;t . telR
z=1-t

2) D(0,1,0) ,E(0,0,1) et G(2,1,1)

(0N /2
DE —1) et DG (0):>
1 1

-1
DE DG < 2 ) est un vecteur
2
normal au plan (DEG).

X
M (y) € (DEG)ssiDM.(DE ~DG)=0
VA

Ssi —x+2y+2z-2=0
Conclusion  (DEG) : —x+2y+22-2=0

3) Les points H,D,E et G ne sont
pas coplanaires =HZ(DEG)

= (HI)¢ (DEG) (H

Soit J le milieu de [HIl=JG,2,2)

CMS

CH 4 TOME 2

~—2x3- 22+ 2 = 0=Je(DEG) (2)

1) et (2) =HDNDEG)={J}

Ex6:

1\ _/0
1) o (?—f)(—1); k(o)
0 1

-1
@T-DNk (—1) est un vecteur
0
normal au plan P.

A(-1,-2,-3)

x
M (y) € P ssiAM. (({ — ))"k)=0
z

Ssi —(x+1)-(y+2)+0=0

ssi -x-y-3=0
Conclusion P: x+y+3=0
1 (1
b @+ (1) ; T+k|0O
0 1

1
T+ NE+ k) <—1) est un
-1
vecteur normal au plan Q.

X
M (y) € Q ssiAM.[(T + D@ + k)]=0

z
Ssi X—-y-z-4=0
Conclusion Q: x-yz-4=0
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0 1
@ @p(0): 7%(o)
1 0

0
ENAGR) (1
0
normal au plan R.

j*k
) est un vecteur

X
M (y) € P ssiAM. G")MGMk)=0

z
Ssi y+2=0
Conclusion R: y+2=0
2) 00,000 P: x+y+3=0
3 _ 3
d(o P)— =5
4
a0 -,Q>=— ==
d(O; R)—'—z—' =2
Ex7:
1) (ON):z=0
(OJK) :x=0
(OIK) :y=0
(UK) :x+y+z-1=0
1,11
2) MG;339

D(M,(O11))= D(M,(OJK))
= D(M,(OIK))=;
DM,JK}))=0
3) M¢(OI))=-0,LJ et M ne sont pas

coplanaires.

(1 _, /0
ai(o) a1 1)
0 0

CMS

CH4 TOME 2
1
0 3
m"b—j(0> . OM §
1 L
3

v =—|(01 07) 0M| = 111
6 63
EX8:

2

a/l n (—l)un vecteur normal A P =
3

P :2x-y+3z+d=0

AeP=2-0+3+d=0=d=-5

= P:2x-y+3z-5=0

X
b/M(y) €P SSi AM.7i=0
zZ
1.(x-1)-(y-2)+0=0
ssi x-y+1=0

Cclision P :x-y+1 =0

X
c/M(y) €P SSi AM.7 =0
zZ

ssi 2x-3y-4z-4=0

Cclision P : 2x-3y-4z-4=0
Ex9:
(3
a/ DLP=-N| 2 |}qui estun vecteur
0

normal a P est aussi un vecteur directeur
de la droite D. et on a A(0,0,1)eD =
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x = —-3a
Dyy=2a ; aelR

z=1

/0
b/D1P=-N| 1 | qui est un vecteur

0

normal a P est aussi un vecteur directeur
de la droite D. eton a A(1,-3,2)eD =

x=1
D:{y=-3+a ; aelR

z=2
L0
¢/ DL1P=N| 1 ] quiestun vecteur
-5

normal & P est aussi un vecteur directeur
de ladroite D. eton a A(1,5,3)eD =

x=1
D:{y=5+a ; aelR
z=3-5a

Ex10:

1) -1+5x1-5=-1=7 =A¢P
—_— — _1
2) a/AHetN| 5 |sontdeux
-1
vecteurs normaux a P donc
AH et N sont colinéaires et par suite il

existe un réel k tel que AH = k.Nce

-k
qui donneﬁ(Sk)
—k
-1
b/ZFi(yo—1> et He P
ZO—S
Xg—1=-k
Yo — 1 =5k
Yz, -5=—k

—XQ+5y0_ZO=7

CMS
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x0=1——k
Y z=5-k

—Xo +5y0 —Zy = 7
:>k=% et par suite

_19.  _ 67 127
Xo=5,3Y0=5; €l Zp ="

19 67 127
27’ 27 27

=)

Conclusion: H(=

EX11:

1) AB 2) etAC<1>
0 -1

I; —11|=1+2=3:¢O :>A_B'etZE ne sont

pas colinéaires et par suite A,B et C ne
sont pas alignées.

-2
2) AB "R( 1 ) est un vecteur
3
normal au plan (ABC).

X
M <y> € (ABC)ssiAM. (AB MAC)=0
VA

Ssi -2x+y+32-5=0
Conclusion  (ABC) : -2x+y+3z-5=0
_— — —2
3) ABMAC| 1 ) est aussi un
3
vecteur normal au plan Q =

Q : -2x+y+3z+d=0
D(0,1,2)eQ=>1+6+d=0=-d=-7

Q : -2x+y+3z-7=0



Equations de droites , de plans et de ...

_ (9 x=0
4) 0D (1) = (0OD) :{y= t ;telR

2 z =2t
M(x,y,2)e(OD)N(ABC)&=

x=0

y=t

z=2t

—-2x+y+3z—-5=0

5 5 10
:>t—; = x=0 ,y—;etz— >

Conclusion : L’intersection de la droite

(OD) avec le plan (ABC) est le point

5,10
HO:2: %)

EX12:
P: 2x-y+2z-5=0

Q :2x+2y-z-4=0

/2N /1
)N (—1)) et N' (1) sont des
2 1

vecteurs normaux respectives de P
etQ
NN =4-2-2=
0=>NLN et par suite PLQ
2) A(,2-1)

_l2—2-2-5| 7
dAP) =—F— =3

_ |24+4+1-4| 3
dAQ=—F—=5=1

3) PNQ=A etPlQ
=d%(A,A)= d%(A,P)+ d%(A,Q)

Sd(AL)=2

(2x—y+22—-5=0
4 A'{2x+2y-—z—4=0

CH4TOME 2

On pose z=t on aura

z=t (D
2x—y=5-2t (2)
(3)-(Q)=3y=-1+3t=>y=- 2 + t

. 7 1
Etparsultex—g—at

7 1 1
5) M(E—Et,-g-{-t,t)
Soit la fonction f :t—f(t)=AM?

—f(t) = (-‘;- - %t Y2 - % + £)2 +(14t)2

=f'(t)= 2 t—4

t -00 8/9 +00
(1) - 0 +

f(t)

58/9

La distance AM est minimale pour t=

8/9 = M(; 2,2,

93’9
EX13: A(0,3,2)
P :(14+m)x+y-2mz-4-3m=0
1) a/

|3+4m—4-3m| |m-1|
d(APr)=—timt3ml ___Im
Ja+m)?2+1+4m® sm2+2m+2
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B meil v
b/ d(A,Pn)= o oo 2

(m-1* 1
Tsmi+2m+2 2

<2.(m-1)? =5m2+2m+2

S3m2+6m=0 ©m=0oum = -2

=1-2t
2) Dyy=3+4+2t ;telR
z==-1—-t

(1+m)(1-26)+(3+2t)-2m(-1-t)-4-3m=

1-2t+m-2mt+3+2t+2m+2mt-4-3m=0
=D C Py, ; pour tout réel m

EX 14 :

U

D) ﬁ}; (2) vecteur normal a P

2

(3

No{ O | vecteur normal a Q
—~4

I; g =-6= 0:>ﬁ,; et Fé ne sont pas

colinéaires =P et Q sont secants.

2) Soit E I’ensemble des points
équidistant de P et Q

*M(x,y,2)eE&dM,P)=dM,Q)
|x+2y+2z-1| _|3x-4z|
V9 T V2s
©25(x+2y+22-1)2=9(3x-42)*
5x + 10y + 10z -5 =9x — 12z
s ou
5x+10y + 10z —-5=12z - 9x

CH4 TOME 2

4x — 10y —22z+5=0
ou
14x+ 10y —2z—-5=0

&

oS

MeplanF:4x — 10y — 22z 4+ 5 =0

ou

MeplanH:14x+ 10y —2z—-5=0
Donc E=FUH

4
m (-—10) vecteur normal a F
-22

14

ﬁ; ( 10) vecteur normal a H
-2

Nr . Ny =56-100+44=0=F 1 H

*Soit A=PNQ tout point de A est
équidistant de P et Q (d=0)=ACE

CONCLUSION : I’ensemble des
points équidistants de P et Q est la
réunion de deux plans :

Fi4x - 10y —22z+5=0et
H:14x+ 10y —2z—-5=0

Qui sont perpendiculaires et
contenants la droite A .

EX15: A(1,2-1);B(2,1,1)

1) Q passe par A et de vecteur normal
1
AB (-1)
2
M(x,y,z)eQe>AM. AB=0
S x-1)x1+(y-2) x(-1)+(z+1)x2=0
S x-y+2z+ 3=0

Cclusion Q:x-y+2z+ 3=0

17}]
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2) P :ix+y+m-3=0

1
a/ N (1) vecteur normal a P
0

ABN=1-1+0=0 =ABLN

Par suite (AB) // Py,
b/ Ae Py ©1+2+m-3=0m=0

(AB) C Py, ssim=0

—_— —

¢/ Q de vecteur normal AB et AB L
=QLPy, pour tout m € IR
3) ABB’A’ carré ssi AA’=AB
Ssi d(A,Py)=AB

[1+2+m-3| -
™% - V6

o|m| =2V3
e m=2V3 ou m=-2V3

N

Ex16:

A(a,0,0) B(0,b,0) C(0,0,c)

-a - [-a

1) a) AB|b | ; AC|0
0 c
be

ABAAC| ac | est normal au plan (ABC)
ab

(ABC) : (bc).x+(ac).y+(ab).z+d=0
A(a,0,0)e (ABC) = abc+d=0 = d=-abc
d'oit (ABC):(bc).x+(ac).y+(ab).z-abc=0

CMS
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b) OH:d(O.(ABC»
OH= abc

,/(bc)z +(ac)? + (ab)?
1 (e +(@ac)+@b)y 1 1 1
OH® b BPCRN TR

:)1_1+1+1
OH? O0A? OB* 0C*?

2) a) soit A : l'aire du triangle ABC

elfmnre
2

doi : A=%J(T>e)2 +(ac)® +(ab)’

b) A, =aire(OAB) = a_2b
A, =aire(OAC) = %c_
A, = aire(OBC) = _b_zﬁ

, 1
A’ = Z[(bc)2 +(ac)’ +(ab)’ |

AP =AP+ A+ A
Ex17:

1) S : x2+y2+72-4x+2y-62=0
(x2-4x)+(y?+2y)+(z2-62)=0
(x-2)%4+(y+1)%-1+(z-3)*-9=0
(x-2+(y+1)*+(z-3)*= 14
D’ou I’ensemble S est la sphére de
centre le point 1(2,-1,3) et de rayon

V1.

2) (E) : x2+y2+22-4x+2y-62+14=0
(x2-4x)+(y*+2y)+(z%-62)=-14=
(x-22+(y+1)2+(z-3?=0
(BE)={I(2,-1,3)}
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3) (F) : xX4y+22-4x4+2y-62+16=0¢<
(x2-4x)+(y42y)+(z2-62)=-16=
(X-2)2+(y+1)?+(z-3)*= -2
(F) =0

Ex18:

(S) : x2+y?+z72+ax+by+cz+d=0
O,A,B et C appartiennent a (S)=

d=0
1+1+14+a+b+c+d=0
4+2a+d=0
1+4+4+a—-2b+2c+d=0
d=0
a+b+c+d=-3
e 2a+d= -4
a—2b+2c+d=-9

©d=0;a=-2; b=5/4 et c=-9/4

(S) :x*+y*+22-2x+5/4.y-9/4.2=0

Ex19:
1) A(1,7,-1) P :x+y+z=0
- U
(S) est de rayon R=d(A,P)= A-F

=(S) : (x-1)24(y-T)2+(z+1)? = ?

2) A0,2,3) P :x+y+z=0
- _I7243+51 _ 6
=d(AP)=—7—= ﬁ_2\/§
=(S) : xX2+(y-2)*+(z-3* = 12
2) A(5,3,1) P :3x-2y-z+7=0
3 _l15-6-1+7| _ 15
APl = 2

=(S) 1 (X-5)+(y-3)2+(z-1)2 = %5

Ex 20 :

CMS CH4 TOME 2

0
171’ ( 1 ) est un vecteur normal a P
-3

=P : y-3z+d=0

A(1,4,-5)eP=-4-3x(-5)+d=0=d=-19

Cclusion P:y-3z-19=0
Ex21:

0
1) 0A*OB (o) vecteur normal 23(OAB)

2
1

AB"AC (1) vecteur normal a(ABC)
0

(0A~OB).( AB~AC)=0+0+0=0 =

(OAB)L (ABC)

2) Désignons par P,Q et R les plans
médiateurs respectifs de [OA],[OB] et
[OC]

2
*0A (0) est un vecteur normal a P=-
0
P : 2x+d=0

I=0*A(1,0,0)eP=-2+d =0=-d=-2
P: 2x-2=0 & P: x=1
1
*OB ( 1) est un vecteur normal a Q=

0
Q: x+y+d=0

J=0*B(1/2,1/2,0)eQ=>1+d =0=>d=-1
Q:x+y-1=0

*M(x,y,z)eR<0M=0C

©xP+y?+z2=(x-1)%+(y-1)2+(z-1)?
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&2x+2y+22-3=0
R: 2x+2y+2z-3=0

3) Soit I(x,y,z) son centre =I1ePNQNR
x=1
= x+y—1=0
2x+2y+2z—-3=0
=x=1 ;y=0et z=1/2
Donc 1(1;0;%2)

Lerayonestr= IO:?

EX22:
) (S) x-1)2+(y-1)2+(z-1)?=16
(S) de centre I(1,1 1) et de rayon R=4

d(LP)= “Llj_;—l—' Z R = (S)Pest

le cercle de rayonr = ’16 - \/—

et de centre le point w(x,y ,z) le projeté

w=k.Np

orthogonal de I sur P =
wEP

1
avec m (1) vecteur normal a P

1
x=1+k%k
y=1+k 3
= s =1+k =k=-2/3

x+y+z—-1=0
=W(1/3,1/3,1/3)

CMS

(S)NP est le cercle de rayonr = JZE et
de centre le point W(1/3,1/3,1/3)

2)
(S) (x-3/2)2+(y+5/2)%+(z-1/2)2=35/4

CH 4 TOME 2

(S) de centre 1(3/2,-5/2,1/2) et de rayon

R=2E

2
d(LP s v S WS
( )_—\/1—_4__\/T_4< = (S)NP est

35 9 227
le cercle derayonr= |———= |—
4 14 28

et de centre le point w(x,y ,z) le projeté

orthogonal de I sur P @{IW = k.Np
weP

1
avec ﬁp' (2) vecteur normal a P

3
x=3/2+k
y=-5/2+2k a
= z2=1/2+3k =k=-3/14

xX+y+z—-1=0
=W(9/14 ,-41/14 ,-1/7)

(S)NP est le cercle de rayonr = ’-2;281 et
de centre le point W(9/14 ,-41/14 ,-1/7)

EX23:
3)(S) (x-1)2+(y+3/2)*+(z-1/2)*=4
(S) de centre 1(1,3/2,1/2) et de rayon
R=2

d(I,P)= {1+3+1—1{ 4

5 =3 <R = (S)NP est

20 2¢5

le cercle de rayonr = 5 =5 ¢ de

centre le point w(x,y ,z) le projeté

orthogonal de I sur P :{IW =k.Np
weEP

1
avec Np (2) vecteur normal a P
2
x=1+k
y=3/2+2k
z=1/2+2k
x+2y+2z—-1=0

=W(5/9,11/18 ,-7/18)

= =k=-4/9
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cMS

(S)NP est le cercle de rayonr = %g et
de centre le point W(5/9 ,11/18 ,-7/18 )

x=1+2a-p (1)
P y=-1+f (2)
z=1-«a 3)

(2) et B)=a=1-z et f=1+y
Remplacgons dans (1) on aura :
x= 14+2(1-z)-(1+y) = P a pour équation
cartésienne :x+y+2z-2=0
(S) (x+1)2+(y-2)%+(z-2)?=5
(S) de centre 1(-1,2,2) et de rayon R=V5
A= 6 g o (s)P
est le cercle de rayonr = g etde
centre le point w(x,y ,z) le projeté
Iw = k.m

orthogonal de I sur P =
weP

1
avec I-V:(l) vecteur normal a P
2
x=-1+k
y=2+k
z=2+42k
xX+y+2z—-2=0

=W(-3/2,1,3/2)

= =k=-1/2

(S)NP est le cercle de rayon r = g et
de centre le point W(-3/2,1,3/2)

EX 24 :

1) (S) est de centre A et Ae (ABC)=

CH4 TOME 2

(SYN(ABC) est le cercle de centre A,
de méme rayon 1 et situé dans le plan
(ABC).

2) Soit Q le plan passant par A et
perpendiculaire a(AC).
(S)NQ est le cercle de centre A,de
rayon 1 et situé€ dans le plan Q.

3) Soit P Ie plan passant par C et
perpendiculaire a(AC).

AC=V2 >R=1= (S)nQ=¢

EX 25:

— _2
)AB| 2 |;
—4

A(1,-1,2) ; B(-1,1,-2)

x=1-2¢t
(AB):{y=—-1+2t ,t EIR
z=2-4t

2) a/

-2

Zﬁ( 2 ) :vecteur normal 4 P=
-4

P :-2x+2y-4z+d=0

A(1,-1,2) eP=-2-2-8+d=0=>d=12
P: -2x+2y-4z+12=0

P : x-y+2z-6=0
b/ Q:x-y+2z +6=0
B(-1,1,-2)
-1-142 X (-2)+6=-6+6=0=-BeQ

1
N <—1) est normal a chacun des
2

plans PetQ = P/Q

3) I(a,b,c)
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a/ A:le projeté orthogonal de I sur P
= (A) LP orona(AB)LP

= (Al //(AB) et par suite [e(AB)

_ a-—1 . -2
b/AI(b+1 etAB( 2 )sont
c—2 —4

colinéaires =

-2 a—-1) _ 2 b+1)_

2 b+1‘°et|_4 c—ZI—O
=-2(b+1)-2(a-1)=0 et 2(c-2)+4(b+1)=0
= b+a=0 et c+2b=0
=b=-a et c=2a

¢/ (S) est de centre I et de rayon R=IB
(S)NP est le cercle de centre A et de

rayon 2v3
= IB2=1A2%+(2v3)?= IB2-IA%*=12

IB2-1A=12
IB?=(a+1)P4+(b-1)2+(c+2)2> =>a-b+2c=3
TA2=( a-1)2+(b+1)%+(c-2)

b=-a
d/ona c=2a
a—b+2c=3

=a=1/2 ;b=-%

I(172;-2; 1)
(S) est une sphere de centre I(1/2; -¥2 ;1)

Et de rayon R=IB=%g

= (S) : (x-1/2)%+(y+1/2)2+(z-12=27/2

et c=1

EX 26: |
A(6,0,0) ;B(0,6,0) ;C(0,0,6) D(-2,-2,-2)

CMS
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_[-6\ _, /-6
1) a/AB{ 6 |;AC}{ 0
0 6
AB NAC (36) # 0 = AB et AC ne
36

sont pas colinéaires et par suite A,B et C
ne sont pas alignées.

36
b/ AB MAC (3 6) est un vecteur normal
36
/1
aP=N (1) est un vecteur normal aP

1

=P x+y+z+d=0

AeP=6+d=0=d=-6

=P ix+y+z-6=
g _2 ) — g —
¢/ OD (—2 =0D=2.N =0D etN
-2
sont colinéaires et par suite (OD) et P
sont perpendiculaires.
x =2t
d/ (OD) :{y = -2t ;telR
z = -2t
e/ H(x,y,z)e(OD)NP =
x = -2t
y =2t
z==2t

x+y+z—-6=0
= -6t-6=0= t=-1 =H(2 ;2 ;2)

* AH=BH=CH= 2V6
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f/ (OD) est perpendiculaire a P et (OD)
passe par H : centre du cercle ¢
circonscrit au triangle ABC ; alors (OD)

est I'axe de (.
2) a/ M(x,y,2)eQ & CM= DM
S X2+y2H(z-6)? =(X+2)2+(y+2)2+(z+2)?
S4x+4y+162-24=0
Sx+y+4z-6=0
Q : x+y+4z-6=0

b/ M(x,y,2)e(OD)NQ &

x = —2t
y =—2t
z=—2t

x+y+4z—-6=0

= (-2t)+(-2t)+4(-2t)-6=0=-12t-6=0
=>t=- 1/2=> x=y=z=1

(OD)NQ={I(1,1,1)}
3/al (S) (x-1)2+(y-1)2+(z-1)2= 27

b/ IA=IB=IC=ID= 3.V/3 =

A,B,C et D appartiennent a (S)
¢/ A,B et C appartiennent 2

(S)NP=(S)NP est le cercle ¢

circonscrit au triangle ABC.
Ex 27 :
1) S : x2+y?4+72+2x-2y-2=0

& (x+1)2+(y-1)2+22=4

CMS
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=> S de centre I(-1,1,0) et de rayon R=2

2) Py :x+z+m=0

a/ Py : x+z=0

[-1+0} _ 1

d(I,Pg)= 5 5 <R = (S)NPg est le

cercle (de rayonr = f4 - % = \/g etde

centre le point w(Xx,y ,z) le projeté

orthogonal de I sur Py =}/W = k. Ny
weP
N
. avec Ny | 0 ) vecteur normal a Py
1
x=-1+k
R Y,
z=k
x+z=0

=w(-1/2;1;1/2)

1
b/ Ng (0) vecteur normal & Py
1

/1y (/0
a-b(o0) 11}
-1/ \o

Ny . (T — k)=140-1=0=>T — k est un
(1)

vecteur de Pg.

N, . J =0+0+0=0 =>Jest un vecteur de Py,
()

@ —k) .7 =0+0+0=0= - k) LT (3)
S 1 ->_"' _
=1 |zE-B=1 @

(D,2)(3) et (4) = (0; 5@ — k); ) est

un repere orthonormé de Py
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c/ona:

-2 X
vz
X -
ﬁ—x
=< Y=y
X =
ﬁ—Z
= X=V2x = =2z et Y=y

w(-1/2;1;1/2) le centre de (
‘fi 1 5 TN -
=w(-,1) dans (O; =(—k);J)

donc

( est de rayon \E

C: (X+D2 H(Y-1)=2  dans le repre
©; 5@~ k%))

\_|—1+0+m| _ |Im-1| _
3) dA =" = etR=2
d(LP,) <R @'"‘\;2” <2

e Im-1<2V2
e-2VZ<m-1<2V2

& 1-2V2<m<1+ 242

e Pour me] 1-2V2;1 + 2V2[ SetPn
sont sécants

e Pour me{1-2v2;1+ 2v2} SetPn
sont tangents

CMS
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e Pour me] -0 ;1- 2v2 [U]1 + 2v2; +oo[ S
et Py sont disjoints

EX 28 : A(04,-1) :B(-2,4,-5) :C(1,1,-5)
Et D(1,0,-4)

1)  Désignons par P,Q et R les plans
médiateurs respectifs de [AB],[BClet [AD]

2
e BA (0) est un vecteur normal a P
4

= P : 2x+4z+d=0

A*B=I(-1,4,-3)e P=>-2-12+d=0

= d= 14 = P: 2x+4z+14=0

= P: x+22+7=0
s M(x,y,z) €Qe BM=CM
S(X+2)2+(y-4)2+(z+5)=(x-1)2+(y-1 )*+(z+5)?

©6x-6y+18=0 & x-y+3=0

= Q:x-y+3=0

-1
o DA ( 4 ) est un vecteur normal a R
3

D*A=J(0,5 ;2 ;-2,5) eR

M(x,y,z)e R& ]T/f DA =0

-1 (x-0,5)+4(y-2)+3(z+2,5)=0

© -x+4.y+3z=0

R: -x+4.y+3z=0

2) M(x,y,z)ePNQNR &

x+2z+7=0
x—y+3=0
x—4y—-3z=0
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z=—-;-(x+7)
y=x+3
x—4(x+3)+§(x+7)=0

{z = —-;-(x+7)
e

&

y=x+3
—3x—-3=0

x=-1
@{ y =2
z=-3
= PNQNR={I(-1,2,-3)}
S est de rayon IA=3
= S: (x+1)%+(y-2)2+(z+3)>= 9
EX29:

A(0,6,0) ; B(0,0,8) ; C(4,0.8)

4 0
1)a)BC|0| ; BA|6
0 -8

BC.BA=0+0+0=0 d'ot1 (BC) L (BA)

0 4
b)OA| 6| ; OC|O0
0 8

OA.OC=0+0+0=0
dou (OA) L (0O0)
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0
<) OB| 0
8
BCOB=0 dob (BC)L(OB)
(BC)J_(BA)j _
=> (OB) est perpendiculaire au plan (OAB)
(BC) L(OB)
1/— —=y —
2) V=—|(OA A 0B).0C
6
0 0
OA| 6| : OB|0
0 8
48 4
OAAOB|0 | ; OC|0O
0 8
1
V=—[192|=32
6

3) O,A,B et C ne sont pas coplanaires
d'ot O,A,B et C appartiennent a une
meme sphere (S)

S): x> +y* +2° +ax+fy+yz+d =0

0e(S)=>d=0

S): x> +y* +z> +ax+By+yz =0

Ae (§)=>36+68=0 = =6

(S): x> +y* +2> +ax-6y+yz =0

Be (§)=>64+8y=0 = y=-8

(S): x> +y* +z* +ax-6y-87 =0

Ce(§)=16+64+4a-64=0=>a=-4
dour (S): x*+y*+z*>-4x-6y-8z =0
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(S) : (x-2)*+(y-3)* +(z-4)*=29
d'ou (S) est de centre 1(2,3,4) de rayon «/279

(Rq: on pourra considérer comme dans l'ex:18)

4) M(0,0,)
a) le plan P contenant M et perpendiculaire

a (OB) a pour équation :

CMS
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b) * (OB) perpendiculaire au plan (MNPQ)
d'ot1 (OB) 1. (MP)

"/

4
* MP 6-7 ; E -6
0 8

la droite (OC) passe par O et de vecteur directeutMP) L (AC) < MP L AC

x=4k
=0
z=8k

(oC) : ke R

x=4k
PN (OC): y=0

z—8k

=0

k=%
3

dod N(%,O,a)

3¢

a 3
d P(—.,6-—,) et Q0,6-—,«
e meme (2 2 ) et Q( 2 )

Wz@ d'ot MNPQ est un parallélograms]
0

3¢
MQ| 6-==
Q 4

0
MNMQ=0 dot MN LMQ

conclusion: MNPQ est un rectangle

119

& 4(%)66-221=0 © 2036+ =0
2 4 2

72
S o=—
13

o’ 3o
¢) MP?=—+(6-—)°
) 2 ( 2 )

2

on pose : f(x) = x—+(6-§£)2

13x 18
fx)= —-—(6-—)——8—-—2—
X 0 72/13 8
f(x) - D+
f(x)
f(72/13)

MP est minimale pour a:%
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EX 30:

J(0,1,0)
OM =ak
AN = Bi
D S:x*+(y-1)2+z2 =1
2) M(0,0,) et N(8,2,0)
L B
MN| 2
~

x=kf
(MN) : {y=2k

z=-ko

ke R

3) a) (MN) tangente a (S) ssi la distance
de J aladroite (MN) est égale R=1

”WAMN
= =1
MN
0 B
IM| -1 MN| 2
o -0
“WN:«/az + % +4
-
JM AMN| af
B

“m A Mﬁ“ =&+ +
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CH 4 TOME 2

(MN) tangente a (S) < HJ—I\7I A W”:HWH
& ad+f+4=+p+a’p
o P =4

b) {Q}=(MN)nS
x=kf

Qx.y,2)tq: rmoka
X2+(y-1)*+22 =1

KB +QRk-1 +a*(1-k)? =1

S KB +4k* -4k +1+*1-2k+k)* =1
S K +4k -4k +o’ 200k +a’ k> =0
@+ +HE -@G+2a)k+a’ =0

A'=Q+a*) -a’ (@’ +p°=4)
AN =4+40" -’ B -4 =4—(* )
A'=4-4=0

2
d'onr : k=—72—+%—
o+ +4
0 Q+a®)p  202+a’) 2+aff°
i+ 4 P+ B4 o+ 4

EX31:




Equations de droites, de plans et de ...

(A,XE,R‘,E): repere de (&)
1) A(0,0,0) ; B(1,0,0) ; c(0,1,0) ; D(0,0,1)

GB+GC+GD =0
= (GA+ AB)+(GA+ AC) +(GA+ AD) =0
= 3AG = AB+ AC + AD

~aG=1AB+1lac+1ap
3 3 3

* 5KA+KD=0 =5KA+KA+AD=0

:>6A—K=E:>E=EE
. 1

doil K(0,0,—é)

— 1= 1
* Al=—AB =1(-,00
6 u6 )

CH4 TOME 2

i

1 =
—_— . 1
2)* K(0,0,—) ;KI /2

1
X=—a
2
d'ou (IK):< yzéa aeR
L
6 6
*
-1 1
s 576"
] —I1 , 1
L(-,0,00;LJ| = | :d'ou(LV):<y==B pelR
6 2 | 2
1 1
2 =37
1
37
*a6)ily=37 (7e IR
L
3
L
3
_L,
Y73
1
3) M(xlylz)e(u)n(AG)¢>< <= 57
11,1,
6 6
1
2ﬂ_37
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1
x=27
bl [t
3 8
192 =l}/ =1y :l
3 3
3 B
7“5 \Z-g
1
L
Conclusion : (U)ﬁ(AG):{Q(%,%,% )

Pour vérifier que le point Q&(IK) ; il

suffit de signaler qu’en remplagant o

par % dans I'équation de (IK) on obtient
x=y=2=1/8

Alors on peut conclure que les droites
(IK),(JL) et (AG) sont concourantes en

111
Q(g,g,g)-

EX32: B(1,1,0)
P:x+y-a=0, a €]0,1

1)A(1,0,0) ;€(0,1,0)

1
ﬁ( 0 )
-1/ D’ou

x = 14
(sa): { v=0 ;(xeIr)

—L

5(0,0,1)

z =

CMS

CH 4 TOME 2
1
ﬁ(l)
-1 D’ou
x=p
(s8):y ¥=8 ;(pem)
z=1-§
0
-1 D’'ou
x:
(sc) - {y=1+ §, 8¢ IR
z= -4
fx =0
(oc):yv=t ,(temr)
z=40
x=k
(OA) { =0,(k € Ir)
\z =0

I{x ,y,z) tel que :

x = 14
¥=10
z = —X

X+y=a

1+x)+ 0=a = x=a-—1

D'ou  I(a,0,1-3)




Equations de droites , de plans et de ... CMS

{7} =(spynep

Jx ,y,2)tq:
x=§
y=£
z=1-0
T+yv=a
a
B+B=a=f =5
Dou/ (5,51 -5)
De méme :

K(Olal 1“3) ) L(Olalo) ’ M(alolo)

b)ﬁ(a)m(a)
0 0
0
Tﬁ( 0 )
a—1

ona:
1K = ML d oWIKLM est un parallélogramme

IK.IM = 0 =IKLIM

D’ou IKLM est un rectangle

CH 4 TOME 2

c)A=aire(IKLM)+aire(lJK)

= AL+A2
J
I K
M L

A1=IKxIM carlKLMestun rectangle.

A, = '\/Zaz. vr"(a — 1}3 = a. \/5 la - 1l
A= \/—2- a(l— a)

= A

, K| a

MR VR N|§

U AIK
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D'oU a=4+4,= “f.(4—3a)
3) 0 =27 (4~ 3x)

alf (=) = = (2 - 39)

X

CMS

F&) *

fx)

V2

_~
[ admet 5 comme maxime absolu en 3

=5

A= f(a)p’ol A est maximale Pour

]
I
LR

2
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*soit Gle centre de gravité de OAC

=0

—
—






