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INTEGRALES CMS

QCM:
1) encadré par 7 et 13
2) I+J=l
2
3) I<]

VRAI-FAUX:

1) (vrai)
91 %+4n’ -

2
.[ sin xdx = _[ sin xdx = J.sinxdx
4r ¥ 4 0

Sk

car 47 est une période de la fonction x - sinx
(on pourra aussi vérifier le résultat en calculant
chacune des deux intégrales)

2) (vrai)

la fonction : x - |x| est paire

d'od jﬂx|dx=2.j‘x’dx=i2xdx:[x2]; =1
-1 0 0

3) (vrai)

Formule d'intégration par parties :
U'x)=1——> U(x)=x

V(x)=f(x) —— V'(x)=f(x)

4) (vrai)

fx)<1 Vxe[0,1]

d'ou j.f(x)dx < jdx
0 0

1 1
= [feodx <[x], = [foodx <1

CH 7 TOME |

5) (vrai)

soit :

* A :laire de la partie du plan limitde par (§) )
l'axe des abscisses et les droites d'équation :

x=-2 et x=l
2
* A,: l'aire de la partie du plan limitée par ({),
l'axe des abscisses et les droite d'équation ;
1
X=— et x=2

2 2
jf(x)dx:j;fx)dx + j f(x)dx=A,-A, 20
2 =1 1

2

6) (faux)

contre exemple : f(x)=x, [a,b]=[-12]
h 1,7 3
_jlf(x)dx=[§le =220

mais f n'est pas positive sur [-1,2]
7) (vrai)

la fonction : f: t — 5
+t

et0 e IR
dou F:xm— f f(t)dt est définie , continue
0

et dérivable sur IR et

est continue sur IR

F'(x)=f(x) (th cours)



INTEGRALES
Exl:
2 x? x> x? ’ 2
1) .[ —_——X dx: —_—— —_—
S\ 2 6 2], 3
2 3 2 5
2) [e(t+1) dr= j((z+1) —(t+1) )dt
1 1
5 472
_( e+ (e+1) | 519
5 4 | 20 N
3) j.(2x+l)(x2+x—5)3dx={-(—{f—t£:—§i} =-136
2 r 2
4) [V2x+ldx= %(2x+1)«/2x+1:| =%(5\/§—3\/§)
i L 1
: o d 1T 1
5) [—F5= _} .
1 A+x)° Lx+1) 6
2 ) 2 7
6) | {_______} =L
l(3x 1)? 3(3x-1)? 50
1
7 V2x+1 | =2
) '([\/2x+1 l: * ]
2 2
8) _[ xtl [\/x2+2x} =22-3
1V x? +2x 1
1
9) [|x(x+Ddx=1
-2
x | -2 -1 0 1
x(x+1) | + p - p +
1

1= [ xCet D+ [ ~Ge Do+ [ x4 e
-2 -1 0

-1 0 1
=[lx3+lx2} —[lx3+lx2} +l:lx3+lx2}
S N ER A T E R

CMS
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10) J = }|x3+xla’x
3

soit f(x)= |x3 +x[ , f est paire

d'ot J 3@? f(x)dx= 2} (x* + x)dx
- 0

11)

3 2 3
[|21-1)dr = f|2z—1|dr+j|2t—1|dz
0 0 1

2t -Ddt +

NI—"——-.L»

12)

O'—NI—‘

2

@2t +1)dt = [tz —tﬁ T[ﬁ - f]é
2

K= ?‘xz%x—Zldx
23 ‘

X

| -3 -1 0

X —x-2 ‘ + P

372

]'l'xz —x—2‘dx+]).|x2 —x—2’dx
-3 -1

_f(x"-—x—z)dx—f(xz—x—z)dx
-3 -1

-1 0
—2x] —[lf —lxz—Zx}
5 L3 2 -1

59
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13) cos® x = cos x(1—sin” x)

_[cos3 x.dx = j(cosx —cos xsin® x).dx
0 0

[ | l n’ :l”
= smx—;sm x{ =0

0

n

14) ‘Ttan2 xdx= j[(1+ tan? x) +1] dx =|tan x—-x]o%
0 0

T
-1-Z
4
}sm2x —2sin2x =_-—_1[ -1
5 COS° 2x 2 5 cos’2x 2 | 2cos?2x
_3
4
r b
¢ sinx 1.6 2
16) _[ > dx = =———1
o COS™ X COS X |, '\/g
r
4 1

—cos’t f 1 [ :'
17) [sint.cos*t.dt = =—|l-—=
{ { 5 42

18) 2jr‘sinx|dx=]t|sin x|dx+2f|sinx|dx
0 0 r

z 2r p o
= [sin x.dx~ [ sin x.dx =[-cosx]] +[cosx]" =
0 n

Ex2 :
_6x"—12x+42  6(x* —2x+1)+36
L PO
36
6+—-—
f= e

0 0
1) Jf(x)dx=J.(6+(x3_61 i

CcMsS

il
]6
o

CH7 TOME |

Ex3 :
_oox(x- 1)+1 1
A vt s e S R s N, 1)
3 x+1 3 x 1
2 !(x—l)“dx_i((x—l)“+<x—1>4]dx

( x3+ 24]dx=[ -1
(x=-1" (x=1 -

2

2(x-1)

1

2(1+ %)

2
aire(D, L D,) =2 (4-x")dx
0

X

T 32
=2|4x-—| =—
[ 3}0 3

Ja

aire(D1)=2j(a—x2)dx=2[
0

=2(avJa -

ax/_c; 4a\/z
3 )=

3

ax——

7]

-1 7
2 ey
0

Ja

0

T 3(x-1)

4

]

!
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aire(D,) = aire(D,)
< aire(D,) = —1—aire(Dl v D,)

4“;/— 324:)a\/_ 4o a)y =4
@ﬁ:f«:a:(\/_) ea=316=232
Ex6 :

—4x- 2 6
R o o TH
12
2 pa—
) F =

X -0 2 +00

f(x) - +

f(x) 1 1

\ o _oo/
5
3)  a=[|f(x)|dx
3
X \-oo 2"\/8 2 2+\/g +00
f(x) + (P - H P +
2++/6
= [ |f0)|dx+ j | £ ()| dx
3 2+6
5
= [ |f(ldx- I |f ()] dx
2+J6
5 246
az[ﬁi} _[x+_6_} _109-44v6
x—11.5 x—1], 10

CH7 TOME |

EX7:

2x-1
fx)= a1 D; = IR/{I}

_ 4x +1
D flx)= 1)4
X -O0 % 1 +c0
f‘(x) + P - -
o R I

/ Y NN
0 -0 0

les droites A:y=0 et Ax=1
sont des asymptotes a ({;)

A

\ 4

K=A
./

x=1
_2x-1 _ 2(x-1)+1
2) f(x)_ (x_1)3 - (x_1)3
2 1 e _
_(x—1)2+(x—1)3 (a=2", b=1)
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3) A<l )
2
1 1 X 0 (0 +o0
) A= fodx=] (2 +—Lyax
a =| f(x)dx=|(——+ ————
2 2 (X'1)2 (x— 1)3 h’(x) - D +
J2 1 T2, 1
x-1 2(x=1) |, A1 2(A-1)
1 42-3 X 0 o +o0
AA)=24+(—— 2+ .
W= (/1-1 2 2y v
h’(x) - D +
b) lim AGD=Jim 24— 2> ‘tj 1)3
h(x) 6 400
EX8 : \ /
1) h(x)=x*—4x+6-3x h(c)
3
a) h'(x)=2x—4~———
2/x
3 d) h(1)=0
h"(x)=2+ .
= 40
* 1 1 00
b)h"(x)>0 ; Vxe ]0 +°°[ h est strictement croissante sur [@,+eo]
4e[a,+oo| et h(4)=0
d'ott 'équation h(x)=0 admet 4 comme unique
solution sur [&,+oo]
X 0 +oo * de meme : h(1)=0
h(x) " hest strictement décroissante sur |0,
d'oir 1 est la seule solution de 1'équation
h’(x) 400 h(x)=0 dans ]0,a[
/ conclusion : I'€quation h(x)=0 admet 1 et 4 comme
e solutions dans ]0,+oo]
h' est continue et strictement croissante )
2) a)f(x)=x"—4x+6 f'(x)=2(x-2)
sur ]O,+<>°[ £x)
elle réalise donc une bijection de [0,+oo] IEP Pl 0 branche infinie parabolique
sur IR de direction (O,_j)
comme 0 € IR alors il existe un unique
réel oz de [0,+o9[ tel que : h'(e)=0
h'2)xh'3)=.<0 = 2<a<3




INTEGRALES
X 0 2 +oo
() - P ¥
f(x) 6 i +oo
2
* g(x)=3Jx g(®) ==
2x
Hnlg(x)

=lim— =0 branche infinie
+o0 +oo ,\/_

parabolique de direction 0,1

X 0 +co
g'(x) \ +
g(x) / +oo
0
A
Cg
4

CMS

10
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4 4

b) A=[(g(x)~ f(X)dx = [Vx — 2" +4x-6)dx
1 1

4

=5 ua
1

3
= l:Zx\/;—x?+ 2x? —6x}

EX9:

f(x)=cosx
xe[0,7]
1) festcontinue et dérivable sur [0,T]
f'(x)=-sinx
X 0

g(x)=cos’ x

s
f'(x) 0 - 0

) . \
-1

e gest continue et dérivable sur [0,T]
g’{x)=-2sinx.cosx

X 0 z T
2
gx) {0 - p + 0
g(x) 1 1
\ 0 /

2) f(x)-g(x)=cosx(1-cosx)

1—-cosx=20
X 0 ZZ'_ T
2
f(x)-g{x) | O + 0 -
PR C)) €,
(C,) (C))
NN
V.4
3)
A

Cg
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(C) admet une branche parabolique de

4) direction celle de (O, j)

V4

(f(x)—g(x))dx= j' (cos x—cos” x)dx

(cos x --;—(1 +cos 2x))dx

A

i
Oty

Il

Il
b d bl

sinx—l(x+lsin2x) ’ =(1—£)
2 2 0 4
EX10:

o

f=5-x° g(X)=xi;,_ x € ]0,+oo[

*=5x+4 (P -Dx*-4)
2 = 2

1) g)-fx)=

(e D(x+2)(x~1)(x—2)
= 2 A

signe de (x-1).(x-2)
X 0 1 2 T

g(x)-f(x) [ A
o)

+ - D+
P.R (C%/L (C%C,) <y,
N

A(1,4) B(2,1)

|g(x)— f (x)|dx

i
N — e 1

(800 £0x) e+ [ (70— gx) i+ (s £ 1

1 2

37 372 3P
—sx+i| i+5x—x— + ﬁ—-5x+ic—
3 | x 3 x 3
2

!
—_—

Nl_L N

3319
2 ! = —'2 = ——_—
) [ X 50
X 0 +oo
f(x)
fix} |5 \ Exil:
; - 1) x€ |24
g == f(x)=x+1+——4 .
) X 0 +00 (x=2)
g'(x) - gx)=x+1
g(x) +\ « (£,) estla droite d'équation : y=x+1
0 8§  (x—2-2°

o fix) =1~

(x-2° (x=2)°

= lim (——x)z—oo
Xk y xte X .o (x—4)[(x—2)2 + 2(x—2)+4]
f‘ (x) - (x_2)3

11
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X 2 4 oo 2) fx)=g(x) , Vxe 2,400
y a)esi 423
CIREE 4 -
A=[(f(0)-g(x)dx= dx
3

f(x) |[teo +o0 s (x—2)

\ /v . si3 2<i4<3 .

A e Py

A

AL =20

4
lim [ f(x)=(x+1)] = lim =0 2
o o (x-2)° dod AGD)=|[
(§,): y=x+1 est une asymptote a ({;) 3

au voisinage de (+o0)

- !
b) A(/%)=‘ 4 ]

L;‘E 3
4
it h(4)=4-—
¢) soit h(4) 72
{A(ﬂ.):h(ﬂ) siA=3

A(A)=-h(1) si2<A<3

‘ 4

A

a2 >0

h'(A4)=

h'(A) +

(%) 4

x=2 et y=4 sont les asymptotes a (&)
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A
V=4
CA
1
0 x=2
>-1 -
{
j
;l
i
i
f
iCh
|
i
d) « m<0

'équation A(4)=m n'a pas de solution
«me 0,4]

'équation A(4)=m admet deux solutions
e me {0} U[4,+eof

I'équation admet une seule solution

Ex12 :

1) A='[x.cos x.dx
0
on pose :
U '(x) = cos x—— U (x) = sin x
V(x)=x—4>V'(x)=1

V4
0

A=[x.sinx]] — [sin x.dx =[x.sinx]] +[cos x]]
0

A==-2

CMS

13
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Fi4
B= _[x.sin x.dx
0

soit:
U'(x)=sinx——U(x)=—cossx
Vix)=x—>V'(x)=1
B=[-xcosx]; —[cos x.dx=[-x.cos x]; +[sin x]]
0
B=x
2) 1= _[xz.cos x.dx
0

on pose :
U '(x) =cos x——U(x) =sin x
Vix)=x>—25V'(x)=2x

I= [xz.sin x]Z — 2]E xsin x.dx
0

= l:xz.sin x];’ —2B=0-2B=-21
J= ]Exz.sin x.dx
0

J= Ixz.sin x.dx
0

on pose:
U'(x)=sinx——U(x)=—cosx
V(x)=x*—V'(x)=2x

J = [—xz.co s x]:: + Z]E xcos x.dx
0

= [—xz.cos x]: +2A=71"-4
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Exd3: ¢) >0 pour x=—t—12->0
1 1 1 t 1
fx)= ; xe R, >l— = —_—>1-—
1+ x* 1 2t* N1+72 2t
1000 1+t_2
I= [ f@.d
. 1 1 1
= = Z"“‘—s
1) a)ypour x>0 : 1+x* >x* Vist? t 2t
pour t=x’
+x* 2 x* = 1 Si
Vi+xt % on aura : L 1. L
! S %2
= f(x)< 7z pour x>0 1
= f(x) >1 L
b) x>0 x* 2x°
. 1 |
soit g(t)_,/l_H ;20 2) pourte [100 1000]
-1 1
O=—7—== —-—<f() <
S Ty t? 2t"’

1000 1000 1000
t20 =1+t 21 = VI+t 21 = (1+t)’ >1 I(_____)d,< If(t)d,< j'—dt
= 2(V1+t)* 22 :TI—TSL ” ] v ” 1000100

2(V1+t)* 2 o[t J <1<l
1 t 10 t oo
= gyz—> 2 3 16 1 2 3
2 107-107+107"-10" <I1<107-10

gmzmé  Vte[0x] Ex1d:

daprés le théoréme des inégalités des 4 dx T

accroissements finis: 1) 'l.coszx =[tgx](‘)‘ =1

1

(x)-g0)2-=(x-0)

T 2 ) =22 ;xe[o,f}

= ! ——1>—lx :>——1—>1——1—x

Ji+x 2 Ji+t 2 f,(x)zcosx.cos3x-—sinx(—33in xcos” x)
cos’x
_cos*x+3sin’ x.cos’x 1 N 3sin’x
- cos®x cos’x cos’x
1 3(1cosx) 1+3_3
" cos? x cos® x cos’x cos'x cos’x
2
fix)= -
cos*x cos’x

14
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1
5 L 2]
cosx cos’ x
" 1 1 r
dod dx==
! -([cos"x 3 '([f
1 1 4 4
— J#+2x1|==| F()-F(O)+2 |==
3(f(x) ) 3(f(4) f ) 3
15:
1
f(x)=—=
sin” x
1 1
1+tan™ _ oos? x _ cos’x
= = = = X
tan’x  tan’x sin®’x sin’x F@)
cos® x
2) iy —2C0sx.sinx _ ~2c0sx ] £|:
f'x) e . <0 pourxe 0,5
f est continue et strictement
décroissante sur }0’52{[’ elle réalise
S T
donc une bijection de }O’E[ sur
T . .
f(:|0,——[)=}hmf,hmf{=]l,+oo[ =]
2 Ey 0"
2
- /4
3) festdérivable sur }O,—z—[
et fi(x)= 200sx¢0
sin’ x
d’ot ! est dérivable sur [1,+oo et
1
1)@= = =— avec f7'(x)
) (@) Fo
_—1sin’ y
2 cosy
-1\ _1 tn2
(f ) (x) =—2—s1n y.tan y

15
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y=fle f()=x

=>—
sin” y

fy=x=
=tany=
dou (f7)(x)=

(f")'(x) =

1=r'Q-r'@=2-%

P 1
=>sin° y=—
X

1+tan®y
tan’ y

¥4
carye |0,—
y}z[

-1
2 xgx—l
-1

2V xP —x?

e (O
4

]_

=x=>tan’y=

o=y

x_-

1
Vx-=1

[ @]

T

3 4

dou 1=Z

Ex16:

1) f(x)= lj_‘xz

fx)=

12

; Dy =IR
2x

A+ x*)?

o f est paire

f'(x)

f(x)
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Cf
0.5 e
rd
1 2

2) a) A= j £ (x)dx

1<x<2 = f(H <X <fQ)
(car f est croissante sur [1,2])

= le(x)S%$1 = %Sf(x)31

d'ol dx<jf(x)dx<jdx :>;<A<1

._.I——.NN
N | =

b) a,
A, :l'aire du rectangle R,

: I'aire du rectangle r;

aiSASiAi

k=1 k=1

M

i a,=(0,2) x f(1)+(0,2).f(1,2)+(0,2).f(1,4)

k=1

+(0,2).£(1,6)+(0,2).1(1,8)
=(0,2).[f(1)+£(1,2)+£(1,4)+(1,6)+( 1,8)]

i A, =(0,2).[f(1,2)+f(1,4)+f(1,6)+{(1,8)+{(2)]

(calculatrice)
Ex17 :

n

1
U, {(xzﬂ) (1)

DO<x<1 =20<x* <l =1<1+x* <2

1 1
=1<(1+x)€4 > —-<—<
( ) 4 (1+x*)?
1 2n+]
(1+x°) a+

< 2n+1

x2)2 -

16
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2) pour x € [0,1]

1
=0<U, <[x'dx =0<U, S{-l—x"‘”’}
° n+1

£———=¢<
1+ x*)?

n
n

=0<U, sL
n+1
. 1 .
lim ——=0 = limU,=
t—)+°°n+ X—>400
EX18:

1
J, =j'x".\/1+x.dx ne N’
0

1.a)

0<x<l=1<1+x<2=1</1+x <42

=x"<x"J1+x < \/E.x" d’ob

o*—.-—

m

n+1

Jl—ﬁdx«/—jx" dx
ntl ]
[nH}
G
n+1

1 V2

b) —<J <—
n+l n+1

:"l

lim ——=0 et 1im—~2—=O
n—+e g+ 1 n—+es 41
dou limJ =0

© n—+oo

1) a)lafonction f:tr> 1+t est
dérivable sur [0,1] et
1

241+1¢

<

0=7'®=

N |-

D’aprés le Th.Ing Acc.finis pour x& [0,1]

0 F)-f(S50-)

1

0
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dot 02 -V1+x S%(l—x)

b) pour x€ [O,l] ona:

ﬁ—%(l—x)sx/l+x.<_\/§
:>x/-2_x"—%(x"—x"”)Sx"\/1+xS«/§x”
1 1 1 1
:>J'\/-2-x”.dx—%j(x"—x"”)dej'x"x/1+xdej\/§x"dx
0 0 0 0
a1 ! n+l nt2 P ntl
NN - [ R S P PN o
n+l] 2| n+l n+2 n+l |
V2 1 1 V2

n+l 2(m+D(m+2) " n+

d’ol
21,2
n+l 2n° " n+l
1
(n+D(n+2) A’
c)ona:
2 L n2
n+l 2n " on+l
tim (V2L g [ 282 5
notel p+l 2n ) ror{ n+l
& lim n.J, =2
EX19:
3
U0=.[0082xdx
0
H
Uu,= fx" .cos 2xdx
0

17

CH7 TOME |
z
4
U, = J'x”“.cos 2x dx
0

T
os;csZ =0<x<]1 =>x™<x"

= x™!.cos2x £ x".cos2x (cos2x =0)

n

7
dott | x"'.cos2x dx < Ix".cos 2x dx
0

Sty

= Un+l s Un
(U, ) est décroissante

2)pour x e liO,—Z—jl : cos2x <1

x".cos2x £ x"

x z
4 4
:>jx".cost dxij” dx
0 0
x" dx

=U_ <

n

O s | N

3) x".cos2x=0 pourxe [O%}

H
= [x".cos2x dx20 = U, 20
0

ntl |4
—0<U, <| > = 0<U, <y
n+l | n+1 4

1 =«
lim_____n+l:0
S
dot limU, =0

n—>+eo
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z
4

4) a)*U, =

Sty [N

cos2x dx = Ii% sin 2x}

0

3
* U, = Ix.cos 2x dx
0
intégrant par parties, on pose :
U'(x)=cos2x —— U (x) = %sin 2x

V(ix)=x—LsV'(x)=1

b

LT
U, =|-xsin2x —_[—sm2xdx
2 2

o 0
r [ }4 r 1
U =—+|—-cos2x| =—~—
v 8 4
3
U, ,= J-x"”.cos 2xdx
0

intégration par parties, on pose :
U'(x)=cos2x —L—-U(x) = —;-sin 2x

V(x)=x"?—“45V'(x)=(n+2)x""

t e
U= [l x"™? sin 2x} ‘_(nt2) . _[ x™ . sin 2xdx
2 o 2
— 1 T n+2 (n + 2) 4 n+l e
Upa = 3 (Z) B '([ x"sin2xdx (1)

faisons une 2éme intégration par parties :
. 1
{U‘(x):stx —LES5Ux)= —Ecos 2x

V(x)=x""—4 5V'(x) =(n+1)x"

7+(n+1)
X 2

_ntl

4
4
Ix” .cos 2xdx
0

St—& |y

X" sin 2xdx = [ cos ZX}

CMS

18
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(n+1)

5
= J. x"" sin 2xdx = U, @
0

O+ @ =

1 7 .. n+1)(n+2
Un+2 — _(_) 2 _ ( )( ) .U"
24 4

pour x € [0,1]

d’ou

X

OSjl i dx <

1
n

oo _fx dx

ol+x 0

n+l

=0<1-U, <| =
n+l |

1
n+l1

=0<1-U, <

et lim——=0 dot lim (1-U,)=0

n>toe g3 | h—rtoo

= lim U, =1

n—y+oo
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Ex21:
z
2
I = Ism x.dx

0
z
2

1) a) Ioz.[dx=[x]

Swly
]
N

on pose :
{U (x)=sinx >U(x)=—-cosx

V(x)=sin"" x -V '(x) = (n+1)cos x.sin" x

T
z 2
.= [—cos x.sin™"' x]g +(n+ 1).j cos’® x.sin" x.dx
0
z
2
= (n+1).] (1-sin® x).sin" .dx
0
z z

2 2
=(n+1).| [sin" xdx— sin™ x
0 0

dou I,,=(m+)[I,~1,,]
parsuite: (n+2).I, ., =(n+1).1

n

e 2I,=1I,
1 3
=] ==] =—
2 5 —

o 3I,=2I,
:>I3=—2—Il=g
3 3

2) U, =(n+DI.I,,

a) Un —(n’+2)1n+l n+2"(n+2)1n+1‘(ﬂllnj
n+2

19
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=U,

—-U,=0 pourtoutne N

=(n+DI .1
U

d’ol (U, ) est une suite constante

n+l

n+l

b) U, =11, =32’-

3
d'ou U, =3 pour toutne N

T
3 our xe | 0,—
) P [ 2;‘

ona: 0<sinx<1

= sin"" x <sin" x

1N

4

2
M xdx < I sin” x.dx

Py o'—.m

-
= n+l<I

n

d’ou (I,) est décroissante

4) a) (I,) est décroissante et positive

=151 <I,_,
=1, <I*<I.,,

= Y. <I?< Ui

n+l1 n

pour n=>1

PR 7 <2<7r

u </ <
2(n+1) 2n

T T
b) ——< [ 2 <——
) 2002~ ' T 2000
w T
doll |—— <1 < e
°% 2002 = "™ =42000
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EX22: 2 - z

n

3 3 1 1
b) * _([f(x).dx=.!(1+tg2x).tgx.dx=[5tg2x} =>

0
Xe€ 0, _ 2
4 * J.f " (x)dx représente l'aire de la partie du plan
0
F(x)=1gx+1gx limitée par (£, ) et les droites d'équations : y=0 , x=0
D f'(x)=300+tg*x).tg’x+ (1 +1g°x) et x=2
2
f (x)= 1+ g 2)C)(l + 3tg 2.)C) >0 jf'] (x)dx=aire(D, )=aire(D,) (voir figure)
0
X V4 z P 1
0 i b : (£ Y 1
2 d'od _(|;f (Ddr=2x If(x)dx =
f'(x) 0 + EX23:
f(x) 2 xe[0,3]
fx)=11
— sixe[l,3
L sixelt)
2) f est continue et stictement croissante sur [0,5] 1) f est continue sur chacun des intervalles [0,1] et ]1,3]
4 * —
fH=1
elle réalise donc une bijection de [0,%:] }1_131 f)= }g{}(x) =1=f(Q)
. T
sur f({o,f] )= [f(O),f( £)}:[0,2] tim f(x)=lim = =1=/1)
4 4 N .
d'ot f est continue en 1
! T
3) a)fy(0)=1 ; f, (X) =8 par suite f est continue sur [0,3]
A 2) Fx)=[ f ()t
o

/ a) « pour x € [0,

1]
X x2

=— pourxe [0,1]
0

- X t2
D2 Fx)=|t.dt=| —
.y=x « pour x € |1,3]
Cf ’ 1 X 1 x
iy ! F(0=[ f()dt+[ f(t)dt = [2.dz + | izdz
Cf1 D1 ' 0 1 0 1t
_[2] {—_1}‘__1_“_1_3_1
0.5 2, Led 2 x 2 x
I1/4

20
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xz
— sixe|0,]]

Fx) = 3) a) L, +],,,=

(tg"”x +1g"* ) dx

© ey |

—;——i sixe J1,3]

VA

(1+tg x) 18" x.dx= {;—Egtg””x]‘ =—3
0

O'——;J:JN

b) Fi(x)=f(x) 20

b)I,,20 =1+, 21,
] 1] Y 1
F(L)=f(1)=1 ;F(0)=0 ;F(3)=-9— :>L>I orl >0
n+3 "
A 1
dou 0<I £—— ;VneN
n+3
1 lim—1—=0 = limI =0
CF n—+ee 43 n—y+oe
1 - c)
3
12:'1""10=£['_2 ’14‘1_12 Lz
EX 24 : 3 4 3 5 5 4
z EX 25 :
¢ n+2
I,,=J'tg x.dx D fx)=x"-x*+1 ; I=[-13]
0

1% 1 [x x T a1
/= 4I fnde= {5 4 x} 5

N

O Gy i |y

1) &) =] tg*xdx=[((1+1g’x)-1)dx
0

2) f(x)=i3—1 ; 1=[2,4]

— 1% 1 T -6l
Feglsem=g x| =38

z V.4
=[tg(x)-x]¢ =1-Z

3) f(x)=sinQ2x)  1=[0,7]

:_J'f(x)dx——[—%cosbc} =0

0

pour IOSXS% ona:(0<tgx <1

1 7
= 0<tg™x <tg"™’x =0< Itg“”x.dx < Itg“*zx.dx
0 0

= 0<I,,, <1, VneN

n+l =

c) (I,) est décroissante et minorée par O

elle est donc convergente.
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Ex 26:

soit f(x) =2—lx—+‘1‘ ;xe(2,4]

1-2x
fix )—m<0 ,VX€[2,4]

f est décroissante

2<x<4 = fASf(0)SfQR)
1 1

= —<fx)<-
13 ) 3

1

f est continue sur [2,4] et % <f(x) < 3

f est continue sur [-jz,z} et 1 Sfx)< 3
6 3 6 10

d'apres le théoreme de la moyenne :

1 - 3 1 63 3
—< <2 522 dx <=
S fsss = ”if(x)x =
G
3
SZ<[ B T
36 £3+tg2x 20
6

CMS

22
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2 5 2
Ex 28 :V=7L'.J‘x4dx=7[,[%} =%’£
0

3 3
Ex29:V=7r..|.—12—dx:7z.{_—lJ =2_7z
X
1

| tg%xdx = 7 [1gx — x]4 —(1——)#

<
Il
0'-—.4>|§

ﬂ'

V =7.| (sin x + cos x)* dx = 71'.[(1+ 2cos xsin x)dx

o'—.wla

= Ir.[x +sin? x]g =l +E) uy

Ex 32 :

[

<
]
N
=
im
él

sin? xdx

I
N
RN
§“

St |y Ot |y

(1—-cos2x)dx

o'—-,wlﬁ O‘—,N|§

N |
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Ex 33:

tgx

I F(x)= J’

0

dr
14+¢2

la fonction : X > tgx est dérivable sur {O,%}
T
tg( [O,Z} )= [O,l] cIR et 0elR

dott f est dérivable sur [o, ﬂ et

1 1+glx
1+tg’x 1+1g°x

F'(x)=(tgx)".

2) F est dérivable sur [o,ﬂ et F(x)=1
dot F(x)=x+k :keIR

0
- dtz =0 = 0+k=0 = k=0

d'ot F(x)=x ;Vxe [O,%}

J G
1+t o 4 4
[ dt
I/ °=£1 =
IIZn
J,=[—=dr ;n21
1+t

CcMS

23

CH7 TOME |
z
1) a) pourn=0: J,=—

1 —
142%x0
* pour n=1
0<t<1 = 0<t? <1 = 1<1+° <2
1
2714 1+t~

2n 1

t n n
=0 ——<1? :>O<I—dt< 2" dt

I+t 1+t 0

0<J, <

t2n+l

1
2n+1

j, =0<], <

= 0], <
2n+1 |,

b)0<], <

11 . Vne N

2n+

=0 dou limJ =0

n—>+oo

. 1
Iim
n—+eo 2141

1 .2n+2

12042 4 p2n

2) a)l dt
) 2) 1+t?

n+1
0

j (At )dt=j‘t2“dt=———-—-—1
1+t* 2n+1

b) *Jo=7

*J4l,=1 = Jl=1-%

1 T, w2
== =7 =—- 1-— ==.=
3 (1-3)= 4 3
T 1_5_6 _1439 »
5 4 T4 35 0T

315 4



INTEGRALES
3)U, -—1-—+l-l+
3 57
a) 1=],+J,

—;:=J2+J1

Q0
1+2n

1
g=J3+Jz

1
7=J4+J3

1
2n+

=J .+

1 n+l n

d'ou
U, =, +J) =, +J)+ (U, + ) +..+ (D"

n+l

' Un=2<'1>"-<fk + Jk+1>=Z<-1>"Jk +Z<-1)k1k+l

—Z( D, Z( 1)k“fk+,—2< D J, Z( D,

k=0

U,=J,+ 2 (=D .J, —[i(—l)‘ J, + (=) ij
k=l k=1

U,=Jy=(=D""T,, =T+ (D",
= (_1)" ‘]n+1 = Un - JO = Jn+l = (_1)" (Un _‘]0)
b) |U _Jol =t

Iim J, =0 = lim IJ +1’—0

H=3+oo n—+oo

:>11m(U -J)=0 = lim U =] =

n—>+eo

CMS
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Ex 34:

X€E [O,z}
2

sinx

F(x)= j Vi—£2.dt
0

1) la fonction : f: t > v1-t* est continue sur [-1,1]

« la fonction : x > sinx est dérivable sur [O,E}

sin([o,ﬂ) =[0,1]c[~L1] , et O [-1,1]

d'ou F est dérivable sur [0,%] et

F'(x)=cosx.f(sinx)=cosx.v1-sin’x = cos x. |cos xl
F'(x)=cos’*x car x € [0%}
. V4
2) F est continue sur l:O,—i-}
, 1
F'(x)=cos“x= E (1+cos2x)
. 1 1 .
d'olt F(x)= E (x+ E sin2x)+k (ke R)
0
F(0)=[V1-°dr=0 = 0+k=0 = k=0
0
. 1 1.
d'ott F(X)=—x+-—sin2x
2 4

§|I’1—

3)j\/1t di= j J1-¢2 dt—F(g—)zi{
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INTEGRALES CMS
4) F(x)=cos’x=0 « de meme f non dérivable & droite en (-2)
F'(0)=1 - f est dérivable sur |-2,2]
x
fx)=1-
" 0 —725 4—x*
Fx) 0 " 0 * pour x € |-2,0] - f'(x)>0
Ja—xt -
F(x) T *pourx e [0,2] : f'(x) = ——x—zf
= 4-x
4
/ f '(x) B 4 _ 2x2
0 Ja—-x* J4-x* +x)
= 262-0(2+ %) signe de (\/5 - x)
Ja—x* (J4-2 +x) >0
A
11/4 )
X 1-2 V2 2
0.5 Cf
(x) | + P - |
f(x) 22
05 ,
I1/2 B / \A )
Ex35:
4\
f)=x+44-x*  xe[22]
T A AC PTC Atk / )%
x—27 x—2 x—27 x-2
4-x* 4-x*
=lim1+ =liml+—m——
x—=2 x—2 x—2" (X"'Z) [4_x2 of 1
—lim1--2* e S
- x—2 B ' a 1
z Vd—x > ’ 5
f non dérivable & gauche en 2
A YR

25
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2cosx

2)Fx)= | Va-t’.dr xe[0.7]
0

a) « la fonction g: t = \/4_-t7 est continue sur [-2,2]
« la fonction U: x > 2cosx est dérivablesur [0,7]
U([o,z])=[-2,2] et 0e[-2,2]
d'oll F est dérivable sur [0,7] et
F(x)=U'(x).g(U(x))=-2sinx/4-dcos’x
F'(x)=—2sinxm =-4sinx|sinx| =-4sin’x

(car xe [O,ﬂ'] — sinx 2 0)
0
b) F(%)=I\/4—t2.dt=0
]

c) F est continue sur [0,7]

F'(x)=-4sin’x=-2(1-c0s2x)

V4
F( 2 )=0

d'ou F(x):j F'(t).dt=| -2(1-cos2t)dt

N | N Sy ¢

2

F(x)= (-2+2cos2t)dt=[-2t+sin(20)[x
% 2
2

F(x)=-2x+sin2x+7

2 2
3) a) A=[(f(t)-t)dt = [Na-rar
2 -2
0 2
A= I\/4—tzdt+_"\/4—tzdt
-2 0

2 =2
A=j 4—t2dt—_[ 4-12dt
0 0

2cos0 2cos7w
A= I N4 —r*dt - J' Na—t*dt
0 0
A=FQ)-F
b) (A)= F(E)fg)— Fr)y=rn—(2n+7r)
A=2mrua

26
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Fonction Ln CMS Ch8 Tomel

CH8. FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
QCM

D) Ln(x+ x*) = Lnx+ Ln(x+1)

el

3) () =—
X
4) f'(x) =2(1+ Ln|x])
5) Tim 2% = oo
0" x

6) lim (Lnx +l) = +oo
x—0* X

Vrai - Faux

1) Vrai Soit F(x)=xLnx—x+10Ona: F)=0 et F'(x)=Lnx

2) Faux En effet : Ln(IRi) = :llim Ln(x), im [ = ]—oo,+<>°[ =IR
x—0" X—>too

3) Faux Ln(x) existe pour x>0

= —00

4) Faux En effet : lim
0" xInx —x
H—_—)

o

EXERCICENe1

*Ln(e?)=2Lne=2x1=2

* Ln (g) =-Lne =-1

* Ln(25) - 2.Ln5 = La[(5)2]- 2.Ln5= 2.Ln5-2.Ln5 =0
* Ln100000 = Ln10% = 5Ln10,...

EXERCICEN:2

DE): Lnx +Ln (x+1)=0 ‘

LnxetLn(x+1)ontunsensssix>0etx+1>0<> x2>0
dans ]0, +oo[ I’équation (E) & Ln[x (x+1)]=0 < x (x+1) =1

"‘1—\/§ N . 1" _1+\/§
arejeter; x = 2

S x?+x-1=0;A=5 : x' =

~1+5
2

Sir = { }

27
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2) Ln(L;lx) =0=Llnx=letx>0=x=¢ ; Sg={e}

3) (E) : Ln(x3) + Ln(i) =Ln3

dans 10, +oo[ I’équation (E) <> 3Lnx — Lnx = Ln3< 2Lnx =Ln3
©Lnx=-Ln3=Lnv3 e z=v3 ; Sp={V3)

4) (E) : (Lnx)? - 2Lnx-3 =0

Onpose t=Lnx , x>0

’équation devient : t2 -2t-3=0 ;t=-1 ou t=3

¥t=-1 (:)Lnx:-l(:»x:i
*t=3 @Llnx=3x=e3 SIR={§,e3}

EXERCICEN:3

1) Ln(2x43) <5< 0<2x + 3 < e’ & -3<2x <e5-3=>l231<x <

e5-3
2

e5-3
2

[

-3

Sr=15
2) Lu(3x+1) <0 & 0<3x+1<1 & -2<x <0  Sp=17-,0]
3) Ln(5x) > 1 -Ln5 < Ln(5x) > Lne — Ln5 < Ln(5x) > Ln(%)

e e e
[—4 - & > = = | o0
S5x > s X 25 SIR ]25 , + [

HinE) >0 > etx 2002 150 etx = -2
x+2 x+2 x+2

©——>0etx#-2 @x+2<0 Sx <2 Sp=lo,-2

5) (Lnx)? - 2Lnx < 0 & Lnx[Lnz-2] <0

x 0 1 e? +00
Lnx - 0 + +
Lnx-2 - - ) +
P + D - +
Sm=11,e%[

28
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EXERCICEN4
1) f(x) = Ln(x*)

pour x >0 f(x) =4. (—) et limf(x) = lim4. (Lﬂ) =0

X — +

x—>+oo

2 1 i
2) f(x) = 222 pour x> 1 f(x)=(;;x2) et lim f(x) =+c0 ( de la forme —)

) i
2
- —— -1
3) f(x) = 2-inx pour x > 1 f(x) =3%— et limf(x) =-1 car lim— =0
1+Lnx T X — 400 x—>lf;-oo

4) lim 2= lim Z=1,doa: lim Ln(’”l) Lnl =0
x— +00 x+2 X — 400 X X — +00 x+2

Ln(x+1) _ Ln(x+1)
+2 T (x+1)+1

5) f(x) = ;onpose X=x+1

lim f(x) = LnX

nx i ( ) (LnX)
X — 400 X—>+oo X+1 X——>+oo X+1 \_’<A

6)f(x)= l+x-Lnx; lim f(x) = lim 1+x[1- 2% =+
X — 400 X > +00 X

0

Dfx)= x-Ln?x ; lim f(x) = lim x[l-anx
X — 400 X — +00

= 400

0

8)f(x)= x + Lnx - Ln (x + 1) pour x>0 f(x)= x +Ln (-

x+1

. X ’ N . X .
lim —=1,dou: lim Ln (—) =0 = lim f(x) =+o0
x—+oo  X+1 X — +00 x+1 X —> +0o0

EXERCICENeS
lim Lnx Ln3 __1_
1) = (Ln)'(3) =3

x —3 x3

car la fonction x +— Lnx est dérivable sur IR} et (Ln)'(x) =-)1;

2) lim Lnx -Lne (L )(e) =§

X —e

lim Lnx Ln
3>H;_ =)' (3) =
4) soit f(x) = Ln (1+3x) ; f'(x)= 5
lim,,_,, ln(l;—3x) - xhi,no f(x; (f)(o)_f (0) = 3

29
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5) f(x) =Ln (cosx) ,festdérivable sur ]:571 ,g[ et f'(x)= _Cii:xx =-tan x
lim Ln(cosx) _ lim f(x)-f(0) oy _
x50 x  Tx-0 g0 —10)=0
6) f0)=Ln (1+sinx) , ()= o lm IO - f0)= 1
lim Lnx _ lim 1 Lnx \ _
D xon (x =2)(x-1)  x-1 (({:2 (@ =-1
-1 TR
EXERCICEN:6

1) lim x?Lnx =0
x— 0t
2) ]ingﬁ Vx.Lnx onpose X =+vx
X —
lim XLn(X?) = lim_ 2XLnX =0
X — ot X —ot

. 1 R T 1 2 _
3) xl_l_)rrcl)+ ( + Lnx) "x]l,n(l,+ = +£% +00

0
. x3 . 1
b Am, G = I, mmyT
3
5 lim (&%) =0

X —> +00 X

: 3 1 2 3r_ 2 _ 1 3 2 _
6) lim, x L) = lim, **[-Lnx]? = lim x*(nx)? =0

EXERCICEN:7
1) f(x) = Ln (%) —-Lnx
Di=Dp =104, f(x)=— =<0
x [0 oo
£(x) | -

f(x) ‘+oo \ Oo’

* im0 = 400 im0 () S0
x —

(Cp) admet la droite d’équation : x = 0 comme asymptote verticale.
. f : L
X — 400 X X — 400 X

(C¢) admet une branche parabolique de direction (0,7) au voisinage de (+00)

30
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Dfx)=Ln(x?*—x +1)
* f(x) existe si et seulementsi:x2 — x +1>0 ,A=-3<0
Df=Df'=IR

' . 2x-1
f (X) - xz_x+1 x oo _]; +oo
2
(x) - 0 +
f(x)

)

lim (x2— x +1) =+ d’on M f(x) = 400

|x| >+c0 |x] >+0c0
1,1 1,1
. f(x . Ln[x?(1- 2 +-3)] . 2Lnx |, Ln(l->+=
* lim D= lim ( "")=11m + X =0
X — +o0 X X — +oo x x — +00 x

(C¢) admet une branche parabolique de direction (0,7) au voisinage de (40)

* de méme (Cy) admet une branche parabolique de direction (0,7) au voisinage
de (—o0)

AF “3
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3)f(x)= xInx — x

De=Dp=10,+[, f@=lnx ; * lim f(x)=0
X 0 1 400
f'(x) - 0 +

f(x) (|0 +00
\ -1 /

* lim f(x) = lirrl x[Lnx - 1] =+
X — o

X — +oo
f(x)

* lim === lim (Lnx- 1)=+o
X —>+o0 X X — 400

(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,))

A

N

4) f(x) = x%Lnx

Df=Df'=]0’+°o[a f,(x)=2x[Lnx+%] :
1
x —
£ x) ) ¢

fi oo
(x) 0\__—1 / +

2e

* i = . i =
Jm, 1) =0: lim () = o0

. f(x .
*  lim ) _ lim xLnx = +oo
X— 400 X X — 400

(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,])
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Cf

A
A

5) f(x)= Ln(x + Vvx%+ 1) , pour tout x € IR
x°+1>x2=Vx2+1>x|z2-x=x+Vx2+1>0
Ds=Dg =1R

* festimpaire  (f(-x)+f(x)=0)= O(0,0) est centre de symétrie

*f'(x) = \/—;;-_+—1 (f’(0)=1 = une tg de coeft directeur 1 au point o)
x |0 +00
f'(x) +

f(x) / +00
0

1

Ln(1+ [1+ =)

. f(x . Lnx x2

*  lim ) _ lim + =
X — 400 X X — 400 X X

(Cr) admet une branche parabolique de direction celle de (0,7)

i
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x+1

6) f(x) = Ln(:27)

X -00 -1 1 ~+00
x +1 - D + +
x —1] - - 0 +
Q + b -] +

-2

(x -1)(x +1) <0

D = D¢ = ]—00 ,-1 [U]1,+00[ £(x) =

X -00 - 1 +co

1
f(x) 7 :
f(x) 0\‘-00 / /// +oo\0

( remarque : f est impaire)

A
1 cf
1
EXERCICEN:8
l)f(x)=3;+13+i2+% . I=IR%
1 1 1 1 1
F)==s=-;5-c+Lolx| =Lnx---———
2) ()= 222, I=]1,+00]
fay= 2529 . > F(x) = 2x — SLalx + 1] = 2x — SLn(x + 1)
D@y = 2L [=jg0] ; f)=1- =

F(x)=x —Ln|x + 2| =x — Ln(x + 2)

x
x2+1

4) f(x) = x(x2+1); F(x) =%Ln|x2 +1]- i(x2 +1)2
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1 1
5) f(x) = = fox ; I=11,+00[ F(x) = Ln|Lnx| = Ln(Lnx)
6) f(x) = ~Lnx ; 1=]0,+c0[; F(x)== ~Ln*x
Dfx)== ; I=]030 ; F() =-Ln|cosx|=-Ln(cosx)
8) f(x) = C:::  I= ]O,Fz-[ ; F(x) = Ln|sinx| = Ln(sinx)
EXERCICEN:9
“_"_ indx| =2
D[, —dx [3 Ln x]l_ .
2) f ——dx = [2Ln|x + 1|}}= 2LnE)

3) fy

x2+2x+3

14
dx = [ Ln|x2+2x+3l] =-Ln2
0

4) fgtanx dx = [—Ln]|cos x|]§= %Ln(z)
6 6

2Lnx _ l 2 2__1_ 2
5) [P dx = [2 Ln x]l-Z(LnZ)
4 dx 4
6) f, —— = [Ln|Lnx|]3= Ln2
EXERCICEMIO

1) I=fleanx dx ;

soit

wv@=x —u@ =%

v(x) =Lnx —» v'(x) = %

x2 € ex x2 € 1x21¢  e?2+1
L=[Finx] - 73 ax = [Fnx] -[5] ==
3
2 wx)=x2 -ukx) =%
2) J:fee x%Lnx dx ; soit 3
v(x) =Lnx - v'(x) = =
5.e%-2.e3

J =[9—;i Lnx]:2 - % f:z x?dx = [§ Lnx]eZ - % [%3]:2 =

elnx

3) K= f—dx

K =[2+/. Lnx]; -

soit

f——dx

9
u(x)-——; — u(x) = 2vVx
v(x) = Lnx - v'(x) = 2

[2vx.Lnx] - [4Va], = 22 - Ve)
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ux)=1 - ulx)=x

— (€1 n2 o
4) L_f1 Ln?x dx ; soit {v(x) = Ln?x — v'(x) = %Lnx

L =[x.Ln%x]¢ - 2 fle Lnx dx = [x.Ln?x]¢ -2 [xLnx —x]¢ = e-2
EXERCICENe11

f(x)—xz(x = x € IR"\{2}
Cc
1)f(x)-—+—2- +—
11
a) d’une part : * 11m f(x)(x — 2) —xlg)n2 =3
) Ck 1 _ T a(x=2) = b(x—-2) S TSR |
d’autre part : xlx_r_{lzf(x)(x 2)—’Clg)n2 —t—z - +c=c;don:c=7
i 2 lim —~—=-1
b) xlgno f(x)x* = xlino o >
2
et lim f(x)x2= lim ax+b+==b doli:b=— 2
x—0 x—0 x-2 2
C)xll-bn-}-oo f(X).x— xgnloo x(x 2)
et lim f(x).x = lim a+2+Eza+c
X —> +00 X —> 400 X x=2
dou:a+c =0=a=-c =—j‘1:
-1 1 1
Vi =22 Yied

4 1 1,1 4
f3 f(x) dx = [— ZLnIxI +Z+2Ln|x - 2|]3

=i =ien() -5

1

u'(x) = ;— — u(x) =

3) Onpose: ’ SR
v(x) =Ln(x —2) - v'(x) = Py
4 Ln(x-2) 4 1
S5 —— dx [——- Ln(x — 2)] s 70D dx

5 1
= -§;an+ E[Ln(z)-g] = E[Ln3—an2-'6']
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EXERCICEN:12
D) fx) = (Lnx)?

* { est définie et dérivable sur ]0, +oo[ ; f'(x) = 92—6 Lnx

x |0 1 +00
f'(x) - D +
f(x) |[+c0 \ /v +co
0

im0 = lim, 1) = 4o

\ f(x . Lnx)?
*  lim o) _ lim (Lnx) =0
X — 4+ X X — +00 X

(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,7)
A

Cf
Df(x)=—— 5 Dr=]0+000\{1}
, _ -1
f (x) ~ x(Lnx)?2
x |0 1 +00
f'(x) - -
-00 0

* i = i =
xgnloo f(x) xl_er(x)+ f(x)=0

1

* lim f(x)= lim =-00 ; lim f(x)=+

- - Lnx) +
x—1 x—1 nx - x—1

* les droites d’équations respectives : x =0 ;x=1 et y=0 sontdes

asymptotes a (Cy)
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1
1
3) f(x) =Ln(vx) =5 Lnx ; D=]0,+00]
(x) = =
f'(x) = = 0
x |0 +00
f'(x) +

£(x) I

(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,7)

Cf

Ve

4)f(x)=Ln|x?> — 1] ; Df=1IR\{-1,1};fest paire,
f’(X) = xzzicl
x |0 1 +00
f'(x)|0 - +
f(x) O\_oo N /v +00
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2_ Ln[x2(1- =)
*  lim ) _ lim In(x*-1) _ lim _[____;7_]
X — 400 X

X — +0oo X X — 400 x

= lim 2Ln(x)+Ln[(1—;12)]

=0
xX— 40 X X

(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,7) au voisinage de +00

A

AN

EXERCICEN:13
f)=p—— ; x€l0el
f'(x) = m >0 X 0 €
f(x) +
f(x) / +00
1
1— 20
* Jlim. f(x)= lim =1
x— 0% x— 0t @
: . Lnx—2 -1
* xlgrg_ f(x) = xlgr;_ L—g—_—; =+00 ( de la forme 0—_)

La droite d’équation x=e est une asymptote a (c).

cf y=

e
il
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2) f est continue et strictement croissante sur ]0,e[ elle réalise donc une bijection

de 10.ef sur f(]0,eD) =] lim f, lim_f[= ]1,+oof

3)—a) (Cr1) =5,5(Cs) avecA:y=x
1

EXERCICEN:14
1) D, = IR \{1}
) Fgetelx ) L1 ofexsd  (x+1)(x-2)
2 x-1 2 x(x-1) 2x(x-1) 2x(x—1)
X
X —o0 1 0 1 2 Joo
| - pr |- b
ANV ANG
%+Ln(2) 00 00 .

3) lim (f(x)+£)= lim Ln =1 =0 D’ou A:y=——x~ est une asymptote a (C)
X— _ oo 2 Xy _oo _Tj 2
=u<f(x)+f=Ln"—"1=Ln’1—l
2 X X
1 1 X
® pour x<0 —|l—— >1:>Ln(1———)>0:>f(x)+5>0
X x
1 1 1 X
e pour0<x<——-1-—>1= Ln(fl—-—)>0= f(x)+=>0
2 X X 2

<1=1Ln

1 1
ool \ {1V 5 [1——=
Opourxe}2 + { {}—9‘ -

1-Yco= fm+E<o
X 2
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X —o0 0 1/2 1 +oo
X + + - -
f(x) +§
© @ & A
P.R A A (&) (&)

Point D’intersection

4) pour xe Df=IR*\{1} Ona:x#0etx#1

>-x#z0et—x#-1=>l-x#letl-x#0=>(1-x)e D,

1

-X
=——+1Ln

x—1 X

xX—

x—1

*f(l—x)+f(x)=xT_l+Ln1 .

n (_x ](___x—l] =—1+Ln1=——1—=2[—l)
x-1 X 2 2 4

~£+Ln +Ln
2

—x X

D’ou I(%,—i—) est un centre de symétrie pour (C)
5)* x =0 et x =1 sont des asymptotes a (C)

*Ay= —% asymptote a (C)
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6) * Sur |-o0,0[ f admet (%+Ln2j comme minimum absolue

= f(x=2 %+ Ln2;Vxe ]-—oo,O[ D’oli I'équation : f(x) =0 n’a pas de solution dans ]—oo,O[
* de méme I'équation : f(x) =0 n’a pas de solution dans ]1,+°°[
% f est continue est strictement décroissante sur ]0,1[ = f réalise une bijection de ]0,1[ sur IR

Comme O€ IR alors il existe un unique réel x, € |0,1[ #g: f(x,) =0

2) 4(2)- 2,9
f(gj.f(aj— ........ <0 :>5<x0<2

Conclusion : Léquation f(x)=0 admet x, comme unique solution dans IR’ \{1}.

EXERCICENe15
f(x)=(Lnx)* =3Lnx+2

1) D, =)0,

() =2Lnx—g =l[2Lnx—3]
X x X

f'(x) - 0 +

oo oo
f(x) \ 1 /
4

«lim f(x)=lim {LnxliLnx —3} + 2] = oo
x—0* x0T T

-lirg f(x)=lim (%[Lnx—3}+2] = oo

X—>too
+oo
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2) *f(x)=0 (Lnx)*-3Lnx+2=0

Onpose X = Lnx U'équation devient: X*—3X +2=0

X'=1 et X"=2=x'=e er x"=¢"=(Cf) N (0,0) ={A(e,0); B(e*,0)}

: . (Lnx)* 3L 2 <
* [im fx) = lim (Lnx) _2u +—=0 B,P de direction celle de (o,i)
X4oo X X—>+oo X X X

Cf

-

—

3) Fest dérivable sur ]0,+oo[ et  F'(x)=(Lnx)’ +2Lnx—5(Lnx+1)+7 = f(x)

D’ou F est une primitive de f sur ]O,+oo[.

4) A=]‘—f(x)dx

A=[fax=[FW]. =[a=eG-0)

EXERCICEN:16

f(x)= 2-x+%;xe 10,40
x

. . L . . L
1) * lim f(x)= lim 2—x+——nx =—oco *lim f(x)=lim 2_x+___nx = —co
X—r+400 X—>+o0 X x—07 x>0 X
T et

—o0

2) g(x)=1-x*-Lnx

1 *
a) g'(x) = ‘[2x +—] <0; Vxe IR, gest strictement décroissent sur ]0,+°<>[
X

b) g(1)=0

X 0 1 +oo

g(x) + 0
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3) f (0= -1+ 2% 8D
X

Lnx

4) a) lim [f(x)=(-x+2)]= lim =0 A:y=-x+2 estuneasymptote a (C) au
X~—)+o0o X—toa X

voisinage de +oo

Lnx

b) f(x)—(—x+2)=
X

X 0 1 400

FO)-(-x+2) — o .

P.R A (1,1) Q

) A
N
c) le signede f'(x) estceluide g(x)
X 0 1 +oo 1
(x) + |0 - 1
1 A
T cf
f(X) —00 —00
EXERCICENe17

Partie A

g(x) = x%- 2 + 2Lnx

1) g'(x)=2x+ ;ZC- >0 pour tout x€ ]0,+oo[

X 0 +00
g'(x) +

g(x) e
-00

N _ . 2 _ _
* xl_l_)rr(l)+ g(x) = xll,n(l)+ (x 2 + 2Lnx) =-o00

* lim g(x) =+
X — +o0
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2) g est continue et strictement croissante sur]0,+oo[ elle réalise donc une
bijection de ]0,+oof sur IR ,

Comme 0 € IR alors il existe un unique réel x,€ ]0,+oo[ tel que g(xy) =0
g(1).g(2) <0 d’our : xp€ 11,2 ;

(calculatrice g(1,2).g(1,3) <0 =1,2< x4<1,3 ; x5 = 1,2)

X O xo 400

g () | -0 +

3)~a) A= f23|g (x)| dx= f; g (x) dx carg(x) >0 pourx€ ]2,3[;

A= ["?3 — 2x + 2(xLnx — x)]3 = (3+ 6Ln3 — 4Ln2)ua

Nlr-

b) 4 = [flg ()] dx= ——ﬁg(x)dx car g (x) <0 pour €], 7 ;

A; = [f; ~ 2x + 2(xLnx — x)]z = (% + Ln2 — §Ln3)u.a

Partie B

Lnx

fx)y=x-2- 2—

D fx) =832

2) x |0 Xo +00
f'(x) -
f(x) +00 co
T~ f(xo) /+
% Lnx
lim f(x)= 11m x —2-2 ——) = 400
X — +oco X — +oo X

. . Lnx
”<xl_1_)rr(1)+ f(x):xll_)rrloo (x - 2-2 —-) +00
. . Lnx
D-a)fe)=_lim [fx) - & - 2)]=_lm_ -2(=%)=0

D’ou la droite D : y = x - 2 est une asymptote a (C¢) au voisinage de +co
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b) f(x) — (x - 2)=—2(%)

X 0 1 +00
f(x)—(x- 2) + -
PR @@ A D

b (o))
A(l1,-1)
3
o C

EXERCICEN:18
1) g(x)=2xvVx-3Lnx+6
a) g'(x) =3vx - 3[&;)_‘_4
X 0 1 +00
g'(x) -0 +

g(x) +OO\ 8 /'+OO

* lim g(x) = lmloox[Z\/_——3Lﬂ+ ] = +00

X — +0o
* lim g(x) = +oo
b) g admet 8 comme minimum absolu d’ ot g(x) > 8 pour tout x€ ]0,+0[ ;

= g(x) > 0 pour tout x€ ]0,+o0[ ;

2) f(x)=

3 Lnx

+x-1

3Lnx

% 1 T
a) ;\¢1L>rr(1)’r f(x)—xgml-oo Vx

+ x - 1):-00

* lim f(x)= lim (BLnx+x—1);onpose:X=\/E

X — +00 X — +o00 \/_
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w1 6LnX 2 _
Xll—)rr-il-oo(Xz + X 1)_.+oo
L Vx—inx
b)f'(x)=3(%@-——>+ 1 =%>0
x |0 +00
f'(x) +
f(x) / +00
-00

3)-a) xlimw [f(x) — (x — 1)] lim

X — +oo

(2= o

D’ou la droite D : y = x — 1 est une asymptote a (Cs) au voisinage de +oo

b) f(x) — (x — 1) = 33;"
X 0 1 +00
fx) —(x = 1) - 0 +
PR
D €p
e N D
A(1,0)
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EXERCICEN:19
f(x)=1—jc,nx
1) f,(x)=Ln;c2—2
1-Lnx d 0 e? +o

R ORI R ) I N

f(x) ||+ 0
* lim f(x)= lim (- 2%) = T~ 1 —

X — +00 X — +00 \X x e?

e >

2)
e | el 1 21¢ 1
3 A= [ 1) dx= [{2(1 - Lnx) dx=[-3 (1 = Lnx)?] =7 (wa)

e Lnx

H-a) I=[ —dx ;

u'(x) =iz — ux) = —
On pose o
v(x) = Lnx — v'(x) = Z
[=[-2inx] - ffax = [~ 2ima] [ =1-2
1 x2 x 1 lxly
e Ln?x
*I=[ —dx ;
1 -1
wx) =5 —ulx) = —
On pose : x? x

v(x) = Ln?*x - v'(x) = % Lnx

fe Lnx

T Lnx e = tior=2.3
J=[-2Ln x]1+21 M dx =-2+20=2-2

48




Fonction Ln CMS Ch8 Tomel

b) V= [ £ () da = [ (BRI gy

x2

1 L Ln?
=n(f] Zdw— 2 f{=F dx + [{22F dx)

= n([— i]: - 21 +]) =T[(1 - S) u.v
EXERCICEN220

f(x) = (1 - %).(Lnx ~2)

. . 1
D* lim, f(x)= lim, (k—{)‘( nx — 2) = +oo
x = i -1 —2) =
im0 = tim_( )-0‘%{- e

(o] o}

2) fest dérivable sur ]O, +0o[ comme étant produit de _deux fonctions dérivables;
’ 1 1 1 1
£(x)=— (Lnx—2)+;(1 - ;):;; [Lnx + x — 3]

Hux) =Lnx+x—3

D) =2 +1>0 u,’(‘x) 0 n +0
u(x) / +00

b) u est continue et strictement croissante sur]0,+oo[ elle réalise donc une
bijection de ]0,+oof sur IR ,

Comme 0 € IR alors il existe un unique réel a€ ]0,+oo] tel que u(a) =0

U(2,2)U(2,21) <0 = 2,20 <a<2721 5 A vérifier
¢) X 0 o +00
u (%) | - 0 +
, u(x)
4 -a)f'(x) =—3
X 0 o +00
f(x) - -0 +

f(x) |j+oo +00
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b)u(a)=0= Lna=3 - adouf(a) = (1 — .&)_(3 o — 2) _ —(a~1)2

¢4

_ _ 2
soit h(x) = Lxl-)—

; h'(x)=-1+ ;1-2- <0 pour x€ [2,2 ;2,21]
22<a<221 = h(2,21) <h(a) <h(2,2) = - 0,66 < f(0) <- 0,65
5 % lim 2= lim (1-2)(22-2) =9

x — 400 X X — +00 x x x
(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,7)
a=22 ; fla)=-0,65

EXERCICEN221
A)gx)=1-x-2xLnx
1) gx)=—1 -2[lnx+1]=-2Lnx -3

() = -3 -
gx)=0= Lnx = ; &X= 7=
1
¥ |0 T oo
g'(x) + 0 -
2
X —_
g(x) - 1+m\
1 -00

* lim g(x) =1

lim g(x)= xl_i)rriool -x[1+ 2Lnx] = -0

X — +0o0
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2)g(1)=0
x |0 1 +00
g o+ D -
1+ Lnx
B) f(x) = (1422 a vérifier
1)a) f'(x)= %1(:%—5 ; le signe de f'(x) sur ]JO ;+oo[ est celui de g(x)
x |0 1 +00
f'(x) + 0
f(x) 1
1) / 4 \ 0
% T _ 1+Lnx _
xli%'* f(x) = xl—l—>n(lJ+ (1+x)2 ~ *

* llm f(x) = lim

x [ Lnx
x — +00 x —> 400 (14x)2

+2]=0

X

c)* lm(l) f(x) = -0, D’oul la droite x = 0 est une asymptote a (C)
x—

* . lmioof(x) =0, D’ot la droite y = 0 est une asymptote a (C)
3) (O)ne.D) = {AG, 0))

Tiy=tG(x-2)+fd 5 Tiy==5(x-2)

4)
T
/
Or>1
1 _L (1+x)—x _ 1
) x  1+x x(1+x) T x(14x)
A dx 1 1 . A_ X A
2) fl x(1+x) f ( 1+x) dx = [Ln|x| — Ln|x + 1]]7= [Ln (1+x)]1

=Ln (1 /1) +Ln2=Ln (121,1)
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_ J«A 1+Lnx
1 (1+x)2

3) AQ) = [ f(x)dx

1

, -1

u(x) = —u(x) = —

a) soit : (1+x)2 1+1x

vx)=1+Lnx > v'(x) = -
_[_a+molr | 2 dx _1 (1+Lnd) 21
Ad) = [ 1+x ]1 f1 x4 2z T1x T Ln(1+;1

b)* lim AQ) =3+Ln2

X — +0oo

EXERCICEN222
Dgx)=x(x-1)+Lnx

2x%—x +1

D g@=2x—1+==
2x*— x +1=0;A= -7<0dou2x?>— x +1>0
=> g’(x) > 0 pour tout x€ ]0,+00]

g est strictement croissante sur ]0,+oo]

2) g(1)=0

X 0 1 +00

g | -4+
I0) f(x) = (x - 1)"+ Ln?x

Da)* lim f(x)=+c0, * lim f(x)=+oo,
x— o0t X — +0o
b)f est dérivable sur
10,+00[comme etant somme de deux fonctions dérivables,.et f'(x) =
2inr=2 - — BX)
2(x - 1)+;Lnx—x[x(x 1) + Lnx] =2 -

c) le signe de f'(x) est celui de g(x)

X 0 1 +00
f'(x) - b+
f(x) |+oo \ /+m
0
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2) h(x) =f(x) pour x€ ]0,1]
h est continue et strictement décroissante sur|0,1]elle réalise donc une bijection
de ]0,1]sur h(10,1]) = [h(1), lim hj[ = [0.+oof
X —
Hux)=hx)-x ;
a)u’(x)=h'(x)-1<0, pour x€ ]0,1]

X 0 1
u’(x) -

u(x) |[+oo
\ p

b) u est continue et strictement décroissante sur]|0,1]elle réalise donc une

bijection de ]0,1]sur = [-1,+00[

Comme 0 € [-1,+00[ alors il existe un unique réel a € ]10,1] tel que u(a) =0
Par suite il existe un unique réel a € ]0,1] tel que h(a) = a

u(0,5).u(l) < 04 = 0,5<a<l1; A vérifier

2) a) lim = lim (x—2+§+

x— +oo X X — +0o

Ln?x

):+OO
X

D’olr : (Gf) admet une branche parabolique de direction celle de (0,]) au voisinage

de +co0
A
c1” ¥
L1
A\ 4 C2
) I= [ x.f(x)dx
D A=[fwax ; {07

A= [x.£Q)]% - [) x.F(0)dx =[x f()]: - 1= A=-a.f(a)-I=1=-a%-A
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2) a) I=[ xf(x)dx=[ 2g(x)dx=2f g(x)dx

1 1 2 x?’ xz 1
b) I=2fa g(x) dx=2fa(x —x+Lnx) dx=[-3——7+anx—x]

a

d’oﬁ:I:%za3+ a2+2a—§—2aLna

c) A=—a2—I=§a3+ —2a2—2a+§+2aLna

EXERCICEN:23
{f(x) = %x2(3 —2Lnx) six >0
f(0) =0

. . 3
A) 1) a) Xh_p%j(x) = xh_gr(l)+ (Ex2 - sznx) =0
lir% +f(x) = f(0) d’ou f est continue a droite en 0
x —

b) lim f(x)= lim =x2(3 -2Lnx)= -0
X — +00 x— 4002

. f(x)—-f(0 . 3
20 Jim S = lim, (G- xtnx) =0

f est dérivable a droite en O et f' ;(0) =0
b) f est dérivable sur ]0,+00[ comme étant produit de deux fonctions

dérivables.
2 s
F(x) = x(3 - 2Lnx) + = (72) = 2x(1 — Lnx)
3) {i(g)];_f_)oo[ olnx=1 &x=¢
X 0 e +00
£'(x) [|0 + o -

f(x) e

2
0 / \ N

4) f est continue et strictement croissante sur]0,e[
2
f(]0,e[) =10, 672 [;0¢]0, iz- [ ,d’oul’équation f(x) = 0 n"admet pas de

2
solution sur }0, < [
2
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* f est continue et strictement décroissante sur[e,+oo], elle réalise donc une
2 2
bijection de [e,+oo][ sur ]-oo, %—] . comme 0 € ]-o0, e?] alors il existe un unique
réel a € [e,+oftel que f(a) =0
Conclusion :
’équation (x) = 0 admet a comme solution unique dans ]0,+oo |

ou bien

{f(x)=0 =3-2lnx=0 & Lnx=> e x=eVe :a~448
x>0 2

B)1) D:y=f(D.(x-1)+f1) ; D;y=2x_§
2) g(x):f(x)-2x+%
g ) =f(x)-2=2x(1-Lnx)-2
g'(x)=f"(x) =-2Lnx

X 0 1 400
g (x) + 0 -
g'(x) 0
-2 / \A -00

g” admet 0 comme maximum absolu , d’ott g’(x) <0, pour x € ]0, +oo[
b) g'(x) <0, pour tout x € |0, +oo[ d'ou g est strictement décroissante sur

10, +oof

X 0 1 +00
g (x) - 0 -
x |0 1 400
g(x) + 0 -
PR © D
5 A @
A(1,3)

3)
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* lim @< im 23 -2l =-oo

X —> 400 X X — +©

(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,)) au voisinage de +o0

C)1) neIN"; I, =['x?Lnx dx

u'(x) =x% —ulx)= %3

On pose : 1
v(x) =Lnx - v'(x) = =

x5 1 1 x2 1 31t Ln(n) 1 1

o =[5 Lnx], - 15 dx =salom - [5], =53 +55 -3

n

2)  Ap=[i (f (x) — (2x — %)) dx = [{ ze -x2Lnx — 2x + %) dx

1
Au= [ (o7~ 2x + ) de- [llnny dx =[5 - 2x 4 3, - 1y

-11 1 1 1 Lnn
A= —— =+ -= ==
n " 18n3 + n2 2n + 9 3n3
-11 1 1 1 Lnn 1
3 lim A,= lim =t - tm=s
) n — 400 n n— +co 18n3 n2 2n 9 3n3 9
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EXERCICENe24
1) f(x)=Lnx Df=IR: f'(x)=l>0; Vxe IR,
by
X 0 400
f'(x) +
/ +oo
f(x) -0
Limﬂ =0 B.l .Parabolique de direction celle de (0,_1:)
Xt x
A
Ry

1
/ Mk
/ k k+1

2) S, =Lnl+Ln2+..... + Ln(n) T,=Lnl+Ln2+...... + Ln(n-1)

k+1
En utilisant [a méthode des rectangles  aire(r,) < .f Lnxdx < aire(R,) (Voir figure)
k

k+1 n—1 k+l
= Lnk < j Lnxdx<Ln(k+1):>ZLn 21: | Lnxdx z]:Ln(k+l)=>T <jLnxdx<s
k=1 =

k=1 k=1
3)

S, = Ln(1X2X3X......xn) = Ln(n!) et T,=Ln[(n-1)!]

'[Ln(x)dx = [anx - x]f =nln—-n+1
1

Dapres2) |Ln[(n—1)!]<nLn—n+1< La(rY)|(I)

*nlnn—n+1= Ln(n")— Ln(e" )+Lne—-Ln( )+Lne—Ln[e(nj}
e" e
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D’aprés (1) :

Ln[e(nj }<Ln(n'):> e. E <nli(D)
e

* Ln[ (n- ']<Ln[e E } Ln[(n—l)!]+LnnSLnn+Lr{e(§)”jl

('\

:Ln(n!)SLn|:ne L } n'<ne(nj (2)
[4

e

MH+2)= e(f] <n .Sne[ﬁj
e e

EXERCICEN:25
f(x)=Ln(Lnx)

1) D, = 1,49

2) la fonction : x> Lnx est dérivable et strictement positive sur |1, +oo[

D'ol f est dérivable sur ]1,+eo| et f'x)= (Lnx) —1—>0
x.Lnx

98, =% ——; n>2

" k=2 kLnk
pour k=2

= 0< Lnk < Lnt = 0<kLnk <t.Lnt
k<t<k+1
k+1 k+1 k+1

ST R U N (S S P

tLnt k.Lnk <+ tLnt - k.Lnk v t.Lnt k.Lnk

n+l n+l

4)% f ——-dt = j f@®dr =[O = Ln(Ln(n+2)) - Ln(Ln2)

k+l 1 n k+l 1 n+l 1
. L =3 La<s,
* tht kLnk > 4 tLnt Lnk 5 tLnt

k=

L

=S, 2 La(Ln(n+2))—Ln(Ln2) or lim Ln(Ln(n+2))—Ln(Ln2)=+oo

D’ou lim §, =400

n—y+oeo
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EXERCICEN:26
Pour xe IR,
1) on pose : U (x) = x— Ln(1+ x) = U=l-——=-% 50
I+x 1+x

U est croissante sur IR,

x20:>U(x)2U(O):>U(x)ZO:>x—Ln(1+x)20:>(1)

2 2

* soitpour x20 V(x)=Ln(l+x)— x—2 = V'(x)=—1——1+x= x
2 1+x 1+ x

>0

V est croissante sur IR,

2

x20:>V(x)zV(O):Ln(Hx)—[x—%Jzo: x—%s L@+ x)|2)

2
(1)+(2)3x-—%$Ln(1+x)Sx

2)
. . - . : o n n(n+1)
a) w, = p est une suite arithmétique de raison r =1 Zp =Z w, = T?,_(wl + w") =——"

* démonstration par récurrence

]
e pour n=1 sz =1]1= (vrai)
p=1
1 n+l
* Supposons que Z pz zn_(n_i)6(2n_+_ll et Montrons que Z p2 = (n+1)n +62)(2”+3)
p=l =

Epz Zp +(n+1)? mlé(—z—”ﬂﬂ +1)2 2 (4D ;)[n(2n+l)+6(n+l)]

p=l

n+1(2 +7n +6) (n+DH(n+2)2n+3)
6
Conclusion : Zp Ewéﬂtg Vne IN
p=l
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b) Ln(P,) = Ln(l+-—1—2—)+Ln(1+—22—)+.‘.+Ln(1+12\J = ﬁ:m(nﬁz)
n n

n =i n
d’apreés 1)
2 n n n
%-%sm[u%js%: L L <inpy<yY £
n° 2n n n o n So4n o
1 & 1 & 1 &
= =2, Pz 2.P SLn(F)s—
n’ ; 4n* po n’ =
:>_1§_ n(n+1) 3 14. n(n+1)(2n+1) SLn(Pn)Siz n(n+1)
n 2 4n 6 n 2
Sl D@D g pye it AL gy (2¥DERAD
2n 24n 2n n—te 2p 2 n—ee 24n
:lirEoLn(Pn)=%:>liI}1mR,=e5=x/E
EXERCICENe27

1
Dx €10+ ; g(x)=Ln(x+2)—Lnx - —+=

ey L1 2 -4 R
1)- a)g(x)—x+2 -+ Y —x(x+2)2<0 pour tout x € ]0,+oo[ ,d’ou g

est strictement décroissante sur ]0, +oo[
x+2 2

. L x+2y 2 1_1
b)xﬂniwg(x)_xgrﬁml” x) szt~ 3

g est strictement décroissante sur |0, +-oof
’ N — 3 : —_ _]; N, E
d’ot1 g(]0, +o0[) = ]x£m+m g,xl_lff})+ gl=] " +oo[ d’oir: g(x) > ; pour tout
x € ]0,+oo] et par suite g(x) > 0 pour tout x € ]0, +oo[
2) 2<x <3 = g3)< g(x)<g(2) car g est strictement décroissante
= g(x) <Ln2 - i— < i d’ol: g(x) < % pour x € [2,3]

an(———x”)+f +isix>o0
X 4 2
1

I fo)= -
St X =
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D lim, fx)= lim, (xin(x + 2) — xinx + 2+ §) =~ =1(0) d’od f est

continue a droite en 0.

2) lim 220 jim (Ln (’”z) + Z) = +o0

x—>0+ -0 x— 0t

* f n’est pas dérivable a droite en O ;

(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse O,

3) pour x € |0, +oo[
-2
f'(x) =Ln (x+2) + xxfz + 7‘1: =gx)>0

X

d’ou f est strictement croissante sur [0, oo

4) a) hm xLn (x:z) =7

X —> 400

+2 2
On pose X =22 , onaura:x = —
x X-1

X—+0 &X—1 dou: lim erl(%“:—Z):Xlim1 éLnX:

X — 400

Xll_l’-)rllz XT—2X1—2

. x+2 X 1
b)xgrrloof(x) 11m an( )+Z+E"+°°

¢) lim_ [t - £+ =_1lim_[xLn (£3) - 2]=0

2 X — 400
Y : 5 ~ . .
d’oui : la droite A: y = % +  est une asymptote & (C) au voisinage de +oo

5)

£ (x) | +

f(x) / +00

N |
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.........

) 1) h(x) =f(x)—x ; x € [2,3]

h'(x) =f ()~ 1=g(x) -1 <Ocarg(x)<; pourx € [2,3]

2) hest strictement décroissante sur [2,3]
h est continue sur [2,3] ; h(2).h(3) <0 (a vérifier)
d’on I'équation h(x) = 0 admet une solution a dans [2,3]
comme h est strictement décroissante sur [2,3] alors a est unique.
3) " (x) = g(x) pour x € [2,3]

O<gx) < % d’apres 1
4) * f est dérivable sur [2,3] et |f'(x)| <§
d’apres le théoréme des inégalités des accroissements finis
If'(x) — ()] <= Ix — of , pour tout x € [2,3], car a € [2,3]

D’ou : |f(x) — of <z Ix — o

Uy = 2
>) {U = f(Up)

a)*pour n=0 , Uy =2 € [2,3]
* supposons que : U, € [2,3] , montrons que U441 € [2,3]
2<U, <3 =f(2)<f(U,) <f(3) car festcroissante sur [2,3]
Dot : 1 +2Ln2 < Upyy 2 +3Ln(3) = 2 Upys <3

Conclusion : U, € [2,3] pour tout n € IN

b) d’apres 4);  |f(Uy) — af < |Up —al = |Up1 —al <3 |U —a
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c¢) (récurrence)
0
*|Ug—af < (%) car Uy et a € [2,3]

1 n 1 n+1
* supposons que : |U, — af < (5) et montrons que : |Up4q — af < (5)

1
IUn+1—a| < E IUn_al

. P\t
Ona: et . d’ou :|Upeq —a] < (5)
1
U, —a] < (—)
2
Conclusion :

U, —a| < G)n pour tout n € IN
0 1=l = (3)'et i (30

d’otl:nlirrl Up,=—)=0= lim U, =«

n -— +oo

EXERCICEN:28

Lnx

D fx) =4-x-——-
1) xli)n?)+ f(x) = +o0
Lnx

Lm f(x) = xl_‘fﬁw“—[“T = -0

Daf@)=-1-= = —-(1+$)<0 pour x > 0

x 0 +00
f (x) -

f(x) +00\

b) f est continue et strictement décroissante sur ]0,+o[ , elle réalise donc une
bijection de ]0, +oo[ sur f(]0, +oo[) =IR; comme O € IR alors il existe un
unique réel a € ]0, +oo[ tel que f(a) =0

f3)64) = (1-22) (- 2) <0 =ae[34]
o lim & - |im (3-1—m—x)=-1
X -—>+00 X X~ 400 \X 4x

Lnx

x—l—iargoo (f(X)-l- X) = x-l—in-}-oo (4 —T)=-Oo

(C¢) admet une branche infinie de direction asymptotique cellede A:y = - x
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y=-X

3) A=- [} (x) dx = [ f(x) doe= [ (4 = x —=%) dx

xZ
[4x————(anx—x)] —x——z————anx
2
=%a—a7——aLna—9+2Ln2
fla)=0= E-n—a—4 a d’ou:
A=Za-%— a(4-a)-9+2Ln2
A= (%+“7— 9 + 2Ln2) wa
1) g(x) =4 —i Lnx
Lna Lna

)

Afla)=0=4- a-—;—=0 4-—4—=a(=)g(a)

b)g'(x) = —Zl;<0

g est continue et strictement décroissante sur [3,4]
Ln4 Ln3

= g([3,4) = [8(9), 8] =[4 - /.4 - ]

Ln4 in3

Ona:3< 4 - - <4-—=<4dou: g([34]) < [3.4]

gx)= ——=

4x

3<x<4 =>12<4x<16 = —
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UO =3
2) et
Un+1 = 8(Un)
a)*pourn=0;U, =3 €[34]
* supposons que : U, € [3,4] ; montrons que : U,,,; € [3,4]
U, € [3,4] = g(U,) € [3,4] car g([3,4]) € [3,4],dou: Up,q € [3,4]

Conclusion : U,, € [3,4] pourtoutn € IN

b) g est dérivable sur [3,4] et |g'(x)| < —
U,eta € [3,4] d’apres le théoréme des accroissements finis
8(Un) — 8@ <5 Uy — al = [Upyy — al <= U, — al
) Uy — al <3 |Uo — al

U, — al<—|U; - al

GO

1
|Un - al STZ- |Un—-1 — a

Multiplions membre a membre et simplifions , on aura :
1 n
— < (— —
Un— al<(2) U — al

n
lim (—1—) |Uy— a| =0 d’ou: lirrl WU,—-a=0; lim U,= a
X — [ee]

x — +oo \12 X — +co
EXERCICEN229
A)
1) g(x)=(1-x).Lnx xe IR, gx)=0=1-x=0 ou Lnx=0 x=1
X 0 1 “+o0
8(x) - o -

2) h(x)=Lnx—x
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a) i) =21=12% x |0 1
X X

h’'(x) + 0 -

1
h(x) _oo/ \_m

lim A(x) = im (Ln(x)~x)=—= e lim A(x)= lim x LY
x> x>0 X—>+oo X—>+o0 X

0

b) h admet (-1) comme maximum absolu=> h(x) <—1; Vxe IR, = h(x)<0; Vxe IR,

B) f(x)=Lnx(Lnx—x)

1) f est dérivable sur IR: comme étant produit de deux fonctions dérivables

£ =1<Ln-x)+Lnx[l_1j= (Lnx=x)+(1=x)Lnx _ g(x)+h(x)
X

X X X
2) f'(x)<Ocar g(x)<0et h(x)<0 X 0 Jo0
f'(x) -
lim f(x)=lim Lnx| Lnx—x |=+oo
x—>0* a0t YT >~
e e
‘ ‘ f \ _
lim f(x)= lim x.Lnx ﬂ—1 =—o00 ) *
X —>too X—>+too T X
——
0
3) * lim f(x)=+co La droite d’équation : x =0 est une asymptote a (Cf)
x—0*
. . . L
*lim f(x)=—oc0 et lim S = lim Lnx _n_x_l = —oo
X—>+eo xodee  x X—>oo “:;—‘ X
(SR ]

0

(Cf) admet une branche infinie parabolique de direction celle de (0,}') au voisinage de (+oo).

4)a)ona: f()=0 et f est continue et strictement décroissante sur IR:,

d'ot (€F)n(0.i)={B(1,0)}
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b) T:y=f'M.(x-D+ f(1) T:y=—x+1
c) *f(e)=—e+1=> Ale,—e+1)e (Cf) orona AeT = AeTnN(Cf)

5)

=X

cr!

6) ae |0,

2
| | U'(x)= Lnx —x — U (x) = xLnx - x — —
a) A(@) = [ f(x)dx = [ Lnx(Lnx—x).dx Soit: 2

Vix)=Lnx—>v'(x)= 1
x

2 1 1
A(a)=[an2x—[x+x—].Lnx} —J‘(Lnx—l—ﬁjdx
2 ) 2

A(a)=[ _q_JLna a(Lna) —I:anx—x—x_.x_z.j|
2 4
az

ot 9
Al) = — |.Lna— a(Lna) - 2a+—
2 4 4
o’ 1
b)e 1irf)1 (2a+?] Lno = 1in01 2eLno + Eaz.Lna =0 et «lima(Lnx)’* =0
a-0* a—0" a—0*

Dot  lim A(@) =
a—0* 4

7)a) f est continue et strictement décroissante sur IR: elle réalise donc une bijection de IR:

sur f(IR,)=IR.

b) (Cf_')=SA(Cf) avec A:y=x
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EXERCICEN:30
A f@=tt—— D, =]o+\1}
x Lnx
1 1 1 1
1) *llm f(x)-hm +——=+4co *hmf(x)—hm +——=—c0
0" ﬁ Lnx X—>1‘_)‘C_‘ Lnx
+oo 0 1 —o0

*lim f(x) =+oo *hmf(x)—llm 1+—l—-——-0
x—1* =t x  [nx
T T

Les droites d’équation x=0; x=1; et y =0 sont des asymptotes a (Cf)
2)

a) les fonctions x +> x et x — Lnx sont dérivables et ne s’annule pas sur ]O, +oo[ \{1} d’ou f

est dérivable.

1

NS S T S |
L T R

b) f'(x)<0;Vxe ]0,+eo[ \{1}

X 0 1 +oo
f(x) - -
(x) oo o

3) h(x)= f(x) pour xe |0,1] T~ oo T~ 0

a) h est continue est strictement décroissante sur |0,1[ elle réalise donc une bijective de ]0,1[

sur J =h(]0,1[)=

b) A est une bijection de ]0,1[ sur IR comme O€ IR alors il existe un unique réel & de ]0,1[ tel
que A(x)=0

£(0,5).4(0,6) = (+)(~) <0 Dol 0,5< & <0,6
¢) f (JL,+eo[) =10, +e]

0¢ ]0,+o0[ d’ois Péquation f(x) =0 n’a pas de solution dans J1,+oo[

(CHHN (o,?) ={A(e,0))

Conclusion :
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Fonction Ln CcMS
4)
=1
\“&
Ch'
5) (C,..)=S,(C,) avec A:y=x " T oo
() (x) -
1\
h(x) 0
6)

-1 1

a) h'(a)=f (a):’a‘{;—m

Wa)=0= 1+ =0 =[la=—a
o Lno

D’ou h'(a)z:%—%z_(atlj
[24 a o

b) A (0)=a car hW(a)=0

h est dérivables en & et h'(x) = —(a’tl
o

J #0 Dol A" est dérivable en 0 et

3

RV | _
( )(0)—}1'(0:) 1+

B/ g(x)=2.f(x")  xe Lo

1)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
P VLI E /e VL UL B Y LT LN S ) P
A x Lnx F&) x Lnx {xz Lr‘z(xz)} x Lnx [xz 2Lnxi|

1.2
X X2
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-2
2= sta= xx2 x 1 2 +o0
f(x)—g(x) 5 -
a ©Co) | (2f@)] )
@) point int (Cg)
3) xe [2, +oo[
MV =180 = xx_22 Solt ¢(x) = x;zZ x€[240o]  {'(0)= 4;3x
X 4
¢'(x) " 5
1
8
0 0
MN = (x) est maximale pour x=4
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EXERCICEN:31 II) F(x) = szf(t)dt £E[0,+00[

I- v h(x)=x-Ln x

i x—1 1) a)
a)h'(x)=1- - 2 x
F(z) =" #(2) de- [ #() dt
x 0 1 +oo f est continue sur { 0, +00[ etl €[ 0, +00[
h’(x) - 0 + D’ou la fonction :

h(x) +on
\

im, _, g+h{x) =+

Hm, |, ;. h{x) = >0
Yim, _, . x[1 —@ = +00
b) h admet 1 comme minimum absolu alors

hx) >1; Vx€10,+0[

2) x-—:n:z
f(x) = (0

a) ¢ est continue sur ] 0, +00[

:O::

si >0

si £ =0

lim, _, +#(x)=

d’ ou # est continue sur [ 0, +00[

b) lim FEITHO)
z — ot x— 0D
1

lim > = +®
x — 0t x2-xlnx

# n’est pas dérivable a droite en O

x f: #(£) dt est dérivable

sur [ 0, +02[ et sa dérivée est :
x — f(x)
* U:x > 2 % est dérivable sur
[0,+c0] etU(O,+o0[)= [0, +co[
* f est continue sur[ 0, +00[

x— [ 4(#) dt est dérivable

sur [0, +oo[ et sadérivée est :

x v—> 2§(2x) et par suite F est
dérivable sur [0, +0o[

b) pourx > 0

F*(%) = 2§ (2x) - #(x)

Z 1
2ax-LnZ2x a-Lnx

Ln2— Lnx
h(Zx) h(x)

_ 2hix)— h{2x) _
T nhzx)dbx)

* Fy(0) = 2 $(0) - $(0)=0
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Fonction Ln CMS
2x dt 3 M_
2) f —_— = [Lnt]isznfl x 115 +w x—Lnx
Lnz + Lnx
D@ -Ln2= [ ) ar- 07 Tde im A& =0 dob
R T
2x 1 Zx Lnt
= t)——)dt=
fx (ﬂ) t) fx t.hit) de

x>1

Pourt€[x ,2 X ]

h(t) > h(z¥) car h est croissante sur [ 1, +00]

= 0<— <t
h(t} ~ hix)

1 1
05;5; et 0<Lnt<Ln2&x)

L ] )
nt < In{2 x)

Dou 0= th(t) xh(x)
2 t
= 0< J-an I Ln(2x)d
x th(t) xh(x)
= 0< Fex)-Ln2 < 227
h{x)
L1
=% 0< Fa)-Lm < —C2
x—Llnx
Pour x > 1
Ln(2 )

lim
% — +o x—Llna

'1im+ (F(x)-Ln2)=0

Donc : Em+m F(x) = Ln2
4) a) F(—)—é —

11
t < ﬁ—dt
a t

SFC) < [Lnt]i SFQ) < Ln2

b)ona:
F(%) < Ln2 et F(1)>Ln(2) d’aprés 3)
F est continue sur [ % , 1]
Ln2 est compris entre F(i) et F(1) D’apres le
théoréeme des valeurs intermédiaires il existe
Ln2

x €[2,1] tels que F(x) =
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) n€IN
- - In2- Lnx 1 1
5 F@®) = —mrrss DR dt
2 Lnt
% 0 2 + 00 ayona:h(t)>1; Vte]0, +oo[
F(%x) + q - -1 < =
h{t) h(t)
F (%) FQ) |
— N =" <t ;Vte]o,+oof
0 Ln2 t-Lnt
1t
" fm h(t)
®) g 1
t
Vo =1 ——dt+ fi ——dt
—; hw -~ h{t)
Loy
Vel - Vo = J1 —= dt
ey h(t)

0l ;"l l2
7 {
F’4(0)=0

t
Vo - Vo ZOcarm >0

1 1
Vter—, =]
n+l n
D’oul v, est croissante

c)pourt €[>, 1]

t
0< — < ’ o
o S t d’apres a)
1 t 1
_ <
=>05f1_t o gt _fitclt
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Fonction Ln CMS
n Lnt _ 1 21
b [ (1+=")dt = [e+] (Lat) L
2] 1
= 0< ¥, <|— =n—1+E(Ln(n))2
2
n c) pourt>1
= 0< v, <1. 1 t  _ (Lot Lot
2 2n? t—Lnt t—Lnt
1 o
B VnEN =1+ >4+ 2 criae> 0
2 t—-Lnt t
D’oll

d’ol (W, estconvergente
1 1
0<V, <~ =20 lm v, <-
2 n —~ + 2

2) h = 1 m , n>1
a)
(1 + Lnt) ~( ! )

= t—Int

t.Lnt—Lnt—{Lnt)Z
h{t)

Lnt(t-1-Lnt) _ Lut(h(t} ~1) >0
h{t) hit) -

Cart>1eth(t)y=1d’ou

t
t—Lnt

< 1+Lnt; Vte[1,+oof

ff(t_;_m) dt = f(a+2% de

= @, > n- 1+ (Ln(n))?

i - 1 2.
u gm +wn 1+ 2 (Ln{n})* = +oo
D’oll lim W, = 400
n - Hee
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Fonction exp CMS

OCM

1
1) e™5 =8
2) 2e*Y =2e" .Y

1
3) ef=— & x=-1
e
x2—1
4) -2<€ <1 & —-1<x<1
5) lim f(x)=+eo

X—>toa

x—1
6) f'ix)= x2€~x

1
Lo 1 .
7) Ixex dx = l:E-e :I =_;_(e_1)

0
Vrai — Faux

1) Vrai ( théoréme du cours )

2) Vrai ,en effet : pour x € R’ soit f(x)=x— In(x)

variations de f

frix) -

+ + oo
£(x) \1 /

fadmet le réel 1 comme minimum absolu = f(x)21 = f(x})>0= x— In(x) >0

= ,Vx€ IR, (1)
(1) +(2) = Inx<x<e",;‘v’x€Ri
3)Faux : (x ”‘1?)“ =(r+ 1)

e’ ~1 l—e;‘

X

4) Faux : fl=x)= = =— f(x), f estimpaire

e +1 .1+e

5) Vrai:———z——— =loe'+e =20 -2 +1=0 & (-1’0 e*=1
NS
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x—1
f'(x)=—— d'ou le tableau des
X
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Fonction exp CMS Ch 9 Tome |

EXERCICEN:1

* (e2)~3 = g6
*e2 73 = e~
EXERCICENe2

% eSLn3 - (eLnS)S = 35

1

*

e
Ln(e_g) =— -§-

* g(In3-Ln2) _ eLn(g) —

-3Ln2 _ (gln2)=3 _ 2-3 =1
8

*
Niw

*

e5ln2 — oln(2°%) - 2523

3 S
%* e3Ln4 = eLn(4 ) = 43 =64 d’ou: eSL‘nZ _ e3Ln4 =-32

EXERCICEN:3
1) *e*.e ™ =e™*
* o ex = el+x . (e—x)z — e-—Zx

eX
*___er

e—x
2x
x & _ g3x-1
el—x
p E e o
e2x — g2x

2) *(e*+ e )% = (e¥)?+(e™*)?+2e% e =e?* + 7 12

1 eX-1
wei-e™* _ex‘e—x_ % _ e**-1
eX+e~x  gxyp LT eX+1 T p2xyq
eX eX
EXERCICEN:4

1) ez:c—s:l@2x_3=Ln1<=>2x-—3=04=>x=-z- ;51R={§'}

2) e¥*=2& x=Ln2 ; Sg={Ln2}
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3) e7%* =-2 impossible care* >0vVa€lIR;Sr=0

4) e3*l = el = 3x+1=1-5x=x=0 ;SR={0}

5) (e¥)?-3e*+2=0; onposet=e* ;I’équation devient:t?-3t+2=0
=t=1 ou t=2

*t=le=er=1x=0

*t=2 e =2 x=Ln2 ; Sr={0Ln2}

6) e¥ ="t o x?—16=x—4 x> —x—12=0
A=49 VA=7 ,x'=4et x"=-3 ;Sp={3,4}

e+ eF=2e + =2 e + 1=2e" & e —2e"+1=0
= (e* - 1)2=0=e*=1=x=0;SRg={0)}

EXERCICEN:5
De™<1e-x<0ex>0 ; Sg=[0,+0[
2)e™* >0 ; Sp=IR

1 1

3) 2-ex>0= ex< 2etx #0 (=>§<Ln2 etx #0

1 . — 1 1
= x<0 oux>a—2- ; SIR—]w,O[U]Ln2,+00[

2 e?*~ 3e*42
he*+=-3<0 —
e

= (e* — 1)(e* — 1)<0;

<0 e?* — 3e¥+2<0care*>0

X -00 0 Ln2 +00
e* — 1 - 0 + +
e* — 2 - - ) +
P + 0 - 0 +
Sir = [0,Ln2]
EXERCICEN:6
C=G g(0)=1
C, =Cy k(0)=2
C;=Cy h20et limhA=0
n——co
Ca=G flx)<0
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EXERCICENe7
2 2 e’
* i - " = i _ =—
i (4-€) = um (1 7= e
* Lm (e¥ -2e= lim e*(e¥-2)=+oo
x — +© x — +coo
0
/V
1D x 1
* lim (2&"——)=+0o0 * lim (2¢"—=—=)=0
x — +0oo X x — =00 X
xe”*
* lim  xe 7 = lim — =0
x — -0 e x — —0o0 e
* lim  (@®-2x+3)e*= lim (¥e*-2xe*+3¢e") =0 -0+0=0
x — =00 x — —00
L ¢
* lim (-x)e*= lim (Fe*-xe)=0 * lim x € = lim T~ =400
x ——00 L x— — x — O+ t — +oo t
+o0
/v
2T
* s 3 42X = i " 31 _ = oo
xl—]g-loo(x € ) xll‘rg-loox [1 3 ]
ex
* 1 = lim e’ =13 ) 1 = 4o
s e Afx 41 e~ UM | 7 -7
J?,/1+— 1+ —
X X
2 e’
2x—e” N
* lim > =lim X X =—o0
x—+ o X +x x—+ 0
1+ — N
X
1
Onpose X =-—
X
- Py
1 "% , e’ —1 e 1
* lim —€ = lim-—XeX=O * lim = lim — —— =+4o°
z—07 X X —-o : Aot e x * o+ X X
* lim x*{e®—- e )= lim Xe(e*-1)=+oo
x —+ 00 . x —+ 0
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2x x
e -1 -1
*lim = lim )(e"+1)=2
x — X z — 0
xe e’ 1
* lim — = lim = lim ~ =-=1
x = 0]—e* x— 0 eg¥ —1 x = Q e -1 1
X
ex"l x
N e’ -1
* lim = = Lim | Y2 )= 0.1=0
z - 0 ‘\/2x x ~— 0+ 2 X
1 1
— _ x(e* ~1) 1
*tim x(€*=1)= lim £ 1=1 * lim : )= =
x — +oo x — 0 x x — +o - 2
e*+1

%

-1
-1)=, -limo+ —ﬁ(e‘-—l)=

1 1

xz(ex_ex+l )=?

lim

x — 400

1 1

e -1
lim -\/;(———)=0x1=0(onpose t=—15-
— 0+ t X

t

. x x . 1 1 1
Soit f(x)=x*(€e* —e **! Onsaitque: — - — =
fx) ( ) g x  x+1  x(x+1)
1_ - 1 2 1 (l_e_(x-v-ll),\')
Onadonc fix)=x2 e * (1-e ***Dy o _Xe )
—x(x+1 __ 1
x(x+1)
1
1 o
Or lim €° =1 et im - =~
¥ = 4o = 4o x(x+1)
~ 1
1 (l_e (X+1)X) (eX _1)
eten posant X =- preT L lim i = gm+® _ X =-1
x(x+1)
donc _l_1;m+wf(x) =1 de méme . _lim_wf(x) =1
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EXERCICEN:8
1.f'(x) =2 +e™

L
2.F(x) =2x——e
X

X

3.f')=€e " —xe "=(1-x)e”

x _ x ~1 ~
4.f-(X)=e ezfx )_ 2 xx=(2—x)€_x
€ e
5 fl(x)= 232x(x2+1)_2x(62x__1)= _ 2[(x2_x+1)e2x+x]
. (x*+1)? E1)
6.f'(x)=2_2 e - 2

e* +1 e’ +1
X

¢ - (1+Ln(x) ) *
X X

7. f'(x) = e*.Ln(x) +

8. f'(x)=e*+e "
, (ex + e—X)Z _ (ex _e—x)2 4
g'f (X)_ (ex_+_e—x)2 - (ex_+_e—X)2
EXERCICEN:9
D f(x) = e #*De=Dp=IR,  f'(x)=2xe* ; festpaire
x |0 +co
f(x)| 0 +

f(X) / +00
1

. 2
* lim e* =+4o0

X — 400
2 2
. f(x . e* . e*
*  lim o) _ lim —= lim x(——2—)=+oo
x> +00 X X—+00 X X — +00 X
. ex? 2 ) eX
Car: lim — enposant X=x* ; lim (—)=+oo
X — +oo X X — 400 X

(C¢) admet une branche parabolique de direction (0,)) au voisinage de (+o0)
* 'axe des ordonnées est un axe de symétrie par (Cr)

Cf
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) 2
)f(x)=ez  *D=Dp=IR,  festpaire; f'(x)=—xe s
x |0 +00
f'(x)| O -
f(x) | 1 \
0
—x2 —x2
* lim ez =0 , Car: lim (——):-oo
X — +00 X — +00 2
* la droite d’équation : y = 0 est une asymptote a (Cy)
A
0.5 4
05
1
3 f(x)=ex
1
* De=Dp =1IR*, f’(x)=—x—lzeE < 0 pour tout x € IR*
X |- 0 +00
f'(x) - -
f(x) | 1 +00
1
¥ lim f(x) = lim ex =e%=1
|x| — +o0 x| — +oo

. 1 N . =
* lim = =400 d’oi1; lim ex =+o0
x— 0t Xx x — 0t

1
; . 1 . 1
* lim ex =0 car , lim =
x— 0~ x— 0" X

4

T~
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1
Hfx)y=e =
1
* D¢ = De =IR* f'(x)= ;C%e_i > (0 pour tout x € IR*
X |- 0 +00
() + +

0 oo i
— o _——

Cf

5 f(x)=eY* ;  *D;=IR,,
* la fonction : x +— +/x est dérivable sur ]0,+oo[ d’ou f est dérivable sur ]0,+o[
« lim fGO-f0) _ 1lim e*-1_ lim 1 (eﬁ-1) - too

x—-0% x_o T x-0t x T x-0% Jx Vx

e -1 _ _ lim e¥-1 _
= )(enposantX—\/E) =xo0 5 =1

f n’est pas dérivable a droite en 0 ; D;f’ = ]0,+0o][

x -0t

Car lim (

f'(x) = —=ev* > 0 pour tout x € ]0,+00[

2Vx
x |0 +00
f(x) || +
f(x) / +00 !
1 Cf

e\/z A
X— 40 X x— 400 X 1
X
. e
= — = 400 =
. 1_1)rrl L5z =t (X Vx) 1
(C¢) admet une branche parabolique

de direction celle de (0.])

*  lim fx) lim
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Fonction exp CcMS
Ofx)=17= ;  *Dr=Df=IR,
o= e

X |- 0 +00

u’(x) + [

u(x) - / 2 \ )

Ch9 Tomell

,onposeu(x)=1+(1+x)e ™™ ;u'(x)=—-xe™™

* on pourra montrer que I’équation u(x) = 0 admet une solution a

avec :-1,3< a < -1,2

X

-00 a

+00

u(x)

D’otu:

X -00

(04 +co

£7(x)

0 +

f(x) | O \

+00
f(a)/

* lim f(x)= lim —
X — 400 x — +o0 1+

* lin_loo f(x) = lim

x — — —oc0 1+ e*

Wolim ——=1

* lim ===
X— 400 X

% . _ - T
x EIEOO (f(x) .X) x E»n:li-oo

x — +oo 1+e=%

“X
1+eX m &

A : y = x est une asymptote a (Cs)

-1

X — 400 __+l
x X

83
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EXERCICEN:10

1) flx) = e Fix) = 5 e
2)f(x) =xe'*” Fix) = 5 e
3)f(X) COS . tan x F(X) - etan X

4) f(x) =sin(2x)e™ * = 2sinx.cosx €™ *  F(x)=— e

1 1

5)f () =t e Flx) = -

6)f(X) = Vo = ez F(x) = 2 e2= 2
NF) = FX) =Lin (1+€7)
8)f (x) =xe>*’ Fix)= 2 e

EXERCICENe11

1) a) _[;(1+e").dx = [x+ ex]:) =e b) .’;Jce"2 dx = [le"z} el

2
o

eex dx = [Ln(1+ ex)]:) = Ln( 142-e)

2_dx 2 e’ -2y 2 e’ +e
d) leex =j11+e_x.dx= [—Ln(1+e )]1 =t ()

e) J?%e“’".dx = jf.dx =1
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21 1 i i
f) L?e".dxz —€ :e-\/;

1

2 —~x
2) a)l= J12xe dx

{ v(x) = 2x -> Vv(x)=2

uix)=e " > ux)=-e”

b I—_[l)c3ef’c2 dx (x) =x e " =L ¥
Ji= |, . u'(x) =x %u(x)——g

{ vix) =x* > V'(x) = 2x

2 1 2 I

X _x2 1 2 X _x2 1 ¢t 2
- | ——e€ —x |- =—e R -x
I-[ > l+_[0xe .dx-{ ) L 2_[0 2xe " dx

e X
X

v(x) =Ln (1+e*) > V'(x) =

{ 1+e
ulx)=e " Sux)=—-e "

1= e In+en)] " s jo_ml:ex .

—Ln2
d)l = jo e~ Ln(l+ e*).dx

dx
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X

—Ln -Ln2 e 3 e Fin2
=Ln2-2Ln(1+e ™)+ | 1+e_x.dx=Ln2—2Ln§+[—Ln(1+e )
I =4In2 —3Ln3|
0 2 x x X
e)l= .[1 x“e”.dx u'(x)=e” > u(x)=e
{v(x)=x2 S V'(x)=2x

| = [xzex]? - J.l02xex.dx = —e— L02xex.dx

{ uix)=e® > ulx)=e’

v(x) = 2x > V(x)=2

| = _e_([erx]?—J.]OZex.dx) = —e—(— 2e—[26x]? ) I=2—¢
c)l= J? (e sinx).dx {v(x) =sinx > V'(x) = cosx
ulx)=e™" > ulx)=-e”

V2

| = [— sinx.e™ ]05 + E(e"‘ cosx)dx=—¢ 2 4 J?(e"" cosx).dx
{ v(X) = cosx -  V'(x) =-sinx

X

uix)=e " > ux)=—-e”

r z z _z
=—e? +([_COS x-e_x](f +J-0?(e"‘ sin x).dx) =—€ 2 +(1+)
_r 1 r

= 2=1-¢? |=§(1—ez)
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EXERCICEN212
f(x) =X 1+e* ;
a) f'(x)=1- (1';::)2 =1+ (1+:x)2 >0 pour tout x € IR
« T Y 1 y_
b) xk)nloo f(X) “x E>r§oo (x 1+e") =
% 1 Y 1\ _
x E»rrwloo f() Tx En-fl-oo (x 1+ex) =+
x |-o0 +00
f'(x) +
f(x) / +00
-00
-1

2) a)* lim (f(x)—x)= lim —=0,d’ou:
X —> 400 x — +oo 1l+e
A, : y = x est une asymptote a (C¢) au voisinage de (+o0)
. : 1 ) s
"l [0 = =Dl = lim (1= 5) =0 diou:

A, :y=x -1 est une asymptote a (Cr) au voisinage de (-0)

b) * f(x) —x = 1:_; < 0 d’oti: (Cy) est au dessous de A, .
* ‘f(x)-(x-l)=e:f:1 >0 d’ou(Cy) est au dessus deA?2.
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Fonction exp CMS
2+e”
EXERCICENe13 fx )=1+ex
2(0l+e")—e€” e’
1) fix)= 1+ e =2- 1+ e* Donc a= 2eth=-1
1 . 2
Z)Jf(x)dx= [2x—-Ln(1+e )L =2—-In(l+e)+Ln2=2 +Ln(1 e)
0
EXERCICEN:e14
1 e’ x\ [ 1+e
1) A= L1+ex .dx:[Ln(1+e )]0 A = Ln( =)
1
B-J'l a [_1}-1_1 __e-1
o(1+e*)’ l+e* |, 2 e+l T 2(e+1)
2)t>0
1 A+2t+12) - (> +20) t*+2 (t* +1)+t
d+0° - (1+1)° =10 T T as?
1 d _ ! ! L,b=—1 1
=1-0 A+02 ~ 1+t  (A+1)? (@=1b=-1;c=-1)
1 ex ex 1 ef 1 ex
= 1— - dX= ,d — .d)(_
! IO( l+e* (I+e*)? Io * -El+e‘ '[’(1+e")2
_ B 1+e L R S P 1+e e—1
=[xl -(A+B)=1- (n (=5 + 5 )1 =1 (n (=S ——-————2(e+1))
- 1——-—&‘— - ! -
3)J J'O(1+ex)3.dx xX)=x > V'(x)=1
. e’ I
(X)'(1+ CERA e s
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1
_ __-x 1 1__1__dx_ 1 1
)= [2(1+e")2J0 +§-[0(1+e")2' = T2+e’ T3

1 1 1 1 l+e

-+ =+ —-—Ln
2(1+e)> 4 2(1+e) 2 (2

)

2
e +4e+1 +
lL (1 e)

)= Sarer 2

EXERCICEN:15
f(x) = e

1+e*
1) f est dérivable sur IR et f'(x) =

ex
(1+e%*)2 >0

X | -9 +00

f'(x) +

f(x) I
0

e* \ _ . Y 1\
~)=0 * lim_f(x)=_lim ( 1)_1

1+ X — 40 X — 4o T+—%

* lim f(x)= lim (

x = o0 x— =
2) 100,3)
a) f(0)=5 = 1€ (Cy
b)pour x € Ds=1IR ona: (—x)€ Ds

e~ e* 1 e* 1+e*
* - = == = =
f( x) + f(x) 1+e~% + 1+e*¥ 1+e* + 1+e* 1+e*

1 Dou: f(—x) =1-f(x)
Conclusion : I(O,%) est un centre de symétrie pour (Cs)
c) T:y=f£(0) (x —0)+1(0)

1 1 1 1
T:y=z(x—0)+5; Tiy=Zx+3

y 1_ e* 1 -(eF-1)? v g 1
3)f(x)'2"1+ex rialrrewweoy <0 dou:f(x)< ; Pourtout x €IR

4) a) x>0
Pourt€[0,x]ona: f'(t) < -‘1; d’ou : fox f'(t) dt < fox % dt

= [f(0)]E <[5 t]: = f(x)-(0) <2 x = f(x)<lx+l

b) pour x>0 f(x) si X+ % d’ou : (Cy) est au dessous de T pour x >0
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comme I est un centre de symétrie pour (Cs) et T alors :

(Cs) est au dessus de T pour x < O

N 1 1
( ou bien on montre que pour x <0, f(x) 20X +2 )

5)

4

o

———

EXERCICENe16
flx)=x-2+ e ? Df = IR
1) f)=1mget =1m = 2
2e? 2e?

X

fiix)>0 & e? >% & x>-2Ln2

X |—o0 —2Ln2 +00

fx) +

+00 + ©
£x) \
—2Ln2 /

X

lim fix) =lim (x—2+ € 2)=+00 lim fx) = lim(2X -2+ %)

X— + 00 X~ 400 X> - 0

0

—> 400

on pose X = —g

X
= imX(-2 -2 +£ )= 4w
X X

X > +oo
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X

2)a) tim f(x)— (x—2)=4£im e 2= 0 D’ou ladroite D d'équation : y = x — 2

X—+ © X—+ 0
est une asymptote a (§f) au voisinage de + o
b) tim L& = (1-—+1 )=—
X—p—oco X x—*—oo

[SUEN

xe
Branche infinie parabolique de direction(O, j ) au voisinage de - oo

A

-2Ln(2) /

1) A>0,A:x =\
y!

ﬂ_x x 4
A\ = f(f(X) (x-2))dx = f *d. {—Qe—ZI =2(1-€ Z)u.a:}%A(x):z

EXERCICENe17
1) lin}o(\@)"=+oo car /3>1

2) (—;—) =2 =%><2" = lim (}-j = lim (—><2*) +oo  car 2>1

xo4eo| D X —>oo

3 2 =2 o im 2 im 2 = lim 2¥ =0 (X =—x?)

2.x +x 2x.2,\ 2) X400 2X +x X-—>+oo X 55—

X a+] x X X

4) lj (1 =[l) . 1—l _3 —1—) = lim E(lj =+oo car O<l<l

4 4 4 4] 4\4 x| 4\ 4 4

3P +37 43 8/3Y ) 3
5) f(x )——T—-gzx——g(gj :>}LIEQf(x)—+°° car5>l
2.

X—>+o0

] 2 l 1
6) 11m(x3-x)-]1mx {1 x3}=—oo
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7y g(x)= Inx_Inx _niye 2= (h’—"j (xe™"?)
X

2x exln2
. Inx
or lim——=0
* . Jdou lim g(x)=0x0=0
: —xIn2 : 'Xe Ko
eten posant X =—xIn2 => lim xe™*" "= lim =0
X—>+o0 x5+ In?2

1 1
8) lim x3e™= lim [x.e'3":|3 = lim

X—y+oo X—y+oo X——o0

1
[—31 Xe* T =0  (X=-3x)

2 4
9) lim (x3Inx-x3Inx)=0-0=0

10) lim 2*-¢*= lim 2{1(%) }-oo
EXERCICEN:18
f(x)=In(2")-In(x*)  x€ ]0,4o0]

) f(Q)=In4—In4=0 f#)=In16-In16=0
2) f(x)=xIn2-2Inx=> f'(x)=1n2_%=£_l_r_l_3_:_?_-
X 0 2/in2 oo
£ -
f(x) +oo o~

£(2/In2)

*lim f(x)=limxIn2-2Inx =+ *lim f(x)= lim x[an—ZE} = +-o0
x=>0" x—0" X

2 2
*f(—)=2-2In(—) <0
f(1n2) (1n2)

X|0 2 4 +o00

ot

3) pour x€ [2,4] = fF(x)S0=>2"<x?

pour xe ]0,2]U[4,+oo] — x* <2*
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EXERCICENe19
4x *
fx)= m ; xeR
4* _ 1
4X(4X _4—X) - 4X _4—X

spourxe D; =IR" ona(-x)e D,

flx)=7

D flx)=

b= L

1 -1 d'olr f est impaire

4In4(47 ~1)-4"(2In4x4>)  (In4).4%[ 4> ~1-2x4* ]

2) f(x)= )

(In4).4".(~4*"-1)
(#-1)

X 0 +oo elim f(x)=
x—0"

z .

() olim f(x) =
f(X) oo \

0
4 4*

3 = et -

) DI N=12 2 m 7T
on pose t=4" l'équation devient : 4t> =15t -4 =0

A=289 A =17 ﬁt'=i s t"=4

1 -1
ot =— 4" =— impossible
4 4

it =4 =4 x=1

Sk ={1}

b)f(x)=_—4 <::>f(—x)=-{i5 car f est impaire < -x=1 & x=-1=>S ={-1}

15
EXERCICEN:20

ool ol

IR R Rk
2) :.)‘—1+—3xabc [==—==

93

1 |
. de=—|In(1+3") | =—|In|—
»In3 1+3° ln3[1n(4r )I 1113[ (3

(@)

= f(x)<0 ;Vxe ]0,+oo

X
lim

¥—0* 42x -1

lim

4

_
X—>eoo
& _( 1

=2 a1 =15x4" o 4.(4%)—15x4*—4=0

Ch9Tomell



Fonction exp CcMS Ch 9 Tome |

4 1
4) j4x5dx [SxS} =5(1- 25)

2

i 43 ! 4
5)! xdx= jx‘aiv Lﬁ}g

1 1
1

n2 i i 1 i 3 lin2 N = 5 -
6) J.2 (A+2"Ydx= an( 1+2 )J l} 3ln2[(1+2 ) :Il ——E[(1+e) —23] car 2" =¢
EXERCICEN:21

— ot
g(t)={1Te sit>0
1 sit=0

—t

. . 1-e
Da) lim gt = lm —
. 1-eT eT—
L=t lim =5 = lim S =1=g0)
d’ou g est continue a droite en 0
; _ . 1-e t
D lim g® = lim = =0

2) a) pourt>0
, tet—(1—e7t (t+1) e~ t-1
g’ ()= (tz ) e

b) pourt>0 onpose:h(t)=1-t-e¢
_ ot
h(t)=-1+et= . ef <0 pour t > 0 =-h est décroissante sur [0,+00[
t>0=h(t)<h(0) => 1 -t-et{<0=>1-t<e"

* 1—t<e~ pourtoutt€ [0,x]d’ob: [ (1—t)dt< [, e tdt

£21% " x?2 N x?
ﬁ[t—;] S[—e‘]f)‘:.*rx——TS 1—e*dou:e™< 1—x+?
0

2
¢c) pourx € [0, u]lona:e™*< 1— x+i- d’ou :

u _—x —xu 2
f, e dxsfo(l—-x+ )dx::»[e ]<[x———+—
2 u3
=1— e %< u——+—d’01‘1:e_“2 1—ut+ —— %L
2 6 2 6
. gO—-g0) _1-t—et
d) pourt>0 ; o =2 =
t? ¢3 ¢ t?
ona:pourtoutt>0 ; 1—t+———6-<e"51——t+7
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t2 _ t2 t3
=t—1- —<—e i <t—-1- —+—
2 2 6

2 t2 t3

t ~t
= —_— — <] - —_— <L — — - —
2 _1 t e = 2 6
L2 _._1<§.(_t)_—£(.91<_3
6 2 - t - 2
. t)— g(0 1
donr: lim EO-8©@ __ 1
2 t— 0%t t 2

Par suite g est dérivable a droite en O et g;'(0) = — -21-
—1) et

1) g'(1) =R

Etudions le signe de g'(t)

Soit V() =(t— 1)e t =1 ; V()=—tet<0 pourt>0
V est décroissante sur [0,+oo[

£20= V(t) <V(0) = V(£) <O =g'(t) =

pourt>0

VS) <0 pourt>0

t 0 +00 A
g () -
g(t) 1\ , | S
0 \\
: 05 . : . , ;
Cg
05

EXERCICEN:22
hx)=(x—2)e*+2 ; x€[0,+00]
h'(x)=(x—1)e”*

X 0 1 +00

h'(x) - O o+
h(x) | O +00
\ - /v

lim h(;»c)=x}_i’nlgo (x=—2)e*+ 2=+

x — 400

2) a) I’équation h(x) = 0 admet 0 comme unique solution dans [0,1[ car h(0) =0
et h est strictement décroissante sur [0,1]

* h est continue et strictement croissante sur [1,+00[ , elle réalise donc une
bijection de [1,+oo[ sur [2- e,+oo[ ;et Comme O € [2- e,+oo[ alors il existe un
unique réel a € [1,+oo][ tel que h(a) =0

h(1).h(2)=2(2-e) <0 = 1<a<?2
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Conclusion :
I’équation h(x) = 0 admet le réel a comme unique solution non nulle.

x |0 a +00
hx) |0 - +

3) pour x € ]0,+0[ ; f(x)= ex;1

X
. RT e*~1 .. 1 e"f—lj'
D+ lim, ()= lim, S5 = lim, (7) A=

x2 x — 0+ \x X
. . e* 1
* lim f(x)= lim —-—= = +w
X — +0o X —+co X x
, e*x?-2x(e*~1) xe*-2e*+2  h(x)
b) f'(x) = — = ~3 ==3
x |0 a +00
£’ - 0 +

(x)
f(x) | O +00
\ ) /

¢) h(a)=0 = (a—2)e?+2=0=¢e% = 2

2—a
2 a
LR _z—a—l_z—a —_ -1
d’ou: f(a) = ey f(a)>0 cara € ]1,2[

4) h(1,5).h(1,6)<0 = 1,5<a<l1,6 ; a= 15 ; h(a=13

A

lim f(x) _ lim e_"___1_=+oo t
X ot x X2+ 43 3

(Cr) admet une branche parabolique

de direction celle de (0,))
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EXERCICEN223

Df = IR

1) Vx €EDf ona (—x) EDf et f(—x)

4
2)f'(x)= (ex+e—X)2 >0
Lim f(x) =
XD +oo /O
1_ 12.\’
= &im | el )=1
1+
X >+ 2 62»‘\
0
=fim f(x) =-1 -carfestimpaire
X-> —o0
b) f'(0) =1

3)A>1,A:x =)

CMS Ch9 Tome |

e+ et = —f(x) Donc festimpaire

fo'(x) +

/ 1
fo(x)

b
. y=1
/
}0.5 ¢
0.5
y=-1

A
A (7\_)= If(X)dX = [Ln(ex -i'e_x)];1 =Ln (e}‘+e'}‘)—l_n2
0

et +et )

A (L) = Ln ( >

u.a
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EXERCICEN:24
f(x)=xe ™ — %x ; x=0
D*f'x)y=e*—xe™ — % =(1-x)e™ — %
i - 1 1

* xl—l>Too f(x) = xir-li-loo (f);;x =-

2)* g = (I=x)e™ =5 "o
a)g'(x)= (x—2)e™
x |0 2 +00
g'(x) - 0+
gx) | L 1
ez 2

* g est continue et strictement décroissante sur [0,2[ , elle réalise donc une
bijection de [0,2[ sur g([0.2) =]~ — — = ,

Comme 0 € g([0,2]) alors I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans
I’intervalle [0,2]

* 8(0).2G) <0 , (A vérifier) d’o: 0<a<0,5

* g est continue et strictement croissante sur [2,4+co[ d’ou :

g(2+00D) =[g(2),, M gl=[- -2 ,— 3

= g(x) < — % pour tout x € [2,+00[

Par suite I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans 1’intervalle [2,+oo[
Conclusion :

I’équation g(x) = 0 admet a comme unique solution dans I’intervalle [2,4o00[
b)

X 0 a +00
g (%) + D -
o) f'(x)=glx)
x |0 a +00
£ (x) + 0 -
f(x) f(a)
0/ \ -
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2) g(a) =0 < (1— a)e™® — % PEN
4:)1—-§ea= a=h(a) = a
D’ou a est une solution de 1I’équation h(a) = a

. L 1 s .

Comme g est strictement décroissante sur [0, > ] ,alors a est I’'unique solution de
P . 1

I’équation h(x) = x dans [0, 5]

b) h’(x)=-—% e* <0

x |0 1
2
h'(x) -
h(x) | L
> \
1.Ye
2

) . .. 1
c) h est continue et strictement décroissante sur [0, > 1,

Cob: h([0,3]) = [((HhO)] = [1-,3]

2
dob: h([0, 2 1) < [0,3] car1-§zo
d) h'(x)= —§ e*

Ve
2

e
2

1 1 ’
05x§;=>1§ex§\/5=- <-se¥<-2 =-T-<h'(0)<0

Ve
2

N

=-0,83<h’(x)<0 car-0,83<-
* h est dérivable sur [0, > ] et |h'(x) | <0.83
a€ [0,%] d’ol pour tout x € [0,%] ;

|h(x) —h(a) | <0,83|x —a| = |h(x) —a|<0,83|x —a
( théoreme des inégalités des accroissements finis)

UO - 0
3) {Un+1 = h(Uy)

a) montrons par récurrence que : pour tout n € IN on a : U, €[0, % ]
*pourn=0ona: UOE[O,%]
* supposons que : U, €[0, % ] et montrons que U,,,1€[0, % ]
Un€l0,31=> h(Up) €R(I0,5]) = Upys €[0,5]car h(0.31) < [0.5]
Conclusion : UnE[O,-;E ] pour toutn € IN
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D’apres 2) ¢)
* |h(U,) —al|<0,83|U, —a| par suite |U,;; —a|<0,83|U,—al
b) |U; —a | <0,83|Uy —a|

|U, —a|<0,83|U; —a|

U, —a|<0,83|Up_qy —a|
Multiplions membre 2 membre et simplifions , on aura ;
|U, —a]|<(0,83)"|Uy—a|dou:|U,—a|<(083)"a

. M O s 18 oy . _
xll_)rgoo(O,BS)a_O dou.x_l_l)nlm(Un a) O:xgrEmUn a

EXERCICENe25
Df(x)= 3+ x).e”
1) N lim (3+x).e
* : _ . _ X - f
xgnlw f(x) = thrlw(3 2X).e® (avec X 2)

= lim 3eX —2X.eX=0

X — —o0
_x 1+x -
e 2 = - 1—).€
2

x
2

R

= -0

x
2

NIR

2) f'x)=e"

lw
N |+
R

X |-c0 -1 +00

£ (x) + 0 -
. , ,
(X) [ole} / 2\/5 \ 1 i

0

2)*x£@mgg=x£@m(l+3).e 2 =400 /
(Cs) admet une branche parabolique de direction celle de (0,]) au voige de (—)

4)- a) f est continue et strictement croissante sur ]-0o,-1[ , elle réalise donc une

bijection de }-00,-1[ sur ]-o0, 2+/e [;

Comme 3 € ]-oo, 2+/e [alors il existe un unique réel a € J-oo, -1[ tel que f(a) = 3

Dans ’intervalle [1,+o[ on a : f(0) = 3, f est continue et strictement décroissante

D’ou 0 est I'unique solution de 1’équation f(x) = 3 dans [-1,+co[

Conclusion : I’équation f(x) = 3 admet O et a comme seules solutions dans IR

. . . 3
* f est continue et strictement croissante sur [-2,- > ]

3 3
d’ob £(1-2,- 3 [) = If(-2).£(- 3) [=]e.> €+ [ et comme 3eJe.2 e [ alors a€]-2,- 21
b) * pour m € ] -00,0] U {2+e }1’équation f(x) = m admet une unique solution
* pour m €]0, 2+/e [1’équation f(x) = m admet deux solutions distinctes
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* pour m €] 2v/e,+oo [I’équation f(x) = m n’admet pas de solution
) @(x) = 3ez - 3
DHfx)=3 < (3+x).e”

X
2

=3<=>3+x=33§<=>3e5—3=x<=>q)(x)=x
I4 E rr 3 f
Daen=ser ; @ (x)=7e

*fla)=3 2 p@)=a= 3ez2-3=a< 3ez =a+3 dou:
a+3
2

, 3 &
@(a)=7ez =
’ 3 X N ) . . .
b) @"'(x) = Se: > 0 d’ott : @’ est continue et strictement croissante sur IR

@'(x)= geg > 0 ;¢ est strictement croissante sur IR
3) I=[-2,a]
a) p est continue et strictement croissante sur I, d’ou :
@) = [9(-2), ()] = [3(Z -1), o
@) c [-2,0] car 3G -1)> -2 d’olt p(I) € ]
b) ¢'(x) = e
xEI=2<x<a= @'(-:2)<@'(x)<@'(n) car ¢’ est croissante sur I
D’oﬁ:% Sq)'(x)sc%g,onazéil

2

-3 3 3+a _3 ., .. 1 , 3
a<— =3+as; =-——=<7 d’otr: - S(p(x)sz pour tout x € I

c)% <¢'( t)g%;‘v’te [x,a] d’Ofl:fxa%dt <[lo'(t) dtffxa%dt

3

=L <o vou:da-nze(@- o(x) =ia-x

Orx<a dou: Osi(a—x)fcp(a)— (p(x)S%(a—x)

Uy = -2
4 { 0
W = @(Uy)
a) (récurrence) *pourn=Qona:Uy;=-2 €1

* supposons que : U, € 1; montrons que U, ., € 1
U, € 1= (U, € () = U,4q € Tcarp()c1

Conclusion : U,, € I pourn € IN

b) d’apres 3)-c)
0= @(@)- @(Un) < o= Up) = 0= - Upyy < 3@~ Up)

3
c)ona:IUnH—aISZIUn—ocl
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...........................

3
U~ | <2|Upy — |
Multiplions membre & membre et simplifions , on aura :
3 n
Up—al=(3) 1Up -«

n
lim 3) lUp—a|=0 dob: lim (U,—a)=0= lim U,=a
4 X — 400

X — 400 X — +00
n
d) G) <1072 & nLn(3) < -Ln(100)
e n> 2% 1 >16,007 dob i k=17
Ln(0,75)
Uy, ~ -1,74
|O( - U17 I <0,01
= -0,01 <a-— U17 < 0,0l
< -0,01+U;7 <a<0,01 + Uy

& -1,75<a<-1,73 ; a=-1,74
EXERCICEN:226
f(x) = x.e”*+2 sur [0,+o0]

D-D)f(x)= e 2 —x.e **2 = (1 — x).e”**+2

* = i 2 1 _
x |0 1 +00 x £m+°° f(x) x E>mi-<>0 e (5;)\5_900
f'(x) + 0 - 2) ]irrl f(x) =0 d’ou la droite
X — o0}
fx) 0 / © \ 0 d’équation : y = 0 est une asymptote a
(C¢) au voisinage de +oo

3) a)
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I’équation f(x) = Ln x admet une unique solution dans [1,+oo[
b) g(x)= Lnx - f(x)
g =—f'(x) = 2- (1 x).e”**2
pour x > 1ona: g'(x)>0dou g est strictement croissante sur [1,+0o[
* g est continue et strictement décroissante sur [1,+oo[, elle réalise donc une
bijection de [1,+oo[sur g([1,+00[) = [-e,+c0[;
Comme 0 € [-e,+oo[ alors I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans
I’intervalle [1,+oo[.
gx)= 0 f(x) = Lnx
c) g(3).g(3,01)<0 ,d’ot: 3<a<3,0l; 3,00<a<3,01

2 2
— (3.2 ,-2x . X7 ax
HHI= [ x*e” *dx ; {e"zx —-%e“zx
X 3 —- 3 -
I=|- er] + [ xe " Pdx=—=e"%+ ["x.e”dx =
0 0 0
x—1
1
e=2X _, __ g—2x%
2 -6 x —ax]? .13 -2
I=—=e +[——e += e " *dx
2 2 0 2 VY0
3 -6
9 _ 3 _ 1[ 1 _ 6 1[1 e 1 25
=—Zet-lesii-le ]| s Sl - =1 - 5
2 2 2 2 0 et 212 2 4 4e®

2) V= nfog[f(x)]zdx = th03 x%. e~ Xty = nf03 et.x%. e” %*dx
=Te®. f03 x%. e” #*dx = me*.l

4
S O IO
EXERCICEN:27
D*gx)= (1—-x)e*+ 1
Dg'(x)y=—x.e*
* g est strictement croissante sur ]-00,0]
* g est strictement décroissante sur [0,+00[

2) M og(x) = " (e¥—xe*+1) =1 "™ g(x) =-o
X -0 0 +00
g'x) + o -
g(x) 2
) / \ -
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g(J-0,0D) =11,2] = g(x) > 1 ; V x€]-00,0]

d’ou I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution a dans I’intervalle ]-00,0].

* g est continue et strictement décroissante sur [0,+co[, elle réalise donc une

bijection de [0,+co[sur ]-00,2];

Comme 0 € ]-00,2] alors il existe un unique réel a de [0,+0oo[ tel que g(a) =0
g(1,27).g(1,28) < 0 (a vérifier) ,d’ou : 1,27 <a < 1,28.

Conclusion :
I’équation g(x) = 0 admet a comme unique solution dans IR
3)
x |0 a +00
g (x) + e
X
II) f(x)= =T 2

+2 =2

1) lim f(x)= lim
)x——>+oo ( ) X — 400 %4.%

D’ou la droite d’équation : y = 2 est une asymptote a (Cy) au voisinage de +oo

X

2)3.) x-l—er-}oo f(x) = xE}Eoo e*+1 +2=-0
. . x . —-xe*
b) xhn—loo [f(x) - (x + 2) ] - xkn-l—oo (ex+1 - x) - xhn‘—loo eX+1 0
D’ou la droite d’équation: y = x + 2 est une asymptote a (C¢) au voisinage de -0
—xeX
o)f(x) —(x+2)= p
X -00 0 +00
fx)—(x+ 2) + D -
PR [N D
D (Cr)
A(0,2)
, _ (e*+1)—xe* _ eX(1-x)+1 _ g
3)a) F'(x) = (€¥+1)2 T (e¥+1)2 T (e¥+1)2

D’ou le signe de f'(x)est celui de g(x)

X -0 a +00 _
f(x) + 0 - L
f(x) f(a) o
-oo/ \ 2 : :

4)a= 1,27 ; fla)=2,2
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I x>2
1) D5 : 1a partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équations
respectivesy=2;x =2 et x =05
2) Pourx = 2
*e*+1>ef = <e™¥ = L _<xe ¥ (1)
e¥+1 eX+1

* x>2=e ¥ >e?2=eX>7=8e*>7e*+7
1 17

< < = zxe"‘ <
8eX 7(e*+1) 8 (e*+1) (e*+1)

Z -x x
(1)+(2)=8xe S(x+1)Sxe Pour x = 2

(2)

ux)=e * ->ulx)= —e *
vx) =x > v (x) =

L =[x e™*13 - (=" )dx = [~x e~ "]} — [e"*]3

L, =§-(n+1). e~

4)An=fn(f(x)—2)dx=fn( X )dx

X41

31, =f2nx.e‘xdx on pose : { :d’ol ;

7 - )
Zxe™* < —=—<xe *Pourx € [2,n] d’ol:
8 (e*+1)

7 rn . _ n x n_ -
s [, xe™¥dx < (x+1) < [, xe™*dx
=>§InSAn_<_I =-———-—(n+1)e‘n <A, <——(n+1)e‘rl

S5)a) * A, < eiz pour tout n > 2

Ay = fn+1 ( ;:_1) dx = fz ( x+1) dx+ an (e;:-l) dx
A=A, +fn+1( x )dx

X41

n+1 X
Apiq-Ap= fn (ex+1)
D’ou : A, est croissante.

3 _ 3
b) lim I,= lim —-ne™e "==

n— +oo n—>+oo€ e
7 .
1, <A, <Il,dot: lim ZI < lim A,< lim 1
g " n-—="mn n—+08 " n—o+ow n— 400 T

21 3
== < lim A,<5
8e e?

n - 4+ 0o

EXERCICEN:28
Df(x)=Ln(e*+e™*) ;, x>0 ,
1)-a) lim f(x)= lim Ln(e* +e7*)=+o
n— +oo n— 4o
b) f(x) = Ln[e*(1 + e~?*)] = Ln(e*) + Ln(1 + e~%¥)]
=x+Ln(1+e™%)
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* lirrl [f(x) — x]= liII_‘l_ Ln(1+e %) =0
n— +oo n— +oo
D’oit D : y = x est une asymptote a (C) au voisinage de (+0c0)
c) f(x) - x =Ln(1 + e™2%)
1+e2*>1 = Ln(l +e™?*) > 0d’ ot (C) est au dessus de D
2) f(x) = Ln(e" +e™¥%)

—e ¥ e?*-1

f'(x)= ex+e—x = 2 0 pour x € [0,+oo
x |0 +o0
f'(x)|0 + 3)

Ln2 e

I) x>0 F@)= [, Ln(1+e™2")dt
1) F(a) = foa Ln(1 + e™?)dt = foa(f(t) —t)dt ; F(a)représente I’aire de la
partie du plan limitée par la courbe (C) ; la droite D et les droites x =Oetx =a
2) la fonction : t — Ln(1 + e~2%) est continue sur [0,+o0[ , et O€ [0,+0o[
D’ou F est dérivable sur [0,+00[ et F'(x) = Ln(1 + e™%2¥) >0
F est strictement croissante sur [O,+oo[

3)a>0

O<t<a=1<1+t<1+a d’ou :

Iy fen _f dt<f dt
<[t]¢ d’on: 1—+a—SLn(1 +a)< a

1+a ~ 1+t

-2t
— p=—2t .87 < -2t -2t
4)x20 poura=e on aura: — — <In(1+ e *) < e~

s N (x et x _ x
Dou: [ T—=dt =[5 Ln(1+ e™)dts< [l e 2t gy

Ce qui domne : [~ Ln(1 + e[ <Fo < [~ Fe %]

=N

Par suite : éLn2 —%Ln(l + e7?*) <F(x) 5-;— —-Ee‘z"
5) lim ~Ln2—Ln(1+ e"2t)=2Ln2
n— +oo 2 2 2
lim ~—e=2t=1 @ou: iLn2<L<

6) U fn+1

N =

Ln(1+ e 2t)dt
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ayh(t)y=Ln(1+ e™?t) ; t>0

, _2e—2t
h'() = 1+ e2t

b) n<t<n+l = h(n+1) <h(t) <h(n) car h est décroissante.
D’od:0 <h(®<hm) =0 < [ h(®)dt< [ h(n) dt

n
=0 <U, <h(®). [t]**! = 0 <U, <h(n)
Parsuite: 0 <U, <Ln(1+ e™?")

©)0 <U,<Ln(1l+ e 2"

lim Ln(1+ e ?*) =0d’ou: lim U, =0.
n— 4o n-— +co

h(t) dt

<0 d’ou: h est strictement décroissante sur [0,+00[

i+1

7) Sp=X155 U =315 ),
Sp = Jy h(t) dt =F)
lim S, =L
n— +o

EXERCICEN:29
D gx)=(x+1)%e*
1)a) xirr_loo g(x) = x_limoo (x +1)?%e*=+00
xhnloo g(x) = Xl_l)rr_loo (1—X)%eX =Xl_1)nr_1Oo (eX — 2XeX + X2.eX)=0
(en posant X = e %)
b) g(x)=2(x+1e ™™ (x+1)%e™ =(1-x%)e™
le signe de g'(x) est celui de (1 — x2) car e™* > 0

c)
x -0 -1 1 +c0o A
g'(x) - D+ b -
g(x) | 4oo il
\O/e\ 0

2
2) lim E¥= jim £ - o ﬁ*\
X —> —00 X X —> —00 xe,,

(Cr) admet une branche parabolique de 1

direction (0,j) au voisinage de (-c0).
1
g)=e?; g0)=1 ; g®=2

e
a* k<O I’équation g(x) =k n’admet pas de solution dans IR

A
A 4

*k € {0} U]g,+00[ I’équation g(x) = k admet une unique solution

¥k = g ; I’équation g(x) = k admet deux solutions
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*k e ]O,S [ I’équation g(x) = k admet trois solutions
b) dans I’intervalle }-1,4c0 [ ; g admet 1:— comme maximum absolu

= gx) < S < 2 pour tout X € ]-1,+00 [ d’ou : I’équation g(x) = 2 n’admet
pas de solution dans ]-1,+o0 [
* g est continue et strictement décroissante sur ]-00,-1] , elle réalise donc une
bijection de ]-0,-1] sur [0,+o0[;
Comme 2 € [0,+0o] alors il existe un réel a de ]-00,-1] tel que g(a) =2

Conclusion : I’équation g(x) = 2 admet a comme unique solution dans IR

* g est continue et strictement décroissante sur [-2,-1] d’ou :
g([-2,-11) = [g(-1).,g(-2)] = [0,e?] et Comme 2 € [0,e?] alors a € [-2,-1]
o)gla) =2 (a+1)%e =2 (a+1)?=2e”

4=>a+1=-\/7.e% cara+1<0 <=>a=—1~\/§.e%
M fx)=—1-2Z.ez ;x€l=[2-1] Da) f'(x)= 2-2‘/—7-.e§ <0

x |-2 -1
(%) -

fx) | g2
\—1 - ﬁ

b) * f est continue et strictement décroissante sur [-2,-1] d’ou :

F([-2,-1]) = [£C-1),6-2)] = [-1 - fl -

f([-2,-1) < [-2,-1] ,car: -2 <f(-1)<f(-2)<-1
d’ou pourx €1;f(x) €l

X

o) f'(x)= 2‘1-7. ez

x€l= 2<x<-1=-1<f<- lceic. L
-2 2 e Ve
1 1 X 1
=- st = -=<f(0) <0 = FIS 5
d)ona: fla) =

’ 1
pourx €I,ona: |[f'(x)] =3
D’apres le théoréme des inégalités des accroissements finis

[f(x) — f(a)] <= Ix a| pour x € I, ce qui donne :
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[f(x) —al <= Ix —af

3
2) {U" -T2
Uny1 = f(Up)
a) montrons par récurrence que U, €1 , (n € IN)
* Uy €1 (vrai)
* Supposons que U, €I , et montrons que : U,,,; €1
U, €l = f(U,) €1 d’apresIl) 1)-b) d’ou: U, €I
Conclusion: U, €I , pourn € IN
d’apres II) 1)- d)

If(Un)—a|< |U,, — af ce qui donne : IUn+1—a|< U, — af
b)|U1“0(|< |Ug — al
U, —0(|< |U; — «f

.........................

.........................

|Un —al< |Un-1 —
Multiplions membre a membre et simplifions , on aura :
1 n
Un—al=(3) 1Uo —al
n
lim 3) [Ug—aj=0d’ob: lim (U,—a)=0= lim U,=a
2 n— +oo

Mn— 400 n — +oo
n n
c) IUn—OLIS(-;-) Uy — al = |Un—a|§(%) car:Ujetax €[-2,-1]

G)" <10-3 & nLnG) <Ln(1073%) < - nLn2 <-Ln(10%)

© nLn2 2Ln(1000) &> n>8%0 o > 9,965

Pourng =10 ; |Ujp —af <(10)™* d’ou: U,, est une valeur approchée de o
a (10)™3 ; U;p=-1,626

EXERCICEN030

D gx)= Ty Ln(14+2e%)

D g'()== (I(Iizz)x;j - (12:96) = (1+ZZX)2 ) Zifilz:i:: = - ((elx:;e:;)

g’(x) <0 pour tout x € IR
2) lim g(x)=_lim ( ©  _ Ln(1+ Zex)) =0
X — —co

x — —oco \1+2e*

3) xirgoo g(x)= lim (

X — +o00

o — Ln(1 4 2¢%)) =
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X -00 +o0
g'(x) -

gx) | 0 —_—
(0]

g (x) <0 pour tout x € IR
D) f(x)= e™2* Ln(1+2e%)

1) f'(x)= —2e~2%.Ln(1 + 2e*) + e 2%

2e*
"(142e%)

eX

4 _ —2Xx
Fo0 =2e7 |2
£'(x) = 2¢72%.g (%)

Ln(1+2e*
2) foo) = =2

1 1
. . Ln(1+2X ) Ln(X(2+%)) . LnX Ln(2+3)
lim f(x)= Ilim —(—2—-)- = 1 ——-(—Z—Q: lim —+—*%

x —> 400 X — +00 X X — 400 X X — 400 X X

*onpose: X =2e*; lim f(x)= lim Ln(;;X) = lim = %:wo
X — —oo X— 07t DSl

— Ln(1 + 2e%)]

on pose : X =e*

= 0+0=0

T xSotX
4

3) le signe de f'(x) est celui de g (x). 1

X -00 -+oo

£'(x) -
f(x) | +o0 \
0

4ya) T:y=f(0).(x-0)+F0)
T:y=(-2Ln3)x +Ln3

b) lim 2 =9
X

X — —00
f(x) _ Ln(1+2e%)
x x.(eX)2 ?
. f(x . Ln(1+X
lim (—)— = 1m —(X—X-g' C
x— —00 X X — o0t Ln<g)_4_
_ 4 Ln(1+X) |

= lim
X — o+ XLn(’—‘

on pose : X = 2e* 1}

-0

X
-00 \1

J .
(C) admet une branche parabolique de \\\

direction celle de (0,7) au voisinage de (4c0)
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EXERCICEN:31
Dgx)=e*-x-1
1) g'(x)=e*-1>0 pour x € [0,+00[

x {0 +00
gx) |0 +
g(x) +o0
0
. . e* 1
Jim_ g = lim x(S -1 2)=ve
b) x >0 => g(x) > g(0) car g est croissante = g(x) >0
2) h(x)=R-x)e*-1 ; x>0

a) h est dérivable sur [0,4+o0[ eth’(x) = (1-x) e*

x |0 1 +00

h'(x) + Q) -
h(x) e-1
1 /v \

lim h(x)= lim 2-x)e*-1=-00
X — +oo X — +

-00

b) h est continue et strictement croissante sur [0,1],

d’ot h([0,1]) = [h(0),h(1)] = [1,e -1]
pour x € [0,4+9[ , h(x) > 1 d’ou I’équation : h(x) = 0 n’admet pas de solution
dans 'intervalle [0,1]
* h est continue et strictement décroissante sur [0,+0[ elle réalise donc une
bijection de [1,+oo[ sur h([1,+0[) = ]-o0,e-1].
Comme 0 €]-o0,e-1] alors il existe un unique réel a dans [1,+0oo[ tel que h(a) =0
Conclusion :
1’équation : h(x) = 0 admet a comme solution unique dans 1’intervalle [0,+oco[
* h est continue sur [1,2]
h(1).h(Q)=1-e<0d’on a € [1,2]
c) h(1,84).h(1,85) <0d’on1 1,84 <a<1,85
d)

X 0 o +00
h (x) + -

e¥ -1
eX-x

II) f(x)=

i x =20
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) _ ex ( 1—€_x) _ ( 1—€_x)

1) a) pour x 2 0 £l f(x) - ex(l - xe‘x) - (1 —xe_x)

onpose : X = -

* . (1—e™) . 1—e¥
xhnloo f(X) - llrI-ll-oo (1-xe™%) T x5l 1+ XeX T 1,

(car lim e*= lim Xe*=0)
X — —o00

X —> —00

la droite d’équation : y = 1 est une asymptote a (Cy) au voisinage de +oo
ex(ex—x)—(ex—l) ex(z x)—l h (x)

(ex- x)2 (ex - x) (ex - x)
c) le signe de f'(x) est celui de h (x)

b i) =5 F0)=

x |0 o +00

f'(x) + q}

) [ i~

0
* -1 _ e —1-x(e*-x) _(1-x)e* -(1-x%)
2)a) f(x)- x— e*-x - e¥-x - er-x
_(1-x)[e* —+x)] _ (1-x)g)
- e¥-x T e¥-x
_(-x)e®
b) f(x)-x= prYE]

le signe de (f(x) — x ) estceluide (1 - x ) car g(x) >0

X 0 1 +00
f(X) —-X 0 + - A
P.R J\ ©n \ A
A (Ce)
A(1,1D) 1
0(0,0) y=1
|
3) a) {T:y = f(OZC(;c(—)— 0) + f(0)
{T:y =x a
x =20

b)a~1,85;f(a)=1,2

) Up=f, (f(x) — 1)dt
1y U,= f ( )dt—[Ln(e - X)- x] =Ln(e™-n)-n
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2) -U,=f, (f(x) — Ddt =[] (1—f(x))dt
(— U,) représente 1’aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cy) et les
droites respectives :y=1,x=0etx =1
3) Up=@m) avec @(x) =Ln(e* - x)- x =Ln(e* - x)- Ln(e*)
@(x) =Ln(1- &

* lim @x)=0 ,dou: lim U,=0
X — +oo0 X — +oo

EXERCICENe32

D ux)=xe*-e* +1

1)a) u'(x)=xe*

X |-o0 0 +00
u’(x) - q) +
u(x) |1 \ /H-oo
0 |

lim u()= lim (xe*-e* + 1)=1
X — —0o0 X — -

lim u(x)= lim (x—1)e* + 1=+
X — 400 X — 400

U admet 0 comme minimum absolu d’ou : u(x) > 0 pour tout x € IR

b) u'(t)=tet etu(0)=0;dou:

u(x) =f;c u’'(t) dt=f0x tet dt

2)a) 0<t<x=1<el<e® = t<tel<te*
pourtoutt € [0,x]Jona:t<tet<te* d’ou:

x x x [ £21%* « [t21°
= [, tdt <[] te'dt < e* [] tdt:[?]of ux)< e [;]0

x? x2
=-<ux)< Se”
b) x<t<0=e*<el<l =te*>tet >t

pourtoutt € [x,0]lona:t<te’<te* d’ou:

2

0 0
= f; tdt Sfxo tetdt < e"fxo tdt = [tz—z]x < -u(x) < e* [%]x

2 2 2 2
=-T<-ums-Tet = Toef<um <t

1 1 1
3) a) * pour x >0 ; =>5xz§ u(x)SExz.ex == <

X

lim e ae) 1

1 . i
== d’o0: lim
x— 0t 2 2

x — 0t x2 2
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* . 1,2 px 12 1,x v 1
pour x <0 ; =-x%.e Su(x)szx = e < o 52
: l x_l N, . u(x)_l
xll.r%— 2¢ 72 dou.xli’n%_ xz 2
lim 22 = lim 2 =2 don: lim =2
x— 0t x2 —x—>0— x2 27 x—0 X2 2
u(x) u(x) 1
b) *pourx¢0 N (ex—l) xz -(ex_i)
kA
oou@) 1 _ ’ s u@x) 1. 1
thno x2 2 et xh__>o x 1 dou'xlgnoxz(e"—l) 2'1_2
M ()= {ex—l six #0
1 six=20
1

Da) limf(x)= lim = to1= f(0) ; d’ou f est continue en 0.
x—0 x—0 (e - 1) 1
fx)-f(0) _x-e¥+1 _xe*-e¥+ 1+x—xe*
x-0  x(ex-1) x(e* -1)
_ou®) x(1-e*)  u(x) -1
T x(e*-1)  x(e*-1) ~ x(e*-1)

b) *pourx #0 ;

= lim a1 _1 -1=- = d’ot f est dérivable en O et f'(0)=- £
x—0 x—0 2 2 2
. (e* -1)~ xe* —u(x)
% . — —
2)a) *pourx =0 ;f(x)= Y
. . X _
b) x ll)n—loo f(x) = x Al—l+rr—loo ex¥ -1 to

lim f(x)= lim —=+ =0

X — +00 X — 400 —=
x X
X -00 +o00
£'(x) -

f(x) | +oo \
0

. f(x .
lim f _ lim
X — —c0 X x— —oo €% -1

=-1

3)-a) *

*  lim (f(x)+x)= lim xe” =0
X — —o0 x — —co €¥-1

D’ou : la droite D : y = - x est une asymptote a (C¢) au voisinage de -co

b)

114



Fonction exp CMS Ch9 Tomell

EXERCICEN:33
1
D g)=(1+)e =

1) g est dérivable sur ]0,+oo[

g)= —=.ex
1
g'(x)= f;.e"f >0 pour x € ]0,+oo[

1 1, -1
+F(1+;)€ x

X 0 +00
g'(x) +

g(x) / 1
0

1, -1
* i — i — x et
. lmJ}oo g(x) . lmloo 1+ x)e 1

1. -1
* - = i = po —
xllrr(l)+ glx) = xlm})+ 1+>e , en posant X =

= lim (1_X)3X=Xlinlw (eX —XeX)=0-0

i R iR

0

2) g est continue et strictement décroissante sur ]0,+co[ d’ol
g(]0,+00[ ) =] linl g, lirr(1)+ g [=10,1[ , donc, pour x € ]0,+oo[
X — (0] X —

g(x) €]0,1[ , parsuite 0 < g(x) < 1
xIn(—x) six<0

1
I) )= Yx2-e% six>0
0 six=0
1) a) xlirr(l)_f(x) = lirr(l)_an(— x); onpose: X=—x
— X —

= Xlin}) Lo X Ln(X) = 0 =f(0) ; f est continue a gauche en 0

1 .
lim f(x)= lim x (2 - e_E)= 0 =1(0) ; f est continue a droite en 0
x— 0t x— 0t

d’ou f est continue en 0.
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—_ 1
b) * lim fx-f0) _ lim (2—e_§)=2
x— 0t x-0 x— 0t

d’ot f est dérivable a droite en O et f';(0) =2

* lim 1) _ lim Ln(-x) =-00; festdérivable a gauche en 0
x— 0~ x-0 x— 0~

1
copourx>0; f(x)=x(2—e x)
1 1 1
d’ou: f'(x) = (2 - e‘E) + x (—%e_?c) =2-(1+ i)e"E
f'(x)=2— g(x)
2)* pourx >0;f'(x)=2— g(x)>0 carg(x)<2
* pour x <0 ; f(x) =xLn(—x)
dot: f'(x) = Ln(— x)+x(§) = 1+ Ln(—x)
{f’(x) =0, {Ln(—x) =-1_ (-« =§=}x
x <0 x <0 x < 0

X -co _?1- 0 4-00
£'(x) + @ - || +
f(x) 1

_Oo/. \0 /+oo

lim f(x)= lim xLn(—x)=-00
X — —00 X — —0o

1
lim f(x)= lim x(2—e x)=+o
X — 400 X — 4o
f(x)

1
3)a) * lim —= lim 2—-ex=1
X — +00 X X — 400

- 1
* i - faed i — X . . o
. lmloo (f(x)- x) . hmm x(1—e x);onpose: X -

lim (f(x)-x)= lim = (1 — e*) =limy_,q il
x — +o0 X—0X X
D’ou : ladroite D : y = x + 1 est une asymptote a (C¢) au voisinage de +oo
b) pourx<0; f'(x) = 1+ Ln(—x)

fx)=1e n(—x)=0—-x=1 x=-1
la tangente a (Cr) au point d’abscisse (-1) a pour équation :
y=fC-D(x+D)+1(-1) &@y=1(x+1)+0 & y= x+1
d’ou D est la tangente a (Cy) au point d’abscisse (-1)

1
c) pour x >0; f(x)- (x+1)=x[1— % — e x] =xu(x) avec:
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1 1
u(x)=1—%—e_5; u’(x)=xiz(1—e"?c)>0

x |0 +00
u'(x) +
u(x) / 0
-0

u(x) <0 pour x € ]0,+00[
f(x)- (x+1)=xu(x) <0 ; f(0)-(0+1)<0
conclusion : f(x)- (x+1) <0 pour x >0 ; (Cf) est au dessous de D
d) lim - lim Ln(—x)=+o0
X — -0 X X — —00

(C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (0,)) au voisinage de

(—0)

A

e) (C) =S (C)
III) o €]-1,0[
HI= f_“l f(x) dx = f_al xIn(— x) dx on pose :

u'(x) =x —  ulx) = gz
. dou:
vix) =Ln(—x) — vx)= -
I= EZ Ln(— x)]i1 - f_al -;-x dx = %2 In(—a) - EZ]:

a2 a2 1
_E Ln(-—oc)-z +Z

2) A =2[% f(x)dx=2I

A(a) = a?Ln(— a) - %2+§
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2
3 Jim_ A@= Jig (a?ln(-a)-5+3)
f=-a

im _( B2 e
ﬁlgr}H(ﬁ In(B)-3 +3) =3
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1) y'=2x

2) paralletlea : y=2x
3) f est positive

4y "+y=0

Vrai ou faut :

1) faut

En effet : f(x) = 2%
f(x)=2%1Ln2
f(x)-Ln2-f(x)#0

2) faut
f(x) = e7%* est une solution de I’équation
y' =-2x

f(x)=-2e 2*<0;Vx€IR
f est décroissante sur IR

- 3) vrai

Fest solutionde y" =3y

= f(x)=3.f(x); Vx €IR

=f(1)=3.1(1)=3

=f(1)=1

4) vrai

Démonstration

() +2f(x)=0 ;VxelR
=" x)=-2f(x) ;YxelR

T . N

f s’annule en ” et change de signe d’ol
. TC
f”” s’annule et change de signe en "

=>(C;) admet le point I(E : f(z-)) comme
Point d’inflexion.
EXERCICE 1 :
)—a) y =3y
Les solutions sont les fonctions définies
sur IR par : f(x) =k.e™3* ;kelIR

b)y =-v2y
les solutions sont les fonctions définies sur
IR par: f(x) = ke VZ¥ ;kelR

. 1
¢y =gy

f(x)=k.es ; kelR

2)—a) y = %y etf(-1)=e

1

1
Ly —(x+3
La solution est : f(x) =e.e 2 (x+1) _ 2

b)y'=-§y et y(Ln8) =1
la solution est :

fx) = 1.~ 3 E 19 9=
c) y=2y et f(0) 1
la solution est :
f(x) = e?%
EXERCICE 2 :
VxelR

£(0) = 1

1) f(x)=af(x)
{f(x +10) =2 f(x)

f est la solution de 1’équation différentielle :
y'=ay etf(0)=1

d’ot : f(x) = e @

*f(x + 10) =2 f(x)

. ea(x+ 10) _ e 3%

= edx elOa =g A% — elOa =2
= 10a=Ln2 = a=—Ln2

iLnZ
Dol f(x) = e 10~ = "{/2%

2 X
2)f () == e 16" > 0
X - 0o -+ ©o
f(x) +
f(x) /+00
0
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. f (x) Ln2 e X * f(t) prend la valeur 75 pour t = 15 mn
lim — = —_——
x — 400 X X — 400 10 X
= 400 = f(15) =75
_ xLn2 D’ou f °(t) = a [f(t) — 25]
Avec X ==75 { £(0) = 100
f(15) =75
B.P de direction celle de{ (0, J) (Cr)
2) f est solution de 1’équation différentielle :
y'=ay—25a d’ol
f(t) = k.e® +25 ; kelR
* f(0)=100 = k+25=100=k=75
//)74 d’out  f(t) =753 + 25
o' T * f(15)=75 => 7552 4+25=75

EXERCICE 3 .

I)—a) y =2y-1
Les solutions sont les fonctions définies

surIR par: f(x) =k.e?* +> ; VKEIR

b)y =mx- 3
...f(x):k.e”x+% : vk€eIR
P 5 1
Ay =3y-3
2 1
. f(x) =kex® +< VkEIR

2)—a) yy=y+let y2)=0
La solution est : f(x) =e*72- 1
. 3

b)y =-7y+; ety(©) =3

f(x)=(3—3)e"5x +3=3
Oy =-3y-2 ety-1)=0

f(x) =% e~ 3(+1) i

EXERCICE 4 :

1) f ’(t) : vitesse instantanée

f “(t) et (f(t) — 25) sont proportionnelles
= f(t)=a[f(t)-25] ; aelR

* La température initiale est 100°c

= f(0) = 100

2
—e'™ == = 15a=Lad)

— 210 dod
= a—lsLn(S)dou

t 2
f(t) = 751 "M@ 4 25

t 2
1) -25<1 o e15ME < %

2
P fg Ln@3) <-Ln(75)

—15Ln(75) | ,
> 223009 4 1a calculatrice
Ln(3)

t=...

EXERCICE 5 :
1) { f(t) =a (20 - (1))

f(5)=10
f(0)=0
f est une solution de 1’équation
différentielle : y=-ay + 20a
et f(5)=10
dou : ()= (10~ e~ a () L 22

f(t)y=-10e-23E5% £ 20
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* f(0)=0 = a=§Ln2 d’ott
f(t)=- 10 e~ 5125 4 o

t
f(t)y=-20e” 52 120

2) *q(10) =20 — f(10) = 20e~ 2Ln2

q(10) = 5¢
*q(30) =20~ f(30) = 2 = 0,312¢
* q(60) = 20 — f(60) = =75 =0,004g

EXERCICE 6 :

1

C est une solution de 1I’équation
différentielle : y’(t) = - 0,25 y(t)

C(t) =-0,25 C(t)

C0)=5

et C0)=5

d’ot : C(t) = 5.e ~025¢
2)
t

- _ -t
Ct)=5e+ alors C’(t)=TSeT <0

x 0 + o
C(x) -
Cx) |5 \
0
C(0) =_TS 5 -]
TR Cc)
5=

o~y

—~t _
3) C)y< 1=>e7<% @—45- < -Ln5

& t>4Lns
A la calculatrice ...<t<...

EXERCICE 7 :

1) y'=-yetf(ln3)=-2
fo)=-2e @)= _ 6>

Df'‘x)=6e*

x
f (%)
f(x)

()

-6
EXERCICE 8§ :
1)
U'(x) + 2 U(x) = 4 = (U(x))*

Ux)=2 ; U'x)=0

D’ou U est une solution de 1’équation
différentielle : y* + 2y = y*

2)—a) Ue(E) dott E#£¢
b)fe(B) & f(x)+2f(x) = f2(x)

f'(x) 2
f2(x)

0

& - +20=1
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©-g'(x)+2gx) =1
S gilx) =2gx) -1

& g est une solution de 1’équation
différentielle : y' =2y -1

c)

g est une solution de 1’équation
différentielle : y" =2y — 1

= g(x) = ke?* +% etg(x)#0; Vx€IR

= g(x) =ke?* +% avec kelR,

= f(x)= —=— avec kE€IR,
* Réciproguement
f(x) = P Ty ; kelR,

f est dérivable sur IR et ne s’annule pas sur
IR

, - 8ke?*
f) = (2ke2¥ + 1)2

f'(x)+21f(x) = = f2(x)

(2ke?* + 1)2

Conclusion : E est I’ensemble des
fonctions définies sur IR par :

f(x) = Rezxr 11 ;. kelR,
EXERCICE 9 :
1) yo=ky® ; k>0

y(0)=N
d’oil y(t) = N ek¢

2) y@)= 4y

= Ne*=4N = e%*=4

=2k =2Ln2 =k =Ln2d’ol
y(t) = N etlnz = Nx 2t
d’ol y(3) = 8.N
3) y(5) = 6400
= N x 25 = 6400 = N =200

EXERCICE 10 :

f(x) = e *.sinx
1)-—a) f(x)=(cosx-sinx)e™
cos x - sinx =r.cos(x — ¢)

r=v2

1 o=
cosg =7 = ¢=-70mn
1

Avec

sing = - Wi
Dot : f “(x) = [V2. cos(x + D)].e™™

f “(x) =V2.e7*.cos(x + E)

IE]
vl
E]

x 0
Cos(x+%) +0 - O +

5
Sto2m = [0, U1, 2n]

c) f“(x) =V2.e *.cos(x + %)

T 51

x 0 - T 2
f“(x) +0 - O +
f(x) i 0
O/Zi \_ e /
To:y=x
Ty :y=e" ?"(x-2m)
2)—a) * (CHPN(C)?
{f(x):e“x sinx =1
x € [0,27] o x € [0,27]
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< x :g alors (C)N (C) est le point
d’abscisse g

*(CEN©)?

{f(x)=-e"‘ sinx =-1
x € [0,2x] = x € [0,27]

e x=Z
T2

alors (C2)N (C) est le point d’abscisse 37”
b) gx)=e™ = gix)=-e7*

gG)=-e ;

k|
NF

f ) =-e"

tG=g@=e7 dob(Chet(Cy)ont
la méme tangente en A(g- ,€ 2)
* de méme pour (Cs) et (C1)

3)—-a) f(x)= e ™ sinx
f(x)=(cosx-sinx)e™™
f"(x)y=-2e7* .cosx

vérifierque : f “(x)+2f (x) +2f(x) =0
b) Rq:f(x)=0; Vv x € [0,xn]

A = [ f(x)dx

A= [ (=580 — £ (x))dx

A=[- 2 - (O =31 +e ™ ua
A =20[5(1+e"™)] cm’

A=10[(1 +e~™)] cm?

EXERCICE 11 :
(E): y +2y=x?
1) (Bp): y =-2y
Les solutions de (Ey) sont les fonctions
définies sur IR par : h(x) =ke™?* ; k € IR
2)gx)=ax?’+bx+c
g(x)=2ax+b
g7(0) + 2g(x) = x?

< 2ax+ b + 2ax? + 2bx + 2¢ = x2

e Ra-1Dx?2+2@+b)x+(b+2c)=0

2a-1=0 a=§
&< 2a+b)=0 < b=-§
b+2c=0 c=§

. 1 11 .
d’ou g(x) = sz -5x+7 estlasolution de

(E)

3) f solution de (E)

e f(x) + 2f(x) = x?

< f'(x) + 2f(x) =g'(x) + 2g(x)
S (- + 2(f-g)(x) =0

< (f — g) est une solution de (Eo)

4) f solution de (E)
< (f — g) est une solution de (Eg)

< f(x) —g(x) =ke™?* ;k€IR

o f(x) =g(x) +ke™®* ;k€IR
Les solutions de (E) sont les fonctions
définies sur IR par :

f(x):%x2—§x+ji+ke_2x :k€IR

N
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EXERCICE 12 :
-_— < { =- 500y + 50
(B): y -y=4cosx y©O) =
s o -50, _ 50
1) Eo): y =y d’olr 1 i(t) = (;55)e 500t =
Les solutions de (Ey) sont les fonctions sey o~ L 500t , 1
PRy i(t) = (=)e +
définies sur IR par : h(x) =k.e* ;k€IR 10 10
2) g(x) =acosx +bsinx 2) * lm i®=7=01

g’(x) =-asinx + bcosx

g est une solution de (E)
e g'(x) - g(x) =4cosx

& (a-b+4)cosx+(a+b)sinx=0

o { {b-——2

d’oit: g(x) =-2cosx + 2sinx est une
solution de (E)

3) fest une solution de (E)

& f'(x) - f(x) =4cosx

a-b+4= 0 =3
a+b

o f(x) - f(x) = g'(x) - 8(x)

& (-8 ) - -9 =0
& (f — g) est une solution de (Eo)
4) f est une solution de (E)

< (f — g) est une solution de (Eg)

o f(x) - g(x) = ke* ;keEIR

o f(x)=gx)+ ke* ;kelR

o f(x)= —2cosx + 2sinx +k.e*
;keIR

EXERCICE 13 :
Ly +ry=E
D { (0,2)y"+100.y =10

y(0)=0

*

interprétation : I.a bobine s’oppose a
L’ établissement du courant dans le circuit
Et ce conformément a la loi de LORENS
Quant le régime permanent s’installe i
devient constant : i=Ipermanant  (=0,1 ici)

EXERCICE 14 :

Dy +2y=0
{ y(0) =1

y'(0)=v2

la solution est la fonction définie sur IR par :

f(x) = sin(v/2x) + cos(vV2x)

2) y“+16y=0
ym =-1
ym=-2 w=4

f(x) = Asin(4x) + Bcos(4 x) ;
(A,B) € IR?

f'(x) = 4Acos(4 x) - 4 Bsin(4 x)

{ {

f(mw) = -
f(m)y=-2

B=-1
4A = -2

D’ou la solution de est la fonction définie
sur IR par: f(x) = — sm(4x) cos(4 x)
3) méme travail que pour 2)
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EXERCICE 15 :

E): y =2y

1)onpose 3=y’

L’équation devient : 3" =23

Les solutions sont : h(x) = ae?* ;a€lIR
D’ou les solutions de (E) sont les fonctions
définies sur IR par :

f(x) = %e“ +b

: (a,b) € IR?
2) f(x) = gez’c +b

f(x) = ae?*
{ f0)=2
f'0)=1
3
= {b =E
a=1
d’oti: f(x) =§(e2x +3)

EXERCICE 16 :

E: y"=3y+1
l)onpose 3=y
L’équation devient : (E”) :
Les solutions de (E”) sont :
h(x)=ae~ 3%+ ;a€IR
D’ou les solutions de (E) sont les fonctions
définies sur IR par :

f(x)=—§e‘3"+§x+b

3’ =33+1

: (a,b) € IR?
2) f(x)——— —3x 4 L SX+h

f’(x)=ae‘3"+i

{f(0)=0 =3 { ——+b 0
f(0)=0 a+—

. - 1
dolt: f(x)=—e 3% +1x. 1
9 377 9

EXERCICE 17 :

1) y’+16y=0

les solutions sont les fonctions définies sur
IR par:

f(x) = Asm(4x) + Bcos(4x) ;

(A,B) € IR?

2) f(x) = sin(4x) + cos(4 x)

3) f(t) = cos(4t) + sin(4 t)

=+/2. cos(4t — @)

Avec {

D’ob: f(t) = V2. cos(4t — )
(a=4; b=§)
4)

1
CosQ =—=

sing =—

Sl

@ =7 (2m)

Fo8 (% —21Z sincat — B
f_;foﬂ f(t)dt = ~ [ sin(4t — )]}

1

) ;] f=

EXERCICE 18 :

(

+

3@
£
SRES

-,

) y'+y =0 & y’'=-y
onpose 3=y’

L’équation devient : 3" = - 3
3=ae ™ ;a€elR

Dol: y=-ae *+b ;(ab)€IR?

les solutions sont les fonctions définies sur
IR par:

fx)=-ae *+b ;(ab)€ IR
2) les solutions de I’équation :

///

+ y”" =0 sont les fonctions définies sur
IR par :
gx)= ae*+bx+c;(abe) € IR?
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EXERCICE 19:
. —ix 4
1) Cos*(x)= Lf-;—eJ

i3x

4ix

= i '[e i2xe-2iX
16

+4e e +6e +

4elxe-31x+e-41x]

_11_6 [2cos(4x)+8cos(2x)+6]

1 1 3
Cos*(x)=— cos(4x)+— cos(2x)+=
(x) 800( ) > (2x) 3

2) (B): y”+y=cos4(x)
g(x)=a.cos(4x)+b.cos(2x)+c
g’ (x)=-4asin(4x)-2bsin(2x)
g”(x)=-16acos(4x)-4bcos(2x)

g est une solution de (E) <

g’ (0+g(0=cos’(x)&
-16acos(4x)-4bcos(2x)+acos(4x) +bcos(2x) +c
=cos(4x) =
-15acos(4x)-3bcos(2x)+c=

1 1 3
— cos(4x)+— cos(2x)+— &
2 (4x) > s(2x) 3

15021 L
8 120
—3b=l & b=—l
2 6
3 3
C =— C:—
8 . 8
1

D’ou g(x)= - T216 cos(4x)- g cos(2x)+ g

3) f solution de (E)<f"" (x)+f(x)=cos’(x)
< 7 OHX)=g"" (x)+g(x)
<(f-g)"”" (X)+(f-g)(x)=0
& f-g est une solution de I’éq 1y’ +y=0

4) *f solution de (E)<>f-g solution de y’’+y=0
< f(x)-g(x)=A.sin(x)+B.cos(x) AetB réels
<f(x)= A.sin(x)+B.cos(x)+g(x)

1
= A.si . -—
<f(x) sin(x)+B.cos(x)+ 120 cos(4x)

- —é cos(2x)+ —z—

* f solution de (E) et f(0)=1 et £(0)=0

' (x)=A.cos(x)-B.sin(x)+ % sin(4x)+-§- sin(2x)

1 1 3
{f(O)“—'l PN —1_20——8 '§=
FO=0""),_¢
A=0
<
B=2
5
D’ol

f(x)= %cos(x) - % cos(4x) — 1 cos(2x) + %
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(EIIE))(EEC’!CE}O :O EXERCICE 21 :
P4y +nty =
D ®: y'+(E?y=0 R.q'® += g = u
Les solutions sont : ¢
f(x) = Asin(g x) + Bcos(g- x); q(0) =0
A 2
(AB)eIR 1) (E):R.y’+%y=u
1 V2 1, V2 N e 1 u
2) (NG,D ey g3 =" DE:y=- gV +R
=3 D’ou:
-— .1 t u
Tn// (0,7) g)=0 q) =k.e” Re +& ;k€IR
Rc
glx) = Asin(g x)+ Bcos(g X) £
qit) =k.e” Rc +uc ;kelIR
‘() =AZcosCGx)-BZsinCEx
g() 2 (2 ) 2 (2 ) q(0)=0: k+cu=0 = k=-cu
NG V2 VZ_ V2 N
g(%)=7 {A—22-+B7=—2— D’ou : .
- Lt
q(t) =-cu.e Rc +cu
Ay = ™2 pgmZ_
24 (E) =0 A 4 B 4 0 t
q(t) = cu-cu.e Rc
A+B=1 3)
1 t
(:){ ) C?A:B:-z- i(t)=q’(t)=§-,e_ﬁ
A-B=

Dot : g(x) = %sin(gx) + %cos(’z-fx)
3) gx)= é [sin(gx) + cos(g x)]

gx) = %[\/i. cos(gx - @)l

Avec {
7z

D’ou: g(x) = 72 cos(gx - %)

cos @ =

sin @ Q= g 2m)

il

St=&l-

EXERCICE 22 :

(E): f(x) = [; f(t)dt +x
1) f est continue sur IR et 0 € IR
D’oi la fonction : x = fox f(t)dt est
dérivable sur IR et sa dérivée est la
fonction : x +— f(x)
D’ot la fonction : f(x) = fg f(t)dt +x

est dérivable sur IR comme étant somme

de deux fonctions dérivables
2) —a) fsolutions de (E)

= f(x) = [ f(t)dt +x
=f{'x)=fx)=1

= f est solution de I’équation :
E):y =y+1
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b) réciproquement :
gestsolutionde (E") = g'(t)=g(t) + 1

= [Fg'()dt = [ g(®)dt + [ dt
= [g(O]F = [Fg(O)dt +x
= g(x) — g(0) = J, g(t)dt +x

g est solution de(E) lorsquejg(0) =0

3) les solutions de (E) sont celles de (E”)
vérifiant f(0) =0
dou: f(x)=e*-1
est la seule solution de (E)
EXERCICE 23 :

QM®W=-0Q®)
1) — a) Q est solution de 1’équation
différentielle : y'=-ay et Q(0)=1,8
D’oli:

Qt)=1,8e~ %t
30

b)Q(1)=1,8 - s (1,8)
Q) =1,26

= 1,8e % =1,26

c) fx)=e™ ; f'(x)=-e7%<0

f est continue et strictement décroissante

sur IR , elle réalise donc une bijection de
IR sur IR

Comme (0,7) € IR alors il existe un unique

réel o tel que f(a) = 0,7 @ e™* =0,7

* g(x)=e *-0,7
g xgl)<0= O<ax1
calculatrice =-0,3566< a < 0,3567
2) a=0,35665
Q(t) — 1,8 e~ 0,35665t

Q’(H=-0,35665x1,8¢ 733" <0 =Q est
décroissante et lim Q@) =0

X—>4o0

C

A

3)-a)R=1,8+Q(1)
=1,8+(1,8).e”% =3,06

R; = 1,8 + (1,8)x(0,7)

b)R>=18+R;.e”™®
R, =(1,8) + (0,7) Ry = 3,942

C) Rus1= 1,8 + (057) R,

d) Démonstration par récurrence :
*pourn=0
Ro = (1,8) = 6 x (0,3) = 6[1 - (0,7)']

(Vrai)
* supposons que : R, =6[1 - (0,7)""1]

Montrons que : R, 41 = 6[1 - (0,7)"*4]

Ro:1=1,8+(0,7) Ry

R,.1=18+6.(0,7)[1-(0,7)"*]
=1,8 + 6[(0,7) - (0,7)"*2]
= 6[0,3 + (0,7) - (0,7)"*2]
=6[1 - (0,7)”*2]

* conclusion
R, =6[1-(0,7)"*'] VvneIN

e) lim (0,7)"1=0
x — 4+
d’ou :
lim Rn=6

x — +oo

EXERCICE 24 :

My =2y

an: y'=y

1) * les solutions de I’équation (I) sont les
fonctions définies sur IR par :
gx)=ke?* ; VkKEIR

* ]es solutions de 1’équation (II) sont les
fonctions définies sur IR par :
h(x)=k’.e* ; VK'€IR

2) f(x) = f1(x) — f2(x)

a) f(0) = 1 car A(0,1) € (Cy)

f 7(0) =3 ( coefficient directeur de T)
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b) f(x) =k.e?* - k".e*

f(x) =2k.e?* -k".e*

f0)=1
w1
£0)=3

d’ot  f(x) =2e%* - e*

k-k"=1

k=2
(=
k’=1

fz(x) =e*

2k-k" =3

fi(x) =2e%*
c) lim f(x) = lim e**-e*)=0
X == =00 x — -
lim f(x) = lim e* 2e* -1) =+
x — +00 x — +o©
d) f(x) =0 & e* (2e*-1)=0
< 2e*-1=0 car e*#0

1
@ex=5 &S x=-Ln2

(Cp) N (0,7) est le point d’abscisse (- Ln2)
3) t<-Ln2

—Ln2

a) A(t) =- |, f(x)dx =
=[e? — e*]"1n;

f_thz f(x)dx

A(t) = (e3t — ef+§) w.a

b) * lim

x — —0o

Am:i

* [0, f(dt =[e — €%, =1

Doi: lim  AW= [, f(Ddt

* B = LOan f(t)dt : représente I’aire de la
partie du plan limitée par la courbe (Cy) ,
I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=-Ln2 et x=0

lorsquet — -0 , A(t) — B

EXERCICE 25 :
D-2) (B:y=-y
Les solutions sont les fonctions définies sur

3
IR par: h(x) =k.e"# ; k€IR

3
b) f(x)=ke” %™ ; ke€IR

3
f'r)=—2ke ¥ ; kelR
f0)=-6 =—2k=-6 = k=8

d’ol :

f(x)=8 e~ 3
3
2)—a) gx)=8e ¥ ; x€[04]
3
g =-6e %
X 0 4
g'(x) -

g (x)

o
NJ,V
=]

b) V=m. f;gz(x)dx

4 —ix 2 —-Ex 4
V=m [ 64.e 2dx=64n[— e 75
128 1
= T (1 - e—e)TE (U.V)

Remarque : lorsque : ||7]| = [|jll = 1 cm
128 1 3
= T (1 - ;)7[ cm
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EXERCICE 26 :

m(0) = 300
. 1
(B):y =-%y
1) — a) les solutions de (E) sont les fonctions
1
définies sur IR par: f(x) =k.e"5* ; k€IR
t
s

b) m() =k.e ; kelIR
m(0) =300 = k=300

t
d’oi m(z) =300 e~ 5 =300e 02"

t
2)mz) = 150 & 300e” 5 =150
t
= e_?o =l o —L__1m
2 5
zsim
HmB<10? & e 5 < —
)m - € — 30000

o — é <-Ln(30000) < t >5Ln(30000)

EXERCICE 27 :

g(x) =cosx -sinx
1) g'(x)=-sinx — cosx
= - sin(m — x) + cos(m — x)
= cos(m — x) - sin(m —x)
= g(m — x)
2)f(x) = f(m — x)
a) * la fonction : x — T — X est dérivable
sur IR , comme f est dérivable sur IR , la
fonction : x = f(1t — x)est dérivable sur IR
par suite f ~ est dérivable sur IR
d’ou f est deux fois dérivable sur IR

* ) =f(m—x) = f"(x)=-f"(1—x)
= f"(x)=-f[n- (m—x)]
= f “"(x) = - f(x)
= 7)) +fx)=0
D’ou f est solution de I’équation :y”" +y =0
b) f(x) = A sinx + Bcosx

(A,B)e IR?

EXERCICE 28 :

Partie A

E):y 1+ e~ 2%

1) la solution de I’équation : y” =2y
qui prend la valeur 1 en O est h(x) = e?*

_2y=_

2) £(0) = Ln2

f(x) = e?*. g(x)

a) f(0) = e®. g(0) = g(0) = f(0) = Ln2
b) f “(x) =2e%*. g(x) + e?*. g’(x)

f () = e .[ 2g(x) + g’ (V)]
¢) f est solution de (E)
ofx-21fkx) =

+e”2x

(:Pf’(x)-Zf(x)=1

+e” 2%
& 2e?*, g(x) + e?*. g'(x) - 2e?*. g(x)
)

T 1+ e 2
& e?* g'(x) =

1+ e~ 2%

__26—21
= g = 1+ e~ 2%

& gx) =Ln(1+ e ) +k; kelR

g(0) =Ln2 = k=0
doir:g(x) =Ln(1l + e~ ?%)
etf(x) =e?* Ln(1 + e~ ?%)

Partie B
f(x) =e?* Ln(1 + e~ ?%)
1
— —2xy _
Dh) = La(l+ e 2 - —=—

a) 11m h (x)

= hm Ln(1+Q

=Lnl1=0
b h' (x) = ————< 0

(e 2¥ +1)2
h est strictement décroissante sur IR

T e2x +1;
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Partie C
¢) lim h@x) =+ 1 e 2x
T D W)= = Tre=

h est strictement décroissante sur IR
d'ou:h(IR)=] lim h(x), lim h)|
x — +oo X > —00
=10, +oof
d’oit:h(x)>0 ; Vx€e€IR

2) f'(x) =2e%* h(x)
D’ou f “ et h sont de méme signe.

—2x
3) * lim f()= lim e ™
x — +oo x — +o© €
On pose : X = e~ **alors _lim In+X) -1
X =0 X

* f(x)=e?*. Lnle”*(1 + e ?¥)]
=e?*, [Lne~?* + Ln(1 + e )]
=e?* [-2x+Ln(l + e?)]

* lim f(x)=
x — -0

= lim (-2xe®* +e?Ln(1+e?*))=0
X — —o0

4) f'(x) =2e%* h(x)>0

Y —00 +c0
f'(x) +
f(x) //V 1
0

5) T:y=£f0)x-0) +10)

T: y=(2Ln2 - )x + Ln2

\ 4

~

Une primitive de u sur IR est :
U = sLn(l + e )
D A= f_olf(x)dx

= f_°1 e?Ln(1+ e *)dx

e2x P_, éer
_ze—Zx
In(1+e2*) ‘—
( ) 1+e-2x
A=

1 2 . —2 0 0 1
[Ee *In(1+e x)]_1+f_1—1+72-;dx0
=22 In(1+e?) + [an(l + ezx)]
2 -1
= L 2y .1 -2
=1Ln2 2ean(1+e) 2Ln(1+e )
u.a

A = 25[Ln2 - -2—2—2-Ln(1 +e?) —%Ln(l +e72)
2
cm

A = ...calculatrice

Partie D
Ug =0
Una =1f(Up)

1) {fest continue et strictement croissante sur
[0,1]1d’ou :
f([0,1]) = [£(0),£(1)]

=[Ln2, e °Ln(1 + e~2)]

Ln2 >0et f(1)<1
f([0,1]) < [0,1]
* Démonstration par récurrence

d’ou:

* Ug=0€[0,1] (vrai)

* supposons que : U, € [0,1]

montrons que : U,,, € [0,1]

U, €[0,1] = f(U,) € £([0,1])
= f(U, ) € [0,1]
= U,.: €[0,1]
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Car f([0,1D) < [0,1]
Conclusion: U, €[0,1]; Vvn€IN

2) * Up=0 et U;=1(Ug) =Ln2
U< U, ( vrai)

* supposons que : U, <U,,,
montrons que : U,y S Uy,

Uy <Upy = (U, ) S f(U,. 1) car fest
croissante

= Un +1 S Un +2

Conclusion :

( U,) est croissante

* ( Up) est croissante et majorée par 1 donc
elle converge vers un réel a

3) Un +1 = f(Un) 5 Un € [O,l]
f est continue sur [0,1] d’ol : a = f(w)
U, €[0,1] = a € [0,1]

f(0)#0 etf(1)# 1= a € 10,1[
4) Ary=x

CoNA={A®,w)} ; a=08 (g

EXERCICE 29 :

6o = 30°C
0°(t) =k[ T — 8(t)]

k=0,1 ; 600)=30
1) 0 vérifie I’équation différentielle :

y =(0,1) [T -y] et 6(0)=30
2) T=100

a) (B): y"=(0,1) [100 - y]

@®: y=-01).y+10 et 6(0)=30
D’ou :
10

- 10, _o,1t , 10
0(t) = (30 - 0’1)e + o1

8(t) =-70 e~ %1 + 100

b) lim+ o(t) = 100
X > [vo]
Interprétation :

Lorsque le corps reste beaucoup de temps sa
température sera 100°C

3)

8(t)=-70 e~ 21t + 100

()= 7e %1t >0

t 0 + o0
6°(t) +
6@ / 100
30

y=100

100

(C100)

30 {C30)
C.10)

»—}
wf/

y=-10

b) T=30

0(t) = 30 constante
¢c) T=-10
8(t) = (30 +10)e~ %'t - 10

0(t) = 40 e~ 01 + =
0’ =-4e %<0

t [0
0°(t) -

0 () 30\
-10

-+ oo
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EXERCICE 30 :
6(0)=0
0°(t) + (0,1)6(t) =2
1) O est une solution de 1’équation
différentielle : y~
D’ou:

B(t) =-20 e~ %1t + 20
2)—a) 0(10) = (20 - 2?0) °C

20
06(60) = (20 - -;g) °C
b)
lim+ 6(t) =20
x — ©o
Pour t assez grand , la température du
conducteur tend vers 20°C

EXERCICE 31 :

Partie A
ex/s
fx) = ex/5+ 2
1y
Spx/5
fx)y=—2——>0
(e*/5+ 2)2
lim f(x)=0
X — —00 3
lim fx)= Ilim = = =
x — +o00 x — <400 x
1+@\; 0
X - 0 —+c0
f(x) +
f(x) / 3
0

Les droites d’équations respectives :
Y =0 et y =3 sont des assympt6tes a (C)
2) T:y= f7(0).(x-0) + f(0)
2
T:y=_-x+1

3)

~(0,1).y +2 et 8(0)=0

____——’17’/1‘
I

—%

4)—a)F(x) = 15Ln(2 + e5) + k :k € IR

F(0)=0= k=-15Ln3
D’ot : F(x) = 15.Ln(2 + e5) - 15Ln3

2 + eX/5

F(x) = 15.Ln 5—)

) A= [ fC)dx = [F(OI3
= F(5) — F(0)

2+e

A=15 Ln(T)

u.a

Partie B
L1

D Mg =z¢g

a) les solutions de (I) sont les fonctions
définies sur IR par : g(x) =k e*/5; k € IR
b)g0)=1=k=1
d’ou : g(t) = et/5
2) (ID:g’

- &
a)h--?’_g

; t € [0,4 oof
_g. &

5 15
h solutionde (I) © h”" =

B N _ 8
g (3—g) T 5(3-g)

g(3-g)+g’s __&8

(3-g)? 5(3-8)

© 3" = 3 g =
g = 8-%

0

< g est solution de (II)
b)h(x) =kes ;kelR

8 _ 1.5

3-g(x)

< gx) = ;kelR

3k 1
C)g(0)=1=:>m=l=>k=5

x
3es

d’ou: g(x) = = = f(x)
2—e5
d) lim+ f(x) =3 la population tend vers 3
X — o
milliers.
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EXERCICE 32 :

(E):y +7y=0
C=125x10"%
L=0,5x 10~ 2

1) les solutions de (E) sont les fonctions
définies sur IR par :

fx)=A cos(‘/%) +B sin(\/—%) ;
(A,B) € IR?
Lc = (0,0625) x 10~ *

VLc=(0,25)%x 1072

1 -
\/—L_-C-—4OO ; d’ou:

f(x) = A cos(400x) + B sin(400x) ;
(A,B) € IR?
2) q(0)=6x10"3
q'0)=0
q() = 6x 1073 cos(400t) ;
te[0,+ o0]

d’oli:

q(#) = (0,006). cos(400t)

3) iW=-q°M
a) q(» = (0,006). cos(400t)
d’ou:

i®=-q°®

i(t) = (2,4). sin(400¢t)

400

b) f4°° cos(800t) dt

=2 = sm(800t)]"‘°°

1 .
=Esm(27r) ; =0

)

(1 =222 [365 i2(5) d

i2(t) = 5,76 sin?(400¢t)

2('[) 5.76. (1 cos(800t))

i2(t) = 2,88 (1 - cos(800t))
D’ou:

(I)? = ( %)(2,88). f4°°(1 — cos(800t) dt

_}1_52(f4001dt_ D

=22 [ = 2,88
D’ou:
= /2,88 = 1,697 Amperes
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QCM
2
9
1. a C”’=—
) = 38
20
2
b)-;-‘())—ﬁo,zs
2
) Ao_9%_9
Al 380 38

2. a/ La probabilité de B sachant A est 0,1
b/ La probabilité de ANB est égale 2 0,1x0,1 = 0,01
¢/ La probabilité de A sachant B

P(ANB) _ P(BNA) 0,09

est:P(A/B)= = =0,
P(B) P(BNA)+P(BNA) 0,09+0,09

VRAI-FAUX

1. Faux

Justification : si A et B sont indépendants alors P(ANB)=P(A).P(B)
Or P(AUB) =P(A)+P(B)-P(AnB)=P(A)+P(B) dés que P(A) et P(B) non nuls
(contre exemple pour A=B=Q)
2. Faux Justification : si A et B sont incompatibles alors P(ANB)=p(2)=0
3.Faux  justification : contre exemple pour A=B=C=0Q

EX1:
3
1. PFQ— 56 _14

SRR
2

1
C4-C8 _4x28 28
T E=— =
C., 220 55

2. P=

3.p,=1.Ce 41

C 55

12
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EX2:
1+9

1. Le nombre des boules est : 142+ 3+...+9=9. " =45 (somme de 9 termes

Consécutifs d’une suite arithmétique)
2. a/ Le nombre des boules de numéros pair est 2+4+6+8=20

C20 190 _ 19

7990 99

La probabilité que les deux numéros soient pairs est : C45
b/ P(la somme de deux numéros obtenus >3) = 1 (événement certain)

7x9 C
< 17
¢/ P(S<15)=1-P(S>15)=1- ( — 990 990)

3. P(1983)= L2 8 3 p(1389)—i 3 8 2 donc P(1983)=P(1389)
45 44743742 454443 42
4. PA983)= =2 8 3 P(1389)~—1—- 3 8 2 donc P(1983)=P(1389)
45°45°45°45 45 45 45 45
EX 3:

1. P(1’éléve aime les trois matieres)=0

2. P(I’éleve aime les math et n’aime pas le sport):%(s)—
3. P(I’éléve n’aime pas la philo et les math )=:186

4. P(I’éleve n’aime pas les trois matiéres):—fa
5. P(1’éleéve aime au moins une matiére)= 1- P(1’éléve n’aime pas les trois

matiéres)=1 S
: 40
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EX4:
| Cu _ 82160 _ 4108 s
) C3 161700 8085
100

5 CuwCi 316020 _ 632
C., 161700 1617
1 2
3. Ll
Cuwo
3
4 Cx
’ 3
CIOO
3
C
5.1- &=

100
EX 5:
P(M)=80% =0,8 ; P(S/M)=75%=0,75 ; P(S/M )=40%=04
P(S) = P(S/M).P(MM)+P(S/M ).P(M )=0,75x 0,8 + 0,4 x 0,2 =0,68
EX 6:
1. P;=(0,005)?
2. P,=1-(0,005)2
EX 7:

P(ANB)=P(A).P(B)=0,08

P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB) =0,2+0,4-0,08=0,52
e P(ANB)=P(A).P(B)=0,2x0,6=0,12
e P(AUB)=1-P(ANB)=1-0,12=0,88

EX 8:

1. a/ P(interroger une femme ingénieur)=P(FNI)=P(F/I).P(1)=40%
.10%=0,04
b/ P(interroger un homme tec )=P(HNT)=P(H/T).P(T)=10% . 80% =0,08
c/ P(interroger une femme administratif)=P(FNA)

On a P(F)= P(FnI)+ P(FNT)+ P(FNA)= P(FNA)= P(F)- P(FNI)- P(FNT)

(P(FNT)=P(F/T).P(T)=90% . 80% =0,72) =0,8 - 0,04 - 0,72 =0,04
2. o/ P(T/R) = 2ANF) _072 44
P(F) 08
b/ P(UF) = 2UNF) _0.04 s
P(F) 0.8
3. a/ P(EM) = 2END _0.04_ 4
PA) 01

b/ P(H/T) = 1- P(F/T) = 1- 0,4 =0,6
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EXO9:

1200 3
1. P(S)=M=—5-=O,6

2. a/ P(CnS)=P(C/S).P(5)=0,32 .0,6=0,192
b/ P(C) = P(CNS)+P(CNS) = P(CNS )= P(C)- P(CNS)
= P(CNS)= - _0,192=0,48-0,192=0,288
2000
La probabilité pour que le client ait acheté le modele B et choisi
Pabonnement I est : P(CS)=P(S)—P(C)S)=0,4-0,288=0,112
EX10:

2 2 2 )
1. pepy=CetCs 1541 _4 ppy=CitCe_6+6_3

28 7 c: 28 7

8

8

2 2
p(B/P) =p(CrD/P)=C:1Cs 22““8_3 - %

p(A/P) = p(CUD/P)= p(C/P)+ p(D/P)- p(CnD/P):%

2. p(A/F) = p(CUD/F)= p(C/F)+ p(D/F)- p(CND/F)
= p(C/F)+ p(D/F)- p(B/F)

2 2 2 2
Or p(C/F)= A6+2Az=30+2=_4_ ; p(D/F)=A“+2A“=12+]2=E
: 56 7 A 56 7
_AtA;_6+6_3 =1
et p(B/F)= : =~ =12 Donc p(A/F)= "
- _ns 17 1
p(A) = p(A/E). p(F)+p(A/P).p(P)= .o+ me =17
EX11:
Désignons par A I’événement : << la cible est atteinte>>
P(Y/A)_P(YﬂA)_P(AﬂY)_ P(A/Y).P(Y)
P(A) P(A) P(A/Y).P(Y)+P(A/ X).P(X)
42
__ 103 _8
42 91 17
10'3 10°3
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EX12:
Soit I I’événement :<< le total des points obtenues est<7>> :P(I):% = 175
1. Désignons par E 1’évenement <<Obtenir 2 boules blanches et 2 b rouges>>

2 2
4 7, AAs 4 5 _ 1 35 169

2 2
P(E)=P(E/M).P()+P(E/T).P(I)= A-“f‘S. . L5 = = =—
A, 212112 An 212112 4 198 396

2. Désignons par R I’évenement <<n’obtenir que des boules rouges>>

_ hypdy=As 1, A 5 _ 109
P(R)=P(R/D).P(D+PR/1).P(I)= A;"lz + Af2.12 by

PANR) :)P(Rﬂi):2376.P(R/7).P(7)=2376 A 510

3. PU/R)= P(R) P(R) 109 109 4% 12 109 |
A

EX 13: P, :<<les deux amies arrivent avec n jours d’écart>>

1. P(les deux amies arrivent le méme jour) =Py= _682 = % ,
2. P(les deux amies arrivent avec un jour d’écart)=P,; =% = -3;75 I

3. P(les deux amies puissent se rencontrer)=P(R)=Py+P;+P,
1,712 34 17

8 32 64 64 32

4. P(les deux amies passent ensembles au moins 2 jours/ R)= IE)J(JFR? =%—71-
EX14 :
1.

I:n+1

0,7 b
]
F~<_
0,3 F it !
0O Fn+1 i
Fn '<
0,8 E-n+1

/F)=0,3 ;P(F

n+l

P (Fo./F)=0,7 ; P(r

2. Pus1=P(Fy11)=P(F,/F,).P(F,)+P(F,.\/ F,).P(F,) (P .P. Totale)
= 0,7 .p. + 02 . (I-py)
=0,5.p, +0,2
3. a.  ap41=pu+1 -0,4=0,5p, +0,2-0,4=0,5p, -0,2=0,5(p, -0,4)=0,5.a,
Donc a, est une suite géométrique de raison 0,5 donc de limite 0
b. Lim a, =0 ( car sa raison €]-1,1[)
——> Limp,=0,4 interprétation: La probabilité pour que cet individu
reste enfin un fumeur est 0,4

/F,)=0,2 ; P(F,, /F)=08

n
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EX15:
1. Pi=P(A)=1 ; P,=P(A,)=0,9
2.

P3=P(A;)=P(A3/A;).P(A)+P(As/ 4,).P(4,) =0,9x0,9+0,1x0,1=0,82
3. Pn+l=P(An+1)=P(An+1/An)~P(An)+P(An+1/Z)P(Z,,—) =0,9%P,+0,1x(1-P,)
=0,8xP,+0,1
4. Considérons la suite a, = p, +a

1 =Prst +0 =0,8xp;+0,1+0=0,8.(pn+ 0,(1);0:

H

) sion choisi a de sorte que
01+
0,8
Donc pour 0=-1/2 a, suite géométrique de raison 0,8 an=a1x(0,8)“'1

a,=1/2x(0,8)"" py=a,-0 pn= 1/2x(0,8)"'+1/2

=0 On aura a, suite géométrique de raison 0,8

Conclusion :  py= 1/2x(0,8)"'+1/2 &
5. Pyo=1/2x(0,8)"+1/2

6. Lim P,=Lim1/2x(0,8)"'+1/2=1/2

EX16:
1. a/ p(<<AA>>)=p(A, A)—-%

b/ p(<<Aa>>)=p(A, a) _____

l\)
N

2. a/ p(<<AA>>)=p(A, A)_ =

b/ p(<<Aa>>)=p(A,a)+p(a,A)=—.—+=.—==

¢/ p(<<aa>>)= p(a, a)_l,.;_ = i
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3. 3
n"*™ génération (n+1)*™ génération };
Pere AAT 1 _ AA—  1.pp.pr=ps2 ;
mere AA -
Pére AA ) __ 12— AA— Y% .p.q,
mere Aa B 12— Aa—>Y2.p.0n
Pere Aa _12  ——» AA— V2.p.qn
mere AA B T2 Aa Y2 pun
Pére AA 1 . Aa— l.p,r,
mere aa
Pere aa ) 1 . Aa— 1l.p.r,
mere AA_’
/1//4./ AA_) 1/4_ cln2
Pere Aa 1/2 .y Aa —Y5q,?
mere Aa |74y aa— Y. q,2
Pere Aa 1/2 —>Aa— Y2 .1,.q,
meére aa 12 — aa —V2 1,.q,
Pére aa 12 —»Aa— Y2 .10.q,
mere Aa 172 —» aa —Y2 .1,.q,
Pére aa 1 . aa— L.,
mere aa

2

&/ Poes =p(AA)=P;? +1/2.pn.qn+  1/2.pn.qn+1/4.q0 =(p,, +g5]
2
b/ 1y =p(aa)=r,2 +1/2.r,.qy+ 1/2.r,.qn+1/4.1r,2 =(r,, +%j

2 2
¢/ Ona posi+ Queit fost = 1 Quet =1- Prai- Tngy =1'(Pn +%") '(’71 +%)
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4. a/ (Par recurrence)

Soit n e N: supposons que et montrons que ppsi-rps1=0

2 2
Pn+1-Tn+1= [p,, + il"j - {r,, + g‘”‘J =pn2"rn2+pnqn'rnqn:(pn'rn)-(pn+rn+qn)

2 2
=(Py-Tn).1=00
Conclusion : pour tout n on a P
b/ 2rn+qn =r, +1-pn=1+(1‘n—pn)=1-0.
¢/ 214+q, =1-00  qn =1-0-2r,  Lpep =[r” + 1—0{2— 2, j = (1 _2“)_

r, estconstante p, estconstante (car p,=0+r,)
et g, est constante (car q, =1-a-2r,)

EX17:
2n!
L _CuCh "Bn=2) mn-la_ 2n(2n-1)
T o T a T Bn-2) (el (3n-2).(3n-0)
31(3n—3)! >

Lim p,=4/9 donc p=4/9
2. gqn=1-P(aucune boule rouge)

, 2n! (2n-2).(2n—1).2n
C, 31(2n - 3)! 6 (2n-2).(2n-1).2
=1- n :l—— :1— =1-
Ci 3n! (3n—2).(3n—1).3n (3n-2).(3n-1).3
" 31(3n-3)! 6
2.(2n—-1).(2n-2
Limq,, =Lim1- (2n-1).(2n )=1_i=£:>q=£
3.(3n-1).(3n-2) 27 27 27
3.a/
P(obtenir une seule b rouge)=(—’1.2—n.£’1—).3 _4 p
3n 3n 3n 9

P(obtenir une seule boule rouge)=p
b/ P(obtenir au moins une boule rouge)=1-P(n’obtenir aucune b rouge)
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EX18:
1. Soit p le nombre de fois oli face apparat p+2 est le nombre de fois

Ou pile apparat le nombre des lancers est p+p+2=2.(p+1) pair
) . . 55 25
2. P(le joueur gagne au plus au bout de 2 lancers)=P(pile ;pile)=—.— = =—
(le gag P )=P(p pile)=—. = =T
3. P(le joueur gagne au plus au bout de 4 lancers)=
p(gagne au bout de 2 lancers)+P(gagne au bout de 4 lancers)=

25 (5Y (7Y )
— +C == 'v
144 C4[12) (12) :
4. Soit n un entier naturel pair alors n=2p |

p k+1 k-1
P(le joueur gagne au plus au bout de n Iancers)=ZC';‘.(%J (1—72]
k=1

10 K+ k-1
5. P(le joueur gagne au plus au bout de 20 Iancers)=ZC’2‘:‘.(%J [%)
k=1




Variables aléatoires C-M-S Ch6 Tomell

OCM
1. a/ P(X>2) =P(X=3) = Ci[g (% j =@
b/ E(X)=1

¢/ F(1)= P(X=0)+P(X=1)= %

2. Si X est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 0,1
Alors P(X>10)=e*™?=¢' ~ 0,37

VRAI-FAUX

1. Faux en effet P(X>1) =1-P(X=0) = 1-(0,8)°

2. Faux (justification : les épreuves ne sont pas identiques)
3. vrai YV ce[0; 0,0000001] p(c)=0

4. Vrai car p(X=0)=0

5. a/ B(X)=-1x0,25 +0x0,5+1x0,25=0 vrai
b/ V(X)=(-1)2x0,25+02x 0,5+12x0,25- (E(X))>=1 donc V(X) non nulle

EX1:
- Ch _ 82160 _ 4108 — 0.508
! Cfoo 161700 8085
b= Cu”Ca _3160x20 _ 632 _( .00
2 3 161700 1617
CIOO
b CiXCa_80x190 _ 152 _ o
’ Cfoo 161700 1617
) _Ca_ 1140 _114 007
4 C1300 161700 1617
1503
P=1-p, =—"==0,93
3 P+ = 1617

EX2 : Soit A I’événement :<<la cible est atteinte>>
P(YIA)= P(A/Y).P(Y)
PA/Y).P(Y)+P(A/ X).P(X)
4 2

8

1717
3

=

3
2

+—.
0

W

T4
10°

—



Variables aléatoires C-M-S Ch6 Tomell

EX 3:
1.
1 1 1 2 2 3

1 2 2 2 3 3 4

1 2 2 2 3 3 4

1 2 2 2 3 3 4

2 3 3 3 4 4 5

2 3 3 R} 4 4 5

3 4 4 4 5 5 6
X(©2)={2,3,4,5,6}

Loi de probabilité de X:

X 2 3 4 5 6
P(X=x;) 9/36 12/36 10/36 4/36 1/36
1. EX)= > xP(Xx=x)=10/3 V(X)=E(X?)-[E(X)]>=1,1111

xeX(Q)
2. Pour xe]-o ;2] F(x)=0

Pour xe[2 ;3( F(x)=9/36

Pour xe([3 ;4] F(x)=21/36

Pour xe[4 ;5] F(x)=31/36

Pour xe15 ;6] F(x)=35/36

Pour xe€[6 ;+oo F(x)=1

(courbe de f en escalier : trés simple)

EX4:
X(Q)={1:2:3:4:5:6;7)
6 4 . a6 54 . 6544
P(X=1)=4/10; P(X=2) =155 P(X_?’)_E'"g“'g ; P(X—Af)—ﬁ.g.g.7
P(X=5)=02232 pX=6)=032322 px=7)=06343214
109876 10098765 10987654
Loi de probabilité de X :
X; 1 2 3 4 5 6 7

P(X=x;) 84/210 56/210 35/210 20/210 10/210 4/210 1/210
EX)= > xP(X=x)=22 ;V(X)=EX?)-[E(X)P=1,76

%eX(Q)




Variables aléatoires C-M-S Ch6 Tomell
EXS5:
X(Q)=Y(2)={1;2:3:4;5,6}
Loi de probabilité de X :
X; 1 2 3 4 5 6
P(X=x;) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36
Loi de probabilité de Y :
y; 1 2 3 4 5 6
P(Y=y)) 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36

EX)= > xP(X =x)~4,472222 V(X)=E(X?)-[E(X)]*~1,97145

xeX(Q)

E(Y)= ¥ 520 =y)32,52777  V(Y)=E(Y?)-[E(Y)]’~1,97145

»EY(Q)

EX6:
1. P,=(0,9"
2.P,=(",%x(0,9)°(0,1)°
3.P;=1-(0,D)"

EX 7 : Désignons par X la variable Aléatoire égal au nombre de fois ol on
obtient face. X suit une loi binomiale de parametres n=20 et p=1/2
1. Le nombre moyen de faces obtenus est :E(X)=n.p=20x1/2=10

10 1\"° 1Y° 184756 46189
2. PX=10)="[1 ,[1__j _ '0_(_j _ _
( ) C”( 2 Co 2 1048576 262144

(Chrcircul=(3] Tacurcl]

3. P(O<X<11)= (

'

4. P8<X<12)= Gj [Cly+ Clar Co+CarCE]= (jzo[zc§o+2'cz(’+clzﬂ
1
5) 2

5. P(7<X<13)= [ Cho+ 2C8+2.C., Cw}

EXS§:

La moyenne E=0,1x400=40
L’écart type o= \/(0,1)x(400)><(0,9

)=/36=6



Variables aléatoires C-M-S Ch6 Tomell

EX9:

1. P(aucune face rouge ne soit visible)=0

3
2. P(aucune face bleue ne soit visible)= [ij

3, P(A)=(%)3 -1

EX10:
1. p(Az)=p(pair ;pair)+p(impair ;impair)=

_ . — . 11 _
2. p(A3)=p(A; ;pair)+p( A4, ,1mpa1r)_2.2 537

3. Supposons que p(A,)=1/2 et montrons que p(A,1)=1/2

P(A,.1)=p(Aq ,palr)+p( , ,1mpa1r)—— l+l 1.1

2 22 2
Conclusion : p(A,) =Y2 pour tout entier naturel non nul n
EX11:

1. P(au moins un billet gagnant)=1-P(aucun billet gagnant)
-1 CSO _ 1225 149

C.L, 4950 198
2. a/ p,=1-P(aucun billet gagnant)
, n! n(n-1)
-1 C, i 2!(n-2)! . ) 1 n-1 _3n-1
C2 (2n)! (2n~1).2n 4n—-2 4n-2
2!(2n-2)! 2
b/ p;= j—% =1 explication : si 2 billets seulement sont mises en vente

et qu’un promeneur achéte les deux billets alors il est
certain qu’il ait au moins un billet gagnant.
¢/ pour tout entiern nonnulon a:
3 3n-1 3 1 3

Sl B Y BN
T2 4 sy Ty

3n-1 -n+1
“1= 1= <0=p <1
Px dn-2  4n—2 Pn

3. a/ Soit X I'aléa numérique égale au nombre de fois ou il obtient au moins un
billet gagnant.
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3n—-1
dn—-2

dn =p(X21)=1-p(X=0)=1- C (3” 1) (1-3”“1J3=1_( n-1 f
} 2 4n—2 4n-2
3
b/ Limg, =Lim1—[ n-l j =1_(1) _8
n—34oo nbee 4n-2 4 64

EX12:
1. Soit X I’aléa numérique égale au nombre de billets gagnants .
X suit une loi binomiale de parameétres n=n et p=0,01.

P(A)=P(X21)=1-P(X=0)=1- (C(0,01)°.(0,99)" =1~ (0,99)"
2. P(A)>0,5¢51-(0,99)">0,5¢5(0,99)"<0,5 <>Ln((0,99)") <Ln( 1/2)

X suit une loi binomiale de parameétres n=3 et p=p,=

Ln(2
<n.Ln(0,99) <-Ln( 2) <n. >-———ﬂ ~ 68,96

Ln(0,99)
Conclusion : il faut gu’il achete au moins 69 billets
EX13:
1. a/ P(X=1)=1/n
b/ P(x=2)=2=1 L =1
n n-1 n
c/ Loi de probabilité de X
Xi 1 2 i e n
P(X=x;) 1/n 1/n 1/n 1/n
d/ E(X)= (1+2+...4n).1/n _1_;£

V(X)= E(X?)-[E(X)]?
_1 ik2 ~ (1-+—n)2 _1 n.(n+1)(2n+1) _ (1+n)2 _ (n+1)(2n+1) _ (1+n)2 _ n? =1
n %o 4 n 4 6 4 12
2. a/ P(Y=1)=1/n

o))

b/ P(Y=n-1)="=1n=2n=3 22_2
‘n-1n-2""32 n
¢/ Loide probablllte deY:
Yi 1 2 R n-1
P(Y=y,) 1/n 1/n » 1/n 2/n
_(n-1(n+2)

d/ E(Y)= (1+2+...4(n-2)).1/n +(n-1).2/n

V(Y)= E(Y?)-[E(Y)]2= %iku(”;l) {(”‘2;”‘21 _

_n*+24n’ - 61n* +48n—12
12n?




Variables aléatoires C-M-S Ch6 Tomell

EX 14 :
1. P(x=0,1)=P(x=0,0005)=P(x=0,99999)=0
1-0,5

2. P(xe[0,5 ;1]=T—O— =0,5 (Loi uniforme)

3. P(xe [0,001 ;0,002]= 2:002=0,001

=0,001

=0,99999

4. P(x<0,99999)= 29999 0

5. P(x>0,99999)=1- P(x<0,99999) =0,00001
EX15:
5-2 3

1. P(2<X<5)=—= == (Loi uniforme)
20-0 20

2. P(10<x<13)=12=10_ 3
20-0 20
3. P(x=3)=0
4. P(X<3)=P(0<X<3)=>"9 - 3
20 20
17

5. P(X>3)=1- P(X<3)=1-P(0<X<3)=1- 5% 17

20

EX16:
1. a/ P(X=10)=0

b/ P(X<10)=1-e %%*0=1-¢2

¢/ P(X>10)=1-P(X<10)=e"
2. P(X<c)=P(X2c)=1-e 7= e %< €% =1/25-0,2.c=-Ln(2)e=c=5.Ln(2)
EX17:
1. P(5<d .d.vie<8)=e~0,0005><5 _e-0,0005><8 :e~0,0025 _e—0,004
2. P(d.d.vie>5)= @ 0005 =g 0.0025
3. P(d.d.vie>8)= g 0005"& _o 0,004
EX18:
1. P(X<1)=1-e¥¥* =1-e°=0,777

P(X>2)=e™>** =™ =0,050

P(1eX<2)= e o @172 5. 320,173
2. Désignons par A I'évenement :<<Le cylindre est accepté>>

a/ P(A)=P(A/X<1). P(X<1)+P(A/1<X<2). P(1X<2)

= 1 . 0777+ 0,8 . 0,173=0,9154
b/ P(R/A)=P(1<x<2/A)= PFROA) _ P(ANR) _ P(AIR).P(R)

P(A)  0,9154 0,9154
_0,8><P(1SX52)_0,8><0,173_0151
0,9154 10,9154 ’



Variables aléatoires C-M-S Ch6 Tomell

EX 18:
1. P(X>6)=0,3<>e7®=0,3<>-6A=Ln(0,3)=>A= _____Ln(;),S) =0,2
2. 1 mois=0,8 Année
P(t<X<t+0,08)=0,5¢> e **' - **"%)=0 5
o o0t .(1_e-0,016)=0’5
02t _ 0,5
e = 1_ o006
0,5
~ 'O,Zt = Ln(m)
0,5
& t=-5. Ln(l—_ém)z17,25

t=dix-sept ans et trios mois
3. La probabilité gu’une machine n’ait pas de panne au cours de deux
Premieres années de sa vie est:  P(X>2)=e %=
4. Soit Y I'aléa numérique égal au nombre des machines ayant une durée de
vie supérieure a deux ans .
Y suit une loi binomiale de parameétres n=5 et p=e%*
La probabilité que dans ce lot il ait au moins une machine qui n’ait pas
eu de panne au cours des deux premiéres années est :
P(Y21)=1-P(Y=0) = 1- (e )’ =1-e?=0,864
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Le nuage de point ne justifie pas la recherche d’un ajustement affine.
Le nuage de point justifie la recherche d’un ajustement affine.
Le nuage de point justifie la recherche d’un ajustement affine.
Le nuage de point ne justifie pas la recherche d’un ajustement affine.

Pwonop

EX2: 1.

70

{2)

65

60

60 65 70 71 x

X1 |65 |63 |67 |64 |68 |62 | | X, |70 |66 |68 |67 |69 |71

Y, |63 |61 [66 |62 |67 |60 Y, |69 |65 |67 |67 |66 |70

, X, = 64,833333 X, =68,5
© ¥, =63,1666667 Y, = 67,333333
-7 _
o= oh _ 67.33333-63,166667 | .
X, -X, 68,5 — 64,83333

67,33333=a.68,5+b = b=67,33333 - 1,13636 x 68,5=-10,50757
D :y=1,13636.x -10,50757
3. X=77 = y=1,13636.77 -10,50757=76,992

Conclusion : Le fils ainé d’'un homme qui pése 77Kg devrait avoir 77Kg
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EX3:

1. Nuage de la série (X,Y) .
2. G(7,5;6325,92857)
3.

Xi 11 2 3 4 5 6 7

Y1 | 4425 | 4500 | 5099 | 5257 | 5344 | 5965 | 6177

G, (4;5252,42857)

X2 8 9 10 11 12 13 14

Y, 6464 | 6819 | 7149 | 7444 | 7767 | 7964 | 8189

G,(11 ;7399 ,42857)

4= 7399,42857 —-5252,42857

= 306,71428
11-4

5252,42857=a.4+b => b=5252,42857 ~ 4.a= 4025,57142
D: y=306,71428.x +4025,57142
4. Année 2010->x=21 = y=306,71428%x21 + 4025,57142=10466,57

Conclusion :Le hombre des médecins estimés en 2010 est : 10467médecins

EX 4 : (voir exercice résolu page 213)

. al X =281 o(X)=~0,924
bl Y=1,92 oY) ~1,129
2. a/ r=0,618

3 - )
b/ona: |r|<—é— donc un ajustement affine de la série (X, Y) n’est pas
justifier

EX5:
1. a/ Nuage des points
b/ r=-0,96
¢/ D:y=-0,07.x+1,89
d/ x=23-> y=a.23+b=0,32
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EX6:

1. Nuage des points

2. r=0,896

3. D:y=0,9.x+49,1

4, a/x=35-y=0,9.35+49,1=80,6

Une clinique possédant 35 lits doit embaucher 81 personnes
b/ 81-60=21

EX7:
Année Rang (X) Y Z=Ln({Y)

A/
1999 0 600 6,396
2000 1 690 6,537
2001 2 794 6,677
2002 3 913 6,817
2003 4 1045 6,952
2004 5 1207 7,096
2005 6 1380 7,230

Ch7 Tome I

1. a/ r=0,99997 >? Donc on peut réaliser un ajustement affine par la

méthode des moindres carrés de la série (X, Z)

Z=0,139.X +6,3976
b/ 2006->X=7->2=0,139.7 +6,3976~7,371428565->Y=1590
Une prévision du nombre d’adhérents en 2006 est : 1590 adhérents

2. OnaZ=0,139.X +6,3976 = Ln(Y)=0,139.X +6,3976

=Y = eO,139.X +6,3976=e6,3976.(e0,139)X :>Y2602x(1'15)x

B/
1. Lim f(n)= Lim—300 3600 _ ¢4
i B 050" 140
2. a/
Année | 2007 2008 2009 2010 2011
n 1 2 3 4 5
f(n) 3040 3372 3512 3567 3587
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b/ M=3415,6
3.
y f's 3600, 1ss 3600 | 3600 Is.s ¢ .
5,5-0,5%5 140,567 545 ¢ +0,5. 5 Jos g 40,5.
5,5
=720.[Ln(ex+0,5)]
0,5
=720.(5,502 -0,765)=3410,64
EX8:

1. a/ Nuage de points de la série (X,Y)

b/ Un ajustement affine n’est pas justifier

a/ r=0,7878

b/ D: Y=0,3173 X-1,884

¢/ X=180->Y=0,3173 .180 -1,884=55,235Kg

La masse d’une jeune fille mesurant 180cm est estimé : 55,235Kg
a/ M= (180-100)- (180-130)/2 =55Kg

b/ Le résultat de 2. c/ justifie la loi de Lorentz

EX9:

1.

2.

12 20 ‘s .
> #* 23 Donc les deux séries ne sont pas proportionnelles

X 2 25 |3 {354 |45|5 |55]6 6,5 |7

Y 12 20 28 |38 |50 (64 |78 |95 [ 113 133|154

2=y | J12 | V20

a/ Nuage des points de la série (X,Z)
b/ pxz=0,999945 est trés proche de 1
Donc Z est presque proportionnelle a X on peut faire donc un trés bon
ajustement affine entre Z et X
¢/ D:Z=1,8.X
d/ Nous savons que : Aire= T.r*= Y=n.X*=Z= Jr.x

7=1,8.X etZ= JV7.X =n~(1,8)? =3,24
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EX10:

1. pyy=-0,9822

2. y=-0,3x+226,5

3. a/ r{x)=y(x).x=(-0,3 x + 226,5).x=( 226,5-0,3x).x =- 0,3.x* +226,5.x
b/ f(x) = -0,3.x? +226,5.x=f(x)=-0,6x +226,5
X 0 377,5 400
'(x) + 0 -

fix) | ___—> 42751,875 ——_
0

-00

Le prix de vente pour lequel la recette est maximale est 377,5 DT

La recette maximale est : 42751,875 DT
EX11:
A/ 1. r=0,989
2. a/ D:y=1,064.x+15,75
b/ Tracer la droite D

¢/ 2008->x=33 ->y=1,064x33+15,75=50,871=>Une estimation de la
population en 2008 a un millier prés est :51

B/ 1. f(x)=a.e™

f(0)=18= a=18
b.30 50
f(b)=50=-18.e""" =50=-30.b= Ln(§)$b=0,034

2. 18.e%%*3 255 2778=-Une estimation de la population en 2008 a un
millier prés est :55

3. Courbe de f sur ie méme graphique

4. l’ajustement par la fonction exponentielle est plus pertinent.
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Puisqu’il a donner une estimation plus proche de la réalité(en plus I'allure
de la nuage permet de conclure que I'ajustement exponentielle est plus
pertinent que I'ajustement affine)

C/ 1. f(x)= 18.e>%4
30

1
_1__Ioso 1800 gy = 18] L 0034 | 4y 01sgena 313
301 0,034

2. Lecture graphique->X=16,2->L'Année 1991
EX12;
A/ 1. Nuage de points de (T,P)
2.a/ prv=0,999
b/ y=0,021.t+2,081

¢/ y=0,021.t+2,081=>Ln(P)= 0,021.t+2,081=>P=g 2021 1+2081 _o2081 L0021t

=P= 8 e0,021.t

B/ f(t)= 8.e%%%* sur [0,35]

1. f(t)=0,16.*%*' >0 sur [0,35]

t 0 35

f'(t)

+
f(t) //____—->f(35)=16,11
8

3. a/

35

I= J.Ozsf(t)dt = J;SS.eO’OZ'tdt — [400.60,021:] _ 400.(80'7 _1) ~ 405,50

0

b/ m= g

=11,586
35-0

1 4055
35
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A f(l’ + 1) - f(l) B 8'60,02(1+1) _ 8'60,021 B 8.60’021 .(60,02 _ 1)

= =" —1=0,02
f(t) 8.60,021 8'80.021 €

Interprétation en terme de pourcentage : Le tau d’accroissement de la
population est :2%

5. f(t)>19 < 8.e%%*'>19 < 0,02.t > Ln(19/8)
& t>50.[Ln(19)-Ln(8)] =43,25

La population aurait dépassé les 19 millions d’habitants en 2009

EX15:

1. Nuage de points

2.
T/ 0 2 6 8 10 12
D |04 1,2 54 5,8 6,4 6,9

U | Ln(19) | Ln(17/3) | Ln(13/27) | Ln(11/27) | Ln(1/4) | Ln(11/69)

a/ Pru = -0,9679
b/ u=-0,39974.t +2,503

c/

U=Ln(§——1]c)§—l=eu (:>§=1+eu
D D D

8 8 8
= D= U = -0,399.r+2,503 = 2,503 -0,399:
1+e 1+ 1+e7 e
8
& D=1 —  avec c=e""" eta=0,399
+ce™

3. a/
. 8
b/ Lsz(t)=—6=8

t—>+o0 1+

Donc le diametre de la plante ne dépassera pas 8cm
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B ESSION B S AIREAT SESSION PRINCIPALE
.SECTION : | SCIENCES EXPERIMENTALES
EPREUVE: MATHEMATIQUES DUREE : 3 h COEFFICIENT : 3

~ /

EXERCICE 1 (3 points)

. Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant & la réponse choisie.
. Aucune justification n'est demandée.

Une réponse correcte vaut 1 point, une réponse fausse ou 'absence de réponse vau{ 0 point.

+ -
1) Le nombre complexe 1+1V3 a pour argument

T T n
Yy — b) — ; c) —.
a)]l' )4 )3

2) Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct(O,I,j) , on considere les

points A, B, C, et D d’affixes respectives -1, 1+2i, 3, et—31i. Alorson a
a) les vecteurs AD et BD sont orthogonaux ;

b) le quadrilatere ABCD est un parallélogramme ;

¢) les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

3) L’équation différentielle y'= 2y +1admet pour solutions les fonctions f définies sur R par

a) f(x)=ke™, keR ; b) f(x)zkez"~%, keR; ¢)f(x)=ke™, keR.

P e
EXERCICE 2 (5 points) . R A e
3 o }

Dans le graphique ci-contre : .. " i

4t

I" est la courbe représentative, dans un repere
orthonormé, d’une fonction f définie sur 5
Vintervalle [0, +o0[ et dérivable sur ]0,+oc[.”

o Les points O, A et B appartiennent a I, 2¢
» La droite (AC) est la tangente a I" au point A.

o I" admet une branche parabolique de direction

I’axe des ordonnées au voisinage de +o00.

1) Par une lecture graphique :
a) Déterminer f (0),  (2), £ (2e), {'(2) et f'(2e).
r
b) Déterminer Ilm f(x) et lim ) )
X -0C X
¢) Justifier que la restriction g de f a

I’intervalle [2,-+o0| admet une fonction

réciproque g~ et préciser I’ensemble de définition deg ™



2) On admet que g est définie par g(x) = x(1 + In2 —Inx) , pour tout x =2,

On désigne par € la courbe représentative de g et par &' celle de g”! dans un repére

orthonormé(O.—i.;i) du plan. Tracer, les courbes € et €.

3) Soit D la partie du plan limitée par les axes (O, ?) et (O—j) et les courbes € et €',
a) Hachurer D.
v2e
by Montrer, & 1"aide d’une intégration par parties, que f’ g(x)dx=¢’-3.

¢) Calculer I'aire de D. W
SN
N
EXERCICE 3 (4 points) % ¥
On considére la suite (u, ) définie sur N° par u, = Z(—.l)k -LT = _.]..+%_3.2.+ o (-1) _I_]n_ )
st e e e ¢ e

1) a) Montrer que pour tout entier naturel n, (2n+2)-e(2n+1) <0.

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

u_?n-»l - uZn = —"—1“—[(211 + 2) ‘C(Qn + 1)] .
€

2n-2

En déduire que la suite (u,, ), est décroissante.

2) Montrer que la suite (u,,,,) , est croissante.

nzi
3) a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, s, > Uspeg -

b) Calculer lim (u,, ~u,,.,).

4) Montrer que la suite (u,) converge vers un réel o et que u3 < o <uy.

EXERCICE 4 (4 points)
L’ espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O,f, 3, E) .
On considére les points A(3,2,6) ; B(1,2,4) et C(4,-2,5).
1) a) Calculer les composantes du vecteur ABAAC,
b) En déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés. o
¢) Calculer le volume du tétraédre OABC. a
2) Soit H le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).

Montrer que OH = %

3) Soit S la sphére de centre O et passant par A.

a) Justifier que Vintersection de S avec le plan (ABC) est un cercle @de centre H.

b) Calculer le rayon du cercle @ .
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EXERCICE 5 (4 points)

Le tableau ci-dessous donne. pour des filles entre 1 et 14 ans, la taille moyenne X (en centimétres) et le
poids moven Y (en kilogrammes) :

Agei 1 | 21347 s [ e [ 7 s o o234
I 997 | 106.4 | 112.4 | 1182 | 1239 | 1204 | 134.8 | 140.1 | 147.4 | 154,4 | 157.9
' 8 | 267 | 2971 33 | 37 | 45 | 483

; | Y
Y 9:[11.6[13,6[15,3 172 | 19 | 223 | 23 E

1) On areprésenté le nuage de points de la série (X, Y) dans la figure ci-dessous.
Indiquer si le nuage de points justifie la recherche d’un ajustement affine entre les variables X et Y.

s 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170X

2) a) Calculer la moyenne X et I*écart-type oy de la variable X.

b) Calculer la moyenne Y et I’écart- type o, de la variable Y.
¢) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série double (X, Y).

3) On admet qu’il existe un ajustement de la série (X, Y) donné par la fonction f définie sur [0, +-o0f
par f(x) = 2.1463 ¢>®"™ ¢t on suppose que cet ajustement reste valable pour les filles jusqu'a 1"age
de 17 ans.

Estimer le poids moyen des filles de 17 ans ayant une taille moyenne égale a 165 centimétres.
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Exercice 1 (3 points)

Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte,

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et |a lettre correspondant a la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

Une réponse correcte vaut 1 point, une réponse fausse ou 'absence de réponse vaut 0 point.

v

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. A S A

On munit I’espace du repére orthonormé direct (A,)?E, AD, _AF:> E 4
e e F G
1) AC.BHest égal a:
a) 0 b) V2 ) V3.
' Ab o b Yo 4
2) Une équation du plan (ECG) est : //’ ]
a) x+y-2=0 b) x+y-1=0 c) x-y=0. 8l i

3) On désigne par I le milieu du segment [EG].

Soit S la spheére de centre I et passant par F. Alorson a:

a) Le plan (BEG) est tangent a la sphere S.

b) L’intersection de la sphére S et le plan (BEG) est le cercle de diamétre [EG].

¢) L’intersection de la sphére S et le plan (BEG) est le cercle circonscrit au triangle EGH.

Exercice 2 (5 points) mgnn e T
On considere la suite (1, ) définie sur N par I, = _ff(tan x)"dx .

1) a) Montrer que pour tout n € N, I,20.
b) Montrer que (I, ) est une suite décroissante.

¢) E n déduire que (I, ) est une suite convergente.
2) a) Montrer que pour tout ne N, I +1., :——]——l .
n+
b) En déduire la limite de la suite (1, ).

3) Caleuler I,, I, et I,.
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Exercice 3 (6 points) S S
1) a) Résoudre, dans C, I’équation (E):z° —z+1=0.

b) Mettre les solutions de (E) sous forme exponentielle.

¢) En déduire les solutions de I’équation (E'): z* —z? +1=0.
2) Mettre le polynéme P(z) = z* -z° +1 sous la forme d’un produit de deux polyndmes du second degré

a coefficients réels.

3) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct O,ﬁ,; .
p PP p ,

On désigne par A, B, C et D les images des solutions de I’équation ( E')telles que
Re(z)>0, Im(z,)>0 ; Re(zz) >0 et Im(zp) >0

a) Placer les points A, B, C et D.

b) Déterminer la nature du quadrilatére ABCD. .

Exercice 4 (6 points)

Dans le graphique ci-contre :
# et] sont les courbes représentatives,

dans un repére orthogonal (O, —i*, 3), d’une T

fonction f dérivable sur R et de

sa fonction dérivéef .

Chacune des deux courbes € et I' posséde :

- une branche parabolique de direction &%
I’axe des ordonnées au voisinage de +oo.

- une asymptote d’équation y = 0 au
voisinage de -oo. ' —_—

w6\
i
1
i

1) Par une lecture graphique :

a) Déterminer, parmi les courbes et I,
celle qui représente la fonction f'.

b) Déterminer £(0), £'(0) et f'(1) .

¢) Dresser le tableau de variation de f.

X

2) On admet que la fonction f est définie sur R par f(x)= <

1+ x+x2
a) Calculer f'(x), pour x e R.
2x+1
1+x+x2
c) En déduire les coordonnées du point d’intersection des deux courbes @et I.

1 4 2x +1
d) Montrer que pourtout x> —~— ona: f(x)-f'(x)>—= —.
) que p 5 (010> = o

b) Montrer que pour tout xe R ona: f(x)-f'(x)=f(x).

3) Soit t un réel supérieur ou égal a 1. .
On désigne par A(t) I’aire de la partie du plan limitée par les deux courbes & et I et les droites

) s . 1
d’équations : x=—5 et x=t.

a) Montrer que A(t) = i—— In(l1+1t+1?) - —f—ln(%) )
€ €

3Je 3Je

b) En déduire lim A(t) .
t—r4o
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EXERCICE 1 (3 points )

Reépondre par Vrai ou Faux & chacune des propositions suivantes. Aucune justification n'est demandée.

11 Toute suite croissante et bornée est convergente.
2) La suite (Up) définie sur IN* par Up= (- 1)”sin(%) n'admet pas de limite.

31 Soit f une fonction continue et strictement croissante sur l'intervalle ] -11 [ et telle que

li f(x) = — et lim f(x)= .
x-»lm)‘ () e x—1" (x) = +o0

L’equation f(x) = 2009 admet une solution unique dans l'intervalle ] ~11 [ .

& lim €*-x%) = —~co

n

(3]

Toute fonction f continue sur [a, b} et telle que fbf(x)dx = 0 est une fonction positive sur [a, b).

EXERCICE -2 (6 points) QEERUINES o
Dans la figure de ia page 3/3, (O, G,\;)est un repére orthonormeé direct du plan, & est le cercle de
centre O et de rayon 2 et B est un point d’affixe zg.
Déterminer par une lecture graphique le module et un argument de zp.
En déduire que zg =—1+i/3.
2 a) Placer sur la figure le point C d'affixe z. = 1+1W3 .
b) Montrer que le quadrilatére OACB est un losange.

2. On se propose de déterminer 'ensemble E des points M d'affixe z teis que 2> soit un réel positif

ounul .
a) Veérifier que les points O, A et B appartiennent a E.
b) Prouver que tout point M de la demi-droite [O B) appartient a E.

¢) Soit z un nombre complexe non nul , de module r et d'argument 6.

Montrer que 2% est un réel positif si et seulement si 6 ==>gi<3—‘~E ke Z.

d) En déduire que E est la réunion de trois demi-droites que 'on déterminera.
Représenter E sur la figure.
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EXERCICE 3 (5 points)

L'espace est rapporté a un rer® “e orthonormé
direct (A, 77, E) et ABCDEFGH est un paraliélépipéde
telque AB=27 ; AD=4] et AE=3K .

1) a) Vérifier que AG =2i+4] + 3k.
b) Déterminer les composantes de chacun des

vecteurs EB; EG et EB A EG.
c) Déterminer une équation cartésienne du plan
(EBG).

2) Soit o unréel différent de 1 et M le point de
coordonnées (2a., 4a, 3a).
a) Veérifier que M décrit la droite (AG) privée du o
point G. ‘ SR
b) Montrer que M n'appartient pas au plan ( EBG ).

3) Soit ¥ le volume du tétraddre MEBG.

a) Exprimer v en fonction de a.
b) Calculer le volume du tétraédre AEBG.
c) Pour quelles valeurs de o, v est-il €gal au volume du paralléiépipéde ABCDEFGH ?

EXERCICE 4 (6 points)

1) Dans le graphique ci-contre, C et T sont
les courbes représentatives dans un repére

orthonormeé, des deux fonctions u et v

définies sur IR, par u(x) =~ x2 +x [ C

et v(x)=xInx pourx>0, v(0)=0.
Par une lecture graphique N 1
a) Reconnaitre la courbe de chacune des i

deux fonctions u et v. +
b) Donner le signe de u(x) — v(x) .

2) Soit f la fonction définie sur IR, par f(0) = 0 et r
3
f(x) = —53— + %xz - —;—lenx, si x>0.

f est-elle dérivable a droite en 0 ?

3) a) Vérifier que pourtout x = 0; f(x) = u(x) - v(x).

b) Calculer 'aire de la partie du plan limitée par les courbes C et I" et les droites d’équations
respectives x =0 et x = 1.
4) On désigne par €s la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, T])
a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que la courbe %; coupe 'axe (O.T) en un seul point autre que O.
On notera o I'abscisse de ce point. Vérifierque 1,5<a < 1.6.
c) Tracer #;. (on précisera la demi-tangente a %s au point O).
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EXERCICE 1 (3 points)
Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

1) L'équation z? = —16 admet dans I'ensemble C exactement

a) une solution b) deux solutions c) quatre solutions
2) Un argument du nombre complexe (1+i)2°°g est <
T ) L 3n
a) — b) — c) —
) > ) 2 ) -

3) Sifestla solution de I'équation différentielle y' = 2y — 2 telle que f(0) = % alors

_ 5 1 _ 1 1 ox 3
a)f(x)= e? +— b) fix)= - e +1 c) fix)=—-e“” +—
2 2 2
4) La fonction x +— sin(2x + %) est une solution de I'équation différentielle
a)y"+4y=0 b) y'—4y =0 _ c) 4y'+y=0
Exercice 2 (3 points) ' \«‘b

Les courbes Ct, Cq et Cy, ci-dessous sont les représentations graphigues, dans un repére
orthonormeé (O, T]) de trois fonctions f, g et h.

ob 1 1 2 3
Gl

Les solides S1, Sy et S3 ci-dessous sont obtenus par rotation autour de I'axe ( Ox) des
courbes Cs, Cget Cy . '

s, ' s, S3

1) Associer a chaque courbe le solide qu'elle engendre .
2

2) a) Calculer, a I'aide d’une intégration par parties, fintégrale 1= f X Inxdx .
1
e

b) Cy étant la courbe de la fonction f définie sur[é, 2:' par f(x) = +J1+xInx | calculer le volume

du solide associé a Cy.
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EXERCICE 3 (3 points)
La durée de vie d’'une machine (exprimée en années) suit une loi exponentielle de parameétre 0,2. -
1) Calculer la probabilité qu'une machine ait une durée de vie comprise entre 2 et 4 ans.
2) Calculer la probabilité pour que la durée de vie d’'une machine dépasse 2 ans.
3) On considére un lot de 4 machines fonctionnant de maniére indépendante.
Déterminer la probabilité que la durée de vie d’au moins une machine parmi les 4 dépasse 2 ans.
(On donnera une valeur approchée de cette probabilité a 1072 prés).

EXERCICE 4 (6 pOlntS) }.,/-ﬁ"‘ni‘:..*”h‘?"l"““\":“" L o N | -\}’ )

-

L'espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i i E). On considére la droite A

passant par le point A(-3, —1, —3) et de vecteur directeur U= 2i — 2j ~K etla droite D passant
par le point B(3, 2, 3) et de vecteur directeur v = P+2]-2k.

1) a) Calculer U.V et det({ v, AB).
b) Justifier que les droites A et D sont orthogonales et non coplanaires.
¢) Déterminer une équation cartésienne du plan contenant A et paralléle a D.

2) Soit S la sphére de centre C(-1, 0, —1) et de rayon 6 et & le plan d'équation 2x +y + 2z + 13 = 0.
a) Montrer que S et & se coupent suivant un cercle de centre A. Déterminer le rayon de ce cercle.
b) Montrer que la droite D est tangente a la sphére S au point B.

3) a) Cailculer AB. En déduire que le point C appartient au segment [AB].
b) Déterminer alors une droite perpendiculaire aux droites D et A .
. !

I . / | .';3 o i
EXERCICE 5 (5 points) R NI R &

X= : e* . On désigne par € la

On considére la fonction f définie sur R\ {~ 1} par f(x)=-1+

courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, T, ])

1) Calculer X_J%rp”_f(x), xer_n1)+f(x), xﬂmoof(x) et x_grﬂmf(x).
, - X2+1 X
2) a) Montrer que pour x € IR\ {— 1}, f'(x) = >e”.
(x+1)

b) Donner le tableau de variation de f.

3) a) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet dans ] -1 + oo[ une unique solution o et que
1,6<a<1,6.

b) Vérifier que e®= Eiﬁ:- etque f(~a)=0 .

f(x)

4) a) Calculer xlill‘m“' Interpréter graphiquement le résultat.
- X

b) Tracer la courbe @.
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SESSION PRINCIPAE

BAREME DE NOTATION

2008

EXERCICE 1 :3 points

QUESTIONS SOLUTIONS BAREME COMMENTAIRES
D a 1
2) c 1
3) b 1
EXERCICE 2 :5 points
QUESTIONS SOLUTIONS BAREME | COMMENTAIRES
1) a) -0 ,5 pour les valeurs de f
1 (une erreur—0,25)
(plus qu’une erreur —0)
-0 ,5 pour les valeurs de
b) 0,75 —0,25 et 0,5 (indivisible)
©) 0.5 2x0,25
2) Courbe C 1 —0,5 pour (C )indivisible
Courbe C’
—0,5 pour (C) :0,25 pour
la tangente et la demi-tngte
et 0 ;25 pour ’allure
a) 0,25
3)
b) 0,5 —0,25 pour I’integration
par parties
—0,25 pour le reste
c) 1 —0,5 pour 2(e-3)

—0,5 pour le reste
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EXERCICE 3 :4 points

QUESTIONS SOLUTIONS BAREME | COMMENTAIRES
) a) 0,5
b) 1 —0,5pour Uypyp-Upy=. ..
—0,5pour (U, )est
décroissante
2) 1 —0,5pour le calcul de
U2n+3‘U2n+1
—0,5pour (U, )est
croissante
3) a) 0,5
b) 0,25
4) 0,75 0,25 pour adjaentes
0,25 pour (U,) convergente
0,25 pour Us<o<U,
EXERCICE 4 :4 points
QUESTIONS | SOLUTIONS BAREME | COMMENTAIRES
1) a)
ABAAC=-4(2 +j-2k) | 0,5
b) 0,5
c)
- g . —0,5 pour
V= é AO.(AB AAC)
—0,5 pour le reste
2) 1 —0,5 pour Aire de
(ABC)=>|4B rAC| = 6
’ —0,5 pour le reste
3) a) 0.5 —2x0.25
b) 0.5
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EXERCICE S5 :4 points

QUESTIONS | SOLUTIONS BAREME | COMMENTAIRES
1) 0.5 0.25 pour une réponse
non justifiée
2) a) X =119.6 0,=2536 |1=2x05 |On accordera0.25 pour
une formule appliquée et
un calcul faux
b) Y=25.12 o, =11,75 1=2x0.5 | On accordera 0.25 pour
' une formule appliquée et
un calcul faux
o) 6. =0,965 0.5 On accordera O.2§ pour
“~‘ une formule appliquée et
un calcul faux
3) L P=55,4Kg 1 On accordera 0.25 pour
un calcul inachevé
SESSION CONTROLE 2008
BAREME DE NOTATION
EXERCICE 1 :3 points
QUESTIONS SOLUTIONS BAREME COMMENTAIRES
1) a 1
2) C 1
3) b 1
EXERCICE 2 :5 points
QUESTIONS BAREME | COMMENTAIRES
1) a) 1
by |1 0,5—1a factorisation
0,5—le reste
c) 0,5 Enlever 0,25 si le minorant n’est pas
precisé.
2) a) 1 ’ 0,25—]a factorisation
0,5—primitive
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0,25—1le reste

b) 0,5 indivisible
3) 1 0,5+0,25+0,25
EXERCICE 3 :6 points
QUESTIONS BAREME | COMMENTAIRES
a) 1 4x0,25

1) b) 1 2x0,25(1’écriture sous forme exponentielle
est exigée)

O 1 4x0,25(on accepte toute forme d’écriture
des solutions)

2) 1 On accordera 0,5 pour I’écriture de P(z)
sous forme de produit de4 polyndémes du
1"degré

3) a) 1 4x0,25

b) 1 0,5 pour ABCD est un parallélogramme

EXERCICE 4 :6 points

QUESTIONS BAREME | COMMENTAIRES

a) 0,75 0,25 s’il n’ya aucune justification
b) 0,75 3x0,25
1) c) 0,5
a) 0,5
2) b) 1
C) 0,5 2x0,25(abscisse et ordonnée)
d) 1 on acceptera le raisonnement
graphique
a) 0,5 0,25 —une primitive
3) 0,25 le reste
b) 0,5
SESSION PRINCIPAE 2009
BAREME DE NOTATION
EXERCICE 1 :3 points
QUESTIONS | CORRIGE BAREME | COMMENTAIRES
VFVFVF 0,5x6
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EXERCICE 2 :6 points

QUESTIONS CORRIGE BAREME | COMMENTAIRES
1) 1 0,5x2
0,5 0,25x2
2) a) 0,5 indivisible
2)b) 0,5 indivisible
3)a) 1 0,25+0,25+0,5
3)b) 1 0,5x2
-0,25 si on ne tient pas
compte de z=0
3)¢) 0,75 0,5 si on ne traite pas la
réciproque
3)d) E=[0A)U[OB)U |0,75 0,25x3 (0,5 sans
[OB’) ;B’ est le représentation
“symetrique de B graphique) _
par rapport 4 1’axe (représentation
des abscisses graphique seulement:0)
EXERCICE 3 :5 points
QUESTIONS CORRIGE BAREME | COMMENTAIRES
1)a) 0,5 Indivisible ( on accepte les
coordonnées de G
directement)
1)b) 1 0,25+0,25+05
1)c) 1 0,75 pour une méthode
correcte de I’équation d’un
plan et 0,25 pour le reste
2)a) 0,5 0,25 pour M=G
2) b) 0,5 indivisible
3) a) 0,5 0,25 pour la formule
0,25 pour le reste
3)c) 0,5 0,25 pour V=24
0,25 pour lereste
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EXERCICE 4 :6 points

QUESTIONS CORRIGE BAREM | COMMENTAIRES
E
1) a) 0,5

1)b) 0,5 indivisible

2) 0,75 0,25 formule
0,25 calcul(on exige 1’écriture
de sin x)
0,25 conclusion

3)a) 0,75 0,25 pour x=0

3)b) 0,75 0,25 pour la traduction de
I’aire en une integrale
0,25 pour A=[f(x)]§
0,25 pour le reste

4) a) 0,75 0,25 pour la limite en +oo

justifide
-0,25 s’il manque une valeur
dans le tableau de
variation(f(0) , £(0)..

4)b) 1 0,25 pour f s’annule
seulement en O sur [0,1]
0,25 pour I’image de[1,+oo[
par f
0,25 pour I’existce de a
0,25 pour I’encadrement

4)c) 1 0,25x4
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SESSION CONTROLE 2009

BAREME DE NOTATION

EXERCICE 1 :3 points

| QUESTIONS CORRIGE BAREME COMMENTAIRES
1) b) 0,75
2) b) 0,75
3) b) 0,75
4) a) 0,75
EXERCICE 2 :3 points
QUESTIONS CORRIGE | BAREME COMMENTAIRES
1) 0,75 0,25x3
2) a) 1 0,5 pour la formule
0,5 pour le calcul
2) b) 1,25 0,25
0,5
0,5
EXERCICE 3 :3 points
| QUESTIONS CORRIGE | BAREME | COMMENTAIRES
1) 1 P(2<X<4) (0,25)
0,75 pour une formule absente
ou un calcul faux
2) 1 De méme
3) 1 0,25 pour la valeur approchée a
107 prés .
EXERCICE 4 :6 points
QUESTIONS | BAREME | COMMENTAIRES
1) a) 0,5 0,25 pour la formule du produit scalaire.
0,25 pour la formule du déterminant
0,5
1) b) 0,5 0,25x2
1) ¢ 0,5 pour vecteur normal
1 0,25 pour 2x+y+2z+d=0
0,25 pour le reste
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2) a) P et S sont sécants :0,5(0,25x2)
1,25 Centre A :0,5
Rayon 0,25
2)b) 0,5 pour BC
1 0,25 pour la position relative
0,25 pour B
3) a) 0,5
0,25
3)b) 0,5 0,25x2
EXERCICE 5:5 points
QUESTIONS | BAREME | COMMENTAIRES
1) 1 4x0,25
2) a) 0,5 0,25 pour la formule
2)b) Le tableau doit étre conformes aux résultats
0,5 précédentes
0,25 pour le tableau sans les limites
3) a) 0,75
Avec justification (-0,25 pour f bijection
sans justificatiob)
0,25
3)b)
0,5 0,25 x2
4) a) 0,25
0,25
4) b) 1 Les éléments de la courbe :
e Jes deux asymptotes
e ]a branche parabolique
e les points d’abscisses o et(-o)
(-0,25) pour deux éléments manquants.
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CORRIGE CMS
Session Principale2008 :

Exercicel:

1) a) =

2} ¢} ABet CD sont colinéaires.
3) b) fx) = ke™ =3
Exercice2:

1) a) f(0)=0; f(2)=2; f(2e)=0
f'(2)=0 et f'(2e)=—1.

f_

b) lim f(x)= -0 et hm
X0 X

c) g est continue et strictement décroissante sur
[2, +oo[ , elle réalise donc une bijection de [2, +-o0[
Sur g ([2,+oo[ )=] — 0, 2].

Par suite g admet une fonction réciproque g™ définie
sur] — oo, 2.

2) é’ est le symétrique de ¢ par rapport a la
droite d'équation: y=x.

3) a) voir figure.

2e 2e
b) L g(x)dx = L x(1+In2—Inx)dx On pose:
ux)=x-»ulx)= -’;

v(x)=1+n2—-Inx - v'(x) = —%
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2e x2 2 2e X
L g(x)dx=[7(1+ln2~—lnx)l +j2 —Z—dx

‘ 2e
2
=_2+[_x_]
4 2
=e2 -3

o) A= 22+2.[ g(x)dx

A=4+2(e? - 3)

A=2(e?-1) ua

Exercice3:
z v k 1 2 3 n N
U, =D (1) = o= (1)
k=1 e e e 14
1) a) (2n+2)— e (2n+1)=2n (1-e)+ (2-)< 0
Car e > 2.
b)
2 « k 1 2 3 2 2n
u1"=k=l(—1) —ek—=—;+;;—?—+ ...... +(““1) -2—27
pi? k& « k w20 +1 w2 20+ 2
uzn+2zg(_l)k?‘i(:l(_l)‘?*'( 1)2 ] peze] +(—1)2 ? Pz
_ 2n+l 2n+2
u2n 2n+1 62n+2

1
Uy ~Uay = 3y [(2}2 +2)- (2n+1):|
Upnia-Usnco d'aprés 1) a).d’ol {uy,) est décroisste

2)

Eas .k 1 2 3 2na1 20+ 1
=Y (1) e S ()
Uznat kzl: (-1) P e 2 & -1 pEz
k3 & k w42 2n+2 2ms3 2R +3
Uspiz = Z (- l)k ‘Z ( 1) ) pees ( 1) ez
2n+2 2n +3
B e T

1
Uppez ~ Uy = F[_(ZH +3)+e(2n+ 2)]

Upuss ~Honnt = 5003 peTs I:Zn(e 1)+ (2e-—3):|

Upnesz — Uznt1 > 0

D’oU(uy,41) est croissante.

3)a)
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2n k _1 —_1- —_ _— _ , o
", = (_1)" = V=2 OH. a avec a= “ ABAAC ||—6 d’ol
k=1
y1+] 3v_ 8 _ 4
« k e 20 +1 OH=X=2=2
Uy = D (-1) Pt +(-1) T a 6
k=1
2In+1 3) a) H est le projeté orthogonal de O sur le plan

Upppy —Uy, = e <0 (ABC). Le rayon de S est OA > OH d’ou l'intersection
de S et le plan (ABC) est un cercle C de centre H.

b) R=y/0A? — OH? = /49 Slo o

D'oU Upp > Uznst

2n+1 , .
b) uZn ~u2n+l = W d ou
¢ ExerciceS:
lim (uz —u, 1)= lim (2” +1J = lim [ﬁ) =0 1. Le nuage de points ne justifie pas la recherche d’un
n n+ 2n+1
it N N ajustement affine entre X et Y car il représente une

courbure ayant Iallure d’une fonction exponentiell

4) d'apreés ce qui précede les suites (uzp)et (Uapiq) Plutét qu’une fonction affine

Sont adjacentes, elles convergent donc vers une 2. a/
méme limite . '
— in
. X==—=119,6
Par suite (u,) converge vers «. 14

— —2

Pour n=22,ona:uy, <u, car (uy,) est Oy =4/ X? —(X) =25,36
décroissante. b/
Dol «<su, <u, S;=Z}’,-=25 12

14 ’

Pour n =2 ona uzpe; = uUs car (Uzpeq) est

Croissante,
D'ol oc=wus >ug par suite uz <a <u, c/
Exerciced: = cov(X,¥) =0,965
o — Xy ’
XO-Y
A(3,2,6) ; B(1,2,4) et C(4,-2,5).
g 3.
1)a)AB{ 0 ) et AC| —4 ) d'ot ABAAC| 4. le poids estimé est
-2 -1

8
P=2,1463 e%°1¥7*1%> ~55 4 kg
b) ABAAC # 0 d’oui A, B et C ne sont pas alignés

_. /-3
c) A0 (—2)
—6

v=§’(EAZE).26 =§|24+8—48| =2 (uv)

3

2) Soient a: l'aire du triangle ABC et
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Session de contrdle2008 :

Exercicel:

i|1) a) AC.BH=0

| 2)c)x—y=0

3) b) S N (BEG) est le cercle de diamétre [EG]

: Exercice2:

1) a) on a pour x € [0,%] ; (tan x)" =0

L

'[D’ou J'O:(tan x)" dx = 0 ce qui donne

Pour x € [0,%] ona:0 < (tanx) <1 dou

tan x)""' < (tan x)" Par suite
(tan x)

Ioz(tan x)"dx < J.O:(tan x)' dx

=1, <I  Llasuite (,) est donc décroissante.

n+l

¢) (I,) est décroissante et minorée par 0 elle est
donc convergente.
2)a)

x z
I +1 =J'07(tanx)"dx+_“0"(tanx)"+2dx

n n+2

= L?[(tan x)" +(tan x)"? ]dx = J'O%(l + tan 2x)(tan x)" dx

1 n+l |4 1
=[ (tan x) } =
n+l o n+l

b) soit I sa limite.

im/,=l=lim/,, =!

n—r+oa n—s+oo

CMS
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I +1

n n+2 T

—— Par passage aux limites on aura

. . 1
lim(I, +1,,)=lim(—) = 1+1=0
n—s+oo n—+eo g 41

[=0

3

T s
7 smx

* ], =J'Ox(tan x) dx=J. dx = [—In(cos x)]:

3) 0 cosx

=—1n(—\/l_2—J =ln(\/§) =%ln2
x[ = jf(tan x) dx = jf([u(tanx)z] ~1)dx

z T
=[tan x — x]¢ =1—:1r-

D'aprés 2) a)

L+1,=

Exercice3:

1)a)z2—z+1=0

A=1?2—4 = —3=6 = iV/3
Les solutions sont: z' = % etz

—i& iz
' et z”

Sk

b) z' =e
c) (E): zt—22+1=0
On pose t = z°

L'équation devient: t?—t+1=0

T
i i3

T
D'aprés a) t=e sout=e

.t=e

—i&

&
3 o z2=¢ '3

in i
—-= V3-i B —3+i
&~zZz=e 6=-‘/_2—ouz=—e 6=\/—T-

& 2 iZ
t=e3 & z0=e3
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2)

b= =) - D[ E) e+ )
=[Zz - (eig + e'%)z + 1] [zz + (ei% + e_%)z + 1]
=(zz -2 (cos )z + 1) (22 +2 (cos%)z + 1)

=(z2 -3z +1)(z* +V3z + 1)

3)z V3+i | V3-i | —V3+i | —/3—i

Za="7 iZB=" ifp=", iZc="
iZ

a)zy_e's

T
|z4] = 1 etarg(zy) = —6-[27r]

‘ot = 704 ="C

D'ob OA=let (U, 04) = < [2m]

De méme: OB =0C =0D =1 et (%, 0F) = —Z[2n]

(@,0C) ==Z[2n] ; (4,0D) = ZL[2n]
A
D A
c B

b) les segments [AC] et [BD] ont le méme milieu O
car zp = —z, et zp = —Zp

d’olt ABCD est un parallélogramme.

AC=BD =2

Par suite ABCD est un rectangle.

Exerciced:

1) a) { représente la fonction f'.

CMS
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Car la fonction représentée par I' est positive sur IR
et si elle représente f' alors f sera croissante sur IR,

b) f(0)=1 ; f'(0)=0 et f'(1)=0

c)
X | -oo 0 1 +oo
f(x) + Q - D +
" / Il\ / +°°
0 e/3
2) f(x) 1+x+x
, _ (x*-x)e*
a) fi(x) = m
) () ~ () = 5T~ e
(-1~ )
= f(x)-lif;iz

OfG) =f'() & fx) —f(x) =0

2x+1
& f0. Texta?
2x+1
@ f)=00u 7705=
> x = —% car f(x) # 0 pour tout réel x.

1 4

EXFZ)}

d) f est croissante sur [—%,O] d'ou f(x) = f(— %)

Dot {NTI= {A[—

=f(x)= —?’% Pour x € [—%,0]

fadmet g comme minimum absolu sur [0,+oo[
d’ol f(x) = 2 pour tout x €[0,4o00[

e

Comme - > —= alors f(x) 2 —= par suite
Eh f 3e
F(x). 22 4 2x41 Car 25 5 ¢
T1+x+a? 1x+xt =

\/_ 1+x+x?




3| pour xZ—E

%douj (f-Fo)rz [ =

|= 4@ >——

4| CORRIGE cMs

Ce quidonne f(x) — f'(x) =2 —= 3\/- 1:;:"
pour x = —-:— .
3ye>1

40 [1(f@-f @) carf) 2 £/ @)

1

4 2x41

3\/2 1+x+x?

2x+1
13 Je L+ x+x2

on a pour x = —%; f—f'(x) 2

(1+ x+x2) ] 1
2

\/_ [ln

4 -4 (3
:>A(t)23\/gln(1+t+t) 3‘/;1n(4)

b) A(t)Z——4—ln(1+t+t2)——4——ln(%j et

3e 3e

lim {——ln (1+1+12) —j—ln(iﬂ =+eo d’ol

t—y+oo 3\/— 3.\/;-

| lim A(z) = +oo

1—>+o0
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Session principale 2009 :
Exercicel :

1) vrai,

2) faux.

3) vrai.

4) faux.

5) vrai.

6) faux.

Exercice2 :

A 1

AN S/

1. 1/1z31=0B=2 et arg (zs)= (%, 0B) (2n)

D’olu arg (zs) = 2—5-” 2m).
. 2n . . 2T
Par suite zp=2. (cos—s— + i sin—- )
Ze=2. (~2+2) = ~1+ V3

2/ a) C estle symétrique de B par rapport a I'axe
des ordonnées  (voir figure)

b) za=2 on a: aff(m)=ZA=2

Aff (_B—E) =Zc'ZB=2

CMS BAC 2009

D’ou 04 = BC par suite OACB est un
parallélogramme. De plus OA=0B=2 donc OACB
est un losange.

3/a)Z,3=03 =0
2,3 = 2328 ;25° = (2¢'5)3=8e%" = 8
2%, 23 et zg° sont des réels positifs ou nuls.
Par suite O, A et B appartiennenta E.
b) ME[OB) = OM =«.0B ; x=0.
= 2=K. 23 ,x=0.
= =’ 25%=8.0C ; x> 0.

D’ol Z* est un réel positif ou nul. Par suite :
MEE.

c)z=r.el® ; ’=r’¢3®
2* est un réel positif SSi arg (2°)=2km ; keZ.
SSi 30 =2km; keZ.

ssi 6 =2—’;E : KEZ.

d)Me E &> M=0 ou (E,OM)=3§E ;
keZ.
< Me [0A) v [0B) U [0D)
avec D est le symétrique de C par
rapport a 0.
Exercice3 :

1/ a)AG = AB+BC + CG
=AB+AD+AE

=27+ 4j + 3k
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b)

EB=EA+AB=AB- AE

EB = 2i -3k
2
D'oUEB| O
-3
2
*£(0,0,3) et G(2,4,3) dou EG| 4
0
12
Par suite: EB A EG| =6 |.
8
12
c) EB A EG| —6 | est un vecteur normal au plan
8

(EBG), d’ou (EBG): 12x—6y +8z +d =0

E(O, 0,3) € (EBG) ce qui donne 24+d=0

d=-24 parsuite: (EBG):12x—6y +8z —24 =0
(EBG) : 6x—3y+4z—12=0

2c 2
2/ a) AM | 4¢ | et AG| 4 | ona donc
3 3

AM = 0. AG avec o #1d'ouM appartient a la
droite (AG) privée du point G.

b)

6.(20¢)-3.(40¢)+4.(3cx)-12=12.(x-1)% Ocar @ = 1 d’ou
M n’appartient pas au plan (EBG) .

3/ a) v=%‘f?—1\7i. (Eé /\E)l

200 12
Avec EM| 4o et EBAEG| —6 | d'ob
(-1 8

V=z|24a — 24a + 24(a — 1)| =4la — 1
b) PourM=A; a =0
v=v'=4{0 — 1|=4
c)soit V le volume de ABCDEFGH. V=2 X 4 X 3 =24
vV S dla—1|=24< |la — 1| =6
Sa—1=6oua—1=-6
Sa=7o0u a=-5
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Exercice4 :

1/ a) C et I sont les courbes représentatives
respectivement des fonctionsvet u.

b) u(0)=v(0)=u(1)=v(1)=0

*pourx€]0,1[; u(x)>v(x)car I' est au
dessus de Csur]0,1( -

* pour x€ ] 1, +oo[; v(x) > u(x) car I est au

dessous de Csur]0,1[ -

Dol :

X 0 1 +00
U(x)-v(x) 0 + d) —

s FO)-fO) e X231
2/ \1%1 ———= ‘11_)r0n (=5 +3x—7x.Inx)

=0
D’ou f est dérivable a droite en 0 et f'4(0)=0
3/ a) * pour x=0 on a : f'(0)=u({0)}—v(0) .

e Pourx>0
f'(x):—x2+§x— %(2x.|nx+x2.1/x )

2.3 1
=—x2+=x—X.Inx— =x
2 2

=—x%4+x—xX.Inx
=u{x)—v(x)

b)A=f01(u(x) —v(x))dx
=[5 f'(x)dx
SE)

=f(1) - f(0)
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4/ a) f'(x)=u(x)—v(x)

X 0 1 +0c0
'(x) 0 + q -
f(x) 12
0 —00

lim f(x)=—co car

. 3 . 3
lim (- +3x?) = lim (-X)=—c et
X400 3 4 X—>+o0 3

. 1
lim (—>x%Inx) = —
X—3+00 2

b)f est continue et strictement décroissante
sur [1, +oo[ elle réalise donc une bijection de
[1, +oo[ sur] —oo,;sz]. Comme OE]—OO,%]
alors il existe un unique réel o< de I'intervalle
[1, +oof tel que f(ex)=0.

f est continue et strictement croissante
sur[0,1[ et f(0)=0 d’ol I’équation f(x)=0 admet
0 comme unique solution dans [0,1].

Concl: I'équation f(x)=0 admet o« comme
unique solution non nulle,

Par suite la courbe (C;) coupe I'axe (0,7) en un
seul point autre que O.

f(1,5).f(1,6) <0 a vérifier

d’ou 1,5<x< 1,6.
c) f4(0)=0 d’ou (C;) admet une demi-tangente
horizontale au point O.

. . 2 3 1
lim £9= lim (- 23 x — 2x. tnx)=—oo
x—ot0 X xytee 3 4 2
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D’ou (C¢) admet une branche parabolique de
direction celle de (0,1-5 au voisinage de +co,

cf)
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Exercicel :

1/ b) Véquation z22=—16 admet exactement deux
solutions.

2/ b) un argument de (1 + i)2999 est %.

3/b)fx) =5 +1
4/ a) y’+4y=0

Exercice2 :
YCG— 3 S

Ce—p Ss
Ch —_— 51

2
2/a)l= L x1n xdx

e

(ux)=x Julx) =
On pose: {v(x) = Inx onaura: o) =

RIP‘lem

1 1
=2n2 ~(=35) - (13 ~7e7)
Dot I=2In2—1 + =5
4e

b) V= 7[]12 FAx)dx = E[E(l +xIn x)dxj

e

V= zz(jf1.dx+ [ xdx]
V= n([x]f +1)

V=z(2—l+2m2—1+;ij
e 4e2

V=nrx 1+21n2—l+i
e 4e?
Exercice3 :
1/ pl=p(ZSXS4) =e—2(0,2) _ e—4(0,2)=e—0,4 — 8_0‘8

2/ p=p(X22)=e"%*

3/ p=1—(1—e~0%)*
P=0,98

CMS BAC 2009

Exerciced :

2 1\ __ (6
va(-2), o[ 2 )ea(s)
~1 -2 6

UV=2-4+2 =0
o oo = 2 3 1 6 1 6
det(@, 3, 4B)=2| %, | +2.|5, -], 4
=2(18) +2(18)—(—9) =81
b) U. ¥ =0 d’ol A et D sont orthogonales.
det(®, B, AB) # 0 d’ou les vecteurs 1,7 et
AB ne sont pas coplanaires par suite AetD
ne sont pas coplanaires.
c) Q passe par A et dont un couple de vecteurs
directeurs est (i, V) .

6
u Av| 3 | estun vecteur normal 3 Q d’ou

6
Q: 6x+3y+62+d=0
A(—3,-1,-3) EP= —18~-3—-18+d=0
Donc d=39 par suite Q:6x+3y+62+39=0
Q: 2x+y+2z+13=0
2/C(—1,0,—1); R=6
P 2x+y+22+13=0
|2+0-2+13] 9

—=3 et R=6
Va+1+4

d(C,P)<R d’ouS et P sont sécants suivant un
Cercle de rayon r=v/36 — 9 = v/27 = 33
2
AEP et AC <1> est normalaP d'ouAestle

2
Le projeté orthogonal de C sur P. par suite A est

Le centre du cercle d’intersection de S et P.

/4 1
b)CB(2>etﬁ< 2)
4 -2

CB.¥ =4+4 -8=0 et CB=6=R et BED
On adoncB €S et (CB) perpendiculaire a D d’ou
D est tangente a S en B.
3/a) AB=v/36 + 9+ 36 =9
On a: CB=R=6 ; AC=d(C,P)=3 d’ou
AB= AC+CB par suite C € [AB]
b) (AC) LPetA cPdou (AC) LA

(BC) L D et A, B, Csont alignés

a)d(C,P)=

D’ou la droite (AB) est la perpendiculaire
commune aux Droites D et A.
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Exercice5 :

_ ﬂ x
f(x) 1+x+1

1/ lim f(x)— hm (—1+

x—>(=1)

x)
=400

lim f(x)=-—

x—(-1*

hm f(x) =—1car hm —-1- =let lim e* =0

X——o0

lim f(x) = +oocar llm ? = let lim e* = 4

X=+oo X—ytoo

' (x+1)—(x-1) eX 4 X1 px
2/2) f'(x) = (x+1)? t®
= 2 x=1y oy __ L A
“Mx+1)? x+1) T (x+1)?
b) f'(x)> 0
X —00 -1 +00
f'(x) + +
+ 00 +00o
f(x) / /
-1 io'e)

3/ a) f est continue et strictement croissante sur
]—1,400 [ elle réalise donc une bijection de
]1—1,4co [sur IR, comme Q€ IR alors il existe un
unique réel o< dans ]—1, 4o [ tel que f(o<)=0.

F(1,5).f(1,6)=(-0,10).(0,14)<0 d'oll 1,5< «<1,6.

- _ -1 & _
b) * f()=0 = 1+K+1e =0

x—=1
=>—e%=1
x+1
o«+1
:>e°‘ = -
x—1

BAC 2009

* == e~ =22 gou
x—1 o«+1
fla)=-1+——e
=1 +.‘E -a
a+1 _
1+ @) E2 )1 +1=0
. -1 —-1_e"
a/la) tim £X = jim (—+ =& ]:
x4 x x| x x+1 x

(Cy) admet une branche parabolique de direction
Celle de (0,)) au voisinage de +co.

b)

Cf

e

Les droites d’équations x=-1 et y=-1 sont des

Asymptotes a (Cy).
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