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Avant-propos

Votre ouvrage 100 % exos

m Conforme aux programmes des enseignements spécifique et de spécialité de
mathématiques en T S entrés en vigueur a la rentrée 2012, ce « 100 % exos »
vous propose une méthode de travail compléte et un entrainement intensif
sur mesure tout au long de l'année.

M Pour chaque théme du programme vous trouverez un cours structuré, les
savoir-faire quil faut maitriser, des exercices progressifs et leurs corrigés
détaillés.

M Assorties dindications de solution, de commentaires et de conseils des

auteurs, tous les exercices corrigés vous permettent :

- de comprendre les notions essentielles et de maitriser le cours ;
- de progresser et de vous entrainer a votre rythme ;

- de vous évaluer et de réussir vos controles ;

- de viser la mention et U'entrée en classe prépa.

Sur le site www.annabac.com

M L'achat de ce « 100 % exos » vous permet de bénéficier, pendant un an, d’un
ACCES GRATUIT a toutes les ressources d’annabac.com en mathématiques T¢ .

B Pour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.com, dans la
rubrique « Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? »*

Vous avez acheté
Q un ouvrage Hatier ?

) F-‘chgsé “ ) G

Physiq X y
YSique

S
.

- Jhaccéde a mon offre

* La saisie d'un mot clé du livre (lors de votre premiére visite) vous permettra de créer un
compte personnel et d'utiliser librement le site pendant un an.
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[ cours | 1 N
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0 Limites de suites
et de fonctions

S
ZI sy

i,
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W LIMITE D'UNE SUITE QUAND n TEND VERS +

1. Limite finie d'une suite

m Définition : La suite (u,) a pour limite le réel / (quand » tend vers +eo) si, et
seulement si, tout intervalle ouvert contenant / contient tous les termes de la suite
a partir d’un certain rang. On note :

limu, =1.

n—s+eo

EXEMPLE : La suite (u,) représentée dans le repére ci-dessous a pour limite 1 quand
ntend vers +oo:

y
21

-+o01r2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15x

On pourrait démontrer que I’intervalle ]0,875;1,125[ représenté ci-dessus
contient tous les termes de la suite a partir du rang n = 4 (et non n = 2 puisque
u; ¢ 10,875;1,125]).

m Lorsque une suite admet une limite finie quand # tend vers + oo, on dit qu’elle
converge, ou encore que c’est une suite convergente.

EXEMPLES: lim l=0; lim L=0.

n = tep n—>+w\/;
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2. Limite infinie d'une suite

m La suite (u,) a pour limite + oo si, et seulement si, tout intervalle de la forme
] A ; +oo[ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. On note :

lim u, = +oo.

n—s+eo

m La suite (,) a pour limite —oo si, et seulement si, tout intervalle de la forme
] —oo; A[ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. On note :

lim u, = —co.

n—>+eo

EXEMPLE : La suite (u,) représentée dans le repére ci-dessous a pour limite
—oo quand 7 tend vers +oo:

y ’
61

2 °

-rof 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 I5x
-6 ?

-10 i

97878 A A h A N I A I
-18 1

~22

On pourrait démontrer que ’intervalle | —eo ; —14[ représenté ci-dessus contient
tous les termes de la suite a partir du rang n = 13 (et non n = 11).

® Lorsque une suite admet une limite infinie quand » tend vers +oo, on dit
qu’elle diverge.

EXEMPLES : lim n? =+4oo; lim \n = +oo.

n—>+oo n—>+oo

3. Exemples de suites n'ayant pas de limite en +

o La suite (u,) définie, pour tout n € N, par u, = (—1)" n’admet pas de limite
quand » tend vers + oo,

1 si n est pair
En effet, u, = ) ) .
—1 s1 n est impair
Les termes de la suite ne tendent donc pas vers une valeur limite.

o Toute suite géométrique (v,) non nulle et de raison ¢ < —1 n’admet pas de
3

limite. Ainsi de la suite définie pour tout n € N, par v, =5 X (—5) .
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m Lorsque une suite n’admet pas de limite quand » tend vers +eo, on dit encore
qu’elle diverge.

B8 LIMITE D'UNE FONCTION

1. Limite finie en +« ou en —o

® Limite finie en + oo

f désigne une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme
la;+ o[ (a€eR).

Dire que f{x) tend vers le réel / quand x tend vers +co signifie que, pour des
valeurs suffisamment grandes de x, fix) est aussi proche que ’on veut de /.
On écrit :

lim f(x)=1

EXEMPLES : ® lim (3—l)=3; o lim L=0; esine N* lim L=0.
X—>+oo X xa+m\/; X—+eo XN

B Limite finie en —co
f désigne une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme
J=eosal(a€R)

EXEMPLES:Olim(l)zo; olim(%):O*; osineN* 1imi=0.

- — — n
x——co\ x x——co\ x X——co X
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B Asymptote parallele a ’axe des abscisses

Si fadmet une limite finie / en + o ou en —eo, on dit que ‘6, admet pour asymptote
horizontale la droite d’équation y = /.

EXEMPLE : La courbe représentative de la fonction inverse admet pour
asymptote horizontale I’axe des abscisses en +oo et en —oo,

2. Limite infinie en +« ou en -

f désigne une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme
Ja;+oo[ ou]—o0;af, ol a est un réel.

¥ Limite infinie en +co

Dire que f(x) tend vers + <o quand x tend vers + o signifie que, pour des valeurs
suffisamment grandes de x, f(x) est aussi grand que I’on veut. On écrit :

lim f(x)=+oo.

EXEMPLES : ® lim x = +o0; -limf:+m; esine N* lim x" = +oo,

X—>+oo X—>+oo X—>+eo

m Limite infinie en — oo

EXEMPLES: ® lim x = —o0; o lim x? =+4o0;

x——co0 x——co

esine N* lim x" =

X—>—oo

400 81 1 est pair
—co si 1 est impair’

3. Limite infinie en un réel a

fest définie sur un intervalle dont a est une borne ouverte.
m Dire que f(x) tend vers +eo quand x tend vers a signifie que, pour des valeurs
de x suffisamment proches de a, f(x) est aussi grand que I’on veut. On écrit :

lim £ (x) = +oo.

EXEMPLES:olim(l):+oo; o]im(l):—oo; .1im(i):+oo'
x=>0"\ x x=>0"\ x x—0 )C2

. . 1 . 1 +o0 si 71 est pair

eSoit neN* lim | — |=+4c0; lim|— |= i . .
x0T x” X200\ X" —oo 81 1 est impair

u Asymptote paralléle a ’axe (Oy)
Si fix) tend vers +eo (ou vers —eo ) quand x tend vers a, on dit que 6,admet pour
asymptote verticale la droite d’équation x = a.
EXEMPLE : La courbe représentative de la fonction inverse admet pour
asymptote verticale I’axe des ordonnées d’équation x = 0.
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4. Exemples de fonctions nadmettant pas de limite
m La fonction représentée ci-dessous n’admet pas de limite en + oo, ni en —oe.

y
1

\;23/—7/—6—5—4MIZ345678)6
~1

La fonction freprésentée ci-dessous est définie sur R * et n’admet pas de limite
en 0.

€ .y = sin(x)

€:y= cos(%)

| AL |
SURRRRERRSSPAN | | |/BANS2SE Ho

588 LIMITES ET COMPARAISON

1. Pour les suites

® Théorémes de comparaison
e Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes telles que pour tout n, u, < v,,.

Alors lim u, < lim v,.

n—+oo n—+eo
e Soient (u,) et (v,) deux suites telles que :
pour tout n, u, <v,

lim u, =+oo

n—> +oo

alors lim v, = +eo,

n— +oo

e Soient (u,) et (v,) deux suites telles que :

lim v, = —oo

n—> +oo

{pour toutn, u, <v,

alors lim u, = —oo.

n—> oo

® Théoréme des gendarmes
Soit (u,) une suite vérifiant :
pour tout n,v, <u, <w,

lim v, = lim w, =1/, avec /e R

n—>+oo n—>+oo

alors lim u, = /.

n— +oo
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2. Pour les fonctions
Ici, o désigne soit un réel, soit + oo S0it — oo.
B Théorémes de comparaison

o Soient f'et g deux fonctions définies au voisinage de o et admettant chacune
une limite finie en o. Si pour tout x, f(x) < g(x), alors lim f(x) <lim g(x).
xX—0 X—0

e Soient f'et g deux fonctions définies au voisinage de o et telles que :
{pour tout x, f(x) < g(x)

lim f(x) =+oo
o Soient f'et g deux fonctions définies au voisinage de o et telles que :
{pour tout x, f(x) < g(x)

limg(x)=—oo

, alors lim g(x) = +oo.

, alors lim f(x) = —oo.

m Théoréme des gendarmes
Soit f; g et & trois fonctions définies au voisinage de o. et vérifiant :

{pour tout x, g(x) < f(x) < h(x)

lim g(x) = limh(x) =1 » alors lim f(x) =1.

OPERATIONS SUR LES LIMITES
Dans ce paragraphe, o désigne soit un réel, soit + oo, soit —oo,
1. Limite de la somme de deux suites, de deux fonctions

Le tableau donne, lorsque c’est possible, lim (u, +v,), respectivement
n—> +oo

lim(/(x) + g(x)).

lim f(x)
X —0
lim g(x)
xX—0
oo oo Forme
indéterminée
—oo I+ +o0
Forme indé- +oo + o0
terminée

2. Limite du produit de deux suites, de deux fonctions

Le tableau donne, lorsque c’est possible, lim (u, X v,), respectivement
n— +eo

lim(f(x) X g(x))-

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



Forme
indéter-
minée
+oo =1 0 =1 —oo
Forme 0 0 0 Forme
indétermi- indéter-
née minée
—oo =1 0 =1 +o0
—oo —o | Forme | +oo + oo
indéter-
minée

3. Limite du quotient de deux suites

Ici, (v,) désigne une suite telle que, pour tout n, v, # 0, g désigne une fonction ne
s’annulant pas sur son ensemble de définition. Le tableau donne, lorsque c’est

possible, lim % , | respectivement lim S&) .
note| y x—a g(x)

Forme indé- Forme indé-
terminée terminée
+ oo / 0 ) —oo
r r
+oo +oo| Forme | —o° —oo
indéter-

minée
—oo —o| Forme | +oo +oo
indéter-
minée
—oo ) 0 / +o00
v r
Forme indé- | 0 0 0 | Forme indé-
terminée terminée

E013 HATIER 100% EXOS (TS)
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4, Limite de la composée de deux fonctions
o et B désignent un réel, ou +oo, ou —co.
limu(x) =
i }(1 _n)% (X =1 alors, par composition, }Cl_rg f(u(x))=1.
LIMITES DE POLYNOMES ET DE FRACTIONS RATIONNELLES
m Soit P un polyndome. La limite de P(x) quand x tend vers + oo (respectivement

—oo) est égale a la limite en +eo (respectivement en —oo) de son terme de plus
haut degré.

. P . . .
m Soit f = — une fraction rationnelle (quotient de deux polyndmes notés P et Q).

La limite de f(x) quand x tend vers +oo (respectivement —eo) est égale a la
limite en +e<o (respectivement en —eo) du quotient simplifié de ses termes de
plus hauts degrés.

‘ e Attention, ce résultat n'est pas valable pour déterminer la limite en un réel a.

o Ce résultat est applicable aux suites. Voir le savoir-faire 5.

SAVOIR-FAIRE

1. Montrer qu‘une suite admet une limite infinie

On considére un réel M. On peut imposer M > 0 si la limite est +oo, et M < 0
si la limite est —co,

On résout ensuite 1’inéquation u, > M si la limite est +eo, et u, < M si la limite
est —oo

EXEMPLES

a. Montrer que la suite (u,) définie pour tout n € N, par u, = Jn a pour limite
+ o0

Soit M un réel positif. u, > M < Jn>M e n> M.

Notons 7, le plus petit entier supérieur ou égal a M?>. Alors, pour tout
n>ny,u,>M.

Donc la suite (u,) a pour limite +c quand » tend vers +oo.

b. Montrer que la suite (v,) définie pour tout n e N*parv, =3 — (\/; -1y

a pour limite —eo quand # tend vers + oo,

Soit M un réel négatif.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)
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v, <M &3-(Nn-12 <M o n-172>3-M >0 (car— M > 0)

= \/Z —1>+/3—M car la fonction racine carrée est strictement
croissante sur ]0 ;+oo [

eVn>B-M+1>0
< n>(\3—M +1)* car la fonction carré est strictement croissante
sur 0 ;+oo[.

Notons 7, le plus petit entier supérieur ou égal a (v3—M +1)°.

Alors, pour tout n > ny, v, <M.
Donc la suite (v,) a pour limite —co quand » tend vers + oo

2. Montrer qu’une suite admet une limite finie [

11 s’agit de montrer que tout intervalle ouvert centré sur / (¢’est-a-dire de la forme
1/—¢; [+ ¢[) contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang 7.
II faut donc :

o Considérer un réel € > (. On peut imposer € aussi proche de 0 que I’on veut.
o Résoudre ensuite I'inéquation / —e <u, <[ +=¢.

EXEMPLE : Montrer que la suite (u,) définie, pour tout n € N, par :

. 3Jn-2
"odn+1

apour limite 3 quand # tend vers +co.

Soit € un réel strictement positif, tel que e <5 :

3—e<u,<3+ee=—-e<u,—3<e

3Jn-2 -5
—-3<es—¢<

Jn+1 Jn+1

& —€e<

<€

<0<e

car

-5
Jn+1

& n+> el (multiplication par
€

-5
o —e<

Jn+1
+1

—€

<0)

5 . .5 5
edn>2-1>0 (e<5,ainsi—>let ——1>0)
€ € €

2

5 . , .

Sn> (— - 1) car la fonction carré est strictement

€ .
croissante sur 0 ; 4 oo[
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2
Notons #, le plus petit entier supérieur ou égal a (2 - 1) .
Alors, pour toutn > ny,3 - <u,<3+
Donc la suite (#,) a pour limite 3 quand » tend vers + oo,

3. Appliquer les résultats d’opérations sur les limites

e Reconnaitre dans I’expression de f(x) la somme, le produit ou la composée
de fonctions de références.

e Connaitre par ceeur les regles d’opérations sur les limites données dans les
tableaux.

EXEMPLE : Déterminer les limites suivantes :
a. Limite en + oo de la suite (u,) définie pour tout » € N par u, = —n/n.

(u, est le produit de (—n) par Jn )

lim (—n) = —o0
n—+oo . )

. , donc, par produit, lim u, = —oo.
lim n = +oo n—> 4o

n—+oo

Vx =1’
1

x—1

b. Limiteen 0 de g: x> définie sur |1 ;+o[.

Pour tout x > 1, g(x)=-2X

1
Posons X =+/x —1, alors g(x) = -2 X e

linl}\/x—l =0

1 , donc, par composition, lim
lim — =+o0 1y —1
X—-0t X

= + oo,

On en déduit que linll+ g(x) =—oo,

4. Lever une indétermination

S’il s’agit de la limite d’une somme, il suffit souvent de factoriser par le terme
qui tend le plus vite vers l'infini.

S’il s’agit d’un quotient, faire de méme avec chaque facteur et simplifier la
fraction ainsi obtenue.

S’il s’agit d’un produit, on peut le développer pour obtenir une somme.

EXEMPLE : Déterminer les limites suivantes :

1
a. Limite en 0 de la fonction f'définie sur ]0 ;+ o[ par f(x)= Jx x (— - 1).
X

lim v/x = 0 et lim (1—1):+oo.
x—0" x—0* X

E013 HATIER 100% EXOS (TS)
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11 s’agit d’une forme indéterminée.

Développons f(x):

R N
S)== f—& Jx.

lim €L =400
=0y , donc, par différence, lil}'l+ f(x)=+co.
lim Jx =0

3x—1
Jx+2

lim (3x —1) =+ec et lim Jx+2=+c0. 11 s’agit d’une forme

X = +oo X—3+o0

b. Limite en +oode f : x >

indéterminée.

xx(3—) 3_1
Or, f(x)Z—;I\/;X ;
\/;(1+\/;) 1+$

1
lim 3—l=3 3——
X donc, par quotient, lim X 3,
lim 1+—2==1 T 2
oo Jx

Puis, lim Jx= +oo, donc, par produit, lim f(x) = +oo.
X—>too

X = +oo

P
5. Déterminer la limite en +~de f= — oudeu, =

Q
P et Q étant des polynomes

P(n)
a(n)’

11 suffit d’appliquer la propriété du paragraphe V sans oublier de simplifier
dans le cas d’un quotient (sans quoi on a toujours une forme indéterminée).

EXEMPLES: a. lim n?> —3n+1= lim n?> =+oo.

n— too n— +eo

_ 3 2,3
b lim 273 i 2 i (_g)z_m,

n—+eo  Gp +1 n—+e Gp? n— +oo

E013 HATIER 100% EXOS (TS)
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EXERCICES D'APPLICATION

OPERATIONS SUR LES LIMITES | % | 20 min | »P. 28 |

Déterminer, en justifiant, les limites suivantes :

. 1
1. Limite en 0~ de—-. On pourra poser X = x”.
X

2. Limite en +co de Vn 3 -n.

|| . 3
_ 4. Limite en +oo de ——\/;.
S 2 7

X

5. Limite en (0,5) de f(x)=

3. Limite en —oo de

4x-3
2x—1"

1
6. Limite en —oo de (—2 - 3)(4x3 +100000).
X

‘ Voir le savoir-faire 3.

[E3 PoLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES | % | 15 min | ». 28 |
. . 11-n?
1. Limite en —oo de —2.x* + 3x> — 1. 2. Limite en + oo de .
3n+5

‘ Voir le savoir-faire 5.

3. Soit a, b, ¢ des réels avec a # 0. Déterminer en fonction de « la limite en —oo
de (ax? + bx + ¢)’.

[E] 1HEOREMES DE cOMPARAISON | % | 15 min | »p. 29 |

1. Soit f'une fonction vérifiant sur R 1’inégalité 5x* —x < f(x).
Déterminer, lorsque c’est possible, les limites de faux bornes de son ensemble
de définition.
2. Soit g une fonction définie sur ]—oo; O[]0 ; +oo[ et vérifiant, pour tout
x#0:

(5x2—2x—1 5x2—2x+1)

gy < ———|.
x*+1 x*+1

Déterminer, lorsque c’est possible, les limites de g aux bornes de son ensemble
de définition.

‘ Voir le cours, Il 2.
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COMPOSITION DE LIMITES | * | 15 min | »P. 29 |

Soit f1a fonction définie sur ]— oo ; O[U]0 ;+ oo par x > ,[1+ iz
x

1. Décomposer f(x) en g(u(x)), ou g est une fonction de référence.

2. Montrer alors que fest bien définie sur |—oo; O[]0 ; 4 oof.

3. Déterminer les limites de u(x) aux bornes de |—eo; O[U]0 ; + oo[.

4. En déduire les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

B oerinimioN DE LA LIMITE | %% | 20 min | ». 30 |

Etablir, a I’aide de la définition, chacune des limites suivantes :

1. La suite u, définie pour tout n € N * par u, = L a pour limite 0 quand » tend
vers +oo, Jn

2. La suite v, définie pour tout n € N, par v, = —2n+ 3 a pour limite —o quand
n tend vers +oo.

3. La suite w, définie pour tout ne N * par w, =
quand # tend vers + oo,

+1

o 1
a pour limite -5

‘ Voir le savoir-faire 1.

A oreraTioNs SUR LES LIMITES | ** | 25 min | »P. 30 |

1. Déterminer, en justifiant, les limites suivantes :

4 _ 3
a. limite en —oo de f(x)= u
(2x-1)*
4x* —3x3
b. limite en (0,5)" de =
0.5 de (=5 =1
x3+1

2. a. Déterminer la limite en —oo de

2-3x3"
(2—3&)3+1
2—3(2—3&)3'

3. Déterminer, en justifiant, les limites suivantes.

b. En déduire la limite +oo de

a. Limite en +oo de 2n\/; -n?.

b. Limite en 0" et en 0~ de l - L
x x?
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THEOREMES DE COMPARAISON | %% | 40 min | »p. 32 |

1+ x?
1. Soit f1a fonction définie sur 10 ;+ o[ par f(x) = el
X

a. Vérifier qu’il s’agit d’une forme indéterminée.
b. Démontrer que, pour tout x > 0, 1 +x? > 2x (résultat en fait vrai pour tout x réel).
¢. En déduire une fonction g qui minore f'sur ]0 ; + oo[.
d. Déterminer alors la limite de f'en +eo.
n+(-1)"
3n+5
a. Encadrer n + (—1)" par deux fonctions affines de n.
b. En déduire un encadrement de u,.
c. Déterminer la limite en +eo de u,.

2. Soit (u,) la suite définie, pour tout n e N, par u, =

B} ALGORITHME : PLUS PETIT ENTIER TEL QUE 4, > M | % | 30 min |»P. 33 |

Soit (u,) la suite définie pour tout n e N *par u, = nn.

1. Ecrire un algorithme associant au réel M positif le plus petit entier 7, tel que
U,y > M.
0 =

‘ Utiliser la boucle « Tant que ».

2. Peut-on en déduire que, pour tout entier n > ny, u, > M ? Justifier.
3. Démontrer que la suite (u,) est croissante.

‘ Etudier les variations de f: x - x\/;.

4. En déduire que, pour tout n > ny, u, > M.

5. La fonction cube étant strictement croissante sur R, elle admet une fonction

réciproque g, appelée racine cubique.

La fonction racine cubique est définie et strictement croissante sur R et, a tout

réel x, elle associe I'unique réel y (noté x% ) tel que )* = x. Ainsi :
@F=boa=b eta*<boa<h:.

A T’aide de la fonction racine cubique, démontrer que la suite (i,) a pour limite

+ o0 quand 7 tend vers + oo,

£} oévonsTRATION | %% | 15 min | »p. 33 |

L’objectif de cet exercice est de démontrer que, si une suite (u,) est croissante et
tend vers le réel /, alors, pour tout n, u, < [.

Pour cela, on procede par I’absurde.

1. Enoncer la propriété contraire a celle de la conclusion « pour tout 7, u, < »
2. Soit donc n, un entier tel que u, > 1. Posons € = u, — I.
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a. Quel est le signe de € ?
b. Justifier que, quelque soitn > ny, u, ¢ [/ —¢e;[+¢[?
c. Conclure.

BT LimiTES DES SUITES ARITHMETIQUES | % | 5min | »p. 34 |

1. On considere la suite arithmétique (u,) définie par :

Uy
pourtoutneN,u,,, =u, +r

a. Rappeler ’expression de u, en fonction de 7.
b. Déterminer la limite de u, quand » tend vers + oo, en fonction des valeurs de r.
2. Reprendre les questions précédentes pour la suite (u,) définie par :

U
pour toutn e N* u, , =u, +r

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

PPY ALCORITHME POLYNOMES ET FRACTIONS
RATIONNELLES | %% | 30 min | »P. 34|

Dans tout cet exercice, 0, vaut +oo ou —oo.

Partie A. Limite a ’infini d’un polyndme

Soit f1a fonction polyndme définie sur R par :

f(x)=ax"+a,; x"'+---+a,x+aqa,, avec a#0etneN*.

1. Donner la limite de f(x) quand x tend vers o, selon les valeurs de a, de n et de o.

2. Ecrire un algorithme donnant la limite en o de f(x). Cet algorithme aura en
entrées a, n et s, de sorte que s = 1 lorsque o = +oo ets =—1 lorsque o= —co.

y La parité de n est donnée par la valeur de (-1).

Partie B. Limite a ’infini d’une fraction rationnelle
Soit f'la fraction rationnelle définie par :

ax"+a, x"'+---+ax+a,
bx? +b, x" -+ bx+b,

Sfx)=

aveca#0,b#0etp neN*

1. Donner la limite de f{x) quand x tend vers 0., selon les valeurs de a et b, de n
et p et de o

2. Ecrire un algorithme donnant la limite en @ de f(x). Cet algorithme aura en
entrées a, b, n, p et s, de sorte que s = 1 lorsque o = +oo et.s =—1 lorsque o0 = —oo.
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FONCTION PARTIE ENTIERE | %% | 20 min | ». 36 |

Pour tout réel x, on appelle partie entiére de x, et on note E(x), ['unique entier n

qui vérifien <x<n+ 1.
E(r)=3car3<n<4; E(-45=-Scar-5<-3,5<-4; E(12)=12car

12 <12<13. 4
1. Donner les valeurs de E(15,999), E(-25), E(\/E),E(——) .

2. On a tracé ci-dessous la courbe représentative de la fonction partie entiére.

Y
41 y=Ex |
34 —
24 —
1 —
—:3—:2—:10 12:345)6
—id
—2
=3
Encadrer E(x) par deux fonctions affines.
3. Soit g la fonction définie sur R parg(x)= )];(-T-)l

a. Déduire de la question 2. un encadrement de g(x).
b. Déterminer la limite en —oo de g(x).

FONCTION COMPOSEE | %% | 60 min | »p. 36 |

Partie A. Etude d’une fonction intermédiaire
Soit g la fonction définie sur [0 ;4 oo parg(x) = xa/x —dx+5Jx - 2.

1
1. Montrer que, pour tout x >0,(g’x) = ——=3x — 8J/x + 5).
2x

2. Déterminer les racines du trinome 3X 2 — 8X + 5

3. En déduire une factorisation de g’(x).

4. Dresser le tableau de variation de g.

5. Calculer g(4).

6. En déduire le signe de g sur R, ainsi que les valeurs en lesquelles la fonction
s’annule.

Partie B | | 3
Soit f1a fonction définie sur ]0 ;+ oo par f(x) = (— - —) .
X

Jx
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1. Déterminer la limite de fen + oo
2. Limite en 0*
a. Pourquoi s’agit il d’une forme indéterminée ?
b. Ecrire LU sous forme d’un quotient.
x J_
c. Déterminer la limite en 0 de f.
3. Développer et dériver f(x), pour x > 0.
4. Montrer que f”(x) est du signe de g(x) sur ]0 ; + oo [.
Dresser le tableau de variation complet de f.

CONTROLE

QCM | x| 10 min | »Pp. 38 |

Pour chacune des questions 1. a 4., une ou plusieurs réponses sont exactes.
L
€

— N W Ry

Soit f1a courbe représentée ci-dessus.
1. a. 111’1’_12f(x):+oo b. hn’_lzf(x):—oo c. lim f(x)=—2,

d. lim f(x)=-2.
2.a. linzlf(x):+oo; b. linzlf(x)=—oo; c. lim f(x)=-1;

X —> +oo
d. lim f(x)=-1.
X —> —oo0
3.6, admet une asymptote...
a. verticale en -2 ; c. horizontale en -1 ;
b. verticale en + oo ; d. horizontale en + oo,

4.6, admet pour asymptote la droite d’équation
ay=-2; b.x=-2; c.x=-1; d.y=-1.
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ASYMPTOTE OBLIQUE | % | 50 min | »p. 38 |

Soit fla fonction définie sur ] — oo ;3[U]3 ;4 o[ par:
x*—10
x-3
On note 6, sa courbe représentative dans un repére orthonomal.

Partie A. Etude de la fonction f
1. Déterminer les limites de fen +oo et en —oo.

f(x)=

2. Déterminer la limite de / quand x tend vers 3 par valeurs supérieures, puis
quand x tend vers 3 par valeurs inférieures.

‘ Réfléchir au signe de x - 3.

3. Décrire les éventuelles asymptotes horizontales et verticales a la courbe 6;.
4. Etudier le signe de /7 (x).

5. Dresser le tableau de variation complet de f.

6. Déterminer 1’équation réduite de la tangente 7'a €, au point d’abscisse 2
puis celle de la tangente 7 & ‘6, au point d’abscisse 4.

Partie B. Asymptotes obliques

1. Montrer que, pour tout x # 3:
1
f(x)=x+3-———.
x=3

2. Soit g la fonction affine définie sur R par g(x) = x + 3, et (D) la droite
d’équation y = x + 3. L’écart entre (D) et 6, est mesuré par la différence :

d(x) = f(x) — (x + 3).

a. Déterminer la limite en +eo et en —eo de d(x). En donner une interpréta-
tion graphique.

b. Etudier le signe de d(x) lorsque x décrit ]— o ;3[\U]3 ;+eo[ En déduire la
position relative sur R\{3} de 6, et (D).

3. Tracer (D), T, T’ et 6;.
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CONTROLE

BT ouesTion b cours | x% | 15 min | ». 39 |

Soient u, v et w des suites telles que :
{pour toutn,v, <u, <w,

lim v, = lim w, =-2"

n—> +oo n—>+eo

Deémontrer, en utilisant la définition de la limite, que lim u, = —2.

n— oo

ENCADREMENT | % | 30 min | »P. 40 |

_ 2n+3x(=1)y
n+dn+l

1. Justifier que la suite est définie pour tout entier naturel 7.

2. Calculer les cinq premiers termes de la suite

3. Donner un encadrement du numérateur par deux fonctions affines de n

4. Montrer qu’il existe des réels a, b, c et d a définir tels que pour tout n € N :

Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N par u,

an+b cn+d
<u, <
n+n+1 n+n+1

. T I .
5. Posons N =+/n. Exprimer antb et cntd en fonction de N.

n+Nn+l1 n++n+l
6. En déduire, en appliquant les régles de composition de limites, la limite en

+ +d
+oo de _anto et celle de cn

b
n+n+1 n+n+l
7. Déterminer la limite quand # tend vers + oo de la suite (,,).
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CORRIGES

111})1 x2=0"
1. 1 , donc, par composition, lim i = 4 oo,
i 2o x50 x2
im =+oo
X0t X
lim Vi =+e0
2. J mo , donc, par produit, lim Jn (B—n?)=—co.
lim (3—-n?)=—o n=te
lim |x|=+0co
3.9 ) , donc, par quotient, lim |x|2 = + oo,
lim [3——|=3 XOTe A
xX—>—o0 X x
lim —=0 9
4.0 7" Nx donc, par différence, lim (— - \/; ) = —oo,
lim /x = +oo e \x
Jm (4x=3)=-1 . . 4x-3
5h i , donc, par quotient, lim = +oo,
lim 2x-1)=0" x=05 2x—1

x— 0,5

‘ Lorsque la limite du dénominateur vaut 0, il faut déterminer le signe du
dénominateur.

lim (i—3)=—3
6. Jx>—=\ x? ,

lim (4x° +100000) = —co

x> =0

donc, par produit, lim (Lz - 3) (4x3 +100000) = +oo.
x> -\ x

[2] 1. lim (=2x° +3x2 =1) = lim (=2x) = + o,

X —> —oo0

d’ou lim (—2x3+3x2 —1) = +co.

X > —oco
. 11-n? . —n? . -n .. 11-n?
2. lim = lim — = lim — = —o0, d’ou lim = —oo,
n—+e 3p 45 n—+e 3p n— 4o 3 n—>+e 3p 4§
3. Le terme de plus haut degré de (ax? + bx + ¢)? vaut ax* donc :
. . +oosia®>0
lim (ax? +bx+c)® = lim @&’x® = . , dou:
= ¥ = —cosi @ >0
. +oosia>0
lim (ax? +bx+c?) = .
x> == —ocosia<0
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1o lim (5x° —x) = lim 5x° = —oco,
X —> —oo X — —oo
On ne peut en déduire la limite en —oo de f.
lim (5x° —x) =+oo
X > +oo
pour tout x € R,5x* —x < f(x)
donc, d’apres le premier théoreme de comparaison pour les fonctions :

lim f(x)=+oo
X —> +oo

2 _ 2
2.0 lim X227 i 2 im 5=,
X —> —oo0 x2+l X —> —oo0 x2 X = —oo
. 5x?-2x+1 . 5x? .
lim 2222 jim 22— im 5=5;
xo-e x2 4] x> - x x> —e

donc, d’apres le théoréme des gendarmes :

lim f(x)=5.

. 2-_2x-1 . 2 .
o lim Sx—x: lim Si: lim 5=5;
X = too x2+1 X = too x2 X —> +oo
. 5x?-2x+1 . 5x? .
lim o lim 22 lim5=5;
X — +oo x2+1 x>ty X—>+o0

donc, d’apres le théoréme des gendarmes :
lim f(x)=S5.
X = +oo

2 _ 2 _
e lim o kel =—letlim S 2l =1, donc on ne peut conclure quant

=0 x24] =0 x24]
a Pexistence d’une limite en 0 de f.
1
1. f(x) = Ju(x) = g(u(x)), avec g: x> Jxetu: x> 1+
2. u est définie sur R\ {0} et, pour tout x # 0, u(x) = 0.
Donc f'est bien définie sur | —oco; 0[]0 ; + oof.

y Voir chapitre “Généralités sur les fonctions” du 100% exos de 17 S.

3. lim (1+L) =1let lim (l+i) =1let lim (1+L) = lim (l-i-i) = +oo,
X ——oco x2 X—>+oo x2 x—0* x2 x—0" xz
4. Posons X = 1+L.
x2
lim JX =1,donc lim f(x)=1et lim f(x)=1.
— X = —oo X —> —o0
lim X = +oo, donc lim f(x) =+ et lim f(x) = —co.

X — +oo
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EI 1. Pour tout n € N*, u, > 0. Donc il suffit de montrer que tout intervalle ouvert
de la forme ]0 ; ¢[ (avec € > 0) contient tous les termes de la suite a partir d’un certain
rang.

Soit € >0.

1 1 1 1 . a
O<u,<e0<—=<eo=<eoVn>-on>— (car la fonction carré

NV g

est strictement croissante sur R*).

Soitn, le plus petit entier supérieur ou égal a Lz .Alors,pourtoutn > ny, u, €10 ;¢[.
€

Donc la suite (u,) converge vers 0.

2. Soit M un réel négatif.

v, <M & 2n+3<M &S 2n>3-M S n>

3-M

Notons r, le plus petit entier supérieur ou égal a
Alors, pour tout n>n,,v, <M.
Donc la suite (v,) a pour limite —oo quand » tend vers +oo.

3. La suite w, définie, pour tout n € N*par w, = a pour limite —% quand

n tend vers +oo.
Soit € un réel strictement positif :

1 1 1 -
———e<w,<——t+eo —e<w,+—<eo —¢< +—<e
2 2 2 2n+1 2
& -—e<—<eg& —¢< <eg
2(2n+1) 4n+2
<ecar >0>-—¢
4n+2 4n+2
@§<4n+2 (multiplication par 4n+2>0)
€ €
3 1
eSn>———.
4e 2
Notons 7, le plus petit entier naturel ou égal a 4i = %
€

1 1
Alors, pour tout n > n,, w, e:|—5—g : —§+g|:_

1
Donc la suite (u,) a pour limite 75 quand 7 tend vers +oo.

@ 1. a. Le terme de plus haut degré de (2x — 1)* est (2x)* = 16x*.
4x* —3x3 . 4xt 1 . . 4xt=3x* 1
im ———= lim —= lim —, d’ou Iim ——=—.
xo-e (2x—D*  xo-=16x* io--4 oo (2x-1)f 4
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4x* —=3x3 ;. 4x-3
. =x>x
(2x—1)* (2x—1)*

1 1Y 4 3 1
: 3_2.3) — ~ | _ 2| s 28
lim (4x° —3x°) 4><(2) 3><() 673 g

x— 0,5

i _1)4 = O+ -
lim 2x-1* =07

. . 4x -3
donc, par quotient, lim —— = —oo
x—0,5~ (2x = 1)4

‘ La méthode du 1. ne s'applique qu’a linfini.

3 3 P+1 1
2. a. lim X+l = lim X = lim —l’ d’ou lim X = .
xo-eD—3x3 x-o-2_3x3 i-5-= 3 x—-=) — 33 3

Q2-3Wx)P+1 _ X3+l

b. Posons X = 2—3\/; . Alors = .
2-3(2-3Jx)y 2-3X°

lim (2-3vx)=—o0

x> ten » L (2-3x)y+1 1

341 1,donc, par composition, lim —————=——,
lim 2L __1 =i=2-32-3Jx) 3
X>-w2-3X 3

3.a. lim 2nJn =+eo et lim (—n?) = —oo . Il s’agit d’une forme indéterminée.
n—> +oo

n— +oo
Factorisons alors 2nn —n® par le terme qui tend le plus vite vers I’infini (1) :
2
Pour tout 7 > 0, 2n3/n —n? = n? (__1)

Jn

lim n? = +oo

n—> +oo

2
lim | —-1
n—»+m( /n

‘ 2n/n —n? n’étant pas un polynéme, la méthode du savoir-faire ne s'applique
pas ici.

) , donc, par produit, lim (Zn«/; —n?)=—co,
=l n— +oo

o1 . 1 . P
b.e lim — = +oo et lim—— = —oo. Il s’agit d’'une forme indéterminée.
x=0" x x—0" xz

. . . P
Factorisons alors L Lz par le terme qui tend le plus vite vers I’infini (—2) :
X X X
I 1

1
ERE
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. 1 1
100 52 donc, par produit, lin‘} (— - —) = — oo,
lim (x—1) = - RN
1
hn(}i —=—o0 1 1
L) 70X , donc, par somme, lim (— ——) = —oo,
1 x>0\ x x

lim ——=—o0
x—0" x2

‘ Penser a vérifier les résultats obtenus en observant sur la calculatrice les
courbes représentatives des fonctions étudiées.

1. a. hm (l+x2) +ooet lim v/x =+oco. II's "agit bien d’une forme indé-
terminée. o

b. Etudions le signe de la différence.
Pour tout x >0, 1 +x*—2x = (1 —x)*> > 0, donc :

1+x2>2x.

1+ x?

¢. Pour tout x € ]0 ; + oof, c’est-a-dire f(x)> 2Jx.
N J—
Donc la fonction g définie sur ]0 ;+oo] par g(x)= 2x minore f

d. lim vx =+eo, donc lim g(x)=+eo, donc, d'apres le premier théoréme de
X = 4o X —> +oo
comparaison pour les fonctions :
lim f(x)=+-oo.

X = +oo

2. a. Pour tout ne N,—-1<(-1)" <1, donc :
n—-1<n+(-1)"<n+1.

b. Pour tout n e N*:
n—1 n+1
<u, < .
3n+5 3n+5

. n—1 n 1 1

c. lim =lim —= lim —=—.

note 345 noredp no+e3 3
n+1 l

De méme, lim .
no+=3p+5 3

D’apres le théoreme des gendarmes, lim u, = —

n—> +oo
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VARIABLES
M EST_DU_TYPE NOMBRE
n EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIREM
SI(M>0) ALORS
DEBUT_SI
n PREND_LA VALEURO
TANT_QUE(n*sqrt(n)<M) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
n PREND_LA_VALEUR n+1
FIN_TANT_QUE
AFFICHER “n0 ="
AFFICHER n
FIN_SI

FIN_ALGORITHME

2. Non, le fait que u, > M n’implique pas que cette inégalité reste vraie pour tout
n=n.

3. Pour tout n>0, u,=f(n)avec f(x)= x/x.

Etudions les variations de .

by x  3x

Pourtoutx>0,f'(x)=\/;+—=\/;+£=£>0;
2Jx 2 2

[fest donc strictement croissante sur R +.

Par conséquent, la suite (#,) est également croissante sur R*.

4. La suite €tant croissante, n>ny = u, >u, . Or u, > M.
Donc n>n, > u, > M.

5. Soit M un réel strictement positif.
1
u,>M < nln>M < (n)>MeJn>M:

1
& (\/; )?> > (M?3)? car la fonction carré est strictement croissante sur R*

1
S n>(M3)>2.

1
Notons #, le plus petit entier supérieur a ( A73 )>. Alors, pour tout n > ny, u, > M.

Donc la suite (u,) diverge vers + oo

@ Raisonnons par I’absurde.

1. La propriété contraire a « pour tout n, u, </ » est « il existe un entier #, tel que
u, >1I».

2. a. u, > doncu,~1>0, soite>0.
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b. 1+ ¢=u, donc, la suite (u,) étant croissante, pour tout n > my, u, > u, , soit
u, >1+¢, afortiori, u, ¢ 1l—¢e;1+e¢l.

¢. On a trouvé un intervalle ouvert contenant / pour lequel il n’existe pas de rang a
partir duquel les termes de la suite appartiennent a cet intervalle. Cela signifie que
la suite (u,) ne converge pas vers /. D’ou la contradiction.

Donc toute suite (u,) croissante et tendant vers le réel / vérifie, pour tout n, u, <1/.

1. a. Pour tout ne N, u, = u, + nr.

+oosir>0

b. lim u, =4 0sir=0 .
n—> +oo

—oosir<(

2.a.Pourtout ne N*, u, =u;, =(n—1)r =u, —r+nr.

b. Méme réponse qu’au 1.b.

Partie A

1. e Sio=+0c0,alors lim f(x) = Bedas

—cosia<0’

. . +co si (a > 0 et n pair) ou si (@ <0 et n impair)
eSia=—oo,alorslim f(x) = . . . . L.
xoa —oosi (a> 0 et n impair) ou si (a < 0 et n pair)

2. Voici deux algorithmes possibles :

VARIABLES VARIABLES
s EST_DU_TYPE NOMBRE s EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE NOMBRE a EST_DU_TYPE NOMBRE
n EST_DU_TYPE NOMBRE n EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME DEBUT_ALGORITHME
LIRE s LIRE s
LIRE a LIRE a
LIREn LIREn
AFFICHER “f a pour limite” AFFICHER “f a pour limite”
Sl (s==1) ALORS Sl (s==1) ALORS
DEBUT_SI DEBUT_SI
Sl (a>0) ALORS Sl (a>0) ALORS
DEBUT_SI DEBUT_SI
AFFICHER “+infini” AFFICHER “+infini”
FIN_SI FIN_SI
Sl(a<0) ALORS Sl(a<0) ALORS
DEBUT_SI DEBUT_SI
AFFICHER"-infini" AFFICHER"-infini”
FIN_SI FIN_SI
FIN_SI FIN_SI
Sl(s= = -1)ALORS Sl(s= = -1)ALORS
DEBUT_SI DEBUT_SI
Sl ((a>0 ET pow(-1,n) = =1) OU (a<0 ET pow (-1,n) = = -1)) ALORS Sl (a* powl-1,n) >0) ALORS
DEBUT_SI DEBUT_SI
AFFICHER"+infini” AFFICHER+infini"
FIN_SI FIN_SI
Sl ((a>0 ET pow(-1,n) ==1) OU (a<0 ET pow (-1,n) = = 1)) ALORS Sl (a* pow(-1,n) <0) ALORS
DEBUT_SI DEBUT_SI
AFFICHER " -infini” AFFICHER " -infini”
FIN_SI FIN_SI
FIN_SI FIN_SI
FIN_ALGORITHME FIN_ALGORITHME
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Partie B
1. lim f(x) = lim % x x"7, donc :
e Sin< p,alors lim f(x)=0.

e Sin= p,alors lim f(x) =

SR

e Sin > p,alors:
. a
+oosi —>0
Si o0 = +oo, alors lim f(x) = ;
xX—0
—oosi —<0
b

[ . (a .
+ oo sl (Z>Oetn—ppa1r)

(a L
ou si (Z <Oetn—p 1mpa1r).
si o= —oo, alors lim f(x)=
—o0 51 (%< Oetn—p impair)

. [a .
ou si (Z>Oetn—ppa1r)

2.
VARIABLES Si(s==1) ALORS
n EST_DU_TYPE NOMBRE DEBUT_S!
p EST_DU_TYPE NOMBRE St (a/b<0) ALORS
a EST_DU_TYPE NOMBRE DEBUT.SI =~
b EST_DU_TYPE NOMBRE AFFICHER “+infini
s EST_DU_TYPE NOMBRE FIN_SI
L EST_DU_TYPE NOMBRE St (a/b>0) ALORS
DEBUT Sl
DEBUT_ALGORITHME AFFICHER “—infini"
LIREn FIN_SI
LIRE p FIN_SI
LIRE a Sl (s==-1) ALORS
LIRE b DEBUT S
LIRE s Sl ((a*pow(-1,n))/(b*pow(-1,p))>0) ALORS
AFFICHER “f a pour limite” DEBUT_SI
Sl (n<p) ALORS AFFICHER “+infini”
DEBUT Sl FIN_SI
AFFICHER “0” Sl ((a*pow(-1,n)}/(b*pow(-1,p))<0) ALORS
FIN_SI DEBUT Sl
Sl (n=—p) ALORS AFFICHER “—infini”
DEBUT Sl FIN_SI
L PREND_LA_VALEUR a/b FIN_SI
AFFICHER L FIN_SI
FIN_SI -
Sl (n>p) ALORS
DEBUT S|
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1. E(15,999) = 15, B(-25) = 25, B(+2) = 1, E(—f) =5,
2. Pour tout x réel, x—1 < E(x) < x. =
En effet, notons n = E(x). Alors n <x<n+ 1, d’ou E(x) < x.
De I’inégalité (1), on déduit, en soustrayant 1 a chaque membre :
n-1<x-1<n
x— 1< E(x)
x-1<E(x) <x.

3. a. Pour tout x réel :

x—1 < (x)<L
x2+1 < Sxr+l’
b. lim 2L = lim 2 = lim ~=0.

xo-w x2 4] x> -w 2 x> —o0

De méme, lim =0.
v x2 1]

D’apres le théoréme des gendarmes, lim g(x)=0.
Partie A

1. Pour tout x > 0, g’(x)=x + al

x
") =
g(x)_z\/;

2. A=4> 0 Donc le trindme 3X? — 8X + 5 admet deux racines distinctes :

Bx—8Jx +5).

Donc 3X2— 8X +5 = 3(X - 1)()(_2)_
‘ Une méthode plus rapide consiste a remarquer que 1 est solution et factoriser

par (X-1) :
3X2 - 8X+5=(X-1)(3X-5).

3. g'(x)= ﬁ((«/})z —8Jx+ 5)soit :

, _ 3
Ex) =7
25

4.i>Osur R+ et\/;—1>04:>x>1et\/}—§>0¢:>\/;>§<:>x>j,

2Jx

car la fonction carré est strictement croissante sur [0 ; + oo[.
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9

(\/; -1) — 0 + +

5
(( = 3) _ -0 +
Signe de g’(x) + 0 - 0 +
0
Variations de g / \ _4 /

) 27

5.8(4)=4Xx2-4x4+5x2-2soitg (4)=0.

6. g est donc strictement négative sur [0 ; 1[U]1; 4], strictement positive sur
14 5 + oo[ et nulle en 0 et en 4.

Partie B

1. lim l=0et lim =0,donc lim (l—L)=O.

1
X—+oo X X—>+oo ﬁ x>+ \ X \/;

De plus, Xlim X3 =0, donc, par composition lim f(x)=0.
—>+oo X—>+oo

2. a. lim 1 =+ooet lim (—L) = —oo, donc il s’agit d’une forme indéter-

x—0* X x—0" \/;
minée.
o L1 1o
v o
lim (1-+/x) =1 (11
c. Jxo07 , donc, par quotient, lim | ———=|=+ecc.
lim x = 0* =0 \x Jx

De plus, lim X3 =+eo, donc, par composition, lim f(x)=+eo.
X —>+oo x—=0*

1 2 1 1 1
3. Soit x> 0, xX)=| ————=+—|X| ———|, soit :
7 ( e J ( f)
1 3 3 1
xX)=—— +—— )
S(x) FERREY S S
_I5 6. 3
2x3Jx X0 2xUx

Donc f'(x) = _—?+
x
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4. Pour tout x > 0, f/(x) — —6-+15vx —12x +3xyx _ 3X8(®) st bien du signe

2x* 2x*
de g(x) sur |0 ; + oof.
Signe de g(x) - 0 - 0 +
Variations +oo 0
de f
1
64

l.a.—2.c.—3.a.etd.—4.b. et d.

Partie A

2
1 olim f(x)= lim == lim x,donc lim f(x)=+oo.

X—>+o0 Xt x e i

e Deméme, lim f(x)= lim x, donc lim f(x)=—co.

X o0

x—3*

lim x-3=0"

x—3*

lim (x*-10)=-1
2.0 , donc, par quotient, lim f(x)=—oo.
x—3+

o , donc, par quotient, lim f(x)=+oo
111? x=3=0" X3
x—3"

{lim (x> —10)=-1

3.6, admet une asymptote verticale d’équation x = 3.

2x(x—3)—(x* =10)x1 x> —6x+10
(x=3)? INCESE
Etudions le signe du numérateur. A =—4 < 0, donc X2 — 6x + 10 >0 sur R (a = 1>0).
Il en résulte que /’(x) > 0 pour tout x # 3.
Donc fest strictement croissante sur |— oo ; 3| et sur |3 ; + oof.

S

4. Pour tout x # 3, f(x) =

X — oo + oo
Signe de f”’(x) + +
Variations de f° + o0 + oo

e

6.eT:y=f(2)+f'(2)(x-2) avec f(2)=6¢etf'(2)=2,donc T: y=2x +2.
o T':y=f(4)+/f'(4)(x—4) avec f(4)=6¢tf'(2)=2,donc T" : y =2x — 2.

— 0 — o0
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Partie B

1 _(x=3)(x+3)-1 _

1. Soitx#3,x+3— f(x).
x—3 x—3
2 _ 2_0Q_ - -
Autreméthode:f{x]:x 1U:X 9 1:[X 3llx+3l 1:x+3f 1 .
x-3 x—3 x-3 x-3
1 1
2.a.Pourtoutx #3,dx)=x+3 ————(x+3)=———.
x—3 -3

. . =1 .
Donc lim d(x)= lim —— d’ou lim d(x)=0.

X+ x —3 X—>+o0

lim d(x)= lim _—13 d’ot lim d(x)=0.

X—>—o0 X=X — X——o0

La courbe €, se rapproche de la droite (D) au voisinage de I'infini.
b. Six <3, alors x-3 <0etd(x)>0.Six>3, alorsx—3>0etdx)<0.
@, est donc au-dessus de (D) sur | o ; 3], et en dessous de (D) sur |3 ; +oof .

3.

/2'3"45'6'7'8'§1'01'11'21'3x

Soit & un réel strictement positif.

lim v, = -2, donc il existe un entier #, tel que, pour tout n > n, :

v, € [-2—¢;-2+e¢[.

lim w, = -2, donc il existe un entier 7, tel que, pour toutn > n,, w, € |2 —¢; -2 +¢[.

n—>+oo

Notons 7, le plus grand des entiers n, et n,.

Alors, pour tout n > ny, 2 —e<v, <u, <w,<-2+e¢ doncu,e |-2—¢;-2+el.
Donc lim u, =-2.

n—+oco
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1.Soitn e N, n+~/n+1 est la somme de trois termes positifs dont I’un est

strictement supérieur a 0, donc n+ Jn+1>0.
5 1 9 5

2.uy=3;u,=—=; u, =

————= Uy == Uy =——.
3 34427 7 a3 7

y Pour touta #0, a°= 1 en particulier, (-1)°= 1.

3.Pourtoutne N, -1 < (-1)" < 1, donc -3 < 3 X (1) < 3 (multiplication par 3 > 0)
donc —2n -3 <-2n+3(-1)" <-2n+3.

-2n-3 —2n+3
4. Pour tout ne N, <u, < .
n+Jn+1 n+n+1
5. Posons N = /n. Alors :
—2n-3 —-2N?*-3 —2n+3 —2N?+3

= et = a
n+Jn+1 N*+N+1 n+Jn+1 N?+N+1

lim +n =+

n—+oo

6. ¢

—-2N?-3 . —2N? .
lim —— = lim li
Noteo N2+ N+]1 Note N2 N—+eo

|
|
()

.. . —2n-3
donc, par composition, lim ————
=t p+Nn+1

lim ~n =+

*Y.. —2N*+3 _  -2N?
lim ——— = lim =
Noteo N24 N4]1 Note N2 N—>+o0

[
|
[

. . —2n-3
donc, par composition, lim —————=
n=>te p4n+1

7 Pour tout n€ N —2n-3 ey < —2n+3

. T 9 X Y%y X .

ourtou n+n+1 n+n+1
—2n-3 —2n-3

lim ———=lim ———=-2.
nove gyl e pan+l

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim u, = —2.

n—+eco
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W RAPPEL: DERIVEE ET SENS DE VARIATION

Théoréme : Soit fune fonction dérivable sur un intervalle /.

Si f” est strictement positive sur 7, sauf en des valeurs isolées en lesquelles elle
s’annule, alors fest strictement croissante sur /.

Sif” est strictement négative sur 7, sauf en des valeurs isolées en lesquelles elle
s’annule, alors fest strictement décroissante sur /.

Ei% DERIVEE D'UNE FONCTION DE LA FORME g(u)

m Théoréme 1 : Soit # une fonction dérivable sur/eta valeurs strictement positives.
o , u
Alors vu est dérivable sur / et (\/; ) = .
2u

m Théoréme 2 : Soit u une fonction dérivable sur /, et n un entier naturel supé-
rieur ou égal a 2.

Alors u" est dérivable sur I et (u") = u’ X nu"™".

m Théoreme 3 : Soit g une fonction dérivable sur un intervalle /, et a et b deux
réels fixés.

Alors la fonction f: x — g(ax+ b) est dérivable en tout x tel que ax+be [l et

f'(x)=ag’(ax +b)

Ces résultats sont généralisables: soit u une fonction définie et dérivable sur un
intervalle /, et g une fonction définie et dérivable en tout ulx], x € /; alors la fonction
f: x — glulx)) est dérivable sur / et, pour tout x € /:

f(x) = u’(x) x g’(ulx)).
i conTINUITE
1. Définition et propriétés
m Définition

Soient a un réel et fune fonction définie sur un intervalle / contenant a.
On dit que f'est continue en « si lim f(x) = f(a).
x—a

On dit que f'est continue sur / si f'est continue en tout point de /.
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Intuitivement, la continuité de f sur / correspond a lidée que nous pouvons
tracer sur / la courbe représentative de f sans lever le stylo.

EXEMPLE : Les fonctions polynomes, rationnelles, valeur absolue et racine carrée
sont continues sur leur ensemble de définition.

m Si fadmet une limite en a* et en a” et si lim f(x)= lim f(x)=1, alors la
f(x)six#a o o

Isix=a

fonction x — { est continue en a.

m La somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions continues est
continue.

2. Un exemple de fonction non continue :
la fonction partie entiére

Pour tout x €, on appelle partie enticre de x l'unique entier n tel que
n<x<n+1 et on le note E(x).

y

Voir l'exercice 12 du chapitre 1.

V
41 y=E@) e
34 —

2 —

11 —

L o —1
—t + -2
— ¢ + -3

Courbe représentative de la fonction partie entiére
La fonction partie enticre est discontinue en tout @ € Z et continue partout ailleurs.
3. Continuité et dérivabilité

Si fest une fonction dérivable en un réel a, alors fest continue en a.

4

Attention, la réciproque est fausse: les fonctions racine carré et valeur absolue
sont continues en 0, mais non dérivables en 0.
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4, Théoreme des valeurs intermédiaires

m Théoreéme des valeurs intermédiaires (admis)

Soit fune fonction continue sur [a ; b] (ou a < b), alors, pour tout réel k compris
entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel x, € [a ; b] tel que f(x,)=*k.
m Corollaire

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a ; b] (ou a<b).
Alors pour tout réel k£ compris entre f(a) et f(b), il existe un unique réel
X € [a ; b] tel que f(x,)=k.

‘ Le théoreme et le corollaire se prolongent a des intervalles de la forme la; bl,
la; bl, 1a; b], 1 - ; b], [@; + o [, .... Et on remplace alors fla), f(b), par les limites de
fena, b, en —, en +oo.

Par convention, les fleches obliques dans le tableau de variation d’une fonction f
signifient que f'est continue et strictement monotone sur les intervalles correspon-
dants : le tableau de variation permet de déduire le nombre de solutions de
I’équation f(x)=k.

FONCTIONS COSINUS ET SINUS

1. Définitions et premiéres propriétés

m La fonction cosinus est définie sur R et notée cos ; elle associe a tout réel x
I’abscisse du point du cercle trigonométrique ayant pour affixe x.

La fonction sinus est définie sur R et notée sin ; elle associe a tout réel x 1’ordon-
née du point du cercle trigonométrique ayant pour affixe x.

® Propriété 1: Pour tout x € R’ —1<cos(x)<let —1<sin(x)<1.

m Propriété 2 : Pour tout x € R, cos(x +2n) = cos(x) et sin(x + 2x) = sin(x).
On dit que les fonctions cosinus et sinus sont périodiques, de période 2.

La courbe représentative sur R de la fonction cosinus (resp! de la fonction
sinus) se déduit de celle sur ]—n;n] par translations de vecteurs 2kmi,
keZ.

m Propriété 3

Pour tout x € R, cos(—x) = cos(x) : on dit que la fonction cosinus est paire. Sa
courbe représentative est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

Pour tout x € R, sin(—x) = —sin(x) : on dit que la fonction sinus est impaire.
Sa courbe représentative est symétrique par rapport a 1’origine O du repere.

2. Variations et représentations graphiques

B Propriété 4: La fonction cosinus est dérivable sur R et, pour tout réel x :
cos’(x) = —sin(x).
La fonction sinus est dérivable sur R et, pour tout réel x, sin’(x) = cos(x).
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Tableaux de variation sur ]—n ; n] :

de de

0 0
X > COS X / \ X+ sin x
-1 -1

Courbes représentatives

1 0 1
Variations / \ Variations / \
/0 0
-1

f(x) = cos(x)

K
/5n on _WL 0 L\r/in 2n O\ 3m
2 2 2 14 2 2 2

Les fonctions cosinus et sinus n‘admettent pas de limite en +eo ni en —eco.

3. Autres propriétés

o . sinx
B Propriété 5 : lim =1.
=0 x

Ce résultat provient de la définition de la dérivabilité en 0 de la fonction sinus.

u Fonctions de la forme cos(u«)
Soit u# une fonction définie et dérivable sur un intervalle /. Alors la fonction
cos(u) : x > cos(u(x)) est définie et dérivable sur 7 et (cos(u))” = —u’ X sin(u).

m Fonctions de la forme sin(«)
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.
Alors la fonction sin(u) : x > sin(u(x)) est définie et dérivable sur / et :

(sin(u))” = u’ x cos(u).
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SAVOIR-FAIRE

1. Etudier les variations d’une fonction de la forme f(u)

On reconnait la forme f(u), puis on applique la formule de dérivation sans
oublier le facteur u".
EXEMPLES

f . . . 2x% —1)*
a. Etudier les variations de la fonction f'définie sur R par f(x)= M

2
1
f=§><u3, avec u:x — 2x? —1.

Pour toutx € R :
1 1

f'(x)= 5 Xu' X 3u? = 5 X 4x x3(2x% —1)? = 6x(2x% —1).
f’(x) est du signe de 6x, c’est-a-dire négative sur R~ et positive sur R*,

1
— et
V2
[fest donc strictement décroissante sur ] —oo 0] et strictement croissante
sur ]0 s+ oo[.
b. Calculer la dérivée sur ]—oo ; 3[ de f:x+— (3—x)v3—x. En déduire les

1 . .
De plus, f’(x) s’annule en 0, —E, qui sont des valeurs isolées.

variations de f'sur ]—oo ; 3].
f(x)=gB-x)=glax+b)aveca=—-1,b=3et g:t > t/t.
Or g’(t)=\/;+L=§\/z Donc, pour tout xe] 0;3 [:

2t
f’(x)=a><g'(ax+b)=(—1)><%\/3—x =—%\/3—x <0.

Donc fest strictement décroissante sur ]—oo H 3]‘

2. Rédiger et appliquer le corollaire du théoreme
des valeurs intermédiaires

Apres avoir montré chacun des points, rédiger selon le schéma suivant, qui
montre que I’on a bien toutes les hypothéses du corollaire du théoreme des
valeurs intermédiaires.

e fest continue et strictement croissante/décroissante sur I'intervalle ... ; ...
o k est compris entre... et ... (valeur ou limite).

Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation
f(x)=k admet une unique solution ... sur I'intervalle ... ; ...
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EXEMPLE : Soit f* la fonction définie sur ]—oo ; 3] par f(x)=3—-x)V3—x.
Montrer que I’équation f(x)=15 admet une unique solution sur ]—oo ; 3].
e Calculons tout d’abord la limite en —oo de £

lim(3—x)=+e

) donc lim f(x)=+-co.
Jim XX =+oo Am )
oo

e fest continue et strictement décroissante sur I’intervalle ]—oo ; 3].
e 5est compris entre f(3)=0 et lim f(x)=+oo.
Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation
f(x) =5 admet une unique solution sur I’intervalle ]— oo ; 3].

3. Déduire d'un tableau de variation
le nombre de solutions de l'équation f(x)=k

‘ Considérer séparément chacun des intervalles sur lesquels f est strictement
monotone.

EXEMPLE : Soit fune fonction définie sur R dont on connait le tableau de
variation.
Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = 0.

X —oo 0 2 +oo

Variations de f 3 0

D’apres le tableau de variation, I’équation f(x) =0 admet :
e aucune solution sur ]—oo ; 0] (puisque 0 n’est pas compris entre 2 et 3) ;

e une unique solution sur ]0 ; 2] (puisque —1<0<3);

e aucune solution sur [2 s+ oo[, fétant strictement croissante sur cet intervalle
et ayant pour limite 0, nécessairement f est strictement négative sur [2 ;+ oo[.

L’équation f(x) =0 admet donc une unique solution sur R.

4. Déterminer une valeur approchée
a 102 prés de x,, solution de f(x) =k

e Entrer 'expression de f(x) dans la calculatrice.
e Régler le pas en lui donnant la valeur 1. Chercher dans la table I’entier #,

tel que f(ny)<k< f(n,+1).
o Régler le pas a 0,1 et prendre comme valeur de départ de la table x = n,.
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Lire dans la table un encadrement a 10" pres de x, (a<x, <b).

o Régler le pas a 1072 et prendre comme valeur de départ de la table x =a.
Lire dans la table un encadrement a 107> pres de x,,.

EXEMPLE : (Suite de I’exemple du Savoir Faire 2)

La fonction f'est définie sur ]—oo ; 3] par f(x)=(3—-x)Vv3—x. Déter-
miner un encadrement a 1072 prés de I’'unique solution x, de I’équation

f(x)=5.

Pasde 1: Pas de 0,1 :
X Y, X Y,
0 5,19615 0 | 519615242
1 2,82842 0,1 4,93852205
Donc 0< x, <1. Donc 0< x, <0,1.
Pas de 0,01 :
X Y,

0,07 | 5,01535213
0,08 | 4,98969819

Donc 0,07 < x, <0,08.

5. Déterminer la limite en +o d'une fonction de la forme
f(cos(x)) ou f(sin(x))

On ne peut appliquer le résultat sur les compositions de limites, puisque ni

cos ni sin n’admettent de limite & I’infini. L’idée est donc d’encadrer cos(x)

ou sin(x) a I’aide de la propriété 1. du IV 1., puis d’appliquer si possible le

théoréeme des gendarmes.

EXEMPLE : Déterminer la limite en +oo de la fonction f'définie sur [0 ;+ <>°[
sin(x)

par f(x) = -

Pour tout x >0, —1<sin(x)<1.

Donc (multiplication par 1 >0):
X

e rm<t.
X X

I B | . -
lim —=1lim —=0. Donc, d’apres le théoréme des gendarmes :

Xote X x>t x

lim f(x)=0.

X—+oo
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EXERCICES D'APPLICATION

DEFINITON DE LA CONTINUITE | % | 10 min | ». 59 |
¥ o4 six# -2

1. Soit /" la fonction définie sur R par f(x)=< x+2 .
—4six=-2

Etudier la continuité de la fonction fen —2.

y

® On pourra transformer l'écriture de f(x) lorsque x # —2.

e \oir le cours, IV 3.

Isix=0
2. Soit g la fonction définie sur [—1 ; 1] par g(x)=1sin(x) .
— six#0
X
Montrer que g est continue en 0.
I3 conTINUITE ET ENCADREMENT | % | 10 min | »p. 59 |
xsin ! six#0
Soit 4 la fonction définie sur R par h(x) = X ,
0six=0

1. Démontrer que, pour tout x >0, —x < A(x) < x. En déduire la limite de
hen 0",

2. Démontrer que, pour tout x <0, —x > A(x) > x et en déduire la limite de 4
en 0.
3. Montrer alors que / est continue en 0.

4

Voir le cours, II1.1.

E} umites | %% | 30 min | »p. 59 |

1. Déterminer la limite en o de chacune des suites ou fonctions suivantes :

1
a. u, =cos| — | et oo =+oo,
n

x* 43

— ¢t
x2+3+ |cos(x)|

b. f(x)=

= — 00

c. v, =n>—=3cos(n) et o= +oo.

n
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d. g(x)=— 1 et a=0"
sin(x)

‘ Pour les 1.b. et 1.c., voir le savoir-faire 5.

2. Soit h la fonction définie sur :l—g ; g[ par i(x)=

Déterminer les limites de 4 aux bornes de son ensemble de définition.

4

sin(x)
cos(x)

h est la restriction de la fonction tangente a lintervalle }_n ; ”[,
2 2

ALGORITHME : RACINES CUBIQUES | %% | 35 min | »p. 60 |

Notons f'la fonction cube définie sur R.

1. Justifier que f'est continue et strictement monotone sur R

2. Soit k un réel. Montrer que I’équation x* = k admet une unique solution x,
sur R.

3. Donner la solution de chacune des équations :

=1, x*=0,x3=-1, x3=27, x3=-8, x*=125.

4. Ecrire un algorithme associant a un réel & positif :
e la valeur de x, si x, est un entier ;
e un encadrement a I’unité de x, sinon.

‘ Utiliser la boucle « Tant que ».

5. Ecrire un algorithme associant a un réel k positif un encadrement au dixiéme
de x,.

On ne traite pas ici le cas k négatif, mais, comme la fonction cube est impaire,

si lalgorithme appliqué a |k|=—k donne a<|k|<b, alors -b<k<-a.

THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES
ET TABLEAU DE VARIATION | x | 25 min | »p. 62|

Soit fune fonction définie sur R dont voici le tableau de variation :

X — 0 4 + o0

Variations de f \ / \
-2 0

1. Déterminer, en justifiant, le nombre de solutions :
a. de I’équation f(x)=4;
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b. de I’équation f(x)=—-2.
‘ Voir le savoir-faire 3.

2. Sans justification, donner le nombre de solutions de I’équation f(x)=m
selon les valeurs du réel m.

I 1HEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES | x| 20 min | »P. 62|
Soit f'la fonction définie sur [0 ; + oo[ par f(x)=2(x—06)+sin(x).

1. Etudier les variations de f
2. Déterminer la limite de f'en + oo.
3. Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x)=0.

‘ Voir le savoir-faire 2.
4. Donner une valeur approchée a 1072 pres de(s) antécédent(s) de 0 par f.

‘ Voir le savoir-faire 4.

FONCTIONS COMPOSEES | %% | 35 min | »p. 63 |

1. Etudier le sens de variation de chacune des fonctions définies ci-dessous :
‘ Voir le savoir-faire 1.

a. fest définie sur [2,5 ; + oo[ par f(x)=+2x-5.
b. g est définie sur [0 ; + oo[ par g(x)= (2\/; —1)%.
c. h est définie sur R par A(x)=+/3x>+1.

. 2 1
d. k est définie sur [— ; + oo|: par k(x)=sin—.
T X

y

On sera amené a étudier le signe de cos(x) sur ]0 ; g]

2. Soit f la fonction définie sur I:O ; g} par f(x)=cos (g - 4x).
a. Calculer f”(x) pour x € [0 ; g]

B LU . . (T
b. Résoudre sur [O ; 5] I’équation sm(E - 4x) =0.

‘Voir programme de 1 S.
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c. Recopier et compléter le tableau suivant :

X 0 - 3 z
8 8 2
T _ax
2
. (=
Signe de sm(z - 4xJ
Signe de f"(x)
Variations de f
IE} Foncrion composkE ET cosiNus | * | 30 min | »P. 64 |

Soit f1a fonction définie sur [O ; n] par f(x)=cos (2x).
1. Etude des variations de f
a. Caleuler f”(x) pour x €[0 ; ).

b. Résoudre sur [O ; n] I’équation sin(2x) =0.
‘ Voir programme de 17 S.

c. Recopier et compléter le tableau suivant :

o a

2x

Signe de sin (2x)
Signe de f'(x)
Variations de f

2. Résoudre I’équation f(x)=0.
. 1
3. Résoudre I’équation f(x) = 5
4. Déterminer I’équation des tangentes 7'et 7" a 6, aux points d’abscisses respec-

tives 0 et E.

5. Tracer T, T” et 6, dans un repére orthogonal, avec comme échelle en abscisse

T
1 cmpour —.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

IE] oériNiTioN DE LA coNTINUITE | x% | 15 min | »». 66 |
2x3+7x*+2x-3 1
21 75
Soit f'la fonction définie sur R par f(x)= xl
osix=—
2

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout x réel :
2x3 +7x* +2x—-3=2x - 1)(ax* + bx +¢).

4 Développer (2x —1)(ax? + bx +c) et regrouper les termes de méme degré, puis
comparer ses coefficients a ceux de 2x® +7x2 +2x — 3.

2. Pour quelle valeur de o la fonction f est-elle continue sur R ?

FONCTION CONTINUE NON DERIVABLE | *% | 20 min | »P. 66 |

1.
xsin— six#0

Soit f1a fonction définie sur R par f(x) = X
0six=0
1. Déterminer la limite en + oo et en — o de SH;(X .

2. Etudier alors la continuité de f'en 0.
3. Etudier la dérivabilité de fen 0.

‘Voir la remarque en fin de paragraphe IV-2.

4. Visualiser a I’aide d’un logiciel la courbe représentative de la fonction f.

ETUDE DE FONCTION ET THEOREME
DES VALEURS INTERMEDIAIRES | % | 35 min | »P. 68|

Soit f'la fonction définie sur ]—oo ;- 2[U]—2 ; +<>o[ par:
X +xt+x+1
X)=——————
S x+2

1. Déterminer les limites de f'aux bornes de son ensemble de définition.
2. Calculer f”(x).
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3. On note g la fonction définie sur R par g(x)=2x*+7x* +4x+1.

a. Etudier les variations de la fonction g et dresser son tableau de variation
complet.

b. Montrer que I’équation g(x)=0 admet une solution unique sur ]—oo ; — 2[,
que ’on notera o. Donner un encadrement de oo a 107> pres.

c. L’équation g(x)=0 admet-elle d’autres solutions dans R ?

4. Dresser un tableau indiquant, en fonction de x, le signe de f’(x) et les varia-
tions de f.

E¥] Foncrion coMPosEE Flu) | %% | 25 min | ». 69 |

. . . 1
On considere la fonction f'définie sur R par f(x)=— (\/3x2 +4-x/3 )
1. Déterminer la limite de f'en — co. 2
2. On veut maintenant déterminer la limite de f'en +oo.

‘ Pour cela, lever lindétermination en multipliant numérateur et dénominateur
par l'expression conjuguée (\/3)(2 +4+ x\/§)

3. Bcrire f” (x) sous forme d’un quotient.
4. Résoudre dans [0 ; +o<>[ I’inéquation 3x < +/9x2 +12.

5. Etudier le signe de f” (x) sur R et en déduire les variations de f.

m FONCTION x — sin-- | x% | 25 min | »P. 69 |
X

Soit f1a fonction définie sur [ZL ; + oo[ par f(x)= sinl.
T X
1. Déterminer la limite de f'en + co.
1
2. Caleuler f”(x) pour x 22—.
n

oo . . 1 2 2 2
3. Etudier le signe de f '(x) sur chacun des intervalles [— ; —[, ] ; —[

T 3n RY I/
2
et |— ; +oo|.
T

‘ Pour chaque cas, on doit se poser les questions suivantes : A quel intervalle

a1 . S .
appartient — ? Quel est le signe de la fonction sinus sur cet intervalle ?
X

4. Dresser le tableau de variation complet de f.
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EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

ALGORITHME DICHOTOMIE | %% | 45 min | »p. 70 |

Ici, f désigne une fonction strictement croissante sur R et vérifiant :
lim f(x)=—eo
x——oo

lim f(x)=+oco

X—>+eo

Nous allons créer un algorithme associant a une telle fonction f/1’unique solution
(notée x,) sur R de I’équation f(x)= 0. Cet algorithme procéde « par dichoto-
mie », de la maniére suivante.

Admettons que ’on connaisse deux réels a, et b, tels que f(a,)<0 et
f(by)>0. On sait, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
que x, € [a0 ; bo].

. + b, .
1" étape : On veut situer x, par rapport au centre ¢, = D% de Pintervalle
[ao ;bo].
a, +b
X a, G = % b,
Variations de f J(by
S(ay)

Si f(c,) <0, nécessairement x, € [co ; bo]. On pose alors a, =c, et b =by;

si f(c,)> 0, nécessairement x, € [a0 ; co]. On pose alors ¢, = a, et b, =c,.
Alors x, € [al ;bl].

, . a, + b, ..
2¢ étape: On veut situer x, par rapport au centre ¢, = 5 de I’intervalle
la, ; by].

Si f(¢) <0, nécessairement x, € [c1 ; bl]. On pose alors a, = ¢, et b, =b;
si f(c,)> 0, nécessairement x, € [al ; cl].On pose alors a, =a, et b, =¢,.
Alors x, e[a2 ;bz].

On continue jusqu’a obtenir un encadrement a la précision souhaitée. Dés que
b, —a, <e, ons’arréte : ’encadrement a, < x, <b, obtenu est bien un enca-
drement a € pres.

1. Soit f'la fonction définie sur R par f(x)=x*+x—17.

a. Vérifier que f est strictement croissante sur R et que lim f(x)=—oo
. X—>—oo
et lim f(x)=+oo.
X—>+oo

b. Calculer f(0) et f(5). Onpose a, =0 et b, =5.
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c. Déterminer ’intervalle [a1 ; bl].

d. Continuer jusqu’a obtenir un encadrement a 0,2 prés de x,.

2. Dans Algobox, entrer la fonction f (= F,). Ecrire un algorithme qui, aux réels
a et b, associe un encadrement a 1072 prés de x,.

‘ a, b et ¢ prendront successivement les valeurs ay, by, ¢; ; a;, by, €y ...

3 2
3. Tester I’algorithme avec la fonction F; = g — x? + Y +x—5avec a=0et

b=10.

E¥J avec pes vaLeurs ABSOLUES | x%% | 60 min | »p. 72 |

Soit ’application fde R dans R définie par f(x)=, /|x2 —6x+ 5|, et soit 6,

sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repere orthonormé (O 7;7).
On appelle A et B les points de 6, d’abscisses respectives 1 et 5.

Y

—'5—4—'3—'2—'110Ai 21314 13B¢glelglolins

1. Ftudier, suivant les valeurs de x, le signe du polyndme x2 —6x+35 et

I’expression de f'(x) sans le symbole « valeur absolue ».

2. Déterminer la limite de f'en + oo et en — oo,

3. Etudier la continuité de fen 1 et en 5.

S = f)
x=5

4. a. Calculer la limite en 5* de . fest-elle dérivable en 5 ?

b. Calculer la limite en 1~ de M [fest-elle dérivable en 1 ?
X—

‘ Utiliser la forme factorisée de x?2 —6x+5 et regarder le signe de chaque facteur.

5. Etudier les variations de f.
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6. Soit I le point de coordonnées (3 ; 0). Démontrer que pour tout x appartenant
a lintervalle [1 ; 5], le point M de coordonnées (x i f (x)) est a une distance
constante de [.

En déduire la nature géométrique de 6, lorsque 1< x <5.

FONCTION TANGENTE | %% | 45 min | »p. 74 |
. . . . sin(x)
La fonction tangente est la fonction qui a x associe tan(x) = =%
cos(x

1. Résoudre dans R 1’équation cos(x) = 0.

2. En déduire ’ensemble de définition D,,, de la fonction tangente.

3. Montrer que la fonction tan est n- périodique, c’est-a-dire que pour tout
xeD,,, tan(x+r)=tan(x). En déduire qu’il suffit d’étudier la fonction

tan

T W
tangente sur |—— ; —|.
]2 i

‘ Voir un chapitre de trigonométrie de 17 S.

4. Déterminer la limite de tan(x) aux bornes de I'intervalle ]—g ; g[
. T N
5. Démontrer que, pour tout x € ]_E ; 5[, tan(x) =

=1+ tan?(x).
cos?(x)

En déduire les variations de la fonction tangente.

6. Déterminer les valeurs de tan(0), tan(%) et tan(—%).

7. Tracer la courbe représentative de tan dans un repére orthogonal (O ;i ; 7).

(On tracera la courbe sur _3n ; 3 ).
2 2
CONTROLE
QCM | *% | 20 min | »P. 76 |

1. La dérivée de x — /x> +1 est:
2x 1

1 X
a —; b. ——; . ——; d ——.
Vx?+1 Vx?+1 Vx?+1 24x% +1
2. Soit fune fonction continue sur [2 ; 5] ettelleque f(2)=3 et f(5)=-1.
L’équation f(x)=0 admet :
a. aucune solution ; b. une seule solution ;
¢. au moins une solution ; d. au plus une solution.
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3. La fonction cosinus :

. b .. T T
a. est croissante sur [0 ; E]’ b. est décroissante sur [_E ; 5] ;
. T , .
¢. admet un maximum en 5 R d. est décroissante sur [0 R n].
. cos(x)—1 .
4. La fonction x —» ————— a pour limite, quand x tend vers 0 :
X
a.l; b. 0 ; C.+oo; d. — oo,
ETUDE D'UNE FONCTION | % | 60 min | ». 76 |

-4
Soit f 1a fonction définie sur R par f(x) = xz o
X

Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x)=x>+3x+38.

1. Etudier les variations de g.

2. Démontrer que I’équation g(x)=0 admet une unique solution o dont on
donnera un encadrement d’amplitude 1072,

3. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B. Etude de f
1. Etudier les variations de f.
f(@) 3

2. Démontrer que > En déduire un encadrement de f(ov).

o

‘ A partir de 'égalité gla)=0, exprimer o en fonction de o et reporter dans
: . flo)
lexpression de —.
o
3. On note () la courbe représentative de f dans un repére orthonormal
2.5
(O51i3)).
a. Déterminer I’équation réduite de la tangente (7') a la courbe représentative
(‘) de fau point d’abscisse 0.
b. Préciser les positions relatives de (€) et de (7).

c. Tracer (€) et (T') (unité graphique lcm).

CONTROLE

BT ouesTion pE cours | %% | 20 min | »p. 77 |

L’objet de cet exercice est de démontrer que toute fonction dérivable en un
réel a est continue en a.

Soit I un intervalle contenant @ ou dont a est une borne, et soit f une fonction
définie sur [ et dérivable en a.
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1. Rappeler la définition de la dérivabilité de f'en a.

2. Notons g la fonction définie sur 7 \ {a} par g(x)= M.
X—a

a. Soit x un réel tel que x e/ et x# a. Exprimer f(x)en fonction de x,
aetg.
b. Démontrer que f est continue en a.

EX) caicuL paire | %% | 35 min | »P. 78 |

Le plan orienté est muni d’un repere orthonormé (O; i 7).

I
I
I
I
1
e
I
I
I
1
1
I
I

I
I
I
1
1
I
I
I
s
1
1
I

Pour tout x € [0 ; g[, on note M le point du cercle trigonométrique d’affixe

x, et T le point d’intersection de 1’axe des abscisses avec la tangente au cercle

en M.
On note L(x) la longueur OT, et A(x) I’aire du triangle OMT.

1. Quel est le signe de cos(x) et de sin(x) sur [0 ; gl:"
2. Montrer que L(x) =

cos(x)
sin(x)

3. Etablir que MT = et en déduire 1’expression de A4(x).

cos(x)
‘ Pour tout réel x, \/?:‘x‘.

4. Etudier les variations de la fonction x > A(x) sur I:O ; g[

. . T e
5. Déterminer la limite de 4(x) quand x tend vers 2 par valeurs inférieures.
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CORRIGES

1. ‘ Un des moyens d'établir la continuité en a d'une fonction f est de
transformer U'écriture de f(x) pour x # a.

(x=2)(x+2)
=2
lim f(x) = lirg(x—2)= -4

Pour tout x # -2, f(x)= =x-2, donc:

lin}2 f(x)= f(=2), donc fest continue en —2.

in(x)

Sies) 1, donc 1irr(}s

2. D’apres le cours, lim
x—=0 X

= g(0).

La fonction g est donc continue en 0.

(1
[ 2] 1. ¢ Pour tout x>0, —1<sm(—)<1.
X

. (1 .
Si x>0, —1xx<s1n(—)xx<1><x soit :
X

—x < h(x) < x.
¢ limx = lim (-x)=0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

x—0* x—0*

lilg h(x)=0.

(1
2. ® Pour tout x <0, —1<sm(;)<1.

. (1 .
Si x>0, —1><x>s1n(—)><x>l><x soit :
X

x< h(x)<—x.

¢ limx = lim (—x) =0 donc, d’apres le théoréme des gendarmes :

x—0" x—0"

lirgl_ h(x)=0.
3. On en déduit que lirgg h(x) = lirg h(x)=0.

Donc 4 est continue en 0.

l.a.\""™n » donc, par composition, lim u, =1.
lim cos(X) =1 o
X-=0
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b. Pour tout Xx€R, 0<|cos(x)|<1, donc x*+3<x*+3+]cos(x)|< x? +4,
d’ou :
1 1 1
< <—.
x2+4 ~ x*+3+cos(x)|  x*+3

x2+3

Donc < f(x)<1.
x2+4 F&)
2 45 2
lim 2~ 3 = lim = lim1=1. D’apres le théoreme des gendarmes :

X——o0 xz =+ 4 X—>—oo0 x2 X—>—o0

lim f(x)=1.
c. Pour tout n, —1<cos(n) <1, donc 3>—-3cos(n)>—3 (multiplication par
-3<0),donc n*-3<v, <n*+3.
rmqﬁ—$=+m

donc, d’apres le premier théoréme de comparaison :
pour tout n, v, > n?> —3

lim v, =+ oo.

lim sin (x) =0"
x—0"
d 1 , donc lim g(x)=—oo
lim — = —oo 5=0
X-0- X

donc, par quotient, lim /A (x)=—co.
xo-

x——— 2

lim sin(x) =1

xo—
2

donc, par quotient, lim /(x) = +oco.

x—o =
2

lim cos(x)=0*

T
x——
2

1. f'est une fonction polynome, donc elle est continue et dérivable sur R.
Pour tout x réel, f'(x)=3x%.

7 est positive sur R et s’annule en 0, donc f est strictement croissante sur R.
2. Soit k un réel.
e fest continue et strictement croissante sur R.

e kest compris entre lim f(x)=—c0 et lim f(x)=+-co.
X—>—o0 X—+ oo
Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, 1’équation
x3 = k admet une unique solution x, sur R.
3. *=lesx=1, =0 x=0, X*=-lsx=-1,
xX*=27<x=3, =8 x=-2, x* =125 x=5.
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VARIABLES
k EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE K
b PREND_LA_VALEUR 0
Sl (k >=0) ALORS
DEBUT_SI
TANT_QUE (pow(b,3)<k) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
b PREND_LA_VALEUR b+1
FIN_TANT_QUE
a PREND_LA_VALEUR b-1
Sl (pow(b,3)==k) ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “X0 ="
AFFICHER b
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON

AFFICHER “x0 est compris entre”

AFFICHER a
AFFICHER “et "
AFFICHER b
FIN_SINON
FIN_SI
FIN_ALGORITHME

VARIABLES
k EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE K
b PREND_LA_VALEUR 0
Sl (k>=0) ALORS
DEBUT_SI
TANT_QUE (powl(b,3)<k)FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
b PREND_LA_VALEUR b+1
FIN_TANT_QUE
a PREND_LA_VALEUR b-1
Sl (pow(b,3)==k] ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “x0 ="
AFFICHER b
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
b PREND_LA_VALEUR a
TANT_QUE (pow(b,3)<k) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
b PREND_LA_VALEUR b+0.1
FIN_TANT_QUE
a PREND_LA_VALEUR b-0.1

AFFICHER a
AFFICHER “et”
AFFICHER b
FIN_SINON
FIN_SI
FIN_ALGORITHME

AFFICHER “x0 est compris entre”
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‘ Le logiciel Algobox n’est pas capable de tester correctement une égalité du style
«si b® =k alors... » s'il s'agit de décimaux. On doit donc se contenter ici d'inégalités
larges pour l'encadrement de x,.

El 1. a. D’apres le tableau de variation, I’équation f(x) =4 admet :

une unique solution sur |—co ; 0], puisque 4 €[-2 ; +oo[ ;

aucune solution sur [0 ; + o[, puisque 4 est strictement supérieur au maximum 7.
L’équation f(x)=4 admet une unique solution sur R.

b. D’apres le tableau de variation, I’équation f(x)=—2 admet :

une unique solution sur |-oo ; 4], puisque —2 est le minimum de f sur cet intervalle
et n’est atteint qu’une fois ;

aucune solution sur [4 ; +oo[, car 2 ¢ |0 ; n].

Donc I’équation f(x)=-2 admet une unique solution sur R.

2. L’équation f(x)=m admet :

o aucune solution si m < -2 ;

o une solution si m=-2 ;

o deux solutions si m € |-2;0];

o trois solutions si me ]0; n[;

® deux solutions si m=m;

© une solution si m > x.

El 1. Pour tout x>0, 7’(x)=2+cos(x)>1 car cos(x)>—1.

Donc f”est strictement positive sur R*, donc f'est strictement croissante sur R*.
2. Pour tout x >0, sin(x) >—1 donc f(x)>2(x—6)—1>2x—13.

De plus, xlfi (2x—13) = +oo. Donc, d’apres le premier théoréme de comparaison,

lim f(x)=40co.

X—>4oo

‘ Voir le chapitre 1, premier théoréme de comparaison.

3. e fest continue et strictement croissante sur [0 ; +oo[ ;
e 0 est compris entre f(0)=—12 et lim f(x)=+oo.
X—>+oo

Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation
f(x) =0 admet une unique solution sur R*.

4.

X Yl
6,08 | —0,04179013
6,09 | —0,01198592
6,1 0,0178375
6,11 0,04767912
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0 est compris entre f(6,09) =—0,01 et f(6,1)= 0,02, donc un encadrement a
1072 de I’'unique antécédent x, de 0 par fest :

6,09 < x, <6,1.

1. a. fest de la forme g (ax+b) avec g: x> +/x et a=2 et b=-5.
Donc, pour tout x >2,5:

1

1
= > 0.
22x-5 2x-5

Donc fest strictement croissante sur [2,5;+oo[.

f/(x)=2xg"(2x-5)=2x%

On peut aussi écrire f = Ju avec u: x = 2x—5. (Voir le cours, théoréme 1).

b. g est de la forme u°avec u: x> 24x 1.
Donc g’ =u’ x 5u* soit, pour tout x>0
g'(x)=(2><LJ><5(2\/§—1)4 =2 x(2Vx-1)' > 0.
2x Jx
De plus, g’ s’annule lorsque Jx = %, c’est-a-dire pour x =% (valeur isolée).

Donc g est strictement croissante sur [0 3 oo[.

4

¢. hest de la forme ~Ju avec u: x> 3x>+1 donc /' = “

N

6x 3 >0s1ix>0
23x% +1 _\/3x2+1 <0six<0

Pour tout xe R, 7'(x)=

Donc 4 est strictement décroissante sur [—oo g 0[ et strictement croissante sur
[05+0o[.

. 1 ’ ’
d. k est de la forme sin(u) avec u: x+>— donc k" =u’ xcos(u).
x

2 1 1
Pour tout x > =, k’(x)= ——xcos(—).
T x? x

2 1 = . . . .. T
Or x>—=0<—< 5 La fonction cosinus est strictement positive sur |0 ; E
T X

sl @i
enueen2~

1
Donc cos(—)>0 sur :|z ;+oo[ et k’(x)<0 sur ]E ;+(x,|:.

X T 1Y

2
Donc k est strictement décroissante sur [— ; +oo[.
T
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2. a. fest de la forme cos(u) avec u : x|—>§—4x donc [’ =u" x(—sinu).
n , (n .
Pour tout xe[O ; 5], f(x)= (—4)x(—sm(5—4x)) soit :
f(x)= 4sin(§ - 4x).

b. Soitxe[O; E]:

2
sin(g—4x)=0<:>g—4x=0+kn (kelZ)

n
(:)4x=5—kn (keZ)

ox=2-1E (ken)
8 4

c.
0 Z B z
g 8 8 2
T n 3n
24 had _ il
n 2 0 T 2
. T
Signe de (E - 4x) + 0 - 0 +
Signe de f'(x) = 4sin(g - 4x) + 0 - 0 +
Variations de f 1 0
. /v \ _1/

‘ Les valeurs de gfﬁx décroissent.

1. a. fest de la forme cos(u) avecu : x> 2x. Donc [ =u’x(—sinu).
Pour tout x €[0 ; nt], /7 (x) = —2sin(2x).

4 On peut aussi considérer f(x)=cos(ax+b) avec a=2etb=0 [cf cours, I,
théoreme 3).
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b. Soit xe[O ;n]:
sin(2x)=0 < 2x=0+4kn (k € Z)

<:>x=0+kg (kez)

sin(2x)=0(:)(x=00ux=§0ux=n) car x€[0 ; n].

X 0 g T

2x 0 T 2n

Signe de sin(2x) 0 + 0 = 0

Signe de f’(x) = -2 sin(2x) 0 - 0 + 0

Variations de f 1 1
\ . /

3n

2. f(x)=0=cos(2x) =0 (Zx = g ou 2x = 7) (car 2x décrit [0 ; 2x])

f(x)=0(:)(x=§ 0ux=¥).
3. f(x)= % & cos(2x) = % & cos(2x) = cos =~

5
= (Zx = g ou2x = ?n) (car 2x décrit [0 ; 2m])

1 T Sn
f(x)—E@(x—Eoux—?).

4.0T: y=f(0)+ f'(0)x(x—0) avec f(0)=1etf’(0) = 0.
Donc T: y=1.

T': y=f(§)+f’(g)x(x—g) avecf(§)=—1 etf’(%):O_

Donc T": y=-1.
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/6 0 w6 \w3 w2 2v3¥ sme m X

1. Pour tout x réel :

(2x —1)(ax2 +bx + c) =2ax3 + (2b—a)x2 +(2€ —b)x—c.

Donc 2x* +7x? +2x —3 = (2x —1)(ax® + bx + ) pour tout x si, et seulement si :

2a=2
a=1
2b—a=17 .
, soit <b=4
2c-b=2
c=-3
—c=-3

‘ Ily a plus d’équations que d'inconnues. La résolution de la 4¢ équation constitue
une vérification.

Donc, pour tout x réel, 2x° +7x? +2x -3 =(2x—1)(x? +4x-3).

2. Pour tout x #——,

(2x —1)(x2 +4x+3) s )
=x?+4x+3, donc hmlf(x)=5,25.

2x—1 o b
2

f(x)=

. 1 . .
fest continue en 5 si, et seulement si, a = 5,25.

. 1 inX 1
1. ePour tout X >0, —1<sin X <1, donc —— < s <—.
X X X

. 1 o1
De plus, lim —— = lim — =0, donc, d’apres le théoréeme des gendarmes,
X o+eo X X >+oo X

. sinX
lim =
Xt X

0.
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. 1 inX _ 1
e Pour tout X <0, —1<sin X <1, donc ——2&2—
X X X
(division par X < 0).
] 1 -1 N A
De plus, lim —— = lim — =0 donc, d’apres le théoreme des gendarmes :
Xo-0o X  Xo-e X
tim 32X _ g,
Xo-o X

‘ La fonction sin n'admettant pas de limite a Uinfini, on a commencé par encadrer
sin X.

sin() sin(X) 1
2. Pour tout x # 0, f(x) = X/ = ~ avec X =—.
X

==

, donc, par composition, lirgl f(x)=0.
x—0*

, donc, par composition, lir(r)} f(x)=0.

lirg} f(x)= 1i1£; f(x)= f(0), donc fest continue en 0.

S(x) - /(0)
e

400 ou —oo et la fonction sinus n’admet pas de limite en +oo ni en —oo. Donc

S () - /(0)
x—=0

dérivable en 0.

4.

. 1 1
3. Soit x #0, =sin—. Or lorsque x tend vers 0" ou 0-, — tend vers
X X

n’admet pas de limite en 0. Cela signifie que f n’est pas

| Y
N0

|
w@aT
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o 1. Limites de f(x) & Iinfini

D’aprés la propriété de la limite en I’infini d’une fraction rationnelle::
] .ox .
lim f(x)= lim — = lim x? = +eo.

x—too X—>too X X—>too
D’ou lim f(x)=+co et lim f(x)=4co.
X—>+oo X—>—oo
e Limites de f{x) en —2

lim(x3+x2+x+1):_5 et lirg+(x+2)=0*,d0nc lil_lzl+f(x)=—°o;

x—-2

lim (x* +x> +x+1)==5et lim (x+2)=0", donc lim f(x)=+co.

x—-2"
(Bx?+2x+1)(x+2)—(* + x> +x+1)
(x + 2)2

2. fl(x)=

, 2x3+7x*+4x+1
f(x)= g
(x+2)

3.a. g (x)=6x2+14x+4=2(3x2+Tx +2).

Factorisons g’(x) pour en connaitre le signe.

A=49-24=5% x,=—-2etx, = —%, d’ou g'(x):2x3(x+2)(x+%).

Tableau de variation de g :

X —o0 =2 _l + 00
3
Signe de g’(x) + 0 = 0 +
5 +o0
Variations de g / \ 10 /
- 27

b. g est continue et strictement croissante sur ]—oo 5= 2]
0 est compris entre lim g(x) =—c et g(—-2)=5,
X——co

donc I’équation g(x)=0 admet une unique solution o sur Dintervalle
s -2].
9

2(-2,87)< 0 et g(—2,86)> 0, donc —2,87 < a0 < —2,86.
c. D’apres le tableau de variation, g admet un minimum en —%, et ce minimum

vaut E > 0.
27

g est donc strictement positive sur [—2 ; +oo|.

L’équation g(x) =0 n’admet donc aucune solution sur [—2 ; +|.
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4. f'(x) est du signe de g(x) sur R{-2}, donc :

X —o0 o -2 + oo
Signe de f’(x)

- 0 + ‘ ‘ +

Variations de g ’ oo\ f(a) / e / +°°

f(o) = f(-2,87) =19,85.

lim 3x*> +4 =+

X—>—oco
12| 1. donc, par composition lim /3x? +4 =+oo ;
12 lim VX = oo par comp i

oo

de plus, lilp —x\3 =400 donc, par somme, lim f(x) = +co.

2.0 lim3x2+4=+c et lim VX =+co, donc lim v3x? +4 = +co.

X—>too X —+oo X—>+oo

o lim —x/3 = — oo,

X—>+eo

C’est une forme indéterminée. Or :

1(\/3x2+4—x\/§)x(v3x2+4+x\/§) 1 3x*+4-3x? 2
f(x)_E (m+)€\/§) T2 t4+xB B td+x3
o lim V3x* +4 =+o0;

o lim x+/3 = +oo.

X—>+oo

Donc lim (\/3x2 +4+xy3 ) = t+oo soit lim f(x)=0.
X—>>+oo

X oo

3. Pour tout x réel, f'(x)= %(6—)6 \/_)

-3
2v3x* +4

Fx) = 3x—9x? +12
23x2+4
4. Si x>0, alors 3x <+/9x>+12 équivaut a 9x> <9x?+12 (car la fonction
carré est strictement croissante sur R*) eta 0 <12 (toujours vrai).
Donc pour tout x > 0, 3x—+/9x2+12 <0 et f'(x) <0.

5. Six <0, alors 3x <0, donc 3x — v9x? +12 <0, donc f"(x) <0
Finalement, pour tout x réel, f’(x)< 0, donc f'est strictement décroissante sur R.

lim 1 =0
1. {7t Xx , donc, par composition, lim f(x)=0.
limsin X =0 A

2. fest de la forme sin(u) avec u : x > 2x. Donc f” = u’ X cos(u).
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1
Pour x > — f’(x)=—ixc0s 1 .
2n x?

X

3. Sur L ; i ,3—n < l < 2x. Or la fonction cosinus est strictement positive
2r 3w 2 «x
3r 1
sur 7 ; 21 |. Donc cos— >0, donc f’(x)<0.
X

‘ Dessiner le cercle trigonométrique au brouillon.

S ]£.£[£<1<3_ﬂd Lo donc ¢
ur a2l 2 2 onccosx , donc f”(x)>0.

1
Sur ]z ;+oo[’ 0<l<g,donc cos— >0, donc f’(x)<0.
X

T X
4.
1 2
x — — = +oo
2n 3n T
Signe de f”(x) - 0 + 0 -

Variations de /| 0

.

‘ Penser a toujours vérifier la conformité de vos résultats avec l'allure de la courbe
donnée par la calculatrice.

1. a. Pour tout x réel, f’(x)=3x?>+1>0, donc f est strictement crois-
sante sur R.

Deplus, lim f(x)= lim x3, donc lim f(x)=—coet lim f(x)= lim x3, donc :

lim f(x)=+oo.
X—>+o0

b. f(0)=-17 et f(5) =113.
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c. a,=0eth, =5, donc ¢, =2,5.
f(2,5)=1,125, donc x, €[a, ; b ] avec a, =0 et b, =2,5.
d.e ¢, =1,25et f(c;) = —13,8, donc x, €[1,25 ; 2,5].

Comme 2,5—1,25> 0,2, on continue.

2 1,2
¢, = % =1,875 et f(c;) = 8,5, donc x, €[1,875 ; 2,5].
Comme 2,5—1,875> 0,2, on continue.
2,5+1
c; = ’ST’STS =2,1875 et f(c;) = — 4,34, donc x, €[2,1875 ; 2,5].

Comme 2,5-2,1875> 0,2, on continue.

2 2.1
C, = ’5%’875 =2,34375 et f(c;) = —1,8, donc x, €[2,34375 ; 2,5].

Comme 2,5-2,34375 < 0,2, on s’arréte.
Donc, x, est compris entre 2,34375 et 2,5.

P

VARIABLES
a EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
¢ EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE a
LIRE b
TANT_QUE (b-a>0.01) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
c PREND_LA_VALEUR (a+b)/2
SI (F1(c)==0] alors
DEBUT_SI
AFFICHER “x0="
AFFICHER ¢
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
SI (F1(c)<0 ALORS
DEBUT_SI
a PREND_LA_VALEUR ¢
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
b PREND_LA_VALEUR ¢
FIN_SINON
FIN_SINON
FIN_TANT_QUE
AFFICHER “x0 est compris entre”
AFFICHER a
AFFICHER “et”
AFFICHER b
FIN_ALGORITHME
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On obtient un encadrement a 1072 prés de x,, :

*** Algorithme lancé***
x0 est compris entre 2.4414063 et 2.4511719
***Algorithme terminé***

3. On obtient :

*** Algorithme lancé***
x0 est compris entre 1.7382813 et 1.7480469
***Algorithme terminé***

1. ® On remarque que 1 est une racine du trinéme x? —6x+5 qui se factorise

donc en (x—1)(x—x,), x, désignant la seconde racine du trindme. En dévelop-
pant, on trouve x, =5.

‘ On peut aussi calculer A, puis les racines de x2 — 6x + 5.

x? —6x+5 est positif a ’extérieur des racines (puisque @ =1> 0), ¢’est-a-dire:

strictement positif sur |- ; [ U5 ; +oo ;
x2 —6x+5 est {strictement négatif sur |1 ; 5[ ;

nulen l etenS.

Jx?—6x+5six €]-co; 1]U[5,+0of
\/—(x2—6x+5) =vJ-x*+6x—5sixe]l;5[.
2. Au voisinage de + oo et de — oo, f(X)= Jx? —6x+5.

o Par conséquent, f(x)=

lim x> —6x+5= lim x> =+

o o d ition, lim f(x)=+oo
o , donc, par composition, =+oo.

lim VX =+ et

Xo+oo

lim x> —6x+5= lim x? =+oo
X——o0 X—>—o0 I .
° , donc, par composition, lim f(x) = +eco.
X——co

lim VX = 4o

X —>+oo
lirg(x2 —6x+5)=0
3.0 lim X = 0 > donc, par composition, xlgrg} f(x)=0;

X—-0

lim (—x2 +6x—5)= 0

x5

lim/X =0
X—0

fB)=4]5*-6x5+5=0=0.

Donc f'est continue en 5.

» donc, par composition, 1i1151 f(x)=0;
x—5-

‘ Voir le cours, fin du paragraphe IlI 1.
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lim (x> —6x+5)=0

x—It

donc, par composition, lim f(x)=0 ;
}(m}) \/Y — O x—l

lim(x2 —6x+5) =0
x—1"

IimvX =0

X—-0

De plus, f(1)=4/[12—=6x1+5|=+/0 =0.

Donc fest continue en 1.

4.a.581 x>5 S -fG) _f(x) _ (X—l)(x—S)zm
. a. ’ x—5 x—=5 x—5 \/x—S'

limvx—-1=2
Oy » donc, par quotient, limM:

limvx—-5=0* =5 3=3

x—5*

> donc, par composition, lir}] f(x)=0.

+ oo

A fortiori, f n’est pas dérivable en 5.

f@-fO _ f) _Jx-DE-5) J1-x)(5-x)  s-x

b. Six<1,

x=1 x-1  —~(-x) - Ji=x
car S—x>0etl—x>0.

limv5—-x=2

=1

Or

lir{}\/l— =0

, donc, par quotient, linll f(x)=—oo.
x—=1

A fortiori, f n’est pas dérivable en 1.

On peut montrer de plus que lirnf[x]: +oo et que lirpf[x]: —oo, On peut alors

affirmer que €, admet des tangentes verticales aux points d'abscisses 1 et 5.

5. e Sur ]—oo ; 1[ et sur ]5 ;+oo[, feest de la forme Ju avecu: x> x> —6x+5.

u'(x) = 2x—-6 x-3
2Ju(x)  2x*—6x+5 Jx2—6x+5

Alors f'(x)=

Sur |-eo s 1[, x=3<0, donc f’(x)<O0.
fest strictement décroissante sur ] —oo § 1].
Sur |5 ; +oof, x=3>0,donc f’(x)>0.

fest strictement croissante sur [5; +oo[.
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oSur [1; 5[, festde la forme Ju avecu: x> —x>+6x—5.
—2x+6 —x+3

Alors £/(x) = = .
S 2J=x2+6x-5 ~J-x2+6x-5

>0six<3 >0six<3
Or —x+3 {<0six>3 donc f'(x) {<0six>3.
=0six=3 =0six=3

Donc f est strictement croissante sur [1;3] et strictement décroissante sur
[3;5].

6. Soit xe(l;5].

IM:\/(x_3)Z+(f(x)—O)2 =\/x2—6x+9+(—x2+6x—5)=\/1=2,

La restriction de 6, a I’intervalle [1; 5] est donc une portion du cercle de centre
I et de rayon 2.

Mais comme I est le milieu du segment [AB], avec A(1 ; 0) et B(5 ; 0), on peut
affirmer que la restriction de ‘6,2 'intervalle [1; 5] est le demi-cercle supérieur
de diametre [AB].

1. cos(x)=0<:>(x=g+2kn, keZ oux=—g+2kn, keZ)

c0sx=0(:)x=§+kn,keZ.
sin . A T
2. tan = —, donc la fonction tan est définie sur R\ {E +kn, ke Z}.

) zsinx) _ tan (x).

sin(x+m
cos(x+m) —cos(x)

3. Pour tout x ¢g+kn(k €Z),tan(x+m)=

La fonction tan est donc n- périodique et il suffit de 1’étudier sur I’intervalle
]_z . z[
27 2|

Pour tout k € Z", on obtient la représentation graphique de tan sur lintervalle
}—g-%kn c g+kn[ a partir de celle de tan sur }—; . g[ par la translation de

-
vecteur krj
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4. Voir corrigé de 1’exercice 3.b.

lim tan(x)=—co et lim tan(x) = +-eo.
x> x7

5. @ Pour tout xe]—E ; El::
22

cos (x)x cos (x) —sin (x) x (=sin(x)) _ cos? (x)+sin? (x)
(cos (x))2 cos? (x)
En utilisant la propriété cos®(x)+sin?(x) =1, on obtient :

1
cos? (x)’

tan’(x) =

tan’(x) =

On trouve également :

tan’ (x) = cos? (x)+sin?(x)  cos?(x) . sin?(x)

cos? (x) ~ cos?(x)  cos?(x) =L+ tan’ ().

. s ; T T
* De chacune de ces deux expressions, on déduit que tan’(x)> 0 sur ]_E 3 El:

] s q T T
Donc la fonction tangente est strictement croissante sur ]_E 8 E|:

6. t (0)2&(()):9:0; 7
cos(0) 1 o
€ y=t
sin(Z) V2 bk (x)S

T 2
tan(—)= =———=1; 41

4 cos(n) 7\/5

4 2 31

) -2
2 n 20| w2 /& x
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1. Réponse b. 2. Réponse c. car rien ne dit que f'est strictement monotone
cos(x)—1 cos(x)—cos(0)

X - x—0
cos’(0) = —sin(0) = 0 quand x tend vers 0.

Partie A
1. g est dérivable sur R et pour tout x e R, g’(x)=3x?+3>0.
Donc g est strictement croissante sur R.

3. Réponse d. 4. Réponse b. car , qui a pour limite

2. lim g(x)= lim x* = +eoet lim g(x)= lim x* = —co.

X—>+oo X—>+o0 X—>—oo
g est continue et strictement croissante sur R.
0 est compris entre lim g(x)=—co et lim g(x)=+-co.
X——oo X—+oo

Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation
£(x) =0 admet une unique solution o.

g(~1,52) = = 0,072 et g(~1,51) = 0,027 soit g(~1,52)<0 < g(~1,51).

Donc —1,52 < . < —1,51.

3.
X —oo o +oo
Variations de g g————— IFER
_w/
Signe de g - 0 +
Partie B

1. fest définie et dérivable sur R et, pour tout x e R :

3x? (22 +1)—(x* —4)x2x  x*+3x2+8x  xg(x)

1= (2 +1) @+1) 2+l
X —o0 o 0 +o0
e _ _
g(x) - 0 +
Signe de f”(x) + 0 - 0
Variations de f S@) Foo
. / \ _4 /
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3 3
lim f(x)= lim === lim x=+o0 et lim f(x)= lim == lim x = —eo.
X—>+oo X—+oo x2 X—>+oo X—>—oo X—>—oo xz X—>—oo
2.0 g(OL) =0, donc o* = -30.—8, d’ou :
1 30-12 3(a+4) -3(a+4) 3
f(a)=_+ ¢ = (a )= (a )=—. Donc f((x)=§oc.
o o  ol+l o’ +o —20-8 2 2

e —1,52<a<-151 donc -2,280 < f(a) < —2,265.
3.a.T: y=f(0)+f'(0)x(x-0).
Or f(0)=—4etf’(0)=0, donc I’équation de T est y=—4.

x—4 x> +4x? x+4
bSO )= T T

Si x<—4, alors f(x)—(~4)<0 et @ est au-dessous de (T) ;
Si x>—4,et x#0,alors f(x)—(—4)>0 et @ est au-dessous de (T) ;

% et (T) se coupent au point d’abscisse —4.
c.

— N W A W e

—8—7—6—5—4—3—2—1? 1/2 3 45 6 7 8X
-2

(T):y=-4

=5

1. fest dérivable en a si M admet une limite finie quand x tend

x—a
vers a.
2. a. Soitx unréel tel que x e Tetx #a.

f(x)=f(a)=g(x)(x—a), donc f(x)= f(a)+g(x)(x—a).
b. Comme f est dérivable en a, llir;g(x) = f'(a)eR.
limg(x) = /”(a)

lim(x—a)=0

Don lim / (a)+ g (x)(x—a) = £ (a). soit lim f (x) = / (a).

Donc f'est continue en a.

, donc, par produit, limg(x)(x—a)=0.
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1. cos(x)> 0 sur I:O ° g[ et sin(x) > 0 sur I:O 0 g[

2. Dans OMT rectangle en M :

oM 1

d’une part, cos MOT = o = m ;

. - >
d’autre part, cosMOT = (())—1}4 =cos(OT ; OM) = cos(x).

Finalement, cos(x) = dou, L(x)=

1
L(x)
— — -
cos(x)=cos(-x), donc cosMOT est égal aussi bien a cos(OM ; OT) qu'a

- —
cos(OT ; OM).

3. o Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle OMT rectangle en M donne

anQ2 2
OM?2 4+ MT? = OT?, soit MT? = — 1= 120 kol i)
cos? (x) cos?(x)  cos?(x)
sin?(x) _[sin(x)| sin x
Donc MT = = , donc, d’apres 1. MT = .
cos?(x)  |cos(x)| cos x
, . — MT
Autre méthode possible : tan TOM = oM =MT
et tanTOM = sinTEM = sty g
cos TOM cosx
OMXMT | sin(x)
: A(x)= 200 soit A(x) = mX)
o 11 en résulte que A(x) 5o (x) cos(x)
2 cos? 2sin?
4. Pour tout x€| 0 ; T , A’(x) e (x)+ s (x) = ! >0,
2 4cos? (x) 2cos?(x)

T
donc A est strictement croissante sur [0 3 E[

lim sin(x) =1

x>—
2 9

5. | lim 2cos(x)=0*
¥

donc, par quotient, lim A(x)=+-co.

B
2
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La fonction
exponentielle
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B® INTRODUCTION

1. Fonction exponentielle et premiéres propriétés

m [] existe une unique fonction f'définie et dérivable sur R telle que f(0)=1et
fr=7.
La fonction ainsi définie s’appelle fonction exponentielle et on la note exp.

4. exp(0) = 1.

® | a fonction exp est dérivable sur R et exp’ = exp.

B Premiéres propriétés

e Pour tout x € R, exp(—x) = .
exp(x)

e La fonction exp ne s’annule pas sur R.

2. Relation fonctionnelle et notation e*
m Théoréme

Pour tout couple (x ; y) eR?:

1. exp(x+y) = exp(x) x exp(y) ;

exp(x)

exp(y)

3. pour tout n € Z, exp (nx) = [exp(x)]" .

2. exp(x —y) =

A Pourtout xR, explx])>0.

® Nouvelle notation

On pose exp (1) = e. D’apres la relation (3), exp (n) = e".
On convient alors de poser, pour tout x € R, exp (x) =e".

Alors, pour tous x, y € R, pour tout n € 7Z :

e = e* Xe’, e =—

E013 HATIER 100% EXOS (TS)
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Bi% ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

1. Etude du signe de la dérivée
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
En effet, exp est dérivable sur R et, pour tout x réel, exp’ (x) =exp (x) qui est

strictement positif d’apres le 1-2.
D’ou, pour tous réels x et y :

x<y&setel; ef=e o x=y.

2. Limites aux bornes de 'ensemble de définition

lim e* =+oo et lim e* =0*

X—+oo X——oo

3. Courbe représentative

y /
/
6 |
[
5 /
[y expla)
n /
/
3 /
/
T/
//
—_:3__~’/—2 —1 0 X
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4. Croissances comparées

X

lim — =+ et lim xe* =0.
X—>+oo X X——o0

De plus, pour tout n e N* :

X

. e .
lim — =+ et lim x"e* =0.

X—teo N X——o0

5. Comportement au voisinage de 0

La fonction exponentielle est dérivable en 0 et exp” (0) =1dou:

lim
x—0 X

E¥i1 FONCTIONS DE LA FORME x > (0

1. Ensemble de définition

Soit u# une fonction définie sur un ensemble D. Alors la fonction e¥ : x > e“(
est également définie sur D.

2. Dérivation

Si u désigne une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, alors la fonction
e’ 1 x > e"™ est également dérivable sur L.
De plus, (e*) =u’ x e, d’ou, pour tout x € I :

(e") (x)=u"(x)xe"™,

3. Limite

Soit « une fonction définie sur un intervalle dont a est une borne.

o Silimu(x) =+ oo, alors lime*™ = + oo,
xX—a xX—a

e Silimu(x)=— oo, alors lime"™ = 0.

x—a x—a

o Sl lim u(x) = f([ e R), alors im eu(x) — el'
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SAVOIR-FAIRE

1. Réduire des expressions a l'aide

de la relation fonctionnelle
Pour réduire une expression contenant des exponentielles, on utilise les
propriétés du I-1. pour faire apparaitre un produit d’exponentielles que 1’on
simplifie.

2
. , . . R . e Xe
EXEMPLE : Soit x un réel. Simplifier I’expression )
eX
, X . , 1 1 .
Tout d’abord e = e'. Ensuite, (e") =e* donc = =e.
(ex)Z er

; e” xe 2 1 —2x 241 -2 2 v + 1 -1
Finalement, ——— =¢e* Xe! Xxe™> =¢* =eV =gl
(e")
e¥ Xe

(e¥)”

= (-1

‘ 1=elete=¢e.
2. Résoudre une (in)équation de la forme e* = e®(e* < e®..)

, 9e 7 . e 2 _.\0
EXEMPLE : Résoudre I'inéquation d’inconnue x : ¥ (e™)" > 1.

Avant tout, il faut se ramener a la forme e* > eP. Ensuite, on applique la
conséquence du II-1.

. 6 .
e x(e*") >le e xe®™ >e? care’ =1

S

e >e

< 3x* — 6x >0 car la fonction exponentielle est
strictement croissante sur R
< 3x(x=2)>0.

Le trindbme du second degré 3x%—6x =3x (x - 2) est positif (a = 3) a
I’extérieur des racines, d’ou le tableau de signes :

X —oo 0 2 +o0

Signe de 3x(x—2) + 0o - 0 +

On en déduit les équivalences suivantes :
e x(e) > 1o 3x(x-2) >0 (x<0oux>2).
L’ensemble des solutions de I’inéquation e*** x (e*)® >1 est :

J=oo 5 0JU[2 5+ oof.
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3. Etudier une fonction de la forme x > e
1

EXEMPLE : Soit fla fonction x > ex. Déterminer :
a. Pensemble de définition D, de la fonction f;
b. les variations de f;
c. les limites de f'aux bornes de D,.
On reconnait la forme f =e*, u étant une fonction a définir et on applique
ensuite les résultats du III. )
Iei, £ =e*, u désignant la fonction définie par u(x)=— (c’est la fonction
inverse). *
a. u est définie sur D, = R* =] —eo; O[ W ]0 ;+ oo[, donc :
D,=D,=]-0;0[U]0; +of.
b. u est dérivable sur | —eoo ;0] W ]0 ;+ o[, donc f'est, elle aussi, dérivable
sur | —eo ;0[ W 10 ;4 oof.
1

Pour tout x # 0, f(x)=u’(x)e"™ = ;—21 Xex.

On étudie le signe de [’ (x) sur chaque intervalle de son ensemble de
définition : 1

—1 1
Sur ] —eo ; 0[, — <0 et ex >0, donc f’(x)<o.

X

-1 1
Sur J0 5+ eo[, — <0 et ex >0, donc f”(x) <0.
X
fest donc strictement décroissante sur | —oco ; 0 et sur ]0 ; + oo.

L1 . .
c.e lim —=0 et %{m& e® =1, donc, par composition :
-l

X——oo x
1

lim ex =1, ¢’est-a-dire lim f (x) =1.
X——oo X——oco

.1 oy .

o lim—=—ocoet lim e* =0, donc, par composition :
x—=0" x X—>—co
1

limex = 0, c’est-a-dire lim f (x) =0.

x—0" x—0"

.1 oy ..
o lim—=+ oo et lim e* =400, donc, par composition :

x—0" X X—+oo

1
lim ex = +oo, c’est-a-dire lim f (x) =400,
x—0+ x—0+

.1 . .
e lim —=0 et lim e* =1, donc par composition :
X——oo x X—>-0
1
lim er =1, c’est-d-dire lim f(x)=1.

X—+oo X—+oo
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EXERCICES D'APPLICATION

RELATION FONCTIONNELLE

| x| 5min | »p. 96 |

Simplifier au maximum les expressions suivantes :

el +elf e
68 (e—l)2

B

‘ Voir le savoir-faire 1.

e(3)c+1)Z

er —-¢
C. ecosz(x) esinz(x) ;

cos? (x) )2
g, &y
(S

‘ Utiliser une formule de duplication.

I3 (v Eauarions

| ** | 15 min | »p. 96 |

Résoudre les équations ou inéquations suivantes :
a.ev 3=1;

-1 3x+1 .
b. e*7D > g3,

‘ Voir le savoir-faire 2.

c.e”+(l-e)e —e=0.

‘ Poser X = e* et résoudre ['équation du second degré d’inconnue X.

N e+l
d.e¥+ e* < .
e

CROISSANCE COMPAREE

| ** | 20 min | »p. 97 |

1. Déterminer :
a. la limite en — oo de el

b. la limite en 0~ de exp(l) ;
X

c. la limite en +o de > —e* +1;

‘ Procéder comme pour la limite en + e d’un polynome.

e +3

d.lalimite en +o0 de ———
e +e'+1
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2. Rappeler les valeurs des limites suivantes :

lim (e—) lim (xe*), lim(e _1)
X—+o0 X X—>—oo x—0 X

3. En déduire : 1
- x - x
a. la limite en +oo de —; b. la limite en 0~ de e_;
e’ X
Y| 1
RPoser X =—.
X
- e)? - L
c. la limite en + oo de (2—); d. la limite en —oo de x(ex —1).
X
ETUDES DE VARIATIONS | %% | 20 min | ». 98 |

Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes et en déduire le sens de
variations :
1. f(x)=-e™™, définie et dérivable sur R ;

2 e(x)= exp(

! , définie et dérivable sur R ;
x2+1

3. h(x) = _—3, définie et dérivable sur R ;
e +2
3
4. k(x)= (5 -2 62) définie et dérivable sur R.

‘ On utilise la formule (e*)(x]) = u’(x)e“™ (cours IIl 2).

Bl ANTECEDENTS PAR LA FONCTION EXP | %% | 20 min | »p. 99 |

1. A partir de 1’étude de la fonction exponentielle, démontrer que, pour tout réel
strictement positif y, I’équation e* = y admet une unique solution dans R.

On notera In(y) cette solution.

2. Déterminer les valeurs de In(e), de In(1) et de In(e?).

3. Donner un encadrement au centieéme de In(5).

‘ Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires.

I3 7ANGENTE A ¢\ AU POINT D'ABSCISSE 0 | % | 15 min | »p. 99 |

Dans un repere (O ; i 7) on note € la courbe représentative de la fonction exp.
1. Déterminer 1’équation réduite de la tangente 7 a € au point d’abscisse 0.
2. Etudier les variations, puis le signe de la fonction £, définie sur R par

f(x)=ex—x—1

3. En déduire la position relative des courbes 6 et 7.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

7 Y | % | 20 min | »p. 100 |

Pour chacune des questions ci-dessous, une seule réponse est correcte.
1. Soit € la courbe représentative de la fonction exponentielle et 7 la tangente a
% au point d’abscisse —1. T a pour équation :
a.y=e"(—x—1); b.y=-x-1;
_24x

c.y= . d.oy=e'(-x+1);

2.e" '+ e*tlestégala...

a el x (1 +e"+2); b.ev 1
c. e’ X (e + l) ; d. (e"“ )JC+1 .
e

3. Une des fonctions ci-dessous vérifie, sur R, I’égalité 2/ = /' +6 :

X

. la fonction f; : x > €2 — 6.

1

=3

.lafonction f, : x> 6xe>.
X

. la fonction f; : x > €2 +6.

o o

. la fonction f, : x> e* — 6.

=~

. On étudie la limite en + o de f: x> e* +e*
a. il s’agit d’une forme indéterminée ;

b. la limite en + oo de f'vaut + oo ;

c. la limite en + oo de f'vaut — oo ;

d. la limite en + oo de f'vaut 0.

B} cuEesTion b cours | %% | 10 min | »p. 100 |
On rappelle que :
(1) pour tous réels a, b, exp (a + b) =exp (a) X exp (b) ;
(2) exp(0)=1. .
A T’aide de (1) et (2), démontrer que pour tous réels a, b, exp (—b) =
exp(b)
. exp(a)
uis que expla—b)=———=.

puis e (4 =)= e
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B} svstimes pEquaTions | x% | 15 min | »p. 101 |

Résoudre les systémes suivants :

er*e) = l
1. T

() =

5 ye'+e* =1
: yeZX + ex+1 — e'

>

‘ Exprimer e* en fonction de y dans la premiere équation, puis procéder par
substitution.

ET)) FoncTion x5 e-<. | %% | 30 min | »p. 101 |

Soit f1a fonction définie par x +— f(x)=e™" On note 6, sa courbe représen-
tative dans un repére orthogonal.

1. Montrer que f'est définie et dérivable sur R.

2. Etudier les variations de /'sur R et dresser son tableau de variation.

3. Etudier les limites de faux bornes de son ensemble de définition.

4. Déterminer I’équation réduite de la tangente en 0.

5. Tracer avec la calculatrice les courbes 6, et 7, et vérifier les résultats obtenus
précédemment.

ETUDE DE FONCTION | %% | 30 min | »p. 102 |

2
Soit f'la fonction définie sur [0 ;+ oo[ par f(x) =e* —%—2x -2, et 6, sa

. . \ 2.2
courbe représentative dans un repere (O; 7 7).

1. Etudier les variations de la fonction f”.
2. Démontrer que I’équation f’(x)=0 admet une unique solution o sur
[0 ;4 oo[. Donner ensuite un encadrement de o au milliéme.

4. Factoriser f’(x) par e*.

@ \oir le cours Il.4. : théorémes sur les croissances comparées.
3. Déduire de ce qui précéde I’étude des variations de f et déterminer sa limite
en + oo,

o . -
4. Montrer que f(o) = —oc(E + 1) et en déduire un encadrement au centiéme

de f(o).
A sachant que f'la) = 0, écrire e* comme fonction affine de o.

5. Déterminer 1’équation de la tangente 7, a €, au point d’abscisse 2, puis celle
de la tangente 7, a €, au point d’abscisse o.
6. Tracer €,, T, et T,.
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ALGORITHME | %% | 40 min | »p. 104 |

L’objectif de cet exercice est d’écrire un algorithme donnant le nombre de solu-
tions réelles de ’équation (E) : ae* +be*+c=0, ou a, b et ¢ sont des réels,
avec a # 0.

Pour cela, nous allons procéder par étapes.

1. Soient s et ¢ deux réels fixés. Déterminer, en fonction de s et de ¢, le nombre
de solutions réelles de I’équation (e" - s) X (e" - t) =0.

2. Ecrire un algorithme associant, aux réels s et ¢, le nombre de solutions de
I’équation (e)‘ - s) X (ex - t) =0.

3. Posons maintenant X = e*. L’équation (E) s’écrit alors aX?+bX +c=0.
Lorsqu’elles existent, exprimer en fonction de a, b et ¢ les solutions réelles de
I’équation aX?*+bX + c=0.

‘ Le cas échéant, on notera X, (respectivement X; et X,) la (les] racine(s) de
aX?+bX +c.

4. Ecrire un algorithme donnant le nombre de solutions de 1’équation
(E) ae** +be*+1=0. danslecasou a#0.

5. Tester 1’algorithme sur les équations suivantes :
2 e¥+e*+1=0;

b.e*+ 2e*+1=0;

c.e®-2e"+1=0;

d.e*+4e*+3=0;

e.e¥+2e*-3=0;

f.e>—4e*+3=0;

g.e> —3e* =0.

‘ Voir le chapitre 4 pour l'écriture d'un algorithme donnant les valeurs des solutions
réelles de (E).

RADIOACTIVITE | %% | 20 min | »p. 106 |

On veut étudier le phénomeéne de décroissance radioactive.

Le nombre N (t) de noyaux radioactifs présents a I’instant ¢ est donné par
N (t) = N,e™™, A étant la constante radioactive positive, N, = N (0) et ¢ est
exprimé en années.

1. Montrer que N’ (t) est proportionnel au nombre de noyaux radioactifs N (t),
et donner le coefficient de proportionnalité.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



. I exercices | N

2. La période T représentant le temps au bout duquel la moitié des noyaux
radioactifs présents se sont désintégrés, exprimer 7 en fonction de A.

4

. 2
Ecrire 2 = exp(ln2] = "2, puis montrer que T = l% (voir Uexercice 6).

3. Application numérique : datation au carbone 14.

a. La période du carbone 14 est de 5 568 ans. Que vaut la constante radioactive A ?
b. On a trouvé en 2006 dans un site archéologique des ossements humains dont
la teneur en carbone 14 est égal a 35 % de celle des os d’un étre humain en vie.
Déterminer la date de la mort de cet humain.

EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

FONCTION x i e-*cos(x) | x%% | 45 min | »p. 107 |

Soit f1a fonction définie sur [0 ; 4 oo par :

f(x) =e™" Xcos (x)
On note 6 la courbe représentative de /' dans un repére (07 ; j).

On appelle 6, la courbe d’équation y=e™ et €_, la courbe d’équation
y=—e".

1. a. Démontrer que pour tout x >0 :

— e f(x) <e .

b. En déduire la limite de f'en + oo.
2. Résoudre les équations f(x) =e™, f(x) =—e"et f(x) =0.

3. a. Justifier que f'est dérivable sur [0 ; + o[ et montrer que pour tout x > 0,
, e T
f (x) =—J2e x s1n(x + Z)

b. Résoudre I’équation f”(x)=0.
c. Dresser le tableau de tableau des variation de f'sur [0 ; 4mx].

Etablir que f(x)>0& xe}—z+[2k+1]n : —%+[2k+2] n[avec keN.

d. Tracer 6, 6,, 6 _,.
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FONCTIONS COSINUS HYPERBOLIQUE
ET SINUS HYPERBOLIQUE | %%* | 45 min | »p. 109

On définit sur R les fonctions ch et sh (appelées cosinus et sinus hyperboliques)
par :

ch(x)=< *26”‘ etsh(x)=" ‘2"” .

1. a. Etudier les limites de ch et sh en — oo et en + oo.

b. Etudier les variations de ch et sh sur R.

c. Tracer les courbes représentatives de ch et sh dans un repere orthogonal
0375 )).

2. Quelques propriétés.

a. Démontrer que pour tout x € R, ch? (x) —sh? (x) =1

b. Pour tout (x ;y) € R?, sh(x)ch(y)+ ch(x)sh(y = sh(x + y).

En déduire que pour tout x e R :

sh(2x) = 2sh(x)ch(x).
c. Pour tout (x ;) € R?, ch(x)ch(y)+sh(x)sh(y)=ch(x+y).
En déduire que pour tout x e R :

ch(2x) = ch? (x) + sh? (x) =2ch? (x) —1=1+2sh? (x)

ALGORITHME D’EULER | % | 30 min | »p. 110 |

Aujourd’hui, les ordinateurs nous tracent avec une grande précision la courbe de
la fonction exponentielle. Sans cet outil, un moyen efficace de 1’approcher est
de tracer la fonction affine par morceaux obtenue par la méthode d’Euler, qui
repose sur I’approximation affine.

4

Soit f une fonction dérivable en a.
Si h est proche de zéro, fla + h) = f(a)+ hf’(a).

Nous allons appliquer ce résultat a la fonction exponentielle.
1. Soit @ un réel. Démontrer que, pour / proche de zéro :

exp(a+h)=(1+h)exp(a).
2. Nous allons approcher la fonction exponentielle par une fonction affine par
morceaux (dont le pas est noté /) : ¢’est la méthode d’Euler.
Prenons par exemple 2 =0, 2.
e Le premier point M, a pour coordonnées x, =0 et y, =1.
e Le point suivant M, a pour coordonnées x; = x, + 2 =0,2 et y,.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



. I exercices | )

L’approximation affine pour a=x, nous donne une valeur approchée de
exp (xl) puisque :

exp(x, ) = exp()c0 + h) = (1 + h)exp(xo).

On pose donc :

yi=(1+h)xexp(x,)=(1+0,2)x1, d’ou y, =1,2.

e Le point M, a pour coordonnées x, =x;, + h=0,4 et y,.

L’approximation affine pour a =x, nous donne une valeur approchée de
exp (xz) puisque :

exp(xz) = exp(x, + h) = (1 + h) X exp(xl) = (1+ h)yl.

On pose donc :

v, =(1+h)xy, =(1+0,2)x1,2, d’ou y, =1,44.

a. Déterminer maintenant les coordonnées de M, et de M,.
b. On a écrit ci-dessous un algorithme permettant d’afficher les premiers points
M, (dont I’abscisse est inférieure a 4 + £).

VARIABLES
x EST_DU_TYPE NOMBRE
y EST_DU_TYPE NOMBRE .
DEBUT_ALGORITHME
x PREND_LA_VALEUR 0
y PREND_LA_VALEUR 1
TRACER_POINT (0,1) .
TANT_QUE (x<4) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE .
x PREND_LA_VALEUR x+0.2 .
y PREND_LA_VALEUR y*(1+0.2) .
TRACER_POINT (x,y) .
FIN_TANT_QUE .
FIN_ALGORITHME .*

Résultats

sk Algorithme lancé*+*
sk Algorithme terminé#

Sur ce modele, écrire un algorithme applicable a n’importe quelle valeur de /.
Le tester pour 2= 0,1, puis 2= 0,05.

c¢. Modifier maintenant 1’algorithme de la question précédente de fagon a compa-
rer la courbe obtenue par la méthode d’Euler et celle de la fonction exponentielle.
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PROLONGEMENT ET DERIVABILITE | %% | 100 min | »p. 112 |

Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
La fonction d est définie sur ]—1; +oo[ par d(x) = ex+.
1. Calculer la fonction dérivée d’. En déduire les variations de d.

2. Déterminer les limites de d en —1 et en + oo.

3. Montrer que, pour tout x > —1, 0 < d(x) <e.

X
‘ Transformer ['écriture de e de sorte que la variable x n'apparaisse qu’une fois
X

dans U'expression de d(x].

Partie B. Etude de la fonction f

Dans cette partie on s’intéresse a la fonction fdéfinie sur I’intervalle | —1; 4+ oo
par f(x)=x+1-ewl,

On appelle (6) la courbe représentative de /" dans un repére orthonormal, 1’unité
graphique étant 5 cm. On désigne par /et /” les dérivées premicre et seconde de f.
1. Démontrer que la droite (D) d’équation y=x—e+1 est asymptote a la
courbe (), c’est-a-dire que lim (f(x) —(x—e+ 1)) =0.

2. a. Pour x €] —1;+ oo[, calculer f’(x) et f”(x).

2x+1 by
Vérifier que f”(x)= ex .
que S0 =) p(x+1)

En déduire le signe de ”(x) lorsque x décrit R.

b. Dresser le tableau de variation de / (on admettra que lirln f/=limf’"=1).

3. Démontrer que 1’équation f~ (x) =0 admet sur |—1;+ oof deux solutions,
dont I'une est 0. Dans la suite du probléme, on notera o la solution non nulle.
Donner une valeur approchée de o au centiéme pres.

4. a. Donner le signe de f” (x) lorsque x décrit R.

‘ S'aider du tableau du 2.b.

b. Calculer les limites de faux bornes de son ensemble de définition.
c. Dresser le tableau de variation de f.

Partie C. Prolongement de la fonction fen — 1
On considere la fonction g définie sur ]—1; + o[ par :

g(=D)=0
g(x)= f(x) pourtout x >—1

On appelle (‘6”) la courbe représentative de la fonction g dans le repére de la
partie B.
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1. a. Montrer que I’on peut écrire

gW=gt=h_ 1 x 5
x—(-1) x \x+1 '
b. Pour x €] —1; + oo[, déterminer la limite lorsque x tend vers — 1

x
ex+l,

de —— puis de
x+1 x+1

c. En déduire que g est dérivable en — 1 et préciser sa dérivée g’(—1).
2. Construire (D) et (€”). Préciser les tangentes a (¢”) aux points d’abscisses
-1, o etO.

CONTROLE

18 [Y | % | 60 min | ». 117 |
1. L’équation e** — 3e*— 4 =0 admet dans R :
a. aucune solution ; b. une solution ;
¢. deux solutions distinctes ; d. plus de deux solutions.
2. L’expression —e™ :
a. n’est jamais négative ; b. est toujours négative ;
c. n’est négative que si x est positif’; d. n’est négative que si x est négatif.
3. lim [2ex _1) -
x| e* +2
a.—l; b.1; c.2; d. + oo.

4. La courbe ci-dessous représente une fonction de la forme

_ _ 2
fixe kexp(%), ou k, L et o(>0) sont des constantes réelles.

y

—

N
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A-t-on :

a. k=2etu=1?
b.k=letu=0?
c.k=0etp=27?
d.k=letu=27?

‘ Exploiter d'abord la valeur de f’(2), et ensuite celle de f(2). On n’a pas besoin
de connaitre la valeur de o.

ETUDE DE FONCTIONS | % | 40 min | »p. 118 |

Soit f'1a fonction définie sur R par 1 (x) = Eez" —e*"' + ¢, ou ¢ désigne un
réel fixé.
On note 6, sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

1. Sachant que f(0) = %, déterminer c.

2. Etudier le signe de f” (x) lorsque x décrit R.

3. Montrer que fa pour limite e en — oo. Quelle conséquence pour 6 , ?

4. Déterminer la limite en + oo de f.

5. Dresser le tableau de variation complet de f.

6. Comparer le minimum sur R de la fonction fa la valeur — 1. Combien — 1
a-t-il d’antécédents par f?

7. Résoudre 1’équation lX 2—eX =0. En déduire le nombre d’antécédents
par fde e. 2

8. Déterminer, par la méthode de votre choix, le nombre de solutions de
I’équation f(x) =0.

9. Représenter 6, en faisant apparaitre les éventuelles asymptotes et tan-
gentes horizontales.
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CONTROLE

EXY] FoncTION DENSITE D'UNE LOI NORMALE | %% | 45 min | »p. 120 |

Soit m un réel fixé. —(x—m)y
On note f;, la fonction définie sur R par f,, (x) = exp(T). On note

%,, sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

1. Déterminer le(s) antécédent(s) par £, de 1.

2. Déterminer les limites de f,, aux bornes de son ensemble de définition.
3. Etudier le signe de £, (x) lorsque x décrit R.

4. Dresser le tableau de variation complet de f;,.

5. a. Montrer que, pour tout x réel :

£.7(x) = [(x —m) —1]x exp(@).

b. En déduire les réels pour lesquels la dérivée seconde s’annule (c’est-a-dire
les solutions de 1’équation f,,”’(x) = 0).

c. Déterminer I’équation de la tangente a %,, au point d’abscisse m — 1.
Vérifier qu’elle passe par le point de coordonnées (m -2; 0).

d. Déterminer 1’équation de la tangente a €,, au point d’abscisse m + 1.
Vérifier qu’elle passe par le point de coordonnées (m +2; 0).

6. On a tracé dans le repere ci-dessous la courbe 6.

Tracer avec précision, et en utilisant les questions précédentes, les tangentes
aux points d’abscisses 2 ; 3 et 4.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

N

La fonction exponentielle

95



CORRIGES

ell +elf ®
1] a. =e’(l+e’)—e’ =e’ xe’ =eb.
eS

ey

eBx+1y?
— o= @ Hbxtl=6r _a = %+ _al — @l (e9x2 _1) — e(e’xl _ 1)_

e6x

c. geos’(x) gsin’(x) — ecosl(x) +sin*(x) _ el =e.

cos?(x))2
d‘ (e ) — eZcos’(x)—l = ecos(2x)‘
(5]
‘ On utilise la formule de duplication vue en 1S :
soit ae R, cos(2a)=2cos?(a)-1.
|Z| e eleer - =d @x273=0@(x=\/§0ux=—\/§).

b. ex(-D > g3t x( Xx— 1) > 3x+1 car exp est strictement croissante sur R

S x2—4x-1>0.

2
A=20= (2\/3 ) . Les racines du trindbme x2—4x —1 sont :

X = 4+22‘B =2++/5 et x, = 4_22*/5 =2-45.
Donc e*¢D > g+l <:>(x<2—\/§0ux>2+\/§).

‘ x%—4x—1 est du signe de a = 1 a Uextérieur des racines.

c. Posons X =e*.
e2‘+(l—e)ex—e=0<:>X2+(1—e)X—e:O

A=(1-e)>+4e =(1+¢)? donc JA =1+e.

Les racines du trindme X2+ (1 fe)X —e sont :
_(l—e);(l-i-e):e o X2=—(1—e)2—(1+e)=

Dot e +(l-e)e*—e=0& (X =eouX=-1) & (e* =eoue’ =-1)

X, = -1.

& e* =e' (car e* ne peut valoir —1)
o x=1.

e?+1 e’ +1

d.e¥+e* < SeX+1<

e*  (multiplication par e* >0)
e

o ee? +e<(e? +1)e* (multiplication par e >0)

o eer —(e?+1)e" +e<0.
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e?+1
Posons X =e€* alors e* +e* g—@eXzf(e2+l)X+e< 0.
€

A=(—(e +1))2 —4e?=e* +2e2+1—4e? = (e2—1)’, donc VA = e>—1 (positif).

Les racines du trindme eX? —(e?+1).X +e sont :

e?+1+e>-1 e?+1-e?+1
=———=—eet X\, =——"—=

X,
2e 2e

el

. er+1
D’ou e*+e ™ <

S (X<elouX>e)e (e*<eloue' >e')
e

S (x<-1loux2>1).
1.a. lim |x| =+ ooet lim e’ =+ oo, donc, par composition :
X—>—oc0 X >+

lim e* =+,

x—>—co
.1 . i
b. lim—=—- e et lim exp(X)=0, donc, par composition :
x=0" x X—>—c0
. 1
lim exp—=0.
x—0" X
c. lim e* =+ oo et lim—e* = — oo il s’agit d’une forme indéterminée.
X—>+oo X—>+oo
. & 1
Factorisons par e : e* —e* +1=e*|1-—+ =e>(1-e* +e).
er er

lim e** =+ coet lim(1-e™+e™) =1, donc, par produit :

X—>+ oo X—>+ oo

lim e* —e* +1=+ oo,

Xtoo

d. lim (eb +3) =+ oo et lim (e3" +e* + 1) =+oco: il s’agit d’une forme

X—>+oo X—>Feo
indétermingée.
Factorisons le numérateur par e* et le dénominateur par e* :

e”+3 = e”(1+3e*) 1+3e2
e*+e*+1 e¥(l+e?>+e?) e*(l+e?* +e) '

lim e* =+ et lim (1+e2* +e*) =1, donc, par produit :

X—>+oo X—>+oo

lim e* (l+ e +e‘3)‘) = +oo,

xX—+oo

Ensuite, lim (1+3e2*)=1 et lim e*(1+e™* +e™**) =+ oo, donc, par quotient :
X—>+oo X—>teo

. e +3
lim — =0
xo+e @3 e +1
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b

22 llme——+°o lim (xe*)=0; llme
X—>+oo X X—>—o00

-1
=exp’(0)=1.

X

X 1 e X 1
3. a. Pour tout x>0, —=—. Posons X =—. Alors —=—.
e € X er X

X
x

e 1 X
lim — =+ et lim — =0, donc, par composition, lim — =0.

xote x X—otoo X x—>+eo @¥
1
ex L
b. Pour tout x #0, — = —Xxex.
X X

1

Posons X = l Alors L XeX.

X X
1
.1 ex
lim —=—ocoet lim Xe* =0, donc, par composition, llm —=0.
x=0" x X—>—co X
x)2 2x
c¢. Pour tout x > 0, () = e_. Posons X = 2x.
b 2x
. . e¥ . . (e¥)?
lim (2x) =+co et lim — =40, donc, par composition, lim = +oo,
x—>+oo xotee X Xt Dy
l
1 *—1
d. Pour tout x <0, x=e t)c(eY —1)— T
x x
1 L X—1
Posons X =—. Alors x(ex —l) =2 .
X X
1 e’ -1 1
lim —=0 et 11m =1, donc, par composition, lim x(ex - 1) =1.
x——o0 X X-0 X X——c0

1. fest de la forme e avec u :x — —x.

‘ Voir le savoir-faire 3.

Pour tout x réel, f/(x)=u’(x)xe"™ =(~1)xe™ =—-e <.

Par conséquent, f est strictement décroissante sur R.

2. gest de la forme e* avec u : x> .
x?+1

‘ Le dénominateur x% + 1 ne s'annule pas sur R.

Pour tout x réel, g’(x)=u’(x)xe ™ = exp

—2X
2 2X 2 .
(x*+1) x*+1
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! Xe
(x2+1)2
—2x, c’est-a-dire strictement positif sur ]—eo ; O[ et strictement négatif sur
105+ o[

Donc g est strictement croissante sur |—co ; 0] et strictement décroissante sur
[0 5+ oof.

3. h est de la forme (—3)><l avec v x> et +2.
v

1 . . , .
Xp—; i est strictement positif sur R, donc g’(x) est du signe de
+

‘ Le dénominateur e* +2 ne s'annule pas sur R.

Pour tout x réel, h’(x)=(-3)x mdt) =(-3) (ex_sz)2 - (e'VS-G:XZ)2 >0

[

Donc 4 est strictement croissante sur R.
X

4. k est de la forme u°, avec u: x> 5—2e2.

2
Pour tout x réel, k’(x)= 3><u2(x)xu’(x)=3x(52e2) x(—Zx%eZJ

2
= —3x(5—2e2) x e2 <0.
Donc k est strictement décroissante sur R.

1. La fonction exponentielle est strictement croissante et continue sur
]—oo ;+ oo et vérifie lim e* =0 et lim e* = +oo.

X——oc0 X—>+oo
Soit y un réel strictement positif. y € ]0 ;+ o[, donc, d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, 1’équation e* = y admet une unique solution notée 1n( y).

2. e L’¢équation e* = e admet une unique solution qui est In (e). Or 1 est solution
de cette équation. Donc In(e)=1.

e [’équation e* =1 admet une unique solution qui est In (1) Or 0 est solution de
cette équation. Donc In(1)=0.

e L’équation e* = e* admet une unique solution qui est In (e3 ) Or 3 est solution
de cette équation. Donc In(e?)=3.

3. In (5) est I’'unique solution de I’équation e* = 5.

e = 4,953 et s = 5,0028, donc exp(1,60) <5 < exp(1,61).

La fonction exponentielle étant strictement croissante :

1,60 <In(5)<1,61.

[ 6] 1. 7a pour équation y = exp(0)+exp’(0)(x—0), soit :
y=e’+e’x=1+1Xxux.
T:y=x+1.
2. e fest dérivable sur R et, pour tout x réel, f”(x)=e* -1
La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R,
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f(x)>0ee-1>0ce>loe >’ ©x>0et:
f'(x)=0ee =1ex=0.

Donc f est strictement décroissante sur | —oo ; 0] et strictement croissante sur
[0 5+ oo[.

e f(0)=¢"—-0-1=0. Le tableau de variation de fest donc :

0

11 en résulte que f'est positive sur R et s’annule en 0.
3. La position relative de € et de T est donnée par le signe de la différence :

c —(x+1)= f(x)
Or f(x)>0 sur Ret f(x)=0x=0.
Donc la courbe € est au-dessus de la droite 7. Elles ont un unique point
commun, le point J (0 ; 1).
1. Réponse c. T : y =exp (—1)+ exp’(—l)x(x+ 1) ou encore :
y=el(x+2).
2. Réponmse ¢.: e +et =ev (e +¢').
3. Réponse a.

Pour tout réel x, fl’(x)zée%, donc 2><f1’(x)=e% =e%—6+6=f1(x)+6.

4. Réponse b. car lim e* =+ et lim e™ =0.

X—>+oo X—>+oo

Soit b€ R. Avec a =—b,laformule exp(a+b)=exp(a)xexp(b) donne :

exp(b+(~b)) = exp(b)x exp(-b)
I=exp (b) X exp (—b).
Comme exp ne s’annule pas sur R, on en déduit que exp (—b) = l(b) .
exp
Soit a et b deux réels :
1 exp(a)

exp(a—b) = exp(a+(~b)) = exp(a) xexp(~b) = exp(a) x exp(b)  exp(b)’
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& Y * SN v * .
xX2+x-6=0 x=2oux=-3

Les solutions du systéme sont (2 ;—3) et (—3; 2).

1
ef=——
ye'ter =1 er(1+y)=1 1+y
2 S ) 2 e ,
ye Y 4extl =g e x4 ertl — o 1 |
Yf——| t——Xe=e
L1
= ) Cl+y (multiplication par (1+ )2 #0)
y+(1+y)e=(1+y)%
1 1 )
e = —— ef = e =1+
& I+y PN 1+y o _y
ey’ +(e—1)y=0 y(ey+e—1)=0 y=00uy=1_e 1

(&

(¢)

& (y=0ete'=l)ou(y=e'-lete* =¢))

S((y=0etx=0)ou(y=e'—-letx=1)).

Les solutions du systéme sont (0 ; 0) et (1; e™' —1).

fest de la forme e, avec u : x > —x2.

1. u est définie et dérivable sur R, donc f est également définie et dérivable
sur R.

2.Pour x e R, f/(x)=u'(x)xe ™ =(-2x)xe*.

e~ étant strictement positif sur R, f”(x) est du signe de —2x, c¢’est-a-dire stric-
tement positif sur ]—eo ; O[ et strictement négatif sur ]0 ; + oo[.

Donc fest strictement croissante sur |—co ; 0] et strictement décroissante sur
[05+ e[

3. lim(-x?)=—c et lim e¥ =0, donc lim e =0, soit :
X—>—o0 X—

— X——o0

lim f(x)=0.

X——oc0
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lim (=x?) = —co et lim e* =0, donc lim e~ = 0,soit :
X—+e0 X—>—co X—>+e0

lim f(x)=0.

X+

4. La tangente a 6 au point d’abscisse 0 a pour équation :
y=1(0)+f7(0)x (x—0).Or f(0)=1etf’(0)=0.

Finalement, 7 a pour équation y=1.

5.

1. fest dérivable sur R et, pour tout x e R, f’(x)=e*—x—2.

f~ est encore dérivable sur R et, pour tout x e R, f”(x)=e" -1
f’(x)>0e e >l x>0et/”(0)=0.

Donc f” est strictement croissante sur [0 ;+ oof.

2. Pour tout x >0, f”(x)=e"(1-xe™ —2e™);

lime™*=0et limxe*=0,donc lim(l—xe™*—2e*)=1; lim e* =+eco.
X—>+ o0 X—>+oo0 X—>+oo X+t oo
Donc : lim f7(x)=+ee.
X—>+00
7 est continue et strictement croissante sur [0 ; + oof.
0 est compris entre f”(0)=—1 et lim f’(x)=+oo.
X—>+oo

Donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, ’équation f”(x) =10
admet une unique solution dans [0 ;+ of.

Soit o cette solution, f(1,146) <0< £ (1,147), donc 1,146 < a < 1,147.

3. e Limite de fen + oo :

2
Pour tout x > 0, f(x) =e* (l —x?e"‘ =23 = Ze‘xJ

102
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2
lime™*=0 Ilim x?’ e*=0et lim 2xe™™ =0 donc:

X—>+o0 X—>+o0 X—>+oo

x2
lim (1—7e"‘ —2xe" —26"‘) =1,

X—>+co

De plus, lim e* = +co.

x—+oo
Donc lim f(x)=+ce.
x>+

e Tableau de variation de f":

X 0 o +oo
Signe de f7(x) -1 - 0 + +o0

Variations de f* | —1 1
T fo—

2
4. f(a)= e“—%—Zoc—Z. Or f/(a)=0, d’od % = 0+ 2.

[ee]

o? o? o
D =—og+2———-20—-2=—-0Q——=— —+11.
onc f(()() (04 (04 o OC( )

1,146 < 0, < 1,147, donc 1,573 < %+ 1<1,5735.

‘ Conserver toutes les décimales lors des calculs.

Les termes étant tous positifs, on peut multiplier membre & membre les deux
inégalités et on obtient :

1,802658 < o x (% + 1) <1,8048045
—1,8048045 < —a x(% + 1) < —1,802658.

Donc, un encadrement au centiéme de f(o) est :
-1,81< f(a) < —1,80.

5. T, a pour équation y = f(2)+ f'(2)(x—2).

Or f(2)+ f'(2)(x—2)=¢*-8+(e* —4)(x—2) = (e* — 4)x—e*. Donc :
T,:y=(e?-4)x—€.

T, a pour équation y = f'(a) + f”(o)(x — o) avec f(a) = 0 et f (o) = —o (% + 1).

Donc 7, : y =—(x(% + 1) (tangente horizontale).
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1. Soient s et ¢ deux réels fixés.

(er—s)x(e"—1)=0 (e* =soue* =1).
L’équation e* = s admet une solution unique si s >0 et aucune solution si § < 0.
De méme pour I’équation e* = t.
Donc I"équation (e* — s)x (e* — ) = 0 admet :
deux solutions si s >0 et >0
une solution si (s >0 et z<0)ousi(s<O0etz>0);
aucune solution si s <0 et z<0.

2%

VARIABLES
s EST_DU_TYPE NOMBRE
t EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME

LIRE s
LIRE t
Sl (s>0 ET t>0) ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “l'équation (exp(x]-s)x (exp(x)-t}=0 admet deux solutions”
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
Sl (s<=0 ET t<=0) ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “'équation (explx]-s)x (exp(x)-t]=0 n"admet aucune solution”
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER “l'équation (expl(x]-s)x (exp(x)-t}=0 admet une solution unique”
FIN_SINON
FIN_SINON

FIN_ALGORITHME
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3. Notons A = b%—4ac.
Si A >0, I’équation aX?+bX +c¢ =0 admet deux solutions réelles :
—b—JA —b+JA

X, = etX, = 0
2a 2a b

Si A =0, I’équation aX?+bX +c=0 admet une solution réelle X, = e
a

Si A <0, I’équation aX?+bX +c=0 n’admet aucune solution réelle.

4.

VARIABLES
a EST_DU_TYP E NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
¢ EST_DU_TYPE NOMBRE
x0 EST_DU_TYPE NOMBRE
x1 EST_DU_TYPE NOMBRE
x2 EST_DU_TYPE NOMBRE
DELTA EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE a
LIRE b
LIRE c
Sl (a!=0) ALORS
DEBUT_SI
DELTA PREND_LA_VALEUR b*b-4*a*c
S| (DELTA==0) ALORS
DEBUT_SI
x0 PREND_LA_VALEUR —b/(2*a)
Sl (x0>0) ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “"equation a.exp(2x]+b.exp(x)+c=0 admet une solution”

FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER “"equation a.exp(2x)+b.exp(x)+c=0 n'admet aucune
solution”
FIN_SINON
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
S| (DELTA>0) ALORS
DEBUT_SI

x1 PREND_LA_VALEUR (-b-sqrt(DELTA))/(2*a)
x2 PREND_LA_VALEUR (-b+sqrt(DELTAJ)/(2*a)
SI(X1>0ETx2>0) ALORS

DEBUT_SI
AFFICHER “["equation aexp(2x}+b exp(x]+c=0 admet deux
solutions”
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON

SI (X1<=0 ET X2<=0) ALORS
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DEBUT_SI
AFFICHER “"equation aexp(2x]+b exp(x}+c=0 n'admet
aucune solution”
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER “"equation a exp(2x]+b exp(x]+c=0
admet une solution”

FIN_SINON
FIN_SINON
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER “"equation aexp(2x}+b exp(x)+c=0 n’admet aucune
solution”
FIN_SINON
FIN_SINON

FIN_SI
FIN_ALGORITHME

5.2a.e+e*+1=0; X?>+X+1=0; A=-3<0; aucune solution.
b.e*+ 2e*+1=0; (X+1)*=0; X,=-1; aucune solution.
ce¥—2e"+1=0; (X-1)2=0; X,=1>0; une solution.
d.e*+4e*+3=0; X2 +4X+3=0; X, =-1etX, =-3; aucune solution.
e.e*+2e*-3=0; X?2+2X-3=0; X,=1>0etX,=-3; une solution.
f.e™ —4e*+3=0; X?-4X+3=0; X, =1>0etX, =3>0; deux solutions.
g.e”—-3e*=0; X>-3X=0; X,=0etX,=3>0;une solution.

1. Pour tout 7 € [0 ; +so[, N’(1) = Ny X (=) e~ = —AN(?).
N’(#) est donc proportionnel au nombre de noyaux radioactifs /V(z), et le coef-
ficient de proportionnalité vaut (—\).

2. N(1)= %N(O) & Nye™™ = %No

1
SeM= > (car N, >0).

In2
2= @ d™ =gt <:>t=nT.
In2
Donc T =—.
A

3o =2 g 4510

5568
b. Soit # le nombre d’années écoulées depuis la mort de cet humain,
alors N (t) = 33 XN,
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c’est-a-dire exp(—1,245x10~* x1) = 0,35,

. I
soitt=— 2035 _g4354 1 pres.
T1,245%10~

Cet humain est mort environ 8432 ans avant la découverte, soit environ
en 6426 avant JC.

1. a. Pour tout x >0, —1< cos(x) <L
En multipliant par e=* > 0, on obtient :
—e* < fix)<e™.

b. lim (—x)=—co, donc lim e =0 et lim (—e)=0.

X—>+o00 X—>+oo X—>+o0
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :
lim f(x)=0.
X—>+o0

2. f(x)=e & (cos(x) =letx>0)
& x =2km, avec k e N.
f(x) =e™* & (cos(x)=—letx>0)

< x=2k+1)m, avec ke N.
f(x)=0& (cos(x)=0etx>0)
(:)x=§+kn, avec k e N.

3. a. e Les fonctions x> —x et exp sont dérivables sur R, donc la fonction
x > e est dérivable sur R. A fortiori, elle I’est sur [0 ;+ od[.

La fonction cos est dérivable sur R, donc aussi sur [0 ;+ o[.
fest le produit de deux fonctions dérivables sur [0 ;+ oo , donc f'est dérivable sur
[0 5+ oof.

e Pour tout x > 0,

f’(x)=—e xcos(x)+e x (—sin (x)) =—e* (cos (x)+sin (x))

Or, —J2 e x sin(x ¥ %) =—J2e* X (% cos(x)+ % sin(x))
= —e*(cos(x))+sin(x)) = f7(x).

‘ SiaeR et beR:sinla+b)=sinla)cos(b)+ cosla)sin(b).

Pour tout x > 0,f'(x) =—2—e*x sin(x+§).
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b. f’(x)=0<:>—\/§ e"xsin(x+§)=0 etx>0
. T
<:>sm(x+2]=06tx>0
<:>x+§=k1t, aveckeZetx>0
T
(:)x=—z+k1t, avec k e N*
, . T
c f(x)>0<:>sm(x+z)<0etx>0.
x>0 etx+§e](2k+l)n; (2k+2)n[, avec ke Z

oxe ]_§+(2k+1)n;—%+(2k+2)n|:, avec k e N.

D’ou le tableau des variations de f'sur [0 ; 4x] :

4

Variations de f
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1. a. e Limites en —oo

lim e* = 0; hm( xX)=+ooet lim e¥ =+oo, donc lim e = +oo, donc :

X—>—o0 X—>+oo X—>—o0

lim ch(x) =+ et llm sh(x) = —oco

X—)—oco

o Limites en +oo
lim e* = +oo;

X—>+o0

lim (—x) = —oo et 11m e* =0, donc lim e =0, donc :

X—+ oo ——oc0 X—>+oo

lim ch(x) =+ « et llm sh(x) =+co.

X—>+oo

b. ch et sh sont dérivables sur R.

—¢ —sh().

Orsh(x)>0e e >e” & x>—xe x>0 etsh(x)=0x=-x e x=0.

Pour tout x € R, ch’(x)=

La fonction ch est strictement croissante sur [0 ;+ o[ et strictement décrois-
sante sur |—co ;0].

e'+e”
Pour tout x € R, sh’(x)=

=ch(x)>0.

La fonction sh est strictement croissante sur R.

% — o0 O + oo % —o00 + oo

Variations s +oo| | Variations de
de ch \ / sh /
1 —oo

+ oo

74y
6
5
¥ =\ch(x)
4
3
2
=8 =7 =6/=5/-4 -3 D -1 1213 4 5 67 8x
1
-2
= sh
P 3
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2. a.Soit x e R.
2x 2 —2x 2x __ 2 -2x 4
chz(x)fshz(x)ze reren ¢ N
4 4 4

ch?x —sh?x =1.

b. Soit (x ;) € R2.

Sh(X)Ch(y)+Ch(x)sh(y)= e —e™ < e’ t+e” N e’ +e* " e’ —ey

2 2 2 2
ety +er ) — e—(X—y) = e‘(’”)’) ety —e* ) + e—(X—)’) = e—(X+Y)
= +
4 4
2 ex+y _e—(x+y)
ATy

Pour tout x réel, avec y = x :

sh(2x)=2sh(x) ch (x).
c. Soit (x ;y) e R*:

Ch(x)Ch(y)+Sh(x)Sh(y) _ e~ -;‘efx o e’ -‘;ei" . ex _2e—x y v _267})
e +e¥ Y +e ) e ¥ty —e¥ v — e () 4 gy
= ; N :
x+y —(x-y)

Pour tout x réel, avec y = x, ch(2x)=ch?(x)+sh?(x),
soit, d’apres 2. a. :
ch (Zx) =eln® (x) +sh? (x) = (1 + sh? (x)) +sh? (x) =1+2sh? (x)
ch(2x) = ch? (x)+sh? (x) = ch? (x) +(ch?(x) - 1) = 2ch* (x) - 1.
On a bien, pour tout x € R :
ch(2x)=2ch?(x)-1=1+2sh?(x).

1. Soit @ un réel. Pour / proche de zéro :
exp(a+h)=exp(a)+hexp’(a)
Mais puisque exp = exp’, exp’(a) = exp(a),
exp(a)+hexp’(a) = exp’(a)+ hexp(a)
=exp(a)x(1+4)
Donc, pour % proche de zéro :
exp(a+h) = (1+h)exp(a)

110
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2. a. e Le point M; a pour coordonnées x; = x, + 2 =0,6 et y;.
L’approximation affine pour a = x, nous donne une valeur approchée de exp (x3)
puisque :
exp(x;) = exp(x, + 1) = (1+ ) xexp(x,) = (1+h) X y,.
On pose donc :
ys =(1+h)xy, =(1+0,2)x1,44 ,d’ou y, =1,728.
e Le point M, a pour coordonnées x, = x; + /4= 0,8 et y,.
L’approximation affine pour a = x; nous donne une valeur approchée de exp (x4)
puisque :
exp(x,)=exp(x; + /) = (1+h)xexp(x;) = (1+ h) X y;.
On pose donc :
yi =(1+h)xy; = (1+0,2)x1,728 d’ou y, = 2,0736.

VARIABLES
h EST_DU_TYPE NOMBRE
x EST_DU_TYPE NOMBRE
y EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE h
x PREND_LA_VALEUR 0
y PREND_LA_VALEUR 1
TANT_QUE (x<4) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
x PREND_LA_VALEUR x+h
y PREND_LA_VALEUR y*(1+h)
TRACER_POINT (x,y)
FIN_TANT_QUE
FIN_ALGORITHME

Xmin: 0 ; Xmax:5 ; Ymin:0 ; Ymax: 5 Xmin: 0 ; Xmax:5 ; Ymin:0 ; Ymax: 5
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c. L’algorithme ci-dessous permet de visualiser, en bleu, les points obtenus par la
méthode d’Euler, et en noir, les points de la courbe de la fonction exponentielle.

VARIABLES
h EST_DU_TYPE NOMBRE
x EST_DU_TYPE NOMBRE
y EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE h
x PREND_LA_VALEUR 0
y PREND_LA_VALEUR 1
TANT_QUE (x<5) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
x PREND_LA_VALEUR x+h
y PREND_LA_VALEUR y*(1+h)
TRACER_POINT (x,y)
TRACER_POINT (x,exp(x))
FIN_TANT_QUE
FIN_ALGORITHME

Xmin: 0 ; Xmax:5 ; Ymin:0 ; Ymax: 50 ; GradX: 2 ; GradY: 2

On voit que I’approximation est de bonne qualité, bien que les courbes s’éloignent
lorsque x augmente.

Partie A

X
1. d est de la forme €“, avec u : x > ——.
x+1

u étant définie et dérivable sur |—1 ;4 o[, d’est aussi et, pour tout x € |—1 ;+ oo[,

1><(x+1)—x><1e X

’ — u(x) —
d (x) ! (x)xe (x+1)2 x+1

d'(x)= ;expi >0
(x+1)? x+1

donc d est strictement croissante sur |—1 ;5 +oo].
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2. e Limite en —1*

e lim x=-1let hm L (x+1) =07, donc, par quotient :

x——1*
X
lim —— = — oo,
o> x+1
A X Y
Puis lim —— =— e et lim e* =0, donc, par composition :
x—>-1" x + 1 X——oo

x—>-1*

X
lim ex =0.
= x+1

o X
e Limite en + oo de ——
x+1

lim x =+ o et lim (x+1) =+ oo: il s’agit d’'une forme indéterminée.

X—+oo X—+oo
Factorisons numérateur et dénominateur par le terme de plus haut degré.
Au voisinage de +eo (on peut simplifier par x > 0) :

X X 1

x+1 x(1+1) 1+l
5 X
1 1
lim 1+—=1, donc, par quotient, hm—l—l C’est-a-dire :
X

X—>+oo
4=
X

lim —>—=1.
xote x +1
Limite en + o de d(x) :

X x
lim ——=1let hmeX =e, donc, par composition, llm exp =e.
xote x +1] S+ x+1

3. Soit x un réel de I’intervalle 1 ;+ oo[.
- 1

X =erl 1=1— ! doncd(x)=exp(l——):—

x+1  x+1 x+1 x+1 1

exp——

x+1

‘ On peut maintenant travailler par inégalités successives en partant de x et en
respectant les priorités opératoires.

x>—1:x+1>0=>L>0
x+1

1 . .
= exp—1 > | car exp est strictement croissante sur R
x+
1 ®
= <l= I <ecare>0.

1
exp—— exp——
px+1 px+1

| . . e
Or, e et exp—1 étant tous deux strictement positifs, ————> 0.
3EF s
Finalement, pour tout x >1,0 <d(x)<e. x+1
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Partie B
1. 11 faut montrer que £ (x)—(x—e+1) apour limite 0 en +oo:
X

x)—(x—e+l)=—exp——+e=e—d(x).

F(5) (e 1)=—exp ()

lim d(x) =e, donc, par soustraction, lim (e —d(x)) =0,

soit lim (f(x) = (x—e +1)=0.

(D) est donc asymptote a la courbe 6 en +oo.

2.a.0 Soit x €]—1 ;+ oo, f(x): x+l—d(x), donc :

1 X
(x)=1+0-d’(x)=1- exp——;
f( ) ( ) (x+1)2 px+1
—2X1Ix(x+1 1 1
f7(x)=0- (x )Xexp * X exp al ;
(x+1)* x+1 (x+1)2 (x+1) szl
X 2pp =1 _ 2l X

= exp X = eXp .
x+1  (x+D*  (x+1* x+1

o(x+ 1)4 et expL sont strictement positifs sur R, donc f”(x) est du signe de
x+
(Zx + 1).
1
Or2x+1:Oc>x=—Eet2x+l>0<:>x>—5.

Alors, 2x+1<0<:>x<—5.

1
Donc f”(x) est strictement négatif sur ]—1 ;E[’ strictement positif sur

1 1
—;+oo| et s’annule en ——.
2 2

b.
X -1 —l + oo
2
Signe de f”(x) - 0 +
1 1
Variations de f” \ " 4 /
e

. . . 1
3. e f” est continue et strictement décroissante sur :|—1 ;= —:|

. . 1
0 est compris entre hnllf (x) =letf (—5) =—0,47.
Donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f '(x) = 0 admet

. . 1
une unique solution o sur ]—l ;—E].
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. . . 1
o f/” est continue et strictement croissante sur |:—5 ; +oo|:.

1 .
0 est compris entre f’(—z) ~—0,47 etlim f (x)=1.

Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation [ (x) =0 admet

. . 1
une unique solution sur |:- 5 s+ <>°|: .

1
De plus, £7(0)= lfixexp(O) =0.
1
0 est donc I’unique solution sur [_E 3 +oo[ de ’équation f’(x)=0.
e D’apres la calculatrice, f’(—0,71)<0< f’(=0,72), donc comme f'est stricte-

. 1
ment décroissante sur :|—1 ;—5|:, —-0,72<a<—0,71. Une valeur approchée

de o au centiéme pres est — 0,72.

4. a. 1l découle des questions 2.b. et 3. que :

f'(x) est strictement positif sur |—1 ; o et sur J0;+oo[;

f7(x) est strictement négatif sur Jo ; 0[;

f’(x)s’annule en o et en 0.

b. Les limites de f aux bornes de son ensemble de définition s’obtiennent en
remarquant que

fix—>x+1-d (x), et en utilisant les résultats de la partie A :

1in_1I d(x)=0et lin_ll(x +1) =0, donc, par soustraction :
lim f(x)=0.

lim d(x)=eet lim (x+1)=+-eo, donc, par soustraction :
X—+oo

X—+oo

xll)lllmf(x) = +oo,
c.
X -1 o 0 +o0
Signe de f”(x) + 0 - 0 +

Variations de f / f (Ot)\ /
0 0

Valeur approchée f (ct) :

o est défini par f’(o) =0, soit 0 experl =1 d’ou expor! = (o+1)2 et :

o+1)?

f(oc)=oc+1—e% =(a+1)—(a+1)? =—o(o+1).

oa=-0,72,donc f(a)=0,20.
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Partie C

X X
+1—exp—— — exp——
La g@-gCD _ /0 _ "0 a2 TP
x—(=D x+1 x+1 x+1 x x+1
g)=g() _y 1 x x
x—(-1) x x+1 x+1
b. Posons X = ——. Alors LexpL = Xe”¥.
x+1 x+1 x+1
D’apres la partie A, 2., lim 2 =,
x>t x + 1

D’apres le cours, lim Xe* =0.
X ——eco

i . X
Donc, par composition, lim exp =0.
i | x+1

c. lim— 1 =let lim Lexp% =0 donc, par produit,

x>l x =l x 41 X+
.1
lim —xiexpi =0.
=ty x+1 x+1
Donc lim g -gCh =1.
Y _(_1)

g est donc dérivable en —1 et g’(-1)=1.

2.0
Y
5 -

116
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e La tangente a (6) au point d’abscisse —1 a pour équation :

y=g(-1)+g (-1)(x (1))
y=0+1(x+1)
y=x+1
¢ £(0)=£’(0)=0, donc la tangente a (¢’) au point d’abscisse 0 a pour équation
=0.
i} f’(0)=0, donc la tangente a (6”) au point d’abscisse o a pour équation
v = f(a) (tangente horizontale).

1. Posons X =e*.
Alors e* —3e*—4=0 X2-3X-4=0
S X=-louX=4
e =—loue =4
Se =4 (care* >0).
L’équation e* = 4 admet une unique solution puisque exp est strictement croissante
sur R. Réponse b.

2. La fonction exp est strictement positive sur R, donc, pour tout x € R,
e™ > 0. Donc —e™ est strictement négatif sur R. Réponse b.

3. lim (2e* —1)=+oo et lim (&7 +2) = +co: il s’agit d’une forme indéterminée.

x—>+oo

‘ On factorise numérateur et dénominateur par e*.

2¢* -1 e'(2-e*) 2-¢*
e*+2 e’(1+2e) I1+2e’

lim(2-e™)=2et lim(1+2e™)=1,

X—>teo

donc, par quotient, lim et -1
X0 @t

=2. Réponse c.

— _ . _ 2
4. o Pour tout réel x, f”(x)=kx (x . L X exp Gl
c

262
(=) —(—
Or, comme k # 0 et expM>0,f'(2):0:Q=O=>u=2.
20? o’
—2-2y . .
e f(2)=1, donc kexp?=l, soit kexp(0) =1, soit k =1.
o

Réponse d.
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1. f(O):%xl—e'+c=%—e+c.

1 1 1
0)=—,donc——e+c=—,soitc=e.
f() 2 2 2
2. f'est dérivable sur R et, pour tout x € R,
f’(x):%xZezxflxe”1+0=e2"fe”'.
x)=0se¥=els 2x=x+1 x=1;

/' (x)
f(x)>0eer>e o 2x>x+le x>1;
f(x)<0ex<1.

.1 .
3. lim —e* =0et lim e**! =0, donc, par somme, lim f(x)=e.
X——oo

X——o0 X—>—co

‘6/- admet donc une asymptote horizontale en — o d’équation y =e.

4. ‘ Etablir, puis lever lindétermination.

o lim e* =+ o et lim (—e”l) = —oo, donc il s’agit d’une forme indéterminée.

1 1
o f(x)= Eez" —el e =eX X(E—e‘x +e12").

lim e* =+oo;

X—>+eo

lim 1 e +el2 = % donc, par produit, lim f(x)=+ oo.
X—>+oo

X—>+oo

5.
X —oo 1 +o0
Signe de f'(x) - 0 +
€ +o0
Variations de f o2
e——
2
e2
6. fadmet un minimum en 1, qui vaut f (1) =e— ) =~ —0,98, donc le minimum

de f'sur R est strictement supérieur a —1.

Par conséquent, —1 n’admet pas d’antécédents par f.

1 1
7. EXZeX=O<:>X(EXe)=0<:>(X=OouX=Ze).
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1 1
° f(x)= e Eez‘ —etlte=e Ee“ —e*tl =0,
Posons X =e¢*.
1
Alors f(x):e'::>EX2 —eX=0(X=00uX =2¢) < (¢* =0 oue = 2e).
Or, I’équation e* = 0 n’admet aucune solution puisque, pour tout x € R, e* > 0.

Et I’équation e* = 2e admet une unique solution puisque 2e > 0 et que la fonction
exp est continue et strictement croissante sur ]—oo ; +oo[.

Donc e admet un unique antécédent par f.

8. I méthode
* fest continue et strictement décroissante sur |—o° ; 1].

2
lim f(x)=e>Oetf(1)=e—%<0.

Donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, 1’équation f° (x) =0 admet
une unique solution sur ]—o; 1].
e fest continue et strictement croissante sur [1 ;+ oo[.

f)=e f%<Oet [ -

X—>+oo

Donc I’équation f (x)=0 admet une unique solution sur [1; +co[.
Donc I’équation f(x)=0 admet deux solutions sur |—co ; +oo|.

2¢ méthode
f(x)zO@%ezx—e“‘Ha:O.
Posons X =e*.
f(x)=0<:>%X2—eX+e=0.
A=(—e)? —2e=e(e-2)>0.
Les solutions de 1’équation %X 2—eX+e=0sont:
X, =e—e? —2¢ et X, =e++/e? - 2e.

f(x)=0 (X =e—+/e? —2e ouX =e+/e? —2e¢)
& (e =e—m oue’ =e++e’—2e).

X, =1,3> 0 donc I’équation e* =e—+/e? —2¢ admet une solution.
X, > X, >0 donc I’équation e* =e++/e? —2¢ admet une solution.

Finalement, I’équation f (x) =0 admet deux solutions.
(0 a deux antécédents par )
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L f,(x)=1e exp_(xT_m)2 =exp(0)

—(x—m)* _
2
& x =m.

= 0

1 admet un antécédent par f,, qui vaut m.

— — 2
20 fjm—F=m _ o0, donc lim f,, (x)=0.
X—>+oo 2 X+
_ _ 2
e lim % =— oo, donc lim £, (x)=0.

X—s—oo X——oo

3. Pour tout x réel,
— — _ 2
£, (x)=—=(x—m)xexp =(m—x)><expM
—(x—m)? p . .
Comme exp————> 0 sur R, f,(x) estdusigne de m—x.D’ou:

(x—m)?
2

£, (x)>0lorsque x €]—co;m][;
£/ (x)=0 pour x=m;

£/ (x)<0lorsque x €] m ;+oo].
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4.
X —oo m +oo
Signe de f,, + 0 =
1
Variations de f;, / \
0 0

5. a. Pour tout x réel,

fm” (X) - (_l)xeXp_(xT_my-"(m_X)X(m—x)exp_(x—_m)z
= I:(m*x)Z*l:lXexp_(XT_m)2
£ =[(x=m) =1] x exp ==

—(x—m)?

b £ (1)=0 [(x-m)~1]xexp i

= [(x—m)z—lz] =0 (carexp_(xT_m)2 >0)

<:>(x—m—1)><(x—m+l)=0
S (x—m—-1=0oux—m+1=0)
£ (x)=0 (x=m+1oux = m—1).
c. o L’¢équation de la tangente a 6, au point d’abscisse m—1 est :
y=f,(m-1)+f, (m-1)x(x—m+1),

1 1
soit y=e 2+e 2 (x—m+1), soit:

1
y=e2(x—m+2).

e Remplagons x par m —2 dans I’équation de la tangente : on trouve bien y = 0.
Donc la tangente a 6, au point d’abscisse m —1 passe par le point (m — 2 ; 0).
d. e L’¢équation de la tangente a ‘6,, au point d’abscisse m+1 a pour équation :

y=f,(m+1)+f, (m+1)x(x—m-1)

y:el+(_el)(x_m_1)

1
y=e2(-x+m+2).

e Remplagons x par m+ 2 dans I’équation de la tangente : on trouve bien y = 0.
Donc la tangente a 6, au point d’abscisse m +1 passe par le point (m+2 ; 0).
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6.0 1’ (3) = 0, donc €, admet une tangente horizontale au point d’abscisse 3.

o La tangente a ‘6; au point d’abscisse m—1=2 passe par les points
(2 5 fy (2)) et (1;0) puisque m—2=1.

e La tangente a 6, au point d’abscisse m+1= 4 passe par les points (4 3 f (4)) et
(5;0) puisque m+2=5.

o 1 2 3 4 5 6 7 %
Cas/m =3
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[ cours | 1 ]

A\ e L L T L T L T LT LTLVZ%
Z

G La fonction logarithme
neperien

S
ZI sy

i,
IO

QM

W DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES
1. Définition
m Soit x >0. L’unique solution y de I’équation e’ = x s’appelle logarithme

népérien de x et on la note In(x) ou Inx.
La fonction logarithme népérien est définie sur 0 ; +oo[.

‘ On dit que les fonctions logarithme népérien et exponentielle sont réciproques
lune de l'autre.

B Propriétés

e Pour tout a >0, pour tout be R, In(a)=b < a=c¢’.
e Pour tout x >0, e"* = x.

e Pour tout x € R, In(e*) = x.

e In1=0.

e Ine=1.

2. Symétrie des courbes représentatives de ln et exp

Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives des fonctions expo-
nentielle et logarithme népérien sont symétriques par rapport a la droite
d’équation y = x.

3. Propriétés algébriques

e Pour tous a, be]0;+eo[, In(ab)=In(a)+ In(b).

Pour tout a >0, ln(l) =—In(a).
a

Pour tous a, b €]0 ; oo, ln(%) =In(a)—In(b).

Pour tout a > 0, pour tout n € N, In(a") = nln(a).

Pour tout a >0, Inva = %ln(a).
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Ei¥ ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1. Limites aux bornes de 'ensemble de définition

IimInx=+c et limlnx=—co.

X—>+oo x—=07%

2. Sens de variation de la fonction logarithme

. : s , 1
m La fonction In est continue et dérivable sur J0 ; + oo et In’(x) =—.
m La fonction In est strictement croissante sur 0 ; + oo[. *

3. Tangente au point d’abscisse 1

La tangente a “6,, au point d’abscisse 1 a pour équation y = x —1.

4. Courbe représentative de ln

E¥i1 AUTRES LIMITES A CONNAITRE
1. Croissances comparées
o lim Inx =0 et liI(I)l xIn(x)=0".

Xt x x—0"

. Inx .
e Pour tout n € N*, lim — =0*et lim x" In(x)=0".
Xyt I x—07%
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2. Une limiteen O

lim In(1+x) _

x—=0 X

1

‘ Cela est d{ a la définition de la dérivabilité de lnen 1 :

R k) — (1) ’: ~00_ =,

h—0

FONCTIONS DE LA FORME x — In(u(x))

Théoréme : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que, pour tout
xel, u(x)>0.

Alors la fonction In(u): x> In(u(x)) est définie et dérivable sur I et,
pour tout x e/ :

(In(u))"(x) = )

Siu>0surl, alors (lnu) = cl
u

SAVOIR-FAIRE

1. Résoudre une (in)équation de la forme In(u(x)) =C
(respectivement ln(u(x)) <C,...)

Pour que x soit solution de 1’(in)équation, il faut que u(x) > 0.

EXEMPLE : Résoudre I’inéquation In(2x +1) <5.

Soit x un réel :

1 -1
In(2x +1) <5 & (2x+1>0 et 2x+1<eﬁ)<:>(x>—E et x<62 )

5_
Comme 1 < e_l, P’ensemble des solutions de I’'inéquation

. 1 e5-1
In(2x +1) <5 est I’intervalle _E 5 5 |

2. Déterminer l'ensemble de définition
d’une fonction de la forme lnu
Déterminer ’ensemble de définition D, de la fonction u, puis résoudre dans
D, I’inéquation u(x) > 0.
EXEMPLE : Déterminer I’ensemble de définition D, de la fonction :
f x> In(x?-3x+1).

Ici, f'est de la forme Inu, avec u : x > x* —=3x+1.
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o D, =R car u est un polynome.
* u(x)>0 x*-3x+1>0.

A=(-3)>-4x1x1=5, donc le trindme x2—3x+1 admet deux racines
réelles :

3-J5 o 3+4/5

2 2

Le coefficient de x? est positif, donc x2 —3x +1 est positif a I’extérieur des

racines.
3-+5 3+£] .
,d’ou
2 2

ou x >

Donc u(x)>0 &< (x <

b =}_w . 3—\E[U]3+\E,+wl

2 2

3. Dérivabilité et dérivée d'une fonction de la forme lnu
Vérifier que les hypotheses du théoreme du IV s’appliquent puis appliquer la

’

formule de dérivation (Inu)’ = =
u

EXEMPLE : Etudier la dérivabilité et déterminer la dérivée de la fonction
fdéfinie sur ]0 ; + o[ par:

f(x)=2><ln(x+5+l).
X

Ici, fest de la forme 2 X Inu, avec u : x> x+5+—.
X

e y est dérivable sur J0 ; + o[ et, pour tout x >0, u(x) >0 (comme somme de
termes strictement positifs), donc fest dérivable sur ]0 ; + oo[.

’

e f=2xInu, donc f’=2x%. Donc, pour tout x >0:

f(x)=2x =2X X
) x+5+l
X
- 2{)62-1) ]
xIx| x+5+—
X

‘ Pour étudier des variations de f (non demandé ici), il faut remarquer que f’(x)
est du signe de x? —1, puis dresser le tableau de signes de x? —1.
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EXERCICES D'APPLICATION

[N ProPRIETES ALGEBRIQUES | * | 10 min | »P. 139 |
Simplifier au maximum les expressions suivantes :
1.Si x>0, In(xe*)= 2.Six#0, ln(e—2)=
X
3. In| tan X |~1n sinE = 4. In @—15 +ln(15)=
3 3 3
1 16 x 252
5. Jin(5x?)~In(x) = 6. 10g( 629 > )+2log7=

‘ Voir le cours, I.1.

ﬂ (INJEQUATIONS | % | 10 min | »p. 139 |

Résoudre les équations et inéquations suivantes :

LIn(x+1)<7; 2.2In|2x+5|<In9; 3. (e*=2)(e*+1)>0;
3

4. ln(x+5)>lnx; 5.(x+1)y° =¢".

‘ Voir le savoir-faire 1.

E} umites | %% | 20 min | »p. 140 |

1. Question de cours

Soit n e N *,

. . Inx . . Inx
Connaissant la valeur de lim ——, déterminer la limite en +oo de .
Xt x x"

Remargquer que In(x) = 1ln (x").
n

2. De méme, calculer la valeur de lim ln_x
X—>+ oo [ X

. . |
3. Déterminer la limite en 1 de ﬂ.

X —
exln3_ 1

ex

4. Déterminer la limite en +oo de
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SYSTEMES D'EQUATIONS | % | 10 min | »p. 141 |

Résoudre les systemes suivants :
e =1 | < |=4
1. 3 2. y
e'—e’ =—
2 ln(x2)+1n(y):5
‘ Pour le systeme 1., poser X =e* et Y =¢’.

B3 ruoe pes variaTIONS | % | 10 min | »p. 141 |

Pour chacune des fonctions suivantes, montrer qu’elle est dérivable sur son
ensemble de définition, calculer sa dérivée et en déduire ses variations.
1. f(x)=x In(x), définie sur ]O ; +oo[.

2. f(x)=In(2x —5)—In(x), définie sur ]g ;4 oo[.
3. f(x)=In(/x* +1), définie sur R.
4. f(x)=2e*>—-9x+1, définie sur R.

‘ Voir le savoir-faire 3.

A ensembLEs pE DEFINITION | % | 10 min | »P. 142 |
Déterminer 1’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

3x+1
1. f, :x > In(x? +1). 2. f, ;x> 1n .

x+2

3. f, ix > In(Bx+1) = In(x + 2).
‘ Voir le savoir-faire 2.

FONCTION X - xln(x) | % | 20 min | »p. 143 |

Soit f'la fonction définie par x - xInx. On note 6, sa courbe représentative
dans un repére orthogonal.

1. Déterminer 1’ensemble de définition de /.

2. Déterminer les limites de f'aux bornes de son ensemble de définition.

‘ Voir le cours, . 1.

3. Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variations complet.
4. Déterminer 1’équation réduite de la tangente 7' a ‘6, au point d’abscisse 1,
puis celle de la tangente 7" a ‘6, au point d’abscisse e.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Y vraiou Faux | %% | 20 min | »p. 144 |

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en
argumentant :

1. ln(§)+ ln(i)— Inv/3 +1n LA =0.
4 10 NG
2. On pose pour tout ne N, u, = (%) . La suite (ln un) est arithmétique.
2_
3. L’ensemble solution de I’inéquation In(2 —3x) < 2 est ]% ;+ ooI:.

) Inx . > 2
4. La courbe d’équation y =2+ —— dans un repere (0;7 ; 7) admet une
asymptote au voisinage de +oo. x

. In3 . .
5. L’équation e3> — 12 _ 26 admet une unique solution sur ]0;+oo[,
In3 xIn2
qui vaut —.
In2
B} roncTion x> xr=ex | % | 15 min | »p. 145 |

Soit fla fonction définie sur O ; +oof par f(x)=e*"). On note 6, la courbe
représentative de f'et 6, la courbe représentative de la fonction exponentielle
dans un repére orthogonal.
1. Etudier les variations de /.
2. Déterminer les limites de faux bornes de son ensemble de définition.
3. Résoudre sur O ; +oo[ I'inéquation f(x)<e*.

e¥In(x)

4. Déterminer la limite en +oo de
5. Tracer 6, et €.

e)f

EX)] APPLICATIONS DES SUITES GEOMETRIQUES | * | 10 min | »P. 146 |

1. On place un capital C, sur un compte a intéréts composés de 2,25 % par an.
On note C,,C,,...,C, le capital acquis au bout d’une, deux, ..., n années.
Au bout de combien d’années le capital aura-t-il doublé ?

‘ On rappelle que " intéréts composés " signifie que les intéréts d'une année
s'ajoutent au capital et que, l'année suivante, ils rapportent aussi des intéréts.

2. Une substance radioactive, I’iridium 192, perd environ 9,6 milliémes de sa
masse par jour. Déterminer la période de demi-vie de I’iridium 192.
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ALGORITHME | %% | 40 min | »p. 147 |

1. Ecrire un algorithme donnant les solutions réelles de I’équation (E)
ae*+be*+c=0,0ua,b et c sont des réels, avec a # 0.

Pour cela, il suffit de reprendre 1’algorithme de I’exercice 15 du chapitre « fonc-
tion exponentielle », et d’y intégrer I’expression des solutions de (E).

‘ Les solutions de (E) sont :

e la solution éventuelle de U'équation e* = X si X, est lunique racine du trindme
aX?+bX +c.

e les solutions éventuelles des équations e* = X, ete* = X, si X; et X, sont les
racines du trinome aX? + bX +c.

2. Tester 1’algorithme sur les équations suivantes :
a. 2e*+e*—3=0;

b.e*—e*+2=0;

c.2e>*—11e*+12=0;

d. e*+5e* =0.

LOGARITHME DECIMAL ET
pH D’'UNE SOLUTION AQUEUSE | %% [ 10 min | »P. 148

Pour tout x >0, on appelle logarithme décimal de x le réel Inx et on le note
log.x. In10

1. Quelques propriétes de la fonction log.

a. Que vaut log(1) et log(10)?

b. Pour tout x € R, on note 10* = e*™'°. Démontrer que log(10*) = x.

c. Pour tous x,y >0, exprimer log(x X y) en fonction de log(x) et log(y).

2. Application : pH d’une solution aqueuse.

On rappelle que le pH d’une solution aqueuse est li¢ a sa concentration en H;O*
(exprimé en moles par litre) par la relation [H,0* ] =101 = e-pH 10,

a. Exprimer pH en fonction de la concentration en H,O".

b. [H;0"]=7,94 x10"mol- L"'. La solution est-elle acide ou basique ?

(On rappelle qu’une solution est acide si pH < 7, neutre si pH =7 et basique si
pH>7).

PROLONGEMENT PAR CONTINUITE | %%% | 40 min | »p. 149 |

Soit f* 1a fonction définie sur ]0 ; +oo[ par:
Inx .
— six#1

f(x)=9x-1

Isix=1
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1. Démontrer que fest continue en 1.

‘ Voir au chapitre 2, la définition de la continuité.

N

. Etude asymptotique
. Calculer la limite de f'en 0*.

. x _Inx . . o
. En écrivant f(x)= 1 X —— pour x > 1, déterminer la limite de f'en +oo.
xX— X

&

=

w

. Soit g la fonction définie sur J0 ; +oof par g(x)=1— L Inx.

. Etudier le signe de g”(x) et dresser le tableau de Varigtion deg.

. En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.

. Etude des variations de f

. Calculer f’(x) pour x #1 et démontrer que f’(x) est du méme signe
que g(x).

b. En déduire le sens de variation de f'sur ]0 ; 1[ et sur 1 ; +oo[.

c. Dresser le tableau de variations complet de f'sur 0 ; 4+oo[.

&~ T W

&

PPy FONCTION CONNUE PAR SA
COURBE REPRESENTATIVE | %% | 20 min | »P. 150 |

On considere une fonction /' définie sur R*, dont on a tracé dans un repére ortho-
- = .
gonal (O; i; 7) la courbe représentative € et la tangente (7) en O.

y
41
NENIY
2..
14
@
-1 0 | 2 3 5x
14

1. Lire sur le graphique ci-dessus les valeurs de f(0) et f7(0).
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2. On cherche une expression pour f(x) delaforme f(x)=ax+b+In(10x+1)
ol a et b désignent deux nombres réels. A I’aide de la question 1., déterminer
aeth.

3. On prend désormais comme expression de f(x) celle trouvée au 2.c.

a. Etudier les variations de f.

. ) X
b. Déterminer lim M
xoteo X

‘ Poser X =10x+1.

EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

SYMETRIE DES COURBES 6,,, et €, | %% | 15 min | »p. 151 |

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O ; i ; 7)

On note 6,, la courbe représentative de la fonction logarithme népérien, 6,
celle de I’exponentielle et A la droite d’équation y = x.

1. Soit M(x ; y) un point quelconque du plan et M’ (x” ; »”) son symétrique
par rapport a la droite A. Exprimer x” et y” en fonction de x et y.

‘ Le produit des coefficients directeurs de deux droites perpendiculaires vaut — 1.

2. Démontrer que la courbe 6, est la symétrique de €_, par rapport a A.

exp

RELATION FONCTIONELLE | x%% | 40 min | »p. 151 |

Le but de cet exercice est de montrer que les fonctions f dérivables sur ]0 ; +eo]
telles que pour tout (x, ) €]0 ; 4o :
Sxxy)=fx)+ f()(*)
sont les fonctions de la forme x — C In(x) ou C eR.
1. Démontrer que les fonctions x — C In(x) (avec C € R) vérifient (*).
2. Soit fune fonction dérivable sur ]0 ; +oof et vérifiant (*).
a. Démontrer que f(1)=0.
b. Soit x un réel strictement positif fixé.
En dérivant (*) par rapport a y, démontrer que, pour tout y > 0:
xfxxy)=f"(y)
puis que f’(x)=—.
X
c. Démontrer que, pour tout x €]0 ; +oo[, f(x) = C In(x).
y On pourra étudier la fonction h : x = f(x] - C In(x].

3. Conclure.
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FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a>0 | %% | 35 min | »p. 152 |

Soit a un réel strictement positif.
Pour tout x € R, onpose a* =e*™,
On appelle « fonction exponentielle de base a » la fonction £, définie sur R par :

X at =e@,

1. Calculer f,(0)et £, (1).

2. Définir les fonctions f; et f,.

3.Casou a>1

a. Ftudier les variations de f,.

b. Déterminer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition.

4. Cason a< 1

Reprendre les questions du 1.

5. A ’aide de la calculatrice graphique, tracer sur un méme repére les courbes des

fonctions f; ; £y 5 fos s foa-

E¥) suite oe vExercice 17 | % | 30 min | »p. 153 |

L’objectif de cet exercice est de déterminer tous les entiers naturels # tels que :
3n4+4n=5m

1. Examiner lescas n=0, n=1, n=2.

5 5
a. Déterminer les limites de @ en +oo et en —oo,
b. Etudier les variations de ¢.
c¢. Déterminer le nombre de solutions de 1’équation ¢(x)=1.
d. Conclure.

. : . Co(4Y
2. Soit ¢ la fonction définie sur R par o(x) = (é) +(—) .

EE] Foncrions puissances | %%* | 25 min | »p. 154 |

Soit ¢ un réel.
On appelle « fonction puissance d’exposant a » la fonction g, définie sur
10 ; +oo[ par :
X > x¢ = e@xin(x)
1. Calculer g, (1) et g, (e).
2. Définir la fonction g,,.
3. Déterminer les variations de &> puis les limites de g, aux bornes de son
ensemble de définition en distinguant les cas suivants :
aa>0 ;

b. a<O.
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EXY sERIE HARMONIQUE ET ALGORITHME | %% | 50 min | »p. 154 |

Partie A
Soit (u,) une suite définie par récurrence par :

U
{pourtoutn eN* u ., =u, +d(n)
¢ désignant une fonction définie sur 0 ; + oo[.

L’algorithme suivant permet d’en obtenir les N premiers termes :

Variables : a, k, N

Lire N

a prend la valeur

Pour k allantde 1a N —1:
Afficher « u(k)=a »
a prend la valeur a + ¢(k)

1. Définir, par récurrence, la suite (u,) dont il est question dans 1’algorithme
suivant :

VARIABLES
N EST_DU_TYPE NOMBRE
k EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIREN
a PREND_LA_VALEUR 0
POUR k ALLANT_DE 1 AN-1
DEBUT_POUR
AFFICHER “ul”
AFFICHER k
AFFICHER ) =~
AFFICHER a
a PREND_LA_VALEUR a+pow(k,2)
FIN_POUR
AFFICHER “ul”
AFFICHER N
AFFICHER ‘) ="~
AFFICHER a
FIN_ALGORITHME

2. Tester cet algorithme pour N =5, puis N = 50.

4

Apres laffichage de « ulk] = a », cocher « Ajouter un retour a la ligne ».

134
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Partie B. Application aux séries harmoniques
Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N * par :

un=21=1+1+...+1.
n

i k 2
1. Montrer que la suite (u,) est définie par récurrence ainsi :
u =1,
1
pourtoutneN* u  =u +——
n+l

2. En déduire un algorithme permettant de calculer les premiers termes de la
suite (,).

4

S’inspirer de l'algorithme de la 1™ partie.

3. On veut montrer que, pour tout x >0, In(1+x) < x.

Pour cela, on étudie la différence f(x)=In(1+x)—x, ou x €]0;+eod[.
a. Etudier les variations de f'sur ]0 ; + oof.

b. En déduire le signe de f(x) sur ]0;+ oo[.

c. Conclure. 1

4. En déduire que, pour tout n € N*, In(n+1)—In(n) < " D).

5. Montrer alors que, pour tout n € N*, u, > In(n+1).

‘ Ajouter membre a membre les inégalités (1) obtenues pour les valeurs de k,
1<k<n.

6. En déduire la limite de la suite (u,, ).

CONTROLE

acM | %% | 20 min | »P. 156 |

Pour chacune des questions suivantes, une seule affirmation est vraie.
1. La fonction x 1n|x| est définie et dérivable sur :

aR; b. 10 ;+ o[ ; c. R*; d. J—eo;0[.

2. La fonction x > In|x| a pour dérivée :

a.xH—l; b.xHi; c.xl—)—i; d.le.
x |x |x x
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3. Soit f1a fonction définie sur ]0 ; + o[ par :
f(x)=ax+bln(x).
On sait que f(e)=0 et f’(1)=1. Alors:

a ff(x)=e+l-2; b. f(x)=x+eln(x);
X

e f)=—2—— In(x); d fny=——-1 x1
l-e 1-e e—1 e-1 x

4. L’inéquation ln|x — 1| > 1 admet pour ensemble solution :

a. [l+e;+oo; b. [2;+ o[ ;
c. ]—o0;0]U[2;+0o9 ; d. ]—eo; 1—c]lule+1 ;+oq.
m | x% | 40 min | p. 157 |

Partie A. Etude de la fonction x — In(x)

x
Soit fla fonction définie sur ]0 ; +oo[ par f(x)= In(x) '
x

1. Etudier les variations de f.
2. Déterminer les limites de f'aux bornes de son ensemble de définition.

3. Tracer la courbe représentative (‘6) de f'dans un repere orthogonal (O ; i ; 7).

Partie B. Démonstration de la propriété « pour tout entier naturel
n>4,2">n*»

X oo s 1 In4
1. A I’aide de la partie A, montrer que, pour tout n > 4, an < s .
n
2. Comparer In4 et lnTZ

3. Terminer la démonstration.

‘ Cette propriété est démontrée par une autre méthode dans le chapitre 5.
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~

CONTROLE

EX] ouestion ok cours | %% | 20 min

p. 158 |

. . Inx
Le but de cet exercice est de montrer que lim — = 0.

Xt x

1. Etudier les variations de la fonction ¢ définie sur [1;+ oof par :
o(x)=Inx —/x.

2. En déduire que pour tout x €[1;+ oo[:

0< hl_x < L
X X = \/;
Y Quel est le signe de ¢(x] ?
3. Conclure.
ETUDE D'UNE FONCTION | ** | 40 min | p. 159 |
Partie A
On considere la fonction f'définie sur R par :
2e¥—e*
X)=—".
A e—e*+1

La représentation graphique de f dans le repere orthonormal ci-apres est la
courbe 6,. On précise que la droite 7 est la tangente a 6, au point 1(0; 1).
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1. On se propose de démontrer certaines propriétés de la courbe (6).
a. Etudier la limite de fen —oo et préciser I’asymptote & 6  correspondante.

b. Etudier la limite de fen + oo et préciser I’asymptote a 6 , correspondante.
‘ Poser X = e*.

c. Calculer I’abscisse du point A, point d’intersection de 6, avec ’axe des
abscisses.

2. Grace a une lecture graphique et sans aucun calcul, répondre aux questions
suivantes :

a. Donner le signe de f (x) suivant les valeurs de x.

b. Donner la valeur de 7’(0).

Partie B
On considere la fonction F définie sur R par :
F(x)=In(e*—e*+1).
1. a. Etudier la limite de F en — oo,
b. Démontrer que, pour tout réel x :
F(x)=2x+In(l—e*+e™2).
c. Déterminer alors la limite de F en +oo.

2. a. Montrer que fest la fonction dérivée de F.
b. Déduire alors de la partie A le tableau de variation de F.
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CORRIGES

1. x>0, donc In(xe*) = Inx+x.

2. x #0, donc ln(e—z) =x—2In x.
X
T
tan(3) 1
3. In| tan= |~ In|sinZ | =tn| —=Z | =1n| ——— | = —In| cos Z |.
3 3 (= T 3
sin| — cos| —
3 3
1 : . 180
4. Décomposer en produit de facteurs premiers le nombre 7—15.

ln(%—15)+ln(15)= In ?Hn 15

=In(5%9)-In3+In(3x5)=In5+2In3+In3+In5
= 3In3+2In5.
5. lln(5x2)—ln(x)=l In5+Inx—Inx= E
2 2 2

2
6. In (162925 )+21n7=41n2+41n5—21n7+21n7=4(ln 2+In 5).
[2] .n(x+1)<7e (x>—Tetx+l<e’) o —1<x<el—1.
Donc § =]-1; e’—1].
2. 2In2x+5| <9 & (xi—% et In|2x+5|<In 3)

=S (x;t—% et |2x+5|<3)

PN {x¢_§ et —3<2x+5<3) = (x;t—% et —4<x <—1J.

Donc S = —4;—§ v —é;—l 5
2 2

3. (e*=2)e*+1)>0

& ((er-2>0et e*+1>0)ou (e*—2<0et e*+1<0))

&et> 26 x > In2 (car e +1 est toujours strictement positif).
Donc §'=|In 2 ; +oo|.

4. In x+E >-lnx & x>—§etx>0etln x+E >lnl
2 2 2 X
(r20axr3-2)

S|lx>0etx+—>—

2 x
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<:>(x>0 et 2x2+3x—2>0)<:>(x>06t 2(x—%](x+2)>0]

1 1
S| x>0 et x<—20ux>5 <:>x>5.

Donc S = :Il 3 +°o[.
2
;

5. (x+1) =¢’ @x+1>0et3ln(x+1)=7 < x>—-let x+1=¢3
7
S x=e3—1.

7
Donc S={e3—1}.
‘ (x+1¥=e’>0, donc x+1>0.

lnx l nlnx 1 Inx”
-1 Pour tout x >0, ==
x" n x" n x"

. . InX nx" o
Or lim x" =+c0 et lim —— =0, =0, par composition.

X—>+oo X+ X x—teo XN

lInx” O L. . Inx
=—=0, c’est-a-dire lim =0.
x—>teo g X" n X—+eo XM

Inx 2ln\/_
2. Pour tout x > 0,
NP

i s = e i A 0, donc lim

ln\/;

=0.
X—>+oo Xteo X lim \/;
D’ou lim 2111\/7 =2x0=0, c’est-a-dire llm
X—>+oo \/; X—+oo \/7
3. Pour tout x > 0, Inx _Inx-—Inl
x—1 x—1
i . Inx—Inl 1 |
Or, In étant dérivable en 1, lim—> """ _ 1n’1 = -, d’oil lim —> =1.
x—1 x—1 1 R

4. lim (eM"? —1)=+eo et lim e* =+oo. Il s’agit d’une forme indéterminée.

X—>+oo X—>too

exln3_1
eX
3>e, donc In3>1ne, soit In3>1. Donc In(3)—1>0et lim 3D = +oo,

x—>+oo

= exln37x_ e = ex(ln371) —e*

: n3-1) _
lim e = 4+ o0 “n3_1
X—>+oo . €

. , donc, par somme, lim
lim—-e~* =0 Xt @Y

X0

=+o0,
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1. Notons X =e* et ¥ = e’. Alors X et Y sont strictement positifs.

ety =1 Xx¥=1 |y’+37-1=0 |r=—2ouy=+
e =3 xoy=27 ’ 3 < 3 ’
eTe =y =y X=v+3 X=v+>

= (Y=%etX=2) = (ey=%etex=2) & (y=-In2etx=1In2).
Donc S ={(In2; —In2)}
2. 1n(5J=4
Yy
ln(x2)+1n(y)=5

<:>(y¢0 et£>0etx¢0ety>0 etln£=4etlnx2+lny=5)

y y
& (x>0ety>0etlnx—Iny=4et2lnx+Iny=>5)
Inx=Iny+4
3inyi=—3 , avec x>0 et y>0
— a3

Inx=3 ree

,avecx >0ety >0 < 1.
Iny=-1 y=—

oo 5[ 041}

4

On pouvait aussi poser X =lnx etY =1Iny.

El 1. e fest dérivable sur ]O ; +oo[ comme produit de fonctions dérivables sur
cet intervalle.

1
e Pour tout x>0, f’(x) =IxInx+xx—=Inx+1.
X

of’(x):()(:}ln)C:—l(:}lnlen(é)@x=é.

1 1 . .
ffx)>0=Inx>-1<Inx> ln(—] < x > — car In est strictement croissante
sur |0 ; +o9[. ¢ ¢
Donc f/(x)<0 & x<—.

e
1
Donc, f est strictement décroissante sur ]0 2 —] et strictement croissante sur
—3 +oo| .
e
2. festdelaforme Inu—In, avec u : x —> 2x—5.

. 5 .
u est dérivable sur :|E s+ oo[ etu (x) > (0 sur cet intervalle.
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In est dérivable sur |0 ; + o[, donc aussi sur :|§ ; +oo|:.

. 5 . iy
Donc f'est dérivable sur ]5 ; +<>o[ (comme somme de fonctions dérivables).

5 2 1 5
e Pour tout x > —, f’(x) = .
2 /™ 2x-5 x

>
x(2x-95)

0

(car 2x—=5 >0et x>0 sur :|§;+ooD.

Donc f'est strictement croissante sur ]5 g +oo[.

3. e festdelaforme Inu, avec u: x — ~x? +1.
Pour tout réel x, x>+1>0 donc la fonction racine carrée étant dérivable sur
]0 ;+oo[, u est dérivable sur R et u(x)=+/x2 +1 est strictement positif sur R.

On en déduit que fest dérivable sur R.
2x

_W(x) _2Jx2el_ x
u(x)  Jx2+1 x40

o f”(x)estdusignedex,donc f’(x)> 0 sur J0;+oo[ et f7(x)<0 sur J-co;0].

o Pour tout x € R, f”(x)

Donc f est strictement décroissante sur |—oo; 0] et strictement croissante
sur [0; +oof, avec f(0)=1n1=0.

4. fest définie et dérivable sur R et, pour tout x € R, f’(x)=4e>-9.
f(x)>0=e* >%";> 2x>In9-In4 & x>In3-1n2;
f'(x)<0e x<In3-1n2.

. A 3 . .
Donc f est strictement décroissante sur |—co; lnz et strictement croissante
3 3 9 3
sur |In—;+e|, avec f|In=|=2X—-9In—+1=1,85.
2 2 4 2

@ 1. f; est de la forme Inu avec u:x > x2 +1.
oD, =R.

e Pour tout réel x, u(x) >0 < x?+1>0, ce qui est toujours vrai, donc :

Dfl =R-
2. f, estde la forme Inu avecu:x|—>3x+1.
x+2
.DMZR\{_Z}:]—oo;—Z[ U]—2,+oo[
e Pour tout réel x # —2, u(x)>0 <:>3x+1 > 0.
x+2
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X —o0 -2 —l +oo
3
3x+1 — - 0 +
x+2 = 0 + b
Signe de Sxrl + = 0 o
x+2

Donc u(x)>0 < (x<—2 ou x>—§).

Finalement, D, = |—e0 ;5 —2[ U ]-% ; +°°|:.

3. f; estdelaforme Inu—Inv avec u:x+>3x+1 etv:xr> x+2.
eD,=Ret D, =R.

° u(x)>0<:>x>—§ et v(x)>0& x>-2.

Finalement, D,, =]—§;+oo|:n]—2;+oo[, soit :|Df3 =]—§;+oo|:

1
f, et f; sont égales sur }5 ;+<>°[, mais n'ont pas le méme ensemble de
définition.

1. festde la forme # X v, ou u : x > x est définie sur R et v : x > In x est
définie sur ]0 ; +oo.
S est donc définie sur 'intersection de D, et D,, soit D, =]0; +eo|.

‘ Voir le cours de 1S sur le produit de fonctions.
2. e D’apres le cours, lin%xln(x) =0.

lim x =+oo
e donc, par produit, lim f(x) =+ oo.
lim In(x) = +e0 00N PAT PrOduit, lim £(x)

X0

3. Soit x>0, f'(x)= 1><ln(x)+x><l= In(x)+1.
x

1 1 .
f(x)>0 & ln(x) >-1 & ln(x) > ln(—) & x>— car la fonction In est
@ €

strictement croissante.

De méme, f'(x)=0 & Inx=1In (l)@x=l, d’ou :
& ®

f’(x)<0<:>x<l.
€
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Signe de f’(x) = 0 +

0 oo
Variations de f \ 1 /+
e

dooT:y=f(H)+f(1)(x—1)avecf(1)=1x0=0etf(1)=0+1=1.
Donc T:y=x-1.

oT':y=f(e)+ f'(e)(x—e) avec f(e)=exl=¢ et f'(e)=1+1=2.
Donc 77:y=e+2(x—e),soit T': y=2x—e.

1. Vrai.

5 3 8
In>+In——1In3+In—
1'14 nl() Il\/_ n

V3

:(1n5—21n2)+(ln3—1n2—1n5)—%ln3+(3ln2—%ln3): 0.

2. Vrai. Pour tout n €N, In(u,)=n ln(%) etIn(u,,,)—In(u,) = ln(%J eR.

Donc la suite (ln u,,) est arithmétique.
3. Faux.

2 2-¢?
1n(2—3x)<2<:>(2—3x>0 et 2—-3x< ez)<:> x<§ et x > .

2—¢e? 2
& xe |— .
3 3

e . 1
4. Vrai. lim 2 = 0, donc la courbe d’équation y =2+ DY admet une aymp-
X0y X

tote horizontale en +eo, d’équation y = 2.

5. ‘ Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Vrai. Soit f'la fonction définie sur R par f(x) = e3¥In(2) _ _1;132 )
xIn
° m>0 etf In3 =gl _1=33—1=26,
In2 In2
donc In3 est solution de I’équation sur ]0 ; +oo[ : &2 — In3 — 6.
In2 xIn2

o fest dérivable sur ]0 ;+oof et, pour tout x €]0 ; oo,
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>0carln2>0et In3>0.

’ — 3 ln 2 e3x1n(2)+
G0 ¥ 1n2

Donc f'est strictement croissante sur [0 ; +oof.

e fest continue et strictement croissante sur [0 ; +oof.

26 est compris entre lirgl f(x)=—ccet lim f(x)=+oo
x—0" X—>+oo

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(x) =26 admet une
unique solution sur ]0 ; +eoo.

El 1. fest dérivable sur ]0 ;+o9 et, pour tout x > 0, /’(x) = (In (x)+ 1) x exnx,
1

In(x)+1>0 & nx=-1 <:>1nx=ln(l) Sx=-.
€ €

1n(x)+1>0 Slnx > -1 <:>lnx>1n(lJ <:>x>l.
& e

Donc In(x)+1<0 & x<—.

1
Donc f est strictement décroissante sur ]0 ;—[ et strictement croissante sur

e
e
e
limxIn(x)=0
2. 00 > donc, par composition, lim f(x) =1.

limeX =
X—-0

. donc, par composition, lim f(x) = +oo.
lim e = 4c0 P p » lim f(x)

X —+too

{lim xIn(x) =+eo
°

3. Soit x € ]0 ;+oof.
f(x)<e® & e <e* & xln(x) < x car exp est strictement croissante sur R

& x(In(x) -1)<0
& In(x)-1<0car x>0
<:>1n(x)<1

Sx<e.
L’ensemble des solutions de I’inéquation f(x) <e* est donc I’intervalle 0 ; e[.

e)cln(x)

= exlnxfx = ex(lnxfl)
e¥
lim x =+o0

X—>+oo

lim (Inx —1) = +oo

X—>+oo

, donc, par produit, xliIEo x(Inx —1) =400

xIn(x)

Donc lim

x—>+e  @X

=+ oo,
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24 G:y= 1
T y=exp(x In x) @' y=exp()

-2 10 1 2 3 4 5 x

1. (C,) est une suite géométrique de raison 1,0225 et de premier terme C,, > 0.
D’ou, pour tout ne N, C, = C, x1,0225".
C,>2C, < 1,0225" >2 < nin1,0225>1n2

= (car In 1,0225 > 0)

" In
In1,0225

< n>32.

Le capital aura doublé au bout de 32 années.

2. Soit u, la masse de I’iridium 192 au bout du n-ieme jour.

(u,) est une suite géométrique de premier terme u, >0 et de raison

_ 96
000

D’ou, pour tout n € N, u, = u, x0,9904".

1 =0,9904.

1 1
u, <Euo < 0,9904” <E<:> nln0,9904 < —1n2

In2

& n>———=(car In0,9904 < 0)
10,9904

Sn>T2.

La période de demi-vie de I’iridium 192 est de 72 ans.
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VARIABLES
a EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
¢ EST_DU_TYPE NOMBRE
X0 EST_DU_TYPE NOMBRE
X1 EST_DU_TYPE NOMBRE
X2 EST_DU_TYPE NOMBRE
DELTA EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE a
LIRE b
LIRE ¢
Sl (a!=0) ALORS
DEBUT_SI
DELTA PREND_LA_VALEUR b*b-4*a*c
S| (DELTA= =0) ALORS
DEBUT_SI
X0 PREND_LA_VALEUR -b/(2*a)
Sl (X0>0) ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “['équation a exp(2x)+b exp(x)+c=0 admet pour solution x = In”
AFFICHER X0
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER “["équation aexp(2x)+b exp(x]+c=0 n’admet aucune solution”
FIN_SINON
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
SI(DELTA>0JALORS
DEBUT_SI
X1 PREND_LA_VALEUR (-b-sqrt(DELTAJ)/(2*a)
X2 PREND_LA_VALEUR (-b+sqrt(DELTAJ)/(2*a)
SI(X1>0ET X2>0JALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “['équation a exp(2x]+bexp(x)+c=0 admet pour solutions x = (n”
AFFICHER X1
AFFICHER “et X =n"
AFFICHER X2
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
SI (X1 <=0 ET X2 <=0) ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER “["équation aexp(2x)+b exp(x)+c=0 n"admet aucune solution”
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER “['équation a exp(2x]+b exp(x]+c=0 admet pour solution x = In”
SI (X1>0) ALORS
DEBUT_SI
AFFICHER X1
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER X2
FIN_SINON
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FIN_SINON
FIN_SINON
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER “|"équation aexp(2x)+b exp(x])+c=0 n’admet aucune solution”
FIN_SINON
FIN_SINON
FIN_SI
FIN_ALGORITHME

***Algorithme lancé***
1 ‘équation aexp(2x)+b exp(x)+c=0 admet pour solution x = In 1
***Algorithme terminé***

***Algorithme lancé***
1 'équation aexp(2x)+b exp(x)+c=0 n‘admet aucune solution
***Algorithme terminé***

C.

***Algorithme lancé***
1 ‘équation aexp(2x)+b exp(x)+c=0 admet pour solutionx =ln 1.5etx=(n 4
***Algorithme terminé***

***Algorithme lancé***
1 "équation aexp(2x)+b exp(x)+c=0 n"admet aucune solution
***Algorithme terminé***

Inl 0 In10
[12] 1. a. log(1)=—— = —0 et log(10)=——=1.
s Sl & =g

In (exlnlo)

b. Soit x € R, log(10*)=log(e*"?) = T
n

Or, In(e*™*)=xIn10.

‘ Voir le cours I. 1., propriétés.

_ xInl0

In10

c. Soient x et y deux réels positifs.

Donc log(107) , soit log(10%) = x.

In(xxy) In(x)+In(y) Inx FRLET
Inl0  In10  Inl0 Inl0’ '

log(xxy)=

log(x X y)=log(x)+log(y).
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2. a. [H;0*]=10""", d’ou, puisque [H;0* ] est strictement positif :
log([H,0"]) =log(10-""") = —pH et pH = —log([H,0"]).

b. Si [H;0*]=7,94x10mol-L"', alors :
pH =—1og(7,94x107) = —[log 7,94 + log10-°] = 6 —log 7,94
In7,94

H=6-272% 510,
= n10

La solution est donc acide.

Inx _ Inx—1Inl

1. Pour tout x #1, f(x) = —— =

x—1 x—1
La fonction In étant dérivable en 1, lirr}@ =In’l= % =1,
X— X —

Donc liIIll f(x)= f(1), donc fest continue en 1.

2. a. lirg Inx =—ocoet lirg(x —1)= -1, donc liI(I]l+ f(x) =+ oo, par quotient.

b. th— hmf: liml1=1 et hmln—x—O donc llm f(x) 0.

x40 x —]  xote xy x4 xo+ee X
3. a. g est définie et dérivable sur ]0 ; +oof et, pour tout x €]0 ; +oo[ :
, I 1 1-x
X)=——-——=——.
g'(x) 7
g’(x)>0 sur 10;1[ et g’(x) <0 sur Jl;+oo[

donc g est strictement croissante sur ]0 ; 1[ et strictement décroissante sur 1 ;+o<[

X 0 1 +oo

Variations de g /0 \

b. D’une part, g est strictement croissante sur ]0;1] et g(1)=0, donc g est
strictement négative sur 10 ; 1].

D’autre part, g est strictement décroissante sur [0 ; +oo[ et g(1) =0, donc g est
strictement négative sur 1 ; +oo[.

Finalement, g(x) <0 si x €]0; +oo[\ {1} et g(1)=0.

! (x=1)—Inx
N R - ¢))
4. a. Pour tout x #1, f(x)= -2 (x-1p

(x=1)? >0, donc f”’(x) est du méme signe que g(x).
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b. Alors f” est strictement négative sur 10 ; 1[ et sur J1 ; +oof.

Donc f est strictement décroissante sur 0 ; 1] et sur ]1; +oo[.

Or fest continue en 1, donc f est strictement décroissante sur ]0 ; +oof.
c.

X 0 1 oo

Variations de f \0

1 F0)=0 et £/0)=Y =3 qitf(0)=9.
1

Ax 1
3
2. Supposons que f(x)=ax+b+In(10x+1), a et b réels.
Alors pour tout x >0, f'(x)=a+ 10 et:
10x+1

{f(O):O {bzo {a:—l
= (=1 .
f7(0)=9 " |a+10=9 " |b=0

Donc (a;b)=(-150) et f(x)=—x+In(10x+1).
3. a. fest définie et dérivable [0 ;+oo[ et, pour tout x >0 :

. 10 -10x+9
10x+1  10x+1 °

J'®)=-1
9
—10x+9>0<:>x<m et 10x+1>0 sur [0 ; +oof.
v . 9 , . 9
Donc f/(x)>0si xe|0;—| et f/(x)<0 si xe& |[—;+oo|.
10 10
Donc f est strictement croissante sur [0;1] et strictement décroissante
el
Sur | — ;+oof.
10
b, S _ 14t In(10x+1) _ 14t 10x+1 o In(10x +1)
X X 3% 10x+1

= _1+[1041 )5 nAOx+D
X 10x+1

lim (10x+1):+<><> et lim ln—X=0, donc lim M:O,

i Koo X ot 10x+1
lim (1o+lJ =10.
X—>+oo X

Donc lim M=—1—i—10><0 soit lim ®=—1.

Xt X X—>+oo X

150
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1. A est la médiatrice de [MM'].

e (MM’) L A. Or le coefficient directeur de A vaut 1, celui de (MM”) vaut
y/
x'—x
I’axe des ordonnées). D’ou :

(x # x’ car, A n’étant pas parallele a (Ox), (MM’) n’est pas paralléle a

Yy =y
x'—x

=—1, soit x"+y" =x+ y.

+ +
e Le milieu I de [MM’] appartient a A. Or I(x 2x Y 2y ), d’ou :
+x’ +y’
AR =y2y , soit x'—y’ =y—x.

2
x,+ ’= + ’=
y =xTy PR y =X
X' -y =y—-x x" =y donc M'(y; x).

2.M(x; e, @oy=hxesx=expy=M(y;x)= €,
Donc le symétrique de 6,, par rapport a A est €

exp*
1. Soit C e R. La fonction x — CIn(x) vérifie, pour tout x et y strictement
positifs :
Cln(x X y) = C(In(x) +In(y)) = Cln(x) + Cln(p).
2.a. f(1x0)= f(1)+ £(0) soit f(0)= f(1)+ £(0), dou f(1)=0.
b. Soit x>0. Alors xxy>0 et la fonction y+> f(xX y) est dérivable sur

105 +oo[ et sa dérivée est : y > x x f’(x X ).
En dérivant (*) par rapport a y :

XX f(xxy)=f"(y).

Avec y =1, cela donne :

xx f(x)= 1.

En posant C = f’(1), pour tout x >0, f'(x) = E
x

c. Soit 4 la fonction définie sur 0 ;+ oo par A(x) = f(x)—CIn(x).

h est dérivable sur J0 ;+ oo et, pour tout x >0, A’(x) = f'(x )—gzg—g 0.
X

X
Donc # est constante et vaut 4(1) = f(1)-=CInl=0-0=0.
Donc, pour tout x > 0:

f(x)=ClIn(x).
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3. D’apres 1., les fonctions x — Cln(x), ou C € R, sont dérivables sur 0 ;+ oo
et vérifient (*).
D’apres 2., les fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ et vérifiant (*) sont de la forme :

x— Cln(x), ou CeR.

Donc les fonctions f dérivables sur ]0;+oo[ telles que pour tout
(x,») €10 5+00[2, f(xXy)=f(x)+ f(p)(*) sont les fonctions de la forme :

x> ClIn(x) ou C eR.

1. £,(0)=a’=¢em=¢=1et f,(1)=a' =M =el =gq.

2. o Pour tout x réel, f;(x)=e""® =¢%=1 donc f; est la fonction constante
égale a 1.

e Pour tout x réel, f,(x)=e*"" =e*, donc f, est la fonction exponentielle.

3. Soit a un réel strictement supérieur a 1.

a. Pour tout réel x, f,"(x) = (Ina)x e >0 car Ina > 0.

Donc f, est strictement croissante sur R.

b. In(a)>0,donc lim xIna=+eco et lim xlna=—oo.

x>+ oo X——oo

lim xIna = +oo
X—+oo . .

. v , donc, par composition, lim f,(x) = +oo.
hm et = +oo X—>+oo

X—>+oo

lim xlna=—oo

o ¥ , donc, par composition, lim f,(x)=0.
lim e* =0 X
X——c0

4. Soit a un réel strictement inférieur a 1.

a. Pour tout réel x, £,"(x) = (Ina)xe*™* < 0 car Ina < 0.
Donc f, est strictement décroissante sur R.

b. In(a) <0, donc lim xIna=—co et lim xlna =+-oo.

X—>+oo X—>—oo

lim xIna=—o
e .. .

TR , donc, par composition, lim f,(x)=0.
lim eX =0 FDie

X—>—co

lim xInag =+
e iy .
o1 , donc, par composition, lim f,(x) = +ee.
lim e¥ =+oo o
X —+eo

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



1.3°+4°=1+1=2 et 5° =1, donc 3° +4° = 5°.
3 +41=7#5
32 +42 =25= 75 L’égalité est vraie pour n=2.

2.a. ¢(x)= em(%)+ em(g} .

> lng <0, donc lim xlné =—oco et lim em(S) =0,

X—>+oo 5 X—>+oo

lni <0, donc lim xlni =—oco et lim exm(g) =0,
5 X—>+oo 5 X—>too
donc lim @(x)=0.
X—>+oo
3

° lng <0, donc lim xlng =+oco et lim em(S) = oo,

X—>—o0 5 X——o0

4
ln%< 0, donc lim xlni= +oo et lim em(SJ = +oo,

X——oco 5 X——o0
donc lim @(x) = +oo.

b. est dérivable sur R et, pour tout x e R :

3 xln(é] 4 xln(i)
¢ (x)=1In 5 xe ‘W+In E xe ‘¥ <0 carc’est une somme de deux termes

négatifs.
Donc ¢ est strictement décroissante sur R.
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c. @ est strictement décroissante sur | —oo ; +o9[ ;
1 est compris entre lim @(x) =+ et lim @(x)=0.
X——o0 X—>Fo0

D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation ¢(x) =1
admet une solution unique.

3V (4 _3+4 5
d. 2)= (5) +(§) = o — =1. L’unique solution dans R de 1’équation
o(x) =1 est 2.

A fortiori, le seul entier naturel » vérifiant 3" +4" =5" est 2.

1. Soit @ un réel. g, (1) =e>™M =¢° =1 et g, (e) = e =e”.

2. g, x> x? =™ =l =1,

8, est la fonction constante égale a 1.

3.a.a>0

e g, est dérivable sur ]0 ;+oo[ et, pour tout x >0, g,’(x) = —e" x> (), donc &,
est strictement croissante sur |0 ; + oo|.

e limalnx=—co; lim e* =0, donc, par composition, 11m g2.(x)=0.

x—0* X——oco

e lim alnx =+eo ; lim e* =+eo, donc, par composition, hm 18, (x) = oo,

X—teo X~>+w

b.a<0
e g, est dérivable sur ]0 ; +oo[ et, pour tout x>0, g, (x) =—eM <), donc g,
est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[. *
lim alnx = +eo
x—0" 0,0 g
°q , donc, par composition, lim g,(x) = +4co.
lim e* = 4o x—0*

X—>+oo

lim alnx = —e
R , donc, par composition, lim g,(x)=0.
lime* =0 x>t

X——co0

Partie A

1. (u,) est la suite définie par :

=0
pour tout ne N*,u, , =u, +n’

2.Pour N=5:
***Algorithme lancé***
u(1)=0
u(2) =1
u(3d) =
ul4) =14
ul(b) =

***Algorithme terminé***
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Pour N =50 :

ul44) = 27434
u(45) = 29370
u(46) = 31395
u(47) = 33511
u(48) = 35720
u(49) = 38024
u(50) = 40425
***Algorithme terminé***

Partie B

Ll o1 .
1. y 22;2121 puis, pour tout n € N* :
k=1

1 1 1 1 1 1
Do =0 SRR ne e i o= ISaa s aie | | S ——
2 n n+l 2 n n+1

u =1
Donc (u,) est définie par :

pour tout ne N*, u, , =u, +

n

n+1
2.

VARIABLE
N EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE NOMBRE
k EST_DU_TYPE NORMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIREN
a PREND_LA_VALEUR 1
POUR k ALLANT_DE 1 A n-1
DEBUT_POUR
AFFICHER “ul”
AFFICHER k
AFFICHER ")="
AFFICHER a
a PREND_LA_VALEUR a+1/(k+1)
FIN_POUR
AFFICHER “u(”
AFFICHER N
AFFICHER “)="
AFFICHER a
FIN_ALGORITHME

3.a. e La fonction x > In(1+x) est de la forme In u avec u : x — 1+ x.
u(x) >0 < x > —1, donc la fonction x - In(1+ x) est dérivable sur ]—1 ;+oo[ et
donc aussi sur 10 ; +<o[. Par suite, fest également définie sur ]0 ; +oo[.
e Pour tout x > O,f'(x)=L—l -
I+x I+x
Le numérateur —x est strictement négatif sur ]0 ; +oo et le dénominateur 1 + x est
strictement positif sur ]0 ; +oo[, donc f’(x) <0 sur ]0 ; +oo[.
Donc f'est strictement décroissante sur 0 ; +oof.
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b. lim In(1+ x) =0, donc ling f(x)=0.

x—0
Comme f est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[, f est strictement négative sur
1075 +eef.

¢. Pour tout x > 0, f(x) <0, ¢’est-a-dire In(1+ x)— x < 0, soit encore :

In(1+x) < x.

1 1
4. Soit n € N* Remarquons que In(z+1) —In(n) = In (ﬂ) = ln(l + —).
n n

1 1 1 1
— > 0 donc la résultat du 5. s’applique a — et donne ln(l + —) < —, soit:
n n n) n

1
In(n+1)—In(n) <—.
n
5. Soit ne N *,

avec k=1, 1>In2—Inl;

avec k=2, %>ln3—ln2;

avec k=3, §>ln4—ln3;

1
avec k=n—1, —1>lnn—1n(n—1);
=

avec k=n, n>In(n+1)—Inn.

Ajoutons membre a membre ces inégalités :

1+l+...+L+l>1n2—1n1+1n3—1n2+1n4—1n3+...

2 n—-1 n
+Inn—In(n—-1)+In(n+1)—Inn

c’est-a-dire u, > In(n+1)—Inl.

Donc, pour tout n € N*,u, >In(n+1).
6. @ Pour tout n € N*,u, > In(n+1).

o lim In(n+1)=+-co.

X—>+oo

Donc, d’apres le théoreme de comparaison, lim u, = +eo.

n—+eo

‘ Voir le chapitre 1, limites de suites.

1. 1n|x| est défini pour tout x vérifiant |x| >0, c’est-a-dire x e R*.

°x— |x| est dérivable sur R*, a valeurs dans ]0 ; +oo[, et In est dérivable sur
10; +oof.

Donc x — ln|x| est dérivable sur R *.
Réponse c.
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. 1
2. Sur ]0 ;o[ ln|x| = Inx, donc sa dérivée est x > —.
X

. -1 . 1
Sur ]—eo; 0], 1n|x| = In(—x), donc sa dérivée est x — —, soit x > —.
—X X

. (e 1
La fonction x ln|x| a pour dérivée x > —.

X
Réponse d.
3. -1
f(©)=0 ae+b=0 a=_—1 a=;
=1 arlor T 1 e
B aTiT b=l-a |b=——
1
Alors f(x)= —+—1nx = n);
— e I=er 1=
F =k
Réponse c. - c o

4. Infx|>1e (x—1]=0 et [x—1|>¢)
e (x#let (x—1<—e oux—1>e))
e (r=let (x<l-eoux>1+e))

& x el sl—e]ule+1;+e.

Réponse d.
@ Partie A
s L , I-Inx
1. fest définie et dérivable sur ]0 ;+o[ et, pour tout x € R, f7(x) = ———.
X

Pour tout x> 0:
ff(x)>0=1>hxehe>hxoe>xet f(x)<0se<x.

Donc f est strictement croissante sur ]0;e] et strictement décroissante sur
[e; +ool.

In(x)

2. hm f(x)— lim ——=0.

X+

limInx =—eo et 11m x =0, donc, par quotient, llm f(x)=

x—0*
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y
31
21
11
10 1 2 3 4 5 6 7 x
1
N

Partie B
1. fest strictement décroissante sur [e ;+ oo[.

. L1 In4
Pour tout entier n >4, f(n) < f(4), soit an < nT
n

ZM_lenZ_M
4 2%2 2
. Inn In2
3. Donc, pour tout entier n > 4,— < —.
n

Comme 2 et n sont strictement positifs, 2 X Inn < nxIn2.
Puis, en appliquant la fonction exponentielle strictement croissante :
exp(2xInn) < exp(nxIn2), d’ou n? <2".

1 2-+x

. o
1. ¢ est dérivable sur [1 ;+oo[ et, pour tout X > 1,¢"(x) = ——T=2—
2x >0 sur [1 ;+oo[, donc : X 2vx .
V() >0 2>Jretx>) e 1<x<4

V(x)<0o 2<xetx>1) e x>4
Donc ¢ est strictement croissante sur [1 8 4] et strictement décroissante sur
[4 5+oe].

X 1 4 +oo
In(4)-2

N
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2. Pour tout x > 1, Inx —/x <In(4)—2 <0 soit Inx < /x.

. , Inx _Jx
Comme x > 0, il en résulte que — < —.
x X

Inx .
De plus, x >1 donc Inx >0 et — > 0. Finalement, pour tout x >1:
X

In x

0< <

ﬁ.|~

x
Inx 1

3.0 —<——= pourtout x >1 et lim —
x  Jx

X0 I

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :

Inx

lim —=0.

X—teo
Partie A

0

1. a. lim e* =0 et lim e? =(, donc 11m f(x)—I— 0.
%6, admet une asymptote horizontale en —co, d’équation y =0.

2X2-X
b. Posons X =e¢*. Alors f(x)=———.

-X+1

lim e* =+oo

x—>+oo

2 _ 2 )
lim 2X° X = lim 2X =1lim2=2
xotee X2 — X 4] xote X2 X—>too

donc, par composition, lim f(x)= 2.

%6, admet une asymptote horizontale en + co, d’équation y = 2.

c. A est sur I’axe des abscisses, donc y, =0.
A€6,, donc y, = f(x,).

Donc f(x,)=0.
262)5 e

Or f(x)= 0<:>—=0<:>2e“—e"=0.
2r—ier ]

‘ e”*—e*+1 ne s'annule pas sur R, puisque le trinome X?—-X+1 n'a pas de
racine réelle (A <0).

Donc f(x)=0& 2e* =e* < 2e* =1 (division par e* #0)
1 1
Set=—ox=h—-x=-In2.
2 2

Donc x, =—In2.
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2.a. f(x)<0 lorsque x < x,,, ¢’est-a-dire pour x € [-co ;—In2[
f(x)=0 pour x=x,=—In2

f(x)>0 lorsque x> x,, c’est-a-dire pour x €]—1In2 3 +oo|.

. . Ay 2
b. La pente de la tangente T au point d’abscisse 0 vaut 2 (Ey = T)
Donc £7(0) = 2.
Partie B

I.a. lime* =0 et lim e** =0, donc lim(e**—e*+1)=1.

X—>—o0 X—>—oco X—>—co

Dong, par composition, lim In(e>*—e*+1)=0.
b. Soit x € R, F(x)=In(e>*—e"+1)=In[e> (I—e+e2)].

2x X
: e*—e*+1
Or, pour tout x réel, | —e™*+e7" = ————>0.
e

Donc F(x)= ln(ezx)+ln(l—e"‘+ e‘zx), soit F(x)= 2x+ln(1—e"‘+e‘z").

c. lime>*=0 et lime? =0, donc lim ln(l —e*+ e‘z") =Inl1=0.

X—>+oo X—>+oo X—+oo

lim (2x) = 4o
o , donc, par différence, lim F(x) = +oo.
lim In(l1-e~*+e?*)=0 ke
2. a.e Fest de la forme In u, avec u : x > e**—e*+1.
u est dérivable sur R et, pour tout x réel, u(x) > 0 (le trindome X2 — X +1 n’admet

aucune racine réelle). Donc F est dérivable sur R.

u'(x) 2e*—e*

u(x) T e2—er+l

e Pour tout x réel, F’(x) =

Donc f'est la fonction dérivée de F.
b. F’ = f, d’ou le tableau de variation :

% =ez —In2 oo
Signe de F' =f - 0 +
o 0 +o0
Variations de F \ (3) /
In| —
4
1 1 3
F(—an):ln(e‘2‘“2—e""2+l):ln ———+1|=In[—|.
4 2 4
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Suites et raisonnement
par recurrence
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B® LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

m Le principe de récurrence est de montrer qu’une propriété est vraie pour tout
entier naturel (parfois seulement a partir d’un certain rang).

On le considére comme un axiome (universellement admis).

Si une propriété P, relative a un entier naturel n vérifie les deux conditions
suivantes :

e P, est vraie ;

e le fait que P, soit vraie implique que P,,, est vraie ;

alors la propriété P, est vraie pour tout n € N.

‘ Principe de récurrence a partir du rang 3 : si P, est vraie et si (P, vraie =P, _,
vraie), alors P, est vraie pour tout entier n > 3.

m Conséquence : Comportement a I'infini de la suite (g”).
Soit ¢ un réel.
Si g >1, alors lim g" =+ oo,

n—+eo
Sig=1,alors lim ¢" =1.
n—>+eo
Si —-1<g<l,alors lim ¢g" =0.
n—>+oo

Si g < -1, la suite (q") n’admet pas de limite.

‘ Si g est négatif, la suite (g") n’est pas monotone, mais elle est encadrée par deux
suites monotones : (|q|") et (—|q]")-

Bi¥ COMPORTEMENT GLOBAL D’'UNE SUITE

1. Suites majorées, minorées et bornées

m Une suite (un )n
u, <M.
m Une suite (u,, )n ., est minorée §’il existe un réel m tel que pour tout n €1,

., est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout n €1,

u, =m.

m Une suite (un )n est bornée si elle est minorée et majorée.

el
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2. Suites monotones

m On dit qu’une suite (u,, )n est croissante si pour tout nel, u,,, >u,.

el

® On dit qu’une suite (u,, )n est décroissante si pour tout nel, u,,, <u

el ne

® On dit qu’une suite (u,, )n _, est constante si pourtout n€l, u,,, =u,.

Eii8 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’'UNE SUITE MONOTONE

m Théoréme 1 : Toute suite croissante non majorée diverge vers +oe.

Toute suite décroissante non minorée diverge vers —eco.

Demonstration : (u,,) diverge vers +oo si, pour tout M € R, u, € |M ; 4oo 2
partir d’un certain rang. Soit M un réel.

(un) n’est pas majorée par M, donc il existe n, tel que u, > M.

Alors, comme (un) est croissante, pour tout n >n,, u, >u, > M et

u, € ]M s+ oo[. Donc (un) diverge vers + oo

® Théoréme 2 (admis)

Toute suite croissante et majorée converge.

Toute suite décroissante et minorée converge.

‘ Ce théoreme ne permet pas de trouver la limite d'une suite convergente, mais on
peut parfois utiliser le résultat suivant.

® Théoréme 3

Soit (un) une suite définie par la relation de récurrence u,,, = f (un )

Si la suite (un) converge vers un réel / et si la fonction f'est continue en /, alors /
est solution de I’équation f (x) =X.

SAVOIR-FAIRE

1. Représenter graphiquement les premiers termes d'une
suite définie par u,,, = f(u,)

EXEMPLE 1: Soit (u, ) la suite définie par u, = 0 et pour tout n€ N :

U, =+Ju, +6.

On note f la fonction définie sur [— 6 ; + oo par f(x) =Jx+6, et € sa
courbe représentative dans un repére orthogonal. A partir de %, et de la droite
d’équation y = x, représenter sur I’axe des abscisses les premiers termes de la
suite (“n )

Placer u, sur I’axe des abscisses.

La courbe ¢, permet de placer son image u, sur I’axe des ordonnées.
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Pour placer u, sur I’axe des abscisses, on trace le point d’intersection I, de
A avec la droite d’équation y = u;.
La parallele a I’axe (Oy) passant par I, coupe I’axe des abscisses en ;.

y
6__
5__
4T @
|
|
|
|
|
—
1 2 U3 4 5 6 7 X

On réitére ce procédé a partir de u,. La courbe 6, donne u, sur I’axe des
ordonnées, puis la droite permet de placer u, sur I’axe des abscisses et ainsi

de suite. ..

us

up
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2. Rédiger une récurrence
. P 1
EXEMPLE 2 : Soit (un) la suite définie par u, = 5 et u,,, =+/u, pour tout n € N.

Démontrer par récurrence que pour tout ne N, 0 <u, <1.
11 faut démontrer 1’inégalité pour n € N, donc a partir du rang 0.

1 étape : Montrons que la propriété est vraie au rang 0.
1
u, =E,donc O<u, <1

2¢ étape : Montrons que si la propriété est vraie a un certain rang m, alors elle
le sera aussi au rang suivant (m + 1).

Supposons qu’il existe un entier naturel m tel que 0 < u,, <1, et montrons que
O<u,, <L

0<u, <1, donc, en appliquant la fonction racine carrée qui est strictement
croissante sur [0 ;+oo[, on obtient Jo < \/Z <1, Cest-a-dire 0 < U, <L
3¢ étape : Conclure.

Pour tout neN, 0 <u, <1.

SUITE DE L'EXEMPLE 1: Soit (u, ) la suite définie par u, = 0 et pour tout

neN, u,,, =+u,+6. Démontrer que pour tout n € N, 0 <u, <u,,, <3.

1< étape - u, =\J0+6 =/6 <3, donc 0<u, <u, <3.

2¢ étape - Supposons qu’il existe un entier naturel m tel que 0 < u,, <u,,,, <3,
et montrons que 0 <u,,,, <u,,,, <3.
0<u,<u,, <3,donc 6<u, +6<u

m m m+1

+6<9 (on ajoute 6 a chaque
membre), donc, en appliquant la fonction racine carrée strictement croissante
sur [0 ;+oe] :

Jo < \/um +6 < \/u,,ﬁI +6 < \/5, ¢’est-a-dire V6 < Uy SUy <3
Comme 0 <6 , a fortiori 0 <u,,,, <u,,, <3.
3¢ étape : Donc, pour tout neN, 0<u, <u,,, <3

3. Etudier le sens de variation d'une suite

a. Etude des variations d’une suite dont on connait I’expression en

fonction de n.
Si, pour tout n, u, = f (n), les variations de (u,) découlent de celles de /.

EXEMPLE : Etudier les variations de la suite (un) définie pour tout n € N* par :
u, = ln(2n - 1).
Pourtout n>1, 2n—1>1> 0, donc u, = f(n) avec f'définie sur [1 ;+oo[ par:
g@:m@»4)

1> 0, donc f est strictement croissante sur

Pour tout x >1, f’(x)z
[1; ool

Ainsi, pourtout n > 1, n < n + 1 f(n) < f(n + 1), soit u, < u, . .
Par conséquent, la suite (u,,) est strictement croissante.
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b. Etude des variations d’une suite définie par récurrence
o On peut étudier le signe de u,,, —u,.

n

EXEMPLE : Etudier les variations de la suite (un) définie par u, = -5 et pour
tout neN, u,,, =u, +2n-7.

SoitneN,u,,, —u,=2n-17.

7 .
Or2n—-7>0& n>— & n>4 (car n est entier).
La suite (un) est strictément croissante A partir du rang n = 4.

o Si chaque terme de la suite (un) est strictement positif, on peut comparer

LS

u

n

EXEMPLE : Etudier les variations de la suite (u,) définie pour tout n € N*
par u, =n!=1x2x...xn. Pourtout n>1, u, > 0.

IX2X..Xxnx(n+1 S
Bt _ nX(n )=n+1>1, donc u,,, > u, (multiplication
u, IX2X...Xn
par u, > 0).

La suite (u,,) est strictement croissante.

4. Déterminer la limite d'une suite convergente

définie par u,,, = f(u,)
SUITE DE L'EXEMPLE 1 : On considére la suite (1, ) définie par : u, =0 et,
pour tout n€ N, u,,, =+/u,+ 6 Déterminer que (un) converge et détermi-

ner sa limite.
On a montré, au savoir-faire n°1, que pour tout ne N, 0 < u, <u,,, <3.

On peut donc affirmer que la suite (un) est croissante et majorée par 3.
Donc la suite (u,,) converge.

On vérifie que toutes les hypothéses du théoréme 3 (du paragraphe III) sont
vérifiées :

e La suite (u”) vérifie, pour tout ne N, u,,, = f(un), avec f x> +x+6.
o La suite (u, ) est convergente vers un réel noté /.

e Reste a vérifier que f'est continue en /.

Pourtout ne N, 0<u, <3.Donc/ e [0, 3].

La fonction racine carrée étant continue sur R+, f'est continue sur [O, 3].

En particulier, f'est continue en /.

Donc, d’apres le théoréme 3, / est solution de I’équation f* (l ) =1

On résout 1’équation f(l) =/ sur[0;3].
f()=leNi+6=1c1+6=1*1>~1-6=0,équation du 2" degré
de discriminant A = 25, donc :

LI P ')
2 2

Comme / € [O ;3], nécessairement / = 3.
On conclut que (u,,) a pour limite 3.
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EXERCICES D'APPLICATION

RAISONNEMENT PAR RECURRENCE | x% | 30 min | »p. 176 |
Démontrer, par récurrence, les propriétés suivantes :

n(n+1)(2n+1
1.Pourtout ne N*, 12+ 22+ ...+ n? =%.

1 2
2.Pourtout neN*, P +2°+...+ n3=|:n(nT+):| =(1+2+,,,+n)2.

3. Pour tout a € R*, pour tout n e N, (1 + a)" >1+na.

4. Pour tout ne€ N, 5 est un diviseur de 6" —1.

‘ e \oir le savoir-faire 2.

® Pour la question 4., utiliser le fait que « 5 diviseur de 6" —1 » équivaut a
«6" —1 multiple de 5 » ce qui équivaut a « il existe k € Z tel que 6" =1 = 5k ».

I3 suites croISSANTES, DECROISSANTES | % | 15 min | »P. 178 |

Etudier le sens de variation des suites suivantes :
1. u, =(n+1)>+sin(n) pour tout n e N.

2. u, =ln(i)+5.
n+1

3. (un) est une suite arithmétique de raison r (» € N) et de premier terme .

4. (u,,) est une suite géométrique de raison g € ]O ; 1[ et de premier terme u, > 0.
‘ Voir le savoir-faire 3.

LIMITES DE SUITES GEOMETRIQUES | % | 30 min | »p. 178 |

1. Pour chacune des suites géométriques définies ci-dessous, dire si elle converge,
si elle admet une limite et donner sa limite. 1
a. la suite (un) a pour premier terme u, =3 et pour raison g = —3 ;

b. la suite (v a pour premier terme v, = —2 et pour raison ¢ =75 ;

n

c. la suite (w

n

) a pour premier terme w, = 1 et pour raison g =-3 ;

d. la suite (z a pour premier terme z, = 10° et pour raison ¢ = 0,9.

n

‘ Voir le cours, IlI.
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2. Déterminer la limite de chacune des sommes définies ci-dessous :
a.pourtout n=2, S, =1+3+9+...+3";
1 1 1
b.pourtout n>2, T, =1+—+—+...+—;
25 5"
c.pourtout n>4, R =2+4+8+16+...+2";

d.pourtout neN, Q, =1-1+1-1+...+(-1)".

‘ Ce sont des sommes de termes de suites géométriques.

SUITE CROISSANTE, MAJOREE | x% | 15 min | »p. 179 |

Soit (un) la suite définie pour tout » € N* par :
1 1 1
u, =1+ + ~+..+
G+ 1
3+
2

et (vn) la suite définie pour tout n € N* par :

1 1 1
v,=l+—+—+...+—.
3 3 3

1. Montrer que, pour tout ne N, u, <v,.

2. Montrer que la suite (vn) est majorée.

‘ Reconnaitre la somme des termes d'une suite particuliere.

3. Démontrer que la suite (u,,) est croissante. Etudier alors la convergence de la
suite (un )
4. Donner un encadrement de la limite de (u, )

‘ Voir le chapitre 1.

B | % | 5 min | »p. 179 |

. e . 1 3 2n—1
Soit (u,,) la suite définie pour tout n € N* par u, = =X —X... X "

1. Etudier la monotonie de la suite (un )
2. Pourquoi peut-on affirmer que la suite (u,,) converge ?

‘ Voir le paragraphe Ill, théoréme 2.
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I ALcORITHME : APPROXIMATION DE 2 | % | 20 min | »P. 179 |

3 2
La suite dite de Héron, notée (un) et définie par u, = 5 et U, = 5 (un + —)
pour tout n € N* converge vers V2.

‘ Ce résultat est démontré a l'exercice 18.

1. Ecrire un algorithme donnant les N premiers termes de la suite (u, )

2. Grace a I’algorithme, déterminer une valeur approchée des 4 premiers termes
de la suite. Quelle approximation de V2 peut-on en déduire ?

3. Méme question avec N =10. Peut-on espérer obtenir une meilleure approxi-
mation avec ce logiciel ?

| ** | 15 min | » . 180 |

On considere les suites (x,,) et ( y,,) définies par :
xn+1 = xn + 4yn

=10
{xo et, pour tout ne N, {

yo =15 Vur1 = Y, +9x,

1. Calculer x, et y,.
2. Montrer par récurrence que, pour tout 7 € N, il existe un entier w, tel que :

[x,, =10xw,et y, = 15><wn.]
‘ Voir le savoir-faire 2.

3. Définir la suite (wn) et exprimer pour tout n € N, w, en fonction de 7.
4. En déduire les valeurs de x; et de y, sans calculer les termes qui les précedent.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

B} vraiou Faux | %% | 15 min | »p. 181 |

1. La suite définie par u, € Retpourtout ne N, u,,, =u,? +1 est convergente.

‘ Raisonner par l'absurde et utiliser le savoir-faire 4.

2. Soit(un)la suite définie, pourtout n € N, paru, =3x2+3x224+...+3Xx2".
Alors, pour tout ne N*, u, =6 x (2" —1).

3. Soit (u,,) la suite définie par, u, € R et pour tout ne N, u,,, = g Xu, avec

0 < ¢g<1. Alors la suite (u,,) est décroissante et converge vers 0.
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4. On suppose que (un) est croissante, que lim v, =0 et que pour tout n € N,
. n—+oo
u, <v,.Alors la suite (un) converge.

IE] FACTORIELLE D'UN ENTIER NATUREL | *% | 20 min | »p. 181 |

Pour tout 7 >1, on note n ! et on lit « factorielle n » I’entier :
[n!=nx(n-1)x...x2x1]

Par convention, on pose 0 ! = 1.

1. Calculer 11,2 1,31 41,

2. Soit n e N*, exprimer (n + 1) ! en fonction de n !.

3. Déterminer le sens de variation de chacune des suites :

a. la suite (un) définie, pour tout n € N, par u, =n!;

b. la suite (vn) définie, pour tout n€ N, par v, = z,

b
n

c. la suite (wn) définie, pour tout € N, par w, =1+ _'+5+,“+i';
! n!
d. la suite (zn) définie, pour tout n € N*, par z, = .
nxn!
‘ Voir le savoir-faire 3.
DEMONSTRATION DE LA LIMITE
DE g", AVEC g >1 | *% | 20 min | »p. 182|

Soit ¢ un réel strictement supérieur a 1.
L’ objectif de cet exercice est de démontrer que lim (¢") = + .

Considérons la suite (u,,) définie, pour tout n € N, par u, = g".

1. Déterminer le sens de variation de la suite (, )

2. Quelle relation de récurrence vérifie la suite (u, ) ?

3. Soit 4 un réel positif. Nous allons démontrer, en raisonnant par I’absurde, la

proposition suivante, notée (P) « il existe un entier n tel que g” > A4 ».

a. Supposons que (P) n’ait pas lieu. Enoncer la propriété contraire a la
propriété (P).

b. Montrer qu’alors la suite (u,, ) est bornée. En déduire qu’elle converge vers un

réel /.
c. Soit fla fonction définie sur R par f (x) =gXXx.
X

Montrer que / est solution de I’équation f (x) =
‘ Voir le théoréme I11.3 et le savoir-faire 4.

d. Résoudre cette équation, puis faire apparaitre la contradiction.
e. Conclure.
4. Démontrer que la suite (un) diverge vers +eco.

‘ Voir la définition d’une limite infinie dans le cours du chapitre 1, I.2.
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SOMME DE TERMES CONSECUTIFS
i D'UNE SUITE GEOMETRIQUE | % | 20 min | »p. 183|

1. Déterminer la limite de la suite (un) définie, pour tout n € N, par :

u,=9x107"+9x102 +...+ 9x10™
et justifier I’égalité¢ 1=0,99999......

‘ On reconnaitra la somme des n premiers termes d'une suite particuliere.

2. Déterminer la limite de la suite (un) définie par u, =5,77...7 (n chiffres 7)
pour tout n e N*.

‘ De maniere analogue a la question précédente, on écrira u, comme une somme...

3. Déterminer la limite de la suite (un ) définie par u, = 3,4545...45 (n séquences
de 45) pour tout n € N*.

SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE | %% | 10 min | »p. 183 |

Soit (un) la suite définie par u, =2 et pour tout ne€ N :

un+1

=l u, +12.
5

On pose pour tout ne N, v, =u, —15.
1. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique. Exprimer v, en fonction de n.
2. Exprimer u, en fonction de n. En déduire la limite de la suite (, )

‘ Voir le cours, I.

SUITES | %% | 20 min | »p. 184 |
Soit la suite (u,,) définie par u, =1; u;, =2 et pour tout n € N :
1
Z'tn+2 = un+l - Zun .

1. Calculer w,, u;, u,.

2. Soit la suite (v, ) définie par v, = 2"u,. '

a. Calculer v, , —v,,, en fonction de v,,, —v, . Etablir que la suite (v,,, —v,) est
constante et donner sa valeur.

b. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

3. Montrer que I’expression " tend vers zéro lorsque n tend vers +co. La suite
(u,) est-elle convergente ? ’

2 1o LR n lnn N
On sera amené a établir que o EDEaTINZ — exp[n —anJ] et a utiliser les
" n
t 4.

connaissances sur les limites vues aux chapitres 2, 3 e
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SUITES RECURRENTES ET POINTS FIXES | %% | 60 min | »p. 184 |

On veut étudier la limite de la suite (un) définie par u, e R* et u,,, =u,’
suivant les valeurs de .

On définit la fonction f'sur R* par f x)
tative dans un repére orthonormé (O; ?,7)
1. Résoudre dans R I’équation f (x) =

2. Que peut-on dire de la suite (un) Lorsque u#, =0 ? Lorsque u, =17

3. Dans cette question, on suppose que i, € ]O ; 1[. o

a. Tracer €, et la droite (D) d’équation y =x dans le repére (O; i; ) (unité
graphique : 4 cm). Placer sur l’axe des abscisses les points d’abscisses
Uy, Uy, Uy, Uy, U, etus (on prendra pour la figure u, =0,9). Que peut-on
conjecturer pour la suite (un ) (majoration, convergence,....) ?

x* et on note 6, sa courbe représen-

‘ Voir le savoir-faire 1.

b. Démontrer que la suite (u,,) est bornée.

‘ Conjecturer un encadrement de u, et le démontrer.
c. Etudier le sens de variation de (un )

‘ Voir le savoir-faire 3.

d. Qu’en déduit-on pour (un) ?

ALGORITHME : CAPITAL A INTERETS COMPOSES. | ** | 25 min | »P. 186 |

1. On consideére un capital initial C, placé a un taux annuel de 4 %. On note C,
le capital au bout de n années.
a. Que donne I’algorithme suivant ?

VARIABLES
C EST_DU_TYPE NOMBRE
n EST_DU_TYPE NOMBRE
CO EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE CO
C PREND_LA_VALEUR CO
TANT_QUE (C<2*COJFAIRE
DEBUT_TANT_QUE
C PREND_LA_VALEUR C*1.04
n PREND_LA VALEUR n+1
FIN_TANT_QUE
AFFICHER "n="
AFFICHER n
FIN_ALGORITHME
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b. Le tester sur différentes valeurs de C,. Que remarque-t-on ?

c. Pour expliquer ce résultat, démontrer que (Cn) est une suite géométrique ol
I’on exprimera C, en fonction de n. Résoudre ensuite I’inéquation C, >2C, pour
retrouver la valeur de » du b.

‘ On utilisera la fonction ln pour résoudre linéquation comportant une puissance n.

2. On considére maintenant un capital initial C; placé a un taux annuel de ¢ %.
On note C, le capital au bout de n années, et C,le capital minimal que I’on veut
atteindre. Ecrire un algorithme associant, a la donnée de C, t et C;, le nombre
d’années au bout duquel ce capital C; sera atteint ou dépassé.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

APPROXIMATION DU NOMBRE D'OR | % | 30 min | »p. 186 |

Soit (u,,) la suite définie par u, =1 et pour tout ne N*:
U, =AJu, +1.

‘ Attention, ne pas confondre u,,, et u, +1.

1. Calculer u,, u, et u,. En donner des valeurs approchées a 1073 pres.
2. Etudier les variations de la fonction f définie sur [—1 ; +oco[ par :

f(x)=m.

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entiern >1, 1<u, <2.

n

‘ Voir le savoir-faire 1.

4. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n>1, u, <u,,,.
5. En déduire que la suite (un) converge vers un réel ¢ que I’on déterminera.
Ce nombre ¢ est appelé « nombre d’or ».

‘ Voir le savoir-faire 4.

SUITE DE POLYNOMES | %%% | 40 min | »p. 187 |

Pour tout n € N, on définit sur R la fonction P, par P, (x) =-1+ z x*
(C’est-a-dire P, (x)=—1+ x+ x> +...+x"). k=1

1. Démontrer que pour tout 7 € N*, il existe un unique nombre réel strictement
positif noté x, tel que P, (xn) =0.
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‘ Appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires.

2. Déterminer le signe de P, (xn) puis démontrer que la suite (x ) est

décroissante.

n

‘ Le théoreme des valeurs intermédiaires sera utile pour conclure.

3. En déduire que (xn) est convergente, et on note / sa limite.
4. Démontrer que pour tout entier n>2, 0<x, <x, <1.

En déduire que lim (x, )n+1 =0.
5. a. Démontrer que, pour tout n € N, pour tout x € R\ {1} :
1 _ xn+1

l-x

P (x)=-2+
‘ Faire apparaitre la somme des premiers termes d'une suite particuliere.

1
b. En déduire que /= 5

BT ENCADREMENT DE /2 (SUITE DE HERON) | %% | 40 min | »p. 188 |

. . ) 3
On considere la suite (u,,) définie par u, = 5 et, pour tout n € N*, par :

Uy =— |u, +—1.
2 u,

1. Démontrer par récurrence que pour tout n€ N, u, > 0.

1 —/2)?
2. a. Démontrer que pour tout ne N, u,,, — \/5 = 5 % —(u" \/7) )
un

b. En déduire que pour tout ne N, u, > V2.

‘ Faire une récurrence.

(u, —2)
-y
_\/5)2"

d. Démontrer par récurrence que pour tout ne€ N*, 5 _ /2 < (1, 7
! 22

. 1
c. En déduire que pour tout ne N, u,,, — V2« 5 X

e. Qu’en déduit-on pour la suite (un) ?

SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES :
CAS GENERAL | *** | 15 min | »p. 190 |

Soit a, b deux nombres réels tels que a # 1.

1. Démontrer que I’équation ax + b = x admet une unique solution L.

2. Soit (u,,) la suite définie par u, € R et u,,, = au, + b pour toutn € N.
On pose pour tout ne N, v, =u, — L.
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a. Démontrer que la suite (vn) est géométrique. Exprimer v, en fonction de #, u,,
aetb.

b. Exprimer u, en fonction de n, u,, a et b. Etudier la convergence de la
suite (un )

CONTROLE

mQCM | ** | 20 min | »p. 190 |

Dans chacune des questions suivantes, une ou plusieurs affirmations sont
vraies. Justifier lesquelles.
1. Une suite décroissante et positive :

a. tend vers 0 ; b. converge ;
c. peut ne pas étre majorée ; d. est majorée.
. o e 3n+4
2. Soit (un) la suite définie pour tout n € N par u, = o
n
La suite (u, ) est :
a. croissante ; b. décroissante ;
c. minorée ; d. majorée.
3. Soit (un) et (vn) deux suites telles que lim u, =+oo et lim v, = —co.
L n—>+oo n—>+oo
Alors u, — v, a pour limite :
a.0; b. 4o ;
€. —oo; d. on ne peut pas conclure.
. o e 1 1 1
4.Smt(un )lasultedeﬁnlepourtout neN*paru, = —+ .. .
n? n?+1 n’+n
a. (un) converge vers 0 ; b. (un) converge vers un réel non nul ;
c. limu,=+o; d. (u,) est bornée.
n—+oo
‘ Majorer 1 par ! .
n*+k n?

5. Soit (un) une suite vérifiant pour tout n € N, u, >2n. Alors :

a. (u, ) est croissante ; b. (u,) est majorée ;
c. (un) n’est pas majorée ; d. diverge vers +eo.
Y4 § SUITE ET FONCTION | *%* | 40 min | »p. 191 |

On considere la suite définie par u, € [0, 2] et u,,, =+2u, —u,’.

On considere la fonction définie sur [0 ; 2] par f (x) =/2x — x2. On note
% sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O ; i; ;) (unité gra-
phique : 4 cm).

174
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On note (d) la droite d’équation y = x.
1. Etudier les variations de /.
2. Dans cette question, on suppose que u, € [O ; 1].

a. Tracer 6, (d), puis placer sur ’axe (O ; 7) les points Ay, A,, A, d’abscisses
respectivement u,,u,,u, (on prendra u, = 0,1 pour la figure).

b. Démontrer par récurrence que pour tout ne N, u, € [0 ; 1].

c. Etudier les variations de la suite (u,, )

‘ Commencer par comparer u,,? et u 2.

n+1

d. En déduire la convergence de (u,,) et déterminer sa limite.
3. Dans cette question, on suppose que i, € [1 ; 2].

a. Démontrer que u, € [0 ; 1].

b. En déduire la convergence de la suite (un )

‘ On pourra considérer la suite définie par v, = u,, , pour tout n € N.

CONTROLE

EX] ouesTion pe cours | %% | 15 min | »p. 193 |

Démontrer qu’une suite croissante non majorée diverge vers +eo.

SUITE ET FONCTION | %% | 35 min | »p. 193 |

2
Soit f"la fonction définie sur [1 ; +oof par f (x) =3 ol T
—

1. Démontrer que pour toutx > 1, f(x)>1 (on étudiera les variations de /).

Soit (un) la suite définie par u, =2 et u,,, = f(u,), pour tout n € N.

2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, u, > 1.

3. On considere les suites (v,,) et (wn) définies, pour tout n € N, par :

y ==L w, =In(v,).

n

n

a. Expliquer pourquoi les suites (vn) et (wn) sont bien définies.

b. Démontrer que la suite (wn) est géométrique.

c. Exprimer, pour tout entier n, w, puis v, en fonction de .

d. En déduire I’expression de u, en fonction de n. Quelle est la limite de la
suite (un) ?
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CORRIGES

1x2x3 .
l.e12=1et X6X =1, donc P, est vraie.

o Supposons qu’il existe un entier m > I tel que :

2422 4. =w
et montrons que :
12+22+...+m2+(m+1)z= (m+1)(m+2)(2m+3)'
6

(m+10m+2(2m+3)
6

Pour obtenir la fraction

, on a remplacé m par (m+1).

_mm+D)@mAD) 4o

6
_ m(m+1)(2m+1)

6
_ m2m* +m+2m+1)+6(m* +2m+1)  2m* +9m*> +13m+6
- 6 - 6 ’
Or (m+1)(m+2)(2m+3)=(m2+3m+2)(2m+3)=2m3+9m2+13m+6.
_ (m+1)(m+2)(2m+3)
= . .
n(n+1)(2n+1)
6

2 2
2. 03=1c¢t 1X22 =1=12, donc 13=(¥) =12,

12+22+...+m?

P42+, +m>+(m+1)? +(m+1)>?

Donc 12+ 22+...+ m*+(m+1)?

e Donc, pour tout n e N*, 12 +22 +...+n* =

o Supposons qu’il existe un entier m > 1 tel que

13+23+...+m3=|:@:|2=(1+2+...+m)2
et montrons que : i
13+23+...+m3+(m+1)3=[W:| = (1244 mt(m+1))
2
13+23+...+m3+(m+1)3=[@:| +(m+1)
_m? (m? +2m+1)+4(m* +3m> +3m+1)
4

m*+6m® +13m?> +12m+4
q .
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Or |:(m—i-1)(m+2):|2 _(m*+3m+2)>  m*+6m’+13m* +12m+4
2 - 4 - 4 '

Donc 13+23+...+m3+(m+1)3 :|:

(m+1)(m+ 2)}2
2
(1+2+...+m)+(m+1))

=(1+2+...+m)2+2><(1+2+...+m)><(m+l)+(m+1)2.

Or, par hypothese de récurrence, (1 +2+...+ m)2 =P 422+ +m,
g q m(m+1) g
et on sait par ailleurs que 1 +2+ ...+ m=——2 (somme des premiers termes
2

de la suite arithmétique de 1° terme 1 et de raison 1) donc :

m(m+1)

(142 +.ctm)+(m+1)) =P +2 4. tm® +2x x(m+1)+(m+1)’

=P +2 4. 4m +m(m+1) +(m+1) =P+ 23 4.+ m® +(m+1)2(m+1)
=P 420+ md o+ (m+1).

2
e Donc, pour tout n e N*, 13 +23 +...+n? =M=(1+2+...+n)2.

3. Soit a un réel positif ou nul.
0(1+a)] =14+a=1+1la, donc (1+a)1 >1+1a.

* Supposons qu’il existe un entier m >1 tel que (1+a)" >1+ma,
et montrons que :

(1+a)m+l > 1+(m+1)a.

(1+a)m > 1+ ma, donc (1+a)m+l = (l+a)m ><(1+a) > (1+ma)(1+a)
en multipliant des deux cotés par 1 +a > 0.

Or (1+ma)(1+a)=1+(m+l)a+ma2>1+(m+1)a (car ma®>0).

1
Donc (I1+da) >1+(m+1)a.
¢ Donc, pour tout n e N*, (1+a)" > 1+ na.
4.06°—1=1-1=0=5x0, donc 5 est un diviseur de 6° —1.

e Supposons qu’il existe un entier m >0 tel que 5 est un diviseur de 6™ —1,
et montrons que 5 est un diviseur de 6"+ —1.

5 est un diviseur de 6” —1, donc il existe un entier & tel que 6” —1=5X k.
Alors 6" —1=6X6" —6+6-1=6(6" —1)+5=6x5k+5="5(6k +1).

Posons £’ = 6k +1. Alors 6! —1=5k" ou £’ est un entier. Cela signifie que 5 est
un diviseur de 6"+ —1.
¢ Donc, pour tout # € N, 5 est un diviseur de 6" —1.
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|Z] 1. Pour tout n € N, u,,, — u, =(n+2)>+sin(n+1)—(n+1)>—sin(n) ;
Uy — U, = 2n+3+sin(n+1)—sin(n) >2n+3-1-1>2n+1>1>0,
donc (u,) est strictement croissante.

3
2. Pour tout neN, u, :f(n) avec f(x)zln(j)+5 pour x € [0 ; +oof
X

La fonction x 2 est dérivable et strictement positive sur [0 ; +oo[, donc fest

x+1 ( 3 ]
dérivable sur [0 ; +oof et Frx)=2F1 ___ 3 2><x+1:— L
( 3 ) (x+1) 3 x+1

x+1

Donc f” < 0 sur [0 ; +oo[ et fest strictement décroissante sur [0 ; +oo[.
Par conséquent, la suite (u,) est strictement décroissante.

3., —u, = (u, +r)—u, =r >0 car r € N. La suite (u,) est strictement croissante.
4. Pour tout n € N*, u, = u, q" >0 car u, >0 et g> 0.

De plus, Urv _ g <1. Donc u,,, <u,. La suite (u,) est strictement décroissante.

un
1. a. La suite (un) est une suite géométrique de raison g telle que —1< g <1,
donc elle converge et sa limite vaut 0.
b. La suite (vn) a une raison g > 1, donc elle diverge.

lim g" = 4o, donc lim u, = lim —2 X ¢" = — eo.

n—>+oo n—+oo n—+oo

c. La suite (w,,) aune raison ¢ < —1, donc elle diverge et n’admet pas de limite.

‘ En effet, la suite (w,) prend successivement des valeurs positives puis négatives
de plus en plus grandes en valeur absolue.

d. La suite (zn) a une raison ¢ telle que —1< g <1, donc elle converge et sa limite
vaut 0 (méme si le premier terme est trés grand).
2.a. S, estla somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de
raison 3 # 1, donc §, = -3 = _1=3 = 3 _1,

1-3 2 2
3>1,donc lim 3" =+ oo, donc lim §, = +co.

n—>+oo n—>+oo

b. T, est la somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de

n+l
1
1 1_(5) 1 n+l 4 5 1 n+l
raison — 1, donc 7, = ———=—= 1—(—) + = = = 1—(—) .
5 1 5 5 4 5
5

=

n—>+oo H—>+oo

Or —1<l<1, donc lim l =0, donc lim T,,=§.
5 5 4

c. R, estla somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 2 et de

_Dn+l

. 1
raison 2 # 1, donc R, =2 X — =-2Xx(1=2m1)=2m2 -2,

Or 2>1, donc lim 2" =+co, donc lim R, = +oo.

n—>+eo X—>+oo
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d. O, estla somme des termes d’une suite géométrique de premier terme 1 et de
1 _ (_l)n+l _ l _ (_1)n+1

" 1-(-1) 2
Or (~1)"" n’a pas de limite quand 7 tend vers oo, donc (Q,) n’a pas de limite.

raison =1 # 1, donc 9, =

1 k
1. Soit n € N*. Pour tout 1 < k < n, 3+Z>3 (>1),donc (34—%) >36>0

1 1
et —<3—k. Donc u, <v,.

(+3)

2. (v,,) est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 3 et de premier

terme 1, donc pour tout n € N*,

1 n+l
1-| = ntl n+l
3 1 2 3 1 3
vy, =—F"—=|1-| = +—==X|1-|= <—.
1_1 3 3 2 3 2
3

, 3
Donc (v,) est majorée par —.
2
1 . .
3. Pourtout n € N, u,,, —u, = ———————=> 0, donc (u,) est strictement croissante.
1
3+—
n+l
D’apres le 1. et le 2., la suite (un) est strictement majorée par 7

La suite (un) est croissante et majorée, donc la suite (u,) converge.

4. Pour tout ne N*, 1+

! <u, < é, donc la limite L de (u,) vérifie :
(3+1) 2

3 <L<=.

4 2

. 2n+1 . q
1.Soitne N*,u, >0 et Yo _ 20T <1, donc la suite (un ) est strictement
décroissante. U, 2n+2

2. (u,) est décroissante et minorée (par 0), donc elle converge.

[6] 1.

1. VARIABLES

2 u EST_DU_TYPE NOMBRE
3 N EST_DU_TYPE NOMBRE
4. k EST_DU_TYPE NOMBRE
5. DEBUT_ALGORITHME
6 LIREN

7 u PREND_LA_VALEUR 3/2
8.  AFFICHER "u(0)=1,5"

9. POUR k ALLANT_DE T AN-1

10. DEBUT_POUR
11. u PREND_LA_VALEUR 1/2*(u+2/u)
12. AFFICHER “ul”
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13. AFFICHER k

14. AFFICHER “)="
15. AFFICHER u
16 FIN_POUR

17: FIN_ALGORITHME

‘ On souhaite obtenir les N premiers termes d’une suite commencant au rang 0,
doncilya N—1termes a calculer. C'est pourquoi la boucle vade k=1aN-1.

2. On peut en déduire que V2~ 1,4142136.

***Algorithme lancé***
u(0)=1,5

ul1) =1.4166667

u(2) =1.4142157
u(3)=1.4142136
***Algorithme terminé***

3. Les 10 premiers termes de la suite sont :

u(0)=1,5

ul1)=1.4166667
u(2)=1.4142157
u(3)=1.4142136
ul4)=1.4142136
u(5)=1.4142136
u(6)=1.4142136
ul7)=1.4142136
u(8)=1.4142136
u(9)=1.4142136

On constate que comme le logiciel donne les résultats a 1077 pres, on obtient a
partir du rang 3 toujours le méme résultat. On n’arrivera donc pas a une
meilleure précision.

1. x, =x,+4y, =70 et y, = y, +9x, = 105.

2. Pour tout n € N, soit P(n) la propriété « il existe un entier w, tel que x, = 10w,
ety, =15w, »

eEn posant w, =1, x, =10 xw, et y, =15Xxw,. Donc P(0) est vraie.

« Supposons qu’il existe un entier m > 0 tel qu’il existe un entier w,, tel que

x,, =10w, et y,, =15w,,, et montrons qu’il existe un entier w,,,, tel que :

xm+l = 1Ovvm+l et ym+l = 15Wm+l'
Xpay = X, +4y,, = 10w, +4x15w, =T70w, =10XTw,, ;
Vo1 = Vo +9x, =15w, +9X10w,, =105w,, =15%XTw,,.

En posant w,,,, = 7w,,, w,,, est entier et x

m?

m+l = 10Wm+l et ym+l = 15Wm+l .

® Dong, il existe une suite (wn) telle que, pour tout ne N :

x,=10xw, et y, =15Xw,.
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3. La suite (w,) vérifie w, =1 et pour tout ne N, w,,, = 7w,. Cest une suite
géométrique de premier terme 1 et de raison 7. (w,,) est donc définie pour tout
neN par w, =7".

4. x;=10x7° =168 070 et y; =15x7° =252 105.

1. Faux. (un) est une suite pour laquelle 7 il existe une fonction f telle que
u,, = f(u,), avec f (x) = x2+1, f étant une fonction continue sur R. Donc si
(u,) converge, alors sa limite L appartienta R et vérifie L=L? +1 soit
L>—L+1=0. Or, pour ce trindme du second degré A =-3<0 : cette équation
n’admet aucune solution dans R. Donc (u,) ne converge pa?. 5

1-2°

Eneffet 1 +2 + ... + 2" ! est la somme des n premiers termes d’une suite géomé-

2. Vrai. Pour tout n e N*, u, =6x(1+2+...+2"")=6x

trique de premier terme v, = | et de raison g =2 # 1.
1-2"
=6(2" -1).

Donc u, =6 X%

3. Faux. Si u, <0, alors la suite (un) est croissante (et converge vers 0).

Ceci se démontre par récurrence sur n€ N en appelant p(n) la propriété
« U, > u, » S’agissant d’un vrai ou faux, il suffit ici d’exhiber un contre-
exemple : si uy=—1 et g =0,5, alors u;=—0,5 > u,.

4. Vrai. La suite (vn) étant convergente, elle est majorée. Soit M un majorant de
(vn). Alors, comme pour tout 7€ N, u, <v,, M est également un majorant de la
suite (un) La suite (un) est croissante et majorée, donc elle converge (d’apres le
théoreme I1I. 2.).

[9] 1.11=1;21=2%1=2;31=3x2x1=6; 4! = 4x3x2x1=24.
2. (n+1)!=(n+1)><n><(n—1)><...><2><1 soit (n+1)!=(n+1)xn!.
3. a. Les termes de la suite (u, ) étant positifs :

u,, (n+)! (n+l)xn!

u, n! n!
donc (u,) est strictement croissante a partir du rang 1 (et pas avant car
u,=1=u,).
b. Les termes de la suite (v, ) étant positifs :

=n+1>1 pour ne N*,

n

v ontl T gn o gml T 27 x 2% n! 2

n

Vo _ (n£D! nl (n+1)!x2" _(n+D)xXn!x2" n+l

n+1
Pour n>2, n+1>2, donc ——>1, donc (v,) est strictement croissante a
partir du rang 2. 2

4

1 , . .
=—, donc (v,) n’est pas strictement croissante avant le rang 2.

1 2
VU:1,V1:§,V2:Z 5
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I 1 1 1 1 1 1
W —w,=[1+—+—+...+—+ —1+=+=+...+—

1 2! n! (n+1)! 1 2! n!

1
(n+1)!
quel que soit n € N, donc la suite (w,) est strictement croissante sur N.
d. Les termes de la suite (z, ) étant positifs :
2yt _ 1 . 1 _ 1

z (n+D)x(n+1)! " nxn! (n+D)xX(n+1)xn!

n

>0,

n!'= .
(n+1)>?

2
Z. n
Or, pour ne N*, n<n?, donc == < (?) ,etcomme 0<n<n+1, onen
z, n
n 0 n V4 .. Z . . .
déduit que 0 < ——, donc —- < 12, soit ~*L < 1. Ainsi, (z,,) est une suite
n+1 z, z,

strictement décroissante sur N*.
1. g¢>1, donc u, = g" est strictement positif quel que soit n € N.

Alors Yot — ﬂ _9Xq g > 1, donc la suite (u,) est strictement croissante
u, q" q"

sur N.

2.u,, =q"" =qgxq", donc la relation de récurrence vérifiée par la suite (u,,) est

un+1 = q X un *

3. a. La propriété contraire a la propriété¢ (P) est « aucun entier n n’est tel que

q" > A», autrement dit « pour tout entier n, g" < A »

b. D’apres a., la suite (u”) est majorée par 4. Une suite strictement croissante

majorée converge, donc (u,,) converge vers un réel /.

c. D’aprés le 2., u,,, = f(u,), ou fest une fonction continue, donc, comme (u, )
converge vers /, f(/)=1, autrement dit, / est solution de I’équation f(x)= x.
d. f(x):x<:>qx:x<:>qx—x:O<:>(q—l)x:0<:>q:1 ou x=0.

Or ¢ > 1, donc cela signifierait que / = 0. Or, u, = ¢° =1 et la suite est stricte-

ment croissante, donc, pour tout n € N, u, > u, =1 et la suite (un) ne peut pas
converger vers 0, ce qui est contradictoire.

‘ En effet, si(u,) convergeait vers 0, tous les termes de la suite a partir d'un certain
rang seraient tres proches de 0. Or ici, ils sont tous au moins a une distance supé-
rieure a 1 de (=0 car ils vérifient tous v, > 1.

e. Si on prend le contraire de la proposition (P), on aboutit a une contradiction.
On en conclut que la proposition (P) est vraie, quel que soit le réel A.

4. Quel que soit le réel 4, aussi grand que 1’on veut, il existe au moins un terme de
la suite qui est plus grand que A. Puis, comme la suite est strictement croissante,
tous les termes suivants sont supérieurs a 4. On en déduit que la suite (u,,)
diverge vers +oo.
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1. Pour tout ne N*, u, =v, +...+ v,, ou (vn) désigne la suite géométrique
de premier terme v, = 9x10 et de raison 10~ # 1.

— " _ —1\n _ —1\n
1 9 =9x10*1xﬂ=gxl0*lxm
1-g 1—(10) 9% 10"

10 )
. . 1 1
Donc lim u,=lim1-| —| =lcar -1<—<1.
10 10

n—+oo n—>+oo

Alors u, = v X =1-10"

Or u, =0,99999...9 (n décimales), donc la limite en +oo de u, peut s’écrire
0,9999...

Par unicité de la limite 0,99999...=1.

2. Pour tout ne N*, u, =5+7x107"+...+ 7X10" =5+v, +...4+v,, ou (v,,)
désigne la suite géométrique de premier terme v, = 7x 107" et de raison 107! # 1.

—-q" = —Lyn — -1\n
Alors “n=5+V1><1 7 547x107 x U0 _ 5 750015 1I2A0
1-¢ 1-(107) 9%10"!
Mn=5+z(1—10-”)=5+z—110-":2_110—»«_
9 9 9 9 9
Donc lim #, = lim 2_110—,, =2‘
n—+oo n—+e Q 9 9

3. Pour tout n e N*, u, =3+45%x107 +...+ 4510 =3+ v, +...+v,, ou (v,)
désigne la suite géométrique de premier terme v, = 45x 1072 et de raison 107 # 1.

1-g" 1-(102)" 1-(102)"
Alors u, =3+ v, x 229" 234 45x 102 x U0 3 45102 1200)
1-¢ 1-(102) 99x10°2
u, =3+ 2 _Bga 3,5 349238 554
99 99 11 11 11 11
Donc lim u, = lim B S (L =§.
wore " e 11 11 (100) T 11

1
1. Pour tout n €N, v, =ty 15 = u, +12-15

:% u, —3:%(1,{"—15):%\)”.

1
Donc la suite (v,) est géométrique de raison —.
Alors, pourtout e N, v, =v, (g) avec v, =u, —15=2-15=-13.

-13
Donc, pour tout neN, v, = 5
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2. Pourtout ne N, u, =vn+15=_5—1n3+15=157;_3,

Or, 5> 1, donc lim 5" = +eo, donc lim u, =15.

n—+oo H—+ oo

1 1 7
1 == uy 12— —Xl=—"
4 4 4

1 7 1 5
Uy =Uy—— U =———X2=—;

4 4 4 4

1 5 1.7 13
Uy =Uy—— Uy =———X—=—.,

4 4 4 4 16

2.a.Pourtout neN, V,,—V,y =2"2u,,—2""u,,,

1
= 2n+2 (unﬂ - Zun ) - 2”“ un+l

Voro = Va1 = 2n+2un+l - 2nun _2n+lun+1 = 2n+1un+] (2 _1) =2 u,

n

— Jn+l n —
=2 un+l_2 U, =V —V

ne

Pour tout 7€ N, V(, ., = Vi) = Ve —V,, autrement dit, la suite (v, —v,) est

n+1)+1
constante, donc égale a v, —v, =2 u; —u, =2x2-1=3.
Pour tout n e N, y

n+l _vn = 3

b. La suite (vn) est donc arithmétique de raison 3.
Pourtout ne N,v, =v, +3n=1+43n.

1+3n
2

= elh#-nn2 mais il s’agit d’une forme indéterminée.

1
u, = 2—”vn, donc, pour tout neN, 5 =

n

Inn
n (S
3. _——
Zn e’ In2

1
Factorisons davantage : 2= exp|:n (M —In 2)]
n

n

lim (ln—n—an) =-In2 <0et lim n=+c, donc lim » 1I1—n—ln2 = —oo,
n—>+oo n n—+oo n—+oo n
. Inn . .\
Iimn| ——In2 |=— oo et Xhm exp(X) = 0 donc, par composition,
n—+oo n ——c

lim exp|:n (m—n—lnzﬂ, Cest-a-dire lim —— = 0.

n—+oo n n—+eo 2"

1+3n 1 n .1 n
=—+3x—,avec lim —=0¢et |lim — =
TR nen Q1 Mim =0
donc lim u, = 0. La suite (#,) converge vers 0.

n—>too

Pour tout ne N, u, =

il

1.f(x)=x<:>x2=x";>x(x—1)=0c>(x=O oux=1).

Donc les solutions dans R de I’équation f(x)=x sont 0 et 1.
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uy€ Rtetu,,, =u?>0 pour tout ne N donc u, € R* pour tout n€ N : on
pourrait se restreindre a résoudre 1’équation f(x) = x sur R*. Ici, on n’a pas de
solution négative, donc une telle restriction est inutile.

2. Si uy, =0, comme pour tout neN, u, =0 = u,,, =0>=0, on obtient par
récurrence que pour tout ne N, u, = 0.

Lorsque u, =0, la suite (#,) est identiquement nulle.

Si u, =1, comme pour tout ne N, u, =1=u,,, =1>=1, on obtient par récur-
rence que pour tout ne N, u, =1.

Lorsque u, =1, la suite (u,) est constante et tous ses termes sont égaux a 1.
3. a.

KR Uy u3 Uy uyp ug 1 X

Les termes de la suite semblent compris entre 0 et 1 et la suite (un) semble décrois-
sante et converger vers 0.

b. Montrons par récurrence que, pour tout 7€ N, u, €0 ; 1.

o Par hypotheése, u, € [0 ; 1[.

e Supposons qu’il existe un entier m > 0 tel que u, € ]0 ; 1[, et montrons que
U, €]0;1[.

Comme f': x > x? est strictement croissante sur [0 ; 1], si O<u, <1,

alors 0? <u,,> <12 Donc u,,,, =u,>*€ ]O ; 1[.

ePour tout ne N, 0<u, <l. La suite (u,) est bornée.

c. Pour tout neN, u,,, —u, =u,?>—u, =u, (un —1)<0 car u, >0 et u, —1<0
d’apres b.

Donc la suite (u,) est strictement décroissante.

d. (un) est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge.

‘ A ce stade, on ne peut dire si elle converge vers 0 ou vers un réel de ]0 : 1[.
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De plus, comme la fonction f telle que u,,, = f(u,) est continue sur R, et que
(un) converge vers un réel /, on peut dire que / est solution de f (x) = x. D’aprés
le 1., / est donc égal a 0 ou 1. (un) est décroissante, donc tous les termes de la suite
sont strictement inférieurs a u,, qui est un réel de |0 ; 1[.(x,) ne peut donc
converger vers /, donc (#,) converge vers 0.

1. a. L’algorithme affiche le nombre » d’années nécessaires pour doubler
le capital initial C,.
b. On obtient toujours la méme valeur de n, quel que soit le capital initial.

c. D’une année a la suivante, le montant présent sur le compte est augmenté de
4 %, donc si C, est le capital au bout de 7 années, alors :

C.=C+Cx—=c [1+-X)=c x1,04
100 100
Donc (C,) est une suite géométrique de raison 1,04 et de premier terme C,.
D’ou C, = C, x1,04".
Alors C, > 2C, & C, x1,04" >2C, < 1,04" > 2(on a divisé par C, >0)

& e > 25 ()
< nxIn(1,04) > In(2) (car /,est strictement croissante sur ]0 ; + oo [)

In(2)
Snz
In(1,04)
Le capital est doublé en 18 ans.

(car 1,04 > 1, donc In(1,04)>0) < n>17,7, donc n>18.

‘ IL faut étre vigilant lorsqu’on divise par (n(1,04) : est-ce bien un nombre positif ?
Sinon, le sens de l'inégalité change.

2. On peut reprendre 1’algorithme proposé par 1’énoncé, mais il faut ajouter deux
ligne “lire t” et “lire Cf”” apres “lire CO” pour fixer le but a atteindre ; il faut ensuite
changer la condition du “tant que” en (C < Cf).

Puis remplacer C * 1,04 par C * (1 + ¢/100).

Loy =, +1=~2=1,414 ; 1, = \Ju, +1 = N2 +1 = 1,554;

u, =\VV2+1+1=1,598.

. , 1 , . -
2. fest dérivable sur ]—1; +oo[ et f7(x)= /7 est strictement positive

ENT

sur [—1 ; +oo, donc fest strictement croissante sur [—1 ; +oo[.

4 fest dérivable sur 1-1; +oo[ et non pas sur [-1; +[ car la fonction x > Jx est
dérivable sur 10 ; +oof et x+1>0& x> -1

3.0y =1, donc 1<uy <2.
e Supposons qu’il existe un entier m>1 tel que 1<u, <2 et montrons que
I<u,,, <2.
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I<u,<2=2<u,+1<3= V2 <Au, +1< 3 car la fonction racine carrée
est croissante sur [0 ; +oo [ .

Or\/§>l et\/§<2, donc 1< u,,, <2

¢ Donc, pour tout n>1, 1< u, <2.

dooy =1cetu, =+/2 donc U <u,.

e Supposons qu’il existe un entier m>1 tel que u, <u,,, et montrons que

um+1 < um+2 .
D’apres cette hypothese et le 3.

1<u, <u,,,=u,+1<0<2<u,,, +1=u, +1 < u,,, +1,

0 b o
c’est-a-dire u,,,, <u,,,.

e Donc, pour tout n >1, u, <u,,,.
5. On en déduit que la suite (un) est croissante, majorée par 2, donc elle converge

vers un réel ®. Comme u,,, = f(u,) avec f, la fonction définie au 2., qui est conti-
nue sur I'intervalle [1 ; 2], @ est donc solution de I’équation f(x)= x.

Orf(x)=x<:>x=\/x+l<:>x>0 etx?=x+1lex>0etx>2—x—-1=0.

Pour ce trindme du second degré, A =5 > 0 donc cette équation a deux solutions

15 1S

X, T et X,

La seule qui est positive est x,, donc :

<I)=1+2\/g.

1. Soit n e N*. P, est dérivable sur R (polynome), donc aussi sur [0 ; +oof,

et pour tout x €[0 5 +e<[, P’ (x) = 14+ 2x+...+ x> 0.
P, est donc strictement croissante sur [0 ; +oof.
De plus P, (0)=—1 et lim P, (x)=+x.
X—>too
P,, étant continue sur [0 ; +oo[, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,

il existe un unique nombre réel strictement positif noté x, tel que P,(x,) =0.
2. Soit ne N*. Pour tout x e R, P, (x)= P, (x)+x"".

n+l
En particulier, P, (x,,) =P, (x,,)+ x,"=0+x,"" =x/"">0.
Donc P,,, (0)=-1¢et P,

n+l ('xn) >0.

Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction P,,,
sur [0 ; x,], il existe un unique nombre réel appartenant a intervalle [0 ; x,]
solution de P,,, (x)=0. Cette unique solution étant x,,,, X,,, < X,.

n+l

La suite (x,) est donc (strictement) décroissante.
3. La suite (x,,) est décroissante et minorée par 0, donc la suite (x,,) converge.

4. La suite (xn) étant strictement décroissante, pour tout n> 2, x, < x,.

Montrons que x, <1 : P, est définie par P, (x)=—1+x+x2
P, (1) =1>0, donc d’apres 1., x, < 1.
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‘ On pouvait aussi conclure que x, <1 en cherchant les racines du polynome du

f1+\/§
2

second degré P, : 'une est négative, donc ce n'est pas x,, lautre est =~0,62<1

De plus, pour tout n € N*, x, >0 (d’apres 1.)
Donc, pour tout n>2,0<x, <x, <1.
Pour tout n>2,0 < x, <x,, donc x"' <x;*' par croissance sur
[0;+co[ de x > x", avec lim (x;)z 0 (car —1<x, <1).
n—>+oo

Donc, d’apres le théoréme des gendarmes, lim (x,)"*' =0.
n—+oo

5.a.Soit ne N et xe]R\{l}, P,1(x)=—l+x+...+x” =2+1+x+...+x".

1_ n+l 1_ n+l
x#1,donc I+ x+...+x" = al etP,,(x)=—2+ lx

-x

. 0 1_ n+l

b. En particulier, pour tout n € N, comme x, #1, P,(x,)=0=-2+ IL’
“x

ce qui équivaut a 2(1 - x,,) =1-x,""'. On obtient par passage a la limite quand n
1 1
tend vers +o0, 2(1-1)=1-0, d’ot [ 1= -3 et I=E.

1.e u, =1,5>0, donc la propriété est vraie au rang 0.
e Supposons qu’il existe un entier naturel m tel que u,, >0 et montrons qu’alors
u,., >0.

2 2
u, >0, donc — >0, donc u,, +—>0.
u u,

m

1 oy .
Or, 3 >0, donc u,,,, > 0. La propriété est vraie au rang m + 1.

e Donc, pour tout neN, u, >0.

2. a.Soit ne N. Alors u,,, 2= %(un +£}—\/7=

lu+2-2424,
2 u,

u

n

u

\/— (u —\/_)2
n+l = 2 n
b.e u, =15> V2 , donc la propriété est vraie au rang 0.
e Supposons qu’il existe un entier m € N tel que u,, > V2 et montrons qu’alors

_ 2
u,., >~2. Daprés a., u,,, —\/_— (u I) , ol u,, et (u, —~/2)? sont
strictement positifs.
_ 2
Alors l % M
2 u,,
¢ Donc, pour tout ne N, u, > V2.

>0 etu,,—v2>0, donc u,,, > B,

2
c.Pourtoutne N, u, > V2> 0, donc i < R eten multipliant par l(un = \/E) >0
u, 2 2

(, V27 _1(,~2) 1 1 (m,~2)
u, <3 2 2 \F< 2
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gw.

d. Le c. peut s’écrire aussi : pour tout ne N, u, -2
22

_J2) _J7)?
e Ainsi, u, -2« % soit u, — V2 < %, donc la propriété est

=)
R

vraie au rang 1.

o Supposons qu’il existe me N* tel que u, ~2< et montrons

qu’alors : -
0]
um+ - \/E < - =
1 2\/5

D’apres le b., et I’hypothése de récurrence :
-
(v -2)
22

de la fonction careé sur [0 : + oo[.

(6 =2) | _ =2y _ =y
22 | 4x2 8
ﬁ)2m+|

donc (um _\/5)2 < (M()_T

g . u
D’ou, d’apres le ¢. u,,,, -2« (o,

2

(w-2)"
22

0<u, -2« , d’ou (u, —\/5)2 < par croissance

Or,

£l

V22 1 (N2 1

NN 8 22

(=) (=) )
22 22 ‘

Uy — V2 <—=x (uy — \/5)2 ', et donc I'inégalité est vraie au rang m+1.

22

e Donc, pour tout n e N*, u, —\/ES

Or,— <let > 0, donc éx

o0 | —

(uy — \/5)2”
N
—_— 2"
e. On a prouvé que, pour tout n€ N', /2 <u, <2+ _(uo 2\)/;) :

2> 1, donc lim 2" = +oo,

n—r+eo

Comme —1<u,—v2<]1, A}im (u, —\/E)N =0.
Anisi, lim (1, —~2)* = 0.

Par conséquent, lim V2 +

n—r+oo

(1, —N2)*
=2 =2,
22 Z

Et d’apres le théoreme des gendarmes, lim u, = V2.
n—>4oo

Donc la suite (#,) converge vers V2.
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1.ax+b=x<:(afl)x=—b<:x=—i1 car a—1#0.

a—

B

L’équation ax +b = x admet une unique solution L = .
—a

o

2.a.Pourtout neN, v, =u,, —~L=au,+b-L=a(v,+ L)+b-L.

D’ou v, =avn+(a71)L+b=avn+(a71)li+b=avn —b+b=av,.
—-a

La suite (v,) est géométrique de raison a.
On en déduit que, pour tout ne N, v, = vya" = (4, —L)a’, ou encore :

(+i22)
v, = uo—l— xXa".
—a

u,=v,+L= uO—L Xa"+L= uo—i xa"+L.
l-a l-a I-a

b. Pour tout n € N :

Si —1<a<l,alors lim a" =0 et limu, = ——.
n—>+oo n—s+oo 1-a

. b
oo s1 u0>1—
Si a>1, alors lim @” =+ oo, donc lim u, = —a

n—>+oo n—>+oo . b
—o0 Sl Uy < ——
—a

Si a < —1, alors la suite (#,) n’admet pas de limite.

1. Réponses b. et d.

Une telle suite est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge, mais sa limite
peut étre un nombre positif non nul. Le fait qu’elle soit décroissante implique
qu’elle est majorée par son premier terme.

2. Réponses b., c. et d.

U,y 3n+7_ n+l  3n*+10n+7

Pour tout ne N, u, >0 et = <1, donc
(u,) est décroissante. u, n+2 3ntd 3n*+10n+8
Pour tout n € N, u, >0, donc (u,,) est minorée.
+4 +1)+1 1 .
u, = 3ntd_3mihHl_ 3+ <4 car n+1>1 pour tout entier naturel n,
n+1 n+1 n+1

1 .,
donc —7< 1. Donc (u,) est minorée
n+

3. Réponse b. car lim (-v,) =+ c.

4. Réponses a. et d.
1 1
g —

Pour tout n € N et pour tout 0 <k <n, 0< ,
n*+k n?

donc 0 < u, g(n+1)><iz.
n
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‘ Attention, la somme formant u, comporte n + 1 termes.

. n+l .n |
Or lim — = lim — = lim — =0,
n—+e p n—+e p n—+eo g

donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim u, = 0.

n—+oo

De plus, pour tout n € N*, n<n? et 1< n?,

n+1
donc n+1<2n2(:)—2<2car n?>0.
n

On en déduit que 0 < u, < 2.

‘ Toute suite convergente est bornée.

5. Réponses c. et d.

. A A
Soit 4 un réel. Posons n, =E(—)+1. Alors n, >— et pour tout, n>n,
u, >2n>2n, > A. 2 2

Donc (un) tend vers +co et n’est pas majorée.

Autre méthode : lim 2n = +oo, donc lim u, = +eo, d’ou d. puis c.

N—>+o0 n—>+oo

‘ (u,) n'est pas forcément croissante, car on pourrait batir comme contre-exemple
la suite définie aux rangs pairs par u,,=4n+1 et aux rangs impairs par
Upnor =220 +17. 1, >2%(2n) et u,,,, >2x(2n+1), mais Uy,,y <U,,,,. Cette suite
n'est pas monotone.

L. 2x—x>=0& (x=0 ou x=2) et 2x—x>>0< x€0; 2[ du signe
contraire de a = —1 entre les racines.

fest donc définie sur [0 ; 2]et dérivable sur |0 ; 2[.

Pour tout x € |0 ; 2[, f(x)= 272 lox .

W2x—-x2  2x-x?
D’ou f”(x) est du signe de 1— x, donc strictement positif sur ]0 ; 1[ et strictement
négatif sur ]l ; 2[.
Donc f est strictement croissante sur [0 g 1] et strictement décroissante sur
[152]

(%) 1 0 =

1
) / \
0 0
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y
]..
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
7A A
1 t
/0 1 2 x
/ Uy uj U
/

b.e u, [0 ; 1] par hypothése.
e Supposons qu’il existe m € N tel que u,, € [0 ; 1] et montrons que u,,,, € [0 ; 1].
D’aprés le tableau de variation de f, si xe[O ; 1], alors f (x)e[O ; 1], donc

comme u,, € [0 ; 1], alors f(um) =u,, € [0 ; 1].

e Donc, pour tout e N, u, € [0 ; 1].
c. Soit ne N.

Uy —u,? = (2u, —u,?)—u?=2u, —2u,> =2u,(1-u,) >0
caru, >0 etl—u, >0.

Donc u,,,*>>u,? Mais u, et u,,, appartiennent a [0 ; 1], donc u, et u,,, sont
rangés dans le méme ordre que leurs carrés, d’ou u,,, > u,.

Donc la suite (u,) est croissante.

d. (un) est croissante et majorée par 1, donc elle converge.

Soit L sa limite.

Comme pour tout ne N, u, €[0;1], Le[0;1].

L vérifie I"équation L =~/2L— I?, car la fonction fest continue sur [0;1].
L étant positif, L = 2L - > < 2 =2L—I?
©2L(L-1)=0
S (L=0oul=1).
Si u, =0 alors, comme f° (O) =0, la suite (un) est constante et égale a 0. Donc
L=0.

Si u, €0 ; 1] alors, comme (u,) est croissante, u, > u, pour tout n € N, donc
L>u,>0,donc: L=1.
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3. a. D’aprés le tableau de variation de f; f([1; 2])=[0; 1]
donc u, = f(u,)€[0; 1].

b. Soit (v, ) la suite définie pour tout 7 € N par v, = u,.,.
(vn) vérifie toutes les propriétés de la question 3.

Or, lim n+1l=+e et lim u =L, donc lim u,,, = L.

Donc lim v, = L:

n—+oo
(v,) converge vers 0 si u, =0, c’est-a-dire si u, =2 ;
(v,) converge vers 1si u, €]0 5 1], c’est-a-dire si u, €[1; 2[.

@ Soit (un) une suite croissante non majorée. Montrons que, pour tout 4 € R,
il existe un rang N, tel que, pour tout n> N, u, € |4 ; +o9[.

Soit A un réel. La suite (un) n’étant pas majorée (donc pas majorée par A), il existe
donc un entier n(4) tel que u,,, > 4.

Alors, comme la suite (u,,) est croissante, pour tout 7 > n(A),un >u,, > A, donc
u, €4 ; +oof.

En posant N, = n(A) pour tout n> Ny, u, €14 ; +o[.

Donc la suite (#,) diverge vers + oo.

1. fest définie et dérivable sur [1 ; +oo et, pour tout x >1 :

_ 2x(2x-1)—-x*x2  2x*-2x 2x(x-1)
(2x-1)? 2x-1* (2x-1)

/()

donc f”(x) est du signe de 2x (x - 1), polynome du second degré dont les racines
sont 0 et 1.

D’ou f’(x)>0<: (x<0oux>1)< x>1car Df =[1 ;+ oo[.

Donc f'est strictement croissante sur [1 ; +oof.

De plus, f(1)=1 donc, pour tout x >1, f(x)> £ (1) soit f(x)>1.

2.0y, =2 >1 donc la propriété est vraie au rang 0.

e Supposons qu’il existe un nombre m € N tel que u,, > 1 et montrons que u,,,, > L.
Or, d’apres 1., si u, > 1, alors f(um) > 1. Donc u,,,, = f(um) > 1, la propriété
est vraie au rang m+ 1.

e Donc, pour tout neN, u, >1.

3. On considére les suites (v,) et (w,) définies par v, = =l w, =1In(v,)

pour tout 7 € N. Uy

. ; u,—1 .
a. Soit ne N, u, # 0 d’apres 2., donc —~— existe.
u

De plus, u, >1 donc u, —1>0 et v, > 0.
Donc w, = ln(vn) existe.
Donc les suites (v,) et (w,) sont bien définies sur N.
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b. Soit neN, w,,, = ln(Vn+1)= It — 2

un+1
2 2—2u,+1 o
Or u,, = f(u,)= M donc u,,, —1=2" " T ot ainsi :
2u, —1 2u, —1
U =1 _u?=2u,+1 _un2—2un+lx2un—1
u,, u, -1 2u, -1  2u,—1 u,?
Cu = 2u,+1 (u,—1)
- 7.2 T ;2
(”u —1)? nu -1\ u, —1
Donc w,,, =In— =ln( £ J =2ln("—)=2ln(vn)=2wn.
u’lz un un
La suite (w,) est donc géométrique de raison 2.
-1 1
c. w0=ln(v0)=lnu° =ln—=-In2
N 2
Donc, pour tout n € N, w, = — In 2 x2".

Ensuite, pour tout n € N, w, =1In(v, ),

|
w3

1"

Pour tout ne N, v,,=(5) .

d. Pour tout n € N, vn:u"_lzl_i@izl_vm
un un un

Y
1 1 1
Or,v,=|—=| #1 pour tout neN, d’ou u, = =—.
2 1-v, 1
1_ _
2

, 1 (1Y (1Y
lim 2" = +o0 et,comme —1<—<1, lim|—| =0. Donc lim|—| =0.

n—>+co 2 N—+eo| D n—+eo\

Alors lim u, = lim ————=1.

n—+eo n—>+eo 2
)
2

Donc la suite (u,) converge vers 1.

194
E013 HATIER 100% EXOS (TS)



[ _cours | 1 A

L Ty L L T T T T T 7%

O Intégration

Dans tout ce chapitre, le plan est muni d’un repere orthogonal (0;7;7)
et I désigne un intervalle de R.

BN INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE
On appelle unit¢ d’aire I’aire du rectangle de dimensions "?” et "7” (cette aire
vaut [[7] x[l7]).

1. Cas des fonctions continues et positives

Définition

Soit f'une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] (a < b).

On appelle intégrale de a a b de f ’aire exprimée, en unités d’aire, de
I’ensemble D = {(x ;y) eR?/a<x<b, 0<y< f(x)}.

On la note jb f(x) dx.

~.]

(0)

‘ ® | e «dx » ne signifie rien.

® |a variable x est « muette ». On notera indifféremment be[x] dx, be[t] dt...
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2. Cas des fonctions continues de signes quelconques

Définitions : soit une fonction continue sur un intervalle [a ; b] (a<b).

o Si f est négative sur [a ; b], alors Jb f(x) dx est 'opposé¢ de I’aire de
Dz{(x;y)e]Rz/agxgb,f(x)gng}.
o Si fest de signe quelconque :

Lb f(x) dx = Aire(A) — Aire(B) + Aire(C)

i

‘ On admet que les définitions se prolongent au cas de la fonction partie entiére.

3. Inversion des bornes

Définition : soit f une fonction continue sur /. Soient a, b appartenant a / tels
a b
que a <b. On pose jb S(@ydx==[ f(x)dr.

4. Valeur moyenne d'une fonction continue

Définition : soit / une fonction continue sur [a ; b], on appelle valeur

1 b
p— j £ (x)dx.

Bi¥ PROPRIETES DE L'INTEGRALE
I désigne un intervalle de R.

moyenne de f sur [a ; b] le réel

m Relations de Chasles

Soit fune fonction continue sur /, alors pour tous a, b, ¢ appartenant a / :

[ reoae+ [ poode=] o

m Linéarité de I’intégrale

Soient f, g deux fonctions continues sur / et a, b € [ ; alors pour tous réels &, &, :

[Tk r@+k g]de=k [ f@)de+ ks [ gydx.
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m Positivité et croissance de I’intégrale

Soient f'et g deux fonctions continues sur [a ; b] (avec a < b):

o sipour tout x € [a ; b], f(x)=0, alors ij(x)dx >0;

e si pour tout x € [a ; b], f(x) >g(x), alors J.:f(x)dx >J.jg(x)dx.

m Inégalités de la moyenne

Soit f une fonction continue sur [a ; b] (avec a< b) telle que pour tout
xe[a;b],mgf(x)gM, alors :

m(b—a) < fx)de<M(b-a).

[i%] PRIMITIVES D'UNE FONCTION
Dans ce paragraphe, / est un intervalle de R.

1. Généralités

m Définition : soit fune fonction définie sur /. On appelle primitive de fsur /,
toute fonction F définie et dérivable sur [ tel que F' = f.

m Toute fonction continue sur un intervalle / admet des primitives sur /.

B Théorémes : soit f une fonction continue sur / et F' une primitive de f sur /,
alors les primitives de f'sur / sont les fonctions de la forme : x > F (x) +couc
est un réel quelconque.

En particulier, pour tous a € / et b € R, il existe une unique primitive F de f'tel
que F (a) =b.

m Soit f'une fonction continue sur / et soit a € R, alors la fonction F définie sur
Ipar F(x)= J: f(t)dt est la primitive de f'qui s’annule en a.

. 1 .
EXEMPLE : La fonction x — — est continue sur ]0 ;+ o[, alors elle admet des

X
primitives sur ]0 ;+ oof ; ce sont les fonctions de la forme x > ln(x) + cou
¢ est un réel quelconque.

2. Tableau des primitives

C désigne un réel.

Fonction Primitives Ensemble de définition
x> a(aeR) x> ax+C R
xn+1
x— x"(neN) X +C R
n+1l
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Fonction Primitives Ensemble de définition
x> x*(aeR,a#-1) xl—)a:jll+C 10 ; +oo[
x|—>; x=In(x)+C 105 +oof
X e* x—=e'+ C R
x > sin(x) x > —cos(x)+C R
x > cos(x) x> sin(x)+C R

3. Opérations, composition

Soit u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle /.

Fonction Une primitive Ensemble de définition
ku’ (ke R) ku 1
'+ u+v 1
o 2\u {(xel,u(x)>0}
Ju
u’ Xsin u —cos u I
u’ X cos u sin u I
u'e" e 1
In lul, c’est-a-dire
u In(u) si u est strictement trelu(x)=0}
u positive sur /, et In (— u) si u est
strictement négative sur /
n+l
w'u" (neN¥*) “ 1
n+l
u—,(neNn>2) B {xelu(x)#0}
u" T (n=Du"! ’

‘ Toutes les fonctions continues admettent des primitives, mais certaines fonctions
n'admettent pas de primitive explicite, par exemple la fonction x — exp(— x?].

198
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4. Lien entre primitive et intégrale
m Propriété
Soit fune fonction continue sur /, alors pour tous a, be [ :

b
[ rde=F(b)-F(a),
ou F est une primitive quelconque de f'sur /.

m Notation
On pose F (b) - F(a) = [F(x)]z.

SAVOIR-FAIRE

1. Déterminer les primitives d'une fonction composée

EXEMPLE : Déterminer les primitives sur R de la fonction [ : x> xe3 13,
o Reconnaitre dans f1’une des formes suivantes :
’ ’
u ’ 7 ’ u u ’ n
——, u'cosu, u' sinu, u'e*, —,u’xXu",
Nu’ u
fest de la forme u’e* avec u:x+>3x? =5 (ici u’(x)=x correspond a la
dérivée de 3x2 — 5 au coefficient pres).
o Calculer la dérivée de la primitive correspondante :

L n>2).
un

\/;, sin u, cos u, e, 1n|u , Uttt %(n >2).
La dérivée de e est 6xe™ 5 =6 x f(x).

o En déduire le réel & tel que k\/;, ksin u, kcos u, ke", k1n|u|,
ku™t, k#(n > 2) soit une primitive de f.

. 1 . 1 ) . o
La dérivée de 5 x e¥=5 est donc 5 Xbxe¥ > =f (x) La fonction F définie

1 o
par F (x) = 3 X e¥*=% est donc une primitive de f'sur R.

o Conclure en n’oubliant pas que f'admet une infinité de primitives.
Les primitives de f'sur R sont les fonctions de la forme :

xl—)%xew‘5 +C, CeR.
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2. Déterminer les primitives d'une fraction rationnelle,
le degré du dénominateur étant supérieur au degré
du numérateur

11 s’agit de distinguer dans f° =£ la forme u; ou la forme Z—n(n >2).

o Sidegré(Q) =degré(P) + 1, il se peut que fsoit de la forme Y au multiple
pres. u

On dérive In |Q| et on en déduit une primitive de f'de la forme £xIn |Q
gnant une constante réelle. iy

o Sidegré(Q) > degré(P) + 1, il se peut que f'soit de la forme — au multiple
pres. | “

On regarde si Q s’écrit u”, on dérive gy puis on en déduit une primitive de f

, k dési-

k - .
de la forme —, k désignant une constante réelle.
u"

EXEMPLES : a. Déterminer les primitives de la fonction f définie sur R par :

f(x) 4x -2

T3 —xtl)
Iei, f =g avec degré(Q) > degré(P) + 1.

Le dénominateur est un multiple de (x2 -x+ 1)3 =u’,

1
Dérivons —. La dérivée de ; est :
u? (x> =x+1)?
2X2x-D)X(x*—x+1)  —(4x-2) _
(X2 =x+1)?* (x> =x+1);

—3f(x).

o -1 -1
La dérivée de m vaut donc ?(—3f (x)) =f (x)

Les primitives de f sur R sont les fonctions de la forme :

x>———+C,CeR.
3(x?—x+1)?

X
x2 -1

b. Soit f'la fonction définie sur ]—1 ; 1[ par f (x) =

Déterminer la primitive de f'qui s’annule en 0.

. P
Iei, f= 5 avec degré(Q) = degré(P) + 1, f est donc peut-étre égale a un

’

multiple de L
u

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



[ cours | 1

~

Dérivons Inju| : déterminons le signe de x2—1. Les racines sont 1 et— 1, d’ou

le tableau de signes :

X — oo -

x*—=1 +

_O— L
|

_o_ [e—
+

Donc In |x2 - 1| =1In (1 - xz) sur ]—1 ; 1[ et sa dérivée est :
—2x P —X
1—x2 —(x2-1)

La dérivée de @ vaut donc %X 2f(x) = f(x).

2><f(x).

Les primitives de f'sur R sont les fonctions de la forme :

2
wa+ C.CeR.

On cherche la primitive qui s’annule en 0 :

Ind=0), c—0ec=0

In(1— x2
Donc la primitive cherchée est x — M

3. Calculer une intégralejbf(x] dx

EXEMPLE : Calculer J: (x* —cos(2x)) dx.

1" étape : déterminer une primitive de f'sur [a ; b].

3 1 2
Une primitive de f: x > x* — cos(2x) est F:x— % - _sm(2 x).
2¢ étape : appliquer la propriété du I11-4.

n | X sin(2x) |®_n’ sin(2r) 0°  sin(0)
jo (x? —cos(2x)) dx = [?_T]O =TT, 3

2

[7(x* — cos(2x)) dx = %

4. Calculer l'aire « sous la courbe »

EXEMPLE : Soit f'la fonction définie sur D, =[0 ; 2x] par f(x) =Cos (x) et

C, sa courbe représentative dans un repere orthonormal. Calculer I’aire 4

comprise entre C, et ’axe des abscisses.

L’aire comprise entre la courbe et ’axe des abscisses est égale a I’intégrale de

[ lorsque f est positive et a I’opposé de I’intégrale de f lorsque f est négative.
I faut donc découper D; en intervalles sur lesquels fest de signe constant.
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17 étape - étudier le signe de f-
. . 3 i 3n
fest positive sur O;E , hégative sur E;—TE et positive sur | —; 27 |.
2 22 2
2¢ étape : calculer les intégrales sur ces différents intervalles.

i 3n 2n
A= JOZ cos(x) dx — _‘;2 cos(x) dx + j%n cos(x) dx

=[sin ] —[sm(x)]z +[SIH(X)L

A=(1-0)—(-1 = 1)+(0—(-1)).
A =4 (unités d’aire).

5. Etudier les variations d’une fonction définie
par une intégrale

Appliquer le 3¢ théoreme du ITI-1.
EXEMPLE : Etudier les variations de la fonction f définie sur [-r ; 7] par :

f(x)= f:sinw) dr.

Pour tout x €[0;2x], f~ (x) =sin’ (x) = (sin (x))3 .

sin? (x) étant du méme signe que sin (x), 1’ (x) est positive sur [0 ; n] et néga-
tive sur [rt; 2x].

La fonction fest donc croissante sur [0 ; 7] et décroissante sur [7 ; 27].
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EXERCICES D'APPLICATION

I} PriMITIVES DE FONCTIONS POLYNOMES

| * | 5 min | »p, 215 |

Calculer les primitives des fonctions f définies (et continues) sur I’intervalle / par :

L f(x)=3,1=R;
3. f(x)=—x*+3x+1L I=R;

‘ Voir le cours, IlI.

2 S

2. f(x)=-2x+1, I=R;
4. f(x)=12x° - 2x3 +%x2+1, I=R.

| *x [ 20 min | »p. 215 |

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

L f(x )=— I1=10; o[ ;
[ (%)

Sf(x)=e I=R;
f(x)=

S(x

Nk 0;+eo[;

1
5—-x’

9. f(x)=—— I =]—e; 5[

‘ Voir les savoir-faire 1 et 2.

2
= ——;+oo;
3x+2’ ] 3 [

2 f(x)==, I=]-o0;0[;

4.f(x)=x2x+1, =R;

6. f(x)=xe", I=R;
—6x—3

0= IR

| * | 10 min | »p. 215 |

Calculer les intégrales suivantes :

1. J, = j:cos(x) dx;
3. J, = jfsin(zx) dr;

‘ Voir le savoir-faire 3.

CALCULS D'INTEGRALES

2. J,= J.OR sin(x) dx ;

4. J, = J‘Ogcos(3x) dx.

| x| 40 min | »p. 216 |

Calculer les intégrales suivantes.

11 =] 3dv s

5
2.1, = jo (=5x + Ddx ;

2
3 0L= 2x+1)? dr
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a1, = J-Z;dx L 5= B(d

¢ (2x+1) . . o
(E désigne la fonction partie entiére) ;
1 1 7 sin(x)
6.Ig=| ———dx; 7.1,=|"—Fdx;
¢ Jox246x+9 7o cos(x)
1 2x+1 ¢ In(x)
8. I, =| ——dx; 9. 1,= dx;
oy p x4l ’ L X
e? 1 1
— . — 2x+1 .
10. Ilo_jc xln(x)dx, 1. 1, _joe d ;
mn@3) - er
SR ey
‘ Voir les savoir-faire 1, 2 et 3.
B3 FoncTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE | %% | 15 min | »p. 217 |

Soit f1a fonction définie sur ]0 ; +oo par f (x) = J.lx In ¢dr.
1. Calculer f(1).
2. Etudier le signe de f'sur J1; +oo[, puis sur J0 ; 1[.

‘ Voir cours |l : propriétés des intégrales.

3. Calculer f”(x) pour tout x > 0.

‘ Voir le cours, llI.1.

4. Dresser le tableau de variations de f'sur ]0 ; +oo[ (On n’étudiera pas les limites
en 0 et +o0). Vérifier les réponses obtenues au 2.

‘ Voir le savoir-faire b.

5. Dériver la fonction G définie pour tout x > 0 par G (x) =xlnx—x.
6. En déduire :

a. la valeur de f (e) ;

b. la limite de fen 0 ;

c. la limite de f'en +oco.

A vaLeur MoYENNE | % | 10 min | »p. 217 |

1. Déterminer la valeur moyenne de la fonction x > x? sur [0 ; 5].

2. Déterminer la valeur moyenne de la fonction x — sin (x) sur [0 xt].
3. Déterminer la valeur moyenne de la fonction x > sin (x) sur [0 ; 2x].
4. Déterminer la valeur moyenne de la fonction x > e* sur [0 ; 1].

‘ Voir la définition du cours, |.4.
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APPLICATION EN MECANIQUE | * | 10 min | »P. 218 |

On lache une bille dans un puits a sec de 15 metres a I’instant initial 0.

On note ¢, I’instant ou la bille atteint le fond du puits.

On néglige les frottements de 1air. On choisit un repére (O ; 7) ou O est le fond
du puits et 7 est dirigé vers le haut.

D’aprés le principe fondamental de la dynamique, le vecteur accélération @ vaut,
pour tout ¢ € [0 ; to], a(t)=- g7 ou g est I'unité de I’accélération de la pesan-
teur (on choisira g = 9,81 m.s?) ;

c’est-a-dire a(t) =-g.

1. Calculer pour tout ¢ € [O ; to], la vitesse v(¢) et la trajectoire y(¥).

2. Calculer ¢, a 1072 pres.

B} ALcoriTHME, caLcuL D'AIRE | %% | 20 min | »p. 218 |

On note 6, la courbe de la fonction In dans un repére orthonormé.

Le but de cet exercice est d’écrire un algorithme donnant I’aire sd(a ; b) comprise
entre €, , ’axe des abscisses et les droites d’équation x=a et x=»b, a et b
étant deux réels strictement positifs tels que a < b.

1. Vérifier que la fonction F, : x > x(ln x— 1) est une primitive de la fonction
In sur ]O ; +oof.

2. Exprimer 4 en fonction de a et de b.

‘ Voir le savoir-faire 4. On distinguera les casa<b<1;1<a<beta<li<b.

3. a. Déterminer les expressions de (a ; b) en utilisant la fonction numérique F,.
b. Ecrire un algorithme associant, aux réels strictement positifs a et b, a < b, une
valeur approchée de ’aire o, exprimée en unités d’aire.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

IE] FoNcTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE | % | 35 min | »p. 219 |

On considere une fonction f'dérivable sur 'intervalle ]—oo ; +oo[. On note (€)
sa courbe représentative dans un repére orthogonal. On donne le tableau de ses
variations :

X — oo 0 2 + oo
1) + | + 0 -
l+e?
fx) / 0 /' \
. |
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Soit g la fonction définie sur ]—oo;+ oo[ par g(x)= _[Ox f(t)de.

Partie A

1. Que représente g pour la fonction f?
2. a. Interpréter graphiquement g(2).
b. Montrer que 0 < g(2)<2,5.

‘ Utiliser 'encadrement de f obtenu dans le tableau de variations.

3. a. Soit x un réel supérieur a 2. Montrer que J: f(H)dt > J; f(t)dt, puis que
jo £(t)dt > x - 2. En déduire que g(x)>x—2.
b. Déterminer la limite de la fonction g en +oo.

4. Ftudier le sens de variation de la fonction g sur intervalle ]—oo;+oo.
(la limite de g en — oo sera étudiée dans la partie B).

Partie B

On admet que pour tout réel ¢, f(¢)=(t—1)e™ + 1.
1. a. Calculer la dérivée de la fonction % :¢ > te™.
b. En déduire une primitive F de f.

2. Vérifier que, pour tout réel x, g(x)=x(1—-e™).
3. Déterminer la limite de la fonction g en — oo,

FRACTIONS RATIONNELLES | %% | 20 min | »p. 220 |

. . . 2x3 2
Soit f1a fonction définie sur R\ {—2} par f (x) = )(C z+ 71x)( * 5;; 3
x-+DH(x+

1. Déterminer les réels a, b, ¢, d tels que pour tout x # -2 :
a b cx+d
f (x) = + S S .
x+2 (x+2)2 x*+1

2. En déduire une primitive de f'sur | — 2 ; 4 oo, puis sur |—eo; —2[.

‘ Voir le savoir-faire 2.

| x% | 30 min | »p. 221 |

1. Résoudre dans [0;2r] I’équation cosx =sinx, puis étudier le signe de
cos (x) —sin (x) sur |:0 ; %[

2. Soit a € ]0 ,%l: On pose :

I(a)zJ.aLsx.dx et J(a)zJ.uLx_dx.
0 cosx—sinx 0 cosx—sinx
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a. Calculer I(a) - J(a) puis I(a)+ J(a).
‘ Voir le savoir-faire 3.

b. En déduire / (a) et J (a).
c. Déterminer la limite quand a tend vers g de / (a) etJ (a).

EH] caicuL o'une aRe | %% | 20 min | »p. 222 |

Soit f1a fonction numérique de variable réelle définie sur [0 ; 7] par :
Fx)=-1+ %sin2(x).

On désigne par € la courbe représentative de f dans un plan P rapporté a un

repere orthonormé (O; i; ;) (unité graphique : 3 cm).

1. Etudier les variations de f. Construire la courbe ¢ dans le plan P.

2. a. Exprimer f(x) al'aide de cos(2x).

‘ Voir formules de duplication vues en 1 S.

b. Calculer, en cm?, I’aire de la partie du plan P limitée par la courbe €, les deux
axes de coordonnées et la droite d’équation x = 1.

‘ Voir le savoir-faire 4.

FE] ALGORITHME : ENCADREMENT D'UNE INTEGRALE | % | 30 min | »p. 223 |

La fonction f:¢+> e n’a pas de primitive explicite. Or la connaissance de
F (x) = J: e dt est trés utile en probabilités. On va donc, dans cet exercice,
écrire un algorithme associant au réel x un encadrement de F (x)

Le principe de I’encadrement est la méthode des rectangles.

Prenons x = 2. Nous cherchons a obtenir un encadrement de F(2).

Dans le graphique ci-dessous, les rectangles ont pour base [a ;a+ h] et pour hau-
teur f(a). L aire totale ainsi obtenue donne une approximation par excés de F(2).
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Dans le graphique ci-dessous, les rectangles ont pour base [a ;a+ h] et pour
hauteur f (a+h). L’aire totale ainsi obtenue donne une approximation par
défaut de F(2).

Plus le nombre de rectangles augmente et meilleure est I’approximation.

Soit x un réel positif et # un entier, » >1. On veut obtenir » rectangles identiques
dont les bases recouvrent I’intervalle [0 ; x].

1. Exprimer, en fonction de n et de x, la largeur / de chaque rectangle.

2. On cherche, dans cette question, a approximer F'(x) par exces.

a. Exprimer, en fonction de n et de x, I'aire des trois premiers rectangles
(on suppose n > 3), et celle du dernier rectangle.

b. En déduire que la somme des aires des rectangles est égale a :

fx[f(0)+f(f)+f(2xf)+...+f((n—1)xf)]
n n n n

c. Ecrire un algorithme qui, aux valeurs de x et de n, associe la valeur approchée
par exces obtenue par la méthode des rectangles.

‘ Entrer Uexpression de f dans la fonction numérique F, et utiliser la fonction « pour
kallantde ...a ... ».

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



a I exercices | )

3. Exprimer en fonction de x et de n la somme des aires des rectangles (approxi-
mation de F' (x) par défaut).

4. Ecrire un algorithme qui, aux valeurs de x et de n, associe I’encadrement de
F (x) donné par la méthode des rectangles.

5. Pour x = 2, tester cet algorithme pour des valeurs de n de plus en plus grandes,
puis en déduire une valeur approchée a 107 pres de _[0 e"dr.

AVEC UN LOGICIEL DE CALCUL FORMEL | %% | 25 min | »p. 224 |

1+Inx

On considere la fonction B définie sur ]0 ; +oof par B (x) =10x
X

Sur un logiciel de calcul formel, on entre les commandes suivantes, et le logiciel
renvoie les réponses notées en-dessous :
(Commande) B(x) : = 10*((1+In(x))/x)
1+Inx )

X

(Réponse 1) x — 10*(
(Commande) dériver(B(x),x)

(Réponse 2) 10 + 10* (1 - ln(x)) : (_1)
x? x?
(Commande) résoudre(B(x) = 0,x)
(Réponse 3) [exp(-1)]
(Commande) résoudre(B(x) > 0,x)
(Réponse 4) [x > exp (—1)]
(Commande) maximum(B(x), [exp(—1) ;10])
(Réponse 5) 10
(Commande) intégrer(B(x),x)
(Réponse 6) 5*In(x)*(In(x) + 2)

1.a. Traduire sur le graphique ci-dessous, illustrant la courbe représentative de la
fonction B, les réponses 3, 4 et 5 renvoyées par le logiciel de calcul formel.

-2 0 2 4 6 8 10 *

b. Justifier la réponse 3 renvoyée par le logiciel de calcul formel.
2. Retrouver par le calcul le maximum de la fonction B.
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3. a. Vérifier que la réponse 6 donnée par le logiciel est bien une primitive de la
fonction B.

b. Calculer Il B (x) dx en fonction de In(2) puis en donner une valeur approchée
a 107 pres.

c. Interpréter graphiquement ce résultat et I’illustrer sur le graphique.

CALCUL DE VOLUMES | %% | 45 min | »p. 226 |

Le calcul intégral permet de calculer le volume d’un solide.

On se place dans un repére orthonormé de 1’espace et on admet le résultat
suivant :

Soit un solide limité par les plans d’équations z=a et z = b(a < b).

Pour tout ¢ e [a ; b], on note S(¢) ’aire de la section du solide par le plan
d’équation z =1.

Si la fonction S est continue sur [a ; b], alors le volume du solide est donné par :

V=] (.

‘ Voir le chapitre 8.

1. On considére le cylindre de révolution d’axe (Oz) de rayon R=3 et de
hauteur % =10.

a. Déterminer I’aire S(7) de I’intersection du cylindre avec le plan perpendiculaire
a (Oz) passant parH(0,0,t), pour ¢ € [0 ;10].

‘ Quelle est la nature de cette intersection ?

b. Calculer le volume ¥} du cylindre, exprimé en unités de volume.
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2. On considere le cone de révolution d’axe (Oz) de hauteur 2 =8, de sommet O
et dont la base a pour rayon R = 3.

a. Dessiner I’intersection du cone avec le plan (yOz).

b. Soit H(O ; 0; t) avec t € [0 ; 8]. Représenter H sur le dessin précédent.

c. Déterminer I’aire S(f) de I’intersection du cone avec le plan perpendiculaire
a (Oz) passant par H.

‘ Quelle est la nature de cette intersection ? Il faut ensuite exprimer son rayon
en fonction de t, en raisonnant dans le plan (yOz) (s'aider du dessin !].

d. Calculer le volume ¥, du cone, exprimé en unités de volume.

y

3. On considére la sphére de centre O et de rayon R =5.

z

a. Déterminer ’aire S(f) de I’intersection du cone avec le plan perpendiculaire a
(Oz) passant parH(0,0,t), te [—5 ; 5].

‘ Quelle est la nature de cette intersection ? Il faut ensuite exprimer son rayon en
fonction de ¢, en raisonnant dans le plan (y0z], et a laide du théoreme de Pythagore
(s'aider d'un dessin !)

b. Calculer le volume V; de la sphére, exprimé en unités de volume.
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EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

INTEGRATION PAR PARTIES | % | 35 min | »p. 227 |

1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle 7, continues et
telles que leurs dérivées soient continues sur cet intervalle.

a. Rappeler la dérivée du produit de fonctions u X v.

b. Démontrer que, pour tous réels a et b de ’intervalle / :

jb ' (x) x v(x) dr = [u(0) < v(@)]] - | b u(x) X v (x) dx.

Cette méthode s’appelle I’intégration par parties.
2. Application.
Calculer, a ’aide d’intégration(s) par parties :

e

a. [ = L xIn(x)dx. On posera ici u'(x) =xet v(x) = ln(x).

‘ Commencer par choisir une primitive u de la fonction v”: x > x et calculer v’
2 . . ’ _ X _

b. I =L xe*dx. On posera ici u’(x)=evet v(x)=x.

4 Que se passe-t-il si l'on pose u(x)=e* et v/(x)=x ?
T .

c. [= IO x2sin(x) dx.

‘ On pourra faire deux intégrations par parties successives.

d. Soit x>0. F(x)= J.lx In(r)dz. On posera ici u’(1)=1 et v(¢)=1In().

PARITE ET PERIODICITE | %% | 10 min | »p. 228 |

1. Soit f une fonction continue sur R et soit @ un réel positif. On suppose de plus
que f'est paire. Exprimer J._a f(x)dx en fonction de I: f(x)dx.

‘ La courbe représentative, dans un repere orthogonal, d'une fonction paire est
symétrique par rapport a l'axe des ordonnées (pour tout x, f(—x] = f(x]).

2. Soit f une fonction continue sur R et soit @ un réel positif. On suppose de plus
que f'est impaire. Calculer J._ f(x)dx.

‘ La courbe représentative, dans un repére orthogonal, d'une fonction impaire est
symétrique par rapport a lorigine O du repére (pour tout x, f(—x)=—f(x]).
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3. Soit f'une fonction définie et continue sur R telle que £ soit périodique de

période T (T > 0). Démontrer que pour tout réel a, ja” f(x)dx = JOT f(x)dx.

‘ Soit F une primitive de f sur R.
Montrer que la fonction H définie sur R par H(x)=F(x+T)—F(x) est constante.

CONTROLE

VRAI OU FAUX ? | %% | 15 min | »p. 229 |

1. Si fest une fonction continue sur un intervalle / et a € I alors pour tout

xel, f(x)=] foydt+ f(a).

2. Si fest une fonction continue sur [a b] telle que J f(x)dx=0, alors f
est nulle sur [a b]
3. Soit u une fonction continue et dérivable sur [a ; b] telle que «” soit conti-

b u(b
nue sur cet ensemble, alors J e"™ xu'(x)dx = _[ “ e'dr.
a u(a

1
4. La suite (S,) définie, pour tout n € N, par S, = JO x"e~*dx est croissante.

EX] somMEs pE TERMES | %%* | 45 min | »p. 229 |
1. a. Montrer que tout réel x différent de (—1) vérifie I'égalité :
1 _ n
l-x+x—x*+. .+ (=D 'x"'= ——ﬂ.
I+x 1+x

‘ Reconnaitre dans le premier membre de l'égalité une somme de termes
consécutifs d'une suite géométrique.

— )" _1\n-1
b. En déduire 1égalité jl C gemma-f1-ielo LG0T
0 I+x 2 3 n

2. a. Montrer, pour tout entier naturel » différent de zéro et pour tout x élément

S

de [0 1] la double inégalité —x" < <xm.
+

‘ Distinguer les cas n pair et n impair.

) . . - 1 .
b. En déduire les inégalités, — \j (1 :_C) — ; et la limite,
X
1 1 (=D

quand n tend vers +eo de la suite : U, =1——+——...+
2 3 n
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CONTROLE

F3] ProsLEME | %% | 45 min | »p. 231 |

Partie A

1. On considere la fonction f définie sur D'intervalle [0 ;+ oof par :
f(x)=In(1+e™>).

a. Déterminer la limite de f'en +co.

b. Etudier le sens de variation de f.

2. Pour tout x €[0 ; +oo[, on pose F (x) = J: In(1+ e~?")d¢. On ne cherchera

pas a calculer F(x).

a. Soit x, un réel strictement positif. Donner une interprétation géométrique

de F(x,).

b. Etudier le sens de variation de F sur I’intervalle [0 ; + oo[.

3. Soit a un réel strictement positif.

. 1
a. Montrer que, pour tout # appartenant a I’intervalle [1 ; 1+ a], T <-<L
+a

1

t

b. En intégrant entre 1 et 1+ a les membres de 1’inégalité ci-dessus, établir que :
a

l+a

4. Soit x un réel strictement positif. Déduire de la question 3. que :

<In(l+a)<a

=2t

T
jo o U<F< jo edt.

5. a. Calculer les deux intégrales de 1’inégalité ci-dessus en fonction de x.
b. On admet que la limite de F(x), lorsque x tend vers +eco existe et est un

P 1 1
nombre réel noté A. Etablir que Eln 2<AL 5

Partie B 1
n+
1. Pour tout entier naturel n, on pose u, = _[ In(1+e™")dr.

a. Montrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1n(1 +e 2 )

‘ On pourra utiliser le sens de variations de la fonction f.

b. Déterminer la limite de la suite (1,).

2. Pour tout entier naturel n, on pose S, = u, +u; +...+u,.

a. Exprimer S, en fonction de F et n.

b. La suite (S,) est-elle convergente ? Dans I’affirmative, donner sa limite.

214
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CORRIGES

1|1. F(x)=3x+c, ceR; 2. F(x)=—x*+x+c,ceR;
(%)

3 2
3.F(x)=—x?+3%+x+c, ceR;

4 3
4.F(x)=2x6—x7+x7+x+c, ceR.

‘ On dérivera toujours la primitive trouvée pour vérifier qu'elle correspond
bien a l'énoncé.

[2] 1. F(x)=21n|x| +c=2Inx+c, ceR car x>0 sur .
2. F(x)=In|x| +c=In(-x)+¢c, ceR car x <O sur /.

1
3. F(x)=§1n|3x+2|+c= %ln(3x+2)+c, ceR (car3x+2>0sur /).
4. F(x)=%ln(x2 +1)+c, ceR (car x2+1> 0 sur R).

5.F(x)= %e3"+l+c, ceR. 6. F(x)= %e"’ +¢, ceR.

7. F(x)=6Jx +¢, ceR.
8. On recherche une primitive du type Ju avee u(x) =x2+x+1.

‘ ulx)>0sur R car A=-3.

2x+1

(,/u(x))’ = Tm, donc on déduit que :
F(x)=—3\/x2+x+1+c, ceR.

9. Sur ]—eo; 5[, 5—x>0, donc on cherche une primitive du type ln(5—x).

(ln(S—x))’ = —%, donc F(x)=-1In(5-x)+c, ceR.

1y - i
10. Sur R* (ex) =-—ex, donc F(x)=—ex +¢, ceR.
X

1. J, =[sin()c)];t =sint—sin0=0-0=0;
2. J, =[-cos(x)]; =1-(-1)=2;

- [ﬁ] —o-(-1)=L,
2, 2

4. J4 =[M:|3 =0-0=0.
3 0
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372 3
2l 3 ], 6 6 3
L D S WS O Y ]
6| x+ly |, 6x125 6 750 375

5. 11 suffit de tracer la courbe représentative de E(x) sur [—2 ; 5]. On obtient 7 rec-
tangles, dont un rectangle plat, et on voit que le E(x)dx=-2-1+1+2+3+4="7.

6. Pour I, si on pose u(x) =x2+6x+9, alors u’(x) =2x+6, mais on ne
retrouve pas une expression de ce type dans /. Il faut donc chercher a mettre u
sous la forme d’un carré d’une expression du premier degré.

En effet, x> +6x+9=(x+3)?, d’ou:

- 1 LD SR I U A W |
¢ hox2 4 6x+9 0 (x+3)? x+3 4 3 12

0

C(Tsin(x) 2
1= 04mdx_[—ln|cos(x)|]g ——ln7+ln(1).
]7:_(111(ﬁ)—an):—(lnTz—lnz)=E.
1 2x+1 i
el |

x% + x +1 est toujours positif car A = -3, donc :
I =[In(x? +x+1)], = In(3) - In(1) =In 3.

1 e 1 1 2 22-12 3
9. I,==| 2lnxx—dx==|(Inx)*| = ===
=g, Rl === =
4 IL fallait remarquer que si on pose ulx) = n(x), alors u’(x] = ! et donc i est du
X X

type v’u.

e2
€

10. 1, = J-:Z#(x)dx: [In(nx))] =In2-In1=n2.

‘. 1 u’

Ici, est du type —.
xIn(x) u

el—e
2

11. I, = [ exdv= %[ez”l ] =
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¥ In3
12. [12 :Jln(3) € dx=— ! Z—l‘i‘l:l.
0 (e +1) e +1 472 4

4, -« i

o1 est du type 7

Lr)=[mrd=0.

2. Sur Jl; +eo[, x > 1, donc pour tout z € ]l; x[, ln(t) >0 sur ]1;+ oo[ et I’inté-
grale d’une fonction positive sur un intervalle est positive, donc :

[Trayae= | f@ ar

Sur ]0; 1[, x <1, donc pour tout t € ]x ; 1[, ln(t) <0 et I’intégrale d’une fonction

négative sur un intervalle est négative, donc Jl In 7 dr<0.
De plus, f(x)= —Jlln tdt, donc f(x)>0 sur J0;1[.

3. Pour tout x > 0, f”(x)=1In(x) d’aprés le cours IIL1.
4.

X 0 1 + oo

@) - 0 +

J®) \ . /

0 étant le minimum de f(x), et f étant strictement décroissante sur ]0 ; 1[, et stricte-
ment croissante sur |1 ; +eo[, on retrouve bien le résultat du 2.

5. Pour tout x > 0, G'(x)=1><ln(x)+x><l—1= In(x).
x

6. On en déduit que G est une primitive de In(x). Or f(x)= _[: Inzdt est la primi-
tive de In(x) qui s’annule en 1 d’apres le cours III.1. Donc il existe un réel ¢ tel que

G(x):f(x)+c.

G(l)z—l donc c=—1<:>f(x)=G(x)+l pour tout x > 0. D’ou :
a. fe)=eln(e)-e+l=exl—e+1=1.

b. )}Ltgxln(x) =0, donc ’!1_)1(1)1+ f(x)=1.

c. f(x)=x(ln(x)—l); or lim In(x)—1=+0c0,donc lim f(x)=oco.
3 5
El 1. l_[szd)c:l AN E
570 5031, 3
1= 1 b 2
2. —| sin(x)dx=—|- =—.
njo sin(x) 11;[ cos(x)]; -

1 2, 1 2n
3. %-[o sm()c)dx:%[—cos(x)]0 =0.

1

4. J-Ole"dx = [ex]o =e—1.
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1. v/(t)=a(t)=-9,81, donc v(t)=—9,81 t+c=— 9,81 ¢ car v(0)=0.

2
y'(¢)=v(t), donc y(t)=-9,81 %+c' avec y(0)=15d’ou ¢’ =15¢et :
$(£) = —4,905 £ +15.

y 0 étant le fonds du puits, y(0)=15 car, au départ, la bille est en haut du puits et
que j pointe vers le haut.

. 1
2. y(t,)=0, donc —4,905 £ +15=0 soit #, = Fsos ~ 1,75 (secondes).

1. Pour tout x >0, F(x)= 1><(1n(x)—1)+x><l: In(x)-1+1=In(x).
x

2. L’aire &ﬁ(a ; b) comprise entre €,,, I’axe des abscisses et les droites d’équation
x=aetx= b, a et b étant deux réels strictement positifs tels que a < b est égale a
f In(x)dx, 1a ou la fonction In est positive, ce qui est le cas sur ]I ; 4+oo[, donc si
l<a<b:

sd(as b)= [ In(x)dx.
La ou la fonction In est négative, ¢’est-a-dire sur ]0 ; 1[, doncsia<b<l:
b
Ala ; b)= —j In(x)dx.

Enfin, il faut découper la zone en intervalles sur lesquels la fonction est de signe
constant si la fonction In change de signe, donc sia <1< b:

st(a; b)=—[ In()dx+ Lbln(x)dx.
3. a. F| estune primitive de 151 fonction In, donc :
osil<a<bh: Aa; b)=j In(x)dx = F,(b)— F,(a) ;

‘ C'est la propriété du cours, Ill.4.

esia<b<l, A(a; b)=—Jbln(x)dx=E(a)—Ii(b);
esia<l<b:

(a: b)=~ In@)dx + [ In(x)dx = ~(F(1) - F (a))+ F (b) - ()
= F(b)+F(a)-2F(1)= F(b)+ F(a)+2.

b. D’ou I’algorithme suivant, écrit sur Algobox :

VARIABLES
a EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST_DU_TYPE NOMBRE
c EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIREa
LIREb

~No-wv RN~
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8 Sl (a<1 ET b<1] ALORS

9 DEBUT_SI

10 c PREND_LA_VALEUR a*(log(al-1])-b*(log(b]-1)
11 AFFICHER "A="

12 AFFICHER ¢

13 FIN_SI

14 Sl (a<1 ET b>1) ALORS

15 DEBUT_SI

16 ¢ PREND_LA_VALEUR b*(log(b)-1)+a*(log(a)-1]+2
17 AFFICHER "A="

18 AFFICHER ¢

19 FIN_SI

20 Sl (a>1 ET b>1) ALORS

21 DEBUT_SI

22 ¢ PREND_LA_VALEUR b*(log(b)-1)-a*(log(a)-1)
23 AFFICHER "A="

24 AFFICHER ¢

25 FIN_SI

26 FIN_ALGORITHME

@ Partie A

1. g est la primitive de f qui s’annule en 0.

2. a. fest positive sur [0 ; 2], donc g(2)= I: f(t)dt est égale a ’aire comprise
entre les droites d’équation x =0, x=2, ’axe des abscisses et la courbe
représentant f.

b. Sur [0 ; 2],fest positive, donc 0 < g(2).
De plus, le maximum de f'sur cet intervalle est égal a 1+e72,
donc pour tout £ €[0;2], f(1)<1+e?,

d’ou J‘Oz f(Hde < J:(l +e72)drt par croissance de I’intégrale,

soit g(2)<2x(1+e?).

Or, 1+e? =1,135<1,25, d’ou g(2) <2,5.

3.a.Si x> 2, alors jo f(t)dt = j; f(t)dt+j; f(tyde=g(2)+ ] (0,
done d’aprés le 2. b, j: () dt> j; F(o)de.

Or, si ¢t > 2, d’apres le tableau de variation, f (t) >1,

done [ fde> L 1dt, soit [ f(0yde=[1]; ,

soit donc j: f(@det > x-2.

Ainsi g(x) > x—2.

b. D’apres le a., lim g(x)> lim (x—2), mais x —2 tend vers +co quand x tend
VEIS +oo, donc p;_r):;mparaisx(;:,w xlirpm 8(x) = oo,

4. g(x)= J-(: f(¢)dt, donc g'(x) = f(x). D’apres le tableau de variation de f;
on déduit son signe, et donc les variations de g sur R :
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0
Partie B

1. a. Pour tout # € R, h’(t) =lxe'+tx(—e*)=(1-1)e .
b. On en déduit qu’une primitive de fest définie sur R par :
F(t)=—-h(t)+t=—t e +t.
2. Comme g est aussi une primitive de £, il existe c € R tel que g(x)=F(x)+c.
Or, g est la primitive de f qui s’annule en 0, et F' (0) =0, donc :
g(x)=-xe*+x=x(1-e).
3. lim e = lim e* = + oo, donc on en déduit que Xlirg(l —e¥)=—c etdonc:

X—>—o0 X—+oo

lim g(x)=+co.

1. Pour tout x # =2 :
a_, b cx+d=a(x+2)(x2+1)+b(x2+1)+(cx+d)(x+2)2
x+2 (x+2)* x2+1 (x+2)%2(x%+1)
_(a+o)x* +(2a+b+4c+d)x* +(a+4dc+4d)x+2a+b+4d
- (x+2)2(x2 +1) '
a_, b +cx+a’
x+2 (x+2)2 x2+1
2x3 +7x* +5x+3
(X2 +1)(x+2)?

D’ou f(x) =

_(a+o)x* +(a+b+4c+d)x* +(a+4c+4d)x+2a+b+4d
(x+2)2(x>+1)

(2=a+c (2=a+c
2a+b+4c+d=7 a+4c+4d=5
= =
at+d4c+4d=5 2a+b+4d =3
12a+b+4d =3 [2a+b+4c+d =1
VC:Z—a 'C:2_a
e=1l
4d =3a-3 d:3_a_§ d=0
S<b=-5q+6 =3 4 4 & .
b=1
B b=-5a+6
2a—5a+6+8—4a+———=17 a=1
L 4 4 |4 =
1 1 X

Donc, pour tout x # -2, f(x)=

+ + .
x+2 (x+2) x*+1

220
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sont In(|x+2))+c, ceR; celles de — sont

.
(x+2)

1 .
sont B X 1n(|x2 + 1|) +c”, ¢”eR (mais

1
2. Les primitives de
x+2

+c’,c’ eR; celles de
x+2

x2+1 est toujours positif). Par conséquent :
une primitive de f'sur ]| —2;4oof est:

1 1
x> In(x+2)-——+-In(x?+1) +c,c €R;
x+2 2
une primitive de fsur |—oo;—2[ est:
1 1
x> In(-x-2)-——+-In(x?+1) +c,ceR.
l.e cosx:sinx<:>Cos(x):cos(g—x)<:>(x:§—x+2kn,
keZoux=—(gx)+2k1t, keZ)
PN x=g+kn,keZou0=—g+2kn,keZ (impossible)
Les solutions dans [0 ; 27t] de ’équation cos x = sin x sont donc :
T T Sn
= et —4mn="x.
4 4

o La fonction x> cos (x) —sin (x) est continue sur [0 ; 2x]. Elle est donc de signe
constant sur chacun des intervalles sur lesquels elle ne s’annule pas.

Ainsi, sur [0 0 gl:, cos(x)—sin(x) est du signe de cos(0)—sin(0) =1.
Donc cos x —sin x est strictement positif sur [O 3 %[et cos x >sin(x) sur
il

4

2.a. z(a)_J(a):j“wdx:jo“ldx:[x]g —a,

0 cosx —sinx

a  COSX a sin x aCOS X +8inx
1(a)+J(a)=J ——dx+ - dxzj -
0 cosx—sinx 0 cosx—sinx 0 cosx—sinx
ay’(x . . .
=— L)dx,ou u(x)=cosx—sinx, d’ou :
0 u(x)

1 (a) S (a) = —[ln|cos X —sin x|] =- [ln(cosx —sin x)]z

0
(car cos x —sin x est strictement positif sur [O ; gl:)
Donc 7(a)+J(a)=—In(cos a—sina)+In(1) ;
I(a)+J(a) =—In(cos a—sina).
. I(a)+J(a)=-In(cosa—sina) [a+2J(a)=-In(cosa-sina)
I(a) =a+ J(a)
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—In(cosa —sina) —a

J(a)=
(@) >
(@) = —In(cosa —sina)+a
2
¢. lim (cos @ —sin a) = 0*, donclim—In(cos a —sin a) = +e.
ay =L

4
Donc I(a) et J(a) tendent vers +oo quand « tend vers E.

1. fest dérivable sur [0 ; ] et pour tout x réel :
f(x)= % x2 cos(x)xsin(x) = cos(x)sin x).
sin(x) > 0 sur [0;]; cos(x)> 0 sur :|0 0 g[et cos(x) <0 sur }g 0 n[.
Donc f”(x) est strictement positif sur :|0 ; §|: et strictement négatif sur ]g, TCI:.

. . T q 2 q
Donc f est strictement croissante sur :|0 8 —l: et strictement décroissante sur

i

!
oA+

A
14

2. a. Pour tout réel a, cos (2a) =1-2sin? a, d’ou sin? (a) = M.

2
1 _1-cos(2x) —4  1-cos(2
Donc pour tout x € [0 ; =], f(x)=—1+—xm=_+ﬂ
-3 —cos(2x
f(x)=+.

b. f(x)=-1+ %sin2 (x) avec %sin2 (x)< %, donc f(x) < —%, donc fest néga-

tive sur [0 ; «].
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L’aire cherchée est donc égale a :

—f Flode= I == cos(2x) _[_%_sin?x)] =+%n (em?).

1. L’intervalle [0; x] a pour étendue x—0 =x, donc en découpant cette
étendue en n morceaux de méme longueur, on obtient la largeur / des rectangles :

h="=
n

2. a. L’aire du premier rectangle est / Xf(O) =Ixer =X
n n
Le 2°¢ rectangle va de ’abscisse / a I’abscisse 4+ /= 2h et sa hauteur est (%),
donc I'aire est hx f(h)= f><f(£).
n n

Le 3¢rectangle va de I’abscisse 2/ a I’abscisse 34, et sa hauteur est f(2/), donc I’aire

est X X f 2_x
n n
Le dernier rectangle va de 1’abscisse (n—1)A a I’abscisse nh = x et sa hauteur est

f((n—1)h), donc I'aire est X f[(n -1)x f].
n n

b. La somme des aires des rectangles est donc :

S:f+fXf(f)+fxf(z_x)+,,,+£xf|:(n—l)><£:|

non n) n n n n

s——x(f(0)+f( )+f(2>< )+...+f[(n—1)x£]).
n

c. Pour k allant de 1 a n, il faut calculer I’aire des rectangles, puis les ajouter au fur
et a mesure. La somme finale appelée S sera un majorant de 1’aire sous la courbe.
Cela donne, sous Algobox :

1 VARIABLES

2 x EST_DU_TYPE NOMBRE

3 n EST_DU_TYPE NOMBRE

4 S EST_DU_TYPE NOMBRE

5 k EST_DU_TYPE NOMBRE

6 DEBUT_ALGORITHME

7 LIRE x

8 LIRE n

9 S PREND_LA_VALEURO
10 POUR k ALLANT_DE 1 An
" DEBUT_POUR
12 S PREND_LA_VALEUR S+x/n*F1((k-1)*x/n)
13 FIN_POUR
14 AFFICHER “un majorant de l'aire cherchée est”
15 AFFICHER S
16 FIN_ALGORITHME
17
18 Fonction numérique utilisée :
19 F1(x)=expl-x*x)
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‘ o |l vaut mieux initialiser la valeur de S a 0, sinon on prend le risque qu’'a
chaque fois que l'algorithme sera lancé, il reprenne la valeur de S calculée
précédemment.

® x? doit étre écrit x * x.
3. La largeur des rectangles est toujours 4= £ mais leur hauteur est maintenant
n
X . X X
f(—) pour le premier rectangle, f(ZX—) pour le 2¢, f(3><—) pour le 3¢, ...,
n n n

f (n X f] =i (x) pour le dernier. Ce qui donne une somme des aires égale a :
n

R UDCH IS CH)

4.
1 VARIABLES
2 x EST_DU_TYPE NOMBRE
3 n EST_DU_TYPE NOMBRE
4 k EST_DU_TYPE NOMBRE
5 S1EST_DU_TYPE NOMBRE
6 S2 EST_DU_TYPE NOMBRE
7 DEBUT_ALGORITHME
8 LIRE x
9 LIRE n
10 ST PREND_LA_VALEURO
" S2 PREND_LA_VALEUR 0
12 POUR k ALLANT_DE 1 An
13 DEBUT_POUR
14 S1 PREND_LA_VALEUR S1+x/n*F1((k-1)*x/n)
15 S2 PREND_LA_VALEUR S2+x/n*F1(k*x/n)
16 FIN_POUR
17 AFFICHER “un majorant de l'aire cherchée est”
18 AFFICHER S1
19 AFFICHER “un minorant de l'aire cherchée est”
20 AFFICHER S2
21
22 FIN_ALGORITHME
23
24 Fonction numérique utilisée:
25 F1(x)=exp(-x*x)

5. Pour n =200, on obtient S1 = 0,886 et S2 = 0,877, et amplitude de cet
encadrement est S1-S2 = 0,009 < 1072, Une valeur approchée a 1072 pres de
.[0 e "dt est donc 0,88.

1. a. Il s’agit de mettre en valeur la valeur de x pour laquelle B (x) =0, c’est-
a-dire le point d’intersection de la courbe avec I’axe des abscisses, puis I’intervalle
]e*l ; +o<>[ sur I’axe des abscisses (en pointillés sur le dessin). Et enfin, le maximum
de B qu’on fera apparaitre sous la forme d’une tangente horizontale.
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0o 10x 10X _ g

X
< 1+1In(x)=0 carx >0

b. B(x)

<:>1n(x)=—1.
B(x)=0& x=el.
l><x—(1+1nx))><1

2. Pour tout x € ]0; +of, B’ (x)=10x* =10
x? X

‘ Il s'agit de la méme réponse que celle donnée par le logiciel, mais qui n'avait pas
été simplifiée.
B'(x)=0<:>ln(x)=0<:>x=1.
De plus, B’ est du signe de In(x), donc négatif si x <1 et positif si x >1, donc B

est croissante sur ]0;1], décroissante sur [1;+oo[, et elle atteint un maximum

pour x =1.
Ce maximum vaut B(1) =10 x I+ lln(l) )

B() =10.
3. a. Dérivons la fonction F donnée par le logiciel :

F(x) = SIn(x)(In(x) +2).

xH@D*2_ gy,
X

F(x)= 5(%(1n(x)+2)+ln(x)%): 5

Donc F est bien une primitive de B.
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b. jl“B(x)dx —[F()] = F(4)-F (1) = 5In(4)(In(4)+ 2) -0
=5In(4)(In(4)+2)-0

B(x)dx = 20In(2) X (In(2) +1) = 23,472 unités d’aire.

c. Cette intégrale est ’aire en unités d’aire du domaine colorié en bleu sur le

graphique, compris entre les droites d’équations x =1, x =4, I’axes des abs-
cisses, et la courbe.

1. a. L’intersection du cylindre avec le plan perpendiculaire a (Oz) passant
par H est un disque de rayon R = 3 centré sur I’axe (Oz). Pour tout 7 € [0 ;10],
S(t)= nx3*=9m.

b. ¥V, =["S(t)dt = 9ndt, donc ¥, = 90x ~ 282,74 unités de volume.
0 0

2. a. et b. Dans le plan (yOz), la section du cone est le triangle OAA’, ou A(0; 3 ; 8)
et A’(0; -3 ;8).

c. Le plan d’équation z =¢ est un plan parallele a la base du cone, donc I’inter-
section du cone avec ce plan est un disque de centre H.

Notons I le milieu de [AA”] et H’ le point d’intersection de (OA) avec la paralléle
a (IA) passant par H.

226
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Considérons les triangles OIA et OHH’. Les droites (IA) et (HH") étant paralleles,

HH’ H
le théoréme de Thalés permet d’affirmer que =O—.
OHXIA %3 A Ol
On en déduit que HH' = —— = ——.
OI 8 ,
D’ou, pour tout £ €[0;8], S(¢)=nxHH"?= nx96L4.
2 38 3
d. %ngnx%dtzg—nxjstzdtzg—nx L :9—n>< 8——0 =24m.
0 64 64 Jo 64 3] 64 \3

V, = 75,40 unités de volume.

3. a. La section de la sphére avec le plan (yOz) est le cercle de centre O et de rayon 5.
La parallele a 1’axe (Oy) passant par H coupe le cercle en deux points : notons H’
celui dont I’ordonnée y est positive.

La section de la sphére avec le plan perpendiculaire a (Oz) passant par H est un
cercle de rayon HH'.

Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle OHH” permet d’affirmer

que HH” =+/52 —#> (OH’ =5 car ¢’est un rayon de la sphere et OH = ¢).
D’ou, pour tout £ € [—5 g 5], S(t) =nxHH"?= n(25— t’).

5 5 5 5
b. V, = J_S n(25—¢*)dt = j_525ndt - I_S nt?dt = 250w — nj_stzdt
3P 9
=2501‘C—7t><|:t—:| =2501‘C—i07t.
31, 3
V;= 500; ~ 523,60 unités de volume.

1. a. La dérivée du produit uxv est u’Xv+uxv’.
b. On sait que si /' est une primitive de la fonction continue f":

[" rae=[F(0)] = F(b)~F(a).
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Or, u X v est une primitive de la fonction u”Xv+uxv’ D’ou:
[u(x) x v(x)]l; = jb(u’(x) X v(x)+u(x)xv'(x)) dx
= Jh u’'(x) X v(x)dx + jb u(x)xv’(x)dx.

D’ou : Lb u'(x) X v(x)dx = [u(x) X v(x)]: - J-; u(x) X v’(x)dx.

x? . o .
2. a. On peut poser u (x) = (qui est bien une primitive de la fonction x - x), et :

e x> ©opex? 1 e [ er+1
J:Lx1n(x)dx:[7x1n(x)]l—jl—x;dxz——[—l:e4 i

b. I = lexe‘dx = [xe"]l2 —lee"dx =2e2—c—e2+e=el.

2
y Si l'on pose u’[x)=x et v[x)=e*, on peut poser u[x]:% (qui est bien une primi-
tive de la fonction x = x), et on a v’(x])=e*.

2
o . . x? 2 x? , .
Lintégration par parties donne alors /= [?ex} 7L ?exdx. Ce résultat n’est pas

L 2

: . . X
exploitable car nous ne connaissons pas de primitive de 7e*.

c. Posons u’(x)=sin(x)etv(x)=x2 Alors on peut poser u(x)=—cos(x)
(qui est bien une primitive de la fonction sinus), et v’(x) = 2x.

I= J;n x?sin(x) dx = [—x2 cos(x)]g - J:—cos(x)2x dx =n*+ Jon cos(x)2x dx.

On pose ensuite deux nouvelles fonctions u et v : u’(x) = cos(x)et v(x)=2x;
alors u(x)=sin(x)et v’ (x)=2.

I=n>+ ([2x sin(x)]z = Jon sin(x) X 2 dx) =n2+0-2 [— cos(x)]g =12 —4.
d. F(x)=[tln()] - J-lxt%dt, d’ou:
F(x)=xIn(x)—x+1.

1. J:a f(x)dx = J:O f (x)dx+J.: f(x)dx. Or, f étant une fonction paire, 6,
est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées, donc Jj) f(x)dx = J-: f(x)dx et:

j f(x)dx =2 jo" f(x)dx.

2. fétant une fonction impaire, ‘6, est symétrique par rapport au point O, donc :

[" reodv=- redvet [* seode=o.
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3. fest périodique de période 7, donc pour tout x € R, f(x+7)= f(x).
On définit la fonction H sur R par H (x) =F (x + T) -F (x) , ou F est une primi-
tive de f'sur R.
H est dérivable sur R et H'(x)=F'(x+T)-F'(x)= f(x+T)- f(x)=0.
Donc H est constante sur R.
Donc, pour tout a € R, H (a)=H (0) c’est-a-dire :
a+T T

|7 feoax= || fxax.
1. Faux. f étant continue sur / avec a etx €I, jaf(t)dt =F(x)-F(a),
(ou F est une primitive de f'sur I), soit : :

= jx"f(t)dt+F(a).

2. Faux si f n’est pas de signe constant.
2

1
Parexemplej x dx = [);] =1-1=0.
-1

q [ b
3. Vrai. j e*® xu/(x) dx=[e*®] = e® —eu@,

u(h)

( ) e”(b) _eu(a)’

et J. e'dt =

u(b)
donc _[ e xu(x) dxz'[ e'dr.
a u(a)

4. Faux. Soit n € N,

S =S, = J.(: x"e=*dx — J.(: x"e~*dx = J.; (x"le™ —x"e~)dx

S =8, = [ (" = x)erdr = [ wre~ (x~ Dyd.

Orpourtoutx €[0;1[, x"e™ > Oet (x —1) <0, donc la fonction x - x"e~ (x —1)
est négative ou nulle sur [0 ; 1].

D’o jolx"e‘x(x—l)dx <0 etS., <S..

Donc la suite (S,) est décroissante.

1. a. Soit x # —1,

1— x+x2 — 2 4o+ (=17 2t = 14 (=) (—x)2 4 (—x) +. 4 (<)

11 s’agit de la somme des termes de la suite géométrique de raison — x et de premier
1= (=0 = 1= (=0 d’ou :

1—(=x) I+x

terme 1, donc elle est égale a

1 v\
1—x+x2—x3+...+(—1)"x"“=——( X) .
1+x 1+x
(=) _ 1
b. =——(I-x+x>—x*+..+(-D)"'x""") donc :
I+x 1+x
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[ g = [ (ot 4 ot (D
0 1+x 01+ x

1 S R ~ x|
=[ln A+x)], - [x-+=——+. .+ (D)=
n

2 3 4 h
— n n—-1
LAY S YR SS DE S |
° 1+x 2 3 4 n

2.a.S0itxe[0; 1] et neN".

Si 7 est pair, alors (—x)" = x",

1
Or, I<l+x=21>2—=x"> o
1+x 1+x

_xn
< )
+x 1+ x

(carx" >0) d’ou :

< x".

X
. . . n
Si n est impair, alors (—x)" = — x".

n —yn

1 X 3% .
Or I<l+x=21>2—=x"> (carx">0) = —x"<——, d’ou:
1+x 1+x 1+ x

_x” n 3 n (_x)” n
<0< x", soit —x" <—— < x".
+x 1+ x

—x" <

Finalement, pour tout x € [0 ; 1] et ne N":

(=x)"

—X" < < x".

b. On en déduit (croissance de I’intégrale) que :

J;—x"w;(;ffdxsj;xndx

n+1 ( x) n+1 1
n+1 0 1+x n+l],
— 1 < 1(—x)"dx< 1 .

n+l 70 1+x n+l1

—x )" —_1\n-1
De plus, Jlﬂdx:mZ— l—l+l—l+...+( D =In2-U, d’ou:
0 1+x 2 3 4 n
(- x)
U,=In2-
j 1+x

Or — L j( Ui dx < ! avec lim—Lzlim L:0.
n+l 70 1+x n+1 note g4l ot pt]

Donc d’apres le théoréme des gendarmes, 1imj =x)" dx 0.

n—>teo

D’ou limU,=In2-0=1In2.

H—+oo

230
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Partie A
l.a. lim—2x=—eco, donc lim 1+e? =1, d’ou lim In(1+e™)=0.
—De~

25
b. Pour tout x €[0; +oo[, f'(x) = . ¢ e Or e >0 quel que soit x, donc
4R G

I+e2* >0 et —2e72* < 0. Ainsi f’(x) est strictement négative, et f est strictement
décroissante sur [0 ; +oof.
2. a. Pour tout x €]0;+oof, €2* >0, donc 1+ e> >1 et In (1+ e*)>0.

Donc F (x0)=_[0x° In(1+ e2?*) dx est I’aire du domaine compris entre les

droites d’équation x =0, x = x,, I’axe des abscisses, et la courbe représentant
la fonction f.

b. La fonction f étant positive sur [0 ; x,], quel que soit le réel strictement positif
X,, 'intégrale de 0 & x,, correspond a un domaine de plus en plus grand lorsque x,
augmente, donc I’aire considérée augmente. Autrement dit, F est strictement
croissante sur [0 ; +oof.

3. a. La fonction inverse étant strictement décroissante sur [1; 1+ a], I’ordre des
images de nombres de cet intervalle par cette fonction est inverse.
1<t<1l+a,dou:

<1

~N | -

L <
1+a
b. Par croissance de I’intégrale,

J-l+aLdt< 1+aldt<J-1+u1dt 1 1 1 - 1 l+a<1 1
i 5 q P = i @m( AP @)= )\[n(t)]l RS +a—

a
o —<In(l+a)<a.
1+a
4. Posons a = e, alors I’inégalité obtenue ci-dessus donne :

=2t

1+e™?
puis en I’intégrant entre 0 et x :

-<In(l+e™) <e™

N il dr< F(x)< [ ear

0 1+e?
x e 1 px —2e2 . e .
5. a. J ——— dt : on reconnait sous 1’intégrale une fonction du
0l4+e™ 200 14

’

type — ou u(t) =1+e™" est strictement positive.
u

-2t

X
Donc

1 x 1 1
dt =——|In(1+e?)| =—=In(1+e>*)+—In(1+¢e°).
s oo 4 =5 [Ind+e)f = —Zln(l+e)+ ZIn+e?)

[ e = 1 in@) =L@+ e
0 14e 2 2 '
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J-:e*”dt = —%J‘OX —2edt = —%[e*z’]; d’ou:
jo e z’dt——i(e 2 —1)—5(1—e 2x),

b. lim (—2x) = —eo donc lim (e>*) =0, d’ou :

X—teo

lim G In(2) —%111(1 + eh)) = % In(2) —%111(1) = %m (2)

X—>+oo

.1 1
et lim —(1-e?")=—.
x—>+o0 ) 2
Les trois membres de I’inégalité du 4. ont une limite, et d’apres le théoréme des
gendarmes, on en déduit que :

—2t

lim dr < lim F(x)< lim [ edr
X—+o00d 0 1+e—2f X—>+oo X—+00d0

1 1 1 1 1
lim (Eln(2)—51n(l+e‘“)) <A< Jim-—(1-e™) & JIn@) <A<

X—+oo

Partie B
1. a. On a démontré au 1.b. de la partie A que f ¢tait strictement décroissante sur
J0;+oo[, donc pour tout entier naturel n, et pout tout ¢e [n ;n+ 1],

f(n)= f(t)= f(n+1). De plus, lim f(x)=0, d’ot on déduit que fest positive

sur ]0 ; +oo[, ce qui donne f(n) > f(t) > 0.
Puis en intégrant de n a n+1 les termes de cette inégalité :

J~n+lln(1+ 672”) dt 2 J‘n+11n(1+ e—Zt) dt > 0

In(l+e?)x1>u, >0.
b. D’apres les calculs de limite du S.b., nliri In(1+e2")=1n (1) =0.
D’apres le théoréme des gendarmes, }Hﬂ, u,=0.
2.a. 8, =u, +u +...+u,

S, = J‘OI In(1+ e?") dt+Lz In(1+e=2")dr+ ...+jn+1 In(1+e2") d¢, donc d’aprées la
relation de Chasles pour les intégrales :

S, = jo"“ In(1+e) df = F(n+1).

b. D’apres la partie A, la limite de /" quand x tend vers +eo existe et vaut A. Donc
la suite (S,) est convergente et sa limite vaut A.
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Nombres complexes

ZOUEEE
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Dans tout ce chapitre, le plan est muni d’un repére orthonormé direct
- o
(O u;v).

BE® ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

1. Généralités

m Théoréme

11 existe un ensemble noté C contenant R tel que :

o C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R
et qui vérifient les mémes propriétés.

o Il existe un élément dans C noté i vérifiant i = —1.

e Tout élément de C s’écrit de maniere unique a +ib ou (a ; b) eR2.

m Définitions

Les éléments de C s’appellent nombres complexes et C s’appelle ensemble des
nombres complexes.

® Vocabulaire

Tout élément z s’écrit de maniére unique sous la forme a + b, ou a, b sont des
réels :

e cette écriture s’appelle forme algébrique de z.

o a s’appelle partie réelle de z et se note Re(z).

o b s’appelle partie imaginaire de z et se note Im(z).

e On dit que z est imaginaire pur si et seulement si Re (z) =0.

‘ zeR < Iml(z)=0.

Pour tout nombre complexe z, Re(z) et Im(z) sont des réels.

m Propriété
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie
réelle et méme partie imaginaire.

‘ En particulier, un nombre complexe est nul si et seulement si ses parties réelle
et imaginaire sont nulles.
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2. Interprétation géométrique

A tout nombre complexe z=a+ b, ou (a ; b) € R?, est associé le point M
(respectivement le vecteur OM de coordonnées (a ; b)) et réciproquement.
On dit que M (respectivement OM) est I'image de z (respectivement le vecteur
image de z) et z ’affixe de M (resp. OM). On le note z,, (resp. z(m).

Le plan est alors appelé plan complexe.

Blennmmmmemeeag s M(a+ib)

<l
o
=

B Propriétés :
Soient A et B deux points du plan :
® I8 T Zp T Za; oz, 2

o Silestle milieude [AB] : z = 5

Ei¥l cCONJUGUE D'UN NOMBRE COMPLEXE

® Définition : soit un nombre complexe z = a+1ib (a et b sont reels).

On appelle conjugué de z le nombre complexe z=a —1b.

® Interprétation géométrique :

Soit z un nombre complexe et M le point du plan d’affixe z. Alors le point M’
d’affixe z est le symétrique de M par rapport a I’axe des abscisses.

B Propriétés _

o zestréel si et seulement si z = z. B

e z est imaginaire pur si et seulement si z = —z.

e pour tout nombre complexe z, z = z.

Pour tous nombres complexes z, z’ et pour tout entier naturel » :

—n

o z+z =z+z',—z=—-z,zxz' =zxz',z" =z ;

. (1) 1 (z) z
esiz#0,|—|==cet|—|==.
yA z z z

Eif1 MODULE ET ARGUMENT

1. Module d’un nombre complexe
m Définition : soit z =a+1b un nombre complexe (a et b réels). On appelle
module de z et on note |z| le réel |z| =a?+ b.
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m Interprétation géométrique : Soit z un nombre complexe et M le point du
plan d’affixe z. Alors la distance OM est égale a |z|

\0\ =0, et sizest réel (z=al, alors le module de z est égal a la valeur absolue
de a.

® Propriétés du module

o |z =zxz=a?+h2.
2|

° |z|=0(:)z=0.

° |z><z’|=|z|><|z'| et |z” =|z|n.
1 | |2
esizz0,|—|=— et |—|=—
z| || z| ||

2. Argument d’'un nombre complexe non nul
Soit z un nombre complexe non nul et M le point d’affixe z.

. e
Définition : on appelle argument de z toute mesure de ’angle orienté (« ; OM).

bl M

| <

O u a

Soit 6 une mesure de 1’angle orienté (Z ; (W/I). Alors arg(z) =0+2kn (k € Z).

® |'angle orienté (u; OM) n’est défini que si M est distinct de O, c’est pourquoi 0
n‘a pas d'argument.
z estréel équivauta z=0 ou arg(z)=0+kn (k € Z).
[ ]
z estimaginaire pur équivauta z=0 ou arg[z]=g+kn (k € Z)-

® Propriétés de ’argument
Pour tous nombres complexes non nuls z, Z” et tout entier naturel 7 :
o arg(zxz’)=arg(z)+arg(z’)+ 2kn (k€ Z),

et arg(z”):nxarg(z)+2k1t (keZ).
o argl=—arg(z)+2k1t(keZ);
z

’

argz— = arg(z’) —arg(z)+ 2kn (ke Z).
z
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‘o Module et argument du conjugué de ze C":
‘E‘:\z\ et arglz) = —arglz) + 2kr (k € Z).
® Module et argument de l'opposé de ze C™:

|-2| =|2| et argl~2) = x+arglz)+ 2kn [k € Z).

FORME TRIGONOMETRIQUE ET ECRITURE EXPONENTIELLE
D’'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL
1. Forme trigonométrique
Propriété : soit z un nombre complexe non nul.
o Si|z| =7 et arg(z) =0+ 2kn(k € Z), alors :
z=rcose+i><rsin6=r(cos6+isin6).

e Siz=a+1ib, avec a,b e R, alors |z|=\/a2 +b? et:
a

arg(z)=0+ 2ll§n(k € 7), ou 0 est donné par cos6 = Nyl

Ja> +p2

Définition : pour z # 0, I’écriture z =r(cos6 +1sin®) s’appelle forme trigo-
nométrique de z.

et sinf =

2. Notation exponentielle

m Pour tout réel 6, on pose €'® = cos®+isin®.

A on adopte cette notation car la fonction f : 6 — cos(8)+isin(e) vérifie l'égalité
= if.

Définition : tout nombre complexe z non nul de module 7 et d’argument 6 s’écrit
z=re" : ¢’est I’écriture exponentielle de z.
m Reégles de calcul : Pour tous réels 6, 8’ , pour tout entier naturel 7 :

o i0+0) — piby 0if ot (eie)" —ein®

. . 1

° (e“’) =e 0 =—,
ele

ei®

eie"

i(6-6°) —

‘ e |ls'agit des mémes propriétés que pour les fonctions puissances et exponentielles.

® Pour effectuer des additions et des soustractions de nombres complexes, on
utilise en général leur forme algébrique. Pour effectuer des multiplications et des
quotients de nombres complexes non nuls, on utilise la notation exponentielle.
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EQUATIONS DU SECOND DEGRE
m Théoréme : I’équation az? + bz + ¢ =0 (ol a, b et ¢ sont réels tels que a # 0)
admet pour solutions dans C, (A = b* — 4ac est le discriminant de 1’équation) :

e si A =0, une solution (dite double): —i ;

2a
-b—~vA | —-b++A
e si A >0, deux solutions réelles distinctes: \/7 et \/7 ;
2a 2a
—b—1,/|A —b+i,|A
e si A <0, deux solutions complexes conjuguées: 5 | | et 5 | | .
a a

N8 DISTANCES ET ANGLES ORIENTES
Soit A et B deux points distincts du plan, alors :
¢ AB= |zB —zA| et (u AB) arg(zB —zA)
e Si C et D sont deux autres points distincts du plan, alors :
(ﬁ ;C—D)) = argﬂ.
Zp —Za

‘ Les points A, B, C étant deux a deux distincts,

e A, B et C sont alignés si, et seulement si, arg 272 _ 0t kn (k e 7).
Zg =2y

e (AB] L (AC] si, et seulement si, arg ~Za ;E+kn (k e Z).

SAVOIR-FAIRE

1. Opérations sur les nombres complexes écrits
sous forme algébrique

e On effectue le produit de deux nombres complexes comme dans R, en
remplagant i* par sa valeur —1.

EXEMPLE :
N 3i 17, 17,
Br2i)s5-L]=15+10i-2 2 =15+ Vi 1=16+ 71,
2 2 2 2

e Pour calculer I’inverse d’un nombre complexe z’ ou le quotient de deux
nombres complexes z et Z/, on multiplie numérateur et denomlnateur par le
conjugué z’ du denomlnateur et on applique 1’égalité z’z" = =z =a?+b:
. ., 1 Z a—ib
si z/=a’+ib"#0alors —=—== .
z z’z a?+b?
N zxz’ B (a+ib)(a’-1ib’)

’

2%z a’ + b?
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1 2+51 2+51
EXEMPLE : - = =
2-51 22 +(_5)2 29
1 2 5,
=—+—1i.
2-5i 29 29

‘ I faut toujours donner la réponse avec un dénominateur réel.

2. Résolution d'équation liant z et z

On applique la propriété du cours I.1. : deux nombres complexes sont égaux si
et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.

EXEMPLE : Résoudre dans C I’équationiz —3 = 2z.

Posons z=a+1ib avec a, b réels. Alors :

iz-3=2z1i(a+ib)-3=2(a—1b)

& -b-3+ia=2a-21b& {_b —3= 2aA(méme paﬁie réellg)
a=-2b (méme partie imaginaire)

b=1

(:)...4:»{ -
a=-

y&=z= —2+1.
Donc ’équation iz — 3 = 2z admet une unique solution : z =-2 +1i.

3. Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique
EXEMPLE : Soit z = /3 —i.

e On calcule d’abord le module de z : |z| = (\/5 )2 +12=2.

e On calcule ensuite cos® et sinf, 6 désignant un argument de z :

a \/§ b 1

— =—"etsinf=——=——.
Jak+br 2 Jar +b? 2

e On reconnait une valeur remarquable de 0, et on en déduit arg (z) :

cos0 =

0= —%, donc arg(z) = —§+2kn(k €Z).

e Onconclut: z= Z(COS(—%) +isin(—%)),

4. Nature d'un triangle, d’'un quadrilatére

EXEMPLE : On considére dans le repére orthonormal (O;u ;v) les points
A et B d’affixes z, =2+i et z; =4 +1. Soit M un point du plan d’affixe z.
A quelle condition le triangle ABM est-il équilatéral ?

Pour déterminer z, il nous faut connaitre la valeur (par exemple) du nombre
z—2z,

complexe
Zp T Za
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-z
Et pour connaitre la valeur de . *~, il faut connaitre son module et son
argument. B
z—z z—z AM
Or arg A |=(AB;AM) et A |="—— d’aprés le II1. du cours.
Zg T2y Zg T2\

D’ou le raisonnement par étapes :

o [" étape. Interprétation des hypotheses en termes d’angles et de rapports de
longueur

ABM est équilatéral < (AB;AM) = ig +2kn(k € Z) et AB= AM
& (AB:AM) =+ %+ 2kn(k e Z) et 22 =1,
3 AM

2¢ étape. Interprétation des hypothéses en termes de modules et d’arguments

z—z T -z
ABM est équilatéral < arg( A ) =+— +2kn(k € Z) et Al=1
Zy —Z, 3 Zy —Zy
, . . . z—z,
3¢ étape. Ecriture exponentielle du quotient
Zg T Za
e z—2z, in z—z, -in
ABM est équilatéral & =42 =1xe3 ou =lxe 3
Zp T Za Zp T Za
z—=2—-1 = z—=2—-i
=e3 ou =e3
2 2
in —in

Sz=2+i+2e3 ouz=2+i+2¢e 3 .

in )y .. (& 1 3 i (k) 13
e3 =cos 3 +1isin 3 5+1— ete3 =|e3 |=——i—, donc:

2 2 2

ABM est équilatéral < =3+i(1+\/§) ou z=3+i(1—\/§).

5. Ensembles de points

On se place dans le repére orthonormal (O ;1 ;v) et on appelle A et B les
points d’affixes a et b. Soit 6 un réel.

e L’ensemble des points M(z) tels que arg(z) =0+2kn (k € Z) est la
demi-droite [OP) privée du point O, ou P désigne le point d’affixe e®.
En effet, arg(z) =0+ 2kn(k € Z) = (Z ; OT\)/I) =0+ 2k1t(k € Z).

o L’ensemble des points M(z) tels que arg(z —a)=0+2kn(k € Z) est la
demi-droite [AP) privée du point A, ou P désigne le point d’affixe a + e'°.
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En effet, arg(z - a) =0+ 2k7:(k € Z) o (;t) ; m) =0+2kn(keZ).
 L’ensemble des points M(z) tels que arg(%) = §+ kn(keZ) estla
droite passant par A et de vecteur normal ?)E), privée du point A.

En effet, arg(%) = ng kn(k €Z)

@(cﬁ;m)%m(;{ez)@mL@.

ﬂ)=£+ch (keZ) est le
b 2

e L’ensemble des points M(z) tels que arg(
cercle de diameétre [AB] privé des points A et B.

z—

En effet, arg( a)=g+k1t (keZ)

-
& (BT/I ;m) = g+ kn'(k € Z) < AMB rectangle en M.

e Soit k > 0. L’ensemble des points M(z) tels que |z - a| =k est le cercle de
centre A et de rayon k.

En effet, |z—a| ko AM=k.

o L’ensemble des points M(z) tels que |z —a|=|z — b| est la médiatrice du
segment [AB].

En effet, |z — a| =|z — b| < AM = BM & M est équidistant de A et de B.
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. B \ y q° - =
Dans tous les exercices, le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; u ; v)

EXERCICES D'APPLICATION

I FoRrME ALGEBRIQUE ET OPERATIONS | % | 10 min | »p. 251 |

1. Soient z; =1-51 et z, =2+ 3i.

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
y4

Az +z,; b. z, X z,; c. =L d. z}.
2

‘ Voir le savoir-faire 1.
2. Résoudre dans C 1’équation (3 + 2i)z +5i-3=7-1.

I3 Pan compLEXE | %% | 15 min | ». 251 |

1. Placer dans le repere les points A, B, C, D et E d’affixes
Zy =3+%i, zy=2-1,z. =4, zp =21 etz =—£+i%.
2. Calculer Iaffixe du milieu I de [BD].

3. Déterminer les affixes des points P et Q définis par :

e _— — _— —
AP =2AB +ACet3BQ=BC.
‘ Voir le cours |.2. pour les formules nécessaires aux questions 2. et 3.

[E} Puissances pEi | %% | 5 min | »p. 252 |

1. Calculer 1%, 3, i*.
2. En déduire pour tout n € N, i".

‘ Distinguer les cas n=4p, n=4p+1, n=4p+2, n=4p+3 avecpeN.
3. Que vaut %12, {2013 2

AVEC LES CONJUGUES | %% | 20 min | »p, 252 |

1. Montrer sans développer que (3 + i)(Zi— 10) (3 - i)(5 +1) estun réel.

A .

2 2+
2. Calculer z+ — — —= i
z z

‘ Voir propriété du Il.
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3. Déterminer les nombres complexes dont le carré est égal au conjugué.

‘ Voir le savoir-faire 2.

B ALcoRITHME : PUISSANCES DE i | % | 15 min | »P. 252 |

Cet exercice fait suite a 1’exercice 2
1. Ecrire un algorithme associant, & un entier positif 7, le reste 7 de la division
euclidienne de n par I’entier positif p, ¢’est-a-dire le reste entier obtenu lorsqu’on
pose la division du nombre 7 par p.

‘ On cherche le plus grand nombre de fois ou p rentre dans n ; utiliser la boucle
« Tant que ».

2. Ecrire alors un algorithme, associant a I’entier naturel n, la valeur de i".

A csLcuis e MoDULES ET ARGUMENTS | % | 30 min | »p. 253 |

Soit 6 un réel.
Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

a. 7 =1+1; b. zz=2—2i\/§; c. z3=—§+%i;

d. z, =cos®—isin®; e zg=-—cosO+isin®; f zz=-3e®.

‘ ® Voir le savoir-faire 3.

® Pour les d., e. et f,, il faut utiliser les formules de trigonométrie pour retrouver
une expression du type cose’+ising’.

SECOND DEGRE | %% | 20 min | »p. 254 |

1. Résoudre dans C I’équation z> +2z+3=0.

‘ Voir le cours, V.

2. a. Résoudre dans C I’équation z?> = —z —1 (on notera j la solution dont la
partie imaginaire est positive).
b. Sans remplacer j par son écriture algébrique, montrer que j* =1, puis que :

c¢. On note A le point d’affixe j et B d’affixe j%. Quelle est la nature du triangle
OAB?

‘ Voir le savoir-faire 4.
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INTERPRETATION GRAPHIQUE DU MODULE
ET DE LARGUMENT | %% | 20 min | »p. 254 |

Dans le plan complexe de repere orthonormal (O ; u ; Tz)), on considere les points

NG

A, B, C et D d’affixes respectives 2 + 3if ;= ?i ; —4- 3i\/§ =2+ Ti.

1. Démontrer que le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

Zp —Z

2. Démontrer que £ est un imaginaire pur. En déduire la nature du
Zc T 2a

parallélogramme ABCD.

‘ Voir le savoir-faire 4.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

SYSTEMES D’EQUATIONS ET EQUATIONS
DU SECOND DEGRE | %% | 30 min | »p. 255|

1. Résoudre dans C le systéme d’équations :
iz, -3z, =-2+7i1
{(1+21)z1 —iz, =-3+2i
2. Résoudre dans C les équations suivantes, se ramenant a des équations du

second degré :
a. z* +6z% +25=0 (on vérifiera que (1 + 2i)2 =-3+4i).

‘ Poser Z = 22.
b. 4z =523 4+9z2-5z+4=0.

4 Poser Z:z+1.
z

ET) acm | % | 20 min | ». 256 |

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.
1. Diviser par i revient a multiplier par —i.

e +1 )
- est réel.

2.Pourt0utee[0;2n[, -
el —

3.0nn0tea=\/2+\/5+i\/2—\/§
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a.a? =4+ 2i\2

T \/2-1-\/5

b.cos—=
8 2

‘ Partir de 'écriture exponentielle de a2.

4.Pourtout zeC, z+z= 2Re(z) etz—z= 2Im(z).

| ** | 45 min | »P. 256 |

Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tel que :

1.arg(z)=%+2k7t,keZ. 2. arg(z—1+2i)=g+2kn,keZ.

z=5+1 T -
3. arg(m)=5+kn, keZ. 4. arg(z)z arg(z)+2kn, keZ.

5. arg(z)=arg(—z)+2kn, keZ.  6.|z-2i|=5.
7. |z=2i|=|z-1-1]. 8. z+z=.
‘ Voir le savoir-faire 5.

| *x | 20 min | »p. 257 |
2443 2B
a= 5 +1 .

2

Soit

1. Déterminer a?.
2. Déterminer le module et un argument de a>.

3. En déduire les valeurs exactes de cos% et sin%, puis celles de

‘ Utiliser les formules des angles associés vues en 17 S.

| x% | 15 min | »p. 258 |

Soient quatre points A, B, C, D d’affixes z, = -2+ 2i, z; = -2 — 21, z, = —21i,
etz =4+1.
On construit les triangles isoceles ABM, BCN, CDP, DAQ tels que :

(@;mh(ﬁc;ﬁﬁ(ﬁ;ﬁ)=@;cTD)=§+2kn, kel

On note I le milieu de [BD], J celui de [AC], K celui de [MQ], L celui de [NP].
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1. Faire une figure.
2. Déterminer les affixes des points M, N, P et Q, puis de I, J, K et L et en déduire
la nature du quadrilatére IJKL.

‘ Voir savoir faire n°.

ENSEMBLES DE POINTS | % | 30 min | »p. 259 |

Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que :

a.|z|=z; b.|z|=z+§; c.;+%i=3;

d. arg(—z)=§+2kn, kel e. arg(;+i)=§+2kn, keZ.

‘ Voir le savoir-faire 5 : il faut essayer de se ramener a une des formes
|z—a|=k ou |z—a|=|z-b| ou arg(z)=0+2kn (ke Z) ou:

arg(a_z):e+2krc (k e Z).

c—
® Pour les a. et b., comme cela ne semble pas possible d’obtenir des modules des deux
cotés de ['égalité, on essaiera plutot dans ce cas de poser z = x + yi avec x et y réels.

® Pour le c., on utilisera les propriétés des modules pour obtenir une des formes
remarquables.

® Pour le d., on utilisera les propriétés des arguments.

15 | ** | 20 min | »P. 260 |

Soient A et B les points du plan complexe d’affixe z, = —1+31 et z; =2+ 31.
1. Déterminer les affixes de C et de D pour que le quadrilatére ABCD soit un
carré et que C ne soit pas sur I’axe des abscisses.

‘ Voir le savoir-faire 4 ; on peut poser les inconnues z; et z, et écrire, puis résoudre
trois équations traduisant les conditions pour que ABCD soit un carré
(AB =DC ; AB=ADet (AB) et (AD) sont perpendiculaires). Cependant, il est plus
facile de faire le dessin, conjecturer les affixes de C et D et de vérifier qualors les
trois conditions sont vérifiées.

2. Notons D’ I’intersection de (AB) et (OD).

a. Déterminer Iaffixe z,,, de D’.

b. Soit & ’application de plan dans lui méme qui, a tout point M d’affixe z,
associe le point M” d’affixe % Vérifier que 4(0)=O et que h(D)=D".

c¢. Déterminer les affixes des points A’, B/, C’ images respectivement de A, B,
C par h.
d. Quelle est la nature du quadrilatére A'B’C'D” ?
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‘ Voir le savoir-faire 4.

Démontrer qu’il est inscrit dans le triangle OAB.

| *x** | 50 min | »p. 261 |

1. Soit P le plan complexe rapporté a un repére direct (O;Z;\_;) (unité

V2

V2
graphique : 4 cm). On considere les points M d’affixe T B d’affixe VD)

2o
tD d’ affixe — + —.
€ alrrnxe 4 2

a. Calculer les affixes des vecteurs l\ﬁ, I\B et ﬁ En déduire les longueurs
MB, MD et BD.

b. Soit M’ le symétrique de M par rapport a O. Vérifier que M’ est le milieu du
segment [BD] .

c. En considérant les vecteurs OB et OD donner une interprétation géomé-

\/7+21
V2 =20

Calculer une \Ele\ur approchée au degré prés de la mesure en degrés de I’angle

géométrique BOD.
y 2+2i . N

B2 sous forme algébrique, puis utiliser la correspondance avec la
—2i

forme trigonométrique.

trique de I’argument de

Ecrire

2. La molécule de méthane est souvent représentée sous la forme d’un tétra¢dre
régulier ABCD, I’atome de carbone étant placé au centre O (c’est-a-dire en

_— —  — —

I’unique point tel que OA + OB + OC + OD = 0) les atomes d’hydrogene
occupant les sommets. Comme unité¢ de longueur, on prendra la longueur
commune des arétes.

A

On note M le milieu du segment [AC], M’ le milieu du segment [BD].

V3

a. Montrer que MB =MD = 7
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b. Exprimer OA + OC et OB + OD aI’aide de OM etde OM En déduire que
O est le milieu du segment [MM’].

c. Utiliser la question 1. pour retrouver la mesure en degrés de I’angle géomé-
trique BOD entre les deux liaisons carbone hydrogéne O-B et O-D.

| x%% | 60 min | »p. 262 |

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O; u ; 3) (unité graphique :
2 c¢cm). On appelle A le point d’affixe —2i. A tout point M du plan d’affixe z, on
associe le point M’ d’affixe z" = —2z+2i.

1. On considére le point B d’affixe b = 3 — 2i. Déterminer la forme algébrique
des affixes a’ et b’ des points A’ et B” associés respectivement aux points A et B.
Placer ces points sur un dessin.

2. Montrer que si M appartient a la droite (A) d’équation y = =2, alors M” appar-
tient aussi a (A).

3. Démontrer que pour tout point M d’affixe z,
géométriquement cette égalité.

4. Pour tout point M distinct de A, on appelle 6 un argument de z + 21.

i|=2|z+2i];i

- —
a. Justifier que 6 est une mesure de I’angle | u ; AM |.

b. Démontrer que (z + 21)(z” + 2i) est un réel négatif ou nul.

‘ Poser z=x + yi avec x et y réels, puis retrouver des carrés de réels afin de déter-
miner le signe de l'expression obtenue.

¢. En déduire un argument de z” + 2i en fonction de 6.
d. Que peut-on en déduire pour les demi-droites [AM ) et [AM") ?

4

5. En utilisant les résultats précédents, proposer une construction géométrique du
point M” associé au point M.

Voir le savoir-faire 5.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

RELATIONS ENTRE RACINES ET COEFFICIENTS
D’UN POLYNOME DU SECOND DEGRE | *x**x* | 60 min | »P. 263|

Soient a, b, ¢ trois complexes avec a # 0.
On note z, et z, les racines (éventuellement confondues) du polynoéme P défini
sur C par :

P(z)=az* +bz+c.
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1. Donner I’expression factorisée de P.
2. a. En développant la relation trouvée a la question précédente, démontrer que :

c
Zi+z,=—— et Zy Xz, =—.
a

b. Applications
o Démontrer que 1+1i est solution de I’équation z> —(4+3i)z+1+5i=0 et
trouver I’autre a ’aide d’une des deux égalités précédentes.

e Résoudre, de méme, dans C 1’équation (E) z> —(1—-6i)z+7+i=0 (on
remarquera que i est solution).

3. Soit S et P deux nombres réels. {

zi+2z,=8

a. Démontrer que le couple (z, ; z,) est solution de si et seulement

Z Xz, =

si z, et z, sont les solutions de 1’équation z> — Sz + P = 0.
b. Applications : résoudre dans C les systémes suivants :

8
Z, Xz, =—— I 1 1
1 2 21 —t—=——
et z,  z, 5
Zl+22:_i z,Xz,=10
RACINES N-IEMES DE LUNITE | *%%% | 40 min | »P. 264 |

1. Résoudre dans C I’équation (E;) z* =1. (on pourra rechercher le module et
les arguments des solutions de (E;) en utilisant I’écriture exponentielle).
2. a. Cas général : pour tout entier naturel non nul z, résoudre 1’équation (E,) :

z"=1.

b. Onnote A, A,,....,A, les points du plan d’affixe respectivement
2in d4in 2i(n-Dn
Len,en ..,e » ;démontrer que le polygone A A,....A, est régulier.

3. Déterminer les solutions de (E,) et (E).

EX) LinearisaTion | x%% | 45 min | »p. 265 |
1. Développer, pour tous a, b € (C,(a + b)4 .

) ie+ —io . eie_ e—iS
2. Démontrer que, pour tout 8 € R, cos (e) _cre et sin (9) = ”n

3. a. Soit 6 un réel. A I’aide des deux questions précédentes, exprimer cos® (6)
en fonction de cos (49) et cos (26).

b. Déterminer une fonction dérivable sur R dont la dérivée est x — cos?*(x).

4. De maniere analogue a la question 3., déterminer une fonction dérivable sur
R dont la dérivée est x — sin*(x).
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CONTROLE

acMm | %% | 15 min | »P. 266 |

1. L’équation z* — z +(1+1) = 0 admet dans C :

a. deux racines réelles ;  b. deux racines complexes;  c. une racine réelle.
2. Un argument de —sin®+icos® est :
T
a. —0; b.£+9; c. ——6.
2 2
3. On note A le point d’affixe 1 et B d’affixe — 2i. L’ensemble des points M

-1
z est :

d’affixe z # —21i tels que

z+2i
a. une droite ; b. une droite privée d’un point ;

c. un cercle ; d. un cercle privé d’un point.

4. L’ensemble des points M d’affixe z tels que z=1+2i+5® ou 6 décrit
R est:

a. une droite passant par les points d’affixe 1+ 2i et 59 ;

b. un cercle de centre A(l + 2i) ; c. un cercle de centre A(—l - 2i).
T _1aib
5.S510€|0;2xr|\ {—+¢, alors — est égal a :
0320 {7 hators 112 et
,. _C0s6 : , _sSin® : . 1511'19 '
1—-sin® 1—sin® 1—-sin6
22| | *%* | 40 min | »Pp. 267 |
2n
Onpose a=¢>5. 2
T
Partie A. Valeur exacte de cos?
1 1 2
1. Démontrer que —| a+— |= cos—n.
2 a 5 :
2. Démontrer que @° —1=0 et que a* = —=a.
a

3. Démontrer que a* +a* +a* +a+1= 0(1).

1
4. On pose Z = a+—, démontrer que Z> + Z —1= 0(2).
¢ —1++5

2n :
5. Démontrer alors que la valeur exacte de COS? est , puis déter-

. . 2n
miner celle de sin—.

Partie B. Construction d’un pentagone régulier
On considere les points A, B, C, D, E d’affixe respectivement 1,a,a?,a>,a".
Soit H le point d’intersection de la droite (BE) avec 1’axe des abscisses.
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1. Démontrer que I’affixe de H est COSE.

2. On considere le cercle de centre Q d’affixe 1 passant par le point J

d’affixe i. Ce cercle coupe 1’axe des abscisses en deux points M et N (M sera
le point d’abscisse positive).

a. Démontrer que ’affixe de M vaut a + a* et en déduire que H est le milieu
de [OM]

b. Démontrer que I’affixe de N vaut a® + a® et en déduire que le milieu de
[CD] est le milieu de [ON].

3. En déduire une construction du pentagone régulier dont on connait le centre
O et le sommet A.

CONTROLE

EX] auestion pe cours | % [ 15 min | »p. 269 |

1. On rappelle que pour tout z # 0, arg(z)= (Z ; O—M), ou M est le point du
plan complexe d’affixe z.

Démontrer que pour tous points A, B, C, D (d’affixes respectivement
Za,Z.Zc,2Zp)telsque A#=B et C£D:

Zp ~ Zc

(E;@))zarg( )+2kn,keZ.

Zg T2y
2. Application : Déterminer la position relative des droites (AB) et (CD)
telles que z, =14+4i; z; =2+7i; zo = -3+3i1; z, =6.

FONCTIONS HOMOGRAPHIQUES : IMAGE DE
DROITES, CERCLES, LIEUX GEOMETRIQUES | *** | 40 min | »p. 270|

Soit f* I’application de C \{1} dans C qui, a tout z # 1, associe :
1(2)= z+2i .
z—1
On note A, M et M’ les points d’affixe respectives 1, z et £(z).
1. Déterminer I’ensemble des points M tels que f(z) soit réel.
2. Déterminer 1’ensemble des points M tels que f(z) soit imaginaire pur.

3. a. Résoudre dans C\ {1} I’équation f(z)=0. i
b. Déterminer 1’ensemble des points M tels que arg ( f (z)) =—+kn, keZ.

4. Déterminer 1’ensemble des points M tels que | f (z)| =1.
5. a. Démontrer que |f(z) — 1| X |z — 1| =45.
b. Déterminer 1’image par f'du cercle (‘6) de centre A et de rayon R (R > 0).
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CORRIGES

lLoa z+z,=1-5i+2+3i

Zl+z2 =3_2i
b. 7, X z, = (1= 5i)(2+3i) = 2+ 3i—10i - 15 = 2~ 7i =15 x(~1)
zlxz2 =17-7i

. ﬂ:(l—Si)x 1 .:(1—5i)><(2_31):(1_51)(2_31):_13_131
7 2431 22 +32 22 +32 13
4o -
ks)

d. z® = (1-5i)>(1=5i) = (1 = 10i + 25i% )(1 - 5i) = (=24 — 10i)(1 - 5i)
= 24 +120i —10i + 502
3 =-74+110i.

2. (3+2i)z+5i-3=T—i (3+2i)z=10—6i e 7= 1061 _ (10603 =20)
3+2i 32422
18- 38i

3+2i)z+5i-3=T-iz=
( )z z 13

‘ Une telle équation est une équation du premier degré, donc il s'agit d'isoler z
comme on le ferait dans IR, mais il faut éliminer i du dénominateur avant de conclure.

El 1. Pour placer A, B, C et D, il suffit de savoir que la partie réelle est I’abscisse
du point, et que la partie imaginaire est son ordonnée.
Pour placer E précisément, on remarque que :

2 V2 3n), .. (3¢ i

zg =——+i—=cos| — |+isin| — [=¢e 4.
2 2 4 4

Le module de z;; est égal a 1, donc E est sur le cercle de centre O et de rayon 1, et

, , . 3m
I’argument de z; est égal a ”y :

(Z ;O—E)) = %t + 2kr, k € Z, ce qui permet de placer E.

y
o A
E
4

+ h #C
2 - 2 3 4 x

— .B

-2 4>D
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- z1=1—51.
3. AP=2AB+AC S z, —z, =2(z5 — 25 )+ 2c — 2, =225 + 2. — 32z,
S zp=2zp+2, -2z, =4-2i+4-6-3i
& zp =2-5i
3E)=B‘C:)<:>3(ZQ—ZB)=ZC—ZB
& 3z =zc —2zp+3z5 =z + 223

- _4+4—21@z _8-2i
? 3 e 3

1.2 =-1, * = ’xi=—1i, i* ={’xi =1.
2.Sin=4p,alors i"=(i*)" =17 =1.
Sin=4p+1, alors i" = i*” Xi=1i.
Sin=4p+2,alors i* = i* x i? = —1.

Si n=4p+3, alors i” =—i.

3. 2012 =4x503, donc i*2 =1.
2013=4x%x503+1, donc i*B =i.

1. B+D)2i~10)3-)(5+1) = G+ (=25 - DB +1) (5-1)
=-2|3+i/’|5-i] e R.

3.0n pose z=a+1ib, ou a, b € R.

2 —

= . . a*-b*=a a*-b*=a a’*=a
2=z (a*>-b*)+2aib=a-ib&s S
2ab=-b bQRa+1)= 0 b=0

22 a=-L |g=_1

L T4 SR a=0 a=1 B 2 )
z-=Z ou ou o

ou 1 b=0"" |b=0 f 5
=" b= b=

Les nombres complexes dont le carré est égal au conjugué sont :

1 1
0;1; ——+i£ et ———iﬁ.
2 2 2 2
1. Il faut tester si pxk <n pour k=0, 1, 2, etc... et arréter la boucle des
que pXxk > n. Soit K la plus grande valeur telle que p Xk < n, r est alors égal a

n—pxk.
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Ce qui donne :

- Nombres a déclarer : n, p, r, k.

- Valeurs a donner au début de I’algorithme : # et p.

- Initialiser £ a 0.

- Boucle : Tant que p X k < n, affecter la valeur k£ +1 a k (la boucle s’arréte lorsque
pXk>n).

- Le reste est alors : r =n— px(k—1).

‘ Il faut revenir au rang k —1, car, au dernier rang k, p x k dépasse n.

2. Dans le cas de 1", on doit chercher si n =4k ou 4k+1 ou 4k+2 ou 4k+3,
donc on fait en fait la division euclidienne de n par 4. Comme p = 4, on peut rem-
placer p par 4 dans la boucle et dans 7, et ne pas demander la valeur de p au début.
On compléte I’algorithme précédent avec un test sur 7 :

- Si =0, alors on affiche le résultat : « 1" vaut 1 »

- Si r =1, alors on affiche le résultat : « 1" vaut i »

- Si =2, alors on affiche le résultat : « i” vaut —1 »

- Si r =3, alors on affiche le résultat : « i” vaut —1i »

El a. z; 1+1 a pour module V1> +12 = V2,

, L i V2 2
donc 1+1:\/5(E+$):\/§(7+17)

cos 0, =
\ T
d’ou , donc 0, = i est un argument de z;.

sin 0, =

SN

D’ou Pécriture exponentielle z, =+/2 e+.
. . I .
b. z, 2 —2i3a pour module V4 +12 =4, donc 2 —2i3 = 4(5—1§J
1

cos 0, = —
d’ou , S0it 0, = —g est un argument de z,.

sin@, = ——

2

in

Ainsi z, =4de 3.

C. z; —ﬁ+§i a pour module ,/2+2=3, donc _3\/§+§i=3 —£+l
2 2 4 4 2 2 2 2
3

CoS 0; = ——— 51 sin
d’ou , S0it 0; = — est un argument de z; et z; =3e 6 .
6

sin 0, = 5
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d. Le module de z, est \/(cos 0)*> +(—sin 0)> = \/(cosz 06+sin?6 =1.
z, =co0s0—1isind = cos(—0) +i sin(—0) = e~® et un argument de z, est 6,=—06.

e. Le module de z; est 1 et z; = —cos0O+1 sin 6 = cos(n —0) + i sin(r — 0)

75 =€ et 0, =1 -0.
f. |zg] =|-3|x[e®|=3x1=3 et z, = —3e = (—1)x3e® = ™ x3e®* = 3ei*+9),
Un argument de z, est @+ 6.

1. z224+2z+3=0

A = -8, donc les solutions de 1’équation sont :

#=—l+ix/§ et 2_'*/§=—1—iﬁ.

2
2.a.z2’=—z-1224+z+1=0
A = -3, donc les solutions de 1’équation sont :

-1+i3 . -1-iv3 -
> =jet > =]

b. j est solution de I’équation z? = —z —1, ce qui signifie que j> = —j—1.
Dou j =—j —j=—(-j—1)—j, soit j* =1.

3 = -
D’autre part, j2 =J_=1.=i=l2=%, soit j2 = j.

S VI
c. Soit A le point d’affixe j et B d’affixe j>

LY (Y T
OA=|j = (E) +[7J =1let OB=|_]2|=|_]|=1;

AB=|j- | =|i-|=[iv3]= V3.

Donc OAB est isocele en O.

1. ABCD est un parallélogramme < AB=DC & iy = Hp B Fg = Hiye

Zy -z, :(—%iJ—(2+3i\/§): —2+i(—3f—?);

Zo—zp = (—4—3i\/§)—[—2+§i)= —2+i[ V3 —3\6}

3
Ainsi, ABCD est bien un parallélogramme.
Vi3,
e a2V —1+i£
2. Zp —Zg _ _ 3 3

Zo—z, ~4-3iV3-(2+31V3)  —6-6i3 - 3-3i3
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3 :
(_1+13J(—3+31\/§)_ 3-3iV3-iB4+iVE 43 43, 3.

= - = 1,

(3-313)(-3+3i3) 9-9i3+9iVB+0V3 9+27 36 9

. . . Zp —Z T \ g
qui est un imaginaire pur. Donc arg( St ) = ) +2kn, k € Z, ¢’est-a-dire
Zg =2y

que les segments [AC] et [BD] sont perpendiculaires : le parallélogramme
ABCD est donc un losange.

{izl—322=—2+7i lel(—2+7i+3zz)
@ 1. & 1

(20)z =12, ==3+20 (14 o)z iz, =—342i

z=2i+7 31z, z,=2i+7-3iz,

& N : . AT . : :
(1+2i)(2i+7-3iz,)—iz,==3+2i  |16i+3-3iz,+62,—iz, =-3+2i
1217 =3z, z,=21+7-3iz,

< : e . .
(—4i+6)z,=—6-14i ~ |(-2i+3)z,=-3-7i
2, =2i+7-3iz, o, - L0t

el 3271 (-3-7)(3+2) s-27ie B
zZ, = — : =4 = 5-271

3-2i  (3-2i)(3+2i) 13 5=
Done § = 10+111;5—271
13 13

2. a. Posons Z = z2, I’équation devient Z% +6Z+25=0. Notons Z, et Z, ses

solutions.
—6+8i . —6-8i
A=—64=—8, doh Z,=— L= 3+dietz, = =

Donc z* +6z>+25=0< z? =-3+4iou z> = -3—41.
Or (1+2i)2 =1-4+4i=-3+4i=Z donc les solutions de z*> =—-3+4i sont
1+2iet —(1+2i).

—_— —_— 2
3-4i=-3+4i=(1+2i) = (1+2i) =(1-2i)’ =Z, donc les solutions de
z? =—=3-4i sont 1-2i et —(1-2i).
Les solutions de I’équation z* +6z2 +25 =0 sont donc 1+2i, —1—2i, 1-2i
et —1+2i. 5 4
b. 4z% =52*+922 -5:+4=0 42> =52+ 9——+—=0(car z # 0)

—3-4i.

zZ Zz
1 1 1
<:>4(22+—)—5(Z+—J+9=0 avec Z? =z +2+—
z2 z z2
©4(22-2)-5Z+9=042>-5Z+1=0 (E).

5-3 1
=l —==.
8 4
Donc 4z* —523 + 922 —52+4=0c>(z+l=10u Z+l=i).
z z

+
A =9, donc les solutions de (E) sont Shi
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<:>zz+l=zouzz+1=§ & z2—z+1=0 ou zz—§+1=0

[ RN )
Y o N IO S ST S 1

Z=——""""""0uz

3 2 2 2
=1—H\/§ ouzz—l_l\/5 ouz:HI\/a ouz=1_1 63
3 2 8 8
g JIHIV3 1203 1+iv63 1-i63
27 2 8 7 8 |
11 i i, . :
1.7=7><?=I=—1, donc I’assertion est vraie.
i
eie+1 eie+1 e—ie_l eie—ie_eie+e—i9_1
2. 61 aio_ 2 01 . 2
=1 @Y=l e 1 |ene_1|
1—(cose+isin6)+(cos(—9)+isin(—9))—1 —2isin(0)
- (cose - 1)2 +sin? 0 - (cose - 1)2 +sin?e

qui est imaginaire pur, donc ’assertion est fausse.
2
3a.a =(\/2+\E +i\/2—\/5) =2+2+2i,(2-2)(2++2) - (2-12)
=22 +2iv/2. Donc Passertion est fausse. -
( V2 2 ] .

b. D’apres la question précédente, a® = W2 +2i2=4] 5422 ®%
donc :

o |a?|=4, dou |a|=

o arg(a®)= g+2kﬂt, k € Z, soit 2arg(a) = §+2kn, keZ,

£l

donc arg(a)= g+ kn, k € 7, ¢’est-a-dire :
arg(a) = %+2kn, keZ ou arg(a)= §+n+2kﬂ:, keZ.
Re(a) 2++2

Mais Re (a) > O, donc arg(a) = g+2kﬁ, kel et COS% = |a| =] 2

Donc Iassertion est vraie.
4. z—z = Re(z)+iIm(z)—(Re(z)—iIm(z)) = 2iIm(z).
Donc I’assertion est fausse.

1. arg(z)=§+zkn, keZ@(Z;oT\’/[):gukn, keZ

L’ensemble cherché est la demi-droite d’origine O passant par le point

d’affixe e 4 .
2. arg(z—1+2i):%+2kn, keZ@(Z;m):g+2kn,keZ, avec A le

point d’affixe 1 — 2i.
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Vi 2+\/§_3_i

Deplus, z, +e6 =1-2i+—+—=
p A > >

L’ensemble cherché est la demi-droite | AB) ot A (1-2i) et B(

2+V3 3i
. 2 2)
3. argi:£+m, k eZ.
z=3+21 2 )
. . z—=5+1 — —
Posons A (3-21i) et B(5—1). Alors arg———— = (AM ; BM).
z—34+21
argizz—i-kn, keZ@(AT/I ;W):£+kn, k eZ.
z=3+21 2 2
L’ensemble cherché est le cercle de diamétre [AB] privé des points A et B.
4, arg(z) = arg(z)+2k7t, keZ : 1l faut que z # 0 pour pouvoir considérer son
argument. B
Alors z=re®,our>0et0eR, donc z=re®et:
arg(z):arg(g)+2kn, keZ < 0=-0+2kn, ke Z & 20 =2kn,keZ
< 0=0+kn, keZ.

L’ensemble cherché est I’axe des abscisses privé de O.
5. arg (z) = arg(—z) + 2k, k e Z.
II faut que z # 0, donc on écrit z=re® ot 7 >0 et 6 € R.
Donc —z = —rei® =ei*xre® = rei®™ (car —1 =ei%).
arg(z)=arg(—z)+2kn, ke Z © 0=0+n+2kn, keZ
& n=0+2kn, k €Z, ce qui est absurde.
Donc ’ensemble cherché est vide !
6. |z—2i|=5. Soit Q le point daffixe 2i, |z—2i| =5 < QM =5.
L’ensemble cherché est le cercle de centre | et de rayon 5.
7. |z=2i|=]z-1-i|.
Soit A le point d’affixe 2i et B le point d’affixe 1 +1,

|z-2i|=|z-1-i| & AM = BM.
L’ensemble cherché est la médiatrice du segment [AB].
8. z+z= |Z|2 .
Posons z=x+iy ou x, yeR,
z+;=|z|2 S2x=x*+y’ox?-2x+y*=0
S x?-2x+1-1+y* =0 (x—1)* +y* =1.
L’ensemble cherché est le cercle de centre (2(1) et de rayon 1.

12| Soit a = V2+13 +i‘/2"*6.
:

2

, 2433 2-3 .(2+‘/§)(2_‘/§) £+-£_£+i
s 4 =2 8 2 5
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2. On reconnait que a? = g+% = e%. Donc |a2| =1let arg(a?)=
3. ¢ |a?| =1, donc || =1.
arg (az) = g+ 2kr, k € 7, c’est-a-dire 2arg(a) = g+ 2kn, k € 7.

Donc arg(a)= %+ kr, k € 7, ¢’est-a-dire :
arg(a)=%+2kn, keZ ou arg(a)=%+1t+2kn, keZ.

Mais Re(a)> 0, donc arg(a) = % +2kn, ke Z.

Re(a) V2+V3 . = _Im(a) y2-43

= etsm—=———=
|a| 2 12 |4 2

11n n T RN A e LT
® COS—— =COS| T—— |=—coS| — |etsin— =sin| T—— =sm—,dou:
12 12 12 12 12 12

n_2+V3om V2-43
2 2

Donc cosl =
12

C _—_—— _—_——

12 12

osll—n———z-'-\/3 ; sinll—n——z_\/3

12 2

12 2

1. Les triangles cités doivent donc étre rectangles isoceles indirects en
M, N, PetQ.
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2. o Affixes des points M, N, P et Q

—2+2i-
R Y pour module 1 (car MA = MB) et pour argument
===,
2+2imz, .
L 42k, keZ, dot ——— M =i dop ;
2 2_2i-z,
—242i—zy =2i+2-izy & (-l1+i)zy =-4i+4 & 7y =—4.
b, 2 2R o 2y (1-i) = -1-2i & gy =—1-3i;
—21—1Z
—2i— . . .
de méme, 1. Z =i, d’ot z, (1-i)=1-6i,d’ou zPZZ——i;
44i-z, 2 2
4+i-z
de méme, ———2 =i d’ou ZQ(I—i)=6+3i,d’01‘1 zQ=§+2i.
—2+2i-z, 2 2
e Coordonnées de I, J, K et L
ZI:ZB+ZD:1_1; ZJ=ZA+ZC=—1;ZK=ZM+ZQ=—§+2i;
2 2 2 2 4 4

:ZN+ZP_5 11.

==——i

Z
. 2 4 4
= —( 9 11 — —( 9 11
o IK(zg —z),dou IK| ——+—i|et LI(z;, =z ), dou LI| ——+—1i|.
(5 =2) (4 4) (5-2) (4 4)
IK = LJ, donc IKJL est un parallélogramme.
a.|z|=z avec z=x+iyo x?+y?=x+iy

<:>{“x2+y2 =x<:>{Jx7=x<:>x est un réel positif et y =0, donc S = R*.
0=y y=0

b. |z|:z+; avec z=x+iy & (Jx?+y? =2

xox20et x2+)y?=4x2 o x>0et 3x2—)? =0

S x>0et (\/gx—y)(\/gx+y) =0 x>0et y= \/gx ouy= —\/gx.

Il s’agit donc des deux demi-droites d’abscisses positives et d’équations

y=\/§xety=—\/§x.

c. Y P =3 (car z+2 =2+7) & =3 (car |z|=|2|).

— 1
% ap =il
3

1. 1.
zZ——1 zZ——1
3 3

Posons C le point d’affixe z. = gi, alors =3 CM=3.

z+—1
3

L’ensemble cherché est le cercle de centre C et de rayon 3.
d. arg(-z) = §+2kn, keZ e n+targ(z)= §+2kn, keZ < arg(z)

:—%n+2kn, kelZ.
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L’ensemble cherché est la demi-droite [OD) privée du point O et ou D désigne
3in
le point d’affixe e 4 .

e. arg(2+i)=g+2kn, kel —arg(z—i)=g+2kn, keZ (carz+i=z—i
et arg(g) =—arg(z)) earg(z-i)= —g +2kn, k € Z. L’ensemble cherché est
la demi-droite [AF), prlvee du point A, ou A est le point d’affixe i, ou F désigne

le pomt d’affixe e 2 =—i, c’est-a-dire une partie de I’axe des ordonnées
O; v)~

1. En posant D(~1+61) et C(2+6i), AB (3) et DC (3), donc AB = DC,
donc ABCD est un parallélogramme.

AB J3i — 3i) =
De plus, —=—=1 et (AB ; AD) = — |=—+kn,keZ.
e plus, AD_ 3 et ( ; ) arg(3) 5 km,k €

Donc ABCD est un carré.
2. Notons D’ I’intersection de (AB) et (OD). .
a. D’ e (OD) donc il existe un réel k tel que OD’ = kOD donc :

2y = kzyy = —k +6ki.

1
Comme D’ €(AB), Im(z, ) =3, soit 6k =3 et k = > Donc D'(—%+3i).

b. h(O)=g=O, done h(0)=0.

1-'-61=—l+3i=zD/,donc h(D)=D".
2 2
e a’[-L43i), B[ 1430 et C’(1+3i).
2 2 2
3.
’ ’ 71
2

d. » Nature de ABCD : A'B’ (%) et D'C’ (%) De plus, AD _12]_ 1,

AB 3
2

h(D)=

3.
oS . =D 51 . T

et (A’B”; A’D’)=arg ER =arg(1)=5+2kn, (keZ).

Donc A’B’C’D’ est un carré.

o zzo =2 etz = 3, donc AC = % AB, donc C’ € [AB].

De méme, on montre que AD’ = é A—B), OA” = %07, OB’ = %@

D’e[AB], A’€[OA], B’ €[OB].

Le carré A’B’C’D’ est donc inscrit dans le triangle OAB.
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1. a. MB(———),MD(g

2 1 3

D’ou MB=MD =,/[—+—=— et BD =1.
4 4 2

2 iy 3P iy 2

b. M’ a pour affixe —z,, = — et ———=—=17,,.
P Mg 2 4 M

—) ; BD(i)

M’ est donc bien le milieu de [BD].

Bk (\f+;}<4
c. arg(ﬂ)=arg — =(@;@)+2k’n, k eZ.

V2-i N
N2 _Tlxa
4 2
_2
V2 +2i (\/5+21) 2+44iV2-4 _—1+i2V2_ 1 22
\/5_2i= 214 = 6 = 3 3 1——cose+1s1n6

D’ou cos(ﬁ)) = —% soit B/OT) =cos™! (—%) d’ou :

BOD = 109 degrés a 1 degré pres.
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2. a. Le triangle ABC est équilatéral, donc la médiane (MB) est aussi la hauteur de

. 1Y
ABC.Donc MBA estrectangleen M et MB? + MA? = AB?, soit MB? + (E) =12,

donc :
o 5
4 2

De méme dans le triangle équilatéral ACD :

MD =—.
2

b. OA +OC =OM +MA +OM + MC = 20—1\)/1, car M est le milieu de [AC] ;
OB +0D = OM’ + M'B + OM’+ M’D :20—M>', car M’ est le milieu de [BD].

Or O@i@)@tO—)D = 6, ’est-a-dire 20M +20M’ = 6,
d’ott OM +OM’ = 0. Donc O est le milieu du segment [MM’].

V3

c. MBD est un triangle de longueurs MD = MB = E et BD=1: il est donc

isométrique avec le triangle de la question 1., avec M” milieu de [BD] et O milieu

de [MM]. Donc BOD = 109° & 1° prés.

1.a’=-2a+2i=-2(2i)+2i et b’ = —2b+2i=—2(3+2i)+2i soit :
a’'=-2ieth =—6-2i.

2.0npose z=x+iy, ol x,y € R. Si M(z) € A, alors y =-2

et z/ = =2(x+2i)+2i=-2x-2i, dou Im(z’)=-2 et M’ € A.

3.2+ 21 = |2z + i = |2 (z - 2i) = 2z - 2i] = 2]z -2i

M, AM’ =2AM, donc M’ appartient au cercle de centre A et de rayon 2AM.

4.a.z4+2i=z-2z, = z;3;.

Or (u ; AM) = arg (zz )+ 2km = arg (z + 2i) + 2kn = 0 + 2k, k € Z.

= 2|z+2i|. Pour tout

0 est donc une mesure de I’angle (Z ;KIVI).

b. Posons z=x+1iy, ou x,y e R.

(z+2i)(2" +2i) = (z+2i)(-2z+4i) = 2|2 +4iz-4iz-8
==2(x2+*)-8+4i(2iy)=-2(x>+?)-8-8y.

‘ On ne peut pas déterminer le signe de cette expression car y peut étre positif ou
négatif.

(z+2i)(z’ +2i) = 2x2 -2()2 + 4y +4) = —2x2 —2(y+2)’ <0.

Donc, pour tout z, (z+2i)(z’+2i) est un réel négatif ou nul.
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c. Les égalités suivantes sont valables modulo 2m, c’est-a-dire a 2k= pres, k € Z :
arg((z+2i)(z’+2i))=n (d’aprés b.)

Or arg((z+2i)(z’+2i)) =arg(z+2i)+arg(z’+21) = 0 +arg(z’ +2i).

Donc arg (z" +2i) =n—0+2kn, k € Z.

d. (u; AM)=0+2kn, ke Z et (u;AM’)=n—0+2k'r, k' € Z.

De plus, A est sur ’axe des ordonnées.

Les demi-droites [AM ) et [AM’) sont donc symétriques par rapport a
I’axe (Oy).

‘ On pourra s'aider d'un dessin pour déterminer la position relative des demi-droites.

5. Apres avoir construit le symétrique de M par rapport a I’axe (Oy) (notons-le
M”), il faut tracer la droite (AM”) et construire au compas le symétrique de A par
rapport a M” : ¢’est le point M.

L P@)=a(z-2)(z—2).
2. a. P(z) = a(z—zl)(z—zz) = az? +(—az1 —azz)z+azlzz.
Par identification des termes de méme degré, —a(z, +z,)=b, d’ou:

b ) c
% % =—; etaz,z, =c, d’ou 7, X g, =;.

b. e (1+i)2—(4+3i)(1+i)+1+5i=2i—1—7i+1+5i=0, donc z, =1+1 est
solution de I’équation z* — (4+3i)z+1+5i=0.

Alors z, = b z; =4+3i—(1+1) =3+2i est également solution de I’équation
a

22— (4+3i)z+1+5i=0.

o i2—(1-6i)i+7+i=-1-i-6+7+i=0, donc z, =i est solution de (E).

Alors z, = b z; =1-6i—1=1-"7i est Pautre solution de (E).
a
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{214.22:5 {zzzS—zl {zzzS—zl
3.a. =3 =

Xz, =P |zx(S-z)=P |z>-S7+P=0
, S —(-S)
& z; est solution de I’équation z> —Sz+ P =0 et z; +z, = S0 S
< z, et z, sont solutions de ’équation z> — Sz + P =0.
« 8
ZyXZy =——
. 2 8
b. e 21 & z, et z,sont solutions de z> + —z——=0
2 21 21
Zi+z, =——
21

& z, et z, sont solutions de (E) : 21z2+2z7—-8=0.

12 14
Or les solutions de (E) sont 5 et o (on les obtient en calculant A = 676 = 262,

puis les racines du trindme). 2 14 14 12
Donc les solutions du systéme sont les couples | —;—— et | ——; —|.
21 21 21 21

1 1 1 %, F 2 1

S =~ — == Z -7y ==
°Jz z 54 zz, 5o

212, =110
z, Xz, =10 2z, =10

& z, et z, sont solutions de (F) z2+2z+10=0.
Or les solutions de (F) sont —1+6i et —1—6i (car A =-36=(61)")
Donc les solutions du systéme sont les couples :

(—1+6i;-1-6i)et(—1-6i;—-1+6i).
1. Soit z une solution de (E;), z s’écrivant sous forme trigonométrique
z=pe® avec p>0ectOeR.
De I’égalité z* = p? e'*® =1, on déduit que (p* =1et 36 =0+ 2kn, k€ Z),

2kn
d’ou (p=letb= 0+T’ keZ).
i2n idm

Les solutions de (E;) sont donc 1, e 3 ete 3 .
2. a. Soit z une solution de (E,,), z §’écrivant sous forme trigonométrique z = pe®,
avec p>0etdeRR.
De I’égalitéz" = p”e'® =1, on déduit que p"=1etnd0=0+2kn, keZ, dou

2
pzlet6:0+—kn, keZ.
n
i2kn
Les solutions de (E,) sont donc les e » , k variantde 0 & n—1.
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b. Dans ce qui suit, £ désigne un entier compris entre 1 et n (on posera A ,,; = A)).
Démontrons que tous les triangles OA,A,,, sont isoceles en O, de méme angle
principal.

i2kn i2(k+1)m
OA,=le " [=1,0A,,, = » |[=1;
i2(k+1)m
— — e n i2n 21
et (OA,;0A, ) =arg| —— |=arg|e " [= —[Zn].
n
e n

Les points A, sont disposés régulierement sur le cercle de centre O et de rayon 1.
Le polygone A A,;... A, est donc régulier.

‘ On aurait également obtenu ce résultat en démontrant que, pour tout k,

i2n
[(TAk : (ﬁ\m]zzl et A,A.,=len -1 [valeur indépendante de k). Le polygone A
n

A,..A, a alors tous ses cotés de méme longueur et tous ses angles au centre de
méme mesure.

ion iam idn i
3. Les solutions de (E,) sont e 4 ,e 4 ,e 4 et e 4 soit1,i,—1 et —i.

i0m i2m idm i6m i8m

Les solutions de (Ej)sonte s, e5, e5, e5 et e 5 .
1. (a+b)" = (a+b) x(a+b)
=(a®+2ab+b*)(a* +2ab+b?)
(a+b)" =a* +4a’b+6a’h? +4ab* +b*.

elf+e® e te® 2Re(e?)

somoet 2 5 = Re(e) = cos(8) ;
P_ei® e —e® 2ilm(e® ,
(] e = € _e = ( ) = Im(ele) — Sin(e) )
21 21 21
04 o-i6 4
3. a. cos* () = (l)
2
= E(6146_;’_ 4e139 e—16+66120 C_Zle+4ele e“39+e—‘49)
1, | .
= E(6149_,_ e 40 4ei20 4e_2.9+6eo)

1
= E(Z cos(46)+8cos(26)+ 6)

cost (6) = c0s£4e) N c0s§29) +§.
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b. Pour tout x réel, cos* (x) = cosé 3, + cosg 3, +%,

sin(4x)” = 4cos(4x) et (sin(2x))’ = 2cos(2x), donc une primitive de cos’

sin(4x) . sin(2x) . 3_x
32 4 8

est donc la fonction : x —

. ev—e ) 1 o 6 e 6 26 6 %0 . 6
4. sin*(0) = i =E(e14 —4ei0 e 104 6ei20 20— 4ei0 eI 4 gmi40)
i

ity . . . 1
= E(e‘4°+ e 40— 4ei 47104 6) = E(Z cos (40) —8cos (26)+6)

sin (6) = cos(46) _ cos (29) +§.
8 2 8
Pour tout x réel, sin* (x) _ (4x) _o8 (Zx) + 3

8 2 8
sin (4x) sin (Zx) N 3x
32 4 8’
1. i est une racine évidente de I’équation z> —z+(1+i) = (z—i)(z +i-1).

Une primitive de sin* est donc la fonction : x —

L autre racine est donc 1—i car P =ix(1—i)=i+1.
Réponse b.

4 On ne peut calculer A que si le polynome a des coefficients réels.

T . . b
pA COS(9+E) = —sino et sm(9+5) = cos®6.

Réponse b.
3. Z_l,eR@arg( = .)=0+kn, keZ < (BM ;AM;)=0+kn, keZ
z+21 z+21

S Me (AB), mais z,, # —21 = zz, donc M ne peut étre confondu avec B.

Réponse b.
4.z=1+2i+5¢°,0eR & z—(1+2i)=5¢°,0 e R & |z — (1+2i) =5 AM =5.
& M(z) appartient au cercle de centre A (1+2i) et de rayon 5.

Réponse b.

5 1-ie® 1+sin6—icos®
T oeif—j cos@+i(sin6—1)

(1+sine—icose)(cos9+i(1—sin9))

c0s?0+sin*0—2sin6+1

_ €0s6+c0sBXsin®+i—isin’ @ —icos® 6+ cos®—cosOsin@
c0s?0+sin’0—2sin6+1

266
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cos?0+sin’0=1,d’ou :
1—iei® _Zcos6+i(1—sin26—cosze)_ cos®
eif—q 2(1-sino) " 1-sin6’

Réponse a.

‘ On peut aussi tester les réponses proposées avec 6 =0 : on voit alors que seule la
réponse a. ne donne pas 0.

2im
Izl Onpose a=¢e 5 .
Partie A
1 1 2= _Ju 1 2n . . 2m 27 .. 2n
I.—|a+—|=—=|e5 +e 5 |=—| cos—+isin—+cos| —— |+isin| ——
2 a 2 2 5 5 5 5

1 2r 2n
=—X2Cc0S— = cOS—.
2 5 5

. -2
2.a°—-1=¢e*"—1=0cet S?E=Tn+2n, donc :

D - 2n) . . 2n 2 . . 2m -
a’'=—=¢ 5 =CoS| —— |+1siIn| —— [=CcoS——1SIn—=4a
5 5 5 5

a
5 _
at+d+a+a+l=2 0 =0.
a-1 a-1
2
4. ZZ+Z—1=(a+l) +a+l—1=a2+2a><l+L+a+l—1
a a a a a

_at+2a’+l+ad+a-a’
- 2

a

4 3 2

at*+a’+a*+a+1 0

= =—=0(cara#0).
2 612

a

5. cos2—n=lZ etZ>+7Z-1=0.
5 2

A =5, les solutions Z, et Z, de I’équation 72 + 7 —1=( sont donc Z, =

—1+\/§
2
—1-+5

et Z, = 5
Or, comme () < 2_n < E, COSZ_Tt > (. Z, ¢tant négatif et Z, positif,
5 5
o 2n 1 . 2n —1++5
nécessairement cos — = — Z;, soit cos — = 3
5 2 5 4

2 2 -2 10+2 2 \V10+2
sin—n=1f1—cos2—n=\/l—6 \/§=\/O+ \/g,soitsin—n=M.

5 5 16 16 5 4
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Partie B.

y
%B
C
A
1 ol 'H X
D
\E

1. a* = a, donc Re(a*) = Re(a), donc (BE) est paralléle a I’axe (Oy).

(BE) a pour équation y = Re(a*)=Re(a)= cosz?n.

Donc H a pour affixe z,; = coszgn.

2.a. QM = \/; = g Comme Q et M appartiennent a I’axe des abscisses :
J5 = 1475 =2c0s2—n=a+c_z=a+a4 S =Z—M=M,

2 2 5 2 2
donc H est le milieu de [OM].

Iy = Zg Tt

5 . .
b. De méme, QN = = Comme € et N appartiennent a I’axe des abscisses :

B —1-45

Zy=Zg——= .

2 2

Montrons que a*> +a’ =z :

4in 6im 4in _4in

a?+a’=e5 +e5 =e5 +e 5
= 2008(4?“)2 2(200522?“—1)(005(%1): 2 cos? a—l)
_46=25  3-V5 4 _-1-\5

16 2 2 2

. Donc I’affixe de N vaut a? +a?.

a’+a’

Le mileu de [ON] a donc pour affixe , de méme que celui de [CD].
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3. Construisons le cercle trigonométrique et plagons les points A(1), J(i) et

g(_l).

2

OA = |a| =1= 0B = 0OC = OE, donc les points sont sur le cercle € de centre O et
de rayon 1.

Tragons le cercle de centre Q passant par J. On obtient les points M et N, intersec-
tions de 6, avec la droite (OA) et tels que z,, > 0.

Construisons au compas la médiatrice d, de [OM] et celle d, de [ON].
B et E sont les points d’intersection de d, avec C, avec Im(zB) > 0.

C et D sont les points d’intersection de d, avec C, avec Im (ZC) > 0.

I1 ne reste plus qu’a relier les points A, B, C, D et E pour obtenir le pentagone
ABCDE.

1. Soit M et N les points du plan vérifiant respectivement :
OM = AB et ON = CD.

Alors zy = zy —z, et zy = zp — 2¢,

et (u; AB) = arg(z, — z, ); (u ;CD) = arg(z, — z).

(ﬁ ; CTj) = (ﬂ ; CT)B—(Z ; E) = arg(zD —zc)—arg(zB —zA).

Donc (Kﬁ g Eﬁ) = argu+2kn, keZ.
g~ 2

2. (AB;CD) = arg(?—_jl) o (w) - arg(MJ
+31

12 +32 10
. T
=arg(-3i) = —E[Zn].
Les droites (AB) et (CD) sont donc orthogonales.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

Nombres complexes

269



1.0npose z=x+iy ou x, ye R.

f(z)_z+21_(Z"'Zi)(;_l)_x2+y2+2y—x+i(2x—y—2)

1T EEETE
2x—y—-2=0

z)JeR& .

/(2) {(x;y);t(l;O)

L’ensemble cherché est donc la droite d’équation y =2x—2 privé du point A.

o o X+ +2y—-x=0
2. f(z) est imaginaire pur équivaut a
(x;»)#(1;0)
1Y 2 5
c’est-a-dire (x_E) 1) = 4
(x ; y) = (1 ; O)

S
L’ensemble cherché est donc le cercle de centre Q(l ;—1) et de rayon —
privé de A. 2

3.a. f(z)=0<:>z=—2i.
b. Soit B(~2i), arg(f(z))= g+kn, keZ e (AM ; BM) = §+kn, keZ.
Finalement, I’ensemble cherché est le cercle de diameétre [AB] privé de A et B.

4.|f(z)|=1<:>

ZX2 ) oz 2if = |- 1f

{x2+(y+2)2 =()c—1)2+y2

(x:3)=(1:0)
4y+4=-2x+1

@{<x;y>¢o;o>

L’ensemble cherché est donc la droite d’équation y = —% = %

‘ Autre méthode possible :

Z+ 7z

flzl =1 =1 BM=AM.
-1

La droite cherchée est la médiatrice de [AB].

5. 0. £ (2)~ x|z =1 = 22 x| -1 = 1+ 2i] = 5.
b. M(z)e<€<:>|z—l|:R<:>|f(z)—l|:g (car|f(z)_1|=|ﬁ1|]'
F—
L’image de € par f est donc le cercle de centre A et de rayon ﬁ
R

270
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Geometrie dans l'espace
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¥ DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

1. Régles fondamentales de géométrie dans l'espace

m Regle 1 : par trois points non alignés passe un plan et un seul.

m Régle 2 : si A et B sont deux points distincts d’un plan (P), alors la droite (AB)
est incluse dans le plan (P).

m Reégle 3 : tous les résultats de géométrie plane s’appliquent dans chaque plan
de I’espace.

2. Positions relatives de droites et de plans
m Propriété 1 : position relative de deux plans.
Deux plans distincts sont soit sécants en une droite, soit parall¢les (paralleles
disjoints ou confondus).
m Propriété 2 : position relative d’un plan et d’une droite.
soit sécants en un point ;
Une droite et un plan sont 4 Soit strictement parall€les (sans point commun).
soit contenus I'une dans 'autre.
m Propriété 3 : position relative de deux droites.
soit coplanaires et strictement paralléles
Deux droites distinctes sont 4 soit coplanaires et sécantes en un point.

soit non coplanaires

EXEMPLE : Soit ABCD un tétraédre. Les droites (AB) et (CD) sont ni sécantes,
ni paralleles : elles sont non coplanaires.

‘ Un plan peut donc étre défini par deux droites sécantes ou encore par deux droites
paralléles disjointes.

3. Orthogonalité

m Définition : Deux droites de I’espace sont dites orthogonales si leurs paralléles
passant par un méme point sont perpendiculaires.
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‘ En effet, ces paralléles sont sécantes donc coplanaires. Dans le plan qui les
contient, s'appliquent les résultats de la géométrie plane, et donc la notion de
droites perpendiculaires.

m Définition : Une droite est orthogonale a un plan si elle est orthogonale a
toutes les droites de ce plan.

o Théoréme : Si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan,
alors elle est orthogonale a ce plan.

o Conséquence : Si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan,
alors elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan.

Bi¥ GEOMETRIE VECTORIELLE

1. Caractérisation d'un plan par un point
et deux vecteurs non colinéaires
m Un point A de I’espace et deux vecteurs et v non colinéaires définissent un
plan (P).
m Le plan (P) est I’ensemble des points M de 1’espace pour lesquels il existe des
, — - —
réels o et B tels que AM =ou+pv.

2. Vecteurs coplanaires
. - - - . . . .
m Soient u, v et w trois vecteurs de 1’espace. Soit O un point quelconque de
. , . - 0 - = - =1
I’espace et A, B, C les points définis par u = OA, v =0OB et w = OC.
On dit que u, v et w sont coplanaires si, et seulement si, les points O, A, B et
C le sont.

‘ ® Deux vecteurs de 'espace sont toujours coplanaires.

® Trois vecteurs de l'espace sont coplanaires si, et seulement si, lun d’entre eux
peut s'écrire comme combinaison linéaire des deux autres.

3. Décomposition d'un vecteur en fonction
de trois vecteurs non coplanaires
. - — d . .
m Soient u, v et w trois vecteurs non coplanaires.
Alors tout vecteur de 1’espace s’écrit, de maniére unique, comme combinaison
linéaire de ﬁ, Vetw.
. - . . . . ,
Autrement dit, pour tout vecteur AB, il existe un unique triplet de réels (o ; B ; v)
—e - - —
telque AB=ou+Bv+yw.

4. Repérage dans l'espace
m Définition : Un repére de I’espace est la donnée d’un point O, origine du
repere, et un triplet (7 ; 7 ; Z) de vecteurs non coplanaires.
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m Théoréme : Pour tout point M plan, il existe un unique triplet de réels
— - - - . R

(x;y;z)telque OM=xi+y j+zk. Alors le point M, ainsi que le vecteur
O—M, ont pour coordonnées le triplet (x ; y ; z).
y | Xg— X,

e Le vecteur AB a pour coordonnées Vo=Vl

Zg—2Z,
® | es opérations sur les vecteurs de l'espace sont analogues a celles de géomé-
trie plane.

m Condition de colinéarité

’

X X
. - — , — - C, . .
Soient u| y|et v| y" | deux vecteurs non nuls. u et v sont colinéaires si, et

’ —
z 2 x'=kx
. . , - - N .
seulement si, il existe un réel k tel que v =k u c’est-a-dire tel que < y” = ky.

z'=kz
5. Représentation paramétrique d'une droite

m Propriété-définition (représentation paramétrique d’une droite)
Soit (d) la droite passant par A(xA s VA zA) et de vecteur directeur
u(a; b c). Soit M un point de I’espace.

Alors M e (d) AM et u sont colinéaires
xX=x, +ta
& il existe unréel 7 tel que 4y =y, +1b.
z=12z, tIc
xX=x,+ta
y=y, +tb, teR estun systtme d’équations paramétriques de (d).

7=23, t1tc
EiE] PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE

1. Vecteurs orthogonaux et repére orthonormé

m Définition : Soient u et v deux vecteurs de I’espace.

Soient AB et AC des représentants respectivement de u et de v.

Les vecteurs # et v sont dits orthogonaux si les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

Le repere de I’espace (O ;

.2
i:

3T %) est dit orthonormé si :

[71=171= el

il jetilket Lk
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2. Les différentes expressions du produit scalaire

= A Iaide de projections orthogonales

. 5 = - . .
Soient # et v deux vecteurs tels que u #0 et v’ le projeté orthogonal de v
sur ﬂ, alors :

- - - *)
U-v=u-vy

m Avec des angles
. - —
Soient u et v deux vecteurs non nuls. Alors :

u-v= ||ﬂ| X ||\_/)|| X COS (ZZ ; T/)).

u Dans un repére orthonormal
Dans I’espace muni du repére orthonormal (O ;

’

X X

.2
1

3T ?), le produit scalaire des

- - ,
vecteurs u | y | et v| y” |est:

’

z z
u-v=xx'+y +zz'

3. Propriétés
m Régles de calcul

. - - — .
Soient u, v et w trois vecteurs.

0-u=u-0 = 0;

- -5 o - e
o u-v=v-u (commutativite) ;

- = = - o5 5 S C e e
o u-(v+w)=u-v+u-w (associativité) ;

si ke R, alors u-(kv)=(ku)-v=hkx(uV).

E Vecteurs orthogonaux

e On convient que le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur du plan.
o Soient % et v deux vecteurs,

— — . Lo o

u et v sont orthogonaux si, et seulement si, #-v = 0.

® Norme et produit scalaire

m Définition : Pour tout vecteur # de I’espace :

- - 2
i = il
N

m Dans I’espace muni du repere orthonormal (O ;i ; j; ?) :

X
5
o lanorme du vecteur u | y | est:

z

||ﬁ||= X2+ 2+ 22
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e la distance entre deux points A et B est :

AB = ”E” = \/(XB = X))+ (Vg —ya) +(z5 — 2,0

4. Vecteur normal a un plan

m Définition : (P) un plan de ’espace défini par le point A et deux vecteurs non
colinéaires u et v. Soit 7 un vecteur non nul. On dit que le vecteur 7 est normal
au plan (P) si 7 est orthogonal & u et a v.

A Si 7 estunvecteur normal a (P), alors n est orthogonal & tout vecteur du plan (P).

m Propriété : Deux vecteurs normaux a un plan sont colinéaires.

m Soit A un point de 1’espace plan et 71 un vecteur non nul.

e L’ensemble des points M de I’espace tels que AM7 =0 est le plan passant
par A et de vecteur normal 7.

e Dans un repére orthonormal, le plan d’équation cartésienne
ax+by+cz+d=0,avec (a;b;c)#(0;0;0) apour vecteur normal le

a
5
vecteur n| b |.

[

SAVOIR-FAIRE

1. Orthogonalité d'une droite et d'un plan

EXEMPLE : On considere un cube ABCDEFGH. Démontrer que les droites
(AC) et (GC) sont perpendiculaires.

H G

11 faut prouver que 1’une des deux droites est orthogonale a un plan conte-
nant 1’autre, puis on en déduit qu’elle est orthogonale a toutes les droites
i de ce plan.
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‘ Voir le paragraphe I. 3. du cours.

DCGH et BCGF sont des faces carrées du cube, donc (GC) est perpendiculaire
aux arétes (DC) et (BC), qui sont deux droites sécantes du plan (ABC). Donc
(GC) est orthogonale au plan (ABC), et donc a toutes les droites de ce plan. En
particulier, (GC) est orthogonale a (AC), et comme elles sont sécantes en C, les
droites (GC) et (AC) sont coplanaires et perpendiculaires.

2. Position relative de deux plans définis
par leurs équations cartésiennes

EXEMPLE : On définit les plans :

(P)2x—3y+62=3, (Q)—§+%fz=1 et (R)4x —2y+z=10,

Déterminer :

e D'intersection des plans (P) et (Q) ;

e Dintersection des plans (P) et (R).

Regarder si les vecteurs normaux aux deux plans sont colinéaires entre eux.

e 1 cas. Si les vecteurs normaux sont colinéaires, alors les plans sont
paralleles. Regarder alors si leurs équations sont équivalentes. Si oui, les
plans sont confondus et (P) N (Q) = (P) Si non, les plans sont disjoints et

(P)n(0)=2.
2 -1/3

n,| =3 |etn,| 1/2 |sontcolinéaires (n, =—6n,), donc (P) et (Q) sont
6 -1

paralléles.

De plus, —§+%f z=1&2x-3y+6z=—6.

Les plans (P)2x—3y+6z=3 et (Q) 2x—3y+6z=—1 sont disjoints :
(P)n(Q)=2

e 2¢ cas. Si les vecteurs normaux ne sont pas colinéaires, alors les plans sont
sécants. Leur intersection est alors une droite, dont on va déterminer un sys-
téme d’équations paramétriques. Pour cela, on exprime les variables en fonc-
tion de z (ou de x ou de y), puis on pose =z ou t =Azavec A # 0.

2 4

n‘p) —3 | et 7, | =2 | ne sont pas colinéaires car on ne peut trouver de coeffi-
6 1

cient de proportionnalité & entre eux. Les plans (P) et (R) sont donc sécants.
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2x=3y+6z=3 - 2x=3+3y—6z
4x-2y+z=10 4x-2y+z=10

®

[ 3 3
2x=3-62z+3 =2 3742
<:>{ Y 2 ‘ 2y

(=4
23-6z+3y)-2y+z=10 4y=d+1lz

x=§—3z+—(1+—z) x=2z+3
2 8

trie dans Uespace

11 11
- =—z+1
y 1+4z Ly 4

4

4

eome

G

Posons t=£.
8 x=97+3

L’intersection de (P) et de (R) est la droite (d) :qy=22¢t+1,7eR.
7 =8¢

‘ Le systeme d'équations paramétriques obtenu nous donne un vecteur
directeur ¢ et un point A de (d). On peut vérifier que A appartient aux deux plans
et que U est orthogonal a leurs deux vecteurs normaux.

Ici A3 ; 1;0) appartient a (P) et a (R) puisque 2x3-3x1+6x0=3 et que
9
4x3-2x1+0="10. De plus, |22 | vérifie U-Tp:2><9—3><22+6><8:0 et

U-Mp=4x9-2x22+1x8=0.

3. Déterminer une équation cartésienne ou une
représentation paramétrique d’un plan

o 1 cas. On connait un point A du plan (P) et un vecteur normal 7 au plan.
EXEMPLES : Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par
A(1; =2 3) et de vecteur normal ;7(4 ;5;-6).
Soit M(x NN z) un point de I’espace.
Me(P)e AM Ln < AM 7 =0

S (x—1)x4+(y+2)x5+(z-3)x(-6)=0

S 4x+5y—62z+24=0.

Une équation cartésienne de (P) est 4x+5y—6z+24=0.
e 2¢cas. On connait un point A du plan (P) et deux vecteurs v et w de ce plan.

‘ Voir proprieté II-1.
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EXEMPLES : Déterminer une représentation paramétrique du plan (P)
caractérisé par le point A(S ;=1 O) et les vecteurs v (1 ;35— 2)
etv7(4 375 —1).
Soit M(x ; y ; z) un point de I’espace.
Me (P) < il existe deux réels o et B tels que AM = o VB W
x=5=ax1+Bx4
< il existe deux réels o et B tels que ¥ +1=3a+ 7B
z=-20-f
Une représentation paramétrique de (P) est :
x=o+4p+5
y=30+78-1, aeRet BeR.
z=—"20—-f

4. Intersection d’une droite (d) et d'un plan (P)
dans un repére orthogonal

Soit # un vecteur directeur de (d) et 7 un vecteur normal & (P). Regarder si
uet n sont orthogonaux. Si oui, (d) et (P) sont paralléles. Si non, (d) et (P)
sont sécants.

‘ Voir propriété 2 du |-2.
x=1+3¢

EXEMPLES : Déterminer I’intersection de la droite (d) (¥ =-3t ,teR

avec le plan (P) 2x— y+3z+10=0. z=5
3 2

Ici, u | -3 | dirige (d) et 7| —1 | est normal & (P).
0 3

u-n =3><2—3><(—l)+0><3 =90, donc (d) et (P) sont sécants et leur
intersection est un point.
M(x 3V z)e(d)m(P)
x=1+3¢
& il existe unréel rtel que y=-3¢ et 2x—y+3z+10=0
z=5

x=1+3¢
& il existe un réel 7 tel que § v =-3t et 2(1+3¢)—(-3t)+3x5+10=0
z=5
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x=1+3¢ .-
& il existe un réel ¢ tel que S y=-3¢ et ¢t = —?=—3
z=5

= M(—S ;9 5).
Donc (d) et (P) sont sécants en M(—8 595 5).
5. Position relative de deux droites

Soit (d) la droite passant par A et de vecteur directeur u, et (d’) la droite
passant par A’ et de vecteur directeur u

m 1 cas. u et u’ sont colinéaires. Alors (d)// (d’).

o Si Ae(d’),alors (d") et (d") sont confondues et (d) N (d")=(d).

o Si Ae(d’),alors (d") et (d”) sont disjointes et (d)n (d') =(.

M 2¢ cas. u et 1’ ne sont pas colinéaires. Alors (d) et (d”) sont soit sécantes
soit non coplanaires. Pour le savoir, on résout le systeme.

x=5+3t x=2t"-11
EXEMPLE: (d): 3y=2+t, teR et(d): y=10-2¢", t'eR
z=1-4¢ z=4+1
3 2
u| 1 |et u |-2| ne sont pas colinéaires car on ne peut trouver de réel k&
—4 1

tel que u” = kul.

Soit M(x sV z) un point de I’espace.
x=5+3r=2t"-11

Me(d)n(d')e{y=2+t=10-2¢,ou t et ¢’ sont des réels ;
z=1-4t=4+¢

x=5+3¢ 5+3t=2t"-11
Sqy=2+t et §2+t=10+2¢", outett sont des réels ;

z=1-4¢ 1-4t=4+¢
x=5+3t 5+438-21t)=2t"—-11

S<dy=2+t et t=8=-2t , outett’ sontdes réels ;
z=1+4¢ 1-48=2t)=4+¢
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(x=5+3¢ 40 =8¢’
y=2+t ety t=8-2t",outett sontdesréels;
z=1-4¢ 7t =35

(x=5+3t =5
y=2+1t et t=8-2x5=-2, outett’ sontdesréels;
z=1-4r |¢'=5

[x=5+3x(=2)=-1
y=2-2=0

z=1-4x(-2)=9

Donc (d) et (d’) sont sécantes au point M (-1 ; 0 ; 9) et(d) N (d’) ={M}.
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EXERCICES D'APPLICATION

. SECTION DE CUBE, TETRAEDRE

ET ORTHOGONALITE | *% | 30 min | »P. 291|
1. On consideére le cube ci-contre : ;H X
a. Soit M le point défini par : E } T
EM =2 EA.
4 1
Tracer la section du cube par le plan (MFD). /,«‘[’, """""""""" C
A B

‘ Les droites d'intersection d’'un plan
avec deux plans (faces) paralléles
sont paralleles entre elles.

b. Démontrer que la droite (AF) est orthogonale au plan (BEH).

M Chercher deux droites sécantes du plan (BEH) qui soient orthogonales a (AF)
(voir le savoir-faire 1). En déduire que (AF)_L(CE].

c. Soit N le milieu du segment [AB] et P le centre du carré BCGF. Tracer la
section du cube par le plan (ENP).

‘ Construire le point d'intersection de (EN) avec la droite (FB).

2. On considére le tétraedre ABCD représenté
ci-contre :

I est le milieu de [AB], J est le milieu de [AC], et
F vérifie CF =2 DF.

On veut tracer la section du tétracdre par le
plan (IJF).

On note (d) la droite d’intersection des plans
(UF) et (BCD).

a. Démontrer que (d) est parallele a (1J).

c

A commencer par démontrer que (1J) est parallele au plan (BCF), puis consulter
le paragraphe du cours « position relative de deux droites » et procéder par
élimination.

b. Terminer le dessin de la section du tétra¢dre par (IJF). Quelle est la nature du
quadrilatére ainsi obtenu ?
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IE3 £ouATiONS CARTESIENNES DE PLAN | % | 25 min | »p. 292 |

—

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O ; i ; 7 k).

1. Déterminer une équation cartésienne du plan :

a. (xOy) ;

b. (yOz) ;

c. (xOz).

2. Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB] ou

A(-3;2;8)et B(1;5;-2).

‘ Le plan médiateur d'un segment [AB] est constitué des points de l'espace équi-
distants de A et de B.

3. On considere le plan (P) caractérisé par le point A(3 ;—1; 2) et les vecteurs
5(2 ;1;—1)et v(=3;-1;3).

a. Vérifier que u et v ne sont pas colinéaires.

b. Soit M(x N z) un point de I’espace. A quelle condition M appartient-il
a(P)?

¢. Soit le vecteur w (4 ;—6; 2). Apres avoir montré que W est un vecteur
normal au plan (P), déterminer une €quation cartésienne de (P).

‘ Voir le savoir-faire 3.

SYSTEMES D’EQUATIONS PARAMETRIQUES
DES DROITES | * | 15 min | »p. 293|

1. Déterminer un systeme d’équations paramétriques de la droite :
x=0
o)1
y=0
‘Voir le savoir-faire 2.

2. Donner un systeme d’équations paramétriques de la droite (d) passant par
4

A(l 12 —3) et de vecteur directeur u | 2
-1
‘ Voir le cours, II. 5.

3. Donner un systéme d’équations paramétriques de la droite (d”) passant par les
points A(O 05 —7) et B(6 ;=2 1).
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COLINEARITE, ALIGNEMENT | % | 30 min | »p. 294 |

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O ; i ; 7 ; %). On considere le plan
caractérisé par le point A(4 12 —1) et les vecteurs 3(3 ;1 5) et
N

v(-2;-1;0).

1. Vérifier que les vecteurs et v sont pas colinéaires.

2. Les points P(5 12 4) et Q(O ;=1 10) appartiennent-ils au plan (P) ?

‘ Exprimer AP en fonction de U et v.

. 10 o . 3
3. Le point 8(7 ;=2 ?) appartient-il a la droite (PR) ou R(Z ; 3 ; 3) ?
4. Déterminer un systeéme d’équations paramétrique de la droite (PR).
‘ Voir le cours, II. 5.

5. Calculer les distances PQ et PR.
6. En déduire une valeur approchée a 107! prés de la mesure en degrés de 1’angle
QPR.

B rerire queLconauE | %% | 30 min | »p. 295 |

On consideére le tétraedre ci-dessous. L’espace C
est rapporté au repere (O ;15T K) :
1. Donner les coordonnées des points A, B et
C dans ce repere.

2. Soit H le centre de gravité du triangle
OAC : H vérifie la relation

HO +HA +HC =0.

Exprimer OH en fonction de OA et OC.
En déduire les coordonnées du point H.

3. On note M le milieu de [AC]. Vérifier que
O, H et M sont alignés.

4. Soit G le centre de gravité du tétracdre : G vérifie la relation
GO +GA +GB +GC=0.

Exprimer OG en fonction de ()—A, OB et OC.

En déduire les coordonnées du point G.

5. Vérifier que G appartient a la droite (BH).

‘ Comme le repere n’est pas orthonormé, on ne peut calculer ni produits scalaires
ni normes ou distances.
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I nTERSECTION DE DEUX PLANS | % | 20 min | »P. 296 |

Caractériser I’ensemble des points M(x A z) tels que :

1.{ZX—y+z=3» ) 2.{)6—3)/+7z=1

x+2y-z=1" ~Tx+21y—49z=-7 "

3 -x+3y+z=3
Nox—6y-2z=1"

‘ Voir le savoir-faire 2.

INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN PLAN | % | 25 min | »p. 297 |

Déterminer 1’intersection :
x=-1+3¢

1. de la droite (d) définie par { y=2—-5¢ , t € R avec le plan (P) d’équation
z=t1

cartésienne 3x —2y+5z—-1=0;

x=2+6¢
2. de la droite (d) définie par {y=3—¢ , t€ R avec le plan (P) d’équation
z=12

cartésienne x + 6y +3z-7=0;
3

3. de la droite (d) passant par A(l 32 3) et de vecteur directeur u | 2 | avec le

1 0
plan (P) caractérisé par la point O(O ;0 O) et les vecteurs v | 0 | et w3 |.
-1 0
‘ Voir le savoir-faire 4, et pour le 3. le cours, II. 5
B} rosiTions ReLATIVES DE DROITES | % | 20 min | »p. 299 |

-

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O; 7 ; / ; k).
Déterminer les positions relatives des droites suivantes :

x=-3+2¢ x:—5—1t
1.(D1) y=5-1t , teRet(Dz) y=6+5t, teR.
z=T+4t S22
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x=4+t
2.(Dy) et (Dy)qy=-6-3¢, teR.
z=21+2¢
[x=—1+3¢
3.(D) et (D,){y=2 , teR.
|z=T7-5¢
[x=3-3¢

4.(D,) et (D;) y=2+%t ou reR.

z=19-6t

‘ Voir le savoir-faire 5.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

IE] vraiou Faux 2 | %% | 20 min | »p. 301 |

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1. Deux droites de 1’espace sans point commun sont paralléles.

2. Deux droites paralleles a un méme plan sont paralléles entre elles.

3. Trois droites concourantes sont coplanaires.

4. Deux droites de 1’espace orthogonales a une méme troisiéme sont paralléles
entre elles.

5. La droite (AB) ou A(—l ;6 —1) et B(2 03 5) admet pour systeme
d’équations paramétriques :

x=1-1¢
y=4+t, teR.
z=3-2t

6. La droite d’intersection des plans d’équations 2x +4y —z—2=0 et
y —z+ 3 =0 admet pour systéme d’équations paramétriques :

1
X=——+3t
2

y:_2+2t> tER
z=1+2t
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SYSTEME LINEAIRE DE TROIS EQUATIONS
A TROIS INCONNUES | % | 30 min | »P. 301]

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O ; i 7 ; Z).
1. Résoudre les systémes suivants en vous aidant de leur interprétation
géométrique :

X ytz=0

) YTET x=2y+z=5
a9-3x+6y—z=1; b.qx+y+z=1;

x—2y+§=5 x=3y=>5

‘ Les plans, dont les équations cartésiennes composent le systeme, sont-ils
paralléles ?

2. Soient les points, A(l ;35 —l), B(3 ;6 —2) C(O 04 0).

a. Vérifier que les points A, B, C ne sont pas alignés.

b. Déterminer, en résolvant un systéme, quatre réels a, b, ¢, d tels que

(a, b, c) # (0, 0, O) et ax + by + cz+ d = 0, soit une équation cartésienne
du plan (ABC).

PRODUIT SCALAIRE ET RELATION DE CHASLES | %% | 15 min | »p. 303 |

1. Soit A, B, C et D quatre points distincts de I’espace. Démontrer que les droites
(AB) et (CD) sont orthogonales si, et seulement si : AC? + BD?* = AD? + BC2.

‘ On pourra, par exemple, exprimer AC?—AD?, ainsi que BC?-BD? sous forme de
produits scalaires.

2. On considere un tétracdre ABCD tel que (AB) est orthogonale a (CD), et (BC)
orthogonale a (AD). Montrer que (BD) est orthogonale a (AC).

DEMONSTRATION DU THEOREME DU TOIT | % | 15 min | »p. 303 |

L objectif de cet exercice est de demontrer le théoreme du toit « Si deux plans
sécants (P,) et (P,) contiennent respectivement des droites (d,) et (d,) paralleles
entre elles, alors la droite d’intersection A de (P,) et (P,) est paralléle a (d,) et
a(d,) ».

. . , 2. 2.7
Pour cela, on munit I’espace d’un repére orthonormé (O ;i ; j; k).
On considére deux plans sécants (P,) et (P,), de vecteurs normaux respective-

—> —> . y: .

ment n, et n, et contenant tous deux le point I. On suppose qu’il existe deux
droites (d,) et (d,) incluses respectivement dans (P,) et (P,) et telles que (d,) et
(d,) soient paralléles.
Soit (Q) le plan caractérisé par le point I et les vecteurs 7, et 7,.
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1. Justifier la non colinéarité de n,’ et 7,
2. Soit A la droite d’intersection de (P,) et (P,), et soit u un vecteur directeur de
A. Démontrer que # est normal au plan (Q).

‘ Bien relire la définition d'un vecteur normal et sa conséquence.

3. Soit v un vecteur directeur de (d,). Démontrer que v est également normal au

plan (Q).

4. Conclure.

E%] DEMONSTRATION D'UNE PROPRIETE DU COURS | * | 15 min | >p. 303 |

L’objet de cet exercice est de démontrer que si une droite est orthogonale a deux
droites sécantes d’un plan, alors elle est orthogonale a toutes les droites de ce
plan.

Soit A une droite de vecteur directeur u, et soit (P) un plan. On suppose
qu’il existe deux droites sécantes (d,) et (d,) incluses dans le plan (P) et ortho-
gonales a A.

Démontrer que toute droite () du plan (P) est orthogonale a A.

‘ Soient V,, V, et w des vecteurs directeurs respectivement de (d,), (d,) et (d).
Justifier que w peut s'écrire comme combinaison linéaire de v, et v, et utiliser le
produit scalaire.

PP PERPENDICULAIRE COMMUNE A
DEUX DROITES NON COPLANAIRES | %% | 20 min | »P. 304

L’espace est muni d’un repére orthonormal (O ; i ; 7 ; 7c)).

Soient A(l ;0 —1) B(—l 12 3) deux points de 1’espace et 5(3 ;2 0),
v (0 01 3) deux vecteurs de 1’espace.

On appelle D, la droite passant par A et de vecteur directeur u et D, la droite
passant par B et de vecteur directeur V.

1. Vérifier que D, et D, ne sont pas coplanaires.

‘ Voir le savoir-faire 5.

2. On note H et H' les pieds de la perpendiculaire commune A de D, et D,.

a. Déterminer les coordonnées de H et de H”.

b. Donner un systéme d’équations paramétriques de A et calculer HH” (HH’
s’appelle la distance entre les droites D, et D,).
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GEOMETRIE NON REPEREE | % | 20 min | ». 305 |

Soit ABCDA’B’C’D’ un cube de coté 1.

Onnote I, J, K, L, M, N les centres respectivement des
faces ABCD, CDD’C’, BCB'C’, A’'B'C’'D’, ADD’A’,
ABB’A’.

1. Démontrer que toutes les faces de I’octa¢dre IKLMN
sont des triangles équilatéraux, dont on calculera le coté.
2. On veut montrer que les droites (IL), (KM), (NJ)
sont concourantes au centre O du cube.

a. Démontrer que IJLN, JKNM, IKLM sont des carrés.
b. En déduire que les droites (IL), (KM), (NJ) sont concourantes au centre O de
cube.

3. Calculer le volume de I’octaédre TKLMN.

‘ Loctaedre est composé de deux pyramides IKLMJ et IKLMN.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE | %% | 30 min | »p. 306 |

-

L’espace est muni d’un repere orthonormal (O; 7 ; 7 ; ?).

Partie A.

Soit (P) le plan d’équation 2x+3y+5z—-1=0.

1. Vérifier que M (—1 ;1 ;0) € (P), puis donner un vecteur normal a (P) que 1’on
notera 7.

2. Soit A(l ; =4 ;5). On veut déterminer la distance du point A au plan (P),
c¢’est-a-dire la distance AH, ou H est le projeté orthogonal de A sur (P).

a. Exprimer AM. 7 en fonction de la distance AH. En déduire |mﬁ|

‘ Utiliser la relation de Chasles.

b. En déduire la distance de A au plan (P).

Partie B.

Cas général. Soit (P) le plan d’équation ax +by+cz+d =0 (a, b, c, d eR).
a

M(x sV z) désigne un point de (P), et 1 le vecteur de coordonnées | b |.
c

Soit A(x, 5 ¥4 s zA) un point de I’espace et H son projeté orthogonal sur le
plan (P).
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1. Exprimer |AT/I;_1)| en fonction de AH, a, b et ¢
2. Montrer que |mﬁ)‘ = |axA +by, +cz, + d|.
3. Exprimer alors la distance de A a (P) en fonction de x, y, z, a, b, c et d.

PROBLEME | %% | 1 hr| »p. 306 |

L’espace est muni du repére orthonormal direct (O ; i ; 7 ; Z)
Les parties A et B peuvent étre traitées de fagon indépendante.
Partie A.

Soit (P) le plan d’équation x+y+z—4=0, et (P’) le plan d’équation
6x+3y—-2z-6=0.

1. Etudier la position relative des plans (P) et (P”).

2. Etablir un systéme d’équations paramétriques de la droite d’intersection de (P)
et de (P’).

3. Vérifier, pour tout point M(x 3V z), I’équivalence :

x=5t+3
M(x SV z) € (P)m(P’) & il existe un réel £ tel que <y =82,
z=3t+3

Partie B.

On considere les points A(l ;0 O), B(O 12 O) et C(O ;0 —3).

Soit (Q) le plan d’équation x+ y+z—-4=0.

1. Soit M(x 3V ;z) un point de I’espace. Etablir que M € (AB) si, et seulement
x=1-t

s’il existe un réel ¢ tel que § y = 2¢
z=0

2. Apres avoir montré que la droite (AB) et le plan (Q) sont sécants, déterminer

les coordonnées de leur point d’intersection I.

3. Montrer que la droite (BC) coupe le plan (Q) au point J (0 ;2,8 ; 1,2).

4. Vérifier que 17 est colinéaire au vecteur v (5 ;-8 3).

5. Démontrer que les points A, B et C forment un plan.

6. Caractériser I’intersection des plans (ABC) et (Q).

CONTROLE

18] | *% | 20 min | »p. 308 |

Pour chaque question, dire quelles propositions sont correctes.
1. Le plan d’équation cartésienne —3x +2y —7z+1=0 admet pour vecteur
normal

—

a.0; b.ﬁ(3;2;—7); c.ﬁ(6;—4;14).
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2. Les plans d’équations respectivement —3x+2y —7z+1=0

et 4x—y—2z+11=0 sont:

a. paralleles ; b. perpendiculaires ; c. sécants.
3. L’intersection des plans d’équations —9x +18y +6z—-27=0
et 3x—6y—2z4+9=0 est:

a. ’ensemble vide ; b. une droite ; c. un plan.
x=5+3t x=-11+2¢

4. Les droites (D,){y=2+t (teR) et (D,)qy=10-2t (teR)

sont : z=1—-4¢ z=4+¢

a. paralleles ;  b. sécantes ;  c. orthogonales ; d. non coplanaires.

5. Le plan d’équation cartésienne x — y+z —3=0
x=1-t¢

et la droite (D) y=2+3t, teR sont:
z=-1+3¢

a. paralleles ;  b. orthogonaux ; c. ni paralléles ni orthogonaux.

CONTROLE

| %% | 40 min | »p. 309 |

Dans I’espace rapporté a un repere orthonormé (O ; i ; 7 ; Z), on donne les
plans 7, ayant pour équation cartésienne x —z =0 et m, caractérisé par le
point A(3 32 1) et les vecteurs ﬁ(—l ;0 1) et \7(2 ; —1,0).

1. Déterminer une représentation paramétrique de 7,.

2. Déterminer un vecteur n_;(a ;b c) normal & r,.

3. En déduire que 1, admet pour équation cartésienne x +2y+z—8=0.

4. Déterminer les coordonnées des points d’intersection (notés respectivement
M, N et P) du plan =, avec les axes du repere (Ox), (Oy) et (Oz).

5. Les plans m, et 7, sont-ils sécants ? Si oui, sont-ils perpendiculaires ?

6. Etablir un systéme d’équations paramétriques de la droite A, droite d’inter-
section des plans =, et m,. Vérifier que A passe par le point C(4 ;05 4) et
admet pour vecteur directeur 7 (—1;1; —1).

7. Déterminer 1’abscisse du point L du plan i, de coordonnées (x 32 2), puis
établir une équation de la sphere (S) de centre A(3 325 1) et passant par L.

290
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CORRIGES

1. a. 11 s’agit de trouver, lorsqu’elles existent, les droites d’intersection entre
le plan (MFD) et les plans contenant les faces du cube.

[MF] et [MD] sont deux segments communs aux faces du cube et au plan.

Puis Iintersection du plan avec la face DCGH est un segment parall¢le a (MF) car
les faces DCGH et ABFE sont paralleles. On obtient ainsi le segment [DI] ou I est
le point d’intersection du plan (MFD) et de I’aréte [GC].

Enfin [IF] est I’intersection du plan avec la face BCGF car ces deux points sont
communs a (MFD) et a la face BCGF.

‘ (IF) // (MD]) car ces deux droites du plan (MFD) sont contenues dans deux plans
paralleles. MFID est dont un parallélogramme.

La section du cube avec le plan (MFD) est donc le quadrilatére MFID.

H G
E : : I
; F
D :.
M (O "
A B

b. Les diagonales d’un carré étant perpendiculaires, (AF) et (BE) sont perpen-
diculaires.

La droite (HE) est orthogonale a la face ABFE, donc (HE) est orthogonale a toutes
les droites de ce plan, et a (AF) en particulier.

Ainsi, (AF) est orthogonale a deux droites sécantes de (BHE), donc (AF) est
orthogonale au plan (BHE). Elle est donc orthogonale a toutes les droites de
(BHE), donc en particulier, (AF) est orthogonale a (CE).
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c. [EN] est un segment commun a (ENP) et a /
la face ABFE. H

(EN) et (FB) sont deux droites sécantes du plan 3 R
(ABF). Appelons N’ leur point d’intersection. E e F
N’ est donc un point commun a (ENP) et a
(FB). | P
N’ est donc aussi un point commun aux plans } )
(ENP) et (FBC) : on en déduit que la droite ,],33————;;—"—’ ———————————— e
(N’P) est commune aux plans (ENP) et (FBC), Q

ce qui nous permet de tracer le segment [QR], A N B
intersection de (ENP) avec la face BCGF,
Q étant sur [BC] et R sur [FG].

[NQ] est alors I’intersection de (ENP) avec la
face ABCD et [RE] avec la face EFGH.

La section cherchée est ENQR. N
2. a. D’apres le théoreme des milieux dans le
plan (ABC), la droite (IJ) est parallele a (BC),
et donc au plan (BCF) (ou (BCD)). Toute droite de (BCF) est donc soit paralléle,
soit non coplanaire avec (IJ). En particulier, (d) est la droite commune a (BCF) et
(IJF), donc ¢’est une droite de (BCF) coplanaire (dans (IJF)) avec (1J), donc (d) est
parallele a (1J).

b. (d) est une droite parallele a (1J) passant
par F puisque F est un point commun a
(BCD) et (IJF). On obtient ainsi le segment
[FG], intersection de (IJF) avec la face BCD
du tétraedre.

G et I étant deux points de la face ABD, [IG]
est un autre segment d’intersection. De
méme pour [JF] dans la face ACD. Le qua-
drilatere 1JFG obtenu est donc un trapéze
puisqu’il a deux cotés [1J] et [GF] parall¢les.

1. a. Une équation du plan (xOy) est
z=0.

b. Une équation du plan (yOz) est x =0.
c. Une équation du plan (xOz) est y =0.
2: M(x 3V z) appartient au plan médiateur de [AB] si et seulement si MA = MB.

MA = MB & AM? = BM?
= (x+3)2 +(y —2)2 +(z—8)2 = (x—l)2 -i-(y—S)2 +(z+2)2
& 8x+6y—20z=-47.

Le plan médiateur de [AB] a pour équation 8x+6y—20z=—47.
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R L, . ., . . . . — —
3.a.Si u et y étaient colinéaires, alors il existerait k € R tel que v = k-u, ce

3
_ k=—=
—3=kx2 2

qui donnerait {—1=k X1 & §k=-1, ce qui est impossible.
3=kx(-1) k=-3

Donc 4 et v ne sont pas colinéaires.
b. u et v n’étant pas colinéaires, ils définissent un repére du plan (P). Donc
M € (P) si et seulement si il existe deux réels o et B tels que :

x—x,=20-38 x=3+2a-3B
A‘>M=0HZ+[§4)<: y=—y,=a-p & qy=—-l1l+a-B .
z—z,=—0+3p z=2—-0+3B
c. w est normal au plan (P) s’il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires
de (P).
Wil =4X2+(=6)X1+2x(~1) =0 et w-v = 4x(=3)+(=6)x(~1)+2x3=0,
donc w est un vecteur normal 2 (P).
A étant un point de (P), M € (P) si et seulement si AM-w =0 ce qui est équiva-
lent a :
(x=3)x4+(y+D)x(-6)+(z=2)x2=0 ¢ 4x-12-6y—6+2z-4=0
S 4x—6y+2z=22.
L’équation cartésienne de (P) est donc 4x —6y+27=22.

x=0 x=0
1. {x:O <4y=0, donc {y=0, teR, est le systtme d’équations
y=0 z=t z=t
paramétriques de (D,).
X 0 0
Deplus, | ¥ [=| 0 |+¢] 0, € R, donc (D)) est la droite passant par ’origine et
z 0 1

. g
de vecteur directeur k.

2. Les points de la droite (d) sont les points M tels que AM et u sont colinéaires,

x—x, =kx4 x=4k+1
donc ce sont les points tels que {y—y, =kx2 ou keR.Donc qy=2k+2,
z—z, =kX(-1) z=—k-3

k € R est un systéme d’équations paramétriques de (d).

Xp = Xa

o o A P . r o D
3. Le principe est le méme qu’a la question précédente, avec AB| y; — y,
pour vecteur directeur. Zg—Z,
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xX—x, =kX6 x=6k+1
On obtient §y—y, =kX(-7), ke€R. Donc {y=-Tk+2,keR est un
z—z, =kX8 7=8k-3

systéme d’équations paramétriques de (d).

1. Vérifions s’il existe un réel keR tel que u =kv. On aurait alors
3=kx(=2)
1=k x(=1) . La derni¢re équation n’a pas de solution, donc on ne peut pas trou-
5=kx0

ver de réel k, donc u et v ne sont pas colinéaires.

2. u et v forment donc un repére de (P), donc P € (P) si et seulement si AP

peut s’écrire comme ﬂmbmjtisoilinéaire de u et v, c’est-a-dire s’il existe

o et B réels tels que AP = o + Bv, ce qui équivaut a :
5-4=0ax3+Bx(-2) 1=30—28 1=30-20
2-2=ax1+Bx(-1) ©:0=0a-B <Ja=B sSoa=3=1.
4—(-1)=ax5+px0 5="35a o=1

Ainsi, AP = #+v, donc P est bien un point du plan (P).
0—4=0"%X3+p" x(-2)

* Qe(P)< il existe des réels o et B’ tels que { —1—2 = o X 1+p’ x (1)
10— (=1) = o’ X5+’ X0

_4:3><£_2B’ B’:(§+4)X%:§
—4 =30/ 2B J
ei{3=0-p o —3=E—B' & B'=E+3=§ , ce qui
) 5 5 5
11=>50 n_ 11
s b=

est impossible, donc Q ¢ (P).

3.Se(PR) = PS et PR sont colinéaires

& il existe un réel k tel que PS =k PR.

72— —
7-5 2 N > i

Or PS| —2-2 , donc PS| -4 |et PR §—2 , donc PR _? .
m—4 = 3-4 -4
3 3
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[ 2
2= kx(-3) =y
- o . 7 . 20
Vérifions s’il existe un tel réel £ tel que {—4=FkXx — soit k=7.
2 2
p—— —_ k:—
=3 kx(=1) 73

Les vecteurs PS et PR ne sont pas colinéaires, et donc S ¢ (PR).
x=5
4. M(x A z) € (PR) & PM y—2 | est colinéaire au vecteur ﬁ,

x—5=kx(-3) z—4
7
y—2=kx (—g) avec k € R, donc un systéme d’équations paramétriques

z—4=Fkx(-1
=D x=5-3k

de la droite (PR) est < y :2—% k,keR.

z=4-k

S: PQ:\/('xQ_xP)2+(yQ_yP)2+(ZQ_ZP)2
= J(0=5)2 +(=1-2)> +(10—-4)> =/25+9+36
soit PQ=\/%.

Autre méthode

PR = || §6||, donc en réutilisant les coordonnées du vecteur calculées au 4 :
2
PR = J(—3)2 =L pryp = |22 soit PR=YZ2
5 25 5
6. PQ. PR = |PQ|x|[PR|x cos (PQ ; PR).

ﬁ-ﬁ=(—5)><(—3)+(—3)><(_?7)+6><(—1)=15+%—6=%=13,2,

donc :

\/2 —_— — — —
13,2 = /70 x 599 xcos (PQ ; PR), d’ou cos (PQ ; PR) = 0,456 et :
QPR = cos~'(0,456) ~ 62,9°.

1. Par définition I(1; 0 ; 0), et OA=6 OI,, donc A(650;0).
De méme J(0; 1; 0) et OB =2 0J, donc B(0;2;0);
et K(0;0; 1), OC=3OK, donc C(0; 0 3).
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2. H—Q)+Iﬁ+H_C)=6 & HO +HO +OA + HO +0C =0

3 H0+0A +0C =0 = OA +0C =3 OH & OH = £(0A + 0C).
D’ou les coordonnées de H (%x6 : %xO c %x3), c’est-a-dire H(2; 05 1).
3. M est le milieu de [AC], donc les coordonnées de M sont

+ + +
(XA Xc : Ya T Ve : ZAZZC)’ c’est-a-dire M(?ﬂ ;0 %),etdonc

2 2
3 2 3
OM| 0 | et OH| 0 |. Ces deux vecteurs sont colinéaires, et OM = > 6ﬁ, donc
F) 1
2

les points O, M et H sont alignés.
4. GO+GA +GB+GC=0 < GO+GO+0A +GO+ OB +GO+0C=0

@mzi(m+@+c?c), donc G(E- 1 3).

27274
30 El
f 2 2-0 2
5. BG 5—2 cequidonneB—G) —% et BH| 0-2 | soit BH| -2 |.
1-0 1
3 0 El
4 4

BG = % BH, donc G e (BH).

El ‘ Lintersection de deux plans peut étre une droite, un plan, ou l'ensemble

vide.
2 1
1. Des vecteurs normaux a ces deux plans sont ul-1]et v| 2 |. Ces deux vec-
1 -1
teurs ne sont pas colinéaires, donc on cherche une droite d’intersection.
_ 3z-1
2x—y+z=3 [2x—y=3-z [22y+l+z)-y=3-z |7 3
S = S .
x+2y—z=1 x+2y=1+z x==22y+1+z T=x
I —
5
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Posons ¢ = E. M(x; V; z) vérifie Sl si, et seulement
5 x+2y—z=1
x=—t+7/5
si, {y=3t—1/5, t € R. Donc ’ensemble cherché est la droite passant par
z=>5t
7/5 -1

A| —1/5 | et de vecteur directeur w| 3

1 -7
2. Des vecteurs normaux a ces deux plans sont ul -3 et v| 21
7 —49

v =—7u donc les plans sont paralleles.

1
(on divise la seconde équation par (7))

x=3y+7z o x=3y+7z
x=3y+7z=1

—Tx+21y—49z=-7
S x-3y+7z=1.

Les deux plans sont confondus.
L’ensemble cherché est le plan d’équation x—3y+7z=1.

-1 2
3. Des vecteurs normaux a ces deux plans sont | 3 |et v|—6 [V =—2u, donc
1 -2

les plans sont paralleles.

—x+3y+z=3
—x+3y+z=3 . o
S 1 (on divise la seconde équation par (— 2))
2x—6y+2z=1 —x+3y+z=—5

1 .
3+ e donc le systéme n’admet pas de solution.

Les plans correspondants a ces équations sont strictement paralleles.
L’ensemble cherché est I’ensemble vide.

‘ Lintersection d’une droite et d'un plan peut étre un point, une droite, ou
l'ensemble vide.

3 3
1. u| =5 | est un vecteur directeur de (d) et 1| —2 | est un vecteur normal a (P).
1 5

u-n=3x3-5x(=2)+1x5=24#0,donc u et ne sont pas orthogonaux : (d)
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et (P) sont donc sécants et leur intersection est un point.

x=—14+3¢
M(x; y;z)e(d)n(P) il existe unréel 7 tel que 4y =2—-5¢ et
3x-2y+5z-1=0. z=1
Remplagons x, y et z dans 1’équation du plan pour trouver ¢ :

3(=1436)—2(2=50)+5t—1=0 & —3+9¢—4+10t+ 5t —-1=0

@24t=8<:)t=%.

[ 1

x=-1+3x=-=0
3

Donc M(x ;y ;z)e(d)n(P) & y=2—5x%:% ,

1
zZ=—
| 3
. . . 1 1
Le point d’intersection est M| 0 ; 5 ; 3 .
6 1
2. u| =1/ estun vecteur directeur de (d) et 7| 6 | est un vecteur normal a (P).
0 3

U-n=6x1-1x6+0x3=0, donc u etn sont orthogonaux : (d) est donc
parallele a (P).

x=2+6t
M(x 3V z)e(d)ﬁ(P)<:> il existe un réel 7 tel que { ¥y =3—¢
z=12

etx+6y+3z—7=0.

Remplagons x, y et z dans 1I’équation du plan :

2+6t+6(3—-1)+3%x12=024+61+18—-6/+24=044=0, ce qui est

impossible. Il n’y a donc pas de solution. Donc (d) est strictement parallele a (P),

Pintersection est vide.

3. M(x 3V z) est un point de la droite (d) s’il vérifie le systéme d’équations
x=1+¢x3

paramétriques de celle-ci, < y = 2+1x2 avec t € R.

z=3+1x1
De plus, M est dans le plan (P) s’il existe o et B réels tels que OM = 0c71)+[3v_v>,

x=aX1+pBx0 X=a
c’est-a-dire < y=ax0+Bx3 , cequiéquivauta {y=3p.
z=aX(=1)+Bx0 Z=—0
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t, o et B doivent donc vérifier le systéme :

o=1+3t o=1+3¢ o=1+3¢ oa=1+3x(-1)=-2
P=2+2t=13=2+2¢t & 3=2+2t &3p=2+2x%(-1)=0.
—a=3+t —1-3t=3+¢ —4 =4t t=-1
I1'y a une unique solution, donc I’intersection entre la droite et le plan est un point,
xX=o=-2
de coordonnées < y=33=0, donc M(-2; 0 ; 2).
zZ==01=12
-1
2 1
1. u| —1| estun vecteur directeur de (D,) et v > est un vecteur directeur
de (D). \4 5
u =-2V, donc u et v sont colinéaires et (D,) et (D,) sont paralleles.
-3
Le point A| 5 | appartient a (D,). A € (Dz) si et seulement si il existe un réel ¢
7
=B==H={ t=-2

1 . 1 .
tel que {5 =6+ Et , c’est-a-dire tel que {5 =6+ > X (=2)=5, ce qui est impos-

T=2-2t 7=2-2x(-2)=6
sible, donc A & (D, ), donc les droites (D,) et (D,) sont paralléles disjointes.
1
2. w| =3 | est un vecteur directeur de (D). u et W ne sont pas colinéaires, donc
2

(D)) et (Ds) ne sont pas paralleles. Sont-elles sécantes ?
x=-3+2t=4+1

M(x; y;z)e(D)n(Dy) e y=5-t=-6-3t" , outett sont des réels.
z=T+4t=21+2¢
x=-3+2t |3+2t=4+¢

S{dy=5—t et45-t=—-6-3¢t" , outett sontdesréels.
z="T7+4t T+4t=21+2¢

x==-3+2t |(t'=2t-7
Sy=5—t ets5-t=—-6-312t-7), t,t’eR.
z="T+4¢ T+4t=21+212¢t-7)

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

®

Géomeétrie dans Uespace

299



300

(x=-3+2t [¢'=2t-7
Sqy=5-t et{5=10 ,t,t’eR.
|z=T+4t 7=1

[x=-3+2¢
Sqy=5-t et { ,__ 3 < M a pour coordonnées (1 ;3 15).
1z=T7+4t B

(D,) et (D) sont donc sécantes au point M (1 338 15).
‘ Elles sont donc aussi coplanaires.

3
3. ®| 0 | estun vecteur directeur de (D,).
=5
u et ® ne sont pas colinéaires, donc (D,) et (D,) ne sont pas paralléles. Sont-elles

sécantes ?
x=-3+2t=-1+3¢

M(x;y;z)e(D)N(D,) e y=5-t=2 , ou ¢ et ¢’ sont des réels.
z=T+4t=T7-5¢
(x=-3+2t [-3+2t=-1+3¢

Sqy=5—t et{5-t=2 ,ou et sont des réels.
z=T+4  |T+4t=T7-5

, 4
(x==3+2t |' =3
Sey=5-t etqt=3 , ce qui est impossible. (D,) et (D,) ne sont ni
|z=T+4t . 12
5

paralléles, ni sécantes, donc (D) et (D,) ne sont pas coplanaires.

-3

- . - 3 -
4. v % est un vecteur directeur de (Ds) et v = > u, donc (D,) et (Ds) sont

-6
paralleles.
-3
Le point A| 5 |appartient a (D,).
7
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—3=3-—3¢
Ae (D)< ilexisteunréel ftel que s5=2+ %t & il existe un réel £ tel que £ = 2.

7=19-6¢

Les droites (D,) et (Ds) sont paralléles et ont un point commun.
Donc les droites (D,) et (D;) sont confondues.

x=1
El 1. Faux. La droite (d,) { 0 et I'axe (O ; k) n’ont pas de point commun
et ne sont pas paralleles. =

‘ Cette droite est la paralléle a laxe (0 ;f] passant par le point(1; 0 ; 0).

Z —
x=0
d’équation z = 0 (qui est le plan (xOy)) et sont orthogonales entre elles.

1 =1
2. Faux. Les droites (d,) { et (d,) {Z o sont toutes deux paralleles au plan

3. Faux. Les axes (O ;?), (¢ ;7), et (O ;Z) se coupent en O, mais ne sont pas
coplanaires. . . .

4. Faux. Les axes (O ; i), (O; ), sont tous deux orthogonaux a I’axe (O ; k) et
ne sont pas paralleles entre eux.

5. Vrai. Appelons (D) la droite définie par le systéme d’équations paramétriques ;

—1=1-¢ 2=1-¢
6=4+t cequiéquivautat =2, donc Ae(D) et 3=4+1t St=1,
—1=3-2¢ 5=3-2¢

donc B e (D). Donc (AB) = (D).
. 1 . . .
6. Faux. Le point A(_E ;=2 1) vérifie le systéme d’équations paramétriques.

Mais 2x, +4y, —z, —2=—-12#0, c’est-a-dire que la droite donnée n’est pas
incluse dans le plan d’équation 2x+4y—z—-2=0.

1. a. Considérons les plans (P) ——y+z=0, (Q)-3x+6y—z=1
10 >

et ( R) x—2y +§ =5. Les plans (Q) et (R) sont paralleles car leurs vecteurs

1
=3
—= —|| =2 A
normaux nq|( 6 et ng sont colinéaires.
-1 -
3

De plus, x—2y +§ =5& 3x+6y—z=-15, donc (Q) et (R) sont disjoints.

A fortiori, il n’existe pas de point commun aux trois plans (P), (Q) et (R).
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x
—=y+z=0
2 y

Le systéme {—3x+6y—2z =1 n’admet donc pas de solution.

%
x—2y+—=5
T3

b. Considéronslesplans (P) x—2y+z=5, (Q) x+y+z=1et(R) x-3y=5.

1 1 1
Des vecteurs normaux a ces trois plans sont ul -2 s V1| et w|=3| Ces
1 1 0

vecteurs pris deux par deux ne sont pas colinéaires, donc les plans (P), (Q) et (R)

sont deux a deux sécants et on doit résoudre le systéme :

4
y=—§
x=2y+z=5 —3y=4
x+y+z=1 ©12y+3y+z=0z=—y=—.
x=3y=5 x=3y=5 3
x=54+3y=1
. X . 4 4
La solution du systéme est le triplet | 1 ; _3;3 .
Interprétation géométrique
. 4 4
Les plans (P), (Q) et (R) se coupent en un point I(l 5 — 3 ; 5)
(31 (2 (1
2.a. AB| 6-3 |, donc AB| 3 [et AC| 1 | :cesdeux vecteurs ne sont pas
—2+1 -1 1

colinéaires, donc A, B et C ne sont pas alignés.

b. ABet AC forment donc un repere du plan (ABC).

M(x ; y; z) € (ABC)si, et seulement si, AM peut s’écrire comme combinaison

linéaire de AB et AC si, et seulement si, il existe des réels o et B tels que :
x—1=ax2+Bx(-1) x=14+2a- B=1+20—x
y—3=ax3+px1 S 9y=3+30+pe&y=3+3a+1+20—x
z—(-1)=oax(-1)+pxI z=—1-0+p z=-l—-a+1+20—x

=1+20—
Bol42a—x |PTIF20-X
x+y—-4
S9y+x—4=5 < OLZT
Z=0—X
Lo Xty=4
5

La derniere équation remise en forme nous donne 1’équation cartésienne du plan
(ABC): 4x—y+5z+4=0.
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1. AC>+BD?= AD?>+B(C? & AC?-AD?=BC? -BD?
oA -JABf =[5 -I5Bf
< (AC-AD)-(AC+AD)=(BC -BD)-(BC +BD)
& DC-(AC + AD) = DC -(BC +BD)
@DC-(A‘C)+E+@>+D‘B>):O
& DC-(2AB)=0
& DC-AB=0
& (AB) L (CD).
Donc les droites (AB) et (CD) sont orthogonales si et seulement si
AC? +BD? = AD? + BC>.
5 {(AB) 1(CD) - {Ac2 +BD? = AD? + BC?
(BC) L (AD) BA2 +CD? =BD? + CA?
< AC?+BD? = AD? +BC? = AB* + CD?
Alors AB2+CD? = BC?+ AD?, donc, d’apres 1., (BD) 1 (AC).
Donc , si (AB) est orthogale a (CD) et (BC) est orthogonale a (AD), alors (BD)
est orthogonale a (AC).

1.Si m et n, étaient colinéaires, alors 7, serait aussi un vecteur normal a

(P,) et donc (P,) et (P,) seraient paralleles. Comme de plus, ils ont le point I en

commun, ils seraient confondus et non pas sécants. Donc 7, et 7, ne peuvent

pas étre colinéaires.

2. A est contenue dans (P,), donc u est un vecteur du plan (P,) et 5, est donc
N " Ed

orthogonal a . De méme, A est contenue dans (P,), donc u est un vecteur du

plan (P,) et 7, est donc orthogonal & 1. Ainsi, # est un vecteur normal au

plan (Q). .

3. v estun vecteur directeur de (d,) qui est incluse dans (P,), donc v et 7, sont

\ \ — . 0

orthogonaux. De plus, (d,) est parallele a (d,), donc v est aussi un vecteur direc-

teur de (d,) qui est incluse dans (P,), donc v et 7, sont orthogonaux. Ainsi, v est

un vecteur normal au plan (Q).

4.Donc u et v sont colinéaires, donc v est également un vecteur directeur de A,

donc A est paralléle a (d,) et (d,).

Soit (d) une droite du plan (P). Soient \71 ,\72 et v_v: des vecteurs directeurs
respectivement de (d,), (d,) et (d).

(d)) est orthogonale & A, donc u-v, =0; (d,) est orthogonale & A, donc
u-v, =0.

(d,) et (d,) sont sécantes, donc v, et v, ne sont pas colinéaires et ils forment un
repere du plan (P).

(d) étant incluse dans (P), son vecteur directeur est aussi inclus dans (P), donc il
peut s’écrire comme combinaison linéaire des deux vecteurs d’un repere de (P).
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Ainsi, il existe deux réels o et B tels que W= ov, +PBv,.
D’ou u-w =1 (o, +Pv, ) = oV, +Pu-v; =ax0+Ppx0=0. u et w sont donc
orthogonaux, c’est-a-dire que A est orthogonale a toute droite de (P).

1. uet v ne sont pas colinéaires, donc les droites D, et D, ne sont pas
paralleles. Montrons que D, et D, ne sont pas sécantes. Si M(x M z) est le point

0 o o o 7 —
d’intersection de D, et D,, alors il existe deux réels r et s tels que AM = ru et

g4 = g N o
BM = sv, ¢’est-a-dire :

x—1=3r x+1=0 x=3r+1 x=-1
y=2r etqy—-2=s5s &qy=2r etiy=s+2,

z+1=0 z—3=3s z——1 z=3s+3
2
r=—=
3r+1=—1 3
donc 92r=s+2 , soit —%:—§+2,cequiestimpossible.
1=
3s+3 4
§ ===
3

D, et D, ne sont ni sécantes ni paralléles, donc D, et D, ne sont pas coplanaires.

2.a. He D, et H € D,, donc il existe deux réels r et s tels que H(l +3r;2r ;—1)
et H'(=1;2+5;3+3s). Alors:

L S -2-3
(HH) LD, |HH -u=0 ., "
& ,avec HH' [ 2+s—2r|.
(HH") L D, s
HH -v =0 44 3s
HH) LD, [3(-2-3r)+2Q2+s-2r)=0 [-13r+2s=2
Donc =S <
(HH") L D, 24+5—2r+3(4+3s)=0 —2r+10s=-14
. 8
Y 1 1 11 1
& 21.D0ncH ——;——6;—1 et H’ —1;—;——0.
s__ﬂ 7 21 21 7
21
-6
; 7 N
b. HH’ ; . Le vecteur Eﬁﬁ’ 3 | est encore un vecteur directeur de A.
-3 -1
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. . . 7=, .
A est définie par le point H et par son vecteur directeur Eﬁ , donc un systéme

1
x=——=2t
7
: . - 16
d’équations paramétriques de A est {y = —E+ 3t, teR.
z=-1-t

HH—4/—+— —= \/z 3\/_ \/ﬁ.

Donc la distance entre les droites D, et D2 vaut

1. Soit H le milieu de [CD], alors (IH) L (CDD’) et en particulier

(IH) L (HJ).

Donc, d’apres le théoréme de Pythagore dans IHJ rectangle en H, 1J2 = IH? + JH>.
1 1

Or IH=l AD=l et JH=—DD’=—.
2 2 2 2

ol

1
Donc IJ2=IC2+JC2=1+1=1, donc IJ =—=
4 4 2

N

On démontre de méme que chacun des segments formés de deux points parmi I, J,
2
K, L, M, N a pour longueur g Donc chacune des faces de ’octaedre IJIKLMN

est un triangle équilatéral de c6té TR

2.a. I =JL =LN = NI, donc IJLN est un losange.
1

De plus, 1J2+JL? = %+ 5 =1=1>=1IL2 D’apres la réciproque du théoréme de
Pythagore, on en déduit que IJL est rectangle en J.

IJLN est un losange avec un angle droit, donc IJLN est un carré.

De méme, JKNM et IKLLM sont des carrés.

b. Soit O le centre du cube. I et L étant les centres de deux faces opposées du cube,
O est également le milieu du segment [IL]. Comme IJLN est un carré, O est égale-
ment le milieu de I’autre diagonale [JN]. Puis comme JKNM est un carré, le milieu
O de sa diagonale [JN] est également le milieu de son autre diagonale [KM].

A fortiori, O appartient aux droites (IL), (JN) et (KM).

Les trois droites (IL), (KM) et (NJ) sont concourantes en O.

3. L’octaédre est composé des deux pyramides régulicres IKLMJ et IKLMN.

1 1 .
Vi = 3 base X hauteur = 3 Aire (IKLM)x OJ

=lxIK2xOJ=lxlxl=i,
3 3 2 2 12

donc le volume de ’octaédre est 2 X E =

O\ | =
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Partie A
1. 2x(=1)+3x1+5x0-1=0, donc M € (P).
e D’apres le cours, n (2 533 5) est normal a (P).

2.a. AM 1 —(Kﬁ+ﬁﬁ) n=AH- n+ﬁﬁ n=AH-n+0 car M et H sont 2
pomts de (P), HM est orthogonal au vecteur n normal au plan.
AHet 7 étant colinéaires, AH .7 =+ AHX| 7.

Donc |AM-7|=|AH-7|=AH x||7 | = AH x /2% +3% +-5? soit :
|AM 7] = /38 x AH.

b. La distance de A au plan (P) est égale a AH.

. “1-1

or AH=AMA| a2 ot AN 144

r = apres 2., e
N o

e

AM -7 = -2x2+5%3-5x5=~14, donc |AM -| = 14. Donc :

14
AH=—— ~2,27.

NET]

‘ Toujours vérifier que le résultat obtenu est positif.

Partie B

1. AM -7 = (AH+HM)-%# =AH -7+ HM -7 = AH - 7+0 = AM - 7.

AH et 7 étant colinéaires, AH -7 = +AHX| 7.

Donc |m2|=|gﬁ)ﬁ)|=AHX"ﬁ|, soit LW’LHFAH\/W.

2.AM 7 =a(xfo)+b(yfyA)+c(zsz)=ax+by+czf(axA+byA+czA).
ME(P), donc ax+by+cz+d =0, soit ax+by+cz=—d.

D’ott AM-7 = —d—(axA + by, +czA) = —(axA +by, +cz, +d).

|AM-71| = |ax, +by, +cz, +d|.
|AM-7|

—5
Na*+b*+c?

3. Donc la distance de M(x ; y ; z) au plan (P) vaut soit :

lax, + by, +cz, +d|
Ja? +b* +¢?

Partie A

1. (P) admet pour vecteur normal le vecteur ﬁ(l ;1 1), et (P’) admet pour
vecteur normal le vecteur n’ (6;3;-2).
7 et n’ ne sont pas colinéaires, donc les plans (P) et (P”) sont sécants.
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2. Soit M(x 3V z) un point de I’espace.
+y+z-4=0 =4-z—
Me(P)m(P’)(:){x = {x =

(=24
6x+3y—-2y-6=0 24—-6z—6y+3y=2z+6

5 x=§t—2
X=§Z—2 8
& g dou Me(P)n(P) & y=—§t+6,teR,
y=—§Z+6 =1t

en posant = z. .

-, — (5 -, 2 .
3. u’ =3u, donc les vecteurs u (5 ; —5 ; 1) et u’ (5 ;-8 3) sont colinéaires.
u” est donc également un vecteur directeur de la droite d’intersection de (P) et (P”).
Vérifions que le point Q(3 1=2 3) appartient bien a cette droite.
3+(-2)+3-4=0,donc Qe (P), et 6x3+3x(-2)-2x3-6=0,
donc Qe (P’). .
(P)N(P’) estla droite passant par Q et de vecteur directeur u’, dont un

x=5¢+3
systéme d’équations paramétriques est { y =—-87—2.
z=3t+3

Partie B
1. Soit M(x ; y ; z) un point de ’espace.
Me(AB) & m(xfl ;s z)et ﬁ(—l ;2 ; 0) sont colinéaires

. . 4 Ea—
< il existe un réel 7 tel que AM =t AB

(x—1=—¢
& il existe un réel ¢ tel que < y = 2¢
1z=0
[x=1-¢
M € (AB) < il existe un réel ¢ tel que { y =2¢
z=0

2. AB (=152 0) estun vecteur directeur de la droite (AB).

n (1 ;15 1) est un vecteur normal au plan (Q).
La droite (AB) est paralléle au plan (Q) si, et seulement si, AB et n sont
orthogonaux. Dans le cas contraire, (AB) et (Q) sont sécants.

AB -7 = —Ix1+2x1+0x1=1%0,

donc AB et 7 ne sont pas orthogonaux, donc (AB) et (Q) sont sécants.
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Soit [ leur point d’intersection.
S =

D’aprés B-1., comme 1€ (AB), il existe un réel ¢ tel que { y, = 2¢
v =)
Comme I € (Q),: x;+y, + z,—4=0, soit (1- ¢)+2¢+0-4=0.
D’ou t=3 et I(-2;6;0).
3. ﬁ(o o= g —3) , donc BC 7 =0-2-3% 0, donc (BC) et (Q) sont sécants
en un pointJ. J € (BC), donc il existe un réel ¢ tel que BT =t ﬁ,

x; =0 x; =0
soit yy, —2=-2¢, d’ou qy, =2-2¢.
Z; = —3t z; = 3t

. 2
Je(Q) donc x; + y, +z, -4 =0, so0it 2—2¢r-3t—-4=0,d’ou t:—g.

Donc J(O ; % ; g), ou encore J(0;2,8;1,2).

4. Soit k un réel :

2 5 2=5k
U=kv o|-32|-k|-8|={-32=-=8ke=k=0,4.
1,2 3 1,2 =3k

W= 0,4 v, donc IJ et v sont colinéaires.
5. Kﬁ(—l ;250) et §6(0 ; =2 ; =3) ne sont pas colinéaires, donc les points
A, B et C forment un plan.

6. Le point I appartient a la droite (AB), donc aussi au plan (ABC). I appartient
donc au plan (ABC) et au plan (Q). Ces deux plans sont donc sécants, non confon-
dus car (AB) n’est pas incluse dans (Q), et leur intersection est une droite.

J appartient a la droite (BC) incluse dans le plan (ABC) et aussi au plan (Q).
Comme J est distinct de I, intersection des plans (ABC) et (Q) est la droite (IJ).

=3
1. Réponse ¢. 7| 2 | est un vecteur directeur de la droite, donc 1 =27
également. =7

2. Réponses b. et c.
-3 4

= —, .

n| 2 |et n’| —1| sont des vecteurs normaux respectivement
=7 =2
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des plans d’équation —3x+2y—7z+1=0 et 4x—y—2z +11=0;
e =-3x4+2x(-1)-7x (—2) = 0, donc les deux plans sont orthogonaux.

3. Réponsec. —9x+ 18y +62-27=0<3x—6y—22z+9=0 (on a divisé par
(=3)), donc les deux plans sont confondus.

3 2
4. Réponses c. et b. : u| 1 | et u’| =2 | sont orthogonaux (ZZ-LT >=0). Donc
-4 1

(D)) et (D,) sont orthogonales.
5+3t=-11+2¢ 5-3x2=-11-3x10+2¢t"—(-6¢")
De plus, 12+7=10-2¢t" & 2+¢t=10-2¢

1-4t=4+¢ 1+4x2=4+4x10+4(-2¢t)
5=t
& {t=-2, donc (D) et (D,) sont sécantes en M(—1; 0 ; 9).
5=t
1 -1
5. Réponse ¢. 7| —1| est un vecteur normal au plan et | 3 | est un vecteur
1 3

directeur de la droite.
u et n ne sont pas colinéaires, donc le plan et la droite ne sont pas orthogonaux.
u et n ne sont pas orthogonaux (# -n = —1) donc le plan et la droite ne sont pas
paralleles.
1. Soit M(x ; y ; z)un point de Iespace.
M e nt, & il existe deux réels o et § tels que AM = oui + Bv.
x=3=ax(-1)+px2
< il existe deux réels o et B tels que v —2 =00 —1p

z—1=a+0B
x=—a+2p+3
Donc ©, admet pour représentation paramétrique y =— +2 , e,
BeR. z=o+1

2. Soit 7, (a ; b ; ¢) un vecteur normal & m,.
Alors 7,1 =0 et 7,-v =0.

Dot —a+c=0et2a-b=0&a=cetb=2a.
Posons a=1, alors ¢=1 et b= 2.

}Tz)(l 325 l) est un vecteur normal a m,.

‘ Tous les vecteurs normaux a w, sont colinéaires a n,, donc tous les vecteurs

égaux a kn,, ol keR*, peuvent étre choisis ; ce qui revient a dire que lon peut
choisir la valeur de a.
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3. m, admet donc une équation cartésienne de la forme x+2y+z+d=0,
deR.
Aem,,donc 3+2x2+14+d =0, donc d=-8.

Finalement, &, a pour équation x+2y+z—-8=0.
4. M e(Ox), donc yy =z, =0, dot xy, — 8=0 et M(8;0;0).
N € (0y), donc xy =z, =0, d’o 2y, — 8=0 et N(0;4;0).

De méme, on trouve P(O ;50 8).

5. 71 (150 ; —1)est normal a m,.

7, et m, ne sont pas colinéaires donc les plans 7, et 7, sont sécants.

., =1x1+0x2+(-1)x1=0, donc 7 L7,. Les plans =, etm, sont
orthogonaux.

6. Les points de A doivent vérifier les équations des deux plans, donc le systéme :

x—z=0
x+2y+z-8=0
Posons x =t¢, t € R ; on obtient le systeéme

xX=t x=t
Z=0 , t€R équivalent 3 {y=4—¢, t€R qui est un systtme
t+2y+t-8=0 z=t

d’équations paramétriques de A.

Si ¢ =4, on obtient un point de A de coordonnées (4 ;05 4), c’est le point C.
Donc C e A.

D’aprés le systéme, un vecteur directeur # de A a pour coordonnées (1; —1; 1)
(ce sont les coefficients devant le paramétre f) et —u est ¢également un vecteur
directeur de A.

Donc A passe par C(4 ; 0,4) et admet pour vecteur directeur —u(-1;1;-1).
7. Lem si et seulement si ses coordonnées vérifient 1’équation de m,,
c’est-a-dire x—2=0. Donc L(2; 2; 2).

(S) a pour rayon AL = \/(3 -2)2+(2-2)2+(1-2)? = V2 et pour centre A.
Soit M(x N z) un point de I’espace,

Me(S) e AM=+2 & AM2=2 & (x-3)2+(y-2)2+(z-1)2 = 2.
Une équation cartésienne de (S) est donc x*—6x+ y>*—4y+z*—-2z+12=0.
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Probabilites
conditionnelles
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W PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINI : RAPPELS

1. Notations et premiéres propriétés

On note Q={e, ;e,;...;e,} 'ensemble des événements élémentaires (ou
univers) d’une expérience aléatoire.

® On définit une probabilité sur € en associant a chaque événement élémentaire
e, un nombre p(e;), appelé probabilité de ¢, tel que :

e pour tout 7, 0 < p(e;) <1;

e p(e)+ p(e,)+...+ p(e,)=1 (la somme des probabilités des événements
¢lémentaires vaut 1).

m Un événement A est un sous-ensemble (ou partie) de €2.

m La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des événements
¢lémentaires qui le constituent. _

m L’événement contraire de A, noté A, est I’ensemble de tous les événements
¢lémentaires qui ne sont pas dans A.

A et B désignent deux événements.

m L’¢événement « A et B », not¢ A N B (se lit A inter B) est constitué des évé-
nements élémentaires qui sont a la fois dans A et dans B.

B A et B sont incompatibles si ANB={.

B L’événement « A ou B », not¢ A UB (se lit A union B) est constitu¢ des
événements élémentaires qui sont dans 1’un au moins des événements A, B.

m Propriétés

p(@)=0ct p(Q)=1;

P(A)+ p(A)=1 (ou p(A)=1- p(A),ou p(A)=1- p(A));
p(AUB)=p(A)+ p(B)- p(ANB).

‘ Au chapitre 10, on étendra la notion de probabilité a des données continues avec
les lois de probabilité a densité.
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2. Cas particulier : l'équiprobabilité

m Définition : lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabilité,
on dit que I’on est dans une situation d’équiprobabilité.

® Propriétés : lorsqu’on est dans une situation d’équiprobabilité : pour tout évé-
nement A :

_card(A) nombre de cas favorables

P(A)

card(Q2) ~ nombre de cas possibles

‘ Cette formule ne s'applique qu’en situation d’équiprobabilité ! On cherchera les
indices qui permettent de s’en assurer : boules indiscernables au toucher, per-
sonnes désignées au hasard...

3. Variables aléatoires discréetes

Soit € un univers muni d’une probabilité p et x;,x,,...,x, des nombres réels.
m Définir une variable aléatoire X sur €, c’est associer a chaque élément de Q
un des nombres x;. La variable X prenant les valeurs x,,x,,...,x, est appelée
variable aléatoire.

Les réels p, = p(X = x;) constituent la loi de probabilité de X.

m L’espérance de cette variable aléatoire est le nombre noté E(X) égal a :

E(X)zzxi pX =x)=xp+x5,p,+...+X,pD,.

i=1

m La variance de cette variable aléatoire est le nombre noté V' (.X') défini par :

V(X)=Y (x, — EQOF p(X = x,)

i=1

=(x = E(X))* X p + (%, = E(X))* X p, + ... +(x, = E(X))* X p,,.

m L’écart-type d’une variable alé¢atoire X est donné par :

o(X) =V (X).

® Propriétés
e Soit a et b deux réels, X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme
univers :

E(aX +b)=aE(X)+b
E(X+Y)=EX)+E®Y);
V(aX +b)=a’ V(X).
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e La variance est également donnée par :

V(X) = EQX) = E(X)= Y pix? — B(XY.

i=1

4, Loi de Bernoulli = Loi binomiale

m Définition

On appelle épreuve de Bernoulli une expérience aléatoire qui ne comporte que
deux issues possibles, I’'une notée S (succes) de probabilité p, I’autre £ ou S
(échec) de probabilité g =1- p.

Si X vaut 1 en cas de succes et 0 en cas d’échec, on dit que X suit une loi de
Bernoulli de paramétre p.

B Propriété

Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p :

E(X)=petV(X)=p(1-p).

‘ Cette loi se rencontre dans de nombreuses situations concrétes : pile ou face,
faire ou ne pas faire 6 avec un dé, etc.

m Définition

Répéter n fois et de mani¢re indépendante la méme épreuve de Bernoulli de
parametre p constitue une épreuve de Bernoulli. Si X désigne le nombre de
succes au cours des n expériences, la loi de probabilité de la variable aléatoire X
est appelée loi binomiale de parametres # et p. On la note B(# ; p).

B Propriété

Si X suit une loi binomiale B(7 ; p), pour tout entier kavec 0 < k< n:

p(X =k)= (Z)p"(l -y

\

n
ou ( k) désigne le nombre de chemins menant & k succes au cours des n répéti-

tions. De plus :

E(X)=npet V(X)=np(-p).

n
‘ Les coefficients [k] appelés coefficients binomiaux, se calculent a la machine ou

a laide du triangle de Pascal.
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Bi% PROBABILITES CONDITIONNELLES

1. Arbres pondérés
m Définition

Soit A et B deux événements avec p(A) # 0, on appelle probabilité condition-

nelle de B sachant A le nombre p, (B) = m
P(A)

y

Cette égalité s'écrit également : p(A N B)= p,(B)x plA].

Ainsi, en pondérant la branche reliant A a B par la probabilité de B sachant A, on
trouve la probabilité de A m B en multipliant les probabilités le long des branches.

B ANB
B

P(A)

A
/ \
B
/B
;&\
B
m Généralisation
SiQ=AUA,U...UA,, olles A, sont deux a deux disjoints :
p(B)=p(A,"B)+ p(A,"B)+...4+ p(A, " B).

Ainsi lorsque p(A;) # 0 pour tout i :
P(B)= p(A) X py,(B) + p(A;) X py (B) +...+ p(A,) X py (B).

Al/pAl(B)/B
o

PAT pe®— ®

,

e

Q

P(A) T

B

An/pA”(B
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® Propriété (régle des nceuds)
La somme des probabilités rencontrées sur les branches partant d’'un méme évé-
nement est égale a 1.

Ceci généralise la propriété plA)+ p(A)=1.
Sur l'arbre 1, par exemple, on a également p, (B] + pA[él =8

Voir le savoir-faire 1. 3. pour l'utilisation de cette regle

2. Indépendance
m Définition

Deux événements A et B sont indépendants lorsque p(A N B) = p(A)x p(B).
Si p(A) 0, A et B sont indépendants si, et seulement si, p,(B) = p(B).

m Conséquence
Lors de n expériences successives indépendantes :

P(E,nE,n...nE,)=p(E,) X p(E,)X... Xp(E)).

‘ Ceci généralise un résultat vu en premiere pour la répétition d’expériences iden-
tiques indépendantes (par exemple pour une épreuve de Bernoulli).

SAVOIR-FAIRE

i EXEMPLE : On s’intéresse a la situation suivante :

i Dans un club de sport, on choisit un adhérent au hasard. On veut représenter
i les différentes éventualités par un arbre pondéré sachant que : 40 % des adhé-
i rents sont blonds ; parmi les adhérents blonds, 20 % ont les yeux marron et
i parmi les autres, 50 % ont les yeux marron.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)
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1. Construire un arbre pondéré rendant

compte de l'expérience
a. On note B I’événement « ’adhérent choisi est blond » et M I’événement
« I’adhérent choisi a les yeux marron ».
On commence par représenter un arbre non pondéré o on classe les individus
par la couleur de leurs cheveux, puis par la couleur de leurs yeux :

Adhérents Cheveux Yeux

b. On calcule les probabilités menant a B et B.
Comme le choix de I’adhérent se fait au hasard, il y a équiprobabilité de ce

) 40 =
choix, donc p(B)=——=0,4¢t p|B)=1- p(B)=0,6.
X p(B)=100 p( ) p(B)

¢. On calcule py(M).

Sachant que ’adhérent est blond, il aura les yeux marron avec probabilité :

20
M)=—=0,2.
ps(M) 100
On en déduit pz(M)=1-0,2=0,8.
d. On calcule p; (M) :

Sachant que 1’adhérent n’est pas blond, il aura les yeux marron avec probabilité

ps(M) = % =0,5. On en déduit p;(M)=1-0,5=0,5.
e. On compleéte I’arbre.
Adhérents Cheveux Yeux
M
02—
B< ’
0,4/ 08
o
\ M
0,6\_ 0’5/
5
05
\M
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2. Exploiter la lecture d'un arbre pondéré
pour calculer une probabilité

® Question 1 : Quelle est la probabilité que 1’adhérent choisi ait les cheveux
blonds et les yeux marron ?

a. On traduit le probléme a I’aide des événements B et M : on cherche
p(BNM).

b. On construit I’arbre pondéré du savoir-faire 1., puis on localise la branche
quimeéne a (BN M): c’est la premicre.

c. On multiplie les probabilités rencontrées le long de cette branche :

p(BAM) = p(B)x ps(M)=0,4x0,2=0,08.

4

Attention a ne pas confondre p(B " M) et p;(M).

® Question 2 : Quelle est la probabilité qu’il ait les yeux marron ?

a. On traduit le probléme a I’aide des événements B et M : on cherche p(M).
b. On localise les branches qui finissent par M :

e la premicre qui correspond a BN M ;

e la troisiéme qui correspond a B N M.

c¢. On multiplie les probabilités rencontrées le long des branches :

P(M) = p(B) X py (M) + p(B)x p (M) =0,4x0,2+0,6x0,5=0,38.

3. Etablir la dépendance ou l'indépendance
de deux événements

Dans ce club, peut-on considérer qu’avoir les cheveux blonds et avoir les yeux
marron sont des événements indépendants ?

a. On calcule p(B) = 0,4, puis p(BNM)=0,08et p(M) = 0,38 comme au
savoir-faire 2.

b.‘ Il ne s'agit pas de se fier a son intuition, mais de comparer p(B)x p(M) &
p(BNM).

p(B)X p(M)=0,4x0,38=0,152 et p(BM)=0,08.

Donc p(B)x p(M) # p(BN M) : les événements B et M ne sont pas
indépendants.

Comme p(B) # 0, on peut aussi comparer pg(M) = 0,2 et p(M) = 0,38 : py(M) = p(M),
donc B et M ne sont pas indépendants.
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EXERCICES D'APPLICATION

DO YOU SPEAK ENGLISH ? | * | 10 min | »P. 330 |

Une société comprend 65 % de cadres, et parmi ceux-ci, 70 % parlent anglais.
Chez les autres employés, seuls 40 % parlent anglais. On interroge un employé
de la société au hasard. On note C I’événement « la personne interrogée est un
cadre » et A ’événement « la personne interrogée parle anglais ».

1. Déterminer p(C) et p.(A). o
2. Construire un arbre pondéré rendant compte de 1’énoncé. On pourra utiliser C
et A les événements contraires de C et A.

‘ Pour la construction de l'arbre pondéré, voir le savoir-faire 1.
3. En déduire la probabilité que cet employé soit un cadre parlant anglais.
‘ Pour [utilisation de larbre pondéré, voir le savoir-faire 2.

4. Quelle est la probabilité qu’on interroge un employé parlant anglais ?

‘ Il faut comptabiliser toutes les branches débouchant sur A.

I3 sroupEs ET RHESUS. | % | 10 min | »p. 331 |

Voici la répartition des principaux groupes sanguins des habitants de la France :

Groupe O Groupe A Groupe B Groupe AB

Rhésus + 35,0 % 38,1 % 6,2 % 2,8 %

Rhésus — 9,0 % 72 % 1,2 % 0,5 %

On choisit une personne au hasard dans la population frangaise.
Onnote R* I’événement « la personne a le rhésus + », O I’événement « la per-
sonne est du groupe O » etc. On a représenté un arbre illustrant cette expérience
aléatoire.

P3 0

>

R* B
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1. Déterminer p,, p,.

2. Donner une interprétation en langage courant de p,, puis calculer p,.

3. Quelle est la probabilité qu’une personne appartenant au groupe O soit de
rhésus positif ?

‘ Deux méthodes sont possibles : exploiter larbre ou ne considérer que les
personnes de groupe O parmi les N habitants de la France.

4. Les événements étre R* et O sont-ils indépendants ?

‘ Pour lindépendance de deux événements, voir le savoir-faire 3.

[E} sLack or wHITE 2 | % | 15 min | »p. 331 |

Dans une urne U, il y a quatre boules noires et six boules blanches.

Dans une urne U,, il y a trois boules noires et sept boules blanches.

Les boules sont indiscernables au toucher.

On choisit une urne au hasard, puis on tire au hasard une boule dans cette urne.
On note A I’événement « on choisit U, » et N I’événement « la boule tirée est
noire ».

1. Représenter 1’épreuve par un arbre non pondéré que vous compléterez au fur
et a mesure.

2. Calculer p(A).

3. Donner une interprétation en langage courant, puis calculer p, (N) et p5(N)
et compléter 1’arbre.

4. Donner une interprétation en langage courant, puis calculer p(N N A),
p(NNA) et p(N).

5. En déduire la probabilité d’avoir choisi 1’'urne U, sachant qu’on a tiré une
boule noire.

‘ Voir les savoir-faire 1 et 2.

T'AS DE BEAUX YEUX... | % | 15 min | »P. 333 |

Le pot de fin d’année des professeurs rassemble 45 hommes et 55 femmes. 40 %
des femmes ont les yeux bleus. Au total, 50 professeurs ont les yeux bleus.

1. Représenter la situation a I’aide d’un tableau a double entrée complété a I’aide
des données.

‘ On pourra s'inspirer de 'exercice 2.

2. Une personne est désignée au hasard. On note F « la personne désignée est une
femme » et B « la personne désignée a les yeux bleus ».
a. Calculer la probabilité des événements « cette personne est une femme » ;
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« cette personne est une femme aux yeux bleus » ; « cette personne est un homme
aux yeux bleus ».

b. Quelle est la probabilité que cette personne ait les yeux bleus sachant que c’est
une femme ?

‘ Deux méthodes sont possibles : utiliser la formule de définition des probabilités
conditionnelles ou ne considérer que la colonne des femmes.

c. Sachant que cette personne a les yeux bleus, quelle est la probabilité que cette
personne soit une femme ?

3. Construire deux arbres pondérés pouvant correspondre a cette expérience
aléatoire.

‘ On peut commencer par distinguer les individus suivant leur sexe... ou suivant la
couleur de leurs yeux.

B Fiasiuie orun TEST | % | 15 min | »p. 335 |

Une maladie contagieuse est en train de causer la disparition d’une espeéce
animale. 50 % des animaux sont déja malades. Un laboratoire de recherche a mis
au point un test de dépistage de cette maladie : si un animal est malade, le test est
positif dans 99 % des cas ; si un animal n’est pas malade, le test est positif dans
0,1 % des cas. On examine un animal de cette espece pris au hasard.

On note M I’événement « 1’animal est malade », M son événement contraire et
T I’événement « le test est positif ».

1. Déterminer P(M), P,,(T) et P;(T).

‘ Il faut simplement traduire les données de ['énoncé.

2. En déduire P(T).

‘ Commencez par construire un arbre pondéré (savoir-faire 1) en utilisant les
résultats trouvés a la question 1.

3. Le laboratoire estime qu’un test est fiable si sa valeur prédictive positive, c¢’est-
a-dire la probabilité qu’un animal soit malade sachant que le test est positif, est
supérieure a 0,999. Ce test est-il fiable ?

A couisrace | % | 20 min | »P. 336 |

Dans un supermarché, trois producteurs « a », « b » et « ¢ » fournissent respecti-
vement 25 %, 35 % et 40 % des pommes vendues.

Certaines de ces pommes sont hors calibre, dans les proportions suivantes :

5 % pour le producteur « a », 4 % pour le producteur « b » et 1 % pour le
producteur « ¢ ».
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On prend une pomme au hasard et on définit les événements suivants :

A : « La pomme vient du producteur « a » » ; B : « La pomme vient du producteur
«b»»; C:«Lapomme vient du producteur « ¢ » » ; D : « La pomme est hors
calibre ».

Les résultats seront donnés a 10~ pres.

1. Traduire les données de 1’énoncé en utilisant les notations des probabilités et
tracer un arbre pondéré illustrant la situation.

‘ Pour la construction de l'arbre pondéré, voir le savoir-faire 1.
2. Calculer p(D).
‘ Pour ['utilisation de larbre pondéré, voir le savoir-faire 2.

3. Quelle est la probabilité qu'une pomme vienne du producteur « a » sachant
qu’elle est hors calibre ?

4. Calculer la probabilité qu'une pomme vienne du producteur « ¢ » sachant
qu’elle n’est pas hors calibre.

UN DE, DEUX URNES | %% | 10 min | »p. 337 |

Une urne U contient trois boules noires et une blanche, une urne V deux boules
noires et deux blanches. Toutes ces boules sont indiscernables au toucher. On
lance un dé régulier a six faces et si on obtient 1, on tire une boule au hasard dans
U, sinon on tire une boule au hasard dans V.

Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche ?

‘ On pourra introduire les événements A : « lurne choisie est U » et B : « la boule
choisie est blanche » et construire un arbre pondéré.

K} LoisinomiaLE | % | 20 min | »p. 338 |

On lance deux dés bien équilibrés. On gagne si la somme des points obtenus est
égale a 7.
1. Démontrer a I’aide d’un tableau a double entrée que la probabilité de gagner
est l

6
2. On lance 5 fois de suite deux dés bien équilibrés. On suppose que les jets sont
indépendants.
a. Justifier que le nombre de succes suit une loi binomiale dont on précisera les

parametres.
b. En déduire la probabilité¢ de gagner exactement deux fois.
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

IE] naissaNcES INDEPENDANTES 2 | %% | 45 min | »p. 339 |

Dans une famille donnée, on suppose qu’a chaque naissance, la probabilité
d’avoir une fille est la méme que celle d’avoir un gargon. On note A 1’événement
« la famille a au plus une fille » et B I’événement « la famille a des enfants des
deux sexes ».

Les événements A et B sont-ils indépendants :

a. dans une famille de deux enfants ?

‘ Construire un arbre pondéré pour envisager toutes les éventualités.
b. dans une famille de trois enfants ?

DE TRUQUE | %% | 30 min | »p. 341 |

On dispose d’un dé a 6 faces. On désigne par p, (k entier compris entre 1 et 6)
la probabilité d’obtenir, lors d’un lancer, la face numérotée k.

Ce dé est pipé de sorte que :

e les faces ne sont pas équiprobables ;

o les nombres p,, p,, ps, Pas Ps, P dans cet ordre sont six termes consécutifs d’une
suite arithmétique ;

o les nombres p,, p,, p, dans cet ordre sont trois termes consécutifs d’une suite
géométrique. i

1. Démontrer que p, = o1 pour tout entier k& compris entre 1 et 6.

‘ Pour diminuer le nombre d’inconnues, on essayera d'abord d’exprimer les p;
uniquement a l'aide de p, et de la raison r de la suite arithmétique, puis on trouvera
un lien entre r et la raison g de la suite géométrique.

2. On lance ce dé¢ une fois et on considére les événements suivants :
A « le nombre obtenu est pair » ;

B « le nombre obtenu est supérieur ou égal a 3 » ;

C « le nombre obtenu est 3 ou 4 ».

a. Calculer la probabilité¢ de chacun de ces événements.

‘ Il suffit de décomposer ces événements a l'aide des événements élémentaires.

b. Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit supérieur ou égal a 3 sachant
qu’il est pair.

‘ Exploiter la formule du cours, II.
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c. Les événements A et B sont-ils indépendants ? Les événements A et C sont-ils
indépendants ?

‘ Pour l'indépendance de deux événements, voir le savoir-faire 3.
d. Reprendre la question ¢. en supposant cette fois le dé bien équilibré.

ENCORE DES NAISSANCES | %% | 30 min | »p. 342 |

Dans une maternité, on observe n naissances, n entier strictement positif.
On admet que dans cette maternité la probabilité qu’un nouveau né soit une fille
est de 0,49. Les naissances sont supposées indépendantes.

1. Combien de naissances faut-il attendre pour que la probabilité qu’il naisse au
moins une fille soit supérieure a 0,95 ?

2. Combien de naissances faut-il attendre pour que la probabilité qu’il naisse au
moins deux filles soit supérieure a 0,95 ?

E¥] Les PeiTs cHEvauX | %%* | 35 min | »p. 344 |

Au jeu des Petits Chevaux, on utilise un dé classique bien équilibré. Pour pouvoir
entrer en jeu, on doit obtenir un 6. Si on n’obtient pas 6, on doit passer son tour.
Partie A. Algorithmique

Ecrire un algorithme en langage courant qui donne le nombre de lancers de dé
qu’il aura fallu attendre avant de pouvoir entrer en jeu.

‘ On peut simuler un dé classique avec la formule E(6xa+1 ol E désigne la
fonction partie entiére et a un nombre aléatoire pris au hasard dans lintervalle
[0; 1] (on parlera de loi uniforme sur [0 ; 1] au chapitre suivant].

Partie B.

Calculer la probabilité de pouvoir entrer en jeu :
1. au premier tour de dé ;

2. au deuxiéme tour de dé ;

‘ Pour entrer en jeu au deuxieme tour, il ne faut pas étre entré en jeu au
premier tour...

3. au n-iéme tour de dé, n désignant un entier supérieur ou égal a 2.

‘ On peut dresser un arbre pondéré pour visualiser la situation.
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EE) ALo> | %% | 25 min | »p. 346 |

Au cours d’une enquéte téléphonique, la probabilité que le correspondant ne
décroche pas au premier appel est de 0,4 et s’il décroche, la probabilité qu’il
réponde au questionnaire est de 0,3.

1. On note D, « la personne décroche au premier appel » et R. « la personne
répond au questionnaire lors du premier appel ».

Calculer la probabilité de I’événement R .

‘ On pourra construire un arbre pondéré.

2. Lorsqu’une personne ne décroche pas au premier appel, on la contacte une
seconde fois.

La probabilité¢ qu’elle ne réponde pas la seconde fois est 0,3 et la probabilité
qu’elle réponde au questionnaire sachant qu’elle décroche est 0,2. Si une per-
sonne ne décroche pas non plus au second appel, on ne la contacte plus.

On note : D, « la personne décroche au second appel », R, « la personne
répond au questionnaire lors du second appel » et R « la personne répond au
questionnaire ». Montrer que la probabilité de I’événement R est 0,236.

‘ Compléter larbre précédent.

3. Sachant qu’une personne a répondu au questionnaire, calculer la probabilité
qu’elle Iait fait lors du premier appel. (Arrondir au milliéme.)

‘ On utilise la formule du cours...

4. Un enquéteur a une liste de 25 personnes a contacter. Les sondages auprés des
personnes d’une méme liste sont indépendants. Quelle est la probabilité pour que
25 % des personnes répondent au questionnaire ? (Arrondir au millieme)

‘ Répétitions indépendantes d'une méme expérience...

SERVICE APRES-VENTE BONJOUR ! | %% | 20 min | »p. 347 |

Un fabriquant de téléviseurs teste ses produits avant de les livrer chez ses clients.
Si le test est positif, il livre le téléviseur au client. Sinon, il essaye de le réparer.
Le test est positif pour 70 % des téléviseurs sortis de la chaine de fabrication, et
65 % des téléviseurs qu’il tente de réparer finissent par fonctionner et étre livrés
au client. Les autres sont détruits.

On note T I’événement « le test est positif » et C I’événement « le téléviseur est
livré au client ». On choisit un téléviseur au hasard sortant de la chaine de
fabrication.

1. Déterminer les probabilités des événements T et C.
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2. La fabrication d’un téléviseur colte 1000 € au fabricant. Les réparations
lui colitent 50 € de plus. On note a le prix de vente d’un téléviseur, et X la
variable aléatoire égale au gain algébrique réalisé par le fabricant pour un télé-
viseur sortant de la chaine de fabrication.

a. Déterminer la loi de probabilité de X en fonction de a.

‘ Le gain algébrique est égal au prix de vente moins les colts pour le fabricant.
b. Exprimer I’espérance de X en fonction de a.

‘ Pour la formule de l'espérance, voir cours, |. 3.

c. A partir de quel prix de vente (arrondi a I’euro) ’entreprise peut-elle espérer
réaliser des bénéfices ?

‘ On veut un gain strictement positif.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

E%] suite RECURRENTE | %%% | 40 min | »p. 349 |

Deux amis, Antoine et Bruno, n’ont qu’une seule manette a leur console de jeu.
IIs se mettent d’accord sur le principe suivant : ils tirent a pile ou face (avec une
piéce bien équilibrée) celui qui jouera la premiére partie, puis a chaque partie, si
le joueur gagne, il peut jouer la partie suivante, sinon, il passe la manette a son
voisin. On sait que lorsqu’ Antoine joue une partie, il la gagne une fois sur deux,
tandis que lorsque Bruno joue une partie, il la gagne une fois sur trois.

Pour tout entier n >1, on note A, I’événement « ¢’est Antoine qui joue la n-ieme
partie » et a, la probabilité de I’événement A .

1. Déterminer q.

‘ C'est la piece qui décide...

1 2
2. Démontrer que pour tout n >1, a,,, = —gan + 3

‘ On pourra construire un arbre pondéré partiel représentant les résultats de la
n-ieme partie puis de la (n +1)-iéme partie.

. 4 . .
3. Soit u, =a, — 5 pour ne€ N, n>1. Déterminer la nature de la suite (,).
En déduire I’expression de «, en fonction de 7.

‘ On commence par essayer d'exprimer u,,, en fonction de u,,.

4. Déterminer la limite de la suite (a,) quand 7 tend vers +eco.
5. Calculer la probabilité que la n-iéme partie soit gagnée.
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DEPISTAGE SYSTEMATIQUE | x%% | 40 min | »p. 350 |

Une maladie atteint une fraction x (comprise entre 0 et 1) d’une population.
On veut tester systématiquement tous les individus de cette population pour
savoir s’ils sont porteurs de la maladie.

Un laboratoire pharmacologique produit un test de dépistage dont les caractéris-
tiques sont les suivants :

o la probabilité qu’un individu atteint ait un test positif est 0,99 ;

e la probabilité¢ qu’un individu non atteint ait un test négatif est 0,99.

On teste un individu au hasard dans la population. On note A 1’événement
« l'individu est atteint » et T I’événement « le test est positif ».

On va étudier la valeur prédictive positive du test p; (A) ¢’est-a-dire la probabilité
qu’un individu dont le test est positif soit effectivement atteint.

1. Construire un arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. Calculer la probabilité de I’événement T.

3. a. Etablir que la valeur prédictive positive p;(A) du test est donnée par la
99x

98x+1"

fonction f(x)=

‘ Sans autre information dans l'énoncé, on utilise la formule du cours, Il.

b. Etudier les variations de la fonction fsur [0 ; 1].
c. Reproduire et compléter le tableau. Arrondir a 10—+ pres.

X 0,001 | 0,01 0,1 0,5 0,9

d. En déduire I’inconvénient majeur de ce test s’il s’agit d’'une maladie rare.

‘ Que devient x dans le cas d'une maladie rare ?

e. Que devient I’efficacité de ce test si on ne I’applique qu’a une population
présentant des symptomes de la maladie ?

4. a. Démontrer que la probabilité p- A) qu’un individu ayant un test négatif ne
soit pas atteint est donnée par la formule f(1— x).

b. Quel est le sens de variation de x +— f(1—x) sur [0 ; 1] ?

c. En déduire que si x < 0,1, p; (K) >(,998.
d. Que peut-on en déduire pour un individu dont le test est négatif dans le cas
d’une maladie rare ?
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CONTROLE

CONTROLE... DE QUALITE | %% | 20 min | »P. 353 |

Pour fabriquer un appareil on utilise successivement et dans cet ordre deux
machines M, et M,. La machine M, peut provoquer deux défauts d, et d,.
Un relevé statistique permet d’estimer que :

o 4 % des appareils présentent le défaut d,, et lui seul ;

o 2 % des appareils présentent le défaut o,, et lui seul ;

o 1 % des appareils présentent a la fois les défauts d, et d,.

1. On préléve au hasard un appareil a la sortie de M, .

On note A I’événement « 1’appareil présente le défaut d, » ; B I’événement
« ’appareil présente le défaut d, ».

a. Calculer les probabilités des événements A et B notées respectivement
p(A)et p(B).

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

‘ Voir le savoir-faire 3.

b. Quelle est la probabilité pour que I’appareil présente le défaut d, sachant
qu’il présente le défaut d, ?

c. Soit D I’événement « I’appareil présente au moins un défaut ».

Montrer que la probabilité de I’événement D est égale a 0,07.

d. Quelle est la probabilité pour que I’appareil ne présente aucun défaut ?

2. A la sortie de la machine M, les appareils en cours de fabrication passent par
la machine M, qui peut provoquer un défaut ¢, dans les conditions suivantes :
e 60 % des appareils ayant au moins un défaut en sortant de M, présentent
le défaut d, ;

® 3 % des appareils sans défaut a la sortie de M, présentent le défaut d;.

On préleve au hasard un appareil aprés les passages successifs dans les
machines M, et M,.

On ne s’intéresse ici qu’aux événements C « 1’appareil présente le défaut d; » et
D « I’appareil présente au moins un défaut en sortant de M, »

a. Traduire les informations précédentes a 1’aide d’un arbre pondéré.

‘ On a déja étudié D a la question 1.

b. Quelle est la probabilité que I’on fabrique un appareil sans aucun défaut ?
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EX] exercice2 | %% | 30 min | »P. 354 |

Dans une féte foraine, un ticket enfant permet d’effectuer autant de tirs
successifs qu’il est nécessaire pour crever un ballon. A chacun de ses tirs,
on considere qu’un enfant a la probabilité 0,2 de crever le ballon. Le tireur
s’arréte quand le ballon est crevé.

Partie A. Algorithmique

Ecrire en langage courant un algorithme qui simule 100 parties et comptabi-
lise le nombre moyen de tirs nécessaires pour crever le ballon.

On pourra utiliser la propriété (voir le chapitre suivant sur la loi uniforme) :
pour un nombre aléatoire compris entre 0 et 1, la probabilité qu’il soit dans un
intervalle [a ; b] [0 ; 1] est égale a b—a.

‘ Créer deux compteurs : le premier comptera le nombre de coups nécessaires
pour crever le ballon dans une partie, et le second comptabilisera le nombre
total de tirs pour les 100 parties.

Partie B.

1. a. Quelle est la probabilité qu’au bout de deux tirs le ballon soit intact ?
b. Quelle est la probabilité que deux tirs suffisent pour crever le ballon ?
c. Quelle est la probabilité p, que n tirs suffisent pour crever le ballon ?

y Mieux vaut envisager l'événement contraire.

d. Pour quelles valeurs de n a-t-on p, > 0,99 ?

2. Un deuxiéme stand de tir propose la régle suivante :

Dans un premier temps, le joueur lance un dé tétraédrique régulier dont les
faces sont numérotées de 1 a 4 (la face obtenue avec un tel dé est la face
cachée) ; soit k le numéro de la face obtenue. Le joueur a alors le droit a £ tirs
maximum pour crever le ballon.

Démontrer que, si le dé est bien équilibré, la probabilité de crever le ballon est
égale a 0,4096.

19 | % | 10 min | »P. 357 |

Soit A et B deux événements associés & une méme expérience aléatoire.
1. Justifier I’égalité¢ p(A N B)= p(A)— p(A N B). _
2. En déduire que, si A et B sont indépendants, il en est de méme de A et de B.

‘ Penser a utiliser les résultats de la question 1.
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CONTROLE

EX) Panier 2 | %% | 25 min | »P. 358 |

Roselyne débute au basket-ball. Elle effectue des lancers francs successifs.
Lorsqu’elle réussit le panier a un lancer, la probabilité qu’elle réussisse le

panier au lancer suivant est égale a —. Lorsqu’elle manque le panier a un
lancer, la probabilité qu’elle manque le panier au lancer suivant est égale a —.

On suppose qu’au premier lancer, elle a autant de chances de marquer le
panier que de le manquer.

Pour tout entier n strictement positif, on considere les événements suivants :
A, « Roselyne marque le panier au n-ieme lancer »

B, « Roselyne manque le panier au n-iéme lancer ».

On pose p, = p(A,).

1. Déterminer p, et montrer que p, = =

‘ On pourra dresser un arbre pondéré pour p,.

. 2 1
2. Montrer que pour tout entier naturel n>1, p,,, = 5 Pt 3
‘ On pourra dresser un arbre pondéré représentant les n-iéme et (n+1) -iéme
lancers.
3

3. Pour n>1, on pose u, = p, T
Montrer que la suite (u,),., est une suite géométrique dont on donnera le
premier terme u, et la raison g.

‘ On cherchera une relation entre u,,, et u,.

4. Ecrire u,, puis p,, en fonction de 7 pour tout 7> 1.

4

5. Déterminer lim p,.

n—>+oo

IL NEIGE 2 | %% | 10 min | ». 361 |

Attention aux formules : la suite (u,) démarre au rang 1.

En hiver, Monsieur Prudent sort de chez lui chaussé de bottes 8 fois sur 10.
I1 les met systématiquement lorsqu’il neige, et une fois sur trois lorsqu’il ne
neige pas.

Quelle est la probabilité qu’il ne neige pas sachant qu’on vient de croiser
Monsieur Prudent avec ses bottes ?

‘ On commencera par déterminer la probabilité p qu'il neige en résolvant une
équation d'inconnue p.
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CORRIGES

1. Le choix de I’employé s’effectue au hasard, il y a donc équiprobabilité de
ces choix. La probabilité d’interroger un cadre est alors égale a la proportion des

cadres parlant anglais :

65
C)=—=0,65.
p(C) 100>

Sachant que I’employé interrogé est un cadre, il parle anglais s’il fait partie des 70 %
de cadres parlant anglais, donc :

Pe(A) =" =

100
2. p(C)=1-p(C)=0.35 et p(A)=1-pc(A)=0.3.

0,7.

40 % des non-cadres parlent anglais, donc :
40 —
Pe(A) = 100~ 0,4 et ps (A) =1-0,4=0,6.

On en déduit I’arbre pondéré :

3. On détermine p(C N A) en multipliant le long de la branche :
pP(CNA)= p(C)x p-(A)=0,5%0,7.
p(CNA)=0,455.

4

0,7 est la probabilité de A sachant C, pas la probabilité de AnC.

4. On additionne les probabilités des branches qui conduisent a 1’événement A :
p(A)=p(ANC)+ p(ANC)=0,455+0,35x%0,4, d’ou :

p(A) = 0,595.
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IZ' Les choix des individus sont équiprobables.
1. p, = p(R*)= p(ONR")+ p(ANR*)+ p(BNR*)+ p(ABNR™).
35 381 6,2 2,8 821

~ 100 100 100 100 100
p,=pR7)= P(§)= 1— p(R*) soit p, =0,179.

soit p, =0,821.

On aurait pu calculer p, directement par la méthode employée pour p,.

2. p; = pg- (O) est la probabilité que la personne interrogée soit du groupe O
sachant qu’elle a le Rhésus +.

P(R*) = 0,821 % 0 donc p, = p, +(0)= ZOORD _ 0,35

p(R*) 0,821

soit p, = 0,426 a 10~ pres.
3. On cherche p,(R*).
e Pour utiliser la formule p. 312, on commence par calculer p(O) a I’aide de I’arbre :
35 9 44
0)=p(R* nO)+ p(R- NO)=—+—=—-=0,44 %0, donc :
P(0)=p( )+ p( ) 100 100100
p(R*n0O) 0,35

R*)= soit R*) =0,795 a 107 pres.
Po(RY) 2(0) 0.44 Po(RY) P
e On peut considérer qu’on interroge au hasard un des 35+9 x N = ﬁx N
35 100 100
Francais de groupe O :ily a 100 X N Frangais de rhésus positif parmi eux, donc
375 XN 35
poR)=100 _ 22 "goit po(R*) =0,795 a 103 prés.
44 44
—XN
100

nombre de cas favorables

Ondoit passer par les effectifs pour utiliser la formule

de facon rigoureuse. nombre de cas possibles

4. D’apres 2. et 3., pg,(O)# p(0O), donc les événements O et R ne sont pas
indépendants.

4 On pouvait aussi comparer p[R*) et p,(R*], ou encore pl0 NR*] et p(0)x p(R*).
Voir le cours, II. 2.

1. I y a deux éventualités pour le choix de I’urne, correspondant aux

événements A, pour I'urne U, et A pour I'urne U,. Il y a deux éventualités pour
le choix de la boule, correspondant aux événements N, pour une boule noire, et N
pour une boule blanche. On en déduit ’arbre suivant :
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Choix de
la boule
Choix de N

l’urne/
A

2. Le choix de I’'urne, parmi les deux urnes possibles, se fait de fagon équiprobable,
donc p(A), la probabilité que I’urne choisie soit U, , est égale a —.

3. po(N) est la probabilité que la boule choisie soit noire sachant que 1’urne
choisie est 'urne U,. Dans I'urne U, il y a 4 boules noires parmi les 10 boules
présentes. Le tirage de la boule se fait de fagon équiprobable, donc :

4 _2

10 5

P (N) est la probabilité que la boule choisie soit noire sachant que I’'urne choisie
est I'urne U,. Dans I'urne U,, il y a 3 boules noires parmi les 10 boules présentes.
Le tirage de la boule se fait de fagon équiprobable, donc :

Pa(N)=

3
-(N)=—.
N =15
On peut alors compléter I’arbre pondéré :
Choix de
la boule
N

Choix /
delurV 5
A—__ 3

1 \N

1
2 3 /N
\A/ 10
\

332
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4

La régle des nceuds a permis de déterminer les probabilités p(A), p,(N) et pK[N].

4. p(A NN) est la probabilité d’avoir choisi I'urne U, puis tiré une boule noire
1. 2 . 1

dans cette urne. Donc p(A N N) = p(A) X p,(N) = 5 X = soit p(ANN) = 5

p(X N N) est la probabilité d’avoir choisi I’urne U, puis tiré une boule noire dans

cette urne. Donc p(A N N) = p(A) X p(N) = > x%, soit p(ANN) = 2—30

= 1 3 . 7

D’ N)=p(ANN)+ p(ANN)=—+—, soit p(N)=—.

ou p(N) = p( )+ p( ) e e p(N) 20
5. On cherche py(A).

BARG_ 5 L e
P(N)

N) # 0, donc A)= .
p(N) Pn(A) == 7

[\®)

4

proportion plus importante de boules noires dans l'urne U,.

. 1 . . o
On trouve un résultat plus grand que 2 ce qui est vraisemblable puisqu'on a une

1.
Sexe Yeux Bleus Non bleus Total
Hommes 28 @ 17 45
Femmes 2° 33 55
Total 50 50 100

@ % %55 =22 femmes ont les yeux bleus, donc 55—22 =33 femmes n’ont

pas les yeux bleus.

®© 50 —22 =28 hommes ont les yeux bleus, donc 45— 28 =17 hommes n’ont pas
les yeux bleus.

2. a. Le choix du professeur se fait au hasard donc les tirages sont équiprobables.

e La probabilité que la personne soit une femme est :
55

F)=—=0,55.
p(F) 000

e La probabilité que la personne soit une femme aux yeux bleus est :

22
FNB)=——=0,22.
( ) 100
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e La probabilité que la personne soit un homme aux yeux bleus est :
= 28
FNnB)=—=0,28.
P( )=100

b. La probabilité que la personne ait les yeux bleus sachant que ¢’est une femme
est pp(B).
Comme p(F)#0:

FAB) 0,22
puB)=2ECD) 022 4
p(F) 0,55

Autre méthode
On interroge au hasard une des 55 femmes, donc :

22
p(B)=r =04

c. Sachant que la personne a les yeux bleus, la probabilité que ce soit une femme

est py(F).
Comme p(B) #0:

p(FNB) 0,22

=22 20,44
p(B) 0,55

pe(F) =

Autre méthode
On interroge au hasard 1’une des 50 personnes aux yeux bleus, donc :
22
pp(F) = = =0,44.

3. e Si on commence par distinguer les professeurs suivant la couleur de leurs
yeux, puis suivant leur sexe, on obtient 1’arbre :

F
B
0,5
0,56 —
F
\ 0,66 F
0,5 o
B
k F

4

pg(F)s'obtient comme au 2.c.
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e Si on commence par distinguer les professeurs suivant leur sexe, puis suivant la
couleur de leurs yeux, on obtient I’arbre :

B
0,4

0,55

0,45

or]|

s
4>|~ 4>|w 7
(VRN W oo oy

wl

4

p-(B) s'obtient comme au 2.b.

E] 1. Le choix de I’animal est fait de fagon équiprobable, donc :

50
M)=—=0,5
p(M) 100"
99
T)=——=0,99
pu(T) 10
(T)———0001

2. De la question 1., on déduit a I’aide de la regle des nceuds que :
Pu (T) =1-py(T)=0,01 et p5(T) =1~ p5(T)=0,999.

On peut alors dresser un arbre pondéré :

T =— MNT
0,99
/ \ T
T <— MAT
\ 0,001
0,999 B
T

‘ Seules les branches amenant a T sont utiles pour cette question, mais il vaut
mieux compléter l'arbre dans sa totalité. On ne sait jamais...
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On en déduit :
p(T) = p(MAT)+p(MAT)
P(T) = p(M)X py (T) + p(M) X pg;(T)
p(T)=0,5%0,99+0,5x0,001
p(T) =0,4955.
3. On cherche p;(M). Comme p(T)#0:

rMNT)  py(T)xpM) _0,99x0,5
p(T) p(T) 0,4955
pr(M) < 0,999, donc le test n’est pas fiable.

pr(M) = =0,998 991 (2 10 pres).

@ 1. Les pommes sont choisies au hasard donc les tirages sont équiprobables.
On en déduit I’arbre pondéré :

0,05 D

/\

0,95 —D
004 D
035 4 __—
5D
0,4 001 D

/\

0,99 — D

‘ Les calculs n'ont pas été détaillés ici. En cas de difficultés, voir les méthodes a
lexercice 1. par exemple.

2. En multipliant les probabilités sur les branches débouchant sur D :
p(D)=p(AND)+ p(BND)+ p(CND)
(D) = p(A)x py(D)+ p(B) X pg(D) + p(C) X p.(D)
p(D)=0,25%0,05+0,35x0,04+0,4x0,01
p(D)=0,0305.

3. La probabilité qu’une pomme vienne du producteur « a » sachant qu’elle est hors

calibre est p,(A). Comme p(D)#0:

P(AND) _ p(A)Xp,(D)

p(D) (D)

0,25x0,05 0,0125
0,0305 0,0305

po(A) =

= 0,4098 (a 10~ pres).

Po(A) =
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4. La probabilité qu’une pomme vienne du producteur « ¢ » sachant qu’elle n’est
pas hors calibre est ps(C). Comme p(D)#0:

po(C)= PEOD)_ POxpc(D) _0.9x0.4 _ g 485 3 10~ pres).

p(D) 1- p(D) 0,9695

On note A I’événement « ’urne choisie est U » et B 1’événement « la boule
choisie est blanche ».
Le dé est régulier, donc les résultats des lancers sont équiprobables, donc :

1 X I 5
Ay=—=¢t p(A)=1-—=—.
HR)= P(A) -
Les boules sont indiscernables au toucher, donc les tirages dans chaque urne sont
équiprobables.

! = 3
Alors pA(B):Z, donc p,(B)=1-p,(B)= —

2 1 =
. =2 =__donc p-(B)=—.
px(B) PRt px(B) 5

D’ou I’arbre pondéré :

1 A
6
B
S
6 A

On en déduit : _
p(B)=p(BNA)+ p(ANB)

p(B) = p(A)x p,(B)+ p(A) X p=(B)

15 1

B)=—X—+—-%x—

PB) =X+ 5%3
1

B)=—.

p(B) BN

4

En cas de difficulté pour lutilisation de l'arbre pondéré, voir le savoir-faire 2.
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1. Les dés sont bien équilibrés, donc les couples formés des résultats des dés
sont équiprobables. Calculons les sommes correspondantes :

‘ On distingue bien les deux dés (on peut penser a deux dés de couleurs différentes)
pour travailler dans un univers (les 36 couples) ou les événements élémentaires
sont équiprobables (loi équirépartie). On pourra alors utiliser la formule
nombre de cas favorables
nombre de cas possibles
ment. Voir le cours, |. 2.

pour calculer la probabilité la probabilité d'un événe-

Il'y a donc 6 couples correspondant a la somme 7 donc la probabilité¢ de gagner est :
6 1
=—=—=0,107 a 103 prés.
p 3% 6 Y

2. a. On répete successivement cing expériences indépendantes suivant une loi de
Bernoulli de paramétre —. Le nombre de succeés suit alors une loi binomiale de
6

1
paramétres n=S5 et p= 3

b. On en déduit que la probabilité d’obtenir deux succes sur les 5 lancers est :

5 1Y (5) 1250 625
21=py =10x[ 2| x[2] =120 202 _ 4 161 (a 10% pres).
(z)p( p) (6) (6) 7776 3 888 D,
4

5
(2] =10 peut étre obtenu :

Pour la définition et l'utilisation de la loi binomiale : voir le cours, I. 4.

e en construisant l'arbre correspondant au schéma de Bernoulli et en comptant le
nombre de branches contenant 2 succés ;

e 3 laide du triangle de Pascal [voir cours de premiére) ;
e directement a la calculatrice : 5 2.
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EI Chaque naissance a deux issues possibles équiprobables F « avoir une fille »
et G « avoir un gargon ».

a. On modélise la situation par un arbre pondéré :

lre 26
naissance naissance

= \ / .
s

G
Ainsi A ={(F;G);(G;F);(G;G)}, donc :
1 1.1 1 1 1 . 3
A)=—X—+—X—+—X—soit p(A)=—.
PAA)= X ot X gt Xy soit Py =4
B={(F; G);(G; F)} donc (B)—lxl+lxlsoit (B)—l
o # 272 272 < 2’

AnNB={(F; G);(G; F)} donc p(AmB)=%.

3 1 3
Or, p(A)X p(B)==Xx—=—.
P(A)x p(B) 15373

p(A)x p(B) # p(A N B), donc A et B ne sont pas indépendants.

4

Pour lindépendance de deux événements : voir le savoir-faire 3.

Sur la construction et Uutilisation de l'arbre pondéré : voir les savoir-faire 1 et 2.
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b. L’arbre pondéré devient cette fois :
1¢re 2¢me 3¢éme

naissance naissance naissance

1

= N
l\)lv—‘ Nl»—ﬂ
aQ 1
|- |
Nl»—‘ Nl»—ﬂ
Q Q

1
o]

2
/7F
1 F
2
1>~c
G LZ F
2
1
2 G
1
— G
2

A={F;G;G6);(G;G;G);(G;G;F); (G;G;G)},
1 1 1 1

d A)=—X—X=—x4=—.

_onCp()zzz 2 o 1

B={(F;F;F); (G;G;Q)},donc p(B)=—X—X—-%X2=—.
B | 5 27272 4

Dot p(B)=1-p(B)=1-—=_.

ou p(B) p(B) A

AnB={(F;G;G), (G;F;G), (G;G;F)},

donc p(AmB)=%><%x%x3=%.

‘ Autre méthode :

— = 1 1 1 1
AmB:{[G;G;G]},doncp[AmBlzgxixizf.

[ee]

or plA AB)+ plA ~B) = plA), donc :

plAB) = plA) - plAn é]:%_

@ | —
| w

340
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1 3
D’aut rt, p(A)X p(B)=—X—=—.
autre part, p(A)x p(B) 2173

P(A) X p(B) = p(A N B), donc A et B sont indépendants.

‘ Autre méthode : si on appelle succeés la naissance d'une fille, chaque naissance
peut étre considérée comme une épreuve de Bernoulli de parameétre p:E. Les

naissances étant supposées indépendantes, le nombre X de filles nées dans une
famille de 2 enfants (respectivement 3 enfants) suit une loi Binomiale de paramétres

n=2,p :% (respectivement n=3, p= %].

On interprete alors les événements A, Bet AnB a laide de X :

A=« X<I»=«X=00u X=1»:plAl=p(X =0]+p(X =1 connu pour une loi

binomiale ;

B=«X=#0etX #2» [respectivement B=« X #0et X #3»):
pB)=1=(p(X =0)+ p(X =2]) ;

(respectivement p(B)=1-(p(X = 0]+ p(X = 3)))
ANB=«X=1»:p(AnB)=plX =1.

1. Soit 7 la raison de la suite arithmétique.

Dy=p+r, py=p +2r, p,=p +3r, ps=p +4ret p; = p, +5r.

Donc r#0 sinon p, = p, =...= p, ce qui est contraire a 1’énonce.
Or la somme des probabilités des événements ¢lémentaires vaut 1,
donc p,+ p, + p;+ ps + ps+ ps =1. Donc 6p, +15r =1. (1)

Soit g la raison de la suite géométrique. p, =gX p, et p, =gX p, ;
or p, =p,+r,donc q, =gX(p,+r)=gX p,+qXxXr=p,+qXxr.
Or g, = p, +2r, donc g Xr=2xr, donc g =2 car r # 0.

Ainsi p, =2p, = p,+r, donc p, =r. 1

En remplagant dans (1), on trouve 21p, =1, donc p, = il =17

Donc p, = +r—£ = +r—i =pstr=—
P =D 21»p3 D> 217174 Ds o

5 6
=p,tr=—cet =pstr=—.
Ps = Py o1 Ps = Ps o1

k
Ainsi p, = 21 pour tout entier £ compris entre 1 et 6.

‘Au bac, si on bloque sur ce genre de question, on peut la passer dans un
premier temps et traiter la suite en utilisant le résultat donné dans l'énoncé.

2. a. Notons Q = {1 02:3:4;5; 6} I’univers de cette expérience aléatoire.

4

2 6 12 . 4
A={2;4;6},donc p(A)=p,+p,+p,=—+—+ —, soit p(A)=—

21721 21 21
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3 4 5 6
B=1{3;4;5;6;, d B=ps+tp,+pstp=—+—+—+—=
{ 6} onc p(B) = p; + p, + ps + ps 21 21 21 21
soit p(B)=—.

7 3 4 7 1
C=13;4;, donc p(C)=p,+ p, =—+—=—, soit p(C)=—.
{3:4}, done p(C)= py+ py =+ 0= soit p(€) =3
ANB

b. p(A)# 0, donc pA(B)=p((—A)).
%
4 6 10
ANB=14;6;¢,d ANB)=p,+tps=—+—=—.
{4:6}, donc p(ANB)=p,+py =+ =
10
21 107 _S
Donc pA(B):%:EXZ’ soit pA(B)_E
7
c. p,(B)# p(B), donc A et B ne sont pas indépendants.
4
ANC ={4}, donc p(ANC)= Pi=r
4 1 4
A)X p(C)==x—-=—= p(AnC).
p()p()7321p( )

Donc A et C sont indépendants.
d. Si le dé est bien équilibré, p, = p, = ps; = py = ps = ps = —

donc p(A)=p,+ p, + ps =

O\Ir—‘
N | =

1.1
66
4 2
pB)=p;+p,+pstps=—==,
6 3
1
P(C)=P3+p4=2><g=_

1 1.1
Donc p(ANB + -,
p( )=Dstps = 6 6 3

1 2 1
P(A)XP(B)=5X§=§=P(AGB),

donc A et B sont indépendants.

‘ Ici, le dé étant bien équilibré, les probabilités correspondent aux proportions de

cas favorables : la proportion des nombres pairs parmi les nombres supérieurs ou

18

Ey

égaux a 3 (2 pairs pour 4 : proportion % = %] est bien la méme que la proportion de

nombres pairs dans les résultats possibles du dé (3 pairs pour 6 nombres : propor-

tionﬁzl].
6 2
1 1 1 1
pP(ANC)=p, = ,p(A)Xp(C)—E §=g=p(AﬁC)-

A et C sont indépendants.
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1. Chaque naissance, si on appelle succes la naissance d’une fille, constitue
une épreuve de Bernoulli de parametre p = 0,49. Les n naissances successives,
supposées indépendantes, constituent donc un schéma de Bernoulli. Si on note X le
nombre de naissances de filles (de succes), X suit donc une loi binomiale de para-
metres n et p = 0,49,

« Il nait au moins une fille » correspond a I’événement « X >1 ». Son événement
contraire est « X =0 ».

‘ L'événement « X =0 » ne contient qu'une seule éventualité, tandis que 'événe-
ment « X >1» en contient n.

Or, p(X =0)= (8) xp’x(1-p) =0,51",

donc p(X >1)=1-p(X =0)=1-0,51".

On cherche le plus petit entier naturel # tel que 1-0,51" > 0,95, ce qui équivaut
successivement a :

-0,51" >-0,05

0,51" < 0,05, avec 0,51" et 0,05 strictement positifs

In(0,51") < In(0,05) car In est croissante sur ]0 ; +o<>[

n In(0,51) < 1n(0,05)

n> Mcar In (0,51)<0 car 0<0,51<1.
In(0,51)

In(0,05)

In(0,51)

‘ On peut également voir que l'événement contraire de « il nait au moins une
fille » est « il nait n garcons ». Ces n naissances indépendantes de garcons ayant
chacune une probabilité 1-0,49=0,51, on retrouve la probabilité de l'événement
contraire : 0,51".

=~4,4 3 107! pres, donc la plus petite valeur qui convient est n=35.

Si la méthode précédente vous parait trop difficile, vous pouvez vous contenter d'une
justification obtenue a la calculatrice en dressant un tableau de valeurs de 0,51

pour n entier.
On saisit Y =0.51" X et on dresse le tableau avec X,,, =1 et un pasde 1.

min

On trouve pour n allant de 13 7 (par exemple) :

n 1 2 3 4 5 6 7

0,51" a 10° pres | 0,51 | 0,26 | 0,1326 | 0,068 | 0,035 | 0,018 | 0,009

ILsemble que :0,51" < 0,05 < n >5.
C'est bien ce qu’on a trouvé plus haut.
On peut justifier cette observation : la suite (0,51"),_, est géométrique de premier

terme 1>0 et de raison g=0,51€ ]0; 1. Cette suite est donc bien strictement
décroissante. Alors pour tout entier n>5, 0,51 < 0,57 <0,05.
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2. Il nait au moins deux filles se traduit par « X > 2 ». On s’intéresse a nouveau a
I’événement contraire « X <2» soit « X =0 ou X =1 ».

p(X <2)=p(X =0)+ p(X =1)=0,51" +('1')><0,491 X 0,51
=0,51"+nx0,49x0,51"".

Ainsi p(X >2)=1-(0,51"+nx0,49x0,51"").
On cherche le plus petit entier n > 1 tel que :

1-(0,51"+nx0,49%0,51"")> 0,95 < 0,51" + nx 0,49 x0,51"! < 0,05.

A la calculatrice, on saisit Y = 0.51" X+ X *0.49*0.51~ (X —1) et on dresse le
tableau avec X, =1 et un pas de 1.

On trouve pour z allantde 1 a 8 :

n 12| 3 | 4|56 | 7|38
051" +1%0,49x 0,511 | 1 [0,76 | 0,515|0,328 0,2 | 0,119 | 0,069 | 0,04

a 1073 pres

0,51"+n1nx0,49x0,51""' > 0,05 pour n< 7;
0,51" +nx0,49%0,51"' > 0,05 pour n=28.

11 faut donc attendre 8 naissances.

4

u =051 +nx0,49x0,51" est strictement décroissante :

La suite définie par

Uy, —U, =051 +(n+1x0,49%0,51 — (0,51 +nx0,49x0,51")
=0,51%0,51°n+0,49nx 0,51 +0,49 x 0,57 — 0,57 — 0,490 x 0,51
=(0,51+0,49)x 0,57 +0,49n x (0,51 —0,51"") = 0,51
=051 +0,49nx (0,51 x0,51-0,511) - 0,51
=0,49nx 0,57 x(0,51— 1= —0,49> x n x 0,51 < 0.

Donc la plus petite valeur cherchée est bien n=8.

Partie A

Entrées : aucune

Initialisation : N=1(N désigne le nombre de lancers de dés pour pouvoir entrer dans le jeu)
Traitement : d est un nombre aléatoire égal a E(6xa+1 ol a est aléatoire pris au hasard
dans lintervalle [0 ; 1].
Tant que d# 6,

N devient N+1

On recalcule d par la méme formule
Fin de la boucle tant que

Sorties : Faire afficher N.
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‘ Si on programme cet algorithme, on doit penser a déclarer les variables N et d
des le début (comme des nombres).

Partie B

Pour n € N*, on note A, I’événement « pouvoir entrer en jeu au z-ieme tour de dé ».
Le dé est bien équilibré, donc ses six faces sont équiprobables. A chaque tour de

1
dé, la probabilité d’obtenir un 6 est donc p = - et la probabilité de ne pas obtenir

un6estq=1—p=§.

6
1. On entre en jeu au premier tour de dé si on obtient un 6, donc :
1
PA)=p= 5

2. On rentre en jeu au deuxiéme lancer si on n’a pas obtenu un 6 au premier tour
de dé et si on obtient un 6 au deuxiéme tour de dé. Les résultats des lancers de dé
étant indépendants :

5 1 5
A))=pXg=—X—=—.
p(z)pq6636
y

On visualise mieux la situation avec un arbre pondéré :

I°f tour 2¢ tour

Ay
1 /
6
3
6
\Kl

Ay
L/
/ 6
s
6 T— _
Ay
— — - 5 1
Donc A, c A, d'ou A, =A,NA, et p[AZ]:p[AW]xp;[AQ]:gxg.

3. Soit ne N, n > 2. On rentre en jeu au n-iéme tour de dé si on n’a pas obtenu 6
au cours de n—1 premiers tours de dé, et si on obtient un 6 au n-iéme tour. Les
résultats des lancers étant indépendants :

_5”_1 _ é n—1 l
P(A,,)—(— 6n)><q—[6) X
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4

On visualise mieux la situation a l'aide d'un arbre pondéré :

1" tour 2° tour n-ieme tour
Ay
1
6
Ay
s 1 -~
6 \ 6

_/
\i .
6 g /?

2
6

/

n-1
p[An]:p[AimAim~-~mEmA”]:(gJ x%.
5 0
Cette formule est vraie également pour n =1 avec la convention (Z) =J¢
1. Les données conduisent immédiatement a 1’arbre pondéré :
R,
D,
T e,
R,
g
Ainsi p(R,) = p(D, "R,) = p(D,)X pp, (R;) =0,6%0,3
P(R,)=0,18.

D,

4

En cas de difficultés, voir le savoir-faire 2.
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2. On compléte ’arbre précédent :

R =R, UR, avec R, et R, incompatibles, donc p(R) = p(R,)+ p(R,).
Des probabilités conditionnelles inscrites dans I’arbre, on déduit :

P(R,)=0,4%0,7%0,2=0,056.
Donc p(R) = 0,18+ 0,056, soit p(R) = 0,236.

‘ On donne la valeur de p(R) dans l'énoncé : il y a de fortes chances pour qu'on en
ait besoin dans la suite !

RNR
3. p(R)#0, donc p,(R,) = M Or RNR, =R,, donc:
P(R)
0,18
(R = m =0,763 a 10~ pres.

4. Pour chaque personne contactée, I’expérience a deux issues, R, le succes de
probabilité 0, 236 et R, 1’échec, de probabilité 1—0,236 = 0,764. 1l s’agit donc
d’une épreuve de Bernoulli de parametre p = 0,236.

L’enquéteur répete 25 expériences de Bernoulli, identiques et indépendantes.

Le nombre de succes obtenus suit donc une loi binomiale de paramétres n = 25 et
p=0,236.

La probabilité que 20 % des personnes, soit que ﬂx 25 =15 personnes répon-
dent, est la probabilité d’obtenir 5 succes. 100

25
Elle vaut ( ; ]xO, 2365 x 0,764 = 0,179 a 107 pres.

=53130 se calcule directement a la calculatrice en tapant 255.

&

1. Les téléviseurs sont testés de fagon équiprobable, donc p(T) = % «

sachant que le test est négatif, le téléviseur est livré dans 65 % des cas, donc
65

()=
PHO= 100
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On en déduit ’arbre pondéré suivant :

— 1L ¢

/
\/
\

4

La régle des nceuds a permis de déterminer les probabilités p(T) et pf[E].

P(O)= p(TAC)+ p(TNC)
P(©)= p(T)x py(C)+ p(T) % p;(C)
p(C)=0,7x1+0,3%0,65
p(C)=0,895.
2. a. Le gain est a —1000 lorsque le test est positif:
P(X =a=1000) = p(TAC) = p(T)x py(C)
p(X =a-1000)=0,7x1
p(X =a-1000)=0,7.
Le gain est a—1 000 —50 = a—1 050 lorsque l_e test est négatif, mais que le télé-
viseur est réparé. Donc p(X =a—1050) = p(TNC) = p(T) X p;(C).
p(X =a-1050)=0,3x0,65
p(X =a—-1050)=0,195.
Le gain est —1 050 lorsque le test est négatif et que la réparation échoue.
Donc p(X =—1050) = p(TNC) = p(T)x p:(C) = 0,3%0,35
p(X =-1050)=0,105.

On peut résumer la loi de probabilité de la variable aléatoire X dans un tableau :

X; -1 050 a—1050 a—1000

1

p(X=x) 0,105 0,195 0,7

‘ La somme des probabilités obtenues doit valoir 1 : cela permet de détecter une
erreur, ou de calculer une des valeurs lorsqu’on a déja trouvé toutes les autres.
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b. L’espérance de X est :
E(X)=(a-1 000)x0,7+(a—1 050)x0,195-1 050x 0,105

E(X)=0,8954—-1 015.
c. L’entreprise peut espérer réaliser des bénéfices équivaut successivement a

E(X)>0;0,895a—1 015> 0;a > L 015 .
1015 0,895
Or —— =1 134,08 a 1072 pres, donc ’entreprise peut espérer réaliser des

il

bénéfices a partir d’un prix de vente de 1 135 euros.
1. La piéce étant bien équilibrée, on a équiprobabilité des résultats pile et face.

1
Donc p(A)) = 5
1
2. On traduit I’énoncé. Pour ne N, n>1, p, (A,,)= >
= 1 = 1 2
donc p, (Am) = 5 et px. (Am) = 3’ donc p; (A,,)= 3

ou on traduit I’énoncé a ’aide d’un arbre pondéré (partiel).
Soit neN, n>1.

An+1

An
=
An+1
An+1
1-a,
A,

An+1

w% \l\) [\)l»—‘ Nl'_‘

Soit alors neN, n>1:
a, = p(AnH) = pA,, (An+1) X p(An) +pX,, (An+1)x p(A")

1 2 1 2 2 1 2
Donc a,,, =—xa,+=x(1-a,)=|=-—=|a,+=—=——a, +—.
2 3 2 3 3 6 3

3.SoitneN,n>1. u,,, =a,,+1—i=—lan+g—i=—lan+i
7 6 3 7 6 21

1 2 1 4)
= —— an—6x_ =——|a,—=
6( 21) 6( 7

1

U,y = _Eu

0
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14

. . . 4 1 4

Donc (un) est une suite géométrique de premier terme v, = a, — = = PR
. 1

et de raison g = _g.

On en déduit que pour tout ne N, n>1,

- 1 1 n—1
u, =u Xq =_EX —g .

. 4 1 1" 4
Doua,=u,+— soita, =——X| —— F=0
7 14 6 7

Attention, le premier terme de la suite est u;.

N —>+oo0

1 (1Y
4. -1<-—=<1 donc lim | —— | =0.
6 6
1" 4
Or lim 7n—1=+oo, donc lim (—g) =0. Donc lim a, =5.

5. Lorsque la n-ieme partie est gagnée, elle 1’est soit par Antoine, soit par Bruno.
Ainsi si on note G, I’événement « la n-i¢me partie est gagnée » :

G, =(G,NA,)U(G,NA,), cette réunion étant disjointe.

Donc :

P(G,) = ps,(G)X P(A,)+ ps, (G,) X p(An).

1 1 =
Or) pA"(Gn):E et pXH (Gn) :gap(An) =a, et p(A") = l_an'

1
Donc p(G,) = Ea"

n—1
p(G,,)Zlan-i-l:lX _L X _l +lxi+l.
6 3 6 14 6 6 7 3

1 1Y 1 1Y’
p(G,)=—X|—= +2=—>< == +§.
14 6 21 14 6 7
1. L’individu testé ayant été choisi au hasard, ce test se fait de fagon équipro-

bable parmi tous les individus de cette population. La fraction d’individus atteints
de cette population étant x, p(A) = x.

1
+—(1-
3( an)

On a également p, (T)=0,99 et p; ('T“) =0,99, d’ou I’arbre pondéré complété
avec la régle des nceuds.
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0,99

=l

e
N

/\/

=l

0,99

2. p(T) = p(A)X p,(T)+ p(A) X ps (T)
p(T)=x%0,99+(1—x)x0,01
p(T)=0,98x+0,01.

4

En cas de difficultés, voir le savoir-faire 2.

3.a. p(T)=0,98x+0,01#0 donc p;(A)=

[ convises

PANT) _ p(A)xpa(T)

pT)  p(T)
xx0,99 0,99x %100
pr(A)= =
0,98x+0,01 (0,98x+0,01)x100
. 99 x
t A) = = b
soit pr(A) =g~ = (%)

b. ‘ Pour trouver les variations de f, on étudie le signe de f.

f est dérivable sur R\{—%}, dongc sur [0 ; 1].

99(98x+1)—99xx98 99
(98x +1)° (98x+1)*

f'x)=

Donc f”>( sur [0 ;1] et f* est strictement croissante sur [0 ; 1].

C. Pr (K) =1-p;(A) d’ou le tableau :

x 0,001 0,01 0,1 05 0,9
pr(A) 0,090 2 0,5 09167 0,99 0,998 9
e(A) 0,909 8 0,5 0,083 3 0,01 0,001 1
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‘ On utilise la calculatrice avec la fonction Y =(99X) /(98X + 1) : ne pas oublier les
parentheses !

d. S’il s’agit d’une maladie rare, la proportion x d’individus atteints est proche de
z¢ro, donc la probabilité que la personne testée soit atteinte sachant que le test est
positif est faible : on risque donc d’alerter inutilement des individus sains.

e. Si la population présente des symptomes de la maladie, la proportion x d’indivi-
dus atteints parmi cette population se rapproche de 1. Il s’ensuit que la probabilité
d’étre malade sachant que le test est positif devient tres proche de 1, donc que le
test devient davantage prédictif.

4.a. p(T)=1-p(T)=1-(0,98x+0,01)=0,99—0,98x # 0 car x [0 ; 1].
PANT) _ p(A)x ps(T)
p(T) p(T)

(1-x)x0,99 _(1-x)x99 _ 99x(1-x)
0,99-0,98x  99-98x  98(1—x)+1

p:(A) = f(1-x).

Donc p; (K) =

p=(A) =

Sans autre information dans l'énoncé, on utilise la formule du cours, II.

b. Soit @, b deux réels dans [0 ; 1] tels que a < b.

Alors 0<a<b<l.

Donc 0>—-a>-b>—1,donc1>1-a>1-b>0.

Or fest strictement croissante sur [0 ; 1] d’apres 3.b.

Donc f(1—-a)> f(1-b).

Donc x— f(1—x) est strictement décroissante sur [0 ; 1].

4 Autre méthode : on dérive g(x]=f(1-x] a laide de la dérivée d'une composée.
On obtient g’(x)=-1xf(1-=x)<0 sur [0; 1] carf’>0 sur R d'aprés les calculs
faits en 2.b.

c.Six<0,1, 0<x<0,1, donc 0,9 <1-x <1,
donc f(1-x)> £(0,9), soit f(1—x)> 0,998, soit :
p:(A)>0,998.
d. Dans le cas d’une maladie rare, x est proche de zéro donc certainement inférieur

a 0,1. La probabilité que I’individu ne soit pas atteint sachant que le test est négatif
est treés proche de 1: cela doit pouvoir le rassurer.
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1. Avec un tableau a double entrée (les chiffres entre parenthéses correspon-
dent a I’ordre de remplissage des cases a la lecture de I’énoncé).

Fréquence en % _
correspondant aux B B Total
événements
A | ) 4 (1) 5 (4
A 2 (2 93 (8 95  (6)
Total 30 97 (1) 100

Ou avec un diagramme de Venn, plus visuel :

93 %(8)

A B

a. Le choix de ’appareil sorti de la machine M, se fait de facon équiprobable.
Iy a 4%+1% = 5% de machines présentant le défaut d, (seul ou couplé avec
le défaut 2).

Donc p(A) = =l =0,05.

100

2+1 3
100 100
Ainsi p(A)x p(B)=0,05x0,03=0,0015# p(A N B).
Donc A et B ne sont pas indépendants.
p(AnB) 0,01

1
——. soit A)=—.
»(B) 0,03 U PA)=7

De méme, p(B)= =0,03 et p(AmB)=$=0,0I.
b. p(B) # 0, donc py(A) =
‘ C’est la formule du cours, 1.

‘ Autre méthode : si on note N le nombre d'appareils produits par la machine M, .

Sachant qu’on a %XN appareils ayant le défaut d,, on choisit l'un des %XN
1

—xN

1

appareils ayant aussi le défaut d, parmi eux, avec la probabilité 120 = =t
me
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c¢. D=A UB, donc le diagramme de Venn (ou le tableau a double entrée) donne
directement : Gelns 7
+1+
pD)=———=—.
100 100

p(D)=0,07.

‘ On peut aussi utiliser la formule :
p(D)= plA UB)= plAl+ p(B) — p(A " B)=0,05+0,03-0,01=0,07.

d. p(D)=1- p(D)=0,93.

2. a. Les appareils sont tirés de fagon équiprobable, donc p, (C) = % =0,6 et

pD(C) =1-pp(C)=0,4 (regle des neeuds) ; p-(C) = % =0,03 et
D5 (C) 0,97. D’ou I’arbre pondéré :

Sorti de M1 Sorti de M2

06/C
/ ’

D
\
/ 04 _

C

0,93
\ 003/
_/ s
D\

97
\6

‘ En cas de difficultés, voir le savoir-faire 2.
b. p(DNC)=p(D)x p; (C)=0,93x0,97, soit p(DAC)=0,9021.

Entrées : aucune

Initialisation : T=0 (T désigne le nombre de tirs au total pour les 100 parties)

Traitement : Pour i allant de 1a 100

N=1 (N désigne le nombre de tirs nécessaires pour crever le ballon)

a est un nombre aléatoire pris au hasard dans lintervalle [0 ; 1].
Tant que a>0,2

N devient N+1
On choisit un nouveau nombre aléatoire a
Fin de la boucle tant que
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‘ Cette boucle s'arréte quand a<0,2, c'est-a-dire pour a[0;0,2], ce qui a bien
pour probabilité 0,2-0=0,2.

T devient T+ N (on ajoute Na T)
Fin de la boucle pour.
Sorties : Faire afficher 7/100.

‘ A chaque partie, il faut penser a réinitialiser le nombre de tirs N.

Partie B.

1. a. Pour k£ € N*, on note C, 1’événement « le ballon créve au k-ieme tir » et I,
I’événement « le ballon est intact au A-ieme tir ».

Sachant que le ballon est intact a I’issu d’un tir, la probabilité de crever le ballon
au tir suivant est p =0,2 donc la probabilité de laisser intact le ballon est
qg=1-0,2=0,8.

Le ballon est intact au bout de deux tirs s’il est intact au premier tir

(événement I,) et au second tir (événement 1,).

Premier tir Deuxiéme tir

/Cl

0,2

On en déduit :
p,nl,)= P(Il)XPI, (I,)=0,8x0,8=0,8
p(I,nL)=0,64.

b. L’événement A « deux tirs suffisent pour crever le ballon » est 1’événement
contraire de « au bout de deux tirs le ballon est intact ».

Donc p(A)=1-p(I, A1,)=1-0,64.

p(A)=0,36.
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‘ On obtient le méme résultat en écrivant A=C,ull, nC,) et utilisant les
branches correspondantes de larbre pondéré : p(A)=0,2+0,8x0,2=0,36.

¢. Soit B I’événement « au bout de 7 tirs le ballon est intact ». C’est I’événement
contraire de « n tirs suffisent a crever le ballon ».
B est réalisé lorsque chacun des # tirs consécutifs laisse le ballon intact :

1°T tir 2° tir n-iéme tir
G

e

0,2

B=I,nl,n...n1,, donc p(B)=0,8".
Ainsi p, = p(B) =1- p(B) soit p, =1-0,8".
‘ Ici, le passage a l'événement contraire est indispensable car il est beaucoup trop

long d’effectuer un calcul direct en suivant les branches favorables a l'événement
cherché.

d. p, > 0,99 équivaut successivement a :
1-0,8">0,99; —-0,8" >-0,01; 0<0,8"<0,01;

In(0,8)" <In0,01 car In est strictement croissante sur ]0 ;+ oo ;

nln0,8<1n0,01; n>M car In0,8 < 0.
In0,8
Or OO =20,6 a 107! pres.

In0,8

Donc p, >0,99 pour n entier, n > 21.
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‘ Si cette méthode précédente vous parait trop difficile, vous pouvez vous contenter
d'une justification obtenue a la calculatrice en dressant un tableau de valeurs de
p, =1-0,8" pour n entier.

On saisit Y =1-0,8"X eton dresse le tableau avec X . =1 etun pasde 1.
On trouve p,, =0,988 a 10~ pres et p,; =0,991 a 10-° pres.

Or la suite (0,8"),_, est géométrique de premier terme 1>0 et de raison
g=0,8€]0; 1. Cette suite est donc strictement décroissante. Donc la suite (p,) est
strictement croissante.

Ainsi p, >0,99 <> n>21: ce qu'on avait trouvé plus haut.
2. Soit X la variable aléatoire correspondant au numéro de la face obtenue. Le dé
étant régulier, X prend 4 valeurs 1, 2, 3 et 4, de fagons équiprobables donc avec la
o, 1
méme probabilité A
On note E I’événement « le joueur creve le ballon ».

Résultat du dé Résultat des tirs

p— F

1<—p _
/ T E

~—FE

1
4 P2
L
7
1 E
4 \3/p3/
1 I —
= p3\E
7

\4<p4// E

tirs 1

P4— E

Pour n entier compris entre 1 et 4, sachant (X = n), E est réalisé lorsque  tirs ont
suffi pour crever le ballon, soit p_,, (E) = p,.
On en déduit :

1 1 1 1
E)=—p+-p,+—p; +—
p(E) e A DD

1 1 1 1
E)=—x(1-0,8)+—x(1-0,8)+—x(1-0,8")+—x(1-0,8*
P(E)=7x{ )+ XA R JH X! )

p(E) = 0,4096.

1. On peut écrire A = (ANB) U (A mﬁ) ol ANB et ANB sont disjoints,
donc p(A)= p(ANB)+ p(AnB).
On en déduit :

p(ANB)= p(A)- p(ANB).
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‘ On dit que B et B forment une partition de Uunivers : leur réunion, disjointe, est
égale a lunivers tout entier.

AnB
AnB

2. Si A et B sont indépendants, p(A N B) = p(A) X p(B).
Donc p(A NB) = p(A)— p(A)x p(B) = p(A)x(1- p(B)) = p(A)x p(B).

Donc A et B sont indépendants.

1. Au premier lancer, réussir ou manquer le panier sont équiprobables, donc :

1 1
=p(A)=—c¢et p(B)=—.
p = p(A) ) p(B)) 2

‘ Daill

eurs, B, = 4, donc on a bien p(B,) = 1- p(4) = %

Pour le deuxiéme lancer :

1 = 2
D, (A2)=§ et, comme B, = A,, DPa, (B,) =1_PA, (A,) =§-

4 1
Ps, (B,)= gs donc DPs, (Ay)= g
On en déduit I’arbre pondéré :

Lancer 1 Lancer 2

2 \Bl/%/
\

4
5

\

B,

358
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Alors
P> = p(Ay) = p(A,NA,)+p(B NA,)
= p(A) X pai(Ay)+ p(B)) X pgi(A,)
1 1.1 1 1 1

= —X—+—X—=—+—
P 37576 10
11 5 3
= =
610 30 30
_8
30°
_4
LT
y |

En cas de difficultés, voir le savoir-faire 2.

1 2
2. Soit n > 1 pAn(AM):g, donc pAn(BnH):g;

4 1
Ds, (B,.)= ga donc Ds, (A= g
Enfin B, = A,, donc p(B,)=1-p(A,)=1-p,.

D’ou I’arbre pondéré :

Lancer n Lancer n+1
An+1
11—
/ 3
A}’l
\ 2
3
Pn \ Bn+1
l—pn An+1
N /
5
Bn
\ i
5 \
Bn+1
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On en déduit :

pn+l = p(AnH)
= P(A)X Py (A,)+p(B,)X pg (A,.)

=mxl+ﬂ—puxl=le—1Xm+l

3 5 3 5 5
2(1_1)Xp L
35 "5

_(i_i)x +1
15 15)° P75

=2 xp 4t
pn+1 15 pn 5

3

3.80itn>1. u,,, =p,.,——

13

(2, .1 3
5 G
2 1 3

= — +—-——
1517,, 5 13

2 13 15

T 157765 65

N —
157765

_l( _Exi)
15\ "2 %65

_2( _3
15" 1B

2

un+1 = Eun'

Donc la suite (u,), ., est géométrique de premier terme :

3 1 3 13 6 7

u, = = =] = —
TPTI3T T3 26 26 26

. 2
et de raison g = —.
15
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26 \15

- 3.7 (2)7" .3
D’ou p, =u,+—=—X| — +—.
1326 \15 13

n—1
2
4. Pour tout n > 1, un=u1><q”‘1=lx( ) .

7
On a bien —x

(2)037376131
+—=—+ +—=—=_=p

2 \15) "13 26 13 26 26 26 2
7 (2Y 3 7 3 7 3x15 52 4
et = «| = 4+ —= L + = =—=p,"
26°\15) "13 13x15 13 13x15 13x15 13x15 15

2 2 N 2 n—1
5.-l<—<ldonc lim|— | =0 or lim n—1=+co, donc lim | — =0.
15 N\ 15

n—>+oo Nn—>+oo 15

o 3
Ainsi lim p, = —.

1 teo 13
On note B I’événement « M. Prudent met ses bottes » et N 1’événement
« il neige ». L’énoncé donne p(B)= %, py(B)=1 et p;(B)= %, donc
Dy (E) =§ d’apres la régle des nceuds. On pose p = p(N). Donc p(ﬁ) =1-p.
On en déduit I’arbre pondéré suivant :
N 1 B
P/
B
I-p 1 /
\ / 3
N
\i
3 \
B

Ainsi p(B)= p(NB)+ p(NNB)
=p(N)x py(B)+p (ﬁ) X p(B),
= p><1+(1—p)><%.
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Or p(B) = %, d’ou :

1 1
1D+(l—p)><§=ﬁ S pto-

10 3

1.,-8
377710

2 8 1 24 10 14 7
S Xp=——-—=—"—"="—"7=—
3 10 3 30 30 30 15
o poox o
TR

On cherche py ( ITI)

Comme p(B) = % #0, py (ﬁ) _ P(Bm N) _ p(N)xpﬁ(B)

p(B) p(B)
3202
Orp(ﬁ)=1—lﬂ=—, donch(ﬁ)_lo8 3 %:% %0
10 10
D’ou
PB(N)=%~
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Lois continues

Echantillonnage
Estimation
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B DENSITE DE PROBABILITE

On considére un univers  muni d’une probabilité p et X une variable aléatoire
a valeurs dans un intervalle 7 de R.

m Définition : on dit que X suit une loi continue s’il existe une fonction f conti-
nue et positive sur / telle que, pour tout intervalle J inclus dans I, p(X € J) est
égale a I’aire de la partie du plan formée par les points M(x ; y) vérifiant
xeJet0<y< f(x).

y B partie du plan formée par les points Mlx ; y) vérifiant x €/ et 0< y < flx] doit
avoir une aire égale a 1.

e En particulier, si / = [a b] X suit une loi continue sur / signifie qu’il existe
une fonction f continue, positive sur / et vérifiant I f(x)dx =1 telle que pour

tout mtervalle[ ; d] inclus dans /, p(X € [c ; d] —J f(x)dx.
‘ Voir Il, la loi uniforme.

e Sil =[a ; +oo[, X suit une loi continue sur / signifie qu’il existe une fonction

d
[fcontinue, positive sur /, et vérifiant dlim I f (x)dx =1, telle que pour tout inter-
—+oo

valle [c ; d] inclus dans 1, p(Xe[c J. f(x)dx et pour tout c¢>a,
p(X efes+eof)= lim j f(x)dx=1- j £(x)dx.

‘ Voir lIl, la loi exponentielle.

e Si /=R, X suit une loi continue sur / signifie qu’il existe une fonction f
0 d
continue, positive sur /, et vérifiant limj f(x)dx+ lim J. f(x)dx =1, telle

que pour tout intervalle [C' ] inclus dans 7, p(X e[c d] J f(x)dx,

pour tout ceR, p(Xe[c +oo[ = llmI f(x)dx et pour tout deR,

p(Xe]—oo; d] = IBE,.[L f(x)dx.
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‘ Voir IV, la loi normale.

Vocabulaire : fest la densité de probabilité de X.
B Propriété : une variable aléatoire X suivant une loi continue ne « charge pas
les points » ; pour tout ¢ €1, p(X = c) = (. En particulier :

p(Xe[c ;d])zp(Xe[c ;d[)zp(Xe]c ;d]) =p(Xe]c ;d[),
ce qu’on écrira parfois p(X € (c ; d))

il Lo1 UNIFORME
m Définition : soit a et b deux réels tels que a < b. X suit une loi uniforme sur
[a ;b] si X est une variable aléatoire continue de densité¢ f telle que
1 .
f(x)_ P sur I [a 5 b].
C’est la loi correspondant au choix d’un nombre au hasard dans I’intervalle
[a ;b].
® Propriété : si X suit une loi uniforme sur [a ; b],
d—c

pour tout (¢ ; d)c[a ; b], p(Xe(c ; d))= b—a
—-a

m Son espérance est :

E) = [ xfade =]’

X dx=a+b.
b—a 2

Efi1 LoI EXPONENTIELLE

m Définition : soit A un réel strictement positif. X suit une loi exponentielle de
parametre A si X est une variable aléatoire continue de densité f définie par
f(x) =he ™ sur I =[0; +ool.

m C’est la loi de durée de vie sans vieillissement : si s et # sont deux réels appar-
tenant a [0 ; +oo[, la probabilité de I’événement « X >s+¢ » sachant « X >s5 »
est égale a la probabilité de I’événement « X >¢ ».

‘ On parle de loi sans mémaoire. Voir exercice 4.

m Son espérance est :

1
~

FO0 = fim e

Ei® LOI NORMALE

1. Loi normale centrée réduite N(0 ; 1)

m Définition : X suit une loi normale centrée réduite N(O ; 1) si X admet pour

. . . 1 =
densité la fonction f'définie sur R par f (x) =——e 2.

J2n
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Ainsi, pour tout réel a et b tels que a < b, p(a< X <b)= J.b%e_ldx.
“\2n

m Propriété : la densité fest paire, donc sa courbe est symétrique par rapport a
I’axe des ordonnées, d’ou :
e L’aire de la partie du plan situé sous la courbe de £, au dessus de I’axe des

. o . U |
abscisses et a droite de I’axe des ordonnées est égale a —.
e Pour tout réel u, p(X <-u)= p(X >u).

Son espérance est £(X) = lim onf(x)dx +d1im I:xf(x)dx =0.

(X est centrée), on note généralement p = 0.

e Sa variance est V(X)=E(X —E(X))*)=1 (X est réduite), et son écart-
typeesto=+/V(X)=1.

® Théoréme :

si X suit une loi N(0 ; 1), pour tout o. € ]O ; 1[, il existe un unique réel u,, tel que
pl—u, < X <u,)=1-o.

pX > u(x)=%

P(Xé—uoc)=%

EXEMPLES :
e Pour o0 =10,05, u,,; =1,96 a 0,01 pres :

(1,96 < X <1,96)=0,95.
e Pour o0 =0,01, 1y, = 2,582 0,01 pres :
p(—2,58 < X €2,58)=0,99.

Visualisation du théoréme pour oo = 0,05 :

PX<—ugps) =0,025 PX >up05) = 0,025
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2. Loi normale N(u ; 6?)

m Définition : une variable aléatoire X suit une loi normale N(u ; 6?) si la

~H suit une loi normale N ; 1).
c

® Propriété : si X suit une loi normale N(u ; 6?):

E(X)=petV(X)=E((X - E(X))*)=0c

variable Z =

m Propriété : si X suit une loi normale N(u ; 6?), alors :
plp—o< X <pu+0)=0,68a 0,01 pres ;
p(p—20< X <p+20)=0,952 0,01 pres ;
p(r—36< X <p+30)=0,997 a 0,001 pres.

EXEMPLE : Pour p=3,5etc? =2:

y
0,257 ! 0,68

0,21

u-26 wu-o u+o w+2c
w-3c w+3c

3. Théoréme de Moivre-Laplace

Théoréme : soit p € ]0 ; 1[. On suppose que, pour tout entier n >1, la variable
. . D X, -
aléatoire X, suit une loi binomiale B(% ; p). On pose Z, = el Bl
Vap(1=p)

1

2n
c’est-a-dire lim p(a < Z, < b)= p(a < Z < b), ouZestune variable aléatoire
n—+oo

XZ
e 2dx,

b
Alors, pour tous réelsaetbtelsque a< b, lim p(a<Z, <b)= j
n—s+oo a

de 1oi N(0 ; 1).
INTERVALLE DE FLUCTUATION ASYMPTOTIQUE

m Propriété : soit ne N* et p € |0 ; 1[. Si la variable aléatoire X, suit une loi

n—s+oo

. X .
B(n, p), alors pour tout réel o € ]0 ; 1[, lim p(—” el, ) =1l-o, ou
n
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et u, est 'unique réel tel que

n

I =|p-u \/p(l—p).pw Vr(d-p)
o \/; > o \/;
p(—u, <Z<u,)=1—0o ouZsuit une loi normale N(0 ; 1).

b, Vp(-Dp) — VPA-p) | o
Jn Jn

B Vocabulaire : 'intervalle [, =

appel¢ intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1—c.

A Silavariable aléatoire X, suit une loi B(n, p), lorsque n>30,np >5 et n(1- p) =5,

on utilise l'approximation p(& e/n): 1-o.
n

EXEMPLE IMPORTANT: sin >30, np =5 et n(1- p)>5:

( [196\/1’(7 196*/"(7]]»:0,95.

B Application a la prise de décision : si on connait la proportion p d’un carac-
tére dans la population totale (cas 1), ou si on fait une hypothese sur la valeur de
cette proportion p (cas 2), on détermine la valeur de la fréquence f observée sur
un échantillon de taille # tiré aléatoirement dans la population :

e Si fest dans I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1— o, on déclare
au seuil de 1 — o la conformité de I’échantillon pour le cas 1, ou on valide I’hy-
pothése faite sur la valeur de p pour le cas 2.

e Si fn’est pas dans I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1— o, on
rejette au risque o (de rejeter a tort) la conformité de cet échantillon pour le cas
1, ou la valeur de p pour le cas 2.

‘ Voir le savoir-faire 3.
K8 INTERVALLE DE CONFIANCE

m Propriété : soit neN" et pe] 0; 1[. Soit X, une variable aléatoire
suivant une loi B(# ; p). Pour n>30, np >5 et n(1— p)>5, alors :

! )20,95.

p(X,, RN ¢
n o no 0 n n
‘ Dans plus de 95 % des réalisations de la variable aléatoire X,

{f”f

correspondante). Ceci a déja été vu en classe de seconde.

} ou fest la fréquence observée (la réalisation de Lt
n
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. 1 1 .
L’intervalle |: f- T s f+ T:l est appelé intervalle de confiance au niveau
n n

de confiance 0,95 pour p.

‘ Dans d'autres disciplines, on utilise lintervalle :

JA1—f) VF1=f)
=196 ; 41,96 .
{ " \/; ’ + ’ \/;

m Application : lorsqu’un caractére touche une proportion p inconnue de la
population, on détermine la fréquence f de réalisation de ce caractére sur un
échantillon de taille n>30. Si nf >5 et n(1— f)>5, on peut conclure qu’un
intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 pour p est :

1 1
- f+—=|
e
On dit que I’on a estimé la proportion p dans la population totale par intervalle
de confiance a partir de la fréquence f observée sur 1’échantillon.

‘ Voir le savoir-faire 4.

SAVOIR-FAIRE

1. Calculer une probabilité avec une loi continue

EXEMPLE : On cherche la probabilité de ’événement « X €[1; 4] ».
a. Si X suit une loi uniforme sur [- 2 ; 10].
X admet une densité de probabilité définie sur [- 2 ; 10] par :

1 1

AT TR
Alcf2: )= lattll3
[1;4]c[-2; 10], doncp(Xe[1,4])—-!‘12dx_ =1

soit p(X e [1;4]):%_

‘ Voir l'exercice 1 pour d'autres exemples.

b. Si X suit une loi exponentielle de paramétre A =0,1.
X admet une densité de probabilité définie sur [0 ; +oof par :

f(x)=he™ =0,1e ",
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4
1

[1 ; 4] c [—2 ; 10], donc p(X € [1 ; 4]) = J‘140,1e‘°’”dx = [—e“”"]

=—e " — (=) soit p(X e[l; 4])=e" —e "
‘ Voir l'exercice 3 pour d’'autres exemples.

c. Si X suit une loi N(2,5 ; 0,25) un cas particulier a (re-connaitre).
p=2,5etc=4/0,25=0,5, donc [1 ; 4] =[u—-30; u+30].
On en déduit (voir cours) que p(X & [1;4])=0,997 a = 0,001 prés.

‘ Voir les exercices 6 et 14 pour d'autres exemples et le savoir-faire 2 pour un
cas plus général.

2. Utiliser une calculatrice pour calculer

avec une loi normale N(u ; 6?)
EXEMPLE : X suit une loi N(3 ; 4).
a. Déterminer p(Xe[l ; 4]) Ici p=3 et o®>=4, donc o=+/4=2
(car 6 =0).
o Texas Instrument (a partir de la TI 82 Stats) : 2" VAR permet d’entrer dans
le menu Distr pour utiliser la commande normalcdf, dont la syntaxe est nor-
malcdf(1, 4, 3, 2), ot on entre dans I’ordre les bornes a et b de 'intervalle, la
valeur , puis de .
o Casio (a partir de la Graph 35+) : MENU STATS onglet DIST puis Norm
pour utiliser la commande Ncd dont la syntaxe est Ncd(Lower : 1 ; Upper : 4 ;
G:2;u:3).

‘ Attention : c’est la valeur de ¢ qu’on rentre, et pas de o? !

On obtient p(X e[l ; 4])= 0,533 a 0,001 pres.

b. Déterminer p(X < 4).

On peut utiliser I’approximation p(X <4) = p(X e[-10%; 4]).
o Texas : normalcdf (-E99 ,4, 3, 2).

Casio : Ned(Lower : —1E+99 ; Upper: 4 ;06 :2; n:3);

‘ Attention : la encore, c’est la valeur de o qu’on rentre !

On obtient p(X <4)=0,69 a 0,01 pres.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

©

Lois continues - Echantillonnage - Estimation

369



370

c. Déterminer a tel que p(X <a)=0,8.
e Texas : 2 VAR permet d’entrer dans le menu Distr pour utiliser la com-
mande invNorm : invNorm (0.8, 3, 2).

‘ Attention a lutilisation du point comme séparateur décimal.

e Casio : MENU STATS onglet DIST puis Norm pour utiliser la commande
InvN(Tail : Left ; Area: 0,8 ;6 :2;n:3)

‘ Attention : la encore, c’est la valeur de 6 que l'on rentre !

On obtient o = 4,68 a 0,01 preés.

3. Construire et utiliser un intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil 1 -«

Une entreprise de 1 250 salariés emploie 525 femmes. On suppose que la pro-
portion de femmes dans la population active du pays ou est implantée 1’entre-
prise, est de 40 %. Peut-on considérer, au risque de 10 %, que I’entreprise
exerce une discrimination a I’embauche vis-a-vis des femmes ?

Sous I’hypothése que le recrutement des femmes par I’entreprise est conforme
a la répartition dans la population totale, le nombre de femmes dans I’entreprise

doit correspondre a la réalisation d’une loi binomiale de parametres n = 1250

4
et p= 40 =0,4. On détermine alors I’intervalle de fluctuation asymptotique
100

1
au seuil 1— % =0,9 pour la fréquence du succes pour la loi B(1 250 ; 0,4).

Comme n=1250>30, np=1250x%x0,4=500>5,
n(1—p)=1250x0,6="750=5, on peut utiliser I’intervalle :

_, Npa-p) D Vp(a-p)
o \/; > o \/; N

p

On doit déterminer u,, défini par p(—u,, < X <u,,)=1-0,1=0,9 ou X
suit une loi N(0 ; 1). Par symétrie de la courbe de la fonction densité de la
loi de X :

1
p(_uo,l <X < uO,l) =2p(0< X < uO,l) = Z(p(X < “0,1) - 5):

1
car p(X < 0)=E.

D’ou p(—u,, < X <uy,)=2p(X <u,,)—1eton cherche u,, tel que
2p(X <uy,)—1=0,9 soit p(X <u,,)=0,95.
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‘ On procede comme au savoir-faire 2 question 3.

o Texas : 2™ VAR permet d’entrer dans le menu Distr pour utiliser la com-
mande invNorm : invNorm(0.95, 0, 1).

‘ Attention a l'utilisation du point comme séparateur décimal.

e Casio : MENU STATS onglet DIST puis Norm pour utiliser la commande
InvN(Tail : Left ; Area: 0,95; 6 : 1; p : 0).

On obtient u#,, = 1,645 a 0,001 pres.

D’ou I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 90% :

J0,4(1-0,4 J0,4(1-0,4
0,4-1,645 x YO0 4 gas x VA0
J1250 J1250

=[0,377; 0,423],

en arrondissant les bornes a 0,001 pres. 575

La fréquence observée de femmes dans I’entreprise est f = 1250 =0,42.

Cette fréquence appartient a I’intervalle de fluctuation asymptotique, donc on
peut déclarer que 1’échantillon est conforme au modeéle au seuil de 90 % :
I’entreprise n’exerce pas de discrimination a I’embauche vis-a-vis des
femmes au seuil de 90 %.

‘ Pour le seuil de 80 %, on trouverait un intervalle plus contraignant car on
prendrait le risque de rejeter 20 % d’échantillons conformes au lieu de 10 % :
Uy, = 1,282 a 0,001 pres donne lintervalle [0,382 ; 0,418] qui ne contient pas f.
On devrait alors conclure, au risque de 20 %, que l'entreprise exerce une discri-
mination a l'embauche vis-a-vis des femmes.

4. Déterminer un intervalle de confiance
au niveau de confiance 0,95

EXEMPLE : le 18 avril 2002, un institut de sondage annonce que sur un échan-
tillon représentatif de 1020 personnes :

204 ont déclaré vouloir voter pour Jacques Chirac ;

184 ont déclaré vouloir voter pour Lionel Jospin ;

139 ont déclaré vouloir voter pour Jean-Marie Le Pen.

a. Déterminer les intervalles de confiance au niveau de confiance 0,95 de la
proportion de votes pour chacun des trois candidats.

Sur I’échantillon de taille » = 1020, la fréquence observée d’intentions de vote

204
our Jacques Chirac est /= ——=0,20.
pouracd /=100
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n=100>30, nx f =204 >5etnx(1— f)=816>5, donc I'intervalle

de confiance au niveau 0,95 de la proportion de vote dans la population

totale est [ f = ; soit

_L.ﬁL] [02_;.0%;]
' n 102007 1020

[0,169 ; 0,231] en arrondissant les bornes a 0,001 pres.

De méme pour Lionel Jospin :

[ 184 1 184 1

3 : + = [0,149 ; 0,212].
1020 102071020 /1 ozo] [ ]

Enfin pour Jean-Marie Le Pen :

[ 139 1 139 1

_ ; + = 0,105; 0,168 .
1020 10201020 1 020} [ ]

b. Les résultats du premier tour de 1’élection étaient : Jacques Chirac 19,9 % ;

Jean-Marie Le Pen 16,9 % ; Lionel Jospin 16,2 %.
Ces résultats étaient-ils conformes aux prévisions ?

1
On constate que %=0,199e[0,169; 0,231]; 0,169 €[0,149 ; 0,212],

mais 0,169 ¢[0,105 ; 0,168].

Les fréquences de votes réelles pour Jacques Chirac et Lionel Jospin sont bien
dans leurs intervalles de confiance au seuil 0,95 mais celle concernant Jean-

Marie Le Pen n’y est pas.

Au niveau de confiance 95 %, les résultats concernant Jacques Chirac et
Lionel Jospin étaient conformes aux prévisions, mais pas celui concernant

Jean-Marie le Pen.
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EXERCICES D'APPLICATION

W Loi uniFoRME : LE cours | * | 10 min | »P. 387 |

X suit une loi uniforme sur [— 2 3].

1. Donner sa fonction de densité f et la représenter dans un repere orthonormé
d’unité 2 cm.

2. Calculer les probabilités et faire apparaitre sur le graphique les domaines cor-
respondants :

a. p(Xe[-1;2]); b. p(X=1); c. p(X =1).

‘ En cas de difficultés, voir le savoir-faire 1.

3. Déterminer 1’espérance de la variable X.

[ 1iracE ALEATOIRE | %% | 15 min | »p. 388 |

On choisit un nombre réel au hasard X dans I’intervalle [0 ; 1].

1. Quelle est la loi de X ?

2. Quelle est la probabilité qu’il soit compris entre 0,15 et 0,4 ?

3. Quelle est la probabilité qu’il comporte exactement un chiffre apres la virgule ?
4. Quelle est la probabilité que sa deuxiéme décimale soit un 9 sachant qu’il est
inférieur a 0,5 ?

[E] Loi EXPONENTIELLE : LE COURS | % | 10 min | »P. 388 |

X suit une loi exponentielle de parameétre A = 2.

1. Déterminer sa fonction de densité fet la représenter dans un repére orthonormé
d’unité 5 cm.

2. Calculer les probabilités et faire apparaitre sur le graphique les domaines cor-
respondants :

a.p(Xe[l;2)]); b. p(X=1); c. p(X =1).
‘ En cas de difficultés, voir le savoir-faire 1.

3. Déterminer 1’espérance de la variable X.

DUREE DE VIE D’'UNE AMPOULE | %% | 20 min | »p. 390 |

Une ampoule a une durée de vie en heures notée 7. On suppose qu’elle suit une
=5x107.

loi exponentielle de paramétre A =
20 000

1. Quelle est la probabilité que I’ampoule dure moins de 4000 heures ?

2. Quelle est la probabilité¢ que ’ampoule dure plus de 10000 heures ?

3. Quelle est la probabilité que I’ampoule dure plus de 10000 heures sachant
qu’elle a duré plus de 4000 heures ?
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4. Combien de temps peut-on espérer faire fonctionner cette ampoule ?

‘ On pourra utiliser le cours, lll ou remarquer que T > 10000 implique
T> 4000.

5. Le fabriquant annonce que son ampoule a ét¢ améliorée : son nouveau para-
meétre, noté o, assure une durée de vie supérieure a 10000 heures avec une pro-
babilité égale a 0,95. Déterminer o.

B} Loi NORMALE CENTREE REDUITE : LECOURS | % | 10 min | »p. 391 |

X suit une loi normale centrée réduite N(O ; 1).

1. Donner sa fonction de densité f et la représenter dans un repere orthogonal
d’unités 2 cm en abscisses et 5 cm en ordonnée.

2. Calculer les probabilités (arrondies a 0,001 prés) et faire apparaitre sur le
graphique les domaines correspondants :

a p(Xel-1;2]); b. p(Xe[-2;2]) c. p(X=1)
d. p(X<2); e p(X<=1); f. p(X=1).

‘ En cas de difficultés, voir le savoir-faire 2.

3. Déterminer 1’espérance de la variable X.

A Lo NoRMALE Ny ; 57) | %% | 15 min | »p. 393 |

A la naissance, le poids en kg des nouveaux nés est une variable aléatoire X qui
peut étre modélisée par une loi normale de moyenne p=3,4 et d’écart-type
c=0,5.

1. Dans la réalité, on ne peut pas avoir de poids négatif ; vérifier que p (X < 0)
est trés petit pour la loi proposée.

2. Quelle est la probabilité qu’un nouveau né ait un poids compris entre 2,9 kg et
3,9 kg a la naissance ?

3. Quelle loi suit la variable aléatoire Z = X-3.4

0,5

?

‘ C’est du cours !

4. Calculer la probabilité qu’un nouveau né pése moins de 2,8 kg a la naissance.
a. Directement a la calculatrice avec I’approximation :

p(X<2,8)= p(X e[107;2,8].
b. Sans calculatrice, en utilisant le fait que :
p(-1,2<Z<0)=0,3852a 0,001 pres.
c. Sans calculatrice, en utilisant le fait que :
p(Z<1,2)=0,8852a 0,001 pres.
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INTERVALLE DE FLUCTUATION | % | 10 min | »p. 395 |

Les baguettes du batteur Travis Baker (du groupe Blink 182) mesurent 414 mm
de long. Le fabricant certifie en fait que la longueur L, en mm, d’une baguette
produite dans son usine suit une loi normale de moyenne 414 et d’écart-type 1.
1. Montrer que p(413<L <415)=0,68a 1072 pres.

2. Le contrat stipule que les baguettes livrées a Travis doivent avoir une lon-
gueur comprise entre 413 mm et 415 mm. On préléve 100 baguettes au hasard
produites au cours d’une journée. On suppose que le nombre total de baguettes
produites est suffisant pour qu’on puisse assimiler ce controle a 100 tirages
successifs identiques indépendants d’une méme épreuve de Bernoulli de para-
metre p = 0,68.

a. Donner 'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la
fréquence des baguettes conformes.

‘ Voir le cours, V.

b. Sur les 100 baguettes testées, 61 sont conformes. Faut-il, au seuil de 95 %,
procéder a un réglage de la machine ?

IE] INTERVALLE DE CONFIANCE TEST DE DEPISTAGE | * | 10 min | »P. 395 |

Une angine peut étre due a un virus (on parle d’angine virale) ou a une bactérie
(on parle d’angine bactérienne). Seules les angines bactériennes sont efficace-
ment combattues par les antibiotiques. Un laboratoire a mis au point un test basé
sur un prélévement de salive afin de savoir si I’angine nécessite la prise d’anti-
biotiques : ce test doit étre positif si I’angine est bactérienne, négative sinon.
Sur 400 malades atteints d’une angine bactérienne, le test a été positif 336 fois.
Sur 100 malades atteints d’une angine virale, le test a été positif 15 fois.

1. a. Déterminer la proportion de malades ayant un test positif parmi ceux ayant
une angine bactérienne.

b. En déduire un intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 de la
sensibilité du test (c’est-a-dire la proportion de tests positifs lorsque 1’angine
est bactérienne).

‘ Voir le cours, VI.

2. Déterminer un intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 de la spé-
cificité du test (c’est-a-dire la proportion de tests négatifs lorsque 1’angine n’est
pas bactérienne).

3. Un test est satisfaisant quand sa sensibilité et sa spécificité dépassent toutes
les deux 90 %. Peut-on, au niveau de confiance 0,95, affirmer que ce test est
satisfaisant ?
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT

£} Lo uniForME | %% | 10 min | »p. 396 |

Yann arrive a I’arrét de bus de Port-Neuf entre 7h et 7h30. On fait ’hypothese
qu’il peut y arriver a tout instant avec les mémes chances.

On note X I’heure, représentée par le nombre de minutes apres 7h, ou Yann arrive
a cet arrét.

1. Quelle loi peut-on attribuer a X' ? Quelle est sa densité ?

2. Quelle est la probabilité¢ que Yann arrive :

a. entre 7h11 et 7h22 ?

b. aprés 7h28 ?

c. a 7h13 exactement ?

3. A partir de 7 heures le matin, les bus passent toutes les quinze minutes a cet arrét.
Quelle est la probabilité que Yann attende :

a. moins de cinq minutes le prochain bus ?

b. plus de dix minutes le prochain bus ?

ANCIEN EXERCICE. QCM LOI EXPONENTIELLE | * | 30 min | >p. 396 |

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples constitué de six questions :
chacune comporte trois réponses, une et une seule étant exacte.

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en années, d’un appareil ménager avant
la premiére panne. On peut modéliser cette situation par une loi de probabilité p
de durée de vie sans vieillissement, définie sur I’intervalle [0,+ oo[. Ainsi, la
probabilit¢ dun intervalle [0, t[, notée p ([0, t[), est la probabilité que I’appareil
ménager tombe en panne avant ’instant z.

Cette loi est telle que p([O, t[) = J;ke‘“dx, ou ¢ est un nombre réel positif
représentant le nombre d’années (loi exponentielle de parametre A, avec A > 0).

1. Pour ¢ >0, la valeur exacte de p([t,+ oo[) est

a l—-e™ b. e ™ c. l+e™

‘ On peut utiliser 'événement contraire.

2. La valeur de 7 pour laquelle p([O, t[) = p([t,+o<>[) est:
In2 - A
a. . T2 ¢

3. D’apres une étude statistique, la probabilité¢ que 1’appareil tombe en panne
avant la fin de la premiere année est 0,18. La valeur exacte de A est alors :

a. ln(ﬂ) b. ln(ﬂ) c. In(82)
41 50 In(100)
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4. Sachant que cet appareil n’a connu aucune panne au cours des deux premieres
années apres sa mise en service, la probabilité qu’il ne connaisse aucune panne
I’année suivante est :

a. p([1,+<>o[) b. p([3, +oo[) e p[2;3

Dans la suite de ’exercice on prendra A =0,2.

5. La probabilité que I’appareil n’ait pas eu de panne au cours des trois premieres
années, arrondie a 10~ pres, est :

a.0,5523 b. 0,5488 c. 04512

6. Dix appareils neufs de ce type ont ét¢ mis en service en méme temps. On
désigne par X la variable alatoire égale au nombre d’appareils qui n’ont pas de
panne au cours des trois premicres années.

La valeur la plus proche de la probabilité de I’événement « X =4 » est :
a.0,5555 b. 0,8022 ¢. 0,1607

‘ |dentifier la loi de X.

TEMPS D'ATTENTE | %% | 25 min | »p. 397 |

On modélise le temps d’attente entre deux clients a un guichet comme une

variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de paramétre strictement positif.

Le temps moyen d’attente est donné par tlgnw _[Ot Axedx.

1. a. Déterminer deux réels a et b tels que la fonction définie par :
g(x)=(ax+b)e™

soit une primitive de la fonction x > Axe™ sur [0 ; +oo[.

b. En déduire I’expression de J.Ot Axe™dx en fonction de ¢ > 0.

c. Vérifier alors que le temps moyen d’attente entre deux clients est x

2. Le temps moyen d’attente est de 5 min. Quelle est la probabilité d’attendre plus
de 10 minutes ? plus de 5 minutes ?

‘ Commencer par trouver A.

3. Quelle est la probabilité¢ d’attendre encore au moins 5 minutes sachant qu’on
a déja attendu 10 minutes ? Comment expliquez-vous ce résultat ?

LOI NORMALES ET VACHES A LAIT | %% | 30 min | »p. 399 |

On admet que la production laitiére annuelle, en litres, d’une vache laitiére peut
étre modélisée par une variable aléatoire a densité X, suivant une loi normale de
moyenne W = 5000 et d’écart-type ¢ = 300.

Les résultats seront arrondis a 0,001 pres.

1. Calculer la probabilité qu’une vache produise entre 4900 et 5100 litres de lait
par an.
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2. Calculer la probabilité qu’elle produise moins de 4800 litres par an :

a. Premiére méthode : en approchant p(X < x) par p(—10” < X < x).

b. Deuxiéme méthode : aprés avoir justifié la propriété

«six<p, pP(X<x)=0,5—p(x< X <p). »

3. Calculer la probabilité qu’une vache produise plus de 5250 litres par an :

a. Premiére méthode : en approchant p(X < x) par p(x < X <10%).

b. Deuxiéme méthode : aprés avoir justifié la propriété ;

«six>u, p(X2x)=0,5—p(x< X <p). »

4. Calculer la production maximale prévisible des 20% de vaches les moins pro-
ductives du troupeau, c’est-a-dire la valeur x telle que p(X <x)=0,20.
Arrondir au litre.

a. Premiére méthode : directement avec la « répartition normale réciproque »
de la calculatrice.

‘ Voir le savoir-faire 2.

b. Deuxiéeme méthode : sachant que, si Z suit une loi normale centrée réduite,
p(Z<a)=0,2 < a=- 0,842 (arrondi a 0,001 pres).

5. Calculer la production minimale prévisible des 30 % des vaches les plus pro-
ductives.

a. Premiére méthode : directement avec la « répartition normale réciproque » de
la calculatrice.

b. Deuxiéme méthode : sachant que si Z suit une loi normale centrée réduite,
P(Z<a)=0,7 < a=0,524 (arrondi a 0,001 pres).

POMME DE TERRE ET LOI NORMALE | %% | 15 min | »p. 401 |

Dans mon potager, le poids X d’une pomme de terre suit une loi normale de para-
métres W et 2. Sur 200 pommes de terre récoltées, 120 font moins de 200 g
et 185 font plus de 120 g.

1. Déterminer p(X <200) et p(X <120).

2. En déduire, en utilisant la variable aléatoire Z = —_M, que U et ¢ sont
c
. 200 — 120 - .
solutions du systéme R 0,25 ; R —1,44. (résultats arrondis au
c c

centieme)

‘ Voir le savoir-faire 3.
3. Déterminer les valeurs de p et o (arrondir a 0,1 pres).
4. Quel est le pourcentage de pommes de terre pesant entre 150 et 180 g ?

5. On a récolté une pomme de terre au hasard. Sachant qu’elle pése plus de 150g,
quelle est la probabilité qu’elle pése moins de 180 g ?

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



. I exercices | )

QUALITE DU TEST | %% | 20 min | »p. 402 |

Un producteur de semences vend un mélange de graines qui donneront soit des
fleurs rouges, soit des fleurs bleues. Il annonce une proportion de 20 % de
fleurs rouges.

Un organisme de contréle plante des échantillons de 50 graines aléatoirement
prélevées chez ce producteur. La production est suffisamment importante pour
considérer qu’il s’agit de tirages au hasard avec remise.

Le protocole est le suivant : sur un échantillon, on compte le nombre de fleurs
rouges obtenues.

Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de fleurs rouges observées
sur un échantillon de taille 50.

On accepte ’hypothese selon laquelle la proportion de graines de fleurs rouges
est p = 0,2, lorsque la fréquence de fleurs rouges f observée sur I’échantillon se
situe dans I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % pour la

. X
fréquence — .
50

Partie A.

On se place sous I’hypotheése p =0, 2.

1. Démontrer que X suit une loi binomiale de parametres n =50 et p =0, 2.

2. Déterminer I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % pour la

i X
fréquence —.
50
‘ Voir le cours V et le savoir-faire 3.

3. Quelle est la probabilité de rejeter a tort un échantillon ?
On donne p(X <4)=0,0185 et p(X <15)=0,9692 a10~* pres.

y | plX < 4) s'obtient soit avec le tableur = LOI.BINOMIALE(4 ; 50 ; 0,2 ; 1), soit en
50
calculant p(X = k) :[ « ]0,2k % 0,8°-% pour k allant de 0 a 4 et en additionnant les

valeurs obtenues.

Partie B.

Suite a une fausse manceuvre, la proportion de graines de fleurs rouges dans le
mélange vendu est, en réalité, de 30 %. On considere la variable aléatoire Y
correspondant au nombre de fleurs rouges sur un échantillon de taille 50.

1. Donner les paramétres de la loi binomiale suivie par Y.

2. Quelle est la probabilité de décider, a tort, que la proportion annoncée (20 %)
est respectée alors qu’elle est de 30 % ? Cette méthode semble-t-elle fiable pour
détecter I’erreur ?

On donne p(Y <4)=0,00017 et p(Y <15)=0,56918 21075 pres.
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‘ On accepte a tort la valeur de 20% si la fréquence de l'échantillon observé tombe
dans lintervalle construit partie A.

SONDAGE | % | 10 min | »p. 404 |

Un candidat a une élection a interrogé 250 personnes sur un marché. 54 % ont
promis de voter pour lui.
1. Ce sondage lui assure-t-il d’étre €lu au niveau de confiance 0,95 ?

‘ Quelle proportion p de votants dans la population totale faut-il pour étre élu?
2. Quel est le nombre minimal »n >30 de personnes a interroger pour qu’une

proportion de 54 % de promesses de vote assure au candidat d’étre élu au niveau
de confiance 0,95 ?

LURNE SECRETE. | %% | 30 min | »P. 405 |

Un sac contient 400 billes indiscernables au toucher. Chacune est noire ou rouge,
mais on ne connait pas la répartition exacte de chaque couleur.

1. On répéte 50 fois ’expérience suivante : on tire une bille au hasard et on note
sa couleur, puis on la remet dans I'urne. Sur les 50 billes obtenues, 16 sont
rouges.

a. Donner, avec un niveau de confiance 0,95, un encadrement de la proportion de
billes rouges dans le sac.

‘ Voir le cours VI et le savoir-faire 4.

b. Pour en avoir le ceeur net, on vide le sac et on compte : il y avait en fait 190
billes rouges dans le sac.

Etait-ce prévisible aux vues de I’intervalle de confiance précédent ?

2. La fréquence observée étant bien en-dessous de la valeur réelle de la propor-
tion de billes rouges, on s’interroge sur la fagon dont ont été réalisés les 50 tirages
précédents.

a. A T'aide du logiciel Algobox, simuler 100 fois I’expérience précédente
(50 tirages successifs avec remise) et comptabiliser le nombre de simulations ot
I’on a tiré 16 billes rouges ou moins. Que constatez-vous ?

‘ L'épreuve de Bernoulli correspondant au tirage d'une boule rouge, de parameétre

D= % peut étre simulée avec floor(random(}+190/400) qui renvoie 1 avec probabi-

lite p= TOS] et 0 sinon. La variable x comptabilisera au fur et a mesure le nombre

de boules rouges tirées.

b. Ecrire I"intervalle de fluctuation asymptotique de la proportion de billes rouges
obtenues sur 50 tirages successifs indépendants avec remise.
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‘ Voir le cours, V.

c. Que peut-on en conclure au seuil de 95 % pour la qualité des 50 tirages réalisés
au l.?
d. Quelle est la probabilité qu’on ait rejeté a tort cette série de 50 tirages ?

‘ On cherche la probabilité pour qu’on obtienne effectivement 16 billes rouges au
cours de 50 tirages successifs avec remise dans cette urne.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

LOI UNIFORME | %% | 15 min | >p. 406 |

La médiathéque ferme a 18h. George et Katja décident de s’y retrouver aprés
16h. Les instants d’arrivée X de George et Y de Katja sont assimilés a des
variables aléatoires de loi uniforme sur [0 ; 2] (X et Y représentent le temps, en
heure, écoulé depuis 16h). D’un commun accord, chacun attendra 1’autre au
maximum un quart d’heure, mais pas apres 18h. On cherche la probabilité, p
qu’ils se retrouvent effectivement a la médiatheque.

1. Traduire les données de 1’énoncé a I’aide de X, Y et de 1’écart |Y -X |

2. Dans un repeére orthonormé d’unité 5 cm, tracer les droites d’équation
y=x+0,25et y=x—0,25, puis colorier I’ensemble E des points M(x ;y)
dont les coordonnées vérifient, 0 <x <2 ; 0< y<2et |y - x| <0,25.

3. On admettra que p est le quotient de 1’aire coloriée par ’aire du carré de sys-
téme d’inéquations 0 < x < 2 ;0 < y < 2. En déduire la valeur de p.

DISCRIMINATION | %% | 30 min | »p. 407 |

L’entreprise GrobraSA emploie 1350 salari¢s, dont 560 femmes.

1. Dans une entreprise de 1350 salariés ne faisant pas de discrimination a I’em-
bauche, donner I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la
proportion de femmes. Peut-on raisonnablement dire que cette entreprise respecte
la parité ?

‘ Voir le savoir-faire 3.
2. Sous I"impulsion d’une nouvelle direction, ’entreprise décide d’embaucher x
femmes. x désigne un entier naturel.

a. Déterminer la fréquence f(x) du nombre de femmes dans 1’entreprise.
b. Quel doit étre le nombre de femmes embauchées pour assurer un respect strict

. . 1
de la parité, c’est-a-dire tel que f(x)= 5
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3. Dans une entreprise de 1350+ x salariés ne faisant pas de discrimination a
I’embauche :

a. Donner I’intervalle de fluctuation asymptotique [a(x) ; b(x)] au seuil de 0,95.
b. Etudier les variations de la fonction définie pour x € [0 ; 230] par :

o(ry= SHI60 098 o
x+1350  x+1350

c. En déduire le nombre minimal de femmes devant étre embauchées pour pou-
voir affirmer que I’entreprise GrosbraSA respecte la parité au seuil de 95 %.

TAILLE D’ECHANTILLON ET PRECISION
DE LINTERVALLE DE CONFIANCE | %% | 30 min | »P. 410 |

Dans une population de lapins, une proportion p, inconnue, est albinos.
Un échantillon de taille n, choisi au hasard dans cette population, présente une
proportion observée f'd’albinos.

On suppose que n>30, nf >=5et n(1—f)=5.

1. Donner ’intervalle de confiance /C, au niveau de confiance 0,95 pour p, puis
son amplitude.

Cette amplitude est appelée précision de I’estimation au niveau de confiance
0,95.

2. Dans cette question seulement, on suppose que /C, = [0,31 ; 0,35].
Déterminer la fréquence f observée de ce caractere et le nombre n d’individus de
I’échantillon.

3. Soit a > 0 fixé.

a. Quelle doit étre la valeur minimale de » pour que la précision de I’estimation
au niveau de confiance 0,95 soit inférieure ou égale a a ?

‘ La précision est d'autant plus « grande » quand a est « petit ».

b. Déterminer cette valeur minimale pour a=0,5; a=0,3; a=0,1;
a=0,05;a=0,01.

c. Comment décririez-vous 1’évolution de la valeur minimale de la taille de
I’échantillon n quand on veut « augmenter » la précision de I’estimation au
niveau de confiance 0,95 ?

4. 1l existe un autre intervalle de confiance au niveau 0,95 utilisé en économie :

f- 196\'f( 196\'f(_

c’est J, =

a. Déterminer la précision de I’estimation au niveau de confiance 0,95 pour cet
intervalle.
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b. Soit a> 0 fixé. Quelle doit étre la valeur minimale de n pour que la précision
de I’estimation au niveau de confiance 0,95 soit inférieure ou égale a a ?

c. Si £ =0,1, déterminer cette valeur minimale pour ¢ =0,5; a=0,3 ;
a=0,1;a=0,05;a=0,01.

d. Si f=0,5, déterminer cette valeur minimale pour ¢ =0,5 ; a=0,3 ;
a=0,1;a=0,05;a=0,01.

e. Pour quelle valeur de f diriez-vous qu’il est nettement préférable d’utiliser J,
plutét que IC, ?

CONTROLE

EX) Lecours | %% | 20 min | »P. 412 |

Partie A. ROC
On rappelle que si X suit une loi exponentielle de paramétre A :
o sa fonction de densité est la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(¢)=Ae™.

o son espérance est la limite quand x tend vers +oo de f: tf (t)dr.

Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(z) = —te™™.
1. Dériver g.
2. En déduire la valeur de jo tf (t)dt pour x > 0.

3. Calculer I’espérance de X en fonction de A.

‘ e lime*=0et limxex=0.

X—>—o0 X—>—e0

e Pour la définition de E(X), voir cours IlI.

Partie B.
Y suit une loi uniforme sur I’intervalle [0 ; 3].
1. Calculer p(1<Y <2,5).

‘ Voir le savoir-faire 1.

2. Caleuler p(Y >2).

Partie C.

Z suit une loi normale N(u ; 62).

1.Si u=0 et o2 =1:

a. Comment appelle-t-on la loi de Z ?

b. Donner la fonction de densité de la loi de X.
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c. Quelle particularité a sa courbe représentative dans un repere orthogonal ?
d. Donner alors p(—1,96 < Z <1,96).

‘ Voir le savoir-faire 1.
2.Si p=3 et 6> =2, calculer p(1<Z<2,5)a 0,001 pres.

‘ Voir le savoir-faire 2.

COMPOSANTS DEFECTUEUX | %% | 35 min | »P. 413 |

Les parties A et B sont indépendantes

Alain fabrique, en amateur, des appareils €électroniques. Il achéte pour cela,
dans un magasin, des composants en apparence tous identiques, mais dont
certains présentent un défaut. On estime que la probabilité qu’un composant
vendu dans le magasin soit défectueux est égale a 0,02.

Partie A.

On admet que le nombre de composants présentés dans le magasin est suffi-
samment important pour que 1’achat de 50 composants soit assimilé a
50 tirages indépendants avec remise, et on appelle X le nombre de composants
défectueux achetés. Alain achete 50 composants.

1. Quelle est la probabilité qu’exactement deux des composants achetés soient
défectueux ? Donner une valeur approchée de cette probabilité a 10~ pres.

2. Quelle est la probabilité qu’au moins un des composants achetés soit défec-
tueux ? Donner une valeur approchée de cette probabilité a 1072 pres.

3. Quel est, par lot de 50 composants achetés, le nombre moyen de compo-
sants défectueux ?

Partie B.

On suppose que la durée de vie 7; (en heures) de chaque composant défec-
tueux suit une loi exponentielle de parameétre A, =5x10~ et que la durée de
vie T, (en heures) de chaque composant non défectueux suit une loi exponen-
tielle de parametre A, =107*.

1. Calculer la probabilité que la durée de vie d’un composant soit supérieure
a 1 000 heures en valeurs exactes, puis approchées a 1072 pres.

a. si ce composant est défectueux ;

b. si ce composant n’est pas défectueux.

Donner une valeur approchée de ces probabilités 1072 prés.
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2. Soit T la durée de vie (en heures) d’un composant acheté au hasard.
Démontrer que la probabilité que ce composant soit encore en état de marche
apres ¢ heures de fonctionnement est :

P(T >1)=0,02e410* 4+0,98e10"*",

(on rappelle que la probabilité qu’un composant vendu dans le magasin soit
défectueux est égale a 0,02).

3. Sachant que le composant acheté est encore en état de fonctionner 1 000
heures apres son installation, quelle est la probabilité que ce composant soit
défectueux ? On donnera une valeur approchée a 1072 prés.

CONTROLE

m ROC | *% | 10 min | »Pp. 415 |

On rappelle que si X suit une loi normale centrée réduite :
tZ

o sa fonction de densité est la fonction définie sur R par f(1)= ——e 2;

2r
o son espérance est définie par £ (.X)= lim jotf (t)dt + lim Joy tf (t)dt.
X——o0d x Yoo

1. Déterminer une primitive g de la fonction t — #f(¢) sur R.
2. En déduire la valeur de E(X).

EX] ev1,e72,6730 | x% | 15 min | ». 415 |

Une raffinerie de sucre en poudre produit des paquets d’un kg de sucre. Le
poids d’un paquet peut étre modélisé par une variable aléatoire X suivant une
loi normale d’espérance p =1 000 et d’écart-type ¢ = 2.

Le paquet est jugé conforme si son poids est compris entre 994 g et 1006 g.
1. Donner, sans calculatrice, la probabilité qu’un paquet prélevé aléatoirement
en sortie d’usine soit non conforme.

‘ Voir le cours, IV et le savoir-faire 1.
2. Pour déceler des anomalies de réglage en temps réel, on mesure le poids

des paquets de sucre directement en sortie de la chaine de production et on
compare a deux indicateurs d’alerte 1 000 — /4 et 1 000 + /4 définis par :

p(1000—h< X <1000+ h)=0,99.
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a. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire Z définie par
X —1000
Z=——279
2
b. En déduire sans calculatrice la valeur de ces indicateurs d’alerte.

‘ En cas de difficultés, voir le cours IV.

REPRESENTATIVITE D'UN ECHANTILLON | %% | 25 min | »P. 416 |

L’indice de masse corporelle, IMC, se calcule par la formule :

_ Poids en kg
(taille en m)®

D’aprés ’OMS (Organisation Mondiale de la Santé), une personne est en
surpoids si son IMC est supérieur a 25.

Soucieux de la santé de ses administrés, le Maire d’une commune lance une
étude pour estimer le pourcentage p d’individus en surpoids dans sa ville :
deux instituts de sondages interrogent respectivement 750 individus et 900
individus, pris au hasard dans la population et calculent leur IMC. Le premier
institut trouve 29% d’individus en surpoids et le deuxiéme 21 %.

1. Le Maire s’étonne de 1’écart entre ces deux résultats : est-ce légitime ?

On pourra comparer les intervalles de confiance au niveau 0,95 pour le pour-
centage de personnes en surpoids dans cette commune dans chacune des deux
études.

‘ Voir le cours, VI et le savoir-faire 4.

2. Pour expliquer cette différence, le Maire met en cause la représentativité
des échantillons interrogés. Le premier comptait 370 hommes et 380 femmes,
le second 390 hommes et 510 femmes. Le pourcentage d’hommes dans cette
commune étant de 47 %, mettriez-vous en cause la représentativité des échan-
tillons interrogés, et si, oui, a laquelle des deux études le Maire devrait-il,
selon vous, se fier ?

On pourra déterminer les intervalles de fluctuation asymptotique au seuil
de 95 % pour la proportion d’hommes dans des échantillons de taille 750
et 900 et comparer avec les fréquences observées dans les deux échan-
tillons interrogés.

‘ Voir le cours, V et le savoir-faire 3.
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[ convises

CORRIGES
. . 1 1
1 | 1. fest la fonction définie sur [-2 ; 3] par E—— ==,
f =23 3hpar /()= 3= 5= 3
y
0,51
) -1 0 1 2 3 x
2.a. [-1; 2]<[-2; 3], donc
2 2 1 1 T 2-(-1
pxelt 2= [ pooe= [ av=| 1] -2ED
-1
o 3
d’ou p(X e[-1; 2])=g.
0,5 1
2 -1 0 1 2 3
b. Une loi uniforme ne charge pas les points, donc p(X =1)=0.
On vérifie ce résultat en écrivant J? é dx=0.
0,5+
: : | : :
-2 -1 0 1 2 3
c.«X>ln=«X€e[l; 3]»et
3
3 51 1 3-1 2
et o P[] 222
donc P(X >1) =§.
0,5+
) -1 0 1 2 3
12T 1 1 5
3EX) = [ wde=[ Tde=|-E| =—(3—(=2)2)=—(9-4)==,
&) J.‘Z Y 25 521, 10( (-2°) 10( ) 10
d’ou E(X)=%.
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On peut aussi utiliser la formule du cours : E(X) = # _ s ]

2 2

1. Le réel X obtenu suit une loi uniforme sur I’intervalle [0 5 1]-

2. p(0,15< X <0,4)=0,4-0,15
p(0,15< X <0,4)=0,25.

3. L’événement considéré est I’événement :

«X=0,1ou X=0,2 ou...ou X =0,9»

réunion de neuf événements disjoints 2 a 2 et de probabilité nulle (pour tout

entier i, 1<i<9, p| X = IL =0), donc la probabilité cherchée est :

(et
= 10

4. On cherche la probabilité¢ conditionnelle de 1’événement :

A «X €[0.09;0,1[ou X €[0,19;0,2[ou...ou X €[ 0,99; 1] »,

sachant que I’événement B « X €[0; 0,5 » est réalisé.

ANB
p(B)= p(X €[0;0,5) = 0,5-0 0, donc py(A)= ZACE),

p(B)
p(ANB) = p(X €[0,09;0,1[ ou X €[0,19;0,2[ ou X €[0,49;0,5[)
p(ANB)=(0,1-0,09)+(0,2-0,19)+...+(0,5-0,49)

(car ces événements sont deux a deux disjoints)
p(ANB)=5x%0,01=0,05.

0,05
Donc A)=-=
Pe(A) 0.5

)

soit pz(A)=0,1.

1. fest la fonction définie sur [0 ; +oof par £(x) = 2e2*.

y
2

388
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‘ Voir le cours, Ill.

2.a.[1; 2] [0 ; +oof,

done p(X e[l; 2])= j f(x)dx = j 2e2dy = [-e 2 = —e —(—e2)
soit p(X €[l; 2]=e2—e*.

‘ Penser a vérifier que l'on obtient bien ici un résultat positif.

0 1 2 X

b. Une loi uniforme ne charge pas les points, donc p(X =1)=0

‘ On le vérifie en écrivant JjZe’“dx =0.

c. «X>1I»=«X €[l; +eo[» donc :
t
p(X >1)= lim j ' f(x)dx = lim [~e>] = lim (¢ —e ).
t—>too

Or lim—2t= - et lim e” =0, donc p(X >1)=e>.

t—+oo T——oco

4 Autre méthode : p(X >1=1-plx <= P(J;Ze*“dx): 17[79%];

=1-(e?2-e)=1-[e2-T=e2

3.E(X)=

>’|i—
Nli—l
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- 1. p(T <4000)= J re—Mdr = —m]“ o _ —e-Sx107x4x10° 4]

0
P(T <4000) =1—e2 = 0,18 (210~ prés).
2. p(T >10000) = 1— p(T <10000) = 1 — j;°°°° Aedt =1-[e05 —1] = e,

‘Autre méthode : comme a l'exercice 3, on peut calculer

p(X >10000)= |mj he**dx = lim ) (74 + gh0o)

— @-1000% — 05

p(T>10000)=e"° = 0,61 (a 107 pres).

‘ La loi exponentielle « ne charge pas les points ».
Prendre des inégalités strictes ou larges ne change pas la probabilité.

C'est le cas pour toutes les lois de probabilité a densité.

3. Comme p(T >4000)=1- p(T <4000)=e"? #0, on peut conditionner par
I’événement (7 > 4 000) avec:
p(T'>10000 et 7 >4000)
p(T >4 000) '
Or, I’événement (7' > 10 000) contient 1’événement (7 > 4 000) donc:

T >10000) e™°°
D> 4000y (T >10000) = L ) S Chl
p(T>4000) e

Perss oy (T > 10000) = e-°3 =~ 0,74 (3 102 pres).

p(T>4000)(T >10000) =

‘Autre méthode : la loi exponentielle est « sans mémoire », donc :

Pirss000) (T > 4000+ 6 000) = p(T > 6 000) = g4 = ¢03
4. L’espérance de la durée de vie de I’ampoule est:

E(T)= 1 =20 000 heures.
A

10 000
5. p(T >10000)=1— jo o~ dlf = g~ X100
Alors p(T >10000) = 0,95 équivaut successivement a :

e~ @x10000 = () 95 (quantités strictement positives)

—ox10 000 =1n 0,95 (car In est strictement croissante sur ]O ; +<x>[ ;

~ —In0,95
10 000

a=5x10" (a 10-° pres).

390
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E] 1. La fonction fest définie sur R par f(x)= Te 2,
T

ﬁ

‘ Voir le cours, IV 1.

0,51

3 ) -1 0 1 2 3
2.a2.u=0 et 6 =1, donc a la calculatrice :
Texas : normalcdf (-1, 2, 0, 1);
Casio : Ned(Lower : —1; Upper:2;6:1; pn:0).
On obtient p(X €[-1; 2]) = 0,819 a 0,001 pres.

‘ Voir le savoir-faire 2.

b. A la calculatrice

Texas : normaledf (-2, 2, 0, 1) ;

Casio : Ned(Lower : —2 ; Upper: 2 ; 6:1; w:0).
On obtient p(X €[-2 ; 2])=0,954 a 0,001 pres.

‘ C'est un peu plus précis que le résultat du cours, IV 2., (a connaitre] :
plX €lu—20 ; u+20])=0,95 a 102 prés.
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y | f étant paire, p(X e[-2; 2]]=2x p(X [0 ; 2]).

c. La loi normale ne charge pas les points, donc p(X =1) =0.

4

On le vérifie car e 2dx 0.

I %

d. p(X <2)= p(X <0)+ p(0< X <2).

Or p(X <0)=0,5 et ala calculatrice :

Texas : normalcdf (0, 2, 1) ;

Casio : Ned (Lower : 0; Upper:2; o:1;u:0).
On obtient :

p(0< X <2)=0,477,

donc p(X <£2)=0,977 a 0,001 pres.

0,5+

-3 -2 -1 0 1

‘Autre méthode : on approche p(X <2} par p(X e[-10% ; 2]).
A la calculatrice :
Texas : normalcdf (-E99, 2, 0,1)
Casio : Ncd (Lower : =1E + 99 ; Upper:2;6:1;u:0).

e. A la calculatrice

Texas : normalcdf (—E99,—-1, 0, 1) ;

Casio : Ned(Lower : —1E+99 ; Upper: —1; 6:1; n:0);

on obtient : p(=10” < X <-1)=0,159 a 0,001 pres,

donc p(X <-1)=0,159.

4 Autre méthode : p(X <—1=p(X <0)-pl-1< X <0).
Or p(X <0)=0,5 et p-1< X <0)=0,34120,001 pres
Texas : normalcdf (-1, 0, 0, 1);

Casio : Ncd(Lower : =1 ; Upper:0;c:1; pn:0);
donc p(X <-1=0,159 4 0,001 preés.
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0,5+

-3 -2 -1 0 1 2

f- Par symétrie, p(X >1)= p(X <-1) = 0,159 a 0,001 pres.
Autres méthodes :

e On approche p(X >1) par p(X e[l ; 10”])

A la calculatrice :

Texas : normaledf (1, E99, 0, 1);

Casio : Ned(Lower : 1 ; Upper: IE+99 ; 6:1; u:0);

p(1< X <10”)=0,159 a 0,001 pres, donc p(X >1) = 0,159.
e On utilise p(X >1)=1-p(X <1).
Or p(X<)=p(X<0)+p(0<X<)=0,5+p(0< X <1).

A la calculatrice

Texas : normaledf (0, 1, 0, 1) ;

Casio : Ned(Lower : 0 ; Upper: 1 ;6:1; n:0);

on obtient p(0 < X <1)=0,341 a 0,001 pres,

d’ou p(X <1)=1-(0,5+0,341) = 0,159 a 0,001 pres.

0,5+

3. L’espérance de la loi normale centrée réduite est E(X) = 0.
El 1. L’approximation p(X <0)= p(X €[-10* ; 0[) donne ;
Texas : normaledf (-E99, 0, 3.4, 0.5);

Casio : Ned(Lower : —1E+99 ; Upper:4; 6:0.5; u:3.4);

on obtient p(X <0)=5,23x10"'2 a 10~'* pres.

D voir s
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‘ Autre méthode :
p[X<0]:p[Og3,4]—p[U<X<3,4]:%—p[0<X<3,4]

donne en fait pl0< X <3,4)=0,5 pour des raisons d'arrondi, d'ot p(X <0)=0.
2.12,9; 3,9]=[u—0; u+o],donc p(X €[2,9; 3,9])=0,68 a 0,01 pres.

‘ e Voir le cours, IV. 2.
e Autre méthode a la calculatrice

Texas : normalcdf (2.9, 3.9, 3.4, 0.5) ;
Casio : Ncd(Lower : 2.9 ; Upper : 3.9 ;6:0.5; pn:3.4).

3. Par définition, Z = s suit une loi normale centrée réduite.

4. a. A la calculatrice
Texas : normalcdf (—E99, 2.8, 3.4, 0,5) ;

Casio : Ned(Lower : —1E+99 ; Upper:2.8; 6:0.5; u:3.4);
on obtient p(X <2,8) = 0,115 a 103 pres.

X-34 0,6
<—-—")=p(Z<-1,2) (1
0.5 0’5) p( ) (1)

b. p(X <2,8)= p(X -3,4<-0,6)= p(

car on divise par 0,5>0

Z suit une loi N(O ; 1), donc :
p(Z<-1,2)=p(Z<0)-p(-1,2<Z<0)=0,5-0,385=0,115 a 107 pres.
Donc p(X <2,8)=0,1152 10~ pres.

‘ pl=12< Z <0)=0,385 s'obtient a la calculatrice:
Texas : normalcdf (1.2, 0, 0,1 ;
Casio : Ncd(Lower : —=1.2 ; Upper:0; :1; u:0J.

c¢. On utilise également 1’égalité (1) p(X <2,8)= p(Z < —1,2) ou Z suit une loi
N(O ; 1). Par symétrie de la courbe de la fonction densité de la loi normale centrée
réduite, p(Z <—1,2)= p(Z >1,2), donc p(Z<-1,2)=1-p(Z<1,2)=0,115
a 107 pres. Donc p(X <-2,8) =0,115 a 103 pres.

A 17 <12)~0,885 3107 prés s obtient :
e Soit directement par approximation a la calculatrice :
Texas : normalcdf (-E99, 1.2, 0,1) ;
Casio : Ncd(Lower : —IE+99 ; Upper:1.2; 6:1; u:0J.
® Soitavec p(Z<12)=plZ<0)+pl0<Z<12),
puis p(Z<0)=0,5 et pl0< Z<12])=0,385 avec la calculatrice :
Texas : normalcdf (0, 1.2, 0, 1) ;
Casio : Ncd(Lower : 0 ; Upper: 1.2 6:1; u:0J.
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[ b

1. L suit une loi normale de moyenne p =414 et d’écart-type 6 =1, donc :
p(413< L <415 = p(L e[u—o0; u+o]), donc, d’apres le cours IV. 2 :

p(413 < L <415) = 0,68 a 10~ pres.

‘ Autre méthode a la calculatrice
Texas : normalcdf(413, 415, 414, 1) ;
Casio : Ncd(Lower : 413 ; Upper : 415; 6 :1; w : 414).

2. a. Si on appelle succes le fait qu’une baguette est conforme, ¢’est-a-dire que sa
longueur est comprise dans I’intervalle [413 ; 415], chaque tirage peut s’assimiler
aune épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,68. En répétant 100 fois cette méme
épreuve de Bernoulli de fagon indépendante, le nombre X de baguettes conformes,
correspondant au nombre de succes du schéma de Bernoulli, suit une loi binomiale
B(100 ; 0,68).

n=100>30, np=100%x0,68 =68 >5et n(1— p)=100x0,32=32>5,

donc on peut utiliser I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % pour

la fréquence % des baguettes conformes donné par :

1=|p-1,96328=2) . 11 96 ¥PC-D)
n A

I=|0.68-106Y%0BXU=0.68) o1 g6 0.68X(1-0,68)
) ) \/10—0 b} £} ) m

1=10,59 ; 0,77] (Ies bornes ont été arrondies a 0,01 prés).
1
b. On observe une fréquence f = 160—0 = 0,61 de baguettes conformes dans le lot :

fest dans I’intervalle de fluctuation au seuil de 95 %, donc on ne procedera pas
au réglage de la machine.

1. a. La proportion de malades ayant un test positif parmi ceux ayant une
angine bactérienne est, dans 1’échantillon :

336
=—=0,84.
4 400
b. L’échantillon contient » =400 individus,
donc 7> 30, nxf=400><ﬁ=336>5 etnx(l—f)=400><ﬁ=64>5.
400 400

On peut estimer la proportion de tests positifs lorsque I’angine est bactérienne dans
I’ensemble de la population au niveau de confiance 0,95 par I’intervalle :

1 1

1 1
e L — |=1T0,79; 0,89].
[f J;’fw;} [0’84 m””g‘”m} 10,793 0.8
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2. 11y a 85 tests négatifs lorsque I’angine n’est pas bactérienne, donc la proportion
. 85 . C
de tests négatifs est 1’ = 00 = 0,85 pour cet échantillon de »” =100 individus,

n =30, n’X f'>5et n’xX(1—- f’)>5, donc on peut estimer au niveau de
confiance 0,95 la proportion de tests négatifs lorsque 1’angine n’est pas bactérienne
dans I’ensemble de la population par I’intervalle :

1 1 1 1
—— f+—|=/0,85———; 0,85+ ——
[f I J N } [ V100 V100
3. L’intervalle de confiance de la spécificité du test contient bien des valeurs dépas-

sant 90 %, mais celui de la sensibilité du test n’en contient pas, donc on ne peut
pas affirmer, au niveau de confiance 0,95, que ce test est satisfaisant.

]z [0,75; 0,95].

EI 1. Yann peut arriver a tout instant avec les mémes chances entre 0 et 30
minutes aprés 7 heures, donc on peut attribuer a X la loi uniforme sur I’inter-
valle [0 ; 30].

1 1
Sa densité est la fonction f définie sur [0 ; 30] par f(x)=———=—.
f [0 301 par f(x) =2 — =
2 ] 1 » 22-11 11
2.a. pl1< X K<22)= — dx=—H|x[ = = —.
P =1, =l =" = %
30-28 2 1
b. p(X <28)= p(28 < X <30)= =—=—.
o( )= p( ) 30 15

1B 1]
¢ p(x=13)=] g &=0.

‘ Une loi uniforme ne charge pas les points !

3.a. p(X €[10;15]U[25;30]) = p(10 < X <15)+ p(25< X <30)
_15-10 1 30-25 _10
30 30 30
1
p(Xe[lO;lS]u[25;30])=§.

b. p(X €]0; S[UILS ;5 20[) = p(0 < X <5)+ p(15< X <20)
_5-0,20-15_10
30 30 30
d’ou :
p(Xe€lo; 5[Ul15; 20[)=§

1.Pour £ >0, p([t 5 +eo[) = 1= p([0 ; 1) = [, heMdx = [—e ] =1-e
Donc p([t ; +oo[)=1—(1—e*)=¢

La bonne réponse est b.
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2. p([0; ¢[)= p([¢ ; +o[) équivaut successivement a 1—e™ =e;
—In2 In2

-\ A

2e*“=1;e*x’=%>0;—kt=lnl=—ln2;t=

‘ On parle de demi-vie de 'appareil.

La bonne réponse est a.
3. p([0; 1[) = 0,18, ce qui équivaut successivement a :

l-e™=0,18;e*=0,82>0;-A=1n0,82;

A=-In0,82=1n L =In @ =In ﬂ .
0,82 82 41

La bonne réponse est a.
4. La loi exponentielle est une loi sans vieillissement, donc :

Pt (35 +ool) = p([1 ; +oo[).
‘ Voir le cours, Ill.

La bonne réponse est a.

S. p([3; +oo[) =302 =06 = (,5488 a 10~* pres.

La bonne réponse est b.

6. Si on note S I’événement « un appareil n’a pas eu de panne au cours des trois
premiéres années », p(S)=e ¢ d’aprés 4.

Les pannes des appareils sont indépendantes, donc X désigne le nombre de succes
dans une répétition de 10 épreuves de Bernoulli de paramétre p = e indépen-
dantes. Donc X suit une loi binomiale de parametres n =10 et p = e

10 10
Donc p(X =4)= ( A Jp4(1_p)6 — ( A )(60’6)4 (1_64),6)6 ’
p(X =4)=0,1607 a 10~* pres.
La bonne réponse est c.

‘ On obtient le méme résultat en utilisant la valeur approchée de la question 5. :

plX =4)= (10Jx0,54884 x(1-0,5488)°. (10) s'obtient a la calculatrice : 10 4,
4 4

a. g est une primitive de x > Ae™ sur [0 ; +oo[ si, et seulement si, g est
dérivable sur [0 ; +oo et g’(x)=2Ae™ pour tout x €[0 ; -+oo[.

Or g(x)=(ax+b)e™ =u(x)xXv(x),avec u(x)=ax+b et v(x)=e™.

u et v sont dérivables sur [0 ; +oo[ avec u’(x)=a et v'(x)=—Ae™™, donc g est
dérivable sur [0 ;+oo[, de dérivée :

g’ (x) = u'(x)v(x) +u(x)v’(x)
g'(x)=ae™™ +(ax+b)(—re ™)
g'(x) = (—hax+a—Ab)e™.
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Alors g est une primitive de x > A e sur [0 ; +oo[ si, et seulement si,
(—hax+a—MAb)e™ = re™™ pourtout x €[0 ; +oof ;
—\ax +a—Ab= A pour tout x € [0 ;+oo[ car e ™ %0 ;

—Aa =\ et a—Ab=0 par identification des coefficients de ces deux fonctions
polynomiales :

a=—-1car L#0 etb=g=—l.
A A

Donc une primitive de la fonction x> Axe™ sur [0;+co[ est la fonction g

définie par g(x)= (—x - %)e‘“.

b. Soit > 0. jo Aedx = [g(x)], = g(t) — 2(0) ou

g(®)= (-t —%)e*“ = —(t+%) &,
Dou Jothe"“ dx = g(1)—g(0) = —(t+%) e""+(0+%) e 0 soit :

J-the"“dx= - t+l e""’+l.
0 A A

c. thxe*’“dx= - t+l e +l =—te™ +le*“ +l.
€ A A A A

A >0 donc —A <0, donc lim —Af =oo; orTlirp e’ =0, donc

t—+oo

lime™ =0 Comme lim Te” = 0 par les critéres de croissance comparée
T

t—>+oo ——co

lim — Ae™ = 0.

f—>+o0

Donc 1im ' e Mdx = l

t—+o0 J0
1
Le temps moyen d’attente entre deux clients est e

2.Pour t >0

p(X>t)=1-p(X <t)= I—J;Xe*’“ dr=1-[-e™] =1+eH—e PO =e™,
Le temps moyen d’attente est % =5,donc A= %

Donc p(X >t)=¢ 5.
10
Si1=10>0, p(X >10)=¢ 5 =e2 = 0,135 & 10~ prs.
5

Sit=520, p(X>5)=¢ s =c"' =0,368 2 10~ prés.

‘ Une loi a densité « ne charge pas les points » : on a les mémes probabilités avec
des inégalités larges ou strictes.
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3. Sachant qu’on a déja attendu 10 min, attendre encore au moins 5 min revient a
attendre plus de 15 min.

P(X >10) 0, donc p .0, (X >15) =

p(X >10 et X >15)

(X >10)

Or I’événement (X > 15) est inclus dans I’événement (X > 10), donc :
15

X>1 5 P
u:L:e_z =e! =p(X>5).

(X >15)=
Px 10)( ) X >10) e =

Cela s’explique par le fait que la loi exponentielle est 2 durée de vie sans
vieillissement.

‘ Voir le cours, Ill.

1. Les calculatrices :

Texas : normalcdf (4900, 5100, 5000, 300) ;

Casio : Ned(Lower : 4800 ; Upper : 5100 ; ¢ : 300 ; u : 5000)
donnent p(4 900 < X <5100) =0,261 a 0,001 pres.

2. a. Les calculatrices

Texas : normalcdf(—E99, 4 800, 5000, 300) ;

Casio : Ned(Lower : —1E+99 ; Upper : 4 800 ; 6 : 300 ; u : 5000)
donnent p(—=10* < X <5100) = 0,252 a 0,001 pres,

d’ou p(X < 4800) =0,252.

b. Six <, ]—oo; u] est la réunion disjointe ] —oo ; xJU]x ; 1]
D’ou p(X <p)=p(X <x)+ p(x < X <p),

donc p(X <x)=p(X <p)—p(x < X <p).

u étant la moyenne de la loi normale, p(X <p)=0,5 et comme une loi normale
ne charge pas les points, p(x < X <p)= p(x < X <p).

Ainsi on a bien p(X <x)=0,5-p(x <X <p).

pX<W) =05 pX =) =05
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On en déduit p(X <4800)=0,5— p(4800< X <5000).
Or les calculatrices

Texas : normal cdf(4 800, 5000, 5000, 300)

Casio : Ned(Lower : 4800 ; Upper : 5000 ; 6300 ; u 5000)
donnent p(4 800 < X <5000)=0,248 a 0,001 pres.

Donc p(X < 4800) = 0,252 a 0,001 pres.
4 On a aussi la propriété suivante «six>u, plX <xJ=05+plu <X <x)».

3. a. Les calculatrices
Texas : normal cdf (5250, E99, 5000, 300)

Casio : Ned(Lower : 5250 ; Upper : IE+99 ; 6:300 ; u:5000)
donnent p(5250< X <10%)=0,202 a 0,001 pres.

D’ou p(X >5250) = 0,202.

b. Si x>, [u; +eo[ estla réunion disjointe [ ;x[\U[x ;+oo[ .
D’ou p(X >p) = p(u> X <x)+ p(X > x).

Orp(X>p)=0,5et p(u< X <x)=pH< X <x),
donc p(X >x)=0,5-p(u < X <x).

pAA<) =05 P> =05

0,1 ¢+

Les calculatrices

Texas : normalcdf (5000, 5250, 5000, 300)

Casio : Ned(Lower : 5000 ; Upper : 5250 ; ¢ :300; w : 5000)
donnent p(5000 < X <5250)=0,298 a 0,001 pres.

Donc p(X >5250)=0,202 a 0,001 pres.

4. a. Les calculatrices
Texas : invNorm (0.2, 5000, 300) ;
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Casio : InvN(Tail : Left ; Area: 0,2; ¢ :300; p :5000);
donnent x =4 748 litres a 1 litre pres.

X -
b. X suit une loi N(5 000 ; 300%), donc Z = % suit une loi N(O ; 1).

X - X -
Orp(Xgx):p(X—SOOOSx—SOOO)Zp( 2000 5000)

300 300
car 300> 0.
X —-5000
donc p( X <x)=p|lZ<——|.
(X <x) p( 300 )
p(X<x)=0,2 & $=—0,842 & x—5000=-0,842x300=-252,6

Donc x =-252,6+5000 ~4747 a1 pres.
5. On cherche la valeur x telle que p(X >x)=0,30ce qui équivalent a
p(X <x)=1-0,3=0,7 c’est-a-dire tel que p(X < x)=0,7 car la loi normale ne
charge pas les points.
a. Les calculatrices
Texas : invNorm(0.7, 5000, 300) ;
Casio : InvN(Tail : Left ; Area: 0,7; ¢ :300; u :5000) ; donnent :
x = 5157 litres a 1 preés.
b. Comme au 4.b.,
x—5000
300
< x=300x0,524+5 000

d’oll x =~ 5157 litres a 1 pres.

x—5000

X<x)=0,7 p|l Z< =0,7 ——=0,524
p(X <x) p( ) 300

1. L’énoncé donne :

120 185
X <200)=22 20,6 et p(X <120)=1> 20,925 -
Pl )= 200 P )= 200

p(X <120)=1- p(X <120)=0,075 en passant a ’événement contraire.
Une loi normale ne charge pas les points, donc p(X <120)=0,075.

a suit une loi normale

2. X suit une loi normale N(u ; 6?), donc Z = X =
N(O ; 1). o

Or p(X <200)=0,6) © p(X —n<200—pn)=0,6

<:>p(X_LL < 200_HJ:O,6 car 6 >0, d’ou p(Zg 200_”):0,6.
c c c

On cherche donc a tel que p(Z < a)=0,6

Les calculatrices :

Texas : invNorm (0.6, 0, 1) ;

Casio : InvN(Tail : Left ; Area: 0.6 ;6 : 1; n:0);
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donnent @ = 0,25 a 0,01 pres.

Ainsi 2207 _ .25,

c
De méme p(X <120)=0,075 < p(Z <

120 —p

J=0,075.

On cherche donc a tel que p(Z < a)=0,075.

Les calculatrices :

Texas : invNorm (0.075, 0, 1) ;

Casio : InvN(Tail : Left ; Area: 0.075 ;6:1; u:0);
donnent a = —1,44 4 0,01 pres.

Ainsi 2971 _ 4 44,
G — f—
3. On résout le systeme 200 u=O,25 et 120 M=—1,44 qui équivaut
o

successivement a :
200—pu=0,250c et 120—p=-1,440;
(200—w)—(120-p)=0,250—-(-L440)=1,69c et 120—u=-144 06 ;

,69c6=80etu=120+1,44 5 ;

(5=ﬂ et u:120+1,44x£,
1,69 1,69

soit 6 =47,3 et L =188,2 a 0,1 pres.
4. A la calculatrice :
Texas : normalcdf (150, 180, 188.2, 47.3)
Casio : Ned(Lower : 150 ; Upper : 180 ; 6:47.3; n:188.2);
on obtient p(150 < X <180)=0,222a 0,01 pres.
22 % des pommes de terre pesent entre 150g et 180g.
5. On note A I’événement «X > 150 » et B I’événement « X <180».
A la calculatrice :
Texas : normaledf (150, E99, 188.2, 47.3)
Casio : Ned(Lower : 150 ; Upper : 1IE+99 ;6:47.3 ; u:188.2).
On obtient p(A)=0,79 a 0,01 pres. Donc p(A) > 0.
_p(ANB) _ p(X<150 et X <180) p(150< X <180) 0,22

B = ~
DoncPA( ) (A p(A) p(A) 0979,
d’ou p(B)=0,28 20,001 prés.

Partie A.

1. L’expérience consistant a tester une graine et a appeler succes le fait que la fleur
soit rouge constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,2. Lorsqu’on tire
au hasard avec remise 50 graines, on répete 50 fois la méme épreuve de Bernoulli
de paramétre p = 0,2 de fagon indépendante. X représente donc le nombre de suc-
ces dans cette épreuve de Bernoulli de parameétres n =50 et p = 0,2, donc X suit
bien une loi B(50 ; 0,2).
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2.1=50>30, np=50%0,2=10>5 et n(l— p)=50x0,8=40 > 5,

donc I’intervalle de fluctuation asymptotique pour la fréquence &€ est :

1= p-1,96Y2022) g 9620 D)
Jn Jn

7=l0.2-106¥%2x0=0.2) " | g¥%2x01-0.2)
5 s \/5 s Uy 5 \/5

1=[0,089 ; 0,311] en arrondissant les bornes a 0,001 preés.

3. On rejette a tort I’échantillon lorsque la fréquence observée n’est pas dans
I’intervalle [0,089 ; 0,311], c’est-a-dire lorsque la valeur observée de X n’est pas
dans I’intervalle [0,089 x50 ; 0,311x50]=[4,45 ; 15,55].

Or p(X ¢[4,45; 15,55]) = p(X <4 ou X >16) car X est entier ;

= p(X <4)+ p(X >16) car ces événements sont disjoints ;

= p(X <4)+1- p(X <15) en passant a I’événement contraire (et X € N) ;
p(X ¢[4,45 ; 15,55]) = 0,0493 a 10~ pres.

La probabilité de rejeter a tort I’échantillon est de 0,0493 a 10~ prés.

‘ On rejette bien Uhypothése a tort dans moins de 5 % des cas.

Partie B.
1. Comme dans la partie A, Y suit une loi B(50 ; 0, 3). Y
2. On ne rejette pas a tort la valeur de 20 % lorsque la valeur observée de o est

dans [0,089 ; 0,311], c’est-a-dire lorsque la valeur observée pour Y est dans
[4,45 ; 15,55].
On cherche donc p(Y €[4,45 ; 15,55]) = p(5 <Y <15) car Y est entier.

Or p(5<Y <15)= p(0<Y <15)— p(0<Y <5)
=pY <15)—-p(Y <4)car Y eN;
Donc p(Y €[4,45 ; 15,55]) = 0,56901 & 105 prés.

On ne rejette donc pas a tort la proportion de 20 % dans pres de 57 % des
échantillons observés. Cette méthode ne semble donc pas fiable pour détecter
cette erreur.

‘ Ici la différence entre les deux valeurs de p est trop faible pour que les lois de X
et de Y donnent des valeurs significativement différentes, comme le montrent les
diagrammes en barres des distributions de X et Y ci-apres.
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1. La proportion de personnes déclarant vouloir voter pour le candidat sur cet
¢échantillon de n =250 personnes est f = 0,54.

n>30, nx f=250%0,54=135>5et nx(1—- f)=250%0,46=115>5.
Donc ’intervalle de confiance au niveau 0,95 correspondant est :

1 1 1 1
i f+—|=|0,54———— : 0,54+ — |=[0,477 ; 0,603
[f Jn ’f+ﬁ] [ 250 +\/250} [ ]

en arrondissant les bornes a 0,001 pres.

Pour étre élu, il faut que la proportion de votes p dans la population totale soit
strictement supérieure 0,5. Comme [’intervalle de confiance obtenu contient des
valeurs inférieures ou égales a 0,5, ce sondage ne lui assure pas d’étre élu au
niveau de confiance 0,95.

2. Un échantillon de n>30 personnes fournissant une proportion égale a
£=0,54,n>30,nf >30x0,54>5et n(1— f)>30x0,46 > 5, donc :

1 1 1 1
f-—— ;f+—] = |:0,54—— ; 0,54+—:|.
[ Jn Jn Jn Jn
Pour étre « assuré » d’étre élu au niveau de confiance 0,95, il faut et il suffit que

1 S . .
0,54 ——> 0,5, ce qui équivaut successivement a :

Jn

—L>—O,O4; 0<l<0,04;
n

N

1 . . L
Jn>—— car la fonction inverse est strictement décroissante sur 105 oo ;

il

Jn>25 ; n> 625 car la fonction carrée est strictement croissante sur [0 ;+oo.

Le nombre minimal de personnes a interroger est donc » = 626.
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1. Soit p la proportion de billes rouges effectivement présentes dans le sac.
Si on appelle succes le fait d’obtenir une boule rouge, chaque tirage peut étre assi-
milé a une épreuve de Bernoulli de parametre p. Le nombre total de boules rouges
obtenu, c’est-a-dire le nombre de succes dans la répétition de ces 50 épreuves de
Bernoulli de parametre p identiques et indépendantes, est une variable aléatoire X
suivant une loi binomiale de parameétres n =50 et p.
. 16
a. La fréquence observée sur ce tirage est [ = = =0,32.
n=50>30,nx f=16>5 et nx(1— f)=34>5, donc I'intervalle de confiance

. X 1 1
au niveau 0,95 pour la fréquence de succes — est |: -—— f+ —:|
n / \n / \n

Ainsi, au niveau de confiance 0,95, p € [0,32 - L ; 0,32+ L},

| V50 V50

ce équivauta 0,32 —-—< p<0,32+——,
J50 J50

soit 0,179 < p < 0,461 en arrondissant les bornes a 0,001 preés.

‘ Voir le savoir-faire 4.

b. Donc p = 29—0 =0,475. Cette valeur n’est pas dans I’intervalle de confiance au

niveau 0,95 : ce résultat n’était pas prévu !

2. a.

1 VARIABLES

2 x EST_DU_TYPE NOMBRE
31 EST_DU_TYPE NOMBRE

4 S EST_DU_TYPE NOMBRE
5k EST_DU_TYPE NOMBRE

6 DEBUT_ALGORITHME

7 POUR k ALLANT_DE 1 A 100
8 DEBUT_POUR

9 x PREND_LA_VALEUR O

10 POUR i ALLANT_DE 1 A0
11 DEBUT_POUR

12 x PREND_LA_VALEUR x+floor(random(}+190/400)
13 FIN_POUR

14 Sl (x<=16) ALORS

15 DEBUT_SI

16 S PREND_LA_VALEUR S+1
17 FIN_SI

18 FIN_POUR

19 AFFICHER S

20 FIN_ALGORITHME

‘ Sans autre indication, S prend initialement la valeurs O, mais il faut bien penser
a réinitialiser la valeur de x avant chacun des 50 tirages.
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En faisant tourner cet algorithme une vingtaine de fois, j’obtiens entre 0 et 5 simu-
lations sur 100 qui donnent 16 boules rouges ou moins. C’est bien un événement
rarement observé.

b. Le nombre total de boules rouges obtenu, c’est-a-dire le nombre de succes dans

.. . 190 ., .
la répétition de ces 50 épreuves de Bernoulli de parameétre p = A identiques et

indépendantes, est une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de parametres
n=50c¢et p= % . Comme n>30, np>5 et n(l —p) > 5, on en déduit I’inter-

valle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % pour la proportion de billes
rouges (fréquence de succes) :

I=|p-1.06¥20ZP) 1y geNPUZD) |
Jn Jn

I=10,337; 0,613] en arrondissant les bornes a 0,001 prés.
. 16
c. La fréquence observée au cours des 50 tirages du 1. est de = =0,32. Elle n’est

pas dans D’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %, donc le tirage
n’est pas conforme a la répartition réelle des billes rouges dans la population totale.
Donc ce tirage ne s’est pas réalisé correctement au risque de 5 %.

‘ Voir le savoir-faire 4.

. . . 190
d. Le nombre X de billes rouges suit une loi B(SO ; R), donc :

50 16 50-16
p(X =16)= <[ 199) 1_@
16 400 400

50 16 34
p(X =16)= X (ﬁ) X (ﬁ) =~ 0,010 a 0,001 pres.
16 400 400

4 (50
(16) ~ 4,92 x 10" se calcule directement a la calculatrice : 50 16.
On trouve, a l'aide du tableur - en utilisant la formule

= LOI.BINOMIALE (16;50;190/400;1) — que p(X <16)=0,019 a 0,001 prés.

Donc p(X <16)<0,025 : on se situe bien a gauche de lintervalle de fluctuation au
seuil de 95 % vu en premieére.

1.0nveut 0< X <2 et 0<Y <2 et |X -¥|<0,25.
2. |y-x<0,25-0,25<y-x<0,25 & x-0,25 <y <x+0,25.
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3. L’aire du carré OHCK est A(OHCK)= OH X KO =2%x2=4.
L’aire du quadrilatere OABCDE est :

A(OABCDE) = 4(OHCK) -2 x A(AHB)
C4_ox AH xHB
=4—(1,75%1,75) = 0,9375.

D’ou la probabilité cherchée :

0,9375
p =

=0,234375, soit p= 1—5
64

‘ Pour aller plus loin ... sous Uhypothése implicite que les heures d'arrivée X et Y
sont indépendantes, on dit que le couple (X ; Y] suit une loi uniforme sur
[0; 2]1x[0; 2].

1. En supposant que la proportion de femmes dans la population active est de
0,5, sous I’hypothese qu’une entreprise de 1350 salariés n’exerce pas de discrimi-
nation a I’embauche, le nombre de femmes employés suit donc une loi binomiale
de parameétres n=1350 et p=0,5.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

O

Lois continues - Echantillonnage - Estimation

407



408

n>30,np >5etn(l— p)>5,donc lintervalle de fluctuation asymptotique au
seuil de 95% de la proportion de femmes employées est donc :

96—“]9371_1)) ; p+1,96—'pS,n_p) R

soit I = [0,473 50, 527] en arrondissant les bornes a 0,001 pres.
‘ Voir le cours, V.

La fréquence des femmes réellement observée dans I’entreprise GrobraSA est

7= £ =0,415. Comme f n’est pas dans cet intervalle, on rejette I’hypo-

1350
these de parité au risque de 5 %.
2. a.Ily a désormais 560+ x femmes pour 1350+ x employés, donc :

x+560
X)=——.
f( ) x+1350
1 x+560 1
b. = — équivaut successivementa ————— — —;
f( ) 1 x+1350 2

(x+560)=x+1350 car x >0, donc x>—1350 ;

2x+1120=x+1350 ; x=1350-1120=230€ N".
11 faut embaucher 230 femmes pour le strict respect de la parité.

1 1
3. a. Pour n=1350+x>30ctp=—, n><p>30><2>5etn><(1— p)=5,

donc I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % [ ; b(x)] est
donné par :

a(x)=p- 196—”7_05—196 V05012035 098 .
0 fie1s0

1-
b(x)=p+1,96"p( 2) g5y 098

i Jx+1350
0,98

a(x)=0,5-— 22 et p(x)=0,54——2%

[ .
X +1350 x+1350

b. La fonction g définie par g(x) o 260 + 098 _ 0,5 est dérivable sur

x+1350  [x+1350
[0 230] = ]-1350 ; +oo[ , de dérivée :

1

1x(x+1350)—(x+560)x1 2/x+1350
+0,98 x| ————

(x+1350)’ Jx+1350°

g'(x)=
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790 0,49 _790-0,49+x+1350

(x+1350)° (x+1350)x+1350 (x+1350)’

Or 0 < x <230, donc 0< x+1350 <1580, puis /x+1350 < /1580 par crois-
sance de la fonction carrée sur [O ; +<>°[ .

Donc —0,49./x+1350 >—0,49x/1580 car —0,49 <0, d’ou :

790 —-0,494/x+1350 > 790 - 0,49 x /1580 > 0.

On en déduit g’(x) >0 sur [0 ; 230], donc g est strictement croissante sur
[0 5 230].

c. Pour pouvoir affirmer que I’entreprise respecte la parité au seuil de 95 %, il faut
et il suffit que la fréquence de femmes observée soit dans I’intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 %, donc que a(x)< f(x) < b(x), ce qui équivaut a :

0< f(x)—a(x)< b(x)—a(x).
x+560

] [o 5

Tx+1350 (7 Jx+1350

9=

098 |_ x+560 = 098
X+1350  \[x+1350

donc f(x)-a(x)=g(x) pour x [0 ;230].

Comme g est continue, strictement croissante sur [0 ; 230], et vérifie
g(0)=—-0,06 a 0,01 pres et g(230)=0,02a 0,01 pres, le corollaire du théo-
reme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que g s’annule exactement une
fois sur [0 ; 230].

A Voir le cours du chapitre 2, Il 4.

Avec la fonction Table de la calculatrice, on constate que g(153) <0 et
g(154)> 0. Donc la plus petite valeur entiére de x pour laquelle f(x)—a(x) >0,
c’est-a-dire a(x) < f(x), est 154. On vérifie alors que pour x =154, on a bien
aussi f(x)<b(x) :

154+ 560 .
f(154)= —————=0,475 4 0,001 pres ;
154+1350
0,98

g(154)=0,5+ ~ 0,525 2 0,001 pres.

J154+1350

Le nombre minimal de femmes a embaucher est de 154.

‘ 230 femmes supplémentaires assurant le strict respect de la parité, qui est bien
s@r plus contraignant que le respect de lintervalle de fluctuation a 95 %, on pouvait
bien se limiter a travailler sur lintervalle [O c 230]. On vérifie que la valeur de x
nécessaire est bien dans cet intervalle, le seul sur lequel on a étudié la fonction g.
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1. Comme n>30, n>5etn(l-f)>5, l’intervalle de confiance IC, au

niveau de confiance 0,95 pour p est IC, = [ Sfit—— ]
E 7R

1 1 2 2
f+——(f——) = —, donc son amplitude est — .
Jn Jn) n Jn
2. L’amplitude de intervalle [0,31; 0,35] est 0,35-0,31=0,04, d’ou :
2 2
20,04 & Jn=—"—=50 < n=50>=2500 car Vn >
Jn 0,04
On vérifie qu’on a bien > 30.

Or f—— =0,31,donc /=0 31+¥ = 0,33 (c’est le milieu de I’intervalle

Jn

[0,31;0,35]).
‘ On dit que lintervalle de confiance au niveau 0,95 est centré sur f.

Donc n=2500et f=0,33.

2 . . \
3. a. On veut — < a, ce qui équivaut successivement a :

Jn

2 .. L
car — > () et la fonction inverse est décroissante sur ]O D+ oo[ ;

Jn

S e$H
WV \V
QN QI)—A
8

]

&)

V

o

bl

2
. , . 4
) car la fonction carrée est croissante sur [0 5 ar eo[ s> -
a

S
WV
B —
Qo

Si — e N*, on prendra p = max(so 4 ) sinon, on prendra
a a?

n= max(SO E( 4 )+ 1|, ou E désigne la fonction partie entiére.

a?
b.
a 0,5 0,3 0,1 0,05 0,01
4 . .
— 16 4443 0,1 pres | 400 | 1600 | 40000
a
Valeur minimale de » | 30 45 400 | 1600 | 40000

c¢. La valeur minimale de » est inversement proportionnelle au carré de la précision a.
La valeur minimale de » augmente donc rapidement quand on veut augmen-
ter la précision (quand a diminue).
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4. a. La précision de ’estimation au niveau de confiance 0,95 pour J, est :

[fH’%MJ_[f_L%MJzZXI’% f(-7)

= = =
1 —
=3,92 % f( f)
Jn
1_
b. 3,92 XM <as Jn > 1 car la fonction inverse est

i T 30x[r(-f) a

décroissante sur |0 ; +oof ;

@\/bw car 3,92%f(1- f)>0
a

2 — . , .
o 3’92X—f(1f) car la fonction carré est croissante sur [0 ; +oo[.
az

& 3,922 x f(1- f)

2

3,922 xf(l—f))

e N, on prendra n= max(30 2 3
a

a

3,922 x f(1-
sinon, on prendra n = max[30 g E(#] +1) ou E désigne la
fonction partie entiére. “

3,922x f(1-f) 3,922x0,1x0,9
: - .

c. Pour /=0,1, ;
a a
a 0,5 0,3 0,1 0,05 0,01
3,922x0,1x0,9 | 55a01 | 1544 1383 a 553,2a | 138298
a2 pres 0,1 pres | 0,1 pres 0,1 pres | a0,1 pres
Valeur minimale | 30 30 139 554 13830
den
3,922 f(1— 2
d. Pour £=0.5, 7 f):3,92 x0,5x0,5
a’ a’
a 0,5 0,3 0,1 0,05 0,01
3,922 x0,5%0,5 15,4 20,1 42,7 a 3842a | 1536,7a | 38416
2 pres 0,1 prés | 0,1 prés | 0,1 pres
Valeur minimale 30 43 139 554 38416
de n
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e. Pour f =0,1, les valeurs minimales trouvées ici pour z sont proches de celles
trouvées avec IC,, tandis que pour f = 0,5, on trouve une valeur minimale de n
bien inférieure pour J, dés que a est petit : cet intervalle de confiance au niveau
0,95 nécessite des tailles d’échantillons bien moins importants que /C,, donc il est
préférable d’utiliser plutot J, pour f =0,5.

‘ La précision f — 3,922 x f(1—f) est maximale pour f=0,5 ou elle vaut 3,92 3 0,01

3,922 xf(1-1) est alors trés proche de la précision 4 obtenue pour IC,.
a’ a

2
Partie A.

1. t > e est de la forme e* avec u(t) = —\t, donc dérivable sur [0 ; +o<>[ de
dérivée u’e" soit t — —he ™.
t+> g(t)=—te™ est donc dérivable sur [0 ; +oo] comme produit, et :
g (t)=—1xe™ +(=t)x(-he™)
g’ (t)=ner —e .

pres.

2. Soit x > 0. Commengons par calculer Jox of (t)dt = .[Ox hedt.

Pour tout # > 0, Ate™™ = g’(¢)+e~", donc une primitive de # > Are™

sur [0 ; +oof est la fonction :

1 1
tg(t)+| ——e™ |=—te ——e M.
2(?) ( . ) .

g

1 1 1
Alors j theMdt = [ e M —xe"":| =—xe™™ —xe‘“ + 010 +xe‘“°
0

[Ceree)ar =%—xe‘”‘ —%e‘“.

3. >0, donc lim—A\x = —oo

X—>+eo

Comme lim e* =0 et lim Xe* =0, on en déduit :

X—>—o0 X—>—co

lime™ =0et lim—Xie™ = lim — ( —Axe ) =0.

Donc lim t?xe‘“dt—— et E(X) l
X400 d 0 }\‘ )\‘
Partie B.
1. La loi de Y admet pour densité la fonction définie sur [0 ; 3]
R
ar =,
par S (%)= 37573

‘ On peut aussi utiliser directement la formule (voir le cours, I1).
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2,5
D’ou p(] J.zsf dx = dx=|:lx:| =ﬁ=1’5.

2. p(Y > 2) Y € ]2 3 J f par le méme procédé .

p¥ >2)=

Partie C.
1. a. On dit que Z suit une loi normale centrée réduite.

‘ Voir le cours, IV.

b. La fonction de densité de la loi de Z est définie sur R par :

x2

1
flx)=——=—e 2.
(x)=—>~
c. Sa courbe est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées (c’est une fonc-
tion paire).
d. y05 =1,96 a 0,01 pres, donc p(—1,96 < Z <1,96) = 0,95.

‘ On peut aussi utiliser directement la calculatrice :
Texas : normalcdf(-1.96, 1.96, 0, 1)
Casio : Ncd(Lower : -1.96 ; Upper : 1.96 ;6:0; u: 1).

2. La calculatrice
Texas : normalcdf ((1, 2,5, 3, \/5)),

Casio : Ned(Lower : 1 ; Upper:2.5;6: /2 ;u:3)
donne p(1< Z<2,5)=0,283 2 0,001 prés.

‘ Attention, c’est la valeur de 0:\/5 qu'il faut entrer a la calculatrice et
pas o?!

Partie A.

1. Les tirages se font avec remise, donc chaque tirage comporte deux issues S
« obtenir un composant défectueux » réalisé¢ avec probabilit¢ 0,02 et S. II s’agit
d’une épreuve de Bernoulli de paramétre p =0,02.

On répete 50 épreuves de Bernoulli indépendantes. Le nombre de composants
défectueux, c’est-a-dire de succes dans ce schema de Bernoulli, suit une loi bino-
miale de parametres n =50 et p = 0,02.
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La probabilité qu’exactement deux des composants achetés soient défectueux est
donc :

50 }
( ) )x0,022 x (1-0,02)""* =1225x 0,022 x 0,98

~0,2 a 107! pres.
2. On cherche p(X >1)=1-p(X =0).

50
Or p(X =0)= ( . )x 0,020 x 0,98%-0 = 0,98,

donc p(X >1)=0,64 2 10 pres.
3. Le nombre moyen de composants défectueux pour lot de 50 composants est
I’espérance de la loi binomiale de parameétres n =50 et p = 0,02, c’est-a-dire :

E(X)=nxp=50x0,02—-1.
Partie B.

1. a. Si le composant est défectueux, sa durée de vie 7; suit une loi exponentielle
de parametre A, = 5x107*.

p(T;>1000) = p(T; €[1000 ; +eo[) =1~ [ &, ehed,

]1 000

soit p(7; >1000)=1—[-e™*] ™" =1+e7100k —¢0,

p(T, >1000) = 100 = g0 x5x10% = =05 < 0,61 4 1072 prés.
b. De méme avec un composant non défectueux,
(T, >1000) = e 1000%: = g1000x10 = =01 =~ 0,91 & 10~ pres.

2. Un composant est, soit défectueux, soit non défectueux et ces événements sont
incompatibles, donc si on note D ’événement « le composant est défectueux »,
d’apres la formule des probabilités totales :

p(T > t)= p(D)XpD(T> t)+p(]3)><p5(T > t).
Or, si (sachant que) I’appareil est défectueux, 7" =T;, et si ’appareil n’est pas

défectueux, 7' =T,, donc p(T >1)=0,02x p(T; >1)+0,98% p(T, > 1)
=0,02xe M +0,98 x e (pour le méme calcul qu’en 1.).

p(T>1)=0,02e71" +0,98 x e,
3. p(T >1000)=0,02e0:5x107x1000 1 () 98 x @107 x1 000
=0,02¢05 +0,98.
p(T >1000) # 0 donc :

D)< p(DA(T=1000))  p(D)x py, (T >1000)
Prowo (D)= p(T>1000) —  p(T>1000)
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Or, p, (T >1000)= p(7; >1000) =e M*1% = ¢35, donc:
_0,02xe™s
©0,02e5+0,98¢7"
Prsio0 (D)=0,01 2107 pres.

Dr > 1000 (D)

2

1. Posons u(t)z—%z—%tz pour ¢ € R.

12

1 |
u est dérivable sur R, de dérivée u’(t)=——x2t=—¢. Donc t — e2 est
( ) 2 \27m
. . 1 1 2
dérivable sur R, de dérivée w’ (t)el) = — te 2 =—tf (1)
T =gt T =)
. . i -2
Donc > #f (¢) est la dérivée de la fonction g(f)=———e 2 =—f(¢).
Donc g=—f convient.
2. Soit x<0,
0 0 1 1 =
tf(t)dt = t =9(0)—g(x)==f(0)+ f(x)=———+ e 2
2 x2
Or lim -2 = —co et lim e¥ =0, donc lim —e 2 =0;
X—>—o0 2 X—>—oo0 X——oo 27t
puis lim jOzf(t)dt——L
X—>—cod X [21-5 ’
1 R
De méme pour y >0, “t(nde = £(0)— = ¢ 2
IO tf (t) f( ) f(J’) \/ﬂ \/ﬂ
.y . .1z
lim —=—=—-oco et lim e* =0, donc lim —e 2 =0,

yotee D X—>—co Yot D
. v 1
puis lim | #()dt = —.
yo>+eo jO ,275

- 1 1

Ainsi E(X)= —E+E=0.

1. La probabilité que X soit conforme est :

p(X €[994;1006])= p(X €[n—30 ; u+30])=0,997 a 0,001 pres car X suit
une loi N (1000 ; 22) . On en déduit la probabilité que la boite soit non conforme :
elle vaut 1— p(.X €[994 ; 1006]) = 0,003 2 0,001 prés.

2. a. Z suit une loi N(0 ; 1).

‘ Voir le cours, IV.
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b. p(1000-h < X <1000+ 4)=0,99 & p(-h< X 1000 < /)= 0,99.

e p _h X 1000k =0,99 & p h ez <M 20,99.
2 2 2 2 2

Or il existe un unique u, tel que p(—ua <Z< ua) =0,99=1-0,01: c’est
Uy o = 2,58.

‘ Voir le cours, Il

Donc gz 2,58 h=2x%x2,58=5,16.

Les indicateurs d’alerte sont donc :
1000—-5,16 = 994,84 et 1000+ 5,16 =1 005,16.

1. Pour le premier institut de sondage, le nombre #, d’individus interrogés

est n =750, lafréquence de personnes observées en surpoids est £, = 1?;)90 =0,29.

Ainsi 5, =30, n, % f, =750x0,29 =217,5 > 5,

et n X (1 - fi ) =750x0,71=532,5> 5, donc I’intervalle de confiance au niveau
0,95 pour la proportion de personnes en surpoids dans la population totale de la

ville est IC, = ; 0,29+

1 1
AR =— [0 29— ; —:| ,
{ f \F J750 J750
soit IC, = [0,253 5 0, 327] en arrondissant les bornes a 0,001 prés.

De méme pour le deuxieme institut de sondage, le nombre n, d’individus interro-
gés est n, =900, la fréquence de personnes observées en surpoids est f, = 0,23.
Ainsi n, > 30, n, X f, > 5 et n, X (1 - fz) > 5, donc I’intervalle de confiance au
niveau 0,95 pour la proportion p de personnes en surpoids dans la population totale

de la ville est IC, = [0,21—; ; 0,21+L:|,

7900 7900

soit [0,177 2 0,243] en arrondissant les bornes a 0,001 preés.

Ces deux intervalles sont disjoints, donc on peut conclure, au niveau de confiance
0,95, que ces deux études sont contradictoires. La surprise du Maire est légitime
au niveau de confiance 0,95.

4 . . .
2. Notons p = % = 0,47 la proportion effective des hommes dans la population

totale de la ville. Sur un échantillon de taille n, =750
m >30, m X p=750x0,47>5 et n, x(1- p)=750%0,5> 5, donc I'intervalle
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de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % pour la fréquence des hommes dans
un échantillon de 750 personnes prises aléatoirement dans la population totale est :

I:[p—1,96—*")\(/1,nl_p) ;p+1,96_"p\(/1nfp)}

1=[0,47-1,96x Y2ATX03 g 471 96 YLATX03
750 J750

I= [0,434 5 0, 506] en arrondissant les bornes a 0,001 pres.

La proportion observée d’hommes dans [’échantillon interrogé par le premier
institut est égale a £ = % = 0,493 4 0,001 pres : cette proportion est dans
I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %, donc on peut conclure
que I’échantillon est bien représentatif de la population totale.

Sur un échantillon de taille #, =900, on a toujours n, >30, n,Xxp>5 et
n, x(l— p) > 5, donc D’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
pour la fréquence des hommes dans un échantillon de 900 personnes prises aléatoi-
rement dans la population totale est :

1= Vp—1,96@ ;p+1,96@]

4/0,47x0,53 4/0,47x0,53
[={0,47-1,96 X ————; 0,47+ 1,96 X ——Fi—r———
900 V900

I= [0, 437 ; 0,503] en arrondissant les bornes a 0,001 pres.

La fréquence des hommes observée sur I’échantillon interrogé par le deuxieme

o 390 .
institut est f, =%z0,433 a 0,001 pres : cette proportion n’est pas dans

I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %, donc on peut conclure
que I’échantillon n’est pas représentatif de la population totale.
Le Maire devrait plutot se fier au résultat du premier institut de sondage.
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Arithmetique
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S
ZI Wy

B® pIVISIBILITE ET CONGRUENCE

1. Divisibilité dans z

m Définition

Soit a et b deux entiers relatifs.

On dit que a divise b, et on note a|b, s’il existe un entier relatif k£ tel que
b=axk.

a s’appelle diviseur de b et b multiple de a.

4

e 0 ne divise aucun entier relatif non nul et tout entier relatif divise 0.
® Pour tout entier relatif a, 1|a; ala et -ala.

m Propriétés de divisibilité

a, b et ¢ sont trois entiers relatifs.

e On suppose que b # 0. Si a|b, alors |a| < |b|
e Si a| betbh
e Si a|b et b|a, alors a=b ou a=—b.

¢, alors a| c.

e Si c|a et c|b, alors, pour tous entiers relatifs u et v, c|ua +vb.
En particulier, c| a+b et c| a—>b.

2. Division euclidienne

m Soit a un entier relatif et b un entier naturel non nul.
11 existe un unique couple (g ; ) € Z x N tel que :

a=bgq+r avec 0<r<b.

q s’appelle le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

‘ e La condition 0< r < b est essentielle pour l'unicité du couple (g ; r).

® On peut prolonger la division euclidienne en prenant b € Z*; la condition sur le
reste s'écrit alors 0 < r </b|.
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® Propriété
Soit a et b deux entiers relatifs, b étant non nul ; b divise a si, et seulement si, le
reste de la division euclidienne de a par b est nul.

3. Congruences

m Définition

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, a et b deux entiers relatifs.

On dit que a est congru a » modulo 2 si a — b est un multiple de » (ou si z divise
leur différence). On note alors @ =5 (modulo n) ou a=b (n).

‘ n divise a—b si, et seulement si, n divise b — a.

On peut alors dire indifféremment « a est congru a b modulo n » ou « b est congru
a amodulo n » ou « a et b sont congrus modulo n ».

EXEMPLES : 2 003 = 3 (modulo 10) ; 34 =—131 (modulo 5) ;

—-19=5 (modulo 6).

Pour obtenir tous les entiers congrus a 5 modulo 6, on « compte de 6 en 6 » a
partirde 5:...; =19 ; —13; =7; —1;5;11;17;23; ...

m Conséquences

Soit n un entier supérieur ou €gal a 2, a, b et ¢ trois entiers relatifs.

e a=a (modulo n).

e Sia=b (modulo n), alors b= a (modulo n).

e Sia=b (modulo n)etsi b=c (modulo n), alors a = ¢ (modulo 7).

u Propriété 1

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, a et b deux entiers relatifs.

a et b sont congrus modulo 7 si, et seulement si, a et b ont le méme reste dans
leurs divisions euclidiennes par 7.

y En particulier : a= 0 (modulo n) si, et seulement si, n|a.

u Propriété 2
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Tout entier relatif a est congru modulo 7 & un unique entier » tel que 0 <r < n.

‘ Cette propriété permet de définir une partition de Z en n « classes », chacune
contenant un unique élément de {0; 1;...; n—1}.

EXEMPLE : Modulo 4, Z est partagé en quatre parties :

— les entiers dont le reste dans leur division par 4 est 0 ;
— les entiers dont le reste dans leur division par 4 est 1 ;
— les entiers dont le reste dans leur division par 4 est 2 ;
— les entiers dont le reste dans leur division par 4 est 3.
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m Propriété 3
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a, a’, b, b’ sont des entiers relatifs :

Si a=a’ (modulo n) et b= 5" (modulo r), alors :
a+b=a +b" (modulon)etaxb=a’xb" (modulo n).

m Conséquences

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si a et b sont des entiers relatifs tels
que a = b (modulo n), alors :

— pour tout entier relatif k, ka = kb (modulo n) ;

— pour tout entier naturel p, a? = b7 (modulo 7).

Bill PGCD DE DEUX ENTIERS

1. Définition

m Théoréme

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. L’ensemble des diviseurs commun a a
et b admet un plus grand élément d.

m Définition
d s’appelle plus grand diviseur commun a a et 5. On le note PGCD (a ; b).

‘ ® Sj a0, 0n pose PGCD (a ; 0)=a.
e Soit (a; b)e Z* xZ*. 1 divise a et b, donc PGCD (a ; b)>1.

EXEMPLE : PGCD (9 ; 15)=3.

u Propriétés
Soit a, b et k des entiers relatifs non nuls.

(1) PGCD (a ; b)=PGCD (b ; a) ;
(2) PGCD (a ; b)=PGCD (|a; b)) ;
(3)PGCD (a ; )=1;

(4) PGCD (ka ; kb) =|k|x PGCD (a ; b).

D’apres la propriété (2), on supposera dans la suite que @ et b sont des entiers
naturels. D’apres la propriété (4), si on pose d = PGCD(a ; b), il existe deux
entiers naturels a” et b’ tels que :

a=dxa,b=dxb’,etPGCD (a’; b")=1.
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® Propriété (lemme d’Euclide)

Soit a et b deux entiers naturels non nuls avec a > b.
Soit (¢ ; ¥)e NxXN telque a=bg+r et 0<r<b.
e si =0, alors PGCD (a ; b)=b;

e si r#0, alors PGCD (a ; b)=PGCD (b ; 7).

m Corollaire
Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Si d est un diviseur commun a a et b,
alors d divise PGCD (a ; b).

2. Algorithme d’Euclide

L’algorithme suivant, appelé algorithme d’Euclide, permet de déterminer
PGCD (a ; b)pour (a ; b)e NxN, a>b.
On effectue la division euclidienne de a par b :
ilexiste (¢, ;%) eNXN tel que a=bg, +1, et 0< 5, <b.
Deux cas sont possibles :
o 7 =0, alors PGCD (a ; b)=0.
o 7; # 0, alors on effectue la division euclidienne de b par r, :
il existe (¢, ; ) e NXN telque b=rq, +r et 0<r <r.
Deux cas sont possibles :
o 7, =0, alors PGCD (a ; b)=PGCD (b ;1) =1.
e 1, #0, alors on effectue la division euclidienne de r, par r, ...
On continue tant que le reste trouvé n’est pas nul : on obtient alors une suite
d’entiers naturels 7, 7, 75, ... avec ... <1, <7, <7 < b, mais, comme ces restes
constituent une suite strictement décroissante d’entiers naturels, il existe £ € N*
tel que 7, #0 et 7., = 0. On en déduit :

PGCD (a ; b)=PGCD (b ; 1)

=PGCD (5 ;1)

=PGCD (r,_, ;1)

=r,.
Eif1 NOMBRES PREMIERS

1. Généralités

m Définition

Soit p € N, p>1. On dit que p est premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1
et lui-méme. Sinon, on dit qu’il est composé.

‘ 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers.

EXEMPLES:2,3,5,7, 11, 13, 17, 19 sont premiers.
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u Théoréme

Soit aeN, a>1.

e L’entier a admet au moins un diviseur premier.

e Si a n’est pas premier, il admet un diviseur premier p vérifiant :

2< p<ia.
® Critére de primalité
Un entier naturel n est premier si, et seulement si, il n’est pas divisible par un
nombre premier compris entre 2 et Jn.
B Théoréme 2 (Euclide)
L’ensemble des nombres premiers est infini.

2. Décomposition en facteurs premiers d'un entier naturel

u Théoréme
Soit neN, n>1, n se décompose en produit de nombres premiers et cette
décomposition est unique (a 1’ordre preés des facteurs).

‘ n peut alors s'écrire n=p{" X p? X...xp% ou p;, ... , p, sont des nombres
premiers deux a deux distincts et o, ... o, sont des entiers naturels non nuls.

THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS
Dans ce paragraphe, a, b, ¢ sont des entiers relatifs tels que (a , ) = (0, 0).

m Définition

On dit que a et b sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs communs sont
—letl.

® Théoréme 1 (de Bézout)

e Si a et b sont premiers entre eux, alors il existe un couple (u ; v) d’entiers
relatifs tel que au +bv =1.

e Réciproquement, s’il existe un couple (u;v) d’entiers relatifs tel que
au+ bv =1, alors a et b sont premiers entre eux.

‘ Au moins un des deux entiers a, b du théoréme est non nul car 0 et 0 ne sont pas
premiers entre eux et la relation au+ bv =1implique que (a ; b) = (0 ; 0.

® Théoréme 2
Si on pose d = PGCD (a ; b), alors il existe un couple (u ; v) d’entiers relatifs
tel que au+bv=d.

‘ La réciproque de ce théoréme est fausse si d #1.
Par exemple, 3x5+(—1)x9=6 mais PGCD (3 ; 9)=3 6.
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m Théoréme 3 (de Gauss)
Si a divise bc et si PGCD (a ; b) =1, alors a divise c.

m Théoréme 4 : équations diophantiennes du premier degré ax + by = c.

o (1)si PGCD (a ; b) divise c, alors I’équation ax + by = ¢ admet une infinité
de solutions entiéres ;

o (2)si PGCD (a ; b) ne divise pas c, alors I’équation ax + by = ¢ n’admet pas
de solution entiere.

SAVOIR-FAIRE

------

e La division euclidienne d’un entier a par un entier b s’écrit a = bg + r avec
q et rentiers tels que 0 <7< b. Alors a=r (modulo b).
e g et b étant deux entiers, a est divisible par b si et seulement si il existe
k €7 tel que a= bk, soit a=0 (modulo b).
EXEMPLE 1
Déterminer le reste dans la division euclidienne de :
a.2009 par 11 ;
b. 219 par 11 ;
c. 2299 +2009 par 11 ;
a.2009+11=182,6 et 2009 —11x182 =7, donc :
2009=11x182+7.
Le reste dans la division euclidienne de 2009 par 11 est 7.
b. De méme, 2'°=1024=11%x93+1.
Le reste dans la division euclidienne de 2!! par 11 est 1.
C. 22009 — 22000+9 — 210><200+9 — (210 )200 X 29_
Or, d’apres b. 2'° =1 (modulo 11) donc, par propriété des congruences :
(210)200 =129 =1 (modulo 11).
De plus, 2° =512=11x46+6, donc 2° =6 (modulo 11), d’ou:
(210)200 %29 =1x6 =6 (modulo 11).
D’aprés a, 2009 = 7 (modulo 11), donc finalement :
22009 +2009=6+7=13=2 (modulo 11).

2 étant un entier naturel strictement inférieur a 11, 2 est le reste de la division
euclidienne de 22 +2009 par 11.
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EXEMPLE 2

Résoudre une équation avec congruence : x étant un entier, démontrer que
x?4+x+3=0 (modulo 5) si et seulement si x =1 (modulo 5)

ou x =3 (modulo 5).

Plusieurs méthodes sont possibles :

o Tester tous les cas : dans la division par 5, on a 5 restes possibles, 0, 1, 2, 3
ou 4, donc tout nombre entier x s’écrira 5k +r, k € Z, puis on remplace dans
I’équation que 1’on cherche a résoudre.

o Lorsque n n’est pas trop grand, on peut considérer tous les cas possibles en
présentant les résultats dans un tableau des restes modulo 7.

Premiere méthode
Pour tout entier x, la division euclidienne par 5 s’écrit x =5k +r avec r =0,
1,2,30u4,dou:
X2+ x+3=(5k+7)*+(Sk+7)+3=25k>+10kr + >+ 5k +7+3
=5(5k>+2kr+k)+r>+7+3.
5 divise 5(5k2 +2kr + k), dans la mesure ou 5k2+2kr+ k est un entier,
donc :
x2+x+3=0 (modulo 5) < x?+ x+3 est divisible par 5
& r2+r+3 est divisible par 5.
Considérons tous les cas :
e Si r=0:7r>4+r+3=3, quin’est pas divisible par 5.
o Sir=1:r*+r+3=5, quiestdivisible par 5, donc x=5k+1, keZ est
solution de 1’équation.
o Sir=2:r2+r+3=9, quin’est pas divisible par 5.
o Si r=3: r24+r+3=15, qui est divisible par 5, doncx =5k+3, keZ
est solution de 1’équation.
e Sir=4:r*+r+3=23, quin’est pas divisible par 5.
x?2+x+3=0 (modulo 5) & x =1 (modulo 5) ou x =3 (modulo 5).

Seconde méthode

Tout entier x est congru a 0, 1, 2, 3 ou 4 modulo 5.

Dressons le tableau des restes de x2+ x +3 modulo 5 :

Par exemple, si x=2 (modulo 5), alors x*+x+3=4+2+3=9=4
(modulo 5)

x (modulo 5) 0 1 2 3 4
X%+ x+3 (modulo 5) 3 0 4 0 3

D’apres le tableau, on constate que x>+ x+ 3 =0 (modulo 5) si et seule-
ment si x = 1 (modulo 5) ou x = 3 (modulo 5).
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2. PGCD de deux entiers

On utilise I’algorithme d’Euclide jusqu’a trouver un reste égal a 0 dans les
divisions euclidiennes successives. Le dernier reste non nul est le PGCD cherché.
Pour trouver la division euclidienne de a par b, si la calculatrice ne le fait pas :
e on divise a par b et la partie entiere du résultat est le quotient ¢ ;

e lereste est égala a—bXxgq.

EXEMPLE 1:
Déterminer le PGCD de 4 200 et de 198.
On effectue la division du plus grand des deux entiers par le second :
4200=198x21+42.
Puis on divise le diviseur par le reste :
198 =42 x4 + 30.
Et on poursuit jusqu’a trouver un reste nul :

42 =30x1+12
30=12%2+6
12=6x2+0.

Le dernier reste non nul est 6, donc :
PGCD (4 200 ; 198) = 6.
EXEMPLE 2 :
Déterminer le PGCD de 5 303 et de 426. Que peut-on en déduire ?
5303=426x12+191
426=191x2+44
191=44x4+15

44=15x2+14
15=14x1+1
14=1x14+0.

Donc PGCD (5303 ; 426) = 1, c’est-a-dire que 5303 et 426 sont premiers
entre eux.

3. Nombres premiers

Pour déterminer si un nombre 7 est premier, on tente de le diviser par tous les
nombres premiers inférieurs a Jn, 1aliste des nombres premiers commengant
par2,3,5,7,11,13,17,19, 23, ...

11 peut étre utile de vérifier d’abord les critéres de divisibilité pour s’épargner
des opérations :

e Nombres divisibles par 2 : se terminent par 0, 2, 4, 6 ou 8.

e Nombres divisibles par 3 : la somme des chiffres est un multiple de 3.
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e Nombres divisibles par 5 : se terminent par 0 ou 5.
o Nombres divisibles par 9 = 32 : la somme des chiffres est un multiple de 9.
e Nombres divisibles par 10 =2 x5 : se terminent par 0.

EXEMPLE : Les nombres suivants sont-ils premiers : 377,2 451, 5303 ?
o Pour 377 ; les criteres de divisibilité ne fonctionnent pas.

\/ﬁ =19,4 ; on tente les divisions par 7, 11, 13, et 377+ 13 =29,

donc 377 n’est pas un nombre premier.

e Pour 2 451, 2+4+5+1=12, qui est un multiple de 3, donc 2 451 est
divisible par 3 : il n’est pas premier.

o Pour 5 303, les criteres de divisibilité ne fonctionnent pas.

V5303 = 72,8 ; on tente les divisions par 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37,41,43,47,53,59, 61, 67, 71. Aucune ne tombe juste, donc 5 303
est un nombre premier.

4. Décomposition d'un nombre en facteurs
premiers et applications

On décompose ce nombre petit a petit en vérifiant d’abord les criteres de divi-
sibilité. On obtient un résultat du type : n=2% x 3% X 57 xn’.
Puis on tente de diviser n” par les nombre premiers inférieurs a Jn'.
EXEMPLE 1
Décomposer les nombres suivants sous la forme d’un produit de facteurs
premiers : 352, 2 451, 2 520.
o 352 est pair, donc il est divisible par 2.
352+2=176, donc 352 =2x176.
On poursuit ainsi :

352=2X2X88=2X2X2X44=2X2X2x2x22

=2X2X2x2x2x11=2%x11

11 étant premier, c’est la décomposition de 352 en produit de facteurs
premiers.
o 2 451 est divisible par 3, car 2+4+54+1=12 qui est un multiple de 3,
donc 2 451=3x817.
817 ne répond pas aux critéres de divisibilité.
Puis +/817 = 28,5, donc on tente de diviser 817 par 7, 11, 13, 17, 19, et 23.
On constate que 817 =19 x 43, donc la décomposition de 2 451 en facteurs
premiers est 3 x19 x 43.
e Pour 2 520, on constate immédiatement que c’est un multiple de 10, puis on
décompose simultanément les facteurs pour un gain de temps :

2520=10x252=2%X5X2x126=22X5X2X63=23X5XTX9
2520=23x3*x5x%x17.
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EXEMPLE 2

Simplifier les fractions 352 et ﬁ
2520 2451
352 25 x11 23 x22x11 22 x11

[ ] = = = .
2520 2°x32x5x7 22x3*x5x7 3*x%x5x7

I n’y a plus de facteurs communs au numérateur et au dénominateur, donc la

fraction est irréductible : 352 = ﬂ
2520 315
o 3 451 est irréductible, car 352 et 2 451 n’ont pas de facteurs premiers en
commun.
EXEMPLE 3

Déterminer le PGCD de 352 et de 2 451, ainsi que PGCD (352 ; 2 520).
Plutot que d’utiliser I’algorithme d’Euclide, nous pouvons comparer les décom-
positions en produits de facteurs premiers.

Le PGCD étant le plus grand des diviseurs communs, il est le produit des
facteurs premiers communs aux deux nombres.

e 352 et 2 451 n’ont pas de facteurs premiers en commun, donc leur seul
diviseur commun positif est 1 :

PGCD (352;2451)=1.
° 352=29x11=2*%x2>x11 et 2520=2>x32X5%7;
23 est le plus grand facteur commun a ces deux nombres, donc c’est le PGCD :
PGCD (352 ;2 520)=8.
5. Résolution d'une équation diophantienne ax + by = ¢
EXEMPLE : Déterminer les solutions entiéres de 728x+187y =5 (E).
Méthode :
e Existence d’une solution
Pour cela, on vérifie si PGCD (a ; b) divise c.
728 =3x187+167
187=1x167+20

167=8x20+7
20=2x7+6
7=1x6+1
6=6x1+0.

Donc PGCD (728 : 187) = 1.
PGCD (728 ; 187) divise 5, donc il existe une infinité de solutions.
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o Détermination d’une solution particuliére a I’aide de I’algorithme d’Eu-
clide On remonte alors 1’algorithme d’Euclide :
1=7-1x6
=7-(20-2%7)
=3x7-20
=3x(167-8x20)-20
=3%x167-25%20
=3Xx167-25x(187-167x1)
=28x167-25x187
=28%x(728-3x187)-25x18&
=28x728-109 x187.
Donc 728u+187v =1 pour u=28 et v=-109.

Donc 728u +187v = 5 pour u, = 5X 28 =140 et v, = 5x (- 109) = — 545.
Une solution particuliére est (140 ; — 545), et on peut écrire :

728 x 140 +187 x (-545) =5 (*).

o Détermination de la solution générale de I’équation a ’aide du théo-
réme de Gauss

Soit (x ; y) une solution quelconque de (E) Par soustraction membre a
membre de (*) a (E) :

728(x —140)+187(y +545)=0 (**)

728(x —140) = —187(y + 545).

Donc 187 divise 728(x —140).

Or 187 et 728 sont premiers entre eux, donc d’apres le théoréme de Gauss, 187
divise (x - 140).

Donc il existe un entier relatif & tel que x =140+ 187k%.

En remplagant dans (* *), on obtient 728 X187 x k = —187 (y + 545), c’est-
a-dire y =-545-"728k.

Vérification
Si k est un entier relatif quelconque :

728(140 +187k) +187(—545 — 728k ) = 728 x 140 — 187 x 545 = 5.

Les solutions de (E) sont donc les couples :

(140 +187k 5 —545—728k) avec k € Z.
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EXERCICES D'APPLICATION

DIVISIBILITE | % | 10 min | »P. 452 |

1. Sans utiliser votre calculatrice, démontrer que 1 0042 —9992 est divisible
par 5.
2. a. Démontrer que pour tous réels a et b :
a* —b*=(a-b)a+b)a*+b*).
b. Démontrer que 100 ...004* —99...999* est divisible par 5.

100 zéros 101 chiffres 9

‘ Voir la définition I.1.

3 owvisisiuite | % | 15 min | ». 452 |

1. a. Soit n € Z. Démontrer que 2n+1=2(n—-3)+7.
b. En déduire I’ensemble des entiers relatifs z tels que n — 3 divise 2n+1.

‘ Utiliser la propriété de linéarité de la divisibilité.

2. a. Montrer que pour tout e N, n> —n+3=(n-2)(n+1)+5.

b. Déterminer tous les entiers naturels # tels que n+ 1 divise n*> —n+3.

DIVISION EUCLIDIENNE | % | 5 min | >P. 453 |

Déterminer dans chaque cas les entiers g et r tels que a=bg+r, avec
0<r<|b|.

a. a=121, b=17. b. a=-121, b=17.

c.a=121, b=-17. d.a=-121,b=-17.

‘ Bien vérifier la condition existant sur r.

DIVISION EUCLIDIENNE | % | 5 min | >. 453 |

Soit a e N, b € N*. On a effectué la division euclidienne de a par b. Le résultat
obtenu est a =27b + 39.
Quel est le reste de la division euclidienne de a par 27 ?

B | * | 5 min | »p. 453 |
A T’aide de I’algorithme d’Euclide, calculer PGCD (38 254 ; 49 360).

‘ Voir le savoir-faire 2.
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I3 rFracTion ET PecD | %% | 5 min | >p. 454 |

L, . 153 .
Trouver la fraction égale 8 — sachant que le PGCD de son numérateur et de
son dénominateur est 15.

P PROGRAMMER LE CALCUL DU PGCD
DE DEUX ENTIERS A LA CALCULATRICE | %% | 15 min | »Pp. 454

On propose le programme suivant, décrit en langage naturel :

R, a et b sont trois nombres

Entrer la valeur de a

Entrer la valeur de b

R vaut 1.

Tant que R#0:
— R prend la valeur a — b X (partie enti¢re de a/b)
—a prend la valeur b
—b prend la valeur R

Afficher le message “Le PGCD cherché vaut”

Afficher la valeur de a

1. Pourquoi est-il indispensable d’initialiser la valeur de R (par exemple, ici :
R=1)? 4
2. Expliquer pourquoi on a la formule R = a — b X (partie entiére de Z)

‘ Cette formule permet de réaliser le programme, méme sur des logiciels ou des
calculatrices qui ne proposent pas la fonction “reste de la division euclidienne”.

3. Expliquer en détail ce qui se passe lors de la premiere boucle si a < b.

4. Pourquoi fait-on afficher la valeur de a comme étant le PGCD, et non pas R ?
5. Réaliser ce programme sur votre calculatrice, et déterminer :

a.le PGCD de 12 et de 9 ;

b. le PGCD de 68 et de 48 ;

c. le PGCD de 347 et de 222.

B} coneruences | %% | 25 min | »p. 454 |

Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x tels que :
1. 2x = 3 (modulo 7).

‘ On ne peut pas diviser par 2 dans une congruence.

2. 2x =3 (modulo 10).
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3. 3x =12 (modulo 15).

‘ Voir le savoir-faire 1, exemple 2.

4. 3x =12 (modulo 6).
9 PV | % | 15 min | »P. 456 |

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. 354 est congru a 11 modulo 7.

2. =172=—-15x11-7, donc le reste de la division euclidienne de —172 par
11 est7.

3. n* — n est divisible par 6 pour tout 7 € N.

4. Le ler janvier 2006 était un samedi, sachant que le 30 septembre 2006 était
un samedi.

5. n étant un entier, on admet que 3n> —2n+5=(n—-1)(3n+1)+6.

Alors 3n* —2n+5 est divisible par n—1 si, et seulement si, n =1+ 6k, ou
keZ.

CONGRUENCES ET DIVISION EUCLIDIENNE | * | 10 min | >p. 456 |

1. Calculer modulo 9 les nombres suivants : 2°; 21 ; 22 ;23 ;24 2% 26,
2. En déduire que pour tout g € N, 2% =1 ( modulo 9).
3. Soit ne N.
a. Soit 7 le reste de la division euclidienne de n par 6. Montrer que :
2" =2" (modulo 9).

b. En déduire, suivant les valeurs de I’entier », le reste de la division euclidienne
de 2" par 9.

‘ e \oir le savoir-faire 1.

e Cet exercice décrit un procédé classique pour simplifier une congruence avec
des puissances (voir exercices 18 et 20).

DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS | * | 5 min | »p. 457 |

1. Les entiers 37, 67, 167 sont-ils premiers ? Justifier la réponse.
2. Décomposer en produits de facteurs premiers les entiers suivants :
2 004, 4 200, 13 325, 212 625.

‘ Voir les savoir-faire 3 et 4.

EQUATION DIOPHANTIENNE | % | 10 min | »p. 458 |

1. Calculer PGCD (187 ; 133) en utilisant I’algorithme d’Euclide.
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2. Justifier I’existence, puis déterminer deux entiers u et v tels que :
187u+133v=1.

3. En déduire deux entiers m et n tels que 187m +133n=—4.

‘ Voir le savoir-faire 5.

EE] ouaTioN DIOPHANTIENNE | % | 40 min | »p. 458 |

1.SoitaeZ, beZ*,d e N*.

Une « sorte de réciproque » du théoréme 2 du cours : supposons que d divise a,
d divise b et qu’il existe (u ; v) € Z X Z tels que au+bv =d.

Démontrer que d = PGCD (a ; b).

2. Résoudre 1’équation diophantienne ax + by = c.

a.Sia=1124, h=268, c=3.

b.Sia=14, b=21,c=7.

c.Sia=147, b=119, ¢ =15.

‘ Voir le savoir-faire 5.

THEOREMES DU COURS | %% | 10 min | »p. 459 |

1. Soit n € Z.
a. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que :

(6n+10)u+2n+3)v=1.
b. En déduire que 6n+10 et 2n+ 3 sont premiers entre eux.

est irréductible.

. 3n+4
2. Démontrer que pour tout n € Z, la fraction &
Sn+7

‘ On démontre que 3n+4 et 5n+7 sont premiers entre eux en procédant comme
au 1.

EE ovisiiuine | %% | 10 min | »p. 459 |

Trouver les entiers naturels a et b vérifiant (a +4)(b+5) =2 004.

BT £tupE DU RESTE D'UNE DIVISION EUCLIDIENNE| %% | 25 min | >P. 460 |

Pour tout entier naturel non nul #, on considere les deux nombres entiers :
N=3n>-n+1et D=2n-1.

Le but de I’exercice consiste a déterminer, suivant les valeurs de n, le reste de la
division euclidienne de N par D.
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1. Déterminer le reste de la division de N par D dans lescasn =1, 2,4, 5et 7.
2. Représenter graphiquement sur le logiciel d’algorithmique Algobox les restes
en fonction de 7. Que constate-t-on ?

A Une boucle “pour” permet d'incrémenter la valeur de n automatiquement, jusqu’a
une valeur que l'on choisira.

3. Conjecturer, suivant les valeurs de n, I’expression du reste de la division eucli-
dienne de N par D.

‘ Des points alignés correspondent a une expression du premier degré dont il reste
a déterminer les coefficients, on peut pour cela s'aider des résultats du 1.

4. Démontrer que si n est pair, le reste de la division euclidienne de N par D est
n . . . L s
r= 5 + 1. Pourquoi r ne peut-il pas étre le reste de la division euclidienne de N

par D si n est impair ?

. o f , 3n+1
5. Si n est impair supérieur a 5, démontrer que le reste est » = .
DIVISIBILITE | %% | 15 min | »p. 461 |

Montrer par récurrence que, pour tout x € N, pour tout n e N*, (x +1)" —nx —1
est divisible par x2.

RESTES DANS UNE DIVISION EUCLIDIENNE | *% | 30 min | »p. 462 |

1. Déterminer les restes de la division euclidienne, pour n € N, de 3" par 7.
2. Déterminer les restes de la division euclidienne par 7 de 15152,
3. Déterminer le chiffre des unités de 2274,

PRODUITS DE TROIS ENTIERS | x% | 5 min | »p. 463 |

Montrer que tout produit de trois entiers consécutifs est divisible par 3.

EXY) ocm concruENCES | %% | 30 min | »p. 463 |

Pour chaque question, une ou plusieurs réponses sont correctes. Cocher la ou les
réponses correspondantes.

1. x étant un entier relatif, on considére 1’équation x? = 0 (modulo 12).
a. La solution est x =0 (modulo 12).

b. I y a une infinité d’entiers solutions.

c. S={6k, keZ}.

d. Toutes les solutions sont des entiers pairs.

2. On considére I’équation x> —x +4 =0 (modulo 6), ou x € Z.

a. Toutes les solutions sont des entiers pairs.

b. Il n’y a aucune solution.

c. Les solutions vérifient x =2 (modulo 6).
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d. Les solutions vérifient x =2 (modulo 6) ou x =5 (modulo 6).
3. Soient deux entiers relatifs # et p vérifiant les relations :
np =6 (modulo 10) et p =2 (modulo 5).

Alors :
a. np =3 (modulo 5). b. n =3 (modulo 10).
c¢. n=3 (modulo 5). d. n=3 (modulo 2).

4. Soient les nombres n=1789 et p=1789% %7, Alors :
a.n=4 (modulo 17) et p=16 (modulo 17).

b. p est un nombre premier.

c. p=—4 (modulo 17).  d. p=4 (modulo 17).

EQUATION DIOPHANTIENNE | % | 25 min | > 464 |

1. a. Déterminer, suivant les valeurs de 1’entier y, le reste de la division eucli-
dienne de y? par 5.
b. Déterminer, suivant les valeurs de I’entier x, le reste de la division euclidienne
de x* par 5.
c. En déduire que I’équation x* + y> =2 003 n’a pas de solution entiére.
2. En raisonnant modulo 7, montrer que 1’équation x> +7y* =10 727 n’a pas
de solution entiére.

APPLICATIONS DE LA CONGRUENCE
E A LA DIVISIBILITE | %% | 25 min | »p. 465|

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 2*" —1 est un multiple de 7.
En déduire que 23! —2 est un multiple de 7 et que 2*"*2 —4 est un mul-
tiple de 7.

2. Déterminer les restes de la division par 7 des puissances de 2.

3. Soit p € N. On considere le nombre entier A, = 27 + 227 +2°7.

a. Si p =3n, quel est le reste de la division de 4, par 7 ?

b. Démontrer que si p =3n+ 2, alors 4, est divisible par 7.

c. Etudier le cas oo p=3n+1.

4. On considere les nombres a =584 et b =4 358.

a. Verifier que ces deux nombres sont des nombres de la forme 4,

b. A Iaide de la question 3., déterminer s’ils sont divisibles par 7.

EX] LA PREUVE PAR 9 » | %% | 15 min | >Pp. 466 |

On rappelle que tout entier naturel n peut s’écrire de maniére unique :
n=a,x10” +a, X107 +..+a, X100 + a, X 10 + a,,

avec peN, a,, a,... a, e{O S 9} : ¢’est I’écriture décimale de 7.
Denis effectue a la main la division euclidienne de :

a=123 456 789 012 345 678 901 par b=7654321. Il affirme que le
quotient g et le reste » valent ¢ =16 129 032 086 888 et r =246 163.
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Sandrine lui prouve qu’il s’est trompé en utilisant « sa bonne vieille preuve
par 9 » :

Premiérement : la somme des chiffres de a vaut 91 ; 9+1=10 ;1+0=1.
Deuxiémement : la somme des chiffres de b vaut 28 ; 2+8=10 ; 1+0=1.
Troisiémement : la somme des chiffres de ¢ vaut 62 ; 6+ 2 =8.
Quatriemement : la somme des chiffres de 7 vaut 22 ; 2+ 2 =4.

Enfin: 1x8+4=12, 1+2=3,et1#3.

Elle conclut : « Ton résultat est donc faux ».

1. Justifier cette méthode.

2. Cette « preuve par 9 » permet-elle de détecter toutes les erreurs ? Justifier la
réponse.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

acMm | % | 30 min | »P. 466 |

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Justifier votre réponse.

1. Le nombre 5 400 a 48 diviseurs positifs.

2. Quel que soit ’entier naturel n, PGCD (61> +6n+1; 6n+4)=1.

3. Si un entier naturel n est congru a 1 modulo 7, alors le PGCD de 3n+4 et
4n+3estégala’.

4. Soit a et b deux entiers naturels. Si il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au+ by =2, alors le PGCD de a et de b est égal a 2.

EX] Poco et FacToRISATION | %% | 25 min | »p. 467 |

Soit 7 un entier naturel.

1. Montrer que 4n° +18n* +20n+ 6 =2(n+1)(n+3)(2n+1).
2. Factoriser 61 +24n+18.

3. Discuter, suivant la valeur de I’entier naturel n, le PGCD de :

4p* +18n*+ 20n+6 et 6n>+24n+18.

‘ Utiliser la propriété 4 du cours sur le PGCD.

EX3 Poco Avec LAIDE D'UN TABLEUR | %% | 20 min | >Pp. 468 |

Pour tout entier naturel n, on définit deux entiers a et b en posant :
a=4n+1 et b=5n+3.
On s’intéresse aux valeurs du PGCD de a et de b en fonction de 7.
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1. Conjecture

a. Sur un tableur, créer trois colonnes donnant les valeurs de n, a et b pour n
variant de 0 a 100.

b. Remplir la quatrieme colonne avec les valeurs du PGCD de a et de b.

c. Quelles semblent étre les valeurs possibles de PGCD (a,b) ?

d. Peut-on caractériser les valeurs de n telles que PGCD (a,b) =77

2. Démonstrations

a. Démontrer la conjecture faite au 1. c.

b. En raisonnant par disjonction des cas, déterminer les valeurs de n telles que
PGCD (a,b)=17.

EQUATIONS | %% | 20 min | »p. 469 |

Trouver 1’ensemble des entiers naturels non nuls a et b tels que ab =216 et
PGCD (a ; b)=6.

EX] oiviseurs o'un EnTiEr | %% | 20 min | »p. 470 |

1. a. Soit ¢ et r deux entiers naturels. Déterminer le nombre de diviseurs positifs
de 27 x5".

b. En déduire le nombre de zéros du nombre 1 250 ... 0 pour qu’il ait 130 divi-
seurs positifs.

2.S0it neN, n>1. Onnote n=p* X p,* X...X p,* sadécomposition en
facteurs premiers. Soit d un diviseur quelconque de 7 ; exprimer d en fonction de

Py P25 -5 Pre
3. Déterminer le nombre de diviseurs positifs de .

] DEMONSTRATION DU THEOREME DE GAUSS | %% | 30 min | »p. 470 |

1. a. Soit a et b deux entiers naturels non nuls, oo € N*, p un nombre premier tels
que p* divise le produit a x b.

Démontrer que si p ne divise pas a alors p* divise b.

b. Application

Soit n et g deux entiers naturels non nuls. Démontrer que Un est irrationnel,
c’est-a-dire que Un ne peut pas s’écrire comme quotient de deux entiers sauf
si n est la puissance ¢*™ d’un entier naturel.

2.S0it aeN*, beN*, ceN".

Démontrer que si ¢ divise a X b et si PGCD (c ; a) =1, alors ¢ divise b.

EXY] ALGORITHME DU CRIBLE D’ERATOSTENE | %% | 20 min | »p. 471 |

1. a. Construire un tableau de 10 lignes et 10 colonnes contenant tous les entiers
compris entre 1 et 100 (la 1™ ligne contiendra tous les entiers entre 1 et 10).
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b. Barrer 1 (car il n’est pas premier) et entourer 2. Barrer tous les multiples suivants
de 2. Le premier entier non barré supérieur a 2 (ici 3) est premier. Pourquoi ?

On entoure ainsi 3 et on barre tous les multiples de 3, ...

c. On a ainsi entouré 2, 3, 5, ..., p.

Soit ¢ le premier entier non barré supérieur a p. Est-il premier ? Quel est le pre-
mier multiple de ¢ qui n’a pas été encore barré ?

En déduire le moment ou le processus s’arréte.

d. Déterminer tous les nombres premiers compris entre 2 et 100.

2. Déterminer de méme tous les nombres premiers compris entre 2 et 400 a I’aide
d’un tableau de 20 lignes et 20 colonnes.

NOMBRES DE MERSENNE | *x% | 15 min | »p. 472 |

1. Soita e R, neN*. Montrer que a" —1=(a—D)x(a" "' +...+a+1).

2. Soit n et a deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Démontrer que si @” —1 est premier, alors @ =2 et n est premier.

3. On appelle nombre de Mersenne, tout nombre de la forme 27 —1 avec p
premier, on le note M,. Les nombres M,, M;, Ms, M;, M, sont-ils premiers ?

EH ocm | %% | 25 min | »p. 472 |

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.
1. n est un entier divisible par 21 et par 36. Alors n est divisible par 756.

2. x et y sont deux entiers relatifs tels que 35x+17y=3. Alors x et y sont
divisibles par 3.

3. p est un nombre premier, a et b sont deux entiers. Si ab est un multiple de
p, alors p divise a ou b.

4. 1l existe deux entiers m et n tels que 312m —143n=1.

x =y (modulo 6)

5. Le systeme { équivaut a x = y (modulo 30)

x =y (modulo 5)
(v et y étant deux entiers).

33 APPLICATIONS DU THEOREME DE
BEZOUT AUX CONGRUENCES | *% | 35 min | »p. 473 |

SoitaeZ*, beZ, ceZ,neN".
1. Démontrer la propriété suivante : « Il existe un entier relatif x tel que ax =b
(modulo n) si, et seulement si, PGCD (a ; n) divise b. »

‘ Se ramener a une équation diophantienne de coefficients a, n et b.

2. Déterminer ’ensemble des entiers relatifs x vérifiant :
10x =4 (modulo 24).
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CODAGE ASCII ET CODAGE AFFINE | %% | 35 min | »p. 474 |

Partie A. Le code ASCIL.

En informatique, le code ASCII consiste a associer a chaque caractere (lettre de
I’alphabet, chiffre, signe de ponctuation, ...) un code numérique entier, compris
entre 0 et 255, que 1’on appelle son code ASCII.

Par exemple, le code de A est 65, celui de B est 66, et ainsi de suite pour tout
I’alphabet, celui de a est 97, celui de I’espace est 32...

1. a. En considérant que la lettre A occupe la place N =0 dans I’alphabet,
donner une formule reliant C, le code ASCII d’une lettre, et sa place N dans
I’alphabet.

b. Déterminer le code ASCII de la lettre Z.

‘ La 26¢ lettre de l'alphabet occupe la place N=...

c. A quelle lettre correspond le code ASCII 82 ?

2. Pour crypter un message, on peut effectuer le codage affine suivant : pour
chaque lettre, on calcule sa position N dans I’ Alphabet, puis on détermine le reste
modulo 26 du produit 7 x N. Ce reste  correspond a une lettre majuscule qu’on
transmettra en guise de message codé.

a. Déterminer le reste correspondant a la lettre A, puis a la lettre B, puis a la
lettre M. Quel code sera transmis pour les lettres A, B, M ?

b. Justifier que 157 = N (modulo 26), et en déduire la lettre correspondant au
reste » =12.

‘ On commencera par calculer le reste modulo 26 de 15x 7.

Partie B. Codage affine et Algobox.

1. Ecrire un programme qui donne C, le code ASCII d’une lettre écrite en majus-
cules, détermine sa place N dans I’ Alphabet, affiche son reste » modulo 26, puis
la lettre majuscule a transmettre : on pourra I’appeler code.

‘ Ily a deux étapes opérations bien distinctes. Lune qui donnera la position de la
lettre dans l'alphabet en fonction de son code ASCII (et inversement], et l'autre qui
permet le codage affine a proprement parler. Cette derniere est exclusivement réa-
lisée sur la position de la lettre dans l'alphabet. Il suffit ensuite de bien respecter
l'ordre des opérations demandées.

Syntaxe Algobox : la lettre a coder et le code seront des variables de type
chaine. Lettre.charCodeAt(0) renvoie le code ASCII du caractere situé¢ en pre-
micre position dans la chaine lettre, c’est-a-dire qu’une chaine est une liste de
caractéres numérotés a partir de 0.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

=

Arithmétique

441



442

String.fromCharCode(r) renvoie la lettre dont le code ASCII est 7.
Le reste de la division Euclidienne de @ par b se calcule avec la formule a%b.
2. Utiliser ce programme pour coder le mot DIVISIBILITE.

Partie C. Décodage affine et Algobox.
1. Modifier le programme de la partie B pour qu’il retrouve la lettre initiale a
partir de la lettre codée.

A Utiliser A2,

2. Décoder le mot REODUEPC.
EE] tHEOREME DE GAUSS ET CLE DE CONTROLE | %% | 40 min | >p. 475 |

Le code EAN 13, utilisé dans la fabrication des codes barres, comporte douze
chiffres (entiers compris entre 0 et 9), a,, a,, ... , a,,, suivis d’une clé ¢ obtenue
comme suit. On calcule :

o=a+a,+as+a,+a,+a,; B=a, +a, +a, +a;+a,+a,;e=o0+3p.

La clé c est alors donnée par ¢ =10—r, ou r est le reste de la division eucli-
dienne de e par 10.

Partie A. Exemples

1. Calculer la clé du code commengant par 314588904974,

2. Déterminer 1’ensemble des chiffres a tels que le code 2704458533012 soit un
code EAN 13.

Partie B. Détection d’erreur
On imprime un code barre correspondant au code «a,, a,,...,a,,, a,, C.

1. Vérifier que c est la clé du code barre si, et seulement si, ¢ € {O N 9},
et c+e=0 (modulo 10).

2. On suppose qu’au cours de I’impression, un et un seul des chiffres o, a été
modifié par erreur en a; #a, (1<i<12).

a. Calculer pour cette série de douze chiffres les nombres o.”, ° et e’ en fonction de
o, B, e, a, eta’. On traitera d’abord le cas ou i est impair, puis le cas ou 7 est pair.
b. En déduire que la clé ¢ ne correspond pas a la série de chiffres obtenus.

3. On suppose cette fois qu’au cours de 1’impression, deux chiffres consécutifs
distincts a;, et a;,, ont été inversés par erreur (1<i<11).

a. Calculer pour cette série de douze chiffres les nombres o.”, B et e en fonction
de o, B, e, a eta,,. On traitera d’abord le cas ou i est impair, puis le cas ou
i est pair.

b. En déduire que la clé ¢ ne correspond pas a la série de chiffres obtenus, sauf
dans un cas a préciser.

c. En déduire un code que 1’on peut imprimer a la place du code 7114921334809
sans que I’erreur ne soit détectée.
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EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

‘ Dans cette partie d'approfondissement, les exercices sont souvent en deux
parties : la partie théorique concentre l'essentiel des difficultés, mais les mises en
application seront profitables pour préparer le baccalauréat.

EXJ MAJ0RATIONS DU n-IEME NOMBRE PREMIER | %% | 30 min | »p. 477 |

Pour n € N*, on note p, le n-iéme nombre premier (par exemple p, =2, p, =3,
py=5..).

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Démontrer que p, <(p, X p, X...Xp,;)+1. (On pourra raisonner par
I’absurde).

2. a. En déduire que pour tout entier n>2, p, <(p,_,)"' +1.

b. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, p, <22,

3 CAS PARTICULIERS DU THEOREME
DE DIRICHLET | %% | 30 min | »p. 478|

Le but de cet exercice est de démontrer qu’il existe une infinit¢ de nombres pre-
miers de la forme 6k + 5.

On va raisonner par 1’absurde : on suppose qu’il existe un nombre fini de
nombres premiers de la forme 6k + 5 et on note p le plus grand d’entre eux.

1. a. Démontrer que le produit de nombres de la forme 6k +1 est de la forme
6k +1.

b. Démontrer que tout nombre premier différent de 2 et de 3 est de la forme
6k +1 ou de la forme 6k +5.

2.80it N =(2%x3x5%x..xp)—1.

a. Montrer qu’il existe un nombre premier de la forme 6k +5 qui divise N.

b. Conclure.

38] | %% | 30 min | »p. 478 |

Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que a > b.

1. Restitution organisée de connaissances

Soit g et » deux entiers naturels tels que a =bg+r avec 0 <r<b.

a. Montrer que les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs communs a
betr.

b. En déduire : PGCD (a ; b)=PGCD (b ; r).
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2. En effectuant des divisions euclidiennes successives comme dans 1’algorithme
d’Euclide, montrer a I’aide de la question 1. que les diviseurs communs a a et b
sont les diviseurs de PGCD (a ; b).

3. Application

Un chocolatier confectionne des paquets tous identiques avec les 637 ceufs en
chocolat noir et les 910 ceufs en chocolat au lait qu’il vient de réaliser. S’il ne
reste aucun ceuf a la fin, quelles sont les différentes répartitions possibles de

ses paquets ?

EX) NoMBRES DE FERMAT | x%%* | 45 min | »P. 480 |
Partie A
1. Démontrer que, pour toutx € R\ {—1}, pour tout entier naturel impair 7 :
x"+1
l—x4+x2+. 4+ (—x)F+. . —x" 24+ x" = .
x+1

2. En déduire que pour tout x € R, pour tout entier naturel impair » :
(I+x)(1=x+..—x"2+x"1)=1+x".

3. Soit n e N. Démontrer que si 2" +1 est premier, alors n=2¢ avecq € N.

‘ On démontrera la contraposée, c’est-a-dire que si n n'est pas une puissance de 2
(n s'écrit alors n=rs avec r une puissance de 2, et s impair strictement supé-
rieur a 1), alors 2" +1 n’est pas premier.

On appelle nombre de Fermat, les nombres F, de la forme F, =2%" +1 pour tout
neN.

Partie B
Soit ke N*, neN.
1. Démontrer que pour tout x € R\ {—1}, keN*:
x? -1

x+1°

“l+x—x?+x - +x¥ =

. E., -2 .
2. Démontrer que —*£ = est un entier naturel.

3. En déduire que pour?tout neN, keN*, PGCD (F,,, ; F,)=1.
4. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.

‘ Les exercices 40, 41 et 42 nécessitent le petit théoreme de Fermat : « Si p est un
nombre premier et si a est un entier non divisible par p, alors a*~'=1 (modulo p).

ORDRE D’'UN ENTIER MODULO P | %% | 20 min | »p. 481 |

Soit p un nombre premier et @ un entier non divisible par p.
On considere I’ensemble £ = {n € N*/a" =1 (modulo p)}.
1. Démontrer que £ n’est pas vide.
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2. Soit A le plus petit entier appartenant a £ : on dit que / est I’ordre de @ modulo .
Soit n € E. Démontrer que 4 divise 7.

3. En déduire que 4 divise p—1.

4. Exemples : déterminer les ordres de 2, 3, 5 et 12 modulo 13.

‘ Les deux exercices suivants utilisent les résultats démontrés dans l'exercice
précédent. Soit p un nombre premier et a un entier non divisible par p :
e |l existe un plus petit entier h (h>1) tel que a" =1 (modulo p).

® Sin est un autre entier supérieur a 1 tel que a” =1 [modulo p), alors h divise n
(donc h divise p—1 d'apres le petit théoréeme de Fermat).

FACTORISATION DES NOMBRES DE FERMAT | * % | 30 min | >P. 482 |

Rappel : les nombres de Fermat sont de la forme F, =22" +1 ou neN.

Soit p un nombre premier divisant F,.

1. Quelle est la parité de p ?

2. Démontrer que 2" =—1 (modulo p).

3. En déduire que 22" =1 (modulo p).

4. a. Démontrer, par ’absurde, que pour tout entier ¢ compris entre 0 et n, 2%
n’est pas congru a 1 modulo p.

b. Déterminer alors I’ordre de 2 modulo p.

c. En déduire que p=1 (modulo 2"*).

5. Application : Démontrer que F5 n’est pas premier.

FACTORISATION DES NOMBRES DE MERSENNE | %% | 20 min | »P. 483 |

Cet exercice prolonge I’étude des nombres de Mersenne qui a ét¢ faite dans
I’exercice 31. On rappelle que les nombres de Mersenne sont de la forme
M, =27 —1 avec p un nombre premier impair.

Soit ¢ un facteur premier de M, ou p est un nombre premier impair.

1. Quelle est la parité de g ?

2. Démontrer que p est ’ordre de 2 modulo ¢ (c’est-a-dire que p est le plus petit
entier supérieur a 1 tel que 27 =1 (modulo g)).

3. Démontrer que p divise g —1.

4. On écrit alors g —1= pXxm, avec m e N, démontrer que m est pair et en
déduire que g =1. (modulo 2p).

5. Application : les nombres M,,, M,, et M,; sont-ils premiers ?

NUMERO INSEE | %% | 40 min | »Pp. 483 |

Le numéro INSEE d’un individu est un nombre de quinze chifftes.
N =aa, ... a;a,a,;.
Les chiffres a,, a,, ..., @;; dépendent du sexe de I’individu, de la date et du lieu

de sa naissance. Ils constituent un nombre noté 4 = aq\a, ..., a,,a;;.
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Les chiffres a,, et asconstituent le nombre C = a,,q,5, appelé clé, et obtenu
comme suit : on calcule le reste » de la division euclidienne de A par 97, et on
pose C =97 —r.

1. Vérifier que 97 est un nombre premier.

2. On dispose d’un numéro INSEE noté N = a,a,...a,;a,4a,5, et on note C sa clé.
a. Vérifierque N =1004+ C, etque 4+ C =0 (modulo 97).

b. Calculer le reste modulo 97 de 10", pour ne N, 0<n<12.

c. En déduire que C est I'unique entier vérifiant 1< C <97 et :

C =16aqa,a,a,a5 —Yasa,aa, — a,ya,,a,,0,4 (modulo 97).
d. Exemple : déterminerlaclé ducode INSEE commengant par2751157212758.

‘ Pour pouvoir traiter les exercices suivants sur la cryptographie dans les temps
donnés, il sera utile de programmer correctement sa calculatrice pour les appli-
cations numériques.

LE CODE DE VIGENERE | %%* | 40 min | »p. 484 |

Partie A. Expérimentation.

On cherche a coder le message RENDEZ VOUS A MIDI avec la clef de codage
DEPART.

On répete la clef en face du message a coder (sans les espaces) autant de fois que
nécessaire, puis on numérote les lettres de la clef en associant a A la position 0,
a B la position 1 etc. Chacun de ces numéros détermine le décalage des lettres du
message : la lettre R, en face de la lettre D dans la clef, sera décalée de 3 places
dans I’alphabet etc. Bien sir, lorsque 1’on arrive au bout de I’alphabet ... on
recommence a A !

1. Compléter le tableau suivant.

Message R E N D E Z \Y 0]
Clé D E P A R T D E
Numéro 3 4 15 0 17 19

Code U | C D \4 S

Message u S A M I D I
CLlé

Numéro

Code

2. En déduire le message codé.

3. Pour le décodage, on utilise la méme méthode, mais le décalage se fait « en
sens inverse ».

Décoder le message PGYZWTPHDYT, avec la clef de codage PLUIE.
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‘ Ce type de codage nécessite que le destinataire connaisse a l'avance le mot clef
utilisé pour le codage. Il ne s'agit pas d'une clef publique comme pour le codage RSA
par exemple.

Partie B. Codage avec Algobox.

Pour automatiser la procédure de codage, on va numéroter également les lettres
du message et de la clef en employant le codage ASCII trés commun en informa-
tique : il consiste a associer a chaque caractere (lettre de I’alphabet, chiffre, signe
de ponctuation, ...) un code numérique entier, compris entre 0 et 255, que 1’on
appelle son code ASCII.

Par exemple, le code de A est 65, celui de B est 66, celui de a est 97, celui de
I’espace est 32... Pour retrouver la position de la lettre A (par exemple) dans
I’ Alphabet, il suffira de soustraire 65 a son code ASCII.

Pour une introduction au codage ASCII, on traitera avec profit I’exercice 34.

1. Saisir le programme suivant sous Algobox :

VARIABLES

message EST_DU_TYPE CHAINE

longueur_message EST_DU_TYPE NOMBRE

clef EST_DU_TYPE CHAINE

longueur_clef EST_DU_TYPE NOMBRE

i EST_DU_TYPE NOMBRE

code_lettre EST_DU_TYPE NOMBRE

decalage EST_DU_TYPE NOMBRE

lettre EST_DU_TYPE CHAINE

DEBUT_ALGORITHME

LIRE message

LIRE clef

longueur_message PREND_LA_VALEUR message.length
longueur_clef PREND_LA_VALEUR clef.length

POUR i ALLANT_DE 1 A longueur_message

DEBUT_POUR

code_lettre PREND_LA_VALEUR message.charCodeAt(i-1)-65
decalage PREND_LA_VALEUR clef.charCodeAt((i-1)%longueur_clef]-65
lettre PREND_LA_VALEUR String.fromCharCode(65+(code_lettre+decalage)%26)
AFFICHER lettre

FIN_POUR

FIN_ALGORITHME

Syntaxe Algobox : Le message a coder sera rentré sous la forme d’une chaine de
lettres majuscules. Appelons cette chaine message.

message.length renvoie un nombre égal a la longueur de la chaine message.
message.charCodeAt(i) renvoie le code ASCII du caractere situé au rang i dans
la chaine message.

‘ Attention : une chaine est une liste de caractéres numérotés a partir du rang 0.
La boucle POUR permet ici de remplir cette liste un terme apres l'autre.

a%pb renvoie le reste de la division euclidienne de a par b.
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2. A quelle partie du codage correspond la ligne : decalage PREND_
LA_VALEUR clef.charCodeAt((i-1)%longueur_clef)-65 ?

3. Que fait I'instruction : lettre PREND_LA_VALEUR
String.fromCharCode(65+(code_lettre+decalage)%026) ?

4. Tester cet algorithme pour retrouver le code de la partie A. 1.

Partie C. Décodage avec Algobox.

La commande String.fromCharCode(N) renvoie la lettre dont le code ASCII est N.
Modifier le programme précédent pour qu’il décode le message donné a la
partie A.3.

A Attention : le décalage donne parfois a la lettre une position négative dans
l'alphabet ... ce qui lui vaudra un code ASCII faux. Il faudra y remédier !

CODAGE PAR CHIFFREMENT RSA | %% | 45 min | »p. 485 |

Partie A

Soit p et ¢ deux nombres premiers et m un entier premier avec p et g.

1. Sachant que m*~! =1 (modulo p) et que m?~! =1 (modulo g) (petit théoréme
de Fermat), montrer que m»¢") =1 (modulo pq).

2. Soit e un entier premier avec (p —1) (¢ —1). Démontrer qu’il existe un entier
dtel que dxe=1 (modulo (p—1) (¢—1)).

3. Démontrer que (m¢)? = m (modulo pq).

Partie B. Mise en ceuvre
RSA repose sur le fait qu’il est trés difficile de décomposer un entier en facteurs
premiers lorsqu’il est grand (plusieurs centaines de chiffres).
Antoine veut envoyer un message codé a Christophe que lui seul pourra lire :
Christophe choisit deux nombres premiers p et ¢, et un entier e premier avec
(p—1) (g —1). 1l rend public les nombres n= px q ete.
o Antoine, qui a codé son message alphabétique en un équivalent numérique m,
envoie a Christophe le nombre ¢ égal au reste de la division de m* par n.
o Christophe décode le message en déterminant d tel que :
dxe=1(modulo (p—-1) (¢ -1)).
(Lui seul peut le faire car il est le seul a connaitre p et g).
Christophe rend public les nombres n=1 037, e="7. Antoine veut lui envoyer
le message « RDV A UNE HEURE ». Il commence par numéroter chaque lettre :
A correspond a 00, Ba 01, ..., Za 25 et code le nombre obtenu par bloc de 3 chifftes.
1. Déterminer le message codé que recoit Christophe.
2. Christophe veut décoder le message regu (p=17 et g=061).
a. A Iaide de I’algorithme d’Euclide, déterminer d tel que :

dxe=1 (modulo (p—1) (g —1)).
b. Retrouver le message envoyé par Antoine.
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CONTROLE

CODAGE | %% | 50 min | »Pp. 486 |

Partie A : Restitution organisée de connaissances
1. Enoncer les théorémes de Bézout et de Gauss.
2. Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoreme de Bézout.

Partie B

On considére 1’équation (E) 11x —26y =1, oux et y désignent deux nombres
entiers relatifs.

1. Vérifier que le couple (—7 ;= 3) est solution de (E).

2. Résoudre alors I’équation (E).

3. En déduire le couple d’entiers relatifs (u ; v) solution de (E) tel que :

0<u<2s.

Partie C
On assimile chaque lettre de I’alphabet a un nombre entier comme I’indique
le tableau ci-dessous :

A|B|C|D|E|F|G|H]|I J I K|L | M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10 | 11 | 12

N|O|P|Q|R|S|T|U|V | W|X|Y|Z
13|14 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

On « code » tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la fagon suivante :
—on calcule 11x +8.

— on calcule le reste de la division euclidienne de 11x+8 par 26, que I’on
appelle y.

x est alors « codé » par y.

Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilée au nombre 11 ;11x11+8=129.
Or 129 =25 (modulo 26) ; 25 est le reste de la division euclidienne de 129
par 26. Au nombre 25 correspond la lettre Z.

La lettre L est donc codée par la lettre Z.

1. Coder la lettre W.

2. Le but de cette question est de déterminer la fonction de décodage.

a. Montrer que pour tous nombres entiers relatifs x et ; :

11x = j (modulo 26) équivaut & x = 19/ (modulo 26).

b. En déduire un procédé de décodage.

c. Décoder la lettre W.
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RESTITUTION ORGANISEE
U DE CONNAISSANCES | x%* | 20 min | »p. 488 |

Le but de cet exercice est de démontrer qu’il existe une infinité de nombres
premiers de la forme 4k + 3.

On va raisonner par I’absurde : on suppose qu’il existe un nombre fini de
nombres premiers de la forme 4k + 3 et on les note p,, ps, ... , Py

1. a. Démontrer que le produit de nombres de la forme 4% + 1 est également
de la forme 4k +1.

b. Démontrer que tout nombre premier différent de 2 est de la forme :

4k +1 ou 4k +3.

2.80it N=22Xp, X p, X...xX p, —1.

a. Montrer, a I’aide de la question 1., qu’il existe un nombre premier de la
forme 4k + 3 qui divise N.

b. Conclure.

| %% | 35 min | p. 488 |

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considére les nombres
a=n*—-n*—12netb=2n*—-Tn—-4.

1. Montrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles
par n—4.

2.0npose oo=2n+1 et =n+3. Onnote d le PGCD de o et B.

a. Etablir une relation entre o et B indépendante de .

b. Démontrer que d est un diviseur de 5.

c. Démontrer que les nombres o et B sont multiples de 5 si et seulement si
n — 2 est multiple de 5.

3. Montrer que 2n + 1 et n sont premiers entre eux.

4. a. Déterminer, suivant les valeurs de # et en fonction de n, le PGCD de
aetb.

b. Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliers =11 et n=12.

450
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CONTROLE

DIVISIBILITE PAR 7

| *%* | 60 min | »p. 490 |

Partie A

Dans tout I’exercice, n désigne un entier naturel non nul.

1. a. Pour 0 <n <6, calculer les restes de la division euclidienne de 3"
par 7.

b. Démontrer que, pour tout n, 3" —3" est divisible par 7. En déduire que
3" et 3" ont le méme reste dans la division par 7.

c. A I’aide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne
de 3' % par 7.

d. De manieére générale, comment peut-on calculer le reste de la division
euclidienne de 3" par 7, pour n quelconque ?

e. En déduire que, pour tout entier naturel n, 3" n’est pas divisible par 7.

n—1
2. Soit U, =1+3+3>+...+3" = 23i ou z est un entier supérieur ou
égal a 2. i=0
a. Montrer que si U, est divisible par 7, alors 3"~! est divisible par 7.
b. Réciproquement, montrer que si 3" —1 est divisible par 7, alors U, est
divisible par 7.
U, -3x2U,=U,.

c. En déduire les valeurs de n telles que U, soit divisible par 7.

Partie B

1. Déterminer, suivant les valeurs de I’entier naturel #, le reste de la division
par 7 de 2", puis de 10",

2. Vérifier que le nombre 787 878 est divisible par 7.

3. Démontrer que si n_est divisible par 3, tout entier bcbc...bc, avec
0<bh<9et0< <9, be étant répété n fois, est divisible par 7.
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CORRIGES

1. On factorise cette différence de deux carrés :

10042 —999% = (1 004 —999)(1 004 +999) = 5x2 003.

Donc 1 004> — 9992 est bien divisible par 5.

2. a. Il suffit de remarquer que :

(a=b)(a+b)(a*+b?) = (a*>-b>)(a*+b%) = ((a*)> - (b?)*) = a* - b*.
D’ou a* —-b* =(a—b)(a+b)(a*+b?).

b. En utilisant la formule du a. :

100...004* —99...999*
=(100...004 —99...999)(100...004 +99...999)(100...004 +99...999?)

=5x%200...003%(100...0042 +99...999?)

Ainsil00...004% —99...999* = 5k, aveck € N,
donc100...004* —99...999* est divisible par 5.

‘ Par la suite, il sera plus naturel d'utiliser les congruences dans ce cas, car
100...004 =4 (modulo 5) et 99...999 = -1 (modulo 5), que U'on peut ensuite mettre
a la puissance 4 pour établir le résultat.

IZ' l.a.SoitneZ.

2(n—3)=2n—-06,donc 2n+1=2n—-6+7,soit 2n+1=2(n—-3)+7.
b. Soitn € Z. D’apres a., on cherche 1’ensemble des entiers relatifs z tels que
n—3divise 2(n—3)+7.
Or on sait que n—3 divise 2(n—3), donc n— 3 divise 2(n—3) + 7 si, et seulement
si, n—3divise2(n—3)+7-2(n-3)=1.
Or les diviseurs de 7 sont 1, —1, 7 et —7.
Donc n—3divise 2(n—3)+7si, et seulement si, n—3=1ou n—3=-1ou
n—3=7o0u n—3=-7
donc si, et seulement si, n=4, oun=2, oun =10, oun=—4.

L’ensemble des entiers relatifs » tels que n—3 divise 2n+1 est :
{—4; 2;4; 10}.
2.a.80itneN.(n=2)(n+1)+5=n>-2n+n—-2+5
(n-2)(n+1)+5=n>-n+3.

b. Soit n € N. D’aprés a., on cherche I’ensemble des entiers naturels # tels
que n+ldivise(n—2)(n+1)+5. Or n+1divise (n—2)(n+1).
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Donc n+1 divise (n—2)(n+1)+5 si, et seulement si, n+1divise 5.

Or, d’une part les diviseurs de 5 sont 1, —1, 5 et =5, et d’autre part n € N,
donc n+1>1.
Donc n+1divise (n—2)(n+1)+5 si, et seulement si :

n+l=1ou n+1=>5.

Donc si, et seulement si, n=0oun=4.
L’ensemble des entiers naturels # tels que n+1 divise n> —n+5 est {0 3 4}.

a. On effectue la division euclidienne de 121 par 17 :
121=17x7+2, et on vérifie que 0 < 2<17. Donc ¢=7 et r=2.
b. D’apres a., —121=—-(17%x7+2)

=17x(-7)=-2

=17%x(-8)+17-2

=17x(-8)+15.
On vérifie alors que 0 < 15<17. Donc ¢ =-8 et r=15.
c. D’apres a., 121=(-17)X(=-7)+2.

On vérifie alors que 0 < 2 <|-17|. Donc ¢ =—7 et r=2.

d. D’apres a., —121=(-17)x7-2
= (—17)x8+15 .
On vérifie alors que 0 < 15<|-17|. Donc ¢ =8 et r=15.

‘ Il est plus slr de se ramener au cas ou a et b sont des entiers naturels, pour
retrouver la division euclidienne apprise au primaire.

a=27b+39="27(b+1)+12.

Orb e N*, donc b +1 € Z. On vérifie alors que 0<12 < 27.

Donc le reste de la division euclidienne de a par 27 est 12.

Avec a =49 360 et b =38 254 (pour avoir a > b ), on effectue les divisions
euclidiennes successives dans 1’algorithme d’Euclide jusqu’a obtenir un reste nul.
Le PGCD de 38 254 et 49 360 sera le dernier reste non nul de ces divisions :

49 360=38254x1+11 106.

38254=11106x%3 +4 936.

11106 =4 936x2 +1 234.

4936 =1234x4+0.

Ainsi, PGCD (38 254 ; 49 360) = 1 234.
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Izl On remarque que le critere de divisibilité par 9 s’applique pour 153 et189.
Les sommes 1+5+3+9et 1+8+9 =2 x 9 sont toutes deux divisibles par 9, donc
153 et 189 sont divisibles par 9.

153 17

Alors 153=9x17et 189 =9x21, donc === — ~~ avec PGCD (17 ; 21)=1

car 17 est un nombre premier. 2 21

Or, pour tous entiers naturels non nuls a, b et d :
PGCD (da ; db) =d xPGCD (a ; b).
Donc PGCD (15x17 ; 15%21)=15xPGCD (17 ; 21) =15, avec :
153_17_1sx17 _255
189 21 15x21 315
. . 255
La fraction cherchée est donc ===
315
1. Afin que I’algorithme ne s’arréte pas, il faut initialiser la valeur de R
pour étre siir que R soit non nul au démarrage de la boucle.

2. La division euclidienne de a par b s’écrit : il existe un unique couple d’entiers g
et R, avec b> R > 0tel que a = bqg+ Rsoit R =a—bq. De plus, g est le quotient

. S o S (8 2 L a .
de a par b, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a 3 donc ¢ est la partie

entiere de %. Finalement R =a— b X (partie entiére de a/ b).

3.Sia<b, % <1,donc g=0.D’ou R=a alapremiére étape de la boucle. Puis

on remplace a par b, et b par R = a, ce qui a pour effet d’échanger a et b. Et comme
R # 0, la boucle reprend ensuite, avec cette fois a > b.

4. Le programme s’arréte lorsque R =0, ce qui n’est pas le PGCD, donc il faut
rechercher le dernier reste non nul.

Au tour de boucle précédent, R prend la valeur a—bx(partie entiere de a/b);
c’est a partir de 1a que R vaut 0. a prend la valeur b ; b prend la valeur R, ¢’est-a-dire 0.
11 faut regarder le tour encore précédent :

R prend la valeur a—bXx (partie enticre de a/b) c’est le dernier reste non nul
cherché ; a prend la valeur b ; b prend la valeur R, ¢’est le PGCD.

Ainsi, lorsqu’au dernier tour, a prend la valeur b, c’est bien le PGCD.

5. a. Le PGCD de 12 et de 9 vaut 3. b. Le PGCD de 68 et de 48 vaut 4 . c. Le
PGCD de 347 et de 222 vaut 1.

1. Développons deux méthodes.
Premiere méthode

Soit x € Z tel que 2x =3 (modulo 7).

On multiplie les deux nombres de cette relation par 4, et comme la relation de
congruence est compatible avec la multiplication par un entier, on obtient :
8x =12 (modulo 7), donc 8x =5 (modulo 7).

Or 8x =7x+x, doncx =5 (modulo 7).
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Veérification

si x=5 (modulo 7), 2x =10 (modulo 7), soit 2x =3 (modulo 7).

Par conséquent, I’ensemble des entiers relatifs x vérifiant 2x =3 (modulo 7)
est {7Tk+5; keZ}.

‘ De plus, on ne peut jamais diviser dans une relation de congruence.

Deuxieme méthode

Tout entier est congru modulo 7 a un unique entier de ’ensemble {O 1 6} .
On dresse la table de multiplication par 2 modulo 7 :

X (modulo 7) 0 1 2 3 4 5 6

2x (modulo 7) 0 2 4 6 1 3 5

On lit dans ce tableau :
2x =3 (modulo 7) si, et seulement si, x =5 (modulo 7).

Ainsi, ’ensemble des entiers cherchés est {7k +5 ; k € Z}.

2. Premiere méthode

Si x € Z est tel que 2x =3 (modulo 10), alors 10 divise 2x — 3.

Or 2 divise 10, donc 2 divise 2x —3, et comme 2 divise 2x, 2 doit diviser 3,

ce qui est absurde. L’ensemble des entiers relatifs x tels que 2x =3 (modulo
10) est I’ensemble vide.

Deuxieme méthode

On dresse de méme le tableau de multiplication par 2 modulo 10 :

x (modulo 10) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2x (modulo 10) 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Il n’existe donc pas d’entier relatif x tel que 2x =3 (modulo 10) : I’ensemble
cherché est I’ensemble vide.

3. Premiére méthode

Pour tout x € Z, 3x =12 (modulo 15) équivaut successivement a :

15 divise 3x —12,

il existe k € Z tel que3x =15k +12,

il existe k € Z tel que x = 5k +4 (on a divisé membre a membre par3#0),x =4
(modulo 5).

L’ensemble des entiers relatifs x vérifiant 3x =12 (modulo 15) est
{5k+4; keZ}.

Deuxieme méthode

On dresse le tableau de multiplication par 3 modulo 15.

x(modulo15) | 0 /1 (2|3 |4 /5|6|7|8 |9 |10[11|12|13|14
3x(modulo15) | 0 |3 /6 (9 |12|{0 3|69 |12/0 |3 |6|9 |12

On lit : 3x =12 (modulo 15) si, et seulement si,
x =4 (modulo 15) ou x =9 (modulo 15) ou x =14 (modulo 15).
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On remarque alors que si ke Z ,
15k +4 =53k)+4,
15k+9=53k+1)+4

et 15k+14=5Bk+2)+4.

Comme tout entier # peut s’écrire sous ’une des formes 3k, 3k +1 ou 3k + 2, pour
un certaink € Z, on en déduit que ’ensemble des entiers x vérifiant2x =3

(modulo 15) est {5n+4 ; neZ}.
4. Tout entier relatif est congru modulo 6 a un, et un seul, des entiers
0;1;2;...;5 (propriété 2 du cours).
On examine tous les cas possibles des carrés modulo 6 :
x (modulo 6) 0 1 2 3 4 5
x? (modulo 6) 0 1 4 3 4 1

On obtient donc : x2 =3 (modulo 6) si, et seulement si, x € 3 (modulo 6).
L’ensemble cherché est donc {6k +3 ; k € Z}.

[9] 1. 354=11 (modulo 7) < 354—11=0 (modulo 7)
< 343=0 (modulo 7).
Or 343 est divisible par 7, donc I’affirmation est vraie.

2. Le reste d’une division euclidienne est toujours positif.
Ici, le reste est 8 car—172 = —-16x11+8.
Donc Paffirmation est fausse.

3. Utilisons un tableau des restes modulo 6 pour répondre :

n 0 1 2 3 4 5

n*—n 0 0 0 0 0 0

Ainsi, quel que soit 7€ N, n* —n=0 (modulo 6), donc I’affirmation est vraie.

4. Dénombrons le nombre de jours entre le 1¢ janvier 2006 et le 30 septembre
2006 (attention, du 1 janvier au 31 janvier, il n’y a que 30 jours).
30+28+31+30+31+30+31+31+30=272; or 272 n’est pas divisible par 7,
donc il n’y a pas un nombre entier de semaines séparant ces 2 jours, et donc
Paffirmation est fausse.

5. n—1divise (n—1)(3n+1), donc (n—1)divise 3n> —2n+5si, et seulement si,
n—1divise 3n*> —2n+5—(n—-1)3n+1)=06,

c’est-a-dire n—1e{-6;-3;-2;-1;1;2;3; 6},

soit ne{-5;-2;-1;0; 2; 3;4;7}, donc Paffirmation est fausse.

1. On calcule successivement par multiplication par 2 :

e 2°=1 (modulo9) ;

e 2! =2 (modulo 9);
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e 22=4 (modulo9);

e 25=8=-1 (modulo9);

e 2¢=-2="7 (modulo 9) ;

o 25=—-4=5 (modulo 9) ;

e 26=-8=1 (modulo9).

2. 2°=1 (modulo 9).

Or pour toutg € N, 267 =(2°)7, donc 2% =14 =1 (modulo 9).

3. Soit ne N.

a. Soit r le reste et ¢ le quotient dans la division euclidienne de n par 6 :
n=6g+r,avec 0 <r<6et geN.

Alors 2" = 264+ = 264 x 27,

Or 2% =1 (modulo 9) d’apres 2.

Donc 2" =1x2" (modulo 9), soit 2" =2" (modulo 9).

b. Soit n e N.

r est le reste de la division euclidienne de 7 par 6 si, et seulement si, 7 € N,
0<r<6et n=r (modulo 6) (cf. propriété 2 du cours).

De méme 7€ N est le reste de la division euclidienne de 2" par 9 si, et seulement
si, 0 <7’ <9 et 2"=7" (modulo 9).

On déduit alors de la question précédente et de la question 1. que dans la division
euclidienne de 2" par 9 :

e Si n=0 (modulo 6), 2" =1 (modulo 9) : le reste est donc 1.

e Si n=1 (modulo 6), 2" =2 (modulo 9) : le reste est donc 2.
e Si n=2 (modulo 6), 2"
e Si n=3 (modulo 6), 2"
e Si n=4 (modulo 6), 2"
e Si n=5 (modulo 6), 2" =—-4 =5 (modulo 9) : le reste est donc 5.

4 (modulo 9) : le reste est donc 4.

8 (modulo 9) : le reste est donc 8.

—2 =7 (modulo 9) : le reste est donc 7.

1. V37 = 6,1 a 107! pres et 2, 3 et 5 ne divisent pas 37.

37 est donc premier.
De méme, on montre que 67 et 167 sont premiers.
2. 2 004(4 et 167 est premier
501|3
167
(car V167 =12,9a 10 ' pres et 2, 3, 5, 7, 11 ne divisent pas 167).
Donc2 004 =2>x3x167.

De méme, on montre que :
4200=23x3%x5*x7, 13 325 =52x13x41, 212 625 =3°Xx53x7.
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1. On applique I’algorithme d’Euclide :

187 =1x133+54
133=2x%x54+25
54=2x25+4
25=6%x4+1

4=4x1+0.
Le dernier reste non nul étant 1, on en déduit que PGCD (187 ; 133) =1.

2. PGCD (187 ; 133) =1, donc d’apres le théoreme de Bézout (1), il existe

(u; v)eZ*tel que 187u+133v=1.
On remonte 1’algorithme d’Euclide pour trouver une valeur possible du couple

(u;5v):

25-6x4=1

25-6x(54-2x25)=1

13x25-6x54=1

13x(133—-2%x54)—6x54=1

13%x133-32x54=1

13%x133-32x(187-133)=1

45%x133-32x187=1.

Doncv =45, u =-32 conviennent.

3.Sionpose m=—-4x-32=128 et n=—4x%(45)=—180, alors :
187m+133n=(—4)(187u+133v) = -4 x1=—4.

Donc m =128 et n=—-180 conviennent.

1. S’il existe (u; v)€ZXZ tel que au+bv=d, alors PGCD (a ; b)

divise d d’apres le théoréme 2 du cours IV.

Or d divise a et b, donc d divise PGCD (a ; b).

On en déduit que d = PGCD (a ; b).

2.a. 81 a=1124 et b=268, 2 divise a et b qui sont pairs, donc 2 divise

PGCD (a ; b). Or, 2 ne divise pas 3, donc le PGCD (a ; b)ne divise pas ¢ =3.

D’apres le théoréme 4b. du cours, ’équation n’a donc pas de solution.

b.Si a=14, b=21 alors PGCD (a ; b)=7=c.

Donc d’apres le théoréme 1 du cours IV, 1’équation diophantienne ax +by = ¢

admet des solutions. En divisant par7 # 0,

I’équation 14x+21y =7 équivaut a2x+3y =1 (1).

Or, 2x2+3%(-1)=1, donc (2 ;—1)est une solution particuliere de (1).

Alors pour tout (x ; y) € ZXZ tel que 2x+3y =1,

2x2+3x(=1)=1implique 2(x —2)+3(y+1)=0,

d’ou 3(y+1)=—-2(x—-2),donc 3 divise 2(x—2).
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Or, 3 est premier a 2, donc 3 divise (x —2)d’apres le théoréme de Gauss.
Ainsi, il existe k € Z tel que x = 3k + 2.

Alors 3(y+1)=-23k+2-2)=3(-2k),d’ou y =2k -1

Veérification : pour tout k € Z ,2X(3k+2)+3x(2k-1)=1.

L’ensemble des solutions de 14x +21y =7 est donc :
{Bk+2;-2k-1),keZ}.

c.Sia=147et b=119.

Grace a I’algorithme d’Euclide, on obtient PGCD (147 ; 119) =7.

Or 7 ne divise pas ¢ = 15, donc I’équation n’a pas de solution.

l.a. (6n+10)—3%x(2n+3)=1,donc u=1 et v=-3,donc (u ; v) e ZXZ,
u et v conviennent.

b. Pour toutneZ, 6n+10 et 2n+3 sont des entiers naturels, et il existe
(u; v)eZ*tel que (6n+10)u+(2n+3)v=1.

D’apres le théoreme de Bézout (2), on en déduit que 6n+10 et 2n+ 3 sont pre-
miers entre eux.

2. Pourtout ne”Z, Bn+4)eZet (5n+7)eZ’,

. 7
car Sx+7 =0 est équivalent a xz—get —geZ.

De plus, pour tout n€ Z,3X(5n+7)—5x(3n+4)=1.
Ainsi, il existe u =3, et v=-5tels que (5n+7)u+Bn+4)v=1
D’aprés le théoreme de Bézout, on en déduit que, pour tout neZ, Sn+7 et

3n+4 sont premiers entre eux, avec Sn+7 # 0.
3n+4

Sn+7

a, beN,donc a+4, b+5eN".
(a+4)(b+5)=2 004, donc a+4et b+ 5 sont diviseurs de 2 004.
2 0044

On détermine donc les diviseurs de 2 004 : 5013
167

Donc, pour tout n € Z, la fraction est irréductible.

et 167 est premier (car \/ﬁ ~12,9 a10'préset2,3, 5,7, 11 ne divisent pas 167).
Les diviseurs positifs de 2 004 sont donc : 1, 2, 3, 4, 6, 12, 167, 334, 501, 668,

1 002, 2 004.

Comme a et b sont des entiers naturels, alors a+4 > 4 et b+5 > 5. Ainsi :

(a+4)(b+5)=2 004 équivaut a :

a+4=4 a+4=6 a+4=12 a+4=167 [a+4=334
ou ou ou ou
b+5=501 b+5=334 b+5=167 b+5=12 b+5=6.
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Les couples (a ; b) tels que (a+4)(b+5)=2 004 sont :
(0; 496),(2 ; 329),(8 ; 162),(163 ;7), (330 ;1).

1.Sin=1,N=3et D=1 donc % et le reste euclidien est 0.

Sin=2,N=11etD=3. Commell=3x3+2, le reste est 2.
Sin=4,N=45¢et D="7. Comme 45 =7x6+3, le reste est 3.
Sin=5 N=7letD=9. Comme71=9Xx7+8, le reste est 8.
Sin=7,N=141et D=13. Comme141=13x10+11, le reste est 11.

2. L’algorithme peut étre par exemple :

1 VARIABLES

2 r EST_DU_TYPE NOMBRE
3 n EST_DU_TYPE NOMBRE
4. i EST_DU_TYPE NOMBRE
5. DEBUT_ALGORITHME

6 LIRE n

7 POUR i ALLANT DE1An
8. DEBUT_POUR

9. r PREND_LA_VALEUR (3*i*i-i+1)%(2*i-1)
10. TRACER_POINT (i,r)
11. FIN_POUR

12. FIN_ALGORITHME

‘ n est fixé par l'utilisateur en début de programme et on aura pris soin de cocher
“utiliser un repére” avec pour échelle : Xmin =0, Xmax = n (donc variable en fonction
de la valeur choisie pour n] et Ymin = 0, Ymax = 2n, ce qui semble suffire vu les
valeurs obtenues pour rau 1.

Voici le graphique obtenu pour n =30 :

Xmin:0 ; Xmax:30 ; Ymin:0 ; Ymax:60 ; GradX:2 ; GradY:5
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3. On constate qu’il y a deux séries de points alignés :

. . . . . 1
Si n est pair, il semble que ce sont des points de la droite d’équation y = Ex +1.
Si n est impair, a partir de n =5, les points semblent étre sur la droite d’équation

3 + 1
=—x+—.
Y=Y
On peut vérifier que ces formules marchent pour les restes trouvés au 1.

4. Si n est pair, essayons de diviser N =3n*—n+1 par D=2n-1.

1 1 .
(2n—1)><§n=3n2—§n=3n2—n7—n+1—1=N— —n+1],soit:
2 2 2 2
N=D><§n+(ln+1).
2 2
, .3 3 n .
n étant pair, Ene N, donc on peut poser q=5n et 5+1 € N ¢également. De
plus, §+1<D car (2n—1)—(§+1)=%n—2>0sin> 2. Donc, si n est pair,

N =Dg+r avec r= L 1, qui est le reste de la division euclidienne de /V par

q . .. h q
D. Par contre, si n est impair, E+ 1 n’est pas un nombre entier, donc ce n’est

pas le reste de la division euclidienne.

. . . . 3n+1
5. Si n est impair, 37 est impair, donc 37n+1 est pair, donc eN.

3n+1 3n+l n

=——§>O sin>3.
2 2 2

De plus, <D car (2n-1)-

r peut donc étre le reste cherché.
3n+1 5 1 3 1

Deplus, N —r=3n>—n+1- =3n*——n+—=3n*-——n—-n+—
2 2 2 2 2

=(2n—1)xén—n+l=DX§n—2n_l=D>< En —l =D><3n_1-
2 2 2 2 2 2 2

3n_leN:

Or, n > 5,donc 3n—1> 0 et 3n est impair, donc 3n —1 est pair, d’ou
c’est bien le quotient. 41
Ainsi, le reste de la division de N par D est bien

si n est impair et n > 5.

Soit x un entier naturel fixé. On commence par remarquer que x> € N.

On va montrer par récurrence sur ’entier n € N* que, pour tout n € N*, I’hypothése
H, «(x+1)" —nx —1est divisible par x* » est vraie.

e Aupremierrang n=1: (x+1)! —=1xXx—-1=0=0Xxx?,

donc H, est vraie.

e On suppose qu’il existe un rang ne N*tel que H, soit vraie, c’est-a-dire
(x+1)" —nx —1est divisible par x*
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Il existe donc m € Z tel que (x+1)" —nx —1=mx?.
Ainsi (x+1)" = mx?> +nx+1.

Or (x+1)"' =(x+1)x(x+1)" =(x+1)x(mx>+nx+1) d’apres H,

=mx*+(n+m)x*+(n+Dx+1.
On en déduit :
(x+D)"' —(n+Dx—1=mx® +(n+m)x* = (mx+n+m)x>.
Sion pose r =mx+n+m, alors reZ,
et(x+ )" —(n+Dx—1=rx?.
Donc (x+1)""! —(n+1)x —1est divisible par x*et H,, est vraie.
e D’apres le principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que, pour
tout n e N*, H, est vraie, soit (x+1)" —nx —1 est divisible par x>
1. On rappelle que, pour tout x € Z , r est le reste de la division euclidienne
de x par 7 si, et seulement si, re{O; 1;2:;3;4:5; 6}et x =r (modulo 7).
‘ Voir le savoir-faire 4.

Commengons par regarder les restes modulo 7 des premieres puissances de 3 :

Puissance de 3 30 3! 32 33 34 33 36

Reste modulo 7 1 3 2 6 4 5 1

Ainsi, pour toutk € N, 3% = (3°)* =1 (modulo 7).

Soit alors 7 € N . On effectue la division euclidienne de » par 6 :

il existe (g ; r) e N?, tel quen=6g+ravec0<r<6.

Alors re{O K 5} et comme 3" =364t = (36)7 x 3" :
3" =37 (modulo 7).

Ainsi, dans la division euclidienne de 3" par 7 :

e Sin=6q, 3" =1 (modulo 7) : le reste est 1.

e Si n=6g+1, 3" =3 (modulo 7) : le reste est 3.

e Si n=6g+2, 3" =2 (modulo 7) : le reste est 2.

e Si n=6g+3, 3" =6 (modulo 7) : le reste est 6.

e Si n=6g+4, 3" =4 (modulo 7) : le reste est 4.

e Si n=6g+5, 3" =5 (modulo 7) : le reste est 5.

2. 1515=7%216+3,donc 1 515=3 (modulo 7).

Ainsi, pour tout ne N, 1 515" =3" (modulo 7).
Pour n =2 000, on effectue la division euclidienne de 2 000 par 6 :

2 000=6x333+2.
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D’apres 1., 329 =2 (modulo 7), donc 1 5152 %° =2 (modulo 7).
Le reste de la division euclidienne de 1 515> par 7 est donc 2.

3. On commence par démontrer que dans notre systeme décimal, tout nombre
entier naturel est congru modulo 10 au chiffre de ses unités.

Pour neN,ilexiste peN, a,,q,..,a, E{O 215250 9} , tels que
n=a,x10” +a,  x107" +...+a, x10* + @, x10 + q, , a,étant le chiffre des
unités de n.

Or 10=0 (modulo 10), donc pour tout k£ € N*, 10¥ =0 (modulo 10).

On en déduit n = a, (modulo 10).

Alors 227 =7 (modulo 10), donc 227%*! = 75! (modulo 10).

Comme 7> =49 et 49 = -1 (modulo 10), 7* =1 (modulo 10).

On écrit alors 541=4x135+1, dont on déduit 7°*' = (74)"* x7 .

Alors 75! =135 x 7 (modulo 10), donc 7°*! =7 (modulo 10).

On en déduit que le chiffre des unités de 2275 est 7.

Soit trois entiers consécutifs n, n + 1, n + 2.

On effectue la division euclidienne de n par 3 : il existeg € Z ,r € Z tels

que n=3g+ravec 0<r<3,doncr=0our=1our=2.

e Sir=0, n=23qget3 divise n donc 3 divise n(n+1)(n+2).

eSir=1, n+2=3¢g+3=3(q+1), donc 3 divise (n+2), donc 3 divise
n(n+1)(n+2).

e Sir=2, n+1=3(qg+1), donc 3 divise (n+1),donc 3 divise n(n+1)(n+2).
Le produit de trois entiers consécutifs est donc divisible par 3.

1. Dressons un tableau des restes modulo 12 :

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11
X 0 1 4 9 4 1 0 1 4 9 4 1

D’apres ce tableau, la proposition a. est fausse, car il y a d’autres solutions.

Les solutions sont x =0 (modulo 12) oux =6 (modulo 12), ce qu’on peut aussi
écrire x =12koux=6+12k, keZ, ou encore x =6k, keZ, ce qui repré-
sente une infinité d’entiers solution.

Les propositions b. et c. sont donc vraies.

De plus, tous ces entiers sont pairs, donc la proposition d. est vraie également.
(La réciproque de la proposition d. est fausse, par contre).

2. La proposition a. est fausse car — 1 est solution de cette équation et — 1 est
impair.

Le b. par conséquent également.

Et comme — 1 est solution de I’équation, 1’affirmation ec. est fausse, car il y a

des solutions x non congrues a 2 (modulo 6).

La seule bonne réponse est la d. (puisqu’il y en a au moins une).

(Autre méthode : résoudre I’équation par un tableau des restes).
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3. Prenons comme contre-exemple n =3 et p = 2.

Alors on a bien np =6 (modulo 10) et p =2 (modulo 5).

Cet exemple contredit la proposition a. car 6 =1 (modulo 5). Donc on élimine
cette proposition.

Si on prend n = 8 et p = 2. Les conditions sont vérifiées également, et cet
exemple contredit la proposition b. car 8 =8 (modulo 10). Cet exemple contredit
également la proposition d. car n=3 (modulo 2) équivaut a » impair, ce qui n’est
pas le cas avec 8. La seule proposition valable est donc la c.

Autre méthode possible

Remarquer que si p = 2 (modulo 5), alors p = 2 (modulo 10) ou p = 7 (modulo 10),
puis distinguer ces deux cas en dressant a chaque fois le tableau des restes modulo
10 correspondants.

4. On peut déja éliminer le b. : p est le produit de 2 007 entiers (premiers) différents
de 1 (tous égaux a 1 789), donc p n’est pas premier.

1789 =17x105+4,donc n=4 (modulo 17).

Testons les premicres puissances de 4 :

4! =4 (modulo 17) ; 42 =16 (modulo 17) ; 4*> =13 (modulo 17) ;

4% =1 (modulo 17).

Or2 007=4x501+3, donc :

1 7892 007 = 42007 = (44)01 x 43 =" x13 =13 =—4 (modulo 17).

La seule bonne réponse est donc la c.

1. a. Tout entier naturel étant congru modulo 5 a un unique entier de
I’ensemble {0 ;1;2:3; 4} , on dresse le tableau des carrés modulo 5 :

y (modulo 5) 0 1 2 3 4
»* (modulo 5) 0 1 4 4 1

o Siy=>5k, keZ,le reste est 0.
o Siy=5+1,0u y=5k+4, keZ,leresteest 1.
e Siy=5k+2,0u y=5k+3, keZ, le reste est 4.

b. On dresse de méme le tableau des puissances quatriémes modulo 5, en se
servant du tableau précédent et du fait que x* = (x?)?*:

X (modulo 5) 0 1 2 3 4
x* (modulo 5) 0 1 1 1 1

o Six=5k, keZ,lereste est 0.

o Si x=5k+1,0u x=5k+2,0oux=5+3,x=5k+4 ,keZ,lereste est 1.
c. x*+y? =2 003, donne (modulo 5) x*+ y* =3 (modulo 5).

Cependant, d’aprés les deux tableaux précédents, les valeurs possibles pour

x*+y? (modulo 5) sont 0, 1,2 ou 4.
On déduit que ’équation x*+ y> =2 003 n’a pas de solution entiére.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



[ b

2. Comme préconisé, on va travailler modulo 7.
Soit (x ; y) € ZxZ tel que x> +7y> =10 727.

10 727 =3 (modulo 7) et 7=0 (modulo 7), donc x> =3 (modulo 7).
On dresse alors le tableau des carrés modulo 7 :

x (modulo 7) 0 1 2 3 4 5 6
x? (modulo 7) 0 1 4 2 2 4 1
Tout entier étant congru modulo 7 a I’'un des entiers de {0 N IR 6}, il n’existe

pas d’entier x vérifiant x> = 3 (modulo 7), donc ’équation x>+7y* =10 727
n’admet pas de solution entiére.

1. 22 =8=1 (modulo 7) et pour toutn € N, 2°* = (2°)"

Donc, pour tout 7€ N, 2* =1" =1 (modulo 7).

Or 231 =2x 23" donc 2**' =2 (modulo 7).

De méme, 232 =23+ %2 donc2°"*? =4 (modulo 7).

Pour tout n e N, 23" —1, 2371 —2 et 23"+ — 4 sont multiples de 7.

2. Soitk € N. D’apres le théoreme de la division euclidienne, il existe un
(unique) couple (¢ ; ) e N? avec0 < r< 3, tel quek =3g+r.
D’apres le résultat précédent :
e pour r=0, 23 =1 (modulo 7),
e pour r =1, 23%*' =2 (modulo 7),
e pour r =2, 2372 =4 (modulo 7).
3.a.Sip=3n, 4, =23 +26" 429 =23 4232 4 23Cn),
Ainsi 4;, =1+1+1=3 (modulo 7) d’apres 2.
Comme 0 < 3 <7, on peut conclure que le reste de la division euclidienne de
A,, par 7 est 3.
b.Sip=3n+2, 4,,., =232 42262 4 23Cn+2)
= Q3n+2 | D3(2n+)+l 4 93(3n+2)
Donc d’apres 2., 4;,,, =4+2+1=0 (modulo 7), d’ou 7 divise 4,,,,, .
c.Sip=3n+l, 4, , =23 226D 4 3CGn+D

n+l
= 23n+1 +23(2n)+2 +23(3n+1).
Donc d’apres 2., 4;,,, =2+4+1=0 (modulo 7), et 7 divise A,,,,.

4.a. 4, =2,+2,+2,=3,

A =2'+22+2% =14,

A, =22 +24+2° =84,

A, =23 +2642°=584=aqa.Donc a=A,.
A, =24 +28+22 =4 538=b.Donch = A4,

b. a=4,, donc a est de la forme 4, avec p=3x1. D’apres 3.a. le reste de la
division euclidienne de a par 7 est 3 donc a n’est pas divisible par 7.
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b= A,, donc b est de la forme 4, avec p =3x1+1. D’apres 3.c., 4, est divisible
par 7 donc b est divisible par 7.

1. On commence par justifier le fait que tout nombre entier naturel est
congru modulo 9 a la somme de ses chiffres (dans le systéme décimal).
Soitn € N . n peut s’écrire de maniére unique :

n=a,x10” +a, X107 +..+ a, X100+ a, x10+a, ,avec pe N,

ay,a,...a, €{0;1;...;9}.

Or,10=1 (modulo 9),

donc, pour tout £ € N, 10¥ =1 (modulo 9).

Ainsin=a,+a,  +...+a, (modulo 9).

Appliquant ceci a I’entier @, on obtienta =91 (modulo 9).

Or, 91=9%10+1, donc 91=10=1 (modulo 9).

On en déduit @ =1 (modulo 9).

Par le méme procédé, on trouve b =1 (modulo 9), ¢ =8 (modulo 9), et r=4
(modulo 9).

Or, si la division euclidienne est exacte, on doit avoir par définitiona = bg+r,
donc on doit avoir a = bg+r (modulo 9).

Comme le résultat obtenu par Denis donne bg +r =3 (modulo 9), alors que a =1
(modulo 9), on en déduit que ce résultat est faux.

2. La division euclidienne de a =20 par b =8 ne donne pas g =1 etr =3 (car
8x1+3=11), mais on a bien 8x1+3 =2 (modulo 9), eta=2 (modulo 9).
Cet exemple prouve que cette “preuve par 9” ne détecte pas toutes les erreurs.

1. Si ’on veut éviter de se lancer dans la liste exhaustive des diviseurs de
5400 (c’est long et on s’exposerait a des oublis), on décompose 5 400 en produit
de facteurs premiers :

5400=6x9x100=2x3%x32x4x25=23%x3%x5%
On remarque ensuite que tous les diviseurs de 5 400 sont de la forme :
2¢x3x57, ou0< <3, 0<B<3 et 0<y<2.

Il s’agit de dénombrer ensuite toutes les combinaisons possibles de ces facteurs
premiers pour former des diviseurs de 5 400. On a 4 possibilités pour o (de 0 a 3),
4 possibilités pour B et 3 poury, ce qui donne en tout 4 X4 x 3 = 48 diviseurs.
Donc la proposition est vraie.

2. n étant un entier naturel, 6n* +6n+1 et 6n+4 sont bien strictement posi-
tifs, donc le PGCD est bien défini. Utilisons 1’algorithme d’Euclide pour le
déterminer :

6n* +6n+1=nx(6n+4)+2n+1,avec 0<2n+1<6n+4, donc :
PGCD (6n* +6n+1; 6n+4)=PGCD (6n+4 ; 2n+1).
Si n=0,alors 2n+1=1, d’ou on conclut PGCD (6n+4 ; 2n+1)=1.
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Sinon, on poursuit : 6n+4=3Xx(2n+1)+1,avec 0<1<2n+1,
donc PGCD (6n +6n+1; 6n+4)=PGCD (2n+1; 1)=1.
La proposition est donc vraie.

3. Vérifions d’abord que 7 est un diviseur commun a 3n+4 et 4n+3 :

n =1 (modulo 7), donc3n+4=3x1+4=7=0 (modulo 7) ; donc 7 est un divi-
seurde 3n+4;

de méme 4n+3=4x1+3=0 (modulo 7), donc 7|4n+3.

On en déduit que 7 divise le PGCD de 3n+4 et 4n+3.

De plus, quel que soit ’entier n,4(3n+4)—3(4n+3)=12n+16-12n-9="1.
D’apres le théoréme de Bézout (2), PGCD (3n+4 ; 4n+3) divise 7.

D’ou PGCD (3n+4 ; 4n+3)=7 si n=1 (modulo 7). La proposition est vraie.

4. Pour prouver que cette proposition est fausse, il suffit de trouver un contre-
exemple. Si a=2 et b=3, alors PGCD (a ; b) =1, donc il existe, d’apres le
théoreme de Bézout, deux entiers u et v tels que au+bv=1. Par exemple,
2x(=D+3x1=1.

En posant ©” =2u et v'=2v, alors au’+bv’ =2au+2by =2 X1 =2, mais
PGCD (a ; b) =1. La proposition est bien fausse.

SoitneN.

1. 2(n+1)(n+3)2n+1) = 2[2n3 +6n? +2n® +n? +3n+6n+n+3]
2(n+1)(n+3)(2n+1) =4n* +18n* +20n+6.

2. Pourx € R, on considere le polyndme du second degré :
6x2 +24x+18=6(x>+4x+3).

o, . 3 .
x = —1 est une racine évidente de ce polynome, et x = = = -3 est la deuxieéme

racine (le produit des racines vaut 3).
Ainsi, 6(x? +4x+3)=6(x+1)(x+3) et:
6(n* +4n+3)=6(n+1)(n+3).

‘ On peut aussi utiliser le discriminant d'un trindme du second degré.

3. 4n® +18n> +20n+ 6 € N*et6n* + 2n+18 € N*, donc leur PGCD existe et :
PGCD (4n° +18n* +20n+6 ; 6n> +2n+18)
=PGCD 2(n+1)(n+3)(2n+1) ; 6(n+1)(n+3))
=2(n+1)(n+3) PGCD (2n+1; 3).
e Sin=0 (modulo 3), 2n+1=1 (modulo 3)
et PGCD(2n+1; 3)=1.

e Si n=1 (modulo 3), 2n+1=0 (modulo 3)
et PGCD(2n+1; 3)=3.
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e Sin=2 (modulo 3), 2n+1=2 (modulo 3)

et PGCD(2n+1; 3)=1.

Donc, si =1 (modulo 3),

PGCD (4n®+18n*+20n+6 ; 6(n+1)(n+3))=6(n+1)(n+3),

sinon, PGCD (4n®+18n* +20n+6 ; 6(n+1)(n+3))=2(n+1)(n+3).

1. c. Les valeurs possibles de PGCD (a, b) semblent étre 1 et 7.
d. I semble que PGCD (a,b)="7 lorsque n=7k+5,keN.

2. a. Soit d un diviseur positif commun a a et b.

d|4n+l & ilexiste keN tel que 4n+1=dk.

d|5n+3 & ilexiste k' eN tel que Sn+3=dk’.

‘ Pour obtenir une propriété sur d, on cherche a éliminer n de ces expressions ;
pour cela, on procede comme dans un systéme a plusieurs inconnues, par combi-
naison linéaire.

dn+1=dk < 5(4n+1)=5dk,

Sn+3=dk’ © 4(5n+3) = 4dk’, puis, par soustraction membre a membre :
S5dk—4dk’ =5(4n+1)—4(5n+3)=5-12=-T < d(5k—4k") = -7

Ainsi, d est un diviseur de =7, donc d =1 ou d =7.

PGCD étant le plus grand des diviseurs, on retrouve la conjecture.

b.e Sin=7k, keN ; a=4xTk+1=28k+1.

7|28k mais 7 ne divise pas 1, donc 7 n’est pas un diviseur de a, donc 7 ne peut
étre le PGCD de a et b : on conclut que PGCD (a ; b)=1 si n="Tk.

o Sin=7k+1, keN;a=4x(7Tk+1)+1=28k+5.

7|28 k, mais 7 ne divise pas 5, donc 7 n’est pas un diviseur de a. On conclut que
PGCD (a; b) = lsi n=Tk+1.

e Si n=7k+2, keN; a=4x(Tk+2)+1=28k+9. De la méme facon, on
conclut que PGCD (a ; b) =1 sin=Tk+2.

e Sin=7k+3, keN et a=4x(Tk+3)+1=28k+13,

PGCD (a;b)=1 si n=Tk+3.

o Sin=7k+4, keN, a=4x(Tk+4)+1=28k+17 et PGCD (a;b)=1 si
n="Tk+4.

e Si n=7k+5, keN, a=4x(Tk+5)+1=28k+21, et 7 est un diviseur de
28k et de 21, donc 7 | a .

De plus, b=5%(7k+5)+3=35k+28. Donc 7 est un diviseur de 35k et de 28,
donc 7|b.

Comme PGCD =1 ou 7, alors le PGCD de aetbest 7sin=Tk+5, ke N.

e Sin=7k+6,keN,a=4x(7Tk+6)+1=28k+25,donc PGCD (a ; b)=1
sin=Tk+6.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



_ 1 JEC =R

Ainsi, PGCD (a ; b)=7 siet seulementsi n=7k+5, keN.
Autre méthode : On peut présenter les différents cas dans un tableau des restes
modulo 7 :

n (modulo 7) 0 1 2 3 4 5 6

4n+1 (modulo 7) 1 5 2 6 3 0 4

5n+3 (modulo 7) 3 1 6 4 2 0 5

On constate que le reste est égal a 0, ¢’est-a-dire 7 divise 4n+1 et Sn+3, ou 7
est le PGCD cherché, lorsque n =5 (modulo 7), donc pour n=7k+5, keZ.

b=216
Soit (a ; b) e N* xN* tels que {a

PGCD (a; b)=6"
Dans un premier temps, pour simplifier nos calculs, nous supposerons a < b.
PGCD (a ; b) =6, donc 6 divise a et b et on peut poser :
a=6a"et b=6b" avec (a’ ; b)) e N*xN*, eta’< b’
On a alors :
PGCD (a ; b))=PGCD (6xa’ ; 6xb")=6xPGCD (a’ ; b')=6,
donc PGCD (a’ ; b")=1.
216

De plus, ab = 6a’x6b"=36a’b’, d’ou a’b’ = = =6.

On cherche done (a” ; ") e N*, a’< b tels que {a'b' =6
PGCD (¢’ ; b')=1.

Or 6 =2x3, avec 2 et 3 des nombres premiers,
donc a’b’ =6 implique a’=1, b’=60u a’ =2, b’ =3.
Ainsi, a=6,b=6x6=36 ,0ua=12, h=18.
Veérification :
e Sia=6, b=36: ab=6x36=216¢t:
PGCD (a ; b)=PGCD (6 ;36) = 6 car 6 divise 36.
Donc a =6, b =36 conviennent.
o Sia=12, b=18 : ab=12x18=216 et:
PGCD (a ; b))=PGCD (6x2;6%x3)=6car PGCD (2;3)=1.
Donca =12, b =18 conviennent.
Par symétrie, si on suppose désormais @ > b, on trouve :

a=36, b=6,0u a=18, b=12.
L’ensemble des couples d’entiers (a ; b) € N* xN* tels que :
{ab =216

est donc {(6 3 36), (12 ; 18), (18 ; 12), (36 ; 6)}.
PGCD (a : b)=6 {c ) ( ) ( )s ( )}

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

=

Arithmétique

469



470

1. a. Soit d un diviseur positif de 2¢ x 5. Il existe k € N tel que

215" =dxk.

Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, on doit retrouver les facteurs
premiers 2 et 5 (et uniquement eux) dans la décomposition de d et de k, ¢’est-a-dire
d=21x5 ou 0<q' <q et 0 <.

[l'y adonc g + 1 possibilités pour ¢’ et + 1 possibilités pour r, et donc (g +1)(r +1)
possibilités pour d. Le nombre de diviseurs de 2¢ x 5" est(q+1)(r+1).

b. 1250...0 =125x10" avec n le nombre de zéros de 1250...0.

Donc1250...0 = 53 x 5" x2" = 5"3 x 2" il a (n+4)x(n+1) diviseurs.
(n+4)(n+1)=130 © n* +5n—-126=0.

Il y a deux racines, dont une seule est positive, n = 9.
Le nombre cherché est donc 125 000 000 000.

2. Si p est un nombre premier divisant d, alors p divise aussi n, donc les nombres
premiers apparaissant dans la décomposition en facteurs premiers de d apparaissent
aussi dans celle de n.

Donc d=pP xp,p x..xpPou B, B,, ...; B, sont des entiers naturels
éventuellement nuls et tels que B, < o; pour tout 1<i<r (car pP divise d et
donc n).

3. I s’agit de dénombrer toutes les combinaisons possibles de facteurs premiers.
On sait qu’un diviseur s’écrit d = p® X p,P» X .. X p# etona (o, +1) possibi-
lités pour B, : de 0 a o ; (0(2 + l) possibilités pour,, de 0 a o, ;..., (o, +1)
possibilités pour,, de 0 ac, ; ce qui fait en tout (o, +1)(ot, +1)...(ct, +1)
diviseurs positifs.

1. a. Si a =1, alors c’est évident.

Si a#1 (b>1 par hypothese, sinon p ne peut divisera X b ), p*divise ax b

et p est premier, donc par unicité de la décomposition en facteurs premiers, p*
apparait dans la décomposition en facteurs premiers de a X b ; mais, puisque a
n’est pas divisible par p, alors p n’apparait pas dans la décomposition en facteurs
premiers de a, donc p“ apparait uniquement dans la décomposition en facteurs
premiers de b ; finalement p* divise b.

b. Supposons que Un soit rationnel. 11 existe alors (a; b)e NxN* tel que
PGCD (a ; b)zletzf:%, donc nxb? =al.
e Sia =1, alors, comme 7 et bg sont des entiers naturels, n=>b=1.

e Si a#1,etsionnote p*p,*..p% ladécomposition en facteurs premiers de
a (py, ..., p, étant des nombres premiers deux a deux distincts et o,...,0, des

entiers naturels non nuls), alors p,7 p,7* ...p 2% est celle de a? (par unicité de la
décomposition en facteurs premiers).
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Or PGCD (a ; b) =1, donc, pour touti € {1, 2, ., r}, Pine divise pas b, donc
P divise n, donc a? divise n ; ainsi, b=1et n=ad.

Réciproquement, si # est la puissance g-ieme d’un entier, il est évident que Un est
un entier.

Donc 4/n est rationnel si, et seulement si,  est la puissance g-iéme d’un entier.

2. Méthode 1

A Paide de la décomposition en facteurs premiers d’entiers, la démonstration,
étant identique a celle de la question 1. en raisonnant sur les facteurs premiers de
¢, est laissée au lecteur.

Meéthode 2

Puisque PGCD (c ; @) =1 alors bxPGCD (¢ ; a)=b

c¢’est-a-dire PGCD (b X c ; bxa)=b.

Or ¢ divise bxc et bxa, donc ¢ divise PGCD (bXxc ; bxa)=b.
Donc, si ¢ divise axb et si PGCD (c ; a) =1, alors c divise b.

1. a.

S5 2 3 4 5 6 7 & 9 16
11 12 13 4 15 16 17 18 19 26
2t 22 23 24 25 26 27 28 29 36
31 32 33 34 35 36 37 38 39 46
41 42 43 44 45 46 47 48 49 56
5t 52 58 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 T4 75 76 7T 78 79 86
8t 82 83 84 85 86 87 88 89 89
9t 92 93 94 95 96 97 98 99 | 166

b. Un entier supérieur ou égal a 2 est premier s’il n’est divisible par aucun
nombre premier strictement plus petit que lui. 3 n’est pas barré, car il n’est pas
divisible par 2, le seul nombre premier strictement plus petit que lui.

Donc 3 est premier.

c. g est le premier entier non barré supérieur a p : il n’est pas un multiple de 2,

3, ..., p qui sont les seuls nombres premiers inférieurs a ¢, donc ¢ est premier.
Les multiples de ¢ qui ont été déja barrés sont 2¢, 3¢, ..., pq (car ce sont des
multiplesde 2, ...,p)et(p+1)gq, (p+2)q,....(q—1)q (car p+1,p+2, ..., (¢—1)
ont été barrés car ils étaient des multiples de 2, ..., p).

Donc le premier multiple de ¢ qui n’est pas encore barré est ¢*: le processus
s’arréte donc quand ¢* >100.
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d. D’apres la question précédente, le processus s’arréte lorsque g = 11 et tous les
entiers non barrés sont premiers. Les nombres premiers compris entre 2 et 100
sont donc 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97.

2. Le processus s’arréte lorsque ¢ = 23. Les nombres premiers compris entre 2
et 400 sont 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163,
167,173,179, 181,191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257,
263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353,
359, 367, 373, 379, 383, 389, 397.

1. Si a=1, I'égalité est évidente. Si a # 1, la suite (a*),., étant géomé-
an
,d’ou :
—da

trique de raison a, 1+a+a>+...+a""' =

a"—1=(a-1)(a" ' +...+a+1).

2.50it aeN, a>2etneN,n>2.0naa—1>1.0r:
a"—l=(a=)(a""'+..+a>+a+]) et l+a+a*+..+a""' >1.
Donc si a” —1 est premier, a—1=1, donc a = 2.
Si n n’est pas premier, n = pq, avec p e N*, ge N* et :
20 —1=(2¢)1 =1= (27 =D[(27)"" +..+27 +1].

Puisque p>1 et g>1,alors 27 —1>1 et (27)7'+...+27+1>1; donc 2" —1
n’est pas premier.

Donc, si a” —1 est premier, alors a =2 et n est premier.

3.M,=3, M;=7, M, =31, M, =127,sontpremiers, M, =2 047 =23 x 89
est composé.

‘ ® Les nombres de Mersenne participent a la recherche des nombres premiers :
le plus grand nombre premier connu (en 2006) est My, <, 4, [plus de 10 millions
de chiffres] ;

e On retrouve les nombres de Mersenne dans les nombres parfaits pairs.

1. Par exemple, si n=252 alors 252 =36x7 et 252 =21x12, donc 252
est divisible par 36 et 21, mais pas par 756. (C’est un contre-exemple au théoreme
de Gauss si a et b ne sont pas premiers entre eux).

Donc Paffirmation est fausse.

2. 35x1+17x(-2)=1, donc 35x3+17x(—-6)=3.
D’ou 35x+17y =35%3+17x(—6), ce qui équivaut a 35(x—3)=17(—y—6).
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Donc 17 divise 35(x—3). Or, 17 et 35 sont premiers entre eux, donc d’apres le
théoréme de Gauss, 17 divise x—3, donc il existe k € Z tel que x=17k+3 ;
d’ou on déduit 35(17k+3)+17y =3, ce qui nous donne y =-35k—6.
Réciproquement, on vérifie que les couples de la forme (17k+3 ;—-35k—-06),
k € Z sont solutions de I’équation.

Les solutions de 1’équation sont les couples (17k+3 ;—35k—6), ke Z.

Parmi toutes ces solutions, il en existe ou x et y ne sont pas des multiples de 3.
Par exemple, pour k=1, x=20ety=—-41 ne sont pas multiples de 3 et

35%20+ 17x(—41)=3.
Donc Paffirmation est fausse.
3. p est un nombre premier divisant ab. Si p divise a, alors I’affirmation est

vraie, sinon p et a sont premiers entre eux. Alors d’apres le théoreme de
Gauss, comme p divise ab, p doit diviser b.

Donc Paffirmation est toujours vraie.

4. D’apres le théoréme de Bézout, ces entiers m et n existent si, et seulement si, m
et n sont premiers entre eux. Or :

312=143%x2+26

146 =26 x5x%13

26 =2x13,

donc PGCD (312 ; 143) =13, donc 312 et 143 ne sont pas premiers entre eux.

Donc Paffirmation est fausse.
5. x =y (modulo 6) équivaut a : il existe k € Z tel que x—y =6k ;

x = y (modulo 5) équivaut a : il existe k" € Z tel que x — y = 5k”, d’ou 6k = 5k’.
Or, d’apres le théoreme de Gauss, comme 5 divise 6k, et 5 et 6 sont premiers entre
eux, on en déduit que 5 divise k, donc il existe k” tel que k=5k"”. D’ou
x—y =30k", ce qui implique x =y (modulo 30).
Réciproquement, si x = y (modulo 30), alors il existe k € Z tel que
x—y=30k=6x5k=5X%6k, donc :

x =y (modulo 6) et x =y (modulo 5).
Donc I’affirmation est vraie.

1.Soitae Z*, beZ, ceZ, neN-.

Il existe x € Z tel que ax = b (modulo n) équivaut successivement a :

o Il existe x € Z, il existe k € Z tels que ax —b = kn.

o [l existe x € Z, il existe k € Z tels que ax —kn =b.

o llexiste (x ; k) € Z X Z tel que (x ;—k) soit solution de 1’équation diophantienne
du premier degré ap + ng = b.

e PGCD (a ; n) divise b d’apres le théoréme d’existence des solutions des
équations diophantiennes du premier degré.
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2. PGCD (10 ; 24)=2, donc il existe x€Z tel que 10x=4 (modulo 24)

d’apres 1. Alors pour x € Z :

10x =4 (modulo 24) < il existe k € Z tel que 10x —24k =4

& ilexistetelk € Z que 5x—12k =2

& il existe keZtel que (x ; k) soit solution de I’équation diophantienne
Sp—12q=2.

On résout 1’équation diophantienne Sp—12g =2 (1)

comme a I’exercice 5 (elle admet des solutions car PGCD (5 ;—12) =1 et divise
2) et (=2 ;—1) est une solution particuliere de (1).

L’ensemble des entiers x vérifiant 10x =4 est :

[12k-2,keZ}.

Partie A.
l.a. C=N+65.

b. Z est la 26-ieme lettre de I’alphabet, donc Z occupe la place N = 25. Le code
ASCII de Z est donc C =25+65=90.

c. C=N+65< N =C-65, donc si N est la place de la lettre dont le code
ASCII est 82, N =82—-67 =17. 1l s’agit donc de la 18-iéme lettre de I’Alpha-
bet, R.

2. a. Pour la lettre A, N =0,donc 7XxN =0=26%x0+0. Donc »=0. Le code
transmis est donc A.

Pourlalettre B, N =1,donc 7xXN =7 =26x0+7.Donc » = 7. Le code transmis
est donc H.

Pour la lettre M, N =12, donc 7x12=84=26%3+6. Donc »=06. Le code
transmis est donc G.

b. 15x7=105=26x%x4+1, donc 15%x7 =1 (modulo 26).
Donc 15X7XN =1xN =N (modulo26). Or 7x N =r (modulo26), donc on
abien 15xr =N (modulo26).

Pour r=12, 15x12=180=26x6+24. Donc 15x12 =24 (modulo 26), donc
N=24.

La lettre correspondant au reste 7 =12 est donc la lettre dont la position dans
’alphabet est 24 ¢’est la 25-éme lettre de I’alphabet, Y.

Partie B.
1. En respectant I’ordre des opérations décrites aux questions A.1. et A.2., on obtient :

VARIABLES

lettre EST_DU_TYPE CHAINE
C EST_DU_TYPE NOMBRE

N EST_DU_TYPE NOMBRE

r EST_DU_TYPE NOMBRE
code EST_DU_TYPE CHAINE
DEBUT_ALGORITHME
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LIRE lettre

C PREND_LA VALEUR lettre.charCodeAt(0)

N PREND_LA_VALEUR C-65

r PREND_LA VALEUR (7*N])%26

code PREND_LA_VALEUR String.fromCharCode(r+65)
AFFICHER code

FIN_ALGORITHME

2. On obtient le code VEREWEHEZEDC.

‘ La faiblesse de ce type de codage vient du fait que la lettre |, ici répétée 5 fois dans
le mot a coder, est toujours codée par la méme lettre, ici E. Des méthodes basées
sur l'analyse de ce type de régularité permettent de casser ce code tres facilement.
Pour un codage qui évite ce probléme, voir le codage de Vigenére a Uexercice 44.

Partie C.

1. Ici, on va intervertir les roles de la lettre a coder et du code, et calculer le reste
modulo 26 de 15X r, ou r désigne la position dans I’alphabet du code a décoder.
On obtient avec les mémes variables:

DEBUT_ALGORITHME

LIRE code

C PREND_LA_VALEUR code.charCodeAt(0)

r PREND_LA VALEUR C-65

N PREND_LA VALEUR (15*r)%26

lettre PREND_LA_VALEUR String.fromCharCode(N+65)
AFFICHER lettre

FIN_ALGORITHME

2. Le mot décodé est VICTOIRE.

Partie A. Exemples
1. Pour le code commengant par 314588904974 :
o0=3+4+8+9+4+7=35;

B=1+5+8+0+9+4=27;

e=0a+3B=116.

Or 116 =10x11+6 avec 0 < 6<10, donc r=6.
On en déduit que ¢ =10—6 soit ¢ = 4.

2. Pour le numéro 2704458533012 :
o=2+0+a+8+3+0=13+a;

B=7+4+5+5+3+1=25.

Alors e =0+ 30 =a+88.

Par ailleurs, c=2=10—r, donc r=8.

On en déduit que le numéro est un code EAN 13 si, et seulement si, le reste de la
division euclidienne de a+88 par 10 est 8, avec ae{0;1;...; 9}, soit si,

et seulement si, a =0 .
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Partie B. Détection d’erreur

1. Par définition, le reste de la division euclidienne de e par 10 est I'unique

entier 7€{0; 1;...;9} tel que e =7 (modulo10).

Or ¢ est la clé si, et seulement si, ¢=10—7r, donc si, et seulement si,
¢ =—r (modulo 10). On en déduit que c est la clé si, et seulement si,

{ce{ﬂ 515 s 9}

c+e=-r+r=0 (modulo10)

2. a. Si i est impair, pour k € {1 3255 12} , tous les a, sont corrects pour
k pair.
Donc B’ ' =a, +a, +as+ag+a,+a, =p.
Seul @, est modifié en a/, tous les autres sont corrects pour k impair, k #1i .
Alors o =a,+a,+as+a,+a,+a,—a,+a; =0 —a;, +a.
Ainsi :

o =o—a+a et =P

¢ =(o—a,+a)+3p

e =e+(a/—a,).

De méme, si i est pair :

o=actP =PB—a +a.
e=a'+3p =a+3B-a +a)=a+3+3(a/ - q)

e =e+3(a/-a,).

b. D’apres 1., la clé ¢ vérifie e+ c =0 (modulo 10).
Supposons que ¢ soit la clé correspondant au code modifié.
On a donc aussi €’ +c =0 (modulo 10) .
* Siiest impair, ¢’ =e+(a/—a,).
Donc ¢’ +c=e+c+(a/—q,), d’ou 0= (a/—a,) (modulo 10).
Donc 10 divise (a/ - a,), ce qui est impossible car a;, a/ € {0 I I 9},
et a, #a,,donc a/—a, e{—9 ; —85..5-1:1;5..;8; 9}.
Donc ¢ n’est pas la clé correspondant a ce numéro.
e De méme, si i est pair, &' =e+3(a/—q,).
Dol ¢’ +c=e+c+3(a/—a,), soit 3(a/—a,) =0 (modulo 10).
Donc 10 divise 3(a,.’— a,.). D’apres le théoréme de Gauss, comme 10 et 3 sont

premiers entre eux, on en déduit que 10 divise a; —a,, ce qui est absurde par
le méme raisonnement que précédemment.
C n’est donc pas la clé correspondant a la série de chiffres obtenue.
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3. a. e SiJest impair, on a inversé «, et a,,, , avec i impair, donc i+ 1 est pair.
Ainsi, o' =a—a; +a;,, et B'=B—a,., +a;

¢ =0 +3p = o~ (a~a.) +3(B+(a ~a)) = a+3B+2(a ~a.,)
e = e+2(a,. —aM) .
e Siiest pair, i+1 estimpair et alors :
o' =a—a, +taetf=p-a +a,,
e,:a‘+(ai 1+1)+3(B+( l+1 1))
e =e+2(a,, —a).
b. Supposons que ¢ soit la clé correspondant a la série de chiffres obtenue.
c est la clé correspondant a e, donc ¢+ e =0 (modulo 10).
Donc, si i est impair :
¢’ =e+2(a, —a,,) implique €’ +c =2(a, —a,,) (modulo 10).
Donc c est la clé si, et seulement si, 2(a; —a;,;) = 0 (modulo10), soit si, et seule-
ment si, g, —a,,; =0 (modulo 5) ou ¢, = a,,, (modulo 5) .
De méme, si i est pair :
c est la clé si, et seulement si, 2(a,,; —a;) =0 (modulo 10),
soit si, et seulement si, a,,, = @, (modulo 5) .
Donc ¢ n’est pas la clé de la série de chiffres, sauf si a;,;, = a;, (modulo 5) .
c. On vérifie que le code 7119421334809, obtenu par inversion de a, et as,
admet bien 9 comme clé :
o =T7+1+4+1+3+8=24
B'=1+9+2+3+4+0=19,donc ' =81, r'=1 et ¢’ =9.

Ce code est donc un code pouvant étre imprimé a la place du code
7114921334809.

1. L’ensemble des nombres premiers est infini, donc pour tout
neN* p existe. Supposons que p, > p, X p, X...X p,_, +1. Alors il
existe i € {I,...,n—1} tel que p, divise p, X p, X...X p, | +1, sinon ce
nombre serait le n° nombre premier.

De plus p, divise p, X p, X...X p, ,,

donc p; divise p, X p, X..Xp,,+1=p X p,X..xXp,, =1,

ce qui est absurde car p, est premier.

Donc p, < py X p, Xeee X p, +1.

2. a. Soit n>2. Pour tout i € {l,...n—1}, PiS<Pui;

donc p, X p, XX py +1< (py)” +1.

Donc d’aprés 1., Pu < (Puct )71
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b. On va montrer par récurrence que pour tout 7 € N*, P, < 2" .

p, =2 et 2=22", donc la propriété est vraie au rang 1.

Supposons que la propriété soit vraie jusqu’a un certain rang n € N* | montrons
qu’elle est vraie aurang n+1. p,,, < p, X p, XX p, +1<2% x 2% x...x 2% +1,
soit Dot < 2042042

2"-1

Or 22°+2'+.+2' — o

b
donc p,, <2271 +1L27 1 42712
La propriété est donc vraie au rang n+1.

Donc, pour tout ne N*, p, <22"‘ o

1. a. Soit ¢y, ¢y, ..., g, r entiers naturels (#>1) de la forme 6k+1 (keN),
¢’est-a-dire tels que pour tout i € {1, 2, ...,r} ¢, =1 (modulo 6).

Alors ¢, X ¢, X...Xq, =1x1x...x1 (modulo 6).

Donc ¢, X g, X...xX q, est de la forme 6k+1 (keN).

b. Les restes de la division euclidienne d’un entier par 6 étant 0, 1, 2, 3, 4 ou 5, tout
entier est de la forme 6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+4, 6k+5 avec keN.
Or, pour tout k € N, 6k, 6k+2 et 6k+4 sont divisibles par 2

et 6k+3 est divisible par 3.

Un nombre premier différent de 2 et de 3 est donc bien de la forme 6k +1

ou 6k+5 avec keN.

2. a. Puisque N =(2x3x..xp)—1,alors N=-1=5 (modulo 6), donc N est
de la forme 6k+5.

N n’est pas premier (car N > p et on a supposé que p était le plus grand des
nombres premiers de la forme 6k+5), donc il existe un nombre premier ¢
(g < p) de la forme 6k +5 qui divise NV (car sinon 2 et 3 ne divisant pas N, tous
les diviseurs premiers de N seraient de la forme 6k +1, donc N aussi d’apres la
question 1. a., ce qui est impossible).

b. Puisque ¢ divise N et 2X3X5X...X p, alors ¢ divise 2X3X5X...X p—N
c’est-a-dire ¢ divise 1, ce qui absurde.

1l existe donc une infinité de nombres premiers de la forme 6k+5, ke N.
‘ Cet exercice est un cas particulier du théoréme de Dirichlet :

«Si (a : b) € (N” )2 et PGCD (a ; b) =1, alors il existe une infinité

de nombres premiers de la forme ak+b (keN) »,

1. a=bg+r avec 0 <r<b.

a. Soit d un entier relatif.
e Sid est un diviseur commun a a et a b, d divise @ — bg = r, donc d est un
diviseur commun a b et a r.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



[ 1

o Inversement, si d est un diviseur commun a b et r, d divise bg +r = a.
Les diviseurs communs a @ et b sont donc ceux communs a b et r.
b. Le PGCD de a et b est le plus grand des diviseurs communs a a et a b, donc a b
etar. On en déduit PGCD (a ; b) = PGCD (b ; r).
2. On effectue la division euclidienne de @ par b dans N* :
il existe (g, ; 1) € N? tel que a =bq, +r avec0 < 1, <b.
D’apres 1., les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs communs a b et 7,
etPGCD (a ; b))=PGCD (b ; ;).
e Si 1, =0 : les diviseurs communs a b et 0 sont les diviseurs de b car tout
entier est diviseur de 0, etPGCD (b ; 0)=5b. Ainsi PGCD (a ; b)=b et les
diviseurs communs a a et b sont ceux de b=PGCD (a ; b).
e Sinon, on effectue la division euclidienne de b par 7 # 0 : il existe (g, ; ;) € N?
tel que b=rgq, +r, avec 0 < r, <r.
D’apres 1., les diviseurs communs a b et 7 sont ceux de 7 et 7, , et :
PGCD (b ; 1) =PGCD (3; ; ).

e Si r, =0 : les diviseurs communs a 7 et 0 sont les diviseurs de 7 , et
PGCD (7, ;0) =17 Ainsi PGCD (a ; b) = PGCD (b ; ;) = 1, et les diviseurs com-
muns a a et b sont ceux de 1 = PGCD (a;b) .
e Sinon, on réitére le processus pour trouver des entiers naturels 7,7,,...,7, 00 7,
sera le premier reste nul, ce qui arrive puisque la suite des restes 7, 7, ... est une
suite strictement décroissante d’entiers positifs.
On obtient alors 7,_, =7,_,q, +1,, avec r, =0, et d’apres 1., les diviseurs com-
muns a #,_, eta 7,_, sont ceux de 7,_, et 7,
et PGCD (7;_,;1-1) = PGCD (r57;)-
Comme 7, =0, on en déduit :

PGCD (a;b)=PGCD (b;r)=..=PGCD (r,_; s n)=r_,,

et les diviseurs communs a a et b sont ceux de b et 7, ..., donc de 7,_, et 0,

donc les diviseurs de 7,_, = PGCD (a;b).

Les diviseurs communs a a et b sont donc les diviseurs de PGCD (« ; b),

le dernier reste non nul dans cet algorithme qui n’est autre que 1’algorithme
d’Euclide.

3. On note 7 le nombre de paquets de composition identique que pourra confectionner
le chocolatier avec ses a = 637 ceufs en chocolat noir et ses oeufs en chocolat au lait.
11 ne restera pas d’oeufs si, et seulement si, n divise a et b. D’apres 2., cela
équivaut a n divise PGCD (a;b).

On applique 1’algorithme d’Euclide a8 a =637 et 5 =910 :

637=910x0+637 avec 0 <637 <910.

910 =637x1+273avec 0<273<637.

637=273x2+9lavec 0<91<273.

273=91x3+0.
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On en déduit PGCD (a; b)=91.

Or 91=7x13 avec 7 et 13 des nombres premiers.

Donc n divise PGCD (a ; b) si, et seulement si, n =loun =7 oun =13 ou n =19.
Les répartitions possibles des oeufs dans chaque sachet sont donc :

e Sin=1, 637 ocufs en chocolat noir et 910 oeufs en chocolat au lait.

1
e Sin=17, £77 =91 oeufs en chocolat noir et 2 =130 oecufs en chocolat au lait.
. 637 .. 910 )
e Sin=13, N6 =49 oeufs en chocolat noir et — =70 oeufs en chocolat au lait.

e Sin=91, 693—17 =7 oeufs en chocolat noir et % =10 oeufs en chocolat au lait.

Meéme si on peut le regretter, c’est la répartition la plus plausible.

1. Partie A.
La suite ((—x)"),oy est géométrique de raison —x (x # —1) et de premier terme 1.
Donc pour tout entier naturel non nul 7 :
I+(—x)+(—x) +...+(—x)""' = =G
I+x
Or si n est impair, (—x)" = —x"et (—x)"! =x"".
Pour n=1 impair, on obtient : 1 = x_+1
x+1
Et pour tout entier naturel » impair, n >3, n—2 est impair et :
241
x+1°
2. Pour x # —1, ¢’est immédiat d’apres la question précédente.
Pour x=-1, x" =((-1)?)" x(-1)=—1, et donc 1+ x" =0, donc 1+x" =1+ x.
si n est impair. Donc, pour tout x € R, pour tout entier naturel impair 7 :
A+x)A—x+...—x"2+x"1)=1+x"

1-x+x2+..—x"2+x""1 =

3. Supposons que # ne soit pas une puissance de 2.
N s’écrit n = rs avec r une puissance de 2 (d’exposant pouvant étre nul) et s un
entier impair strictement supérieur a 1.

2"+1=2"+1=(2")*+1, donc d’apres 2. appliqué a x =2".
27 41= (27 +D[1+(-2)+ (-2 +...+(=27)"] (D)
Montrons que 1+ (=2")+(=2")> +...+(=2")"'>1.

25 3l
2" +1

s>3et =27 #1,donc 1+ (=27 )+ (=27 ) +..+(=2")" =

27 411 - 2711
27+1 27 +1
I+ (=2")+ (=27 +...+(=27)"' >1

avec 2 > or, donc
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Comme 2" +1>1 et 1+(-2")+(-2")*+...+(-2")"' >1,
d’apres I’égalité (1), 2™ +1n’est pas premier, ce qui est absurde.

On en déduit que si 2" +1 est premier, alors n =2%avec g € N.

Partie B.
1. On définit la suite géométrique (u, ), de premier terme u, = —1let de
raison —x # 1. Alors :
— ) =
M, soit :

Uy +uy .t uy = (1)
—x—1
2"_1
B ;
x+1
F.,—2 2" -1 (2¥)" -1 ‘
2, —mth — - _ 2 =—142% +..+(2¥)* !

F, 27 41 27 41
d’apres 1. appliqué a y = 22" = _1.

F. -2 . .
Donc —"** = est bien un entier !

3. Soit d un diviseur commun a F,eta F, ;.
D’apres la question précédente, il existe g € Ntel que F,,, =2+gF,.

Donc d divise F,

n+k
Done PGCD (F,,; F,) = 1.

4. Pour tout n € N, il existe un nombre premier p, tel que p, divise F,.

—gF, =2, et comme F, est impair, d =1.

Pourn # m, PGCD (F,;F, ) =1d’aprés 3., donc les nombres p,et p, sont dis-
tincts. La suite (p, ),y ainsi formée constitue une infinité de nombres premiers.

‘ Fermat pensait que les nombres F, étaient premiers pour tout n € N, mais Euler
a démontré que F; n'est pas premier. On ne sait toujours pas s'il existe un F, pre-

mier pour un certain n>5.

1. Puisque p est premier et que @ n’est pas divisible par p, alors d’apres
le petit théoreme de Fermat, a?~! =1 (modulo p), donc p—1€ E .

Donc E # O .

2. On effectue la division euclidienne de n par 4 :

il existe (¢;7)eN? avecO < r<htelque n=gxXh+r.

a" =1 (modulo p) carn € E , soit (a")? xa” =1 (modulo p),

donc a” =1 (modulo p) car he E .

Sir#0,alors r € E, ce qui est absurde car £ est le plus petit entier appartenant
a E, donc nécessairement =0 et n=¢gXxh.

Si n e E, alors n est divisible par A.

3. Comme p—1e E (question 1.) alors & divise p—1 (question 2.).
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4. D’apres le petit théoréme de Fermat :

212 =312 =512 =12!2 =] (modulo 13), donc les ordres modulo 13 de 2, 3, 5, 12
sont des diviseurs positifs de 12 soit 1, 2, 3, 4, 6 ou 12.

e 2, 22232% et 2° ne sont pas congrus a 1 modulo 13, donc ’ordre de 2
modulo 13 est 12.

e 3 et 32 ne sont pas congrus a 1 modulo 13 et 3° =1 (modulo 13), donc ’ordre
de 3 modulo 13 est 3.

e 5, 5%et 5° ne sont pas congrus a 1 modulo 13 et5* =1 (modulo 13), donc
P’ordre de 5 modulo 13 est 4.

e 12 = —1(modulo 13) et 122 =1 (modulo 13), donc I’ordre de 12 modulo 13 est 2.

1. Comme F, est impair et p divise F, , alors p est impair.

2. p divise F,,2% +1= 0 (modulo p) c’est-a-dire 2*" = —1 (modulo p).

3. 22" =—1 (modulo p), donc (2%')> =1 (modulo p).

Donc 2*" =1 (modulo p).

4. a. Raisonnons par 1’absurde : on suppose qu’il existe e N,0<g<n

tel que 2% =1 (modulo p).

Alors (227)*"" =1 (modulo p),

c’est-a-dire 22" =1 (modulo p) ce qui est absurde car 22" = —1 (modulo p) et 1
n’est pas congru a —I modulo p car p est impair.

Donc pour tout ¢ € N tel que 0<g<n, 2*' n’est pas congru a 1 modulo p.
b. Notons /4 I’ordre de 2 modulo p.

Puisque 22" =1 (modulo p), alors 4 divise 2"*' (voir exercice précédent).

Il existe donc » € N tel que 0<r<n+1 et h=2".

Mais, d’aprés la question précédente, pour tout g€ {0; ... ; n}, 2%

n’est pas congru a 1 modulo p donc /2 =2"*".

L’ordre de 2 modulo p est donc 2"*'.

c. 21 est I’ordre de 2 modulo p et 277! =1 (modulo p)(d’apres le petit théoréme
de Fermat) donc 2"*! divise p —1 ,c’est-a-dire p—1=0 (modulo 2"*"),

ou encore p =1 (modulo2"*").

5. F, =27 +1.

Les facteurs premiers p éventuels de F; sont, d’apres la question précédente, de la
forme p =1 (modulo2°).

On dresse le tableau suivant (2° = 64) :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+64k | 65 | 129 | 193 | 257 | 321 | 385 | 449 | 513 | 577 | 641

On vérifie que seuls les entiers 193, 257, 449, 577, 641 sont premiers. En effectuant
a I’aide de la calculatrice la division euclidienne de F; par ces nombres premiers,
on trouve que seul 641 divise F;, donc F; n’est pas premier.
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1. M, étant impair, ¢ est forcément impair.

2. Appelons A I’ordre de 2 modulo g.

q divise M, donc M, = 0 (modulo g), c’est-a-dire 27 =1 (modulo ¢).

On en déduit que 4 divise p, mais p étant premier, A= p .

3. Puisque ¢ est premier impair et que 2 n’est pas divisible par ¢ alors, d’aprés

le petit théoréme de Fermat 2¢-' =1 (modulo ¢).

De plus p est ’ordre de 2 modulo ¢, donc p diviseg —1.

4. g est impair donc ¢ —1 est pair, puisque p est impair et que g —1= p X m , alors
m est nécessairement pair et il existe m’eN tel queg—1= px2m’ donc
q =1 (modulo 2p).

5. e Montrons que M ; =131 071 est premier. /M, ~362 a 1 unité pres et si
M, n’est pas premier, il admet un diviseur premier inférieur a \/ M, . Or d’apres
la question 4., les facteurs premiers éventuels ¢ de A, sont congrus a 1 modulo
34. On dresse le tableau suivant :

K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1+34k | 35 | 69 | 103 | 137 | 171 | 205 | 239 | 273 | 307 | 341

On vérifie que seuls les entiers 103, 137, 239, 307 sont premiers mais qu’ils
ne divisent pas M,,. M, est donc premier.

e De méme, on démontre que M,, est premier.

o M, =8388 607 et \/M—B =~ 2 896 a I unité pres.

On vérifie que 47 =1+2x23 divise M,;, qui n’est donc pas premier.

1. On vérifie que pour tous les entiers 7 tels que 2 < n < J97 ,nne divise pas 97.

En effet, £(,/97) =9, et aucun des entiers 2, 3 ne divise 97.
97 est donc un nombre premier.

2.a. N =aa,..a;a,0;5 , A=aa,..a; C=a,aq; .

Or, qa,..a,a,a; = aa,..a,00+a,as =aa,..a;x100+a,a;-
donc N =1004+C.

Soit C =97 —r,ou r est le reste de la division euclidienne de 4 par 97.
Ainsi C = —r (modulo 97) et A = r (modulo 97).
Donc C =—-A4 (modulo 97), soit A+ C =0 (modulo 97).

b. On dresse le tableau suivant pour 0 <n <12 :

10" 1 |10 |10%| 10°| 10*| 10°| 10%| 107 | 10®| 10° | 10'°| 10" | 10"

10" (modulo 97)| 1 | 10| 3 (30| 9 | =7 |27 |-21|-16/34 |49 5 |50
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c. A=aa,..a; = aa,aa,a; X108 + aga;aza, X10* + apay,a1,a,5 .

D’ou 4 =-16 X aq,a,a;a,a5 +9 X aga,aa, + a,a,,a,,a,; (modulo 97).
Or C = -4 (modulo 97),

donc C =16 X aa,a;a,a; —9 X aza,asa, — a,ya,,a1,a;; (modulo 97).

De plus, C =97 —ravec 0 <r <97 carrest le reste de la division euclidienne de
A par 97, doncl < C < 97.

L’entier 16a,a,a;a,a; —9asa,a,a, — a,ya,,a,,a;; €tant congru modulo 97 a un
unique entier compris entre 1 et 97, on en déduit que C est I’unique entier vérifiant
1<C<97 et C =16a,a,a;a,a; —Ya,a,a,a, — a,ya,,a,,a,; (modulo 97).

d. Pour4=2 751157 212 758 ,on a:

1627 511-9x5 721-2 758 =385 839.

On trouve que 385 839 = 70 (modulo 97), donc la clé est C = 70.

1. Partie A.

Message R |E| N/ D|E|Z | V|O|U|S|AM|I|D|I

Clé D/E|P A/IR|T D/ E|P|/A/ R T|D|E P

Numéro | 3 (4 (15| 0 |17/19]3 |4 |15/0 17|19| 3 | 4 |15

Code vul(r{¢ pjv|{s Yy S|J|/S/ R F|L | H X

‘ La lettre E est ici une fois codée par | et une autre fois par V, de méme que S
sert de code a la fois pour Z, O et S. Cela rend inopérante l'observation des fré-
quences, méthode utilisée pour casser les codages plus simples (affine par
exemple) ou une lettre est toujours codée de la méme facon. Dans ces codages, le
code servant pour la lettre E, la plus utilisée en francais, était souvent lui-méme
la lettre la plus représentée dans le message codé ! On cherchait alors le code
correspondant a A etc...

2. On obtient donc UICDVSYSJSRFLHX.
3.

Message P G|Y |z |W | T P H|D|Y | T

Cleé P L | U I E P L U I E P

Numéro 15|11 ]20 | 8 4 1511 ]2 | 8 4 | 15

Code A| V| E R S E E|N|V | U/|E

Le message est AVERSE EN VUE.
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Partie B.

2. Cette ligne détermine le code ASCII de la i-éme lettre du mot formé en répétant
la clef (on travaille modulo la longueur de cette clef), puis sa position dans 1’alpha-
bet (en soustrayant 65). Cette ligne calcule donc le décalage de la i-ieme lettre du
message.

3. Cette instruction calcule la position de la lettre codée dans I’alphabet (on
travaille modulo 26 pour repartir de O quand on arrive a la fin de I’alphabet) puis
son code ASCII (on ajoute 65) et donne la lettre correspondante.

4. On retrouve bien le code de la partie A.1.

Partie C.

VARIABLES

message EST_DU_TYPE CHAINE

longueur_message EST_DU_TYPE NOMBRE

clef EST_DU_TYPE CHAINE

longueur_clef EST_DU_TYPE NOMBRE

i EST_DU_TYPE NOMBRE

code_lettre EST_DU_TYPE NOMBRE

decalage EST_DU_TYPE NOMBRE

lettre EST_DU_TYPE CHAINE

place EST_DU_TYPE NOMBRE

DEBUT_ALGORITHME

LIRE message

LIRE clef

longueur_message PREND_LA_VALEUR message.length
longueur_clef PREND_LA_VALEUR clef.length

POUR i ALLANT_DE 1 A longueur_message

DEBUT_POUR

code_lettre PREND_LA_VALEUR message.charCodeAt(i-1)-65
decalage PREND_LA_VALEUR clef.charCodeAt((i-1)%longueur_clef]-65
place PREND_LA_VALEUR (code_lettre-decalage)

Sl (place<0) ALORS

DEBUT_SI

place PREND_LA_VALEUR place+26

FIN_SI

lettre PREND_LA_VALEUR String.fromCharCode(65+place)
AFFICHER lettre

FIN_POUR

FIN_ALGORITHME

Partie A.

1. (m»=9)=b =1 (modulo p) et(m»=V)@D =1 (modulo g).

Donc p et g divisent m»~D=D —1, et puisque p # g, alors p et g apparaissent
dans la décomposition en facteurs premiers de m»~D@=D —1. Donc pgq divise
mr=aD —1 d’ou m»P4-D =1 (modulo pg).

2. Comme e est un entier premier avec (p —1)(¢g —1), alors, d’apres le théoréme
de Bézout (1), il existe un couple (d ;1) e N? tel que de+ f(p—1)(g—-1)=1.
D’ou dxe =1 (modulo (p—1)(q—1)).
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3. D’apres la question 2. :

m = m#*/(r=Dla=D (modulo pq) ;

m=(m¢)? x (m»=94=D)/ (modulo pgq) ;

m = (m¢)? (modulo pq) d’aprés la question 1.b.

Partie B.

1. En numérotant les lettres, le message RDVAUNEHEURE devient :

170321002013040704201704
On dresse le tableau suivant :

X 170 | 321 | 002 013 | 040 | 704 | 201 | 704

x" (modulo 1 037) | 170 | 76 128 684 | 82 | 709 | 669 | 709

Le message recu est 170076128684082709669709.

2. (p—1(g—-1)=960.

a. A I’aide de I’algorithme d’Euclide, on trouve que 1 =960 —-137x 7,
donc —137x 7 =1 (modulo 960), d’ou (960 —137)x7 =1 (modulo 960) .
On choisit ainsid = 960 — 137 = 823 .

b. 1707 =170 (modulo 1 037), donc :

1708 = (1707)'7 x170* =170"7 x170* = ... =170 (modulo 1 037).
A TI’aide d’une calculatrice et aprés de longs calculs, on trouve que :
7683 =321 (modulo 1 037),

128823 = 2 (modulo 1 037),

684% =13 (modulo 1 037),

82823 = 40 (modulo 1 037),

70982 =704 (modulo 1 037),

et 669823 =201 (modulo 1 037).

Le nombre obtenu 170321002013040704201704 permet bien de retrouver le
message d’origine.

Partie A.

1. Théoréme de Bézout : Soient a et b deux entiers relatifs.
a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et
vtelsqueau+bv=1.

Théoréme de Gauss : Soit @ un entier relatif non nul, b et ¢ deux entiers relatifs.
Si a divise bc, et si PGCD (a ; b) =1, alors a divise c.

2. Démonstration : on se place dans les hypothéses du théoreme de Gauss.
PGCD (a ; b) =1si, et seulement si, d’apres le théoréme de Bézout, il existe deux
entiers u et v tels que au+bv =1, donc en multipliant membre a membre par c,
acu+bcv =c.
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Or, a divise bc si, et seulement si, il existe un entier & tel que bc = ka, donc I’égalité
obtenue devient acu + kav = ¢, ¢’est-a-direc = a (cu + kv), donc a divise c.

Partie B.
1. 11x(=7)—26 x(-3)=-77+78 =1, donc (-7 ;—3) est solution de (E).
2. Par soustraction membre a membre, de 1’égalité ci-dessus et de (E), on obtient :
11(x—(=7))—26(y—(-3) =0 11(x+7)=26(y+3) (2).
D’apres le théoréme de Gauss, comme 11 et 26 sont premiers entre eux, alors
11 divise y+ 3, c’est-a-dire qu’il existe k € Z telque y+3 =11k,soit y = -3 +11k,
keZ.
En remplagant dans 1’égalité (2), on a alors :

11(x+7)=26x11k;x+7 =26k et x =7+ 26k.

Réciproquement, si & est un entier et que x = —7+26k, y=-3+11k, alors on
obtient :
11x—26y =11(=7+26k)—26 (-3+11k)=-77+286k+78 — 286k =1

donc ’ensemble des solutions de (E) est {(—7 +26k ;-3+11k),k € Z}.
3. Sik =1, on obtient la solution (19 ; 8),0u u =19 répond a la condition posée.

Donc (19 ; 8) est le couple cherché.

Partie C.
1. W correspond au nombre 22.

11x22+8=242+8=250=26%9+14, donc le reste y de la division eucli-
dienne qui code W est 14, ce qui correspond a la lettre O. W est codé par O.

2.a.11x = j (modulo 26), d’ou 19x11x =19; (modulo 26).
Or19x11=209 =26x8+1, donc 19 x11 = 1(modulo 26), d’ott x = 19/ (modulo 26).
On raisonne de la méme maniere pour obtenir la réciproque, et donc :
11x = j (modulo 26) & x =19, (modulo 26).
b.Soit y le nombre codant x. Alors par définition du codage :
l11x+8 =y (modulo 26) & 11x = -8 + y (modulo 26)
D’apres a, ceci équivaut a
X= 19(—8 1 y) (modulo 26), donc x = —152+19y (modulo 26) ;
or—152=—-156+4 =-26x6+4,donc —152 = 4 (modulo 26).
Donc x =19y + 4 (modulo 26).
Pour décoder la lettre y, on calcule 19y + 4 (modulo 26).
c. W correspond au nombre 22.
19y+4=19%22+4=422=416+6, donc le reste de la division euclidienne
est 6. Le décodage de W donne G.
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1. a. Soitq,,q,,...q,, r entiers naturels (r>1)de la forme4k+1 (k € N),
c’est-a-dire tels que pour tout, i €{1,2, ..., 7}, ¢, =1(modulo 4).

Alors ¢, X g, X...x q, =1x1x...x1=1(modulo 4).

q X g, X...X q, est donc de la forme4k+1 (k € N).

b. Les restes de la division euclidienne d’un entier par 4 étant 0, 1, 2 ou 3, tout
entier est donc de la forme 4k, 4k+1, 4k+2, 4k+3aveck e N.

Un nombre premier différent de 2 étant impair, il est donc bien de la forme

4k +1 oudk+3 avec keN.

2. a. Puisque N =4Xxp, X..Xp,—1,alors N =-1=3 (modulo 4), donc N est
de la forme 4k +3.

N n’est pas premier (car, pour tout i € {1, 2, . n}, N > p, et on a supposé que
DPi» Das---D, Ctaient les seuls nombres premiers de la forme 4% +3), donc il existe
ie{l,2,..,n} tel que p, divise N (car sinon tous les diviseurs premiers de N
seraient de la forme 4% + 1, donc N aussi d’apres la question 1.a. ce qui est impossible).

b. Puisque p, divise Net p, X p, X...X p, alors p, divise p, X p, X...X p, —N
c’est-a-dire p, divise 1, ce qui absurde.
11 existe donc une infinité de nombres premiers de la forme 4k +3 (k € N).

l.e a=n*—n*—-12n=n(n*-n—-12). Or, 4 est une racine den*—-n—12,
donc il peut étre factorisé par(n—4) ; de plus, le produit des racines vaut
—12 = 4% (-3), donc I’autre facteur est n+3, d’ott @ =n (n—4)(n+3).

e b =2n>—-7Tn—4 admet 4 comme racine (on remplace 7 par 4 et le résultat vaut 0),
donc b peut étre factoris¢ par (n - 4) ; b=2 (nZ Z n — 2) . Le produit des

racines vaut -2=4 X(—E), donc 1’autre facteur est (n + 5) et
1 . 1 . C 1
b= 2(n - 4) n+ 5 mais n+ 2 ne peut pas étre laissé ainsi car — n’est pas un
. 1 . .
nombre entier. Par contre 2(71 + 5) =2n+1 convient. Ainsi b=(n—4)2n+1).

2.a. =2B=2n+1-2(n+3), donc -2 =-5.
b. d est un diviseur commun a o eta 3, donc d est un diviseur de ot — 23 .
d est donc un diviseur de 5.

c. o est multiple de 5 < il existe k € Z tel que 2n+1= 5k

& ilexiste keZtel que 2(n—2)+4+1=5k
< ilexiste keZ tel que 2(n—2)=5k-5
&ilexiste keZ telque 2(n—2)=5(k—-1).
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5 étant premier a 2, d’apres le théoréeme de Gauss, 5 divisen—2 . Ainsi :

o est multiple de 5 < n—2 est un multiple de 5.
‘ On pouvait aussi dresser un tableau des restes modulo 5.

B est multiple de 5 si et seulement si § =0 (modulo 5) < n+3 = 0 (modulo 5)
S n=-3=2 (modulo 5) & n—2=0 (modulo 5) < n—2 est un multiple de 5.
Donc o et B sont multiples de 5 si et seulement si 7 —2 est multiple de 5.

3. Si d est un diviseur commun a (2n+1) et a n, alors d divise aussi toute combi-
naison linéaire de (2n+1) et de n, donc d divise (2n+1)—2Xxn=1.D’ou d =1let
le seul diviseur commun est 1, donc (27+1) et n sont premiers entre eux.

y | (2n+10-2xn=1prouve que PGCD (2n+1; n)=1 d'aprés le théoréeme de

Bézout.

4.a. PGCD (a ; b)=PGCD (n® —n*—12n; 2n* —Tn—4)
=PGCD (n(n—4)(n+3);
(n—=4)(2n+1)) =(n—4)xXPGCD (n(n+3) ; 2n+1).

Or, n et 2n+1 sont premiers entre eux, donc :

PGCD (n(n+3); 2n+1)=PGCD (n+3 ; 2n+1).

D’apres le 2.c., PGCD (n+3; 2n+1) =35 si, et seulement si, »=2 (modulo 5)
et sinon PGCD (n+3; 2n+1)=1.
Ainsi PGCD (a ; b)) =5(n—4)si n=2 (modulo 5) et PGCD (a ; b)=n—4
si n est congru a 0, 1, 3, ou 4 (modulo 5).
b.eSin=11, alors n=1 (modulo 5).
Ora=n*-n*-12n=1078 etb=2n*-Tn—-4=161.
D’apres I’algorithme d’Euclide :
PGCD (1078 ; 161)=PGCD (161 ; 112)=PGCD (112 ; 49)

=PGCD (49 ; 14)=7
et 7est égalan—4
Donc PGCD (1078, 161) = 11-4.
e Sin=12, alors n=2 (modulo 5).
Ora=n*—n>-12n=1440 etb=2n> -Tn—4 =200;
D’apres 1’algorithme d’Euclide :
PGCD (1440 ; 200) =10x PGCD (144 ; 20)

=10xPGCD (20 ; 4)=10x4 =40

et 40 est bien égal a5x (n—4) =5x%8.
Donc PGCD (1440 ; 200) =5(12—4).
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Partie A.

1. a. On dresse le tableau des restes modulo 7 des premiéres puissances successives

de 3:
Puissances de 3 30 3! 32 33 34 35 36
Restes modulo 7 1 3 2 6 4 5 1

b. 36 _3n % (36 _1) .
Or d’apres a., 3° =1 (modulo 7), donc 3"*® —3" = () (modulo 7).
Ainsi, 3¢ —3" est divisible par 7.
On en déduit que 3"*° et 3" ont le méme reste dans leur division euclidienne
par 7.
c. 1000=6x166+4, donc 3! %0 = (36)166 x 3%
D’apres 1.a., 3° =1 (modulo 7) et 3* =4 (modulo 7),
donc 3' % =4 (modulo 7).
Puisque 0 <4 < 7, le reste de la division euclidienne de 3" par 7 est 4.
d. Soitn € N . On appelle ¢ le quotient et 7 le reste de la division euclidienne
de n par 6.
n=6q+r d’ou 3" =(3°)7 x 3" (modulo 7) =3 (modulo 7) .
Donc le reste de la division euclidienne de 3" par 7 est celui de 3" par 7, ou
r est le reste de la division euclidienne de 7 par 6.
Puisque 0 <7 < 6, le reste de la division euclidienne de 3" par 7 est d’apres
la question 1.a.: 1,2, 3,4, 5 ou 6.
e. D’apres la question précédente 3” n’est jamais divisible par 7.
2.a.Soit n>1, U, _F-1 31
3=1 2
Comme 7 divise I’entier U, , il existe g e N tel que U, =7q .

Alors3" —1=7x(2q) , donc 7 divise bien 3" —1.

y | Donc, si U, est divisible par 7, alors 3"-1 est divisible par 7.

b. D’apres la question précédente, 2U, = 3" —1, donc 7 divise 2U,, .
De plus, 7 divise 7U,,, d’ou 7 divise 7U, —3x2U, = U, , donc 7 divise U,

c. D’apres les deux questions précédentes, U, est divisible par 7 si, et seulement
si, 3" —1 est divisible par 7.

D’apres la question 1., 7 divise 3" —1 si, et seulement si, n = 0 (modulo 6).
Donc, U, est divisible par 7 si, et seulement si, # est divisible par 6.
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Partie B.

1. 23 =1 (modulo 7).

Soitn € N, on appelle ¢ le quotient et r le reste de la division euclidienne de N par
3,d’ou n=3¢g+r avec 0< < 3.

Alors 2" = (2%)" x 2", donc 2" =2" (modulo 7) avec 0 < r < 3.

Le reste de la division euclidienne de 2" par 7 est donc 2° =1, 2! =2 ou 22 =4.

10 = 3 (modulo 7). Donc10® =1 (modulo 7).
Soit ¢ le quotient et  le reste de la division euclidienne de n par 3, 0 <r<3.

102" =105+ = (106)7 x10".

Donc10?" =10* =3%* =9 = 2" (modulo 7).

Le reste de la division euclidienne de 102" par 7 est :
1si n=0 (modulo 3)
2 si n=1 (modulo 3)
4 si n=2 (modulo 3).

2. 787 878 =78 x10* +78x10% + 78 x10°

=78 (10* +10% +1).

Or, d’apres la question précédente, 10* = 4 (modulo 7) et10*> = 2 (modulo 7).

Donc 10* +10? =10° =0 (modulo 7).

Donc 7 divise 78 x (10* +10% +1) ,

et 787 878 est bien divisible par 7.

3. On suppose que 7 est divisible par 3.
Soit b et ¢ deux entiers vérifiant 0 <b<9 et 0<c<9.
Alors :

bebebe...be = be x1027D + be x10% + ...+ be x 1 car be est répété n fois
(le nombre d’entiers compris entre 0 et nestn+1).

Ainsi, pebebe...be = bex (1072 +10 +...+10% +1)
= be X [(102)"" +(102)"2 +...+(102) +1]

— 2n _
=belO 1‘
102 -1

En effet, [(102)"‘1 +(10%)=2 +...+(10%)" + 1] est la somme des # premiers termes

de la suite géométrique de premier terme 1, de raison10? .
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10 -1 10*" -1

Or =
102 -1 99
2n __ 2n _
=99><10 1—98><10 1
99
2n_1

— (107 —1)=Tx14x 22

De plus, d’apres la question 1., 10> —1 est divisible par 7 car n = 0 (modulo 3).

2n _ J— 2n
est divisible par 7, donc que bc X
1 102

On en déduit que est divisible
par 7.

Donc, si n est divisible par 3, quels que soient les entiers b et ¢ vérifiant

102

0<bH<9 et 0<c<0, le nombre qui s’écrit bchcbc...bc dans le systeme
décimal, est divisible par 7.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



[ cours | 1 N

A\ e L L T L T L T LT LTLVZ%
Z

i1z,

Matrices

ZOUEEE

QM

ZI WS

BW GENERALITES

1. Définitions

m Une matrice de taille n X p est un tableau a n lignes et p colonnes.

Une matrice carrée de taille 7 est une matrice de taille n X n.

Un vecteur colonne est une matrice de taille nx 1, ou ne N *,

Un vecteur ligne est une matrice de taille 1xn, o ne N *,

La matrice nulle de taille 7 X p est notée 0, , et tous ses €léments sont nuls.

m On note g, ; I’élément de la matrice situ€ a 'intersection de la i-iéme ligne et
de la j-iéme colonne. Dans ce cas, on écrit A = (g, ;) la matrice correspondante.

EXEMPLE

1 4 -1
A= (5 3 ] est une matrice de taille 2x3 ou a,, =1, a,, =4,

a,, =3, a,; =2...

2. Opérations sur les matrices

® Multiplication d’une matrice par un réel

Soit A =(a, ;) une matrice et k un réel. Alors la matrice kKA est la matrice, de
méme taille, dont I’élément situé a I’intersection de la i-ieme ligne et de la j-iéme
colonne vaut k X a, ;.

53 2
m Somme de matrices

. 1 4 -1 -2 -8 2
EXEMPLE : Si A = et k=-2, alors —2A = .
-10 -6 —4

Soient A =(q, ;)et B=(5, ;) deux matrices de méme taille. Alors la matrice
A + B est la matrice, de méme taille, dont 1’élément situé a I’intersection de la
i-ieme ligne et de la j-iéme colonne vaut a, ; + 5, ;.

EXEMPLE

. 14 -1 012 151
Si A= etB= ,alorsC=A+B= .
53 2 367 299
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B Produit de matrices
e Produit d’un vecteur ligne 1X n par un vecteur colonne nx1

Le produit LxC du vecteur ligne L=(/ /,...1,) par le vecteur colonne
G
(&)

C=|...|estégala (/, X+, Xe, +...+1, Xc,).

C

n

5
EXEMPLE : (1 2 =3)X| -4 |=1x5+2x(-4)+(-3)x0=-3.
0
o Produit d’une matrice de taille nX p par une matrice de taille pXx ¢ :

Soit A une matrice n X p dont les lignes sont notées L,,...,L, et B une matrice
pxq dont les colonnes sont notées C,,...,C,. Alors la matrice produit
M = A x B est une matrice de taille nx ¢ dont I’élément situé a I’intersection
de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne vaut L, X C,.

1 4 -1 2 7
EXEMPLE : A = et B= .
53 2 -3 0

Le produit A X B n’existe pas, le nombre de colonnes de A étant différent du
nombre de lignes de B.

2 7 1 4 -1
En revanche, BX A = X
-3 0 53 2

L, xC, L, xC, L,xC .
= ,0uL1:(2 7)’
L,xC, L,xC, L,xC,

L,=(-3 0),C =@ C, =(3] et C, =(_21).

Bx A < 2X1+7x%5 2X4+7%3 2X(-D+7x%x2
B (-3)x1+0x5 (-3)x4+0x3 (3)x(-1)+0x2

37 29 12
3 -2 3)
‘0 Le produit de matrices n’est pas commutatif : en général AB #BA.
® | 'égalité AB=0 n'implique pas que A ou B soit nulle. Par exemple :

10 00
A= #0,et B= #0,mais AxB=0,
00 10
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3. Propriétés des opérations sur les matrices
m Soient A et B deux matrices de taille nX p et ket k" des réels. Alors :
kK(A+B)=kA+kB et (k+k")A=kA+k A.

m Soit A et B des matrices de taille n X p et C et D des matrices de taille p X g.
Alors :

A(C+D)=AC+AD et (A+B)C=AC+BC.

Si ke R, kAB = (kA)B = A(kB).

m Soit A une matrice de taille nX p, B une matrice de taille px g et C une
matrice de taille g xr. Alors :

A(BC) = (AB)C = ABC.

Bi¥ MATRICES CARREES

1. Matrice unité d'ordre n

B On appelle matrice unité d’ordre » la matrice carrée de taille n constituée de
1 sur la diagonale et de 0 partout ailleurs. On la note I .
1 00

EXEMPLE : Izz((l) (1)) etl;=]10 1 O]

0 0 1
m Propriété : Soit A une matrice carrée de taille n, alors AI, =1,A = A.
2. Inverse d'une matrice carrée

m Soit A une matrice carrée de taille n. On dit que A est inversible si, et seule-
ment si, il existe une matrice B (de méme taille) telle que AB=BA =1,. On dit
alors que B est I’inverse de A et on note B= A",

En pratique, pour prouver que B=A", il suffit de montrer que AB=1I ou que
BA =1. Ce résultat est admis.

m Propriété (cas particulier des matrices carrées de taille 2)

a b
Soit A une matrice carrée de taille 2, A = d)' A est inversible si, et seule-
ment si, ad —bc # 0. ¢

d -b
Si ad —bc#0, alors A~ = ! .
ad —bc\—c a

3. Puissance d’une matrice carrée

Soit A une matrice carrée de taille n. Soit p e N*.
Onnote A? = AXAX...XA
— - o
p facteurs
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‘ Par convention, A° =1, .

® Propriété
Les puissances d’'une méme matrice carrée A commutent :
si p, g€ N*, alors A? X A7 = A7 X Ar = Ar+a,

‘ En particulier, A1 = A" x A=A xA".

SAVOIR-FAIRE

1. Déterminer l'inverse d'une matrice

1 4 -1
Déterminer I’inverse de la matrice A=|0 2 1
0 0 3

a b ¢
Il s’agit de trouver une matrice de méme taille B={a, b, ¢, | telle que
AB=1,. ay by ¢
Pour cela o on traduit I’égalité¢ matricielle AB = I, par un systeme d’équations ;

o on résout le systeme, puis on écrit B ;
e on vérifie a I’aide de la calculatrice.

a b ¢

Posons B=|a, b, ¢, |

a, by o
1 4 -1\(aq b ¢ 1 0 0
AB=1L,<|0 2 1|la, b, ¢ [=(0 1 0
0 0 3)\gg b ¢ 0 0 1
[a, =b, =0
(a, +4a, —a, =1 c3=l
b +4b, —b, =0 3
¢ +4c, —c; =0 a,=0
2a, +a; =0 b2=l
el +h=1 o] 2
2¢, +¢;,=0 02=—é
3a, =0 a =
i’%:? b +2=0
c. =
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1 2 1 @
1 1 ) . "
< B=[0 — ——|. On vérifie a la calculatrice : ]
2 6 =
1 =
d [
0 0 3 —
L4 - 1—12 11 1—12 11 L4 -
02 1|x{0 = ——=|=]0 = ——|Ix|0 2 1 |=L.
2 6 2 6
00 3 1 1 0 0 3
0 0 = 0 0 =
3 3
2. Résoudre un systéme a l'aide des matrices
17 étape : traduire le systéme d’équations par une égalité matricielle.
ax+by=r a b\(x r
= = ;
ex+dy=s c d)\y s
ax+by+cz=r a b ¢ )(x r
ax+by+cz=ss|a, b, o ||y|=|s]|
ax+by+cz=t a by o) \z t
2¢ étape : résoudre I’équation matricielle a I'aide du résultat suivant :
si A est inversible, alors A X=B & X = A'B.
EXEMPLE : Résoudre le systéme 3x+2y= 5,
x—4y=1
3x+2y=5 32 )\(x 5
= = _|
x—4y=17 1 —4)\y 7
. 3 2 . .
3% (—4)—1x2=-14#0, donc la matrice A = | —4 est inversible
1(-4 2
et Al=—— .
14\ -1 3
3x+2y=5 32 \(x 5 x 1 (-4 -2)(5
Donc == = = =——
x—4y=17 1 —4)\y 7 y 14\ -1 3 )\7
497
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R X =—
3x+2y=5
A= (27 | 7
x—4y="1 y 8 8
8

3x+2y=5 17
admet un unique couple solution | — ; —— |[.
x—4y=17 7 7

3. Déterminer l'inverse de A a partir d'une relation de la
forme aA? +bA+cI=0

Le systéme {

‘ N'importe quelle équation de la forme P[A]=0, ou P est un polyndme dont
le terme constant est non nul, peut convenir.

EXEMPLE : Soit A une matrice (donnée) qui vérifie la relation
2A? -3A+41=0.
Il s’agit de faire apparaitre une relation de la forme A X (oA +BI) =1, a, B
étant des réels. Pour cela :
e on isole le terme constant ;
e on factorise le premier membre de 1’égalité par A (sachant que A = A X1I):
e 2A2-3A=-41;
o AX(2A-31)=-4L
On continue :

—(i)A xX(2A-3D)=1
soit (voir I-3) propriété b)) :

AX (—%)(2A -3)=L
D’oil A X (—1A + 31) =1
27 4

‘ Voir le paragraphe 1.3 du cours.

On en déduit que A est inversible et que :

at=—ta3n
27 4

4. Traduire un probléme de stock par une égalité matricielle
EXEMPLE : A 1’occasion de la féte de la pomme, les membres d’une association

décident de vendre des tartes aux pommes et des crumbles a la pomme. Voici
les ingrédients nécessaires a la fabrication des différents produits :

Farine (grammes) | Pommes (grammes)| Beurre (grammes)
Crumble 50 800 50
Tarte aux 100 500 25
pommes
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On note x, le nombre de crumbles et x, le nombre de tartes aux pommes
préparés.

On note y, la quantité de farine utilisée, y, la quantité de pommes utilisée et
¥, la quantité de beurre utilisée.

by
On pose X = (xl ) et Y=| y, | Déterminer une égalité matricielle de la
" V3
forme Y = AX, ou A est une matrice a définir.
On traduit le probléme par un systéme d’équations et on écrit ensuite 1’¢galité
matricielle correspondante.
y, =50x, +100x, » 50 100

y, =800x, +500x, soit | v, [=]800 500 [xl].
, = 50x, +25x, y) Lso 25 \°
50 100
Donc Y=AX avec A=(800 500 |.
50 25

5. Créer et exploiter un graphe probabiliste

On conserve dans une enceinte une population d’étres unicellulaires qui peu-
vent se trouver dans deux états physiologiques désignés par A et B.
On désigne par a, et b, les effectifs — exprimés en milliers d’individus — des

n

On note P, la matrice colonne P, = 5

n

deux populations a I’instant . (
a )

Des observations menées sur une assez longue période permettent d’estimer
que 95 % des unicellulaires se trouvant a ’instant n dans 1’état A n’ont pas
changé d’état a I’instant # + 1, non plus que 80 % de ceux se trouvant a I’instant
n dans I’état B.
a. Représenter la situation par un graphe
On applique la propriété : la somme des coefficients des arétes issues d’un
meéme sommet vaut 1.

0,05 (=1-0,95)

0,2 (=1-0,8)
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b. Donner la matrice de transition M correspondante

On écrit un systeme donnant a,, et b,,, en fonction de a, et b, .
On traduit ensuite ce systéme par une égalité matricielle.

a,,=0,95a,+0,2b,
b,,=0,05a,+0,8b,"
0,95 0,2
P,
0,05 0,8

Soit ne N,{

c’est-a-dire P, =(

. 0,95 0,2

D’ou M = .
0,05 0,8

On vérifie que la somme des ¢léments de chaque colonne vaut 1 et que chaque

¢lément appartient bien a ’intervalle [0 ; 1]: c’est alors bien une matrice de
transition
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EXERCICES D'APPLICATION

SOMME ET MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE | % | 10 min | »P. 517 |

1. On donne les matrices

1 3 0 2
3 5 2 -3
A= ,B= ,C=14 6|, D= ,E=|l 3 -1},
-1 2 7 1
7 9 -3 4
Lo -2 0 5
F= (O 1), G=| 0 1 1. Calculer toutes les sommes possibles.
-5 =2 1

2. Déterminer les quadruplets (a ; b ; ¢ ; d) tels que :

(w3 8 I

[E3 ProbuiTs bE MATRICES | x% | 30 min | »p. 517 |

. 35 1 -2 2 -3
1. Soient A = , B= ,X = Y = ,
-1 2 31 7 1
23 3 -15
C= et D= .
4 6 -2 10

a. Calculer AX, AY, BX et BY.
b. Calculer Al, et I,A.

c. Comparer les produits AB et BA.
d. Calculer CD.

‘ Voir les remarques du cours, |. 2.

2. Soit A = .
c d

a. Exprimer la matrice A? en fonction de a, b, ¢ et d.
b. Vérifier que A2 =(a+d)M + bcl, + N?, avec :

0 b a 0
M= et N= .
c 0 0 d

1 23 -2 0 5 1
3.Soient E={4 5 6|,F=| 0 1 1|etZ=|-2
7 8 9 =5 21 0

Calculer EZ, FZ, EL;, LLE et EF.
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MATRICES ET SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES | * | 10 min | >p. 518 |

1. Traduire par une égalité matricielle chacun des systémes suivants :

3x-2y=5 x+2=3
a.\ T2 b. 2
e —3y=4
2x—y+3z=1
x=y-1
{ d. 4x+2y—-5z=0
x+y=1
xX+y+z=3

‘ Voir le début du savoir-faire 2.

2. Traduire par un systeme chacune des égalités matricielles suivantes :

-2 0 5)\(x 1
| blo 1 1 2
3 1 )y) s ’ 717
-5 =2 1)\z 0
CALCUL DE LINVERSE D’UNE MATRICE
. PAR LA RESOLUTION D’UN SYSTEME | % | 30 min | »p. 518|
‘ Voir le savoir-faire 1.
1. Soit A 1 i 32
. t tr .
oi a matrice 0 4
a b
On cherche a déterminer la matrice inverse A™' =( d).
c

a. Traduire par un systéme d’équations ’égalit¢ A X A~ =1.
b. Résoudre ce systeme puis conclure.

2 3
2. Déterminer de méme ’inverse de la matrice B = ( J

1 2 3
3. Déterminer I’inverse de la matrice M=|0 4 5.
0 0 6
1 0 =2
4. Déterminer ’inverse de la matrice N=[ 1 0 1
-1 2 0

502
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B} nNvERSE D'UNE MATRICE 2x2 | % | 10 min | ». 520 |
. 2 3 1 0 1 2
Soit A = , B= ,C= ,

-1 5 0 0 3 4
4
2
3 0 1
D= ,1,, E= .
3 1 0
1 2
2

Parmi ces matrices, lesquelles sont inversibles ? Calculer leurs inverses.

‘ Voir le cours, Il. 2., propriété.

B3 ProBLEME SIMPLE DE MATRICES ET STOCKS | % | 25 min | »P. 521 |

Une entreprise assure la production de deux types de calculatrices C1 et C2 en
quantités (hebdomadaires) respectives x et y.
Le colit des ¢léments installés et le nombre d’heures de travail sont donnés pour
chaque calculatrice dans le tableau suivant :

G G
Cotit des éléments en euros 6 8
Nombre d’heures de travail 1 1,5

Un programme de production hebdomadaire peut se représenter par la matrice :

X
y
Cette production occasionne un coiit ¢ et un nombre ¢ d’heures de travail. Ces

c
deux éléments sont donnés dans la matrice Y = (t )
. 6 8
Enfin on appelle A la matrice issue du tableau : A = Ls)

1. a. Ecrire une égalité matricielle reliant A, X et Y qui traduit la production de
I’entreprise.

‘ Voir le savoir-faire 4.

b. Durant une semaine, I’entreprise a produit 200 calculatrices CI et 800 calcu-
latrices C2. Par un calcul matriciel, déterminer le cot total et le nombre d’heures
de travail pour la production de cette semaine.

) 1,5 -8
2. On note B la matrice : B= L6 )

a. Effectuer le produit B X A.
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b. Montrer, en transformant ’égalit¢ Y = A XX, que BXY =X.

¢. Durant une autre semaine, I’entreprise fait face a un colit total de 8400 euros et
1450 heures de travail. Déterminer par le calcul matriciel le nombre de calcula-
trices de chaque type fabriquées au cours de cette semaine.

7 GRAPHES PROBABILISTES ET MATRICES
DE TRANSITION | * | 15 min | »p. 521|

1. Parmi les matrices ci-dessous, certaines sont des matrices de transition. Dire
lesquelles et dessiner le graphe probabiliste leur correspondant.

13
A3 4 ;Bz(o,z 0,8);
2 1 0,3 0,7
3 4
1 08 -02 0,1 02 03
c=[05 06 01];D=[0,35 025 0,1].
-0,5 -0,4 11 0,55 0,55 0,6

‘ Voir le savoir-faire 5. b.

2. Donner a chaque fois la matrice de transition correspondant au graphe proba-
biliste.

2
7

0,15

-l>|v—‘

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



. I exercices | N

‘ On notera a,, b, etc, les effectifs correspondant aux états A, B et C a linstant

de n. On exprimera alors a,,;, b,,, etc,,, enfonctionde a,, b, etc,.

n+1r n*~n

[E} PROBLEME SIMPLE GRAPHE PROBABILISTE | % | 35 min | »p. 522 |

Un théatre propose deux types d’abonnements pour une année : un abonnement A
donnant droit a six spectacles ou un abonnement B donnant droit a trois spectacles.
On considére un groupe de 2500 personnes qui s’abonnent tous les ans. n étant
un entier naturel, on note :

e a, la probabilité qu’une personne ait choisi un abonnement A I’année # ;

e b, la probabilité qu’une personne ait choisi un abonnement B ’année # ;

. (a . . ik Do
e P la matrice ( ”) traduisant 1’état probabiliste I’année 7.

Les probabilités de conserver son abonnement sont données dans le graphe

ci-dessous :
0,85 0,55
Abonnement A Abonnement B

1. Compléter ce graphe sachant que les personnes interrogées s’abonnent tous
les ans.

2. On suppose que, I’année zéro, 1500 personnes ont choisi I’abonnement A et

1000 ’abonnement B. u

a. Déterminer 1’état initial P, =( ")
0

b. Déterminer la matrice de transition M du graphe.
‘ Voir le savoir-faire 5.

¢. En déduire le nombre d’abonnés pour chaque type d’abonnement 1’année un.
3. Montrer que pour tout entier 7>0:

a,,=0,45+0,4a,.
‘ Quelle relation simple a-t-on entre a, et b, ?

4. Soit la suite (v,) définie, pour tout entier naturel » par :
v,=a,—0,75.
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a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,4.
b. En déduire v, , puis «,, en fonction de .
c. Calculer la limite de @, quand n tend vers I’infini. Interpréter cette limite.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

[E] nveRsES DE MATRICES | %% | 35 min | »p. 523 |

1-k =2
1. Pour quelles valeurs du réel & la matrice A = ( ) est-elle inver-
sible ? Calculer alors A", La-k

‘ Voir le cours Il. 2, propriété.

cos(a) 0 1

2. Calculer I’'inverse de la matrice B = sin(a) 1 0 ,
ou a désigne un réel fixé. 0 sin (a) cos (a)
‘ Voir le savoir-faire 1.

2 0 0
3.S0it M=[0 -1 1 |. Calculer M?. En déduire M!,

0 -3 -1
‘ Voir le savoir-faire 3.
MATRICES DE ROTATION | %% | 45 min | »p. 524 |

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ; I; J), et orienté dans le sens
direct. R désigne une matrice 2 x 2.
A tout point M(x ; y), on associe le point image M’(x”;y") tel que

WV

1. Soit R 1a matrice 2 2
NERE
2 2

Déterminer les images I’, A’et B des points I, A(g), B(m). Vérifier qu’ils se

situent sur le cercle trigonométrique et donner leurs affixes.
cos® —sin 6)

2. Soit 6 un réel. On note R, la matrice |
sin®  cosO
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a. Déterminer les images I’ et B” des points I et B(r). Vérifier qu’ils se situent
sur le cercle trigonométrique et donner leurs affixes.

b. Soit A le point du cercle trigonométrique d’affixe o.. Exprimer les coordon-
nées du point image A’ en fonction de o et 6. Vérifier que A’ a pour affixe
(o +0).

‘ Voir les formules d’addition vues en 1 S.
3. Vérifier que, pour tous réels 0 et ', Ry xRy =Ry,4 €t Ry'=R .

PR] !NVERSE D'UNE MATRICE VERIFIANT
A?=aA +pl avec o, B REELS | ** | 40 min | »p. 526

Lsoit a=|’ 2.
4 0

a. Calculer A2.

b. Déterminer les réels (non nuls) o et B tels que A? =oA +BI, (1).
c. Déduire de (1) que A est inversible et exprimer en fonction de A, oo et la
matrice inverse de A.

‘ Voir le savoir-faire 3.

d. Calculer A",

-3 -2 2 I -1 1
2.Soient A=|-2 -3 2|etB=[-1 1 -1}|.
2 2 3 I -1 1

a. Montrer que B = %A + %IS.

b. Calculer B? et trouver une relation entre B? et B.
c. Etablir I’égalité A% +4A — 51, =0.

d. Déduire du c. que A est inversible et donner I’expression de A~".

E¥] Puissances D'UNE MATRICE | %% | 45 min | »p. 528 |
i -28 18 o
1. Soit A = . On veut pouvoir déterminer A", pour tout n € N¥*.
—45 29

L } 2 0 3 2
a. Vérifier que A =PDP™' avec D = et P= .
0 -1 5 3
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‘ On dit que la matrice carrée D est une matrice diagonale (les éléments qui ne sont
pas situés sur la diagonale sont nuls).

” 0
b. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, A" = P( 0 ( 1)n)P"l.

‘ Voir le chapitre 5.

c. Calculer A°.

31 -1
2.8t M=|6 -2 —6]|.
5 =5 3
I 01 I -1 1
a.Soient P=|0 1 1]et Q=l -1 1 1 [. Montrer que Q=P".
I 10 2 I 1 -1
2 0 0
b. Vérifier que M=PxDxQavec D=|0 -8 0.
0 0 4

c. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, M* =P x D" xQ.
d. Calculer alors M3,

VECTEURS COLONNES VERIFIANT U, = AU, +C | %% | 50 min | »p. 529 |

n+1

Partie A.

Soit A =
0

)
WIN W[

2 0
12
1. Vérifier que A=PxDxP- avec D=| 2 eth(O 1).

[OSHN)

2. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, A» =P x D" x P!,

‘ Voir le chapitre 5.

3. Vérifier que, pour tout ne N*, A" =
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Partie B.
On considere la suite (U, ) de vecteurs colonnes définie par récurrence par :

1 45
U, :(OJ’ et,pourtout neN, U, ., =AxU, +( 3 J

X
Pour tout n € N, on pose U, =( " )

1. Calculer U,. 45
2. Déterminer le vecteur colonne Z = (;) pour lequel Z = AZ +( 3 )

3. On pose, pour tout ne N, V, =U, - Z.
a. Calculer V, et V,.
b. Démontrer par récurrence que, pour tout n e N*, V. = A" X V,.

xn

c. Exprimer (
I

) en fonction de n, pour ne N*,

d. Déterminer lim x, et lim y,.
n—>+oo

n—>+eo

PROBLEME MATRICES ET STOCKS | %% | 25 min | »p. 532 |

Une usine fabrique 3 sortes d’articles a;,a,,a;, a partir de 3 modules m,, m, , m;.
On donne :

Modules \ articles a a, a,
m 3 9 5
m, 4 0 9
m, 4 8 6
Modules m m, m,
Poids unitaires (en kg) 5 6 3
Cotts unitaires (en euros) 180 250 150

On lit par exemple : Pour fabriquer un article a@,, il faut 9 modules m, et
8 modules m; ; un module m, peése 5 kg et cotte 180 euros.

5 6 3
On note A = .
180 250 150

A~ b~ W

9 5
0 9 eth(
8 6
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1. a. Calculer le produit matriciel M x A.

b. Interpréter les lignes de ce produit.

2. Une semaine donnée, I’'usine doit fournir 8 articles «,, 12 articles a,,
13 articles a;. Elle dispose en début de semaine d’un stock de 200 modules de

chaque sorte. g

On note F la matrice : F=(12 |.
13
a. Calculer le produit matriciel A X F. Que représente-t-il ?

b. La demande (8 articles @, 12 articles a,, 13 articles a;) peut-elle étre
satisfaite ?

GRAPHE PROBABILISTE A DEUX SOMMETS | %% | 35 min | »p. 532 |

Lors d’une partie de fléchettes, un joueur envoie une a une des fléchettes vers une
cible. La tentative est réussie quand la fléchette atteint la cible, elle échoue dans
le cas contraire. Pour la 1¢ fléchette, les chances de réussite ou d’échec sont
égales. Pour chaque lancer suivant, la probabilité qu’il réussisse dépend unique-
ment du résultat du lancer précédent :

o Elle est de 0,7 quand le lancer précédent atteint la cible.

e Elle est de 0,4 quand il a échoué.

On note :
o C, I’événement « La n° fléchette atteint la cible ».
o E, I’événement « Le n° lancer a échoué ».

1. La partie ne comporte que deux fléchettes. Traduire la situation a I’aide d’un
arbre pondéré. En déduire la probabilité pour que la 2¢ fléchette atteigne la cible.

Dans toute la suite de ’exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 1 et on
considere que le jeu se déroule avec n fléchettes.

On désigne par c¢, la probabilité d’atteindre la cible lors du n° lancer et par e,
la probabilité que ce n¢ lancer échoue.

Cn . . . , g
On note P, =( ) la matrice colonne qui traduit I’état probabiliste lors du n*
lancer. &

b

0,5 . . "
La matrice P, = (O 5) traduit donc I’état probabiliste lors du 1° lancer.

2. a. Représenter la situation a I’aide d’un graphe probabiliste.
b. Donner I’état P,.

3. a. Soit n € N*, Ecrire 1’égalité matricielle liant P,, P,., et la matrice de tran-
sition A associée au graphe probabiliste.
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‘ Voir le savoir-faire 5.

b. Montrer que pour tout entier n>1, ¢,,, =0,3.c, +0,4.

‘ Quelle relation simple a-t-on entre ¢, ete, ?

. . o . 4
4. Soit la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n >1 par u, =c, — =

a. Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique de raison 0, 3.
b. En déduire u,, puis c,, en fonction de .

c. Calculer la limite de ¢, quand » tend vers I’infini. Interpréter cette limite.

EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

EX3 MaRcHE ALEATOIRE | %%% | 35 min | »p. 534 |

Une puce se promene sur un tétracdre régulier ABCD. A I'instant n, elle quitte le
sommet ou elle se trouve pour se placer indifféremment sur n’importe quel autre
sommet.

1. Ecrire la matrice de transition M associée au graphe.

un VYI vn VVI
vn un v}'l vn
On pose, pour tout 7€ N*, A = ,
vn vn u?l vn
vn vn v}'l un

_ 1y Uiy
avec Mn—Z[F+1} et Vn—4|:1 ( 3 .

2. Démontrer que, pour tout ne N* M"=A .
3. Soit T'la variable aléatoire qui donne le temps au bout duquel la puce est reve-
nue au sommet de départ.

a. Déterminer la loi de probabilité de T.

y Déterminer successivement p(T =1, p(T=2), .. et reconnaitre les termes
successifs d'une suite géométrique.

b. Calculer S, = p(T =1)+ p(T'=2)+...+ p(T = n) et déterminer la limite de
S, quand n tend vers oo,

‘ Voir le cours sur les sommes de termes consécutifs d'une suite géométrique,
chapitre 5.
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PUISSANCE DE MATRICE | x%% | 30 min | »p. 536 |

1 01
On considere la matrice A=|1 1 1.
0 0 1

1. Déterminer la matrice B définie par A = B+ 1;.
2. Calculer les matrices B? et B?.

3. En déduire la matrice B” pour tout entier n, n> 3. 1 0 N
. +1
4.Démontrerquepourtoutentier n, n>3, A" =(B+1,)"=[n 1 %
00 1
‘ Utiliser la formule du bindme vue en 1 S.
INVERSE DE MATRICE | %% | 40 min | »p. 536 |
01 0
On considere les matrices 0, I; et A={0 0 1.
0 0 0

1. Calculer A% et A3. En déduire pour tout entier n> 3, la valeur de A”.

2. A tout nombre réel x, on associe la matrice notée M(x) ou :
2
M(x)=I3+xA+%A2. (1)

a. Déterminer M(0) et M(4).
b. Ecrire la matrice M(x).
3. a. x et y étant deux nombres réels quelconques, calculer en utilisant la relation
(1) le produit M(x) X M(y).
b. Montrer I’égalité :

M(x) X M(y) = M(x + y). )
c. En utilisant les résultats de la question 2., déterminer le nombre réel x” tel que :

M(x)xM(x")=1;.

1 4 8 1 =12 72
4. Montrer que les matrices B=|0 1 4fet C=|0 1 —12| sont
0 0 1 0 0 1

inversibles et donner leurs inverses.

MODELE PROIE PREDATEUR | x%% | 60 min | »p. 537 |

On s’intéresse a 1’évolution du nombre ¢, de chouettes et du nombre s, de
souris, exprimés en milliers d’individus.
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On a choisi, pour décrire cette évolution, le modele suivant :

¢ =2 ¢,.1=0,5¢,+0,3s,
et, pour tout ne N, (1)
5o =15 S, =—0,108¢, +1L1s,

Le coefficient 0,5 indique qu’en I’absence de souris, le nombre de chouettes
diminue.

Le coefficient 1,1 indique qu’en I’absence de chouettes, le nombre de souris
augmente de 10 %.

Les deux autres coefficients rendent compte de la relation proie-prédateur :
positif pour les chouettes, négatif pour les souris.

N

Cn
On pose, pour tout e N, X, = ( J
1. Traduire le systeme (1) par une égalité matricielle entre X,, X,,, et une
matrice carrée A a définir.
2. On suppose dans cette question qu’il existe un réel A et un vecteur colonne V
non nul tel que AV =2AV.

a. Montrer qu’alors la matrice B= A —Al, n’est pas inversible.

4

Raisonner par l'absurde.

b. En déduire que A est solution de 1’équation A> —1,61+0,5824 =0.
3. Déterminer les racines A, etA, du trindbme A? —1,6A+0,5824. On notera
A, la plus petite des deux racines.

a,

4. Déterminer un vecteur colonne non nul V, = ( ] tel que AV, =1,V,,etun

|
a

vecteur colonne non nul V, =( ) tel que AV, =A,V,.

2
5. Soit P la matrice formée des vecteurs colonnes V, et V, dans cet ordre.
a. Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
. Ao 0O
b. Vérifier que A=P| "' P
0 A,
6. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*:

X =A"X —P(O‘l)n 0 )PIX
n 0o 0
0 )

7. En déduire I’expression de ¢, et de s, en fonction de n.
8. Déterminer les limites, quand » tend vers +eo, des populations de chouettes et
de souris.
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CONTROLE

By Puissances D'UNE MATRICE | % | 35 min | »p. 540 |

On se propose de déterminer les puissances successives de la matrice M
définie par :

1
0
1

O = =

0
0
1
1 00

1. Calculer M2, M3 et M*. Etablir une relation simple entre M* et M3.

2. On admet qu’il existe une suite numérique (an) telle que, pour tout
n>3, M"=a,M3.

a. Préciser la valeur de a, et de a,.

b. Soit n un entier, n >3. Exprimer M"*! en fonction de M”.

y Décomposer n+1en (n—3)+4.

c. En déduire la nature de la suite (an )

3333

2 2 2 2
d. Montrer alors que, pour tout n >3, M" =23

2 2 2 2

1 1 1 1

GRAPHE PROBABILISTE A TROIS SOMMETS | %% | 25 min | »p. 541 |

Dans une région, on considere trois types de temps : beau, variable, pluvieux.
On sait que : |
s’il fait beau un jour donné, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est &

et la probabilité qu’il pleuve est g ; 1

si le temps est variable, la probabilité qu’il soit variable le lendemain est 1
et la probabilité qu’il pleuve est 5 ; 1

s’il pleut, la probabilité qu’il pleuve le lendemain est 2 et la probabilité qu’il
fasse beau est 5

On note B « le temps est beau » ; V « le temps est variable » ; P « le temps
est pluvieux ».

514
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CONTROLE

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste.
Pour tout entier naturel n, 1’état probabiliste dans 7 jours est défini par la
b

n

matrice colonne P, =| v,

P

dans n jours, v, la probabilité que le temps soit variable dans # jours et p, la
probabilité qu’il pleuve dans 7 jours.
2. Donner la matrice de transition de ce graphe.
Les sommets B, V, P seront rangés dans cet ordre.
1

3. Aujourd’hui il fait beau, on a donc P, =| 0 | matrice colonne décrivant
I’état initial. 0

Déterminer la probabilité de chaque type de temps dans deux jours.

22

1. On consideére la matrice

ou b, désigne la probabilité qu’il fasse beau

| %% | 5 min | »p. 542 |

1 0 a
M=|0 1 O, oua désigne un nombre réel non nul.
010
La matrice M? est égale a :
1 0 & 1 a a
a. A=|0 1 0 [; b. B=[{0 1 0f;
01 0 0 1 0
2 0 2a 1 00
c.C=|10 2 0 |; d.D=|0 1 0f.
02 0 0 0 1

2. Parmi les matrices suivantes, une seule est inversible, quelque soit la valeur
de a. Laquelle ?

1 2 cosa Ssina

a. A= ; b.B=| . ;
cosa -1 sina cosa
cosa —sina sina 0

c. C=| | ; d.D= .
sina cosa -1 1
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EX] co-vorturace | %% | 40 min | »p. 542 |

Dans une région de France supposée démographiquement stable, on compte
190 milliers d’habitants qui se déplacent en voiture pour aller travailler : les
uns se déplacent seuls dans leur voiture, les autres pratiquent le co-voiturage.
On admet que :

e si une année, un habitant pratique le co-voiturage, I’année suivante, il se
déplace seul dans sa voiture avec une probabilité égale a 0,6 ;

e siune année, un habitant se déplace seul dans sa voiture, I’année suivante,
il pratique le co-voiturage avec une probabilité égale a 0,35.

Partie A

On note C I’état « pratiquer le co-voiturage » et V I’état « se déplacer seul
dans sa voiture ».

1. Dessiner un graphe probabiliste de sommets C et V qui modélise la situa-
tion aléatoire décrite.

2. En considérant C et V dans cet ordre, en colonne, la matrice de transition

0,40 0,35
0,60 0,65)

Déterminer I’état stable du systéme, c’est-a-dire la matrice colonne (x)
vérifiant : y

associée a ce graphe est M = (

(x) =M X (x) et x+y =190 (population totale).
y y

En donner une interprétation.

Partie B

En 2000, 60 milliers d’habitants pratiquaient le co-voiturage et 130 milliers
d’habitants se déplagaient seuls dans leur voiture.

On appelle X, (n entier naturel) le nombre de milliers d’habitants qui
pratiquent le co-voiturage durant I’année 2 000 + n. On a donc X, = 60.

1. Montrer que pour tout entier naturel n, X,,, =0,05.X, +66,5.
On considere la suite (un ) définie pour tout entier naturel n par u, = X, — 70.

2. Prouver que la suite (un) est une suite géométrique de raison 0,05. Préciser
son premier terme.

3. Montrer que pour tout entier naturel n, X, =70 —10x0,05".

Est-il possible que, durant une année, le nombre d’habitants pratiquant le
co-voiturage atteigne la moitié¢ de la population de cette région ?
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CORRIGES
4 s » -1 2 8
[1]1. A+F= | 5| BD=[ |5 Cc+G=|4 6 7
- 2 6 10

a=-2 G ==

ol (2 9 b2=9@ b=3oub=-3
Ve Jd) L4 1) T |We=4T |e=16 ‘

Les quadruplets solutions sont :

(-2533;165-7),(-2;-3516;-7),(-2;3;1657),(-2;-3;16 ;7).
a-3=1 a=4
a 2) (3 b 2-b=0 b=2
b. — =], =
-1 d c -5 —1-¢c=0 c=-1
d+5=1 d=-4

Le quadruplet solution est (4 ;2 ; —1; —4).
3xX2+5%x7 41 -4 -12 =5
[2] 1.a.Ax = =" lay=| " |:Bx= :BY=| _|.
s e ar =5 =37 Jor=(5)
b. AL = 3 5)(1 0) (3xI+5x0 3x0+5x1) (3 5
A 2)lo 1) mixa+2x0 —1x0+2x1) (-1 2)
Donc Al, = A et, de méme, [,A = A.

o Apo[ 3¥1¥5X3 3x(=9+5x1)_(18 -1}
T AIx1+2x3 —Ix(=2)+2x1) 5 4)°

sacfl 2)[3 5)_[(X3+EIXED Ix5+(2)x2)_ (5 1
3 1) =1 2) Bx3+1x(-1) 3x5+1x2 ) (8 17)
Donc AB#BA.

2 3 3 15 0 0
d. CD = X = .
(4 6) (—2 10 ) (O 0)

Donc CxD =0, avec C#0, et D #0,.
a b a b a’>+bc ab+bd
2.a. Az = X = -
c d c d ac+tdc bc+d?
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b 1 0 a 0 a 0
b. (@a+dM+bcl, + N? = (a+d) +bc + X
c 0 0 1 0 d 0 d

( 0 b(a+d)) (1 0) (az OJ (bc+a2 b(a+d)) ,
= +bc 4 = . d’ou
cla+d) 0 0 1 0 d? cla+d) bc+d?

(a+d)M+bcl, +N? = A2,

Ix1+2x(-2)+3%0 =3 -2
3. EZ=|4x1+5%(-2)+6x0|=|—-6(; FZ=|-2].
TXx1+8%x(-2)+9%0 =0 -1

1 2 3)(1 0 0
EL=[4 5 6|0 1 0
7 8 9Jlo 0 1

IXT+2X04+3%x0 IxX0+2X1+3%x0 1x0+2x0+3x1
=14X1+5%x0+6x0 4x0+5x1+6%x0 4x0+5x0+6X%1]|.
TX1+8X0+9x0 7x0+8x1+9%x0 7x0+8x0+9x1
Donc, EI; =E et, de méme, on trouve I;E = E.

IX(—2)+2x0+3X%(=5) 1xX0+2x1+3%(-2) 1x5+2x1+3x1
EF = 4X(-2)+5x0+6X(=5) 4X0+5Xx1+6%(-2) 4xX5+5x1+6x1
TX(=2)+8X0+9%x(=5) 7xX0+8x1+9x(-2) 7Tx5+8x1+9xl1

-17 4 10
=|-38 -7 31|.
-59 -10 52

- 1
LI
E =Eoat=6 D 0-0)

X 1
S |x]ly|=]|0|
z 3
—2x+5z=1
x—2y=4
a{ b. Jy+z=-2 .
3x+y=5
—Sx-2y+2z=0
3a+2c=1
3 2 a b 1 0 3b+2d=0
La AA" =1, & x = & :
0 4 c d 0 1 4c¢=0
4d =1

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



[ b

=0 c=0
3a+2c=1 | P 1 -1
_ = 4 FEr
p. J3b+2d=0 4 - L A= 3 6]
4c=0 3a=1-2x%x0 a:§ 0 l
- 4
4d=1 3b=-2x— -1
b=—
| =%
2 3) (a b 10
2. X =
-3 5) \c d) (0 1
a:l_3£ = E CcC=—
2 72
2a+3c=1
h=—-34 s€p3e L
2b+3d =0 2 2 2
F13a+5¢=0 et d “
aroe= a=5- b=-3— d=—
-3b+5d =1 2
p=-Lisd 54,34 1 b=—
3| 2

5 -3
Donc B! =l .
193 2

‘ Comparer ce résultat avec la formule du Il. 2.

1 2 3) (a4 b ¢) (1 00
3.10 4 5|x|a, b, ¢ |=|0 1 0O
0 0 6 a, by ¢ 0 0 1
(a, =1
, B=——
a, +2a, +3a; =1 2
b+2b,+3h,=0 |3 1 1
¢ +2¢,4+3¢;=0 122 12
4a, +5a, =0 a =0
& 14b, +5b; =1 s bzzi
4c, +5¢, =0 5
6a,=0 =5y
6b, =0 a,=0
_6c3:1 by =0
1
“ 6
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2 12
Donc M7 =] 0 5
4 24
0 0 1
6
4. (1 0 =2 a b ¢ 1 00
1 0 1 |xXla, b, ¢ [=[0 1 0
-1 2 0 a, by ¢ 0 0 1
1
(11_5
1
a—2a, =1 3a, = b3=§
b —2b,=0 b =2b, =0
¢ —2¢,=0 ¢ =2c %
— — b =—
a+a, =0 a = —a, 3
b +b=1  |3b =1 S g =0
¢+c =0 3¢, =0 1
@y ===
—a,+2a,=0 a 3
@ == 1
—b, +2b, =0 2 a,=—
—+2,=1 |, _b 6
| =S , 1
, = —
_l,a .
7272 1
C, E
2 40 )
DoncN'=—|1 2 3
-2 20
. 2 40 0 -2 . 6 0 0
Vérification : 3 I 2 3(x{1 0 1 =g 0 6 0|=1
-2 2 0 -1 2 0 0 0 6

-3
- 2x5—-(-1)x3=13#0, donc A est inversible et A‘—l( 2).

1t

-2
1x4-3%x2=-2#0, donc C est inversible et C~ 1=—1( . ):

I1x0—-0x0=1#0, donc B est inversible et B! ——( )

1

N | W
|
N | =

520
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% X % —(=1)x(-2) =0, donc D n’est pas inversible.

0x0-1x1=-130, donc E est inversible et E-' = L1( 01 _OIJ: ((1) (I)J: .

‘ E2=ExE-"=0,, bien que E soit non nulle.

= 6 8
El 1. a. ¢=6x+8y soit ‘= * . Donc Y = AX.
t=1x+15y t I L5)\y

La production de ’entreprise est donnée par Y = AX

6 8 (200 7 600
b. x =200 et y=800. Y = = .
1 1,5){800 1400

Le coiit total sera de 7600 euros et le nombre d’heures de travail sera de 1400 heures.

L5 -8) (6 8 1 0 )
2.a. BXA = X = soit BX A =1,.
-1 6 1 1,5 0 1

b. Y = A XX donc (multiplication a gauche par B) :
BXY=BXAxX=[xX=X,s0it X=BXxY.

8400 L5 -8)(8400 1000
c. Y= , donc X=BY = = .
1450 -1 6 J\1450 300
1000 calculatrices de type C, et 300 calculatrices de type C, ont été fabriquées.

1. Seules les matrices A et D sont des matrices de transition : tous leurs élé-
ments appartiennent a I’intervalle [0 ; 1] et la somme des éléments de chaque
colonne vaut 1.

a,,=0,15a,+0,6 b, a,. 0,15 0,6\(a
2.a. ,donc | " |= iz
b,.,=0,85a,+0,4 b, b 0,85 0,4 )\ b,

n+l1

0,15 0,6
M= :
0,85 0,4

5 N 1 b 5 1 51
an+1:_an — Un = n - n
b. 7 4 , dOnC an+1 — 7 4 an et M= 7 4 )
A T ) (2 3|, 23
n+1_7an n 7 4 7 4

[ 1 1
a,,=0,2a,+—b,+(1-0,35-0,18)c, = 0,2a, + —b, +0,47c
n+l n 4 n n n 4 n n

by =0,7a, +(1-2 -1 )5, +0,35¢, 20,70, + 25, +0,35¢,,
2 4 4

donc

1 1
¢, =(1-0,2-0,7)a, + b, +0,18¢, =0,1a, + b, +0,18,
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1
0,2 & 0,47 0,2 — 0,47
(23] ‘1" a, ‘1‘
b |=0.7 5 03515, [t M=]0,7 = 035
Cotl 1 Cu 1
01 = 0,18 0,1 — 0,18
2 2

Abonnement A Abonnement B

0,45
1500 3
2500 = 0,6
2.a. P = =| > | soit P, = .
1000 2 0,4
2500 5
) a,.,=0,85 a,+0,45b, o 0,85 0,45
b. Soit ne N, , c’est-a-dire P ,, = B
b,.,=0,15a,+0,55b, 0,15 0,55
0,85 0,45
Donc M = .
0,15 0,55

0,85 0,45)(0,6 0,69
c. B =MxP, = = .

0,15 0,551 0,4 0,31
L’année un, 0,69 x 2 500 =1725 personnes auront choisi ’abonnement A et
0,31x 2500 = 775 personnes auront choisi I’abonnement B.

. o (a,. 0,85 0,45)\(a, . .
3.Soit neN.P,, =MXP,, soit = d’ou (1™ ligne) :
b..) {015 0,555,
a,,, =0,85a,+0,45b,. Or a,+b, =1, donc b, =1—aq, et:
a. =085 +0,45(1-a )soit a,,, =0,45+0,4a,.
4. Soit la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n par v, = a, —0,75.
a.SoitneN, v, =a, —0,75=0,45+0,4a —0,75=0,4a, —0,3.

Mettons 0, 4 en facteur : v,,, = 0,4(41,, - %) =0,4(a,-0,75)=0,4v,.
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Pour toutn e N, v,,, =0,4v,,donc (v,) est une suite géométrique de raison 0, 4.
b. Pour tout ne N, v, =v,x0,4" avec v, =a,—0,75=0,6—-0,75=-0,15.
Donc v, = —0,15%0,4". 1l en résulte que, pour tout ne N :

a,=0,75+v, =0,75-0,15x0,4".
c. Comme 0,4€]-1;1], nlir&q(0,4”) =0. Donc lim a, =0,75.

n—>-+oo

On peut aussi exprimer 0,4 v, en fonction de a, et le comparera v,,,.

La répartition des abonnements A et B tend vers la répartition limite : 75 %
d’abonnements A et 25 % d’abonnements B.
A Rappel Osigel-1;1

limg"=41si g=1

+o0 si g>1
Si g<—1 alors g" n'admet pas de limite quand n tend vers oo,

[9] 1. A—k)x(4—k)=1x(-2) £ 0 & k> =5k +6 % 0 & (k—2)(k —3) % 0.
Donc A est inversible si, et seulement si, (k=2 et k # 3).

Soit & un réel autre que 2 ou 3. Alors A~ = ;(4_k 2 )
(k=2)(k-3)\ -1 1-k
cos(a) 0 1 a b ¢ 1 0 0
2.l sin(a) 1 0 |x|la, b, ¢,|=|0 1 0
0 sin(a) cos(a) a, b, ¢ 0 0 1

[a, cos(a)+a, =1

b, cos(a)+b, =0

¢ cos(a)+c; =0
a,sin(a)+a, =0

< b sin(a)+b, =1

¢ sin(a)+c¢, =0

a, sin(a)+ a; cos(a) =0
b, sin(a) + b, cos(a) =0
|, sin(a) +¢; cos(a) =1

(@, = 1—a, cos(a) (4, = cos(a)

b, = —b, cos(a) b, = sin(a)

¢; = —c, cos(a) @ ==l

a, = —a, sin(a) a;, =1—cos?(a) = sin’(a)
& b, =1-b;sin(a) & b, = —sin(a) X cos(a)

¢, = —¢ sin(a) ¢; = +cos(a)

cos(a) — a,(cos*(a)+sin*(a)) =0 a, = —sin(a) X cos(a)

sin(a) — b, (cos?(a) +sin(a)) =0 b, =1—sin?(a) = cos?(a)

| —¢ (cos*(a) +sin*(a)) =1 ¢, = +sin(a)
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cos(a) sin(a) -1

DoncBestinversibleet B! =| —sin(a) X cos(a) cos?(a) sin(a) |.
sin? (a) —sin(a) X cos(a) cos(a)
y | cos(a) sin(a) -1
Penser a vérifier que | —sin(a)x cos(a) cos?(a) sin(a) [xB=l,.
sin?(a) —sin(a)x cosla) cos(a
3.e M2=|0 -1 -1 0
0 0
2 0 0 4 0 0 8 0 0
MP=[0 -1 1 |x[0 -2 —2|=[0 8 O0],soit M?=8I,.
0 -3 -1 0 6 =2 0 0 8
=8I, donc M xM? =8l,, donc M><éM2 =15, donc :
1
- 0 0
2
M‘1=1M2= 0 _l _l.
8 4 4
g 2 4
4
1B 1
1.I(1;O)doncI'(x’;y’)avec (x,]: 2 2 (1): 2 .
I L\ B
2 2 2

I’ a pour coordonnées
b5
d’affixe B

s

: T} c’est le point du cercle trigonométrique

1 =B)\(3
A ﬁ ;l , donc A’(x"; ") avec (X,]: 2
2 2 y B3

2
RER
2 2

Donc A" =J(0 ; 1), c’est le point du cercle trigonométrique d’affixe g
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x’ 2 2 |(-! 2
B(-1 ; 0), donc B’(x"; ") avec ( ,)z ( Jz .
LA I O N 6l
2 2 2

B’ a pour coordonnées (—% ;—?), c’est le point du cercle trigonométrique

d’affixe —2—n.

8 x’ cos® —sin®)( 1 cos O
2.a.1(1;0) donc I'(x”; y") avec | ,|=]| . = |
y sin® cos6 J\ 0 sin®

I’ a pour coordonnées (cos6 ; sin®) : c’est le point du cercle trigonométrique
d’affixe 6.

o, x cos® —sin6 (-1 —cos6
B(-1; 0), donc B(x"; y") avec | ,|=]| . = ) .
y sin® cos6 0 —sin@
B’ a pour coordonnées (—cos6 ; —sin®).

—cos0 = cos(0+m)

Or, pour tout réel 0, . .
—sin® = sin(0 + 1)

‘ Voir cours 1™ S.

B’ est donc le point du cercle trigonométrique d’affixe 6+ .
b. A(cosa ; sino) donc A’(x”; y)avec :
x cos® —sin®)\(cosa cos0 X coso —sinOxsina
(y’) - (sine cos 0 J(sina ) - (sinex cOs 0.+ c0os 0 X sinoc)'
cos(a+ b) = cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b)
sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Donc A" a pour coordonnées (cos(o + 0) ; sin(o + 0)).
A’ est donc le point du cercle trigonométrique d’affixe (o + 0).

Or, pour tous réels a, b, {

R, est une matrice de rotation. On voit ici qu’elle transforme tout point du cercle
trigonométrique en son image par la rotation d’angle 6. C'est en fait le cas pour tout
point du plan.

3. Soient 6 et 6” deux réels. Alors :

cos® —sinb cos®” —sin@’
Ry xRy = . x| ,
sin® cos6 sin 6 cos0

c0s0 X cosO’ —sin®xsin®” —cosOXsin® —sinOx cosO’
sin® X cos®’ +cosOxsin®” —sinOXsin®” +cosO X coso’

_(cos(6+86") —sin(6+6")
- sin(6+6") cos(6+86")
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Donc Ry xRy = Rg ..

(cos(—e) —sin(—e)) ( cos0 sine)
R,=] . = ] , donc :
sin(—0)  cos(—0) —sin® cos6

cosO® sin® cos® —sin®
R xRy = X

—sin® cos®O sin® cos6
5 cos? 0 +sin’ 0 0 B 1 0
a 0 +sin®0+cos?0) \0 1)
Donc Ry =R_,.

‘ Ce résultat implique que la composée de deux rotations d'angles respectifs 6 et
0’ est une rotation d'angle 6 + 6, et que 'application réciproque de la rotation d'angle
0 est la rotation d'angle —6.

7 2\(7 -2\ (41 -14
1'a'A2:(4 o)(4 0)2(28 —s)'

(41 —14] (7(1 —20() (B OJ
b. A? = oA +Bl, & = +
28 -8) 4 0 ) \o B

41=T0+B 41=7x7-8
—14=2a o="7
=3
28 = 4o o="7
-8=p B=-8
DoncA? =7A —8I,.
c. A2=7TA-81, & A>-T7A =-8I, <:>—éA2+%A=I2

1 7
<:>(—§A+§IZ)XA:IZ.

Donc A est inversible et A~! = —%A + %I,.

0
0 2
d At=Lasm)=1 =
8 sl-4 7) | 1

2

0|3 |~

4 0

Penser a vérifier que xA=l,.

—
|a N —
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——+é =1 1
2
2. a. lA+§IS: =Il —§+é -1
2 2 2 2
1 —1 —§+—
2

Donc lA+§I3 =B.
2 2

1 -1 1 1 -1 1 3 -3 3
b. B2=[-1 1 -1fx|]-1 1 -1|=|-3 3 -3

1 -1 1 1 -1 1 3 -3 3
Donc B? = 3B.

2
c. B> =3B, donc (%A + 213) = 3(%A + 313), Comme les puissances de A

commutent, on en déduit lAZ +§A+213 = EA +EI3, soit :
4 2

4
1
—A? +A—§I3 =0,.
4 4
On multiplie les deux membres de 1’égalité par 4 :

A’ +4A 51, =0.
d. A2+4A 51, =0 & A% +4A = 51, @%A2+%A=I3

1 4
@(—A+—I3)><A=I3.
5 5

Lz o
5 5 5
Donc A est inversible et A~ = lA + iI3 = 12 .
5 5 5 5 5
2RI
5 5 5§
Penser a vérifier que | — —=|xA=l,

|
GIN Ol — O N
gl—= agN ol N

Ol o1 O] —
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l.a. P'= ! (_3 2):(_3 2],(1’0&;

—-9+10{-5 3

C X I o P R el

Donc PDP' = A.
b.e A=A =PDP! d’apreés la question 1.a. (21) 0 )
-1

e Supposons qu’il existe un entier non nul p tel que A? =P 0 (=)

27 0
et montrons qu’alors A7+ = P =
O (_1)p+l

270 20 270
AP =P P!, donc AP*'=A XA? =P IRab 4R P
0 (-1r 0 -1 0 (-1”

2 0 20 0
=P X Plcar P'xP=1
0 -1 0 (=Dr

Pl 0
Donc A7+ =P P,
0 (-Dr

pz 0
e Donc, pour tout n€ N* A" =P P
0 (-1

20 0 3 2 1024 0 -3 2
c. Al =P Pl = X X
0 (=D 5 3 0 1 -5 3

-2 -3072 204 —9206 6138
o3 (R0 20 s )

5 3 -5 —-15345 10231
1 0 1 I -1 1 1 0 1 1 -1 1
2.a. PxQ=|0 1 lx% -1 1 1 =%0 I 1|x|-1 1 1
1 1 0 1 1 -1 1 10 1 1 -1
2 00
:% 0 2 0|=L
0 0 2
Donc Q=P
1 0 1 2 0 0 I -1 1
b. PxDxQ=|0 1 1|x|0 -8 0 ><l -1 1 1
1 1 0 0 0 4 2 1 1 -1
1 0 1 1 0 O 1 -1 1
=0 1 1(x[{0 -4 Ofx[-1 1 1
1 10 0o 0 2 1 1 -1
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1 0 1 1 -1 1 31 -1
=0 1 1|x|4 -4 —-4(=[6 - 6}.

1 10 2 2 2 5 -5 3
Donc PXDx Q=M.
c.e M!'=M=PDQ d’aprés la question 2.b.
e Supposons qu’il existe un entier non nul p tel que M? =PD”Q et montrons
qu’alors M?1 =PD*1 Q.
M? =PD*Q, donc M?"' = MxM?”=PDQXPD”Q =PDxD’Q,
car QXP=P!'xP=1L
Donc M?*! = PD#*! Q.
e Donc, pour tout n € N*, M" =P x D" xQ.

0 1)(2> 0 o)1 -1 1
d. M5=PDQ=|0 1 1[[0 (=8 o] -1 1 1
1 o)lo o 41 1 -1
0 1\(32 0 0 1 -1 1
=lo 1 1]jo -32768 o0 |[-1 1 1
1 oJlo 0 1024){ 1 1 -1
10 1) 32 -32 32
Ms={0 1 1[32768 —32768 -32768
1 1 0Jl 1024 1024 1024

1056 992 -992
M*=[33792 -31744 -33792|.
32800 —-32800 -32736

Partie A
. . {1 2 1 -2
1.1x1-2%x0=1# 0, donc P est inversible et P~' = - =
1{0 1 0 1
1 1
PxDxP! =

|
S =
— N
N———
X
o |
N |
(e}
X
~
S =
—
[\
N——
Il
N
S =
— N
N——
X
ON
—_

W | N

WM W=

Donc PxDx P! =A.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

o

Matrices

529



2.e A'=A =PDP! d’apres la question 1.a.

e Supposons qu’il existe un entier non nul p tel que A? =P

p+l
S

et montrons qu’alors Ar*! =P P

1 P
! (—5) 0
Al =AxAr=P| 2 _|pixp p-!

Donc A7+ =

2
3
p+l
)
P P

(=)
wlinn o
=)
/)N
W | N
=

(=]

|
N | =
~

(=]

2 p+l
3

Donc, pour tout n € N*, A" =P Pl

3. Pour tout n e N* :

530
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A" = )
o ()
3
Partie B
1 7 |
45 o 3| (1 45 ——| (45
1.UI:A><U0+3 = 2><0+3 = 3
0 — 0
3
. 44,5
So1t:Ul=[ J
3
o —;a+%ﬁ 45 o —oc+%[3+45
z.z=AZ+( ]@(B} i (3) :
= =—B+3
3l3 B 3l3
E0c=—[3+45 3
2 —o= 4
& ) 2 Donc Z=( )
—B=3 =
3[5 p

(L) )
)

e Supposons qu’il existe un entier non nul p tel que V, = A? X'V, et montrons
qualors V,,, = A7 XV :

1 1 1 .
V,ou=U,,—Z=AX%U, +(3J—Z= AXxU, +(3)—(AZ+(3D d’apres 2.

b.e AXV, =
0

WIN W[

V,,H:AxUp—A><Z+(;)—(13J:Ax(Up—Z):Apr.
Or V,=ArxV,, donc V,,, = AXA?xV, = A" xXV,.

e Donc, pour tout e N*, V, = A" X V,.

c. SoitneN*.(;"J=Un=Vn+Z, puisque V, =U, —Z.
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532

d. lim (—%) =0et lim (%) =0, donc lim x, =44 et lim y, =9.

n—teo n—teo n—+oo

s 6 3 395
l.a. MxA= 4 0 9|soit:
180 250 150
4 8 6
A St e 97
12140 2820 4050
69

7
donne le poids
2140 2820 4050

unitaire de chaque article, et la seconde ligne donne le cotit de chaque article.

b. La premiere ligne de la matrice produit [

395 8 197
2. a. AxF=|4 0 9|x|12|=|149 |. Ce vecteur colonne représente le
4 8 6 13 206

nombre de modules de chaque type nécessaires a la fabrication des articles com-
mandgs : il faut 197 modules m,, 149 modules m, et 206 modules m;.

b. L’usine ne disposant que de 200 modules m,, la demande ne peut étre satisfaite.

15] 1.

‘ Voir le chapitre 9 sur les probabilités conditionnelles.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)



P(C,)=P(C,nC,)+PE NC,)=P(C))X PCl (C,)+P(E)) % P]-:l (®Y)
=0,5%0,7+0,5x0,4=0,55.
La probabilité pour que la 2¢ fléchette atteigne la cible est 0,55.

2. a.

0,3

0,7 0,6

C (cible atteinte) E (lancer échoué

b. ¢, =0,7¢,+0,4¢ =0,7%x0,5+0,4x0,5=0,55 et e, =1—c¢, =0,45.

0,55
Donc P, = 0.45 )
9

0,4

3.a.Soit ne N*,
¢, =0,7¢,+0,4e, o M @i 0,7 0,4\(c,
, soit = .
e,.; =0,3¢c,+0,6¢, €, 0,3 0,6)\e,
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0,3 0,6

b. Soit n un entier n >1. ¢,,; =0,7¢c,+0,4e,. Or ¢, +e, =1,
donc ¢,,; =0,7¢, +0,4(1—c,), soit ¢,,, =0,3c, +0,4.

4. a.Soit ne N*,

- . o (0,7 0,4
P,., = AXP,, A désignant la matrice de transition o

4 4 2 4
un+1=cn+l——=0,3cn+0,4——=0,30n+———=0,30n—£.
7 7 35
4 4
D’autre part, 0,3u, =0,3| ¢, —= =0,3cn—ix—=0,3cn—£.
7 10 7 35

Donc, pour tout n e N*, u, , =0,3u,.

La suite (u,) est une suite géométrique de raison 0, 3.

‘ On applique ici la méthode rencontrée dans les études de suites arithmético-
géomeétriques.

b. Soit n e N *,

4 1 4 1
u, =u; X0,3" avecyy =¢,——=———=——.
7 2 7 14

1 4 4
Donc u, =——x0,3" etc,=u,+-—=———x0,3".
14 7 7 14

4
c.0,3€]-1;1[,donc lim 0,3" =0, donc lim c,,=;.

n—r+oo n—+eo

4
La probabilité d’atteindre la cible tend vers la valeur limite =

o 1 11
333
1,11
1.M:i’13i’.
__0_
33 3
1o
111y
33 3

3
(-1
2.0 ul=—(—+1)=0etvl=l 1- 1 =lxi=l.
411 4 3 4 3 3
Donc M =M'=A,.

* Supposons qu’il existe p € N* tel que M? = A, et montrons qu’alors
Mp+l = A

pHle
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_ 1 (s

o 1 11
3 3 3
l 0 l l u, v, vV,
v.oou, v, Vv
M7 =A,, donc MP*' =MXxA, = J 33| e e T
l l 0 l v, Vv, U, v,
3 3 3 v, v, Vv, Uu,
111,
3 3 3
y up+2vp up+2vp up+2vp
’ 3 3 3
u,+2v, ) u,+2v, u,+2v,
M+ = 3 ’ 3 3
u,+2v, wu,+2v, u,+2v, ,
3 3 3 ?
u,+2v, u,+2v, u,+2v, ;
3 3 3 r

, (=D ) 1 1)
D’une part, Uy —2(3—174‘1)—2(1—(—5) = Wpo

p+l P
D’autre part, v+1=l = i =l 1- _1 X _1
’ 4 3 4 3 3

Uyt 2v, 1 l((_l)p +1J+2><l 1—(—l)p
3 3|4 3 4 3

:1[ﬂ+1+2_2<—l>"]=i[Hl(—l)P]
4 3» 3 3 3 3 | 4| 3 3 |

=2
Up Vp . D’ou M7 = A

doncv,,; = Pl

Donc, pour tout ne N*, M" = A

1 2 1 2
3.a. p(T=1)=0 ; T=2)=1x—; T=3)=1xXx=xX==—;
p(T=1) P( ) 3 P( ) 37379

2 2 1
T=4)=1X=X—-X— ...
P( ) 33353

n-2
Pour tout entier n, n>2 p(T =n)=1 x(g) xg.
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En effet, si A est le point de départ et BCD la base du tétra¢dre :

e le facteur 1 représente la probablilité que la puce quitte A ;

o le facteur 2 représente le probabilité que la puce reste sur la base ;
3

o le facteur 1 représente le probabilité que la puce revienne en A.
3

b. Posons S, =p(T =1)+p(T =2)+...+p(T =n).

2 n—1
1 2 2Y7?| 1 1_(3) 2\
S, =—x|1+Z+.. . +| 2| |zox—L—=1-|2] .
3 3 3 3 2 3
3

1

Donc lim S, =1.
n—+oo

‘ La somme [infinie) des probabilités élémentaires est égale a 1.
0 0 1
I.LB=A-L=[1 0 1|.
0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
2.B*=(0 0 1(etB*=|0 0 1|x|1 0 1]/,soit B®=0,.
0 0 0 0 0 0 0 0 0

3. Pour tout entier n, n >3, B" = B?xB"> =0, xB" soit B" =0,.

4. Soit nun entier n, n > 3. A" =(B+1,)" = Z(ZJXBk ;

k=0

-1
Ar :(ZJxBO +(IIJXB1+(Z)XB2+O3 :1)(13 +HXB+%XB2 9

Lo oy (oo (00 0 10 n
A”=O10+n0n+00n(n2_1)=n1n+@.
00 1)looo)|,, o P G n
00 1 00 1) (010
18] 1. A2=|0 0 ofetA’=[0 0 0fx|0 0 1]=0,

000 000/ looo

Donc, pour tout entier n>3, A” = A3 X A3 =0, x A" soit A” =0,.
2.a. M(0)=1,;
1 00 0 4 0

0 0 8 1 4 8
M@)=1,+4A+8A>={0 1 0|+|0 O 4(+[0 0 O|=(0 1 4|
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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b.M(x)=[0 1 «x
00 1

3. a. Soient x, y des réels.
x2 y2
M(x)xM(y) = (13 —+—xA+7A2)><(I3 +yA+7A2).

Les puissances de A commutent, d’ou :
M(x) xM(y)
2

xz yz x2 y2 xz y
=L+x+ A+ —F+xy+— A2+ —y+x— |A  +—Xx—A"
sH(x+y) ( RN ) ( 7 VxS D)

7 2
A3 = A4 =0,, donc M(x)xM(y) =1, +(x+y)A+(x7+xy+y?)A2.

2 24 2xy+ )2
b.M(x+ y)=I, + (x + ¥)A + A2=L, +(x+ A+ 22TV A0 gou:

(x+y)
2
M(x+ y) = M(x) X M(p).
¢. Soit x € R, M(x +(=x)) = M(0) = I, et M(x +(=x)) = M(x) x M(=x).
Donc, en posant x’' = —x, M(x)x M(x") =L,.

4. B=M(4) d’apres 2. a., donc BXxM(-4) =1,.

1 -4 8
B est inversible et B-''=M(—4)=|0 1 -4 |.
0 0 1
(=12)? S
———=72, donc C = M(-12). D’apres 3. c., CxM(12) =1,.
1 12 72
C est donc inversible et C-' = M(12)=(0 1 12|{.
0 0 1
Cosi 0,5 0,3 (e, :
1. Pour tout ne N, = X , soit
St -0,108 1,1 S,
0,5 0,3
X, =AX, avec A = .
-0,108 1,1

2. On suppose dans cette question qu’il existe un réel A et un vecteur colonne V
non nul tel que AV =AV.

a. Par I’absurde, supposons que B= A —Al, soit inversible. Il existe donc une
matrice B! telle que BB = B'B=1,.

‘ On va montrer que AV =2V =V=0.

E013 HATIER 100% EXOS (TS)

o

Matrices

537



0 0
AV =\V, donc AV —-LAV = (O], donc AV — ALYV = (0)’

0 0
donc (A —AL)V = (0) soit BV = [O)

S 0
Multiplions a gauche par B! : B"'BV = B! x| |,

0 0
d’ou LV = ,dou V= .
0 0

Or V est non nul par hypothese. Il y a une contradiction.
Donc B n’est pas inversible.

0,5-1 0,3
—0,108 L1-1)

B n’est pas inversible, donc (0,5—4)(1,1-2)—(-0,108)x0,3=0.

4

Donc A% —1,64+0,55+0,0324 = 0, soit A>—1,6)+0,5824 =0.
3. A=(-1,6)> —4x0,5824=0,2304>0 et A=0,48.

b. B:A—Mzz(

Voir le cours, Il. 2, propriété.

Les racines du trindme A% —1,61 +0,5824 sont alors :

1,6-0,48 1,6+0,48
)\,lz— e ——

0,5 0,3\« a
4. AV =LV, & =0,56
—0,108 1,1 )\ b

0,5a, +0,3b, = 0,564,
~0,108a, +1,1b, = 0,56k,
0,35, = 0,064,
0,54b, = 0,108,

=0,56 et A, =1,04.

< a; =5b,.
5 .
Donc V, = 1 convient.

0,5 0,3)\(aqa, a,
o AV, =LV, & =104
-0,108 1,1 )\ b, b,

0,5a, +0,3b, = 1,04a,
~0,108a, +1,1, =1,04b,

& 5b, =9a,.
0,065, = 0,108q,

Donc V, = 9 convient.

{0,3172 =0,54a,

538
E013 HATIER 100% EXOS (TS)



55
5.a.P= .
1 9
. . 1(9 -5
5% 9 —1x5=40+#0, donc P est inversible et P‘1=4—0 .
A0 55 0,56 0 1(9 -5
b. Px X = X X —
0 2, 1 9 0 104 o\-1 5
1 55 5,04 -2,8
=—x X
40 \1 9 -1,04 5,2
A O 1( 20 12 0,5 0,3 .
Px XPt=— = , soit :
0 2, 40\-4,32 44 -0,108 1,1
A 0
P P'=A.
0 A,

0 A
x P!, donc X, = AX,=PX g

2

N

A 0
6.¢ A=Px 0 x PX,.

2
e Supposons qu’il existe un entier non nul p tel que :
(A)”
0 ()
A, )P 0
() P'X,.
0 (A
a)r 0
0 ()

X, =ArX, = P( JPlX0 et montrons qu’alors :

L g = G, = P(
X, =A?X, = P(

JP'XO, donc X ., =AX, = AxArX,=Ar"X,.

@A) 0
D’autre part, X ,,, = AXA?X, = AxP P'X,

0 ()

MO )70
=Px X P xP P'X,
0 2 0 ()

)70 Ao 0 (AP 0
X,, =P x xP1X, =P PX,.
0 (A)? 0 2, 0 ()

A0
Donc, pour tout ne N*, X =A"X, = P(( 1) )P‘IXO.
0 ()"

1(5 5) (0,5 0 9 -5)(2
7. Pour tout ne N*, X, = — X X .
40\1 9 0o 1,04 ) (=1 5)\15
1(5 5) (056" 0 -57
Xn:_ X X
40\1 9 0 1,04 73
_1(5 5) [-57%056"
T40l1 9) \73x1L,04 )
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1 (~285%0,56" +365x1,04"
_E(—57x0,56" +657x1,04" )
~7,125x0,56" +9,125x1,04"

:(—1,425><0,56”+16,425><1,04")

—_— C”
= . )
D'oi c, =-7,125x0,56" +9,125 x 1, 04"
ou
s, =—1,425x0,56" +16,425 x1,04".

8. 0,56 € ]—1 ; 1[ donc lim 0,56" =0, donc lim —7,125%0,56" =0

n—>+oo

et lim —1,425%0,56"=0.

n—>-+oo

1,04 > 1, donc lim 1,04" = + o, donc lim 9,125%1,04" = +

n—>+oo

et lim 16,425%1,04" = + oo,

n—>+oo

Finalement lim ¢, =+co et lim s, = +co.

N=>:100 n—+oo
Selon ce modéle, et dans ces conditions initiales, chacune des populations va
croitre infiniment.

1 01 1 1 01 1 1 2 2 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1111
[20] 1. M2 = X = :
01 1 0 01 1 0 1111
01 0 O 01 0 O 1 0 01
1 2 2 1 1 0 1 1 3 33 3
1 1 11 I 0 0 1 2 2 2 2
M3 =M?XM = X = o
1 1 11 01 1 0 2 2 2 2
1 0 01 01 0 0 1111
3333 1 01 1 6 6 6 6
2 2 2 2 I 0 0 1 4 4 4 4
M*=M3xXM = X =
2 2 2 2 01 1 0 4 4 4 4
1 1 1 1 01 0 O 2 2 2 2
M* =2M3.

2. On admet qu’il existe une suite numérique (a,) telle que, pour tout

n>3, M" =a,M?>.

a. M3? =1M3, donc a, =1. M*=2M3, donc a, =2.

b. Soit #n un entier, n > 3.

M7 = M=)+ = M3 x M* = M3 X 2M? = 2M”3 x M? soit :
Mn+l = 2Mn.
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[ b

¢. M =g, M? = 2M" = 2a,M>. 3
2
2

NN W
NN W

D’ou (a,,, —2a,)M* =0, c’est-a-dire (a,,, —2a,)

1 1 1 1
Or, une matrice est nulle si, et seulement si tous ses termes sont nuls. En particulier,
le terme d’indice 4,1 qui vaut (a,,, —2a,) est nul, soit a,,, = 2a,.

On a montré que, pour tout entier >3, a,,, =2a,.

Donc la suite (@,) est géométrique de raison 2 et de premier terme a; =1.
d. Pour tout n >3, a, =a; x2"3 =1x2"3 =273,

‘ Voir le cours sur les suites géométriques de 1S.

3

Donc, pour tout >3, M”" =2"3

2
1

L
2

- NN W
- NN W

3
2
5|
1

21] 1.

1
/)
pluvieux
1
/)
[ 1 1 1 1 1 1
bn+1:_bn+_vn+_pn . - ~
3 4 2 3 4 2
11 1 B 11 1 b
2.S0it neNAqv,,, ==b,+—v,+—p,, soit Vg |=l= = = 2
2 4 4 2 4 4
b+ 1 . P 1 1 1 Pn
Zy 4= —_
pn+l 6 n 2 n 4]7,, 6 2 4
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La matrice de transition de ce graphe est donc :

111
3 4 2
m=|1 11
2 4 4
111
1 6 2 4
L
3.P=M|0(=]|=];
0 2
1
6
n (s
N
P,=MXxP =MxMxP =MxMx|0|[=Mx 515 5
Yoo |z
6 72

La probabilité qu’il fasse beau dans deux jours est de 2, la probabilité que

le temps soit variable dans deux jours est de l, et la probabilité qu’il pleuve
3

dans deux jours est de E
72
A \ifcation: 23, 1,25_28+24+25_,
72 3 72 72

Izl 1. Réponse c. M2 =B,
2. Réponse c. Pour tout a réel, cos?> a—(—sin’>a)=cos’>a+sin>a=1%0.

Partie A
1.

0,6

0,4 0,65

0,35
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[ b

X X X 0,40 0,35 X x=0,40x+0,35y
Pl =Mx = =
y y y 0,60 0,65 y y=0,6x+0,65y

D’ou le systéme :

114
0,60x = 0,35 0,60(190 — 1) = 0,35 % 120

{ + x—19o y@{ —1(90 K Ter 09

S . Y x=190-120 =70

70
L’état stable du systéme correspond donc a la matrice colonne (120).

Cela signifie que si la population une année donnée se répartit en 70 milliers de
personnes pratiquant le covoiturage et 120 milliers de personnes roulant seuls, alors
cette répartition sera inchangée les années suivantes.

Partie B
1.Soit neN. X,,, =0,40X,+0,35Y,.0r X, +Y, =190.
Donc X,,, =0,40X,+0,35(190 - X,) soit X,,, =66,5+0,05X,.

2. Soit n e N.
u,,=X,,—70=66,5+0,05X,—70

=0,05X,-3,5=0,05| X, —£
0,05

u,,, =0,05(X,—70)=0,05u,.
La suite (#,) est donc une suite géométrique de raison 0,05 et de premier
terme u, = X, —70 =-10.

3. Pourtout ne N, u, =-10x0,05",
donc X, =u, +70=70—-10x0,05".

Pour tout n e N,-10x0,05" <0, donc X, <70.
Or %x190=95.

Le nombre d’habitants pratiquant le co-voiturage n’atteindra jamais, selon ce
modeéle, 1a moitié de la population de cette région.
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