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CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

1682 Dans un assez court article de la revue savante, Acta |
Bruditorum publiée a Leipzig, Wilhelm Gottfried Leibniz donne les |
régles du calcul différentiel, comme la différentielle d'un produit ou |
d'un quotient de deux fonctions. Suivent dans la méme revue et sur |
plusicurs années différents articles de Leibniz, qui lient le calcul |
différentiel et le calcul intégral, considéré comme le calcul inverse |
des tangentes. Il utilisait la notation omn en 1675, et la remplace !
par ]'écriture!, un grand S pour la premiére lettre de ﬂrmmn,'
=, f‘é::.’_;:'-:;mn « sommie » en latin.

AR Le marquis Guillaume de 'Hospital publie & Paris, et sous les
auspices de I'Académie des sciences, 1'Analyse des infiniment petits
pour l'intelligence des lignes courbes. C'est le premier traité didactique
sur le calcul différentiel.

1660-1670 Dans ses Lectiones geometricee, publiées en 1670, Isaac

Barrow, relie I'aire sous une courbe algébrique a la primitive de la 4
fonction, comme James Gregory dans sa Geometriee pars universalis
publife 3 Venise en 1667. Mais dans des manuscrits remontant &
1666, Isaac Newton se débarrasse du caractére algébrique de la
courbe. La Méthode des fluxions et des séries infinies ne verra le jour en
librairie dans une version anglaise gu'en 1736, et en traduction
francaise, effectude par le naturaliste Buffon seulement quatre ans

plus rard.

1659 Blaise Pascal, dans son Traité des sinus du quart du cercle, donnant aux indivisibles la forme
dite des sommes de Riemann, obtient ce gue l'on interpréte comme la formule d'intégration par

parties.

1647, Publication 3 Anvdans de 1'Opus geometricum du jésuite Grégoire de Saint-Vincent, qui |
obtient par la méthode d’exhaustion le logarithme comme primitive de la fonction i-

1657 René Descartes, dans sa Gdomérrie publide avec le Discours de la méthode @ Leyde, sans
infiniment petits, fournit un moyen pour trouver la tangente i toute courbe exprimée par une
équation algébrique. Pierre de Fermat donne une méthode utilisant des minima et des maxima. Elle
“sera publiée & Toulouse, aprés sa mort, par son fils en 1679.

1635 Dans une Géométrie des indivisibles publiée en latin i Bologne, le jésuite Cavilieri propose une |
maniére d'additionner des familles de droites, = toutes les ordonnées » sous une courbe, afin d'en |
obtenir l'aire, et fournit douze ans plus tard l'intégrale définie des fonctions puissances entiéres.

XVI® siede Dans une Statigue publiée en 1586 & Leyde, Simon
Stevin reprend la méthode d'exhaustion pour le caleul des centres
de gravitd, comme le fait aussi Luca Valerio dans son DeCentro
gravitatis publié A Rome en 1604,

Xe et XI® slécles Les mathématiciens arabes al-Karaji et al-
Samaw’al étendent les calculs d'Archiméde sur les suites pour
obtenir des intégrales,

Vers 300 avant J-C. Au livre XII des Eléments d'Buclide est
expliquée la méthode d'exhaustion. Elle permet de calculer l'aire
d'un cercle et le volume délimité par une sphére. Dans des textes
comme la Mesure du cercle, ou la Quadrature de la parabole,
Archiméde montre comment la méthode d'exhaustion peut faire
usage des suites, C'est le premier lien rigoureusement établi entre
des calculs numériques par récurrence et le calcul intégral en
formation. I




A. FONCTIONS

OBJECTIFS

f est la fonction définie sur R par:

f(x)=—§x3-x+ 2
On veut obtenir :
® Un tableau de valeurs (ex : les valeurs de fix)
pour x variant entre - 2 et 3de 0,1 en 0,1).
® Quelques valeurs isolées (ex : f(27) ; fi-5) et
f(3,84)).
® La courbe représentative de la foncrion f.

1. Enregistrement de la fonction

Choisir le mode TABLE dans le menu principal.

Se placer sur Y1 aT'aide des touches de curseur ( [¥]et
[4]) et taper I'expression de f(x) (attention aux régles
de priorité).

Appuyer sur [B€ J.

2. Tableau de valeurs

La fonction érant enregistrée dans Y1, toujours dans le
mode TABLE, choisir 'option RANG ([_F5]) pour effec-
tuer les réglages.

Start:-2 (valeur de départ)

End:3 (valeur de fin)

Pitch: 0,1 (pas de 0,1)

Sortir de I'écran lable ange par .

Avec option TBL ([F€]), on obtient le tableau sou-
haité dans lequel on peut se déplacer avec les touches

decu.rsem(@, E, E, E}.

3. Calcul de valeurs isolées

@ Premiére méthode : en utilisant le tableau

La fonction étant dans Yl (ou une autre ligne que 'on
active), taper dans le tableau la valeur de x puis ,
la valeur de fix) apparait dans la colonne Y correspon-
dante.

® Deuxiéme méthode : a I'aide d’'un programme

A partir du menu principal, choisir le mode PREM puis
T'option EW.

. B. SUITES

Sortir de |'éditeur de programme par (& ].

(si la fonction est déja saisie dans V1, on peut taper Yl 2
la deuxidme ligne du programme mais il faut utiliser
VARS / G / ¥ pour la saisie du Y).

Pour exécuter le programme, on le sélectionne avec
PREM / Program List et les touches de curseur puis ;
Le programme affiche « 7 » pour demander la valeur dex.

Taper 27 puis pour obtenir f(27).
Taper [[BXE | pour obtenir & nouveau l'affichage de
% ? » et recommencer,

4. Courbe

La fonction est dans Y.

Utiliser GRAPH puis DRAW (on peut aussi passer par TABLE /
TABL / 6-CON).

Pour changer les unités, utiliser [V-Windows] .

Choisir des valeurs pour Kmin, Emu et Scale (unité), Ymin,
Ymax, Stale

1. Suites données par u, = f(n)

Ce qui a étédit en A1 et A 2 pour les fonctions reste
valable en prenant un pas de 1 pour le tableau de
valeurs.

2. Suites données par Upe1 =flu,)

®(On peut aisément :
de u, pourune valeurdonnéede n.L'algorithme etle

programme sont donnés dans le TEI‘EduchspitreE.

® Les calculatrices possédent un utilitaire prévu pour
le calcul des termes de certaines suites définies par ré-
currence. Dans le menu principal, choisir le mode RECUR.
On peut programmer pac exemple les suites définies
par a; et une relation du type a, q =Aa, + Bn + C.

%



GRAPH 35+ et |

C. LiISTES

1. L’éditeur de listes

On peut stocker des valeurs dans des listes qui fone-
tionnent comime des tableaux aux cases numérotées.
a. Edition manuelle

® En utilisant le mode LIST, on peut rentrer les valeurs
d'une liste une 4 une dans un tableau.

b. Edition dans un programme

® En utilisant le mode RUN, on peut rentrer une série
de valeurs.

{2,5,10,3,2,7,5] — List 1 a pour effet d'initialiser List
1 qui contient la séquence des 7 valeurs données. La
premiére des valeurs est désignée par List1[1] , la
deuxiéme par List1[2]...

® Une liste peut aussi étre initialisée par I'instruction
Seql...) que 'on trouve dans LIST / OFTN / 1IST.

Seq(0,X,1,6,1) crée une liste de 6 cases numérotées
de 12 6 avec un pas de 1 et initialise toutes les cases
ao. :

x | 1 2 3 4 S [T

| EXEMPLE 2]

Seq(¥1,X,0,2,0.2) créé une liste de 11 cases contenant
les valeurs de 0 4 2 avec un pas de 0,2, chaque case
contenant la valeur prise par la fonction en ce point
(attention : il faut utiliser YABS pour la saisie du ).

X 1 02 | 04 18 2
i) | K0) | /0.2) | f0A) |f(1,3) 12)

2. Utilisation des listes en statistique

Une série statistique peut &tre stockée dans une liste
afin d'utiliser des instructions pour le traitement des
données.

® [ est possible de procéder au classement (ordre
croissant ou décroissant) avec STAT B>,

- ®Dans le menu ST/ EAL /1Y, on obtient les princi-
paux paramétres d'une série (voir Mémento de Seconde,

N

fiche 9). Il est aussi possible de calculer dans le mode
BN, le minimum : Minllistl) ; le maximum : Maxllistl) ; la
moyenne : Meanllistl) ; la médiane : Med(listl] ; 1a somme :
Sumitistl...

L'accés & ces fonctions a lieu par 0FIN / LIST / D=,

\

D. NOMBRES AU HASARD

Dans le menu RN / OPIN / PROB, I'instruction Ran # donne
un nombre au hasard dans l'intervalle [0 : 1[.

Pour simuler un tirage aléatoire d'un nombre entier
entre 1 et N, on utilise ImiN Ran # 1 1),

Par exemple, Intl6Ran # ' |} simule le lancer d'un dé par-
fait.

Programme simulant N lancers d'un dé et placant les
fréquences d'apparition de chaque face dans une
liste.

Algorithme (et commentaires) :

Lire N
(N est Ie nombre de tirages)

Créer et initialiser Liste 1 2 0
(On crée une liste de 6 cases toutes mises & 0)

Pour K de 1 a N Faire
X ¢ Nb au hasard entre 1 et 6
{On tire un nb au hasard et on le met dans X)
Listel[X] + Listel[X] + 1
(Lacase du n® X est augmentée de 1)
Fin de Faire
Listel « Listel/N
(On calcule la fréquence de chaque numéro)

Afficher Liste 1

Le programme :
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A LA DECOUVERTE
DE VOTRE MANUEL
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TRAVAUX DIRIGES
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les méthodes essentielles de résolution d'exercices.




EXERCICES

De nombreux exercices
d'application directe, concus

et rédigés dans le but de mieux
faire comprendre et apprendre
le cours, suivis de nombreux
exercices pour
progresser.
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D’aprés le BO hors série n"4, 30 aoiit 2001
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C ette édition 2006 du programme 2002 présente |'exponentielle avant le logarithme, I'édition 2002

restant a la disposition des professeurs qui préférent traiter 'exponentielle apres le logarithme.

Nous définissons donc I'exponentielle comme une solution de I'équation différentielle vy =y. Mais
nous ne démontrerons pas son existence, car |'existence de l'exponentielle ne résulte pas « aussitot »
de celle de la réciproque du logarithme. En effet, si on note g cette réciproque, pour prouver que
g = exp, il faut prouver que g’ = g et que g(0) = 1.

La preuve serait immédiate si nous disposions du théoréme disant que la réciproque d’une fonction
strictement monotone et dérivable posséde elle aussi ces mémes qualités. Comme ce n’est pas le cas,
il nous faudrait le prouver dans ce cas particulier, i.e. prouver que g est strictement monotone, que
glu+v)=g(u)g(v), ce qui a déja été fait pour exp mais doit étre refait, puis que g est continue et
enfin que g est dérivable.

Notons que démontrer la dérivabilité de g en sappuyant sur I'argument : « la symétrie conserve le
contact », conduirait 2 commettre une erreur de raisonnement, puisque c'est le théoréme cite qui per-

met de prouver cette propriété de la symétrie, et non le contraire.

Nous admettrons donc jusqu’au bout dans le cours I'existence de exp et définirons aussitot In comme sa
réciproque, puisqu’on ne peut guere travailler avec Pexponentielle sans connaitre le logaritme. A noter
que depuis 1989 au moins, tous les programmes ont demandé d’admettre la dérivabilité de I'exponen-
tielle, alors définie comme la réciproque de In.

Nous donnons en annexe les preuves de I'existence et de la dérivabilité de chacune de ces deux fonc-
tions. Nous suivons pour cela la progression plus traditionnelle, qui allie rapidite et simplicité (voir par

exemple Mathématiques pour le 1°" cycle de Jacques Dixmier).

Les auteurs



Rappels sur les suites

Récurrence
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A la fin du xix® siécle, Dedekind (1888), puis Peano
(1889), proposent des axiomatiques trés voisines de
I'ensemble N. C'est-a-dire qu'ils dressent la liste des
énoncés considérés sans démonstration comme vrais
dans I'ensemble N (les axiomes), en nombre minimal, &
partir desquels on démontre toutes les propriétés
vraies dans N. La récurrence fait partie de ces axiomes.
En France, Poincaré, expliquant dans un article la
nature du raisonnement mathématique, avait conclu
lui aussi que le raisonnement par récurrence doit étre
pensé comme un axiome.

Cependant, le raisonnement par
récurrence était déja largement
utilisé par les mathématiciens:
il figure déja implicitement dans
les Eléments d'Euclide (vers —300),

explicitement dans le livre Probleé-

mes plaisans et délectables qui se
font par les nombres paru en 1612
et clairement formulé par Pascal

dans son Traité du triangle arith-

Richard Dedekind

1831-1916 metique vers 1654.

POLITIQUE

L'affaire Dreyfus
éclate en 1898 et
divise la France.
Zola dénonce
"erreur judiciaire
commise par
I"armée frangaise
dans son article

« J'accuse » publié
dans |"Aurore.
Dreyfus sera
réhabilité en 1906
au terme d'un
nouveau procés,

PSYCHOLOGIE

Médecin de
formation, Freud
découvre
I'inconscient
psychique.
L'interprétation
des réves

est le premier
ouvrage d instaurer
les fondements

de la psychanalyse
et formuler

le concept d'acte
manqué,

s

Le cinéma, créé par
les fréres Lumiére
en 1Bgs, ne se
contente plus de
reproduire le réel.
Dans son Voyage
dans la Lune,
Georges Méliés est
le premier a utiliser
des effets spéciaux.

A LA MEME EPOQUE




Note

Dans une somme

S = Uyttt
(avec p == m),

le nombre de termes
est p—m+1.

Note

La suite g" a pour limite
+oo quand g >1,

et a pour limite 0
lorsque —31 = g < 1,

1) Généralités sur les suites :

rappels

Une suite est une fonction définie sur 'ensemble R des entiers naturels ou sur N
privé des premiers entiers: 0, 1, 2, ..., m.

1.1 Deux facons de définir une suite
m Suites définies par la donnée explicite de leurs termes

C’est le cas par exemple de chacune des suites (u,,) et (v,) respectivement définies
paru, = (-1)" etv, = f(n) oufestlafonction x—x2+3x-1.

m Suites définies par récurrence

C'est le cas par exemple de la suite définie par:
uy = -1 et u,,, = 1+u, pour tout naturel n.
Remarquons que pour tout m, u, ,; = f(u,) ou festlafonction x — 1 + x.

1.2 Sens de variation

® Dire qu’une suite (u,) est croissante signifie que pour toutn, u, <u, 4.

® Dire qu'une suite (u,) est décroissante signifie que pour toutn, u, = u, ;.

1.3 Suite arithmeétique

m Dire que la suite (u,) est arithmétique signifie qu'il existe un réel r tel que pour
tout naturel n, u, ., = u, +r . Leréel r est appelé raison de la suite.

Il en résulte que quels que soient met p, u,, = u, +(m—p)r.

m Somme de termes consécutifs

SiS = a+ - +{ estlasomme de p termes consécutifs d'une suite arithmétique

alors 8/= P(L;ﬂ_llenrésulteque 1+2+3+4n = n_____(n;-l)'

1.4 Suite géométrique

m Dire que la suite (u,) est géométrique signifie qu'il existe un réel g tel que pou
tout naturel n, u, ., = qu, . Le réel q est appelé la raison de la suite.

1l en résulte que quels que soient m et p, u,, = u,q™F .

m Somme de termes consécutifs

SiS = a+ --- +{ estla somme de p termes consécutifs d'une suite géométriqu

deraisong (g#1) alors § = a(i—}g—’].
5k —
Il en résulte que, lorsque g# 1, 1+gq+ - +q" = -1——5"—

1-4
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Suite arithmetique

Il résulte de la définition que pour
démontrer qu'une suite est arith-
métique, il suffit de montrer que la
différence u,,,—u, entre deux
termes consécutifs quelcongques
est constante. Cette constante est
|a raison.

Exemple. ¥n, u, = 3n+1,

Yn,

U= U, =3(n+1)+1=(3n+1)
=3

La suite (u,) est arithmétique de

raison 3.

Suite géomeétrique

Il résulte de la définition que pour
démontrer qu'une suite est géo-
métrique, il suffit de montrer (si tous
les termes sont non nuls) que le quo-

+1

u
tient —— de deux termes consécu-

n
tifs quelconques est constant, cette
tonstante est la raison.

Exemple. Vn, u, = 3%1 (u,#0),
un+'t 2 3n i 1

T D 7 S

La suite (u,) est geometrigue de

. 1
raison 3

Factorisation de a"- b"

Pour tout entier non nul n,

a’—-b" = (a-b)xP
ou P est ia somme de tous les nom-
bres a®bP avec a et b des entiers
naturelstelsque o+ P = n- 1.

Exemple.

o3-b3=(a-b)(a’ +a’b+ a’b?
+ ab® + b9).

Cette factorisation, souvent utilisée,

mérite d'étre retenue.

= EXERCICE RESOLU 2

Remarque. a" + b" sefactorise seu-
ement si n est impair,
¢+ b* = (a+b)(a?-ab+ b?).

EXERCICE RESOLU n Etudier le sens de variation d'une suite

AT Erudiez le sens de variation de chacune des suites suivantes définies
pour tout entier naturel n, par:

) n? b 230 5
aju, = —- u =|=1. c) u = 2n-ns
T opn+1 b u, [SJ Y =2
POINT METHODE

Pour étudier le sens de variation d'une suite (u,), on peut:
e étudier le signede u,, , - u,;

u
e si tous les termes sont strictement positifs, comparer — &

etleréel ;

n
e s'il existe une fonction f telle que pour tout n, u, = f(n), étudier les varia-
tions de la fonction f

SOLUTION COMMENTEE

_(n+1? n? _ n?+3n+1

T n+2 n+1 (n+1)(n+ 2)

Cette différence est strictement positive pour tout n donc la suite (u,) est
strictement croissante.

a) u,,.,—u,

u
b) Tous les termes sont strictement positifs et, pour tout i, —— = %
u
n

u
n+1
Dong, pour tout n, e <letu,, ,<u,

n
La suite (u,) est strictement décroissante.
c) u, = f(n) avec f la fonction définie sur B par f(x) = 2x— x°.

ff(x) = 2(1-x) et f'(x) <0 pourtout x > 1, fest strictement décrois-
santesur [1 : +es].
La suite (u,) eststrictement décroissante a partir durang 1.

EXERCICES 3 A 12

aet bsont deux réels distincts et non nuls, nun entier naturel (n = 2).

b b? bn=1
a) Calculezlasomme S = 14+ =4+ — + -+
a a? an=1

b) Déduisez-en une forme factorisée de a" - b",

SOLUTION COMMENTEE

a) Nous sommes en présence de la somme des n premiers termes de la suite

EXERCICE RESOLU Factoriser a” - b"

géomeétrique de premier terme 1 et de raison -g 1-2 différent de 0 et de 1).

PRSI e =

1_!3 a"(a-b)
a

b) a"-b" = Sa"-'(a-b) = (a-b)(a" '+ a"2b+ - +ab"-24 ph"-1)

d'ou I'égalité a"—b" = (a-b)(a"~ "+ a"2b+..+ab" 2+ b ).

Aretenir. a"— b" = (a—b)(@"- '+ a" 2b+ .+ ab"-2 + pn-1),

= EXERCICES 23 et 25

CHAPITRE 3




Note

Nous appelons

« proposition »,
un énoncé qui est
soit vrai, soit faux.

Note

La premiére étape
cansiste 3 initialiser
la récurrence au point
de départ. Dans la
deuxiéme étape,
'hypothese

« P, estvraie » s’appelle
I'hypothése de
récurrence.

La deuxiéme étape
consiste & prouver
que cette hypothése
est w héréditaire ».

RAPPELS SUR LES

2) Le raisonnement

par recurrence

2.1 Intérét du raisonnement par recurrence

EGIEE Notons P, la proposition « 13 + 2% + -« + nd = (1424+--+n)?»
Nous pouvons dire que :

P, est vraie, puisque 13 = 1%;

P, est vraie, puisque 13423 = 9 = (1+2)%;

P, est vraie, puisque 13 +23+3% = 36 = (1+2+ 3)2.

Mais P, est-elle vraie quel que soit n ? Et sil'on pense que oui, comment le prou-
ver, puisque nous ne pouvons pas faire une infinité de vérifications ?

Une démonstration par récurrence permet de conclure que P, est vraie pour tout
n = 1 (voir exercice résolu 3, page ci-contre).

Le raisonnement par récurrence « est un instrument qui permet de passer du fini
4 l'infini » (Henri Poincaré), c'est-a-dire qu'avec seulement deux vérifications, il
permet de prouver qu'une infinité de propositions P, sont vraies.

2.2 Principe du raisonnement par réecurrence

L'idée du raisonnement par récurrence est simple et peut étre imagée ainsi : sil'on
peut d’abord se placer sur un barreau d’une échelle, et sil'on peut ensuite passer dun
barreau quelconque 4 son suivant, alors on peut gravir tous les autres barreaux de
cette échelle.

Pour démontrer par récurrence quune proposition P, est vraie pour tout
entier naturel n, on procéde en deux étapes, puis on conclut :

® Premiére étape : on vérifie que P, est vraie.

@ Deuxiéme étape : on suppose que pour un entier naturel n quelconque, la pro-
position P, est vraie, et sous cette hypothése, on démontre que la proposition
P, ., estvraie.

® Conclusion : lorsque les deux étapes sont franchies, on conclut que la proposi-
tion P, est vraie pour tout entier naturel n.

Avec 'image de l'échelle :

@ Premiére étape : on vérifie que I'on peut se placer sur le premier barreau P d’une
échelle qui représente la suite de propositions P .

@ Deuxiéme étape : on montre que 'on peut passer d'un barreau quelconque P, au
barreau suivant P

n+1*
® On conclut que 'on peut gravir toute I'échelle.

Comment démontrer par récurrence qu'une proposition P est vraie pour tout
naturel n supérieur ou égal a un entier m non nul ?

La démarche est la méme : la seule différence est que lors de la premiére étape, on
vérifie a':p%e P est vraie au lieu de vérifier que P est vraie, et lors de la deuxiéme,
on suppose que P, est vraie pour un naturel n = m.

SUITES. RECURRENCE



COMPRENDRE

Quand utiliser
la récurrence ?

Pour démaontrer qu'une proposition
P, est vraie pour tout entier
n = n,, lorsqu'on ne dispose pas
de méthode directe.

Inutile dutiliser un tel raisonnement
pour demontrer, par exemple, que
pour tout entier naturel n,

(n+1)2 =n*+2n+1,

« Py vraie,
étape essentielle »

Exemple.

P, est la proposition «7" + 1 est un
multiple de & ».

Si P est vraie, alors il existe un entier
kielque 77+ 1 = Bk

Comme 77! = 7" x 7, alors,
] = (Bk—=1)%T7+1
= 42k-6

qui est auss| un multiple de 6.

Donc P, , ; estvraie.

Mais P, n'étant pas vrale car
7%41=2 n'est pas un muiltiple de 6,
on ne peut pas en déduire que P, est
vrate pour tout n.

Diailleurs P, n'est jamais vraie.

En arithmétique, on démontre que
7"+ 1 estcongru a2 (mod ), donc
m'est jamais multiple de 6.

VOCABULAIRE

Hors Mathématiques, le mot récur-
rence est synonyme de répétition
dun phénomene.

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU n Rédiger une démonstration par récurrence

AT Démontrez que pour tout entier n = 1,
- n(n+1)% _ |
1P+25+-4nt = fT” =(1+2+-+n)2
SOLUTION COMMENTEE

Remarquons que la derniére égalité résulte directement du fait que :

142+~+n= M%-D
Pour tout entier n = 1, notons P, la proposition :
2 2
134234403 = i )2
4
12x 22

@ Démontrons que P, estvraie: 17 = 1 et

= 1, etdonc P, est vraie.

® Démontrons maintenant que si P, est vraie pour un entier n quelconque,
n=1, alors P, estvraie.

Il s'agit sous I'hypothése « P est vraie » de montrer que :

(n+1)2%(n+2)?

134254+ -+(n+1)% = p

2r 2
134254 4(n41) = ‘|3+25+---+n3+in+1)3=w+-:n+1)3
2 2
= %|n1+4{n+1}] & #{n2+4n+4]
_ [ 13 n+2)2
- 4

Donc la proposition P, , est vraie.

Conclusion. La proposition P, est vraie pour tout entier n =1, d'od le résultat.

=¥ EXERCICES 33 3 42 et 66

EXERCICE RESOLUH Rédiger une démonstration par récurrence
m On considere la suite (u,) atermes positifs, définie par :

uy = 1 etpourtoutnatureln u,, , = Jju,+1.
Démontrez par récurrence que (u,) est croissante.

SOLUTION COMMENTEE
I s'agit de démontrer que pourtout n =0, u,, , = u,
On note P, la proposition: «u, , ; = u,».

» v ST =
@ Démontrons que Pyestvraie: uy = 1 et uy; = Jug+1 = /2, U, > u,
donc P est vraie.

@ Démontrons maintenant que si P, est vraie pour un entier n quelconque,
n=1, alors P_, ., estvraie.

Il s'agit sous I'hypothése « P, est vraie » de montrer que u,,, = u,,,. Or
d'apreés cette hypothése, u,, , = u,, donc u,, ; + 1 = u, + 1. Puisquela fonc-
tion racine carrée est strictement croissante sur |0 ; +o=|, et que par définition

tous les termes de la suite sont positifs, on obtient ,/u. ., +1= Ju +1,
cest-a-dire u,,, = U, .. Donc P, estvraie.

Conclusion. La proposition P, est vraie pour tout entier n =1, la suite (u,)
est croissante.

=¥ EXERCICES 58 et 59, 64

CHAPITRE 1
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Pour progresser

nLa suite (v,) esttelle que v, = 1, et pour tout n,
Vo1 = 3V,— 1.

Calculez v,. Exprimez v, , » enfonction de v,.

n
n’+4

n (u,) est la suite de terme genéral u, =

Exprimez u,,,, U,_s, U;, enfonctionden.

Pour les exercices JEJ] a B}, dans chacun des cas,
donnez |e sens de variation de |la suite (u,,) indiquée.

p Aide. Voir l'exercice résolu 1, page 11.

3 2n-1
n" Un=;5- b) u,=3n+1. edu, = )
1 n _3n+1
-a]un— T b) u, = e ) u, = —
ﬂ-‘al{”{"-{:| }{u“’“l
Upey = U -3 Unsy ""_"U"

Pour les exercices ] a fH. trouvez, parmi les sui-
tes proposées, celles qui sont monotones, éven-
tuellement a partir d'un certain rang.

@ Alde. Voir l'exercice résolu 1, page 11.

_n+1

na]uﬂm—:’mﬂ. b) Up = =55

'I'J'I

7 PR o= ()
2

“alu = nl. b)u =1+l-

n n nz

5 Note. n! = nx(n-1)x_...x2x1 lorsque n = 1.
_ne e & (=1)n-1
“a]u"“n! b) u,=1 2+3 e s

5 Note. n! = nx(n-1)x.. x2x1 lorsquen=1.

- RAPPELS SUR LES SUITES. RECURRENCE

m' g- 'm!
= T e e DT T T e e e —
mPour tout nnon nul ;
T 1

u, = 1+E+3+ +E et vy = Uz, — Uy,
12 :

a) u, = 8 etpourtoutn, u,,, = g.ur.+2~

3

b) u, = 2 etpourtoutn, u,,, = >u,+2.

4"

m (u,) et (v, ) sont deux suites croissantes.
La suite (u, + v,,) est-elle croissante ?

1 1
mPow toutnnonnul, U, = - et v, = ——:
- n n?
Etudiez la monotonie des quatre suites:

(u), (vy), (U +vy) et (u,Xv,)

m (u,) estune suite arithmétique de raison r.
Prouvez que les suites (v,) et (w,) définies respective-
ment, pour tout n, par:

Vp=3U,-1 et w, = Uy, +3
sont arithmeétiques et donnez pour chacune la raison.

m Les mesures des angles d'un triangle rectangle
sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique.
Calculez ces angles.

(v,) est la suite definie par vy, = 1 et pour tout
v,

n

naturel n, v = —
n+ 1 1 + Vn

Justifiez que pour tout n, v, > 0 et prouvez que la suite
(u,) définiepar u, = ‘}est arithmeétique.
n
n
mPcur tout naturel n, on pose u, = TS
Prouvez que la suite (u,) est géométrique, précisez sa
raison.

m(un}estune suite arithmétique, u, = 41etu; = =13,
Calculez u,,

m{un] est une suite géometrique, u; = - -

1080
e
0" 2197
Calculez ug,.



-(un} est une suite arithmétique de raison 3 et
U1 = _2.
1. Exprimez u, en fonction de n

2. Calculez uy + Uy + +++ + Uy,

m (u,) estune suite arithmétigue de raison —2.
On sait que u; = - 3.
Calculezla somme S = Uyg + Ugg + -« + Uyge.

m (u,) est une suite geométrique de raison 3 et
u =-2.

1. Exprimez u, en fonction de n.

2. Calculez u; + Uy + --- + U,

3. Soit (v,) la suite définie pour tout entier n par
v, = Uy, Calculez lasomme v, + vy + ... + v,

E]Calculez la somme :
3

1 5
S=c+1+Z+2+Z+...+10.
GHE1IRZ 245 +

m (u,) estune suite géomeétrique de raison 2,

Onsait que uy = 1.
Calculez lasomme S = Uy + U, + --- + Uy

m ® Calculez la somme :
5S=002-01+05-25+...+3125.

® On considére la suite (u,) définie par:

Uy =2, uy =4
{Unn = 4U,—Uu, , pourtoutn=1,
1. Trouvez deux nombres réels a et b tels que :
{m—b =4
ab = 1

2. 0n note (v,) lasuite n— u,, , — au,.
Démontrez que la suite (v,) est une suite géomeétrique
de raison b.

3. Onnote (w,) lasuite n+> u, , , - bu,.
Démontrez que la suite (w,) est une suite géomeétrique
de raison a.

4. Exprimez explicitement v, et w,, en fonction de n, puis
déduisez-en l'expression explicite de u, en fonction de n.

m ® g, b, c sont trois termes consécutifs d'une suite
géometrique.

On sait que {U tb+c=3675 cyiculez ab,c
abc = 343

EI ® g, b, c sont trois reels distincts avec a# 0. On
sait que :

«@, b, ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite géo-
métrique de raison q; '

«3a, 2b, € sont trois termes consécutifs d'une suite
arithmétique.
Calculez q.

- ® Suite « arithmético-géométrique »

On considere la suite (u,) de nombres réels,
définie pour tout entier n = 1 par la relation de récur-

rence u,, ; = %—%un et par la condition initiale

u; = a (aréel donné).

1. (v,) est la suite de nombres réels définie pour tout
entiernaturel n =1 par v, = 13u, - 4. Démontrez que
(v,) estune suite géométrique et déterminez sa raison k.

2. a) Exprimez v, en fonction de net a
b) Déduisez-en u, en fonction de n et de a.

EII : Pour tout entier naturel non nul, on pose
A, = 11...111 qui est, dans le sustéme décimal, un
nombre de n chiffres égaux a 1.

Calculez S, = A, +--- + A, enfonction de n.

m : (u,) est la suite définie par u, = 5 et la rela-
tion de récurrence u,,, = 5u,—7n pour tout entier
naturel n. (v,) est la suite définie par:
v, = U, — Zn i pour tout entier naturel n.

4 16
1. A raide d'un tableur, on veut programmer le calcul
des dix premiers termes de (u,) et (v,).

a) Dans laligne 1, faites afficher les valeurs de nde 0 4 9.

u= Aide. Tapez n dans A1, o dans B1 et 1 dans C1 ; sélectionnez
les cellules B1 et C1 avec la souris et faites un glisser / copier
vers la droite,

b) Programmez le calcul de u, dans la ligne 2.

15" Aide. Ecrivez u, dans Az2, puis entrez dans Bz la valeur de
u,, c'est-a-dire 5.

Dans C2, tapez la formule indiquée dans la vue d’écran ci-des-
sous, puis faites un glisser/copier vers la droite.

c) Programmez dans la ligne 3 le calcul de v, & l'aide de
u, etn.

L35 Aide. Si vous hésitez, regardez la formule dans la vue
d'écran. Faites un glisser/copier pour aller jusqu’a Y

A B _ i,
aeg o n o 1
|22 U |s =5*B2-7*B1
3 | Va |=B2-7/4*B1-7/16

2. En observant la ligne 3, conjecturez la nature de la
suite (v,). (Vous pouvez rajouter une ligne pour calculer
Vo 'I_}

le quotient
n

3. Démontrez la conjecture établie & la question 2.
4. Exprimez v, puis u,, en fonction de n.

5. Calculez S, = ug+ Uy + - + U,




e e e = TS
m OnposeS, = 12+22+3%2+...4+n2 ol
n est un entier naturel, n = 1.

1. a) Calculez S, S5, S, S,

b) Exprimez S, , enfonctiondeS...

2. Démontrez par récurrence que pour tout natureln = 1,
G = nin+1)3(2n+1 )
! 6
== Commentaire. La question 2, aurait pu étre 'unique ques-

tion de cet exercice, proposée alors sous la forme « Démontrez
_n(n+1)(2m+1)

== 4—6 =

En fait, en posant la question 1., I'énoncé donne une « astuce »
technique qui consiste, dans ce genre de problémes (calculs
de sommes), & noter 5, la somme proposée puis a établir une
relation simple entre S, , , et S, ce qui permet d'utiliser faci-
lement |'"hypothése de récurrence.

par récurrence que S,

m ®Onnoten!=1%x2x...xn etonlit:

« factorielle n»,

Démontrez par récurrence que pour tout entier nnon nul,
1T+2x2143x31+ ... +nxn! = (n+1)!-1.

u==" Aide. Voir le commentaire de I'exercice 33.

m ® Onnote S,

et T

TX2+2%X3+..-4n(n+1),

%nm+i](n+ 2).

n

Démontrez que pour tout entier naturel ronnul, S, =T,

=5 Aide. Voir le commentaire de |'exercice 33.

m ® Pour tout entier nsupérieur ou égal a 2, on pose:
S, = 1+2%x2+3%x22+...+(n=1)2""2,
Démontrez que pour tout entier n = 2,
S;=(n=1)2"n—n2n-1+1.

L3 Aide. Voir le commentaire de ['exercice 33.

® Démontrez que pour tout entier n = 1:

1 X2 342X3X4+ .. +n(n+1)(n+2)
_nn+1)(n+2)(n+3)
- 4

i Aide. Voir le commentaire de 'exercice 33.

m! Onnote n! = 1x2x...xn eton lit « facto-
rielle n ». Démontrez que pour tout entier naturel n non
nul, n! = 2n-1,

m ® Dérmontrez par récurrence que pour tout entier
n=2, S5N=4"4 3"

V1 @ Inégalité de Bernoulli
a est un réel strictement positif.

1. Démontrez que pour tout entier n = 1,
(T+a)"=1+na.

- RAPPELS SUR LES SUITES. RECURRENCE

2. Déduisez-en la justification d’'un théoréme (admis) en
classe de Premiére :

sig=1, alors I|m q"= 4

n—+co

m ® 1. Démontrez que pour tout entier n, n = 2,
3nf=(n+1)2
2. Onnote P, la proposition: « 3" = 2"+ 5n2 »,

a) Quel est le plus petit entier naturel n, non nul, pour
lequel P, estvraie ?

b) Démontrez que pour tout entiern, n = 5, P, estvraie.

m ® Pour tout nombre entier naturel, on note P, la
proposition: « 3" = (n+ 2)? »,

1. P, P,, P, et P; sont-elles des propositions vraies ?

2. Démontrez par récurrence que pour tout entier n,
n=3, P, estvraie

m;\pprendre a chercher
La suite (u,) est définie par u, = 7 et pour tout entier
naturel n,

Uy = 10u,—18.

Objectif : exprimer u, en fonction de n.

1. Avec une suite définie par récurrence, le calcul de
u, est possible & condition de connaitre les termes qui
le précedent. Ici, on veut trouver un moyen de calculer
directement u,, a partir de l'indice n.

Dans ce genre de problémes, on calcule des premiers
termes et on essaie de voir comment l'indice n de u,
intervient dans la valeur de u,, afin de trouver une
relation entre cette valeur u, et l'indice n.

Calculez uy, uy, Us, U, Us.

2. L'examen des résultats montre que tous ces nom-
bres commencent par 5, se terminent par 2, et contien-
nent des zeros entre 5 et 2. Mais le nombre de ces 0
varie avec ['indice n, et c'est certainement cela qui va
permettre d'exprimer u, directement en fonction de n.

Donnez le nombre de 0 en fonction de nlorsque n prend
les valeurs 1, 2, ..

3. Mais cette formulation ne se préte guére aux calculs.
Dol |'idée de trouver une écriture « numérique » dans
laquelle |a place de nindigue le nombre de zéros voulus.

a) Enoncez la conjecture sous cette forme. Eventuelle-
ment, testez-la sur des exemples.
b) Prouvez que votre conjecture est vraie.

5" Commentaire. Evidemment, les conjectures ne sont pas
toujours aussi faciles a prouver et méme, parfois, elles sont
fausses. Voir exercice 30, page 15.




m(u,,} est la suite définie par u; = 2 et
U, = 2U,—3 pour tout nnon nul.

1. Déterminez u;, u, Us, U, Ug et conjecturez
l'expression de u, en fonction de n.

2. En calculant u, -3 pour tout n = 0, exprimez u,
en fonction de n.

m{un) est |a suite définie par u, = 3
el u, ., = —u,+4 pour tout nnon nul.

1. Calculez uy, u,, bs, Uy, Ug et conjecturez l'expres-
sion de u, enfonction de n.

2. Déterminez u, en fonction de n,

.On pose, pour tout n entier nature! non nul :

5, =1+3+5+...+(2n-1).
I. Caleulez S,, S,, Sy et S,. Conjecturez I'expression
de 5, en fonction de n.

2. Démontrez cette conjecture par récurrence.

3. Observez lasomme S, et donnez une autre démons-

tration de la conjecture.
nin+1)

i Aide.1+2+ ... +n = 5

@ : o
m e (U,) est |a suite définie par uy = 1 et pour
tout entier naturel n, u, ., = U, +n

1. Calculez les 5 premiers termes de la suite et conjec-
turez 'expression de u, en fonction de n.

2. Utilisez un raisonnement par récurrence pour déter-
miner l'expression de u,, en fonction de n.

m: (u,) est |a suite définie par u, = 1 etpourtout

u,

u, +2
1. Calculez les 6 premiers termes de la suite et conjec-
turez 'expression de u,, en fonction de n.

entier naturel n, u, , , =

2. Utilisez un raisonnement par récurrence pour déter-
miner l'expression de u, en fonction de n.

m ® Démontrez par récurrence que |a propriété P
« 4"+ 5 est un multiple de 3 » est vraie pour tout n
entier naturel.

El ® Pour tout entier naturel n, on considére la pro-
position P :« 9 divise 10"+ 1 ».

1. Démontrez que si P, est vraie pour un certain n,
alors P, , , estvraie.

2. La proposition P, est-elie vraie pour tout entier ?

m ® Prouvez que pour tout entier naturel n, 237 — 1
est un multiple de 7. :

m ® Prouvez que pour tout entier naturel n,
3201 —1 est un multiple de 8.

. ® Est-il vrai que pour tout entier n=1, n%+2n
est un multiple de 3?

m: Démontrez par récurrence que la proposition
P, «320+1420+2 est un multiple de 7 » est vraie
pour tout n entier naturel.

m La suite (u,) est définie par u, = 1 et

pour tout entier naturel n, par u,, ; = U, +2n+ 3.

1. Etudiez la monotonie de la suite (u, ).
2. Démontrez que, pour tout entier naturel n, u, > n?,

mm La suite (u,) est définie par uye 10; 1]

€t pour tout entier naturel n, par u,, = U, (2-u,).
Démontrez par récurrence que,
pour tout entiern, 0 < u, < 1.

m ® (u,) est la suite définie par uy = 1 et pour
tout entier naturel n, u, ., = u,+ 2.

(v,) estla suite définie par v, = 1 et pour tout entier
natureln, v, = V,+ U,

1. Exprimez u,, en fonction de n.
2. Démontrez par récurrence que v, = 1+ n2.

m ® (u,) estlasuite définie par uy = 1

ety . = Jrun pour tout nnon nul.

1. Démontrez que pour tout n naturel, 0 < u, < 2.
2. Prouvez que la suite est strictement croissante.

ELN ® (u,) estlasuite définie par u, = 1

u,+1
U, +3
1. Démontrez que pour toutn, 0 < u, = 1.

pour tout nnon nul.

2. Prouvez que la suite est strictement décroissante.

m : Démontrez que pour tout entier n = 1, il existe
deux entiers p, et q, tels que:

(2+/3)" = p,+ q,/3.

m : B est un réel de l'intervalle }D . g[

La suite (u,) est définie par u, = 2cos® et pour tout
entier naturel n, par u, ., = J2+u,.
1. a} Calculez u, et u,.

L% Aide. On rappelle que 1 + cos2a = 2cos?a.
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b) Prouvez par récurrence, que pour tout entier naturel n,
u, > 0, et déduisez-en que pour tout n, U, est bien défini.

2. Démontrez par récurrence que pour tout entier natu-

reln u, = 2cos(2%)-

m e Une autre forme de récurrence
Parfois, pour démontrer que la proposition P, est
vraie, il n'est pas suffisant de supposer que |la proposi-
tion P, est vraie. |l se peut que la démonstration néces-
site le fait que P, est vraie pour un certain nombre
d'indices inférieurs ou égaux a n. L'hypothése de récur-
rence est alors « P, est vraie pour tout p < n».Dans la
premiére étape, on vérifie la propriété aux premiers
rangs, en accord avec le nombre de propositions néces-
saires pour démontrer P, , , dans la deuxiéme étape.
A.La suite (u,) est définie paru, =1, u, =3 et
pour tout entier naturel n =1,

Upsz = 2ur|+'| — Uy
1. Calculez u;, u,, us et conjecturez l'expression de
u, en fonction de n.

2. Démontrez cette conjecture par récurrence.

B. La suite (u,) est définie par uy = 2_ u, =1 et

5
pour tout entier natureln, U, ,; = SU;,;1-6,.
: | _ enpih
Démontrez que pour tout naturel n, u, = 3 A

. (u,) estlasuite définiepar ug =1, Uy = 2
€L pour tout entier naturel n, U, +U,_; = 4U
Démontrez par récurrence que:

U, = 312 +3)"+ @2~ 3.

n

m : La suite (u,) est définie par u, = 2 et pour
tout entier naturel n, u,,, = .ju,+1.
Démontrez que:
a) pour tout n, U, = —1 et que la suite est bien définie
pour tout n;
b) la suite (u,) est monotone ;
1+./5
s
L Aide. Voir l'exercice résolu 4, page 13.

c) pourtoutn, u, =

IS rarreis sur LES SUITES. RECURRENCE

: Lasuite (u,) estdéfinie par u, = 1 et pour tout
u,+4

u,— 2
u, + 1

entier naturel n,par u, ., =

On pose, pour tout entiern, v, =

U= 4
1. Démontrez que la suite (v,) est géométrique.

2. Exprimez v,, puis u, en fonction de n.

K3 &  est ia fonction polynome définie sur R par:
o L
T L
) =3-2%E

1. Vérifiez que pour tout réel ¥,

P(x+1)-P(x) = %
2. Démontrez par récurrence, que pour tout entier
naturel n, P(n) e RN,
3. Démontrez par récurrence que pour tout entier natu-
rel n,

nn+1)(2n+1)
6

144+ 22+...4n? = P(n+1) =

: La suite (u,) est définie par u; = 0 et pour
1
2-u,

tout entier naturel n, par u, , =

Donnez la valeur exacte de Usgoe-

m: Démontrez par récurrence gque tout entier n
supérieur ou égal a 24 peut s'écrire n = 5a+ 7b, avec
aet bentiers naturels.

m e 1. a) Calculez les 5 premiers termes de la suite
(u,) définie par u; = Tﬁ et pour tout entier naturel n

nonnul, u,,, = (%)un.

n
b) Démontrez par récurrence gue u, = >
2. kest un entier naturel non nul, (v,) est la suite défi-

nie par v, = % et pour tout entier naturel non nul n,

_(n+1
Vg = F Yy

Conjecturez l'expression de v, en forction de n et prou-
Vez votre conjecture par récurrence.



Fonctions

- limites

et continuité

Intuitivement, une fonction est continue sur un inter-
valle si sa courbe est d'un seul morceau. Cette notion,
qui parait simple, n'a cependant pas été explicitement
isolée avant Bolzano et Cauchy aux environs de 1820.
En effet, les fonctions que les Fondateurs — tous ceux
qui ont contribué a fonder '’Analyse moderne — ont
rencontrées dans les débuts de I'’Analyse sont presque
toutes continues car données par des formules algé-
briques ou d'origine géométrique ou cinématique !
L'un des théorémes les plus importants de la théorie
des fonctions continues, le théoréme des valeurs inter-
médiaires, est du a Bolzano en 1817. Il est important
par ses conséquences : en pra-
tique, par exemple dans la ré-
solution d'équations f(x)=0,
et surtout en théorie, car on dé-
montre grace a lui que toute
fonction continue et stricte-
ment monotone admet une
fonction réciproque, ce qui per-

! )
Bernard Bolzano met d'agrandir la classe des

1781— 1848
f 4 fonctions usuelles.

A LA MEME EPOQUE |

Les pays
d'AmériqueduSud
s"affranchissent
de la tutelle
espagnole et
portugaise et
deviennent
indépendants.

Champollion
déchiffre le premier
les hiéroglyphes
égﬂ:tiens. Grice a
la fameuse pierre
de Rosette, mais
aussi @ un obélis-
que découvert a
Philae en 1821, il
découvre la corres-

ondance entre

es hiéroglyphes,
le démotique et
le grec.

La facture A e .
anoufi-g &Ies iix h ~ 3
cents lieder de e
Schubert renou- ;("'""“'I-

velle la musique

de chambre.,

La liberté

de l'invention

mélodique et

rythmique de ses

derniéres ceuvres

fait de lui

le précurseur

de Schumann.
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Note

D'une maniére
génerale, une
fonction continue
sur un intervalle |
est une fonction
dont la courbe
restreinte a | est
d'un « seul
MOrceau ».

FONCTIONS :

n Existence de solutions

Résolution d’équations

Les figures ci-dessous sont les représentations graphiques de fonctions f définies sur R.
Résoudre graphiquement I'équation f(x) =k, c'est trouver, s'ils existent, les points
d'intersection de la courbe € et de la droite d d’équation y = k.

| °f 7
d (\ : /
1 : | 2 1
/ l \\ I 0|/
0| 1 X o X 1 X
{
LIS M S e / i

Si, dans le cas d’une fonction polynéme du second degré, on sait résoudre 'équation
f(x) = k, dans le cas d'une fonction f quelconque, en général, une solution algébrique
est impossible. On se tourne alors vers I'analyse qui permet de trouver, lorsqu'une
solution existe, des valeurs approchées de cette solution avec autant de précision que

I'on veut. D’oi 'intérét, avant tout calcul, de savoir s'il existe ou non des solutions.
Ainsi, pour les deux cas ci-dessous, on peut dire :
e dans le premier cas, que, pour tout k compris entre 1 et 5, I'éguation f(x) =k a des

solutions ;

« dans le deuxiéme cas, il n'y a pas de solution pour tout k tel que 2 < k < 3.

ys
5

1

a8

0]

|
|
i
|
!
]
4
W
]
]
]
]
L
i
|
i
T

1

X

Yy

5..~.—

:S,J

o

(0]

Cela tient au fait que dans le premier cas, la courbe est d'un « seul morceau » : on dit alors
qu’elle est continue sur l'intervalle [0 ; 4] ; tandis que dans le deuxiéme cas, la courbe n’'est
pas d'un seul morceau. On dit qu'elle est discontinue sur [0 ; 4] (plus précisément ici en 2).

Exercice

Les figures ci-dessous sont les représentations graphiques de fonctions f définies sur
I'intervalle [-3 ; 3]. Ces fonctions sont-elles continues sur [-3 ; 3] ?

@ ul @ [7] @ yl \

" s e O i | | Y|
| | b L, / .
-3 0 .?,x -3 _?,3/ 3 x -3 0 1 3 x
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Continuité, limites, intervalles

n Exemple : la fonction partie entiére

Pour tout réel x, il existe un unique entier ntelquen =x <n+ 1.
Cet entier x est appelé la partie entiére de x. Elle est notée E(x).

Par exemple, E(m)=3; E(-3,5)=-4; E(%] = 0.

y
1 e
X
E T
0 | 1 2 X

1. Vérifiez que la fonction représentée ci-contre est la fonction E : x — E(x) restreinte
a l'intervalle [0 ; 2[.

2. a) Précisez E(1).

b) La fonction E a-t-elle pour limite E(1) au point 1 ? Autrement dit, pour tous les x
voisins de 1, inférieurs a 1 et supérieurs a 1, les nombres E(x) viennent-ils s’accumuler
enE(1)?

Ainsi la fonction E est définie au point 1 (E(1) = 1) et n'a pas de limite en ce point.
On dit alors qu’elle n’est pas continue en ce point ou qu'elle est discontinue en ce
point.

Vous constatez que la courbe représentant E sur l'intervalle [0 ; 2[ est faite en « deux
morceaux » et qu'elle présente une « coupure » en x = 1. On dit que E n’est pas continue
sur [0 ; 2[ ou qu'elle est discontinue sur cet intervalle. En revanche, la fonction E est
continue sur l'intervalle [0 ; 1[ et continue sur I'intervalle [1 ; 2[.

3. Tracez la courbe représentative de la fonction E restreinte a I'intervalle [0 ; 5.
a) En quels points de [0 ; 5[, la fonction E est-elle discontinue ?

b) La fonction E est-elle continue sur 'intervalle |3 ; 5[ ?

Images d’intervalles
L’image d’un intervalle I par une fonction f est 'ensemble de tous les nombres f(x)
avec x dans I. On note f(I) cet ensemble.

1. Avec la fonction x — x2.

a) Tracez la parabole représentant la fonction f: x > x2. Observez que f est continue
sur R donc sur tout intervalle.

b) Quelle est I'image par f de l'intervalle I = [0 ; 2] ? de l'intervalle [-2 ; 2] ? de l'inter-
valle [-2 ; 4] ? de l'intervalle | —ec;2]?de R ?

2. Avec la fonction partie entiére.

Quelle est I'image de l'intervalle [ = [0 ; 2| par la fonction E ? E(I) est-il un intervalle ?

Dans chaque cas, f(I) est un intervalle. Le résultat est général :
Lorsque f est contihue sur [, I'image (1) de I est un intervalle.
Nous admettrons ce résultat.

CHAPITRE 2
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FONCTIONS :

DEFINITION | »

Note
lim fix)= ¢,

signifie que tout
intervalle ouvert de
centre { contient tous
les fix) lorsque x décrit
un certain intervalle

| === Al

i reel,

DEFINITION 2 »

Note

Autrement dit, quel
que soit M, flx) =M
pour tout x supérieur
a un certain nombre A.

1) Limites a l'infini

1.1 Limite réelle (ou finie) en +--.
Asymptote horizontale

Dire qu'une fonction f a pour limite le nombre { en +<o signifie que tout inter-
valle ouvert de centre { contient toutes les valeurs f(x) prises pour tous les x
« assez grands » (c’est-a-dire pour tous les x d'un certain intervalle |A ; +oo[).

On écrit lim f(x) = €.

x—+4oo

Cette définition traduit 'accumulation des valeurs f(x) « autour » de {.

Interprétation graphique. Quel que soit l'intervalle Y
ouvert centré en { et aussi petit soit-il, on peut trou-
ver un réel A tel que la courbe représentative de f

restreinte A l'intervalle |A ; +oo| est dans la partie /

colorée ci-contre. , .

On dit alors que la droite A d'équation y = ( est 5 : jr >
: X

asymptote horizontale a € en +co.
On définit de maniére analogue lim f(x) = (.
x— -

1

1 1
x+— =; x— — (nnaturel non nul) ; x ~> — ont pour
x

x2 Jx

. 1
Les fonctions x +— = :

limite 0 en +eo et en — o=,

1.2 Limite infinie en +«

Dire qu'une fonction f a pour limite +== en +== signifie que tout intervalle
ouvert |M ; +=o| contient toutes les valeurs f(x) prises pour tous les x « assez
grands », (c'est-a-dire pour tous les x d'un certain intervalle |A ; +e<]).

On écrit lim f(x) = +oo.

¥ 4o
Cette définition traduit I'idée que les valeurs f(x) finissent, pour les grandes
valeurs de x, par dépasser n'importe quel réel M aussi grand soit-il.

Interprétation graphique. Pour toute droite déqua-
tion y = M, on peut trouver une droite d'équation _°
x = A, telle que la courbe représentative de f M

restreinte 4 |A ; +oo[ est dans la partie colorée ci-contre.
On définit de maniére analogue lim f(x) = - et

- & . - 5 - X —F v+ —
aussi les limites infinies en — =o.
0

Les fonctions x — x; x> x2; x> x" (n naturel non nul) ; x — ,\f;' ont pour
limite 400 en +oo.

Les fonctions x +—>-x2 ; X — x" (nnaturel pair non nul) ont pour limite +co en —os.
Les fonctions x > x ; x —> x" (n naturel impair) ont pour limite —oo en —oe.

LIMITES ET CONTINUITE




COMPRENDRE

Il peut ne pas y avoir
de limite

e |l en est ainsi, par exemple, de la
fonction sinus.

Raisonnons par I'absurde.

Supposons que cette limite en +eo
existe et notons-la €. Puisque, quel
quesoit xréel, -1 = sinx = 1, {est
dans| = [-1 :1].

Considérons un intervalle ouvert J

centré en { et de rayon ‘11

1
J, de longueur 3 Nepeut contenir a

la fois =1 et 1. Supposons que —1
n'est pas dans |,

s
R FZ
of \sw2/ N\7wa/_
' ! WE]
I |

4

Par définition de la limite, J doit
contenir toutes les valeurs de sinx
pour x « assez grand ».

Or, quel que soit le réel A, et « auss
grand » soit-l, on peut trouver des
réels x> A tels que sinx = -1

(ce sont tous les x qui s'écrivent -

X= —g+2kn avec

—g+2kn::b.ﬂ}.

Donc pour ces valeurs de x, sinx n'est
pas dans l'intervalle J.

Danc £ ne peut pas étre la limite de la
fonction sinus.

La démenstration est analogue si 1
n'est pas dans J : la fonction sinus
n'a pas de limite en + e (ni en —sa),
« Deméme, la fonction cosinus n'a
pas de limite en + = et en — o,

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU n Etudier la position relative d'une courbe

et de son asymptote horizontale

Vous avez vu en classe de Premiére que la fonction f: x ;:4_ 3
limite 2 en +e= et en —so,

Etudiez la position de la courbe ‘6, représentative de f par rapport & son
asymptote horizontale, la droite A d'équation y = 2.

POINT METHODE

Etudier la position de € par rapport a son asymptote horizontale A
d'équation y = a revient a étudier le signe de f(x) — a.

a pour

Etudions le signe de f(x) — 2.
4X=5 ., _ 4x=5-4x-6 _ 11
2x+3 B 2x+3 2x+3

fix) — 2 est dusigne contraire de 2x + 3 donc -

flxy—-2>=0 pourxci—g et fix)—-2<0 pourx;-_%.

Donc ‘6, est au-dessus de A sur

—ea: —%[ et en dessous sur }-g : +n-:r‘—_

L
» EXERCICES 10t 11

EXERCICE RESOLU ﬂ Trouver un réel « assez grand »

La fonction f est la fonction f: x> gi;g de l'exercice résolu 1. Puisque
lim flx) = 2, il existe un réel A tel que « x > A » implique

X =44 o0
« f(x) est dans l'intervalle de centre 2, |1,95: 2,05( »
Trouvez un tel nombre A.

SOLUTION COMMENTEE

4x-5
2x+3
Puisqu'on s'intéresse aux « grandes valeurs » de x, on peut supposer x > 0

etdonc 2x+ 3 > 0.

Dol 1,95(2x+3) < 4x-5<2,05(2x+3)

ou -01x+585<-5<01x+6,15.

Il en résulte quesi —0,1x < -10,85 et 0,1x>-11,15,

c'est-a-diresi x > 1085 et x > -111,5 (doncsi x > 108,5),

alors 195 < f{x) << 2,065.

On peut donc prendre A = 108,5 (ou tout nombre supérieur 3 108.5).

Dire que 1,95 < f(x) < 2,05 signifie que 1,95 < =< 2,05,

EXERCICES 7 et 9




FONCTIONS -

DEFINITION 3 ®

Note
On définit de maniére
analogue

limfix) = —=;
o

lim fix) =
N =

que tout intervalle

| === 2 M| contient toutes
les valeurs fix) prises
pour tous les x proches
de a, c'est-a-dire pour
tous les x d'un certain
intervalle ja —o ; a4+ af
et dans ;.

== signifie

DEFINITION 4 »

2) Limites en un réel a

Dans tout ce qui suit, on note i, 'ensemble de définition d'une fonction f.
On se place en un réel a tel que ou bien a est dans */, ou bien a n’est pas dans ),
mais est une borne de 1.

2.1 Limite infinie en a. Asymptote verticale

Dire qu'une fonction f a pour limite +cc en a signifie que tout intervalle| M ; +oo]
contient toutes les valeurs f(x) prises pour tous les x proches de a, c'est-a-dire

pour tous les x d'un certain intervalle |a - o.; a + 0] et dans 7.

On écrit lim f(x) = +e=.

X—a
Cette définition traduit l'idée que les valeurs f(x) finissent par dépasser n'importe
quel nombre M, aussi grand soit-il, pour des valeurs de x de plus en plus proches de a.

y4 aw
1 d

ver un intervalle |a ; b| tel que la courbe représenta- —
tive de f restreinte a |a ; b| est dans la partie colorée.
On dit alors que la droite A d'équation x =
asymptote verticale 3 C, en +co,

EXEMPLE

On note fla fonction définie sur 0 ; +eof par f(x) = ;Tlr

Interprétation graphique
Pour toute droite d d'équation y = M, on peut trou-

=

a est

Zéro est une borne de %.. Aussi grand que soit le réel M, les nombres f(x)
3

dépassent M pour tout x de lI'intervalle JO j 1\—1&[, car }( > Mdeésque 0 < x < v

2.2 Limite réelle (ou finie) en a

Dire qu'un réel { est limite d’'une fonction f lorsque x tend vers a signifie que
tout intervalle ouvert de centre { contient toutes les valeurs f(x) prises pour tous
les x proches de a, c'est-a-dire pour tous les x d'un certain intervalle |a - o ; a + o

et dans 9 £

On écrit lim f(x) = €.

X—a
Cette définition traduit I'idée que les valeurs f(x), prises pour tous les x proches
de a, finissent par s'accumuler « autour » de {, c'est-a-dire que les distances de
f(x) a f tendent vers 0. Or la distance de f(x) a { est | f(x) — {|. Donc:
lim |f(x)— €] = 0.

X—d

dire que lim fi(x) =
Xx—a

{ signifie que

Interprétation graphique
Quel que soit l'intervalle ouvert I centré en {, et aussi  y
petit soit-il, on peut trouver un intervalle ouvert J /]
centré en a tel que la représentation graphique de f i
restreinte a J est dans la partie colorée. :
Il en résulte que sia est dans %, et si fa une limite (

en a, alors cette limite est f(a).

LIMITES ET CONTINUITE




COMPRENDRE

Limite a gauche,
limite a droite

Exemples.
; 1
e La fonction f : x+> - n'a pas de
lirnite en 0. A
[

y
_ 1IN ]
wi m =
"|| .
Mais sa restriction a l'intervalle

|0+ <[ & pour limite + < en zéro.
On dit alors que f a une limite a

droite en 0 et on écrit :
lim fix) = +o
x-s (1

ou lim fix) = +e

x—=0

x>0
De méme, f a une limite a gauche
en 0 et on écrit;

lim flx) = —eo
L

ou lim f(x) = —es,

-0

i<Q !Xl
# La fonction g: x+—> — n'apasde
flimite en 0. %

i
1
0 X

—1

lim g(x) =1

=0

g lim g(x) = —1.

=0

Cet exemple montre gu'une fonction
peut ne pas avoeir de limite réelle en
un point,

= EXERCICE RESOLU 3

Pourquoi ¢ = fia)?

Si fa une limite { en a et que a
appartient a %, alors £ = f(a).
En effet, par définition, tout intervalle
ouvert de centre €, € - ; € + o
avec o > 0, contient tous les f(x)
pour x « suffisamment proche » de a.
Or a est dans 9%y donc
f-a<fla)<{+0, quel que
SOit o et aussi petit soit-l.

Cecin'est possible quesi fia) = ¢.

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RésoLm Conjecturer des limites
-

La courbe ‘6, ci-contre est la courbe repré-
sentative d'une fonction f définie sur
9, =R-{-1;2}.

Conjecturez les limites aux bornes de % .

ElNENEE

Attention. Une conjecture n'est pas une vérité tant gu'elle n'est pas démontrée.

@ A l'infini

Lorsque x tend vers —e, la courbe semble « se rapprocher » de la droite A
d'équation y = 2 :les valeurs de f(x) sont de plus en plus proches de 2.

On peut conjecturer que  lim f(x) = 2 et que A est asymptote horizontale
a%;. AR

De méme, lorsque x tend vers +==, on peut conjecturer que lim f(x) = 2.
® En -1 B

Lorsque les valeurs de x prennent des valeurs de plus en plus proches de —1,
les valeurs de f(x) sont de plus en plus grandes (vers + os),

On peut conjecturer que lim f(x) = +eo, et donc que la droite d'équation

¥ =1
X = -1 estasymptote verticale a ‘€.
®En2
Lorsque les valeurs de x prennent des valeurs de plus en plus proches de 2,
mais supérieures a 2, c'est-a-dire dans l'intervalle |2 ; + e[, les valeurs de f( x)
sont de plus en plus grandes (vers + o=).
Par contre, lorsque les valeurs de x prennent des valeurs de plus en plus pro-
ches de 2, mais inférieures a 2, C’est-a-dire dans l'intervalle | —<< : 2[, les valeurs
de f(x) sont négatives, de plus en plus grandes en valeur absolue (vers —eo).
La fonction fn'a donc pas de limite en 2,
Cependant, on peut conjecturer qu'elle a —= pour limite a gauche et +eo

pour limite a droite, ce que I'on note lim f(x) = —e et lim f(x) = +oo
¥ 2 X— 24

et une asymptote verticale, la droite d'équation x = 2.

» EXERCICE B

EXERCICE RESOLU n Trouver x « assez proche » de 2

La fonction f; x>

{X—12)2 définie sur R — {2} a pour limite + <o en 2.

Trouvez un intervalle | centré en 2, tel que pour tout xde |, x= 2, f(x) > 100.

Dire quef(x) = 100 signifie que (x—2)2 < 0,01.

La fonction racine carrée étant croissante, cela signifie que ./(x — 2)2 < ./0,01
doncque [x—2| < 0,1 ocuencore—-0,1 <x-2 <01.

Il en résulte que si le réel x, x#2, est dans l'intervalle 11,9:2,1[, alors

fix) =100.

CHAPITRE 2




3) Opérations sur les limites

Lorsque deux fonctions f et g ont des limites connues, on peut, en général, en déduire
la limite de la fonction somme f+ g, de la fonction produit fx g, de la fonction

quotient ! Ces régles opératoires, intuitivement évidentes, sont rassemblées dans les

tableaux qui suivent. Les limites sont prises soit en —ee, soit en +eo, soit en un réel a.
{ et {" sont des nombres réels.

Une case rose correspond a un cas ot il n'y a pas de conclusion en général ; on dit
alors que c’est un cas de forme indéterminée.

m Limite d'une somme

Si f a pour limite ¢ £ £ +oa e o
et si g a pour limite £ ] —oa +o —oa g
alors f + g a pour limite f+ +ao —s0 + o0 — oo
m Limite d'un produit
Si f a pour limite { E=0|e€=0|£<0| €<0| 4o IO I 0
et si g a pour limite ¢ + oo —ea +to | —oa + o o || e | kel =
alors f x ga pour limite | € +oa —we — o4 +oo +oa —oa | oo
m Limite d'un quotient f
@ Cas ou la limite de g n’est pas nulle
Si f a pour fimite ¢ ¢ S e L e P
et si g a pour limite £ #0 yoopll=o= | £ =0 <l | =0 | €<0 | +oogi=os
f : i
alurs‘-é a pour limite 7 0 +o —es —o +eo
® Cas ou la limite de g est nulle
Si f a pour limite f=0outee | €=>00U4oe | £<0ou—co | £<<0 0U=ea 0
0 en restant 0 en restant 0 en restant 0) en restant
SLE 28 1ok i positive négative positive négative ¥
alors é a pour limite +o0 —oa —oca 40

m Formes indéterminées

Les cas de formes indéterminées nécessiteront une étude particuliére chaque fois
qu’ils se présenteront.
Ces cas sont, pour les opérations élémentaires (+, %, +), au nombre de quatre.
On les note pour les retenir :

o OO —00 B

«OXm ol

oo
o = B
(=

«g))
0

¥

mais en aucun cas, ces écritures ne doivent étre utilisées dans une rédaction.

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE




COMPRENDRE

Limites a P’'infini

« D'un polynome
A linfini (+ == ou — o), un polyndme
4 méme limite que son mondme
de plus haut degré (rappel de 1.
Pour démontrer ce théoréme, on met
en facteur le terme dominant,
Exemple.
Etude de la limite en +o= de la fonc-
tionf:

X i -2+ x+ 1.
Le terme dominant est x*:

fix) =x5[1—§+l+lj_

L
. 2] 1
fim {1——+—+—)=1
Ko 4 o X X‘? Xs

donc lim fix) = 4ee,

» D'une fonction rationnelle

Il résulte de ce qui précéde que,

a l'infini (+20 ou —==), une fonction
rationnelle a méme limite que le
quotient des mondmes de plus
haut degré du numérateur et du
dénominateur (rappel de 17).

Exemple.

Etude de la limite en +e= de la fonc-
x+5

X2 -3x-1

falaméme limite en +oo que la fonc-

tion f: x>

- X 1
tion x— — =,
Xt X
Dol lim fx) =0.
Kb e
=} EXERCICE RESOLU S

VOCABULAIRE

Indeéterminé : qui n'est pas précisé,

Ppas fixe

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU ﬂ Lever une indétermination
-

Etudiez la limite en + = de la fonction f: x — £F J’x-

+ 1
SOLUTION COMMENTEE
Pour les grandes valeurs de x, l'ordre de grandeur de x+ 1 est ceWet
o
I'ordre de grandeur de x + ./x est aussi celui de x (car lim “Tx = 0),

A — 4o

Ainsi, intuitivement, fa pour limite 1 en +e=. Pour le prouver, on met en facteur le

; II,I'_ F-
x(1 +ﬁ) 1 +£c
terme dominant xet f(x) = — = S . x#0, étude en +)

x[1+£] 1

T
X
llenrésulte que lim fix) = 1.

X =% oo
~%» EXERCICES 15et 16

EXERCICE RESOLU ﬂ Lever une indétermination

avec l'expression conjuguée
ENONCE

Etudiez la limite
JX+1=1

1) en O de la fonction f: x ==
2) en +== de la fonction g ¥ — JxE e - x.

SOLUTION COMMENTEE

- N o 0
1) Nous sommes en présence de la forme indéterminée «5 » car

lim{/x+1-1) = 0. Pour lever cette indétermination, utilisons l'astuce
x—0

de calcul parfois efficace qui consiste, en présence de radicaux, a multiplier ou
diviser numérateur et dénominateur par 'expression conjuguée.

L'expression conjuguée de ./x+1—1 est ./x+ 1+ 1, donc on peut écrire
f(x) sous la forme :

{'_.J“x+1—1}{4'x+1+1j= X B 1
X(Jx+1+1)

x(Jx+141)  JSx+141

Enadmettant que lim Jx+1=1(ce qui sera justifié dans le § 7 et Comprendre

x—0
1

page 33), les régles opératoires permettent de conclure que lim f(x) = 5
x—0

2) Nous sommes en présence de la forme indéterminée « eo — oo »,
Multiplions et divisons par 'expression conjuguée ./x2 + 1 + x :

(X241 =M Jx2 4+ 14 %) 1
g(x) = = :
N o

?
MExE+ 1+ X

et lim (Jx*+14+x) = 400

X —% 4=

lim g(x) = 0.

¥—r+==

danc

=% EXERCICES 17, 53 et 58

CHAPITRE 2

2

—




THEOREME 1 »

Note

Les conclusions

des théorémes 1 et 2
restent valables
lorsqu'on prend des
limites en —= ou en

un réel a. |l suffit, dans
les hypothéses,

de modifier le domaine
de validité des
inégalités.

THEOREME 2 »

THEOREME 3 »

Note
Ce théoréme s'adapte

facilement pour obtenir,

par comparaison,
des limites en —=,

4) Théorémes

de comparaison

4.1 Théeoreme d’encadrement

f, g, h sont trois fonctions définies sur I = b ; +eo| et £ est un réel.
Sipour tout xdans I, g(x) < f(x) =< h(x) etsiget hontlaméme limite £ en + o,
alors lim f(x) = €.

X =» 400

Démonstration. Par hypothese, tout intervalle ouvert de
centre { contient toutes les valeurs g(x) et h(x) donc aussi
toutes les valeurs f(x) pour x assez grand (et supérieur a b),
car glx) = f(x) = hix);donc lim f(x) = € (d'aprésla défi-

d—

nition 1, page 22).

Fﬂm Limite en +co de la fonction définie par f(x) =

sinx

1 -k
Pour tout réel dans |0 ; +e<[, -1 = sinx =1 d'ou - = f(x) = o
Puisque lim —% = lim S 0, d'aprés le théoréme 1 :
X—% +em ¥—s e X

x—+e X

f et g sont deux fonctions définies sur [ = ]b ; +oo[ et € est un réel.

Sipour tout xdans L, | f(x) - €| < g(x) etsi lim g(x) = 0, alors lim f(x) = {.
X—» +on X =—p o 00

Démonstration. L'inégalité |f(x) — €| = g(x) signifie que { — g{x) = fix) = € + gix).

Puisque lim gix) = 0, d'aprées les regles opératoires, lim [€ —g(x)] = { et

X = 4m

lim [€+g(x)] = €. Par encadrement (théoréme 1), on obtient lim f(x} = .

X = 40 N — o

4.2 Comparaison a l’infini

f et g sont deux fonctions définies sur [ = |b; +oo[. Sipour toutxdanslI:
1. f(x) =g(x) etsi lim g(x) = +eo, alors lim f(x) = +eo,

X =+ X —3+on
2. f(x) =g(x) etsi lim g(x) = —e0, alors lim f(x) = —o0.
X —r 4o X —¥ oo

Démonstration du 1. Par hypothése, tout intervalle de la forme |M ; ++ contient toutes les
valeurs g(x), donc aussi toutes les valeurs f(x) pour xassez grand (et supérieur a b) car
g{x) = f(x);donc lim f(x) = +e= (d'apres la définition 2, page 22).

e B
On démontre de maniére analogue le deuxieme résultat.

b

Limite en +eo de la fonction définie par f(x) = x + cosx.
Pour tout réel x, —1 < cosx d'ot x—1 =< f(x). Puisque lim (x—1) = +eo,
x —l - T

le théoréme 3 nous permet de conclure que lim (x + cosx) = +eo.

X —% +oo

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Intérét du théoréme
d’encadrement

Ce théoréme, en plus de permettre
un calcul de limite, donne des rensei-
gnements -

e sur [approximation des valeurs de
fix) pour les grandes valeurs de x,

» sur allure de la branche infinie de
la courbe représentative, etc.

Exemple. Etudions le comporte-
ment en+ < de la fonction

f:x— g + 2sinx (courbe ci-aprés),

Puisquetoutréel x, —1 = sinx = 1,
onen déduit I'encadrement :

S S =3
5 2=flx) 2+2.

Dol lim flx) = +ee.

¥ =4 4=

Mais nous avons de plus deux
renseignements:

X .
'5 est une valeur approchée de

f(x}a 2 pres ; par exemple,

4998 = f(10 000) = 5002 ;
¢ lacourbe 6, se situe dans fa bande
délimitée par les droites d'équations:

y:%—? etg=£+2.

2

Pas de lien direct
entre croissance

et limite infinie

+ La fonction f ci-dessus n'est crois-

sante suraucun intervalle [A ; + << et
pourttant  lim  fix) = +ee,

X o=h o
e Une fonction strictement crois-
snte ma pas nécessairement une
limite infinie en + o=,
X+1
Exemple. g: x> ——.
e g X+ 3

Pourtout réel x > —3, g est dérivable,

; 2

‘) = =0
g'(x) %3 3)
et lim g(x) = 1.

D

Fm Etudiez la limite en + o~ de la fonction f; x —~ OuEestlafonc

SOLUTION COMMENTEE

EXERCICE RESOLU Encadrer une fonction a l'infini
E(x)

tion « partie entiere ». (Voir activité 2, page 21).

E(x) est 'unique entier relatif tel que E(x) < x < E(x) + 1,
ouencore x—1 < E(x) = x.
On en déduit que pour tout réel x = 0

wafﬂ ouencore1_1<5~(i)&~:1,
X X X X
Puisque lim (1 ~ %) = 1, lethéoréme d'encadrement permet de conclure
que lim _B:_x] = .

k= X

EXERCICES 18 et 19

EXERCICE RESOLU Encadrer une fonction au voisinage de zéro

Etudiez la limite en 0 de la fonction f: x > xsin 1; (définie pour x # 0).

SOLUTION COMMENTEE

f(x) est le produit de x par sin -}: Pour tout \ Ll Y
réel y, [siny| =< 1, donc pour tout réel x non .
nul, \ |
e A ' =
[f(x)—0| = |xsin=| = IXI><|sm— = |x|. |\ i
X X
Or lim [x| = O donc le théoréme 2 (adapté ' '
x—0

au cas ol la limite étudiée est en 0) permet de
conclure que lim f(x) = 0.

k=0

Remarque. Dans [intervalle ]0; 1], la courbe coupe I'axe des abscisses en
une infinité de points d'abscisses ¥ = é (ke M™).

Etudier une fonction

EXERCICE Résom
au voisinage de plus P'infini

AONTEA Frudiez le comportement en + == de la fonction - x — ./x? + x.

SOLUTION COMMENTEE
Pour x =0, x?+ x = x2. Puisque la fonction racine carrée est croissante, il

. = : it i =
en résulte que ./x2 4+ x= J;T? c'est-a-dire f(x) = x (car J/x? = x lorsque
x=0).
Donc, d'apres le théoréme 3 de comparaison a l'infini, lim  f(x) = +es.

H—) + =0

Remarque. Une autre démonstration est possible en utilisant le théoréme
sur la limite d'une fonction composée p. 30.

Mais, ici, la comparaison des fonctions a permis d'obtenir un renseignement
supplémentaire « f(x) tend vers + <= plus vite que x ».

+ EXERCICES 21 a 26




THEOREME 4 »

(théoréme admis)

Note

Pour appliquer

le théoréme sur la limite
en ad'une fonction
composée x — g (h(x)),
on cherche d'abord

la limite bde hena,
puis la limite de g en b.

Note
Larsqu'on écrit
hix) = X et

fix) = gi(X)=(g o h)ix).

on dit que I'on a changé
de variable.

En fait, on a composé
des fonctions.

DEFINITION 5 »

Note

On définit de la méme
maniére une asymptote
oblique au voisinage
de —oo,

FONCTIONS :

5) Limite

d’une fonction composée

f, g et h sont trois fonctions telles que f(x) = g(h(x)) .

Chacune des lettres a, b et ¢ désigne soit un réel, soit + oo, s0it — oo,
Si lim h(x) = b etsi li:mbg(x} = ¢, alors
X =

X —+a

lim f(x) = c.

Xx==a

Expliquons ce théoréme de facon intuitive, par exemple dans le cas ot @, b et c sont

des réels.

Lorsque x tend vers a, les nombres h(x) se rappro- 5
B

chent de b puisque lim h(x) = b.

Posons h(x) = X. Alors f(x) = g(X).

Lorsque les nombres h(x) = X tendent vers b, alors
les nombres g(X) se rapprochent de ¢, puisque 3
limﬁg{x] = ¢. D'olt lim g(h(x)) = ¢. glh(x)}
X =2 X—qa

Fﬂm e Cherchons la limite en +< de la fonction définie par :

f(x) = J/x2—x+1.
Posons X = x2—~x+ 1, alors f(x) = J/X.
Nous savons que lim X = +oo etque lim /X = +oo;

] X see
donc lim /x?—x+1 = +oo.
X —) a0
s 1 i Lo 1
o f est définie sur }— : +oo[ par f(x) = . Cherchons la limite en =-
3 3x—-1 3
1

Posons X = 3x-1, alors X > 0 et f(x) = —-

JX

lim e g +eo donc lim f(x) = +eo.
X=0

lim X = 0 et

x-;!'
3

X—}§

6) Asymptote oblique

', désigne la courbe représentative d'une fonction f dans un repére donné.
Dire que la droite A d'équation y = ax+ b, (a#0), est asymptote oblique &

[f(x)-(ax+b)] =0.

L=

‘6 -au voisinage de +c signifie que lim
x—+

Interprétation graphique. Pour un nombre x dans
le domaine de définition de f, notons M et P les
points d'abscisse x respectivement sur ‘¢, et sur A.

Alors PM = |f(x)— (ax + b)| (repére orthonormal).
Ainsi, pour les grandes valeurs de x, la distance PM
est voisine de zéro, G, et A sont trés proches I'une de
'autre. (Voir aussi le point méthode du résolu 11).

LIMITES ET CONTINUITE



Changer de variable

Bt e e oo EXERCICE nésm.um Utiliser le théoréeme 4

1 5]
neti 2 . T )
et ionglen X+ en 3/ [e]i (4 Etudiez le comporternent en +eo de la fonction f; x — xsin L
pest poser X = x2+x.  Alors, g X
SOLUTION COMMENTEE

fix) = ﬁ(. En fait, changer de varia-

i i . 'i s y .
ble cest composer des fonctions. lim s 0 et lim sinX = 0. Lethéoréme 4 nous permet de conclure que
f A —r oo X—=0

[2
2 X“+ X lim sinl=D.
X g h I X o=k oo X
JX

X Les régles de calculs sur la limite d'un produit conduisent a la forme indéter-

Comme lim X = +o= et minée « = x 0 »,

: 1 [
oo Effectuons le changement de variable X = —- Alors f(x) = 5|_;X
lim ﬂ =+58, NOUS SOMMes 5;::)(
A=t T 1
dans les conditions d'utilisation du Or nous savons que x[_:’rr: L_,X =0 et J'T{] > 1, donc:
théoreme4, lim /x2+x = +eo. 1
A=Fikes lim [xsin-J = .,
X o= e o
Commentaires.

Changement X = 2 o A Aauati ; :

g e e Ladroited'équation y = 1 est donc asymptote a ‘€, en +eo (et aussi en —es).

1 Le changement de variable X = ! ermet aussi le, d

Le changement de variable X = - ® g = p aussi, par exemple, de ramener

permet de ramener létude de la une étude en 0 en une étude a l'infini.

limite en + == d'une fonction, a l'étude
de lalimite en 0 d'une autre fonction.
Ce qui est intéressant si cette limite
en0est connue,

EXERCICE RESOLU m Etudier la position relative

d'une courbe et de son asymptote

Prouvez que la droite A d'équation y = x+ 1 est asymptote obli-

; ; \ : X2+ 3x+1
Pourquoi que en +e= a la courbe €, représentative de la fonction f: x —» ————— et

f(a) = lim f(x) - f(a)? X+2
X-a X-a

précisez la position de ‘€ par rapport a A.

POINT METHODE

Etudier la position de ¢ ¢ par rapport a son asymptote oblique A d'équa-
tion Yy = ax+ b revient a étudier le signe de f{x) — (ax + b).

Une fonction f est dérivable en a
signifie que la fonction ;

. h,_,r(a+h;—f{a)
aunelimite réelle en 0, notée f'(a).
Considérons la fonction : Fx) = (1) = XEA3x 1=+ 1+ 2) =1
f(x) - fa) X+ 2 X42
Ry 1 o
etposonsh=x—a Puisque lim m = 0, la droite A d'équa-
¥ =&+ oo
Alors g(x)zwlst{h}. tion y = x+ 1 est bien asymptote obliquea =
f la courbe ‘G en +e=.
Orlimh=0 -1
sAmdl o est du signe contraire de x + 2 donc:
et lim w = f'(a),
; “J? e , @si x>-2, x+2 est positif et€, est en
pnc lim g(x) = f'(a), soit: . -
x—m'g{ {2}, dessous de A ;

i f(’f)—g{ﬂl = f'(a). .. Si x << -2, x+2 estnegatif et "t est au-dessus de:‘.‘..-

R C
-» EXERCICE 33 a4 35,62 a68




DEFINITION 6 »

Note

L'étude de la continuité
enun point qui
n'appartient pas

au domaine n’adonc pas
de sens,

THEOREME 5 »

RESTITUTION
ORGAMISEE DES
CONNAISSANCES

exercice résolu 23

Note

On appelle

fonctions usuelles
toutes ces fonctions.
Ony ajoutara les
fonctions logarithme,
exponentielle et racine
a-ieme qui seront vues
plus tard.

7) Continuité

7.1 Continuité en un point, sur un intervalle

Dans tout ce paragraphe :
f est une fonction et [ un intervalle inclus dans son ensemble de définition % .

® Dire que f est continue en un point a de [ signifie que f a une limite en a et
cette limite est alors nécessairement f(a), ainsi lim f(x) = f(a) .

X—a

@ Dire que f est continue sur l'intervalle I signifie que f est continue en tout

point de L.

Conséquence.

Il résulte directement de cette définition et des théorémes sur les opérations sur
les limites que la somme, le produit et la composée de fonctions continues sont
continues.

7.2 Dérivabilité et continuite

@ Sif est dérivable en a élément de [, alors f est continue en a.
@ Sif est dérivable sur I, alors fest continue sur [.

Démonstration.
Dire que f est dérivable en a signifie que la fonction g, définie par :
_ flx)— fla)
#2ix) =3

a pour limite f'(a) ena (voir Comprendre, page 31).

Pourtoutxza, g(x)(x—a) = f(x)-fla) dou f(x) = fla)+ g(x)}(x—a).

Puisque lim g(x) = f'(a) et lim (x—a) = 0, il en résulte que lim f(x) = f{a).
A=»0

x—ra P N

7.3 Conséquences :
continuitée des fonctions usuelles

@ Nous avons démontré en Premiére S que la fonction racine carrée est dérivable
sur I'intervalle ouvert |0 ; +oo[ , donc elle est continue sur |0 ; +oof .

De plus lim ./x = 0, donc la fonction racine carrée est continue en 0, donc sur
x— 0

T'intervalle [0 ; +o<|, fermé en zéro.

@ Les fonctions polynémes sont dérivables sur R, donc elles sont continues sur R.

® Les fonctions rationnelles sont dérivables sur leur domaine de définition %,
donc elles sont continues sur tout intervalle contenu dans % .

@ Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R, donc elles sont continues
sur R,

@ Il résulte de la conséguence du § 7.1 que toutes les fonctions construites algé-
briquement par somme, produit, quotient, composition de fonctions usuelles
sont continues sur tout intervalle inclus dans leur domaine de définition.

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE




COMPRENDRE

Reconnaitre
graphiquement
une fonction continue

Graphiquement, la continuité d'une
fonction fsur un intervalle | se traduit
par le fait que la courbe représenta-
tive de f restreinte a |, est d'un seul
morceal,

gn'est pas continue sur [-3: 4].

« Continue » n’implique
pas « dérivable »

Lorsquiune fonction est dérivable en
un point, elle est continue en ce point
{théoréme 5). La réciproque de cette
proposition est fausse,

=» EXERCICE RESOLU 12

Conséquences du
§ 7.2. pour les limites

Si fest une fonction obtenue par des
opérations algebriques sur les fonc-
tions usuelles, alors pour tout a de
Qf.JiTﬂf{xl = fla).

En effet, d'aprés le §7.2., une telle
fonction est continue en a.

Exemples. » f(x) = ./x+ 1.
Alors  pour tout a>-1,

lim f(x)=.a+1 (car fest la com-

X=q
posée de deux fonctions usuelles : un
polynome suivi de la racine carrée).

® f(x) = sinx + cosx,
lim f(x) = fim) = -1.

F=+m

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU m Etudier la fonction racine carrée en zéro

La fanction fest définie sur [0 +=o| par f(x) = J}
1) Démontrez que fa pour limite 0 en 0 et déduisez-en sa continuité en 0.
2) Démontrez que fn'est pas dérivable en 0.

SOLUTION COMMENTEE

1) Il s'agit de s'assurer que lorsque x prend des valeurs de plus en plus
proches de 0, les nombres ./x correspondants s'accumulent vers 0.

Plus précisément que, quel que soit le réel o => 0, ./x est proche de 0 a ot
pres, pour tout x d'un intervalle [0 ; B.

Or 0= /x< o équivaut a 0 < x < o?. Donc ./x est dans [0 ; ¢ pour
tout x de [0 ; o[, ce qui signifie que lim J} = 0 (d'aprés définition 4 p. 24).
¥—0

Ainsi fa une limite en zéro égale a f(0) (car /O = 0..) donc fest continue en 0
(d'aprés la définition 6 p. 32).

- Iy
2) fl)-f0) _ ~x _ 1 Comme pour tout x = 0,

x—0 X Jx
Jx>0et lim J/x = 0, lim RXp-A0) +o0,
X0 a0 x=0

fn'est donc pas dérivable en 0.
Remarque. La courbe admet une tangente verticale
a l'origine et ceci est une nouvelle preuve que la continuité n'implique pas la

dérivabilite.
EXERCICE 12

y=Jx_

—
¥

EXERCICE RESOLum Répondre
a un questionnaire « Vrai ou Faux »

Une fonction f est définie sur un intervalle | et a est un nombre réel apparte-
nant a |. Dans chacun des cas suivants, indiquez si les deux propriétés citées
peuvent étre vérifiées simultanément ou non -

1) f est continue en g et f est dérivableen a;

2) f est continue en g et f n'est pas dérivable en a;

3) f n'est pas continue en a et f est dérivable en a;

4) f n'est pas cantinue en a et f n'est pas dérivable en a.

1) Oui, la fonction f définie sur | par f(x) = x est continue et dérivable
[pour tout réel x).

2) Oui, la fonction f définie sur [0 ; +==[ par f{x) = ./x en 0. (Voir exercice
résolu ci-dessus.)

3) Non, car «dérivable» implique «continue» |y

(théoréme 5). —1 —
4) Oui, la fonction partie entiére x> E(x) en 1, -

Elle est discontinue en 1 donc ne peut étre dérivable [

en 1 (voir 3)). 0‘ T 2 x

EXERCICES 91 et 852



FONCTIONS :

THEOREME 6 ®»

Note

Ce théoréme est admis.
Pour une preuve, voir
I'exercice 5, page 442.

Note

La figure ci-contre
montre que le nombre ¢
n'est pas
nécessalrement unigue,

MNote

D'une maniére générale,
onappelle image de | par
|a fonction f, et on note
fily, I'ensemble de tous
les nombres f{x) lorsque
x décrit I

THEOREME 7 »

Note

En général, la stricte
monotonie s'obtient
a partir de '"étude de
la dérivée [ de f
(voir chapitre 3).

8) Fonctions continues

et resolution d’equations

8.1 Théoréme des valeurs intermeédiaires

f est une fonction continue sur un intervalle [a ; b]. Alors, pour tout réel y com-
pris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel c compris entre a et b, tel que :

fle)=y .

La conclusion du théoréme peut s’énoncer différem- yd

ment. En supposant f(a) =f(b) et en posant . r__r_____/K\‘_'JI _____ 7
I = [a; k], on peut dire, de fagons équivalentes : m / f
o
L

@ pour tout y de l'intervalle [f(a) ; f(b)], I'équation fla)- \/
f(x) = y dinconnue x a au moins une solution ¢ :
dans I ;

® tout réel y de l'intervalle [f(a) ; f(b)] est 'image g s ¢
par f d’au moins un réel c de I.

Sionnote f(I) 'ensemble des images f (x) de tous les nombres x dans I, cet énoncé
peut encore se traduire ainsi : l'intervalle [f(a) ; f(b)] est inclus dans f(I).

Vocabulaire. L'ensemble f(I) est appelé image de I par f.

8.2 Fonction continue
strictement monotone sur [a ; b]

Le théoréme suivant est énoncé pour une fonction f strictement croissante.
Le résultat est analogue pour f strictement décroissante, en remplacant
[f(a); f(b)] par |f(b); fla)] dans la conclusion.

Si f est une fonction continue strictement croissante sur l'intervalle I = [a; b]:
1. I'image de I par f est I'intervalle [f(a) ; f(b)];

2. pour toutydans [f(a) ; f(b)], 'équation f(x) = y, d'inconnue x, a une solu-
tion et une seule dans I.

Démonstration.

1. Puisque f est strictement croissante sur [, pour tout réel x yl
dans L, fla) = flx) = f(b). f{b!_
Donc toute image f(x), c'est-a-dire tout nombre de (1), est y
dans [f{a) ; f(b)].

Réciproquement, siyestdans [f{a) ; f(b)], yestlimagedau
moins un réel € de [ (théoréme 6), donc y est dans f(1).

Ainsi f(I) et [fla): f(k)] ont les mémes éléments donc
ftIy = [fla); fib)].

2. En outre, I'équation f(x) = y ne peut avoir deux solutions car f étant strictement croissante,

deux nombres distincts ont des images distinctes,

Cas particulier. Si f est continue et strictement monotone sur [a ; b] = [ et
si fla)f(b) < 0, alorsl'éguation f(x) = 0 aune solution et une seule dans .

En effet, 'hypothese f(a)f(b) << 0 implique f(a) 20, f(h)=0 et fla) et f(b) de signes contraires,
done zéro est dans [fla);f(b)] ou [f(B);fla)], dol le résultat.

LIMITES ET CONTINUITE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Image
d'un intervalle [a ; b]

EXERCICE RESOLU m Résoudre une équation

LIS f est la fonction définie sur | par f(x) = x®—2x2 - 1.
forction continue 85t toulburs. tn Démontrez que l'equation f(x) = 0 adlmet 'une salanon unique o dans
intervalle fermé, méme si1a fonction [2 ;3] et donnez de o un encadrement d'amplitude 107,

n'est pas menotone. POINT METHODE

Pour démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans
l'intervalle [a; b], il suffit de prouver gue f est strictement monotone sur [a; b] et
que f(a) et f(b) sont de signes contraires.

SOLUTION COMMENTEE

L'étude de la fonction continue f conduit a :
Limage par fde lntervalle [a; b] est =

L'image dun intervalle |a; b] par une

lintervalle [m: M|, X |-e a % 2 3 +oa

En effet, pour tout x dans [a; b], E

m= f(x) = M, etpourtout ydans f b 2 = 9 i

[m;M], il existe au moins un nombre -1 il e
cde[a; b] tel que f(c) = y. f I ~1- =
Remarquez que limage de [a; b] g / \ - .?_3 - :

n'est pas toujours [f{a): fib)] ou = :

[ftb) : f()]. fi2y = -1 et fi3) = 8 donc f{2)f(3) < 0, etfest strictcement croissante

sur[2; 3] donc I'équation f(x) = 0 aune solution unique ¢ dans [2; 3].
Le tableau montre également que pour tout x << 2, f(x) << 0 et pour tout
x =3, fix) = 0. Doncl'équation fix) = 0 n'admetdans [ que la solution ct.
Avec |a calculatrice, on trouve ;

f(22)<0 et f{(23)>0, donc 22 <o <23

EXERCICES 36 a 39

Existence et unicité
de la solution
de I'équation fix) = y

¢ L'existence dela solution est assu-
rée par la continuité. Si la fonction

n'est pas continue, l'existence n'est EXERCICE RESOLU m Prouver
pas necessairement assurée comme qu'une équation n'a pas de solution
le mcntrelaggure ci-dessous :. Fm: i forctioniest définiesur Bioar, Aikdi= b

fix) = 5 n'apas de solution. Démontrez que I'équation f(x) = 1 n'a pas de solution.

o At T SOLUTION COMMENTEE

5 ) - fest une fonction polyndme de degré 4. Nous n'avons pas de méthode de
2 i | résolution d'une telle équation.
/ fétant continue, dire qu'elle ne prend jamais la valeur 1 signifie graphiquement
| : que sa courbe représentative est tout entiere au-dessus de la droite d d'équa-
of 1 3 6. x tion y = 1, ou alors, toute entiére en dessous de d.

Etudions les variations de la fonction f.
» L'unicité est assurée par la stricte Pour tout x, fest dérivable est f'(x) = 3x2 - 4x3 = x2(3 - 4x),
monotonie. Si la monotonie n'est d'otl le rableau de variations :
pas stricte, on peut avoir plusieurs
solutions, f{x) = 2 admet une infi- X |-oo 0 % b2
nité de solutions.
' F(x) + 0 +.0 -
HESERREEE - i
T /_/ B . 256 s
1 f,fj ; Il : [ Le maximum de fsur [ est donc % la fonction ne prend jamais la valeur 1
Il 1 Il e
oy Lzl ml g X et I'équation f{x) = 1 n'a pas de solution.

EXERCICES 36 a 39

CHAPITRE 2




THEOREME 8 »

(théoréme admis)

Note

On dit aussi que g est
la bijection réciprogue
de f, et que la fonction
réciproque de g est

la fonction f.

8) Résolution d’équations

(suite)

8.3 Extensions du théoréme 7

Lorsque f est une fonction continue et strictement monotone, le résultat du
théoréme 7 s'étend a un intervalle I quelconque.

L'image d'un intervalle I par f est encore un intervalle J et pour tout réel y dans J,
I'équation f(x) = y aune solution et une seule dans I.

Le tableau suivant précise I'intervalle J = f(I) dans chacun des cas possibles pourl.
(On admet implicitement que f a toujours une limite réelle ou infinie en une borne

del)

Dans le tableau ci-dessous, a et b désignent soit des réels, soit + o, soit —cs.

L'image de | par fest lintervalle :
Sil= { est strictement croissante sur | f est strictement décroissante sur |
la; b] Lf(a): f()] [fb); fal
1a; b) |:i_|118 fix)y: ib)] [fih)y; Jli_r’na il
[a; b [#a); lim f(x)] 1im f(x) ; ()]
1a: b ],“_r."aﬂ” ; 'Iiinhfml !rli_fp&fm ; :Ii_r.naf{ X

8.4 Notion de fonction réciproque

W f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I quelconque.
Posons J = f(I). J est un intervalle (voir le tableau ci-dessus). Alors :

® pour tout réel x dans I, f(x) estdans J;
@ pour tout réel y dans J, il existe un x et un seul tel que f(x) = V.

Lorsque ces deux conditions sont réunies, f

on dit que f est une bijection de I sur J. Fra il o

On peut alors définir une fonction g sur J - v % 1 H -
de la maniére suivante : gy fixi

siyestunréeldans Jetsiy = f(x), alors g(y) est ce nombre x.

Ainsisiy = f(x), alors x = g(y) et réciproquement, si x = g(y) alors f(x) = y.
On dit que g, définie sur J = f(I), est la fonction réciproque de f définie sur 1.
Il en résulte que pour tout réel x dans I, g(f(x)) = x et pour tout y dans J,
flgly)) = y.

m Plus généralement, si f est une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans
un intervalle J et si g est une fonction définie sur J a valeurs dans I, telles que pour
toutxdel, toutydeJ, « f(x) = y » équivauta « x = g(y) » alors fet g sont des
fonctions réciproques.

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Courbes de deux
fonctions réciproques

Dans un repére orthonormal, les
courbes représentatives de deux
fonctions réciproques sant symetri-
ques par rapport a la droite A
d'équation y = x. Prouvons-le

f est une fonction définie sur | a
valeurs dans ) et gla fonction récipro-
quedef

/f—‘—\ﬂx:
y]“‘-m__#f/ v

Tout point M de €, a pour coordon-
nées(x;ylavec xe |l ety = f(x).

Son symétrique M’ par rapportad a
pour coordonnées (y; x) avec y e J
etx = gly) donc™M’(y; g{y)) est
un point de €.

Y

\;o»"'.'.\.
X
g4 ---M
Oy X X

Comme de la méme maniére, on
montre que le symétrique de tout
point de € est un point de ‘G, les
deux courbes sont symétriques par
rapport a la droite d'équation
= X

Exemple.

Les courbes représentatives des fonc-
tions x > ./x et x> x? restreintes
3 [0 ;+=<[ sont, dans un repére ortho-
normal, symétriques par rapport a la
droite d'équation Yy = X.

y

EXERCICE RESOLU Prouver l'existence

de solution(s) d'une équation

Prouvez que I'équation (E) : x./x =

POINT METHODE

Pour utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires, il faut se ramener a
une équation du type f(x) =

1 — x admet une unique solution sur [*,

SOLUTION COMMENTEE

La présence du facteur ./x dans le premier membre limite I'étude a B+
L'équation (F) est équivalente 3 x./x+x = 1,

soit encore a f(x) = avec f la fonction definie sur [O;+e| par
fix) = XX+ X,

fest dérivable {donc continue) sur |0 ; +a-=[ et pour tout x = 0,
Fix) = uwax+ 1.

Pourtout x = 0, f'(x) = 0 donc fest strictement croissante sur [0 ; +==[.
L'image de [0 ; +=<| par fest donc:

[f(0); lim f(x)]

X =3 450

L'équation (E) admet denc une unigue solution dans [&*,

=% EXERCICE 79

= |0 ; + 2| qui contient le réel 1

EXERCICE RESOLU §NA utiliser le théoréme 8

fest une fonction définie et conti-

nue sur R dont le tableaude varia- |~ |~ =1 z e
tions est donné ci-contre. SN 4 oo 4
Combien I'équation f(x) = 0 f \ /" \

a-t-elle de solutions dans [ ? il 3

SOLUTION COMMENTEE

A partir du tableau de variations, on va s'intéresser 4 la restriction de faux
intervalles |—eo;=1]: |=1;2] et |2;+e=].

D'aprés le théoréme 8, les images respectives de ces intervalles sont | -2 ; +oa|
[—2;4] et ]3;4].

® fest strictement décroissante sur |—oo; 1| et zéro est dans |-2;+s],
donc il existe un réel o unique dans ]—==; 1] tel que f(a) =

® fest strictement croissante sur [—1; 2] et zéro est dans |[-2; 4], donc il
existe un réel B unique dans [—1; 2] tel que f(PB) =

De plus, fn'a pas de salution dans |2;+e=| car zéro n'appartient pas
a|3:4].Enrésumé, f(x) = 0 adeux solutions dans H.

» EXERCICES 363 39,79

CHAPITRE 2



@ Formes indéterminées
Les opérations sur les limites peuvent con-
duire a quatre cas de formes indéterminées :

«—n,
[==]

coo—con, «(xXocon etﬁ»,
@ Comparaison

e Une fonction qui « domine » une fonction
qui tend vers + oo, tend elle-méme vers +o=.
 Une fonction « dominée » par une fonction

qui tend vers - oo, tend elle-méme vers — oo,

=» EXERCICE RESOLU g

@ Encadrement

Une fonction encadrée a l'infini par deux
fonctions de méme limite { a elle-méme
pour limite { (£ réel ou infini).

A AVOIR

=» EXERCICE RESOLU s

=» EXERCICE RESOLU 6

=} EXERCICE RESOLU 11

=» EXERCICE RESOLU 7

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

@ Fonctions composées

~» Pour appliquer le théoréme surla limite en a

d'une fonction composée x — g(h(x)), on
cherche d’abord la limite b de h en a, puis la
limite de gen b.

e Le théoréme sur la limite d'une fonction
composée permet, par changement de varia-
ble, de remplacer I'étude de la limite d'une
fonction « en un endroit » par celle plus simple
d'une autre fonction « en un autre endroit ».

Q Continuité
e Calculer limf(x) et trouver f(a), cest

X o
prouver que f est continue en a.

e Les fonctions dérivables sont continues.

=» EXERCICE RESOLU 12

=» EXERCICE RESOLU 10




.....

Comportements asymptotiques

1 Droite asymptote
1. "6, est la représentation graphique de la fonction f définie sur R" par:
flx) =x+2+ .
X
a) Pourquoi peut-on affirmer que la droite A d'équation y = x + 2 est une asymptote

a € en +o0 ? (voir le cours § 6 p. 30).

b) Précisez la position relative de A et de ¢, (voir le point méthode de l'exercice
résolu 11 p. 31).

c) La courbe ‘€ admet-elle une asymptote en —eo ?

Si oui, donnez une équation de cette asymptote A et précisez la position de la courbe
par rapport a A",

2. ‘G est la représentation graphique de la fonction f définie sur ]-3 ; +o<[ par:

2x? + 5x
a5y ==
X+ 3
Le degré du numérateur dépasse d'une unité le =

degré du dénominateur: on peut envisager 'exis-
tence d'une asymptote oblique a ‘6. Ce qui semble

confirmé par I'écran de la calculatrice ci-contre.
c

x+3
a) Démontrez qu'il existe bien trois nombres réels a,
b et c tels que, pour tout x > —3:

On cherche alors 4 écrire f(x) = ax+ b+

¢
x+3

fix) = ax+ b+

b) Déduisez-en que ¢, admet une asymptote oblique A. Donnez une équation de A et
précisez la position relative de ‘6 et de A.

2 Courbes asymptotes
festla fonction définie sur R™ par f(x) = x2 + %
€ est sa représentation graphique.
A linfini (+ o et —oo), % tend vers 0 et f(x) se comporte comme g

1. Calculez lim [f(x)—x?].

¥ = o

2. Que pouvez-vous dire de la courbe €, et de la

parabole % d’équation y = x?? Vérifiez-le avec

votre calculatrice graphique (voir courbe ci-contre).

On dit que les deux courbes sont asymptotes ['une i
de l'autre. "1! l

3. Précisez, suivant les valeurs de x, la position rela-

tive de ‘€ et de .

CHAPITRE 2
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FONCTIONS :

Des limites remarquables

5 . sinx . cosx—-1
Le but de ce TD est de calculer les limites lim et lim ———.
x—0 X x>0 X

1 Limite en zéro avec la fonction sinus

sinh

Le calcul de la limite en 0 de nous conduit a une forme indéterminée car numeé-

h

rateur et dénominateur tendent vers 0 avec h.
L'utilisation d'un logiciel (Cabri-Géométre par exemple) permet une premiére approche.

s
Ael e =] Alw

h=0,33rd " h = 0,03 rd ‘
sin{h)/h = 0,9819 4] — |0 sinh)h = 0,9998

sinh

h

On peut ainsi aisément conjecturer que la limite du rapport est 1 lorsque h tend

vers 0.
De méme, si vous faites afficher sur votre calculatrice la courbe de la fonction

sinx " . o
X = —— , vous pouvez aussi conjecturer que la limite est 1.
X

Ce qui suit a pour but de démontrer ce résultat.

1. Supposons h dans l'intervalle ]0 : g[ .

¢ est le cercle trigonométrique de centre O. yh
Notons M le point de ‘€ tel que h est la mesure princi- P . T

—_ —

pale en radians de I'angle (OA, OM). \‘M,»’!
h est donc aussi la mesure principale en radians de :

I'angle géométrique AOM. | \+
Dans ces conditions et avec les notations de la figure, \

on sait que OA=1; Om = cosh; Mm = sinh et = =
0 m A X

I'arc AM a pour longueur h.

L'aire du triangle OAM est inférieure a l'aire du secteur circulaire OAM, elle-méme
inférieure a I'aire du triangle OAT :
(triangle OAM) = sl (secteur circulaire OAM) = sl(triangle OAT) [1].

. . ) h
a) Prouvez que l'aire du secteur circulaire OAM est --

b) Prouvez que l'aire du triangle OAM est % sinh.

LIMITES ET CONTINUITE
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c) Prouvez que l'aire du triangle OAT est % X 2;22

d) Déduisez-en que les inégalités [1] s’écrivent :

sinh

cosh

e) Tous les reels qui interviennent dans ces inégalités étant positifs, déduisez-en que :

m;:h =1 et cosh= 51;:;?,

[ i
et que pour tout réel h appartenant a }{J - ﬁ'L, cosh = % =1.

sinh=h =

2. Supposons h dans l'intervalle J—g : 0.

Posons h’= - h, alors h" > 0 et d’aprés I'étude précédente, cosh’ < Sl;:,h =1,
Déduisez-en que, pour tout réel b, h #0, dans ]—g : g[ cosh = sink =1.
| sinh

3. La fonction usuelle x — cosx a pour limite 1 en 0. Déduisez-en lim
h—0

2 Limite en zérode h > coeh-1
% cosh-1 : 5o i & 5
Le calcul de la limite en 0 de ———— nous conduit aussi a une forme indéterminée

h

car numérateur et dénominateur tendent vers 0 avec h.

1. Une solution

h ho1 S5
a) En remarquant que cosh = 1 - 2sin? =, prouvez que ——t — = = _ .
q q 5P q h n
» h : 2
b) Lorsque h est trés voisin de 0, 5 est trés voisin de 0.
sin? =
De quel nombre p est-il alors voisin ?
2
Déduisez-en lim C—C}Sh—_l-
h—0 h
2. Autre solution
cosh—1 _ cosh—cosO . .. . cosh—1
En remarquant que = , justifiez que lim ——— est le nom-

h k-0 h—o h
bre dérivé d'une fonction usuelle en 0 (voir Comprendre p. 31).

Retrouvez ainsi le résultat précédent.

maleurs approchées

d’une solution d’une équation f(x) = O

1 Explications sur un exemple

On se propose de résoudre 'équation x>+ 2x—1 = 0 (E).
En désignant par f la fonction x —> x3 + 2x — 1, I'équation (E) s’écrit f(x) = 0.

1. Existence d'une solution

a) Etudiez la fonction f sur I'intervalle [0 ; 1] puis démontrez que I'équation (E) a une

solution et une seule que 'on note o, et que 0 < o < 1.




>

b) Représentez la fonction f restreinte a I'intervalle [0 ; 1] dans un repere orthogonal
(unités graphiques : 10 cm en abscisse, 2 cm en ordonnée).

2. Construction de deux suites (par dichotomie)

Nous allons définir deux suites (u,) et (v,) qui convergent vers «. Pour cela, nous
allons encadrer o de plus en plus finement en utilisant le principe suivant :

i
2
&
(o]
o
<
:

« On partage l'intervalle [0 ; 1] en deux intervalles de méme longueur r[) : %J et

1 1
=2 |,

H

« On cherche celui de ces deux intervalles qui contient ¢ : si c'est [D ; 1] , ON pose

s

u, = 0 etwvy = %,sic’est %;1],01‘1;}059 Uy = % etv; = 1.

2
partage en deux, localisation de @, ...

On construit ainsi deux suites :

« Puis 4 partir de l'intervalle [O : 1} (ou [ % : IJ ) qui contient o, on réitére l'opération :

+ celle des extrémités inférieures qui est croissante. Notons-la (u,), avec uy = 0;

- celle des extrémités supérieures qui est décroissante. Notons-la (v,), avec v, = 1.
La localisation est facilitée par la monotonie de la fonction f.

(Pour tout n, f(u,) = 0= f(v,).)

a) Vérifiez que [u, ; vq] = [0;0,5] et que [u,;v,] = [0,25;0,5]. Placez les réels
Uy, Vq, U, €t v, sur I'axe des abscisses.

b) Trouvez us, va, Uy, V4, Us, V5 et placez-les sur I'axe des abscisses.

n n mn
c) Démontrez que, pour tout entier n, v, —u, = [—jJ ; V= 0= (i) , O—u, < (ﬁ) :
Déduisez-en le nombre de partages nécessaires pour parvenir a un encadrement de
longueur inférieure 2 10 . Trouvez cet encadrement.

d) Expliquez pourquoi les suites (1) et (v,) sont convergentes vers la méme limite.
Soit o leur limite commune. Quel théoréme a-t-on vérifié avec cet exemple ?

CONCLUSION

Ce que nous venons de faire sur un exemple est généralisable. Lorsqu’une solution
de I'équation f(x) = 0 estlocalisée dans un intervalle [a ; b], la dichotomie consiste
a définir deux suites (u,) et (v,) encadrant et convergeant vers cette solution.

u,+v, L i
® Lorsque f(u,) et f sont ® Lorsque f(u,) et f sont
de signes contraires, on pose : de méme signe, on pose :
= U, +1v, _ Uy v !
Hatl = et Vpsa = ) 5 Upw1 = el Vyyq = Vyo

Uy + ¥y |
Up 2 :

: & Vn

Note. Ces deux suites sont des suites adjacentes (voir le chapitre 7, page 170).
Ces suites sont utilisées dans la démonstration du théoréme des valeurs intermédiaires.

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE




Note

Dans les program-
mes, évidemment,
[(U}et f(T) doivent
ftre remplacés par
les expressions
concrétes,

2 Programmation sur la calculatrice

fest une fonction strictement monotone et continue sur [a ; bl et f(a) f(b) < 0. On se
fixe une précision d. Dans cette partie, on veut trouver par la méthode de dichotomie
présentée précédemment, un encadrement du type u < x < v avec v —u < d, x étant

la solution dans [a ; b] de I'équation f(x) = 0.

1. Algorithme commenté

N
Ll
.
-
(=]
>
<
2
-

algorithme

commentaires

Lire U
Lire V
Lire D
Tant Que V- U = D Faire
Si fU) = FI(U+Y)/2) <0
Alors Ue—(U+V) /2
Sinon Ve—(U+V) /2
Fin du Si
Fin du Tant Que
Afficher (U < x< V)

2. Programmes

On met dans U la valeur de a (début de l'intervalle).
Dans V. on met Ia valeur b (fin de 'intervalie).

D : Précision. lei 102,

Dans la boucle Tant Que, les valeurs successives de U
et V définissent les deux suites décrites précédemment.

famille Casio famille TI83
"A=": 7=l =
s PR ST Input "A._ U
"D=" Input "B", V
D=": ?-—)D e
While V-U = D Input D", D
WhileV=U =D
(U+W)/2—T T
fFAUx V) <0 =y
Th If flU) > fiV) <0
en T—V
Then T—=V
Else T—U
Else T—=U
IfEnd -3
WhileEnd
IIU:“ : U g E"d n 1
R b=t Disp U, "<", V

3. Applications

a) Programmez votre calculatrice pour déterminer une valeur approchée a 10~ pres

par défaut de la solution positive de I'équation 2x*+x -2 = 0.

b) Programmez votre calculatrice pour déterminer une valeur approchée 2 10™* prés
par défaut de la solution de I'équation x —2x+ 5 = 0.




Malitriser le cours

Pour les exercices [fll a JEll, dans chacun des cas,
étudiez la limite de la fonction fen I'endroit indiqué.
Lorsque f n'est pas définie au réel indiqué, étudiez
la limite a droite et la limite & gauche.

na} fix) = 5x3-3x+1;
b) fix) = - 2x%+ 3.

€N —oo, €N +oo.

BN —e<, €N +oo,

€) fix) = -x3=x2—x-1;  en-—oce en +os.
-a} flx) = — en—ee, eN+eo, en 1.
b) f(x) = xx "'13, en —os, en +eo, en 1.
c) fix) = 2'HE"; en —oa, en +eo, en 2.

X—2

en—oe, €N +oo, €0 —1.

b) f(x) = i : €n —oo, N 4o, €n 3.

(x-3)?

x.s

o) f(x) = ——; en —eo, en +eo,

X<+ 1

2
¥y = Sy st sy =5 4o 2.
naif() X 5+x+2, €M —oo, €N +o0, €N =2

b} fix) = 2—%—; en —eeo, en +e=a, en 0.
X
c) f(x) = x3+3x—1—; en —oo, EN +oo, €0 —1.
1+x
nal fix) = R 1)[2 % en+es, en—oo en 1 et

en 2.

1 1
=t o — L — e
b) fix) = x o A en +o=, en —== en 1 et

en 2.
1 ¥
(1-x)2"'

c) fix) = x2+1-~ en+oo, en—eo, en 1.

ﬂ La courbe G, ci-aprés, est la courbe représentative
d'une fonction f définie sur %, = R — {U 2}.
Conjecturez les limites aux bornes de @

u5" Aide. Voir l'exercice résolu 3, page 2.

- FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

-Déterminez la limite en +<= de la fonction définie

par fix) = X_ 11

six > A, alors f(x) est dans lintervalle |4,9;5,1].

, puis trouvez un réel A tel que

o3 Aide. Voir 'exercice résolu 2, page 23.

“ Déterminez la limite en 1 de la fonction définie par

f()—(_”

dans l'intervalle |1 -o:; 1 + o, alors f{x) > 103

5+ puis trouvez un réel o tel que, si x est

1= Aide. Voir I'exercice résolu 4, page 25.
nDéterminez la limite en 5 de la fonction définie
par f(x) = %i—:, puis trouvez un intervalle | centré
en 5tel que si xestdans |, alors f(x) est dans |'intervalle
13,95, 4,05].

L= Aide. Voir I'exercice résolu 2, page 23.

- 1. Etudiez la limite en —, BN +oo, en 1 de la fonc

. . 2
tion définie par f(x) = : +11 .
2. Précisez les équations des asymptotes et la position
de la courbe représentative par rapport a I'asymptote

horizontale.

gz Aide. Voir 'exercice résolu 1, page 23.

m Etudiez les limites en —oo, &n +e0, en —1 de la fonc-

tion définie par f(x) = —f‘—1 Précisez les équations

des asymptotes et la position de la courbe représenta-
tive par rapport a l'asymptote horizontale.

1= Aide. Voir I'exercice résolu 1, page 23.



Pour les exercices [{F] a [fll, dans chacun des cas, = Pour les exercices a [, vous pouvez vous

étudiez a l'aide des régles opératoires la limite de reporter a lI'exercice résolu 9, page 29.
la fonction f en I'endroit indiqué. Lorsque f n'est
pas définie au réel indiqué, étudiez si nécessaire la mfegt une fonction telle que pour tour réel x < 0,

limite a droite et a gauche.

.a} fX) = x24 [/x=5: en+oe '

fix) = x2 f a-t-elle une limite en —e< ?

5 m Démontrez que pour tout réel x,

b) f(x) = /x+=; en+ee, en 0
Rl ' ) 1=2-cosx=3.
&7 Aide. Voir I'exercice résolu 12, page 33. Lafonction f: xes =2t stselie une limite e 4567
2- Cosx

ma} fix) = enl.

Jx—1 mDémﬂntrez que pour tout x, X2 —5sinx = x? — 5.
b) f(x) = (2x-3)(5-./x); en+es,en % . Lafonction f: x — x? — 5sinx a-t-elle une limite en + oo ?

en—oo?

1 |
al flx) = COSX + = en0, en +ee,
o mLa fonction f: x — x? + xsinx a-t-elle une limite
b) fix) = 2x+ sinx: eni,en+m. an +oo 2 en —ea ?

.alﬁx]=x2—2x—5: en +ee, ) _
m fest une fonction définie sur [0 ; 4o [ par:

r
_ X+ x, "
hlfm—m‘ en +es, f(x) = 1 +x—Jx
5 Aide. Voir l'exercice résolu 5, page 27. | 1. Vérifiez que pour tout réel x = 0:
1
| fix) = ———
malf{x x—2Jx+7: en+oo NV X+ X
b fix) = xZ +2x - J;:; e, 2. Déduisez-en que pour tout réel x = 0
¥ +1 1
= Ai ir ; < fix) < —-
U5 Aide. Vair l'exercice résolu &, page 27. 2.0x+1 2 ﬁ
3. La fonction f a-t-elle une limite en + ?
.a}fx}=- —1—,\;x en +o<.
= R 1 L o
b) flx) = x4 1+ x; e mfest une fonction définie sur |1 ;+eo [ par:
1% Aide. Voir I'exercice résolu 6, page 27. 2%+ sinx

fix) = ——

1. Démontrez que pour tout x > 1:

2x—= 2x+1.
= f{ :l =TT
X — -1
.rESt une fonction telle que pour tout x> 1, 2. La fonction f a-t-elle une limite en +co ?
3x 4+ cosx 3x + ?
Ty WSS

f a-t-elle une limite en == ?

i Aide. Voir I'exercice résolu 7, page 29.

Pour les exercices EX} a Efl, étudiez la limite de la

m Démontrez que pour tout x > —1, fonction fen I'endroit indiqué.
= e
X+1 41 X+ -alfestdéfiniesur]5;+m[par fix) = ii—t-g;en&
: 05 X -
‘ oo ? e
La fonction f: x > o 2velleune limite en + N e I -

£ Aide. Voir 'exercice résolu 7, page 29.

mal fest définie sur |—==; 1[ par f(x) = %;
mfest une fonction telle que pour tout x = 0, SR o
1
|f(x) - 3] =< X+1 b) f est déefinie sur |[-1;1[ par f(x) = 1—2; en—1
fa-t-elle une limite en +e=? etenl. L
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1
COSTX + —— 1 en 1,
(x—1)2

nx+ 1Y -
b) f{x}_cos[x+2], en +eo,
mai fix) = ﬂ% en —oo.
1
b) f(x) = sin —; en +eo.
) 100 T

mal f(x) =(x—.ﬁ:+£]3; en +eo,

b) fix) = xsin E- en +oe,

= Aide. Voir Uexercice résolu 10, page 31.

mﬁbﬁziﬁeﬁ le théoréme 7
fest la fonction définiesur | = [0; 3] par:
flx) = x3+2x-2.
1. a) Justifiez que fest dérivable surl et calculez f'( x).

b) Pourguoi le théoréme 7 permet-il d'affirmer que
I'éguation f(x) = 0 admet une unique solution dans | ?

[0;2] par:
si0=x=<1

sil=x=<2

2. gestla fonction définie sur J =

glx) = 2x-1
g(x) = —2x+5

a) On s'intéresse a I'equation g(x) = 0 dans L
Le théoreme 7 est-il applicable ? Justifiez avec soin
votre réponse.

b) Vérifiez cependant que I'éguation g(x) =
admet une unigue solution dans J.

= Commentaire. Le théoréme 7 ne donne que des
conditions suffisantes (stricte monotonie et continuité)
pour l'existence et |'unicité d'une solution de I'équation
fix) = 0. Cet exercice montre gu'elles ne sont pas
nécessaires.

Pour les exercices [EE} a [EE], pour chacune des fonc-
tions, dites si sa courbe représentative admet la
droite A proposée comme asymptote oblique en
+s=a, @N —eo et précisez la position de la courbe par
rapport a A.

= Aide. Voir 'exercice résolu 11, page 31.

-a]f(x) 2x+3+%; Ay = 2x+3.

b} fix) = —x+1—lé‘, Ary==x+1.
X

B a) 700 = x+ 2%, Ay = x

- FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

5

b) f(x) = 3x+7—-——; Ay = 3x+7.
1]
ma]f(x)-is, Aty = 2x+1.
x> -3x-5
b = — = Ay = x=2
) f(x) TPRTY y=x

Dans les tableaux de variations, par convention, les
fleches obliques indiquent la stricte monotonie sur
l'intervalle considéreé.

Pour les exercices [E5] a [EE], vous pouvez vous repor-
ter aux exercices résolus 14,15 et 17, pages 35 et 37.

.‘u’oici le tableau de variations de la fonction f défi
niesur R par fix) = x> — x>+ x-2.

X > + o

Pourquoi I'équation f(x) = 0 admet-elle une unique
solution dans l'intervalle |1;2[7?

Voici le tableau de variations de |a fonction f définie
surl par fix) = x* —3x*+ 1.

X — oo 0 2 + oo

— o

Pourquoil'équation f(x) +1 = 0 a-t-elle trois solutions
distinctes et trois seulement dans [ ?

Eﬂ fest la fonction définie sur [ par
fix) = 4x*—3x- :1—2

1. Calculez fi-1}, f(—%], flo), f(1).

2. Déduisez-en que 'équation f{x) = 0 admet aumaoins
trois racines réelles distinctes dans lintervalle [ -1 ; 1].

m f est la fonction définie sur R par:
f(x) = 1+3x=x3

1. Etudiez les limites de f en +ee et en —eo,
2. a) Calculez f'(x) puis étudiez le signe de f’(x).
b) Dressez le tableau de variations de f.

3. Démontrez que I'équation f(x) = 0 admet une
racine tinique dans chacun des intervalles suivants:
(=25 =115 =k Witi2h



Apprendre a chercher

mUn changement de variable
La fonction fest définie sur R* par:

fix) = s'rn?:x.
X

Objectif : étudier la limite de fen 0.

1. Nous sommes en présence d'une forme indéterminde” |
=

Vérifiez-le.

2. L'expression de f(x) fait penser & la fonction
X % dont lalimite en O est 1 (voirle TD 2, page 40).

Dot lidée d'utiliser un changement de variable.

Effectuez le changement de variable X = 3x, puis
concluez.

sin3x — sin0 |
x-0

Cette expression est le taux de variation entre x et 0 de |a

fenction x — sin3x.

3. Autre solution. f(x) peut s'écrire

En suivant cette piste, trouvez la limite de f(x) en 0.

mCourbes asymptotes
f est la fonction définie sur | =2 ; +eo| par:
3 2
f(x) = X+ 2%+
X+ 2

et € est sa courbe représentative.

|
Objectif : savoir s'il existe une droite ou une courbe |

i connue » « proche de € » au voisinage de +ee,

1. Un premier réflexe est de calculer la limite de f(x)
e +oo,

Faites-le.

2. Pour calculer cette limite, nous avons utilisé e fait
que fest une fonction rationnelle et donc que sa limite

3
en +e= est celle du quotient % , C'est-a-dire de x°.

in'ya donc pas d'espoir de trouver une droite asymptote
caralinfini, f(x) n'est paséquivalentd gx + b mais « se
comporte » comme x°. D'oll lidée d'étudier f{x) — x2.

a) Calculez  lim [fix) — x2].

g —+ o= J
b) Expliquez pourquoi la courbe € et la parabole %
d'équation y = x? sont «de plus en plus proches» |
lorsgue x tend vers +ee,

Déduisez-en |'allure de la courbe représentative ‘€ lors-
que x tend vers +e=,

c) Représentez 2P puis ¢,

L5 Note, et '/ sont dites courbes asymptotes (en + o).

m Comparer des branches infinies
fet g sont les fonctions définies sur [ par -
fix) =

Objectif : comparer le comportement en += de ces
deux fonctions.

X*+1 et gx) = Jx2+x

Les polynémes x2+ 1 et x2 + x ont le méme terme
dominant x?. On pourrait conjecturer que f(x) et
g(x) se comportent pour les « grandes valeurs » de x
comme /x2 = x.

a) Calculez lim f(x) et

X =) poe

lim g(x).

X —r oo
b) En utilisant la méthode de I'expression conjuguée,
calculez :

lim [f(x)—x] et

Xy pon

lim [g(x)-x].

X —3 G0

Que pensez-vous de la conjecture faite 7
c) 5ans nouveau calcul, précisez
lim

i _[st0=(x+3)]

m Polynéme de degré impair

L'écriture générale d'un polynéme P de degré nest :
Plx) = ax"+a, x" 14« +a,x+ a,

avec xreel et a, #0.

et concluez.

Objectif : démontrer que si n est impair, P admet au
moins une racine,

1. 1l S'agit de prouver, lorsque n est impair, qu'il existe
aumoins un reel ctel que P(c) = 0. Le probléme est si
général qu'il est exclu de penser dresser un tableau de
variations. Mais P étant continu, on peut penser a trou-
ver deux nombres g et b tels que P(a) x P(b) < 0.

Quel théoréme permet alors de conclure ?

2. Mais il faut toujours se demander a quol sert une
hypothése. Ici on se demande & quoi sert 'hypothése
nimpair ? Pour comprendre l'intérét de cette hypo-
thése, prenons par exemple les polyndmes P définis
par P(x) = x3, P(x) = =2x5, P(x) = x7 et dres-
sons les tableaux de variations pour chacun d'eux.
Vous remarquerez chaque fois que I''mage de R est R...
Ce n'est pas étonnant car ceci est vrai pour tout poly-
néme P de degré n impair.

a) Précisez les limites de P en +=< et en —e=,
(Envisagez deux cas a, >0 et a, < 0)

b) Précisez f([R) et concluez,

iz Remarque. Cet exercice prouve 'existence d'une racine
lorsque m est impair mais ne prouve pas |'unicité.



_Pour progresser.

Pour les exercices [E¥] a EE], dans chacun des cas,
étudiez les limites de la fonction f aux endroits indi-
ques.
Lorsque f n'est pas définie au réel indiqué, étudiez
la limite a droite et la limite a gauche.

; en+os, en—os,en 1 etens.

-f{x}= =

U Aide. Pensez au signe du trindme.

45 PR

2x3 —x-—1
b X)) =
} Ax) 24 x—2

1 2
mal flx) = 7T
X% =1
x=1

mal f(x) = 2x+ sinx;

b) fix) = x*(2 + cosx);

Ea) 10 =

b) f(x)

4x 12
(BN+es, BN —oo, €N 2 et en—2.

7 en+des, en—eo,enleten—2.
;8N +oo en —se en 3 et—3.
b) fix) =

i en+ee, N —ose, en 1.

en +os, en —os,

en +oo, BN —o=,

3x—1+sink; en-+ee

; en 1, en +e=

m ® Frudiez les limites suivantes -

i L
im —-—
¥ = 4w 3+ 25INK

X+ sinx

et |im —
X—4es 3+ 25INX

U= Aide. Voir 'exercice 22, page 45.

m ® fest la fonction définie sur @ = R-{-1;2}

3x2 +6x
par f(x) = P x—?
1. Trouvez les trois réels a, b, ¢ tels que pour tout x
de®, f(x) = a+——+ .
+1 x-2

2. Etudiez alors la limite de faux bornes des trois inter-
valles constituant .

X

E' ® festla fonction définie par fix) = W

1. Etudiez la limite de fen 1.

2. Trouvez un intervalle | de centre 1 tel que pour tout
x de | différent de 1, f(x) > 106,

L==" Aide. Voir ’exercice résolu 4, page 2s.

Pour les exercices [EF] a [E], dans chacun des cas, étu-
diez la limite de la fonction faux endroits indiqués.

Eial flx) = fx?+2x—X; en +oa,
b) f(x) = J4x2+x+2x; en —e=,

- FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

e ————

B T e e ey

-. a) fix) = AKX -2 _2; en3.
X—3
2x
b) f(x) = ——- en 0.
Jx+1=1

& Aide. Voir 'exercice résolu 6, page 27.

— IF_
Elea)six = {—J%“i‘; en +es,en 1.
b) f(x) = -l ; en 4o, en —1.
L
m ®a) fix) = SmSX: en 0.
b) fix) = E—IB, en0, en +oo.
oK
=" Aide. Voir 'exercice 4o page 47.
cos x
® fix) = 7; 0.
m fx) = sinx =0

i Aide. Voir le TD 2, page 4o0.

Xsinx
1 —cosx’
= Aide. Voirle TD 2, page 40.
—af3x=2

f{}-—r—
-. J2x+5-3

£ Aide. Voir I'exercice résolu 6, page 27.

57 : ) =

en 2.

m : fest la fonction definie sur |-5 ; +<= | par:

Xx—3
flx) = T
1. Calculez lim f(x) et déduisez-en lim f(f(x)).
X o= ey ¥ o— 4o

2. Retrouvez cette deriere limite en explicitant f{ f( x)).

® : : .
e Reprenez les questions de l'exercice précedent
avec la fonction f définie sur |3 ; +eo[ par:

3Ix—-1
fix) 3

m La fonction fest telle que:
fix) =

6, est sa représentation graphique.

Déterminez les réels g, b et c tels que:

a) “€ apourasumptote verticale la droite d'équation x=3;
b) ‘€ a pour asymptote oblique en +=o et en —=< la droi-
te d'équation y=2x—5;

c) ‘€ passe par le point A(1 ; 2).



Pour les exercices [(F] a &), on note ‘€ la courbe
représentative, dans un repére donné, de la fonction
fet %@ son domaine de définition.

Précisez dans chaque cas, lorsqu'elles existent, les
asymptotes (verticales, horizontales ou obliques) a
la courbe €.

= Note. Le jour du bac, la démarche a suivre pour trouver
une asymptote oblique est, en général, donnée comme dans
les exercices 33 & 35 de la rubrique Maitriser le cours.

Yous pouvez vous reporter au TD 1, page 39 et @ 'exercice

résolu 11, page 31.

.'a}ﬂ_m:%r sur% = R-{1}

b fix) = x+3+—2— surd = R

m'ilﬂx = +ﬁ—§, sur% = R*,

b) fix) = 1—%, sur% = R.
2

m'f(x)=L;6x+—l, surh = R—-{-1:1}.
xe—1

m'fﬂ—#, sur% = R-{1}.

1

I Aide. Trouvez des réels g, b, ¢ tels que, pour tout x = %,

fix) = ax+ b+ ——.
Xx—1

x +1
66 R L wI=R
ﬁlrlide.l'muvez des réels a, b, ¢ et d tels que, pour tout
xe @, fix) = ax+b+“+d-
x2 42
3 = "
e fix) = |x+‘||+— sur® = R°.

m ® fest la fonction définie sur B par:
fix) = /2 +2x+4.

1. a) Calculez  lim f(x), puis  lim [f(x)=(x+1)].

X = boe X = +oe

b) Déduisez-en l'existence d'une asymptote oblique A
ala courbe représentative ‘€ de fen +oo.

¢) Etudiez la position relative de ‘G et de A.
2. a) Calculez  lim fix).

¥ = — o
b) Prouvez qu'il existe un réel a tel que:

i X
lim ..r{_l =41,
¥ = te K

puis que x — f{x) — ax a une limite finie b en —es,

¢} Déduisez-en que la courbe “6 admet une asymptote
oblique A" en —ee,

k& Aide. Voir Uexercice 42, page 47.

m L fest la fonction définie sur B par:
f(x) = x+ Jx2+1.

‘5 est la courbe représentative de f dans un repére
0;1).

1. Etudiez la limite de f en —es. Interprétez graphigue-

ment ce résultat.

2. Prouvez que la droite d'éguation y =

asymptote oblique a ‘€ en +=.

2x est

3. Etudiez la position relative de € et de A.

85 Aide. Voir Apprendre d chercher, 'exercice 42, page 47.

: f est la fonction définie sur | par .
f(x) = x+ Jjax2-1|
et ‘€ est sa courbe représentative dans un repére,
1. Précisez les limites de f en +oo et en —eo,
2. a) Calculez lim (f(x) - 3x).

X =p 4os

b) Calculez  lim (fix)+ x).

3. a) Déduisez-en que ‘€ admet deux asymptotes obli-
ques A, et A,

Donnez pour chacune une équation.

b) Etudiez la position de ‘¢ par rapport & chacune de ses
asymptotes obliques,

m : fest la fonction définie sur [€ par:
X

+ -
SJxE+9

, est sa courbe représentative dans un repére (O ; i, ).

flx) =

1. a) Prouvez que la droite A d'équation y = x+ 1 est
asymptote oblique a ‘€ en +eo.

b) Etudiez la position relative de ‘€ et A.

2. Est-il vral que la droite A" d'équation y = x—1 est

asymptote oblique & ‘€ en —eo 7

® Recherchez une courbe asymptote (représenta-
tive d'une fonction usuelle] a la courbe représentative
de la fonction f définie par:
1
X) = —2x2+ —
x) x+1
et précisez la position des deux courbes.

I= Aide. Voir 'exercice 41, page 47 et le TD 1, page 39.

: Recherchez une courbe asymptote (représenta-
tive d'une fonction usuelle) a la courbe représentative
de la fonction f définie par:

f(x) = x+1

Jx

et précisez la position des deux courbes.

05 Aide. Voir exercice 41, page 47 et le TD 1, page 39.

R -




i-_ wontnute.

® festla fonction définie sur R par:

fix) = x>+x+1.
Précisez f(—1) et f{0) et démontrez I'existence d'un
réel cdans l'intervalle | -1 ; 0| tel que fc) = 0.

® festla fonction définiesur R — {1} par:
x3
X) = -
fx) x+1
1. Démontrez que f est strictement croissante sur

i
l'int lle| ==;-1{.
mervae{ 5 1[

2. Complétez le tableau de variations de fsur [—% =1 l:

3. Déterminez f([—g : —1Det déduisez que l'équa-
tion f(x) = 10 aune solution unique dans [—% =1 [

IL] @ fest lafonction définie sur | = [0 ; 3] par:

i) = ¥ =2x=3
Précisez f(1). ) *

® fest la fonction définie sur [ par:

= —t 1 =
Axy= x2 41

Vérifiez que fest continue sur [ et précisez f([{).

IL'] ® La fonction fest définie par:
= i
fix) = 1-wx'+1
X
f(0)

Quelle valeur faut-il donner & m pour gue la fonction fsoit
continue sur [ ?

six#0

m

® 1. Représentez sur I'écran de votre calculatrice
les courbes représentatives de x+— sinx et x+> lx,

2
pour x appartenant a l'intervalle | = 10 ; ].

Conjecturez le nombre de solution(s) dans | de I'équa-
; i 1
tion sinx = =x.

2
2. fest la fonction définie sur | par:

_ 1
filx) = 5|nx—§x.

a) Justifiez que fest dérivable pour tout x de | et calculez

f"(x). Vérifiez que f'(x) s'annule pour x = g

b} Dressez le tableau de variations de f.
3. a) Déduisez de la question précédente que I'équation

> 1 ; _ ..
sinx = ix admet une unique solution o dans l'intervalle|

b) Déterminez un encadrement de o de longueur 1074

1= Aide. Voir les exercices résolus 16 et 17, page 37.

m ® 1. La fonction f définie sur [ par :

flx) = x99+ 2x3+1
a pour limite +ee en + s, Trouvez un nombre A = 0 tel
que x = A implique f(x) = 108,

gz Note. On ne demande pas de trouver le plus petit de ces
nombres A, seulement d’en trouver un.

2. Méme question avec f(x) = 2x% — x5 — x2.

m ® Frudiez la limite en —2 de -
X+ 2

frx—

X2 —x—6
m ® Etudiez la limite en + oo de :
frx—Jx2+1 - .32
m ® Ftudiez la limite en + oo de :

f:x-—:-x(J:L]—l),

- S T N ™ T T T i 1R o e T e W T T R

- FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

m ® nest un entier naturel non nul.
Démontrez que I'équation x"*'-2x"+ 1 = 0 admet

: , 2n
une racine comprise entre =T et 2.

m : f est une fonction continue définie sur
| = [0; 1] telleque pour tout xdel, f( x) appartiental
Démontrez qu'il existe au meins un réel a de | tel que
fla) = a.

m : A et B sont deux points d'un cercle de centre 0
e

tels que AOB < 180°.

M est le milieu de 'arc AB Les tangentes en A et B au cer

cle se coupent en T et [a tangente en M au cercle coupe

(TA) en A" et (TB) en B’. Quelle est |la limite de

aire (A"TB")

; istel | 5
3ire (ATB) (si elle existe) lorsque A tend vers B ?



Poblémes -

® Thémes : Fonctions irrationnelles, Limites.
Asymptates obliques. Changement de repere

fest la fonction définie sur [ par :
fix) = J1+x2

6 est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal R(0; 7, j ).
1. Démontrez que . a un axe de symétrie.
2. Etudiez les limites de fen + et en —ee,

1 .
X+ .1+ x2

Déduisez-en que € a une asymptote oblique d en +es,
Précisez la position de ‘¢ par rapport a d.

3. Vérifiez que pour tout réel x, f(x) — x =

4. ¢ est la représentation graphique de la fonction g
définie sur & par g(x) = —f(x).

 est la réunion des courbes € et ‘¢,

Vérifiez que 3 a pour équation dans : y2 —x2=1.

5. On considére un nouveau repére (0 ; U, V) avec:

/
U= “‘—f(h}'} et V= 12—2(— i+))
Un point M de coordonnées (x ; y) dans % a pour coor-
données (X ;Y) dans JR”.
Exprimez x et y en fonction de X et Y.
Dennez une équation de 3 dans '’

Tracez ¥ dans @'

® Thémes : Valeurs absolues. Variations.
Résolution d'éguation

festla fonction définie sur Y= R-{-1;1} par:

fix) = |x+1]+

21

€ est sa courbe représentative dans un repére donné.
1. a) Donnez une écriture de f(x) sans valeur absolue.
b) Etudiez les limites de faux bornes des intervalles de %y

2. a) Exprimez f*(x) et étudiez le signe de f'(x) sur
chacun des intervalles de % .

b) Dressez le tableau de variations de f

T N e R

3. a) Verifiez que les droites d'équations y = x+ 1 et
Yy = —x—1 sont asymptotes obliques a ‘. respective-

ment en +e et en —ce,
Etudiez la position de ‘€ par rapport & ses asymptotes.

b) Trouvez une équation de la tangente T & 6 au point
A d'abscisse 0. Etudiez la position de € par rapport 4 T.

c) Tracez T, les asymptotes puis 6.

4. En utilisant une propriété des fonctions continues et
monotones sur un intervalle que vous préciserez,
démontrez que I'équation f(x) = 0 a une solution uni-
que sur l'intervalle |-1 ;1| et donnez un encadrement

de o d'amplitude 10",

m ® Thémes : Fonctions polynémes et équations du
troistiéme degré. Image d'un intervalle. Théoréme
des valeurs intermédiaires

A. f est la fonction définie sur [ par -
fix) = ax*+ bx*+ cx+d
ou a, b, cet d sont quatre réels (a # Q).

1. Ftudiez suivant le signe de g, la limite en +e= et en —e=

de f(x).
2. Prouvez que f(R) = R.

3. Déduisez-en que toute équation du troisieme deqré

admet au moins une solution dans R

B. Dans cette partie, f(x) = 2x3 —x - 1.
1. Etudiez les variations de f

2. Justifiez que 'équation 2x> = x+ 1 admet une uni-

que solution reelle.
3. Donnez la valeur exacte de cette solution.

C. Dans cette partie, f(x) = x> - 6x2+ x+ 1.

1. Prouvez que I'équation f(x) = 0 admet (au moins)

une solution dans l'intervalle | = [0: 1].
2. Etudiez les variations de f

3. Justifiez que I'équation f(x) = O admet une unique

solution o dans l'intervalle |,

4. Calculez f(% ] Que pouvez-vous en déduire pour le

réel o ?

9. Donnez une valeur approchée de o 3 10> prés.

J



2. Lafenction f définie sur [R — {3} par f(x) =

| ¢ |exactement deux solutions.
Z2x+ sinx.

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent &tre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

m 1. L'équation x> - 5x2 + 7x-3 =
'aaucune solution. E]une unigue solution.

0 admetdans R :

| d trois solutions.

| a]a pour limite 3 en + oo. |E| a pour limite + o0 en 3. @ a pour limite 2 en +oco.

3. Dans un repére donné, la droite A d'équation y = x— 1 est asymptote en +oo 4 la courbe représentative de

la fonction fdéfinie par:

[a]f(x) = ﬁ BIf(x) = xalx—1.

VRAI

FAUX

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez a chaque fois votre réponse.

91 [ ac

1. Si A estun nombre réel quelcongue et fune fonction
définie et strictement décroissante sur [ A +e=|[, alors
lim f{x) = -

X =400
> i Soién_t.f‘ et g deux fonctions définies sur [0; +eo],
g ne s'annulant pas.

S lim fix) = —o= et |IITI g(x) = +e=, alors
fx) _
lim
x—HwQ(”)

3. Si f est une fonction définie sur [0 ; +=s[ telle que

ESTITUTION RGA‘NISEE'DES @ONNAISSANCES

m D'aprés document ministériel.

1. Démonstration de cours

Preé-requis. Dire qu'une fonction f a pour limite £ en +es si-
gnifie que tout intervalle ouvert de centre { contient toutes
les valeurs f(x) prises pour tous les x «assez grands »
(c'est-a-dire pour tous les x d'un certain intervalle | A ; +es] ).
Démontrez le théoreme suivant :

% soient u, v et w des fonctions définis sur 11 ; +eof telles
que pour tout réel x> 1, u(x) = v(x) = w(x). Sl existe
un réel € tel que lim u(x)=Ff et lim wix)= € alors

X = N — DO

lim wv(x) = €»

¥ —phon

FONCTIONS : LIMITES ET CONTINUITE

[c[fx) =

@ Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463,

3 Al
e Jiog &~

X2 4 J}

ey [d]f(x) = x=1.

|
Jx sur [0+ [, alors lim f(x) =0
K= 4o X

0=f(x)=

K73 concours ESLEE, Mai 2005
‘6 est la courbe représentative dans un repére orthonoﬁ
mal d'une fonction fdéfinie sur K.

Soit A la droite d’égquation y = x—3.

1. SiAestasymptotea® en—soalors lim f(x) = +o,

¥y e

2. Si Aest asymptote 4 € en + alors 6 ne peut admet:
tre d'asymptote horizontale.

3.8 lim f(x)

¥ A oo

= 3 alors A ne peut érre asumptotea’s

ﬂ ' Reportez-vous
d la fiche O du bloc méthodologique page 466,

2. Application
festla fonction définie sur |1 ; +oo] par:

5x 4+ sinx

s

a) Démontrez que pour tout x = 1

%
If(x) =3 = =

b] Déduisez de la démonstration précédente la limite de
fix) lorsque x tend vers +so.



Dérivation

[ ] [T XX X] [ L 1 ] (1 23 1] F - S
T gt R e A A LA MEME EPOQUE
0 ® ® ™ =
¢ @ e ® o
@ ® cRea &
» H H H e
L] N T g
< o En 1793, l'ile i
Bourbon devient
Le Calcul différentiel (The Calculus pour les Anglo- | unooeiaReéunion,
o . l'union des
Saxons) a pour origine la recherche de solutions a trois Marseillais et des
gardes nationaux
grands types de problémes : détermination des tan- | Boi 2ssaut des
; aoiit 1792.
gentes a une courbe, des extremums d'une fonction,
des vitesses instantanées d’'un mobile en mouvement.

Newton (1642-1727) et Leibniz (1646-1716), bien x

gt s ;
quiils aient travaillé sans se concerter et adopté des Lsinglats B. jainer dicouna i e etatianail

parvient & Immuniser un garcon en lui injectant

points de vue différents, sont considérés comme les gn P:ixtraitdes pustules causees par une maladie
ovine.

fondateurs de ce calcul.

Mais c'est Lagrange qui, en 1797 dans son livre Théorie
des fonctions analytiques, introduit le mot « dérivée »
et la notation f'(x) qu'il définit comme limite du taux
de variation.

Pour donner au Calcul différen-
tiel des bases rigoureuses, leurs

successeurs devront élucider

compléetement les notions de

Mozart meurt en

fonction, de limite, d'infiniment

{ 1791, année od il e

=1 compose la Fliite 1

ﬁ petit. Les nombres réels, les enchantée. Génie ! é
‘ﬂ

absolu, il laisse au

t‘ J Tu terme de sa courte 3
fonctions, les limites de fonc- vie une ceuvre

immense, dans

: ; laguelle il a réussi

tions, deviendront alors, dans |a synthése des

courants de deux

cet ordre, les notions de base de siécles de musique
europeenne.

Louis Lagrange : R
1736 -1813 I'’Analyse mathématique. il T S i,




DEFINITION 1 ®»

Note
Voir Comprendre
chapitre z page 31.

DERIVATION

1) Définitions (rappels)

Notations. Dans tout ce chapitre, pour une fonction f, /, désigne son ensembl
de définition et ‘¢, sa courbe représentative. De plus, ¢ est un intervalle ou um
réunion d’intervalles.

1.1 Nombre dérivé. Fonction dérivee !

f est une fonction et @ est un point de % ,. Dire que f est dérivable en a et, que

le nombre dérivé de f en a est le réel (, signifie que I'une des deux conditions.

suivantes est réalisée : '

fla+h)—f(a)
h

flx) —f(a) r
X—a :

1. la fonction h— a pour limite { en 0 ; |

2.lafonction x+— a pour limite { en a.

® Le nombre dérivé de fen a est noté f'(a) .

® Lorsque f est dérivable en tout point a de %, o1 4 désigne un intervalle ou une
réunion d'intervalles, on dit que f est dérivable sur . [

Lorsque f est une fonction dérivable sur %, la fonction dérivée de f sur 0 est F
la fonction f’ qui, & tout a, associe f'(a).

1.2 Tangente. Approximation affine locale

f est une fonction dérivable sur % et a € 9. y
La tangente a ‘6, au point A(a;f(a)) est la
droite T passant par A et qui a pour coefficient fla + h)
directeur f’(a). Une équation de T est :
y = f(a)(x—a) +fla) . (@)
04 a a+h
Remarque.

La tangente se congcoit comme «la position limite » des sécantes (AM) lorsque
« M se rapproche de A » sur la courbe.

Localement, on peut remplacer la fonction f par

la fonction affine représentée par T. On peut fla+ .h}L
donc remplacer f(x) par ['(a)(x—a)+fla) fla) + f'(a) h
pour x voisin de a ou encore, en écrivant
x =a+h, fla+h) par f'(a)h + f(a) pour h fla)t
voisin de zéro. Nous admettrons que c'est la

0 o a+h

meilleure des approximations affines. On dit y
alors que f’(a)h+f(a) est 'approximation
affine locale de f(a + k) pour h voisin de zéro.

Remarque.
En physique, on écrit souvent Af = f"(a)Ax pour exprimer cette approximation.



COMPRENDRE

Dérivabilité
et continuité

« fderivable » implique « fcontinue »
maisla récprogue est fausse.

Exemple.
x+ .[x est continue en 0 mais n'est
pas dérivable en 0.

=» EXERCICE RESOLU 1

utilité des
approximations affines

Engénéral, il est plus facile de calculer
fla)+hf’(a) que fla+h) car
f(a)+ hf’(a) est un polyndme du
premier degré en h, dont le calcul
nécessite seulement une multiplica-
tion et une addition.

‘Exemple.

Lapproximation affine de sinh en
260 est h On peut donc dire que
&in(0.003) = 0,003.

Mais cette approximation de sinh
parhin'a dintérét pour le calculateur
gue sil connait un majorant de
lemeur commise.

Oron sait démontrer que, pour tout h

posit,
h3 h®

B
heC < iy he =g 2
Tedet 6 120

5
done sin h= h -% aVec une erreur

Inféri ahs
iered o

Notation en physique

On écrit -

= im AL ou ey = 9L
0=, 5L o100

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU n Utiliser la définition

fest la fonction définie sur R par f(x) = |x|. Prouvez que f n'est pas dériva-
ble en zéro.

SOLUTION COMMENTEE

Il s'agit d'étudier la limite en zéro de la fonction t:

w — |i|= xnon nul_
x—0 X
Or lorsque x>0, tix) = 1 et lorsquex <0, t(x) = -1.
Il en résulte que la fonction tn'a pas de limite réelle en 0 et f n'est pas dériva-
ble en z€ro.

x> t(x) =

» EXERCICES 1,443 46

Etudier l'existence

EXERCICE RESOLU n
de tangentes particuliéres

% est la courbe représentative de la fonction f définie sur R par f{x) = x2.
On rappelle que f'(x) = 2x pour tout rée| x.

1) Existe-t-il des tangentes a ‘€ paralléles a la droite d d'équation
y=-4x+67?

2) Existe-t-il des tangentes passant par le point A(-2;3) ?

SOLUTION COMMENTEE

Dans ce genre de probléme, il est utile de commencer par écrire une équation

de la tangente T, en un point quelconque (a; f(a)) de € :
y = f(@)(x=a)+f(a).

1) Le coefficient directeur de d est —4,

celui de T, est f'(a). Le probleme est 6‘

donc de savoir siil existe des réels a tels

que f'(g) = 2a= -4,

Il existe donc une tangente et une seule |

paralléle a d, celle qui passe par le point i

de ‘€ d'abscisse —2. Cette tangente a E

pour équation Yy = —4x— 4.
2) L'appartenance de A(-2;3) a une

tangente se traduit par: -2 \O X
3 =2a(-2-a)+a% W

La resolution de cette équation conduit o

a deux solutions a = -3 et a = 1. "

Donc il existe deux rangentes, et deux =

seulement, qui passent par A, l'une au

point M, de ‘G de coordonnées (=3 ; 9)

et l'autre au point M, de ‘€ de coordonnées (—1; 1).
La tangente en M, a pour équation y = —6x—9 et celle en M, a pour équa-
tiony = =2x-1.

EXERCICES 2,446,154 18

i



THEOREME 1 ®»

Note
Cetableau sera complété
cette année.

Notation
" est I'ensemble
privé de zéro, donc la
réunion :
|-eo ;0] Ll JO;+0a].

DERIVATION

2.1 Dérivées et opérations

2) Dérivées des fonctions
usuelles (rappels)

u et v sont deux fonctions dérivables sur % (9 est une réunion d'intervalles) et
kun réel. Alors u + v, u—v, uv et ku sont dérivables sur & et :

(u+v) =

(uv)’ =

u'v+uv;

u +v';

(u—w) =4 -v";

(ku)" = ku".

Si, de plus, v ne s’annule pas sur @, alors % et E sont dérivables sur & et :

Y-

¥
v ’
v v

uw'v—uv’

2

Conséquences. Les fonctions polyndmes sont dérivables sur [R.
Les fonctions rationnelles sont dérivables sur leur ensemble de définition.

2.2 Principaux résultats

fonction dérivée commentaire
Xx—= k (constante) =0 xe R
X x x> 1 xe B
1 1 A
X = X ——= re R
Ty X
. . xekRsin=1
x—= x" nentier relatif non nul x> xi—1 i _n
xe R* sin=-1
X /X s xe 10 ; +oof
2./x
X siny X—> COSX xe R
X—> COSX X—>—5inx re R
x—=-1six<0 .
= 3 xe R
K x>l six=>10

2.3 Calcul de la dérivée d’un polynome

P est le polynome défini sur R par P(x) = a,x" +a, (x" '+ ..- + a;x + a,.
Pour calculer P’(x), on dérive chaque monéme u, puis on ajoute les fonctions

dérivées u’.

mondme a,x" 4, 41 ax a,
dérivée na "1 (n-1)a,_x2 a 0
Done P'(x) = na,x" 1+ (n—1)a, (x" 2+ .- +a,.



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

liquer
f;p:;éqorém 1 EXERCICE RESOLU ﬂ Calculer des fonctions dérivées

I Pour chaque fonction, indiquez son ensemble de définition, son
ensemble de dérivation, puis calculez sa fonction dérivée.

Pour appliquer le théoréme 1, il n'est
pas nécessaire que u et v aient le

méme ensemble de dérivabilité i) fogy = BB e X 2) g(x) = —1—.
Il suffit que & soit inclus dans chacun & 4+ x+1
des deux ensembles de dérivabilité 2

i 5 3) hix) = X:—f:}-:ﬁ 4) k(x) = x2cosx.

A srobos SOLUTION COMMENTEE
dupthzoréma 1 1) f est une fonction polynéme définie et dérivable sur [ :

. 1 5
— — 1),
Le théoreme 1 n'énonce que des fi(x) 4f 3x=10x+1)

conditions suffisantes sur uet v. 2) Pour tout réel x, x?+ x+ 1+ 0 (voir lexique page 478), donc g est une

Mais si ces conditions ne sont pas fonction rationnelle définie sur R, et donc dérivable sur .

remplies, pour savoir si le produit uv ] e £ g
pst dérivable en a, il faul_' alors revenir g est dE 13 fOI'I'T‘IE ‘f dOﬂt la dérIVEE est — E ' dOI"lC .

a la définition du nombre dérive. 2%+ 1

Exemple. 9K = -Gasxs T

Bien que la fonction racine carrée

ne soit pas dérivable en zéro, la 3) h est une fonction rationnelle définie et dérivable sur R — {-1;0}.

fonction f définie sur [0 +oo par h est de la forme ! dont la dérivée est gf—‘;‘"ﬂ dol:
fix) = x./x est dérivable en zéro. ;
Bt f/{0) = 0. L'axe des abscisses Wix) = (X2 + )25+ 2)—(2x+ 1)(x2+2x+ 2)
est tangent a la courbe au point O (x) = (x2 + x)?
origine du repére. . 4' 4
= ==
y t 1 [ ou encore h'{X} = ?.1’2—4-)()?—

4) k est produit de deux fonctions (x — x? et x+—> cosx) dérivables sur R,
k est donc dérivable sur R et :

, k'(x) = 2xcosx— X?sinx.
0| 1

=p EXERCICE RESOLU 4

), 5

EXERCICE RESOLU n Etudier la dérivabilité d'une fonction

IETIES f est la fonction définie sur [0 ; +oo| par flx) = xnﬁ:_
1) Justifiez que f est dérivable sur]0 ; +oo[ et calculez f'(x).

2) Démontrez, a I'aide de la définition du nombre dérivé, que fest dérivable
en 0.

SOLUTION COMMENTEE
-

1) Sur [0: +oo], f est le produit de deux fonctions u: x> x et v: x+> ./X.
Or u est dérivable sur [0 ; +co] mais v n'est dérivable que sur ]0 ; +oo], donc

f est dérivable sur]0; +eo et f'(x) = xx;— +1./x
-, x

ou encore f(x) = ;ﬁ
2) Pour tout réel x, x = 0, w = .Jx.

Or lim /x = 0, donc fest dérivableen O et f'(0) = 0.

x—0

EXERCICES Ba 14, 44 a 46

CHAPITRE 3




THEOREME 2 ®»

Vocabulaire

Si g est une fonction,

la notation g = 0 sur |
signifie que, pour tout x
dans |, g{x) = 0.

DEFINITION 2 »

THEOREME 3 »

Note

Donc, lorsque f{c) est
un extremum local,

la tangente & ‘¢

enAlc; fic)) est
horizontale.

THEOREME 4 #

Note

L'utilité de la continuité
et de la stricte mono-
tonie est expliquée

chap. 2, p. 34,
Comprendre,

DERIVATION

3) Applications -

de la dérivation

3.1 Sens de variation (rappels)

f est une fonction dérivable sur un intervalle [ inclus dans De.

Si f’ > 0 surl, sauf peut-étre en un nombre fini de points ot f’ s’annule, alors
f est strictement croissante sur I.

§i f’ < 0 surl, sauf peut-étre en un nombre fini de points ot f s'annule, alors
f est strictement décroissante sur I.

Si f’ est nulle sur I, alors f est constante sur .

3.2 Extremum local (rappels)

f est une fonction définie sur un intervalle I et ¢
un point de 1.
Dire que f(c) est un maximum local de f en ¢
signifie qu'il existe un intervalle ouvert J, conte-
nant ¢ tel que, pour tout x dans I et dans J,

f(x) = flc) .
De fagon analogue, on définit un minimum local
de f(f(d) sur la figure).

Un extremum local est soit un maximum local, soit un minimum local.

3.3 Reésolution d’équations

On dispose d'un résultat analogue avec f* < 0 sur [a; b].

Il résulte de la définition 2 et du théoréme 2

f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I, ¢ est un point de I.
1. 8i f(c) est un extremum local, alors f’(c) = 0. |

2.8i f’ s'annule en c en changeant de signe, alors f(c) est un extremum local.

f est une fonction dérivable sur un intervalle [a ; b].Si f’ >0 sur [a; b], sauf
en quelques points ol f” s'annule, alors pour tout réel k de l'intervalle
[f(a) ; f(b)], 'équation f(x) = k aune unique solution dans l'intervalle [a ; b].

Démonsivation.

Nous avons vu au chapitre 2, p. 32, que toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur
cet intervalle. De plus, la condition f* > 0, sauf en quelques points ot elle s'annule, assure la stricte

monotonie de fsur |a; b]|. Done f satisfait aux hypothéses du théoréme 7 du chapitre 2. D'oit le
résultat,

fest une fonction dérivable sur un intervalle [a ; b]. Si f’ < 0 sur [a ; b], sauf
en quelques points ot f’ s'annule, alors pour tout réel k de lintervalle
[f(B) ; f(a)], I'équation f(x) = k a une unique solution dans I'intervalle [a; b].




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Nécessite
du mot intervalle

EXERCICE RESOLEH Localiser et approximer

Dans le théoréme 2, si on remplace les solutions d'une équation fix) = 0 !
tintervalle » par « réunion d'interval-
s, fenoncr et phys yral. Déterminez une valeur apprachée a 102 prés des éventuelles solutions de
- Exemple. g . X3
La fonction fdéfinie par: BALAEEN 3x24+8 !

eflx)=-1slx<0,

o fli) = 1six>0 SOLUTION COMMENTEE

Puisque pour tout réel x, 3x? + 8 est non nul, I'équation est équivalente &

y i ) ;
: x*-3x2-8 = 0, soit en notant f le polyndme x+— x>—3x2-8 3
f(x) = 0.
f est un polynéme de degré 3 donc f est dérivable sur H et
i) 11 X F/(X) = 3x2—6x = 3x(x-2).
i Puisque lim x* = ~oco et lim x3 = +oo et, comme fest un polynéme
X — — Do K — +00
a0 . ! dont le terme de plus haut degré est x°, alors lim f(x) = —co et
festdénvablesur R* et f'(x) = 0 . B i——-co
pour tout x de R ™. x'_l:?m flx) = +oo.
EEP‘[E‘S&”" f rest pas constante Il en résulte le tableau et Ia courbe suivants (le repére n'est pas orthonormal) -
sur - »”
= m
ki — o 0 Z + 20 8
¥ + 0 - 0 + 1 3
Extremum local ) . L

_8 oo O X
Dans le théoréme 3, pour dire que | | . ! |
fic) estun extremum local, hypo- f / \ / /

these f*(c) = O ne suffit pas.

— 12
Exemple. . z
fix) = x%,  pour tout réel x, D'apres ce tableau,
{00 =0 &t pourtank [l pas ®sur]-o0;2[, f(x)=-8 etf(2)<0.
dextremnum en 0.
Mals sl f* sannule en c en chan- @ sur |2 ; +oo|, fest strictement croissante et f(4) = 0.
geant ae-sgne alars [(c) estitn Donc f ne peut s'annuler ni sur J-oo ; 2[, nisur 4 ; +ool.
S i Sur [2; 4], festcontinue et f(2) et f(4) sont de signes contraires.
D'aprés le théoréme 4, 'équation admet une unique solution o dans [% et
ae [2:4].

Equation f(x) = O

Sous toutes les hypothéses du
théoréme 4, lorsque fla) et f(b)
sont de signes contraires, ['équa-
tion fix) = 0 aune unique solution
¥, dans [a; b] (car alors O est dans
lun des intervalles [ f(a) ; fib)]) ou

[f(b); fta)]). ©On peut alors Pour obtenir une valeur approchée de o & 102 prés, on peut utiliser la
calculer des valeurs approchées en X, méthade par balayage.
avec la precision voulue. A l'aide de la calculatrice, on obtient :

=» EXERCICE RESOLU 5 361 <o< 3,62
» EXERCICES 24 2 28, 55 3 57




a) Dérivée |
d’une fonction composée

Note 4.1 Théoreme fondamental

" est un intervalle

ou une réunion Le théoréme suivant permet de calculer la dérivée d'une fonction x — g(u(x))
d'intervalles ; il en est de = i 3

mEMe pour @ lorsqu’on sait calculer les dérivées de g et de u.

THEOREME 5 ® g est une fonction dérivable sur 9, u est une fonction dérivable sur %, et pour
tout x de &), u(x) appartient a 9.
Alors la fonction f définie par f(x) = g(u(x)) est dérivable sur & et pour tout

xde %,
f(x) = g'(u(x)) xu'(x) .
Démonstration.
I s'agit de démontrer que, en un point @ quelconque de %), la fonction t définie par t(x) = ﬂiﬁﬂl
—a

de la démonstration a pour limite en 2 le nombre g'(u(a)) x u'(a).

Elle consiste & faire Supposons que pour tout x d'un voisinage de a et distinct de a, u(x) est distinct de u(a). Nous

apparaitre les taux de pouvons alors écrire pour tout x de ce voisinage :
variations 41X —ula) ¢(x) = glulx)) —glula)) » ulx) —ula) (1]
aix) gdu:r;a u(x)=ula) £ -
et = pour =
A= u"dﬂ} ) Or u est dérivable en a, donc lim uix)—uta) o u'(a).
utiliser la dérivabilité x—va x—a
deuvenaetcelledeg )
en uia). D'autre part, posons h(x) = gfu:;(c:: uizga”» puis u(x) = X, alors:
X)—gluta))
h(x) = &2} —glula))
(x}) Rt
Or u est dérivable en a donc elle est continue en a (voir Comprendre chap. 2, page 32) et ainsi

lim X = u(a‘]_
Alors  lim [-M

X - u(a) ] = g'(u(a)) car g est dérivable en u(a).

X —rula)

Il s’ensuit que lim t(x) = g'(u(@))*u’(a), d'oi le résultat.
E—ri

—_

Remargues.
1. On retrouve ainsi la formule admise en Premiére S (lorsque les hypothéses du
théoréme 5 sont satisfaites) :

sig(x) = flax+b), alors g'(x) = af’(ax+b).
En effet, u(x) = ax+ b et u’(x) = a. En appliquant le théoréme 5, on obtient le
résultat.

2. Si g est dérivable sur [, alors, dans le théoréme 5, 'hypothése « u(x) appar-
tient 3 %’ » est toujours vérifiée.

3. Retenez que le nombre dérivé de go u en x est le produit de deux nombres
dérivés : lenombre dérivé dela fonction gen u(x), g’(u(x)), parle nombre dérivé
de la fonction u en x, u’(x).

DERIVATION




COMPRENDRE

Que des conditions
suffisantes

Le théoréme 5 n'énonce que des
tonditions suffisantes sur g et u.
Mais si ces conditions ne sont pas
remplies, pour savoir si go u est
dérvableen g, il faut alorsrevenirala
définition du nombre dérivé,

=} EXERCICE RESOLU 6 COMPLEMENT

Sur la preuve
du théoréme 5

ll a été démontré avec 'hypothése
o u(x) # u(a) pourtout X a d'un
volsinage de a» qui permet d'écrire
I'égalité [1],

Pour toutes les fonctions que nous
utiiserons, en pratique, cette hypo-
thése sera satisfaite.

Contre-exemple.

La fonction f définie sur R pour:

fix) = :»:?Isin}r six=0

fio)=10

avec a=0.

On peut démontrer que, dans tout
intervalle ouvert contenant 0, il
existe une infinité de nombres x tels
que fix) = f(a) = 0.

=5 EXERCICE 71, p. BO

Pour mémoriser

Lorsque f(x) = g(u(x)),
() = | dérivée de gen u(x) |
x

{dérivée de uen x l

SAVOIR FAIRE

EXERCICE REsoLU [}

Calculer la dérivée
d'une fonction composée

[ Calculez les fonctions dérivées des fonctions suivantes -

1) £i(x) = c05[2x+§]. 2) fi(x) = sln%-
3) f5(x) = cos(x?). 4) f,(x) = sin./x avec x> 0.

Les fonctions fj, /5, f5 et f; sont des fonctions composées g o u. Dans chaque
cas, il s'agit de reconnaitre les fonctions g et u qui interviennent.

1) g,(x) = cosx et u;(x) = 2x+ g-. ces deux fonctions sont dérivables
sur [§, donc d'aprés le théoréme 5, f; est dérivable sur R (comme g, est déri-
vable sur %" =R, d'apres la remarque 2 de la page ci-contre, il est inutile de
vérifier que u,(x) appartient a &’).

Pour tout réel x, gy(x) = —sinx et u;(x) = 2, donc:

f;().‘} =i —5in(2x+%’)x2 = —ESE"[-?X-F-;E].

2) g,(x) = sinx et u,(x) = ;; g, est dérivable sur R et u, est dérivable sur
R", donc f, est dérivable sur R* (théoréme 5).
Pour tout réel x, g;(x) = cosx et, pour tout réel x non nul, u;(x) = —%,

donc pour tout réel x non nul, fg’(x] = — #cos( ;].

3) gs(x) = cosx et ug(x) = x2, ces deux fonctions sont dérivables sur R

donc f; est dérivable sur K.

Pour tout réel x, g;(x) = —sinx et ug(x) = 2x, donc pour tout réel x,
fa{x) = —sin(x?) x 2x = —2xsin(x?).

4) g,(x) = sinx et u,(x) = Jx, g, est dérivable sur [/ et u, sur ]O ; +oo]
donc f, est dérivablesur |0 ; +oo[. Pourtout réel x, g{(x) = cosx et pour tout

réelx, x > 0, uz(x) = —I—F donc, pour tout x > 0, fi(x) = cosJ}x1—.

2./x 2./x

IRl Etudier la dérivabilité de f, en 0

1, est définie en zéro mais le théoréme 5 ne permet pas de conclure sur la
dérivabilité de f.

On revient alors a la deéfinition du nombre dérivé.

fa(0+ x) - f,(0) _ sin ./x _ sin Jx 1

Pour tout réel x, x > 0, % —
X X Jx Jx
: . i [
Or lim 2, = +oo et lim sin /X = 1 car lim 202 = 4.
=0 ,J} ¥=30 X xr=0 X
 sind/x
D'apres le théoréme de composition de limites, lim — = +oo et f n'est

x—=0

pas dérivable en zéro.

=+ EXERCICES 27 4 36



a) Dérivée d’une fonction
composeée (suite)

4.2 Dérivation de ./u

THEOREME 6 ®  y est une fonction strictement positive et dérivable sur .

Alors la fonction f définie par f(x) = J/u(x) est dérivable sur % et pour tout x
dans 9 :

Démonstration. f(x) = g(u(x)) avec g(x) = Jx. gestderivablesur @ = |0 ; +| doncfest
dérivable sur % car u est strictement positive et dérivable sur %.
)

2./

RESTITUTION

ORGANISEE DES
CONNAISSANCES

e

1

Pour tout x dans %, f'(x) = g'(u(x))xu'(x) avec g'(x) = —
Z'Ju{x}

etdone g'(u(x)) =

1

On en déduit f'(x) = ,.'j— xu'(x).

L_ 20u(x)

4.3 Dérivation de u” (n entier relatif non nul)

THEOREME 7® 4 est une fonction dérivable sur & et n un entier non nul.
1.Sin = 1, lafonction f définie par f(x) = [u(x)]" est dérivable sur % et pour
tout x de % :
f'(x) = nlu(x)]" "1 xu'(x).
2.8in = —1 et si, en outre, la fonction u ne s’annule en aucun point de %, alors
la fonction g définie par g(x) = [u(x)]" est dérivable sur % et pour tout x réel
de 9,

g'(x) = nlu(x)]" ' xu'(x).

Démonstration. 1. f(x) = h(u(x)) avec h(x) = x". Or pour tout réel x, h'(x) = nx"~1, donc

pour tout x dans %, h'(u(x)) = nlu(x)]" . D'ol pour tout x dans %4, Flix) = nlulx)]" 2 xu'(x).
2. Ecrivons  g(x) = (u(x))" = 0 (1}} et —n=1. Daprés le pointl., la dérivee de
ufx))=™"

x i (u(x))" est —n % (u(x))" 1 xu'(x). Donc, d'apres les régles de calcul de la dérivée d'un

: . y-r—-13 y” & .
quotient, g'(x) = n{“{')({":(x“_?”u LI l'uf;):i}'1 = nu'()ulx)]" 7,
c'est-a-dire : g'(x) = nlu(x)]"xu'(x).

5) Dérivées successives

DEFINITION 3 ® | f est une fonction dérivable sur %. Sa fonction dérivée f’ s'appelle fonction
dérivée premiére (ou d'ordre 1) de f (on la note parfois f! 1),

Lorsque f’ est dérivable sur %, sa fonction dérivée est notée f” (ou parfois
f(2)); f” est appelée dérivée seconde (ou d'ordre 2) de f.

Par itération, pour tout entier naturel n = 2, on définit la fonction dérivée
n-ieme (ou d'ordre n) comme étant la fonction dérivée de la fonction d'ordre
n—1, f1) = f’ et pour tout naturel n =2, f(n) = (fin-1))",

DERIVATION




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

?-_-__'_EIIIEII que EXERCICE RESOLU Appliquer le théoréme 6

sur le theoréme 6 _ _

- ENONCE

S un point g, u(a) =0, le Dans chacun des cas, déterminez la fonction dérivée de f.
théoréme 6 ne sapplique pas. 1
Pour savair 51 ./u est dérivable ou 1) fix) = Jx?+2x+3. 2) f(x) = JFT

‘nonena, il faut revenir a la définition

[ =) EXERCICE 36, p. 74

1) On peut écrire f(x) = ~/u(x), avec u(x) = x2+ 2x+ 3 (u est dérivable

sur [R).
L. La fonction f est définie lorsque u(x) = 0 et dérivable lorsque u(x) >0
Dérivée de u” (théoréme 6).
' Ladérivée de u", ne Z {0} est Cherchons alors le signe dutrinéme x? + 2x + 3‘ (voir lexique page 478).
A On trouve que ce trindme est strictement positif pour tout réel x (A = -8,
- toujours nu'u-'; mais lorsque ;
n< 0, faformule n'est valable que A < 0), donc fest définie et dérivable sur .

‘epour tout réel x de % tel que Pourtout rési . (3 = =221

u(x) # 0 ». ..t‘x2+2x+3'

2) On peut écrire f(x) = Ju(x) avec u(x) = Y Or uest dérivable sur R
ii i - et u'(x) = _5_3_”1)-2 De plus, u(x) > 0 pour tout réel x donc f est dérivable
estrécessaire de savoir ce qulest la sur R, &
dénvée seconde d'une fonction. W(X) _ XX 41

Pour tout réel x, f'(x) =

Létudede f* permet parfois d'obte-
~ nirlesigne de f'(x) lorsque celui-ci

2ux)  e+1)?

‘&t dfficle a déterminer par les EXERCICES 29 et 30, 34 et 35
moyens algébriques,

=} EXERCICEAD, p. 74

- EXERCICE RESDLH“ Appliquer le théoréme 7
En physique, la dérivée seconde per-

- met, par exemple, de définir la notion
- dacedlération instantanee. Dans chacun des cas, déterminez la fonction dérivée de la fonction f.

1) fix)=(x2+3x+1)% 2] fix) = cos?x. 3) fix) = !

(C+x+1)*
Notation en physique
Comme pour f*, on peut écrire: 1) On peut écrire f(x) = [u(x)]® avec u(x) = x? +3x+ 1.
d . df  dif La fonction uest définie sur [ et dérivable sur [R donc fest définie et dérivable
[f(x) = = A sur | et, pour tout x réel :

f(x) = 3[u(x)]2U(x) = 3(2x+3)(x? +3x+1)2

2) On peut écrire f(x) = [u(x)]? avec u(x) = cosx.
La fonction u est définie et dérivable sur [R donc f est dérivable sur R
{théoreéme 7) et, pour tout réel x:
| f'(x) = 2u(x)x u'(x) avec u’(x) = -sinx;donc f'(x) = -2sinxcosx.
‘ 3) On peut écrire f(x) = [u(x)]™® avec u(x) = x*+x+ 1.
Or pour tout x de R, le trindme x? + x + 1 est strictement positif (A = -3,
A<0).
Ainsi u est dérivable sur R et pour tout xde [, u(x) # 0. Donc fest dérivable
sur R (théoréme 7) et, pour tout réel x, f'(x) = =3[u(x)] *u’(x) avec
u'(x) = 2x+1, donc:

i —NEXER)
= (x2+x+1)%

EXERCICES 27,313 34

CHAPITRE 3




JTMEMO

Q La dérivation permet de lever une indé-
termination « E-».-
Lorsque I'étude de la limite d'une fonction
f en a conduit & une indétermination du
type « g'-», tentez d’écrire :

i - E0@
avec g dérivable en 0. i
@ Une formule fondamentale: lorsque
f(x) = glu(x)) alors

frx) = g'(ux) xu'(x) .

A AVOIR

Conséguences.
weelf

o Sif(x) = Julx) alors f'(x) = u:(x'_)
' 2. ju(x

o Si f(x) = u"(x) alors

f'ix) = nu'(x)u"Y(x).
Q Les théorémes de dérivation n'énoncent
que des conditions suffisantes. Lorsqu'ils ne
s'appliquent pas, il faut revenir a la défini-
tion du nombre dérivé.

=» EXERCICES RESOLUS 4 et 6

. =» EXERCICE RESOLU 5 |

DERIVATION
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Note

Euler décrit sa
méthode dans

« Institutionum
Caleuli Integralis »
de 1768, vingt ans
aprés I'apparition

TD

explicite de la fonc-

tion exponentielle
aans son « Traité
des infiniments
petits »,

Rote

D admet
l'existence d'une
felle fonction

Ivoir exercice 176,
thap 8),

1l Méthode d’Euler.

Résolution numérique de y’' = g(x)

Le but de ce TD est de se familiariser avec la méthode d'Euler qui sera utilisée en physi-
que pour construire des solutions approchées a des problémes du type f’(x) = g(x)
ou f est l'inconnue.

En mathématiques, on va se contenter de décrire la méthode car, a notre niveau, on ne
peut pas prouver que ce type de probleme a des solutions. De plus, onignore la précision
des valeurs approchées fournies. Euler note qu'a chaque étape, l'erreur peut étre rendue
trés petite en choisissant un pas assez petit, mais que les erreurs s'accumulent lorsqu'on
s'éloigne du départ. Cauchy, en 1821, donnera une majoration de l'erreur commise.

Le chapitre 8 sur I'intégration fournit des méthodes beaucoup plus performantes pour
répondre aux mémes problémes.

1 Principe de la méthode

fest une fonction dérivable sur un intervalle I telle que I'on connait seulement f” et la
valeur y, en un point x, de I (f(x,) = y, est appelée condition initiale).

On construit d’abord A,(x, ; ¥5). On choisit ensuite J Y -
un réel h, h > 0, voisin de zéro. (h est appelé le pas). L) i L BB /7‘1;‘
Par approximation affine locale, f(x,+ h) est voisin A S )
- v ¥ E Ul . ____1I .
de f(xy) +hf (x?}. On construit alors A,‘ d’abscisse Ao hF (xy)
Xy = xo+h etd'ordonnée y, = y,+hf’(x,). Yo "—"L— : |
De méme, a partir de A;, on construit 5 J!‘u g -
Ay(xy =x,+h;y,=y,+hf'(x;)) et ainsi de suite X=X +h
on construit les points A (x,;y,) tels que
Xop1 = X, +hety .. =y +hf'(x,) pourtout ne N,
Cette méthode s'implémente sur tableur ou sur calculatrice.
2 Etude d’un exemple
f est la fonction dérivable sur R telle que f’(x) = - et f(0) = 0.
+x?
- ’ i Z S h
1. Justifiez que la méthode d’Euler conduit a choisir y, , ; = y, + T
*a

2. Implémentez cet algorithme de calcul a I'aide d'un tableur pour différentes valeurs
de h et observez les courbes correspondantes a l'aide de I'assistant graphique sur
[0;10] puis sur |[-10 ; 10].

Méthode d'Euler pour h=0,1 sur
[-10;10]
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Etude de fonctions. Fonction auxiliaire

1 Etudier une fonction

Etudier une fonction f, c'est en général : préciser son ensemble de définition %,
étudier ses variations, ses limites aux bornes de %, rechercher les asymptotes a sa
courbe représentative €, tracer cette courbe.

Parfois, il apparait assez vite que f est paire, ou impaire, ou périodique, ce qui permet
de réduire I'ensemble sur lequel on étudie f.

2 Etude d’une fonction rationnelle

f est la fonction définie sur | =1 ; +=o| par:

1—%
fx) = 5.7 a '\ T y
‘€ est sa courbe représentative dans un repére ortho- 2
normal (O ; 1, j) (unité graphique : 4 cm). 5 |
A l'aide d'un logiciel, on a tracé ci-contre la courbe €. \ X
I étude qui va suivre permet de préciser le tracé gra- o 1

phique (en particulier I'allure de € sur l'intervalle
[0;1]) et d’obtenir des renseignements complémen-
taires sur €.

En effet, la courbe fournie par 'ordinateur ou la calculatrice ne donne pas toujours des
renseignements certains, mais des conjectures que I'on doit confirmer ou infirmer.
Néanmoins, outre les possibilités de conjecture, la vision de la courbe peut permettre
de déceler des erreurs grossiéres dans les calculs.

1. Calculez f’(x) pour tout réel x dans | —1; +e[ et vérifiez que f"(x) ale méme signe
que 2x? — 3x2 - 1.

POINT METHODE

Lorsque l'étude du signe de f’(x) est impossible par I'algébre, on étudie les variations
d’une fonction auxiliaire g afin d'en déduire le signe de f"(x).

2. On note g la fonction définie sur | -1 ; +oo[ par:
gix) = 2x3—3%*—1.
a) Etudiez les variations de g.

b) Prouvez que I'équation g(x) = 0 admet une seule solution ¢ sur ] -1 ; +eo| et que
o appartient a [1,6 ; 1,7].

¢) Déduisez-en, suivant les valeurs de x, le signe de g(x).
3. En utilisant les résultats précédents, dressez le tableau de variations de f.

4. Ecrivez une équation de la tangente A a ‘€ au point A d'abscisse 0.
Etudiez la position relative de la courbe € et de la droite A pour x de I'intervalle ] -1 ; 1].

5. Prouvez que ‘¢ est située au-dessus de sa tangente d au point d'abscisse 1.

B. Tracez €, Aetd.



Etude de la fonction tangente

Rappel

Les fonctions sin,
cos sont périodi-
ques, de période 2m
car

sin{k+21) = sinx
et

CO5{X+ 21 ) = COSX
Ilk E .:.:: I.

Les fonctions

2+ snfax+ b) et
A casigx +b)
sunt périodiques,
27,

de périnde e

Par définition, la fonction tangente, notée tan, est la fonction définie par :
: sinx
tan(x) = —— pour x# B +krm, ke 7.
cosx 2

Dans la suite, on note % 'ensemble de définition de tan.

POINT METHODE

Comment étudier une fonction trigonométrique ?

Les propriétés spécifiques des fonctions trigonométriques permettent souvent de
réduire l'intervalle d'étude de la fonction trigonométrique f définie sur r

S'il existe une période T, c'est-a-dire un nombre T strictement positif tel que pour
toutx de D, (x + T) est dans Sieet f(x+T) = f(x), on peut se limiter 4 étudier la
fonction sur un intervalle de longueur T.

Si la fonction est impaire ou paire, il suffit de I'étudier sur |:O : %‘} N %,

Pour obtenir la courbe sur d'autres intervalles, dans un repére orthonormal
(O;1i,j), onopeére ainsi :

@ si f est impaire, la symétrie de centre O donne la courbe sur [—% - D:| ;

® si fest paire, la symétrie d’'axe (O ; /) donne la courbe sur [—g ; 0},

puis des translations de vecteurs T; et T ; permettent d'obtenir la courbe sur
n'importe quel intervalle.
Ensuite, le plan d'étude est celui commun 2 toutes les fonctions.

La figure ci-contre représente le cercle trigonométrique G y
dans le repére (O ; OA, OR) orthonormal direct. — M AT

sinx }-----:= :
1. x est un réel de %, M est le point associé a x sur ‘€. / N
T est le point d'intersection de (OM) et de la droite d tan- f |

genteen Aa (.

=
s cosx | A x

a) Calculez, en fonction de x, le coefficient directeur de
la droite (OM). b | S

b) Déduisez-en les coordonnées de T.
2. Démontrez que pour tout xde %, tan(—x) = —tanx et tan(x + T) = tanx.

3. a) Démontrez que tan est dérivable sur %. Calculez tan’(x) pour tout x de 9.

b) Etudiez la limite 4 gauche en g de la fonction tangente.

Sl o n
c) Etudiez les variations de tan sur [O : 5[

4. ATaide des questions précédentes, justifiez chacune des cing affirmations suivantes :
1 .

cos?x

® tan est une fonction impaire et -périodique. Sa courbe est donc symétrique par rapport

@ tan est définie et dérivable sur % et tan’(x) = 1+ tanZx =

a l'origine du repére et invariante par translation de vecteur kni, ke Z.

2 i’ 2 ! e N "
® Les droites d'équations x = 5+ km; k € 4 sontasymptotes verticales i la courbe repré-

sentative de la fonction tangente.

dl
O
2
o]
>
<
2
=




=

o

=) @ Son tableau de variations est : ® Sa courbe représentative est :
; ] ? I - ]

[ y T ]
< n ' =i
> X 0 5 = - [
é 2 B : | | |
b= (tan)” + | : : s — :

— _3% | Lg T 1B/ 3 X
» 7 | 2 | 2! 2] 2
tan _— : ! | / !
= 9 ‘ !J‘ T I .

Tangente verticale.
Fonctions irrationnelles

1 Tangente verticale a une courbe

1. Cas géneéral

f est une fonction non dérivable en un point a de % .

Si f est continueen a et lim ’w
E=ra =

tive de fdans un repére orthogonal admet une tangente verticale au point A(a ; f(a)).

= +eo (ou—e2), alors la courbe G, représenta-

Géométriquement, lim M =,

X —a X—a
«f continue en a» signifient que les coefficients
directeurs des sécantes issues de A tendent vers +co,
donc que ces sécantes «tendent vers la droite »

+oe (gu —e9) et y A

d'équation x = a. flaf-----+4

2. Cas de la fonction racine carrée

s Y

0 a

Vous savez que f: x — \/.;: est non dérivable en 0 et
que [ est continue en (.
Prouvez que l'axe des ordonnées est tangent a ‘G a I'origine du repére.

2 Etude de la fonction f: x— x./x(2 - x)
1. a) Vérifiez que f est définie sur I'intervalle |0 ; 2].
b) Prouvez que fest dérivable sur |0 ; 2[.

Calculez f'(x) pour tout x de l'intervalle |0 ; 2[.
flx)

2. a) Quelle est la limite de = quand x tend vers 0 ?

b) Déduisez-en que f est dérivable en 0.
f(x)
x —

b) La fonction f est-elle dérivable en x = 2°?

3. a) Quelle est 1a limite de lorsque x tend vers 2 ?

4. On note € la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ; 1, ).

a) Etudiez les variations de f.
Dressez son tableau de variations.

b) Précisez les tangentes i ‘¢ aux points d’abscisses 0 et 2.

c) Tracez la courbe €.

DERIVATION




Limites et dérivées

1 Principe

7
el
4
=
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>
<
S
|

Supposons qu'une fonction f soit telle que, pour tout x d'un intervalle ouvert conte-

nanta, x#a, f(x) = (xi : a{a) - Supposons de plus la fonction g dérivable en a.

Alors, faune limite en a et lim f(x) = g'(a).

x—a

En effet, f(x) estle taux de variation de g entre a et x. Puisque la fonction g est dériva-
ble en a, ce taux de variation a une limite en a, qui est g'(a). (Cest la définition du
nombre dérivé de g en a.) D'ot I'assertion.

: i A 0 .
SALALULDEIR Pour lever une indétermination de la forme « = » pour une fonction

f en un point @, on peut tenter d'écrire f(x) = (xi : a(a) avec g dérivable en a.
Alors lim f(x) = g'(a).

Xx—a

'2, Applications

. o (1+x)°-1 i e
1. fest la fonction définie par f(x) = ~——————- Lalimite de f en 0 conduit a une
forme indéterminée.
En posant g(x) = (1 +x)°, calculez la limite de fen 0.
2. On se propose d'étudier la limite en g de la fonction f définie par f(x) = msi-
x ——
2

a) Vérifiez que I'on est en présence d'une forme indéterminée.
n o Pron b
b) Remarquez que cos 5= 0, déduisez-en que la limite de fen 5 est égale au nombre

. . . T N
dérivé de la fonction cosinus en 5 Quelle est cette limite ?

3. Dans chacun des cas, étudiez la limite de la fonction f au point indiqué.

a) f(x) = -tm—x;—l; en g- b) f(x) = E%; en T-
x—..-.

4

Dérivée a gauche et a droite (point anguleux)

' cas général : définition d’une demi-tangente
Lorsque la fonction f est continue sur un intervalle contenant a et lorsque la fonction

x> ﬂ%:zﬂ admet une limite { a droite en a, on dit que la fonction f est dérivable

i droite en a. On note f(a) lenombre €, qu'on appelle nombre dérivé a droite de fena.
On définit de facon analogue la dérivabilité a gauche en a et le nombre dérivé a gauche
fola).

Lorsque fi(a) (resp. fg'( a)) existe, la courbe représentative de f admet une demi-tan-
gente a droite (resp. a gauche) en A(a ; f(a)). Le coefficient directeur de la demi-tan-

gente 4 droite (resp. a gauche) est fi(a) (resp. f;(a)).
CHAPITRE 3




Lorsque fila) # fg’i a), on dit que A est un point anguleux. y A
On démontre, et nous 'admettrons, que lorsque f(a) = ff': (a)

R ’ ’ ’ : -H"'Fﬂ_ﬂ_-
alors fest dérivableen aet f'(a) =f (a) =fg(a). X 6

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f
soit dérivable en un point g, intérieur a un intervalle [, est que :

f admette une dérivée a droite en a, une dérivée a gauche en a a0 X
et que ces deux dérivées soient égales.

il
o
=
(=
>
<
2
[

‘2 Etude d’un exemple

f est la fonction définie sur R par f(x) = f;l;-t-zl

1. Etudiez la dérivabilité de f a droite en zéro, puis écrivez une équation de la demi-tan-
gente a droite en A(0 ; 2).

2. Etudiez la dérivabilité de f a gauche en zéro, puis écrivez une équation de la
demi-tangente a gauche en A.

Optimisation

Note La statue de la Liberté, haute de 150 pieds, est posée sur un piédestal de 150 pieds.
gﬂ?ﬁfﬁfﬁfﬁﬁ; Nous vous proposons de trouver a quelle distance de la base du piédestal, il faut placer
calculus, Springer- un appareil photo pour que I'angle sous lequel on voit la statue dans l'objectif soit le
Yetag plus grand possible. L'objectif de 'appareil est a 5 pieds du sol, supposé plat.
Pour cela, notons x la distance de 'appareil photo ala statue. Les angles 8, a,, 3 (exprimés
en radians), indiqués sur la figure, sont fonctions de x.
Nous supposerons que la fonction x — 6(x) est dérivable sur |0 ; +oo[.
150
o 150
Formule 1. Exprimez tanct(x) et tanff(x) en fonction de x.
tania—b) Pui L. + 0(x) (x) ﬁ[ < rifi - 150x
s uis, en écrivant que B(x) = o(x) — B(x), vérifiez que tanB(x) = .
- e b i ’ ¥ ) ¥ (295x145)
aveca, b, a- b dif- 2. Posons f(x) = tanB(x).
Ff’f";_s de 5 b i a) Démontrez que f est dérivable sur 0 ; +==| et donnez sa fonction dérivée.

Déduisez-en que :
150((295 % 145) — x?)

2 ! =
[1+ tan“B(x)]0°(x) = (x? + (295 x 145))2

b) Donnez le tableau de variations de 8.
Démontrez que 08 admet un maximum sur |0 ; +=e[, puis concluez.



Dérivation et cinématique

Note

itt) = x ()1 est
le vecteur vitesse
de) = vt est
le vecteur accéléra-
tion,

Un point M suit une trajectoire rectiligne et sa position est déterminée par son abscisse

x(t) (t est le temps) dans un repére (O ; 1) de cette trajectoire.

i x(r)
0 M X
i > . 0 7 dx
« Sa vitesse instantanée i l'instant test w(t) = x'(t) = —-
dt
N P . dv
« Son accélération instantanée a l'instant t est a(t) = v'(t) = =

Un réservoir d'eau a la forme d'un cone de révolution ren-
versé. Sa hauteur est 4 métres, le rayon de base est
2 métres. Il est rempli d’eau selon un débit constant de
40 litres par minute.

Quelle est la vitesse instantanée du niveau de I'eau, a l'ins-
tant ou ce niveau est de 1 métre ?

1. Mise en équation du probléme

a) Que demande-t-on ? La vitesse instantanée du point B a
un instant précis. Notons h(t) la hauteur du niveau d'eau
aladate t ; alors cette vitesse instantanée est h'(t).

On demande h'(t;), t, étant la date telle que h(t,) = 1.

7
habd
O
=
=
<
e
2
}-_

b) Que connait-on ? Le débit instantané. Par définition, ce débit est V’(t), lorsque
V(t) désigne le volume d’eau fourni a la date ¢. Il est constant, d’aprés I'énoncé.

On connait aussi les dimensions du réservoir.

2. Résolution
a) Prouvez que V(t) = %R h3(t).

Aide. Exprimez d'abord r en fonction de h (voir la figure).

4v'(t)
nh?(t)
c) Calculez alors une valeur approchée de h'(t;).

b) Déduisez-en que lorsque h(t) #0, h'(t) =

CHAPITRE 3 -




Maitriser le cours

' ﬂf(x} = ./x, pour tout réel x positif.

|
| /A laide de la repré-
P n festla fonction définie sur R par: sentation graphique de la

f(x) = Jx2+ 3. fonction fci-contre, donnez ./
| les valeurs de:

-« RQ), f(=1) et f(2),

a) Vérifiez, que pour tout réel h, h = 0,

LR e O o « f(0), f/(=1) et .
h Jh2+2h+ 442 £(2).
b} Déduisez-en que fest dérivable en 1 et précisez f'(1). *
L=r Aide. Voir I’exercice résolu 1, page s5. Pour les exercices ] a [, dans chacun des cas,
calculez la fonction dérivée de la fonction f en pré-

, n festune fonction dérivableen 2 telleque f'(2) = 1 cisant le domaine de validité de vos calculs.

et la courbe représentative de fpasse par A(2 ; 3). B3 Aide. Voir les exercices résolus 3 et 4, page 57.
Donnez une équartion de la tangente & cette courbe au 5

point A. = X3-Zx2-5x+4

__.“al f(x) 5X4=5x

u=" Aide. Voir 'exercice résolu 2, page 55.
X*=-3+x-1

BOn a tracé ci-dessous la courbe ‘6 représentative 6

d'une fonction f définie sur [ et dérivableen x = 0. La -a} f(x) = 20x2+03x+0. 0 réel.
tangente T en A(0; 2) a € a pour équation y = 2 —x.

b) fix) =

b) f(B8) = 20x? +0%x+ 0, xréel

2 =
) roo = 221 gy g = X X2

, X2+ 1 x+1
- EET }os 1
11 R = b (x4 1)

Pour les exercices [[F] a [, dans chacun des cas,
calculez la fonction dérivée de la fonction f sur
I'ensemble % indiqué.

1. Précisez f(0) et f'(0).

2. x est un réel non nul. Interprétez graphiquement le u=" Aide. Voir les exercices résolus 3 et 4, page 57.

|
nombre 1X)=2,
_ x. fx)=2 -alf{x1=x+xcosx; % = R.
3. Justifiez I'existence et donnez la valeur de xll_r?ﬂ—}—- | B) fidi= cosxsin: % = R
sinx =
Pour les exercices ] a [, écrivez une équation de ‘ m a) fix) = = % = R-{0}.
la tangente a ‘¢, au point d'abscisse 1. T 1 o :|_ T E[
£ Aide. Voir I'exercice résolu 2, page 55, ‘ cosx' ' 24217
_ _fosx . g _[p.E
n fix) = 1;, pour tout réel x non nul, | ma] flx) = sinx—-1" = [ '2['
1+ sinx &
= — = R
- f(x) = X3+ x? pourtout réel x. ' B ) 24 cosx’ #

- DERIVATION



Pour les exercices a il dans chacun des cas, L'une des courbes ci-dessous est-elle susceptible de
écrivez une équation de la tangente a la courbe représenter f'?
de f au point d'abscisse indiquée.

£F Aide. Voir 'exercice résolu 2, page 55. 0 Y }K & |y i\
. Mu ! + 1 1 | L
| | | 2 ]
I B R 1 T 7 [ T
IEMa) f(x) = X3+ x2-3x; a=0. {1 ¢ V1 : .
Lt 1 -1 N\ 11
b) f(x) = xJ/X; a=1 T | Tx o I | x
= Il N\ |
: 1 i 1 | R I
Ba0=5—:  a=0 | : 1
X
b) fix) = : a=0. )
WK X+ 1 ’ m,fest la fonction définie sur [ par:
_ - 1. Etudiez les variations de f et ses limites en —e et
h_} fix) = xcosx; a=z an -+69;
- . _ , 2. fadmet-elle des extrema locaux ?
.*t- est la courbe représentative de la fonction f i "
W Bk 3. fest-elle bornée sur It ?
définie pour tout x=—1 par f(x) = e
1, Existe-t-il des tangentes & ‘€ paralleles a la droite .~ m fiestin fonmu: desinie pourRsE | pa:
déquation y = —4x? f(x) = m, avec g et bréels.

x—=1
Le but de I'exercice est de trouver (s'ils existent) les réels
getbtelsque f(—-1) estunextremum local et cet extre-
. mum local est nul.

2. Existe-t-il des tangentes & ¢ paralléles 3 la droite
d'équation 3x— 2y = 07

Elustifiez les approximations affines locales en zéro

suivantes. 1. Pourquoi f'(-1) = O et f(-1) = 07
a) (1+x)3=1+3x b) /T+x=14+ X 2. Trouvez allors a et b, puis vérifiez que la fonction
2 obtenue convient.
cli—:u-i—x. d) sinx=x.
14x

m f est lafonction définiesur Rpar fix)=x3-3x+1.
1. Déterminez les limites de f en +== et en —o=.

2. Etudiez les variations de f

3. Démontrez que l'équation f(x) = 0 admet trois

solutions.
r Dans chacun des cas suivants, étudiez les varia- 4. Donnez un encadrement d'amplitude 10~ de chacune
tions de f. des solutions.
aj fix) = 2x%-27x+ 7. p=r Aide. Voir 'exercice résolu 5, page 59.

b) f(x) = (2x-3)J/x.
) fix) = (x=3)(x=2)(x+1).
d) fix) = x+ cosx.

_-f est la fonction définie pour tout réel x par:
L f(x) = 3x*+4x3-12x2 + 4.

1. Dressez le tableau de variations de f.

2%—3 y i .
e) fix) = s 2. Indiguez le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0.
11 3. Pour chaque solution, donnez un encadrement
fl fix) = i d'amplitude 107",
af

=" Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 59.
La courbe ¢ ci-dessous est la courbe représenta-

tive d'UﬂE fﬂ}ﬂcﬂﬂﬂ f déﬁﬂIE sur H et dél’ivabie Sur | m n est un entier ﬂature] non nul. aestun rée!
R-[-1;1h 1. Etudiez, suivant la parité de n, les variations de la
y4 L fonction f, : x > x".
: . 2. Etudiez les limites de f,, en 'infini.
-1 / 3. Discutez suivant les valeurs de n et de g, le nombre
H\{D 1 LI - de solutions de I'équation d'inconnue x, x" = a.

g Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 59.



Pour les exercices a [EI}, calculez la dérivée
de la fonction sur I'ensemhle ‘.-"D indiqué.
£ Aide. Voir les exercices résolus 6, 7 et B, pages 61 et 63.

a] f(x) = (x2+2x-3)%; D =R
_TER Y. e
b) f(x) = (x+2] @ = R-{-2}.
c) flu) = (2u+3)2; % = R.
d) f(u) = (3u=1)3; 9 = R,
mal fix) = cos2x: 9 = R.
T\ -
b) f(x) = (3x-3], G = R.
¢) f(t) = sin[;—;); 9 = R.
29 B f(x) Jé-x; G = |-oo; 4.
b) fix) = G =
c) x) = { 3" G = 1-2; 40|
t+1 —
d) x(t) = St ¥ = 1-1;2]
-a} f(x) = kxJx*+1, kréel; G =R
b)) = 231 . % = R.
SR+
31 YO ‘2““]’3. G = R—{—%}.
b) f(x) = (3x-1)%(1-2x)%; G =R
Eﬂa] flt) = cos?t; 9 =R
b) f(x) = sin’x; G = R.
[8]a) 16) = tan(30); @ = [0 5]
b) fix) = tanix;: 9 = FO:EF
mal f(x) = .fcosx; ‘.‘ﬁ=-0;g :
h t) = SiLzr- N o= [ 'E-
It === @ =105

BBl Araide de a calculatrice, on a représenté les courbes

déquations y = /x> -x+1ety = —%x?+x+%.

- DERIVATION

1. Que pouvez-vous conjecturer pour ces deux courbes
au point d'abscisse 17

2. fet gsont les fonctions définies sur R par:
fix) = Jx2—x+1 et g(x) =

a) Démontrez que fet gsont dérlvabtes surli®
b) Calculez f(1); g(1); f'(1) et g'(1).
c) Démontrez votre conjecture.

1
_ L 1
a2

mﬁ_fﬁi* ~ le théoréme 6
3

fest la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = 1“—:‘ ;
1. Pourquoi le théoréme 6 permet-il d'affirmer que [
est dérivable sur |0 ;1] ?
2. festdéfinieenOet f(0) = 0, on se pose alors la
question : f est-elle dérivableen 0 ?
a) Pourquoi le théoréme 6 ne permet-il pas d'apporter
de réponse?

b) On pose alors, t(x) = w pour tout X
dans |0; 1[. o
Etudiez la limite de la fonction ten zéro.
I = r'l-ll—n i
4 * | '..

Pour les exercices et [E[}, dans chacun des cas,
calculez les dérivées d'ordre 1, 2 et 3 de la fonction f
indiquée. Précisez, chaque fois, sur quel ensemble
votre calcul est valable.

,-il] f(x) = x3—-2x2 4 x-1.

b) f(x) = x./x.

c) fix) = e

-al fix) = cos2x+ sin2x.
‘I

b) fix) = PP

. m fest la fonction définie sur K par:

fix) = x+ J1+x2
1. Vérifiez que pour tout réel x, ./1 + x2 x f'(x) = f(x).
2. Déduisez-en que pour tout réel x,
(1 +2)f"(x) + xf'(x) - f(x) = 0.

m fest la fonction définie sur H par:

& g dlaela
fix) = 121"‘+6x + 35X +x-1.

1. Calculez pour tout réel x, f*(x) et f”(x).

2. a) Déduisez-en le signe de f'(x).
b) Dressez le tableau de variations de la fonction f.



A_p_)prendrs::z a chercher .

=T

m Lieu géométrique
Dans un repére orthonormal (O ; 7, /), M est le point de
coordonnées (m;0) avec 0=m=3, Nest le point

de coordonnées (0 ;n), n=0, tel'que MN=3etlle
point du segment [MN] tel que MJ = 2.

Objectif : déterminer et tracer le lieu ¥ de J lorsque m
décrit lintervalle | 0 ; 3].

1. C'est un probleme de lieu géométrique analytique
[voir la partie Types de problémes et raisonnements,
fiche ], page 460). On va donc calculer d'abord les coor-
données (x ; y) de J en fonction de m. On peut penser
authéoreme de Thalés, mais le plus simple semble étre
l'utilisation des vecteurs,

a) Prouvez que 30) = OM + 20N,

b) Démontrez que n = ./9 m? Déduisez-en les
coordonnées ( x ; y) de J en fonction de m,

2. Pour obtenir une équation du lieu de J, on cherche
une expression de y en fonction de x, indépendante du
nombre variable m.

Prouvez que y = Eﬁ — x? etdonc que J appartient a
la courbe représentative ‘€ de la fonction f définie sur

[0;1]par f(x) = 2.1 - x2.

3. I reste maintenant & répondre a la question - J décrit-il
toute la courbe € lorsque m décrit l'intervalle [0 : 3] ?

a) Prouvez que x appartient a l'intervalle [0 1].

b) Quel est donc le lieu de J ?

¢) Etudiez les variations de f et la dérivabilité de f au
point 1. Tracez ‘€ et f.

mFonctions et ensembles de points

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O ; 7. j). On
note I 'ensemble des points M(x ; y) tels que ;

X =2x+4yr =3 [1]

Objectifs : prouver que I est 'ensemble réunion de
deux courbes ‘€, et “€, représentatives de deux fonc-
tions f, et f,, puis tracer I".

1.1l sagit de prouver que l'ensemble " des points
M(x;y) est égal a 'ensemble réunion de deux courbes
£, et'e,. llfaut donc prouver que « M( x; y) appartient a
['nequivaut a « M(x; y) appartient a la réunion de ‘¢, et
£ donca « M appartient 3 ‘¢, ou & €, » (voir Le voca-
bularre de la logique, fiche C, page 450). 4

Si €, et ‘€, sont les courbes représentatives de deux

fonctions f; et f,, elles ont donc pour équations

respectives y = fi(x) et y = f,(x). ll s'agit donc de

trouver deux fonctions f; et f, telles que « Les coordon-

nees (x; y) de M sont telles que x? - 2x+4y? = 3»

équivaut a « Les coordonnées (x: y) de M sont telles

que y = fi(x) ouy = fH(x)»

- X2+ 2%x 43
s

b) Onsaitque y?=a équivauta y = Jaouy = —./a,

mais seulement lorsque a= 0. Pour quelles valeurs du

réel x, — x? 4+ 2x + 3 = 0 (voir lexique, page 00) ?

c) Déterminez f,(x) et f,(x).

a) Veérifiez que [1] équivaut & y? =

2. llreste & étudier les variations de f, et f,, puis a tracer
%, et*€, . On note f; la fonction définie sur |1 ; 3] par :

= ______«a—xz-!‘-?h-l-.‘i
a) Vérifiez que f, est dérivable sur |1 ; 3[.
b) Calculez f)' (x) pour tout xdans |—1; 3[.
c) Etudiez la dérivabilité de f, aux points —1 et 3.
d) Dressez e tableau de variations de f,. Tracez 6.

3. On peut ensuite, pour tracer ‘G, étudier les varia-
tions de la fonction f,, mais ce n'est pas utile dans le cas
présent, car pour tout x dans [-1; 3], f(x) = —f;(x).

Par quelle transformation géométrique, €, est-elle
limage de ‘6, ? Tracez €.,

m L'inégalité de Huygens
Objectif : prouver que pour tout réel x dans l'intervalle

= [o;g[, 2sinx+tanx =3x  [1].

1. Une solution par la trigonométrie semble impossible,
d'ou l'idée de ramener le probléme & celui de I'étude
d'une fonction, plus précisément de la fonction f définie
surlpar:

fix) = 2sinx+ tanx—3x.

Justifiez que le signe de f’(x) sur |l est celui de :
2cosix—3cosix+ 1.

2. L'étude du signe de f’(x) pour x appartenant a |

revient a celle de 2cos®x—3cos?x+ 1 pour cosx

appartenanta |0 ; 1]. D'ou l'idée, pour trouver ce signe,

d'étudier sur |0; 1] le signe du polynéme P tel que
P(X) = 2X3-3X2+1.

En étudiant les variations de P sur |0 ; 1], vérifiez que

P est pasitif, puis concluez,




Pour progresser

mDans chacun des cas, ‘€ est la courbe d'une fonc-
tion f A est le point de ‘€ d'abscisse 2.

En vert, on a trace les éventuelles tangentes ou demi-
tangentes a ‘€ en A,

yA y A

150 o) x _____ | A%
1 T
A
0

olni=

1. La fonction fest-elle dérivableen 2 7

2. Précisez, si possible, le nombre dérivé (éventuelle-
ment a droite ou a gauche) de fen 2.

657 Aide. Voir les exercices résolus 1 et 4, pages 55 et 57.

m Les fonctions suivantes sont-elles dérivablesen 07

a) f(x) = x2./x. b) f(x) = x|x|.
=5 Aide. Voir les exercices résolus 1 et 4, pages 55 et 57.

/-m La fonction fest définie sur R par f(0) = O etpour

1
tout réel x non nul, f(x) = xzcos;-

1. fest-elle dérivable en 0 ?
2. Calculez f'(x) pour x non nul.
=5 Aide. Voir les exercices résolus 1 et 4, pages 55 et 57.

1. Calculez Ia fonction dérivée de la fonction f défi-
nie pour tout x= 1 par:

X241

=7

2. Déduisez-en la dérivée de chacune des fonctions sui-
vantes.

flx) =

alg: x— b)h: x+—

x—=1 =l

X+ 1 x4
. —

- DERIVATION

2
c)k: x— o +1-
x=1
{2
d}m;xHM.
sinx— 1

o= Aide. Ecrivez chacune des fonctions sous la forme
fou ouwaf.

Pour les exercices KL a E, dans chacun des cas
calculez la dérivée de f en précisant sur quel
ensemble votre calcul est valable.

ma) fix) = cos32x.

b) f(x) = sin?3x

a0 = —

sin?2x
1

b) fix) = cos’2x

m p et g sont deux entiers naturels,
flx) = sinPxcos9x.

m ® 1. Si une fonction f paire est dérivable, quelle
" est |a parité de f*?

2. Si une fonction fimpaire est dérivable, quelle est la
parité de f'?

Pour les exercices a [E}, vous pouvez vous
reporter a la partie Types de problémes et raisonne:
ments, fiche K, page 461.

m ® g et b sont deux réels. On note f la fonction

/ définie sur [} par

3x3+ax+b

ST

et ‘¢ sa courbe représentative dans un repére. )
Existe-t-il des réels a et b tels que la tangente a € au
point d'abscisse O a pour équation y = 4x+37

f(x) =

m ® gestunréel. Onnote f la fonction définie surf

Jpar fix) = ax®+3x2+ 3x.

Existe-t-il un réel a tel que la fonction f a un extremum
local pour x=17?

m ® fast uné fonction définie sur [, deux fois dérivable

“En outre :

« fl0) = 0; f(0) =1;

« [ estcroissante sur [0 ; +<<[ et décroissante sur |—e=;0]
Tracez une courbe ‘6 qul, d'aprés ces seuls renseigne
ments, est susceptible de représenter cette fonction f



Pour les exercices [E5 et [, donnez le nombre de
solutions de I'équation proposée, et un encadre-
ment d'amplitude 102 de chacune des solutions.

03 Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 5g.

m'xE—x3+x—5 =0,
m* X(2x+1)? = 5.

. ® fest la fonction définie surl=]1;+e=[ par:
fx) = ——— Jx.
x—1

#

1, Etudiez les variations de fsur .

2. a) Déduisez-en que I'équation f(x) = 0 a une solu-
tion unigue o dans l'intervalle |1 : 21

b) Donnez une valeur approchée de oc a 1077 pres.

Dérivées successives SRS
m ® | a fonction fest définie sur [% par :
flx) = xcosx.

1. Pour tout réel x, calculez f'(x), f*(x), F3(x).

2. Démontrez par récurrence que, pour tout entier
naturel n non nul, pour tout réel x -

fin(x) = xcos[x+ 2—“)+ncos[x+{n—1]g)_

m : La fonction fest définiesur R—{—1;1} par:

/ _ 2x
= x-1

1. Trouvez deux réels aet b tels que pour tout réel x
dans B-{-1:1},
4] b
AX) = —+—
) x=1 x+1
2. nest un entier naturel non nul.
A l'aide du résultat précédent, donnez I'expression de

fio(x).

mlLe graphique ci-aprés représente, dans un
repére arthonormal, la branche d'hyperbole d'équation

= % avec x > 0.
Aest le point de coordonnées (1 ; —1) et M de coordon-
nées [x; 1 J

X
Le but de cet exercice est de déterminer, s'il existe, le
point M pour lequel la distance AM est minimale,

1. a) Justifiez que «AM est minimale» équivaut a
« AM? est minimale ».

b) Calculez en fonction de x, d(x) = AMZ.
2. Démontrez que pourtout x >0, d’(x) = ou
fest un polynéme de degré 4.

3. Etude de f

a) Etudiez les variations de f surl=]0;+eo].

2f(x)
5

b) Deémontrez que I'équation f(x) = 0 admet une uni-
gue solution ¢ dans |.

Déterminez un encadrement de o, d’amplitude 10-2.

c) Déduisez-en le signe de fsur .

4. Déduisez de ce qui précéde les variations de d et
concluez,

3. Justifiez que si M est le point le plus proche de A alors
(AM) est perpendiculaire a la tangente en M a I'hyperbole.

m . Lorsqu'on wveut équarrir un tronc

d'arbre de maniére a donner a la poutre obtenue la plus
grande résistance possible a la flexion, on se garde bien
de la faire de section carrée, mais toujours « plus haute
que large ». Si la base est x et la hauteur h, on montre,
en Mecanique, que la résistance est d'autant plus
grande que xh? est grand.

A. fest la fonction définie sur [t} ; %J par:

f(x) = - x5+%x.
‘£ désigne sa courbe représentative dans un repére
orthogonal (O ;i j) (unités graphiques: 2cm sur
(O:1):1cmsur (0 ;f)}.
1. Calculez f’ et dressez le tableau de variations de f

2. Ecrivez une équation de la tangente ty ala courbe € au
point O ainsi qu'une équation de la tangente t, & la courbe

‘¢ au point A d'abscisse é. puis étudiez sur (0 ; g}

2
la position de € par rapport a t; et par rapport a t,.
3. Construisez les tangentes t, et t,, puis €.



B. Application

Dans cette application, les lettres D, x, h désignent des
longueurs exprimées en metres.

On suppase que le diamétre D du tronc d'arbré mesure
1.5 métre.

1. Expliquez pourquoi x* + h? = %
2. Calculez xh? en fonction de x.
3. En utilisant la partie A de ce prabléme, trouvez x et h

de fagon que la poutre ait le maximum de résistance a
la flexion.

m : Dans un repére orthonormal (O ; f,j-),
/ on considére le cercle ‘¢ d'équation x*+ y? = 1 etle

point | de coardonnées (1 ; 0),
M et N sont deux points du cercle € tels que (MN) L (OF)
et H est le point d'intersection des droites (Ol) et (MN),

1. Caiculez l'aire du triangle MNI en fonction de x.
2. fest la fonction définie sur [—1 1] par:

fix) = (1-x)41- 2.
a) Trouvez les valeurs de faux bornes de son ensemble
de définition.
b) Etudiez la dérivabilité de la fonction fen —1 eten 1.
Déduisez-en une équation des tangentes a la courbe ¢,
représentative de faux points d'abscisses -1 et 1.
c) Etudiez le sens de variation de la fonction fet donnez
son tableau de variations.

d) Tracez la courbe €, dans un repére orthonormal
{unité graphique: 10 cm).

3. Pour quelle valeur de x 'aire du triangle MN| est-elle
maximale ?
Quelle est cette aire ?

4., Déterminez a 0,01 prés, pour quelle valeur de x, autre
que zéro, l'aire du triangle MNI est égale a 1.

By g e e St
et T '_l_l:

EE

m ® Courbes asymptotes
~ A. fest la fonction définie sur R — {-2} par:

x*—3x-6

X)) = 5559

- DERIVATION

‘¢ est la courbe représentative de f dans un repére
P
orthonarmal.

1. Démontrez qu'il existe deux réels a et b tels que
pour tout x# —2,

b
— < T
fix) alx—1) e
2. a) Etudiez les limites de faux bornes des intervalles
de définition.

b} Dressez le tableau de variations de f,

B. On appelle I' la parabole d'éguation y = %(x -1)%
x est un reel différent de —2.
P est le point de I' d'abscisse x et M le point de € d'abs-

Cisse X.

1. Calculez les coordonnées du vecteur PM
Déduisez-en que lorsque x tend vers +eo U —oo, la dis-
tance PM tend vers 0. Interprétez graphiguement ce
résultat.

2. Tracez sur le méme graphique les courbes I et ‘6.

= Vocabulaire. On dit que la parabole T" est une courbe
asymptote a €.

_ ® Résolution graphique d'équation
fest |a fonction définiesur [ — {2} par:

€, est sa courbe représentative.

1. Etudiez les variations de f

2. a) Justifiez que |a droite d d'équation y = x+ 3 est
asymptote a ‘€ et etudiez leurs positions relatives.

b) Tracez d puis ;.
3. a) En utilisant :f—ff, déterminez, suivant m, le nombre
de solutions de I'équation x2 + (1 -m)x+2m = 0.
b) Déduisez-en alors, suivant m, le nombre de solutions
de l'équation :

cos(2u) +2(1 —=m)cosu+4m+1 =0
avecue [0:2r[.

r L5l  Famille de fonctions
Pour tout entier naturel n= 1, on note f la fonction
définie sur [/ par f (x) = (x%—2x)"
1. Calculez les limites de f,, en —se et en +ee.
2. Etudiez les variations de [, (distinguez les cas n pair et
nimpair).
3. On note G, la courbe représentative de f, dans un
repére orthenormal (O ; . j).
Vérifiez que la droite d'équation x = 1 est un axe de
symeétrie de €, puis que '€, passe par guatre points
dont les coordonnées ne dépendent pas de n.
Calculez les coordannées de ces guatre points.

4. Tracez dans le méme repére ‘6, et ‘6.



m : Lieu géométrique
fhestun réel, &> 0. f, est la fonction définie sur
|=]0 ;402| par:

; estsa courbe représentative.

1, a) Etudiez les limites de f, aux bornes de |.

b) Démontrez qu'il existe une asymptote oblique d a 6,
gl étudiez leurs positions relatives.

2. a) Erudiez les variations sur | de f;.

b) Démontrez que f; admet un minimum atteint en un
féel que I'on note x;,.

3, P, estle point de €, d'abscisse x,,
a) Démontrez que I'ensemble des points P; est inclus

dans la droite d'équation y = %’x.

b) Quel est I'ensemble des points P, lorsque A décrit | ?

.' . f est la fonction définie sur 'ensemble
e =41 U [0 +oo] par:

fix) = x+1+./x2+ 4x.
€ est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal (O 1, j).

I, Calculez les limites de f en +e< et en — oo,

2, Prouvez que la droite d d'équation y = 2x + 3 est
asymptote a |a courbe '€ en 4o

3. fest-elle dérivable en 0 ? en — 4 ?

4. Caleulez f'(x) pour xdans |—eo; —4[ U |0 ; +5o|.
3. Dressez le tableau de variations de f.

B. Tracez les asymptotes, puis la courbe €.

/m : Trouver une fonction

F est une fonction définie et dérivable sur R telle que
1 4

1+x2

0On admet que cette fonction existe et on ne cherchera

pas ¢ donner une expression de F(x). ‘€ est la courbe

representative de F dans un repére orthonormal.

F(0) = O et pour tout réel x, F'(x) =

I, Gest la fonction définie sur R par -

G{x) = F{x) +F(-x).
a) Justifiez que G est dérivable sur [% et calculez G’(x)
pour tout réel x.
b) Calculez G(0) et déduisez-en que F est une fonction
impaire.
2, Hestla fonction définie sur | = |0 ; +es[ par:

H(x) = F(x) + FG )
3) Justifiez que H est dérivable sur | et calculez H'(x)
nour tout réel x dans |

b) Démontrez que pour tout x dans |, H(x) = 2F(1).

c) Déduisez-en que la limite de la fonction F en +os est
2F(1).

d) Qu'en déduisez-vous pour la courbe ‘¢ ?

2
T(x) = F{tanx) - x.

a) Calculez T'{x).

Qu'en déduisez-vous pour la fonction T ?

b) Calculez F(1).
4. Dressez le tableau de variations de F sur [3.

=

3. T est la fonction définie sur -|- g 3 T—E[ par:

3. Tracez la courbe €, ses asymptotes et ses tangentes
aux points d'abscisses —1; 0 et 1.

Pour les exercices [ a VOus pouvez vous
reporter au TD 3 page 67.

; m ® fest la fonction définie sur R par:

fix) = sin3x—3sinx,
1. Comparez f(x + 2m), f(-x) et f(x - x) & f(x).
Démontrez alors qu'il suffit d'étudier fsur F:) ; gJ

2. Démontrez que pour tout réel x, f*(X) =—6sinxsin2x.
n

3. Etudiez les variations de fsur [0 . i]'

4. Tracez la courbe de fsur [-2m: 27].

. ® Le but de cet exercice est « d'approcher » loca-

lement au voisinage de zéro, la fonction tangente par
des polynémes,

On note fet g les foncticns définies sur B par :
3 2)\'5
fx) = x+2 et gix) = x+—
3 3
A l'aide de la calculatrice, pouvez-vous conjecturer les
positions des courbes représentant les fonctions f, g et

tangente ?

Partie A : Fonctions auxiliaires
1. a) Etudiez les variations de la fonction :

-
U: x==tanx— x sur| = LO;EJ.

b) Déduisez-en e signe de tanx — x surl,

2. a) Justifiez qu'il existe un unique o dans | tel que

tan?o = .2 -1,

b) Déduisez-en le signe de tan?x + 1 — /2 surl

c) Etudiez alors les variations de la fonction :
ViX—fanx - x,\#’:?

et déduisez-en le signe de v(x) surl.

Partie B : Encadrement de tan

1. Etudiez les variations sur | de la fonction
x> -
Xr>ranx—x— 3 et déduisez-en que pour taut x de |,
X3
X+ 3 = lanx.




2. En procédant comme au 1. justifiez que pour tout x

250
del, tanx = x+ T-

3. Enutilisant la parité de la fonction tangente, justifiez

3 3
que pour tout x de [—%;0].x+2—;75 tanx£x+%-

EZl  une tangente inhabituelle

1. gest la fonction définie par:
1
g(0) = 0 et g(x) = x?siny pourx#0.
a) Demontrez que g est derivable en 0.
b) ‘€ est la courbe représentative de g dans un repere
(O ;1)) Vérifiez que I'axe des abscisses est tangent
a‘tenQ.

2. a) Démontrez que g [%{] = 0, pour tout entier k.

b) « est un réel strictement positif, aussi petit que 'on
veut. Il y a une infinité de nombres ;—n avec k entier,
dans [0 ; o). Pourguoi ?

3. Est-il vrai qu'une tangente en A a ‘€ ne coupe pas €,
€n un autre point que A, dans un voisinage de A ?

: 1. On désigne par g la fonction définie sur
[O0; ]| par:
g(x) = xcosx—sinx.

a) Etudiez les variations de g et dressez son tableau de
variations.

b} Déduisez-en le signe de g(x) sur [0; m].
2. Soit f la fonction de la variable réelle x définie sur
[O; ] par:

f(x) =E'j%f si0<<x=m et fi0) = 1.

Etudiez les variations de fsur |0 ; ®].

3. Le but de cette question est d'étudier la dérivabilité
de fen x = 0.
a) Prouvez que pour tout réel x,
i x3
x=0, 0=x—sinx= =

Pour cela, on introduira la fonction ¢ définie sur

[0 +eo| par:
; X3
Plx) = sinx—x+ 5
On calculera ¢’(x), ¢"(x) et @” (x) et on en deduira

le signe de .

b) Démontrez que f est dérivableen x = 0 et calculez
f(0).

4. Construisez la courbe ‘€ représentative de fdans un
repére orthonomal (O ;i j) (on prendra 3 cm pour
unite).

Les courbes d'équations y = x> et Yy = A
peuvent-elles avoir des tangentes paralléles ?

Erudiez les variations de la fonction f définie sur

2x3+3
R—-{-1;1} par f(x) = :2:“1 ;
m ® Deémontrez que pour tout x de [0 : g}

2 .
—Xx=sinx = x.
n

® Comparez, pour tout x de [}, cos(sinx)} et
Sinl cosx).

normal (O:i.j), Pest le
point de coordonnées (2;1).
Une droite variable qui passe
par P coupe (Ox) en A et (Qy) 1
en B, l'ordonnée de B étant I
supérieure a 1. —a

® Dans un repére ortho- &

e e = T =

- DERIVATION

Déterminez la droite (AB) quirend l'aire du triangle OAB
minimale.

. . sin3x
o Etudiez lim -
tanx

¥ — 0

: f est définie sur i par:
flx) = J14x2.
1. Justifiez que (1 + x2)f"(x) = xf(x) pourtout xde R

2. Démontrez que pour tout x de [, pour tout entier
naturel n,
(1+x2)F+ 2 () 2R+ 1) xF D x)+(n2=1) M (x)=0.

L4
m $ gestlafonction définie sur [ par:

g(x) = J|x*—6x+5].
Tracez sa courbe représentative apres avoir precise,
sous réserve d'existence :

aj} les asymptotes ;
b) les tangentes ;
c) I'axe ou centre de symétrie,

A — B e e R e



' /m o Thémes : Réunion de courbes. Equation de cercle,
/ Equation de droite. Produit scalaire

i

e —— s e T S T - iy e e —

Expliquez alors comment la cissoide de Dioclés permet
de résoudre le probléme suivant : Etant donné un cube
d'aréte a, construire I'aréte x d'un cube dont le volume

A.[ est la fonction définie, pour tout x de lintervalle est double du cube précédent.
[0: 1], par f{x) = | X | L= Un peu d’histoire. Selon la légende, ce problame de la
N1 —x duplication du cube est attribué a un oracle. Il aurait deman-
1. fest-elle dérivable en 0 7 dé la construction dans I'fle de Délos d'un autel de forme cu-
bique et de volume double d’un autel de méme forme existant
2. Dressez le tableau de variations de f déja dans cette ile.

Parmi les méthodes préconisées par les géométres de I’an-
cienne Gréce pour résoudre un tel probléme, figure celle at-
tribuée a Dioclés par Eutocius et qui utilise la courbe étudiée
| ci-dessus. Dans les ouvrages de Pappus et de Proclus, on dé-
point d'abscisse L | signe cette courbe sous le nom de cissoide (lierre).

3. On note '€, la courbe représentative de f dans un
repére orthonormal (O ; 7, J).
Ecrivez une équation de la tangente T & la courbe €, au

4 SurleT méme grraph'rque, tracez { i etT, puisla c.aurbe E : Thémes : Lieu géométrique dans l'espace.
£, symétrique de €, par rapport a I'axe des abscisses. Produit scalaire. Etude d'une fonction rationnelle et

5. Démontrez que « M( x; y) appartient a T' = €U € n optimisation
est équivalent a « Les coordonnées de M(x; y) vérifient
(E): x(x?+ ) - y? = O»,

La courbe I” est appelée cissoide de Dioclés.

| Dans lespace muni du repére orthonormal (O ; 1, ], K),
on considere les points :

A(2;0:0), B(-1;43;0) et C(-1;-.3;0).
B. Interprétation géométrique de (E) ( ) B(=1:;45;0) ( 43;0)

| est le point de coordonnées (1;0), € est le cercle de | 1+ Placez sur une figure les points A, B et C dans le plan
diametre [Ol] et A est la tangente & € au point |. (0; L))

dest la droite passant par O de coefficient directeur t, 2. Démontrez que le triangle ABC est équilatéral et que
te R . O estson centre.

a) Déterminez les coordonnées de M, point d'intersec- 3. a) Déterminez I'ensemble des points M de l'espace
Lion, autre que O, de €. et d. equidistants des points A et B.

Déterminez les coardonnées de M’, point d'intersection, | b) Déterminez |'ensemble des points N de I'espace équi-
utreque 0, de et d. | distants des points B et C.

Calculez les coordonnées de N, intersection de A et de d. | ¢) Démontrez que l'ensemble des points P de lespace

b) Démontrez que OM’ = MN, équidistants des points A, B et C est I'axe (O : k).

¢) Déduisez-en un procédé permettant de construire I” | 4. Démontrez qu'il existe un unique point D dont la troi-
paint par point a partir de M et N, sieme coordonnée est positive tel que le tétraedre
Construisez " | ABCD soit régulier et calculez ses coordonnées.

B. Prolongements | 9. Soit M un point quelconque du segment [CD].

On pose CM=ACD avec A€ [0 1].

2A2-2h + 1 _
2(M2=A+1)
On définit une fonction fde I’ dans R par la relation :

I, Ladroite (IM") coupe I'axe des ordonnées en P. o
a) Démontrez que NM - NG = NI - NO = NI et que : a) Démontrez que cosAMB =

et

b) Déduisez-en que NI = OM* x NO et que: . A p e R 1
0l = OM x ON. | MSsein T e

op _ OM" _ OM’ b) Etudiez les variations de la fonction f
NI M'N oM
d) Déduisez alors des questions b) et ¢) que::

OPx QF = (IN)* ouencore OP = (IN)3, .

¢) Démontrez que
«) Déduisez-en la position de M pour laquelle 'angle

— .
AMB est maximum.
d) Quelle est la valeur de ce maximum ?

2. Enchoisissant OP = 2, ilvient IN = 3/2. | D'aprés inspection générale

CHAPITRE 3
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UVEAU AU |

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent &tre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant & chaque fois votre réponse.

m 1. fest une fonction dérivable sur un intervalle |
ﬂ Si f admet un maximum en ade | alors f'(a) =
|S| f'(a) = 0 alors fadmet un extremum en a.

I_Jj‘est continue sur|.

2. f est la fonction définie par f(x) = J/x® = x+ 1.

[a |L'équation x3 - x+ 1 = 0 admet une unique solution o dans .
b | f est strictement monotone sur [o ; + 4.
‘| fest dérivable sur Jo ; +os[.

| d]Pour tout réel k, k = 0, 'équation f(x) =
3. Concours EISEE, 2005

f est une fonction deux fois dérivable sur [, € est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal, a, b, cet d sont des réels non nuls.

7, est la droite d'équation y = ax + b tangente a ‘6 au point d'abscisse x = 1.

T, est la droite d'équation Yy = cx + d tangente & € au point d’abscisse x = —1.

k a au moins une solution.

| a|Sifestpairealors a = —c.
[b|Si @ = ¢ alors fest impaire.
[c]Sib = dalors f(1) = f(-1).

@Si ac < 0 alors il existe x de I'intervalle [-1; 1] tel que f'(x) =

,'f Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463,

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez a chaque fois votre réponse.

m 1.5 f'(2) =-4 alors Iim M —4, 3. L'équation tanx = x admet une infinité de solutions
Sl ' dans . :

2. Sifest dérivable surlR alors la fonction g: x+— f(tanx) 4.51f" = g’ surunintervallelalors f— g estune fone

est dérivable 5ur] = 2[ et g’(x) = f'(tanx). tion constante sur .

-

esrirumion (D reaniste pes ® onnaissances ), |

a la fiche O du bloc méthodologique page 466.

m Pré-requis. La fonction g définie sur [0;+e[ par AL,

sur % et que pour tout xde %, f'(x) =

g(x) = +/x estdérivable sur |0; +eo et g’(X) = ——

2/x
1. Démonstration de cours. u est une fonction stricte-
ment positive sur %,
Démontrez que |a fonction f: x+— ./u(x) est dérivable

1 DERIVATION

2./u(x)

2. Application. f est la fonction définie sur [0; 1] par
) = X201 —x).

Etudiez la dérivabilité de f sur [0:1] et dressez son
tableau de variations. |



La fonction
exponentielle
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e @ @ @ ® FRANCE
seese H o ®ene’ o
Le traité d’Aix-la- | & i
Chapelle marque
Lafonction exponentielle est la fonction la plus impor- | \fIn dela guerre
d'Autriche.
tante de I'Analyse, en particulier gréce au réle qu'elle Louis XV, souhai-
tant « traiter non
jouera dans la résolution des équations différentielles. en marchant mais
en rol », restitue
e el g toutes se: ué-
Elle est intimement liée & une autre fonction fonda- | (ot o arcente do
- : z revenir au statu
mentale, la fonction logarithme népérien In (que vous quo ante.

verrez plus précisément au chapitre suivant).
Dans son Traité des infiniment petits (1748), Euler
donne a la fois une définition et un calcul de la fonc-

tion exponentielle, qu'il note e, puis démontre qu'elle m
En tentant

est la fonction réciproque du logarithme népérien In. Eélictisis deldau
enfermée dans un

L'exponentielle est obtenue en définissant I'expres- récipient en verre,
Mussul:henbroek et
sion a® pour tout exposant réel s. von Kleist réalisent
P P labouleille;je
PR T : . Leyde (1745).
Mais I'exponentielle est con L acondanciteds

s : électriqgue est né !
nue bien avant d'étre rigou- q

reusement définie. Ainsi de

Leibniz lorsqu'il étudie Ila

PHILOSOPHIE

courbe formée par une chaine .
A travers son personnage de Zadig (1747), Vol-

taire évoque une nouvelle conception du bonheur
pEsante suspendue ‘en-deux. | [SEEEREH caractéristique du siécle des Lumigres.

points. Ainsi de Newton qui,
en inversant le développe-
ment de In(1 + x), trouve les

premiers termes du dévelop-

pement de [I'exponentielle, '\
sans se rendre compte, et \
&
Leonhard Euler pour cause, de limportance 2 |

1707 - 1783

de sa découverte. A i




Un probléme de Leibniz : approche
de la notion d’équation différentielle

Probléeme.

Trouver une fonction f strictement positive et dérivable sur [¥
dont la courbe représentative €, dans un repére orthonormal
donné (O ; 1, j), ala propriété suivante :

quel que soit le point M de ‘¢, la tangente en M a ‘G coupe 'axedes /|
abscisses en un point T tel que TH = 1. 0l

Un peu d’histoire.
Leibniz, mathématicien allemand (1646-1716), a énoncé ce probléme pour montrer
I'insuffisance de l'algébre. Pour résoudre ce probléme, il faut utiliser le calcul différen-

tiel. Ce probléme n’est pas spéculatif. On le rencontre en physique, en économie, en
médecine etc.

Note Le but de cette activité est de caractériser les fonctions f satisfaisant a la condition
Voir aussi le TO 3, . . Leibyils. S 3 Taf . i t t Pakaei
Sads B et I énoncée par Leibniz. Supposons qu'une telle fonction f existe et notons x, l'abscisse
exercices 85 et 86, du pOiI‘lt que]conque M de 6.

page 110.

1. a) Pourquoi, par hypothése, f'(x,) est-il différent de zéro ?

b) Trouvez une équation de la tangente en M a ‘€.

(x5)
c) Déduisez-en que T a pour abscisse x; — gm
f'(xq)
2. a) Démontrez que TH =1 équivaut a f'(x,) = flxy).
b) Déduisez-en que f convient si et seulementsi f* = f.

Pour déterminer f, on est conduit a résoudre une équation dont
l'inconnue est une fonction et dans laquelle figure la dérivée premiére de la fonc-

tion. Une telle équation est dite équation différentielle.

Utilisation de la méthode d’Euler

A l'équation différentielle f* = £, on ajoute la condition f(0) = 1.

Une solution de cette équation est donc une fonction f, dérivable sur B, telle que
fl0) = 1 etpourtoutxréel, f'(x) = f(x).

Nous allons utiliser 1a méthode d’Euler vue en Premiére S pour construire une « solu-
tion approchée » sur l'intervalle [0 ; 1]. n est un entier naturel, non nul.

On découpe l'intervalle [0; 1] en n intervalles de longueur % et on note t, = 0,

tiy oo by ooy t, = 1 les points de la subdivision rangés dans 'ordre croissant. On va
calculer les valeurs approchées y,, ¥4, -.., Vi, ---» ¥,, des nombres f(t,), f(t;), ..., f(t;),
..., f(t,) alaide de leurs approximations affines.

1. Calcul de y,
Comme on sait que f(0) = 1, onpose y, = 1.

LA FONCTION EXPONENTIELLE



Justifiez que I'approximation affine de f[tn + %) est 1 + r_lz

On choisit y; = 1+ L2
n

2. Calcul dey, ,

On suppose que I'on a construit yg, ¥4, ..., V.-
a) Justifiez que 'approximation affine de f[tk + 1] est f( Ek)(l + :—lj
n n

On choisit y, ., = yk(l + })
n

k
b) Démontrez, par récurrence sur I'entier naturel k, que y, = (1 + }) ‘
n

3. Utilisation d’un tableur

On va calculer dans une feuille de calcul d'un tableur les valeurs approchées pour dif-
férentes valeurs de n. Choisissons n = 10.

a) Comme le montre la vue d'écran
ci-contre, on écrit dans la colonne A
les valeurs de l'entier k, puis on cal-
cule dans la colonne B, les valeurs t; et
dans la colonne C, celles de y, . On sai-
sit la valeur de n dans B1.

| =B3+1/$B$1 =PUISSANCE(1+1/$8§1:44) |
| =B+ 1/$B$1| =PUISSANCE(1+1/$B%1,A5)
| =BS5+1/$B$1| =PUISSANCE(1+1/$881,506)

® Saisissez 0 dans A3 et 1 dans A4, puis recopiez ces cellules vers le bas afin de faire
afficher les valeurs de k jusqu'a n.

® Dans B3, saisissez la valeur de t;; comme pour tout k compris entre 0 et n— 1,

treq = L+ %, écrivez dans B4 la formule « B3+1/$B$1 » et recopiez cette formule
jusqu’'a obtenir la valeur 1. (Les $ dans la formule servent i « fixer » la lettre B et
I'indice 1 lorsqu’on recopie la formule.)

® Procédez de méme pour faire afficher les valeurs de y, dans la colonne C (regardez
ci-dessus la formule a écrire dans C4 et 4 recopier vers le bas).

b) A laide de I'assistant graphique Wi}, faites afficher les points de coordonnées
(ty; ¥; ) pour obtenir la courbe ci-dessous.

n=10
3

2,8 —

2,6 L
24— — :
234 .

b T - m
1,8 - — —
16 et L
14 . SRSt

1,2 . =
L] |
1

. T T - e - - - 4
0 010203040506070809 1

¢) Modifiez la feuille de calcul pour obtenir les valeurs pour n = 20, puis pour
n = 30 et observez chaque fois la courbe obtenue. (N'oubliez pas de recopier les for-

T

mules vers le bas.) Quelles remarques pouvez-vous faire ?




1) La fonction exponentielle

1.1 Existence de la fonction exponentielle

THEOREME 1 ® [l existe une unique fonction f, dérivable sur R, telle que pour tout réel x,

f'(x) = fix) et f(0) = 1.

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et est notée exp : x — expx.
Nous admettrons l'existence de cette fonction.
Démontrons son unicité. Pour cela, nous avons besoin du théoréme suivant :

THEOREME 2%  Pour tout réel x, exp(x) > 0.

Démonstration.

Pour alléger les écritures, nous notons f la fonction exponentielle, Notons ¢ la fonction définie
sur [ par @(x) = f(x) = fl—x).

La fonction @ est dérivable donc continue sur [, ©'(x) = £'(x)f(—x) — flx)f"(—x). Or fix) = %)

et f'(—x) = f{—x) donc @'(x) = O pour toutréelx. Il en résulte, puisque R est un intervalle, que @
est constante (voir chapitre 3, théoréme 2 page 58) et done que ¢{x) = @{0) = 1, Ainsi pour tout
réelx, flx) = fl-x) = 1.

Donc pour tout réel x, f(x) 0.

Supposons qu'il existe x,, tel que f(x;) =< 0 alors f{x,) < f(0) =< 0. Donc d'aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires dans l'intervalle |x,; 0] ou l'intervalle [0;x,] (suivant le signe de x), il
existe un réel c tel que f(c) = 0. Ce qui est impossible,

Il en résulte que pour tout réel x, f(x) = 0 ou exp(x) = 0.

1.2 Démonstration de 'unicité
de la fonction exponentielle

Pour alléger les écritures, nous notons f la fonction exponentielle. On a établi que
pour tout x réel, f(x)f(—x) = 1. Supposons qu'il existe une autre fonctiong
définie sur R telle que g" =g et g(0) =1 et introduisons la fonction h
définie sur R par h(x) = g(x)x f(-x). La fonction h est dérivable sur R et
h'(x) = g'(x)f(—x) — g(x)f"(~x). Or g'(x) = g(x) et f’(—x) = f(—x) donc h'(x) =0
pour tout réel x. Donc sur lintervalle [X, h est constante et pour tout réel x,
h(x) = h(0) = 1. Puisque, pour tout réel x, f(x)f(-x) = 1 et g(x)f(—x) = 1
donc f(x)f(—x) = g(x)fi—x). Or f(-x)# 0 (théoréme 2) d'ou par division, pour
tout réel x,, f(x) = g(x). Il en résulte que f = g. D’ou l'unicité de la fonction
exponentielle,

1.3 Conclusion

La fonction exponentielle notée exp :
@ est définie et dérivable sur .

e exp(0) =1.

@ Pour tout réel x, exp(x) > 0.

® Pour tout réel x, (exp)’(x) = exp(x).

ﬂ LA FONCTION EXPONENTIELLE




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Equations
differentielles

f]

EXERCICE RESOLU n Trouver des équations
y y ou, plus généralement, de tangentes remarquables

Y=ayouy =ay+b laet b ENONCE
ré afi i : : 3
l::f ':;: r;::i;z:t I(:i;:ﬁc)ﬁ?\te 'Dn;’tq;; La courbe du graphique ci-contre représen- yd
— ¢ te la fonction exponentielle dont |'étude
' sera faite dans les paragraphes suivants,

Une telle équation est dite équation . :
| différentielle du premier ordre parce On nntg A et B les points de 6 d'abscisses
respectives Q et 1.

que figure uniguement la dérivée pre-

migre Trouvez une équation de la tangente a ‘€ ' b

‘ Dans une équation différentielle, en A, ainsi qu'une équation de la tangente J
i e ; en B. -
||r1ccmnun?r en geénéral notée y, est /’ "
une fonction. .

SOLUTION COMMENTEE

® Tangente en A

On sait que exp(0) = 1 donc A a pour coordonnées (0; 1).

De plus pour tout réel x, (exp)'(x) = exp(x),

donc (exp)’(0) = exp(0) = 1.

Ainsi la tangente en A a pour équation y— exp(0) = (exp)’(0)(x—0)
soit y—1 =x ou y = x+1.

@ Tangente en B
Le point B a pour coordonnées (1 ; exp(1)). De plus (exp)’(1) = exp(1).

oque de tion logarithme. Daonc la tangente en B a pour équation y—exp(1) = (exp)(1)(x—1).
s Soit y = exp(1)x—exp(1)+exp(1), dolt y = exp(1)x
Ainsila tangente a ‘€ au point B d'abscisse 1 passe par l'origine du repére.

EXERCICE RESOLU n Utiliser I'égalité (exp)’ = exp

| On se propose de démontrer qu'il existe une unique fonction f dérivable sur
R telleque f* = fet f(0) = m (métant un réel non nul). On note g la fonc-

. 1
tion telle que g = Ef'

Vérifiez que g = g et g(0) = 1. Déduisez-en qu'il existe une unique fonc-
tion fet que, pourtout xde |, f(x) = mexp(x). -

| SOLUTION COMMENTEE

Si fexiste, g est dérivable sur [} et pour tout réel x, g'(x) = :—nf'(x).
Orf" = fdonc g'(x) = %—Tf{x} = g(x).

De plus g(0) = :—HHO} = 1. Donc d'apreés le théoréme 1, la fonction g est

unigue et pour tout réel x, g(x) = exp(x). Donc nécessairement f est uni-
que et pour tout réel x, f(x) = mexp(x). On vérifie facilement que cette
fonction f satisfait les conditions imposées.

CHAPITRE 4



THEOREME 3 »

THEOREME 4 ®

THEOREME 5 ®

2) Propriétés

de la fonction exponentielle

2.1 Propriétés
Pour tout réel a et tout réel b, exp(a + b) = exp(a) x exp(b).

Démonstration. On fixele réel aet on introduit la fonction h, définie sur B, par h(x) = Sprar e

' exp(a)
La fonction h est dérivable sur [ et pour tout réel x, h'(x) = m”r—:!-
Or exp’(x +a) = exp(x+a). FRPAS
Donc pour tout réel x, h'(x) = h(x) et h(0) = 1. Donc d'aprés le théoréme 1, pour tout réel x,

hix) = exp(x), soit exp(x+a) = exp(x)* exp(a). D'oule théoréme, en remplagant x par b,

1 (a)
Pour tout réel a et tout réel b, exp(-a) = et (a-b) = s Al
' exp(a) P exp(b)
=
Démonstration.
= D'aprés le théoréme 3, exp(a —a) = exp(a+(-a)) = expla) X exp(—a).
Or exp(a-a) = exp(0) = 1 etde plus exp(a) > 0, donc exp(-a) = expl(al-
-D'aprés le théuréme.’ﬂ, exp(a-.b] = exp{a+{—5” = exp[g;)(exp'_b] - %E%%:

Pour tout entier relatif n, exp(nx) = [exp(x)]".

Démeonstration. Démontrons par récurrence. Pour tout entier naturel n, notons P, Ia
proposition : sexp(nx) = [exp(x)]"» Pour n = 0, [exp(0)]® = 1° = 1 donc P, est vraie.
Supposons que P, est vraie pour un certain entier n et prouvons alors que P, est vraie c'est-a-
dire que « P, » implique « P, , ».

Or expl(n+ 1)x] = exp(nx +x). D'aprés le théoréme 3, exp(nx + x) = exp(nx) x exp(x).
Or P, est vraie donc exp(nx) = [exp(x)]"

et exp|(n+1)x] = |exp(x)]" x exp(x) = [exp(x)]"*},

Il en résulte que la proposition est vraie pour tout entier naturel n.

1

exp(nx)  [exp(x)]"

De plus exp(-nx) = = |exp(x)]™".

Donc la proposition est vraie pour tout n entier relatif.

2.2 Autre notation de la fonction exponentielle

e L'image de 1 par la fonction exponentielle est le nombre réel noté e
(voir Comprendre page suivante). La calculatrice affiche pour e : 2,718281828...

@ D’aprés le théoréme 5, pour tout entier relatif n, exp(nx) = [exp(x)]" donc
exp(n) = [exp(1)]" = e".

Par extension a tout nombre réel x, on note : exp(x) = e*. On lit « exponentielle
de x » ou « e exposant x »,

Ainsi avec cette nouvelle notation :

ee? =1 esel=¢. @el = E.
@ Pour tout réel a et tout réel b :
eath - e'xe"; g i = l; et-b = E‘:_
e” et

-
@ Pour tout entier relatif n, (e*)" = en*,

LA FONCTION EXPONENTIELLE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Le nombre e

La notation « e» est due au mathé- EXERCICE RESOLU H Simplifier des écritures
maticien suisse Léonhard EULER
lmontra que e est un nombre irra-
tionnel, cC'est-a-dire qu'il ne peut pas

s'écrire sous la farme E olpetg 1) e2xx (e*)3.

Simplifiez les écritures suivantes.

e"-ur EEJ:+ 4
(ex:.z Xe EQx— 1
sont des entiers; ou encore que e

n'est pas le quotient de deux entiers. SOLUTION COMMENTEE
1) D'aprés le théoréme 5, (e%)% = g-3*

et d'aprés le théoréme 4, g2 x e 3% = @24-3¥ = g%

4
2) (e¥)?xe = e¥xe = e2*! donc ——E?_ =@ ix=1 = g8X-1,
Fonctions f telles que (e¥)“xe

fix+y) = F(x)x<Ff(y) % g2x+4

= pk+ta-2x+1 = es
= ezx—'l ;
0n a vu (théoréme 3) que, pour tout

réel aet tout réel b,
exp(a+b) = exp(a) x exp(b).
Ainsi la fonction exponentielle est

une fonction qui transforme les som- n .
e EXERCICE RESOLU Transformer des expressions
D'une maniére plus généraleau TD 1

page97, an cherchera toutes les 1) fest la fonction définie sur [ par f(x) = (e*+e*)2 - (e*—e*)2
fonctions fdérivables sur B, transfar- Deémontrez que fest une fonction constante.

mant les sommes en produits, c'est- 2) Démontrez que pour tout rée! x,

a-dire les fonctions f telles que pour ex 1

tout réel x et tout réef y: T+ex 1wex

flx+y) = fix) = fly)
On verra gque ces fonctions sont les

fonctions : v
Sprs B SOLUTION COMMENTEE

1) fix) = e2X 4 2% 4 Jpko—K _ @2 _ a-24 + 2eXp—*

Or e*e~* = e% = 1, donc pour tout réel x, f(x) = 4 et fest une fonction
constante,

2) Pour démontrer une égalité, une méthode consiste & partir d'un membre
pour retrouver 'autre ;

3) Démontrez que tout réel x, e +e*—2 = 0.

1 1
T+e 1+l
ex
En réduisant au méme dénominateur, cn obtient s e
1 ek e¥+1
e.(
aXe _ X_ 142
3e+e -2 = ex+1——2 O e 51 O e
ef e e
Or (e*—1)2=0ete*=>0 donc e +e*-2 =0.

Remargque. ’
La somme d'un nombre strictement positif X et de son inverse 3
supérieure ou égale a 2. En effet :

1 X2_2X+1  (X-1)2
B B =
TR F X X

est toujours

=0,

=% EXERCICES 2 et 3

CHAPITRE 4




3) Etude de la fonction
exponentielle

3.1 Variations de la fonction exponentielle
THEOREME 6 ®  La fonction exponentielle est strictement croissante sur .

En effet, sa fonction dérivée est strictement positive sur R, (exp)’(x) = exp(x)

et exp(x) > 0.
Note Conséquences.
Le résultat est général :
si fest une fonction Pour tout réel a, pour tout réel b,

strictement croissante § :
surun intervallel, a < & ® a < b équivaut a e® < e? (1). ® a = b équivauta e® = el (2).
équivaut a fa) < fib)

? a= ? :qumm a (1) résulte de la croissance stricte de la fonction exponentielle.

a) = . - " A7 |k
g i Pour (2), si @ = b alors e = e?. Si e? = e, alors a = b car @ < b conduit a
:f':m 3 celle @? < eb et @ > b conduit a e? > e, ce qui dans les deux cas est contraire a 'hypo-
= 3

these. En particulier, puisque e® = 1, x > 0 équivaut a e* = 1.

3.2 Limites a I’infini et courbe représentative
THEOREME 7T ®» lim e* = + et lim e* = 0.

=+ X —4=ra

Démonstration.
« Pour démontrer que lim e* = +¢o, nous allons comparer e* a x et pour cela étudier la fonction f,

N =4 400

définie sur B par f(x) = e* —x. Pour tout réel x, f'(x) = e"—1 et f(x) =0 équivautd e* =1
oua e* = e, c'est-a-dire d'aprés les conséquences (1) et (2) & x = (.
D'ou le tableau de variations suivant :

1l résulte que pour tout réel x, f(x) = 0 donc e* > x.

Ainsi lim ef = tos,
,' = 0 E X =f o

l'-_‘q""“'--_..l__.—'—"'-*

X | —e= 0 4o

« Pour trouver lalimite dee*en —==,posons X = —x alors lim X= +o et lim e* = lim lx =0,
B =l = X=p4m B

® Courbe représentative de x — e*
D'aprés les paragraphes précédents, la Yy
fonction x +> e* est strictement croissante

sur B, lim e* = +o= et lim e* = 0.
X =¥ 4o X =) —on

D’oti le tableau de variations et la courbe.

e B
x |-= 0 1 o
(exp)’ + 1 + & = ' ///A ‘li
4 \

+ o0 -

(exp) 0____,__14—-—-'3""_- /4 U/ 1 x

LA FONCTION EXPONENTIELLE



COMPRENDRE

Equations eu X = gvix

o Les équations (E,): e¥®) = e¥x
et (E;): u(x) = v(x) ont méme
ensemble de solutions.

En effet, quel que soit x, dans 9, et
dans 9, (ensembles de définition
respectifs de u et v) d'aprés les
conséquences du  théoréme6,
wu(xy) = v(xy)»équivaut a

gell¥) — Evtu.c.'l ».

Donc toute solution de (E;) est solu-
tion de (E, ) et réciproquement.

o De la méme maniere, on démontre
gue les inéquations e*) > e¥ix) et

u(x) > v(x) ontle méme ensemble
de solutions,

=} EXERCICE RESOLU S

Utiliser la courbe
représentative

q_,,-»—/ e";' |

a_D

.

b'l X

Un croquis rapide de la courbe ‘€
représentative de x — e* condense
beaucoup de renseignements :

e 0< b équivauta e? < eb,

e ¢ > 1 équivauta x = 0.

e el = 1 équivauta x = 0.

e lim ef = oo,
b

o lim et =0,
b

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU ﬂ Résoudre des équations

et des inéquations

1
”e} = px+1

2) e2x+1 < g ¥4,
| SOLUTION COMMENTEE | ,

1) Dans R privé de zéro, les éguations et = e+l et

- 3 - 1
méme ensemble de solutions (voir Comprendre). Or 7

dans B -{0} a x2+ x—1 = 0 dont les solutions sont :
__1-.5 1w

x,———2—etx2 5

—1—J§_—1+J§}

2 ' 2

D'ou ¥ = {

ensemble de solutions dans F.

donc aussi I'ensemble des solutions de e?*+1 < g-x"+4,
i 1IN o : ) s
3) (e*)f = (E] équivauta e?* = e? dol x = -1.

L'ensemble des solutions est donc l'intervalle |—e=; -1].

EXERCICES 4 a 10, 67

EXERCICE RESOLU

x—> e% M est un point quelcongue de ‘€ d'abscisse m.

SOLUTION COMMENTEE

On note T la tangente au point M de coordon-
nées (m;e™). Une équation de T est donc
y-eMm=eMx-m)ouy=emx-m+1).

Pour étudier les positions relatives de ‘€ et T,
introduisons la fonction @ définie sur R par:
o(x) = ex—eM(x—-m+1). La fonction ¢

EITEH Reésolvez dans [/ les équations et inéguations suivantes.

1 2
e <(l).

= x+1 ontle

-

= x+ 1 équivaut

2) Les inéquations e+l < e*+4 et 2x+1<-x?+4 ont le méme

2x+ 1 < —x?+ 4 a pour ensemble de solutions l'intervalle ]-3; 1 qui est

Situer la courbe de x — e*
par rapport a ses tangentes

[ALITE Dans un repére, ‘6 est la courbe représentative de la fonction

Démontrez que la

courbe € est située au-dessus de n'importe laquelle de ses tangentes.

est dérivable sur [ et pour tout réel x,
@’(x) = eX—e™ llenrésulte que ¢’(x) >0

mi X

/0

équivaut & e* > e™ soit x > m. Et ¢’(x) = 0 équivauta x = m.

D'ol le tableau de variations.

X — Do
Ainsi pour tout réel x, @(x) =20 =

donc € est située au-dessus de | ®

n'importe laguelle de ses tangentes.

EXERCICE 20




THEOREME 8 ®

THEOREME 9@

THEOREME 10 ®»

3) Etude de la fonction

exponentielle (suite)

3.3 Des limites importantes

a1
lim =1
x>0 X
Démonstration.
La fonction exponentielle est dérivable en zéro et (exp)'(0) = exp(0) = 1. Ordire que 1 estle
nombre dérivé de la fonction x > e* en zéro équivaut a dire que lim % =1,
=0

Dot le théoréme.

Remarque.
I’approximation affine locale de e* en 0 est 1 +x et lorsqu'on remplace e” par

2
TR . X )
1 + x, on commet une erreur inférieure a 5 pour tout réel x tel que 0 < x < 1.

3.4 Croissance compareée de e* et x

e* .
im — = +e et Iim xe* = 0
x40 X e

Démonstration.

2
s g est la fonction définie sur [ par g(x) = e* - X" Cette fonction est dérivable sur IR et pour tout

2

réel x, g'(x) = e*—x. Or pour tout réel x, e* > x (voir I'étude de la fonction [ du théoréme 7
page 90). Donc pour tout réelx, g'(x) > 0.

D’otl le tableau de variations.

e _ 4o 1l en résulte que pour tout réel x, x >0, g(x] =0
» .‘C"‘ e¥ x o = g E:'
g e donc e*‘:—ui- ou —>§- Ainsi, lm ok
X —h oo
g lf___..r——-"' (voir chapitre 2, théoréme 3, page 28).
_.—-"-'--_'_...._._
e Pour trouver la limite de xe* en —==, posons X = —x alors lim X = +e et J{lirn Ei}{{ =1{;
B—h—n — e

Dongc, d'aprés le théoréme sur la limite d'une fonction composée, lim xe* = 0.

K =F =52

3.5 Dérivée d’une fonction exp o u

La fonction exponentielle étant définie sur i, 'ensemble de définition de exp o u
est donc égal a I'ensemble de définition de u.

Lorsqu’une fonction u est dérivable sur un intervalle [, la fonction f définie par
fix) = e“®) est dérivable sur [ et pour tout réel xde I :

f'(x) = u’(x)e ™),
Démonstration.
D'aprés le théoréme sur la dérivée d'une fonction composée (voir chapitre 3, théoréme 5, page 60) :
fx) = (exp)(ulx)) *u'(x).
exp(u(x)), donc ['(x) = u'(x)e"™.

Or (exp)’(u(x))

LA FONCTION EXPONENTIELLE



COMPRENDRE

. ex
im — = %=
X —r 4 o0 x

Le résultat peut s'interpréter en
disant que « paur les grandes valeurs
de x», e¥ est «infiniment grand par
rapport a x».

On dira aussi qu'au voisinage de +oo
l'exponentielle « lemporte » sur x ou
que « x est négligeable devant e* ».

Ainsi pour trouver une limite en 4o
dans le cas de formes indéterminées

L . > - -
wes—san, « — w |l est parfois inté-
(- -]

ressant de mettre e* en facteur
lorsqu'il est le terme dominant,

=3 EXERCICE RESOLU T

f'{x) = @l x ' (x)

Une exponentielle étant toujours
strictement positive, le signe de
["{x) estceluide u'(x),

Exemple.
fest la fonction définie sur R par:

fi X) = gttt 4
Lepolunéme u: x— x2 + 1 est déri-
vable sur [ et, pour tour réel x
u'(x) = 2x. Donc f est dérivable
sur [B et, pour tout réel x
filx) = 2xex*+1,
Le signe de f’{ x) est celul de x.

Remarque.

Le théoreme 10 n'énonce qu'une
condition suffisante, exp o u peut
étre dérivable en asans que u le sait.

=} EXERCICE 41, p. 103

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU Chercher des limites

1) Etudiez les limites en + <= et en — == des fonctions suivantes :
a)f: xr—=x—eg"

- 2eX 41

b)g:x :
)9 ef+ 1

1

c]h:x-%x(e*%].

2) Pourguoi la droite d'équation y = x+ 2 est-elle asymptote en +== & la
fe¥+ 1,
eX+1

courbe € représentative de la fonction f: x — x +

SOLUTION COMMENTEE

1) a) La fonction f est définie sur [
® |im fix) = —== car lim e* = 0.
K= — oo X —3 =
® En +e-, les théorémes sur les opérations conduisent a la forme indétermi-
née « == — oo ». Puisque l'exponentielle « I'emporte » sur ¥, on met en facteur le

terme dominant e®, f(x) = extix - T}.
e

Or lim = = 0donc lim f(x) = —ee,

x—)+mE" o
b) La fonction g est définie sur [,
® [im gi(x) =1car lim e*=0.

X =3 —o0 X =3 —pa
® En +e2, les théorémes sur les opérations conduisent a la forme indétermi-

(=] X —X —x
née « — » Mais pour tout réel x, g(x) = e te) 24t
o ef{1 +e) T+E>

Or lim e* = 0, donc lim g(x) = 2.

e B ] X —b e
c) La fonction h est définie sur B — {0},
il 1
lim e* =1et lime*=1.
¥ — 4o k—p—em
Doncen +e= et en — =, les théorémes sur les opérations conduisent a la forme
indéterminée « oo % 0 »,

On pose alors X = l. soit x = i d'oll fi{X) = £t
X X' X
. et , .
Or lim X = 0 et lim = 1 (théoréme 8). Donc |m fix) = 1.
g X—=0 A —p oo
Deméme, lim fix) = 1.
X—3—=a
2) Il s'agit de démontrerque |lim fix) - (x+2) = 0.
X =4 4 oo
2e 41 : =1
Orf(x)—(x+2) = —Z2 = et lim =}
ﬂ =4 ) er 4+ 1 e+ 1 x—+m0X 4 1

donc la droite d'équation y = x+ 2 est bien asymptote oblique en +< & la
courbe €.

Notez que pour tout réel x, f(x) - (x+ 2) < 0 donc la courbe € est au-des-
sous de son asymptote oblique.

EXERCICES 21 a 28

R



4) Equations différentielles

4.1 Vocabulaire

Résoudre sur un intervalle I, I'équation différentielle y* = ay (a# 0) d'inconnue
la fonction y, c’est trouver toutes les fonctions f, dérivables sur [, telles que pour
toutréelxdel, f'(x) = af(x). Une telle fonction est dite solution sur [ de I'équa-
tion différentielle y’ = ay.

4.2 Résolution de I'equation y’' = ay (a = 0)
= Solution générale

THEOREME 11 ®  Les solutions dans R de I'équation différentielle y* = ay (a # 0) sont les fonc-
tions f, définies par fi(x) = ke ou k est un réel quelconque.

Démonstration.
O:EiT;ITSUETEl ?:n:s e Pour tout réel x, f;(x) = ake®™ = af,(x) donc f, est solution de I'équation y* = ay.
CONNAISSANCES « Démontrons que les fonctions f, sont les seules solutions. Pour cela, supposons qu'une fonction g
skereies {11 est solution de " = ay et notons z la fonction définie sur [ par z(x) = glx)je ™.

La fonction z est derivable sur & et

z2'(x) = gi{xle™ —ag(x)e~™ = e-¥[g'(x) —ag(x}].
Or g'ix) = aglx) pour tout réel x done 2'(x) = 0. Ainsila dérivée de la fonction z est nulle sur
l'intervalle K, donc z est une fonction constante, c'est-a-dire qu'il existe un réel k tel que pour tout
réelx, z(x) = k donc g{x) = ke®*. Ainsi toute solution est une fonction f; .

m Solution soumise a une condition

Parmi les solutions f; , on cherche celles qui satisfont a la condition f(x,) = y, ol
X, et y, sont deux réels donnés.

THEOREME 12®  Pour tout couple (xy i ¥o), I'équation y” = ay admet une unique solution f telle
que fi (xg) = ¥g-

Démonstration.

an

Dire que fi(x,) = y, equivaut a dire que ke™" = y, ou k = y,e “"n.
Il n'y a donc qu'une seule valeur possible de k et f est définie sur I par :
) = yoe ™ eox

c'est-a-dire fix) = yoe™t* T,

4.3 Résolution
de I'équation y' = ay+b (a= 0, b 0)

THEOREME 13 ®  Les solutions del'équation différentielle y* = ay+ b (a #0, b # 0) sont les fonc-
tions f;, définies pour tout réel x par :

fi(x) = keo* - g ou k est un réel quelconque.

| Pour la démaonstration, voir Comprendre page suivante.

LA FONCTION EXPONENTIELLE




COMPRENDRE

Résolution de
y' =ay+b (a=0, bz 0)

» Supposons qu'une fonction f déri-
vable sur H est solution de l'équation
(B):y = ay+b (az0,b=0),
alors pour tout réel x,

f'ix) = af(x)+b.
Posons pour taur X,

b

gix) = ft_x)+—a-
La fonction g est dérivable sur B et
g'(x) = f'(x) = af(x) +b = ag(x).
Ce qul prouve gque g est solution
de l'équation différentielle y* = ay.
Il en résulte que g{x) = ke et

fix) = keox -2,
a

e Réciproguement
Toute fonction f: x> ke?* —g est
solution de (E) car, pour tout réel x,

¢ b—"

= kage?* = =
fix a[f{x} + CIJ

soit f'(x) = afix) +b.
Il en résulte que les solutions de (E)
sont les fonctions définies sur [ par

,r;dx' = kRetx_ E'
a

=% EXERCICE RESOLU 9

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU“ Equation différentielle du type Yy’ = ay

Trouvez la solution f de |'équation différentielle 2y"+y = 0 telle que
fio)y = 2

POINT METHODE

Pour appliguer directement les théoremes 11 et 13, il est impératif d'écrire
I'équation a résoudre sous laforme y* = ay ou ¥’ = ay+ b,

SOLUTION COMMENTEE

L'équation proposée s'écrit y* = — %g. Les solutions dans [}, d’aprés le théo-
1

réme 11, sont les fonctions f, définies par f,(x) = ke 2" ou k est un réel

quelconque.

D'apreés le théareme 12, il existe une fonction funique telle que f{0) = 2.

Elle est telle que 2 = ke” d'ou k = 2. Ainsi la solution fde 2y"+y = 0,

qui prend la valeur 2 en zéro, est la fonction :
1

fx— 2e EX_

EXERCICES 45 a 47

EXERCICE RESOLU ﬂ Equation différentielle du type y’ = ay+ b

fest une fonction dérivable sur [X, ‘€ sa courbe représentative.

Déterminez [ sachant que:

e Pour tout réel x, 2f(x) + f'(x) = 3.

e ‘€ admet au point d'abscisse x = 1 une tangente de coefficient directeur 2.

SOLUTION COMMENTEE

Avant de résoudre cet exercice, il est impeératif de traduire I'énoncé.

® Dire que pour tout réel x, 2f(x) + f(x) = 3 équivaut a dire que f est so-
lution de I'équation différentielle y* = -2y + 3.

® Dire que €} admet au point d'abscisse x = 1 une tangente de coefficient

directeur 2 équivautadireque f'(1) = 2 ou 2f(1)+2 = 3 soit f(1) = 15
® Les solutions, dans R, de I'équation différentielle y* = —2y+ 3 sont les

fonctions f, telles que, pour tout réel x:

3
= -2% gl
fllx) = ke *+3

Ainsi |a fonction fest telle que % = ke ? +% dolu k = —e?.

Il en résulte que la fonction cherchée est :

4 3
L X _eZi'l Jﬂ_:l__.
frx— 5

EXERCICES 51, 53, 55




EMO

@ La fonction exponentielle x > e* est
'unique solution, dérivable et stricte-

Ainsi :

La fonction exponentielle

ment positive sur [, de I'équation diffé-
rentielle y* = y telle que y(0) = 1.

@ Un croquis rapide de la courbe représen-
tative de x — e* condense beaucoup de ren-
seignements. Le mémoriser peut étre utile.

yi T
N
+H
é . \}4*
I 18 i
/—1 01 X
e e >0, oed =1,
e x —> e* est strictement croissante sur [R.
e e* > 1 équivauta x > 0.
e lim e* = 4+o00: lim e* = 0.
X = 4o x=h oo

A AVOIR

est égale a sa dérivée.

e Pourtoutréelx:e*=x+ 1.

Q@ Lorsque f: x> e“¥), f est dérivable
«]a » ol u est dérivable,

1
Exemple. f(x) = e* H, u: x— % +x est
dérivable sur R - {0} donc pour tout x,

1
x50 F(x) = (1 le]e“i.
x

@ Pour résoudre une équation différen-
tielle du premier ordre a coefficients cons-
tants, il suffit d'appliquer les théorémes 11
et 13 de la page 94. Mais il faut impérative-
ment écrire les équations sous la forme
y ' =ayouy’ = ay+b.

= EXERCICES RESOLUS B et g

=p EXERCICE RESOLU g

| =» EXERCICE RESOLU 7

=¥ EXERCICE RESOLU 7

LA FONCTION EXPONENTIELLE
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tll Recherche des fonctions f dérivables sur R
telles que f(x+y) = f(x)x<Ff(y)

La fonction exponentielle est une fonction qui transforme les sommes en produits
pour tous réels x et y, exp(x +y) = (expx) X (expy).

Le but de ce TD est de rechercher toutes les fonctions dérivables sur R qui ont cette

propriété.

On suppose que, f est une fonction dérivable sur R telle que pour tous réels x et y :

f(x+y) = fx)xf(y) [1].
1. Démontrez que s'il existe un réel x; tel que f(x,) = 0, alors fest la fonction nulle.
(On pourra calculer, pour tout réel x, f(x, +x).)
Dans la suite, on suppose fsolution de [1] et distincte de la fonction nulle.
2. a) Enprenant y = 0, démontrez que f(0) = 1.

b) Enprenantx = y = 5 démontrez que pour tout réel X, f(X) = 0.

3. Supposons x fixé et considérons la fonction g définie sur R par :
g(y) = flx+y) = f(x) xf(y).

a) Démontrez que g est dérivable sur R et que pour tout réel y,

g8'(y) = fx+yp) = f(x)xf'(y).
b) Cette égalité est aussi vraie pour tout réel .
Déduisez-en que pour tout réel x, f'(x) = f’(0) x f(x) = af(x) aveca = f’(0).
c) Ainsi f est la solution de I'équation différentielle y* = ay telle que f(0) = 1.
Déduisez-en que f(x) = e,
4. Réciproquement, a est un réel, f est la fonction dérivable sur R, définie par
f(x) = e™,
Démontrez que pour tous réels x et y, f(x +y) = f(x) X f(y).

Les fonctions f (non nulles) dérivables sur R telles que, pour tous
réelsxety, f(x+y) = f(x) % f(y) sont les fonctions x > 8% (a réel).

=8 Des encadrements de e. Irrationalité de e

1 Premier encadrement

f est la fonction définie sur R par f(x) = e*—(x+ 1).

1. a) Etudiez les variations de f et déduisez-en que pour tout réel x,
1+x=<ec (1)

b) En remplagant x par —x dans (1), démontrez que pour tout réel x, x < 1,

5

et =< p— (2).

2. n est un entier supérieur ou égal a 2.

a) Enposant x = % démontrez, a partir de (1), que (1 + 1) =e (3).
n
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n+1
b) En posant x = ﬁ. démontrez a partir de (2), que e = (l + :r_l:) ;

Ainsi pour tout n = 2, on obtient :

(1+%)ﬂ$e£(1+1)“1 (3).

v
lud
<
=
o
>
=
2
—

2 Un deuxiéme encadrement de e

n est un entier naturel, n = 2. g et h sont des fonctions définies sur [0 ; 1] par:
X X" _
glx) = e [1+—+5+ +E} et h(x) = g{x)+e'*$
1. a) Etudiez les variations de g et h sur I'intervalle [0 ; 1].
b) Déduisez-en que g(1) <1 et (1) > 1.
2. Démontrez alors que :

AL E 1 ¢ by R 1 S |
1""54‘54‘ +"—'=:E‘=:1+—+21+ '-+E+E (4}.

3 Irrationalité de e
Pour démontrer que e est irrationnel, nous allons utiliser I'encadrement de e du
paragraphe 2.

Supposons e rationnel, alors e = g avec p et g entiers.

1. En multipliant les inégalités (4) par n!, prouvez que n!e est encadré strictement
par deux entiers consécutifs a, et a, + 1.

Aide.Si k < n, alors k! divise n!
2. a) Prouvez que g =< n est impossible.

" ; i n! ;
Aide. Tout entier g =< n divise n! et donc Ll est un entier...

b) Déduisez-en que g > n, quel que soit'entiern, n = 1.
Concluez que e est irrationnel.

IEPAE=l L'exponentielle dans d’autres sciences

1 En médecine : temps d’effet d’un médicament
On admet, lorsqu'on injecte dans le sang une dose A d’'un médicament, qu'il reste dans
t

le sang, 4 la date ¢, aprés élimination naturelle, la quantité Ae 2* de médicament.

L'unité de temps est I'heure ; I'origine du temps est l'instant de I'injection ; I'unité de

volume est le cm®.

1. Quelle quantité de médicament reste-t-il 8 heures apres I'injection ?

2. On injecte une dose A toutes les 8 heures. Représentez graphiquement la quantité
de médicament contenue dans le sang pendant les 64 heures qui suivent la premiére
injection.

3. Lemédicament est efficace lorsque le sang véhicule une quantité au moins égale a2,2 A.
D’apreés le graphique, indiquez l'instant a partir duquel le médicament sera efficace.

LA FONCTION EXPONENTIELLE




2 En économie

En économie pour suivre et décrire I'évolution de « populations i croissance limitée »,
on utilise les fonctions logistiques f du type :

Ul
Ll
=
o=
o
=
=
S
=

b ol a, b, k sont des constantes positives.

2]
1+be K

Elles servent par exemple a I'étude d’équipement d'un ménage en automobile, en
récepteurs TV etc. et ceci en fonction du temps.

1. Pourquoi cette fonction est-elle définie sur R ?
2. Etudiez la limite de fen + et en —oo.

3. Etudiez les variations de f et tracez sa courbe représentative pour a = 3, b = 2,
ko=:1.

3 En physique

1. Dans un four dont la température constante est 1 000 °C, on place une figurine en
céramique. Les variations de la température x de la figurine en fonction du temps,
(en heures) sont données par I'équation différentielle suivante o k est une constante
réelle, (E) : x"(t) = k[1 000 -x(t)].
a) Résolvez I'équation (E).
b) La figurine, initialement 4 40 °C, est mise au four 4 l'instant t = 0.
Alinstant t = 1, la température de la figurine est 160 °C.

® Démontrez que ek = g (il est inutile de chercher k).

@ Calculez la température de la figurine a l'instant ¢ = 5.

2. Mise en mouvement d'un canot

Un canot de masse m est disposé sur un plan d’eau horizontal. On exerce sur ce canot,
alinstant t = 1, une force constante horizontale F.

La vitesse du canot est alors définie en fonction du temps par I'équation différentielle :
(E') :mv’ +rv = F ol rest une constante.
a) Résolvez I'équation différentielle (E).

b) Quelle est la vitesse limite du canot ?

Résolution d’une équation
difféerentielle avec second membre

L'équation différentielle y’ —ay = f, ou f est une fonction non nulle donnée, est dite
équation avec second membre pour la distinguer de I'équation y" —ay = 0 qualifiée
d'équation homogéne.

Le cas particulier ou f est la fonction constante : x ~— b, b réel donné, a été traité en
cours, théoreme 12, page 94,

1 Etude commentée d’un exemple
On consideére 'équation différentielle (E) : y —y* = e—; et on cherche les solutions de (E)
x

définies sur |0 ; +co[. On note I cet intervalle,
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1. Démontrez que la fonction h définie sur [ par h(x) = et est solution de (E).
X

Commentaire. L'équation (E) doit selire y(x) —y'(x) = E—z ou y est la fonction incon-
X

TRAVAUX DIRIGES

nue. Pour démontrer que h est une solution de E, définie sur 1, il suffit donc de calculer,

: ) X ex

pour tout x > 0, h(x)—h’(x), et de prouver que I'on obtient .
x

2. Démontrez qu'une fonction g est solution de (E) si et seulement si, la fonction
g, = g—h, définie sur I, est solution de I'équation différentielle (Ep:y-y' = 0.

Commentaire. La présence du «si et seulement si» indique 1'équivalence entre les
deux propositions « g est solution de (E) » et « g - h est solution de (E,) ».

On peut procéder ainsi : .
a) supposer que g est solution de (E), c'est-a-dire que pour tout x >0, g(x) — g'(x) = ?

puis en déduire que pour tout x > 0, g(x) - h(x) - (g'(x) - h'(x)) = 0.
b) réciproquement, supposer que pour tout x>0, g(x) —h(x)—(g'(x) —h'(x)) =0,

X

puis en déduire que g(x) —g'(x) = e—z.
X

3. Résolvez I'équation (E,).

Commentaire. 11 suffit d'appliquer directement le théoréeme 11 a condition d’écrire
(E,) sous la forme énoncée dans ce théoréme : y’ = ay, doncid, y’ = y.

4. Déduisez-en toutes les solutions, définies sur [, de I'équation (E).

Commentaire. [l résulte de la question 2. que toute solution de (E) s'obtient en ajou-
tant a h une solution g, de (E,). Ce résultat est général.

L'ensemble des solutions de I'équation (E): y" —ay = f est 'ensemble des fonctions
g; +h, ot gy est une solution de I'équation y" —ay = 0 et h est solution particuliere
de (E).

Les exercices demandent de démontrer ce théoréme dans des cas particuliers. Une
fonction particuliere h est donnée ou un moyen de la trouver est indiqué.

Il@ Applications
On donne deux équations différentielles avec second membre et le moyen de trouver,

pour chacune, une solution particuliére k. Trouvez pour chacune d’elles, I'ensemble des
solutions définies sur i, en reprenant la démarche suivie dans 'exemple.

1.y"+y = x? +x, h est un polynéme de degré 2.

2. y—2y" = 5cosx, h: x— acosx + bsinx.

LA FONCTION EXPONENTIELLE




. Pour les exercices [ a F[3, calculez la dérivée de

la fonction f proposée, sur l'intervalle | indiqué.

-1
a} {EX)Se—zx_ h} L
ext+2
¥4 e
e d) (e ¥)e?.
e) s nEE,
(E—X)zxex Ex—g

= Aide. Voir I’exercice résolu 3, page 89.

ﬂ Pour tout réel x, on pose :

ex+e ¥

g(x) =

et h(x) =

El_e" A
2

-f(x) = (X2 -2x)e¥; | = R
12 FROERISE | = B—{0}. i
o _
KB 0 = = | =R
mﬂx} = (sinx+ cosx)e”; | = [.
mf(»‘f] =< ; | = R.
e —x

1. Démontrez que [g(x)]? - [h(x)]? = 1.

2. Démontrez que g(2x) = 2[g(x)]? -1
h(2x) = 2g(x) = h(x).

u” Aide. Voir I'exercice résolu 4, page 89.

et que

. Pour tout réel x, on pose:

T Ex_ E_x.
-ﬂ:x] = ex+e—x
Démontrez que f(2x) = %

15 Aide. Voir 'exercice résolu 4, page 89.

Pour les exercices [l a i, résolvez dans chacun
des cas, 'équation ou l'inéguation proposée.

=" Aide. Voir I’exercice résolu 5, page g1.

.al ei=x =1,
1
) 2e :
er4+ 2
2
ﬂai ertl = eX b) esins = g2,
Bl e = (e2)e
1
s
s NEE
“a] eX-ﬂ!: l.
EK
.a] edx < X

b, e?x*{-s = e?k_

b) e = g8

_

I

b) e = er-2
b) (%)% = e**5.

b) (e*—1)e* = e*-1.

b) 3(e*)2+e* -4 <0,

1% Remargue. | = [ car pour tout réel x, e* > x (voir
théoréme 7, page go).

Bl 0 = #-20x-1yex; 1= R

fet g sont les fonctions définies sur [{ par :
fix) = %{e* +e¥) et gix) = %(e* -e7*).

On note h la fonction définie sur L par h = -j’;'

1. Calculez, pour tout réel x, f(x) et g’(x).

2. Démontrez que h’ = l

I~ ;
m Lacourbe€estla = = |
) o Ui [
représentation graphi- | " o A I
que d'une fonction f, ‘ 1| I |
définie sur 2 par: = |
€f P \ | | ! i

fix) = (ax+b)e* |
oll @ et b sont deux i_z
réels. |

1. A l'aide des rensei- {1~
gnements portés sur
la figure, déterminez aet b. :

2. Calculez f’(x) pour tout réel x,
Déduisez-en les coordonnées du point A correspondant au
maximum de f.

1. Tracez dans un repére orthonormal la courbe ‘¢
representant la fonction exp.
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2. Déduisez-en la représentation graphique de chacune
des fanctions suivantes :

a}fj:xﬁe‘—z;
c) fo: x— |1 e

-Dans un repére

arthonormal (O ; i, j),
€, et ‘€, sont les cour-
bes représentatives
des fonctions x— e*
et x—=> e~ *
H est un point de coor-
donnees (m;0) et M
et N les points dabs- :
cisse m, respectivermnent j :
ris sur€, et ‘6., =
Ees tangs.:n[es Qen M et / s i Sl I
Na‘€, et '€, coupent respectivement I'axe des abscisses
enlet ). Démontrez :

a) que les tangentes en M et N sont perpendiculaires é
b) que H est le milieu de [1]].
I Aide. Voir I'exercice résolu 6, page 91.

b) f,: x—=1-ex;

Pour les exercices I} a [, étudiez la limite de la
fonction fa I'endroit indiqué.

L= Aide. Voir 'exercice résolu 7, page 93.

e -1,
21 F8%) i
B 1) = 2xex;

I

en 0, en+oo gt N —oo,

En +ee,

mf{x}= 2] : en+eo et en —oe,
2er 41
mf{x1=e“—ex+‘l; BN+ oo et en — oo,

28] /) = 2x
1

ER o = ey,
X

m}'est la fonction définie sur |—==; O U ]0 ; +ea|
1

-1 +e*: en+ooeren—oe,

en0eten+en,

par fix) = ex.
Etudiez les limites de f en chacune des bornes de
I'ensemble de définition.

m festla fonction définie sur R par:
fix) = x—1+e 2%

1. Démontrez que la droite d d'équation y = x— 1 est
asymptote a la courbe € représentant fen +s=.

2. Etudiez la position de ‘€ par rapport & d.

- LA FONCTION EXPONENTIELLE

m fest Ia fonction définie sur [R par:

flxX) = x+1+4e-*,
Démontrez que la courbe représentative de f a une
asymptote oblique en + s

m fest la fonction définie sur R par:

flx) = x+2+xer
Démontrez que la courbe représentative de f a une
asymptote obligue en —e,

mfest la fonction définie sur [t par:

fx) = 283
ex+'|

et ‘6 sa courbe représentative dans un repére

1. Pourquoi les droites d et A d'équations respectives
Yy = 2 ety = -3 sont-elles asymptotes a ¢ ?

2. a) Calculez f’(x) pour tout réel x,
b) Etudiez les variations de f
3. Tracez d, A puis €.

-fest la fonction définie sur [2 par :

flx) = (x=1)ex
1. Déterminez les limites de fen +os et en —e=,
2. Etudiez les variations de f

3. Construisez la courbe ‘¢ représentant f

m fest la fonction définie sur [t par :

fix) = e*—x
et ‘¢ sa courbe représentative dans un repére.
1. a) Etudiez les limites de fen +eo et en —oo.
b) Pourquoi la droite d d'équation y = —x est-elle
asymptotea‘d ?

2. Frudiez les variations de fet construisez €.

m fest la fonction définie sur R par:

fx) < o
e*+ 1

1. Précisez les limites de fen +os et en — o,

=x-1+

2. a) Démontrez que |a droite d d'équation y = x- 1
est asymptote oblique au voisinage de +e= a la courbe
£ représentant f

b) Démontrez que la droite A d'équation y = x+ 3 est

asymptote oblique a € en —e=
3. Dressez le tableau de variations de f

4. Construisez dans un repére orthonormal (0 ;1))
les droites d et A puis |a courbe €.

m fest la fonction définie sur R par f(x) = e¥—x-2.
1. Erudiez les limites de fen + oo et en —oo.
2. Dressez le tableau de varlations de §



3. a) Démontrez que I'équation f(x) = 0 admet exac-

tement deux solutions o et 3 telles que
“19<a<-18 et 11 <B<1.2

b) Précisez le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

m fest la fonction définie sur R par:
filx) = (3-x)ex

lustifiez les affirmations suivantes.

|. Le tableau de variations de fest:

t + 0o -

f O_---ﬂ"""r#' E;‘l‘-_‘_‘_‘i

2. Pour tout réel m > 0 et m# €2, l'équation f(x) =
admet soit aucune, soit deux solutions.

— pa

&

Pour les exercices a m. calculez la dérivée de

la fonction f proposée sur I'ensemble indiqué.
1

f{x) =:¥e¥; | = ]0; +oof.
Edio=20c-1)e1; 1=Rr
E-]f{xr = COSHEsE; I = R.

1ex
.f(X}=E“”J; | = R.

||{ ___:- 'q__

Eilzoom SURL 1e théoreme 10

fest la fonction définie sur [0 ; +eo| par fix) = xe-
et uest |a fonction définie sur [0 ; +eo[ par u(x) = ./x.
1. a) Pourquoi peut-on affirmer que f est dérivable
sur |0 ; +ea] ?

b} Calculez alors f*(x), pour tout réel x, x > 0.

2. La fonction u n'est pas dérivable en x = 0, faut-
il en conclure que f n'est pas dérivable en zéro ?
Justifiez votre réponse,

mfest la fonction définie sur R par f(x) = e-* et€
sa courbe représentative dans un repére orthonormal
(00 )).

1. a) Calculez f(— x).

Que peut-on en conclure pour G ?

b) Etudiez les variations de fsur [0 ; +os[.

2. Tracez la courbe 6 dans le repére (O : 7. ).
mfﬁtlafonctron definiesur R par fix) = e2x_ 2e%,

Etudiez les variations de fet tracez sa courbe représen—
tative.

44 ;

0 i X

Dans un repére orthonormal (O ; 7. /), on a tracé ci-dessus
les courbes €, et ‘6, représentatives des fonctions f; et 5
définies sur [0 ; rt] par f,(x) = e~* et fH(x) = sinxe %
1. Démontrez que €, et ‘5 ont un point commun et un
seul Asur [0 ; x].

2. Démontrez que ‘€, et €, admettent en A une tan-
gente commune.

Pour les exercices a [} dans chaque cas,
résolvez I'équation différentielle proposée.

B Aide. Voir ’exercice résolu 8, page gs.

mal y =

a2y +3y =0 b) 3y’ =

b) y'+2y =

1. Résolvez I'équation différentielle y = 2y’

2. Trouvez la solution f de cette équation telle que
f(0) =

-fest une fonction dérivable sur [ et ‘€ est sa courbe
représentative. Déterminez la fonction ftelle que -

=5f"(x);
o le point A(—2; 1) est un point de €.

« pour tout réel x, f(x) =

m fest une fonction dérivable sur [ et ‘¢ est sa courbe
représentative. Déterminez la fonction ftelle que :

» pOUr tout x réel, fix) + 2f"(x) =
« ‘€ admet au point d'abscisse —2 une tangente de

coefficient directeur %

migﬁk'fﬁi{; les théorémes 11 et 12
€ est I'ensemble des fonctions solutions dans [ de
I'équation différentielle y* + 2y = 0.

Pourquoi la fonction u: x — e~1-2% est-elle le seul
élément de € qui prend la valeur 1 en x = —% ?

m Dans chacun des cas, résolvez dans R I'équation
différentielle indiquée.

a)y = 2y+1. b) y+3y =

c) 2y+3y’' -1 =0, d) 2y" = y-1.
£& Aide. Voir I'exercice résolu 9, page 95,




m fest une solution dans R de 'équation différentielle:
y+3y=0.
Dans un repére orthonormal (O ; I, j) et dans chacun

des cas suivants, construisez la courbe représentative‘t
de la fonction f

1. Le point (0 ; 1) est un point de ‘.

2. Au point d'abscisse 0 de €, la tangente a pour coeffi-
cient directeur 3.

- f est une solution dans R de I'équation différen-
tielle y* + 2y-5 =0

Est-il vrai que sa courbe représentative admet en +e=, la
droite d'équation y = g pour asymptote horizontale ?

g% Aide. Voir I'exercice résolu g, page 95.

m)‘est la fonction définie sur B par f(x) = 2e~3*
Trouvez une équation différentielle de la forme Yy’ = ay
pour laguelle fest solution.

Efest la fonction définie sur R par f(x) = 3e-2*-4.
Trouvez une équation différenticlle de la forme

Y’ = ay+ b pourlaquelle f est solution.
g Alde, Voir I'exercice résolu 9, page 9s.

6. Applications :

mkésoluﬂun d'une équation
fest la fonction définiesur R par fix) = x—2+e ‘et
‘€ sa courbe représentative dans un repére (O ; i, j)

1. a) Démontrez que la droite d d'équation y = x -2
est asymptote a ‘€ en +oo,

b) Pourquoi ‘6 est-elle au-dessus de d?
2. Justifiez le tableau de variations suivant :

X | —w= 0 $ o
f - 0 -
toa +oa

3. Démontrez que |'équation f(x) = 0 a deux solu-
tions et deux seulement dans R, I'une ¢ dans l'intervalle
|-2;-1[ et l'autre pdans |1 ; 2.

- LA FONCTION EXPONENTIELLE

Le rayonnement d'une étoile

L'intensité [(A) du rayonnement d'une étoile pour une
K

longueur d'onde A (A = 0), estdonnée par |(A) = ls g
ol K est une constante positive qui dépend de |'étoile.
Démontrez que l'intensité |(A) rayonnée par ['étoile est
maximale pour une valeur 2., de k que |'on déterminera
en fonction de K. Déduisez-en [(Ly).

-DOpage de puces
Pour réaliser des circuits électroniques dans un cristal
de silicium, on dépose a sa surface des impuretés (bare,
phosphare, etc.).
Celles-ci s'enfoncent progressivemnent dans le silicium.
Le nombre N{(t) dimpuretés présentes a la profondeur d
(d = Q) s'exprime en fonction dutemps t (1 = 0) par:
; 2
- 4

N(1) .,:"re :
Démontrezque N(t) est maximal pour une valeur t, du
temps que I'on déterminera en fonction de d
Déduisez-en N(,)-

) La chute libre

Un corps de masse m est l&ché en chute libre sans
vitesse initiale. La vitesse v: t+> y{[) est solution de
I'équation différentielle y” + 5’(1 Y=g

ou k est e coefficient de freinage et g I'accélération de

gm, =t
la pesanteur. Démontrez que v(t) = o [1 —em }

m fest la fonction définie sur | = [0 ; +oo
par f(x) = (x-1)(2 -e¥) etG sa courbe représenta-
tive dans un repére orthonormal (O ; i) lunité
graphique : 2 cm).

1. a) Démoantrez que la droite Ad'équation y = 2x -2
est asymptote & ‘C.
b) Etudiez la position relative de ‘¢ et de A.
2. a) Démontrez que tourt x de |,
f'{x) = xe X+ 2(1-e*).
b) Déduisez-en que pour tout xdel, f'(x) = 0.
c) Précisez f’(0) etdressez le tableaude variations def
3. a) Tracez A puis €.

b) Quel est le point A de “C en lequel la tangente est
paralleleaA?



Apprendre a chercher

mTangentes a une courbe issues d'un point
Dans un repére orthonormal (O: i j), on a tracé
la courbe “€ représentative de la fonction définie sur [{
par flx) = x—1—e*

Objectif : démontrer qu'il existe une seule tangente
a 't passant par O et préciser cette tangente.
1. Afin de bien comprendre i Ny
la représentation graphique
ci-contre, démontrez que:
a) la droite d'équation
Yy=x-1 estasymptote obli-
quea‘t

en —oo,

b) Pour tout réel x,
fix)=-2.

2. llsemble qu'il existe une unique tangente T & 6 issue
de Q. Pour trouver T, nous avens deux contraintes :

« T passe par O ;

« T est tangente a €.

Une méthode pour trouver T consiste a « abandonner »
dans un premier temps une contrainte (par exemple T
passe par O). On va donc considérer un point M quel-
conque de ‘€ d'abscisse x; et chercher une équation de
la droite T, ~tangente a ‘6 en M. On traduira ensuite
I'hypothése « O est un point de T g

a) Trouvez, en fonction de x;,, une équation de L
b) Démontrez que T,, passe par O si et seulement si :
(x5—1)e"—1 =0 (1)

3. lireste a résoudre I'équation {1) pour trouver x, s'i
existe. La résolution d'une telle équation nécessite
I'étude des variations d'une fonction. Notons ¢ 1a fonc-
tion définie sur R par @(x) = (x—1)e*-1.

K= +m=

b) Etudiez les variations de ¢ et dressez son tableau de
variations.

a) Precisez lim @(x) et lim @(x).
K —em

4. Résoudre (1) équivaut a résoudre @(x) = 0 surR

a) Démontrez que I'équation @(x) = 0 a une unique
solution o dans B

b) Prouvez que a appartient a l'intervalle |1 ; 2| et don-
nez une valeur approchée de o par excés a 102 pres.
Cancluez.

m Famille de fonctions et lieu géométrique
m est un réel donné, £, est la fonction définie sur R par:

fu(X) = (x+m)e *

et |, le point de la courbe ‘€, lorsqu'il existe, dont
l'ordonnée est I'extremum de f_,

Objectif : trouver le lieu € de | lorsque m décrit R.

1. 1, n'existe que si la fonction f,, a un extremum.
D'apres I'énonce, cette existence est a discuter.

On est donc amené a étudier les variations de f,.. Mais,
au préalable pour avoir une idée des courbes ‘¢, on
peut visualiser quelques courbes a l'aide de la calcula-
trice graphique ou d'un logiciel.

a) Faites afficher 6+, €., €,, €,.
D

Le point |, semble exister chaque fais.

b) Il semble que deux caurbes €Cm, 6, (m =m,)
n‘ont aucun point commun.
Justifiez cette affirmation.

2. On étudie les variations de f,,. La visualisation des
courbes précédentes sur écran peut permettre un
contrile des résultats.

a) Calculez pour tout réel x, f/(x).

b) Démontrez que | existe pour tout réel m et calculez
ses coordonnées en fonction de m.

3. Pour trouver le lieu & de |, la piste analytique
s'impose (voir Types de problémes et raisonnements,
fiche J, page 460).

a) Trouvez une relation indépendante de m entre les
coordonnées x et ydel, .

b) Déduisez-en que |, appartient a une courbe T dont
vous preciserez une equation. Tracez I,

4. On vient de prouver quesil,,, est un point de & alors
|, €st un point de I'. Donc € est inclus dans I".
Il reste a répondre a la question suivante: le point |,
decrit-il toute la courbe I' lorsque m décrit R ?

a) Démontrez que l'abscisse de |, décrit R lorsque m
décrit [

b) Déduisez-en que |, décrit toute la courbe T

CHAPITRE &




Pour progresser

m fest la fonction définie sur R — {1} par:
14x
fix)y = gl=%

Etudiez la fonction f. Tracez sa courbe représentative.

m fest la fonction définie sur R — {1} par:
1-x

1+x

et G est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal.

flx) = e "+

1. Erudiez les limites de f aux bornes des intervalles
J=eo ;=1 et ]=1; +<=[.

2. Etrudiez les variations de f

3. Tracez la courbe ‘€.

m(}ﬂ a tracé ci-dessous les courbes représentatives
des fonctions fet g définies sur R par:

fix) = x—e* et g(x) = (1-x)e*

y.i
//_//0_ H
1 x
=1
y=x

1. Attribuez & chaque fonction sa courbe en justifiant
votre réponse.
2. On note hla fonction (f— g).
a) Vérifiez que pour tout réel x,

h(x) = 1—g(x).
b] En utilisant les courbes précédentes, déduisez-en le
sens de variation de h et dressez son tableau de variations.

3. a) Démontrez que les deux courbes admettent un
unique point d'intersection dont I'abscisse o appartient
a l'intervalle |1 ; 2[.

b) Donnez de o un encadrement d'amplitude 1071,

m ® fiy et f, sont deux fonctions définies
sur R par:

fi) = =S et fix) = ——s
T+ e* 1 +e¥
‘€ et €, sont leurs courbes représentatives respectives

dans un repére orthonormal (O ; 7, f).

- LA FONCTION EXPONENTIELLE

e

B e e = e T

e =L STy

1. On a tracé ci-dessous ¢, et ‘€,. Attribuez & chaque
fonction sa courbe en justifiant votre réponse.

u
K/y i
0 X

2. Le point A[U : %J est-il centre de symétrie pour
les deux courbes ?

3. Par quelle transformation simple, %, est-elle limage
de €, ?

4. a) Vérifiez que pour tout réel x, fo(x) + f,(x) = 1.

b) Déduisez-en que €, est l'image de ‘€, par une autre
symétrie.

m ° fest la fonction définie sur 0 : +osf

1-

par f(x) = .

1. a) Dans un repére orthonormal (O ; i, j), construi-

sez la courbe " d'équation y = e* et la droite d tan-

gentealenx = 0.

b) Justifiez graphiguement que pour tout réel u:
eY=u+1.

= Aide. Voir l'exercice résolu 5, page 91.

2. Déduisez de la question précédente que pour tout
reel x:

ale*+x-1=0. b) 1 +(x-1)ex=0.
3. Démontrez alors que la fonction f est strictement
croissante sur ]0 ; +eo|.

X

m- YY) fest la fonction x — x— £ =1
el

sur [} et “€ est sa courbe dans un repére orthonormal.

définie

1. a) Vérifiez que pour tout réel x,

2e¥
et f(x) = x+1- .
g ) =l o

b) Etudiez les limites de fen +oa et en —ee.

c) Démontrez que les droites A; et A, d'équations
respectives y = x+1 et y = x— 1 sont asymptotes
a € respectivernent en —ee et en +oo,

fix) = x=1+

d) Précisez les pasitions relatives de € par rapport aux
droites A, et A,.

2. a) Démontrez que la fonction fest impaire.

b) Etudiez les variations de fsur [0 ; +<s|.

3. Tracez Ay, A,, |a tangente & ¢ au point d'abscisse
x = 0, puis |a courbe €.



4. Démontrez que I'équation f(x) = 1 admet une
solution et une seule o Déterminez un encadrement
de o au dixiéme,

m e festla fonction définie sur [0 ;+e=[ par:
1
fix) = (1 +1+l]e % si x>0 et f(0) = 0.
S

‘€ est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal (O ; f.f]l.

1. Démontrez que la droite A d'équation y = 1 est
asymptote a 6.

—_ 0
2. a) Quelle est la limite de ) lorsque x tend

flx)—f(
vers zéro ? A

1= Aide, Posez X = ;

b) Déduisez-en que la fonction fest dérivableen x = 0.
3. a) Démontrez que pour tout réel x, x = 0

1-x -1
(%) =—=e &
b) Etudiez les variations de fet dressez son tableau de

variations.

4, Parmi les courbes suivantes, quelle est |a courbe € ?
lustifiez votre réponse.

y yi

1 | T 1
= e

‘\

Y Yi
1 1

*y

.
|
EY

T SR A L.
-

0 0

® LD fest la fonction définie sur l'intervalle

e.(
(143)2
représentative dans un repére orthonormal.

I = |-1;4ee| parf(x) = et ‘G est sa courbe

1. a) Déterminez les limites de faux bornes de |.
b) Que peut-on en déduire pour la courbe 6 ?

2. Calculez f"(x) pour tout x dans |, et démontrez que

, ) x—1
son signe est celui de
Xx+1

3. Dressez le tableau de variations de f
4. Tracez la courbe €.

o fest la fonction définie sur R par:
X
fl:xj = 7 -
e —x
 est sa courbe représentative dans un repére ortho-
narmal (O ; f.f}.

1. gest définie sur R par g(x) = e*—x—1°

a) Etudiez les variations de g et déduisez-en le signe
de g(x).

b) Justifiez alors pourquoi fest définie sur .

2. a) Calculez les limites de fen +o et en —ee. Inter-
prétez graphiguement les résultats obtenus.

b) Etudiez les variations de f et dressez son tableau de
variations.

¢) T estla tangente & ‘€ au point d'abscisse 0. Etudiez la
position de ‘€ par rapport a la droite T,

d) Tracez T, les asymptotes puis la courbe €.

. f est la fonction définie sur [ — {0} par
1

fix) = xe* et € est sa courbe représentative dans un
repére orthonormal (O - 7, /).

A. Etude de fsur |0 ; +=[

1. Déterminez les limites de f aux bornes de l'intervalle
10; +e=].

2. a) Vérifiez que pour tout x > 0
1
i
f(x)—x=1= % : 1 4,

X
b) Déduisez-en la limite de f(x)—x—1 en +==, et
démontrez que la droite A d'équation y=x+1 est
asymptote a ‘€. On admettra que pour tout x > 0, € est
au-dessus de A.

3. Etudiez les variations de fsur |0 ; +oo| et dressez son
tableau de variations.
B. Etude de fsur |—<=; 0]
1. Déterminez les limites de f aux bornes de l'intervalle
|—eo; 0L
2. Par une démonstration analogue a celle de la partie A,
on démontre que la droite A d'équation y=x+1 est
asymptote oblique a ‘€. et on admet que pour tout réel
X < 0, € estau-dessous de A
3. On note g la fonction définie sur |- 0] par -

g(x) = f(x) si x<0et g(0) =0.
a) Déterminez |im M

x—0

b) Déduisez-en que g est dérivable en zéro.

c) Etudiez les variations de g sur l'intervalle |- oo : 0] et
dressez son tableau de variations.

4. Construisez la courbe €.

: Tangentes a une courbe passant par un
point

La courbe ‘€ ci-contre est la y4 @

courbe représentative de la ' '

fonction fdéfinie sur B par:

fix) = e*—x. | 1
Le but de I'exercice est de : A
démontrer qu'il existe deux 0\1 ‘i

tangentes a ‘€ passant par |
A de coordonnées (1 ; 0) et de préciser ces tangentes.
15" Aide. Voir Apprendre d chercher, exercice 61, page 105,




1. M est un point de ‘. d'abscisse x, et T,, estlatan-
gente en M a ‘€.
a) Trouvez en fonction de x, une équation de T,{”.
b) Prouvez que T, passe par A siet seulement si:
e(2-x5) =1 (1)
2. On note ¢ la fonction définie sur R par:

Q(x) = e¥(2-x).
a) Etudiez les variations de ¢ et dressez son tableau de
variations,
b) Démontrez que 'équation @(x) = 1 a deux solu-
tions dans R notées o et .
¢) Donnez de « et B une valeur approchée par exces
a 107" prés.
3. Concluez.

: Dans le re- ¢,

pére orthonormal ci-
contre, on a tracé les
courbes €, et €,
d'équations respecti-
ves |y = e*

et Yy = e,

A tout réel m, on
associe les points M
de G, et N de €,
d'abscisse m.Onnote
| le milieu de [ MN].
Le but de l'exercice est de définir puis de construire la
courbe T, lieu de |, lorsque m décrit [R.

1. a) Calculez en fonction de m les coordonnées de |.
b) Trouvez une relation indépendante de m entre
les coordonnées de |.

c) Déduisez-en le lieu I" de |, lorsque m décrit [{.
u=- Aide. Voir Apprendre a chercher, exercice 62, page 105.

2. On note fla fonction définie sur R par:

eX +p¥
flx) = =—5—
a) Etudiez les variations de f
b) Construisez I" sur la méme figure que ¢, et 6,
3. Les tangentesen Met N & ‘¢, et'C, se coupent en P,
Démaontrez que la droite (IP) est tangenteenlaTl.

Ml BAC BN
Dans un repére
orthanormal

(0:i]), on a
tracé la courbe 4
d'équation y = e*

et la droite d /_ /1
déquationy = x. € _— |/ i

A tout réel m, on

associe les points
5

M, de € et P, de d

d'abscisse m.

- LA FONCTION EXPONENTIELLE

La tangente en M, a € coupe l'axe des ordonnéesen N_.
On note G,,, lsobarycentre de O, N, M, et P Le but de
I'exercice est de déterminer et construire l'ensemble € des
points G,,.

1. a) Caleulez les coordonnées de G en fonction de m
b) Déduisez-en que I'ensemble € des points G,, est

la courbe d'équation y = % [e2%(1 — x) + x].

i Aide. Voir Apprendre d chercher, exercice 62, page 105.

2. Dans cette guestion, on se propose de construire €.
Pour cela, on considére la fonction fdéfinie sur B par:

fixy = %|x+{‘l - x)e?¥].

a) Calculez pour tout réel x, f"(x) et f"(x).

b) Déduisez-en le tableau de variations de f”.

c) Démontrez que ['équation f'(x) = 0 & une unique
solution ctdans K et que cuappartient a lintervalle ]O ; 1].
Donnez une valeur approchée de ot a 10 2 prés par défaut
3. Etudiez les variations de fet construisez € sur la figure
donnée.

: m Famille de fonctions

n est un entier non nul et 7, la fonction définie sur
2n

+n

1. a) Etudiez les variations de f,.

b) Précisez f,(0) et lim [ (x).

X = doa

2. a) Calculez f.(n) et précisez son signe.

—e

[0 +eo] par fi(x) = 1—x

b) Démontrez par récurrence que pour tout entier n
nonnul, e+ =2n4+1.

c) Déduisez-en le signede f (n+1).

3. Démontrez que |'équation f (x) = 0 a une unique
solution U, etque n<u,<n+1.

: Fonction exponentielle et suite

arithmétique
festla fonction définie sur [ par f(x) = (x2+x+ 1)e’.
On note fi'), fi2) . fin ses dérivées successives. On

dit que (™ est la dérivée « n-iéme » de f. De méme, (1!
est la dérivée notée habitueliement f'.

1. a) Calculez f('}(x).

b) Démontrez par récurrence que fi7'( x) s'écrit sous la
forme (x2+ a,x+ b,)e* ol g, et b, sont des entiers
naturels.

2. On consideére les suites (a,) et (b,) définies sur N
par:

sy =3 8L 4,y = G+ 2.

eb, =28t b,.s =b,+a,

a) Vérifiez que la suite (a,) est une suite arithmétique

et déduisez-en g, en fonction de n.
n—1
b) Démontrezque b, = 2+ 3 ;.

Déduisez-en b, en fonction de n.



3. Question supplémentaire pour les éléves ayant
choisi la spécialité « mathématiques ».

a) Démontrez que tout diviseur de a, et de b, est un
diviseur de 5 et que a,, et b, ont pour PGCD 5 si et seule-
mentsi n=2 (mod 5).

b) Que peut-on dire de a, et b, pour les autres valeurs
den?

m : Pour une fonction f, on note f(1) = f* ft2}

fi¥, ., finl ses dérivées successives,

fy f,, f; sont des fonctions définies sur R par:

fi(x) = xe*;

1. Démontrez par récurrence gue :

A" =nfy+f,. b)£" = n(n- 1)fy+2nf, + f;

2. Déduisez-en la dérivée « n-ieme » de la fonction :
f:x— (2x7 = 3x)e”,

folx) = e*; f,(x) = x%e.

Equations différe

® 1. Soit (E) I'équation différentielle ;
2y"+3y = 0.
Déterminez toutes les solutions de (E).

2. Onnote (E") I'équation différentielle 2y" + 3y =x2 + 1.
a) Déterminez une fonction f, polunéme du second
degre, solution de (E*).
b) Démantrez que si g est une solution de (E”), alors g—f
estune solution de (E).
¢} Réciproquement, démontrez que si g — fest une solu-
tion de (E), alors g est une solution de (E*).
d) Déterminez toutes les solutions de (E”) [voir note).
3. Donnez toutes les solutions de I'éguation :

2y +3y=cosx (E").
1= Aide. Cherchez une solution particuliére fde (E”) de la
forme fix) = acosx + bsinx.

iz Note. Vous venez de démontrer le résultat suivant : les
solutions de 'équation (E") : ay’ + by = k, ol k est une fonc-
tion de x sont toutes les fonctions qui s’écrivent f+ g,, oil fest
une solution particuliére de (E) et g, une solution quelconque
de I'éguation ay’ + by = o. Ce résultat est général mais il
n'est pas au programme.

m ® 1. Trouvez une fonction gdelaforme x — ge-*
telle que pour tout réel x, on ait g'(x) + 3g(x) = 2e ¥
2. Démontrez qu'une fonction f est solution de I'équa-
tion différentielle (E): y” + 3y = h, ou hest la fonction
telle que h{x) = 2e*, siet seulement si f— g est solu-
tionde(E’): y'+ 3y = 0.

3. Résolvez (E).

m ® |. Trouvez une fonction g de la forme:
X > aQCos2x + bsin2x,
telle que, pour tout réel x, on ait :
2g°(x)+ g(x) = 17sin2x.

2. Procédez comme a l'exercice 80 pour résoudre -
2y"+y = h ol h(x) = 17sin2x.

m o 1. On se propose de résoudre I'équa-
tion différentielle (E): "+ y = x+ 1, yétant une fonc-
tion de la variable réelle x et y’ sa dérivée.

a) On pose z= y— x; écrivez ['équation différentielle (F)
satisfaite par z

b) Résolvez (F), puis (E).

2. On appelle f,, la solution de (E) telle que f,(0) =
et ‘€, la courbe représentative de f, ol o est un para-
metre réel donné.

a) Démontrez gue, pour tout ¢, la tangente a €, au
point d'abscisse —1 passe par l'origine du repére,

b) Plus généralement, démontrez gue toutes les tan-
gentes aux courbes 6, en un point d'abscisse x, don-
née se coupent sur € .

e QLS | e but de I'exercice est de démontrer
I'existence d'une unique fonction f dérivable sur R véri-
fiant la condition :

(©) {f(—xlf'[x;- = 1 pour tout rée| x,
fl0) = —4

puis de déterminer cette fonction.

1. On suppose qu'il existe une fonction f satisfaisant la
condition (C) et on consideére alors la fonction g définie
sur R par g(x) = f(=x)f(x).
a) Démontrez que la fonction f ne s'annule pas sur K.
b) Calculez la fonction dérivée de la fonction g.
c) Deduisez-en que la fonction g est constante et déter-
minez sa valeur.
d) On considére I'équation différentielle (E) :

v 1
¥ = 16 Y
Montrez que la fonction fest solution de cette équation
et qu'elle vérifie (0) = -4,
2. Démontrez qu'il existe une unique solution de I'équa-
tion différentielle (E) prenant la valeur —4 en 0.
3. Déduisez des questions précédentes qu'il existe une
seule fonction dérivable sur K satisfaisant la condition
(C) et précisez quelle est cette fonction.

m : On désigne par ¢ l'ensemble des fonctions f
dérivables sur &, ne s'annulant pas sur B, telles que :
f/(x)+2f(x) = (f(x))?, pour tout réel x.

1. fest une fonction de €. Démontrez que la fonction g,

définie par g(x) = est dérivable sur R et gqu'elle

1

fix)'

est solution d'une équation différentielle de la forme :
y'+ay = b (aq bréels).

2. Déduisez-en que les fonctions de € sont les fonctions :

X , ol kest un réel, k=0

— ————
2ke?r + 1

CHAPITRE 4




m En physique : intensité d'un courant

Le circuit ci-contre comprend "R

une bobine d'induction L, une L
4
_{

résistance R. L'origine du temps
est a la fermeture du circuit.
On suppose gue pour t = 0, J’
l'intensité | est nulle.
La force électromotrice aux
bornes du circuit est constante et égale a E (en volts). On
sait que la fonction | - £t~ [(1) est telle que, a l'instant t
pourtoutt, t=0.

LI'(ty+RI(ty = E (1}

1. a) Résolvez cette équation différentielle.
b) Trouvez la fonction | telle que I(0) = 0.

2. Pourquoi la fonction | a-t-elle une limite en +c=?

m En biologie :

€tude d'une population de rongeurs

1. On a étudié en laboratoire I'évolution d'une popula-
tion de petits rongeurs. La taille de la population, au
temps t, est notée g(t). On définit ainsi une fonction g
sur l'intervalle [0 ; +==[. La variable t réelle, désigne le
ternps, exprimé en années. L'unité choisie pour g(t) est
la centaine d'individus Le modéle urilisé pour décrire
cette évolution consiste a prendre pour g une solution

dans [0 ; +ss[ de l'équation différentielle (E;): y* = =2

4
a) Reésolvez (E,).
b) Déterminez g(t) lorsqu'a la date t = O, la popula-
tion comprend 100 rongeurs (g(0) = 1),
c) Aprés combien d'années, la population dépassera-t-
elle 300 rongeurs pour la premiére fois ?

2. Enrealité, dans un secteur observé d'une région don-
née, un prédateur empéche une telle croissance en tuant
une certaine quantité de rongeurs. On note u(t) le nom-
bre des rongeurs vivants au temps t (exprimé en années)
dans cette région, et on admet que la fonction u, satisfait
aux conditions:

[u’( t] = u(t) M pour tout nombre réel ¢

{E5) ¢ 4 12 positif ou nul,

lu([}] =1

ol u” désigne la fonction dérivée de la fonction L.

a) On suppose que, pour tout réel positif ,ona u(t) = 0.
On considere, sur lintervalle [0 ; +e=|, la fonction h
définie par h = 1;;

Démontrez que la fonction u satisfait aux conditions
(E,) si et seulement si la fonction h satisfait aux
conditions

- LA FONCTION EXPONENTIELLE

h'(1) = — 1-h( t)+ 1 pour tout nombre reéel t
4 e

(Ex) positif ou nul,

a{0) = 1

ol h’ désigne la fonction dérivée de la fonction h

b} Donnez les solutions de I'équation différentielle :
' 1 1
= - + —
y y 5]
et déduisez-en |'expression de la fonction h, puis celle de

la fonction u.

c) Dans ce modele, comment se comporte la taille de la
population étudiée lorsque t tend vers 4= ?

En Travaux Publics : pont suspendu

La figure ci-dessous schématise |'un des deux cotes ver-
ticaux d'un pont suspendu. Les filins verticaux tels que
HH’ sont régulierement espacés les uns des autres. [l n'y
a pas de filin en AB, ni en A’B’. La longueur AA" est
360 metres.

B' Lk B

!
!
E.
|
A

x P A" 0 H P x

On se propose de représenter avec précision l'arc E%-
et d'exploiter cette repreésentation.

On admet que, dans le repere orthonormal d'axes (x'Ox)
et (y'Oy) dans lequel le point A a pour coordonnees

B
(180:0), 'arc B'KB est représenté par l'arc de courbe @
d'équation y = fix), ou f est la fonction definie sur

X X

lintervalle | = [—180; 180] par f(x) = e*' +e 41,
1. a) Etudiez la parité de la fonction f.
Déduisez-en une consequence graphique.

b) Etudiez f et tracez avec précision I'arc de courbe
(échelle : 1 metre est représenté par 0,5 mm).

2. Quelle est la hauteur de la tour AB ?

LN o @19 En économie

A. Etude d'une fonction

fest la fonction définiesur | = [0 ; +e| par:
10x

e+ 1"

fix) =

1. a) Démontrez que pour tout réel x de |,
. 10
X}y = ————g(x
Fix) {E*+1}29{]
ou g est une fonction définie sur | que |'on déterminera.
b) Démontrez quiil existe un réel & unigue de | tel que
gl(ot) = 0.Donnezde ¢tun encadrement d'amplitude 10,



c) Déduisez-en le tableau de variations de f et démon-
trezque flo) = 10(o—1).

2. Construisez la courbe ‘€ représentative de fdans un
repére orthonormal (O ; 1, j).

(Unités graphiques : 2 cm )

B. Application économique

Apres avoir lancé la fabrication d'un nouvel abjet, une
entreprise a réalisé une étude qui a montré que le colt

total ‘€+(q) en milliers d'euros pouvait étre assez bien
décrit par la fonction :

“€1: g+ f(q) + q, fétant la fonction de la partie A et g
le nombre d'objets fabriqués en centaines d'objets.
1. a) Sur la figure de la question A. 2., représentez la

courbede ‘6, surlintervalle [0 ; 10] en justifiant votre
construction.

b) A combien peut-on évaluer le codt de 300 objets ?

r:'ETli q)
100q

A l'aide de la calculatrice, estimez a partir de combien
d'objets fabriqués le colr unitaire est inférieura 12 €.

2. Le colt unitaire est donné par JAq) =

Prendre toutes les initiatives

EEI ® Une fonction fest définie sur une partie & de R
52

L

Quel est le signe de f(x) sur ?

par f(x) =

El ® f est |a fonction définie sur R par
fix) = (3 - x)e*. Démontrez qu'il existe deux tangen-
tes, et deux seulement, a la courbe représentative ‘G de f
de coefficient directeur 2.

m ® fest la fonction définie sur R par:
fix) = (x+1)e2x

Est-il vrai que I'équation flx) = — % a deux solutions
distinctes 7

mlLa suite (u,) est définie par u; = 1 et
U,y = u,+1.0Onnote (v,) lasuite définie pour tout
entier n, par v, = e

Démontrez que lim (vg+ -+ V) =

] = o o

A
e—1
m.u est une fonction dérivable sur [ dont

le tableau de variations est dressé ci-aprés (a, b, ¢ sont
des réels).

SRS el et === S T T

1. Quel est le sens de variations de vy xeetin?

2. Indiquez un intervalle sur lequel il est possible de
donner un sens de variation a v, : x —> u(x)ex,

1 x|

m ® fest|a fonction définie sur F par f{x) =
fest-elle dérivable sur [{ ?

e’ + 1

m ® fest |a fonction définie sur [ par f(x) = xe* si
x=Tetfix) = ax+ bsix>1 (aet bsontdeuxréels).
Déterminez get b, s'ils existent, pour que fsoit dérivable
sur R,

EI e pans un repere (0;17.j) orthonormal, € est
la courbe d'équation y = e (a#0).

M est un point de ‘€ d'abscisse x, qui se projette ortho-
gonalement en H sur I'axe des abscisses. La tangente en
M a ‘€ coupe |'axe des abscisses en T. Démontrez que la
longueur TH ne dépend pas du choix de M sur ‘€.

A = e

S — USSR

sear——



Problemes

Thémes : Etude de fonction.
Lecture graphique

Dans un repére orthonormal (O ; E}'L on a représente

la courbe “€ d'une fonction f définie sur R

La droite d est asymptote oblique a ‘€.

Le point A(O; 1) estun centre de sumétrie pour ‘€ et la

tangente T en A a‘€ a pour équation :
y=(1-e)x+1.

A. Expression de f
On suppose que pour tout réel xde [,
filx) = mx+p+oix)
ol m et p sont deux réels et @ une fonction telle que
lim @(x) = 0 et lim @(x) = 0.

o i X—p ==

1. a) Déterminez met p.

b} Démontrez que pour tout réel x, flx) + fl—x) = 2.
c) Déduisez-en que la fonction ¢ est impaire.

2. On suppose que pour tout réel x, @(x) = (ax + bye ¥
ol aet bsont deux réels.

Démontrez en utilisant les résultats de la question 1 et
'équationde Tque b = O et a = —-e.

B. Etude de f
fest définie sur R par:
flx) = 1 +x—xe'~-*

et 'l est sa courbe représentative dans lerepére (O ; i)
1. a) Vérifiez que T est bien la tangente au point A a la
courbe €.

b) Etudiez la position relative de € et T.

2. Le graphique suggére I'existence d'un minimum rela-
tifde fsur [0 1].

a) Démontrez que f”(x) est du signe de 6x — 4x°>.

b) Démontrez que I'équation f'(x) = O admet une
solution unique o sur [0; 1] et que 0,51 << o << 0,52,
c) Exprimez f(a) sous la forme d'un quotient de deux
polyndmes en o,

Précisez alors ce minimum relatif.

- LA FONCTION EXPONENTIELLE

m : Thémes : Famille de fonctions. Lieu géométrique

m est un réel, on note f,, la fonction définie sur K par:
fm(X) = (X +m)e*,

et G, sa courbe représentative dans un repére ortho-

normal (O ; I, j).

Partie A

1. Etudiez les variations de f,, et dressez son tableau
de variations.

2. OnnoteS,, le point de € en lequel la tangente a €|
est paralléle & I'axe des abscisses.

a) Calculez en fonction de m les coordonnées de S,
b) Quel est le lieu géométrique € de S, lorsque m
décrit [ ?

L Aide. Voir la partie Types de problémes et raisonnements,
Fiche ], page 460, et l'exercice 62, page 105.

3. Dans un repére (O ;i.j), construisez &, puis les
courbes €, €_4, €_,.

4. Démontrez que par un point M donneé de coordonnées
(a; b), il passe une courbe “G ., et une seule.

Partie B

Dans cette partie, X, est un réel donné et on note M,
le point de ‘€, d'abscisse X, :

On se propase de démontrer que la tangente T,,a ‘€ en
M, passe par un point fixe dont les coordonnées dépen-
dent de x.

1. Démontrez que :
y = e®[(x;+1 ]x—xg +m(1 = x5+ x)]
est une équationde T,

2. Déduisez-en que T, passe par un point fixe A.
Donnez ses coordonnées en fonction de xg.

Partie C

o, 3, ysont trois réels distincts deux a deux.

On note M, Mg, M,, les points de €, ‘6, 6, de méme
abscisse x.

(&0

1. Démontrez qu'il existe un réel k, indépendant de x, tel
que: - -

MM, = kMM,
2. a) Réciproquement, démontrez gque, quel que soit
le réel k différent de 1, I'ensemble €, des points N tels
que:
est une courbe €,,.
Calculez oL en fonction de k, [3, .

b) Déterminez € _, pour B=0ety=—2.



EEl s Themes : Familte de fonctions.
Lieu géométrique

m est un réel, on note f,, la fonction définie sur R par
f.(x) = me?*—4x2 et 6, sa courbe représentative

dans un repére orthonormal (O ; F,f).
La figure ci-dessous donne pour quelques valeurs de m
les courbes représentatives ‘€, associées.

L'objet du probleme est d'étudier la famille des fonctions
[ ainsi définies.

A. 1. La figure ci-dessus semble indiquer que les cour-
bes ‘€, n'ont pas de point commun.

a) Démontrez que par un point M(x, ; y,) donné, il passe
une courbe ‘G, et une seule.

b) Démontrez que pour tout réel a fixé, 'ordonnée du
point de €, d'abscisse aest une fonction croissante de m.

2. a) Vérifiez, pour tout réel x, que :
fo(x) = 2e2¥[m— 4xe-2%].

b) Déduisez-en que le signe de f(x) est le méme que
celui de m— 4 xe~ 2%,

3. a) Erudiez les variations de la fonction y définie sur [
par y(x) = 4xe?* et construisez sa courbe représen-
tative I'.

b) Déduisez le signe de f(x) de la question précédente.

4. a) Etudiez les variations de f, selon les valeurs du
parametre m.

b) Dressez le tableau de variations f,,, dans chacun des
cas suivants:

2

-m}g. .U‘{m{—'
e e

2.

o
wem =0 0.
B. L'étude précédente prouve que, selon la valeur de m,
la courbe ‘€, posséde au plus deux points en lesquels la
tangente est paralléle a 'axe des abscisses.

1. a) SiS,, est 'un de ces points de coordonnées (X ; Y),
démontrez que :
4Xe-2%X =m ot ¥ = me2X—4X2

b) Déduisez-en que les points S, appartiennent a une
parabole 2.
Donnez-en une équation cartésienne.

2. Réciprogquement, tout point de la parabole & est-il
un point S, ?

3. a) OnnoteK_, le point d'intersection de la courbe ‘€
et de |'axe des ordonnées.

Démontrez que la tangente a ‘€, en K, passe par un
point fixe |. Précisez ce point.

b) Dans un repére (O : I, j) (unité graphique : 4 cm),
« fracez |la parabole %, placez le point | puis tracez les
courbes Gy ; €,,€6_,; 6,6y

e 2
« tracez la courbe € , passant par le point A de coordon-
nées (1;0).

CHAPITRE 4 -
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C’EST NOUVEAU AU
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Pour chaque guestion, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

m On a tracé ci-contre dans un repére orthonormal
(0: 1), les courbes €, et ., représentatives des fonctions
f, et f, définies sur R par f;(x) = xe=* et f,(x) = x2e~*. 2 \
1. Positions relatives de €, et ‘€, y
[a|%, estau-dessus de“€ pour tout réel xde l'intervalle [0 ; 1].

E‘&, et ‘€, ont un troisiéme point commun qui n'apparait j SOl
pas sur la figure ci-contre.

2. Propriétés de f,

| a |Pour tout réel x, f{(x) +fy(x) = e~ %

[bPour tout réel x, 2f,(x) = 1.

[ ¢ |L'équation 4f,(x) = 1 adeux solutions distinctes.
3. Exploitation de ¢, et 6,

M est un point de ‘€, d'abscisse m et la tangente T,, 2 ‘6, en M coupe I'axe des ordonnées en N.

|a |Si P estle point de €, d'abscisse m alors P et N ont la méme ordonnée.
@ Si H est un point quelconque de 'axe des ordannées de coordonnees (0 ; h) alors on peut mener

de H trois tangentes a €, si et seulement si he JG ; gﬁ[ .

QESTITUTION @RGAmsEE

Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodo-
logique page 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie
ou fausse. Justifiez a chaque fois votre réponse.

Im 1. @ est un réel strictement négatif donné. Pour
tout réel b, l'equation e* = ax+ b a toujours une
solution et une seule dans .

2. Si u est une fonction pasitive et strictement crois-
sante sur [% alors la fonction f: x — u(x)e* eststricte-
ment croissante sur [R.
3. La fonction f: x — ./xe'—* définie sur [0 ; +eof
est dérivableen x = 0.

4. La droite d'équation x = 0 est asymptote a la
courbe représentative de la fonction f, définie sur
10 ; +ee| par:
;
fx)y= e *

5. Lafonction f: x —> e~ *+ 1 définie sur R est l'unique
solution de I'équation différentielle y"+y = 0, véri-
fiant f(0Q) = 2.

LA FONCTION EXPONENTIELLE

pes @ onnaissances

=% Reportez-vous a la fiche O du bloc méthodologigue
ﬂ page 466.

@ Dans une pléce a température constante de
20°C, a linstant initial noté 0, la temperature 6(0)
d'un liguide est égale a 70 °C.

Cing minutes plus tard, elle est de 60 °C.

On admet gue la température 8 du liquide est une fonc-
tion dérivable du temps t, exprimé en minutes, et que
8°(t) est proportionnel a la différence entre la tempé-
rature 6(t) et celle de la piéce. On notera a le coeffi-
cient de proportionnalité, a e .

1. Démonstration de cours

Soit (E) I'équation différentielle 2’ = az.

Pré-requis. La fonction x+>e? est solution de
I"équation (E).

Démontrez que toute solution de (E) est de la forme
x> Ce?, o0 C estune constante réelle.

2. Résolvez 'équation différentielle: y* = ay - 20a.

3. Quelle sera la température du liquide 30 minutes
apres l'instant initial ?



La fonction
logarithme népérien

En 1614, Néper publie une table de logarithmes desti-
née a faciliter les longs calculs que doivent effectuer
les astronomes, les navigateurs, les financiers. Avec
cette table, on associe a tout nombre un autre nom-
bre, son logarithme, de telle sorte que pour calculer le
produit de plusieurs nombres, il suffit simplement
d'additionner leurs logarithmes.
Si lidée parait simple, sa réalisation nécessite quinze
années de travail. Pour construire sa table, Néper ne rai-
sonne pas en termes de fonctions et de dérivées, celles-
¢i ne sont pas encore connues, mais il étudie le mouve-
ment d'un point se déplacant sur un segment a une vites-
se inversement proportionnelle a sa distance a l'origine.
Les tables de logarithmes, utilisées jusque dans les
i années 1960, sont devenues
inutiles depuis l'arrivée massive
des calculatrices, qui utilisent le
développement illimité du loga-
rithme de 1+ x avec |x|] <1
donné par Newton :

2 3 4
X& X2 X
In(1+Xx)=x——+> —-—

[ ) 2 3 4
Les mathématiciens découvrent

lentement ['intérét des logarith-

i i

mes pour I'Analyse, mais la « fonc-
tion logarithme », inventée pour
simplifier des calculs, devient au
fur et a mesure des progres, une
fonction essentielle en théorie.

John Neper
1550 = 1617

A LA MEME EPOQUE |

roance

Le roi de France,
Henri IV, quia
mis fin aux guer-
res de religion
entre ﬁrolestants
et catholiques,
est assassiné par
Ravaillac. Sonfils
Louis X111 lui suc-
cede.

ETATS-UNIS

Le Mayflower quitte ’Angleterre avec a son
bord 102 émigrants, notamment des puritains,
issue d’une église séparatiste de Leyde. s
débarguent en Amérique et fondent la premiére
ville de Nouvelle-Angleterre.

Lyrisme, éloguence
et sensualité
s'expriment dans
I'eeuvre de Rubens,
notamment dans
ses compaositions
mythologigues aux
accents souvent
truculents.
Ci-contre, La Toi-
lette de Vénus.




1) Logarithme népérien

1.1 Définition

La fonction exp est strictement croissante et continue sur f = |—oo ; +oo[.

Deplus lim e* = +co et lim e* = 0. g
X = e X =—h — 00

Il en résulte d’aprés 'extension du corollaire des valeurs

intermédiaires (théoréme 8, chap. 2) que l'image par la | e¥i=x
fonction exp de l'intervalle ]—oo ; +oo| est l'intervalle

1=]0; +so[. Etaussi, que quel que soitleréel x > 0 de ' /1

I, il existe un réel y et un seul dans K tel que e/ = x. : 1 -

Onnotey = Inx d'ou e!™ = x. Ainsi Inx estle nom-
bre dont I'exponentielle est x.

DEFINITION 1 ® | Lafonction logarithme népérien est la fonction définie sur |0 ; + eo| qui, a tout
réel x strictement positif, associe le réel y noté Inx dont I'exponentielle est x.

Conséquences.

Note @ Pour tout réel x > 0, e!®* = x (1) (résulte de la définition).
La fonction logarithme

népérien est notée . @ Pour tout réel x, Ine* = x (2).
En effet, Ine* est 'unique réel dont I'exponentielle est e*, donc c'est x.

elnl =0 et lIne = 1.
En effet, Ine® = 0 et Ine! = 1 d’aprés (2).

THEOREME | ®  Pour tout réel x > 0 et pour tout réely, y = Inx équivauta x = e’.

Eneffetsi y = Inx, alors eV = el"r = x d'apres (1).
Réciproquement, si x = e’ alors x > 0 et Inx = Ine” = y d'aprés (2).

1.2 Courbe représentative de x — Inx

11 résulte du théoréme 1 que les fonctions In et exp
sont des fonctions réciproques (chapitre 2, § 8). Donc
dans un repére orthonormal, les courbes ‘€ et ‘G, repré-
sentatives respectivement des fonctions exp et In sont
symétriques par rapport a la droite d'équation y = x.

1.3 Sens de variation
THEOREME 2 ® La fonction In est strictement croissante sur |0 ; +oo].

En effet, si u et v sont deux réels de lintervalle |0 ;+e| tels que 0 < u<<wvw, dapres(
0 < elne < glov, d'on Inu < Inv (chap. 4, théoréme 2) et la fonction In est strictement croissan|

Il résulte alors de la stricte croissance de la fonction In sur |0 ; +eo[ que:

Pour tous réels a et b strictement positifs :

@ Ina = Inb équivautaa = b. ® Ina < Inb équivauta a < b.
Pour tout réel x strictement positif :
® Inx > 0 équivauta x > 1. ® Inx < 0 équivauta 0 <x < 1.

LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN



COMPRENDRE

e

T ——

Existence de Inx

Seuls les nombres strictement
positifs ont un logarithme

Donc, avant de prendre le logarithme
d'un nombre, il faut s'assurer que ce
nombre est strictement positif,

= EXERCICE RESOLU 1

Réciprocité
de In et exp

Visualiser
des résultats

!nbi__y
Inay-

O/é-é:\;.l .b.l;

la courbe permet de retrouver cer-
1ains résultats ;

e Inx> 0 équivauta x> 1;

o Nx<0 équivauta 0 < x < 1;
e inl =0;

elne=1;

elna<Inb (a=>0, b=>0) équi-
vauta a << b,

Equation
Inuix) = Inwv(x)

liet vsont deux fonctions de la varia-
ble x D'aprés les conséquences du
théoréme 2 :

o Inu(x) = Invix) équivauta
u(x) =0, v(x) =0 et u(x)=v(x).
o Inu(x) = Inv(x) équivaut a
u(x)=0, vix) =0 et u(x) = v(x)

=) EXERCICE RESOLU 2

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESDLU“ Préciser la validité d'une expression.
Simplifier des écritures

AIITaA 1) Pour quelles valeurs de x, les expressions suivantes ont-elles
un sens ?

a) In(x—1)+In{x+1). b) In(}%}.

2) Ecrivez plus simplement les nombres suivants - ,
) In<
a) e+ Ined. b) &*+e8; cle-Mie 3

SOLUTION COMMENTEE
1) ® L'expression In{x—1) + In(x+ 1) n'a de sens que pour les réels x, tels

que x > 1 et x > -1 donc pour tout x de |'intervalle |1 ; +ee|.

3 1-x . 1—-x.
@ De méme, In|l —= | n'ad ue pour le Is x tels — =0
e 8l (X+2] a de sens que p s reels x quex+2 :

donc pour tout x de l'intervalle | -2 ; 1.
2)a)e"?+Ine® = 2+ 3 = 5, d'aprés les conséquences de la définition 1.
b) De méme, e2+n8 = g2 x g8 = gg2,

2
1 In< In =
gems =1 -1 g =2 donc e-M3pe 3 =1,

ehn3 3
EXERCICES 146

EXERCICE RESOLU n Résoudre des équations et des inéquations

HITITEA Résolvez :
a) In2x = In(x?-1). b) In2x = In(x%-1). c) e2x+5 = 5§

|
Pour résoudre Inu(x) = Inv(x) ou Inu(x) = Inv(x) :

# on trouve l'ensembile E des réels x pour lesquels u(x) > 0 et v(x) >0

e on résoutdans B, u(x) = v(x) ou u(x) = v(x) et on ne garde que les solu-
tions qui sont dans E,

SOLUTION COMMENTEE |

Pour a) et b), E est 'ensemble des réels x tels que 2x >0 et x2 -1 = 0,
donctels que x > 0 et (x < -1 ou x => 1). '

I _ L]

St i e -1 h
Donc E = |1 +eo[.

Y

® In2x = In(x?-1) équivaut dans E a x2-=2x—1 = 0. Les solutions
dans® sont x, = 1-./2 et % = 1.2, Or x; < 0, donc I'éguation
In2x = In{x?—1) apour ensemble de solutions & = {1+ .,/2}.

® De méme, I'inequation In2x = In(x% - 1) équivautdansEax?—-2x-1=0Q
Dans R, I'ensemble solution est lintervalle [1— /2 :1 + .ﬁ]. Danc dans E,
linéquation, on a pour ensemble de solutions & = [1; 1+ 2].

c) e2**5 = 5 équivaut & 2x+5 = In5 daprés le théoréme 1, donc

X = %(InS - 5) etl'ensemble de solutions est & = {%{InS—S}}

EXERCICES 7 a 13

CHAPITRE 5 117




2) Logarithme d’un produit

2.1 Propriété fondamentale

THEOREME 3 ®  Pourtousréels a=>0 et b >0, Inab = Ina + Inb.

Démonstration. Pour démontrer que deux réels o et [3 sont égaux, il suffit de démontrer que
e = el car e® = ef édquivaurd o = f.

Or elnel = gh et elna+tinb = giney alnb = gh,

Donc elnab = glhatinb | ap résulte que Inab = Ina + Ink,

2.2 Conséquences
de la propriété fondamentale

m Logarithme d’un quotient et d’'un inverse

Pourtousréelsa >0 et h > 0, ln% = Ina - Ink etln% = —Inb.

Démonstration. « D'aprés la propriété fondamentale, ln[E xb) = In2+1nb = Ina.

d b b
D'oll In - Ina - Inb.

o Dans le cas particuliera = 1, In— = —Inb.

o=

m Logarithme du produit de plusieurs nombres

Pour tousréels a, > 0, a, > 0, ...,a, > 0:

In(a; xa,x...xa,) = Ina, + - +Ina,.
Démonstration. Notons P, cette proposition et démontrons qu'elle est vraie par récurrence. Elle
est vraie pour p =1, car Ina, = Ina,. Supposons la proposition vraie pour I'entier p et prouvons
qu'elle est vraie pour I'entier (p + 1).

In(ay Xay % ... xa,xa, ) = In(a;a;..a,) + Ina, , ;.

Or d'aprés I'hypothese de récurrence, In(ay % ... xa,) = Ina; + -+ Ina,.
D'ou In{a, + - +a,,,) = lna; + -+ Ina, .
Le principe de récurrence permet de conclure que la proposition P, est vraie pour tout entier
p = 1. D'oile théoréme.

Des formules précédentes, on déduit :

® Pour tout réel a > 0, pour tout entier relatif p, Ina? = plna.

En effet, lorsque a; = @, = .- = a, = a, on obtient pour tout a > 0 et pour
tout entier p = 1, In(a?) = plna.

: . : —_— 1

Si p est un entier strictement négatif, In(a”) = 1n(ﬁ) = —(-plna) = plna.

Sip =0, Ina? = In1 = 0 et plna = 0. D'ol le résultat.
B In4-3+5In2 = -3In2?+5l2 = -6In2+5In2 = ~In2.

@ Pourtoutréel a > 0, In.Ja = %lnﬁ.

En effet, Jax .Ja = a, donc Ina = InJa+In.Ja et Infa = j—‘]na.

1.5 14 1 1 1
m1nﬁ+§h§ = iln3+21n5—21n3 = 21ns.

LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN




Du bon usage
de la propriété
fondamentale

La propriété fondamentale n'est vraie

gue pour les nombres strictement

positifs,

¢ Exemple.

L'égalité:

[n[ﬂ) = In(x=1)=In(x+2)
X+2

st vraie uniquement lorsque x > 1

et x>-2, cest-adire lorsque

xe 1 ; +oof.

=} EXERCICE RESOLU 3

# En revanche, on peut écrire pour
touta< 0 ettout b <0,
In(ab) = Injd + In|bl|.
Donc pour tout réel x non nul,
Inx2 = 2In|xl.

EXERCICE RESOLU n Résoudre des équations et des inéquations

WA 1) Reésolvez In/2x—3 = m(a_x}_%mx_
2) Résolvez In(2x2 —3x) = 2In(6 — x),

Pour résoudre une équation ou une inéquation dans laquelle figurent des
logarithmes, on essaie de ramener sa résolution & celle d'une équation
Inu(x) = Inv(x) fou Inu(x) = Inv(x)). [Voir exercice résolu 2 page 117).

SOLUTION COMMENTEE

1} Un nombre x ne peut étre solution quesi 2x-3>0 et 6—x >0 et x > 0.
Cest-a-dire x> g et x<<6 et x>0. Donc l'ensemble E = B v 6[.

I'dquation s'écrit %Jn{Zx—S} = In{E—x}—ilnx ou encore

In(2x-3) = 2In(6=x%)— Inx.

Pour éviter d'avoir le logarithme d'un quotient, on transpase Inx dans le pre-
mier membre. D'ol In({2x—3) + Inx = 2In{6 — x). Ou encore:

Inx(2x—3) = In(6— x)2. Cette derniére éguation est équivalente, dansE, a
2x?=3x = 36 —12x+ x* cest-a-dired x2+9x-36 = 0.

Les solutions dans ¥ sont x; = 3 et x, = —=12. Or (-12) n'est pas dans E,
donc I'ensemble des solutions est f = {3].

2) Un nombre x ne peut étre solution de l'inéquation que si 2x? —3x > 0 et

Dans E,

6—x >0, cest-a-dire(x<0Dou x> %} etx<HdoncE=]-=;:0[ U g;ﬁt
d

L'inéquation s'écrit In(2x?-3x) = In(6—x)?. Cette inéquation équivaut
dansEa 2x? —3x=36—12x+ x2 ou x2+9x— 36 = 0. Celte derniére iné-
quation a pour ensemble de solutions dans K, |-==; -12] U [3 ; +eo[. Donc
dans E, I''néguation a pour ensemble de solutions -

F = ]-=; 121U |3 6].

+ EXERCICES 22 4 27

EXERCICE RESULU“ Résoudre une inéquation b" = a,

dinconnue n, n = [

(u,) est une suite géometrique de premier terme u, = 1 et de
: 3 : !

raison i Trouvez le plus petit entier n pour lequel u, = 10-%.

SOLUTION COMMENTEE

_ 3 . i
La raison q = 7 et le premier terme U, = 1 donc, pour tout n, U, = [ZJ :
Ils'agit alors de résoudre lnéquation d'inconnue n (oG n est un naturel)

n g n
[2] = 104 :1}.OrIE5numbres(§] et 104 sont strictement positifs donc

linéguation (1) est équivalente a En@] = In10~* soit nln% = - 4In10.

Attention. In%{ 0 carG«:g{ 1 donc n = {—4In?{}):(ln§:].

A la calculatrice, on trouve que n = 33 est la plus petite valeur de n.

< EXERCICE 21

CHAPITRE 5
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THEOREME 4 »

THEOREME 5 »

3) Etude de la fonction In

3.1 Dérivée de la fonction In

On admet que la fonction In est continue sur ]0 ; +oo[.

La fonction In est dérivable sur |0 ; +=o[ et (In)'(x) =

|

Démonstration.
Notons a un réel de l'intervalle |0 ; +=[,

Inx - 1lna

L] i r . £l 1
11 s'agit donc de prouver que la fonction 7 x — a pour limite = lorsque x tend vers a.
[

Pour cela, posons Inx = y donc x = e’ et Ina = b donc a = e?.

G, -b 1 el - gb
Ainsi T(x) = 2 soit T(x) = — avecg(y) =
( o4t ( g gly =i
Or puisque In est continue sur ]0; +==[, limy = Ina = & et puisque la fonction exponentielle

=g

est dérivable en b avec pour nombre dérivé e, limg(y) = e’. Ainsi d'apreés le théoréme sur la
y—b

limite d'une fonction composée, lim g(y) = e Il en résulte que lim T(x) = iL 5 i
X -+a x—ha e

Le resultat est vrai pour tout a de |0; +e=[ done In est dérivable sur |0; +5¢| et pour tout x de

10; +=af, (In)'(x) = 1
X

3.2 Limites et courbe représentative

lim Inx = +e0 et limlnx = —oo.
X—+ bos x—=+0

Démonstration.

« Il s'agit de démontrer que quel que soit M > 0, Inx > M pour tout x assez grand, c'est-a-dire
supérieur & un certain réel A,

Or Inx > M équivauta x > eM, Donc Inx > M pour tout réel x > eM etdonc lim Inx = +eo,

X— o
s Posons X = ;1( alors InX = —lnx. Or lim X = +eo ot lim (—InX) = —so,
x—p 0* X— 4w
Donc d'apres le théoréme sur la limite d'une fonction composée, lim Inx = —eo.
e l)
Conclusion.
LafonctionIn : x — Inx est continue et dérivable sur 0 ; +o[. Elle est strictement
croissante sur |0 ; +eoof, lim Inx = +e et lim Inx = —eeo.
A—3 too x— 0

D’ou le tableau de variations et la courbe :

x |0 1

(ny + 1+

)___——4____4‘__7—4—4' +m
In 0

LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN



COMPRENDRE

Tangentes
remarquables

e Tracé

| | |
| |

e Le point A de coordonnées (e ; 1)
est un point de la courbe ‘€ représen-
tative de la fonction x — Inx.
La tangente en A a € a pour
£quation
1 : 1
y-1= E(x—e) SOit Y = Pt

Ainsi la tangente en A passe par l'ori-
gine du repére.
* Aupaint Bde coordonnées (1 ; 0),
latangente a € & pour équation :

y=T{x—1)soity = x—1
erpourtoutréelx, x=0 Inx=x-1.

=} EXERCICE RESOLUS

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLUH Situer la courbe de la fonction In
par rapport a ses tangentes

JEGIES Dans un repére orthonormal, € est la courbe représentative de
la fonction In. M est un point quelconque de € d'abscisse m et T la tangente
en M a €. Démontrez que la courbe € est située en dessous de n'importe
laquelle de ses tangentes.

SOLUTION COMMENTEE
Le point M a pour coordonnées (m;Inm) et T a pour équation:
1
$:5 m
Pour étudier les positions relatives de € et T, introduisons la fonction ¢, définie

1
(x-m)+Inm, ouencore y = Ex—? + Inm.

sur ]0;+==[, par o(x) = Inx-%x + 1 —Inm. Cette fonction est dérivable

sur ]O;+eo[ et, pour tout réel x>0, @’'(x) = :?'15 Il en résulte que
@’(x) > 0 équivauta x << m et ¢’'(x) = 0 équivauta x = m.

D'ol le tableau de variations :

x |0 m +e= | Ainsi pour tout réel x>0,
Py 7 0 T @(x) = 0 donc ‘€ est située en des-

o sous de n'importe laquelle de ses
Q e 2R e tangentes,

En particulier, ‘€ est en dessous de sa tangente en B(1 : 0).
D'otpourtoutréel x =0, Inx=x-1.

» EXERCICES 29, 32 et 33

EXERCICE RESOLU ﬂ Etudier une fonction

[ARITES fest définie sur ] ; +e<[ par f(x) = x2—-8x+ 8 +6Inx.
Etudiez les variations de fet tracez sa courbe représentative.

SOLUTION COMMENTEE
® Etude des limites aux bornes de l'intervalle de définition

lim fix) = +eo car f(x) = x3 1 —§+E} +6Inx et lim f(x) = —eo
K-35 foz | X X2 x—0

® Etude du sens de variation

La fonction f est dérivable sur ]O;+e[ et pour tout réel x>0,
e
Fxy-= 2x—8+g el Bk o ou encare f'(x) = %{x— 13 (x=3).

D'ol le tableau de variations et |a courbe
|
|

7 f»/

- ,.1.,._,.

A

¥ |0 1 3

f + 0 - 0 +

| {

|
6In3-7 i-- ] !
|
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3) Etude de la fonction In
(suite)

3.3 Des limites importantes

y . Inx 3
THEOREME 6 » lim — =0 et limxlnx = 0.
x—3 400 X x—0
Démonstration.
« Posons Inx = X alors x = e* et]n—x= E}\,-Dr lim X = +ooet lim E\{ =0 (car lim S =
RESTITUTION : X e &=t X5 fo= @’ Kbdem
ORGANISEE DES chapitre 4, théoréme 9, page 92). |
CONNAISSANCES Donc d’aprés le théoréme sur la limite d'une fonction composée, lim %" = Q.
G I ¥ o .
saficice i « Enposant Inx = X alors x = e* et xInx = Xe¥. Or lim X = —= et lim Xe® = 0. Donc
x = H=b— w0
d'aprés le théoréeme sur la limite d'une fonction composée, lim xInx = 0.
v —» 0
Conséquence. In
. - - X ,
Pour tout entier n =2, —— = 0. En effet, pour tout x>0,
x—»4ova X
Inx Inx ] : Inx
— = — X . Or les deux fonctions x — — et x — ont toutes deux
%1 x xn-1 x XM 1
i oA W Inx
pour limite 0 en plus l'infini, d'ot  lim =)
x—3 4o X7
.o Inx il (1
THEOREME 7 ®» lim — =1 et bm(—) =1,
xs1x—-1 x—=0 X
Démonstration.

o La fonction In est dérivable sur |0; +oo] et (In)"(x) = 2 pour tout réel x = 0.
x

Donc, en particulier, la fonction In est dérivableen x = 1 et (In) (1) = 1.

1l en vésulte que lim lpg-lnl = 1 ouencore lim Inx =1,
x—1 x=1 r—+1 X— 1

e« Enposant X = 1 +x alors IGr+1)y ok,
X-1

Or limX =1 et hm ﬁ = 1 donc d'apres le théoréme sur la limite d'une fonction composee,

==l r—1 =
tim In(1+x) _ 1
& S

3.4 Dérivée d’une fonction Inoc u

THEOREME 8 ®  Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors la

’
- b AN A uilx
fonction x — In[u(x)] est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction x — ﬁ
X
Démonstration.
D'aprés le théoréme 5, chapitre 3, la fonction f = In ou définie sur | par f(x) = Infu(x)] est
dérivahle sur I et pour tout x de 1 :

seu'(x) = ux)

fix) = (In){ulx)) xu'(x) = e %)

Remarque.

Dans le cas ou la fonction u est dérivable et strictement négative sur I, la fonction
(—u) est dérivable et strictement positive sur [ donc In o (—u) est dérivable surl
—u'(x) _ u(x)

—u(x)  ulx)

et (Ino(—u))(x) =

2328 LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Interprétation

de Iim DX _ o

N3 o

le fait que lim X = 0 permet

e ]

de comparer les ordres de grandeur
de xet Inx pour « les grandes valeurs

dex»,
Inx

Puisque lim —= = 0, on obtient
1= X
par exemple, 0< In_x <—_ pour

030

fout x suﬁ'isarnment grand et donc
X
Inx < —- Etaussi grand que soit
10% i

lentier p, Inx < T;_p pour des gran-

des valeurs de x.

On dira qu'au voisinage de +e=, Inx
est « négligeable » devant x ou que
i x femporte sur Inx »

uUtilité du théoréme 6

Le théoréme 6 peut servir a lever
des indéterminations dans I'étude
delimites.

Exemple.

frx=> %2 —Inx,

Le théoréme sur la limite d'une diffé-
rence ne permet pas de conclure (cas

Ues —ea ),
Or x? est le terme dominant et, pour
out x> 0:

0 = 4[1-%]

Inx

D im —
eplus, m A 0
donc lim f(x) =

P

=} EXERCICE RESOLU 7

EXERCICE RESOLU Utiliser les théorémes 6 et 7
pour lever des indéterminations

Em 1) Etudiez la limite en 0 de la fonction f, f(x) =

1 +Inx, x> 0.
= X
2) Etudiez la limite en +co -

xln(‘i -t-l), Xx>0;
x

IN(2x+1)—Inx, x=>0.

a) de la fonction g, g(x)

b) de la fonction h, h(x)

SOLUTION COMMENTEE

1) La fonction f est définie sur |0 ; +co|. lim X = +ee gt limInx = —es,

Xx=30 ¥—30
On obtient la forme indéterminée «ss—o=». On va écrire 1+ Inx sous

une autre forme afin de faire apparaitre des limites « connues ».

Pourtout x > 0, f(x) = 1_*&‘

donc Iimﬂf{x: = 400,

Or lim (1 + xInx) =1 car lim xlnx =0

r=0 x—0

2)a) lim In[1 + %] = 0. On obtient donc la forme indéterminge «ss x 0 ».
£ =y o
Posons 1 = X, alors xtn(1 +1] = M- Or limX=0 et
X X X N,
. In(1 +X)
lim —g—= . Donc d'aprés le théoréme sur la limite d'une fonction
X=0D

composée, lim xln(‘l +1] = 1.
X b o o2 X

b) lim In(2x+1)

PR

= +co el lim Inx = +eo, D'olla forme indéterminée
X =} 4 =
22X+ 1]

«eo — ey, Mais pour tout réel x, x> 0, In(2x+1)=Inx = rn[

Or lim 2x+1

N—3 £en

= 2 donc lim [In(2x+1)-Inx] = In2.

X = oo

=» EXERCICES 36 a4 39, 52

EXERCICE RESOLU ﬂ Utiliser le théoréme 8

La fonction fest définiesur | = JO ; 4| par f(x) = x+ 2[11[1 + %)
Etudiez |es variations de fsur |.

SOLUTION COMMENTEE
La fonction fest dérivable sur |0 ; +o=[ car, en posant u(x) =

tion u est dérivable et strictement positive sur |0 ; + = |.
1

Y
1422 o 1——2—1,
144 x(x+1)
X

1+ 1, la fonc-
X

Donc pour tout réel xde |, f'(x) =

X +x=2
x(x+1)
Surl, x(x+1)>0etx?+x-2>0 pour x> 1,

Donc fest croissante sur [1 ; +eo[ et décroissante sur ]0; 1.

c'est-a-dire f'(x) =

EXERCICES 48 a 52

CHAPITRE s
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la mémoire.
Yy d
1__4_“‘__"'9" | _EJ':I_IIMi
ol /1 e x|

@ Un croquis condense beaucoup de renseignements. Le retenir peut éviter d'encombrer

e In x n’existe que pour x > 0.

o/l =10, lelne =11

e Inx > 0 équivauta x > 1;

Inx < 0 équivauta 0 <x < 1.

e lim Inx = +o et limInx = —oo,

X = 4o x—0
« La fonction In est strictement croissante
sur |0 ; +oo[.

@ Pour tout réel x > 0, el®* = x et pour tout réel x, Ine* = x.

@ In transforme les produits en sommes. Pour tous réels a et b strictement positifs :

In(ab) = Ina + Inb.

=» EXERCICE RESOLU 1

@ In fait « redescendre » les exposants : Ina" = nlna.
@ Aux bornes de I'intervalle ]0 ; +9o[, « x 'emporte sur In x ». Ainsi

A AVOIR

= EXERCICE RESOLU 7

~» EXERCICE RESOLU 1

=» EXERCICE RESOLU 7

=» EXERCICE RESOLU 4
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Note

La droite d'équation
y=Xx-18st
tangenteala courbe
{ représentant inau
paint d'abscisse 1.
Done si on sait que
|2 courbe “f est

en dessous de
nimparte laquelle
de ses tangentes
[voir I'exercice
resolu 5), alors on
peut affirmer sans
plus de caleuls,

que Inx = x -1,

Note

I estenrouge,
I'y esten noir et
I'! est envert.

Exemples, x = 0,2:

Ll Un encadrement de In(1+ x)

1 Un encadrement de In(1 + x)

1. En étudiant sur l'intervalle |0 ; + [, la fonction x — Inx+ 1 - x, démontrez que
pourtoutréel x =0, Inx=x-1 (1).
2. Apartirde I'inégalité (1) :

a) démontrez que pour toutréel t > -1, In(1+¢t)=t;

=In(1+¢t) (2).

3
b) en posant x = ——, démontrez que tout réel t > -1, =
1+t t+1

bbbl Ainsi, il résulte des questions précédentes que, pour tout réel x = -1 ;

x
T s=h(l+x)=<x (3).

2 Une approximation de In(1 + x)

Sur la figure ci-contre, on a tracé les courbes
'y, T'y, I3 représentatives des fonctions f;,
f., f; définies sur |1 ; + o< respectivement

par: fi(x) =

X+ 1
folx) = In(x+1); falx) = x.
Cette figure illustre I'encadrement (3).

De plus, I'amplitude de I'encadrement est
£ _, x*
x+1 x+1

4 2

Donc si on choisit x = ~5 1+x=

]

N

donc 0 = = 2x2,

X+

Ainsi on peut dire que %(

f—l + x] est une approximation de In(1 + x) avec une
X

- I - - — 1
erreur inférieure a x2? lorsque x = -5

In(1,2) = 0,183 3 et 4 la calculatrice, In(1,2) = 0,182 321 556 ;
=—-0,1; In(0,9)=-0,1055 et ala calculatrice, In(0,9) =~-0,105 3.

3 Un encadrement de In2

On note p un entier naturel non nul et on pose x =

“'-——"‘tsl—'

1. Démontrez, a partir de (3), que ;1?
g : 1
2.0 t défini = e =
n note (u,) lasuite éfinie par u, n+1 n+2+ 2n
a) Démontrez en tenant compte de (4) que u, < In2<u %-

b) Déduisez-en que la suite (u, ) converge versIn2.

¢) Quel encadrement de In2 obtient-on avec n = 107?

CHAPITRE 5 IE




v
had
o
=
(o=
><
<
3
-

Etude d’une fonction et d’une suite

g est la fonction définie sur [0 ; +e=[ par g(0) = 0 et pour tout réel x > 0,
X

glx) =

x—Inx

‘€ est sa courbe représentative dans un repére (O ; i }T] orthonormal.
On a représenté ci-dessous la courbe € représentative de la fonction g.

1 Etude de la fonction g

1. Justifiez que I'ensemble de définition de g est - ¢ .

[0 ; +oof. P . v o v,

Aide, Etudiez la fonction x — x — Inx. /“: -

2. a) Démontrez que lim g(x) = 0. o| 1 | : x|
x — 0 ' ' hr=f—

b) Etudiez la dérivabilité de g en zéro et précisez éventuellement la tangente 2 ‘6 4 I'ori-
gine du repére.

¢) Pourquoi la droite d’équation y = 1 est-elle asymptote a la courbe € ?
3. a) Etudiez les variations de g et dressez son tableau de variations.

b) La courbe ‘€ présente en A un maximum. Quelles sont les coordonnées de A ?

2] Etude d’une suite

a est un réel donné de l'intervalle [1 ; +oof.
: i Ina Inay? Inay”
On note (u,,) la suite définie par u, = 1+ [—a—-J #* (-——) + o [—a—J :
a
1. Démontrez que u, est la somme des termes d'une suite géométrique dont on précisera

le premier terme et la raison.

2. a) En utilisant les résultats de la partie -, démontrez que 0 = e <=

(1]

b) Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et que lim u, = g(a).

n =} +oo

Recherche des fonctions f, définies et dérivables
sur ]0 ; +o[ telles que f(xy) = f(x) + F(y)

La fonction In transforme les produits en sommes. En effet, pour tous réels x et y stric-
tement positifs, In(xy) = Inx+ Iny. Le but de ce TD est de rechercher toutes les
fonctions définies et dérivables sur 10 ; +[ qui ont cette propriété.
Notons f une fonction dérivable sur 0 ; +oo[ telle que pour tous réels x et y stricte-
ment positifs, flxy) = flx)+f(y) ().
l. Enposant x = y = 1, démontrez que f(1) = 0.
2. Supposons x fixé et considérons la fonction g définie sur |0 ; + <[ par:
g(y) = fxy) = f(x) +f(y).
a) Pourquoi g est-elle dérivable sur 10 ; +eo[ ?
b) Démontrez que, pour tout réel y > 0, g’(y) = xf'(xy) = f'(y) (2).
c) Déduisez de (2) que pour tout réel x > 0, xf'(x) = f'(1) = k avec k = f'(1).

LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN



3. Il résulte de la question précédente que les fonctions f sont solutions de 'équation
différentielle xf"(x) = k (3) ou k est un réel.
a) Vérifiez que la fonction x — klnx est solution de (3).

(g
2N
-
=
(o=
><
<
S
o

b) On pose pour tout réel x > 0, h(x) = f(x)—kInx. Démontrez que f est solution
de (3) si et seulement si, pour tout réel x > 0, h'(x) = 0.

¢) Déduisez-en que si f est solution de (3), alors f(x) = klnx + C ou C est un réel.

4. Réciproquement, posons-nous la question, les fonctions f obtenues vérifient-elles
f(xy) = f(x)+ f(y)? Démontrez que f vérifie (1) si et seulement si C = 0.

L'ensemble des fonctions f, définies et dérivables sur ]0 ; +e<[ telles
que f(xy) = f(x) + f(y) sont les fonctions définies sur ]0 ; +e=[ par f(x) = kinx
avec k réel quelconque.

La fonction logarithme décimal

1 Définition et propriétés

Par définition, la fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction définie sur

Inx
Inl10

1. Calculez log1 et log 10, puis log100 ; log1 000 ; log10 000.

I'intervalle |0 ; +e<| par: logx =

1 s
. = = <k<l1.
2. On pose k 10 Vérifiezque 0 <k <1

3. En utilisant I'égalité logx = kinx, vérifiez que tous les résultats énoncés dans le
cours relatifs a la fonction In restent vrais pour la fonction log.

4. Tracez dans un méme repére orthonormal (unité graphique : 1 am), les courbes
représentatives des fonctions In et log restreintes a |0 ; 10].

2 Quelques utilisations de la fonction log

1. En chimie

L'acidité d'une solution est mesurée par son pH, pH = —log[H;0%], oa [H;0%]

désigne la concentration de la solution en ions H;O* (en moles par litres).

a) Comment varie le pH d'une solution lorsque sa concentration enions H,0* décuple ?

b) L'étiquette d'une eau minérale gazeuse indique pH = 6,3.

Quelle est la concentration en ions H;O0* de cette eau ?

2. En sismologie

[, désignant une intensité de référence, la magnitude M d’un séisme d'intensité [ est

mesurée sur I'échelle de Richter par M = k:-g[i£ )
0

Quelle a été la magnitude du séisme de 1971 a Los Angeles (I = 50,01 x 10°1,)?

3. En acoustique

op

L'intensité J (en décibels) d'un son de puissance % est donnée par § = 10log - P
.0

.OLI

2Py correspond au seuil d'audibilité au-dessous duquel aucun son n'est pergu.
Quelle est l'intensité d'une conversation normale (¥ = 10°5%,)?
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1PN Etude d’une fonction

festlafonction : x — In(x + e~ *) et € sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal (O; i, {).

v
2
=
=
>
<
2
-

1. a) Démontrez que pour tout réel x, x + e~ * = 1.,

Aide. Etudiez la fonction x — x + e~ *,

b) Déduisez-en que f est définie sur .

2. Vérifiez les deux affirmations suivantes :

a) pour tout réel x, f(x) = —x+ In(1 +xe*) (1);
b) pour tout réel x > 0, f(x)—Inx = ln(l+?] (2).

¢) Exploitez les résultats précédents pour déterminer les limites de fen + o0 et —oo,

3. a) Déduisez de la question 2. que la droite A d’équation y = —x est asymptote 3 €
en —co,

b) Quelle est la limite de [f(x) — Inx]| en + e ? Que dire alors de la courbe € et de la
courbe (I') représentative de la fonction In ?

4. Dans cette question, on se propose d'étudier les positions relatives de ‘€ et A.
Pour cela, on note @ la fonction définie sur |—co ; 0] par @(x) = 1 + xe*.

a) Etudiez les variations de ¢ et déduisez-en que, pour tout réel x < 0, ¢(x) appar-
tient & l'intervalle ]O ; 1].

b) Exploitez les résultats de la question 4. a) pour étudier les positions relatives de ‘€
et A pour x < 0.

5. Dans le repére (O ; i, }:}, tracez A, puis (I') puis la courbe €.

LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN



n Ecrivez plus simplement les nombres suivants :
g3+ Ind ‘ elng

= phn3 —In5. = — L
= e pob e2+ln4' ¢ e3in2

i Aide. Voir I'exercice résolu 1, page 117.

n Prouvez que pour tout réel x > 1,
enix=T)+lnx — 52 _ 5

I Aide. Voir I'exercice résolu 1, page 117.

.fest la fonction définie sur | = |0 ; +oof par:
1
f(x) = IneX+e-ina,

1. Simplifiez I'écriture de f( x).
2, Tracez dans un repére la courbe représentative de f

Iz Aide. Voir l'exercice résolu 1, page 117.

n Dans chacun des cas, quels sont les réels x pour les-

quels 'expression proposée a un sens ?
a) In(x?). b) In(1-x) c) In(x-3).
1 1
d) - | A —
]xn{1+xj e) =

i Aide. Voir 'exercice résolu 1, page 117.

ﬂDans chacun des cas, pour quelles valeurs de x
lexpression donnée a-t-elle un sens ?

a) In(x2 + 4x). b) In|x? - 3x+ 2.

d) |n("i*—3),

1] =1 =1I.
¢ Inlx+1]=Inlx—1| 5

7 Aide. Voir I'exercice résolu 1, page 117.

ﬂ Dans chacun des cas suivants, pour quelles valeurs
de x l'expression donnée a-t-elle un sens ?

b) e*+ In|xl.
dl elntx*—n_

L3 Aide, Voir I'exercice résolu 1, page 117.

al In(ex=1).

E] Ine* —ghntx+ 1)

Pour les exercices a ], résolvez dans chacun
des cas I'équation ou I'inéquation proposée.

u= Aide. Voir 'exercice résolu 2, page 117.

-al In(5-2x) = 1.

¢} In(x2—8) = 0. d) |n[1 —1;) = 3

nal ex+2 = 3. b) et = 2.
c) (e*+1)e*—4) =0. d) In(er+1) = 2.

b) In(2-x) = -3.

I

Il

EBa) nx<1. b) Inx= 2.

c)-1=Inx=2 d) In(2x—-1)>-1.
X4

male""'-ciz b)e * >3

d) (e’ + 1) (e*-4)=0.

Rl =) n3x—4) = inx2-4).
b) IN(=3x) = In(x2—4).

BB a) n(x-2) = n2. b) In(x-2) = In(x?-2),

-al INn(x=2)=In(2x-1).
b) In(-3x) = In(x? - 4).

c) in('1 +-2-)a Inx.
X

d) Inx =< In(x?-2x).

-Sirnpliﬁez I'écriture des nombres suivants

u:in3+ln1-; b:ln1 c=1§lnﬁ.

3 16"
m Exprimez les nombres suivants en fonction de In2

etin5: ¢ = In50; b = InE‘ ¢ = [n260.

25"
mDén‘nontrezque In(2 + ./3) + Inf2-./3) = 0.




m Dans chacun des cas, comparez, sans calculatrice,
les réels x et y.

a) x = In5 et y=In2+In3.
bl]x=2In3 e y=3n2
ta Aide. a > o, pentier, Ina? = plna.

m Simplifiez les écritures suivantes :
_ 4 i)l

a= InS67-In72-1In B+ In 55

b = In./135 + In/75 - In /15 - In./27.

m Démontrez que pour tout réel x, x > 0:
a) Inf1+x) = Inx+ In(1 +%]

b) IN(JT+x— %)+ In(J/T+x+ /% = 0.

m Dans chacun des cas suivants, précisez |'ensemble
des réels x pour lesquels I'égalité est vraie.

a) In(x?=x) = Inx+In(x=1).

b} In(;:;) = In(x=1) = In(x+2).

m Dans chacun des cas suivants, résolvez l'inéqua-
tion d'inconnue n proposée (n entier naturel).

n
a) 27 < 100. b) (%) <102,
2y 3 \n
as(Z). d(1+—);2.
Qs (SJ "'+ 700

p5 Aide. Voir l'exercice résolu 4, page 119.

Pour les exercices a [z, dans chacun des cas,
résolvez I'équation ou 'inéquation proposée.

p=x Aide. Voir 'exercice résolu 3, page 113.

mal 2Inx = In(x+4)+ In2x.
b) 2Inx = In(2x2+ 8x).

[28]a) n(x+3)+In(x+2) = In(x+11).
b) In(x+3)(x+2) = In(x+11).

mal In(x-6)+In(x+1) = In4+In2.
b) InJy3x-1+InJx-1 = In(x-2).

= Aide. a > o, InJa = ;lnu.

c) %InEx = In(3=x)=In./x+1.

Eda) n5-0-mn3+inx-1)=0.
b) In(3x2-x)=<Inx+In2.

Eda) n(3x2-x-2) = In(6x+4).
b) 3lnx > In(3x-2).

- LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

-al eir = 4ex, b) e2x < 2eX,
cl Er-i-lnﬁ:,g, d] Ex-c-Z;.-_E_
3 e

m Dans un repére orthonormal (O ; 1, /), construisez,
dans chacun des cas suivants, I'ensemble des paints M de
coordonnées (x ; y) satisfaisant a la condition indiguée,

a)lnx = In(y+1). b)iny = 2Inx. €} Inx+ Iny = 0.

ude de la fonction In

-fest la fonction définiesur | = |0 ; +eo| par:
flx) = 2+ Inx.
1. Justifiez que fest dérivable sur | et calculez f'(x).
2. Trouvez une équation de la tangente & la courbe
représentative de fen x = 1.

p% Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 121.

m f est la fonction définiesur | = |0 ; +eo| par:
fix) = 1-1- Inx.
X

1. Justifiez que fest dérivable sur | et calculez f'(x).

2. Dressez le tableau de variations de f(on ne demande
pas le calcul des limites), puis déduisez-en que pour tout
réel xdans |, fix) = 0.

mfest une fonction Hs
définie sur | =0 +oo 2in2
par fix) = ax+ b+ clnx gl
ol g, b, csont des reels.

On a trace ci-contre |a par-
tie de la courbe represen-
tative de frelative a 'intervalle [ 1 ; 4].

D i
a3 4

DT CES 5
Nt

)

1. A partir des renseignements portés sur la figure,
démontrez que :

a+b=1; 2a+¢=0; a+cin2 =2h2-1.
2. Déduisez-en q, b, c et I'expression de f(x).

m Jest une fonction définiesur | = |0 ; +so| par:
1 "
fix)=ax+b+ }In X ol g et b sont deux réels.

On note € la courbe représentative de f dans un repére
(0:1.]). A(1;0) estun point de 6 en lequel la tan-
gente a ‘G est paralléle ala droite d'équation Yy = 3x+ 2.

1. Calculez, pour tout xdans |, £'( x).
2. a)Pourquoi f'(1) =37

Déduisez-en que g+ 1 = 3.

b) Prouvezque a+ b = 0.

3. Déduisez-en f(x).

35" Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 121.



m‘G est la courbe représentative de la fonction In
dans un repére orthonormal (O ; i, /). M est un point de
. d'abscisse m.

1. Trouvez, en fonction de m, une équation de la tan-
gente T en M a la courbe €.

2. a) Démontrez que pour tout réel m > 0, T coupe
l'axe des ardonnées au point K de coordonnées :

(0 Inm-=1).
b) Déduisez-en que si H est le projeté orthogonal de M
sur Paxe des ordonnées, alors KH = |.
c) Donnez alors un procédeé simple de construction de
latangenteen M a ‘€.

i~ Aide. Voir l'exercice résolu 5, page 121.

B Dans un repére orthonormal (0 ; 1. ]), on a tracé
la courbe ‘€ représentant |la fonction In.

ya

Dans chacun des cas, déduisez-en la courbe représenta-
tive de |a fonction indiquée.
a) x> In(—x) sur |—es; 0.

b) x— 1+ Inx sur |O; +es[.

Eﬂ On considére la suite (u_) définie pour tout entier

'”(n:y)'

1. Déterminez la limite de cette suite.

naturel nnon nul par u, =

L5 Aide, (u,) est une suite f(v,) avecv, = ——-

2.0npose S, = U; + Uy + -+ U,
a) Démontrezque S, = =In(n+1).
b) Quelle est la limite de S, ?

Pour les exercices [E a [EE], dans chacun des cas
etudiez la limite de la fonction f a I'endroit indiqué.

L= Aide, Voir Comprendre et 'exercice résolu 7, page 123.

[8l=) 10 = X eno X=X en

b) f(x) =

Eilla) 0 =

X—1Inx; en + oo,
b) f(x) = x+1+'“7“‘- en +es,
c) fix) = ~—Inx en(.

ma}f = xlnx en(.

b) fix) = x+x[n(1 + ]; en + co,

e e

= Aide. Posez X = i-

Eda 10 = in(er+2);

ex+ 1
b = :
FHx) ln(Ze* + 3)'

en —eoe gt en +oa,

€n —eao et en +roo;

Pour les exercices [li] et I}, dans chacun des cas
étudiez la limite de la fonction f aux bornes de |.

a0 = =115 +eel.

b) fix) = x(1-Inx); =10 +oo].
o) fx) = In(X57); | = J=ea; 1],
41 B :—((lnx—n; T, o, |
b) f(x) = 21 | =11+,
c) f(x) = x+In(x+1)=Inx; | =]0: +eo].
-fest la fonction définie sur | = |0 ; + e[ par:

flx) = x+1-= ]nTx
1. Pourquoi la droite d d'équation y = x+ 1 est-elle
asymptote a la courbe ‘€ représentative de f?

2. Etudiez les positions relatives de ¢ et d.

m Démaontrez que la droite d'équation y = x—1 est
asymptote en +== ala courbe représentant la fonction :
frx—x— x[n(1 + 1—]

X

1% Aide. Posez X = ;

m festla fonction définie sur |0 ; +oo| par:
f(x) = x2(1 -Inx) si x>0 et f(0) =
1. Caleulez lim ) — fO),
¥ — O X
2. Déduisez-en que la fonction fest dérivable en 0.

mDans un repére ortho-
normal (O;(j), on a tracé
la courbe ‘€ représentant la
fonction:

fix— x—ln(1 +%)

Justifiez I'ensemble de défini-
tion de fainsi gue la présence
des trois asymptotes.

e -




m Dans un repére orthonormal (O ; i, j), on a tracé
la courbe € représentant la fonction f définie sur K par:
fix) = In(3 +e*).

1. Vérifiez que pour tout réel x:

flx) = x+ In(1+3e¥).

yi

2. Justifiez la présence de deux asymptotes et donnez
pour chacune d'elles une équation,

ZOOM SUR.. lethéoréme 8

fest la fonction définie sur [0 ; +=| par:

V= 2 L 1 -
f(x) xin(“1)s.x>oetr{0) 0.

%

x+1

1. Pourquoi le théoréme 8 permet-il d'affirmer que f
est dérivable sur |0 ; +ee| ?

On pose u(x) =

2. fest définie en 0 par f(0) = 0. On se pose alors
la question : fest-elle dérivableen x = 07

a) Pourquoi le théoréme 8 ne donne-t-il pas de
réponse ?

b) On calcule alors la limite quand x tend vers zéro

f(x) - 10) x; : :;(0) - Faites le calcul et concluez.

L= Aide. Voir I'exercice résolu 7, page 123.

de t(x) =

Pour les exercices a [F7, dans chacun des cas,
vérifiez que la fonction fest dérivable en tout point
de | et calculez f.

0= Aide. Voir I"'exercice résolu 8, page 123.

-al f(x) = In(1+x7); I = R.
b} 00 = (57 ); | =11+,
EEla) 100 = In(Gx=1)=tnx; | =1 ;4.
. 1

X) = ;—In[1+}]: o
ma] (%) = In(Inx): | =]e;+=e[.
hlf(x):!r"{::_:”; | =11 ;+eo.

- LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

ma] f(x) = e*Inx; | =]0;+eo].
b) fix) = -exinx. | =]0;+oo[.
B a) 10 = n(1 +e9); | = R.
b) f(x) = In(e?*—ex+1); | = R.

m Les fonctions suivantes sont définies sur |0 ; +eo[,

Etudiez chacune d'elles puis tracez la courbe représen-
tative.

a) fix) = x+Inx. b) f(x)

1+ Inx.
'

1-Inx
X

c) f(x) d) f(x)

=" Aide. Voir I'exercice résolu 6, page 121.

(Inx)2.

-fest la fonction deéfinie sur |0 ; +oo| par f(x) = [”T"

et ‘6 sa courbe représentative dans un repére orthonormal
(0:1)).
1. Etudiez les variations de fet tracez 6.

2. M, est un point de ¢ d'abscisse x,.
Démontrez que |a tangente T, en M a ‘€ a pour équation:

1- IHXO
= -
. ( xg )x

2Inxg—1

Xg

3. Existe-t-il une position de M, sur € par laquelle T,
passe par l'origine du repére ?

m 1. gest la fonction définie sur R par :
g(x) = xex+1.

Démontrez que pour tout réel x, g(x) > 0.

2. fest la fonction définie sur R privé de zéro par:
fix) = e+ In]x.

a) Démontrez que pour tout réel x non nul :

(x) = I,
Fixy = 5

=" Aide. Voir la remarque du théoréme 8, page 122.
b} Justifiez alors le tableau de variations suivant

x =0 0 =00

i - +

c) Déduisez de la question précédente que |'équation
flx) = m admet, quel gue soit le réel m, deux solutions
distincte.



ESérle harmonique et exponentielle

1 1
1 R U
b il =

Pour tout entier n = 1, on pose u,, =

Objectifs : « prouverquepourtoutn=1,e“ >n+1;
s Voir sila suite (u,) converge vers un réel {.

1. Pour prouver que e > n + 1, on peut penser a un
raisonnement par récurrence.
Supposez donc que pourtoutentiern =1, e =n4+1.
Il s'agit de prouver sous cette hypothése que:

1

e™ =n+2 avec U, = U+ ——:
n+1 RS i

Pouvez-vous y arriver ?

2. On pense alors a transformer I'écriture de e en
utilisant la propriété fondamentale de I'exponentielle.

Vérifiez que pour tout entier naturel n = 1
1 1

iy el xedx...xgn

L —

[11.

1 -
3. On obtient un produit de nombres e, kentier, k = 0.

Pour poursuivre, on pense a trouver, pour chaque k, un
1

nombre a, tel que ek = a,, de sorte qu'en multipliant
membre a membre ces inégalités, le produit des a, soit |
1
supérieur a n+ 1. Les inégalités ek > 1 ne permet-
1

tent pas de conclure, mais e* est entre 1 et 2, donc
c'est « 1 plus quelque chose ».

On cherche donc & comparer e” a
une fonction affine « 1+ ax».en
particulier a la tangente & «la
courbe de e* » au point (0; 1).

a) En étudiant les variations de la fonction x — e* —x —1 .
démontrez que pour tout réel x, e* = x + 1.

b) Déduisez-en que pour tout naturel, k = 1,

ok k1

¢) Déduisez-en que pour tout naturel n = 1,
e">n+1 2]

4.1l reste & étudier la limite de la suite (u,). Pour

wtirer » u, de [2], il suffit de passer au logarithme.

lustifiez que [2] implique u, > In(n+1) pourtout n =1.
Déduisez-en la limite de la suite (u,).

i Commentaire. La suite (u,) est appelée série harmonique.
Elle tend vers U'infini trés lentement puisqu’on passe de u,a

U,,, en ajoutant "LH Mais « en ajoutant indéfiniment des

termes % infiniment petits », on va vers Uinfini. Mais cela
n'est pas toujours le cas; on peut démontrer que la suite

. 1 1 T
(v,) définieparv, = 1+ = + ot 3 converge vers ra

Tangentes communes a deux courbes
€ et €, sont les courbes représentatives des fonctions
exp et In dans un repére orthonormal.

Objectif : trouver, si elles existent, les tangentes com-
munes a ces deux courbes

1. Afin de pouvoir conjecturer la solution, on peut tra-
cer les courbes ‘6, et 6, dans un repére orthonormal
(0;1,)).

Faites-le.

2. |l semble alors qu'il existe deux tangentes commu-
nes, mais pas plus. On constate de plus, sur la figure,
que les points de contact des tangentes communes
‘6, et‘€, n'ont pas la méme abscisse. Alors une démar-
che logique est celle-ci: on écrit I'équation d'une tan-
gente T, a €, au point d'abscisse a et I'équation d'une
tangente T, a ‘€, au point d'abscisse b= 0 et on en
déduit des conditions sur g et b pour que les tangentes
soient confondues.

a) Ecrivez sous la forme ax+By+y = 0 une équa-
tion de T, et une équation de T,.

b) Prouvez alors que les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

« T, et T, sont confondues.

a=1.

a+1

«b=e7% et g° =

U5~ Aide. Voir la partie Types de problémes et raisonnements,
fiche G, page 455.

3. Reste a savoir s'il existe au moins un réel a tel que :

= G—_!-, c'est-a-dire tel que e — o=l =
a+1 a+1

Cette équation ne peut étre résolue par l'algébre.
On pense alors a introduire la fonction fdéfinie sur [
privé de —1 par:

x=1

+7;

fx) = ex—

e

a) Etudiez les variations de f

b} Déduisez-en que f(x) = 0 a pour solution deux
reels a, et a, seulement. Trouvez pour chacun d'eux un
encadrement d’'amplitude 10! et déduisez-en un enca-
drement de méme amplitude pour les valeurs de b cor-
respondantes. Terminez la résolution.



m Calculer avec les logarithmes
aet bsont deux réels strictement positifs tels que :

In(%(ai-b}J - %{Inaq-lnb} 1.

Objectif : calculer g-

1. L'énoncé affirme l'existence de tels nombres g et b
(ilme demande pas de prouver cette existence). Il s'agit
donc, a partir de I'égalité [1], de déduire par implica-

- : a
tions successives la valeur de B

On pense donc & « éliminer » les logarithmes et pour
cela, on essaie d'arriver a une égalité InA = InB, qui
implique A = B.

Le premier membre de [1] est déja sous la forme InA.

a) Prouvez que j_-!(rna+ Inb) = In./ab.

b) Déduisez-en que a+ b = 3./ab, puis que:
a?+b?-7ab =0 [2]

2. Pour en déduire g- on peut penser a:

« direque aest solutionde I'dquation X? — 7bX + b?= 0,
ce qui permet d'exprimer a en fonction de b, puis de trou-

» pOser g = k, a = kb, avec l'espoir d’'obtenir une
£galité qui ne contient que le nombre k.
C'est cette solution qui parait Ia plus simple.

ver

Prouvez que k? - 7k+ 1 = 0 puis concluez. (N'oubliez
pasque k> 0.)

mRésoudre un systéme
Objectif : résoudre dans B2 le systéme :
xy=4 (1)

(nx)? +(Iny)? = gunzyz 2)

1. Une premiére étape: si (x; y) est solution, alors
x>0ety=>0.

Justifiez cette affirmation.

2. Aucune régle de calcul ne permet de modifier I'écri-
ture (Inx)? + (Iny)?. On peut penser a remplacer ypar |
% dans (2) mais le résultat n'est pas encourageant.

On pense alors a transformer (1) en Inxy = In4 pour
n'avoir que 2 inconnues Inx et Iny.

- LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Supposez que (x; y) est solution. Justifiez I'égalité
- Inx+Iny = 2In2.

3. Onposedonc X = Inx et Y = Iny. Ayant trouvé
X et Y, on déduira x et y (Inx = X a pour solution
X= &5,
a) Prouvez que dans ces conditions :
Y = 2In2-X et que

4X?-8XIn2 + 3(In2)? = 0.
b) Dédulsez-en X et Y.
c) Vérifiez alors que (x = ./2 et y = 2./2) ou
(x=2J2ety=.2)

4. Nous venons de prouver quesi (x; y) est solution,
alors, nécessairement, (x;y) = (4/2:2J2) ou
(x;y) = (2,/2; ./2). Mais logiquement, rien ne per-
met d'affirmer que ces couples sont effectivernent
solutions. Il faut s'en assurer (voir Types de problémes
et raisonnements, fiche H, page 457).

Faites cette réciproque, puis concluez.

m Probléme d'existence
Objectif : savoir s'il existe deux réels a et b strictement

Ina _a
itifs distincts tel — = =
positifs distincts tels que s

Il s'agit d'un probléme d'existence (voir la partie Types
de problémes et raisonnements, fiche K, page 461), On
suppose l'existence de tels nombres.

Une.idée parfois payante dans la recherche de deux
nombres @ et b, consiste a regrouper séparément tout

ce qui dépend de g et tout ce qui dépend de b. On cher-

che ainsi a et b tels que ""Ta = %’

En pensant toujours a I'utilité d'introduire une fonc-
tion, on voit que le probléme revient a trouver deux
réels a et bdistincts tels que g(a) = g(b), ol gestla

fonction définie pour tout x > 0 par g(x) = ne

1. Etudiez la fonction g (sens de variation, limites aux
bornes de l'intervalle de définition).

2. Tracez sa courbe représentative.
3. Prouvez que pour tout m dans l'intervalle ]D - %]:,
il existe un couple (a; b) et un seul tel que:

g(a) = g(b) = m.



m[}ans chacun des cas, résolvez I'équation ou ['iné-
guation proposée.

a) Injx+2| +Inlx-2| = 0.
b) Injx-2| + In(x+4) = 3In2.
c) In|2x+ 3|+ Injx=1] = 2In|x.

m a) Résolvez le systéme :
¥+4? =10 et Inx+Iny = In3

£ Aide, Posez x+y = X et xy = Y.
b) Résolvez le systéme -
X+y =1 et 3er—eli+t3_2e2 = (.

m 1. Résolvez 'équation (E): (Inx)? — 2Inx -3 = 0.

E5 Méthode. Posez X = Inx, résoudre I"équation (E,) :
X*-2X -3 = o (voir lexique, page 478).

Pour chaque solution X, (s'il en existe), résoudre I'équa-
tion Inx = X,.

Les solutions trouvées sont des solutions de (E).

2. Par la méme méthode, résolvez l'inéquation :
(Inx)2-2Inx=3=0.

m Résolvez les équations suivantes :
a)e’*—5e*+4 = 0. b) e?*-5e"+6 = 0.
= Aide. Voir la méthode de I"exercice 63.

m Résolvez les inégquations suivantes :
a)[Injx{12=Inx2 -3 > 0. b) 3e?*—JeX+2 < 0.

2Inx+1Iny =7

mRésulvez le systéme
3Inx-5Iny = 4.

¥ Méthode. Posez X = Inx et Y = Iny;voirl’exercice 59,
Apprendre a chercher.

I o
Résolvez le systéme {{ nx)(iny) 12
Inxy = 1.

I&" Méthode. Posez X = Inx et Y = Iny ;voirl'exercice 59,
Apprendre d chercher.
mRésolvez le systéme
{e" ——elf =1
2ef+el = 410

15 Méthode. Posez e* = X ete’ = Y.

I

m Pour tout réel x, on pose:
P(x)=2x3+5x2+x-2.

1. a) Vérifiez que P(-1) = 0.

e L T TR

£ e T

b) Déduisez-en que I'on peut écrire, pour tout réel x,
P(x) = (x+1)Q(x),
ou Q(x) est un polynéme du second degré.

¢) Résolvez l'inéquation P(x) = 0.

2. Utilisez les résultats précédents pour résoudre |'iné-
quation :
2Inx+In(2x+5)= In(2-x).

m fest la fonction définie sur |-1; 1[ par:
Xx+1
Ax) = In[m].
1. Démontrez que fest une fonction impaire.
2. a) Justifiez que fest dérivable sur |-1: 1],
b) Etudiez les variations de fsur [0 : 1].
3. Tracez la courbe représentative de f

fet g sont deux fonctions définies sur | = [0 ; 4eo]

X el o
parf(x) = In(x+1) et g(x) = e et € et €, sont

leurs courbes représentatives dans un repére orthonormal.
1. Démontrez que pour tout réel x = 0, g(x) < f(x).
= Aide. Etudiez les variations de la fonction h :

x— flx)-gix).
2. Démontrez que ‘6, et ‘6, ont une tangente commune
enx =0
Tracez ‘6 et ‘6.

m Etude d'une famille de fonctions

m est un réel strictement positif, £, est la fonction défi-
niesur |0 ; +eo| par f.(x) = In{mx).

On a tracé ci-dessous quelques courbes €., correspon-
dant a diverses valeurs de m.

ya

/isanaes

1. Démontrez que si m; # m;, les courbes ¢, et ¢
n'ont pas de point commun.

mg

2. On note ‘€, la courbe représentative de f; : x+ Inx,
démontrez que €, est l'image de ‘€, par une transfor-

mation simple que I'on précisera.
S 5 -



3. M est le point de ¢, d'ordonnée nulle et N celui
d'ordonnée 1. Démontrez que la droite (MN) passe par
un point fixe lorsque m décrit l'intervalle O ; +oo].

JER fest la fonction définiesur | = ]O ; +oo| par:
= x—441 (L)

i) = x-S0 2

1. Démontrez que fest strictement croissante sur |,

2. a) Démontrez que la droite d d'équation y = x—4
est asymptote a la courbe représentative ‘¢ de fau voi-
sinage de +=.

b) Précisez |la position de ‘€ par rapport a d.

c) Construisez d, puis 6.

f est la fonction définie sur | = |1 ; 4o par:
flx) = x+1 +2In(—5-,7]_

1. Etudiez les variations de [ et dressez son tableau de
variations.

2. a) Démontrez que la droite d d'équation y = x+ 1
est asymptote oblique a la courbe ‘6 représentant f.

b) Etudiez la position de ‘€ par rapport a d.

c) Construisez d, puis “6.

mf est la fonction définiesur | = ]O ; +eo[ par:
(X)) = x- In[z + 1)
X
et ‘€ est sa courbe représentative.
1. a) Etudiez les limites de faux bornes de |.

b) Démontrez que la droite d d'éguationy = x—In2
est asumptote a ‘€.
c) Etudiez la position de ¢ par rapport a d

2. Ftudiez les variations de fet tracez C.

f est |a fonction définiesur | = |1 ; +eof par:
f(x) = x+In(x2-1).
1. Démontrez que f est strictement croissante sur |.

2. a) Démontrez que I'équation f(x) = 0 a une solu-
tion o et une seule dans L.
b) Trouvez un encadrement de o. d'amplitude 107",

f est la fonction définie sur [R par -
fix)= in(‘i L Ex).

2

La courbe ci-contre

est sa courbe repré- =
sentative €. 11l
‘. admet deux asymp-

totes, I'une horizon- 0
tale, I'autre oblique. In2 1
Apres avoir précisé les ' A ina
équations de ces droi- '
tes, justifiez la conjec-
ture énoncée. ==

* v
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fest la fonction définie surB par fix) = In(1 +e™)
et ‘€ sa courbe représentative.

1. a) Vérifiez que pour tout réel x,
f(x) = - x+ In(1 + e”).

b) Déduisez-en que ‘¢ admet une asymptote oblique au
voisinage de —e=,

2. Etudiez les variations de fet tracez “C.

3. A, B, Csont les points de“f d'abscisses respectives 0;
1:-1.Démontrez que la tangente en A a ‘€ est paralléle
a la droite (BC).

® f estlafonction définiesur | = |1 ; 3[ par:
. x=1
ﬂX) = |n[m]

et ‘€ est sa courbe représentative.

1. a) Démontrez que pour tout réel x dans |, (4 - x)
appartiental.

b} Calculez pour tout x dans [, ‘13"1 fld—x)+ f(x)].

c) Déduisez-en que le point A de coordonnées (2 ;0)
est un centre de symétrie pour ‘€.

o= Aide. Voir lexigue, page 478.
2. Ftudiez les variations de f et canstruisez “G.

m ® [ est la fonction définiesur [0; 1] U |1+

_E_i i : * 00
parf(x]—2 Inx5|xejﬂ,1lu]1,+ | et

f(0) = 0.
On a tracé ci-dessous la courbe 6 représentative de |

yJ

o\

Justifiez chacune des affirmations suivantes:

« La courbe € admet au point d'abscisse O une tangente
verticale.

« Ladroite dd'équation Yy = X est asymptote obliquea ‘€.

2
« Pour tout réel x de |0 ; 1] U |1 ;+==[, fest dérivable
‘ 1 2
et f'(x) = =+ .
Fix) 2 x(inx)?

« [ est strictement croissante sur chacun des intervalles
10;1[ et 11 ; +eo].

« L'éguation f(x) = 0 aunesolution unigue o non nulle
telleque 3 < o < 4.



81 f estlafonction définie sur | = |0 ; +oo]
par: flx) = x+1-+m—x,

X x
‘f est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal,

|. a) Pourquoi la droite d d'équation y = x est-elle
asymptote oblique a € en +ea?

b) On note h la fonction définie sur | par h{x) = x + Inx.
Démantrez que I'équation h(x) = 0 a sur | une solu-
tion unique o telle que 0,5 << o < 0,6.

¢} Déduisez-en la position relative de € et d.

2. a) Démontrez que pour tout xde |, f'(x) = g_[,:} ol

X
gest une fonction définie sur | que I'on précisera.
b} Démontrez que pour tout x de |, g(x) = 1.

c) Déduisez-en les variations de fet tracez ¢,

m ® fest la fonction définiesur | = 10 ; +e<o[ par:
f(x) = 1+ Inx
X

et ‘6 est sa courbe dans un repére orthonormal (O : 1. ; )
{unité graphique : 4 cm).

1. Etudiez les variations de f et construisez 6.

2. On note My, My, My, M, les points suivants de € :

« M, est l'intersection de ‘¢ avec |'axe des abscisses ;

« M, estle point en lequel la tangente a ‘€ passe par 'ori-
gine du repére ;

« M, est le point en lequel la tangente a ‘€ est paralléle a
l'axe des abscisses ;

« M, est le point en lequel la dérivée seconde de la fonc-
tion fs'annule,

a) Calculez les abscisses des points M, M,, M5, M,.

b} Démontrez que ces abscisses sont dans cet ordre en
progression géométrique.

m ] fest la fonction définie sur [0 ; +e=| par:

Inx
flx) = =2

el't; est sa courbe dans un repére orthonormal (O : I, /).

1. Etudiez les variations de f et dressez son tableau de
variations,

2. a) On note A le point de €. d'abscisse 1.
Trouvez une équation de la tangente T a € en A.

b) Construisez T, puis €.

3. Mest un point de ‘€ d'abscisse u.
Démontrez que la tangente T, a la courbe ‘€ en M est
paralléle a la droite d'équationy = x siet seulementsi:

w—1+2lnu=0 [11.

4. Apartir de I'équation [1], démontrez que A est le seul
pointde ‘€ en lequel la tangente est paralléle & |a droite
déquation y = x.

m ® (2419 A. Etude d'une fonction auxiliaire
g est la fonction definie sur |0 : +==[ par:

gix) =

—In(1+ x?2).
X2+ 1 { )

1. Démontrez que sur lintervalle [ 1 ; +eo[, I'équation
g(x) = 0 admet une solution unique o et donnez pour
o un encadrement d'amplitude 107",

2. Précisez le signe de g(x) sur l'intervalle [0 ; +oo|.
B. Etude d'une fonction

fest la fonction définie sur | = [0 ; +e¢| par:

In(1 + x?%)

fix) = si x>0
f(0) = 0.
1. a) Quelle est la limite de fix) — f(0) quand x tend

X
vers 07

=" Aide. Posez x2 = X,

b) Deduisez-en que fest dérivable en x = 0 et trouvez
une équation de la tangente Ten x = 0 ala courbe ‘€
repreésentant f

2. a) Vérifiez que pour tout réel x = 0,

flx) = m+1In[‘| +l].
X X x2

b) Déduisez-en la limite de fen +e.
3. a) Démontrez que pour tout réel x = 0,

fx) = L2
X

b) Déduisez-en les variations de f
c) Construisez T, puis “€.

m : festla fonction definiesur [0 ; 1] par:
fix) = x[(Inx)2+ 1] six>0 et f(0) = 0.

“, est sa courbe représentative dans un repére orthonor-
mal (O i, j).

1. a) Démontrez que lim x(Inx)? = 0.

¥ =0

b) La fonction fest-elle dérivable en zéro ?

c) Pourquoi ‘€ admet-elle une tangente verticale au
point d'abscisse 0 ?

2. Etudiez les variations de f sur lintervalle [0 ; 1].

3. On note A le point de coordonnées (1 1).

a) Démontrez que la tangente en A a & passe par 0.
b) Etudiez la position relative de ‘¢ er de la droite (OA).
4. Tracez |a courbe €.

ons exp et In et suites

m (v,) est une suite géométrique définie sur il par

vy = 15 et de raison % On définit la suite (w,) par

w, = In(v,) pourtout entier ne Ry,

SRR -




1. Démontrez que la suite (w,,) est une suite arithme-
tique.

n
2.0nposeS, = » w,
i=0

a) Calculez 5, en fonction de n.

b} Etudiez la limite de la suite (S,) en +sa,

3. Pour tout entier n, on pose P, = vgVy...V,.
a) Démontrez que P, = e™.

b) Etudiez la limite de la suite (P,) en +co.

° (u,) estlasuite définiepar u, = e et

pour tout entier naturel n, u, ., = e Ju,.

Onnote (v,) la suite définie pour tout npar:
v, = Inu,=2.
1. Démontrez que la suite (v,) est géométrique et preé-
cisez vy et saraisonr.
2. Déduisez-en v, , puis In(u,), en fonction de n.
3. a) Quelle est la limite de la suite (v,,) ?
b) Déduisez-en que la suite(u,) converge vers e

@ | et gsont deux fonctions définies sur [1 ; +eo[
par:

1 1
o« (<)L g = n(551)- iy

1. a) Etudiez les variations de f et g.

b) Déduisez-en que pour tout réel x =1,

1
X+

3 = In(x+1}—lnx€-1£ [11.

2. Onnote (v,) la suite définie pour tout entier n = 1
par: 1 1

V.= T4+=4 -t =
" 2 n

a) En utilisant la relation [1], démontrez que :
v,=In(n+1).

b) Déduisez-en que lim v, = +<=

n— 4

m ® Autour de la fonction x+— I“Tx

-

fest la fonction définie sur |0 ; +oo[ par f(x) = —=-

X
On note f(7 |a dérivée n-ieme de favec nentier = 1.
1. Calculez pour tout réel x > 0, f\V(x) et f(2}(x).

2. a) Démontrez par récurrence que pour tout entier
naturel n=1:

u +v.inx
fim(x) = +—" " pourtout réel x >0,
xﬁi—l
avec:
l"‘I'| = 1 (] V] -— _1|
Uy = Vy—(n+Nu, et v, =—=(n+1)v,.

b) Exprimez v,, en fonction de n.

D3 Aide. On rappelle que n! = 123X =xn,

- LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

c) Démontrez par récurrence que :
; 1 1
e AR n+1n![‘]+_+...+_]_
u, = (-1) > =

3. Déduisez f171( x) des résultats précédents.

m ® On note (u,) la suite définie pour tout entier
.

naturel npar u, = e <.

1. Démontrez que la suite (u,) est une suite géomeétri-
que, Précisez le premier terme et la raison.

2. Onnote (v,) la suite définie pour tout entier naturel n
par v, = In(u,).

Démontrez que la suite (v,) est une suite arithmetique.
Précisez le premier terme et la raison.

3.0nnote S, = Uy+ U+ + U, et

Ty = UgX Uy X oos Xl

Quelles sont les limites des suites (5,) et (T,)?

m ® On note (u,) la suite définie pour tout n entier

E."I'
naturel par u, = 3

1. Vérifiez que u, = en(1-1n3),

2. Démontrez que la suite (u,) est une suite géométri
que. Précisez le premier terme et la raison.

3. Quelle est la limite de la suite S, définie par:

S, = Ug+-—+U,?

Eﬂ" f est la fonction définie sur ]O ; +eof

par f(x) = x+ Inx et G est sa courbe représentative

dans un repére orthonarmal (O ; L.

1. Etudiez les variations de fet tracez sa courbe repré-

sentative.

2. a) Démontrez que pour tout entier naturel n, 'égquation

f{x) = n admet une unique solution dans 0 ; +eo].

On note o, cette solution et on a donc pour tout entier

naturel n, &, + Ino, = n.

b) Démontrez que la suite (ot ) eststrictement croissante

3. A est le point de ‘€ d'abscisse 1.

a) Déterminez une équation de la tangente A 3°€ en A,

b) Démontrez que pour tout x de |0 ; +==[, la courbe't

est en dessous de la droite A.

4. a) Exploitez les résultats de la question précédente

pour démontrer que pour tout entier naturel n non nul:
n+1

_—=

5 e
b) Déterminez la limite de la suite (0o.,).

EEI e 1. En étudiant les variations de deux fonctions
convenablement choisies, démontrez que pour tout reel
x=0,0ona:

x—%iln{‘l +x)=x (1)



2. Démontrez par récurrence que pour tout entier n,

n=1:

Z 12 = n{n+1¥2n+1} (2)
k=1

m ® Erudiez et représentez graphiquement la fonc- | Démontrez que pour tout point A et tout point B de €,

tion fdéfinie sur |0 ; +o<[ par f(x) = %-l-xlnx.

m ® get b sont deux réels donnés strictement positifs.
Résolvez I'équation In{x—a)—Inx = Inb et discutez
suivant les valeurs de aet b,

Eﬂ ® (u,) est une suite géométrique dont tous les
termes sont strictement positifs. Que pouvez-vous dire
de la suite (v,) de terme général v, = In(u,)?

® (u,) est la suite définie sur i par uy = 0 et
pour tout n entier naturel, U, ., = u,- 2.

Onnote (v,)) la suite définie pour tout entier nde M par:

v, = eun1n2'

Démontrez que (v,) est une suite géométrique et pré-
Cisez son premier terme et la raison.

m ® Cxploitez la courbe € représentative de la fonc-
tion fdéfiniesur |0 ; + o[ par fix) = IHTX pour détermi-

nerlesentiersnetptelsque 0 <n<p et nP = p-,

m ® f est la fonction définie sur ]O;+e| par
fix) = x*Inx. On note f'" la dérivée n-iéme de cette
fonction.

Démontrez que pour tout entier n = 3,

2(=1)"-"(n-3)!

fim(x) = =
m ® On a tracé y
c-contre la courbe “€
déquation y = Inx. 8
A et B sont deux [ %/’
points de ‘6 d'abscis- N o
Ol /11 a b x

ses respectives aet b
(0<a<h), lestle €
milieu de [AB] et J le
point de ‘6 de méme
abscisse que |.

3. Utilisez alors les résultats des questions précédentes
pour trouver la limite de la suite (u,) avec ne N" de

terme général :

T N

15" Aide. Intéressez-vous 4 la suite de terme général Inu,.

| est toujours « en dessous » de 6.

mﬂ ® On a trace ci-dessous la courbe ‘€ représenta-

tive de la fonction f définie sur [0 ; +e=| par:
fix) = x{lnx—%} si x>0 et f(0) =0.

ya

} rrm s

Il semble que ‘¢ admette en x = 0 une tangente hori-
zontale, présente un minimum en A et recoupe l'axe des
abscisses en B.

Justifiez les conjectures énoncées en précisant les coor-
donneées exactes de A et B.

L[ A tout réel non nul m, on associe Péquation
(Ep):e*—mx = 0.

Discutez suivant les valeurs de m, le nombre de solu-
tions de I'équation (E,).

m ® [ est la fonction définie sur ]O;+eo[ par
flx) = 2x*+ x? + Inx. Démontrez que ['‘équation
ftx) = 0 admet une unigue solution ct dans |0 ; +<=[ et
trouvez l'entier ptelque p- 102 = < (p+1)-10-2

m ® a et b sont deux réels. Démontrez que les
propositions :

(Py): e9—e @ =2b et (P,): @ = In(b+ /1 +b?)
sont équivalentes.

m ® gestunréel donné, a > 1.
Démontrez que pour tout x de l'intervalle [0 ; a],
In(fa-x)In{a+ x) = (Ina)2.

— e
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_Problemes

= e ———————

[[ ® 7hemes: Erude dune fonction. 4. Danslerepére (O ; i, j), tracez T,, T, puis la courbe .
Exploftation géométrique d'un résultat
g I ®  mheme : Ecabiir une inégalicé & aide
Dans un repére yi BAC d’une fonction
orthonormal i
(0;i,j)onatracé a et b sont deux réels strictement positifs tels que
la courbe repré- 1] / a+b = 1. Le but de I'exercice est de démontrer que:
sentative ‘¢ de la ‘M 1 1
- -+ bln-=1In2 (1).

fonction In. M est oj/1 X . X ekt *ong<ing 1)
% point. de ‘6 A. Etude d'une fonction
Eeatt:sfi;si'x. = { f estla fonction définie sur |0; 1] par:

o fix) = —xInx=(1=x)In(1-x) si 0<x<1 e

est de déterminer |

s'il existe M sur ‘€ tel que la distance OM soit minimale. fl@) = A1) = 0.7€ est sa courbe représentative dans

Pour cela, on définit la fonction f sur JO; +e<| telle que un repére orthonormal (O ; 7, J).
fix) = OM?, 1. Démontrez que la droite d'équation x = % est axe
1. a) Démontrez que pour tout réel x > 0, de symétrie pour la courbe €,

f(x) = x2 +(Inx)2. 2. a) Calculez pour tout xde ]0; 1] f'(x) et précisezle
b) Démontrez que f est dérivable sur JO; + [ et que | signede f'(x) lorsque x décrit I'intervalle |0 ; 1[.
pourtoutréel x > 0, f'(x) = %gm ou g est une fonc- b) Démontrez que lim 12X = 4o Que peut-on en
tion que I'on déterminera. X0 A

déduire pour la tangente en ‘¢ au point d'abscisse 0 ?

2. Dans cette question, on étudie sur 0; += a fonc- 3. a) Dressez le tableau de variations de f et donnez Ia

tion g.

| de f( 1

a) Etudiez les variations de g. valeur exacte de f 5)

b) Déduisez-en I'existence d'un réel o unique tel que b) Tracez la courbe €.

gla) = 0. Donnez de & un encadrement d'amplitude

10-2 B. Démontrer l'inégalité (1)

3. a) Dressez le tableau de variations de f. 1. Sachant que b = 1 - g, exploitez les résultats de 2
b) Déduisez-en l'existence d'un point M, unique tel que partie A pour justifier lnégalité (1).

OM, est minimale. 2. Pour quelles valeurs de a et b, a-t-on :

¢) Démontrez que la tangente en M, a ‘¢ est perpendi- aln £+ bin % = In2?

culaire a 1a droite (OM,).

. Thime: Etudo g fonea . Théme : Etudes de fonctions et de suites
e: Etu 'une fonction

A. fet g sont deux fonctions définies sur R par

f est la fonction définie sur | = |-2 ;4| par f(x) = x—e* et g(x) = (1-x)ex,
f(x) = 1+xIn(x+2) et € est sa courbe représenta- ‘€, et €, sont leurs courbes représentatives dans un
tive dans un rﬁpére orthonormal (0 j‘) repére arthonormal (’0 : ;’j)

1. a) Calculez f*(x) et f(x) pour tout réel x de |.
b) Précisez le signe de f”(x) et déduisez-en qu'il existe
un unique réel o« de l'intervalle [-0,6;-05] tel que

1. Etudiez les variations de fet g et dressez les tableaux
de variations.

L 2. On a tracé ci-contre les 'y

fla) = 0. . 1
; courbes €, et €, Attri-

2. Etudiez les variations de fsur | et dressez e tableau buez & chaque fonction sa _/""?l; Y sii B
de variations. | eourbe - Cox
3. M, d'abscisse x, est un point de ‘€. 3. lisemble que ces courbes -1 i
On note T‘o la tangente en M, a €. | aient un point communA . 4
a) Démontrez que la droite T,, passepar O si et seule- d'abscisse o et un seul. Al
mentsi f(xg) = x5 '(x) Pour le prouver, on consi-
b) Déduisez-en qu'il existe deux tangentes T, et T, pas- dére la fonction h définie
sant par Q. sur H par:
Précisez les réels g et b. h(x) = f(x) - g(x).

- LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN i



a) Prouvez que h'(x) = 1 - g(x).

b) Etudiez les variations de h et déduisez-en qu'il exis-
teun o unique. Donnez de o un encadrement d'ampli-
tude 107"

B. On se propose dans cette partie d'exploiter les résul-
tats de la partie A pour étudier la suite (S,,) définie pour
toutentier nnon nul, par S, = 1+ % + ot ;1 —Inn.

I, A l'aide d'une calculatrice, déterminez un encadre-
ment de S, d'amplitude 10—,

2. a) En utilisant le tableau de variations de g, démon-

trez que pour tout réel de l'intervalle |0 ; 1], e* = Lx
b) Déduisez-en que pour tout entier k = 2,
1
% k ; 1 k

ef=—— puisque - = In[—j.

P R e
¢) Pour tout entier n= 2, calculez S,-S,_, et dé-
montrez que la suite (5,) est décroissante.

3.a) Pour n > 20, onpose u, = S,4—S,.

Démontrez que u, = 0.

b) En utilisant les variations de fde la partie A, démon-
rrez que pour tout xde |0 ; 1], 1 + x = e*,

¢) Déduisez-en que pour tout entier k = 1,
1
k+1 S K+1 1
S Inf —— | = -
K e" puisque !"I( X ) k

d) Vérifiez que pour tout n > 20,

U = |n.'rl._,[l+...+‘|_)

i 20 2 nt
En raisonnant par récurrence démontrez que pour
n>20,

n+1 1 1
WL O
n( 21] ;I

e) En déduire que pour tout n > 20,
21

= s EJ i =
u Inm In( . puis que u_ = 0,049.

4 Onadmetque lim S, = C

n— +ee
a) Justifiez que S,, - 0,048 = C = S,,.
b) Déduisez-en un encadrement de C d'amplitude 0,05.

: Théme : Ftudes d'une famille de __,fonctfons

Partie préliminaire
Les parties A et B sont indépendantes l'une de l'autre.

A. On note g la fonction définie sur | = 10 ; + o[ par:

Inx
g(x) =1 e

1. Etudiez les variations de g et ses limites aux bornes
de l'intervalle |.

2. Déduisez-en que I'équation g(x) = O admet une
unique solution o appartenant a l'intervalle 10; 1[.

B. On note h,, la fonction définie sur | = ]0 ; + e[ par
h.(x) = x?—n+ ninx avec n entier naturel non nul.

1. Etudiez les variations de h, et ses limites aux bornes
de l'intervalle |.

2. Déduisez-en que I'équation h (x) = 0 admet une
unique solution B, et que cette solution est dans l'inter-
valle [1; 3[.

Etude d'une famille de fonctions

L'objet de ce probléme est I'étude de quelques propriétés
des fonctions f, avec nentier naturel non nul, définies
surl = ]0; +oo[ par f(x) = x-n—-——-

Onnote ‘€, la courbe représentative de la fonction f, dans
un repére orthonormal {unité graphique: 2 cm).
A. 1 n(X)

X2
réel xdans |.
b) Déduisez-en le sens de variation de f,.

a) Démontrez que f/(x) =

pour tout

2. a) Démontrez que la courbe €, admet une asymp-
tote ablique A,

b) Etudiez la position de G, par rapport a A,

3. Construisez dans le repére (O : 1, ]) les courbes €,
et €.

B. On remargue que pour tout x dans |,

f(x) = x— n(‘f + lnTx) = X— ng{x).

1. En utilisant les résultats de la partie préliminaire,
démontrez que toutes les courbes ‘€ passent par le
point fixe A de coordonnées (ct: o).

2. Précisez les positions relatives de ‘¢, et ¢

n+1



Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

im 1. (u,) estune suite géométrique definie sur [~ par son premier terme u; = 2 etsaraison %
On note (v,,) la suite définie sur N* par v, = In(u,)-
2
[]Un= g}
|b](v,) estune suite arithmétique de raison (-In3).
Epourtoutn de ", lﬁ(xq ++ V) = 15[ In12=nlIn3].

2. L.acourbet ci-contre est 1a représentation graphique d'une fonction i (ud
fdéfiniesur ] —e=; 2[.La droite d'éguation x = 2 etl'axedesabscisses [k
sont asymptotes a ‘6. On note g la fonction : x — In f(x). Pt | | é

"a|gest définie sur 1-2; 2. 0 i R
'b|gestdérivable en O et g’(0) = :—E- ' ' T 74

[c|L'équation g(x) = 1 aexactement deux solutionssur ]-2;2[. € ~ : 1.2x

d] lim(go g)(x) = —o=.
T ox=0

m Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez a chaque fois votre réponse.

EE 1. Si @ est un réel strictement négatif, pour tout 3. La fonction f définie sur ]0; +e=[ par f(x) = el
réel b, 'équation Inx = ax+ b a toujours une solution est dérivable en x= 1.
et une seule dans JO ; +e=. 4. get b sont deux réels strictement positifs :
2. exiSte-gne infinité de couples (x ; y) de réels stric- ]n(ﬂ + bj £ 1(1nﬂ +1nb)
tement positifs tels que: 3 2
In(x+y) = Inx+Iny. si et seulement si S ?""23“'@-
b

@rstrurion (@)reanise pes @@ onnaissances €} voporterws

a la fiche O du bloc méthodologique page 466,
m D'aprés document ministériel
f et g sont deux fonctions définies sur | = |0 ; +e=[ par 2. Application
Justifiez chacune des affirmations suivantes.

flx) = e*(Inx+1) et g(x) = 1;_1 i } lim fix) =0
a) i x) =

1. Démonstration de cours %= oo
X
Pré-requis : lim % = 400 (1) b) Pour tout réel xdel, f/(x) = e~*g(x).
K—34oe .
Démontrez a partir de (1) que lim i c) Pour tout réel x = 1, g(x) <0.
—3 oo
déduisez-en la limite de e~*Inx en +:-=}_ d) L'équation f(x) = e~' a une solution unigue.
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Les fonctions puissances

Croissances comparées

LA et S A LA MEME EPOQUE
: E.!.: El..: l..l:
1117 o0 @ 29 @ ave ;EF
a Martinique

Les fonctions puissances sont les fonctions x — x, ol FrinGHaCHn

couronnefrancaise.

- o clinx & Elles deviendront
i est un réel et x* le nombre e*'"*. Mais des calculs sur Has dEpatemsate

d'Outre-Mer
des nombres élevés a une puissance réelle se pratiquent en 1945.

avant que les fonctions exponentielle et |logarithme

aient leur statut définitif. Ainsi, vers 1665, Newton

LITTERATURE
trouve le développement illimité de In(1 + x)% qui est _

Dans ses comédies,
s s Moliére critique
la célebre formule du binéme de Newton, car lorsque o avec passion les
meeurs sociates de
F A i iy son temps.
est entier, le développement se réduit a la forme algébri S ahhenitiing
impitoyables des

ue donnée au chapitre 9. caractéres humains
. e e ont conduit &

g et la création de
Il sest avéré indispensable de comparer les ordres personnages

aux traits éternels,

{ comme Sganarelle
de grandeur des fonctions Sicontie:

puissances, exponentielle .
et logarithme. Vous verrez

que l'exponentielle « croit

g 10 ; PEINTURE
infiniment plus vite que

Vermeer, par sa
facture unique,
parvient & donner
un poids au geste

n'importe quelle puissance

entiére x" de x», ce qui le plus calme, a
I'objet le plus
; banal.
explique sans doute pour- Ci-contre,

la Denteliére.
quoi on qualifie souvent

« d'exponentielle » la crois-

Isaac Newton = :
1642 — 1727 sance extrémement rapide

de certains phénomeénes.




1) Puissances réelles

1.1 Notation a®, a et bréels, a > 0

DEFINITION 1 #® | Pour tout réel a > 0 et tout réel b, on note a® le nombre ebn4_

Ainsi, pour tout réel @ = 0 et tout réel b, a® = e?!4 et donc a? > 0.

|.(3)-I2 = g2In3, 45K = pxln5

® Cette définition est en accord avec celle déja connue de a” ol n est un entier. En
effet, a" peut aussi s’écrire e"!"? car gnlna = plna" = gn,

® Lorsque b est un entier, a” est défini pour tout réel a non nul. Mais lorsque b est
un réel non entier, a” n'est défini que lorsque a > 0.

Conséquences.

Pour tout réel a > 0 et tout réel b, Ina® = blna .

En effet Ina? = Ine®™@ = plna.

On généralise ainsi l'égalité Ina? = plna établie au chapitre 5 page 118, pour
tout réel a > 0 et tout entier relatif p.

|-ln2“ = tin2. ¢In1<2 = .2In1 = 0.

1.2 Propriétés des puissances réelles

Les régles de calculs connues dans le cas d'exposants entiers s'étendent aux expo-
sants réels non entiers.

THEOREME 1 ®  Pourtousréelsa > 0eta’ > 0 et tous réels b et b’,

elbl =1, e abat’ = ab+¥, @ (aa’)® = ata’®.
b b b
b _ bb L A YT Kol (.3
@ (a”)” = a . .a*'—ﬁ . .a’l-(a'J 3
Démonstration.

11 suffit pour chaque égalité de revenir a la définition de a” et d'utiliser les propriétés algébriques
de la fonetion exponentielle.

Par exemple, démontrer que a*a"’ = a**¥ revient A démontrer que etniet’lne = (b +b")lna,

Or eblnagb’lng — gblna+b'lna — a(b+5)ina_

Dol aba®’ = ab+¥’,

e 103-1x10-8 = 101, o 52x52+1 = 52./2+1
0,6 0.6 J2 a2

R Sl (9] = 306, shyecap BT 2¥a _ 5h
20,6 2 a'ﬁ : a"@

431,25 3 410,75 4 3
o - 5 = oyt o
.(75) B i, g .(113) = 11373 = 11,
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE
.

Si x>0, x2 = ./x

i EXERCICE RESOLU“ Simplifier des écritures
= =
En cffet, par définition, x2 = e2
e, il a été vu au chapitre 5 page 118 Simplifiez les écritures suivantes -
1 1
ue =Inx = In./x, donc: -=
q 2 ‘ f a] 3 In3 I” (0|25)—15_ l:] p2+InB d) {a:!x.]{u-:}j_ a> D, x réel.
e gk = J}
SOLUTION COMMENTEE
1 1
3 e B e L,
Mise en garde 3 152 3 3
1\7"2 3 LB
" ; -5 = [[X\[2 = [} 2 PEYT
Légalité (ab)®’ = a®' nest pas W) [[4)] 3 [(2)] x (2] s
valable pour des réels a négatifs c) e2+1n8 = g2y @B — g2y 8 = ge?
lorsque b et b” sont des réels non d) (a1 (a3 = (®*)(a-3*) = a-*.
entiers,

Exemple.

] el
(3P =(-3) 2 _
Eneffet, “_3)2]§ C 9% L. =3 | EXERCICE RESOLU n Résoudre des équations et des inéguations

2x
ARG = . _
e(-3) 2=-3. 1) Résolvez les équations suivantes:

X o E2A+T X .y
= i b) (3) 2
Equations gu( = b 2) Résolvez les inéquations suivantes :
(avec a>0 et b= 0) 1 \* 1
* (—) =5 bl xf2< 5.
En général, ces équations se résol- 43

vent par passage a ['exponentielle. POINT METHODE

Si uet vsont deux fonctions définies Pour résoudre a* = b ou a* = b ou a*< b, onécrit ¢* = e*® puis on

sur ), alors: utilise les propriétés des fonctions exponentielle et logarithme népérien.
qil¥) — alix)ing

6t bvx) = gvixiib SOLUTION COMMENTEE

Donc @¥® = pv(x) équivaut a 1) a) L'équation 2% = 32x+1 équivauta ex"2 = el?x+1113 donc, d'aprésles
u(x)ina = v(x)Ink. propriétés algébriques de l'exponentielle, équivaut a xIin2 = (2x+ 1)In3.
ll'en est de méme pour les inéqua- D'ot (In2-2In3)x = In3. OrIn2-2In3 = In2-1In9, et IN2-In9#0,
tions. In3
donc x = ———.
23
¥ 5 3 In3
b) L'équation (3) =3 équivaut 3 e=xIn3 = 5 = g2
Donc -xIn3 = In§~ OrIn3+0, donc x = Ind—nsy

2 In3

X -
2) a) Pour tout réel x, (%] = 3 équivaut a e~ *In3 < eln3,

Donc cette inéquation équivaut a — %x In3=1In3 ouencore In3 I-— lx - 1} =0

-

Orin3 =0 donc—%x—1 = 0, soit x = -2.

1] 2 5 T
b) L'expression x<2 n'a de sens que pour x > 0, Dans ce cas, x/? =< = équi-

hal—

1
In = .
vauta e’2n*<e 2 puencored ./2Inx < -In2.

- l In2=9
/2

- —In2
Dot fnxﬁ—%in2 doncx<e ¥ . Lasolution es:ﬂ"=}0;e J
5
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sS5ia=1, fiix)=1
pour tout réel x.

Par la suite, nous
SUPPOSErons @ #1.

exponentielle est

THEOREME 2 »

Tous les résultats de
cette dtude se retrouvent
facilement puisque
[olx) = erloe, |In"est
donc pas indispensable
de les retenir.

2) Etude des fonctions
x—a*(a=>0)

La fonction x > a*, avec a > 0, est appelée fonction exponentielle de base a, ¢l
elle est notée exp,. Pour alléger les écritures, nous la noterons f,,.
Ainsi, f,(x) = a* = e*4, En posant, pour tout réel x, u(x) = xlna, on voit que

f, = expou.

2.1 Sens de variation

Pour tout réel a strictement positif et différent de 1, 1a fonction f, définie sur R
par f,(x) = a* est dérivable sur R et pour tout réel x, f.(x) = (Ina)a*.

Démonstration,
f,(x) = e"") avec u(x) = xIna. Oru est dérivable sur [ et pour tout réel x, u"(x) = Ina. Donc
d'aprés le théoréme 10 du chap. 4, il en résulte que pour tout réel x, f(x) = (Ina)a*.

Or pour tout réel x, a* = 0 donc le signe de f(x) est celui de Ina. Puisque Ina >0
équivaut a a > 1, f, est strictement croissante sur R lorsque a > 1 et stricte
ment décroissante sur R lorsque 0 <a < 1.

2.2 Limites en +~ et en -«

a>1 0<a<1

lim xlng =+ et lim xlna= -o lim xlna=—e et lim xlna= +e
X =h + 0o X=p-—wo X =b 4o R
donc . done
lim e*"@ = 40 et lim e*me = 0, lim eX"® = 0 et lim "' = 4oo.
X =3 4 00 X =) —oa X =b oo X —p —nm
D’ou le tableau de variations. D'ou le tableau de variations.

x = ) of oun x — -|-13-&-I

f / e f - \‘ I

Sl 0 § 0|

Le graphique donne I'allure des courbes repré-
sentatives des fonctions f,, f,,fs, f3.

2 a
Remarques. Pourtouta > 0 et a# 1,
« L'axe des abscisses est asymptote 2 ‘€ en — oo
lorsquea > 1 eten +==lorsque 0 < a < 1.

1
1Y =
ePoura>0etaz1, (— = "'™a = g-xlna
a

donc fl(-—x) = f.(x) etles points M(x ; f,(x))

et M'(—x ; fl(-x)J sont, dans un repére ortho-

a
normal, symétriques par rapport a I'axe des ordonnées.

‘€, et ‘€, sont symétriques par rapport a I'axe des ordonnées.

a
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

exp, et log,,
fonctions réciproques

Pour tout a=>0 et a#1, on
sppelle logarithme de base g, notée
log,, Ia fonction définie pour tout réel
; Inx
x>0, parlog.(x) = —-
p g,(x) e
Pour tout réel y = 0 et tout réel x,
y = a* éguivauta Iny = xina ou
Iny
gncorea x = — = o ).
== 9aly)
Ainsi f, = exp, est la fonction réci-
proque de la fonction log,,.
En conséquence, leurs courbes repré-
sentatives sont, dans un repere
orthonormal, symétriques par rap-
port a la droite d'éguation y = x.
Exemple.
Courbesde x +—> 2* et x+= log, x.

Logarithme décimal

La fonction log ,4, notée usuellernent
log, est appelée fonction logarithme
decimal (voir chap.5, TD 4 p. 127).
Inx

Pourtout x >0, log. . x = ——.
910X = 1n10

EXERCICE RESOLU ﬂ Résoudre des équations et des inéquations

Résolvez 'équation et 'inéquation suivantes :
a) 4°-5-2+6 = Q. b) 4 -5-2"+6 =10,

SOLUTION COMMENTEE

a) 4% = (2%)* = (27). Donc l'équation 4*-5-2*+6 = 0 équivaut a
(2¥)2-5:2*+6 = 0 (1). En posant 2¥ = X, on obtient I'éguation
X?-5X+6 = 0 (2)quiapoursolutions X, = 2 et X, = 3. Donc les solu-
tions de (1) sont les solutions de 2¥ = 2 et 2* = 3, Or 2¢ = 2 équivaut a
x = 1 carlafonction x+— 2 eststrictement croissante.

I . : . In
2% = 3 équivaut a exI"? = g3 donca x = Tﬁg car In2#0.

'In2

b) Comme pour 'équation précédente en posant 2% = X, on obtient l'ing-
quation X? - 5X+ 6 = 0 dont I'ensemble des solutions est [2 : 3].
Les solutions de l'inéquation sont les solutions des inéguations 2 = 2% = 3,

La fonction In est strictement croissante danc In2 = In2* = In3, soit

L'ensemble des solutions de (1) est donc F = {T : ms}_

INn2=xIn2=1In3 ou ;-;x:;:—:—% car In2 = Q.

Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation est l'intervalle [1 . E]

~# EXERCICES 446

EXERCICE RESOLU n Etudier une fonction
TN Etudiez et représentez la fonction f définie sur R par fix) = x2*

SOLUTION COMMENTEE

@ Par définition, pour tout réel x, f(x) = xexnZ,
La fonction fest dérivable sur I et pour tout réel x -
fr(x) = e 4 xIn2e*2 = (14 xIn2)2%.
y i ; 1
Or, pour tout réel x, 2% > 0, donc f’(x) > 0 équivaut a x > ~
@ lim 2% = 400 donc lim f(x) = +oo.
X —s 4o B o A
lim 2% = 0 et lim x = —e, donc on est en présence d'une forme indé-
X =3 — 0 A=
terminée « (0 x oo »,
) ¥
Enposant X = xIn2, xe*n? = x—e—;or Iim X = -= et |m Xe* = 0,
]n2 K= —0a X — -
dong : .
lim fix) = 0.
¥ =5 —om
D'ou le tableau de variations et la courbe :
Ui
1 2 {
o o In2 il -
i -0 L Tl ]
0 . In2 0 1
f \ | / ] A X 1 X
gln? i = e eln2
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THEOREME 3 ®

DEFINITION 2 ®

Note

* Poser /D = 0 est
cohérent puisque 0
esl le seul réel dont
la puissance n-iéme
est 0,

» _fx estlaracine
deuxiéme de x.

e = Jx.

DEFINITION 3 ®
Note

Le fait que toutx = 0
n'a qu'une seule racine
n-iéme permet de définir
cette fonction.

THEOREME 4 ®»

Note
La fonction dérivée est
strictement positive.

3) La fonction racine n-ieme

3.1 Définition de la racine n-iéeme de x > 0O

1
n est un entier, n = 2. Pour tout réel x = 0, x" est le seul réel strictement positif

dont la puissance n-iéme est x.

1 14n
Démanstration. DYaprés les propriétés des puissances réelles (§ 1, page 144), x" =0 et (x;] =,
1 1 1
Supposons qu'un autre réel y > 0 soit tel que y” = x. Alors (y")" = x", diod y = x", etle théo-

réme est démontré.

1
Pour tout entier n = 2, la racine n-iéme d'un réel x = 0 est x" six > 0, zéro si

x=0.

Notation. La racine n-iéme de x est notée ’.'J;r . Ainsi
1

nfo =0, WYx= x" si x> 0. En outre, d’aprés ce qui précéde,
o(x)" = x et
@ Pour tout réel x = 0, et toutréel y = 0, x" = y équivauta x = "y .

nxt = x.

3.2 Etude de la fonction racine n-iéme, n = 2

La fonction racine n-iéme est la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +eo| par

frxr>n/x.

m Dérivabilité

La fonction racine n-iéme est dérivable sur l'intervalle ouvert |0 ; +<<| et

o3

sa dérivée est la fonction x — %x"

1 1
P . = =lnx 1
Démonstration. Pourtoutx >0, f{x) = x" = e" = e“® avec u(x) = =Inx.

La fonction u est dérivable sur |0 ; + ==[, donc d'aprés le théoréme 10 du chapitre 4,
1 1

fi(x) = u'(x)e"™) =

m Continuité et limite en +

Puisque la fonction racine n-iéme est dérivable sur 0 ; + e[, elle est continue sur
cet intervalle. De plus, les notations étant celles de la démonstration ci-dessus,

=Inx

lime® = 0 = %0, doncla fonction racine n-iéme est continue sur [0 ; + =o[.
x—=0

llnx
Parailleurs, lim e” = +eo donc lim "Wfx = +eo.

X =% 400 X = 400

m Tableau de variations
La fonction racine n-iéme est strictement croissante sur [0 ; + ==[.

X 0
X x

+ e

,._-—-—'_'_'---_'_.b-{—w
0
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Réciprocité

Notons f la fonction racine nriéme
eigla fonction puissance n-igme
X+ x7, restreinted [0 ; ++[,

Ces deux fonctions sont réciproques.
En ‘effet, x" =y, ~dire
g(x) = y, équivaut a x = 4y,
cest-&-dire 8 x = fly) (voir §8.4
chapitre 2, page 36).

Les courbes représentatives de fet g
sont donc, dans un repére orthonor-
mal, symétriques par rapport a la
droite d'équation y = x.

y

Non dérivable en zéro

La fonction racine r-iéme n'est pas
dérivable en 0, mais sa courbe
représentative a une tangente verti-
cale au point d'abscisse zéro.
En effet, pour tout réel x > 0,

1 ;
X"_'-Cl e x%-] A 3[5_1]"“_

x-0

Posons X = [3—1— I)Inx. alors
ImX = += (car 1—1 <0] et
¥=0 n

lim e* = teo,

X o

Donc le taux de variation en 0 a pour
limite +== en O, donc il n'y a pas de

nombre dérivé, mais Il existe une tan-
gente verticale a 'origine du repére.

EXERCICE RESOLU Simplifier des expressions
Simplifiez les expressions suivantes :

= =4 1 1
a) 2/34/35. b) X Ux x> 0. c) 3(4x) 3, x>0.

ax

POINT METHODE
Pour calculer avec les racines n-iémes, on utilise les régles de calculs sur les

puissances réelies. En effet, on sait gue:

P

1 P
'.:r'i = x" pour x>0 donc (/x)" = (x") =it

SOLUTION COMMENTEE
1 6 1
a) 2/34/36 = 32x 34 = 32
1 1 1

BYE . st st B
b]“‘—I“szjxx“xxi =x2 4 3 = x12,

3

X

.3
2=3=09,

Ll —

| 1 1 1 L 1
c) x3(4/x) 3 = x3x{x4] 3= ¥ 12 = x4

» EXERCICES 13320

EXERCICE RESOLU ﬂ Résoudre une équation et une inéquation

HITGITES Résolvez dans |0 ; +0o] :
1 1 1
a)x ’=8 b) x*-6x -1 = 0.

SOLUTION COMMENTEE

a) Pour tout réel x>0, x

1

-= 1 iz ; o :
5 = — donc l'inéquation est équivalente a

x3

1 1

— = 8 qui, par passage a linverse, donne x3 =81

in 1

Or la fonction x +» x* est strictement croissante sur |0 ; +<<| donc x* = 8-

est équivalentad x = (8 ') ouax=83

Il en résulte que I'ensemble des solutions est :

g = ID : g-3 ]

b)x 3 = = d'ols aprés réduction au méme dénominateur, I'dquation
X3
1 =51 1.2 i
B—6xX3-1 =0 équivauta[xﬁ) J[xS)—E -0

En posant x* = X, on obtient I'‘équation X2—X -6 = 0 qui a pour solu-
tions X, = -2 et X, = 3. Les solutions de (1) sont les solutions de

1 1
¥ o= =2t =3
1 1

1
Or x*>0 donc x* = -2 nla pas de solution et x* = 3 équivaut a

13
(x3) = 33 donca x = 27 dou ¥ = {27}.

=» EXERCICES 212 23
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THEOREME 5 %

THEOREME 6 ®»

Nota

Le résultal demeurs
lorsque I'exposant n
entier naturel est
remplacé par un réel
o =0, (VoirleTD 1
p-153)

4) Croissances comparées

4.1 Croissances comparées
au voisinage de +«

Les fonctions x > x™ (n entier, n = 1), x — lnx et x — e” sont strictement croissan-
tes sur |0 ; +oo| et ont pour limite + 2o en +eo, Ainsi, pour les grandes valeurs de x, les
nombres x”, Inx, e* sont de plus en plus grands. Le but de ce paragraphe est de com-
parer leurs ordres de grandeur pour les grandes valeurs de x. Pour cela, on étudie

L ; Inx ex
les limites en + 2o des fonctions x — T S
X x"
2 5 Inx L
Pour toutentiern,n=1, lim — =0 et lim — = +co.
x— 40 XN x—3+ee X
Démonstration. —
+ On se raméne a la limite connue de —nﬁr par le changement de variable U = x".
1
Alors InU = Inx" = nlnx et nx _ 1aU
xn n U
Or lim U= +e et lim %{—J = 0, dot lim lﬂ"f = 0, dapres le théoreme sur la limite
X —p ivs U—s+e= A= rm X
d'une fonction composée.
e w = etz Or x—plnx = x[l—nm—x] et lim Pk = 0.
X @lnx x = v XK

Donc lim (x=nlnx) = +o et lim EE = +oo. [l en résulte que lim £ = e, Bn effet,

K= 4o Xx=4+m)X x — 400 INIX
er e x e’ ; . Inx <
7— = —Xy—- Or lim — = 4o et puisque lim — = U par valeurs positives, on en
Inx  x  Inx PR g s e
— rE . X . et
déduit par passage a l'inverse que lim — = +oo done lim — = +oo,
X = b= Inx ¥ — e IDLK

4.2 Consequences

Pourtoutentiern, n =1, limx"lnx = 0 et lm x"e * = 0.

x—=0 X —3 +ea
Démonstration. .
« Par le changement de variable U = L on rameéne l'étude 3 droite en zéro a une étude en + .
p [ | InU : ; Inu
¥'lnk = —In==——;0r, imU = +e ¢t lim ——— = 0, d'oi le résultat d'aprés la
U U ox O B te T P
limite d'une fonction composée.
X7 L o X
e ™" = —,0or lim — = +o donc lim = = 0.
er x=pe00 X7 ¥ = bom B%

On déduit du théoréme 6 que, pour tout entiern = 0 »—
lim ex” = 0.

X —F—mm

En effet, pour obtenir ce résultat, il suffit de se ramener a la limite connue en + de e*x", parle
changement de variable U = —x. Alors, e'x" = e-U(-U)" = (-1)me VU~
Or lim U = +e= et lim e'U" = 0, d'oilerésultat.

K=y —0c =3 300

Remarque. Si P est un polynéme, P(x) = a,xP + -+ +a;x +a,, on déduit de ce qui
précédeque lim P(x)e* = 0,carpourtoutentierkentreOetp, lim axfer = 0.

X——o X — —en
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Comparer Inx et e
avec x% (o.réel, a > 0)

Les conclusions du thécréeme 5 et ses
conséquences sont encore valables
pour les puissances non entiéres de x,
En effet, I'hypathése n entier naturel
non nul ne joue aucun role, seul
compte le fait que n est strictement
positif.

Donc si on remplace l'entier n par un
réel quelconque o > 0, les conclu-
sions restent valables.

Ainsi ;

Inx ; e*
lim — =0; lim — =+e;
X —hos X% X — oo

lime *x*“=0; lim x%inx=0.
X hom ¥ —0

=% EXERCICES RESOLUS 7 et 8

Une interprétation
du théoréme S
e lim 2 = 4o,

x—r oo X
Pour les grandes valeurs de x, x"
« devient infiniment petit» par rap-
port a e*, c'est le sens de I'expression
« L'exponentielle croit indéfiniment
plus vite que nimporte guelle puis-
sance de x »,

¢ lim |_|’l".l_( = 0.

Pour les grandes valeurs de x, Inx est
négligeable devant x" avec n entier
etn=1.

Ainsi ;

« A lnfini [positif), e* l'emporte sur
toute puissance de x et les puissan-
ces de x l'emportent surinx ».

EXERCICE RESOLU Lever des indéterminations en +

ALITE 1) Etudiez la limite en +eo de la fonction f: x > x2e—+/*,
2) Etudiez la limite en +s= de la fonction f: x— 2./x — Inx.

SOLUTION COMMENTEE

1) On vérifie facilement que lim e ~* = 0 car lim ./x = +<.

N — +ea N—p4oa
Donc le théoreme sur la limite d'un produit ne permet pas de conclure (forme
indéterminée « == x (0 »). On se raméne a la limite connue de x"e* en +oo
en faisant le changement de variable X = ./x.
Alors x2e+* = X4e X donc lim x2e * = 0.

X = to=

2) lim 2./x = +ea et lim Inx = 4oo.

X =3 oo e ]
Le théoréme sur |a limite d'une somme ne permet pas de conclure (forme
b T . Inx .
indéterminge «eo—ecen). |im —= = 0 (voir Comprendre] donc mettans
e e '\."IX

- , . . o Inx

/% en facteur dans 'expression de f(x). Alors f(x) = J/x|2- T .
X
) Inx g I . .
Or lim —— =0, dotlondéduitque lim f(x) = +eo.
X—k koo fa R ]

» EXERCICES 31 a 35,50 a 54

EXERCICE RESOLU n Etudier une fonction

IGLIEA f est la fonction définie sur [0 ; +eo| par f(x) = Jxe*.
Etudiez la fonction fet tracez sa courbe représentative €.

SOLUTION COMMENTEE

® Limite en += ; ’

lim fix) = 0 car .ﬁe—" = x2e~* et lim xleX = 0.

X = 4o ¥—34oa
@ Sens de variation
La fonction fest dérivable sur ]0 ; +==[ et pour tout x > 0,

X
f(x)= L_E"‘— Jxex= Er
2./x 2.Jx
Le signede f'(x) estdoncceluide 1 —2x. Or 1 —2x > 0 équivauta x <
ftx) - i(0).
x—0

5 .
=< e lim — = +eo,

ﬁ x—=0,/x
Donc f n'est pas dérivable en zéro. Cependant sa courbe représentative
admet une tangente verticale au point d'abscisse zéra.
D'olile tableau de variations et la courbe :

(1-2x).

L
2
Etudions la limite en O de la fonction t(x) =

e =n
tx) = Mxe”

Il L4

X 0 5 +22 11

£ H + 0 = | 1 -1
= Puria ! {
L J2 B= | €
f g vl T
o B g o] 1 1 X

2

» EXERCICE 58
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EMO
Q Puissances réelles. Pour tout réel a > 0, tout réel b, par définition, a? = et!ne

Les régles de calculs sur les puissances réelles sont les mémes que celles sur les puissances
entiéres,

@ Deux nouvelles fonctions « usuelles » du type « e“(*) »

Fonction f:x—a*,a> 0 Fonction racine n-iéme, f: x — "/x, x = 0
; E lln.'n.' : I
o f(x) = exlna, ef(x) =x" = e" six>0,etf(0) = 0.
-5
e Dérivée: f'(x) = (Ina) % a*. « Dérivée : f’{x)=%x" lsix:?'ﬁ.
_ ot
£ ///
| | .
o] 1 X

eSia>1, f(x) = a* ales mémes proprié- | o f(x) = Wx ales mémes propriétés quela
tés que g(x) = e*. fonction racine carrée.
» Mémoriser un croquis est parfois plus facile que de mémoriser une liste de propriétés.

@ Comparaison des ordres de grandeur pour les grandes valeurs de x.
En + oo, quel que soit I'exposant n, n > 0, « e* I'emporte sur x" et x” I'emporte sur Inx »,

lim £ =0 et lim -1%‘ =
X =4 40 X = 400
Q Autres limites
n=>0, limnx"lnx =0 et lm x"e*=0
X = X =3 —oo

A AVOIR
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Etude des fonctions x— x%, x>0, « réel

Pour tout réel ¢, on note f, la fonction définie sur |0 ; +eo[ par f,(x) = x* = e%lnx
et pour tout x > 0, on pose u(x) = olnx.

1 Dérivabilité

Démontrez que f,, est dérivable sur 0 ; + <[ et que, pour tout x > 0, f (x) = ox" 1.
Le signe de f;(x) est celui de o.

2 Etude de f, lorsque o > 0

1. Démontrez que lim x* = 0. On pose alors f,(0) = 0, et la fonction f, ainsi pro-
x—=0

longée en 0 est continue en 0. Justifiez que f,, est continue sur l'intervalle [0 ; +<|.

2. Démontrez que lim x* = +o. Dressez le tableau de variations de f,.

X—>+es
3. Démontrez que f,, est dérivable en zéro lorsque o > 1, et qu'elle n'est pas dérivable
en zérolorsque 0. < 1 mais que sa courbe représentative est tangente en O, origine du
repére, a I'axe des ordonnées.

4. Tracez les courbes représentatives de FivFae Far
3 2

38 Etude de f, lorsque o < 0

1. Etudiez la limite de f,, en zéro, en + <. Précisez le sens de variation.

2. Tracez les courbes représentatives de [ | et f .

2

IBPIE-l Etude guidée des fonctions x— u(x)v®

1 Préliminaire
Lorsque u est une fonction strictement positive et v une fonction quelconque, on note
u” la fonction x = ev¥Inulx) T4 fonction u” est la composée de I'exponentielle et de
la fonction vinu, u’ = exp o (vlnu). L'étude d’une fonction u?se fait a partir de
cette définition u” = e’!, Notez que u" est i valeurs strictement positives.

2 Exemple : la fonction x> x* = exInx
La fonction f est la fonction définie par f(x) = x* = e¥lnx,
1. Vérifiez que f est définie sur l'intervalle [ = 0 ; + o],

2. Etudiez la limite de f en + oo et démontrez que lim f(x) = 1.
x—0

3. a) Vérifiez que f est dérivable sur [ et que pour tout réel x dans | :
f'(x) = (1 + Inx)f(x).

b) Déduisez-en le sens de variation de fsur[.

CHAPITRE 6 QI




4. On définit la fonction g sur [0 ; + o[ par g(x) = f(x) lorsque x > 0 et g(0) = 1.
La fonction g est dérivable sur 10 ; + e[, car pour tout x = 0, g’(x) = f'(x). [l reste
a voir si g est dérivable en zéro.

Pour cela, on doit étudier la limite en zéro de la fonction ¢ : x — (X}; (U}, x> 0.

; exlnx ] exlnx _1q
a) Vérifiez que pour tout x > 0, t(x) = = x Inx.
x xInx

i
-
=
2
o
<
=
 —

xlnx _
b) En effectuant le changement de variable X = xInx, calculez lim =
x—=0 Xlnx

Déduisez-en que lim t(x) = —ee,

X —

c) Interprétez graphiquement ce résultat, puis tracez la courbe représentant la fonction g.

Exemples d’étude d’équations f(x) = A

1 Equation 2x4+ 3x = 5x

Le but de I'exercice est de trouver le nombre de solutions strictement positives de
I'équation 2%+ 3* = 5° [1].

Il parait ici difficile de faire « disparaitre » les exposants et le passage & I'écriture
e*ln? 4 exin3 = ¢¥In5 n'apporte pas de simplifications apparentes. Une autre idée
consiste A se ramener a une équation du type f(x) = A avec A constante.

X X
1. Démontrez que I'équation [1] est équivalente a (%J + [gj =1 [2].

2. a) Vérifiez que les fonctions x [%) et x —> (g) sont strictement décroissantes
sur l'intervalle [0 ; +e=[. Etudiez leurs limites respectives en + oo (voir § 2, page 146).

b) Déduisez-en le sens de variation de la fonction f: x — @—]x - [g)x sur [0 ; +e| et
sa limite en + =, '

c) Dressez le tableau de variations de la fonction f et tracez sa courbe représentative
dans un repére orthonormal.

3. Déduisez des questions précédentes que I'équation [1] a une solution strictement
positive et une seule.

‘2 Equation x5 = (2,5)%

Le but de |'exercice est de trouver le nombre de solutions strictement positives de I'égua-
tion x° = (2,5)*. Une idée, pour résoudre cette équation, est de faire « disparaitre »
les exposants.

1. « Résoudre I'équation x> = (2,5)" revient & résoudre I'équation SInx = xIn(2,5),
et donc, puisque x est strictement positif, a résoudre I'équation lnTx = ln—sgé »
Justifiez ces affirmations.

2. On raméne ainsi I'équation a une équation du type f(x) = A avec A constante.

a) Quelle est la fonction f introduite ?

b) Etudiez ses variations et déduisez-en l'existence de deux solutions strictement posi-
tives et deux seulement.

¢) Pour chacune de ces solutions, a l'aide de votre calculatrice, donnez un encadrement
d’amplitude 10~ £
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. Ecrivez plus simplement les nombres suivants :
1 1

|
b= 2% = (0125) 3
I Aide. Voir Pexercice résolu 1, page 145.

n Résolvez les équations suivantes.

& Note. La question a) est corrigée en fin de manuel.

= 1 1
3= o T - _;
a) x 3 b) x 5
-! x
¢l (i) =3, d) 7%-1 = 37
1
30 = f2x+1 1=3K = .
e fl 5 125

i3 Aide. Voir 'exercice résolu 2, page 145.

H Résolvez les inéquations suivantes.
=5 Note. La question e) est corrigée en fin de manuel.

1 X
a) 3= 4. b) (—) >4,
3
2% 1
el S HRx d =
I ]2*+1 3

e) (.J/x)" > x/x.

1 %

f) [__) £9,
J2

£ Aide. Voir I'exercice résolu 2, page 145.

Pour les exercices ] a [}, résolvez dans [¥ les équa-
tions et inéquations proposées.

13 Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 147.

Ela)s+2001 -3 -0,
b) 4%+ 2%+1 _3 =0,

Bl 22 -0 22412 = 0.
b) 22041102412 = 0.

Basi2.3427
b) 3447 42.3%= 7.

3254 =8

n Résolvez le systeme { :
3430 = 4.3

ﬂ Est-il vrai que pour tous réels a >0 et b = 0,
giht = pina?

“fest la fonction définie sur R par f(x) = x- 2~
Etudiez les variations de fet tracez sa courbe.

U== Aide. Voir 'exercice résolu 4, page 147.

m Etudiez et représentez graphiquement la fonction f
définie sur R par fix) = 4% 24+2

155" Aide, Voir l'exercice résolu 4, page 147.

m Etudiez et représentez graphiquement la fonction f
définie sur i par f(x) = (1 - x)2~

1= Aide. Voir l'exercice résolu 4, page 147.

-F‘our quelles valeurs de l'entier naturel n, a-t-on
T+4+ - +47=10'57

Pour les exercices [fEJ a fEJ, simplifiez I'écriture de
chacun des nombres proposés.

iz Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 149.

[EIA:%E’):&/?; B={/§‘{ﬁ)2.
ilp? 4 =
(14 PN VB2x 432 B = 191024 -2-2./25
88/4
3 /a2 2
W - 5TF, s
(+f3)
mEn utilisant I'égalité a—-b = Pl vraie
T @®+ab+b?
pour tous reels a et b non nuls, démontrez gue
1 2 1 2
— = 334+ 67+ 23
332

On appelle moyenne géométrique de n réels stric-
tement positifs, [a racine n-iéme de leur produit. Quelle
est la moyenne géométrique de 9; 27 et 243 ?
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Pour les exercices [[f] a écrivez chacun des
p

nombres proposés sous la forme x7 ou 2 est un

rationnel et x un réel strictement positif.
== Aide. Voir l'exercice résolu 5, page 149.

1
B - [axin =2
19

3/

il - N 1 -1

;[x 3.’:"‘] . B =xx l

1\8 1

mA = xl(ﬁx-"] ;. B = x2[xx
Pour les exercices a résolvez dans chaque
cas |'équation ou l'inéquation proposée.

n
[

I
|

15" Aide. Voir Uexercice résolu 6, page 149.
#

mal B, b) x> < 4x.
X
2 4
Eda ¢ <« b) x = 2.
B (x+ 17 x);
a) (x+1)2=1 b) (—)3524‘5.
J2

Pour les exercices a dans chacun des cas,
la fonction fest définie sur ]O ; +=<[. Calculez f'(x)
pour tout x dans ]O ; +=[.

1
-a] fix) = xde*.
Eda 0 = x-4x

2
b) fix) = x*Inx.

b) f(x) = #
X

Eda) ro = x-3x  b)fix) = 332

fest la fonction définie sur [ par f(x) = /1 + x2.
1. En utilisant le théoréme sur la dérivation d'une fonc-
tion composée, démontrez que fest dérivable sur [{.

2. Calculez f'(x) pour tout réel x.

m,fESI la fonction définie sur | = ]0 ; +<=| par:
S

fix) = xe-x.

1. Démontrez que fest dérivable sur |.

2. Prouvez que lesignede f’(x) surlestceluide (g - x].

m!eﬁ‘ﬂa fonction définie sur | = ]—e=; 1] par:

3
fix) = (1-x)2
Démontrez que pour tout réel xdans |, f*(x) < 0.

mf est la fonction définie sur | = |O;+<=| par
fix) = x-63/x Démontrez que fest dérivable sur | et
que pour tout réel de ]2./2 ; + e[, f’(x) = 0.

Pour les exercices [Ef}} a [EE], dans chacun des cas,
étudiez la limite en + < de la fonction f.

£5" Aide. Voir l'exercice résolu 7, page 151.

7
a
Ela o= bifeo =X
X"'
c) fix) = x Slnx.
alfo) = =5 b fx) = ==
Eda _;_; o
X
m nest un entier naturel non nul,
— X_“! — x—n*
a) flx) = b) f(x) o

[B8]a) rx) = 2= nx5. b) f(x) = x-BInx'®.

e I‘
Eda o= b} () = s
1 Aide. = "x = °‘ X e

m Prouvez que pour tout réel x > 0,
1 Pnd
A
(nx)2 ~ |Inx

1

xs
et déduisez-en la limite en + e de .
(Inx)?
e?n +3 o
- Pruuvez que pour tout réel x>0, >=
x-'! x?
. — eal +3
et déduisez-en la limite en + co de f(x) = s
xi

m Est-il vrai que, pour x suffisamment grand, 5/x
« dépasse » Inx?

m Dans chacun des cas, étudiez la limite en O de la
fonction f.

a) f(x)
c) fix)

J:}Inx.
(x2 - 3x)In./x.

b) f(x) = x*In.Jx.

Pour les exercices [[i] et EIl} étudiez la limite en 0
de la fonction f. Pour cela, écrivez f(x) sous la for-

me W’:—g(m (Voir TD 5 Chap. 3 page 69).

mal fix) =

3Ix _

b) f(x) = =

_ e¥in2 _ 1
88 10 = =
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Apprendre a chercher

I pe b+c=2./bc a a+b+c=3%abe
g, b, csont des réels strictement positifs.

Onnote: A= b+c—2Jb_c
et B=a+b+c-33abc

Objectif : démontrerque A =0 et B = 0.

1. Démontrer A = 0 revient & démontrer
b+c=2./bc
Mais les nombres b + ¢ et 2./bc sont positifs, donc

demontrer que A = 0 équivaut a démontrer que :
(b+ ¢)?2 = 4bc

Prouvez cette derniere inégalité.

2.De méme, démontrer que B=0 équivaut a
démontrer que (a+ b + ¢)? = 27abc.

Une solution algébrigue analogue au 1. semble difficile.
Il est alors fréguent, pour démontrer des égalités ou
inegalités valables pour des nombres d’'un méme inter-
valle, d'introduire l'outil fonctionnel.

Nous allons donc ramener le probléme & I'étude d'une
inéquation f(x) = A.

Vérifiez que le probléme équivaut a démaontrer que :
(a+b+c)3

= 11.
abc &7 1

3. Mais il y a trois variables a, b, ¢ Pour disposer d'une
fonction a une seule variable, fixons b et c et faisons
varier a dans l'intervalle |0 ; + =], c'est-a-dire consi-
derons la fonction fdéfinie sur |0 ; +eo| par:

_(x+b+0c)’
R e

a) Démontrez que cette fonction a un minimum pour
X3
2
et que ce minimum est EM-
4 bc
b) En tenant compte du fait que (b + ¢)? = 4bc,

déduisez-en que [1] est vraie. Terminez la résolution.

I Prolongements possibles.

1.l estassez facile de démontrerque b+ ¢ = 2 Jbe ne peut
avoir lieu que pour b =c, puis que a+ b +c = 3/abc ne
peut avoir lieu quepoura = b = .

2 Est-ilvraique a+b+c+d = g% /abcd?

mComparalson de u" et v¥
uetvsontdeux réelstelsque 1 << u << v,

Objectifs : comparer les réels u¥ et v¥; en déduire la
comparaison de (/n)*"* " et (./n+ 1 30,

1. Le probléme consiste 4 comparer les deux réels u"
et v¥, donca déterminer les valeurs de u et de v pour
lesquelles u¥ << w4,
Une premiére idée est de « se débarrasser » des expo-
sants, donc de passer au logarithme, puisque :

uv = Evtnu et yY = pulnv

Veérifiez que sous les hypothéses faites :
u¥ << v¥ équivaut a vinu < ulnv [1].

2. Pour poursuivre, une deuxiéme idée, souvent effi-
cace, est d'isoler ce qui est fonction de u de ce qui est
fonction de v.

Le probléme serait donc de savoir quand :

v u
— =< — [2].
Inv  Inu 21
a) Cetre inégalité n'est pas toujours équivalente a [1].
Pourquoi ?

b) Avec les hypothéses de I'énoncé, [1] et [2] sont bien
équivalentes.
Pourquoi ?

3. Pour conclure, une troisiéme idée consiste a intro-
duire I'outil fonctionnel, outil puissant lorsqu'il s'agit de
prouver des égalités ou des inégalités.

On rameéne alors le probléme a I'étude des variations
d'une fonction f

a) Quelle fonction f introduire ?

b) En étudiant son sens de variation, prouvez alors que::
slorsque 1 < u<<v=eg, U<y
slorsque e = u<<vy, U=yl

4. Comparez alors, suivant les valeurs de n, les nombres
(J/m) "+ et (Jn+1)m,

U=~ Remarque. Lorsque 1 < wu < e <v, on ne peut pas
conclure de fagon générale,

Toutes les situations sont possibles.

Par exemple, les couples (2;3), (2; 4), (2 ; 5) sont des couples
(t; v) tels que 1 << ur < e << v, mais le premier est tel que
4’ < yi ledeuxiemetelque u¥ = v¥ etle troisiéme tel que
uvz=yo,



Pour progresser

'Pour les exercices [fZ] a EE], dans chacun des cas, ré-
solvez I'équation, I'inéguation ou |e systéme proposé.

2 1 s 1
maj x°=3x>+2=0. b)x*-3x°+2=0.
Eda ix2-3x-2=0 b)¥x2-3x-2=0
m.3ﬁ+ﬁ—4{0.
.{xyz y.ll

x4 = yb

X

m.‘
-
2

4
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Pour les exercices [Ei] a [}, dans chacun des cas,
étudiez la limite en +¢o de la fonction f.

& Aide. Voir l'exercice résolu 7, page 151.

50 EVREY
mﬂl f(x) = el3-xinx_
Eal fix)
Ea 0 = ,{,ﬁ_q_

ma} fix) = e {xB3-7x+1).
T "

xinx
b) fix) =

XE

exin2 _ X2,

b) fix) = xZe~*—x.

;
xe's — x. b) f(x) = e* - x2,

I

b) f(x) = x[e?‘“z- 11.

mfest la fonction définie sur [0 ; + e[ par:
flx) = x—33x.

1. a) Vérifiez que fest dérivable pourtout réel x > 0 et
2

que f'(x) = 1-x 3.

b) Déduisez-en le signe de f'(x) sur |0 ; +oof.

e — o

2. a) Quelle est la limite de:
fix) - 0)
X
lorsque x tend vers zéro ?

b) Déduisez-en que la fonction f n'est pas dérivable en
x = 0.

3. a) Quelle est la limite de fen +e= 7

b) Dressez le tableau de variations de f.

4. Construisez dans un repere orthonormal la courbe
représentative de f.

[l on a tracé dans un repére orthonormal (0 ; 7, )
les courbes ‘€, et ‘6, représentatives des fonctions f; et
f, définies sur | = JO ; +eo| par:

1

fiix) = x3 et f(x) = Inx.

Il semble que ces courbes aient au moins un point commun
Est-cevrai?

Et s/ oui, combien y a-t-il de points d'intersection ?

Ol sont-ils situés ?

Le but de I'exercice est de répondre a ces questions.

On note fla fonction définiesur | = ]0 ; + o] par:
1

flx) = x3—Inx.
1. Précisez les limites de faux bornes de l'intervalle |
2. a) Calculez f'(x) pourtout réel x = 0.

b) Déduisez-en que le signe de [ x) est celui de-
1

-3,

3. Etudiez les variations de f et dressez son tableau de
variations.

4. a) Démontrez alors que les courbes €, et €, ont
deux points communs, et seulement deux, d'abscisses
respectives o et 3.

b) Trouvez pour ot et B, a l'aide de votre calculatrice, un
encadrement d'amplitude 1.

¢) Etudiez alors la position relative des deux courbes ‘¢,
et'G,.

m fest la fonction définiesur |0 ; +==| par:

In
fix) = =

- LES FONCTIONS PUISSANCES. CROISSANCES COMPAREES



€ est la courbe représentative de f dans un repére
orthonormal (O ; i, j) (unité graphique: 2 cm).

1. Etudiez les limites de f en + = et en 0. Interprétez gra-
phiquement ces résultats.

2. Etudiez les variations de f

3. Donnez une équation de la tangente T a la courbe €
au point d'abscisse 1, Tracez T puis €.

m fest la fonction définie sur R™ par:
X
fix) = E;-
o
't est la courbe représentative de f dans un repére
grthonormal,

1. Etudiez les limites de f aux bornes de son ensemble
de définition.

Interprétez graphiquement les résultats.

2. Etudiez les variations de f

3. Donnez une équation de la tangente T 4 la courbe €
au point d'abscisse 1. Tracez T puis ‘€.

" Aide. Voir I'exercice résolu 8, page 151.

m e fest la fonction définie sur R par:
fix) = x2-x

gest la fonction définie sur R* par g(x) = x-12~%

1. Etudiez les variations des fonctions fet g.

2. Etudiez les limites de fet gaux bornes de leur ensemble
de définition (vous pourrez poser v = xIn2).

3. 'F est la courbe représentative de f dans un repére
(0;1,/) orthonormal (unité graphique: 4 cm) ;
‘Yestcellede g

a) Trouvez une équation cartésienne de latangente Ta F

. 2
oint A d'abscisse —.
aupoi absc )

b) Tracez &, ‘G et T aprés avoir comparé les positions
respectives de F et T,

m ™ fest la fonction définie sur | = |0 ; + oo

Inx .. :

par fix) = — et "€ sa courbe représentative dans un
Al X

repére orthonormal.

1. a) Etudiez les variations de fsur |,

b) Déterminez les limites de faux bornes de .
Onnote T la tangente 4 ‘. au point d'abscisse 1. On se
propose dans la suite de |'exercice d'étudier la position
de ‘G parrapportaT.
2. Ecrivez une équation de la droite T
3. On note g la fonction définie sur | par :

gix) = x—1—f(x).

a) Vérifiez que pour tout x dans | ;

g(x) = — —[Inx+2(x/x~1)].
2x./x

b} Calculez g°(1) et étudiez le signe de g’(x) surchacun
desintervalles 10; 1] et |1 ; +==][.

c) Calculez g(1) et, a l'aide du sens de variation de la
fonction g, étudiez le signe de g(x).

d) Déduisez-en la position de ‘G par rapport 4 T.
4. Tracez T puis €.

El ® A chaque entier naturel n non nul, on associe la

x4 1
— x>0
4x2

1. Etudiez les fonctions fy et f; puis tracez leurs courbes
représentatives.

fonction £, définie par f (x) =

2. Etudiez, lorsque n=3, la fonction f,. On désigne
par x,, la valeur de x pour laquelle f, a un minimum.
Tracez la courbe représentant la fonction f;.

3. Le but de cette question est d'encadrer le nombre x,,

a) Comparez, lorsque n = 4, les nombres 1 et x,..
(Discutez selon les valeurs de n)
1 " ; no 1
b) Prouvez que x, - 5 2 le méme signe que x,, — T
¢} On note .f la fonction définie par:
Fx) = 254V~ x4 2, ¥=0.

Etudiez cette fonction, déduisez-en qu'elle est stricte-
ment positive sur |0 ; + oo,

Prouvez ensuite que pourtout n > 4, = < x_< 1,

1
E n
m ® Comparaison de 2* et x2
On veut représenter sur un méme graphique les fonctions
fet gdéfinies par f(x) = 2% et g(x) = x?, et comparer
la position relative de € Fet6,.
Pour cela, on considére la fonction h définie par :
h(x) = xIn2-2In|x.

1. Démontrez que pour tout réel x = 0:

fix) = g(x) équivauta hix) = 0.
2. Frudiez les variations de h et ses limites en —eo, 0, +co.

3. Démontrez que I'équation h(x) = 0 a trois solutions :

oeloiiels velel, celrif
"In2 " In2" I35 "4

4. En remarquant que 25]0;%[ er que

2 g )
4e Ln—z i+ m[, verifiez que 2 et 4 sont les abscisses des
points d'intersection de ‘¢, et fﬂg restreintes a [0 ; + o,
5. Donnez une valeur approchée de ca 102 prés.

B. Précisez les positions relatives de ¢, et 6, et repré-
Sentez ces courbes.

m e Pour tout entier naturel nnon nul, on considére la
fonction f, définie sur [0 ; + = par f,(x) = x(Inx)" si
x>0 et f(0) = 0 etonnote ‘€ sa courbe représenta-
tive dans un repére orthonormal (unité graphique: 5 cm).

1. Démontrez que la fonction f, est continue en 0 mais
qu'elle n'est pas dérivableen x = 0.

2. Dans cette question, on suppose n = 1.
Etudiez les variations de f, et construisez €.




3. Dans cette question, on suppose n = 2,

a) Ftudiez les variations de f,dans chacun des cas suivants :
« N est pair; « N €St impair.

b) Dans chacun des deux cas précédents, dressez le
tableau de variations de f,.

4. a) Démontrez que toutes les courbes ‘¢ passent par
trois points fixes.

b) Frudiez pour tout réel x, x = 1, les positions relati-
vesde€, et€, .

3. Construisez €, et €5 dans le méme repére que 0,

m : festlafonction définiesur [0 ; + e=| par:

1

fix) = %E'J‘ si x>0 et f(0) = 0.

1. Démontrez que la fonction f est dérivable en O.

o5 Aide. Posez ; =" X,

2. Etudiez les variations de fet sa limite en + <.

3. On note T la tangente & la courbe 6 représentative
de fau point d'abscisse x;,

a) Ecrivez une éguation de la tangente T en Xpa€C,

b) Déterminez x, pour que T passe par l'origine du repéere
orthonormal choisi.

4. Pour la valeur x, trouvée, tracez T puis 6 |unité
graphique: 6 cm).

E 4 m nest un entier naturel et f, est la fonc-

tion définie sur l'intervalle |0 ; 1] par:
1 1
00 = x 31 -x)2

‘€, estsa éagr.lae représentative dans un repére ortho:
normal (0 ; 4, /) (unité graphique: 10 cm).

1. Vérifiez que f,, est bien définieen O eten 1.

2. Démontrez que ‘€, est un demi-cercle de rayon %
Précisez son centre.

3. Dans cette question, on suppose n = 1.

a) Pour tout x dans l'intervalle |0 ; 1], calculez f;(x) et

démontrez que f/(x) et [n + %) —(n+1)x ontleméme
signe.

b) La fonction f, est-elle dérivableen0?en 1?

c) Donnez le tableau de variations de f,. (On ne
demande pas le calcul du maximum de f,,.)

4, a) Etudiez le signe de £, (X)—f,(x) lorsque
Osx=slen=1

b) Déduisez-en les positions relatives des courbes ‘€, et
(eﬂ-l- 1=

c) Tracezdans lerepére (O ; I, J) lescourbes ¢, €, et

m : a est réel stricterent supérieur a 1.
On se propose de démontrer que pour tout réel x >0,
X =1=a(x-1).
Pour cela, onnote f |a fonction définie sur |0 ; +=| par:
f(x) = e?"Y _agx +a-1.
(On rappelle que pour tout réel x > 0, e?ns = x9 |
1. a) Calculez pourtout x > 0, f"(x)_

b) Déduisez-en le sens de variation de f et donnez le
tableau de variations.

2. Démontrez que pour tout réel x>0, f(x)=0 e
concluez.

y4

Dans un repére orthonormal (0 ;1)) on a tracé la
droite d d'équation y = x et la courbe € d'éguation
y = 2% Atout réel x, on assacie le point M de G et le
point P de d de méme abscisse x. Démontrez que

la distance MP est minimale si et seulement si:
_ _In(in2)
- In2

m'f est la fonction définie sur ]0O;4e<] par

f(x) = me De I'étude de cette fonction, déduisez-¢n

1 1
que pour tout entier naturel nnon nul, n" < 33,

I o 7 est 1a fonction définie sur [0;+so par
f(x) = x3e~*—1. De I'étude de cette fonction, dédui-
sez la position relative des courbes représentatives des
fonctions x> e* et x> x> définies sur [0 ; +<o|.

® get bsontdeuxréelstelsque 0 < a< b.
Déterminez |'ensemble des réels x pour |esquels
X1 < xb,

B8l .cs roncTiONS PUISSANCES. CROISSANCES COMPAREES



{ Problemes I

Thémes : Etude d'une famille de fonctions.
Application d [a résolution d'une équation

Le but de ce probleme est de déterminer selon les
valeurs de I'entier naturel non nul n, le nombre de solu-
tions dans R de I'équation (E): x" = e*,

On note f, la fonction définie sur R par f (x) = x"e*
et ‘6, sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal (O ; i ).

A. Etude d’une famille de fonctions

1. Dans cette question, n = 1. Etudiez les variations
de f;: x+> xe~* et construisez ‘.

2. Dans cette question, n est supérieur ou égal a 2.

a) Ewudiez les variations de f, ainsi que ses limites en
+e2 gt en—o= lorsque -

« Nest pair;

« N est impair.

b) Dans chague cas, dressez le tableau de variations de
la fonction f,.

3. Comparez les positions relatives de €, et €, , , sur
[0;+e=[ et celles de‘€, et €, ,sur |-==;0].
4. Représentez €, €, € dans le repeére (O ; i ).

B. Résolutioryde I'équation (E)
\

1. Pourquoi I'équation (E) est-elle équivalente 3
F)=17

2. a) A partir des tableaux de variations de la question
A. 2. justifiez 'affirmation suivante :

a déterminer le nombre de solutions de I'équation

n
f(X) = 1 revient a comparer 1 et f (n) = %».

b) Vérifiez que f,(n) = eninn-n,

3. On note g la fonction définie sur 10 ; + <[ par:
g{x} - exlnx—x.

a) Etudiez les variations de gainsi que ses limites en+eo
et en zéro.

b) Dressez le tableau de variations de g.

4. a) Déterminez selon les valeurs de n, le nombre de
solutions dans R de I'équation (E).

b) Application
Donnez & 102 prés par exceés, les solutions de I'équa-
tion x> = e¥

Themes - Etude d'une fonction. Résolution d’une
équation

a est un réel strictement supérieur a 1, x un réel de
| = |0; +e=]|. Pour adonné, le but de ce probléme est
de trouver le nombre de solutions de I'équation

(E;): @ = x" équivalente a xIna—alnx = 0.

A. Partie préliminaire

On note @ la fonction définie sur |1 ; +==| par:
@(x) = 1—Inx+ In[Inx].

1. Démontrez que pour tout réel x > 1,

pres b V=X
Pilx) = xinx

2. Dressez le tableau de variations de @ et déduisez-en
que pour tout réel x = e, @(x) = 0.

B. Résolution de I'équation (E,)
1. Dans cette question, @ = e et x I.
a) Construisez la courbe d'équation y = Inx et la tan-
gente au point A d'abscisse e.
b) Exploitez la figure précédente pour résoudre l'équa-
tion (E,).
2. Dans cette question, a > 1 et a#e.
fest la fonction définie sur |0 ; + o[ par:
flx) = xIna-alnx.

a) Frudiez les variations de [ et dressez son tableau de
variations.

: a
b) Vérifiez que f[ﬁ] = ag(a).
c¢) Déduisez-en de |'étude précédente le nombre de solu-
tion de I'équation (E, ).
3. Application
Etudiez les positions relatives des courbes représentati-
ves des fonctions :

x— 3% gt x> x5 avec x = 0.

CHAPITRE & -
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C’EST NOUVEAU AU

Pour chague question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant chaque fois votre réponse.

f est la fonction définie sur B par f(x) = x3* et ‘€ est sa courbe représentative dans un

repere orthonormal (O ; 7, J).

1.[a] lim f(x) = —=. [b] lim fx) =0. [¢]

—

2. Pour tout réel x:

lim f(x) = +oo. [d] lim f(X) = -,
¥ ==

X = =00

[@]F(x) = (1=xIn3)e=*". [B]f(x) = (1-x)3~ [c]f(x)=(1-xIn3)3*

i 1
% P
3. |a|Pour tout réel x, f(x) 3

m L'équation fix) = % a deux solutions et deux seulement.

' ¢ |La courbe ‘6 est en dessous de la tangente T & ‘G au point d'abscisse x = 0.

4. gest la fonction définiesur | = ]0; +<o[ par g(x) = In(f(x)).

|a|Pour tout xdel, g(x) < 0.

X =4 om

| ¢|L'équation g(x) = -1 a deux solutions dans |.

VRAI cU FAUX

Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodo-
logique page 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie
ou fausse. lustifiez a chaque fois votre réponse.

1. Lafonction f: x ~> 5% est dérivable sur R et
pour tout réel x:
f(x)+In5f(x) = 0.

2. La fonction f définie sur |1 ; +eo[ par

f(x) = In(In./x) est dérivable sur J1;+s<[ et pour

tout réel x> 1, f(x) = Jt;Tr

3. L'inéquation (%T = 3 a pour solution l'intervalle
]_ a0 —2In 3[

Sl
4.f est la fonction définie sur JO;+oo[ par

1
fix) = x(2'-1) et ‘€ sa courbe représentative La
droite d'égquation y = In2 estasymprote a la courbeé.

5. g et b sont deux réels tels que 0 < a < b, alors
pour tout reéel x strictement positifs :
X9 < xb,

[b] lim g(x) = —ea.

Qesmunou @nﬁnmsﬁz

DES GON NAISSANCES

Reportez-vous a la fiche O du bloc méthodologique
page 466.

1. Démonstration de cours

Pré-requis. On rappelle que Lty

lim — = 0.
X = pms X

Démontrez que lim (In_:e] = 0.
X = 4o -
xj
2. Application 1
f est la fonction définie sur 10 ; +oo[ par f(x) = x Inx,
lustifiez chacune des affirmations suivantes :

a) fa pour tableau de variations :

X 0 g3 tos
fix) - 0 -
_— 3 ——
f{x) e p 1"‘“'-:-{}

b) L'équation f(x) = 0 a, dans lintervalle |0;+cs|,
pour unique solution x = 1.

c) Latangente a lacourbe au point d'abscisse x = ‘;/'13_3
passe par l'origine du repére.

LES FONCTIONS PUISSANCES. CROISSANCES COMPAREES
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Les suites sont d'abord connues pour calculer des
sommes infinies de nombres, apﬁe[ées séries.
Par exemple, dans la somme :

T+ Xx+x2+x3 4 x5+ .+ X"+ ..
sion pose s; =1, s,=1+x, s;=1+x+x2 etc, la
somme cherchée est la limite de la suite (s,). En 1598,

o ) 1
Viete prouve que cette somme est égale a T

A la Renaissance, les suites sont utilisées pour calcu-
ler par approximations successives les solutions
d'équations de la forme f(x) = x.

Puis des Bernoulli, Newton, Euler (xvin®s.), Fourier
[xix¢ s.), cherchent a écrire des fonctions sous forme

de séries. Ainsi Newton donne le développement de
In(1+ x),

de (1+x)° ou s est un réel, de

XX
elx¥)="1 +x+i—!+§+---

Mais certains résultats obte-
nus sont contradictoires et
font peu a peu prendre cons-
cience gue la notion intuitive
de limite doit étre mathéma-
tiguement définie. Cela sera
fait dans les siécles suivants,
en particulier par Cauchy,
Abel, Dirichlet, qui veulent
fonder I'Analyse sur des rai-

A S U R
Francois Viete
1540 — 1603

sonnements aussi rigoureux
que ceux de I'"Arithmétique.

A LA MEME EPOQUE

COMMERCE

Les premiéres
compagnies de et -
commerce sont fon- ST e e
dées. La Compagnie —
anglaise des Indes
orientales et son
homologue
hollandaise stimu-
leront le dévelop-
pement des
empires coloniaux
européens en Asie.

Le régne du chah
d'lran Abbas &
le Grand marque
'apogée de la
dynastie séfévide.
La capitale
Ispahan devient
un grand foyer
culturel.

PEINTURE

Le peintre Velasquez nait en 1599 & Séville.
Il s'imposera comme le peintre majeur du
xvii® siecle espagnol.

Ci-dessous, Le Triomphe de Bacchus,

dit « les Buveurs ».




DEFINITION | ®»

Note

On peut, dans

les définitions de

cette page, remplacer
I'expression « 3 partir
d'un certaln indice »

par « sauf un nombre fini
d'entre eux ».

DEFINITION 2 ®

Note
L'écriture :
lim b, = —e=

N—sde=
signifie que tout
intervalle |—==; A|
contient tous les termes
de (u,) & partird'un
certain indice,

THEOREME 1 ®»

Note
Sig =1, (q") est
la suite constante
de valeur 1,

lim g" = 1.

-

1) Limite d’une suite : rappels

1.1 Limite réelle (ou finie)

Dire qu'un réel { est limite d'une suite (u,) signifie que tout intervalle ouvert
de centre { contient tous les termes de la suite a partir d’'un certain indice.

Cette définition traduit 'accumulation des termes u, « autour » de {.

au plus un nombre tous les u, a partir au plus un nombre
fini de u, avec n<m d'un indice m fini de u, avec n<<m
—r3g ' ¢
On écrit lim u, = € et on dit que la suite (u,) est convergente de limite {, ou
n = 4 o0

qu'elle converge vers (.

Les suites définies par u,, = E, v, = n.lz' w, = %, t, = % ont pour limite 0.

1.2 Limite infinie

Dire qu'une suite (u,) a pour limite + < signifie que tout intervalle ouvert de la
forme ]A ; + | contient tous les termes de la suite a partir d'un certain indice.

Cette définition traduit I'idée que les termes u,, finissent par dépasser n'importe
quel réel A aussi grand soit-il.

au plus un nombre

¥
fini de u, avec n<m tous les u, a partir d'un indice m

1
X
f
3
-
r

On écrit lim u, = +o=.

n—4ee

Les suites définies par u, = n, v, = n?, w, = n%, t, = J/n ontpourlimite +o,

1.3 La suite géométrique u, = g"

gestunréel. Si -1 <g<1 , alors lim g" = 0.

n=—r+ea
Sig>1,alors lim q" = +oo. Si g = -1, alors la suite n’a pas de limite.
=5 o
e 4
e La suite géométrique définie par u, = (E] a pour limite 0 car -1 < g < 1.

e La suite géométrique définie par u, = (g] a pour limite +e= car g =1

e La suite géométrique (—2)" de termes successifs 1;-2;4;—8;16...n'apas de
limite.

LIMITES DE SUITES




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Limite
d'une suite positive

Une suite convergente dont tous
les termes sont positifs a une limite
positive.

En effet, raisonnons par 'absurde.
Supposons que la suite (u,), avec
pour tout n, u, = 0, converge vers
un réel £ strictement négatif.
Choisissons un intervalle ouvert de
centre ¢ qui ne contient pas 0.

e b ol P AR
g v NS
Ine contient aucun terme de |a suite,
ce qui est impossible puisque { est
lalimite de la suite.
La limite ne peut donc Btre stricte-
ment negative : elle est positive.
Remarque. Une suite de réels stric-
tement positifs peut avoir une
lirmite nulle.
Exemple.
La suite (u,) définie par u, =
une limite nulle,

d

=R

Analogie : limites de
suites et de fonctions

Pour une fonction f et une suite
(u,), lidée de limite en +o est
laméme,

e Limite en +e<: les nombres f( x)
etles nombres u, finissent par dépas-
sern'importe quel réel M aussi grand
soit-l,

e Limite réelle { : les nombres f( x)
et les nombres u, finissent par
« s'accurnuler » autour de {

Mais pour f, la variable x est réelle,
pour (u,) lavariable nest unnaturel
Ainsi, on dit f(x) > M pour tout
réel x supérieur & un certain réel A
Etondit u, > M pour tout entier n
supérieur a un certain entier m

EXERCICE RESOLU n Trouver un indice

1) Lasuite (u,) définie par u, = 0=

+1
Trouvez un indice ny a partir duquel, lorsque n > n,, u, est dans lntervalle
12,89;3,01[

2) La suite géométrigue (u,) définie par u, = (1,1)" a pour limite +es.
Trouvez un entier n, tel que, pour tout n > n,, u, > 105,

L a pour limite 3.

1) U'appartenance de wu, & lintervalle]2,99;3,01 se traduit par

299 < cliiall < 3,01, soit encore par —001 < =1 -3<001, ou
n+1 n+1

encore par S e R 1.

100 n+1 100

En multipliant par le réel positif 100(n+1), [11 équivaut 3
—(n+1)<-400<n+1. Or -400 < n+ 1 est vraie pour tout naturel n
La double inégalité [1] équivaut & n > 399 Il en résulte que n, = 399 (ou
tout entier supérieur a 399).

L'intervalle 1299 ; 3,01 contient tous les termes de la suite (u,_) & partir de
l'indice 400.

2) «(1,1)" > 10°» équivauta «nin1,1 > In10°»etdanc a «n > LiBi » car

In1,1
) IN105  5In10
In1,1 > 0. La nombre —— = ——— est 120

0 partie entiére du re N N es
Donc, pourtout n = 121, (1,1)" > 10° (cela signifie que tous les termes de

la suite dont l'indice est supérieur 3 120 sont tous supérieurs & 105).

=3 EXERCICES 1812

EXERCICE RESOLU Prouver la convergence d'une suite

: . 1
Démontrez que la suite (u,) définieparu, = 1 —=—— — T pour tout
naturel non nul n, est convergente. Précisez sa limit

m

2 4
: ; : 1
des npremiers termes de la suite géométrique de premier terme - et

a1 1 3 :
u, = 1—(—+—+---+-_5); on reconnait, entre parentheses, la somme

1 2

de raison =-
e raison 5 m

Donc wu, = 'I—l-x s = 1_[1_(1]n- - [1)n

== o 1 = S

2
1 n
D'ol u, = (i] etdonc lim u, = 0.
N =4 4=

“* EXERCICE 4
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2) Théoremes sur les limites

2.1 Suites du type u, = f(n). Rappels

THEOREME 2 ®  fest une fonction définie sur un intervalle | ; +eo[ et (u,) est la suite définie

Note par u, = f(n). Lalettre € désigne soit un réel, soit +eo, soit —co,
Voir l'exercice résolu 3. G s -
Si lim f(x) = €,alors lim u, = €.
X—+ o= =% 4 0o

2.2 Suites du type u, = fiv,. Compléments

THEOREME 3 ®  festune fonction définie sur unintervalleI; (v,,) est une suite dont tous les termes
appartiennent a I. Les lettres b et ¢ désignent soit un réel, soit +e9, soit —=.

Si lim v, = b etsi Iimbf(x) = ¢, alors lim f(v,) = c.

n—+4ee n=s 4

La suite (u,) définie par u, = lls::lz a pour limite 3.

(théoréme admis)

3n+2 . 3n+2 2 :
En effet, u, = Ju_nauec Vn = n+1 = nll:T.lm n+1 i 31_1::13.\}; - Jg
donc lim u, = J3.

2.3 Opérations et théorémes de comparaison.
Rappels

Les théorémes énoncés pour les opérations sur les limites de fonctions en +
restent valables dans le cas des suites. En particulier pour les limites d'une somme,
d’'un produit, d’'un quotient de deux suites, reportez-vous au tableau page 26.
Pour la comparaison, on dispose des théorémes suivants :

THEOREME 4% (u,),(v,), (w,) sont trois suites ; { est un réel. Si, pour tout n supérieur a un certain
entierm, w, <u, <v, etsi lim v, = lim w, = f,alors lim u, = ¢.

Note

Ces théorémes ont é1é n =%+ A= +ea e e
démontrés en 1™ S, sinn
La suite (u,) définie par u, = — 7 apour limite 0.

— 1
En effet, quel que soit ndans Y, -1 < sinn <1, d'ot Rini' =u,= .
Or n+1 n+1
im —L = m —— =0, donc lim u, = 0
n—+m= n+1 rj—}+mn+1 N —3 4+ o0

THEOREME 5% € est un réel. Si, pour tout n supérieur i un certain entier m, [u,, — €| < v,, etsi
lim v, = 0, alors lim u, = €.

n—F+e n—+os

On admettra que :

Sipourtout n =m, u, >v, et lim v, = +eco, alors lim u, = +oo.
H— 400 n—s 4o

Sipourtout n=m, u,<v, et lim v, = —cs, alors lim u, = —c=.
n—+= =¥t

LIMITES DE SUITES



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Application
du théoréme 3 EXERCICE RESOLU Etudier la limite d'une suite u, = f(n)

aux suites u,,, , = f(u,)

§i (u,) aune limite réelle ¢ et si f £ iz : et _2nt+5n+1
estcgntlnueen ¢, alors ¢ = §(£) Etudiez la limite de la suite (u,,) définie par u, = o

et donc { est une solution de

léquation x = f(x). Sipourtoutn, u, = f(n) ol fest une fonction usuelle, on peut étudier la limite
Puisque lim u, =€ et fest continue de fen +eo car si fa une limite £ (réelle ouinfinie), alors (u,) ala méme limite £.

n=t+w=
en {, Cest-a-dire Iimf,f{x} =f(€), le

SOLUTION COMMENTEE

Nous sommes en présence de la forme indéterminée « — ».
= s}
Or u, = f(n) ol fest la fonction rationnelle :
2x? +5x+ 1
o —

théoreme 3 permet daffirmer que
n'_lgl flu)= F(€).

Par ailleurs, lasuite (u,,,) con-

verge évidemment vers <. (En effet, X

cette suite est la suite uy, U, Us, .., X4 x

Upy 1, — Excepté ug, elle prend les dont la limite en +== est 2 (voir le chapitre 2, Comprendre, page 27).
mémes valeurs que la suite (u,)). Donc lim u, = 2 (théoréme 2).

n = 400

Puisque, pourtoutn, u,, 4 = f(u,), :
les suites (f(u,)) et (u,,) sont

égales, donc elles ont méme limite,
cest-a-dire £ = f({).

EXERCICE RESDLU“ Etudier la limite d'une suite u, = flvy)

Théoréme 4
[ B
Exemple. (u,) est la suite définie Etudiez la limite de la suite (u_) définie par u, = 3;—1
pour tcmt2 entier n de N" par m A0+ 1
n
= onT+sinn Posons, pour tout entier naturel n, v, = 02" (v, est donc positif).
Pourtout nde f¥, " : . - _x-1
e = e Alors, u, = f(v,) ouf estlafonction définiesur R — {-1} par f(x) = o
2t-1=2n+sinn=2n+1, Or lim v, = 0 car (v,) est une suite géométrique de raison 0,2.
cest-a-dire Rt
n? 2 n? iz n? De plus, Ilmu!(x) = 1{0) = =1.
é:;;;; 2n?+sinn - 2n?-1 Nous pouvons donc appliquer le théoréme 3 et conclure que  lim u, = —1.
a N = $e=

n2 n?
e
2n%+1 2n?-1

Les suites (v,) et (w,) ont pour

1

limite =-

Dt !g sulte (u,) converge vers % EXERCICE RESOLU ﬂ Lever une indétermination du type «e — =< »
Etudiez la limite de la suite (u,) définie par u, = n-./n.

Formes indéterminées

Les cas de « formes indéterminées » ) )
s0nt les Mémes que ceux rencontrés Nous sormmes en présence de la forme indéterminée «es — oo »,

paur les fonctions : : . AN
v Le terme dominant est n (car lim -j-: = 0; pour les grandes valeurs de n,
teo—ean, 0 Xoon @«—n = N—ssea N

DO
Une méthode efficace pour lever une -/n est « négligeable » devant n). On factorise donc par n et pour tout entier

Indétermination du type «eo—ca» 1 e T -
o n>0, u, = n[1 - —:] On obtient immeédiatement les limites des deux
DU «—» est la mise en facteur n

duterme dominant. facteurs de ce produit (+e= et 1), donc lim u, = +eo.

=% EXERCICE RESOLU 4 i
=¥ EXERCICE 20
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DEFINITION 3

Note

Voir Le vacabulaire de
la lagique, Fiche E,

« Mégation d'une
proposition », page g451.

THEOREME € »

Note

La deuxidme partie du
thaoréme se démontre
de fagon analogue,

RESTITUTION
ORGAMNISEE DES
CONNAISSANCES

exercice {[
THEOREME 7 ®»

Note

L'existence de ce plus
petit majorant est
une propriéts de H.

Note

= Ce théoréme ne danne
pas la limite, mais
seulement un majorant
M de cette limite.

* Sa démonstration n'est
pas exigible.

3) Convergence

des suites monotones

3.1 Vocabulaire

Dire qu'une suite (u,) est majorée signifie qu'il existe un réel M tel que, pour
tout naturel n, u, = M . Ce nombre M est appelé majorant de la suite(u, ).
Dire qu'une suite (v,) est minorée signifie qu'il existe un réel m tel que, pour
tout naturel n, v, = m . m est appelé minorant de la suite (v, ).

Une suite 4 la fois minorée et majorée est dite bornée.

Interprétation graphique

tous les u, sont «a gauche» de M tous les v, sont «a droite» de m

™M + oo m + pa

Remarque. Par négation, « La suite (u,) est non majorée » signifie que pour tout
reel A, aussi grand soit-il, on peut trouver un terme uy tel que uy > A.

cosn = 1.

L]
=
|

= cosn, lasuite (u,) est bornée car, pour toutn, -1 =
= n?, lasuite (u,) est minorée par 0 et non majorée.

®
=
|

3.2 Etude des suites monotones

1. Toute suite croissante non majorée a pour limite +o,
2. Toute suite décroissante non minorée a pour limite — oo,

Démonstration.

Notons (u,) une telle suite et démontrons la premiére partie du théoréme.

» La suite ¢tant non majorée, quel que soit le réel A et aussi grand soit-il, on peut trouver un terme
uy; de la suite strictement supérieur a A.

» La suite étant croissante, pour tout entier n supérieur a N, u,, = uy, donc u, > A (car uy = A).
A partir de l'indice N, tous les termes de la suite sont dans JA ; +=[.

Ceci est vrai quel que soit A, ce qui prouve que (u,) a pour limite +eo (définition 2).

Toute suite croissante majorée est convergente.

Démonstration,

Notons (u,) une telle suite croissante majorée par un nombre M. Alors il existe un majorant A
plus petit que tous les autres majorants.

Tout intervalle |A — o ; A + o], (avec & > D), contient au moins un terme u, de la suite. (S'iln'en
contient pas, tous les u, sont « a gauche » de A - ¢, donc A — 0 est un majorant de (u,), cequi
est exclu car A est le plus petit d'entre eux.)

B Se Sd hs s ws " r
R NIV T

A-o u A L.ﬂ.Hx

;-]

Puisque la suite (u,) est croissante et que tous les u, sont inférieurs 2 A, |A— o A+ af contient
tous les termes de la suite a partir de I'indice p. Ceci est vrai quel que soit 0. donc pour tout inter-
valle centré en A, donc la suite (u,,) est convergente de limité A (définition 1).

On démontre de méme que toute suite décroissante minorée est convergente.

LIMITES DE SUITES



COMPRENDRE

Suites du type
Upeq = K us)

5 la suite (u.) est croissante
etmajorée (ou décrojssante et
minoree), alors le théoréme 7 dit que
(u,) aune limite réelle £.

Si ce nombre £, inconnu, est situg
dans un intervalle | sur lequel f est
continue (et donc fest continueen ),
on peut conclure que £ est solution
de f(x) = x (voir Comprendrep. 167).

Exemple.
up=1 et pour tout n
U,y = Ju,+1; on peut prouver

par récurrence que (u,) est crois-
sante et majorée par 2. Donc (u,) a
une limite € (nécessairement posi-
tive),
la fonction f, définie par
f(x) = Jx+1, est continue en £
carelleest continue sur [=1 ; +e| et
£ > 0. Donc € est une solution posi-
tive de I'équation:
x=ax+1.

1+ .ﬁ

=

On trouve € =

A propos
des théorémes

Chacun des théorémes de ce chapi-
tre n'‘énonce que des conditions suf-
fisantes.

Exemple.

Théoréme 6.1 : il suffit qu'une suite
s0it croissante et non majorée pour
quelle ait pour limite +e=, mais
il n'est pas nécessaire qu'une suite
50t croissante pour avoir comme
limite +es,

=p EXERCICE RESOLU 7

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU ﬂ Majorer. Minorer
. | 1 i

— —_— e —
" n+1 n+2 2n
Montrez que, pour tout entier n=> 0, 1— sth=%

2
POINT METHODE

Pour encadrer une somme de n termes, on peut minorer cette somme par n
fois le plus petit terme et la majorer par i fois le plus grand.

SOLUTION COMMENTEE
Pourtourm, 0 <n+1 <n+2<.<2n Onen déduit, par passage aux

! : 1 1 1
inverses, que le plus petit terme de la somme + —— o — BSL —
q PR n+1 n+2 2n 2n

1
lus grand est
etqueleplusg 5 P

a1.d*nu%f=una1.

1 1
Donc, u. =nx—etu, =nx
1l 2n L n+1

» EXERCICES 61 et 62

EXERCICE RESOLU Répondre 3 un questionnaire vrai ou faux

mm Répondez par Vrai ou Faux aux propositions suivantes en justifiant
voLre réponse.

a) 5i une suite n'est pas majorée alors elle tend vers + oo,

b} Si une suite est croissante alors elle tend vers + =,

€) Si une suite tend vers + <= alors elle n'est pas majorée.

d) Si une suite tend vers + = alors elle est croissante.

SOLUTION COMMENTEE

a) Faux. Une suite non majorée prend une infinité de valeurs « infiniment
grandes » (car si elle est non majorée, quel que soit le nombre M aussi grand
soit-il, il existe au moins un terme supérieur a M). Mais si elle prend aussi une
infinité de valeurs inférieures a un réel fix€, elle ne peut tendre vers + =,

D'ol I'idée de proposer comme tontre-exemple, la suite :
0,1.0,2,0,3,..,n,0,n+1, . c'est-a-dire la suite (u,) définie par u,, = n et
u?n+ = 0.

b) Faux. ll existe des fonctions croissantes qui n'ont pas pour limite +<=, il en
est de méme pour les suites.

Contre-exemple : la suite définie pour tout n non nul, par u, = 1 —% est

croissante (strictement) et pourtant, pour tout n non nul, u, << 1, ce qui
confirme bien que la suite ne tend pas vers + so,

¢} Vrai. Dire que la suite (u,) tend vers +e= signifie que tout intervalle
JA; +2o[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain indice La
suite ne peut donc étre majorée par un réel M (ce qui signifierait que l'inter-
valle |M; +==[ ne contient aucun des termes de la suite).

d) Faux. Pour construire un contre-exemple, il suffit de donner a u, des
valeurs qui « grandissent vers +c= » et ne pas les ranger en ordre croissant :
32,3,3% 3%, 36,35 38, _ clest-a-dire la suite (u,) définie par u,, = 32n+2 gt

= 22qn+1
Uppey =3 .
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4)

DEFINITION 4 »

THEOREME 8 »

LIMITES DE SUITES

Suites adjacentes

Présentation
Pour déterminer une grandeur inconnue L (une longueur, une aire, un nombre),
une idée forte est d’encadrer de plus en plus finement la grandeur L par des gran-
deurs connues.
Audépart, on obtient uy, < L < v, puis a la premiére étape, ug < u; <L < vy <v,
a la n-iéme étape, on obtient finalement :

U<y <.<y,<L<v,<..<v;<w.

On réitére le processus indéfiniment. La suite (u,,) est croissante, la suite (v,) est
décroissante et la suite des différences (v, —u,) converge vers (.

I — —— |

|_Uu Ii'-'l U v, o _ _]""1 J“'n

Les intervalles [u, ; vol, [uy ; v4 ], [uy5v5), ooy [U, 5 v,], ... sOnt « emboités » et leurs
longueurs tendent vers 0, si bien que les u, et les v, fournissent des encadrements
u, = L = v, de plus en plus fins.

Dire que deux suites (u,) et (v, ) sont adjacentes signifie que l'une est crois-
sante, ['autre est décroissante et que la suite (v, —u,) converge vers 0.

MLES suites (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel non nul par
1

1 "
u, = —— et v, = = sont adjacentes.
n n

=12 112

= =R 1

Si deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes, alors :
® elles sont toutes les deux convergentes,
® elles ont la méme limite.

Démonstration. Supposons lasuite (1, ) croissante etdonc (v,) décroissante. Prouvons d'abord
que pour tout entiern, u, = v,. Pourtoutn, (u,) étantcroissante, u,,, —u, =0, et (v,) étant
décroissante, v, —v, =0, Or (v, g -, 1 )—(v,—w,) = (v, 3 —v,)—(u, ;- u,) =0, et
la suite (v, —u,) est décroissante. Puisqu'elle converge vers 0, tous ses termes sont positifs ou
nuls et ainsi, pour tout n, u, = v, et méme uy = u, = v, = v,

La suite (u,) est croissante et majorée par v,, donc elle converge. Soit { sa limite. La suite (v,)
est décroissante et minorée par u,, donc elle converge. Soit £ sa limite. Il nous reste & montrer
I'égalité de ces deux limites f et €". Or Lim (v, —u,) = li}'n v,— lim u, = {'—{ etparhypo-

o= = o n— e

thése, la suite (v, —u ) converge vers O done £ = {,

Remarque. La premiére partie de cette démonstration prouve que si deux suites
sont adjacentes, avec (u,) croissante et (v, ) décroissante, alors :

s pour tout entier n, u, <v,,

e v, est un majorant de la suite (u, ),

e u; est un minorant de la suite (v,).

e m——
——————H——H R P PO I/ ——————————
Ug Uy f ¥y Vo



Suites adjacentes
ete I .
crturee decimales ‘ EXERCICE RESOLU n Etudier deux suites adjacentes

Exemple. Ecriture décimale de /2.

En utilisant le fait que la fonction

(u,) et (v,) sont deux suites définies par:
x> x2 est strictement croissante n) €t (Vn) Tnies g

sur [0 ; +=o[, on obtient aisément par - Uppq = sz”

balayage, les encadrements stucces- { ® 7 " et, pourtout entier n 3

sifs suivants du réel /2 (voirtableau Vo = 12 ' u, +3v,

d-dessaus). 7= e T

On construit ainsi, naturellement, 1) Démontrez que la suite (v, — u,) est géométrique.

deux suites adjacentes de nombres Tioiiier sa lirnita.

décimau: ) ) :

o Une suite (u,) croissante et majo- 2) Démontrez que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

rée par /2 53) Démontrez que la suite (t,) définie pour tout n, par t, = 3u,+ 8v, est
W=1:U = 14;U; = 1,41, constante.

e une suite (v,) décroissante et Que pouvez-vous en déduire pour les suites (u,) et (vy)?
n

minorée par : :
P 2 SOLUTION COMMENTEE

= Zive = Nl ivs = 162, 1) Pour tout entier ,
D'autre part, la suite des amplitu- 3y +9v.  &u.+ By 1
n n [ i

des des encadrements (v, — u,) Vppg—U, q = - = —=(vp—U,).
converge vers 0. 12 12 12
La suite (v, — u,) est donc géométrique de raison 2 et de limite nulle puis-
encadrement 12
(amplitude de I'encadrement) que -1 < 1 <1
12 ’
1<J2<2 ] Deplus, vo—Ug = 11, donc pourtout n, v, — u, > 0.
14< . j2<15 0,1 2) u,+2v, 3u, 2
= Upy)—U, = ————— = —(v,—-u,) >0, donc |a suite (u,) est
141 < /2 <142 0,01 e = 3 5 BYa )
(strictement) croissante.
1414 < .JE < 1,415 0,001 u, + Svn 4-..-" 1 ) .
R — gyl = o = Z{uﬁ- v,) < 0, donclasuite (v,) est (stric-

tement) décroissante.

Le nombre e Puisque de plus, d'aprés la question 1}, nl_i[rlw{ Vo— U,) = 0, les suites (u,)

et (v nt adjacentes et convergent vers la mé imite {.
Le nombre e est 1a limite de deux sui- k¥ Eontada 9 ~lamime. e ¢

tes adjacentes (u,) et (v,) définies 3) Pour tout entier n,
pourtout ne N" par: Chpr = 33U, 1 +8v, = (U,+2V,) +2(u,+3Vv,)
”n=1+‘11;"'"""$ = 3u,+8v, = t,,

: ] donc la suite (t,) est constante.
¥y S Utk o Donc, pourtoutn, t, = t, = 3x1+8x12 = 99.
Pour tout entier p > 0, Puisque les trois suites sont convergentes, les régles opératoires nous
pl= 1X2X3%...X(p—1)Xp. permettent d'affirmer que

lim ¢, = 3( lim wu,)+8( lim v,),
Ml = 4 o0 n—+oo n—3 4=

soit 99 = 3x{+8x¢€ = 11¢.

Les suites (u,) et (v,) convergent vers 9.

=% EXERCICES 39 3 45

VOCABULAIRE |
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'MEMO
T idees It

Q Dire qu'une suite (u,) converge vers un
réel { signifie que tout intervalle de centre
{, aussi petit soit-il, est un « piége » pour les
termes u,,: il les contient presque tous (sauf
un nombre fini d'entre eux).

Q La suite géométrique ¢* (de raison g#0)
est une suite de référence :

e delimite +e2, sig > 1,
edelimite0,si-1<g<1.

@ Dire qu'une suite (u,) a pour limite +eo
signifie que pour tout réel M, aussi grand
soit-il, l'intervalle ouvert |M ; +eo| est un
« piége » pour les termes u,, : il les contient
presgue tous (sauf un nombre fini d'entre
eux).

) Une suite croissante tend vers :
e +o gielle n’est pas majorée,

o un reel £ si elle est majorée.

pes reflexes aavomr

Q Pensez que le calcul des premiers termes d'une suite peut
permettre de conjecturer son comportement et donc guider votre

etude.

Q) Pensez, pour étudier la limite d'une suite, 4 utiliser les suites de
référence :
n; Ty Moy awey Jl'—l, 1. l. -}-- i

n

et le fait que la limite d'une somme, d'un produit, d'un quotient,

c'est respectivement la samme, le produit, le quotient des limites.

(Q Penseza la possibilité d'introduire une fonction usuelle f telle que

u, = f(n), mﬁ,]_if?m flx) = £, (£ réel, +=° ou—eo) alors
lim u, = €.

n—3+ea
=% EXERCICE RESOLU 3

Q Danslecasouu, = f(v,) avecf une fonction usuelle :
si lim v,,-betllmf(x)-—c alors lim u, = c.

A—pee=s n—t+ee

Q Dans le cas oit u,,; = f(u,), sous certaines conditions, la
limite, si elle existe est solution de I'équation f(x) = x.

[ b EXERCICE 46
Q Pour prouver que lim u, = £, vous pouvez:

n— o=

« encadrer (u,) par deux suites de limite € (théoréme 4),
« démontrer que |4, — €| <wv,, avec lim v, = 0.

n—-!--fw

Q Pourprouverque lim wu, = +<o, penseza utiliser une suite

n— +oo
(v,) (de référence) de limite +<= telle qu'a partir d'un certain
indice v, = u,,.

eF#”8 LIMITES DE SUITES

Q Ne pas conclure directement
dans un cas de forme indétermi-
née. Il y en a quatre :

woe—ecop «( X son, «—n, «2:1,

0 oo

Q Pour une suite (u,) définie
par récurrence par u,,,4 = f(u,),
la croissance (ou la décroissance)
de fn'entraine pas nécessairement
celle de (u,), contrairement au
casou u, = f(n).

D Une suite convergente n'est
pas nécessairement monotone.

Exemple.
La suite définie pour n non nul
(=1)

n

par u, =

@ Une suite qui a pour limite
+e= mn'est pas nécessairement
croissante.

=% EXERCICE RESOLU 7

QD Si une suite croissante est
majorée par un réel M, elle
converge, mais sa limite { n'est
nécessairement égale a M.
Cependant { < M.

Exemple.

Pour n>0, u,= 2—- La suite
est croissante, ma}orée par 3
(aussi par 10, par 1000, ...) et
im u, = 2.

n—»tee



Représentation graphique

d’une suite du type u,,, = f(u,)

1 Principe
La courbe € ci-contre est la représentation,

dans un repére orthonormal, d'une fonction £
Placons le réel u, surl'axe des abscisses, puis

le point A de la courbe ‘€ d'abscisse ;. 9 a i__
L'ordonnée de A, est flup) = uy. /;f‘*/f

Nous placons u; sur I'axe des abscisses en i, T A ,‘“u_’j

utilisant la droite A d’équation y = x: le Gl [ /'

point d'intersection de A et de la droite o ','/2{” /"/ |

d’équation y = u; a pour abscisse u;. ‘-F;_/,-—/ ! : | :

Le point A, de la courbe € d'abscisse u; a _ (o] A I .
pour ordonnée f(u;) = u,. On «rameéne» o W e B :
u, sur 'axe des abscisses, comme précédem- /

ment, A l'aide de la droite A, et ainsi de suite.

2 Exercice

Dans chacun des cas, représentez graphiquement les premiers termes de la suite (u,)
indiquée, puis conjecturez le sens de variation et la limite éventuelle de la suite ( u,).

a)ug =1 et u,.q, = 2u,—-1. bu,=1etu,,,=u-1.
. 1
= s - -
Juy =0 et u, , =u2-1. du, =1 et u””_u"-t-Q'
= -1 = 9 2
Quy=0etu,, =—+u,. f)uy =3 et u,,, = ul

mEtude d’une suite récurrente u,, , = f(u,)

Note

lafenction f

el monotone
idécrolssante)
nais la suite (u,)
s |'est pas.

1 Etude d’'un exemple

On se propose d'étudier la suite (u,,) définie par u, = 0 et pour tout n, Upey = =34

1. Nous avons, a l'aide d'un tableur, calculé les premiers termes de la suite (u,)).

N 5750 NS 5 =T 00 N [ M ey s s e P
11 n ]| o i | = | 3 I 4 | 5 | 6 A S S T Y
2. Uy o] 2 | 1.33333 | 1,55556 | 1,48148 | 1 50617 | 1,49794 | 1,50069 | 1,49977 | 1,50008 | 1,49997

Que pouvez-vous conjecturer concernant le sens de variation de la suite (u,) et
sa convergence éventuelle ?

. . . . 1 ;
2. Représentez graphiquement la fonction affine f: x — — 35+ 2 dans un repére

orthonormal et dans ce méme repére, tracez la droite A d'équation y = x. A l'aide de
ces deux droites, et en vous inspirant du TD 1, placez sur I'axe des abscisses ug, Uy, U,
et u,. Vos conjectures semblent-elles confirmées ?

CHAFPITRE 7
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3. Notons @ l'abscisse du point d'intersection des deux droites tracées précédemment,
a) Calculez o puis démontrez que la suite (t,) définie pour tout n, par ¢, = u, — o est
géomeétrique.

b) Déduisez-en la limite de la suite (t,,), puis celle de la suite (u,).

2 Etude du cas général u, ., = au,+b

1. Démontrez que si @ = 1, alors la suite (u,) est arithmétique. Précisez sa raison.
2.Onsuppose a# 1. Lesdroites A:y = x etd:y = ax+ b sont sécantes.

a) Justifiez-le et déterminez I'abscisse o de leur point commun.

b) Prouvez que la suite (t,) définie par ¢, = w, — 0 est géométrique. Quelle est sa
raison ?

3. On suppose que a = —1. Exprimez les six premiers termes en fonction de u,, (sup-
posé non nul).
Que pouvez-vous conjecturer ? Démontrez-le.

Utilisation des suites pour approximer

Note

Héron d*Alexandrie
{I* siécle de notre
ére) utilisait cette
méthode pour
calculer des racines
carrées (sans parler
de suites et de
convergence,

bien sir),

Note
Remarquez
la rapidité de
CONVErgence.

LIMITES

1 Approximation de ./a par des rationnels

La méthode que I'on va suivre repose sur les remarques suivantes.
I. a est un entier naturel non nul.

Si uy est un entier tel que ./a < u,, alors —J—E <1 etdonc < < /a.

: Uy Ug
Justifiez ces affirmations.

2. En utilisant I'inégalité (u, - J/a)” = 0, prouvez que /a < . tgd — ),
9 2 ° Uug

Utilisez 1. pour établir que %(uu + i] < Ug.
Up

On obtient donc la disposition suivante :

Dok wed)

Ainsi ./a est plus proche de %(uﬂ + uij que de u,. D'ou 'idée de réitérer en rempla-
0

1 5 e i ‘. s :
cant u, par u; = i[uu + i) et ainsi de suite. On définit donc une suite (u,) par la
g
donnéede usetparu,,, = %(un + i), pour tout naturel n.
ul“l
3. On va démontrer la convergence de (u,) vers ./a. Pour cela, on pose pour tout natu-

u —...!':-z
reln, v, = — - Prouvez que v, , ; = v2, puis déduisez-en que, pour n = 1:

i ol

v, = (1),
Trouvez la limite de (v,). Déduisez-en la limite de (u,,).

Aide. Introduisez la suite (w,) définie par w, = In(v,).

4. Application. @ = 37, u, = 7. Combien de termes de la suite (u,) faut-il calculer
pour affirmer que 6,08 est une valeur approchée de J37 41072 prés?

DE SUITES



2 Utilisation des suites adjacentes

a et b sont deux entiers donnés tels que 0 < @ < b. On pose A = .Jab.
a+b

|
=
i
(]
>
<
=
=
=

1. a) Montrez que A appartient a l'intervalle [a ; b], puisque a < A < < b.
b) Montrez que a < 2l A.
a+b
. 2ab a+b ; , -
L'encadrement iy <A< est donc meilleur que I'encadrement a < A < b,
=
D'oll'idée de réitérer en remplacant a par a, = ZEE; etbpar b, = g ; » etainside
a
suite. On définit donc deux suites (a,) et (b,) de la maniére suivante :
) " — 2a,b, . a,+b,
= ¥ = 1 t t t H, + = ] 5 = -
g =iy By et pour tout naturel n, a, , a+h, Dre1 5

2. a) Vérifiez que la suite (a,b,) est constante et que a, = .Jab = b, .

b) Déduisez-en que la suite (b, ) est décroissante, puis que la suite (a,) est croissante.
Nous avons donc la situation suivante :

o=y Cey e L =S AmDS ...
=b, Sb,=...sb,sb sb, =}
5 o b,—a,
3. a) Vérifiezque b, ,,-a,,,=b,,,—a,etqueb, ,—a, = 5
1 n+l
b) Déduisez-en que pour tout naturel n, 0 <b, ,-a,, ;= (ij (by—ay), puis

que la suite (b, , ; —a, ) converge vers zéro. Que pouvez-vous en conclure pour les
suites (a,) et (b,)?
c) Justifiez les inégalités 0 = Ja_b -a,<hb,—a,et0=h, - J,a;- =b,—a,.

__Aide. Utilisez 2. a.

Déduisez-en que (a,) et (b,) convergent toutes deux vers ./ab.

Note 4. Application. A l'aide d'une calculatrice programmable ou bien d'un ordinateur,
EE::;EE:LE fabriquez un petit programme pour calculer les valeurs successives de u, et v,. Utilisez
Lonvergence. ce qui précéde pour obtenir un encadrement d'amplitude 10 * de J6.

Un calcul d’aire

On se propose de calculer une valeur approchée de l'aire & de la partie D du plan
délimitée, dans un repére orthonormal (unité graphique : 1 cm) par la courbe € repreé-

: . I % : . B .
sentative de la fonction f: x — =, l'axe des abscisses et les droites d’équation x = 1
x

et x = 2. D est I'ensemble des points du plan de coordonnées (x;y) telles que
1sxs2et0=<ys=<fix). T Uk '
Sur I'axe des abscisses, on place les points '
Aet B d'abscisses respectives 1 et 2. Un

~€échelle 2

entier naturel n supérieur ou égal a 2 étant
fixé, on partage le segment [AB] en n seg- ' T
ments isométriques. A partir de chacun '

des n segments obtenus, on construit deux
rectangles dont 'un des deux autres som- o A T I
mets appartient a la courbe ‘€. On obtient '

ainsi n rectangles « inférieurs » 4 la courbe et n rectangles « supérieurs ».

CHAPITRE 7 RNES)




On note s, l'aire totale des rectangles « inférieurs » et S, l'aire totale des rectangles
« supérieurs ».
On obtient ainsi deux suites de réels (s,) et (S,) qui encadrent I'aire #4 cherchée.

1. Démontrez que, pour tout n = 2

1 1 1 11 1
+—— 4+ — et S, = =4+ —— + -+
WS Al m+2 T TTOE e T T aad Tn—1

4
=
=
=
<
<
E

"

2. Démontrez que la suite (s,) est croissante et que la suite (S,) est décroissante.

3. Démontrez que la suite (S, —s,) tend vers 0. Que pouvez-vous en conclure pour les
suites (s,) et (5,) ?

4. a) Déterminez un entier p tel que s, soit une valeur approchée de =4 a 10~ prés et un
entier q tel que s, soit une valeur approchée de & a 10 * prés.

b) A l'aide d'une calculatrice programmable ou d'un tableur, trouvez s; et 5.

Commentaire. Le nombre & calculé est le logarithme népérien dunombre 2, of = In2.

LIMITES DE SUITES




-La suite (u,) définie pour n=1 par u,

1
= —2a
n./n
pour limite 0. Trouvez un entier n, tel que si n = ng,
alors u,, est dans l'intervalle ouvert |-10-3;10-3],

5 Aide. Voir I'exercice résolu 1, page 165.

ELa suite (u,) définiepour n=1 par u, = nJ'FI a
pour limite +so.

Trouvez un entier n, tel que si n > n,, alors u, est
dans l'intervalle guvert |10 ; 4=,

1= Aide. Voir ’exercice résolu 1, page 165.

nDéterminez. dans chacun des cas, la limite de la
suite (u,).

Zn 107
aju, = —- b)u = .
I, 2 )y 1017
n (u,) estlasuite définie par:
_ 1 bl 1
U, =1+ 5 22 + ot = ST

Calculez u, pour tout naturel n, puis déduisez-en la limite
dela suite (u,) .

== Aide. Voir 'exercice résolu 2, page 165.

n La suite (u,) est géométrique, de premier terme
= 2 etde raison % On sait gu'elle converge vers 0.
A partir de quel indice, obtient-on u, < 10-4?

ﬂLa suite (u,) est géométrique, de premier terme
= 1 etderaison 2. On sait qu'elle a pour limite +<o.

A partir de quel indice, obtient-on u, > 10157

La suite (u,) est définiepour n=1 par u, = nl

1. Calculez les six premiers termes.

—

2, Vérifiez, pour tout n=1, que 0< u, <=~ puis
déduicez-en la limite de la suite.

e |

0= Note. n! = a(n—1) <~ x2x1 lorsque n = 1.

ﬂLa suite (u,) est définie pour n =1 par:
_ cos(2n)

u, =

1
1I que - — = U = —
J'_“ " J'_”

puis déduisez-en la limite de la suite (u,).

Vérifiez, pour tout n =

n (u,) estla suite définie par:

u, = n+1-cosn.

Prouvez, pour tout naturel n, que ;
n=u,=(n+2),
puis déduisez-en la limite de |a suite (u,).

m (u,) estla suite définie par:
B P
u — =1
= (%71)
pour tout entier n = 1.

1. Donnez des valeurs approchées des onze premiers
termes.

2. Démontrez que si nest un entier supérieur a 30, alors
u, = 2", puis déduisez-en la limite de la suite (u,).

- Pour les exercices [} a étudiez, dans chacun

des cas, la limite de la suite (u,) en précisant les
théoremes utilisés.

2n+3 5n-3
u = . b = .
B ., 301 e =
=5 Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 167.
1 n 2n
a) U, = Q——p A 7
m} n n+1 blun 4 2+n2+1
]
o= Aide. Voir U'exercice résolu 3, page 167.
n“-3n+7 ~3n?+2n+4
[, - P30T ), c3weangs
nt+n+1 2(n+1)?
£ Aide. Voir 'exercice résolu 3, page 167.
10n 3 2n? -1
14 D b= 3T
t= Aide. Voir 'exercice résolu 3, page 167.
4n-3 2n -1
= 5 h = v
-a}un n+1 ) Uy 3n+7

_ anfnm+1Y _ 2nm
ma]un—sm( ) b) u"—ms[snﬂ]

2n+1
CHAPITRE 7 -




a] b, = g¥=m

155 Alde. Voir l'exercice résolu 4, page 167.

b)u, = In[l +1ﬁ]

e "+1
a)u, bl u, = :
- } 2 ng ] n e-N4+ 35
i Aide. Voir l'exercice résolu 4, page 167.

ma} U, =

i Aide. Voir l'exercice résolu 4, page 167.

nJn+n
20 DR n+1 My =nig

v Alde. Voir l'exercice résolu 5, page 167,

"[ =
= n¢ Fus
ma]un n()2+n JZJ
b) u, = /2n?-5-n./2

u=x Aide. Utilisez I'expression conjuguée,

n n
malu = - .
" Jn+1 Jn+2
3n- an-a-T_

AN+ 5

v5 Aide. Utilisez I'expression conjuguée.

b) u, = In(2+e").

b)u, =

m Trouvez lalimite de chacune des suites (u,), (v,),
(w,)et (t,) définies, pour nnon nul, par:

2
n+1 u
U, = i V,.,=—n;
n+1 n
v,—1
w, = u,—-n; Eﬂ=w_1-

n

mewezIalrmltedechacunedessultes (Up)s (V)
et (w,) définies, pour n non nul, par:
- 3n?—4 u,

oY = — W, = u_-3n.
n+1|- n I,_ll n n

n

m (u,) et (v,) sont les suites définies pour tout en-
tier naturel n par:

1
et v, = —

u
n n

uy =3, u

kL T

1. Vérifiez que pour tout entier n, u, > 0.

2. a) Démontrez que la suite (v,) est une suite arith-
metigue.

b) Calculez v,, puis u,, en fonction de n.
3. Déduisez-en la limite de la suite (u,).

m{un) et (v,) sont les suites définies pour tout
entier naturel npar:

L =8 by g %un-z et v, = u,+3.

1. a) Démontrez que la suite (v,) est une suite géome-
trique.

- LIMITES DE SUITES

b) Calculez v, , puis u_, en fonction de n.
2.0nnote S, = Vy+-+V, € S = Uy+ -+ U,
a) Calculez S, et S, enfonction de n,

b) Déduisez-en les limites des suites (S,) et (5/).

1. Pourquoi précise-t-on « pour tout n supérieur a
un certain entier m» 7

2. En quoi ce théoréme est-il une conséquence du
théoréme 4 ?

3. Rédigez une démonstration de ce théoréme 5.

m Dans chacun des cas suivants, déterminez graphi-
quement les premiers termes de la suite proposée, puis
conjecturez son sens de variation et sa limite éventuelle.

LAD=2 U = 1
a]{ 1 . hl{ ’ 1 -
Upyy = Eun_s U1 = "Eun
) u =1
[ o E
Uy = U +2

m La suite (u,) est definie pour tout entier n >0,

10
paru, = 5--;--

Parmi les réels 0; 6; 4,999 99 et 5, quels sont ceux qui
majorent cette suite ?

-Les suites (u,) et (v ) sont définies pour tout

“n=1, par
1 1
u, = et v, = —
N2+ 1 n
1. Prouvez que 1 est un majorant de (u,).

2. Prouvez quepourtout n=1, u, < v,

3. De ces deux renseignements, lequel est le plus inté-
ressant ?

. le théoréme 6

1. a] Quel renseignement tire-t-on de I'hypothése
« la suite (u,) est non majorée » ?

b) Pourquai, a partir de ce renseignement, I'nypo-
these« (u,) estcroissante » permet-elle de conclure

que lim u, = +e?
=5 4=

2. Démontrez la proposition 2. du théoréme, a
savoir « toute suite décroissante non minorée a pour
limite —oa. »




,m Pour tout entier naturel nnon nul, la suite (u,) est
 définie par -
1 1
U, = In{1+1)+ in[1 +§]+ +in(‘[ +ﬁ)-

1. Démontrez que la suite (u,) est croissante.

2. a) Simplifiez 'écriture de u_.

b) Que peut-on en conclure quant a la limite de la suite
(u,)?

Pour les exercices [EE] a [E[, précisez dans chacun
des cas, si la suite (u,) proposée est majorée,
minorée, bornée.

; 1
.a] u, = sinn. b) u, = T+;_‘—2r
1 1
) h ® D dl i R
n n?—1
a = —— b = X
m Iur1 .vl'l'n_2-|- ’u.rr "'Uﬂ2+1
¢ u, = =
" J2n+3
Eda v, = 2 b) u, = n./3-2.
cqu, =nl+n-1
ma] “nzﬁ_f"'”z' b) u, = n+ cosn.

¢l u, = (-1)y"xn?

. (u,) estla suite définie par u, = 1 + % + ot sln

1. Lasuite (u,) est-elle majorée par g ?

2. Démontrez que la suite (u,) est croissante.

3. Quel théoréme permet de conclure que la suite (u,)
converge vers € 7 Déterminez {.

m La suite (u,) est définie pour n= 4 par:
1

U, = ———-
T n?-5n+6
S 1

Frouvez que (u,) est majorée par 5

i Aide. Dressez d'abord le tableau de variations de la
fonction f définie sur [ par f(x) = x> - sx + 6.

)

.Démontrez que les suites (u,) et (v,) définies

pourtout n = 0, par:
1 1

u = et v
4 2n+ 4 "on+1
sont adjacentes puis trouvez leur limite commune.

1= Aide. Voir I’exercice résolu 8, page 171.

| mDémontrez que les suites (u,) et (v,) définies

pour tout n > 0, par:

n-1 1
u”__n_ et v,,—1+§

sont adjacentes puis trouvez leur limite commune,

u=r Aide. Voir 'exercice résolu 8, page 171.

m Indiquez dans chaque cas, en justifiant, si les suites

“(u,) et (v,) sont adjacentes.

a) (u,) et (v,) sont définies pour tout entier naturel n,

2n+3 2n-3
par u, = = ﬂ+'|_

et v,
+1 f!

b) (u,) et (v,) sont définies pour tout entier naturel

(~1)n

n31,parun=3—§etv”= 3+ =

E= Aide. Voir I'exercice résolu 8, page 171.

mLES suites (u,) et (v,) définies par:

1 1 1
= ——t —— o — @t =
Un n+1 n+2+ +2rr Vi

sont-elles adjacentes ?

=5 Aide. Voir Uexercice résolu 8, page 171.

m Les suites (u,) et (v,) définies pour nnon nul par:

Ml o,
" n n+1 2n=-1
e w1 g 1 gt
" n+1 n+2 2n

sont-elles adjacentes ?

03 Aide. Voir 'exercice résolu 8, page 171.

m Les suites (u,) et (v,) définies pour nnon nul par:

s gl 1
L -

et Vp = U+ —

sont-elles adjacentes ?

L3 Aide. Voir l'exercice résolu 8, page 171.

KB (u,) et (v,) sont deux suites définies par u, = 0,

Vg = 2 et pour tout entier naturel n,

3u,+1

Uy = T et Vo =

1. Démontrez par récurrence que U, <1

3v,+1
s
=

"r‘n_
2. Démontrez que les suites (u,) et (v,) sont adjacen-
tes et trouvez leur limite commune.

E% Aide. Voir I'exercice résolu 8, page 171.




Apprendre a chercher

m Etude d'une suite u, ., = f(u,)

€, estun carré AgB,CoD, tel que A B, = 10.

On construit le carré A,B,C,D, comme lindique la
figure : ses sommets A,, B,, C,, D, sont sur les cotés de
Coet AgAy = 1.

A partir de ‘¢, on construit le carré ‘¢, de la méme facon
que celle qui a permis d'obtenir €, a partir de €, et ainsi
de suite, en admettant que le procédé puisse se poursuivre
indéfiniment.

Onnote ¢, 1a longueur du coté du carré 6.

Objectif : étudier la suite ((,).

1. Comprenons comment sefait la construction - chaque
carréest construit a partir du précédent. La suite (£ ,) est

donc une suite récurrente.
\au départ
An Ay a-1 B,

Ag A, bo-1 B,
s === | B e = |

i BM!

a) Pourquoi peut-on affirmer que pour tout entier n:
1<£,3<E.?

b) Pourquoi peut-on conclure que la suite (€,) est
convergente ?

c) Prouvezque €,,, = /1 +(€,-1)2

2. Reste a déterminer la limite € de la suite (£,). Une
méthode générale est d'introduire la fonction f telle
que U,y = flu,)

a) Précisez cette fonction f

b) Prouvez que £ est solution (positive) de I'équation
X= m (voir Comprendre, page 167).

c) Résolvez et concluez que € = 1.

£5~ Aide. Prouverz d’abord que I"équation équivaut 3 :
X =14+(x-1), X =0.

- LIMITES DE SUITES

[il Etude simuitanée de deux suites

a et bsont deux réels telsque 0 < a < b.

Les suites (u,) et (v,) sont définies par u; = a et
Vo = b et pour tout entier n,

2u,v, et v, = )

Uy + V, 2

u."r-t-l =
Objectif : étudier simultanément les suites (u,) et (v,).

1. Pour comprendre la situation, une bonne idée
consiste souvent a chercher les premiers termes.
Puisque a et b ne sont pas précisés, on prend un cas
particulier, par exemple a = 1 et b = 3.

a) Calculez les premiers termes de (u,) et (v,),

b) Placez ces termes sur un axe gradué.

2. En effectuant les calculs précédents, on peut remar-
quer que tous les termes calculés sont positifs et que le
produit u,v, est constant (égal & ab).
a) Prouvez que pour tout n, u, > 0 et v, > 0,

b) Justifiez que pour tout n, u,v, = ab.

3. ll semble que les deux suites sont adjacentes.

Pour le prouver, une premiére étape est I'étude de leur
monotonie.

Justifiez que:
Uy v, —uy) u

= — " et v v, = =2

n
u,+v, 2

- v"

u

e 1~ Up el

4. Pour tout n, u, et u,+ v, sont positifs (voir 2.),
donc les signes de u, _, - u, et v, _,—v, dépendent
de celuide (v, - u,).

Calculez v, , , - U, , , et déduisez-en la monotonie des
suites (u,) et (v,).

5. Il nous reste a prouver que lim (v,-u,) = 0.
Ml —p 4o

Les calculs et la représentation faits en 1. nous per-
mettent d'espérer trouver une suite (w,) telle que
pourtoutn, 0 <v,-u, < w,.

a) Prouvez que pour tout n:
1
Vst —Upp1 =V, 1—U = i['".n_' U,,J.
b) Deduisez-en par récurrence que pour tout n,
o 1
Vp—u, = 5(1@— tg)-

c) Déduisez-en que les suites convergent vers la méme
limite .
d) En utilisant la question 2. b), déterminez



Pour progresser

.La suite (u,) est definie par -

3 .
Uy = 5 €tpour tout entiern, u, .y = Uy - 2u, +2.

n+1

1. Démontrez, par récurrence, que pour tout N :

T=u,=2
2. a) Démontrez que pour tout -
Uppyp— U, = (U, —2)(u,—1).
b) Déduisez-en que la suite (u,) est décroissante.
3. Est-elle convergente ?

mLa suite (u,,) est définie pour toutentier n = 1, par:

u, =1+ %+l+;| +$-
L# Note. n! = mx (n-1)x x2x1 lorsque n = 1.
1. Démontrez, par récurrence, que pour tout n = 1,
% = :zn1— il

2. Déduisez-en que la suite est majorée par 3.
3. Démontrez qu'elle est convergente.

[ Note. L'exercice 75 fournit une valeur approchée de la li-
mite. La valeur exacte est le réel e, défini au chapitre 4,

m ® |asuite (u,) est définie pour tout entier n = 1,
ary, = + ot 1

it = B3 n?

1. Démontrez que la suite (u,) est croissante.

2. a) Démontrez, par récurrence, que pourtout n = 1,

1
u{,'—=~:2—ﬁ'

b) Que pouvez-vous en déduire pour la suite (u,)?

=" Note. On démontre que la limite est HE’

m ® Lasuite (u,) esttelle que u; = 1 et il existe un

réel £ =0 telque pourtoutn 0= u

2 ;
R =M= S{Ur‘_ €).
Démontrez que la suite (u,) converge vers £ puis déter-
minez un entier N tel que pour tout n = N, u_ est dans

lintervalle | =102 € + 1073].

m ® Pour tout naturel p, on pose:
b= : :
P (2p-1)2p+1)
|. Trouvez deux réels a et btels que pour tout naturel p,
IR b :
P 20=1 " 2p+1

s S T T e e T T i T A I W T e L g e B

2. Pour tout naturel n, on pose :
S, = Ug+u; +=+u,

Exprimez S, en fonction de n et trouvez la limite de la
suite (5,).

m: msmt (u,) la suite numérique définie

sur i par:

{UD == G

Uy = J3u,+4

1. a) Prouvez que (u,) est majorée par 4.

b) Prouvez que (u,) est strictement croissante.

c) Déduisez-enque (u,) converge et déterminez sa limite.
2. a) Prouvez que pour tout er:tier naturel n:

4_un+‘l = {4 Ur\)

b) Retrouvez le résultat du 1. c)

c) Etudiez la convergence de la suite (v,,) définie sur [
par v, = n*(4-u,).

m : Pour tout entier n = 1, on pose:

1

e S nin+1)(n+2)

puis S, = zuk = WH Uyt i,
k=1

Etudiez la limite de la suite (S,,).

1= Aide. Utilisez la méthode de I'exercice 52.

m. 1.0 1
Pourtoutnnonnul, U, = 14 =4 =+ + -
L . 2 3 n

1. Démontrez que la suite (u,) est croissante.
2. a) Calculez u,, - u..

b) Deduisez-en que u,,— u, = %

3. Démontrez, par récurrence, que pour tout n non nul,

4. Lasuite (u,) a-t-elle une limite réelle ?

m: (u,) est la suite définie par u, = €3

€t pour tout entier natureln, u_ ., = e Ju
On note (v,) la suite définie pour tout n par:
v, = Inu,—2.
1. Démontrez que la suite (v,) est géométrigue et pré-
Cisez v, et sa raison r.

2. Déduisez-en v, puis In(u, ), en fonction de n.
3. a) Quelle est la limite de la suite (v,)?
b) Déduisez-en que la suite (v,) converge vers e,

CHAPITRE 7




Tl § A. festla fonction déﬁrtie sur | =]1 ;4o par:
fx) = lnx

1. a) Etudiez les variations de f.

b) Déterminez les limites de f aux bornes de |.

2. Démontrez que pour tout réel x = e, f(x) > e.

B. On définit |a suite (u,) par:

U, = g aveca>e,
el pour tout entier naturel n, u,,, = flu,).
1. Démontrez par récurrence que pour tout entier
naturel n, u, > e.
2. Démontrez que la suite (u,) est décroissante.
3. Déduisez alors des questions précédentes que la
suite (u,) converge vers . Précisez {.

Dans les exercices ] et [EE), dans chacun des cas,
étudiez la limite éventuelle de |a suite (u,) en pré-
cisant les théorémes utilisés.

cOSNIT nsinn
alu, = St blu, = ——
n n+1
2n+cosn
E:I“ U = ———— b) u, = n(2+ cosn).
) u, 5n+ sinn ) u, ( )

m La suite (u,) est définie pour tout entier n par :
2n?
ufl =5 2—.
(ne+1)27
1. Prouvez que la suite (v,), définie pour tout entier n,

par v, = est bornée.

2n
n?+1
2. Déduisez-en que la suite (u,) converge vers 0.

-Lasuite (u,) estdéfinie pourtout entier n = 1 par:
n n

—_—t +-+ :

P+l n?+2 n?+n

Un

1. Démontrez que pourtout n = 1:
n? n?

n

n? +n n2+1
2. Déduisez-en la convergence de la suite (u,).
Quelle est la limite de la suite (u,)?

£ Aide. Voir I'exercice résolu 6, page 169.

ml La suite (u,) est définie pour tout entiern=1,
par u, = —+—i——+---+ -

" n?e1l P42 n?+n
Démontrez que (u,) est majorée par une suite conver-
geant vers 0. Concluez.
=" Aide. Voir l'exercice résolu 6, page 169.

m ® Lasuite (u,) est définie pourtout n= 1 par:

= Jn+1-n

- LIMITES DE SUITES

1. Démontrez que pourtout n== 1,

1
7 i v
2. Quelle est la limite de la suite (u,) ?
3. Lasuite (w,) est définie pour tout entier n = 1 par-
U kU et

w, = T

Quelle est la limite de la suite (w,,) ?

23 o Lasuite (u,) est définie par:

Uy = 0 et, pour tout entier n, par u,,; = u,,+1
1. Démontrez que pour tout entier naturel non nul
u, estun entier strictement positif.

2. Démontrez que la suite (U, Jest strictement croissante.
3. Démontrez que pour tout n = 4, u, = 2",

4. Que pouvez-vous en déduire quant a la convergence
delasuite (u,)?

: L'objectif de cet exercice est d'utiliser la conver-
gence (et la limite éventuelle) de la suite définie pour
n>0 par:

nEaritne2 "t
1. a) Etudiez les variations de la fonction | définie sur
1

10;+e=[ par fix) = e In(x:1] et son compor-

tement en +=o, Déduisez-en que, pour tout x > 0,

i ) ,n(ﬁ).
X

b) Enutilisantlerésultat « pourtout x > 0, Inx = x—1n,

1

prouvez que pour tout x > 0, In(x?)s o

2. a) Déduisez du 1. que pour tout entier n > 0, ona:
n+1l _n+2 2n 1
<= ® X X =U . +-——
in( n+1 2n—1) Ut 8" 2n
b) Prouvez que la suite (u,,) converge et donnez sa limite.

m - 1. Soit x un nombre réel positif ou nul
et k un entier strictement supérieur a x.
a) Prouvez par récurrence sur n que, pour tout entier n
Rh
7
b) Déduisez-en que, pour tout entier n supérieur ou €gal
K X" X\ kK
ak, — = (-) » —,
n! k k!

supérieur ou égal a k, g =

n
c) Prouvez que lim x—, = 0.

N =% &m

2. a) Prouvez que, pour tout entier n supérieur ou égal
n-1

n-1
az, n_| = 1. (On pourra écrire comme un pro-
n! !
duit de n— 1 facteurs supérieurs ou égaux a 1).
n
b) Déduisez-en que lim T = oo

N =400 !
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La suite (u,) est définie par u, = -2 et

pour tout entier n:

2

Uppy = 3“""1'

Lasuite (v,) est définie pour tout entier n par-
Vo = U, +3,
1. Démontrez que (v,) est une suite géomeétrique.
2. Exprimez v, en fonction de n, puis u, en fonction de n.

3. Déduisez-en la limite de la suite (u,,).

4. (S.) est |a suite définie pour tout entier n par:

x
Sp = Up+ Uyt b lly = 3 U
k=10
a) Exprimez S, en fonction de n.

b) Déduisez-en la limite de la suite (S,).

La suite (u,) est définie par u, = 1 et

pour tout entier n
22U, = u,—1.
1. Calculez les cing premiers termes de la suite Can )

2. ocest un nombre réel. La suite (v,) est définie pour
lout entier npar v, = u,— .

a) Trouvez le nombre o pour lequel la suite (v,) est
une suite géometrigue.

b) Exprimez alors v, et u, en fonction de n.

¢) Etudiez le sens de variation et la convergence de la
suite (u,).

d) Trouvez le plus petit entier n tel que u, appartienne
alintervalle ;
J-1-107%;=1+1079.

m La suite (u,) est définie par uy = 2 et

pour tout entier n:

= 2u —I-

ul‘--f—] n Z

la suite (v,) est définie pour tout entier n par
V. = u,— 0, ol estunnombre réel.

1. Trouvez le nombre o pour lequel la suite (v,) est
une suite géométrique.

2. Lasuite (v,) est-elle convergente ?

3. Exprimez v, en fonction de n et calculez :
n
S, = Vgt Vg +dy, = 2 V.
k=0
4. Exprimez u,, en fonction de n et calculez -

)
Sp = U+l +otlUpy= 3 Uy
k=0

La suite (u,) est définie par:
, 4u, — 2
up = 3 et pourtout entiern, u,,, = U”T
1. Démontrez que pour tout entier n, u,>1.
2. La suite (v,) est définie pour tout entier n par:
u —2

Vi :
u,—1

Démontrez que (v,) est une suite géométrique et pré-
cisez sa limite.

3. Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et
trouvez sa limite,

- o m La suite (u,) est définie par:

2u,+1
1. Démontrez, par récurrence, que :

Uy = 0 et pour tout entier n, u

a) pourtout n, u,=0; b)pourtoutn, u, < 1.

2. Démontrez que la suite (u,) est monotone et
convergente.

3. Lasuite (v,) est définie pour tout entier n par
=1

u,+ 1

Démontrez que (v,) est une suite géométrigue.
Précisez la raison et le premier terme.

Vn

4. Exprimez v, puis u, en fonction de n et trouvez
lim u,.

N—%+e=
5. Trouvez un entier N tel que, pour tout n>> N:
u, = 0,99

v La suite (u,) est définie par uy, = -3

et pour tout entier n:
u,—8
Yot FFg, T8
1. a) Représentez graphiquement la fonction f définie

pour tout réel x# g par:

? 8
F— x_ .
fx) = 2x—9

b} Utilisez cette représentation graphigue pour conjec-
turer le comportement de la suite (u,).

2. Démontrez, par récurrence, que pour tout n, u, << 1.

3. Démontrez que la suite (u,) est croissante et qu'elle

Converge.
4. Lasuite (v,) est définie pour tout entier n par:
vy = 1—u,
Démontrez que, pour tout n:
1
Ve S ? Vi
et déduisez-en la limite de la suite (v,).



5. Quelle est la limite de la suite (u,)?
6. Trouvez unentier N tel que, pour toutn = N, u, > 0,99,

13 & La suite (u,) est définie par u;, = g
er pour tout entier n = 1:

TP l[u + 2).
n+1 = 2 n u_

n
1. Démontrez que, pourtout n =1, u, > 0.
2. Démontrez que pour tout n = 1,
_ 5= V=2
n+1 2 un
Déduisez-en que, pour tout n =1, u, > ./2.
3. Démontrez que, puur tout n=1,

Un+1_"-/_ ﬁ]+u—,1_.ﬁ

Déduisez-en que, pourtout n=1, u, -5 5.

u

E5r Aide. Faites une démonstration par récurrence.

Voir le TD 3, page 174,

4. La suite (u,) admet-elle une limite ?

Si oui, calculez-la.

3" Note. Héron d'Alexandrie (I°" sidcle de notre ére) utili-
sait cette méthode pour calculer des racines carrées (sans

parler de suite et de convergence).
Cette méthode est basée sur le fait que si :

a< .2, alors E > Jz2,
c'est-a-dire que ./2 est dans 'intervalle d’extrémités a et 2-
Le milieu de cet intervalle a, = ;[n +§] est certainement

plus proche de /2 qu'une des extrémités. On réitére ce procédé
en partant de a, ; on construit ainsi une suite (o,,) convergeant

vers ./2. Vous remarquerez la rapidité de convergence de la
suite obtenue.

-Les suites (u,) et (v,) sont définies pour tout
entier n non nul par-

u + - +—-2.a’n+
: f I
3 .1
et v T P Y
= R Jn

Les deux suites sont-elles adjacentes ?

' On rappelle que n! = n(n—1)x-x2x1
“ lorsque n=0.

1. Prouvez que les suites (u,) et (v,) définies pourn
non nul par:

=:1 L 1+1+ +1
Shb i
1
Vn=un+E
sont adjacentes.

_ LIMITES DE SUITES

2. Calculez u; et v, et déduisez-en une valeur apprg-
chée de la limite commune { de (u,) et (v,) a 10 prés,

3. Prouvez que la limite commune ¢ des suites (u,) et
(v,) n'est pas un nombre rationnel.

L Aide. Raisonnez par l'absurde en supposant que { =

Sarm

(avec p et g entiers non nuls) et utilisez l'encadreme
i, <t<v,.
q q

= Note. Cette limite { est le réel e défini au chapitre 4.

_, ® On considére les suites (u,) et (v,) définies

pour tout entier naturel npar:

u.+v U,,+ +V
. < VO=4EtVn+1=L2'_"H'

Up=3etu, 4=

1. Calculez uy, v, Uy, Vs

2. Onnote (w,) lasuite définie pour tout entier naturel n
Par w, = 'If‘nr- un.

a) Démontrez que la suite (w,,) est géométrique.
Précisez sa raison.

b) Calculez w,, en fonction de n. Quelle est |a limite dz
la suite (w,) ?

3. Etudiez le sens de variation des suites (u,) et (v,)
et déduisez-en que ces suites sont adjacentes.

4. (1,) est la suite définie pour tout entier naturel n
part, = %(un +2v,).

a) Démontrez que la suite (t,) est constante.

b) En notant £ la limite commune des suites (u,) et
(v,), déterminez {.

} 77 f est la fonction définle sur lintervalle

[0;2] par:
x+1

x+‘E

flx) =

1. Etudiez les variations de fsur I'intervalle (0 ; 2].
Montrez quesi xe [1:2] alors fix)e [1:2].
2. (u,) et (v,) sontles suites définies sur Y par -
s Uy = 1 etpourtout entier naturel n, u,,, = flu,)
s V5 = 2 et pour tout entier natureln, v, ., = f(v,).
a) Représentez sur |'écran de votre calculatrice la fonc
tion fet la droite d'équation y = x. Que pouvez-vous
conjecturer concernant le sens de variation et la conver
gence des suites (u,) et (v,)?
b) Prouvez a |'aide d'un raisonnement par récurrence que:
« pOuUr tout entier natureln, 1 = u, = 2;
» POUr tout entier naturel n, u, = U, ;
« pour tout entier natureln, 1 =v, = 2;
« pour tout entier natureln, v, | = v,;
a) Prouvez que pour tout entier naturel n,

Vi —\t,
(v, + 1)(u,+1)

Vap1 —Uppq =



Déduisez-en que pour tout entier naturel n, v, — u, = 0

&'l(v

et v Unor = Z(Vo—Up).

n+1"

b) Prouvez que pour tout entier naturel n,

_{1y
n-un=(g)"

¢) Prouvez que les suites (u,) et (v,) convergent vers
un méme réel o Déterminez la valeur exacte de o

m: Mouyennes arithmétique et géométrique
aet bsont deux réels tels que 0 << a<< b. Les suites
(u,) et (v,) sont définies paruy = a, vy = b et
pour tout entier n;

Ujey = Uiy, € V.. = 5

i= Note. u, ., est la moyenne géométrique et v, . la
moyenne arithmétique de u_ etde v, .

1. Prouvez que, pour tout n, u,, et v, sontstrictement
positifs.

2. Prouvez que, pourtout n, u, = v,

3. a) Démontrez que, pour tout

Vis1— Upir = i“"’n = un)'

'."ll;;r_ 'Jru_n =1,

= Aide. Vous pouvez utiliser la majoration -
——— vV, Ju,

b) Déduisez-en que v, — u, = %{b — ).

4. Prouvez que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.

5. Onsupposeicique a = 2 et b = 5.

Utilisez le résultat de la question 3. pour déterminer une
valeur approchée de la limite commune £ des suites (u,,)
et(v,) @107 pres.

: Les suites (u,) et (v,) sont définies par:

EL pour tout entier n:
Uy + V¥, U,+4v,
Upyy = 2 L Vo4 = _5—

1. a) Démontrez par récurrence que pour toutn,
U, < Vv,
b) Démontrez que les suites (u,) et (v.) sont
adjacentes.
s Aide. Voir Apprendre a chercher, U'exercice 47, page 180.
2. Trouvez deux réels distincts a et b tels que les suites
{s,) et (t,) définies pour tout n par:

Sp = Uy tavy et 1 = U by,
solent géometriques (éventuellerment constantes).
3. Exprimez s, et t, en fonction de n.
4. Trouvez la limite des suites (u,) et (v,).

15 Aide. Vair Apprendre d chercher, 'exercice 47, page 180,

o .‘_Il__ ._-..- L_ sl < i a 1 I-
Pour les exercices de cette partie, vous pouvez vous
reporter a I'exercice [, et 8 Comprendre page 167.

m ® (u,) estlasuite définie par:

Uy = 0 et pourtout entier n, u i, + 6.

n+1 = Aflp
1. Caleulez uy, u, et us.

2. Prouvez que la suite (u,) est croissante et majorée
par 3. Que pouvez-vous en déduire ?

3. Quelle est |a limite de (u, ) ? Justifiez votre réponse.

EI ® (u,) estlasuite définie par:

up = 2 etpourtout n>0, u, ., = ,/2+u,

1. Démontrez par récurrence que (Uu,) est croissante
et majorée par 2. Que pouvez-vous en déduire ?

2. Trouvez la limite de la suite (u,,).

m ® (u,) est la suite définie par uy, = 1 et pour
1

tout entier naturel n, u,, , = 1+ —-
ul’?

1. a) Vérifiez que pour tout entier naturel n, u.>= 0.
b) Démontrez par récurrence que pour n = 1,

3

3 =t
2. On note f la fonction définie sur [0 ; +eo| par:

=,
(A} =

= 2.

Démontrez que pour tout réel x;a-g et tout réel
3 4
= = o=
y=3 -yl =gzlx-y N1
3. a) Sila suite (u,) converge, quelle est sa limite { 7
b) Démontrez, en utilisant [1], que pour tout n = 1:

i 4 i
|un+l -l = §|“-’1_ ”

c) Déduisez-en par récurrence que
W ik
-6 < (5] lu-4.

d) Démontrez alors que la suite(u,) converge vers {.

EI ® festla fonction définie sur [ par

fix) = x—%{x+1}e"‘.

‘€ est sa courbe représentative dans un repére arthonor-

mal (0 ;1) (on prendra sur chaque axe 3 cm comme
unité).

A. 1. a) Calculez pour tout réel x, f'(x) et f”(x).

CHAPITRE 7 -

b) Déduisez-en les variations de f*.




c) Démontrez que I'équation f’(x) = 0 a une solution
unique o dans [ Donnez une valeur approchée de ot
410 prés,

2. a) Déduisez de |la question précédente, les variations
de fet dressez son tableau de variations.

b) Démontrez que la droite A d'équation Yy = x est
asymptote a ‘€. Etudiez les positions relatives de A et de ‘€.

¢) Construisez A puis ‘¢ dans le repére (0 : 7 j).
B. On définit la suite (u,) par uy = 0 et pour tout
entier naturel n, U, ., = flu,).

1. En utilisant la représentation graphique de |a ques-
tion A. 2. €}, que pouvez-vous conjecturer concermant
le sens de variation et la convergence de la suite (u,)?

2. a) Démontrez que pour tout entier n = 1,
-1 <uy,<0.

b) Démontrez que la suite (u ) est décroissante.
Déduisez-en que cette suite a une limite € [que I'on ne
demande pas de calculer).

3. a) Démontrez que pour tout entier naturel n,

0<u,, +1 a%{uﬂ+|)_

m
b) Déduisez-en pourtout entiernque 0= u, +1 < [%) .

Quelle est alors la limite de la suite (u,)?

m: BAC Lafoncttunfe;tdéﬂmepourx>%par:

2
f(x) = 2:—1‘

1. Démontrez que, pourtout x =1, f(x) = 1.
On peut donc définir la suite (u,) par:

, pour tout entier naturel n.
l"[r: = ﬂ U")

On se propose, dans la suite de 'exercice, d'exprimer u,,
en fonction de n.

2. On considére les suites (v,) et (w,) telles que pour
tout entier naturel n,
u,=1
Vv, = et w, = In(v,).
l"‘I"I
a) Vérifiez que v, et w, sont bien définis pour tout en-
tier naturel n.

b) Démontrez que la suite (w,) est géométrique.

¢) Exprimez, pour tout entier naturel n, w, puis v, en
fonction de n et déduisez-en que:

_ 1

u, W ,

Déduisez-en la limite de la suite (u,).

EE] § on atracé ci-apres, dans un repére orthonormal
(0;i]), la courbe ‘€ représentative de la fonction f
définie sur R par flx) = e*—2, ainsi que la droite A
d'équation y = x.

- LIMITES DE SUITES

Vi 3
-2 !

La suite (u,) est définie sur Ry par u; = 0 et
u,,, = f(u,) pour tout entier n de M.

1. Reproduisez la courbe pour conjecturer le sens de
variation et la convergence de la suite (u,).

2. Prouvez a I'aide d'un raisonnement par récurrence et
des variations de fque:

a) la suite (u,) est décroissante;

b) que pour tout entiernde N, -2 = u, < 0.
Déduisez-en que la suite (u,) est convergente,

3. Détermination de la limite { de la suite (u,)

a) Démontrez que l'éguation fix) = x a deux solu-
tions et deux seulement dans .

L35 Aide. Etudiez les variations de la fonction p définie sur
R par ¢(x) = fix)-x.

b) Exploitez la question précédente pour trouver un
encadrement de { d'amplitude 10-2,

m : (u,) estlasuite définie pour tout entier n par:

u
i —-‘1-5 et par le choix de u,,

2+ u,

1. Sila suite (u,) converge, quelle est sa limite ?

u
2. Prouvez que pour tout n, |u, , | < %

3. Déduisez-en que la suite converge et précisez sa limite

u

4. Erudiez lamonotoniedelasuite (u,) selon les valeurs
du premier terme U.

H A. Partie préliminaire
En étudiant les variations de deux fonctions convena:
blement choisies, démontrez que pour tout réel x de

2
lintervalle [0 ; +ool, X ~ "5 =h(1+x=x (1),

B. On se propose dans cette partie d'étudier la suite

(u,) définiepar: u, = g e1, pour tout entier naturel n

1
nonnul, u,,, = un[1 Yy

1. Démontrez par récurrence que u, >0 pour tout
entier n non nul
2. Démontrez que pour tout entier n non nul :

1 1 1
Inu, = In('l +§)+ In(I +_E]+ +In(l +5).



3.0nposeS, = =+ =+ +—

2I'!

MI_..

M —
— R

etT —1+l+---+—
T4 42 4"

Enutilisant (1), démontrez que S, — %Tn = Inu, =5

4, a) Calculez S, et T, en fonction de n.

n-

b) Déduisez-en Iim S, et lim T,

n— 400 n— +oo
5. Etude de la convergence de la suite (u,)
a) Démontrez que la suite (u,,) est strictement croissante.
b) Déduisez-en gu'elle est convergente.
¢} On admet le résultat suivant : si deux suites (v,) et
{w,) sont convergentes et telles que pour tout entier
naturel n, v, = w,, alors:

lim v, = lm w,

n = +oa N — +oo

Démontrez alors quesi lim u, = ¢, alors

n— +oo

5 -

= =|nf =1.

6
Déduisez-en un encadrement de £.

® De I'écriture décimale a une fraction

A est le nombre qui s'écrit 3,2 43 43 43  dans le sys-
teme décimal ; les pointillés indiquent que I'écriture se
poursuit par le nambre 43 réécrit indéfiniment

Onpose u, = 32, u, = 3,243 et, de maniére généra-
le, u, = 3,243 43 .43 (nfois le nombre 43),

1. Vérifiez que pour tout naturel n = 1:

1 43 43 °
U, = —=| 32+ —++—— |
4 10( 100 'IOD”_)
43 43
2. Calculez la somme —— + -+ :
100 100n

3. Déduisez-en |a limite de la suite (u,,).

4. Ecrivez A sous forme fractionnaire,

m ® Attention aux conjectures trop hatives !
Une suite (u,) est telle que pour tout n, u, > 0.
On suppose qu'il existe un nombre k, 0 < k<1, et tel

Upyq <k

que pour tout n,

il
1. Démontrez par récurrence que pour tout n =1
0 < u, = K"u,.

Déduisez-en la limite de (u,).

10

n .
2.a)u, = - A l'aide de la calculatrice, calculez les

premiers termes de cette suite (u,).

Quelle canjecture pourrait-on faire aprés ces calculs ?
Mais prouvez que (u,) converge vers zero.

b) Plus généralement, prouvez que lorsque a>> 1, la

n

|
suite (F) converge vers zero.

3. Prolongement

On suppose maintenant qu'il existe un nombre k, k > 1,

I"!n+‘l >

= k avec u, > 0.

tel gue pour tout n,
A

a) Démontrez par récurrence que pour tout n,
U, = K" Uy, etdéduisez-enque lim (u,) = +oo.

= 4o
b) Application. Etudiez la limite de la suite (i) définie

paru, = 1,1 etu,,; = u’

= Aide. Prouvez que pour tout n, u, > (1,1)".

m ® La suite (u,) est definie par uy = 1 et pour

Up,

2
u +1

tout entier n, u

e =

1. Prouvez que pour tout n, u, > 0.
2. Prouvez que la suite (u,) est décroissante.
3. lustifiez la convergence de la suite (u,).

4. Calculez les cing premiers termes (valeurs exactes).
Quelle conjecture pouvez-vous faire concernant
l'expression de u, enfonctionde n?

Démontrez-le par récurrence.

5. Quelle est la limite de la suite (u,)?

m e La suite (u,) est définie par u; = -1 et pour
tout entier n non nul :
_ n 3(n+2)
et = e ) T a1y

1. Prouvez, en raisonnant par récurrence, que la suite
(u,) est majorée par 3.

2. Etudiez le sens de variation de (u,).

Déduisez-en que (u,) est convergente.

3. Lasuite (v,) est définie pour tout naturel n non nul
par v, = n(3—u,).

Démontrez que (v, ) est une suite géométrique.
Précisez le premier terme et |a raison.

4. Exprimez v, puis u, en fonction de n, puis détermi-
nez la limite de la suite (u,).




Prendre toutes les initiatives

m La suite (u,) esttelle que les suites de terme géneé-
ralv, = T+u, et w, = 3 - u, sontadjacentes.
Etudiez la convergence de la suite (u,) et précisez, le
cas échéant, sa limite.

m La suite (u,), définie pour tout entier naturel non

nul n, par u, = n(eﬁ— ‘I) est-elle convergente ?

mProuvez que la suite (u,) définie par u, = 1 et

pour tout entier naturel n, par u,,, = /3+u, est
convergente, puis trouvez sa limite.

m ® Frudiez la convergence de |a suite (u,) définie
pour tout entier naturel non nul n par:

13"
"ﬂ=[1+ﬁ)'

m ® Une infinité de segments de longueur
totale finie

ABC est un triangle rectangle en A. H, est {e projeté

orthogonal de A sur (BC). H, est le projeté orthogonal

de H, sur (AC). Hy est le projeté orthogonal de H, sur
(BC), et ainsi de suite.

ATTTH,  He Hg c

On pose:
Ug = AB, Uy = AB+AH,, U, = AB+AH, +H,H,,
el de maniere générale, pour tout naturel n:

U, = AB+AH, +HH, +-+H,_,H,.
Etudiez la limite de la suite ainsi définie.

m: Démontrez que la suite définie par u; = 1 et,
pour tout entier naturel n, par u,,, = 2+ Inu, con-
verge versun réel { telque 31 < { < 32,

- LIMITES DE SUITES




Problemes §

Eﬂ Thémes : Limites de suites.
/ Encadrements. Sens de variation d'une fonction

Les suites (u,) et (v,) sont définies pour tout entier n
non nul par:
u, = sinr1-+5ing+---+ sﬁ'nﬂ
n n2 n? nl
1 2 n

it - e e

et Vv
n¢ n? n¢

n =

: 1
I. Prouvez que la suite (v,,) converge vers 5

2. a) Prouvez que chacune des fonctions :
f: x> x—sinx;
x!
g: xn—r—1+3+cosx~.
.
h: x'—r—x+g + 5in X
ne prend que des valeurs positives ou nulles sur l'inter-
valle |0 ; +==|. (Vous pouvez utiliser les variations de
chacune de ces fonctions.)
b} Justifiez que, pourtout n = 1
13425+ +n3<nf,
Déduisez du a) l'inégalité .
T

vV, —=X—==u

sy <
6 n? Y

n n

pour tout n non nul.

¢) Frouvez que la suite (u,) est convergente.
Quelle est sa limite ?

m Thémes : Suites doubles. Suites arithmétigues.
Suites géométriques. Systémes

S0it 5 I'ensemble des suites (u,) possédant la pro-
priété suivante : pour tout entier n,

3
Uns2a = Eurwl +£un-

|. Existe-t-il dans S des suites constantes (a 'exception
de la suite nulle) ?

2. Existe-t-il dans S des suites arithmétiques (a I'excep-
tion de la suite nulle) ?

3. Existe-t-il dans S des suites géométriques de premier
terme non nul, de raison non nulle ?

4. Vérifiez que les suites (u,) de terme général

o= of2) (-3

ol o et B sont deux réels donnés, appartiennent a S,

5. Déterminez la suite de terme général :

o ofd) oY)

sachantque u; = 3 etu, = —:—5-

Determinez, dans ce cas, la limite de (u,).

m Thémes : Sens de variation d'une fonction.

| / @ Resolution de ['équation f(x) = n. Comparaison

de suites

A. Soit f |a fonction définie sur |0 ; +eo[ par:
xInx

fix) = T

1. Soit ¢ la fonction définie sur ]0 ; +eo[ par:

@(x) = Inx+x+1.
Etudiez les variations de ¢. Etablissez que I'équation
@(x) = 0 admet une solution 3 et une seule et que
027 =B =0,28.

2. Pour x > 0, exprimez f’(x) en fonction de @(x).
Déduisez-en les variations de |
Déterminez les limites de f en 0 et 4,

B. On se propose d'étudier I'équation fix) = n, oun
est un entier naturel non nul.

1. Montrez que, pour tout n, cette équation admet une
solution o, et une seule.

2. Comparaison de o, a e"
a) Etablissez que f(e") < n. Déduisez-en que ., = e".
b) Prouvez que la relation flo,) = n peut s'écrire
sous la forme

un n

In[—) =2

en o,
Déduisez-en, a l'aide de a), la limite de =5 lorsque n
tend vers l'infini.
3. Comparaison de o, 4 e"+n
On écrit ¢, sous la forme:

o, =e"(1+e.),oue, =0 (2)

a) Al'aide de (1), exprimez (1 +¢&,)In(1 +¢€,) en fonc-
tion de n.
b) Etablissez que pour t = 0:

2
Us;,(1+[}1n{1+|:]—r-s;%-

c) Dédujsez de a) et b) que pourtout n= 1
2

O=ne"-g, = %—e-z" (3).

d) A laide de (2) et (3), déterminez la limite de
e"+ n— o, lorsque ntend vers +eo,

— -
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C’EST NOUVEAU AU

QM

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

E[T] concours FEsIc, 2002

On définit les suites (v,) et (w,) par v, = u,

1.[a]La suite (v,) est arithmétique.
| ¢ |La suite (w,,) est arithmétique.

2 n
2'Li‘_."’n=[‘§]- b]w, = 1.
3.[a|u, = vg+vy+utv,_,.

[ c|Lasuite (u,) n'a pas de limite.

FAUX

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez a chaque fois votre réponse.

m 1. Si (u,) est une suite qui converge vers le réel £
etsi (v,) est une suite qui n'a pas de limite réelle, alors
la suite (u, + v,) n'apas de limite réelle.

2. Si (u,) est une suite qui converge vers le réel € et si
(v,) est une suite qui n'a pas de limite réelle, alors la
suite (u, x v,) n'a pas de limite réelle.
3.Si lim u,v, = € etsi lim u, = +eo, alors

n—s 4o n—p oo

lim v, = 0.

n—s 4o0

4. Une suite a toujours soit un minorant, soit un majorant.

i mﬂn considere une suite (u,), définie sur A dont
aucun terme n'est nul.

On définit alors la suite (v,) sur™ par v, = ;—2
n

Gesmirumion RGANISEE pes @ onnaissances

10580 Démonstration de cours

Pré-requis. Une suite (u_) tend vers +oo, si pour tout
rée| A, tous les termes de |a suite sont, & partir d'un cer-
tain rang, supérieurs a A

Démontrez le théoréme suivant :

« Une suite croissante non majorée tend vers +co »,

LIMITES DE SUITES

% Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

On considére la suite (u,,) définiepar Uy, = 0, u; = 1 et,pourtoutne N, u,,, = 1—ur1+1 +gun.

3 3

2

+3— Uy et W, = Upyq T34,

3
@ La suite (v,) est géométrique.
'd|La suite (w,) est constante.

<l = 1-2)"

by, = g(wn— Vi),

; : 3
' d|Lasuite (u,) converge vers &

1. Si(u, ) est convergente, alors (v, ) est convergente,
2. Si(u,)est minorée par 2, alors (v, ) est minorée par—1.
3. Si (u,) est décroissante, alors (v,,) est croissante.

Une suite (u,) est définie sur N par:

Uc, = 1,5
U,,q = 2U, - 1 pour tout entier naturel n.

1. La suite (u, )converge vers 1, abscisse du point d'inter-
section des droites d'équationsy=x et y=2x-1.

2, Lasuite (v,), définie surN par v, = u,— 1, est géo-
métrique. -

3. La suite (v,) est majorée.

w Reportez-vous

a la fiche O du bloc méthodologique page 466.

2. Application. On considére la suite (u,) définie par
Uy = O etlarelation u,,, = u,+e "

a) Demontrez que la suite (u,) est croissante.

b) Démontrez que si la suite (u,) a pour limite £ alors {
vérifie la relation £ = € + et
c) Concluez quant a la convergence de la suite (u,).




Intégration

et primitives
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La rotative est
inventée par R. M.
Le calcul intégral au sens moderne du terme est e E0 BochiCran
i | o & d'impression,
inventé indépendamment par Newton et par Leibniz, ce nouveau type
de machine a
Newton montrant que le calcul d'aires (intégration) imprimer autorise
[esf grands tirages
est le probléme inverse de la dérivation. 5 d?;m?:n
des journaux.

Le calcul intégral de Riemann, développé vers 1850, est
le point de départ de toutes les généralisations ulté-

rieures, notamment celle de Lebesgue au xXx® siecle.

Dépassant les calculs d'aires, de volumes, de centres SCIENCES

W. Thomson,

de gravité, ..., elles permettront le développement con- le futurlord Kelvin,
S : Sk propose le concept
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Le fait suivant mérite d'étre souligné. Jusqu'au inaccessible a

laquelle toutes les
molécules seraient

e - n - - - 3
XVII® siecle, tout est exposé géométriquement, sans au repos deviendra
- , bl labase del'échelle
doute sous linfluence des mathématiciens grecs. d;stempératures
thermo-

L'invention du Calcul différen- dynamiques.
tiel et intégral, les efforts faits
pour l'asseoir sur des bases

claires et l'exposer rigoureu-

sement font qu'a partir du LT TERATIRE
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C'est 'Analyse qui permet de aprés et Le Vicomte
e Bragelone.
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définir avec précision ce qu'est Bev oaniees

i : T inoubliables,
Bernhard Riemann la longueur d’'une courbe, I'aire entrainés dans
1826 — 1866 des aventures

d'une surface... mouvementées.




Intégrale d’une fonction en escalier

[} péfinitions

e Une fonction en escalier est une fonction cons- yi
tante par « morceaux », - e =
La fonction g, définie sur l'intervalle [a ; b], est en - -
escalier, lorsqu'il existe des réels x, = a, xy, x5, ..., 4+ i'_l_'—l—ri

= b telsque x, < x, <x,... <x <x | 1 |
Xn_1: %, q 0 1 2 n-1 n X 0| 1 X; Xy X X

et que g est constante sur chacun des intervalles
ouverts |x;_;; x;[.

Pour I'exemple ci-dessus, g est définie sur I'intervalle [-3 ;4] et x; = —3; %, = - 1;
Xy = 2;%3 = 3% = 4.

On n'exige pas que g soit constante sur les intervalles fermés [x, _, ; x; ], c'est la raison
pour laquelle on ne précise pas les valeurs g(x;).

« Notons ¢, la valeur constante prise par g sur |x;, _4;x,[.

Par définition, I'intégrale de g sur [a ; b] est le nombre I(g) défini par:
I(g) = (x; —xp)ey + - + (X, — %, _1)¢,.

Ainsi dans I'exemple précédent, [(g) = 2x2+3x1+1%x3+1x2 = 12.

Remarques.
1. Les valeurs g(x;) n'interviennent pas dans le calcul de I(g).
2. Lorsque g est positive, 1(g) est la somme des aires des rectangles colorés.

E Exemples
1. f est la fonction en escalier définie sur [-3 ; 4] par:
lsi-3=x<-2
flx) =43 si =2=x=<0
45 0<x=4
Tracez sa courbe dans un repére orthonormal puis calculez [(g).

2. Dans chacun des cas suivants, on a représenté une fonction en escalier g.
Calculez I'intégrale I(g) surI'intervalle de définition.

y yL
fig- 1 fig. 2
3 2
: ¥ . o
i I g i
s ¥ m—r— gt i
by . ! ! x
: N -3 =1 B 1 |4
i BE 3 ; 5
—_— - y — |

INTEGRATION ET PRIMITIVES



Naote

L'objectif est

de mantrer sur un
exemple, comment
andéfinit I"intégrale
d'une fonction
continue 3 partir
d'intégrales

de fonctions

en escalier,

Note

Onrappelle que

P4274 0 4 k3 =
kik-+1)(2k+ 1)

Aire « sous la parabole » et intégrale

fest la fonction x — x? restreinte al'intervalle [0 ; 1] et % sa courbe dans un repére
orthonormal. Pour tout entier n, n =2, on partage lintervalle [0;1] en n
sous-intervalles de méme longueur.

1.Casn = 5

Sur la figure ci-contre, les fonctions en escalier g et h
sont représentées en rouge et en vert. Il est clair que
ge=<f=<h:sur[0;1].

yi

a) On pose :
S5 = %[f({j}+f(%)+f(§]+ j+f(§j | ]
s = 5lf(5)+1(5)+1(5)+(5)+3)] e

Vérifiez que 1(g;) = s; etque I(hs) = S;.

b) L'unité d'aire étant celle du carré de cété 1, indiquez sur la figure l'aire associée a
[(gs), celle associée a [(hs) puis celle associée a la différence 1(hg) — 1(gs).
Ainsi « l'aire sous la parabole » P est encadrée par 1(g.) et [(h;).

2. Cas général i .
On suppose n quelconque, n = 2, eton pose s, = ;Lf{{]] + 'F(E] + .+ f[n

)

Comme danslecas n = 5, s, estla somme des aires des rectangles inférieurs, donc s
est 'intégrale d'une fonction en escalier g, définie par :

2
g.(x) = [E] si x est dans l'intervalle }:{-I - k: 1[, avec0=k=n-1.

n

De méme, on pose S, = %[f(%] + f(%] + e+ f[gﬂ ; S, est la somme des aires des

rectangles supérieurs, donc S, est l'intégrale de la fonction en escalier h, définie par :

2
holx) = (k;l} six est dans l'intervalle }g : k;:l", avec0=k=n-1.

a) Prouvez que s, = —1§[12 +224..4(n-1)2] et §, = lq[l2 + 224 .. +n?].
n n’

b) Exprimez s, et S, en fonction de n. (Voir note ci-contre).
Démontrez que (s, ) est une sujte croissante et (S,) une suite décroissante.

Sn+1

S

n

c) Calculez S, — s, en fonction de n puis prouvez que lim (5, -s,) = 0.
n— +oa

Justifiez que les suites (s, ) et (S, ) convergent vers un réel que vous préciserez.

aunombre 1.

bbbl Ainsi les suites s, = I(g,) et S, = I(h,) sont convergentes et ont

méme limite €. On dit que cette limite commune { est I'intégrale de fsur [0; 1].
D’aprés cette étude, on concoit que £ exprime 'aire du domaine sous la courbe P.

CHAPITRE 8
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1) Notion d’intégrale
sur un intervalle

1.1 Intégrale d’une fonction en escalier

= Fonction constante sur un intervalle [a ; ]

f est une fonction définie sur [a ; b] telle que pour tout x dans |a ; b, flx) = ¢

Les valeurs de f(a) et f(b) peuvent étre différentes de c.

Par définition, I'intégrale de f sur I'intervalle [a ; b] est le réel I(f) tel que :
I(f) = (b-a)c.

Interprétation géométrique

Note Sic > 0,l'intégrale est, dans I'unité d'aire | Sic<0,alors (b—a)c < 0 et l'intégrale
;: ::;::él?gfkl. choisie, I'aire du rectangle coloré, est, dans l'unité d'aire choisie, 'opposée
Dans toute la suite de l'aire du rectangle coloré.
wu.a. » signifie « unités
d'aire ». Y yi
€fommmmmmmeaane > - i K
di . - ! 1ua
: aire=1I(f) 3
1ua. : Eeiif) i 1 a b
i 9 L. | O T TSl
0 | a b x e s h
m Fonction en escalier sur un intervalle [a ; b]
Note La fonction freprésentée ci-dessous est dite en escalier : elle est constante

1{f) est un nombre

it par morceaux. Par définition, son intégrale sur I'intervalle [a ; b] est le réel ;
qui ne dépend que de f

etde|o; b|. g
::::1:;:?1'::”:;?;5 HF) = (e =xg)er + (x5 —x1 )5 + (X5 —x3)€5 + (x4 - X3)cy = Z (x;—x;_4)ec;.
sur les axes, i=1
Interprétation géométrique
L'intégrale de f sur [a ; b] est la somme algébri-
que des aires des rectangles colorés, ces aires Y [ —
étant comptées : ' t E p—
« positivement s'ils sont au-dessus de 1'axe (Ox), : ' : :
«négativement s'ils sont en dessous. : w1 S
Cas général G _‘f ' xsi- .
Une fonction fest en escalier sur l'intervalle [a;5] 5 a=x, 'xl -"zi = _ = "
lorsqu'il existe n+ 1 réels x, de [a ; b] tels que egf-----oomeeceis] e 2]

Xog=a, X, = b et xy<x; <.~ <x, et tels
que f est constante sur chaque intervalle ouvert o o
Sipour toutx de ]x;_; ; x[, on pose f(x) = ¢,, alors par définition,

I(F) = (xy=xg)ey + (%3 —x1)ey + -+ + (X, —%, 1),
Notation et vocabulaire. L'intégrale I(f) sur [a ; b] est notée :

_[:f(t)dt; _[jﬂx}ldx; j:f(u}du;...

Cette notation est due & Leibniz. Le symbole J' est un S stylisé pour signaler que
I'on effectue une somme intégrale.
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1.2 Intégrale d’une fonction continue

m Définition et exemple

f est une fonction continue sur l'intervalle [a ; b] ; on démontre et nous I'admet-
trons, qu'il existe deux suites de fonctions en escalier (g, ) et (h, ) telles que :

« pour tout n de N et tout t de [a; b], g.(t)=f(t)=h[(t) [1],

«les suites I(g, ) et I(h,) sont convergentes et ont méme limite [2].

En outre, si (s, ) et (¢, ) sont deux suites de fonctions en escalier qui encadrent f et
telles que les suites I(s, ) et I(t, ) aient une limite commune €" alors £ = €.

b
DEFINITION 1 ® | Cette limite £ est 'intégrale de f sur [a ; b]. On note £ = I f(t)dt.
ia

Cas d'une fonction f continue, positive et décroissante sur [0 ; 1]
Indiquons dans ce cas comment trouver des fonctions en escalier g et h . Pour
tout n, on subdivise réguliérement [0 ; 1] en 2" sous-intervalles et on considére
les fonctions g, et h, qui encadrent f.

Les dessins ci-dessous illustrent la situation lorsque n = 0, n = 1, n = 2.

us n=20 yi n="1 y

Note % ]
g, est dessinée en violat ety |
et h, envert.

o ol
[ ]

T 112 1 X Ol 1/4 12 34 1 X

G._..

Posons u, = I(g,) etv, = I(h,). Alors, d’apresle §1.1:
s u, = aire du domaine coloré en violet, u, = f(1), u;, = :—L[f(l]+ﬂ'l)}

o= ) ) (o) -

sV, = u,+somme des aires des 2" rectangles verts, v, = f(0),

- vy = 5[0 +£(3]] v2 = %[ffﬁ)+f(i)+f(%)+f(gﬂ,_,_

Sil'on divise 'intervalle

(s Slen intanalles s Les dessins laissent prévoir que :

b , « (u, ) est croissante. « (v, ) est décroissante. elim(u,—v,) = 0.

longueur ,lessuites . i L B B
Ces affirmations peuvent étre démontrées, nous les admettrons.

(1{g,)} et (1{};)) ne Les suites (u, ) et (v, ) sont alors adjacentes, donc ont une limite commune qui,
sont pas toujours par définition, est I'intégrale de fsur [0 ; 1]. Ainsi
adjacentes méme si fest 1 1 9
continue et monotone, ] - = = = = =
mais elles ont toujours la I(H = nlif?mun — nll,n}m2”[f[ 2,,) * f[2"] + oo+ f 1]j|

méme limite.
m Aire et intégrale
Dans l'exemple ci-dessus, on concoit que lorsque n augmente indéfiniment
« les domaines colorés tendent a recouvrir intégralement le domaine sous la
courbe ». Il est alors légitime de définir ’aire de ce domaine comme étant I(f).

f est continue positive f est continue négative
y 11L y
" . } —|ul .
O 199 X
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Note
Méme si fest positive,

b
lorsque a > b, I fieyde

a
n'est plus "aire
sous la courbe,
mais 50n opposée,

THEOREME 1 ®
(théoréme admis)

THEOREME 2 »

(théoréme admis)

2) Extension

et premieres propriétés

2.1 Extension
de la définition a a et b quelconques

On a défini I'intégrale d'une fonction en escalier ou continue sur un intervalle [a ; b],
ce qui suppose a < b. Maintenant, si f est une fonction continue sur un intervalle ],
sia et b sont deux réels de I tels que a = b, on pose par définition :

lorsque a > b, rf(t)dt = -j:f(t)dt,et lorsque a = b, Jmf(t)dt =0,

2.2 Relation de Chasles

f est une fonction continue sur un intervalle I.
b € c

Quels que soient les réels a, bet cdans 1, [ f(r)de+ L. ft)de = [ fleyde.
a a

Mlustrons dans un cas particulier ce théoréme, que nous admettrons.
Lorsque f est positive et @ < b < ¢, la relation de
Chasles traduit I'additivité des aires: l'aire de la
réunion de deux domaines adjacents est la somme

des aires de chacun d'eux. Mais avec les intégrales, i;: ;
la relation est vraie quels que soient les réels a, b, c. o] ; ;J o
Conséquence pratique
Si f est paire sur [—a; a], alors : Si f est impaire, alors :
[ feyae = 2[ fcea. G
~a 0 -a

0
En effet, r flt)de =j f(t)du-rf(t)dt Les deux domaines colorés ont

méme aire. Si f est paire (resp. impaire), I f(t)dt = I;f(t]dt
(resp. J f(t)dt = —I f(t)de), doule resuitat

2.3 Linéarité de l'intégration

f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, A est un réel quelconque.
Quels que soient les réels a et b dans l'intervalle I :

rlf(t)dt = a._["f(t)dr et r{f+g){t}dt = rf(t}dt+-[bg(t)dt.

Donc I'intégrale de la fonction Af est A fois l'intégrale de f et I'intégrale de la
somme de deux fonctions est la somme de leurs intégrales.
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Relation de Chasles

Ainsi nommeée par analogie avec la
relation de Chasles pour les vecteurs -
quels que sofent les points A, B et C
AC = AB +BC.

Eile est utilisée en particulier pour |e
calcul de lintégrale d'une fonction
CONTINUE par morceaux.

=% EXERCICE RESOLU 1

Linéarité de l'intégrale
Exemples.
eSiK = r(zz—z‘asinndt.
LH
on peut écrire ;
K= 2}“&1:—3_[" sintdt
(i 0 ;

1 L 1 [3
25 L = dr + :
-[u1+[2 ol +t?
on peut écrire :
J-‘t+t3 Vel + t2)
= df= T e
ol+t2 0 1412
1
L=\ tdr
I,

Aire d’'un domaine
entre deux courbes

i la courbe €, est au-dessus de
lz courbe ‘lzg sur |a;b], alors l'aire
du domaine % limité par les deux
courbes sur [a; b] est:

1) = [ (f-g)x)dx (enua)

N G
E__‘_‘-H\‘i
s $o
H R
a O [

En effet, lorsque f=0 et g= 0,
b b
A(D) = J’ f(x;dx—f g(x) dx
doi:
& b
A(®) = [ (fx) - g(x))dx,

Cerésultat est vral dans tous les cas,
nous fadmettrons.

= EXERCICE RESOLU 2

EXERCICE RESOLU n Calculer l'intégrale

d'une fonction affine par morceaux

A4 | a représentation graphique
d'une fonction fest donnée ci-cantre.

5
= J'_Tf(r}dr_

SOLUTION COMMENTEE

Nous ne savons pas calculer directe-

Calculez I(f)

5
ment j' f(t)dt, mais grace a la rela-
o]

tion de Chasles, nous pouvons |'écrire
comme une somme d'intégrales que
nous savens calculer :

(¢} 1 4 5
I(f) = flyde+ | flode+ | fit)de+ | flode
"= J frodes [ fodes [ o
Par définition, I'aire {(en u.a)) sous la courbe d’une fonction continue positive
]
est egale a son intégrale donc J fix)dx est|'aire du trapéze vert. De méme
1
] 5
_[ fix)dx et j fix)dx sont celles des triangles jaune et gris.
0 4
%
Mais sur [1; 4], f< 0, donc j flx)dx est l'opposée de 'aire du triangle
1

rouge. Ainsi I(f) = %+ 1-3+ :!:2 soit I(f) =

EXERCICE 3

EXERCICE RESOLU Calculer I'aire d'un domaine
entre deux courbes

AILIEY €, et € sontles courbes représentatives, dans un repére orthonormal

(0510, /), des fonctions fet g définies sur [0 3] par f( x) —%2 et g{x x)=—=.

x+1
Calculez I'aire du domaine 0 limité par ces deux courbes sur [0 ; 3].
y
f et g étant continues sur [0 3], il s'agit 2
d'abord de connaitre la position de G, par .
rapport a € ;. Pour tout xde [0; 3], 1 i o~ -
X+2+x
flx)—g(x) = o
= 2Axt1) _ 5. 0 1 | 2| 8 |«
X+ 1 ]
ainsi f(x) - g(x) > 0 donc €, est -1
au-dessus de €y

3 3
Alars, l'aire der;’-:est A(D) = J' (f-g)x)dx = J- 2dx;or f- g est cons-
0 0

3
tante de valeur Z,doncll- 2dx = 3x2 = 6, dot Ad(%) = 6 ua.

Remarque. Pour tout xde [0;3], fix) = g(x)+ 2 donc €, sedéduitde’ €y
par translation de vecteur 2], On peut constater que l'aire de! 1 est éga1eace|le
du rectangle de dimensions 3 et 2.

EXERCICES 107, 136
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THEOREME 1 »

Note

On traduit le résultat z.
en disant que

sig = b,on peut intégrer
Iinégalité f= g sur

I"intervalle |a ; b].

THEOREME 4

Note

On donne le nom
d'inégalité de

|a moyenne 4 cet
encadrement

de l'intégrale de f.

THEOREME 5 %

Note

Ce théoréme assure
"existence de ¢
quel que soit l'ordre
deaet b.

Note

La démaonstration est
donnée dans le cas ol
fest continue, monotone
et nous admettrons le cas
genéral. La preuve serait
la méme, car 'image

de l'intervalle |a ; b] par
une fonction f continue
est toujours un intervalle
fermé [rm; M].

3) Encadrement.
Valeur moyenne

3.1 Signe de l'intégrale, encadrement

fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle | ; a et b sont deux réels de 1.

b
1.S8ia =<b etsi, pour tout tde [a; b], f(t) = 0, alors J. fit)yde=0.
[

b b
2.Sia = b etsi,pourtouttde [a;b], f(t) < g(t), alors_[ f(t)dt ﬁj g(t)dt,

Démonstration.

1. Nous avons vu a la page 194 que lorsque f = 0 sur [a ; b], le nombre I(f) est positif,

2. De I'hypothése f= g, on déduit g—f = 0 sur [a ; b], dou I(g - f) = 0 ; en utilisant la linéarité
de i'intégraﬁnn. Kg)-1I(F)=0,doncl(f)=1(g).

f est une fonction continue sur un intervalle [ ; m et M sont deux réels;a et b
sont deux réels de l'intervalle [ telsque a < b .

Sim=f= Msur |a;b], alors m(b—a) E.I'bf(t)dti M(b—-a).

Démonstration.

Pour tout t dans [a ; #], m = f{t) = M [1]. Les fonctions t = m et t —> M sont constantes sur [a; ]
b In

donc j mdt = (b-a)m el:j Mdt = (b—a)M.

Puisque a = b, on peut intégrer [1] sur [a ; b], d'ou:

b b b b
j mdtéJ' ﬁndra:_{ Mdt soit m[bwa)f:.‘--l- f(£)dt = M(b - a).
a a a o

3.2 Valeur moyenne d’une fonction

fest une fonction continue sur un intervalle I ; a et b sont deux réels distincts de
I'intervalle I. -
Alors il existe un réel c entre a et b tel que I f(t)dt = (B—a)f(c).

a

b
Le nombre ﬁ J f(t)dt est appelé valeur moyenne de fentrea et b.
== i

Démonstration.
On suppose la fonction f croissante.
1% cas : a < b. Puisque [ est croissante, pour tout x dans [a ; bl, f(a) = f(x) = f(b).

]
D'aprés le théoreme 4, f(a)(b—a) = I f(t)de = fib)(b—a) et, puisque b—a > 0,

1
b—-a

b
j fle)dt = fleq), d'oile résultat.

fla) = ﬁjb fleyde = f(b). Le réel J.bf{r}di est dans l'intervalle [f(a);f(b)], donc il

1
b—-a

existe ¢; dans [a ; b] tel que
b
2¢cas:a > b Alors I fieyde = -I“f(l)dl‘, et puisque b << a, d'aprés le cas précédent, il existe ¢,
a b
dans [k ; a] tel que r,F{t}d: = (a—b)f(c;). On en déduit que
b

_J':ﬁt]dt = (b—a)f(c;) etdone Jﬁf{t)dr = (b—a)f(c,).
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Interprétation
du théoréme 4

Lorsque f est continue telle que
0<m=f=M sur [a;b], liné
galité de la moyenne signifie alors
que l'aire sous 6, est comprise entre
celle du rectangle ABEF et celle du
rectangle ABCD.

y
M

On considére la suite définie sur N par u,, = J
0

0 a b :1-»:
aire ABEF = mi(b—a).
aire ABCD = M(b- a).

=p EXERCICE RESOLU 4

Valeur moyenne et aire

Le nombre g = ﬁjbﬂt}dn si
= a

a< b, est appelé valeur moyenne
de fsur [a; b].

) b 2
Diois J’ fitydt = p(b-a).
a

Ainsi dans le cas ol f est continue et
positive sur [a;b] (a=<<bh), le
nombre p sinterpréte comme la
hauteur du rectangle construit sur
[a;b], de méme aire que Ie
domaine défini par I'axe (Ox), €, et
les droites d'éguation x = a et
X=b

L
Uu.' i;x

EXERCICE RESOLU n Comparer des intégrales
[I’-\

1#t2

Prouvez que (u,) est une suite décroissante a termes positifs.

dt.

SOLUTION COMMENTEE

Pour tout naturel n, la fonction t+— : est positive sur [0; 1] donc

+t2
r."l

1412

Pour étudier le sens de variation de (u,,), comparons u, et u, , , c'est-a-dire

1 tn 'IE."|+T
_[ dtet_[ dt.
ol +1t2 ol +t?

Orpourtouttdans [0;1], t"t'=tret1+12>0 dol

1
d'aprés le théoréme 3.1, _[ dt=0, soit u, = 0.
0

[r5.+1 th

=

T4+t2 14+t
ltn-n-‘l tn

1
D'apres le théoreme 3.2, dt EI dt, soit u =u,.
3 ol +¢ ol +12 kT

Ainsila suite (u,) est décroissante.
Remarque. Puisqu'elle est décroissante et minorée par 0, (u,) converge.

Ten+1 _ tn
Autre solution. On peut étudier le signe de u, , ,—u, = j %dt.
o 1+
= 1{1"*-1_1-11
Puisque 0=t=1, th+1_tn=Q doncj
o 1+¢t2

EXERCICE 1D

dt=D0et U, = U,

AIEA On admet que la fonction f: x+—

EXERCICE RESOLU n Utiliser Iinégalité de la moyenne

g est décroissante sur
e =

[0 ; +=<]. Pourtout entier naturel n, on pose:
n+1
|, = _[ f(x)dx.
n

Prouvez que pour taut naturel n, fin+ 1) = 1_= f(n), puis déduisez-en que
la suite (1) est convergente.

SOLUTION COMMENTEE

festdécroissante sur toutintervalle J, = [n; n+ 1] doncpourtout xde J,,
fin+1) = f(x) = f(n).

L'inégalité de lamouenne appliquéeaveca = n, b = n+1, m = fin+1)

et M = f(n) s'écrit:

n+1
f{n+1}x{n+1—n)s€j ! fx)ydx=fin)y=x{(n+1-=n)

r
d'oll fln+1)=l,=f(n) [l
Or Iim ftn) = 0 et lim fin+ 1) = 0 donc, d'aprés le théoréme d'enca-
N =4+ M— 4+ oo

drement, la suite (l,) converge vers 0.

Remarque. Une interprétation géométrique

permet de retrouver I'encadrement [1].

|, représente l'aire sous la courbe ; elle est enca- i

drée par les aires des rectangles fin+ 1) pour fn+ 1)}

le rectangle « inférieur » et f(n) pour le rectan-
i

y A

gle « supérieur ».
L
EXERCICE 14 0 n A+l %
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4)

DEFINITION 2 »

THEOREME 6t »

Note

On dit que

deux primitives
d'une fonction sur

un intervalle différent
d'une constante,

COROLLAIRE »

Note

En référence 3

des situations

vues en physigue,

la condition G(x, )=y,
est appelée condition
initiale.

THEOREME 7T »

Note

Le théoréme 7 affirme
en particulier
I"existence de primitives
pour toute fonction
continue sur

un intervalle 1.

RESTITUTION
ORGANISEE DES
CONMNAISSANCES

exercice i)

Nous allons démontrer, grice au calcul intégral, que toute fonction continue fsur
un intervalle [ est la dérivée d'une fonction F qui sera appelée primitive de f.

4.1 Définition. Lien entre deux primitives

f est une fonction définie sur un intervalle I. Une primitive de f sur I est une
fonction F dérivable sur I, telle que pour tout x dans I, F'(x) = f(x).

La connaissance d'une primitive d'une fonction f sur un intervalle I permet de les
trouver toutes, c’est ce qu'affirme le théoréme qui suit.

fest une fonction définie sur un intervalle I Si F est une primitive de fsur 1, alors
fadmet une infinité de primitives. Toute autre primitive de f sur [ est définie par
G(x) = F(x) + k ou k est une constante réelle,

Démonstration.

F est dérivable sur I et F* = f. Lafonction G est aussi dérivable sur I avec G*
est une primitive de fsurl.

Inversement, si G est une primitive de fsurlalors G = f = F' don G' = F’ = 0. La dérivée de
G - F est nulle sur I'intervalle [ done G — F est constante sur 1 : il existe un réelktel que pour tout x
dans [, G(x) - F(x) = k, d'oii le résultat.

= f. Donc G

X, est un réel donné dans [ et y, est un réel quelconque.
Alors il existe une primitive et une seule G de f sur I telle que G(x,) = y,.

En effet, si F est une primitive de f sur I, toute autre primitive G est définie par
G(x) = F(x)+k avec k réel. Or la condition initiale G(xg) = yy équivaut i
k = y,-F(xy). Lavaleur de k est unique, d’oti le résultat.

4.2 Primitives d’une fonction continue

f est une fonction continue sur un intervalle I ; a est un réel de I,

Alors la fonction F définie sur I par F(x) = j f(t)dt est I'unique primitive
de fsur I telle que F(a) =0

Démonstration.
Prouvons d'abord que F est dérivable en tout point x,deletque F'(x,) = f(x,).
Pour cela, étudions la limite en x, de la fonction T définie pour tout réel i £ 0 tel que xg + b est
F(xg+ h) = Fixg)
A . ) b
%o a Xy + A Xy ¥
Or  F(xg+h)—F(x,) = ‘[ fityde —J' fityde = I flt)dt +I f(t)de = j' fle)de

& fv] £p (5]

dans [ par T(h) =

Ky +h

et d'aprés le théoréme 5, il existe ¢ entre x, et x, + h tel que :

ot h
j flt)dt = (xg+h—x;)flc) = hf(c) done T(h) = flc). Or lorsque h tend vers 0, ¢ tend vers

X, et puisque f est continue, f(c), et donc T(h), tend vers f(x, ). Ainsi, limﬂTlfh} = {(x,) doncF est
-
dérivable en xpet F'(xy) = flx,).

L'unicité résulte ensuite du corellaire puisque F(a) = 0.

INTEGRATION ET PRIMITIVES




COMPRENDRE

Notation des primitives

En général, une fonction est notée
par une lettre minuscule alors gu'une
primitive (si elle existe) est notée par
la lettre majuscule associée,

Exemple.
F: x—=Inx est une primitive de

1
fi x> % surl'intervalle |0 ; +=2|.

Eneffet, F est dérivablesur |0 ; +sa|
glpourtout x >0, F'(x) = f(x).

Représentation
des primitives de f
sur un intervalle |

Sion connait la courbe . d'une pri-
mitive quelconque F, alors la courbe
ass50ciée a une autre primitive, définie
sur | par G(x) = F{x)+k, sen
déduit par translation de vecteur kj.

Yot--

Ainsi la famille des courbes obtenues
pour k décrivant [ constitue la
bande colorée.

['aprés e corollaire, le point de coor-
données (Xg; Ug) €Etant donné, il
existe une seule courbe ‘€ passant
piar ce point.

Forme intégrale
d'une primitive

La fonction x = Inx est la primitive
sannulant en 1 de la fonction inverse
sur |0 5 +eo].

Ainsi, Inx = Jx%dt_
1

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU ﬂ Reconnaitre une primitive

; 2 W ;
Prouvez que la fonction F: xn—:»gxﬁ est une primitive de la fonction

f: x—./x surlintervalle [0 ; +oo].

POINT METHODE

Pour démontrer que F est une primitive de fsur un intervalle |, il suffit de
prouver que F est dérivable surl et que F* = f.

SOLUTION COMMENTEE

Prouvons que F est dérivable pour tout réel x = 0 et que F(x) = ./x.

F est le produit de deux fonctions dérivables, l'une sur |, l'autre (fonction
racine} n'est dérivable que sur l'intervalle ouvert 0 ; 4e=.

Ily a donc nécessité d'étudier a part la dérivabilité de F en 0.

’ 2 s
@ Sur |0 +==[, les fonctions x — 3" et x— ,ﬁ( sont dérivables, donc leur

produit F aussi et pour tout x > 0:

F(x) = %ﬁ + %xx 21?{ - %J’k + ;'_J-,_J} il
Ainsi F'(x) = f(x) sur JO; +so].

® Pour prouver la dérivabilité en 0, étudions la limite en 0 de la fonction ¢:
tHx) = FU’-’};F(D}

Ainsi F est dérivableen O et F(0) = 0 = f{0).

@ Finalement, F* = f sur lintervalle [0 ; +==|, doncF est une primitive de f
sur [0 ; +eel.

lorsque x = 0. Or t(x) = %4} donc lim t{x) = 0.

¥—0

=% EXERCICES 164 139

Trouver la primitive soumise

EXERCICE RESOLU ﬂ
a une condition initiale

ENONCE

Trouvez la primitive F sur R dela fonction f: x — e** ! telleque F(In2) = 0.

SOLUTION COMMENTEE

La fonction @ : x — e** ! estune primitive sur | de la fonction f

En effet, @ est dérivable sur [{, comme composée de fonctions dérivables
sur [, et pour tout réel x, @'(x) = 1x e+t = flx).

Toute autre primitive F de fsur [ est définie par F(x) = d(x) + k ol k est
une constante,

La condition initiale F(In2) = 0 s'écriteM2+1 4+ k = 0, dol k = —ehh2+!1
soit k = —exel? = - Je.

Ainsi la primitive cherchée est définie sur [¥, par F(x) = e**1- 2e,

Remarque. Cette égalité s'écrit aussi F(x) = ee*—2e = e(e* - 2)
Sous cette forme, il est aisé de contréler que F s'annule en In2.

=% EXERCICES 34 4 36
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Note

Veillez au choix des
intervalles pour les
primitives de x+—» x"
larsque n ast un entier
relatif distinct de —1.

Note

Une primitive de u’u”
lorsgue n < -1

n'est définie

que sur un intervalie |
sur lequel uest dérivable
et une s'annule pas.

5) Calculs de primitives

5.1 Primitives des fonctions usuelles

Les opérations sur les fonctions dérivables et la définition d'une primitive conduisent
immédiatement aux résultats suivants.

® SiF et G sont des primitives des fonctions fet g sur un intervalle I, alors F + G
est une primitive de f + g sur L.

® 5i F est une primitive de la fonction f sur un intervalle I et A un réel, alors AF
est une primitive de Af sur L

De méme, les résultats connus sur les dérivées des fonctions usuelles donnent
« par lecture inverse » le tableau de primitives suivant :

fonction £ primitive F sur l'intervalle | = ...
a8 (constante) ax R
3 o phd R sin=0
&t e d=1-1j rES| J—oo; 0 0010 ; oo i< ~1
% 2.Jx 10 ; +oof
1 Inx 10; o]
.! L]
e’ ef
sinx —C0SX
cosx sinx R
1 n o
oty L _T LT
I+ tan’x o tanx j| 2+ht,2+kr:[ (ke Z)

S.2 Formules génerales

Le tableau suivant résume divers cas d’exploitation de la dérivée d'une fonction
composée (voir chapitre 3, page 60) pour 'expression d'une primitive.

Dans chaque cas, u est une fonction dérivable sur un intervalle I.

fonction £ primitive F remargues ‘
1 Lorsque 7 < —1
L e n+1 t
Bk iee =t} vl pour tout xdans |, u(x) 0.
L 2.Ju u=>Dsurl
JI-' u
u’ Inu u=0surl
u In(—u) U< 0surl
u'e” e
x— u(ax+b) (a=0) K= §U(ax+ i)} U primitive de usur|

INTEGRATION ET PRIMITIVES



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Primitives
d’un polynéme

Une primitive sur iR d'un polyndme
de degré n est un polynéme de degré
n+1.
Exemple.

fix) = 2x3-5x2+3x-4.
Une primitive F de f s'obtient en
calculant la somme des primitives de
chacun de ses mondmes.
Puisque x+ ax” (ae R", pe W)
admet pour primitive sur [,

e xP+1 F est définie par:
5

oy S5 8.0
F{x)—zx“ 3% +2x3 4.

X =

Primitives
de u'x(g'ou)

La dérivée, lorsqu'elle existe, d'une
fonction composée gou est la
fonction :
X u'(x) X g'[u(x)].

Done, si pour tout x dun intervalle |,
f(x) = u'(x) x g’[u(x)], alors une
primitive F de f sur | est définie par
Flx) = glu(x)].

Exemple.

f(x) = 2xcos(x?), | = [0; m].
On pose u(x) = x2, u'(x) =
g'(x) = cosx d'ol g(x) = sinx.
On reconnait :

f(x) = w'(x)xg'lu(x)].
Puisque [ = (g o u)’ alors une pri-
mitive de fsur | est la fonction:

F =goi.
Ainsi, pour tout x de |,
F(x) = sin(x?).
Remarque. Par dérivation, Il est aisé
de vérifier que F est une primitive de f.

EXERCICE RESOLU Calculer des primitives

Pour chacune des fonctions fcontinues sur l'intervalle | indiqué, trouvez une
primitive F sur L.

L |

= i 1 1
= (3x=1): | = R. 2 = —_— = |z 4oe
1) f(x) = (3x—1) M) = o | J5:+[-
e R o N = B oo
3) f(x) =21 I =1-1:1[ 4) fix) .erT+"|' I = R.

POINT METHODE

On écrit fsous la forme og, ol o est un réel et g une fonction dont on connait
une primitive grace aux tableaux. Les formes recherchées sont :

e LT = E — E. = *au
f= ou'un; f—u'ﬁ‘. f_o'.u. f= aue’

Un contréle du résultat trouvé est toujours possible; en dérivant F, on doit
trouver f

SOLUTION COMMENTEE

1) La présence d'un exposant oriente vers la forme au’u” (n > 0).
Posons u(x) = 3x—1;uestdérivable sur R et u'(x) =
|

Ainsi f(x) = 3:-:3:-:{3;(—!}5. donc f = %u’uﬁ,
Une primitivesur K est F = %x;u’ = ;—1u? d'oll F(x) = lT(Sx—H"’.

2) L'exposant au dénominateur incite a la forme ou’u” avec n négatif

Posons u(x) = 2x-1;uestdérivablesurlet u'(x) =
Ainsi flx) = 1x2x(2x—1j‘4, donc f = %U'u"‘.

1 1 1 s ~1
Une primitivesur |est F = z x —u % = ——, doU F(x) =

2 -3 6u® 6(2x-1)F
3) Dans ce quotient de deux polynémes, la comparaison de leurs degrés

conduit a rechercher la forme a%-

Posons u{x) = x2—1;uest dérivable surlet u'(x) =

Ainsi f(x) = 1 2” v donc f = Ix H En outre, u< 0 surl, donc une
2 x2 2 U
primitive est F = %rn:—u], d'ou F(x) = Elnﬂ — X2).
4] La présence d'un radical incite & rechercher laforme f = a“T-
u
Posons u(x) = x2+1;u>0 etuest dénvable sur [l avec u'(x) =
3 2x u’
Ainsi f(x) = = danc }'_ 5%
2 Jx2 41 .ﬂj
Une primitive sur Hest F = -KZJG = 3.Ju, doii F(x) = 3./x2+1.

ha

* EXERCICES 23 4 33
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THEOREME 8 ®

THEOREME 9 ®

Note

La formule

du théoréme o

est appelée

formule d’intégration
par parties.

de la démonstration

On intégre,

sous les bonnes
hypothéses,

chacune des fonctions
de la formule

(uv)” = u'v+uv'.

Et uv est une primitive
de (uv)'.

6) Calculs d’intégrales

6.1 Expression
d’une intégrale a partir d’une primitive

f est une fonction continue sur un intervalle I, F est une primitive quelconque
de fsur [, a et b sont deux réels de I. Alors :

J"’f-::)d: = F(b)-F(a).

Démonstration. D'aprés le théoréme 7, la fonction G : x> I f(e)de est la primitive de f sur |
]

telle que G(a) = 0. Si F est une primitive quelconque de f sur I, alors il existe une constante
réelle k telle que pour tout x de [, G(x) = F(x)+ k. Or G(a) = 0 donc k = =F(a) et ainsi

x b
J fltydt = F(x)-F(a). En choisissant x = b, on obtient G(x) = I fitydt = F(b)-F(a).
] [ ]

Remarque. On écrit souvent la différence F(b) - F(a) sous la forme condensée

[F(0)]. g

Ainsi : _[ f(t)dt = [F(t)]. = F(b)-F(a).
a

Sur [R, x> cosx a pour primitive x — sinx d’ou :

b4
I costdt = [sint],:";r = sint-sin0 = 0.

0

6.2 Intégration par parties

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, telles que leurs dérivées
u” et v’ sont continues sur 1. Alors pour tous réelsaetbdel:

b . b b y
[Cutew'(®)de = [uew(e)]; - [ wieve)de.

Démonstration. La fonction uv est dérivable sur [ avec (uv) = u'v + uv”.
Ainsi uv’ = (uv) - u'v [1]. Puisque uv’, (uv) et u’v sont continues sur 1, on déduit de [1] que:

] ]
J' (uv')(t)dt =j [(av)'(t) — (u"v)(E)]de.
D'aprés la linéarité de l'intégration (théoréme 2) :
& & b
j (wv’)(t)dt = j' {uvr{:;dr—[ (W'v)(tyde [2].

b
Or uv est une primitive de (uv)’ sur [, donc J- (uv)'(t)dt = [u{r}vtrilf.

b B
Ainsi [2] s'écrit [ u(e)v'(0)de = [u(e)w(n)]} - [ w(eu(e)de.

1
EETE Calcul dej‘ tetdr
o

1 1
j te'dt estdela formej. u(t)v'(t)dt, avec u(t) = t et v'(t) = et.
o 0

Alors u’(t) = 1 et v(t) = e'. (Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1] et
leurs dérivées u” et v’ continues sur [0;1].) D'aprés la formule d'intégration par
parties :

r tetdt =

ﬂ [te']é—[e‘]; =e-(e-1) = 1.

1
[te‘]é —J' 1xetdt =
0

INTEGRATION ET PRIMITIVES



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

intérét du théoréme 8

Grace a cethéoréme, on peut calcu-
]

ler facilement _[ f(t)dt lorsqu'on
a

connait explicitement une primitive

F de f sur un intervalle contenant
les bornes d'intégration.

Exemple,
On veut calculer

1
K =J‘ (t4+1)dr
-2

Une primitive sur [ de la fonction
t=fit) = t*+1 est la fonction

t—=F(t) = %r5+r.

1
Ainsi K = [1 t5+ t} , 50it
5 -2

o 32 .\ _46
Gloie st

Expression
d’une primitive
sous forme intégrale

Inversement, le calcul intégral permet
dexprimer des primitives sous forme
ditégrales F(x) = [ f(tydt (voir
théoréme 7). ;

Méme si le calcul exact de l'intégrale
pst impossible, parfois, on peut obte-
nir des renseignerments sur F grace
aux propriétés de l'intégration.

=p EXERCICE RESOLU 8

EXERCICE Rtsom Intégrer par parties

z
A4 Calculez l'intégrale K = I (1 —x)e*dx.
a

SOLUTION COMMENTEE
Les formules connues sur le calcul des primitives ne permettent pas d'obtenir
directement une primitive de f: x— (1 — x)e* sur [&.

Mais fest un produit de fonctions d'oli I'idée d'intégrer par parties.

:
K est de Iaforrng_[ u(x)v'(x)dx avec u{x) = 1 —x et v'(x) = e ¥
0

Posons : u'(x) = -1,

vix) = —e*.

u(x) = 1-x:
vi(x) = e%;
u et v sont deux fonctions dérivables, de dérivées 1" et v’ continues sur [,
donc d'aprés le théoréme 9 :

x1! y —X = 1 —X
[—(1=x)e ]D-JD(—H(—E ydx = 1~jﬂe dx

K

K

1 -|—e-f'|,3, =1-(—e'+1)doncK = e

EXERCICES 51 4 54

A% Utiliser lintégration par parties
pour calculer une primitive

AT Trouvez une primitive sur 0 ; 4eo[ de f: x> Inx.
SOLUTION COMMENTEE

Les « formules » ne permettent pas un tel calcul ; mais puisque In est une

EXERCICE RESOLU ﬂ

F 4

fonction continue sur |0 : +=<[, la fonction F: x'—rj Intdt est la primitive
1

nulleen 1 de fsur J0 ; +oof.

X
Notons gu'on peut écrire F(x) = | 1x Intdt etintégrons par parties.
3 parp

Posons: u(t) = Int; u'(t) = 1?,

Vi) = 1; wit) = &
u et v sont dérivables, de dérivées u” et v continues sur |0 +=of, donc
d'aprés le théoréme 9 ;

Fx)

.I'! X
tint]; — | =xtdt = xlnx- [ 1dt
[ h LE -L

F(x) = xInx—[t]; = xInx—x+1.
Ainsi la fonction F: x+— xInx—x+ 1 est la primitive de fsur |0 ; +oo telle

que F(1) = 0.

Remarques.

e L'écriture Int = 1 Int, qui est une trivialité, a cependant permis de cal-
culer l'intégrale en utilisant le théoréme d'intégration par parties. Ce procédé
mérite d'&tre retenu.

¢ 5i on ajoute la constante —1 a I'expression de F(x), on obtient une autre
primitive: x — xlnx — x.

EXERCICES 55 a 58
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f est une fonction continue sur un intervalle I, ‘€ sa courbe dans un repére orthogonal ot

l'unité d'aire est celle du rectangle de base. Les nombres a, b, ¢ sont des réels quelconques de [

@ Notion d’intégrale
« L'intégrale de f sur l'intervalle [a ; b] est un
nombre qui ne dépend que de f et de [a ; b].

Onlenote [ f(t)dt ou [ f(x)dx...
A I:f{t)dt = -I:f(t}dt.

 ['fyde = 0.
» On démontre que si F est une primitivede £,
ji'f(t}dt = F(b)-F(a).
» Relation de Chasles : quels que soient a, b
€ 13 <
| fode = ) d dt.
et c _L,r(r) ' Lf(t] :+Lf(c) ¢

eSia<b etfposi- yj
tive sur |a;b], son
intégrale entrea et b
exprime, dansl'unité
d’aire choisie, « I'aire
sous Geosurfa;b]. O

alors

—

A AVOIR

INTEGRATION ET PRIMITIVES

« La linéarité de l'intégration permet d'écrire :
b .. b b
[(af+ B de = of fe)de+B] glt)dr.

«Si a= b, on peut intégrer l'inégalité de
fonctions continues f < g sur[a; b]:

_[bf(t) dt < r_g(r) dt.

Q Primitives

« fposséde des primitives sur l'intervalle L.
Lorsqu'on connait une primitive F de f,
alors toute autre primitive s’écrit sur I,
F+k (ke R).

« [l n'existe qu’'une seule primitive de fsur I
qui « prend la valeur y, en x ».

e Dériver et chercher des primitives (on dit
aussi intégrer) sont des opérations inverses

| I'une de l'autre, dans le cadre des fonctions

continues,

=p EXERCICE RESOLU B

« Lafonction F : x r—rrf(tj-dt est la primi-
. i

tive de f sur I nulle en a. Ainsi pour tout x
del, B'(x) = f(x) et E(a) = 0.

—% EXERCICE RESOLU ¢




Calculs d’aires planes

1 Courbe et symétrie
La figure ci-contre est la représentation graphique = yl
dans un repére orthogonal (O ; i j' ) de la fonction
f:x—x%—3x2+ 2 surlintervalle [-2 : 2].

Les unités graphiques sont 2 cm sur 'axe (Ox) et

échelle 1/2

A

1 cm sur 'axe (Oy).
L'objectif de ce paragraphe est de calculer, en cm?,
'aire 5 du domaine % coloré.

1. Prouvez que la courbe ‘€, admet (Oy) comme
axe de symétrie.

2. Calculez les racines de la fonction polynéme f.

3. On rappelle que lorsque f est continue et f = 0 sur un intervalle J, I'aire en u.a. est
donnée par son intégrale I(f) sur J mais que lorsque f< 0, cette aire est donnée
par -I(f).

Décomposez l'intervalle d'intégration en sous-intervalles afin d’exprimer l'aire
al'aide d'intégrales. Déduisez-en la valeur de .

De fagon plus générale, on

admettra que pour calculer l'aire entre deux
courbes €, et ‘6, sur un intervalle [a ; b] :

® on décompose cet intervalle en sous-interval-
les sur lesquels la fonction différence est de

i i + H

signe constant, d :

S : LS : a c 0 b x
® on integre cette fonction différence en veillant
au lien entre intégrale et aire suivant son signe :
c b
d = [ (F-g)t)dt- [ (F-g)r)dt.
2 Courbe et asymptote oblique
f est la fonction définie sur [ par f(x) = x(1 +e™). ‘€, est sa courbe représentative

dans un repére orthonormal (O ; £, j ) (unité graphique : 2 cm).
L'objectif de ce paragraphe est d'étudier la limite de l'aire comprise entre la courbe €
et son asymptote.

1. a) Etudiez les limites de f en —== et en +. Dressez le tableau de variations de I

Aide. Utilisez la dérivée seconde f” pour étudier le signe de la dérivée f’.

b) Vérifiez que la droite A d'équation y = x est asymptote & ‘¢, au voisinage de + o,
Précisez la position de ‘€, et de A.

c) Tracez la droite A et la courbe G-

2. a) A est un réel strictement positif. Calculez, en cm?, I'aire #1(A) du domaine, ensemble
des points M(x; y)telsque 0 = x < A et x =y = f(x).

b) Quelle est la limite de cette aire lorsque A tend vers +oo ?

CHAPITRE 8



Cailculs de volumes

Un solide X est délimité par les plans P, et P, d’équa-

tions respectives z = a et z = b dans un repére

orthonormal. On note ¥ le volume de ce solide et S(z)

l'aire dela section de ce solide par le plan %, paralléle A i

PretP, decotez (a<z=<bh). /zJ ' : rjj;\..s'{z] :ﬁy
- :

Nous admettrons que V' peut étre calculé par la formule : .
que V" peu par ? 307

YV = J‘:’S(z}dz [1]. |

v
‘d
2.
-
-
><
=
s
b—

=Y

0
Voici quelques exemples d'utilisation de cette formule. x/

1 Volume d’une boule de rayon R
[l suffit de trouver le volume d'une demi-boule de rayon R et de le multiplier par 2.

1. Expliquez pourquoi, avec les notations de la figure :

R
S(z) = m(R2—22) et V = 2[0 n(R?2 - 22)dz.

4

2. Retrouvez la formule V' = §nR3.

'2 Volume d’une pyramide

Considérons la pyramide triangulaire ci-contre, de
hauteur [OH]. :
On note h = OH et S l'aire de la base ABC.

On appelle H’ un point de I'axe (O; k), intérieur i
la pyramide. La section de la pyramide par un plan
paralléle au plan (ABC) et passant par H’ est un
triangle A’B"C".

On pose OH’ = z.

1. Utilisez une homothétie de centre O pour prouver
que l'aire S(z) de la section A’B'C’ est telle que :
22
S(z) = Sx% }?
2. Déduisez-en, en utilisant [1], que le volume V' de la pyramide est V' = %Sh :
Commentaire. En vous inspirant de la méthode suivie dans les deux paragraphes pré-

cédents, vous pouvez retrouver le volume d'un cylindre de révolution, d’un céne de
révolution et d'un prisme droit.

INFEGRATION ET PRIMITIVES




3 Volume d’un solide de révolution

La figure ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f: x — ./x sur
lintervalle [0 ; 4]. Par rotation autour de I'axe (Ox), la courbe € ¢ engendre un solide de
révolution X,

TRAVAUX DIRIGES

1. Quelle est la nature de la section de ce solide par un plan perpendiculaire 4 (Ox) pas-
sant parle point [(x ; 0) (0 = x = 4)?

2. Exprimez l'aire S(x) de cette section en fonction de x.

3. Déduisez-en le volume 1" du solide X.

La constante d’Euler

L’objectif de ce TD est d'étudier le comportement d'une suite grace a des interpréta-
tions géometriques puis d'introduire deux suites adjacentes.
On considére la suite (S, ) définie pour tout entier naturel n, n = 1 par ;

k=1
1. ATaide de la calculatrice, conjecturez le comportement de (S, ) (sens de variation et
convergence).

2. a) Prouvez que la suite (S,) est strictement
croissante. A=

b) La figure ci-contre permet de considérer
chaque terme f(k) de la somme comme ['aire

oo
d'un rectangle de largeur 1 et de hauteur (k). A2) ;

n+l
Comparez, pourtoutn =1, S, et J' f(t)de P
e , ! e =T
puis déduisez-en que lim S, = +eo, b

B —F 400

3. On remarque que la différencede S, , avec
Inn est représentée géométriquement par la y
somme des aires des triangles « curvilignes »
colorés verts. Pour I'étudier, on pose pour tout

entiern, n=2, u, = S, _,—Inn.

n—

a) Prouvez que u, ., —u, = L. ln[l + 1)
n n

b) Déduisez-en que la suite (u, ) est croissante.

Aide. On rappelle que pour tout réel x, x > 0,
Inx = x—1.

O 9 2 3 paan *
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i
4
o
=
>
<
:

4. On pose, pour tout entiern,n =2, v, = u, + %
1 1 - :
a) Prouvezque v, ., —v, = o ]n(l - 1]. Déduisez-en que la suite (v, ) est

décroissante.

b) Démontrez que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Déduisez-en que (u,) et
(v,) convergent vers un réel, noté y. Donnez, a l'aide de la calculatrice, un encadre-
ment de y d’amplitude 1072,

Ce réel ys'appelle constante d’Euler :
= 1
= 1+z+Z =—In }
B o
Par des procédés d'analyse numérique, on obtient y=0,577 215 664 9. Euler a
trouvé 16 décimales exactes de son écriture dés 1769. Actuellement, on ne sait tou-
jours pas si 7 est rationnel ou pas. (Voir exercice 161, page 230).

Du calcul intégral aux primitives

L'objectif de ce TD est de mettre en évidence deux techniques de calcul de primitives
dans le cas o les méthodes de calcul habituelles par lecture inverse de tableaux de déri-
vation ne peuvent pas étre appliquées.

1 Utilisation de l'intégration par parties
f et g sont les fonctions définies sur R par f(x) = e?*cosx et g(x) = e2*sinx.
Les fonctions F et G telles que :

x X
F:x-—bjof(t)dr et G:x'—rjﬂg[t)dt.

sont des primitives de f et g sur R,

1. Par intégration par parties, prouvez que pour tout réel x :

lezxsi'ﬂx - }F(x).

E(x) = %Ezfcos;{—%ﬂ'%c(x} et G(x) = 5 5

2. Déduisez-en les expressions de F(x) et G(x). -

3. Vérifiez que f et g admettent des primitives du type x — e2*(Acosx + Bsinx) ouA
et B sont des constantes réelles.

Dans le cas général, le raisonnement précédent conduit au résultat
suivant, si @ et ® sont deux réels non nuls, les fonctions :
x—e™cos(mx) et x— e™sin(wx)
admettent des primitives du type :
4 x— e®™[Acos(wx) + Bsin(mx)]
ou A et B sont des réels. La donnée de formes particuliéres de certaines primitives
permet alors de les déterminer sans avoir recours a I'intégration par parties.

4. Application. Utilisez la forme particuliére indiquée dans le commentaire précédent,
pour rechercher des primitives sur R des fonctions :

x—> e ?¥cos(3x) et x> e“*sin(3x).
INTEGRATION ET PRIMITIVES
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2 Etude d’une primitive, calcul approché de ses valeurs
2
f est la fonction définie sur R par t — e 2 dont la représentation graphique €, dans
un repére orthonormal est donnée ci-dessous.

On admettra que l'aire sous la courbe exprimée en u.a. sur tout l'intervalle R est ./21.

ya

Le but de ce TD est d’étudier la primitive F de f qui s’annule en 0.

1. Etude globale de F

a) Démontrez que f est paire puis étudiez ses variations sur 'intervalle [0 ; +oo[.

2
b) La primitive F est définie sur & par F(x) = J e “dt.
Prouvez que F est impaire. 0

Aide. Pensez a interpréter les intégrales en termes d’aires.

¢) Etudiez les variations de F sur I'intervalle [0 ; + o[ en précisant sa limite en + e,

2. Programmation du calcul de la valeur approchée de F(a) (a > 0).

Utilisons la méthode suivante, dite méthode « des rectangles », pour calculer F(a) : on
encadre l'aire sous la courbe sur [0 ; a] par deux suites d'intégrales de fonctions en escalier.
L'intervalle [0 ; a] est divisé en n intervalles (n = 1) de méme longueur ; les suites sont
définies par:

o= 2

k=1

o k
et W= ;kzlf(gﬂ)

o y = ”f}

ala
|

a) Prouvez que u, — v, = 2[1 = e_%J
b) Trouvez un entier n(a) tel que lorsque n = n(a):
0<u,-v,<102
) On se propose d’obtenir des encadrements d’amplitude 10~ de F(a) pour diverses
valeurs de g, sur calculatrice, 4 I'aide de I'algorithme suivant.
CHAPITRE 8
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Nate

Il existe des
méthodes plus
performantes
gue la méthode
des rectangles
pour calculer
des valeurs
approchées
d'intégrales.

Algorithme Commentaires
tf:eﬁ On donne les valeurs de A puis de .
P' 2 Kde 13N fai Initialisation : on met les variables U et V 4 0,
SN a'?_ £ Pour toutes les valeurs de Kde 1 a N,
U U+AN™ -'(T-’ij * on ajoute dans U l'aire du rectangle supérieur dans
K. I'intervalle n® K
Ve VAN f[ﬁﬁ-\] * on ajoute dans V l'aire du rectangle inférieur dans
Fin du pour I'intervalle n® K.
Affich
Mﬁch:ﬁ Affichage des résultats,
Famille CASIO Famiile Tl
"A=":7A Input"A=" A
"N=":7N Input "N="N
i-U:-0V 0=U:0—V
For1—=KioN For(K,1,N)
u+{A+N}xr[“ﬁ_‘A]—>u U+{A+N]xf[¥h]a—>u
i K g K
u+m.,m,<f[ﬂn]_,v ‘l'+[hfﬂ}xl'[ﬁﬁ.]—-)"d'
Next End
"V=":V 4 Disp"v",V
"U=":U 4 Disp"U" U

® Utilisez cette programmation pour donner des encadrements d'amplitude 107
de F(a), lorsque a prend les valeurs 0,25;0,5:1;1,5;2:3.

® Tracez C.

Commentaire. Par cette méthode dite « des rectangles », on peut déterminer, 2 une

précision donnée, des valeurs approchées de F(a). L'amplitude des encadrements est

, 1 ; i . .
de l'ordre de = donc cette méthode nécessite beaucoup d'itérations pour obtenir une

précision importante. Elle n'est pas trés performante.

La fonction F, dont les valeurs sont définies par des intégrales, est une fonction d'un
nouveau type. Elle ne s'exprime pas i l'aide de fonctions usuelles mais des valeurs
approchées de F(x) peuvent étre calculées.

En probabilité, on utilise la fonction g = J—;_—— f etlafonction @ qui, a tout réel x, asso-
Lo

cie l'aire sous la courbe fﬁg sur l'intervalle ] —<= ; x].
1 1
F+=.

JS2n 2

La figure ci-dessous et les considérations de symétrie montrent que ® =

Un extrait de la table des valeurs de ®(x) est reproduit ci-dessous.

X ®(x) X ®(x)

0 0.5 005 | 0520
00l | 0504 | 006 | 0524
\ MT\Q\_\ 002 | 0508 | 007 | 0528
' o] x 1 x 003 | 0512 | 008 | 0532
004 | 0516 | 009 | 0536

INTEGRATION ET PRIMITIVES
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Intégrales en cinématique

L'objectif de ce TD est de montrer comment le calcul intégral permet de déterminer
I'expression de la distance parcourue par un point mobile sur un axe 4 'aide d’'une inté-
grale, puis de relier la notion de vitesse moyenne 2 celle de valeur moyenne de la fonc-
tion vitesse sur un intervalle de temps.

i
©
£
(]
=)
%

1 Expression intégrale de la distance parcourue

M est un point mobile sur une droite 4 munie d’'un repere (O ; f),

Sa loi horaire t — y(t) est définie sur l'intervalle |Q; +ee[. 1l se déplace avec une vitesse
instantanée v(t) et aladate t, =0, il est a I'origine. On suppose que la fonction vitesse v
est positive et continue sur l'intervalle [0 ; +2o[.

On note ¢, et t, deux réels positifs tels que t, < t.,.

1. Pourquoi la fonction y est-elle une primitive de v sur l'intervalle [0 ; +co| ?

2. Déduisez-en que la distance A(t,, t;), parcourue par M entre les dates t; et t,,

L
s'exprime par A(t,, t,) = _[ “v(t)de.
: t

Application numérique. v(t) = (t+ 1)el® (enm-s ),
Calculez la distance parcourue par M entre les instants t,=0 et t, = 10.

Commentaire. La distance parcourue est représentée par l'aire sous la courbe “€, sur
I'intervalle [0 ; 10]. Ainsi dans le calcul est illustrée I homogénéité des unités :

10
A= _[ v(t)dt avecvexpriméeenm s ettexpriméens:; I'intégrale représente une
0

grandeur exprimée en « unité produit », c’est-a-dire en m.

2 Vitesse moyenne
On reprend les hypothéses précédentes.

1. Exprimez la vitesse moyenne Vy, entre les dates t; et t, (t, < t,).

r-

j “w(t)dt. Ainsi V4 est la valeur moyenne de la fonc-
|

2. Démontrez que V,, =

ta=ty
tion v sur l'intervalle [¢t, ; t,].
Application numérique. Calculez V,, pour les données de I'application numérique du
paragraphe précédent.

Commentaire. Si v(t) est exprimée en m-s ., t en s, nous savons que l'intégrale est
exprimée en « unité produit », en m. Ainsi, la valeur moyenne de v s'exprime avec la
méme unité que v(t), en m - st

En physique, la valeur moyenne d’une fonction fs’exprime dans la méme unité qu'une
image par f.

CHAPITRE 8




Maitriser le cours

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ;i,j)
dans lequel sont représentées les fonctions.

n Représentez la fonction en escalier findiquée puis
calculez l'intégrale I(f) dans chacun des cas.

si =3=x<0
a]ﬁx]:

si 0=x=4

-2.3 si - f3=x<.3

2 si B=x=22
c) fix) = E(x) surl'intervalle [-3; 3]. E(x) désigne
la partie entiére du réel x.

100 Wit

biﬁxl={

n Chaque figure est |a représentation d'une fonction en
escalier f Indiquez I'expression de f( x) suivant les interval-
les et calculez l'intégrale I(f) surlintervalle de définition.

(1) Ui 0 Y
STt B [
;‘.{?.._f_‘:. i- E _ﬁ.j 1 !_.

i i W3 202
10l ! 125 | xl ol 1:| : X
B o e B B

=34+ e

ﬂ Pour chaque figure, la fonction affine par mor-
ceaux fest représentée par la courbe indiquée.
Calculez, en utilisant des aires, I'intégrale I(f) surl'inter-
valle de définition de f.

g Aide. Voir 'exercice résolu 1, page 197.

n Dans chaque cas, la fonction f est représentée par
sa courbe ‘6, dont une équation est indiquée.

1. Prouvez que€, est un demi-cercle, Précisez son centre
el son ragjon.

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

2. Déduisez-en l'intégrale de fsur son intervalle de défi-
nition.

(2] ya
' y=14{2-(x172

% (9 13 |5 [EpO1 el |

&5 Aide. Le cercle de centre A(a: b) et de rayon 7 a pour
équation (x—a)? + (y - by*=r2.

Les fonctions affines par morceaux f et g sont
définies sur l'intervalle [-1 ; 5] par:

x+1 s -1=x=0

fixX) =4-x+15s8i 0<x=<=3
x=5 s 3I<x=5
1 3
—ix-l-i 5l =1 =x<1
et gix) = ;
—lx+§ 5i 1=x=35
4 4

1. Calculez les intégralessur [-1 ;5] de fet g.

2. Déduisez-en les intégrales sur [-1 ; 5] des fonctions
f+4g et 5f-2g.

n Comparez, sans les calculer, les réels | et J.

2 2
| = *dx: ) = Ze*dx.
a) Jl‘xe X Lx X
I 1 t
bl = | ——dt; ) = dt.
) Io1+[2 -[ul+[2

1 1
c)li= _L x2sinxdx; )= Iﬂ xsinxdx.

o Aide. Comparez les fonctions sur I'intervalle.

Démontrez les inégalités suivantes :

1 2
a) L Intdt = 2 b) II T—g—xidxg %
2

2



T
& 2 i
c) J sin{t-+ 1)dt= 5
. Démontrez les encadrements ;
9
a) 9-55 ! —di = 9.
A I £

2
b) J'ZEEL J1+x3dx <3

n Deémontrez les encadrements :
a) 1 = ! ;dt = 7.
2 al+

21
—dx==2
oer

c)2In3 "fj In(x

b) 2e ¢ =

T)jdx = 2In3 + 2In5.

- La suite (I,) est définie sur My par:
1
= j (1+t7)dt.
4]
I. Prouvez que la suite (1,) est décroissante.

2. Est-elle convergente ?
£ Aide. Voir l'exercice résolu 3, page 199.

mCaIcuiez la valeur mouenne p sur lintervalle
| = [=1; 1] delafonction f: x— /1 — x2,
I Aide. Prouvez que ¢ est un demi-cercle.

m Dans chacun des cas, i désigne la valeur moyenne
d'une fonction continue f sur l'intervalle |.
Calculez l'intégrale indiquée.

%
Ap =2 1=01;4 [ foodx
1
byp=1In2; | =[1:3]; I]ﬂ'x)dx.
3 T
=2 o[.m® e [4

m Trouvez un encadrement de la valeur moyenne de
la fonction sur 'intervalle | donné.

alx'—>1+x2, = [0;1]
b) x— Inx, I =[1;e]
) x— ¥, I =11:.2]

= Aide. Pensez a Iinégalité de la moyenne,

m Pour tout entier naturel non nul n, on pose:

L A+ "E d
= -dx.
n -[n ¥
E 1 1

1. Démontrez que —— <| =< -
n+1 n

2. Lasuite (1) est-elle convergente ?

£ Aide, Voir l'exercice résolu 4, page 199.

_ - X
f est la fonction définie par x — ——— sur [0 ; +es|
P x+1

el f sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

La suite (u,) est définie sur & par:
- j "f(tde
0

1. Démontrez que la suite (u,) est croissante. —
gz Aide. Etudiez le signede u,,,, —u

»
4 - n=1
2. Prouvez que pour tout entiern, n = 1, Uy > ——

La suite (u,) converge-t-elle ?

Pour les exercices [[[] a fEl, prouvez que la fonc-
tion F est une primitive de fsur lintervalle .

= Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 201.
:
mal fix)=tan?x; F(x)=tanx—x; f=J—g : g[
R

b) f(x) = cosx—xsinx; F(x) = xcosx; | =

-a} f(x) =

i F(x) = (X+l]2;

X
= ]0; +ool.
_ 2x—1 _ -1 i )

b) f(x) = =i FOO = g 1= 10311
KB a) 50 = Inx; F(x) = x(Inx=1): 1 = |0 +eof.

N ~ T —
b) f(x) = =7 F(x) = In(nx); | = ]1;+ee].
-al fix) = =x=In(1+e%;l = K.
b) f(x) = JJex; F(x) = 2./ex; =R

Pour les exercices [Eli] a 7], dites si F et G sont deux
primitives de la méme fonction f sur l'intervalle |
indiqué.

_ X2+ 3x-1 _ x2+7x-5
ma] F{XJ—T. G(x) = —
= 11 csel.

1 T T
L - .
b) Fi(x) tanx; G(x) =3 | }2,2[

155 Aide. Calculez Gix)— Fix).

mal Fm=%; G(x) == _5; ::W%;“{_

1 i 54+ 3x°
: G = —_: | =R
i 0 = i+ %

iz Alde. Calculez Gix) - Fix).

mF(xl 2sin5x+ 35in3x + 4sinx;
G(x) = sinx—sin®x+ 2sin°x: | = R

b) F(x) = —

13" Aide. Examinez les valeurs de F(x) etde G(x) pourdes
valeurs particuliéres de x.

CHAPITRE 8 -



ma] flx) =

blfcn:#’i; | = R.
c}f(x)=1-l2; | = ]0;+eo].
X
Ela) i = 2 = J0i+e].
Jf
3
b}i(X}=—x-5-: I = ]=ee; 0]
tlf(XJ=—l3+i2—|; |:JO;+m[
X X
2 1
- - | = j==-+4woa| .
25 EYRPY) = F3i+e]
2x
b) f(x) = : | = ]1;+eo.
X2 -1 [
2x+5
) fix) = —rnr—0—=-1; |=1-6;1].
J-x2-5x+6 : [
S X pol B
ma}f(’{}_sﬁ-‘-l’:x? J2; 1= ]0;+eo
1 ;
b} f(x) = ——; Il =]11;+e=].
(x) T 11 +eof
2
c) fix) = -1; | = ]-e;1
e el
Bl 10 = (x+2)3; | = R.
b) fix) = & 3” =R
c) fix) = (2x-1)* =R
d) fix) = 2(3x—1)3; = R
Eda) i0 = 2x0+ 27, 1=R.
. S e P ac i
hlf(x)—(—x+4)3. I = ]-4;+°e[.
N elie g
df{x)--(sx_”z. = igl.
mal fix) = ‘x—5)2; Il =R
= x—1 ; S
h]f(x)—[xz_z)c_sjz, | =1-1;3[
NS TR U ere,
clf(xj-{5+3)5. I = ]-2; +eaf.
mal fix) = cos(3x) +sin(2x); 1= R.
b) f{x) = 3cosx—2sin(2x)+1: =
<) f(x) = sin(%‘-sz; =R
ma} f(x) = sinxcosx; = R.
b) fix) = cosx(sin“x-3sinx+8); | = R.
L G 2, e _[g.%
o) fx) = —S—-1; | _[0,2[.

Pour les exercices K] a donnez une primitive
de la fonction fsur l'intervalle | indiqué.

£ Aide. Voir l'exercice résolu 7, page 203.

X —4xS+ x2—4x+3; | = R.

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

Eda) 10 = = 14 +eol.
b) f(x}=x 7 = ]-os; 4L
_2x—-1 _ .
clf{x)"xz_xu —]011l'

i3 Aide. Pensez & examiner le signe du dénominateur.

Ela) r0) = e | =
b) f(x) = 2e3*-2; |
2

€) f(x) = xe ?;
d) f(x) = sinxx et

I
TP =D

Pour les exercices a [E5), trouvez la primitive F
de la fonction f qui vérifie la condition donnée sur
un intervalle | & préciser.

g5 Aide. Voir l'exercice résolu 6, page 201.

B a) () = ¥ 4+3x2-4x+1; F@2) =0
b}f(x}:%+x; F(1) = 0.
c) f(x) = a_xl_fF; F(0) = 0.
Eﬂal fix) = 5m[2x-2)- F(‘-'—Zt] = 0
b) f(x) = cosxsin’x; F(g) =il
c) fix) = 2c05§—55ing; F(g) = 0.
[86]a) i(x) = {2“1}2. F(-1) = 0.
b f0) = 57 F(1) = 1.
c) fx) = ﬁ F(0) = 0.

Trouvez la primitive F, sur un intervalle | a préciser,
de la fonction ftelle que la courbe ‘€, passe par le point A
indiqué.

a) f(x) = er*l;
h} f(x) = XE"‘:;

A(-1;0).
A(JIn2:1).

c) fix) = —1-+—; A(2;0).

Pour les exercices E[] & E], calculez les intégrales |
indiguées a l'aide d'une primitive.

4 -1
Ela) - L(x—-3}dx. b) | = L (2—4c+3)dt

2 4
c)l = .[1 (t1+ r—lt)dt_ d) | = L (#“:}E)dx
X



} #dt
= 2 = =X
mall_J'o(zx+1)(x +x+1)dx. b)l J'1 %

¥ 3x Ink -
)i = Jomdx. d) | = Imze dx.

a i - J' X—2)(x2— 4x + 1)3dx.

3 2. 43
bj | = - c)l= dt
: JU JT +0 ] L th4 2
% ida 5 dt
a)l = . b | = - —
m } '[D &J,'E_—_x I 0{2("1‘1}'{
4 n
ol = ﬁcostdr. d) | = j sin(2t) dt.
T 0

- a)l = dx. b) I = J.nsEn(xﬁ-g)dx.
0

ol = j ——dx ¢u|='[1 dx.

1X2 =4
a1 = _[ +2 b) | = _[;5e3*dx.

1 1
)l =_|'1e“+4dt. d) | = J'Dtel’-idt.

m La fonction fest représentée parla courbe ci-dessous.
Utilisez la relation de Chasles pour calculer les intégrales :

r—J f(tydt et J = J f(t)dt.

=
Il
x ¥ [xl=

mCaiculez lintégrale en utilisant les propriétés de
lintégration (relation de Chasles, linéarité).

a)l = j:lntdt+f(t+ In 1E]dr.

(] 1
bjil = L In(1 +t2]dr+j' IN(1 + t2)dt.
e

n

n n
K = J:’ coszrdt—_[ ® cos2tdt.
1

m 1. Trouvez deux réels a et b tels que, pour tout

; 1 a b

| —{-3; = .
réel xdans R —{-3; 3}, 75 x—3+x+3
1
x2-9

dx.

5
2. Déduisez-en | = J
4

m 1. Trouvez trois réels a, b, ¢ tels que, pour tout

2=
réel xdans B —{-3}, e, il 8 ax+ b+ ——.
X+3 X+ 3
04y _
2. Déduisez-en | = J' ZLiudx.
2 X+3
- 1. Trouvez trois réels a, b, c tels que, pour tout
" 2 b C
réel xdans R-{ 11, A =a+ -+ .
Ty (x—1)2 x-1 (x=1)°

2. Dédui oo
i uisez-en | = X
: -l- z(x-1)2
m 1. Prouvez que pour tout réel x,
1 ex

1 +e¥ 1 +ef

dx.

1
2. Déduisez-en | = J' e
)

m‘* A __j:_' le théoréme 9

1. Aquoisert r hypothése « uet vsont dérivables sur
lintervalle | d'intégration et u” et v’ sont continues
sur cet intervalle » ?

2. fest la fonction définie sur [0 ; +==| f(0) = 0 et
pourtout t > 0, f{t) = tint. Lafonction fest dériva-
ble donc continue sur ]O;+es| et puisque
limtint = 0 = f{0), fest aussi continueeno Done f

r—=0

est continue sur [0 ; +m[etl|ntegralej tintdr existe

a) Pourquoi ne peut-on pas utiliser le théoréme 9
pour calculer cette intégrale ?

b) Pourquoi peut-on utiliser ce théoréme pour calcu-

1
Ierf tintdt pourtout réel o =07
"

Pour les exercices EfJ a 3, calculez les intégrales
| et J a I'aide d'une intégration par parties.

g5 Aide. Voir I'exercice résolu 8, page 205.

ma] | = Fxlnxdx. b)) = r) Intdt.
1 1

mal t:_[n(x—‘[)cosxdx. b) J :j‘(x+ 2)e*dx.
0 0
i

mal | = JESXSin(SX}dX_ b)) = jl {2x+1je—“dx.

[8a) 1 = j (t-2)etde b)) = J’O ot

U= Aide. Pour J, prenez une primitive de x - —1._=
X+ 1

Pour les exercices ] a Ef], f est une fonction
continue sur l'intervalle | contenant le réel a.
Trouvez a l'aide d'une intégration par parties, la
primitive F de fsur | telle que F(ag) =

L= Aide. Voir 'exercice résolu 9, page 20s.

m l=R: a=m; f(t) = tcost
ml=lﬁ;+wr; a=1; f(t) = tnt
57 | = ]0;+[; a=1: f{f]:lp—zr-

!

mlzﬂ-&; a=0; f(t)=2te?
CHAPITRE B -
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Apprendre a chercher

mltuhercher une primitive
La fonction fest définie sur K par

flx) = e*sin{2x).

Objectif : trouver une primitive F de fsur [,

1. U'existence d'une primitive est assurée car f est
continue sur [, mais on ne reconnait pas dans
I'expression de f(x) une des «formes usuelles » qui
permet le calcul de primitives. D'ol I'idée d'exprimer F
« sous la forme intégrale », en espérant que le théo-
réme d'intégration par parties permettra de donner
une expression explicite de F( x).

a) lustifiez que la fonction F définie par:
F(x) = rﬂt)dr
0

est la primitive de fs'annulant en zéro.

b) Vérifiez quune premiére intégration par parties
conduita: ;
F(x) = e*sinux)-zj’nefcasand:.

2. L'intégrale du second membre est du méme type
gue l'intégrale initiale, mais avec une fonction cosinus,
d'ot l'idée d'utiliser une seconde fois l'intégration par
parties.

On peut prévoir aprés cette double intégration, la
réapparition de :

refsin(zz)dr = F(x).
0

a) Calculez jrelcos{ZtJdL
]
b) Déduisez-en l'expression de F(x).

3. Une autre solution

Au lieu d'intégrer, on peut penser a examiner les déri-
vées successives de f.

En effet lors d'une premigre dérivation, vont apparaitre
des termes du tupe e*cos(2x) et dong, lors de la
seconde, des termes du type e*sin(2x), d'ol la possi-
bilité d’obtenir une relation entre f”(x), f'(x) et f(x).

a) Pour tout réel x, calculez f'(x) et f"(x).

b) Exprimez f(x) comme une combinaison de f'(x) et
(%) dutype f(x) = af”(x) + bf’(x).
c) Déduisez-en une primitive de fsur [,
0= Commentaire. Les fonctions trigonométriques x — sinx,
X — cosx etlafonction x — e* se prétent bien 3 ces méthodes.

Dans le second cas, la fonction f est une solution de l'égua-
tion différentielle ay” + by’ = y sur .

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

m Primitives de x+— P(x)e
fest la fonction définie sur | par:

f(x) = (F+x2+x+1)e*

Objectif : savoir s'il existe un polundme P tel que la
fonction F définie par F(x) = P(x)e ¥ est une primitive
de fsur K.

1. Le probléme a résoudre est un probléme d'exis-

tence (voir la partie Types de problémes et raisonne-

ments, fiche K, page 461).

Supposons donc I'existence d'un tel polyndme P et

voyons ce qu'il en découle.

Puisque F est une primitive de f, pour tout réel x,
F'(x) = f(x).

Déduisez-en que P'(x)-P(x) = x>+ x2+x+1 [1]

2. Pour poursuivre, il faut déduire d'autres renseigne-
ments sur P ; il serait déja intéressant d'avoir une idée
de son degré.

Prouvez que ce degré est inférieur ou égal a 3.

3. On peut alors poser, pour tout réel x :
P(x) = ax®+bx?+ cx+ d.

Déduisez-en a, b, ¢, d.

o= Aide. Dire que deux polynémes non nuls sont égaux
équivaut & dire que leurs coefficients respectifs sont égaux.

4. Nous venans de prouver que si P existe, alors, néces-
sairement, sa forme est celle obtenue a la question 3.

Mais nous n'avons pas démontré que P existe | il s'agit
donc de prouver que P est bien solution du probléme

posé.

Faites cette preuve.
Concluez.

5. Une autre solution

Une autre idée est de penser a utiliser la forme inté-
grale d'une primitive. Ainsi par exemple, une primitive
F de fsur [¥ est définie par la fonction :

X
xa—rj (B+t2+t+1)etdt
0

Deés lors, on pense a une intégration par parties. Mais
le polyndme est de degré 3 et a la premiére intégration
par parties apparaitra un polynéme de degré 2, obtenu
par dérivation du polunéme initial.

On congoit dés |ors que trois intégrations par parties
seront nécessaires.



Réalisez ces trois intégrations par parties successives et
vérifiez que la fonction F est bien du type x — P(x)e~*
avec P polyndme de degré 3.

= Commentaire. Cette méthode est généralisable, Ainsi
toute fonction du type x — Qix)e™, ol o est un réel donné
et Q un polynéme de degré n, admet une primitive du type
Pixje® o0 P est un polyndme, lui aussi, de degré n.

Ainsi la recherche d’une primitive d’une fonction de ce type,
dite « exponentielle palyndme », peut &tre faite en cherchant
a priori une primitive du type Pix)e®* avec P de méme degré
que Q. Cette démarche permet d’éviter de nombreuses inté-
grations par parties successives.

En effet, il est en général plus simple de dériver une expres-
sion du type P(x)e®* et d'identifier les coefficients de deux
polyndmes que de réaliser n intégrations par parties succes-
sives, surtout lorsque n = 2,

m Expression d'une suite d'intégrales
On considére la suite d'intégrales (1,,) définie pour tout
T

entier naturel n, par |, = J'z sin"xdx.
0

Objectif : calculer |, pour tout entier n.

1. Le calcul des premiers termes semble aisé :
lorsque n = O et n = 1, les fonctions & intégrer sont
t—=1 et t— sint.

Calculez I, et |,.

2. On peut bien sir tenter de calculer les termes sulvants,
mais on congoit aisément que les calculs seront de plus
en plus difficiles, d'ol1 lidée de chercher une formule
permettant le calcul de « proche en proche » : on essale
d'établir une relation entrel etl, ,oul, ..

Nous savons que la fonction sinus se préte a l'intégra-
tion par parties et; puisque sint = sintxsin"-1t,
on peut espérer en déduire une relation entre |l etl,
oul etl _-ou..

Pour intégrer par parties, nous prendrons une primi-
tive de la fenction t+— sint.

a) Pour tout n= 2, prouvez par une intégration par
partiesque |, = (n—=1)(1,_5—1,).

b) Exprimez |, en fonction del,, .

3. Cette égalité, valable pour tout n= 2, permet
donc de calculer |, a partir de I, puis |, a partir de |, ..
De méme, elle permet de calculer |; a partir de |, I &
partir de |5 ..

On peut donc calculer |, et |, , , pourtout k = 0.
Cherchons cependant a faire mieux et obtenir une
expression explicitedel,, et |5, , , en fonction de k

En utilisant I'expression du 2. b), écrivez les égalités
obtenues en remplagant successivement n par 2k
2k=2, .2

4. Vous obtenez :
|2k i |
b2 = ...

...............

La vue de ces égalités invite a multiplier membre a
membre puisqu'on pressent des simplifications possi-
bles. Mais pour cela, il faut s'assurer que chacun des
facteurs est non nul.

a) Prouvez que chacune de ces intégrales est non nulle.
b) Deéduisez-en I,,,.
c) Calculez de méme |, , ;.

=" Prolongement : Formule de Wallis.

1. a) Prouvez que pour tout n = 1 et tout x dans [n : E] i

= sin?"*ix = sin?"x = sin?" - x.
b) Déduisez-en que :

_ oy 20 +1 l20

1=
| 2n

etque lim

H—++oatam+1

= 1.
2n+1

2. (u,) estla suite définie par :

i 1XFHEgEX X (2n—-1)
1 L IX2HGX - X20

2
} (2n+1).

. ; 2
Démontrez que la suite (u,) converge vers =5

Ce résultat est connu sous le nom de formule de Wallis, du
nom du mathématicien anglais John Wallis (1616-1703). Il a
permis le calcul de valeurs approchées du nombre 7,
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Pour progresser

Pour les exercices a trouvez une primitive
de la fonction f sur lintervalle indiqué par les
méthodes usuelles.

Ea]f:x'—r(x+1}(x2+2x—1)"; = R.

b)fixo ——M8M 1= R.
L (2x2-2x+1)3
clf:xr—*—j—_x—; I = R.
X2 -2x+2
d) [: x— (-2x+1)5: =R
Harx- =]—1--+-=-=[
3x+1 +1 . )
L L= 11 +oof
x!
c}f:.u'i—rxs_.l; l=]-o0:1].
_ COSX -
'dlf.x'_’_sinx, I—I ﬂll:'[
ma}f:xn-reg“‘; 1= R.
b) f-xr>2e 35+2. | =R.
yi 24
clf:xm}ie X, I=]0;+e|
1 25+1
. x+1 . | = 1=1 - ealf .
d) f id e el =15 +eof
m' a) f: x+> sinx + xcosx; 1 =R.
be:.rH-S-i-'l_:—m—f; | =]0;+o0o].
X
C]fix'—’lnx;1; [=1]0;+e=o].
x
dlf X Jx+ 1+ ]=I—I:+°'°[.

2.;‘x +1

L5 Aide. Pensez aux formules de dérivation d'un produit ou
d'un quotient.

mla]f xn—plnx I=]0;+0e].
BY oo =1 %) s
xinx'
C}f:x'—re _E_; | =R
ex+e*
-' a) f: x—tanx+tan’x; |=:—g:g[»
_ - - |_B.X
b) f: x— tan?x; l_- 2,2[.
1 T ;i
c)f: 1 - | T
fixes +tan3x' io 2[

g Aide. La dérivée de la fonction x — tanx est ia fonction
X1+ tan?x,

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

=

m @ u et v sont les fonctions définies sur

| = [0;5} par ui(x) = SInX vix) =
4 cos” x

cos*x
3 2
cos®x cosix

1. Vérifiezque pourtout xdel, u"(x) =

2. Trouvez la primitive de v, sur |, nulle en 0.
L= Aide. La dérivée de la fonction x — tanx est la fonction

X1+ tan®x = i S
cos*x

Pour les exercices [) a g, f désigne une fonction
rationnelle définie sur un intervalle |. Le cas
échéant, prouvez que f(x) s'écrit sous la forme indi-
quée, puis trouvez une primitive de fsur |.

69 JE - b J1 3 oo,
Ecrivez f(x) sous la forme a + bef

4x+5 P |
70 83 1= ]3]

Ecrivez f(x) sous laforme a + b_.
2x+ 1
g5 Aide. Pensez au signe de 2x + 1 sur Uintervalle I

212 3x4

Bl = ;

Ecrivez f( x) sous laforme ax + b + Lz

| =12 ;4.

a)l=]3;+e|. B) I=]-3;3[. €)|=]-0o;-3|.

0% Aide, Pensez aux signes des dénominateurs sur 'Inter-
valle I.

ﬁ)—:i:;:- I=]-e=;-2.
Ecrivez f(x) sous laforme a + % = :2}2.

74 B TR B L Fe
Ecrivez f(x) sous laforme ax + b+ ¥ +c3}2.
@8 ri0 = B" = 1=]-3:3]
Ecrivez f(x) sous la forme a + 2xi =4 2;:_ =
.ﬂ“_x+x:]27_ | =11 ;4.

a b

Ecrivez f(x) sous la forme

+ .
(x=1)2 (x+1)2



-. fix) = o +?;{5;

Ecrivez f(x) sous la forme

178 LIRS ”4.

Ecrivez f(x) sous la forme

I =]1;+ee].

a_ ., b
(x—1)% (x+1)°

| = J—eas =1].

a b
(x+1) (x+1)%

Pour les exercices [gE] a 7}, f désigne une fonction
trigonomeétrique définie sur [K.

m f( x) = cos®x. Vérifiez que f(x) = cosx — cos xsin?x.
Trouvez une primitive F de fsur [E.

m f(x) =sinx + sinx.
Vérifiez que f(x)=2sinx— sinxcos?x. Trouvez une pri-
mitive F de fsur R.

m flx) = sin®xcos?x. Trouvez des réels a et b tels
que pour tout réel x, f(x) = sinx(acos?x + bcos*x).
Déduisez-en une primitive F de fsur [X.

m' flx) = sin®xcosx; en remarquant que
fix) = cosx(sin®xcos*x), écrivez f(x) sous la forme
flx) = cosx(asin“x + bsin®x + csinx).

Déduisez-en une primitive F de f sur R,

Pour les exercices [CE] a [EE), f désigne une fonction
trigonométrique définie sur [£.

Linéarisez f(x) (voir TD 3, chapitre 12, page 332)
puis indiquez une primitive F de fsur [&.

Eﬂx-l = sin®x. m f(x) = cosix.
m ® fix) =

t# Commentaire. Une primitive F sur & d’une fonction fdu
type x — acos"xsin”x (o réel, n et p entiers naturels) peut
étre obtenue en utilisant l'une des méthodes précédentes.
*Lorsque 'un des exposants est impair, par exemple p, la
mise en facteur de sinx et lutilisation de ['égalité
tos?x + sinx = 1 permet d'écrire fix) = sinx x Q(cosx)
oli Q est un polyndme. Ainsi, on sait trouver F(x).

(C'est le cas des exercices 81 et B2,

* Lorsque les deux exposants sont pairs, la méthode de linéa-
risation (voir TD 3, chapitre 12, page 332) permet décrire f(x)
sous forme d'une somme de termes de type Acos(ox) ou
usin{fx) dont on sait calculer une primitive.

('est le cas des exercices 83 a 85,

sin? xcost x.

. ® On se propose de trouver une primitive de la
fonction f: x — sin®x sur [,

1. Calculez f'(x) et f(x).
2. Exprimez f{x) en fonction de f”(x) et cos(2x).
3. Déduisez-en une primitive F de fsur B.

® On se propose de trouver une primitive de la
fonction f: x> e?*cosx sur R

1. Calculez f'(x) et f7(x).

2. Trouvez des réels a et b tels que pour tout réel x,
f(x) = af"(x) + bf’(x).

3. Déduisez-en une primitive de fsur .

® festla fonction définie sur R par f(x) = x%e?*.
Trouvez une primitive F de la fonction fsur R telle que
F(x) = P(x)e?* ol P est un polynéme de degré 3.

t=x Aide. Voir Apprendre a chercher, I'exercice 60, page 218.

Pour les exercices ] a [EE), calculez les intégrales
| et J indiquées.

(89 [ =J-12t{t2+])3dr; J = r il

1(1? + 20)?
1

90 = j cos(2t)dt; ) = jisin(nwg)dt.

3
Vu+i
] = du
L u? +2u

S 3k
dyy | = -d x.
‘l-' NEGE B

n
‘_sinx—xcosx 3 ;
Elf=f—jz—d’“ J:jjicosx—xsmxjdx.
" li]

1 0
ml = L editddy- J = J‘Eem“sinxdx_

3 3

mO | = J cos*tdt; J
Bl e - j 1 de:ID"E']dx_

1l

1
% s
I_ESIH tdt.

L X(x+1)? X+ 2
0= Aide. —* =2k b =l o0
— X(X+1)* X X+1 (x+1)2
2 _
=2 ax+b+ .
X+2 X+2

i
!1 = J:tanrdt-, S J.E?Ld[
&

tint
B - —2 _a
” 2{x-1)(x+2]

J‘ x?+3x+1
=)y 2x+3

Pour les exercices EE] et [[ifil, utilisez la parité des
fonctions pour évaluer les intégrales proposées.

mall-j (sinx—x)dx. b}|=‘|‘1 Lo

0y a1l +ex
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b]l:jz

2l+2+0t

MI. Calculez |, = j; X_dx

1+x2

dx.

1 3
X
2. On se propose de calculer 1, = I
AR 2 0o1+x2
Calculez |, + 1, etdéduisez-en la valeur de |

-' On souhaite calculer | = jasn_nh_
n 2] 1+ 25‘“?{
1, Cakulez § = 220X
p 1+ 2sinx

2. Calculez | + ) et déduisez-en la valeur de |.

m ® fest la fonction définie sur [ par:
fix) = (1-x)ex.
Prouvez que pour tout réel x, f(x) + f“(x) = 2f'(x).

1
Déduisez-en la valeur de L fit)dt

p= Aide, Voir Apprendre d chercher, |'exercice 59, page 218.

£ Note. | peut aussi se calculer par intégration par parties.

m ® fest la fonction définie sur [ par f(x) = xsinx.

Calculez f(x) + f”(x) et déduisez-en Ia valeur de:
x

| = Jz xsinxdx.
0

pE Aide. Voir Apprendre d chercher, 'exercice 59, page 218.

g Note. | peut aussi se calculer par intégration par parties.

Calcul & I'aide des aires

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O i)
dans lequel sont représentées les fonctions.

Dans chaque cas, f est une fonction en escalier ou
une fonction affine par morceaux définie sur un inter-
valle [a; b] quevous préciserez

b
Représentez fpuis calculez I(f) = j fioyde

—3 s5i —2=x<]
a) fix) =41 5i =1
2 si 1<x=5

—2x+1 si =2=x=<0
b) f(x) = 41 N o Rt d =i U
x=1 si 2=x=5

mLes figures ci-aprés donnent la représentation gra-
phique“€ d'une fonction fcontinue surunintervaile [a;b].

b
Pour chacune d'elles, calculez |(f) = J fltydt.

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

{, estun
emi-cercle

- 0 X
y
! H- y=-
-2 : -
i o1 4 x
/6

ANLE R

-Sur la figure ci-contre
sont représentées les fanctions
x> x2 et x+> .Jx sur linter-
valle [0 ; 1]. Ces courbes par-
tagent le carré unité OIKJ en
trois domaines.

1. Calculez l'aire de &,. 0

2. Déduisez-en celles de %05 et &,
1

3. Quelle est la valeur de I Jxdx?
0

mﬂOn note run réel stricternent positif. ‘6 est la courbe
d'équation y = /r? — x?.

1. Précisez l'ensemble des points M de coordonnées
(x;y) telsque0<x<ret0<ys<.rP—xi

2. Déduisez-en Jr Jr = x2dx et Ir Jri—x?dx.
1] or

mE Sur la figure ci-dessous les courbes ‘€, €4 et 6, sont
telles que €, est limage de € par la translation de vec
teur — et 6, celle de € par la translation de vecteur .

1. Quelles sont les fonctions f, et f, associées a6, et G, ?
2. Indiquez les valeurs des intégrales

g1 €
l, = -llo fi(x)dx et I, = L flx)dx.




EE ® Méthode « des rectangles »

1. Représentez la fonction f: x sur l'intervalle

3
[0; 1] (unité graphique: 8 cm). R]é;t;;ez une subdivi-
sionde [0 1] en huit intervalles de méme longueur.
2. a) Par la méthode « des rectangles », encadrez l'aire
50us la courbe.
L3 Aide. Voirle TD 4, § 2, page 211.
b) Quelle est I'amplitude de I'encadrement ?

1
3. Déduisez-en un encadrement de | = j' g dx.
ol +x

1 Commentaire. Lavaleur exacte de | est E-

ﬂﬂ ® Méthode « des rectangles »

) % .
Onse propose d'encadrer lintégrale J = -[u e
laide de la méthode « des rectangles ». (On remarquera
que la fonction a intégrer est positive et décroissante
sur l'intervalle [0;3].) On choisit une subdivision de
nintervalles de méme longueur.

dx a

L= Aide. Voirle TD 4, § 2, page 211.

1. Prouvez que 'amplitude A de I'encadrement est telle

21
Bl ——
HeR= ton

2. Déduisez-en une valeur de n qui assure un encadre-
ment de J d'amplitude inférieure 3 1072,

3. A l'aide de la calculatrice, trouvez l'encadrement
correspondant.

Pour les exercices et [fE] la courbe € donnée
représente une fonction fcontinue sur un intervalle
[a; b]. L'objet est I'étude d'une fonction aire F.
1120
L
] -

x

W]
el e e

=¥

8] X 2

1. Définissez la fonction affine par morceaux f.
2. F(x) désigne 'aire du domaine coloré lorsque x est
un réel de l'intervalle [0 2].

Exprimez F(x) suivantque 0=x=1oul < x= 2.
3. Vérifiez que F est la primitive de f sur lintervalle
[0:2], nulleen 0.

i= Aide. N'oubliez pas de vérifier que F est dérivable en 1
avec F'(1) = fia).

1. Définissez la fonction affine par morceaux f.

2. Atoutréel xde lintervalle [-1 ; 1], onassocie le réel
F(x) tel gque:

olorsque x =0, F(x) est l'aire du domaine violet
(exemple avec a = 0) ;

«lorsque x << 0, F(x) est 'opposé de I'aire du domaine
vert (exemple avec b < Q).

Vérifiez que F est la primitive de f sur lintervalle
[-1;1], nulleen 0.

U3 Aide. N'oubliez pas de vérifier que F est dérivable en o
avec F'(0) = flo).

Pour les exercices [fF] 4 [EE], fest une fonction défi-
nie sur un intervalle 1.

Trouvez la primitive F de fsur |, nulle pour la valeur
de aindiquée.

L= Aide. Voir Apprendre d chercher, 'exercice 59, page 218.

B st = ine), | = ]0;+es[, @ = 1.
m;‘{t,}={2r+1}sint, =R, a=20.
R 1) = in(t+2006), 1 = 1-2006 ; + e,
a=0

L= Aide. La fonction t— t + 2 006 est une primitive sur 2
de la fonction £+ 1.

® f(t) = (t+1)%e2t =R,

L= Aide. Faites une double intégration par parties.

a=-1.

-. fit) = e 2tcost, | = R, a =10
U= Aide. Faites une double intégration par parties.
B » 70 = (noy2, | = 10;+ef, a = 1.

U= Aide. Faites une double intégration par parties.

m ® Calcul de primitives par combinaisons

F et G sont les primitives sur |0 ; +o[ des fonctions
t— cos(Int) et t+— sin(Int), nullesen 1.

Le but de I'exercice est de les expliciter & partir de leurs
formes intégrales :

F(x) = J:coslllnt)dt et G(x) = J:sinflnt_ldr-

1. Prouvez & |'aide d'intégrations par parties que -

a) F(x) = xcos(Inx) -1+ G(x).
b) G(x) = xsin(Inx) — F(x).
2. Déduisez-en les expressions de F(x) et G(x).

1 1
- Onposel:J' e"fcnsrdreu:J' e “'sintde.
0 0
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. Prouvezque | = —cosl+e-Jet) = —sinl +1.

2. Déduisez-en les valeurs de | et ).

- fest la fonction définiesur |1 ; + o] par-
fix) = In(x+.Jx2-1).

1. Caleulez f*(x) puis déduisez-en | = J

= ﬁ_a.t'x?-'ldx.

A l'aide d'une intégration par parties, exprimez | + ] en
fonction de J.
Déduisez-en la valeur de ).

2 dx

dr!.\f'x?—'i.

2. On pose J

] o LIS onnoteK = j:e'casux)dx.
x R ;
I =I e*cos’xdx et ) = J e'sindxdx.
0 0
1. Alaide dune double intégration par parties, prouvez
-1
=

2. Calculez | +J et | - ),
Déduisez-en les valeurs de | et J,

que K =

3. En exprimant cos’x et sin’x a l'aide de cos2x,
retrouvez a l'aide de K les valeurs de | et J.

Im . L'objectif est de calculer les intégrales
suivantes

1
'=IOJ,%' omdxxjmaax
1. fest la fonction définie sur l'intervalle [0 ; 1] par:
fx) = In(x+ /2 +2),
a) Calculez la dérivée f* de f.
b) Déduisez-en la valeur de |.
2. a) Sans calculer explicitement J et K, vérifiez que :
J+21 =

b) A l'aide d'une intégration par parties portant sur K,
prouvez que K = ./3-1.

¢) Déduisez-en les valeurs de J et K.

1250 1. gestlafonction définie sur ]1 ; + <=
1

par: g(x) = m
a) Trouvez des réels g, b, ¢ tels que pourtout x > 1,
g{x} - _h._ o L,

x x+1 x-1
b) Déduisez-en une primitive G de gsur |1 ; + oo].
2. festlafonction définie sur |1 ; + | par:

- 2x_
ﬂ:x) - i (XJ"'"I)‘Z

Trouvez une primitive F de fsur |1 ; + <.

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

3. Utilisez les résultats précédents pour calculer -
3
| = —2-—-lnxdx
2(x2-1)?
Donnez le résultat sous la forme pIn2 + gin3 avecpetq

rationnels.

m Pour tout entier naturel n, on pose :
n

I, = [*xnsin(2x)dx
0

|4

n+1
Prouvezque 0 < |, = [Z] . Quelle est la limite de |a

suite (1,)7?

On se propose de démontrer que, pour tout réel x,
de l'intervalle {E} : g] x<tanx=2x [1].

g
1. Justifiez que tanx = J (14 tan?t)dt.
0

2. a) Prouvez que pour tout réel t dans [0 - E]

1=1+tan?t=<2.
b) Déduisez-en I'encadrement [1].

e Commentaire. Siune fonction fest dérivable sur un in-
tervalle I, alors fest une primitive de f’ surl.

Ainsi lorsgue aestdans|, fix) - fla) = J-xf'[!)d!:puurtuut
a

réel x > g, l'inégalité de la moyenne permet alors d'abtenir
des encadrements de fix) - fia).

- ® Démontrez que pour tout réel x > 0:

1 1
< x+1-Sx=s—.
2./x+1 2.Jx

I Aide. Utilisez la méthode de I'exercice 127.

m L] On se propose d'encadrer l'intégrale :

1 e-—-l:
| = .
et

1. En étudiant les variations des fonctions u et v définies
sur 'intervalle [0 ; 1] par:

2
u(x) = e*+x-1etv(x) = 1_;;4."3_;_.-;_

prouvez que pour tout réel xdans [0; 1],
x2
l-x=<e?*=<] - X+ [1].
2. Déduisez-en un encadrement de e’ lorsque x est

dans l'intervalle [0; 1] puis prouvez que pour tout x
dans l'intervalle [0 1]:

Gl x4
_—x= N P hT .
b 14x t Jl""2(14-;-.') [21.



3. a) Vérifiez que pour tout x dans l'intervalle [0 : 1],
4
USSP L
T+ x 14+ x
b} Déduisez alors de [2] que;

ﬂléi—#‘l—lnl

1
2 24 2
puis donnez une valeur approcheée dela 3 x 10-7 prés.

@ ® m On se propose d'encadrer l'intégrale :
1 X
Iz J X€_ dx
ol +eX
1. On note g la fonction définie sur l'intervalle [0 1]
par gix) = In(1 + e*).
" désigne sa courbe représentative dans un repére

orthonormal (O ; 1.j); A est le point de I" d'abscisse 0
et B celui d'abscisse 1.

a) Etudiez les variations de g et indiquez une équation
delatangenteen AaT.

b) P désigne le point d'intersection de cette tangente
avec le segment [IB]. Calculez les aires des trapézes
OIPA et CIBA.

2. On admet que la courbe T est située entre les seg-
ments |[AP] et [AB],
Prouvez alors que :

7 W—
n2+ 1 = [ gixydx= In(J/2(T +e)).
4 o

3. A r'aide d'une intégration par parties, exprimez | en
1

fonction de _[ g{x)dx puis déduisez-en un encadre-
0

ment de .

Eﬂ ® | asuite (1) est définie pour tout entier naturel n

par: l 1 enx

M ol +e*

1. a) Calculez |, puis |, + 1.
Déduisez-en |,

b) Pour tout naturel n, calculez |, + |

n+1"

2. Prouvez que pour tout x dans l'intervalle [0 1]:
nx nx na
o o g

T+e 1+ex 2
puis donnez un encadrement de L

|
3. Déduisez-en les limites des suites (1 ) et (—’,’1]
e

@ .
EE e Pour tout entier naturel non nul n, on pose:
L2 d
Iy = —J —X)"e*dx.
n nf D( )

1. Caleulez 1.

2. Prouvez que pour tout natureln, n = 1:

0= = 2—?(&—1) (1).
.

3. Démontrez que pour tout entiern, n = 1:
| | 2n+i
n+1 = InT m

4. Prouvez que:

2. 2 2n
1+_I—!-+E+»—-+E+Ir1 = ¢2,
! 1
3. On pose pourtoutnde N*, u_ = %

u
a) Calculez —°*!

puis prouvez que pour tout entier n,
n

n=3: u = - up,

e+ 2
b) Prouvez alors que, 0 < u, < us{—j .

6. a) Quelle est la limite de la suite (u,)?
Déduisez-en celle de la suite (1,,) a partir de (1).

b) Justifiez alors que :

Pour les exercices de cette partie, reportez-vous
aux TD 1 et 2, pages 207 et 208 qui illustrent les
calculs d'aires et de volumes a l'aide d'intégrales.

Pour les exercices [EE] a [ES], tracez la courbe ‘€ de
la fonction f dans un repére orthonormal (unité :
2 cm), puis calculez I'aire en cm? du domaine limité
par ‘€, I'axe des abscisses et les droites d'équation

Xx=aetx=bh.
REE 1. ) = 24%x-x2; a=0; b=1
5
2 = = b =4
#x) (2x+1)?" R

1. 100 = cos(2x-F)i a=0; =7
0

2. f(x) = ex*+1 -3

ELf{x) = In{x+1); a= 0 b =0

2. f(x) = (x+1)e*; b = In2.
1= Aide, Utilisez une intégration par parties.

a=-1,

[Ea Les courbes d'équa-
tion y = Jfx et y = x3
déterminent a [lintérieur
du carré unité OIK] trois
domaines %4, 95, 94,

Calculez, en u.a, l'aire de
chacun d'eux. 0

L= Aide. Voir l'exercice résolu 2, page 197.
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® 2P est la demi-parabole d'équation y = %xz avec

xdans lintervalle [0 ; + o[ ;
n est un entier naturel. On
note u, l'aire du domaine
limité par 2P et les droites
d'équation:

Xx=n+1 e[y=l4n3.

Démontrez que la suite 75 7
(u,) estune suite arithmé-
tique. Précisez sa raison.

n n+lx

Pour les exercices [E[] et [EE], calculez, en u.a, les
aires des domaines colorés.

138 v

1 Yy =In{x+2)-1

- @ Tracez dans un repére orthogonal les représen-
tations graphiques des fonctions:
x+>sinx et x~— xsinx

sur l'intervalle {0 : g:| Quelle est, en ua, laire du

domaine limité par les deux courbes sur cet intervalle ?

®% est la parabole 4
d'équation y = x? représentée
surlintervalle [-2 ; 2].

La droite d,,, d'équation :
y=mi(0D=m=4)
partage l'intérieur de la para-
beole en deux domaines. i
Pour quelle valeur de m, ces deux domaines ont-ils la

méme aire ?

=2 0] 1 2 x

m . f est la fonction définie sur R par
f(x) = x—2+e' ¥ et €, est sa courbe représentative
dans un repére orthonormal.

1. Prouvez que la droite d d'équation y = x -2 est
asymptote oblique a ‘¢, en +=> et précisez la position
de ‘¢ par rapporta d :

2. A désigne un réel strictement positif. On considére le
domaine limité par la courbe G, son asymptote d et les
droites d'équation x = O et x = A.

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

Exprimez laire S, (enu.a.) de ce domaine en fonction de .

3, On considére la fonction g définie sur B par
g(x) = el *; A est le point de coordonnées (i ;0),
et B le point de ‘¢, d'abscisse A.

La tangente a“€; en B coupe laxe des abscisses au point C
Calculez les coordonnées de C, puis l'aire S, (en u.a) du
triangle ABC.

Prouvez que S, + 25, ne dépend pas de A.

* On considére les fonctions fet g définies
sur l'intervalle [0 ; + = par:

flx) = In{x+1)etg(x) = e*-1.
On note €, et €, leurs courbes dans un repére ortho-
normal (O ; 1, ).
1. Vérifiez que ¢ et ‘G ; ont une tangente commune A
au point O. Précisez la position de €, par rapporta A

2. Prouvez que €, et 6, sont sumétriques par rapport
aladrolte d'équation y = x.

3. Soit aun réel, a > 0. On se propose de calculer de
deux fagons différentes le nombre :

a
I(a) = '[0 In(x+ 1)dx.

a) Tracez €y, € et A.

b) Par des considérations sur les aires justifiez que:
Infa+1)

I(a) ='aln(cr+1)-I (e*—=1)dx
0
Déduisez-en I(a).

<) Retrouvez la valeur de I{a) en effectuant une inté-
gration par parties.

m ® Sur un panneau mural rectangulaire, on veut
réaliser une décoration dont la forrme approximative est
représentée sur la figure suivante.

L'aire de la décoration (région sous la courbe) doit
mesurer le tiers de l'aire totale du panneau.

On décide, en particulier, pour des raisons de symeétrie
de définir la courbe frontiere & de la decoration comme
la représentation graphique dans le repere orthonormal
(O : i j) d'une fonction f définie sur l'intervalle [-1 ;1]
par f(x) = ax*+ bx*+c.

F est tangente a I'axe des abscisses en A(1;0).
Calculez les nombres @, b, C

m ® La fonction fest définie sur [ par:
flx) = 1+x—xe-¥+1



et't est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal {unité graphique: 2 cm).

I. Prouvez que ¢ admet le point I{1:0) comme
centre de symétrie.

2. Démontrez que ‘¢ admet une asymptote d en + = et

précisez leur position relative.

3. Pour tout réel A, A=0, (i) désigne laire,

exprimée en cm?, du domaine défini par ‘€, d et les droi-

tes d'équations x = 0 et x = A.

a) Exprimez =d(X) en fonction de A

b) Quelle est la limite =i de @l(A) lorsque A tend vers +es ?

c) Déterminez un réel A, tel que, lorsque A = A, alors:
|st = s (M)] = 102,

. ® Dans un repére ortho-
normal, & est la parabole 444
d'équation y = 4— x? repré- '
sentée sur l'intervalle [- 2 : 2].
Elle engendre par rotation
autour de l'axe (Oy) un solide
de révolution (paraboloide) I

-2 (0]
1. Quelle est la nature de la

section de X par un plan perpendiculaire a (Oy) ?

2. Exprimez en fonction de y, 0= y=<4, son aire
S(y), puis calculez le volume de £

3 Aide. Voir le TD 2, page 208.

147 : Ll La courbe € ci-dessous représente,
dans un repére orthonormal, la fonction f, solution sur [
de l'équation différentielle y"+ y = 0 avec f(0) = e.

:YLH
A

1. Exprimez f(x) pour tout réel x.

2. Soit tun réel de l'ntervalle [ 1 : e].
Resolvez dans [, I'équation e' - * = t d'inconnue x,

3. A et B sont les points de €
d'abscisses respectives 0 et 1.
On considére le solide obtenu
parrotation autour de 'axe des
ordonnées de l'arc de courbe
AB. On note V" son volume. .
a) Justifiez que !

B
Vo= nj (1-Int)2dt.
i

b) Calculez 1" a 'aide d’'une double intégration par parties.

m ® Volume d'un tore

Un tore T est obtenu par rotation autour de I'axe (Oy)
d'un disque de rayon r centré sur I'axe (Ox). On note d la
distance Ol. On se propose de calculer son volume,

Yy
1

1. Précisez la nature de la section du tore par un plan
perpendiculaire a (Oy) et prouvez que l'aire de cette sec-

tionest S(y) = 4nd./ri -y
2. Déduisez-en le volume de T.

1= Aide. Pour le calcul de I'intégrale, utilisez les résultats
de 'exercice 108.

m o fest la fonction définie sur [0 ; 2] par -
f(x) = (x-2)e*

et'€ est sa courbe dans un repére orthonormal (O ; 7, )

{unité graphique: 1 cm).

1. Etudiez les variations de fpuis tracez €.

2. S est la partie du plan comprise entre ‘¢ et I'axe des
abscisses. Calculez la valeur exacte de l'aire de S, puis
donnez-en une valeur approchée a 102 prés

3. En tournant autour de I'axe (O: i), S engendre un
solide de révolution de volume 1.

a) Trouvez des réels a, b et ctels que la fonction G définie
par G(x) = (ax“+ bx+ c)e?* soit une primitive de la
fonction f? sur R,

b) Déduisez-en la valeur exacte de ¥, puis une valeur
approchée a 107 preés.

@ . ‘€ est l'arc de courbe représentant,

pour x appartenant a l'intervalle [o; Bl, o << 3, une
fonction fde la forme f(x) = /P(x}), ouP désigne une
fonction polynéme du second degré, strictement posi-
tive sur l'intervalle [ ; B].

La rotation de ‘¢ autour de 'axe (Ox) engendre un solide
de révolution dont on désire calculer le volume 1,

On note B, et B, les aires des bases du solide, et B; l'aire
de la section du solide par le plan équidistant des plans
des bases. On note hle réel B — .

h
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1. Démontrez que V" = 2(51 + B, +4By).

2. Unetoura une hauteur H = 48 m. Sa base circulaire
a un ragon R,, son orifice supérieur a un rayon R,.

y.l
A
3
X —36 =iz D +12 X

Son volume peut étre considéré comme le volume du
solide de révolution engendré par la rotation autour d'un

axe (x’0x) du domaine plan délimité par larc AB

d'équation :
=12 fl a3
y N 42"

les droites d'équations x = —36, x = 12 et laxe
(x"x). Calculez le volume V' a 1 m? prés.

AT T

dans d'autres sciences
E Intensité efficace

L'intensité a l'instant t, t = 0, d'un courant alternatif de
période T s'exprime sous la forme -

i) = |,sin(oo).
I représente lintensité maximale du courant et o sa

: T
pulsation avec @ = T

On appelle intensité efficace du courant, notée |,, lintensité

du courant continu qui produit en une période le méme
effet calorifique a travers une résistance R Ainsi '"énergie W

-
fournie dans I'intervalle [0;T] est W = Rj 2(1)dt
4]

x r %
en courant alternatif et W = RI_T en courant continu.

1. Prouvez que I est la valeur moyenne de la
fonction i2 sur [0; T].

2. Exprimez |, en fonction de |,
1== Aide. Utilisez la formule de linéarisation de sin®f.

® Centre d'inertie d'une plaque homogéne

Une plague de masse M a la forme d'un quart de disque
homogéne de centre O et de rayon r.
Sa masse surfacique est notée m.

L= Rappel. M = mS ol S est |'aire de |a plaque.
On choisit un repére orthonormal comme indigqueé.

Yy y=x

O j rx

B8 n1tGRATION ET PRIMITIVES

En raison de la symétrie, le centre d'inertie G est sur la
droite d'eguation y = X.
On admet que son abscisse est donnée par:

Xe = ]—jrmx - x2dx.
Mo

Déterminez la position de G.

LEE] o €I indice de Gini

On s'intéresse a des courbes servant de modéle a la dis-
tribution de la masse salariale d'une entreprise. Les
fonctions fassociées, définies sur [0; 1], doivent vér:-
fier les conditions suivantes:

(1)0) =0 et f(1)=1;
(2) fest croissante sur l'intervalle [0 ; 1];
(3) pour tout réel xde [0; 1], f(x) = x.
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; i
(unité: 10 cml).
A. Etude d'un modéle
Soit gla fonction définie sur [0 ; 1] par g(x) = xe*~ "
1. Prouvez que g vérifie (1) et (2).
2. Prouvez que: _

X

— = —(pX —
a(x)—x eie e)

puis déduisez-en que g vérifie (3).
3. Tracez les droites d'équations y = x et x = 1 puis
la courbe représentative de g.

B. Un calcul d'indice

Pour une fonction f vérifiant (1), (2), (3), on définit un
indice | égal & l'aire du domaine plan délimité par les
droites d'équations y = x, x = 1 etlacourbede f

1
1. Justifiez que | = -[n (x—flx))dx.

2. Calculez 'indice I, associé a g.

3. On s'intéresse aux fonctions f, définies sur [0; 1]

2xﬂ
par fu(x) = 1+x

a) Prouvez que les fonctions f, vérifient les conditions
(1), (2), (3).

On se propose alors d'étudier I'évolution de leur indice |,
lorsque n tend Vers +ee=.

1 1
b) Onpose |, = L(x—f”(x])dx etu, = jc f(x)dx,

oll nest un entier naturel, n = 2.

1
Prouvez que |, = 5~ Une

n+1 n
c) Comparez : T3 et "I'E-r_r sur lintervalle [0;1];

déduisez-en que la suite (u,) est décroissante,

d) Prouvez que pour tout réel tde [0; 1]:

L-Fl
0=
T+t

= h

—_2 =
n+1
Quelle est alors la limite de la suite (1) ?

e) Déduisez-enque 0 = u, =



E Pourtoutentier n = 1, onnote f, lafonction défi-
[ﬂ

t+1
1

sur N° par u, = J. f.(t)dt. Le but de I'exercice est
0

niesur [0; 1] par f,(t) = et (u,) lasuite définie

détudier la convergence de la suite (u,).

1. a) Démontrez que pour tout t de [0:1],
far 1 (O + (1) = &4,
b) Déduisez-en que u, , , + u, = e

2. a) Démontrez que pour tout nde N, u,, est positif.

b} Démontrez que la suite (u,) est décroissante.
1

= ———
Un n+1
b) Déduisez des questions précédentes que (u,) est

une suite convergente et trouvez sa limite.

3. a) Démontrez que 0 =

. ® | a figure ci-dessous est la représentation graphi-
que dans un repére orthonormal de la fonction fdéfinie
surR par f(x) = (x+1)e *

Onnote (u,) la suite définie sur R par:

a1
u, = L (x+1)e*dx

1. a) Interprétez u, géométriquement.

b) A l'aide d'une intégration par parties, calculez u, en
fonction de n.

¢) Lasuite (u,) est-elle convergente ?
k=1

2.0npose S, = ¥ U = Ugtly+ o+ U,
k=0

Calculez lim S,.

ft—p 02

us

Fy

/o HRE

/
m . 1. On pose pour tout entier n = 1:

1 ¢l
I = HJ'DH —=X)"exdx.

I Note. n! = px(n—-1)x - x2x1.

a) Caleulez I, par intégration par parties.

1
b} Prouvezquepourtout n=1,0< |, < %J' e~*dx.
=¥

lim |
n—=+m
¢) Démontrez a l'aide d'une intégration par parties, que

1
S R Iy

Deduisez-en s

pourtout n=1, |

P

2. On considere la suite réelle (a,) définie par @, = 0

) (_‘1 }."H—T
= = ——
et pourtoutentiern=1, a,, 4 = a,+ n+ 1)
a) Démontrez par récurrence que pour tout entier
naturel nnonnul, a, = 1 + (1M,
e
b) Déduisez-en [im a,,

n—+ea

. E * m Pour tout entier naturel n, on considére
bid T

2 . 2
lesréels |, = j esinxdx et = J.ze—“‘cosxdx_
0 0

1. Calculez | et J,,

2. Onsuppose n=1,

a) En intégrant par parties |, puis J,,, prouvez que :
l,+nl, =1

T
_n:_':
—nl,+1, =8 ¢

b) Déduisez-en les expressions de |, etJ, en fonction de n.

lim |

n—*+==

3. Calculez et lim J,

A=¥+teo

n

@ ® QLI (u,) est la suite définie pour tout
entier naturel n non nul par :
22t4+3 -
= —  — endt.
Hn .[3 t+2 £
1. a) @ est la fonction définie sur [0 : 2] par-

2t+ 3
2

(1) =

Etudiez les variations de @.

3.1 2 2
b) Déduisez-en que En(e” = 1] su, = Zn(e” -1 J
= 1. Prouvez quesi (u,)
£
2

eh—1
¢} Onrappelle que lim ——
h—a h

admet une limite £, alors 3 = { =

2. a) Vérifiez que pour tout réel tdans |0 ; 2]:

2t+3 _ 2_L_
t+2 t+2

2
Déduisez-en | = '[ 2:: zsdt_
0

2

b) Prouvez que pour tout tdans [0; 2], T =e"=e".
3

Déduisez-en que | = u, = e"l.

=

¢) Prouvez que la suite (u,) est convergente et précisez
sa limite (.

@ o E:1.09 Pour tout entier naturel n non nul, on
e

pose |, = _[ (Inx)"dx.
1

1. a) Démontrez que pour tout réel x dans |1 ;e[ et
pour tout entier naturel n, (INx)" = (Inx)"+1 > 0.
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b) Déduisez-en que la suite (1,) est décroissante.

¢) Prouvez que pour tout entier nnon nul, I, = 0, puis
deéduisez-en que la suite (1) est convergente.

2. a) Calculez |,.

b) Démontrez a I'aide d'une intégration par parties que
pourtoutnnonnul, | ., = e—(n+1)l.

c) Déduisez-en les valeurs exactes del,, I, |,. Donnez-en
les valeurs approchées par défaut a 102 prés.

3. a) Démontrez que pour tout naturel n non nul,
(n+ 1)1, = e et déduisez-en la limite de |a suite (1,).

b) Quelle est la valeur de nl_ + (I, +1,,,)?
Déduisez-en |a limite de la suite (nl ).

1
@ : 1. Calculez l'intégrale | = J.u xeXdx.

2. Pour tout entier n = 1, on pose

1

e R £ =k
o n n % e T = n
Sn«.nze +n1E + tae "= E =@

a) Exprimez S, a l'aide de la fonction f: x —> xe*.

b) Pourquoi la suite (S,,) est-elle convergente ?
Quelle est sa limite ?

e 1. Prouvez que pour tout nde fy" et tout x de

[0:1]:
1__:»{*E 1

X =L
n n2 X+n n

2. a) Calculez J K]T_'dx.
0

b) Déduisez-en que pour tout nde f" :

L (ﬁ] =
n 2n% =) =n
3. On appelle U la suite définie sur J* par:

k= H'1

um=Yy %~ In(n).

k=1
Démontrez que U est décroissante.
4. On désigne par V la suite définie sur N * par:

k=n
1
V(m =Y L n(n+1).
k=1
Démontrez que V est croissante.

5. Prouvez que U et V convergent vers une limite
commune notée y. Déterminez une valeur approchée de
va 1072 pres, par une méthode de votre choix.

= Aide. Voir le TD 3, page z09.

I & @ 1 est 1a fonction définie sur 10 ; + o

par:
= 1 -
flx) + ln( 3 )

1. Etudiez les variations de fsur |0 : + .

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

2. oo est un réel, oo = 0 a l'aide d'une intégration par

parties, calculez Iu In(%]dx. puis rl flode
1 1

3. kest un entier naturel non nul,

1 _ k1 1
a) Prouvez que e J't % dx= oy
k+11 i
b) Démontrezquej- - dx = - — f(k) et déduisez-en
g X k
= ! .
4. a) Vérifiez que pour tout réel xdans B - {0;-1}.
1 1 1

X+ 1) - x xed

b) Pour tout entier naturel n = 1, on pose:
1 1 1
= P oo
"onn+1) (n+1)n+2) 2n(2n+1)
A I'aide de [1], simplifiez I'écriture de S, puis prouvez
que la suite (5,) converge et précisez sa limite.

c) Démontrez que pourtout n = 1:
O=fn+f(n+1)+--+f(2n)=S,;

déduisez-en |lim [flmM+fn+1)+ -+ f(2n)).

[ R
5. On considére la suite (u,,) définie pour tout entier n
1 1

...+__,
."!+1Jr 2n

1
non nul par u, = =i

a) Veérifiez a l'aide de la question 3. b) que:

fimM+fin+1)+--+f2n) = u,- !n2—|n(1 +ﬁ]

b) Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et
précisez sa limite.

@: Pour tout xde [0 ; +==|, on pose:

F(x) = _[:In{l +e-2ydr,

1. Etudiez le sens de variation de F.

2. On désigne par a un réel strictement positif.
Prouvez que pour tout tdans [1 1+ a]:

. a
et déduisez-enque —— = In(1+a) = a.
ik e gl e

3. x désigne un réel strictement positif ; déduisez de la
x

di= F(x) 5‘[ e2tdy, puls
0

1 1 1
| Lot -2x = F B - - 21_
n2 h”'i-e ]' [X) e

T
!

X ,e—
tion 2.
question 2. que _[01 Py
i
2

4. On admet que, larsque x tend vers + oo, la limite de

F(x) est un nombre reel noté (.

1 1
P =h2={=_-.
rouvez que 5 n 5

que



8 i : e . . .
Paur tour entier natiel 5, o pose: ® On note ‘6 la courbe représentative de la fonc-

1 ;3 - -
u, = J'r” In(1 +e-25)dt. tion In dans un repére orthonormal (O ; (, j).
P 1. Construisez ‘€ et exploitez la notion d'aire pour prouver

5 -2n
a) Démontrez que 0 < u, =< In(1 + e-2"). que pour tout entler n = 1 :

b) Déduisez-en la convergence de la suite (u_) et précisez n n+l
£ (u,) etp J |nmt5rn(n!)aj Intdt.
1 1

salimite. .
B. Pour tout entier naturel n, on pose S, = z Uy 2. Déduisez-en quela suite (u,) définie, pourtout entier
k=0 In(n!)
: 4 . 2 = =
Exprimez S, & l'aide de F et de n. Prouvez que la suite naturel n tel que n=> 2, par u, Gt e

(5,) est convergente et précisez sa limite. précisez sa limite.

[[Fpartage d'un domaine ~ IE * une suite aintégrales
Dans un repere orthonormal, & est le domaine défini Pour tout entier naturel non nul n, on pose:
par l'axe des abscisses et I'arc de parabole d'équation

—‘I ’ Ap-t
y=-—x2+4x avec 0 < x < 4, Un—mLU—I)E dt.

Pour quelle valeur de k la parabole @ d'équation La suite (u,) est-elle convergente ?
y = kx(4 - x) partage-t-elle % en deux domaines de
meme aire ? o Une somme d'aires

Dans un repére orthonormal, € est la courbe représen-

mAire entre tangente et courbe rant la foniction f: 5 — }‘ Sur 10 s e,

Pour tout entier n, n = 1, on définit S, par:

1 1 1 .'
8= T .
n+1+n+2+ +2n i

yA

Sur la figure, € représente la fonction f définie sur

[0;+0e| par f{x) = x(1 +e %), ;ﬁ\]—lﬁ

Test la tangente & ' de coefficient directeur 1. 0 | n bl aed 2n %
L'aire exprimée en u.a. du domaine défini par l'axe des n+(n-1)
urdonqées. la courbe ‘€ et la tangente T dépasse-t-elle Prouvez que la suite (S,) converge vers In2. I
un dixieme ? ||
®
® Calcul d'intégrale e Un rapport constant
; Sur la figure, M et N sont des ok s
Prouvez que j Jx(1T=x) = g - points de la demi-parabale | #=F
0 . d'équation y= x? avec x = 0.
m M et N ont pour abscisses res- -~
5 /
Condition sur une alil:eT pectives t et L (t>0). |
Dansun repére orthonarmal (O . (, ), “6 désigne la repré- 2 -
sentation graphique de la fonction x — Inx sur ]J0; 1], On note & laire en va du 1+ iy
Pour tout réel cede 10 ; 1], % est I'ensemble des points triangle OMN et % celle du P
Mix;y) telsquex=<x<1etlno<y<o0. « triangle curviligne » [OMN]. o8 o I e
On note o (o) laire en ua, du domaine %, Prowezquepourtouttlerap- |9] 13| € | X
Existe-til une valeur de o telle que si(a) = 27 | port = est constant. |

T— —— - = L —— = L]
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Problemes

® Thémes : Famille de fonctions
Equation différentielle. Primitive

1. Pour tout réel k (k = 0), on considére la fonction f,
1-ke*
1+ ke*
a) Justifiez que, pour tout réel k, k = 0, la fonction f,
est solution de I'équation différentielle :

(E): 2y = (y—x)*+1
b) Déduisez-en le sens de variation de f, sur &

définie sur R, par fi(x) = x+

2. Onnote ‘¢, la courbe représentative de f, dans un repére
orthonormal (O ; 7. /).

Ci-dessous, on a représenté les droites d et d” d'équa-
tions respectives y = x-1 et y = x+1, ainsi que
plusieurs courbes ‘€, correspondant a des valeurs parti-
culiéres de k

Déterminez le réel k, associé a la courbe ‘€ passant par le
point O, puis celui associé a la courbe ‘¢’ passant par le
point A(1;1).

5

2

1
A

A 3
-3 -24y -
7
2
-3
d

3. a) Prouvez que pour tout réel x:

=x-1
) =x-1+—=—= (1l
2ke"
et X)=X+1- 21.
f(X) s M

b) Pour tout réel k, k > 0, déduisez-en :

« la position de la courbe ‘¢, parrapporta det d’;
« les asymptotes de la courbe ‘€.

4. Cas particulier: k = 1.

a) Justifiez que f; est impaire.

b} Soit la fonction F définie sur & par:

F(x) = L:r,mdt.

Interprétez graphiquement le réel F{x) dans les deux
cas, x>0 et x < 0. Déterminez alors la parité deF a
I'aide d'une interprétation graphique.

c) Dressez le tableau de variations de F sur F.

- INTEGRATION ET PRIMITIVES

e e T T EEEET

— —

d) Calculez explicitement F(x) en utilisant la forme de
f( x) la mieux adaptée parmi les trois dont vous disposez

m : Thémes : Fonctions et primitives.
Equations différentielles. Calcul intégral

A. Lectures graphiques

Dans un repére orthogonal, les courbes ‘€ et I représen-
tent deux fonctions dérivables sur [R. On sait que l'une
de ces deux fonctions est une primitive de l'autre, on
peut donc les noter get g”.

1. Associez a chaque fonction sa courbe. Justifiez.

2. Quel est le coefficient directeur de la tangente a € au
point d'abscisse 0 ?

B. Equation différentielle

On considére I'équation différentielle sur [ :

(E):y' +y = 2(x+1)e =~
1. Prouvez que la fonction fy: x+— (X2 + 2x)e™* est
une solution de (E).
2. On désigne par (E’) 'équation différentielle sur R :

(EY:y+y=0.

a) Démontrez que :
« f est une solution de (E) » équivaut d « u = f-f, est
une solution de (E") ».
b) Résolvez I'équation (E") et déduisez-en l'expression
de f(x) lorsque fest une solution de (E).
3. Sachant que la fonction g de la partie A est solution
de (E), exprimez g{x) pour tout réel x.

4, Trouvez la solution h de I'équation (E) dont la courbe
associée admet au point d'abscisse 0 une tangente de
coefficient directeur O.

C. Etude d'une solution

festla fonction définiesur B par f(x) = (x2 + 2x + 2)e "
1. Etudiez la fonction f et dressez son tableau de variz-
tions en précisant les limites en + e et en — oo,

2.Dans un repére orthonormal (O;1j) (unité
graphigue: 2 cm), “€” est la courbe représentative de |
Trouvez une équation de la tangente T & “G” au point £}
d'abscisse—1. Tracez ¢ et T.



3. a) Trouvez trois réels g, b et ¢ tels que la fonction
F:x— (ax? + bx+ c)e* est une primitive de fsur [,
b) o est un réel positif.

Calculez en cm?, laire (o) de la zone du plan délimitée
par 'axe des abscisses, ‘¢’ et les droites d'équations
x=0etx =q.

o Themes : Ezude de fonction.
Etude de primitive. Comportement asumptotigue

A. Etude d'une fonction auxiliaire

gest la fonction définiesur B — {0} par:

2x2
M) o=
9 X%+ 1

—Inix?+1).

1. Etudiez ses variations et précisez sa limite en + eo.
Déduisez-en que I'équation g(x) = 0 admet une solu-
tion unique & dans l'intervalle [1 ; + 2.

Prouvez que g < o< 2.

2. " est sa courbe dans un repére orthonormal.

a) Ecrivez une équation de la tangente T a I au point
d'abscisse 2.

b) Tcoupe I'axe (Ox) en un point d'abscisse Xq. Calculez
la valeur exacte de x;.

v, et v, sont les valeurs approchées par défaut et par
excés 3 1077 prés de x,,.

Des signes de g(v,) et g(v,), déduisez un encadre-
mentdeaca 1073 prés.

c) Précisez le signe de gsur £ — {0}
B. Etude de la fonction principale
fest la fonction définie sur [/ par :

2

iR 4 1) si x#0
flx) = X ;
0 six=20

€, est sa courbe dans un repére orthonormal (O ; 7, j)
(unité graphique : 2 cm).

1. Démontrez que fest dérivable en 0.

Etudiez ses variations et précisez sa limite en +ee.

2. Prouvez que pour tout réel x > —1, In(1 + x) < x.

Deduisez-en la position relative de €, et de sa tangente
en 0. Tracez ‘€.

C. Etude d'une primitive
X
F est la fonction définie sur K par x — -[ florde.
D
1. r désigne un réel strictement positif fixé: prouvez
que F(r) et F(—r) sont les aires de domaines isométri-

ques du plan. Déduisez-en la parité de F.
Indiquez les variations de F sur [0 ; 4+ o[,

2. Utilisez la position de ‘€ par rapport a sa tangente
en O pour prouver que 0 = F(1) = 15

3. Démontrez que pour tout réel t = 1

In(t}) _ In(t2+1) _ In(2e?)
t t ot

X
4. Lorsque x = 1, calculez J Lr;—':c'jar puis déduisez-en

1
les limites de F(x) et F{Txg en + oo,

5. Donnez l'allure dela courbe deF. (Prenez F(1) =04.)

: Thémes : Exponentielle.

Caiculintégral. Irrationalité de e

Le but du probléme est de démontrer que le nombre e
n'est pas un nombre rationnel,

A. f est la fonction définie sur R par f(x)=xe!-* On
désigne par ‘€, sa courbe représentative dans un repére
orthonormal (O ; i, f) (unité graphique: 4 cm).

1. Etudiez la fonction f. Construisez ‘€.

1
2. Calculez |, = j fix)dx.
0

B. Pour tout naturel n = 1, on pose:
1

I, = _[ xpl=%dyx.
0

1. a) Prouvez que pour tout réel xdans [0; 1],
M= xtel - Y=sexh.
1
b) Calculez J, = [ xndx.
4]
c¢) Déduisez de a) et b} que pour tout naturel n=1,

2. Utilisez une intégration par parties pour prouver que
pourtoutnaturel n=1, I ., = (n+ 1)l -1,
3. Pour tout naturel n = 1, onpose k, = nle—1 .
a) Exprimez k_ , , en fonction de k,

b) Calculez k, Déduisez-en par récurrence que k,, est un
entier naturel pour tout n = 1.

c) Utilisez les questions 3. b) et 1. ¢) pour prouver que, quel
que soit I'entier naturel n = 2, le nombre nle=k, +1,
n'est pas un naturel.

4. a) p et g sont deux entiers naturels non nuls.

Prouvez que pour tout entier naturel n = g, le nombre

n!
Tp est un naturel.

b) A l'aide des questions 4. a) et 3. c), déduisez-en que
e n'est pas un nombre rationnel,
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CEST NOUVEAU AU

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

m ® festlafonction définie sur R par f(t) = et € sa courbe dans un repére orthonormal

1+28
1. On considére la fonction F définie sur R par F(x) = I; fit)dt.

: -: = | b |F estune fonction paire. [€]F(0) = 1.

[a]Pour tout réel x, F'(x) =

2. On considére la fonction G définie pour tout x de l'intervalle | =} =; g[ par G(x) = F{tanx}

[a]Pour tout réel xdel, G'(x) = 1. |b|Pourtoutxdel, G(x) = . [c]F(1) = 4-
i i ; =1 1 X
3. On considére la fonction H définie pour tout réel x, x = 0, par H(x) = F(x—l— 3 )—1— F [x + 2)
F]Pourtc-ut réel positif x, H'(x) = 0. @ H(D) = g _i] F(%]+ F[%) E
— @ Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463
Pour chacune des propositions, dites si elle est 3. Si F est une primitive d'une fonction f continue
vraie ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse. sur [}, alors la fonction x+— F(2x— 1) est une primi-

tive sur R de la fonction x+— f(2x—1).
1. La fonction f définie sur }-==, 0] par f(x) = -

n'admet pas de primitives sur |—e=; 0[.

2. Les primitives du produit de deux fonctions est le b b
produit des primitives de ces fonctions. L tf'(r)de = —J-ﬂ flode

4, fest une fonction dérivable sur un intervalle | et f” est
continue sur |. De plus, fs'annule en a et b de | alors :

estiruion (@reanisie ves (@ onnaissances € voporszans

4 la fiche O du bloc méthodologique page 466,

- ® Dn COHS!déTE la fonction f définie sur Pour tout réel x, de [1;+e=[, on note si(x,) Iaire du
if ol par A0 = domaine délimite paz la courbe représentant ,fdansl un
repére orthogonal, laxe des abscisses et les droites

1. a) Justifiez la connnuité de f sur [1;+eeo[. d'équations x = 1 et X = Xp.
b) Prouvez que f est strictement croissante sur [1; +e=]. On se propose de démontrer que la fonction ainsi définie
2. Démonstration de cours sur [1 ;+oo[ est une primitive de f.
On pourra raisonner en s'appuyant sur le graphique. a) Que vaut g(1)7?
Ul b) Soit x5 un réel quelcongue de [1 ;+=2[ et h un reel,

h = 0. Justifiez 'encadrement suivant :
(X + h) — sl(xg)
h
c) Lorsque x,>1, quel encadrement poOUVezZ-vous

obtenirpour h<0 ettelque x;+h=172
o d) Déduisez-en la dérivabilité en x, de la fonction #, ainsi
Xg Xp+h x que le nombre dérivé en x,. Concluez.

flxg) =

= f(xy+ h).

- -
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Eléments

La recherche de moyens systématiques pour dénom-
brer des objets a donné naissance a I'’Analyse combi-
natoire. Laquelle nous apprend dés l'abord que le
nombre de facons de choisir p objets parmi n, est égal
au quotient de n(n-1)(n—-2)...(n-p+1) par
p(p—1)(p—2)...1. L'expression de ce nombre, noté

aujourd’hui [:J ou parfois CE. se trouve déja dans un
livre hindou de 1150.
En 1665, Pascal systématise le calcul des (;] par une

présentation en triangle. Ce « triangle » est connu en
Occident depuis 100 ans au moins et depuis plus
longtemps encore en Orient. Le mérite de Pascal est

B2 7o n |
d'avoir mis les nombres (p] en relation avec le calcul

des probabilités.

Les nombres (;] interviennent

également dans la formule du
binéme de Newton qui donne le
développement de la puissance
(a+b)™M™. Cette formule du
bindme est connue au X siécle
pour des petites valeurs de n et
est donnée par Al-Kashi en
1427 et Cardan en 1570. Elle
est dite de Newton car elle est
un cas particulier d'une formule
trouvée par Newton, qui donne
le développement illimité de
(1+ x)* avec sréel.

mstellation d’Androméde
fanuscrit (Inde)

de combinatoire

A LA MEME EPOQ

m .
i
|

UEl| ;

En Europe
occidentale,

la population

ne cesse d'augmen-
ter et les paysans
doivent conquérir
de nouvelles

terres : C'est

le début des grands
défrichements.

Averroés soutient
qu’il faut concilier
la philosophie
d'Aristote avec

le Dieu du Coran.
Ses euvres feront
autorité a la
Sorbonne et contri-
bueront a animer la

o

pensée occidentale
pendant guatre
siécles.

Ci-dessus, Conversation
entre Averroés et
Parphyre.

arcnrecrone |

L'art gothigue nait en région parisienne en la
basilique de Saint-Denis. Premier chef-d'ceuvre
de cet art nouveau, elle fait un usage systémati-
que du voiitement sur croisée d’ogives.




Note

Une liste respecte
unordre :

il y 2 un premier,

un deuxiéme, ...

Ainsia, b, ceta,c, b,
sont distinctes bien
qu'elles aient les mémes
Eléments.

Dans une liste, le méme
élément peut figurer
plusieurs fois : ainsi PFF
est une liste.

Note

Lorsque dans une liste,
les élements sont deux
a deux distincts, on dit
que cette liste est sans
répétitions.

Déenombrer des listes : arbres et cases

n Des problémes de dénombrement

Pour résoudre certains problémes de dénombrement, on est souvent ramené a répon-
dre a la question suivante : si E est un ensemble de n éléments et p un naturel donné,
combien peut-on faire de listes constituées de p éléments de E ?

Exemple 1 : Pile ou face.

On lance trois fois de suite une piéce de monnaie : 4 chaque lancer, on note dans I'ordre
P, pour « pile », ou F, pour « face », le cété visible, Le résultat peut alors étre représenté
par un « mot », par exemple, PFF : « pile » est sorti au premier lancer, «face » aux
deuxiéme et troisiéme lancers. Quels sont tous les résultats possibles ?

Voyez que, sil'on note E 'ensemble {P ; F}, répondre a cette question revient a écrire
toutes les listes de trois éléments pris parmi les deux éléments Pet Fde E. Ici n = 2,
no= 3

Exemple 2 : Classement.

On doit classer cing concurrents sans ex-zquo. Combien y a-t-il de classements
possibles ?

Notons A, B, C, D, E ces concurrents et € leur ensemble, ¢ = {A;B;C;D;E}. Le
nombre de tels classements est le nombre de listes constituées de tous les éléments de
¢ ; une telle liste est appelée aussi une permutation. Icin = 5, p = 5.

Exemple 3 : Tirage sans remise.

Une urne contient cing boules numérotées 1, 2, 3, 4, 5. On tire successivement trois
boules de 'urne mais sans remise (la boule tirée n'est pas remise dans ['urne) et on
note, dans l'ordre, les numéros tirés. Combien y a-t-il de tirages possibles ? (Exemple
d'un tirage : 2, 5, 4.)

Le nombre de ces tirages est le nombre de listes de trois éléments pris dans 'ensemble
E=1{1;2;3;4,;5}, etdeuxadeuxdistincts, puisque la boule tirée n'est pas remise
dansl'urne.Ici,n = 5, p = 3.

B Des techniques pour déenombrer

Reprenez 'exemple 1 ci-dessus.

résultats
1. Utilisation d'un arbre o P PPP
Pour trouver tous les résultats possibles, on peut . T ~F PPF
s'aider de l'arbre ci-contre que vous compléterez, r (\ e P PFP
® Quels sont les résultats possibles ? Combien y {’/ =
en a-t-il ? \\\ S
[l est facile de dénombrer les branches termina- " E {:’/' T
les d'un arbre tel que celui-ci, selon le « principe B s

de la multiplication » :
si chaque branche principale de I'arbre se ramifie en un méme nombre de branches et
si chacune de celle-ci se ramifie en un méme nombre de branches, et ainsi de suite,
alors le nombre de branches terminales est égal au produit de ces différents nombres.

® Retrouvez ainsi le résultat précédent.

ELEMENTS DE COMBINATOIRE



Note

« Pour chactn de ces
choik » est ['expression
qui met en route

e principe multiplicatif
utilisé pour calculer

le nombre total de choix
possibles.

Note

L'ordre dans lequel
on écrit les éléments
d'un ensemble

n'a pas d'importance,
Ainsi {a ; b} et {b ; a}
désignent

le méme ensemble,

—

2. Utilisation de cases

Au lieu d'utiliser un arbre, on peut utiliser la technique du « remplissage des cases »
selon le principe de la multiplication mis en évidence par I'arbre précédent.

Ainsi dans I'exemple 1 du pile ou face, on peut dire que 'on obtiendra tous les tirages
possibles en remplissant chacune des cases numérotées de 1 a 3 (pour respecter

I'ordre) par une lettre P ou F.
case 3

case 1 case 2

a) Combien y a-t-il de choix possibles pour remplir la premiére case ? Pour chacun de ces
choix, combien y a-t-il de facons de remplir la deuxiéme case ? Donc, combien y a-t-il de
facons de remplir les deux premiéres cases ? Pour chacune de ces facons, combien y a-t-il
de facons de remplir la troisiéme case ?

b) Déduisez-en finalement le nombre de facons de remplir les trois cases.
3. Exercices

a) En utilisant la technique du remplissage des cases, répondez aux questions des
exemples 2 et 3 du paragraphe [l.

b) E est I'ensemble des neuf chiffres de 1 & 9 (0 est exclu). Combien peut-on écrire de
nombres entiers de quatre chiffres dont le chiffre des centaines est 2 ?

Combinaisons

» Dire que F est un sous-ensemble (ou une partie) d'un ensemble E signifie que tout
élément de F est un élément de E. (On dit aussi que I'ensemble F est inclus dans
I'ensemble E.)

e On appelle combinaison de p éléments d'un ensemble E tout sous-ensemble de E
qui contient p éléments. Supposons que E contienne n éléments, le probléme est de
calculer le nombre de combinaisons de p éléments de E (0 < p = n).

Exemple : E est un ensemble 4 cinq éléments. Onnote E={a;b;c;d;e}.

Le but est de calculer le nombre de combinaisons i trois éléments de E. On note (g]
ce nombre, '

1. D'apreés l'activité 1, on sait calculer le nombre n; de listes sans répétitions de trois
éléments de E.
Quel est ce nombre n, ?

2. Il s’agit maintenant de comprendre comment on obtient ces listes i partir des com-
binaisons a trois éléments de E.

a) Avec les éléments de la combinaison (ou sous-ensemble) {a ; b ; ¢}, par exemple, com-
bien de listes de trois éléments sans répétitions peut-on obtenir ? On note n, ce nombre.

b) Justifiez alors I'égalité n; = n, x (5

3). puis déduisez-en la valeur de (g)

e T



Note

Une liste est une
énumération qui suit
unordre : ilyaun
premier élément,

un deuxiéme, ... Ainsi a,
b, cet b, a, csont deux
listes distinctes.

Note

Taus les résultats

de ce paragraphe 1

se retrouvent facilement
en utilisant la technigue
du o remplissage

des cases n.

li n"est pas
indispensable de

les retenir,

Note

Un modéle d'obtention
de telles listes est

le tirage successil sans
remise de pobjels, notés
dans l'ordre, dans une
urne en contenant .

Exemple

E={o; b}, p=3-
Les listes sont :
(a;a:a) a:a;b),
(a;b;a), (a;b;b),
(bsbib), (bsa;b),
(b:a;a), (b:b;a).

1) Dénombrer des listes

Dans tout ce paragraphe, E désigne un ensemble non vide qui contient n éléments.

1.1 Permutation d’un ensemble

Une permutation de E est une liste des n éléments de E.

m Exemple. E={a; b; ¢;d}; (a; b; ¢; d) et (a; ¢; d; b) sont deux permutations
de E. Ecrire une permutation de E revient a remplir quatre cases numérotées de
fagon qu’au final, chaque case contienne une seule lettre et que les lettres figurant
dans les cases soient deux & deux distinctes. Il y a quatre choix possibles pour la
case 1, et pour chacun de ces choix, il reste trois choix possibles pour la case 2.
Donc 4 x 3 facons de remplir les deux premiéres cases.

Pour chacune, il reste deux choix pour case 1

la case 3, donc 4x3x2 facons de hcholt
remplir les trois premiéres cases, et
pour chacune, un seul choix pour la case 4. Donc au total, 4 x 3 x 2 x 1 permutations.

case 2 case 3 case 4

3 choix

2 choix 1 choix

m Cas général. Il se traite de la méme facon : il ya n choix pour lacase 1, (n - 1)
choix pour la case 2, et ainsi de suite jusqu’a 1 choix pour la case n.
Donc, au total, n X (n—1) X (n—2) X ... X 2 X 1 permutations.

Le nombre de permutations d'un ensemble de n éléments, n = 1, est égal a:
nxn-1)x(n-2)x.,.x2x1.
On note ce nombre n! et on lit « factorielle n ». On convientque 0! = 1.

1.2 Liste sans répeétitions de p eléments de E
Une liste sans répétitions de p éléments de E est une liste de p éléments de E

deux 4 deux distincts (1 < p = n).

E={a;b;c;d;e}. Alors (a; e; d) est une liste sans répétitions de trois
éléments de E. Remarquez que c’est une permutation du sous-ensemble F = {a: d;¢}.

Pour obtenir une telle liste, on peut remplir Gagel case 2 cise’
trois cases numérotées de 1 a 3, et en raison-
nant comme dans le §1.1, on obtient 5 choix | | 4choix | | 5choix

5 x 4 x 3 listes possibles.
Le cas général se traite de la méme facon, d'ou :

Siun ensemble E contient n éléments n = 1, le nombre de listes sans répétitions
depélémentsdeE, 1=p=n,estnx(n-1)x(n-2)x...x(n-(p-1)).

1.3 Liste avec répétitions de p élements de E
p étant un entier quelconque, p = 1, le nombre de ces listes est nP .

En effet, puisque les répétitions sont
possibles, pour chaque casede 1ap, il
y a n choix possibles, d'oi1 le résultat.
Remarque. Un modeéle d’obtention de telles listes est le tirage successif avec remise
de p objets notés dans l'ordre dans une urne en contenant n (voir le TD 1 p. 245).

case 1 case 2 casep

n choix n choix n choix

ELEMENTS DE COMBINATOIRE



COMPRENDRE

Dénombrer avec n!

n! est le nombre de listes ordonnées
gue I'on peut faire avec n objets deux
4 deux distincts (Cest-a-dire le nom-
bre de fagons de les ordonner).

Exemple.

6 chevaux participent a une course
5aNs EX-2quo.

Combien y a-t-il de classements
possibles ?

Untel classement est une liste ordon-
née de & chevaux donc 6! classe-
ments possibles.

Et

Gh=B6xExR G332 %1 = 720

Calculer avec
des factorielles

Exemple.

Sl=DwdFx 2t =120,

Notez que

Bll= B4l = Hxég x5l
=5xdx3 !

De maniére générale :

n=nx(n=1)

n=nx(n=1)x.x(n=-p+1)

x(n-p)!,
donc
m—!p}! =ax{n=Dx_.x(n-p+1).
Ainsi,% =-BM5:
Bx7Tx6 = ,:553_:

SAVOIR FAIRE

Dénombrer des objets ordonnés

EXERCICE RESOLU n
sans répétitions

Une urne contient dix boules sur lesquelles ont été marquées les dix lettres de
l'alphabet de A a J. On tire successivement quatre boules sans remise et on
inscrit dans l'ordre les lettres portées par les boules tirées.

Combien de mots de quatre lettres ayant un sens ou non, peut-on former ?

Former un mot revient a remplir quatre cases numérotées de 1 a 4.

FPour remplir la premiére, il y a dix choix possibles. Pour chacun de ces choix,
pour remplir la deuxiéme, il y a neuf choix possibles puisque 'urne ne contient
plus maintenant que neuf boules.

case 1 case 2 case 3 case 4

10 choix ! 9chob_< ‘ 8 choix 7 choix

Donc pour remplir les deux premiéres cases, il ya 10 x 9, soit 90 choix pos-
sibles, et ainsi de suite jusqu'a la quatriéme case,
On voit que l'on peut obtenir 10 x 9 x 8 x 7, soit 5 040 mots différents.

Remarque.

Former un mot selon les conditions de I'énoncé revient a dresser une liste
5ans répétitions de 4 éléments pris parmi 10.

Le resultat trouvé est en accord avec l'encadré du §1.2, lorsque n = 10 et
p = 4.

=% EXERCICES 7et8, 11214

Dénombrer des objets ordonnés
avec répétitions

EXERCICE RESOLU ﬂ

Combien de maots de trois lettres peut-on former en utllisant les lettres du mot
« Paris » et uniquement celles-la ?
Ce mot peut contenir plusieurs fois la méme lettre,

On peut imaginer trois cases a remplir. Le mot « Paris » a cing lettres différen-
tes donc pour la premiere case, il u a cing choix. Il n'est pas interdit que les let-
tres puissent se répéter, donc il y a encore cing choix pour la deuxiéme case,
et de méme cing choix pour la troisiéme. Il y a donc au total 5x 5 x 5, soit
125 choix possibles, donc finalernent 125 mots de trois lettres.

Remarque.

Former un mot selon les conditions de 'énoncé revient a dresser une liste
avec répétitions possibles de 3 éléments parmi 5.

Le résultat trouvé est en accord avec I'énonce du §1.3, lorsque n = 5 et
p =-3

» EXERCICES 94 14
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DEFINITION 1 ®

Note
Lordre dans lequel

on écrit les éléments
d'un ensemble n"a pas
d'importance.

Ainsl {a : b} et {b; a)
désignent le méme
ensembie,

NOTATION ®»

THEOREME 1 ®

de la démonstration

On connait le nombre n,
des parties ordonnées
de p éléments (§ 1.2).
Or chague partiede p
éléments engendre

p! parties ordonnées

(§1.1).
Donc n, = [:]xp!.

2) Combinaisons

2.1 Définition

E est un ensemble de n éléments et p un entier tel que 0 = p = n.
Une combinaison de p éléments de E est un sous-ensemble (ou partie) de E qui
contient p éléments.

E={a;b;c} et p=2.
Les combinaisons de deux éléments de E sont les parties {a; b}, {a;c}, {b;c}

Le nombre de parties (i.e. de combinaisons) de p éléments d'un ensemble de n

éléments est noté (;) et se lit « p parmi n ». On note aussi Cj, .

me!: De I'exemple ci-dessus, on déduit que (3) = 3.

2.2 Nombre de combinaisons

n! _nn-1)..(n-p+1)
plin—p)! p! ]

Pour tout entier n = 1 et tout entier p tel que 0 < p <n,

(-

«5i p > 0, choisissons une partie F de p éléments de E. Ecrivons toutes les permutations de F,
(i.e. toutes les listes sans répétitions des éléments de F). Leur nombre est p! (voir § 1.1 page 238).
En faisant de méme avec toutes les parties de E contenant p éléments, on obtient toutes les listes
sans répétitions formées de p éléments de E et, chacune de ces listes n'est obtenue quune seule
fois. En effet, deux parties distinctes F et G n'ayant pas les mémes éléments, les listes formées a
partir de ces parties sont distinctes,

Deonc :

(nombre de parties 4 p éléments de E) x p! = nombre de listes sans répétitions de p éléments

c'est-a-dire [: ] ®p! = nx(n-1)%..%(n—p+1) doul'égalité donnée par le théorame.
« Si p=0, il n'existe qu'une seule partie qui n'a pas d'éléments : la partie vide,

Danc (E) = 1. La formule du théoréme donne bien[ J =1, car 0! = 1.

0

Le nombre des parties 4 5 éléments dans un ensemble a 32 éléments est

32 321 321
= = = 201 376.
(5] (32_5)15! ~ 2715 b

Avec les calculatrices. Les calculatrices scientifiques disposent de fonctions per-
mettant de calculer (:)

Salexiler ( 140)

eavec « TI»:

10 (5} (W) (PRB) (nCr) 3 [ENERD 4

e avec « casio» :

10 & ® 3 (PrOB) B (nCn 4 E3

ELEMENTS DE COMBINATOIRE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Dénombrer avec (;)

On utifise [;) dés quil Sagit de choi-

sir p objets distincts parmi n objets
deux & deux distincts,

=¥ EXERCICE RESOLU 3

«il existe au moins ... »

Exemple.

Une ume contient 6 boules noires et
4blanches. On tire trois boules simul-
tanément. Le nombre total de tirages

seni = (19),

On cherche le nombre N, de tirages
contenant au moins une boule noire.
Flutdt que de dénombrer les tirages
contenant exactement 1 noire, puis
2noires, puis 3 noires, il est préféra-
ble de dénombrer le nombre N, de
tirages qui ne contiennent aucune
noire,

On obtient N, = [g)

=} EXERCICE RESOLU 3

Valeurs remarquables
E est un ensemble de n éléments.

. [g) = 1, car une seule partie de

E ne cantient pas d'éléments, la par-
tie vide,
[ ['11) = n caril y a autant de par-

ties contenant un seul élément gue
déléments.

-[:] = 1 car une seule partie

contient n éléments, c'est E.

. (nf1 ] = n car, atoute partie F
de n—1 éléments, correspond une
partie de 1 élément, celui qui n'est
pasdans F.

Dencily aautant de partiesde n— 1

éléments que de parties réduites aun

e, n = g T T
seul_AmSJ(n_TJ = [1) =

EXERCICE RESDLUH Dénombrer des objets non ordonnés

| ENONCE |

On tire cing cartes d'un jeu de trente-deux cartes et on appelle une « main »
I'ensemble ainsi obtenu. Combien y a-t-il de mains de cinq cartes contenant :
1) le valet de trefle ?

2) exactement deux cceurs ? (Il y a huit cceurs dans le jeu).

3) au moins un roi ? (Il y a quatre rois dans le jeu).

4) nile roi de tréfle, ni un pique ?

SOLUTION COMMENTEE

1) Pratiquement, pour abtenir une main de cing cartes contenant le valet de
trefle, on prend le valet de tréfle puis on choisit quatre cartes parmi les trente
et une restantes.

Donc le nombre cherché est [31

4
2) Pratiguement, pour abtenir un paquet de cing cartes contenant exacte-
ment deux coeurs, on peut procéder ainsi: on choisit d'abord deux cartes
parmi les huit cceurs, puis trois cartes parmi les vingt-quatre restantes,

J = 31.4E8,

Nya (g’) facaons de choisir deux cceurs parmi huit, et pour chacun de ces

choix, [ 2;) facons de choisir les trois cartes parmi les vingt-quatre restantes.

Denc le nombre cherché est égal a (g) P (2;), c'est-a-dire 56 672.

3) Notons A I'ensemble de mains de cing cartes contenant au moins un roi.
Pour dénombrer ses éléments, il est plus simple de dénombrer ceux de son
complémentaire A, cC'est-a-dire le nombre de mains de cing cartes ne conte-
nant aucun roi.

Constituer une main de cing cartes ne contenant aucun roi revient a choisir
cing cartes parmi les vingt-huit cartes qui ne sont pas des rois, donc le nom-

bre de mains de A est (258}
Or le nombre total de mains de cing cartes est (352
32'] - [28
Sl 5

), donc le nombre de

mains de cing cartes contenant au moins un roi est [
103 096,
4) Une telle main s'obtient ainsi. On enleve du jeu le roi de tréfle et les huit

]. c'est-a-dire

pigues puis on tire les 5 cartes des 23 restantes. On obtient donc [253] mains,
c'est-a-dire 33 649,

Remarque.

e Pour éviter une erreur fréquente dans ce genre de problémes, vair le TD 2
p. 246.

» Unmodele d'obtention de listes d'objets non ordonnées est le tirage simul-
tane d'objets dans une urne (voir le TD 1 p. 245).

» EXERCICES 19et 20,22 et 23, 34
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THEQREME 2 ®»

RESTITUTION
DRGANISEE DES
CONNAISSANCES

exercice

Note
Le tableau permel de

calculer [:) de proche

en proche grace a
égalité:

(=3)+(75) =
:
G)

THEOREME 3 ®»

Note

Alavuede cette formule,

on comprend pourquoi
les nombras (:) sont

appelés coefficients
binomiaux.

Note

On parle auss| de

la formule du bindme
de Newton.

3) Formules

3.1 Formules relatives aux combinaisons

1. Pour tous naturelsnetp telsque 0 <p = n, (n‘:p] = [:)

2. Pour tous naturelsnetptelsque 1 =p=n-1, (::1)+(";1] = (;]

= n = n! - n! = [n
Démonstration. 1. [n_p] P ey e (7o p).
2 (n—]_]_'_[n 1) _ (n=1)! {(n-1)!
“Ap-1 P (p-1n-p)t pln-p-1N
(n-p)! = (n—p)x(n-p-1)!, doncundénominateur commun est p!(n—p)!, d'oii:
(n-1}+[n~1] - pln-1) (n-p)n_1)! _ (n—1)p+(n-p}

p-1 p

imais p! = pX(p-1)! et

~ pln-p)! plin-p)! plin-p)!
- nin-1) _ n! _ (n)
Yn-p)! (n-p)p! \p/
" pl(n—p
m Triangle de Pascal

Le tableau ci-dessous est appelé triangle de Pascal.

P illatinlgmliso 15501 ad ) sl 2g5] o7 |08

n

il 1

ol g | 2 (3]
2|1_2 1 |7

3 |1]]s]| 3/ 1

4 [1]4|@E 4

5 |1 |5 |20l 5|1
g | 1|6 ]25l20135| 8| 2

3.2 Formule du binome

Pour tous nombres complexes a et b et pour tout natureln = 1:

(a+b)" = (g]a" +G)a"‘1b + +(:Ja"-FbP+ +(n E l)ab"— * +(:]bﬂ :

Démonstration. L'égalité est vraie lorsque n = 1, car (a+b)* = G]a - ﬁ)b
Supposons-la vraie pour un entier n = 1, et calculons (a +b)"*+1.
Ecrivons (a+b)"*1 = (a+b)"(a+h) = (a+ b)"a+(a+b)"b. Nous obtenons :

n+l = [T )gn Gl i P lan-p+l e n L
(a+b) ’—(D)a +1+[1Jab+ +(p]n #t1lpp o +(njab

+ (”]a"h+ +(pf ljaﬂ PGP 4 .o +[n E 1)4;5".,. (:)b“ 1

0
Or pour tout entierg, 1 =g = n, (";IJ+(:__1) - {:J. dou:
1
{a+b]n+‘l = (g]ﬂnn :I.+ (ﬂ ; 1)ﬂ'"b o iian +{ﬂ ; l)ﬂﬂ—p-r ibp_i_ AR [i’] :; ]ﬂb" +[:)bu+1’

ce qui est bien I'égalité de I'énoncé lorsque 'exposant est n+ 1, car:

n n+1 n n+ 'l]
- = = — 1_
B =" =2 =« (5=
Donc sil'égalité est vraie aurang n, elleestvraie aurang n + 1, doncelle est vraie pour tout entiern

ELEMENTS DE COMBINATOIRE



Autre preuve
de 'eégalité 2
du théoréme 2

Cette démonstration utilise seule-
ment la définition 1 page 240,

E est un ensemble de n éléments,
n=2,

Motons a un élément de E. Parmi les

(;) parties a p éléments de E, distin-

guons celles qui contiennent a,
natons x leur nombre, et celles qui ne
contiennent pas g, notons Y leur
nombre,

lestclairque x+y = (;)

Calculons x. Une partie a p éléments
qui contient a contient aussi (p—1)
éléments a prendre parmi les (n—1)
elements de E autres que a (car a ne

peut pas &tre repete).
Donc x = [”_ ! ]
p-1

Calculans y. Une partie de p éléments
ne contenant pas a contient aussi
péléments pris parmi les (n—1)
éléments de E autres que a.

=t )
5= G235

Utilisation
du symbole %

La “formule du théoréme3 s'écrit
f

: n
A= kpn—k
aussi (a+b)" = Y [k)ﬂ bn-k
k=0
La somme des exposants de aet b
est toujours n

EXERCICE RESOLU n Appliquer la formule du binéme

| ENONCE |

1) a et bsont deux réels, développez (a + b)® et (a— b)®.

2) Développez (1 +i)% et (2i—3)% i est le nombre complexe tel que
2= 1.

SOLUTION COMMENTEE

1) ® Cn applique la formule du bindme pour n = 6.
6 (3} 6 AT
6 — 6 5 42 33 214 5 6
(a+b) ({}_]G +[1]a b+[2)a be+ [ ]a b+ ( )u b* + ( ]crb +[6Jb
donc (a+ b)f = a®+6a°b+ 15a%b2 + 20a>h® + 15a2b* + 6ab” + bE.

® On applique la formule du bindme pour n = 5 en substituant—b a b.
5 5 ! 5 .
- By5 = 5 A 3r_FN2
(a-b) (U)a +[_l}cr{ b}+(2)q( b)

Jocor: (oo (oo
+(3)n( by + 4(1{ b)*+ 5{ b)
donc (a-b)° = ¢ -5ag*b+ 10¢°b? - 10a%b* + 5ab’— b5,

2) (1+0)° = 1 +6i+ 15 + 208 + 1514 + 65 + i
= 1+6i-15-20i+15+6i—1 = -8i

[g){2!}4+ [?}{EM—B}
+(3 @32+ (5 i3+ (§)-3r¢

24— 4w 2P x4 x 22 9 4% 2(%x27 +81
16 +96i-216—-216i+ 81 = —119-120i.

EXERCICES 27 et 28, 46

2i-3)%

Il

I

EXERCICE RESOLU ﬂ Utiliser la formule du binome

1) Développez (1 +1)" a l'aide de la formule du bindme et déduisez-en
le nombre de parties d'un ensemble E a n éléments.

2) Développez (1 + 2x)". Déduisez-en, en fonction de n, la valeur de la somme
_(n n oA MY, L anfN
5“_(U)+2(TJ+2[2)+ +2(n).

SOLUTION COMMENTEE

1) Lorsque a = b = 1, laformule du bindme s'écrit :

o == () n n, (N : sé i0=p=
2 _[DJ+[1)+[2)+ +[n]‘ Or,siEanélémentsetsi 0=p=n,

(:) est le nombre de sous-ensembles de E de p éléments.
Donc (g] + (ﬂ + 4 (;J est le nombre de sous-ensembles de E.

Conclusion. Le nombre de sous-ensembles d'un ensemble de n éléments est 2",
2) (14+2x)" = 1+ (?](2;{} + (;](2)(}2 IEEE 2”.’4’”(2)_

Lasomme S, est égale au second membre de I'égalité précédenteavec x = 1.
Donc S, =

EXERCICES 29, 47, 51
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@ Par définition
n!l =nx(n-1)x---%x2x1et0! =1,

Q@ n! est le nombre de facons d’ordonner
n objets deux & deux distincts.

n n!
- (pJ T pla—p)t
Q@ Quand utilise-t-on les EJ ?
Lorsque I'on doit choisir p objets (non ordon-
nés) parmin,ilya G) choix possibles.

@ Technique du remplissage de cases

@ Formule du binéme

o (a+b)?2 = a?+2ab+ b2,

e (a+b)® = a®+3a?h + 3ab? + b3.

e (a+h)" estla somme de tous les termes
(:)a*b""‘ lorsque k varie de 0 & n.

Dans chacun de ces termes, la somme des
exposants de a et b est toujours égale a n.

=¥ EXERCICES RESOLUS 4 et 5

Remplir des cases numérotées est un moyen commode pour dénombrer.

[— Exemples. Pour calculer —]

e le nombre de facons d'ordonner p objets

pris parmi n objets deux a deux distincts
(c'est-a-dire le nombre de listes possibles de
ces p objets sans répétitions). Ce nombre est :

nl=nx(n-1)x-x(n—(p-1)).

=# EXERCICE RESOLU 1

A AVOIR

s le nombre de listes possibles de p de ces
objets lorsqu'on s'autorise a écrire plu-
sieurs fois un méme objet dans la liste (lis-
tes avec répétitions). Ce nombre est nP .

=» EXERCICE RESOLU 2

ELEMENTS DE COMBINATOIRE




Les différents types de tirages

Note

Trer successive-
neat avec remise,
pabjets parmi m,
c'est chaisir

un pruplet.

Kote

[z maniére

wénérale, on appelle
imangement de p
obsets pris parmi n,
inute liste ordonnée
iz p objets, sans
répétitions et deux
ddeuxdistincts, pris
parmi ces n objets.
Lorsgue p=n, une
telie liste est appe-
ée une permutation
fes nobjets.

Note

Tirer

simultanément
pebiets parmi o,
t'est choisir une
partie constituée
e péléments sans
welation d'ordre.

Lt pombre de tels

firages est donc o ‘.
yey

Une urne contient quatre boules numeérotées : 10, 20, 30, 40.

1 Tirages successifs avec remise

Une expérience est définie par le protocole suivant :

« on effectue trois tirages successifs avec remise, c’est-a-dire qu'aprés chaque tirage,

on replace la boule tirée dans 'urne ;

« on note le numéro de chaque boule tirée suivant 'ordre dans lequel elle a été tirée.

Le résultat d'une expérience peut alors étre représenté par un triplet,
ordonnée de trois éléments de l'ensemble E = {10; 20;30; 40}.

ou une liste

Ainsi le triplet (40 ; 30 ; 30) correspond au tirage suivant : la premiére boule tirée porte

le numéro 40, la deuxiéme le numéro 30, la troisiéme le numéro 30.
1. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

2. Combien y a-t-il de résultats possibles dans chacun des cas suivants :

a) La premiére boule tirée porte le numéro 10, la deuxiéme le numéro 40,

le numéro 20 7?

la troisieme

b) La premiére boule tirée porte le numéro 30 et la deuxiéme le numéro 20 ?

c) La deuxieme boule tirée porte le numéro 40 et la troisiéme le numéro 30 ?

d) La deuxiéme boule porte le numéro 20 ?

Aide. Utilisez la technique du remplissage des cases.

2 Tirages successifs sans remise

Une expérience est définie par le protocole suivant :

« on effectue trois tirages successifs sans remise, c'est-a-dire que I'on ne replace pas

la boule tirée dans 'urne ;

« on note le numéro de chaque boule tirée suivant 'ordre dans lequel elle a été tirée.
Le résultat d'une expérience peut alors étre aussi représenté par un triplet, mais cette
fois les éléments de ce triplet sont nécessairement deux a deux distincts, c'est donc

une partie de E contenant trois éléments et ordonnée (arrangement).
1. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

2. Répondez a la question 2. du § /1 pour ce deuxiéme type d’expérience.

3 Tirage simultané

Une expérience est définie par le protocole suivant :
e O tire simultanément trois boules de I'urne ;
e 0N note les trois numéros inscrits sur les boules tirées.

Le résultat d'une expérience peut alors étre représenté par une partie a trois éléments

de l'ensemble E = {10; 20; 30; 40}.

1. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

2. Combien y a-t-il de résultats dans lesquels figure le nombre 20 ? dans lesquels figu-

rent le nombre 30 et le nombre 40 ?

CHAPITRE 9
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Deux types de dénombrement

1 A propos d’une erreur fréquente

1. Exemple

Dans la résolution d'un probléme de dénombrement, il faut s'assurer qu'on compte
bien tous les objets que I'on doit dénombrer, et qu'un méme objet n'est pas compté
plusieurs fois. Voici un type d'erreur assez fréquente.

® Trouvez 'erreur dans le texte suivant, expliquez son origine, et proposez une
réponse correcte (voir |'exercice résolu 3, page 241).

« Un jeu de trente-deux cartes étant donné, pour constituer une main de cing cartes
contenant au moins un roi, on peut procéder ainsi :

e on choisit d'abord un roi : il y a quatre choix possibles ;

e puis on choisit quatre cartes parmi les trente-et-une cartes restantes (31 et non 28,

car la main peut contenir d’autres rois) : il ya (il] choix possibles.

» Le nombre de mains de cinq cartes contenant au moins un roi est donc égala:

31
4

__Aide. Donnez une main de cinq cartes obtenue au moins deux fois par ce procédé,

QX( )= 125 860. »

2. Application
a) Combien y a-t-il de mains contenant exactement deux as et un cceur ?

b) Combien y a-t-il de mains contenant trois piques et deux rois ?

2 L’antivol

Le code antivol d'un autoradio est un nombre de quatre chiffres, chaque chiffre pou-
vant prendre l'une des dix valeurs 0, 1, ..., 9.

1. a) Quel est le nombre de codes possibles ?

L'alarme se déclenche lorsqu’aucun des quatre chiffres sélectionnés par 'utilisateur ne
figure dans le code.

Combien de codes déclenchent I'alarme ?

b) Quel est le nombre de codes formés de quatre chiffres distincts deux i deux ?

2. Aprés une coupure d’alimentation électrique, le propriétaire doit réintroduire le
code pour pouvoir utiliser son autoradio. II sait que les quatre chiffres de son code
sont 1,9, 9, 5 mais il a cublié I'ordre de ces chiffres.

a) Combien de codes différents peut-il composer avec ces quatre chiffres ?

b) Si le premier code introduit n’est pas le bon, le propriétaire doit attendre deux
minutes avant de pouvoir tenter un second essai ; le délai d’attente entre le second et
le troisiéme essai est de quatre minutes, etc. (Le délai d’attente double entre deux
essais successifs.)

Combien de codes le propriétaire peut-il introduire au maximum en 24 heures ?

ELEMENTS DE COMBINATOIRE
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Pour les exercices [[J] a 1, simplifiez les écritures
des nombres donnés sans utiliser la calculatrice.

By wg et
ﬂ'% Bl 5 'ﬁ
O wa

"’ﬁ_(n:_nz' d’m;!m'(n:!nr

ﬂ En utilisant la notation factorielle, donnez une

autre écriture des nombres suivants :

Ox8x7xBx5,
3x2 i

A=4xE5xB6xXx7xBx9x10:B=
C=(n+2)n+1)n.

ﬂ Ecrivez toutes les permutations de l'ensemble :
= {a;b;c;d}.

Une assemblée de 20 personnes doit é€lire un
comité de 4 membres : un président, un vice-président,
un trésorier et un secrétaire.

Combien de comnités différents peut-on élire ?

b2 Aide. Voir 'exercice résolu 1, page 239.

-1. Dans un meeting
dathlétisme, la finale de saut
en longueur met aux prises
douze athlétes; il n'y a pas
dex-aequo. Combien existe-r-
ilde classements possibles ?

2.la finale du 100m plat
met aux prises huit athlétes ;
tous arrivent et il n'y a pas
d'ex-aequo.

(ombien existe-t-il d'arrivées
dans|ordre des trois premiers ? |

£ Aide, Voir I'exercice résolu 1, page 239.

“ 1. Combien peut-on former d'anagrammes du mot
« LAINE » ?

2. Combien de ces anagrammes commencent par une
consonne ?

3. Reprenez les deux questions précédentes avec le mot
« BALEINE ».

1= Aide. On appelle anagramme d’un mot, tout assemblage
ordonné formé de toutes les lettres du mot.
Voir I'exercice résolu 2, page z39.

m 1. Combien existe-t-il de codes, de quatre chiffres,
possibles pour une carte bancaire ?

2. Combien existe-t-il de numéros de téléphone com-
mencant par 0605 ?

6= Aide. Voir 'exercice résolu 2, page 239.

mL'entréE d'un immeuble est commandée par un
appareil a digicodes. Un digicode comporte cing
éléments : trois chiffres puis deux lettres.

1. Combien y a-t-il de digicodes possibles ?
2. Combien d'entre eux commencent par le chiffre 07

3. Combien d'entre eux commencent par trois chiffres
identiques ?

4. Combien d'entre eux ont deux lettres identiques ?
15 Aide. Voir les exercices résolus 1 et 2, page 239.

m On jette un dé a 6 faces, trois fois de suite et on note
successivernent les chiffres obtenus sur la face supérieure

1. Quel est le nombre de résultats possibles ?

2. Quel est le nombre de résultats :

a) comportant 3 chiffres identiques ;

b} comportant 3 chiffres distincts deux a deux ;

c) comportant 2 (et 2 seulement) chiffres identiques.

=" Aide. Voir les exercices résolus 1 et 2, page 239.

m On place trois objets différents g, b et c dans trois
tiroirs T,, T, et T,

1. On décide de ne mettre qu'un objet par tiroir.
De combien de fagons peut-on placer ces objets ?

2. Ondécide de ranger ces objets « n'importe comment »,
cest-a-dire que l'on peut mettre dans chaque tiroir

CHAPITRE ¢ -



le nombre d'objets que I'on veut. De combien de facons
peut-on alors placer ces objets ?

p=7 Aide. Vaoir les exercices résolus 1 el 2, page 239.

mRépundez aux questions de |'exercice précédent
avec quatre objets et cing tiroirs,

m5an5 calculatrice, exprimez sous forme d'entiers
ou de fractions les nombres suivants :

ne () =(2) c=l8) 0. 64)
ol e

16 |Prouvez que n[:: 1] = p(g), pour tout entier

n= 2 et pourtoutentierptelque 1 = p=n.

Trouvez 'entier n satisfaisant la condition indiquée.
ny _ ny _ n
a)(3) = 3. b) 3[4) . 14[2}

m 1. Combien y a-t-il de sous-ensembles contenant
trois éléments de l'ensemble E = {a;b;c;d;e; f}?

2. Ecrivez tous ces sous-ensembles.

mCombien de comités de trois membres peut-on
€lire parmi une assemblée de vingt personnes ?

i Aide. Volir I'exercice résolu 3, page 241.

Dix-huit personnes se rencontrent. Chacune d'elles
serre la main a chacune des autres.
Quel est le nombre de poignées de mains échangées ?

p= Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 241.

Douze points sont disposés de maniére que trois
guelcongues d'entre eux ne sont pas alignés,

1. Combien de droites peut-on tracer en joignant ces
points deux a deux ?

2. Combien existe-t-il de vecteurs qui ont pour origine et
pour extrémité deux points distincts parmi ces douze ?

g=~ Rappel. Le vecteur AB est différent du vecteur BA.

3. Combien existe-t-il de triangles qui ont pour som-
mets trois de ces douze points ?

mSur un damier « 4 X 4 » de seize cases, on place
guatre jetons sur quatre cases différentes.

1. Les jetons sont de quatre couleurs différentes.
De combien de facons peut-on les disposer ?

2. Les jetons sont identigues.
De combien de facons peut-on les disposer ?

vz Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 241.

- ELEMENTS DE COMBINATOIRE

m On veut choisir une délégation de quatre personnes
prises parmi quinze hommes et quatorze femmes.

1. De combien de facons peut-on faire ce choix ?

2. On veut que la délégation soit constituée de deux
hommes et de deux femmes.
De combien de fagons peut-on faire ce choix ?

% Alde. Voir 'exercice résolu 3, page 241.

m Loto

Chaque semaine, le jeu « Loto. Foot 7 et 15 » propose
une grille avec 15 rencontres de football. Le jeu consiste
4 pronostiquer les résultats des 7 premiers matchs delz
liste {(jeu a 7) ou des 15 matchs (jeu a 15). Pour chaque
match, trois réponses sont possibles: I'équipe 1 est
annoncée comme gagnante (réponse « 1 »), le résultat
prévu est un match nul (réponse « N »}, I'équipe 2 est
annoncée comme gagnante {réponse « 2 »),

Le parieur coche une et une seule des trois cases mmz
correspondant au reésultat prévu.,

1. De combien de facons différentes, peut-on remplir
une grille:

a) pourlejeua7? b) pourlejeuai15?

2. Paur le jeu a 7, on «gagne » a partir de 6 réponses
exactes et pour le jeu a 15 a partir de 12 réponses exactes
Combien y a-t-il de grilles gagnantes :

a) pourlejeua? b) pourlejeua15?

3. Formules

mHnts croisés

On s'intéresse aux grilles de mots croisés de vingt-cing
cases (grilles « 5 % 5 »).

Pourquoi peut-on dire, sans calculs, que le nombre de
grilles contenant cing cases noires est égal au nombre
de grilles contenant vingt cases noires ?

Résolvez dans |'ensemble des entiers strictement

supérieurs a 2, (g) % {g] = 3n(n-1).

Pour les exercices fij et fI], développez les expres-
sions données.

= Aide. Voir I'exercice résolu 4, page 243.

Ela 2+05 by -2x07. el @x+up.
Efda) (1 + 208 b) (3 - 4i)5,

c) (e® +e-10)% @réel

m En utilisant la formule du bindme, démontrez que
pour tourt entier naturel n, 5" est la somme de 1 et d'un
multiple de 4.

5 Aide. Vaoir U'exercice résolu 5, page 243.



Apprendre a chercher

Eﬂ Dénombrer sur un quadrillage
Sur la figure ci-dessous, ABCD est un carré, réguliére-
ment quadrillé.

Objectif : trouver le nombre de rectangles contenus
dans la figure. (Un carré est un rectangle.)

1. Il est souvent efficace pour dénombrer, de trouver un
moyen qui permet concrétement d'obtenir les objets
gue l'on doit dénombrer. Voici un moyen possible.

Verifiez que si I'on coupe deux droites verticales par
deux droites horizontales, on obtient des rectangles.

2. Mais il faut &tre sQr de compter les objets [ici les rec-
tangles) sans omission et sans répétition. Pour ce faire,
on peut nommer les droites.

Onnote par exemple dy, d, d;, ds, d, ds les droites ver-
ticales de gauche a droite. (Ainsi d, est la droite (AD) et
d; la droite (BC)) De méme, on note d;, dy, dj, ds,
d;, d¢, les droites horizontales de haut en bas. {(Ainsi
d; est ladroite (AB) et d; la droite (DQ)).

Ad d d;B

| .d'ﬂ
d b i .
T G e |d3
ﬂ'J]_ gt]enga S !
l" T | l '|d'_-‘
g | 1 | | I

B ey

Tout rectangle peut alors étre noté :

d,, dy di, dy (] k=L)
Observez que l'ordre entre d, et d, entre d; et d/ n'a
pas d'importance.
Ainsi le rectangle de la figure peut &tre noté d,, d,;
d{, ds, mais aussidy, dy; df, di oud, d;;ds;, dj,
ou...

a) Justifiez alors gu'il y a autant de rectangles que de
facons de choisir deux droites verticales, puis deux droi-
1es horizontales.

b) Combien y a-t-il de facons de choisir deux droites
verticales distinctes ? deux droites horizontales distinctes ?

c) Quel est alors le nombre de rectangles contenus dans
le carré ABCD 7

3. Voyez-vous une autre fagon d'arriver au résultat ? (Par
exemple, on peut considérer gu'un rectangle est connu
dés gque I'on connait deux de ses sommets opposes.)

mDémontrer une formule
a et b sont des entiers naturels strictement positifs ;
p est un entier tel que:

O=p=ag et 0O=p=0b.

Objectif : démontrer que :

()% (0)+ (=, 2 ) (@), 25)+ -

1. Premiére solution
Uneidée est de remplacer chague (;) par sa valeur, mais

on realise vite que les calculs vont étre « impossibles ».

L'idée alors est de rechercher une solution « ensembliste »,
w9 . fa+b

c'est-a-dire de traduire [ b ], par exemple, par le nom-

bre d'ensembles & p éléments pris parmi les g + b élé-
ments d'un ensemble E

Pour faire apparaitre (EJ ou [pE k)' on peut partager

E en deux parties disjointes, l'une A qui contient g élé-
ments, I'autre B qui cantient b éléments.

a) Vérifiez que chaque par-
tieCdeEapélémentsestla | E|
réunion d'une partie de A a i

k éléments (0 = k= p} et

| b éléments

d'une partiede B a (p— k)
éléments.

Combien y a-t-il de parties de
E qui contiennent k éléments
de Aet (n—k) éléments de
B?

b) Prouvez alors I'égalité souhaltée.

| a éléments |

c) Rédigez une solution.

2. Deuxiéme solution
L'idée consiste, pour obtenir des produits de coeffi-
cients binomiaux, a multiplier membre a membre deux
« formules du bindme ».

a) Trouvez le coefficient de xP dans chacun des deux

membres de ['égalité :
(1+x)971 +x)° = (14 x)9+2.

b) Déduisez-en |'égalité souhaitée.
CHAPITRE g -




Pour progresser

Dénombrements

i m Une enquéte sur la lecture de trois revues X, Y, Z,
portant sur un échantillon de 1 000 personnes donne
les résultats suivants:

« 60 % lisent X, 50 %6 lisent Y et 50 % lisent Z;
«20%lisent Y et Z 30 % lisent X et Z et 30 Yo lisent X ety

« 10 % lisent les trois revues.
Parmi ces 1 000 personnes :

1. combien lisent deux de ces revues exactement ?
2. combien ne lisent aucune de ces revues ?

1= Une méthode. Pour bien démarrer la recherche d'un
probléme de dénombrement, il faut concevoir la réalisation
des objets a dénombrer.

EI Le jeu de « Master Mind » se joue 3 deux joueurs,
L'un dispose cing fiches dans cing trous, les fiches sont
choisies parmi huit couleurs, et le joueur dispose de cing
fiches de chaque couleur. L'autre joueur doit deviner la
disposition choisie par l'autre.

1. Combien de dispositions peut-on constituer ?

2. On place au plus cing fiches dans les cing trous (cer-
tains trous peuvent rester vides).

Combien y a-t-il de dispositions possibles ?

3. Le constructeur annonce 59 049 combinaisons pos-
sibles. Est-ce justifié ?

m Dans un jeu de 32 cartes, combien y a-t-il de mains
de 5 cartes contenant :

1. exactement un roi, une dame et 2 valets 7
2. I'as de pique et au moins 2 tréfles ?
3. exactement un roi et deux carreaux ?

£ Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 241.

m ® nestunentiernaturel, n = 3 et P, un polygone
régulier convexe a ncotés.

1. a) Déterminez le nombre de segments reliant deux
sommets distincts de P,
b) Déduisez-en le nombre de diagonales de P,

2. Existe-t-il un polygone régulier qui a autant de cotés
que de diagonales ? Si oui, lequel.

ﬁ ® Informatique
En informatique, on appelle octet une liste de huit élé-

ments pris dans I'ensemble {0 ; 1}.

Exemples d'octets : 01001100 ;11100101 ;00011111.
1. Combien y a-t-il d'octets possibles ?

2. Combien y a-t-il d'octets commencant par un 0 et se
terminant parun 07?

“ ELEMENTS DE COMBINATOIRE

3. Combien y a-t-il d'octets contenant exactement
quatre1?

Eﬂ ® Coups de poker

On appelle main un ensemble de cing cartes prises
parmi cinquante-deux cartes.

Un jeu de cinguante-deux cartes est formé de quatre
couleurs (tréfle, carreau, ceeur, pique) contenant cha-
cune treize valeurs classées dans l'ordre : 2, 5, .., 10,
valet, dame, rol, as.

Chague main peut contenir certains sous-ensembles qui
constituent des annonces.

Parmi ces annonces, qui sont classées de la plus forte a
la plus faible suivant la régle du jeu, an trouve:

« l2 quinte flush : cing cartes consécutives (par ordre de
valeurs) d'une méme couleur;

« e carré: quartre cartes de la méme valeur;

o le full: trois cartes de la méme valeur d'une part et
deux cartes de la méme valeur d'autre part;

« la quinte : cing cartes de valeurs consécutives de diffé-
rentes couleurs ;

« le brelan : trois cartes de la méme valeur qui ne forment
pas avec les autres un carré ou un full.

1. Déterminez, pour chaque annonce, le nombre de
mains qui permettent cette annonce.

2. En toute logique, une annonce devrait étre d'autant
plus forte qu'elle est plus rare,
Cette « régle » est-elle respectée ?

Photographie du film Maverick (1994} de Richard Donner

El} ¢ qcm.

Un Q.C.M. est composé de cing items.

Pour chacun d'eux, trois réponses sont proposees, une
seule est vraie.

1. De combien de fagons peut-on répondre au Q.CM.?
2. De combien de facons peut-on répondre correcte:
ment aux cing items ?

3. De combien de facons peut-on répondre correcte-
ment a quatre items exactement ¢



m ® Surle réseau A
quadrillé ci-contrede

cOtés S et 4, onpeut | ot

se déplacer unique- — L | |

ment en se dirigeant _ , I
versladroitecuvers | | | | | | | ' B
le bas.

1. Combien de chemins joignent A & B.
2. Parmi ces chemins combien passent par C ?

m ® Lne urne contient 4 baules rouges, 3 boules jau-
nes, 2 boules vertes. On tire au hasard trois boules
simultanément.

Déterminez le nombre de tirages comportant :

1. 3 boules de la méme couleur ?
2. 1 boule de chaque couleur ?
3. 3 boules de deux couleurs différentes seulement ?

m : Une urne A contient 2 boules blanches, 3 boules
bleues et 5 boules rouges.

Une urne B contient 4 boules bleues,

On tire simultanément deux boules de 'urne A que l'on
place dans l'urne B puis on tire trois boules simultané-
ment de l'urne B.

Quel est le nombre de tirages tricolores possibles ?

E e On dispose de trois couleurs pour colorier le
motif ci-dessous, composé de six cases.

LI T T T ]]

Deux cases voisines ne doivent pas étre de la méme
couleur. Déterminez :

1. le nombre de colariages possibles ;

2. le nombre de coloriages utilisant exactement deux
des trois couleurs disponibles ;

3. le nombre de coloriages utilisant au moins une fois
thacune des trois couleurs disponibles.

Oy £ : ;
El e 2N joueurs sont engagés a un tournoi de tennis.
Le premier tour de ce tournoi va mettre aux prises ces
joueurs au cours de n rencontres.

I
Démontrez qu'il y a [2”; facons d'arganiser ce pre-

: 21
mier tour.

] y I .
m e Combien y a-t-il d'entiers naturels dont I'écriture
decimale comporte exactement nchiffres (n = 3) dont
deux chiffres 8 exactement ?

m : Démontrez que la somme S de tous les nombres
de trois chiffres obtenus en permutant les 3 chiffres a, b
etcestS = 222(a+ b+ ).

m ® nest un entier naturel ;
Aq = (2+43)"+(2-45)"
1. Vérifiez que A, et A, sont des entiers naturels.

2. Démontrez que pour tout n, A, est un entier naturel.
=" Aide. Voir I’exercice résolu 4, page 243.

m ® 1. a) Développez f(x) = (1 + x)".
b) Déduisez-en que pour tout réel x:

n-1_(N n Y2 . MYen—1
nil+ x) _(1]+2(2)x+3(3)x+ +n(n]x* :

2. Calculez m ¥ 2(2] " 3(g]+ - n[‘:]

o=r Aide. Voir Apprendre @ chercher, exercice 31, page 249.

m ® Une urne contient sept boules numérotées de 1
a 7. 0n en tire simultanément trois.

1. Combien y a-t-il de tirages faisant apparaitre trois
boules dont le plus grand numéro est 3 ? dont le plus
grand numero est 4 ?

2. Plus généralement, k est un entier tel que 3 <= k = 7.
Combieny a-t-il de tirages faisant apparaitre trois boules
dont le plus grand numéro est k?

3. a) Déduisez-en deux entiers n et p tels que:

@)+ G ) G)+ )= ()

b) Comment retrouver cette formule avec le triangle de
Pascal ?

e
m e Uneurne contient nboules blanches et n boules
noires. On extrait n boules simultanément.

1. Combien peut-on obtenir de résultats ?

2. p est un entier tel que 0 = p = n. Démontrez que

2
(;) résultats contiennent exactement p boules blanches.

3. Déduisez-en la samme [n]z + (”)2 + e+ (n)?_
0 1 n

iz Aide. Voir Apprendre d chercher, I'exercice 31, page 249.

m : Une association compte n membres. On consti-
tue au sein de cette association un comité de p membres,
puis au sein du comité, un bureau de g membres. Enfin, on
forme au sein du bureau un secrétariat de r membres.

En effectuant les groupements de facons différentes,
prouvez que:

AL S L o

: n, p, ksontdesentierstelsque 0 = k=p=n,

p
-k n
Démontrez que (n)(n ) = 2‘-"( )
;;Z{) kAp—k P

=5 Aide. Voir 'exercice résolu 5, page 243.
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Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Dites lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

m E est I'ensemble des figures d'un jeu de 32 cartes (4 rois, 4 dames, 4 valets). Dans I'ensemble E :

|a|on peut extraire 732 mains de 5 cartes ;

blilya (1 2] mains de 5 cartes contenant le roi et la dame de cosur ;

3

< |ily a7 fois plus demains de 7 cartes contenant un carré que de mains de 5 cartes contenant un carré.

m E est 'ensemble des nombres de 3 chiffres distincts formés a I'aide des chiffres 1,2, 3, 4, 5, 6.

1. Le nombre d'éléments de E est:

al6! bl6*. [c]120. [d240.
2. L'ensemble E contient :
|3 |80 nombres inférieurs & 500. |b|60 nombres pairs. | € |50 multiples de 5.

V R A l FA U X Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse.

@estirumion (@reaniste oes @ onnaissances

m 1. Lorsqu'on prend trois cartes dans un jeu de 32
31
2
2. Lorsque, pour une compétition sportive, on répartit
30 équipes en 6poules de 5, il y a 6 x5 répartitions
possibles.

3. On dispose d'un clavier ayant 8 touches :
3 lettres |, J, K et 5 chiffres 1,2. 3, 4, 5.

e T

cartes, ilya 4 x ( ) facons d'cbtenir au moins un as.

m D'aprés un document ministériel

1. Démonstration de cours
a) Démontrez que pour tous entiers naturels n et k tels
que l=k=n-1,

(=1

b) Déduisez-en que pour tous entiers naturels n et k tels
que2=k=n-2,

(k22)+2k2D+("2*) = (&

-:% ELEMENTS DE COMBINATOIRE

Un code est composé d'une lettre suivie de 3 chiffres qui
ne sont pas nécessairement distincts.
Avec ce clavier, on peut créer exactement :

a) 5° codes commengant par |.

b) G) cades commengant par | et dont tous les chiffres

sant dtStinC[.S.
c) 72 codes contenant les chiffres 1 et 2.

d) 15 codes se terminant par 12.

ﬂ Reportez-vous

a la fiche O du bloc méthodologique page 466.

2. Application

Une urne contient n boules indiscernables au toucher,
Deux des boules sont rouges, les autres sont blanches.
On tire au hasard et simultanément k boules de ['urne
lavec2=k<n-1).

a) Déterminez, en fonction de net de k, le nombre de ti-
rages ne contenant que des boules blanches.

b} Déduisez-en le nombre de tirages contenant au
moins une boule rouge.

c) Déterminez d'une autre maniére, le nombre de tira-
ges contenant au moins une boule rouge et, a l'aide de
la formule de la question 1. b) justifiez que I'on retrouve
le méme résultat.
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Les épreuves aléatoires indépendantes ayant une
probabilité p de succes ont été étudiées pour la pre-
miére fois par le mathématicien suisse Jacques
Bernoulli. Dans son livre Ars Conjectandi (I’Art de la
conjoncture), publié en 1713 par son neveu Nicolas
huit ans aprés sa mort, Bernoulli montre |e résultat
suivant :

la frequence moyenne d'apparition d'un résultat dans
une répétition d'épreuves tend vers la probabilité
d'observer cette apparition dans une seule épreuve.
Par exemple, si on lance un dé parfait, la probabilité
de sortie du 2 est :—5 Si on répéte cette expérience un
tres grand nombre n de fois, il est presque siir que le
nombre m de fois ot la sortie du % a eéteé réalisée est

m

tel que 2 e

Cet énoncé est appelé la loi des
grands nombres.

Jacques Bernoulli fait partie de
la premiére génération de la
famille de mathématiciens la
plus célebre. Entre huit et
douze Bernoulli, répartis sur
trois générations, apportérent

des contributions importantes

aux probabilités, aux statisti-

Jacques Bernoulli
1654 ~ 1705

gues, aux matheématiques.

A LA MEME EPOQUE

L’avénement au g
trone d’Espagne Pl
de Philippe V, petit-
fils de Louis X1V,
provogue la guerre et

de Succession

d’Espagne qui # ey i
I'oppose avec -
la France & une

coalition euro-

péenne jusqu’en

i714.

-

LITTERATURE

Racine meurt en
1699. Privilégiant
I’étude psychologi-
que des personna-
ges, Racine a
participé, avec
Corneille, a resti-
tuer a la scéne
tragique la dimen-
sion que lui avaient
conférée les Grecs.

PEINTURE

Dans ses scénes galantes, Antoine Watteau
exprime le caractére éphémére des choses, les
subtilités du sentiment amoureux. Il révéle
ainsi une sensibilité d'un caractére nouveau,
intime et mélancolique.




Note

On dit aussi que la loi p
esl équirépartie.

Note

p(g2) = 1.

p(@) = 0.

MNate

L’équiprobabilité
permet de ramener

les calculsde probabilité
a des problémes
de dénombrement.

Note
Auss] :

Vi(X) = E(X2)—(E(X)).

PROBABILITES

1) Rappels

1.1 Probabilités d’événements

m Définitions

® L'ensemble des issues d'une expérience aléatoire est appelé univers. En général,
oy S = {ei;8et iyl

@ Un événement est une partie, ou sous-ensemble, de . Un événement élémen-
taire est un événement qui ne contient qu'une seule issue, par exemple {e, }.

on le note €2, et les issues sont notées ey, ,, ..

@ L'événement A N B est'événement « A et B ».
@ ['événement A U B est 'événement « A ou B »,
® ['événement A est I'événement « non A » ou « contraire de A ».

® Deux événements incompatibles sont deux événements telsque AN B = @.
(Ils ne peuvent pas se réaliser en méme temps).

m Probabilités et leurs propriétés

@ Chaque événement élémentaire {e;} est affecté d'une probabilité qui est un
nombre, noté p(e;), tel que 0 = p(e;) = 1.
En outre, p(e;) + p(ey) + --- +ple,) = 1.

® Lorsque pour tout i, tout j, p(e;) = p(e;), ondit que les issues sont équiproba-

bles, et dans ce cas, pour tout i, p(e;) = %

@ La probabilité d'un événement A, notée p(A) est la somme des probabilités de
tous les événements élémentaires inclus dans A. Dans le cas d’'équiprobabilité :

nombre d'élémentsde A _
nombre d'élémentsde Q&

nombre de cas favorables

p(A) = nombre de cas possibles

® Quels que soient les événements A et B :
p(AUB) = p(A) +p(B)-p(ANB); p(A) = 1-p(A).
Dans le cas ou A et B sont incompatibles (A M B = &), on obtient :
p(A U B) = p(A) +p(B).

1.2 Variable aléatoire definie sur Q

m Définitions

® Une variable aléatoire est une fonction définie sur € et a valeurs dans .

® Définirlaloi de probabilité de X, c'est trouver'ensemble [, I = {x;; x,; ... ; x;},
des valeurs prises par X puis associer a chaque élément x, de I la probabilité de I'événe-
ment « X prend la valeur x, », probabilité notée p(X = x;).

m Parametres

Les parameétres d'une variable aléatoire X sont :

®l'espérance: E(X) = x;p(X=x)) + - + 5. p(X =x,);

@ lavariance: V(X) = [x; - EX)?p(X =x;) + --- + [x, - E(X)]°p(X = x;) 5

o lécart type : 6(X) = JV(X).
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Avec
des pourcentages

5i le nombre n, d'issues d'un événe-
ment A est égal a 1% du nombre
total ndes issues de £2, et 5'il y a équi-
t
babili = =
probabilité, alors p(A) 100
t
Eneffet, ny = 705 < M donc
n, ;

M= 5 =9

=§ EXERCICE RESOLU 1

Modéles
d’équiprobabilité

"équiprobabilité ne se devine pas,
elle est admise sous une hypothése
et un univers £ bien précis.

Exemples.
e Lancer d'un dé parfait :
Q={1;2;3;4;5;6}.
e Lancer de deux pieces équilibrées.
Les piéces sant supposées discema-
bles et numérotées. On note pour
chacune la face apparue,
0D = TFR:PF:FP:FF}.
e Lancer de trois dés parfaits.
Les dés sont supposés discernables
et numérotés. £2 est l'ensemble des
216 triplets formé des numéros res-
pectifs de chaque dé.
# Tirage simultané, au hasard, de
pjetons dans une urne contenant
njetons identigues. £2 est I'ensemble
des cambinaisons de p jetons parmin

=p EXERCICE RESOLU 2

E(X) et jeux

Xestune variable aléatoire qui donne
le gain algébrigue du joueur.

Silejeu est répété un trés grand nom-
bre de fois, le gain moyen du joueur
se rapproche de E(X).

SLE(X) = 0, lejeu est défavorable
alujoueur. 51 E(X) = 0, ilestfavora-
ble. Il est équitable si E(X) = 0.

=¢ EXERCICE RESOLU 2

EXERCICE RESOLU n Utiliser les représentations d’ensembles

Parmi les éléves d'un lycée, 54 % ont pratiqué le ski, 32 % ont pratiqué
la voile et 13 % ont pratiqueé ces deux sports.
Oninterroge un éléve au hasard. Quelle est la probabilité qu'il n'ait jamais pra-
tigue le ski et jamais pratiqué la voile ?

SOLUTION COMMENTEE

L'univers est I'ensemble des éléves et avec ce choix d'univers, I'expression « au
hasard » signifie, selon l'usage, que les issues sont supposées équiprobables.
Notons S I'événement « 'éléve a pratiqué le ski » et V 'événement « ['éléve a
pratiqué la voile ». Par hypothése et puisqu'il 4 a équiprobabilité :

p(S) = 054; p(V) = 0,32; p(SNV) = 0,13
Notons R I'événement « I'"éléve n'a jamais prati-
qué le ski et jamais pratiqué la voile ».

Le schéma montre clairement que les issues de

R sont toutes les issues en dehors de S UV
carun ¢leve dans S U V a pratiqué au moins
I'un des sparts. Ec R est I'événement « non | O
5¥» R =51V
Or p(S5UV) =p(S)+p(V)-p(SNIV) = 054+032-013 = 0,73.

Doncp(SUV) =1-073 = 027 et p(R) = 0,27,

=¥ EXERCICE 1

EXERCICE RESOLU Définir une loi d'une variable aléatoire

Un joueur extrait, au hasard et simul-
tanément, trois boules de 'urne ci-contre.

S'il tire trois boules rouges, Il gagne 100 €, deux
rouges et une verte, 40 €, sinon il perd 70 €.

X est la variable aléatoire donnant le gain algé-
brique du joueur, Quelle est la loi de X ?

SOLUTION COMMENTEE
L'univers est I'ensemble des combinaisons de trois boules parmi dix, le nom-
bre des issues est donc [ 13?) = 120. L'équiprobabilité est admise.

@ X prend les valeurs 100, 40, —70.

® «X = 40 » est ['événement « tirage de deux boules rouges et une verte » il

contient donc (g] % [?) issues soit 50 issues. Donc p(X = 40) = 12
«X = 100 » contient (g) issues soit 10 issues, donc p(X = 100) = 11—2, et

puisque la somme des probabilités est 1, p(X = -70) = %

Le tableau résumant la loi de X est ;

| % 70 40 100
—
12

A 1 5
‘ p(X = x,) . ¢

~p EXERCICES 8a 10
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Mote

L'univers {2 est
I'ensemble des
éléves du lycée et
I'équiprobabilité
est admise.

Note

ps(E) est appelée
probabilité
conditionnelle c'est

la probabilité de réaliser
E lorsqu®on sait avec
certitude que F est
réalisé,

DEFINITION 1 ®

Note
Conformément au
programme, ["utilisation

desrégles1,2et3
(p. 258) ne nécessitera

pas de justifications
supplémentaires,

Régle 1 ®

Régle 2 %

PROBABILITES

2) Probabilités

conditionnelles

2.1 Exemple : arbre pondéré. Définition

Dans un lycée, 54 % des éléves sont des filles (F). Parmi les filles, 72 % sont exter-
nes (E); parmi les gar¢ons (G), ce pourcentage est de 76 %. On interroge, au
hasard, un éléve et on s'intéresse aux deux critéres : sexe et externe ou non.

La situation peut étre illustrée par le graphique ci-dessous appelé arbre pondéré,

m Dessin des branches

® Au départ, il y a deux possibilités, F ou G, représentées 072 __E
par deux branches. 054 —F < _
2 = : 028 —E

® Aunceud F, il ya deux cas, E ou E, selon que la fille est <
externe ou non. De méme, a partir du neeud G. oA 0,{ £
034 —E

m Inscriptions sur les branches

® Sur la branche — F, on inscrit p(F). Id p(F) = 0,54. (Voir Comprendre p. 255)

® Sur la branche F — E , on inscrit la probabilité qu’a la fille choisie d'étre exter-
ne, cette probabilité est 0,72,

On la note pgp(E), ce qui se lit : « probabilité de E sachant F ».

Or parmi les filles, 28 % sont internes donc py(E) = 0,28. p.(E) +p;(E) = 1.
® On compléte de méme l'arbre A partir de G.

» Evénement représenté par un chemin

Le chemin 22 F 22 g représente |'événement :

« I'éléve est une fille et elle est externe ». Cet événement est F M E.

Calculons sa probabilité. Notons N I'effectif du lycée, alors le nombre des filles est
0,54 N et le nombre de filles externes est donc 0,54 x 0,72 x N. Puisqu'il y a équi-

probabikis, AP TV B) = SEXOTEXN _ ooy o (B):
D'os p(F M E) est le produit des probabilités inscrites sur — F —E et

_ p(FNE)
pe(E) = —p(F)

- De maniére générale, on pose la définition suivante.

A et B sont deux événements d'une méme expérience aléatoire avec p(A) # 0.
La probabilité que B se réalise sachant que A est réalisé, est le nombre noté

Pa(B) défini par p,(B) = A

p(A)

2.2 Reégles d’utilisation d’un arbre pondéré

Un chemin va du départ a une extrémité de 'arbre. Il représente I'intersection de
tous les événements rencontrés sur ce chemin.

Loi des noeuds. La somme des probabilités inscrites sur les branches issues
d'un méme neceud est égale 2 1.

La probabilité de I'événement représenté par un chemin est égale au produit
des probabilités inscrites sur les branches de ce chemin.




COMPRENDRE

Arbre pondéré

Chaque nceud de l'arbre correspond
aun état de |'expérience.

Pour chacun, on connait la probabi-
lité d'accéder a chacun des états pos-
sibles qui suivent.

Surunchemin — A—B —C
par exemple, on inscrit successive-
ment p(A), pa(B), ParglCh

Ce chemin représente l'événement
ANBNC

=» EXERCICE RESOLU 3

Interprétation
de p,(B)

0 |

G >

AnB

Lorsque A est reéalisé, les seules
issues qui réaliseront B sont celles de
«A et B ». Mais puisque A est réalisé,
A devient 'univers pour A M B.
Ainsi p,(B) est obtenue par compa-
raison de la probabilité non condi-
tionnelle de A M B avec la probabi-
lité non conditionnelle de A
. p(ANB)
pa(B) = oA

Utilité de p,(B)

Souventla probabilité p(A M B) est
difficile a trouver.

La connaissance de p,(B) ou de
pa(A) permet alors de la calculer:
P(AN B) = p(A) x ps(B)
PIANB) = p(B) x pg(A).

=} EXERCICE RESOLU 4

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU n Lire et utiliser un arbre

On donne l'arbre pondéré suivant, 0

6 B

1) Indiquez les probabilités mangquantes. 0.4 A <_
2) Calculez p(A N B), p(AN B), -
p(A N B), p(AN B). _ 07 __-B
A <_

.

1) L'arbre indique p(A) = 0,4 et pA(B] = 08, pﬂ{B}

Sur labranche — A, il faut inscrire p(A), sur A— B, il faut inscrire p,( B),
et sur A— B, il faut inscrire pil B).

Pour cela, utilisons la lof des nceuds. D'oll p(A) = 1 -04 =
1—p(A)).

Et pa(B) +pa(B) =1 d'oli p5( B) =0,4 etdeméme, p;(B)=1-0,7 =03.

2) D'aprés la régle 2, p(A M B) s'abtient comme le produit des nombres
inscrits sur le chemin — A —B.
D'ol p(A N B) = p(A) x ps(B) = 0,24.

De méme, p(A N B) = 0,16, p(ANB) =

0,6 (quiicitra-
duit I'égalité p(A) =

042, p(AN B) = 0,18.

=» EXERCICES 11415

EXERCICE RESOLU n Calculer la probabilité d'une intersection

| ENONCE |

Dans un atelier, 2 % des piéces fabriquées étant défectueuses, on décide de
procéder au contrdle suivant :

—si la piece est banne, la probabilité d'étre acceptée est 0,96 ;

— 5i elle est défectueuse, la probabilité d'étre refusée est 0,98.

On choisit une piéce et on admet que ces choix sont équiprobables. On note
E l'événement « la piece est bonne et refusée », Quelle est la probabilité de E ?

SOLUTION COMMENTEE

Notons B I'événement « la piéce est bonne » et A |'événement « la piéce est
acceptée », donc B est I'événement « la piéce est défectueuse » et A «la
piece est refuseée »,

® L'événement E est 'événement B N A. lllus- 0

trons l'expérience par un arbre pondéré. 0,98 B %f
Au départ, 2 branches : - 004 —A
la piéce est bonne (B) ounel'estpas (B). 002 _A
Au nceud B, deux branches: la piece que l'on 0,02~B <

sait bonne est acceptée (A) oune I'est pas (A). 098 —A

De méme, au nceud B,

® Inscription des probabilités : L'événement B M A est représenté parle che-
min — B — A_ll suffit d'inscrire les probabilités sur ces branches. Or 2 % des

piéces sont défectueuses d'oti p( B) = 0,02 donc p(B) = 0,98, De plus, la
piece bonne est acceptée avec la probabilité 0,96 donc pg(A) = 0,96 et,

daprés la loi des nosuds pB(ﬁ) 1-096 = 0,04
p(B N A) = p(B)x pg(A) = 0,98x0,04 = 0,039 2.

» EXERCICE 19

Il en résulte que

CHAPITRE 10
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Note
Nous savons gue si
ENF =& alors

P(EUF) = p(E) + p(F}.

L'énoncé généralise
cette formule au cas
d'une réunion de n
fvénements deux 3 deux
incompatibles.

Note

Deux dvénements
représentés par deux
chemins différents sont
toujours incompatibles.

Note

On dit alors que
{A; A3 AL est
une partition de €.

Régle 3

PROBABILITES

3) Probabilités totales

3.1 Reéeunion d’événements incompatibles

GEM - B

3.2 Formule des probabilités totales

Siun événement B est la réunion des événements
Aq, Ay, ..., A, , incompatibles deux a deux, alors

p(B) = p(Ay) +p(Ay) + -+ + p(A,).

Trois machines M,, M,, M, réalisent 20 %, 30 % et 50 % de la produc-
tion d'une entreprise. On estime que respectivement 1,5 %, 2 % et 1 % des piéces
produites par ces machines sont défectueuses.

Une piéce est choisie au hasard dans la production.

L'objectif est de calculer la probabilité de I'événement B : « la piéce est bonne ».
Pour toutide 1a 3, on note M, I'événement « la piéce est produite par M, ».
[lustrons la situation par un arbre pondéré.

0,985 B

e On peut distinguer deux phases : la production M, <

d'une piéce, d'ou les branches initiales menant a 0,2 0,01 B

M), M, M;. Puis, a partir de chaque nceud M,

savoir sila piéce est bonne (B) oune l'est pas (B). - 098 B

Plagons-nous au nceud M, . La probabilité a écrire ' M, <

0023

On connait pmlfﬁ} = 0,015 donc, d’aprés la loi 0.5 o 5

des nceuds, p,, (B) = 1-0,015 = 0,985. ' '

1 Ms

Pour les autres branches, on fait de méme. 007 -
: B

e Trois chemins contribuent a la réalisation de

M, N B, M, N B, M, N B.

Ainsi B est la réunion de My N B, M, N B et M; N B, événements deux a deux

incompatibles, doud'aprés § 3.1, p(B) = p(M; N B) + p(M, N B) + p(M, N B),

De plus d'aprés la regle 2, p(M,; N B) = p(M,) X py (B) pour 1 <i=3, donc

sur M,— B est pMI(B}.
l'événementB: — M;— B; — M,— B; — M,— B qui représentent
p(B) = 0,2x0,985+0,3x0,98+0,5x0,99 = 0,986.

m Cas général : formule dite des probabilités totales

Si 'univers € d'une expérience aléatoire est la réunion d'événements,
Ay, Ay, ..., A, deux a deux incompatibles, alors pour tout événement B,

p(B) = p(B N A;) +p(BNAy)+--+p(BNA,)
avec, pour toutentieridelan, p(BN A;) = p(Ai)xPAi{E).

m Conséquence : utilisation d’arbres pondérés
Cette formule se traduit, sur un arbre pondéré, par la régle suivante :

La probabilité d'un événement E est la somme des probabilités des chemins qui
aboutissent a E.
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llustration des
probabilités totales

Dans l'exemple du cours, l'événe-
ment B peut se représenter ainsi:

(BUB=Q)

m M, N B m 3

Les événements M, N B, M, M B,
Ms M B sontdeux a deux incompa-
tibles (une piece fabriquée par une
machine ne peut étre fabriquée par
ure autre) et leur réunion est B.
(On dit que ces événements forment
une partition de B).
Ainsi, p(B) = p(M, N B)

+plM, M B)+ p(M; N B).

Choisir
les bons chemins

Il n'est pas toujours nécessaire de
construire un arbre.

Souvent, on peut connaitre a priori
tous les chemins qui menent a I'éve-
nement dont on cherche la probabi-
lité.

Ainsi dans l'exemple du cours, 'évé-
nement B est la réunion des seuls
evénements représentés par les
chemins — M, — B,
—Mo—8,—My—B.
D'ou la possibilité de calculer directe-
ment p(B) d'aprés la régle 3.

= EXERCICE RESOLU B

l

J
yNBl M;NB [M;N LB

J

EXERCICE RESOLU B Utiliser les régles des arbres pondérés

EELITEA Dans une population, la probabilité de naissance d'un garcon est
estimée a 0,52. On sait que 2 % des filles et 1 % des garcons présentent & la
naissance une luxation congénitale de la hanche. On choisit au hasard un
nouveau-ne.

1) Quelle est la probabilité qu'il souffre de cette luxation ?

2) Quelle est la probabilité qu'un bébé atteint soit une fille ?

SOLUTION COMMENTEE

Considérons les événements, G « naissance d'un gargon », F « naissance
d'une fille », L « le nouveau-né a une luxation de la hanche » et L,

Par hypothése, les choix étant équiprobables : 001 L
p(G) = 052, p(F) = 048, 0sp-G=—___ _
Et « 2% des filles présentent a la naissance 0,99 L

une luxation » signifie que la probabilité que
le nouveau-né ait une luxation sachant que
c'est une fille est 0,02, donc p.(L) = 0,02
Deméme, p(L) = 0,01. L'arbre dessiné résume |'expérience.

1) Il s'agit de calculer p(L).

L est la réunion des événements représentés par les chemins — G — 1 et
—F —L.

D'apres larégle3, p(L) = (0,52 x0,01)+ (0,48 x0,02) = 00148,
Remarque. Si on ne cite pas la régle 3, on écrit .

p(L) = p(GNLY+p(FNL) = p(G)xpg(L) + p(F) x pe(L).

2) La question se traduit ainsi : sachant que L est réalisé, quelle est la proba-
bilité de F ? Il s'agit donc de calculer p, (F).

L

0,02
0~ ¢ 22—
098 L

Par définition, p (F) = pILO F)

[ 0,0096 _ 24
T = = TPt ok el
OrpENTF) =482 0)02 et p(L) = 00143, dons pilF) = oo =

=% EXERCICES 22 2 24

EXERCICE RESOLU ﬂ Utiliser les réegles des arbres pondérés

LI Une urne contient trois boules blanches et cing noires,
On effectue deux tirages successifs sans remise, au hasard.,
Quelle est la probabilite d'obtenir une boule blanche au second tirage ?

SOLUTION COMMENTEE N,

Les branches initiales de l'arbre correspondent
aux résultats du premier tirage: obtention
d'un boule noire (N, ) ou d'une blanche (B, ). N,
De chacun de ces nceuds partent deux bran- 3/8 ~~p, .< '
ches donnant les résultats du 2° tirage. Il est 2i7 B,
clair que I'événement « obtenir une blanche au 2¢ tirage » est la réunion des
événements représentés par les chemins — N, — B, et— B, — B,

Orp(N,) = g et py (By) = ; (si N, est réalisé, il reste 7 boules dont 3 blan-

ches). De méme, p(B,) = g et pg (B,) =

sl R
+

00N

X

1

Il

QN

Doncdaprés lesregles 2 et 3, p(B,) = g x

=% EXERCICE 20
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DEFINITION 2 B

DEFINITION 3 ®»

Note

De facon intuitive, la loi
deXn'influence pascelle
dey.

Note

On compléte les marges
ensommant les résultats
des lignes pour obtenir
la loi de X et ceux des
colonnes pour obtenir la
loide Y. Les lois de X et Y
sont dites marginales.

PROBABILITES

4) Indépendance

4.1 Indépendance de deux événements

Les deux événements A et B considérés sont deux événements relatifs a une méme
expérience aléatoire et tels que p(A) #0 et p(B) # 0.

Dans certains cas, le fait de savoir que A est réalisé ne change pas la probabilité
d'obtenir B, ce qui se traduit par p,(B) = p(B) [1]. On dit alors que B est indé-
pendant de A

Or p,(B)xp(A) = p(ANB), donc daprés [1], p(B)xp(A) = p(AN B).
Comme cette égalité ne change pas en remplacant A par B et B par A, il en résulte
que si B est indépendant de A, alors A est indépendant de B. On pose alors la défi-
nition suivante :

Dire que deux événements A et Btels que p(A) # 0, p(B) # 0 sont indépendants
signifie que :

p(ANB) = p(A)xp(B).

4.2 Indépendance de deux variables aléatoires

X et Y sont deux variables aléatoires sur un univers  prenant respectivement
les valeurs x, (1 =i =n) ety (1=j=gq).

Dire que X et Y sont indépendantes signifie que, pour tout i et tout j, les événe-
ments «X = x;»et«Y = y »sont indépendants.

On considére un damier de type 4 X 4 dont les
cases sont repérées par les couples (x;y) ou x est le
numéro de la ligne et y celui de la colonne.
On place, au hasard, un jeton sur une case,
L'univers £ est I'ensemble des couples (x;y) avec
1=x=4, 1=y=4, chacun d'eux étant équiprobable.

X 0 si x+y estpair
X est la variable aléatoire définie par 51_ T [} e
X =1 si x+y estimpair
Y est la variable aléatoire donnant le numéro y de la colonne.
Définir la loi du couple (X ; Y), c'est donner la probabilité de chaque événe-

mentdutype: «X=x,»N«¥Y=y» 1<isdetlsjs4

Un tableau résume les résultats. Y =
e«X=0»MN«Y=1» signifie que le jeton est X de X

sur une case (x;y), avecy = 1 et x +y pair. o

1/8|1/8|1/8|1/8
Les cases favorables sont (1 ;1) et (3 ; 12) dm;la W P T
probabilité p[« X =0»Ne«¥Y=1»] = = = = i i o=
16 8 | O w4l walvalial o

On obtient de méme les autres probabilités
(en rouge).

e On constate que, dans tous les cas,
pleX=xsNea«¥Y=y»] = p[X=x]xp[Y =y];
donc les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Incompatibles
donc dépendants

Deux événernents A et B incompati-
bles et tels que p(A) # 0 et p(B) 20
sont neécessairement dépendants car
alors plAMB) =0

et p(A) x p(B) =0

donc p(AM B) = p(A)x p(B)
estimpossible

Intérét

de l'indépendance
de Xetde Y

Lorsque les variables aléatoires Xet Y
sont indépendantes, la connais-
sance des lois de X et Y permet
d'obtenir la loi du couple (X;Y).
Ceci n'est plus vrai dans le cas ou les
variables aléatoires ne sont pas indé-
pendantes.

% EXERCICE RESOLU 8

EXERCICE RESOLU Démontrer l'indépendance
de deux événements

La compasition d'une urne est indiquée par le schéma ci-dessous.
On tire simultanement deux boules au hasard.
On considére les événements

A « les deux boules ont la méme couleur »,

B « les deux boules ont des numéros impairs ».
A et B sont-ils indépendants ?

SOLUTION COMMENTEE

L'univers est I'ensemble des combinaisons de deux boules parmi dix donc le
10

7 )= 45.

Il s'agit de comparer p(A M B) avec p(A) x p(B).

nombre de tirages possibles est (

® A est réalisé avec tout tirage de deux boules qui sont soit rouges, soit
bleues, soit vertes, donc I'équiprobabilité étant admise le nombre d'issues
favorables est:

(g)+[g)+(§] = 14. D'ou p(A) = g

® B est réalisé avec tout tirage de deux boules dont les numéros sont parmi

les cing impairs, donc le nombre d'issues favorables est (g) = 10. D'ou

0 _ 2 . 28
= — = = A BY = —.
p(8) Z5 = g Puis p(A) x p(B) Z05
® Une ssue réalise A M B lorsque les deux boules ont méme couleur et des
numeéros impairs, ce qui nécessite qu'elles soient prises parmi les trois rouges

a numeros impairs. Le nombre d'issues favorables est @] = 3.
b s - ) ’
D'ott p(ANB) = T
Ainsi p(A) x p(B) = p(A M B) donc A et B ne sont pas indépendants.

=% EXERCICES 28 2t 29

EXERCICE RESOLU “ Trouver la loi du couple (X ; Y)

IEITER X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur un univers
Q, dont |es lois sont données ci-dessous.

Xi ! 2 | X ¥ N Y2 ¥3 Ya
£ 1 1 1 i 3 1 2 1
_{"x = 3 | 3 |.&8 ||[=n 6|5 |5 |10

Da:;hﬂez la loi ducouple (X ; Y).

~ Y

lls'agit de trouver les probabilitésnotées p, | X, a0 e el e
des événements «X = x;» N «Y = y». YU IR 0 O
Or X et Y sont indépendantes donc 201105 |20 2
py = P(X=x)xp(Y=y). .l | 112131
D'oli le tableau de la loi du couple (X ; Y). 10 ,15 _15_ E. 3
el L 11111111
20|30 (15|60 | &

T 2 1

5§ 5 10

=p EXERCICE 30
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Note

L'univers chaisi pour £,

est{S;0;U;L}
Les issues ne sont pas
équiprobables.

2

5)==;

P3l3) &
p,y(0) = pyil)

1
= py(l) = =
4 5

Note

Ceci sera développé
au chapitre 11

(voir page 288).

PROBABILITES

5) Expériences indépendantes

Parfois, une expérience consiste a effectuer une suite d'expériences partielles.
Dans bien des cas, on peut considérer, a priori, que l'issue d'une expérience par-
tielle ne dépend pas des issues de toutes les expériences qui l'ont précédée.

On dit alors que ces expériences partielles sont indépendantes.

5.1 Exemple

Trois urnes U,, U,, U, contiennent respectivement les lettres des mots SAVE, OUR
et SOULS. On tire au hasard unelettre d'abord dans U, puis dans U,, enfin dans U,,
On désire calculer la probabilité de I'événement « obtenir SOS. »

L'expérience € est la succession de trois expériences partielles &, , €,, €., chacune
d'elles étant le tirage au hasard d'une lettre dans I'urne de méme indice. Une issue
de € est donc une liste (e, ; e, ; e3), ol e, désigne une lettre de U, e, une lettre de
U,, e; une de U,. On fait I'hypothése que ces trois expériences sont indépendan-
tes. On peut représenter € par un arbre, Le schéma donne le début de I'arbre.

® D'abord, le tirage dans U, donne les issues U, U, U
possibles S, A, V, E, toutes de probabilité %

® A partir du nceud S, suite au tirage dans ks,
trois issues sont possibles O, U, R.

Surla branche 8 — O, on doit inscrire la pro-
babilité de « tirer O de U, sachant que S est

réalisé ». En raison de 'hypothése d'indépen-
dance, cette probabilité est celle de « tirer O

: - 1
de U, » que S soit réalisé ou non, donc =.
gy 3

® A partir du nceud O, suite au tirage dans Uj, quatre possibilités : tirage de S, ou
de O, ou de U, ou de L. Mais S étant deux fois dans U, la probabilité d'obtenir §

dans U, est % Sous I'hypothése d'indépendance des expériences partielles, la

branche O— S recoit la probabilité %

Ce raisonnement vaut pour toutes les autres branches de l'arbre.

L'événement « SOS » est représenté par le seul chemin = 5§ 22 0 22 g,
—r - A B §
Ainsi d'aprés la regle 2, p(SOS) = i 55" 55’

5.2 Cas général

€ est 'expérience consistant a réaliser successivement n expériences partielles
€1, €5, ..., €. Uneissue de € est une liste ordonnée (e, ;e, ;... ;e,) derésultatsdes € .
Notons py, p,, ..., p, les lois de probabilités sur les univers respectifs des €,.

On admettra que p(e;;e,; ... 5 e,) = pile;) Xpyley) X ... Xp,(e,).

Lorsque toutes ces expériences partielles €, €,, ..., € sontidentiques, c’est-a-dire
définies sur le méme univers et affectées de la méme loi de probabilité, alors elles
sont appelées épreuves.



Modeéles de réeférence

lindépendance des expériences par-
tielles est une hypothése du modéle,
elle devrait donc étre annoncée.

Mais lusage veut que cette hypo-
these soit implicite dans certaines
situations de référence telles que:

® Tirages avec remise,

# tirages sans conditionnement dans
des urnes différentes,

e lancers successifs dune méme
piece, ou d'un méme de,

=} EXERCICE RESOLU 10

e lancers successifs de plusieurs pié-

({5 =p EXERCICE RESOLU 9

e lancer simultané de n dés ou pie-
ces, assimilé a nlancers successifs du
dé ou de la piece.

intérét d’un arbre

Lors d'une expérience définie comme
une succession d'expériences par-
tielles, puisque
ple,;.;e)=pyle)x . xp,e,),
la probabilité d'une liste se calcule en
faisant le produit des probabilités ins-
crites sur chaque branche du chemin
ass0cie.

Il en découle une utilisation des
arbres selon lesrégles 1, 2 et 3.

=} EXERCICES RESOLUS 5et 6

EXERCICE RESOLU n Calculer une probabilité

lors du lancer de trois piéces

IS On dispose de trois piéces notées a, b, ¢ La piéce a est équilibrée
alors que b et ¢ sont truquées.

Pour la piéce b, « Pile » a deux fois moins de chance de sortir que « Face »
alors que pour la piéce ¢, « Pile » en a trois fois plus.

On lance successivement a, b, ¢ (les lancers sont indépendants).

Quelle est la probabilité de I'dvénement A « obtenir exactement une fois Pile » 7

L'expérience est la succession de trois lancers indépendants.
Il faut d’abord préciser, pour chacun d'eux, I'univers et la probabilité de chaque
issue. Pour chacun, l'univers sera {P; F}.

® Lancer de a:il y a équiprobabilité donc p,(F) = p,(P) = L

2
® Lancer de b: pour cette piéce truquee, p,(P) = % et py(F) = %
® Lancer de c: de méme, on obtient p4(P) = % et p:(F) = %
L'arbre associé a l'expérience est dessiné T b -
ci-contre.
AII’TSI‘ A esit la réunlon. des év_énements P {_,,f P
representes par les trois chemins :

~F < .

V2 p 23 Ve M2 g W3 W /
HEFﬂFSMF \
D'ou d'aprés les regles 2 et 3,

1.2 1.1 1.1 1. 2.3 3
8

A = s e — — — - — - =
BIF gREN NIy R Xy

< EXERCICE 34

EXERCICE RESOLU m Calculer une probabilité

lors de n lancers successifs

EETITE On lance n fois de suite une piéce équilibrée.
Calculez en fonction de n, la probabilité, notée p,, de I'événement A « obtenir
au moins un Pile ».

SOLUTION COMMENTEE

L'expérience est la répétition de n fois la méme épreuve qui est le lancer d'une
piece. Une issue est une liste de n lettres P ou F.
Les dénombrer peut prendre du temps. Il est plus avantageux alors de calculer

p(A}, A étant I'événement « aucun Pile n'est apparu » c'est-a-dire « obtenir
Face & chaque lancer ».

Les lancers sont indépendants donc A est représenté par le chemin :

05 0,5 05 P . :

— F,—F, . —F, avecF, I'événement « obtenir Face au i® lancer ».
Ainsi p(A) = (0,5)" d'ou pP; = P(A) = 1-(05)"

Remarque. Lorsque la définition d'un événement contient la locution
« au moins » il est souvent avantageux de considérer I'événement contraire.

» EXERCICES 40 et 41, 43
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Q Le conditionnement

« Si I'événement A est tel que p(A)=#0,
la probabilité conditionnelle de « B sachant
A » notée p,(B), esttelle que:

p(ANB) = p(A) xpa(B).

e La formule des probabilités totales se
retrouve a partir d'un schéma comme celui
ci-dessous. BU B = Q.

ﬁ; A, N B m}ﬁ
\w A,NB|A,NB }B

e p—

AI ﬁlz AE
Si {A; ; A;; A} estune partition del'univers,
p(B)=p(A; N B)+p(A, N B)+p(A; N B).
@ Expérience définie comme une succes-
sion d’expériences partielles indépendantes
Alors la probabilité d'une liste est :
pley; .. ;e,) = pileg) X Xp,(e,).

=3 EXERCICE RESOLU 10

A AVOIR

Q L’indépendance

« L'indépendance de deux événements A et

B d’'un méme univers se traduit par :
p(ANB) = p(A)xp(B);

ou bien :

PA(B) = p(B) ou py(A) = p(A).

« L'indépendance de deux variables aléatoi-
res X et Y, définies sur un méme univers,
est assurée dans le seul cas ol tous les évé-
nements du type «X = x;» et «¥ = y;»
sont indépendants.

=} EXERCICE RESOLU B

@ Utilisation d’arbres pondérés

Elle est recommandée pour traduire le condi-
tionnement ou bien une succession d'expé-
riences indépendantes.

Le produit des probabilités sur un chemin
donne la probabilité de I'événement repré-
senté par ce chemin.

=p EXERCICES RESOLUS 5, 6 et g

=% EXERCICE RESOLU 3

=p EXERCICES RESOLUS 3, 4, 5 2L &
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Construction et utilisation d’arbres pondérés

1 Modéles de référence

Une urne contient dix boules indiscernables :
six rouges et quatre vertes.

1. Tirages avec remise

On tire successivement deux boules en remettant, aprés
chaque tirage, la boule dans I'urne.

On note la couleur de chaque boule sortie.

On répete ainsi deux fois la méme expérience. Par hypothése, les tirages sont indépen-

dants.
a) Complétez 'arbre associé 4 I'expérience. 1¢ tirage 2¢ tirage
On note les événements : S, 3
R; « obtention d’une boule rouge au i ® tirage » ; . v

. [} s s 2
V, « obtention d'une boule verte au i* tirage ». <
b) Déduisez-en les probabilités des événements: ... Vtr.::::f Rz
B « obtention de deux boules de méme couleur » ; —\l,

D « obtention de deux boules de couleurs différentes ».

2. Tirages sans remise

On tire successivement deux boules sans remettre la boule dans l'urne, apres chaque
tirage.

On note la couleur de chaque boule sortie.

Le second tirage est alors conditionné par le résultat du premier.

a) Dressez I'arbre associé a I'expérience.

b) Calculez les probabilités des événements B’ « obtention de deux boules de méme
couleur » et D" « obtention de deux boules de couleurs différentes ».

2 Succession d’expériences

On dispose de n sacs de jetons notés S, S,, ..., S, (n = 2).

5, contient deux jetons noirs et un blanc et chacun des autres sacs, un noir et un blanc.
On se propose d'étudier I'évolution des tirages successifs d"un jeton selon le protocole :
* on tire un jeton de S, ;

» on le place dans S, et on tire alors un jeton de S, ;

» on place ce jeton dans S, ... et ainsi de suite...

ST 3 A& U

Pour tout entier k, 1 = k = n, onnote E, I'événement « le jeton sorti de S, estblanc »
et E; son événement contraire. La probabilité de E, est notée p,.

|. Démarrage du processus
a) Représentez par un arbre le tirage dans S, puis dans S,,.

b) Indiquez la valeur de p, puis calculez p,.

CHAPITRE 10




2. Relation entre p, et p , 4

vl
=
o
(=
>
=
3
]—

_:‘:_‘___.-- Elv.'+|

a) Complétez 'arbre ci-contre qui illustre les tirages dans I i —

lessacs S, et S; .1 (1 <=k=n-1). i

¥ —_— TEE EI(|-I
Aide. Déterminez d'abord P (E et P—(E, ). E

E"{ kfl] A 1) H<Em~1

b) Déduisez-en que p; .4 = %Pk + 1

3
3. Etude de la suite (p,,) i 4
a) Démontrez par récurrence que, pour tout entier naturel n, p, = —(1 - —).

b) Déduisez-en la limite de p, lorsque n tend vers +eo.

Quelle interprétation pratique pouvez-vous faire de ce résultat ?

Test de dépistage

Une maladie atteint 10 % d'une population. Un test de dépistage permet de détecter si
un individu est malade, Ce test doit étre positif sil'individu est malade et négatif sinon.
La probabilité qu'un test soit positif sachant que I'individu est sain est de 0,008.

La probabilité qu'un test soit négatif sachant que I'individu est malade est de 0,02.
On choisit au hasard un individu de cette population. On note les événements :

M « I'individu est atteint de la maladie » et T « le test est positif ».

1. Construisez un arbre pondéré résumant la situation.

2. Valeur diagnostique

On appelle valeur diagnostique d'un test, la probabilité qu'un individu dont le test est
positif soit malade.

a) Calculez p(M N T) puis p(T).

b) Déduisez-en la valeur diagnostique p(M).

3. Fiabilité du test
Une erreur de test survient lorsque :
« P'individu est sain et le test positif » ou « I'individu est malade et le test négatif ».

a) Calculez p(M N T). (Unindividude M N T est dit « faux positif »).
b) Calculez p(M N T). (Unindividude M N T est dit « faux négatif »).
c) Calculez la probabilité d'une erreur de test.

4. Influence de la proportion d'individus malades
On généralise |'étude précédente dans le cas ot la proportion d’individus malades dans
la population est x avec 0 < x < 1.

a) Exprimez en fonction de x la valeur diagnostique.

b) Que dire de la valeur diagnostique lorsque x est proche de 0 ? A partir de quelle
valeur de x la valeur diagnostique dépasse-t-elle 0,9 ?

Commentaire. La valeur diagnostique mais aussi la fiabilité du test sur la population
étudiée dépend de la proportion de gens malades.

Pour une maladie rare, un cas de test positif n'assure pas le diagnostic aussi convient-
il d'effectuer d'autres tests indépendants. En outre, un dépistage systématique de
toute la population a l'inconvénient de produire une quantité non négligeable de faux
positifs, ce qui pose des problémes éthiques.

PROBABILITES
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Variables aléatoires
et probabilités conditionnelles

Le nombre de clients se présentant en cinq minutes 4 une pompe dans une station ser-
vice est une variable aléatoire X. On suppose que le nombre de clients X ne dépasse
jamais deux.

La loi de X est donnée par le tableau suivant :

Nombre declients/ | O 1 2
piX=i) 0,1 0,5 0.4
Chaque client achéte de I'essence ou du gasoil. La C,

probabilité qu'un client acheéte de I'essence est 0,4.
La probabilité qu'il achéte du gasoil est 0,6.

Le choix d'un dlient est indépendant de celui des ess.

autres et dunombre de clients. On notera C,I'événe- G <

ment (X = i), cest-d-dire I'événement «il se pré- gas.

sente i clients 4 la pompe » pouride 04 2. ess.
Les différents cas peuvent se résumer par I'arbre ci- S <g )
contre. G < axs
On note E l'événement « un seul client achéte de 935r<gas
I'essence ».

1. a) Complétez I'arbre en mettant sur chaque branche la probabilité qui convient.
b) Calculez p(C, M E).
c) Justifiez que Pc,(E) = 0,48. Calculez p(C, N E).

d) Déduisez des questions précédentes la valeur de p(E) (probabilité de 'événement
« en cinq minutes, un seul client achéte de 'essence »).

2.Y est la variable aléatoire égale au nombre de clients qui achétent de l'essence en
cinqg minutes.

a) Quelles sont les valeurs de Y ?
b) Déterminez la loi de probabilité de Y.
c) Faites le tableau donnant la loi du couple (X ; Y).

d) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Loi d’équiilibre génétique

Etant donné un géne possédant un couple d’alléles A et a, on dit qu une plante est homo-
zygote lorsqu'elle contient les deux mémes alléles sur une paire de chromosomes
homologues : elle est alors de génotype AA ou aa. Une plante est hétérozygote lorsqu'elle
est de génotype Aa.

Certaines plantes, le lupin par exemple, se reproduisent par autogamie (ou autofécon-
dation) : tout se passe pour la descendance comme si on fécondait deux plantes de méme
génotype, chaque chromosome d'une paire étant sélectionné au hasard. L' objectif de
ce TD est I'étude de la descendance par autogamie d’'une plante hétérozygote.
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1 Premiére géneration
Une plante de génotype AA donne par autogamie une plante de génotype AA. De
méme, une plante de génotype aa donne une plante aa.
@ Déterminez les probabilités que la descendance de premiére génération d'une plante
de génotype Aa soit une plante de génotype AA, Aa ou aa.
Aide. Construisez un arbre.

PROBABILITES

2 Générations successives

Partant d'une plante hétérozygote (Aa a la génération 0), on constitue par autogamie
des générations successives. On utilise les notations suivantes :

« (AA), estl'événement «la plante de la n-iéme génération est de génotype AA »;

« (Aa), est I'événement « la plante de la n-iéme génération est de génotype Aa » ;

« (aa),, est I'événement « la plante de la n-iéme génération est de génotype aa ».

On appelle x, la probabilité de (AA),, y, la probabilité de (Aa), et z, celle de (aa), .

1. Evaluez x,,, y, et z.
2. Calculez x,, y, et z,.
3. Exprimez la probabilité conditionnelle de (AA), ,, sachant (AA),, puis celle de
(AA), ., sachant (Aa), et enfinde (Aa),,, sachant (Aa),.
En utilisant les résultats précédents, démontrez que pour tout entier n :
= 1 1
Xni1 _xn+ayrf et yn+1=§}"n'

Donnez l'expressionde z, _ 4.

3 Etudes des suites (x,,), (¥, et (z,)

1. Calculez les valeurs de x,,, y, et z, den = 0 a10 al'aide d'un tableur ou de votre
calculatrice. Que pouvez-vous conjecturer sur les trois suites ?

2. Quelle est la nature de la suite (y,) 7 Exprimez y, en fonction de n.

3. En remarquant que:

X, — Xp (x,—%,_ 1)+ (x,_1=%,_9)+ - +{x,—xp)

1}
= z(yr:—l+yrt-2+ +y0)’

exprimez x, en fonction de n.

4 Evolution dans le temps

Déterminez les limites des suites (x,), (y,) et (z,).



1. Rappels sur les probabilités

Dans les exercices de cette rubrique, utilisez les
modéles de référence qui assurent I'équiprobabilité
et les techniques de dénombrement.

Trois revues scientifiques a, b, cmises a la disposi-
tion des éleves de TS d'un lycée sont telles que

52% ontlua,43% b, 37 % c;

22%ontluaet b, 15% aget¢, 13% betc;

8 % les trois revues. On interroge un éléve de TS auhasard.
Quelle est la probabilité :

a) qu'll ait lu exactement une revue ?

b) quiil n‘ait lu aucune de ces revues ?

£ Aide. Voir ["exercice résolu 1; page 255,

n On remplit d'une maniére aléatoire les quatre cases
du tableau avec les nombres +1 ou —1,

Calculez les probabilités que :
a) la somme des nombres soit nulle ;
b) le méme nombre n'apparaisse pas deux fois de suite.

ﬂ Une urne contient deux boules blanches (b) et qua-
tre noires (n), toutes indiscernables au toucher.

1. On tire successivement, au hasard quatre boules sans
remise. Calculez la probabilité des événements suivants :
A« tirage alterné du type bnbn » ;

B « tirage d'une seule boule blanche ».

2. Méme question que 1. dans le cas de quatre tirages
successifs avec remise.

nUne urne contient 9 boules : 4 rouges, 2 bleues et
3 vertes,

1. On tire simultanément, et au hasard, deux boules de
lurne et on note sa couleur.

Calculez la probabilité des événements suivants :

R « tirer deux boules rouges »

C « tirer deux boules de la méme couleur ».

2. Méme question que 1. dans le cas du tirage successif
des deux boules avec remise.

Oeedoans
4 "
"
w

B
&
-
B -
»
®
-

I:ﬂ] On tire simultanément, et au hasard, deux cartes
d'un jeu de trente-deux.
Quelles sont les probabilités d'obtenir :

a) deux piques ?

b) un seul pique ?

c) aucun pique ?

d) un pique et un coeur ?

n On prend simultanément, et au hasard, trois cartes
d’un jeu de trente-deux.
Calculez les probabilités de prendre :

a) trois cartes de la méme couleur ;
b) trois cartes de la méme valeur [c'est un brelan)

A la course du tiercé, il y a vingt chevaux au départ.
A l'arrivée, il n'y a pas d’ex-aquo.

On mise sur trois numéros.

1. Calculez la probabilité de gagner le tiercé dans

l'ordre. (Il s'agit d'avoir les numéras des trois premiers
dans l'ordre d'arrivée)

2. Calculez la probabilité de gagner le tiercé dans le
désordre. (Il s'agit d'avoir les numéros des trois pre-
miers, mais pas dans l'ordre d'arrivée))

Les exercices [E)] a ] concernent la notion de
variable aléatoire. Vous pouvez vous reporter a la
partie Comprendre et a I'exercice résolu 2, page 255.

n Un jeu de hasard est constitué d'un dispositif allu-
mant de fagon aléatoire une case et une seule d'un
tableau lumineux dont les ampoules sont rouges (R),

vertes (V), bleues (B) ou marron (M).
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L'exploitant donne au client un jeton servant a action-
ner le mécanisme dont il peut fixer a sa guise la valeur @
€n euros.

Le joueur gagne 80 € si le rouge clignote, 50 € pour le
vert, rien du tout pour le marron et perd 10 fois la valeur
du jeton pour le bleu.

X est la variable aléatoire donnant le gain algébrique en
euros du joueur.

1. Trouvez la loi de probabilité de X.

2. a) Calculez a pour que le jeu soit équitable (c'est-a-
dire E(x) = 0.)

b) Comment I'exploitant a-t-il intérét a fixer la valeurde a ?

n Un apparell électronique envoie a une imprimante
un code qui est un nombre aléatoire de six chiffres ne pou-
vant prendre que les valeurs 0 et 1 (parexemple :011010).
N est |a variable aléatoire donnant le nombre de 1.

1. Indiquez la loi de probabilité de N.
2. Calculez son espérance et son écart type.

m Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rou-
ges, 3 jaunes et 2 vertes.
On tire au hasard et simultanément trois boules.

1. Calculez les probabilités des événements :
A « les boules ont la méme couleur » ;
B « les boules sont toutes de couleurs différentes ».

2. On appelle X la variable aléatoire qui, a chaque tirage,
associe le nombre de couleurs obtenues.

a) Trouvez la loi de probabilité de X.
b) Calculez E(X).

oty WL Y ) ST S, -

Pour les exercices [l 2 B, A et B désignent deux
événements d'un mé&me univers.

=" Aide. Voir 'exercice résolu 3, page 257.

1. Complétez I'arbre pondéré suivant ;
1

: 4
2 A<
2
— 5
A<_
B

2. Calculez p(A N B), p(A N B), p(A N B), p(A N B).

o m

S0 rroeasiLiTES

ﬁ\ et B sont tels que p(A) = ‘13_ p(B) = = et
p(ANB) = % Calculez p,(B) et pg(A).

-A et B sont tels que p(A) = % p(B) = %

p(AUB) = % Calculez p(A M B), pA(B) et pa(A).

et

A et B sont tels que p(A) = 13, pa(B) = 1: et
px(B) = % Calculez p(B).

1 3
IEA et B sont tels que p(A) = 3 P} = 3 et

2
p(AMNB) = g

1. Calculez p,(B) et pg(A).
2. Calculez p(A N B). Déduisez-en pi(ﬁ).

m Deux ateliers A et B fabriquent des puces électro-
nigues. Pour une commande de 2 000 piéces, A en apro-
duit 1 200 et B en a produit 800.

L'atelier A produit 4 % de puces défectueuses et B en pro-
duit 3 %. On prend une puce au hasard dans la commande
On appelle A I'événement « la puce provient de ['ate-
lier A », B 'événement « elle provient de l'atelier B » et D
I'tvénement « elle est defectueuse ».

1. Complétez le tableau qui décrit la composition de la
commande::

nombre de puces
non défectueuses

nombre de puces
défectususes

nombre
de puces
produites
par A

nombre
de puces
produites
par B

total

2. Calculez les probabilités suivantes
a) p(D), p(A N D) et pg(A).
b) p(D), p(D N B) et p5(B).

Du tableau aux arbres
Le tableau suivant indique les résultats d'un sondage
sur 'nstallation d'un parc d'horodateurs auprés d'un
échantilion de personnes fréquentant une ville.

On choisit au hasard une per-
sanne de |'échantillan.

On note A et H les événements:: A | 125 | 175
A « elle a une opinion positive » ; s

H «elle habite dans la ville ». A O |

1. Calculez p(A), p(H), pA(H), Py(A).

=i

H




2. Représentez par un arbre la situation en commen-
cant par les événements A et A.

3. Faites de méme mais en commencant par les événe-
ments H et H.

mﬁwec un diagramme ensembliste

Parmi les éleves de terminale scientifique (T) d'un lycée,
42 % ont choisi la spécialité maths (M) et 55 % étudient
'espagnol (E) en langue 2 ; de plus, 27 % ne font ni espa-
anol, ni spécialité maths. T
Oninterroge un éléve au hasard.

—

1. Complétez le diagramme ci-
contre en inscrivant les proba-
bilités déduites de I'énonce,

e
\‘“*%i - ﬁ/

- T

2. a) Calculez la probabilité qu'un éléve suivant la Spé-
cialite maths étudie I'espagnol.

b) Calculez la probabilité qu'un éléve apprenant I'espa-
gnol suive la spécialité maths,

i\ la suite d'un sondage effectué a propos de la
construction d'un barrage, on estime que :

+65% de la population concernée est contre la cons-

truction de ce barrage et parmi ces opposants, 70 %
sont des écologistes -

«parmi les personnes non opposées a la construction,
20% sont des écologistes.
On interroge une personne au hasard.

1. Calculez la probabilité qu'une personne interrogée
soit opposée au barrage et soit écologiste.

2. Calculez la probabilité qu'une personne interrogée
ne soit pas opposée et soit écologiste.

3. Déduisez-en la probabilité qu'une personne interro-
gée soit écologiste.

¥ Aide. Voir I'exercice résolu 4, page 257,

E]Une urne contient deux boules blanches et trois
boules noires.

On tire au hasard et successivement deux boules sans
remise {la boule tirée n'est pas remise dans 'urne).

1. Vérifiez que F'expérience B
peut €tre décrite par l'arbre B, < ’
d-contre. (B, signifie que la N;
boule tirée au premier tirage

estblanche, ... ). <

2, Inscrivez sur chaque branche les probabilités conve-
nables.

3. Calculez la probabilité d'obtenir -

a) deux boules blanches ;

b) deux boules noires :

£) une boule noire et une boule blanche.

E5 Aide. Voir I'exercice résolu 6, page 259.

mUne urne contient cing boules : trois noires numé-
rotees 1, 2, 3 et deux blanches numérotées 1,2
On tire au hasard et simultanément deux boules.

1. Caiculez les probabilités des événements -
A « les boules ont la méme couleur » :
B « la somme des numéros des boules est 3 »,

2. Calculez py(A).

-Un lot de bulbes de tulipes est composé de deux
variéteés :

« 60 % de la variété A dont 95 % donnera une fleur,

« 40 % de la variété B dont 90 % donnera une fleur.

On prend un bulbe au hasard.

Calculez la probabilité qu'il donne une fleur.

U= Aide. Voir 'exercice résolu s, page 259.

m Un tiroir T, contient cinq pieces d'or et cing piéces
d'argent, un tiroir T, en contient quatre d'or et six
d'argent. On choisit au hasard I'un des tiroirs et dans ce
tiroir, on prend une piéce au hasard.

1. Construisez l'arbre pondéré de cette expérience aléa-
taire. )

2. Calculez la probabilité de prendre une piéce d'ar

a) dutiroir T, ; b) du tiroir T,,.

3. Calculez la probabilité de prendre une piéce d'or.

4. On a extrait une piéce d'or.

Quelle est alors la probabilité qu'elle provienne du tiroir T,?
i= Aide. Voir 'exercice résolu 5, page 259.

E] Le personnel d'un hépital est réparti en trois
catégories : médecins, soignants (non médecins) et per-
sonnel AT (administratif ou technique).

12 % sont des médecins et 71 % des soignants.

67 % des médecins sont des hommes et 92 % des <oi-
gnants sont des femmes.

On interroge au hasard un membre du personnel.

1. Quelle est la probabilité que la personne interrogée
s0it une femme soignante ? une femme médecin ?

2. On sait que 80 % du personnel est féminin.

a) Calculez la probabilité que la personne interrogée
s0it une femme AT,

b) Deduisez-en la probabilité que la personne interro-
gée soit une femme sachant que cette personne interro-
gée est AT.

I3 Aide. Voir 'exercice résolu s, page 259.

m Dans une association sportive, 30 % des membres
pratiquent le tennis, 60 % sont des hommes et parmi
eux, 55 % ne jouent pas au tennis,

Quelle est la probabilité pour qu'une femme choisie au

hasard ne pratique pas le tennis ?
CHAPITRE 10 -




m On tire au hasard une carte d'un jeu de trente-deux.
On note A l'événement «la carte est une dame»
et B I'événement « obtenir un coeur »,

1. Calculez p(A), p(B), p(A N B).
2. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

- On lanceun dé parfait. A est 'événement « lenuméro
est pair» etB «le numéro est un nombre premier .
A et B sont-ils indépendants ?

m Une association de quatre-vingt-seize membres pro-
pose différentes activités a ses adhérents dont l'aviron et le
badminton. Douze membres slinscrivent pour [aviron,
trente-deux pour le badminton dont quatre pour les deux.
On prend au hasard la fiche d'un adhérent.

On note A et B les événements :

A « 'adhérent est inscrit pour l'aviron » ;

B « l'adhérent est inscrit pour le badminton ».

Les événements A et B sont-ils indépendants 7

En est-il demémepour Aet B? A et B?

g Aide. Voir I’exercice résolu 7, page 261.

m Un dé cubique truqué est tel que la probabilité de
sortie d'un numéro k est proportionnelle @ k

On lance ce dé et on considére les événements :

A « le numéro est pair » ;

B « le numéro est supérieurouegala3»;

C « le numéro obtenu est 3 ou 4 ».

1. a) Calculez les probabilités de A, B, C.
b) Calculez la probabilité conditionnelle pa(B).
2. A et B sont-ils indépendants ? Aet C?
3= Aide. Voir U'exercice résolu 7, page 261.

mCompIétez le tableau suivant sachant que les
variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

2. Calculez les probabilités des événements suivants:
a) « la carte est la dame de coeur » ;

b) « la carte est une dame qui n'est pas de cceur » ;
¢) « la carte est un cceur qui n'est pas une dame ».

3. Déduisez-en la loi conjointe du couple (X;Y).
Présentez les résultats sous la forme d'un tableau.

4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

mDans furne décrite
ci-contre, on tire une a une
les cing boules sans remise.
Tous les tirages sont équi-
probables. X est la variable
aléatoire qui, & tout tirage,
associe lerang dela premiére
boule rouge.

Y est la variable aléatoire qui, a tout tirage, associe le
rang de la derniére boule bleue.

1. Déterminez les lais de probabilité de X puis de Y.

2. X et Y sont-elles deux variables aléatoires indépen-
dantes ?

5. Expériences indépendantes

m Deux archers A et B tirent simultanément sur une
méme cible de facon indépendante.

A touche la cible avec une probabilité de 0,9 alors que B
la touche avec une probabillité de 0,7.

Quelle est la probabilité que I'un au moins touche la cible ?

m On extrait successivement avec remise trois cartes
d'un jeu de trente-deux. On définit les événerments :

A « le tirage donne un carreau, un pique, un tréfle » |

B « le tirage donne un as, un roi, une dame » ;

C « le tirage contient une dame et deux rois ».
Calculez les probabilités de A, B, C.

X Y 0 1 ? loi de X 15 Aide. Voir exercice résolu 9, page 263.
0 0.2 04 _
m En observant les ventes de machines, un chef
! 0.04 d'entreprise a établi que chaque mois, le nombre N de
2 0,4 machines vendues suit |a loi de probabilité suivante:
loide Y 03 N 0 1 i 3 4 ]
=5 Aide. Voir I'exercice résolu 8, page 261. probabiiité | 005 | 015 | 04 03 | 906 | L0

On tire une carte au hasard dans un jeu de trente-
deux cartes.

X est la variable aléatoire qui prend la valeur 1 sila carte
tirée est une dame, O dans le cas contraire.

Y est la variable aléatoire qui prend la valeur 1 sila carte
tirée est un ceeur, 0 dans le cas contraire.

1. Déterminez |z loi de X, puis laloide Y.

- PROBABILITES

On admet que les ventes de chaque mois sont indépen-
dantes,
Calculez les probabilités des événements suivants.

a) « llvend deux machines en janvier et trois en février »

b) « Il vend une machine en janvier, deux en février et
trois en mars. »

¢) « llvend cing machines au cours du premier trimestre.»



Apprendre a chercher

EﬂCunditiunnement : bien choisir I'arbre

Une étude statistique sur un groupe de sportifs a permis
destimer qu'en période de compétition, pour un sportif
pris au hasard dans ce groupe, la probabilité d'étre
déclaré positif au contréle antidopage est 0,02.

La prise d'un médicament peut influencer le résultat du
controle. Ce médicament est pris par 25 % des sportifs
du groupe. Pour un sportif qui utilise ce médicament, la
probabilité d'étre déclaré positif est 0,05.

On note M P'événement « utiliser le médicament »
e D I'événement « étre déclaré positif ».

Objectifs : pour un sportif du groupe pris au hasard,
calculer la probabilité
« qu'l utilise le médicament et qu'il soit déclaré positif,

«qul soit déclaré positif sachant qu'il n'utilise pas le
médicament.

1. Traduire les données et les questions dans le
langage des événements. L'univers de |'expérience
est le groupe de sportifs, une issue est 'un d'eux. lly a
quiprobabilité (choix au hasard). Le texte donne
piD) = 0,02 et p(M) = 0,25.

[Sinest le nombre de sportifs, alors le nombre d'élé-
ments de M est nx 0,25 et donc, puisqu'il Y a équipro-

babilité, p(M) = Lﬁ'%

aussi py(D) = 0,05.
Il s'agit de calculer p(M N D) et pﬁ(D].

= 0,25.) Le texte donne

2. Calcul de p(M N D). Puisquon connait py(D)
et p(M), on sait calculer p(M M D).

lustifiez que p(M N D) = 0,25x 0,05 = 125 x 10-4,
A
M=

Inscrivez sur les branches les probabilités connues.

3. Calcul de Pu(D).

Les données ne permettent
pasun calcul direct. On pense
alors a construire un arbre.

Ol o O o

4. Une hypothése n'a pas encore été utilisée,
p(D) = 0,02. Or l'arbre montre que D peut étre réa-
lisé par deux chemins.

Quels sont ces chemins ? Pourquoi obtient-on :
p(D) = 0,25 x 0,05+ 0,75 x pg(D)?
Déduisez-en pﬁ(D]_

m Plusieurs lancers d'un dé
On lance un dé parfait huit fois de suite.

Objectif : calculer|aprobabilité de I'événement « obtenir
un six pour la premiere fois au huitieme lancer ».

1. On peut penser & construire un arbre.

[ 1= tancer GRS 2« [SSSY . |
1

oW N

6

On prévoit gu'il va étre immense. Pour le « raccourcir »,
on peut se demander s'il est utile de placer toutes les
branches. Aprés tout, seule la sortie du six intéresse et
donc sa non sortie. D'ou l'idée de noter A I'événement
wsortie du six ».

1/6_A
lustifiez que l'arbre peut commencer par

5/6 A

2. Pour le poursuivre, il faut pouvoir inscrire les proba-
bilités sur les nouvelles branches :

Sans autre indication fournie par le texte, il est légitime
de supposer que le résultat d'un lancer ne dépend pas
des lancers précédents.

a) Pourquoi, sans construire 'arbre entier, peut-on dire
qu'un seul chemin aboutit a I'événement « on obtient un
six pour la premiére fois au huitiéme lancer » ?

b) Quel est ce chemin ? ,
c) Justifiez que la probabilité cherchée est gﬁ
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. Pour progresser

les probabilités

m()n tire au hasard, simultanément, quatre cartes
d'un jeu de cinquante-deux.
Calculez les probabilités de prendre quatre cartes :

a) de la méme couleur
b) de la méme valeur (carré) ;

c) dont trois ont la méme valeur (brelan)
d) deux rois et deux dames.

m Le loto

On choisit au hasard six numéros de 1 & 49, l'ordre
n'intervient pas. Le résultat d'un tirage est formé de six
numeéros suivis d'un complémentaire. Calculez les pro-
babilités d'avoir :

a) les six bons numéros -

b) cing bons numnéros et le complémentaire ;

c) cing bons numéros mais pas le complémentaire -

d) exactement quatre bons numéros et le complémentaire.

m On dispose de trois dés tétraédriques équilibrés
tels que chacun d'eux a une face peinte en bleu, une face
peinte en jaune et deux faces peintes en rouge. On lance
les trois dés simultanément.

(On notera que lorsqu'on lance un tel dé, une seule face
est cachée et les trois autres visibles)

Calculez les probabilités des événements suivants -

A « au moins trois faces rouges sont visibles » ;

B « la couleur bleue n'est visible sur aucun dé »

C « les six faces rouges sont visibles ».

£ Aide. Voir 'exercice résolu 10, page 263.

- Le programme d'une épreuve d'examen comporte
soixante sujets. Trois de ces sujets sont tirés au sort et
sont proposeés aux candidats. Chaque candidat doit trai-
ter 'un des trois sujets.

1. Un candidat n‘ayant étudié que le quart des sujets
passe I'épreuve.

a) Calculez Ia probabilité que ce candidat n'ait étudié
aucun des trois sujets.

b) Déduisez-en la probabilité qu'il connaisse au moins
I'un des trois sujets proposés.

2. Répondez aux mémes questions en supposant que le
candidat a étudié la moitié des sujets.

£ Aide. Voir I'exercice résolu 10, page 263.

m Dans un sac, on place sept cartons sur lesquels sont
écrits successivement les lettres du mot « RAYMOND ».
On tire au hasard successivement trois cartons que l'on
dispose sur une ligne de gauche & droite.

- PROBABILITES

On définit ainsi un mot de trois lettres.
1. Quelle est la probabilité d'obtenir le mot « DON » ?

2. Quelle est la probabilité que le mot se termine par
I'une des trois vouelles a, you o ?

3. Quelle est la probabilité que les trois lettres obtenues
soient dans l'ordre alphabétique croissant ?

m Un tiroir contient dix paires de gants toutes diffé-
rentes. On prend quatre gants au hasard.
Calculez les probabilités de prendre :

a) deux paires complétes ;
b) au moins une paire.
US Aide. Voir I'exercice résolu 10, page 263.

m Variable aléatoire

Un dé pipé est tel que :

p(6) = 02; p(1) = 01;

p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = 0,175.

On lance le dé deux fois consécutives ; on lit chaque fois
le nombre de points sur la face supérieure.

X est la variable aléatoire qui donne la somme des paints
marqués,

1. Donnez la Ioi de probabilité de X.
2. Caleulez E(X), V(X), o (X).

m ® Sur un réseau a mailles cubiques
Un sac contient quatre jetons numérotés respective-

ment —1;0;0; 1 et indiscernables au toucher. On tire
successivernent au hasard et avec remise trois jetons.
A chaque tirage (x; y;2z), on associe dans I'espace
muni d'un repére orthonormal direct (O ;1 ], k), le
point M de coordonnées (x ; y; 2).

Le graphique représente les positions possibles du point M
Le cube ABCDEFGH est noté 6.

H G

»
R AP e A,

)
i
o)

5
L Ry s N,
v

1l
A" : B
1. Calculez la probabilité que le point M soit en A.

2. On note E, l'événement « M appartient a l'axe des
abscisses ». Calculez p(E,).

3. P désigne le plan passant par O et de vecteur normal
n(t;1:1)

a) Trouvez une éguation cartésienne de 9.

o= Aide. Voir chapitre 14, page 384.

b) Tracez la section du cube € par .



¢) On note &, I'événement « M appartient 2 % ».
Calculez p(E,).

4. On note % la boule de centre O et de rayon 1,5 et Eq
I'événermnent « M appartient 4 la boule 3 ».

Calculez p(Es).

m Un sac contient trois jetons. L'un de ces jetons a
deux faces noires, le deuxiéme a deux faces blanches et
le troisieme a une face naire et une face blanche. On tire
un jeton au hasard et on le pose sur la table. La face visi-
ble est noire.

Quelle est la probabilité que I'autre face soit noire ?

Un lot de cent dés

contient vingt des pipés. Pour
untel d&, la probabilité d'appa-

rition du & est égale 3 % Les

autres dés sont parfaits.

1. On prend au hasard un dé,
on le lance. Calculez la proba-
bilité de I'événement S «on
abtient & ».

2. On prend au hasard un
dé, on le lance, on abtient 6.
Calculez la probabilité que le dé soit pipé.

m Les individus d'une population peuvent étre atteints
de deux maladies M, et M,. On choisit au hasard un indi-
vidu dans cette population. A est I'événement « l'individu
est atteint de la maladie M, », B «il est atteint de la
maladie M, ».

Onadmet que p(A) = 0,03 etque p(B) = 0,05
D'autre part, la probabilité qu'un individu atteint de la
maladie M, soit atteint de la maladie M, est 0,60.

1. Calculez la probabilité que l'individu soit atteint de la
maladie M, et de la maladie M,.

2. Calculez Ia probabilité que I'individu soit atteint de la
maladie M, sachant qu'il est atteint de la maladie M,

3. Calculez la probabilité que I'individu soit atteint de la
maladie M, ou de la maladie M,

m La proportion de piéces défectueuses dans un lot est
de 0,04, Le contréle de fabrication des piéces est tel que -
+Si la piece est bonne, elle est acceptée avec la probabi-
lité de 0,97 ;

+5i la piece est mauvaise, elle est refusée avec la proba-
bilité de 0,98,

On prend au hasard une piéce et on la contréle.

I. Calculez la probabilité qu'il y ait une erreur de
contrble.

2. Calculez la probabilité qu'une piéce acceptée soit
mauvaise.

mDes études statistiques ont permis d'estimer que
5'il falt beau un jour, la probabilité qu'il fasse beau le len-
demain est de 0,7.

En revanche, s'il ne fait pas beau un jour, la probabilité
qu'il fasse beau le lendemain n'est que de 0.4.

1. Mercredi, il fait beau. Quelle est la probabilité quiil
fasse beau vendredi ?

2. Quelle est la probabilité qu'il fasse beau vendredi s'il
ne fait pas beau mercredi ?

E On dispose de quatre umnes U,, U, U, et U, conte-
nant chacune quatre boules.Pour 1 = k= 4, U, contient
k boules blanches, les autres étant noires. On choisit une
urne au hasard, puis une boule dans chaque ume.
On note B I'événement « la boule est bianche ».

1. Calculez la probabilité de B.

2. Quelle est la probabilité que la boule provienne de U,
sachant gu'elle est blanche ?

m ® Le quart de la population d'un pays a été vacciné
Parmi les vaccinés, on compte 11—2 de malades.
Parmi les malades, % n'est pas vacciné,

Calculez la probabilité qu'une personne non-vaccinée
tombe malade.

EE] * Evolution d'une épidémie

Une étude épidémiologique concernant une certaine
maladie a été faite dans des familles ayant deux enfants
de moins de dix ans : une fille et un gar¢on. On a constaté
que 20 % des filles et 50 % des gargons sont touchés par
la maladie. Par ailleurs, dans les familles dont |a fille est
malade, le gargon I'est aussi dans 70 % des cas. On choi-
sit au hasard une famille ayant fait I'objet de cette étude.
Quelle est la probabilité que :

A « les deux enfants soient atteints par la maladie » ;

B « au moins l'un des deux enfants soit atteint » ;

C « aucun des deux enfants ne soit atteint » ;

D « la fille soit atteinte sachant que le garcon l'est » ;

E «la fille soit atteinte sachant que le gargon n'est pas
atteint. »

Pour la rédaction, on notera:

F I'dvénement « la fille de la famille est atteinte par la
maladie » ;

G I'événement « le garcon de la famille est atteint par la
maladie, »

o3~ Aide. Commencez par représenter la situation 3 ['aide
d'un arbre pondéra.
Vair Apprendre d chercher, I'exercice 36, page 273.
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m . m Dans un village de montagne, deux

familles A et B disposent de cing circuits balisés de pro-
menades ¢;, G, G, €; €t G,

A. Chague matin, chacune des familles tire au hasard,
indépendamment l'une de l'autre, 'un des cing circuits.

1. Combien y a-t-il de tirages possibles pour 'ensemble
des deux familles ?

2. Quelle est la probabilité qu'elles fassent le méme
jour, le méme circuit ?

3. Quelle est la probabilité que pendant n jours consé-
cutifs, elles ne se trouvent jamais sur le méme circuit ?

4. Déterminez la plus petite valeur de n pour laquelle la
probabilité de se trouver au moins une fois sur le méme
circuit est supérieure ou égale a 09.

B. On considére dans cette partie deux jours consécu-
tifs. Le deuxiéme jour, chaque famille €limine de son
tirage le circuit qu'elle a fait la veille.

Il reste donc quatre circuits pour chacune des deux familles.
On note E I'événement « les deux familles font le méme
circuit le premier jour» et F I'événement «les deux
familles font le méme circuit le deuxieme jour ».
Calculez les probabilités suivantes :

P(E), pe(F), pe(F) puis p(F N E) et p(F N E).
Déduisez-en p(F).

m ® Un appareillage électronique tombe en panne
dés qu'au moins un de ses trois compasants A, B ou C
tombe en panne. La probabilité que A tombe en panne
est 0,1, celle que B tombe en panne est 0,05 et celle de C
est 0,035. Ces pannes se produisent indépendamment les
unes des autres.

—{A+—{8}—cl
1. Calculez la probabilité que I'appareil tombe en panne.

2. Pour réduire ce risque, on double I'élément A par un
élément A" de méme type qui relaie A dés que celui-ci
tombe en panne.

Calculez la probabilité que I'appareil tombe en panne.

- PROBABILITES

EJ « €I condition d'indépendance

Une urne contient cing boules blanches et cing noires.
On enpréléve n (n = 2) successivement et avec remise.
On note A et B les événements :

A « on obtient des boules des deux couleurs » |

B « on obtient au plus une boule blanche ».

1. a) Calculez les probabilités des événements :

« « toutes les boules tirées sant de méme couleur » ;
« « 0N obtient exactement une boule blanche ».

a) Déduisez-en les probabilités suivantes :

P(ANB) = ., p(A) = 1 1 ol =L

.l =
2. Prouvez que p(AMNB) = p(A) x p(B) équivaut a
2-1 = n+ 1.

3. Soit (u,) la suite définie pour tout entier n (n = 2},
paru, = 2" 1—(n+1).
a) Calculez u,, us, u,.

b) Prouvez que la suite (u_) eststrictement croissante.

4. Déduisez-en la valeur de I'entier n tel que les événe-
ments A et B sont indépendants.

57 K Le tableau suivant donne la répartition
des principaux groupes sanguins des habitants de la
France.

Dans cet exercice, les résultats numériques demandés
seront, s'il y a lieu, arrondis a trois décimales.

] A B AB
Rhésus + 350% 38,1% 6.2 % 2.8%

Rhésus — 9.0% 1.2% 1.2 % 0.5%

1. L'objectif de cette question est de compléter, a l'aide
de données de ce tableau, I'arbre suivant,

Pzﬂ?

? B

AB

L'expérience consiste a choisir une personne au hasard
dans la population donnée (les habitants de la France|.
On note Rh+ l'événement « la personne a le facteur Rh+».
On note O l'événement «la personne appartient au
groupe O »,

a) Déterminez la probabilité P,, cest-a-dire p(Rh+).



(Détaillez le calcul effectué puis reportez ce résultat
dans l'arbre.} Déterminez de méme la probabilité P, (en
détaiilant les calculs).

b) Complétez le reste de |'arbre, en remplacant chaque
point d’interrogation par la probabilité correspondante
(il est inutile de détailler les nouveaux calculs).

2. a) Comment peut-on, & partir de I'arbre complété,
déterminer la probabilité de O ? Vérifiez ce résultat 3
partir du tableau.

b) Quelle est la probabilité qu'une personne apparte-
nant au graupe O ait le facteur Rh+?

3. a) On considére n personnes choisies au hasard
dans |la population donnée (les habitants de |a France).
Calculez, en fonction de n, la probabilité p qu'il y ait,
parmi elles, au moins une personne du groupe O,

b} Calculez la plus petite valeur de npour laquelle ona
p = 0,999

m @ Les résultats seront donnés a 10 pres.
Une entreprise confie a une société de sondage par télé-
phone une enquéte sur la qualité de ses produits.
Chaque enquéteur a une liste de personnes a contacter.
Lors du premier appel téléphonique, la probabilité que le
correspondant soit absent est 0,4. Sachant que le cor-
respondant est présent, la probabilité qu'il accepte de
répondre au questionnaire est 0,2.

1. Onnote:

« A, 'événement « la personne est absente lors du pre-
mier appel » |

«R,; 'événement « la personne accepte de répondre au
questionnaire lors du premier appel ».

Quelle est la probabilité de R, ?

2. Lorsqu'une personne est absente lars du premier
appel, on lui téléphane une seconde fois, a une heure dif-
férente, et, alors, la probabilité qu'elle soit absente est
03, et sachant qu'elle est présente lors du second appel,
la probabilité qu'elle accepte de répondre au question-
naire est encore 0,2.

Siune personne est absente lors du second appel, on ne
tente plus de la contacter. On note:

« A I'evénement « la personne est absente lors du second
appel »;

« R, I'événement « la personne accepte de répondre au
questionnaire lors du second appel » ;

«R 'événement « la personne accepte de répondre au
questionnaire »,

Demontrez que la probabilité de R est 0,176. (Vous pou-
vez utiliser un arbre.)

3. Sachant qu'une personne a accepté de répondre au
questionnaire, quelle est la probabilité que la réponse
ait eu lieu lors du premier appel ?

4. On suppose que les sondages auprés des personnes
d'une méme liste sont indépendants. Un enquéteur a
une liste de vingt personnes a contacter.

Quelle est la probabilité qu'une au moins des vingt per-
sonnes de la liste accepte de répondre au questionnaire ?

m ® On considére trois urnes U,, U, et U,

L'urne U, contient deux boules noires et trois boules
rouges ; l'urne U, contient une boule noire et quatre
boules rouges ; 'urne Us contient trois boules noires et
quatre boules rouges.

Une expérience consiste a tirer au hasard une boule
de U, et une boule de U,, a les mettre dans Us, puis a
tirer au hasard une boule de U,

Pour i prenant les valeurs 1, 2, 3, on désigne par N.
(respectivement R;) I'événement «on tire une boule
noire de l'urne U, » [respectivement « on tire une boule
rouge de l'urne U, »).

1. Reproduisez et complétez I'arbre de probabilités
suivant :

s

2. a) Calculez la probabilité des événements :

N, N, NN et Ny MR, NN,
b) Déduisez-en la probabilité de I'événement N, M N,
c) Calculez de fagon analogue la probabilité de |'événe-
ment Ry M N..
3. Déduisez de la question précédente la probabilité de
I'tvénement Na.
4. Les événements N, et N5 sont-ils indépendants ?

5. Sachant que la boule tirée dans U est noire, quelle
est la probabilité que la boule tirée de U, soit rouge ?

m L] Un mélange de piéces

Dans un lot de 100 piéces de maonnaie toutes de méme
apparence, ant été mélangées soixante pieces équili-
brées avec quarante piéces truguées.

La probabilité de « Pile » lors du jet d'une piéce truquée
est % alors qu'elle est de i pour une piece équilibrée.
On suppose que les différents lancers utilisés dans la
suite sont indépendants les uns des autres.

1. On prend une piéce au hasard et on la lance.
Onnote T et P les événements suivants -
T « |la pigce est truguée », P « on obtient Pile »,

a) Calculez la probabilité d'obtenir « Pile ».
b) Quelle est la probabilité que la piéce soit truquée

sachant que I'on a obtenu « Pile » ?
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2. On prend une piéce au hasard et on la lance quatre
fois de suite.

Si au cours des quatre lancers, on obtient quatre fois
«Pile »n, on décide d'éliminer la piéce ; dans le cas con-
traire, on la conserve.

On note E I'événement « la piece est éliminée ».

a) Quelle est la probabilité que la piéce soit éliminée
sachant qu'elle est équilibrée ?

b) Quelle est la probabilité que la piéce soit conservée
sachant qu'elle est truquée ?

c) Quelle est la probabilité d'avoir pris une piéce équili-
brée et de l'avoir éliminée ou d'avoir pris une piéce tru-
quée et de l'avoir conservée ?

m @ m Gestion des risques

Une compagnie d'assurance fait un bilan des frais
d'intervention, parmi ses dossiers d'accidents :

85 % des dossiers entrainent des frais de réparation,
20 % des frais de dommages corporels. En outre, 12 %
des dossiers entrainant des frais de réparation, entrai-
nent aussi des frais de dommages corporels. On choisit
un dossier au hasard.

On note R «le dossier traité entraine des frais de
réparation » et D « le dossier entraine des frais de dom-
mages corparels ».

1. Calculez les probabilités suivantes :
p(RMD), p(R), p(D).
2. Calculez la probabilité qu'un dossier :

a) n'entraine ni frais de réparation, ni frais de dommages
corporels ;

b) entraine des frais de réparation, sachant qu'il entraine
des frais de dommages corporels.

3. On constate que 40 % des dosslers traités corres-
pondent a des excés de vitesse et, parmi ces derniers,
60 % entrainent des frais de dommages corporels.

a) On chaisit un dossier. Quelle est la probabilité que ce
dossier corresponde a un exces de vitesse et entraine
des frais de dommages corporels ?

b) On choisit cing dossiers, de facon indépendante.
Quelle est la probabilité qu'au moins un dossier corres-
ponde a un excés de vitesse et entraine des frais de
dommages corporels ?

m : Génétique
Etant donné un géne possédant
un couple d'alléles A et a, on dit
gu'une plante est homaozygote
lorsqu'elle contient les deux
mémes alléles sur une paire de
chromosomes homologues : elle
est alors de génotupe AA ou aa.
Une plante est hétérozygote
lorsqu'elle est de génotype Aa.

- PROBABILITES

Une population (génération 0) est composée d'individus
de génotypes AA, Aa et aa dans des proportions respec:
tives py, G et 1y,

Un couple d'individus de cette population donne nais-
sance a un individu dont le génotype est constitué d'un
géne pris au hasard dans le génotype de chacun des
parents (par exemple, si les parents sont de génotype
AA et aa, les descendants auront pour génotype Aa),

1. Etudiez le génotype de Ia descendance (a la premiére
génération) de tous les couples de parents possibles.

£ Conseil. Un tableau peut &tre une bonne aide.
2. Les couples se forment au hasard. On appelle P14

et ry les proportions d'individus de génotypes AA, Az
et aa dans la premiére génération,

2 ?
a) Vérifiezque p, = (pu+ %qo) err = (rnJr%qa] :
b) Vérifiezque p; —r) = py—rg = .

c) Calculezp,, q, et r, en fonction de o. Déduisez-en p,,
g, etr, Concluez.

5 Note. A l'aide d'Excel (ou des listes de votre calculatri-
ce), vous pouvez simuler les calculs en partant de différentes
valeursdep_,q,etr,.

o5 Commentaires. Lors d'un appariement aléatoire, il y 3
stabilité des génotypes a partir de la génération 1. (C'est la
loi de Hardy Weinberg 1)

Variables aléatoires. Indépendance

£ Notation d'un QCM

1. Dans un questionnaire a choix multiples (QCM), pour
une question donnee, trois réponses sont proposeées
dont une seule est exacte.

Un candidat décide de répondre au hasard a cette ques-
tion. La réponse exacte rapporte npoint(s) et une fausse
fait perdre r point(s).

N est la variable aléatoire qui associe, a la réponse du
candidat a cette question, sa note algébrigue.

a) Donnez la loi de probabilité de M.
b) Quelle relation doit-il exister entre n et r afin que
E(N) =07

2. Lors d'un concours, un éléve doit répondre a un QCM
de cing questions selon les modalités du 1.

Chaque question a la méme valeur en points. On sup-
pose qu'il répond a chaque question au hasard.

a) Calculez la probabilité qu'il réponde exactement &
quatre questions.

b) Quelle note sur dix obtient-il alars, si la modalité
du 1. b) est respectée ?



mLes jumeaux

La naissance de jumeaux se produit dans 3 % des gros-
5855e5.

Ces jumeaux peuvent étre de « vrais jumeaux » avec la

probabilité de ;—), ou de « faux jumeaux » avec la proba-

g - . :
bilité de 3 De vrais jumeaux sont de méme sexe, ily a

équiprobabilité entre deux filles et deux garcons. Pour
de faux jumeaux, le sexe de chacun est indépendant de
lautre, il y a équiprobabilité entre fille ou garcon.
Kestla variable aléatoire égale au nombre de filles pré-
sentes pour la naissance de jumeaux,

Déterminez la loi de ¥

E Contréles a Ia chaine

Un fabricant d'écrans teste une premiére fois ses appa-
reils & la sortie de la chaine de fabrication,

Sile test est positif, il expédie I'écran chez le client. Sinon
'écran retourne en usine ol il est réparé puis testé une
seconde fois, Si le second test est positif, il est expédié
chez le client, sinon il est détruit.

Une €tude statistique a permis de montrer que le test
est positif pour 70 % des écrans neufs sortis directe-
ment de la chaine mais que parmi les écrans réparés,
seulement 65 % d'entre eux passent le second test avec
SUCCes,

On note T, et C les événements « le premier test est
positif » et « |'écran est acheminé chez le client ».

1. On choisit un écran au hasard a la sortie des chaines
de fabrication.
Calculez les probabilités des événements T, et C.

2, La fabrication d'un écran revient & 1 000 € si I'dcran
n‘est testé qu'une seule fois. Cela codte 50 € de plus si
I'écran doit subir un second test.

Un écran est facturé aeuros (@ = 0) au client.

X est la variable aléatoire qui, a chaque écran fabriqué,
associe le gain algébrigue du fabricant.

23) Donnezlaloi de probabilité de X et déduisez-en E(X)
en fonction de a

b) A partir de quelle valeur de @, I'entreprise peut-elle
espérer réaliser des bénéfices ?

- ® Un jeu consiste a tirer simultanément trois boules
d'une urne en contenant six blanches et quatre rouges. Si
lors du tirage, le joueur obtient trois boules rouges, il
gagne 100 € ; exactement deux rouges, il gagne 15€ ;
une seule rouge, il gagne 4 €. Dans les autres cas, il ne
gagne rien,

On note X la variable aléatoire donnant le gain en euros
du joueur.

1. Quelle est |a 10i de probabilité de X ?

2. Pour un jeu, la mise est de 10 €. Le jeu est-il favora-
ble au joueur ?

3. Le jeu ne s'avérant pas suffisamment rentable,
l'organisateur envisage deux solutions :

e SOIt augmenter [a mise de 1 € ;

« 5oit diminuer chaque gain d’un euro (Y compris 0).
Quelle est la solution la plus rentable pour 'organisateur ?

® On tire trois boules simultanément et

au hasard d'une urne contenant trois boules blanches,
trois noires, trois vertes et trois rouges. On suppose
I'équiprobabilité des tirages. Tous les résultats seront
donnés sous forme de fractions irréductibles.

1. X est la variable aléatoire qui,  chaque tirage, associe
le nombre de boules blanches obtenues.
Déterminez la loi de probabilité de X.

2. Pour gagner, il faut tirer au moins deux boules blan-
ches, mais on estime qu'un joueur sur dix est un tricheur

et qu'un tricheur gagne avec une probabilité égale a %

On note:

« T 'événement « étre un tricheur » :
o T l'événement contraire de T ;

« G I'événement « gagner au jeu ».

a) Calculez la probabilité de I'événement « gagner pour
un non-tricheur », c'est-a-dire p=(G). B
Déduisez-en la probabilité de I'événement G N T.

b) Calculez p(T N G).

¢) Démontrez que la probabilité de I'événement G est
181
1100

d) Calculez la probabilité qu'une personne qui a gagné
soit un tricheur,

m o @ Les résultats seront donnés sous forme

de fractions irréductibles.

Un joueur achéte 1 euro un billet permettant de participer
a un jeu constitué d'un grattage suivi d'une loterie.

Il gratte une case sur le billet. 1
Il peut alors gagner 10 euros avec une probabilité de 55
ou bien ne rien gagner.

G désigne I'événement « le joueur gagne au grattage ».
Il participe ensuite a une loterie avec le méme billet
A cette loterie, il peut gagner 10 euros, ou 20 euros, ou

bien ne rien gagner.
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'L, désigne I'événement « le joueur gagne 10 euros a la
loterie »,
' L, désigne |'événement « le joueur gagne 20 euros a la
 oterie »,

P désigne 'événement « le joueur ne gagne rien a la

'Si le joueur n'a rien gagné au grattage, la probabilité

qu'il gagne 10 euros a 1a loterie est -7715 et |la probabilité

; , 1
‘il 20 lalot T —
quiil gagne 20 euros & la loterie est =

1. a) Faites un arbre. Indiquez dessus les renseigne-
ments qui précedent.

b) Calculez la probabilité pour que le joueur ne gagne
rien a la loterie, sachant qu'il n'a rien gagné au grattage.
Complétez I'arbre obtenu avec cette valeur.

c) Au bout de chaque branche, indiquez le gain algébrique
total du joueur, aprés grattage et loterie, déduction faite
du prix du billet.

2. On note X la variable aléatoire qui représente le gain
algébrique total du joueur, aprés grattage et loterie,
déduction faite du prix du billet,

La probabilité de I'événement «X = 9» est 1275
La probabilité de I'événement «X = 19 » est ﬁ

a) Démontrez que la probabilité que le joueur gagne
10 euros a la loterie, sachant qu'il a gagné 10 euros au

: 1
grattage, est égale a 6

b) Calculez la probabilité que le joueur ne gagne rien a
la loterie sachant qu'il a gagné 10 € au grattage.

c) Déterminez la loi de probabilité de X et calculez
l'espérance de X

: Culture de bactéries
On étudie une culture de
bactéries. Le comportement
de chaque bactérie est le
suivant.
Si a linstant t, une bactérie
vit, a2 linstant t+ 1, cette
bactérie peut :
« MOourir avec une probabi-
lite py,
« CONLinuer a vivre avec une
probabilité p,,
«se diviser en deux bacté-
ries identiques avec une
probabilité p;.
Deplus, p,+p,+p; = 1.
On suppose que les bacté-
ries présentes dans le milieu de culture se comportent
indépendamment les unes des autres.

1. A linstant t, deux bactéries b, et b, sont présentes
dans le milieu de culture. On appelle X le nombre total de
bactéries a l'instant t+ 1.

- PROBABILITES

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b) Déterminez la loi de X.

2. On suppase gu'a l'instant t = 0, une seule bactérie
est présente dans le milieu de culture.

a) A l'aide d'un arbre, donnez les nombres de bactéries
possibles aux instants { = 1 et t = 2.

b) On désigne par:

« A, l'événement« alinstant t = 1, ily a une bactérie»,
« B, l'événement« alinstant t = 2, ilyadeux bactéries .
Calculez la probabilité de B, sachant A,.

Calculez la probabilité de A, M B,, puis déduisez-en la
probabilité de B.,.

c) On appelle ¥ le nombre de bactéries vivantes dansla
solution al'instant t = 2.
Déterminez la loi de probabilité de Y,

: Jeu sur une grille

Sur une grille de type 3% 3, trois
machines M,, M,, My opérent de la
facon suivante : A
M, place au hasard un jeton sur une des A B C
cases, puis successivement M, et M,

font de méme sur des cases libres.

On note les événements suivants:

H « les trois jetons sont alignés horizontalement » ;

V « les trois jetons sont alignés verticalernent » ;

D « les trois jetons sont alignés en diagonale » ;

N « les trois jetons ne sont pas alignss »,

- M LW

1. Calculez les probabilités des événernents H, V, D puis

déduisez-en que p(N) = g

2. On considére la variable aléatoire X définie par:

X = 20 siHouV estréalisé
X = o siDestréalisé
X = -2 siNestréalisé,

Trouvez o afin que E(X) = 0.

3. Dans cette guestion, on se place dans le cas ol la
machine M, est déréglée; elle place alors le premier
jeton dans I'un des coins de |a grille.

On note A I'événement « la machine est déréglée ».

a) Calculez p,(H), p,(V), p5(D).
b) Déduisez-en que la probabilité d'avoir un alignement

" ) ' 3
harizontal ou vertical ou diagonal est T

4. A désigne I'événement « les trois jetons sont alignés
horizontalement, ou verticalement ou en diagonale »

On admet que p(A) = %
Complétez I'arbre pondéré et déduisez-en p(A).

bl
<a<

A

2



5. On ne sait pas lorsqu'on joue, si la machine M, est en
bon état de marche. On joue une partie et on constate
que les trois jetons sont alignés.

Quelle est la probabilité que M, soit déréglée ?

re

Suites et probabilités

m . Alice débute au jeu de fléchettes. Elle

effectue des lancers successifs d'une fléchette,
Lorsquelie atteint la cible a un lancer, la probabilité

qu'elle atteigne la cible au lancer suivant est égale a %

Lorsqu’elle a mangué la cible a un lancer, |a probabilité
; . ; ; -

qu'elle manque la cible au lancer suivant est égale 4 g

On suppose qu'au premier lancer elle a autant de chances
datreindre la cible que de la manquer. Pour tout entier
naturel n strictement positif, on considére les événements
suivants:

A, Alice atteint la cible au n-iéme coup » ;

B, « Alice rate la cible au n-iéme coup ».

Onpose p, = p(A,).

Pour les questions 1. et 2., on pourra éventuellement
utiliser un arbre pondéré.

1. Déterminez p; et démontrez que p, = %
2. Démontrez que, pour tout entier naturel n = 2
2 1

= = +
= 3Pe=1T5
3.

15
Démontrez que la suite (u,) estune suite géomeétrique.
Précisez son premier terme U, et sa raison g.

3. Pourtout n= 1, onpose u, = p, -

4. Ecrivez u,, puis p,, en fonction de n.

5. Déterminez lim p,.

f— s

m ° @ 1. a est un nombre réel. On considére

ia suite (u,) de nombres réels définie pour tout entier
naturel n =1, par la relation de récurrence :
1 5

EEd T ﬁ T 'T_c_}un'
et par la condition initiale u, = a.

u

a) (v,) est la suite de nombres réels définie pour tout
entier naturel n= 1, par:

v, = 13u,— 4.
Démontrez que (v,) est une suite géométrique et
déterminez sa raison k.
Exprimez v, en fonction de net a

b) Prouvez que, pour tout entier naturel n = 1:

= (o83
T3 13\ 10 :

¢) Déterminez la limite de la suite (u,,).

2. Un professeur oublie fréqguemment les clés de sa
sdlle de classe,

Pour tout entier naturel n = 1, on note E, I'événement
« le professeur oublie ses clés le jour n» et E, Pévéne-
ment contrairede .,

P, est la probabilité de E, et g, celle de En. On pose
p, = a, la probabilité qu'il oublie ses clés le premier
Jjour. On suppose en outre que les deux conditions sui-
vantes sont réalisées -

«si le jour n, il oublie ses clés, la probabilité qu'il les

; ; ; 1
cublie encore le jour suivant n+ 1 est 0

« sile jour n, il n'oublie pas ses clés, la probabilité qu'il les
T . 4
oublie le jour suivant n+ 1 est i

a) Démontrez que, pourtout n = 1:

iq

o

i=x" Aide. Calculez d’abord les probabilités conditionnelles
Pe(Eq.y) et pg (E, ).

1
Povr = ﬁpn'i'

b) Déduisez-en l'expression de p,, , en fonction de p,,.

c) A laide des résultats de la question 1., donnez
l'expression de p,, en fonction de a et n.

La limite p de la suite (p,) dépend-elle de la condition
initiale a ?

® On dispose de nurnes Uy, U,, .., U, telles que
pour 1 = k = n, l'urne U, contienne une boule blanche
el k boules noires. On préléve successivement, au
hasard, une boule de chaque urne,

1. a) Quelle est la probabilité p, d'obtenir « que des
boules blanches » ?

b) Pour quelles valeurs de n, a-t-on p, = 1032

2. a) Quelle est la probabilité g, d'obtenir « au moins
une boule blanche » ?

b) Quelle est Ia limite de g, si ntend vers +eo ?

® Laura débute un jeu dans lequel elle a autant de
chances de gagner ou de perdre la premiére partie.

On admet que :

« 5i elle gagne une partie, la probabilité qu'elle gagne la
suivante est 0.6 ;

« si elle perd une partie, la probabilité qu'elle perde la sui-
vante est 0,7,

Pour tout entier naturel n (n = 1) on note

G, I'éevénement « Laura gagne la n-iéme partie » et G_n
son événement contraire.

1. Calculez les probabilités p(G,) et p(G_2_i.
2. Onpose x, = p(G,) et y, = p(G,).
Prouvez que pour tout entier natureln, n = 1.
{Xnﬂ = 0,6x,+03y,
Yooq = 04x,+07y,.

3. Pour tout entier nde M*, on pose:

vV, = X, +y, et w,= 4x,-3y,

CHAPITRE 10 -



a) Prouvez gue la suite (v,) est constante.

b) Prouvez que la suite (w,) est géométrique et exprimez
w,, en fonction de n

4. Exprimez x, en fonction de n puis prouvez que la
suite (x,) converge vers un réel que vous préciserez
Quelle interprétation pouvez-vous faire ?

® m Une urne contient quatre boules noires
et deux boules blanches. On répéte n (n=2) fois

I'épreuve qui consiste a tirer une boule puis a la remettre
dans I'urne ; on suppose que toutes les boules ont la
méme probabilité d'étre tirées et que les tirages sont
indépendants.

On note p, la probabilité de tirer exactement une boule
blanche lors des n— 1 premiers tirages et une boule blan-
che lors du r-ieme tirage.

1. Calculez les probabilités p,, ps, P4

mQuel arbre ?

Un club municipal propose a ses trois cents adhérents
plusieurs activités sportives : aviron (A), natation (N) et
triathlon (T ). Chaque membre s'inscrit pour une et une
seule activité.

La répartition des adhérents sui- NEEE;
v.ant le sexe et l'activité est donnée 'ﬂu 12
ci-contre. : ;
On choisit un adhérent au hasard. B 30|12 24
Représentez la situation par un arbre

pondéré.

[/8 ® Chez le docteur

Trois médecins exercent dans un village. Quatre habitants
malades appellent un médecin au téléphone aprés avoir
choisi 'un d’eux au hasard dans I'annuaire. Une issue est
une liste d'appels du type (x, ; X, ; X5 ; X;) OU X; repré-
sente le médecin M,, M, ou M- appelé parle i-éme malade.
On suppose les listes d'appels équiprobables.

L'appel d'exactement deux médecins est-il plus probable
que celui de son événement contraire ?

- PROBABILITES

F’redre toutes Ies |n|t|at|ves

2. On considére les événements suivants

B,, « on tire une boule blanche lors du n-iéme tirage »;
U, «on tire une unique boule blanche lars des n-1
prerniers tirages ».

a) Calculez la probabilité de I'événement B,,.

b) Exprimez la probabilité de U, en fonction de n.

c) Déduisez-en I'expression de p, et vérifiez que:

n-1_72Y
P = 2 x(5)

3.0nposeS, = p+Ps+ -+ P,
a) Démontrez que pour tout entiern, n = 2:

o, 1-(3+x(3)

b) Quelle est la limite de [ suite (5,) 7

® Sur une cible triangulaire

Une cible ayant la forme d'un

triangle équilatéral est par-

tagé en trois triangles isomé-

triques gui definissent trois

zones.

L'expérience consiste a en- 1
voyer successivement cing
fliéchettes sur la cible. On suppose que les lancers sont
indépendants et que le joueur ne rate jamais sa cible.
Quelle est la probabilité gu'une zone au moins ne soit
jamais atteinte ?

m  La meilleure stratégie

Une tombola se déroule une fois par semaine.

Sur cent billets, k (k = 90) sont gagnants.

Chaque billet colte 1 €. On dispose de 10 €.

Deux stratégies sont possibles :

« A:on achete dix billets en une seule fois ;

« B :on achéte un hillet a la fois pendant dix semaines.
Quelle est la meilleure stratégie pour obtenir au maoins
un billet gagnant ?



Problemes

ElM @  themes : Probabilivés. Variables aiéatoires
m indépendantes. Répétition

Un carré de coté 20 cm est partagé selon les dix zones
suivantes :

« un disque D de rayon 1 cm;

« huitsecteurs 5,, S, .., Sg de méme aire délimités par les
frontiéres du disque D et du disque D’ de méme centre et
derayon 9 cm;

» Une zone R entre le disque D’ et le bord du carré.

On place un point aléatoirement dans le carré. La proba-
bilité de placer le point dans une zone quelconque est
proportionnelle a |'aire de cette zone,

1. a) Calculez la probabilité p(D) que le point soit
placé dans le disque D.

b) Quelle est la probabilité p(S,) quele point soit placé
dans le secteur S, ?

2. A cettesituation aléatoire, est associé le jeu suivant -
» Un point place dans la zone D fait gagner 10 euros :

« Un point placé dans le secteur S, fait gagner k euros ;
» Un point placé dans la zone R fait perdre quatre euros.
On note X la variable aléatoire égale au gain algébrique
obtenu,

a) Calculez la probabilité p(R) que le point soit placé
dans la zone R.

Calculez I'espérance de X,

b) On joue deux fois de suite, donc on a placé deux
points de maniére indépendante dans le carré.

Calculez la probabilité d'obtenir un gain total positif ou nul.
€) Soit nun entier (n = 2). On joue n fois de suite.

On a donc placé n points de maniére indépendante dans
le carré,

Calculez la probabilité p, d'obtenir au moins un point
place dans le disque D.
Quelle est la plus petite valeur de ntelle que p, = 0,9?

m ®  Thémes : Probabilités. Logarithme.

Optimisation

Une proportion g d'une population est atteinte d'une
maladie détectable par une analyse de sang. La propor-
tion p = 1 - g estdonc indemne.

On souhaite analyser le sang de chaque personne de la
population afin de détecter les individus atteints par
cette maladie.

On envisage deux méthodes

A : une analyse individuelle ;

B: on mélange le sang de r personnes. Si l'analyse est
négative, on arréte, et si elle est positive, on procéde
alors a une analyse individuelle des r personnes, ce qui
au total, nécessitera donc r+ 1 analyses.

On veut déterminer en fonction de p la taille optimale
des groupes de r personnes.

1. Onnote X, le nombre d'analyses nécessaires pour un
groupe de r personnes avec la méthode B.
Prouvezque E(X,) = r+ 1 —rp".

2. Prouvez que [|'économie {algébrique) realisée en
regroupant les gens est, par personne, p"— lr

Le probléme qui nous occupe peut alors s'énoncer ainsi :

déterminer rde telle sorte que pr—lr soit positif et
maximal.
3. a) Prouvez que lorsque p est dans I'intervalle [0 1],

. 1 ; .
la proposition «p*— = >0 et x> 0» équivaut a la

proposition : | I
«M > [n(—] »,

X P
I=" Note. Voir la partie Types de problémes et raisonnements,
Fiche G, page 455.
b) Etudiez les variations de la fonction x — IHTX puis
prouvez que si p << 0,69, iln'y a pas de solution, et que si
p = 0,7, l'ensemble des solutions est un intervalle borné |.

4. Déterminez, par un calcul approché, lintervalle! et
I'entier rmaximal lorsque p = 0,9, puis lorsque p = 0,99.
(D'aprés Les certitudes du hasard, A. Engel. Aléas Editeur)
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C’EST NOUVEAU AU

-

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

HL

m ® Une urne contient 3 boules blanches et deux noires. On tire successivement au hasard trois
boules suivant le protocole : on remet la boule si elle est noire, on ne la remet pas si elle est blanche.

1. La probabilité d'obtenir aucune boule blanche est :

1a]1-(06)3. 'b|(04)>. |c|(06)3.
2. La probabilité d'obtenir trois boules blanches est -
[a](06)5. |bjO,1. [c]0,15.
3. La probabilité d'obtenir exactement une boule blanche est -
r=12(=2 z]? 27

< e b|=L. )
1113(5](5 . ]335 < [Hime
4. La probabilité d'obtenir au plus une boule blanche est -

183

£ 3 b [ :

la]1- (04> 500 [c]043

5. Lavariable aléatoire X qui a chaque tirage associe lenombre de boules blanches sorties est telle que:

3] = ¢

VRAI o FAUX

[b|0,75 < 6(X) < 0,76.

[c]e?(X) = EO®) - [E(X)]2

@ Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse.

m 1. Deux événements incompatibles sont indépen-
dants.

2. Deux événements contraires sont indépendants.

3. Sil'événement B tel que p(B) #0 est contenu dans
I'événement A, alors pg(A) = 1.

4. Si A et B sont deux événements tels que
p(B) = 1-p(A), alorsB = A,

m ® 1. AetBsontdeux événements de probabilités
non nulles d'un univers Q.

Pré-requis. On suppose A et B indépendants, Clest-a-
dire que p(A N B) = p(A) x p(B).

Démonstration de cours

a) Prouvez que p(A 1 B) = p(A) - p(A) x p(B).

b) Déduisez-en que A et B sont indépendants.

PROBABILITES

5. Si A et B sont deux événements tels que

Pg(A) = 04, pg(A) = 03 et p(B) = 0,2

alors p(A LU B) = 052.

6. On lance deux fois de suite un dé parfait. Sila somme

est 10 alors la probabilité d'un « double 5 » est %

7. On lance 10 fois de suite une piéce équilibrée. La pro-
babilité d'avoir au moins une fois pile dépasse 0,999.

w Reportez-vous

a la fiche O du bloc méthodologique page 466.

2. Application

On lance trois fois de suite un dé cubigue équilibré. On
note A et B les événements suivants :

A « obtenir au moins un 6 »,

B « au moins deux des nombres affichés sont identiques ».

Les événements A et B sont-ils indépendants ?
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Tous les fondateurs historiques du calcul des proba-
bilités (Cardan, Pascal, Fermat, Bernouilli) ont élabo-
ré ce calcul pour des expériences dont les issues sont
dénombrables. Par la suite, l'intérét s’est porté sur
des variables aléatoires qui peuvent prendre a priori
une infinité de valeurs ou méme toutes les valeurs
d'un intervalle de R.

La création de modeles théoriques adaptés a ces nou-
velles situations est abordée dés le xvii® siecle, mais
c'est |a théorie de l'intégrale, surtout celle de Lebesgue
présentée dans sa thése en 1902, qui permet leur déve-
loppement sur des bases logiques solides.

Ces nouvelles lois du calcul des probabilités ont des
applications dans de nombreux domaines, scientifi-
ques ou autres. Ainsi la loi de
Poisson, introduite en 1837,
dans son livre Recherche sur
la probabilité des jugements
en matiére criminelle et en
matiére civile, est par exem-
ple une loi bien adaptée a
I'étude du nombre de parti-
cules ot émises par un maté-

Sinon Denis Polason riau radioactif pendant un

1781-1840 certain laps de temps.

A LA MEME EPOQUE

PHILOSOPHIE

De la démocratie
en Amérigue

(1835 —1840)

de Tocqueville est
le texte fondateur
du libéralisme
politique.

Selon lui, de la
démocratie peut
découler un
danger : celui de
voir I’Etat brimer la
liberté au nom de la
volonté populaire.

SCIENCES

En 1841, |. P. Joule
énonce la loi sur
le dégagement de
chaleur produit par
le passage d'un
courant electrique
dansun conducteur
(effet joule).

LITTERATURE

Charles Dickens dépeint avec sévérité I'ére
victorienne et la révolution industrielle.
Son jeune héros Oliver Twist est contraint,
dans son roman éponyme, de faire l'apprentis-
sage d'une vie difficile.

——




Lancers successifs d’un deé

« Protocole de I'expérience. On lance un dé parfait, quatre fois de suite et on s'inté
resse au nombre de fois ou le numéro 6 est sorti lors des quatre lancers.

II s'agit donc de répéter quatre fois la méme épreuve : lancer d'un dé, Pour cette
épreuve, seules deux issues nous importent :

— « sortie du numeéro 6 », appelé « succés », que nous noterons S,

~ son événement contraire S, appelé « échec »,

On suppose les lancers indépendants et 'expérience peut alors étre représentée parun
arbre pondéré dessiné ci-dessous.

e Issues de I'expérience. Une issue est une liste de quatre lettres prises dans I'ensemble
{S; S}, par exemple (S;5;5;8), est représentée par un chemin.

e Variable aléatoire. On note X la variable aléatoire indiquant le nombre de réalisa-
tions de S durant les quatre épreuves successives.

Lancer 1 Lancer 2 Lancer 3 Lancer 4

A
1

A
|

ww| Ll Ln| nn

/i

|

A
)

|

i

L'objectif de cette activité est de définir la loi de probabilité de X.

1. Quelles sont les valeurs prises par X ?

2. Complétez 'arbre en indiquant les probabilités sur chacune des branches.
3. En utilisant I'arbre, répondez aux questions suivantes :

a) Calculez P(X = 0) puis P(X = 4).

b) Calculez P(X = 1) puis P(X = 3).

¢) Calculez enfin P(X = 2).

d) Dressez le tableau de la loi de X.

4. On se propose de retrouver ces résultats en utilisant les techniques de dénombrement.

Lancer Lancer Lancer Lancer
1 2 3 &

Une issue est obtenue en remplissant les cases SID avec S ou S.

a) Dénombrez 4 'aide de combinaisons, les listes contenant aucun S, un seul S, deux S,
trois S, quatre S.

pet2isl LOIS DE PROBABILITES




b) Justifiez que chaque issue de I'événement « X = k» (0 = k = 4) ala méme proba-

bilité, Retrouvez alors la loi de X. .

c) Vérifiez en utilisant la formule du binéme que Z X =k) =1,
k=0

Du discret au continu

L’étude d'un caractére statistique dans une population a conduit au résultat suivant.

Classe [0 2] | [2:4] | [8:6] ”|ﬁ;8[ [8; 10[
Fréguence 0,15 0,25 0,45 0,10 0.05
Valeur supérieure 2 4 6 8 10
Fréquence cumulée croissante (f.c.c.) 0.15 | 0,40 0,85 0,95 1

On lit les cases colorées ainsi : 40 % de la population a un caractére inférieur 4 4.
L’histogramme des fréquences et le polygone des f.c.c. sont donnés ci-dessous.

Histogramme des fréquences Tl|‘ r Fibapencscuniidas croleantes
085 -ue---. /,,«H
)
&
[y . ’ :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 «x

Choisissons au hasard un individu dans cette population, notons X la valeur de son
caractére. Les valeurs possibles de X appartiennent a I'intervalle [0 ; 10].

Les fréquences statistiques s'interprétent en termes de probabilités. Ainsi « 40 % dela
population posséde un caractére inférieur a 4 » se traduira par P(X < 4) = 0,4.

1. Quelle est la probabilité que la valeur de X soit inférieure a 6 ?

Cette probabilité correspond i la fréquence des individus ayant une valeur du carac-
tere inférieure a 6. La courbe des f.c.c. donne la valeur 0,85. C'est aussi I'aire de la par-
tie de I'histogramme a gauche de la droite d’équation x = 6 (l'aire totale étant prise
pour unite).

2. Quelle est la probabilité que X soit compris entre 3 et 5 ?

3. Quelle est la probabilité que X soit supérieur a 7 ?

De maniére générale, si x est un réel de l'intervalle [0 ; 10[, on peut déterminer la pro-
babilité P(X < x). Cette probabilité est la valeur de I'aire de la partie de I'histogramme
située avant la valeur x (I'aire totale étant 1 unité), ou encore la valeur de la fréquence
cumulée croissante correspondant a x.

Si on restreint I'histogramme a sa partie supérieure, on obtient la représentation
d'une fonction f en escalier, et par définition de I'intégrale de fsur |0 ; x| :

P(X < x)= J.xf{t} dt. La fonction f est appelée densité de probabilité de X.
0
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1) Loi binomiale

1.1 Epreuve de Bernoulli. Expérience de Bernouli

@ Silors d'une expérience aléatoire, on s'intéresse uniquement  la réalisation d'un
certain événement, on dit que cette expérience est une épreuve de Bernoulli.
On lance un dé et on s'intéresse a la sortie du numéro 6.

On considére que I'épreuve de Bernoulli a deux issues, en général notées S et §,
S est I'événement « sortie du 6 » (succes), S son événement contraire. La proba
bilité de S est notée p, cellede S est notée g,etdoncg = 1-p.

®Une expérience de Bernoulli d'ordre n est la répétition de n épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes (chapitre 10, p. 262).

1.2 Exemple d’une loi binomiale

Note Expérience de Bernoulli : on lance un dé trois fois de suite et, pour chaque lancer,

Les conditions
d'indépendance font
que la probabilité

on s'intéresse i I'événement « sortie du 6 ».

:::fﬁ:ﬁ:;ﬁ.dle 1% lancer 2° lancer 3¢ lancer issue probahilité
Btape est p (de méme p 5 §8S P
gpour 5 ). S < o . .
5< q S $§8 P
p & 2
P g 3 <E Sff p'a
q S §S§ pe’
P S §35 g
p —s———_: =
q 5 q S sS85 £q
_ P S 5§58 py’
q 5 < _ =
q 3 §§5 ('

® Une issue de cette expérience est une liste ou un « mot » formée de trois lettres
prises dans I'ensemble {S; S }. Les probabilités de chacune, obtenues d'aprés la
régle 2 sur les arbres pondérés (chapitre 10, p. 256) sont indiquées.

® Notons X la variable aléatoire qui, 4 chaque issue, associe le nombre de succés au
terme des 3 lancers, donc le nombre de lettres S dans le mot qui désigne I'issue.
L'événement «X = 2, par exemple, est I'événement « obtenir deux 6 », c'est donc
T'événement {SSS ; SSS; SSS }. Ces trois issues ont chacune la probabilité p2g, car
chaque mot quiles désigne contient 2 fois S (et une fois S ). Donc, P(X =2) = 3 X py.
De méme, onvoitque P(X=0) = ¢, P(X=1) = 3pq?, P(X=3) = p° Dl
laloideX:

Note
Par la formule
du binBme :

(P+q)* = p> +3pq’

nombre de succes

0

1

2

3

probabilité

qJ

3pg?

3ptq

p

+3p°q+ .

La loi de X est appelée loi binomiale de paramétres 3 et p.
Remarque. Le nombre d’issues de « X = 2 » est 3, car les mots constitués de deur
lettres Set d'unelettre S s’obtiennent en plagant dans 3 cases numérotées 2 lettres

S dans deux cases choisies. Le nombre de choix possibles est donc (gj = 3.

LOIS DE PROBABILITES
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Loi de Bernoulli

Dens une épreuve de Bemoulli,
notons Y la variable aléatoire définie

parY(S) = 1, Y(S) = 0.
Laloide Y est appelée loi de Bernoulli.

|k 0 1

L PY=k q p
Alors espérance et variance sont :
2EY) =0xg+1x%xp = p;

e V(Y) = E(Y2)-(E(Y))? dou
V(Y) = p—p? = p(1-p) = pq.

Modéles
d’'expériences
de Bernoulli

Exemples.
s Lancers successifs d'un dé
{oud'une piéce).

=» EXERCICE RESOLU 2

# Tirages successifs avec remise
dans une urme,

= EXERCICE RESOLU 1

 Lancer simultané de n dés
{ou pieces),

On admet que le résultat obtenu lors
dulancer simultané peut étre obtenu
par répétition d'épreuves de Bernoulli
indépendantes, I'épreuve étant id, le
lancer d'un seul dé.

‘-‘DCABULAIRE =y il

Epreuve: essai pour éprouver la
qualité d'une chose. e

EXERCICE RESOLU n

| ENONCE |

Une urne contient cent boules : 10 blanches, 30 vertes, 40 rouges, 20 jaunes.
On effectue trois tirages successifs, au hasard, avec remise. Lors d'un tirage,
on appelle S 'événement « tirer une boule blanche ».

1) On note A |'événement « obtenir une seule boule blanche lors des trois
tirages ». Calculez P(A).

2) Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de succés au cours des
trois tirages. Donnez la loi de X.

SOLUTION COMMENTEE

1) Lemodeéle théorique de I'expérience est une expérience de Bernoulli d'ordre 3
dont chaque épreuve est le tirage d'une boule. Paur chaque épreuve, le succés S
est « tirage d'une boule blanche » avec pour probabilité 0,1 car les tirages au
hasard sont équiprobables (il y a 10 boules blanches parmi 100). Donc p = 0,1
etg=1-p =09

Les issues de A sont SSS, SSS, SSS avec 215 %8 g 02 ¢

1

Calculer des probabilités
lors de tirages avec remise

B0 g B Dl D500 ¢ Oig

Toutes ont laméme probabilité 0,1 x (0,9)2, d'oli P(A) = 3x 0,1 x(0,9)2.
2) X est la variable aléatoire qui, a chague issue, associe le nombre de lettres S
dans le mot qui désigne |'issue. X prend donc les valeurs0:1:2: 3,
Remarquons que A n'est autre que I'événement (X = 1).

Deméme, P(X=0) =093 P(X=2)=3%0,12x09, P(X=3)= 013
Dol la loi de X :

k 0 1 27 Loy
PX=k | 0729 | 0243 | 0027 | 0,001

» EXERCICE 1

EXERCICE Rf.som Utiliser les propriétés des combinaisons

On lance huit fois une piéce équilibrée. X est la variable aléatoire qui indique
le nombre de « Face » au cours des huit lancers.
Prouvez que pour tout entierk (0 = k= 8), P(X = k) = P(X=8-k).

SOLUTION COMMENTEE

Le modele théorique de lexpérience est une expérience de Bernoulli
d'ordre 8, dont chaque épreuve est le lancer d'une piéce. Pour chaque
epreuve, le succes S est « sortie de Face » avec la probabilité 0,5,

Ainsi p = P(S) = 05 et g = P(S) = 0,5.

@ L'événement (X = k) est 'ensemble des mots de huit lettres avec k lettres S

et 8 — k lettres S, tous de probabilités 0,5% < 0,58-% = (58,

Ainsi les issues de (X = k) s'obtiennent en choisissant, parmi 8 cases nume-

rotées, k cases pour placer S. Leur nombre est donc (‘E)

D'ots P(X = k) = (?{] x 0,58,

@ Deméme, P(X = BI—k) = [ 8 ]XOSB Or(g]
! 8-k 2z k

+ EXERCICEG

8 e
(8—1{)' d'od I'égalite.
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THEOREME 1 »

DEFINITION 1 ®

MNote
Cette loi est parfois
notée F(n ; p).

1) Loi binomiale (suite)

1.3 Loi binomiale de parameétres net p

m Cas d'une expérience de Bernoulli d’ordre n

@ Rappelons qu'une telle expérience est la répétition de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes. Chacune de ces épreuves a pour seules issues Set §,

la probabilité de S est notée p, cellede S estnotéeq, et g = 1 -p.

@ Notons X la variable aléatoire qui donne le nombre de succés S au terme des
n épreuves. X prend les valeurs {0;1;2;...;n}.

Dans une telle expérience, la loi de X est définie par P(X = k) = (z]p"q“ ol

pour tout entierk, 0 = k < n.
Ainsi la probabilité d’obtenir k succés au terme des n épreuves est égale 4 :

(EJqun =k L
Démonstration.

Une issue de l'expérience est un « mot » de n lettres prises dans 'ensemble {$; 5 }.

Le nombre de succés au terme des n épreuves est donc le nombre de lettres S écrites dans le mot
qui désigne Uissue.

Calculons la probabilité de |'événement « X = k » qui est 'événement « obtenir k succés ».

Les issues qui réalisent cet événement épreuve épreuve épreuve épreuve
sont les mots écrits avec k lettres S et 1 2 3 n

ks,

n -k lettres §. Pour les obtenir, on peut
numéroter n cases et choisir parmi elles . .
k cases pour placer la lettre 5 (et mettre
dans les autres §),

1l existe donc [nJ issues dans 'événement (X = k).

Choix de k cases contenant S

k
Or la probabilité de chacune de ces issues est p*g" - *. En effet, sur I'arbre pondéré qui décrit
l'expérience, le chemin qui aboutit a chacune de ces issues est fait de kbranches qui portent la pro-
babilité p et de n — k branches qui portent la probabilité g. Donce la probabilité de chacune de ces
issues est pfq" —*. (régle 2, chapitre 10, p. 256).

Donc, P(X=k) = [:) w prgn -k,

On dit, en accord avec la définition qui suit, que la loi de X est une loi binomiale
de paramétres net p.

m Cas général

On dit que la loi de probabilité d'une variable aléatoire X est une loi binomiale
de paramétres n et p lorsque :

® X prend les valeurs 0,1, ..., n;

n
@ et, pour tout entierktelque 0 =k <n, P(X =k) = (k) p*x(1—p)n-k

On démontre et nous I'admettrons que I'espérance mathématique et la variance de X

t:
e B(X) = np & VOX) = nipg

Remarque. La loi de Bernoulli qui est la loi de la variable aléatoire associée a une
épreuve (voir Comprendre, page suivante) est une loi binomiale de paramatres 1 etp.

LOIS DE PROBABILITES
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Pourquoi
« loi binomiale » ?

Sila loi de la variable aléatoire X est
une loi binomiale de paramétres n
et p, alors pour tout kde 0 an,

PX=K) = )ptamx
Vérifions que la somme de ces proba-
bilités est bien égale a 1.

D'aprés |a formule du binéme:

n

2(:)5'&";'” k=(q+p)=11=1.

k=0"
l'appellation «loi binomiale» se
trouve ainsi justifiée.

EX) = np

# Dans le cas d'une épreuve de Ber-
noulli, l'espérance de la loi qui donne
lenombre de succés est p.

[Voir Comprendre, page 289)

e Dans le cas d'une expérience de
Bemoulli d'ordre n, qui est la répéti-
tion de népreuves de Bernoulli identi-
ques et indépendantes, on peut
Concevoir que cette espérance est
np, ce que les calculs confirmeront.

=} EXERCICE 42 p. 308

Utilisation
de la loi binomiale

On rencontre cette loi chaque fois
Ul s'agit de déterminer la probabi-
livé de réaliser k fois un événement S
dans une répétition de n épreuves
dléatoires identigues et indépendan-
tes, caractérisées chacune par deux
lssues de probabilités p et g telles
qep+qg=1.

=} EXERCICE RESOLU 3

EXERCICE RESOLU n Utiliser la loi binomiale

Une urne contient dix boules indiscernables, trois blanches et sept rouges. On
effectue quatre tirages successifs avec remise.

Quelle est la probabilité de chacun des événements -

A « tirer deux boules blanches » ?

B « tirer une seule boule blanche » ?

SOLUTION COMMENTEE

On peut prendre pour modéle théorique une expérience de Bernoulli d'ordre 4
dont chaque épreuve est |e tirage d'une boule. Pour chaque épreuve, le succés S
est « tirage d'une boule blanche » avec |a probabilité p = 0,3.

La variable aléatoire X qui donne le nombre de succés suit une loi binomiale
de paramétres n = 4 et p = 0,3,

® | 'événement A est I'événement «X = 2 », donc, d'apreés le théoréme 1,
P(X=2) = (;’]pzn —p)? donc P(A) = 6% (0,3)2%(0,7)2 = 0,264 6.
® L'événement B est 'événement «X = 1 », donc:

P(B) = [':']pfu —p)® = 4x03x(07)% = 04116,

“» EXERCICES 2 et 4

EXERCICE RESOLU n Calculer une probabilité

lors du lancer simultané de piéces

ENONCE
On lance simultanément six piéces équilibrées. On note A I'événement
« obtenir au moins deux Pile »,
Calculez la probabilité de A,

SOLUTION COMMENTEE
L

e modéle théorique est celui d'une expérience de Bernoulli. Les résultats
sont les mémes que ceux obtenus lors de six lancers successifs et indépen-
dants d'une méme piéce.

Ici, I'epreuve est le lancer d'une piéce équilibrée avec pour succés S « obtenir
Pile », de probabilité p = 0,5.

La variable aléatoire X qui donne le nombre de succés durant les six épreuves
suit une loi binomiale de parameétres n = 6 et p = 05.

Remarque. Quand la définition d'un événement A contient la locution « au
moins », il est trés souvent préférable de calculer la probabilité de I'événe-
ment contraire A. lci, A est 'événement « obtenir zéro Pile ou un Pile », soit
(X=0) ou (X =1) (réunion de deux événements incompatibles).

Or P(X=0) = (gjO,SUXO,SG etP(X=1) = (?]0,51 X 0,5
donc P(A) = P(X=0)+P(X=1) = 056+ 6x055 = 7x 0,5
1]5 _ 57

Ainsi P(A) = 1 -P(A), soit P(A) = 1 —?[.5. =

EXERCICES 5et 10
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2) Lois de probabilités
continues. Généralités

2.1 Exemples

Dans toutes les situations étudiées jusqu’a présent, la variable aléatoire X prend
un nombre fini de valeurs x,, x,, ..., x,,. On dit alors que X est discrate.
Cependant, il existe des variables aléatoires non discrétes, qui prennent toutes les
valeurs d'un intervalle de R (borné ou non).

On tire sur une cible de 1 m de rayon, sans jamais la manquer. La varia-
ble aléatoire qui donne la distance du point d'impact au centre prend toutes les
valeurs de l'intervalle [0 ; 1].

La durée de vie d’un transistor, le temps d’attente i un guichet sont des
variables aléatoires non discrétes.

[l n’est plus possible alors de définir la loi de X en énumérant les probabilités des

événements (X = x;), puisque dans ce cas, ces événements sont en nombre infini.

Une autre approche est alors nécessaire.

Approche qui tiendra compte des questions que l'on peut se poser. Car avec

une variable aléatoire non discréte, on s'intéresse a des événements du type
Note « X prend des valeurs dans un intervalle J » , événement que, par abus de notation
L'écriture (X e |) est P )
inenotationabusive car  CAr X n'est pas un nombre, I'on note (X € J).
K n'est pas un nombre.
Elle prolonge la notation
(X = a) déja utilisée

pour des variables
discrétes,

Si X est la variable qui mesure la durée de vie d'un transistor, savoir si X
prend la valeur @ = 731 jours 12 h 53 mn 45 s par exemple n'a aucun intérét

(nous verrons d'ailleurs que P(X = @) = 0). En revanche, savoir si X prend des
valeurs entre 300 et 400 jours peut étre intéressant.

2.2 Variable définie par une fonction de densité

Nous dirons qu'une variable aléatoire X est continue (ou absolument continue)
s'il existe une fonction f définie sur R, continue sur R sauf peut-étre en quelques
points, positive, et telle que, quel que soitl'intervalle I de R, P(X & I)est égalea
I'intégrale de f sur I, notée J-I f(x)dx.

La fonction f est appelée densité de probabilité de la variable aléatoire X.

Conséquences.

®Sil = [a;b], P(Xel) = [bﬁx)dx.

Note elorsque a = b, 1 = {a}, P(X=a) = _[ f(x)dx = 0. La probabilité que X
* Lorsque | = [a; bl, a

Vevénement (X € I) prenne une valeur isolée fixe est nulle. D'ott P(X < a) = P(X <a). En effet,
ff-t"é:;,:::;,ﬂfxx:a?" (X = a) estla réunion des événements incompatibles (X < a) et (X = a), donc
9;“'5"“'5“5’“7‘;1 P(X=a) = P(X<a)+P(X=a) = P(X <a) puisque P(X =a) = 0.

(A E |a; +=e|).
De méme, (X <a)

4t (X & bov - 0D). ® Puisque (X € R) est 'événement certain, P(X € R) = 1 et donc:

Iﬁf(x]dx =1.

LOIS DE PROBABILITES
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Signification
de j fixdx = 1

Cette €criture signifie que la fonction

b
UHJ f(x)dx aunelimite € en+s=,
[+

o
que la fonction al—>j' fix)dx a
a

une limite £ en -—o= et que
4" =1,
I en résulte que lorsque f est une

fonction de densité _[ f(x)dx est
bien définie que J soit bomé aunon.

interprétation
de P(Xe )

Exemple.
La fonction f représentée ci-dessous
est continue sur [, positive et

L fix)ydx = 1.

En effet, f est nulle en dehors de
lintervalle | -1 ; 1], donc:

Lﬂx]dx = j_'l fix)ydx

0 1
=J' (I+x)dx+j (1—-x)dx = 1.
= a

Ainsi fdefinit une densité de probabi-
Iité.

SiX estune variable aléatoire de den-
sité falors :

Pr=x=2 ) jn =7

Géométriguement, certe probabilité
est l'aire du trapéze coloré,

ut

s

N R
TR

=} EXERCICE RESOLU G

EXERCICE RESGLUE Calculer des probabilités

On tire au hasard sur une cible de rayon 1 m, sans jamais la manquer.

X est la variable aléatoire qui donne la distance de I'impact au centre.

On admet que X a pour densité, la fonction f définie sur R par:

flx) = 2xlorsque 0= x=1 et f(x) = O sinon.

1) Calculez P(X = 0,5), P(X = 0,5), P(0,25 = X = 0,75).

2) Vérifiezquesi 0 =a< b <1, alors P(a = X = b) est éqale au rappart
de l'aire de la couronne, définie par a et b, a celle de la cible.

SOLUTION COMMENTEE

1) Lafonction fest représentée ci-contre.
Posons J = |-=;05]. Par définition,

P(X=<05) = jj‘(x}dx.
J
Or fest nulle sur |—e=; 0[, donc:

05
P(X<05) = I 2xdx = 0,25,

o
Les événements (X > 0,5) et (X < 0,5) sont contraires, donc
P(X>=05) = 1-P(X=05) = 0,75.
Enfin,

0,75
P(0,25 <X =0,75) = I
0,25

0,75

2xdx = [x%]y25 = 0,5.

2) Par définition, P(a< X < b) = J' 2xdx = b2 @7
a

aire(couronne) _ mb? - na?
aire(cible) n
donc Pla=X=0bh) = w_
aire(cible)
Commentaire. On trouve le résultar du modéle théorique {conforme a l'intui-
tion) qui définit la probabilité comme le rapport des aires.

=% EXERCICE13

EXERCICE RESOLU ﬂ Calculer des probabilités

On considére une variable aléatoire X de densité foll fest définie dans l'exem-
ple ci-contre (voir Comprendre).
Utilisez la courbe de fpour prouver que, pour tout tde [0: 1],

P(X=-1)=1-P(X=1t).
Les probabilités sont des intégrales que s
I'on peut ici interpréter géométriquement L 11
comme des aires.
P(X =—1) = aire(BKN), :
P(X = 1) = aire(CHM). o |
Or les triangles BKN et CHM sont + -
-1 -t0 X

symétriques par rapport a l'axe (Oy)
donc ces aires sont égales, dol P(X = -t) = P(X =

» EXERCICE 15

D=1-P(X<1t)
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DEFINITION 2 ®»

DEFINITION 3 ®»

Note

On peut remplacer

les inégalités strictes
par desinégalités larges,
puisgue

P(X =g) = P(X< a),
ete.

3) Deux lois particulieres

3.1 Loi uniforme

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a;b] (a <b)

lorsque sa densité fest la fonction définie sur R par f(x) = 51_.:: sig<=x<bh,

f(x) = 0 pour tout x non élément de [a ; b].

® Vérifions que f est une densité de probabilité. y
f est positive, continue sur R sauf ena et b et R
b ! bl .
j"v_lf(x)dx = j' fix)dx = J-ab_adx = 1. - o
AR T
@ Précisons pour tout sous-intervalle J = [0 ; ] 0 a o B b

la probabilité P(X € J):

(B L _ B-o _ longueurdeJ
P(Xe J) = Iﬂf(x]dx = .Lb—adx " b-a  longueurdel

3.2 Loi exponentielle

Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle y
de paramétre le réel A (A > 0) lorsque sa densité

est la fonction f définie par :
_ Ae M six=0
flx) = 5

0 six=0 0 X

® On peut vérifier que f est bien une densité de probabilité : f est continue sur I

sauf en 0, f est positive. Enfin, prouvons que L flx)dx = 1

f est nulle sur |—= ; 0] doncen posant I = [0 ; +eo[, J.Pf(x}dx = jf{x}dx et,
i [

b
sous réserve d’existence de la limite, J flx)dx = blim j f(x)dx.
1 0

=¥ 400

b .
Or _[0 Ae**dx = [—e‘h]g =1—e*bet b]im (1-e*)=1 donc L flxe)dx =1.

-3 4o

® Précisons les probabilités P(X € J) ou J est un sous-intervalle de [0 ; +¢=].
Pourtoutréel a = 0, P(X =a) = j Ae*rdx = [—e ], dou:
0

P(X=aq) =1-e
De plus, (X > a) et (X =< a) sont des événements contraires donc :

P(X>a) = e,
b
EnfinsiJ = [a;b], Pla<=X=h) = j he *xdx don :

Pla<X=<h) = eta_eh

LOIS DE PROBABILITES
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Loi uniforme

e 5i) et K sont deux sous-intervalles
de | de méme longueur, alars, d'aprés
laformule du g 3.1:
P(Xe l) = P(X e K).
D'oli le nom de loi uniforme.
o Laprobabilité P(X € J) estdéfinie
comme le rapport des longueurs de J
etl,
D'oli 'analogie avec la formule
nombre de cas favorables
nombre de cas possibles
vue dans |e cas d'équiprobabilité des
issues en nombre fini.
La loi uniforme sert a modéliser le
thoix d'un nombre au hasard dans
lintervalle [a: b.

=} EXERCICE RESOLU 7

Loi exponentielle

Dans la pratique; on rencontre sou-
vent la loi exponentielle lorsquil
sagit ~de représenter le temps
dattente avant l'arrivée d'un événe-
ment spécifié.

Par exemple, le temps qui nous
separe d'un prachain tremblement
deterre.,.

=} EXERCICE RESOLU 8

EXERCICE RESOLUﬂ Utiliser la loi uniforme

A partir de 7 heures, les bus passent toutes les quinze minutes a un arrét A,
Un usager se présente en A entre 7 h et 7 h 30.

On fait 'hypothése que la durée de 7 h a I'heure de son arrivée en A est une
variable aléatoire uniformément répartie sur l'intervalle [0 ; 30].

Quelle est la probabilité qu'il attende le prochain bus :

1) moins de cing minutes ?

2) plus de dix minutes ?

SOLUTION COMMENTEE

Notons X le temps écoulé, en minutes, entre 7 h et I'heure d'arrivée de l'usager.
Par hypothése, X suit une loi uniforme sur [0 ; 30].
1) Notons E 'événement « I'usager attend moins de cing minutes ».
E signifie qu'il arrive entre 7h 10 et 7 h 15, ou entre 7h 25 et 7 h 30.
Ainsi E est la réunion des événements (10 << X << 15) et (25 < X < 30),
qui sont incompatibles. Donc P(E) = P(10 < X < 15) + P(25 < X < 30).
_ longueurde J10;15] _ 5 _ 1
Sl longueurde [0;30] 30 6
T o1 1

1 .
i 4o = = % e b=l
et P(25 < X < 30) g donc P(E) 6+6 z

2) Notons F I'événement « 'usager attend plus de dix minutes ».
F signifie qu'il arrive entre 7 het 7 h 05 ouentre 7 h 15 et 7 h 20,
D'olt P(F) = P(0 < X < 5) + P(15 < X < 20) soit P(F) = %
Remarque. Le calcul détaillé est inutile puisque les intervalles utilisés ont la

meéme longueur que ceux du 1).

# EXERCICE 18

EXERCICE RESOLU ﬂ Utiliser la loi exponentielle

| ENONCE |

La durée, en minutes, d'une conversation téléphonique est une variable aléa-
toire exponentielle de paramétre A = 0,1.

Vous arrivez a une cabine et juste a ce moment précis, une personne passe
devant vous. Quelle est la probabilité que vous attendiez :

1) plus de dix minutes ?

2) entre dix et vingt minutes ?

SOLUTION COMMENTEE

Notons X la variable aléatoire qui désigne la durée de conversation de votre
prédécesseur. X suit une loi exponentielle de parametre 0,1.

1) L'événement « attendre plus de dix minutes » signifie (X = 10).

D'aprés les résultats du§ 3.2, P(X > 10) = e 91510 = ¢-1= 0,368,

2) « Attendre entre dix et vingt minutes » signifie (10 < X = 20).

20 20
Or P(10=X=20) = [ 01eMdx = [-e-01]jf = ~e2+e"!
10

d'otl P(10 = X = 20) = 0,233,

* EXERCICE 19
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Note

Dans ce paragraphe,
la probabilité de B
sachant A, notée
habituellement, P,(B)
sera notée P(B/A).

DEFINITION 4 »

THEOREME 2 ®

RESTITUTION
DRGANISEE DES
CONNAISSANCES

exercice E)

Note

Ainsiseules lesvariables
aléatoires de type
exponentiel sont sans
meémaoire.

Note

Pourune loi exponentielle,
la demi-vie est 'analogue
de la médiane d'une série
statistique.

4) Variables sans mémoire

4.1 Exemple, définition

Prenons un exemple. Appelons X la variable aléatoire qui donne la durée de vie en
années d'un composant électronique. A priori, X prend ses valeurs dans [0 ; +9].
Pour tout t = 0, I'événement (X = t) signifie que « la durée de vie dépasse t années ».

® On dit que la durée de vie est sans mémoire (ou sans vieillissement) lorsquela
probabilité que le composant fonctionne encore hannées supplémentaires,
sachant qu'il fonctionne a I'instant t, ne dépend pas de t.

® Traduisons cette propriété P(X =t + h/X = t) est indépendante de t (H).
En particulier, cette probabilité est aussi celle obtenue pour t = 0, P(X=h/X =0).

— _P(X=h)N(X=0)) ;
Par définition, P(X = h/X = 0) = P(X=0) - Orl'événement (X = 0)
est certain donc P(X = 0) = 1 etl'événement (X = h) M (X = 0) n'est autre que
(X=h) donc P(X = h/X=0) = P(X = h). Ainsi la proposition (H) se traduit

par: pourtous t =0, h=0, P(X=t+h/X=t) = P(X=h).

Nous dirons par définition :

Une variable aléatoire positive X est sans mémoire (ou sans vieillissement)
lorsque:pourtous t=0et h=0, P(X=t+h/X=¢t) = P(X=h) [1].

FEIEM Dans I'exemple ci-dessus, si X est sans mémoire, alors la probabilité que
la durée de vie dépasse 10 ans, sachant que ce composant a déja fonctionné 7 ans,

est P(X=10/X=7), soitd'aprés [1],avect = 7 et h = 3,
P(X=7+3/X=7) = P(X=23).

Le composant fonctionne sans mémoire des sept années passées.

4.2 Caractérisation des lois exponentielles

Une variable aléatoire X qui suit une loi exponentielle est sans mémoire.
Réciproquement, si X est sans mémoire, alors sa loi est exponentielle.

Démonstration. Prouvons que si la variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parameétre
alors elle est sans mémoire, Pour cela, vérifions I'égalité [1].
P(iX=t+hA)N({X=1))

Pour tous réels positifs teth, B(X = t+ h/X = t) = FE=1) 2

L'événement (X=t+h)N(X=1t) est 'événement (X =t +h) et (X =1), soit (X=t+h)
P(Xz=t+h)

donc P(X=t+h/X=t) = 'P—(X"}—E"J'— Or PiX=t+h) =¢ Me+h) at P(X=t¢t) = e ™

~kit+h)
(voir§ 3.2)donc P(X =t + h/X=1) = & — = e M = P(X = h). AinsiX suitune loi sans
ot

mémoire. Nous admettrons la réciproque.

m Demi-vie

Pour une variable aléatoire X qui suit une loi de durée de vie sans mémoire, donc
exponentielle, on appelle demi-vie la durée T telle que P(X < 1) = 0,5.

Si A est le paramétre, P(X <1T) = 1—e*?, dot 1-e ™ =
In2

o

équivaut a

R =

e = % donc T =
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@ Epreuve de Bernoulli. C'est une expérience aléatoire ne comportant que deuxissues S et 5.
Onnotep = P(S)etqg = 1-p = P(8S).
Exemple. Lancer d'un dé équilibré. 5

S est I'événement « sortiedu 6 » ;alors p = %;e: g=1-p= &

Q Expérience de Bernoulli dordre n. C'est n fois la répétition d’une méme épreuve de Ber-
noulli, de facon indépendante.

On s'intéresse 2 Ia variable aléatoire X donnant le nombre de « succés » (réalisations de S). Alors X
suit une loi binomiale B (n ; p).

@ Loi binomiale. Dire que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétres n
et p, notée MB(n ; p), signifie que pour tout entier k tel que 0 < k < n,

n
P(X=k) = (k)P"(l—P)""‘ :
Son espérance mathématique est E(X) = np, sa variance V(X) = npq.
Exemple. Lancer d’un dé équilibré six fois de suite. S est 'événement « sortie du 6»etXla

2 4
variable aléatoire donnant le nombre de succés ; alors P(X = 2) = (g) X (%) X (g) .

@ Lois continues
Une variable aléatoire X suit une loi continue lorsque pour tout intervalle I, on a :

PXel) = Lﬂx}dx.

La fonction f, positive, continue sur I (sauf éventuellement en quelques points) et telle que
jn f(x)dx = 1 est appelée densité de probabilité de X.

@ Loi uniforme sur un intervalle I = [a; b]
Sa densité est constante sur I, nulle en dehors. Pour tout intervalle J contenu dans I,
. J) = longueurdeJ
P(XeJ) = 1 o
@ Loi exponentielle de paramétre A (A > 0). Sa densité est définie par :

P = {le"l" six=0

0 sinon
@ Lorsqu'une variable aléatoire X suit une loi exponentielle, cette loi est sans vieillissement
(ou sans mémoire) et réciproquement.
Ainsi pour tous réels positifs teth, P(X=t+h/X=t) = P(X=h).

. Pour tout réel positif t, P(X e [0; t]) = ‘[213'1"{[:! =1-eM,

A AVOIR

~» EXERCICES RESOLUS 1 et 4

-) EXERCICE RESOLU 6
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Tirages avec remise pour simplifier

Lorsqu'on effectue dans une urne, plusieurs tirages successifs sans remise, le nombre
total de boules diminue d'une unité a chaque tirage. Dans le cas d'un tirage avec remise,
le nombre total de boules reste inchangé. Sile nombre de boules dans 'urne est impor-
tant, on congoit alors, que la différence entre les deux types de tirage soit « faible ».
Ilustrons ceci par deux exemples.

1 Une urne contient
trente boules, vingt noires et dix blanches

1. On tire trois boules au hasard sans remise.
On note X la variable aléatoire donnant le nombre de boules blanches obtenues.
Donnez la loi de probabilité de X.

2. On tire & présent dans l'urne initiale trois boules au hasard avec remise.
On note Y la variable aléatoire indiquant le nombre de boules blanches obtenues.

Justifiez que Y suit une loi 4‘3( 3: %) Dressez le tableau de la loi de Y.

3. Calculez les différences P(X = k) —P(Y = k) pour 0 < k < 3.

‘2 Une urne contient
trois cents boules, deux cents noires et cent blanches

Reprenez les questions 1., 2., 3. précédentes.

Dans la pratique, lorsqu'une population est importante et que le
nombre de tirages est « peu élevé » par rapport a I'effectif total, on assimile un tirage
sans remise a un tirage avec remise. On peut alors utiliser la loi binomiale.

Echantillonnage

Une boulangerie fabrique des pains de campagne qui, en théorie, pésent 600 grammes.
Des études statistiques donnent la répartition des pains produits suivant leurs masses :

classe [575 ; 585( [585 ; 585[ [595 ; 605] [605; 615] [615; 625|

fréquence 0,12 0,25 045 0,13 0,05

1. En supposant la répartition uniforme 2 l'intérieur de chaque classe, calculez I'espé-
rance mathématique et la variance de cette série statistique.

2. Un contréleur du Service de la répression des fraudes préléve, au hasard, dix pains
de campagne afin d'en contréler la masse. On admettra que la production journaliére
est suffisamment importante pour qu'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage
avec remise de dix pains.
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a) Calculez la probabilité d'avoir dix pains dont la masse est entre 595 et 605 g.

b) Calculez la probabilité d’obtenir au plus deux pains de masse inférieure a 585 g.

SlLLEILAY Dans une population de taille N, une proportion p = — posséde un
caractére A. H

La probabilité qu'un individu pris au hasard posséde le caractére A est p. Si on choisit

au hasard un second individu, la probabilité qu'il posséde le caractére A n’est plus que
s =3 e e
TR-I e R
SaRa : n n n—=1%

que N est grand par rapport & n, implique que les nombres N N1’ N-1
sont trés proches de p. Ainsi lorsqu’on choisit k éléments dans une telle population,
la probabilité pour un individu quelconque de posséder le caractére A peut étre

considérée comme constante et égale a p.

selon le choix du premier individu. Emettre I'hypothése

, etc.

Adéquation avec la loi équirépartie

Dans ce TD, on veut comparer les résultats observés i partir d’expériences avec les
valeurs théoriques attendues données par une loi de probabilité, ici la loi équirépartie.

1 Exemple 1

1. Les données

On lance 100 fois une piéce de monnaie, on obtient 55 fois « Face » et 45 fois « Pile ».
Ce sont les résultats observés. Si I'on considére la piéce équilibrée, 50 fois « Face » et
50 fois « Pile » sont les valeurs attendues.

2. La mesure de I'écart entre les deux distributions

Appelons f; les fréquences observées et p, les probabilités des différents événements
élémentaires. Pour « mesurer » 'écart entre la distribution observée des fréquences f;
avec celle des p, liées a la loi équirépartie, on calcule le nombre obtenu en ajoutant tou-

(-F:_pf)z

tes les valeurs . Notons d° cette somme.

Fi
® Remplissez la derniére colonne du tableau suivant et calculez alors le nombre d°.
fréquence ) (f—p
obsarvée () | UM (A) | =
Pile bigh < Lill
Face 0,55 05
1

Si les valeurs théoriques et observées sont proches les unes des autres, d” sera petit et
on considérera qu'il y a adéquation entre 'expérience et la loi équirépartie.

Le probléme est de savoir a partir de quelle borne, les valeurs de d” peuvent étre consi-
dérées comme assez petites pour que le test soit jugé positif. (Dire que le test est positif
signifie que « I'expérience ne permet pas de dire que la piéce n'est pas équilibrée ».)

CHAPITRE 11 [pedsle]




-

w
L
o
]
(]
>
<
s
-

Note

Cette simulation
peutsefaire d1'aide
de lacalculatrice ou
d'un ordinateur.

Note
d,?esl le neuviéme

décile.

Note

On pourrait

se demander si
le générateur de
nombres utilisé
génére bien des

nombres au hasard.

Note

L'intérét réside
dansceque lorsque
N est « assez
grand », le neu-
vieme décile est
constant et indé-
pendant des séries.

3. Etude d’un échantillonnage de valeurs de d”

Une simulation de 100 lancers de piéces suivant la loi équirépartie donne une autre
valeur pour d°. En recommencant N fois cette simulation, on obtient un échantillon-
nage de valeurs de d° de taille N.

Les résultats obtenus pour différentes valeurs de N sont les suivants :

N 100 500 1 000 2000
minimum 0 0 q 0

(VY 0,0016 0,001 6 00016 0,001 6

m, 0,006 4 0,003 6 0.003 6 0.003 6

0, 0,0157 00144 0,014 4 00144

a 0,032 4 0,025 6 0,025 6 00256
maximum 0,1296 02116 0,078 4 0,2216

@ Faites un diagramme en boites superposées de ces quatre séries de valeurs de d’
(vous pouvez représenter les valeurs 1 000d?).

4, Adéquation a la loi équirépartie

Les résultats permettent de constater que pour N =500, N =1 000 et N =2 000, les
parameétres des séries sont égaux 2 10~ % prés (sauf les maximums). En faisant d’autres
simulations, on trouverait les mémes résultats. C'est pourquoi, on peut les prendre
comme « étalon »,

On convient qu'il n'y a pas adéquation entrel'observation et la théorie, au risque 10 %,
sid? > d,, avec dy = 0,025 6.

Plus précisément, si la théorie est vraie (piéce équilibrée), il y aura 10 chances sur 100
de refuser une adéquation valide.

Dans le cas contraire, c'est-a-dire si d2 < dg, I'expérience n’aura pas montré d’inadap-
tation avec la théorie. On acceptera donc cette théorie comme modele de 'expérience,
ce qui ne signifie pas qu'elle est vraie.

On I'accepte au niveau de |'expérience.

Commentaire. Avec les mémes valeurs expérimentales, on pourrait tester plusieurs

hypothéses et les accepter toutes.

Par exemple, on peut tester 'hypothése « 51 Faces » et « 49 Piles ». Comme cette hypo-
thése est encore plus proche des résultats expérimentaux, le calcul de d? va conduire a
I'accepter aussi.

5. Application
Trois expériences de 100 lancers de trois piéces ont donné les résultats suivants :
pidce A B c
nombre de « Face » 43 47 40
nombre de « Pilg » 57 53 60

L

En utilisant les échantillons précédents, dites si les piéces A, B et C sont équilibrées au
seuil de risque de 10 %.
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2 Expérience sur un plus grand nombre de lancers

On lance 1 000 fois une piéce, on obtient 550 fois « Pile » et 450 fois « Face ».
Voici les résultats de simulations des 1 000 lancers selon la loi équirépartie :

N
Ll
=
e
Q
><
<
2
[

N 1000 2000
minimum 0 0

0 0,000 1 0,000 1

m, 0000484 | 0,000484

a, 0001296 | 0,001296

dy 0,002 704 | 0,002704
maximum 0,012 544 0011236

a) La piéce est-elle équilibrée au seuil de risque 10% (procédez comme dans
l'exemple 1) ?

b) Recommencez avec une piéce pour laquelle on a obtenu 530 « Pile » et 470 « Face ».

Loi binomiale

Une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de paramétres n (nombre d’épreu-

ves) et p (probabilité de « succes ») est telle que P(X = k) = (:)pk{ 1-p)"* pour k

entier naturel inférieur ou égal a n. Le calcul de cette probabilité est aisé dés que n n'est
pas trop grand ou k petit ou proche de n. Pour n élevé, le calcul peut dépasser les pos-
sibilités de votre calculatrice ou de votre ordinateur. C’est pour cela que des fonctions
spécifiques de calcul de loi de probabilité de variable aléatoire suivant une loi bino-
miale existent sur les calculatrices ou dans les tableurs courants.

D’autre part, certains problémes nécessitent le calcul de P(X < k), c'est-a-dire, la
somme P(X=0)+ P(X=1)+--- + P(X=k). LA encore, les calculatrices et les tableurs
courants permettent ce calcul.

1 Avec la calculatrice

Famille Casio Famille Tl

* Sélectionnez le menu :

(01575 J{ 2nd [ vaes 8
* Dans les lignes affichées, choisissez :
Binom pdf pour le calcul de P(X = k) ou
Binom udf pour le calcul de P(X = k).
Puis dans la parenthése, entrez les valeurs ainsi :
{n; p; {k}) ; n'oubliez pas que la valeur de k doit
étre entre accolades.
Vous avez aussi la possibilité de rentrer plusieurs
valeurs de k, séparées par des virgules.

* Appuyez alors sur [GI{EE). le résultat s'affiche,

* Sélectionnez les menus :

STAT, DIST puis BINM.

* Choisissez :

Bpd pour le calcul de P(X = k) ou

Bt pour le calcul de P(X = k).

* Sélectionnez V4R,

* Dans |'écran qui apparait :

—entrez |a valeur de k a la ligne x ;
—entrez la valeur de na la ligne Numirial ;
—entrez |a valeur de pa la ligne p :

* Appuyez alors sur m, le résultat s'affiche.

301
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Exemple.

v

s
O
o
[=
< Avec la Casio Graph 65 Avecla T1 83-plus
% — - —
—

H Avec le tableur Excel

On utilise T'instruction LOLBINOMIALE(). Cette fonction a quatre arguments:

les trois premiers sont des entiers et le quatriéme argument est une valeur logique
(soit « VRAI », soit « FAUX »).

Ainsi, on écrit dans la cellule concernée (on remplace k, n et p par les valeurs numériques) :
» Pour P(X=k): = LOLBINOMIALE(k ; n ; p ; FAUX)

spour P(X <) : = LOL.BINOMIALE(k ; n ; p ; VRAI)

Si on veut calculer la probabilité P(k, < X < ky), il suffit de calculer :
P(X=k,)-PX<k,),

et pour calculer P(X < k, ), on calcule P(X = k; - 1).

'3 Applications
1. Calculez, pour la loi 93(100 ; 0,5), les praobabilités suivantes :
P(X=50); P(X=40); P(X>70) et P45 =X=55).
2. D'une urne qui contient dix billes, cing blanches et cing noires, on préléve, successi-
vement, avec remise, mille billes dont on note la couleur.
On appelle X le nombre de billes blanches.
a) Calculez la probabilité de (470 < X < 530).
b) Que peut-on penser d'un résultat qui donnerait 450 billes blanches ?

3. Lors d'un référendum, on a extrait d’'une urne électorale 400 bulletins « NON » en
1 000 tirages avec remise.

Peut-on penser, malgré cela, que le « NON » est majoritaire dans cette urne ?

Alde. X est la variable aléatoire égale au nombre de « NON » en 1 000 tirages avec
remise. Sile OUI et le NON étaient 3 égalité, X suivrait la loi binomiale de paramétres
n=1000etp=0,5(9(1000;0,5), avec E(X) = 500).

On cherche 4 apprécier si la valeur observée, 400, s’éloigne beaucoup de la valeur théo-
rique 500. Pour cela, on cherche a calculer P(X =< 400) en mesurant le risque d'obtenir
une valeur aussi éloignée que celle qui fut observée.
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n Une urne contient des boules noires et des boules
blanches. Le nombre de boules noires est le triple du
rombre de boules blanches.

1. On tire au hasard une boule.
Quelle est la probabilité que cette boule soit noire ?

2. On tire & présent trois boules successivement avec
remise. X est la variable aléatoire qui compte le nombre
de boules noires tirées sur l'ensemble de ces trois tirages.
Donnez la loi de probabilité de X.

£ Aide. Voir 'exercice résolu 1, page 289.

n Quelle est la probabilité d'aveir exactement trois 6
en lancant six dés parfaits ?

e5 Aide, Voir l'exercice résolu 3, page 291.

n Pour un tireur, la probabilité d'atteindre la cible est
(5. Les tirs sont indépendants. Quelle est [a probabilité
quilatteigne la cible exactement trois fois en dix coups ?

nDn tire successivement avec remise huit cartes
dun jeu de trente-deux cartes. Quelle est la probabilité
d'obtenir exactement cing rois ?

i< Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 291.

ﬂﬂn lance simultanément six piéces de monnaie

équilibrées. Quelle est la probabilité d'obtenir
a) au plus deux « Pile » ? b} au moins un « Pile » ?

i Aide. Voir I'exercice résolu 4, page 291.

ﬂ Un QCM comprend dix questions auxquelles on
répond par « Vrai» ou « Faux » Un éléve répond au
hasard a toutes les questions, A-t-il autant de chances de
répondre exactement a trois questions que de répondre
exactement a sept ?

e Aide, Voir 'exercice résolu 2, page 289.

Pour les exercices [fJ a [E], la variable aléatoire X
suit une loi binomiale de paramétres n et p.

nn = 6, p = 0,4 Donnez le tableau de la loi de X.

KX » =10, E(x) = 3. Calculez P(X < 3), P(X = 7).
p=0,2, 6(X)=2. Calculez P(X =< 2), P(X > 2).

m On lance huit fois de suite un dé parfait.
Quelle est |a probabilité de I'événement A « obtenir au
mains trois fois un nombre pair » ?

0= Aide. Voir I’exercice résolu 4, page 291,

-La probabilité qu'une machine tormbe en panne un
Jour, indépendamment du jour, est de 0,05.

1. Caleulez lz probabilité qu'en cing jours, la machine ne
tombe pas en panne.

2. Calculez la probabilité gu'en cing jours, la machine ne
tombe pas en panne plus d'une journée.

Un démarcheur rencontre vingt personnes par
jour. La probabilité qu'une de ces personnes achéte ce
que le démarcheur lul propose est de 0,1.

1. Calculez la probabilité qu'au cours d'une journée, le
démarcheur ne rencontre aucun acheteur.

2. Calculez Iz probabilité qu'il rencontre au moins deux
acheteurs.

On considére la fonction définie sur R par:
3x¢ si0=x=1
f(x) = , -
0  sinon

1. Prouvez que fest une densité de probabilité.

2. X est une variable aléatocire de densité f
Calculez P(X = 0,5), P(X < 0,1), P(0,2 < X < 0,8).

£ Aide, Voir I'exercice résolu 5, page 293.

f est la fonction définie sur [ par
2xe ™ six=0Q

fi =
W {0 sinon

1. Pour tout a positif, on pose I(a) = J'u f(x)dx.
0
Calculez I(a) puis déduisez-en lim I(a).

g—= +m
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2. Justifiez que f est une densité de probabilité,

3. X est une variable aléatoire de densité f.

Trouvez leréel mtelque P(X=m) = 12

mLa fonction f représentée ci-dessous definit une
densité de probabilité. Pour tout x de [-1;1],
f(x) = A(1 = x2) ol A est un réel positif.

ys
-1 0 1 X

1. Quelle est la valeurde A.?

2. X est une variable aléatoire de densité f
Prouvez que pour tout ttelque 0 =t =1,

a) POX= 1) = P(X < -1).
b) PO<X<t) = %-P{K;z},

5 Aide. Voir exercice résolu 6, page 293.

m X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme
sur[0;10].
Calculez les probabilités suivantes:

a) P(X < 3);
b) F(X >86);
c) P(3 <X < 8).

HUne usine fabrique des tubes de diamétre théorique
200 mm. Aprés une étude statistique, on estime que le
diameétre des piéces produites est une variable aléatoire
qui suit la loi uniforme sur [198 ; 202]. Aprés controle, les
tubes de diamétre d tel que d = 198,1 ou d = 2019
SNt rejetés.

Quelle est la probabilité qu'une piéce choisie au hasard
spit rejetée ?

m Alain et Bruno se donnent rendez-vous au café entre
12het 13 h Alainarrivea 12 h 20.

Sous I'nypothése que la durée entre midi et I'heure
d'arrivée de Bruno est une variable aléatoire unifor-
mément répartie sur [0;60] (en min), calculez les
prababilités : .

a) Bruno arrive avant Alain ;

- LOIS DE PROBABILITES

b) Alain attend Bruno plus de vingt minutes ;
c) Alain attend Bruno moins de cing minutes.
= Aide. Voir I'exercice résolu 7, page 295.

mLa durée de vie d'un composant est une variable
aléatoire T (exprimée en jours) qui suit une loi exponen-
tielle de paramétre 0,005.

Calculez les probabilités des événements suivants :

a) la durée de vie excede 300 jours ;

b) la durée de vie est au plus une année ;
c) la durée de vie est entre un et deux ans.
1= Aide. Voir 'exercice résolu 8, page 29s.

m La durée d'attente X, en secondes, a un distributeur
est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle
de paramétre A. La probabilité que l'attente dépasse une
minute est 0,942,

1. Quelle est la valeur de A 8 10~ prés ?

2. Calculez la probabilité que I'attente dure entre quatre
et cing minutes.

- 5. Lois sans mémoire

m Le temps de réponse |en secondes) a un terminal
commandé par ordinateur est une variable aléatoire
sans mémoire telle que P(X = 3) = 0,452,

1. Le temps de réponse dépasse 2 secondes.
Quelle est la probabilité qu'il dépasse 5 secondes ?

2. Calculez la probabilité P(X = 5).

m La durée de vie T en heures d'un transistor suit une
loi sans mémaoire telle que P(T =< 1000) = 0,095

1. Calculez P(X = 2 000/X = 1000).
2. Trouvez la valeur t de la demi-vie.

-K est une variable aléatoire qui suit une loi sans
mémoire, sa demi-vieest T = 99.
Calculez P(100 = X = 200).

mUn systéme électronique est constitue de trcis
Composants montes en serie.

< € Cs

Les durges de vie (en heures) de chaque élement sont
indépendantes et suivent une loi sans mémaoire de para-
meétre A = 10-4.

Quelle est la probabilité que le systéme fonctionne au
meins 1 000 heures ?



m Plusieurs lancers de deux piéces de monnaie
On lance dix fois de suite deux piéces de monnaie en
notant apres chaque lancer les deux c6tés visibles.

Objectif : calculerla probabilité des deux événements :
A« obtenir trois fois la sortie de deux Pile ».
B « abtenir deux Pile au moins une fois »,

1. La répétition d'une méme épreuve doit faire penser
d une expérience de Bernoulli. (Sans autre précision de
lénoncé, le modéle théorique de 'expérience prend
pour hypothese lindépendance des épreuves, et en
outre ici, pour chacune des piéces, 'équiprobabilité de
sortir « Pile » ou « Face »))

L'épreuve consiste a lancer deux piéces et 4 noter les
cotés visibles.

a) Les issues de cette épreuve sont au nombre de quatre.
Ecrivez ces issues. (Notez P pour Pile et F pour Face)

b) Quelle est la probabilité de chaque issue ?

¢} Quelle est la probabilité p du succes, c'est-a-dire de
« obtenir deux Pile lors de cette épreuve » ?

2. |l reste & introduire |a variable aléatoire X (qui suit
une loi binomiale), celle qui donne le nombre de réali-
sations de A sur I'ensemble des dix lancers.

a) Justifiez que A est I'événement (X = 3).
b) Calculez P(A).

3. La présence de « au moins » dans la définition de B
invite a calculer d'abord P(B), en général bien plus
facile que le calcul de P(B).

Précisez la définition de B, justifiez que B est (X = 0).
Calculez P(B), puis P(B).

m La roue de la fortune

Un joueur parie sur un chiffre compris entre 1 et 6. On
notera ce chiffre ¢. On jette ensuite trois dés simultané-
ment. Si le chiffre c apparait ifois (i = 1 ou2 ou 3}, le
joueur gagne | jetons (la valeur en espéces d'un jeton
peut varier selon les conventions prises initialement).
Dans le cas contraire, le joueur perd un jeton.

Objectif : savoir si ce jeu est équitable.

I. Organiser les données.

lly a un lancer simultané de trois dés. Sans autre infor-
mation sur les conditions de ce lancer, on sait que le
modele théorigue de cette expérience est le lancer trois
fois de suite d'un méme dé.

Donc nous sommes dans le cas d'une « expérience de
Bernoulli » Notons X la variable aléatoire donnant le
nombre de succes de I'événement « ¢ est sorti » au
cours des trois épreuves. Mais il y a une autre variable
aléatoire, classique dans un jeu d'argent, celle qui & une
issue associe le gain algébrigue du joueur. Notons-fa Y,

Quelles sont les valeurs prises par Y ?

2. Traduire la question pour la résoudre.

Pour savoir si le jeu est équitable, il s'agit de comparer
l'espérance mathématique de Y a 0.

Pour cela, il s'agit d'abord de trouver la loi de Y.

Vu le protocole de I'expérience, il y a sGrement un lien
entre les issues des événements (Y = k) et celles de
l'expérience de Bernoulli du 1..

a) Justifiez que X suit une lgi binomiale 1’33(3 : é)

b) Prouvez que I'événement (Y = —1) n'est autre que
I'événement (X = 0). De méme, comparez les événe-
ments (Y=k) et (X=K) pour 1 = k=3

¢) Donnez alors |a loi de Y puis déduisez-en E(Y).
(Voir chapitre 10§ 1, p. 254)

d) Commentez le résultat puis concluez,

Fonctionnement

d'un systéme de communication
Un systéme de communication comporte n composants,
Chacun d'eux fonctionne indépendamment des autres,
avec une probabilité p. Le systéme total peut effective-
ment fonctionner si au moins la moitié de ses compo-
sants sont opérationnels.

Objectif : trouver pour quelles valeurs de p un sys-
téme a cing composants est plus souvent en état de
fonctionner qu'un systéme a Lrois composants.

1. Organiser les données.

Le probleme ne décrit pas une expérience aléatoire. Or,
on y parle de probabilité et il est donc assuré que |a solu-
tion passe par l'introduction d'une telle expérience.

Des passages de I'énoncé nous guident ; « n compo-
sants fonctionnent simultanément mais de facon
indépendante », « chacun a la méme probabilité p de
fonctionner »,

Cela ameéne a introduire la variable aléatoire qui associe
le nombre de composants en état de fonctionner, Elle
est donc binomiale de paramétres (n ; p).

Notons-la X5 lorsque n = 5, X; lorsque n = 3.
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2. Traduire la question posée en termes de proba-
bilités.

Notons ps (resp. ps) la probabilité qu'un systéme a
cing composants (resp. trois composants) fonctionne.
Il s'agit de trouver les nombres p tels que ps = py.

a) Justifiez I'égalité -
Ps = [g]rﬁﬂ -p)+ (i)p"(‘! - p) +p°.

55 Aide. Le systéme fonctionne lorsque au moins trois
composants fonctionnent.

b) Justifiez I'égalité p; = [3);:2{1 - p)+ pt.

¢) Prouvez que « p; > py» équivaut a :
«3p%(p-1)2(2p-1)>0n

d) Déduisez-en p et concluez.

U Prolongement. Prouvez qu'un systéme 3 2k+1

compaosants est préférable & un systéme & 2k -1 compo-

sants lorsque p ; (et seulement lorsque p i).

_ 2k -1 2k-1

L4 Aide. Dans les calculs, utilisez ( Fud ] = [ K ]
m Combien d’enfants pour avoir une fille ?
On s'intéresse au nombre d'enfants d'une famille. On sup-
pose qu'iln'y a pas de naissances multiples et qu'il y a équi-
probabilité pour la naissance d'un garcon ou d'une fille.

Objectif : trouver le nombre minimum d'enfants pour
que la probabilité d'avoir au moins une fille soit supé-
rieure a 0,99,

1. L'énoncé ne décrit pas une expérience aléatoire,
mais ici, elle est « visible en filigrane ». On peut consi-
dérer la naissance d'un enfant comme une épreuve a
deux éventualités: F ou G. La naissance de n enfants
peut-étre considérée comme la répétition de n épreuves
identiques et indépendantes.

La variable aléatoire qui donne le nombre de naissances F
sur I'ensemble de n naissances est donc binomiale de

parametres (n : %)
2. Ons'intéresse al'événement A « avoir au moins une
fille parmi n enfants». La définition de A contient

I'expression « au moins ». 4
En général, il est alors plus facile de calculer P(A).

s n
a) Prouvez que P(A) = (%] et donc que
1 n
P(A) =1- [i) i

- LOIS DE PROBABILITES

b) Pour trouver le plus petit entier ntel que P(A) = 0,99,
il faut résoudre 'inéquation :

-I m
1~[§) > 0,99.
Faites-le. Concluez.

u% Commentaire. Pourquoi avoir supposé qu'il n'y a pasde
naissances multiples ?

Pour pouvoir appliquer la loi binomiale car les expériences
doivent étre indépendantes et identiques.

ElFouctlonnement d'un feu tricolore

Un feu tricolore reste cinguante-cing secondes au vert,
cing secondes a l'orange puis soixante secondes au
rouge. Un piéton ne peut traverser que lorsque le feu est
rouge. On s'intéresse aux seuls piétons qui se présentent
entre 8 het8 h05.

A8 h, le feu passe au rouge. T est la variable aléatoire qu
donne, en secondes, le temps écoulé de 8h jusqua
I'heure d'arrivée devant le feu d'un piéton désirant tra:
VErser,

On fait I'hypothése que T suit une loi uniformément
répartie sur [0 ; 300].

Objectif : calculer les probabilités qu'un piéton atrende
moins de dix secondes ; plus de vingt secandes.

1. L'énoncé décrit le protocole qui définit I'expérience
(traversée au feu rouge) et incite a choisir la seconde
comme unité de temps. La variable aléatoire T suit une
lol uniforme et on sait alors calculer la probabilité de
I'événement (T e [) ol | est un sous-intervalle de
[0; 300] par un rapport de longueurs.

Dol I'idée de représenter la situation sur un axe muni
d'une échelle des temps de 0 a 300.

Réalisez ce schéma en distinguant bien les couleurs des
feux successifs.

2. Pour calculer les probabilités demandées, il s'agit
de définir les événements a l'aide de sous-intervalles de
[0; 300]. Pour cela, I'exploitation du schéma facilite la
tache.

a) Pour une attente de moins de 10 secondes, dans
quels intervalles de temps doit se situer T ?

b) Déduisez-en la probabilité que I'attente dure moins
de dix secondes.

¢) De méme, calculez la probabilité que I'attente dure
plus de vingt secondes.



Pour progresser

Loi binomiale

Dans une fabrication d'objets en série, 8 % de ces
objets présentent un défaut. Un carton contient dix
objets. La presence d'un défaut pour un objet est indé-
pendante de I'objet choisi.

|, Calculez la probabilité que, dans le carton, les dix
objets solent sans défaut.

2. Calculez la probabilité que, dans le carton, au moins
sept objets soient sans défaut.

m Deux joueurs A et B s'affrontent dans un tournoi
de tennis de table. La probabilité que A gagne une partie
est 0.6. On joue neuf parties, le vainqueur est celui qui
gagne le plus de parties,

Quelle est la probabilité que B gagne le tournoi ?

5" Commentaire. Notez le role du hasard. Alors que A est
manifestement plus fort que B, la probabilité que B gagne en

neuf parties est encore supérieure %

m On vous propose le jeu suivant : on lance vingt fois
Lne piéce de monnaie équilibrée.

Si«Pile » sort neuf, ou dix, ou onze fois, vous gagnez 1 €,
sinon vous perdez 1 €,

Le jeu est-il équitable pour vous ?

Ui Aide. Voir Apprendre d chercher, 'exercice 25, page 30s.

mVente a domicile
Un vendeur propose des encyclopédies & domicile. |l
visite dix clients par jour.
On admet que la probabilité qu'un client passe commande

est de :Il'f; et que les décisions des clients sont indépen-

dantes.

rest le nombre d'encyclopédies vendues en une jounée.
I, Expliquez pourquoi la loi de X est une loi binomiale ;
précisez les valeurs des paramétres net p,

2. Exprimez P(X = k) pour kentierde0an

Calculez, 2 10~ preés :
P(X=0), P(X=1) et P(X=5).
3. Calculez E(X).
4. Le vendeur gagne 100 € par encyclopédie vendue.
9. Quel gain moyen le vendeur peut-il espérer ?

L= Aide. Voir Apprendre d chercher, |'exercice 26, page 305.

mUne usine fabrique une grande quantité de puces
pour ordinateurs, Des études sur la qualité de |a fabrica-
tion ont permis de montrer que 2 % des puces fabri-
quées présentent un défaut.

On commande 100 puces et on note X le nombre de
puces défectueuses trouvées dans ce lot.

1. Quelle est la loi de probabilité de X ?
2. Calculez P(X=k) pourk =0, k=1, k=2

i ; : 1
m La probabilité qu'un tireur atteigne une cible est 3

1. Sur cing tirs, indépendants les uns des autres, quelle
est la probabilité que le tireur atteigne la cible au moins
deux fois ?

2. Combien de fois doit-il tirer pour que la probabilité
d'atteindre au moins une fols la cible soit supérieure 30,9?

[36] acm

Un QCM est constitué de six questions. Pour chaque
question, guatre reponses sont proposées dont une seule
est vraie.

1. Un candidat répond au hasard aux six questions.
Quelle est la probabilité qu'il réponde juste au moins 3 la
moitié des questions ?

2. Un candidat avisé élimine a coup sQr une des réponses
qu'il connait comme fausse, et répond ensuite au hasard
en choisissant une des trois réponses.

Quelle est la probabilité qu'il réponde juste a la moitié
des questions ?

Ave: un tableur

Une entreprise fabrique une grande quantité de micro-
processeurs d'un type déterminé La probabilité qu'un
microprocesseur soit défectueux est de 0,05. Ces micro-
processeurs sont vendus par lots de cinquante piéces.
On appelle X le nombre de microprocesseurs défec-
tueux trouvés dans un lot déterminé.

1. Justifiez pourquoi X suit Ia loi binomiale % (50 : 0,05).
2. Dans un tableur (Excel ou le tableur de Star Office),
on souhaite faire apparaitre les valeurs de P(X = k) et
de P(X = k) pour kentierdeQa 15.

La vue d'écran ci-aprés montre les formules a utiliser
(voir le TD 4, § 2, page 302),
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| A AL, -
k -

P (X=k ) |=LOIBINOMIALE(E1,50,0,05;FALX)
| 3 |p (X<=k )| =LO1.BINOMIALE(B1;50,0,05; VRAI)

]

I~

En recopiant par glisserfcopier jusqu'a la colonne conte-
nant k = 15, complétez le tableau.

3. Quelle est la probabilité d'avoir exactement trois piéces
défectueuses dans un lot de cinquante ?
Donnez une valeur approchée & l'aide du tableau précédent.

4. Utilisez le tableau de la question 2. pour donner la
valeur minimale de k pour laguelle ;

P(X = k) > 0,995.

m ® Onalancé dix fois une piéce truguée qui donne
« Face » avec une probabilité p. On a obtenu six fois
« Face »,

1. Trouvez Ia probabilité conditionnelle que les trois
premiers tirages soientF, P, F.

2. Méme question avec P, F, P.

m ® On sait que les objets produits par une certaine
machine sont défectueux avec une probabilité de 0,008,
indépendamment les uns des autres,

Le fabriquant vend ces objets par lots de douze et
garantit le remboursement d'un lot qui contiendrait plus
d'un objet défectueux. Un client achéte trois lots.
Quelle est la probabilité gu'un lot et un seul soit rem-
boursable ?

m ® | es moteurs d'un avion ant une probabilité de
défaillance de 1 — p en cours de vol, et ce, indépendam-
ment les uns des autres,

Un avion a besoin d'une majorité de ses moteurs pour
pouvoir terminer son vol.

Pour guelles valeurs de p un avion a cing moteurs est-il
préférable & un trimoteur ?

15 Aide. Voir Apprendre d chercher, I'exercice 27, page 305.

m ® Une personne appelle successivement trois
correspondants. On admet que chaque appel est indépen-
dant du précedent et que, guel que soit le correspondant
appelé, la probabilité de l'obtenirest p, (0 < p =< 1), et
celle de ne pas l'obtenirest g = 1 - p.

1. X est la variable aléatoire qui prend pour valeurs le
nombre de correspondants obtenus au cours de ces
trois appels.

Déterminez |a loi de X.

2. Apres ces trois appels, la personne procéde dans les
mémes conditions a un second appel des correspandants
gu'elle n'a pas pu joindre la premiére fois. On désigne
parY le nombre de correspondants obtenus dans cette
seconde série d'appels.
Déterminez la loi de Y.

3. On désigne par Z le nombre total de correspondants
obtenus aprés ces deux séries d'appels.

- LOIS DE PROBABILITES

Alors 2 = X +Y.

a) Démontrez que Z suit une loi binomiale de parame-
tres 3, 1 - g2

b) On suppose que p = % Calculez E(X), E(Y), E(Z).

c) Déterminez une valeur approchée, a 102 prés par
exces, de la valeur minimale de p telle que -

P(Z=3)>=05.

® Espérance de la loi binomiale
Considérons une expérience de Bernoulli, répétition de
népreuves de Bernoulli indépendantes, dont les deux
Issues sont S de probabilité p et S de probabilité
g=1-p

1. Pour 1 =< i= pn, on note X, la variable aléatoire qui
prend la valeur 1 lorsque S est réalisée & la i®™® épreuve,
0 sinon.

Donnez la loi de X, et indiquez E(X,).

n
2.Onpose X = 3 X,.
Fs='1
a) Quelles sont les valeurs prises par X 7
b} Justifiez que X indigue le nombre de réalisations de §
durant les n épreuves,

c) Quelle est [a loi de X ? Déduisez du 1. I'expression de
E(X) en fonction net p.

m ® Avec un tableur

Lors du lancer d'un dé bien équilibré, an note A I'événe-
ment « obtenirun 5 ouun 6 »,

On lance ce dé trente fois et on appelle X la variable aléa-
toire qui donne le nombre de succés de 'événement Aau
cours des trente lancers.

1. Quelle est la loi de probabilité de X ?
Utilisez la méthode vue dans I'exercice 37 (voir aussi le
TD 4, § 2, page 302) pour obtenir un tableau donnant les
valeurs de:

P(X=k) et P(X=k),
pour kentier de 0 a 30.
2. Quelle est 'espérance mathématique m de X ?

3. Utilisez le tableau de la question 1. pour trouver pour
quelle valeur de k, la probabilité P(X = k) est maximale

m ° Un de cubique a quatre faces noires ¢t
deux faces blanches. Quand on lance ce dé, toutes les

faces ont la méme probabilité d'apparition. On lance ce
de cing fois de suite.

1. Quelle est la probabilité qu'une face blanche appa-
raisse pour la premiére fois au cinquieéme lancer ?

2. Quelle est la probabilité qu'une face blanche appa-
raisse au moins une fois ?

3. X est la variable aléatoire comptant le nombre de
faces noires obtenues.
Quelle est |a loi de probabilité de X ?



I e D Feux verts

Sur une route, deux carrefours sont munis de feux trico-
lores A et B.

On suppose que ces feux ne sont pas synchronisés et
que pour un automobiliste circulant sur cette route,
l'apparition d'une couleur donnée est un pur hasard.
Onadmet que la probabilité que le feu A soit vert est 0,75,
la probabilité que le feu B soit vert est 0,5

1. Un automobiliste passe successivement aux deux
carrefours.
Calculez la probabilité :

a) qu'il rencontre deux feux verts |
b) qu'il rencontre au moins un feu vert.

2. Un automobiliste passe cing fois au carrefour muni
dufeu A. On appelle X la variable aléatoire comptant le
nombre de fois oU l'automobiliste rencontre le feu A
vert. Déterminez la loi de probabilité de la variable aléa-
toire X. On donnera les résultats sous forme de fractions
irréductibles.

m L] On a rangé en vrac, dans une baite,
neuf cartes postales indiscernables au toucher.

Cinq de ces cartes proviennent de France, une provient
dAustralie et trois des Etats-Unis.

A. On tire simultanément et au hasard trois cartes de la
boite.

|. Démontrez que la probabilité de n'cbtenir aucune

: 1
carte de France parmi les trois cartes est égale a 57

2. Calculez la probabilité des événements E, « lors d'un
tirage, obtenir une carte de chaque pays » et E; «lors
dun tirage, obtenir au moins une carte de France ».

3. X est la variable aléatoire comptant, pour chague
tirage de trois cartes, le nombre de cartes de France
obtenues. Déterminez la loi de probabilité de X,

Les probabilités seront données sous forme de fractions
irréductibles et les résultats seront rassemblés dans un
tableau,

B. 1. On répéte ce tirage cing fois de suite en remettant
achaque fois les trois cartes tirées dans la boite.

Quelle est la probabilité de I'événement « lors de ces
cing tirages, deux fois et deux fois seulement, on obtient
aucune carte de France » ?

Donnez une valeur approchée du résultat a 10~ prés,

2. On répéte ce tirage n fois de suite en remettant a
chaque fois les trois cartes tirées dans la boite. A partir
de quelle valeur de n, |a probabilité d'ebtenir au moins
un tirage sans carte de France est-elle supérieure ou
égalea 0,857

® Loto foot
Il s'agit de pronostiquer les résultats de treize matches
du championnat de France de football.

Exemple :

Bordeaux | Lyon | 1 N| 2

Le joueur choisit un résultat parmi les trois cases :

1 pour la victoire de Bordeaux, 2 pour celle de Lyon et N
s'il prévoit un match nul.

On suppose que les résultats des matches sontindépen-
dants et qu'il y a équiprobabilité entre les trois résultats
pour chaque match.

On remplit une grille compléte au hasard.

1. Justifiez que le nombre de bonnes réponses sur fa grille
suit une loi binomiale dont vous préciserez les paramétres.
2. Une grille est gagnante si elle contient au moins dix
bonnes réponses.

Calculez la probabilité d'avoir une grille gagnante.

m : On donne dans le plan trois points A,
B, C non alignés.

Une urne U contient six jetons indiscernables au toucher
portant les numéros —2; —1;0; 1; 2; 3

Une urne V contient cing jetons indiscernables au
toucher: guatre portent le nombre 1, et un, —1.

On tire au hasard un jeton dans chaque urne. Les tirages
sont équiprobables. On note a le nombre du jeton tiré
dans U et b celui du jeton tiré dans V.

1. Justifiez que les points pondérés (A ; a),(B ; b),(C; 4)
admettent un barycentre. On le note G.

2. a) Calculez la probabilité de chacun des événements
suivants :

E, : « G est sur la droite (BC) » ;

E,: « G est sur le segment [BC] ».

b) Soit E; 'événement « G est strictement intérieur au
triangle ABC ».

Prouvez que P(Es) = é

3. Soit nun entier naturel non nul. On répéte n fois dans
les mémes conditions 'épreuve qui consiste a tirer un
jeton dans chacune des urnes U et V puis a considérer le
barycentre G de la question 1. On note X la variable aléa-
toire prenant pour valeurs lenombre de réalisations de ;.

a) Trouvez I'entier ntel que E(X) = 4.

b) Calculez le plus petit entier n tel que |a probabilité
d'avoir au moins un des barycentres strictement inte-
rieur au triangle ABC soit 0,999.

m - @ Une association organise des prome-
nades en montagne. Douze guides emmeénent, chacun

pour la journée, un groupe de personnes des le lever du
soleil.L'été, i1y a plus de demandes que de guides et cha-
que groupe doit s'inscrire la veille de la promenade.
L'expérience des derniéres années prouve que la proba-
bilité qu'un des groupes inscrits ne se présente pas au

: 1
départ est g
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On admettra que les groupes inscrits se présentent
indépendamment les uns des autres.

g2 Note. Les probabilités demandées seront arrondies au
centigme le plus proche.

1. a) Prouvez que la probabilité qu'un jour donné les
douze groupes inscrits soient tous présents est comprise
entre 0,20 et 0,21.

b) On désigne par X la variable aléatoire qui indique le
nombre de jours ou les douze groupes ne se sont pas
tous présentés au départ lors d'un mois de trente jours.
Prouvez que X suit une loi binomiale dont vous précise-
rez les paramétres. Donnez la signification des événe-
ments (X = 30) puis (X =0).

Précisez I'espérance mathématique E(X). Quelle signi-
fication peut-on donner a ce résultat ?

c) Une somme de 1 Crédit {la monnaie locale) est deman-
dée & chaque groupe pour la journée Cette somme est
régiée au départ de la promenade.

Dans le cas oliun groupe ne se présente pas au départ,
l'association ne gagne évidemment pas le Crédit prévu
pour la journée.

On note S la variable aléatoire égale a la somme, en
Credits, pergue par |'association un jour donné.
Calculez P(S=11).

Précisez |'espérance mathématique de S.

2. a) Agacé parle nombre de guides inemployés, le diri-
geant de l'association décide de prendre chaque jour
une réservation supplémentaire.

Evidemment si les treize groupes se présentent, le trei-
ziéme groupe sera dirigé vers une activité de substitu-
tion. Toutefois, cette activité entraine une dépense de
deux Crédits a l'association.

Quelle est la probabilité p, s, qu'un jour donné, il n'y ait
pas de désistement parmi les treize groupes inscrits ?

b) Soit R [a variable aléatoire qui donne le colt de I'acti-
vité de substitution.

Précisez la loi de la variable aléatoire R et calculez son
esperance mathématique.

¢) Prouvez que le gain moyen obtenu par l'association
pour chagque jour, est:

13 G b 2
13y 7Y (1
(B2
k=0
Calculez ce gain.

d) La décision du dirigeant est-elle rentable pour I'asso-
ciation ?

ettt ey wv i

m Dans chacun des cas, dites si la fonction f définit une
densité de probabilité.

a) fix) = —33; sixe 1,4+ ; filx) = 0 sinon.
X‘

- LOIS DE PROBABILITES

b} fix) = xe~*sixe [0;+%=| ; fix) = O sinon,

m Vous arrivez a un arrét de bus & 10 heures sachant
que le bus arrivera a un certain instant qui suit la loi uni-
formément distribuée entre 10 heures et 10 heures 30,

1. Quelle est la probabilité que votre attente dure dix
minutes ou plus ?

2. Si a 10 heures 15, le bus n'est pas encore arrivé,
quelle est la probabilité que votre attente dure au moins
dix minutes supplémentaires ?

- Une rame de métro relie deux stations M, et M, en
un temps compris entre 8 et 12 minutes. On note X la
durée du trajet lors d'une liaison.

On suppose que X suit une loi uniforme sur [8; 12].

1. Quelle est la densité de probabilité de X ?

2. Calculez la probabilité que la rame relie les deux sta-
tions en moins de 9@ min 30 s.

3. La rame quitte M, & huit heures et un usager arrive
enM,a8h 11.Larame reste en gare une minute. Quelle
est la probabilité que l'usager rate le métro ?

EI ® Dans un repére orthonarmal, an donne le dessin
ci-dessous.

(T ]

! r\ynx‘ |

i : i My

| \\ !-"f E\

; N /] E\
1] Ny | LA N1
| B 0 [ 1 AX

On choisit un nombre t dans l'intervalle [-1 ; 1]; ce
choix se fait suivant la loi uniforme sur[=1;1].
M désigne le point de |a parabole d'abscisse t.
On note S |z variable aléatoire qui donne l'aire, en ua,
du triangle ABM.
1. Calculez les probabilités suivantes :
P(5 =025), P(5>05), P(G=1).
2. Trouvez le nombre ttelque P(S<1t) = ‘13_

m ® Une variable aléatoire T suit une loi exponen-
tielle.

1. Trouvez le paramétre de cette loi sachant que
P(T = 70) = 0,05,
2. Déduisez-en P(T > 30).

m ® La durée de vie X d'un élément radioactif suit
une loi exponentielle de parametre A.

1. La demi-vie du 12(2 (carbone 14) est estimée a:
T = 5568 années,
a) Evaluez P(X < 1 000).



b) Calculez x tel que P(X < x) = 0,2.

ey = 157 "
2. La demi-vie du césium .Cs est T = 30 années.
Répondez aux mémes questions.

I Note. La demi-vie du carbone 14 a été estimée par
Willard Libby, avec une incertitude de + 30 années.

C'est la valeur utilisée depuis 1951 pour la datation au
carbone 14.

m ® | e temps, mesuré en heures, nécessaire pour
réparer une certaine machine suit [a loi exponentielle de

parametre A = ;—2

1. Quelle est la probabilité que le temps de réparation
excede deux heures ?

2. Quelle est la probabilité qu'une réparation prenne au
mains dix heures, étant donné que sa durée a déja
dépassé neuf heures ?

- ® Deux composants A et B sont montés en série
sur une machine. La durée de vie de chacun d'eux est
unevariable aléatoire T (exprimée en jours) qui suit la loi
exponentielle de paramétre 0,0004 La panne d'au
moins l'un d'entre eux entraine l'indisponibilité de la
machine. T, est la durée de vie du composant A et
T; est la durée de vie de B. T, et T sont deux variables
aléatoires indépendantes,

1. Calculez P(T, = 300).

2. Calculez la probabilité que les deux composants
fonctionnent encore aprés 300 jours.

3. Calculez la probabilité que la machine fonctionne
aprés 300 jours, les compasants étant montés en paral-
léle {la machine ne fonctionne plus, uniguement si les
deux composants sont en panne).

m ® | a durée de vie d'un composant électronique
suit une loi exponentielle de parametre A.

Pour assurer une plus grande [ongeévité a un montage, on
remplace le composant par deux composants identiques
montés en paralléle. Dans ce cas, le systéme est défaillant
lorsque les deux constituants sont en panne. On admet
lindépendance des pannes des deux constituants. La
durée de vie du systeme est T. On appelle T, et T, la
durée de vie des deux constituants,

1. Justifiezque P(T=<1t) = P(T, < ) xP(T, < t).

£ Aide. Le systéme est en panne avant l'instant ¢ si les
deux composants le sont.
2, Déduisez-en que :

P(T<<0) = (T—g?)%,
3. % = 2x102jour'; quelle est la probabilité pour
que le systéme fonctionne au-dela d'un an ?
4.5i le systéme est constitué de trois éléments en
paralléle, quelle est alars la probabilité qu'il fonctionne
du-delad'unan?

1% Aide. Utilisez la méme démarche.

m v @ Le laboratoire d'un lycée dispose d'un

parc d'oscilloscopes identiques. La durée de wvie, en
années, d'un oscilloscope est une variable aléatoire qui
suit une loi exponentielle de paramétre & = 0.

Toutes les probabilités seront données a 1077 prés.

1. Sachant que P(X > 10) = 0,286, prouvez qu'une
valeur approchée de A est 0,125.

2. Calculez la probabilité gu’un de ces oscilloscopes ait
une durée de vie inférieure a six mois.

3. Sachant qu'un appareil a déja fonctionné huit années,
guelle est la probabilité qu'il ait une durée de vie supé-
rieure a dix ans ?

4. La durée de vie d'un oscilloscope est indépendante
de celles des autres appareils. Le responsable décide de
commander quinze oscilloscopes.

Quelle est la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait
une durée de vie supérieure a dix ans ?

5. Combien I'établissement devrait-il en acheter pour
que la probabilité, qu'au moins I'un d'entre eux fonc-
tionne plus de dix ans, soit 0,999 ?

m ® QLA Une entreprise d'autocars dessert une
région montagneuse. Un autocar part de son entrepdt.
On note D la variable aléatoire qui mesure la distance
en km que l'autocar va parcourir jusqu'a ce que sur-
vienne un incident. On admet que D suit une loi expo-

nentielle de paramétre A = é appelée aussi loi de

durée de vie sans vieillissement.
Les résultats demandés seront arrondis a 107 prés.

1. Calculez la probabilité que la distance parcourue
sans incident soit

a) entre 50 et 100 km ;
b) supérieure a 300 km.

2. Sachant que l'autocar a déja parcouru 350 km sans
incident, quelle est la probabilité qu'il n'en subisse pas
nen plus au cours des 25 prochains kilométres ?

3. Détermination de la distance moyenne parcou-
rue sans incident

]

a) Calculez I(A) = J'Aéxe"ﬁ_?dx ol A est un réel
positif. i

b} Calculez la limite de I(A) lorsque A tend vers +eoo
(cette limite est la distance moyenne cherchée).

4. L'entreprise possede N, autocars. Les distances par-
courues par chacun des autocars entre l'entrepdt et le
lieu ol survient un incident sont des variables aléatoires
deux a deux indépendantes et de méme loi exponen-

: 1
tielle (A = =).
( 82j
d étant un réel positif, on note X, la variable aléatoire
qui donne le nombre d'autocars n'ayant subi aucun inci-

dent aprés avoir parcouru d km,
CHAPITRE 11 -



a) Justifiez que X suit une loi binomiale de paramétres
Ng et e-*d,

b) Donnez le nombre moyen d'autocars n'ayant subi
aucun incident aprés avoir parcouru d km.

: Probléme de Bertrand

Un cercle est donné, son rayon estR (R > 0) et son
centre est le point O.

On choisit une corde du cercle au hasard.

Le but de cet exercice est de déterminer la probabilité que
la longueur de cette corde soit inférieure a la longueur du
coté d'un triangle équilatéral inscrit dans le cercle.

LS Note. Tous les triangles &quilatéraux inscrits dans le
cercle de rayon R ont pour longueur de coté R./3.

Le nombre de choix de cordes est infini, et leur longueur,
gui est une variable aléatoire X, prend des valeurs de
l'intervalle [O; 2R].

On recherche donc la probabilité de I'événement :

0 = X = R./3).

1. Un point A est pris sur ce cercle. Une corde est déter-
minée par le choix au hasard d'un point M sur le cercle.

a) Tracez le triangle ABC équilatéral inscrit dans le cercle.

F’rendre toutes Ies |mt|at|ves

b) Ou devez-vous placer le point M sur le cercle pour

que la corde [AM] ait une longueur X qui vérifie :
0=X=R.J3?

Evaluez P(0 = X = R./3).

2. Choisissez un point L au hasard dans le disque de

centre O et de rayon R. La perpendiculaire a (OL) pas-

sant par L coupe le cercleen Eet F,

QU doit se situer le point L pour que la longueur X de |a

corde [EF] vérifie 0 < X < R./3?

Evaluez P(0 < X = R./3).

g Note. Si L est en O, toute corde est un diamétre et ne ré-
pond pas a la question.

3. Choisissez une corde [SR] du cercle.

Parmi toutes les cordes paralléles & (SR), comment faut-

il les choisir pour que leur langueur X vérifie -
0=X=R)/3?

Evaluez P(0 = X < R./3).

i< Commentaire. Voila un étrange paradoxe : nous avons

calculé trois probabilités différentes pour un méme événe-

ment. Pourtant |a loi uniforme est utilisée a chaque fois, mals

pas sur le méme univers. En fait, c'est la définition de |a corde

qui change & chaque calcul, c’est donc le protocole expéri-
mental qui varie.

m Dix par dix

Dans une usine, on estime que la probabilité de fabriquer
un objet défectueux est 0,01. Les objets sont fabriqués de
facon indépendante. lls sont regroupés ensuite par
paquets de dix. Le fabriquant s'engage a rembourser les
paguets qui contiennent au moins deux objets défectueux.
Financiérement, cet engagement n'est supportable que
si la proportion de paguets défectueux ne dépasse pas
1 %. La proposition est-glle réaliste ?

EIAvec la partie entiére

Un jeu consiste a choisir, au hasard, un réel dans l'inter-
valle [1; 10] suivant la loi uniforme puis d'en prendre la
partie entiére qu'on affiche.

Paul affirme que chaque entierde 1 a 10 a la méme pro-
habilité d'étre affiché A-t-il raison ?

m ® Sans panne
Un moteur électrique a une durée de vie T qui suit une loi

exponentielle de paramétre A. La durée de vie moyenne

est estimée a cing ans et on admet que E(T) = %

Un lotde centmoteurs de ce type fonctionnent de maniere
indépendante. Quel est le nombre moyen de moteurs qui
n'ont pas d'incident durant les deux premiéres annéees ?

- LOIS DE PROBABILITES

[ e Le acm

Un QCM est composeé de dix questions auxquelles on
propase quatre réponses possibles dont une seule est
exacte. Un candidat répond au hasard a chacune des
questions. On attribue un point par réponse juste mais
on ne pénalise pas les réponses fausses. Ainsi on obtient
une note sur dix.

Quelle est la probabilité que le candidat ait au moins la
mouyenne ?

: Avec un baréme plus dur!
On reprend les conditions de I'exercice 65, Mais la nota-
tion du QCM se fait suivant les modalités suivantes:on
attribue un point par réponse juste mais on enleve un
derni-point par réponse fausse.
{On peut ainsi obtenir une note négative !}
Quelle est la probabilité que le candidat ait au moins la
note de cing sur dix ?

78 3 Nombre impair de « Face »
On lance n fois une piéce équilibrée.
Quelle est la probabilité d'obtenir un nombre impair de
« Facen?



Problemes |

m : Thémes : Probabilités canditionnelles.

m Loi binomiale

Pour chague résultat, on donnera une approximation
décimale 4 103 prés.

Un club hippique posséde vingt chevaux (six blancs,
ting noirs, neuf gris) et une caléche prévue pour étre
tirée par deux chevaux. Le cocher de la caléche choisit
au hasard les deux chevaux de I'attelage parmi les vingt
chevaux du club hippique.

|. Calculez la probabilité des événements sujvants

A« les deux chevaux sont blancs » ;

B« I'un des chevaux, au moins, est blanc » ;

C « les deux chevaux sont de la méme couleur » (on dit
alors que l'attelage est « unicolore »).

2. Sachant que les deux chevaux de l'attelage sont de
couleurs différentes, quelle est la probabilité que I'un
d'entre eux soit blanc ?

3. Des enfants effectuent un stage de trois jours dans le
club hippique. Le cocher organise alors, chaque jour,
une promenade en caléche. Chaque jour, il choisit au
hasard I'attelage.

Calculez la probabilité des événements suivants

E, «l'attelage n'est jamais unicolore » ;

E, «I'attelage est unicolore exactement une fois » ;

E, « 'attelage est unicolore exactement deux fois » ;

E; « l'attelage est unicolore exactement trois fois ».

m .: Thémes : Variable aléataire.
BAC Loi binomiale

On observe sur une grande période le nombre d'acci-
dents de scooters a un carrefour. |l est alors possible de
proposer la modélisation suivante.

Pour n scooters franchissant le carrefour durant une
annee, on admet que la variable aléatoire S, qui totalise
lenombre d'accidents de scooters a ce carrefour, durant
cette année, suit une loi binomiale d'espérance mathé-
matique E(S,) = 10.

50t p la probabilité pour un scooter d'étre accidenté a
ce carrefour pendant I'année considérée,

1. Calculez p puis donnez I'expression de P(S, = k) ou
kestun entiertelque 0 < k=< n.
( TO)
Inf1-—=
N

10
n

2. a) Prouvez que In[P(S,=0)] = -10

puis déduisez-en lim P(5,=0) = e 10,

N =% 4 oo
b) Démontrez que pourtout entierk, 0 =< k=n-1-
n—k 10

P|_5n= k+1} = P(Sn=ijn_10.>< -k-|-_1

k
lim P(S, = k) = e-1019%,
N—+ea k!

pour O = k= n, alors on a également,
k+1

c) Démontrez que si

10
i P =K+ = -0
iam Plop=kil)= e

d) Prouvez en raisonnant par récurrence sur k, que :

) . 10k

lim P(S,=k) = e™W— (0= k=n)
I k!

3. On suppose que l'entier naturel n est suffisamment

: _ 10k

grand pour que l'on puisse admettre que e o est
une approximation acceptable de P(S, = k). Utilisez
cette approximation pour calculer a 10~ prés, la proba-
bilité qu'au cours de cette année, il y ait au moins trois

accidents de scooters a ce carrefour.

pour0==k+1=n.

: Thémes : Loi binomiale.
Ftude de fonctions puissances

Un étang contient un nombre N, inconnu mais défini, de
poissons. Le but de ce probléme est de proposer une éva-
luation de N, fondée sur des hypothéses bien définies.

1. On péche dans différents endroits de I'étang ; on en
sort vingt poissons que 'on margue et que I'on remet
vivants dans I'étang. Quelques jours plus tard, on effec-
tue une nouvelle péche dans des endroits variés du
meéme étang, en rejetant a l'eau les poissons péchés
aprés avoir noté s'lls sont marqués ou non. On prend
ainsi cinguante poissons dont quatre sont marqués.

On suppose qu'entre les deux péches, la population de
I'étang n'a pas varié et que lors de la seconde péche, a
chaque coup, il y a équiprobabilité de sortie pour chacun
des N poissons de ['étang.

Avant la seconde péche, on pouvait se poser le pro-
bléme : quelle est la probabilité de sartir les poissons
marqués parmi les cinquante poissons péchés ?
Répondez a cette question en donnant I'expression
générale de P(X = k) ol X désigne la variable aléa-
toire comptant le nombre de poissons marqués parmi
les cinquante poissons pécheés.

2. fest la fonction qui, a un réel x supérieur a 20, associe

20 4 46
fx) = (—] (1—@) |

X X
Démontrez que fa un maximum. Pour guelle valeur

de x ce maximum est-il atteint ?

3. a) Si 'on admet que I'événement (X = 4) qui est
réalisé correspond a I'événement de probabilité maxi-
male parmi tous les événements possibles (X = k),
avec k = 0, .., 50, quelle valeur doit-on attribuer a la
population N de I'étang ?

b) Cette hypothése conduit a la méme conclusion
qu'une autre hypothése tres simple que l'on aurait pu
faire pour evaluer N. Laquelle ?

CHAPITRE 11 -



C’EST NOUVEAU AU E; ?‘i i""

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent €tre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

CTeseEREw
S Goeeceee
~cescceee

® | a durée de vie, en années, d'un apparell ménager avant la premiére panne, est modeélisée
par une variable aléatoire T, définie sur [0 ; +=o[ et qui suit une loi exponentielle P de parameétre A

(A =>0).
1. Lavaleur de t pour laquelleona P(T e [0; t[) = P(T € [t; +2<[) est égalea:
In2 A — A I
O bl €] @-n(z)
2. La probabilité que I'appareil tombe en panne avant la fin de la premiére année est 0,18. Alors:
. 50 41 — InB2
= ==y b = - . | B oeme— —] -
a2=n(x) B2 n(55) h = [d]A = In41 —2In5.

3. Sachant que cet appareil n'a pas eu de panne durant les deux premiéres années, alors la proba-
bilité qu'il ne connaisse aucune panne |'année suivante est :

[a]P(Te [1;+=]). [B]P(Te[3;+s) c|P(Te[2;3]). [d]e?
Dans la suite de I'exercice, on prendra A = 0,2.
4. L'espérance mathématique E(T), qui donne la durée de vie moyenne d'un appareil de ce tupe,

est définiepar E(T) = lim j‘ Axe-**dx. Alors cette durée de vie moyenne est :
L= 4o ¥
'a]10ans. (b5 ans. ¢ |infinie. 'd]2ans.

VRAI 2U FAUX )
Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse.

m ® 1. On lancevingt fois une piéce équilibrée, Alors 4. Une urne U contient k jetons blancs et 3k noirs, on
la probabilité d'obtenir cing « Face » est égale a celle tire au hasard, et avec remise, 4k jetons. Alors la varia-
d'obtenir quinze « Face », ble aléatoire X donnant le nombre de jetons noirs tirés
2, Méme question, mais a partir d'une piéce truquée est telle que E(X) =3k

telle que la probabilité de « Face » soit 0,6. 5. Un lot de vis contient 1 9% de vis défectueuses. On
3. Un QCM comporte dix questions avec trois réponses préleve successivement avec remise nvis.

possibles. Un candidat répond au hasard. Alors la proba- Alors pour gue la probabilité de tirer au moins une vis
bilité qu'il obtienne au moins cing bonnes réponses est défectueuse depasse 0,99, Il suffit que n = 100.
supérieure a 0,25.

@Esmunou QRGAMSEE DES GONNAISSANCES @? Renaritoyid

a la fiche O du bloc méthodologique page 466.

® | avariable aléatoire T qui donne la durée de vie, Prouvez que T est « sans vieillissement ».

en semaines, d'un composant électronique X suit une loi 2. Application

exponentielle de paramétre A (4 > 0). Justifiez chacune des affirmations suivantes.

Une €tude a prouvé que P(T < 200) = 0,5. a) X auant déja fonctionné 200 semaines, la probabilité
1. Démonstration de cours qu'il fenctionne encore autant est 0,5.

Pré-requis. Une variable aléatoire X définie sur [0 ; +==]| b) La probabilité que X fonctionne entre 200 et
est «sans vieillissement » lorsque pour tous t=0, 400 semaines est 0,25.

h=0, P(X=t+h/X=1 = P(X=h). ¢) La probabilité P(83 < T = 400) est05 (a 10~ prés),

LOIS DE PROBABILITES




Les nombres complexes
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Le processus qui conduit a l'invention des nombres
complexes commence au Xvi® siécle lorsque I'ltalien
Cardan a, en 1545, l'idée audacieuse d'utiliser des
racines carrées de nombres négatifs pour résoudre
des équations du 3°© degré.

En 1572 dans son Algébre, Bombelli développe I'alge-
bre des quantités de la forme x + y./—n avec n entier.
A partir de cette date, ces expressions sont d'un
usage courant mais ne sont pas considérées comme
des nombres. Ainsi lorsqu'une solution d’équation est
un «nombre » de cette forme, elle est dite
«imaginaire ». Leibniz les considére « comme un
recours eélégant et merveilleux a lintelligence
une naissance contre nature dans le

domaine de la pensée,

humaine,
.. ». D'Alembert montre que
tous ces imaginaires s'écri-
vent a+b./~1 avec a et b
réels et, en 1777, Euler rem-
place la notation ./~1 parla
lettre i. Lui aussi hésite a

considérer ces « imagi-
naires » comme de vrais
nombres.

Dans un livre paru en 1831,
Gauss explique comment on
peut représenter ces quanti-

tés par des points du plan et

lérdme Cardan
1501 - 1576

pourquoi ceci en fait des
nombres comme les autres.

A LA MEME EPOQUE

Prise en 1539 par Francois 1°", 'ordonnance de
Villers—Cutlerg:s rend obligatoire Pusage du fran-
cais dans les actes politiques et judiciaires : le
francais devient la langue officielle du royaume.

EMETRIEEIEE
L‘-.p-r:mﬂt-s Termes

CIVILISATION

Les Espagnols
mettent fin & l’'un
des plus anciens
empires
précolombiens,
celui des Mayas,
qui se caractérisait T
par une organisation

en cités-Etats.

o
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T cmee i
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Dans son De revolutionibus orbium coelestium,
le Polonais N. Copernic soutient une conception
héliocentrique de I'Univers : la Terre est une
planéte comme les autres qui tourne autour

du Soleil.




Au xvI® siécle, les mathématiciens italiens de la Renaissance
(surtout Cardan et Bombelli) parviennent 4 résoudre, pour la premiére fois semble-
t-il, des équations du 3¢ et du 4° degré.

Mais, pour trouver des racines réelles de ces équations, ils utilisent des nombres qui
ne sont pas des nombres ordinaires.

Ainsi Bombelli montre que la solution x = 4 de I'équation x® = 15x + 4, peut

s'écrire !

35 LIH 450 4 0T 5 4,
mettant en évidence le fait que des nombres réels peuvent étre désignés par des
expressions « imaginaires ».
Au milieu du xvi®, Euler propose de remplacer J=1 par i, donc i? = -1, et
d’Alembert montre que tous les imaginaires inventés, que Gauss appellera plus tard
nombres complexes, sont de la forme a + ib avec g et b réels.

23ddIX] Les coordonnées polaires

n Coordonnées polaires d’un point

(O: 4, V) estun repére orthonormal direct. y

Si M est un point distinct de O, alors M est repéré par 4

I'angle ® = (4, OTA} et par sadistancea O, OM = r. & /

Pour tout point M, distinct de I'origine O, un couple ;1 - i -
u

(r;0)telquer = OM et B = (U, OM) estun couple
de coordonnées polaires de M. On note M(r ; 8).

Lien entre repérages cartésien et polaire

Dans un repére orthonormal direct (O ; 4, ¥), un point M (distinct de O) a pour coor-
données cartésiennes (x ; y) et pour coordonnées polaires (r; 0).

Alors : r = Jx2+y?%; x = rcosB; y = rsinf,

Présentation géomeétrique des complexes

A notre niveau, nous ne disposons pas de moyens nécessaires pour justifier convena-
blement la construction de 'ensemble des nombres complexes, noté C ; ce ne serait
rigoureux qu'en apparence, et surtout, les idées ou représentations essentielles
n’apparaitraient pas explicitement. Or ce sont elles qui permettent une utilisation effi-
cace des nombres complexes. Aussi, adoptons-nous une représentation proche de celle
de Gauss, qui écrit, dans une lettre datée de 1811 : De méme qu'on peut se représenter
tout le domaine des réels par mayen d'une ligne droite ..., de méme on peut se figurer les réels
et les imaginaires au moyen d'un plan ot chaque point, déterminé par son abscisse a et son
ordonnée b, représente en méme temps la quantité a + ib (...). Le nom du mathématicien
suisse Argand (1768-1822) est attaché a cette représentation.
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n Présentation

(O C_)f, Eﬁ) est un repére orthonormal direct du plan. ]

Il est admis que I'axe des abscisses de ce repére repré- B ’,M
sente I'ensemble R des réels. Ainsi, le réel x est repré- N
senté par le point P de coordonnées (x ; 0). ] ]

On convient que tout autre point du plan représente
aussi un nombre, qui n'est donc pas un nombre réel et
quon appelle nombre complexe.

1. On convient que le point J de coordonnées (0 ; 1) représente le nombre complexe
notéitel que i = —1 et quele point N de coordonnées (0 ; y) représente le nombre
complexe iy (ou i x y). (Remarquez que ON = y0J.)
a) Placez les points N, N, et N, représentant les nombres :

y1 =1%3, y, =ix0 et y; = ix(-1),
et donnez leurs coordonnées,

b) Quels nombres les points N,(0; 5) et N:(0; -2) représentent-ils ?

2. On convient que le point M de coordonnés (a ; b) représente le nombre complexe
a +ib, somme du réel a et du complexe ib. (Remarquez que OM = @Ol + b0J.)
a) Placez les points M, M, et M, représentant les complexes :

zy = 2+i(3), zp = —1+i(4) et z; = 5+i(-2),

et donnez leurs coordonnées.

b) Donnez les nombres complexes représentés parlespoints M,(1; 2) et Mc(—3,2; 4).

(L IaAVEILl  Ainsi de cette maniére,

® tout point M de coordonnées (a ; b) représente le nombre complexe a + ib ot i
est le nombre complexe tel que i? = ~1;
® tout nombre complexe z = a + ib est représenté par un point M de coordonnées

(a;b);

® les nombres complexes sont les nombres a + ib avec a et b réels.

Calculs avec ces nouveaux nombres
On calcule avec les nombres complexes comme avec les réels, mais lors des calculs, on
remplace i° par -1.
Exemples: (3 +2i)+(5-3i) = 8—1i;
(3+2i)(5—-3i) = 15-9i+10i-6i2 = 15+i-6x%x(-1)
= 21 +1.

® Calculez: (— 2+ 7i) + (4 - 3i): (—2+7i)—=(4-3i);
(54+2i)+(=4—-1); 2i(3+4i):
(142)°; (- 4+3i)?%;
i%; (~i/5)?;
(a+ib)(a"+ib") aveca, d’, b, b’ réels.
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Note
En général, on note z
un nombre complexe.

DEFINITION 1 ®»

Note
Re(z+z")

= Rejz) +Re(z")
Imiz+z")

= Im{z)+Im{z').

1) Les nombres complexes

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O ; OI, OJ).

1.1 Ecriture algébrique d’un complexe

De la méme facon que tout point d'une droite repré- | Interprétation
sente un nombre réel et un seul, on convient que tout | géométrique
point du plan représente un nombre dit nombre
complexe et un seul. Le point J(0; 1) représente le
nombre complexe noté i et tout point M de coordon-
nées (a ; b) représente le complexe a + ib. L'ensemble
de tous les nombres complexes est noté € . Tout réel
x estun complexecar x = x + 1% 0. Tout complexe ib
(b réel) est dit imaginaire pur.

of 1 a
® On dit que M de coar-
données (a;b) a pour
affixe le complexe :
L'écriture 2 = a + ib d'un complexe avec a et bréels z = a+ib,
est appelée la forme algébrique (ou cartésienne) de z. ®On dit que M est
I'image de z.
® On dit que a est la partie réelle de z et on la note : oltixa A abicial
a = Re(z). représente I'ensemble i}
® Ondit que b est la partie imaginaire dez et onlanote: | l'axe des ordonnées, celul
b = Im(z) (Im(z)est donc un réel), des imaginaires purs.
® Dire qu'un complexe z est réel équivaut a dire que: | La distance OM est
Im(z) = O. appelée module de z. On
note |z| = OM.
Donc |2|2 = a? +b? et
Re(z) = 0. lz| = 0 équivauta z=0.

® Dire qu'un complexe z est imaginaire pur équivaut
a dire que :

® Deux complexes sont égaux s'ils sont représentés par le méme point, donc s'ils
ont méme partie réelle et méme partie imaginaire :

«a+ib = a"+1ib" » équivauta«a = a’" etbh = b’ ».
En particulier, a +ib = 0 équivautia a = b = 0.

1.2 Reégles de cailculs dans C

® L'ensemble des nombres complexes est muni de deux opérations, I'addition et la
multiplication, qui possédent les mémes propriétés que celles de R et avec lesquelles
on calcule comme dans K.

@ On convient que i xi = -1 donc i? = —1. Ainsi, on remplace lorsque le cas se
présente, i Xxi = i par —1. Par exemple, si z et z” ont pour écriture algébrique
a+ib eta’ +ib’,

z+z' = (a+ib)+(a"+ib') = (a+a’)+i(b+D');

(a+ib)(a"+ib") = aa’ +i’bb" +i(ab’ +a’h)
= aqa’'-bb" +i(ab"+a'b).

et zz’

@ [l en résulte, entre autres, que les identités remarquables comme pour les réels
restent valables avec de plus, 2?2 +2°?2 = (z +iz')(z -iz")

car (z+1iz" ) (z—iz2") = z?2—izz' +izz' —i%2"? = 22+ 2"2,

En particulier, lorsque a et b sont des réels, a? + b? = (a +ib)(a —ib).
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Les complexes n‘ont
pas de signe

Il n'existe pas de relation d'ordre
dans C qui prolonge celle de R et qui
obéit a la méme régle des signes.

En effet, que i soit « déclaré » positif
ou négatif, alors 2 serait, si une telle
relation d'ordre existait, positif, mais
i = -1 par définition, il y aurait
donc une cantradiction,

Module d’un réeel

Unréel x s'écritdans C, x=x+ix0
donc son module est Jx_1

Or JF‘ est sa valeur absolue.
Ainsi le module d'un réel est sa
valeur absolue, ce qui explique
le choix de la méme notation.

images de -z et z+ z’

zet 2 sont deux complexes

dimages respectives M et M":

o limage de —z est le point M,
symétrique de M par rapport a i

o limage de z+ Z° est le point M,
telque OM™M,M est un paraliélo-
gramme.

M,(z+2')

MYz _.---1" L‘.

M,(-2)

EXERCICE RESOLU n Calculer dans C
Onposez, = 3+2i; 2, = 2-1
1) Calculez |z;| et |z,|.

2) Ecrivez sous forme algébrique chacun des complexes suivants et calculez
leur module :

2 .
LwE LIRGY &g  E¥im,
SOLUTION COMMENTEE
1)@ |z|2 = 9+4 = 13 donc |z| = 413 car|z| > 0.

® [2,)2 = 441 = 5 donc |z,| = 5.

2)®z,+2z, = (3+20)+(2-0) =5+iet|z;+2)| = ¥25+1 = J26.

®z27z = (342i)(2-0) =6+4i-3i-2i = B+iet |zrzzl = ./65.

On remarque que |z,z,| = |z;| x|z,

02 = (3+2)2 = 9+12i+4i? =
2

On remarque que le‘ = |z|%

5+12t’et|zﬁ = /169 =

@z +iz;, = (3+20)+i(2-10) = 3+42i+2i-i? = 4+ 4i

et |z, +izy| = 44/2.

EXERCICES 3 a5 10et 11

EXERCICE RESOLU Ecrire la forme algébrique d'un inverse

1) a et b sont deux réels. En utilisant la factorisation de a? + b?, déterminez
la forme algébrique de l'inversede z, z#0, z = a+ ib.

£ : 1
2) Ecrivez sous forme algébrique T et 5

SOLUTION COMMENTEE
1

1)z=a+ibetz#0 donc5=

et,comme (a+ ib)(a—ib) = a2 + b2,

+ib
a? + b? estun réel non nul.

Ainsi, en multipliant le numérateur et le dénominateur de l par a—ib, on
obtient :
1 _ a-—ib _a—-ib _ a +F( —b ]
z (a+ib)(a-ib) a?+b? @’+b? a?+ b2)
2) L'idée est d'appliquer la méthode précédente, ainsi:
T 3-2i _ 3-2i 3 2

i T GrG-2p 13 13 B
1 2+ _2+i 2 1
.2—f_(2—i}(2+i)- 5 5 5
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2) Conjugué
d’un nombre complexe

2.1 Définition

1 étati éométri
DEFINITION 2#® | Le conjugué du nombre | [ T o P o e on BEomELHIque _
complexe z = a + ib, avec ® Le point M’ d'affixe z = a — ib est le symétrique de
a et b réels, est le nombre M d'affixe z = a + ib parrapport al'axe des abscisses.
“ﬂl - py
ol i e e complexe a —ib,noté z . M({a + ib)
aussile § 3. b
Siz, = 1+ 3i,
22 = 3, 23 = —21-,
alors :
Z_l = 1 _3ir
Z; =3 et 33 = 24. ® Puisque OM = OM’, alors |2| = |z|.
2.2 Conséquences
®«z = 2z’ »équivautd«z = z' »
@ Le conjugué de z estz (ouencore (z) = z).
eSiz =a+ib, aethréels,z+z = 2aetz—2z = 2ib, dou:
z2+2z = 2Re(z) et z—2z = 2ilm(z).
Il en résulte :
Note ® « Le complexe z est réel » équivaut a « z est égal a son conjugué z ».

Les seuls complexss z

s ® « Le complexe z est imaginaire pur » équivauta«z+ z = 0 »,

telsque z = 7 sont
donc les nombres réels, -
Relation fondamentale.

zz = (a+ib)(a—-ib) = (a? + b?) = |z|?, doula relation fondamentale :
£E =zl

2.3 Opérations sur les nombres conjugués

THEOREME 1 ® @ Le conjugué d'une somme est la somme des conjugués: z+2z" = z + 2’ .
® Le conjugué d'un produit est le produit des conjugués : 22 = zx2

X
L]

® Le conjugué d'un quotient est le quotient des conjugués : (:—3) =2 (2#0).
Démonstration.
z=a+ib etz = a"+ib" sontdeuxnombres complexes.
eAlorsz+2 = (a+a’)+ilb+b) et z+2 = (a+a’)—i(b+b).
D'autrepart, 7 =a-ibetz' =a’—ib’ donczZ + 2’ = (a+a’)-i(b+bh')douz+2z = 7 +
» Les autres résultats se démontrent de maniére analogue.

)

Remarque.
Ces résultats s'étendent sans difficultés a3 une somme de n termes ou a un produit
de n facteurs. En particulier 2% = (z)".

~
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU Trouver la forme algébrique d'un quotient
Ecrivez sous forme algébrique chacun des complexes suivants -

Utilisation du conjugué

Le conjugué d'un nombre complexe
permet:

e de trouver la forme algébrigue d'un
quotient du fait que zz est un réel;

= EXERCICES RESOLUS 3 et 4

e de donner une condition néces-
saire et suffisante pour gu'un com-
plexe z soit :

un réel, cette condition est z = z;
un imaginaire pur, cette candition
estz+2z = 0.

2= 1
&

= 242

POINT METHODE

SOLUTION COMMENTEE

2= 31 B

® Le conjuguéde 3 + 2i est 3— 2. On écrit donc z, =

1 - 1 .
P —4+30

Pour trouver la forme algébrique d'un quotient, on multiplie numérateur et
dénominateur par le conjugué du dénominateur.

(2-0)(3-2i)
(3+20(3-20)

_ 46-7i 4 7
Or (3+2i)(3-2i) = 13 donc z, = T L
CDHIUQ'-’QH; ® Comme précédernment :
reBniayeeros oo 2-0 3+ _2-i 3+i_1_3
eardel @ = a 2T (2+0@-) G-NGB+) 5 10 10 10°
e bréel, ib = — ib. Fyn. —4 3] a3 & _F,
S P (=4+30)(-4-30) 25 3525

Utiliser le théoréme 1

e Les régles quiil énonce permettent
de calculer |2 conjugué d'un nombre
complexe zsans étre obligé de l'écrire
sous laformealgébrique z = a + ib.
On utilise ces régles sans oublier que
le conjugué d'un réel a est a et celu
deiest —f.

Exemple.

SiiZ= %. alors: Pour démontrer qu'un complexe Z est réel, on peut démontrerque Z = Z.
prd A Zi= f E +i

leee—=—— = . Falnilmzsmm

* Mais attention ! Le conjugué du T SJRP MR R DRGSR R Y] e

tomplexe z = a+ib est a—ib
seulement lorsque a et b sont réels.

4

Z

Ainsi « 2| = 1» équivaut 8 «zZ = Tndonca « 7 = E? (z#0 puisque

2| = 1]

= EXERCICES 7 a9et 12

EXERCICE RESOLU '8 Utiliser les propriétés du conjugué
1) z est un complexe non nul, prouvez que :

€$Z = %:}équiuauté« tZ] = 1o
2) zet Z' sont deux complexes tels que zz’ #-1, |z| = |Z| = 1.

Onpose Z = 2 -~ Prouvez que Z est réel.
1+ zz

2)7 - ( Z+2’J o 2 z+“z__
1 +2z f422 1437 ; '
D'aprés le 1), puisque |z| = || = 1, alors z = ; e = 7
11
E+? Z4+2z =
donc Z = = — = Z. Ainsi Z = Z donc Z est réel.
1+l ZzZ +1
2z

Autre solution.
En multipliantpar 1 +zZ’, ilvient Z =

(z+ 21 +27) _Z+z42+7

14222

[1+22]2

carzz = 27 = 1.0rz+% = 2Re(z) et + 7 = 2Re(Z’) doncZ est réel

* EXERCICES 164 21, 50
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DEFINITION 3 »

Note
Un complexe non nul a

une infinité d’arguments,

La différence entre deux
de ses arguments est
un multiple de 2.

THEOREME 2 »

3) Forme trigonométrique

Dans ce paragraphe et les suivants, le plan est muni d'un repére orthonormal
direct (O; &, ¥) avec Ol = i et OJ = 7.

A tout point M de coordonnées cartésiennes (a ; b) est
associé le nombre complexe a + ib = z. )
Mais M, distinct de O, posséde aussi des coordonnées .
polaires (r ; 0) avec :

OM = .Ja?+b? et 6 = (OI, OM).
Donca = rcosB et b = rsin® (voir activités, page 316) et
z = r(cosB +isinB).

Miz)

0|EPI a

r

zestun nombre complexe nonnul, z = a +ib avecaetbréels, a#0 oub # 0,

® Un argument de z, noté argz, est n'importe quelle mesure exprimée en
radians de I'angle (O1, OM).

® L'écriture z = r(cosB + isin®) est appelée forme trigonométrique de z
avec r = |z|et argz = 0 (mod 2n).

Conséquences. argz = -argz et arg(—z) = argz+m.

u Lien entre forme algébrique et forme trigonométrique

@ Sion connaitret, alors a = rcosO et b = rsind .

®Sionconnaitaetbh,alors r = |z| = Ja? + b2 et 0 est défini par :
b

a -
cosB = - et sinB = =.
r r

EXEMPLES
1

aSiz =1-i, alorsr = ..@ puis cosB = Y et sinB = ——

A2 2
soit B = —g (mod 2%). Donc z = ﬁ(cos(—gj - isin[—g)}

eSiz = 2[:03(%)+isin(5§n. on obtient z = —./3 + 1.

= Egalité de deux complexes écrits sous forme trigonométrique
Si z = r(cosB +isinB) et 2’ = r'(cos®’ +isin@”) sont égaux alors, puisqu'ils
sont associés au méme point, 7 = " et 8 = 0° (mod 2m) :

«z = z'»équivauta«r = v’ et © = 0’ (mod 27) ».

m Quand peut-on dire
que z = r(cos B + isinB) est une forme trigonométrique ?

Siz = r(cos® +isinB) avec r > 0, alors |z| = r et B = argz (mod 2).

Démonstration. |z/? = (rcos0)? + (rsin®)? = r?. Les nombres érant positifs, |z| = r.
Notons 8" un argument de z. La forme trigonométrique z = r(cos8’ + isin@’) implique
cos8 = cos8’ et sin® = sin@’, cest-a-dire 8§ = 0’ (mod 27).

Doncpuisque r = |z] et B = €, alors z = r(cos® +isinB) estbien une forme trigonométrique
de z.
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COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Utilisation d’'une
forme trigonomeétrique

o Elle sert en géométrie aux calculs
de distances et d'angles.

(Voir chapitre 13).

e Elle est trés efficace pour multiplier
des complexes, calculer des puis-
sances etc.

argz = -argz

et arg(-z) = argz+n

La figure ci-dessous illustre ces éga-
lités,

M(z)

B+

I
I
I
— =1
v I
1
T
1
I
i
e

Mal-2)

Caractérisation
d’un réel,
d’un imaginaire pur

® zréel équivaut a argz = O oum
z >0 equivauta argz = 0.
z< 0 équivauta argz = m.
4

argz = 0

® z imaginaire pur équivaut a
argz = = ou-%.
RS

Im(z) =0 equivauta argz =

ST

Im(z) < 0 équivauta argz = _g.

EXERCICE RI:ZSOLUE Passer d'une forme a une autre
PEEIIEA 1) On pose 2, = ./3 + i. Trouvez une forme trigonométrique de z, .

2) z, estle complexe de module 3 et d'argument (—g)
Quelle est |a forme algébrique de 2, ?

SOLUTION COMMENTEE

1) z, estdelaforme a+ib, aveca = /3 etbh = 1.
Donc en tenant compte du lien entre la forme algébrique et une forme
trigonometrique :

®r=.a+bh=2;

/3

® cosf = 7 et sinfh = - donc @ = g+k2n, ke £.

L
2

2 B T
Il 'en résulte que z, = Z(COS g +isin EJ'

2)Pourz,, r=3 et = —g donc @ = rcosO et b = rsin®,
o nY _ 3.2 Al
'est-a- =3 —| = ZX2 S
Cest-a-dire g cos[ 4‘] 5 et b 5
=
Il'en résulte que : z, = 3:_.2;2_r.5;2

» EXERCICES 22 3 26

EXERCICE RESOLU ﬂ Reconnaitre une forme trigonométrique

AITERA Déterminez une forme trigonométrique des complexes suivants :
Z) = -2(cosB +isinB) et z, = 4(cosB—isinB) ol Be R.

SOLUTION COMMENTEE
Attention. r{cos8 + (sinB) n'est pas toujours une forme trigonomeétrique.

® 2z, est bien de la forme r(cos8 + isin®) mais ce n'est pas une forme
trigonométrique carici r = -2 n'est pas strictement positif.
On écrit z; = 2(- cosB - isin8), puis on utilise —cos® = cos(B + 1) et
—sin® = sin(0 + m). Ainsi, z, = 2(cos(8+ ) + isin(0 + 1)).
Il en résulte que:

12| = 2 etargz, = O+

® 4(cosf - isin@) n'est pas une forme trigonométrique de z, acause
de la présence du signe moins dans cos8 — isin@.

On écrit z, = 4(cos(-0) + isin(-0)) car cos(-B) = cosH et
sin(-8) = —sin®. llenrésulte que |z,| = 4 et arg(z,) = - 6.

Commentaire. On peut remarquer que Z, = 4(cos® + isinB), puis écrire
une forme trigonomeétrique de 4(cosO + isinB) et en déduire une de z, en
utilisant le fait que pour tout nombre complexe z, |z| = |z| et argz = -argz.

EXERCICE 29
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THEOREME 1 ®»

Note
La proposition 1 est vraie
quels que soient z et 2.

RESTITUTION
DRAGANISEE DES
CONNAISSANCES

exercice ([

Note
Cette formule
n'est pas exigible,

THEOREME 4 ®

4) Propriétés des modules

et arguments

4.1 Module et argument d’un produit

Quels que soient les nombres complexes nonnuls z et 2” :
1. |z2’| = |z| x |2 . 2. arg(zz') = argz + argz’ (mod 27) .

Démonstration. Posons z = r{cos@ + isin®) avecr = |2| et 8 = argz
et z° = r’(cos® +isinB’) avec r’ = |2'| et 8' = argz’,

zxz = r{cosB+isinB) % r'(cost’ +1s5inB")

r¥'[(cosBcosB’ - sinBsin®’) + i(sinBcosB” + 5in®’cos0} |

rr’[(cos(B +8) +isin(0 + B"))] d'aprés les résultats de Premiére.

Comme rr’ > 0, daprés le théoréme 2, |22 = rr’ et arg(zz’) = 84+ 0",

Remarque. D'aprés le théoréme 3, pour multiplier deux nombres complexes non
nuls, « on multiplie les modules et on ajoute les arguments ».

. Ql:cos(g)+isin[g):|, 2’ = «E[cos(—gj +isin[—§)].

2% .3 et arg(zz’) = (E)"‘(_E) & _2_T:}'

4
I L — n
Zﬁtcos[—ﬁ]+zsm(—2 )]
Conséquences. On démontre par récurrence que pour tout entier n et tout
nombre complexe znon nul: |z#| = |z|* et arg(z)" = nargz (mod2mE) .

Formule de Moivre. En appliquant le résultat précédent au nombre complexe de
module 1 et d'argument 8, on obtient :

Alors, |zz’|

I

d’ott zz'

Pour tout entier n et tout nombre réel 8, (cos® +isinB)” = cosnB + isinn®.

4.2 Module et argument d’un quotient

Quels gue soient les nombres complexes nonnuls zet z” :

zl

= 2, arg[f,) = argz —argz’ (mod 27).

g

Démonstration. Posons Z = 5'-; Alors Zz" = z et d'aprés le theoréme 3,

|Z]|2] = |z| et argZ + argz” = argz (mod 2x), d'ol le résultat.

Remarque. D'aprés le théoréme 4, pour diviser des nombres complexes non nuls,
« on divise les modules et on retranche les arguments ».

= 4[:03(%“% isin(%mﬂ, 2 = g[cos(—gJ+isin(—g)]. Alors :
RCRE A M)

Conséquences. Si z est non nul, E' = % et arg E = —argz (mod 2m).
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Module et addition

Le module de la somme de deux
complexes n'est pas, en geénéral,
la somme des modules.

Comme on le voit sur l2 figure
c-dessous, |z+2| = OM” et
|z] +12’| = OM + OM’, et dans ce
cas (qui est presque le cas général) ;

OM” << OM + OM’.

M'"z+2')

M)

Retrouver
des formules
de trigonometrie

Enposant z = cosa+ ising et
Z' = cosb+ isinb,
lz| = || =1, argz = a et
argz’ = b
En calculant zz” de deux fagons :
e D'apres le théoréme 3, [22°] = 1
etarg(zz') = a+ b donc
zZ' = cos(a+ b) + isin(a + b). {1}
¢ En développant le produit
(cosa+ isina)(cosb + isinb), on
obtient :
zZ' = (cosacosb-sinasinb)

+ fsinacosh + sinbcosa). (2)

Enégalant les parties réelles etimagi-
naires de (1) et (2), on obtient:
cos(a+b) =cosacosh -sinasinb.
sinfa+b) = sinacosb +sinb cosa.

EXERCICE RESOLU Calculer avec des puissances

1) Donnez la forme algébrique du nombre z = (1 -i./3)°.
AT

2) Donnez la forme algébrique du nombre Z = ﬂ+_f)3

(/3+10)

SOLUTION COMMENTEE
Pour calculer des puissances, il est préférable d'utiliser les formes trigonomé-
triques (ou comme on le verra page suivante, les formes exponentielles).

1) Posons 2’ = 1—-i./3. llvient |Z| = 2 etarg? = '%‘
Donc z’' = 2[(1}5(- §)+fsin(—%]] [vair I'exercice résolu 5).

Il en résuite, d'aprés les conséquences du théoréme 3, que :

5n 5n
/5 _ 95 l P (L
z 2 [cos( 3 )-Hsm( 3 ﬂ

a5 SEY S e o e coim
Or cos(- 5 ) =5 e 5'”(“?) = 5~ Dol z= 244 (2 3
2) Posons z; = 1+i et z, = /3+i Alors lzy| = J2 et argz, = E

Deméme, |z,] = 2 et argz;, = g {vair I'exercice résolu 5).

Donc d'apreés les conséquences du théoréme 3 -

- ‘zﬂ = (4’3.}4 = 4 et afngls = 1, donc zT = 4(Ccosm+ isinK) = —4;
o‘zg| =8 et argzg = g
4

f = —— =

=
8~ 2i

, donc z; = B(cosgﬂsingj = 8i.

Donc

i
2

=3 EXERCICES 30 ot 31

EXERCICE RESOLU n Déterminer un ensemble

n est un entier naturel, onpose z = (J3+1)".

1) Déterminez un argument de z.

2) Déduisez-en I'ensemble E des valeurs de n pour lesquelles z est un réel
strictement positif.

SOLUTION COMMENTEE

1) D'aprés l'exercice résolu7, arg(/3+ 1) = g dong, d'aprés les consé-

quences du théoréme 3, argz = n g

2) Or « zest un réel strictement positif » équivaut a«argz = 0», donc a

« il existe un entier ktel que n g = 2kx»donca«n = 12k ounestunmul-
tiplede 12 »,

L'ensemble E est donc I'ensemble des multiples de 12.

Commentaire. « Le complexe z est réel » équivaut a « Im(z) = 0» ou
«wz=2Z»ouc«argz =0 oum,siz#0 »,
«le complexe z est imaginaire pur» équivaut a « Re(z) = 0» ou

«z+Z = 0O»ouw argz = g ou —g. 5iz#0 »

» EXERCICE B2

CHAPITRE 12



326

DEFINITION 4 »
Note

1 i
ieT=[=

* @it = g,

DEFINITION 5 ®

THEOREME 5 %

5) Forme exponentielle

5.1 Cas d’un nombre complexe de module 1

Tout nombre complexe z de module 1 peut s'écrire sous la forme 2z = cos0 +isin®.
Notons U l'ensemble des complexes de module 1 et fla fonction qui, a tout réel 8,
associe le complexe f(0) = cosO +isinB dans U,

Prouvons que pour tous réels B et 8, f(8 +0') = f(B)f(8"):

f(0+0") = cos(B+8")+isin(0+0")
(cosBcosO’ — sinBsinB’) + i(sinBcos®” + cosBsinB’)
(cosB +isinB)(cos®” +isin®”)
= (cosBcosO’ — sinOsinB’) + i(sinBcosB’ + cosBsinO’).
D’ou le résultat.
Ainsi, comme la fonction exponentielle, f « transforme les sommes en produits ».
D'ou l'idée, puisque multiplier des complexes de module 1, c’est ajouter leurs argu-
ments, de poser e = cosf +isinf.

et f(68)f(0")

Le complexe de module 1 dont un argument est 0, est noté e®:
e® = cosO + isinB .

5.2 Cas général

Nous avons vu que tout complexe non nul, dont un argument est 0, peut s'écrire
z = |z|(cosB + isin®). Donc, compte tenu de ce qui précéde, z = |z|e’®.

Une forme exponentielle d'un nombre complexe non nul z, dont un argument
est B, est 'écriture z = |z|e'®.

5.3 Régles de calcul
sur les formes exponentielles

En appliquant les propriétés énoncées au paragraphe 4. avecr > 0, r' > 0:

i@ ———
[ refﬂxr’eiﬂ' = ﬂ"e:’{ﬁi-ll")- [] r’efa. - ;EE[B-G’). .reiﬁ - re-l—ﬂ.
re r

e«re® = r'e® » équivauta «r = r" et 0 = 68’ (mod 2n) ».

(9. oh, 2200 2%

Formule de Moivre. " est le nombre complexe de module 1 et d’argument 8, (e™)"

alors zz" = 6e

|
n

a pour module 1 et pour argument n6 donc il s'écrit €™ :
pour tout 6 réel, (eif)" = ein®

Formules d’Euler. Puisque e® = cos® +isin® et e® = cos® —isinB, on en
déduit les relations, appelées formules d'Euler :

= Loi0, .00 inB = X (aib_ o-if
cose—z(e +e'Y) et sinB zl_(e e ),
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Pourquoi une forme

exponentielle ?
e EXERCICE RESOLU n Changer de « forme »
H I ! F = =
;ﬂéme, si ce n'est qu él:l'lﬁ réecntur; 1) Placez les points M,, M, et
e DIME P ICONaEIE oS e M, images respectives des complexes : M
cette nouvelle forme, les régles de . x = . Tl e | T
calcul sur le produit et le quotient 2, = Zefz. z, = §E’§’ 25=4§e-'_-’7. ' ! :
sont transformées en regles de calcul : 2 ‘ -2 M £
sur les puissances analogues  celles Déterminez la forme algébrique de | -1 0 W
connues sur les réels. chacun de ces complexes. !
2) Réciproquement, trouvez les affixes i
sous forme exponentielle des points ; -
M3, M3 et M;" disposés comme |\ ________ venboe N
el l'indique la figure ci-contre. M3
Formule =z = |z|e-/®
Siz = |z]e'® alors Z = |z|e~.
Eneffet, |z] = |z| etargz = -6, 1) Les nombres étant sous forme exponentielle, °
on connait un argument O et le module r de * MA
chacun. Pour placer M, par exemple, on trace la i ] '
Images Ldroi OlLOAY = T | g
g demi-droite [OA) telle que (QI, 0A) = =, . 4{:_1
des complexes ref® 4 0/ \4
puis sur cette demi-droite, on place M, tel que: AR
rétant fixé, r >0, I'ensemble des oM, = 2. 2
images des complexes re'®, 0 décri On procéde de méme pour M, et M. S
vant R, est le cercle 6 de centre O et La forme algébrique s'cbtient en développant . ™s,
derayonr. )
En effet, dire que M(z) appartient ez = 2[4;952.4. isin EJ =2+01./2:
ace cercle équivauta OM = r donc
alz| = r. Et cela signifie qu'il existe 3[ T 1:'] 3.
®z, =Z|cos=+isins | = =i;
Bréeltelque z = re!®, = 2 2 & 2
i 2 :
M(rel) 0z = ﬁ[cuﬁ(—‘%ﬁ)+ tsm[—?]] = - %— f‘;—’-
2) Par lecture de la figure et connaissance des lignes trigonométriques
r ;
N usuelles : = 3
L z; =26, z, =1eic et z; =2J2e 4.

=3 EXERCICES 34 4 38

En particulier, le cercle trigonomé-
trique est 'ensemble des images des
complexes e'®, B décrivant .

EXERCICE RESOLU m Trouver une forme exponentielle
n

/B
Déterminez une forme exponentielle de z = - 2e 7.

n

"‘_
Forme exponentielle ~2e 7 estbien de la forme re'® mais r,ici r = -2, est négatif donc ce n'est
de ae” avec a<0 pas une forme exponentielle. Pour trouver une telle forme, on utilise

I n Ex
=» EXERCICE RESOLU 10 = m+s [
-1 = e'® onécricalors z = 2e!"e 7 donc z = 2e[ 7] = 2e 7 estune
forme exponentielle de z

Il en résulte que |z| = 2 et argz = —-

=$ EXERCICES 35, 39
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Note
Vaoir le lexique page 478.

6) Equation du second degré

a coefficients reels

6.1 Vocabulaire

On appelle équation du second degré a coefficients réels toute équation qui peut
s'écrire aX? +bX+c =0, ol X est I'inconnue, et a, b, c sont trois réels donnés, a=0.
Résoudre dans C cette équation, c'est trouver tous les complexes u tels que
au? + bu+ ¢ =0 ; u est dit solution de I'équation, ou encore racine de I'équation.
Nous allons prouver que, dans C, cette équation du second degré a deux racines
complexes, éventuellement confondues.

6.2 Résolution

Pour résoudre, on procéde au départ comme dans [, l'idée est de factoriser
az? + bz + ¢, et pour cela de 'écrire d’abord sous forme canonique. Les régles de
calcul dans C étant les mémes que celles dans R, en posant A = b2 —4ac, on
aboutit encore a :

B b\? b?-dac) _ b\ A
azl+bz+c = a[(z+ﬁ) _T] = a[(z+ﬂ) _m]_

Puisque a # 0, résoudre I'équation az? + bz + ¢ = 0, c'est résoudre :

(zqni)z_i = )
2a 4a’® l

Le nombre A, appelé encore discriminant, est réel, car a, b et ¢ sont réels.

® SiA > 0, on sait que I'équation a deux solutions dans R, et deux seulement,
donc elle a deux solutions complexes et deux seulement, puisque R est inclus

dans C.
Les solutions sont z; = _b_—JE et z, = _‘E’._...:__.._JE
2a 2a
# SiA = 0,]'équation a une solution et une seule, z = _—b. qui est réelle.

2a
e Si A < 0, on utilise I'identité z? + z'? = (z+iz")(z—1iz’).
Puisque A < 0, ./—A existe etavec i? = -1, (m-a}z = A. Donc:
bYW A b (iJ=AY b+iJAY.  b-iJ=A
o) 2= (o) -] =+ )
Et dans ce cas, I'équation az? + bz + ¢ = 0 a pour solutions complexes :
_=b-i.]-A i I --I:+i.‘,)'—ﬂ_
- 2a 2 2a
Les solutions sont deux complexes conjugués : z, = z,.

1

Remargue. Dans C, le trinéme az? + bz + ¢, a # 0, se factorise toujours :
az?+bz+c = a(z—2z,)(z—z2,),
z, et z, étant réels, distincts ou confondus, ou complexes et conjugués.
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Equation incompléte

Quand l'équation est incompléte,
Cest-a-dire lorsque b = 0, ouc = 0,
il estinutile de calculer A.
Exemples.
® 4z2+8 = 0 est équivalente &
22+2 =0 donca 22+ (/2)? =0.
Or
2+ (f2) = (z+if2)(z~i/2).
Donc z2 + 2 = 0 s'écrit
(2+iN2)(z2—iN2) = 0
et a deux solutions —i./2 et i./2.
e 372-7 =0 est équivalente 3
2(3z-1)=0 donca z=0 ou
HF =1

Elle a deux solutions 0 et %

Racines et coefficients

Comme vous |'avez vu en Premiére S,
avec des racines réelles, lorsque
I'équation :

az2+bz+c= 0, a0,
a deux racines complexes, alors :

b C
Z. 42, = —— Bf 2,2,=--
1 = =

EXERCICE RESOLU Résoudre une équation
du second degré dans

Résolvez, dans L, 'équation suivante z2 — BJZ_EZ +64 = 0.

o0=1b=-8/3 c=64 doncA = (-8./3)7-4x1x64 = —64.

A << 0 donc il y a deux solutions complexes conjuguées :

Z; = —b-i-A G5-At e gy = 22EIA _ o Ry
2a ‘ 2a

» EXERCICES 40 a 42

EXERCICE RESOLU U8 Se ramener
a une équation du second degré

On considére, dans l'ensembie des nombres complexes, I'équation suivante -
(B): 22+22z2-16 = O

1) Démontrez que 2 est solution de (E), puis que (E) peut s'écrire sous la

forme (z—-2)(az?+ bz+¢) = 0 ol g, b, ¢ sont trois réels.

2) Résolvez I'équation (E).
1) ® 2 +2x2%2-16 = 0 donc 2 est solution de (E),

@ Dire qu'il existe trois réels a, b, ¢ tels que, pour tout zde C,
(z—2)(az? + bz+c) = 2>+ 222 - 16 revient a dire que:
az®+ 22(b-2a)+2(¢—-2b) - 2¢ = 25+ 22216 et pour cela, il suffit que

a=1
; ; ; b-2a = 2
(a; b; c) soit solution du systéme .
c-2b=0
-2¢ = -16

Ainsiga =1, b = 4 et ¢ = 8 conviennent.

Donc (E) est léquation (z-2)(22+4z+8) = 0, ce qui équivaut a
z-2 =0ouzi+4z+8 = 0.

2) Comme le discriminant de z2 + 4z + 8 est A = —16, (F) a trois solutions
Zy =2,z =-2-2letz, = -2+2i

< EXERCICES 57 a b4
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@ Nombres complexes et géométrie. Le plan est muni d’un repére orthonormal direct

e La forme algébrique z = a + ib, avec a et bréels, est lide au repérage du point M(z), par
ses coordonnées cartésiennes (a ; b).

Y
j ]

ol i a

(O ;: O1) est’axe des réels. (O ; OJ) est'axe des imaginaires purs.

o Le module de z, noté |z|, est /a2 + b2. LeR
Fd

« La forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul, i 2

z = r(cos0 + isin@) est liée aux coordonnées polaires. 0

Lorsque z = a+ib = r(cosB +isinB),

ol |
A

 En posant par définition, e’® = cosB + isin®, la forme trigonométrique ¢’écrit
z = |2|ei® Cette écriture est appelée forme exponentielle de z.

Q Conjugué d’un nombre complexe

o2z = |z|? (2z réel); z+z = 2Re(z); z-z = 2ilm(z).

» Le conjugué d'une somme est la somme des conjugués. Il en est de méme pour le produit
et le quotient.

 Calculs dans C
 On calcule dans C comme dans R (avec i? = —1), mais on n'utilise pas d'inégalités.

« Pour multiplier des complexes non nuls, on multiplie les modules et on ajoute les argu-
ments.

« Pour diviser des complexes non nuls, on divise les modules et on retranche les arguments.

e Une équation dusecond degré az? + bz +¢ = 0 (a; b;créels, a # 0)a toujours dans € deux
racines méme si A < 0. Lorsque A > 0 ou lorsque A = 0, elles se calculent comme dans R.

~» EXERCICE RESOLU 11

a = rcos@

on retrouve .
b = rsinf

A AVOIR |

=} EXERCICE RESOLU 3 |

=% EXERCICE RESOLU 7
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BN Equations P(z) = O ou P est un polynédme
complexe a coefficients reels

Dire que P est un polynéme complexe a coefficients réels signifie que P est une fonc-
tion de C dans C du type z—>a,2" +a, 2"~ 1+ ... +a,z + ag avec ay, a;, @y, ..., a,
réels. Lorsque a, # 0, on dit que le polynéme P est de degré n.

Nous admettrons ici les résultats suivants :

Note @ 5i z; est racine du polynéme P de degré n (cest-a-diresi P(z,) = 0), alorsil existe
E:[:s::l;iﬁtﬁ un polynéme Q de degré (n—1) a coefficients réels tel que, pour tout complexe z,
pelynmes d coeffi- P(z) = (z—2z2 Z).

tlents réels et 3 (=) ( O}Q{ )

rariable réelle dans @ Tout polynéme complexe de degré n a n racines dans C distinctes ou confondues.
alexique page 478.

@ Ces résultats sont vrais méme si les coefficients sont non réels.

1 Polyndmes de degré trois : exemple
On se propose de résoudre dans C I'équation 23 + 322+ 3z+1 = 0 [1].
1. Pourquoi existe-t-il un polynéme Q de degré 2 tel que I'équation précédente s'écrive :
(z+1)Q(z) =07
2. Déterminez Q(z), puis résolvez I'équation Q(z) = 0 et I'équation [1].

3. Les solutions de I'equation [1] sont les affixes de trois points A, B, C.
Démontrez que le triangle ABC est équilatéral.

2 Solutions conjuguées
P est un polyndme complexe a coefficients réels défini par :
P(z) = a,2"+a, 12" 1+-.-+a,2+2,.

Supposons que z; est un complexe solution de P(z) = 0, c'est-a-dire que P(z,) = 0.
1. a) Démontrez que P(Tu) = P2,
b) Déduisez-en que z,, est aussi solution de I'équation P(z) = 0.
2. Lorsque z, est non réel, pourquoi alors P(z) = (z—2,)(z-2,)Q(z)?
LB P est un polynéme complexe a coefficients réels. Si l'équation

P(z) = 0 admet une solution complexe z,, alors son conjugué z, est aussi solution
de cette équation.

3 Applications
On se propose de résoudre dans C 'équation z% — 623 + 2422 - 182+ 63 = 0 [2].
1. Vérifiez que i./3 est solution de cette équation.
2. Pourquoi existe-t-il un polynéme Q de degré 2 tel que 'équation [2] s'écrive :
(22+3)Q(z) = 0?

3. Résolvez alors I'équation proposée et démontrez que si les solutions de [2] sont les
affixes de quatre points A, B, C, D, alors ces points sont sur un cercle. Précisez le centre
et le rayon de ce cercle,
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Un intérét de la
linéarisation est de

calculer des primiti-

ves de fonctions du
type

X = {1 COS"XSin"x.

Calcul de sommes trigonomeétriques

0 est un nombre réel et n un entier naturel. On se propose de calculer les sommes :
C, =1+cosO+...+cosnb et S, = sinB + sin20 + .. + sinnd.

Lidée consiste 3 déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe
C, +iS, pour ensuite identifier C, comme sa partie réelle et S, comme sa partie ima-
ginaire. Pour cela, posons u = cos8 +isin®.

1. Expliquez pourquoi C,+iS, = 1+u+u2+...+u"
2. Danslecasou O = 2kn (ke Z), démontrezque C, = n+1 et 8,=0.

3. On suppose maintenant que 6 # 2kT.
1-—yn+l 1 — eifn+116

a) Démontrez que 1 + u + +.. + 4" =

1-u 1-—ei®
ii_i An+1)8
b) Mettez e 2 enfacteurdansu—1ete 2 enfacteurdans u"+1—1 et prouvez que :
(n+1)0
_ ( %")sinT
C,+i8, = \e . 5
2

c) Déduisez-en C, et S,.

Linearisation

Linéariser consiste a exprimer cos”x ou sin"x ou, de facon plus générale, une somme
de termes acos"x sin"x comme somme de termes b cosgx ou csingx (avec a, b, c réels
et n, q entiers naturels).

1. Exemple
On se propose de linéariser sin®x.
Méthode Opérations
I _ o=ix14 1% _ o—leyd
+ On utilise les formules d'Euler : « sin‘x = fgr=e) =(e i
. . . 2444 16
gl 4 p—ix : gl _ @-ix
€0Sx¥ = ——— et sinx = ———.

2 2i

* On développe (e*—e )% en utilisant la
formule du binéme (voir chapitre 9).

e E .
indy = by _ 4aidxg=ix
sin“x 16[9_ el ¥e

o Geizxe—iﬁm _ dpixpg—idx 4 E—MJ]

* On réduit ce développement en utilisant | « sin%x = ;—E[(e"‘“’+ e~ Tix)

Iégalité ef*xeik’s = gilk +K)x ot on regroupe — 4(ei2x 4 g-i2x) 4 §)
les termes e’** et e~k et les termes e/t~ et
_e—ik'xl

* On utilise & nouveau les formules d’Euler « sinx
sous la forme :
eikcy e=ikx = 2 coskx, eth* — p~1kx = Disinkx.

1
—[2 - +
16[ cosdx — 8cos2x + 6]

Il

é—:cosdx— %ms?x-'rg-
2. Application
Pour chacun des cas suivants, linéarisez le polynéme trigonométrique fdonné.

@ f(x) = costx. ® f(x) = cos32x. ® f(x) = sin*xcos?x.
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Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; 4, V).

1. Perisembia  aa s F 53 3_6i 4 (4—61’J(1+3.‘)
[ Ech it Ul =181 o e e — w—-——+—; s = | /——= — |
des nombres complexe: i T3 2-3i/\3+2i

n 1. D est le point de coordonnées (/3 ; 3). - nﬂn e
z
Quelle est son affixe ? 1. Calculez Re(z, + 2, + z5) ; Re(iz;) et Re(z—‘j.

2. a) Placez les points A, B, C d'affixes respectives : 2

_ . - _ 7 _; _ :
2= 3+i 2y =-B-i 2= 2 2. Calculez Irr‘n[z1 - 223+123); Im(z,z;).
b) Quelle est la nature du quadrilatére AOCD ? 2
3. Caleulez |z, ; |z |2c]. 3. Calculez |z| ; |z ; |212y] et 2t
Qu'en déduisez-vous ? : 23

4, Quelle est l'affixe du point E tel que ODEB soit un

parallélogramime ? L, m 1. Justifiez que (1 +)® est un réel positif.

2. Qu'en déduisez-vous pour le point d'affixe (1 +i)8?

E X est un nombre complexe.

e y & m Pour tout complexe z, on pose f(z) = 22—z avec
Z, =2+ xi et z, = 34+ x+4iQ ' ""ﬂ:' z.= Rt tl, XELyreels, s

SN Te) - 1 P Démontrez que f(z) a pour partie réelle x? — y2 — x et

1 2 i . T

algébrique dans chacun des cas PA POUE partle imaginaire: g(2x-— 1),

suivants : 1 2 x
) xest [affixe de A =14C — /.m Résolvez dans C les équations suivantes d'incon-
HAE R fxe B nue z (Donnez la solution sous forme algébrique))

b) x est I'affixe de C, AV (Va2 = F—p: BY S R

c) x est I'affixe de B. 241
c) (Zz+1-1)iz+3) = 0, d]ﬁ =2
Pour les exercices [E] a fF1, donnez la forme algé-

brique des complexes proposés. m P est le polyndme défini par -

1= Aide. Voir les exercices résolus 1, 2, 3, s t321.
i ! L P(2) = 224 (-~ 2+31)2+ (13- i)z—6—10i

.z.I =3+42i-1+43i; z, = —4+7i-(2+4i); Les complexesi;3; 1+ isont-ils racines de P ?
z; = 12-3i—4(- 5+ 8i).
i m Résclvez dans T les systémes proposeés.

B:-co6-20: 2=+ l{32+z‘=2—5i
a :

2= (3+15)(3-1./5); z, = (4-3)2 z=2"= ~B+i"
H:-o+ne-300+0; h]{sz“,: i
2= (2+0)2(1-2D ; “REE: m =
5 2iz+ 2" = 2i
ztz(__z_,d_i)[_&,é). ) FrE =
2 2 2 2 2 3z—-iz' =1
.ﬂz = _T. Foi= 1 P _1 ¥
d PR R A YT 4= _.-Danschacun des cas suivants, représentez l'ensem-
’-Z _ 4—6i L 54 15( L 1420 ble des points M dont l'affixe z vérifie I'égalité propasée.
' VT 34200 TP T 1428 T 1=-2i a) |z| = 3; b) Re(z) = -2; ¢} Im(z2) = 1.
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2. Conjugué d'un complexe
Pour les exercices [[[F] a I}, reportez-vous a l'exer-
cice résolu 4, page 321.

m Donnez la forme algébrique du conjugué 2 ducom-
plexe z dans chacun des cas suivants.

. 1 =i

= 3 -4 - - .

a) z i b) z — c)z —
2{+1 1-21
T — t = —
lrml']nnotez, e Al Rl

1. Pourquoi peut-on affirmer sans calcul que z, + z,
est un nombre réel et z, — z; un imaginaire pur?

2. Retrouvez ces résultats par le calcul.

- Ecrivez en fonction de Z, les conjugués des com-
/ plexes Z suivants:

a)Z = 2+3iz; b)Z = (1 +iz)(1 +2z2);
=12 d) Z = 25+ 2i2+1-3i
3+z2

m Z = X+ iy avec x et yréels ; on note Z le nombre
complexe Z = z-2Z + 2.

1. Calculez en fonction de x et y la partie réelle et la par-
tie imaginaire de Z.

2. Résolvez dans C |'équation Z = 0 d'inconnue z

m Z = X+ iy avec x et yréels. On note Z le nombre
/complexe Z = iz+z -z-2|,

1. Vérifiezque Z-Z = 2i(x-y-2).

2. Démontrez que « le point d'affixe Z est sur I'axe des

abscisses » équivaut a «le point d'affixe z est sur la
droite d'équation y = x—2».

’m Résolvez dans C les équations d'inconnue z.
a)zz =i-1;
Z-1

b) (2z+1-i)(iz+i-2) = 0:

Pour les exercices 7] a P, reportez-vous a l'exer-
cice résolu 5, page 323.

m Représentez dans le plan complexe les points
d’affixes respectives :

1410, —1—i; 5, =3; 3i; 4—4i; =5i; 3+3i
puis, sans calcul, par des considérations géométriques,
donnez un argument de chacun de ces nombres.

m Donnez une forme trigonométrique des nombres
" complexes suivants.

- LES NOMEBRES COMPLEXES

a) z, = 2+2i/3; b) z, = -2+ 1./2;
€) z; = 4—4i; d) z, = -2i;
1,143 4
S =gt 02 =1>
Dans un repére orthonor- yi
: B A
mal direct, on a représenté le 1
carré AECD ci-contre.
Donnez I'affixe et un argument »
-1 0 1 X
de chacun des sommets du
carré ABCD.
C -1 D
m Dans un repere orthonor- y

“mal direct, on a représenté C -
ci-contre I'hexagone régulier
ABCDEF de centre O. D A
Donnez I'affixe et un argument

de chacun des sommets de
I'hexagone.

EE) A raide dune calculatrice, donnez une valeur
“approchée & 1072 prés d'un argument de chacun des
nombres complexes suivants.

a) z = 4-3i; b) z = 1+2i: c)z=-2+]
Dans chacun de cas suivants, représentez I'ensem-
.ble des points M dont I'affixe z vérifie I'égalité proposée.

b} argz = —on,

a) argz = = 2

g c) argz =

4. Modules et arguments

mzen un nombre complexe de module ret dont un
argument est o. Trouvez le module et un argument de
chacun des nombres complexes suivants :
. 3 1
i 2 : 3. p. r
o - = - € .
z Zi 5 I = (pe N7
m Dans chacun des cas suivants, déterminez le module
et un argument de z:

m o
— —ﬁ, — — —
a)z . b) z 3(c056+15m 6)'
2T , 2T g - n
= —_— —_— = ha i
c) z 4[(.05 z sin s ), d) z = sin 3 + icos 3

== Aide. Voir l'exercice résolu 6, page 323.

- Trouvez une farme trigonomeétrique de chacun des

P
nombres complexes suivants.

alz=(1-=-02; b) z =

1—10J3
1+i '

B . _ (B3+0®
0= Aide, Voir l'exercite résolu 7, page 325.



i mEcrivez sous forme trigonométrique chacun des
nombres complexes suivants.

ajz = (CDS—+I‘5II‘I ) b) z = (cosE+ isin E)E'
B 8 & 5/

) %, T .
€z = (:+1}(c05§+t5m §]-. d) z = (1+i)2%8,

15" Aide. Voir I'exercice résolu 7, page 325.

m On donne les nombres complexes :
6 inf2 ru’i

2y = et z, = 1-1
s z
1. Donnez une forme trigonométrique de z,, z, et =

z
2. Donnez la forme algébrique de z—'

2
3. Déduisez-en que :

t_ J6+.2 o JJ6-2
CDS12 4 el‘.5|n12 Z

E Dans chacun des cas suivants, représentez
I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie :

; 3
a) arg(iz) = ;; b) arg(rzﬂj =T,

4 (]

c) arg(z) = argz.

5. Forme ¢
d'un nombre éamm-mn nul

Pour les exercices [EfJ a reportez-vous a |'exer-
cice résolu 9, page 327.

(E 4B (2
mﬁnpt:sezl =e3; z,=3¢ 4, z; =2 3.
Trouvez une forme exponentielle des complexes suivants :
z 3 4 & 1

2125, = Iy, ZiZsZz, Bz —; — Z<ZyZs.
142 z ] 12273 3 ' I 34122

EHDonnez une forme exponentielle de chacun des
‘complexes suivants :

K
4 = 2./3 +6i; = (1 +:'}.J..;:-E'5;
r
2= (1-+2)e3; z, = (1+13)%
X o a0
Z = z(cosg-asm 5).

E Dans chacun des cas suivants, écrivez z sous forme
4 3 A ! = o1
exponentielle et déduisez-en la forme algébrique de z et;

_ & - : [zab

2= b) z = (1+i/3)";
iE |E
¢fz=31e3; d)z=-12e4;

~i% 6 14"
ez Bz fa= 2L
(1-n*
ﬂﬂnpos&z,:—1—retzz_% ﬂ
1. Ecrivez 2.
&3

a) sous forme algébrique ;
b) sous forme exponentielle.

z
2. Déduisez-en le module et un argument de z—' puis

2
les valeurs exactes de cos 11; et sin 111;

/m CPAS) e plan complexe est rapporté au repére

orthonormal direct (O ; T, V) {unité graphique: 4 cm).
Onnote A, B, C, D les points d'affixes respectives :

b 4
a=1: b= EFE; C= %+—"§.‘; d= -{ée_‘g.
1. Ecrivez ¢ sous forme exponentielle et d sous forme
algébrique.

2. a) Placez les points A, B, C, D dans le repére.

b) Démontrez que le quadrilatére OACB est un losange.

o est un réel. Déterminez le module et un argu-

“ment de chacun des complexes suivants :

Z,=—e"; z, = — COSCL + iSINOL; Z5 = SINCL— (COSCL.

o= Aide. Voir 'exercice résolu 10, page 327.

Pour les exercices ] a fF}, reportez-vous a l'exer-
cice résolu 11, page 329.

; m Résolvez dans . chacune des équations suivantes

dinconnue z.

a) 2z22-6z+5 = 0; b) 22-5z+9 =0,
c) Z2+z+1 =0; d) 2-22+3 =0;
e)z? = z+1; flz22+3 =

m Résolvez dans C chacune des équations suivantes
d'inconnue z.

a) 22-2(1+/2)z2+2(/2+2) =

b) 22 - 2(cosB)z+ 1 = 0, o018 est un réel.

m Résolvez dans C, le systéme :

2122 =5
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m Recherche d'ensembles
u est un complexe donné. Pour tout complexe z, z# 1,

on pose:

u1 Huz ot 7, = i_-l-:

Objectif : déterminer I'ensemble des complexes z tels
gue Z, est un réel, 'ensemble des complexes z tels que
Z, est imaginaire pur. Dans chaque cas, représenter cet

ensemble.

Z'l=

1. Il s'agit d'un probléme de détermination d'ensem-
bles (voir la partie Tupes de problémes et raisonne-
ments, fiche H, page 456,

wZ est réel » ou « Z est imaginaire pur» peut se tra-
duire de trois fagons :

Z est un réel Z est un imaginaire pur
(1) Im(Z) =0 (1 Re(Z) = 0
(2) Z2=12 2) 2+Z2=0
(3) argZ=0 oum, Z=0 | (3) argz=_1‘2, ou g Z2+0

(La premiére facon exige le calcul de Im(Z) oude Re(Z),
en général a partir de I'écriture algébrique z = X + Iy,
x et yreels)
Choisir, parmi ces trois facons, la mieux adaptée est
parfois délicat La présence de u et de son conjugué U
dans l'expression de Z, incite a passer par «Z = Z»
pour déterminer le premier ensemble.

a) Justifiez que Z, = Lo

1-2
b) Prouvez que Z, = Z, équivauta (u— a)(1-|2?) =0.

2. Le raisonnement s'articule alors ainsi. On note &,
I'ensemble cherché. De ce qui précéde, il résulte que :
«ze €, »équivauta «(u—U)(1-122) = 0» [11.

Il s'agit de tirer de [1] une condition sur z

a) Prouvez quesi u—u = 0, alors ¢, est I'ensemble C
privé de 1

b) Prouvez quesi u— U # 0, alors €, estI'ensemble des
complexes de module 1 privé de 1.

c) Représentez €,, dans le plan complexe, lorsque
u-u=0.

3. Pour déterminer le deuxiéme ensemble, on ne voit pas
a priori de « meilleure fagon ».

On choisit donc de poser z = x + iy avec x et y réels,
puis d'écrire la forme algébrique de Z,, Z, = X +iY,
en fonction de x et de y.

x2+yt=1 2x

Prouvez que X = = —
2 X +(y-1) X2+ (y-1)?

- LES NOMBRES COMPLEXES

4. Pour le raisonnement, on note &, l'ensemble des
complexes z tel que Z, est imaginaire pur.

a) Prouvez que &, est I'ensemble des nombres z z#1,
Zz = X+ fy avec x et yréels, tels que x2 + y>—-1 =0,

b) Représentez cet ensernble dans le plan complexe.

mSuites et complexes
On note u le complexe 1 + i.
Pour tout entier naturel n,onpose 5, = u"+u".

Objectif : préciser, si possible, les valeurs de n:
s pour lesquelles 5, peut étre nul |
« pour lesquelles 5, peut étre un entier relatif,

1. Avant d'effectuer tout calcul, il est bon de réfléchir
pour voir si les relations avec lesquelles on doit travailler
peuvent nous indiquer Line piste.

Ici, on remarque que S, est la somme de deux complexes
conjugués.

Justifiez cette affirmation puis I'égalité 5, = 2Re(u").

2. |l s'agit maintenant de calculer Re(u™) & partir de
u="1%I

Pour calculer la puissance d'un nombre complexe, il est
souvent préférable d'utiliser la forme trigonométrique
ou exponentielle.

a) Sans calcul, 2 I'aide d'un dessin, trouvez |u| et argu

b) Déduisez-en que S, = a,cos(n@), ol a, et O sont
deux réels que vous preciserez.

3. DirequeS, est nul revient donc a dire que (cos nB)= 0
et donc encore a dire que:

ng = (2k+1)g, k est entier relatif.

a} lustifiez ces affirmations.
b) Déduisez-en les valeurs de n pour lesquelles S, = 0.

4. Poursavoir si a,cosnf peut étre entier relatif, il est
nécessaire de connaitre les valeurs de |a suite cosng.
Pour celg, on peut calculer les premiers termes.

a) Calculez les premiers termes, en utilisant au besoin le
cercle trigonomeétrique.

Prouvez que cette suite est périodique de période 8.
=" Note, Dire qu'une suite (u,) est périodique de période p,
p entier naturel, signifie que pour toutn. v, , , = u,.

b) Déduisez-en que 5, est un entier relatif quel que soit
I'entier n.



__ progresser

CalcusdansC

mPour tout complexe z on pose Z = 22° - 2z+ 4

avecz = x+1y, £ = X+7iY, %y, X, Y réels.

1. Calculez X et Y en fonction de x et y.

2. Quel est 'ensemble des complexes z tels que le com-
plexe Z soit réel ?

mOn note z = X+ iy, xetyréels
A tout complexe z, on associe Z = 2z — 2 + 6i.

1. Calculez en fonction de x et y, les parties réelle et
imaginaire de Z.

2. Existe-t-il des complexes z tels que Z =

m ® Dans le plan complexe, m est un point d'affixe
z = x+1iy, xetyréels A tout complexe z, z#1, on
hz-2
z-1

associe 2 =

1. Exprimez Z + Z en fonctionde z et Z.

2. Démontrez que « Z est un imaginaire pur » équivaut
a « m est un point d'un cercle privé d'un point ». (Vair
Types de prablémes et raisonnements page 457)

m ® 1. Ecrivez plus simplement les nombres :
: f'2; f'}: j&. 8.

i3,

2. Démontrez que la suite des nombres comple-
xes z, définie par z, = " est périodique.

Précisez sa période.

1% Aide. Voir Apprendre d chercher, 'exercice 44, page 336.
3.0nposeS, = 1+i+w+i"
a) Calculez Sy, 53, Sg, Sq2.

b) Verifiezque S —i5

¢) Simplifiez I'écriture de S, dans chacun des cas suivants
lorsque pe Ry:

= 1-i"*1. Déduisez-enS,.

n=4p;, n=4p+1; n=4p+2; n= 4p+3

ET] ® Ecrivez sous forme algébrique les complexes
§ cosB + isin® L
= ————— et 2z, = (3+1)%
cosB — isin® 2= A )
e '
/m ® Z est un complexe quelcongue non réel et uun
complexe telque [u] = 1 etu=1.

Prouvez que Z = Z est réel.

Réciproguement, si Z est réel et z complexe non réel,
est-il vrai que |ul = 17

I Aide. Voir I'exercice résolu 4, page 321.

“a) z = 2724 6i;

meuuez les complexes p et g tels que I'éguation :
{ Z24+pz+q=0
admette pour solutions les nombres 1+ 2i et 3 - 5i.

Résolvez dans C.

‘a) 244+ 32242 = 0; b) z4-3222 - 144 = 0.
m 1. Justifiez que (1 + ()6 = —8i.
2. On note (E) I'équation z2 = —8i.

a) Déduisez du 1. une solution de (E).

b) (E) posséde une autre solution : écrivez cette solu-
tion sous forme algébrique.

3. Déduisez également du 1. une solution de I'équation
5 = -8

m ® Résolvez dans L.
b) 2z+iz = 5-4i

m &  f Reso!vez dans C, l'équation :

-2z+2 = 0.
PrechEz lemodule et un argument de chacune des solu-
tions.

2. Déduisez-en les solutions dans € de I'équation :
(—iz4+3i4+3)2-2(-iz+3i+3)+2 =

: B est un réel donné.
1. Résolvez dans L I'équation (E): 22— 2sinBz+1= 0.

2. Dans le plan complexe muni d'un repére orthonor-
mal direct (O ; G, V), A et B sont les points ayant pour
affixes les sorutmns de I'éguation (E).

Quelles sont les valeurs de 8 pour lesguelles [e triangle
OAB est équilatéral ?

Pour les exercices a [ZJ reportez-vous auTD 1,
page 331 et a l'exercice résolu 12, page 329.

- On pose pour tout complexe z,
flz) = Z2-2(3+ D)2 +4(1 +iJ3)z-8i.

1. Vérifiez que pour tout z, -
f(z) = (z-2)(22-2./32+ 4).
2. Résolvez dans C I'éguation f(z) = 0.

m 1. RésolvezdansC, 22+ z+ 1 = O et déduisez-en

/les solutions,dans C, de 23— 1 = 0,

2. On désigne par j le nombre complexe — 15 + 1“23-
a) Calculez j2, j5, j2008,

b) Calculez S = 1 4 j+ 2 + - + j2005,
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m m On considére le polynbme :

' P(2) = z% - 1922 + 52z 40,
ol zest un nombre complexe.
1. Déterminez deux réels g et b tels que :
P(z) = (Z2+az+b)(22 + 4z + 2qa).

2. Résolvez, dans C, I'équation P(z) = 0.

,m L Pour tout nombre complexe z, on pose :
/ P(z) = 2% -1.

1. Factorisez P(2).

2. Déduisez-en les solutions, dans T, de I'équation :
P(z) = 0.

3. Déduisez de la question précédente les solutions,

G
+ 1 :
) = 1, dlinconnue z.

dans C, de I'équation [22

m L Pour tout complexe z, on considére
flz) = z4=102%+ 3827 - 90z + 261.
1. best un réel.

Exprimez en fonction de b les parties réelle et imaginaire
de f(ib).

2. Déduisez-en que l'équation f(z) = 0 admet deux
nombres imaginaires purs comme solution.

Fd

3. Démontrez qu'il existe deux nombres réels o et B, que
l'on déterminera, tels que, pour tout nombre complexe z,

flz) = (Z2+9)(22 + oz + P).
4. Résolvez, dans L, I'équation f(z) = 0.

m : 1. f est la fonction définie sur R par -

fix) = x*+5x? +5x + 4.
Calculez f(—4) et déduisez que —4 est I'unique solution
réelle de I'éguation fix) = 0.

2. On pose:

P(z) = 2z%+ (10= )22 + (10 -5i)22 + (B = 5i)z—4i.

a) L'équation P(z) = 0 admet une solution réelle, et
une seule. Trouvez-la, en utilisant la question 1.
b) L'équation P(z) = 0 admetune solution imaginaire
pure. Trouvez-la.
¢) Déterminez deux nombres a et b tels que pour tout
complexe z:

P(z) = (2z-i)(z+ 4)(22 + az+ b).
Résolvez alors I'équation P(z) = 0.

m : Onpose P(z) = z% - 625 + 2322 — 34z + 26.
1. & désigne un complexe quelconque.

Démontrez que P(ot) = P(o).
Déduisez-en que si P(e) = 0, alors P(a) = 0.

2. Calculez P(1 + i).
Indiguez deux solutions complexes de |'équation P(z) = 0.

- LES NOMBRES COMPLEXES

3. a) Vérifiezque Q(z) = [z=(1+0)]lz=(1=1)].

b) Vérifiez que P(2) est le produit du polunéme Q(z)
et d'un polundme Q,(z) du second degré. Détermj-
nez Q,(2).

c) Résolvez I'équation P(2) = O dans C.

m ® Onpose P(z) = z4-323 4 312-31-1- T:
1. Démontrez que si le complexe a est solution de
l'équation P(2) = 0, ilen est de méme de G et clc'

2. Calculez P(1 +i).
Déduisez-en la résolution de I'équation P(z) = 0.

3. Ecrivez P(z) sous forme d'un produit de deux poly-
némes du second degré, a coefficients réels.

m M est un point du plan d'affixe z, de module ret
d'argument B. On note S le domaine colare ci-dessous,
5 est compris entre deux demi-cercles.

Quelles conditions doivent vérifier r et 8 pour que M
appartienneas?

m Dans chacun des cas suivants, on a représenté un
ensemble € de points M du plan, dont l'affixe za pour
module r et pour argument 6.

Caractérisez, a l'aide de 8 ou de r oudes deux, cet ensem-
ble €.

L1

A
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(o] 1 2 X

® |dentité du parallélogramme

1. zet 2’ sont deux complexes, démontrez que :
lz+Z2 +|z-212 = 2(|2*+|Z]%).

2. Interprétez géométriquement cette égalité.

k= Aide. Voir Comprendre, page 319.

m ® 0, b, c, dsont quatre réels. On pose z, = a+ib
erz, = c+1id.

|, En calculant le module de z,z, de deux fagons diffé-
rentes, démontrez que :

{ac—bd)? + (ad+ bc)? = (a? + b?)(c? + d?).

2. Déduisez-en que 34x 122 peut s'écrire comme
la somme de deux carrés d'entiers.

m ® u est un nombre complexe de module 1 et
d'argument B telque -t < 6 < T

1. a) Exprimez 1 + cos@ et sin® en fonction de cosg
0
in—-
et sin 3
b) Déduisez-en une forme trigonomeétrique de 1 + u.

2. Dans le plan complexe, M est le point d'affixe u, P
celui d'affixe 1+ u et | celui d'affixe 1.

a) Quelle est la nature du quadrilatére OMP| ?
b) Retrouvez le résultat du 1. en utilisant ce quadrilatére.

® B est un réel quelconque, on considére,
dans C, I'équation ;

Egy:22—2(1+2c0os6)z+5+4cos0 = 0.

|. Résolvez, dans C, les équations E__ et E _, endon-

H

; ; T
nant & 8 respectivement les valeurs = et £

A

TR

2, Dans le plan complexe muni d'un repére orthonor-
mel direct (O ; T, V), on donne les points A, B, C, D
d'affixes respectives: 1+2i; 1+ ./3+i; 1431,
1=2i

a) Flacez ces points dans le repére (O ; U, V).

b) Précisez la nature du quadrilatére ABCD et celle du
triangle ABD,

¢) Déduisez-en que ces points appartiennent & un cercle I”
dont on donnera une équation.

3. a) Résolvez, dans C, I'équation E g,

b) Démontrez que les points qui ont pour affixes les
solutions de Eg, sont des points de T".

® |3 suite de nombres complexes(z,) est définie par
2y =4 etpourtoutentiernatureln, z,,, = %H +i)z,.

1. Trouvez le module et un argument de z;, z,, s, z;, 7
2. Pour tout entier naturel n, on pose:

an =5 |zn+ 1 _an'
a) Calculez A, , enfonctionde A,

b) Démontrez que la suite (A) est géométrique.
Précisez son premier terme et sa raison.

c) Caleulez A, en fonction de n et déduisez-en I'entier
ng tel quelorsque n=n;, A, < 102,

® Dans le plan complexe muni d'un repére orthonor-
mal direct (O ; G, V), le point M, a pour affixe :

z, = (gj (— 1+ i./3) ol nestun entier naturel.
Justifiez chacune des affirmations suivantes.

n
a) La distance OM, = ZG] et M, tend versO
lorsque n tend vers +eo;
b) Les points M, appartiennent & la demi-droite A
d'équation ./3x+y = 0 avec x < 0.

L m Dans le plan complexe muni d'un repére
orthonormal direct (O; U. V), on considére les
n
points M, d'affixe z, = (121) (1 +i4/3) ol nest un entier

naturel,

1. Exprimez z,,, , en fonction de z,, puis z, en fonc-
tion de z, et n. Donnez z,, z,, z. et z, sous forme
algébrique et sous forme trigonométrigue.

2. Placez les points My, M,, M,, My et M, (unité
graphigue: 4 cm).

3. Déterminez la distance OM,, en fonction de n.

4. a) Démontrez que M M, ., = g pour tout entier
naturel n. "
b)Onpose L, = 3 M,M,, .

k=0

Déterminez L, en fonction de n, puis la limitede L .

: 1. aet bsontdeux entiers.On pose z = a+ ib.
Démontrez, par récurrence, que pour tout entier
naturel n, n = 1, il existe deux entiers a, et b, tels que
2" = g, +1ib,

2. Déduisez-en que, si un entier p peut s'écrire comme
la somme de deux carrés d'entiers, il en est de méme
pour p", quel que soit nde .

: On pose:
P(2) = 22+2(J/2-1)22+ 4(1 - J/2)z- 8.
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1. Calculez P(2). lustifiez qu'il existe deux réels a et b
tels que P(z) = (z-2)(z2+az+ b) puis résolvez,
dans C, I'équation P(z) = 0.

(On note z, la solution de partie imaginaire strictement
positive et z, celle de partie imaginaire strictement
négative).
2. Ecrivez z, et z, sous forme trigonométrique.

3. Dans un repére orthonormal direct (O ; @ ), placez
les points A, B, C d'affixes respectives 2, z,, z, puis |
milieu de [AB).

4. Caleulez I'affixe z; de |, le module de z; et une mesure
de l'angle (4 ; O ).

5. Déduisez des questions précédentes la valeur exacte

de cos‘%t et celle de sin%-

Déterminez et construisez I'ensemble E des points
dont I'affixe z vérifie la condition proposée.
a)z = 3e", oe|0;2x[;
i
b)z=re% re]0;+e|;

i
)z=ke 'S keR.

/ o @ zestlenombrecomplexe z = 1 +e'®,

avec B dans l'intervalle |-nt ; r].
B 80
1. a) Vérifiezque z = e ?[e 24e 1).
b) Déduisez-en le module r et un argument « de z
1 + cos® + isin®
cosB + isin®

En utilisant les résultats précédents, trouvez le module
et un argument de Z,

2.0npose Z =

m ® 6 est un rée! distinct de m modulo 27 et :
] L]

el_g 2
.
el+e 2

— pd
Iitt?' :+ Ez et 2 en fonction des

1-¢22
lignes trigonomeétriques de 6.

B =

1. Calculez

2. Prouvez que:

2tant} 1- temzg
; 2 2
5in@ = — cosf = i
1 2= 7
+ tan > 1+ tan =
2tang
et tan@ = 3
1—1tan2 -

2

LES NOMBRES COMPLEXES

' 1] & onpose z, = “"E—;'-‘E et 2, = 1-i

z
1. Ecrivez z,, z, etz = ;' sous forme trigonomé-
trique. *
. :: - -
2. Déduisez-en cos 75 et sin.
3. Résolvez dans [-x; m[ I'équation:
(/6 + 2)cosx+(J6 - ./2)sinx = 2.

n
20z
/m:{)nposea=e > Azo+o‘etB=0?+al

1. Démontrezque 1+ ot + &2 + 0 + ¢ = 0 et dédui-
sez que A et B sont solutions de I'équation (E} ;

X+x—-1=0.

2. Déterminez A en fonction de cos 2%,

5
3. Résolvez I'équation (E) et déduisez-en la valeur

2
de cos?-

Il 1. $ pémontrez que:

T n 3z 4n 2

4

= ¥ [}
T+e3+eS+e5+e3 =

i
1—e?3

2. Quelles sont les valeurs des sommes :

4 4
B kn _ . km
C—kgcuﬁg et S..k;sm??

m : @ Soit le nombre complexe u = 1+ et

U s0n conjugué.

1. a) Ecrivez uet U sous forme triggnométrique.
b) Onpose 5, = u"+ u" avec nentier naturel non nul.

, ®N i
Déduisezde 1.a) que S, = lﬂcos(nz) ol A, estun
réel que l'on précisera.

c) Quelles sont les entiers n pour lesquels S, = 0?
d) Prouvez que si n est pair, 5, estun entier relatif.

2. On suppose dans cette question que n est un entier
naturel pair etonpose n = 2m.

a) Ecrivez, par la formule du bindme (voir chapitre @),
les développements de (1 + i)2™ et (1 —)2™ a laide
des puissances de i (puissances que I'on ne cherchera
pas a simplifier dans cette question).

b) Pour p entier naturel, simplifiez :
PPl 4 (=i2e+ 1 et 2P 4 (—)2P,
c) Application. On prend n = 24 (donc m = 12).
En utilisant les résultats des questions précédentes,
12
démontrez que ZD( ‘IJP(zp] = 212,
p=

&5 Aide. Voir 'exercice résolu 8, page 325,



Pour les exercices a [EF, vous pouvez vous
reporter a la fiche H Types de problémes et
raisonnements p. 456 ainsi qu'a I'exercice EE}.

Le plan complexe est rapporté a un repére ortho-
normal direct (O ; 4, V).

m ® A tout point M du plan d'affixe z, on associe le
point M’ d'affixe 2" telle que 2’ = 27 - 2(1 + i)z

1. Déterminez les coordonnées x” et y* du point M’ en
fonction de celles, x et y, de M.

2. Démontrez que ¥, I'ensemble des points M tels que
M’ est sur I'axe des abscisses, est la courbe représenta-
tive d'une fonction h que l'on déterminera.

m ® zest un complexenonnulet 2’ = ‘?2

1. Quelle relation lie les modules de z et ' ? les argu-
mentsde zet 2”7

2. Dans le plan complexe, M est le point d'affixe z,
M’ le point d'affixe z°, D le disque de centre O, de
rayon 2 privé de O. A est le point d'affixe a telle

que la| = 2 et arga = 2

a) Quel est I'ensemble des points M’ lorsque le point
M décrit D ?

b) Quel est 'ensemble des points M’ lorsque le point
M décrit le segment |[OA] privéde O ?

m ® | e plan complexe est muni d'un repére ortho-
normal direct (Q; U, v). Déterminez l'ensemble des

points M d'affixe z tels que z + }: est un réel.

m ® Pour tout complexe z # -1, on pose:
7= 2+2

1+2
z=x+iy et 7 = X+1(Y avec x,y, X, Y réels.

1. Calculez X et Y en fonction de x et y.
2. Démontrez que I'ensemble des points m(z) tels que
Z soit réel est une droite privée d'un point.

3. Démontrez que I'ensemble des points m(z) tels que
Z soit imaginaire pur est un cercle privé d'un point.

' o XD A tout nombre complexe z, z# - 2, on
Z=-2+1i

z+20
Onpose z = x+ iy, xetydeuxréels,

1. Exprimez la partie réelle et la partie imaginaire de Z
en fanction de x et y.

associe £ =

X+ -2x+3y+2

On vérifiera que Re(Z) =
fiera g (Z) RCIWTIE TY

2. Déduisez-en la nature de:

a) lensemble E des points M d'affixes z tels que Z soit
un réel ;

b] I'ensemble F des points M d'affixe z tels que Z soit
un imaginaire pur.

3. Représentez ces deux ensembles.

b Le plan complexe est rapporté a un
repere arthonormal direct (O ; T, V) {unité graphique :
3 ¢m). On désigne par A le point d'affixe i
A tout point M du plan, distinct de A, d'affixe z, on asso-
cie le point M d'affixe z° définie par -

72
Z' Iy
i-z
1. Déterminez les points M confondus avec leur image M”.
2.0nposez = x+iyetz = x +iy avecxy, x et
Yy’ réels.
—x(2+y?-2y)
x2+(1-y)?

b) Déduisez-en I'ensemble € des points M dont I'image
M’ est située sur I'axe des imaginaires purs. Dessinez
I'ensemble €.

a) Démontrez que x” =

m ® A tout nombre complexe z = x+iy, z#-1,
. 2iz—i
on associe le complexe Z = .

z+1

1. Calculez Z, Re(Z),Im(Z) et | Z| en fonction de x et y.
2. Déterminez I'ensemble €, des points M d'affixe z
telsque |Z] = 1.

3. Déterminez 'ensemble €, des points M d'affixe z tels
que Z soit imaginaire pur.

4. Tracez les ensembles &, et €, et déterminez
les points d'intersection de ces deux ensembles.

m ® A tout point m d'affixe non nulle 2, on associe le
: 1

point M d'affixe Z = 7

1. Onnote z = re'?,

Ecrivez Z sous forme exponentielle.

2. Dans cette question, on suppose que Z; est un com-
plexe non nul donné Est-il toujours possible de trou-

1 it
ver z; tel que Z; = = ? Est-il unique ?

3. On suppose dans cette question que za pour module 1.
a) m étant donné, construisez M.

b) Quels sont les points m pour lesquels Z = z?

4. Onnote d* une demi-droite d'origine O privée de Q.
a) Lorsque mdeécrit d*, quel est I'ensemble des points M ?

b) Lorsque M décrit d”, quel est l'ensemble des
paints m?

|/mo CLASY e plan complexe est rapporté &

un repére orthonormal direct (O ; G, V).

A tout point m d'affixe z, on associe le point M d'affixe

Z_'»
ZI=——0Onnotez =re®etZ = pel?,
24120 P

CHAPITRE 12 -



1. Exprimez p et 6 en fonction de ret o.

2. On note € le cercle de centre O et de rayon 1 et T
le point d'affixe 1 - i,

a) Quel est l'ensemble des points M lorsque m décrit
le cercle € ?

b) A quel ensemble appartient M lorsque m décrit |a
demi-draoite [QT) ?

3. On note f Ia fonction définie sur | = [0;+e=[ par:

X3
R = 2+

a) Ftudiez les variations de f et déduisez-en que fest
strictement croissante sur | et que l'image de | par f est
l'intervalle [O; 1].

b) Déduisez-en que, lorsque m est un point quelconque
du plan complexe, le point M est un point d'un disque
que vous préciserez.

EH e D'aprés document ministériel
Atout complexe z = x+ iy, x et ydeux réels, on asso-
cie le nombre complexe f(z) = eve!™.

1. Déterminez et placez, dans le plan complexe, les
points d'affixes f(0), i), fi=0), (1 +10), f1=1).

2. Démontrez que pour tout complexe z, f{2) est non
nul, puis déterminez, en fonction de x et y, le module et
un argument de f{ z).

3. a) Démontrez que, pour tous les nombres comple-
fa)
fz')
b) Démantrez que pour tout entier relatif n, pour tout
complexez, f(nz) = (f(z))".

4. A est le point daffixe m = 1+i B, C, D sont
d'affixes respectives 0; —@; — M.

a) Déterminez I'ensemble des points L dont l'affixe z
x| =1

lyl =1
d’'affixe f(z) ou z est I'affixe d'un élément de L.

b) Reprenez le a) avec L l'ensemble des points dont

xeszetz', f(z+ 2Z) = fl2)fiZ') et lz-2') =

vérifie { puis déterminez I'ensemble des points

[x] =1

I'affixe z vérifie {
Iyl <1.

m ret O sont des réels avec r > 0.
Onpose z = re'? et pour tout entier naturel n,

Z,=(z+2)+(22+ 2+ +(z,+2,).
Calculez Z , en fonction de ret 6.

m 0 est un réel de l'intervalle ] T, 3%':] :

Déterminez le module et un argument de 1 - ',

Enétermlnez les nombres complexes z tels que 22
et z® sont conjugués.

mbéterminez, puis représentez dans le plan com-
plexe, I'ensemble des points M dont 'affixe z vérifie :
z* estréelet 1 <23<8.

(p est un nombre de I'intervalle | 0 ; | différent de
g etz = 1+itang.
Déterminez le module et un argument de 2° = 1i

- LES NOMBRES COMPLEXES

En Démontrez que pour tout nombre complexe 2,

l1+z|3% ou bien |1 + 23| > 1.

m ® Verifiez que tout nombre complexe, de module
1 et différent de 1, peut s'écrire E xe R.

® Résolvez, dans , I'équation
25— (3+40)22-6(3-20z+72i =0
sachant qu'elle admet une solution imaginaire pure.

m ® z, et z, sont deux nombres complexes de
module 1 et d'arguments respectifs ot et [3.
Démontrez que:
(2y +2;)?
212y
est un réel positif ou nul.

m e g et b sont deux réels. Déterminez le module et
un argument de 7+ et



Problemes

® Theémes : Fonctions. Déterminations d'ensembles

(0; 4, V) estun repére orthonormal direct du plan .
Aet B ont respectivement pour affixe1 et 4, dest la
droite (OA) privée de A, A |a perpendiculalre en A a d pri-
véede A et I le cercle de centre A et de rayon 1.

F est I'application qui, & tout point m d'affixe z différent
de 1, associe le point M d'affixe:

_ -
Z=flz) = =
A. On note g et y les fonctions :
R—R R—R
‘.p‘.' xz et w: xZ_‘l
A X
x—1 X

1. Etudiez les variations de @ et de y sur leurs ensem-
bles de définition E, et E,.

2. Erudiez les limites de ¢ et y aux bornes deE,
et E; respectivement,

3. Donnez les tableaux de variations de ¢ et y.

4. Déterminez les images @(E,) et y(E,).

B. |. On suppose dans cette question que M a pour
affixe 3.

Ecrivez sous forme algébrique, puis sous forme expo-
nentielle, les affixes zde mtelles que f(z) = 3.

2. On suppose dans cette question que :
z=1+e? (Be R).

a) Calculez, en fonction de 0, I'affixe Z de M.

b) Déduisez-en I'ensemble des points M quand B varie.
3.0nposez=x+iy et Z = X+iY olx y XetyY
sont réels.

a) Calculez X et Y en fonction de x et y.

b) Quel est I'ensemble des points M lorsque le point
mdécritd ?

c) Quel est I'ensemble des points M lorsque le point
mdécrit A7

d) Quel est 'ensemble des points m lorsque le point M
décrit laxe (O, U) ?

® Thémes : Fonctions complexes.
/ Fonctions involutives, Ensembles de points

On dit qu'une fonction fde C dans C est involutive si,
pour tout complexe zde C, on a:
(fofiz) = z,

ou fo f désigne la fonction composée de favec f.

A. Soient A et B deux nombres réels.

On consideére la fonction F définie de C dans C par:
F(z) = Az+BzZ,

1. Calculez F(1) et F(i).

2. Supposons que, pour tout complexe z, on ait -
F(z) = 0.
Démontrez quel'onaalors A = B = 0.

3. Déterminez A et B pour que, pour tout complexe z,

on ait:
F(z) = Z

B. Soient a et b deux nombres réels.

On considére |a fonction f, ,, définie de C dans C par:
folZ) = az+ bz.

1. Exprimez, pour tout complexe z, ( fa. 60 1 5)(2).

2. La fonction f, , est involutive si et seulement si g
et b vérifient un systéme de deux équations. Donnez ce
systéme.

3. Déterminez toutes les fonctions f, , involutives.

C. On considére dans cette partie, la fonction g définie
de C dans C par:

%5

K

a7 = -23(1 $0)Z.

1. Lafonction gest-elle involutive ? Justifiez votre réponse.

Soit M un point quelconque du plan, d'affixe z = x + iu.

On consideére le point M’ d'affixe 2 = x’ + iy’ tel que:
Z = g(z).

2. Exprimez x" et y” en fonction de x et de y.

glz) = e

3. a) Donnez le sustéme des deux équations que doi-
vent vérifier x et y pour que M” = M,

b) On note A I'ensemble des points M du plan tels que
M = M.

Démontrez que A est la droite d'équation y = (f2-1)x.
Donnez un vecteur directeur U de cette droite.

4. Démontrez que, pour tout point M du plan, le vecteur
MM’ est orthogonal a 4.

5. a) Déterminez les coordonnées x, et y, du milieu | du
segment [MM'].
b) Démontrez que | appartient a A.
6. Par quelle transformation géométrique simple, le
point M’ se déduit-il du point M ?

D'aprés Concours GEIPI, 2005
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Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

m 0nposez= —Af'2+ﬁ+f4r2—ﬁ.
1. La forme algébrigue de 22 est :
[a]2./2. [b]2J2-2i.2. [c]2+.2+i(2-42).  [d]24242i/2.

2. 72 gécrit sous forme exponentielle ;

i

i T in 2
[a]4e%, (b|4e [c]4e *. [d]4e .

3. zg%écrit sous forme exponentielle :

R g i 2 X
{a]2e &. |b|2e®, [c]2e B. [d]2e'8.

VRAI 2U FAUX

@ Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique pages 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse.

m 1. z est un complexe, z et iz ont le méme module 4. zetZ sont deux complexes non nuls, direque Z = 2iz
SLedunpmenariic reelle équivaut a dire gue :7: =2et arg(%) = g {a 2km prés)
2. ret 0 sont deux réels, @ est unargumentde z = re®® (14D =(1-pn
S. n est un entier naturel, Z, = = est
3. B est un réel, le conjugué de e'® est 'opposé de e, un réel.
estrunon @reanisee oes (@ onnaissances i

a la fiche O du bloc méthodologique page 466.

D'apres document ministériel
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal
direct (O ; 4, v).

1
puis que arg(;) = —2arg(z).

2. Application, A tout point M distinct de O d'affixe z

A Démonstration de cours non nulle, on associe le point M" d'affixe 7 = lz On
Pré-requis. 5 zet 2’ sont deux nombres complexes non note d la demi-droite d'origine O et de vecteur difecteur
nuls alors ; W tel que (T, W) = T
arg(zz') = arg(z) + arg(z’) (a 2km prés). e b3 e ;
z et 2’ sont deux nombres complexes non nuls. a]- St essepie deaponts Mlargue M deeritd
privéede O ?
Démontrez que :
b) Quel est I'ensemble des points M lorsque M’ décrit d
arg(f,) = arg(z)— arg(z") priveede O 7

LES MOMBRES COMPLEXES




Application desnombres
complexes a la géométrie

e Y 1 (T Y s0e® 7 C -
o8 P R A L ey A LA MEME EPOQUE
@ o L] 2 @ L ] [ 4 £
8 @ L @ LR = as
L o9 ® & @ e ® @
L L @ [ 1 [ ] & i [ ]
= & & @ @ = ® FRANCE
L - & ® ® 3 =
o009 ® *e9 L 4 1 *0e Le 9 novembre
1799, ou
: : iB B i
A quelques années d'intervalle, deux auteurs peu connus, an vmfnh?;;euléon
Bonaparterenverse
un Danois et un Suisse, ont donné linterprétation géomé- | G toan d ot
et se fait nommer
trique des nombres complexes. Fensyl
En 1799, Caspar Wessel publie, dans les Mémoires de
I'Académie royale de Copenhague, un article dans lequel il

expose linterprétation géométrique de l'addition des SCIENCES

W. H -
nombres complexes. vre r:::si;:ﬁciému
du rayonnement
infrarouge :

A H en déplacant un
Dans son Essai publié en 1806, Jean-Robert Argand therm%métrelelong
;.‘iu spectredu Sg!eil.
e S - 5.7 constat

expose quant a lui l'interprétation géométrique de la qu%?.éﬂhzﬁ?f;mzit
continue a se

multiplication des nombres complexes. A cette occa- | fiofre av-dela

sion, Argand définit le « module » d'un complexe et ce

mot sera conserve par la suite.

L'interprétation géométrique des nombres complexes

a conduit a faire de ces nombres un outil trés efficace LITTERATURE

dans la résoluti 3 g g Traduisant
esolution des problémes de géométrie. s Pk e

d'une génération
mélancolique,
figée dans I’espair
de transformer
le monde,

le romantisme

a francais cultive
sa foi en Dieu
avec le Génie du
christianisme de
Chateaubriand.




Utiliser les complexes en géeométrie

Dans le plan orienté, la figure ci-contre est obtenue a partir B A
de carrés de coté 1. /
[1 s'agit de calculer le rapport des longueurs r = %i et une v 0

mesure 0 de I'angle (ﬁ, fTﬁ). Les méthodes traditionnel- ‘

les permettent bien sir d'évaluer ces deux grandeurs. .

(Pensez notamment a l'utilisation du produit scalaire ou a la trigonométrie.) Voyons
comment utiliser les nombres complexes pour résoudre le probléme posé. Le plan est
muni du repére orthonormal direct (O ; 4, V) indiqué. Ce choix du repere facilite la lec-
ture des affixes de A et B. Essayons de calculer r et 8 a 'aide des nombres complexes.

1. Indiquez les affixes z, et z; de A et B.

2. A l'aide d'interprétations géométriques, prouvez que r est le module du nombre

z
complexe Z = — et que O en est un argument.
ZA

3. Calculez Z puis déduisez-en les valeurs de r, cos© et sin 6.

z
Le calcul du quotient ;5 donne deux renseignements :
A

o e e e 2y

.légahtea-ﬁ = r our estle module de = )

@ une mesure de 'angle 8 = (OA, OB) puisque (OA, OB) = arg(z—B).
A

m Complexes et transformations

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct d’origine O. Une transformation
usuelle du plan associe & tout point M d’affixe z, son image M’ d’affixe 2.
A Taide du logiciel Geoplan, cherchons a exprimer z” en fonction de z.

n Action d’une translation

® Créez un point libre M (de coordonnées entiéres) piloté au clavier et faites afficher
ses coordonnées, puis créez le vecteur u, de coordonnées (3 ; - 2).

® Créez l'image M’ de M par la translation de vecteur i,.

(TERT] L] T N W=t 11 W 0,0
T r .

4

(0]
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Au vecteur i , on associe le nombre complexe @ = 3 — 2i appelé affixe du vecteur iy -
Quelle est 'expression de z” en fonction de z ? Justifiez-la.

Action d’une homothétie

® Créez un point libre (de coordonnées entiéres) piloté a la souris et faites afficher ses
coordonnées, puis créez une variable numérique k (rapport d’homothétie) a valeurs
entiéres pilotée au clavier.

® Créez l'image M’ de M par 'homothétie de centre O et de rapport k.

=3
L) W39

Quelle est I'expression de z" en fonction de z ? Justifiez-la.

Action d’un quart de tour direct
1. Créez un point libre M (de coordonnées entiéres) piloté a la souris et faites afficher

; ; : e T
ses coordonnées, puis créez une variable numérique t = 5

2. Créez I'image M’ de M dans la rotation de centre O et d’angle t.

a) Examinez les affixes de M et M’ déduites de leurs coordonnées cartésiennes.
Conjecturez |'expression de 2z’ en fonction de z.

b) Pour un quart de tour, la conjecture est simple mais en serait-il ainsi avec une valeur
quelconque de t ? Les coordonnées cartésiennes semblent mal adaptées alors que I'uti-
lisation des coordonnées polaires parait plus naturelle.

Lorsque M est distinct de O, on pose M(r ; 0) et M’(r" ; 8”). Exprimez r en fonction de
r" et © en fonction de 6’. Indiquez les écritures exponentielles de z et z”; déduisez-en
z" en fonction de z.

Retrouvez le résultat de la conjecture.

c) Utilisez la méthode précédente pour exprimer z* en fonction de z dans le cas d'une
rotation de centre O et d'angle t = - T—"’; t= % it = - %
2 3 4
A toute transformation T, on peut associer une fonction f : z > z” telle
que, pour tout point M d'affixe z, 2" = f(z) est l'affixe de M’ = T(M).
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DEFINITION 1 ®»

THEOREME 1 ®

Note

Ces résultats
découlent directement
de la définition

de I"affixe d'un vecteur
et du calcul sur

les coordonnées,

THEOREME 2 @

1) Affixe d’un vecteur

Dans tout ce chapitre, le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O ; @, V).

1.1 Définition et conséquences

De méme qu'a un point M de coordonnées cartésiennes (x ;y), on associe son
affixe z,, = x + iy, a tout vecteur w de coordonnées (a ; b), on associe le nombre
complexe z = a + ib.

L'affixe du vecteur w de coordonnées (a ; b) est le complexe z = a + ib.

L'affixe du vecteur AB est z, —z, , oil 2, et z, sont les affixes de A et B.

Démonstration. 5i z, = x,+iy,, zy = xg+iyp, alors les coordonnées de A sont (x, ;y,),
celles de B sont (xg ; vg), donc celles de AB sont (x5 —x, i ¥a—Va)-
Ainsi l'affixe de AB est (xg—x,) +i(yg—ya). soit z5—2,.

Conséquences. Régles de calcul sur les affixes de vecteurs
1. L’égalité de deux vecteurs équivaut a celle de leurs affixes.

2.5i W et W’ sont les vecteurs d'affixes z et z’, alors W + W' a pour affixe z + 2’
et, pour tout réel A, AW a pour affixe Az.

A-1+30) w(1+2i) —2W(-3+2D)

[ W+ W4 )

AB(3 - 2i) I i 2
vl | B@2+d of g~/ 0

o|d W (3 —1) W(1,5 1)

=i

[l

(— ]

<l

1.2 Affixe du barycentre

(A5 04), (A, ;0,), .., (A, ; 0,) sont n points pondérés du plan, d'affixes respec-

tives z;, Zp, .., 2, telsque » 0, # 0. Alors leur barycentre G a pour affixe la
i=1
ﬂlzl + u222 + .-+ Gﬂzn

moyenne pondérée de leurs affixes : z; = o Fo, O
2 -

Démonstration. Le barycentre G est tel que pour tout point M du plan,
o, MA, +@,MA, + .- + 0, MA = (o, + 0, + -+, )MG.

En particulier, lorsque M = O, on obtient I'égalité vectorielle :

1 A I~y e
m K c‘| ¥ uz"‘ LR uﬂiﬂ-;OA1+u2(}A2+ T +anOAnjl

d'ou le résultat en considérant les régles de calcul sur les affixes de vecteurs.

Z,+2
1l en résulte que l'affixe z; du milieu I du segment [AB] est z; = 2 5 E etcelle

Zyt+2ZytZp

du centre de gravité G d'un triangle MNP est z; = 3

APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE




Utilité des affixes

L'utilisation des affixes permet de
simplifier les calculs,
Ansi l'égalité AB = CD qui, avec
les coordonnées, se traduit par deux
égalités numériques :

Xg—Xp = XD B .it‘c

{HB"H;« = n=ilie

se réduit avec les complexes a une
seule:

33 —Zy = ZD‘ - Zc.

=} EXERCICES RESOLUS 1 et 2

Affixes et colinéarité

Direque les vecteurs AB et CD sont
colinéaires signifie quil existe un

réel A tel que CD = AAB etdonctel
que:
Zn—Zc = AZg—2,).

=} EXERCICE RESOLU 1

Choix d’un repére

S5i dans ['utilisation géométrique
desnombres complexes, on doit
toujours travailler dans un repére
orthonormal direct, il n'est pas
toujours utile de préciser ce repére.

=¥ EXERCICE RESOLU 2

EXERCICE RESOLU n Démontrer un alignement

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O ; T, ¥), on
donne les points A, B, C d'affixes respectives :
a=6-i, b=-64+3i, c=-18+7i

Prouvez a l'aide des complexes que A, B et C sont alignés.

Pour démontrer que trois points A, B, C sont alignés, on peut prouver que
les vecteurs AB et AC sontcolinéairesdoncque z. — 2, = A(2y—z,), A réel.

SOLUTION COMMENTEE
Il s'agit de prouver qu'il existe un réel A tel que AC = LAE.
AB et AC ont pour affixes respectives Z;5 = b—a = —12+4i et

Izg =c-a=-24+8i
Onremarque que 75z = 2(-12 + 4i) soit 2z = 2Z55.
Ainsi AC = 2AEB donc A, B et C sont alignés.

=¢ EXERCICE 2

EXERCICE RESOLU Choisir un repére

orthonormal direct quelcongque
MNP est un triangle. A est le milieu de [NP], B celui
de [PM] et C celui de [MN],

Démontrez, a I'aide des complexes, que les trian-
gles MNP et ABC ont le méme centre de gravité.

SOLUTION COMMENTEE

On peut choisir un repére orthonormal direct quelcongque.

Notons m, n, p, g, b, cles affixes respectives des points M, N, P, A, B, C.

Les points A, B, C dépendent de M, N, P, donc leurs affixes a, b, c sont liées a
celles de M, N, P.

A est le milieu de [NP] d'oll @ = E.’l.;_P.
Deméme, b = PIM ot ¢ = m;— 3,

Notons G et G’ les centres de gravité des triangles MNP et ABC.

G a pour affixe g = w G’ a pour affixe:

a+b+c _ l[n+p p+m+m+n] . ]_{m+n+ ¥ =
3 3 32 7 2 3 PI =8

Ainsi G et G’ sont confondus, donc les deux triangles ont bien le méme centre

de gravité,

Commentaire. Cette solution est particuliérement rapide. Notez qu'il a été
inutile de préciser le repére orthonormal direct choisi.

¥ EXERCICE 5

g =
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2) Utilisation
de I'affixe d’un vecteur

2.1 Distance AB, angle (u, AB)

Note AB est un vecteur et M le point tel que OM = AB.

AlZy)
zf:::f;‘:;mmh"“ D'ou I'égalité des affixes: zy, = 2p—2, (1). y \
norme [AH], Or |zy| = OM et OM = AB donc: Vi @ B(zg)

module |zg - Za). AB = Izn—z_ql # 0 \J~
S Mizg — z4)

SiAB#0, OM#0 et comme (&, OM) = arg(zy),
alors d'apreés (1) :
(ii, AB) = arg(zg—2,).

2.2 Mesures d’un angle orienté

THEOREME 3 ® A B, C, D sont des points d'affixes z,,, z5, 2., 2y, tels que z, # zy et 2, # zp,.

Coin Mémo et e Zp—Z¢
Dans le quotient, Alors : {AB, D) = arg .
le dénominateur est Zp— 2,
'affixe du premier

vecteur et le numérateur Démonstration. {ﬁf C_D.l = U‘TB-. u)+ (i, CD) = (i, CD)-(ii, AB); d'aprés le résultat pré-
celle du second, ey 2n —2¢ )

RESTITUTION
ODRGANISEE DES
CONNAISSANCES

cédent, (AR, CD) = arg(zp —z¢) — arg(zg —2z,) d'on (AB, CD) = arg

 exercice [ Cas particulier.
ercice A, B, M sont trois points d'affixes @, b et z telles que z#a et z#b, alors

—=

(MA, MB) = arg(b

a—z

- z] soit aussi (MA, MB) = arg(Ej :

2.3 Caractérisations d’ensembles de points

restunréel (r > 0) etwuncomplexe. A et B sont les points d'affixes a et b
L'ensemble I des points M d’affixe z (a#b). L'ensemble A des points M
tels que [z—@| = r estle cerdede  daffixe z tels que [z—a| = |z-b] est

centre Q, d'affixe w et de rayon r. la médiatrice du segment [AB].
En effet, |z— | = r équivaut a En effet, |z—a| = |z—b| équivaut a
QM =r. AM = BM.

<l

Ala) _M(2)
2T
L /
- L
| o / L?\_J"
{]l i A B(b)

Note _ Remarque. U'égalité |z — | = r signifie que le nombre complexe z—® a pour
2“:?: ':,,Iaﬁf";,”f - forme exponentielle z— ® = re’® o le réel 6 est un de ses arguments.
estune représentation  Ainsi le cercle I' de centre (m) et de rayon r est aussi I'ensemble des points M

paramétrique du cercle [, o ala =
dont I'affixe z est telle que z = @ + rei® avec B € R.

APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

intérét du caicul
do =0
Zp - Zp

La connaissance de ce quotient four-
nit deux informations de nature géo-

métrique.
# 5on madule rest un rapport de dis-
D
ances, r = —-
tances, r AB

o Nimporte lequel de ses arguments
st une mesure de 'angle crienté

(AB, CD).
Conséquences.

0516 =0 ou B = m, onpeut en
déduire la colinéarité des vecteurs
AB et CO.

0Si0 = -2 oud = E, on peut en

2 2
déduire leur orthogonalité.

=) EXERCICE RESOLU 3

Caractérisation d’une
demi-droite ouverte

6 est un réel ec m un complexe:
I'ensemble A des points M daffixe z
tels que arg(z-wm) = 8 est la
demi-droite ouverte d d'origine
Q(w), dirigée par un vecteur w tel
que (i, W) = 8,

En effet, lappartenance d'un point
M(2) & d se traduit par « QM et W
sont colinéaires et de méme sens »
donc par (4, QM) = (4. W) = 6.
Or (U, QM) = arg(z—®). Donc
lappartenance de M a d se traduit
par arg(z—w) = 6. Il en résulte
qued = d

) LX)
«\ 3

M 0

EXERCICE nEsmm Utiliser un quotient de complexes
D -
v
A//%‘ L\‘\\ B
u

ans le plan complexe muni d'un repére

orthonormal direct (O ; T, V), on donne les

points A, B, C, D d'affixes : \\ i
a=-2,b=2 c=-1+i d=1-3i _

Démontrez que les triangles BCD et ACD

sont rectangles. D
Pour démontrer que les droites (BC) et (BD) sont perpendiculaires
en B, il suffit de prouver que arg(%) est égal a -—g ou g
Pour démontrer que les triangles BCD et ACD sont rectangles respectivement
en B et A, on prouve que les complexes Z = %——E et 2’ = g_—;' ont un
LT T
argument égal a 5 ou a =
-1-3i (=1 =3)(=3=1) .
r— = =1
= gy 10 C
s _ 3=31 _31-1-1) ]
7l = = = -3
T+i 2 H
ld-b
|2|=-|%-_T|'=If|=1 .
D'ol S0it .
argZ = arg(u] = arg(i) = X (BC,BD) = 1
c-b 2 ' 2
Ainsi BC = BD et (BC) L (BD) doncletriangle BCD est rectangle isocéle en B.

Enoutre, argZ’ = arg(-3i) = “g d'ou (AC, AD) = _’_2‘.

Le triangle ACD est donc rectangle en A.

=¥ EXERCICESG a 8

EXERCICE RESOLU €I Trouver un ensemble de points
AetB sontles points d'affixes z, = 1+ et zz = 2i
z—Zf_
z—-1-—i
Construisez I'ensemble € des points M(z) tels que |2 = 1.

SOLUTION COMMENTEE

A tout complexe z, z+# 2,, on associe le complexe 2 =

2] = 1 séerit [22%8) = 1. (€)/
z-2, Bl

Ainsi, |2’ = 1 équivautd |z-z5| = |z2- 2z, >Q‘

et donc pour tout point M daffixe z ~yA

BM = AM. / b

€ est 'ensemble des points équidistants de A 7 0] g

et B donc € est la médiatrice de [AB].

=» EXERCICES 14, 17, 51
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THEOREME 4 #

Rappel

Une égalité entre
vecteurs équivaut
celle de leurs affixes.

THEOREME S ®»

Note
Lorsque k = —1,
on obtient une écriture
complexe de la symétrie
de centre {1 :

2= —r+200.

THEOREME 6 »

Rappel

Tout complexe znon nul
s'éerit z = ref® ail
r=|zl et = argz.

3) Ecritures complexes

de transformations

Dans tout ce paragraphe, un repére orthonormal direct du plan est choisi.

T est une transformation qui, a tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z’.
On peut associer a T une fonction f et une seule, définiesur Cparf: z+— 2z’ = f(2).
L'écriture z” = f(z) est une écriture complexe de T,

3.1 Ecriture complexe d’une translation

Les propositions (1) et (2) sont équivalentes :
(1) t est la translation de vecteur w d’affixe b, v

(2) t a pour écriture complexe, 2z’ = =
‘M

Démonstration. (1) signifie « pour tout point M(z) d'image M'(z"), MM’ = W ». Ceci équi-
vauta « pour tout point M(z) d'image M'(z"), 2" —2 = b » etdonca « t a pour écriture complexe
2 =z+b» (2).

z+b.

3.2 Ecriture complexe d’une homothétie

€} est le point d'affixe w et k un réel non nul. M’z
Les propositions (1) et (2) sont équivalentes : v 3 Am}

0 l A /
M(z)

(1) h est 'homothétie de centre £ et de rapport k,

(2) h a pour écriture complexe, z’' —® = k(z-®).

Démonstration. (1) signifie « pour tout point M(z) d'image M’(z’), DM’ = k{IM ». Cedi
équivaut a « pour tout point M(z) d'image M’(2"), 2’ -® = k(z-®)» et donc a «h a pour
ecriture complexe 2" — w = kiz — ©)» (2).

3.3 Ecriture complexe d’une rotation

Q est le point d'affixe @ et 6 un réel quelconque. Q(w) 1 M'(Z’)
Les propositions (1) et (2) sont équivalentes : = 1o .
(1) rest la rotation de centre 2 et d’angle 0 », - M2
(2) ra pour écriture complexe, z' —® = e?(z- ). =

u

Démonstration. La proposition (1) signifie :
«r(£2) = £ etpourtout point M(z) # Q(m), d'image M'(z"), @M’ = QMet (OM, QM’) = 6.

Or QM’ = QM et (QM, QM) = 9 signifient =1et arg{ﬁ}]= 6 donc 2 _;;J =aM,

z—

z' =
Z2=10D
Ainsi (1) équivaut 3« r(£2) = Q et pour tout point M(z) = (Q({w), d'image M’(z"),

z'—w = e%z— w)» Mais certe égalité est encore vraie lorsque z = ® (M en Q), car alors
z' = (et M"en £2). Donc les propositions (1) et (2) sont équivalentes.

Cas particulier. Le centre de la rotation est 'origine O du repére.
Alors la rotation r de centre O et d’angle 0 a pour écriture complexe :

z' = ez,

APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Utilité d’une
écriture complexe

Elle permet :

ede calculer l'affixe 2’ du point M’,
image du point M d'affixe z |

e 0U, inversement, de calculer z
connaissant z°;

ede dire quun point M’(Z") est
I'mage du point M(z) par l'une des
transformations usuelles.

=% EXERCICE RESOLUS

Figures clés
des rotations

ABC est un triangle dont les
sommets ont pour affixes a, b, ¢

e Triangle rectangle isocéle

A
G
B
Dire que ABC est un triangle

rectangleisocele en A, de sens direct,
équivaut a dire que C est I'mage de B
par la rotation de centre A et d'angle

g donc d'apres le théoréme 6, que:

n
c—a = eli{bm a) soit
c—a = i(b-a).
e Triangle équilatéral
A

L)

B C

Dire que ABC est un triangle
équilatéral de sens direct, équivaut a
drreque Cest limage de B parla rota-

tion de centre A et d'angle ’3: et donc
que:
i
¢-a=e3b-a).

=* EXERCICE RESOLU 5

I EXERCICE REsmuﬂ Utiliser les écritures complexes

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O - U, v), on
donne les points A, B, C, P et le vecteur W d'affixes respectives :
3

' 2 6i Ly : 5
=N =§+61. 7y = i—6:. Ze = —3—2:, Zp = 3+2ietzy = _1+§I'

: 1 )
On note h 'homothétie de centre C et de rapport -3 t la translation de
s T
vecteur W et rla rotation de centre A et d'angle - 3

1) Calculez les affixes des points Q = t(B), R = h(P) et S = r(P).

2) Prouvez que le triangle PQR est rectangle isocéle puis déduisez-en
la nature du quadrilatére PQRS.

SOLUTION COMMENTEE

1) ® La translation t a pour écriture complexe 2 = z+ z;.

t s T
Or B— Q donc z; = z+ z;. Ainsi zZy = 5_5"
® L'homothétie ha pour écriture complexe z' - z- = —%{z - Zc).

h 1 i 1 .
Or P—>R donc zz- 2. = ~3(%-2) dolizg = 2. - g{zp -2Z:).
Onobtient z; = -5-1. _
I
@ La rotation r a pour écriture complexe 2’ -z, = e 2 (z-2z,) soit, puis-
m

quee 2 =, Z—z, = -i(z-2,).

Or P55 donc Z5-2Zy = —(Zp—2,) dol z; = 2, —i(z,—2,). On en
: 5B

déduitque 2. = - = + =},
uit que 2z 5+5

2) Pour démontrer que PQR est un trian-
gle rectangle isocele, il suffit de prouver
que par la rotation de centre Q et d'angle
X .
=, l'image de P est R, et donc de prouver

2
que zz—2Zg = (Zp—2zg) (1).
5. M.
Orz,—z4 = 5+ 3k
i -
= = —_—— -
Zy~24 5+ 50
puis par mise en facteur de i,
Zp— 25 = ."[DH—-? = i(Zp—2p);

R Q 2 ] P 0/l Q
donc PQR est rectangle isocéle en Q. \
Les vecteurs PQ et SR sont tels que \

{ Cow B
5 11, 85 bl
ZF’_d = —i——ff et Zﬁ‘ = —5—?f.

Ainsi PQ = SR donc PQRS est un parallélogramme. De plus, d'aprés le résultat
précédent, QP = QR et (QP) L (QR) donc PQRS est un carré.

= EXERCICES 25, 27 329
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EMO

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (O ; . ¥). Les points considérés
A, B, C, D, Q, M et M’ ont pour affixes respectives a, b, ¢, d, ), z et 2’

Q Utilité en géométrie de I'affixe
L'affixe de AR est égaled zy—z, . Alors |AB|| = AB = |zn -z, etsi AB 20,

(i, AB) = arg(zg—2z,) .
Qﬂﬁﬁtémgénmétﬁed'unqmﬁmtg

d-c¢

Sia+#betc+#d,lequotient =t de module r et d'argument 8, fournit deux renseignements :
= % et (AB,CD) = 6.

Q Ecritures complexes de transformations usuelles M(z) M’(z")
« Translation de vecteur « Homothétie de centre « Rotation de centre ()

w(b) Q(w) et de rapport k etd'angle® (8 R)
(ke RY)
2 =z+b. 2 -0 = kiz-m). zZ - = e®(z-w).

A AVOIR

= EXERCICE RESOLU 4

=} EXERCICE RESOLU 3

APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE




IR Des quarts de tour et un parallelogramme

Dans le plan orienté, ABCD est un quadrilatére convexe.
On construit les triangles rectangles isoceles PAB, QBC, RCD et SDA tels que :

(PA, PB) = —~’25, (QE, Q0) = g (RC.RD) = —g, (SD. SA) =

MIAa

P

Le but de ce TD est de démontrer, en utilisant les nombres complexes, que le quadri-
latére PQRS est un parallélogramme.

Pour cela, il faut introduire un repére orthonormal direct dans lequel les points de
base A, B, C, D ont des affixes simples. Mais ici, ancun choix particulier ne s'impose,
aussi, supposons choisi un tel repére sans préciser davantage. Notons a, b, ¢, d les
affixes des points A, B, C, D et appelons p, g, r, s cellesde P, Q, R, S.

1. La rotation de centre P et d’angle —g transforme A en B.

Utilisez I'écriture complexe de ce quart de tour pour prouver que :
p = %[au +i)+b(1-1)].

2. De méme en utilisant des quarts de tour centrés en Q, R et S, exprimez les affixes g,
retsenfonctiondea, b, ¢, d.

3. Vérifiezque p+r = g +s. Concluez.

MLieu geometrique

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O ; &, ¥). y Sy S
P est un point du demi-axe [Ox) et R un point du demi-axe
[Oy) tels que :
OP+OR = a, s
ou a est un réel strictement positif donné. On construit il \
le carré direct PQRS. v . \
Le but de ce TD est de démontrer que le point Q est fixe A = \ r
et de trouver le lieu du point S lorsque P et R se déplacent ¥ g“'"' ;
sous la condition indiquée.

CHAPITRE 13
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Note

L'utilisation d'un
logiciel aide &
conjecturer la lieu.
Cependant, ce TD
reste exploitable
dans le cas oil
["an ne dispose
pas de I"outil
informatique : on
peut alors conjectu-
rer en faisani plu-
sieurs dessins.

1 Conjecturer a I’aide d'un logiciel (Cabri-géomeétre)

1. A l'aide du logiciel, on a tracé ci-dessous la figure dans le cas a = 4.

Remarque. Pour cette construction, remarquez que 0 < OP = 4, placez le point P

(pilote) sur le segment [OP] tel que OP, = 4 préalablement défini. Pour le point R,
utilisez le menu « report de mesure » sur I'axe des ordonnées aprés avoir défini la
mesure OR = 4 - OP.

2. Examinez les positions « limites » de P et R.
Conjecturez la position du point Q.

)

¥
| OP+OR=4 ! -

Y — Y

OF+OR=4

OP+0OR=4

3. En sélectionnant le menu «lieu», faites afficher le lieu de S en déplacant P.
Qu'observez-vous ?

OP+0OR=4

‘2 verifier la conjecture

Tout d'abord, il s'agit dattribuer des affixes aux points de base P et R.

On pose p = OP; on remarque que p décrit I'intervalle [0 ; a] et que z, = p.
1. a) Quelle est alors I'affixe de R ?

b) Prouvez, par le calcul, que I'affixe g de Q ne dépend pas de p.

Aide. Utilisez un quart de tour de centre Q.

c) Précisez la position de Q par rapport aux points « limites » P, et R, tels que :
OP, = OR, = a.

Ainsi la conjecture du § "1 est vraie !

1. Démontrez que 'affixe s de S s’exprime sous la forme s = [p - g](l —1i).

2. a) Déduisez-en les coordonnées de S en fonction de p et 4.

b) Démontrez que S décrit un segment lorsque p décrit I'intervalle [0 ; a].

Alde. Voir la partie Types de problémes et raisonnements, fiche J, page 460.

APPLICATION

¢) Représentez le lieu de S lorsque a = 4.
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Une transformation nouvelle : inversion

Note
Latransformation &
fqui, a tout point M
du plan distinct de
0, associe M
défini par I'égalité
vectorielle [1] ou
par la proposition
[2] est appelée
inversion de centre

Detde puissance k.

Note

Un point M est inva-

fiant par & lorsque
DM} = M.

Aide. Berivez 2z’ = i_z.

1. Ecriture complexe et traduction géométrique

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal (O ; &, #) ; k est un réel non nul.

A tout point M d’affixe z, z # 0, on associe le point M’ d'affixe z” telle que 2" =

B e

On note @ la transformation qui 4 M associe M’; elle est définie dans le plan privé
de O.

1. Démontrez que le point M” est tel que :

— k i
OM" = —OM .
VE [1]

2z
2. a) Déduisez-en que :
@ lorsque k> 0, OM’"x OM = k et (OM, OM’') = 0,
@ lorsque k < 0, OM’x OM = —k et (OM, OM’) = .

b) Application
Construisez I'image M’ du point M dans chacun des cas suivants :

ek=-3 etz=-14+1/3.
3. Démontrez que M’ est le point de (OM) tel que le produit scalaire :

ek=2c¢eetz=1+i;

4. Prouvez que si M a pour image M’, alors M” a pour image M.

2 Construction géométrique de image d’un point

Pour toute la suite du TD, on prend k = 1.

T ¥ A 1
Ainsi l'inversion @ a pour écriture complexe z° = =-

Z
I. Démontrez que le cercle ‘¢ de centre O et de rayon 1 est I'ensemble des points inva-
riants de .

2. M est un point extérieur a ‘€ ; comme le montre la figure ci-dessous, (MT) est 'une
des tangentes issues de M et M’ est le projeté orthogonal de T sur (OM).

a) Démontrez que :
OM.OM’ = OM . OT = OT2.
b) Déduisez-en que M est I'image de M par ®.

3. M est un point distinct de O, intérieur 3 ‘€ ; proposez une construction de son image
M’ par ®.

357
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,3.' Quelques images d'ensembles de points
L'objectif de cette partie est d'examiner les images de deux ensembles de points :
+ le cercle I de centre A, d'affixe i, et de rayon 1, privé de O,

+ le cercle £ de centre A et de rayon /2 ;
puis d'étudier le cas général d'un cercle passant par le centre d'inversion.

o
O
-
(]
><
=
=
=

1. Conjectures a I'aide d'un logiciel (Cabri-géométre)

A laide de ce logiciel, on a tracé I, un point M mobile sur I" et son inverse M” en sélection-
nant le menu « Inversion ». En sélectionnant le menu « Lieu », on fait afficher le lieu du
point M” lorsque M se déplace sur I, On obtient ainsi I'image I’ de I' par I'inversion ®.
De méme, on obtient I'image X’ de X par l'inversion ®.

Il semble que [’ soit la médiatrice de [OA] et que X’ soit le cercle symétrique de X par
rapport a (Ox), c’est-a-dire le cercle de centre B d'affixe — i et de rayon J_;_

2. Démonstration des conjectures

a) Prouvez que pour tout complexez, z 20, «|z—i| = 1»équivautac|z' —i| = |2/]»;
déduisez-en la nature de I'”.

b) Prouvez que pour tout complexez, z# 0, «|z —i|2 = 2»équivauta«|z’ +i|2 = 2»;

déduisez-en la nature de X",

Aide. Utilisez |Z|2 = ZZ.

3. Cas d'un cercle passant par O

I" est le cercle de centre A, d’affixe non nulle a = o+ i}, de rayon r = AQ, privé du
point O ; I’ est son image. M désigne un point quelconque d’affixe z, z # 0.

a) Prouvez que «M € I'» équivautd «zz —az —az = 0».

Aide. |z—a|? = |a|2.

b) Démontrez que I est I'ensemble des points M” d'affixe z* tels que -
1-az’—az = 0.

c)Enposant z” = X+iY, Xe R, Y e R, prouvez que cette relation s’écrit :
aX +pY = %

d) Déduisez-en que I’ est une droite perpendiculaire a (OA).

e EILY Les transformations usuelles étudies au lycée transforment des
droites en droites et des cercles en cercles. L'inversion est un exemple de transfor-
mation pour laguelle ces résultats ne sont plus vrais.
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Note

Dewx types de
asonnement,
inalytique ou

tBamétrique,

wont possibles,

Racines cubiques de 1. Triangle équilatéral

L'objectif de ce TD est de déterminer les solutions, dans C, de 'équation z* = 1, puis
de les utiliser pour caractériser un triangle équilatéral.

1. Lorsque z # 0, on note r son module et 8 son argument défini dans [0 ; 2n[, ainsi
z = reid,
a) Prouvez que «2% = 1»équivauta«r = 1 et 30 = 2kn (ke Z)».

b) On est donc amené a résoudre I'équation (E) : 38 = 2kn (ke 7).

Les solutions de (E) sont les réels 8, = %E, ke Z.

® Indiquez les valeurs 0, 6,, 8, obtenueslorsque k = 0, k = 1, k = 2.
Ik 4x

- 1= . . .
Déduisez-en que les complexes 1, e *, e 3 sont solutions de I'équation z3 = 1.
Représentez les points images M, M, , M.,

@ Il s'agit maintenant de vérifier s'il y a d’autres solutions ou non.

Vérifiez que : lorsque k = 3p (pe Z), 8, = 0,;
lorsquek = 3p+1 (pe Z), 0, = 0,;
lorsque k = 3p+2 (pe Z), 6, = 6,.

Concluez.

c) Démontrez que les points images M, M;, M, sont les sommets d'un triangle équi-

latéral.

d) Les complexes solutions de I'équation z* = 1 sont appelés les racines cubiquesde 1.
;28

Onnote jlenombre e ?, d'ouj® = 1;remarquez que les racines cubiques de 1 sont :

Ligii 2ix
Vérifiezque 1+j+j2 = O etquej = jZ2 = e 3.

2. Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal direct (O ; & ¥) (unité : 2 cm).
A, B, C sont trois points distincts deux a deux d'affixes a, b, c. On rappelle que « ABC

=4
est un triangle équilatéral direct » équivautd« a—b = e 3(c—b) » (voir Comprendre,
page 353).
Utilisez les résultats de la question 1. pour démontrer que :

« ABC est équilatéral direct » équivaut a «a + bj + ¢j2 = O».

Aide. Voir la partie Types de problémes et raisonnements, fiche G, page 455.

3. A tout nombre complexe z # 1, on associe les points R, M et M* d’affixes 1, z, 7.
a) Pour quelles valeurs de z, les points M et M’ sont-ils distincts ?

b) En supposant que la condition précédente est réalisée, prouvez que 'ensemble A des
points M d'affixe z tel que le triangle RMM’ soit équilatéral direct est une droite privée
d'un point.

Commentaire Post-Bac. La recherche, dans le cas général, des racines n-iémes de
l'unité suit la méthode exposée ici pour les racines cubiques de 1.

. Z2kn
§ 2AT
On peut alors prouver que les solutions de I'équation z" = 1 sont les complexes e "
avec 0 <k =n -1 et que les images de ces solutions sont les sommets d'un polygone
régulier convexe a n cotés.
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Pour les exercices de cette rubrique, le plan est
muni d'un repére orthonormal direct (O ; 4, V).

BB 1. Piacez les points A, B, C daffixes:

1

ZA=—1+J¢ ZB=2+F1 z(=_2

e |

L
2. Calculez les affixes de AB, AC, BC.

3. Déduisez-en les longueurs AB, AC et BC.
Le triangle ABC est-il rectangle ?

n 1. Placez les points A, B, C d'affixes :

-~J

z,‘:-%-Zi, zg = 1+2i 2z¢ = $+6i

I

2. Calculez les affixes des vecteurs AB et AC.
3. Déduisez-en que A, B et C sont alignés,
=5 Aide. Voir "exercice résolu 1, page 349.

n 1. Placez les points A, B, C, D d'affixes:
Zﬂ = 1,5“ Zg = 3.5 + l",
ZC = 1 "‘1.51: ZD = "2.5—f..

2. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD 7

n Les points A et B ont pour affixes respectives:
zy = 2(1+i/3) et zg =2(1-1/3).

1. Prouvez que A et B appartiennent au cercle de centre O
et de rayon 4.

2. Trouvez l'affixe du point C tel que O est le centre de
gravité du triangle ABC.

3. Quelle est la nature du triangle ABC?

ﬂ Les triangles ABC et A'B’C” sont définis par les af-
fixes de leurs sommets :

b = 2+3i, c=3+Ii,
b =3-i =4+
1. Calculez I'affixe du vecteur AA” + BB’ + CC".

2. Calculez 'affixe de G, centre de gravité de ABC.
3. Prouvez que G est le centre de gravité de A'B"C’.

a=1-1i
a =-1+3i

¢z Alde. Voir I"'exercice résolu 2, page 349.

ﬂ W et W’ sont deux vecteurs dont les affixes sont
telles que zy;- = iz, On pose AB = W et AC = W',
Démontrez que ABC est un triangle rectangle isacéleen A
o= Aide. Voir I"'exercice résolu 3, page 351.

Les points A, B et C ont pour affixes respectives:
1+i, 4+5i 5-2I

Prouvez que (AB) et (AC) sont perpendiculaires en cal-

culant une mesure de (AB, AC) puis le produit scalaire

AB. AC

= Aide. Voir l'exercice résolu 3, page 351.

- 1. a) Placez les points A, B, C d'affixes :
3 5 7

a= 1+Er, b= 2-;4. ¢ = 3+ZL

b) Quelle relation lie les affixes de AB et AC?

2. Déduisez-en que ABC est un triangle rectangle isocele.
3. Calculez I'affixe de A" tel que ABA'C est un carré.
=5 Aide. Vaoir 'exercice résolu 3, page 351.

“ Les points repérés sur la figure ci-dessous sont a
coordonnées entiéres.

1. Donnez par lecture graphique 'argument 8, avec B
dans |- n ; ], de chacune des affixes des vecteurs

— e o s —aew

2. Calculez une valeur approchée a 107 prés de 6 dans
le cas des vecteurs FA et AD.

=

| E.
L

1. Placez les points A, B, C d'affixes:

d=1+f b=2-i, ¢=1+2B+11+.53)
2. Quel théoréme permet le calcul d’'une mesure de
chacun des angles (AB, AC), (BC, BA), (CA,CB)?

3. Déduisez-en les particularités du triangle ABC.

- APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE



m Les points A, B, C, D ont pour affixes respectives :
a=2-2i b=-1+7i, c=4+2i d=-4-2i

1. Qestle point d'affixe @ = —1 + 2i,
Prouvez que A, B, C, D appartiennent au cercle de centre
€ et de rayon 5.

2. On note e I'affixe du milieu E de [AB].
a) Calculez e.
a—-8 Cc—e@
b) P u =
) Prouverz q Ed_e —

¢) La droite (EA) est une droite remarquable du triangle
DEC; précisez laquelle.

m 1. Placez les points E et F d'affixes z; = 3+ et
zp = — 1+ 2i puis construisez le point H tel que EHF
est un triangle rectangle isocéle direct en H, c'est-a-dire
tel que (HF, HE) = L.

2
2. Soit z, l'affixede H:onnote Z = S

2 -2y

a) Indiguez le module et un argument de Z.
b) Déduisez-en I'affixe du point H.

EENzoom suR.. Ie théoréme 2

1. Pourquoi, pour exprimer I'affixe de G en fonction
decellesde A, A;, .. A, écrit-onune relation entre les
vecteurs OG, OA,, 0A,, .. 0A,?

2. Enoncez le théoréme qui permet d'obtenir cette
relation.

3. Démontrez le théoréme dans le cas particulier ou
n=4;,0,=3, 0,=-2; 03 =5; a; = =3;
Zy=1+i,2,=2-4i,2; =5-2i;z, = —i;en
donnant toutes les justifications,

m A et B ont pour affixes respectives 1 et 3+ 2i
Dans chacun des cas, représentez I'ensemble des points
M dont I'affixe z satisfait la condition indiquée.

a)lz=1 =1z-(3+20. b)lz—-(3+2) = 1.

0%~ Aide. Voir Iexercice résolu 4, page 351.

m Sur la figure ci-aprés, on a représenté les disques
I'g et T'- de centres B et C d'affixes respectives :
Zg=2+i et z,=-2+2i

et passant par O origine du repére,
1. Prouvez que :

«M(2) € Ty »équivaut a«lz—2—i| = ./5»,
2. Caractérisez de maniére analogue I'appartenance du
point M(2) au disque I'¢.

3. Représentez 'ensemble € des points M(z) tels que:
z-2-il<./5 et |z+2-2i|<2.2.

15" Note. On dit que le systéeme -“ |=Js )
| |z4+2-2i|<2./a
caractérise l'ensemble .

m Sur la figure ci-contre,

on a placé les points A, B, C

d'affixes:a=—i, b=2+i,

c=-1+3j

et les droites A et A" média-

trices de [AB] et [BC].

1. a) Prouvez que:-

« M(z) € A» équivaut a

«|lz=(=i)| = |z=2-1|»,

b) Caractérisez de maniére analogue |'appartenance
d'un point M(z) a la médiatrice A”.
c) Représentez I'ensemble des points M(z) tels que :
z+il = |z-2-1i] = |z+1-3il.
2. a) Quel est 'ensemble P des points M(z) tels que:
2+ =|z-2-1i|?
b) Quel est I'ensemble P * des points M(z2) tels que :
lz4+1=-3i|=]z-2-i|?

c) Coloriez la région du plan qui représente 'ensemble
des points M(z) tels que:
lz+il=|z-2-i] et |z+1=3i|=|z-2-1].

- Dans chaque cas, représentez l'ensemble des
points dont ['affixe z satisfait la condition indiquée.
a)lz-3l=lz-(1+0l. b)lz+1+i] =]|z-2+3i].
c)lz-2+i| = /5. d) [z+3-i] =2

L5 Aide, Voir l'exercice résolu 4, page 351.

m Sur la figure, les origines des demi-droites sont a
coordonnées entiéres ; d,, d,, ds, d; sont les demi-droites
ouvertes, c'est-a-dire privées de leurs origines.

1. Prouvez que:

| « M(2) € d, » équivaut a xarg(z— 3 + 2i) = gn_

2. Caractérisez de maniére analogue un point M(z) de
chacune des demi-droites ouvertes d,, ds, d,.

Tl
NITTIA T

N
0

|
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m Dans chacun des cas suivants, représentez ['ensem-
ble des points M dont l'affixe z satisfait la condition
indiquée.

b) arg(z-1i) = T

a) arg{z-1) = 4 5

3

c) arg(z+10) = % d) arg(z—(1+1i)) =

Pour les exercices de cette rubrique, le plan est muni
d'un repére orthonormal direct (O ; 4, V).

Pour les exercices ] a &1, le point M a pour
affixe z=1+ i Trouvez l'affixe z' du point M’,
image du point M par la transformation indiquée.

B2 1. ¢ translation de vecteur W = — 2@+ 3V,
2. h: homothétie de centre O et de rapport 3.

m 1. r:rotation de centre O et d'angle "'—;
2. 5. symeétrie de centre A(1 — 3i),

1. r:rotation de centre A(—2 + i) et d'angle —235

2. S réflexion d'axe (Ox),

Pour les exercices et g}, les points A et B ont
leurs affixes a et b liées par la relation indiquée.
Citez une transformation usuelle telle que A — B.

E1.b=a—1+3r‘. 2. b=-ia
3.b=2a 4 b =a.

B 1.6-1=—@a-1)

2. b—i=e3(a-1i),
3.b=a+4-3i

i
4. b+1-i=¢€4(a+1-1).

m 1. testlatranslation telle que A(1 — i) — B(3 + 2i).
Quelle est ['affixe du vecteur associé a t? Quelle est
l'écriture complexe de t?
2. hest 'homothétie de centre O telle que:

C(2 - 2{)— D(-3+ 3i}.
Quel est le rapport de h 7 Quelle est son écriture complexe ?
137 Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 353.

m 1. restla rotation d'écriture complexe :
Z'—i=i(z-i).

Précisez son centre et son angle.

2. r' estla rotation de centre (1 + i) et d'angle - g

Quelle est son écriture complexe ?

. 1. restla rotation de centre O telle gque:

G(3 - if3) — H(3 + i/3).
Calculez une mesure de (OG, OH) et déduisez-en une
ecriture complexe de r.
2. sestla symétrie centrale telle que

E(3-0)— F(—4+5i).

Calculez I'affixe de son centre et déduisez-en une écri-
ture complexe de s.

1= Aide. Voir l'exercice résolu 5, page 353.

m Placez le point A d'affixe @ = 5—i,/3.

1. Construisez le point B tel que OAB est un triangle
équilatéral direct puis le point C, image de A dans la

3 1 ==
translation de vecteur - EDB'

2. Calculez les affixes bet cde Bet C.

3. Les droites (OA) et (BC) se coupent en L.

a) Justifiez que I'homothétie h de centre L telle que
h(Q) = A transforme le triangle LOB en LAC.

b) Quel est son rapport ? Déduisez-en l'affixe de L.

= Aide. Voir exercice résolu 5, page 353.

El Les points A, B, C ont pour affixes:
a=8, b=—4+4i c=-4i
1. Prouvez que le triangle ABC est rectangle isocéle.

2. A tout point M d'affixe z on fait correspondre le
m

(0
point M’ d'affixe z’ telleque z° = e %z
a) Quelle est la transformation associee ?
b) Calculez a’, b’, ¢” affixes de A’ B', C"

3. Les points P, Q, R, milieux respectifs des segments
[A'B], [B’C], |C'A], ont pour affixes p, g, .

n

a) Calculez p, q, ret vérifiezque r—p = eijt q-p).

b) Déduisez-en la nature du triangle PQR.
i Aide. Voir I'exercice résolu 5, page 353.

m On construit extérieu- P
rement & un triangle OAB B

les carrés OAMN, OBPQ et Q

le parallélogramme NOQR. A
On choisit un repére ortho- e[
normal direct (O ; T, V). '
Onnotea b n q,r R
les affixes de A, B,N,Q, R.

N M

1. a) Quelles sont les images de N et B dans le quart de
tour direct de centre Q 7

b) Déduisez-en les expressions de n et g en fonction de
aetbh.

2. a) Exprimez ren fonction de net q.

b) Vérifiezque r = i(b— a).

c) Déduisez-en que OR = AB et que les droites (OR) et
(AB) sont perpendiculaires.
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ercher

W

Etudier une configuration
Dans le plan orienté, ABC est un triangle direct quelcon-
que, M est le milieu de [BC]. Les triangles AB'B et ACC’
sont rectangles isocéles directs en A

Objectifs : démontrer en utilisant les complexes que
la médiane (AM) du triangle ABC est hauteur du triangle
AB’C’ et que B'C" = 2AM.

1. Choix du repére.

L'utilisation des complexes nécessite 'emploi d'un repére
orthonormal direct.

Les points de base de la figure sont A, B, C et vu la pré-
sence d'angles droits en A, prenons comme origine A.
Il est inutile ici de préciser les vecteurs de base.
Notons b et ¢ les affixes de B et C.

Calculez les affixes b, ¢’ et m des points B, C’, M en
fonction de bet ¢

2. |l s'agit de démontrer que B’C’ est orthogonal &

AM et B'C’ = 2AM, ce qui revient a prouver que :
TR ey = F oy B L
(AM, B'C") 3 ou 3 et AM

F

2

D'ou l'idée d'utiliser le quotient = des affixes de

B’C’ et AM qui fournit deux renseignements :
—I'un sur les distances par son madule,
—l'autre sur les angles par son argument.

Calculez ce quotient. Concluez.

15" Commentaires. 1. Le résultat reste valable en inversant
les riles des triangles ABC et AB'C’. Si M’ est le milieu de
[B'C’], ta médiane (AM") de AB'C’ est hauteur du triangle ABC
et BC = 2AM ",

2.1l existe d'autres méthodes pour démontrer ce résultat,
notamment l*utilisation d'un quart de tour direct de centre A.

m Recherche géométrique d’ensembles

Le plan complexe est muni d'un repére orthanormal
direct (O ; U, V). A tout point M(2), z# i, on associe le
zZ4+2

point M"(2") défini par 2’ = =

Objectifs : trouver et représenter 'ensemble
« A des paints M tels que z” est réel ;
« [ des points M tels que z’ est imaginaire pur.

1. Traduction géométrique.

Nous savons que (2” est réel) équivaut & -

«Im(2) = 0» ou a «Z = z’» mais aussi, lorsque
Z#0, acarg(z’) = 0 ou n»

’ : z— : :
Or 2’ est un quotient du type z_:: dont on sait traduire

un argument donc utilisons la derniére équivalence.
Notons g et b les affixes de A et B.

zZ-b
Quel angle de vecteurs a pour mesure arg[;_:—a] ?

2"'(_2) d’
z—i
réeenposanta={etb=-2

2. Remarquons que 2* = ol la forme dési-

a) Verifiez que « 2’ réel » équivaut a:

«™M =B ou (W, ﬁﬁ} =0 ou (WPWB') = T
b) Précisez la nature géométrique de I'ensemble A puis
tracez-le,
55 Aide. N'oubliez pas que z # i donc M = A.
3. Dela méme facon, définissez I'ensemble I puis repré-
sentez-le.
= Aide. « z’ imaginaire pur » équivaut & :

«M = B ou (MA, MB) = E ou (MA, MB) =

EE] utitiser N

des quarts de tour
Dans le plan orienté, on donne la
figure ci-contre, o4 ABCD est un
parallélogramme, ABN et CMB
des triangles rectanagles isocéles
directs.

T
— 1,
2

Objectif : démontrer en utilisant les complexes que le
triangle DMN est rectangle et isocéle.

1. Choix du repére.

Il s'agit de prouver que DMN est un triangle rectangle
isocele c'est-a-dire que N est 'image de M par le quart
de tour direct de centre D, donc pour faciliter les cal-
culs, prenons D comme origine.

Notons g, b, ¢, m, nles affixes de A, B, C, M, N.

La donnée du parallélogramme DCBA montre que si @
et csont fixés, alors on peut calculer b,

CHAPITRE 13 -
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b) Utilisez le quart de tour indirect de centre C pour
exprimer men fonctionde get ¢.

c) De méme, exprimez nen fonctionde aet c

2. |l s'agit alors d'obtenir une relation entre m et n qui
permette de reconnaitre l'action du quart de tour
direct de centre D (origine du repére).

Exprimez n en fonction de m. Concluez,

m Trouver des lieux géométriques
Dans le plan complexe muni d'un repére arthonormal
direct, a tout point M d'affixe z, on associe les points M’
et M” d'affixes respectives :

z2"=iz e 2= 2
Objectifs : préciser les lieux A et I" des points M tels
que respectivement :
« M M’et M” sont alignés ;
« MM'M* est un triangle rectangle en M,
(voir la partie Types de problemes et raisonnements
fiche |, page 458).

1. Nous savons gue l'alignement et l'orthogonalité se
traduisent par des relations angulaires.
Ainsi, lorsque M" 2 M et M” % M, la condition

«M, M’ et M” alignés » (1)

équivaut a « (MM’, MM”) = 0 oun» (2).

a) Pour quelles valeursdez M =MouM=M"?
Alors M, M et M”sont bien sdr alignés.

b) Vérifiez que lorsque z+# 0 et z# 1, la condition

(1) équivaut 3 « arg[%;%) =0 ou arg(‘?;l]) = 7t
c) Calculez un argument de i— 1 et déduisez-en que la
condition précédente équivaut a:

warg(z—1) = 3%‘ ou arg(z—1) = —%».

2. Nous connaissons les ensembles de points M{z) tels
que arg(z—a) = 0 (voir Comprendre page 351).
Notans | le point d'affixe 1.

Représentez l'ensemble A et précisez sa nature.
(N'oubliez pas les points particuliers.]

3. De la méme facon, déterminez I'ensemble I et repré-
sentez-le.

o Aide. « M & " » équivaut a ;
«M =M, M"=M et (MM’, MM") = E ou —gn.

=5 Commentaire. Dans ce genre de probléme, il ne faut
pas oublier les cas particuliers. Ainsi pour définir A, les
points O et | sont des solutions évidentes alors que pour 'en-
semble T, ils ne peuvent pas |'&tre.

m Longueur d'une ligne brisée

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal
direct, on considere la suite (A ) de points dont les
affixes a, sont telles que :

a;=8etpourtoutndefN, a,,, = [%J)aw

On pose pour tout entier naturel k, d, = A A, €t
pour tout entiern, n =1,

Lﬂ = d0+d1 +“‘ +dﬂ_1.

Objectifs : représenter les points de la suite (A,) puis
prouver gue |a suite (L, ) converge.

1. Il peut étre utile de placer quelques points pour
comprendre la situation.

a) Quelle conjecture pouvez-vous alors faire quant a la
nature des triangles OAyA,, OA A, etc.?

b) D'une manieére générale, prouvez que pour tout k de
i, les triangles OA, A, ., sont rectangles en O et que

1
OAki-T = EDAK.
c) Comment construire A, ,, aprés avoir placé A, ?

2. Notons que (d,) est la suite des longueurs des
hypoténuses des triangles rectangles OA, A, ;.
Exploitons alors cette situation pour étudier la lon-
gueur L, de |a ligne brisée AjA A, A,

a) Quel rappaort existe-t-il entre les longueurs successi-
Ves Ay Ay, ELA A, ?

b) Déduisez-en que (d,) est une suite géometrigue.
Précisez son premier terme et sa raison.

c) Que représente L, pour |a suite (d,) ?
Exprimez alars L, en fonction de n puis déduisez-en que
la suite (L) converge et précisez sa limite.

=" Prolongement. On pourrait s’intéresser a l'aire balayée

par le rayon [OM] lorsque M décrit la ligne brisée A A A_..A .
Cette aire tend vers une limite finie. Laquelle ?

- APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE
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Sauf indication de I'"énoncé, dans cette rubrique,
le plan complexe est muni d'un repere (O G, V)
orthonormal direct,

Eﬂ Les points A, B, C, D ont pour affixes respectives g, b,
¢, d. Démontrez que « ABCD est un parallélogramme »
équivautac a+c=b+d».

m Calcul des lignes trigonométriques de %ﬁ
Les points A et B sont repérés par leurs affixes -
a=2 e b= 2er5“j.
| désigne le milieu de [AB].
1. a) Faites une figure.
b) Précisez la nature du triangle OAB.
c) Déduisez-en une mesure de 'angle (T, OI).

2. a) Calculez l'affixe z,del sous forme algébrique, puis

sous forme exponentielle

b) Déduisez-en cos L2 et sinzﬂ:‘
8 8

m Dans le réseau a mailles

carrées (de cotél) du plan

orienté, on considére la figure

ci-contre. o A

c
B

On note o et B les mesures principales des angles
(OA, OC) et (AB, AC).

Le but de I'exercice est d'utiliser les nombres complexes
pour évaluer o + 3.

o —

1. On chaisitle repere orthonormal direct (O ; OA, BC).
a) Indiquez les affixes de A, B et C.

b) Exprimez o et [3 sous la forme d'arguments d'affixes
de vecteurs,

2. Déduisez-en la valeur de o, + 3.

L= Note. Il existe d'autres méthodes, notamment ['utilisa-
tion de la trigonométrie, pour calculer o + f.

m Utilisez la méthade de I'exercice 38 pour évaluer
la somme de o+ B+ y ol e, 3, v désignent les mesures
principales de (OA, OD), (AE, AD) (BC, BD), dansle
réseau a mailles carrées (de cAté 1) du plan orienté
representé sur la figure ci-dessous.

- Les points A et B ont pour affixes a=-8et b=8i

Destl'image de A parlarotation decentre O et d'angle g

C estle barycentre des points A, B et D affectés des coef-
ficients respectifs -3, /3 et 3.

1. Calculez les affixes d et ¢ des points D et C.

2. Prouvez que A, B, C, D sont sur un méme cercle.
Précisez son centre et son rayon.

3. a) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

b) Démontrez que ses diagonales sont perpendiculaires
et de méme longueur.

m Les points Ay, B, C, ont pour affixes respectives :
¢ =2 by =13, & =—-4+35

On construit les carrés directs OA,A,A;, 0B,B,B;,

0¢, GG

1. Démontrez que A,, B, et C, sont alignés.

2. Démontrez que As, By et C; sont alignés.

3. a) Prouvez que I'affixe de C; est ¢, = (1 + /)¢,

b) Déduisez-en que A,, B, C, sont alignés.

m Dansleplanoriente, ABCD o
estun carré direct de coté a.
Pour tout réel x dans lintervalle
[0; 1], on considére les points S
et T tels que:

BS = xBC et DT = xDC. % S
On FEEEEJ& mesure principale 5 B
de (AS, AT).

Le but de l'exercice est d'exprimer cos® et sin@ en
fonction de x.

On choisit le repére orthonormal direct (A T, V) tel
que AB = ai et AD = av.

1. Exprimez les affixes s et tde S et T en fonction de g et
de x,

2. a) Prouvez que 0 est tel que :

2x ; 1-x2
cosB = et sinB = .
1+ x2 9 14 x2
b) Pour quelle valeur de x, (AS, AT) = E ?

43 & 1. On désigne par A, B et | les points
d'affixes respectives z, =3+ 2i, zz=-3 et z=1-2i

a) Faites une figure que vous compléterez tout au long
de I'exercice. (Unité graphique: 1 cm))

-2z,

z— ZB.

Que pouvez-vous en déduire pour le triangle IAB ?

c) Calculez I'affixe z. du point C, image de | par I'nomo-
thétie de centre A et de rapport 2.

d) D est le barycentre du systéme de points
{(A:1).(B:-1),(C; D} Calculez son affixe z.

e) Démontrez que ABCD est un carré.

b) Ecrivez sous forme algébrique 2 =
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2. Déterminez et construisez 'ensemble Iy des points
M du plan tels que:

IMA - MB +MC| = %HMK + M.
3. On considére 'ensemble I, des points M du plan tels
que:

IMA - MB + MC| = 4./5.
a) Prouvez que B appartienta I,
b) Déterminez puis construisez T,

m : | désigne le point d'affixe 1. On note 4
le cercle de diamétre [Ol] et £2 son centre.

—

A. On considere le point A, d'affixe a; = = + L

[
™~

1. Prouvez que A, appartient 4 ‘6.

2. Bestlepointdaffixe b = =1+ 27 et B’ celui d'affixe
b = agb.

a) Calculez b”.

b) Prouvez que le triangle OBB’ est rectangle en B,

B. Soit aunnombre complexe (a=0,a= 1) et Ale point
d'affixe a. A tout point M d'affixe z, non nulle, on associe
le point M’ d'affixe 2’ telle que 2’ = az

1. On se propose de trouver I'ensemble des points A
tels que le triangle OMM’ est rectangle en M’

iz . .
a)Onpose Z = = Eninterprétant de deux maniéres

un argument de Z, prouvez que:

a-1

(M0, M'M) = arg[

J+2kr: (ke 7).

b) Interprétez géométriguement arg(ﬂ;{}]).

¢) Déduisez-en que le triangle OMM’ est rectangle
en M’ si et seulement si A appartient au cercle ‘6, privé
deOetdel

2. Dans cette question, M est un point de I'axe des abs-
cisses, différent de | et de O. On note x son abscisse.

On choisit a de maniére que A soit un paint de € diffé-
rentdeDet 1.

Prouvez que le point M* appartient & la droite (OA).
Deduisez-en que le point M’ est [e projeté orthogonal de
M sur cette droite.

Sauf indication de I'énoncé, dans cette rubrique,
le plan complexe est muni d'un repére (O ; U, V)
orthonormal direct.

m M désigne un point d'affixe z = x+ fy.
On se propose de trouver, par deux méthodes, I'ensem-
ble I" des points M tels que -

|Z-2+3i = J2.

1. Méthode analytique : prouvez que « M e I'» équi-
vauta«(x—2)2 4+ (y-3)2 = 2»

Déduisez-enT.

2. Méthode géométrique : retrouvez I” a I'aide d'une
interprétation géometrique.

0= Aide. Rappelez-vous que |z| = |z|.

m M désigne un point d'affixe z = x+ iy.
On se propose de trouver l'ensemble A des points M tels

que: B
lZ2=2 +i| = |z+3-=2i]

par deux methodes.

1. Méthode analytique : prouvez que « M e A » équi-
vauta «5x—y+4 =0»,

Deduisez-en A

2. Méthode géométrique : retrouvez A a l'aide d’une
interprétation géometrigue.

£= Aide, Rappelez-vous que |Z| = |z].

- Construisez dans chacun des cas, I'ensemble des
points M(z) dont I'affixe vérifie la condition indiquée.

b) arg(2+i-2) = s,

a)arg(1-2) = —g- 5

c)argiz-1-=10) = B

3
g= Aide. (i, AM) = arg(zy—2,), arg(-z) = n+ argz,
arg(z) = -argz.

m ® Dans chacun des cas, précisez 'ensemble I des
points M(z) vérifiant la condition indiquée, par deux
méthodes :

« l'une analytique,enposant z = x+ 1y, xe B, ye K;
« l'autre géométrique en interprétant la condition.
Représentez ensuite cet ensemble.

a)|z+3-4i] = 5. b)lz—2+i| = |z-4+2i].

m ® [ estle cercle de centre O et de rayon 1.

A tout point M d'affixe z, z # — %F, on associe le point M’
Z+ 2

1-2iz
Prouvez que si M est sur I, alors M’ est aussi sur I,
La réciprogue est-elle yraie ?

d'affixe 2" =

E= Aide. «Me Cnéquivautd «|z/2 =1ndoncd«zz =1 »n

- ® Quel est I'ensemble des points M d'affixe z tels
que lz—i| = liz=i| = |z—-iz|?

m ® zestuncomplexetelque z#-2i
z—3—1

z+2i
Dans chacun des cas, précisez I'ensemble des points m
d'affixe ztels que le point M d'affixe Z vérifie la condition
indiquée.

Onpose Z =

a) Mestsur le cercle de centre O et de rayon 1.
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b) M est sur le cercle de centre O et de rayon 2.
¢) M est sur le demi-axe |Oy).

tE Aide. Voir I'exercice résolu 4, page 351 et I'exercice 32,
page 363.

E ® On note 3 'ensemble des points M(z) tels que

24 =4-72

On note x et y les parties réelle et imaginaire de z

1. a) Prouvez que M appartient a ¥ si et seulement si

X2—y? = 4

b) Les points A, B, C ont pour affixes respectives :
a=2 b=-3-i5 c=-3+i5.

Vérifiez que A, B, C appartiennent a #(.

2. On note r la rotation de centre O et d'angle — E

L'image du paint M par r est le point M d'affixe

Z=x+iy (¥eR, yeR)

a) Calculez les affixes a’, b’, ¢"de A", B", C".

b) On note ¥ " I'ensemble des points du plan dont I'an-

técédent par rest un point de 9.

Exprimez x et y en fonction de x* et Y’ puis prouvez que
M’ appartient a 7" si et seulement si X'y’ = - 2.

3. Faites une figure sur laquelle vous placerez les points
A, B, C A’ B’ C’ et lacourbe ¥’ Construisez alors .

m e LIS A estle point daffixe 3i.

On appelle f la fonction qui, & tout point M d'affixe z,
distinct de A, associe le point M’ d'affixe z° définie par :
P 3iz- '?_

z—3i
1. Recherche des points invariants par f

a) Développez (z - 7i)(z+1).

b) Prouvez que fadmet deux points invariants B et C
dont vous préciserez les coordonnées.

2. On appelle X le cercle de diamétre [BC].
M désigne un point de 2 (M = B, M % C) et M son image
par f
a) Justifiez que l'affixe z de M est telle que :
z = 3i+4e'” ol 0 est un nombre réel.

b) Exprimez l'affixe z’ de M’ en fonction de 8 et
déduisez-en que M’appartient aussi a x.

¢) Démontrez que 2' = —Zz puis déduisez-en, en la jus-
tifiant, une construction géométrique de M’,

3. On considére un cercle de centre A et de rayon r
(r réel positif).

Précisez l'image de ce cercle par f.

m ° A, B et Csont les points d'affixes i, 1+
et =1+ i On considére la fonction f qui, & tout point M
du plan différent de A, d'affixe 2, associe le point M’ du
plan d'affixe 2’ telle que::

1. a) Calculez les affixes des images de B et C.

b) Prouvez que pour tout complexe 2, z# |,
(2'=iy(z—1i) = 1.

c) D est le point d'affixe 1 + 2L

Placez A, B, C, D sur une figure {unité graphique : 4 cm).

Déduisez de |a question précédente, une construction

du point D" image de D par f.

2. On note run réel strictement positif.

Quelle est 'mage par f du cercle de centre A et de
rayonr?

3. a) Prouvez que, sil'affixe du point M est un imaginaire
pur différent de i, alors I'sffixe de M’ estun imaginaire pur.
Que signifie ce résultat pour I'image par f de 'axe imagi-
naire privéde A?

b) On note 9@ la droite passant par A et de vecteur
directeur .

Précisez I'image de |a droite & privée de A par f.

L] o
m e Dans chacun des cas, caractérisez par une dou-
ble condition sur son affixe z I'appartenance d'un point
M a chacune des régions (1) ou (), frontiéres comprises.

U5 Aide. Voir les exercices 15 et 16, page 361.

: W et W' sont deux vecteurs d'affixes :

Z=x+iyet Z=x"+iy" (x y X" Yy réels).
1. Prouvez que:
27" = (xx" + yy') +i(xy’ - x'y).

U3 Note, La partie réelle de ZZ’ n'est autre que le produit
scalaire W- w' et la partie imaginaire, le réel xy’ - x'y, est
appelée déterminant de W et w'.

2. Déduisez-en que :
a) « W est colinéaire & W'» équivaut a« 22" = 72’ »;
b) « W estorthogonal 2 W’» équivauta« ZZ' = —ZZ’»,

3. Application

Pour tout complexe z non nul, on appelle M et N les
points d'affixes respectives z et 15

Utilisez les résultats du 2. pour préciser les ensembles
suivants :

a) l'ensemble € des points M tels que O, M et N sont
alignés ;

b) I'ensemble 5 des points M tels que (OM) est perpen-
diculaire a (ON).
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m : Pour tout couple (z; z') de nombres
complexes, on pose d(z; z") = e
1. a) Calculez:

PO(i; 3), (1 + 27 =2 + 2i),

(B im
D2+ -3+ 210), ‘I'(e 6.0 3 ]
b) Prouvez que pour tout couple (z; z°), ®(z; z") est
un nombre réel,
2.0npose z=x+1iy, Z = x"+iy ol x, y, x', 4
sont des réels.
a) Calculez @(z; 2') enfonction de x, y, x", y’.
b) Précisez I'ensemble A des points M d'affixe z tels que
Dlzil+i}) = 2./2. Tracez A
3.0nposez=ref etz = r'e® olrr’, 60 sont
des réelstelsquer=Oet r’ = 0.
a) Calculez ®(z; ') enfonctionder, r’, 0, 0"
b} Exprimez ®(z; z) en fonction de .
c) Précisez 'ensemble I' des points M d’affixe z tels que
®(z;z) = 2. TracezT.
d) Précisez la position relative de A et T

m: LIS Le plan complexe est rapporté a un
repére orthonormal direct (O ; G, V). On considére les
points A et B d'affixes respectives iet—i A tout point
M du plan d'affixe z distincte de —i, on associe le point
M’ d'affixe z” tel que :

. 1 +iz
zZ+1

1. a) Quelle est I''mage du point O ? Quel point a pour
image Cd'affixe 1 +i7? :
b) Prouvez que I'éguation L-’-rrz' = z admet deux solu-
tions.

Calculez ces solutions.

2. Vérifiez que 2’ = iz ,” ; déduisez-en que:
.o AM
aM* = BM

et (U, 0M") = (m,m)+g+m (ke Z).

3. Prouvez que tous les points de l'axe des abscisses
ont leurs images situées sur un méme cercle .
Précisez ce cercle.

4. M est un point du cercle de diamétre [AB], différent
des points A et B.

Prouvez que son image M’ est située sur l'axe des
abscisses.

m: A est le point d'affixe 1. Pour tout point M
d'affixe z, on note M’ le point d'affixe z°.

On se propose de déterminer I'ensemble des points M
d'affixe ztels A, M et M’ sont alignés.

‘ APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE

1. Méthode 1 : utilisation des arguments

a) Pour quelles valeursde z M = AouM’ = A?

b) On suppose que les paints M et M’ sont distincts du
point A

Précisez, dans ce cas, I'ensemble des points M tels que
A, M et M’ sont alignés.

c) Vérifiez alors que I'ensemble cherché est la réunion
de deux droites.

2. Méthode 2 : utilisation de la conjugaison
Précisez cet ensemble en utilisant les résultats de I'exer-
cice 56, question 2.

p=5 Aide. Voir l'exercice 32, page 363.

m : T est le cercle de centre O et de rayon 2./2.

1. A tout point M, d'affixe z, on assacie le point M’
d'affixe z* telle que:

Z =z22-2(1 +dz
Onposez = x+iyetz’ = x' + iy ouxy x' y sont
des nombres reels.
a) Exprimez x” et y”’ en fonction de x et y.
b) On note # I'ensemble des points M tels que z* soit réel.

Prouvez que ¥ est la représentation graphique de la

fonction h: x — L%
x=1

2. On a tracé ci-dessous le cercle T et la courbe 3.
Reproduisez cette figure.

\\_Jr/' :

a) Verifiez que le point A d'affixe @ = 2(1+ () appar
tient a " et 4.

b) Que dire de latangente en A 3 9 ?

3. On note rla rotation de centre O et d'angle 2?“ eton
pose B = rfA) et C = r(B):

a) Construisez B et C. Quels points particuliers semble--on
obtenir 7

79&

3
| ]

P
o
x Y

—

b) Donnez une écriture complexe de r puis déduisez-en
les affixes de B et C.
c) Prouvez que B et C appartiennent a T et 3f puis p '-
cisez |la nature du triangle ABC.

m - Le plan est rapporté a un repére ol

normal direct (O T, V) (unité graphique: 4 cm). Onaps
pelle f la fonction, définie sur T privé de (—21), qui a tol
nombre complexe z différent de —2i, associe:
Z—=2 4+

EE IS ST




1. Onpose z = x+iy, xetyétant deux réels.
Exprimez la partie réelle et la partie imaginaire de Z en
fonction de x et y. Vérifiez que :
X2+ Yyt -2x+3y+2

2+ (y+2)2
2. a) Déduisez-en la nature de
« l'ensemble & des points M d'affixe z, tels que Z soit un réel,
«l'ensemble F des points M d'affixe z, tels que Z soit
imaginaire pur.

Re(Z) =

b) Représentez ces deux ensembles,

3. On appelle A et B les points d'affixes respectives :
ZA:2—1' et ZB:—EF
, retrouvez les ensem-
]
bles € et ¥ par une methode géomeétrigue.

z
En remarquant que Z =

4, Calculez |fiz) — 1| x |z + 2i|, et déduisez-en que lors-
que le point M d'affixe z parcourt le cercle de centre B et
de rayon ./5, les points M’ d'affixe Z, sont tous sur un
méme cercle. Précisez son rayon et son centre.

m ® Un probléeme d'orthogonalité

Dans le plan orienté, ABC est un triangle direct rectangle
en A. M est le projeté orthogonal de A sur (BC), H et K
sont les projetés orthagonaux de M sur (AB) et sur (AC).
Le but de I'exercice est de prouver avec les complexes
que les droites (OA) et (HK) sont perpendiculaires.

On choisit le repére orthonormal direct (O ; U, V) tel
que O est le milieu de |BC], T est un vecteur normal a
(AB) et V un vecteur directeur de (AB). On note q, b, c,
h, k, mles affixes respectives des points A, B, C, H, K, M,

B
/
v
0 u
v T e, H
iz :
G K A

1. Justifiezque a = beth—k = a—m.
i Aide. Utilisez le rectangle AHMK.

2. a) Prouvez que :
arg(ﬂ_m] =T ou arg(u_m) = -
b 2
b) Déduisez-en que:

h—k L h—k n
arg(*5) = -5 ou ang() = 3

Concluez.

m ® Dans le plan orienté, on
considére la figure ci-contre. OAB,
OCD et ADE sont trois triangles
rectangles isocéles et directs. |, 1 et K
sont les milleux de leurs hypote-
nuses.

Le but de 'exercice est de démon-
trer que les droites (IK) et (AJ) sont
perpendiculaires et que IK = Al
On chaoisit un repére orthonormal
direct d'origine O.

Les affixes de A et C sont notées aet ¢

1. a) Exprimez, enfonction de et ¢ les affixesde B, Det E
b) Déduisez-en les affixes z, z;, z, del, J et K.

2. Prouvez que z — 2, = i(z,— a). Concluez.

B3 Note. Pour d’autres méthodes, voir chap. 16, TD 2, p. 434.

m ® |es points A, B, C ont pour affixes respectives :
2 I =T
a:“z—z, b=2e'4, c=2e 4
1. Faites une figure que vous compléterez au cours de
I'exercice.
2. Calculez I'affixe d du point D, image de C par 'homo-

thétie h de centre A et de rapport —3.
3. Calculez I'affixe e du point E, image de C par la rota-

tion R de centre O et d'angle —g-

o

- b

|

4. a) Calculez le quotient Z =

1]
o>

b) | désigne le milieu du segment |DE] et F le symétrigue
de B par rapport al.

Démontrez que BDFE est un carré.

—

- ® QABC estun parallélogramme « articulé » pour
lequel le sommet O reste fixe,

M et M’ sont deux points tels que

AM = AB,CM’ = CB et (AM, AB) = (CB,CM") = .
On se propose de démontrer que M’ est I'image de M
par la rotation de centre O et d'angle oL

M!
c/(/ B
0 A

1. Un repére orthonormal direct d'origine O est choisi ;
on note aet ¢ les affixes de A et C.
Calculez I'affixe de B.

2. A l'aide des rotations, exprimez les affixes z et z’ de
Met M’ en fonction de g, et ¢
Déduisez-en que 2’ = e '"“z Concluez.

i=x Note. Pour d'autres méthodes, wvoir le chap. 16,

exercice 2, p. 438.
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m ® BCD est un triangle
quelconque. On construit :

« le point A tel que ABC est un
triangle équilatéral direct ;

« deux points E et F tels que DEF
est un triangle equilatéral direct ;
« les paints G et H tels que BDEG
et COFH sont deux parallélo-
grammes.

Le but de I'exercice est d'étudier la nature du triangle
AGH en utilisant les nombres complexes.

On note g, b, ¢, d, ¢ f g, hles affixes respectives des
points A, B, C, D, E, F, G, H.

n
1. a) Justifiezque c—a = e *(b—a).

b) Exprimez f— den fonctionde e—d.
2. a) Exprimez gen fonctionde b, det e
b) Exprimez hen fonction de ¢, det f

.
3. a) Démontrezque h—a = e *(g— a).
b) Deduisez-en la nature du triangle AGH.

¢ Un autre probléme d'orthogonalité

Dans le plan orienté, ABC B
est un triangle de sens
direct, isacéle en A. M est
le milieu du segment
[BC] et O le projeté
orthogonal de M sur la
droite (AC). | désigne le
milieu du segment [OM]. ¢ 0 ' A

Le but de l'exercice est de démontrer a 'aide des com-
plexes que les droites (1A) et (OB) sont perpendiculaires.
Onnotea=0A,c=0Cetm=0M

On choisit le repére orthonormal direct (O ; G, V) tel que:

OA =ali et OM = mv
1. a) Quelles sont les affixes z,, 2y, 2., 2/ de A, M, C, 1?2
b) Calculez l'affixe z, de B.

2,2
2. a) Exprimez Z = 2~

Zg
b) Prouvez que les réels positifs g, ¢ et m sont tels que

ac=m*

en fonctionde g, cet m

t=" Aide. Exploitez la condition AB = AC.
c) Deduisez-en que Z est imaginaire pur.
Concluez.

== Note. Le choix du repére est ici décisif ; il permet d’ex-
ploiter I’égalité ac = m2.

- : Dans le plan orienté, ABCD est un quadrilatére
canvexe de sens direct. On construit a 'extérieur de ce
quadrilatére les points M, N, P, Q tels que les triangles
MBA, NCB, PDC, QAD sont rectangles isocéles de sens
direct respectivement en M, N, P, Q.

Q

Démontrez en utilisant les nombres complexes que
MP = NQ et que les droites (MP) et (NQ) sont perpendi-
culaires.

p== Aide. Utilisez un repére orthonormal quelcongue.
Reportez-vous au TD 1, page 355.

[T & Dans le plan orients, A
ABC est un triangle équilatéral
direct de centre |. D est un point
du segment |BC|. I
On construit les triangles équi-
latéraux directs BED et DFC de g
centres respectifs J et K.
Le but de I'exercice est de démon- : K
trer a |'aide des complexes que le E

F

triangle LK est équilatéral.

On choisit un repéere orthonormal direct (B ; 4, v) tel
que BC = ¢ avec c = BC.

1. Calculez en fonction de ¢, les affixes z, et z; des
points Aetl,

2. Onpose BD = tBC avec tréel dans ]0; 1[.
Calculez les affixes 2, et z, des points J et K en fonction

deretc
T

3. Vérifiez que z, —z, = EfgtzJ - Zz). Concluez.

LE" Note. Le choix du repére est déﬂf.if : il permet d’exploi-
ter au mieux la colinéarité de BD et BC.

e Un probléme de lieu
Dans le plan orienté, ABCD est un carré direct de centre
O. Le point M est variable sur [BC], N est l'image de M

par la rotation de centre A et d'angle g

lestle milieu de [MN]. On se propose de trouver le lieu de
I lorsque M décrit [BC]. On note ala longueur de la demi-
diagonale du carré ABCD. On choisit le repere (O ; U, V)
orthonormal direct tel que OC = ali et OD = av.
Onpose BM = tBC avec tréel dans [0 1].

1. a) Exprimez les affixes z,, et z,,de M et N en fonction
deagetl

b) Verifiez que les points C, D et N sont alignés.

2. a) Calculez I'affixe de l.

b) Déduisez-en le lieu du point |.

B Note. Il existe d’autres méthodes pour I"étude de ce
lieu ; voir le chapitre 16, TD 3, page 435.
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m: Le plan complexe est rapporté a un
repére orthonormal direct (O ; 4, V).

On consideére le paint A d'affixe 1 et, pour tout réel 8
appartenant a [0; 2x[, le point M d'affixe z = e'®, On
désigne par P le point d'affixe 1+z et par Q celui
d'affixe z2

1. A partir du point M, donnez une construction géo-

métrigue du point P, du point Q. Placez les points O, A,
M, P et Q sur une méme figure,

2. Trouvez |'ensemble des points P lorsque 6 décrit
l'intervalle |0 ; 2x].
Representez-le.

3. Sestle point d'affixe 1 + z+ z2, ol zdésigne toujours
l'affixe du point M.

a) Construisez 5 en justifiant la construction.

b) Dans le cas ol S est différent du point O, tracez la
droite (0S). Quelle conjecture faites-vous sur la position
du point M ?

c) Démontrez que le nombre Hﬂz—

que soit B appartenant a [0; 2x|.
Concluez sur la conjecture précédente.

5 Le plan complexe est muni d'un repére

(O; 0, V) orthonormal direct. A, A’, B et B’, sont les
points d'affixes respectives 1:—1:/: =

A tout point M, d'affixe z distinct de O, A, A”, Bet B, on asso-
cie les points M, et M, d'affixes z, et z, tels que les triangles
BMM, et AMM, sont rectangles et isocéles tels que -

est réel quel

(M.B, M,M) = (M,M, M,A) = "5‘
1. Faites une figure.

2. a) Justifiez les égalités :
-z =i(i—-z) et 1-z,=i(z—2z).
b) Vérifiez que z, et z, peuvent s'écrire sous la forme :
1+

&H = Tf_2+ 1) et z; = 17_'{24—5).

3. On se propose de trouver les points M tels que le
triangle OM, M, est équilatéral.

a) Prouvez que OM; = OM, équivauta [z+ 1| = |z+ |
Déduisez-en l'ensemble A des points M tels que
OM, = OM,. Tracez A.

b) Prouvez que «OM,=M;M;»
«lz+1]2 = 2]z|? »

¢) Déduisez-en I'ensemble I' des points M tels que
OM, = M,M,. TracezT".

d) Déduisez-en les deux points M pour lesquels OM, M,
est un triangle équilatéral, Placez-les.

H m Dans le plan orienté, on consideére les

points O et A fixés (O =A), le cercle ‘¢ de diameétre
OA =1, un point M distinct de O et A, variable sur €,
ainsi que les carrés de sens direct MAPN et MKLO.

équivaut a

Le but de l'exercice est de mettre en évidence quelques
éléments invariants de la figure et de prouver que le
point N appartient a un cercle a déterminer.,

On munit le plan complexe d'un repére orthonormal
direct tel que O et A aient pour affixes O et 1. On note k,
[, m, n, ples affixes respectives de K, L, M, N, P.

1. Prouvez que quel que soit M choisi sur ‘€, on a:
1

-
2l 2

2. Démontrez les relations suivantes :
l=im, p=-im+1+i

On admettra que I'on a également

n=(1-Nm+i e k=(1+)m
3. Prouvez que le milieu Q de [PL] est un point de €
indépendant de la position de M sur ‘€,
Précisez sa position sur ‘6.
4. a) Calculez la distance KN et prouvez que cette dis-
tance est constante,

b) Quelle est la nature du triangle QNK ?

5. Démontrez que le point N appartient & un cercle fixe,
indépendant du point M, dont vous préciserez le centre
et le rayon.

Le plan complexe est muni d'un repére (O ; G, V)
orthonormal direct (unité graphique : 4 cm).

Ay est le point d'affixe 2. Pour tout entier naturel n, si A
est un point d'affixe z,, on désigne par A; le point
d'affixe iz, et par A, le milieu de [A A7].

On note r, et B, le module et un argument de z,,

1. Placez les points Ay, A, Ay, Ag, Ay, Ac.
2. a) Prouvez que pour tout entier naturel n :

1+

Zopy = 52y

b) Déduisez-en que la suite (r,) est géométrique et que
la suite (8,,) est arithmétique.
Précisez leur premier terme et leur raison.

c) Calculez r, et 8, en fonction de n.

d) Quelle est la limite de la suite (r,)) ?
Interprétez géométriquement ce résultat.
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e) Pour quelles valeurs de n, les points O, Ag et A, sont-ils
alignés ?

1

P2

~

3. a) Prouvezquepourtoutn=1,A A, = —A, A,

b) Exprimez en fonction de n la longueur L,, de la ligne
brisée Ag A,... A, puis déterminez sa limite.

m: 1. a) (r,) est une suite géométrique

réelle de premier terme 1, (1, = 0) et de raison %

Exprimez r, en fonction de ryet de n
b) (8,,) est la suite arithmétique réelle de premier terme 6

(B, dans [0 : g[h et de raison %_:—r

Exprimez 8, en fonction de 6 et de n.

c) Pour tout entier naturel n, on pose z, = r,e'"
Sachant que 2, 2, et z, sont liés par la relation
zyz,2, = 8, calculez le module et un argument de z;, 2,
et z,.

2. Dans le plan complexe muni d'un repére orthonor-
mal direct (O U, V) (unité graphique: 4 cm), M, est le
point d'affixe z,,

a) Placez les points My, M, M, et M;.

b) Pour tout entier naturel n, calculez [M,M, | en

fonction de n.

n
c) On pose L, = Z IMM,,|. Calculez L, en fonc-
k=0
tion de n puis déterminez sa limite.

m Dans le plan orienté ABC A

est un triangle de sens direct. . N
On construit les triangles iso-
céles rectangles MAB et NAC
comme indigueé sur la figure.
Démontrez que OMN est un
triangle rectangle isocéle en O, B 0 c

Dans le plan orienté,
on donne la figure suivante,
ol OAB et OCD sont deux
triangles rectangles isocéles
desensdirectet™,N,P,Qles
milieux respectifs de [AB],

[BC], [CD], [DA].
Démontrez que MNPQ est
un carre,

® |e plan complexe est muni d'un repére ortho-
normal direct (O ; T, ¥). A toutpoint Mduplan, d'affixe
z, on associe le point M’ d'affixe 2" telle que:

L. 2E

T 142z
Prouvez que pour tout point M, son image M’ est un
point du disque de centre O et de rayon 1.

® Dans le plan orienté, ABCD est un quadrilatére
inscrit dans un cercle de centre O et de raycn r.

Dans le quart de tour direct de centre O, il se transforme
en A'B'C'D".

= —————— e e E—

P,Q, R, S désignent les milieux respectifs de [BA"], [CB'],
[DC'] et JAD'].

Démontrez que les droites (PR) et (QS) sont perpendi-
culaires et que PR=Q5.

m @ Dans le plan orienté, A, B, C sont trois paints
deux a deux distincts d'un cercle de centre O.

A’ B, C" sont les images de A, B, C dans |a rotation de
T

5

OnnoteM, N, P les milieux respectifs de [A'B], [B"C], [C'A].
Prouvez que MNP est un triangle équilatéral.

centre O et d'angle

: Dans le plan complexe muni d'un repére ortho:
normal direct (O ; 4, ¥), on donne le point B d'affixe |
Dans le quart de tour direct de centre O, le point M
d'affixe za pour image M’ d'affixe 2.

Quel est I'ensemble des points M tels que les points B, M,
M’ sont alignés ?

82 : Le plan complexe est muni d'un repére ortho-
normal direct (O: G. V). A tout point M d'affixe , on
associe les points M” et M” d affixes respectives z2 et z°.
Quel est 'ensemble des points M du plan tels que le
triangle MM’M” est rectangle ?

m e Leplancomplexeest muni d'un repére orthanor-
mal direct (O ; T, V). Pouvez-vous trouver un triangle
équilatéral dont les sommets sont des points & coordon- |
nées entiéres ?

- - T ————— - e —
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Problemes

: Thémes : Suites géométriques. Trigonomeétrie.

Configurations. Construction de pentagone régufier

1. Calcul de cos ‘%-ﬂ

2n

i
Onpose® =€ ° puiso = @+ 0% et f = @2+ ®.
a) Démontrezque 1 + W + @? + > + w* = 0.
b) Prouvezque at+f§ = -1 et atff = —1.

c) Justifiez que © et P sont les solutions de I'équation du
secand degré X2+ X-1 = 0 [1].

d) Exprimez o en fonction de cos(zs—n).
e) Résolvez I'équation [1] et déduisez-en la valeur

exacte de cas[%‘).

2. Etude d’'un pentagone régulier

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal
direct (O ; T, ¥). On désigne par Ay, Ay, Ag, Az, A, les
points d'affixes respectives 1, w, w?, ®?*, "

H est le point d'intersection de l'axe réel et de la droite
(AyA,).

a) Vérifiez que AyA, A.AzA, estun pentagone régulier
inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 1.

b) Prouvez que OH = cos(i’—n]ﬁ.

1
c) I' est le cercle de centre £ d'affixe -5 passant parle

point B d'affixe i Il coupe I'axe réel en deux points M et
M. (On note M celui d'abscisse positive]. Démontrez que
OM = «ii, ON = Bu et que H est le milieu de [OM].
d) Calculez la longueur du cdté du pentagone.

3. Construction a la régle et au compas

Déduisez de la question 2., une construction simple d'un
pentagone régulier dont on connait le centre O et un
sommet A,

4. Une construction approchée

Elle est effectuée (sur le dessin cl-aprés) avec une méme
ouverture de compas AB prise comme unité.

Les cing cotés du pentagone ont la méme longueur par
construction, mais est-ce un pentagone régulier ?

a) Justifiez que K, O et | sont alignés.

b) On considére le repére orthonormal (O ; Ol, OJ).
Indiguez les coordonnées des points|, J, Ket B et donnez
une équation de la droite (KC).

¢) On note o l'abscisse de C, Utilisez I'égalité BC = 1
S3-1+J63-4

4
d) Calculez de deux fagons le produit scalaire BA . BC

pour prouver que o =

et déduisez-en que COSEEE = % -a.

e) Quelle est, en degrés, la mesure de ABC dans le cas
d'un pentagone régulier ?

= R ————

e aae————

A l'aide de la calculatrice, comparez avec celle obtenue
par cette construction. Concluez.

12 Commentaire. La construction ci-dessus est attribuée 3
Albert Diirer (1471-1528).

m : Theémes : Le nombre j. Rotations. Optimisation

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O; U, V)
a2n

(unité graphique:05 cm).Onnote | = 8,
On donne les points A, B, C d'affixes :

a=8 b=6j, c¢=8-
On appelle ry, rg, I les rotations de centres respectifs A,

B, C et d'angle g-
Onpose A" = r(B), B” = 1, (C), €' = rzg(A).

1. Démontrez que le nombre j est tel que:

4
P=1, 1+j+2=0 ed3=-2 e 3=-|
2. a) Prouvez que a’, affixe de A’ est un réel.
b) Exprimez les affixes de B” et C’ en fonction de J.

c) Démontrez que les droites (AA”), (BB') et (CC") sont
concourantes en O.
3. On se propose de démontrer que Sy, = MA + MB +MC
est minimale lorsque M = 0.
a) Calculez la somme Sg.
b) M désigne un point quelconque d'affixe z.
Prouvez que :
l(a-2)+ (b-2)j2+ (c—-2)jl = la+bj2+cjl = 22
c) On admet que, quels que soient les nombres complexes
zZ etz":

lz+ 2’ +2" = |z| + |27 +|2”].
Prouvez que Sy, est minimale lorsque M = O,
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Dans chacun des exercices, le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; 4, V).

QCM

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

m ® m 1. On donne les points A, B et C d'affixes :

g=-2+3i
Le triangle ABC est :
|a | isocele et non rectangle.

| ¢ rectangle et isocéle.

; zZ
2. A tout nombre complexe z# -2, on associe le nombre complexe z° tel que ' = —

b= =3=i

¢ = 208+ 1298i

'b | rectangle et non isocéle
|d | nirectangle, ni isocéle.

— 4
+ 2

e L'ensemble des points M d'affixe ztels que | 2’| = 1 est:

'a]un cercle de rayon 1.
"¢ |une droite privée d'un point.

| b|une droite.
| d |un cercle privé d'un point.

o L'ensemble des points M d'affixe z tels que 2z’ est un réel est:

'a|un cercle de rayon 1.
E une droite privée d'un point.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie
ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse.

1. Les points A, B, C d'affixes :

1[31-;3—?.

g=e% b=e , C=et

définissent un triangle équilatéral.

2. Aest ladroite passant par A(/) et de vecteur direc-
teur W(1 + i). Alors A est I'ensemble des points M( z)

D'aprés document ministériel
1. Démonstration de cours
Pré-requis. On rappelle que :

« Pour tous complexes non nuls zet 2’

arg[z—z_-.] = argz—argz’.
« Pour tous points distincts P et Q d'affixes respectives p
etq, arg(g—p) = (T, PQ).
Démontrez que pour tous points A, B, M d'affixes res-
pectives a, b, 2, distinctes deux a deux:

'b|une droite.
'd | un cercle privé d'un point.

Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

tels que arg(z—i) = = (mod 2x).

13

3. La transformation T qui, a tout point M(z), associe

le point M’(2") telque 2" = (1 + §.‘Jz est une rotation
& 9

de centre O.

4. Une écriture complexe de la sumétrie de centre A(f)

est Z' = — z+ 21,

5. AMN est le triangle rectangle en A, isocele, de sens

direct tel que M(3 + 2i) et N(31). Alors l'affixe de A

est 1+

Reportez-vous

a la fiche O du bloc méthodologique page 466.

e s Z—-b
(MA, MB) = arg[m)_

2. Application. A et B ont pour affixes respectives 2iet
-1. A tout point M daffixe z différent de 2i, on associe

; +;f' Utilisez la question 1. pour déterminer puls
représenter I'ensemble des points M dans chacun des
cas suivants :

a) Z est un réel strictement négatif ;
b) Z est un imaginaire pur non nul.

=
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C'est en 1839 que I'on trouve la définition du produit
scalaire de deux vecteurs et son expression en fonc-
tion de leurs coordonnées dans la thése de Grassmann
« Théorie des flots et des marées ».

Le calcul vectoriel a été lancé et utilisé par des physi-
ciens et des ingénieurs, surtout dans la seconde moitié
du XIx® siécle et au début du xx®. L'origine remonte aux
travaux de Hamilton (1805 — 1865) et de Grassmann
mais son développement est essentiellement d{ au
physicien Maxwel (1831 — 1879), au chimiste Gibbs
(1839 — 1903), a l'ingénieur Heaveside (1850 — 1925).
Ce n'est que plus tard que les mathématiciens, faisant
abstraction des entités physiques, ont vu toute la
géneéralité de cet outil. Les
théoriciens du calcul vecto-
riel ne distinguent pas vec-
teurs de l'espace et vecteurs
du plan, mais travaillent

avec des vecteurs pouvant

avoir n coordonnées, dans ce

qu'on appelle des espaces

vectoriels abstraits. Cette

théorie est aujourd'hui d'une

P
M S
_& -

A grande importance en ma-
Hermann Giinther ¥ .

Grassmann thématiques et, en retour,
1809 —1877

dans les autres disciplines.

Le produit scalaire

dans I'espace

A LA MEME EPOQUE

La premiére « loi
sociale » est votée
en 1841, limitant le
travail des enfants.
Les enfants ne
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Rappels de Premiére S

n Norme et distance dans I'espace

Dire que le repére (O ; i, j, k) est orthonormal, c’est dire que les vecteurs i,j et k sont
deux a deux orthogonaux et que lil = ﬂl = k| = 1.

1. Norme d'un vecteur
Dans un repére orthonormal, le vecteur u de coordonnées (a ; b ; ¢) a pour norme :

|l = Ja?+b2+c2.
2. Distance
Dans un repére orthonormal, si les points A et B ont pour coordonnées (x, ; yy ; 2,) et

(xp; Vg 2g) alors:

AB = [(xg-x,)%+ (yp—ya)>+ (25—2,)%.

3. Exercice

Les points A, B, C et D ont pour coordonnées A(2 ; 2 ; 2), B(=2 ;2 ; -2), C(2;-2;-2)et
D(=2 ;-2 ; 2). Calculez les longueurs AB, AC, AD, BC, BD et CD.

Que pouvez-vous en conclure pour les faces du tétraédre ABCD ? (Le tétraédre est dit
régulier.)

E Droite et plan perpendiculaires

Dire que deux vecteurs non nuls MN et PG sont orthogonaux équivaut a dire que les
droites (MN) et (PQ) sont orthogonales.

1. Plan perpendiculaire a une droite

d est une droite, U est un vecteur directeur de d, et A est un };

point de d.

Le plan 7 perpendiculaire a d en A est I'ensemble des points )!;l/ﬁ/ :
M tels que la droite (AM ) est perpendiculaire 4 d (auquel on /
adjoint le point A).  est donc 'ensemble des points M tels ' ld

que le vecteur AM est orthogonal a &. Il en résulte que la
droite d est orthogonale 4 toute droite d” du plan .

2. Théoréme d
Lorsqu'une droite d est orthogonale a deux droites sécan-
tes d'un plan 7P, alors d est perpendiculaire a ¥, et donc
orthogonale a toute droite du plan 2.

3. Exercice

Le point B et la droite d sont dans le plan 2. La droite (AB)
est perpendiculaire au plan # et la droite (BC) est perpen-
diculaire a la droite d.

a) Expliquez pourquoi les droites (AB) et d sont orthogo-
nales.

b) Prouvez que la droite d est perpendiculaire au plan (ABC).

¢) Déduisez-en que la droite (AC) est perpendiculaire a la droite d.

LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE




Calculs dans un cube

On se propose dans cette activité de traduire analytiquement I'orthogonalité de deux
vecteurs de l'espace.
ABCDEFGH est un cube d'aréte AB = 3. Considérons le repére orthonormal (D ; ._; ff)
indiqué sur la figure ci-dessous.

H G

A
1. Donnez dans ce repére, les coordonnées de tous les sommets du cube.
2. a) Pourquoi les droites (AB) et (FG) sont-elles orthogonales ?
b) Calcu]eE les coordonnées (x; y; z) du vecteur AE et les coordonnées (x° iy ;2") du
vecteur FG.
c) Calculez xx" + yy’ + zz'.
3. a) Pourquoi les droites (AC) et (BF) sont-elles orthogonales ?

b) Calculez les coordonnées (x ; y ; z) du vecteur AC et les coordonnées (x”; y';2z') du
vecteur Ef 2

c) Calculez xx’ + yy’ + zz".

4. a) Dessinez en vraie grandeur le quadrilatére DBFH. Les droites (DF) et (HB) sont-elles
perpendiculaires ?

b) Calculez les coordonnées (x ; y ; z) du vecteur DF et les coordonnées (x" ;¥ ;2") du
vecteur HB.

c) Calculez xx” + yy" + zz'.
5. a) [ est le centre de la face EFGH. Donnez les coordonnées du point 1.

b) (x ; y ; z) sont les coordonnées du vecteur DF calculées a la question 4. b).
Calculez les coordonnées (x"; ¥ ; ) du vecteur BI.

c) Calculez xx” + yy” + zz'. Que pouvez-vous conjecturer ?
6. a) Placez le point I sur la figure dessinée a la question 4. a).

b) Pour prouver que les droites (DF) et (BI) sont perpendiculaires, on est ramené a un
probléme du plan. En choisissant un repére orthonormal du plan (DBF), donnez les
coordonnées des points de la figure et calculez le produit scalaire DF . BI. Que pou-
vez-vous en conclure ?

Plus généralement, nous verrons dans le Cours que, dans un repére
orthonormal, I'orthogonalité de deux vecteurs ii(x ; y ; 2) et v(x’; y"; 2") se traduit
par xx" +yy' +zz' = 0.

Nous verrons que le nombre xx’ + yy’ + zz’ est appelé produit scalaire des vec-

teurs il et ¥.
CHAPITRE 14




Rappel
cos(d, V)

=C05(V, )= cosa
ou ¢ est une mesure en
radians de |'angle formé
par U et v.

THEOREME 1 ®»

Rappel
AB = |ABI.

THEOREME 2 »

MNote

Voir Comprendre page
suivante le produit
scalaire de deux
vecteurs colinéaires.

1) Produit scalaire dans le plan

1.1 Les quatre expressions
du produit scalaire (rappeils)

1. Dans le plan, une unité de longueur étant choisie, le produit scalaire des vec-
teurs u et v est le réel noté u - v défini par:

1 — | |
5 Ll + w12 — 1l — [#112]
2. Si i et ¥ sont deux vecteurs non nuls, alors :
d-v = |l x[J¥] x cos (i, ¥) .
Si et ¥ sont deux vecteurs non nuls et si o est la mesure =

de I'angle géométrique associé a u et v, alors : @
u-v = [u] x[v] x coscr. 0

—

H-v =

3. §i, dans un repére orthonormal, d et V ont pour
coordonnées respectives (x; y) et (x”; y"), alors :

u-v =xx"+yy".
4.8i C'D’ est le projeté orthogonal de CD sur la E//
droite (AB), alors cD D’. T

AB-CD = AB-CD

1.2 Orthogonalité et distance (rappels)

Dire que deux vecteurs u et v sont orthogonaux équivaut a dire que u-v = 0
et donc, dans un repére orthonormal, i dire que xx"+yy’ = 0, o1 (x; ) et
(x"; ¥) sont les coordonnées respectives de i et V.

Il résulte de 'expression i - ¥ = [[d] % ||¥]| % cosa, que i1 = [z]? et donc que
pour A et B quelconques dans le plan, ABZ = AB - AB. On écrit AB - AB = ABZ,

1.3 Distance d’un point a une droite
(complément)

Dans un repére orthonormal, la distance du point A de coordonnées (¢ ; B) a
la droite d d'équation ax + by +¢ = 0 est égale a lam+hp + e .

JaZ + b2
Démonstration.

Le vecteur n{a; b) est un vecteur normal i la droite 4, donc y
7i#0 Notons A’(0; P’) le projeté orthogonal du point A sur
d: la distance cherchée est AA". Or AA’ et 1 sont colinéaires,
donc [7i- AR’ = |I7ill - AA’ = JJa? + b? x AA” [1].
Le vecteur AA’ a pour coordonnées (¢t — o : [’ — P), donc:

|7 - AA’| = |ao’ + bP’ — ac - bf|.

Or A’ appartenant 2 la droite d, s’ + b’ +¢ = 0, doin: O\ )
|i-&AY = |-a0—bB—d = lac+ BB+ [21. ol WE
- s _ oo+ bBPp+d
Les égalités [1] et [2] entrainent AA" = ——.
Ja? +b?

LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE



Lorsque u etv
sont colinéaires

oli-V = |[dfl x|IV]| lorsque U et ¥
sont colinéaires de méme sens.

ol -v=-||U] x|v] Ilorsque
et V sont colinéaires et de sens
contraires.

s Dans tous les cas, lorsque U et ¥
sont colinéaires ;

|a-v| = [ldl < |l.

Régles de calcul

Quels que soient les vecteurs U, V,
Wetlesréels et b:

V=V U

el - (V+ W)
e(U+V)- W
e(al)-(bV) =
Mais :

el V = 0 nimplique pas U
ou ¥ = 0. L'égalité dit que T
sont erthogonaux.

| -
= U-w nimplique pas
mai U-(v-w) = et
et V— w sont crthugo-

V+ U W
W+ VWL

ab(d-v).

nn
cLel

=0
etv

Des applications

» La relation d'Al-Kashi

a2 = b2+ 2 —2bccosA.

slethéoréme de la médiane
lest le milieu de [BC] :

ABZ +ACZ = 2A12 + —;—BCZ.

A

EXERCICE RESOLU n Démontrer que deux droites

saont orthogonales

HITEA ABC est un triangle rectan- g
gle en A. M est le milieu de [BCl et Hle ke 4
pied de la hauteur issue de A.

H se projette en K sur [AB] et en L sur
[AC].

Prouvez que les droites (AM) et (KL)

sont perpendiculaires. A

SOLUTION COMMENTEE

Utilisons le produit scalaire. Pour prouver que les droites (AM) et (KL) sont
perpendiculaires, il suffit de demontrer que AM - KL = 0.

M étant le milieu de |BC| AM = —(AB +AC).

I

,_
o]

D’oﬂ,W-ﬁ:E{A_B'JrE}-ﬁ:%{A_B'-ﬁJrﬁ_.C'-fE)

5 (AB - FA + AC - AH) = JAH - (AC - AB) = %Aﬂ-ﬁ'ﬁf:o.
car, par hypothése, (AH) est perpendiculaire a (BC). Donc les droites (AM) et
(KL) sont bien perpendiculaires.

Calculer des grandeurs
avec le produit scalaire

Un repére orthonormal (O ; i, /) est |

EXERCICE RESOLU n

| Y
donné. Les points A, B et Cont pour coordon- fiml 3 :t
nées A(=2;0),B(1:3)et C(2;-2). | -2 |l
1) Calculez une mesure de l'angle BAC | 3 Hl 1 \ !
arrondie au dixiéeme de degré. 1 .
2) Calculez CH, -2 \Qk_\\’:lgﬁz_. | x|
=TT

1) L'expression 2 du produit scalaire fait interr @ —H—"—"7"+—+—-——

venir le cosinus d’un angle géométrique. Ici AB - AC = AB x AC x cosBAC.

AB a pour coordonnées (3;3) et AB = ./32+32 = 3./2.

AC a pour coordonnées (4 : —2) et AC = J42 +(=2)2 = 2./5.

Ix4+3x(-2) 1
3 ﬁ x 2.5 J10

et I'arrondi au dixiéme de degré de BAC est 71 65

2) Calculons la hauteur CH, c'est-a-dire la distance de C a la droite (AB). Pour

cela, écrivons une équation de (AB). Par lecture graphique, ou par le calcul, on

obtient y=x+2 soit x—y+2 = 0.

Le théoréme 2 permet de calculer CH et :
T L e S

J124+(=1)2 42

Do, cosBAC = - Ala calculatrice, BAC =71 ,56°
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DEFINITION 1| »

Note

- v ne dépend pas

du choix des points A, B
et C car si

i=AB = AE", alors :
5l = |AB| = [|A°Bf.

Note

Lorsque i et v sont
colinBairas, comme dans
le plan,

|G = Bl > ¥

THEOREME 3 »

Rappel

Légalite

|iﬁﬂa = xt4 y: + 72
n'est vraie que dans

un repére orthonormal.

THEOREME 4 »

2) Produit scalaire

dans I'espace

2.1 Définition

Dans1'espace, une unité de longueur étant choisie, le produit scalaire des vecteurs
u et v est le réel noté u - v défini par :

3l + 12 - 2 - 7121,

u-v

Deux vecteurs i et U de I'espace sont nécessairement coplanaires, c’est-a-dire quiil
existe A, B et C tels que 4 AB et ¥ = AC et (aumoins) un plan % contenant A,
BetC.
C
/ 7
teurs de I'espace AB et AC coincide avec celle du produit b AL T /
scalaire de ces mémes vecteurs dans le plan 7.

L'unité de longueur dans le plan % étant celle choisie
dans I'espace, la définition du produit scalaire des vec-

Il en résulte que les expressions suivantes du produit scalaire établies dans le plan
(voir page 378) sont encore valables dans l'espace.

@ Si o est la mesure de I'angle géométrique associé a i et v,

i-v = |[ull x|vl % coso..
op £ H——B

Conséquence. AB - AB = |AB|2 = AB2.
2.2 Expression analytique du produit scalaire

® Si, dans le plan 2, le point H est le projeté orthogonal de
C sur la droite (AB), alors - v = AB-AC = AB- AH.

Si, dans un repére orthonormal, i et v ont pour coordonnées respectives (x; y; 2)
et(x;y ;2 alors 4-¥ = xx"+yy’ +22'.
Démonstration. Dans les conditions énoncées, [i]2 = x2+y? + 22, [7]? = x"2+y? +2"? et
lG+7]2 = (x+x)2+ (p+y)? +(z+z")?. Donc, en utilisant la définition 1 :

i = %[(xz+2th'+x'1]+()r9+2yy’+y'_")+{33+222'+z'?]ux?—yz—zz—;-rq—y'z—z'zl

= %[Zxx' + 2yy’ + 222") = xx" +yy’ +2z’.

2.3 Regiles de calcul

Quels que soient les vecteurs i, U et W, et les réelsaet b :

lu-v=v-u. 2.4 -(V+w)=u-v+u-w. 3. (ad)-(b¥) = (ab)i:
Démenstration. Démontrons la régle 2 (les deux autres se traitant de maniére analogue).
Choisissons un repére orthonormal (O ;1,], k) et notons (x;y:z), Oy 2 et (X795 2") les
coordonnées respectives de i, ¥ et .
Le vecteur ¥+ a pour coordonnées (x"+x";y"+y” ;2" +2"), donc;
G- (F+W) = x(x" +x") + (' +y") + 22" +2") = (xx" +yy" +22°) + (xx" + yy” +22")
d-v+i-w.

=

non
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COMPRENDRE

Notion d’angle
de deux vecteurs
de 'espace

Pour déterminer I'angle géométri-
gue associé a deux vecteurs de
lespace, on choisit des représen-
tants de ces vecteurs situés dans
un méme plan.

Exemple.

Calculons la mesure o de l'angle
geéometrigue asspCié aux vecteurs
AF et BG dans le cube de coté a ci-
dessous.

H

i

]

]

'

s
it

Les vecteurs BG et AH sont égaux,
donc o est aussi la mesure de 'angle
géométrique associé a AF et AH et
A F et H sont dans un méme plan,

Le triangle AFH est équilatéral car
AF = AH = FH = a./2,

onen déduit que ot = g

Un intérét
de la projection

{Voir la conséquence du § 2.1.)
Enremplacant AC par sa projection
orthogonale AH sur la droite (AB),
onrameéne le calcul de AB - AC au
eyl du produit scalaire de deux
vecteurs colinéaires AB et AH qui
est plus facile a calculer,

Exemple.
. Dans le cube ci-dessus, calculons le

produit scalaire AF - AG. Dans le

plan [AEG), le point G se projette
orthogonalement en E sur (AE),

donc AE - AG = AE -AE = a?.

SAVOIR FAIRE

EXERCICE RESOLU n

Calculer
des produits scalaires sans repére

ABCD est un tétragédre regulier d'aréte a: chague face est un triangle équila-
téral de coté a. Calculez

AB-AC, AB-AD et AB-CD.
SOLUTION COMMENTEE
e — 2
® AB - AC = AB x AC x cosBAC = aEf:osg = %

—— — ¢
® De méme, AB-AD = 5

@ D'apres la relation de Chasles, D =ﬁ =AL.
donc AB-CD =AB (AD— AC) = AB- AD - AB - AC.

— 2 2
Do AB-CD=L_2 _ ¢

2 2

EXERCICE RESOLU n Calculer dans un repére orthonormal

Un repére orthonormal (O ; .7} Ic') est
donné,
Sont représentes sur la figure ci-contre
les paints:
A(1:0;0),B(0;1;0),C0;0;1),
DO;2;0),E(T;1:1).
Le point M est le milieu de [AB].
Calculez :

AB-AC, AE-AD, OE-CM.

SOLUTION COMMENTEE

® Les coordonnées des vecteurs AB et AC sont respectivement (~1:1;0) et
12051,

® Les coordonnées des vecteurs AE et AD sont respectivement (0:1;1) et
(-=1:2:0).

Or0Ox(-1)+1x2+1x0=2donc AE-AD =2.

@ Le point M a pour coordonnées (15 ; % ;Uj.

Les coordonnées des vecteurs OF et CM sont respectivement (1 ;1 ; 1) et

41

Or 1 x%-ﬂ X .1'_-E+1 % (—1)=0,donc OE-CM =0,

~» EXERCICE 14

CHAPITRE 14
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3) Orthogonalité dans I'espace

3.1 Vecteurs orthogonaux

DEFINITION 2 ® | Dans I'espace, dire que deux vecteurs non nuls i et V sont orthogonaux signifie
quesiii = AE et ¥ = CD, alors les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

THEOREME 5% 1. Dire que « deux vecteurs i et v sont orthogonaux » équivaut a dire que :
u-v=0.

2. Donc, dans un repére orthonormal, «les vecteurs ii(x;y ;z) et ¥(x";y';2)
sont orthogonaux » équivaut a :

xx'+yy' +2z" = 0.

Démeonstration. .
1. Le vecteur nul est orthogonal A tout autre vecteur, et donc si i=0ou? =D,
le résultat est immeédiat.
SR 2 ; & D
On suppose donc i et ¥ non nuls_.!l existe alﬂr_s des points A, B et =
CA#BetA#Q) telsqued = AB et v = AC. T
Notons D le point tel que AB + AC = AD. ¥ 5
Par la définition 1, AB - AC = %II{A—B+X"C‘H?- IABI? - |ACI?). A "B

Donc AB - AC = 0 équivaut 3 AB?+AC? = AD?, donca AH et AC orthogonaux.
D'ot le résultat.
2. L'assertion 2. résulte directement de 1. et du théoréme 3.

Dans un repére orthonormal, les vecteurs u et v de coordonnées respectives
(1;2;-3)et(0;4;5)nesontpasorthogonauxcar 1 X0 +2 x4 +(-3)x5=0.

3.2 Vecteur normal a un plan

m

Par définition, dire que le vecteur non nul AB est nor-
mal au plan  signifie que la droite (AB) est perpen-

A
diculaire au plan . / |4 /
-

DEFINITION 3 ® | Unvecteur normal a un plan % est un vecteur non
nul 7i dont la direction est orthogonale au plan %.

3.3 Orthogonalité d’une droite et d’un plan

d est une droite, 7 un vecteur directeur de 4 et A un d
point de d.

n
Le plan 9 perpendiculaire 3 la droite d en A est 'ensem- ; T
ble des points M tels que la droite (AM) est perpendicu- & Alﬂv/" /
I

laire a d (auquel on adjoint le point A).
P est donc I'ensemble des points M tels que AM est
orthogonal 4 71. Le vecteur 7 est donc normal a 9.

Le plan qui passe par A et de vecteur normal 7 est 'ensemble des points M

e

tels que : AM-n = 0.

LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

La projection
orthogonale
sur un plan

On ne change pas le produit scalaire

de deux vecteurs AB et AC en rempla-

cant I'un deux, par exemple AC, par

son projeté orthogonal sur un plan

contenant la droite (AB).

En effet, soit C’ le projeté orthogonal

de Csurle plan 2.
—AB-AC’+AB-CC.

Or les droites (AB) et (CC) sont

orthogonales donc AB - C'C=0 et
AB:-AC=AB- AC

=} EXERCICE RESOLU B

Une utilisation des
vecteurs normaux

Les vecteurs normaux permettent de
déterminer la position relative de
deux plans 2 et 9.
iy estun vecteur normal a % et fi, est
un vecteur normal & 2.
e «1i; et fi, sont colinéaires » équi-
yaut a « 9P et 2 sont paralleles ».

”I

e«f;, et fi, sont orthogonaux»
équivaut a « % et 2 sont perpendi-
culaires ».

4 ﬂ‘2
_'.5: —

=
_.=l

EXERCICE RESOLU H Démontrer

qu'un vecteur est normal a un plan

H
FHN:]IE!ABCDEFGH est un cube. Montrez que
AG est vecteur normal au plan (CFH). E 'ﬂv G
N
Pour prouver qu'un vecteur est normal a un

plan, il suffit de prouver qu'il est orthogonal a
deux vecteurs non colinéaires de ce plan. Al

SOLUTION COMMENTEE 8

D'aprés le point méthode, montrons que AG est orthogonal a FH et FC, puis-
que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires,

® FH - AG = FH - EG car A se projette orthogonalement en E sur le plan (FHE).
Or la face EFGH étant un carré, (FH) et (EG) sont perpendiculaires, ce qui se

traduit vectoriellement par FH - EG = 0. Donc FH - AG = 0 et les vecteurs FH et
AG sont bien orthogonaux,

® De méme, FC - AG = FC BG = 0 et FC et AG sont orthogonaux.
AG est orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires FH et FC: il est donc
normal au plan (CFH).

=% EXERCICES 21 et 22

Démontrer

EXERCICE RESOLU ﬂ
I'orthogonalité de deux droites

ATEH d est une droite contenue dans un plan 7.
Un point A extérieur a % se projette orthogonalement en B sur 2 et le point
B se projette orthogonalement en C sur d

Démontrez que (AC) et d sont perpendiculaires,

Pour prouver que deux droites d et d’ sont arthogonales, on peut prouver
que 0-0'=0, ot Uet U’ sont des vecteurs directeurs de d et d”.

SOLUTION COMMENTEE

Notons T un vecteur directeur de d et démontrons que AC - Ti= 0.

AC se projette en BC sur le plan %, donc AC - i=BC- =0

Donc (AC) et d sont perpendiculaires.

Remarque.

Supposons cette fois que A se projette orthogonalement en C sur la droite d,
alors la droite (BC) est perpendiculaire & d. En effet, BC- i=BA - U+ AC-U=0,

< EXERCICE 19

CHAPITRE 14
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THEOREME 6

Note

Cette équation
cartésienne n'est pas
unique,

THEOREME 7 »

HESTITUTION
ORGANISEE DES
CONMNAISSANCES

exercice [

a) Equation
cartesienne d’un plan

4.1 Equation cartésienne d’un plan

Dans un repére orthonormal :

1. Sile plan % a pour vecteur normal #i(a ; b ; ¢) alors P a une équation carté-
sienne de laforme ax + by + ¢z + d = 0 oua, b, ¢ ne sont pas tous nuls puisque
7 est un vecteur normal.

2. Réciproquement, si les réels a, b, c et d sont donnés, et a, b, c ne sont pas tous
nuls, I'ensemble des points M(x ; y ; z) tels que ax+ by + cz +d = 0 estun plan
de vecteur normal ii(a ; b ; c).

Démonstration.
1. % est un plan et ri{a ; b; ¢) un vecteur normal a %,
Le vecteur A est, par définition, non nul : les réels a, b et ¢ sont non tous nuls. Choisissons un point
Ade 2P, alors P est 'ensemble des points M tels que AM - # = 0 (voir § 3.3, page 382).
Notons (x5 i ¥0320) les coordonnées de A
Alors AM -7 = 0 se traduit par a(x - x;) + b(y —y,) + ¢(z - z,) = 0, c'est-a-dire par:

ax + by +cz— (axg+ by, + czy) = 0,
et, en posant d = —(axg + by, +czy), par ax+by +cz+d = 0.
2. Réciproquement, notons ¢ I'ensemble des points M(x ;y;z) telsque ax + by +cz+d = 0.
a, b et ¢ étant non tous nuls, il est donc toujours possible de choisir les réels x;, v,, z, de facon que
d = —(axg + by, + cz,) (sia #0, on peut choisir x, = - 2 Yo=2= 0). Ainsi, le point Alx,: vy ; z,)
est un point de ¢,
Dire que M(x; y; z) est un point quelconque de € équivaut a dire que :
ax+by+cz+d=0, ax+by+ecz—(axg+by,+czy) =0, alx—x,)+b(y—y,)+c(z-2,) = 0.
Notons 7i le vecteur de coordonnées (a ; b ; ¢). Alors la derniére égalité se traduit par AM - # = 0, ce
qui équivaut a dire que M appartient au plan % qui passe par A et de vecteur normal 1 (voir § 3.3,

page 382). Aingil'ensemble € est le plan @,

4.2 Distance d’un point a un plan

Dans un repére orthonormal, la distance du point A de coordonnées (o ; B ;7) au
lacu+ BB +cy+d|

Ja?+b? + ¢?

plan % d'équation cartésienne ax +by +cz +d = 0 est égalea

Démonstration.

Le vecteur rila ; b ; ¢) est un vecteur normal & &P, d

La droite perpendiculaire & 7 passant par A coupe P en A’, de

coordonnées (e’ ; i’ ; "), qui est le projeté orthogonal du point A A

sur le plan % ; la distance cherchée est AA",

Les vecteurs AA’ et 7 sont colinéaires, donc : b

[i-AA' = |Al xAA’ = Ja? + B2+ 2 x AA" [1). / Al l',,'/
e

Le vecteur AA’ a pour coordonnées (o' -c; B -B;y" -7).
donc:

[7i- AR = |a(c’ — )+ (B’ -B)+e(y’' -7)| = lac’ + bf’ + ¢y —at— bf — cy).
Or A’ appartenant auplan 2, a0’ + "+ ¢y ' +d = 0, d'ou:
[7-AA| = |-d—aa-bP-cyl = law+bB+cy+d [2).
fact + b + cy + 4]
Jai+birc?

Le vecteur # étant non nul, les égalités [1] et [2] impliquent AA" =
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Conséquence
du théoréme 6

# Si on connait un vecteur normal
t(a;b;c) du plan 9, alors on en
déduit qu'une équation de 2P est
ax+by+cz+d=0.

La connaissance des coordonnées
d'un point du plan % permet le calcul
ded

e Réciproguement, si on connait une
équation de P, ax+by+cz+d=0,
alors on connait un vecteur normal
a® cestii(a; b;c)

=} EXERCICE RESOLU 7

Une équation
particuliere

(0; 1], k) est un repére de l'espace.
Les réels g, b et ¢ sont non nuls.

Les points A(a;0;0), B(0O;b;0) et
C(0;0;¢) sont sur les trois axes et
déterminent un plan dont une équa-
tion cartésienne est:

—+=2Fs =1
a b ¢

Application. Lorsqu'on connait les
coordonneées des points dintersec-
tion d'un plan avec les troisaxes, on a
immédiatement une équation de ce
plan.

=3 TD 3, p. 389

Régionnement
de I'espace

Le plan 9, déquation cartésienne
ax+by+cz+d=0, partage |'espace
en deux demi-espaces ouverts:

e les points M(x;y;z) de l'un sont
tels que ax+ by+cz+d =0,

e les points M(x; y; z) del'autre sont
telsque ax+ by+cz+d<0.

ax+by+cz+d=0

=» TD 4, p. 390

EXERCICE RESOLU Trouver une équation d'un plan

AITEN Dans un repere orthonormal, on donne le point A(2;1;-3) et
le vecteur t(1;1;2).
Trouvez une équation du plan % passant par A et de vecteur normal U.

SOLUTION COMMENTEE

Le plan & a une équation de la forme:
ax+by+cz+d =0,
ol (a; b;c)sont les coordonnées d'un vecteur normal a %P. Donc une équa-
tion cartésiennede P estdelaforme x+ y+2z+d = 0. llresteatrouverd
Or le point A est un point du plan 2 donc ses coordonnées vérifient I'équa-
tion x+y+2z+d = 0.
Ainsi 2+ 1+2x%(-3)+d=0;doud=3
Une équation de & est x+ y+2z+3=0.
Une autre méthode
% est 'ensemble des points M(x; y; 2) tels que AM - Ti = 0, c'est-a-dire tels que :
(x=2)x T+ (Y- x1T+(z+3)=x2=0
Onretrouve x+y+2z+3=0.

~¥ EXERCICES 26 &t 27

EXERCICE RESOLU n Déterminer la position de deux plans

Dans chacun des cas suivants, on donne les équations des plans % et .
Dites s'ils sont sécants ou non, perpendiculaires ou non.

1) P . x—4y+7=0 et D:x+2y-z+1=0
2)P:x-2y+3z-1=0 et D:2Zx—-4y+6z=0.
I)P:2x+y—-z+1=0 et D:x+2y+4z-5=0.

1) (1 ;-4 0) est un vecteur normal a % et n,(1; 2 ; —1) est un vecteur nor-
mal 3 9 (théoréme 6).

Les deux vecteurs fi; et i, ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne
sont pas proportionnelles : il n'existe pas de réel k tel que T, = k7, donc les
plans % et 2. ne sont pas paralléles donc ils sant sécants.

Il est donc légitime de se demander s'ils sont perpendiculaires.

Or A -Ay=1%xX1+(-4)x240x(-1)==7%0,

donc les vecteurs i, et fi, ne sont pas orthogonaux et les plans 2 et 2 ne
sont pas perpendiculaires (voir Comprendre page 383).

2) 1,(1 ;-2 ; 3) est un vecteur normal a 2 et f,(2 ; —4 ; 6) est un vecteur
normal a 2. Les deux vecteurs fi; et fi, sont colinéaires car i, = 2n; donc
les plans 2P et 2 sont paralléles.

L'origine O(0; 0 ; 0) appartient 8 2 et non a % donc les plans % et 2. sont
paralléles disjoints.

3) A (2 ;1;=1)est un vecteur normal a P et My(1; 2 ; 4) est un vecteur
normal a 2.

Orn,-fi, =2X1+1x2+(-1)x4=0,

donc les vecteurs fi, et fi, sont orthogonaux et les plans % et 2 sont
perpendiculaires.

=3 EXERCICE 29

CHAPITRE 14
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Q Produit scalaire

« Dans l'espace (une unité de longueur étant

choisie), le produit scalaire de deux vecteurs

i et ¥ peut s'exprimer de trois facons
e L

1.a-v = [+ v |@> - [#]].

2. u-v = ||t x|v] % cosat, avec a mesure

de I'angle géométrique associé a u et v.

3.u-v = xx"+yy’ +22’, dans un repére
orthonormal.

 Projection

AB-CD = AB-CD’ ot C'D’ estle projeté
orthogonal de CD surun plan contenant (AB).
 On utilise le produit scalaire dans l'espace,
comme dans le plan, pour prouver une
orthogonalité, calculer une distance, déter-
miner le cosinus d'un angle.

A AVOIR

=% EXERCICE RESOLU B

LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE

@ Vecteur normal a un plan

o La notion de vecteur normal permet

d'interpréter vectoriellement 'orthogona-

lité et le parallélisme de droites et de plans.

« Un vecteur normal n’est jamais nul.

o Le plan de vecteur normal 7 et qui passe

par A, est l'ensemble des points M tels que:
AM -7 =0.

Cette caractérisation permet de trouver

une équation du plan dans un repére ortho-

normal.

@ Distance

« Dans un repére orthonormal, la distance
du point A de coordonnées (0. ; B ; Y) au plan
%P d'équation ax + by + cz +d =0 est:

lact + b + cy + d|

Ja? + b? + ¢?
Pour mémoriser, act+bP +cy+d est le
réel que vous obtenez lorsque vous rempla-
cez x, y et z par o, B et y dans

ax+by+cz+d et Ja?+b?’+c? est la
norme du vecteur f(a ;b ;c) normal au

plan 2.




Propriétés du tétraédre régulier

Un tétraédre régulier est un tétraédre dont toutes les arétes ont la méme longueur.

Deux arétes sont dites opposées lorsqu’elles n'ont pas de point commun.

1 Propriétés du tétraédre régulier
ABCD est un tétraédre régulier et AB =

1. Propriétés des arétes

Le but de cette partie est de démontrer que :

» deux arétes opposees d'un tétraédre régulier sont ortho-
gonales ;

« la droite qui joint les milieux de deux arétes opposées d'un
tétraédre régulier est orthogonale a chacune de ces arétes.

a) Calculez AB- PTC',E -BC, AB . AD.
b) Démontrez que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

Aide. Calculez AB - CD en utilisant I'égalitée CD = AD —AC.

¢) Démontrez que les droites (AC) et (BD) sont orthogonales, ainsi que les droites (AD)

et (BC).

d) I est le milieu de [AB] et J celui de [CD].

Vérifiez que IJ = % AB+BC + % CD, et déduisez-en que la droite (IJ) es
aux droites (AB) et (CD).

2. Hauteurs du tétraédre régulier

t orthogonale

La hauteur issue de A est la perpendiculaire menée de A sur le plan (BCD).
a) G est le centre de gravité du triangle BCD. Calculez AG - CD et AG - BD, et déduisez-

en que (AG) est la hauteur issue de A du tétraédre.
b) Précisez les autres hauteurs du tétraédre,

3. Propriétés de I'isobarycentre du tétraédre
O est I'isobarycentre du tétraédre ABCD, donc :

OA + QOB +OC+0D = 0.
a) Démontrez que les points A, O, G sont alignés. Calculez AG et AO.
b) Démontrez que O est le milieu du segment [1J].
¢) Calculez les longueurs OA, OB et OI.
Aide. Travaillez dans le plan (AOB).

d) Démontrez que le point O est équidistant des sommets du tétraédre.
On dit que O est le centre du tétraédre.

4. Calcul de P'angle géométrique AOB

a) Evaluez le produit scalaire OA - OB des deux facons suivantes :
e OA OB = DAxOBxcosc, ou o = KE)“]‘S;

® OA-OB = (Ol +1IA): (Ol +IB).

b) Déduisez-en une approximation de o exprimée en degrés.

e

¢) Démontrez que AOB = BOC = COD = DOA.

CHAPITRE 14
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2 Application de ces résultats a la chimie

Voici représentée ci-dessous, a gauche, la molécule de méthane CH,. Les noyaux des
quatre atomes d’hydrogéne sont les sommets d'un tétraédre régulier. Le noyau C de
I'atome de carbone est a l'intérieur de ce tétraédre, a égale distance de chacun des som-
mets. C est donc le centre de ce tétraedre.

Pour simplifier la représentation de la molécule de méthane, on utilise le schéma ci-des-
sous, a droite, ot les valences sont figurées en couleur et les arétes du tétraédre en poin-

o
=
e
a
>
<
>
=
—

Un peu d'Histoire tillés (pour mémoire). Ce schéma est la formule stéréochimique du méthane. Des
Le Bel (1847-1 i = i v &
ef\-":n'l:ng:f 338} mesures ont permis de déterminer la longueur des liaisons C-H : 1,09 x 100 métres.
(1852-1911}
sont les créateurs
de cette branche H
de la chimie :
la stéréochimie. e Yo
HergS
¥ " -- .'.\-_:_’H
H

1. Déterminez une approximation de la mesure de 'angle formé par deux liaisons C - H.

2. Déterminez la longueur de l'aréte du tétraédre, c'est-a-dire la distance entre deux
atomes d’hydrogéne.

Tétraédre orthocentrique

Un tétraedre ABCD est dit orthocentrique lorsque les arétes opposées, c'est-a-dire
sans point commun, sont orthogonales, (AB) L (CD); (AC) L(BD); (AD) L (BC).
Si A’ est le projeté orthogonal de A sur le plan (BCD), on dit que (AA’) est la hauteur
du tétraédre issue de A.

1 Préliminaire

ABCD est un tétraedre (pas nécessairement orthocentrique).

1. Démontrez que DA - BC+ DB CA +DC - AE = 0.

Aide. Ecrivez BC = BD+DC, CA = CD+DA, AB = - 4 .-

2. Déduisez-en que si dans un tétraédre, deux paires d’arétes opposées sont orthogo-
nales, alors les deux autres arétes opposées sont orthogonales, et donc ce tétragdre est
orthocentrique.

2 Propriété caractéristique du tétraédre orthocentrique
ABCD est un tétraédre. A" est le projeté orthogonal de
A sur le plan (BCD) et B celui de B sur le plan (ACD).
1. On suppose que ABCD est un tétraédre ortho-

centrique.

a) Démontrez que (CD) est perpendiculaire au plan
(ABA") et déduisez-en que les droites (CD) et (BA”)
sont perpendiculaires. On note K le point d’'intersec-
tion de (CD) et de (BA').
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b) Démontrez que les droites (BC) et (DA’) sont perpendiculaires ; déduisez-en que A’
est l'orthocentre du triangle BCD.

c) Démontrez rapidement, en procédant comme aux questions a) et b), que le point B’
est l'orthocentre du triangle ACD.

v
aLLi
=
12
(=]
>
=
3
—

d) Démontrez que K appartient a la droite (AB").

Aide. Utilisez le théoréeme des trois perpendiculaires (voir 'exercice résolu 6, page 383).
Déduisez-en que les droites (AA") et (BB”) sont sécantes.

e) Démontrez que les quatre hauteurs du tétraédre sont concourantes.
Le point de concours des hauteurs est appelé orthocentre du tétraédre orthocentrique.

Remargue. Ainsi, en général, les hauteurs d'un tétraédre ne sont pas concourantes.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'elles le soient, est que le tétraédre soit
orthocentrique.

2. Etude d'une réciproque

Démontrez le résultat suivant :

« Dans un tétraédre ABCD, sile projeté orthogonal A’ de A sur le plan (BCD) est I'ortho-
centre du triangle BCD, alors le tétraédre ABCD est orthocentrique ».

Calculs dans un tétraédre trirectangle

OABC est un tétraédre trirectangle (les faces 2
OAB, OAC et OBC sont des triangles rectan-
gles en O).

L'objectif de ce TD est d'établir des relations
métriques entre les grandeurs liées au tétrag-
dre (longueurs des arétes, aires des faces, ...).
On choisit pour repére le repére orthonormal
(O;1,j. k) dans lequel OA = ai, OB = by
et OC = ck (a, b et c sont donc des réels stric-
tement positifs).

1. Déterminez une équation cartésienne du plan (ABC).

Aide. Pour des raisons de notation, prenez 0x+ fy+yz+98 = 0 comme équation
générale d'un plan.

2. On note h la distance du point O au plan (ABC).

Exprimez h en fonction des réels a, b et ¢, puis déduisez-en que :
i b i Ei ik

o
3. On note  l'aire du triangle ABC. Calculez, de deux maniéres différentes, le volume
du tétraédre OABC, dont une en fonction de .
abc
2h
4. Démontrez que 52 = (aire OAB)? + (aire OBC)? + (aire OAC)”.
A quel théoréme de géométrie plane, ce résultat vous fait-il penser ?
Donnez un énoncé de ce nouveau théoréme.

Vérifiez que f =
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Caractériser une région de Pespace

1 Partager par un plan I'espace en deux demi-espaces
Dans un repére orthonormal, le plan & a pour équation ax +by +cz+d = 0, P est
donc I'ensemble des points M(x ; y ; z) tels que ax + by +cz+d = 0.
Ce plan partage l'espace en deux demi-espaces. Il en résulte que pour tout point
N(x;y;z) del'espace n'appartenant pas au plan %, I'expression ax + by + ¢z + d est
non nulle.

3=

ax+by+cz+d>0

i 0
ax+by+cz+dy \//> y
x

On admet que, dans chacun des deux demi-espaces, 'expression ax + by + cz + d garde
un signe constant, et que ce signe est :
» pour I'un des demi-espaces, strictement positif (ax + by + cz +d = 0),
» et pour l'autre, strictement négatif (ax + by + cz +d < 0).
La connaissance de la valeur de I'expression ax + by + ¢z + d pour un seul point de
l'espace suffit donc pour déterminer le signe dans chacun des demi-espaces.
Exemple. Le repére (O ;1i,j, k) étant donné, le plan & d'équa- C
tionx+y+z—1 = 0 contientles points non alignés A(1;0; 0),
B(0;1;0)etC(0;0:1).
Ce sont les intersections du plan 7 avec les axes.
Pour l'origine O(0; 0 ; 0), I'expression x + y + z—1 vaut -1.
On peut donc en conclure que le demi-espace de frontiére %, qui  A”
contient l'origine O, est I'ensemble des points de I'espace dont
les coordonnées vérifient l'inéquation :

X+y+2—-1<0,
et que 'autre demi-espace est caractérisé par l'inéquation x +y +z -1 > 0.

2 Applications

1. Caractérisez par un systéme de quatre inéquations les points de l'espace intérieurs
(strictement) au tétraédre OABC du paragraphe 1 .

2. Représentez graphiquement l'ensemble €, des points de I'espace dont les coordon-
nées (x; y ; z) sont telles que :

x=0,y=0,2=>0

2x+3y+z-6=<0
Aide. Déterminez les coordonnées des points d'intersection des axes avec le plan
d'équation 2x +3y+z-6 = 0.

3. Dites si les points suivants appartiennent & l'ensemble €, D(1;1;1); E(1;1;2);
F(0;2;0); G(2;0;0).

4. Représentez sur le méme graphique I'ensemble des points %, dont les coordonnées
(x;y;z) sont telles que 6x + 3y +4z-12 < 0.
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Note

Cette solution

n'est pas forcément
unigque,

Note
L'utilisation
d*un logiclel est
pratiquement
indispensable.

il

=8 Des demi-espaces avec un logiciel.
Programmation linéaire

1 Maximiser un bénéfice

Une entreprise fabrique trois types de piéces notées P,, P, et P,. La fabrication néces-
site différentes opérations qui sont réalisées par trois ateliers notés A;, A, et A..
Les contraintes de temps de fabrication sont résumées dans le tableau (en heures) :

A A, A,
P, 4 6 1
P, 8 | 2 2
Tl P, 7 | 4 s oy
maximum hebdomadaire 355 , 198 79

Par exemple, |'atelier A, ne peut fournir plus de 198 heures de main-d’ceuvre par
semaine.

1. Traduisez ces contraintes par un systéme d’inéquations du premier degré (on note
x, y et z le nombre de piéces de type, respectivement, P, P, et P,).

2. Le bénéfice réalisé est de 90 € pour une piéce de type P, ou P, et de 100 € pour une
piéce de type P,. On suppose que toute la production est vendue.
Exprimez, en fonction des quantités produites x, y et 2, le bénéfice réalisé.

3. Justifiez que les productions engendrant un méme bénéfice sont représentées dans
I'espace par des points de coordonnées (x ; y ; 2) appartenant 4 un méme plan.

Le chef d'entreprise, dont I'objectif est de faire réaliser par son entre-
prise un bénéfice maximum, doit décider quelles productions seront & exécuter.
[1 doit donc résoudre le probléme suivant.

Parmi les solutions (x; ; 5 ; 25) du systéme (S) d’inéquations suivant :
(x=0,y=0,2=0
dx + 8y + 7z = 355
3x+ y+2z< 99
x + 2y + z= 79

.

quelle est celle qui engendre le bénéfice maximum ? Ce qui revient géométriquement
a déterminer un point M(x ; y ; z) dont les coordonnées sont solutions de (S) et pour
lequel la quantité 90x + 100y + 90z est maximale.

2 Résolution graphique avec Geospace

Chacune des inéquations du systéme a résoudre caractérise un demi-espace et le sys-
téme caractérise l'intersection de six demi-espaces. On obtient, ici, un polyédre a six
faces que I'on appellera « polyedre des productions possibles ».

1. Les variables x, y et z sont positives : on choisit donc de « travailler » dans un tétraédre
OX}1 Y2y suffisamment grand pour couvrir toutes les productions réalisables.
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Créez successivement, dans 'ordre :
®M = 500 al'aide des menus Créer [NUREIE Ll NELEL
R ER S LICTM Affacter une variable numérique libre
@ les points X(M ; 0;0), Y(0; M ; 0), Z(0; 0; M) aT'aide de :
Créer Point repére dans l'espace
® le polyédre T(tétraédre) OXYZ 2 l'aide de :

Créer Poly&dre convexe défini par ses sommets |

e reells libra

2. La création du « polyédre des productions possibles »

Pour cela, commencez par créer les plans P, d'équation 4x + 8y + 7z = 355, P,
d'équation 3x +y + 2z = 99 et P, d'équation x + 2y +z = 79 al'aide de:

Créer
Ensuite, aprés avoir remarqué que les demi-plans qui conviennent contiennent tous
l'origine du repére, créez successivement a I'aide du menu :

(eI Solide » JPolyedre convexe P Jintersection

defini par une équation |

polyedre/demi-espace |

® le polyedre T;, intersection du polyédre T et du
demi-espace (#,, 0);

@ le polyedre Ty, intersection du polyeédre T, et du
demi-espace (%, 0) ;

® le polyedre T, intersection du polyeédre T, et du
demi-espace (%5, 0).

La figure 1 représente donc le « polyadre des pro-
ductions possibles » (ombré avec la palette).

3. La construction du plan de bénéfice

Créez d’abord le réel b, compris par exemple entre 0 et 10 000 :
(& @ Numerique P |Variable réelle libre dans un intervalle |
Ce réel b sera piloté au clavier aI'aide des fleches (Piloter et affiché sur
[fTe eVl -l Affichage » |Variable numérique déja définie )3
Créez ensuite le plan % d'équation 90x + 100y + 90z = b.

4. Intersection du plan de bénéfice avec le « polyédre des productions possibles »
Pour visualiser cette intersection, créez le contour de la section du plan @ et du tétraé-
dre initial T d'une part, du plan P et du polyédre T, d’autre part :

Créer Section d'un poyearo par un pin]

La construction est terminée. Il reste a 'exploiter.

ATlaide des fleches du clavier, faites varier le plan % (figures 2 3 4). Que constatez-vous
lorsque b augmente ? Quelle valeur maximale du bénéfice le chef d'entreprise peut-il
espérer 7 La détermination des coordonnées du point correspondant a la production
optimale peut se faire en définissant la droite d intersection des plans P et P, puis
lintersection de d et de P, (figure 4).

Polygone convexe »
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Plan médiateur, sphére circonscrite

1 Plan médiateur d’un segment de I'espace
[AB] est un segment et M est son milieu. _
Par définition, le plan médiateur de [AB] est le plan perpen- :
diculaire au point M i la droite (AB). <

® Prouvez que le plan médiateur est I'ensemble des points de
I'espace équidistants des extrémités du segment.

2 Applications
Un repére orthonormal est donné. Les points A et B ont pour coordonnées respectives
(2;-1;3)et(4;1;-1).

L'objectif est de déterminer une équation cartésienne du plan médiateur % du segment
[AB].

1. Donnez les coordonnées du milieu M du segment [AE].
2. N(x ; y ; z) est un point quelconque du plan %. Justifiez I'égalité MN:-AB=0.
Donnez un vecteur normal au plan 2.

3. Déterminez une équation cartésienne du plan médiateur %.

4. Déterminez, de méme, une équation du plan médiateur de chacun des segments
suivants :

a) [CD] avec C(4;-2:;1) et D(-3:2;5);
b) [EF] avec E(0;5:;0) et F(5;-2;-2).

3 Sphére circonscrite a un tétraédre
Un repére orthonormal est donné. Les points A, B, C et D ont pour coordonnées
A(4;0;-3),B(2;2;2),C(3;-3;-1)etD(0;0;=3).

1. Déterminez une équation cartésienne de %, plan médiateur du segment [AB], une
équation cartésienne de %, plan médiateur du segment [BC] et une équation carté-
sienne de 3, plan médiateur du segment [CD].

2. Expliquez pourquoi, si les trois plans ont un point commun £2, ce point est le centre
d'une sphére J passant par A, B, C et D. Cette sphére est dite circonscrite au tétraédre
ABCD.

3. En résolvant un systéme, prouvez que les trois plans ont un unique point commun £2.
4. Trouvez le rayon r de la sphére circonscrite &.

5. M(x; y; z) est un point de la sphére . Traduisez analytiquement 'égalité QM? = r2.
Vous obtenez ainsi une équation de la sphére .

CHAPITRE 14 JEISK




Un repére orthonormal (O; i, j) du plan est donné.

-Dans chacundescas, calculez U-V, V- W et W- L.
1 +

V= §F+ 5], W=z=]-2].

T-"(~% i )

nDites, parmi les vecteurs suivants, lesquels sont
orthogonaux entre eux :

i(2;5),
f[z;_g).

ﬂ Dans chacun des cas, déterminez une équation de
la droite passant par le point A et perpendiculaire a la
droite d d'équation donnée.

a)A(5;3) et d:2x+5y-5=0.
b)A(-1;2) et d: x-3y+2 = 0.

—

a)d=2i-3j,

(7]

b) U(2;-1), w(5;2),

v(-2;-5), ﬁ?(-—% ; %] £(0,5;-02),

n Dans chacun des cas, déterminez une équation de
la médiatrice du segment [AB].

a)AG4:1) et B(-1:2).
b) A(=5;3) et 3(2-1).
' '3

ﬂ ABCD est un carré, | et J sont les milieux respectifs
des cotés [AB] et [BC].
Prouvez que (DJ) et (Cl) sont perpendiculaires.

=5 Aide. Voir l'exercice résolu 1, page 379.

.Dans chacun des cas, trouvez la distance & du
point A a la droite d d'équation donnée.

a)A(-2;4)
b) A(-J2;2) et d:/2x-3y-1 = 0.

et d:2x+y-5=10.

Les points A, B et C ont pour coordonnées:
A(—4:3),B(0:5)et C(4;1).

Déterminez la mesurea 1 degré prés des angles du trian-

gle ABC et son aire.

5" Aide, Voir l'exercice réscolu 2, page 379.

- LE PRODUIT SCALAIRE DANS L"ESPACE

Un repére orthonormal (O; i, j, k) de l'espace est
donné.

-

-Dans chacundes cas, calculez T+ V, V- W et W- 1.

a) U(1+./2,3,0), V(1-42;0;-1),
W(0;=3:1).

af2..0.10) el _5.2) w0
b'“(i"é'z)* "[2‘ 2'3)' W(1:0;1).

“ Les points A, B et C ont pour coordonnées :
A(2;-1;3), B(1;0;-1) et C(0;-1;2)
Déterminez la mesure a 1 degré prés des angles du trian-

gle ABC et son aire.

- Les vecteurs U et ¥V ont pour NOrmes respectives
Set3et G-V = -4
Calculez :

a) i (d+v).
c)(U+V)-(U-3v).

b) (24) - (V- 30).

mﬁ. B, C et D sont quatre points queiconques de
l'espace. Prouvez que :

AB? - BC2+CD2-DA? = 2AC- DB.
Déduisez-en que les arétes opposées d'un tétraédre
régulier sont orthogonales.

ABCDS est une pyramide a base carrée de sommet 5
{toutes les arétes ont la méme longueur a).

Calculez SA -SB, SA-SC, SA-AC.

£ Aide. Voir 'exercice résolu 3, page 381.

ABCDEFGH est un cube d'aréte a. | est le milieu de [EF]
et J celui de [GC].

Calculez EI - EA, El-HC, EI-GJ, IE-IA et JH . ID.
= Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 381.

Les points A, B, C et D ont pour coordonnees :
A(4:1;-2),B(-1:2;4),C(0;2;-5) et D(1 e i‘g]-
M est le milieu du segment [AB].

—_— —  — — o — —_— =

Calculez AB- AC, AB-CD, DB-AC et MB-(CD.
5 Aide. Voir Pexercice résolu 4, page 381.



Un repére orthonormal (0; i, j, k) de I'espace est
donné.

Pour les exercices [fE] et f[Z], dites si les vecteurs i
et V sont orthogonaux. Justifiez votre réponse.

fy .. & ] s
Blo(:-3:5) « v(-5:2:3)
Elccz14.5:1-02) e v(-/2;1;:1).

Pour les exercices [{§l et i}, trouvez un réel o pour
lequel les vecteurs U et v sont orthogonaux.

-ﬁ[z;—%;s) et F(—E;S;a]_
mﬁ(«ﬁ;%;Z) et Tf’(u;zu;%}

mLes points A et B ont pour coordonnées respecti-
ves A(2;-5;1)etB(0;2;6).

Démontrez que la droite d qui passe par le point C de
coordonnées (-2;3;1) et de vecteur directeur
U = —4i+ ]- 3K estorthogonale & la droite (AB).

v Aide, Voir I'exercice résolu 6, page 383.

m Les points A, B, C et D ont pour coordonnées :
85 13 5
A(1:0;-2),8(3:3;1).C(4:3:3). 0(1: 2:3).
Le point C est-il le projeté orthogonal du point D sur la
droite (AB) ?

EI Les points A, B, C, D et E ont pour coordonnées :
A(2;0;2),B(4,0;0),C(1;-2;1),D(=1;1;0),E(1;-1:2).
Prouvez que les points A, B et C ne sont pas alignés et
que le vecteur DE est normal au plan (ABC).

E5 Alde. Voir I'exercice résolu 5, page 383.

m‘ufériﬂez que les points A(1;0;1), B(0;-1:2) et
C(2;5;2) ne sont pas alignés et justifiez que le vecteur
V(3 ;-1,2) estnormal au plan (ABC).

£ Aide. Voir 'exercice résolu 5, page 383.

E Les vecteurs U, V et U+ ¥ ont pour normes res-
pectives6;8et 10,
V et U sont-ils orthogonaux ?

m U et V sont deux vecteurs tels que les vecteurs
U+ V et U- v sont orthogonaux.
Prouvez que les vecteurs U et V sont de méme norme.

Pour les exercices de cette rubrique, un repére
orthonormal (O; i, j, k) de 'espace est donné.

Fi3Z00M SUR.. le théoreme 6
@ estun plan, A un point donné de & et T un vecteur
normal a .

I. Comment, & partir du point A et du vecteur i,
caractériser I'appartenance d'un pointMa @ ?

2. Un repére orthonormal étant choisi,

a) comment la donnée de A et du vecteur U permet-
elle d'obtenir la relation ax+by+cz+d = 0 qui
caractérise I'appartenance de M(x; y;z)a % ?

b) si V = ki (k réel non nul), pourquoi ¥ est-il un
vecteur normal a % ? Avec A et le vecteur v, quelle
équation de 2 obtient-on ?

3. Un plan % a pour équation ax+ by + cz+d = 0.
Comment démontre-t-on que le vecteur U(a; b; ¢)

estun vecteurnormal a »?

Pour les exercices ] et 3], trouvez une équation
du plan 9 de vecteur normal i et passant par le
point A indiqué.

63~ Aide. Voir I'exercice résolu 7, page 385.

B8la) At ;0:5), 7(1;-1,0)
b) -‘.(%;3;—1). ﬁ(§;4;-1].

BEla Az2;-2;5), 72;-3,-1).
b) A(0;-3;0), A(./3;2;0).

m Trouvez une équation cartésienne du plan 2 paral-
Iéle au plan % et passant par le point A donné.

a)A(3;-1;0)et?: 2x-y+3z = 0.
b) A(-1;3;1)et@: x+2y+32+5 = 0.
655" Aide. Un vecteur normal 3 7 est normal a 0.

- Dans chacun des cas, dites si les plans % et 2 sont
paralléles, sécants, éventuellement perpendiculaires.
a)P x-2y+2z-1=0;

D:2x-4y+z+2 = 0.
b)#:2x-3y+5z+4 = 0;
3

5
2y~§2+2 = 0,

L3 Aide. Vaoir 'exercice résolu 8, page 385,

D:—x+

m Dans chacun des cas, trouvez la distance du point
A auplan 2.

a)A(5;-3;4),
b) A(2;2;5),

P:2x-y+32-5 =0,
P:y-z=0.
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Aprerld

m Plans perpendiculaires

Un repére orthonormal est donné.

Les points A et B ont pour coordonnées ;
A(1;-1;2), B(2;0;4).

Le plan 2 a pour équation x—y+ 3z-4 = 0.

Objectif : trouver une équation du plan 2 perpendicu-
laire au plan 2 et qui passe par les points A et B.

1. Il s'agit de trouver une équation d'un plan 2 qui
passe par un point (méme deux en fait).

Si on connait un vecteur normal fi(a; b; €) a 2, on sait
en trouver une équation (théoréme 6, page 384).
Demandons-nous quelles hypothéses peuvent per-
mettre de trouver un vecteur normal, c'est-a-dire de
trouver (a; b; c).

Par hypothése, P et 2 sont orthogonaux donc un vec-
teur Unormal a % est orthogonal a i De plus, le plan 9.
contient la droite (AB).

a) Déterminez les coordonnées d'un vecteur U normal
au plan 2.

b) Justifiez les égalités fi-T = 0 et AB - /i = 0,

2. Donc les réels a, b et ¢ sont tels que :
{ a—b+3c =0
a+b+2c =0
Deux égalités ne permettent pas en général de trouver
des valeurs uniques pour @, b et ¢ Ici, ce n'est pas éton-
nant car on sait bien gqu'il y a une infinité de vecteurs
normadux a un plan.
Puisqu'il s'agit d'en trouver un, il suffit de trouver un triplet
(a; b; ¢). Pour cela, on peut choisir une valeur particuliére
pour a.

a) Prouvezque b = _g et c = _25_“.

b) Vérifiez que (5 ;-1 ; —2) est un vecteur normal & 9.
€] Trouvez alors une équation du plan 9.

E== Note. Ici ["'unicité du plan 2 est due au fait que la droite
(AB) n'est pas perpendiculaire au plan 7. Si la droite d pas-
sant par les deux points donnés est perpendiculaire au plan
', on trouve une infinité de plans 2 car tout plan qui contient
la droite d est perpendiculaire au plan 7.

- LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE

Eﬂ Une recherche d'ensemble

A et B sont deux points distincts de |'espace.
Objectif : déterminer I'ensemble ¥ des points M et N
tels que:

=0 [1]et AB2+AM-AN = 0. [2

1. AN+AM=AM+AN et AM-AN = AN AM.
Les rbles «symétriques» de M et N confirment
(comme le précise I'énoncé ) que M et N appartiennent
au méme ensemble .

L'examen de la relation [1] montre que A est lisobary-
centre des points B, M et N.

Déduisez-en que les points A, B, M et N sont coplanaires
et que (AB) et (MN) se coupent en un point fixe | milieu
de [MN].

2. Utilisons maintenant la relation [2]. Puisque nous
venons de mettre en évidence que le milieu ! de [MN] est
fixe, il est assez logique de transformer [2] en y « faisant
apparaitre » le point |. Cela se fait généralement en util-
sant la relation de Chasles.

a) Prouvez que [ 2] équivaut a (M2 = gﬂ.Bi.
b) Déduisez-en que M et N appartiennent & la sphére

de centre |, de rayon «2—5AB.

3. Réciproque

Nous venons de démontrer que si M et N sont dans
alors M et N sont dans &, C'est-a-dire que l'ensemble
f cherché est inclus dans la sphare &’. Mais rien ne
prouve encore que ¥ est égal a f".

D'ol 1a question : si M et N sont des points de ¥” dia-
métralernent opposés (car nous avons Montré au pas-
sage que le centre | de &* est le milieu de [MN]), ces
points satisfont-ils aux conditions [1] et [2] ?

Prouvez que oui, et concluez.

4. Autre solution

Elle consiste a utiliser un repére orthonormal. On le
choisit, en général, de fagon que les points fixes aient
des coordonnées « trés simples ».

On peut donc prendre un repére orthonomal
(A;1],K), tel que AE et | sont colinéaires et de
meme sens, et si I'on pose AB = a, les coordonnées
de B sont alors (a; 0, 0). Notez alors (x; y; z) les coor-
données de Met (x”; y"; z’) celles de N.

a) Des relations [1] et [2], déduisez alors que M et N
appartiennent a /",

b) Examinez la réciproque, puis concluez.



Dans certains exercices de cette rubrique, le repére
utilisé n'est pas précisé.
Il est sous-entendu que ce repére est orthonormal.

 Distances, angles et orthogor

- Les points A et B ont pour coordonnees respectives :
(1;1:42) et (J2;-42;0).

Le point C est le symétrique de A par rapport a l'origine O

du repére.

Prouvez que le triangle ABC est isocéle et rectangle.

m’Les points A, B et C ont pour coordonnées :
A(1:0:1):B(2;2:0)ecC(0;3;3).

1. Déterminez les mesures exactes, en radians, des

—

angles géometrigues EBE, E!BE et COA.

2. Les points B’ et C' ont pour coordonnées :
B(1:1:0) et C'(0;1:1)

a) Justifiez les égalités E\B‘é = KBE ﬁa?: = 576?’

et COA = C'OA.

b) En remarquant que O, A, B et C’' sont quatre des

sommets d'une cube d'aréte 1, retrouver le résultat de
la question 1.

Eﬂ Les points A, B et C ont pour coordonnées :
A6;8;2), B(4;9:1) et C(5,;7;3)

1. Déterminez la mesure de I'angle géométrique BAC.

2. Les points A, B et C se projettent onhogonalemept

respectivement en A’, B” et C’ sur le plan (O ;i J)

(d'équation z = 0.

a) Déterminez les coordonnées des points A, B” et C".

b) Déterminez la mesure de I'angle géométrique B’A'C” .
Que constatez-vous ?

m Les points A, B et C ont pour coordonnées :

Al4:1:-1), B4;6;-2) et c(z ;%;—%).
Retrouvez parmi les points suivants :
D(0;4;0), E©;-1;1), F(1:1;-1), G(2;0;0) et
H(0;3:-1) le projeté orthogonal de chacun des points
A Bet Csurle plan 2 d'équation 2x+y—-2z—-4 = 0.

(0: 1 j, k) est un repére orthonormal. On pose
Ol =1 0] =] et OK = k. A est un point quelcon-
que de I'espace. On désigne par o, [} et y, les mesures
respectives en radians des angles géométriques I0A,
ﬁ et Ea;t Prouvez que :

cos?a+ cos?’P + cos?y = 1.

= Aide, /- 0A = OAcos, ...

m ® Angle formé par les diagonales

d'un pavé droit

PAVEV'E'P’A’ est un pavé droit, ses diagonales (AA") et
(EE") se coupent en O. On pose a = E'A; b = AP;

r = PE. Onnote o 'angle AOE.
Le but de I'exercice est de trouver cosq, puis oL

On choisit un repére orthonormal, par exemple
(A:1],K), ou i estcolinéaire a AE', j est colinéaire a
AP, K est colinéaire a AV.
1. Déterminez les coordonnées des points:

A: B P: V; V;P'; E; A" O
a?-b-c*
a’+ b2+ c?
3. Application numérique.
Trouvez ot lorsquea = 3, b =10, ¢ = 2

2. Prouvez que coso =

4. Démontrez que, dans le cas d'un cube, cosc, donc
I'angle ¢, ne dépend pas des dimensions du cube.
Quelle est, dans ce cas, une mesure de o, en degrés ?

m ® Dans chacun des cas suivants, calculez la dis-
tance du point A au plan &.

a)A(1;2;-3);P:2x-y+z+1 =0

b) A(=1;1;1); P passe par B(0;1;0); C(-1:1;0)
et D(=1;-2;-3).
£ Aide. Déterminez une équation du plan,

: ABCDEFGH est un parallélépipéde rectangle tel
que AB = 2;BC = GC = 1. Le point | est le milieu du
segment [AB].

1. Trouvez un repére orthonormal d'origine A dans
lequel vous pourrez exprimer facilement les coordon-

nées des points de la figure.
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2. Déterminez une équation du plan (IFH),
3. Calculez la distance du point G au plan (IFH).
4. Calculez la distance du point G a la droite (IH).

Le projeté orthogonal de G sur le plan (IFH) appartient-
fla(iH)?

m e 7 estle plan d'équation x + 2y-2z-1=0et
9 celui d'équation 2x - y+2z+1 = 0.

1. Déterminez I'ensemble des points M situés a égale
distance des plans & et 2 et prouvez que cet ensemble
est la réunion de deux plans & et 1.

2. Vérifiez que ces deux plans m et 1’ sont perpendicu-
laires.

U5 Remarque, Ces deux plans sont appelés plans bissec-
teurs de /' et 0.

LA o % et 2 sont les plans d'équations respectives :
x+y-2z2-1=0 et x+y+z=0

et A le point de coordonnées (2: 1 :2).

1. Prouvez que les plans % et 2 sont perpendiculaires.

2. Calculez les distances du point A & chacun des plans

Perd

3. Déduisez-en la distance du point A a la droite dinter-

section des plans 2P et 2.,

U= Aide. A et ses projetés orthogonaux sur 7, ) et d forment
un quadrilatére remarquable.

m : Les points A et B ont pour coordonnées :

A(2:0;1) et B(-1;0.2).
2, est le plan d'équation cartésienne :

X—y-2z+2 =0

1. Déterminez une équation cartéﬁnne du plan 2,
passant par A et de vecteur normal OA.
2. Prouvez que les plans %, et &, sont perpendiculaires.
3. Calculez les distances du point B& 2, et de Ba .,
4. Déduisez-en la distance du point B 4 la droite d inter-
section des plans 2, et %,
= Aide. Voir I'exercice g2.

m: ¥ A, B, C et D sont quatre points non
coplanaires de 'espace, | est le milieu de [AB], J le milieu
de [CD] et G le milieu de [IJ].

1. Peut-onavoir | = J?

Existe-t-il des points M de I'espace tels que

MA+MB = MC+MD?

2. Quel est I'ensemble %, des points M de I'espace tels
que [MA + MB|| = |MC + MD| ?

3. On suppose, dans cette question, que AB = D et

on se propose de déterminer I'ensemble %, des points
™ de I'espace tels que -

MAZ+ MB2Z = MC? + MDZ,

‘ LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE

Déterminez l'ensemble %, (vous pouvez utiliser Ja for
mule de la médiane). Comparez P, et 7,

m: mﬂn considére un cube ABCDEFGH

d'aréte 1.
Le nombre a désigne un réel stricternent positif.
On considére le point M de la demi-draite [ AE) défini par

AM = ‘EKE_

H G
E ; F
M :

*::-"»"tz*_ """""" I
A B

1. Déterminez le volume du tétraédre ABDM en fonc-
tion de a.

2. SoitK le barycentre du systéme de points pondérés:
{(M;a?);(B;1);(D; 1)}

a) Exprimez BK en fonction de BM et de BD.

b) Calculez BK - AM et BK - AD puis déduisez-en éga-

lit¢ BK- MD = 0.

¢) Démontrez ['égalité DK - MB = 0.

d) Démontrez que K est l'orthocentre du triangle BDM.

3. Démontrez les égalités AK - ME = Qet AK - MD =0,

Qu'en déduit-on pour la droite (AK) ?

4. a) Prouvez que le triangle BOM est isocéle et que
Ja2+ 2
2a
b) Déterminez le réel a tel que l'aire du triangle BOM

soit égale a 1 unicé d'aire,
Déterminez la distance AK dans ce cas.

son aire est égale a unité d'aire.

ésienne d'un plan

m Dans chacun des cas suivants, les poinis A et B
sont donnés par leurs coordonnées.

Donnez une équation cartésienne du plan % perpend:
culaire en A a la droite (AB).

a) A(2;0;-1) et B(0;1;-3).
b) A(1;1;-1) et B(2;-2;2).

m Dans chacun des cas suivants, le plan

est donné par I'une de ses équations cartésiennes,

A et B sont donnés par leurs coordonnées.

Aprés avoir vérifié que la droite (AB) n'est pas perpendi-
culaire au plan P, donnez une éguation du plan 2 per-
pendiculaire & 2 et qui passe parles points A et B.

a)P:x+y+z=0; A(1;0;0) et B(O;1:1).



b)?:x+z=0; A(1:2;0) et B(1;0:1).
€)P:i2x+z—-4=0; A2.3;-1) et B(1:1:1).
B3 Aide. Voir Apprendre i chercher, U'exercice 31, page 396.

mt'espace est muni dun repére orthonormal
(0 ;1,J, k). Les axes sont notés (0x), (Oy) et (0z).

P, est le plan d'équation x— y./3+ /3 = 0 et P, celui
d'équation x./3—-uy+1 = 0.

1. Prouvez que (0 2) est paraliéle a P, et a 7.

Déduisez-en la position relative de %, et de 2, par rap-
port au plan (xOy).

2. Déterminez les droites d, &t d, intersections respec-
tives des plans 2, et 2, avec le plan (x Qy).

3. Le plan (xOQy) est muni du repére orthonormal
(0 ; 1, j). Déterminez une mesure de I'angle (U, ¥) ot i
est un vecteur directeur de d, et V un vecteur directeur
de d, (la premiére coordonnée des vecteurs et v étant
égaleal).

m L ABCDEFGH est un cube d'aréte 1.
Le point | est |e centre de gravité du triangle CFH.

p
TR 1]

i
|
[
i
(]
i
i
[l
i
L]

.“'ﬂ

g H
1. a) Prouvez que CFH est un triangle équilatéral
b) Prouvez que les points A, G et | sont dans le plan

médiateur du segment [CH] et aussi dans le plan média-
teur du segment [CF].

¢) Déduisez-en que la droite (AG) est orthogonale au
plan (CFH), et qu'elle passe par le point |.

2. Reprenez la question 1. en utilisant le repére ortho-
nermal (F ; FE, FG, FB).

Spheres

m Les points L2 et A ont pour coordonnées :
£2(2,-1:3) et A(=1:0:1)

L'objectif de cet exercice est de déterminer une équation

de la sphere ¥ de centre £} passant par A.

1. Caleulez QA

2. M(x; y; 2) estun point de &. Exprimez £2M? en fonc-
tiondex, yetz

3. Dire que « M appartient & la sphére de centre {2 et de
rayon QA » équivaut a dire que « QM2 = QAZ? ».
Déduisez-en une équation de la sphére .

. Dans chacun des cas suivants, déterminez une équa-
tion cartésienne de la sphére de centre ) et de rayon r.

a) Q(1:2;3) et r=2
b) Q(0;5;-1) et r = ./3.
) Q(=2;2:1) et r = .05
£ Aide. Voir I'exercice 50.

mDans chacun des cas suivants, déterminez une
€quation cartésienne de la sphére de centre Q et pas-
sant par le point A.

a) 2(0;0;1) et A(1;1;1).
b) Q2(0;5;-1) et A(1:-2;3).
€)Q(-2;2;1) et A(0:4;2).
B Aide, Voir l'exercice 5o.

E Les points A et B ont pour coordonnées :
A(5;5:5) et B(-1;2:2).

1. Déterminez une équation de la sphére de diamétre

[AB] en déterminant dans un premier temps son centre

€t 50N rayon et en vous inspirant de |'exercice 50.

2. Déterminez une équation de la sphére de diamétre
[AB] en utilisant la propriété suivante: Dire que « M
appartient a la sphére de diamétre [AB] ». équivaut a
direque « MA - MB = 0 »

m ® Les points A et B ont pour coordennées :
A(2;4;1) et B(O:-2:3).

1. Donnez une équation de la sphére < de diamétre [AB].

2. On note P, et Py les plans tangents & la sphére &,

respectivement en A et B. Déterminez une équation de
chacun de ces deux plans.

E ® Le point A a pour coordonnées (2 ;-2 ; 2) et P
est le plan d'équation x+2y+3z-5 = 0. Trouvez
une équation de la sphére de centre A et tangente au
plan @&.

m ® 9 est le plan d'équation x—-2y+2z—4 = 0
et A est le point du plan % d'abscisse 2 et d'ordonnée 1.
1. Déterminez la cote du point A.

2. Déterminez les coordonnées d'un vecteur normal a
P et déduisez-en deux vecteurs fi, et fi, normaux a %
de norme 3.

3. Le point Q, est tel que AQ), = 7i,. Expliquez pour-
quoi la sphére o, de centre {2, et de rayon 3 est tan-
gente a % au point A.

4. Déterminez une équation de chacune des sphéres de
rayon 3 tangentes en A au plan 9.
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Recherche d’ensembles

Pour les problémes de recherche d'ensembles, vous
pouvez vous reporter a la partie « Types de problé-
mes et raisonnements » fiche H, page 456.

m e A et B sont deux points de I'espace tels que

AB = 8.
1. Déterminez |'ensemble des points M de I'espace tels
que AB-AM = -12.

2. Déterminez I'ensemble des points M de |'espace tels
que AM-BM = -12.

: A, B et C sont trois points de I'espace.
Dans chaque cas, déterminez l'ensemble des points M
de I'espace satisfaisant la condition indiquée.

a) (MA +2ME) - (MA + MB) = 0.
b) (MA + 2MB) - (MA - ME) = 0.
c) MA-MB = 2MA - MC.

% Aide. Voir l'exercice 53, page 399.

Pour les exercices [EE] et i}, vous pouvez vous
reporter au TD 4, page 390.

Ell Déterminez un systéme d'inéquations caractéri-
sant les points strictement intérieurs au tétraédre OABC.

Prendre toutes les initiatives

e

m Les vecteurs U et V ont pour coordonnées :
<id2 d2 2 29
u—;—;D] et —'(—j-—,—)_

(2 2 ST 53

Est-il possible de chaoisir un vecteur W tel que
(O; 4, vV, W) soit un repére orthonormal ?

m ® Déterminez la distance du point A(3;1,;0)a la
droite A, intersection des plans 2, et 2, d'équations
respectives x+ y—2z+3 = 0et2x+2z-1 = 0.

m ® Un repére orthonormal (O ; /,j, k) de l'espace
estdonné.Les points A, B, Cet D ont pour coordonnées :

- LE PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE

m ® Déterminez un systéme d'inéquations caractéri-
sant les points intérieurs au técraédre ABCD.

m ® Un repére orthonormal (O ; f.} K) est donné.
Représentez I'ensemble des points M dont les coordon-
nées (x; U; z) verifient simultanément les inéquations
du systeme :

x=0

y=0

O0=z=2

4x+2y+z<=+4

A(2;-1;3), B(-2;0;4), C(0;2;2) et (-1;0;-2).
Vérifiez que les points A, B, C et D ne sont pas coplanai-
res et déterminez, s'il existe, le centre | de la sphére cir-
conscrite au tétraedre ABCD.

m : % est le plan d'équation 2x—-y—-z+3 =0 d
estladroite passant par A(2 ; 2 ;—1), de vecteur directeur
vi=T1 =1 ;1)

Démontrez que I'image de d dans la projection orthogo-
nale sur le plan @ est une droite d”. Calculez 'angle «

[G =p= g) des deux droites det d”.



Problemes [

SEar—l i T e e

m Thémes : Equations de plan.
Calculs de distances, d'aires et de volumes

L'espace est rapporté a un repére orthonormal

(051 ], k). Les points A, B et C ont pour coordonnées
A3 =2:2) Bt611;5) Cle; —2;-1).

A. 1. Démontrez que le triangle ABC est un triangle rec-
tangle.
2. Soit 7 le plan d'équation cartésienne :

x+y+z-3 = 0.
Prouvez que P est orthogonal a la droite (AB) et passe
par le point A.

3. Soit 2 le plan orthogonal a la droite (AC) et passant
par le point A. Déterminez une équation cartésienne de 2",

4, Déterminez un vecteur directeur de la droite A inter-
section des plans @ et P

B. 1. Soit D le point de coordonnées (0 ; 4:—1). Prou-
vez que la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).

2. Calculez le volume du tétraédre ABDC.

—

3. Prouvez que I'angle BDC a pour mesure E radian.

4. a) Calculez 'aire du triangle BDC.
b) Déduisez-en la distance du point A au plan (BDC).

: Thémes : Tétraédre orthocentrique, tétraédre
BAC régulier. Calcul d'aire, de volume. Sphére
circonscrite au tétraédre

Soient @ un réel strictement positif et OABC un tétrae-
dre tel que:

« OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en O.
« A =0B = 0C = a.

On appelle | le pied de la hauteur issue de C du triangle

ABC, H le pied de la hauteur issue de O du triangle OIC,
et D [e point de I'espace défini par HO = OD.

1. Quelle est la nature du triangle ABC ?

2. Démontrez que les droites (OH) et (AB) sont orthogo-
nales, puis que H est l'orthocentre du triangle ABC.

BT —EEnd T

T T ETRENT Sp T T e S ey e N e

3. Calcul de OH

a) Calculez le volume V" du tétraédre OABC puis 'aire F
du triangle ABC.

b) Exprimez OH en fonction de 1" et de &¥. Déduisez-en
-\,E

3
4. 'espace est rapporté au repére orthonormal ;

que OH = ¢

(-O;lO—A.lﬁ‘lﬁf).
a a  a

a) Démontrez que le point H a pour coordonnées
(9 et E)

- Tt 1
b} Démontrez que le tétraédre ABCD est régulier (c'est-

a-dire que toutes ses arétes ont méme longueur).

c) Soit L2 le centre de la sphére circonscrite au tétraedre
ABCD. Démontrez que £2 est un point de [a droite (QH)
puis calculez ses coordonnées.

m Thémes : Barycentres.
Détermination d’ensembles
L'espace est muni d'un repére orthonormal (O : 7, j, K).
Les points A et B ont pour coordonnées :

A(6:0;0) et B(0;6;0).
1. a) Faites une figure.

b) Déterminez le barycentre G des points pondérés (O ; 1),
(A;2)et(B;3)
Placez G.

2. On note C le point de coordonnées (0;0;4) et ¥
I'ensemble des points M{x; y; z) tels que :

(MO +2MA +3MB)-MC = 0 [1].
a) Déterminez une équation cartésienne de f.

Quelle est la nature de F ?
Précisez ses éléments.

b) Retrouvez le résultat précédent en montrant au
préalable que pour tout point M, le vecteur :

MO + 2MA + 3MB
est colinéaire a MG.

3. Quelle est lintersection de & et du plan d'équation
x = 07 Dessinez cet ensemble sur la figure.

4. 9 est 'ensemble des points M de l'espace tels que
MOZ + 2MAZ - 3MB2 = 24,

a) Démontrez que M appartient a %P si et seulement si

MG -1 = 0, U désignant le vecteur 27— 3],

b) Deduisez-en alors l'ensemble 9P,
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C'EST NOUVEAU AU

Pour chaque question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Dites lesquelles en justifiant & chaque fois votre réponse.

T IIII}
To000600

[E) ABCDEFGH estun cubedecoré 1, E
On choisit le repére orthonormal (A ; AB, AD, AE). « H
On appelle | et ) les milieux respectifs des segments [EF] et [FG]. F

Lestlebarycentrede {(A;1);(B;3)}
Soit & le plan d'éguation 4x-4y+3z-3 = 0.

1. Les coordonnées de L sont : £
1 e 2
@(Z,o,o} @(4,0.n} E](3.Urﬂ)-

2. Le plan it est le plan :

'a](GLE). [b](LEJ), '] (GFA).
3. Le plan paralléle au plan n passant par | coupe la droite (FB) au point M de coordonnées

3](1:0: 7). B](1:0:2) < 0:3)

4, ?] Les droites (EL) et (FB) sont sécantes en un point N qui est le sumétrique de M par rapport a B.

'b|Les droites (EL) et (IM) sont paralléles. _c|Les droites (EL) et (IM) sont sécantes.
5. Le volume du tétraédre FIJM est :
------ 1 ] 1
e By s re
2136 bl <l

w Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse.

K[} Dans un repére orthonormal (0; i J, K), destla 3. Le plan @ d’équation 4x—5y—2z+ 3 = 0 est per-
droite passant par A(1;2:-3) et de vecteur direc- pendiculaire a .

teur U(2 : =1 ;-1). 2 est le plan d'éguation : ey
Xx+2y-3z-1=0. 4. La distance de M(~1:=3; 2) au plan P est ./14.
1. Le point M(—1 ; 3; 2) est un point de d 5. Si le point B a pour coordonnées (0; 7 ;0) alors la
2. Le plan 2 et la droite d sont sécants. droite (AB) est paralléle 2 2.

stmurlou @RGAmsEE DES Gouumssauczs 7, f—_—

a la fiche O du bloc méthodologique page 466,

m 1. Démonstration de cours 2. Application |

Pré-requis. Dans un repére orthonormal, le plan & de Les plans %, et %, ont pour équations respectives:
vecteur normal fi(a ; b; ¢) a pour équation :

ax+by+cz+d =10 x+y+z-1=0 et x-y-z+2=0

Le point A(c; B;¥) se projette orthogonalement en A’ Démontrez que M(x; y ; 2) est équidistant de &, et sl
sur . En calculant de deux maniéres |7i - AA’|, démon- et seulement si il appartient a I'un ou l'autre des plans
suivants ¢
frer AR AR = laci+ bB + cy+d| as
[+ b2+ 2 Ry:x+1 =0 et R,:2y+2z-3 =0.

02| L: PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE




ip Ll 111 oPe0D aohe
26 L @ L ] 2 e
® @ 3 & L L
o L [ L L2
@ g L. 2 1 ® @ 9
[ & & s e
@ a8 9 L J ]
@ -] L = ) ]
es0ee -] aSee L L L

Tout plan de I'espace a, dans un repére, une équation de
la forme ax + by + cz=d. Chercher l'intersection de
trois plans revient donc a résoudre un systéme consti-
tué de trois équations de ce type. Un tel systéme est dit
linéaire a trois équations et a trois inconnues. Plus
généralement, la recherche des points d'intersection de
plusieurs courbes algébriques conduit a la résolution de
systémes linéaires a n équations et p inconnues.

Dés la deuxiéme partie du xvii® siécle, plusieurs mathé-
maticiens donnent des régles de résolution de systémes
linéaires, en particulier Cramer dans son Introduction d
I'analyse des lignes courbes algébriques paru en 1750.
Son nom reste attaché a un
theéoreme qui donne un cri-
tére d'existence de solution.

Pour déterminer les orbites

de planetes du systéeme
solaire, Gauss invente au
début du Xix®siécle une

meéthode algorithmique pour
résoudre de tels systémes.

Cette methode, utilisée par

les ordinateurs, permet de

R Gabriel Crashiar réesoudre des systémes de

1704~ 1752 grande taille.

Droites et plans
dans l'espace

FRANCE

Une nouvelle crise
économique frappe
la France.

Ses conséguences,
insupportables en
matiere d’impots,
accéléerent

la contestation
politigue du régne
de Louis XV.

Lors de ’attentat
de Damiens, la vie
de Louis XV est
menacée.

ECONOMIE

En1758, le Tableau
économique que

F. Quesnay consa-
crealaFrancedela
fin du xvin® siécle
est le premier
ouvrage a proposer
une analyse macro-
economique,

La science
economique est
née.

SCIENCES

Le retour de la
cométe de Halley
consacre le succes
de la théoriede la
gravitation univer-
selle de Newton.
En 1705, E. Halley
avait établi que la
trajectoire de la
comeéte était une
ellipse et avait
ainsi prédit son
retour.

A LA MEME EPOQUE




Note

Chercher "intersection
des plans d"équations
[1). [2] et [3] revient

@ résoudre

le systéme (5).

Note

Une vérification du caleul
est loujours envisageable
mais la théorie ne

I'impose pas.

Note

La méthode générale
par combinaisons
nécessite

une vérification.

m Résolution de systémes linéaires

n Exemple 1 : Méthode par substitution

On se propose de résoudre le systéme d'inconnues réelles (x; y ; z):

0 [1]

1. [2]

[3]

(S) est un exemple de systéme linéaire de trois équations a trois inconnues,

La méthode consiste 4 se ramener a la résolution d'un systéme de deux équations a
deux inconnues en considérant I'une des inconnues comme une « constante »,

2x— y+ 32

(S)

x-2y+ z
x+ y- z=12

Par exemple, d'aprés [2] et [3] : {x e b ;
x+ y=2+z
1. Résolvez ce systéme en calculant x et y en fonction de z.
Dans I'équation [1], remplacez ensuite x et y par leurs expressions pour obtenir une
équation a une seule inconnue z.
1

=id =
-1puisx—3ety— 3

La théorie affirme, et nous 'admettrons, qu'en opérant ainsi on obtient I'ensemble des
solutions du systéme (S). Une réciproque n'est donc pas nécessaire.

On dit alors que I'ensemble des solutions, dans R, de (S) est ¥ = {(g - —% =1 }}

2. Déduisez-en que z =

Exemple 2 : Méthode par combinaisons linéaires

x+y+z=0 (L)

On se propose de résoudre dans 3 le systéme (S) {x+y-z = -2 (L,).
x-y+z =4 (L)
Une équation du type oL, +PL, (e R, Ppe ) est appelée une combinaison

linéaire de L, et L,.
La méthode consiste a utiliser des combinaisons linéaires des lignes L,, L, et L, afin
d'obtenir des équations plus simples qui facilitent le calcul des inconnues.

1. Ajoutez L, et L, puis L, et L5 ; quelles équations obtenez-vous ?
2. Déduisez-en x, y et z.

3. Prouvez que le triplet que vous avez obtenu est bien solution. Concluez.
Lorsqu’on écrit des combinaisons linéaires sans méthode, on ne peut pas affirmer que
le (ou les) triplets trouvés conviennent. Il est nécessaire de le vérifier.

Contre-exemple. Considérons les deux systémes :

(S) x+y-z=2 (Lp) et (S) y—-z =3 (05L;+0,5L,).
—x+y—-z = 4 (Ls) 2x+ 2z = -3 (Ll—L3]

Vérifiez que le triplet (1,5 ; 0 ; —3) est solution de (S’) mais pas de (S).

ﬂ DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE



Note

C'est une méthode par
combhbinaisons linéaires
mais telle que le systéme
final a toujours le méme
ensemble de solutions
que le systéme initial,

Note

Le dernier systéme
abtenu (5" est dit
triangulaire.

La résolution

d'un tel systéme
est facile,

Note

La théorie affirme
que le dernier
systéme abtenu

a méme ensemble
de solutions que
le systéme initial.
Il est donc inutile
de faire

une réciproque,

n Exemple 3 : Méthode de Gauss

On se propose de résoudre le systéme :

x=3y+2z =1 (Ly)
(8) 12x— y+3z =9 (L.},
3x-2y+4z =11 (Ly)

1%¢ étape : On cherche a éliminer x dans L, et L; en combinant avec L;.

Pour cela, on multiplie L, par g et Ly par — % de facon a faire apparaitre — x.

2

@ Vérifiez que vous obtenez :

x-3y+2z=1 x—3y+2z=1

xal, 3,9 T S Edirtaes 1

2772 2 puis 27735 T a (9) Sy— z = 7.

11 7 2 8 Ty—2z = 8
e = - iy = _ =
*¥g¥—33 =3 b ol
)

(utilisez L, + L, et Ly + L (utilisez (-2) % Ly et (-3) % Lq)

2¢ étape : On cherche a éliminer y dans L, en combinant avec L.
Pour cela, on multiplie L, par —g de facon a faire apparaitre le terme — 5 y.

@ Vérifiez que vous obtenez :

—3y+ 2z =1 —3y+2z =1
X i iR {x—3y+22=1
- z=7 puis Y= =T it (") Sy— z =
£, 10 _ 40 2. w2
oyt =z = - T 7 =3

(utilisez L + L)

@ Déduisez-en I'ensemble des solutions du systéme (S).

Remarques. 1. 1l est important de noter que I'on écrit toujours des systéemes ; que la

premiére ligne de (S) est toujours réécrite ainsi que la deuxiéme ligne de (S*).
2. Lorsqu’on écrit un systéme dans lequel les deux derniéres équations sont équiva-
lentes, alors le systéme initial (S) admet une infinité de solutions.

x+y—2z =3
. va i o |XFYy—22 =3
Par exemple, le systéeme 3y— z = 1 seréduita
3y =1+z

by—2z = 2
. o Jx+y =3+2z _1l+z 8+ 5z
d'ou donc y = et x = :

3y = 1+z 3 3
8+bz 1%z

Ainsi tous les triplets ( ; z) ou z € R sont solutions du systéme (S).

g 7 3
3. Lorsqu’on obtient un systéme dans lequel les deux derniéres équations sont incom-
patibles, alors le systéme initial (S) n'a pas de solution.

x+2y-3z =3

Par exemple, le systéme 3y— =z = 1 n’apas de solution.

3y— z=0
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THEOREME 1 ®»

Note

|AB| est 'ensemble
des barycentres

de (A; o), (B ),
avec o >0 et f>0.

THEOREME 2 ®»

1) Caractérisations

barycentriques

1.1 Droites et segments dans Pespace

Rappelons que la droite (AB) est I'ensemble des points M tels que AM = ¢tAB,
t e R etle segment [AB] celui des points M tels que AM = ¢AB, te [0;1].

® La droite (AB) est I'ensemble des barycentresde (A;1—t), (B;t)avect € R.

® Le segment [AB] est l'ensemble des barycentres de (A;1-t), (B;¢t) avec
te [0:1].

Démonstration.

Pour tout réel t, dire que « M est le barycentre de (A;1-t), (B;t)» équivaut 3 dire que
t s Z . A

mAB = tAB » (voir lexique p 478). Ainsi :

o la droite (AB) est l'ensemble des barycentres de (A;1-1), (B;t) lorsque t décrit |} ;

« le segment [AB] est 'ensemble des barycentres de (A ; 1 —t), (B ; t) lorsque t décrit [0; 1].

« AM =

Remarque. Le segment [AB] est aussi 'ensemble de tous les barycentres de (A ; u),
(B:Blavecar =0, f=0et o+ #0.
En effet, le barycentre M de (A ; &), (B ; B) est, par homogénéitsé, celui de (A : u;:-tﬂ]’

(B;—&] doncde (A;1-t), (B;t)avect = _B_ telque 0 =t <1.
o+ o+p

Conséquence. Caractérisation de l'intérieur d’un triangle

L'intérieur du triangle ABC est I'ensemble des barycentres de (A; o), (B; ),
(C;yY)aveca >0, p>0, vy>0.

Démonstration.

« 5i M est un tel barycentre, notons 1 le barycentre de (B ; B), (C;7); (C:y
alors I est sur |BC| et d'apreés le théoreme d'associativité, M est le bary-

centre de (A; ), (I; P+7v). Or >0 et f+7 >0 donc M est sur

JAI[ ; ainsi M est intérieur au triangle ABC.

« Réciproguement, si M est intérieur 2 ABC, (AM) coupe (BC) en [, entre

Bet C;il existe f>> 0 et y > 0 tels que I est le barycentre de (B ; ),

(C; v). Or M est sur JAI[, donc il existe un réel @ => 0 tel que Mestle (A ;) (B;[)
barycentrede (A; o), (I: P+ y) etd'aprés le théoréme d'associativité, le

barycentre de (A ; a), (B; ), (C; y) est M.

1.2 Plans dans 'espace

Rappelons que le plan (ABC) est 'ensemble des points M tels que :
AM = xAB +yAC [1], x et y étant des réels quelconques.

« M appartient au plan (ABC) » équivaut a « il existe deux réels x et y tels que
M est le barycentrede (A; 1 -x~y), (B;x), (C;y)».

Démonstration.

L'égalité [1] s’écrit AM = x(AM + MB) + y(AM + MC), scit (1 - x — y)MA + xME + yMC = 0.
Puisque (1-x—y)+x+y#0, cela équivaut a dire que M est le barycentre de (A 1-x-y),
(B;x), (C;y)-

Ainsi tout point du plan (ABC) est un barycentre de A, B, C.
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lMlustration
du theoréme 1

I découle de la démonstration gue
«AM=tAB, te R» équivaut a «M
est le barycentrede (A;1-=0),(B; £) ».
M est le barycentre de (A ;1-1),

B;t)
{ A e

AM=tAB

Exemples.
e AM = éﬁ donc t = E
2 2!

1-t = —% et M est le barycentre

de(A - §) [B SJ soit de (A : —3),

A 3
(B;5).
o Pestlebarycentrede (A; 1), (B;2)
alors P est tel que AP=(AB avec

WR

1E i~

Mustration
du théoreme 2

* Tout point du plan (ABC) est un ba-
rycentre de A, B, C

Exemple.

Si le point M de (ABC) est tel que
AM =3AB - AC, alors

x=3 y=-1

et1-x—y = -1 donc

M est le barycentrede (A;—1),(B; 3),
(C;=1).

* Réciproquement, tout barycen-
tre de A, B, C est dans le plan (ABC).
Exemple,

Gbarycentrede (A; 1),(B;2),(C;-1)
est dans le plan (ABC). En effet, pour

toutpﬂ_i_r1£M,_
MA + 2MB - MC = 2MG
doncsiM=A:
2AG=2AB-AC el
AC =m-%?.

Ce qui prouve que G est un point du
plan (ABC).

EXERCICE RESOLU Démontrer un alignement

ABCD est un tétraedre, | et K sont les milieux
de [AB] et [CD], J et L les points tels que

AL = %A_ﬁ et U = %Eﬁ G est le milieu de
[JL).
Démontrez que G, | et K sont alignés.

Pour démontrer que trois points sont alignés, on peut prouver que |'un est
barycentre des deux autres.

SOLUTION COMMENTEE
Des relations de colinéarité, nous déduisons que Lest le barycentre de

(A ; %) (D : %) soitencorede (A 2), (D ; 1), et que ) est celuide (C: 1), (B ; 2).

Notons G” le barycentre de (A ; 2),(D;1),(C; 1), (B; 2); d'aprés le théoréme
d'associativité, G” est le barycentre de (L; 3), (J;3). Ainsi G” est confondu
avec G, milieu de [JL].

Mais | est le barycentre de (A ; 2), (B; 2) et Kceluide (C; 1),(D; 1), donc, par
une seconde application du théoréme d'associativité, G” est le barycentre de
(1:4),(K;2)

Ainsi G est le barycentrede(l; 2), (K ; 1), d'oul'alignement des points G, | et K.

=% EXERCICE 11

EXERCICE RESOLU Prouver la coplanarité de 4 points

ENONCE

ABCDEFGH est un cube. | est le milieu de [AB] et J celui de [BC].
K est le barycentre de (A; 1),(B;2),(C;1),(H; 1).

Prouvez que les points K, |, J, H sont coplanaires.

POINT METHODE
Pour prouver que quatre points sont coplanaires, on peut prouver que 'un
est barycentre des trois autres.

SOLUTION COMMENTEE

Par hypothése, | est le barycentre de (A; 1),
(B;1et)celuide(B;1),(C;1)

Or K est |e barycentre de (A; 1), (B; 1), (B; 1),
(C:1),(H; 1), donc d'apres le théoréme d'asso- E
ciativite, K est aussilebarycentrede(l; 2),(J; 2),

(H: 1)

Ainsi K, |, J, H sont coplanaires,

=% EXERCICE 12
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THEOREME 3 ®

Note

Dans (5), le paramétre {
peut étre remplacé par
n‘imporie quelle autre
lettre distincte de x, v, 2.

Note

Le théoréme 3 s"adapte
aisément a la géométrie
plane en supprimant

latroisiéme coordonnée,

2) Représentations

parametriques

Dans tout ce paragraphe, I'espace est muni d’un repére (O ; 1, j, k) quelconque.

2.1 Parameétrage d’une droite

Supposons que la droite d est définie par la donnée d'un point A(x, ; y, ; z,) et d'un
vecteur directeur w(a ; b; c).
La relation d'appartenance du point M(x ; y ; ) a cette droite :

« il existe un réel t tel que AM = tii »

se traduit analytiquement par : x—xy = at

« il existe un réel t tel que {y—yu = bt ».
z2—2, = ct
D’ou le théoréme :

La droite d passant par le point Alxg; o5 2p) et dirigée par le vecteur u(a ; b ; ¢
est 'ensemble des points M(x ; y ; z) tels que :
X = at+x,
(S) {y =bt+y, teR.
2 = Ct+ zn

Lorsque A(1;2;-1)et B(3;1;-1), le vecteur ﬁ(? ;=1 ;0) est un vecteur direc-
teur de la droite (AB), et dans le repére utilisé, (AB) a pour représentation paramé-

x=2t+1
trique{y =-t+2, te R.
z=-=1

Le systéme (S) est appelé représentation paramétrique de la droite d dans le
repere (O ; .!.’}., fc') et on dit que t est le paramétre.

On dit aussi que (S) est un systéme d'équations paramétriques de d.

A chaque réel t, on associe un point M(at + Xgibt+yy;ct+2z)) etun seul ded;
réciproquement, a chaque point M de d correspond un unique réel ¢ tel que AM = tii,
Réciproquement, lorsqu'une représentation paramétrique d'une droite d est
écrite sous la forme (S), alors on peut affirmer que d passe par A(x, ; ¥, ; 2,) et que
t(a; b ;c) en est un vecteur directeur.

En effet, si on écrit la représentation paramétrique de la droite dirigée par i et qui
passe par A, on trouve (S).

2.2 Paramétrage
d’un segment, d’une demi-droite

A et B sont deux points distincts de I'espace ; on note AB = 4.
L'appartenance d'un point M au segment [AB] ou bien 2 la demi-droite [AB) d'ori-
gine A passant par B s'obtient en adaptant I'énoncé du théoréme 3 :
1. pour le segment [AB], il suffit de remplacer dans le systéme (5) :
«te€l» par « te [0;1] »;
2. pour la demi-droite [AB), il suffit de remplacer dans le systéeme (S) :
«teRa» par a«te [U;+W[ »,

DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Critere
d’appartenance

EXERCICE RESOLU n Prouver que deux droites sont sécantes

Une représentation parametrique ENONCE

d'une droite atn S5 pE,‘S ol 595‘éme 8 det d" sont les droites de I'espace définies par:
résoudre, mais un critére d'apparte-

nance d'un point & d. x=3t+2 x= T +1
% d:{y:—t—TIEFE, d:iy=2t-3, te R
Exlemple.l b z=1 +1 Z=-t+2
Soitla dmge définie par Prouvez que d et d’ sont sécantes.
X = ot
d-‘{y = ;H 1 te R. SOLUTION COMMENTEE
Zo= 3 =

Il s'agit de prouver que d et d” ont un seul point commun.

Notons|(x; y; z) un point quelconque. Dire que -« | € d » équivaut a « il existe
tte Ritelquex = 3t+2, y=-t—1, z=t+1xn

Mais dire que «le d”» équivaut a « il existe s, se [, tel que x = 5+1,
Yy=25-3 2=-5+2n»

Attention. |l est impératif de ne pas prendre la méme lettre t

En effet, sur la droite d’, le point | n'est pas nécessairement associé au para-

d est la droite dirigée par le vecteur
U(3;-1;2) et qul passe par
A0 1:-1).

e Pour obtenir un point M de d i suf-
fit de donner une valeur t, & ¢

Ce point est alors dit de paramétre ¢,

et AM = 1Tl meétre tqui a servi a le situer sur d; on note s son paramétre sur d’.
Ainsi le point de paramétre 1 est le Ainsi, « | appartient & l'intersection de d et d’ », équivaut a
pointM(3;0;1). « il existe deux réels s et t tels que »:
e Le point P(-9;4;-7) est sur d sl :
existe ttel que; {3?-'1? f 255 +;
-9 =3t L t+1 =—5%2
{ 4=-1+1 Ontrouve t = O et s = 1. Les coordonnées x, y et zde | s'obtiennent a par-
=2 = 2t—1 tir de la valeur t (ou s).
Sinen, il n'y est pas. Ainsi d et d” sont sécantes en [(2 =1 1),
Cn trouve t = -3 donc Pe d
avec AP = _3(.

=¥ EXERCICE 20

Non unicité

de la représentation EXERCICE RESOLU n Préciser la position de deux droites
parameétrique
Preécisez la position des droites d et d’ définies par :

Une représentation paramétrique de

d est obtenue a partir du choix d'un x= r +1 , ¥=1
paint A et d'un vecteur directeur il d:qy =-3t+2, teR, d:qy=-3t-3, teR.
Si on choisit un autre point ou un zZ=-3t+3 z2=—-1+1

autre vecteur directeur, on obtient :

uné nouvelle représentation paramé- ) , -

trique. d et d° ont pour vecteurs directeurs respectifs GU(1:-3 ;—3}~ et
U’(1;-3;-1). Leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles donc ij et
' ne sont pas colinéaires, ce qui prouve que d et d” ne sont pas paralléles.
Ainsi d et d’ sont soit sécantes, soit non coplanaires.

Cherchons si d et d” ont un point d'intersection.

D'ol le systéme :

t+1 =35 t—5 =-1[1]
{—3t+2 = -35-3 soit{ 3(t-5) =5 [2]
—53t+3 = -5 41 —3t+s = -2 [3]

Or [1] et [2] sont incompatibles donc ce systéme n'a pas de solution.
Ainsi d et d” ont une intersection vide donc sont non coplanaires.

=2 EXERCICES 21 et 22
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Note
Voir ["exercice résolu 5.

Note

Lorsque A est définie
comme |'intersection
de deux plans &, et P,
la recherche

de l'intersection de A
et peut e ramaner

a celledestrois plans 7.,

Foet®,
(Voir § 4 page 412).

3) Intersections

de plans et droites

Dans tout ce paragraphe, l'espace est muni d'un repére orthonormal (O ; i, j, k)

3.1 Intersection de deux plans #, et 7,

P, et P, ont pour équations a,x + byy + ¢,z +d; = 0 etayx+byy+cyz+d, = 0.
On peut savoir a priori s'ils sont sécants ou paralléles selon que leurs vecteurs nor-
maux sont colinéaires ou non (voir chapitre 14, page 383). En particulier,
lorsqu'ils sont sécants, pour trouver les coordonnées de leurs points d'intersec-
tion, on résout le systéme formé par leurs deux équations. Ce systéme posséde
alors une infinité de solutions qui sont représentées par les points de la droite 4,
intersection de %, et %,

Le tableau suivant résume les différentes positions de 2, et /P, et indique I'ensem-
ax+byy+ez+d; =0 [1]

ble des solutions d teé S): ;
% ayardme (3) {a2x+b2y+czz+d2 =0 [2]

@, et @, confondus @, ot @, disjoints @, et @, sécants
/. T
!'i'._'l," """""""""
@1 = ?2 A

(S) admet pour solution tout triplet
{(x; ¥; 2 solution de I"équation [1]
{ou [21).

(S) n'a pas de sclution. A nest pas definie parametn-
quement ; A est l'ensemble des

points Mix; y; 2) tels que (x; ;2

sont les solutions de (S).

3.2 Intersection d’un plan ? et d’une droite A

9 a pour équation ax + by +cz+d = 0 et donc pour vecteur normal ri{a; b ; ¢} ;
A est dirigée par le vecteur t(c. ; B ; y) et passe par le point A(x, ; v | 2p)-

On peut savoir a priori si A est paralléle ou bien sécante a % suivant que i est ortho-
gonal ou non a7 (voir chapitre 14, page 384).

En particulier, si A coupe 7, les coordonnées de leur point d'intersection I sont
X = O£,
: ; : ; y = PBt+y,
données par le triplet (x, ; y, ; ;) solution du systeme (S) A
ax+by+cz+d =0
Le tableau ci-dessous résume les diverses situations.

A contenue dans & A et % disjoints Aet P sécants en |

\ﬂ.

(S) admet une infinité de solutions {S) n'a pas de solution, (S) admet une seule solution repré-

représentées par les points de A, sentée par I,

DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE




COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Droite intersection
de deux plans

Si d est définie comme l'intersection

de deux plans

PriqyXx+ byt z+d, =0 et

Pyiax+by+,z+d, =0

alors d est l'ensemble des points

M(x; y; 2) tels que:
ax+by+cz+d, =0

{a2x+ by+c,z+d, =0

La résolution de ce systéme permet

d'obtenir une représentation para-
métrique de d

=§ EXERCICE RESOLU S

Plans paralléles
et sécants

Si @y et %, ont pour vecteurs nor-
maux fi, et alors:

® «Ti, et i, colinéaires» implique
« P, et P, paralléles » ;

:
&L "
5 s, /

e « i, et fi, non colinéaires» impli-
que « P, et P, sécants ».

=} COMPRENDRE, P, 383

Position d’une droite
et d’un plan

SI 2P a pour vecteur normal i et d
pour vecteur directeur ti alors -

e « Uet fforthogonaux » implique « d
parallele a @ »,

d =

7]
A
[ 7
b

e « U et 7i non orthogonaux » impli-
que « d et P sécants ».

=p EXERCICE RESOLUB

de deux plans

paramétrique de leur droite d’intersection d.

SOLUTION COMMENTEE

X+2y—-z+1 =
2x+3y-z+2 =

Exprimons par exemple x et y en fonction de z

X
D'ol la représentation paramétrique de d {y
z

¢ EXERCICE 23

les coordonnées.

SOLUTION COMMENTEE

a fidonc d coupe @ en un point |,

F R — t+3 X = t+5
y=2t-1 i U 2t-1
2= -t 2= =t

2x-y+z-8=0 -t=-1=0

Ainsi (AB) coupe P enl(2;-3;1).

EXERCICES 27 el 28

Z peut prendre toute valeur de K ; on pose alors z

0
0

donc

Démontrez quelesplans &, - x + 2y—z+1 = 0 et
P,: 2x+3y—-2z+2 = 0 sont sécants, puis trouvez une représentation

-1
LS

t

EXERCICE RESOLU ﬂ Trouver l'intersection
d'une droite d et d'un plan #

t

= x

EXERCICE RESOLU Paramétrer la droite d'intersection

%, et P, ont pour vecteurs normaux fi,(1; 2 ;-1) et m(2;5;-1).

Leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles donc fi, et A, ne sont pas
colinéaires. Ainsi PP et /P, sont sécants suivant une droite d.
L'appartenance d'un point M(x; y; 2) a d se traduit par le systéme::

Résolvons-le avec la méthode par substitution (voir activité p. 404).

Xx=-2y+z-1 e X=-2y+2-1
2(-2y+z-1)+3y-z+2=0 ~y+2z=0
donc {y: 2 .

X=-2-1

t (parametre).

te R.

Prouvez que le plan %: 2x-y+2z-8 = 0 et la droite d passant par
A(3;-1;0) et B(4;1;-1) se coupent en un point | dont vous calculerez

dest dirigée par AB(1;2;-1) et ? a pour vecteur normal 7i(2;-1;1).
Pour trouver la position de 2P et d, calculons AB - ﬁ._.
AB-i=1x2+2 X (=1)+(=1)x1 = -1._ Ainsi AB n’est pas orthogonal

Les coordonnées de | sont données par la solution du systéme formé des
équations paramétriques de la droite d et de I'équation du plan .

nmn
|
-

o
- |
™
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Nate

Un systéme de trois
équations a trais
inconnues soit n"a pas
de solution, soita

une seulesolution, soita

une infinité de solutions.

4) Intersection de trois plans

Dans tout ce paragraphe, l'espace est muni d'un repére orthonormal (O ; i, , k).

4.1 Intersection de trois plans #,, 7, et 7,

Notons que si deux plans sont confondus, l'étude de l'intersection des trois plans
se raméne a celle de deux plans, qui a été faite au § 3.1.

Dés lors, nous supposerons que les trois plans sont distincts deux 2 deux. Pour
déterminer leur intersection, une idée est d’examiner d’abord l'intersection
%, NP, des plans P, et P, puis de considérer I'intersection de P, N P, avec
P, en utilisant le § 3.2 dans le cas o %, N P, est une droite A.

Les différents cas sont résumés dans le tableau suivant.

aucun point commun

une droite commune

4.2 Interprétation algébrique
P, P, et P, sont les plans d’équations respectives :
ayx+by+ciz+d, =0, ax+byy+cyz+dy =0, asx+byy+cyz+dy = 0.
L’étude de l'intersection des trois plans revient a résoudre le systéme linéaire de
trois équations a trois inconnues :

ax+byy+ez+d;, =0

(S) Jaxx+by+cz+d, = 0.

Asx+ by +cyz+dy; = 0
Le tableau résume les diverses situations illustrées ci-dessus et indigue I'ensemble
des solutions du systéme (S).

intersection de %, &, ¥, ensemble des solutions de (S)
aucun point commun vide
un seul point commun | un seul triplet (x; y; 2), celui des coordonnées de |
droite A (A est définie par tous les triplets (x; y: 2y solutions du systéme formé des deux
deux des trois équations) equations définissant A
plan (cas oil P, = P, = P.) ;u;sél:i ;:::J;asts (X; ¥; 2) solutions de ['une

DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE



COMPRENDRE SAVOIR FAIRE

Systémes linéaires et
intersection de plans

Une interprétation géométrique d'un
systéme de trois équations & trois
inconnues peut parfois permettre de
conclure qu'il n'a pas de solution.

=% EXERCICE RESOLU7

Avec la calculatrice

La plupart des calculatrices permet-
tent, dans le cas général d'une solu-
tionunigue, la résolution desustemes
linéaires.

Exemple.

Avec la calculatrice

Casio Graph 35+ ou 65,

Menu EEITY

Type &) SIML

Nombre d'inconnues £ 3
Entrée des coefficients [l SOLV
Ainsi pour l'exercice 8:

anftbnY+CnZ=dn

i

[REFT

Lorsque le systéme n'a pas de solu-
tion ou bien une infinité, la calcula-
trice indique quelle ne peut pas
effectuer cette résolution par le
message:

Note. Seules les calculatrices aptes
au calcul formel (TI 89, CASIO 100, ..)
permettent la résolution dans tous
les cas,

1

EXERCICE RESOLU Résoudre géométriquement un systéme

A4 Interprétez géométriquement le systéme puis déduisez-en l'ensem-
ble des solutions dans R 3,

X+ y—-2z = -1
(S) 3x+ y— z=-1.
-2X-2y+4z =1

Etudions l'intersection des plans %, : x+y-2z+1=0,

Py:3x+y—z+1 =0 et P;:-2x-2y+4z-1 = 0.

lis ont pour vecteurs normaux i, (1; 1;-2), f(3;1;-1)etiiy(-2;-2;4).
Or fi; = -27,, donc i, et fi; sont colinéaires, ainsi @, et P5 sont paralléles,
Mais sont-ils disjoints ou bien confondus ?

Endivisantpar—2, %5 a pour équation x+y -2z = -05, ce qui prouve par
comparaison que ¥ ; est distinct de %, ; donc 2, et 5 sont disjoints

Ainsi Py, P, et P3 ont une intersection vide et le systéme n'admet pas de
solution. (Voir le § 4.1),

* EXERCICES 33335

EXERCICE RESOLU ﬂ Trouver l'intersection de trois plans

Déterminez algébriquement I'intersection des plans
Pyi=x+2y+32-5=0,P,:3x-y-4z+5=0
etPy:2x+3y-22z+2 = 0.

SOLUTION COMMENTEE
Il s'agit de résoudre dans [ le systéme

-%+2Yy+3z =5 (L,)
(S) { 3x— y-4z=-5 (L,).
2x+3y-2z = -2 (Lj)

Plusieurs méthodes sont possibles (voir activité p. 404) - utilisons par exem-
ple la méthode de Gauss.

® Eliminons x de (L,) et (L) en combinant avec (Ly).

Pour cela, utilisons les combinaisons L, + 3L, et Ly + 2L,.

~X+2y+3z="5 -x+2y+3z=5
5Yy+5z =10 (L;+3L,) soiten simplifiant y+ z=2.
Jy+4z=8 (Ly+2L,) u+4z =8
@ Eliminons y de (Ls) du dernier systéme, en combinant avec (L)
’—x+2y+3z =5
y+ z=2 .

Ce systéme « triangulaire » est équivalent & (S) (voir activité p.405) ; d'ol en
«remontant» lescalculs 2 = 2, y = 0 puis x = 1.
Ainsi 2, 2, et 25 ont un seul point commun I(1;0; 2).

=+ EXERCICES 30 4 32
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@ Caractérisations d'une droite (AB)
« Vectorielle. «M & (Aﬂ » équivaut a « il
existe un réel t tel que AM =t AB ».
« Barycentrique, «M € (AB)» équivaut a
« il existe un réel t tel que M est le barycen-
trede (A; 1—1),(B;t)»
« Analytique. Dans un repere, si A(x; ; v, 2;)
et AB(a; b c)alors « M(x;y; 2) € (AB) » équi-
vaut A «il existe un réel t tel que :

x = at+x,

{y = bt+y,»

zZ = ¢t+2y
« Pour un segment [AB], il suffit de rempla-
cer la condition t€ R, parte [0;1].

) Caractérisations d’un plan (ABC)

o Vectorielle. «M € (ABC)» équivaut a «il

existe des réels x et y tels que :
AM = xAB + yAC ».

A AVOIR

« Barycentrique. «M € (ABC)» équivaut a

«il existe des réels o, Bety (o+P+y20)

tels que M est le barycentre de (A; ),
(B;P), (C; 7).

o Analytique. Dans un repére orthonormal,
«M(x;y;2) € (ABC) » équivaut a « il existe
des réels a, b, c,d avec (a; b;c)#(0;0;0)
telsqueax+ by +cz+d=0.»

@ Intersection de plans

et systémes linéaires

Préciser la position de trois plans de
l'espace connus par leurs équations carté-
siennes dans un repére orthonormal,
revient a résoudre le systéme constitué de
ces trois équations.

Inversement, la solution dun systéme
linéaire peut étre interprétée géométrique-

ment.
=p EXERCICES RESOLUS 7 et 8

= EXERCICES RESOLUS 1 et 2

=% EXERCICE RESOLU 5
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Alignement et concours dans I’espace

1 Propriétés du tétraédre quelconque
ABCD est un tétraedre quelconque.
[ et J sont les milieux des arétes [AB] et [CD].
K est le centre de gravité du triangle BCD et G l'isobary-
centrede A, B, C, D.

I. Le segment qui joint un sommet au centre de gravité de
la face opposée, par exemple [AK], est appelé médiane du
tétraédre.

Le but de cette question est de prouver que les quatre médianes sont concourantes en G.
Pour cette raison, on dit que G est le centre de gravité du tétraddre,

a) Utilisez la régle d'associativité pour prouver que G est tel que AG = %A i
b) Précisez de méme la position de G sur les trois autres médianes.

2. Le segment qui joint les milieux de deux arétes opposées, par exemple [1J], est
appelé bimédiane du tétraédre.

Le but de cette question est de prouver que les trois bimédianes sont concourantes en G
et que G est le milieu de chacune d’elles.

a) Prouvez que G est le milieu de [1J]

b) Démontrez le résultat annoncé.

2 Un probléme de droites sécantes

ABCD est un tétraédre, les points P, Q, R, S sont tels que :

=% _lea 33 _38:% mm_lagr =c_ l==
BP = :BC, AQ = 74D, BR = :BA, DS = ; DC.

Le but de I'exercice est de démontrer que des droites de l'espace sont sécantes.

Pour cela, nous introduirons des barycentres et utiliserons la régle d'associativiteé.

1. a) Ecrivez P comme un barycentre de B et C puis Q comme un barycentre de A et D.
b) Soit G le barycentre de (A ; 1), (B; 4), (C; 1), (D ; 3). Justifiez que G appartient a (PQ).
2. De maniére analogue, prouvez que G est sur la droite (RS). Qu'en déduisez-vous ?

3. On note I le milieu de [AC]. Prouvez que les droites (IG) et (BD) sont aussi sécantes
et précisez la position de leur point d'intersection.

Probléemes de lieux géométriques

1 Lieu géométrique et barycentre

OABC est un tétraédre trirectangle en O, c'est-a-dire que les arétes issues de O sont
deux a deux orthogonales.

Pour tout réel mde [0 ; 1], G,, est le barycentre de (O ; 1), (A;m), (B;m), (C;-2m).
Le but de ce TD est de trouver le lieu des points G,, lorsque m décrit [0 ; 1].

CHAPITRE 15




il
C
&
o
=)
=
g
fa—

Note

Grace au logiciel
Geoplan, on peut
caonjecturer

la nature de ce liew.

1. Construire la figure
Pour avoir une idée du « déplacement » de G,,, on construit les différents barycentres G,
en pilotant au clavier le paramétre m de la maniére suivante :

® créez un parametre mentre Oet 1:

Créer Variable réelle libre dans un
@ pilotez au clavier 4 I'aide des touches ] et B :
(I Piloter au clavier

intervalle

® créez les points A, B, C:

rer
® créez le tétraédre OABC :

Créer
® créez le point G,
Créer [N 2

Solide » JPolyedre convexe P Jdefini par ses sf

Barycentre

2. Conjecturer puis démontrer

a) Lorsque m = 0, ol se trouve G, ?

b) Lorsque m = 1, ou se trouve Gy ?

Précisez sa position en prouvant que OG, = 2CI ou I désigne le milieu de [AB].
¢) G,, semble se déplacer sur le segment [OG,].

Pour le prouver, démontrez que pour tout réel mde [0 ; 1], ﬁ:’m = 2mCl.
Déduisez-en que le lieu du point G, est le segment [OG,].

miD.6
C

m:0

™
//-

S

2 Un autre lieu géométrique

ABCDEFGH est un cube, [ désigne le centre de la face EFGH.

Pour tout réel mde [0 ; 1], on note P, le barycentre de (E ; m), (F; 2m),(G ; m), (C; 4 - 4m).
Le but de ce TD est de trouver le lieu du point P, lorsque m décrit l'intervalle [0 ; 1].

Meéthode 1 : Vecteurs et barycentres G H
1. Prouvez que les points P, F, I et C sont coplanaires. (i '
2. On note J le milieu de [F1]. Prouvezque CP, —mCJ = 0. F e
3. Déduisez-en le lieu du point P, lorsque m décrit [0 ; 1].
Méthode 2 : Outil analytique | s
On considére le repére (C; CE;CD; C_G'].

B o

1. Calculez les coordonnées du barycentre P, en fonction de m.
2. Déduisez-en une représentation paramétrique du lieu de P, lorsque m décrit [0 ; 1].
3. Retrouvez le résultat obtenu par la méthode 1.

DROITES ET PLANS DANS L"ESPACE



mc::nﬁguration mobile dans I'espace

L'espace est muni d'un repére orthonormal (O ;1.7 k). Dans le plan (O;1i.), on
considére le cercle I de centre O et de rayon 1 ; A est un point de I'espace extérieur au
plan (O ;1, ). Onnote V un point variable de I et %y, le plan passant par V et perpen-
diculaire a la droite (AV).

L'objectif de ce TD est de prouver que tous les plans Py passent par un point fixe
lorsque V décrit T".

|
-
R
(]
><
<
b
&
-

1. On note (a; b ; ¢) les coordonnées du point A et (m ; n; 0) celles du point V.
Jﬁc2+_].1'2 = 1

lz =0 -

b) Démontrez que %y a pour équation (m—a)x +(n—b)y —cz—1 +am+bn = 0,

a) Prouvez que I' a pour équation

Aide_. «M(x ; y ; z) appartient a %y, » équivaut a «AV-VM = 0»,

2. Une stratégie, pour prouver que tous les plans #,, passent par un point fixe, est
d’examiner d’abord le cas de trois plans particuliers et de démontrer qu'ils passent par
un point fixe F, puis de vérifier que F appartient a tous les plans Py

a) On considere les points 1(1;0;0), J(0;1;0) et K(0: -1 ; 0).

Donnez les équations des plans P, 2, .

b) Prouvez que ces trois plans se coupent en un point F dont vous calculerez les coor-
données.

c) Vérifiez alors que pour tout point V de T, les vecteurs FV et AV sont orthogonaux.
Concluez.

__Remarque. L'utilisation d'un logiciel, par exemple Geospace, permet une visualisation
"~ de la situation. Sur la figure ci-dessous, U et V sont des points libres du cercle I" (en vert).
On fait afficher, en mode « Trace », la droite d'intersection des plans %y et . On
obtient un faisceau de droites apparemment concourantes.

Prigter  Abfithes Edber Yuer Fendtre  Ade

SO 0 9 3 ) 1V
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nAet B sont deux points distincts.
Trouvez dans chaque cas le réel ttel que AM = tAB.

a) M est l'isobarycentre de A et B.
b) M est le barycentre de (A ; 2), (B; 3).

c) Mest le barycentrede (A ; -2), (B; 1).

n Dans chacun des cas, indiquez des réels o et f tels
que M est le barycentre de (A ; o), (B; P).

a) AM = ;:TB'
b) 2AM + AB = 0.

c) MA-3AB = 0.

nSur les figures ci-dessous, les graduations sont
réguliéres,

Exprimez chacun des paints A, B, C comme un barycen-
tre des deux autres.

$

Il ! ] 1

0 T L] L] L]
]
T

+> 4m

) s

n ABC est un triangle. Dans chaque cas, trouvez les
réels x et ytelsque AM = xAB + yAC.

a) Mest le barycentre de (A ;=1), (B;1), (C:1).

b) Mestlebarycentre de (A;3), (B; 1), (C;2).

ﬂ ABC est un triangle.

Dans chacun des cas suivants, le point M est défini par
I'égalité indiquée. Trouvez des réels «, 3, y tels que M est
le barycentre (A ; ), (B; ), (C .

a) AM = 2AB-AC. b) BM = BA - BC.
c)CM = 3CA+2CB. d) AM+BM = %m.

-Les points M, N, P sont placés dans le repére
(A ; AB, AC) ci-aprés.

1. Comment choisir c, B, y pour que M soit le barycentre
de (A; o), (B;B), (C;7?

2. Reprenez la question précédente en remplacant M
par N puis par P,

- DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

ABC estun triangle. M est le barycentrede (A ; 1),
(B;1=10), (C;t) avectréelde [0;1].

On notel le barycentrede (B ;1 -1t), (C; t).

1. Quel est|'ensemble des points | lorsque tdécrit [0 ; 1]?

2. Déterminez puis représentez 'ensemble des points M
lorsque tdécrit [0 ;1]

“A partir de la figure C

ci-contre, trouvez des coeffi-

cients o, B, y tels que | est le B!

barycentre de (A ; «), (B;B),

(€ ).

Déduisez-en A tel que :
GA + LGB = 0.

n A partir de la figure ci-con-
tre, trouvez des coefficients a,
b, ¢, d tels que K est le barycen-
tre de (A; a), (B;b), (C,;q),
(D;d).

m ABCD est un tétraedre. Utilisez la regle d'associati-
vité pour placer le barycentre G indiqué.

a) G:barycentrede (A; 1), (B; 1), (C; 1), (D;3).
b) G:barycentrede (A; =1}, (B;2), (C; =1),(D;-2).
¢) G:barycentrede (A; 1), (B; 2), (C:3), (D;6).

m ABCD est un tétraédre ; g est un réel. | est le milieu
de [AB] et ) celuide [CD]. E et F sont des points tels
que AE = gAD, BF = ¢BC.

H est le milieu de [EF].

1. Vérifiez que E est le barycentre de (A;1-a),
(D;a) ecFceluide (B;1-a), (C;a).



2. a) Prouvez que H est le barycentre de (A; 1 - q),
(B;1-a).(C;a), (D;a)

b) Déduisez-en que |, J et H sont alignés.

i Aide. Voir 'exercice résolu 1, page 407.

EABED est un teétraédre, prouvez dans chacun des
cas que les points M, B, C et D sont coplanaires et placez
le point M.

a) MA + MB + MC = DA.

Dans toute cette rubrique, I'espace est muni d'un
repére (O ;i j k).

mDonnez une représentation paramétrique de la
droite d indiquée.

a)d=(A;U) avec A(~1;2;0) et T(0;1;-1).
b) d = (AB) avec A(2;1;~1) et B(2;-1;1).

m A et B ont pour coordonnées respectives :
(=2:1;0) e (2:3;:1).

Donnez une représentation paramétrique de chacun

des ensembles suivants.

a) La droite (AB).

b) Le segment [AB].

c) La demi-droite [AB ).
d) La demi-droite [BA).

mPrécEez la nature géométrique de chacun des
ensembles (E,), (E;), (Es5), (E,) définis par les repré-
sentations parametriques suivantes

x = 2t+1

aj(E)) sy=3r , te R
I.z=—t—2
x = 2t+1

b) (E;) {1y = 3t e [0:1].
lz=—t-2
Xx=2t+1

c) (E5) sy = 3t , te [-1;0].
z=-t-2
X =2+ 1

d) (E,) {y=3t ,teR-
zZ=-t-2

m La droite d a pour représentation paramétrigue :

Xx==-2t+1
y= 1-1,te R
zZ= t=2

1. Indiquez un vecteur directeur 7 de d et le point | de
parametre 0.

2. dpasse-tellepar A(3;2;-3)?parB(-5:-2,-1)?
3. Donnez les coordonnées du point M tel que :
IM = 20060

- La droite d a pour représentation paramétrique :

Xx=1-t¢
y=2+3t, te R
Z2=-4

-

1. Trouvez lintersection de d et du plan (O ; 7. K).

-

2. Prouvez que d est paralléle auplan (O ; 7, /).

3. Donnez une représentation paramétrique de la
droite d” paralléle a d passant par (2 ; —4 ; 0).

4. Donnez les représentations paramétriques de deux
droites paralleles a d, dans le plan (O : 4, j}.

m Dans chacun des cas suivants, donnez une repré-
sentation parameétrique de la droite d” passant par
I(1;-3:9), parallélead

a) d = (0;]).

b) d = (AB) avec A(2;-1;5), B(-=1;2:3).
X = =2+t

c) dest définie par{ y = —t , te R.
z= 4-3t

m Les représentations paramétriques suivantes
sont-elles associées a une méme droite ?

X = 21-1 = 3 _6s
y=t ,te R y=-35+2 ,seR.
z= 1-3t Zi= 1ge=5g

mABCDEFGH est pave droit; | et J sont les milieux
des arétes [GH] et [EH]. On considére le repére ortho-

gonal (A ; E, Hj, E}.

1. Donnez une représentation paramétrique de cha-
cune des droites (AJ) et (Cl).

2. (A)) et (Cl) sont-elles sécantes ?

3. Le résultat était-il prévisible ?
Justifiez.

o= Aide. Voir I'exercice résolu 3, page 409.
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m Précisez la position relative des droites det d" ayant
respectivement pour représentations parametriques :

x=—2—§

x=2t-1 "
y= 1-4,te R et qy= 3+§I,PER.

z=35t+2 L 1%

Z 2

2 Aide. Voir l'exercice résolu 4, page 409.

E Dans le cube darétel
ci-contre, on considere le repére
orthonormal (A ; AB, AD, AE).
| est le milieu de [BC], J celui de
[CD] et K celuide [EH].

1. Donnez une représentation
paramétrique de chacune des
droites (IK) et (FJ).

2. Ces droites sont-elles sécantes? |, J, K, F sont-ils
coplanaires ?

3. Retrouvez ce résultat par une autre méthode.
ua Aide. Voir 'exercice résolu 4, page 409.

3. et 4. Intersections de plans

et de droites
Dans cette rubrique, I'espace est muni d'un repere
orthonormal (O ; i j. K).

E Dans chacun des cas suivants, vérifiez que les
plans %, et 2P, sont sécants et donnez une représenta-
tion paramétrique de leur droite d'intersection d.
Précisez alors un vecteur directeur et un point particu-
lierded

Poox+y
a)q .
Ptz

Il
LN

Pyi—x+y+z
; Py:2x-y+22

Il
—
:

us Aide. Voir 'exercice résolu 5, page 411,

ml.a droite d a pour représentation parameétrique
Xx=2i-1
i =2 , te [, la droite d" est définie comme
z=1t+1

lintersection des plans &, et &, :
x+y-2z=3
{x— y-2z=2
1. Donnez une représentation paramétrique de d”.
2. a) Pourquoi d’ est-elle parallglea d?
b) det d" sont-elles strictement paralléles ?

- DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

-Répondez aux questions de l'exercice 24 avec:

x= t
Ix-y-2z=1
d:qy=-t+1,teR et d’:{x il ;
Xx-y- z=0

z= 2t-1

m@ est le plan d'équation 3x +2y-2z-6 = 0.
Trouvez les coordannées des points d'intersection de &
avec les axes du repere.

Dans chacun des cas, prouvez que la droite d est
sécante avec le plan % et calculez les coordonnées de
leur point d'intersection.

a) destla droite (AB) avec A(—1:2;3), B(1:2;-1);
9P est le plan d'équation x + y+z = 1.
b) dest la droite passant par A(2 ; =1 ; 0), dirigée par
le vecteur U = i-2];

Z

] ¥ i E 5_.. =1
E]Pestleplandequatlon2+3 & :

=" Aide. Voir 'exercice résolu 6, page 411.

m Dans chacun des cas, trouvez |'intersection de la
droite d et du plan 2.

x = 2t-1
a)P:x-uy+2z2-1=0etd:qy =1t ,te B
z=1-3t
x=5+1
b) ?:2x+3y-z=0etd:{y=1+2s,5¢ R
zZ=8s-3

i Aide. Voir 'exercice résolu 6, page 414,

E On considére le systeme :

x = 4t-1
5y {Y=2 te R.
z=3t+1

¥+ry—2z=1
1. a) Justifiez que résoudre (5) revient & chercher
I'intersection d'une droite d et d'un plan 2.

b) Quelle est |la position de d par rapport a & ?
Déduisez-en I'ensemble des solutions de (5).

2. Retrouvez ce résultat en résolvant (S).

Pour les exercices [Ell] a [EF], résolvez, dans 3, le
systéme formé par les équations des trois plans
donnés ; précisez alors leur intersection.

== Aide. Voir 'exercice résolu 8, page 413.

malgﬁ,: XxX—2y-3z=3;
Pi2x— y—4z=17,
Py:Ix=3y—52=8



b)#?,:5x+ y+ z=-5;
Py 2x+ 13y —7z=-1;
Pt 31— g+ = 1L

aII'LJ]P,:Zx— y+3z=0;

Py x+2y+ z=0;

@s:3x— 4y +52z=0.
b)®,:2x - y+3z=2:
Por x+2y+ z=1;
Py:3x— 4y +5z=3.

Eda) #,:2x- y+32-2;
P,: x+2y+ z=1;
WP3:3%x— 4y +5z=4,

bl #,: x+ y+ z=1;

Py: x-2y+ z= 1;
Py:3x— 4y +3z=-1.

Pour les exercices a [E&, les équations du sys-
téme sont celles respectivement des plans 2,, %,
et ¥.

U Aide. Voir I'exercice résolu 7, page 413.

m Etudiez la position des plans P, P P4 puis indi-
quez I'ensemble des solutions du systéme :

Xty-z=12
(5) X—y+z=2.
-X+Yy-z2=3

m On donne le systéeme:

2% = Y+ 3z2=2

(5) 3x+2y— 4z=3.

S5x=5y+13z=3
1. Prouvez que %, et %, sont sécants suivant une
droite d Précisez un point et un vecteur directeur de d.
2. Démontrez que dest contenue dans %,
3. Déduisez-en 'ensemble des solutions de (S).

m On donne le systéme :

Xx= y—2z=0
(S) 2x+3y+ z=5 -
Sx+2y—- z=3
1. Prouvez que ,, &, et 5 sont sécants deux a deux.

2. Onnote d la droite d'intersection de %, et %,
Précisez un point et un vecteur directeur de d.

3. Prouvez que d est strictement paralléle & %, puis
deduisez-en I'ensemble des solutions de (S).

m L% L'espace est rapporté a un repére orthonor-
mal (O ; 7, J. k). @ estle plan d'équation 2x-y+5=0
et %’ le plan d'équation 3x+y-z = 0.

1. a) Démontrez que les plans P et @’ sont sécants
selon une droite A

b) Démontrez qu'une représentation paramétrigue de A

X=0u

est:qy = 2a+5, e R

1l

z=50+5
2. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou
fausses ? Justifiez précisément vos réponses.

a) La droite A est paralléle au plan 2 déquation
Sx-5y+z=0.

b) La droite A et la droite A" de représentation

x = =3B
parameétrique: 1y = 1+ , Be R,
zZ= 2+2ﬁ

sont deux droites coplanaires.

L'espace est rapporté a un repére orthonormal
(0;1J. k). Atout réel m, on associe le plan P, déqua-
tionmx+y+(1-mjz+m+3 = 0.

1. a) Démontrez que les plan %, et %,, correspondant

respectivementa m = 0 et m = 1, se coupent sui-
vant une droite A.

b) Déterminez une représentation paramétrique de A.

¢) Pourguoi les points A(0;-4;1) et B(1;-5;2)
sont-ils des points de A ?
d) Déduisez de la question 1.¢) que A est contenue

dans chaque plan ..

2. Onnote P, ,, leplanassociéd m = %

Démontrez qu'il nexiste aucun plan 2, orthogonal au
plan '3'"1,'2.

Si m, # % démontrez que le plan :JP,,,J est orthogonal
my, — 2
2m, -1 [

auplan % sietseulementsi m, =

m Dans un repére orthonormal (0;ij K), le
point A a pour coordonnées (3;-2:1) et la droite A a
pour équation paramétrique

X¥=2—Xk
=2-3A,Ae R
z=1+XA

1. Déterminez une équation du plan % passant parAet
perpendiculaire a A.

2. Déterminez les coordonnées du point H, projeté
orthogonal de A sur A. Déduisez-en la distance AH.
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Apprendre a chercher

m Prouver un alignement
ABCDEFGH est un parallélépipéde et | est le centre de
gravité du triangle BDE.

Objectif : démontrer que A, | et G sont alignés et pré-
ciser la position de | sur [AG].

1. Une premiére idée est de prouver qu'il existe un
réel k tel que AG = KAl

Or AG représente la diagonale issue de A du parallélé-
pipéde donc AG s'exprime en fonction de AB, AD et
AE (régle du parallélépipéde).

Mais | est le centre de gravité de BDE d'ol la possibilité
d'exploiter des égalités vectorielles.

a) Ecrivez AG en fonctionde AB, AD et AE.

b) | étant le centre de gravité de BDE, exprimez la
somme AB + AD + AE en fonction de Al

c) Déduisez-en une relation de colinéarité entre AG
et Al.
Concluez.

2. Une autre solution

On peut penser aussi a une solution analytique.

Le choix d’un repére est facilité par la donnée du paral-
lélépipede. Le repére (A ; AB, AD, AE) s'impose puis-
que les sommets auront des coordonnées simples.
La droite (AG) est alors définie paramétriquement et
les coordonnées du point | sont facilement calculables.

a) Ecrivez une représentation paramétrique de la droite
(AG).

b) Calculez les coordonnées du paint .

c) Vérifiez que | estsur (AG) et précisez le nombre 1 tel
quem = I_—E:.

= Commentaire.

L'égalitédu 1. a) AG = AB + AD + AE peut aussi s’interpré-
ter en termes de barycentre.

Ainsi G est le barycentrede (A; —2), (B; 1) (D; 1) (E; 1)
et, d'aprés la régle d'associativité, G est le barycentre de
(A; —2)(1; 3).

On retrouve ainsi les résultats.

- DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

m Trouver un point de concours
ABCD est un tétragdre ; xestun réel de l'intervalle 10 ; 1[.
P, Q, R et S sont les points tels que:

AP = xAB, AQ = xAD, CR = xCD, CS = xC&.
| et J sont les milieux des arétes [AC] et [BD].

Objectif : démontrer que les droites (lJ), (PR) et
(QS5) sont concourantes.

1. On connait l'efficacité du barycentre dans les pro-
blémes de concours, grace au théoréme d'associativité.
De plus, une égalité comme AP = xAB indique queP
est un barycentre de A et B. D'ol I'idée de sulvre cetle
piste.

a) Exprimez P comme un barycentre de A et B.
b) Traduisez de méme les égalités:
m=xﬁ,fﬁ=xt_ﬁet?=x(28.

2. Pour prouver |'existence de ce paint de concours
inconnu, on pense a l'identifier a un barycentre G de
certains points.

Pour trouver ces points, observons que G doit étre sur
(PR) et que P est un barycentre de A et B tandis que
R est un barycentre de Cet D.

D'ou l'idée dintroduire « par juxtaposition » un bary-
centrede A, B, Cet D.

a) Quel barycentre G est-il alors judicieux d'introduire?
Assurez-vous de son existence. '

b) Grace au théoreme d'associativité, prouvezr que
G est sur chacune des droites (PR), (QS) et ().
Concluez.

= Commentaire.

De fagon plus précise, vous pouvez vérifier que G est le milieu
de [PR] et [QS] et quil est sur la droite (1}) définie par
IG = xIJ.



mTrnuver l'intersection de trois plans

ABCDEFGH est un cube de E H
coré 1. [
On munit I'espace du repére F G
orthonormal
(A ; AB, AD, AF). A D
On coupe ce cube suivant les ; g=x

C

plans d'equations -
X—-y=0 Yy-z=0, z-—x=0.

Objectif : trouver l'intersection de ces trois plans.

Deux solutions sont envisageables.

*Méthode géométrique : les équations des plans
sont si simples gu'on peut penser pouvoir identifier ces
plans sur la figure.

Par exemnple, trois points non alignés (ou plus) dont les
coordonnées sont telles que y = x permettent de
définir le premier plan.

*Méthode algébrique : le probléme revient a résou-
dre un systéme de trois équations a trois inconnues.

1. Solution 1 : identification des trois plans

a) Indiquez les points de la figure situés dans le plan
d'éguation x—y = 0.

b) De méme, indiquez les points de la figure situés dans
le plan d'équation y—z = 0 puis dans celui d'équation
z-x=0.

c) Quels sont les points communs aux trois plans ?
Deduisez-en leur intersection.

2. Solution 2 : résolution d'un systéme
Il s'agit donc de résoudre le systéme

=0
= [

X —
(5) qu-
Z- 0

x N o

a) Résolvez ce systéme dans B>,

b) Déduisez-en que ['intersection cherchée est une
droite.

Donnez-en une représentation paramétrique.

Précisez I'un de ces points et un vecteur directeur.

meuver un lieu dans l'espace

ABCD est un tétraédre. M et M” sont deux points varia-
bles sur les arétes opposées [AB] et [CD].

| désigne le milieu du segment [MM”].

Objectif : préciser le lieu géométrique de | lorsque M et
M’ se déplacent sur [AB] etsur [CD].

1. Onnote ¥ ce lieu. Pour connaitre sa nature, on peut
bien sOr utiliser un logiciel, par exemple, Geospace.
Sinon, on peut choisir des positions particuliéres de M
et M’ sur la figure et placer les points | correspondants.

a) Justifiez que les milieux E, F, G, H de [AC], [BC],
[AD] et [BD] sont des points de F.

b) Prouvez que EFHG est un parallélogramme.

2. D'autres essais, ou la visualisation avec un logiciel,
permettent alors de conjecturer que | est dans le paral-
lélogramme EFHG.

Comment le prouver ?

Introduisons le repére naturel (E ; EF, EG) du plan
(EFG). Dire que « | est intérieur a EFHG » signifie que
«lesttel que El = XEF + UEG avec ses coordonnées
xetydans [0; 1] ».

a) Démontrez que :
2El = EM+EM’ = AM+CM’ (1).
b) Justifiez qu'il existe deux réels x et yde [0; 1] tels
que AM = xAB et CM’ = yCD.
¢) Déduisez-en alors que El = xEF + yEG.

3. Ainsi vous avez prouvé que & est contenu dans le
parallélogramme EFHG. Il s'agit d'étudier la réciproque,
c'est-a-dire de se poser la question : si J est un point
quelconque intérieur a EFHG, est-il le milieu d'un seg-
ment [MM’] avec M sur [AB] et M’ sur [CD]?

a) Si J est intérieur  EFHG, il existe des réels a et b de
[0;1] tels que E] = aEF + bEG.
Justifiez qu'alors 2EJ] = aAB + bCD.

b) Déduisez-en qu'il existe un point M de [AB] et un
point M’ de [CD] tels que 2E] = AM + CM".

c) A l'aide de la relation de Chasles, démontrez alors
que | est le milieude [MM’]. Concluez.
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Pour progresser

EI ABCD est un tétragdre ; A

J est le centre de gravité du

triangle BCD, | le milieu de

[AJ] etKlesymétrique de A D
par rapport a J.

Exprimez | et Kcomme bary-
centres de A, B, C et D munis Fi
de coefficients que wvous

devez préciser. i

m ABCD est tétraédre. | et ] sont les milieux de [AD]
1

et [BC]. Les points K et L sont définis par AR = Eﬁi
etCL = %ﬁ)’ G estlebarycentrede (A; 2), (B; 1),
(1), (D2

1. a) Prouvez que les points G, |, J sont alignés.

b) Prouvez que les points G, K, L sont alignés.

2. Déduisez-en que les points |, J, K, L sont coplanaires.

m ABCD est un tétraedre, tun réel différent de — 4 et
M le barycentrede (A ; t), (B;2), (C;1}, (D;1).
| et J sont les milieux respectifs de [CD] et [Bl].

1. a) Dans le repére (A ;AB, AC,AD), calculez les
coordonnées des points M et J.

b) Donnez une représentation paramétrique de la
droite (AJ).

c) Prouvez que les points A, M et ] sont alignés et
précisez le coefficient A tel que AM = AAJ.

2. Exprimez J comme un barycentre de B, C, D puis
retrouvez le résultat précédent en utilisant le théoréme
d'associativité.

p==" Aide. Voir Apprendre a chercher, l'exercice 39, page 422.

m ® ABCD estun tétraédre; les points P, Q et Rsont
tels que les quadrilatéres ABPC, ABQD, ACRD sont des
parallélogrammes.

Le but de l'exercice est de démontrer que les droites
(DP), (CQ) et (BR) sont concourantes.

1. a) Prouvez que P est le barycentre des points
pondérés (A; =1), (B; 1), (C; 1)

b) De méme, exprimez Q comme un barycentre de A, B,
D, puis R comme un barycentrede A, C, D.

2. Enutilisant |, barycentre bien choisi des points A, B, C,
D et le théoréme d'associativité, prouvez que les droites
(DP), (CQ) et (BR) sont concourantes en |. Précisez
la position de | sur chacune des droites.

u== Aide. Voir Apprendre d chercher, 'exercice 40, page 422.

- DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

e — p—

- :
ABCDEFGH est un cube d'aréte 1. F i
1. a) Exprimez plus simplement
le vecteur AB+AD+AE et
déduisez-en que le produit sca- | &8
laire AG - BD estnul. B
b) Prouvez de méme que

AG - BE = 0.

c) Démontrez que la droite (AG) est perpendiculaire
au plan (BDE).

2. | est le centre de gravité du triangle BDE.

Déduisez de la question 1. a) que | est le point d'inter-
section de la droite (AG) et du plan (BDE).

Précisez la position de | sur le segment [AG].

3. L'espace est muni du repére orthonormal
(A AB, AD, AE).

a) Ecrivez une équation du plan (BDE).

b) Ecrivez une représentation paramétrique de la droite
A passant par H et orthogonale au plan (BDE).

c) Quelles sont les coordonnées du point d'intersection
J de la droite A et du plan (BDE) ?

d) Déduisez-en la distance de H au plan (BDE).

- A, B, C, D, E sont cinq points de 'espace. Pour tout
point M, on considére les vecteurs U et Vtels que:

G=MA+2MB-MC et ¥ = MD+ME

1. Quel est 'ensemble des points M tels que T et Vsont
colinéaires ?

2. Quel est'ensemble des points M tels que ||t = |[v]?

p=~ Aide. Pensez a réduire les sommes vectorielles.

m Répondez aux questions de l'exercice 48 avec:
0 = MA +2MB - 3MC et ¥ = MD + ME.

m o :LX9 A, B, C sont trois points de l'espace
et k est un réel de l'intervalle [-1;1].
OnnoteG, lebarycentrede (A ; k% + 1), (B k), (C,—k).

1. Représentez les points A, B, C, le milieu | du segment
|BC] et construisez les points G, et G ;.

2. a) Prouvez que pour tout réel kde [-1; 1],

k
AG, = - BC.
TR+
b) Donnez le tableau de variations de la fonction f
A X
défini lintervalle [-1 ;1 rfix) = - :
finie sur l'i | 1 par f(x}) 1]



c) Déduisez-en I'ensemble des points G, lorsque k décrit

lintervalle [-1: 1].

3. Précisez|'ensemble & des points M de I'espace tels que:
[2MA + MB - MC| = [|2MA - MB + MC|.

4. Précisez 'ensemble 7 des points M de l'espace tels que:
|2MA + MEB - MC| = |2MA - MB - MC].

5. L'espace est maintenant muni d’un repére orthonor-

mal (O ;1 J, k). Les points A, B, C ont pour coordon-

néesrespectives (0;0:2), (=1;2;1)et(-1;2;5).

Le point G, et les ensembles & et F sont définis comme

ci-dessus.

a) Calculez les coordonnées de G, et G_;.

Prouvez que € et & sont sécants.

b) Calculez le rayon du cercle I', intersection des
ensembles € et F.

m e ABCD est un tétraédre, | est le milieu du seg-
ment [AB] et celui du segment [CD].

1. a) G, est le barycentre des points pondérés (A1),
Exprimez IG, en fonction de CD.

b) G, est le barycentre des points pondérés (A;1),
(B;1), (D;2).

Exprimez IG, en fonction de ID.

¢) Démontrez que G, est le milieu de [JG,].

d) Faites une figure et placez |, J, G, G..

2. m est un réel. On note G, le barycentre des points
pondérés (A;1), (B;1), (C; m-2), (D; m) lorsqu'il
existe.

a) Précisez l'ensemble € des wvaleurs de m pour
lesquelles G, existe.

b) Exprimez en fonction de m les réels a et b tels que
miG,, = alC + bID.
Déduisez-en que G, appartient a un plan fixe 7.
c) Prouvez que mJG,, est un vecteur constant.
Précisez ce vecteur.

d) Deduisez-en I'ensemble F des points G, du plan &
lorsque m décrit €.
{Concours GEIPI)

Pour cette rubrique, sauf indication de I'énoncé, 'es-
pace est muni d'un repére orthonormal (O ; i, j, k).

m A B, C, D Esontles points de coordonnées respec-
tives :
(0;0;4a), (a;0;0), (0;a;0),
(-a:0;0), (0;-a;0)
ou g est un réel strictement positif donné.
Ainsi ABCDE est une pyramide réguliére X a base carrée
d'axe (0z).

Le but de |'exercice est de préciser l'intersection des trois
plans %, P,, Py d'équations respectives x+y = 0,
y+z =0, x—z = 0 par deux méthodes.

1. Méthode géométrique

a) Faites une figure et représentez les sections de X par
les plans &, et ..

b) Prouvez que les points O et G, centre de gravité de la
face ABE, appartiennent a lintersection des plans 2,
et P,

c) Vérifiez que O et G appartiennent a 2.

Quelle est l'intersection des trois plans ?

2. Méthode analytique
Résolvez le systéme défini par les trois équations de
plan et retrouvez le résultat

== Aide. Voir Apprendre d chercher, I"exercice 41, page 423.

=5 Commentaire. L'utilisation d’un logiciel du type Geos-
pace, ... permet la visualisation des sections.

[B8] © 0ABCDEFG est un cube de coté 1 ; Fespace est

muni du repére orthonormal (O ; 0A., 0OC, 0D).

On désigne par @ un réel strictement positif.

M, N et P sont les points tels que:
W:Gﬁ,ﬁi:ﬂﬁ,ﬁ:ﬂﬂ_ﬁ.

1. Démontrez que le plan (DMN) a pour équation :

X+ y+az = a

2. a) Prouvez que OF est un vecteur normal au plan

(DMN) puis donnez une représentation paramétrique

de la droite (OP).

b) La droite (OP) coupe le plan (DMN) en H. Expri-

mez, en fonction de q, le réel t tel que OH = tOP.

3. a) Quelle est la distance de P au plan (DMN) ?

b) Justifiez que le triangle DMN est isocele. Calculez son
aire en fonction de a.
Déduisez-en le volume “"(a) dutétraédre PDMN,

M*

m ® (O;0A,0B,0C) est un repére
orthonormal de l'espace.
G est lisobarycentre de A, B, C.

1. Calculez les coordonnées de G et prouvez que la
droite (OG) est perpendiculaire au plan (ABC).
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2. Lespoints A’(2;0;0), B’(0;2;0), et C’(0;0;3)
définissent le plan (A'B’C").

a) Démontrez qu'une équation cartésienne du plan
(A'B'C") est 3x+ 3y+ 2z = 6.

b) Prouvez que le point M(x; y; z) appartient a la
droite (AC) si et seulement s'il existe un réel ktel que:

x=1-=K

z2=k

¢) Calculez les coordonnées du point K commun a la
droite (AC) et au plan (A'B'C").

3. a) Calculez les coordonnées du point L commun & la
droite (BC) et auplan (A'B"C").

b} Prouvez que les droites (AB), (A'B") et (KL) sont
paralléles,

c) Caractérisez l'intersection des plans (ABC) et
(A’B'C’) arlaide de points définis précédemment,

E& ¢ pans un repere orthonormal (0; 7], ), on
donne les points A, B, C, D de coordonnées :
A(1;2;0);B(0;0;1);C(1;5:5):D(-11;9:-4).
On se propose de déterminer les coordonnées du point H,
projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).

1. a) Vérifiez que les points A, B, C ne sont pas alignés.
b} lustifiez I'affirmation suivante :

Dire que « M(x; y; z) appartient & la droite (DH) »
équivaut adire que «xDM - AB = Oet DM - AC = On.

c) Déduisez-en que la droite (OH) a pour représentation

paramétrique :
X=A
13y =62-51L , Ae R
13z = =19+ 34

2. a) Déduisez de la question 1.c)les coordonnées
d'un vecteur i normal au plan (ABC).

b) Déterminez alors une équation du plan (ABC) et
déduisez-en les coordonnées de H.

m ® Les points A, B, C, D ont pour coordonnées
A(2:4;3);B(4;-2:3);C(1;-1:1)etD(3;3;-3).

1. Vérifiez que A, B, C ne sont pas alignés.

2. Dérerminez les coordonnées du point D’, projeté
orthogonal de D sur le plan (ABC).

®Dans un repére orthonormal (O ; f,;, k), les
plans %, et &, ont respectivement pour €quation :

Prix-2y+32-5=0etP,: x+y+2+1=0.

1. a) Démontrez que P, et P, sont sécants. (Onnote A
la droite intersection des deux plans)

- DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

b} Démontrez gu'une représentation paramétrigue del

x=1-5¢
est:¢y = -2+2t, te R.
=3t

2. Déterminez une équation du plan % perpendiculaire
a P, et 2P, et passant par A(2;5;=2).

m ® |es points A et B ont pour coordonnées
A(2;1;-1)etB(3;0;0).Atout réel m, on associe le plan
&, d'éguation cartésienne mx + y+ mz+m-1 = 0,
Existe-t-il une valeur de m pour laquelle :

a) la droite (AB) est paralléle a % ?

b) la droite (AB) est perpendiculaire a 2, ?

c) le plan 2, contient la droite (AB) ?

m ® La droite d est l'intersection des plan P, et #,
d'équations respectives:

Prix-uy+2-3=0 et P;:2x+z2= 0.
Le plan %k a pour éguation x+y-z = 0.
Démontrez que la droite d coupe R et déterminez les
coordonnées du point d'intersection.

m 5 Dans un repéere orthonormal, on
donne les points A(8;0;8), B(10;3;10) ainsi que la
droite % de représentation paramétrique :

x=-=5+3s5
y=1+2s , seR.
zZ=-25

1. a) Donnez une représentation paramétrique de la
droite A passant par A et B.

b) Prouvez que % et A sont non coplanaires.

2. a) Le plan %P est paralléle & & et contient A.
Prouvez quelevecteur fi(2 ;-2 , 1) estun vecteurnor-
mal a . Déduisez-en une équation de P,

b) Démontrez que la distance d'un point quelconque M
de % au plan % est indépendante de M.

c) Donnez une représentation paramétrique de la
droite définie comme l'intersection de 9 avec le plan
(xOu).

3. Lasphére & est tangente & 2 au point C(10;1;6).
Le centre €2 de & se trouve a la distance d = 6 de P,
du méme coté que 0.

Trouvez une éguation cartésienne de &.

m 4 On considére les points A(4;0;0),
B(2;4;0), C(0;6;0), S(0;0;4), E(6;0;0) et
F(0:8:0).

1. Réalisez une figure et complétez-la au fur et & mesure
de l'exercice.

2. Prouvez que E est le point d'intersection des droites
(BC) et (OA) etF celui des droites (AB) et (0C).



3. a) Trouvez une équation du plan (SEF).

b) Calculez les coordonnées du point A", barycentre

des points pondérés (A; 1), (S:3).

¢) On considére le plan % paralléle au plan (SEF) et

passant par A’. Vérifiez qu'une équation de 7 est .
4x+3y+6z-22 = 0.

4. Le plan 2 coupe les arétes [SO], [SA], [SB] et

[SC] de la pyramide SOABC respectivernent en O’

Al B €L

a) Calculez les coordonnées du point O”. _

b) Vérifiez que C* a pour coordonnées [[} # 2= g)

c) Trouvez une représentation paramétrique de la droite
(5B) et déduisez-en les coordonnées du point B,

5. Vérifiez que 0’A’B’C’ est un parallélogramme.

m: m L'espace est rapporté a un repére

orthonormal (O ; i, j, k). A, est la droite passant par
A0;0; 1) etde vecteur directeur T, = 7 +j etA,estla
droite passant par B(0;0;-1) et de vecteur directeur
sz = ?—j-

Lebutdel'exercice est d'étudier I'ensemble (E) des points
M de l'espace équidistants des deux droites A, et A,,

1. Vérifiez que 4, et 4, sont orthogonales et non copla-
naires, Démontrez que le point O est un point de (E).

5 Aide. Faites une figure.

2. Déterminez une représentation paramétrique de A,
etdeA,.

3. Mestun point de coordonnées (x; y : 2).

Onnote H et K les projetés orthogonaux de M respecti-
vement sur i, et A,

a) Calculez MH? et MK2 en fonction de x, y et z

b) Déduisez-en que M appartient 3 (E) si et seulement si
xy+2z=0 (1).

4, En utllisant (1)

a] Demontrez que les intersections de (E) avec des
plans orthogonaux 3 la droite (AB) sont en général des
huyperboles.

Précisez le cas d'exception,

b] Quelle est la nature des intersections de (E) avec des
plans orthogonaux & l'axe (O ; ) oualaxe (0 ;))?

Résolutions de systémes
Dans cette rubrique, les situations issues de domai-

nes variés conduisent a l'utilisation de systémes
linéaires.

mchez le boulanger

Deux baguettes, trois croissants et quatre pains aux rai-
sins colitent 7,30 € ; trois baguettes, deux croissants et
€ing pains aux raisins 8,40 €,

Combien coQtent cing croissants et deux pains aux
raisins ?

m Polynéme d'interpolation

P désigne un polynéme du second degré défini par
P(x) = ax?+ bx + . Existe-t-il des réels g, b, c tels que
P(-1) = 10, P(2) = 7, P(3) = 227

EA la recherche d'une primitive

1. Trouvez trois nombres o, P et y tels que pour tout
réelx, x> = o(x+1)2+B(x+1)+7.

2. Déduisez-en une primitive sur B, de la fonction
P x = x2(x+ 1)2006

m ® Plan passant par trois points sur les axes
Dans un repére orthonormal, on z
donne les points A(a:0:0), c
B(0O;b;0), C(0;0;c¢c) tels que

a#0, b0, ¢c20.

Prouvez en résolvant un systéme
linéaire qu'une équation du plan

By
(ABC) est: i
X, 4.z x
—+24+- =1,
a b ¢

% Commentaire. Ce résultat a &t& mis en évidence dans le
chapitre 14, page 38s.

- ® Avec le cercle inscrit

On donne |e dessin suivant BC = 7, CA = 5
et AB = 4,

Trouvez les longueurs AB”, BC" et CA”.

m ® Sphere passant par quatre points

Dans l'espace muni d'un repére orthonormal (O ; 7, J. k).
on donne les points A(4;0;-3), B(2;2;2),
C(3,-3;-1), D(0;0;-3).

1. Prouvez que le plan médiateur de | AB] apour équa-
tion 4x - 4y—-10z-13 = 0.

On admet que de méme, les plans médiateurs de [BC]
et [CD] ont respectivement pour équations :

2x-10Yy-62-7 =0 et 3x-3y+2z2-5=10
2. a) Démontrez que ces trois plans ont un unique
point commun E.

b) Déduisez-en que A, B, C, D sont sur une sphére de
centre E. Quel est son rayon ?

m : L'expert comptable

Une somme de 20 € est constituée de pieces de 1 €, de
pieces de 50 centimes et de piéces de 20 centimes.ll y a
au total 49 piéces. Trouvez toutes les combinaisons
possibles de piéces de chaque sorte.
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Prenc_:!re toutes les initiatives

OABC est tétraédre trirectangle en O tel que
OA = OB = OC = a. G est le centre de gravité du
triangle ABC. Calculez OG en fonction de a.

ABCDA'B’C'D’ est un cube d'aréte 1. G est le centre
de gravité du triangle BC'D.

Prouvez que C, G, A" sont alignés et trouvez le nombre k
tel que CG = kCA’.

® ABCDEFGH est un E H
cube d'aréte a '
| et J sont les centres de

gravité des triangles ABD [ ! ! o

et ABF. ;"ﬁ" g

1. Prouvez que (ll) est ;""":'#:;‘l ***** ==y D
orthogonale a chacunedes |/ .~ .57

droites (AC) et (BE). gl L‘C

2. Démontrez que I) mesure le tiers de la diagonale du
cube,

UZ Note. 1) représente la distance entre les droites non
coplanaires (AC) et (BE).

® Dans un repére orthonommal (O ;14 j, k), on
donne A(-3;-2;5),B(-1;3,6), C(4;,-1:2),X53;-1),
E(1;-2;2). Démontrez qu'il existe une droite unique d
passant par E et orthogonale a (AB) et (CD). Donnez-en
une représentation parameétrigue.

EZY ® ABCD est un tétraédre et M le point de [AB]
défini par AM = }I_B' Le plan paralléle a (BCD) pas-

sant par M coupe [AC] enNet [AD] enP.

I,J et K désignent les milieux des segments [NF], [PM]
et [MN].

Démontrez que les droites (BI), (CJ) et (DK) sont
concourantes.

[} ® SABCD est une pura-
mide dont la base est un carré
de coté 1 et la hauteur [SA]
telle que SA = 1.

M est un point de [SC| défini par
SM = 1SC avectdans[0;1]. |
Pour quelle valeur de t I'angle B
BMD est-il maximal ?

Précisez alors sa mesure.

m : Dans l'espace muni d'un repére orthonormal
(0 ;Lj k), ondonne la sphére £ de centre I(1;1;1)
et de rayon 1 et le plan %, d'équation x+ y+z = m
(me [K*).

Pour quelles valeurs de m, le plan &, est-il tangenta £ ?
Application.

OABC est un tétraédre trirectangle en O tel que
DA = 0B = OC = a (a>0). Indiquez la position
de 2, centre de |a sphére inscrite dans OABC.
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Prblémes

e

® Themes : Barycentres. Etude de fonction

M est un point intérieur a un triangle ABC. La droite
(MA} coupe (BC) en A";la droite (MB) coupe (AC)
en B’; la droite (MB) coupe (AB) en C’.

MA  MB  MC
On pose § = MA’+MB’+MC’
déterminer un point M pour lequel la somme S est
minimale.
Nous rappelons que pour tout point M intérieur au trian-
gle ABC, on peut trouver des réels strictement positifs tels

que M soit le barycentrede (A; o), (B; B), (C; 7).

et on se propose de

: ' MA _ B+y
i - LS U 8
Déduisez-en qu'alors A" =
2. Prouvez que S = [E I E] +.(I +EJ+ (E.;. I]_
o B/ lo v/ Ly B

3. a) Ewudiez les variations de la fonction f définie sur

lintervalle ]O; +oo par f(x) = x + ':?

b) Déduisez-en que :

«pourtout x >0, f(x) =2,

«pourtout x =0, flx) = 2 éguivauta x = 1.
4. a) Déduisez des questions 2. et 3. que :

« S est minimale » équlvautawg = B a1 =g
P v «

b) Déduisez alors la position du point M pour que S soit
minimale.

o Theémes : Produit scalaire. Equations de plans,
Représentations paramétriques de droites. Volumes

ABCDEFGH est un parallélépipéde rectangle tel que :
AB = 2: BC =GC = 1.

Le point | est le milieu du segment [AB] et ) celui du

segment [CG]. On considére le repére orthonormal

G
E F ]
D e ensrneneinsena SR C
A o I a B

1. a) Calculez les distances DJ et 1.
b) Trouvez, a 0,1° prés, la mesure de l'angle géométri-
que 1D.

2. Prouvez que les droites (DI) et (1)) sont perpendi-
culaires.

3. a) Déterminez une équation du pian (DU).
b) Calculez la distance du point H au plan (DU)).
4. Calculez le volume du tétraédre HDIJ.

3. a) Déterminez une représentation paramétrique de
la droite d passant par le point J et perpendiculaire au
plan (HDI).

b]) Trouvez les coordonnées du point d'intersection J
de |a droite d et du plan (HDI).

c) Trouvez, de trois facons différentes, Ia distance du
point ] au plan (HDI).

e Thémes : Sections. Optimisation. Positions de plans

(0; L j, k) est un repére orthonormal de I'sspace.
SOABC est la pyramide telle que OA = i, OC = |,
0S=KketOB =i+]

On note tun réel tel que 0 << t << 1. Le but du probléeme
est de préciser la section du plan @ d'équation
x+ Yy = t avecla pyramide et de chercher lavaleurde t
rendant son aire maximale.

1. a) @ coupe les droites (OA) enD, (OC) enE, (SC)
enF, (5B) enG, (SA) en H.Faites une figure et indiquez
la nature de cette section,

b) Prouvez que DEFH est un rectangle. Exprimez son
aire en fonction de ¢

¢) Calculez les coordonnées du point G, puis l'aire du
triangle FGH en fonction de t.

d) Déduisez-en I'expression de l'aire < (t) de la section
en fonctionde t

2. Etudiez les variations de la fonction < sur lintervalle
10; 1],
Déduisez-en la valeur de t rendant cette aire maximale.

3. Prouvez que, parmi les plans @, celui dont la section
avec la pyramide est d'aire maximale, est le plan de vec-
teurs directeurs AC et OS passant par le centre de gra-
vité du triangle OAC.

CHAPITRE 13 -
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C’EST NOUVEAU AU

Pour chague question, plusieurs propositions peuvent étre exactes.
Indiquez lesquelles en justifiant a chaque fois votre réponse.

m ® Dans l'espace rapporté a un repére orthonormal (O ; i, j, k), on donne le point

S(1:=2;0) etleplan? d'équation x+ y-3z+4 = 0.

1. Une représentation paramétrique de la droite d passant par le point S et perpendiculaire a % est :

xe= 1+t ¥=241
a]iy=1-2t te R. [biy=-1+tteR.
Z=_—3 z=1-3¢t
x=T1+t (x=2+1t
[c]dy=—2-2¢ te R. dliy==-1+¢te R.
[ z=3t 2=-3-3t

2. Les coordonnées du point d'intersection H de la droite d avec le plan 2 sont :

[a](~4;0;0).

3. La distance du point S au plan 2 est égale a:

GCERERE T L)

— 11 =3 9 9

la i b|—: cli=— | d ="

4. On considere la sphére X de centre S et de rayon 3 ; son intersection avec le plan 2 est égale :

|a|aupoint I(1;-5;0). Eau cercledecentreHetderayonr = 3 E
= 3./10

[claucerclede centreSetderayon r = 2. [d au cercle de centre H et de rayon r = ==

Pour chacune des propositions, dites si elle est vraie
ou fausse. Justifiez chaque fois votre réponse.

I 1. ABCD est un tétraedre, | le milieu de [BC], G le
barycentre de (A;2) (B; 1) (C; 1) (D; —3). Les points |,
G, A, D sont coplanaires.

2. 'espace est muni dun repére orthonormal
(0; L k).
a) lesplans®;: x+2y—-2-1 =0 et

DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

% Reportez-vous aux fiches M et N du bloc méthodologique page 463.

P,: 2x—Y+2z—4 =0 sont sécants suivant la
droite d passant par A(1;2;4) et dirigée par
U=1;3;5).

b) Lesplans @, : x-2u+z-5 = 0,
Po:2x+y+3z2—7 =0, P;: 2y+z = 0 ont un seul
point commun.

c) teplan®: 2x+y—z+1 = 0 etladroite d passant
par A(1;1;4) et dirigée par U= i—j+ k n'ont aucun
point commun.
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Vers les années 1870, aprés un enrichissement consi-
dérable depuis les Eléments d'Euclide, les différentes
méthodes de la géométrie sont bien répertoriées,
chacune d’elles étant associées a des outils : géomé-
trie des configurations, des vecteurs, des transforma-

tions, usage des nombres complexe...

Ainsi un méme probléme de géométrie peut étre
résolu de plusieurs facons parfois fort différentes.
C'est le cas par exemple de la démonstration de I'exis-
tence du cercle d'Euler dit aussi cercle des neuf points.
L'existence de ce cercle a été démontrée par Claude

Julien Brianchon dans un article de 1808.

Ce cercle est I'image du cercle circonscrit au triangle
ABC, de centre O, par I'homothétie de rapport %.
ayant comme centre l'orthocentre H du triangle. I
passe par les trois milieux cotés, par les pieds des
hauteurs et par les milieux des segments joignant

l'orthocentre aux trois sommets.

Travaux dirigés

de géométrie

A LA MEME EPOQUE

L’Europe acquiert un nouveau visage avec la
création de |'Empire austro-hongrois (1867)

et de I’Empire allemand (1871) et avec I'unifica-
tion de la péninsule italienne (1870).

RTE DEUAOPE ORESS

PHILOSOPHIE

Karl Marx consacre
sa réflexion écono-
miste a [a critique
du capitalisme et
publie le premier
livre du Capital
(1868). La pensée
marxiste servira
d'idéologie aux
futures politiques
communistes.
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LITTERATURE

L’ldiot

de Dostaievski
arait en 1B68.
travers son

ceuvre, Dostoievski

pose le probléme

de I’homme

déchiré entre

la présence du mal

et la présence

de Dieu.




Conformément au programme, ce chapitre a pour but d'entrainer l'éléve a choisir et utiliser
loutil le plus pertinent parmi ceux dont il dispose pour résoudre des problémes.

Quel repére choisir ?
Sil'on veut choisir un repére (O ; i, j ) du plan pour démontrer, on peut choisir :

® un repére non orthonormal lorsque I'énoncé et la solution ne font pas intervenir des
calculs de distances ou d’'angles et des questions concernant I'orthogonalité (voir TD 1),

® un repére orthogonal. Ce choix est impératif lorsque I'on doit traiter des questions
de distances, d'angles et d’orthogonalité. (Voir TD 2 et TD 3),

® un repére orthonormal direct si on utilise les complexes en géométrie. (Voir TD 2).

Concours, milieux, alignements

m ABC est un triangle, le point G est son centre
de gravité ; [, J et K sont les milieux respectifs des seg-
ments [BC], [CA], [AB].

M est un point quelconque. Les points P, Q, R sont les
symétriques respectifs de M par rapportal, J, K.

Le point H est le centre de gravité du triangle PQR.

1l s'agit de démontrer que :

Question 1 : les segments [AP], [BQ] et [CR] ont méme

milieu L (concours) ;

Question 2 : L est le milieu du segment [GH] (miliew) ;
Question 3 : les points M, G, H sont alignés (alignement).

QUELLES METHODES ? QUELS OUTILS ?

@ Dans cet exercice, on ne traite pas de questions concernant les distances, les angles
ou l'orthogonalité, donc, pour une solution analytique, on pourra choisir un repére
non orthogonal de maniére que les points « de base » (c'est-a-dire ceux a partir des-
quels on construit la figure) aient des coordonnées les plus simples possible.

® La présence du centre de gravité, de la symétrie centrale, etc., conduit a écrire des éga-
lités vectorielles, donc 4 envisager une solution avec I'outil vectoriel et barycentrique.
® Un triangle avec son centre de gravité est aussi une « figure clé » de 'homothétie,
donc une solution avec'outil transformation (homothétie) semble également possible.

1 Avec I'outil vectoriel et barycentrique

Question 1
Prouvez que PQ = 21J = BA et CQ = MA = BR.
Déduisez-en que les segments [AP], [BQ] et [CR] ont le méme milieu L.

TRAVAUX DIRIGES DE GEOMETRIE
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Question 2 : avec les vecteurs

a) Justifiez que GA+GB+GC = 0 et HF + HQ + HR = 0.
b) Déduisez-en que 3LG = LA+ LE+LC et 3LH = LP+
Prouvez alors que L est le milieu de [HG].

—m

+ LR.

:-
Al

Question 3 : avec le barycentre

On va utiliser le théoréme d’associativité pour déterminer l'isobarycentre de A, B, C,
P,Q,R

® Pourquoi l'isobarycentre de A, B, C, P, Q, R est-il aussi le barycentre de (G ; 3) et
(H;3)?

® Pourquoi I'isobarycentre de A, P, B, Q, C, R est-il aussi le barycentre de (L ; 2), (L ; 2),
(L;2)?(CestdoncL.)

Déduisez-en que L est le milieu de [GH].

a) Prouvez que G est le centre de gravité du triangle IJK.

b) Prouvez que 3MH = MP + MQ + MR, puis que 3MH = 6MG.

Précisez alors la position relative des points M, H, L, G.

2 Avec I'outil des transformations

Lorsqu’on dit que P est le symétrique de M par rapport a I, on peut dire de maniére
équivalente que P est I'image de I par 'homothétie h de centre M et de rapport 2. On a
donc, de méme, h(J) = Q et h(K) = R.

Question 1

a) Prouvez que PQ = 21J, QR = 2JK et PR = 2IK.

Déduisez-en que ﬁi = BA, etdonc que les segments [AP] et [BQ] ont méme milieu L.
b) Prouvez de méme que L est le milieu des segments [BQ] et [CR].

Question 2

a) L'homothétie conserve le barycentre. Pourquoi h(G) = H? Déduisez-en que
MH = 2MG.

b) On note h, 'homothétie de centre L et de rapport -1.

Précisez hy(A), hy(B), h(C). Déduisez-en h,(G). Prouvez que L est le milieu de
[HG].

Question 3
Déduisez de la question précédente que les points M, G, H, L sont alignés et précisez
leur position relative.

3 Avec I'outil analytique

On va donc choisir un repére de maniére que les points de base de la figure aient des
coordonnées les plus simples possible. On peut choisir le repére (A ; AB, AC).
1. Quelles sont les coordonnées des points A, B,C, 1, J, K, G ?

2. Le point M est quelconque. On note alors (a ; b) ses coordonnées qui sont aussi
quelconques.
Déduisez-en fonction de a et b les coordonnées des points P, Q, R, H.

3. Résolvez alors les trois questions du probléme.

CHAPITRE 16
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Egalité de longueurs. Orthogonalité

On a construit trois triangles rectangles isocéles AOB, COD
et DAE comme lindique la figure ci-contre. On note [, J, K
les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [DE].

L'objectif du probléme est de démontrer que :

Question 1: AJ = KI;

Question 2 : les droites (AJ) et (KI) sont deux droites perpendicu-
laires.

N
Lid
=2
o
a
>
<
=
e

QUELLES METHODES ? QUELS OUTILS ?

® Les triangles rectangles isocéles en O ou en A sont des figures clés liées aux quarts de
tour ayant pour centre O ou A, d’'ot1 une solution possible en utilisant les rotations.

@ La présence des angles droits laisse penser a I'utilisation d'un repére orthonormal,
d’ot1 une solution analytique.

@ L'orthogonalité de certains vecteurs, qui méne a des produits scalaires nuls, peut
conduire 4 utiliser le produit scalaire et les relations métriques dans un triangle
(théoréme d’Al Kashi, théoréme de la médiane, etc.).

@ Enfin, une solution utilisant les nombres complexes est également envisageable.

1 Avec le produit scalaire et les relations métriques

Question 1

On note OA = a etOC = c.
r I :-l
a) Démontrez que le triangle IAK est rectangle. Déduisez-en que IK? = a? + ac + %

b) En utilisant le théoréme d'Al Kashi dans le triangle ADJ, calculez AJ?. Concluez.

Question 2
a) Démontrez que 21K = BD + AE et 2AJ = AC+AD
b) Démontrez que 41K - AJ = OD - AD + AE - OC et déduisez-en que les droites (IK)

et (AJ) sont perpendiculaires.

2 Avec I'outil des transformations
On note r le quart de tour de centre O tel que r(A) = B.
1. Démontrez que CA = BD et que les droites (CA) et (BD) sont perpendiculaires.

2. On note £2 le milieu du segment [DA]. Démontrez que Q1 = £2J et que les droites
(QI) et (€2J) sont perpendiculaires.

3. On note r, le quart de tour de centre £ tel que £2(I) = J. Quelle est I'image de K
par r; ? Déduisez-en que IK = AJ et que les droites (IK) et (AJ) sont perpendiculaires.

3 Avec I'outil analytique

On va choisir un repére orthonormal de maniére a rendre les coordonnées des points
de base de la figure les plus simples possible. On peut choisir le repére orthonormal
(O ; i, V) dans lequel A et C ont respectivement pour coordonnées (a ; 0) et (0 ; c)
aveca>0etc>0.

TRAVAUX DIRIGES DE GEOMETRIE



I. Déterminez alors les coordonnées de tous les autres points de la figure.

2. Répondez aux questions posées.

4 Avec Poutil complexe

On choisit le repére orthonormal (O ; @, v) du paragraphe précédent, car cest un
repére orthonormal direct (les notations sont les mémes).

1. Déterminez en fonction de a et c les affixes des points A, B, C, D et E.
2. Prouvez que zy — 2, = i(z;—2,).

3. Répondez aux questions posées.

SRl Quel outil vous parait le plus efficace 7

Lieu géométrique

Note

Une solution
utilisant

la similitude est
proposée au §/3.

ABCD est un carré de c6té a, de centre
O du plan orienté tel que (AB, AD) = g

P est un point du segment [BC]. La perpen- +
diculaire en A a la droite (AP) coupe la droite /0
(CD) en N. On note I le milieu de [PN]. ¥ o Np

Le but de ce TD est de trouver le lieu (E) del —
lorsque P décrit le segment [BC].

QUELLES METHODES ? QUELS OUTILS ?

® Al'aide d'un logiciel de géométrie, vous pouvez afficher le lieu de I en déplagant le
point P sur le segment [BC] afin d'avoir une idée de la réponse,

® Le carré ABCD est une figure clé de la rotation et de la similitude (pour I'enseigne-
ment de spécialité). On peut donc utiliser par exemple des quarts de tour de centre
'un des sommets du carré ou le centre O du carré.

® La présence d’angles droits suggére d'utiliser les vecteurs et le produit scalaire.
® Le choix d'un repére orthonormal conduit a une solution analytique.

® Pour la détermination d'un lieu géométrique voir la partie Types de problémes et de
raisonnements, fiche I, page 458.

I Avec loutil analytique
On choisit le repére orthonormal (A ; 1, ]) tel que AB = ai et AD = aj (a > 0).
1. a) Quelle est I'abscisse du point P ? On note m son ordonnée, pourquoi m est-il un
réelde [0;a]?
b) Démontrez que les coordonnées de N sont (-=m ; a).
¢) Déduisez-en les coordonnées x; et y; de [ en fonction de m.

2. a) Démontrez que I est un point d'une droite fixe d. Précisez une équation de cette
droite.

b) Déduisez-en le lieu (E) du point L.

CHAPITRE 16
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2 Avec I'outil vectoriel

1. Justifiez l'affirmation suivante : . N

« Dire que P est un point de [BC] équivaut i dire que BP = ABC avec 0 < A<1.»
2. a) Démontrez que AP - AN = AB - DN + BP - AD. Déduisez-en que DN = ACD.
b) Démontrez que IP = AIC+(1-MA)IB etque IN = (1+A)ID- AIC.
Déduisez-en que OT = AOD.

3. Quel est alors le lieu (E)de [ lorsque P décrit le segment [BC]?

ol
.
=
Q
S
%
—

3 Avec l'outil des transformations (enseignement de spécialité)
n

5"

1. a) On considérant le point P comme I'intersection de deux « lignes » (le segment
[BC] et la droite (AP)), démontrez que r(P) = N.

b) Déduisez-en la nature du triangle PAN.

On note r le quart de tour de centre A et d'angle

2. On note s la similitude de centre A telle que s(B) = O,

a) Quel est son rapport ? son angle ?

b) Quelle est I'image de P par s ?

3. Déduisez-en le lieu (E) de Ilorsque P décrit le segment [BC].

LISl Quel outil vous parait le plus efficace ?

ilslFS Espace et orthogonalité

ABCDEFGH est un cube d'aréte 1.

M et N sont les centres de gravité respectifs des triangles GFB et GFH.

Le but de ce TD est de prouver que la droite (MN) est la perpendiculaire commune aux
droites (EG) et (FC).

QUELLES METHODES ? QUELS OUTILS ?

® La présence d’'un repére orthonormal permet
d’envisager une solution analytique simple. H

@ L'étude de la configuration avec les théoremes
sur les droites et plans perpendiculaires conduit dA -/ Ms
aussi 4 une solution. Y

@ Une solution est également possible avec'outil i
vectoriel et le produit scalaire dans I'espace.

1 Avec I'outil analytique

Les points M et N jouent ici un réle particulier. On cherche donc a choisir un repére qui
permet d'avoir pour ces points des coordonnées simples. De plus, l'aréte du cube
mesure 1.

On choisit donc le repére (G ; GF, GC. GH).
1. Déterminez les coordonnées des points A, B, D, E, puis celles des points M et N.

2. Démontrez alors que la droite (MN) est perpendiculaire aux droites (EG) et (FC).

TRAVAUX DIRIGES DE GEOMETRIE




2 Avec les propriétés de la configuration
On note O le centre du carré EFGH et J le milieu du segment [FB].
1. Démontrez que les droites (MN), (JO) et (BH) sont paralléles.

o
O
=
(]
=
<
>
&
—

2. a) Démontrez que la droite (EG) est perpendiculaire au plan (BHF) et que la droite
(FC) est perpendiculaire au plan (BHG).

b) Déduisez-en que la droite (HB) est perpendiculaire aux droites (EG) et (EC).
Concluez.

3 Avec I'outil vectoriel
1. Démontrez que NM = %[CTE +GC- ﬁ).
2. Calculez NM - GE et NM - FC. Concluez.

Quel outil vous parait le plus efficace ?
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Pour progresser

n Orthogonalité
Dans le plan orienté, ABCD est un carré de centre O tel
que (AB. AD) = g | est un point de [AD] et J un point

de [AB] tel que Al = BJ.

On note H le point d'intersection des droites (Bl) et (DJ).
On se propose de démontrer que H est l'orthocentre du
triangle CIJ.

A. Avec les propriétés des configurations

1. a) Démontrez que les triangles CDI et DAJ sont iso-
métriques.

b} Déduisez-en que les droites (DJ) et (Cl) sont perpen-
diculaires.

2. Démontrez de méme que les droites (CJ) et (Bl) sont
perpendiculaires. Concluez.

B. Avec |les transformations

On note rla rotation de centre O et d'angle g

1. a) Démontrez que r(1) = J.

b) Déduisez-en que (CI) et (DJ) sont deux droites per-
pendiculaires.

2. Terminez la démonstration.

C. Avec l'outil vectoriel

1. a) Démontrez que Ci- DJ = CD - AJ + DI - DA.

b) Déduisez-en que les droites (Cl) et (DJ) sont perpen-
diculaires.

2. Calculez de méme CJ - Bl et concluez.

D. Avec I'outil analytique

On choisit le repére orthonormal (A; T V) tel que
a>0, AB = aii et AD = av etonnote (0; m) avec
0 = m = a les coordonnées du point |.

1. a) Calculez les coordonnées du point J.

b) Démontrez que les droites (Cl) et (DJ) sont perpendi-
culaires.

2. Terminez la démonstration.

n Egalité de longueurs

Dans le plan orienté, ABCD est un parallélogramme de
centre O

- TRAVAUX DIRIGES DE GEOMETRIE
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DCF et BEC sont des triangles isocéles de sommets
respectifs D et B.

En outre, (BE,BC) = (DC,DF) = o. Il s'agit de
démontrer que le triangle EAF est isocéle de sommet A,
A. Avec les propriétés de la configuration

En utilisant le théoreme d'Al Kashi dans les triangles ADF
et ABE, démontrez que AF2 = AE? donc AF = AE.

B. Avec les complexes

On suppose choisi un repére orthonormal direct d'origine
A et on note bet dles affixes respectives des points B et D,

1. Déterminez en fonction de b, d et o les affixes des
points C E, F.

2. Déduisez-en que le triangle EAF est isocéle de
spommet A,

C. Avec les transformations

On note G l'image de E par la symétrie s de centre Q et r
la rotation de centre D et d'angle o

1. Précisez s(C) et s(B) puis prouvez que GC = AE.
2. a) Déduisez-en que r(G) = A.
b) Quelle est I'mage de [GC] par r? Concluez.

n m Dans le plan orienté, ABC est un triangle

direct (c'est-a-dire que l'angle orienté (AB, AC) admet
une mesure comprise entre 0 et 7).

ACDE est le carré de centre O tel que (AC, AE) = ;-t et

=

AFGB le carré de centre O tel que (AF, AB) = =

lest le milieu de [BC] et ) celui de |[EF]. Il s'agit de démon-
trer gue le quadrilatére 10JO” est un carre.

s}

A. Avec les transformations
T
On note rla rotation de centre A et d'angle 5

1. Démontrez que FC = BE et que les droites (FC) et
(BE) sont perpendiculaires.

2. Déduisez-en que I0JO” est un carré,
B. Avec les complexes

On suppose choisi un repére orthonormal direct d'ori-
gine A et on note b et ¢ les affixes deB et C.

1. Déterminez les affixes des points F, E, 0, 0’, J, I.
2. Terminez la démonstration.

N Egalité de longueurs, orthogonalité, lieu

Dans le plan orienté, ABCD est un carré de coté a, et de
centre O.



M est un point du segment [AB]. La perpendiculaire
mené par A a la droite (DM) coupe (BC) en P.

Le but de I'exercice est de trouver le lieu (E) du point |,
milieu du segment [MP], lorsque M décrit le segment
[AB].

D, €
i
s P
5,
A g
M

A. Avec l'outil analytique

On choisit le repére orthonormal (A ;i J) tel que
AB = ai et AD = qj (a>0).
™M a pour coordonnées (m; 0) avec0=m= a.

1. a) Calculez les coordonnées de P en fonction de m
(Voir TD3 page 435).

b) Déduisez-en les coordonnées x, et y, de | en fonction
dem.

2. a) Démontrez que | est un point d'une droite fixe d
dont on précisera une équation.

b) Déduisez-en le lieu (E) de | lorsque M décrit le seg-
ment [AB].

B. Avec l'outil des transformations (enseignement
de spécialité)

1. On note rla rotation de centre O et d'angle g
a) Quelle est image de la droite (OM) par r?

b) Déduisez-en que r(M) = P et la nature du triangle
MOP.

2. Onnotesla similitude de centre O telleque s(M) = .
a) Quelle est son rapport ? son angle 7

b) Déduisez-en le lieu de | lorsque M décrit le segment
[AB].

Pour les exercices [F] a [E], il est demandé de propo-
ser plusieurs solutions.

AC
JD)

ﬂ ® ABCest untriangle, D le point tel que AD =

et A’ le symétrique de A par rapport a B. Les droites (
et (BC) se coupent en O.
Démontrez que O est le milieu de [BC].

}DIII\J

ﬂ ® ABC estuntriangle rectangle en A M est le milieu
de [BC]; [AH] est la hauteur issue de A. H se projette
orthogonalement en K sur [AB] et en L sur [AC].
Démontrez que les droites (AM) et (KL) sont perpendi-
culaires.

® ABCD est un carré de coté @, M est un point du
segment [CD]. N est le point de la droite (BC) situé a
I'extérieur du segment [BC] tel que CN = CM.
Démontrez que la perpendiculaire a la droite (AN)
menée par M passe par un point indépendant de la posi-
tion de M sur le segment [CD].

® ABCD est un carré de centre O.
M est un point du segment [BD], P et Q sont les projetés
orthogonaux de M respectivement sur (AB) et (AD).
Démontrez que (CM) et (PQ) sont deux droites perpen-
diculaires et que la médiatrice du segment [PQ] passe
par un point fixe lorsque M décrit [BD].

D C

Q

A B

n ® ABCD est un quadrilatére. On note E et F les
points tels que AE = 3AB et CF = 3CD. K est le
milieu de [AC] et | celui de [BD]. J est le point d'intersec-
tion des droites (AD) et (IE).

Démontrez que les points K, J, F sont alignés.

m & Q:LA% ABCDEFGH est un cube d'aréte 1. est le
centre de gravité du triangle CFH.

On se propose de démontrer que la droite (AG) est
orthogonale au plan (CFH) et coupe ce planen |

1. Donnez une solution en utilisant les propriétés de la
configuration.

2. Donnez une solution en utilisant le repére orthonor-
mal (F ; FE, FG, FB).

CHAPITRE 16 -
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fy et f, sont deux fonctions définies sur i respectivernent
par:

Thémes : Fonctions irrationnelles.
Suites et intégrales

=1 x?2 -1
fi(x)=1+ . et fH(x)=1+
1 S C N

‘€, et ‘G, sont leurs courbes représentatives dans un
repére orthonormal (O ; i, j) (unité graphique: 2 cm).

A. Etude des fonctions f, et f,

1. a) Trouvez les limites de f, en + o et en — oo,

b) Etudiez les variations de f, et dressez le tableau de
variations.

¢) T,estlatangentea €, aupoint d'abscisse x=0. Etu-
diez la position de ‘€, par rapport a T,

d) Construisez T, puis *¢,.

2. a) Démontrez que la fonction f;, est paire.

b) Démontrez que la droite A d'équation y=x+1 est
asymptote a ‘€, en + 2.

c) Etudiez les variations de f, sur l'intervalle [0 ; + oo

puis tracez ‘€., dans le méme repére que ‘¢,. Précisez la
position relative de ces deux courbes.

B. Ftude d'une suite

(u,) estla suite définie par u, = 0 et pour tout nentier
naturel, u, , , = f(u,).

1. Que peut-on dire dela suite (u,) si u; =0 ousiu,=17?

2. Dans cette question, on suppose g > 1.

a) Démontrez que, pour tout entiern, u, > 1.

b) Démontrez que la suite (u,) est décroissante.

c) Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et
déterminez sa limite.

3. Dans cette question, on suppose 0 < u, < 1.

a) Démontrez que 0 < u, < 1 et que la suite (u,) est
croissante.

b) Déduisez-en que la suite (u,) est convergente et
déterminez sa limite.

C. Un calcul d'aire
On se propose de calculer, en cm?, l'aire & du domaine
limité par les courbes “€,, ‘€, et les droites d'équations

x=0etx=1. On:rnateI:_[I J1 4+ x2dx;
dx etK= j

_j J'l+ .,t'1+x2

1. a) Démontrez a I'aide d'une intégration par parties
que l=./2-).

- PROLEMES DE SYNTHESE
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b) Vérifiez que | = J + K et déduisez-en ] en fonction de K.
2. On note g la fonction définie sur [ par:

g(x)=In{x+.J1+x?).

Calculez g'(x) et déduisez-en K puis J.
3. Calculez & en cm?.

ﬂ ® Thémes : Fonctions irrationnelles .
Equation de cercle. Lieu géométrique

A. Etude d'une fonction
fest la fonction définie sur [-1; 1[ par fix)=x JH

et ‘i sa courbe représentative dans un repére orthonor-
mal (O;1,J) (unité graphique : 4 cm).

1. a) fest-elle dérivableen x=-17
b) Calculez f’(x) pour tout x de [-1; 1[. Etudiez les
variations de fet dressez le tableau de variations.

2. a) Tracez la courbe € puis |la courbe €°, imagede¢
par la réflexion ayant pour axe |'axe des abscisses.
b) Onnote I'="€ LJ ‘6'. Démontrez que [” a pour équa-
tion cartésienne:

P(1-x)-x2(1+x)=0.

B. Une construction de I" point par point

Dans le repére (O ; i, ), on a tracé le cercle y de centre

B(-1;0) et de rayon 1 ainsi que la droite d d'équation
=-1. Onnote A une droite quelconque passant par O

et de coefficient directeur .

La droite A recoupe le cercle yen Q, la courbe " en M et

coupe la droite den P.

1. a) Calculez, en fonction de ¢, les coordonnées de Q,
M, P.

b) Vérifiez que OM = PQ.

2. Déduisez de la question précédente une construction
point par point de la courbe T,

us I

1




C. Un lieu géometrique

On suppose le repére
(O:1Lj) orthenormal
et direct.
Y, est le cercle de centre
O et derayon 1. 4
Les points A et B ont B
respectivement pour
coordonnées (1 ;0) et
(-1:0). Atout point M
de v, distinct de A et B,
on associe le point H orthocentre du triangle OMB.
Le but de cette partie est de trouver le lleu de H lorsque
M décrit le cercle ¥;.
(A l'aide Cabri-géomeétre, par exemple, vous pouvez tracer
la figure et afficher le lieu de H lorsque M décrit ;).
Cn pose (OA. OM)=8 avec Be 10; 2xr[ privé de .
1. Démontrez que le point H a pour coordonnées :
cos8 (1 + cosB)

sinf '

x=cosf et y=-

2. Vérifiez que H est un point de I'.

3. Réciproquement, tout point de I est-il l'orthocentre
d'un triangle OMB ?

r= Commentaire. La courbe I est appelée strophoide
droite. La plus ancienne mention connue de cette courbe se
trouve dans une lettre adressée a Torricelll en 1645.

Il semble que Roberval fut le premier géométre & étudier
cette courbe.

: Thémes : Famille de fonctions.

Trigonométrie. Calcul intégral

n est un entier naturel, f, est la fonction définie sur
I=]—s=;1] par f(x)=x"/1-x si ne N" et

folX) = T—x.

A. Etude de la fonction f,,
1. La fonction f, est-elle dérivableen x=17?
2. a) Donnez le tableau de variations de f, pour n = 1
en distinguant les deux cas n pair et nimpair.
b) Déterminez |'unique élément ¢, de [intervalle
10 1] tel que, pour n =1,

fa(et,) =0.
3. Tracez dans un méme repére orthonormal (O ; 1, j),
les courbes ‘€, et ‘€, représentatives des fonctions f, et f,.

B. Résolution d'une équation

1. Etudiez suivant les valeurs du réel k le nombre de
solutions de I'équation: f,(x) = k.
1

2. Démontrez que I'équation |x./1 - x| — admet

N
; . - 1
trois solutions x,, X, X5 vérifiant -3 < x, <0;
2. 2 3
i T

30 3™

3. Pourie {1;2;3}, onpose u,:%(x,—%).

0<x2<

Démontrez qu'il existe un unique O, de [0 ;3] tel que
u,=cosh,.
4. a) Démontrez que 8,, 8, 8, sont solutions de
I'équation :

cos38=—- avec Be [0;m]

B =

b) Donnez une valeur approchée & 107> présde x,, x;
et Xs.

C. Calcul d'une intégrale

1 _—
On considére [lintégrale lﬂ=_[0 x"J1—xdx, avec
% 1
ne N, etID:I A1 - xdx,
0

1. Démontrez que la suite (| ) est décroissante et
minorée par 0.

2. a) Etablissez que, pour toutentier n=1, | <= f ().
b) Déduisez-en la limite de |, quand ntend vers +e=.

3. a) Caleulez |,

b) A l'aide d'une intégration par parties, démontrez que
pour toutentier n=1, (2n+3)l,=2nl,_,.

c) Démontrez par récurrence que pour tout entier

naturel n:
s ? i 114 sl 1
n (Zn+3)!

n ® Thémes : Fonctions trigonometrigues.
Suites adjacentes. Intégrales

A. Etude de fonctions
On a tracé ci-dessous dans un repere orthonormal
(O ;1)) les courbes €, ‘€, et ‘€, représentatives des
. e ) 3n
fonctions S, S, et 5, définies sur lintervalle {? ; 2|
i
respectivemnent par:

S(x)= 25X .
1-5sinx

1. Attribuez & chacune des fonctions 5a courbe.

Splx) = cosx; 5,(x) = cosx(1+sinx).

2. Démontrez que pour tout réel x de I'intervalle[‘,%t : 2?1:},
S,(x) = 5(x) = 54(x).

y A

3n 21 x
5
B. Etude d'une suite d'intégrales

Pour tout entier naturel n, on considére la fonction 5,
définie sur |0 ; 2z, par:
S (x)=cosx[1+sinx+ -+ sin"x]




2
eton pose | = J'5: S (x)dx.

4 in
1. a) Caleulez Iy, |y puis 1= [, S(x)dx.

F]
b) Vérifiez que |, =I1=<1, Comment pouvez-vous

« illustrer » graphiquement ces inégalités ?

{_I]n-ﬂ
2. a) Démontrez que: |, , , - |H=Wl
b} Déduisez-en par récurrence que:
= 1.1 (-1)"
h=l-3%3" *ust

3. On définit les suites (A,) et (B,) pour tout entier
naturel npar:

Apn=lan € Br=lgp 4.
a) Démontrez que la suite (A ) est décroissante et que
la suite (B,) est croissante.
b) Démontrez que la suite de terme géneral (A, - B,)
converge vers 76ro.
Que peut-on alors en déduire pour les suites (A,) et
(B,)?
4. Le but de cette question est de trouver la limite
commune des suites (A,) et (B,).
a) Démontrez, pour tout entier naturel n et pour tout

réel x de l'intervalle [%—-‘ ;2:1}. que:

S(x)—S,(¥)=(sinx)"*1S(x),
puisque: S, (x) = S(x) = 5,,(x).

b) Déduisez-en que:

lim A,= lim B,=In2.
M=o M=% o0
: Théme : Démonstration du théoréme des valeurs
intermédiaires

L'énoncé de ce théoréme se trouve chapitre 2 page 34.

Les notations sont conservées et la démonstration se fait
en deux étapes. Dans la premiére étape, on se place dans
le cas particulier ol zéro se trouve entre f(a) et f(b) et
on démontre quil existe un nombre c de lintervalle
[a;b] tel que f(c)=0. Dans la deuxiéme étape, on
prouve gue le cas général se rameéne & ce cas particulier.

A. Premiére étape

On suppose fla) <0 et f(b) > 0. (Remarquer que si
fla)=0 ou f{b) =0 lerésultat estacquisavec a=0 ou
b=0). On construit par dichotomie deux suites (u,) et
(v,) delafaconsuivante (voir aussi le TD3 pages 41 et 42).
On pose uy=a, v,=Db etpourtout n=0:

u,+v
.sif( "2 ‘")?D, onpose u, , = u, et

U, + Vv,
Vn+1= i

u.+v u_ 4+ v
-sif( ”2 ")EO. on pose u“,=%’ et
Yna1 =Y

- PROLEMES DE SYNTHESE

1. Prouvez que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
Notez c leur limite commune.

2. a) Prouvez que la suite f(u,) converge vers f(c),
puis déduisez-en que f(c) = 0.

b) Prouvez quelasuite f(v,) converge vers f(c) etque
flc) = 0. Concluez que f(c)=0 aveccdans [a;b].

Uy
f(b) +

fla)

B. Deuxieme étape

1. On suppose que f(a) < f(b), y est un réel tel que
flta) < y< fib). On note g la fonction définie sur
[a@;b] par g(x)=f(x)-y.

Justifiez la continuité de get, en utilisant les reésultats de
la partie A, justifiez I'existence d'un nombre cde [ g ; b]
tel que flc)=y.

2. On suppose f(a) > f(b). En utilisant la fonction
(=f), démontrez dans ce cas le théoréme.

n ® Thémes : Fonction logarithme.
Dérivabilité en un point. Calcuf intégral

k est un réel et f, est la fonction définie sur [0 ;1] par:
f(Q) =0 et, pour tout réel xde ]0; 1],
f(x) = x(Inx)? + kx.
On note €, la courbe représentative de la fonction f,
dans un repére orthonormal (O ; i, j) (unité graphique:
10 cm). Les points |, J, L ont pour coordonnees respecti-
ves (1;0), (0;1) et (1;1).

A. Etude des fonctions f,
l. Dans cette question, k=0.

1. a) Etudiez les variations de f, sur lintervalle 10; 1.
b) La fonction f; est-elle dérivableen x=07
Déduisez-en la tangente a "¢ au point d'abscisse x = 0.

2. a) Dressez le tableau de variations. o
b) Construisez la courbe ‘6 dans le repére (O ; 1, f).

Il. 1. a) Calculez pour tout xde |0; 1], f; (x).
b) On note A, le point de ‘€, d'abscisse 1. Démontrez
que la tangente en A, a ‘€, est la droite (OA,).

2. Lafonction f, est-elle dérivableen x=07?
Déduisez-en la tangente a ‘6, au point d’abscisse x = 0.
3. a) Déterminez la position relative des courbes €, et
%1.

b) Dressez le tableau de variations de f; puis tracez “6, sur
la méme figure que €, (On tracera latangentea ‘€, en A).



4. a) Prouvez que, pour tout xde [0; 1],

100 = 5(fo(%) + ().
3

b) Déduisez-en une construction de €, a partir de G,

2
et ‘¢,. Construisez ¢, surla méme figure que G, et ‘¢,
2
B. Partage du carré OILJ en quatre parties de méme

aire

cest un réel de l'intervalle 10; 11.
1

On pose |(a) :j x(Inx)2dx.
L

1. a) En effectuant deux intégrations par parties,
démontrez que :
_oo? 5, 02 1 g2
1(05]—-—2—(Inc¢} + 5 (lnu)+5—?-
b) Déduisez-en lim (o).

o—0
2. Onpose S, () =J'1 fi(x) dx.
o

a) Calculez S, () en fonction de ¢ puis lim Sy(o).
a—+0
On admettra que cette limite représente |'aire (en unités

d'aire) du domaine plan limité par ‘€, I'axe des abscis-

ses et la droite d'équation x=1.

b) Déduisez-en que les courbes €, ‘€,, ‘¢, partagentle
2

carré OlLJ en quatre parties de méme aire,

® Thémes : Fonctions logarithme et exponentielle.
Fonction définie par une intégrale et suite

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O ; 7, ]).

A. Etude d'une fonction f

fest la fonction définie sur l'intervalle | = [0 ; +eo| par
f(x)=In(e*+ e*),

1. Vérifiez que pour tout xde |, f(x) = x + In(1 + e~2%).

2. On a tracé sur la figure ci-dessous la courbe représen-
tative 6 de la fonction f Justifiez chacune des affirma-
tions suivantes :

« La droite d d'équation y= x est asymptote a ‘€.

« La courbe € est au-dessus de d pour tout x de |.

« La dérivée de fs'annule pour x = 0.

yi

b

o 1
B. Fonction définie par une intégrale

Pour tout x de |, on paose F(x) =I; In(1 +e?Hde.

(On ne cherchera pas & calculer F( x)).

1. Donnez une interprétation géométrique de F & par-
tir de la courbe €.

2. Etudiez le sens de variations de F sur |

3. a) Démontrez que, pour tout x de |,
X

— = x.

s In(1+x)=x

L& Aide. On pourra étudier les variations de deux fonctions
bien choisies. 5
-2t

b) Déduisez-en que L:%E__ztdri F(x) = J:e—mcir
puis que 1|n2 - 1ImH +e N =< Fix)= 1 - le-“.

2 2 2 2
4. On admet gue la limite de F(x), quand x tend vers
+ oo, existe. On note { cette limite,
1

1 = S
Démontrez que EInZ =/{= 3

5. Onnote (u,) la suite définie pour tout entier naturel

npar: Al

u=[ " In(1+e20de.
n

a) Etudiez le sens de variation de la fonction h définie
surlpar h(x) = In(1 + e 2%),
b) Déduisez-en que pour tout entier naturel n,
0=u,=<In(1+e4n),
c) Quelle est la limite de la suite (u,) ?
6. Pour tout entier naturel n, on pose :
Sp=Up+ U+ -+ U,
a) Démontrezque S, =F(n+1).
b) La suite (S,,) est-elle convergente ? Dans I'affirma-
tive, quelle est sa limite 7

Kl » mhemes : fquation différentiette.
Famille de fonctions

X
On considére I'équation différentielle (E) : y— y’ = 6—2 et

on cherche I'ensemble des solutions de cette équation
définies sur JO ; +<=].
1. a) Démontrez que la fonction f définie sur |0 ; +e<|

X
par u(x) = e; est solution de (E).

b) Démontrez qu'une fonction f définie sur J0 ; +eof est
solution de (E) si et seulernent si la fonction h=f-u,
définie sur 10 ; +eo|, est solution de I'équation différen-
tielle y—y"=0.

¢) Déduisez-en toutes les solutions définies sur JO ; 4|
de I'équation (E).

2. Pour tout réel k de |-+ 0], on considére la fonction

kx+1e“.

fi définie sur |0 ; +==| par fi(x) =

a) Pour tout réel x de ]0;+e[, calculez f{(x) et
déduisez-en le nombre de solutions sur |0;+=| de
I'dquation f; (x) = 0.

b) Déterminez les limites de fi aux bornes de l'inter-
valle |0 | +eo].

3. Onnote ‘6, la courbe représentative de la fonction 7
dans un repére orthonormal (0 ; i, j).




y 4
(1)

"

_ \\ ,
\\ o

On a trace sur le graphique ci-dessus les courbes € _,,
% 05 ‘t[;_ﬂ,'E et ‘G, En utilisant la question 2., recon-
naissez chaque courbe (les réponses doivent étre justi-
fiées).

4. Pour tout réel a strictement positif, on pose :
a+1
A(a) :J’a fo(tydt.

a) Interprétez graphiquement A(a).

b) On désigne par F une primitive de f, sur O ; +ee|.

En remarguant que A(a)=F(a+ 1) - F(a), étudiez le
sens de variation de la fonction A qui, a tout réel a de
10; +==|, associe le réel A(a).

c) On veut découper dans le plan une bande verticale de
largeur une unité de telle sorte que l'aire située dans
cette bande entre €, et I'axe des abscisses soit mini-
male. Comment doit-on procéder ?

N ¢ rhemes : £tude d'une familte de fonctions.
Suites et intégrales

A. Etude d'une famille de fonctions
A tout réel mstrictement positif, on assocle la foriction s

définie sur |=]0; +eo[ par f (x)=m?x? —%- %In X

On note €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormal (O ; 7, j) (unité graphique : 4 cm).

|. a) Précisez les limites de f, aux bornes de .

b) Etudiez les variations de f,, et dressez son tableau de
variations.

Discutez suivant les valeurs de mle nombre de solutions
dans | de 'équation f_(x) =0.

2. On note S, le point de ‘€,,, correspondant au mini-

mum de f,,..
Quel est I'ensemble I" des points S, lorsque m décrit | ?

3. a) Précisez les positions relatives de Tet €

b) Construisez sur une méme figure I" puis €, et €.

. 4
B. Etude de la fonction f, pour m= %

On nate fla fonction f, lorsque m = % On a tracé sur la

figure ci-aprés la courbe € représentative de la fonction
f, ainsi que le cercle y de centre O et de rayon 1.

Le point A a pour coordonnées (0 ; 1).

M est un point quelconque de € d'abscisse a (g = 0) et

- PROLEMES DE SYNTHESE

H est le projeté orthogonal de M sur I'axe des abscisses.
La droite (AH) recoupe yen K
y A

all¢
T 1

1. a) Calculez les coordonnées de K en fonction de a
b) Démontrez que la tangente en M a € est paralléle a
la droite (OK) et déduisez-en un procédé de construc-
tion de la tangente en un point M quelconque de €.

2. nestunentier naturel n = 2. On découpe l'intervalle
[0; 1] en n intervalles de mé&me amplitude et on note

n
8= 15 > I(g ) On se propose dans cette question de
p=1

trouver la limite de la suite (S,,).
a) Démontrez que pour tout entier ptelque 1= p=n-1:

1 7T et 1

L okl n LefP

nf[ n )E-FE Hx)dxgnf[n)'
n

b) Déduisez-en que:;

G s :?r[;‘.) < L‘ F)dx<S,
n

1
c) Calculez '[’:‘1)"".[1 f(x)dx puis déduisez-en la limite
n

de la suite (5 ,).

® Thémes : Fonction exponentielle.
Suites et intégrales

A. Etude d'une fonction

1. gest la fonction définie sur R par g(x) =e*— x— 1
a) Etudiez les variations de g et dressez son tableau de
variations.

b) Déduisez-en que I'expression

est définie pour

e’ —
tout réel x.
X
2. Onnote fla fonction définie sur R par f(x) = f
ef—x
€ est sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal (O ; 7, /).

a) Quelles sont les limites de fen +co et en —oa ?
b) Etudiez les variations de f puis tracez la courbe ‘€.

B. Etude d'une suite
1. (u,) estla suite definie pour tout entier naturel n,

par u, = j: f(t)d.

a) Donnez de u, une interprétation géométrique.



b} Quel est le sens de variation de la suite (u,)?
dx.

c) Démontrez que u,=n +_|' -
DeX—x

d) Quelle est la limite de la suite (u,) lersque n tend
Vers +oe ?

2. Dans cette question, on définit la suite ( v,) par:
Vp= U, — N,
a) Démontrez que la suite (v,) estcroissante.

b) Démontrez que pour tout x positif non nul
x

e’f—x:-:% et deduisez-en que pour tout entier

n
naturel n, v, < I 2xe~*dx.
0

c) A l'aide d'une intégration par parties, calculez

n
ID 2xe~*dx enfonctionde n.

d) Déduisez-en que pour tout entier naturel n, v, < 2.
La suite (v,) est-elle convergente ?

m ® Théme : Intégrales et suites

A. Etude d'une fonction

On a tracé ci-contre dans y &
un repére orthonormal
(0; 4 ]), la courbe repré-
sentative € de la fonction 1
fdéfinie sur 10; 1] par:

fix)= 1

Inx - 3
1. Justifiez que fest stric-
tement décroissante
sur]o;1].

2. est un réel stricte- ©
ment positif. ‘

On pose I(A) = Jn fit)dt.

_x-‘:‘

a) Calculez I(A) en fonction de A.
L% Aide. Pensez a une intégration par parties.
b) Quelle est la limite de I(A) lorsque A tend vers zéro ?

B. Suites et intégrales

n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On découpe
, ; ; 1

I'intervalle |0; 1] en nintervalles d'amplitude -3

1. a) kestunentiertelque 1< k<n-1.

Démontrez en utilisant les résultats de la partie A que:
Jc-l- 1

(k“) _[k f{[)dt-‘ﬂ.-}lf(;).

b) Déduisez-en que:

()1 <o
[r(%)+ (L

=

=] m

!
n

c) En utilisant la courbe ‘€, quelle interprétation
pouvez-vous donner de cet encadrement ?

2. Pour tout entier n =2, on pose:

s SEE)-H)+ 3)

k=1
alDéduisez-ende{l]quel(]]ES $I(1]+ f( )

b) Démontrez alors que  lim Sn=§-

n—¢+=
3. Dans cette question, on se propose d'utiliser les ré-
sultats précédents pour déterminer |a limite de la suite
n ]
(u,) définie pour tout entier n = 1 par u,= %
nin+ I]T

k=n
a) Démontrez par récurrence que Z k3= [ 5
1

k=
b) Justifiez pour tout entier n = 1 que:

3 n(})-n(2)

c) Déduisez-en que pour tout entier n = 2

5, = —[n{n+T}]?——In("[)—l-
" 12n% n"/ 3

d) Trouvez alors  |im lln[n J puis déduisez-en celle

n—++oall

de (u,).

: Thémes : Famille de fonctions. Etude d'une suite

définie par une intégrale
A tout entier naturel n =1, on associe la fonction f,
définie sur 1=[1; +oo[ par f,(x) =~ U::'J

On note ‘€, sa courbe représentative dans un repere
orthogonal (O ; i, j) [unités graphiques: 1 cm sur l'axe
des abscisses et 10 ¢m sur 'axe des ordonnées).

A. Etude de f,

1. a) Etudiez les variations de f,.

b) Tracez la tangente a ‘€, au point d'abscisse 1 puis
tracez €.

2. a) A raide d'une intégration par parties, calculez
pour A élément de |,

A
I,{l)——-_[T f(Ddt.

b}Déduisez—en lim 1 (A).

—r‘rﬂo
B. Comportement des fonctions f,, pour n=1

1. a) Etudiez les variations de f, sur | et dressez le
tableau de variations.

b) Vérifiez que Ia valeur maximale de f,, surlest:

&
=3 (55)

2. On se propose d'étudier la suite (y,,) pour n = 1.




fasa(X)
fy(x)
1 n+1
b) Démontrezque y,,, , = E,fn (e 2 ] et que

1
Ypsr S iyn'

a) Calculez, pour x = 1,

¢) Déduisez-en que y, < % x %} Quelle est la limite de
la suite (y,,)?

C. Etude de primitives de f, sur |
Atoutentier n = 1 et tout réel xdel, on associe linté-
grale I (x) = j: f(0dt.

1. a) k est un entier tel que k = 1_ A l'aide d'une inté-
gration par parties, démontrez que:

- B 1 (Inx)“‘_
leat =W =Gy«
b) Déduisez-en que -
~1 Inx_(Inx)?  (Inx)"
n(x)=1 X 2x  nlx

2. oL estun réel fixé tel que o = 1.
a) Démontrezque 0 < | (@) < (ot—1)y,,.
b) Déduisez-en lim | (o).

=% <o

3. Pour x=1 etpour n=1, onpose:

Inx . (Inx)? Inx)"
Wo=1+=7 +L.2!—}+...+£_n_!l_.
a) Exprimez W (x) en fonction de 1 (x).

b) & =1 estun réel fixé, déterminez lim W (o).
fl— +oo

c) Déduisez-en la limite v de la suite (u,), n=1, de

terme général :

: 1
u,=1 +ﬁ+§+m+m—

o Themes : Etude de fonctions. Suites.
Fanction définie par une intégrale

Pour tout entler naturel n, on définit sur R la fonction f,,
par:

fg(x} =

XI'F
1+ x? 1+x2
On note T, la courbe représentative de f, dans un
repére orthonormal (O ; i, j) (unité graphique: 2 cm).

et pour tout nde N°, f (x)=

1
On pose pour tout nde iy, | = Iﬂ f.(t)de.

A. Etude des fonctions f, et f;

1. a) Démontrez que la droite d d'équation y=x est
asymptote a .
b) Etudiez les positions relatives de ', et T's.

2. a) Etudiez les variations de f; et f; et dressez les
tableaux de variations,

b) Construisez dans un méme repére (O ;4,j}, d, [
etTs.

3. a) Calculez |, puis |, + |5, déduisez-en I;.

- PROLEMES DE SYNTHESE

b) Quelle est en cm?, I'aire du domaine limité par I, I,
et les droites d'équations x=0 et x=17?

B. Etude d'une suite
On atracé ci-dessus la courbe I'y. Onnote( a,,) la suite défi-
nie pour tout entier nde f°, par:

n o
“”‘Joﬁ‘“'
y
4+ 4 1
/\
0 | X

1. a) Comment peut-on interpréter graphiquement a, ?
b) Démontrez que la suite (a,) est croissante.

2. a) Démontrez que a; < 1.

b} Démontrez que, pour tout réel tde & ", ;2 <L
1+t2 2

e 71 1

Déduisez-en que, pour tout nde & 7, dis1--
ke ja 1+ t2 n

3. Déduisez des questions précédentes que a, <2
(Que peut-on en conclure quant & la convergence de la
suite (a@,)?

C. Etude d'une fonction définie par une intégrale

F est la fonction définie sur R par F(x) = I:rD{ ndre

On note | l'intervalle }-g : g]:

1. Démontrez que F est dérivable sur [® et précisez,
pour tout xde R, F'(x).

2. Pourtout réel ade |, on pose H{x)=F(tanx).

a) Calculez H(0).

b) Démontrez que H est dérivable sur | et calculez, pour
tout xde |, H"(x).

c) Déduisez que pour tout xde |, H(x)=x et démon-

trezque F(1)= g

3. Pour tout réel x de B*, on pose:

=+ )7 (52)

a) Démontrez que k est dérivable sur R* et calculez
K" (x).

b) Déduisez-en la valeur de F (IEJ +F (%J

© Thémes : Fonction, Calcul d'aire. Probabilités et
nombres complexes

A. Etude d'une fonction et calcul d'aire

X2+ x+1
2%+ 3x+1
et on a tracé sa courbe représentative ‘€ dans un repére

[ estlafonction définiesur [0 ; +==| par fix)=



orthogonal (O ;7,]) (unités graphiques: 2 cm sur 'axe
des abscisses et 5 cm sur ['axe des ordonnées).

y 3

1
N0
| ——d_——-w—.—p—
-
[ I
{ | H

0 1 i |« X

1. a) Pourquoi la droite d'équation y=% est-elle

asymptote a‘c ?
b) Le point A d'abscisse a est tel que pour tout x de
[0 +eof, f(x)= f(a).
Calculez les coordonnées exactes du point A.
2. a) Dérerminez les réels m et p tels que, pour tout x de
l'intervalle [0 ; +o|
m P
x+1 4 2x+1
b) On note %; la partie du plan limitée par ¢ et les

1
f(X}"§+

droites d'équations y = % yx=1etx=A avecA > 1.

Calculez en unités d'aire, I'aire A (L) de @,.
Déduisez-en lim si(AL).

k=40

B. Exploitation de la courbe ‘¢ avec des probabilités
nest un entier naturel tel que n = 1. Une urne contient
n boules blanches et (n+2) boules noires. On tire
simultanément de 'urne deux boules et tous les tirages
sont équiprobables. On note p,, la probabilité d'abtenir
deux boules de méme couleur,

1. a) Démontrez que p, = f(n). .

b) Déduisez-en que pourtout n= 2, p, < 5

2. a) Est-il vrai que lorsque I'ume contient 3 boules blan-
ches et 5 boules noires la probabilité p, est minimale ?

b) Comment faut-il choisir n = 2 pour que p,, > 0,487?

C. Une transformation en complexes

(§2; 4, V) estun repére orthonormal direct du plan com-
plexe. A tout point M d'affixe zavec z:t—]z- etzx-1, on
associe le point M d'affixe Z=fiz). On note | le point
d'affixe 1 et T la transformation qui @ m assacie M.

1. Démontrez que les points qui ont pour images res-
pectives Q et | par T sont quatre points d'un cercle dont
on précisera le centre et le rayon.

2. Quel est I'ensemble des points m pour lesquels 7
affixe de M est un réel ? Représentez cet ensemble.

3. Dans cette question, m décrit le segment [QI]. A
I'aide des resultats de la partie A, tracez I'ensemble des
points M.

EEl ¢ mnemes : Eude d'une fonction et calcul d'aire.
Complexes et constructions géométriques

A. Etude d'une fonction et calcul d'aire
2x
+ x2

courbe représentative dans un repére orthonormal
(0; i f) (unité graphique: 4 cm).

1. Etudiez les variations de fet construisez ‘€ dans le re-
pére (0;7,).

2. a est un réel donné strictement positif. On note
#(a) l'aire en unités d'aire du domaine limité par € et
les droites d'équations x=a et x=a+ 1.

a) Calculez #(a) en fonction de a.

b) Existe-t-il une valeur de a pour laquelle l(q) est
maximale ?

et€ sa

fest la fonction définie sur B par f(x) = -

B. Etude d'une transformation complexe

(£2: U, V) estunrepére orthonormal direct du plan com-

plexe. On note T la transformation qui, 3 tout point m

d'affixe z, associe M =T(m), d'affixe Z telle que:
AT

T 1+a2z

1. Quel est I'ensemble des points m invariants par T ?

2.0npose z=x+iy et Z=X+iY.
a) Exprimez X et Y en fonction de x et y.
b) Quel est I'ensemble des points m lorsque M décrit |a

droite d'équation X = % ?

3. Dans cette question, l'affixe de m distinct de €2, a
pour module r et pour argument 6.

a) Calculez le module p et I'argument ot de Z en fonction
de ret de 8.

b) Déduisez-en que les points £, m, M sont alignés.

¢) En utilisant les résultats de la partie A, démontrez
que M est un point du disque de centre Q et de rayon 1.

C. Construction de M connaissant m
et réciproquement

1. mest un point donné quelconque du plan.
Exploitez la courbe ‘€ pour construire le point M associéa m.

2. Réciproguement, on se propose de construire m
connaissant M.
Reproduisez la courbe ‘€ de la partie A et placez sur la

figure M, d'affixe 1{— 1+10).

2
Puis:
- Tracez le cercle de centre € et de rayon QM, qui
coupe l'axe des ordonnées en | d'ordonnée positive.
« Tracez par | la paralléle a I'axe des abscisses qui coupe 6
enN, et N,. Projetez N, et N, en H, et H, surl'axe des abs-
cisses,
« Tracez les cercles de centre Q et de rayons respectifs
€2H, et £2H, qui coupent la demi-droite |QQM) en m, et m,.
a) Démontrez que T(m,) =T(m,) = Mg.
b) Calculez le module et I'argument des affixes respecti-
ves de m; et m,.
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e vocabulaire de la logique

Note

Voir la fiche F

« Démontrer une
implication », page 453.

Note

A notre niveau,
une proposition est
une phrase.

La définition

des logiciens est
plus complexe.
Une proposition

est vraie ou bien fausse.

Note

Dans un théoréme
enonceé sous la forme :
w«Si{P)..alors (Q) »
on dit que (P)

est I'hypothése et
(@) la conclusion.

Ces pages sont congues pour qu'on puisse s’y reporter tout au long de I'année, en
cas de besoin. Les exemples traités ne font appel qu'a des notions des program-
mes antérieurs.

Vous trouverez, page 453, la partie Types de problémes et raisonnements.

L’implication

1. Un exemple

Examinons I'énoncé suivant : -

« 51 ABC est un triangle isocéle en A, alors les angles CBA et BCA sont égaux. »
Il afﬁrme ceci : s'il est vrai que ABC est isocéle en A, alors il est vrai que les angles
B et C sont égaux.

Autrement dit lorsque la proposition (P) « « ABC est un triangle isocéle » est
vraie, alors la proposition (Q) « Les angles CBA et BCA sont égaux » est vraie
aussi. On dit que (P) implique (Q).

2. Cas général

W Plus généralement, nous dirons que la proposition (P) implique la proposi-
tion (Q), pour signifier que lorsque (P) est vraie, alors (Q) est vraie, ou encore
que (Q) est une conséquence de (P).

B Notation. Pour signifier que « (P) implique (Q) », les logiciens écrivent
(P) = (Q).L'implication peut se traduire par diverses formulations :

e Si (P) alors (Q). e (P) donc (Q).

Exemple
Si«x=2 » alors « x2=4 ».
« AB=DC » donc « ABCD est un parallélogramme ».

3. Des implications cachées

Parfois I'implication est implicite dans un énoncé de théoréme et ne se remar-
que pas par 'utilisation du « Si..., alors... ». Ainsi, on énonce parfois :

« Deux réels a et b qui ont méme valeur absolue sont égaux ou opposés »,
plutét que

« Si deux réels a et b ont méme valeur absolue, alors ils sont égaux ou opposés ».

4. Implications réciproques

B Explications sur un exemple. Supposons qu'une proposition (P) impli-
que une proposition (Q), par exemple, si « 'entier n est divisible par 6 », alors
« I'entier n est divisible par 3 ». Nous pouvons toujours nous poser le probléme
de savoir si la réciproque est vraie, c'est-a-dire de savoir si (Q) implique (P).

BLOC METHODOLOGIQUE - LE VOCABULAIRE DE LA LOGIQUE
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Note

Yoir la fiche G

« Démontrer une
équivalence »,
Page 455,

Dans cet exemple, la réciproque s'énonce ainsi : « Si un entier n est divisible par
3, alors il est divisible par 6 ». Il est facile de voir que cette réciproque est fausse
car, par exemple, 15 est divisible par 3 et non divisible par 6.

L'implication « (Q) implique (P) » est appelée implication réciproque de I'im-
plication « (P) implique (Q) ».

Comme nous venons de le voir, la réciproque peut étre fausse.

B Autre exemple. La proposition (P) «ABC est un triangle tel que
BC? = AB? + AC? » implique la proposition (Q) « Le triangle ABC est rectangle
en A »,

L'implication réciproque s'énonce : « Si un triangle ABC est rectangle en A, alors
BC? = AB2 + AC? ».

Dans ce cas, la réciproque est vraie : (Q) implique (P).

L’équivalence
1. Explications. Exemple

B On dit que deux propositions (P) et (Q) sont équivalentes lorsque (P) im-
plique (Q), et (Q) implique (P).

Exemple. La proposition « a et b sont des réels positifs tels que a < b » est équi-
valente a la proposition « a et b sont des réels positifs tels que a? < b? »,

H Notation (P) < (Q).
L'équivalence peut se formuler de plusieurs facons :

e (P) équivauta (Q). e (P) sietseulementsi (Q).
Exemple. a et b étant des réels positifs, « a? < b? » équivauta« a < b » Ou, a
et b étant des réels positifs, a? < b? siet seulementsia < b.

M On dit aussi que (Q) [resp. (P)] est une condition nécessaire et suffisante
pour (P) [resp. (Q)]. Ainsi, chercher une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une proposition (P) soit vraie, c'est chercher une proposition (Q)
équivalente a (P).

Exemple. ABC est un triangle. Une condition nécessaire et suffisante pour que
« ABC soit équilatéral » est « B=C=60°».

B Commentaires sur I'emploi de = et de <

1. = et & ne sont pas des abréviations sténographiques mais des signes mathématiques (plus
précisément de la branche des mathématiques qui étudie la logique). En aucun cas, ils ne doivent
étre mélangés aux mots d'un texte rédigé en langage usuel, Ainsi, n'écrivez pas dans une rédaction,
« ABC est isocéleen A => AB=AC » Remplacez = par « donc » (ce qui est aussi vite écrit).

2. Surtout ne pas croire que => remplace le mot « alors ». On rencontre trés souvent (chez les
débutants qui veulent utiliser ce signe) la faute comme, par exemple, « si ABC est isocéle en
A = AB=AC » ce qui n'a aucun sens. Le rédacteur a voulu dire « puisque ABC est isocéle, alors
AB = AC », et le lecteur lit « si ABC est isocéle en A implique AB = AC »,

3. Beaucoup d’erreurs proviennent aussi de ce que 'on emploie & lorsqu'il faudrait seulement =, et
inversement. Lorsqu'on emploie <=, il faut étre siir que I'implication est vraie dans les deux sens, ce
qui demande toujours réflexion. Parexemple« x > 2 ¢ X2 > 4 sestfauxcars x> 2 = x2> 4 »
estvraimais« X2 >4 = x> 2 sestfaux(car« X2 > 4 = x> 2 oux<-2 »).

4. En conclusion, avant d'utiliser les « fléches », comprenez bien le sens des mots « implication »
(qui se traduit par « donc », ou par « si... alors ») et « équivalence » (qui se traduit par « équivaut
a =), c'est la I'essentiel.
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Note

A est l'ensemble
des nombres pairs.
B est I'ensemble
des multiples de 3.
n est dans la réunion
des ensembles A, B.

Note
Le guantificateur
« pour tout » se note Y.
On écrit
Yxe|o:1]. x*=x.

Note

Le guantificateur

w il existe au moins »
se note 3.

« Et », « Ou »

1. « Et » en langage mathématique

Le sens en mathématiques de la conjonction « et » est le sens du langage usuel.
Ainsi, « L'entier n est un nombre pair et un multiple de 3 », signifie que n posséde
les deux qualités a la fois : il est pair, il est multiple de 3.

2. « Ou » en langage mathématique

En revanche, il n’en est pas de méme pour « ou ». Dans le langage usuel, « ou»
est exclusif. Dire qu'une porte doit étre ouverte ou fermée signifie qu'elle doit
étre 'une ou l'autre, mais pas les deux a la fois.

En mathématiques, le « ou » est non exclusif, il accepte les deux cas a la fois.
Exemple. « L'entier n est un nombre pair ou un multiple de 3 » signifie que n est :
- soit pair sans étre multiple de 3 -
(dans la partie jaune) ;

- soit multiple de 3 sans étre pair
(dans la partie bleue) ;

- soit pair et multiple de 3 (dans la partie verte).

3. Emploi de « et », « ou »

Il faut donc étre vigilant dans I'emploi du « et », du « ou ». Vous devez comprendre
les fautes commises lorsqu’on écrit, a et b étant deux réels, les phrases suivantes.
oIl est faux de dire que ab=0 équivaut a a=0 et b=0.Il faut dire a=0 ou
b=0,cest-a-direa=0, b#0,oubiena#0,b=0,oubiena=0, b=0.

oIl est faux de dire que a2 + b2 =0 équivautd a=0 ou b=0. [l fautdire a=0
et b =0, les deux a la fois.

Les quantificateurs

1. Premier exemple

Vous avez déja rencontré des propositions qui contiennent I'expression « quel
que soit » ou « pour tout » Par exemple, « quel que soit le réel x de l'intervalle
[0:1], x2 < x ».

On dit que l'expression «quel que soit» ou «pour tout» est un
quantificateur , dit universel . Il signifie que tout élément x d'un ensemble
précisé, ici [0 ; 1], posséde une propriété notée P(x) (ici P(x) est x2=<x).
Dans cet exemple, nous savons que la proposition énoncée est vraie.

2. Deuxiéme exemple

D'autres propositions contiennent I'expression « il existe ». Ainsi si x est un réel
quelconque donné, « il existe un nombre entier n telquen=x<n+1n»

On dit que I'expression « il existe au moins » est un quantificateur existentiel .
[ signifie qu'au moins un élément d'un ensemble précisé, ici R, posséde une pro-
priété bien précisée elle aussi.

Dans cet exemple, la proposition énoncée est vraie, car lorsqu'on gradue la
droite réelle par les nombres entiers, un nombre x est toujours entre deux
entiers consécutifs. Le nombre n tel que n < x << n + 1 estla partie entiére de x.

BLOC METHODOLOGIQUE - LE VOCABULAIRE DE LA LOGIQUE
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Neégation d’une proposition

1. Explications. Exemples

A partir d’une proposition (P), on peut écrire une autre proposition que I'on
note [non (P)] et qui est la négation de (P).

Exemples. La négation de la proposition « le tableau de la classe est noir » est
«le tableau dela classe n'est pas noir ». La négation de la proposition « le triangle
ABC est isocéle » est « le triangle ABC n’est pas isocéle ».

2. Cas de propositions « P, et P, »

B Examinons la proposition (P) « 'entier n est un multiple de 3 et de 5 ». (P)
est la conjonction de deux propositions, P; « n est un entier multiple de 3 » et
(P,) « n est un entier multiple de 5 ». On dit que P est ( P, et P,).
Cette proposition attribue a n deux propriétés : étre multiple de 3 et étre multiple
de 5. Nier (P) c'est dire que n ne posséde pas I'une ou l'autre de ces propriétés.
Cest donc dire «n n'est pas un multiple de 3», qui est la proposition
[(non Py)], ou «n n'est pas un multiple de 5», qui est la proposition
[(non P,)]. Ainsi:

[non (P, et P,)] est [(non P, ) ou (non P,)].
M La négation de la proposition (P) «le triangle ABC est rectangle isocéle » est
la proposition « le triangle ABC est non rectangle ou non isocéle ». Le « ou»
signifie ici que trois cas sont possibles pour ABC (et trois seulement) : il est
rectangle mais non isocéle, ou bien il est isocéle mais non rectangle, ou bien il
est non isocéle et non rectangle.

3. Cas des propositions « P, ou P, »

Examinons la proposition (P) : « La carte tirée d'un jeu de cartes est un pique
ouune figure ». (P) est la réunion de deux propositions, (P, ) «la carte tirée est
un pique », (P,) «la carte tirée est une figure ». On dit que (P) est la proposi-
tion (Pyou P,).

Cette proposition dit que la carte posséde au moins I'une des deux propriétés :
étre un pique, étre une figure. Nier (P) c'est dire que la carte ne posséde aucune
de ces deux propriétés. C'est donc dire que « la carte n'est pas un pique », qui est
la proposition [non (P;)], et que «la carte n'est pas une figure » qui est la pro-
position [non (P,)]. Ainsi:

[non (P, ou P,)] est [(non P,) et (non P,)] .

4. Négation d’une proposition universelle. Contre-exemple

B Un exemple

Examinons la proposition « tous les éléves de cette classe ont la moyenne en
mathématiques ». La négation est « il existe au moins un éléve de la classe qui
n'a pas la moyenne en mathématiques ».

B Cas général

Une proposition universelle (P) s’énonce « pour tout élément x de |'ensemble
(E), x possede une propriété P(x) bien précisée ». Alors (non P) est « il existe
au moins un élément x de E qui ne posséde pas cette propriété ».
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B Qu'est ce qu'un contre-exemple ?

Il en résulte que pour prouver quune proposition universelle (P) n'est pas
vraie, il suffit d'exhiber un seul élément x tel que P(x) n'est pas vraie. On dit
alors qu'on a démontré que (P) est fausse en fournissant un contre-exemple.

Exemple. Prouvez que la fonction f définie sur R par f(x) =x? + x n'est pas
paire. Dire que f est paire c'est dire que « pour tout réel x, f(x) = f(—=x) ». Pour
prouver la non-parité, il suffit donc de trouver un nombre x tel que f(x) # f(-x).
On peut choisir x=1,car f(1)=2 et f(-1)=0,

5. Négation d'une proposition existentielle

N Un exemple

La négation de la proposition (P) «il existe un entier n tel que l'écriture déci-
male de n? se termine par 3 » est « un tel entier n'existe pas ». Ce qui signifie
qu’aucun entier n ne posséde cette propriété, plus précisément : « Pour tout
entier n, 'écriture décimale de n? ne se termine pas par 3. »

B Cas général

Une proposition existentielle (P) s’énonce « il existe au moins un élément x de
I'ensemble E qui posséde une propriété bien précisée ». Alors, (non P) est « pour
tout élément x de E, x ne posséde pas cette propriété ».

6. Contraposée d’une implication

Supposons que la proposition (P) implique la proposition (Q). Alors la propo-
sition (non Q) implique la proposition (non P).

En effet, si (non Q) implique (P), puisque (P) implique (Q), on obtient (non
Q) implique (Q), ce qui est contradictoire.

On dit que [(non Q) implique (non P)] estla contraposée de [(P) implique (Q}].

Exemple. La proposition (P) « ABC est un triangle rectangle en A » implique la
proposition (Q) « ABC est un triangle tel que BC?=AB? + AC2 »,

Donc, par contraposée, « ABC est un triangle tel que BC? # AB? + AC? » impli-
que « ABC est un triangle qui n'est pas rectangle en A ».
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FICHE F

Nole

Vair la fiche A

u L"implication »

dans Le Vocabulaire
de la logique page 448.

Note

Dans ce type de
démaonstration, on
appligue
successivement le
résultat suivant ;

si Pimpligue P,,
etsi P, implique P,,
alors P implique P .

Le but, modeste, de ces pages, qui font suite au Vocabulaire de Ia logique, est de
montrer les différents types de problémes rencontrés a ce niveau, ainsi que les
types de raisonnements pour les résoudre.

Demontrer une implication

1. Démonstration par implications successives

Exemple. Démontrer que siles réels xet y sont telsque 0 < x<2,0<y <2
alors - + z >1.,

(.
Une solution. La fonction x '—bé est strictement décroissante sur |0 ; +oo[.

Lesinégalités 0 <x <2 et0<y <2 impﬁquent%}%et%’}%.

En ajoutant membre 3 membre ces inégalités, on obtient % + % =1,
L'organigramme d'une démonstration par implications successives est :
H= P, =P)=..=P = (C)

ou chaque proposition P, se déduit des propositions précédentes ou d'une par-
tie d’entre elles.

2. Démonstration par transformation de la conclusion
W Explications

Aulieu de démontrer que (H) implique (C), on remplace la conclusion (C) par
une proposition (C’) qui lui est équivalente, surtout lorsque les équivalences
entre (C) et (C") sont faciles a justifier, parce que connues.

Puis on démontre que (H) implique (C’). L'organigramme d'une telle
démonstrationest H = (C') < (C).

Il peut y avoir plusieurs équivalences successives pour allerde (C) a (C’).

Exemple. Démontrer que pour tout réel x = 0, tout réel y = 0, 2./xy < x +y.
De I'hypothese (H), « x et y sont des réels positifs », on ne peut déduire grand-
chose sinon que ./xy existe et est positif. On remplace alors la conclusion (C),
c'est-a-dire « ZJEJ = x +) », par une proposition équivalente.

Une solution. (C) est équivalentea (C") : 4xy < (x + y)? (car on sait que dans
I'ensemble des réels positifs, « a =< b » équivaut a « a? < b? »). Donc, démon-
trer (C) vrevient a démontrer (C’), donc a démontrer ()
dxy < x?+y? + 2xy, donc (C,) : 0 < (x—y)2.

(Il est clair que (C") équivauta (C,) qui équivauta (C,).) Or (C,) est vraie car
tout carré est positif. Donc (C) est vraie.

453
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Remarque. Ici nous n'avons pas eu a prouver que (H) implique (C,), car C, est
vraie quels que soient x et y. Mais (H), quiest « x = 0 et y = 0 » a été utilisée
pour prouver que (C") : « 4xy =< (x + y)? » équivaut a « 2Jx_y Sx+y o

M En géometrie, dans la recherche d'une solution, il est fréquent pour « trouver
une piste » de transformer la conclusion en une conclusion équivalente.

Exemple. ‘G est un cercle de centre O, de diametre Q
[AB], Mestun pointde 6, M#A, M#B. Restun
point de [AB], R+ A, R# B. La perpendiculaire en \

& I
Ra (AB) coupe (AM) enPet (BM) en Q. On note [ ‘F’
le point d'intersection de (BP) et (AQ).

On veut démontrer que I est sur le cercle 6.

Comment démontrer qu'un point est sur un cercle de
diametre [AB] ? On se souvient que « I appartient a
ce cercle » équivaut a « 'angle AIB est droit » (1% A,
I# B). On cherchera donc 4 prouver que AIB = 90°, ou encore, ce qui est équi-
valent a prouver que (AI) L (IB). (Et ceci est vrai car (BI) est une hauteur du
triangle AQB, car elle passe par P, et P est l'orthocentre de AQB.)

B Une erreur a éviter

Attention a ne pas commettre d'erreur en rédigeant, «lorsqu’'on part de la
conclusion ». Voici un type d’erreur assez fréquent.

Rédaction erronée de I'exercice précédent. « Silest surle cercle, alors BIA = 90, donc
(Bl) L(AQ). Or, dans le triangle ABQ, P est l'orthocentre, donc (Bl) qui passe par P est une
hauteur, donc il est vrai que (Bl) L (AQ), donc | est sur le cercle. »

Ce raisonnement ne prouve rien : il suppose, au départ « si | est sur le cercle » pour conclure
« donc | est sur le cercle »

{Comment pourrait-il en &tre autrement ? Si l'on prend pour hypothése ce que I'on doit démon-
trer, il n'y a méme plus besoin de le démontrer))

Une rédaction correcte dans son articulation logique pourrait étre celle-ci :

1. Dém_q_p__grer que [ est sur le cercle ‘€ de diamétre [AB] revient & démontrer que
I'angle BIA est droit, ou encore que (BI) L (AQ) . Cest ce que nous allons faire.
2. La deuxiéme étape consisterait a justifier (BI) L (AQ) en prouvant que (BI)
est une hauteur de ABQ.

3. Raisonnement par I'absurde

Pour démontrer une implication « (H) implique (C) », le raisonnement par
Iabsurde consiste a garder 'hypothése (H) et a rajouter I’hypothése supplé-
mentaire (non C). Puis, 4 partir de (H) et de (non C), de déduire une contradic-
tion. Il en résulte alors que (H) implique (C).

Exemple. Démontrer que si n? est un entier pair, alors n est un entier pair.
Raisonnons par I'absurde, gardons I'hypothése (H) : « n? est pair » et suppo-
sons que (non C) est vraie, c’est-a-dire que n n’est pas pair. Alors, on peut écrire,
n=2p+1, avec p entier, donc :

n’=4p?+4p+1=2(2p?+2p)+1=2q+1 avec (qg=2p? + 2p).
Cette égalité prouve que n? n'est pas pair.
C'est une contradiction. Donc (H) implique (C).
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Démontrer une équivalence

Note 1. Deux méthodes

Vaoir la fiche B dans - . -

Le Vacobulaire de la Pour démontrer I'équivalence de deux propositions (P) et (Q), on peut opérer
logique, page 449. de deux facons.

Wt e Premiére facon. On démontre que (P) implique (Q) et que (Q) implique (P).
L'ordre des On est alors amené a démontrer deux implications (voir la fiche F).

démaonstrations n'a

évidemment pas - " ”

d'importance, e Deuxiéme facon : par équivalences successives

On démontre successivement que « (P) équivaut a (P,) », que « (P;) équivaut
a (P;) »,...jusqu’a « (P,) équivauta (Q) ».
Nous allons mettre en ceuvre ces deux fagons sur un méme exemple.

Remarque. Lorsqu’'on démontre que deux propositions sont équivalentes, on ne
démontre pas qu'elles sont vraies, mais on démontre que si I'une est vraie 'autre
aussi, et que si l'une est fausse, l'autre aussi.

ENDNEE

a et b sont deux réels quelconques.
Démontrez que « a’ =b? » équivauta« a=h ou a=-h ».

o Premiére fagon. On démontre que (P) « a2 =5? » implique (Q) « a=b ou
=—b », puis on démontre que (Q) implique (P).

1. Supposons donc a? = b2,

On en déduit a? - b? =0, c'est-a-dire (a-b)(a+b)=0.
Donc,a—b=0o0ua+b=0,cest-a-dire«ca=boua=-b»
Ainsi (P) implique (Q).

2. Supposons que a=b ou a=-h, et prouvons que a? = b? .
De a=}b on déduit a?=b?, et de a=—b, on déduit aussi a?=b?, donc (Q)
implique (P).

3. En conclusion, (P) et (Q) sont équivalentes.

e Deuxiéme fagon : par équivalences successives
« a? = b? » équivaut successivement a a? ~h2=0 eta (a-b)(a+b)=0.
Or (a—b)(a+b)=0 équivautaa—-b=0oua+b=0,donca=b oua=-b.

2. Quelle méthode utiliser ?

e On utilise plutot la méthode par équivalences successives lorsque les équiva-
lences intermédiaires sont bien connues, parce que déja prouvées antérieure-
ment sous formes de théorémes ou bien énoncées comme régles, et donc qu'il
n'y a pas lieu de les démontrer.

e Sinon, il est préférable, en cas de doute, de procéder en deux étapes, comme
dans la premiére facon.
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FICHE H Problémes de deéetermination d’ensembles

1. Un exemple pour comprendre

Dans ces problémes, la conclusion n’est pas connue , contrairement aux pro-
blémes cités dans les deux fiches précédentes.

ENONTCE

i et ¥ sont deux vecteurs du plan qui dans un repére ont pour coordonnées
(4:3m) et (=5; 2m?), mréel.
Quel est 'ensemble des réels m tels que i et ¥ sont colinéaires ?

Du point de vue logique, il y a deux méthodes possibles. Mais quelle que soit la
méthode choisie, il est bon de donner un nom a l'ensemble cherché, et surtout
de bien dégager la relation d’appartenance d’un élément a cet ensemble. Ici, si
I'on note € I'ensemble cherché, la relation d’'appartenance a € est: «m est
dans € » équivaut a « les vecteurs u et v sont colinéaires ».

Note B Premiére méthode, en deux étapes

ux:y), wix":v’) .

sont colinéaires e Premiére étape. On suppose que m est élément de €. A partir de 13, on cherche par
équivaut a

implications une partie €’ de R, la plus petite possible, dans laquelle doit néces-
sairement se trouver m. Ici, puisque m est dans ¢, i et v sont colinéaires, donc :

4%2m2 - (3m)(-5)=0 donc 8m?+15m=0 donc m(8m+15)=0
donc m=0 ou m=—1§5-.

Conclusion de cette premiére étape. Sim est dans &, c'est-a-dire si u et v sont

xY'-x'r=0.

P . : 15 3 i
colinéaires, alors nécessairement m=0 oum=- B’ c’est-a-dire que m est dans

I'ensemble €’ = {0 ;= 1?5}

e Deuxiéme étape. Il faut comprendre qu'a ce stade du raisonnement, rien ne
15 4 2
permet de conclure que les nombres 0 et — s conviennent. On vient seule-

ment de prouver que « m est dans € » implique « m est dans €” ». Il est indispen-
sable alors d'étudier la réciproque : si m est dans €’, m est-il dans € ? Autrement
LS 15 Al ; o
dit,sim=0 oum=— 3 les vecteurs i et v sont-ils colinéaires ?
1l est facile de vérifier que oui.
e Conclusion. L'ensemble des réels m pour lesquels i et v sont colinéaires est
15

I'ensemble {0 e } -

La personne qui s'arréte a la premiére étape, et conclut que I'ensemble cherché

8

n’aura fait qu'une partie du raisonnement. Pour vous convaincre que 'étude de
la réciproque peut changer la réponse, voyez l'exemple du § 3, page 457.

est {D ;— E} , donne une bonne réponse, mais sans 'avoir prouvée, puisqu’elle
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wit(Xx;¥) et vix' :¥)
sont colinéaires »
equivaut a :

XY —-yx'=0.

Note
Voirle § 2, de lafiche G

PAgeE 455.

Note

On peut le savoir ou
avoir démontré
auparavant cette
Bquivalence.
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B Deuxiéme méthode par équivalences successives

Dans ce cas 14, on part de la relation d’appartenance de I'ensemble cherché.
Ainsi, dans I'exemple ci-dessus, on peut dire « m appartient a € » équivaut a « i
et U sont colinéaires », ce qui équivaut successivement a :

«4X2m? - (3m)(=5)=0 netaem=0 num=—~l§5 », "Eestdonc{l} : —}-;}
¥ Quelle méthode utiliser ?

[l est clair que dans cet exemple la deuxiéme fagon est plus « naturelle » puisque
le cours donne I'équivalence suivante : « i(x ; y) et v(x” ; y*) colinéaires » équi-
vaut a « xy’ —yx” =0 ». Néanmoins, il faut connaitre la premiére, parfois « plus
facile a démarrer », mais ne pas oublier alors la réciproque.

2. Des déterminations d’ensembles cachés

Parfois le mot ensemble n’est pas prononcé dans I'énoncé de la question. Ainsi,
I'énoncé précédent, au paragraphe 1, peut étre formulé de la maniére suivante :
« Pour quelles valeurs de m, les vecteurs ii et ¥ sont-ils colinéaires ? » ou
« Trouvez les valeurs de m pour lesquelles & et ¥ sont colinéaires », ou
« Comment choisir m de sorte que... ». Ces questions reviennent a celle-ci :

« Quel est 'ensemble des réels m tels que i et ¥ sont colinéaires 7 »

3. Cas des équations, des inéquations, des systémes

Résoudre une équation, une inéquation, un systéme, c'est déterminer un
ensemble : I'ensemble des solutions. Le cas des équations du premier ou du se-
cond degré, par exemple, est bien connu, Mais pour résoudre d’autres équations,
les méthodes a suivre, en général, sont celles qui ont été données au § 1.

ENONCE

Résolvez l'équation ./x2 + 1= 2x. On note & 'ensemble des solutions.

M Premiére méthode, en deux étapes
On suppose qu'un réel x; est dans ¥, c'est-a-dire ,/x2 + 1 = 2x, . On en déduit

successivement que xj + 1 =4x2, donc que Xo= \g ou x,=- Jg .

Conclusion. Si x; est solution, alors x, = \g- ou x, =-— ﬁ . Mais, logiquement,
rien ne permet d'affirmer que ces deux nombres sont effectivement solutions. D’on
la deuxiéme étape dans laquelle on cherche 2 savoir s'ils sont solutions. On montre
que J% est solution tandis que — E ne l'est pas, Vous voyez ainsi la nécessité de
I'étude réciprogue lorsqu’on choisit cette fagon de résoudre le probléme.

W Deuxi@éme méthode : par équivalences successives

Ici, il est aussi possible de résoudre par équivalences, a condition de savoir que
«a=h» équivaut a« b = 0 » et « a = b? », Alors on raisonne ainsi :

«Jx?+1=2x»équivauta«2x = Oet x2 + 1=4x2 » donca«x = 0 et
3x2=1w,

Or«x =0 et 3x?=1 »équivautd « x = 0 etx=J§».D'ou .‘J:{’g].
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FICHE I Problémes de lieux géomeétriques

1. Explications. Exemples

Vous savez que la médiatrice d'un segment [AB] est'ensemble des points M équi-
distants de A et de B, c’est-a-dire tels que MA = MB. On dit aussi que la médiatrice
de [AB] est le lieu géométrique des points M équidistants de A et de B.
De méme, plutét que de dire que le cercle de centre O et de rayon 5 est 'ensem-
ble des points M dont la distance 4 O est 5, on peut dire que le cercle de centre
O, de rayon 5, est le lieu géométrique des points M tels que OM =5.
Note Un lieu géométrique est un ensemble de points (donc une partie du plan si on est
On peut conjecturer en géomeétrie plane, ou de l'espace si on est en géométrie de 'espace). Chercher un
;‘::"’;:i:';;je lieu géométrique, c'est chercher a déterminer un ensemble de points (voir Fiche H).

de géométrie.

2. Lieu géométrique lié a une configuration mobile

B Présentation d'un tel probléeme WP Exemple

On donne une figure et on suppose [AB] estun segment donné de lon-
qu’'un point M de cette figure se déplace | gueur 1, M est un point de [AB].
sur une ligne fixe ¥. Alors un autre Dans le demi-plan %, , on construit
point N, associé a M, bouge aussi, et le le triangle rectangle isocéle ANM,
probléeme consiste a chercher quelle est Quel est le lieu géométrique de N
la ligne fixe ¥’ décrite par le point N. lorsque M décrit [AB] ?

Cette ligne &£’ est appelée lieu géomé-
trique des points N, ou du point N, Py %
lorsque M décrit . Si on note f la N~
fonction: M+ N = f(M), chercher le />\

lieu géomeétrique de N cest chercher @ M B
I'ensemble de tous les points f(M),
c'est donc chercher I'image par fde .

B Comment résoudre un tel
probléme de lieu ?

o Etude directe. On cherche sur quelle A et B sont fixes. AMN est rectangle
ligne fixe se trouve le point N dont on et isoctle, donc MAN = 45° . Donc
cherche le lieu. Notons £, cette ligne. N est sur la demi-droite fixe [Ax).
Pour mener A bien cette recherche, il Le lieu %’ est inclus dans
est conseillé de bien distinguer les élé- £ 1=[Ax).

ments fixes des éléments variables,
puis de chercher les liens entre élé-
ments fixes et éléments variables.

J2

o Etude réciproque. On pose la ques- lp AN = 5 AM. AMvariede 0 & 1,

tion de savoir si tout point N de i, est . 2
associé A M, autrement dit si N décrit donc AN varie de 0 a g N ne
toute la ligne ¥, . décrit donc que le segment [AC] de

J2

[Ax), avec AC= - -
Le lieu cherché est ce segment [AC].

Cette ligne &£, n'est pas toujours décrite
entierement, comme le montre l'exemple
étudié. Il est donc nécessaire de procéder
al'étude réciproque, en général.
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B Cas ou I'étude de réciproque est inutile

Lorsqu'on peut prouver que la fonction f: M+> N est une transformation
connue alors, en général, on peut connaitre facilement f(£), dont nous avons
dit que c'est le lieu cherché.

ENONTCEE

[BC] est un segment fixe, d une droite fixe paralléle 2
(BC) . A chaque point M de d, on associe le point N tel
que BMCN est un parallélogramme. B C
Quel est le lieu géométrique de N lorsque M décrit la

droited ?
N

Une solution. Les éléments fixes sont B, C, le segment [BC] et la droite d. Les
points M et N sont variables. On cherche i lier les points variables a des élé-
ments fixes de la figure.

Puisque BMCN est parallélogramme, la diagonale (variable) [MN] coupe la dia-
gonale (fixe) [BC| au milieu fixe de [BC]. Notons O ce milieu. Il en résulte que
N est I'image de M par la symétrie centrale de centre O ; s, : M +— N. Donc lors-
que M décrit d, N décrit la droite d* image de d par cette symétrie centrale.

Le lieu de N est donc cette droite d”.

[l n'est pas nécessaire d’envisager I'étude réciproque lorsque I'on parvient a
démontrer que le point N, dont on cherche le lieu, est I'image par une trans-
formation fixe du point M qui « bouge ».

3. D’autres types de problémes de lieux

Tous les problémes de lieux ne sont pas des problémes liés a une configuration
mobile.

ENONTCE

[AB] estun segment de longueur 12.
Quel est I'ensemble, ou quel est le lieu géométrique des points M tels que
l'aire du triangle AMB est égale a 6 ?

Une solution. Appelons € le lieu cherché, et notons
M un point de ce lieu. Alors, I'aire de AMB est égale
a 6. Donc si on note MH la hauteur issue de M,
MH =1. Il en résulte que M est sur une droite d
parallele a (AB), telle que ladistance entre (AB) et
d est égale a 1. Mais il y a deux droites d et d” paral-
leles 2 (AB), et telles que la distance entre elles et
(AB) est égale 2 1. Donc M est surd, ousur d".

Ayant raisonné de la sorte, du point de vue logique une réciproque simpose

(méme si elle parait évidente), réciproque qui s'énonce : « 5i M est sur d ou sur
d’,le triangle ABM a-t-il une aire égale 3 6 ? » Il est immédiat de vérifier que oui.
Le lieu de M est donc la réunion des droites d et d”.
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Problémes de lieux en géomeétrie analytique

ENONTCE
On trace la parabole @ qui dans un repére donné \
a pour équation y =x?. M est un point variable p

de P d'abscisse m. On note H le projeté orthogo-
nal de M sur I'axe (Ox), K celui de M sur I'axe
(Oy) etlle milieu de [HK].

Quel est le lieu géométrique des points [ lorsque

M décrit la parabole % 7

Une solution

e On cherche d'abord les coordonnées de . Celles de M sont (m ; m?) (m par hypo-
thése, et ordonnée m? puisque M est sur ). Il en résulte, vu la définition de H et
de K, que celles de H sont (m ; 0), celles de K(0 ; m?), donc celles de I sont :

33
- ¥ )

¢ Notons € I'ensemble des points 1 (ou lieu de I) lorsque M décrit 9. Dans ce
genre de probléme, & notre niveau, ¢ est en général caractérisé par une éguation
Y =g(X) indépendante de m. Pour obtenir cette équation, en général, on cher-
che une relation entre les coordonnées (x, ; y;) de [, indépendante de m.

Clest facile ici, car x; = % m = 2x,; donc:

(On a exprimé m en fonction de x; et, dans y;, on a remplacé m par cette
expression.)
Donc [ est sur la courbe fixe ‘€ d’équation Y = 2X?. € est une parabole.

e Mais logiquement, a cette étape de la détermination du lieu, rien ne permet
d'affirmer que | décrit toute la courbe €. Il est indispensable de répondre a la
question : « Le point [ décrit-il toute la courbe €, ou seulement une partie, et si
oui, laquelle ? » En général, on résout de la maniére suivante.

Puisque x, est fonction de m, ici x;= g , on détermine d'abord I'ensemble D
décrit par m, puis I'ensemble D, décrit par x; lorsque m décrit D. Le lieu de [ est

alors la restriction de la courbe ‘€ a cet ensemble D;.
Ici, puisque M décrit la parabole “P, son abscisse m décrit R (car la fonction

x> x2 est définie sur R). Ici D =R . Mais lorsque m décrit R, x; :’-;‘- décrit

aussi R. Ici D, =R . Donc I décrit toute la courbe €.
Le lieu géométrique de [ est la courbe €.
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La encore, la personne qui répondrait avant cette étape: « Le lieu de I est la
parabole d'équation Y =2X? » donnerait une réponse juste mais non prouvée.
Il arrive que le lieu ne soit pas toute une courbe comme le montre I'exemple
suivant.

Exemple. Supposons que, dans un probléme, les coordonnées d'un point I sont
X;=sin m, Y; = cos’ m+ 2, m réel, et que I'énoncé demande le lieu des points
[ lorsque m décrit [R. Puisque cos? m=1 - sin®> m, en remplacant dans Y, on
trouve Y =-X?+ 3, donc I appartient 2 la parabole d’équation Y=-X2 + 3,
mais lorsque m décrit [, le point I ne décrit que la partie de la parabole restreinte
a[-1;1],car X;=sin m décrit [-1;1].

FICHE K Problemes d’existence

1. Exemples de tels problémes

1.Un repére du plan étant choisi, existe-t-il une parabole d'équation
y=ax?+bx+c, qui passe par les points A(1;0), B(0;1), C(3;:2) et
D(5;3)7?

2. Existe-t-il un polynéme de degré 3 qui prend la valeur 1 en 0, la valeur 2 en 1,
etlavaleur -1 en2etend?

2. Résolution

Si l'on ne sait pas répondre directement, on peut procéder de deux facons.

B Premiére fagon

e On suppose l'existence d'un objet qui posséde la propriété imposée puis, a par-
tir de cette hypothése, on déduit d'autres conditions qui permettent de le préci-
ser mieux.

Ainsi, pour le probléme 1, on dira :

Supposons qu'une courbe d’équation y = ax? + bx + ¢ passe par les points don-
nés, alors, nécessairement, a, b, ¢ sont liés par les relations...

De ces relations, on déduira I'ensemble des valeurs possibles pour a, b, c.

e Lorsque cet ensemble n'est pas vide, donc lorsqu’on a trouvé un objet possible,
il faut étudier la réciproque : prouver que 1'objet trouvé convient.

H Deuxiéme fagon

On procéde par équivalences : « Dire qu'il existe un objet conforme aux condi-
tions imposées », équivaut a dire que « ... »,

Dans notre exemple, on dira « L’existence d'une parabole telle que... » équivaut
adire « [l existe des réels a, b, c... » et on poursuivra par équivalences successives,
lorsque cela est possible.

Une solution du probléme 1. Dire que la parabole P, d'équation
y=ax?+ bx + ¢, passe par A équivaut a O=a+b+c, passe par B équivaut a
1=c, passe par C équivaut a 2=9a+3b+c, passe par D équivaut a
3=25a+5b+c.
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Donc l'existence de la parabole % qui passe par A, B, C, D, équivaut a:

il existe trois nombres a, b, c, tels que :

a+h+c=0 [1]
=1 [2]
9a+3b+c=2 [3]
25a+5b+c=3 [4]
Note Puisque c=1,[1] et [3] s'écrivent a+ b=—1 et Sa + 3b = 1. Par une méthode
2 54
XS4~ 2 41
3 v habituelle, on déduit a = % i b= g . Mais alors 25a + 5b + ¢ # 3. Donc il n'existe
_28
E pas de tels nombres a, b, c et, par suite, pas de parabole répondant a la question.

Une solution du probléme 2. 5i un tel polynéme existe, on pose
P(x)=ax? + bx? + cx + d avec:

P(0)=1, P{l)=2, P(2)=-1, P{4d)=-1

ce qui aboutit finalement a :

a=§; b=—-——; «¢=

Raisonnement par disjonction des cas

1. Pour démontrer qu'une proposition est vraie pour tout élément d'un ensemble ¢,
on peut démontrer qu'elle est vraie pour tous les sous-ensembles (non vides) qui for-
ment une partition de €.

Exemple. Prouver que, dans le systéme d'écriture décimale, le carré d'un entier n
ne se termine pas par 3. Dans le systéme décimal, le dernier chiffre d'un entier n
est soit 0, soit 1, soit 2, ..., soit 9. L'entier n est donc de la forme al0F + 0, ou
ax10P+1, ..., ou ax10P+ 9. En calculant, dans chacun de ces cas, le carré
de n, on voit que le dernier chiffre des carrés obtenus n'est jamais 3.

2. Pour déterminer un ensemble dont on connait la relation d’appartenance, on
peut procéder par disjonction des cas.

Exemple. Représenter graphiquement I'ensemble ‘€ des points M(x ; y) tels que

|x| + |yl =1. Pour réaliser cette représentation graphique, et pour « éliminer »

les valeurs absolues, on peut chercher :

e le sous-ensemble ¢, des points M(x ; y) tels que :
x=0, y=0; €, €,

e le sous-ensemble €., des points M(x ; y) tels que :
=0, y<0;

.(ga (?

e le sous-ensemble €, des points M(x ; y) tels que :
x=0, y=0;
e le sous-ensemble €, des points M(x; y) telsque x <0, y = 0.
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Conseils pour les vrai ou faux

FICHE M

Note

L'article ind&fini « un »
remplace « tout »,

la proposition est donc
universelle, et il 5'agit
d'une implication. 1l faut
donc lire :

sur tout intervalle I,
pour toute fonction f,

« f non croissante

sur |, impligue

« fdécroissante sur |l ».

Note

En géomélrie, ne pas
oublier que vous pouvez
présenter une solution
par calculs sur des
coordonnées en
choisissant vous-méme
un repére,

Note

Il faut lire : Pour toute
fonction £ « fmonotone
SUr.., v, impligue « fest
monotone sur... ».

FICHE N

Les vrai ou faux

1. De quoi s’agit-il ?

[ s'agit de dire si un énoncé est vrai ou faux en justifiant la réponse.
Dans ces énoncés, les quantificateurs (voir le Vocabulaire de la logique, fiche D)
sont souvent cachés ainsi que les implications (voir le Vocabulaire de la logigue,

fiche A, § 3).

Exemple. Sur un intervalle, une fonction non croissante est décroissante.

B Pour démontrer que I'énoncé est
PAUX, il suffit souvent de fournir un
contre-exemple (voir le Vocabulaire de
la logique, fiche E, § 4), parfois de rai-
sonner par I'absurde (voir Types de pro-

B Pour démontrer que l'énoncé est
VRAL on procéde comme pour démon-
trer une implication ou une équivalence
(voir Types de problémes et raisonne-
ments, fiches F et G).

blémes et raisonnements, fiche F, § 3).

2. Dans tous les cas

Commencez par une analyse logique de I'énoncé : déterminez s'il s'agit d’une
implication et alors dégagez les hypothéses et la conclusion, voyez si elle est
« universelle » (voir le Vocabulaire de la logique, fiche D), ...

Assurez-vous aussi de bien connaitre les définitions des mots du vocabulaire des
mathématiques.

Exemple. Une fonction monotone sur [0 ;1] et monotone sur [1 ;2] est
monotone sur [0 ; 2].

La tentation est grande de répondre : VRAL

Mais « monotone » signifie « ou bien croissante ou
bien décroissante ». Donc elle peut étre comme la
fonction représentée ci-contre, fonction qui satis-
fait aux hypothéses, mais qui pourtant n'est pas
monotone sur [0 ; 2].

Cette fonction apporte la preuve que I'énoncé n’est
pas vrai pour toute fonction f, donc qu'il est FAUX.

y

y=Ffix)

Deux stratégies selon les cas

1. Cas ou I'analyse donne la quasi-certitude que I’énoncé est
faux ou qu’il est vrai

W 1] parait PAUX parce que le résultat énoncé est si beau et si surprenant que s'il
était vrai, « ca se saurait ».

Exemple 1. Une fonction non croissante est décroissante.

Exemple 2. Le quotient de deux entiers est toujours un décimal.

Sil'énoncé 1 est vrai, toute fonction est soit croissante, soit décroissante. Un tel
résultat ferait slirement I'objet d'un théoréme. La fonction représentée sur la
figure ci-dessus fournit un contre-exemple.
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MNote

Cet exemple montre
hien aussi la nécessité
de savoir le cours.

Note
Les deux propositions
sont universelles.

Note

Il faut comprendre :
il existe des valeurs
de m, en tout cas
au moins une, pour
laguelle & et ¥
sont colinéaires.

Note

Ces conseils sont
valables aussi pour
les cas précédents
sivous n'avez pas
trouvé facilement la
réponse,

Note

On peut aussi tenter de
construire un triangle
dont les hissectrices
sont perpendiculaires
et voir que cela est
impossible.

Dans le cas de I'énoncé 2, par définition, le quotient de deux entiers est un
rationnel. Si I'énoncé est vrai, pourquoi a-t-on distingué les ensembles [l et () ?

1 ;
Le nombre 3 fournit un contre-exemple.

B La certitude a priori que I'énoncé est vrai, ou bien faux, découle de ce qu'il est
une conséquence directe du cours.

Exemple 1. Deux triangles équilatéraux sont semblables.

Exemple 2. Le carré d'un nombre positif est plus grand que ce nombre.

Le 1 : Le cours dit que deux triangles semblables sont deux triangles « qui ont les
mémes angles », Dong, I'énoncé est évidemment VRAI et la preuve est facile.

Le 2 :Lecours dit que 0 < a = 1 implique a2 = a et que a > 1 implique a? > a.

; : _— 1
L'énonceé est donc évidemment FAUX. Contre-exemple : le nombre 5

2. Cas ou I'analyse ne permet pas de décider a priori
W Parfois, il existe un critére ou une méthode connus pour lever l'incertitude.

Exemple. A tout réel m, on associe deux vecteurs i et 7 dont les coordonnées
sont (m—10;2) et (Zm ;—1). Certains de ces vecteurs peuvent étre coliné-
aires.

On connait la traduction analytique de la colinéarité: xy" —yx"= 0. Il suffit
donc de calculer xy’ —yx” dans ce cas particulier pour conclure. On obtient
—~5m + 10 . Donc u et v sont colinéaires lorsque m = 2. L'énoncé est VRAL

® A défaut d'une méthode connue, on peut commencer par tirer des conséquences
des hypothéses pour éclaircir la situation, ou tenter une démonstration.

Exemple. Lorsque, dans un triangle, une médiane passe par 'orthocentre, ce
triangle est isocéle.

On dessine un triangle ABC non isocéle a priori et
sa médiane (AM). L'hypothése « I'orthocentre H
est sur (AM) » implique que (AM) est aussi hau-
teur, donc médiatrice de [BC].

Ainsi A est équidistant de Bet de C, donc AB = AC,
et 'énoncé est VRAL

B Sinon, il ne faut pas hésiter a traiter des cas particuliers : ils peuvent amener
a conjecturer la réponse, donner l'idée d'une démonstration ou dun contre-
exemple.

En algébre, pensez a utiliser des représentations graphiques.

Exemple 1. 1l existe un triangle ABC dont les bissectrices intérieures issues de B
et C sont perpendiculaires. A

Pour « voir », on peut, par exemple, construire plu-

sieurs triangles avec B et C bien précisés:

B=30", C=70", etc. Constater que les bissectri-

ces ne sont jamais perpendiculaires. Essayer alors

de comprendre pourquoi, en calculant chaque fois B C

BLDE METHODOLOGIQUE - CONSEILS POUR LES VRAI OU FAUX
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Note

La démonstration

est une démonstration
par I"absurde.

Note

On peut trouver sur
Internet des applets
java qui permettent

de savoir si un nombre
est premier,

el Conseils pour les vrai ou faux

B+C

EEEI. on trouve toujours BKC = 180° m( >

]. Or B+C=180°-2A donc

o

ﬁﬁ =90°+ g Donc ﬁﬁ: > 90°, I'énoncé est FAUX.

Exemple 2. Le carré d'un nombre positif est plus g ¢ 4
grand que ce nombre,

Si le cours est oublié, on peut tracer la courbe
d’équation y =x?, la droite d'équation y=x. Et 1
constater que d est parfois au-dessus de la courbe.

Exemple3.8i le carré d'un entier naturel est © 1 X
impair, cet entier est impair.

On note n un entier tel que n? est impair, donc n? = 2k + 1, avec k entier. De
la, on ne peut rien déduire sur n.

Mais si on prend l'initiative d’écrire la liste des carrés :

n 1 2 3 4 5 b 7
n 1 1 9 16 | 25 [ 36 | 49

On peut constater que seuls les entiers pairs ont des carrés pairs. Ceci conduit A
penser que I'énoncé est vrai et que pour le prouver, il suffit de prouver que si n
était pair, n? serait pair, ce qui est contradictoire.

Or, n pair implique bien n? pair, car si n = 2k, avec k entier, n2 = 4k2 = 2(2k2)
avec 2k? entier. Donc si n? est impair, n est nécessairement impair.

Exemple 4. Pour tout naturel », le nombre A =n? — n + 41 est premier.

Pour voir, on peut choisirn=1,n=2,n=3,n=5, ...

Dans chaque cas, A est premier, Pour le prouver, il faut montrer qu'une égalité
A=pq avecpetqentiers, p#1, p # A estimpossible quel que soit n. Cela sem-
ble hors de portée. Alors, on peut écrire un programme sur calculatrice ou ordi-
nateur, qui détectera si un nombre A est premier. Puis avec une boucle, on peut
explorer pour toutes les valeurs de n jusqu'a un nombre n;, choisi. Un essai avec
ny =100, par exemple, révéle que A n'est pas premier lorsque n=41.
L'énoncé est FAUX.

W Commentaires. Bien siir avec de I'astuce, on peut voir aussitét que lorsque
n =41, Aestunmultiple de 41. Mais ce qu'on appelle astuce n'est parfois qu'affaire
d’habitudes acquises dans le travail. En tout cas, aprés cet exercice, on a la satisfac-
tion de savoir, par exemple, que lenombre A =3n° - 51 + 3n% + 10n2-37n +a
n'est pas premier pour tout n, lorsque n = a, A est un multiple de a.
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Conseils pour les ROC

Note 1

Pour apprendre une
démonstration et mieux
la retenir, il est conseillé
de dégager auparavant
le fil conducteur.

Note 2

Il est bon d'avertir

le lecteur de la route
que l'on va suivre pour
arriver a la canclusion.
Il est préférable

de donner au passage
la définition d’une suite
convergente,

Note 3

Il est indispensable

de distinguer ces deux
indices, il n’y a aucune
raison pour gue le méme
serve pour deux suites
quelconques, d'oil les
nolations N, et N,.

Note 4

Etape indispensable
pourexhiberunindice N
qui aura la propriété
voulue,

Exemples commentés de redaction
1. Premier exemple

ENONTECE

e Pré-requis
La définition d'une suite convergente est supposée connue.

e Démontrez le théoréme suivant. Trois suites (u, ), (v,) et (w, ) sonttellesque:
a) pour tout natureln, v, = u, = w,,

b) les suites (v, ) et (w,) sont convergentes et ont la méme limite ¢,

alors la suite (u_) converge vers {.

M Idée intuitive de la démonstration

Puisque les suites v et w convergent vers {, tout intervalle de centre { contient
presque tous les nombres v, et w,, donc aussi presque tous les u, car ceux-ci sont
toujours entre v, et w, (note 1).

B Rédaction possible

Nous allons utiliser la définition de la convergence d'une suite pour démontrer que
u, converge vers {. Il s’agit donc de démontrer que, si I est un intervalle quelconque
ouvert de centre {, tous les nombres u, sont dans [ a partir d'un certains indice
(note 2).

Puisque la suite (v, ) converge vers € a partir d'un indice N, tous les v, sont dans
[, Cest-a-dire pour tout n = N,, v, estdans L.

De méme, puisque (w, ) converge vers {, il existe un indice N, tel que pour tout
n=N,, (w,) estdansI (note 3).

Choisissons un entier N tel que N = N, et N = N,. Alors pour tout n = N,
n = N, etdoncv, estdans I et n = N, et donc w, est dans I (note 4).

Or par hypothese pour toutn, v, =u, = w,. Donc si r est le rayon del,
[=]1-r;1+r[,onobtientl1-r<v, =u, =w, <1+r douil ressort que
u, est dans I pour tout n = N, ce qu'il fallait démontrer pour conclure 2 la
convergence de la suite (u,) vers f.

2. Deuxiéme exemple

ENONTCE

f est une fonction dérivable sur R et telle que ['=f et f(0)=1.
Démontrez que f est strictement positive.

B Ildee intuitive de la demonstration

La premiére étape consiste 4 prouver que f(x) n'est jamais égal a zéro. Dans la
deuxiéme étape, on prouve que f(x) ne peut prendre des valeurs strictement néga-
tives en utilisant 'hypotheése f(0) = 1 et le théoréme des valeurs intermeédiaires.

Pour prouver que f(x) n'est pas égal a zéro, on introduit la fonction
g:x— f(x)f(—x) (car une fagcon de prouver qu'un nombre a n'est pas nul est

ﬁ BLOC METHODOLOGIQUE - CONSEILS POUR LES ROC
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Note 1
Voir la note 2
précédente,

Note 2

Il st important de dire
que g est définie sur &,
mais d ce niveau, il est
inutile de le justifier.
En revanche, il est
nécessalre de justifier
sa dérivabilité,

Note 3

Il est important de dire
que H est un intervalle
car une fanction peut
avoir aussi une dérivée
nulle sans &tre
canstante.

Note g4

On a chalsi Pintervalle
|&; 2] pourla
rédaction, mais on peut
choisir n'importe quel
intervalle |b ; o),
l'essentiel est que
celui-ci contienne zéro.

Note 5

Le théoréme des valeurs
intermédiaires
proprement dit étant
énance avec des
fonctions continues, il
est prudent de signaler
ici la ralson pour
laguelle il s"applique
aussi paur f.

Note 6
Il est bon de justifier
cette égalité.

Note 7

Dans le cours, on utilise

plutat 5, =Z¥ 1., mais
z x

c'est parce qu'il est

établi auparavant que

1
arg| — | =—ar "
E(_I,J arg(z)

Comme ce dernier
résultatl n'est pas
SUPPOSE Connu par
I"énoncé, il faudrait le
justifier avant de
l'utiliser. Il est
préférable de revenir

a la définition de f

d’exhiber un nombre b tel que ab est différent de 0. Etavec f' =, on peut fabri-
quer des fonctions dont les dérivées sont nulles partout donc constantes).

B Rédaction possible

e Prouvons d’'abord que quel que soit x, f(x) est différent de O (note 1).

Pour cela, introduisons la fonction g définie sur R par g(x) = f(x)f(—x).

La fonction x+> —x est dérivable sur R et f I'est aussi, donc la fonction
x> f(—x) est dérivable sur R, d’aprés le théoréme sur la dérivabilité d'une
fonction composée (note 2),

Et pour tout réel x, g'(x) =f"(x)f(—x) —f(x) f'(—=x) = 0.

La fonction g, qui a une dérivée nulle sur I'intervalle R (note 3), est donc cons-
tante. Or g(0)=£(0)f(0)=1, donc pour tout x, g(x)=1=f(x) f(-x) donc
flx) n'est jamais nul.

e Prouvons maintenant que fne prend pas de valeurs strictement négatives, il en ré-
sultera bien que f est strictement positive sur . Pour cela, raisonnons par I'absurde.
Supposons donc qu'il existe un nombre c tel que f(c) = b avec b < 0. Alors 0 est
dans l'intervalle [b; 2] (note 4) et puisque f(0)=1 et que f est continue,
car f est dérivable (note 5), le théoréme des valeurs intermédiaires dit qu'il
existe x tel que f(x) = 0. Or ceci est impossible d'aprés la 1% partie de la preuve,
d'ot f(x) > 0 pour tout réel x.

3. Troisieme exemple
ENONGECE

e Pré-requis
On suppose connu le résultat suivant « Pour tous complexes non nuls z et z°,
arg(zz') = arg(z) + arg(z’) (mod 27) ».

e Démontrez que dans ces conditions, arg(zi,] = arg(z) — arg(z’) (mod 2n).

H Idée intuitive de la démonstration

Par définition, le quotient E est le nombre qui, multiplié par b, est égal 4 a. Cette

définition permet d'utiliser le résultat connu.

B Redaction possible
z et z’ étant deux complexes non nuls, le quotient = existe et par définition,
2

"¢
£ = Z=2 (note 6).

Donc toutes les égalités qui suivent étant vraies modulo 2,

z
arg( = ): arg(z)... (1).
Or d’'aprés le résultat admis, valable quels que soient les complexes non nuls
considérés,

z' %

2’ %

arg( = z): arg(z") + arg(zi,,] (2).
Des égalités (1) et (2), on déduit que :

arg(;z-,) = arg(z) — arg(z") (mod 2m).




Chapitre 1
Rappels sur les suites.
Récurrence

u 1402
A, U, 1+(1+n)?
donc (u,) est décroissante.
Upoy _n+1
> = L2 AL |
b) ¥n=1, u,>0et - mn{:l'
done (u,) est decroissante.
3:4—1

€) u,=fn), avec f(x)= T

>0, f est strictement crois-

5
f(x) FTETE

sante sur [0 ; +=<|, donc (u,) est strictement
croissante.

1
-"3' VO Unyy =l =gy &0
{u,) estcroissante
b) ¥n, u,, ,=-u,= : -1<0:

an+1

(u,) estdécroissante.

-‘l. U, =ug+ (n=1)r=-2+3n-3=3n-5

.
-

Chapltre 2
Fonctions :
limites et continuité

-n]l lim fix)=1 et lim fix)=1;
== =4 o

x-1<0 e x<letlimix+1)=2,
=41

donc lim f(x)=-c et lim fix)=+o0
=t W= *

b} Iim flx}=-= et Im flx)=4e=;
[ M = o

A-1=0ex<1 et Iim1(ﬂ+3}=4.
o =2

dorc lim fix) =+,

¥=s 1t

lim f(x)=-<= et
A=l

c) lim f{x)=2 et lim flx)=2
Kb K= b

lim f(x)=<co et lim f(x)= +eo.

X" -+

- lim fx)="5;49 < f(x) <51

= 49(x-1)<5x-1<51({x-1})

car (x— 1) est positif.

D'ol -39<01x et 41<01x et donc
A=41 |outout réel supérieur a41).

. o (=2455)%320 _
2o Up Uyt Uy = =530 -1 lim f(x)=2 et rlrn J‘{x]-

m|n

-1‘ vn¢,=15un+,r4=-

4] -‘—Dvn
(v,) est une suite géométrique de raison

fos

10
2. al v,=(13a- 41[-—QJ"' b

et de premier terme v, =13a- 4.

1
b) u,=ﬁtvn+4)=[

-' 51=1. 5:,:4, 55.——9; 5,=16;

il semble que S, =n?.

2. On note P, la proposition  «5, = n? »,
® P; est vraie

@ On suppose que P, estvrale, alors
Spe1=1+3+ . +(2n=1)+(2n+1)

n+
=ni4+2n+1=(n+1)%

Donc P, ., estvraie

® Pour tout entier naturel n£0, 5, =n’.

3.5, représenie la somme des termes d'une

suite arithmeétique :

5,,=” +{2n—$}|xn=nz

2
On note P, la proposition - «n® + 2n est

multiple de 3 ».

® P, estvraiepuisque 13 +2 % 1=3.

® Onsuppose que P estvraiepourn n= 1.

Alors,

(n+1¥+2(n+1)=n4+3n+1+2n+2
=(P+2n)+3(nP4n+1)
=3p+3(nd+n+1)

Lapropriété P _ , estdoncvraie.

@ La propriété P est vraie pour tout n= 1.

- CORRIGES DES EXERCICES

A= =

| lim f(x)=-=w et lim j’(x)_+==.

=217 x—1*
| 2 dy: y=2 estasymptote horizontale et
d,: x=1 estasymptate verticale.
Y
fix)-2= i
sl et seulementsi x> 1.

-a] lim f(x)=+ee
K==

; la courbe est au-dessus de d,

b} lim fix)=+==; lim f(x)=+e=
e =0
[car x = Q).
T D
¥ o=k b
Fete
Jx
b} Pourx >0, fix)= T
| 1*;
donc im f(x)=1.
N ol b
-P p—_— ,'-x-c-:cosx .
3Ix-=-1 ;ﬂ”il‘m-&?_
X =1
im 2X=1o3 e m o3
¥—tieos Kt X=1
| donc(th.1) lim f(x)=3.
K=t
a) x> 5, donc lim H*3'=1-=-=, el

a—=5
lim JX=+o, donc (th. 4) hm f(x] +00,

| S

bl lim (=x*+x"+x)

E—t—ne

Iim .ﬁ: +== donc {th. 4}

=+4oo, BL

lim f{x)=+oe

K==

+ donc

ale J(x}—12x+31=lT1

lim [fix)=(2x+3)]=0 et

N=b

9

-
Sasn

e | o}

S -

m [fix)=(2x+3)| =

LR T
A est asymprote oblique a“é, en +e= eten — e,
L] A8, >0 e x>-1:
x+1
la courbe est au-dessus de Apour x > —1 eten

desspus pour x < -1
1] 0

im |-=
K2

X = ivc[

B) f(X) — (- x4 1) =5,
X

lirm
e ]

a2t en oo gL EN —on,
Pour tout réel x non nul,

et [— xl] 0. A est asymptote cblique

-ljco. donc la
X

courbe est toujours en dessous de son asymptote.

-La fonction f est strictement croissante et
continue: (R} =MR. 0estdans R, donc (th, 7) il
existe un unique réel @ tel que flx)=0,
fMy==1 et fl2)=4 dorcee |11,2].

-- im fix)=0et Im fix)=

A =hden
@ Letrindme x? —6x+ 5 sannuleen 1etens
¥ _Ex+5<0 e xe]1:5[.
Donc, puisque lim (x—4)=(=3),
x=1

lim flx)==c= et lim f(x) =+

-1 =it
@ |lim fix)=—eo gL |im f(X)=+4es,
x—5" x—»5*

-anour.nr.-}

1
A(X)=—=—— et lim j‘{x

JrET42 0 a3 i 4

b) Pour x 20,
ooy =2V D o fe3T 41,

donc lim fix)= 4.
=0

-a:o lim fix)=1 et [im f(x)=1:
=Y X3 =—a

N
la droite d'équation y=1 est asymptote hori-
zontaled ‘€ en 4= eten —es,

lim f(x}=—= et
x=s 1"
la droite d'équation ¥ =1 est asymptote verti-
calea‘c.

® lim f{x)=+oa:

X417

b)

lim lirm

p—bpun X r-¢_m12+'|

la droite d'équation y=-x+ 3 est asymptote
obligue a ‘€ en +== eten —oo,

2
=0 et
1

i
i Chapitre 3
Dérivation

|
I -ft'l}=2 i F(%)=3x%+2x donc

| J°(1)=5 et une équation de la tangente est:
| y=5(x—1)+2 ou y=5x-3,

. -EIII flx)=40x + 07, ici xestla variable,
x est réel,

| b) f(8)=2x% +30%x + 1, ici 0 est lavariable
B réal.




-aj Flix)=1+1xcosx+ xx{—sinx)

=1+ cosx—xsinx,
b} f(x)=—sinx = sinx + cosx x cosx
= cos’x— sinZx.

-Pnurmutréelx,x: 1, (%) :‘—2"_2.’5'_4.
(x+1)2

1. La droite d'équation y=—-4x a pour coeffi-
cient directeur—4. Ainsi la tangente est paralléle
4 cette droite équivaut & f(x)=-4. Cetle
éguation revient 3 5x? + 10x=0, cest-d-direa
X=0 oux=-2

Il'y adonc deux tangentes paralléles 4 la droite,
aux points d'abscisses 0 et ~2.

2. Cette fois, la droite a pour coefficient direc:
teur % on résout donc f'(x)= ; Mais cette

équation n'a pas de solution donc il n'y a aucune
tangente paraliéle a la droite.

. 1. Pour tout réel x,

FO0=120% + 1202 - 26x = 12x(x+ 2)(x = 1),

x - =7 1] | +o
12x - -0+ +
(X4+2)(x=1) + 0 - -0
i =0+ 0 -0 +

R awa

2. f est continue et strictement décroissante sur
|-ee:~2], 'mage de cetintervalleest |- 28 ; +eo|.
O est dans cet intervalle donc I'équation fix) =0
admet une unigue solution « dans J-oa;~2]
Onraisonne de la méme facon sur les autres
intervalles et on obuent quatre solutions dans i
3. Pour @, f(-28)>0 et fi -2,7)<0 donc
-28 < o < -27 Delamémefacon, on obtient
lesintervalles |[-0,6,-05] ;107 :08]:[1.2 : 1,3]
pour les trois autres solutions.

-al f= u./v ol uet vsont dérivables sur B
€t v strictement positive. Donc f est dérivable

)
surRet f*=u v+ 22, Ains pour tout réel

2.
i kx?
() =k/x2 41+ —
N5 LR |
b) f= % oU u et v sont dérivables sur R et v
("
stricternent positive. Donc f est dérivable sur [/
# u"'
[Tg¥ (T2 >
et f'=——==" Ansi pour tout réel x,
Jv
()= -x+1

2./ 4 x+ 1 (x4 x4 1)

3
(B =301 230)) = — .
-ailf )=3( +.HM N ol G0
b) ’..o“'=21dnx=25rnx

cos’x

cos'x
-ll f(xh==2sin2x+2c052x:
f"(x)==4cos2x -&sin2x

[ x) =8sin2x-Bcos2x,

b) fest définie et dénvable sur B privé des réels x | 2. f7(x) = e¥|x=141]=xe* d'oile tableau

tdsqwx=§+ kr (ke &)

¥ i 3 » 2_ 2
=2 =225
cosx cos"x

2
f3)(x) = sinx(5 +4sin x)
cos*x

Chapitre 4
La fonction exponentielle
2(e" =)
21( x) __ EXaeX
T+ (e*+e )2+ (pi_p*)
_2(e*f—eX)(ef+e )
2e2% 4 2g2x
e:’l‘_e—zl

x(e%+ g 1)2

= elry a-dx =f2x).

-al e’ *=1=gl, Cette équation est
équivalented 3 - x=0 d'oi F={3}
b) o2+ + 3= g7x équivautd 2x" -7x+3=0
1
1l

a)e?" <e' égquivaul & 2x<yx ou
Xx<0 dol ¥ =]-e:0[

b) 3(e*)2+e*- 4 < 0. On pose e*=X avec
X > 0. On obtient alors le systéme équivalent :

dou ={

{x:w K=p"
ou
3X24X=4<0 [(X=1)3X+6)<0

X=@"
ou .
{-;fe‘-:l

Ore*>0d'ol 0<e'< 1 clest-d-dire x < 0
et f =|-oo: 0|,

- f'(x)=(2x—-2)e* + (x? = 2x)e*

=(x1-2)e".

-l] M a pour coordonnées (m;e™) et

N{m;e-™

® Equation de la tangenteen M A €, -

y=eMx—m)+eM=eMx4 o™ —-m)
=eMx+1-m)

e fquation de la tangente en N a€,

y=—g M(x=m)+eM=—p- My 4 e-Mmil)
=e M-x+m+1].

Les coefficients directeurs des tangentes sont
respectivement e™ et —e~™ et leur produit
emx(-e-M=—eM-M=-1, Donc ces tan-
gentes sont perpendiculaires

b))l a pour coordonnées (m-1:0) et
J(m+1;0) donc le milieu de [1] a pour

coordonnées [%{m-! +m4+1) ;0] soit (m; 0)
c'est donc H

-i lim [ix)=+w=

K —b o
® f(x)=e""[2xe*-e"+1] donc:
lim f{ x) = #0a.

e -

1
-'I.Paur wout réel x>0, Ine*=
-I.I'(II=|IM—1]E'r lim f(x) =00 '

A =a4m

et lim fix)=0
R R

x - 0 o
r - 0 +
0 420
f
\A —] —/’
3 Y
1
N X
=1

-u{xl= 525 u est dérivable sur B et
1+x2

pour tout réel x,

T4 x?=2x(14%) —x2-2x+1
(M+232 (14x2)2

Denc f a pour dérivée :

T4+x
1-2x-x2 773

(1 +x)?

u'(x)=

fix—

® Direque pour tout réel x, f'(x) = %.ﬂﬂ
Equivaut a dire que fest solution de I'équation dif
férentiele y' =—%y.
® Dire que A(-2;1) est un point de ‘€ équi-

vaut a dire que fi-2)=1 ;

Les sclutions de ' =w%y SONT f« x> ke 5",

2 2 -III-—Il
Deplus, 1=ke ° dod k=e% ptf; x—sg 5 :

_-Les solutions de léquation différentielle

y'==-2y +5 sont les fonctians f, définies sur B
5

par l'.tlx]=ke"‘ +

QOr lim f,‘txll:g. d‘n&y:% est asymptote
horizontale 4 €

Lo I
-Powmutwm N'(D=¢ ¢ [4“—-'}

26t
d'oll le tableau de variations suivant

t 0 dg i
N - 0 -
Nidd?)

- Donc N(t) est maximal pour 1, = 4d? et

1
1 =
A" 2de

Chapitre 5
La fonction logarithme
népérien

-

3| -

In =
E—hizeﬂiz doncﬂrjzg

i
X




2. On obtient la courbe ci-dessous.

-

X

-a} In{5-2x)=1 aunsenspour x f:‘;-"

Cette équation équivaut a 5-2x=e, dol

= 5_5.‘? < g donc I'ensemble des solutions
: 5-¢
Lof [P e

est o { 3 }

b) De méme pour x < 2 I'équation équivaut &4 |
d-x=e3 doi l'ensemble des solutions est
F={2-e3},

c) Pour x < -2./2 ou x> 2./2 I'équation est
fquivalentea x? -8=1 soit x, =3 et x;=-3,
L'ensemble des solutions est & = { -3 ; 5.

%:»0 pour x < Ooux > 1, I'qua-

tion est équivalente & 1 —%:eJ dot }: 1-e?

1
T—e?|

.ai Linéquation a un sens lorsque x > 2

et x> % 50it x> 2. Elle est équivalente a-

@1-1-
X

1
2

c:x:l <ﬂdunl:.';l={

X¥-2=2x-1 soit —x=1 doit x=-1.
Denc =12 ; 4.

b) Uinéquation a un sens pour x<<0 et
¥ —4>0, s0it xe |-==;-2[. Elle est équiva-
lente 3 -3x=x%_4 soit ¥ +3x-4=0
cest-a-dire xe [-4;1]. Donc la solution est
lensemble f = [-4 ; -2|.

c) L'inéquation a un sens pour x>0 et
1 +§ =0, soit ¥ |0 ;+e<[. Elleest équiva-

¥ _x-2

lente a 1+§—x3=0 SOIT =0 ou|

(x+1)(x-2)
X
xe€[-1;2]. Orxe]0;+ee|

donc = )0; 2]

d) U'inéquation a un sens pour x>0 et
X(x—2) >0, soit x= |2 ;+0s]. Elle est équi-
valente & ¥*-3x=0 soit x<0 ou x=3,
donc F=[3; +e].

-a=ln3—ln3=0-, b==in29=_4In2;

1.1 1
r-nx-lnz—EhE.

2 2

=0, c'est-a-dire:

-aJ L'equationaunsenspour x+3 = 0 et
£+2>0 et x4+ 11 >0 50it xE |-2 ; +].
Elle Bquivaut & In(x+3)(x+2)=In(x+11)
soit x*+Sx+6=x+11 ou x24 4x_5=0.
Ainsl xy=1 et x,==5 0Or xe]-2;+ca| |
donc F=1{1}.

b) L'équation aun senspour (x+3)(x+2) >0
ExX+11 >0soit xe]-11;-3[U]-2; +=0.
Elle équivaut 3 x? +4x—5=0donc ¥=[-5:1}.

-a] X —4e*=0 ou

eX[e? 4| =ef|er +2][e*- 2] =0.
Ore*>0 dence*=2 et F={In2}.

- CORRIGES DES EXERCICES

b) eX(e*—-2) < 0 donc F=]-ee; In2].

2 1
x+1m‘.=4 X S > o Bt
cle e*>3oue e
F=]=In6; +oo.
d) e* >0 donc linéquation est équivalente a
e+ e+ =3 5oit 2x+2 = In3 soit

= In3—2 ak Ff=[ln32—.2 ;+m|:

e

B8 o1
X

2.Enx=1, {1)=2 et f'(1)=1 donc
Y=1x-1)+2=x+1.

-ai lim f{x)=—=os,
=0

b) lim S0,
x—0 4

-!. im DX_g donc y=x+1 est |
K—s s X
asymptote oblique a '€,

2, l’(.urj~-{:¢+1)=—-1'¥|r donc f(x) = x+1 s

etseulementsi 0 < x < 1, |lenrésulte queé est

au-dessus de dlorsque D < x < 1. Lacourbe €
et la droite d soit ainsi disposées :

yd

—h e

/—1 0
-a] f(x)=

b) u:xjn:T'I donc u'f:r]=“rf“2
2

- e L P
(x+102 x=-1 x2_1

2%
1+x

5

donc

=

-1. lim fix)=0; pour tout réel ¥ >0

f'ix)= #‘ d'ol le tableau de variations |
X

X U e + 58
iz - 0 -
f 1
i
Y
. ' (4
K [l v i
ol 1 e x
Inx 1—Inx,
2. fix)=—=". flxg)=—s—=2 dou
*

*o
I'équation de T:

[‘I—Inx
gz
F]
¥y

1-1 2inxy=1
={ nxu}x+ nxp=-1

Inxﬂ
(x=x3) +—— soit
Xo

xg *n
3. Tppasse parl'origine du repére si et seulement

s5i 2Inxy - 1=0 soit Inx,;,:% et guz,jé,

Chapitre 6
Les fonctions puissances.
Croissances comparées

1
et i L | 1
-'3="3 el
2

1

b:emln Inz=

1
2 eTin2

! 1
_ 1-3_ rslnﬁ_
c‘[a) =t

Je;

-a} 3= % équivaut & /3lnx = ~In3
In3

L .

soit Inx < — =
3

-e:u Pour tout x>0, (./x)* > x* équi-

vaut 3 exinx = p/xinx gy encore

%xin x= Jxlnx >0 c'est-a-dire

%.ﬁclnul J¥—21> 0. Donc I'ensemble des

solutionsest [f =4 ; +oa| L |0 1].

-1 + 4+ _+4" pst 3 somme des termes

d'une suite géométrigue de raison 4 et de pre-

mier tarme 1, Donc

111 __40-!‘)_4&1-11 -.l,
1-4 3

D'ol 1 +4 4+ 4" = 10° équivauta

an+1_ 1

T+4+-+4"=

= 109 Cest-d-dire 4" +! = 3,105 41

3
T, 5

Donc m+11;w% soit n= 8,09
doncn=9,

“

= T I | 1
B el

-
1 3 3
B=53x55=53=5
-a] Pour tout % = 0,
1 2 i

‘]_-

f‘[x]=e*[x3+3x 5} =%x_3e'(3x+ 1)

b) Pourtout x > 0,
]

= 1
3 i
5;::: 5[glnx+1

1
fxy=2y S
_f[x:-—sx Inx + :

]

-a} fix)=x%—Inx® équivaut, pour tout

x>0, af(x)= xE[T-Sm—:J donc
x
lim J(x)=+eo.
EE
b) Pour tout x = 0,
I(x;l=x—3mnx=x[l —BDMT"'J donc
lim flx)=+s.
B



-Nmons gla fonction : x> gsn2  dériva-
ble sur B, et pour taut réel x, g'(x) = In2e*ln?
et ¢'(0)=In2.

g(x)—g(0) ern2_1
X ™

Ce plus, donc

lim f{x)=1In2.
X=:0

Chapitre 7
Limites de suites
— < — o (S =10t

-ﬂq‘n_f 10°

& /n>10 & n>100 donc ny=100

-al u,=f(n) ou fest |a fonction ration-

nelie x — 2“'5. dont la limite en +o= est g-
3x—1 3
donc (th.2) lim uﬂ=§-
M= o

5%x-3

b) D = X - :
] emérne,un fin) avec: x 3%

5
L =g

v,f;

lim

i o0

fitx)==, doncith.2}

et

[: X+
= ._.4"'5.
De plus v, = g(n) avec g{x): x -

lim v,=4.

=% 4

=2 [th. 3]

Comme lim g(x)=4,

X —s

Comme lim Jfx=

lim u
=4 r

A= o
2n -1
3N+ 7
2nt-1
= n $ —

V,=g(n) avec g: x — T,
Comme lim g(x)=+==, [im v =+e=,

=4 4 0o

K —# 40

b) u, = f(v,) avec v, = etf: x— /%

Comme lim k=400,

& =3 +wm

im u,=+eo (th 3,

N = dm

-1 JZr1=1 et0<—— =1
P+

2. Pour tout nnon nul, n+1 > n? qui équi-

vautd Jn?+1>netd 1 {ldnnc |

NECER L
u, < v,

3. Le second nous permet de prouver que
Iim u=0carD<u,<v, et lim v,=0.

= o= 0 = o

-al Pour tout naturel n, =1 = u_

suite {u,) est bornée.

b) Pour tout naturel nnon nul, n2 = 1, donc: |
1

U<§£ Ti 1=u,=2; la suite (u,) est

bornée,

c} Pour tout entier naturel n, 0 < —'- = %

D=y, =< %  la sulte (u,) est bnmde.

d) Pour tout naturel n, 0 < 1 =1 et
1+n?

0< u =1 s la suite (u,) estbornée

_ 1 1. .
-- Up = U, = zmn+6+2n+4')0'

la suite (u,,) est (strictement) croissante.

1 1
@ Pourtout natureln, — > —— et
n+l n+2

| La fonction rationnelle x—

Vo=V, la suite (v)) est (strictement)

décroissante,

1 ) 3n+5 _

n+1 2n+4 N+ BN+4
Ix+5

2x2+ 6x+4

pour limiteG en +e= donc  hm (v, —u,)=0.
N—pfo=

Lessuites (u,) et (v,) sontbien adjacentes

oV, —u=

-1. 1 *-ég =2, donc fla propriété
1=u,=2 estvérifiée aurang 0

Supposons-la vérifiée au rang n

Upy 1 =Mu,) avecf: x—= 22 - 2x+2.

Pour tout réel ¢, f (x)=2(x-1).

Il en résulte que f est croissante sur |1, 2] et
pourtout x& [1; 2], f(1)= fix)= f(2).
Qri(1)=1etfi2)y=2 donc fix)e [1;2] et
sil=u,=2 alors 1=y, ,=2:lapro
priété est vraie au rang (n+1).

En conclusion, pour tout n, 1= u, <=2 etla
suite (u,) est bornée.

2, a) Resultede (x —2)x— 1) =22 -2x4+ 2 —x.
b) Sur[1;2], (x—2)(x—1) < O donccomme
u,el1:2] Uy, —u,<0:lasuite (u,) est
décroissante,

3. Minarée par 1, elle converge

Remargue. Graphiquement, ou a l'aide d'un
tableau, on peut conjecturar gue la limite est 1,

-aI Pourtout n, =1 = cosnt =1 donc

1 1 1
—==u,==; lm -== lim <=0,
2 Nt peiem N n—s 4= 02
donc fim u,=0 (théoréme 4).
N=k¥o
n
b) Pour n=0, ”n—i‘f donc:
n+-
n
=gt
1 . T
n+ - n+-
n n
. -1 1
lim —= lm —=
n—l+mn+l N b e ﬂ+l

et lim u,=0 (théoréme4).

1= d

-u,1 est la somme de n termes positifs
dont le plus grand est i
ng+1

et le plus petit

v @ar el <npie2 <

s<nl4n;
n?+n

nx

su,=nx 2" : (résclu®, p 169}
1 by 3

n?+n
1

SGiL : 11$u

14— 1+—
n

n
=1, lethépréme 4

lim
n=34e0

1
lim —=

e 1+—
n

ne

nous permet de conclureque lim u,=1.

LR
-I. a) u,=0, donc la propriété u, =0
est vraie au rang 0.
Supposons-la vraie au rang n Puisque u, = 0,
2u,+ 1 et u,+ 2 sont positifs et, donc, leur
quotient u, , aussi Donc tous les termes de
la suite (u,) sont bien positifs
b) u; =0, donc la propriété u, < 1 est vraie
au rang (. Supposons-la vraie au rang n

2u+1 U +2+u,-1 uy=1
=L 3T g2 Yz
Hﬂ_1 .
donc u,, 41— =u_n1_§ etpuisque D=u <1,
Upo1—1<0 et u, 4<1. Pour tout n,
u, <= 1 etla suite (u,) estbomée
. un+1_u"=2u"+1-uﬁ—:!un:l—uf
u,+2 u,+2
donc, pulsque 0= u, <1, 1-uZ>0 et

Uy, 1= U, = 0:la sulte (u,) estcroissante.
Croissante et bornée, (u,) converge
u -1 Zu +1- u, -2
v = n+1 _’_v
Uy +1 2u ar U, +2 37

La suite (v,) est géomeétrique de raison % 4
de premier terme vp=-1.

n -
4. u,,={—i]{%] :5:.. et, d'autre part:

Vol + 1) =u,=1, soitu,(v,-1)==-1-v,
.
T+
Q[unzi_vn: 3“.
—Vy '|+1_
1!}.ﬂ
lim 3% =0 [suite géométrique et
M=% 4o
—1-:1~:Ildanc lim u,=1
3 =
5. u,>099 & 1-u, <00
1
T
= 1= e
1oL 100
3n
2 1 1 1
S S e s
3" 1oo+1m"3n
IBE‘ 1 =
100 o0
Donc N=5 car 3""=B1 et 3°=243.
'| fr—
® Uy, - U= - o
L s 2Jn+2+2./n+1
= JA+2-Jn+1 -0
Joelmh+2+h+)
Up,q = Uy > 0:lasuite (u,) estcroissante.
o v, ~v.=——=-2/n+1+2./n
Ja+
—
ezttt _

Jne1idn+ 1440
la suite (v} est décroissante.
® v,—u,=2(/n+1-./n)= e
n+1+.n
lim (J/n+ 1+ ./n)=40s donc

no=s =

im (v,—u)=0.

1 =% -

Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Chapitre 8
Intégration et primitives

- 1.® l{f) est la «somme algébrigue »
des aires de deux triangles

_2x1



® 1(g) estlasomme del'aire d'un trapéze et de
I'aire d'un triangle :

_(1+2)x2 4x1 _
I(g;__z..__a- 5 =5,

2. (f+4g)=1{[)+4l(g)=17.
I(5f-2q)=5I(f)-21(g)=-25,

-a] Sur |0;9], f: t—
!+.,ﬁ

ment décroissante (f"<0), donc pour tout
dans [0;9], f(3) = f(t) = f{0) soit:

est stricte-

% =flD=1.
Draprés linégalité de la moyenne ;
g 9
- =9,
F J'b flyde=g

bl Sur|1:2],9: x— .J1 4 4 est strictement
croissante (g > 0) donc pour tout x de |12,

g(1) = glx) = g(2) soit J2=g(x)=3
D'aprés linégalité de la moyenne :

= F
J2= L gix)dx =3,

-ui Pour tout x dans |,

b) Pour tout x dans |,

e.x
F'(x]=2-—=-f§=ﬂn.
2.Je

-a|5ur|—:|—m;——[ f=u"u-? avec

wxe—=2x+l et u:x—2;
Festdutgpe—£+k.

F(—=1)=0 impligue k=—1 donc:
1

F R

(%) = 1

b) Sur | = |—==; 3], ,f'=“E avec
u x—=3—x U xr—=-1etu=>0;:
Festdutype Inu+ k.

F{1)=1 implique k=1-1In2 donc:
Flx)=In(3-x)+1-1In2.

c)sur l=1-1:11, !'=%u'u 2 avec

urx—=x?—1, U x—2x;
1

F - ”

estdu ype — 5. + k

F(0) =0 implique

F[x):——.—'— i

)
2(x1-1) 2

-a}|=lﬂmﬁ=5—ﬁ.
hlin[ cos(x+—n

=1 .
=~ donc:

c) I-_-J:: (1 - ;de: j:r—:ﬂni—-xll:;
=3In2+1.

= .} a1 -
dlt-[ammﬁx;} -0

-l Pourtcmtréel k1,

1
X)= ‘|+_.. e
kn= (x -112 x=1 (x-1)2
I ?. 15
2. =
L,a¢+2|r1l1 -x)- .:—-1]_5 A 4In2

- CORRIGES DES EXERCICES

-a] I=j:“—-2]e?'dr.

Onpose uit)=t-2 et v'(1)=e!

alors U’ (1) =1 et v(ﬂ:%ez'
2
—%j e?ldt
1
L PC L Py e SPT
| 2e |:4& }Ivﬁe 413.

1
X
bll=| —
JOJJt-l-i

On pose u(x)=x et v'(x)=

D'ol :=[1

z]
2|t—2)e ]

1

Jx+ 1

alors u'(x)=1 et v(x)=2./x+1.
1
D'ol Jn|2x¢/x+11é.—zf JiT1dx

1=2./2- [ (.H-UJE-_]

-a] Surl, flx)=(1+ @an?x)tanx,
On recannait f= u'y avec u: ¥+~ tanx
etu': x—1+tanix, dunc:

F= % u?. Ainsi F{x)= 3 ! tan2y,

b) Surl, fix}=(1+ unzxj -1 donc:
Fix)=tanx—x.

tan’x+ 1

c) Surl, fix)= 5
an?x

.-.u":--—

On reconnait f=u’v-2 donc F=
1

Ainsi F(x)=——.
tanx

- Pour tout x de |,

Ax)=2+ :

2x+1 T2x-1
Surl, 2x+ 1> 0 mais 2x—-1 <0 ainsi:

5 1
=* x4 2pourprimitive x E!n(2x+n

ELx+—

2;_7 a pour primitive x — %ln(l -2x).

2x+

Donc F(x)= In ﬂ]

27\ T2

- 1. f(x)=4dcosxsin®x;

P (x)=—4sin"x+ 12 cos?xsin?x.
2. fM(x)=—4f(x)+ 12(1 — sinx) sin?x
==4fix)+12sin2x— 12sin%x
(1= cos(2x)
= 1 _—
16f(x) +12 (=55 ]

== 16fix)—6cos(2x) + 6.

i S 3
Dot fla)= Iﬁf (X} ac05(2x143
3. Sur B, une primitive F de [ est définie par:
F{x}—-—f (x)— 3 5In[2x:+;x
Fi(x)= —1c05x51n31— 1m[:!:ntH Sx
4 16

-1 J—[ In[I-i-Qslnx]]; =In3.

2. Par ilnéarlté de lintégration :

(s J‘z sin(2x)+ cosx 5
T 1+ 2sinx

I_”:Igﬂ SINXCOSK + COSX
a 1+ 2s8inx

S
l+.l=j: cosxdx=1

Ainsi [=1 - donc I=1~%ln5.

1 141
i X 1
1. G = = — ==U,
- F“J'Jﬁ indx |:5:|‘.j 3u3.
2.9, etU; sont sumétriques par rapport a (OK)
donc sl(G ) = #l(%,) = yua
S ;) =1 < | (%,) + (U )] ; ainsi:

si(f.'.'-zlné-u.a

1
3. J Jxdx exprime l'aire fen ua) du domaine
o

1 -~
@, UD, ; dou jo Jxdi=2

-
- Pour tout x dans B, F(x) =I e-rostdr
0

On pose u(t)= cost et v'(t)=e 2

alors u'(t)=-sint et vm:—%e'“
ol | X -| ]
Dol Fix) = '--E'J'CDSE] —-J e lsintdt
F[x)—~%e-’”cnsx+-——-—j e-iteintdr,
N
Onpose: G{x]=J- e~ 2lsinrde,
o

Dol Fix)=- %E-?‘cosx-r é-%G[xj 1]

Par une seconde intégration par parties :
G(x) = -—%e“z‘smx + % Fix) [2L
On déduit de [1] er [2]:

| 1 2
- p-tn] _% = =8
F(x)=¢ [ scosx-rssinxJJrs

-Pour tout x>0, on pose fix)=./x,

diolt f/{x)= ——.

2.0x
Ainsi S+ 1 - JSx=fix+1)=fix)

=J.:.1;!fdc

Surlintervalle[x;x+ 1], f: t— =1 est stricte-

2.t
ment décroissante (£ < 0) donc:
FrOe+1)=f(t)= f'(x) soit:

1 5_{ 1
25+ St 2[

D'aprés lnégalicé de Ia moyenne,
x+1
= j' L=

] ® 1
2041 24
dont ———= Jk+1-.Jx=

1

“ll'_

= 2
fv"_

2~'x+

-La position des courbes .

€z y=sinx et €5 y=xsinx sur [D;H,

est définie par le signe de la fonction différence
Az x> sinx— xsinx.
T

Or Alx)= (1 -x)sinx avecsinx = Dsur [n : i]'

donc le signe de A{x) estceluide 1 - x.



® A(x)=0 sur [0, 1]:C, au-dessus de‘(;,

1er

a*| % | 10°
Parle principe des cases,ilua:

12x 1T x10%9x8x 76 x5x4x3x2x 1 choix
c'est-a-dire 12! =479 001 600.

2. lci tout se passe comme sil'on devait remplir
3 cases numérordes de 14 3.

ZE 3& ‘iE Sﬂlﬁe 72 "EE: lzf

e Alx)=0 suril ;g]:‘ﬂl en dessous de “64. |

On nate & |'aire cherchée .

T

1 -

= - z
o Iu.fl.{x}dx J'T A(x)dx.

Par intégration par parties :
Onpose wWx)=1-x et v'(x)=sinx,
alors W({x)==1 et w(x)=—cosx.

|1er ge | ze

Ilyadonc Bx7x6=336 arrivées possibles

1 : .
j ﬂ{xldx:f (1-x)sinxdx des 3 premiers.
v 0

S B e

B x)fDSXE'J Iﬂmsxdx 'an—IJ"n[p—‘i)!m_m!
:l—lshxl‘]:j_ﬂn‘l i :

; m Carnx[n_.”!_nj
Deméme: [2A(x)dx==1+sin1. ' )

1

n i
o p(")-=p =

car £ = ;
-1- La section est un disque centré sur p! (p-1)
['axe (Oy).
2. Le carré du rayon est x* =4 - y.

L'aire du disque est S(y) =mn(4 - u).
A

"= S(y)d
L y)dy

Ce qui prouve le résultat.

Une poignée de main est définie par un
ensembie de deux mains, il y a donc autant de
poignées de mains que de combinaisons
@2 parmi 18 % spit 153,

Une autre méthode consiste & dire que chaque
persaonne serre la main de 17 personnes, Il y a
donc 17 x 18 poignées de mains, quil faut diviser
par deux, car chacune d'elies est comptée 2 fois.

QOu encore la premiére personne serre 17 mains,
la suivante seize (elle ne resserre pas la main de

la 1" personne), la sulvante quinze erc.,, jusqu'a 1

4 4
1= n:_[o (4-u)dy= ;rl;[éy - !";L =Bnuv.

-'r.a]f est continue et positive sur
|n;n+ 1] donc u, représente l'aire sous la

courhe '€ sur cet intervalle.

P i i -
b) Par intégration par parties avec: Or142smis17=2%18_
uix)=x+1, vilxj=e*, 2
u'(x)=1, v{x}=-e",

1. Tout se passe comme si on devait
remplir 8 cases avec D ou | achaque case.
| 1y a donc 2® pctets possibles.
2. Les premiére et derniére cases sont remplies
par 0, pour les autres, ona encore 2 choix: Oou 1.
Ily a darc 29 octets possibles.
3. On choisit les quatre cases ot f'on met 11l g

a (2] choix. On met O dans les autres,

Bl m+l
U, ==(x+1)e"*], +I e ¥dx

n
U,=—(n+2)e " Ngin4 ;e'“+|ve*|:”

Upy=—(n+3)e "4 (n+2)e

lim ne"=0 dodl on déduit

A = & =

c) On sait que

que (u,) converge vers 0

1 2 J
2.5, =Jo f(x)ydx +j] flaydx + - Iy adonc [g] = 70 octets possibles.
n+ 1
-~+J- f(x1dx
. n Chapitre 10
1 =jﬂ filzx)dx [Relation de Chasles). Probabilités

Or par intégration par parties :
f+1 med

e -L‘univers est l'ensemble des combinal-
_[ {x+Ne*da==-(x+1e""]y +J e dx
0 0

sons de deux cartes parmi trente-deux et ily a

- équiprobabilité 32
==(n+2)e M4 ] 4+ [ ¥, Nombre de cas possibles ( 9 ) Dou:
=—(n+3pe iy 8 B\ (24

S,=-(n+3)e "N +2 dou lim S,=2. (2) 7 (;]x[1] 12

n=r+ }‘E]-m. b) [52 =37

Chapitre 9 {2 2]

Eléments de combinatoire [-24] {a]x(aj

-.]2_1_'.=21><20:-¢...><2x1121 c i,:%; d|!'7_1=%
200 20x19x... x2x1_ <" (”J [32]

17 2 2
b) 15 =17x16=272.
c}61_5!=5”5_”=5. -p{AUBJ=pM}+p:B}—p{AnBj

(] i
5t 5! dot ptA N B)=plA)+p(B)-p(AUBI=

- 1. Former un classement revient a remplir
12 cases numérotées de 14 12.

!
6
ANBY 1
:pﬂ{AJ=p“_( ]:i.

(B)= =
p.(B) p(B)

-L'arbre pondére suivant traduit |3 situa-
tion. Aest I'tvénement «le bulbe est de la
variété A », B «le bulbe est de la variété B»,
F « le bulbe donne une fleur »,

095 f

A <005 .

{ F
03

04 b

B <01 _

1:

D'aprés la formule des probabilités totales .
B(F)=p(ANF)+p(B NF)
d'ol p(F)=0,6%095+0,4%09=093.

)
-mM—E—z.ptBJ 2=

premiers réalisant B sont 2, 3, 5)
AMB content laseule issue 2

Dlois: p(ANB)=1

Ainsi p{A M B)= plA)x p(B) donc A et B ne
sont pas indépendants.

{les entiers

L'univers est l'ensemble des combinal-
sons de 3 sujets parmi 60 et il y a équiprobabi-
lité.

1. a) Le candidat ignore 45 sujets.
Notons A « e candidat n'a étudié aucun des
Lrois Sujets ».

45
_AS/_1419
P[ﬂi‘(ga-)—-s—z
3
P _2003
b) Dol p(A)=1 —puﬂu—s--—-—--ﬂ22

¥ Ay=52.
2. a) ptﬂl—ﬁ- b] prm+59

-LFn arbre résume la situation,
B signifie « la boule est noire ».

¥ g

u <

.”4/ 1 314

114

=
Ll
RS \Ra

3
)
i
@ m @ @ Wl

=
=
L]
/E\

=
=k
m

1. D'apres la formule des probabilités totales -
pB)=p(BNU)+pB MU,
+p(BNU ) +p(BNU)

st d b 1 3 L g B
p{B)ﬂ434+4x2+4x4+4}¢1-B
1.1
JPLRE) RN
E.pnluzl——p@vi—-,sunpﬂlual—T-g
8

L'univers est l'ensemble des combinai-

sons de trois boules parmi dix et il y a équipro-
babilité 10
Nombre dissues possibles, [ % ] =120,




I. Loi de X
3 plX=x]
: 5) 1
120 6
' (1)<G)_s
G
s | G6)s
120 10
w [ Gy
120 30
2 E{x}—— dois E(X) - mn_é

Le jeu est deiavcrahie au joueur,

3. Solution 1: 11 —E(X) =§ (pénéfice moyen

en € espéré par l'organisateur),
Solution 2 . Le probléme revient & considérer
la variable aléatoire Y =X - 1. D'ou:

E(Y)=E(X) -1 -ﬁ-

Bénéfice espéré par I'organisar.eur !
10-E(V) = 2.
Dol le méme résultat dans les deux cas !

Chapitre 11
Lois de probabilités

1. La situation est celle d'une expérience
de Bermoulli d'ordreS avec pour succés S
« la machine n'est pas en panne un jour donné »
de probabilité p=0,95.
Seit X le nombre de jours sans panne.
X suit une lol S3(5; 095). Calculons P(X=0):
P(X=0)=0855=07738
2. Calculons P(X = 1).
PIX=1)=P(X=0}+P(X=1)

=0,95%+ 5x 0,95% « 0,05

PIX=1)=089774

Motons R « la piace est rejetée ».
R signifie (d = 198,1) ou (d = 201,9)
[réunion de deux événements incompatibles).
d suit |a lai uniforme sur [198 ; 202] donc
P(R}=P(d=1%81)+P(d=2019)
0.1 01
&4

=005.

-x suit une loi exponentielle de paramétre A

_In2_1In2 .
T 9%
200 e
P(1I00=X=s200)=[ 102, 9%y
100 99
200MZ 1002

=-e ¥ +g¢ 9 =~0_250.
- 1. Répondre au QCM est une expérience
de Bernoulli d'ordre 6. La variable X quiindigue le

nombre de réponses justes suit uneloi m(s; ‘Z]
Calculons P(x = 3)
Plx=3)=1-P(x=2)

=1-[PX=0)+P(X=1)+PX=2)]

- CORRIGES DES EXERCICES

Dot P(x=3) ~ 0,169 4. c) i
3
2. De méme, X sult une lol m(ﬁ: :-:] d'ou:
Plx=3)=03196 10
- 1. La densité est définie par:
0 X
si B=sx= 12
ftx)=14
0 sinon

Im({z) =1 signifie guel'grdonnée deM est égale

2. La durée du trajet est comprise entre 8 et 4 1, L'ensemble est la droite d'équation y=1.

9.5 min.

Pfa~=xa95>_95 -8

R B8 223 mz=0-mas2n)

= 1=IZ
c)Z= "
! 3+

-z,‘=1 +1=J§(c05:—:+:sin5].

3m A
= = 2(( Pl ._]
14+i= 2| cos % + i5in 7

el ﬁ[ms(- %J-t—:‘sln( 3:))

3. L'usager rate son train lorsque la rame arrive
en M, aprés Bh 10 La durée du trajet doit dé-
passer 10 min,

Pﬂc-s::cs:!zm:u;

- 1. P(T, = 300) = e-300% = - 012

2.Notons R «A et B fonctionnent aprés
300 jours »,
R signifie (T, = 300) N (Tg = 300).
T, et T, sont indépendantes donc :
P(R})=P(T, = 300) x P(Ty = 300)

-y [e—ﬂ.'lajz-_. a—024

d)Z=23-2iz241+3i

L1

10

A —

ED=1—.“=N

ﬁ(cos[—g]+ fsm[- ED
-a] (1-0)2= z(cos[— —]+ ism[

P(R) = 0,787 2,
3. Notons Q «A et B sont en panne avant | b) 1““’&— Ji[cos[ 7% )+:’5in( _’E)]
1+ 12 1
300 jours ».
Q signifie (T, < 300) N (T < 300) € (1-i3)(1 + )=
De méme: 5 ( n
24 1 i
P(Q) =P(T, < 300) x P(T, < 300) L2 ]‘" 5’"( 12))
= (1 -e012)2 (f3+0)° 3n
2 = = nf-2"
Q signifie «la machine fonctionne aprés H+n2 ﬂ(ms 2 J‘Hsn( JJ

300 jours »,
DY=1=(1_ea-012y2__ - i
P(@)=1-(1-e-012)2 = g 987 -I ® = Jé{cns( ]+ fsin[ EJJ

® 2= ﬁ[“s[-EJ + :’sin[—g]).

2y
® l=cos 4 isine

Chapitre 12
Les nombres complexes

-3T=2+5l:zz=~6+3i;z,=32-35.'. 2; 12 12
; -3 44i 1:'4'%*«“5“- fo- 2,
Zy==2i; Z3=7+1i; Zi=_'§'_'" z, P 7
3. En identifiant parties réglles at rmaginarres
-ﬂl L [ ..."Gi-f Je—
12 o et sua-|1—2 4

w =

l= Z o O
=%g 12. L 12, s9— .
-ZTzz 3 L~ 33 P =eT

(1N 2
\1/

3x 5n In 1n
§ — 4 [ 22 3 = ——
Zizszy =542 % | zi=4ge S 2= 12,
12223 3 % B
2K ix
1 _,f:.; b A = =i
lz|=3 équivauta OM=3. L'ensemble est le z_s_?e i Bz =342e .

cercle de centre O et derayon 3.

b, yi -. zlzelﬂepl'!=e|lﬁ1n:§;
|zl=1 et argz, =0+ 7.
® 2, =—(Cos0 - lsing)=—g ' t=glin-al,
| -
2 o > |zl=1 et argz,=n-a.
® Z;=i(-isinet— cosx)
=—{{cosc+ isinc)
|
liw r(l:u- _',l
Ficiict i 3 =g 2 it = o
Re{z)= -2 signifie que I'abscisse de M est

égale a —2. L'ensemnble est la droite d'éguation

 3x
Gl |zs| =1 et argzs = o+ 5



Chapitre 13
Application des nombres
complexes a la géométrie

-u;] AB(1-20), AC(2+D

dol Zgz=1Zzgm

AC=AB

= =
(AB, AC =5

dinsi ABC estun triangle rectangle isocéle en A

3. Alors « ABA'C est un carré » équivaut & :
«CA'=ABnsoitd’—c=b-a

d'ou

1
donc a'=4—--i.
A‘I

I désigne I'ensemble des points M(z2)
cherchés,
a) Onpose A(3) et B{1 + ).
Me T & |z-2, =|z- 7,
donc [ est la mediatrice de | AR |
b) Onpose C(=1-=1) et D(2-3).
Me T & |z-2=|z- 7|
donc I” est la médiatrice de [CD .
c) Onpose (2 - 1)
Me T & |z—z|=.JS donc est lecercle de
centre | et de rayon /5.
d) Onpose J(—-3+1).
Me M e |z-2| =2 donc I est le disque
fermné de centre J et de rayon 2,

-1. Parr: G+ H;l'angle de rest:

H=I£TG.0_'H)=arg(:—:).
3o 5)3

n
I
Une écriture complexe de rest: 2’ =e *z.

donc B = arg(

2.Pars: E—F, le centre | de 5 est le milieu
de [EF].

z|-—-r-% +21; 5 est un demi-tour d'écriture
complexe:

F-z=e"z-z) dol Z"=-z-1+4l

T
-'E. d=ejﬁa=—4--ﬂ.‘.’3;

c=-3a+ 5.3+ 3 _ 4540

A3
2. |leg|=|bl=|c|=|d| =8 donc A, B, C, D sont
surle cercle de centre O et de rayon 8
3.a) AD(4-41./3), BC(4./5-120)
dou BC=./3AD; de plus AB=DC=8./2,
donc ABCD est un trapeze isocéle.

b) ;-—u=i donc

-b
AC W T
Sl ct{BD.hCJ-z. d'od le résultat

-ﬁ1. 4, As désignent les ensembles des
points.
Rappel : lorsque z # 0,
arg(~z)=m+ arg{z) et
argiZ ) =-argiz).

a)Me A, :bn:-r-arg(z—ll:—g

n
= z=-1)==—:
arg | 3

b} Me A, & n+arglz—2-1)=

ST

< arg(z=-2-i)=- g

eI Me A & arglz—T+0) =2

e arg(z-1+ i:|=2?"‘r

Alnsl Ay, A, A sont les demi-droltes ouvertes

d'origines A(1), B(2+1), C(1 -1} etdirigées
respectivement par O, T,, Uy tels que:

R P e A A 2n

Iui UI:I:_‘_S‘—' [ul uz]:'_'z_' {uu u3)=?'

- On note I' cet ensemble.
[2=H=|iz—i] (1)

lz—il =|z—fz] @
Onnote Iy et I'; les ensembles definis par (1) et (2).
Onpose z=x+iuy, xe B, ye R

Me Fm{

Me T e |z—1|=|illz=1]
= |lz-i2=|z-1]2
S x4 (y-1)2=(x-1)2+¢?
= x-y=0
Me T; & |2-i|=|1-i]|z|
= |z-1]2=2]zi?
= 2l (y-1P2=2(x2+y?)

= e yle2y-1=0

y=x
Mel &
<2x’+2x—1=0
y=x
= _—it-\ﬁ (3)
o

Alnsi T est 1a paire de points définis par (3).

-1. DB=0A +0C donc b=g+c.

2. Par la rotation Ria - B=M

doll z—a=e""(b-a), donc z= g+ ce ",
De méme, R, ,,: B> M’ doi
2'—c=e'{b-c), donc z'=c+ ae,

Onen déduir que e®z=ge“g+ c=2" ;donc M’

estlimage de M par R g ;.

-ParR[H 5]- B—A

*2

donc e-=m=i(b-=m):

a-ib_a+ b+i(a-b)

1-i 2

De méme, en utilisant les quarts de tour directs

centrésen N, P, Q:

_btc+ilb—¢) =c+d+i[C+d]
""""'_‘_2 ] '_—2 L]

d+a+i(d-a
Q=——JI

ainsi m=

n

Ainsi,

p—m=%]-—a-b+c+d+i{-u+b+ c-dil
et

q-n=%ia-b-—c+d+.‘{—u-b+c+da]_

On vérifieque g=n={(p-m) d'ou:
lg—nl=lp—ml
arg(q-n) =73 + arg(p-m).

Donc MP=NQ et {W.N_ﬁhg-

Chapitre 14
Le produit scalaire dans l'espace

s B g 00
-alu-v— 14, vw= 5+ W=
b) U V=4 V- W=1; W-i=8.
-‘,5=|-4.,4_54:£_
V22417
2+E32 N
-al UiV==1: V- W=—-1: W-li=-
ol S
b) T-V=1; ¥ W—G, w u_6

al U-(G+V)=[0]2+T0-V=5"-4=21.

b) (20} (V-30)=24-vV-6]d]?
=-8-6x25=_158

€] (U+V) (-3V)=|Tl2-30-7+V-0-3]¥|?
=254+12-4-3x9=6

5
3 23
2

S 4

1 ———Z+50=00=%-

u [T — ] 5 + 50
-i]x—g+d=0 et 1-0+d=0, donc
d=-1 etunesdquationde ®est x-y-1=0.

%+12+1+d=(}_

donc d= —%Q et une équation de 2 est:

hl%z-w-dy-z‘q-d:l) et

2 40
3:¢+=:~g,;—z—--3--_t‘_}.

-Notons ri, et 0, desvecteurs normaux
respectivementa P et 2.

a) A(1;-257) et f(2;-4;1) ne sent
pas colinéaires : 9 et 2 sont sécants.

fi, - fi;=11 #0: % et 2 ne sont pas perpendi-
culaires.

b) fi, = -2, : P et 2 sont paralléles

Lepoint A{=2;0;0) appartient a # mais pasa 2 :
2 et 3 sont paraliéles et disjoints

-R=-fﬂ' donc le point C a pour caor-
données (-1 ;-1 -./2),
AB(Jf2-1;-J2-1;-/D) et
BC(-42-1:/2-1;-/2)

AB=BC=2./2 et AB BC=-1-1+2=0"
le triangle ABC est isocéle et rectangle en B,

-al{r—1#+(u—21"+¢z-5}?=4_

b) ¥+ (y-5+(z+1)2=3
) (x+2) +(y-2P+(z-1)*=5

Chapitre 15
Droites et plans dans I'espace

-a] MG ; .'EJ donc m:%ﬁ;- 2AC

soit 2AM - AB-4AC =0.




Dot 3MA-MB-4MC=0, ainsi M bst la
barycerwre de (A ; 3), (B; =1), (C;-4).

1. De méme, N{1;—1) est le barycentre de

(A1), (B:1), (C; =1 et P[%;%). celui

de tA; 0), (B 1), (C;1).

-1. Le plan (0 ; i, K) a pour vecteur nor-
mal j(0;1,0); d a pour vecteur directeur
Ui=1;3;0).

j et @ ne sont pas colinéaires, donc d et
(0 ; 1, k) sontsécants en un point K(x; y; z)
tel que:

2
x=1-t ["3
=2+ 3t 5
2 donc "-‘g
z2=-4
y=0 sy
Z=—4

2. (01, /) apourvecteurnommal K(0:;0; 1);
or k- T=0 donc destparaliéled (0 ; 1, /.
3. U dirige d” et | appartient 4 d’, donc -
X==14+2
ly:S:—&, te R.
z=0
4. (0,1, /) a pour équation z=0, dol par

exemple :
a=-=1
dy qy=3t, te R ex
z=0
=—5+1
di :qu=3s+1, se
z=0
x=1z+1
-1_ 3x-y-22z-1=0 B
< =0 - P
X—y- 2= T P |
1 1
K-Efi-j
pinst & St fhl bR
2
LZ=1t

2. a) d' apour vecteur directeur u(% ;—% : 1]

el dpourvecteur directeur t{1: —1:2). det
U" sontcolinéaires (= 20" ), donc d” est paral
lelead.

b) A(0;1,-1) appartient @ det a d*: donc |

dzd';

- 1. Soit A lensemble des paints M cherchés.
=2MG avec Gbarycentrede (A 1), (B ; 2),
(C:=1); ¥= 21 avec| milieu de [DE]

Me A = MG colinéaire 3 MI.
la droite (Gl).

Ainsi A st

- CORRIGES DES EXERCICES

2. Soit I I'ensemble des points M cherchés
Me I < [2MG] = [2M1]| & MG =M.
Ainsi T est le plan médiateur de |Gl

-1. M(a;0;0], NI0;a;0), D{0;0;1)
la=>0] sont les points dintersection du plan

{DMN) avec les axes d'od (DMN) - g - ﬁ + -f: 1

s0it X+ y+a0z=a

2. a) OF=0DB+BPF=0DA + OC +a 0D donc
OF{(1:1,a) et OP est un vecteur normal &
{DMN). |

x=1
(DP):qy=t, te R
z=at

b) Le paramétre t associé au point H est tel que:

x=1

y=t

z=at
X+Yy+az=a
3, a) Calcul a partir des coordonnées :
PH=./(t-112+(1—-1)? +(a1—a)?

=[t-1|Ja?+2.
t=1l=|9__q| et ta-3_o?-a+2|
al+2 a?+2 ai+7 |

puisque pour tout @, a2 — a + 2 > 0. Ainsi,
2
pH=0—-0+2

Jat+2

MNote: la distance de P au plan (DMN) (voir
chapitre 14} se calcule directement par:

!ap+gp+ Gzp-vui
J1 41+ 07
b) DM =DN [immédiat) ;

PH= v d'ol le résultat

aire(DMN) = =l = %MN % DI avec | milieu de
[MN].
Ainsi ol = a_ﬂ;”,

Volume PDMN = () = %.'.4 x PH, d'oll

ala’—a+2)

Via)= z

-Onpose AB'=x, BC'=y CA'=z
Par symétrie par rapport 4 la bissectrice (Al),
AB = AC" ;deméme, BC' =BA" et CA"=(CB".
87 C’, A" appartiennent respectivement aux
segments [CA], [AB], [BC| d'allesustéme:
xX+z=5
X+y=4.
y+z=7

Dlod x=1, y=3, z=4.

Chapitre 16
TD de géométrie

-Nous allons démontrer de plusieurs
maniéres que les droites (CM) et (PQ) somt
perpendiculaires.

Avec I'outil des transformations

D . c
Q . ok
MJ! 0 / i ‘
'l' .."
X0 0,
;‘ ,"
A d B
P d

On suppose le plan arienté et ABCD un carre
direct.

dest |a médiatrice de [MS]. Onnote o, et o,
les réflexions d'axes respectifs d et (DB}, eton
pose r=g,00,.

rest donc la rotation de centre O, centre du

carré PBSM et dangle g
Deplus r(C)=(o,00(0)=05(R)=Q,
et r(MJz(cr;,ucrl ){M]:n.‘,{_‘-}: B

Donc CM = QP et les droites (CM) et (PQ)
sont perpendiculaires,
Avec l'outil vectoriel
PQ:CM=PQ.(CR +RM)

=PQ-CR+PQ - ”RM.
D'aprés le théoréme de la projection,
PG-CR=RD-CR=PAxPB=0QAxDQ
et PO:-RM=AG-D0=-0AxDQ donc
PR-CM=0 etlesdraites (PQ) et (CM) sont
perpendiculaires,
Avec I'outil analutique
Considérons le repére orthanarmal (A 1, /).
telque AB=ai et AD=aj.
Il en résulte que B, C, D ant respectivermeant pour

coordonnées (a;0); (0;a) et (a;a}. De
plus, ladrolte (BD) a pouréquation x + y—a=10.

Notons am l'abscissedeMavec 0=m=1,
L'ordonneée de M est donc a(1—m), AinsiP a
pour coordonnées (am ; 0) et (O ; al1-m)).
PQ a pour coordonnées (—am | al1 - m)) e
ME(a(1—m) : am).

Donc:

PG -MC=-am(1 —m) + a®m(1—m)=0
et les droites (PQ) et (MC) sont perpendicu-
laires.

De plus, on remarque que la médiatrice de
[|PQ] estparaliélea {CM).

Elle passe par £2 milieu de | AM|]. Donc d'apres
le théaréme des milieux, dans le triangle AMC,
elle passe par le point O milieu de [AC|



Démonstrations concernant
le logarithme et I'exponentielle

1. Fonction logarithme népérien

1.la

[ = ]0; +oo| est continue et comme telle admet des
primitives (voir TD 4, p. 175). La fonction logarithme
népérien, notée In, est celle de ces primitives qui
s'annule en 1 (théoréme 7, p. 200). Ainsi :

; 1 . o g
fonction x+> =, restreinte a lintervalle
X

pourtout x >0, (In)’(x) = Jl—( v nd.= Q;
In est strictement croissante sur I.

2. In(ab) = Ina+Inb; In(a") = nlna.
(a>0:b>0:ne N).

On fixe a, puis on introduit la fonction

hix) = Inax — Ina - Inx.

On démontre, en la dérivant, qu'elle est constante, puis, que
pour tout x =0, h(x) = 0, dou le résultat. Par récur-
rence, on déduit que In(a”) = nlna (pourtout ne 7).

1
a

1
Avec b = =, onobtient In = = =Ina.
a

Puis m[%) = ln[ax%] = Kig~Iab

limlnxg = —eo,
x -0

3. im Inx = +90;
X— e

a) Il s'agit de prouver que quel que soit M > 0, on obtient
Inx = M pour rout x d'un intervalle |A; +os[. M érant
fixé, choisissons un entier n tel que nIln2 > M (ce choix
est possible car [n2>0), et considérons lintervalle

J =127 ; +m|. Alors, pour tout xde J, x > 27, d'ou:

lnx>n(2ZM=nrn2>M, d'ott lim lnx = +e=.

K =¥ + o

b} Par le changement de variable X = 3‘? an prouve gue

lim lne = —ea,

=+

2. Fonction exponentielle

1. La fonction In varie continiment de —e= a +o, et
prend donc toutes les valeurs réelles (théoreme des
valeurs intermédiaires). Puisque In est strictement crois-
sante, chacune d'elles n'est prise qu'une seule fois, Ainsi
pour tout réel x, il existe un y et un seul, y > 0, tel que
Iny = x. On note y = e* et on écrit exp la fonction,
dite exponentielle: x — y = e*,

Pour tout réel x, e* est le nombre dont le logarithme
est x.

Dot e*> 0; Ine* = x; el"* = x;
pour tout x, tout y > 0, y = e* équivauta x = Iny.

2. La fonction exp est strictement croissante.

Prouvons que a < b implique e* < ¢*. Si a < b, alors
Ine* < Ine®, (voir 1. ci-dessus), d'on, puisque In est stric-
tement croissante, e? < ab.

3. e?*h = puxel,

On démontre que les nombres 7" et ee” ont le méme

logarithme, ce qui implique gu'ils sont égaux.

4, Pour toutréel g, lim e* = e“, donc exp est continue
sur H. =R

_—

En posant x = a+ h, tout revient a prouver que :

lime**t = po
h—0
Or e’ *h = eve’ doncil suffit de prouver que lim et = 1.

Pour cela, prouvons que aussi petit que s'.oit'l le nombre
¢ >0, on obtient 1 - < e < 1 + « pour tout h dans
un certain intervalle J qui contient (). Soit 0 < @ < 1.
Posons J = |[In(1—a); In(1+®)] J contient O car
Infl-a)<0et In{1+a)>0.

Si he J, alors In(1-w) < h< In{1l+h) d'on puisque
exp est croissante, alnfl-a} = ah < pluil + 2} g donc

1 -0 < e < 1+co(doilerésultat).
R

5. La fonction exp est dérivable sur [ et égale a sa
fonction dérivée.

; g : et — et
a est un réel fixé. Considérons la fonction tix) = —
Posons e = b et e* = y, donc @ = Inb et x = Inp.

~Inb
Ainsi, t(x) = ;?‘ avec g(y) = ]ni—_}?—

Or, limy = ¢ = £ (continuité de la fonction exp) et

limgly) = % (dérivabilite de la fonction ln en b).

p=h

Done, limt{x) = b = e, donc exp est dérivable en a et

N=*U

{exp){a) = e?. Ceci étant vrai pour tout a, le théoréme
est demontré,

6. lim e* = +20;
X4 X~ = o

On démentre en étudiant la fonction h(x) = x - Inx, que
pour tout x = 1, x = Inx. Dong, e* = e'™, ete* = x.

Dol lim e* = +==, Par le changement de variable

Ko w =
= —x, on obtient lim e* = 0.

K —p -
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Axe de symeétrie

Dans un repére orthonormal (O ; 7, ),
‘€ est la courbe d'équation y = f(x)
et dla droite d'équation x = a.

Dire que la droite d est axe de symé-
trie de €, équivaut & dire que pour
toutréel x = a+ h deDy, a- h est
dansDet f(a+ h) = f(a-h).

d
M’ M
N S :
Tho 5
a-h | T a a+h
Barycentre

A, B et C sont trois points, a, f3, ¥
trois réels telsque ot + B+ y# 0.
« Il existe un point G unique tel que :

aGA + BGB + yGC = 0.
Ce point est le barycentre des points
pondérés (A; ), (B; ). (C;y
« Pour tout point M,
aMA + BMB + yM(C

= (o + B+ MG

« Régle d'associativité : Supposons
o+ [ 20 et notons H le barycentre
de (A; o) et (B;P), alors G est le
barycentrede (H; e+ B) et (C; y).
«Dans un repére (0 1, j), G a pour
coordonnées :

oxy + PBxg + ¥xc
G = ;

a+p+y
_ s+ Bug + vy
Yo = o+p+y

« Caractérisation d'une droite: A
et B sont deux points distincts.

» Tout barycentre G de (A ; o) (B; B),
(a+ ) =0, estun pointdeladroite
(AB) tel que

AG = —B—AB
o+p

« Tout point M de la droite (AB) tel
que AM = kAB (k réel) est bary-
centrede (A;1-k), (B: k

Ainsi la droite (AB) est I'ensemble des
points M barycentre de (A ; 1 - k),
(B; k), k décrivant .

Caractére
Particularité, que l'on veut étudier,
d'une population statistique donnée.

Un caractére est qualitatif s'il n'est
pas mesurable. Un caractére est
quantitatif lorsqu'on peut le mesu-
rer en associant un nombre a chaque
individu.
Centre de symétrie
Dans un repére orthonormal (O ; 1, ),
‘€ est la courbe d'équation y = f(x)
et A le point de coordonnées (a; b).
Dire que le point A est centre de
symétrie de ‘€ équivaut a dire que
pour tout réel x = a+h de D,
a-h estdansD,et:
fla+ hy+ fla-h)

= A
2

M 1fla-n)

i e
flash)... b M
¢ 90 . !
-h T a a+h

Cercle

«Le cercle de diamétre [AB] est
I'ensemble des points M tels que

MA . MB = 0.

« Dans un repére orthonormal, le cer-
cle € de centre I(x, ; Yg) et de rayon
ra pour équation :

(x=x)? +(y-yp)? = r°

Changement de repére

(0;1,J) estun repére du plan et A
un point de coordonnées (a: b) dans
ce repére.

SiM a pour coordonnées (x ; y) dans
ce repere et (X;Y) dans le repére
(A;i,)), alors x=X+a et
y=Y+b

Colinéaires (vecteurs)
Voir Vecteurs colinéaires.

Composée de deux fonctions
Etant données deux fonctions f et g
définies respectivement sur Dset D,
la fonction g o f est la fonction défi-
nie par (g o f)(x) = g(f(x)
L'ensemble de définition de g o f est
constitué de tous les réels x tel que x
estdans D, et f(x) dans D,

Coordonnées polaires
(O ; 1, f) est un repére orthonormal
direct.

« Pour tout point M
distinct de O, un
couple (r;0) tel
que OM=r et
(i,0M) = 0 est
un couple de coordonnées polai-
res de M.

« 5iM a pour coordonnées cartésien-
nes (x; y), alors:

r=Jx2+ 2

x = rcos®; y = rsin6.

Droites perpendiculaires
Dans un repére orthonormal, les
droites d et d’ ont pour équations
respectives ax+by+c=0 e
a’x+b'y+c =0.
Dire que det d’ sont perpendiculaires
équivaut a dire que:

aa’+ bb" = 0.
Effectif
En statistique, l'effectif d'une classe
est le nombre d'individus correspon-
dant a cette classe.

Equation trigonométrique

« COsx = cosB équivautdansRa:
Xx=0+2kn ou x = -0+2k'n,
ke, Keld.

« Sinx = sin® équivautdans R a:
x=0+2kmoux = n-084+2kn,
ke Z, ke Z.

Etendue

L'étendue d'une série statistique est
la différence entre la plus grande
valeur du caractére et la plus petite
Elle mesure la dispersion de la série.

Fréquence

La fréquence d'une classe est le quo-
tient de I'effectif de cette classe par
l'effectif total.

Homothétie
O est un point du plan et k un réel
non nul. On appelle homothétie de
centre O et de rapport k notée
h(Q, k), la transformation qui, a
tout point M du plan, associe M’ tel
que OM” = kOM.
«Sih(A) = A'et h(B) =
A'E’ = kAB.

B’, alors:



« L'homothétie transforme une droite
en une droite paralléle.

« Lhomothétie transforme le cercle
¢ de centre | et de rayon ren un cer-
cle €’ de centre I’ = h(l) et de
rayon r’ = |k|xr.

« Lhomothétie conserve le barycen-
tre, l'alignement, la coplanarité, le
parallélisme, ['orthogonalité, les
angles orientés.

« L'homothétie multiplie les distances
par |k|, les aires par k2, les volumes
par |k|3.

Individu
Chaque élément d'une population
statistique,

M
Médiane

e Lorsqu'une seérie statistique est
donnée par les valeurs de caractére
non regroupées en classes, la
mediane est la valeur du terme de

rarng n_+1
2

valeur égale a la demi-somme des
n
valeurs des termes de rang 3 et

si n est impair, et la

-2 + 1 sinestpair.

eLorsque les valeurs de caractére
sont regroupées en classes, on peut
tracer la courbe des fréguences
cumulées croissantes.

Pour trouver en abscisse la valeur de
la médiane, on coupe par la droite
d'équation y = 0,5,

Mesure principale
Parmi les mesures en radians
8+ 2kn d'un angle arienté de vec-
teurs (U, V), une seule est dans
l'intervalle |-m:m|.
Cette mesure est appelée mesure
principale de (4, v).

Moyenne

« La moyenne de n nombres x,, .., x,,

est le nombre x défini par:

Xyt Xg + 4 X,
—

« 51 n, nombres sont égaux a x;, n, a

X1 o My A Xy AIOTS ¢

Ny Xy + NyXy + o+ MX,,
n
avec Ny +ny+ =+ n, = n.

n n, n,
+—, —, ., — sont les fréguences

n
fis by . f, associées a xy, Xy, .., X, €t
X =fixy+—+fpx,

Population

Ensemble de personnes ou d'objets
sur lequel porte une enquéte statisti-
que.

Relations métriques
Dans un triangle quelconque, d'aire S:

« Relation d'Al Kashi :

a2 = b?+ 2 —2bccosA;
« Théoréme de la médiane :

2
b?+c? = 2AI2+%;
g b _ e .

sinA  sinB sinC
«5 = %bcsinﬁ.
Second degré
Onpose f(x) = ax2+bx+c, a=0.

« Ecriture de f(x) sous forme
canonique :

o = o(xe ) -]

« Discriminant de f(x):

A= b -4ac.
eLorsque A <0
l'équation f(x) = 0 n'a pas de
racine et f(x) est toujours du signe
de a.
Lorsque A = 0:
léquation f(x) = 0 a une «racine
double» x = -% et f(x) est tou-
jours du signe de a sauf pour
X-= —%, auquel cas f(x) = 0.
Lorsque A > 0:
I'équation f(x) = 0 a deux racines

distinctes :
X = # et x, =

2
et f(x) = a(x—x,)(x-x,).

—b+./A
2a .

f(x) est du signe de asauf lorsque x
esLentre x; et x,, auquel cas f(x) et
a sont de signes cantraires,

Triangles semblables

« Dire que deux triangles sont sem-
blables signifie que leurs angles sont
égaux deux a deux.

« 5i deux triangles sont semblables,
alors les cOtés opposés aux angles
€gaux sont proportionnels.

« 5i deux triangles ont leurs cotés pro-
portionnels, alors ils sont semblables.

Trigonométrie

Quels que soient les réels aet b ;
cos(a+b) = cosacosb-sinasinb;
cos(a—b) = cosacosb +sinasinb:
sin{a+b) = sinacosb +sinbcosa;
sin{a—b) = sinacosb-sinbcosa;
cos2a = 2cos?a-1=1-2sin?q;
sin2a = 2sinacosa.

Vecteurs colinéaires
« Dire que deux vecteurs 1 et V sont
colinéaires équivaut a dire « |l existe
un réel k tel que U = kv ou il existe
un réel k' tel que v = K't».
«Dans un repére (0:1,]) du plan,
dire que les vecteurs T(X:Y) et
V(X";Y") sont colinéaires équivaut
a dire que:

XY'=-X'Y = 0.

Vecteurs coplanaires

« Dire que les vecteurs U, V, W sont
coplanaires signifie que lorsqu'on
choisit un point O quelconque, le
point O et les points A, B, C définis
par OA=1, OB=¥ OC=w
sont dans un méme plan.

A
. -

0] = C

« U, V, W sont trois vecteurs tels que
det Vne sont pas colinéaires.
Dire que les vecteurs U, v, W sant
coplanaires équivaut a dire qu'l
existe des réels a et b tels que :

W = ali+ bv.
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CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

1960 Henri Cartan écrit un Calcul différentiel qui sert de base i I'enseignement actuel.

1904 Henri Lebesgue donne une nouvelle définition de I'intégrale sur laquelle s'appuient les
mathématiques et la physique du XX® siécle.

Vers 1850 Bertrand Riemann donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'existe 'intégrale
définie entre a et b d'une fonction définie sur [a : b] au sens de Cauchy.

1823 Dans un Résumé de lecons sur le calcul différentiel données & I'Ecole polytechnique, Cauchy
fournit la définition par limite de la dérivée, et la définition par limite aussi de l'intégrale
définie (selon les sommes dites de Riemann). Il démontre le premier théoréme du calcul, 3 savoir

a( [ ) ae)

dx = f{x} lorsque la fonction f est continue.

1822 Jaseph Fourier, dans sa Théorie analytique de la chaleur, montre que la notion de fonction
continue est beaucoup trop restreinte pour I'utilisation en physique, et que Vintégration permet de
travailler de fagon plus générale sur les fonctions.

1821 Publication du premier volume du Cours d'’Analyse de I'Ecole royale COURS DrANALYSH
polytechnique o Augustin Cauchy fonde I'analyse sur la notion de "
limite et de fonction continue. LA ot e

P W messsms fesm ELTEWT

e —
[ T e g e —

(R | 1 e —

1797 Lazare Carnot publie a Paris ses Réflexions sur la métaphysique du
calcul infinitésimal, on il tente de montrer qu'un méme mouvement
intellectuel, sous des dehors différents, méne d'Archiméde a Euler pour
constituer le calcul différentiel et le calcul intégral.
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1755 Euler publie, & Saint-Pétersbourg et en latin, ses Institutions
du calcul différentiel, donnant une unité au calcul issu de Newton et
celui issu de Leibniz. A partir de 1769 a Saint-Pétersbourg, Euler
publiec ses Institutions du calcul intégral en trois velumes, ot il
développe toutes les ressources du calcul des primitives, mais aussi
la résolution des équations différentielles.
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1748 Leonhard Euler publie en latin et 4 Lausanne son Introduction
& l'analyse des infinis, on sans différentielle et sans intégrale, il
définit par des séries de puissances les fonctions élémentaires,
exponentielles, logarithmes, fonctions trigonométriques.
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Fin XVII® - début XVIII® si¢cle De nombreux savants, & commencer bien sir par Leibniz et

Newton, utilisent le calcul différentiel et le calcul intégral pour des
problémes de mécanique, mécanique des machines ou mécanique céleste.
Par exemple, Daniel Bernoulli, fils de Jean Bermoulli, qui détermine
la forme courbe que prend une lame élastique tendue par un poids.

1714

Leibniz publie en latin son Histoire er origine du calcul
différentiel dans lequel il se défend de I'accusation de plagiat que des
disciples de Newton propagent de fagon malveillante,




1. L’éditeur de listes

On peut stocker des valeurs dans des listes qui fonc-
tionnent comme des rableaux aux cases numérotées.

L ]

a. Edition manuelle
® Avec I'éditeur de listes statistiques .

b. Edition dans un programme

@ En utilisant des accolades et [ 570 ].

{2,5,10,3,2,7,5) = L1 a pour effet d'initialiser
L1 qui contient la séquence des 7 valeurs données, La
premiére est désignée par L1(1), la deuxiéme par
L1(2)...

® Une liste peut étre initialisée par l'instruction Seql...]
que I'on trouve dans [LIST] OFS.

Seq(0,%,1,6,1) crée une liste de & cases numérotées
de 14 6 avec un pas de 1 et initialise toutes les cases
an.

Seq(¥1,X,0,2,0.2) créé une liste de 11 cases correspon-
dant auxvaleurs de 0 4 2 avec un pas de 0,2, chague case

F | 1 02 04 -i,ﬂ 2
fi) | /0) | /O0.2) /04 | .. |A(18)] K2)

2. Utilisation des listes en statistique

Une série statistique peut étre stockée dans une liste
afin d'utiliser des instructions pour le traitement des
données.

® Classement (ordre croissant, ou décroissant) avec
Samk (ou SortD) que I'on trouve dans [T ou bien

'l i

D. NOMBRES AU HASARD

contenant la valeur prise par la fonction en ce point..

Dans le menu PRB, V'instruction rand donne un
nombre au hasard dans l'intervalle [0 ; 1[.

* Pour simuler un tirage aléatoire d'un nombre entier

entre 1 et N, on utilise iniiNrand'l).
Par exemple, imlbrand'l) simule le lancer d'un dé parfait.

Programme simulant N lancers d'un dé et plagant les
fréquences dapparition de chague face dans une
liste.

Algorithme (et commentaires) :

Lire N
(N est le nombre de tirages)
Créer et initialiser Liste 140
{On crée une liste de 6 cases toutes mises i 0)
Pour K de 1 4 N Faire
X e Nb au hasard entre 1 et 6
{On tire un nb au hasard et on le met dans X)
L1[X] < L1[X] +1
Fin de Faire
(La case dun® X est augmentée de 1)
L1 —11/N
(On calcule Ta fréquence de chaque numére)

Afficher L1

Un résultat obtenu :




Calculatric

|A. FONCTION

fest la fonction définie sur R par: |'
f{x}:-—%x;‘—x-l-?

On veut obtenir :

®Un tableau de wvaleurs {ex : les wvaleurs
de f(x)pour xvariant entre- 2et3de0,1 en
0,1).

® Quelques valeurs isolées (ex : f(27) ; f(-5)) et
f(3.84) ).

@ La courbe représentative de la fonction f

1. Enregistrement de la fonction

Appuyer sur la touche , se placer sur Yl l'aide
des touches de curseur E] (A]et taper I'expression
de f(x) (attention aux régles de priorité) puis taper

.
Sur certaines TI, il faut passer par [GRAPH] puis [ F1]
pour accéder a¥l-.

2. Tableau de valeurs

Taper [TELSET] puis choisir la valeur de départ
et le pas souhaité en remplissant les champs IbiStart et
Albl.

Dans le champ Indpnt, en choisissant Ao, on obtient un
tableau illimité commengant & la valeur choisie, dans
lequel on se déplace avec les touches de curseur,

En choisissant Mk, on obtient un tableau vide dans
lequel on peut choisir la valeur que I'on veut pour x.

On tape pour avoir f (x). On peut obtenir ainsi
les images de valeurs isolées.
On affiche le tableau avec [TABLE].

3. Calcul de valeurs isolées

Ce calcul peut aussi se faire & 'aide d'un programme :
taper . choisir I'option NEW, taper .

Choisir un nom de programme.
Taper le programme :

S INSTRUMENTS

4. Courbe

La fonction est dans 1. Utiliser la touche [GRABH]
On peut changer les graduations en tapant [WINDOW|

et en complétant les différents champs :
Kmiin : valeur minimum

Kmax : valeur maximum

Kstl * | pour graduer les axes de 1 en 1.
De méme pour Ymin, Ymax et ¥scl.

B. Suites

1. Suites données par u_ = f(n)

Ce qui a été dit en A.1 et A.2 pour les fonctions s'appli-
que en prenant un pas de 1 pour le tableau de valeurs.

2, Suites données par u, ,, = f(u,)

On peut aisément programmer le caleul de u, pour
une valeur donnée de n. L'algorithme et le programme
sont donnés dans le TD2 du chap. 6, page 162,

Les calculatrices récentes possédent maintenant un
mode prévu pour le calcul des termes des suites
définies par récurrence : c'est le mode Seq.

Il est ensuite demandé de préciser la relation de
récurrence (donné sous la forme wu, = f(u, _,)) ainsi
que le 7 minimum.

Sélectionner le mode Seq 4 I'aide de et des tou-

ches de curseur. Taper @

Appuyer sur puis entrer la formule de
récurrence. Exemple : u(n)=2u(n-1)+1.

Choisir le n minimum et le terme initial.

Avec [TABLSETJ, choisir les indices des termes
a afficher, puis afficher avec [TABLE].
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